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KAPITEL I. MODULER 

Lad A være en associativ ring med etelement 1. 

Definition. En venstre A-modul er en additiv abelsk 

gruppe (M,+) forsynet med en afbildning A x M~ M be

tegnet A0 m (kaldt multiplikation med A) så fØlgende 

axiomer gælder: 
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4) 1 ·m = m V m E M. 

Definition. En hØjre A-modul er en additiv abelsk 

gruppe (M,+) forsynet med en afbildning MxA ~M beteg-

net 

1 ) 

2)' 

3) 

moA så fØlgende gælder 

m o( A1 +A2 ) = moA 
1 
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(m
1

+m 2 )o"A = m1 oA + m
2

o"A 

m o ( "A1 A2 ) = (mo"A )o"A 
1 2 

4) mo1 = m V M E M. 

v A
1

, "A2 E A ' m E M 

VAEA, m1 ,m2 E M 

V A1 ,"A2 E A , m E M 

Bemærkning. For kommutative ringe er det uvæsentligt 

om multiplikationen skrives fra venstre eller hØjr~. Bet. 

3) gør en skelnen mellem hØjre og venstre nødvendig for ikke-

kommutative ringe. 

Eksempel. Hvis A er et kommutativt legeme er A-modul 

det samme som vektorrum over A. 

Eksempel. Venstre idealerne i A er med oplagt + 

og o venstre A-moduler. 
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Eksempel. Enhver abelsk gruppe (M,+) er en mo-

dul over Z, ringen af hele tal. 

Definition. En delmængde N af en (venstre) A-rno-

dul M kaldes undermodul, hvis N er undergruppe i 

(M,+) og Aou E N, VA E A, u E N. (Betingelserne 1)-4) 

er da automatisk opfyldt). 

Eksempel. A er med regneoper.ationerne i A både 

en venstre- og en hØjre A modul. Undermodulerne i A 

som venstre (hØjre) A-modul er netop venstre (højre) 

idealerne i A. 

Sætning. A og B undermoduler i (venstre A-modulen 

M. Da er A n B og A+ B= fa+ b l a E A, b E BJ også 
def. 

undermoduler .. 

Bevis. Umiddelbart. 

Definition. Lad N være en undermodul i A-modulen 

M. Mængden 8f sideklasser @= fm + n l n E NJ udgør en 

A-modul ved 6) + ~= ~ AO@=@ Denne modul 

betegnes M/N og kaldes faktor modulen af M m.h.t. N. 

Definition. Lad S være vilkårlig delmængde af en 

A-modul M. S kaldes frembringersystem for M, hvis et-

hvert m E M kan skrives som A-linearkombination af ende-

ligt mange elementer i S. M kaldes endeligt (resp. tæl

leligt) frembragt, hvis M har et endeligt (resp. tælleligt) 

frembringersystem. 
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Eksempel. A = z. En endelig abelsk gruppe er endeligt 

frembragt som Z-modul. Q ej endelig frembragt. lli ej 

tælleligt frembragt. 

Eksempel. For et vilkårligt integritetsområde A 

med kvotientlegeme (Brøklegeme) K gælder: ~ndeligt frem

bragt A-modul ~ K = A. 

Eksempel. C(X) ej tælleligt frembragt C[X]-modul. 

Definition. En endelig delmængde t , · · · , t af en 1 n 

(venstre) A-modul M kaldes uafhængig, hvis 

A t +···+A t =O A ••· ~ E A 1 1 n n ' 1' 'n ' 

En vilkårlig delmængde T of M 

~ A1 = ·· · =An= o. 
kaldes uafhængig, hvis 

enhver endelig delmængde af T er uafhængig i.h.t. oven-

stående. 

Definition. En (venstre) A-modul M kaldes fri, hvis 

den har et uafhængigt frembringersys tern f t ex, ex E~- I J. Et 

sådant uafhængigt frembringersystem kaldes en basis. 

M = O ( "nulmodulen") regnes for fri med -:ø som basis. 

Sætning. A= skævlegeme ("divisionsring") ~ enhver 

(venstre og højre) A-modul M er fri. 

Bevis. Vi kan antage M ~ O. 

Lad ~ være mængden af alle uafhængige delmængder 

af M. {f' ordnes ved mængdeteoretisk inklusion. 7} bliver 

herved induktiv t ordne t, så ?f i fl. Zorns lemma indelrøl~ er 

et maximal t element 00/.. Antag OOt = fmex l ex E: I J. Vi p~

står fm l ex E: rJ er bevis for M. Behøver kun vise, at ex 

~ er frembringersystem for M, d.v.s. at ethvert m E M 
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er (venstre) A-linemrkombination af endeligt mange elemen-

ter i DOt. To muligheder 

J) m E 00(. 

I_y m Ej: 1lf. 

ad I) Hvis m = m ex 
er m = 1m 

ex 

ad -~I) f m 1 u Of/ :J m. På grund af art 's maximal i te t er 
~ 

f m J u 011 ej uafhængig~~ der findes endelig delmængde af 

f m 1 u 061 der e j er uafhængig'-:>: der findes en ikke-trivi el 

A-linearkombination 

1\m + /\
1

m 
~. ex1 

+···+l\ m =o, n ex n 

hvor l\ må være ~ O. Da A er skævlegeme fås heraf{-

+ ••. + 
l 

Vi skal senere se, at i ovennævnte sætning faktisk gælder 

"="· I det kommutative tilfælde er dette let at vise: 

En kommutativ ring A er et legeme, hvis enhver A-modul 

er fri. 

Bevis. Lad a E A, a ~ O. I faktormodulen A/Aa 

findes ingen uafhængige elementer, da a. l\ = o for alle 

/\~ A/Aa. Altså må, da A/Aa er fri, A/Aa = o :J: 

AE A a og dermed findes et /\EA så 1 = /\a. Ethvert 

a E A\fo J har så ledes et inverst d.v.s. A er et legeme. 

Eksempel. En uendelig cyklisk gruppe er fri som 

~modul. En endelig abelsk gruppe 4 O er ej fri som 

~modul. 

Eksempel. Q som ~modul er ikke fri. 
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For vektorrum er det velkendt at hvilkesomhelst to 

baser har samme elernentantal. Den tilsvarende sætning er 

rigtig for frie moduler over en kommutativ ring A. 

Eksempel. Der eksisterer ikke-kommutative ringe 

A for hvilke der findes en fri A-modul M med egenskaben, 

at der til ethvert nElturligt tal n findes en basis for 

M med n elementer. Hvis V betegner et tælleligt di-

rnensional t vektorrum over et legeme, f.eks. JR vil r in-

gen af alle endornorfier for V være en ring af ovennævnte 

type. 

Som nævnt gælder: 

Sætning. Hvilkesomhelst to baser for en fri modul over 

en kommutativ ring A har samme elernentantal. 

Bevis. A har et maximal t ideal I. (Anvendelse ffi' 

Zorn 's lemma.) Lad M være fri A-modul. Med IM betegner 

vi undermodulen bestående af alle elementer af formen 

a 1rn 1 +···+ atmt' a 1 ,···at E I m1 ,· ··,mt E M. Faktormo

dulen M/IM er en modul over A/I ved fastsættelsen 

(!) · @ =e, hvor 'A er repræsentant for (j) og m re

præsentant for(§) Dette er en tilladelig definition; thi 

/\
1
-/\

2 
E I, rn

1
-m

2 
E IM ~ 'A1 rn 1 -~2m2 = ('A1 -'A2 )m

1 
+ 'A2 (rn

1
-m2 ) E IM. 

Man verificerer let, at rnodulaksbmerne virkelig er opfyldte 

ved ovennævnte definition. M/IM er således et vektorrum 

over legernet A/I. (Da I maximalt, er A/I et legeme). 

Påstand~ Hvis ft l a E A~ er en basis for A-modulen 
a 

M er ~~ a E A~ en basis for vektorrummet (over A/I) 
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M/IM. Klart, at f~l a E Al er frembringersystem for 

A/I-modulen M/IM. Lad 

Ved at indsætte repræsentanter for sideklasserne fås 

~1 f +···+~f E IM, d.v.s. 
a 1 n an 

+ · · · + ~ .11> = ~ a .:f , a. E I n~a . J a. 1 
n J J 

Da ft l a E Al er b~is for M, a 

d. v. s • 6) = • • • =(SJ = o • 

må ~ , ... ,~ E I 
1 n 

Da sætning gælder for vektorrum, vis er ovennævnte påstand 

~~ for vilkårlige A. l 

For et integritetsområde A (d.v.s. A kommutativ 

og uden nuldivisorer) indføres følgende-: 

Definition. For en modul M over et integritetsområde 

A defineres torsionen ~ ved 

~ = fm E M l 3~ E A\fol så ~·m= ol. Man ser let, at ~ 

er undermodul i M. 

Definition. M kaldes torsionsfri, hvis M~= O. 

M kaldes en torsionsmodul, hvis M = MT 

FDr enhver modul M er M/MT torsionsfri. 

~e~ Enhver endelig abelsk gruppe er qua ~modul 

en torsionsmodul. 

Sætning: Enhver fri A-modul M er torsionsfri. 



Bevis. Kan antage M ~ O. Lad 

en basis. Lad m E M. m kan skrives 

A. E A. Lad A E AX{o j. AntQg Arn = o. Da er: 
l 

+ ••. + 

Da fta l a E Il er en basis, følger heraf: 

7. 

AA1 = · · · = AAn = O og dermed da A :j: O og A er uden 

nuldivisorer: A = O n d.v.s. m = O. l 

Eksempel. Den omvendte sætning gælder ej. Q er 
w 

som ~modul, torsionsfri men ej fri. Lad nu 

vilkårlig og M og N (venstre) A-moduler. En afbildning 

f: M~ N kaldes en ~homomorfi hvis f(m
1

+m 2 ) = f(m 1 )+f(m2 ) 

Vm
1

,m2 E M. 

Mængden Hom~(M,N) af alle ~homomorfier fra M til 

N udgØr ved oplagt sum definition en ~modul" 

En afbildning f: M~ N kaldes A-homomorfi hvis den 

er en ~homomorfi og f(Affi) = M(m) V'A E A, m E M. 

Mængden HomA(M,N) af alle A-homomorfie:e fra M til N 

udgør en ~modul (undermodul i Hom~(M,N)). 

Hvis A er kommutativ bliver HomA(M,N) en A-modul 

ved: (Aof)(m) = A(f(m)). 

Bemærkning. Hvis A er kommutati~ er for enhver 

A-modul M den ved m ~ Arn (A fast) definerede homoteti 

for M en A-homomorfi. Tilsvarende gælder normalt ej for ' rr:: }J,} f ;\h-J 
ikke-kommutative ring::u~or vilkårlig f E HomA(M,N) de-

fineres 

Ker(f): {m l f(m) = O l, Im f= fn E N l 3m E M så f(m) = n l 
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Coker(f) = N/Imf. Da gælder: 

f injektiv ~ker f = O; f surjektiv ~ Imf = N ~ Coker f = O 

Lemma. 

fra M på 

Lad f E Homi\. (M,N).. Da gælder:· f er isomorf~ 

N (d.v.s. f bijektiv) ~ 3 g E Homi\.(N,M) 

så fog= identiteten 1N på N og gof =identiteten 1M 

på M. 

Bevis. =} Da f bijektiv findes invers afbildning, 

der automatisk bliver A-homomorfi. Denne kan bruges som 

<= f'(g(n)) = n indebærer N = Imf 

~(f(m)) = m indebærer o = Ker f. l 

g 

Et 11 diagram 11 er en (endelig eller uendelig) mængde af 

moduler og homomorfier mellem disse. Et diagram kaldes kom-

mutativt, såfremt hvilkesomhelst to kæder af' homomorfier 

forbindende en modul til en anden har samme sammensætning. 

Eksempel •. 

A B 

1 ex 

fJ i 
D c 

Kommutativitet af ovenstående diagram betyder her: 

cxå = fJY og EfJ = ~. 

Homomorfisætning. Lad f være surjekti~ homomorfi 

fra M til N. Da gælder N~ M/Ker f. Mere præcistt 

Hvis tl betegner den kanoniske homomorfi fra M til 

M/Ker ~ (~ sender et m E M i den ved m bestemte side-
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klasse @ i M/Ker f'), 
, 

da findes netop en isomorfi g 

fra M/Ker f' til N så diagrammet 

er kommutativt. 

Bevis. Lad @E M/Ker f'. H vi s Gi)= Kl1l definerer vi 

afbildning g; M/ker f'~ N ved g@= f'm. (Lovlig def.!). 

Man efterviser let at Ker g= O og Img =N. Da 
l 

(§)= KTil, fås gKID = f'm, d.v.s. g er isomorfi så gK = f'. 

At der ikke findes andre isomorfier end g med ovennævnte 

egenskab fØlger af', at er surjektiv. l 
Woethers isomorf'isætning. Lad A og B være under-

moduler i A-modulen M. Da gælder A+B/B ~ A/AnB. 

Bevis. Lad te være den kanoniske homomorfi fra M 

på M/B. Lad 

Da gælder 

K1 = KRes ,A og 

Im K1 = Im K
2

• 

K2 = ~es ,A+B • 

Her er Im K1 ~ Im K2 

klar. Den modsatte inklusion fØlger af': For x E Im K
2 

findes a E A og b E B så x = K
2

(a+b) = K(a+b) 

= K( a) E I m K -Res,A - I m K1 • Ker K1 = faEAjaE Ker 

IfØlge homomorfisætningen er da: Im K "" 1 - A/AnB. 

Ker K
2 = B' hvorfor Im K ,..... A+B/B. Da I m K1 = 2 -

fås herved den ønskede isomorfi. 1 

Vi giver nu en række eksempler på bestemmelse af' 

HomA(A,B) i visse explicitte tilfælde. 

Eksempel. For vilkårligt A vil afbildningen 

~: HomA(A,M) ~M defineret ved ~(f') = f'(1) for 

tdi!"A n B. 

Im K
2

, 
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f E HornA(A,M) være en ~isomorfi fra HornA(A,M) på M. 

Hvis A er kommutativ, bliver ~ en A-isomorfi. 

Eksempel. HornZl(A, 1R/æ) (A abelsk gruppe), er A' s 

"karaktergruppe". 

Eksempel. Horn.,j~ 11 ·=:-(J 

Eksempel. Horn~(Q,~) = O. 

Eksempel. Horn~,( Q, Q/Zl) har ikke-tællelig mange el e-

menter. 

Eksempel; HornZl(A,Q) = O for enhver endelig abelsk 

gruppe A. 

Eksempel. Lad n og m være naturlige tal, og 

~(n), resp. ~(m) være den (additive) cykliske gruppe 

af orden n, resp. m. Da gælder: Hornzl~(n),~(rn))-::::- ~(d), 

hvor d betegner største fælles divisor for n og m. 

NOETHERSKE MODULER. 

~ætning. For en (venstre) A-modul M er fØlgende 

betingelser ækvivalente: 

1) Enhver undermodul i M er endelig frembragt. 

2) M tilfredsstiller opstigende kædes egenskab (a.c.c.) 

d.v.s. enhver voksende fØlge af undermoduler 

A1 S A C·· ·c A c··· er stationær (d.v.s. fra et 
2 - - n 

vist trin er A =A 
1
v). 

n n+ n 



B e vi s. 1 ) ~ 2) • Lad 

11 • 

A c A c· · ·c A c· · · være 1 - 2 - - n -
00 

voksende fØlge af undermoduler. U A er undermodul af 
n=1 n 

M, der ifØlge 1) er endelig frembragt. Lad b ' ••• b 
1 ' t 

00 

være frembringersystem for n~1 An. Da findes n0 så 

b 1 ,···,bt E An
0 

Følgelig 

An = AnO Vn ~ n 0 • 

må 
00 

hvorfor 

2) ~ 1). Lad A være vilkårlig undermodul i M. 

Vælge a1 E A. Hvis A- Aa - 1 færdig; ellers vælge 

a2 E A\Aa
1

• Hvis A = Aa
1 

+ Aa
2 

færdig; ellers vælge 

a3 E A\(Aa
1 

+Aa2 ). Hvis A = Aa
1 

+ Aa
2 

+ Aa
3 

færdig; 

ellers etc. 

Da Aa1 l Aa1 + Aa2 ~ Aa1 + Aa2 + Aa
3 

l må oven-

nævnte proces standse efter endelig mange skridt. D.v.s. 

3n så A= Aa +·· ·+ Aa • 
1 n A a.l tså endelig frembragt. l 

Definition. En A-modul M kilides Noethersk, hvis 

den tilfredsstiller en og dermed begge betingelser i oven-

nævnte sætning. 

Eksempel. ~ er Noethersk ~.modul. Q ej Noethersk 

~modul. 

Definition. En ring A kaldes venstre (resp. højre) 

Noethersk, hvis A som venstre (resp. højre) A-modul er 

Noethersk. 

Eksempel. ~ er en Noethersk ring. 

Eksempel. Ringen af alle kontinuerte funktioner på 

[0,1] ej Noethersk. 
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Eksempel. Ringen af alle (2x2) matricer af formen 

(~ ~), a E~, b,c E Q er hØjre Noethersk, men ej 

venstre Noethersk. 

Sætning. Lad A være vilkårlig ring. Da gælder 

A venstre Noethersk = enhver endelig frembragt vem.stre 

A-modul er Noethersk. 

Bevis. ~ fås umiddelbart ved at betragte A som 
.Ny~ 

vens tre A-modul j ~ skal vi se, a t alle undermodulerne i en-

hver endelig frembragt A-modul M er endelig frembragte. 

Da M er endelig frembragt, findes endelig mange 

elementer m
1

, .. o,mn E M så M= Am
1 

+ Am 2 +oo•+ Amn· 

Induktion efter n. 

n = 1: M = Am
1

• Lad A være undermodul i M. Da 

er ~ = ~A E A l Aill
1 

E A~ et venstre ideal i A. Dette 

er ifØlge forudsætning endelig frembragt: 

A = Acx
1

m1 
+. o o+ Acxsm1 endelig frembragt. 

n- 1 -t n: Lad A være undermodul i M. A+Am /Arn n n 

er undermodul i M/ Arn = n Am1 +o .. + Arn n-1 ' der er frembragt 

af (n-1) elementer. A+Amn/Amn er således endelig frem-

bragt ifØlge induktionsantagelsen. På grund af Noethers 

isomorfisætning e r A+Am /Arn "- A/AnAm • n n- n Sidstnævnte mo-

dul derfor også endelig frembragt. A n Amn er ifØlge 

induktionsstarten endelig frembragt. 

Beviset e r derfor fuldført modulo fØlgende almene 

Lemma. Lad B være undermodul i modulen A. Hvis 

B og A/B er endelig frembragte, da er også A endelig 
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frembragt. 

Bevis. Lad b 1 ,··· ,bv være f'rembringehe f'or B, 

e;;, · · · e/ f'rembringere f'or A/B. Hvis dl1 , · · · ,o..f-1 er 

elementer i A repræsenterende~,···~, vil 

a
1 

,···,af-1, b
1 

, ... ,bv være et frembringersystem f'or 

Thi til ethvert a E A f' ind es 'A ... ,'A 
1 ' f.1 

E fl. så 

A. 

og 

@= 'A1'@j) + ... + 'A~· da er a-/\1 a1 - ... - 1\f.laf-1 E B, hvor-g' 

f' o r a-/\1 a1 - ... - 'A a = 'A1b1 + ... + 'A'b f' o r passende 
f.1 f.1 v v 

'A~,··· ,'A~ E 11.. Følgelig er a fl.-linearkombination af' 

a 1 , ... ,af.1 og b 1 ,···,bv. 1 

Uden bevis nævner vi her nogle sætninger vedrørende 

permanensegenskaber f'or Noetherske ringe. 

Hilberts basissætning. fl. venstre Noethersk ~ !I.[X] 

venstre Noethersk. 

Korollar. For et vilkårligt legeme K er polynomium-

ringen K[X , • • • X J 1 ' n 
Noethersk. 

Tilsvarende sætninger gælder f'or potensrækkeringe. 

Følger af' Homomorfier. 

En f'ølge af' homomorfier (endelig eller uendelig): 

M: · • • ~M f'~ M ~ M ~ 
- n+1 n+1 n f'n n-1 f'n-1 

·ialdes nulf'Ølge (eller kompleks), hvis f'nf'n+
1 

=OVn, 

det vil sige hvis Ker f' J Im f' n+1 v . n = n 
Faktormodulen H (M) = Ker f' n/Im f' n+1 kaldes den n-

n te homologimodul f'or nulf'Ølgen (komplekset) M. 
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B~!Jia)rk_:gj,_rrg. En nulfØlge hvor homomorf'ie rne "går mod 

voksende indices" 

M ••• ~ M n-1 

betegnes 

kohomologimodul. 

Definition. En nulfØlge kaldes exakt, hvis 

Ker f' = Im f' 
1 

Vn (d.v.s. hvis alle homologimodulerne n n+ 

forsvinder). 

Eksempel: A~B 
-:f 

~ o exakt = f' surjektiv 

o ~ A f B exakt = f' injektiv 

o ~ A f B ~o exakt = f' isomorfi. 

Hvis B undermodul i modulen 

O ~ B ~ A ~ A/B ~ O 
l K 

A, er 

exakt, hvor i er den naturlige injektion af' B i A og 

K den kanoniske homomorfi af' A på A/B. 

Definition. En kortexakt følge er en exakt følge 

af' formen: 

Definition. To komplekser (nulf'Ølger) 

f' f' ... ~ M n+1 
M n 4M n+1 ~~ ~ . . . 

n-1 

f'' f'' ... ~ M' n+1 M' n M' 
n+1 ~ ·- 1 

~ . . . 
n n-

kaldes isomorfe, hvis der findes isomorfier (/J : 
n 

~M' 
n 

te n 



så f'm = m f V d.v.s. så diagrammet 
n'~'n '~'n-1 n n 

f 
~ M n+1 

n+1 ~ 

f 
M ... n M ~ 

n ..._..., n-1 

J cpn+1 i cpn J cpn-1 

er kommutativt. 

1 5. 

~ætning. Enhver kort-exakt fØlge er isomorf med en 

af formen (*). 

Bevis. Diagrammet 

0-+L _!;M ~N ~ o 

!cp1 11M lcp2 

O ~ Imf 7 M ~ M/Imf ~ O 
l K 

(exakt) 

hvor cp
1 

er defineret ved cp
1 

(i,) = f(-{)vf E L, i den 

naturlige injektion af Imf i M, K den kanoniske ho

momorfi af M på M/Imf, cp
2 

den (jfr. homomorfisætningen) 

ved cp
2

g = K bestemte isomorfi på N på M/Imf, viser 

at den øverste kort-exakte fØlge er isomort med den nederste, 

der er af formen l 

De kort exakte følger er byggesten for samtlige exakte fØlger. 

Vi viser først at enhver exakt følge kan "splittes op" 

i kort exakte fØlger: 



o 
·~ Imf' 

/f'' n+1 

o 
/ 

n+1 

~i 
M 

n 

I m f' 
n 

/ ':v 
o o 

o 
t 

Imf 
n-1 

/ f'n-1 

M 
n-1 f' n-1 

I ovenstående diagram, hvor Mn+1 f' -7 

1 
Mn :f 

n+ n 
er den givne exakte f'ølge, er "tværf'Ølgerne" 

O -7 Imf 
1 
~M -7 Imf -7 O eit. kort exakte. 

n+ l n n 

M ~ 
n-2 

1 6 . 

M -7 ••• 
n-1 

Hvis man omvendt har givet kort-exakte f'Ølger ("på 

tværs") 

o 
~ ;l' 

L 
n 

o o o 
\i/ 

L 
j4 n-2 

~n+1 ~ /hn-1 \,_2 
M M h M \!M 

n+1 n~ n f!!' n-1 ~ h 

~ / n-1 ~ n-2 
L L 

n-1 n-3 
o l" '-:l. o ~ o 

vil f'Ølgen -7M - M -M -7 
n+1 f'n+1 n f'n n-1 

hvor 

være exakt. J 
Vi skal nu give nogle eksempler på sætninger der vises 

ved såkaldt "diagram chasing". 

"Fem-lemmaet". Antag diagrammet 
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er kommutativt og at rækkerne er exakte. 

Da gælder ~ 1 ,~ 2 ,~4 ,~5 isomor~ier ~ ~3 isomor~i. 

Lidt mere præcist gælder: ~) ~2 ,~4 injektiv, ~ 1 sur

jektiv ~ ~3 injektiv 

ii) ~2 ,~4 surjektiv, ~5 injektiv ~ ~3 surjektiv. 

Bevis ad i). Vi skal vise Ker ~3 =O. Lad 

a3 E Ker ~3 . Da er O= ~3~3 (a3 ) = ~4a3 (a3 ). ~4 er in

jektiv, hvor~or: a 3(a3) = O a 3 E Ker a
3 

= Im a 2 da 

øverste række er exakt. D.v.s. a 3 = a 2 (a2 ) ~or passende 

a 2 E A
2 

O = ~3a2 (a2 ) = ~2~2 (a2 ) d.v.s. ~2 (a2 ) E Ker ~2 = Im ~1 
(nederste række exakt) 

~2 (a2 ) = ~1 (b 1 ) for IBssende b 1 E B1 • 

udsat surjektiv, har vi ~2 (a2 ) = ~1 (b 1 ) 

Idet f'
1 

er ~or

= ~1~1(a1) ~or 

passende a 1 E A
1

• Idet ~2a 1 = ~ 1 ~1 ~ås hera~ 

~2(a2-a1a1) =o. 

Da ~2 injektiv, må a 2 - a 1a 1 =o, d.v.s. 

a 2 = a
1

a 1 a 3 = a 2 (a2 ) = a 2a
1

a 1 = O da øverste række 

specielt er en nul~Ølge. 

ii). Overlades til læseren. 
l 

Vi giver (uden bevis) endnu nogle eksempler på re-

sultater der vises ved diagram chasing: 
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være kommutativt diagram med exakte rækker. Da gælder: 

f'1 surjektiv, f'2 og f'4 injektiv =} f'3 injektiv 

f'4 injektiv, f'1 og f'3 surjektiv =} f'2 surjektiv. 

Eksempel. Lad 

være kommutativt med exakte rækker. Hvis f' 3 er injektiv, 

er Im(f'2 ) n Im ~1 = Im f'2a 1 = Im ~1 f' 1 • 

Eksempel. Ladht'd<'Jif3tående diagram være kommutativt med 

exakte rækker: 

(I) (II) (III) 

o o o 
~ .j.. .Jt 

o ~ A1 ., A2 ) A3 -.~ o 
a1 -,a 

l f' 1 lf'2 
2 l f3 

o ~ 

J:1 
> B2 B3 ~ o 

~1 l g2 

~2 lg3 
o ~ c1 c2 c3 ~o 

J y1 ~ y2 
~ 

o o o 
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da gælder ("3x3 lemmaet") 

(I) og (II) exakte => (III) exakt 

(II) og (III) exakte => (I) exakt 

(I) og (III) exakt}-
=> (II) exakt 

(II) nulfØlge 

Eksempel. Lad nedenstående være et kommutativt diagram 

hvor alle rækker og søjler er exakte: 

o 
J, 

o x 
! J, 

A1 -~ A----:. A·~o 2 i3 J -~ 

Bo~ B ~ B2~ B3 
·J { 1 ~ 

o ~ co ~ c1 --4 c2 
·'-

"" y o 
~ 
o 

Da er X og Y isomorfe. 

Eksempel. ("Vejrmølle-diagrammet"). Lad f være 

homomorfi fra A til B og g være homorfi fra B til C. 

Med oplagte afbildninger er nedenstående et kommutativt 

exakt diagram: 

o 

\ ~o, o 
.-/T 

Ker f Co;ker g 
,/ 

~c / "" o .__,Ker g f ~A Coker f~ o 

\ '\fo / B 
/ ~ 

Ker g ____.. Coker f 
/' ~ 

o o 
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Direkte produkt og direkte sum. 

Lad A 
a" 

a E I være en (endelig eller uendelig) 

f'ami li e af' A-moduler. Det direkte produkt II A 
aEI a 

er det 

kartesiske produkt af' Aa'erne med komponentvis sum og 

mul tiplika ti on-!-

f a +b l a a 

/\f a l a == f/\a l a 

IIAa bliver herved en A-modul. 

Den direkte sum (eller koprodukt) er undermodulen 

~A , (eller li Aa) i IIAa bestående af' alle elementer, som 
aEI a aEI 
har "næsten alle" koordinater = O (d.v.s. alle på nær en-

del i g mange). 

(Af' hensyn til det fØlgende vil vi of'te betegne den her 

indførte direkte sum som den ydre direkte sum). 

Hvis I endelig er 

o f' te A ®• • ·EBA , hvis 
1 n 

II A = ~ A , og man skriver 
aEI a aEI a 

I = f 1 , • • • n l . H v i s all e 

= f'ast modul be.i;egner man ~A 
aEI a 

= A(I) og II A = A1 • 
aEI a 

For og defineres som projektionen på 

ate koordinat og ia: Aa ~ IIAa (resp. ~Aa) som 

ia(Ua) = elementet i IIAa (resp. ~Aa) hvis ate koordinat 

er a og samtlige øvrige koordinater er O. Da gælder a 

f'or 

f' o r 

a = f3 

a ~ f3 

Lad M være A-modul og Aa, a E I en familie af' 

undermoduler i M. M kaldes den indre direkte sum af' 

Aa'erne, hvis ethvert m E M entydigt kan skrives som sum 
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Vi viser nu at indre og ydre direkte sum i det væsentlige 

er det samme: 

Sætning i). Hvis M indre direkte sum af A ex' ex E 

da er M ,._L. A 
- ex 

(ydre direkte sum) •. 
ex 

ii) Hvis M = L,A (ydre ex direkte sum) er M indre 

direkte sum af iexAcx' ex E I. 
' her vil icxAex ~ Acx. 

Bevis. ad i) Afbildningen ~ fra L.Acx til M de

fineret ved 

ex E I 

~(facxj) =L. acx er en isomorfi 
ex 

ad ii) følger umiddelbart af definitionerne. l 

Bem(ft'J'kning. Hvis M er indre direkte sum af Acx, 

skriver man M = L. A 
ex ex 

tligesom for ydre direkte 

I 

sum) og M= A1 ~···~An' hvis I er endelig, I= [1, ···,nj. 

Sætning. HomA( L. Acx,M) ~ IT HomA(Acx,M) for vilkår-
aEr cxEI 

lig indexmængde r. 

Bevis. Vi har en homomorfi ~ fra HomA(L. ~cx'M) 
ex 

til IT HomA(Aex,M) gi ve t ved 
ex 

~(f) = fficx j, (idet 

her s tår for den ydre direkte sum) og en homomorfi 

IT HomA(Acx,M) til 
ex 
</l( [fa J) [ facxJ] = 

næsten alle ex). 

HomA(L. Acx,M) givet ved 
ex 

L. fex(acx)• (Veldefineret da a 
ex ex 

Man efterviser umiddelbart at 

= o 

:L. A ex ex 
w fra 

for 

</J·~ = 1HomA(L. A ,M) 
ex ex 

og ~·"' - 1 ( ) Dette g1'ver den 
'f' - IT Horn A ,M " 

ex ex 

ønskede isomorfi. 
l 
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Analogt f'ås 

Sætning. HomA (~,II Aa) ~II HomA (M,Aa) f'or vilkårlig 
a a 

indexmængde I. 

Bemærkning. De ovennævnte isomorfier er ~isomorfier 

f'or generelle A og A-isomorfier f'or kommutative· li. 

I de følgende eksempler nogle egenskaber ved direkte 

summer der umiddelbart eftervises ud f'ra definitionerne. 

Eksempel. A~ f'ri V a E I~ ~A f'ri a 

Eksempel. Hvis A er et integritetsområde, gælder 

Eksempel. I almindelighed gælder e j Aa ,Pr_i 

V a E I~ II Aa f'ri, idet vi senere viser ~JN ej f'ri •. 
a 

Endvidere: ~2n~ er torsionsgruppe f'or alle n ~JN, men 

II ~2næ er ikke torsionsgruppe. 
n€-JN 

Vi viser nu en sætning der udgØr udgangspunktet f'or et 

af' hovedemnerne i den homologiske algebra. 

Sætning. Enhver A-modul M er hornamorft billede af' en 

f'ri A-modul. 

Bevis. Lad S være et frembringersystem f'or M (f.eks. 

S= M). Lad F være mængden af' alle (mængdeteoretiske) af'-

bildninger f'ra S til A der er O f'or næsten alle elementer 

i S. F bliver A-modul ved f'or f',g E F at sætte 

(f'+g)(s) = f'(s) + g(s) 

(M) (s) = M{s) 
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Da vil f+g, A·f E F og modulaxiomerne ses umiddelbart 

at være opfyld te. For et vilkårligt s E s betegner vi med 

e den afbildning fra s F der er bestemt ved 

~{: 
for s = s' 

e (s') s for s ~ S r • 

Elementerne ~esl' s E S er basis for F, der således er 

en fri modul. Thi ~esl er uafhængigt: 

+ .•• + =O~ A e (s) +···+A e (s)= 
1 s 1 n sn 

OVs ., 
/ 

ved successivt at indsætte fås 

A1 = · · · = An = O. 

For e t vilkårligt f E F gælder 

f= f(s )e +···+ f(s )e , hvor s , ... s er de 
1 s 1 n sn 1 ' n 

endelig mange elementer i S :på hvilke f ikke er O. 

D.v.s. ~e l, s E S er frembringersystem for F. s 

Vi definerer nu en A-homomorfi ~ fra F til M ved 

~ (f ) = L: f ( s ) s , ( fEF ) 
sES 

~ veldefineret, da f(s) = O for næsten alle s. ~ ses 

umiddelbart at være en A-homomorfi. ~(e ) = s d.v.s. s 

~(F) 2 S. Da S frembringer M bliver ~(F) = M. ~ 

således surjektiv. M er altså hornamorft billede af den 

frie A-modul F. l 

Bemærkning 1. Elementerne e , s E S er i (1-1) 
-- s 

forbindelse med elementerne i s. Ofte betegnes es med 

[§], og elementerne fÆ/ er altså en basis for den frie modul 

F. F betegnes ofte som den frie A-modul af "endelige 
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formelle A-linear kombinationer af' elementerne fra S". 

Man skriver F= .1\.(S). 

Bemærkning 2. Betegnelsen F = .1\.(S) er i overens-

stemmelse med den på p.2D indførte. F kunne også være 

defineret som ~ J\ 
sES s 

med J\ - J\ Vs E S,· s - og afbildningen 

~ være defineret ved ~fA 1 = ~ A s. 
s s s 

Bemærkning 3. Hvis M er endeligt frembragt, kan S 

vælges som endelig delmængde i M. F = .1\.(S) bliver da en-

delig frembragt fri A-modul. Enhver endelig frembragt modul 

er således hornamorft billede af' en endelig frembragt fri 

A-modul. 

Sætning. Til enhver A-modul M findes en exakt fØlge 

hvor 

• • • --7 

~ '~ ' ... 1 2 

A-moduler. 

F ---) • • · ---) F -+. F ---) 
n m 2 m 1 

'rn r2 ~1 

er A-homomorfier og 

M ---) O 

F , · · • F 1 ' n 
er frie 

Bevis. Ifølge foregående sætning findes exakt følge 

F
1 

---) M---) O 

~1 

hvor F1 er fri. Ker ~ 1 kan skrives som hornamorft billede 

af' en fri A-modul: 

Heraf' 
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Kernen for homomorfien fra F2 til Ker ~ 1 er hornamorft 

bille de af en f ri A-modul F3 • Ved fortsættelse af' denne 

proces fås ved konstruktionen p. /b en exakt fØlge af den 

ønskede art. 

Definition. En exakt følge af' formen (*) kaldes en 

fri resolution af' M. Ved anvendelse af' ovenstående kon-

struktion, Bemærkning 3 og sætning på p./1 fås 

Sætning. Hvis J\ er (venstre) Noethersk, har enhver ' 

endelig frembragt A-modul en fri resolution bestående af' ende-

lig frembragte frie A-moduler. 

Direkte summand. 

Definition. En undermodul A i A-modulen M siges 

at være direkte summand i M, hvis der eksisterer en un

dermodul K i M så M er (indre) direkte sum af' A og 

K: M = A $ K. K kaldes i så fald et komplement til A. 

0ætning. Hvis A er direkte summand i M, er kom-

plementet entydigt bestemt på nær isomorfi, idet det vil 

være ~ M/A. 

Bevis. Lad M= A æ K. Afbildningen m= a+k ~k 

fra M til K er surjektiv med A som kerne, hvorfor 

homomorfisætningen giver den ønskede isomorfi. 
1 

Bemærkning. Komplementet er normalt ej entydigt be

stemt som undermodul i M. Man kan C.eks. betragte tilfældet, 
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hvor M er et 2-dimensionalt vektorrum over et legeme og 

A et 1-~mensionalt underrum. Ethvert ~ra A ~orskelligt 

i-dimensionalt underrum er et komplement. 

Eksempel 1). M=~, A= 2~, A ej direkte summand i 

M. 

2) M = Q A = :;z A ej direkte summand i 

M. 

Bemærkning. Hvis M= AffiK er AnK= fol. 

Hvis A,C er moduler og A®C ydre direkte sum ~indes 

afbildninger A :-+ .A.EBC: iA(a) = (a,o); c :-+ AEEX::: 
lÅ l-C 

ic(c) = (O,c) A @C ~ C: Pc(a,c) = c . AijjC -+ A pA(a,C) = a 
Pc ' f» A 

~or hvilke: 

Åbenbart er O -+ A ~ AijjC ~ C -+ O kort exakt. 
lA Pc 

Nu en karekterisering a~ ovennævnte ~Ølger. 

Sætning. For en kort exakt ~Ølge 

er ~ølgende betingelser ækvivalente: 

1 ) a:(A) = Im a: er direkte summand i B 

2) 3 homomor~i ~= B -+A så ~o a = 1A 

3) 3 homomor~i g: c -+B så {3og = 1c 

4) 3 homomor~ier ~= B ~ A, g: c -+ B så ~o a = 1 A' 

f3og = .1 C' (X O~ + go{3 = 1B 

5) (*) er isomor~ med den kort exakte ~Ølge 
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O~ A -;-+ AEBC ~ c ~ o. 
lA Pc 

Bevis. Vi viser 

1 ) =} 4)' 4) =} 2), 21 =} 1 ) ' 2) =} 5), 5) =} 2) 

4) =} 3)' 3) =} 1 ) • 

1 ) =} 4) : Lad B = a. A €B K • 

Da er {3Res,K: K ~ c surjektiv, da {3a.A = o d. v. s. 

{3Res,K er isomorfi f' r a K på c. Lad g være dennes 

inverse d.v.s. {3og = 1c og g({3(k)) = k v k E K. 

Ethvert b E B kan en tyd i g t skrives på formen 

b = a. a + k, a E A, k E K. Følgelig findes afbildning 

f': B ~A så f'(b) = a. f' er homomorfi. 

Her gælder f' a a = a v a E A d.v.s. f' o a = 1 A • 

For b = a. a + k er (aof'+go{3)(aa+k) = af' a a + af'k 

+ g{3a.a + g{3k = aa + O + O + k; d.v.s. aof' + go{3 = 1B 

4) dermed opfyldt. 

4) =} 2) og 4) =} 3) trivielle. 

2) =} 1 ) : Ker f' er und ermodul i B og B = a.A e:> Ker 

thi b = a(f'b) + (b-a:fb) , b - af'b E Ker f' idet 

f' (b-df'b) =f'b - f'b = o 

O = aa + x, x E Ker f' =} 

O = f'aa + f'x = O =}a= O =}x = O~ 

3) =} 1): analogt med 2) =} 1). 

2) =} 5) Vi søger en homomorfi ~ så diagrammet 

f'; 
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o o --7' A~ B 7? c~ o a 

i 1A l <p l1
c 

o ___, A ·-;-"> AEl)C ~ c ~o 
lA Pc 

bliver kommutativt. lfl. S-lemmaet bliver <p da automatisk 

en isomorfi. P.gr. af 2) findes f: B~ A som foa = 1A; 

vi definerer nu: <p = i A f + icf3 (med benævnelserne p. :2 b ) • 

Da eftervises let: 

5) ~ 2) Vi antager der findes isomorfier <p
1

,<p
2

,<p
3 

så 

diagrammet 

O-?- A[i!B {?C -70 

l<p1 l<p2 l<p3 

er kommutativt. 

For gælder 
-1 . 

= <p1 PA1 A<p1 = 1A" 

Bemærkning: Af beviset for ovenstående sætning frem-

går, at hvis 5) gælder vil (*) være isomorf med 

O ~ A.~ AEBCl:l!~ C 
lA -c 

C værende 1A 

med isomorfierne fra 

og 1 C. 

A til A og c 

Definition. En kort exakt fØlge O ~ A ~ B ~ C ~ O 

kaldes split-exakt hvis en og dermed alle egenskaberne 

1) - 5) i ovennævnte sætning gælder. 

til 

l 
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Tilføjelse til sætning. Hvis O ~ A ~ B ~ C ~ O 

er en (apriori ej nødvendig exakt).følge af homomorfier 

så betingelsen 4) er opfyldt, da bliver denne fØlge exakt 

(og dermeaendog split-exakt). 

Bevis. fa= 1A ~a injektiv; ~g= 1c ~ ~ surjektiv. 

Af af + g~ = 1B fås af(b) + g~(b) = b og videre 

~af(b) + ~g~(b) =~(b); idet ~g= 1C følger 

~af(b) = O V b € B. Da f surjektiv på grund af fa = 1A' 

bliver ~a = O, d.v.s. Ker ~ 2 Im a. 

Den omvendte inklusion Ker ~ s Im a fØlger af 

a(f(b)) + g(~(b)) =b V b € B. 

Bemærkning. Af ovenstående tilfØjelse ses, at hvis 

O~ A d B~ C~ O er split-exakt, og f og g er afbildninger 

tilfredsstillende betingelse 4) bliver O ~A f B g C ~ O 

exalt. pg der~ed også split-exakt. Split-axakte fØlger 

kan altså i en vis forstand vendes om, og kaldes derfor 

også undertiden invertible følger. 

Bemærkning. I sætningen er de i betingelse 4) 

nævnte afbildninger normalt ej entydigt bestemte. (Betragt 

f.eks. vektorrum). 

Bemærkning. På grund af betingelse 5) i sætningen 

gælder B~·A~ for en split-exakt følge. 

Eksempel. Der findes kort-exakte følger 
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der ikke er split-exakte, men B,..._ A® c. Man kan (med 

passende valgte a og ~ ) 

Opgave. Vis, at 'Æ( JN") 

tage JN" 
A = ~( 2) og 

ej er direkte summand i 

~JN". (For den exakte følge o ~ ~liN) -7 ~JN" ~ 'ÆJN" /'Æ( JN") ~ o 
l K 

findes in te t f: .,p ~ 'Æ( JN" ) så f o i = 1 ~( JN") ) • 

Sætning. Enhver kort-exakt fØlge 

O .~ A ~ B _§ F ~ O 

bvor F er en fri modul, er split-exakt. 

hvert 

Bevis. Lad fe. l, i E I være en basis for F. For 
l 

e. 
l 

vælges bi E B så ~(b.) = e .• 
l l 

Da findes 

(netop) een A-homomorfi g: F~ B så g(ei) =bi. For 

Vi E I, og derfor ~g= 1F· 1 gælder da ~g( e.) = e. 
l l 

Ovennævnte vil gælde alment for en vigtig klasse af 

moduler indeholdende de frie moduler. 

g 

Definition. En (venstre) A-modul P kaldes projektiv, 

hvis der til ethvert diagram 

p 

J ep 

~o 

findes en homomorfi Ø: P~ B så ep = ~Ø. 

Sætning. Enhver fri modul F er projektiv. 

Bevis. For diagrammet 
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l 
B -ø c 

konstrueres et 1/J :F ~ B 

ep 

~ o 

ved: Lad 
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{e. L i E I være basis 
l 

f' o r F og b. E B 
l 

være elementer så Ø(b.) = ep(e.). De-
l l 

f'inerer 1/J ved 1/J(e.) =b .• 
l l 

Da gælder Øl/J ( e . ) = ep ( e . ) 
l l 

Vei og dermed Øl/J = ep. l 

Sætning. Lad 

være exakt. Hvis P er projektiv, er f'Ølgen split-exakt. 

Bevis. Ved betragtning af' 

p 

ses, at der f'indes g: P ~ B så Øg = 1p· l 

Sætning. Enhver direkte summand i en projektiv modul er 

projektiv. 

Bevis. Antag P = M@N og P projektiv. Betragt et 

diagram 

M 

l ep 
B y3 C ~o 

og i tilslutning hertil 
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p 

f -=· .. ---.. l 
- l 

PM 

M 

1-- J <p 

B -ø c ~ o 

p ?rojektiv =} 3f': P ~ B så hvoraf' 

~fiM = <p 0 PMoiM = <p. D.v.s. fiM er den søgte homomorfi 

fra M til B. J 

Sætning. En modul P er projektiv hvis og kun hvis 

P er direkte summand i en fri modul. 

Bevis, 11hvis 11 f'Ølger af' sidste :sætning, idet enhver 

fri modul er projektiv. 11Kun hvis 11 P skrives som hornamorft 

billede af' en fri modul F. 

O ~ Ker ~ 1 F -ø P ~ O 

Ifølge sætning på p. 31 er denne f'Ølge split-exakt hvorfor 

F :; P Ei:) Ker ~. l 

Af' det foregående følger umiddelbart: 

Sætning. En modul P er projektiv hvis og kun hvis 

enhver kort-exakt følge af formen 

er split-exakt. 

Eksempel. Lad A = 'll/(6). I idealet A@ 3 idealet 

A(J). Her er A= Iro,, d.v.s. I og J er projektive 

A-moduler, men I og J ej frie A-moduler. 
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_§ætning. ( "Eilenbergs svindel"). Til enhver projektiv 

modul P findes en fri modul F så PIDF er fri, endog 

PEbF T'-~~ 

~ 4>a p p;-.~ -/e.:ti-' -/.-U. d..t.-o -2A. ,h~ k -?e>. l' ftJ k -417 -/-', 2>q ..4/1: 

(PffiK)ID(PæK)®(PffiK)®··· = PID(K®P)ID(K®P)®(K®P)ID···· 

( P(ffi:) ID( P(ffi:) ID• · · er en fri modul F og P@F ~F. 
l 

Sætning. Enhver direkte sum af projektive moduler er 

projektiv. 

Bevis. Lad P., i E I være projektive moduler. Lad 
l 

K. være moduler så P.IDK. er fri. Da er 
l l l 

d.v.s. ~P. 
l 

er direkte summand i fri modul •• 

Bemærkning. Normalt er direkte produkt af projektive 

moduler ej projektiv. Eksempler kommer senere. 

For en vigtig klasse af ringe A er enhver projektiv 

A-modul fri. Vi viser fØrst en almen sætning om såkaldte 

hereditære ringe. 

Definition. A kaldes venstre (resp. højre) hereditær 

hvis ethvert venstre (resp. hØjre) idem i A betragtet som 

venstre (resp. hØjre) A-modul er projektiv. 

Eksempel. ~ er hereditær og mere alment er enhver 

P.I.D. (Komm. integritetsområde hvor ethvert ideal er hoved

ideal) hereditær. 
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Sætning. Hvis A er venstre hereditær, er enhver 

undermodul i en fri (venstre) A-modul, isomorf mere en direkte 

sum af venstre idealer i A. 

Bevis. Se Rotman: Notes on hofuological algebra pp. 

73-74. 

Koroll~. A P.I.D. ~ enhver undermodul i en fri 
~,- 'VI'\ L,·~'._ 

A-modul er fri_:__tOvennævnte implikation kan vendes om for 

kommutative ringe. 

Sætning. For en kommutativ ring A gælder 

A P.I.D ~ enhver undermodul i en fri A-modul er fri. 

Bevis. J/t:YI.. a t vise <=: 

Viser først at A er nuldivisorfri: a E A, a t O antager 

b E A ab = O. Skal godtgøre b = 0: 

A~~i Aa fri med basis på (nødvendigvis) eet element e 

e= Aa ba =O~ be = O ~b = O. Endvidere, da et frit 

ideal i en kommutativ ring er hovedideal, bliver 

Af korollaret følger 

A P.I.D • • 
Sætning. Hvis A er P.I.D. er enhver projektiv 

A-modul fri. 

Vi kan nu give et (tidligere omtalt) eksempel der viser 

direkte produkt af projektive moduler normalt ej er projek-

ti vt. Vi t ager A = Zl hvor "pro jek ti v" er det s amme som 

11 fri 11 
• 



Sætning. (Baer). ~IN e j f'ri ~modul. 

Bevis. For ethvert h E: ~ def'ineres ~ 

\(X) 
v(h) = ln 

f'or h = O 

hvis 2nlh, men 

Da gælder v(h
1

+h2 ) ~ min(v(h
1

),v(h2 )). 

ZliN opf'attes som mængden af' alle f'ølger 

med koordinatvis addition. Antag 
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(h1,h2,···,hn,···) 

~IN var f'ri. Lad U være undermodulen i ZliN bestå-

ende af' alle f'Ølger (h1 ,h2 ,· ·· ,hn,···) f'or hvilke 

v(h ) ~(X) f'or n~ (X). På grund af' korollaret p.3Y 
n 

er U f'ri. U :indeholder alle f'ølgerne 

f±2,±2
2
,·· -,~2n,± .. ·) og dermed er U ej tællelig. 

Hvis fe l a E: I~ er basis f'or U, må denne derf'or a 

være ikke-tællelig. I faktorgruppen U/2U 

f'or a ~ ~. Derf'or er U/2U ej tællelig. 

På den anden side f'indes til enhver ~Ølge 

(h 1 , h 2 , · · · , hn, · · • ) E: U e t t s å 

Vi kan derf'or skrive 

2lh f'or Vn >t. 
n 

(h
1

,h2 ,···) = (h
1 
,···,ht,o,o,o,o •.. ) + 2(0,·· ·O,iht+i. · ·), 

hvor (O,···O,iht+i) E: U d.v.s. 2(0,···0,iht+i'···) E: 2U. 

I U/2U gælder altså .(ill
1 

,h2 , · · ·) = (h
1

, · · ·ht,ooo) , 

hvoraf' f'ølger at ethvert element i U/2U kan repræsenteres 

af' de tællelige mange f'Ølger, der har lutter nuller f'ra et 

vist trin, specielt U/2U er tællelig. Antagelsen ~ 
f'ri har altså f'ørt til en modstrid. l 

P. :31 gav et eksempel på ikke-f'rie projektive moduler. 

Nu nogle mindre trivielle eksempler. 
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Eksempel 1. A = ~1 ,v:S] = fa+b/:Sj a,b E ZLJ 

I = fa+bV-5 l a = b(mod 2) J er ideal i A. I ej hoved-

ideal, d.v.s. I som A-modul ej f'ri. Men I er projektiv 

A-modul, idet I® I ~A® A. En isomorfi ~= AæA ~ Iffii 

Eksempel 2. A= ill[X,Y,Z)/I, hvor I= A(X2+Y2+z 2-1 ). 

Vi kan skrive A = m[~ , @, Q:_)J hvor 

@ 2 + @ 2 + @ 2 = 1 • Vi har en exak t f'Ø lge: 

hvor ~(/\)=(@'A, ~'A, @'A). Denne 1~Ølge er split-exakt, 

idet afbildningen Ø: A3 ~ A defineret ved 

Ø('A
1 

,'A
2

,'A
3

) = 'A
1
@ + 'A2 ® + 'A

3
@), har egenskaben: 

Øo~ = 1A. Derfor er M projektiv A-modul. Vi f'år nu 

brug f'or et alment lemma f'or at vise at M ikke e~ f'ri. 

Lemma. Lad A være en kommutativ ring og F en f'ri 

A-modul med basis e ···,e 1 ' n 
(n E: IN) • Lad m , • • • m 1 ' n 

være n elementer i F· 
' da er 

{m
mn1 } = ~- { een

1 
} A(nxn) matrix med elementer i A. 

Her gælder ( m ···m) er basis f'or F~ det A inver-
1 ' ' n 

tibelt element i A. 

Bevis. ti=:-" e , • • • , e 1 n 
da 'A-linearkombinationer af' 

m , · · · , m d.v.s. 3(nxn) matrix B med elementer i A 
1 n = 

så ( e1J =B {::~ hvoraf' {::} ~ ~~ {::~ d.v.s. BA E i en 
= = -- = 

= = 
det A altså invertibe~t element og dermed det B· det A = 1 

= 
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"<=" viser først, at rn
1
,···,rnn er uafhængige. An-

tag 1\ m +···+A m = o. Hvis 
1 1 n n 

A = (ai)1 <ij<n~ fås da 

("A ,···,"A )·A 
1 n = 

e1 
= o eller e 

n 

+· · ·+ 1\ a . = O n nJ 

og da det A invertibel 
-1 =}A 

= - = 

Vj = 1,2,···,n 

eksisterer fås 

(/\1 ···An)= (0,·· ·,O). Da A-1 eksisterer, er 

d.v.s.: 

1::} ~ ~-1 
{ ::; , hvorarfØlger at m1 , .. · ,mn er frem-

bringersystern for F. m, ..• m således en basis. 
1 ' n 

Vi kan nu vise, at M ikke er fri. Antag M fri • 
./ 

på grund af A3 ~ M@A måtte en basis for M have 2 

elementer. A3 er indre direkte sum af ~A og en modul 

~M, d.v.s. under vores antagelse skulle 

~( 1 ) = (@,(j),@) kunne suppleres op med endnu to ele

menter til en basis for A3. På grund af lemmaet ville det 

betyde at der findes 

f 
3 

( ® , @ , ri)) og 

g 3 (@ ' @ ' @ ) E: A 

ø 

f1(ø,w,@), f2((i),(j),@) 

g1 (@'(i) ,G))' g2(@ ,Q'@) 
som 

f1(<E ,(j),@): g1 (@,G, <E) 
= invertibel t 

f2(@,Ci),@) g2 ( ø '(j) ' @ ) d = (f) '• 

f3(@,(j),@) g3( 0) '(i} ' @)) 
element i A. 

@ 

d-'g., -1 -1 
Ved at erstatte sidste søjle meæv d g

2 
d g

3
, kan vi an-

tage d = 1. Ved at gå tilbage i polynorniurnsringen 

m[X,Y,Z] fås af ovenstående, at 
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x r
1

(X,Y,Z) g
1

(X,Y,z) 

r 2 (X,Y,Z) g
2

(X,Y,Z) 
2 2 2 

y = 1 + (X +Y +Z -1 )h(X,Y,Z) 

z r
3

(X,Y,Z) g
3

(x,Y,Z) 

f'or polynomier r
1
,r2 ,r

3
, ···h E ill[X,Y,Z]. 

På enhedskuglen x 2 + Y2 + z2 = 1 skulle (X,Y,Z) 

og (r
1

(x,y,z)f'2 (x,y,z),f'
3

(x,y,z) således være lineært 

uafhængige 

x 
Ved radialprojektion som antydet på f'iguren ville man 

herved f'å en kontinuert f'ixpunktf'ri afbildning af' kugle

overfladen s2 ind i sig selv, men dette strider mod 

Hopf''s f'ixpunktsætning. 

Mere al~ent kan man f'or ethvert n over 

A = ill[x ,. ·· x ]/(x2 +···t x
2 

-1) betragte den split-n 1 'n 1 'n 

exakte f'ølge 

hvor bliver projektiv A -modul. n 

Mn kan vises (langt f'ra trivielt!) at være f'ri 

netop mår n= 1,2,4,8. 

Vi skal nu kort omtale nogle almene begreber og sæt-

ninger f'or kommutative integritetsområder A. Hvis A 

og B er idealer i A, indrøres A· B som mængden af' 
n 

elementer i A af' f'ormen ~ a .b., a. E A, b. E B, 
i=1 l l l l 

n E IN. A·B ses let at være ideal i A. Et ideatl 
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A~ O kaldes invertibelt, hvis der findes et ideal B 

så A·B = hovedideal ~O. Da gælder (Rotman p. 82). 

Et ideal A ~ O er invertibel t ~A er projektiv 

A-modul. 

Man vise følgende sætning vedrørende hereditære inte-

gritetsområder. 

Sætning: For et integritetsområ.§te A er :f.Ølgende 

betingelser æ~ · 

1) A er hereditær 

2) Ethvert ideal ~ O i A er invertibelt 

3) A "klassisk~~"-idealteori, d.v.s. ethvert ideal ~-O 

kan entydigt skrives som produkt af primidealer. 

4) A tilfredsstiller i) A er Noethersk 

ii) Ethvert primideal ~ O er 

maximalt 

iii) Ethvert a i A's brØklegeme, 

der er rod i et polynomium af 

formen n n-1 x +A,x +·•·+A , 
n 

A
1 

, •.. ,An E A, tilhører A. 

(Bevis se f.eks. Z~ski-Samuel: Commutative algebra I.) 

Definition. En ring der tilfredsstiller een og der-

med alle betingelser i ovennævnte sætning kaldes en Dedekind 

ring. 

Eksempel. Man kan vise, a t den i Eksempel 1 p. 36"' 

betragtede ring er Dedekindsk~ Endvidere gælder, at ethvert 

ideal (~o) i A enten er hovedideal, d.v.s. ~A 
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eller (qua A-modul) (\..; I. På grundlag af' det te kan let 

vises, at enhver ej endelig f'rembragt projektiv A-modul 

er f'ri. (Brugt sætningen om hereditære ringe p. 34'.) 

Der gælder en mere almen sætning if'Ølge hvilken en

hver ej endelig f'rembragt projektiv modul over et (kom

mutativt) Noethersk integritetsomrade er f'ri. 

Ringe f'or hvilke enhver (venstre)modul er projektiv. 

Først alment begreb: Lad A1 ,···,An være n vil

kårlige ringe. Den (ydre) direkte sum indf'øres som 

A1 x···x~n med komponentvis addition og multiplikation: 

(A • • • A ) "!- (A 1 
, • • • A 1 

) = (A t A 1 
, • • • , A "!-A 1 

) 1' 'n 1 'n 1 1 n n 

A x··· x./\. 
1 n 

bliver herved en associativ ring med1~lement og 

betegnes A ~· • ·ffiA • 1 n 

Nu nogle vigtige modulteoretiske begreber. 

Definition. En A-modul M kaldes simpel, hvis M f O 

og M kun har trivielle undermoduler (d.v.s. O og M). 

M kaldes semi-simpel, hvis M er direkte sum af' (endelig 

eller uendelig mange) simple moduler. 

Sætning. (Rotman p. 69). En modul M er semi-simpel ~ 

enhver undermodul i M er direkte summand i M. 

Korollar. Enhver undermodul og ethvert homomorf't 

billede af' en semi-simpel modul er semi-simpel. 



Sætning. For en vilkårlig ring A er fØlgende betingel-

ser ækvivalente: 

1) Enhver venstre A-modul er projektiv 

2) Enhver kort-exakt følge af venstre A-moduler er split-

exakt. 

3) A er semi-simpel qua venstre A-modul. 

Bevis. FØlger af det foregående. 

De i sætningen beskrevne ringe kaldes (venstre) semi-

simple. 

Ved hjælp af Wedderburns struktursætning fås, at en 

ring er venstre semi-simpel hvis og kun hvis den er hØjre 

semi-simpel. Sådanne ringe betegnes da blot semi-simple. 

Med det nu beviste kan vi vende en tidligere sætning 

p. 3 om: 

Sætning. Lad A være vilkårlig. Da gælder: A er 

skævlegeme ~ enhver venstre A-modul er fri. 

Bevis. Nok at vise ~. Idet specielt enhver venstre 

A-modul er projektiv, er A en semi-simpel venstre A-modul 

d.v.s. A= I
1 

~···ffi In' hvor I 1 ,···,In er simple ven-

s tre idealer. (Do A har~ielement må A være en endelig 

direkte sum af simple venstre moduler). Vi påstår, at n = 1. 

I , ... I er ifØlge forudsætningen frie A-moduler. Da de er 
1 ' n 

simple, må hver af de tilsvarende baser bestå af netop et 

element. Lad være basis for I , 1 < v < n. v 
Antag 

n > 2. Da er en bas i s for hvorfor 

Ae
1

e 2 = Ae 2 d.v.s. e
2 

= Ae
1

e 2 for passende A € A, 

(1-Ae1 )e2 =O hvoraf (igen da e 2 er basis for I
2

) 

d.v.s. 
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1 - 'Ae1 = o hvilket medfØrer e2 = e2'Ae 1 • d.v.s. 

o ~ e2 = e2 'Ae1 E I1 n I2; modstrid! 

A må- så ledes være en simpel venstre A-modul. Hvis 

a E A a 4 O er da A =Aa d.v.s. 1 = /\a f'or passende 

'A E A. Da ethvert element + O således har et venstre 

inverst, må A være et skævlegeme. 1 

Bemærkning. Af' ovenstående fremgår specielt, at 

enhver venstre A-modul er f'ri hvis og kun hvis enhver 

hØjre A-modul er f'ri. 

Vi skal nu karakterisere de kommutative semi-simple 

ringe. 

Sætning. En kommutativ ring A er semi-simpel hvis og 

kun hvis A er isomorf' med den direkte sum af' (endelig 

mange) legeme r. 

B e vi s: "h vi s": An tag A = K1 EB• • • EBKn, K1 , • · · ,Kn legemer. 

Idealerne I 1 = (K1® O®···® O), · · · In= (O EB· ··EB Kn) er 

simple idealer i A og A er (indre) direkte sum af' disse. 

"kun hvis". Antag A = I ®• · ·EB I , 
1 n 

hvor I , .. · I 
1 ' n 

er simple idealer i A. Hver enkElt IV er et legeme: 

La El a E IV, v av ~ O. Da er I = A a 
v' hvis b v E I v -v 

er b v = /\a 
v f'or passende 'A E A. 'A kan skrives 

'A- c + •.• +~ ' 
1 n 

b = (c + • · ·+c ) a = c a v' da eJ-LaV = o f' o r J-L ~ v. 
v 1 n v v 

I er derfor e t legeme. En isomorfi f' r a den ydre direkte v 

sum af' disse legemer på A f'ås ved: 

(a El ) . v v 
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Eksempel. Hvis n E lli har primoplØsningen 
a a 

n= p
1 

1 ···prr gælder ("kinesiske restklassesætning."). 
a1 a 

~(n) ::::- ~(p 1 ) EB• • ·® ~(prr). Dette indebærer, at ~(n) 

er semi-simpel, hvis og kun hvis n er kvadratfri. (Ved 

godtgørelsen af "kun hvis" benyttes at en kommutativ semi-

simpel ring ikke har nulpotente elementer, d.v.s. ingen fra 

O forskellige elementer med en potens= o.) 

Lidt om homologisk dimension. 

Lad A være vilkårlig ring, og A og B vilkårlige 

(venstre) A-moduler. 

Definition~ .A og B kaldes projektivt ækvivalente 

(skriver A: B) hvis der findes projektive A-moduler 

P og Q så A ® P ~ B €B Q. 

Bemærkning. Man viser let, at "projektiv ækvivalens" 

virkelig er en ækvivalensrelation. 

Af en sætning p. 31 fØl ger umiddelbart, at en modul A 

er projektiv hvis og kun hvis A er projektivt ækvivalent 

med O. 

Schanuel's lemma. Lad A være en A-modul og 

o ~K ~ p fA ~ o 

o ~ K1 ~ p1 ~ A ~ o 
g 

exakte fØlger med p og p1 projektive moduler. Da er 
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Bevis. Da P er projektiv, findes en homomorfi 

h: p -~ p 
1 så gh = f. Vi identificerer Ker f og Ker 

med K og K1 • Lad c være undermodulen i p ® p1 b e-

stående af f(p,p1)1f(p) = g(p1)l. Definerer homomorfi 

Ø: P æ K1 ~c ved Ø(p,k1 ) = (p,h(p)+k1 ). 

hØrer virkelig C, da f(p) ~ g(~(p)+k 1 ). 

thi for hvert (p,p
1

) 

p 1 - h(p) E Ker g, 

g(p1) - f(p) = o. 

er (p,p1) = Ø(p, 

da g(p1-~(p)) = g(p1) 

Ø(p,k1) til

ø surjektiv; 

+p1-h(p)) 

- gh(p) = 

og 

g 

Endvidere er Ø injektiv, da Ø(p ,k1 ) = (p
11 
h(p} tk1 ) = 

= (o,o) =>p = o og k1 = o. Altså er c ~ p <±l K1 ; analogt 

er c ~ p1 ®K hvoraf p æ K
1 

~ p 
- 1 Ef> K • l 

Korollar. Lad A og A1 være proj. ækvivalente m o-

duler og 

exakte fØlger med P og P1 projektive moduler. Da er 

Bevis. Der findes projektive moduler Q og Q1 så 

A1 ® Q1 ~ A æ Q. Herved fås kort exakte følger 

På grund af Schanuel 's lemma er K æ P 1 ® ®
1 

~ K
1 

® P ® G{, 

d.v.s. K~ K
1

• 
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Vi er nu i stand til at indføre begrebet projektiv 

dimension (homologisk dimension). For en modul A beteg

ner vi med ~ den projektive ækvivalens klasse indehold

ende A. [Dette er forbundet med visse logiske vanskelig

heder J. Vi definerer R ((j) ) ved @ , hvor 

O ~ K ~ P ~ A ~ O er exakt f'Ølge og A E (j) . På grund af' 

ovenstående korollar er R (@ ) veldefineret (uafhængig af' 

valget af' A og P). Vi bemærker, at R(@ ) = @. 
Vi definerer Rn(~) ved 

{
@ f'or n = O 

Rn(@) 
- R(R(···(R(@)))) hvor R successivt er anvendt 

n gange. 

Definition. Den projektive (homologiske) dimension af' en 

venstre A-modul A er det mindste n f'or hvilket 

Rn(@) = @ Hvis intet sådant n findes, siges den pro

jektive dimension at være ~. Den projektive dimension be-

tegnes l.dhA(A). ("l" f'or "lef't"). Analogt indføres 

r.dhA(A) f'or hØjre A-moduler. 

Bemærkning. For en venstre A-modul A gælder: 

l.dhA(A) = O~ A projektiv. 

Lad A være en vilkårlig (venstre) A-modul. Vi kon-

struerer en projektiv resolution for A successivt: 



46. 

Af ovenstående diagram aflæses let: 

Sætning. For en (venstre) A-modul A er fØlgende be-

tingelser ækvivalente 

1) l.dhA(A) ~n 

2) Der findes en projektiv resolution for A af formen 

O ~ Pn ~ P n-1 
•.. ~P ~P ~A~ o 

1 o 

3) For enhver exakt følge 

~ p -1 
n 

projektive moduler er K projektiv. 
n 

Eksempel. Lad A = W4 ~ og A = A@; da findes en 

exakt fØlge, der ikke splitter 

hvorfor dhA(A) = ~. 

Global dimension. 

Definition. For en ring A defineres 

l.gl.dim A= supfl.dhA(A) j, hvor A gennemlØber samtlige 

venstre A-moduler. 

Analogt indfØres F.gl.dim A via højre A-modulerne. 

For en kommutativ ring A er l.gl.dim A= r.gl.dim A, og 

man skriver da blot gl.dim A. Ved hjælp af sætningen på 

p .. 41 fås: 
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Sætning. l.gl.dim A= O~ alle venstre A-moduler 

er projektive ~A (venstre) semi-simpel. 

Bemærkning. Wedderburn's struktursætning indebærer 

at l.gl.dim A= O~ r.gl.dim A= O. I almindelighed vil 

l.gl.dim A og r.gl.dim A ikke stemme overnes. (For den 

i eksemplet ØVPrs f p./1 angivne ring, gælder 

l . g l . di m A= 2 , r . g l . di m A = 1 • ) 

På grund af sætningen på p.3Y vedrØrende hereditære 

ringe ses, at A venstre hereditær ~ l.gl.dim A< 1. An-

vendes sætningen på p. '16' på A = A/I I 
J 

venstre ideal i 

A, fås 

Sætning. A venstre hereditær ~ l.gl.dim,A ~ 1. 

Specielt er gl.dim A~ 1 hvis A P.I.D. Hvis A 

P.I.D., men A ej legeme er gl.dim A= 1. 

Eksempel. gl.dim Zl = 1 og gl.dim K[X] = 1 for et-

hvert legeme K. 

Sætning. For A = V(n), n E: JN gælder 

gl.dim A~~ 
o hvis n kvadratfri 

00 ellers. 

Bevis. Hvis n kvadratfri, er (jfr. Eksempel på 

p. Lf:J) W'(n) semi-simpel, hvorfor gl.dim A= O. 

Hvis n ej kvadratfri, kan n skrives 2 
n = p n1' 

hvor p er et ,primtal. Alment defineres for en delmængde B 

i en A-modul A (A kommutativ) 

Ann(b) = {A E: Al Ab- O Vb E: BJ. Ann B er ideal i A 
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For @ i A = Zl/(n) gælder Ann(@ ) = A@, og 

Ann(dho/) = A@ • Speciel t er Ann(Ann A@ ) = A@ 

Idet (/) er homomorfien: A ~ A@ ({J('A) = 'A·@ f'ås 

exakt f'Ølge 

hvor Ann(@ ) = A 63J . Analogt med ovenstående f'ås end

nu en exakt f'Ølge 

o ~ An~(~) ~ A ---7> A 63> ~ O 

A( ej) ) 

Følgelig er R2(~) =~ 
( *) er ej spli t-'-exakt, da ~ i så f'ald skulle annihilere 

ethvert element i A. Def'f'or er A~ ikke en projektiv 

A-modul, d.v.s. den projektive ækvivalensklasse ~ ~ ~ 
Altså er R2n( ~ ) ~@ Vn, og dermed er dhAA@ = oo, 

d.v.s. gl.dim A= oo. 

Eksempel. Af' sætningen på p. 42 fremgår spycielt, at 

Q ®···ffi Q (endelig direkte sum) er en ring med global 

dimension O. Hvis man betrag~er A= Qlli (alle f'Ølger 

af' rationale tal med komponentvis sum og produkt) f'ås en ring 

hvis globale dimension ikke kan bestemmes ved de sædvanlig 

axiomsystemer, idet man kan vise, at gl.dim A > 2 og 
x o 

gl.dim A= n+ 1 ·~ 2 =X • (Jf'r. P.J. Cohens resultat 
n 

vedrørende kontinuumshypotesen). 



Kapitel II. Kategorier og Funktorer. 

Vi skal her kun indfØre kategorier "ad hoc". De 

vil i det væsentlige blot tjene som en bekvem sprogbrug. 

Lad A være en vilkårlig ring. Ved en kategori af 

(venstre) A-moduler vil vi forstå en klasse ~ af 

A -moduler og alle homomorfierne mellem disse, således 

at enhver undermodul og ethvert hornamorft billede af en 

modul i ~ igen tilhØrer ~ . 

Det vigtigste eksempel (for vore formål) er klassen 
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af samtlige (venstre) A-moduler og A-homomorfier. Denne 

kategori betegner mod A. Andre eksempler på kategorier 

er: 

Eks. l. Lad A være et (kommutativt) integritets-

område. Alle Torsions moduler og homomorfier mellem disse 

udgØr en kategori. 

Eks. 2. Lad A være en venstre Noethersk ring. Alle 

endelig frembragte venstre A-moduler og homomorfier mellem 

disse udgØr en kategori. (Jfr. sætning p. 1~ 

Eks. 3. Lad A = ~ • Alle endelige abelske grupper og 

homomorfier mellem disse udgØr en kategori. 

Eks. 4. Lad A = ~. Alle cykliske grupper og homomorfier 

mellem disse udgØr en kategori. 
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Lad nu -~ ~ være en kategori af fl. -moduler og fZJ en 

kategori af r-moduler. (fl. og r vilkårlige men faste 

ringe). 

Ved en (kovariant) funktor T fra -t: til 7) 
forstås en afbildning fra -( til{;) , s&, T(modul 

i -c ) = modul i Jil og T(homomorfi i -e = 

homomorfi i jJ således at T(f) 
' 

hvor f er homomorfi 

fra modulen A til modulen B (begge l -t er en 

homomorfi fra T(A) til T(B) Endvidere skal fØlgende 

axlomer gælde: 

l) T(1A) = 1T(A) (Alment betegner 1M identiteten på M) 

2) T(f g) = T(f) T(g) hvis f: A ~ B; g: B~ C 

__// 
(indenfor (p ) 

Bemærkning. Axiomerne l) og 2) indebærer, at 

T (isomorfi i e ) = isomorfi i !l) Thi lad 

være isomorfi i -e Da findes g: B ~ A så 

f g = 1 
B og g f = 1 A . 

Anvendes l) og 2) fås T(f): T(A) ~ T(B) 

f: A ~ B 

T(g): T(B) ~ T(A) og 1T(B) = T(1B) = T(f) · T(g) og 

1T(A) = T(g) T(f) IfØlge tidligere sætning P,~ medfØrer 

dette, at T(f) er isomorfi fra T(A) på T(B) 

Bemærkning. Ved hjælp af 2) ses let, at et kommutativt 

diagram i t: ved T fØres over i et kommutativt diagram 

i J{) . 
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Eks. l. Hvis C = of) er identiteten en funktor. 

Eks. 2. Lad ~ = Mod il. og f/.) = Mod ?l • Ved 

til enhver ll.-modul at lade svare den underliggende additive 

abelske gruppe og til enhver A-homomorfi at lade svare den 

tilsvarende ?l-homomorfi fåes en funktor ("den glemsomme 

funktor") fra ~ til Ø . (" Funktoren glemmer strukturen 

som ll.-modul") . 

Eks. 3. Lad f = t} = Mod ~ . Til enhver abelsk 

gruppe A lader vi svare torsionsundermodulen AT ' 
og 

til enhver ~-homomorfi A ! B lader vi svare 

f 
AT 

AT ·-7 BT (Bemærk, at f(AT) c BT) . Herved Res = 

fås en funktor fra Mod ?l til Mod ~ . 

Eks. 4. Lad e = ji) = Mod ?l • Vi definerer funktor 

T fra Mod ~ til Mod ?l ved T(A) = A/2A og for 

f: A ~ B defineres T( f) A/2A til B/2B ved 

T(f) (@) = § (er lovlig definition da f(2A) ~ 2B) 

Hvis i betegner den naturlige itrr1ie:-ktion fra ZL til 

@ vil T(i) : T(Z) ~ T(CQ) Da T(ZL) = ZL/2 ?l og 

T(Q) = ~/21ti = O er T(i) eJ injektiv. Specielt vil 

T ikke fØrer undermoduler over i undermoduler. 

Eks. 5. Lad 6 =Ø = Mod ~ . Vi definerer funktor 

T fra Mod ~ til Mod ?l ved T(A) = ~ ID A og for 

f : A~ B defineres T(f) som 1Zl Gl f ?l ID A ~ ~ ID B . 
T (nulmodulen) = ?l ± o og T ( nulhomomorf i) ± o 



Lad nu igen ---{! og Ø være vilkårlige kategorier 

af A-moduler og r-moduler. En funktor T fra ~ 
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til JO kaldes additiv, hvis det for vilkårlige homomorfier 

f og ~ A + B anctenfor ~ ) gælder T(f+g) = T(f) + T(g) 

Idet O og o betegner henholdSvis nulmoduler 

og nulhomomorfier gælder 

Sætning T O = O og T o = o for enhver additiv funktor. 

Bevis. T(o) = T(o + o) = T(o) + T(o) ~ T(o) = o 

Idet er o = T(1 0 ) = 1T(O) , hvorfor T(O) = O 
l 

Sætning. En additiv funktor T fØrer en split-exakt 

fØlge over i en split-exakt fØlge. 

Bevis. Lad 

O ~ A ~ B ~ C ~ O 
ex 13 

være split exakt fØlge (i 7f ) Da findes f: B~ A og 

g: C ~ B så f ex = 1A (3g = 1c og cxf + g(3 = 1 ' B 

Anvendes T 
' fås T(f) . T( ex) = 1T(A) T((3) . T(g) = 

1T(C) og 1T(B) = T(cxf + gt3) = T( ex) T(f) + T(g) T((3) 

IfØlge t id l igere sætning (p. 2 0 ) er 

O ~ T(A) ~ T(B) ~ T(C) ~ O 
T(cx) T((3) 

split-exakt. 
l 



Korollar. T additiv=> T(A (j) C) ~ T(A) (j) T(C) 

Eks. Funktorerne i Eks. l, 2, 3, 4 p. !;1 er additive. 

Funktoren i Eks. 5 er ej additiv. For funktoren i Eks. 3 

gælder, at den exakte fØlge 

ej fØres over i exakt fØlge. Tilsvarende for funktorerne i 

Eks. 4 og 5. 

Definition. En funktor T fra (;' til IJ kaldes exakt, 

hvis T fØrer enhver exakt fØlge i ~ over 1 exakt fØlge 

i ø 
Sætning. T exakt => T(O) = O og T(o) = ~ 

Bevis. er exakt, hvorfor 

TO ~ TO ~ TO også er exakt. 
1 TO 1 TO 

Derfor er O = Ker 1TO = Im 1TO = TO 

Endvidere gælder for nulhomomorfien, at 

er exakt, hvorfor 
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TA -+ TB -+ TB 
To 1:TB 

også er exakt, d.v.s. O = Ker 1TB = Im To. Derfor er T&=~ 

Sætning. En funktor T fra _v ()) w til "v er exakt ~ T 

fØrer enhver kort-exakt fØlge i -f over i en kort-exakt 

fØlge i c!) 

Bevis. fØlge~ umiddelbart af ovenstående. 

~ Nok at se på en exakt fØlge af formen A -+ B -+ C 
f g 

Denne kan sammensættes af kort-exakt fØlger: 

Ker f Im g 

1 l' \ 
o o o 

l 

hvor i 2f' = f , i
3
g' = g . Da T (kort-exakt fØlge) = 

kort-exakt fØlge vil T specielt fØre injektiv, resp. surjektiv 

afbildning over i injektiv, resp. surjektiv afbildning. Derfor 

er T(i
3

) injektiv og T(f') surjektiv. Iflg. forudsætningen 

bliver Ker Tg' = Im T(i2 ) . Da T(i3 ) injektiv, er 

Ker Tg' =Ker T 1
3 

Tg' =Ker Tg . Da T(f') surjektiv, er 

Im T(i2 ) = Im T(i2 ) • Tf' = Im Tf . D.v.s. Ker Tg = Im Tf 

l 
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Eks. Ingen af funktorerne i Eks. 3, Eks. 4, Eks. 5 p. 51 

er exakte. Funktore n T Mod A + Mod A defineret ved 

T(A) = A @ A og for f : A -+ B T( f) = f @ f : A @ A -+ B @ 
' 

er exakt. 

Hvis A er semi-simpel (f. eks. et legeme) er enhver additiv 

funktor fra Mod A til Mod A exakt. (Hvorfor?) 

Definition. En funktor T fra ~(~ til ~ kaldes 

venstre-exakt, hvis det for enhver kort-exakt fØlge i 

-G? : O -+A-+ B-+ C -+ O gælder, at 
f g 

O -+ T (A) -+ T (B) -+ T (C) er ex akt i XJ 
Tf Tg 

Sætning. T venstre-exakt ~ TO = O og To = o 

Bevis. O -+ O -+ O -+ O -+ O er kort-exakt, så 
1 o 1 o 

O -+ TO -+ TO -+ TO er exakt, hvilket indebærer 
1 TO 1 TO 

TO = I m 1 TO = Ker 1TO = o For nulhomomorfien o- : 
o 

A -+ B kan V l skrive A -+ B 
' 

så To = To 2 To1 o~ /cj2 
o 

Da TO = o må To 2 = o og derfor To = o l 

Sætning. T venstre exakt ~ T (injektiv afbildning) = 

injektiv afbildning 

Bevis Hvis f er injektiv , f~ A -+ B , anvendes T på 

den kort-exakte fØlge: O -+ A-+ B-+ B/]nf-+ O 
f l 

B 



Sætning. Hvis T er venstre exakt, vil det for enhver exakt 

fØlge (i·~) af formen o~A~B~c 

f g 

gælde, at O ~ TA ~ TB ~ TC er exakt. 
Tf Tg 

Bevis. (*) kan omformes til: 

f g 
O ~ A ~ B ~ C 

~~~ 
Im g 

o1 ~o 

Da O ~ A ~ B ~ Im g ~ O 
f g' 

er kort-exakt, er 

O ~ TA ~ TB ~ T ( Im g) exakt. 
Tf Tg' 

Al t så er Tf injektiv, og Ker pg' = Im Tf 

( * ) 

g = l g' 

men her er 

Ker Tg = Ker Ti Tg' = Ker Tg' ' idet Ti iflg. ovenstående 

sætning er injektiv. Altså er Im Tf = Ker Tg 
l 

Definition. En funktor T fra f: til J) kaldes hØjre-

exakt, hvis det for enhver Kort-exakt fØlge i ~ 

c ~ o gælder, at TA ~ TB ~ TC ~ O er exakt 

i ø Tf Tg 

Analogt til sætningerne om venstre-exakte funktarer gælder: 

Sætning. T hØjre exakt ~ TO = O og To = o 



sætning. T hØjre exakt ~ T (surjektiv afbildning) = 

surjektiv afbildning. 

Sætning. Hvis T er hØjre exakt, vil det for enhve:n'exakt 

fØlge (i -e af formen A ~ B ~ c ~ o gælde, at 
f g 

TA ~ TB ~ TC ~ O er ex akt (i 0 ) . 
Tf Tg 

R"-}D;t..J-I~n il\~ 
Abenbart gælder, at T exakt ~ T venstre exakt og hØjre 

exakt. 

Definition. En funktor T fra t> til Ø kaldes halv-

exakt, hvis det for enhver kort-exakt fØlge i g 
C 

. ctt 
O ~ A ~ B ~ C ~ O gælder, at TA ~ TB ~ T er exakt 1 d( 

f g Tf Tg 

Der gælder fØlgende sætning, ( hvis bevis udelades) 

Sætning. T halv-exakt ~ T additiv. 

Vi har altså fØlgende skema af (ægte) implikationer 

T exakt 

~ 
T venstre-exakt ~-T hØJre-exakt 

~ ~ 
T halv-exakt 

T additiv 



Eksempel. Lad ~ = ~ = Mod~ og T funktoren fra 

~ til ~ defineret ved TA = 2A og for f: A ~ B 
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Tf = fRes 2A : TA ~TB . Da er T additiv, men ej halvexakt. 

Oversigt over tidligere eksempler: For Eks. l - Eks. 5 p. K1 
gælder: 

additiv -halv exakt venstre exakt - -hØjre exakt ex akt 

Eks.l + + + + + 

Eks.2 + + + + + 

Eks.3 + + + • 
' Eks.4 + + • + • 

Eks.5 • • • 

Vi kommer nu til et af de vigtigste eksempler på funktorer, 

idet HomA(A,X) kan opfattes som funktor T fra Mod A til 

Mod ~: Vi sætter T(X) = HomA(A,X) og for f: x+ y 

T(f): T(X) + T(Y) defineret ved 

T(f)[a] =f o a for a E HomA(A,X) Ved direkte udregning 

ses, at axiomerne l) og 2) i Def. p. 5Q er opfyldte. 

Hvis J\ er kommutativ, vil T være funktor fra Mod A til Mod A 

(simpel verifikation). 

For f: X + Y betegnes deh ovenfor definerede afbildning 

Tf ved Hom(1A,f) og T betegnes ofte ved HomA(A,-) 

Sætning. HomA(A,-) er additiv. 



Bevis. 

Sætning. 

Bevis. 

Umiddelbar verifikation. 

T= HomA(A,-) er venste-exakt. 

Lad o + x + y + z + o 
f g 

være exakt. Vi skal godtgØre, at 

O + TX + TY + TZ 
Tf Tg 
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e_r EXCL~t 

Lad a E TX = HomA (A,X) ; Tf( a) = fo a = O q f(a(Q)) = O V't:t E A 

Da f er injektiv, betyder dette, at a ((!'l) = O v a E A, =>: a = O , 

og Tf er dermed injektiv. 

Da T er additiv og g f = O , er (jfr. Sætn. p. 5Q) TgTf = O , 

eller Ker Tg~ Im Tf . Lad nu omvendt ~ E Ker Tg , =>: ~ E Hom(A,Y) 

så g o ~ = o 

A 

l ~ 
0-+X-+Y-+Z 

f g 

Idet ~(a) E Ker g = Im f for V a , d. v. s. ~ (a) = f (x) for 

et (p Gr. af f's injektivitet) entydig bestemt x E X . Ved 

til a E A at lade svare dette x E X fås en A-homomorfi 

a , hvor a(a) =x eller ~(a) =~(a)) Va E A =>: 

~ = f a =>: ~ E Im Tf 

Bemærkning. T normalt ej exakt. Modeksempel: A = ~ , 

A = ~/ ~ 2 ; thi 
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fØres ved Ho~(~/~ 2 , -) over i o ~ O ~ O ~ ~~~ 2 

Sætning. A er projektiv A-modul~ HomA(A,-) er exakt 

Bevis. 11 => 11 nok at vise (p.gr. af foregående sætning) 

at Hom(A,-) fØrer surjektiv afbildning over i surjektiv afbild-

ning. Antag 

y + z + o 
g 

er exakt (~: g surjektiv) . Vi skal vise, at ethvert 

y E HomA(A,Z) kommer fra et a E HomA(A,Y) 

projektiv, findes et a så diagrammet 

komm&.bterer. 

y ~ z ~ o 
g 

~ : y = Horn ( 1 A , g) o ( a ) 

Men da A er 

11 <= 11 Vi skal vise, at der for ethvert ~iagram 

A 

(3 /.l 
11 y 

... 
y ~ z ~ o 

g 

findes et a : A ~ Y så y = g a. Som tidligere bemærket 

fØrer en exakt funktor surjektive afbildninger over i surjektive 

afbildninger, d.v.s. 



HomA(A,Y) + HomA(A,Z) 
TG 

er surjektiv, hvorfor der findes ~E HomA(A,Y) så 

y = Tg (~) = g . ~ 

Naturlige transformation~' og naturlig isomorfi 
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Lad -(;, og Æ} være to kategorier og T og U funktarer 

fra ( til j). En naturlig transformation (eller naturlig 

homomorfi) fra T til u er en familie A gennemlØbende 

modulerne i , af homomorfier i j) 

-e) 
fra 

{ ]JA} ' 

TA til UA , således 

at for enhver homomorfi f (i A + B , diagrammet 

TA + UA 

TB + UB 

er kommutativt. 

Hvis ]JA er isomorfi for alle A E ~ kaldes ]JA en naturlig iso

morfi. 

Eksempel. Som tidligere vist (p.q) findes en ~-isomorfi fra 

HomA(A,A) på A for enhver A-modul A . Denne isomorfi 

~A er givet ved ]JA bestemmer en naturlig 

isomorfi fra funktoren Hom(A,-) på den "glemsomme" funktor 

(jfr. Eks. 2 p. C1) 



Eksempel. Lad --(:> = f!) = kategorien af endelige 

cyklrisl<e grupper (opfat t et som 'Æ-moduler) Lad 

være den i eks. 4 p. S1 definerede funktor, og U 

funktoren defineret ved U(A) = Ann(2, A) [~: 

T 

Ann ( 2 , A ) = { a E A 

fRes, Ann(2,A) 

2a = O}] og for f: A~ B ~(f) = 

Da gælder: 

i) V A E ·e 3 isomorfi mellem TA og UA 

ii) T og U ej naturligt isomorfe funktorer. 
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ad i) Ved direkte udregning findes TA = UA = O livis A har 

ulige orden og TA C:,! UA C:,! ZL/'Æ2 hvis A har lige orden. lad f: 'Æ/'Æ2 ~ 'Æ/'Æ4 
homomorfien defineret ved f ( ~) = @ 4 . Da er T f = O 

og U(f) * O . Det betyder, at der ikke findes isomorfier 

og 
llz;;'Æ4 

så 

T(f) U( f) 

ll:;z l ZL4 

kommuterer . D.v.s. T og U eJ naturligt isomorfe. 

Eksempel. Homz(tz1 2z;,-) og U er naturligt isomorfe, 

idet Hom'Æ ('Æ /2ZL, A) + Ann ( 2, A) defineret ved 



llA(f) = f(Q) 2 ) , f E Ho~(:~';/ 2~,A) er en naturlig 

isomorfi mellem Homz(Z1 2z,-) og U . 

Eksempel. Lad -e = Mod A og 2J = Mod Z , og 

Ma, a E I en mængde af A-moduler. Da er funktorerne 

Hom(L @ Ma' -) og IT Hom(M ,-) naturligt isomorfe 
a a a 

(jfr. sætning p. 1.1) . 

Lad -~~ og være to kategorier og T og u 

funtorer fra -( t il f{) . Da udgØr mængden af 

naturlige homomorfier fra T til U en additiv abelsk 

gruppe Nat(T,U) . (Hvis llx' vX (X E e ) er naturlige 

homomorfier er (ll + v)X defineret som llx + vX ). 

Sætning. Lad -(' = Mod A og J/J = Mod ~ og lad T 

være en additiv funktor fra -r til ' f<) . Da er for 

AEY,:: 

Nat(HomA(A,-), T)~ T(A) 

Bevis. For ll E Nat(HomA(A,-), T) er ll.-homomorfi 

f~ HomA(A,A) til T(A) . Vi definerer nu afbildning 

ci> fra Nat(HomA(A,-), T) til TA ved: <l>(ll) = l1A(1A) 

ci> er oplagt en ll.-homomorfi. 

ø er injektiv. Lad ll E Nat(HomA(A,-), T) og 

antag cl>( ll ) = o , d. v. s. l1A( 1A) = o . Lad x være 

vilkårlig modul i -e: og f vilkårlig l HomA(A,X) . 
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På grund af det kommutative diagram 

Homfi.(A,A) TA 

Hom(1A,f) Tf 

Homfi.(A,X) TX 

fås ~X(Hom(1A,f) • 1A = ~X(f) =Tf ~A (1A) =Tf • O =O 

:::::>: ~X = o for alle X E t:; altså ~ = O 

er surjektiv. Lad a være vilkårlig i TA . 

Hertil defineres for ethvert X Eg en afbildning fra 

Horn/\. (A,X) til TX ved ~X( f) = Tf( a) 

(f E Homfi.(A,X)) . Da T er additiv, bliver ~X en 

~- homomorfi. ~ eftervises let at være en naturlig 

homomorfi fra Homfi.(A,-) til T . For ~ gælder 

<P(~) = ~A(1A) = T(1A) • a= 1TA a= a. Altså er IX> 

surjektiv. 
l 

Bemærkning. Ved modifikation af ovenstående fås, at 
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hvor 1 Mod 11. er identi tetsfunktoren 

for kategorien af fl.-moduler, og 11. er kommutativ. 

Her er Nat ( 1 Mod fl.'' 1 Mod iJ en ring, og den nævnt e isomorfi 

bliver også en ringisomorfi. 
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Definition. To kategorier ·e og ji) kaldes 

ækvivalente, hvis der findes funktor er T og u ' 

-c ~ flJ U: [}) ~ ~' o TU er naturligt isomorf 
T: s a 

' 
med 1J) og UT naturligt isomorf med 1 . 

t' 

Eksempel. Hvis og er ækvivalente kategorier, 

vil Nat(~~, \;;-) og Nat (1Ø , 1"v ) være isomorfe ringe. 

Ved hjælp af bemærkningen p~# ses, at for kommutative 

ringe A og r vil Mod A og Mod r være ækvivalente 

~ A og r er isomorfe ringe. 

Eksempel. I det ikke-kommutative tilfælde kan ikke-

isomorfe ringe have ækvivalente modulkategorier. Således 

gælder for enhver ring A , at Mod A -e.r ækvivalent 

med Mod M (A) , n 

metricer over A 

funktarer T: Mod 

ved: TM = M@·· • @M 

A E M (A) gives n 

A • (m1 ' ... mn) = 

hvor M (A) 
n 

er ringen af (n x n) 

Skitseret bevis: Vi definerer 

A + Mod M (A) og U: Mod M (A) + Mod A n n 
(>/1 

(n addender) og farvmatrix 

TM struktur som M (A)-modul ved n 

m1 
A { ~ } . For f: M~ N defineres (Tf) (m1 ,···mn) 

m 
som n(fm ··• fm) T bliver da en funktor fra 

1 ' ' n 

Mod A + Mod Mn(A) . U defineres ved U(M) = e11 M , 

(hvor e.:l~1nent betegner matricen med O'er overalt 

undtagen1på plads nr. (i,j)) og for g:M ~N defineres 

U bliver da en funktor fra Mod M (A) n 

til Mod A . Det er let at se, at UT er nat-isomorf med 



En naturlig isomorfi ~M: M + TUM fås ved at sætte 

~M( m) = ( f 11 m, ~12m,· · • ,æ1 n m) (som invers kan bruges 

(Bj11m1' æ11m2, ... ,e11mn)-+ e11m1 + e21 m2 +-··+ en1mn) . 

Idet man ret let kan vise, at det generelt for ringe A 

og r med ækvivalente modulkategorier gælder l.gl.dim A 

l.gl.dim r, fås specielt af ovenstående, at 

l.gl.dim M (A) = l.gl.dim A 
n 

Kontravariante funktorer. 

Idet ~ betegner en kategori af A-moduler og ,Ø 
en kategori af r-moduler, forstås ved en kontravariant 

funktor (i modsætning til de hidtige kovariant funktorer) 

afbildning T fra -e til 2J o T(modul i en s a 

-e ) = modul i oV og T(homomorfi i -e ) = 
homomorfi i oØ og hvis f: A + B er homomorfi l -e ' 
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vil Tf være homomorfi fra TB til TA . Endvidere skal 

fØlgende axiomer gælde: 

2) T(fg) = T(g) T(f) hvor g: A-+ B , f: B-+ C er 

homomorfier i f . 

Da gælder en række sætninger analoge med sætningen for 

kovariante funktor, der lØst sagt fås ved "at vende pilene". 
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Vi nævner her kun de vigtigste. 

En kontravariant funktor T kaldes venstre exakt, hvis 

O -+ A -+ B -+ C -+ O exakt (i --e ) => 

O -+ TC -+ TB -+ TA exakt (i Ø ) . 

Da gælder for en venstre-exakt kontravariant funktor 

T at 

A -+ B -+ C -+ O exakt i ~ => O -+ TC -+ TB -+ TA exakt i Ø . 

Tilsvarende gælder for hØjre-exakt kontravariante funktorer. 

En kontravariant funktor T kaldes additiv, hV~Q 

T(f + g) = T(f) + T(g) V f, g E-('. Da gælder analogt 

med det kovariante tilfælde, at en ~tiv funktor fØrer 

en split-exakt fØlge over i en split-exakt fØlge. 

Det vigtigste eksempel på en kontravariant funktor er 

HomA(X,A) <A fast venstre 1\ -modul), der o fØlgende p a 

m~de kan opfattes som en funktor T fra Mod A til 

Mod ~ . For en modul X E Mod A defineres T(X) som 

HomA(X,A) og for en homomorfi f: x -+ y defineres Tf 

fra TY til TX ved Tf (ex ) = ex (p f for 

ex E TY= HomA(Y,A) . Tf betegnes ofte HomA(f,1A) . T 

vises let at være kontravariant additiv funktor. 

Sætning. HomA(X,A) er venstre-exakt. 



Bevis. Lad 

godtgØre, at 

o ~ x ~ 
f 

Tg 
o ~~l. ~ 

y ~ z ~ o 
g 

Tf 
TY ~ TX 

være exakt. Vi skal 

er exakt. 

Lad a E TZ = HomA(Z,A) tilhØre Ker Tg ; ~: a g= O . 

Da a(g(y)) = O V y E Y , og g er surjektiv, er 

a = O . D.v.s. Tg er injektiv. Da T er additiv, 
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vil T(f) T(g) = O ~: Ker T f~ Im Tg . Lad a ~ TY tilhØre 

A t. 'O' ot !.{;(x)}= 0 Ker Tf. ·~:o< e Hom(Y,A) og o(f =o. n7 So..f'r ~"1 

a forsvinder således på I m f = Ker g Dette indebærer, 

at z E z 
' 

z = g(y 1 ) = g(y2) ~ a(y1) = a(y2) For 

ethvert z E z findes y E y med z = g( y) o På grund 

af ovenstående fås en homomorfi a : ~ ~ A ved at sætte 

a(z) a(y) o g(y) For a gælder a = 
' nar z = o g = a 

' 
og hermed a E Im Tg l 

Eksempel. HomA(X,A) normalt ikke exakt. Lad 

A = ~ = A o Den exakte fØlge 

o -+ ~ -+ m -+ CQ/~ -+ o 

fØres ved Horn(-, ~) over i 

o -+ Horn( CQ/7l , Zl) -+ Hom(CQ, ll) -+ Hom(ll, Zl) 

l § o o z 
hvor sidste afbildning ej er surjektiv. 

I lighed med overvejselserne p. dfQ fås 

Sætning. For en A-modul A gælder: HomA(-,A) er 



exakt ~til ethvert diagram 

A 

~t JJ,"" Å'~~~~ R.~;t 
findes ~: Y+ A så ~ = ~of . 
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Definition En A-modul A for hvilken ovennævnte gælder 

kaldes injektiv. 

Bemærkning. Det er i ovenstående ingen indskrænkning 

at antage at f er en inklusion. D.v.s. en A-modul A 

er injektiv, hvis og kun hvis for enhver modul Y og 

undermodul X og homomorfi ~: X~ A findes ~: Y+ A 

så ~Res, I = ~ 

Sætning. (Baer) En venstre A-modul A er injektiv, 

hvis og kun hvis der for ethvert venstre ideal I c A 

og enhver homomorfi ~: I~ A findes ~: A+ A så 

~Res,I = ~. 

Bevis. Rotman:Wotes on homologicalalgebra p.49. 

For et integritetsområde A kaldes en A-modul M delelig, 

hvis der for ethvert A € A ' {O} og ethvert m E M 

findes x E M med m = AX . 

Sætning. Hvis A er integritetsområde, er enhver injektiv 

A-modul delelig. 
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Bevis. Lad A
0 
~ o , A

0 
E A , m E M • Da findes 

homomorfi ~:A A til M defineret ved ~(AA ) = Arn • o o 

Da M er injektiv, kan ~ fortsættes til homomorfi 

~: A +M . Da er A 0~(1) = m l 

Sætning. Hvis A PID gælder for enhver A-modul M , 

at M injektiv ~ M delelig. 

Bevis. Rotman:Notes on homologicalAlgebra p. 51. 

Sætning. For en torsionsfri A-modul M over et 

integritetsområde A gælder M injektiv ~ M delelig. 

Bevis. Skal blot vise ~. 

Lad I være ideal * o i A og ~ en homomorfi 

fra I til M o Lad a * o være element i I o Da 

M delelig, findes x E M o 
~(a) a x Vi påstår, s a = o 

at homomorfien ~ fra A til M defineret ved ~(A) = AX 

er en fortsættelse af ~ o Lad a' være vilkårligt 

element i I o Da er 

a~(a') = aa'x = a'~(a) = ~(a'a) = a~(a') , eller 

a [ ~ (a' ) .;. ~ (a' ) ] = O . Da MT = o , er ~ (a' ) = ~ (a' ) 

Eksempel. Lad A = K[X,Y] , hvor K er et legeme, 

og M = K(X,Y)/A Da er M delelig, men ej injektiv; 

Lad I = {f(X,Y) E A l f(a~o) = o} . I er åbenbart ideal 

i A Vi definerer nu homomorfi ~ fra I til 

A </l( f(x ,y)) = (<~t9 
M som 

ikke kan fort~øttes til (mod A) . 



Klart at ~ er ~-homomorfi . 

~ også A-homomorfi: 

g(x,y) • <t>(f'(x,y)) = g(x ,y) • §& og 

g(x,y) f(x,o) .;- g(x,o) f(x,o) = f(x,o) 
xy xy x 

g(x,y) - g(x,o) E A 
y 

~(g(x,y)f(x,y)) = g(x,y) · ~(f(x,y)) . 

71 

::::>: 

Da ville 

kunne fortsættes til homomorfi ~E HomA(A,M) . 

<t>(Y) = O = Y~ = ' og 

Antag ~ 

hvor ' 
h og k antages 

indbyrdes primiske. 

Da Y ~(1) =@),må Kf"X
1
'f)l'f :l;k(X,Y) =konstant 

ingen af disse muligheder 
~-......... 

eller k(X,Y) = Y 

er forenelige med 

Sætning. Enhver kort-exakt fØlge O ~ A ~ B ~ C ~ O , 

hvor A er injektiv, er split-exakt. 

Bevis. Der findes en homomorfi f: B ~ A så diagrammet 

o 

A f 
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er kommutativt, d.v.s. f o a = 1A l 

Korollar. En injektiv modul er direkt summand i enhver 

modul, der indeholder den som undermodul. 

Sætning. En direkte summand i en injektiv modul er 

injektiv. 

Bevis. Analogt med beviset for tilsvarende sætning for 

projektive moduler. 

Vi skal senere vise, at enhver modul kan indlejres i en 

injektiv modul. Ved hjælp af denne sætning fås, at 

korollaret ovenfor karakteriserer injektive moduler. 

Eksempel på anvendelse af injektive moduler. 

Vi vil vise, at enhver endelig abelsk gruppe er direkte 

sum af cykliske grupper. FØrst et lemma. 

Lemma . Enhver endelig frembragt undergruppe i ml~ er 

cyklisk og har formen '77 (_111- f d E "li". T lL.J\iY o r pas sen e n .~..~ 

Beyis. 1° For p, q E~ , (p,q) = 1 gælder 

~æ= Z (i) ; klart, at ~(J! ~ ~@ For at vise den 

modsatte inklusion bemærkes, at 1 = hp + kq for passende 

h og 

hvoraf 

k E ~ FØlgelig 

~tf\ c'!l,m . 
l3J=cv 

eller 
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2° :l{~~ + Zl~ = Zl æ ' hvor q e~mindste fælles 

multiplu~1 
af q 1 q

2 
og q2 ~ Klart, at Ø + ~ <;; Zl~ • 

For at vise den modsatte inklusion benyttes at 

q1 q2 = q . d ' hvor d = ( q1 ' q2) er stØrste fælles 

divisor for q1 og q2 FØlgelig er d = hq 1 + kq2 

for passende h og k E ~ 
' 

heraf: w GJ + k(D 1 h + k h hvoraf = ' 
:::»: = q q2 q1 2 

Zl® + Zl® ={i) . 

Successiv anvendelse af 1° og 2° viser lemmaet 

Lemmaet indebærer, at der til hvert n E N findes netop 

en (nØdvendigvis cyklisk) undergruppe i Wlæ af 

orden n , nemlig ~~ . 

Lad nu A være en endelig abelsk gruppe. Lad a være 

et element i A af stØrst orden n . Da findes en 

isomorfi <.p fra Zla 

defineret ved <.p(ha) 

og dermed en injektiv 

på undergruppen 

=@ n ' 
h E Zl . 

~-modul (j fr. 

~® af W/LZ , 

Da W/:;z er delelig 

sætning p 9())l0',,, ',[~), 

findes homomorfi t/J fra A til Wlzz 

~a c A 

\<Pl. ~ 
W/~ 

så Abenbart er 'll@J = <.p(~a) ~ tjJ(A) • 

l 



l/J CA) er endelig og dermed iflg. lemmaet af formen 

~CÆJ hvor Idet 1 
l/J C a' ) for passende 

' 
n < m - -m 

a' E A 
' 

vil m < orden( a') Da a havde stØrst mulig 

orden er orden a' < n ' hvoraf n = m 
' 

og dermed 

~C~ a) = 1/JCA) . ~71 1/J er således en homomorfi fra A 

til ~a hvis restriktion til er er 
· .A. A ~; ~a..~· A 

1
:::... A.~~:=."'.;."'.:....· .!::Zo._~,-+~.;::z!:.......:...~-4='-'~':...t:' !r.l...==c....:.::;;;JJ 

da dire e summan orden Denne proces gentages 

på A' ' hvorved ~n - da A er endelig - efter 

endelig mange skridt får skrevet A som direkte sum af 

cykliske grupper. l 

Bemærkning. Vi skal senere se den præcise form af 

delelige abelske grupper. Hvis p er et primtal, og 

~p den additive undergruppe i cm,+) bestående af 

alle rationale tal, hvis nævner er en potens af p , 

vil ~P/æ være en delelig abelsk gruppe, der betegnes 

~Cpoo) Man kan vise, at enhver delelig abelsk gruppe 

er direkte sum af eksemplarer af m og ~Cpoo) ' hvor 
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p gennemlØber primtallene. Eksempelvis er = jj_ ~c poo) 
p 

Direkte produkt og sum af injektive moduler. 

Sætning. Det direkte produkt af enhver familie 

{A}, a E I af injektive moduler er injekti~ 
a 

Bevis. Betragt diagrammet 

j 
o + M + N 

·~ l 
~ 
n A 

aE I a 
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Da hver f
0 

kan 

lØftes til homomorfi g
0 

afbildningen g = {g
0

} tilfredsstille g o j = f l 

Tilsvarende sætning gælder normalt ej for direkte sum. 

Eksempel Lad A = mN = mængden af alle rationale talfØlger 

med koordinatvis sum og produkt. Idealet i A 

A. = { {q } l q = O for n =l= i} 
1 n n 

er injektiv A-modul . 

For at vise dette benyttes Baer's kriterium p. o9: 

Lad I være et ideal i A og f homomorfi 

I + A. . f skal vises at have en fortsættelse til A 
l 

To muligheder: 

lo v {qn} E I er q. , 
l = o Lad u være fØlgen -

l A der har o på i -te koordinat og 1 ellers. Da 

er {qn} = u • {qn} og f({qn}) = u . f({qn}) . Da vi. l 

f ( { qn}) E A· • 
L ' 

men f( { q:l-'l})t. = 
f kan fortsættes til A . 

3 { qn} E I så q. =l= o. 
l 

o Men da klart at 
/ 

Da vil fØlgen Q. • , 
l 

der 

har 1 på i -te koordinat og O ellers, tilhØre idealet 

I . Vi påstår: 

{q} f(.!!..) = f({q }) for alle {qn} E I 
n 1 n 

Da venstre og hØjre side tilhØrer A. er det nok at vise: 
l 

{ q } f ( .!!. . ) • .!!. . = f ( { q n} ) Q. l. 
n 1 1 



hvilket er indlysende. Afbildningen g: A -+ A. 
l 

defineret 

ved g(!.)= A f(L) er da en fortsættelse af f til 
l 

Hvert af idealerne A. 
' i 

l 
E N ' er således en injektiv 

A-modul. Den (indre) direkte sum af idealerne A. er 
l 

idealet J bestående af alle fØlger { qn} der er o 

fra et vist trin. J er eJ A-injektiv, da J ellers 

var direkte summand 1 A og dermed et hovedideal 

Imidlertid gælder: 

Sætning. A venstre Noethersk ~ Enhver direkte sum af 

injektive venstre A-moduler er injektiv. 

Bevis. Lad A ex' 
()[ E u være en familie af injektive 

A-moduler, og lad I være et venstre ideal i A Vi 

skal godtgØre, at enhver A-homomonfi f: I -+ l l A 
()[ 

kan lØftes til A . 
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Da A er venstre Noethersk er I endelig frembragt, 
/ 

f. eks. I = Al. +···+Al. 
1 n For hvert Ai' • 1 < i ~ n , 

er f(l.i)'s koordinaterL J1 Acx næsten alle O . FØlgelig 

er f( I) ~ lJ_ Acx. , hvor C(j gennemlØber endelig 
J J 

indexmængde; men da er il A injektiv og f kan 
()[. 

J J 

lØftes til homomorfi fra A til il A ~il A 
()[. ()[ 

l J J ()[ 

Bemærkning. Vi skal senere vise, at ovennævnte sætning 

kan vendes om så man herved får en karakterisering af 

vestre Neotherske ringe . For kommutative ringe gælder 



gælder en "dual" sætning for projektive moduler, idet det 

kan vises, at en kommutativ ring A tilfredsstiller den 

nedstigende · K<t'debetingelse for idealer ~ ethvert direkte 

produkt af projektive A-moduler er projektivt. 
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Begrebet injektivitet bringes nu i forbindelse med begrebet 

"semi-simpel" (j fr. p. /Il). 

Sætning. For en vilkårlig ring A er fØlgende betingelser 

ækvivalent 

l) A er (venstre) semi-simpel. 

2) Enhver kort-exakt fØlge af venstre A-moduler er split

exakt. 

3) Enhver venstre A-modul er projektiv. 

4) Enhver venstre A-modul er injektiv. 

Bevis. l) ~ 2) ~ 3) vist tidligere. 

4) ~ 2) fØlger af sætning p. 74 r,e~{ 

2) ~ 4) Lad O~ A~ B være injektiv homomorfi . Da er 

O ~ A ~ B ~ B l I mø< ~ O ( *) 

exakt, og dermed split exakt. Lad M være vilkårlig 

venstre A-modul og lP A-homomorfi: A -+ M Da (*) 

er split-exakt findes f: B ~ A så f o (){ = 1A . Da 

er lP o f lØftning af f til B 
' 

idet (lP o f)o (){ = lP 

l 



Bemærkning. På grund af Wedderburn's struktursætning 

er betingelserne i ovenstående sætning ensbetydende med 

dem~ der fås ved at erstatte "venstre" med "hØjre" . 

Definition. En venstre Noetherskring A ~ for hvilken 

A som venstre A-modul er injektiv~ kaldes en QuQsi-

Frobenius ring~ (kort QF) 

00fri(i!t/(H. Man kan vise~ at A QF => A hØj re Noethersk og 

A injektiv som hØjre A-modul. 

Sætning. 

injektiv. 

Bevis. 

A QF =>Enhver (venstre) projektiv A-modul er 

Da enhver projektiv modul er direkte summand af 

en fri modul~ er det nok at vise~ at enhver fri (venstre) 

A-modul er injektiv. Idet en fri (venstre) J\ -modul er 

direkte sum af eksemplarer af A ~ fØlger sætningen af 

sætning p. '7,1: l 

Beni-~. Man kan vise~ at for en vilkårlig ring A er 

fØlgende betingelser ensbetydende: 

l) A er QF 

2) Enhver projektiv venstre A-modul er injektiv. 

3) Enhver injektiv venstre A-modul er projektiv. 

Grupperingen for endelig gruppe over et vilkårligt legeme 

kan vises at være QF. 
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Sætning. En venstre A-modul over en QF-ring A har 

enten projektiv dimension oo eller projektiv dimension 

o . 

Bevis. Vi skal vise for en A-modul A at 

l.dhA(A) < oo ~A er projektiv. Lad 

o 

o ~ p 
n 

/ 
~ p "1 ~ p "2 

D-;- ':i /D-;-
~ 

K "1 D-;-
il ~ 

o o 

være en projektiv resolution for A af endelig længde. 

Da Pn iflg. sætning p. 98 ~'-6:rut) er injektiv er 

Pn~ 1 ~ Pn @ Kn~ 1 hvorfor Kn~ 1 er injektiv. Ved 

successiv fortsættelse af dette ræsonnement ses at A 

er projektiv. l 

Korollar. For en QF-ring A gælder l.gl.dim A = O 

eller oo 

Bemærkning. Ved benyttelse af den her ikke-beviste 

bemærkning p. ,a gælder tilsvarende for r.gl.dim A, 

idet l.gl.dim A = r.gl.dim A for QF-ringe. 

Eksempel. A = ~/n ~ er QF for ethvert n E N 
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Klart at A er Noethersk. For at vise at A er selvinjektiv 
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betragtes en A-homomorf-<d f fra et ideal I til 

A =>: f: I -+ A . I har formen A@, hvor d n . 
Da ® ·@ @ o ® f(@) @, = m a = ' 
::::>: f( @)) E A@ ' eftersom Ann (~}) = A@) . 
FØlgelig er f(@) =X@ for et passende X E A . 
Den ved g(A) = AA definerede A-homomorfi fra A til A 

er da en fortsættelse af f . 

Bevis. Herved fås nyt bevis for sætning p. ~~nederst. 

BLANDEDE EKSEMPLER OG OPGAVER TIL KAP. II. -----------------------------------------

l. Lad T være en aditiv funktor fra Mod~ til 

Mod ~ . Vis, at T (endelig abelsk gruppe) er en 

torsionsgruppe. Giv eksempel på en funktor T fra 

hvilken T(~/2~) er uendelig. 

2. Lad A være kommutative Noethersk og M og N 

endelig frembragte A-moduler. Vis, at Horn (M,N) er en 

endelig frembragt A-modul. (Skriv M som hornamorft 

billede af en endelig frembragt fri A-modul og 

anvend sætning p. 6~) . 

~ Lad T være en kovariant hØjre exakt funktor fra 

Mod ~ til Mod~ . Vis, at T (delelig gruppe) er 

delelig. 



4. Lad T være en kontravariant venstre exakt 

funktor fra Mod~ til Mod ~ . Vis, at T 

(delelig gruppe) er en torsionsfri gruppe .. 

~ Lad -(/ være kategorien af endelig frembragte 

A-moduler over en kommutativ Noethersk ring, og T 

være en kontravariant additiv funktor fra -( til ·-GZ 

Da findes en naturlig transformation ~ fra T til 

HomA(-,TA) defineret ved , for X E',. 
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~X(a)(x) = T(•X)[a] , hvor a E TX 

og •X betegner homomorfien fra A til X defineret 

ved A + A • x . ~ vil naturlig isomorfi ~ T er 

venstre exakt. 

6. Lad A være et (kommutativt) integritetsområde, og 

lad M være en injektiv A-modul. Vis, at MT er en 

injektiv A-modul. 

Jtle;- iHWf? er- 9C lf'~(';."e 1 

~ Lad A være et (kommutativt) integritetsområdJ og M 

en delelig A-modul. Vis, at M ikke er endelig frem-

bragt, undtagen hvis M = O . (Betragt M/M' som 
T 

vektorrum over A's kvotientlegeme) Specielt er en 

endelig frembragt injektiv A-modul nØdvendigvis O . 



8. Lad A og B være (venstre) A-moduler for 

hvilke HomA(A,-) og HomA (B,-) er naturligt isomorfe. 

Vis, at A og B må være isomorfe A-moduler. 

(~A(1A) vil være isomorfe fra B til A , idet ~X 
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er den naturlige isomorfi fra HomA(A,X) til HomA (B,X)) . 

~ Vis, at A = WN (Mængden af alle rational talfØlger 

med komponentvis addition og multiplikation) er selv-

inj e k t i v, Er A Q F ? • 

10. Lad K være et legeme og V et endelig dimensionalt 

vektorrum (*O) over K . K x V udstyres ved addition 

og multiplikation ved: 

( k1 'v 1 ) + (k2,v2) = (k1 + k2' v1 + v2) k1' k2 E K 

( k1 • v 1 ) . (k2,v2) = (k1k2 ' k1v2 + k2 v 1 ) v 1 ' v2 E v 

K x V bliver herved kommutativ ring med l-element. 

Vis, at K x V er Noethersk. Vis, at K x V er 

QF ~ V er 1-dimensionalt vektorrum. Vis, at for ethvert 

V er den globale dimension af K x V uendelig. 

(Betragt f.eks. V som modul over K x V) 
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Kapitel III. Tensorprodukt. 

Lad os til indledning betragte moduler ove~ en kommu-

tativ ring A. En afbildning f frq AxB til C, hvor 

A,B og G er A-moduler kaldes A-bilineær, hvis 

1 ) f(a
1

+a2 ,b) = f(a1 ,b) + f(a 2 ,b) a
1

,a2 E A, b E B 

2) f(Aa.,b) = Af'(a,b) 

3) f(a,b
1

+b 2 ) = f(a,b
1

) + f(a,b
2

) a E A, b
1

,b
2

EB 

4) f ( a , /\b ) = Af ( a , b ) . 

På oplagt måde wigør mængden af A-bilineære afbildninger f 

fra AxB til G en A-modul som betegnes BilA(AxB,C). 

Eksempel. Hvis A er et legeme og A og B A-vek-

torrum af dimension ~--!,. m og n er BilA(AxB;A) 

vektorrummet af alle (mxn) matricer over A. 

Sætning. For moduler A,B og C over en kommutativ ring 

Bevis. Af symmetri grunde nok at vise den første isomorfi. 

Til enhver A-bilineær afbildning f lader vi svare ~f i 

HomA(A,HomA(B,C) defineret ved ~f(a)[b] = f(a,b). ~ ses 

let at være en A-isomorfi. l 

Tensarproduktet M af modulerne A og B vil blive 

indført som en modul for hvilken HomA(M,C) ~ BilA(AxB;C) 

for enhver modul C. 

Men forinden indfører vi en modifikation af begrebet 

bilineær, der kan anvendes i det almene tilfælde for moduler 

over en ikke nødvendigvis kommutativ ring A. 
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Lad hertil A være en højre A-modul, B en venstre 

A-modul og C en ~modul. En afbildning f fra AxB til 

c kaldes svagt A-bi lineær såfremt: 

1 ) f(a
1

+a
2

,b) = f(a
1 

,b) + f(a 2 ,b) 

2) f( a/\, b) = f( a, /\b) a,a
1

,a
2 

E A 

3) f(a,b
1

+b 2 ) = f(a,b
1

) + f(a,b 2 ) 
~' !- t· c Pr l 1' ';l ~ 

På oplagt måde udgør mængden af svagt A-bilineær af-

bildninger fra AxB til C en ~modul som betegnes 

S'lr.Bi l A (AxB; C) • 

Vi søger en ::fr-rnodul M så Sv.BilA(AxB;C) <:;- Horn~(M,C) 

for alle ~moduler C. 

Sætning. Lad A være en hØjre A-modul og B en 

venstre A-modul. Da findes (på nær isomorfi) netop een 

~modul M og en svagt A-bilineær afbildning ~ fra AxB 

til M så følgende gælder~ 

1 ) ~(AxB) er frembringersystern for M 

2) til enhver ~modul C og enhver svagt A-bilineær af-

bildning f fra AxB til C findes en ::fr-hornomorfi 

f fra M til C så f = fo~. 

Bevis. Først entydigheden af M. Antag M
1 

med til

hørende ~ 1 havde egenskaberne 1) og 2). Vi har da situa

tionen 



85 

og der måtte de findes ~homomorfier ~ og ~i, ~: Mi ~ M 

- - -
~i : M ~ Mi så ~i - ~ o~ og - i ~ = ~o~ i ' hvoraf 

~ = ~o~ o~ i d.v.s. ~o~i = identiteten på ~(AxB) og der-

med ifl. 1) på hele M og analogt Følgelig 

er M og Mi isomorfe ~moduler. 

Nu eksistensen af M. Lad 'Æ(AxB) være den fri 

ZU...modul med elementer (a,b), a E A, b E B som basis, 

d.v.s. 'Æ(AxB) består af alle formelle summer 

bh.(a.,b.), 
l l l l 

h. E 'Æ, i gennemlØbende en endelig indeks
l 

mængde. Med N betegnes undermodulen i 'Æ(AxB) frembragt 

af alle elementer af en af fØlgende former~ 

(ai+a
2

,b) -. (ai ,b) - ( a
2

, b) a aia2 
E A 

(a~'bi +b2) - (a~ bi) - (a,b
2

) b bi b2 E B 

(a, 'Ab) - (a'A,b) 1\ E A 

M defineres om 'Æ(AxB) /N. Idet Q betegner sideklasse 

med henhold til N kan ethvert element i M skrives 

~h.va:;bl\. 
l l~ 

Vi definerer en afbildning ~ fra AxB til M ved 

~(a, b) :; g, som på grund af M 's definition bliver 

svagt A-bilineær. Endvidere klart, at ~(AxB) frembringer M 

d.v.s. i) er opfyldt. 

For at vise 2) betragtes en svagt A-bilineær afbildning 

fra 

Da 

fra AxB 

-o,(AxB) 

til en ~modul C. Lad f* 

til C, der er bestemt ved 

er svagt A-bilineær, forsvinder 

lig inducerer f* en ~homomorfi f: 

være ~homomorfien 

f*((a,b)) = f(a,b). 
.... 

f~ på N. Følge-

'/l(AxB) /N ~-·, ved: 

f(~ h.~)=~ h.f(a.,b.). 
l l ~ l l l l 

Specielt er :f~(a,b) = 

=f@ = f(a,b). l 
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Definition. Den i sætningen entydigt bestemte ~modul 

M kaldes tensarproduktet og betegnes A~ B. ~(a,b) 

skrives a 69 b. 

Bemærkning. Da ~(AxB) frembringer M (d.v.s. 

A~ B), er den i omstående sætning 2) nævnte ~homomorfi 

f entydigt bestemt ved f. (I sætningen kunne man have 

udelagt i), hvis man i 2) krævede f entydigt bestemt ved 

f) • 

Dette indebærer, at Hom~(A~,c) ved f~ fo~ af

bildes isomorft på Sv.BilA(AxB;C). Hvis Sv.BilA(AxB;C) 

på oplagt måde opfattes som en (kovariant) funktor fra 

Mod ~ til Mod ~' bliver ovennævnte isomorfi naturlig i 

C. På grund af 8 P·B2 f~s herved: 

Sætning. A ~ B erclen på nær isomorfi entydigt bestemte 

~modul M for hvilken Sv.BilA(AxB;C) og Hom~(M,C) er 

naturligt isomorfe i C, C gennemlØbende Mod ~. 

Nu nogle små sætninger vedrørende tensorproduktet. 

På grund af ~·s svage A-bilinearitet fås fØlgende regneregler. 

(ai+a2 ) ~b = ai ~b + (a 2~b) 
a ~(bi +b 2 ) = a Ø bi + a ~ b 2 

a/\ ~b = a ~ 'Ab; 

heraf speciel t: 

O ~b = a ~O = O for all a € A, b € B. 

n(aØb) = na ~b = a ~ nb n € ~. 

Sætning. For enhver venstre A-modul B og enhver 

højre A-modul A gælder A ~ B ~B og A ~AA ~A, (hvor 

her er :fri somorfi). 



87 

Bevis. Viser kun den første isomorfi, da den anden 

efter vis es analogt. Ved -fl(/\, b) = /\b defineres en svagt 

A-bilineær afbildning fra A x B til B, idet A her be-

tragtes som højre A-modul. Ifølge definition af tensarprodukt 

inducerer h en ~homomorfi h fra A ØA B til B: 

-
h(N9b) = )\b. h er klart surjektiv. På grund af ovenståen-

de regneregler kan ethvert element i A ~B skrives på 

formen 1 @ b; men h( 1 @b) = 1 ·b = b = O =} 1 ~ b = O; 

d.v.s. h er også injektiv. 
l 

Sætning. Lad A være en højre A-modul og F en fri 

venstre A-modul med Basis f -lex l, ex E.: I. Da kan ethvert 

element i A ~A F entydigt skrives på formen: 

~ a 6?>:f ' a E.: A, kun endelig mange a 4 O. 
ex ex ex ex ex 

Bevis. Eksistensen af en fremstilling af den omtalte 

form følger af regnereglerne fo~ tensarprodukter og af 

at fe l frembringer F. ex 

For at vise entydigheden betragtes for ethvert 

ex E.: I afbildningen hex fra AxF defineret ved 

hex(a,x) = a(x's koefficient til eex), x E.: F. hex ses 

umiddelbart at være svagt A-bilineær og definerer da en 

Zlr-homomorfi h fra A C0 c-ex K P. til A (betragtet som 

modul). For at godtgøre entydighedsudsagnet i sætningen 

er det nok at vise at ~ a ~ ~ = O =} a = O ex ex ex VexE.:I. 

Men anvendes for et ex' hex' på begge side~ fås 

O = h , ( ~ a ex:-e ) = ~ h , ( aex~f. ) = h , (a , 6?-e , ) = ex ex ex ex ex ex ex ex 

l 
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Lad os nu antage, at A er kommutativ, hvorved dis-

tinktionen mellem hØjre og venstre moduler falder bort. Be-

nævnelserne refererer ti l de på p. 63 indførte 

Sætning. Lad A være en kommutativ ring og A og B 

A-moduler. Da findes pånær isomorfi netop een A-modul M og 

A-bilineær afbildning ~ fra AxB til M så følgende 

gælder: 

1) ~(AxB) frembringer M 

2) til enhver A-modul C og enhver A-bilineær afbildning 

f fra AxB til C findes en A-homomorfi f fra M 

r til C så f = fa~. 

Bevis. Entydigheden analogt med tilsvarende sætning 

p. 84. For at vise eksistensen godtgør vi at den i om-

tal te sætning på p. S5- angivne Zlr-mod ul M kan udstyres med 

en struktur som A-modul, så den får de ønskede egenskaber. 

Da A er kommutativ kan vi f.eks. skrive A og B som 

venstre A-moduler. For ethvert ~E A defineres 

g 'A (a, b) = 'Aa@(= a6:9/ib) som let ses at være en svagt 

A-bi lineær afbildning fra AxB til M og derfor inducerer 

en Zlr-homomorfi g 'A fra A ~B til M (= A<f._B) ved 

g'A(a@) = 'AaØb. For e t vilkårligt m E M definerer 

og påstår at M hervea bliver en A-modul, d.v.s. de 
.J 

sædvanlig modul axiomer er opfyldte. 

vi 

Da g'A er en Zlr-homomorfi fås /\o(m
1

+m2 ) = /\om
1 

+ /\om2 
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umiddelbart. For at vise A o(A om) - (A A )·m er (igen 1 2 - 1 2 

på grund af gA's ~linearitet) nok at vise det for m 

af formen a Ø b, i hvilket tilfælde det er klart. Lige-

ledes er det for at eftervise (A
1 

+A
2

) om = A
1 

om + A
2 

om 

nok at se på m = a Ø b. Men her følger rigtigheden af 

regnereglerne for tensorprodukter. Unitaritetsaksiomet ses 

umiddelbart at være opfyldt. 

A ~A B er altså en A-modul ved fastsættelsen: 

)\o ( ~ a. fiQb • ) = ~ ( Aa . CXb-) = ~ (a . ØAb,.) 
l l l (. l ... 

Den på p. SV-~f indførte (svagt A-bilineære) afbildning 

~bliver åbenhart A-bilineær. 

Lad C være en vilkårlig A-modul og f en A-bi-

lineær afbildning fra AxB til C. Da f specielt er 

svagt A-bilineær findes en ~homomorfi f fra AØB til 

C så f(a,b) = fo~(a,b) (= f(a69b)). Vi mangler blot at 

vise, at f er A-lineær. Men det følger af f(Ao(aØb)) = 

f(Aa69b) = f(Aa,b) = 'Af(a,b) = A•f(a69b), i-det ethvert 

element i AØB kan skrives ~ a.Øb. 
l l 

og f er ~lineær. 

Bemærkning. Ganske som på p. ~( gælder, at den i 

sætning 2) nævnte A-homomorfi f er entydig bestemt ved 

f. Dette indebærer, at BilA(AxB;C) ~ HomA(A~B,C), og 

isomorfien er endda naturlig i C når man til 

f EHomA(A~B,C) lader svare fo~. Ganske som på p.aG 

fås herved en karakterisering af A ØAB (qua A-modul). 

l 

Vi betragter nu nogle tilfælde, hvor tensarproduktet 

kan bestemmes explicit. 
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Sætning. (jfr. p.~G) For en kommutativ ring A 

og enhver A-modul A er A ~ A ~ A, hvor betegner A-

isomorfi. 

Bevis. Den i tilsvarende bevis p.~7 angivne afbildning 

h bliver her A-bilineær, og den inducerede homomorfi h 

derfor en A-isomorfi. l 

Sætning. For en kommutativ ring A og vilkårlige A

moduler A og B gælder A @A B ~ B ØA A (~ angiver 

her isomorfi som A-moduler). 

Bevis. Ved f(a,b) = b ~ a defineres en A-bilineær 

afbildning fra AxB til B @A A. f inducerer en A-ho-

momorfi f fra A ØA B til B ØA A så f(a~b) = b ~ a. 

Analogt fås en A-homomorfi g fra B ~A A til A ~A B 

så g(b~a) = a ~b. Da er go f( a~b) = a@ b v a E A, 

b E B. Da a~ b, a E A, b E B frembringer A ~B vil 

go f = 1 A<R_B. Analogt: fog = 1 B~A· Heraf fås at f er en 

A-isomorfi fra A~ B til B ~ A. l 

SætniJÆ. Lad ~ og -=t? være idealer i en kommutativ' 

ring A. Da er A/-<J? ØA A/~= A/'()? -t/r, ~hvotr 01 + ~ be

tegner idealet i A bestående af alle elementer af' formen 

a + b, a E <n, b E -6-. 

Bevis. Vi definerer en A-bilineær afbil.dning f fra 

ved f(@ 
61 

,@~ ) = m .. -6-
(Her må eftervises, at f' er veldefineret d.v.s. uafhængig 

)\ og f-l for 0 og æ> d--or 
af' de valgte repræsentanter ) . 
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f inducerer en A-homomorfi f A01 ~ A~ ~ A(a +~) ved 

f(0)
07 

Q9 ®-e ) = @)
07

..).-{j.. f er klart surjektiv. For 

at vise injektiviteten bemærkes, at @
07

Q9 @-6 = 

'A (J) Q9 ® = Q) Q9 @ , hvilke t indebærer, a t et-
m ~ 01 ~ 

hvert element i A/cn Q9 A/tr':'#.QM s~ p& for~en @)~@ (])~·,. 1-l-era{ 

Tc(iØ,b;®@~) ~®"r-8- ~ 8 ==?- fo = ø~+·~ .f.' o:t- pctssr f1,d f? 

fl. C:: Ot 1 15 G- f,. "3 EW~ ([) 0 /fY Q)-& -=- (j) O-t 0 ~ ~ @
01 

@ CJ)-6-- '= o l 

Eksempel. For A = ZL får vi speciel t Zl/ttZL Q9Zl Z4/mZl 

= ~dZl, hvor n og m er naturlige tal og d= (m,n) 

er største fælles divisor for n og m. 

Eksempel. Lad A være et (kommutativt) integritets-

område, A og B A-moduler, hvor ~ = A og B er de-

lelig. Da er A ØA B = o. 

Nok at vise aQ9b = o 'Va E A, 'Vb E B. Idet a E 

findes 1\ ~ o så /\a = o· ' da B delelig findes b' E B 

så b = 'Ab'. Følgelig a Ø b = a Q9 'Ab l = /\a Q9 b' = o. 

Sætning.. Lad A være kommutativ og A og F fiie 

A-moduler med baser ~a l, exE: r, ex ~ ey l , y E J. Da er 

A ~ F en fri A-modul med {( aexQ9ey) L ex E I, y E J som 

basis. 

~ 

Bevis. Klart at ~(aexøe")l frembringer A~ F. For 

at vise uafhængigheden antag 

Da er 



~(~ A a )ø$ = O 
Y ex exy ex y 

Ifølge sætningen på p.87 nederst er ~ A a 
ex exy ex 
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= O for alJe 

y. Da {a ~ er basis for A fås 
ex 

A = O Vex, Vy. 
ex')' l 

Eksempel. C ø :rn IV ~ :rn4 • 

Sætning. Lad rO{ være et ideal i en kommutativ ring 

A. For enhver A-modul M gælder (A/01 ) @A M ::::: M/.ot M, 

hvor --atM betegner undermodulen i M bestående af alle 

elementer af formen ~ a .m., 
l l 

a. E Ol, m. E M. 
l l 

Bevis. Vi definerer en A-bilineær afbildning f fra 

A/0( x M til M/or M ved f((!} ,m) = @, hvor første 

Q betegner sideklasse m.h.t. 01 

betegner sideklasse m.h.t. orM. 

og anden O 

(f er virkelig veldefineret). f inducerer da A-homomorfi 

f fra A/61 ØA M til M/,o-r M ved :f((Y Øm) = ~. f 

er klart surjektiv. For at vise injektiviteten af f be

mærkes, at ethvert element i (A/or)ø M kan skrives (D Ø m. 

Da fås: f( CI) Ørn) = 8 = O 

(for pas sende a 1 , · · · , at E: 01 og 
t t 

= fil Ø . ~ 1 a. m. = . ~1 !El:\ @ m. = LY l= l l l= ~ l 

Tensarprodukt af homomorfier. 

=* m E ,o, M =* m = a 1 m1 + · · ·+atm t, 

m1 , · · · , m t E M)=* (D <;;Q m = 

@. l 

Lad A være en vilkårlig (ej nødvendigvis kommutativ) 

ring og f en A-homomorfi fra højre A-modulen A til hØjre 

A-modulen A' 
' 

g en A-homomorfi fra venstre A-modulen B 

ti l venstre A-modulen Br. Da defineres ved tf;: AxB ----) A' ~ B' 

f(a,b) = f(a) Ø g(b) en svagt A-bilineær afbildning. Denne 

inducerer en ~homomorfi 

nitta ~ l~~!J4 / ® r. fra A ® B 
1\ 

til A' ~ B'. 
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Regneregler for tensarprodukt af homomorfie~: 

Lad A, A', A" være højre A-moduler f A-homomorfie 
/ 

A ~ A', f' A-homomorfi fra A' ~ A". 

Lad B, B', B" være vens tre A-moduler, g A-homomorfi 
1m 13 

1
-til 8 :' 

B~ B' g' A-homomorfi~ umiddelbart (nok at betragte 
l 

værdierne på elementer a 69 b): 

(f'of) ~ (g'og) = (f'~g') o (fØg). 

Desuden, hvis f
1 

og f 2 er A-homomorfier fra A til A' 

og er A-homomorfier fra B til 

(f1+f2) ~g= f1 ~g + f2 ø g 

f ø (g1+g2) = f ø g1 + f ø g2. 

Hvis A forudsættes kommutativ, gælder 

A(fØg) = Af Ø g = f Ø Ag 

B' 
' 

gælder 

Bemærkning og eksempe~. I ovennævnte er f E HomA(A,A') 

og g E HomA(B,B') og f~g E Hom~(A~AB,A'~B'). For kommu

tativt A er desuden f~g E HomA(AØB; A'~'). I sidst

nævnte tilfælde havde det været nærliggende at betragte 

f Ø g som element i HomA(A,A') ØA HomA(B,B'). Her finder 

man (ved som sædvanligt at gå via en A-bilineær afbildning) 

en A-hQmomor~i ~ fra HomA(A,A') ØA HomA(B,B') til 

HomA(A~AB,A'ØAB') for hvilken ~ (fØg)= f~ g opfattet 

som element i HomA(A~AB' A'~AB'), I almindelighed er ~ 

hverken injektiv eller surjektiv, som eksemplet A = zV4~, 

A= B= A/2A A' =B' =A viser, hvor 

Ho~~(4®B 1 A)(6)1?{) ",_, W2::Z j HomA(A,A') ØA HomA(B,B') , 
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men @ = O. I det kommutative tilfælde er benævnelsen 

f ®g således tvet~0ig, men betydningen vil altid fremgå 

af sammenhængen. 

Tensarproduktet som funktor. 

Lad A være fast højre A-modul. Vi definerer en funk

tor T fr~ kategorien af venstre A-moduler til mod ~ ved: 

TX = A @A X og for f: X~ Y Tf= 1A ®f. T eftervises 

let ved at være en (kovariant) funktor, der på grund af 

omstående regneregler) er additiv. Hvis A er kommutativ 

bliver T en funktor fra mod A til mod A. 

Analogt kan man for en fast venstre A-modul A de-

finere en funktor T fra kategorien af højre A-moduler 

til mod ~ ved TX = X® A og for f: X~ Y Tf = f Ø 1A. 
A 

Hvis A er kommutativ, hvor distinktionen mellem hØjre 

og venstre bortfalder, vil de to funktarer være naturligt 

isomorfe, idet isomorfien i sætningen på p. 90 øverst er 

naturlig. 

Inden vi nærmere undersøger tensarproduktets funktor-

egenskaber, giver vi en lille anvendelse af ovenstående. 

Sætning. Lad P
1 

og P2 være projektive moduler oven 

en kommutativ ring A. Da er P 1 ®A P 2 en projektiv 

A-modul. 

Bevis. pi og p2 er direkte summander i frie 

A-moduler F1 og F2' og følgelig findes A-homomorfier 

i1 ,p1 i1 : pi ~ F1' p1: F1 ~ p1 så p1 oi1 = 1p og 
1 

i2' p2, i2: p2 ~ F2, p2: F2 ~ p2 så p2oi2 = 1p • Men da 
2 
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er (ifl. de regneregler, der sikrer at tensarproduktet er 

en funktor) (p 1 ør> 2 ) o ( i 1 ø i 2 ) = ( p 1 o i 1 ) (X) ( p 2 ~i 2 ) = 1r"t; ·r"' 
l t~ 

hvilket betyder at P ~A P er en direkte 
1 2 

som ifØlge sætningen på p. q/ er fri. 

Følgelig er P
1 

@A P2 projektiv. 

Sætning. Lad A være vilkårlig og A en hØjre 

A-modul. Da er TX = A @A X en hØjre-exakt funktor fra 

kategorien af venstre A-modulen til mod ~. 

Bevis. Lad O ~ X f Y g Z ~ O 

være exakt. Vi skal godtgøre, at 

A fi?JA X -+ A ØA Y ~ A fi?JA Z ~ O 
Tf Tg 

er exakt. 

1) Tg surjektiv, idet Vz E Z 3y E Y så z= g(y) og der

med afi?Jz = Tg(a~). Endvidere benyttes at ethvert element 

i A ØA Z er ~lineærkombination ~ elementer af formen 

a Ø"t;. 

2) Ker Tg ::_) Im Tf, idet gof = o medfører (T er additiv) 
= 

at TgTf = o og dermed Ker Tg ::_) I m Tf. 
= 

3) Ker Tg = Im Tf. Da Ker Tg ::_) I m 
= 

Tf, findes homomorfi 
,...._ (J 
'Tg, SQJ.• 

kommuterer. K er den kanoniske homomorfi fra A ØA Y på 
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A fØA Y/Im Tf'. Vi angiver nu en svagt A-bilineær afbildning 

p f' r a A x z til A Ø A Y/Im Tf' ved p(a,z) = G 
modulo Im Tf', hvor y er et element i y med g(y) = z. 

Dette er virkelig lovlig definition; thi antag 

da var y
1 

- y 2 E Ker g = Im f' d.v.s. g(y1) = g(y2)=z; 

Y1 - Y2 = f'(x) 

-Ef J)( afØx ) " p 

og dermed afØy
1 

- afØy2 = afØf'(x) = (1AfØf')(a~x) = 
inducerer ~homomorfi p: A ØA Z ~ A fØA Y/Im Tf' 

p(a@z) = ~ modulo Im Tf', hvor y E Y så g(y) = z. ved 
-r-

Åbenbart gælder 

r---' 
Tg 

poT9 = 1AØAY/Im Tf'' hvoraf' sluttes, 

at er injektiv. Idet ~ 
Tg = Tg·K, f'ås således 

Ker Tg = Ker K= Im Tf'. l 

Eksempel. Tensarproduktet normalt ej exakt f'unktor. 

Lad A = Zl, A = WZl·2 og betragt den exakte f'Ølge 

der ved TX = (Zl/~2) (Ø x f' Øres over i 

( Zl/~2) ø Zl ~ ( ?1/~2) ~ Q~ (W~2) ø Q/Zl ~ o 
f/ 11 

,, 
?X/Zl2 o o 

hvor f'Ørste homomorfi ikke er injektiv. 

Definition. En hØjre A-modul A kaldes f'lad, hvis 

A ~ - er en exakt funktor f'ra kategorien af' venstre 

A-moduler til mod Zl. Tilsvarende indføres f'lade venstre 

A-moduler. 

Bemærkning. Analogt med hvad der gælder projektive 

og injektive moduler er en modul f'lad, netop når den ved 

tensarering f'ører injektive homomorfier over i injektive 

homomorfier. 
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0
• Sætning. For en vilkårlig Ring A gælder; f'ri ~ flad. 

Bevis. Lad F være en f'ri højre A-modul med basis 

fe J, a E r, og lad h: X~ Y være en injektiv homomorfi a 

f'ra venstre A-modulen X til venstre A-modulen Y. Vi 

skal godtgøre, at 1F Ø h er injektiv. Ifølge tidligere 

sætning på P·1f kan ethvert element f i F Ø X skrives 

entydigt ( 1 F~ h) (f) = ~ e a Ø h (x a) = O ~ 
a 

xcx = O V a ~ E = O. l 

Sætning. For en vilkår lig ring A gælder: p1,ojekti v 

~ flad. 

Bevis. Lad P være en projektiv hØjre A-modul. P er 

direkte summand i en fri A-modul F; d.v.s. der findes 

A-homomorfier i: P~ F og p: F~ P så poi = 1p. iad 

være exakt f'Ølge af' venstre A-moduler. Vi skal godtgøre at 

1 Ø h er injektiv. Diagrammet 
p 

P ØA X 
1f Øh 

p ØA y 

l l i ø 1x i 

F ø x F ØA Y A 
1F Ø h 

p ø 1x l 
P ØA X 

Q9 1y 

er kommutativt ifølge regnereglerne (p. qg). Lad 

f E Ker(1P ø h). Da er (1F ø h)c(i ø 1X) (.~) = o; idet 

F ifØlge foregående sætning er flad, fås (i Q9 1x)(f) = O, 
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og dermed (p ø 1x)o(i ø 1X)(f) =o; men (p ø 1Xp(i Q9 1x) = 

1P Q9 1x = 1PØX~ hvorfor f = o. l 

For A = integritetsområde giver vi nu en nØP.vemdig 

betingelse for fladhed. 

Sætning. For A = (kommutati vt) integritetsområde 

gælder flad~ torsionsfri. 

Bevis. Lad A være flad A-modul, og lad K være 

A's kvotientlegeme. Antag ~ ~ O og lad a E ~' a f O. 

For et passende 1\ ~ O gælder da Aa. = O. Lad i være den 

kanoniske injektion af A i K. a Ø 1 er f O som element 

i A ØA A. Men (1A Ø i)(a Ø 1) = a Ø1 som element i 

A ØA K. Men indenfor A fBA K 

/\a ~ ~ = o Q9 * = O. 1A Ø i 

gælder 1 
a Ø 1 = a ~ 'A·~ = 

ville således ikke være injek-

ti v, og A dermed ikke flad. l 

Eksempel. Ovennævnte nødvendige betingelse er normalt 

ej tilstrækkelig. 

Lad A =m[X,Y], I= idealet ff(x,y)_,E A l f(o,o) =o~. 

I er en torsionsfri A-modul, men I er ikke en fJdd K-mo-

dul. For a t vise dette bemærkes at m er en A-modul via: 

/\(x, y) ·r = A.(o,o) ·r. 

Ved Ø(f,g) = f'(O,O)·g'(o,o) defineres en A-bilineær x y 

afbildning fra Ixi ~ m (simpel udregning). Ø inducerer 

en A-homomorfi ~: I ~A I ~ m for hvilken ijj(føg) = 

f'(o,o)·g'(o,o). x y ijj(x<i9y - yØX) = 1 . 1 - 0·0 = 1 ~ O; fØlge-

lig er xøy- yØx ~ O (som element i I Q9i\ I) • Indenfor 

I ØA A er imidlertid x~ - yQ9x ~ xyQ91 - yxØ1 = O. Dette 
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indebærer, at man ved tensarering med I ud fra 

får en ikke-injektiv homomorfi: I ØA I~ I ØA A. 

Lad A' c A være højre A-moduler og B' c B v enstre 

A-moduler. Lad 
n 
Z a .Øb~ = O 

. 1 l L.. l= 
som element i 

a ···a E: A' b ···b E: B'. 
1 n ' 1 n 

som element i A' @ B' 
A 

da er 

A ~A B. Det omvendte er (som 

Hvis 
n 
Z a.Øb. = O 

. 1 l l l= 
det blandt 

andet fremgår af ovenstående) normalt ej rigtigt. Imidlertid 

gælder: 

Sætning. Lad A og B vær'e en hØjre (resp. venstre) 

- -
A-modul, og lad a 1 ,···,an E: A, b 1 ,. ··,bn E: B og antag 

- - - -
a 1 ~ 1 +· ··+an~n =O inden for 

lig frembragt undermodul A' af 

A ØA B. Da findes en ende

A indeholdende a, •. ·,~ 
1 n 

og en endelig frembragt undermodul B' af B indeholdende 

- - - - - -
b • · ·b så a ~ + · · • +a ~b = O 1 tn 1 1 n n som el em en t i A' ØA B' • 

som 

Bevis. A ØA B var (ved existensbeviset) konstrueret 

~(A)(B.) /N, hvor N v ar frembragt af alle elementer af 

formerne 

n 

li) (a1+a2 ,b) - (a1 ,b) -(a2 ,b) 

i i) (a, b 
1 

+b 2 ) - (a, b 
1 

) - ( a1 b 2 ) 

i i i ) ( a 'A, b ) - ( a , 'Ab ) 

_z (a1øb1 ) =o indenfor A øA B betyder, at 
l=1 

n 
Z (a.,b.) = ~lin~rkombination af el. af formerne 

. 1 1 l l= 

i), ii) iii) 
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Lad A' være undermodulen i A frembragt af 

a 1 ,. ··,an og de endelig mange a'er som indgår i hØjre 

side af fremstillingen (*), og lad analogt B' være under-

- -
moduler i B frembragt af b 1 , ••• ,bn og de endelig mange 

b'er som indgår i højre side af fremstillingen (*). 

A' og B' da endelig frembragte undermoduler i A og 

B. A r (X! B r er 'Æ(A 
1 

xB 
1

) /N r, hvor N 1 er modulen frembragt 
A 

af elementer i), ii), iii) med a,a
1 

,a2 e~t. i A' og 

ect. i Br. 
' ~ a.Øb. 

l l 

er det hornamorfe billede af 

som el e men t i A' <XI B' 
A 

'Æ( A 
1 
ØB 

1 
) /N r 

i 
~ (a.;5.) 

l l 
i 

og derfor ifØlge konstruktionen af A' og B 1 = O. 
l 

Sætning. Lad 1t være (kornmu ta ti v t) integritetsområde 

A A-modul; da er A.r = ker <p, hvor <p er A-homomorfien 

<p: A -t A &!A K <p(a) = a Ø 1, og hvor K betegner A's 

kvotientlegerne. 

Bevis. Klart, at ker <p~~ (jv:r. beviset for sætningen 

øvf'rs f på side q~ ) • For at vise ker <p ~ AT betragtes 

a E ker 
.... 

A &JA K. <p, d.v.s. a 691 = o indenfor Ifølge oven-

stående sætning,findes endelig frembragte undermoduler 

A' cA K' fK, a E A' 
' 

1 E K r så 
.... 
a fi!J 1 = O 

A r &JA K r • 

A1 
Vi kan her lade A' =A, og hvis 

A 
k'= AA. +••·+ 

1 
~!;. vil a. ~ 1 

r 
også være o i 

indenfor 

. ·1 
A ~A A )\T777j\T • Sæt i\= A'···A'. 

1 r 
Lad f være den ved 

A 1 r 

f(A) = A definerede homomorfi (isomorfi) fra 

Da er a ø l\ 

~~t-i 

A 
1 o 
- pa A·-- A. 

AØA0 
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L&d ~ være den isomorfe afbildning A ~A A ~ A defineret 

ved ~(a~A) = Aa. Da er o= ~·(1A~)(a~1) =~a d.v.s. 

a E ~- l 

Vi giver nu nogle simple anvendelser af ovenstående. 

Sætning. Lad A være et (kornrnu t a ti vt) int egri te t s-· 

område. Da kan enhver endelig frembragt torsionsfri A-modul 

A indlejres i en fri, endelig frembragt A-modul. 

Bevis. Lad K være kvotientlegernet for A, og 

~: A ~A ~A K ~(a) = a~1 den ifØlge foregående sætning 

injektive A-homomorfi fra A ind i A ~A K. A kan iden-

tificeres med ~(A) = undermodulen i A ~A K bestående af 

alle elementer af formen a~1 d.v.s. ~(A) = fa~1 l a E A l. 
A~A K kan gives struktur som K-modul. Betragt hertil 

for ethvert k 1 E K den A-bilineære afbildning 

gk 1: AxK ~ A ~A K gk 1 (a,k) = a~kk 1 gk 1 inducerer A

homomorfi gk 1 : A ~A K ~ A ~A K så gk 1 (a~k) = aQ(lkk 1
• For 

et vilkårlig f E A ~A K definerer vi k 1of = gk 1 (f). 

Da eftervises let (jfr. beviset pp. ~g-~q ) at A ~A K 

bliver K-modul. Ved restriktion af K til A genvindes 

herved den oprindelige struktur (ved tensarproduktets de

finition) af A ~A K som A-modul. 

Eksplicit skrevet ud, gælder for A ~A K som K-modul 

(d.v.s. vektorrum over K) k 1 o(~ a.~k.) = ~(a.~.k 1 ). 
l l l l 

A var ifØlge forudsætning endelig frembragt, d.v.s. vi 

kan skrive A= Aa1+· ··+Aan og dermed ~(A)= A(a 1 ~1)+ 
A(a6L~1 )+···+A(anØ1). Med den indførte struktur af A ØA K 

som K-modul (K-vektorrum) ses let, at a 1@1 , .. ·,anØ1 
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K-frembringer A ~A K. En (ægte eller uægte) delmængde 

af disse vil da være en basis for A ~A K som K-vektorrum 

Efter eventuel arnnummerering kan vi antage, at a~1··· a~1 
1 1 ' m 

1 <m <n er en K-basis for A ~A K. Da gælder 

a.~1 = k . ( a ~1 ) + · · · +k • ( a 691 ) 1 < i < n l l1 1 tm m = = 

Lad Å E: A, i\ ~ o være element så " k .. E: A -r l<( i < n, 
l J = = 

1 < j < m. Da er: 
= = 

a . ~1 = ( i\k . . )la 
1 

@1.) + · · · + ( i\k . ) ( a @1. ) 
~ l J 1:; t:. liD ID;<A 1 ~ i ~ n,. 

- -

hvorfor ~(A) c A(a1øi)+···+ A(a øi). 
- i\ m i\ 

(a
1
®1-), ···,(a~) 

i\ m i\ 
er K-uafhængige, specielt A-uafhængige. Følgelig er ~(A) 

indeholdt i endelig frembragt fri A-modul. l 

Bemærkning. Antagelse at A er endelig frembragt væsent-

lig. (Betragt A = ~, A = Q.) 

Korollar 1. En endelig frembragt torsionsfri modul 

over en P.I.D er fri. 

Bevis. Benyt foregående sætning og Korollar p.3Y 
l 

Korollar 2. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe 

(~modul) er direkte sum af cykliske grupper. 

Bevis. Lad A være endelig frembragt ~modul, og 

~ dennes torsion. A/AT er da endelig frembragt torsions

fri ~modul, og derfor ifØlge Korollar 1 en fri ~modul. 

Den exakte fØlge 

naturlige 

injektion 
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er derfor split-exakt, hvorfor A~~~ A/AT. AT er en 

endelig frembragt torsdansmodul over Z og derfor endelig. 

Som tidligere vist er en endelig abelsk gruppe direkte sum 

af cy-kliske grupper Den frie modul A/~ er direkte sum 

af eksemplarer af ~' hvorfor alt i alt A~~~ A/AT er 

direkte sum af cykliske grupper. 
l 

Inden vi giver endnu en anvendelse af sætningen på p.qq 

indfØres begrebe t 11fil trerende foreningsmængde 11
• 

Definition. Lad M være en (venstre) A-modul og 

9 = fMex ~ en familie af undermoduler i M. M s i ges a t 

være den fil trerende foreningsmængde af modulerne i 2f , 
hvis 

i) 

ii) 

M= ~·U M 
MexE:S' ex 

VM ,M{3 E: ::f 3 M l'::dSå 
ex Y M +M{3cM. 

ex = Y 

Eksempel 1. Lad M være en vilkårlig modul. Da er 

M filtrerende foreningsmængde af alle endelig frembragte 

undermoduler i M. 

Eksempel 2. Lad A være et (kommutativt) integritets-

område. Da er kvotientlegemet K filtrerende foreningsmængde 

af alle undermoduler af formen A ~' 1\ E: A\f·O ~. 

Sætning. Lad M være en (venstre) A-modul og antag 

M er filtrerende foreningsmængde af en familie ~ = fMex~ 

af flade undermoduler i M. Da er M en flad A-modul. 
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Bevills. Lad O ~A~ B være en injektiv homomorfi af 

hØjre A-moduler; vi skal godtgøre at A ØA M~ B ØA M er 

injektiv. Uden indskrænkning kan ·.i antages at være en 

naturlig injektion så A er undermodul i 
t 

B. Vi skal da 

vise, at et element f = .~ 1 a .Øm. der er o som el em en t i 
J= J J 

B ØA M også er O som element i A ØAM. 

IfØlge sætningen på p. 99 findes endelig frembragt under-

modul M' af M indeholdende mj' 1 < j~ t, så 

b a . ~m . = O indenfor B ~A M 1 
• Da M er fil trerende 

J J 

foreningsmængde af M 'erne er ex J 
M' c M 

ex for passende 

Da er :6 aj®nj = O indenfor B ~A.Mex' og dermed 

ex. 

b a.~. 
J J 

= O i A ~A Mex' idet Mex er flad. Følgelig er 

~ a.@n. =O 
J J 

som element i A ~A M. l 

Korollar 1. Lad A være P.I.D. Da er en A-modul 

M flad = 

Bevis. "~" fØlger af sætningen på p. q 8 ø vrrs·t. 
11 <= 11 Antag M er torsionsfri: M er ( jfr. Eks. 1 p .103 ) 

filtrerende foreningsmængde af sine endelig frembragte under-

moduler. Hver af disse er ifølge korollar 1 p./o2 f~i. Da fri 

flad, fås korollar 1 nu af ovenstående sætning. l 

Korollar. 2. Lad A være et (kommutativt) integri-

tetsområde. Da er kvotientlegemet K en flad A-modul. 

Bevis. K er (jfr. Eksem~el 2 p.JO~) filtrerende for-

eningsmængde af modulerne 4 , der er frie. l 

Bemærkning. Ved hjælp af ovenstående fås let eksempler 

på flade moduler, der ikke er projektive. (F.eks. Q som 
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!!lr-modul). Implikationstegnene i 

f'r.i =>projektiv => f'lad 

kan altså i almindelighed ikke vendes om. 

Til slut endnu en anvendelse af' sætning p. q Cf 

Korollar 3. Enhver direkte sum ·~EIMa af' f'lade mo

duler Ma er f'lad. (Ringen A kan her være vilkårlig.) 

Bevis.~ Ma er filtrerende foreningsmængde af de under-

moduler der er direkte sum af' endelig mange M 'er. a 
Derfor 

nok at vise påstanden f'or endelige direkte summer. Dette 

overlades til læseren som en øvelse (Reducerer til direkte 

sum af' to moduler). l 

Inden næste sætning bemærker vi fØlgende: Lad ~ være 

et højreideal i A og M en venstre A-modul. Da er 

~M = f~ a. m. a. E q,m. E MJ en additiv abelsk gruppe. 
l l l l 

Sætning. Lad A være vilkårlig N en venstre A-modul 

og M en undermodul i N. Hvis N/M er en f'lad modul, 

gælder 01 M = 1J1 N n M f'or ethvert hØjreideal r01 i A. 

Bevis. Klart, a t <J1 M s 'IJ1 N n M. Den modsatte inklusion 

ses på følgende måde: Lad M 7 N 
l 

og <r! ---7 A 
J 

lige injektioner. Ud f'ra den exakte følge. 

O ~ M 7 N ~ N/M ~ O 
l 

f'ås det kommutative diagram: 

være de natur-
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,-o'{ ØA M ----) ,m fi?JA N ~ ,01 ØA N/M ~ o 
1 ø· 10""\.-@K c;-L l l jØ1M l jfi91N l jØ1N/M 

A ()?JA M -----il A ()?JA N _____.:, A Ø N/M -~;.. o 
1 Afi?Ji 1 AØK 1\ 

hvor rækkerne er exakte og sidste sØjle injektiv, da N/M 

er flad. Ved diagram-chasing fås da: 

Lad m E M n..otN; da kan m skrives m = Z a tn
11

, a11 E 01 v il 

nv E N. Opfattet som element i A fi?JA N tilhører 1 ()?;m 

Im( 1 Afi?Ji) og Im ( jfi91 N) , da 1 ()?; m = Z( av fi9 nv) = 

(el. i AAØN ) 

a~ E r()1 , m~ E M. Følgelig gælder indenfor 

1 fi9 m= Z a' Ø m' = 1 Ø Z a'm' hvoraf: 
~ ~ ~ ~' 

a'm 1 

~ ~t 
E <01 M. 

l 
Vi giver to anvendelser af denne sætning. 

Definition. En ring A kaldes von Neumann regulær, 

hvis ligningen a = ax a for ethvert a E A har en løsning 

x E A. 

Sætning. Hvris_allle venstre A-moduler er flade, er 

A von Neumann regulær. 

Bevis. Lad a E A og lad i sætningen på p. f() r; 
N= A M= Aa, ..(}1= aA a E 01N n M, hvorfor 

a E aA • Aa = { a /\a l 1\ E A J • • 
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Bemærkning. Vi skal senere vise at ovennævnte sætning 

kan vendes om. Da begrebet "von NeUinann regulær" er venstre-

hØjre symmetrisk, fås spec. for en vilkårlig ring A: alle 

venstre A-moduler er flade ~ alle højre A-moduler er flade. 

Eksempel. For et vilkårligt legeme K og vilkårlig 

indeksmængde I er von Neulirann regulær. For et vilkår-

lig (ej nødvendigvis endelig dimensionalt) vektorrum V 

over et legeme K er endomarfiringen En~(V) von Neumann 

regulær. 

Sætning. Lad A være venstre Noethersk og A en en-

delig frembragt flad venstre A-modul. Da er A projektiv. 

Bevis. Der findes en exakt fØlge ar formen: 

hvor F er en endelig frembragt fri A-modul, basis 

e
1

,. ··,e og K en endelig frembragt A-modul (da A - n 

er venstre Noethersk) i opfattes som den naturlige in1jektion. 

Lad k være et element i K. Dette skrives 

k= A e +···+A e • 
1 1 n n 

ideal i A. Da er k E 01 F n K = 01 K ifØlge sætningen på 
m 

p. j 05", følgelig kan k 

k. E K. U~trykkes hvert 
l 

skrives k = ~ a.k., a. E rOl, 
. 1 l l l 
l= 

a. som 
l 

(højre)A-lineQrkomb. af 

A, .. · ,A ~ås k= A k'+···+A k' for passende k',··· ,k' E K. 
1 n 11 nn 1 n 

Der findes nu en A-homomorfi u: F ~ K defineres ved 

u(e.) =k! 1 <i <n. For denne gælder u(k) = 
l l 

u(A e +···+A e ) =A k'+·· ·+A k' =k. 11 nn 11 nn 
- -Vi påstår nu-t- Til vilkårlige t elementer k1 , • · • ,kt E K 

findes en A-homomorfi ({J: F~ K så cp(k.)=k. 
l l 

1 < 1 < t. 
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Dette godtgøres ved induktion efter t. 

t = 1 t lige bevist. 

t-1 ~ t: Ifølge det lige viste findes en A-homomorfi 

u: F ~K så u(kt) = kt; anvendes induktionsantagelsen 

på de t - 1 elementer E1 - u(k1)' · · · ,.:kt-1 - u(k:t-1 ) ' 

findes en A-homomorfi v: f~ K så v(k.-u(k. )) = k.-u(k
1
.) 

l l l 

-1 < i < t-1 • ep = u + v - V 0 U er en A-homomorfi : F~ K, 

for hvilken cp(k.) = k. 1 < i < t. 
l l = = 

Vælges k1,···,kt som frem b ringere for den endelig 

frembragte modul K ses at cpRes,K = 1K d.v.s.1 cpoi = 

A er deæor projektiv. hvorfor (*) spl~tter, og 
l 

Vi slutter af med en nødvendig betingelse for fladhed, 

der løst sagt udtaler at enhver lineær relation mellem ele-

menter i en flad modul er konsekvens af en lineær relation 

mellem elementer i grundringen A. 

Sætning. Lad M være en fia.d v ens tre A-modul. En-

hver lineær ligning a 1m1+···+atmt =O, a 1 ···at E A, 

m1 ···mt E M kan "løses" på fØlgende måde: Der existerer 

elementer m1 ,···,ms E M 

1 ~ i ~ t , 1 ~ j ~ s så 

og elementer 

m1 = "11m1+···+/\1sms 

mt = "t1m1+···+/\tsms 

1\ . . -E A, 
l J 

Bevis. Lad I være hØjreidealet i A frembragt af 

Da M er flad er den 
/ 
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kanoniske afbildning I ~A M~ A ØA M injektiv, hvorfor 
t 

.~1 a.~. = O indenfor I ~A M. 
l= l l 

Der findes en kortexakt følge: 

hvor F er den endelig frembragtefri hØjre A-modul med 

basis og 1 < i < t og K er ker-

nen for <:p. 

Da tensarproduktet er en højre-exakt funktor, er 

K f2JA M 

exakt. 
t 

Da .~1 e.~. E ker(<:p~1M), 
l= l l 

fås en fremstilling~ 

Hvert 

t 
. ~1 e. @n. = 
l= l l 

k. kan 
J 

t 

s 
. ~1 k .G.9iil . ' 
J= J J 

skrives 

k. E:K, 
J 

m. E M 
J 

t 
kj = . ~1 e. A .. (1~j~s), hvor . ~1 a./\ .. 

l= l lJ l= l lJ 

Vi får da 

t 
. ~1 e .@n. 
l= l l 

s t 
= . ~1 ( . ~1 e . A . . ) Q?.ffi . = 

J= l= l lJ J 

t s 
. ~ 1 e .f2J( .~1 A .. iii.) • 
l= l J= l J J 

Ifølge sætningen på p. ~7 få s heraf: 

s t 

= o. 

m. = j ~1 A .. iii . , 
l = l J J 

1 ~ i ~ t, hvo r . ~1 a. 'A .. = O. 
l= l l J l 

Bemærkning. Vi skal i næste kapitel vise, a t den i '-· 

sætningen nævnte nødvendige betingelse for fladhed også er 

tilstrækkelig. 
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Eksempler og opgaver til Kapitel III. 

Eksempel 1. Lad A og B være endelige abelske 

grupper. Vis, at Hom~(A,B) ~A Ø:;z B. (ej naturlig isomorf'i). 

Eksempel 2. Lad A være en undergruppe i den abelske 

gruppe B. A kaldes 11 ren undergruppe 11 i B, hvis 

nA = nB n A f'or alle n E: ~. Lad 

O ~ A ~ B ~ C ·~ O 

være exakt f'Ølge af' abelske grupper. Da er 

CXØ1M f3Ø1M 
O ~ A Ø~ M B 69~ M ·-------7' C ØZl M ~ O 

exakt f'or alle ~moduler M hvis og kun hvis cxA er ren 

undergruppe i B. 

Eksempel 3. Lad A og B være moduler over en 

P.I.D. A. Hvis A og B er torsionsf'rie, er A ØA B 

også torsionsf'ri. Forudsætningen at A er P.I.D. er væ-

se~tlig (betragt A = ID[X,Y]). 
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Kapitel IV. Injektive moduler. 

Lidt om duale moduler. 

Lad B være en venstre A-modul og C en ~modul. Da 

er Hom~(B,C) en ~modul, der via: 

f'o'A(b) = f'('Ab) (f' E HomZl(B,C)) 

bliver en højre A-modul. (Umiddelbar verif'ikation). 

Tilsvarende gælder, at Hom~(A,C) har struktur som 

venstre modul f'or enhver hØjre A-modul A. 

Vi har i kapitel III vist, at f'or en højre A-modul 

A, venstre A-modul B og en ~modul C gælder 

Opf'attes ovenstående som (kontravarra1-de) funkttl! tner i A, 

bliver disse naturligt isomorf'e. 

Analogt med sætningen på p. 83 gælder (naturligt i A): 

FØlgelig f'ås alt i alt~ 

(naturligt i A). 

Def'ini tion. For en v enstre A-modul M kaldes hØjre 

A-modulen M = HomZl(M, JR/~) den til M duale modul. 



112 

For enhver (venstre) A-modul M findes kanonisk afbildnin 

tf fra M til M defineret ved 

t/J(m) [a] == a(m) for a E M == HomZl(M, JR/Zl). 

Det ses let, at t/1 er en A-homomorfi, idet for a E M og 

m E M: 

t/l(Arrl)[a] == a(Arrl) 

A·t/J(m)[a] == t/J(m)[aA] == (aA)[m] == a(Affi). 

Lemma. For enhver venstre A-modul M er t/1 injektiv. 

Bevis. Skal godtgøre at der til ethvert m E M, 
l 

m ~ O findes en ~homomorfi a: M ~ JR/Zl så a(m) ~ O. 

Vi skelner mel l em to tilfælde 

1) Ordenen af m som element i M's additive gruppe er 

endelig. 

2) Ordenen af m som element i M's additive gruppe er 

uendelig. 

ad 1) Antag Ord m== n; da findes ~homomorfi 

f: Zffi1 ~ JR/Zl defineret ved f(hm) == 1!i\ ' h E Zl \ii) 
ad 2) her findes ~homomorfi f: Zffil ~ JR/Zl defineret ved 

(f • e k s • ) f (hm) = ~ , h E æ. 

I begge tilfælde findes et ~homomorfi f: ZUn ~ JR/Zl 

så f(m) ~ O. Da IR/æ er ~delelig og Zl er P.I.D, er 

JR/Zl en injektiv ~modul; derfor kan f fortsætte til 

::Z... homomorfi a: M~ JR/Zl og a(m) == f(m) ~ O l 

Vi er nu i stand til at vise 

Sætning. Lad M være en venstre A-modul. Da gælder 

M flad ~; M injektiv (højre) A-modul. 
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Bevis. "=>" Skal godtgøre, at der til ethvert systern af' 

(højre) A-moduler og A-homomorfier 

findes et g: B ~ M så gi = f' eller, at 

er surjektiv. 

Da M er f'lBd, er 

A 65JA M 
i691 M 
_ ____",.) B 65! A M 

injektiv afbildning. Ide t m fæ. er Zlr-injekti v, fås a t 

bliver surjektiv. 

Ved brug af' d en naturlige isomorfi (*) p.111 f'ås et 

kornrnutativt diagram 

Horn::z(B65JAM, m/~) ~ Horn~(A65JAM' m/~) 

} J, 
Horn A (B ,Horn~( M, m/~)) ---7 Horn A (A, Horn~( M, m/z-:) ) 

hvor det lodrette pile er isomorfier. Da øverste række er 

surjektiv, bliver nederste række også surjektiv. 

11 <=11 Antag M ikke er flad. Da fandtes en injektiv 

homomorfi af (højre) A-moduler 



114 

så 

ikke var injektiv. Lad k være et element ~ O i 

Ker(i~1M). Ved samme argument som i beviset for lemmaet 

på P· IIl. findes f E: Hom~(AØAM,JR/:Z) så f(k) ~O. 

For ethvert g E: Homzt;(BØAM' JR/Zl) gælder go(i~1M)(k) =O. 

Følgelig er afbildningen 

ej surjektiv (f~ billedet ved afbildningen). Som før ses 

ved hjælp af(*) på p.11/, at 

ikke er surjektiv, d.v.s. M er iKRe'J'nje/(1-tv. l 

Ved benyttelse af Baer's kriterium for injektivitet 

på p.6q fås nu let: 

Korollar. En venstre A-modul M er flad hvis (og kun 

hvis) for ethvert hØjreideal ~ i A med kanonisk injek-

tion rOt i A afbildningen "iQ?)111 ~ .ot~A M~ A &JA M er injektiv. 

Vi er nu istand til at vise tilstrækkeligheden i flad-

hedakriteriet på p.jo~. 

Sætning. Lad M være en venstre A-modul for hvilket 

d.v.s. der findes elementer 

1 < j < s, så = 

1\ . . E: A, 
l J 

m. E: M, 
J 

1 < i < t, 
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og 
t 

m. = 
l 

. ~1 a. A .. = O, 
l= l lJ 

s 
.~1 A .. iii., 
J= l J J 

1 < j < 
= = 

1 < i < t 
= = 

s. ctt ~Cy 1'-l {Lt~~L . 
Bevis. På grund af korollaret er det nok at godtgøre 

IOl f2Jfl. M ~ fl. 65;11. M er injektiv for ethvert hØjreideal 01. 

Lad a 65Jm +···+a f2)m være elementer i 
1 1 tt t 

Da~ ~b~nbart i~1 ai m~~l~el_~:_kan vi 

ml. = .~1 A . . m., hvor . b
1 

a. A .. = o og derfor 
J= l J J l= l l J 

skrive: 

t t s t t 
.b

1
a.f2)rn. = .~1 a.f2J( .b

1
A .. iii.) = b1 (.~ 1 a.A .. )@ll. =O. 

l= l l l= l J= l J J J= t..-= l l J J 

e r ker (ot f2J fl. M~ .!~ø fl. M) = O • l 

Altså 

Vi kommer nu til hovedanvendelsen af sætningen på p.11~ 

Sætning. Enhver (venstre) fl.-modul M kan indlejres i en 

injektiv modul. 

Bevis. M er en hornamorft billede af en fri (højre) 

fl.-modul F: 

Ved overgang til duale moduler fås injektiv afbiidning, 

som let eftervises at være en fl.-homomorfi. Ifølge Lemmaet 

på p.111. fås: M kan indlejres i der kan indlejres i 

F. Ifølge sætningen på p./11 er F en injektiv (venstre) 

fl.-modul. l 
Vi giver nu nogle anvendelser af denne sætning. 
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Sætning. En venstre A-modul M er injektiv, hvis og kun 

hvis M er direkte summand i enhver modul der indeholder M. 

Bevis. På grund af korollaret på p.72 nok at vise 

"hvis". Lad N være en injektiv modul indeholdende M. 

M er da direkte summand i N og derfor inj~ktiv (jfr. 

sætningen på p. 71 ) • 1 

Sætning. En ring A er venstre Noethersk ~ enhver 

direkte sum af injektive A-moduler er injektiv. 

Bevis. På grund af sætningen på p."70 nok at vise 11 ?=\1
• 

Antag A ej venstre Noethersk. Da findes strengt voksen-

de kæde af venstreidealer 
00 

,m1 f ()7 2 t 1)?3 t ... 
J 

n~1 r01 n =rO/ • For hvert ./()1 n vælges indlejring 

O ~ A/01 n i M(A/rot n), hvor M(A/ot n) er injektiv. Bevi-
n oo 

set vil være afsluttet, når vi har vist at ~~1 M(A/,(J7 n) 

ikke er injektiv. Lad Kn være den kanoniske homomorfi 

Lad f være afbildningen fra /01 til 

defineret ved f(a) =(···i K (a)···)· ' n n l ' idet 

hvert a e: --01 tilhører næsten alle A'"H 
'\./f n' er f(a) 's koordi-

nater næsten alle O d.v.s. f(a) er virkelig element i 
00 

t~1 M(A/~ n). f er klart en A-homomorfi. Vi skal godtgøre, 
00 

at f ej kan fortsættes til en homomorfi g: A ~~~1 M(A/otn). 
For en sådan fortsættelse g måtte gælde: 

g(1) = (m
1 

,m2 ,···,mt,o,o,o. ··) for et passende t 

(m. E M(A/~.), 1 < i < t). For ethvert a E/O{ måtte da 
l l = = 

f ( a ) = g ( a ) = ag ( 1 ) = ( a m 1 , · · · , amt , O , O · · · , O , · · · ) . F o r 

a E ~\~t+1 er imidlertid f(a) = (···,itKt(a),it+1Kt+1 (a),··: 
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strid! l 

er 
J 
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( t+1 ) te koordinat for f'(a) 4 O. Mod-

I analogimed sætningen om projektive resolutioner fås af' 

indlejringssætningen på p. 11 { : 

Sætning. TJil enhver A-modul M findes en injektiv 

resolution, d.v.s. en exakt f'Ølge (normalt uendelig) af' 

formen 

~ ... 

hvor Q0 ,Q
1 

, .. · er injektive moduler. 

Man kan på denne baggrund i analogi med projektiv di-

mension indfØre 

Definition. Lad M være (venstre) A-modul. Den injek

tive dimension af' M, l.i.d.A(M) indføres ved l.i.d. 

l.i.d.A(M) ~n~ M har en injektiv resoluiion af' længde 

n af' formen: O~ M~ Q0 ~ ··· ~ Qn ~o. 

~ksempe~. Schanuel's lemma kan dualiseres til injektive 

moduler: Lad O~ M~ Q~ K og O~ M~ Q' ~K' ~O være 

exakt med Q og Q' injektive. Da er QffiK' ~ Q'~K • Man 

kan da indføre "injektive ækvivalens" etc. og derved indføre 

injektiv dimension på tilsvarende måde som for projektiv 

dimension. 

Eksempel. i .d. zl Q) = O 
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Essentielle udvidelser. 

Definition. Lad B være (venstre) A-modul og A 

undermodul i B. B kaldes essential udvidelse af A,(A ~B), 

es s 
hvis M S B, M ~ O ==> AnM ~ O. 

Dette kan også formuleres: Vb E B\fo~ 3A E A så 

Ab E A\fo ~. 

Eksempel. Lad A være direkte summand i B, da er 

A c B hvis og kun hvis A = B. 
es s 

Eksempel. ~ ~ ~. 
es s 

Definition. Lad a være injektiv homomorfi a: A~ B, 

a kaldes essentiel, hvis aA c B. 
es s 

Bemærkning. Man ser let at relationen "er essentiel 

udvidelse af" er transitiv. For injektive afbildning a og 

~ indebærer dette at a ess, og ~ ess ==> ~oa ess. 

Endvidere gælder: 

A c B c C, 
= 

A c C ==> A c B og B c C 
ess ess ess 

Sætning. Lad a: A ~B være essentiel injektion og 

Q en injektiv modul. Lad f være injektiv homorfi A~ Q 

da vil ethvert g for hvilket 

Q 
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komm~terer, være injektiv. (Da Q injektiv, findes sådan

ne g' er). 

Bevis. f = ga ~O =ker f= a ker f = aA n ker g~ 

ker g = O. 
l 

Definition. Lad a: A~ B væ~e essentiel injektion. 

a kaldes triviel, hvis aA = B. 

Sætning. For enhver (venstre) A-modul M gælder: 

M injektiv ~ enhver essentiel injektion ~: M ~ N er 

triviel. 

Bevis. "~" klart. (Benyt, at ~M er direkte sumræ.nd i N 

samt eksemplet på p.// g) "<=11 
: M indlej res i injektiv modul: 

O ~ M 1 A, A injektiv. Lad ~' = mængden af undermoduler 

S af A så S h~ iM = O. c~ ordnes ved mængdeteoretisk 

inklusion. !f bliver herved induktivt ordnet, så \4' ifØlge 

Zorn's lemma har et max. element A0 • Den sammensatte af-

bildning Ki: M 7 A ~ A/A0 (hvor K er den kanoniske 
l K 

homomorfi af A på A/A0 ) er injektiv, da ker Ki = 

Ker Ki =M N i-1A0 ~ iM n A0 =O. Ki er essentiel: 

Lad L ~ A/A0 , L ~ o. K-i(L) ~ AO' hvorfor o p a 

a :f A 's o maximalitet i ·~' K-i(L) n iM ~ o. Lad 

x E K-i(L) n iM, x ~ o. Da gælder: KX ~ o, idet 

grund 

. 
LM n A0 = O. Følgelig O ~ KX E L n KiM, d.v.s. 

KiM ~ A/A0 . IfØlge forudsætningen er Ki da surjektiv, 
ess -1 

d.v.s. en isomorfi. Lad a= (Ki~ • Nu er 1M= a(Ki) = (~K)i 

hvorfor O~ M 7 A splitter, og M er som direkte summand 
l 

i den injektive modul A selv injektiv. 
l 
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Injektivt hylster. 

Sætning~ Enhver (venstre) A-modul M kan indlejres 

essentielt i en injektiv modul, d.v.s. 3 injektiv modul 

A så A ::J M. 
es s 

Bevis. M kan indlejres i en injektiv modul Q; 

M c Q. Lad ,,if'= fA l M~ A S Q, M S AJ. :f ordnes ved 
, ess 

mængdeteoretisk inklusion. !f bliver herved induktivt ord-

net: Hvis fAal er totalt ordnet delmængde i ~ er 

UAa en majorant [bevis: UAa ~M, idet S c UAa' 
es s 

SnM = o ~ (SnM) n UAa = U(snAanM) = O ~ 

SnAanM = O Va ~ SnAa = O, da Aa ~ M ~ U(SnAa) = O 
es s 

~ sn(UA) =O~ S= O]. Ifølge Zarn's lemma findes da max. a 

elementer i §. Lad A være en sådan modul. Sætningen 

viser nu ved at godtgøre at A er injektiv. Hertil benyt= 

tes sætningen på p. //9, 

Lad være essentiel injektion. Idet M c A c Q 

og Q er injektiv findes afbildning {3: B~ Q så {3a = 1A' 

hvor f3 ifØlge (~øiee1 sætningenpå p.J/~ er injektiv. 

Vi har altså følgende situation; 

aA c B ~ 
es s 

M S {3B. 
es s 

A 

1A t 
A 

{3aA ~ f3B 
es s 

Da A max. 

c Q 
= 

f f3 
~ B a 

eller A~ (3B. 

d 
es s 

i følger 

Da M c A fås 
es s 

heraf: f3B = A. 

således direkte summand i B og, idet aA c B, fås 
es s 

aA = B; d.v.s. a er triviel. 
l 

a A er 
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Sætning~ Antag esrs. injektion, A injektiv 

modul og M~ B ess. injektion, B injektiv modul, da 

findes isomorfi ~: A ~ B så ~a = ~. 

Bevis. Da B injektiv findes ~: A~ B så ~oa = ~. 

Da a ese.entiel, vil ~ være injektiv ( jfr. sætningen på 

p. J/ S Meder-:.!). Da aM c A vil ~aM c ~A c B 
ess 11 ess 

~M 

Da ~M ~B er ~A~ B. Idet A ~ ~A, er ~A injektiv 
es s 

modul, hvorfor 
es s 

~A er direkte summand i B. Følgelig er 

~A= B, d.v.s. ~ også surjektiv. ~ altså isomorfi •• 

Definition. Den :LfØlge det ovennævnte (pån(fr isomorfi) 

Gmtydig bestemte injektive modul der indehalder M som 
f 

essentiel undermodul, kalces M's injektive hylster og be-

tegne s ~(M). 

Vi giver nu en alternativ karakterisering af E(M): 

Sætning. Lad A være en injektiv modul indeholdende 

M. Da er A injektivt hylster for M ~A minimal injektiv 

modul indeholdende M (d.v.s. ingen ægte undermodul i A 

indeholdende M er injektiv). 

Bevis. 11:}11 Hvis M c A og A=> M, A c A, A 
es s = = 

in.jektiv, da er A ::::> A og A direkte summand i A, hvorfor-
es s 

A = A. 

11 <=11 Lad A være en maximal essentiel udvidelse af M in-

den for A. Ifølge beviset for sætningen på p. 1 J. o er A 

da injektiv. På grund af forudsætningen er da A= A d.v.s. 

A er injektivt hylster for M. l 
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Bemærkning. Det kan vises, at E(M) i almindelighed 

ikke er "funktoriel" i M. 

Indekomposable injektive moduler. 

Definition. En (venstre) A-modul M kaldes indekom

posable, hvis O og M er de eneste direkte summander i 

M. 

Bemærkning. Hvis M er en fra O forskellig injektiv 

modul er M indekomposable netop når M ikke indeholder 

injektive undermoduler ~ O og M. 

Definition. (o) kaldes irreducibel i modulen M, 

hvis (o) = AnB, A,B undermoduler i M ~A = O eller 

B = O. 

Sætning. Lad M være '~venstre) A-modul og E(M) 
r 

det injektive hylster. M betragtes som undermodul i E(M). 

Da er følgende betingelser ækvivalente 

1 ) 

2) 

3) 

(o) 

(o) 

E( M) 

irreducibel i M 

irreducibel i E(M) 

indekomposabel. 

Bevis. KBn åbenbart antage M og E(M) ~ O. 

1) ~ 2). Antag O= AnB; A,B c E(M). Da er 

o = (AnM) n (BnM). Idet (o) irreducibel i M, er 

AnM = O eller BnM = O; 

elle r B = O. 

da M s; E(M), 
es s 

er derfor A = O 
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2) =} 3). Hvis E(M) = A®B (indre direkte sum) er 

Arm = o hvorfor A =0 eller B = o. 

3) =} 1 ) • Antag o = AnB, A,B c M, A~ o, B :j: o. 

En max. essentiel udvidelse af A inden for Jt~'~M) er 

injektiv (jfr. bevis på p. 12 () ) ' derfor (jfr. bemærkning 

på p. 1 2 1. ) lig E(M). D.v.s. A c E(M). Føl-
es s 

gel i g er AnB :j: o. Modstrid. 
l 

Injektive moduler over venstre No etherske ringe. 

Lemma. Lad A være venstre Noethersk og A en ende-

lig frembragt venstre A-modul :j: O. Da indehakler A en 

fra O forskellig undermodul hvori (O) er irreducibel. 

Bevis. Indirekte. Da kan (o) skrives (o) = A1 nA2 , 

undermoduler :j: o i A 

reducibel i A2 d. v. s. (o) = A
3

nA
4

, A3,A4 c A2' A
3

,A
4 

=J= C 
= 

reducibel i A3 d.v.s. (o) = A
5

nA
6

, A5,A6 c A3' A
5

,A6 :j: C 

ect. 

Vi har situationen 

A1 og A
3 

danner direkte sum. 

A1 og A
3 

og A
5 

danner direkte sum. Etc. 

FØlgelig gælder: A1 c A1®A3 f A1 E!1A3EBA5 C· .. c A. 
f t 

Dette strider mod, at A er N aethersk (jfr. sætningen på p 

J2 ) . 
l 
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Korollar. Lad M være en injektiv venstre modul ~ O 

over en venstre Noethersk ring A. Da indeho~er M en 

indekomposabel injektiv undermodul ~ O. 

Bevis. Ifølge lemmaet på p./13 findes en undermodul 

K ~ O i ! M, hvori (O) er irreduc i b el. (Anvend , lemmaet 

på en endeligt frembragt undermodul A~ o, A c M) • En 

max. es sent i al udvidelse af K inden for M er injektivt 

hylster for K og derfor ifØlge sætningen på P• 12 2 

indekomposabel. 
l 

Sætning. Enhver injektiv venstre modul M (~o) over 

en venstre Noethersk ring A er direkte sum af indekomposab-

le injektive moduler. 

Bevis. Først en (ad hoc) definition: 

Definition. 1 
o 

En endelig familie M , • • • ,M af 1 n 

undermoduler (~O) af M kaldes uafhængig, hvis 

M
1

+M2 +·· ·+Mn = M
1

ffiM 2ffi·· ·ffiMn (indre direkte sum). 

o 
2 • En vilkårlig familie fM. J af undermoduler (~O) 

l 

af M kaldes uafhængig, hvis enhver endelig delmængde af 

Mierne er uafhængig i henhold til 
o 

1 • 

Lad ~ være mængden af alle u8fhængige familier af in

jektive indekomposable undermoduler (~o) af M. j~ Ø 

ifØlge korollaret. ~ ordnes ved inklusion. ~ bliver her-

ved induktivt ordnet. Ifølge Zorn's lemma findes en maximal 

uafhængig familie fMiJ af injektive indekomposable under-

moduler af M. Da gælder ~Ml. = ~M. c M. 
l = 

Vi vil vi se 

~Mi = M. Antag ~@Mi t M. Da A venstre Noethersk, er 
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~M. injektiv og derfor direkte 
l 

summand i M d.v.s. M= (~~M.)@ K; K* O. Ifølge karol
l 

laret indeholder K en injektiv indekomposabel undermodul 

M* * O. Da er fM. J u fM*J uafhængige familier af injektive 
l . 

fMiJ U fM*J E:f! og 

i strid med maximaliteten af fM. J. 
l l 

d. v. s. indekomposable undermoduler, 

Injektive moduler over kommutative Noetherske ringe. 

Vi har set, at de indekomposable injektive moduler er 

byggesten for d e injektive modul:er over venstre Noetherske 

ringe. For wommutative Noetherske ringe kan disse indekompo-

sable injektive moduler angives præcist: 

Sætning: Lad A være kommutativ og Noethersk, og M 

en injektiv A-modul * O. Da er fØlgende to betingelser 

ækvivalente: 

i) M indekomposabel 

ii) M= E(A/P), hvor P er et primideal i A. 

Bevis. i)=}ii). Vi betragter alle idealer i A af for

men Ann(x), x E: M/fo J, hvor Ann x betegner 

fA E: A l Ax =o J. Da A er Noethersk, findes et maximalt 

blandt disse. Lad P= Ann(x) være et sådant. P må være 

primideal. Thi antag )\1 Et P, A2 Et P, man A1 A2 E: p· 
' da 

ville A1X =t o og A2 E: Ann ( A1 x ) , og dermed Ann(/\1x) ·~ P, 

Ann ( )\1 x) .3} )\2 d.v.s. Ann(/\1x) :::::> p i strid med maximaliteten 
f 

af P. 

Ud fra afbildningen A~ Ax defineret ved 1\ ~ Ax ses, 

at Ax ~ A/P. En max. essentiel udvidelse af Ax indenfor 
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M er injektiv og derfor på grund af i) = M. Følgelig 

er M= E(Ax) = E(A/P). 

ii) => i) • På grund af sætningen på p. l?. 2 nok at 

vise at (o) er irreducibel i A/P. Antag A,B S A/P, 

A~ o, B ~ O. Lad ® E A (§>~ o, ® E B ~ ~ o. 

For rep ræs en t an ter rå og 'b for @), resp. ® gælder 

da, a Et P, b EtP, og da p er primideal, ab Et P. Men 

følgelig er og@~ E AnB. 
l 

Sætning. For primidealer P og Q i en kommutativ 

Noethersk ring A gælder 

P = Q ~ E(A/P) ~ E(A/Q) 

Bevis 11 =>11
• Triviel. 

11
?=

11
• Betragt M= E(A/P) som essentiel udvidelse af 

A/P 

og M
1 

= E(A/Q) som essentiel udvidelse af A/Q. 

M = E(A/P) :e M1 = E(A/Q) 

Utl ess U li es s 

A/P ---#' 
<"PRes,~l\/p 

A/ Q 

For en isomorfi <p fra M på gælder 

<p(A/P) n (A/Q) ~ o. 

For ethvert (j) E (A/P)\fOl gælder 

For ethvert @ E (A/Q)\fol gælder 

Dette indebærer p = Q. 
l 

<p(A/P) S <pM = 
es s 

Ann( (f) ) = P. 

Ann(®) = Q. 

Ved sammenfatning af sætningerne pp ./1_ lf-llb' fås: 
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Sætning. Enhver injektiv modul M over en kommutativ 

Noethersk ring A kan skrives på formen: 

(n ) 
M = ~ ~ (E(A/P)) p 

p 

hvor p gennemlØber alle primidealer i A pg n 
p 

et kar-

dinal tal ( ~-"[. O) afhængigt af P. 

Man kan vise at n 'erh~ntydigt bestemte ved M. Vi 
p 

vil her kun eftervise dette i det speciel] e tilfælde hvor 

A= ~. 

Lad o::: her ti l f' rE: t be E.terHne de indekomposable injektive 
(j)',..;,..,..,~,./ ~r n e ,. a' 

moduler over Zl~og ~' p = primtal. 

Det ses let, at E(Zl) =Q. For at bestemme E(~~) 

betragter vi undergruppen ~ af Q bestående af alle 

tal af formen n E: :m. 

delelig og dermed injektiv ::Z..:modul. 

7l( poo) • Underrgruppen Up af 7l(poo) 

ne CV, a E: Zl er cyklisk af orden 

7l(poo) en essentiel udvidelse af U • 
p 

Vi har derfor 

Da vil y::z være 

Z?: /~ betegnes ofte 
p 

bestående af elementer-

p. Endvidere er 

Følgelig: 

Sætning.. Enhver delelig ~modul M kan skrives 

(n
0

) (n ) 
M = Q Ei:) ~ (f) 7l( poo) p 

p 

hvor p gennemløber alle primtal. 

Entydighedssætning. Exponenterne 

entydigt bestemte ved M. 

n ,n 
o p 

i 
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Bevis for entydighedssætning. Antag M har to fremstil-

linger 

(nG) (n ) 
M = ltl @ ~ Ef) 7l(poo) p 

(to) 
p 

(t ) 
M = Q Ef) ~ Ef) ~(poo) p • 

p 

Ved at betragte MT og M/MT ses at 

(I) 

og 
(n ) 0t ) 

~@ ~(poo) p rv ~ ffi ~(poo) p (II) 
p 

Ud fra (I) slut tes, at n o - t - o da dimensionen af e t vek-

torrum e r entydigt bestemt. For primtal p og q gælder 

{: for p = q 
Ann( q, 7l(poo)) = 

for p =l= q. 

FØlgelig fås 

(n ) (n ) 
Ann( q, ,z Ef) ~(poo) p ) = u q 

p q 

Anvendes dette på hver side af (II), fås 

(n ) (t ) 
u p 

rv U p for alle P• p p 

(n ) u ( tp)) 
·Idet u p (og er vektorrum over ~~~ p p p 

ses som før, at u = t • 
p p l 

Bemærkning~ Det s es le t, a t enhver ægte undergruppe i 

7l(poo) er endelig. Omvendt gælder, at en uendelig abelsk 



129 

gruppe hvori enhver ægte undergruppe er endelig er isomorf 

med Zl(poo) (for et passende primtal p) • [Man bemærker 

først, at en sådan gruppe må være en delelig torsionsgruppe. 

Dernæst anvendes den viste struktursætning.] 

Opgave1~ Vis, a t Q/Zl::. ~ ffi Zl(poo) 
p 

Opgave. Vis, at tensarproduktet af to in j ek ti ve moduler 

over et (kommutativt) integritetsområde er en injektiv modul. 
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Kapitel V. Direkte og projektive limites. 

Definition. En partielt ordnet mængde I kaldes filtre-

rende, hvis der for alle a,~ E I findes y E I så 

Y > a, Y ~ ~-

Definition. Lad A være en vilkårlig ring, og I en 

filtrerende (index)-mængde. Ved et I-direkte system forsås 

ein familie fA L a E I, a af A-moduler og n-homomorfier 

så 1 ) faa = 1· A a 
2) fya = fy~·f~a for 

Vi søger nu en modul 

a E I, så i) = f a 

M og A-homomorfier fa: 

V a ~ ~ 

ii) Hvis fN,gaJ' ga E Hom(Aa,M), a E I opfylder 

g~f~a = ga Va ~ ~ 

findes netop een A-homomorfi ~: M -tN så diagrammet 

er kommutativt. 

A a 

a 

-t 

~emærkning. Hvis der findes et M med egenskaberne 

~ ~ 

M, 

i) og ii) er det ent. bestemt på nær isomorfi. rHer benyttes 

entydigheden af ~.] 

Vi vil nu vise, at der virkelig findes en A-modul M 

tilfredsstillende i) og ii) 9 

Lad ia: Aa ~ ~IAa være homomorfien bestemt ved 

~~ 
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te 
ex koordinat er 

alle øvrige er O. Lad K være undermodulen i 

og 

f'ineret ved K= ex~f3A(iexaex~if3f'{3exaex), hvorr summationen udstræk

kes over alle par (ex,{3) med ~~ {3. 

Vi definerer nu M=JJIAex/K og K den kanoniske homo-

morf'i f'ra 'ex 1 Aex pao .Ll. A /K 
..,L..-,.&. ex ex • Endvidere defineres f' = Koi • ex ex 

Via nogle lemmaer vises at M og fi'ex} ex E I opfylder 

i) og ii). 

Lemma 2. Vm E M 3ex E I, så m = f' (a ) ex ex f'or passende 

["f' 'er lokal t surjektiv homomorf'if'amilie" J. ex 

n 
m = K(v~1iex aex ) ' a ex 

~-V V v 
Bevis. m kan skrives·: 

Da I filtrerende, f'indes f3 E I så {3 > ex
1

, ... ,ex. - n 
n 

te t ~(i f'f3 a - i a ) V=1 f3 ex ex ex ex v v v v 
tilhØrer K, hvorf'or 

Lemma 3. Lad a E Aex. ex Da gælder: f'exaex = O= 

med f'f3exaex = o. 

Bevis. "<=" klart, da f' = f'f3f'f3ex (Lemma 1 ) • ex 

11 =>" indebærer at og 

kan derf'or skrives: i a ). 
exv exv 

E A 
ex v 

Elemen~ 

3{3 ~ ex 

Der 
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findes et y E I så Y ~ ex, y 2. (3v' 1 ~v < n. Vi de-

finerer homomorfi . ~~YA(3 
u 

A y ved u( i (3a(3) f Yf3a(3. en --+ = 

Anvendes u på ovenstående udtryk for iexaex' fås 

fyexaex = L. (f Y f3 f f3 d a~ 7- f a ) = o. yex ex v v v 1/ v v l 
Lemma 4. Lad aex E Aex, a(3 E A(3. Da gælder 

f a = ff3af3 <==> ::J y ex ex > ex,(3 så f a = f (3a(3. yex ex y 

Be~. "{=" f'exaex ='f'yf'yexaex = f'Yf'Yf3a(3 = f' (3a(3. 

"~" FøP st vælges vilk. y ~ ex,(3. Da gælder 

f'yf'yexaex = f'Yf'Yf3af3. Anvendes Lemma 3 på f'yexaex - f'y(3a(3' 

f'ås f'0y(f'yexaex - f'y(3a(3) = O f'or et passende o > y. Her-

med f'ås f' 1"' a 
u ex ex 

Vi kan nu vise, at M, {f'«~ ex E I opf'ylder i) og ii). 

i) er netop udsagnet i Lemma 1. 

For at vise ii) betragtes endnu en modul N, og homomor-

f' i er gex: A ex -7N så g(3f'(3ex = gex V ex < (3. Vi søger 

ep: M -7N så diagrammet 

A ----"> A (3 
f'f3 

M 
ex f'....___ ;; j ~ex 

-~~ ep 

g ex N 

er kommu ta ti v t. 

Ethvert m E M kan (Lemma 2) skrives m = f' a f'or ex ex 

passende og a E A • ex ex For et ep med ovennævnte egen-

skab må da epm = epf'exaex = gex(aex) Altså: højst et ep så 

diagrammet kommuterer. Dernæst!- der f'indes et ep så dia-
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grammet kommuterer. Antag m = f' a = f'{3a{3; da er (Lemma 4) <X <X 

f' a = f''Yf3a{3 f' o r passende 'Y ~ a,{3. Følgelig er ya a 

ga(aa) = g f' a = g'Yf''Y{3a{3 = g{3( a{3). Altså f'indes der 'Y 'Y<X <X 

veldef'ineret af'bildning ep så ep( m) = ga(aa) f' o r m 

m= f' (a). ep ses let at være en A-homomorf'i. Vi har <X <X 

således vis t, a t der f'indes netop e t ep så ovenstå ende 

diagram er kommutativt. li 

en 

Def'inition. Den på n~r isomorf'i entydigt bestemte mo-

dul M kaldes den direkte limes f'or systemet fMa,f'{3al 

og betegner eller blot 

Eksempel 1. Lad A være f'iltrerende f'oreningsmængde 

af' undermodule~eAa. Disse udgØr med de naturlige injek-

t ioner hvor A c A{3 <X -

te system. Da gælder A ~ lim Aa. 

f' o r et direk-

Eksempel 2. Lad Aa, a E I være vilkårlig f'amilie af' 

moduler. Lad D(I) være mængden af' endelige delmængder af' I. 

D(I) bliver en f'iltrerende mængde ved mængdeteoretisk in-

klusion. Modulerne ak~ Aa' hvor o 
gennemløber D(I), I 

o 

u~Ør et direkte system med D(I) som indexmængde, idet man 

f' o r 

Ved 

Io S J
0 

(E D(I)) 

f'J I (faalaEI) = 
o o o 

f'or a E I
0 

f' o r a El: I 
0 

def'inerer f'J I : ~I Aa 
o o o 

fba l, a E J 
0

, hvor 

Da gælder l(f) a#; :Aa ::. firAa • 
J"fD I 

Eksempel 3. I =IN A<X = Zl, <X E m f' {3a(a) = pf3-q_ 

a < {3 (p =primtal) d.v.s. det direkte system er: 
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~~~~~~···~~~ 

Tilhørende direkte limes bliver z:'p 
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(defineret p. rn ) 

-.'< ( ) ( ) (3-cx Eksempel 4_. I = l'l, Acx = ~ poo , ex E: N f' (3cx a = p a 

a < (3 (p= primtal). D.v.s. det direkte system er: 

Tilhørende direkte limes er O (skønt alle afbildninger 

f'(3cx er surjektive). 

Eksempel 5. Enhver projektiv modul P er direkte 

limes f'or et (tælleligt) direkte system af' f'rie moduler. 

Antag P@K = fri modul F. Lad rr betegne den kanoniske 

projektion af' F på P. Da er P den direkte limes f'or 

systemet (N = indexmængden) 

Eksempel 6. Lad A være (kommutativt) integritetsområde. 

Da er lim(torsionsfrie moduler) torsionsfri. 
~ 

Eksempel 7. Lad A være (kommutativt) integritetsom

råde, og lad I væremængden af' idealer ~ ~ o_ i A 

ordnes ved omvendt inklusion. Da udgør HomA(~,A) et 

I-direkte system med A'S kvotientlegeme som 

Lim som funktor. 
~ 

lim • 
~ 

Lad I være en f'ast filtrerende (index)-mængde og lad 

~Acx,f'(3cxJ og ~Bcx,g(3cxJ være to I-direkte systemer af' A-modu-
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ler og iLhornornorf'ier. Ved en homomorfi f'ra. I-systemet 

fAex,f',eexl til I-systemet f B ex, g ,Bex l forstås en familie f u ex l ' 

ex E: I, af' A-homomorfier A ex ~ Bex så g,Bexuex = u,Bf',Bex 

V ex ~ ,6. Hvis f' ex (resp. gex) betegner den kanoniske homomorfi 

af' A (resp. B ex) ind i l .:hm A ex (resp. lim B ex)' findes ex ~ 

ifølge definitionen af' direkte limes netop een A-homomorfi 

ep: l.:hrn Aex ~ l!rn Bex så epof'ex = gexuex f'or alle ex E: I,. d.v.s 

så følgende diagram er kornrnutativt: 

ep kaldes direkte limes af' fuexl og betegner ep= l!rn uex 

lim er herved blevet en afbildning f'ra klassen (kategorien) 
~ 

af' I-~~ ' systerner (af' A-moduler) og homomorfierne mellem 

disse over i klassen (kategorien) af' A-moduler og homomorfierne 

mellem disse. 

1 ) 

2) 

lim har de sædvanlige f'unktoregenskaber: 
~ 

u = 1A V ex ==> lim u = 1 ~~ ex --7 ex ex 
Hvis fuex l er homomorfi f'ra fAex,f',eexl til 

f v ex l er homomorfi f' r a f B ex , g ,e ex l til 

gælder lirn(v ouex) = (lim v )o(lirn uex) 
~ ex ~ ex ~ 

fBa:,g,ea:l og 

fca:,h,eexl da 

En f'Ølge af' homomorfier af' direkte systemer kaldes exakt, 

h\!is de tilsvarende f'Ølger af' (sædvanlige rnodul)-homornorf'ier 

er exakte for ethvert a E: indexmængden I. Her gælder: 
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lim er exakt funktor fra kategorien af direkte 
~ 

systemer til kategorien af moduler. 

Bevis. Lad være 

exakt. Da er 

u ex 

kommu ta ti v t, 

Vi skal vise, 

exakt. 

Da v ex u ex 

(lim 
~ 

vex)o(l~m 

Ker(lim v ex) c 
-+ = 

(lim vex)(x) = ~ 

og A -+ .B 
ex ucx 

at lim A 
~ ex 

= o Vex E 

uex) = o. 

f ex 

h/3 

ex V. Cex 
;.t. 

l~ liD u 
~ ex 

I, er 

Mangler 

er exakt for 

l~m B 1~ ex ~m vex 

det klsrt, at 

da at vise at 

Im(lim uex). Lad x E l~m Bex' ~ 

o. x kan skrives x = gex(bex) 

alle ex E I. 

l~m Cex er 

( ·- -~-~n l 
._, 

hvor 

for passende 

ex E I og bex E Bex. Da er o = (lim v )x = ( l.! m v ex ) g ex (b ex ) -+ ex 

hexvex(bex). Følgelig er (Lemma 3 p. !01 ) hf3 v (b ) ex ex ex = o for 

passende /32. ex. Men o = h{3exvex(bex) = v f3g {3ex (b ex ) J : 

= 

g {3ex (b ex) E Ker vf3 = I m uf3' hvorfor gf3ex (b ex) = u
13

(a
13

) for et 

af3 E Af3. For y = ff3(a 13 ) E l~m ~ gælder nu: 
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(l~m· ucx)y = g 13u 13 (a13) = g{3g{3fi(bcx) = gcx(bcx) = x. Dov.s 

x E Im(l!m ucx)· l 

Lad T være en kovariant funktor fra kategorien af 

(venstre) A-moduler til kategorien af ~moduler. Lad 

fAcx,f{3cxl' ex E I være et I-direkte system af A-moduler. 

Da ses fTAcx,Tf{3cxl et I-direkte system af ~moduler. Lad 

gcx være den kanoniske ~homomorfi fra TAcx til l~m TAcx. 

Vi har da et kommutativt diagrem: 

og der findes en entydigt bestemt ~homomorfi 

Definition. Hvis ovenstående ~ er en isomorfi (for 

ethvert direkte system af A-moduler) siges T at kommutere 

med direkte limes. 

Eks em:pel 1 • Lad A = Zl, 

ej med direkte limes. 

Thi betragt systemet 

TA =A m 
' 

da kommuterer 

med~=~ 

T 

anvendes T på dette bliver det tilsvarende ~ ej surjektiv 

(mere injektiv). 
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Eksempel 2. Lad A = 1l T = HomZl( Zl{poo),-). Betragt 

det direkte system 

med lim = O. 
~ 

Anvendes T på dette system bliver lbm(TZl(poo) :..PTZl(poo) !:f~) ~ O 

så ~liver det tilsvarende ~ surjektiv, m~n ej injektiv. 

T kommuterer al tså ikke med 1~m. 

Sætning. For en vilkårlig højre A-modul M kommuterer 

M~A - med direkte limes. 

Bevis. Vi har kommutative diagrammer, hvor fAa,f~al 

er et vilkårligt direkte system af (venstre) A-moduler. 

Skal godtgøre, at (/J er en isomorfi. 

Definerer en svagt A-bilineær af'b i l dni n g t/J fWJ 

Mx(lim A ) til l~m(MQ9AAa) ved: Lad y E lim A og skriv 
~ a ~ a 

Y = fa(aa) for passende a E I, a a E A a og lad m E M 
/ 

da er ga(mQ9aa) et veldefineret element i l~m MøAa. Vi 

sætter (med ovenstå~nde benævnelser) tfi(m,y) = ga(m~aa). t/J 

er da en svagt A-bilineær afbildning, og inducerer følgelig 

en ær-homomorfi ip fra M~A(lim A ) 
~ a til ved 
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Lad x være vilkårligt element i lim (MQgAA ) ; 
~ a 

x = Da er 

Ifølge definitionen af 

vise ~oØ = 1 M~A(lim A ) er det nok at godtgøre 
~ a 

For at 

~Ø(m~) = mØy for alle m E M, y E lim A • Hertil skrives 
~ a 

y = fa(aa), aa E Aa t/J(mQgy) = ga(mØaa). Da er 

~Ø(m~) = ~(ga(møaa)) = (1M~a)(møaa) = m@fa(aa) = m®y. Af 

og ses, at er en 

isomorfi. l 

Vi har således for hver højre A-modul M en kanonisk 

isomorfi 

~M er naturlig i M. 

Hertil betragtes A-homomorfi u fra højre A-modulen 

M til hØjre A-modulen M*. For hvert a har vi følgende 

diagram: 

uø1A 
a 
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hvor alle "sidef'lader" undtagen a priori "h Øjre sidef'lade" 

er kommutative. Da ~ Im ga = ~(MØAAa), følger ved diagram 

chasing at også denne højre sideflade er kommutativ. Men dette 

betyder netop, at ep er naturlig i M. 

KorolÆr. Enhver direkte limes at flade (venstre) 

A-moduler er f'lad. 

Bevis. Lad ~Aa,f'~a~ være direkte system af' flade 

venstre A-moduler. Lad u: M ~ M* være injektiv homomorfi 

af hØjre A-moduler. Da er 

indexmængden I. Da lim 
~ 

u~1A injektiv f'or alle a E 
a 

er exakt funktor føres injektive 

afbildninger over i injektiv afbildning J: l~m(uØ1A ) er in
a 

jektiv. M det kommutative diagram (cp's naturlighed) 

M~Alim A 
~ a 

følger, at er injektiv. l 

Bemærkning. Korollaret indenærer specielt, at 

lim (frie moduler) er flad). Dette resultat er "bedst muligt", 
~ 

idet man kan vise, at omvendt enhver f'lad modul kan skrives 

som lim (endelig frembragte f'rie moduler) for et passende 
~ 

direkte system. 

Vi af'slutter af'nittet om lim med en sætning om bevarel
~ 

se af injektive moduler: 
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Sætning. For en venstre Noethersk ring A er enhver 

direkte limes af' injektive venstre A-moduler injektiv. 

Bevis. Lad {Aa,f'~al være et direkte systern af' in

jektive venstre A-moduler. Vi skal godtgøre, at f'or ethvert 

venstre ideal B i A og enhver A-homomorfi u: B ~ lim A 
~ a 

findes en A-homomorfi f'ra A til l!rn Aa hvis restriktion 

til B er u. 

Da A er venstre Noethersk findes en kort exakt følge 

i K O ~ K ~ F ~ B ~ O 

hvor F er en endelig frembragt f'ri A-modul og K en ende-

lig frembragt A-modul. 

Da F endelig frembragt og 11m Aa = ~ Irn f'a findes et 

a E I så Irn f'a 2 Irn UK. Idet F specielt er projektiv, 

findes homomorfi v: F ~ A så f' v = UK. Da f' vi = O a a a 

findes et ~~a så f'~avi =O. f'~av forsvinder således 

på Ker K og inducerer hermed en homomorfi * v : B ~ A~ så 

* v K = f' ~av. 

* f'~v = u. 

Da er 

Men da 

f'~v*K = f'~f'~av = f'av =UK og fØlgelig 

A~ if'Ølge antagelsen er en injektiv rno-

dul, kan * v fortsættes til homomorfi 

T~Ø er da en udvidelse af' u til A. Jl 
f'ra A til 

Ved kornbination af' ovenstående med tidligere resultater 

f'ås nu; 

Korollar. For en ring A er fØlgende betingelser ækvi-

valente 

1 ) A er venstre noe thersk 

2) Enhver direkte sum af' injektive venstre A-moduler er 

injektiV. 
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3) Direkte limes af' ethvert direkte system af' injektive 

venstre A-moduler er injektiv. 

Bemærkning. Man kan vise følgende modsvarighed f'or l!m 

af' projektive moduler: For en ring A gælder: Enhver direkte 

limes af' projektive venstre A-moduler er projektiv ~ A 

tilfredsstiller den nedstigende kædebetingelse f'or endelig 

frembragte hØjre idealer. 

Sådanne ringe kaldes venstre perfekte. 

Vi skal nu betragte det til lim duale begreb, der f'ås 
~ 

ved løst sagt at "vende alle pilene", i det foregående. 

Projektiv limes. 

Lad I være en partielt ordnet indexmængde (filtreren

de), og lad A være en vilkårlig ring. Ved et I-projektivt 

system forstås en familie fAaJ a E I af' A~moduler og 

A-homomorfier fa{3 E HomA (A{3,Aa), e;~.. < {3 så 

så 

g a 

så 

1 ) f' aa = 1 A 
a 

2) f' o r 

Vi søger en A-modul M og A-homomorfier f'a: M~ Aa 

i) f' = a f'a{3ff3 V a < {3 

ii) Hvis fN ,ga J, g E RomA (N ,A ) , a E I, a a opfylder 

= f'a{3gf3 v a ~ {3 findes netop een A-homomorfi ep: N ~ M 

diagrammet 
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er kommutativt. 

Sætning. Der findes pånær isomorfi netop et sådant M. 

Bevis. Entydigheden som p .J "3 o 

Eksistens: Vi sætter M lig undermodulen i o:~IAo: 
bestående af de elementer (a o:) ' ex E: I for hvilke 

a ex 

f ex 

den 

go: 

go: 

i 

= fcxf3af3 for alle par (cx,{3)' 0: ~ [3. Endvidere sættes 

= P ex' Res N ' ' 
hvor P a , .er projektionen af o:~ I A o: på 

te 
koordinat. Da klart, at i) opfyld t. 0: er 

Hvis N modul og go: E: Horn A (N, Acx) tilfredsstiller 

= fcxf3gf3 findes hØjest en A-homomorfi ep: N ~M så 

f ep. Thi fcxep(h) go: (n) indebærer, at 
te koordinat = = ex ex 

ep(n) må være go: (n). 

Virkelig et ~: Vi definerer ep: N ~ M ved 

ep(n) ligger da ikke blot i TI A men 
o:E:I ex 

momorfi fra N til M der tilfredsstiller gex = fcx{3gf3 Vcx,f3. 

Definition. M kaldes projektive limes for systemet 

og betegnes limfA ,f {3J 
exEI ex ex 

eller blot lim Acx. 
+-' 

l 

~ksempel. Lad A være en A-modul og I en filtrerende 

mængde. Lad Aex, o: E: I, være en mængde af undermoduler i 

A så Af3 c A hvis ex > {3. Med de naturlige injektioner 
- 0: 
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udgør et I-projektivt system med 

Eksempel. Lad I være en vilkårlig mængde og A , 
ex 

ex E I, en familie af undermoduler. Lad D(I) være familien 

af endelige delmængder af I, ordnet ved inklusion. D(I) 

er da filtrerende. For J E D(I) sættes AJ = ex~~cx; hvis 

J' s; J" E D(I) defineres en afbildning fJ'J": AJ" ~ AJ' 

ved naturlig projektion (restriktion). ·fA l udgØr herved 
J 

et D(I)-projektivt system med lim AJ = rr 1A • 
JED(I) ext::. ex 

Vigtigt eksempel. Lad p være et primtal. Vi betragter 

det ]N-projektive system 

hvor afbildningerne er de kanoniske homomorfier. For at be

stemme lim bemærker vi, at enhver restklasse i ~Pn~ 
f-

har netop een repræsentant af formen 

O < a i ~ p-1 , i = O, 1 , · · · , n-1 • 

n-1 
a +a p+·· ·+a 1p O 1 n-

Lad os betragte en følge af restklasser mod pn~ de-

finerende et element i lim Wpn~. Hvis ·t'll'l < n og 
nEJN 

, , , m-1 0 < , < 1 n-1 
aO+a1p+···+am-1P ' = ai =p- og ao+a1p+···+an-1p 

te te 
O ~ a i ~ p-1 , er reprl{Jseh labter fdr det m , resp. n 

element i den betragtede fØlge, må ao = ao, a1 = a1, .. ·,a~-1 = 

a 1 • Der findes således en (mængdeteoretisk) bijektion melm-

lem og alle formelle udtryk 

O < a. < p-1. Specielt har 
l = lim ~pn7l 

f-

n a +a p·-+···, o 1 
R. 

netop 2 ~ elementer 

(kontinuets mægtighed) lim ~Pn~ kan vi ses a t have en natur-
f-

lig1ir'ingstruktur og kaldes ringen af hele p-adiske tal. Vi 

benævner den ~ . 
p 

Det kan vises, at Zl "' ~[X] ]/(X-p). 
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Hvis man for ethvert h E ~ definerer 

{o for h = o 
v(h) = 

:Pn+1)'h :P-n hvis :p n l h, men 

vil der ved d(x,y) = v(x-y), x,y E Zl bestemmes en metrik 

:på ~. I den tilsvarende topologi bliver ~ en ikke-fuld-

stændig topologisk ring, hvis kompletion kan vises at være 

?l. 
p 

Alment, lad A være en gruppe med nedad filtrerende 

familie af undergrupper, d.v.s. I filtrerende indexmængde 

Aa undergruppe i A, a E I Aa ~ A~ for a ~ ~ og antag 

a~IAa =O. Da findes topologi :på A med fAal' a E I 

som basis for omegnene af O. A bliver et Hausdorffrum. Gru:p-

:perne fA/Aal' a E I udgør et :projektivt system med 

fa~= A/A~ ~ A/Aa værende den kanoniske homomorfi, 

lj:_m A/Aa er da A's kompletion m.h.t. ovennævnte topologi. 

lim som funktor: 

Lc.d fAa,fa~l og fBa,ga~l være to I-projektive syste

mer (af A-moduler). En homomorfi fra tAa,fa~J til 

fBa,ga~l 

A a til 

a < ~· 
er fra 

a E I. 

er en familie fua J, a E I af A-homomorfier fra 

B som tilfredsstiller uafa~ = g a~ u~ for alle a 

Idet fa ( res:p. ga) betegner 

lim A til lim B så ga<p 
~ a ~ a 

Denne homomorfi <p betegnes 

de kanoniske homomorfi-

= u f a a 

lim u • 
~ a 

for alle 

Tilsvarende 

som for lim kan lim herved opfattes som funktor fra 
~ ~ 

"kategorien" af I-projektive systemer til kategorien af 
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A-moduler. 

En fØlge af homomorfier af I-projektive systemer kaldes 

exakt, hvis den tilsvarende fØlge af A-homomorfier (sæd

vanlige modul homomorfier) er exakt for ethvert a E I. 

Sætning. lim er venstre exakt funktor fra kategorien af 
f-

I-projektive sys terner t il kategorien af A-moduler. 

Bevis. Lad os betragte nedenstående exakte fØlge af 

I-projektive systemer: 

o o o 
J .t ff3 J, 

A ·~ Af3 lim A 
a --r f ~" 

f- a 
a[3 a 

u uf3 lim u a f- a 

B a -~ BB 
gf3 

lim B a 
g~ 

f-

gaf3 
-, 

a 

v a vf3 lim v a f-

Ca ·~ cf3 
hf3 

lim Ca 
h _____-? f-

h~ a 

Vi skal da godtgøre at O~ lj:.m Aa .._.... lim B ~ lim 
+- a~ +-~im u lffi v a a 

er exakt. Det er klart, at lim u er injektiv (hvorfor?) 
+- a 

Da vaua =O Va E I vil lim(vaua) = (l~m va)(~m ua) =o, 

hvorfor ker(lLm va) ~ Im(lLm ua). Lad omvendt 

x= {bal E ker(lim va)· (lim va){bal =O~ vaba =OVa 
~ ~ 

hvorfor ba = ua(aa) for et på grund af ua's injektivitet 

entydig bestemt aa E Aa. Hvis {aal tilhører lLm Aa 

Ca 



er det klart, at 

blot at eftervise 

(li-m ucx) ( facx nl = fbcx J = x. 

facxJ € lim Acx d.v.s. 

alle (cx,{3), cx-<.{3. 
':::a 
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Mangler derfor 

f' o r 

Da ucx er injektiv, nok at godtgøre ucxacx = ucxf'cxf3af3. 

Men ucxf'cxf3 = gcxf3uf3' hvorfor ucxf'cxf3af3 = gcxf3uf3af3 = gcxf3bf3 

d.v.s. ucxacx = bcx og ucxf'cxf3af3 = gcx{3bf3. Da fbcxJ E li-m Bcx, 

er bcx = gcxf3bf3 hvoraf' den ønskede relation ucxacx = ucxf'cxf3af3 

følger. l 

Eksempel. li-m normalt ej exakt, idet l~m (surjektive 

afbildninger) i almindelighed ikke er surjektiv. Betragt syste-

merne 

• "3 • 3 ·3 
Zl '= Zl ~ ~ ~ 

LK l K l K LK 
~::Il~ 1~- ~1Z2 ~ ~::!l2 1 '-W~2 ~/Zl2 1 ~Zl2 WZl2 

hvor K betegner den km aniske homomorfi f'or Zl på ~ZG2; 

K er surjektiv, men lim K er ikke surjektiv (hvorfor?). 
~ 

Forbindelse mellem lim og lim. 
f- ~ . 

Lad fAcx,f'øcxJ være et I-direkte system af' A-moduler 

og T en kontravariant funktor f'ra A-moduler til ~moduler. 

Da er TA ~c TA{3 +--·et I-projektivt system. Vi har da 
ex Tf' 

følgende diag~~m 
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hvori der f'indes et entydig bestemt ep f'ra T(lif!l, Aex) til 

lim TA så al t kommuterer. (p b e tegner den "kanoniske 
~ ex ex 

projektion" f'ra ~ TAex i TA ) • 
ex 

Sætning. Hvis T= Hom(-,M), M (venstre) A-modul, 

bliver ovenstående ep en isomorf'i. 

Bevis. Vi har f'Ølgende diagram: 

H~m(f' {3ex, 1M) 
~-·~

~--

1° ·ep er surjektiv. Antag epu = ~uf' J = O ex -------

uf' ex 
A = v 

ex E I 

Vex. Da vil 

og dermed på 

u f'ersvinde på 

U;Im f'ex = l1'm A d v s ex • • • 
ex ~ 

d.v.s. 

f'or alle 

u = o. 
o 

2 ep---~~-~~~-~u_rje~~tj_~~ Lad fuexJ E li.m HomA(Aex,M). Da gælder 

uex = Hom(f'f3ex'1M)·uf3 = uf3f'f3ex f'or alle (ex,{3), ex< {3. 
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Vi definerer nu et u: 11m Aa ~M ved u(x) = ua(aa)' 

hvis x= fa(aa)' aa E Aa, a E I. Dette bestemmer virke

lig en afbildning; thi. x = fa(aa) = f~(a~) ~ ~ya(aa) = 

f y~ ( a~) f o r p a s s end e y ~ a , ~ ( s e l e mm a 4 p • 1 "31 ) 

~ ua(aa) = u~fta(aa) = uifY~(a~) = u~(a~). 

u ses da videre (på sædvanlig vis) at blive en A-homomorfi. 

Vi har nu kun tilbage at vise, at qm = fua~· 

r:pu = uf · a' for et aa E Aa gælder ifØlge definitionen 

af u: 

Va E I. 

l 
Bemærkning. Ovenstående sætning udtaler - lØst sagt -

a t det duale af lim er lim (dual e). 
~ ~ 

Som en anvendelse vil vi nu bestemme Hom~(~(p~),~(p~)). 

Sætning. For ethvert primtal p gælder 

Hom~(~(poo),~(p~)) "'lim 71/pnZG (= 11 de helep-adiske tal"). 
- nEN 

Bevis. ~poo) er lÅm for det direkte systern 

hvor afbildningerne er de naturlige injektioner. FØlgelig 

bliver Hom~(~p~),~(poo) den projektive l~m for systemeto 

For 

HomZG(i7l/ZG, ~poo)) ~ Horn~( 12 ?2/~, ~poo)) ~ . . . ( *) 
p 

un E 

hvor 

Hom~(!..n7l/~, ZG(poo)) gælder un(/.1)) = ~') 
p v~ 

a er entydig bestemt restklasse modulo p • 

ved fås en isomorfi - for hvert n - fra 

mod 

Her-
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HomZ?;(1.nZl/Z?;, Zl(poo)) til ~pnZl kommuterende med afbildnin
p 

gerne i (*). FØlgelig er lim for systemet 
~ 

lim 
~ 

for systemet 

hvor afbildningerne er de kanoniske homomorfier. l 

Opgave. Lad I være filtrerende mængde ogÆ et 

legeme. Vis, at lim er exakt funktor på kategorien af I
~ 

projektive systemer af endelig dimensionale vektorrum over 

A. (Benyt, at et endelig dimensionalt vektorrum er natur-

ligt isomorft med sit dobbelt udale (m.h.t. A).) 



Kap. VI. Homologi og komplekser. 

Et kompleks 

og homomorfier 

K • • • -7 

d 
n 

K er en fØlge af A-moduler 

d 
n 
~ K _.. ••• 

n-1 

så dn dn+ 1 = O V n . Homomorfierne d kaldes 
n 

K 
n 

differentialerne, elementerne i Ker d "cyklerne" 
n ' 
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elementerne i Im d "randene" 
n 

kaldes te 
n homologimodul for K 

Hn(~) = Ker dn/Im dn+1 

Tilsvarende defineres 

et kokomplex som en fØlge af moduler og homomorfier af 

formen ("afbildningerne går mod stØrre indices") 

Her kaldes elementerne i Ker dn "kocykler" og elementerne 

i Im dn "korandene" kaldes te n kohomologi-

modul for K 

Indtil videre vil vi holde os til komplekser. 

En translation fra komplekset (K , d ) til komplekset 
n n 

(K l d l) 
n ' n 

er en fØlge 

K 1 så diagrammet 
n 

{f } af homomorfier fra K til 
n n 



dn+1 d 

Kn+1 K n K ~ ~ ~ ~ 

n n-1 

l 
fn+1 l fn l f n-1 

d~+1 
Kn~1 ~ K' ~ K' ~ 

n d' n-1 
n 

er kommutativt. 

Idet f (Ker d ) c Ker d' n n = n 

definerer translationen f = {f } en homomorfi 
- n 

Hn(f): Hn(~) + Hn(~') . Hvis {fn} = {1K} bliver 
n 
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og hvis g = {g } er en translation fra 
- n 

komplekset K' = {K'} n til komplekset K" = {K"} 
n ' 

bliver 

~ 
. f = {gn f } en translation fra K til K" for - n 

hvilken H (g f) = H (g) H (f) D.v.s H er en n- n- n- n 

funktor fra "kategorien" af komplekser (og translationerne 

mellem disse) til kategorien af A-moduler. 

Sætning. H er halv-exakt funktor fra kategorien af 
n 

komplekser til kategorien af A-moduler. 

Bevis. Betragt nedenstående kort exakte fØlge af 

komplekser ("exakt for ethvert (fast) r:') 



f 
o A 

o ~ A 
n-1 

~ 

f 

k 
n-1 

l 
l 

o ~ A ~ 

n f n 

cxn+1 

o ~ An+1 ~ 

1 
fn+1 

Det skal da godtgØres, at 

er exakt (for alle n) . 
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B c o 

·~ 1 
B n-1 

~ c 
n-1 

~ o 
gn-1 

" 
13n Y n 

B ~ c ~ o n 
g n 

n 

j an+1 r yn+1 

~ cn+1 Bn+1 

t 
gn+1 i 

H (A) 
n-

H (f) 
n
~ 

~ o 

H (B) 
n-

H (g) 
n
~ H (C) 

n-

Klart, at Ker H (g)~ Im H (f). n- = n-

Lad omvendt b n repræsentere et element i Ker H (g) 
n-

Da vil og ~= g (b ) = n n 

yn+ 1 (cn+1 ) for et passende cn+ 1 . cn+1 kan skrives 

cn+ 1 = gn+ 1 (bn+ 1 ) for passende bn+1 E Bn+1 . Da gælder 

= f a n n 

hvorfor 

for passende a E A n n Her er 

da f n-1 
injektiv og f ex a:::13 f a= n-1 n n n n n 

13 b - 13 13 b - o n n n n+1 n+1 - Indenfor H (B) er 

eS) = ~ = Hn(f) 

og derfor bestemmer element l 

Ker H (g) c Im H (f) 
n - = n -

n-

. 6), (idet 

H (A)) . Altså 
n-

a 
n 

E Ker ex 
n 

l 



Lad T være en exakt kovariant exakt funktor fra 

A-moduler til ~-moduler, og lad 

-+ Kn +1 d-+ 
n+1 

af A-moduler og 

TK: • • • -+ 

K d-+ K 1 -+ n n n-

A-homcmorfier . 

TK 
n 

være et kompleks 

Da er 

-. ... 

et kompleks af ~-moduler og ~-homomorfier. 

Sætning. Under ovenstående forudsætninger gælder 

H TK ~ T(H (K)) 
n n -
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Bevis. Lad B = Im dn+1 , Cn = Ker d ~: H (K) = C IB n n n - n n 

Med oplagte afbildninger har man da et kommutativt 

diagram 

o o 
t ~ 

o B l c H. H (K) o -+ -+ -+ -+ 
n n n-

d~+1 t dn+1 
~ j 

Kn+1 -+ K n 
l 

! d 
n 

K n-1 

(hvor d~+ 1 er den ved dn+ 1 bestemte afbildning fra 

på B ) . 
n 

Alle rækker og sØjler er exakte. Da T 

er exakt, bliver 
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o o 
t Ti l TH. .... 

o TB -+ TC -+ TH (K) o 
n n n-

.l,\ 

j T(d~+ 1 ) T( j ) 

Tdn+1 
TKn+1 -+ TK 

n 

l Tdn 

TK n-1 

et kommutativt diagram med exakte rækker og sØjler. Ved 

diagram-chasing fås en homomorfi fra H ( TK) = n -

Ker Td l til TH (K) som let (også ved 
n Im Tdn+1 n 

diagram chasing) ses at være en isomorfi. 
l 

Homologifunktoren og lim 
-+ 

Vi betragter nu et I-direkte system af komplekser 

(I er som sædvanlig en filtrerende indexmængde): 

_li'> 
-=-----.:;> 

.} 

l l d~ lA~, 
Kå M !.!')u," 

l 

Kf'l, .i.<+r 

·l· 17,- h+, 
~1'1, tt~, . 

K,6,M 

fr>.:~•u, 
·-·-. ~-~~ -----

.. -} (','1 __ 
-~ 

-. ·- ·--- ·-· ----.---'; 

ld"' -il 
' l 

K fl. i-1 ;-, 

--~----·---- ·----·--r---
l 

--L ----- ~-:.> 

L 



156 

hvor alt kommuterer, sØjlerne er komplekser og K ' a,n 

a E I , for hvert n er et I-direkte system. For hvert 

n har vi et I-direkte system: 

-~f) -1, 
"'·, r 

·- . ...__ 

'~ 

--------~ -t.#. H .. fi-f ,j 
___. -

Ifl. definitionen af l~m findes et entydigt bestemt ~n 

som diagrammet 

kommuterer. 



157 

Sætning. Ovenstående er en isomorfi for ethvert 

n ; d. v. s. homologifunktoren kommuterer med lim 
-+ 

Bevis. <.p 's 
n 

injektivitet fØlger af, at H (f )x = O , n -a 

x E H (K ) , n -a medfØrer H (fa )x = O n -..,a for passende 

13 > a . Sidstnævnte overlades som en Øvelse til læseren. 

For at vise <.p n surjektiv nok at godtgØre H (lim K ) = n -+ -a 

u Im H (f ) Lad x E lim K ' 
x E Ker lim d ' n -a -+ a,n -+ a,n a 

repræsentere et element i H (lim K ) . x kan skrives n -+ -a 

f (a ) for passende a E I a,n a,n a E K a,n a,n Idet 

f (d a ) = O vil d (f a ) = O for a,n-1 a,n a,n 13,n 13a,n a,n 

passende 13 ~ a , hvorfor @ = Hn (.f.
13

) · ( ~-l3-a-,-n_(_a_a-~-n-) ) 

hvor~) er det ved fa ~~~repræsenterede 
~~--~ ..,a,n' 

element i Hn (~13 ) . Ethvert @G. Hn (li) ~13 ) tilhØrer 

altså u 
aE I 

Im H (f ) n -a l 

Vi betragter nu nogle vigtige specielle typer af transla-

tioner mellem komplekser. Lad K og K' være to komplekser 

og antag vi har homomorfier gn Kn -+ K~+ 1 

• • • -+ 

• • • -+ 

K 
n 

d 
n 

-+ K n-1 K n-2 

K n-2 

-+ ••• 

-+ ••• 
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hvor der ikke forudsættes kommutativitet. 

Ved f = ~ d + d' ~ defineres en translation n n-1 n n+1 n 

f = {f } fra K til K' . En translation af denne form 
n 

kaldes nulhomotop. For en nulhomotopi f = {f } gælder 
n 

og derfor H (f) = O Vn • n-

Nulhomotopierne udgØr en undergruppe i den additive 

gruppe af translationer fra K til K'. To translationer 

f = {f } 
n 

og g = {g } 
- n 

fra K til K' ~åldes homotope, 

hvis de ligger l samme sideklasser m.h.t. nulhomotopierne, 

d.v.s. hvis f- g er nulhomotop. f og g homotape 

skrives f 

H (g) Vn 
n-

Eksempel. 

g . Abenbart gælder, at f 
-
g=* H (f) = n-

Lad O ~ A ~ B ~ C ~ O være kort-exakt 

fØlge opfattet som et kamplex K (ved tilfØjelse af O'er) 

Da gælder i translationer , 1~e~tående af identitets

afbildningerne er nulhomtt~~ d~~~ort exakte fØlge 

O ~ A~ B~ C~ O er split-exakt. 

Forbindende Homomorfi. 

f g 
Lad O ~ A ~ B ~ C ~ O være exakt fØlge af komplekser: 
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~ J J, 
o -+ A -+ Bn+1 -+ cn+1 -+ o n+1 

fn+1 gn+1 
:<X l13 n+1 !Y n+1 1 n+1 

i 

~ \Y J 
o -+ A -+ B -+ c -+ 'O 

n f n n 
n l Bn 

g n 

lYn r n 
o -+ A n-1 -+ B n-1 -+ c n-1 -+ o 

f n-1 gn-1 

lan-1 
l 

tn-1 rn-1 
o -+ A -+ B -+ c -+ -o 

n-2 f n-2 n-2 
l n-2 

t 
gn-2 

t l 
-J 

::::>' sØjlerne er nulfØlger1 Rækkerne exakte og alt kommu-

terer. 

Da H er halv-exakt har V l for ethvert n en n 

ex akt fØlge 

H (A) -+ H (B) -+ H (C) n- H (f) n- H (g) n-
n - n-

Vi konstruerer homomorfier H (C) -+ H (A) o nu /),.: s a n - n-1 -

ovennævnte fØlger splejses sammen til en lang exakt fØlge. 

Lad c' E Ker~ n Da g n er surjektiv, kan vi n 

skrive c = gn(bn) for passende b E B 
' n n n 

13n b E Ker gn-1 = Im f :::>: 13n b = f a for et n n-1 n n-1 n-1 
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på grund af f 's n-1 injektivitet entydig bestemt 

an_1 E An_1 . Vi definerer nu 

<I>: Ker y -+ Ker a n-1 l = Hn-1 (~) ved n I m a n 
<I>(c ) =@ modulo I m a med ovennævnte benævnelser. n n 

Hertil må fØrst vises, at a n-1 E Ker a n-1 hvilket 

Q Q b = o 
~-'n-1 ~-'n n 

idet f n-2 er injektiv. Ved fremstillingen c = gn(bn) n 

indgår et frit valg. Antag c = gn(bn) = g (b l) 
n n n 

Lad 13n b' = f a' 
' 

idet b - b l. E Ker g n = I m n n-1 n-1 n n 

kan vi skrive b - b' = f a Heraf f a a = n n n n n-1 n n 

13n fn an - 13n bn - 13n b~ = fn_ 1 (an_ 1 - a~_ 1 ) og derfor 

an_1 - a~_ 1 E Im an =>: G;) = g modulo Im an 

f 

<I> er således veldefineret og ses derefter o sædvanlig p a 

måde at være en homomorfi. Vi påstår nu, at <l> for-

svinder på Im Y n+1 Lad c = Yn+1 c n+1 og skriv n 

c = gn+1 n+1 b n+1 for passende b n+1 E B n+1 Da er 

c = gn ( 13n+1 bn+1 ) hvorfor 13n 13 n+1 b = o og derfor n ' n 

n 

<I>(cn) = O . Men <I> forsvinder på Im yn+1 

inducerer en homomorfi ~n fra H (C) = Ker n- Yn 1 lm Y 
n+1 

Hn_ 1 (~) . Denne homomorfi kaldes den forbindende 

homomorfi fra Hn(Q) til Hn_ 1 (~) . 



Ved diagram chasing eftervises 

Sætning. 

• • • -+ H (B) n-

exakt. 

Korollar. 

Med ovenstående benævnelser er 

H ( ) n g_ 
H (C) 

n 

Lad O -+ A -+ B -+ C -+ O være exakt fØlge 
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af komplekser. Hvis to af disse er exakte fØlger, da også 

det tredie. 

TilfØjelse til sætningen. Den forbindende homomorfi er 

naturlig ~= antag fØlgende diagram af komplexer og 

translationer 

f 
o -+ A -+ B 

l~ l 
o -+ A' -+ B' 

i'' 

er kommutativt og rækkerne 

H (C) 
n-

J H (T) 
n -

H (C') n-

g_ 
-+ c -+ o 

a l T - -

-+ C' -+ o 
g' 

er exakte. Da er diagrammet 

l ( * ) 



kommutativt. 

Bevis. Nedenstående diagram er kommutativt: 

l 
o-!; A", ----; 

/ 
o ---:,A1, :' : -· l.~~ 

/ 
.' ,,,. 

l 

l 
l t/ 

o-~ A~ B ' . - ___ 1_.4.' 
"" l r~ 

l 

o ---!,> ---:--;7 B~..,+-; 
,.. ~l t'. .l/ lA-;, l 

l 

j 

;: 
c l 

"' - l 

/ 
j/ 

c~ 

Lad c E C repræsentere et element i H (C) . Lad n n n-
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b ' n 
b a n-1 n-1 være de elementer der indgår ved bestemmel-

sen D. (te\) . 
n C:Y Ved udregning af 

lade "projektioner på nedre plan" 

D.'~~ kan vi 
n~ 

af b , b 
1 

og n n-

an_
1 

være de elementer der indgår l beregningen. Dette 

viser, at (*) er kommutativt. ·1 

Idet H er en funktor kan vi sammenfattende - med 
n 

benævnelserne p. 1Gi formulere: 
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Lad 

f ~ o ..... A ..... B ..... c ..... o 

lE 1 Q l~ 
o ..... A' r B' ..... C' ..... o !l 

være et kornmutativt diagram af komplexer og translationer. 

Da er 

/):. 
n-1 H (f) H (g) /):. 

n- n- n 
..... H (A) ..... H (B) ..... H (C) ..... Hn-1(~) ..... 

n - n- n-

lHn(.fl) l Hn (Q) l Hn (]:_) l Hn-1 <.e) 

\ !).' 
L1m:4 H (A 1 ) ..... H (B 1 ) ..... H (C') Jl Hn-1 (~' ) ..... n- H (f') n- H (g') n-

n- n-

kommutativt med exakte rækker. 

Projektive resolutioner. 

FØrst et nyttigt hjælperesultat: 
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Lemma. Lad P være en projektiv modul og A~ B~ C 

exakt. Lad f: P~ B være homomorfi så ~~f = O , da 

findes g: P~ A så f = ag d.v.s. så diagrammet 

p 

/ 
/ 

l g l 
l f 

l 

v 
A ~ B ~ c 

a ~ 

er kommutativt. 

Bevis. ~ f = O ~ Im f c Ker ~ = Im a . Dernæst blot 

definitionen af projektivitet J 

Lad os betragte en projektiv resolution af en modul A 
' 

en projektiv resolution af en modul A' og en homomorfi 

f: A~ A' 

d d2 d1 do 
p n 

p1 Po A o p ... ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

n 

l f 
d' d' d' d' 

P' n 2 P' 1 P' o A' o P' ~ ~ ~ ~ ~ 

n 1 o 

Sætning. Med ovenstående benævnelser kan f fort-

sættes til translation f fra P til P' En 
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sådan fortsættelse af en entydig bestemt på nær homotopi. 

Bevi~. l) Eksistens Da P0 projektiv findes f 0 

så diagrainrnet 

Po 

f o / 
f d

0 l 
l ... 

P' --+ A' --+ o o 
d' o 

kommuterer. Iflg. lemmaet findes f
1 

så diagrammet 

/ 
p1 

f .· l f0d1 
1 

l 

.'l 
P' 

1 ~ 
P' o ---7 A 

d' 
1 

d' o 

kommuterer. Ved successiv anvendelse af denne konstruktion 

fås den Ønskede translation. 

2) Entydighed. Ved overgang til differensev nok at 

vise: 



Hvis 

P' 
2 

d' 
2 

P' 1 
d' 1 

P' o 
d' o 

o 

o 

o 

er kommutativt er translationen f nulhomotop. Lad 

~ _
1 

: A --+ P 0 være O Da P0 projektiv, findes 

Dernæst anvendes lemma p. ~4 på 

p1 

l (f 1 - ~Od1) 
P' --+ P' --+ P' 2 d' 1 d' o 

2 1 

findes eller 

Nu kan processen fortsættes: 

p2 

l (f2 - ~1d2) 

P' --+ P' --+ P' 
3 d' 2 d' 1 

3 2 

f = 1 
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Nu fortsættes efter dette skema 

Hvis 

d· 
2 

A -+ 
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l 

o 

er projektiv resolution af A , vil vi ved det til denne 

resolution svarende "projektive komplex" forstå komplexet 

p o o •.•• 

der betegnes PA 

Beviset for den lige viste sætning indebærer: 

* TilfØjelse til sætning. Lad f og f være to 

translationer fra P til P' (med benævnelserne p. 16~ 

der er fortsættelser af f . Da er de tilsvarende 

translationer for de til P og P' svarende "projektive 

komplekser" PA og P'A' homotope. 

Sætning. Lad o -+ 

moduler og lad P: 

A -+ B 
<.p 

-+ p 
n 

$ c -+ o 

-+ P n-1 
d 

n 

være exakt fØlge af 

d n-1 

P -+• • •-+ P -+ A -+ O n-2 O 
do 
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og 

A 

P: 
A 
p 

n 

A 
p 

n-1 

A 

~ 

~ n-1 

p -+ ••• ~ 
n-2 

være projektive resolutioner af 

projektiv resolution P' af B 
A 

o f: p,~ P' og ~: P'.- p s a 

.'\ 
o ~p -~P' . .-p 

f ~ 

A og c Da findes 

og translationer 

4-0 

er exakt og f (resp. ~) er en fortsættelse af r 
(re sp. 'f' ) . 

Bevis. Da en kort-exakt fØlge med en projektiv modul 

sidste plads splitter må te modul i P' (hvis den n 
' 

findes) 
/\ 

være p 
n@ 

p Opgaven bliver derfor i n 

diagrammet 

o o o 
.')- l 

:k 
1 

o ~ A B c ~ o 

1 l A 

do do 

A A 

o ~ Po ·-+ Po (l) Po ~ Po ~ o 

1 d1 

i o TTo 

1 A 

d1 

A A 

o ~ p1 ~ p1 (l) p1 ~ p1 ~ o 

l d2 

l1 TT1 

1 ~2 
A A 

o ~ p2 ~ p2 (l) p2 ~ p2 ~ o 
i2 TT2 

på 
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(hvor i og TT er de kanoniske injektioner og n n 
Å 

projektioner) at konstruere d' o : Po @ Po ~ B ' 
Å Å 1\ Å 

d' : p1 @ p1 ~ Po @ Po d l. p2 @ p2 ~ p1 @ p1 et c 1 ' 2. 

så alt kommuterer og den midterste sØjle bliver exakt. 
P,lJ(. .:-j rc:o;-o71<.U..Jf lo} -tA,...J.. aJ-SGt'J-~ f:m- ,J d..u. fA.U,I--f_ud"" I<l;'-fr: Ul ~"v.ct../1--'-ttt· 

Å Å 

Da P0 er projektiv, findes o 0 : P
0 

~ B så 
Å Å 

~ o0 = d 0 . Da vil den ved d0: P0 @ P0 ~B , 

definerede homomorfi 
o 

f~ de Øverste to kvadrater til at kommutere. 

Anvendes lemmaet p. 1~4 på diagrammet 

Å 

p1 
Å 

/ 1 ~ood1 / 
' , 

,/ 

Po ~ B ~ c 
lP do ~ 

Å Å 

findes ~ : P1 ~ P0 så lPdo o 1 = - o 0d 1 . For homomor-

Å Å 

f i en d' 1 p1 @ p1 ~ Po @ Po ' 
defineret ved 

Å Å Å Å 

d1 ('p1 ,p1) = (d1p1 + 0 1 p1 ' d1 p1 ) gælder d'd' = o 
o 1 

og de næstØverste kvadrater kommuterer. 

Nu ses som fØr af diagrammet 
Å 

p2 
/ 

/ 

l 001~2 / 

v 

p1 ~ Po ~ B 

d1 lPdo 
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A A 

at der findes a2: p2 -+ p1 så d1a2 = -a1d2 Homo-:-

A A 

morfien d'. 2. p2 @ p2 -+ p1 @ p1 defineret ved 

A A A A 

d2(p2,p2) = (d2p2 + a2p2 d2p2) vil opfylde de stillede ' 

betingelser. 

For n > 2 betragter vi successivt 

hvor der 

Som d' n 

/ 

/ 
/ 

, d 
J/ n-1 

p 
n-1 

findes 

A 
p @ p 

n n 

A 

a : p -+ n n 

-+ p 
n-1 

@ 

A 
p 

n 

1 A 
-a d n-1 n 

p 
n-2 

p 
n-1 

A 
p 

n-1 

A A 

d-+ 
n-2 

o s a 

kan 

' d p ) n n 

d 

p 
n-3 

a n-1 n = 

vi bruge 

l 

A 

a d n-1 n . 

Sætning. Lad der være givet projektive resolutioner 

p 
A 
p 

A 
p @ p 

A A 
af hhv. A, C, B og P' , P' , P' @ P' 

af hhv. A' C' , B' hvor 

o -+ A -+ B -+ c -+ o 

J ~ J 
o -+ A' -+ B' -+ C' -+ o 

er kommutativt med exakte rækker, og translationer mellem 

resolutionerne o (med lidt ukorrekte benævnelser) s a 



p P ti> 
/\ ,1\ 

o -~--.:p ------+ p r ····~ (i 

/ 

/ 
/ 

/ 

t/ / 
~ 

a ~A 8 > c -~ o 

p' l\/ 
p ) o 

n l 
lt ·--~ B' c' --·····~· ····---·-------.;> 

J\ 

kommuterer. Da findes translation t f~o P ~ P til 
J\ 

P' ~ P' så alt kommuterer. 
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Bevis. (Se f.eks. NortheG>ttJ: "Homological Algebra" p. 

85). 

Der findes naturligvis helt tilsvarende sætninger 

for injektive moduler. Formuleringen og beviserne for 

disse overlades til læseren. 



Kapitel VII. Deriverede funktorer. 

FØrst en hjælpesætning. 

Lemma. Lad T være en additiv kovariant funktor fra 

kategorien af (venstre) A-moduler til ~-moduler, og 

lad f og E være translationer fra et kamplex K 

til et kamplex K' af A-moduler. Hvis f og E er 

homotope, da er Tf og TE homotape translationer 

fra TK til TK' 

Bevis. FØlger umiddelbart af definitionen på homotopi 

og T's additivitet. 
l 

Lad A være en (venstre) A-modul . For projektive 

resolutioner af A vil vi (i modsætning til kap. VI) 

benytte fØlgende notation: 

A 

hvor e kaldes agumentationsafbildningen. Det tilsvarende 

"projektive komplex" (jfr. p. 1{;'7) betegnes PA , og 

vi bruger her notationen 

• • • __,. p 
2 

o o 
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Lad T være additiv kovariant funktor fra A-

moduler til ~-moduler. For ethvert n E~ definerer 

vi en funktor L T fra A-moduler til ~-moduler på 
n 

fØlgende måde: 

l) For hvert A E Mod A vælges projektiv resolution 

med tilhØrende komplex PA 

2) For enhver A-homomorfi f: A ~ B vælges en trans-

lation f fra PA til PB der fortsætter f . Hvis 

f = 1 A 
vælges f som 

Vi definerer da 

For en A-modul A: Ln T(A) = Hn(T PA og for en 

A-homomorfi f: L F(f) = H (Tf) 
n n -

Vi godtgØr nu, at herved er defineret en funktor 

fra Mod A til Mod ~ Lad f: A ~ B , g: B ~ C være 

A-homomorfier. Lad PA ' PB ' Pc være de projektive 

komplekxer fra l) svarende til A, B og c . Lad 

f (resp. _g ' resp. ~) være translationer fra 2) 

fra PA til PB (resp. PB til p c' resp. PA til 

Pc) der fortsætter f (resp. g, resp. gf) . Ifl. 

sætning p. ~~~6~r u homotop med _g f , hvorfor 

(p. 1-"f~) T(~) ~ T(_g f) = T_g Tf og fØlgelig 

H T(g) H T(f) , ~: L T(g f) = L T(g) L T(f) . n - n - n n n 

H T(u) = n -
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Da endvidere (på grund af 2)) er 

L T således en funktor. Ved at benytte sætningen p. /nv
n 

1 {,!i endnu en gang ses let, at L T er additiv for alle 
n 

n . 

l) 

1\ 

Abenbart gælder, at L T = O n 
for alle n < O 

Lad os nu betragte endnu et system af: 

En projektiv resolution 

1\ 1\ . . . -+ p1 ~ Po /t A -+ o 
d1 g 

(PA tilhØrende komplex) for enhver A-modul A 

samt 

2) for enhver A-homomorfi f: A + B en translation 
1\ 1\ 1\ 

f fra PA til PB der fortsætter f. Hvis f = 1A 
1\ 

da f = 1" 
PA 

1\ 

' 

For hvert n fås herved en funktor L T fra Mod .A til 

Mod LZ . 

Påstand. 

isomorfe. 

Bevis. 

1\ 

For ethvert n er L T og 
n 

n 

L T naturligt 
n 

For enhver modul A findes translation 
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-+ p -+ ••• -+ p 1 n 

1 ~A,n l ~A, 1 

1\ 1\ 

-+ p -+ • • • -+ p1 n 

og en translation ~(A) 

Her gælder: 

1\ 
p 

n 
-+ ••• 

~A " <.pA"' 1p 
- A 

-+ 

d1 

it 
d ' 

1 

Po -+ A -+ o 
f, 

i ~A,o l 1A 

1\ 

Po x A -+ o 
f, 

A o 

A -+ o 

og 

fØlgelig, da T er additiv: T(~A) ~ T(<.pA) "' 1T pA 

og heraf: 

1\ 

= 1 H TP 
n A 

1\ 

= 1L TA 
n 
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og 



er således en isomorfi fra L TA 
n 

på 
A 

L TA 
n 

Denne isomorfi er naturlig i A Lad nemlig f: A + B 

være A-homomorfi. Vi har da fØlgende diagram af komplexer 

og translationer: 

A 

PA ~ PA 
<P A 

l l A 

f f 

PB 
A 

~ 

PB 
<P B 

A 

Da både f <P A og <fJB f er translationer, der fortsætter 
A 

f: A ~ B 
' er disse homotope, hvorfor: Tf Tt.pA ,.... T<PB Tf 

A 

og derfor H Tf Hn(T <PA) = H (T <PB)H Tf eller n n n 

A 

L Tf Hn(T <PA) = H (T t.p
8

)L Tf n n n 

• 
Svarende til forskellige systemer af projektive 

resolutioner og translationer mellem disse fås altså 

for hvert n naturligt isomorfe funktorer, som vi 

(mere eller mindre explicit) vil identificere og regne for 

en funktor kaldes den 

funktor af T . 

te 
n venstre deriverede 

Som allerede tidligere bemærket er L T additiv og 
n 

L T = O n 
for n (O Endvidere klart at L TA = O n 
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for n> O når A er projektiv. 

Lad nu O~ A~ B~ C~ O være (kort)-exakt fØlge 
f g 

af A-moduler. 

Som vist p. -i61Fi68findes projektive resolutioner 

o o o 
11 ~ l~ 

o r A ~ B ~ c ~ o 
f g 

r r l 
o ~ Po ~ pr 

o ~ P" o ~ o 
t 1' t 

så rækkerne er exakte og alt kommuterer. Den tilsvarende 

fØlge af projektive komplexer o 
f g 

er kort exakt. Da hver række er split-exakt, og den 

additive funktor bevarer split-exakte fØlger, fås en 

lang exakt fØlge:· 

eller 

L TA ~ L TB ~ 
n n 

/).1 

L TC ~ 
n 

b. 
n 

L· 
1

TA ~ L 
1

TB ~ n- n-

~ L
1

Tc ~ L
1

TB ~ L
1

TA ~ L0TA ~ L
0

TB ~ L
0

TC ~O 
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o 



Bevis. På grund af sætning p. l~· er å naturlig. 

Sætning. L0T naturligt isomorf med T ~ T er hØjre-

exakt. 

Bevis. 11 "* 11 fØlger umiddelbart af ovenstående, da 

L0T er hØjre exakt for enhver funktor T . 

11 <= 11 Lad 

••• ~ P1 ~ P0 ~ A ~ O 
d1 g 

være en projektiv resolution af A . Da T hØjre exakt, 

er 

TP
1 

~ TP
0 

~ TA ~ o 
Td

1 T g 

exakt. Lad '}l være den kanoniske homomorfi fra TP
0 

o H
0 

(TR_) TPO/Ker Da findes netop en isomorfi p a = Tg 

~ : TA ~ L0TA , så diagrammet 

TA 

er kommutativt. Lad A~ A' være A-homomorfi og 
f 
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-+ P
1 

-+ P0 -+ A' -+ O 
d1 t: t 

projektiv resolution og 

f= {f0 , ~1 ···} en translation fortsættende f: 

. . . ~ p1 -+ Po -+ A -+ o 
d1 f: 

l f1 l f o l f 
• • • -+ p 1 -+ P' -+ A t -+ o 

d1 
o 

f: l 

Ide~ er den kanoniske homomorfi fra TP' o på 

H TP' = L TAt o - o og (J)' isomorfier TAt -+ L TA' o viser 

diagrammet 

Tf 

hvor a priori alt kommuterer undtagen "hØjre sidevæg". 

179 



Ved "diagram chasing" ses, at også denne del af 

diagrammet kommuterer hvorfor ~= TA ~ L0TA er naturlig. 

Eksempel. 

TA = 2A . 

Eksempel 2. 

Lad T: Mod~ ~ Mod~ være funktoren 

Her er og 

I almindelighed er 

L T = O n 
for 

L t T =1= L L T m n m n 

Betragt T: Mod A ~ Mod~ hvor A = R[x,y] og 

l 

n > O • 

TA = A/IA , I = identitet {f(x,y) E A l f(O,O) = O} 

Da er L2T(A/ I) :J: O , men L1 L1 T = O (hvorfor?) 

Eksempel. For enhver additiv funktor T fra Mod~ 

til Mod~ gælder L T = O V n > 1 , n 
idet enhver 

~-modul har en projektiv resolution af længde < 1 

Analogt med venstre deriverede indfØres for en 

additiv kovariaht funktor T fra Mod A til Mod ~ 

de hØjre deriverede RnT ved RnT A = Hn(TQA) , hvor 

QA er det ko-komplex der svarer til en injektiv 

resolution af A: O ~ A ~ Q0 ~ Q1 ~ 

QA: o~ o~ Qo ~ Q1 ~ Q2 ~ 

For en A-homomorfi f: A + B defineres RnTf (analogt 

med LnTf) via en translation QA ...-,. QB der fortsætter 

f. Da gælder (analogt med L T) : 
n 
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RnT er additiv funktor for Vn og Vn < O 

Endvidere findes for enhver kort-exakt fØlge af A-

moduler 

O + A + B + C + O 

en lang exakt fØlge 

~ •• RnTA ~ RnTB ~ RnTC ~ Rn+ 1TA ~ Rn+ 1TB ~ ··· 
D. 

hvor de forbindende homomorfier D. er naturlige. 

Helt analogt med sætningen p. 1'~ gælder 

Sætning. R0T naturligt isomorf med T ~ T er venstre-

exakt. 

Tilsvarende indfØres venstre og hØjre deriverede 

funktarer for kontravariante funktarer T fra Mod A 

til Mod ~ . Da venstre deriverede indfØres via 

injektive resolutioner og de hØjre deriverede via projek

tive resolutioner. For de hØjre deriverede RnT gælder: 

For enhver kort exakt fØlge af A-moduler 

O + A + B + C + O 

findes lang exakt fØlge: 
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endvidere: 

R" T nat. isomorf med T $} T er venstre exakt. 

IndfØrelse af Tor 
n 

Lad A være hØjre ~-modul og B en venstre 

~-modul. A Q B kan på oplagt måde opfattes som funktor 
1\ 

i to variable, A i kategorien af hØjre ~-moduler, B 

i kategorien af venstre A-moduler, til Mod~ . 

For fastholdt B er A Q B en additiv (kovariant) 
1\ 

funktor fra hØjre moduler til Mod~ og har således venstre 

deriverede funktorer. Disse sidste kan opfattes som 

funktarer i både A og B på fØlgende VlS: 

For hvert A lad PA være det projektive kamplex 

svarende til en projektiv resolution af A og sæt 

T (A, B) = H ( PA ~ B) • 
n n " 

Lad A 1 A 1 
, B~ B' 

g 
være ~-

homomorfier. For en translation f: PA~ PA' fortsættende 

f er f 9 g 
1\ 

en translation 

ses let, at for trans la t ioner' f og f fra P A ~ P A' 

Det 
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der fortsætter f vil f Q g og f ~ g være homotope. 

Dette retfærdiggØr at definere T (f,g) = H (f Q g) . 
n n-

Nu eftervises uden vanskeligheder: 

For f: A -+ A' f' : A' -+ A 11 og g: B -+ B' g 1 : B' -+ B 11 

gælder T (f l f ' g l g) = T (f l 'g l )T (f' g) . n n n 

Ganske som p .17Jf'-7f76ses, at T ' n 
bortset fra naturlig 

isomorfi, er uafhængig af de projektive resolutioner for 

modulerne A . 

Lad 

o 

o A' 
1 

A' tP' 2 

o 

o 

være kommutativt diagram med exakte rækker. Man kan vælge 

projektive resolutioner af de indgående moduler og 

translationer mellem de tilsvarende komplexer fort-

sættende modulhomomorfierne så: 

o -+ PA -+ PA 1 PA -+ o 
1 !!. 2 _3 

l (X1 j (X2 

l (X3 

o -+ PA' -+ PA' -+ PA' -+ o 
__ 1 f/ 2 ~· _3 
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er kommutativt med exakte rækker. Lad g: B~ B' være 

A-homomorfi. Da -Q- er additiv funktor, bliver 

o ~ PA 9 B ~ PA 9 B ~ PA Q B ~ o 
1 

A 
~91B 2 A 

~91B _3 A 

i !!1 Q g 
~2Qg l ~3Qg 

o ~ PA' Q B' ~ PA' 9 B' ~ PA' ~ B' ~ o 
A ~' Q1 B' 2 A 

ljJ' 91 B' 3 11 

kommutativt med exakte rækker. Ved overgang til homologi 

og forbindende homomorfi fås: 

Tn+1(A2,B) Tn+1 (A3'B) ~ Tn(A1 ,B) Tn(A2,B) 
!:::. 

l Tn+/a2,g) l Tn+1 (a3,g) l Tn(a1,g) i 
Tn+1 (A2,B') ~ Tr1+1 (A3,B') ~ T (A' B') ~ T (A' B 1 ) 

!:::.' 
n 1' n 2' 

hvorrækkerne er exakte og alt kommuterer. 

Lad nu 

o ~ B1 ~ 
B2 * B3 ~ o 

1B1 lB2 lB3 
o ~ B' ~ B' ~ B' ~ 

1 
<.p' 2 l)J' 3 



være kommutativt diagram med exakte rækker. 

Lad A 1 A' være A -homomorfi og f en 

translation mellem de tilsvarende projektive komplexer 

f: PA + PA' . Da projektive moduler er flade, bliver 

rækkerne i det kommutative diagram 

o -+ 

o 

exakte. Herved fås som fØr 

Tn+1 (A,B2) -+ Tn+1 (A,B3) -+ Tn(A,B1 ) -+ Tn(A,B2 ) _. ... 
!:l 

l l Tn+1 (f '~3) 1 Tn(f,~1) l 
IJ' (A' B' ) -+ Tn+1 (A' ,B3) -+ T (A' B') -+ T(A'B') n+1 ' 2 

!:l' n ' 1 n ' 2 

hvor rækkerne er exakte og alt kommuterer. 

o 

o 

Endelig påstår vi: nat. isomorf med A Ø B 
" 

(Cj#.-UO funktarer i A og B) . 
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f g 
Lad hertil A ~ A' og B ~ B' være A-homomor-

fier og betragt projektive resolutioner og A 

og tilsvarende translationer 

P' 1 P' o 

- Q B er hØjre exakt, hvorfor 

er exakt. 

A ~ B 
" 

A ~ o 

f 

A' ~ O 

o 

og 

Lad være den kanoniske homomorfi fra 

isomorfi 

lf>A B 
' 

A @ B 

A' ' 

så 
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Idet tilsvarende HA' B' er den kanoniske homomorfi 
' 

fra P' ~ B' på og r.pA' B' o 
{~ CH !J%~. ( 4, g l t3) ' 

den tilsvarende isomorfi r.pA' B' A' ~ B' ~ 

' 

vil i diagrammet 

e' ' 
tl ®/3 H A' 8' 

~· 
"--;l 

a priori alt kommutere på nær "hØjre sidevæg". Ved 

"diagram chasing" ses, at denne da også er kommutativ, 

hvilket indbærer, at r.pA B er naturlig isomorfi mellem 
' 

l 

U (A,B) = H (A ~ PB) 
n n " 

Ganske analogt kan dannes ved 

en projektiv resolution for B . Herved fås en funktor 



i A og B med egenskaber analoge til T 's 
n 

egenskaber. 

Vi vil nu vise 

Sætning. T (A,B) 
n 

naturlig isomorf med U (A,B) 
n 

som 

funktarer i A og B . 

Bevis. FØrst et 

Lemma. For n > O er T (A,B) = U (A,B) = O hvis 
n n 

A eller B projektiv. 

Bevis. Af symmetrigrunde nok at se på T (A,B) 
n 

Hvis A projektiv, er det umiddelbart klart, at 

T (A,B) = O n > O Hvis B er projektiv bliver n 

PA Q B exakt ~= med forsvindende homologi for n > O , 

idet B specielt er flad. l 

Nu beviset for sætningen. Induktion efter n . 

n = o klar, da --- T
0

(A,B) og U0 (A,B) begge er naturligt 

isomorfe med A Q B Lad o naturlig isomorft . <fJA B være 
' 

fra T
0

(A,B) o u0 (A,B) p a 

n = 1 Lad O -+ K -+ P -+ A -+ O være exakt med P projektiv. 

Ifl. lemmaet er T1 (P,B) = u1 (P,B) =O 

Vi har exakte rækker l 
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o ~ T1 (A,B) ~ T0 (K,B) ~ T0 (P,B) 
D. 

l o l o 
(j)K B (j)p B 

' ' 
~ 

o ~ u1 (A,B) ~ U0 (K,B) ~ U0 (P,B) 
D. 

Ved diagram chasing ses, at der er netop en homomorfi 

1 (j)A,B : T1 (A,B) ~ u1 (A,B) så ovenstående diagram bliver 

kommutativt 4)1 B bliver en isomorfi. 
' 

1 
(tpA B kan 

' 
vises ikke at afhænge af den valgte exakte fØlge 

O ~ K~ P ~ A~ O . Her er dette dog ikke væsentligt, 

idet vi tænker os, at der for hver modul A vælges en 

fast exakt fØlge af ovennævnte form). 

4)1 B er naturlig i A 
' 

og B 

Lad f: A~ A' g: B~ B' være A-homomorfier. 

Der findes homomorfier f
0 

, r 1 så diagrammet 

o ~ K ~ p ~ A ~ o 

l f1 l f o l f 
o ~ K' ~ P' ~ A' ~ o 

er kommutativt. Vi får da fØlgende diagram: 



o T, (AJ)) 10 (K, 13 ) 

T~ r;rtf 
() 11(A;6') L:J' 

J;(K: B'} 

rp6 
l 

rr,e 
f A (J 

l 

6 

l 
cpK'f/ 

<fA' 8' 
l 

l 

1.1 1(A_,f3) ~-
U

0
(K, 13) 

o - ---). 

/u.u,~~ ).r~. si 

o ~ U (A 1 R') 
f l lJ' 

Uo(KI, s') 

hvor a priori alt kornmuterer undtagen "venstre sidevæg" . 

Ved "daigram chasing" ses da, at også denne kommuterer. 

~= ~1 B er naturlig isomorfi. 
' 

n > 1 Antager, at vi har konstrueret naturlig isomorfi 

n-1 
~A B 

' 
fra Tn_ 1 (A,B) ~ Un_ 1 (A,B) 

være exakt fØlge med P projektiv. 

Vi har derfor diagrammet 

o 

o 

T (A,B) 
n 

U (A,B) 
n 

Tn_ 1 (K,B) 

~K B l n-1 

' 

un_ 1 (K,B) 

Lad O ~ K ~ P ~ A ~ O 

o 

o 
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med exakte rækker. Der findes da isomorfi ~An B: T (A,B) ~ U (A,B) 
, n n 

så ovenstående koTil!illterer. n 
~A B 

' 
ses som fØr at være naturlig. 

Vi har altså nu set, at T (A,B) 
n 

naturlig isomorf med 

U (A,B) og vi definerer (på nær naturlig isomorfi) 
n 

1\ Tor (A,B) = T (A,B) 
n n 

(eller U (A,B)) 
n 

Vi opskriver de vigtigste egenskaber for 1\ Tor 
n 

Tor8 (A,B) naturlig isomorf med A @ B 
1\ 

Tor" (A,B) = O for n > O hvis A eller B 
n 

projektiv. 

}l. Hvis O ~ A1 ~ A2 ~ A
3 
~ O exakt findes exakt fØlge. 

og tilsvarende for fast A og B varierende . !J. er 

naturlig. 

l 

11· ~~~--~--~~~~~~~~~~~ er - @ - en funktor fra Mod A 

til Mod A og Tor~(-,-) ses let også at blive funktor 

fra Mod A til Mod A For A-homomcøfier f: A+ A', 

g: B + B' vil da 

1 91 
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Tor~(f,Ag) for A E A 

22_. For A kommutativ, gælder Tor"(A,B) O! Tor"(B,A) 
n naturlig n 

§l. For A vilkårlig, vil Tor" (opfattet som 
n 

funktor i A eller B) kommutere med lim 
-+ 

Bevis. Lad A -+ A -+ ••• 
ex fl3 ex 13 

være direkte system af 

A-moduler. 

Vi skal Vlse, at den entydigt bestemte homomorfi ~ 

så alt i 

Tor~(Afl,B) 
:-~ 

lim 
-+ 

j 
Tor"(lim A ,B) n -+ ex 

kommuterer, er en isomorfi. 

Lad PB være komplexet svarende til en projektiv 

resolution af B ~ kan da fås som T • cr : 



H (A ~ PB) n ex 

~~----~~~---
-----------------

" 

/ a 
H (lim(A ~ PB)) n -+ ex 

~ jT 
H ((lim A ) ~ P ) n -+ ex B 

hvor a er en isomorfi ifl. sætning p. 1S9 og 

r er en isomorfi ifl. sætning 168, 139 (den p. 1S~ nævnte 

naturlighed benyttes til at vise T er H (translation n.....:.......-------

af isomorfier)). ~ er derfor selv en isomorfi. 

n 

Fladhed og Tor 

Sætning. Lad A være vilkårlig ring og A en hØjre 

A-modul. Da er fØlgende betingelser ækvivalente 

l) A er flad 

2) TorA(A,X) = O for alle n > 1 og alle venstre 
n 

A-moduler X . 

3) Tor~(A,X) = O foT alle venstre A-moduler X . 

4) Tor~(A,A/~) = O for ethvert endelig frembragt 

venstre ideal -ot i A . 
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Bevis. l)=> 2) FØlger af Tor~(A,X) = Hn (A~ PX) , 

hvor PX er komplexet svarende til 

en projektiv resolution af X . 

2) => 3) og 3) => 4) trivielle 

4) => l) Vi viser fØrst, at 4) ~ Tor~(A, Alg) = O for 

ethvert venstre ideal 8 . e er filtrerende forenings

mængde af end. frem~. venstre ideal ~ ~ B ; 

:::l: B = U Ola = 
a 

lim 01 . 
~ a 

For hvert a findes kort exakt fØlge 

( * ) 

'1.:C"or a ~ {?> har vi kanoniske afbildninger af t1J1 a G, 01
13 

og A /Dl a~ A b 
13 

; (*) er da eksakt· fØlge af direkte 

systemer hvorfor: 

o ~ limo ~ A ~ lim A/01 ~ o 
~ a ~ 

a 

FØlgelig er A/s= lim A la Da Tor~(A,-) kommuterer a a 
med lim 

' 
er derfor Tor~(A, A/s) = o 

~ 

Ud fra den exakte fØlge 

o + e + A + A/ a + o 

fås lang exakt fØlge: 
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Da Tor~(A,A/a) =O er A flad ifl. sætning p.11H. 

l 

Korollar. Lad O ~ A1 ~ A2 ~ A
3 
~ O være exakt fØlge 

af (hØjre) A-moduler; da gælder A
1 

flad og A
3 

flad~ 

A2 flad. 

Vi beviser nu en sætning der bl.a. begrunder Tor's 

Navn. 

Sætning. Lad A være et (kommutativt) integritetsområde 

med kvotientlegeme K. Da gælder for enhver A-modul 

A : To~ (A, K/ A ) C:! AT . 

Bevis. Som tidligere vist er K en flad A-modul. 

Ud fra 

fås exakt fØlge 

Da Tor~ (A,K) = O bliver 

' 

hvor afbildningen A ~ A Q K er den sædvanlige 
A 

a ~ a 91 

Som tidligere vist p.1VO er Ker(A ~A~ K) netop AT . l 

Endnu en sætning retfærdiggØr Tor's navn. 
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Sætning. Lad A være (kommutativt) integritetsområde. 

Da er TorA(A,B) en Torsionsmodul for alle A, B og alle 
n 

n > O 

Bevis. 1° Vi viser fØrst sætningen i det tilfælde, 

hvor B er cyklisk =>: af formen Al-/r for et passende 

ideal v-- i A Hvis tr= o er B = A og 

TorA(A,B) = o for alle n > o og alle A i fl. sætning n 

p. 1~1'1~. Hvis ~:f: o findes b :f: o h E (r og 

b • (A/~) = O b 1Tor~(A,A/~ =b t Tor~(1A' 1A/") = 

Tor~(1A, b • 1A 1-IJ.) =O (jfr. pp.1Qf.-.(:i:~.c2.~. 

Vi viser så, A at Tor (A,B) 
n 

er en torsionsmodul for 

enhver endelig frembragt A-modul i B Antag B er 

frembragt af ·t elementer b 1 ,···,bt =>: B= Ab 1 +· ··+Abt 

Bevis ved induktion efter ~ . 

er klaret ved 1° 

f:;- 1-+ t (-c.> 1). Lad B' =Ab +••i+Abt_ 1 ' 
da er 

196 

Bl B 1 frembragt af sideklassen e:!J modulo B' , al t så 

cyklisk. Ifl. 1° og induktionsantagelsen er Tor~(A,B/B') 

og 

fås ud fra 

den exakte fØlge 

Torsionsmoduler. Da TorA 
n 

O -+ B' -+ B -+ B/B' -+ O 

er halv-exakt 



heraf fØlger, at TorA(A,B) 
n er en torsionsmodul 

(hvorfor?). 

3°. B vilkårlig B er filtrerende foreningsmængde 

af endelig frembragte undermoduler B 
a 

og kan altså 

skrives B = lim B 
~ a Da Tor kommuterer med lim 

fås 

Da lim(Torsionsmoduler) er en 
~ 

TorA(A,B) en Torsionsmodul. 
n 

~ 

Torsionsmodul (bevis?) er 

H 

Svag homologisk dimension 

I kap. II indfØrte vi homologiske dimension af en 

modul som et mål for afvigelsen fra projektivitet. Vi 

indfØrer nu tilsvarende en dimension l.w.dh (resp. 
A 

r.w.dh ) , den svage homologiske dimension for en 
A 

venstre (resp. hØjre) A-modul som et mål for afvigelsen 

fra fladhed. 

Definition. 

fØrer vi 

Lad A være en hØjre A -modul . Da ind-

r.w.dh (A) < n ~ 3 exakt fØlge af flade 
A 
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(hØjre) A-moduler F. 
l 

Det er da klart, hvad det skal betyde, at 

(resp. r . w. d h (A ) = oo ) • 
A 

For venstre moduler indfØres l.w.dh 
A 

r . w • dh ( A ) = n 
A 

analogt. 

Abenbart gælder, at A er flad~ r.w.dh (A) = O 
A 

Sætning. For en hØjre A-modul A er fØlgende 

betingelser ækvivalente: 

l) r.w.dh (A) < n 
A 

2) Tor~(A,X) = O for alle venstre A-moduler X og 

alle m > n 

3) Torn~ 1 (A,X) = O for alle venstre A-moduler X . 

4) Torn~ 1 (A, A/a) =O for ethvert endelig frembragt 

venstre ideal r07 i A 

Bevis. For n = O er sætningen identisk med sætning 

p. 1C?I3 . 

Vi kan derfor nu antage n > O . 

1) => 2) A har ifl. forudsætningen en flad resolution 

af længde n . 
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O~ F ~F ~···~F ~F ~A~ O n n-1 1 O 

Denne fØlge splitter vi på sædvanlig vis op i kort-exakte 

fØlger: 

o o (l 

o l \ / \ 
K,..~, K1. 

1\ / \ 
o~ F .,.....,. FM:-,..., .._.,F~ _____" ~ ~ F:. --4 A__., o 

M o 

\\ l l \ / 
K"' K1 

1' ;n \ o o (J 

Ud fra 

fås exakt fØlge: 

TorA(F
0

,X) ~ TorA(A,X) ~ Tor A
1 

(K
1 

,X) ~ Tor A
1 

(F
0

,X) m m m- m-

Da F0 er flad, er Tor~(F0 ,x) = Torm~1 (F0 ,X) = O 

d.v.s. 

A ~ A 'I'or (A,X) ~Tor 1 (K
1

,X) m m-
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Analogt fås 

(o.s.v.) 

Ialt: TorA(A,X) ~ Tor A (K ,X) ~ Tor A (F ,X) = O 
m m-n n m-n n 

da F er flad. 
n 

2) ~ 3) og 3) ~ 4) er trivielle. 

4) ~ l) Vi konstruerer en fri resolution 

o 
\i o 

/ K,_ 

./ ~ 
Pz ~ F o 

\ ./ 
K'1 

/' \t 
c) o 

for A 

~ A---?6 

Ved anvendelse af de forbindende homomorfier for Tor 

fås som ovenfor, idet F0 , F1 ,···,Fn_ 1 er frie (specielt 

flade), at 

for ethvert end.fr. venstre ideal ~ . Ifl. sætning 

p. 1q9 er . Kn flad, og 

O~ K ~F 1 ~ ··• ~ F1 ~F ~A~ O n n- O 
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er en flad resolution af længde < n ~= r . w • dh ( A) < n 
A 

Bem~k~itt~. Af ovenstående fØlger specielt for en hØjre-

A-modul . A med r.w.dhA(A) < n at for enhver exakt 

fØlge 0-+K -+F -+•oo-+ 

n n-1 

FO, o o o F 
' n-1 

er flade, vil 

hvor 

K være flad. 
n 

Tilsvarende gælder naturligvis for venstre A-

moduler. 

I anlogi med den globale dimension for en ring 

indfØrer vi nu den svage globale dimension l.w.gl. 

dim A, (resp. r.w.gl. dim A ). 

Definition. l. w.gl.dim A = s up l . w. d h (B) ·, 
A 

gennemlØbende alle venstre A-moduler) ~ 

r. w. gl.dim A = sup row.dh (A) , 
A 

Ved hjælp af ovenstående sætning fås 

B 

l 

r.w.gl. dim A< n~ r.w.dhA(A) ~n V hØjre A-moduler A~ 

TorA(A,B) = O V m > n , V hØjre A-moduler A , m 

V venstre A-moduler B ~ Torn~ 1 (A,B) = o V hØjre 

A-moduler A 
' 

V venstre A-moduler B ~ l. w. dh (B) < n 
A 

V venstre A-moduler B ~ l.w.gl. di m A < n ~ Tor n~ 1 (A/01, 

(:Jrt" o : fe Er V venstre moduler B V end. frembr. hØjre 

idealer-m ~ r.w.dhA (A/07) < n V end. frembr. hØjre 

idealerrOJ ~ Torn~ 1 (A/171, A/b) = O V end. frembr. 

hØjre idealer ~ og V end. frembr. venstre idealer b 

V end. frembr. venstre ideal b . 

f3) 
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Korollar l. l.w.gl. dim A = r.w.gl.dim A 

Idet fØlgende skriver vi derfor blot w.gl.dim A 

Korollar 2. w.gl.dim A = sup l.w.dhA(4/~)~ n , hvor 

~ gennemlØber alle endelig frembragte venstre idealer. 

(Tilsvarende for hØjre idealer). 

Vi karakteriserer nu ringene A af w.gl.dim = O 

Sætning. For en vilkårlig ring A er fØlgende betingelser 

ækvivalente 

l) A er von Neumann regulær (=>: V A E A 3 x E A 

så A = AXA) 

2) Enhver venstre A-modul er flad 

3) Enhver hØjre A-modul er flad 

4) w.gl.dim A = O 

Bevis. Klart at 2) ~ 3) ~ 4) Har tidligere vist 

2)::;. l) (p. 1 Oo ) Mangler blot at godtgØre 

l) => 4) Nok at vise at A lr01 er flad for ethvert 

end. frembr. venstre A-ideal~ 

ethvert end. fr. venstre ideal <n 

Vi viser hertil, at 

er direkte summand l 

A (qua venstre A-modul) :::>: A/.o7 er projektiv for 

ethvert end. fr.,! venstre ideal <J7 

1° . Vi godtgØr fØrst at dette gælder hvis ~ er 

(venstre) hovedideal frembragt af en idempotent e 

(=>: Element e for hvilket e 2 = e ) . 
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A= Ae@ A(1- e) , idet 1 = 1 · e+ 1(1-e) og 

2 A1 e + A2 (1-e) = O~ A1 e + A2 (1-e)e = A
1

e = O 

2° Ethvert hovedideal Aa er frembragt af en idem-

potent: 

Da A von Neumann regulær findes x E A for hvilket 

a = axa , xa er idempotent og Aa = Axa 

3° Ethvert venstre ideal ,-oc = Aa + Ab frembragt af 

2 elementer er hovedideal 

Ifl. 2° findes idempotenter e og f som Aa = Ae 

og Ab = Af A a + Ab = Ae + Af = Ae + A(f-fe) Her er 

(f-fe)e = o I fl. 20 er A(f-fe) = Au 
' 

u idempotent. 

Da u E A(f-fe) er .tf e = o Idet u = u(e+u eu) og 

e = e(e+u - eu) er A a + Ab = Ae + Af = Ae + Au = 

A(e + u - eu) 

4° Ethvert end. frembragt venstre ideal er hovedideal. 

Dette fås umiddelbart ved induktion ud fra 3° 

1° + 2° + 3° t 4° giver nu l) ~ 4) 
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Ext-funktorerne 

For en ~enstre- A -modul A indfØres de hØjre 

deriverede dunktarer af Horn (A,-) ved Tn(X) = 
A 

Hn(Hom (A,Q ) , hvor _Qx er det til en injektiv 
A -x 

resolution af X svarende koKomplex . For en (venstre)-

A-modul B indfØres de hØjre deriverede funktarer af 

HomA(-,B) ved Un(Y) = Hn(HomA(Py, B)) , hvor PY 

er det til en projektiv resolution af Y svarende 

kamplex . 

I analogi med betragtningerne ved indfØrelsen af 

Tor gælder her: 
n 

Disse kan vises at være natuligt isomorfe. DePiner 

da: 

Extn(A,B) er kontravariant i A og kovariant i B . 
A 

De vigtigste egenskaber for Extn: 

(i) 

(ii) 

Ext 0 (A,B) ~ Horn (A,B) naturligt l A og B . 
A A 

Extn(A,B) = O for n > 1 og A projektiv eller 
A 

B injektiv. 
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(iii) Hvis O~ A1 ~ A
2 
~ A

3 
~ O exakt, da findes 

lang exakt fØlge: 

hvor de forbindende homomorfier ~ er naturlige l 

A og B . 

(iv) Hvis O ~ B1 ~ B2 ~ B
3 
~ O exakt, da findes 

lang exakt fØlge: 

1 1 Ext~(A,B3 ) Ext (A,B ) ~ Ext (A,B2
) ~ ~ A A 

2 2 2 Ext (A,B ) ~ Ext (A,B2 ) ~ ExtA (A,B3 ) L{ A A 

hvor ~'erne er naturlige l A og B o 

Extension af en modul med en anden modul. 

I det fØlgende er A og B to faste (venstre) A -

moduler . En kort exakt fØlge O ~ B !'X ~ A ~ O (E) 
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kaldes en extension af A med B . 

Lad (E) 

l (E) O __. B 1/J_: X' lP! A__. O 

være to extensioner af A med B . 

E kaldes ækvivalent med E' hvis der findes homomorfi 

f fra X til X' så 

o B 
y 

x ~ A o __. __. __. 

11B l f 11A 
o __. B __. X' __. A __. o 

Y' ep' 

er kommutativt. Ifl. 5-lemmaet bliver f ·en isomorfi. 

Det betyder, at ovenstående virkelig er en ækvivalens-

relat:ion. 

Hvis E ækv. m. E' (Skrives E~ E'), er altså 

X~ X' . Det omvendte gælder ikke, idet en extension 

normalt ej er fastlagt ved den midterste modul. (afbild-

nlngen er afgØrende) som nedenstående eksempel viser. 

Eksempel. Lad A = LZ, A = B = '!l/ Yl , 

Vi definerer (veldefineret _l) 

® 3 
( 11 ) 
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da er 

o o 

exakt. Vi påstår nu, at ovenstående extension ej er 

ækvivalent med 

o o 

Thi antag der fandtes f så nedenstående diagram var 

kommutativt: 

o -+ 'lll3 tz * 'lll9tz ~ 'lll3tl -+ o 

1tzl3tz l f 1tz 13 zz 

t t 
o -+ 'Il l -* 3tl 'lll9tz ~ tzl3 tz -+ o 

Da var f((j)9) = @9 ' lP = lPf g1ver lP((j)9) = 

lP( f((]) 9)) d.v.s. G)3 = @3 c = 1 mod 3 . 
f l/J = -ljJ giver f(ljJ(U)3)) = -V< Ø 3 ) eller 

@9 = 

@9 
::::>: 3c = -3 mod 9 i strid med c = 1 mod 3 . 

-------------------

Vi skal nu angive en (1-1 )-forbindelse mellem klasserne 

af ækvivalente exten3ioner af A med B og elementerne 

i Exti (A,B) . (Dette motiverer navnet Ext) 
Å 
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Betragt extensionen E: O ~ B~ X ~ A~ O . 

Ifl. (•Vi,i.) p. ·:20&- findes exakt fØlge: 

O~ Horn (A,B) ~Horn (X,B) ~Horn (B;B) 7 ExtA1 (A,B) ~ ··• A A A Ll 

Elementet kaldes E's karakteristiske 

klasse og benævnes X(E) . 

Den (1-1) forbindelse mellem extensionerne af A 

med B og elementerne i 1 Ext (A,B) 
A 

udtrykkes i 

Sætning. Lad E1 og E2 være extensionerne af A 

med B . · Da gælder: 

2) Til ethvert ~ E Ext 1 (A,B) findesextension E 
A 

med 'X.(E) = ~ • 

Bevis. 1° vi viser ~ hos l) 

Lad E
1 
~ E2 ~= 3 kommutativt diagram 

( E1 ) o ~ B ~ x1 ~ A ~ o 
1}.11 <P1 

h l f !1A 
(E2) o ~ B 

~2 x2 ~ A ~ o 
<P2 

Da forbindende homomorfi /j, er naturlig, er 
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Horn( f, 1 B) j 
Horn (X

1
, B) 

Horn (B,B) 
A 

Horn (B,B) 
A 

~ Ext 1 (A,B) 
b.2 A 

1 Ext (A,B) 
A 

2° . Vi viser udsagnet 2) . Vi vælger en (fast) 

exakt fØlge 

O ~ K ~ P 0 A ~ O 

hvor P er en projektiv modul. Ifl. (iii) p. ~Øf 

haves exakt fØlge: 

~ Horn (K,B) 
A 

Ext1 (A,B) 
A 

ExtA(P,B) = O 

(da P projektiv) 

~= 6 er surjektiv. (For at undgå forveksling betegnes 

forb. homomorfi for ovennævnte fØlge med 6 ) 

Vælg y E Horn (K,B) så 6 (y) = ~ 
A 

Lad X = (P Q) ~ly hvor y = {([3k, -yk) l k E K} 

Vi definerer nu 1jJ og ~ i 

O ~ B ~ X ~ A ~ O ( *) 
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ved \jlb = ~ (modulo Y ) 

~(8) = a p (veldefineret da aB-= O ) 

Nu eftervises let, at (*) er exakt. 

~ 

Lad T: p~ X være defineret ved T(p) = ~ 

Da bliver 

o ~ K i3 
p ~ A ~ o 

a 

y 

l 
T l1A 

o ~ B ~ x ~ A ~ o 
~ 

kommutativt. 

Da forbindende homomorfier er naturlige, bliver 

Horn (B,B) 1 
L\ Ext (A,B) 

" " 

Hom(y, 1 B) 

J J 1Ext~(A,B) 
Horn (K,B) 

" 6 Ex t 1 (A, B) 
" 

o kommutativ. og s a 

E = ( *) 
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3° Vi viser nu ~ i l) . Som under 2° vælges 

nu fast 

Vi betragter to udvidelser 

samme ·"X. : 

(E. ) o -+ B -+ x. -+ 
l lji. l tp. 

l l 

Der findes. afbildninger y i' T. 
l 

stående kommuterer: 

o -+ K -+ p -+ 

ly i l Ti 

o -+ B lP· x. -+ 
l tp. 

l l 

E. 
l 

A 

A 

i 

11A 
A 

-+ 

( t ) 

l = 1 ,2, 

-+ o 

= 1 '2' så 

o 

-+ o 

Den forbindende homomorfi anvendes på (t): 

med 

neden-

Horn (P,B) 
1\ 

Horn (K,B) 
1\ 

1 Ext (A,B) 
1\ 

o, (tt) 

som set under 2° er ~E. = 6 y. , 
l l 

i = 1 '2 

Vi definerer nu afbildningen ]l., n-. 'i= 1,2 . 
l 'tl 

o -+ K -+ p (j) B -+ x. -+ o (ttt) 
11· TI· l 

l l 

ved ]li(k) = (ak,- -y i k) ' 
rr.(p,b) =(TiP + ljJ. b) (ttt) 

l l 

da være ex akt (eftervises direkte) 

vil 
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Exaktheden af ( ++) indebærer, at y 1 - y 
2 

= (·.>13 for 

passende w E Hom(P,B) . I diagrammet: 

o ~ K ~ p Q} B ~ x1 ~ o 
~1 TT1 

l1K l S1 ( ~ ) 

o ~ K ~ p Q} B ~ x2 ~ o 
~2 TT2 

defineres S1 ved 

S1 (p, b) =(p, b + w p) 

S1 er åbenbart en isomorfi (klart, at S1 injektiv; 

S1 surjektiv, idet (p,b) = S1(p, b- wp)) 

Endvidere er ~ 2 = S1 ~ 1 ' 
idet 

S1 ~ 1 k = S1(13 k,-y1k) = (13k, - y 1 k+wl3k) = 

(13k, - y1 k + (y1 - y2)k) = (13kJ - y2k) = ~2k 

Ved diagram chasing ses, at der findes netop en 

afbildning ~ fra x1 til x2 så (~) kommuterer. 

~ bestemmes ved fØlgende forskrift 

Det herved bestemte ~ gØr diagrammet 
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o -+ B it x1 -+ A -+ o 
1 4)1 

1B J ø 
j1A 

o -+ B -+ x2 -+ A -+ o 
1jJ2 4)2 

kornrnutativt, thi: 

<!> 1jJ 1 b = <!> TT 1 ( 0 , b ) = TT 2st ( 0 , b ) = TT 2 ( 0 , b ) = 1jJ 2 b 

Altså er E1 og E2 ækvivalente 

TilfØjelse til sætning. 

~E = O~ E er split-exakt. 

Bevis. " <= " Lad E: O B x 

l 

-+ A 4) o være 

split-exakt, da Horn (-,B) 
A 

er additiv, er 

o Horn (A,B) 
A 

Horn (X,B) 
A 

-+ HornA(B,B) -+ 

Horn(1jJ,1B) 

split-exakt; specielt er Horn(1jJ,1B) surjektiv. Men det 

betyder, at ~ i 
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11 <= 11 XE = O medfØrer, at E og O ~ B~ B @ A~ A ~ O 

har samme ~ hvorfor E t~l. det lige viste er 

ækvivalent med O ~ B ~ B @ A ~ A ~ O ;:,: E split-

exakt. l 

Ext og Tor for abelske grupper 

I dette afsnit betragter vi tilfældet A = ~ . 

Vi har tidligere set, at gl.dim ~ = 1 og dermed 

(idet enhver projektiv modul er flad) er w.gl.dim ~ < 1. 

Da A ej von Neumann regulær, er ·'\Q: gl. dim ?l = 1 

Altså er Tor ~(A,B) = o for n > 1 Idet fØlgende n 

betegnes ::z Tor
4 

(A,B) blot som 1 Tor(A,B) 

Endvidere er n 
Hn (Horn ?l (P A, B)) Ext zz;(A,B) = ' 

A har en projektiv resolution af længde < 1 er 

Hn(Hom ?l(PA, B)) = O for n> 1 og dermed 

E~tn~(A,B) = O for n > 1 I det fØlgende betegnes 

1 Ext zz;(A,B) blot som Ext(A,B) 

da 

FØrst et par småsætninger ang. explicit bestemmelse 

af Ext og Tor. 

Sætning. For enhver ~-modul A gælder Tor(A, ~/::Zn) = 

Ann(n,A) ( ;:,: {a E A l na = O} . (n antages * O) 
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Bevis. Ud fra 

•n 
o ~ il '!l/n il o ( * ) 

fås 

o = Tor (A, '!l) ~ Tor (A, ?l l '!l n) ~ A @ '!l 
1 A@· n 

A @ il ~ 

j SJ .jJ J 
A •n A :;, 

hvor de lodrette pile er isomorfierne a @ h ~ ha o 

' 
alt kommuterer, hvorfor Tor(A, '!l/ iln) = Ker ( 1 A @ • n) = 

Ker(n . 1A) ={a l n a = O} ;:_ Ann(n,A) o 

l 

Analogt fås: 

Sætning. Ext( ?l/ iln , A) = AinA 

Bevis. Anvend forbindende homomorfier for Horn og 

Ext på ( *) l 

For A = ~/m il (m * O) gælder 

Tor (::Z l il n , il l ilm) !::>! Ext ( '!l l n il , '!l l m il) C:. Horn (il l n 72 , il l m '!l ) 

!::>! (LZI iln) @ (LZ/'llrn) !::>! il/Xd , hvor d = st. fælles divisor 

for m og n . 

Da enhver endelig abelsk gruppe er direkte sum af 

cykliske grupper og optrædende funktorer er additive, fås: 
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Ext(A,B) ~ Tor(A,B) ~ Hom(A,B) ~ A ~ B for endelige 

abelske grupper A og B . De ovenstående isomorfier 

er ikke naturlige (hvorfor?) og isomorfierne gælder ikke 

for uendelige cykliske grupper. 

Opgave Vis, at Ext(A, LZ) ~ Hom(A, CIJ/ 
72

) for enhver 

torsionsgruppe A . 

Realisable grupper 

Vi antager stadig A = ~ . 

Definition. En abelsk gruppe G kaldes realisabel, 

hvis G~ Ext(A,B) for passende abelske grupper A og 

B 

Sætning. Enhver endelig abelsk gruppe A er realisabel. 

Bevis. A kan skrives A ~ l: Q) '!l/ m ; (endelig 
lLJn• 

L 
direkte sum Ext (A, 7l) = Ext (l: Ql ~/'lln. 7l) = 

lu 

L Q) Ext( 'll/ll.m.,. , '!l)~ 
l 

L Q) LZ/~n. = 
l 

A A altså 

realisabel 
l 

Sætning. For vilkårlige abelske grupper A, B og C 

gælder 

Ext(Tor(A,B),C) ~ Ext(A, Ext(B,C)) . 

216 



Lemma l. Ext(-,M) , M fast, er hØjre exakt. 

Bevis. Ud fra den exakte fØlge O ~ A ~ B ~ C ~ O 

fås den exakte fØlge. 

Ex t (C, M) ~ Ex t (B, M) ~ Ext (A, M) ~ Ex t, 2 (C, M) = O 
7l 

Lemma 2. For ethvert kokompleks X findes en 

homomorfi n n H (Hom(A,X)) ~ Hom(A,H (~)) , der er 

naturlig i A og er en isomorfi når A er projektiv. 

Bevis. Lad en = Ker d n 
' 

(hvor X: 

n-1 n-1 d n xn+1 .. ) d x n B n I m n-r Hn(~) ... _,. x ~ ~ = d og = 
Cn/Bn Da findes kommutativt diagram med exakte rækker 

og sØjler 

o o 
1 J 

o B n en H Hn(~) --+ o - ~-

t J i 
x n-1 -7 x n 

d n-1 
~ dn 

xn+1 

Da T = Hom(A,-) er venstre exakt, bliver rækkerne og 

sØjlerne i 
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o 

! 
o TB n ~ Ten T.l1. THn(!) ~ -

r J Ti 

TXn-1 - TXn 
Tdn-1 J Tdn 

TXn+1 

exakte. Jen afbildning fra Hn(T~)= Ker Tdn/Im Tdn- 1 

til THn(!) defineres ved: Lad ~ E Ker Tdn = Im Ti , 

da er ~ = Ti (Element i TCn) Vi sætter da 

~A er veldefineret (Diagram chasing) og er 

naturlig i A (ses på sædvanlig måde) 

Hvis A er projektiv, er T = Hom(A,-) exakt, 

og ~A en isomorfi. (Diagram chasing j fr. p p, t5'-t -1 s_r; 
l 

Lemma 3. Hom(A@ B, C)~ Hom(A, Hom(B, C)) naturlig 

i A , B og C vist tidligere. l 

Nu beviset for sætning p. liG: 

Lad 

være injektiv resolution for C (kan tØvrigt antage 

længden < 1) og lad som sædvanlig Y = O ~ Y0 ~ Y1 ~ 
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Ifl. Lemma 3 gælder fØlgende isomorfi (for~~omplekser 
p. grund af naturlighed): 

Hom(A 9 B, !) C:!. Hom(A, Hom(B,!)) 

Da isomorfe kokomplekser har samme kohomologigrupper, 

fås: 

Anvendes lemma 2 på ! = Hom(B,!) , fås en (i A) 

n naturlig homomorfi: vA: Ext (A 9 B, C)~ 

Hom(A,Hn(Hom(B,!))) = Hom(A, Extn(B,C)) 

vA er isomorfi, når A er projektiv. 

Der findes projektiv resolution af længde < 1 for 

A: 

V. hj. af forb.homomorfi fås exakte fØlger: 
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Hom(F, Ext~(B,C)) ~ Hom(P,Ext~(B,C)) ~ Ext~(A, Ext1(B,C)) ~O 

Ila Ext'f (-,q ifl. leææa ·1 er hØj re ex.~:lct, få:o fll:l: exg,kt 

.fØlge.. 



og 

O --. Tor
1 

(A, B) --. P @ B --. F @ B --. A @ B --. O 

Da 1 Ext (-,C) ifl. lemma l er hØjre exakt, fås nu 

exakt fØlge: 

1 1 1 Ext (F@ B,C)--. Ext (P~ B,C)--. Ext (Tor1 (A,B),C)--. O 

Anvendelse af vF og vp giver kommutativt diagram: 

Ex t 1 (P ~ B, C ) 
1 Ext (Tor,(A,B),C) __. O 

t VF ~ Vp 

Horn (F, Ex t 1 (B, C ) ) --. Horn (P, Ext 1 (B, C) ) ) -~ Ex t 1 (A, Ex t 1 (B, C) ) --. O 

VF og 

isomorfi 

forlangt 

~P er isomorfier; diagram chasing giver en 

1 1 1 Ext (Tor1 (A,B),C)--. Ext (A, Ext (B,C)) som 

l 

Vi viser nu: 

Sætning. Ingen fri abelsk gruppe * O er realisabel. 

Bevis. Vi bemærker fØrst at for en realisabel gruppe G 

gælder Ext(A,G) = O V torsionsfri A . Thi da G er 

realisabel, er G = Ext(B,C) for passende B og C , 

hvorfor (ifl. sætning p. 2Jo ) Ext(A,G) ~ Ext(A,Ext(B,C)) ~ 

Ext(Tor(A,B),C) = O . Vi har her udnyttet at Tor(A,B) = O 

for enhver torsionsfri abelsk gruppe A . 
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Lad nu Ll = {~ l a E LZ , n E JiJ} 
p Pn 

p Primtal. 

Vi behØver p. grund af ovenstående bemærkning blot vise, 

at Ext(LZ , Ll) * O thi enhver fri abelsk gruppe p 

F * O kan skrives F = LZ ~ H , og da er 

Antag Ex t (LZ , LZ) = O ; 
p 

ud fra den exakte fØlge 

O ~Ll ~LZ ~LZ(poo) ~O (*) 
p 

fås den exakte fØlge 
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Horn (7l , Ll ) ~ Horn (LZ , LZ ) S Horn (Ll , LZ (p=) ) ~ Ex t (?l , LZ ) = O p p p p p 

~= a surjektiv. Dette ville medfØre: 

Kard (Horn (LZP, Ll ( poo) ) ;;; Kard (Horn (LZP , LZP) ) . ( 1 ) 

Der findes afbildning l/J: Horn( Ll,LZ) -+LZ defineret p p p 

ved l/J(f) = f ( 1 ) . Her gælder: 

f ( 1 ) o ~ pnf(.§:_) f(a) af( 1) a = = = = o ~ f(-) = o 
P n P n 

(V a E Ll) ~= Ker l/J = o 'Y er altså injektiv, hvorfor: 

På den anden side fås ved anvendelse af Horn(-, LZ(poo)) 

på (*) exakt fØlge 

O ~ Horn (LZ l poo) , LZ ( poo) ~ Horn (7l , Ll ( poo) ) 
p 



og dermed 

Kard(Hom(:,Z(poo), LZ(poo))) ~ Kard(Hom(LZP, Zl(poo)) (3) 

Som tidligere vist er Hom(:,Z(poo), LZ(poo)) ~hele 

p-adiske tal, der har ~~ . 2 elementer. Ullghederne ( 1 ) ' 

( 2) og ( 3 ) giver da den Ønskede modstrid. 
l 

Uden bevis nævner Vl fØlgende generelle resultat 

for en vilkårlig P.I.D. A . Idet en A-modul kaldes 

realisabel, hvis den har formen 

passende A-moduler A og B 

Ext 1 (A, B) 
A 

kan vises 

for 

A realisabel ~ A fuldstændig i den topologi der som 

bevis for omegnens af O har idealerne 

i A 
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Kapitel VIII. Dimensionsteori for ringe. 

I det fØlgende betegner A en vilkårlig ring. Vi starter 

med: 

Lemma. For en v enstre A-modul P er fØlgende betingelser 

ækvivalente: 

1) P er projektiv 

2) Ext~(P,X) = O for alle venstre A-moduler X og alle 

m > O 

3) 1 ExtA(P,X) = O for alle venstre A-moduler X. 

Bevis. 1) ~ 2) ifølge definition af Ext 

2) ~ 3) t ri vi el 

3) ~ 1) lad 

være en exakt fØlge af venstre A-moduler. Da er også 

exakt. HomA(P,-) er altså exakt funktor d.v.s. P er 

projektiv. l 

Sætning. For en venstre A-modul A er fØlgende betin

gelser ækvivalente. (n betegner e t fast hel t tal :) O) 

1) l.dhA(A) ~n 

2) Ext~(A;X) = O for all venstre A-moduler X og alle 

m > n 

3) n+1 ( ) ExtA A,X = O for alle venstre A-moduler X. 
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Bevis. 1) ~ 2) ifØlge definition af Ext 

2) ~ 3) triviel 

3) ~ 1) Konstruer en resolution hvor P , • • • øP 
O ' n-1 

er 

pro jek ti ve: 

o o o o 
\1 \ j 

A A2 n-1 
1 \ Jl \, 

o ~ A ~p n-1 P2~-) p ---i> p ~A~ O 
n \. ! o 

A1 
1'\t 

o o 

Ved anvendelse af forbindende homomorfier for Ext fås 

( jfr. bevis p p. /9 9- 2 oo ) 

for m >n. Sættes specielt m= n+1, fås Extl(An,X) = O 

for alle X og derfor (ifølge lemmaet) er An projektiv. 

Følgelig har A en projektiv resolution af længde < n, 

d.v.s. l. dh A (A) ~ n. J 

Bemærkning. Af ovenstående fØlger (jfr. p.101) for en 

venstre A-modul med l.dhA(A) < n, at for enhver exakt 

følge o~ Kn ~ Pn_1 ~···~ P0 ~A~ o, hvor P0 ,···,Pn_1 

er projektive, vil K være projektiv. n 

Nu en karakterisering af injektive moduler: 

Lemma. For en venstre A-modul Q er følgende betin-

gelser ækvivalente 
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1) Q er injektiv 

2) Ext~(Y,Q) = O for alle venstre A-moduler Y og alle 

m > O 

3) 

4) 

Extl(Y,Q) = O for alle venstre A-moduler Y. 

Extl(A/~ ,Q) = O for ethvert venstre ideal ~ 

Bevis. 1) ~ 2) er definition af Ext 

2) ~ 3) og 3) ~ 4) er trivielle 

i A. 

4) ~ 1) Lad --at være vilkårligt venstre ideal i A. Vi 

har e xakt fØlge 

hvoraf vi v ed anvendelse af forbindende homomorfier for 

d.v.s. enhver A-homomorfi fra .;-0( til Q kan fortsættes 

til homomorfi fra A til Q. IfØlge Baers kritePiurn er 

Q i n j e k t i v • l 

Definition. En venstre A-modul .A siges at have 

injektiv dimension <n (l.i.d.A(A) <n), hvis der findes 

injektiv resolution af længde < n: 

Det er da klart, hvad det betyder, at l.i.d.A(A) =n. 

Analogt findes injektiv dimension (~.i.d.) for hØjre A-rno-

duler. Analogt med sætningen for projektive dimensioner vises: 



226 

Sætning. For en venstre A-modul B er følgende be

tingelser ækvivalente, (n betegner et fast helt tal) 

1 ) l . i . d. AB ~ n 

2) Ext~(Y,B) = O for alleevenstre A-moduler Y og alle 

m > n 

3) 

4) 

Ext~+i (Y,B) =O for alle venstre A-moduler Y. 

Ext~+ 1 (A/~ ,B)= O for ethvert venstre ideal.~ 

A 

i 

5) For enhver exakt fØlge O ~ B ~ Q~~ 

med injektive A-moduler O n-1 
Q ' ••• 'Q er 

~ Qn-1 ~ en~ o 

en injektiv. 

Eksempel. For en given modul er l.dhA og l.i.d.A 

normalt helt forskellige: 

dh Zl( 2L) = o 

dh2L( Q) = 1 

i.d.2L(ZL) = 1 (hvorfor?) 

i . d • Zl( Q ) = o • 

Vi skal nu vise, at supremum (over alle venstre 

A-moduler) for l.dhA og l.i.dA stemmer overens. Ud fra 

ovenstående fås, idet vi minder om at l.gl.dimA = sup(l.dh~), 

A gennemløbende venstre A-modulerne: 

l.gl.dim A~ n~ l.dhAA <n for alffivenstre A-moduler A~ 

Ext~+t(A,B) = O V venstre A-moduler A og B ~ 

l.i.dA(B) ~ n for alle venstre A-moduler B ~ 

Ext~+ 1 (A/~ ,B)= O for alle venstre A-moduler B og alle 

venstre idealer~ = l.dhA(A/t01) ~n for alle venstre 

A-idealer <)l • 

Vi kan nu notere 
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Sætning. (Auslander) l.gl.dim A= sup l.i.dA(B), 

B gennemløbende alle venstre A-moduler. 

Sætning. (Auslander) l.gl. dimA = sup l.dhA(A/~), 

.--ot gennemløbende alle venstre idealer i A. 

Lad os også notere: 

Sætning. For en ring A er ~Ølgende betingelser ækviva-

lente~ 

1) l.gl.dim A< n 

2) ExtA(A,B) = O ~or alle venstre A-moduler A og B og 

alle m > n 

3) n+1 ( ) Ext A A, B = O ~or alle venstre A-moduler A og B. 

For vilkårlige ringe gælder normalt ikke, at 

l.gl.dim A= sup l.i.dA(A/t()f ), rOt venstre ideal i A. 

For venstre Noetherske ringe gælder imidlertid: 

Sætning. For en venstre Noethersk ring A er 

l.gl.dim A = sup l.i .dA (A/1'()1) hvor r01 gennemlØber venstre 

idealerne i A. 

Bevis. Først et lemma. 

Lemma. For en endelig ~rembragt v enstre A-modul P, 

hvor A er venstre Noethersk, er ~ølgende betingelser 

ækvivalente: 

1 ) 

2) 

3) 

P er projektiv 

Extl(P,A/,-01) = O ~or ål. le venstre idealer r01 i A 

1 Ext A (P ,B) = O ~or alle endelig ~rem bragte \tens tre A-mo-

duler B. 



228 

Bevis ~or Lemma: 1) ~ 2) er triviel. 

2) ~ 3) Antag B e r ~rembragt a~ n elementer b ' •.. b 
1 ' n 

d.v.s. B= Ab
1
+··· +Abn. n kan vælges = 1 netop hvis 

B = A/1'01, ,;-0( venstre ideal i A. (Hvor~or?) Beviset ~øres 

ved induktion e~ter n. 

For n = 1 gælder udsagnet i 3) 

n- 1 ~n Lad B= Ab 1+·· ·+Abn. Sæt B'= Ab 1+·••+Abn_ 1 . 

B/B' er da ~rembragt a~ et element (~). Vi ved nu, 

at Extl(P,B') = ExtÅ(P,B/B') =O. A~ den exakte ~Ølge 

O ~ B ' ~ B ~ B /B ' ~ O 

~ås exakt ~Ølge 

hvora~ ses, at Extl(P,B) = O 

3) ~ 1) Da P endelig ~rembragt, ~indes exakt ~ølge 

med F endelig ~rembragt ~ri. Da A er venstre Noethersk, 

også endelig ~rembragt. Dermed 1 er B er ExtA(P,B) = o. 

f~) er en udvidelse ~ p med B, hvis karakteristiske 

klasse x er o d.v.s. (*) splitter og p er i so mor~ 

med en direkte summand i F og således projektiv. l 

E~ter dette lemma vender vi nu tilbage til beviset ~or 

sætningen. Det er øjensynligt nok at vise, a t 

sup l.i.d.A(A/-ot) =n< oo ~ l.dhA(A) <n ~or enhver ven

stre A-modul A. 



På grund af Auslanders sætning P·~~~ ~~erst er 

det nok at vise, a t l.dh.L\. (A) < n for enhver endelig 

frembragt venstre A-modul A. Hertil konstrueres en re-

solution, 

hvor F0 ,···,Fn_
1 

er endelig frembragte frie A-moduler 
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og An er endelig frembrfff• (Her benyttes, at .1\. er 

venstre Noethersk). Ved successiv anvendelse af forbindende 

homomorfi for Ex t fås Ex t~(~ ,A/t07 ) ~ Extn+
1 (A, A//0( ) 

f o r ethvert vens tre ideal r'()( i .1\.. Da 1. i. d • .1\. Uv t01 ) ~ n 

er Ext~+ 1 (A,A/~) =o, hvorfor ifØlge lemmaet An er 

projektiv. (</) er ffiledes en projektiv resolution af A 

af længde < n d.v.s. l.dh.L\.(A) ~ n og sætningen er 

hermed vi st. 
l 

Om forbindelsen mellem w.gl.dim .1\. og l.gl.dim .1\. 

viser vi 

Sætning. For enhver venstre Noethersk ring .1\. gælder 

w.gl.dim .1\. = l.gl.dim J\.. 

Bevis. Som tidligere vist er w.gl.dim .1\. = 

sup(l.w.dh.L\..1\.i{-(?1) hvor /'()1 gennemlØber de (endelig frem-

bragte) venstre idealer ~ i .1\. og l.gl.dim .1\. = 

sup(l.dh.L\.(A/,.ol )) hvor ./(j{ gennemlØber venstre idealerne 

i A. 

Det er derflor nok at vise l.w.dhA(A) = l.dh.L\.(A) 

for enhver endelig frembragt venstre A-modul A. Da al-
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ment enhver projektiv modul er f1ad, er l.w.dhA(A) < l.ill1A(A) 

For a t vise den modsatte ulighed kan vi an tage 

l.w.dhA(A),: n< OOo 

Da A er venstre Noethersk, kan vi konstruere en 

resolution 

hvor F0 ,F1 ,·· ·,Fn_
1 

er endelig frembragte ffrie moduler 

og An endelig frembragt. Da l.w.dhA(A) =n fØlger af 

bemærkningen på p.-201 at A n 
er flad. Da A n er endelig 

frembragt og A venstre Noethersk giver sætningen på p./07 

at An er projektiv. Altså har A en projektiv resolution 

af længde ~.n, d.v.s. l.dhA(A) < n. l 

Ved benyttelse af tilsvarende for hØjre dimensioner 

fås ( jfr. p. ~O?..) 

Korollar. Lad A være en venstre og hØjre Noethersk 

ring. Da er l.gl.dim A= r.gl.dim A(= w.gl.dim A). 

Bemærkning. Forudsætningen om at A er (venstre og 

hØjre) Noethersk er vigtig for rigtigheden af sætningen og 

dens korollar. 

Eksempel A = QN har w.gl.dim A = O og 

gl.dim A~ 2 (= 2 hvis og kun hvis 2 
'<-o 

=5<1). 

Eksempel. Lad A= ringen af alle fØlger af rationale 

der er konstante fra et vist tring (afhængig af fØlgen). Da 

er w.gl.dimA= o og gl.dim A= 1 o 

tal 



Opgave. Giv eksempel på kommutativ ikke-Noethersk 

ring A for hvilken gl.dim A= w.gl.dim A= 1. 
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Vi minder om, at en ring 

hvis et hvert venstre ideal i 

A kaldes venstre hereditær, 

A er en·projektiv A-modul 

Her gælder 

Sætning. For en ring A er fØlgende betingelser~kviva~ 

l ente 

1 ) A er v ens tre hereditær 

2) l.gl.dim A~ 1 

3) Enhver undermodul i en projektiv venstre A-modul er 

projektiv. 

Bevis. 1) => 2) Af O -+,(J! ~ A ~ Ah ~ O 

fØlger l.dh A (A/tOt ) < 1 for ethvert venstre ideal /Ol 

i A. På grund af Auslander's sætning (p.1.17) 

er da l.gl.dim A < 1. 

2) => 3) Lad A være undermodul i projektiv venstre A-modul 

P. Vi har da exakt fØlge 

O ~A~ P~ P/A~ O. 

Idet l.dhA(P/A) < 1 fØlger af bemærkning p. '1.'l't, at A 

er projektiv. 

3) => 1) Ethvert venstre ideal er undermodul i den projektive 

(vens tre) A-modul A. l 

Uden bevis nævner vi 
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Sætning. For et (kommutativ.t) integritetsomrade A 

er følgende betingelser ækvivalente: 

1) A er hereditær 

2) Enhver delelig A-modul er injektiv. 

3) Ethvert fra (O) forskelligt ideal i A kan entydigt 

skrives som produkt af primidealer. 

3') Ethvert fra (O) forskelligt ideal i A kan skrives 

som produkt af primidealer. 

4) Til ethvert ideal ,-at i A findes ideal~~ O så 

~ ~ = hovedideal. 

5) A opfylder i) A er Noethersk 

ii) Ethvert primideal ~ (o) er maximalt. 

iii) Hvis X er element i A's kvotientle; 

gerne der er rod i ligning af formen 

n n-1 X +Aix +···+An= O, A1 ,···,An E A, 

da tilhører Xr A. 

Definition. Ringe, d er opdylder en og der med alle 

betingelser 1)-5) kaldes Dedekind ringe. 

Øvelse. Vis direkte, at 1) ~ 2) 

Dedekind ringe spiller en central rolle i den alge-

braiske talteori. 

Eksempel. Klart, at A PID =}A Dedekind. 

A = {a+bv-5 l a,b E ~J er eksempel på en Defiekind 

ring der ikke er P.I.D. 

Et vigtigt hjælpemiddel i det følgende er 

S~tning. Lad O ~ A ~ B ~ C ~ O være exakt fØlge af 



233 

venstre A-moduler (A vilkårlig). Da gælder 

1 ) l.dhA(A) < l.dhA(B) =* l.dhA (B) = l.dhA(c) 

2) l.dhA(A) = l.dhA (B) =} l.dhA(c) < 1 + l.dh A (A) 
= 

3) l.dhA(A) > l.dhA(B) =} l.dhA(c) = 1 + l.dhA(A). 

Bevis. Da beviserne for 1), 2) og 3) forløber analogt, 

nøjes vi med at gennemføre 1). 

Sæt n= l.dhAB. Antag først n < ~. Da findes X så 

n( 1 n+1( ) ExtA B,X) T O og ExtA B,- = O. 

Ved hjælp af de forb. homomorfier for Ext fås exakt 

fØlge: 

Ext~(c,x) ~ Ext~(B,X) ~ Ext~(A,X) ~ Ext~+ 1 (c,x) ~ 
n+1 ( ) n+1 (,.. ) Ex t A B , X ~ Ex t A A, X • 

Da Ext~(A,X) =o, er Extn(c,x) ~O d.v.s. 1.' -. 

l.hdA(C) >n. Den omstående exakte fØlge gælder for alle X. 

Da Ext~+ 1 (B,-) = Ext~(A,-) = o, er Extn+1 (c,-) = o 

d.v.s. l.dhA(C) < n. Alt i alt l.dhA(c) = n-. 

Hvis l.dhA(B) = ~ findes for ethvert m en A-modul 

X så Ext~(B,X) ~ o, hvoraf ses, at Ext~(C,X) ~ O d.v.s. 

l.dhAC >m Vm d.v.s. l.dhA(C) = ~. 
l 

Ovenstående sætning giver specielt 

cs~--6~--pto~~ 
er exå"ktl og C Korollar. Hvis O ~ A ~B ~ C ~ O 

ikke er pro jek ti v, d a gælder l.dh A (A) = l.dhA(c) - 1. 

Vi får endvidere brug for 



Sætning. Lad A og B være venstre A-moduler. Da 

gælder 

n+1 ( ) n+1 ( ) n+1 ( ) Bevis. ExtA A~B,X ~ ExtA A,X ~ ExtA B,X 

n+1 ( ) n+1 ( ) ~or VX hvora~ Ext A~B,- = O ~ ExtA A,- = 
n+1( ) ExtA B,- = O. 

l 

Inden vi viser hovedsætningen i dette a~snit, giver 
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vi en lille sætning, der kan illustrere de ~oregående be-

greber og sætninger. 

Sætning. Lad A være en kommutativ Noethersk ring med 

gl.dim A~ 2. Da er den duale modul HomA(A,A) ~enhver 

endelig ~rembragt A-modul A projektiv. 

Bevis. Da A er endelig ~rembragt og A er Noethersk, 

~indes exakt ~Ølge 

A o, 

hvor F0 og F1 er endelig ~rembragte ~rie A-moduler. 

HomA(-,A) ~er venstre exakt, hvor~or vi har exakt ~Ølge 

O ---f HomA(A,A) ~~ HomA(F
0

,A}4> HomA(F 1 ,A) ---f Coker(HomA(a._1.,1A))-~>O 

Horn( cx 11 , 1 A~ 

og F1 er endelig ~rembragte og ~rie, er 

og HomA(F1 ,A) ~rie-moduler (Hvorfor?). D~ 



Da gl.dim A< 2 er dhA(Coker(HomA(a1 ,1A)) < 2 og der

for er ( Bem.p.lQ4) HomA(A,A) projektiv. l 

Bemærkning. Ovenstående sætning kan vendes om, idet 

man kan vise for en kommutativ Noethersk ring A, at 

gl.dim A< 2 ~ den duale modul ar enhver endelig frem-

bragt A-modul er projektiv. 

Vi styrer nu mod 

Hovedsætning. For en vilkårlig ring~ gælder 

l.gl.dim A[X] = l.gl.dim A + 1. 

Inden beviset nogle forberedelser; rørst et lemma; 

Ringskiftesætning. Lad A være vilkårlig ring, og 
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x et centralt element i A, der ej er invertibelt i A og ej 

nuldivisor i A. Sæt A* = A/(x) (hvor (x) er det to-

sidede hovedideal frembragt ar x). Lad A være en (venstre) 

A*-modul ~ O og antag l.dhA*(A) < =· Da er l.dhAA=1+d.dhA*A 

idet A er (venstre ) A-modul via A·Q =~a. 

Bevis for ringskiftesætning: Sæt l.dhA*A = n; Be

viset røres ved induktion efter n. 

Vi bemærker først alment, at l.dh.AA >O; thi 

A A-projektiv ~A undermodul i fri A-modul F. Antag F 

har basisteiJ. Lad a E A, a ~·o og betragt a's frem-

stilling a= ~A.e. 
l l 

O = xa = ~(~A. )e. ~ XA. = O Vi ~A. = OVi ~.a = O Modstrid! 
l l l l 

n= O: A A*-projektiv * J: 3 A -modul B så 

A ffi B =llA• =JlA/(x)" Da x ikke er nuldivisor, er fØl-
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exakt; ~: l.dhQlAA~) = l.dhA(A®B) < 1 og derfor (p.~~~) 

l.dhA A < 1. IfØlge indledende bemærkning er 

l.dhA A > O ~: l.dhA A = 1. 

n= 1. Lad O~ K~ F~ A~ O være exakt med F 

fri A-modul. Ha xA = O, er )('F c K og fØlgen 

O ~ K/xF ~ F /xF ~ A ~ O (t) 

bliver exakt. 

F/xF er på oplagt måde en A*-modul , endda fri 

* Fø":'\ A -modul, idet f~ Ier basis for F/xF hvis 

A-basis for F. 

Da l.dhA*A = n = 1 

l.dhA~(K/xF) = n - 1 = O 

giver korollaret( Pd~ ?,3) ... a.;t 

d.v.s. K/xF er A*-projektiv. 

K/xF ~ O, da på grund af (t) A ellers var * . A -f'rl 

i strid med l.dhxr·(A.) = i. 
Ifølge det allerede v i ste tilfælde n = O er derfor 

l. dhA (K/xF) = 1 
~ '2.3' 

og sætn~anvendt på (+)) giver 

l.dhAA ~ 2, altså l.dhAA = 0,1 eller 2. l.dhAA = O er 

udelukket på grund af' indledende bemærkning på omstående 

side. l.dhAA = 1 ville medføre l.dhAK = o ~:3A-modul 

så K 9 K
1 A-fri og dermed (K E9 K' )/x(K @K') ~ -

K/xK ® K'/xK' A*-f'ri K/xK * . 
~= A -proJektiv. 

Da x ej nuldivisor er de lodrette afbildninger i 

O ~xK ~xF ~xF/xK ~ O 

isomof'ier; fØlgelig findes isomorfi A ~ xF/xl(_. 

K' 



Da K/xF er A*-projektiv, er den ex8kte følge af 

* A -moduler 

O ~ A "' xF/xK ~ K/xK ~ K/xF ~ O 

split-exakt; d.v.s. K/xK ~ K/xF ®A; da K/xK er 

A*-projektiv, bliver A A*-projektiv ~: l.dhA*A = O; 

Modstrid! 

n- 1 ~n (n>1). Lad 

være exakt med F* A*-fri. Dermed er l.dhA(F*) = 1 

...t:l.~l.. * 
SætningeTIYfuedfører l.dhA*K =n- 1. Ifølge induktions-

antagelsen (bemærk K* ~ O) er l.dhAK*= n. Da 
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* * ~ l.dhAK =n)> 1 = l.dhA:D' giver sætningen: at l.dhAA = 1+n. 

Hermed er ringskiftesætningen vist. 
l 

Eksempel. Forudsætningen l.dhA+A < ~ i ringskiftesæt

ningen er væsentlig. Thi lad A=~ x= 4 A*~= ~4 ~ 

~~'2 har som 

dhA ~2 ~ = 1. 

* A -modul men 

Af ringskiftesætningen fås umiddelbart (med A [x] som 

A og x som den "variable" i A[ x]): 

Hvis l.gldim A < ~, er l.gl.dim A[x] ~ 1 + l.gl.dim A 

For at fuldføre beviset for hovedsætningen får vi brug 

for nogle generelle overvejelser. 

Lad os for kortheds skyld skrive A[x] = S. , S er 

både venstre og højre A-modul pånaturlig måde. I begge 

tilfælde er S A-fri, idet 
2 

1 ,x,x , •.• udgør A-basis. 



Lad M være en vens tre A-modul. S ~M vil d a 

(ved argumenter analoge til dem p.l(S'-8'0 .være venstre 

S--modul ved fastsættelsen -~(~Æ. @m.) = ~ ~M )8) m .• 
i l l i l l 
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Hvis f: M --+> M' er A-homomorfi fra v enstre A-moduler M 

til venstre A-moduler M', vil (1s~) være S-homomorfi 

fra s~ l. Vi har så ledes en funktor T = ~- fra ka te-

gorien af venstre A-moduler(og homomorfierne mellem disse) 

til kategorien af venstre S-moduler(og homomorfierne mellem 

disse). Da S er flad højre A-modul, bliver T exakt 

funktor. 

Lemma l. M :projektiv (venstre) A-modul ~ TM = ~M 

:projektiv (venstre) S-modul. 

Bevis. T er additiv og fører A-direkte summer over 

i S-direkte summer. Derfor er d et nok at godtgøre 

M A-fri ~ T(M) S-fri. Ved sædvanlige regneregler i ten-

sor:produkt ses, at f m. J A-basis for M ~f 1 ~. J S-basis for 
l l 

T( M) = S~M • f 

Da A er delring af S (med samme etelement) er en

hver S-modul :på oplagt vis en A-modul ("Restriktion af 

Operatorerne") og enhver S-homomorfi mellem S-moduler 

bliver A-homomorfi mellem de tilsvarende A-moduler. 

Vi har således en funktor R (" Restriktionsfunktor") fra 

(venstret S-moduler til (venstre) A-moduler. 

Lemma 2. P :projektiv (venstre) S-modul ~ R(P) :projek

tiv (venstre) A-modul. 

~evis. Som ovenfor nok at vise P S-fri ~ R(P) A-fri. 

Dette ses af, at fe. J S-basis for P~ fxve.J v=0,1,2,··· 
l l 

A-basis for R(P). J 



Lemma 3. Lad M være (venstrel A-modul. Hvis 

T(M) = S~ er S-projektiv, er M A-projektiv. 

Bevis. IfØlge lemm~ 2 er R(S~) A-projektiv 

~= S~M projektiv betragtet som A-modul. 

Ethvert element i S er et polynomium 

239 

s(x) = A
0 

+ A
1

, x+···· Ved s~ s(o) = A
0 

defineres af

bildning fra S til A. 

Vi definerer nu afbildning w: S~M ~M ved 

~p (~s . (Ø-1m. ) 
i l l 

A-homomorfi 

= ~s. (o)m .• Det ses let, at ~p 
i l l 

(~~ her betragtet som venstre 

er en 

A-modul 

~= R(S~)); 1/J: M~ SØA defineret ved 1/J(m) = 1~ bliver 

også A-homomorfi, og åbenbart gælder !p • t/J = 1M. Følge

lig er M A-direkte. summand i (vens tre) A-modulen ~M. 

Da S~ er .A-projektiv, bliver M A-projektiv. f 
lemt~~41! For-enhv.b vPMi.LÅ-11t.WI1lfrPider: f.d".t-1'1~·11 => f.d/,s(n8J.,I1) ~.41. 

Bevis. Da l.dh..A.M ~~ n findes exakt fØlge (af A-homo-

morfier) 

0 ~· P :m: --+> P n-1 ~ 

hvor Po, p ' .•• ' 1 

... ~ P1~Po~M~o 
er projektive A-moduler. 

Idet T = ~ - er exakt funktor fra venstre A-moduler 

til venstre S-moduler og T(A-proj mo'iul) = S-proj.modul 

(ifØlge lemma 1) er 

O~ T(P) ~ T(P 1 ) ~ ••· ~ T(P1 ) ~ T(P) ~ TM ~O n n- o 

en S-projektiv resolution af længde n af TM =. 
Lemma 5. For enhver v enstre A-modul M gælder 



Bevis. Vælg exakt fØlge (af A-homomorfier) 

O ~K ~ P 
1 n n-

hvor p ' p ' ••• , p 
o 1 n-1 er projektive. Anvendes 

denne fØlge fås axakt fØlge (af S-homomorfier) 

(41} 

T på 

TP
0

, TP1 , ···, TPn_
1 

er projektive (ifØlge lemma 1). 

Da l.dh TM = l.dh (~M) <n er (jævnfør bem. p.~z~) s s ~~. 

T(Kn) S-projektiv. På grund af lemma 3 er Kn da 
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A-projektiv,og (f) er således en projektiv resolution af 

længde n for M. l 
Sammenfattende har vi dermed vist: 

Hjælpesætning. For enhver venstre A-modul M er 

l.dhAM = l.dhs(S~M) (specielt hvis den ene demension 

er ~, er den anden også). 

Korollar til hjælpesætning. 

l.gl dim A = ~ ~ l.gl dim A[x] = ~ 

Bevis. l.gl dim A = ~ ~ 3 A-moduler af vilkårligt 

store (evt. ~) dimensioner. Hjælpesætningen leverer da 

også A[x]-moduler af vilkårlig store dimensioner. J 
For beviset af hovedsætningen p. 2/3~ er nu kun tilbage 

at godtgøre at l.gl.dim A= n < ~ ~ l.gl.dimA[x] S n+1. 

Lad A være en vilkårlig venstre A[x]-modul; A 

er da specielt en venstre A-modul og vi får herved en 

venstre A[x]-modul : A[x]~AA (med benævnelserne pp. 

2~~-211'1 har vi dannet T(R(A))). 



Hvis vi kan konstruere A[x]-homomorfier ~ og Ø, 

så 

O ~ A[ x]""-.$ A[ x]f\ $ A ~ O (t) 

bliver exakt (hvor den sidste modul A er A[x]-modul 

som oprindelig givet) er vi færdige. Thi 
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l.gl.dim A= n~ l.dhÅA <n~ l.dhÅ[x](A[x],A) <n ~ 

{t.~'l) ( sætn.p .~'32-Z>> 

l.dh []A< n+ 1. 
Å x = 

Dette gælder for enhver venstre A[x]-modul, 

:for .dim A[x]-homomorfier ~ og ø, så 

O ~ A[x]~ 5e 

bliver exakt (hvor de~&tdste 
"----·-

(+) ~ 

~ er A[x]-modul som! 

oprindelig givet) er v· 

l . gl. dirnA = n I. dh A ~ n ~ l. dh [ ] (:A. x ]&aA) < n ~ 
Å -(lemma 4)Å x "~ 

__ Å_[_x] (A [x~) --~~ ___ {_§_~;n~ ~~~J x] A --~--n-+ __ 1_. ____ .....::;:_-----=::., 

Dette gælder for enhver venstre A[x]-modul, hvorfor 

l.gl.dimA[x] ~n + 1. 

Altså nok at konstruere ~ og Ø som angivet oven-

for. 

Da A[x] fri højre A-modul med basis 
2 l,X, X, ••• , 

kan ethvert element i A[x]'A entydigt skrives på formen 

Vi definerer nu 

m ,.Q, •.• +x~ 
m 

Ø(~xifla..) = 
i l 

(a ' o a E A) 
m 

hvor vi i hØjre side benytter A's (oprindelige) struktur 

som A[ x] -modul. 
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Ved direkte udregning verificeres at ~ bliver 

A[x]-homomorfi. ~ er surjektiv, da a = ~(1~a) (Va E A) 

Definition af' 

1Øka
0 

+ ~(xa1 -a 0 ) 

m+1 ( ) x ~ -am • 

Det eftervises umiddelbart, at ~ er en A[x]-homomor-

fi. På grund af den ovenfor nævnte entydi.ge ·fremstilling af 

elementerne i A[X] 651A A er ker ~ = o (Start bagfra med 

e te.) Da ~(x 
i ø i+1 69 a.~ x i( xa. ) i+1 o a xa. - x = - x a. = m l l l l 

er I m ~ c 
= 

ker ~-
For omvendt at vise ker ~ c 

= 
I m ~ betragter vi element 

i Ker ~: 1 ø b0 + x 651 b1 + ... + xm 651 b . vi har da: m' 

~ ( 1 @J + · • · +xm@J . ) = b 0 + xb + · · ·+x~ = O O m 1 ~. m 

m Vi _søger element 1651a0 +···+x 651am så 

~(1Ø3.0+· · ·+xm651am) = 1@J0 +· · ·+xm651bm d.v.s. 

xao = bo 

xa1 - a o = b1 
! ' 

xa2 - a1 = b2 

...... 
x a - a = b m-2 m-3 m-2 

x a - a = b n-1 m-2 m-1 

xam - a = b m-1 m 

- a = o m 



Dette ligningsssystem kan løses i a'erne, idet 

a = o 
m 

a m-1 = - b m 

a = - b - b x m-2 m-1 m 

b b b 2 
a = - - - x 

m-3 m-2 m-1 m 

....... 

der tilfredsstiller alle ligningerne i (*) eventuelt på

når den første (xa0:b0 ). Men denne gælder også, da 

b 0+b 1x+· ··+bmxm =O medfØrer 
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Hermed altså eftervist, at (t) p.~f/ exakt, hvorved hoved

sætningen er vist. J 

Korollar 1. For at legeme K er gl.dim K[x1 ,. ·· ,xn] =n 

Korollar 2. gl.dim ~x1 ,. ··,xn] = n+1. 

Opgave. Vis, at for enhver ring A er 

gl.dim A[x1 ,x2 ,···] ==(uendelig mange variable1 



Hilberts Syzygiekædesætning 

Først nogle defini~ioner: 

Lad K vær·e et .legeme, og A = K[X1 , ••• ,xn]. Hvis 

vi sætter A 
0 

= mængden af O te gradspo.lynomier ( "kon-. 
stanter"), A t.. = Mængden af homogene i te -Gradspolynomier, 

da er hvert Ai undergruppe i A's addltive gruppe, og 
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o 1 i 
der gælder (stadig som additiv gruppe) A = A (f)A @·C· ·@A <El··· 

(indre direkte sum) og v i,j. 

Generelt kaldes en (kommutativ) Ring A en gradueret 

ring hvis der 1'indes additive undergrupper A i i A 

(i = o' l, 2, ... ) s a 

1 ) 

2) 

at 

i A= i~(f)A (indre direkte sum) 

AiAj s;.- Ai+j ~1· J. ' O 
v ' ~ 

Opgave. Vis, at A's etelement ma ligge i 
o 

A er underring i A. 

o 
A 

Lad A være en gradueret ring og M en A-mo.dul 

og 

M kaldes en gradueret A-modul hvis der f' inde s addi-

tive undergrupper Mi af M (i= u,1 ,2,···) sa 

1 ) 

2) 

M = i~(f) Mi ( indre direkte sum) 

Ai Mj-s;. Mi+j ~1· J. ' O 
v ' c • 

Lad M vare en granueret A-modul og N en under-

modul_ i M. N kaldes homogen undermodul, hvis det for 

ethvert n i N gæ.lder, at n' s komponenter svarende 

til M's opspaltning i i~(f) Mi alle tilhører N. I 

sa fald bliver N selv en gradueret 

N= i~(f) (MinN). 

A-modul idet 



Lad nu M og L være to gr'4 due rede A-moduler. 

E A-homornor:t· i f fra M ti l L kaldes hornogen .twi s n 

f\Mi) s;;. Li Vi ;? o. 

Sætning. Lad f være homogen A_homomorf'i fr·1 M 

ti l L hvor M og L er gr..., due rede A-moduler, da 

er Ker f en hornogen undermodul i M og Imf en homo

gen undermodul i L. • 

Bevis. SimpeJ. øvelse. 1 

Hvis M er gradueret A-modul og N homogen 

undermodul, kan M/N pa naturJ.ig m~de g~res tiJ gra

dueret A-modul, idet mn sætter (lvl/N)i = {'@) jm E: Mi}. 

Da N er homogen, ses J.et, at herved virkeJ.ig fås gra-

duering (axiornerne 1) og 2) op:tyJ.dt). 

Lad os i det fø1.gende f'or kortheds skyld :t'or en 

gradueret moduJ. M kaldes eJ.ementerne i Mi (i?QJ for 

de homogene elementer. 

Definition. En gradueret A-modul M kaldes fri, 
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hvis den har en 'A-basis bestaende a:t' homogene elementer. 

a 
OJ2gave. Hvis M :t' ri gradueret med basis {es s}, 

as as a 
s E I, E M ~ A e s da gæJ.der: e og m = ' s i-a s s 

m E Mi 
# "s E k s V s (idet man sætter A j = o for 

Sa:tning. Enhver gradueret moduJ. M er homoforf't 

billede af en :t'ri gradueret modul· F (d.v.s. 3 fri 

gradueret modul F og hurnogen surjektiv hurnom:orfi 

q>: F -+ M). 

j <O) 
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a homogene :t'rembringere for Bevis. Lad s være m s as 
M. Lad F være den fri A-modul med e som basis-s 

elementer og J. ad q> være A-homomorfien :t' r a F til 

M 

da bliver 

s& F' b .liver !'ri gradueret A-modul med de homogene 
cxs 

elementer es som basiselementer d.v.s. F f'ri gradue-

ret A-modul. Endvidere gælder: cp(Fi) ~Mi Vi d.v.s. 

q> homogen. J 

Vi kan nu r ormuJ.ere: 

HiJ.berts syzygiekædesætning. 

Lad K= .legeme og A= K[x1 , ···,xn] gradueret på 

oplagt m~de. For enhver gradueret A-modul M findes 

resolution af !'ri, graduerede A-moduler F'V, o <"'V::; n, 

og homogene A-homomorrier 

bevis. 1-'å sædvanlig vis kan vi :t'inde exakt føJ.ge 

O -+ A -+ F n- 1 -+ • • • -+ F 1 -+ F U-+ M -+ O 

nvor F0 , ••• , 1<1n_
1 

er :t'rie graduerede A-moduler og 

alle optrædende homomo1·fier er homogene. Da gl.dcim A = '1't, 

er dhAM ~ n d.v.s. A er A-projektiv (uden hensyn 

t il graduering). Specie J. t er A A-f lad. A er kern r t·or 

en homogen homomorfi , og derf'or homogen undermoduJ. i 

F 1 ; specielt er A en gradueret A-modul. ]>~f~~ n-

d.ertor nok af Vl<;e: 



En gr1:idueret A-modu.l ror hvi.Lken 'l'or"( A Aj.:øl) = O 1 1 

er f'ri gradueret. (Her er -~ det m1:ixima.le ideal Mi = 

{:f\ x1 , • • • , xn) E: A l :f (O, • • • , o) = O l } 
Først, et lemma 

Nakayama•s Lemma. Lau N være gradueret A-modu.l 

sa N =·~N. Da er N= o. 

Bevis. 1~ = -i*tN med1'\Drer, a -r; eT . .tw er t element, i N 

kan ::;krives ]Ja rormen b A . n . , 'A . E: .Mi , n . E: N • 
J J J J 

Antag 

NI/O; da N er graduere t A-modu.l, er N = Df)Ni. Lad 

' N1 1/0. Lad Ll. 'E Ni 0 eL
0 

være det mindste i ror hvi..Lket a 

~#O. fl kan skriv e s fl = bAt n (t) med homogene n (t) ar 
t 

grad z i 
0 

og 'At homogene i A ar gr1:id z1 • Men da 

er graden a:f hvert .Led ('Atn(t)) mindst i
0

+1 

d.v.s. bAtn(t) tilhører 

{l= t'Atn(t) E: Nio. 

»f)Ni 
i2'ho+1' - o 

sam-r;idig meu 

ModsLridJ 

C> 

Vi er nu i l::lLnnu "Lil at vise pastanden øvers-r; pa 

sid en. Lad {a"'V.} være hornogen t frellluringer·sy stem r· o r A. 

Da Vl.L { ~ modu.Lo-iMA} være 1'remoringersystem ror 

Aj-WA.. l~u er Aj.JAA et veKtorruw uVeL· A/W (.:::;:1(). 

Lad {~ l være en delmængde a:f ~~l så 1~ 1 
udgør en basis or (A/.W)-vektorrummet A/M/Å. 

Vi på står nu, a t {a f-1-) udgør en A-=.b< sis :for A 

{a 
1
) :frembringer A. Lad A v 0.1' e den undermodul 1 • -
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a.:r A, at~ Af.f-r~lfl~trlitfesr ta.f {af.Jt . ~a·<~~ .flh(:'/AM )-~ 
f'ot- A4uA k"cu.. rl~vPrf a eA Ak;-rv~~-o: 

a = bAfl.oy (El i M&Å). 



Følgelig er A/ A =..ua( A/ A) og derfer ( NQkqyama' s Lemrn:.=<_) 

A/A:o eller A = A. 

2. fa ~ er uafhængige over A. Lad F v ære d en fri 

graduere:ar:le A-modul med bs sis eleræn ter e og \]f den 
J-t 

homogene A-homomorfi f' l~"' P t il /:~_ b e stewt vea 

\]f(e) =a. Ifølge 1.bliver 'l' surjektiv og vimr en 
J-t J-t 

exakt følge. 

hvor N er homogen undermodul i F (N altså gradueret 

A-modul). Vi får da exakt fØlge: 

Tor1 (A/~A) -+ (A/A~C)f'J -+ (A/fR~ -+ (A/~a~)~ A -+O. 

Da A A-flad
1 

er Tor1 (A/~A) = o, og da der findes 

naturlig Isomorfi (A/Ait)~ X ~ X/AtlX, m r vi alt så exakt 

fØlge: 

End videre bliver "' injektiv, idet: 'l' 

'11({9~)=0 =} ~f) = o =}G) = o v J-t• 

Men p.gr. af den exakte følge ( *) er 

N/~ ~ Ker w = o, 

hvorfor N= O ifØlge Nakayama's lemma d.v.s. A ~ F og 
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A altså fri gradueret. Hermed er 8,yzygiekædecætningen vist 
l 

Inden vi giver en lille anvendelse af Hilberts Sy-

zygiekædesætning, indskyder vi to små Lemmaer. 

Lemma 1. Lad 



være en exakt f'Ølge af' endelig dimensionale vektorrum 

over et le gerne K. Da gælder 

Bevis. Induktion ef'ter n. 

n= 1,2 Klart. n= 3: 

O 4 A1 4 A2 4 A
3 

4 O exakt => 

A 2 ~ A1®A3 => dimk A2 = dimk A1 + dimk A3 

n- 1 4 n Vi f'oretager opspaltning af' den exakte 

f'Ølge, så vi f'år 

4A A 4A 40 
n-2 '.a ;11 n-1 n 

B 
/ \J 

o o 

Da g~$der if'Ølge induktionsantagelsen 

Ved addition f'ås det ønskede. l 
Lemma 2. Antallet af' potensproiukter 

d -
d 

x 
n 

a n af' grad d ( = a 1 + • • · + a 11) er 
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Bevis. Vi bestemmer først antallet af potens_ 

p roelukter 
a1 an 

x1 ... xn for hvilke 

Dette antal er = antallet af ordnede 

a 1 + . . . +an :;; d. 

n-tupler (a1 , ··.,an) 

med og a 
n 

ve tal. Afbildningen (a1 , · .. ,an)~ 

hele ikke-negati-

( a 1 +1 , a 1 +a2+2, ... , a 1 +a2+ ••. +ai +i, ••. , a 1 +a2+ •. ·+an +n) 

giver ( 1-1 ) forbindelse mellem de førnævnt e n-tupler 

og alle (ikke-ordnede) sæt af n tal bland t ~1 ,2, ... , n-~<d 1· 
d.v.s. antallet af potensprodukter af grad ~d er 

Antallet af potensprodukter af grad d bliver da 

• 
Vi får endvidere brug for 

Hilberts basissætning. For ethvert legeme K er 

A= K[X1 , ••. , Xn] Noethersk. 

Bevis. enhver lærebog i Algebra. 

Vi giver nu en anvendelse af Hilberts Syzygiekæde

sætning. A betegner stadig K[X1 , .•. , Xn]' (K er et 

vilkårligt legem~. Lad M være en endelig frembragt 

gradueret A-modul. Da er Mi et vektorrum over K. For-

udsætningen om M indebarer, at M har et endeligt homo

{mscxsl~ mscxs c Mcxs, /{sJ en-gent frembringersystem. Lad ~ 
7 

c l~ 

delig~ være et sådqnt. 
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Ethvert element m ~ Mi kan skrives 
• (X 

.,J S . IV o m = )'." m ; J+V'IS=l. 
E s S 

Lad Ajl være K-vektorrummet bestående af alle homogene 

·te d l o H Aj J -gra spo ynom1er. er er endelig dimensionalt 

(endda ved vi ifØlge lemme 2, at [Aj:K] = (n+~-1). 
Følgelig bliver Mi et endeligdimensionalt vektorrum over 

K. 

~(i)= [Mi:Kl kaldes M's karakteristiske funktion. 

Sætning. Lad M være en endelig frembragt gra

dueret A-modul, hvor A= K[X1 , ..• , Xn]. Da er ~(i)= 

[Mi:K] et polynomium i i for alle tilstrækkelig store 

i. Dette polynomiums grad er ~ n-1. 

Bevis. IfØlge Hilberts basissætning er A Noethersk 

og derfor er undermoduler i endelig frembragte A-moduler 

selv endelig frembragte. P. gr. af qyzygiekædesætningen 

findesexakt fØlge 

hvor F o' ... , F 
n er endelig frembragte fri graduerede 

A-moduler og de optrædende homomorfier er homogene. 

(X 

Lad have basis v, s 

Lad i > max. (av, s; 

skrives , ~ 'A j 
(' s 
(1'!1. ' ' 

j+V'v~·= i 
l 

1_:;:s_<t(v) 

Ethvert element i 

e av,s (1\j ~ Aj) 
v,s '~s 

' 
is s:; t( v) 

kan en tyd i g t 



Da i > a__ Vs bliver j > O og derf'or er -v ,s 

1) =t~v) (n+i - cxv,s- 1) 
s =1 n - 1 

d.v.s. [Fi:K] er polynomium i i af' grad n-1 
v 

Da homomorfierne i (*) er homogene, bliver 

F i i 0 -t n -+ Fn-1 ~ ... 
en exakt f'Ølge (af'Vektorrum over K) f'or ethvert i. 

If'ølge lemma 1 er 

[Mi:K] = [F~:K] - [F~:K] + [F~:K] - .. ·+(-1 )n [F!:K] 

For i >rrax. (av,s) er hvert led på hØjre side 

et (n-1)te_gradspolynomium af' i. D.v.s. [Mi:K] = Poly-

nomium af' i med grad ~ n-1 • • 

~ecielt kan fremhæves tilfældet, hvor M er et 

homogent ideal~ i A eller M = A/Ær, hvor ~ er 

et homogent ideal. Ø (i) er da antallet af' uaf'hængj
tO'i 

ge homogene i te gradsfarmer der tilhører rO{ , og 

. (i) 
ep A/ 0t 

antallet af' modulo ~ lineært uafhængige f'or-

mer af' grad i. 

Af' disse er polynomier af' i f'or store i vis-

tes 1890 af' Hilbert i det grundlæggende arbejde: 

11 Uber die Theorie der algebraisehen Formen 11 Mathemati-

sche Annalen 36. kaldes of'te -17{' s Hilbert 

Funktion. 
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