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Alg. I,l 

KAPITEL I GRUPPER 

En ikke tom mængde,;}[ , i en gruppe (1,}, ·) er en undergruppe, hvis 

a,be9t =1 ab-1 ttl. 
For en gruppe, OJ, er §r= ~hi'E_OJ)'r-/gc-q: hg= gh) en.- undergrup-

pe, kaldet~' s centrum. 

Eks. Find centrum i GL(2,L). Vi har (a~)(~~) = (~ ~) 
og (~ 6)(~ ~) = (~ ~), så at ? ~~(~~)j. Endvidere 

e r (a b) (l O) = (a- b) 0 g ( l O) (a b) = ( a b) , al t s å 
b a 0-l b-a 0-l b a -b-a 

"7 f { ( ~ ~) ~ E 3 , s å a t l = f a~ j a E- L ~. 

For undergrupper, ~L1 ,'/C?_ , i q er 'X(lf(2 en und~rgruppe, hvo
1

ri.; 

mod 'J{,u JC'2 er en undergruppe, hvis og kun }Tvis ?(1 ~ ~(.? eller 'Xe".')(f 
For a r::O] defineres a 0 = e (neutaralt element), og for n ~l 

induktivt aR= aan-l For n >O sættes a-n= (a-l)n. Vi har poo

tensreglerne (an)m = anm og anam = an+m, hvorimod (ab)n = anbn 

kun hvis a og b kommuterer. 

Er ~ en vilkårlig delmængde, betegner P den mindste under

gruppe, der indeholderf. Vi har Ø= t ( = ~e~), og o/= 

fst''l ... sr(:~t / s 1 , ••• , s,, r flJ 1\ n 1 , ••• ,nn_c Z f. p kaldes ~en af (f 

frembragt.e undergruppe. Er speciel t ff = ~g~, bl i ve r J> = ~~n/ n E Z}, 
som kaldes den af g frembragte cykliske undergruppe.Der kan ind-

n ' træffe to muligheder: l) alle elementerne g , n~ Z er for~kellige. 

) D f · d a t n m n-m eller 2 er ln es m~ n, sa a g = g , men da er g = e. 

Lad h være denmindste positive eksponent, for hvilken gh = e, 
nj ' 2 2 h-l~ da er (g)= fg ~· nc Z~= ~,g,g , ... ,g 1 • h kaldes g's orden, 

og gn = e~ h/ n. 

En gruppe (fj kaldes cyklisk, hvis der findes g {(J, så at ~ = (g). 

Det ses, at en cyklisk gruppe er abelsk. 

Sætning. Enhver undergruppe i en cyklisk gruppe er cyklisk. 

Klart! 

Tilføjelse. Hvj_s OJ er af den endelige orden, n, da har forskel-

lige under~rupper forskellig orden, og til hver divisor d i n, findes 

netop en undergruppe af orden n. 

Opg. 

2) 

3) 

4) 

5) 

-l l) Vis, at a og a har samme orden. 

Vis, at, ab og ba har samme orden. 

Vis, at hvis alle elementer g l e har orden 2, 

da er OJ abelsk. 

Vis, at hvis~ har netop ~t element af orden 2, da 

ligger det i centrum. 

For undergrupper, dl, J{, i ("ry gælger: '(.'{( er en under-
,! 
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dergruppe ~( ·1'< = <](, 'iff ( Pf: 7( = {hk )h E ?C og kE 7~). 

Lad ~ være en gruppe, og d{~ OJ en undergruppe. For a, b c OJ sæt

tes acy b <~~~J. a-lb f?(. 7 er en akvivalensrelation, kaldet ven

streækvivalent med. ry" giver en klasseinddeling af OJ· i klasser 

®v= ~xE~/a ~x(. Da a~b (-F-) b(a'Xoe a6 b)erl-;_c~-1- aX =b?(, er 

@')v = a'J{. 
Er~ endelig,er klasserne endelige, og vi finder: ~'s orden 

= (ant. af klasser) • ~s orden). Specielt fås: 

En gruppe af primtaltsarden er cyklisk. 

Tilsvarende indføres 'H~ og højresideklasser. 

Er (J endelig finder vi ord(OJ)/ord(if'() = 

ant. af h. -sidekl. , som kaldes 'X' s index i 

altså 

ant. af v.-sidekl. = 
OJ og betegnes (~:'H ) , 

/}f -l Vælges for hver v. -sidekl. en repræsentant a~", L t: I, da er vvl- , 

~e I er repræsentantsystem for h.-sidekl. 

Sætning. Følgende betingelser er ækvivalente (med ovennævnte beteg

nelser) : 

I venstreækvivalens = højreækvivalens 

II _v harmonerer med ø ( er en kongruensrelation) 

III 
IV 
v 

-~ harmonerer 
x-~x ~ ?-( for 

x-~r x = 'J( for 

med ., 

x(; ~-OJ 
x {(Y(. 

og en undergruppe, der d opfylder ~n af disse betingelser kaldes nor

og vi skrive r 
1J( <7 ~· mal eller invariant, 

I 0( = GL(n,L) c er ~ = ~ ~ {det ~ = l <j en normalde-Eks. 

ler. Sideklasserne er mængder af matricer med sam-

me determinant. 

Nyttig er følgende trivielle 

Sætning. Hvis (DC: ?l) = 2' er ?C. normal i rq. 
o 

Hvis 'J( <1 OJ kan vi ved @ ® = @ definere en kompos i t ion i 

mængden af ækvivalensklasser, som gør denne til en gruppe kaldet 

faktor,;ruppen eller kvotientgruppen af~( m.h.t.(!( og betegnes ~?'l. 
Vi ·har ord(~ /JO = (OJ :?O = ord (0,1) /ord('>( Y. 

OJ har altid trivi~lle normalgelere, neml~g~ og ( = ~~~ 
Endvidere er centrum,~ , normaldeler. 

(, 

Eks. Lad 4- være en ligesidet trekant. I gruppen 

b e stående af flytninger, der fører .4 over i sig se l v 
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~i den t., to dreJninger, 3 spe j linger S er P = [i den t., 

en spejling] ikke normal, da drejn.o.:f'c>drejn.- 1 = 

fident., en anden spejlings. 

En gruppe, der kun har trivielle normaldelere, kaldes simpel. 

De simple abelske grupper er cykliske grupper af primtalsorden. 

Opg. l) OJ af lige orden 9 antallet af elementer af 

orden 2 er ulige. 

2) 'X <f q[ -----) ;J(· J< er en undergruppe. 

3) ([<:Jt![ og 'J< .__JOJ ----Y if{:k<'~ og 3( r> 7<. c-J OJ. 
4) Enhver kongruensrelation kommer fra en normalde-

ler ~: {x l x "" e J <1 OJ-

En afbildning ep : OJ -> q• kaldes en homomorfi,, hvi~ Cf(gh) = cp(g) 

rp(h). H:v:is !f--<5~\ surjektiv~ res~.- \njek~:i,_v. re$P· \bijektiv,-ERE* 

bruges ogØ betegi;te~~e/rne e\im6rfi, ~.esp. ~nomorfi, resp. isomorfi 

Hvis OJ = o--;• kaldes en homomorfi også en endomorfi, og en isomor-

fi kaldes så en automorfi. 

Korollar. Alle cyklisl<:e grupper af samme orden er isomorfe. 

nemlig isomorfe med Z (uendelig orden) eller Z/nZ (orden n). 

l) 
~ -.... 

(R.+,.) Eks. log . 
R+ på R er en isomorfi mellem . 

' og (R,+)> 
2) (1 drejninger om o i planen} ,o) ,,) ~ ' = ZE C /l z! = l~ '. ) 

' er abelsl<: ~ x -- -} x -l er en automorfi i O}. 

~L(~) betegner mængden af automorfier i gruppen~, og udgør med 

sammensætning en_ gruppe, ~'s automorfigruppe. For hvert s f, OJ de

finerer ~ ----'), sgs l en automorfi' rs' i OJ' en sål<:aldt indre auto-~ 
morfi. Nængden af indre automorfier betegnes OLi(~) = 1fs r s(. OJ 1 
Da ~ss'(q) = ss'g(ss' )-l= ss'gs'-ls-l = /sofs•(g) er afbildnin

gen s -~ r en homomorfi af ttj på Ol. (Of_ ) ' så ~)[. (01) er en gruppe. 
s 1/ l :) dl t! 

Endvidere. · · 

Sætning. Aut. (O[) er normaldeler i Aut(Of), og Au_ t_. 01) =0[/h. 
--1 o V ~- . . ~ 1 T _ v if" 

Bevis. For ·tj'{ Aut(OJ) og Ts r- Auti (OJ) får vi 'Lj"ysV· '= Cft_/(s), så 

Au t 1 (r~p /( Aut(r~V. i 



Det er let at se, at Ker(s-> r's) 

Af definitionerne følger straks 
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En undergruppe er normal, hvis og kun hvis den er invarian~ over 

for alle f E Au ti EJl.--
En undergruppe kaldes karakterist.isk, hvis den er invariant 

over for alle C(> E. Au t (qj), og den kaldes fuldstændig invariant, hvis 

DEN ER invariant over for alle endomorfier i OJ-
sætning. Centrum~ i gruppen~ er karakteristisk. 

-l -l For a, b~~ og x= aba b har vi ab= xba. x kaldes en kom-

mutator, og Nundergruppen frembragt af alle kommutatorer kaldes 

~J' s kommutatorgruppe eller første afledede og betegnes q}'. 
Kommutatorgruppen er fuldstændig invariant. 

Sætning. o- 0' er abelsk den mindste normaldeler hvis 

faktorgruppe er abelsk. 

Bevis. For @ , (h} ( f1(/'J' ~ælder: @ @ = (li) (i) (=;l @:~ = (Q?) 

~ (~3 = @ ~ aba-lb-l (-X.. 

' Eks. For~= 0(2,R) 9: gruppen af egentl. og uegentl. 

ortog~nale 2 x 2 matricer T: f~ { ~~' = ~L . og Oje = 

o+(2,R) 
1
bestaende af drejningerne (~~~~ -~~~~) finder 

vi: ~J = Je. 
Eks. For r(= GL(n,L) finder vi 0' = ~~ /det~= l~~ 

(: (j ( 

a kaldes konjugeret med b, skrives a •0 b, hvis der findes x 
-l så a = xbx . "konjugeret med" er en ækvivalensrel., og deler der-

for r::n i akvivalensklasser. Elementerne i 0 udgør netop klasserne 
0 l 

med kun ~t element. Vi får straks. 

Sætning. er normaldeler hvis o kun hvis den 

er forening af '"""-klasser. 

Ved N b = ~x f: Of J xb = bx ( defineres en undergruppe, 
d . l f . atoren for b. b's <;:;kvivalensklasse er S,xbx- xr01 (. 

±l -l ~ -l -l L ..._ -l . ·. 
xbx = yby ~--}y xb =by x· -1 y xrNbt' 'l X\:J y 

b's '0-klasse indeholder altså 01: Nb) elementer. 
\} 

Sætnine. I en p-gruppe OJ er ord(!;) ;_n p. 
--~~~~~.~--~u~--~~~~~~~~~-

normalis

Nu er 

(N b). 

Bevis. Vi har ord(~) \ p 11 , så vi skal blot 
v . 

vise, at ~') indeholder 
/ 
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mere end ~t element. Deles ~~ i konjugeret klasser B, da er 

1) ';:;' ( ) p = L-Bcard g . ord(01) = 
( 

Har en klasse mere end ~t element må den have pn, l 5' n._< ·1} , da 

card(B) = (C!f:Nb) 
(• ·r' 

p = 
med passende b. 

LBc·t card(B) 
"-() 

Vi har 

+ I,Bf'l'J = 0 card(B) 
? 

= ord(?;) + ~~-·JBn'7) = 0 card(B). 
(l (/ 

Da konjugeret-klasserne i den sidste sum har mere end ~t element, 

vil p gå op heri, og dermed også i ord()), haoraf ord(~) ~· p .O 

Sætning. En gruppe ,0( , af orden p
2 (p primtal) ~ab~_.t§'!S...::..:. 

(' 2 
Bevis. Hvis ord(iC}) =p er r1JJ=-~) abelsk, og ellers er ord('F)) = 

' ( ,1 2 (/ 
p, så ~··er cyklisk. Nu er (rJJ:;~) = p jp = p, så at også O!j'l:J er 

(l ., J " 
cyklisk. Lad ' ' 

-, c. p-l, 0~ 1-.r (® .r:::. ".." p-12 r.. = ~ e , z , ••• , z 1 o g r"' = 1 e , ur l , ••• , C§) I . 
f L i i' (l i i 1 i i' 

Por g, g 'r {l'l er g = a z og g' = a z' , og gg' = a z a z' = z a a z' 
. , . () . , . 2 

0 = z a 
1 

a 
1 z ' = a 

1 z ' a 
1 z = g ' g , s å a t OJ e r a b e l s k ( o g o r d ( ~) = p ) 

2 '-. 2' 
Sætn; 1~~·. Der findes to gruppetyper af orden p nemlig Z/p Z og 
...._ ' ' ' Z/pZ x Z/pZ. 

Bevis. Hvis der findes et element af orden p
2 er~ cyklisk, og alts 

' 2\. . d 
så isomorf med Z/p Z. I modstat fald er alle elementer l e af or-

A _ p-li. den p. Er a af orden p, er~- fe,a, ... ,a ( 4ormalt deler, 

og der findes b q· ~,4. Nu er O{h.J1 = i@! , (81 , ... , (b) p-ly , da ?[l/4 
har orden p. l<, o r g f;{' finde~ (Z, så a t @ = @ /5 : g = b(-~0\. 

(, ... \ \._ ' 
Afbildningen g -~ (K, ~) er :DI -,1 Z/pZ .x: Z/pZ, den er sur j e k ti v, 

(l 
og derfor også bijektiv, og da b's orden er p er det en homomorfi, 

~ " ~ \. " altså ()J~ Z/PP>"'Z/pZ. 

Oversigt. over grupper af endelig orden ). 23: 
' 

Orden l 2 3 4 5 6 7 8 9 lO ll 12 13 14 15 16 

Antal l l l 2 l 2 l 5 2 2 l 5 l 2 l 14 

ikke- O O O O O l O 2 O l O 3 O l O 9 
abelske 

Grupper af orden 6. 

17 18 19 20 21 22 23 

l 5 l 5 2 

o 3 o 3 l 

2 l 

l o 

Vi kender 2: ' '-
Den cykliske Z/6Z, og trekants-flytning gruppen n

3
. 

Vi vil vise, at der ild:e findes andre. 

l) U[ er abelsk: Hvis der findes et element af orden 6 er ~J cyk

lisk.u Hvis alle elementer er af orden 2, og a l e, da er~= ~e,a~ 
en normaldeler, og b= b 2 b = b 3 = b(~]=:C)(~ ((>for ethvert b:/1(, hvil-

\J 
ket er en modstrid. Hvis alle elementer er af orden 3, og a f e, 
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da er o/= fe,a,a 2f en normaldeler, og b= b3b =(b2 ) 2 = (b2 )((J:'-\) 

for ethvert b({j, hvimket et en modstrid. Vi kan således finde 

a af orden 2, og b af orden 3, men så er ab af orden 6, hvilket 

let indses, altså q cyklisk. 

2) O~er ikke abelsk: Der kan ikke findes elementer af orden 6, 
u 

da(![ så var cyklisk. Iflg. ovenstående kan ikke alle elementer væ-
0 

re af orden 3 (en undergruppe af orden 3 har index 2 og er altså 

normal). Heller ikke kan alle elementer være af orden 2, da~ i 

så fald vær abelsk. Vi vælger a af orden 3 og b af orden 2. qf' s 
2 2 "2 elementer er da [e,a,a ,b,ab,a b 1 Problemet er at bestemma ba. 

Da ba rj: {e,a,a2 f som er normaldeler iOJ, må ba Efb,ab,a
2

b
7
1, side

klassen. Nu er ba /b, og ba l ab (da ab ellers var af orden 6) 

altså ba = a 2b. Heraf følger let, at gruppestrukturen er entydigt 

bestemt, og da D
3 

opfylder betingelserne, er der netop en ikke 

abelsk gruppe af orden 6. 

GruREer af orden B. 

l) DJ er abelsk: Vi kan angive 3, nemlig Z/BZ, Z/ 4Z x Z/2Z og 

Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z. Der er ikke flere! Er nemlig Ol( cyklisk, er~ r-) 

Z/BZ. Er alle elementer af orden 2, vælge~ A /B; 1E,A,B,ABJ er 

da en undergruppe af orden 4. Tilhører C ikke denne, får vi side-

klassen ~C,AC,BC,ABC f(): Of = ~Ar<B(!oc?'(or,(3,( mod.2t Hvis der 
d (. a \ 2 3 2 

findes et element A af orden 4 er T= 1 E, A, A , A r en undergruppe, 

og for B 9'.(T er {B,AB,A2B,A 3 B-~ sideklassen. Nu er B2 = B(qj:~) ( (p 
B2 l A og B

2 l A3 , da B eller~ havde orden 8. ERNXXNRXRXRXX~~x~xA~+ 
Hvis B2 = A2 , er (A3B) 2 = A6B2 =AB= E, så vi kan antage, at B2 = 
E. Følge lig er (JJ = [ Z\tXB(l'} tX mod. 4. ~~ mod. 2 } . 

2) OJ er ikke abelsk: Vi kan angive 2, nemlig gruppen af alle 

flytninger, der fører et kvadrat over i sig selv, D
4

, bestående 

af i den t. tre drejninger og fire spe j linger, samt kvat,erniongrup

pen i±l,ti,:lj;' k!, hvor l,i,j,k betegner kvaternionenhederne. Dis

se to grupper er forskellige, da der i flytningsgruppen findes 5 ele· 

menter af orden 2, hvorimod kun -l har orden 2 i kvaterniongrup

pen. Der er ikke flere end disse to! Elementerne i en ikke abelsk 

gruppe OJ må have orden 2 og 4, og ikke alle elementer kan have or

den 2, daC1
1
J i så fald var abelsk. Er A af orden 4, og~y =iE,A,A~A3r 

d er ld l E B ,..;. :-r rrf ~E . 2 A3 2 3 ? a er J en norma e er. r r=.- ,i, er_(\ = 1 ,A,A , ,B,AB,A B, A B J· 

Da @D = (:8) er BA :-- [B,AB,A2B,A3B (. N~ er BA l B, og BA l AB ( 

da O! ellers var abelsk), og BAl A2B (da vi ellers havde BAB-l = A2 , 
o -l 2 

hvor BAB har orden 4 og A har orden 2). Følgelig er BA = A3B. 
2 ("l . f) . - 2 2 3 Vi har B = B' • r f, og B l A, B l A , da B ellers var af or-

den B. B2 = E giver flytningsgruppen D
4 

og B~ = A2 giver kva-
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terniongruppen. 

Sætning. 
07 

I en ikke abelsk ;pÆ'gruppeG af orden p3 , er ord(-";~ = p, og 
v 

l -l 

i!ev~/. Vi har ord()) ~ p eller i. Hvis ord(?) ~ p
2 , er (9{}) . 

= p, så at Olj:;·~ er cyklisk, og dermed ()(J abelsk. Følgelig er ord(~) 
(l v 2 r 

= p. Af (tj:~) = p følger nu, at~/?. er abe~sk,, altså 1';:' J', 
og da 0!/ ~ =Ol ikke er abelsk, må endelig ('"J' = l Ø 

o ( (l i) ;; 

Gruppen af flytninger, der bringer 

sig selv, består af n drejninger, og n 

gruppen D . D er ikke abelsk, thi er n n _
1 spejling, er BA = A B. 

en regulær n-kant over i 

spejlinger og kaldes sieder-
A d . . o 2H B reJnlngen pa 11 og en 

Sætning. Der findes netop 2 grupper af orden 2p, (p primtal), nem

lig den cykliske gruppe Z/2pZ og diedergruppen Dp.!. 

Bevis. Vi ved, at de findes, sg skal altså vise, at der ikke findes 

andre grupper, 

l) OJ er abelsk: Hvis alle elementer har orden p, og a J e, er 
o - ~ p-lr f · d 2 o t b 2 er> f b e.u·' o :J - 1 e, a, .•• , a J a ln ex , s a a . e J or d, men s a er 

også b = bpb = bp+l = ( b 2 )~ ( ~p for alle bt~J~, hvilket er en mod-

strid. Hvis alle elementer har orden 2, og a J e, er .'P =fe, at
2

l 

en normaldeler af index p, så 1 b = (b2 )Pb = bpbp+l = bP(b2 ) 

bpt ,·r for alle hOif, hvilket er en modstrid. Dette viser, at 
. ~ 

vi kan vælge a af orden p, og b af orden 2, og det ses nu, at ab 

har orden 2p. 

2) ~J er ikke abelsk: Intet element er da af orden 2p, og ikke 
i.) 

alle elementer kan være af orden 2. Er A et element af orden p, 

h er ,-E A Ap-F . d 2 lt o l F B _,r ,-"", ar = 1 , , ••• , .1 ln ex , og er a sa norma . or 'l· J er 

B2c•i'', og Bp = B(B2 )(p-l)/2( Br]', så at Bp 1,C('. B har altså orden 

2. På den anden side har alle elementer i f \~E~ orden p, :1: B i/ '( 
·"~-) B2 = E. Sideklassen er CJ'B = -~·B,AB,A2 B, ... ,AP-lB.·~ Da ~,A_'l = 

1
_ ,. ,,,. -. ) (j3) , altså BA E 1f, er BA = A>\ B, hv~r l ~~' <X ,~: p-l. Vi vil nu be

.:J>;,_(.·~ef-1 stemme V<: ~Af. l, da~J ellers var abelsk. (AB)
2 

= A(BA)B = AC<+lB
2 

i~f-_-. , .. 'f16 = Ac<+l. Endvidere (AB) 3 = (AB) 2 (AB) = A1\'+lAB = A0<+ 2B og også 

""', 1J,:·, -
1~ (AB): = AB( ~B ).2 = A~Af:i_.+l = A ( BA) i<.i' = AÅ~ BAIJ. = AArx, &l"_ B) ACK -l - . . . = 

Al+~>< +l)~BAt\-f'< =AG\ +fX+lB. Tilsammen: A1'~+ 2 B =A&.. +('(+lB eller 

p/ 11,
2 +'\'+l - (~ +2) = (lX +l) (!X -l) , og da l < !X .< p-l fås (~ = p-l. 

Efter at BA = Ap-lB = A-1B er bestemt, er h~ie gruppen bestemt, -

og altså isomorf med DP.ij 

Elcsempel. De eneste endelige flytningsgrupper i planen er de cyk-
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liske grupper en (bestående af de drejninger, der fører en regulær 

n-kant ov~r i sig selv), samt diedergrupperne Dn~ 

Vi errindrer først om, at der til n punkter i planen findes netop 

et, hvis afstandskvadratsum er mindst mulig. Er de n punkter nem

lig givet ved y
1

, ... ,y_M.J og sættes y~= ~-L.vY.v gælder jo for et 

vilkårligt y, at L.Jyv-y_) 2 
= L../Y.v-y_*) 2 

+ n(y_*--v)
2

. 

Lad nu C§= [a-
1

, ... ,a-n~ være en endelig flytningsgruppe af orden n. 

Vi vælger et vilkårligt punkt P. Til de n punkter O)_ (P), ... ,o-n(P) 

finde s et. punkt Q for hvilket afstandskvadra t.summen er mund s t mulig. 

For CJE C§ har O'( Q) (da o- er en flytning) samme afstande til punk

terne a(C11 (P))~ ... ,if(Cin(P)), som Q til punkterne ~(P), ... ,~(P), 

men da t_o--o-1 , ... ,a-o-n J = ~ er {a' (o-i (P)),. · · ,o-(rr'n (P))} = 

t~1 (P), ... ,o;(P)1 og da Q var entydigt bestemt, er 6(Q) =Q. Vi 

har således vist, at flytningerne ~E~ har et fælles fixpunkt, så 

~må bestå af den identiske afb., drejninger om fixpunktet og 

spejlinger i linier gennem fixpunktet. 

C§ kan bestå af identiteten og en spej,ling, og bliver da dieder

gruppen D1 . Hvis~ indeholder mere end en spejling, kan vi sam

mensætte to forskellige spejlinger, og ser da, at ~også må inde

holde drejninger. Vi kan nu betragte mængden C af alle drejnin

ger i qj; det er oplagt en undergruppe. Lad os betragte drejllin

gen v med mindst mulig positiv drejningsvinkel v. v er af for-
2J1 Nu vil også drejningerne v,2v, ... ,(m-l)v,mv = ident. men w 

tilhøre C, og på velkendt måde vises, at C ikke kan indeholde andre 

drejninger, altså C = Cm. Hvis ~ = C er vi færdige, og ellers 

findes spejlinger i~. Lad l være spejlingsakse for en spejling l. 

En anden spejling l danner vinklen w med l. Sammensættes disse w 
to spejlinger, fås en drejning med vinklen 2w eller -2w, så w er 

et multiplum af ~v. Omvendt er sammensætning af spejlingen l og 

drejningen kv en spejling om en linie l~kv med vinklen !kv med l. 

Hvis der altså er spejlinger med, er der n af dem, og samtlige 

flytninger i Cf} fører en regulær n-kan t. over i sig se l v, a: ~ = Dn 

PERMUTATIONSGRUPPER= 

Sætning ( Cayley). Enhver gruppe OJ = (M,·) er isomorf med en trans

formationsgruppe af sin underliggende mængde, M. 

Bevis. For feO"J defineres f*: Ivr -?M ved f*(a) = fa. f* er bi-

j e k t i v , o g f ----) f* e r i n j e k t i v , o g h o m o m o r f , d a ( f g )* ( a ) = ( f g ) a = 

f(ga) = f· g*( a) = f*(g (a)) = f*o 8*(a)l 

En permutationsgruppe er en transformationsgruppe af en ende-
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lig mængde. Af sætningen følger nu, at en endelig gruppe~ af 

orden n er isomorf med en gruppe af premut.ationer af n elementer. 

Den fuldstændige transformationsgruppe for mængden [l,2, ... ,nJ er 

af orden n!. Den kaldes den symmetriske gruppe af grad n og be

tegnes Sn. En gruppe af orden n er altså isomorf med en under

gruppe i sn. 

En permutation r;-~ S n skrives også = (a-( i) : : :o--(~) ) • Man undla

der ofte her a t skrive fixelementerne for o-. 
En transposition er en permutation, hvor alle elementer på nær to 

er fixwelementer. 

En permutation af formen (al aa 2 ··· ak-l ak) kaldes en cykel, og 
. a2 3 ak al 

betegnes også (a1 , ... ,ak). Specielt skrives en transposition og

så (a1 ,a2 ) 

Sætning. Enhver permutation CT(:; Sn er produkt af transpositioner. 
fUi ~ -1 

Induktionsbevis. Klart. rigtig for n= 2. Antag sætningen, og be-

tragt O"cSn. Hvis o-(n) =n er vi færdige, da vi så har cJESn-l' 

og hvis o-(n) l n er (O"'(n),n)_ en transposition, og for 'l:'= (o-(n),n)DQ"" 

er -z:-(n) = n, og da a- = (o-(n) ,n)?;"' fås påstanden også i dette til

fælde. l 

For n ~ 3 er fremstillingen ikke entydig, hvilket ses af (a,b) 

= (a,c)· (b,c)•(a,c). Heraf 

Tilføjelse. Enhver permutation i Sn er produkt af transpositio

ner af formen (1,2), (l,3), ... ,~(l,n), og disse transpositioner 

udgør et minimalt frembringersystem for sn~ 

Bevis. Klart i følge ovenstående. 

Sætning. Enhver permutat.ion i Sn er produkt af cykler med dis

junkte elementer. 

Bevis. Lad 6E Sn' og sæt JVI = f.a/CJ(a) l a~. Vælg et a clVI, og lad 

k være den mindste positive exponent medo-k(a) =a, da er a,<Y(a), 

... ,ffk-l (a) forskellilige, og al t så element er i 111. H vi s de udgør 

hele M er vi færdige, da vi så har o-= (a,aia), ... ,ak-l(a)). El

lers findes et b forskelligt fra a,~a), ... ,~- 1 (a) og en til b 

svarende cykel (b,~(b), ... ,~-l (b)), og det ses, at de to cykler 

har disjunkte elementer, c.s.v. l 

Disjunkte cykler er åbenbart ombyttelige. 

Af ovenstående får vi et nyt bevis for "transposi tions 11 sætnin

gen, thi ehvert cykel kan spaltes i transpositioner (a1 , ... ,ak) 

= (ak' al) (ak-l' al) ... ( a3 'al) ( a2 'al) . 
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Vi betragter et sæt (X1 , ... ,Xn). 
" j( svarer en permutation, også betegnet 

ret ved 6(Xi) = Xff(i)' i= l, ... ,n. 

Til hver permutation 6E Sn 

er, af (X1 , ... ,Xn), define

Sættes 

~=n.<. (X.-X.) 
l J l J 

da vil 

6 (L\) = 1l i< j ( xlY( i) -xO"( j)) 

tilfredsstille 

o-(4 ) =[+A hvis antallet af par i< j, medo-'(i) >o-'(j) er lige 

-~hvis antallet af par i j, med 0\i) > 6(j) er ulige. 

Ved 6(6.) = _%(D"")t\ defineres en afbildning x: Sn ~[l, -l J. 
Hvis /((o) = +l kaldes ()en lige permutation, og hvis ;t(tJ) = -l kal

des (J ulige. 

Sætning. ~: S --? {1,-lJ er en homomorfi. 

thi (o-r)(c~-=a-(r(6)) =6~(r)4) =,X(r)lr(4) =,X(~)J((J)L!, hvoraf 

jt'(lJ~) = jt(o--~( T) . l 

Korollar. De lige permutationer i Sn udgør en normal undergruppe' 

der kaldes den alternerende gruppe af grad n, og betegnes An. 

For n> l har An orden~!, thi da en transposition er ulige, 

er t i så fald surjektiv, så at Sn/An ~ ~,-l], og dermed ord(An) 

= -!ord (s n) . 

En cykel er lige, hvis den har et ulige antal elementer, og 

omvendt. Ethvert element i An er produkt af et lige antal trans

positioner, altså også produkt af et lige antal af formen (l,a). 

Da (l,a)(l,a) = e, og (l,a)(l,b) = (l,b,a) slutter vi 

Lemma. !n frembringes af 3-cyklerne (l, b, a) . = (t,2.,tL)(11 2' b J(\ J2 1 b J 
()-} ~ ( 1 b 

Sætning. !n er den eneste undØrgruppe i Sn af index 2. 

Bevis. Har H index 2 i S , er ethvert kvadrat element i H~ Da 
3 n 3 -2 2 

(l,b,a) =e, er (l,b,a) = (l,b,a) (l,b,a) = (l,b,a)- ~H, alt-

så H ~ An, og dermed H = An 1ft 
Eks. 

Sætning. 

Eks. Bestem centrum i Sn. For n = 1,2 

For n ~ 3 findes a l l, og b l l,a, men 

(a,b) = ( 1 "') og (a,b!{ 1 "') = ( 1 "'), a... a... b ... 

har vi f = sn. 
så er ( · · · )., a ... 
hvilket viser. 

at ingen p:ermutation af formen ( !: ::) ligger i ~ . 

Det følger nu, at "? = g 
Centrum i Sfr er Z = E for n ~ 3. 

En undergruppe, P, i S kaldes transitiv, hvis der til ethvert n 
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findes ()E P, så at Cf(i) = j. 

For en transitiv undergruppe P i Sn gælder: 

P's orden er et multiplum af n 

Eksempel. 

l) 
2) p indeholder (for n >l) minast en permutation uden fix-

elementer 

3) Hvis P er abelsk, findes til hvert par (i,j) netop et ~e 

P , s å a t o-( i ) = j . 

Bevis. l) Vi sætter H1 = t~c P[~(l) = l~. H1 er en undergruppe 

i P. For o--,z;E P er t:r(l) = !?7(1) ~ øc--:lz.r(l) = l ~ o-~ G (H1 ). 

Da der for hvert. j findes o-E: P med er( l) = j, Qr der n venstre

ækvivalensklasser, altså ord(P) = n·ord(H1 ) 

2) Lad n >l og sæt H.= ~6EP!a-·(j) =j~, da er ord(H.) = lord(P). 
J 1 J n 

Hvis hvert (J 0 P havde et. fixpunkt, var P = U j~l H j, og ovenståen-

de ville da medføre, at Hj'erne var disjunkte, i modstrid med, at 

identiteten tilhører dem alle. 

3) Åntag P er abelsk, og lad ()€:. Hj. Til vilkårligt a findes p c P 

så atp(j) =a, men så er c:r(a) = crp(j) =pcJ(j) = _p(j) =a, altså 

r5 = e, og H. = E. Er o-( a) =~(a), er r-b-E-H , altså 7: =rY (og 
J a 

ord(P) =n ord(H.) = n.l 
J 

Er lVI en mængde, C§ en transformationsgruppe af l'II, og O(E- l\1, 

kaldes HO( = f tpf ~~ f( o<) = O( 1 for stabili t_etsgr .. for IX . De t er ø

jensynlig en undergruppe i ~ . 

Sætning. En normaldeler i en tr~_nsformationsgruppe, ~, der inde

holder en stabili tetsgruppe HlX, må indeholde alle H ( ) , o€. ~' 
-l o ~ 

thi c5 HO(O' = H a(IX ) • 

Heksaedergruppen (oktaedergruppenØ) er gruppen O af alle drej

ninger i rummet, der fører en terning over i sig selv. 

Drej.ningsakserne. må gå gennem terningens centrum. 

Aksen kan gå gennem (de 4) par af modstående hjørner, drrjninger 
o 120° pa 240o i alt 4x2 

Åksen kan gå gennem midten af (de 6) par af modstående kanter, 

drejning på 1~0° i alt 6xl 

Åksen kan gå gennem midten af (de 3) par af modstående sider, drej
go<> 

ninger på 180° i al t 3 Jc: 3 
270° 

Drejningen er identiteten i alt l 

Hexaedergruppens orden er altsa 24. 
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fra modstående hjørner; 
Hver drejning giver anledning til en permutation af diagonalerne. 

vi har altså en afbildning ~ n_,s
4

. Kernen består af de drejnin

ger, der fører alle diagonaler over i sig selv, hvilket klart kun 

identiteten gør, altså 

Heksaedergruppen ~ s 4~ 
da s4 har 4! = 24 elementer. 

I terningen kan indskrives et tetraeder; der findes altså 

en undergruppe i , bestående af de drejninger, der fører tetra

ederet over i sig selv. 

120
6 

o Disse drejninger 240o om hjørnediagonalerne, drejninger 180 

om om sidediagonalerne, samt ident, i alt 4x2 + 3x1 + l = 12 

drejninger (som altså må udgøre tetraedergruppen, T) Da A
4 

er 

den eneste undergruppe af orden 12 i s
4

, er altså 

Tetraedergruppen 

(Det kan naturligvis også direkte vises, at de til tetraedergrup-
hjørnerne 

pen hørende permutationer af OCXMgNRMiRXRR alle er lige) 

Ved drejninger af tRfi~~å~~i~ går terningens sidefladediagonaler 

over i hinanden; en drejning giver således anledning til en per

mutation af disse 3 diagonaler, al t så en afbildning S 
4 

-7 s
3

, som 

let ses af være surjektiv. Kernen, V, kaldet Viergruppen, er iso

morf med D2 , altså 

E <1 V <l A
4 

<J S 
4 

• 

Tetraedergruppen A
4 

og Viergruppen V er de eneste ikke trivielle 

normaldelere i s
4

: Vi bemærker først, at hvis cr,r: er drejninger 

på 180° om en sidefladediagonal (altså elementer i V), da er~= 
-l x6x for en passende drejning om en kantdiagonal. For de øvrige 

drejningers vedkommende bemærker vi blot, at den af en sådan drej

ning frembragte cykliske undergruppe er stabilitetsgruppe i O. 

En normaldeler må følgelig indeholde 

4·g} + 6'[~\ + 3.[~} + l 

elementer, og her er 4~2 + O + 3xl + l = 12 og O + O + 3x1 + l = 4 

de eneste muligheder for ikke trivielle undergrupper. 

s
4

's kommutatorgruppe er enten A
4 

eller V, men da s
4
;v ~ s

3
, der 

ikke er abelsk, er kommutatorgruppen A
4

. V er den eneste ikke 

trivielle normaldeler i A
4

, thi en normaldeler i A
4 

må indeholde 
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4x[~J + 3x{~~ + l elementer, og her er 3~1 + l = 4 den eneste mu

lighed for en ikke triviel undergruppe. Da A
4
/v har orden 3, og 

derfor er abelsk, er A
4

•s kommutatorgruppe altså V. V er abelsk, 

og dermed V's kommutatorgruppe =E, altså 

O - S 0' = A4 O" = V 0"' = E. - 4 

Ikosaedergruppen (Dodekaedergruppen) I 

er gruppen af drejninger i rummet, der fører et ikosaeder over i 

sig selv. 

Aksen kan gå gennem (de 6) par af modstående hjørner, drejninger 

på 1,2,3,4 K 
2~ i alt 6~4 

Aksen kan gå gennem (de 15) par af modstående kanter, drejninger 

på JL, i alt 15x1 

Aksen kan gå 

på l ' 2 x 
2

3'JV 

Drejningen er 

gennem (de lO} par af modstående sider, drejninger 

i alt 10x2 

identiteten i alt l. 

Ikosaedergruppens orden er altså 60. 

Kanterne kan deles op i 5 grupper af 3 på hinanden vinkelrette par 

af modstående kanter. Til hver drejning i I svarer en permuta

tion af disse grupper, sa vi har en afbildning : I -7 s
5

, som 

øjensynlig er injektiv. Nu er en 

drejning på l, 2, 3, 4 x 
25 en 5-cykel 

drejning på Jl er produkt af to trans p. 

drejning på 1,2 x 2~ en 3-cykel, 

så permutationerne er alle lige. Da A
5 

har !·5! = 60 elementer, har 

vi altså 
<-l Ikosaedergruppen A 5~ 

Vi viser nu, at I er simpel: Ved hjælp af stabilitetsgrupper 

får vi nemlig for elementantallet i en normaldeter: 

6 y [6 ~ + 15 x { ~ \ + l o x 1 ~ ~ + l ' 
hvilket kun giver trivielle divisorer i 60. Heraf ses, at A

5
• = A

5
, 

og dermed 



Alg. 1,14 

Bemærk. Det kan vises, at der af egentlige flynningsgrupper i 

rummet kun findws de cykliske grupper en' diedergrupperne Dn' 

samt tetraedergruppen T, hexaedergruppen O og Ikosaedergruppen I. 

Sætning ( Gal o i s ) . fln__;;e..;:;;r~s;;..;;i~m;;.;;.p&;;..,e~l_..;:;;;f....:;o..;:;;r~a;.:.;;l~l=-e.:._..;n~.::;~__:::;5...:...· 

Bevis. (L.Raeder). Lad N l E være en normaldeler i An. 

l) Vi viser først, at N indeholder en permutation af formen 

(;t::) (a,b)(c,d) , a,b,c,d indb. forsk. 
_j -l -l å o -l -l ) Lad v r e være et element i N, da er tX v t< f N, s at ogsa O< v ()( 1· 

N for alle ~E A . Vi tænker os nu V opl~st i produkt af disjunk-n 
te cykler. Der findes da flg. muligheder: I) produktet indehol-

der en cykel af længde 7 3, II) der findes en cykel af længde 

3, og produktet indeholder flere faktorer, III) V er se l v en 

3-cykel, og IV) produktet består af transpositioner (bemærk 

at produktet da indeholder mindst 2 transpositioner, da er lige) 

'\) D< ex -l 'l> -l iX v 
I : (a,b,c,d, ... )( ... ) ... (b,c,d) (a,d,c) 

II: (a,b,c)(d,e, ... ) ... (b,c,e) (a,e,c,b,d) 

III: (a,b,c) (b,c,d) (a,d)(b,c) 

IV: (a,b)(c,d) ... (a,b,c) (a,d)(b,c) 

I ovenstående skema er de forskellige muligheder forVopskrevet, 

og produktet O(-lv- 1 !X'V er udregnet for et passende IX c An. Det ses, 

at dette produkt i tilfældene III,IV er af den ønskede fo~ i 
) 

tilfælde I af formen III, og i tilfælde II af formen I. Hermed 

er l) vist. 

2) Vi viser nu, at N indeholder enhver permutation af formen(*). 

Antag fx1at (1,2)(3,4) N, og lad a,b,c,d, være indb. forsk. Af 

() = (~ ~ ~ ~) = (a,b)(! ~ ~ ~) = (a,b)t:" 

ses, at enten~ eller~ er lige (?: ele~enter i An)' og hvis fx 

T: E An får vi 

(a,b)(c,d) = t:{(l,2)(3,4)]i-lE- N 

3) Beviset fuldføres nu ved, at vi viser, at enhver permutation 

TfAn for n~ 5 er produkt af elementer af formen(*): Vi ved 

af~ kan opløses i et lige antal transpositioner, altså i et vist 

antal par af transpositioner. Nu er (a,b)(a,b) = ident., (a,b)(c,d) 

er af formen(*), og er a,b,c forskellige, findes x l y, forskel

lige fra a,b,c (da n 2 5), men så er (a,b)(b,c) = [(a,b)(x,y)}o 

~x,~)(b,c)l et produkt af elementer af formen (*) l 
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Korollar. For n ~ 5 er A den eneste ikke trivielle normaldeler 
~~~~~~-=n~~~~=-~--~----~~---------------

i s1 .·.~ 
---1-

Bevis. Er N <l S ... er A n N <l A , hvoraf A n N = A eller A n N = E. 
·· n n n n n 

= A , er N = A eller N = S , og hvis A n N = E, er n n n n _ 1 er rr",T: E N, og CJ',"C l e, er er og T: ulige, så at er r EA 

Hvis Ann N 
N = E, thi 

-l og CJ' z::-eN, 
Er ?; -la- r;· = 

n 
al t så er= r:. Hvis N = le ,o-1, er -z:-&-z- c= N for alle C"~ Sn. 

-l -l _. 
e for et [;, er o-= l: e r: = e, og er r- o- c: = u for alle 

t:"f: Sn, er er t:: J og dermed o--= e l 

ISOMORFISÆTNINGER 

Noethers første isomorfisætning. Er~ og ~normaldelere i gruppen 

'?}, er 2t1<;1< ~ X/1l(n 1<. 
Bevis. Lad ep: C§ ------j>CIJ/3( =C§* være homomorfien med kerne 'J-(. Nu 

er rp (d{) = tpCJtk) , thi da M-~ 'JC.k, er f(l{) ~ cp('JC'k), og er hk c deJ<, 
er <p(hk) = q:>(h)f(k) = <P(h), altså f(3(J<) ~f()(). Vi sætter <p(&O 
= ep @eJ<) = X,*. Da f' = fi'K'k : ~Cf.< ----7 d(* er sur j e k ti v, er U' ~ &(,'k/Ker ep 1 

og da f" = <f'I'K..: ~ ~ a(* er sur j e k ti v, er ~* ~ cBY'Ker Cf>" = d<./9( n J(. 
Al t så 'lW'J< ~ JC* ~ '1e;;;lf\~ 

Cf3 '(' 
> 

J['}( r' > 

rr'' ') 
'J( 

'1< 

t"ilføjelse. Det ses, ~t det er nok at forlange, at 1< er normal

deler i ~ . 

Noethers anden isomorfisætning. Lad uY være normaldeler i gruppen 

cg ' og lad f: C§ ~es* være en sur j e k ti v homomorfi m e d kernen uY, da 

vil ~~~~definere en entydig forbindelse mellem undergrupperne 

mellem cY og C§ og undergrupperne i C§*, endda således, at normal

deler svarer til formaldeler og omvendt, og så at tilsvarende fak~ 

t,orgrupper er isomorfe (al t så hvis J( I"~<! C§ er '5/!J ~ ~/ep(}(, hvil

ket skrives CS/'JC = (CJ P}/~JYJ) 
Bevis. Antag at uf~ '{(S ~, da 

er g~ cp- 1 (cpJ{), er f(g) = f(h), 

er ep -l (<p'JC) = 1t , thi cp- 1 (er IO ~ d{, og 

så gh-l E JV'~ '((, hvoraf g = ( gh-1 )h E:. 

'di. 
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Dette viser, at Ji_,crXer injektiv. 

Lad ')[;; være en•undergruppe i ~*; da er <p -l (X*) en undergruppe i ~, 
J(~ f-l(~*-) f ~, og f (q-l (Il'*)) = d{~ hvilket vi ser, a t f X-"rrt er 

surjektiv.~71Xer således bijektiv. 

d( <1 Cf.1 <~:> ep 'l <1 C§*', thi g* ep (h) g* -l = f ( ghg -l) E Cf'X. vi s :er 11 =9 11 , 

og af <p(ghg-l) = f(g)Cf(h)f(g)-lE ~(?(), ses ghg-lE Cf-l(~1() ='K, hvoraf 

"1= 11. 

Lad nu 

fi, da 

* Cl'.* Y~')( .<:J~ , og ?{ : % ---7 J /tp'}( være den kannoni ske hornornor-

er ?lt>Cf : ~. rå_ C§*!cp'X en homomorfi med kernen X'J: C§'7Cf>~ ~ rg;J(. 

En endelig række af undergrupper i C§: ~ = ~0 , ~1, •.• '~'t= ~, 
hvor ry1_1 ~ i = l. 2, ... , r-l, kaldes en normalrække: 

(*) ~ = ;go t>" C§l t:>- .. ·D" ~r-F ~r = ~ • 
Rækken kaldes en absolut normalrække, hvi alle '5-. er normaldelere 

l 

i~. Faktorgrupperne ~ /f§-1 , ... ,~ 1/f§_ kaldes rækkens faktorer, o r- r 
og r (= antallet af fakt.orer) kaldes rækkens længde. Rækken si-

ges at være uden gentagelser, hvis ~i-lC ~i' i= l, ... ,r, altså 

hvis faktorerne l €. En normalrække 

H .. 
J 

kaldes en forfirring af(*), hvis hvert ~i= et 

En kompositionsrække er en normalrække uden gentagelser og uden 

ægte forfininger. 

Sætning. En ~ormalrække er en kompositionsrække, hvis og kun hvis 

faktorerne er simple grupper l t. 
følger straks af anden isomorfisætning. 

Sætning. Enhver endelig gruppe har en kornpositionsrække 

' Eks. Z har ingen kompositionsrække. 

To normalrækker kaldes isomorfe, hvis de tilsvarende faktorer 

(bortset fra rækkefølge) er isomorfe. 

Eks. Z/6Z l> Z/2Z t> O og Z/6z l>" Z/3Z t:::>- O er isomor

fe norrnalrækker. 

Sætning. (Jordan - Holder) Lad~ være en gruppe, der har en kom

p6si tionsrække, da er hvilkesomhelst to komposi tionsræklrer isomor-

1Ee6og har specielt samme længde. 

en umiddelbar følge af 

Schreiers forfiningssætning. To vilkårlige normalrækker, ~~~-
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t1
2 

f> · • • t> ~r = b og C§{). ~l 1). JC 2_f> __ •• _.'----f>._'JL_· s = ~ har isomorfe for-

fininger. 

Bevis~t føres ved induktNion i tre skridt: Ll) sætningen vises 

for r = l og s = l 

da også for r+l 3) 

2) Hvis sætningen gælder for s = 2 og r, 

Hvis sætningen fgælgder for s og alle r, da 

også for s+l og alle r. 

l) intet at bevise. 

2) For s= 2 og r= l er sætningen klar. Vi betragter nu~~ ~l 
f) !> '5r = og C§t>'J(1 f>. 1( 2 = ~ . Induktionsantagelsen kan an-

vendes på rg1 /> rg 2 1> ... J>~r = og C§1 P.. '§1n~P>'X2 =~; dis-

se har al t så isomorfe forfirringer: ~l f=. y·· • • ~et} 2 [;;;.. .• . .. J;>~,· ~f>Cftr,-~.~ 
0 g ~l b.-~~.·.,J;;:,=Cj_ l:J_d( 1./;~· .. o, ··'·~~·--~"-~f::~?{ 2 d· Da d[ l ~l~ ~ C§ljl§l (j ~(l ' 
viser anden isomorfisætning, at der til normalrækken -~t;:,. •••• b:,$.{)?(_: 
findes en isomorf normalrække ?J..lco/Jl-~-.:.:..:_ ~}(1,: Det følger nu, 

at 

og 

cg l> d(l~l!: ~ ·..:::_~].t::. "il r)~~ ~::/::.!! 2 .=..l 
er isomorfe (vi benytter a t ter ?.~1~1/rgJ., ~ ?(:J./.{(1.0 .f§.J) , og de er 

forfiniuger af de oprindelige rækker. 

3) Lad l§t>~1 1> •.. l>'§r = ~ og cg[)..J{l:> ... f:;:>.J(__s =~være 
givne rækker, og antag sætningen for s-l og alle r. I følge 2) 

har ~l> ~l!> ... ~l§ r ~E og f!J b?(1~ E isomorfe forfirringer: 

rg !:,-:__·.~~!:"~l~---·.,:_.: .. t::,."_~--:.: ,r:: '-~r,~ .. J og rs~/::J!:.~t 
I følge induktionsantagelsen har ~~~~.) og Jt

1 
l> 'X

2
l> .. ,f>. 'J( s=~ 

isomorfe forfininger: 

J~/-.:. .. ~!::<":"1}:'-v~ o e; ~~l'::;,_ · ·.:f: ~(2_ l>.'· • ." ·C::· ·,;';"~f's.,= ~ 
-/ "-._.~"'- ~. #'..., " .. ~ ""',/'"' ..... / ~ ,r' ".,,r r 

Den første af disse rækker kan i følge 2.isomorfisætning "plantes 



Alg. 1,18 

over" i ~-rækkens forfining, så at vi får en forfining af j-ræk

ken 

ri; t> - t> ... ~>C§,~> ... t> ... t> ... l> ~ =E, 
der er isomor~·j_--\/V'-_..__.~--"V\A/\/V''·· '--""'...J-~~ 

'§_!> ••• b l( li> .. ~: b. ~~21>, ... l> ... f> ~s =f 
~"--"~ ... ~.t-•'\~"''"~ __ ,-'! ·~~.J( ·,\ :· ·.. ,. ~ "·<.t, ,,··· "~'~ 

jfr. Hasse-diagrammet. 

~R-f 

• 
Korollar. Hvis~ har en kompositionsrække, da har ekxnhver nor

maldeler, ur-·, i c~ det også. 

thi CfJ f> J(' f> { kan forfines til en kompos i t ionsrække for <q f 

Eks. Vis at l(N)+l(N') = l(NN')+l(N N') for normal

delere N?N' i G. En umiddelbar følge af formlen l(G) 

= l(G/N) + l(N), som øjensynlig er rigtig. 

En gruppe,<g, kaldes opløselig, hvis den har en normalrække 

med abelske faktorer. 

Sætning. ~ er opløselig, hvis og kun hvis der findes s, så at 
cg (s ) = g. 

ce. r--... m r--o ., {.('_ y, 
Bevis. Lad J ,,-''.!1

1/ ••• V 'j =c; være en normalrække med abelske 

f kt d ør c m ep rr r rfi r ··~ ti ø.( r) c ø. r C 0. •., 
a orer, a er :1 ,~:·~h' .::J ~'::Il ~~; ~1 2 , • • ·, :J = .::Ir-l ~ ::lr = (1 • 

Er omvendt ~(s)=~ for et vist s, er ~1'>.~'1.> ••• l> c~(s) =l\ en 

(absolut) normalrække med abelske faktorer.l 

Sætning. Hvis % er opløselig, er også undergrupper i ~ og horna

morfe billeder af~ opløselige. 
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Lemma. Lad JV være en normaldeler i~, så at Y og :gg er oplø

selige, da er også~ opløselig. 

Sætning. En opløselig gruppe,~' der har en kompositionsrække, 

harlen normalrække med cykliske faktorer, 

thi en normalrække med abelske faktorer kan forfines til en kom

positionsrække, der ligeledes får abelske faktorer, og da disse 

er simple, er de cykliske af primtalsorden 

Eks. s3 er opløselig, da s3 
l = A3' s 11 = A3 

l = E 
3 

. 
s4 er opløselig, da s l = A4' s 11 = A l = v s4 

III_ 

4 4 4 ' 
A4 

11 = V' = E. 
s er ikke opløselig, da s l = A5, s5 

11 = A5 
l = A5. 5 5 

Lætning. _Sn er ikke opløsetig for n b 5. 

Bevis. Det er nok at vise, at A z = A . Vi har A 1 ~A , og n n n n 
e r ( a , b , c ) e n 3- c y k e l , vi l ( a , b , c ) E An ' , t h i d e r f i n d e s o- = ( d , b , a ) 

o g z;- = ( a , e , c ) E An , h v o r d -f e e r f o r s k e l l i g f r a a , b , c , m e n s å 

ero--l~-l~n::·= (a,b,d)(c,e,a)(d,b,a)(a,e,c) = (a,b,c)E-A 1
, og da 

n 
An frembringes af alle 3-cykler følger påstanden. l 

ENDELIGE GRUPPER 

Sætning. Enhver p-gruppe ~ er opløselig. ord(~) = pn. 

Induktillon efter n. Rigtig for n = l, 2, da ~i så fald er abelsk. 

Antag sætningen for grupper af orden~ pn-l. Da ord(~/J) ~ pn/p 

= pn-l er~~~ opløselig, og da } er abelsk, og derfor opløselig, 

er også~ opløselig.J 

En g~uppe ~ kaldes overopløselig, hvis den har en absolut 

normalrække med cykliske faktorer, og nilpotent, hvis der findes 

en absolut normalrække ~~~12 ... 2~ =t, så at~./~. 
1 

S 
r l l+ '3 (Sfqi+l) · Af C§r_ 1/ t S.~( f;'/!;) ses, at en nilpotent gruppe har 

ikke trivielt centrum. 

Sætning. Enhver p-gruppe er nilpotent. 

Induktion efter n. Rigtig for n = 1,2. Antages sætningen for 

grupper af orden ~- pn-l, er tf:J/~ nilpotent. Da også J er ni l

potent, må også~ være nilpotent J 

Følgende inklusioner er trivielt opfyldt: 

~abelsk -==f ~ nilpotent ==P C§ overopløselig ;>~opløselig. 
Dæsse inklusioner er skarpe, thi l) der findes ikke-abelske p-
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grupper, 2) s
3 

er overopløselig, da s
3 
~ A

3 
~ E er en absolut 

normalrække med cykliske faktorer, men da Z(s
3

) = E, er s
3 

ikke 

nilpotent. 3) s4 er opløselig, da s4 ~ A4 D> V ~E er en normal

række med abelske faktorer, men da dette er den eneste normalræk

ke, og da V ikke er cyklisk, er s4 ikke overopløselig. 

Iwasawa har 

imale kæder 

z;2z J o og 

vist: ~ er overopløselig, hvis og kun hvis alle max

af undergrupper har samme længde. (fx. er A 
4 

J) V 

A
4

-:::> A
3 

:::::> E maximale kæder af forskellig længde). 

Feit & Thompson har vist: Enhver gruppe af ulige orden er oplø

selig (Pac.Jour. 12_ (1963) p.775-l027) 

SYLOW GRUPPER 

Lemma. En endelig abelsk gruppe, hvis orden har en primdivisor p, 

indeholder et element af orden p. 

Bevis. Induktion efter ord (OJ). Lad ord(OJ') = pr m, p{'m, og antag 

sætningen for grupper af orden< prm. Er ~C~ en maximal under

gruppe, er (qj :?() = q et primtal, da OJ /'JC er simpel. 

Hvis q l p er p/ord(dt), og i flg.induktionsantagelsen findes et 

element i d{ af orden p. Hvis q= p og pford(~) er vi færdi-

ge (som før), og hvis pford(if(), vælger vi ~c%'\'K Nu er (gord(d(,))p 

= gord(OJ) = e, og gord(~) -f e, thi var g 0 r (~) = e ville også 

® ord('Jt) = ®, og også ®P = @ ; nu er xord(d() + yp = l for 

passende x, y, men så er @ = CE') xord (:i) +yp = @) , i modstrid med 

at gi/f. Vi har således vist, at gord(~) har orden p.l 

Lemmaet følger også af 

Sætning. En endelig abelsk gruppes orden n er divisor i produk

tet af samtlige elementordener ha1~an..:.. 
Bevis. LadOJ = ta1 , ... ,anf. (a1 ) X. ••• x (an) har da orden ha1 ... han 

og da der ved (a{' , ... , an rx.n) -> a 1rx1 ••• a~n definere s en sur j ek-

tiv homomorfi, følger påstanden.l 

En under-Lad ~ være en endelig gruppe af orden prm, oo p{m. 
gruppe dt i~ kaldes en p-sylow-undergruppe, hvis ord(X) = r 

p • 

l. Sylow-sætning. En endelig gruppe~' hvis orden har en primdi

VISOR P~ INDEholder en p-Sylow-undergruppe. 

Bevis. Induktion efter ord(OJ). Lad ord(OJ) = l-'m, p{'m, og antag 

sætningen for grupper af orden < p~m. 17 enten indeholder ~ en 

ægte undergruppe ~C for hvilken p{(CS :'J{), men så er ord (X) = p'~' 
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gruppe af orden 

deleligt med p. 
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U indeholder iflg. induktionsantagelsen en under
r p . Eller: Alle ægte undergrupper ahar index 

Deles ~ i konjugeretklasser B er ord(~) = 
= L:Bcard(B) = L:B~}card(B) + LBn} = 0card(B) 

= ord(J) + ~(~:Nb). 
Da p~(~:Nb) i følge den gjorte antagelse, er p/ord(}), og i følge 

lemma vil } derfor indeholde en cyklisk undergruppe ~ af ~rden p. 

Hvis r = l er vi således færdige, og hvis r >l, sættes j= ~~~
Da ord(~ = pr-lm, vil C§r iflg induktionsantagelsen indeholde en 

p* (P.* o r-l p-Sylow-undergruppe, , i ~ , altsa af orden p • ~±ix~RNNRX 

og index m. Hert.il svarer nu en undergruppe, 'P, i ~ af index m, 

altså en p-Sylow-undergruppe i ~l 

Korollar. (Cauchy). En endelig gruppe, hvis orden har en prim

divisor p, har et element af orden p (cfr.lemma) 

thi enhver p-gruppe indeholder elementer af orden p. l 

Er :P en undergruppe i C§, og g f ~, kalde s g'Jg -l en med :P kon

.iugeret undergruppe. N:p = æ;E ~ { g?g-l =P j kaldes p, s normal~
tor. Det er øjensynlig den største undergruppe i~' der har JDsorn 

nDrmaldeler. Endvidere ses, at antallet af de med Pkonjugerede 

undergrupper er (~:N1). 

Lad nu l\, ... , 1( ~:N1>) være de med konjugerede undergrupper, 

og lad ~~ ~ være en vilkårlig undergruppe i ~. P og P. kaldes 
~ l -l J 
J-ækvivalente, hvis der findes sE- C§, så at P. = sP .s 

tD -l tD -l -l ("'7) ( -l l l f{J J -l 
Af sl'.risl = s 2 vis 2 ~ s 2 slJi s 2 s 1 )- = Jj_ ~ s 2 s 1 E.:fr-Ng:>i 

H s 2 '1/ s 1 ('J'n N~.), følger at antallet af konjugerede under-
l 

grupper i T-ækvivalensklassen, der indeholder :P, er (!f: ffn Nø.). 
l Jl 

Heraf følger også, at 

( *') ( ~ : N10) = . L, m (P : T fl N ::P-· ) • 
J VlSSe ..r· l 

l 

Lemma. Er P en p-Sylow-undergruppe i ~ og !f en vilkårlig p-un

dergruppe i ~, da er f!'fl N ;P- = rJn P. 
Bevis. Da :P~ N~, er ~[f n tF~ p n Np. Sæt 'f:t< = Cfn N?, da er ~ ~ 
NJJ og p~ rP ~ N:p· Da p <J N~, er P4 !f~' så i følge Noethers 

2. isomorfisætniJng er c/Pj'P = P /P() CJ*. Da P er p-Sylow-undergrup

pe er p{(Cf*P/:A, men da Cf~~ :f er en ~-grup~e er ~xtxx;ixxxxx*y 
er ryt-;pn f!* en p-gruppe, men så må T=~" 9", og dermed T*~ P, 
som sammenholdt med Y~ P giver pn Ntp = p!~: ~ P (.)t]J, J 
2.Sylow-sætning. I en gruppe C§ er alle p-Sylow-undergrupper ind

byrdes konjugerede, og enhverx p-undergruppe er indeholdt i en 
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af dem. 

Bevis. Lad :P være en p-Sylow-undergruppe og P en p-undergruppe. 

Da :P~ Np gælder >~: 
pf(~ :Ny) = L (:f: o/n N11)' 

og da o/ er en p-gruppe, er højre side en sum af p-potenser. Re
lationen vmser derfor, at der findes P. så at ( rf: CfnN f() ) = p 0 = l. 

l "i 
Iflg. lemma er Cfn NJ>i =f.JnPi' så at Cf:Tn:s_) =l; 0: sP~'Pi. 
Da :A er konjugeret med~, er :P. selv en p-Sylow-undergruppe .l 

l l 

3. Sylow-sætning. Antallet af p-Sylow-undergrupper i C{1 er divisor 

i ~'s orden, og ~l (mod.p). 

Bevis. Lad ~Pvære. en p-Sylow-undergruppe i C§ (l. Sylow-sætning). 

Iflg. 2.Sylow-sætning er antallet af p-Sylow-undergrupper i ~ 

netop antallet af de med P konjugerede, al t.så = (C§: N~, som er 

divisor i ord(~). Nu er 
iK 

(~:NJ>) = 2: (P: ;pn~). 
Da addenderne på højre side er potenser af p, og da Pf(%:N~, er 

mindst en af addenderne (P: :p n p.) = 1, men ('P: 'Y r(J:) = 1 7 
l l 

:P~ ry' så at P. = p, Følgelig er minetop en af addenderne = l' 
l l 

hvoraf den anden påstand.l 

Lemma. Hvis 'P er den eneste p-Sylow-undergruppe i ~' da er Pnor

maldeler. 

CIJ n Korollar l. Enhver gruppe, 3, af orden 2p er opløselig. 

Bevis. ~ indeholder en p-Sylow-undergruppe ~' som har index 2, og 

derfor er normal. Da :P er opløselig, og da 1§/P har orden 2, og der

for er abelsk og opløselig, er også ~ opløseligJ 

Korollar 2. Enhver gruppe,~, af orden FÆ pq er opløselig. 

Bevis. Hvis p = q er C§ endda abelsk. Antag p< q, og lad ~være 
en F q-Sylow-undergFuppe. Antallet af q-Sylow-undergrupper er l, 

p,q eller pq, og af formen l+qh. Det ses, at h= O, så at Cbiflg. 

lemma er normal, og nu er C§ C> Q_ t>~ en absolut normalrække, hvis 

faktorer har orden (~:Q) = p og (c1/&) = q. C§ er al t så endda over

opløselig .• 

Korollar 3. Enhver gruppe, f§, af orden pq, hvor pf(q-1) og ~{(p-l) 
er abelsk; endda cyklisk hvis p l g. 
Bevis. For p = q er ~abelsk, men ikke nødvendigvis cyklisk. An-
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tages p< q, ved vi fra korollar 2, at der findes netop en q-Sylow

undergruppe, Q, i~ . Antallet af p-Sylow-undergrupper er l,p.q 

eller pq, og af formen l+ph. Da p1q-l, slutter vi heraf, at h= O, 

:::>: der findes netop en p-Sylow-undergruppe, 'P, !b~ • Iflg lemma 

er~r>P. Af ord~)= q og ord('P) =p fås ord(~nQ) =l, altså 

:PI)&.,=~ . Heraf ses, at elementerne i :P og Q er ombyttelige, thi 
0 Q -l /1 -l -l m 0 

( -l) -l er g e J , h6 , er ghg f~ , og hg h E .r, men str er ghg h· = 

g( hg -lh -l) E ':jJ() Q 'J: gh = hg. Lad nu g frembringe _jP og h frembrin

ge Q., da vil k gh ø jensynlig frembringe C?] • 

Eks. Der findes kun en gruppe af orden 15 = w~5, og 

den er cyklisk. 

Korollar 4. Enhver gruppe,~' af orden p
2g er opløselig. 

Bevis.l)Hvis p= q er~ enten abelsk, og dermedoopløselig, eller 

~ 1 =;. og ~" = ? 1 =g, så at ~ også i dette til.ffælde er opløse

lig.rf~2) Hvis der· kun findes en p-Sylow-undergruppe :7J i~ , er 

P normal, og ord (,P) = p 2 , så a t P er abelsk, og (~:'P) = q, så 

at j/P er cyklisk; ~f>. :p t;:.. l er da en normalrække med abelske 

faktorer. 3) Hvis der findes en q-Sylow-undergruppe, ~ , da er.) 2 dø_ (, ~ : et ::::" p 
Q normal og abelsk, og også ~/[Ler abelsk (-ett<LL &lellS:k). · 

4) antag endelig, at der findes flere p-Sylow-grupper, og flere 

q-Sylow-undergrupper. Antallet af p-Sylowgrupper er l+ph >l, 

og l+phjp 2q, hvoraf l+ph = q. An~tallet af q-Sylowgrupper er 

l+qk >l, og l+qk{p
2

q, hvoraf l+qk =~~2· Imidlertid er l+qk l p, 

da man ellers havde p = l+qk = l+(l+ph)k = l+k+phk. Altså er 
2 l+qk = p Det 

e fælles, så at 
2 p q 

ses, at to forskellige q-Sylowundergrupper 
2 de p q-Sylowgrupper indeholder 

- (p2-l) 

kun har 

forsk. elementer. En p-Sylow-gruppe og en q-Sylowgruppe har kun 

e fælles. Der findes mindst 2 forskellige p-Sylowundergrupper, 

som højst kan have p elementer4J fælles, og som derfor indeholder 

mindst 2 2p -p 

forsk. elementer. ~ vil følgelig indeholde mindst 

(p2q-p2+l) + (2p2-p) - l = p2q+p2-p .> p2q 

elementer, hvilket er en modstrid. Tilfældet 4) kan således slet 

ikke forekomme.l 

lV!an kan vise: Enhver gruppe af kvadratfri orden er opløselig. 

Og: Enhver gruppe af orden pnqm er 

En ikke-opløselig gruppe må saledes 

opløselig. 
2 indeholde mindst 2 ~3~5 elemen-

ter ( = 60). A
5 

har orden 60 og er ikke opløselig. 
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ABELSKE GRUPPER 

I det følgende betegner (~, +) en abelsk gruppe. IVfængden af 

elementer af endelig orden udgør en undergruppe, ~T' i~, som 

kaldes C!};' s torsionsgruppe. r0 kaldes torsionsfri, hvis ~T = O. 

Det ses, at ~/'§T er torsionsfri. 

Et sæt g
1

, ••• , g't i en torsionsgri gruppe cg kaldes uafh~ngigt, hvis 
' a 1 , • • • , a Q e Z o g a 1 g 1 + . . . + a12g lt = O m e d f ø r e r a 1 = a 2 = . . . = a fl. = O . 

En endeligt frembragt bruppe kaldes fri abelsk, hvis den er 

direkte sum af endelig mange cykliske grupper af uendelig orden. 

Frembringerne for dn cykliske grupper kaldes en basis. 

Sætning. Hvis C§ er en endeligt frelombragt fri- abelsk gruppe, har 

alle baser samme elementant.al, r, og r kaldes ?&'s rang. 

Bevis. Er (g 1 , ••• , g,.
1
) en basis, yj_l vilkårlige r+l elementer 

h 1 , .•• , hft. være afhængige, thi -~h = ~~l , hvor ~ er en (r+ l)~<. r 

mat;ix. Da A's rang således højst er r, findes en egentlig rela

tion med rationale koefficienter mellem rækkerne, og derfor også 

en relation med hele koefficienter. Det er nu klart, at inNgen ba

sis kan være m±NNXR, større, men heller ikke mindre, da g1 , ••• , gi? 

isafald var afhængige.l 

Sætning. Hvis (g 1 , ••• ,g~) er en basis for en fri abelksk gruppe 

af endelig rang, fås samtlige baser ud fra denne ved unimodulære 

substitutioner. 

Bevis. Lad A være en unimodulær matRrix, !J : en hel talsmatrix med 

determinant ±l, og sæt ~~= 6~(, da er ~l uafhængigt, og da~~= 

~-l~/, hvor ~-l er en heltalsmatrix, er gret frembringersystem. 

Lad omvendt ~~ være en basis, da er ~l =~g/og ~l =~~~,hvor 

Q og ~ er heltalsmatricer. Af AB = ~ følger nu at ~ er unimodulær.f 

Sætning. Er ~ en fri abelsk gruppe af endelig rang r, og er l en 

undergruppe, da er 'K fri abelsk og af rang f r. 
Bevis. Induktion eft.er r. r = l: Enhver fra (O) forskelllEg 

..... 
undergruppe er isomorf med Z. Antag nu sætningen 

rang < r, og las g 1 , ••• ,g"_ være en basis for~. 
' 

for grupper af 

For hE }( er 

h= n 1 g 1 + ... +n11 g
11

, n11 ... ,n 12 EZ. Hvis n'l =O for alle hE'K er vi 

færdige. I modsat fald er fnn../h f 'iC(en fra (O) forskellig under

gruppe i Z, altså af formen mZ, m l O. Da mEmZ findes et h;y...EX, 

" at •~ * * * (i { \ ..... ? sa ,,_, = nf g~+ ... +n!Z--1 grz.-1+mgll-. J= ln1g1+ ... +n!Z-1g.rz.-1 nv(;;·Z1 

er en fri abelsk gruppe af rang r-l. Iflg. indukt~onsantagelsen 
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ru 

er Sn'Jf fri abelsk og har en basis h 1 ', ••• ,h.s', hvor s~ r-l. 

Nu er h 1 ',~··zh.s',h~. uafhængige, thi er n 1 'h1 '+ ... +ns,'h.s'+n*h*- =O, 

er n~h;t< E CS n 'J{, og dermed n*mg rz._ = o, så a t n* = o og sålede s også 

n 1 ' = ... =ns'= O, da h 1', ... ,h~' var uafhængige. h 1', ... ,hs',h* 

frembringer~(, tht er hf'Jt, h= n 1 g 1 + .. . +nllgrt= n 1g 1 + .. . +n 12 _ 1 gl2._ 1 + 

n*mgll-, er h-n>t<=-h'>t:: ~ ~n X, : h-n*h.>t< = n 1
1 h 1 ' + •.. +n& hs' . Vi har 

saledes vist, at 'Jt har en basis af rang s+l ~ (r-l)+l = r. l 

Elementardivisorsætningen. Lad C§ være en fri abelsk gruppe af 

rang r, og åf en undergruppe af rang s, da finde s en bas i s (g ( , .. , g'Ll 

for~ og en basis (h 1 , ••• ,h~) for 'K.., så at, hi~i_g ~i E- Z, i = 

l, ... ,s. 

Bevis. Det gælder om af :finde en bas i s (g 1, ••• , g J for ~ og en 

basis (h1 , ... ,hs) for "K så at, 

( ~~)==(r~;: :f ~J (f~) 
hs O o ... ns gQ 

Lad ~~være en basis for ~ oe ~~ en basis for 'd( , altså ~~ = -!1~/' 
hvor ~ er en (s~r)-heltalsmatrix. Er ~~ en anden basis for~ og 

~~ _
1
en anden basis for~' altså~~ = ~~~ og~~ = 9gl, er~~ = 

o -l 
~ ~~~~· Det gælder om at vise, at. d~r findes ~'~' sa at ~ ~~g 

HAR den ønskede form. Vi bemærker nu: 

l) Hvis ~~ fremgår af ~~ ved permutation vil Q-lA~ være en per

mutat,ion af søjlerne i A. 

2) Hvis ~~ fremgår af ~~ ved permutation, er Q-lA~ en permuta

tion af rækkerne i A. 

3) Hvis g. = i'. +Vf. (og ellers ingen forandring), er den j-te l l d J 
søjle i ~- ~~ = (den j-te søjle - f x i-te søjle) i A. 

4) Hvis h. = k.+rk· (og ellers ingen forandring), er den i-te 
-1 l (J ) 

række i Q Aæ = den i-te række +_?xj-te række i -!1· 
Vi betragter nu alle matricer ~ ~~' der fremgår af A ved 

sukcessiv anvendelse af l)-4). Lad a være det mindste positive 

t,al' der forekommer i en af disse matricer' og lad ~ = ( ai j) 

være en tilsvarende matrix. Vi kan ( l) og 2)) antage, at a= ~11 . 

Nu er 8:'1 . = aq + r, hvor O~ r < a, så at vi iflg. 3) kan anta-
~J ~ . 

ge, at a 1 j = r, men definit~onen af a giver nu a 1 j = O. Analogt 

kan vi iflg. 4) antage, at aii = O, altså 

-(~ o . .. o) 
~- : B . -

o 
Den samme proces anvendes nu på delr.1atricen &, o.s.v. og til sidst 
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har A den ønskede form.l 

Hovedsætning. Enhver endeligt frembragt abelsk gruppe er direkte 

sum af endelig mange cykliske grupper. 

Bevis. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe, '11., er hornamorft 

billede af en fri abelsk gruppe,~' af endelig rang (fx. r). 

Følgelig er 1( ~~/a(. Iflg. det foregående findes baser (g1 , .• ,g~) 

og (h 1 , ••• ,hr) for :§resp.X., såath. =n.g., menså g= 
.=> l l l l 

a 1 g 1 + ... +an,gn-f'~f~a 1 g 1 + ... +a'?g~ = b 1h 1+ ... +b5 hs ~g= 

b 1n 1g 1+ ... +~rr_pgft ~ l'LJ / a 1 1\ •• • A ng ja5 A as.H = ... = arz_ = O. 

Følgelig er @ 1 g 3 + .. , :::.::.a/2.];> = @; g 1 + ... +aj]) ~ a( 'æ a1 (mod n 1 ) 
1\ ••• J\ as =a~ (mod n,s) 11. aS t~ = a.st-1' t\ ••• l"\ af/ = ah. Følgelig 

er ry_ ~ ~N ~ z/n1 z ® ... e z/% z $) z EE) ••• ~ z. l 

Korollar l. En endelig frembragt torsionsfri abelsk gruppe, C§, er 

fri abelsk af endelig rang. 

thi~ er direkte sum af cykliske grupper, som hver må være z.l 

Korollar 2. En endelig frembragt abelsk gruppe,~' er direkte sum 

af cykliske grupper af uendelig og~primtalspotens orden. 
M 11 ' '- N ' )l \ ~ 1-t \ J 

thi for n = p1 
1 • •• p~~~~ er Z/nZ = Z/p{1Z ® ~ L./p'l Il Z 

ENDELIGE ABELSKE GRUPPER 

Basissætning. En endelig abelsk grup~~J_~ af orden n er direk

te sum af pxxm±axspø±RNERX cykliske grupper af primtalspotensor

dener, gi' n= ql~r' og g1 , ... ,gr er entydigt bestemt (med mul

tiplicitet). 

Bevis. Sætningens første påstand følger straks af korollar 2. 

For hvert primtal p{n, er den direkte sum af de cykliske grupper, 

hvis orden er en potens af p, entydigt bestemt, nemlig som mæng

den af de elementer, hvis orden er en potens af p, d.v.s. som p

Sylow-undergruppen (Specielt er en endelig abelsk gruppe direkte 

sum a~ sine Sylow-undergrupper). Eet er derfor nok at betragte 

tilfældet, hvor n= pN. Lad altså 

~ = 'X1 ~ ··.ø l(rt = P<,® · · · (f) 1<s, 
hvor ord ( .?C7) = pni, i = l, ... , r og ord(~) = pm j, j = l, ... , s. 

Vi har N= n 1+ ... +nQ = m1+ ... +m.s, og vi kan antage, at n 1 b n 2 ~ 

... ~ n 17 og m 1 b ... 6 m5 . Vi tænker os valgt frembringe re hi 

for ae, og kd for 'kj . 
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Induktion efter N. N = l: Klart. Antag sætningen for grupper 

af orden pN, med rvr < N. Sæt Ann( p-f = 1 gE ~ { pg = O~, da er 

Ann(p) en undergruppe (annulatoren for p). Vi har g= a 1h 1+ ... + 

a~hn f Ann( p) # pg = pa 1 h 1 + ... +pall...hn- = O ~ pnll pa1 /'- . . . pnr )par. 

~ pnl-ljal A. ••• 1\pnr-llar. ~ ai = pni-lfi, 4 = O, ... ,p-1. 

Da der således er p mulige værdier for ai, er ord(Ann(p)) =pr. 

Specielt er altså r = s. 

Antag nu, at n 1 .L n2 ~ ... 2. ny> n'Vtf = = nr =l 

og m1 2. m2 ~ ... 2. mrt-t) ml-lt-1 = = mr = l, 

o ~v,A-~r. 
Vi har ord(p~) = ord(~/Ann(p)) = pN/pr < pN. og 

p~ = p IC1 ® . . . ED pd~f?_ = p 'k t $> • • • <t> p j(()., 
= p'd(1 Æ) ••• Et> pal-v= p 'J<,@> ••• ®p~ 

og ord(P~1) = pnl-1 , ... ,ord(paf.y) = pny-l og ord(p1<t) = pml-1 , ... , 

ord(p~ = p~-l. Induktionsantagelsen giver derfor .Y= f<. og 
m1-l n 1-l m1,-l n.~-1 h f o d f 1 l p =p , ... , p~ =p v , vora pastan en ø ger. 

Vi har fundet en bijektiv forbindelse mellem mængden af endelige 

abelske grupper (på isomorfi nær) og mængden af endelige mængder 

af primtalspotenser med multiplicitet. Specielt er antallet af 

abelske grupper af orden pn = antallet af partitioner af n, be-

tegnet p(n). (fx. er 3 = 3 = 2+1 = 1+1+1 så at p(~) = 3 og 

4 = 4 = 3+1 = 2+2 = 2+1+1 = 1+1+1+1, så at p(4) = 5. Der gæl-

d . ·tnoo l ~oo ()n) er 1 øvr1g V= l l-x = LJn=l p n x . 
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KAPITEL II RINGE 

KEksempler på ringe: 

Eks.l) Hvis man i den additive gruppe R af kontinu-
' ' ...... ..... erte afb : R ---;)R ( elller : R ~C) definerer (f :t< g) (x) 

= ~f(x-t)g(t)dt fremkommer en ring (R,+,~) uden l-ele

ment. 

2) Lad V være et uendeligtdimmensional t vekt.orrum. 

Underrummet R~ ~(V,V) bestående af de lineære afbild

f, med dim f(V) < oo udgør med sammensætning en ring 

(R,+,o) ligeledes uden l-element. 

3) For en abelsk gruppe)~ , udgør gruppen R af endo

morfier f : es~~ med sammensætning en ikke-kommuta

tiv ring (R,+,o), ~kaldet endomarfiringen for~. 
4) Hvis ~ er en fri abelsk gruppe af rang, da er en

domorfiringen (R,+,o) ~(M (~),+,~). rxr 

En delmængde I ~ R kaldes et venstre ideal, hvis I er en under

gruppe i (R,+), og hvis RI~ I. Et højreideal defineres på ana

log måde. 

Eks .l R = l11nl<.n er {(g ~) J et venstreideal, der ikke 

er højreideal. 

I ~ R kaldes et bilateralt ideal (eller tosidet) , eller blot et 

ideal, hvis I er både højre- og venstreideal. R kaldes simpel, 

hvis der kun findes trivielle idealer. 

Homomorfi sætningen. Er f: R ---7 R' e~_~_!!!_orfi-L_d_~-- er J)._~r(rp) = 
$rE-R/<f(r) =o} et ideal i R, og R' ';1 R/Ker(cp). 

Opgaver. Et endeligt integritetsområde er et lememe. 

Endda: Et integritetsområde, der kun indeholder ende

lig mange idealer er et legeme. (Betragt idealerne 

( ~ ) , ( a 2 ) , • • • f o r e t a f· R* . ) 

Er R et integritetsområde, da findes et ( og på isomorfi nær 

kun ~t) legeme K, der indeholder R ( ~: har et med R isomorft del

integritetsområde), og som er mindst i den forstand, at ethvert 

skævlegeme L med samme egenskab indeholder et med K B isomorft 

dellegeme. K kaldes R's kvotientlegeme. K kan også karakterise

res ved at indeholde et med R isomorft delintegritetsområde R~ og 

at ethvert element O< E K kan skrives O(= a:f<'b*-t, med a*,b*GR*, b*-l O. 
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' Eks. Z har kvotientlegemet Q. 

I en kommutativ ring med l-element, R, er (a) = Ra det mindste 

ideal, der indeholder a; det kaldes det af a frembragte hoved

ideal. 
' ' Eks. I Z er som bekendt ethvert ideal af formen aZ, 

' ' altså et hovedideal. Det er klart, at Z/aZ er et in-

tegritetsområde, hvis og kun hvis a = O eller a= + 
'- ' primtalp. Følgelig er Z/aZ et legeme, hvis og kun 

hvis a=± primtal p, og dette legeme betegnes GF(p). 

Lad K være et skævlegeme, og lad R være den mindste under

gruppe i K, der indeh~lder lK. Ved f(lz) = lK defineres øjen

synlig en epimorficp: Z----> R. Enten er ep bijektiv (og altså Ker(<p) 

= (O),)i hvilket tilfælde K siges at have Karakteristik O. K vil 

da indeholde et med Q isomorft dellegeme, og for a E- K* er na = O 

kun hvis a n= o. Eller: Ker(<p) = (a) f (O), da er R ~Z/( a). 

Da R$ K er et integritetsområde, er Z/(a) et integritetsområde, og 

derfor et legeme, og a = primtal p. K siges at have karakteristik 

p, og R er et legeme isomorft med Z/pZ. For a ~K~er na = O kun 

hvis p/n (og omvendt). 

Det herved i skævlegemet K bestemte legeme kaldes K's primlegeme. 

Eks. I et legeme af karakteristik p f O definerer a 

aP en homomorfi (binomialformlen), som øjensynlig er 

injektiv. Den er surjektiv, hvis K er et endeligt lege

me, men ikke surjektiv i almindelighed. 

Et ideal tf i en ring R kaldes et primideal, hvis at b E- 'tf =9 
aE-'t[> vb€ ~. 

Sætning. I en komm~j;a !;iY~",Sing Il m~_d .... l.-::--.el.ems.n~t .&~lQ,,er~.,!f,~~~c-eJ_ 

primideal, hvis og kun hvis R/W er et legeme. 
-~-~ ....... --~~·--.."=--=o~_...,.,.,-~·~--~~-....r-·_..,-_r."•c~.-..~r~_._,~-""'.;.·,_.__-,r~.._-......,.•_"· .. •~·•"·•-:}----~o.·..._,._,."'_·__,_-""" __ ···---'""'"'-'"'-~"-"'""-'_...,.... .. ~ 

Et ideal M1 i en ring R kaldes maximal t, hvis tU1 C R, og hvis 

der ikke findes idealer 01. med M1 C Ol C R. 

Sætning. I en kommutativ ring R med l-element gælder: Ethvert 

egentligt ideal,ot, er indeholdt i et maximalt ideal4U. 

Bevis. Zorn's lemma. 
Mtax. 

Sætning. I en kommutativ ring R med l-element gælder: tfl1 er et iclec; 7 
hvis og kun hvis R/Ml er et leg_eme. 

Eks. I den additive gruppe Z/p~ defineres 0 ved a0b = O. 

(Z/pZ,+,ø) er en ring uden l-element. Da Z/pZ kun har 



Alg. II, 3 

de additive undergrupper (O) og Z/pZ, er (O) et maxi

malt ideal, men Z/pZ / (O) er ikke et legeme. 

2) 2-coz = f~n \ h E Z og nE N0 ~ er en additiv gruppe. 

Enhver undergruppe i 2- 00Z/Z er endelig og cyklisk, med 

en frembringer @ Defineres ø som i det foregåen

de eksempel fås en ring uden maximale idealer. 

I en kommutativ ring R, med l-element, kaldes Rad(ot) = t b E R/ 
3 n E N: bnE- ot 1 raE:dikalet for OL. Rad (01,) er igen et ideal ( Bino

mialformlen) 

Sætning. I en kommutativ ring R med l-element gælder: 

Rad(ot) = n g'~Ot~ 
~---Er=fr..---Rad."o-~~~,..~-~+-·~l'l-~---~"rc·n.@g,~-~·~~-"~~·~r~~~·t#~~-·-;~·~-d e r:rrre ~ tt. 

A.JJ,.t.a.g-rm..,...-crt---~~f .. -Rad..(= _ _)_~.-ll-.-N.,:~~ ......... ·-:"'4 ··-vi 

Vi viser først 

Lemma. Lad R være en kommutativ rin S ~ R~en multi likativ 

semigruppe, da er = L ot ~ R /ott') S = Ø~ induktiv t ordnet, og et 

maximalt element i f er et primideal. 

Det er klart, at f er induktivt ordnet. Lad 'f være et maximal t 

element if, og antag,at der findes a,bE-R, abE(jl a,bØtf. Vi har 

'!j' C (fj', b) og 1fC (~,a), så at (tj,a) f;/ og (<f, b) ~ "/-, :>: der fin

des s,tES så at s= p+ra+na og t= p'+r'b+n'b. Nu er stG-S og 

s t E:~' i modstrid med at <ft'\ S = 0 l 
Bevis. Ved overgang til R/ot.kan vi øjensynlig antage, at OL= (O). 

H vi s a E Rad (O) er an = O, og dermed anE 1f for alle <f og a€ <f for 
ro n .1 ( 2 3 { .., alle J. Er omvendt a r O for alle n, er S= la,a ,a , .. •J en 

semigruppe, så der findes et primideal ~o med S '1-<f0 = 0; spe

ciel t er a t_ <f, og dermed a ~ Q ff .l 
A ' ' Eks. R= (CL[O,l],+, ), hvor L= R eller L= C. For 

G<.E[O,l] erMfor={·fER{f(c<) = of et ideal, og det er 

maximal t, da R/,.U, ~ L er et legeme. Der findes ikke 
o< 

andre maximale idealer i R, thi erot et ideal, der 

ikke er indehold t i noget ~, findes til hvert rx f: [O, l] 

e t f~ Mlll s å a t fv< (C(, ) t O . Nu e r f O( t O i e n orne gn U O( af 

P< og da [o, 11 er kompakt, findes 0(1 , ••• , 111'111 ~ (o, l], så 

at [0,1] = U(l( l) ... UU()( . Sættes f= f« føcf + ... +r; foc , 
1 11\, l -1 ." 111 

da er f E OL, og f t O, men så er f- t: R og dermed l = 

f- 1 f E: ot~: en = R • 

'J = f fE- R\ f (t) = O 

Rad ('J) = 1. 
i en omegn af o! er et ideal, og 

pnn)-
Heraf følger, at der i R findes idealer, 

der ikke er maximale. 
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Lad R være et integritetsområde. Et element tE E R kaldes en 

enhed, hvis der findes E-' E- R, så at C.E' =l, altså hvis (c) =R. 

To elementer a, b E. R kaldes associerede, hvis a, b l O, og der fin

des en enhed E så at a= bE, altså hvis (a)= (b) l (O). For a,b 

R, a l O, siger vi "a går op i b" eller "a er divisor i b",og skri

ver ajb, hvis der findes rE;R, så ar= b, altså hvis bc(a). 

a/ b 1\ b {a ~ a og b er associerede. 

Et element p E: R kaldes irreduci bel t eller et primelement, hvis det 

er forskelligt fra O, k ikke er en enhed og kun har trivielle di

visorer. 

Et integritetsomrade R kaldes et F.D. (factorization Domain), hvis 

ethvert a 1 O ikke enhed kan skrives som produkt af endelig men

ge irreducible elementer. 

Eks. Hængden af polynomier R= [a +a1X+ ... +a Xn / a ~ Z /\ , o n o 
a 1 , ••• , ai\.\E Q~ er et integritet sområde med enhederne ± l. De ene-

ste muligheder for opløsning af X er X= p, ... p~ 

(. 1 X),hvorp1 , .•• ,p'Z.- erprimelementeriZ (0: 
P-t ..• Prt. l l 
+primtallene), men = 2~ 2 er aldrig 

P1 • • • Ptz., P1 • • ·Pil 
irreducibel. R er således ikke et F.D. 

Et integritetsområde R kaldes et U.F.D. (Unique Factorization Do

main), hvis det er F.D. og der af p 1 ••• p'2.= q
1 
... qs, (primelemen

ter) følger, at r= s og at Pi er associeret med q~(~)for en 

passende permutation O"'eSn·' 

Eks. 

:t: l. 

R = zC(-5] er et. integritet sområde L'led enhederne 

For ti\ = x+yM sættes N(IX) = o<cx = x 2 +5y 2 . N 

R~~'-7 N er en homomorfi. Idet N(O<) 1 3, 7 for alle {)(.E- R, 

og da N(3) = 3J<..j, N(7) = 7x7, N(l:t2{:5) = 21 = 3><-7, 

følger det, at 3,7,1:2(.:5 er primelementer i R, men 

21 = 3~7 = (l+2i=5)(l-2if:5). 

Et integritetsområde R kaldes et P.I.D. (Prime Ideal Domain), 

hvis ethvert ideal er et hovedideal. 

Sætning. Et P.I.D., R, er et U.F.D. 

Beviset føres i flere skridt: 

Lamma. Hvis et primelement p/ab, da vil pfa eller Pib. 

Bevis. Sættes (a,p) = (c), da vil c!p. Enten er c en enhed, så 

at (a,p) =H, og dermed l= ax+py og b= abx+pby, hvoraf p/b, 

eller c er associeret med p, så at pjc, hvilket med cja giver p la l 
Af dette lemma følger, at hvis der findes en primopløsning, da er 
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den entydig. Vi bemærker nu, at et PTI.D. er et Noethersk inte

gritet~område, og afslutter beviset med 

Lemma. Et Noet~hersk integritetsomrade er et F.D. 

Bevis. Indirekte. Fandtes der et a l a O, ikke enhed, der ikke 

var produkt af primelementer, ville a specielt ikke selv være 

primelement, så a= alal 1
, hvor a 1 ,a1

1 er ikke trivielle divi

sorer i a; endvidere måtte mindst en af disse, fx a 1 være uden 

primopløsning. Vi finder 

med at R vær Noethersk.l 

Eks. 

således (a) C (a1 ) C i modstrid 

Sætning. I et P.I.D., R, er (p) et primideal (ikke-trivielt), hvis 

og kun hvis p er et primelement. 

Bevis. "~" Indirekte: Hvis p = aa 1 
, og p{ a og pfa 1 , da var @ @::9 

= (QA ® , @') l O i modstrid med at, (p) var et primideal. 

"(r" Hvis @~ =@ i R/(p), er aa 1 f (p),:): p(aa 1
, men så er fx 

p l a , o g al t s å @ = @ i R/ ( p ) . l 

~&i Sætning. 

maximal t. 

I et P.I.D., R, er ethvert ikketrivielt. primideal, (p)' 
i 

Bevis. Lad @E- R/( p), @ f @, altså a~ (p). Sættes (a, p) = 

(d), er d}p; nu er d en enhed, thi var d associeret med p, ville 

pfd, som samkmen med d\a giver p/a, i modstrid med a e (p). 

Da (a,p) = R, har vi l = ax+py og dermed @ Q = ~ . R/(p) er 

således et. legeme.l 

Lad R være en kommutativ ring med l-element, da kan vi danne 

potensrækkerJ.-ngffi over R : R([ X J], og polynomiJJ-)]STil~. over R: 

R[X], og har da 

R C R[X) C R([XJ]. 

Sætning. R er et integritetsområde ~ R[[X]] er et integritets

område. 

Korollar. R er et int.omr. ~ R[X] er et int.omr. 

Sæt,ning. Hvis R[[X]] er et int.omr., da er (a0~1 , ... ) en enhed 

~ a er en enhed i R. 
~~--o-------------------
Bevis. "~" er trivielt. "<€==='' Hvis a

0 
er enhed i H kan ligninger-

ne a
0

b
0 

=l, a
0

b1 +a1 b
0 

=O, a
0

b2 +a1 b1 +a2 b
0 

=O, ... 

successivt løses. 

Sætning. Hvis R[XJ er et int.omr., da er (a
0

, ••• ,an .... '-O-',_O_,,,_._.'--.-'-)--"-e-n 

enhed, hvis og kun hvis a
0 

er enhed i R og a
1 

= ... =an= Q, 
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Bevis. 11~ 11 er trivielt. 11 -::9 11
: Foli' f= (a0 ,a1 , ... )~ R[X J defi

neres f's grad, grad(f), som -00, hvis f= O, og som det største 

n, for hvilket a l O ellers. Her er grad(f+g) ~ grad(f) \lgrad(g) 
n -

og grad(fg) = grad(f) + grad(g). Af den sidste relation følger, 

at der for en enhed f f- R[X] må gælde grad(.f) = O, altså a 0 l O, 

al= a2- •.. =O. Nu er a 0 endda en enhed i R, thi f-l er en 

r J o -l -l ( ) enhed i R X , altaa f = b 0 og dermed a 0 b 0 = ff = 1,0,0, ... 

=l . l 

Sætning. Er K et legeme, da er K[å]]et PTI.D. 

Velkendt, idet man viser 

Sætning. Idealerne i K[LX]] er netop K[[x]] = (l)::::> (X) ::l (x 2 ) 

::> ••• ,::) (O). 

Sætning. Er K et legeme, da er K[Xl et P.I.D. 

En følge af Euklids algoritme. 

Hvis R er et int.omr., f(X) =a +a
1

X+ ... +a XnE Rlx1 og c ~R, o n 
kan vi danne a 0 +a1 c+ ... +ancnER, et element, vi vil betegne f(c). 

Ved c -j f( c) defineres således en afbildning, igen betegnet f, af 

R -7 R. Vi siger, at c€: R er rod i f, hvis f(c) =O. fkt VLJ h_la.A--C 
ai; -{' ---> f {c) Cll t~~ -Ct i-1- U( M t! t'ft -(.: 'R DO -·-·~ 'R 

Sætning. Hvis K er et legeme, og f(X) E K[X] af grad(f) =n> -oa, 

da har f højst n xNjjRx forskellige rødder. 

Bevis. Lad ~1 , ••• ,~o/ være forskellige rødder i f. I følge divi

sionsalgoritmen findes q,rE- K[X], så at fCn = (X-OI",)q(X)+r(X), 

hvor grad(r) < grad(X-0<1) =l, altså grad(r) ~O ?: r konstant. 

Da f(0(1 ) = O + r(rx 1 ), er r = O, og dermed f( X) = (X- «1)q(X). N~ 

er f O= f(0< 2_) = (tX2 -Of1)q({)(
2 

), altås q(~2 ) =O, så vi finder 

q(X) = (X-tX2 )ql(X), o. s.v. f(X) = (X-t<1 ) .•• (X-O('!))qo/-l (X) fi 
Korollar. Hvis R er et int.omr., og f(X)E R[Xl af grad(f) =n> -Oc:> 

da har f højst n forskellige rødder. 

thi fE K[Xl, hvor K er R's kvot,ientlegerne.l 

Hvis R er et int.ornr. betegner R(X) kvotientlegemet for R(X]. 

Eks. H= GF(p). Da GF(p)(X):) GF(p)rxJ :JGF(p), har 

også GF(p)(X) karakteristik p. Der findes altså uen

delige legemer af karakteristik p l O. 

Eks. Lad K = GF(p), og lad f(X) = a 0 + ... +anXnE: K(Xl, 
p, da er f(A)p = f(XP), i følge polynorn<:u_f'orrnlen og 



relationen aP = 

(ftx~)P = f~XP' g X g XP 
gen c ___" eP af 
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a for a E 1(. For !t~~ E K( X) gælder: 

l x, idet g(XP)xl f(xP). Afbildnin
o di!.~e. 

K ( X ) _, K ( X ) e r al t s a vs ur j e k t i v . 

Hvis R,R~ er kommutative rimlge med 1-elern.enter, og q> : R_., R* 

en homomorfi, induceres ved a 0 + ... +anxn --4~(a0 )+ ... +~(an)xn, 

en udvidelse af~ til en afbildning, også kaldet,~ : R[X1~ R*[x], 
der let, ses at være en homorn.orfi. 

Vi vil nu undersøge polynomiumsringen over et U.F.D. , R. Et 

f(X) = a 0 + ... +anXn~ R[xJ kaldes primitivt, hvis (a0 , ••• ,an) =l. 

Gauss' lamma. Lad R være U.F.D., da er produkt af primitive po

lynomier over R igen et primitiv~ polynomium. 

Indirekte bevis. Lad g(X) ,h(X) E Rlx] være primitive, f(X) = 

g(X)h(X) = a
0

+ ... +anXnE--R(Xl, og antag, at der findes et primele

mentJlcR, sån{(a0 , ••• ,an). (.rO er et primideal, thi er abE:-(n), 

er ni ab, hvoraf :n..! a eller :n.lb ~= a E (Jt) eller b E: (n,). R/(n) er 

følgelig et inRtegritetsområde, og den kannoniske homomorfi;H:R 

på R/(JL) inducerer en homomorfi 'l{ : R[X] ~ R/(1l) [x], ved hvil

ken vi har ~(g)'L(h) = ')(.(gh) = l(( f) = O. Da R/(Jt) [xl er et int.

omr. er således K(g) = O eller ~(h) = O, i modstrid med at g og 

h var primitive.l 

Korollar til Gauss' lemma. Lad R være U.F.D. med kvotientlegern.et 

K. Hvis f(X) = g(X)h(X), med f(X) f R[X], g( X) primitiv E- R[x), og 

h(X) GK[X], da er h(X) E RfxJ. 

Bevis. h(X)'s koefficienter kan skrives som uforkortelige brøker 

f K, så der findes a E: R, at at ah(X) f. R [x]. Følgelig findes a, b€ R 

med (a,b) =l, .så at ~h(X) er primitivtER(x-J. Iflg. Gauss' lemma 

er~ f(X) = g(X)(~h(X)) primitivt. Da koefficienterne er hele, 

og da (a,b) = l, må b gå op i disse, men så må a være en enhed. 
l a ] 1 h(X) = a- b(bh(X)) er da E- R[x . 

Sætning. Hvis R er U.F.D., da er også Rtx] et U.F.D. 

Enhederne i R[x) er som bekendt netop enhederne i R. Vi undersø

ger nu de irreducible elementer. 

Lemma. Hvis grad(f) = O, da er f(X) irreducibel, hvis og kun hvis 

f(X) = Jl, hvor n er irreducibel i R. 

Hvis grad(f) ~ l, da er f(X) irreducibel, hvis og kun hvis f(X) 

er primitivE R[X] og irreducibel som element i K[X}. 

Bevis. Den første påstand er triviel. Antag grad(f) ~ l. Hvis 
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f(X) er primitiv og irreducibel i K(X], da også i R[XJ, er oplagt. 

Lad omvendt f(X) være irreduc~bel i R(X], da er f(X) primitiv. 

Antag, at f(X) er reducibel i K[Xl, da findes g(X),h(X)~ K[X], så 

i(X) = g(X)h(X) og l ~ grad( g) < grad(f). Nu kan vi finde c E-K, 

så cg(X) er primitivE R[xJ~ men så er f(X)=[cg(X)J[ ih(X)], og ih(X) 

er iflg. korollar E R[XJ, så at, f(X) ikke er irreducibel i RLX1.1 

Lemma. Hvis et irreducibelt polynomium p(x)lf(X)g(X), da vixl 

p(x)lf(X) eller p(X)/g(X). 

Bevis. l) grad(p) =O, da er p(X) =n, hvor~ er irreducibel i R, 

og f(X)g(X) = Jth(X). Nu er (Jt) et primideal, så R/(n) er et in

tegritetsområde. Er?(_: R[X] ~> R/(rt)[X] den kannoniske homo

morfi, er ?t(f)X(g) = ?{.(fg) = '>t(nh) = ?t('t)?t(h) = O, så at ff.(f) = O 

eller 'll(g) = o ~= :n..{f eller nfg. 
2) grad(p) ~ l. Da p(X)/f(X)g(X) i R[X], gælder dette specielt 

også i K[x]. Da p(X) er irreducibel i K[X1 og K[X] er et P.JE.D., 

er fx. p(x)/ f(X) i K[x] ): f(X) = p(X)h(X), hvor h(X) ~ K[xJ. Af 

korollar får vi nu h(X) E-R[X), altså p(X)/f(X) i R[X].J 

Af dette lemma følger primopløsningens entydighed. Vi viser nu 

eksistensen: Lad altså f(X)~ R[X], f l O, ikke enhed. 

l) Hvis grad(f) =O er vi færdige, thi da er f(X)E R, og en prim

opløaning i R er en primopløsning i R[x1. 

2) Hvis grad(f) ~l, er f(X) = df1 (X), hvor d er største fælles 

divisor for f(X)'s koefficienter, og f 1 (X) er primitiv. Hvis f 1 (X) 

er irreducibel er vi færdige i flg. l) Ellers er f
1

(X) = g
1

(X) 

h
1

(X), hvor g 1 ,h1 er primitive, og l~ grad(g1 ) < grad(f1 ) og 

l ~ grad(h1 ) < grad(f
1

) o.s.v. men dette må nødvendigvis stoppe.f 

Hermed er beviset for sætningen afsluttet l 

Eks. z[x] er et U.F.D. 

Korollar. For et legeme K er K[x1 , ... ,xn]et U.F.D. 

Bemærkning. Dette gælder også for K[x
1

,x2 , ... ] 

Eks. Z[Xl er ikke et, P.I.D., thi J= lf(X) € z(x] XlX} 
2j f( O) ~ er et !Bdeal, der ikke er hovedideal. ])et vi

ser sig, at z[x] ikke ±engang er Noethersk. 

Vi har tidligere vist, at hvis R er i P.I.D., da er R et 

U.F.D. og ethvert ikke-trivielt primideal er maxirnalt. Der gæl

der omvendt: 
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Sætning. Et U.F.D., R, hvori ethvert ægte primideal er maximalt, 

er et P.I.D. 

Bevis.l)Vi bemærker først, at ethvert maximalt ideal,~, i R er 

et hovedideal, thi er M{') (O) , findes a ftU{, a l O, ikke enhed. Er 

a = Jli ... J[ IlENA, vil (da et max. ideal al tid er primideal) fx. n1 E Mf, 
og dermed (J11) ~M(. Da (1!1) er et primideal og derfor maximal t 

ifølge forudsætning, er (Jl1 ) = lUt. 
2) Er at et. ikke t ri vie l t, ideal i R, vil ot være indehold t i mindst 

et maximal t ideal tU{ = (Jt), men det kan kun være indehold t i ende

lig mange maximale idealer MC = (Jt.), t,hi er ae-t?'(\( O), vil n...\ a. 
l l l 

3) Lad Mft.- = (11v), i- = l, ... , V være samtlige forskellige maximale 

idealer, der indeholder ()t,. For af-(/(. vil :n 1 ••• 11.~ Ja, så 01. ~ 
(7[( ••• Tf.;). Vi betragter nu alle eksponentsyst.emer (1><1 , ••• , Kv), for 

hvilke Ol~ (Jtfrt1 •• • Jltlrl..i)). For et a~ 0'{\(o), er a= .n1ml •••• Jt~"Vq, 
hvor 1lt f q, så Ot'1 ~ m1 , ... , c<11 ~ m 'V. Lad (Pt1 , ••• , ~v) være et høje

ste eksponentsystem, for hvilket. tTL~ (Æ/1 •.. n1tu); det påst.ås, 

a t, Ot = (JLi (1. 1 ••• n11 rx'~>) 
4 ) :B' o r a E Ol e r a = n1 'J( 

1 • • • n~ v r . S æ t t e s 1 = {r € R J n/< { . . Jl: ,J r E: ot-} 
er 1 et ideal i R, og (O) C 'J. Nu er 'J = R, thi ellers fandtes 

et maximal t ideal (n), så at t 1 f (Jl), og dermed ) ~s~.:9& 

C ( «1 «v ) ( ) OL= :n.1 ••• Jlv JZ ~ Jl • Heraf følger for det første, at Rn er 

associeret med et :n.~.- ( iflg. def. på .TLt..' erne), så wi kan antage Jt = J(_l.

men så vil (JL~ (n/tf ... JlltX,_.+l ••• Jl~v) være i strid me~ at (CX1, ••• ,IX'))~ 
vtiU' højemt. Af 'J= R følger specielt, at le-J: (Jlf 1 ••• "J7./~) ~ ()'( 
c c R 1«1 ... n,iv) 1 

Schonemann-Eisensteins irreducibilitetskriterium. Lad R være et 

U.F.D. , f(X) = a
0

+a
1

X+ ... +an_ 1xn-l+Xn~R[X], og antae, der fin

des et primelement:n~R, så atJT-Ia
0

, ••• ,JZ,/an-l og.n..
2
fa 0 , da er 

f(X) irreducibel over KUe] (og dermed over R[Xl). 

Bevis. Det er nok at vise, at f(X) er irreducibel over R[X]. 

( ) ( m-l m) ( n-m-l Indirekte: Antag at f X = b 0 + ... +brn_ 1x +X c 0 + ... +cn-m-lx 

+ Xn-m), l~ m~ n, så er a
0 

= b
0

c
0

• Ved den kannoniske homomorfi 

}t: R[X] -:> R/(n)[x] får vi Xn =?{(f)= (?t(b
0

)+ ... +Xm)(?(.(c
0

)+ 

..• +Xn-m). Heraf følger imidlertid let, at ~(bi)= O og ~(ej)= O. 

hvilket spe~ielt giver ?l(co) = o og '){_(bo) = o, altså Jt/bo og n/co, 

og dermed1l,. /b
0

c 0 = a 0 • l 

Sætning. 

Eks. Xn~ p er irreducibel mver Z (Q), hvis p er et 

primtal 

__ xn-1 n l ' ..._ f(X) =X-+ ... +X+l er irreducibel over Z (Q), 
~~--- X-1 --------------------------------------~~~ 
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hvis og kun hvis n er et primtal. 

Bevis. Hvis n er et primtal, er f(X+l) er Eisensteinpol.l 

Eks. Hvis Kar(K) = 2 er x 2+Y 2-l E K[X,Y] reducibel, thi 

x 2+y 2-l = (X+Y) 2-l = (X+Y-l)(X+Y+l) 

Sætning. Xn+Yn-1 er irreducibel over legemet K ~ Kar(K) = O 

e l l e r O < Kar ( K )-r n. n n 

Bevis. 11 ~~~ Indirekte: Hvis Kar(K) = p/n, er Xn+Yrt-1 = (x'P')P+(Y'P)P-: 
n n n n n n n n 

= (XP+YP)P-1 = (XP+YP-l)((XP+yP)p-l+ ... +(XP+yP)+l) 
11 ~ 11 Vi har f(X,Y)E K[X,Y] = K[Y][X] = R[X]. Nu er Xn+Yn-1 = Xn+ 

(Yn-1) = Xn+((Y-l)+l)n-1 = Xn+((Y-l)n+(~)(Y-l)n-l+ ... +n(Y-1)). 

Det ses, at Y-l går op, men (Y-1) 2 går ikke op, da n(Y-1) l O. 

Da Y-l er primelement i R, følger påstanden af kriteriet.l 

Lad K være et legeme og sæt R = K[X1 , ... , Xn]. Til r: E- Sn sva

rer en automorfi'G""af R defineret veæ ?:(a) = a for a E- K, z=-(X-i) = Xr(i) 

i= l, ... ,n. For f(x1 , ... ,x1'l) = Larn1 , ... ,mnX1ml ... xnmn, har vi 

lt 0 f ~a X ml X mn - "'\'a X mr-'(t) X ~-'(11 
a sa "C" = L m1, ... ,mn C(l) ··· z;-(n) ·- w m1, ... ,mm l ··· n 

f E-R kaldes symmetrisk, hvis ti' = f for alle "C"E Sn. 

Vi betragter nu R[Z] = K[X1 , ... ,Xn][Z]. Automorfien T i R 

inducerer en automorfi r i R[Z] ved &(b0 +blZ+ ... +bmZm) = ~(b0 )+ 

r(bl)Z+ ... +dbm)zm. Nu defineres elementer s 0 ,s1 , ... ,snE-R ved 

F(Z) = (Z-Xl) ... (Z-Xn) = s 0 Zn-s 1zn-l+ ... +(-l)nsn 

og da T(F) = (Z-Xr(l)) ... (Z-X~(n)) = (z-x1 ) ... (Z-Xn) =F, er rs 0 =se 

~(s 1 ) = sl,·· .,&sn = sn for alle~~= ~o~l' ... ,sner symmetriske 

Vi finder: 

so = l 

s l = Xl+ ... +Xn 

s2 = XlX2+ ... +Xn-lXn 

Sn = Xl•••Xn 
og de kaldes de elementagsymrnetriske polynomier. 

Sætning. Ethvert symmetrisk polynomium f(X 1 , ... ,Xn) E: K[X1 , ... ,Xn] 

kan på entydig måde skrives som polynomium i s 1 , ... ,s~ 

Bevis. Eksistens: For et potensprodukt p= x1ml ... Xn n definerer 

vi signaturen som sign(p) = (mi) = (m1 , ... ,rnn). Det ses let, at 

der ved (f,l.)-< (m1·) ~ (L,. t. <L,. m.) v (L· f. = l:. m. og 
l l l l l l l l 

f 1 = m 1 , · · · , (.v _1 = m v _1 , 11) < m v f o r e t v i s t 1) ) d e f i n e r e s e n to-
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tal ordning, 7, af signaturerne. For O l f E R defineres signaturen 

for f, sign(f), som den højest forekommende signatNRur i potens

produkterne i f(X1 , ... ,Xn). Idet vi bemærker, at (~i)? (mi) og 

(rj) ~(si) medfører (ft+r0) ~ (m;+s0), får vi let: For f,g l O 

er 

sign(fg) = sign(f)+sign(g). 

Lad nu O l f(Xl, ... ,Xn) være et symmetrisk polMnomium, og lad 

aX1m1 ... Xnmn være leddet med højest, forekommende signatur (mi), 

da er m1 ~ m2 ~ ... :b m~ t,hi var et mi < mi +l, og betragtes C = 

(i,i+l) E Sn, ville T(ax1ml ... Xnmn) = ax1 rnl ... Ximi+lxi+lrni ... Xnmn 

være et led i :f(X1 , ... ,Xn) med signat,ur ( ... ,rni+l'rni,···) /-

(. ·· ,rni,rni+l'''') ~ 
Vi bemærker nu, at sign(sv) = (~,0, ... ,0), så at sign(sv~v) 
= CXv(l, ... ,1,0, ... ,O) = ((X'v, ••• ,CYv,O, ..• ,O) og dermed sign(sr1 .. s~I'Jt.,) 

= (t(1 + · · · + 0(111.1, lÅ' z+· · · + c<M", • • • '!IY'111-1 + !Yilt, Kil()· 
Sættes~= m,~ 1 =m 1 -rn , ... ,«1 = m1 -rn2 , får vi altså sign 

( 
IX1 n ()(~) ~- ( ) n- ~ n - f IX1 "'""-s1 ... sM - Jlli. :Bor f 1 - - as 1 ••• sM.- =f 
m1-m2 rn2-m3 rnn 1-m m o as 1 s2 ... sn-l - nsn-n gælder alts-a enten f 1 =O, og 

så er vi færdige, eller sign(f1 )--<( sign(f). Da f 1 er symmetrisk, 

kan denne proces anvendes på f 1 , men dette må stoppe, da der kun 

findes endelig mange signaturer -< en given.l 

Entydighed: Det er øjensynlig nok at vise, at vi Jor f(~, ... ,Xn) 

l O har f(s 1 , ... ,sn) l O. Fpr et potensprodukt x 1 l ... Xn n de

finerer vi den summatariske signatur som (fl1+ .•. +f-fii.,/J2+ •.. +~11V 

••• ,fi/111-1 +f(,,,f,""). Lad axtl ... x/:n være leddet med højeist surn

matarisk signatur. t(ndsættes s'erne finder vi sign(as~l ... s~n) 
= sign(a(X1 + ... +Xn) 1 ... (x1 ... Xn)~) = (f.1+ ... +ft111 , ••• ,f41-f+Aw,f~), 
og dette led i f(s 1 , ... ,sn) = ~(Xl+ ... +Xn, ... ,X1 ... Xn) vil have 

højere signatur end noget andet led. Altså er r(s1 , ... ,sn) l O. l 

Eks. Specielle symmetriske polynomier er potenssum

merne pi= x 1 i+ ... +Xni' i= 0,1,2, ... Disse kan iflg. 

sætningen entydigt, udtrykkes ved de elementarsymrnetris

ke polynomier. At der omvendt gælder: De elementar

syrnmetriske polynomier s 1, .•. ,sM kan entydigt skrives 

som polynomium i potenssummerne p 1, ••• ,p~ vil følge 
v o4l 

af Newtons formel: Sættes a~= (-l) s~, v= O,l, ... ,n 

ogN:~t:n: :~;~~-~Z~:r::~~~~~ + qaq ~o . ___ q -~-;:~.-~:.J 
Bevis. l''or v= l, 2, ... , q gælder (idet ~* betegner 

summation over indb.forsk. indices fra l til ry: 



* ~ q-V v ~~--~: 
Pq_.,(v!a11 ) = (L,.>X. )(-l) . . x 1 •.• xi.) = 

v t l 'l1 1 • • • ) 1 v 1 ·v 

v > --.* 1J = (-l) . . L: x. x. x. q-
~, 1 • • • , t v ivH 11 · • · 1-y 1 'V+ 1 

= (-l)o/v? ~*'x;1 ... xi l+q-v + (-l).v 
. • • 'V 

hvoraf 'ltl' "> 1'1) 
v 

Pq_,la-v = (-lr > ~*x1 ... x1 q-(v-1)+ 
v ~ ""l'j'; ... 11 -y 1 v 

= -S(y-l)+S(V), 

hvor 
(-l );t ----:> 7* q p s(pJ = ,~,! ~ x .... x? x, - , f= o, ... ,q 

("' 1f,'' ·,;"tf 11 f'- p.t1 
Speciel t er ~""' 

S(O) = L.x· q= p 
i t ')f q ' 

S(q) = O for q L n og for q' n er 

(-l)q "* o 
s ( q) = q ' > ,.> x 'i 1 ••• X .j a xia+J = 

• 'i t, ... )?~.. 't 'f- l 

= (n-q)a . Altså for alle q: q 
S(q) = (n-q)a q 
Newtons formel følger nu af (*) l 

Alg. II,l2 
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KAPITEL III ALGEBRAISKE UDVIDELSER 

Lad K ~ L være legemer, og o< f- L. Ved ep( f) = f(O<) definere s 

en surjektiv homomorfi q' : K[X1 -'> K [oc] ~L~ så K[o<J er et integri

t~tsområde, og det er den mindste ring, der indeholder K og ~E L. 

Nu er Kercp et ideal i K[Xl, der er P.I.D., så Ker<p = (p(X)). 

Ea K[X]/(p(X)) ~K(«] er et integritetsområde, er (p(X)) et prim

ideal. Der er nu to muligheder: l) p(X) = O, da er ~ ikke rod 

i noget polynomium over K; ~ kaldes transcendent over K. K[~] 

'21 K[X] er ikke et legeme, og vi har K[<X] ~ K[X] C K(X) ~ K(<X) ~ L. 

2) p(X) t O, da er p(X) irreducibel, og (p(X)) er maximalt, så 

K[!X] ~ K[X]/(p(X)) er et legeme, altså K[tX] = K(cx.). o< kaldes al

gebraisk over K. D( er rod i et egentligt polunomium over K, og alle 

polynomier med~ som rod er multipla af p(X). Hvis p(X) er nor

meret, er det altså entydigt fa~t~agt og betegnes p(X) = Irr~ ,K), 

undettiden kaldet ~·s minimale polynomiu~over K. Hvis grad(p) 

=n, siges ()(at have grad n over K. Ethvert element i K[X]/(p(X)) 

kan da entydigt skrives Cfu;+aJ X+-: . . +a: ~ x~::J;l iflg. divisions

algori tmen; da €. ·>+an-l X~~ a 0 + ... +an-l()(n-l, får vi 

Sætning. Hvis ~ er algebraisk over K, af grad n, da kan ethvert 

l t · K(lX) Kr 1 " t d· c, d k · n-l e emen. l = Lr<~ pa ell.)f y lg ma e s rlves a 0 +aliX+ ... +an-llX __ 

Sagt på en anden måde: Hvis vi :popfatter K[cx] som vektorrum 

over K, ser vi: Hvis <X er transcendent, er [K[o(] :K] =IX) og en K-

basis for K [rx] er l, t'\, rx2
,... ; Hvis <X er algebraisk af grad 

n, er (K[()(J:K] =n, oe; en basis er l,IX, ... ,IX.n-l 

Sætning. Mængden af de elementer i L, der er algebraiske over K, 

er et delleeeme,L
1

, af L. 

Bevis. Lad o<.,f!Jt:L, grado< =m, grad~= n .. Enhver potens ()(~til
hører K [oc] , og er al t,så en K-lin. kom b. af O< t, i = Q_, ••• , m-l=;= Lege

ledes er enhver potens (3;{-l..en K-lin.Jtomb. af(!/, J = O, ••• ,n-1. 
v;2A id · Ethvert produkt o< (..,; er således en K-lin. komh. af x p. 1,= o, , , m-l, J : 

O, ••• ,n-1. 

Til ()(+(J findes 

(o< t(3) 

følgelig en 0rm '~' mn)- matrix 

~:_, 1 
(5,}, [ ~r~ 

A 

rxi",.'(3al4 ·-1 J 

A med elementer fra K, så 
1 

D( 

: <»1-f 
{X 

10 
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det(A_- (~+~)E __ )= O. det(A- XE)E K(X] er følgeligt et egentligt 
- l l polynomi urn med fl. +(S som rod. Analogt, for ex.~, -O< og ()(- . 

Hvis K~ L1 (~ L), siges L1 at være algebraisk over K (elwer en 

algebraisk udvidel~ af K), hvis ethvert element i L1 er alge

braisk over K, og vi skriver da også 11 L1/K er algebraisk" 

Korollar. Hvis ~er algebraisk af grad n over K, da er K~)/K 

algebraisk. 

Opgave. L/K er algebraisk, hvis og kun hvis enhver 

ring R mellem K og L er et. legeme. 

Et legeme L1 ~ K kaldes en endelig udvidelse _af K. hvis [L1 :K 1 
er endelig. Vi har set, at hvis o<~ L er algebraisk over K, da 

er K(~)/K en endelig udvidelse. 

Sætning. Bn endelig udvidelse, L/IS er algebraisk. 

Bevis. Antag, at [L:K] =n< oo, og lad fl. E L. Da l,o<, ... ,O<n 

er lin.uafh. over K findes a 0 , ••• ,anE K, ikke alle O, så at a 0 + 

a1IX+ ... +an!)(..n = O, .J: ()<, er rod i et. egentligt. pol;~momiurn E-K[X] .g 

Heraf følger atter, at K(()() = K(OI'] /K er algebraisk, hvis o< er al

gebraisk. 

Eks. Lad L1 være mængden af reelle tal, der er alge

braiske over Q, da er [L1 : Q] =O() , thi for alle n E N 
n+~ (n+~-)2 (n+~)n . ' er l, y2, v2 , ••• , V2 lln.uafh. over Q, da 

xn+l_2 er irreducibel over Q. l 

En udvidelse L/K kaldes simpel, hvis der findes c< E- L så at L = 

K(!X). 

Bk5. En endelig udvidelse er ikke nødvendigvis sim

pel. Lad k= GF(2), lad L= k(X,Y) og K= k(X 2 ,Y 2 ), 

da er l,X,Y,XY en K-basis for L. For f/g E-L, har vi, 

l 1 2 ( l 2 2 da Kar= 2, at f g= gf g =g X,Y)f(X,Y) g(X ,Y ); 

det er altså nok at vise, at hvert f(X,Y)fk[.x,Y] er 

lin.komb. l,X,Y,XY, samt at disse elementer er K-~afh. 

Det første følger let ved at betragte produkter x 7yd, 

og for det sidste er det tilstrakkeligt at vise, at for 
[ 2 2] 'l .:J 2 2 2 2 f , g , h , k E k X , Y gæld e r f (X , r) XY +g ( X , Y ) Y+ h (X , Y ) X 

+k(X 2 ,Y 2 ) = O 9 f = g= h= k = O, men dette ses ved 

at betragte potenserne xiyj, L/K er følgelig endelig 
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2 af grad 4, men da vi for ~~L har ~ e K, har en simpel udvidelse 

grad ~ 2. L/K er således ikke simpel. 

sætning. Lad K S L S H være legemer, da er [r1:L][L:K] = [IVI:KJ 

Bevis. Hvis[L:K] =OO eller (N:L] =OO er [M:K] =CXJ. Lad nu 

v 1 , ... ,vm være en L-basis for !VI, og lad u1 , ... ,un være en K-basis 

for L, da ses det let, at [ ui v j { l ~ i ~ n 1\ l ~ j ~ m} er en K

basis :for N l 

Sætning. Er K ~ L, og c<1 , ••• ,tXilt ~ L algebraiske over K, da er 

K(oc1 , .•• ,O(r.t) = K[<X 1 , ••• ,oc""], og K(o<. 1 , ••• ,oc 01J er en endelig udvidel

se af K. 

Bevis. Da K1 er alg. over K, er K(?<1) = K[DI',] og [K(cx1) :K] er 

endelig. Da c<2 er alg. over K, er G(l speciel t alg. over K(()(1 ), så 

K(<X1 ) ( ()(2 ) = K(c<1 ) [()(2 ] og dermed K( or,, rx2 ) = K(IX 1 ) (rX2 ) = K({)( 1 ) [rx2 J 
= K[oc1J [«2 ] = K[tX,,!X2], og da [K(IX1 ,01'2 ):K(cxr)] er endelig, er også 

[K( tK1 , ~'l) :K J endelig iflg den forrige sætning u. s. V. l 

Korollar. Hvis K S: L ~M, så J:VI/L og L/K er algebraiske, da er 

også lVI/K algebraisk. 

Bevis. Et /5E: rvr er alge brål.isk over L, så der findes 0< 0 , ••• , Dl.n-l E L 

så at (5 er rod i o<0 +o<l X+ ••• +Oh-l xn-l+Xn E L [x]. Nu er ()<. 0 , ••• , ~-l 
algebraiske over K, så K(~ 0 , ••. ,cxn_1 ) er endelig over K. Da ~er 

algebraisk over K(lX 0 , ••• , ~-l) er K(o< 0 , ••• ,~_ 1 ) [{S]= K(tX 0 , •• ,0\n-1,(3) 

endelig over K(0< 0 , ••• ,()(n-l), og derfor endelig over K. Specielt 

er ~algebraisk over K, da en endelig udvidelse er algebraisk. l 

r v 
Lad K~ L. Vi har tidligere vist, at mængden K af elementer 

i L, algebraiske over K, er et dellegeme af L. Det kaldes K's 

algebraisk afsluttede hylster i L, Det foregående korollar viser 
~ M 

nu, at K = K. 

Eks. Lad K S. L, og lad rx E- L være transcendent over K, 
"J 

og lad K være K's alg. afwsluttede hylster i K(CX), da 
N N 

er K = K. Lad nemlig (3€:- K, altså~= f(cx)/g(O<) <::--K(o<) 

alg. over K, og K(~)/K algebraisk. Hvis ~ ~ K, er 

f(X) -(1g(X) t- K(~)[x] ikke nulpolynomiet, og da det har 

~som rod, er~ alg. over K(~), og dermed også over K, 

hvil1cet er en mosstrid. O 

Lad K være et legeme, og f(X)~ K[X] af grad(f) 2 l, da findes 
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en simpel algebraisk udvidelse af K indenfor hvilken f(X) har en 

rod, idet der gælder 

Sætning. Er f(X) = X~+a 1 xm-1 + ... +a~E K[X] irreducibel, da findes 

et (o:pg på nær isomorfi kun et) legeme L*, med dellegeme K>K iso

morft med K (ved K~ K*), og et element tX.*E L*, algebraislc over 
-* " ;t. ~ ( *) ( * *) n ( ) 111-1 ( ) K, sa at L = Krx og Irro<. ,K =X +ep a1X + ... +f a<l1 =ff. 

Bevis. Eksistens: LK = K[X]/(f(X)) er et legeme, og elementerne 

i L*'er af forme~ ~~ .. +b:~~ = §)+@@+ ... +g®n-

Sæt, ep( a) = @EL for aE K, da er ep en isomorfi af K på et dellege

me K*' ~ L . Sæt ex* = (K) f L*, da er rx* rod i ep f E K*'[ x], thi 

cp+(o<*) =q;f(@) = ®n+(B)(]l)n-1+ ... +@ = ~3 = @, 
så (1..:-K er algebraisk over K*. Da f er irreduci bel over K og ep:;: 
K_, K* er en isomorfi, er cpf irreducibel over K*'): ff = Irr(<><* ,K~)~ 
og vi har ø jensynlig L* = K*(IX*) . 

Entydighed: vil følge af 

Lemma. Lad L 2 K,L* :il K* og ep: K på K* en isomorfi. Hvis L = K(~_)_, 
hvor o<. E: L er algebraisk over K, hvis L* = K*(t><'*), hvor rx>t:.E- L* er 

algebraisk over K* og hvis cp(Irr(tx.,K) = Irr(w*,Kif:::), da kan<p en

tydigt, fortsættes t,il en isomorfi ep : L på L , så at ep (IX) = ex*. 
Bevis. :X.a:oi Ethvert element (6E L kan skrives (3 = b0 + bf-+. . . , 

så den enes te mulighed for a t definere ifJ er ep ((5) = o/ ( b 0 + b p<+ • •. ) = 

q>(b 0 )+f{bl)o<*+ .... Da <f(Irr(<X.,K)) = Irr(tl(*,K*) er dette virke

lig en definition, og det ses let, at~ opfylder de stillede krav.l 

Det her~ed entydigt bestemte legeme siges at fremgå af K ved 

adjunkti9n af en rod i f(X); vi vil ofte identificere K og K*. 

Sætning. Lad f(X)~ K[X] være af grad(f) = n~ l, da findes en 

(og på isomorfi nær) kun en endelig udvidel~e L/K, så at f(X) 

spaltes til bunds i førstegradsfaktorer i L[X], og som er minimal 

(0: intet ægte dellegeme af L har denne egenskab) 

Bevis. Elcsistens: Lad f(X) = p 1(X) .•• pv(X), hvor P~,)X) ~ K[X] er 

irreducibel. Hvis alle p~ har grad l er vi færdige. Ellers kan 

vi antage at grad(p1 ) >l. Nu adjungeres en rod~, i p 1 (X) til 

K, så K C K(~f ). Lad f(X)'s opspaltning i irreducible faktorer i 

K(0( 1 )[x] være f(X) = (X-Det )p1 (X) ... p;,(x). Hvis alle p~ er af 

grad l er vi færdige. Ellers kan vi antage, at grad(p;) >l. Ad

jungeres en rod 1)(
2 

i p;(x) til K(IX 1 ), er K C K(rX,) c K(rx.1 )(cx 7 ) = 
K(~,~) o.s.v. Dette må imidlertid stoppe, da f(X) højst har n 

rødder, så K C K(cx1) C .•. c K(A"1 , ... ,0<
4

) = L, hvor 1tt~ n. 
( 

L = K( M1 , ••• , iX/t) er en endelig udvidelse af K, og den er klart 

minimal. 
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Entydighed: vil følge af 

Lemma. Lad L ;? K, L* :;;2. K* og ep: K på K*- være en isomorfi. Hvis 

L er en minimal udvidelse af K, så f(X)E K[x] spaltes til bunds 

i l.gradsfaktorer, og hvis det samme gælder for L* og K~ med ff E 

K* [X J, da kan f fortsættes (ikke entydigt) til en isomorfi p : L på 

L*. 

Bevis. Induktion efter grad(f) = n. Klart, hvis n = l, da vi så 

har L = K~ K~ = L*. Antag sætningen for polynomier af grad~ n-1, 

og lad f(X) = p 1 (X) ... p.y(X) <e K[X] være af grad n med pu(X) E- K[X] 

irreducibel. Nu er <ff(X) = cpp 1(X) .. ·fPv(X), og da f er en isomorfi 

er TP1.1 (X) E K*[x1 irreducibel. LadtxEL så at Pt (0\) = O, og lad o<* 
f: L*, så fPi (ov'l<) = O. I flg. forrige lemma kan ep (entydigt) fort-

sættes til en isomorfi cp1 : K(tX) på. 0(0<>1:) med fi (0\) = lX~ N Vi har 

p1 (X) = (X-IX)q(X) i K(o<.) og cpp 1 (X) = (X-O(*)f1 q(X) i K*-Q(>I:). 

Nu er L det mindste legeme, der indeholder K(o<..), så at f (X) E K(cx) LX] 

spaltes til bunds, og L.:r:har samme egenskaber med <p1f(X) og K;t<0"*). 

Da f(X) = (X-!X)q(X)p2 (X) .. ·Pv(X) og f'lf(X) = (X-cx*)cp1 q_(X)<pp2 (X) ... 

fP-v(X), ses det, at L er den mindste udvidelse af K(O<), så at 

q(X)p2 (x). ··Pv(X)E K(~)[x] spaltes til bunds, og at L* har samme 

egenskab med K.t'(IX*) og cp1 (q(X)p
2

(X) ... p'li(X)) = <p1 q(X)cpp~X) ... <fpv(X)E 

K'*'(o<*) [x]. Af induktionsantagelsen følger nu, at L og L* er iso

morfe .l 
Dette ( p:;i isomorfi nær) entydigt bestemte legeme L 2 K, i hvilket 

f(X)E K(X] spaltes til bunds, kaldes f(X)'s spaltningslegeme over K 
(eller rodlegeme) 

EKSEMPLER J:lA ANYENDELSE AF SPALTNINGSLEGENE: 

l) Bevis for algebraens fundamentalsætning. Vi skal vise, at 

hvert f(X)~b[x] har mindst en rod i 6. Det er tilstrækkeligt at 

vise dette for polynomier~ ~[X], thi f(X)~(X)E ~[x], og hvis 
- ' -f(IX)f(IX) =O for et lXE C, er f(CX) =O eller f(P<) =O. Sæt grad(f) 

= n = 2{u, hvor u er ulige. Induktion efter { . For -f= O er 

dette et velkendt resultat (Weierstrass). Antag sætningen for C-1. 
f(X) E R[X] C C [x 1. f( X)' s spal tningslegerne over C kaldes L. Vi har 

da f (X) = Xn +a1xn-l + ... +a = ( X-()(1) ... ( X-IXn) , !X i E L 
' n 

hvor al, ... ,aneR. 
\ 

Vi sætter for cE:R: gc(X) 

og finder grad(g ) = n' 
t 

=n.<. .(X-(o<.+C<.+c<X.ot.)) 
l~ l J lJf 

= (~) = 2nCn-l) = 2t-1u(2 u-1) = 2f-1 l u o 

Vi har 
, n' n'-1 g (XJ =X +h1 (<X1 , ... ,0( )X + ... +h ,(o< 1 , ... ,(X) 

c_ n n n 
hvor h.' erne er polynomier i iX1 , ... ,0\ l'led reelle koefficienter 

l n 
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Endvidere er hi'erne øjensynlig symmetriske polynomier, og kan 

derfor skrives som reelle polynomier i de elementarsymmetriske 

polynomier -a1 , ... , (-l)nan, som er reelle; følgelig er hi (!'Xl, ••• ,D<.n) 

E R, Q: gc (X) E: R[X]. Iflg. induktionsantagelsen har gc(X) en 
' ' rod i C, d.v.s. der findes i< j, så at IXi+IX:.+cO(ill(jE:C. Til hvert 

' J, n 
c ~R svarer et par: i < j så at, O(i + O(j+ct?<i 0\j E~ C. Betragtes ( 2 ) +l 

forskellige c • er, må mindst to, c, c' svare t.il samme par i .c, j, 
\. ' 

altså IXi+c<j+cC(itX· EC og o(i+O(j+c'(Xi~J· (o;. C. Her~af fås (c-c' )IXiJXJ. E-
' J ' \. 
C, men så er tXi O( j f: C, og dermed også O(i +IX'j E C. Da fundamental-

sætningen som bekendt gælder for polynomier af grad 2, slutter vi 

endelig at IXi ,[7( j C C. l 

2) xP-X-1 E Q [x l er irreduc i bel for et primtal p. 

Bevis. Idet vi har den kann. horn. ';t : Z --7 Z/pZ = k er det øjen-
d 

synlig··nok at vise, at f(X) = xP-x-1 er irreducibel over k. f(X) 's 

spaltningslegeme over R kaldes L. f(X) har ingen rødder i k, da 

aP-a-1 = -l for alle a(: k. Lad nu <X E L være rod i f(X). Da L/k 

er endelig, er c ~ eP, c E: L en automorfi i L, og dermed 0< +l) P

(~+l) - l = ~P+l - (~+l) - l = ~P-~-1 = O. Vi kan således finde 

p rødder: ~~~+l, ... ,~+p-1, og har 

f(X) = (X-P<) (x-(tx+l)) ... (X-(IX+p-1)). 

En ægte divisor g(X) E k[X] xi f(X) måtte være af formen g(X) = 

Tli:l (X-tX-ai), med ai ~k, hvor l ~·V = grad(fg) < p. Koefficient.en 

til xrJ-1 er - '\)f.X- Li=lai e k, og da VE k, rJ l o, ville dette 

medføre, at \X E k. Il 

3) f(X) = xP-t er irreducibel over FP~ (FP = Z/Zp) 
Bevis. Elementerne i F(t,) er af formen h(t)/k(t), hvor h,kE.F[tJ, 

og for disse gælder (h(t)/k(t))P = h(tP)/k(tP) l t. Lad L være 

spaltningslegemet for xP-t over F( t). Er ~&.L en rod i f(X), er 

~P= t, så~~ F(t). Da xP-t = xP-~P = (X-~)P er~ en p-dobbelt 

rod i f(X). Hvi~ f(X)E:- F(t)[x] havde en ægte divisor g(X)E F(t)(x], 

m~tte,g(X) = ni=l(X-~), hvor l~ V= grad(g) <p, altså specielt 

(3 ~ F( t,). Da ('V ,p) = l, findes a, b, så at a.Y+bp = l, men så er 

(!; = (3av+bp = ((!/)atbE F(t), hvilket er en modstrid.l 

For f(X) = Lanxn~K[x], sættes f'(X) = ~nanXn..-E K[X]. Der 
M~D ~ gælder øjensynlig · M_ D 

(f+g)' = f'+G' (kf)' = kf' (fg)' = f'g+fg'. 

Lad nu f(X)E K[xl være et irreducibelt polynomiurn, og lad L :J K 
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være en udvidelse af K, der indeholder en multipel rod,~, i f(X). 

Af f(X) = (X-t<) 2g(X) fås f' (X) = (X-t><.)2g(X) + (X-o<) 2g' (X), så 

f'(~)= O. Heraf følger f/f', men da grad(f') ~ grad(f)-1, slut

ter vi f'(X) =O. = ~ nanxn-l, altså at nan =O. Hvis Kar(K) =p 

får vi p/n eller p{n og an = O, så f(X) = a 0 +apXP+a2px 2P+ .... 

Hvis Kar(K) = O er dette en modstrid, så 

Sætning. Hvis Kar(K) = O, og f(X)E K(x] er irreducibel, da har 

f(X) simple rødder i enhver udvidelse af K i xhvilken f(X) spal

tes til bunds. 

Et irreducibelt polynomium f(X)f K(x1 kaldes separabelt, hvis 

f(X) kun har simple rødder i spaltningslegemet. 

Sætning. Hvis Kar(K) = p, og f(X)E K[xJ er irreducibel, da er 

f(X) inseparabel ~ f(X) = g(xP) for et vist g(X)E K U\J. 
Bevis. ""9" er vist. ~~~~": Hvis f(X) = g(XP), og()( er en rod i 

f(X), da er ~P rod i g(X), så g(X) = (X-~)q(X), og dermed f(X) 

= (XP-txP)q(XP) = (X-O<)Pq(XP) f 

Et polynomium f(X)E K[X] kaldes separabelt, Dvis alle dets 

irreducible faktorer er separable. Vi N siger, at K er fuldkom

ment, hvis ethvert polynomium over K er separabelt. Vi har set: 

Sætning. Hvis Kar(K) = O, da er K fuldkomment. 

Sætning. Hvis Kar(K) = p, da er K fulkdkornment ~ a ~ a P, a E K 1 > 

er en automorfi. 

Bevis. "~": Hvis f(X) = a 0 + ... + er irreducibel og inseparabel, 

da var f(X) = a 0 +a1xP+ ... +ahxPh; nu er ai =biP, og dermed f(X) 

= b0 P+ ... +bhPxPh = (b 0 + ... +bhXh)p i modstrid med at f(X) vær irre-

ducibel 

"~". Hvis a..-) a P ikke var en automorfi, findes b E K, så a t 

f(X) = xP-b ikke har rødder i K. Nu er f(X) irreducibel (jfr 3. 
p.6), men der findes kun ~n p-dobbelt rod i spaltningslegemet.l 

Korollar. Ethvert endeligt legeme er fuldkilirnment. 

Sætning (Steinitz, 1871-1928). Lad L = K(o< ,{!>, ... ,pJ, hvor o<. ,(3, ... ,p 
t l 

er senarable over K da 

er L/K en simpel udvidelse. 

Bevis. Det er nok at vise, at K(iX,~) er simpel over K, da vi i 

så fald har K( o< ,(5z"J) = K(/i ,(4)(J) = K(~) (f) = K( J', d') og ~~'er al-

gebraisk over K. Beviset føres i to tilfælde: 
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l)K er et uendeligt legeme: Sættes f(X) = Irr(~,K) m= grad(f), 

er f(«) =O, og sættes g(X) = Irr(~,K), n= grad(g), er g(~) =O. 

Vi udvider nu L = K(~,~) til et legeme M, hvor f(X) og g(X) spal-

tes til bunds. Her har f(X) rødderne C< = 0<1, , ••• , rx~ (ens eller 

forskellige) og g(X) rødderne(!;= f3b ... ,(6fl1...,(forskellige). Vi 

vælger ~ = tX +c(!>, hvor c e- K, så a t O<i +c~ l fX.+c{3 for alle i og al

le k l l, hvilket er muligt. Nu er K(~) = K(P< +cf.>) = K(IX.. ,f~), thi 

K(~) S K(cx,(3). Vi har f(.:7'-cX)E K(~)[X], og f(r}-cx) har roden 

(31 =f3, og f(}-c(3k) l O, da,}-cf\: l lXi, alle i, k l l. d(X) = 

(g(X) ,f(-8'-cx)) har altså kun en rod, nemlig (31 =(3 , og da d(X) = 

1itX~~XX1~/~ X-(3EK(~)[x], er{3EK(~), så at også ex= J,_ c(Jt:K(if), 

og dermed K(O< ,(3) ~ K(~) l 
2) Ker et endeligt legeme. Da L er en endelig udvidelse af K, er 

også L et endeligt legeme, så påstanden følger af 

Sætning. I et endeligt legeme, L, er den multipli:tative gruppe, 1*, 

cyklisk. 

et specialtilfælde af 

Sætning. Enhver endelig undergruppe i et legemes multiplikative 

gruppe er cyklisk. 

Bevis. I den endelige undergruppe,~' har xP-1 højst p rødder, så 

påstanden følger af 

Lemma. ER ~ en endelig abelsk gruppe, og har Ann( p) = {xE: q}/ xP=l ~ 
højst p _elementer for ethvert primtal, p, da er ~cyklisk. 
Bevis. Lad es = Z/Pl alz G ... ID Z/Pr arz' da er C!J cyklisk netop 

, a, 
hvis p1 , ••• ,pr er indbyrdes forskellige. I Z/p Z har Ann(p) 

mindst p elementer; er nemlig IX en frembringer, vil cx.Pa-l frer.1-

bringe en undergruppe af orden p·~: p elementer fra Ann(p). Hvis 
) 

også Z/pbz forekom i det direkte produkt, ville Ann(p) altså have 

mindst 2p-l elementer.R 

'J 

Bemærk. S:t_e.ini t z i sætning· gælder ikke i e t skævlege-

me. (Betragt fx. gruppen af kvaternionenheder). 

Korollar. En endelig separabel udvidelse er simpel. 

Korollar. En endelig udvidelse af et fuldkomment legeme er simpel. 

ENDELIGE LEGElViliR 

Et endeligt legeme af Kar(K) = p har pn elementer, hvilket ses 

' ved at betragte K som vektorrum over Fp. 
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Sætning. Til hver primtalspotens, pn, findes et, og på isomorfi 

nær kun et, legeme K med pn elementer. 

Bevis. Eksistens: Lad K være spaltningslegemet for polynomiet 

XPn-X over Fp. Alle rødder i xPn_X er forskellige, thi var XPn-X 

= (X-tx.) 2g(X), ses ved afledning, at. O = Pno<.pn-1_1 = -1. De pn 

rødder i xPn-X udgør hele K, thi er~,~ røddern er ~T~)Pn = 

0\pn :t t3Pn = c< ±(b , (cxf->) Pn = lXPn(b Pn = ex (6 og ('~)P = ~ , så a t rød-

derne udgør et legeme. 

Entydighed: Er K et legeme med pn elementer, er 

Den multiplikative gruppes orden er pn-1, så for 

Kar(K) = p. RM~X 
Pn-1 ex l O er C'\ = l, 

n 
så at alle elementer i K er rødder i xP -X. K er nu spaltnings-

n "' n 
legemet for XP -X over Fp, thi i L C K, kan X XP -X ikke spaltes 

til bunds, da L har for få elementer.J 

Det entydigt bestemte legeme kaldes Galaisfeltet med pn ele

menter, og betegnes GF(pn) eller Fpn· Vi har set (p.S) 

Sætning. Den multiplikative gruppe, GF(pn)~ er cyklisk. 

Opg. GF(pm) s; GF(pn) ~ mtn. "9" ses ved at betragte 

GF(pn) som vektorrum over GF(pm). "~" Hvis m)n er 
m ( n pm-l l pn-1 n p -l p -l og dermed X -l X -l. Følgelig er GF(p ) 

n l ' = spaltningslegemet for XP - -l iNx over Fp J spalt-
pill-l ' m ningslegemet for X -l over Fp = GF(p ). 

' 
Opg. Over Fp findes irreducible polynomier af enhver 

n ' Q <t ' grad, thi GF(p) = Fp(V'), og dermed grad(1rr(~~Fp)) =n. 

, n Lad Jt( n) betegne antallet af irreducible pol{vnomier af 

grad n over FP. Er p(X) et sådant, vil p(X) xP -X, thi 

er~ en rod i p(X), vil Fp(~) have grad n, altså F (~) = 
GF(pn), så~ er rod i xPn_X. Er p(X) irreducibel ~f 
grad din, er p(X)jxPd_x/xPn_X. Er omvendt p(X) irr. og 

p(X)jxPn_X, kan vi betragte spaltningslegemet, L, 'for 

p(X) over Fp. Da L er simpel, 1 = Fp(~), er [L:Fp] 

= grad(p) =d, så L har pd elementer, og da LC GF(pn) 

må d(n. Det er nu klart, at xPn-X = n[p(X)lp er irr. 

og grad(p)ln~, hvoraf pn = 2:d1Jl~(d). Af omvendings

forrnleYl følger nu: nn(n) = LdJnpn/~( d) eller 

n ( n) = ~ L. d l n P n/ ~u ( d ) = ~ L d f n P f. ( ~) . 

ENHEDi:lR10DDER= 
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Rødderne i Xn-1 over C kaldes de n-te enhedsrødder, og udgør . 
"-) , , 2..n,1a 

en multiplikativ gruppe ( Z/nZ, +). De er alle af formen ~ = e '"-' · 

a 6 Z. En n-te enhedsrod ~ for hvilken {~tt j a € ZJ = ~e 2~ / a~ ,zS 
' z:ra_a ' 

kalde s en primitiv n-te enhedsrod. Det er klart, a t ;~ = e nt,~- ,a._c/ 
(-· 

er en primitiv n-te E.R. ~ (a,n) = l~ Polynomiet 

T''l 2~ F n (X) = ( a'-n) = l (X -e ~- . ) ~ 
kaldes det n-te cirkeldelings~~nomium; Vi har grad(Fn) =~(n). 

n 

Sætning. Æn(X)~ z[x], Xn-1 = ndjnÆd(X) _og Fn(X) = ndln(Xtt-l)~(d) 

Bevis.!ld\nFd(X), = nd{nTl(a,d) = l(~-e2-~l~) = ndlnn(a,if) =l 

( 
9

Jt
1t:Lcl ) T.f ll ( Zli,tld. ) n . X-e~ = ( ) X-e - = X -l, hvllket er den din ad,n = d 

anden påstand. Heraf følger den 

len. Den første påstand bevises 

Sæt. H(X) = Tid\nFd(X)E z(x'], Af 

F (X ) f: Q l x f, o g d e r næs t , d a H ( X ) n 
rollar t,il Gauss' lemma)~ 

tredie påstand af omvendingsform

nu ved fuldstændig induktion. 

Xn-1 = H(X)Fn(X) følger først, at 

er normeret, at F (X)~ z[x] (ko-
n 

Sætning. Æn(X) er irreducibel over Q[X]. 
BeVY~·--F-..ox... .. ~~,=:= .. ~e __ c sættes f(X) = Irr( ,Z) (som s]{al betegne det 

med Irr( , Q) proport:ConaJ:e· ·primit·i-v:.e·.J!Olynomium z x ) . For en prim

tal p n er P ligeledes en prl~~ ti v n-t~·--~-;E·e·mrrB--d.; __ Vi sætter 

g(X) = Ir;r( P,z). Antag at f f g, altså at f og g ~kke'·~r--as-
---·--

~E:fr.-ede i z x . 
\ 

For en E. R. ~- er Irr(1 , Q) E z[x l, iflg. korollar til Gauss' lemma. 

For en primitiv n-te E.R., ~, eg et primtal p(n er ~p ligeledes 

en primitiv n-te ER. Vi sætter f(X) = Irr(~,Q), g(X) = Irr(fP,Q). 

Antag f f g. f(X) og g(X) er da ikke associerede primelementer 

i z[x], og af f(X) lxn-1 og g(X)jxn=l fø~lger f(X)g(x)lxn-1, alt

sa Xn-1 = f(X)g(X)h(X), hvor h(X)E- z[x]. g(XP) har~ som rod, så 

g(XP) = f(X)q(X), hvor q(X)G: z[x]. Vi betragter nu den kannoniske 

afbildning, f(X)-1 r*(x) af z(x] --tF LX], og får (g'/((X))p = 

g1'(xP) = f*(X)q·1 (X). Nu vil en irredu~ibel faktor, Ef<lxtXx b*(x) 

i f~(X) gå op i g*(x). Af Xn~ = f*(X)g~(X)h*(X) fås da X11
- ~= 

(~(X)) 2 c*(X), og ved afledning: nxn-l = 2b*(X)c*(X)+(b*(X)) 2c*' (X), 

altså b·1 (X) (xn-l; da b*(x) var irreducibel, må b*(x) = X, og 

dermed X-® = x 2c*(X), hvilket ikke kan være tilfældet. 

Følgelig er ~p rod i Irr(~,Q), oc; vi kan successivt vise, at r 
med (a,n) =l er rod i Irr(f,Q), altså Irr(~,Q) = Fn l 

Lemma. Hvis d(n, d< n, vil F (X)) Xnd-l (indenfor z[xJ) 
~ x -l 

Bevis. Klart. 
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Sætning. (J.H.N.Wedderburn 1905). Ethvert endeligt skævlegeme 

er kornrnutativt. 

Bevis. Lad dt være et endeligt skævlegeme, og sæt. å= i ZEtR/\;fxE&: 
xz = zxJ. } er et kommutativt dellegeme af~. Hvis~ har q ele

menter, kan vi betragte ~.som vektorrum over ~ , og ser, at ~ 

må have p qn elementer. 3* = J'iO~ er centrum i R* = ~\ ~O~. (da 

l og O E.~ er q > l) . 

Sæt, for o<E @_, rtx = {x{:&, 'lXX = xcd. Det ses, at ~~ er et delskæv

legeme i k~ o nrJ. \ 1 o! er normalisataren NQl.. for D( i .R~ } s Yl. ~ R 
så hvis liR(~:~)= d, er der qd elementer i~. card('l[t(\{ot)fcard 

(ff*), så qd-1\q -l, hvoraf d)n, hvilket let eftervises( er n= 

dh+r, O ~r< d, er qd ::=:l (mod.qd-1) og qn-1:: O (mod.qd-1), så 

O 2 qn-1 = qdh+r_l = ~d)hqr-1 = qr-1 (mod.qd-1), hvoraf r= O.) 

Vi betragter nu klass~rne af konjugerede elementer i(~*,·). An-
·" n_l 

tallet af elementer i kl(~) er (t':N~)k= ~d-l . Vi får derfor, 

idet vi tager elementerne i centrum,~- , først at 

qn-1 = q-l + ,6 g~-1 
v! !>Sti < n ' d \ n q - l 

Men Fn(q){9~=~ og Fn(q)(qn-1, hvoraf Fn(q)\q-1. For n '>l er 
l /q r ~~ (n) 
',Fn(q)j = T1(n,a) = 1~q- e ~ >(q-l)'f / q-l. Følgelig er n= l, 

så at ~ = ~ er kommutati vt. l 
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KAPITEL IV GALOI0TEORI 

Lad der være givet et legeme L. For en automorfi, 0J, i L 

udgør fixpunkterne et dellegeme, fixpunktlegemet for er. Er C.f 

en mængde af automorfier i L, da udgør de fælles fixpunkter et 

legeme, fixpunktlegemet for !J. 
Er K S L et dellegeme, og er~ mængden af automorfier i L, 

hvis res. til K er ident., da er~ en gruppe, og fixpunktlegemet, 
A c ' K , for c8 vil indeholde K. 

' ' 2 

= 

Eks.l. L= R,K = Q. For a> O er a(a) = r5(Va) > O. <T 

er ~lts~ ordenstro, og dermed identiteten, d.v.s. ~J= (ic 

og K = R. 

' ' Eks.2. L= C, K= R. For o-EOJ og a C R, er u(a) = a, 

så cr(a+ib) = O'(a)+tY(ib) = a+c:T(i)b. Nu er r"(i) 2 = Lr(-1) 

= -l, så ~(i) =~i. Da ident. og konj. virkelig er 

automorfier, er o-J = f id en t., konj .1 og 2 = R 
' \ 

Eks.3. L = C , K = Q. Det viser sig, atD3 er uendelig, ,, 
\ 

og K = Q. 

n ' , 
Eks.4. L = GF(p ) , K = Fp. FP er primlegeme i L, 

og derfor invariant over for enhver automorfi i L, ~): 

~består af samtlige automorfier i GF(pn). Nu er GF(pn) 

= Fp(~), hvor Irr(f,Fp) = p(X) ( FpCxJ, grad( p) = n, og 

da p(X){xPn_X har p(X) n forskellige rødder i L. Er nu 

rr en automorfi i GF(pn), og a= a 0 + ... +an-l~n-l, da er 

cr(a) = a 0 +a1a (;~)+ ... +an_ 1a-(~)n-l, d.v.s. fT e'r helt be

stemt ved sinH værdi på~· Endvidere er det klart, at 

o-(~) er rod i p (X) , så dLer er hø j s t n forskellige au-
' tomorfier i GF(pn). På den anden side defineres ved 

a--;" aP en automorf~o-)i GF(pn), og automorfierne o-
0 

= e, 

ffl = lY", ••• , Un-1 = rY n-l) er alle forske l lige, thi r,-. = CT. 
. . l J 

=7' aPJ -aP
1 

= O for alle a f: GF( pn), al t så alle a er rod 

i xPj -XPi, hvoraf J = i. Fixelementerne for c1 er rød

der i xP-x, så der er højst p; på den anden side er al

le elementer i FP fixpunkter, så K = Fp. 5 = (er). 
. , v~~ - , -s r;, s r; 2 ( 

5) 1 = Q(v2), K= Q. L= {ae,+a1 y2+az.(v2) ao,a 7 ,a/ Q 

rr e r b e s t e m t v æ d a ( V2 ) , o g d a ( cr(f2.) )?. = o ( 2 ) = 2 , o g 

a(/2) E L = Q(o/2)' er (T"( :}2') = V2, o: (f= idL altså l~ = L 



Al g. IV, 2 

Sætning. Lad L være spaltningslegemet for et separabelt polynomi

um f(X)E K[X]. Hvis~ betegner gruppen af automorfier, Cl, i L 

med ~(K= idK' da er K fixpunktlegemet for~. 
Hevis. Lad~,~, ... være rødder i f(X), successivt adjungeret 

så at K= K0 C K(O<) =KJ.. C K(<X,f-;) = K2 C ... C Kv= L. Vi skal vi
se, at der til c E: L\ K findes en automorfi CYE ~, med o-( c) l c. 

Lad cE-K1t1'\K7 = K-j(f-)\K;. Er grad(Irr(~,K~) =m, da er K1--r1 = 

ia0 +a.J}l+· .. +am-l.f{m-l l a 0 , ••• ,am-J.. E- K? j. Da Irr(ft,Ki) \rrr((!,K), 
og Irr(A,K) er separabel, er også Irr(f,K;) separabel. Antag, at 

Irr(fi, K~) har rødderne f= ~i' ... '~m, som al t så er forskellige. 

Nu er c= b0 +b1A+· .. +bm-~rn- , b0 , ••• ,bm-J..E K1; elementerne ej= 
b 0 +b1~.+ ... +brn_1n.m-l er da ikke alle =c, thi da havde polynomi-

J C""'J m-l [ J · et ( b0 -c) +b J.. X+ ... + bm-1 X 6 K1+1 X de m forskelllge rødder (t1 , .. , /<m 
og det måtte følgelig være O-polynomiet, hvoraf c = b0 E: Kj, i mod

strid med at cE K.jt1\K7. Lad fx. c 2 l c= CJ..· Vi betragter nu 

K;(f) og K1(tt2). Da Irr(p,K.;) = Irr(p2 ,K7), findes en isomorfi 

~: K;/td på K1(f2 ), så at ~\K~= idK-j og~(t4) =ff-2· Da f(X) er 
spaltningslegemet for f(X) over K, og dermed over K1(fl) og K1((1 2 ), 

kan t fortsættes til en isomorfi (): L på L, så O"'IK = ~{K = (i dK)) J K 
= idK og (}(t) =~(c) = c 2 l c. l 

En udvidelse L ~ K kaldes NNXm~i Galoisk, hvis K er fixpunkt

legeme for en gruppe af automorfier i L (og dermed for gruppen af 

automorfier i L med res. til K= ident. for K). Vi har vist: 

Sætning. Spaltningslegemet, L, for et separabelt polynomium over 

K er en endelig Galoisk udvidelse. 
Eks. Lad L være spaltningslegernet for xP-t over K = 
Fp(t). ·f(X) = xP-t er ikke separabel, thi er{!:;EL en rod 

i f(X), så er~ p-dobbelt rod (III,6), og altså L= 

K({j). Er <YE Hr(L/K), da er C5((6)p = o-((!:l) =o-( t) = t, 

s å tY ((S) e r r o d i f ( X ) , a l t s å r5 ((~) = (3 , m e n s å e r O = i d 
1 

, 

og fixpunktlegemet for Gr(L/K) er L. L/K er således 

ikke Galoisk. 

Eks. Lad!\ være et legeme, og sæt L= /l(x1 , ... ,XI\t). Be

tegner s1, ... ,s~ de elementarsymrnetriske polynomier, og 

sættes K= A(s 1 , ... ,s~), er L~ K. Betragt polynomiet 

f(X) = (Z-X1 ) ... (Z-X
111

) = Zn-s]_Zn-l+ ... +(-l)nsnE K[z]. 

Det ses, at L er spaltningslegemet for f(Z) over K, og 

da f(Z) er separabel., kan sætningen anvendes. Lad crvæ-



Al g. IV, 3 

re en automorfi i Gr(L/K), da er 6 bestemt ved ~(X1), 

••• ,a--(XM). Da X7 er rod i f(Z), er også o-(X?) rod i 

ø f(Z), altså =et XJ-. CT giver således anordning til en 

permutation o-c-Sn. Er omvendt 6ESn' vi$ o-(Xi) = Xa-(;) 

bestemme en automorfi o-under hvilken K er invariant, 

altså lff: Gr(L/K). En symmetrisk brudden rational fkt. 

i~(x 1 , ... ,X~ vil være invariant over for alle disse 

automorfier, altså element i 1\ ( s 1 , ••• , s,11). Vi har så

ledes vist, at enhver symmetrisk brudden rational fkt. 

kan skrives som brudden rational fkt. i s 1 , ••• ,s~. 

Eks. L = !\(t) 2 K = (\( t+t) . L er spaltningslegeme for 

f(X) = (X-t)(X-t) = x 2-(t+~) + lE K(X], som er separa

bel. Et element o-E--Gr(L/K) er bestemt vred o-(t), osm er 
l rod i f(X), altså ~(t) =t eller = 1 . Det ses nu, 

at Gr(L/K) består af ident. og t---") t· Iflg. sæt~ingen 
vil altså enhver brudden rational funktion iA(t))kun

ne skrives som brudden rational funktion i t+t· 

Lemma. Endelig mange automorfier i et legeme L, Ol, ... ,~ er uaf

hængige ( ~: hvis a 1 , ... ,anE:-L og alOl(c) + ... +anff'n(c) = O for alle 

c e- L, da er a 1 = ... = an = O) 

Induktion efter n. n= l: Der findes ceL, så at 0i(c) -J O, men så 

vil alOl(c) = O medføre, at al = O. Antag sætningen for n-l, og 

antag, at alU}(c)+ ... +anO"~(c) =O for alle c. For alle b er 

a 10l(b)CI1 (c)+ ... +an~n(b)~~(c) = afl(bc)+ ... +anan(bc) =O og 

al~(b)Di(c)+ ... +an~n(b)~;(c) =O, hvoraf 

allfl(b)-O~(b)]o1 (c) + ... + an_ 1[_o-n_ 1 (b)-a;;(b)]q;__1 (c) = O. 

Vælges bEL så at,o-l(b) -Jo----n(b), vil (iflg. induktionsantagelsen) 

al= O, men så er (iflg. induktionsantagelsen) også a2 = ... =an= O 

" Sætning (Artiu) Lad L være et legeme, og R G en gruppe af automor

fier i L, og. K fixpunktlegemet for G, da er ord(G) = [L:K]. 

Bevis. l) [L:K] L ord(G). Beviset er klart, hvis [L:K] = oo , og 

hvis [L: K l = n < oo, vi ser vi, a t G ikke kan indeholde n+l for

skellige automorfier. Indirekter: Er 0"'1, ... , o-fVl t1 E; G forskellige 
())·1"'/ . 

automorfier, og er w1, .•. ,w<t,t..en }\-basis for L, da er LJ:c·(CljD-j(G.Ii) 

= O, i = l, ... ,n et homogent linært ligningssystm. med n ligninger 

og de n+l ubekendte a1, ... ,an+l Det har følgelig en ikke triviel 

løsning (a 1, ••• ,am·H). l<'or c E:- L har vi c = b1w1+ ... +bnwn' bi C K 

men så er a 1CJ.
1

(c)+": .. +a 
1

C5 
1

(c) = :E~b.a.cr.(t .. l) = '>'L',b.a.o-.(w.) = 
n+ n+ J 1 1 J J 1 ~ J 1 J J 1 

1, de. r e1 invar1 an t ove , .. for t -7 -} ., O-, 
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2) (L:Kl .{ ord( G). Dette er klart, hvis ord(G-) = <X.l, og er ord( G) 

= r < oo, G = { crt, •.. , D;j, viser vi, at vilkårlig r+l elementer 

b)f, • •• , QJn.,t~ E: L er afhængige over K:r Det lineære ligningssystem 
~r+l -l . . l-. 

1
a.(J. (4J.) =O, J= l, ... ,r ses (som før) at have en lkke 

Jl= l J l l l 
triviel løsning (a1 , ... ,ar+l). Nu er O= f:j~10jl:~:lai0j- (wi) = 

L; Z a-'. (a. ) ltJ. , al t s å 
l J J l l 

f S ( a 1 )w1 +<~, •. +S (ar+ l )tur+ l = O, 

hvor S(a) = '6ae- Go-( a). Da G er en gruppe, er o-(S(a)) = S(a), og 

dermed S(a) EK. Da (al, ... ,ar+l) l (O, ... ,O), kan vi fx. antage, 

at a1 f- O, men så kan vi også antage, at S(al) l O (og ~ er da en 

egentlig K-relation mellem~' ... ,wr+l), thi da a1, ... ,~~er for-

skellige, findes c så at 0 i(c)+ ... +oy:(c) l O, altså S(c) l O, men 

så er c l O, og det ønskede ville være opfyldt for c= a1·~, a2~1 , 

· · · ,ar+l~ · l 
l 

Korollar. Er L et legeme, og G en endelig automorfigruppe i L, og 

K fixpunktlegemet for G, da er G= Gr(L/K). 

Bevis. Vi har G r( L/K) 2 G, og Gr( L/K) 's fixpunktlegeme er K. Af 

ord(Gr(L/K)) = [L:K] = ord(G) følger nu, at Gr(L/K) = G.l 
Koro@lar. I legemet L har forskellige endelige automorfigrupper 

i L forskellige fixpunktlegemer. 

er klart! 

Eks. L= C( t). Ved [t~> t+a \aE: Z J bestemmes en 

(uendelig) automorfigruppe, G, for hvilken fixpuruct

legemet er K= 2. Vi har nemlig 2 ~K, og hvis f(t)/g(t) 

E: K'\ C er uforkortelig kan vi (evt. ved overgang til den 

inverse) antage, at grad(f) ~ l. Nu er f(t)/g(t) = 

f(t+l)/g(t+l) = ... Hvis f(O<) =O er g(f<) l O, så 

f(«+l) =O, f(K+2) =O, ... i modstrid med at grad(f) ~l. 

Havde vi i stedet betragtet automorfigruppen bestemt 

ved {t···;> t+2a \ a E Z 1 havde vi fundet samme fixpunkt

legeme. 

Sæt,ning. Lad L/K være en endelig Galoisk udvidelse, og sæt G = 

G r (L/K) , da vil for ethvert_ <X E- L rødåerne i Ir!! (P<', K) alle tilhøre 

L, og være indb;y:rdes forskellige, nemlig lig de forskellige b~lle

der af~ ved automorfierne i G. 

Specielt er L/K separabel. 

Bevis. Lad [L:K] = ord( G) = n, så G = [o1, ... ,crNI' , og lad d..E L. 

Er 01(C<), ••• ,rr~(IX) de forskellige billeder af O< ved automorfierne 

i G, og er1JE.9, da har vi faai(c>.-), ... ,a-on(rx)J = {oi(O<), ... ,cr,/e<)~. 



Al g. IV, 5 

Sættes f(X) = (x-a;(e<)) ... (X-(J"'tt.(&\))E L(X], har vi derfor O'(f(X)) = 
f(X), og dermed f(X)E K[X]. Da f(O() = O, er Irr(O< ,K) lf(X). Det 

er på den anden side klart, at rf(O<) er rod i Irr(lX, K) for alle O'"e: G, 

så f(x)Jrrr(OC,K), og da f(X) er normeret må f(X) = Irr(~,K). l 

Korollar. En endelig Galoisk udvidelse er simpel. 

thi en endelig separabel udvædelse er simpel.l 

En algebraisk udvidelse, L/K, kaldes normal, hvis ethver ir

reducibelt polynomium f(X)( K[X], med blot en rod i L har samt

lige rødder i L. Vi har set, at en endelig Galois'sk udvidelse er 

normal. 

Sætning. En endelig udvidelse, L/K, er normal, hvis og kun hvis 

L er spaltningslegeme for et polynomium i K[X]. 

Bevis. "kun hvis": Er L = K( '()(1 , ••• , iX 11t)/K en normal udvidelse, da 

er L øjensynlig spaltningslegeme over K for polMnomiet Irr(~ 1 ,K) ..• 

Irr(O(«v,K) E K[X]. 

''Hvis": Lad L være spaltningslegemet for polynomiet f( X) t. K(X ], fiJ 

lad o<. E L, og såæt g( X) = Irr(O<. ,K) E- K[X], da skal vi vise, at, g( X) 

har samtli~e rødder i L. Lad M være et spaltningslegeme for g(X) 

over L . Er (3E M en rod i g(X), da findes e~isomorfi ep : K,O<) på 

K((};), med cp(o() =(j. Nu er Cff(X) = f(X), og da L er spaltningsle

geme for f (X) over K(IX) , og 1((3) er spaltningslegemet for f (X) ;;t/ff:~x,, 

over K(~), kan~ udvides til en isomorfi,~ : L på L(~). Her er 

~åde L og L(~) ~M. Da r er en K-isomorfi, og f(X)C KlX], vil 

ipafbilde iilængden af rødder i f(X) ~sig selv, og da L frembringes 

af disse rødder, følger det, at ~er en automorfi i L. Specielt 

er altså (~1( L. l 

Sætning. En endelig udvidelse L/K er Galois 'sk, hvis og l(un hvis 

den er separabel og normal. 

Bevis. "kun hvis" er vist. "hvis" L/K er separabel og normal, er 

L spaltningslegeme for et polynomium i K[x], som nødvendigvis er 

separabel t. l 

Korollar l. En endelig udvidelse, L/K, er Galois'sk, hvis og kun 

hvis L er spaltningslegeme for et separabelt polynomium i K[X]. 

"Hvis" er vist. "kun hvis": iflg. ovenstående. 

Korollar 2. Hvis K ~ L ~ r.l, og t;: lVI/K er en endelig normal (Gal o i s' sk 

udvidelse, da er lVI/L endelig normal (Galois'sk). 

thi lVI er spaltningslegeme for et (separabelt) polynomium f(X)E K[Xl S 
rjlx].l 
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Korollar 3. Hvis L/K er en endelig (separabel) udvidelse, da fin
en og (på isomorfi nær) kun ~n mindste udvidelse N/L så at N/K er 

endelig normal (Galois'sk). 
Bevis. Lad L= K(Ci1 , ... ,IX%), sæt f(X) = Irr(D<'1 ,K) ... Irr(l><~.t,K), 

og lad M være spaltningslegemet for f(X) over L. Det ses, at M~ L 
også er spaltningslegeme for f(X) over K, og N/K er følgelig ende

lig normal (Galois'sk). 
Lad N' /K være endelig normal, med Ivr' 2 L, da er ()(,1, ... ,0<~6 I"!', så 

M' endeholder et spaltningslegeme for f(X) over X, altså et del-

legeme isomorft med M. (og det er klart, at intet ægte dellege-

me af Ivi kan have denne egenskab) l 

Sætning. Lad L 2 K, da udgør mængden af elementer i L, separable 

over K, et dellegeme L1 af L (kaldet det separable hylster af K i L) 

Bevis. Det er nok at vise, at for IA,(~c L1 er K(tx,(~)/K en separabel 

udvidelse. Sættes f(X) = Irr(~,K) Irr(~,K), og er M spaltnings

legemet forf(X) over K, da er M/K specielt separabel, og da Ivi;,!. 
K(tx ,(~) gælder det samme for K(iX ,[j) /l< l 

For en gruppe, G, af automorfier i legemet L betegnes med LG 

fixpunktlegemet for automorfierne i G. 

Vi viser nu Galaisteoriens 

Hovedsætning. Lad lVI/K være en endelip; Gaø:lois'sk udvidelse, med 

Galaisgruppen G = Gr(l'~I/IO, da definerer L ~H = Gr(l.\1/L) en enen

ø:xocNNEtxø: tydig antitro forbindelse mellem legemerne, L, mellem K 

og M or undergrupperne, H, I G, idet 
l) rviGr lVI/L) = L , Gr(I'1/MH) = H og L ~-L' # Gr01/L) .? Gr(M/L'). 

2) rvi/1 er normal; specielt er [N:L] = ord(Gr(JVI/L)) og dermed 

[L:K] = (G:Gr(IVI/1)). 

3) L/K er Gallbis'sk ~ Gr(IVI/L) er normaldeleriGL og i bekræf

tende fald er Gr(L/K) ~ G/Gr(M/L). 

Bevis. Vi har G r( l'~I/IVJ:H) = Xfri iflg. Korollar p. IV, 4. Endvidere er 
JVI/L Galoisk iflg. Korollar 2, me~1det betyder netop, at NGr(lVl/L) = 

L. Vi har L S, L' -=1 G r ( N/1) ::> G r (r1I/L' ) og H 2 H' ~~-? l'IIH ~- MH' , 

hvormed l) er vist. 2) er nu en umiddelbar følge. Beviset for 3) 

støtter sig til 

Lemma. L/K er Galoisk <=7 V()cG:,·,(L) =L. 

Bevis for lemma. "::::?" Lad orG. For tY EL er rr(iX) rod i Irr(lX,K), 

og dermed a-(tX) c L, altså cr(L) S L. Da også cr1 (L) S L, er cr(1) = 

1. "~": Lad CXEL, og smt f(X) = Irr(CX,K), da skal vi vise, at 
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f(X)'s rødder alle ligger i L, men da Ivr/K er xøxGaloisk, er disse 

rødder [o--(o<) /er t G~ ~ L. l 
Det ses endvidere let, at Gr(IVI/o(L)) =ifGr(lvi/L)d""1 , thi for?:~E. 
G r (lVI/L) og O( f L er o-z:-cf1 (CJ( o<) ) = (}"C(rx) = 0""(0<) , så O" G r (N/L) a-1 ~ 
Gr(Ivijcr(L)), og for pEGr(M/a(L)) er pcr(cx) = o-(DC) 9: o--pcr(o<) = ()(, 

så ~p6 E Gr(IVI/L), og dermed p E-CfGr(M/L) a=-1. 
Bevis for 3)~ L/K er Galois'sk #\fCJcG:cr(L) =L ~ -? Vf5eG: Gr(M/L: 

= Gr(M/O'(L)) ~ \ja--E G: CJGr(M/L)if"""1 = Gr(M/L) ~ Gr(M/L) <l G. 

Hvis L/K er Galois'sk, M: og o-E; G, da O"'IL en automorfi i L, altså 

Oj L E. Gr( L/K). Ved ()-7 O"\ L defineres al t så en afbildning ResL : 

G_, G/L~ Gr(L/K), som øjensynlig er en homomorfi, og da Ker(ResL) 

= fer!:- G{ ResL(o-) = idL} = Gr(IVI/L), er GIL ~ G/Gr(li1/L). Da G IL og 

Gr(L/K) således har samme orden iflg 2) er G\L = Gr(L/K). 

Hermed er beviset fuldført. l 
Det er nu let at vise 

Tilføjelse. Hvis K ~ L, L' ~ rvr, da er Gr(IVI/Ln L') = Gr(IVI/L)Gr(IVI/L') 

(komposi tet), og Gr(lVI/LL') = Gr(lVI/L) n Gr(H/L'). 

Korollar. Hvis L/K og L'/K er Galois'ske, da er også LnL'/K og 

LL'/K Galois'ske. 

thi analoge sætninger gælder for normaldelere. 

EKSEli'IPLER 

Q((2,V3)/Q er Galoisk, da Q({2,(3) er spaltningslegeme for 

f(X) = ~2-2)(X2-3) over Q. Automorfierne i G= Gr(Q((2,f3)/Q), 

er bel t bestemt ved rr(l/2) og cr(\{'3), og da di53se er rødder :f i f(X), 
. . f2 {j; V2 {3 . Vi n, 

er der høJs_~ 4, nemllg e= (f) {~;),u= C0 {3), l= ( {2 -'{3) og 

()[=c~ -~J:), og da [Q({2,{3):Q] = [Q({2,f3~):Q(y2)] ·[Q((2):Qj = 2)12 

= 4, er alt;å G= [e,a-, r,az ~. Vi finder a- 2 
= r 2 = (o-·z:) 2 =e, så 

G~ V (Kleins Vier-gruppe) . .x; sættes M= Q((2,{3), da finder vi 
lVl {c,o-! = Q({2), lVI1_c,rf = Q( 3) og Iv{(e,o--c 1 = Q( {6 ;1 , 

Er omvendt JVI/Q en normal udvidelse, for hvilken Gr(!VI/Q) = V, 

da er N fe,ll1 = L1 2 Q, hvor [Ll:Q] = 2, så L1 = Q('fa) og altså 

også M [e, d = Q( {b), og dermed I•![ = M {e,IJit~fe,d = IVI[e,o-l IVI[e,'d = Q({a) 

Q( (b) = Q({a, Vb). 

Sætning. Lad N være spaltningslegeme for et separabelt irreduci

belt polynomium p(X) ove:r:.___b. med grad(p) = nl_~_å __ [_rvr.:K] ~p_) 1 da 

er Gr(M/K) isomorf med en transitiv undergruppe i gruppen, Sn~ 

permutationer af rødderne i p(X); specielt er [M:K]! n!. 

Bevis. Hvis p(X) = (X- \X1) ... (X-1)(101 ), er Ivr = K(oc 1 , ... ,()(,H). Por 
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er E Gr(IVI/K) er o-(tx.~) en rod i p(X) (D: = et C(J), så <T( {0'1, ... ,1Xt1tj) 

= { o<O'"(f) , ••• , CX6(1'11.-)l· Det ses, at afbildningen Gr(r"I/K)---? Sn er in

jektiv og homomorf, og billedet bliver en transitiv undergruppe.l 

Eksamensopgave: An tag f (X) E: Q [X] er irreduc i b e l, og a t grad (f) = 

n, æ.rnt at der for antallet, r, af reelle rødder gælder O <: r <n. 
\ \ 

Lad K~ C være spaltningslegernet for f(X) over Q. l) Vis, at L = 
\ ' \ 

K(\R ikke er normal over Q. Eftervis herved, at [K:Q] l. 2n. 2) 

f(X) = x 4-2x3-2X+l er irreducibel over Q. 3) Angiv antallet af 

re~lle rødder i f(X) 4) Bestem, idet K er f(X)'s spaltningslegeme 

orden og gruppetype af Gr(K/Q) (Benyt, at f(o() =O :9f(~) =O.) 

Løsning. l) Da f(X) har en rod i L, m.en ikke mrntlige rødder i L, er 

L/Q ikke normal. Er (j en reel rod i f(X), da er [K:Q] = [K:Q{p\ )] 

©(O() :Q]~ 2·u. 2) f(X) = x 4-2x3-2Z+l er irreducibel over Q, thi 

f(X+l) = x 4+2X 3-4X-2 er irrNeducibel iflg. Schonernann-Eisenstein. 3) 
2 2 l l 2 l 2 l f(X) =x (X -2X-2x+~) =x ((X+x) -2(X+x)-2), hvoraf det ses, at 

f(X) har 2 reelle og to kaoplekse (konjugerede) rødder. 4) Er 

~ eu reel rod og~ en kamplex rod, er f(X)'s 4 forskellige rødder 

o<,cx- 1 ,~,(3- 1 , så K= Q(O<,(S), og dermed [K:Q] = lQ(o<,(~):Q(LX)J[Q(o<:):Q] 
Nu er f(X) = (X-O<)(X-tx-1 )f1 (X) i Q(e><_), så [Q(lX,~):~(CX.)] ~ 2, og 

da [Q(O<.):Q] = 4 må [K:Q] S 8. Iflg l) er altså [K:Q] = 8. og ogsåru( 

Gr(K/Q) = 8, og da Gr(K/Q) iflg. l) har en ihlce normal undergruppe, 

er altså Gr(K/Q) ~ D
4

• 

Eks. f(X) = x3 -2 er irreducibel over Q iflg. Schnemann-Eisenstein 

Spaltningslegemet K bliver K = Q(IX 0 ,lX1 ,C\'2 ) = Q({f2, Vi[, V2 (2 ), 

hvor E er eu prirni tiv 3-die enhedsrod, al t så K = Q( ~{2, f), og 

[K:Q] = 6 ses nu let, så Gr(K/Q) ~ s
3 

iflg. sætning. Gr(K/Q) er 

bestemt ved e, 6= (c<o,(!(!,o<2 ), a2 = (D(0 ,0<z,IX1), r= (C<j,rX2), 

CO = ( {)(2 , t"\ ) og ur 2 = (f><0 ,()( (). Vi har cr3 = e, ·r,- er kamplex kon-
e 2"-o-z:-- 1 

jugering,?...- C = CJ- • Der er 4 u,n.dergrupper, 3 af orden 2 O{'; l af 

orden 3: [e,c:J, {e,ifl.;c;·1, fe,{~Cf2 t, og ie,a-,o2 ~. svarende til mellemlCE--

gernt/nf: Q(lf2),Q(V2E_),Q(3(2-E2 ), og Q(t.). 

Eks. Er f(X) = x 3+aX 2+hX+cE ~lxj irreducibelt med spaltnings

legeme L og Galoisgruppe, G, og er~ en rod, da er enten L= Q(~) 
<;"\) l ' [ J og dermed G= A

3
, eller (X-~)- f(X)E Q(o<) X er irreducibel af grad 

2, med :(In rod (5, og da er L= Q(O\ ,(3) og L/Q = 6, så G~ s
3 

EKs. 
L r 

X -2 er 

ningslegemet K = 

Galaisgruppen er 
'~'2 -

e = C- -~ ) , {J = 
/2 

irreducibel over Qlxj iflg Sch.-Eis., med spalt-
, '-1[0 '1r;; Lf/r) '1[;:. ' 'rr;:, " 
Q(~2, v2i,-y2,-iy2) = Q(y2,i) af grad 8 over Q. 

bestemt ved «('Y2) og ~(i), så 
( 'f2 -i ) , r5 2 = ( Y2 ·j ) () ?-. = ( '1{2 

1 
) 

~ ' . ' ~7 Y2 ') ' J 12 ') - ',f2 ., 
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- ( V2 i ) - ( V2 ? ) 2 ( Yf2 ?. ) 3 - - ( Y(2 ·:) \) 
r - Y2 ·-i ' or - -i 'ri -? ' a- r:= -{2 -.; ' er l - -jrt2 -7 • 

Da Q(V2) indeholder en, men ikke alle rødder, er Q(12) ikke normal, 

så Gr(K/Q) er en gruppe af orden 8 med ikke normale undergrupper, 

altså Gr(K/Q) ~ D4. Man kan vise, at undergrupperni i G svarer til 

følgense diagram. (Her er foruden de t.tivielle også ~e, a2s nor

maldeler, og derfo; ~(i,(:2) normal over Q. 

Eks. Er ~ en primitiv n-te enhedsrod, da er Q(f) øjensyn~ig 
spaltningslegemet for polynomiet F (X) = llt )-l(X-la) over Q. n a,n - Z 
Q(~) kaldes det n-te cirkeldelingslegeme; Q({):Q1 = grad(Fn) =~(n) 
Ved ~-7 ~a , (a,n) = l defineres således de f(n) automorfier i 

Gr(Q(~)/e). Nu er Gr(Q(~)/Q) øjensynlig isomorf med gruppen, G(n), 

af primiske restklasser rnod.n, altså specielt abelsk. Omvendt 

gælder følgende dybere liggende 

Sætning (Weber- Kronecker). En endelig abelsk udvidelse K/Q er 

altid indeholdt i et cirkeldelingslegeme. 

Vi beviser et specialtilfælde 

Sætning. En kavadratisk udvidelse Q(fd) er indeholdt i et. cirkel

delingslegeme. 
,r;: , 2,nJ 

Bevis. :B,or d= 2 er re:-EQ(e s). Vi viser nu 

Lemma. For et primtal p l 2 er {(--=;)~--; E?Q(e .. ~t~). Dette legemes 

Galaisgruppe er G(p) = Fp*) som er cyklisk af orden p-l. Da p-~/{p-1 
findes netop en undergruppe i G(p) af orden P21 ; er p en frem

bringer for G(p), er p2 en frembringer for denne undergruppe, som 

kaldes grupf.en af kvadrat.iske rester mod.p. Det ses, at a er kv. 
~- a 

rest~ a 2 = l (mod. p). Denføres Legendresymbolet (-) = l 
p 

hvis a er kv. rest, = -l hvis a er lev. ikkerest og = O, hvis p /a,j. 
f.::...l a p_:J 4 f--1 p -f 

da. er a a.:=(-) (med.p), tbi (a~·-;-.fl)(A 2 .+l) ·=a -l ~o ~Nod p). 
Pab a ~ k ~ 

Heraf ses, at (p-)= (p-)(p). Sæt 1 =e"" og betragt T= Za~O 

(~)·J;aE:Q(~). Vi finder (idet L(2) =O), at 

" T 2 = E a i O L b v!=- O ( '( *) Y~ l b = L_" . L (-§:) ( a b ) >- a '-'a b 
~ Z --1 a -:;.j O b ~ O p p '? ? 

= y . . ~, _· (~);,a(l+b) ·= '\' (b) )l La(l+b) 
L· a :i, O /-'b~ O p 7 L_; b p 6 a ~ O 7 

= 



Alg. IV, lO 

hvoraf 

{(-l )P-T p = :t T E Q(~) som påstået .l 
1(::: ,C ' ( 21Lj ( 2JU , 

Af lemmaet følger, at vP- eller i v p ligger i Q e 7 ) , og da i E- Q e 'tf, 
\ ~ 

har vi altså i alle tilfælde {P E Q( e ''f ) . Og dermed: For d = P("' P IL 
" '2;rz.a l 

. kvadratfri, er {d E- Q( e 'tf'1 ... f'rz. ) •. 

Galoisk 
Lad IVI/K være en endelig RNXJZ!Mi udv!Bdelse, og lad L/K være en 

vilkårlig udvidelse. M er spaltningslegeme for et separabelt poly

nomium f(X) E K[X]. Er O<'f, ••• ,lX'IV'- rødderne i f(X), er 111 = K(O(-t , ••• ,c<fl(.) 

f(X) er også separabelt over L. Lad ML betegne spaltningslegemet 

for f(X-) over L. ML = L(CX1, ... ,()(l'r\..) og IVIL 2[~, og intet ægte del

legeme af ML har denne gRegenskab. ML kaldes kompositet af M og L 

Translat.ionssætffingen. l. Lad Mi'K* være en endelig 

delse, og L/K en vilkårlig udvidelse, da er l"'*L/L 

Galois'sk udvidelse, og Gr(lVI;KL/L) ~ Gr(N*/N*tiL). 

Galois'sk udvi

en endelig 

Specielt er 

Bevis. :Sæt G;t<. = Gr(Nif-/K;r.). N~/L er endelig Galais' sk iflg. kon

struktionen; sæt H = Gr(N;tCL/L), og lad <IE H. Er M~ = K''"(D<~ , ... ,O<M.J), 

er CJ( to<f, ••. , LYm~) = tO"((){ f), ... ,if(lX"'-')~ = {o<1 , ... ,cx~~~,j : o--(Ivr*) = :rvrl<. 
o-lrvr* er derfor en automorfi i rvrÆ-. Ved eJ---" qMl!'- defineres således 

en alifbildning Res : H "'-'? G*, som er homomorf og injektiv, idet 
;K.. ( ) <:'\) C *' , ;r. H lrvr* IvJ".L = L 0:.1, ... ,D<A-v. Vi har altså H = H\:rvr*- = G . Nu er N .·1 = 

i a E- Ivr* \ \1 ohr* C H l N* : 0 ( a ) = a~ = ~a E- Ivi~ f V (r f. H : o~ ( a ) = a·~ = 
rvi~t\(lvrt1)H = Ivr* n L, så Gr(N;!(L/L) = H ~ H lrvr* = Gr(lvr*/:rvr*fl L) 

* H ~ 

M* n L :=:L* ~

K*· 

M* L 

L 

;r 
Bemærk, at hvis både M og L er indeholdt i en endelig Galois'sk 

udvidelse af K~ da følger påstanden af Noethers l.isomorfisætning. 

Lemma l. En L*'-bas_is~1.f' •.. ,wM*) for Ivr*- er en L-basis for M*'-L. 

B . D 1'11~- L )j(( u) tf.. t ~) -l''I~L - L( cu n:. l.V *-) -evl s ~ a ~- 1 , ... , vm J e r · - 1 , · · · , 
1
(1'1 - , 

- [ f .f\·1 F ·rvr*·- - '"' b ( *) t ( *- )'t~.w .L w 1 , ... , U) M> J. or a & l.J_ er a - [_1 111 .•. ) 1 ~G w 1 ••• tul)., , 

hvor b?-t, ... , 1',lt( L, og (w1)/:)
11 

... (w,./')~(11,_) er L/1(- (og dermed L-) linear

kombinationer af lV1, ... , LUM._" så vektorruLrJ.met N*-L over L frembrin

ges af 4J1~ ... , tt)r.~'t-. Da de to vektorrum har samme dimmension: 
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Lemma 2. Er L*~ 1\:t. ~M-1<, er I/\.f:.:If] = [A"'L:LJ. 

Bevis. En L .f._ bas i s ( w~~ ... , tufll*) for f\* kan supplere s til en L*-:---

• ( '' • !1'- *) f M*- I f l l l tu *- W ~ d bas l s ""·! , ••• , lUrn o r . g. emma er 1 , ••• , Gt og er-

med også rut~ ••• tu",.* uafhængige over L. Da !\* = L*(wf*', ... , w/1-"f<), 

f t - [ * *] er 1\ L = L( t.U1 , ••• , tv0 .*) = L wf , ... ,lVrz.- = vektornummet over L 

frembragt af de lin. uafh. elementer w(';· ... , w,.,__*. r/f 

* ____ -- r H L 
H )j· ---

;\*L 

Mlf:n L= L~ 

J-<*i~ ~ 

Sætning. Afbildningen /\lf-) ;\'Y L = 1\ er en enentydig forbindelse mel

lem legemerne /\* mellem L"~' og rvr* og legemerne, 1\ , mellem L og JYr'r~, 
idet (A* L) (1 l'1;r = 1\* og (lvr*'n f\ )L = 1\ og Gr(ll1*//\>l:') ~ Gr(li'I;rL/Il;fL). 

Bevis. /\~~-Lnl\'[;t.:-;? /\*,og = g,ælder iflg. translationssætning l, thi 

rrvr*: /\~L n M*] = [!VI~L: tYr L j = [IVI*': A*]. 
Ut*n /\)L ~ !\, og = gælder iflg. lemma, thi [1\ :L] = [1\n IVI"" :L~] = 
[ (Iv(1'n !\)L: L] ::r l 

Eks. K~ = Q, '- 'ln'J , 
N *- = Q ( e r,,, ) = Q()!

1 

'- ( '2-n,) ) 
L = Q e "'2 = 

er indb.primiske. 
\ 1._ 

{ _a.,G.,, = a.,,.,2 

. flrr,2 

viel er 

'- ' ' 
Alment gælder: Qm1 QIYl2 = Q~ 01 1)'1'lzl og 

' Q m 
] 

Sætning om normalbasis. Lad L/K være en endelig Galoisk udvidelse, 

hvor K har uendelig mange elementer, og sæt. G = Gr(L/K), ord(G) = 
[L: K] = n, da findes en normal basis for L over K '): der findes %) E L 
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så atu1 (,~-), ••• ,cr,;J7}1), o;·tt;G, er en k'-basis for L. 

Bemærk, a t da har Irr (·P,, K) rødderne o-1 ( ~~) , · · • ,o;lt( ·~) , der er indb. 

forskellige, så grad(Irr('{h,K)) = n :): K({/•) = L. 

Bevis. Hvis o:j(~), ••• ,o;~1(%') er lin. afh. og a,la-f(~)+ ..• +a,Hp~($,) 
= O er ikke triviel, da har ligningssystemet L~i~laiOjDi. {"iA) = O, 

j = l, •.. ,n en ikke t.riviel løsning, så det er nok at vise, at der 
(1 ~ 

findes }t.L med det(CJiO"'J,('ll')) l O. 

LadO<.E L være et primit'ivt element u: L= K(rY), og sæt f(X) = Irr 

(0\,K), da har f(X) de indbyrdes forskellige rødder61(<X), •.. ,a-M(~), 

hvoraf en er = (){. Nu er f(X) = (X-C>()G(X), hvor G(X) €- L[x], og 

G(O\) l O, og dermed f' (X) = (X-O<)G' (X)+G(X), så f' (D<) = G(t<) l O. 

Sætt,es g(X) = (f'(o())-1G(X), er g(X)C L[XJ, grad(g) =n-l og g(O<) = 

l, g(cr(o<J) = O for O'(()() IC<. Endvidere er f(X) = (X-IX) f' (t<)g(X). 

Nu er f(X) = ø·?f(X) = (X-6.](0() )f' (o-~(cx) )o-.;g(X), så vi har æg( O":'( ) )) 
. 1 l J 

= 6. . . For i l j har CJ. g(X)U:g(X) rødderne CY1(0<), ••• , o-rn.J1X), så 
l J l J 

(J. g,(X)D".g(X) = O (mod.f(X)) i L[x]. "L.cr; g(X) -l har ligeledes 
l J, ~l l 

de n (:forsk) rødder Oj (O<), ••• ,ocl\1..-(tK), og da dets grad er ( n-l, 

e r ~· . o-:· g ( X ) = l . N u e r o-: g ( X ) = o-:' g ( X ) ( L .o-:. g ( X ) ) := ( o-:- g ( X ) ) 2 
'l l l l J J l 

(mod.f(X)) i L X . 

Sæt D(X) = det(Oj_Ojg(X)), da er D(X)
2 

= detk,l(L::i~o-j_g(X)~~g(X)). 
For k l l er ~kDi f a10i, så ~~ig(X)~~g(X) =o (mod.f(X)), og 

for k = l er L'· a:k· o: g(x)o-:1cr. g( X) = ;_:. (a:ka: g( X) ) 2 = L1

• 0'"1 o:· g( X) = 
l ~l l 21 l "l c l 

l (mod.f(X). Heraf følger, at, D(X) :? l (mod.f(X)) i L[Xl, men 

da D(X) så ikke er identisk O, og da K indeholdt uendelig mange 

elementer, findes a f; K, så at D(a) l O. Nu sættes ~ = g(a)E L, 

da er rr(g(a)) = crg(a), så det(0.0.(~)) = det(cr.o--··.(g(a))) = 
l J l J 

d e t (O . o-. g (a) ) = D (a) l O. l 
l J 

' 2.TV) • 
Bks. Betragt Q( e r )/Q, hvor p er et primtal, og sæt. 

1" 2m . p-l ,, 
t1 = e r . F (X) = X + ... +X+l, sa graden er p-l J: 
c ~ p-2p . ' p-2 l,, ... ,~ ·er en bas1s for Q(~). Da l=-~-···-~ 

>- -l · " ( (. ·~f ,.tP-1) . . -'l er ogsa t!,~ , ... 'Z en bas1s, og dette er en 

normal basis. 

Lad K være et legeme af Kar.:::O, og las JVI være spaltningslege

met for X~-1 over K. Rødderne i Xn-1 udgØr en multiplikativ under

gruppe af orden n i M~, og denne undergruppe er altså cyklisk. Er 

!,7 e_ IL frembringer' da er al t så t2' r}' ... ,,tiL = l samtlige rødder. Da 
' (, t M? Q, vil spaltningslegemet over K indeholde spaltningslegemet over 

Q,~~ så H indeholder det n' te cirkeldelingslegeme Q(~), .rn = l;' Jl1 ~ 
\ ~ ' ~ {. z 

= K(l) 2 Q(l). Da Q(~)/Q er endelig normal med abelsk faktorgrup-
t ~ l 7 
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p e, G( n) , er H/K normal og ( iflg. trans la ti anssætningen) G r U1/K) ~ 
\ ' 

Gr(Q(~)/Q(~) n K) som er en undergruppe i G(n); specielt er 1'-I/K a-

belsk. 

Sætning. Er K et legeme af Kar(K) = O, som indeholder de n'te 
n 

enhedsrødder, og er aE K, da har spaltningslegemet for X -a over 

K cyklisk Galoisgruppe, hvis orden er divisor i n. 

Bevis. Er Y{{a en vilkarlig rod i Xn-a, og fd<en primitiv n'te enheds

rod, da er spaltningslegemet øjensynlig K(o/a,). <J E Gr(K(\Ya)/K) er 
~ ~~ 

bestemt ved a--eTa.) = ra ~' og afbildningen a- -77' definerer en in-

jektiv homomorfi G --7 Gruppen af n' te enhedsrødder, 'J: G er isomorf 
' \ l med en undergruppe i Z/nZ. 

Sætning. Er K et legme af Kar(K) = O, a E K_ og p et primt.~d§: 

er xP-aE-K[xl enten irreducibelt, eller har en rod i K. 

Bevis Spaltningslegemet for xP-a er K(~,~), hvor~- er en primi-

tiv p'te enhedsrod. Nu er (X-f(a)(x-%~) •.. (x-Ifa{P-l) = xP-a, så 

hvis xP-a var ±xreducibel måtte et produkt af ovenståend~f~kt.o

rer ligge i K[X]. Konstantleddet i et sådant er b= (fa)~ l, hvor 

l< V< p. NU findes h,k6Z, så'!)h+kp =l, og da a..;= bp er a= 

akpahil = (akbh)P, så xP-a har en rod akbh i K. l 
Korollar. Er K et. legeme af Kar( K) = O, a~ K og p et. primtal, så 

xP-a ikke har rødder i K, da er Gr(K(Jt1)/K) ~ Z/pZ. 

, 2.n.i , 
1 

21LI , , 

~k~. "Betfagt Q( e 7 )/Q, sæt 'Z = e 7 
, da er Gr(Q(~)/Q~ 

= Z/6Z. Idet r be~efner kamplex konjugere in, har fe ,r j 
orden 2, så Q(lj) [e ,r; har o_rden 3, og er derfor cyltli s k. 

' i e t ~ ' 2LD - 2~ 7 
' l n. Vi finder Q(~)· ' = Q(e 7 +e 'l ) = Q(cos 7 ) .. 

Lemma. Er 1 et legeme, og G en endelig_ automorfigruppe i L, da 

er H1 (G,L*) =(l). 

Bevis. Lad(}~-) ao-være en krydset homomorfi. 

findes xE L så at LrE Garxl.:" =Æ l O. Nu er 
rY (}"~ L < D-') o-r.: ~ (f r: l 

a~ x = G a~ar x = GarrrX = -
v L~ u TE ~ ~ 

Lflg lemma p.IV,3 
~(l)fJ v 

ad "i = ao-Llz:--E:G 
e l ler a = rc.o-. lll rr ex ~ 

Sætning. Er K et. legeme af Kar(K) =O, som indeholder de n'te enhe

hedsrødder, og er L/K en normal udvidelse med cyklisk Galaisgrup-

pe af orden n, da er L/K simpel, og L = K(()(), hvor !X n E K. 

Bevis. K indeholder de n'te enhedsrødder, ~, ... ,~-l. Lad G~ 
- - 5 _n -l _n (_ ~ 1) ( er Gr(.L/K) = 2 o--, ••• ,IT- ,o- = ej, og sæt. ao-"~ = , da er ad~acYt< = 

v -J ~ ?) ~~ l, v t ft -y 
~ (J (~ ) = ~ 0 = tz = a(ji!t-ft = a 0:')oil, så o· -7 a a. v = ~ er en,~,. 
krydset homomorfi, og derfor principal, d. v. s. der findes oZ E L"', 
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l!! v 
o v 

sa acrv = ~ = 
så er ~(!X.) 
billeder ved 

((>(,K) ) = n ..9: 

f LG = K. l 

o< fX(} o y 
Ti speciel t er a 6 = ~ = 7, al tsa o--(cx) = eX~ , men 

= rxtj!, ... ,cf-l(o<) = C(~n-ili, o-n(cx) =fX(= fX. Da c><'s 

automorfierne i G er indb. forskellige, er Grad(Irr 

L = K(O() , og da O'(!Xn) = a-(rx )n = = txn ~ = O<n, er tx n 

Sætning. Er K et legeme af Kar(K) = p f O, og, er a EK, da er 

xP-x-a enten irreducibel over K, eller har en rod i K. 

Bevis. Er o<. en rod i xP-X-a, da er spaltningslegemet K(Pi), thi 

rødderne er da ~,~+l, ... ,~+(p-1). 

l 
Korollar. Er K et legeme af Kar(K) = i}, ae-K, så xP-x-a ikke har 

rødder i K, da er spaltningslegemet RN:Galoisk med cyklisk Galais

gruppe af orden p. 

Lemma. Er L et legeme, og G en endelig automorfigruppe i L, da 

er H1 (G,L+) = (0). 

Bevis. Lad fY-'> aa- være en krydset homomorfi. Iflg lemma p. IV, 3 

findesxE-L, såat L:T€Gx~-f0. Sæt ·-0(= (.L';rar;x~)/(Lz:;xr;) = 

( I:c; ao-c-xa-z:-yt Lz:;- xo-r.), da er rx.a-- (j.= ( Lr ( -ac
6 

+ao-c)xo--t:)/( .Zrxo-t:) = aa-·1 

Sætning. Er K et legeme af Kar(K) = p, og er L/K en Galoisk ud

videlse med cyklisk Galaisgruppe af orden p, da er L= K(~), hvor 

o<. p- O< E. K. 

Bevis. Vi har K 2 F = fe,2e, ... ,(p-l)e,pe =o$. Lad~~= Gr(L/K) 
5 . 2 p-l -p p 2 ,J 

= Lo-,a , ••• ,a ,er = e j og sæt aa--v =ve, da er aa-v+D.6 t-t- = 'lk+O'" (/{e) 

'Ve+~e = ( o/+f-) e = ao-vt-,lt = a(J'vCfft, så (J v -t a o-v = 'l) e er kry~set og 

derfor primcipal, ::>: der :findes o< f. L, så at ao-'J) = ve = C'{o- -c<; 

specielt er aer= e = 0"'(0<.)-0<, eller er(()() = P<+le, men så er a2(lX) 

= P\+2e, ... , o-P-l (O<) = O(+ (p-l) e, a-P (o<) = !>(. Da tX' s billeder ved 

automorfierne i G er indb. forsk. er L = K(tx.J, og da (T(P<P-~) = 

o-(cx)P-a{fK) = (O<+le)P-(~+le) = (XP-tx., er ~p-O<GLG =K. l 
:~r 1 D / !(. 

Eks. Er Kar(K) = p, og L/K Galoisk med [L:K] = pm, da 

har G = Gr(L/K) en normalræ}cke G t> G 1 v···PG~= E, hvor 

(G-j :G1+~) = p, og hertil svarer K C K 1 C ... C L, hvor 

K)/K~-1 er Galoisk med cyklisk Galaisgruppe af orden p. 
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Sætning. For et legeme, L, er følgende betingelser ækvivalente: 

l) L har ingen algebraisk undidelse 

2) Ethvert irreducibelt polynomium i L[X] har grad l. 

3) Ethvert polynom_i um i L[X] af grad L l er produkt af l. grads-

polynomier 

4) Ethvert polynomium i L [_x_] af grad L. l har en rod i L 

klart! og et legeme, der opfylder en af disse betingelser, kaldes 

algebraisk afsluttet. 

Et legeme L ~ K kaldes et algebraisk hylster af K, hvis L/K er 

algebraisk, og L er algebraisk afslut~et. 

Sætning. Hvis K er dellegeme af et algebraisk afsluttet legeme, L, 

da er den algebraiske afslutning af K i L et algebraisk hylster 

af K. 
Bevis. Et polynomium f(X)f K[X] har en rod«i L. Da~ således er 

<V <V 

algebraisk over K , og K/K er algebraisk NX, er o<. algebraisk over 
N 

KJ_ altså o< E K. Ø 

Sætning. Hvis L/K er algebraisk, og hvis ethvert polynomium i KLX] 

spaltes i l.gradsfaktorer i L(X1, da er L et algebraisk hylster af 

K. 
Bevis. Hvis L'/L er algebraisk, da er L'/K algebraisk. For o<E-L' 

er Irr(<X,K) E K[X], o: Irr(()( ,K) = (X-~ 1 ) ••• ('(-{!;rtt), hvor (37 E-L, og 

da C( = et. f.; d 1 er ()(E L. l 
~ ~ 

Eks. C er algebraisk afsluttet, og Q's algebraiske hyl-
~ ' 

ster i C er et algebraisk hylster af Q. 

Sætning. Til ethvert legeme, K, findes et og (J2å iso_!}!_Q__rfi, __ ~ær) kun 

~t algebraisk hylster a L af K. 

Bevis. Bksistens (efter Zariski): Sæt ffi = K[xJ*x Z= l(f(X),n) \ 

f -} O 1\ n E Z l· Afbildningen a ~(X-a, O) er bijektiv : K på K1 ~Y{( 
og organiserer K' til et legeme isomorft med K. Vi identificerer 

K og K' . Lad t betegne mængden af delmængder ~-S, n( forsynet med 

kompos i t ioner Ea og 0 så at l) (~ ,ffi ,0) er e t legeme 2) } har 

K som dellegeme og 3) Hvis z= (f(X),n)E- J' da er f(z) =O. 

(d.v.s. for f(X) = a 0 +a1X+ ... EK[X] og~"(f(X),n)E;~ gælder f(z) = 

(X-a0 ,0) tf) (X-al,O) 0 (f(X) ,n) + . . . = (X-0,0) ) . re -} 0, idet 

(K,+,·) E'/; l) og 2) er trivielle, og erZ-=(X-a,O) E- K, da er z-a= 

(X-a,O) - (X-a,O) = (X-0,0). l 
Ved (~,61,0)-<: (r~, ,Gj' ,0'), når 

defineres en induktiv ordning 

et maximalt element (1,~,0). 

det første er dellegeme af det andet, 

af f. Ifølge Zorns lemma har f da 

På grund af 3) er L/K en algebraisk 
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udvidelse. 

Ant,ag, at L ikke er algebraisk afillsluttet, da fandtes M::> L, så 

:aat 1'1/L er algebraisk (og dermed filVI/K algebraisk). Vi konstru

erer nu en afbildning ~: 11'1 --'>m så ep{ L = i dL. Sæt cf( a) = a for aE L. 

For o<E IVI\L, er !X rod i f(X) = Irr(O\,K) E K(X]. Lad f(X) have rød

derne ~l''~'·. '~h EL (h f:: O) og rødderne tX = c<1 , •.• ,(XgelvJ: \L (g 2.. l). 

Vi vælger nu g indbyrdes forskellige hele t.al n 1 , ... ,ng så at 

(f(X) ,n1 ), ... ,(f(X) ,ng) er forskellige fra ~l' ... '~h' og sætter 

~((x l) = (f (X) , n 1) , ... ,f (fX ) = (f (X) , n ) . ~(IX) = .h (O( l) ft L, t.hi var 
g g l '~ 

ip(o<.)EL, da var f(<Y·J = (f(X) ,n1 ) rod i f(X), altså \.f'(!X) = et ~j' 
hvilket ikke kan være tilfældet. Endvidere er d? klart injektiv. 

IVI' s legemsstruktur kan nu "plantes over" i ep (M) ~ rrt, så at bli-

ver en isomorfi, og L= cp(L) bliver herved et dellegeme.af(/>(M). 

fOVI)f f, thi l) er opfyldt, 2) følger af ~(lVI) ?_ <p(L) = L 2 K, og 

er C{J(cx) E~(!VI), o/ (P<)(/ L, da er cp(C><) = (f(X) ,n), hvor f(X) = Irr(()( ,K), 

men så er f((/J(cx)) = a 0 (±) aløcp(<X) (f) a2e>t( )
2
&... = f(a0 +alC<+a20(

2
+ .. ) 

= ep( f(<X)) = ep( O) = O, hvilket viser 3). Da L-< cp(N), er dette 

en modstrid. l 
Entydighed: Vi viser først 

/\ 
Lemma. Hvis L/K er en algebraisk udvidelse, og L er algebraisk 

A. 

afsluttet, da kan en;:ver monomorfi ep: K ~ L fortsæt.tes til en 

momomorfi ip L --> L. 

som medfører ent.ydigheden, thi er o/: K ~K* en isomorfi, L/K og 

L*/K>f'. algebraiske udvidelser, så at L,L* er algebraisk afsluttede, 

da kan ep fortsættes til~: L ---7 L*. Da L*/K* er algebraisk, og 

L'f ~ (/:>(L):> q'(K) = K*, er L*'/~(L) algebraisk, og da L er algebraisk 

afsluttet, er også ~(L) algebraisk afslut,tet., og dermed~ (L) = :L*. M 

Bevis for lemma. Sæt. Y = [(K', o/) l K ~K' S L og ep' : K' --:> ~ 
er en monomorfi, der udvider~~~ O er ikke tom og kan ordnes par

tiel t, ved (K' , q>' ) -< (~, 9'"), når K' S K" og <p" er en udvidelse 

af <p'. 'f er indukt.ivt ordnet, og indeholder derfor et. maximal t ele

ment iflg. Zorn. Lad CK,C(') vær:_ et sådant, da er K~ K~ L og11K 

= Cf, da viser vi indirekt.e, at K = L. Ant.ag al ts~ at K 3( L. Da 

L/K er algebraisk, er L/K algebraisk. Lad a EL\ K, og sæt f(X) = 

Irr(a,K). Nu er cpfEq:>K[X], og cpf er irreducibel i cpK~]. Vi 
A - -

vælger~ E L, så at cpf(b) = O, og har altså q>(Irr(a,K)) = ff = 

Irr( b,cpK), så iflg. en tidligere lemma kan ep fortsættes til en 

isomrfif: f': K(a) påfK(b). Da (K,cp)-<, (K(a),~) er dette en mod

strid. l 

Eks. C/Q er en (uendelig) \·wrmal udvidelse. Vi skal 

for IX E C " Q bestemme en automorfi t : C ---7 C så f(~) l IX. 
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Hvis O( er algebraisk over Q, da findes K 2 Q(o\.), så K/Q 

er normal, og så finde s en automorfi 'f : K -->K, for hviili.

ken co(O() f. O(. Og hvis O<. er transcendent over Q'- er Q(o() ~ 
' l ' Q(X), og da X--? X+l bestemmer en automorfi i Q(X), fin-

des en automorfi r: Q(o<) -t Q (O<) for Jfivilken er (ex) = v\ +l l
O<,. Vi viser nu, at automorfien ep: K ~K kan udvides 

til en automorfi ep C ---r C. /(=:. [(K' , <f' ) \ K ~. K' ~. C ~ og 

m' er en automorfi i K', som udvider~~ er indukt~vt ord-
\ AA ~ A ~ 
net; lad (K,cp) være maximalt element io. Antag KC C. 

' A A 
Hvis C/K er algebraisk, kan ~ iflg. entydighedssætningen 

udvides til en automorfi ~i C, og ellers findes ~~C, ~ 
A r A . ~ 

transcendent over K, og ved ep Cft) =(S kunne ep da udvides 
(\ 

til en automorfi i K(~), i modstrid med maximalitaten af 
A A 

(K)Cf). 

KONSTRUKTION MED PASSER OG LINEAL 

De tilladte operationer er 

l) Konstrukt.ion af linie gennem to givne eller konstruerede punk-

ter. 2) Konstruktion af cirkel med givet eller konstrueret 

centrum, og et givet eller konstrueret liniestykke som radius. 

3) At opsøge skæringspunkter mellem to linier, en linie og en 

cirkel eller to cirkler. 

Nængden af punkter i den komplekse plan C, der kan konstrueres 
' udfra punkterne O og l kaldes de konstruerbare tal, og betegnes K. 

Punkterne i K kan opskrives i en følge x 0 =O, x1 = l,x2 ,x
3

, .... 

Ved induktion vises 
\ 

Sætning. Der findes en følge af reelle tallegemer Q = L1 ~ L2 ~ ··~ 
så at koordinaterne til xn ligger i Ln, og således at hvert Ln+l~ 

n~ l, enten er = Ln' eller = Ln(yan), hvor an er et positivt tal 

i Ln for hvilket {an~n~ 

Legemerne L (i) indeholder nu punkterne x 0 , ••• ,xn, og hvert 
r---::: n ' 

L (v-.L) fås udfra Q ved successi-.r adjunktion af kvadratrødder. 
n 

Ivlan kan nu vise: 
' Sætning. K er det mindste over for kvadratrod afsluttede t.allegeme. 

' Der findes en følge af taller;emer Q ~ K0 ~ [tS ... hvor hv_:rt K"" 1 _ 

er af formen K 1 = K (Va ) , hvor a E K 'aiiA~ så at K = U K . 
...:....::;-~-;;_;_=c:...--n+ --n n n--n .. ~,_ n n-
Specielt er hvert konstruerbart tal algebraisk af grad = potens af 2. 
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2:n..1 
Den regulære n-kant er konstruerbar, hvis og kun hvis e~ er 

konstruerbar. 

Gauss' sætning. Den regulære n-kant er konstruerbar, hvis og kun 
v 

n = 2 Pl..!....!..-!..lr' V~ O,r ~O og p1 , ... ,pr er indb.forskellige prim-

tal af formen 2s+l, s ~ l. (og et sådant primtal er endda af formen 

22t+l). 
w tj) O( f O( () 

Bevis. "7" Antag e tVIt..- er konstruerbar, hvor n= 2 p 1 ••• pR., 'L·, 

Her er ~l= ... -~~=l, thi for ulige primtal er p
2
-kanten ikke 

'2.;n.1 2 
konstruerbar, da e~ 's grad,~(p ) = p(p-1), ikke er en potens af 

2. På samme måde ses, at hvis p-kanten er konstruerbar, da er e~' 
grad, ~(p) = p-l, en potens af 2, altså p = 2s+l. 

"<:=" Hvis k- og m-kanten er konstruerbare, (k,m) = l, da er km-kan

ten også konstruerbar, thi der findes a,bE~, så l= ak+bm, men 
z.n.i 2:rt1 a Qn1 b 

så er e ~/))(. = (e /'ffi. ) (e """""R ) konstruerbar. Vi skal al t så blot vi-

se, at for p= 2s+l, primtal, er p-kanten konstruerbar. Nu er G= 

Gr(Q(e~ )/Q) cyklisk af orden p-l= 2s, så vi kan finde en nor

malrække for G med alle fakt.orer = Z/2Z. Den tilsvarende række 

af legemsudvidelser fås da ved adjunktion af kvadratrødder. l 

POLYNOlVIIERS OPL0SELI GHED lVIED RODTEGN. 

I det følgende betegner K et legeme med Kar(k) = O. En ud

videlse l!'/K kaldes radikal, hvis der findes endelig mange legemer 

K= K
0

C K1 C ... C Ks =F, så K. =K. 1 (CX. ), hvor O(.miE K. 1 . 
l l- l l l-

En udvidelse P/K kaldes metaabelsk, hvis der findes legemer 

K = K C K1 C ... C K = F, så at K./K. 1 er en endelig abelsk ud-o s l l-

videlse. 

Lemma l. Enhver radikal udvidelse er indeholdt i en metaabelsk 

udvidelse. 

Bevis. Sæt m= m1 ... ms. Er~ en primitiv m-te enhedsrod, da er 

K(~)/K endelig abelsk, og Kfk~xxtx~xfixRF K1 (~) = K(~)(~ 1 ), så 

K1 (~) er abelsk (endda cyklisk jfr. p.IV,l3)~xx~axNg&ix over K(f). 

Nu har vi K C K(~) C K1 (~)C .•. C Ks(~) = F(~), s~ F(~)/K er me

taabelsk, og F C :!!1 (~). l 
FF' /k 

Lemma 2. Kompositet af metaabelske udvidelser F,R' er igen meta-

abelsk. 

Bvis. Vi har K C K1 C ... C K5 = R, og K C K1 C ... C Kt = F'. 

Iflg. translationssætningen er KfF'/F' abelsk, KL.F'/K 1F' abelsk 

etc, altså K C Kjc···CKt' = F' C K1F' C K2F' C ••• C KsF' = FF'. 



J.(2 F l = ( 1-<:7 ~-<1 r ·l) 

c J k, F' 

k~=== F 1 
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lemma 3. Enhver met.aabelsk udvidelse er indeholdt i en normal 

metaabelsk &Nudvidelse. 

Bevis. Er F/K metaabelsk, findes N 2 F, så at N/K er endelig nor

mal. Sæt G = Gr(liJ/K) = tD:j, ... , o;J . For er·~ G er o-F metaabelsk o

ver o-t= K og a'F ~N, altså er CJ1F, ... ,0'"11t.F ~N metaabelske over 
.-v 

K, s a a t også F = a-1 F D""2F ... rr .J1 er metaabelsk over K( lemma 2) , og 

.:for ()f G er a-F = a-a1F ... O"~f = 01F .. . cr~_F = F , så F/K er normal. l 

Et irreducibelt polynomium f(X)E K[XJ kaldes opløseligt med 

rodtegn, hvis der findes en radikal udvidelse af K, hvori f(X) har 

en rod. 

Sætning. Er f(X) E KlX] irreducibel med spaltningslegemet L over 

K, da er f(X) opløseligt med rodtegn, hvis og kun hvis G = Gr(L/K) 

er opløselig. 

Bevis. 11 ~ 11 Lemma l og 3 viser, at den findes en normal met.aabelsk 

udvidelse F/K, hvori f(X) har en rod. Af normaliteten følger, at 

F~ L. Sæt~= Gr(F/K). Da F er metaabelsk, findes K C K1 C ... 
C F, med K./BI._ 1 abelsk. Til K1 svarer G1 = Gr(F/K1 ) <l G, med 
r-J N l l N rJ 

G/G1 abelsk. Det samme kan siges om K1 og G1 osv, atlså er G op-

løselig, og da L S F, er G = Gr(L/K) = Gr(F/K)/Gr(F/L) som homo-
r-> 

morft billede af G ligeledes opløselig. 

"~ " Sæt. n = ord (G), og lad ~ være en primitiv n' te enhedsrod, 

da er Gr(L(~)/K(~)) isomorf med en undergruppe i G, og derfor op

løselig. Følgelig findes en kompositionsrække G l> G1 t>··· f> G t = E 

med cykliske faktorer Gi/Gi+l af orden ni (~/n). Nu er den her

til hørende række af legemsudvidelser radikal (IV,l3): K(~) C K1 (~) 
c ... c L( 2), men så er også L(z)/K radikal, og L ~L(~). 1 

Er f(X) et irreducibelt polynomium af grad n, da er Galaisgrup

pen for s pal tningslegernet. isomorf med en transitiv undergruppe i 

Sn.(p.IV,7). Da Sner opløselig for n~ 4, følger det, at poly

nomier af grad ~ 4 er opløselige med rodtegn. 

Eks. K(X 1 , ••• ,XIlot) er spaltningslegemet for Z.v-s1Zn-l 

+ ... +(-l)nsn over K(s
1

, .•• ,s!Lt). Galaisgruppen herfor 



.. 
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bliver oplagt, isomorf med Sn. 

Lemma. En transitiv undergruppe, P, i Sp (p primtal), der inde

holder blot en transposi t,ion er = Sp...:.. 

Bevis. Lad SP permut,ere {a1 , ... , ap~ og sæt a '"'-' b <==> a = b v 
(a, b) E P. .{\.f (a, b) (b, c) (a, b) = (a, c) s e s l e t,, a t rv e r en ækvi

valensrelation. Er a <"'0 1D; og o-t: P, da er o-( a) cv O""( b), thi (a-( a), 

6(1D)) =a'(a,b)ff'- 1 EP. Ækvivalensklasser afbildes derfor i ækviva

lensklasser ved premut.ai tonerne i P. Er @ og ® ækvivalens

klasser, findes CSEP, så at o-(Q) = b og dermed o-(®) = @, hvilket 

viser, at alle ækvivalensklasser har samme elementantal, som derfor 

må gå op i p. Da det iflg. foruds. er mindst 2, må det være p 0: 

alle elementer er ækvivalente, så alle transpositioner EP, og der-

med P =S .l 
p 

Sætning. Er K et reelt tallegeme, og f(X)EK[X] irreducibelt af 

grad p (p primtal), da er Galaisgruppen for spaltningslegemet for 

i(X) over K isomorf med Sp' hvis f(X) har netop 2 ikke reelle rød

der. 

Bevis. Galaisgruppen er isomorf med en transitiv undergruppe i SP, 

og den indeholder kompleks konjugering, som må være en transpo

sition af de to ikke reelle rødder; iflg. lemma er Galaisgruppen 

derfor isomorf med S . l 
p 

Eks. f(X) = x5-2qX+q, hvor q primtal, er irreducibel 
' over Q iflg. Sch.-Eiw. Det ses let, at f(X) har 3 reel-

le og 2 ikke reelle rødder. Følgelig er G~ s5 , og f(X) 
' er derfor ikke opløselig med rodtegn over Q. 
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KAPITEL V IDEALTEORI I Km11VJUTA'.CIVE RINGE= 

I det følg,ende bet,egner R en kommutativ ring med l-element. 

00, J!r, .,c' , • • • bet.egner idealer i R. Vi sætter 

OLn~ = 1 r ( R l r c O/, 1\ r( l,- J 
~jy = S \ ' . a . b . / a . E O(_. 1\ b . E /&- ~ l ~-l l l l . l 

0[ + /{; = ~a+ b l a E: OL 1\ b E l~ ~ 
C{; ,.~ = t r (r _.& ~ Ol} 
Der gælder nu 

l) Ol+, (~ = J+ Dt ; Ot + (k·+,f) = Vt+it) + c. 
2) ai~ =k·m. ; mCg;e) = (Ot,(,.),r;J' ; ot(Æ+tr:) = or/6-+ ouC 
3 ) ot ~ OL+ ,G. ; OL b ~ o-u L-6-. 
4) (O(J,g) ,f, ~ at; OC S OL:,f.r. 

5) (nv atL) ::e,.= i\U1lc=.ls) 
6) (OL: tG) : ÆJ = OL: (~tt) 
7) (){;(;(,.+,d = ({)(,:;b) n (Ot:Æ/) 

s) 01 :Æ = m: (ot.+.b) . 

~kaldes et primideal, hvis 

Sætning. 1f er primideal ~~ R/if 
ab e't_f" a r/: <f ~ b E <f· 
er integritetsområde OD/t~ 't C /\ 

Oi ~ 1f ::? k? 1!· 
u 

Sætning. Ot-
1 
.. . O( ~{p "'::) OC ~·{r for et vist i. ---n - 1 5 

Sætning. O( f lp
1 

v .. I.J!f -=1 {}( ~ -t_p_ for et. vist i. -
y n: -l .l (l 

Bevis. Vi kan antage, at rlf. <j 1(. for j f i. Nrts: Sæt .-0-~ = fY( n ·.L. ·tf 
J l l Jt-l J 

Hvis/gi ~ 1i, i = l, ... ,n, findes ai E.l9i \. -lJi <;OL, men så er L i ai 

(:_O{;· i modst.rid med at 01... ~·~1 u . . . L'~ n. :F'ølgelig findes i så 

a t 4 ~ ~/i, men så er Ol c; 1Ji iflg. det foregående. J{ 

dfA kaldes et maximalideal, hvis tlt!C R, og tUf C: t)(ER =1 Cl[= R. 

Sætning. /til er maximalideal €:7> R/tUf er et legeme. 

Korollar. Et maximalt ideal er et primideal. 

Sætning. Ethvert ægt.e ideal er indehold t i et maximal t ideal, be

vises v.hj.a. Zorn's lemma og eksistens af l-element. 

For et ideal D-l defineres radikalet af O[ som Rad(Ot) = [r<; :R(3nc 

N f.nE ml. 
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Rad(Ol) er et ideal -;; ot , og Rad(OLr\{;-) = Rad(ttb) = RadOL n Rad"6_ 

og Rad(radO[) = Rad()t. 

a f R kaldes nuldivisor, hvis der findes b E R"- (O), så ab = O. 
n , 

aER kaldes nilpotent, hvis a =O for et nE N ~ acRad(O). 

q kaldes et primært ideal, hvis ab f q og a f. q_ =? b 6- Rad CJ:f-. 

Sætning. 01 er et primært ide_C!:_~--~--B/9f _ _!l_~_!'_lgJn_pilf!otnte nuldJ:Yl.::. 

sorer. 

Theorem. Hvis Of er primært, da er 'ty = RadO:f et primideal, og Qj. ~ 1' 
'c-t ~f <i' . 
Of. kaldes da også ~-primært. 

m 1 m ft/ 1'11 
Eks. R er P. I. D. OL = (a) , a = E Jl1 ••• nn . Rad u L = 

Cn1 ... ~rJ. De primære idealer er (:rLflt,). 

Eks. på primært ideal, der ikke er potens af et prim

ideal: R= Z[X], Dt= (4,X). Rad Di= (2,X) ses let at 

være rnaximalt, og dermed~ primært (se nedenfor). Hvis 
n ()t, o ( ) 01 = {P , da er Rad(}{_; = Rad <f = 1f, s a 1-J = 2, X , men 

) 2 2 2 
allerede~ :(2,X) = (4,2X,X ) C (4,X). 

Eks. på primidealpotens, der ikke er primær: R = fa 0 + 

2a1 X+a2x2 + ... \ ai (. Z S ~ Z (x J :e:xxpx±m±li:e:ai+xotaxR;ixx;(xZ. 

Ot= 1fE Rlf(O) = oJ = (2X,X
2 ,x3 ) er primideal, da R/Ol~ 

Z, men ot2 = ( 4X 2 , 2x 3 , 2X 4 , x4 , x 5 , x 6 ) er ikke primært, 
. 2 2 d- 012 Ae' 2 "-f Al2 thl 4X E OC, 4 ~ Rad -~.. = 1/(, og X tt: UL-. 

EJes. pc=i ikke-primært ideal, hvis radikal er et prim

ideal: R= K[X,Y], Ol= (X 2 ,XY) = (X)(X,Y). RadQ-[ 

= Rad(X) n Rad(X,Y) = Ra:Ø: (X) n (X, Y) = (X) er et prim

ideal, og XYE OL, Y f/. Rad 0(. og X fi 0{. 

Sætning. Hvis RadOi =,t{(er maximalt, da erot rUt-primært. 

Bevis. Vi skal vi se, a t OL er primært. For xy ~ ot, x f Rad O{= rtt(, er 

(x)+ Mt = R og dermed l = rx+m, hvor m E· rt~ og dermed mn E Ol. Nu er 

l= (rx+m)n = x( ... )+mn = xc+mn, så y= yxc+ymnEO(. W 

Lemma. Hvis 'W ,rq-- er. idealer_L __ sfi_ _a_t_Qj: ~- '(.fS.~~~ __ op;_ ab_ t;CJf-~~b- ( 0-f :=:> 
af ~p, da ercq q=primært. 

Bevis. Dj er primært, thi abt:-Oj. og b f/t~/ ~ a E 1..\~ Rad('j· 



F?r x E RadO'f lader vi i være den mindste exponent. l_ 

x1 E-'0J-· Hivs i= l er XEOfc;.{_f, og hvis i> l, ses 

og x1-l ri q, at XE'f. Al t.så er Rad q_~ 1-f . l 
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l, for hvilken 
i-l rn af xx E~+,~ 

Sæt.ning. Hvis q er tf-primær, da vil oui,-<;;Ofi\(J{ ~Of ~ ,.,6-~-if. 

DEKOMPOSITION 

Lemma l. Hvis Df er !f-primær og ()[, 

Bevis. Vi har D_L: Ot;? O~ • Vælg nu 

og da a ~<f må xcq. R 

% 1f ' da er Of: m = Of· 
a E-Ol \1f. For x E- Of :0{ er ax EL!{, 

Lemma 2. H vi s OJ- er -p-primær og (}(_, % Cf , da er 0.(-: at ~-primær. 
Bevis. Vælg aE ot\Of. For x E- Q(:(){, er axeDJ_, og dermed x E <p, og 

for YE -lf er ymE D'..{.S OJ_ :0(, altså CJ:f- :Dt ~{f~ Rad(Qt_:DL). 

F o r fX(~ E Of :Dl_ o g (6 ~ o:{: 0( e r O<~ a f ~ f o r e t a~ Dt m e d ~ a i q o g d e r

med fXE y. l 

Lemma 3. Gennemsnit af endelig mange ~-primære idealer er igen~

primært. 

Bevis. Oplagt. 

OL = () 1 at 1 (endelig mange) kaldes en dekomposition eller frem

stilling. Iflg. lemma 3 kan vi "slå Qf7 1 er hørende til samme ~ 

sammen", og dernæst "droppe" overflødige 0.(? 1 er, så at D:{.;, ']! (}J•I·~D{J 
Den herved opn.Etede frernst.illing kaldes uforkort.elig eller normal. 

Eks. på ikke enjtt.ydig frernst,illing: R= K[X,Y]· 0( = 
2 2 2 2 ) 

(X , XY) = (X) f\ (X , XY, Y ) = (X) fl (X , Y ) s e s a t vær e u-

forkortelige fremstillinger. 

Entydighedssætning. Hvis OL = 01- 1 (l ••• n 0;{-4~, = 

uforkorteli J'e fremstillin er med o_' -- rirnær o 
\ Ji 

da~;r L) m= n og 2) eft.er premut.ation 17 = tlfi 1
, i = l, ... ,n. 

Bevis. Hvis O{_ = R er al t t ri vie l t.. AntagOLl R. Bland t (j>1, ••• , r~' 
-t.p

1
', ••• , ~(l..!" findes et maximal (m.h.t.<;::. ) , fx ·~flt.,• Vi viser, at 

·lf;11 = et. ~~ , og hertil er det nok, at. 1f~ ~ et 1fd1 
• Indirekte: 

Hvis 'f111 tb ~PJ 1 , j = l, ... ,m, da er ql: Q/-'Vi = 0~-J 1
, thi Q{~~ {jJ 1

, 

og påst.anden følger af lemma l. Endvidere er qJ
11 
~ ~~1 ~, i = l, ... , 

n-l, os; vi får derfor analogt Ofi : O:('"L = 0{/ , i = l, ... , n-l. 

Nu er dels 

dels 
(m= q.'J) = ( nJ q 

11

1 
) = Qf-·lt = nJ ( ot-J = or) = nJ o_~ J = DL 

({)t: Ol,) = ( /\,1 Dl)) : a-~'"'-= {~t~;, Ul-f- 1 : O~ •l!) n ( n:L: q .:J 
= n~t!VL 04-1, 
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altså (}( = D:f-r n ... (1 0:( 01 _.1 i strid med uforkorteligheden. 

Vi kan antage' at 1pM.= 'Pn~; OJ. = ohl() CJ{~~~ er da 1~primært. Vi 

har da ()(.; : Of- = o; 1 n . .• n ().{M-·{ , da Of· <l {J\ , i = l, ... , n-l og ana-

logt 01.~: O{ = Of,' n ••• fl ~~1 al t så Q{{) ... n 6'f 111 -1 = 
Gt-t n . . . <1 q ~~H o . s . v . l 

I {)t = 01-1 f1 

~J ~ ~J ' j l i . 

n O_f,,1 kaldes q.-j en minimalkomponent, hvis 

Tillæg til entydighedssætning. De minimale komponenter er enty-

digt. bestemt ved 

Bevis. (for R integri t.etsområde): 

Indskud~ Lad R være et int. område og S et multiplikativt system 

i R'. (0), da Sætt.e~ ~ = [.;- { rERf\ s&Sl S kvot.ientlegemet for R. 

Det ses let, at. ()L;S = {~ ( acOt t\ s E- S~· Der gælder 

l R R . IR 
( O(f' /LJ ) Ef = 01_ s n "b-s , 

thi 11 ~ 11 er t ri vie l t, og for E E OL R n~E er E = .§ =: E = as2·= ~ E 
R s S S s Si s2 s1 E2 s1 s2 

(otn/{,-)8 . Endvidere 
R R fl1 m s = s' h vi s s n ve l 0. 

Lad nu OL= q_1 n ... n q% =r og ant.ag, at. q1 er minimalkomponent. 

S = R\~ 1 ~ R\. (O) er et multiplikativt. system, og Ol~ = %~ , 
thi minimaliteten af Off medfører Of-t IJ S l 0, og dermed Ofi ~ = ~, 
i = 2, ••. , n. Nu er Ot.~ A R = OJ. i , thi " ;? " er oplagt, og for r E 

OJ.1 ~nR er r = ;, altså rs E D-1-1 , og da s t/= ~1 er r E O;{ Heraf 

følger påstanden.l 

NOBTHERSKE RINGE. 

l) 
2) 

3) 

han viser let, at følgende betirreelser er ækvivalente: 

Ethvert Di r R er endeligt frembragt ( ~,-~ R er Noethersk) 
c( c{. 

a.c.c. (axcending chain condit.ion) 

l·-Iaximal betingelsen gælder for idealerne i R. 

Eks. a) Et P.I.D. er Noethersk. b) R= z[f:3]er 

Noethersk, thi (R,+) er fri abelsk gruppe af rang 2, så 

et ideal ,OL, er fri abelsk af rang ~ 2, og speciel t 
1\ 

endeligt frembragt. 3) R= CL[O,l] er ikke Noethersk. 

Betragt fx idealet af fkt., der er O i en omegn af O 

[ 
_j___ } 

d) R= pol. i X 2m~f , m=O,l,... er ikke Noethersk. 

fx. er (X) c (x·t) c-:-: (x•t) c (x-lt) C •.. 

Sætning. R N aethersk -;;-;-~ R/Ol N aethersk er t ri vie l, og arnvend t: 

hvis R/O( Noethersk for alle 0{ l (O), da er R Noethersk iflg. a.c.c. 
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Sætning. (Hilbert)= Hvis R er Noethersk, da er også R[X1 Noethersk. 

Bevis. l!'or et ideal ,A, i R[X1, sættes Otn = [r E: R /3 r 0 , ••• , r n-lE

R : rXn+rn_ 1xn-l+ .. • +r
0
eAJ. (}l_n er et ideal i R, og C(0 St74_ ~ 

Lemma. Hvis cA-f-J!:> og A---> (Ol 0 ,~ OLl~ ... ) og Pr_"(~~tll1 ~ ... 

da er cÆ = 16 . 
Bevis. Lad f(X) e~ , f(X) = r

0
+ ... +rnXn, da er rnE kn =·-O"ln, så 

der .findes g 0 e A- , så at grad( f-g 0 ) < n-l. Da g 0 (;- 13 , er f-g
0

C: ~, 

så der findes g1 ~A , så at g,rad(f-g0 -gl) ~ n-2. f-g0 -g1 ('J3 o.s.v, 

Til sidst fås graf(f-g0 - ••• -gn) i n-(n+l) =-l, altså f= g 0 + .•. +gn 

fA.I 
A C iJ C 

Betragt nu en stigende kæde UTa = c.n 1 = da har vi 

l --- L-~ (f---· ' 

A-o 
nfl 

eA--t 
f)/( 

cA-2 
n 11 

~ 

---7 

~ 

(}lo o 
{}fl 

Otto 
n n 
0120 
{}(l 

s: 0{of 
f}/( 

c Dttt -
{}f{ 

c (}t21 = 
n o 

c ~2 c --nu 
. . . 

c ot c 
n tF --

~ t>tn c 
,.---_.. 

nu ,----\ 

-· -·· · · j l r : ~~~w~-
I følgen ot11 ~ %2 ~ ot33 :=, • • • har vi O[ N~ = O{N+l ,N+l = 

og dermed Dipq = O[NN for p 'L N og q ~ N. l!'or i = O, l, ... ,N-l 

gælder for et vist n , at D'Ln· i = rxn~ +l i - • . • , så for j L. 
t -, ' 

maxfn1 , ... ,nN __ 1 ,N~ = lVIhar vi Dl"ji = O'S+l,i = Olj+2 ,i = · · · 
0,1,2,... og dermed rJk = j. 1 = ... iflg lemma. l 

J J+ 

i = 

Eks. I m:lX, Y] findes til hvert n E N et Ol, der ikke kan 

frembringes af n elementer.//ltl(= (X,Y), (J( =ilif = 

(Xn,xn-ly, ... ,Yn) kan ikke frembringes af n elementer; 

lad nemlig V betegne vektorrummet over K af homogene n

tegradspolyn~mier. En basis for V n er Xn,Xn-ly, ... ,Yn, 

altså dim Vn = n+l. Antog man, at Ol= (f1 , ... ,fn), og 

var f\n) den homogene bestanddel af f. af grad n, da vil-
nJi i . (n) J (n) . 

le X Y være K-l1n-komb. af f 1 , ..• ,fn , modstr1d. 

Et ideal Oli ringen R kaldes irreduci bel t, hvis OL=/~- n ;C' med-

fører O[ =k eller ot = Æ. 
Eks. Et primideal er irreduci bel t, thi er 1f = h-fl ;[-' , 
h v o r 1p c /0 o g ~{_f C t.·' , d a f i n d e s b ( /G-\ ~L[ o g c E tL \ /Cf , 
men bc E lr:rnÆ' = 1-f · 

Sæt.ning. I en Noethersk ring er ethvert ideal gennemsnit af pri

mæridealer. 
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Bevisets (Se Northcott) ved to lemmaer: 

Lemma l. I en Noethersk ring er hvert ideal gennemsnit af irre

ducible idealer. 

Lemma 2. I en Noethersk ring er et irreducibelt ideal~mært. 

Bemærk. I en ikke Noethersk ring behøver et irreduci

helt ideal ikka at være primært. 

Eks. Selv om R er Noethrsk behøver et primært ideal ik

ke at være irreducibelt. I fx. R= K[X,Y] er (X,Y) rna]{:

sirnalt, så (X,Y) 2 = (x2 ,XY,Y2 ) er primært, men (X 2 ,XY,Y2 

2 2 =(X ,Y)n(X,Y ). 

Eks. Et idealOLien (vilk.) ring R, kaldes primalt, 

hvis nuldivisorerne i R/~0 udgør et ideal. Et primært 

ideal er primalt, thi for et primært ideal,(][ , er nuldi

visorerne i R/ot netop RadR/OL( O), al t så et ideal. 

Hvis OL er primalt, da er nuldivisorerne i R/OL endda et 

primideal (oplagt). ~t_iEr~dQcib~l! id~al ~r_pEimalt~ 

Indirekte: Ved overgang til R/Ol kan vi antage, at (IC= ( 

(O). Nu findes nuldivisore~0i R så at a+b ikke er nul-

d i vi s o r , m e n s å e r ( O ) C ( O ) : ( a ) , ( O ) C ( O ) : ( b ) o g ( O ) = 

( O) : ( a+ b) = [ ( O ) : ( a) ].n [( O ) : ( b)]. 

Idealer OG,h kaldes komaximale, hvisot+h = R. 

Sætning. H vi s Ol og _[q- er ko maximale, da er Df../) );__ = mif.-. . 
B e vi s . Almen t gæld e r ( O[+/&-) ( ()[ n tb ) = O( ( {J(rll) ) +.&( 0( d f:, ) S Ol,(~ , 

og påstanden følger nu let. ~ (){_ () ~-

Sætning. Hvis 00, ;(_, og OL, Æ er komaximale, da er også Ol,.l"'ntC ko

maximale. 

B e vi s. thi R ? 0[+ (/,-n ,c) ~ ot + r6-.c ;? lN 
2 + Ot/t + ODC' + /tnc' = ( ot +k) 

({}[+;C~) = R. 

Sætning. Hvis Radot,Rad;(,. er komaximale, da er DL,h komaximale. 

Bevis. Da vi alrnent har RadOL+Rad/~~ Rad(OL+;b-), altså i dette 

t.ilfælde Rad([}{ +/b) = R, er lnE (JL+;{'J-- ~: l t; Oi+k ~: Ot+iy = R. 

rk;'C -+1: /'r/i 
Sætning. I et Noethersk integritetsområde, hvor ethvert~ prim-

ideal er maximal t, kan hvert DL t:_ (o) en tyctigt s kr i ves Ot= n 1 !?t;~ 
..:...h-'-v-"o-'-r_O-Ft"""i __ e_r_i§-+- j -pr i mær t o g <f'?~ , i l .i • 
Bevis. Lad OL= Of(1 ... ()Ofllt være en norrnal fremstilling. Da 
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ot f (O) er ifi, ... ,t_f'l maximale, og da tr,- f <tJ·, i f j, er 1j..,+f'J = R, 

og dermed Of-i + D.fJ = R, men så er q1 + njfi Of_j = R og følgelig flL = 

otl'". n._LlC!J· = Oll·n·_Llrn. = [71_1DJ2·n· 2Ql.· = ... = D_f.l0]_2 ... rff. ,_ Jr ,J r Jt--fJ l i J)- tJ l _l _, 

Er omvendt CfL.= 01,1 ... en og nr. f. 01 . , i f j, da finder vi OL= . -in ~fl T J q_1 n ... 1\ Ofn' og denne fremstilling er uforkortelig, thi var -ffx. 

q1 ~ Df-2 0 ... n OJn, da var {f 1 ~ Ot{' ... r, ~n, al t så fx 1f1 ? D;f 2 , 

og dermed 11 = 1-f 2 . Da alle O:C.- erne er minimalkomponenter, føl

ger entydigheden. l 

Sætning. Den direkte sum af (endl.man.) PTI.R. 'er er et P.I.R. 

Bevis. Lad ot~R1 c:B>R2 , sæt OL1 = tr1 ER1 I(r1 ,0)E-Olt&R1 og ()[2 = 
ir2 E- R2 {(o,r2 )G-Otf, da er 0(1 , D-t2 idealer i R1 og R2 resp., altså 

ot1 = ( a 1 ) , a 1 E ~, og at2 = ( a 2 ) , a 2r R2 , og det er nu let af vi-

se, at ot = ((a1 ,a2 )). 

Et P.I.R. kaldes en speciel P.I.R., hvis det indeholder netop 

et ægte primideal. 

Eks. ~/pUZ er et speciel P.I.R. 

Sætning. (Krull). Enhver P.I.R. er direkte sum af P.I.D. 'er og spe

cielle P.I.R. 'er. 

Først et lemma. Lad R være P.I.R., ~ et ægte primideal, og "3 1
C{}', 

da er l) <f 1 det enoteste primideal C <j', 2) ethvert primærideal 

aer er c;: -ty , vil -~ {f' og 3) Hvis -<t 1 er et ægte primideal, da 

er enten y,{fl kornaximale, eller det ene er indeholdt i det andet. 

Bevis. Sæt Lf = (p), 1' = (p'); endvidere p' = rp E -<f', og da p ri 
<[',er r~-lf', så r= sp'. Nu er p'= rp = sp'p, altså 

p' ( 1-ps) = O, hvor 1-ps ri ~, 
N N ~ 

da tg,!; R. l) Hvis lfC~, da e:s..l-ps ~{_f, hvoraf P'E~-, altså 

~' ~ <J . Ombyttes rollerne fås ~ ~ ·Zf' . 2). Hvis q~~ er 

primær, da er Rad q ~{f , og speciel t 1-ps i Rad q, hvoraf p 'E: q_, 
altså t_r' ~ D( 3) Antag endelig <)'f 4' 1 . Hvis lj +<J\ c: R, er 

lj'+ !f1 ~ «~C. R, hvor fx <f C .u(. Hvis også ty1 c AU , var ~ = :fl 

i f l g . 2 ) , s å vi s l u t t e r a t Æj' 1 = M{ ::> L f · 
Bevis for krulls sætning. Lad (O) = Olfn ... f'l()_fllA være ufor

kortelig, med q1 ~' -primær. Ant.og man <f,+ <fJ C R med et i f j, 

da var fx. lf;C l[3 flg. lemma 3). Da O{.?~if;C tfJ , er q1 = ~-} 
~ f l g . l e mm a 2 ) , o g d a q J S {f

1
l v i l DJ ~ ~ ~ 1 = C':{_ .

1 
, i s t r i d m e d 

uforkorteligheden. Al t så er if1 + {\J = R og dermed CJfi + D.JJ = R for 
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for i l j. Heraf følger imidlertid let, at R= R/(o) ~ 
R/Of{ @ ••• @ R/q 40 • Hvis -<j'1 er maximal t, da er -<fi det eneste 

primideal, der indeholder 0}1; i restklasseringen R/Qf? er der 

følgelig kun et primideal, nemlig .{-f'i/0:{--.:, , så R/D"f-1 er en speciel 

P.I.R. Og hvis <J.} ikke er maximalt, da er -<j'jCAJ.{, Ofi S-<;f1CÆU 
men så· q;~ ~ 1 iflg lemma 2), al t så q.; = 1..f j , så R/t)_J.7 = R/~~ er 

et integritetsområde, J: en P.I.D.I 

Sætning. Lad t:Jt, h- være idealer i et Noet~hersk int,egri t,etsområde, 

s å a t DL{~ = A; , d a e r O"L = R e l l e r h= ( O ) . 

Bevis. Hvis ~~(O), er Æa..= (b1 , ... ,b ), b. l O. Nu er 4 = oth 
= f~~l a(i)1D1 (a(i)e ot?, så der findesn:i' si at RI =~RI eller 

(~-~):2, =~l 
Opfattes dette som en matrixligning med elementer fra lcvotientle-

gemet for R, fås O = det(E-A) = l-a, hvor a t:O(., altså lEotog der

med OL= R. l 
Eks. I R = Z/6Z (som har nuldivisorer) har vi ot =. /~ = 
(2), men OL~-= (4) = (-2) = (2) = ~~, 

Bemærk. Sætningen er også forkert, hvis R er et ikke

Noethersk integritetsornråde. 

Korollar. Hvis R er et Noethersk inteGritetsornråde, og m t_ R! da n 00 n (o 2 • er n=l lJt = 
Sæt /& (l D{n' al~ = lb; Bevis. = da er det nok at vise, at og c. -

er trivielt. Følgelig er det tilstrækkeligt at vise, at ethvert 

primært ideal, der indeholder Ol~ , også indeholder ~. Lad al t så 

CT_f. ~ rrt-? være primært og sææ~) ·(_f= Rad q., da er OJ.l4 eller {f ?t(. 
Hvis vi kanvise, at {+-~~·l· foretvistV, ervi færdige, thi af 

Æj' ~{j-( føl~er da q 2 1('1 ~ 0(1J? ()nDfn =)t., altså i alle til

fælde O-f,? J~. Beviset k'Em altså afsluttes 1ned 

Lemma. Er C et ideal i en Noethe;rsl( ring, R, da er C=? (Rad d::' )v 

for et passende 1) • 

Bevis. Sæt 

passende mi. 

~ J;'.ll 

d m· Radt;' = (dl, ... ,dn), da er diE Rad..c', altså i lEt(;' for 

Sæt, 11 = m1 + ... +m11 , da er det let at vise, at (Rad c )v 

Eks. I Z/6Z er (2) = (2) 2 
= altså n (2)n = (2). 

1\0 

Eks. Bt idealOf. i en (vilk.) ring, R, kaldes quasipri

mært, hvis ab E 0{. '=}aE Radq v b{: RadO.{. Of er qua

siprimært &c=> Rad Oj er prirnEE;, thi "~" ·er oplagt, og 
1 1rlcnl 
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og hvis Q{- er quasiprimært, og xy€. RadOf- og x ri RadQ(_, er 

xnyn60J- og xn fi RadQ(_ , så Yn€ Radlq_ og dermed 0?-RadO_{. 

I et Noethersk integritetsområde gælder: Ethvert quasi

primært ideal er primært ~Ethvert ikke-trivielt prim

ideal er maximalt. "~"er trivielt, "::9": Hvis (O)C.~~C 

iM,.CR, da er <fMÆ. quaisprimært, da Rad(~tttf) = -<s'~'~NU =:f 

men ikke primært, thi da ifM.<C.~(p.V,8), findes a~'f\!fil 

og b E MÆ vty ; ab E ~Mt,, b i Rad( !fMit') = ~ og a Ø ~M't. 

Sætning. Hvis R er Noethersk, da er enhver undermodul af en ende

lig frembragt R-modul, Jvi, selv endeligt frembragt. 

Bevis. M= Rm,+ •.. +Rm~. Induktion efter n: n= l. Lad N~ M= 

Rm1 være en undermoduL Ol = fa f: R{am 1 E N} er et ideal i R, så OL= 
(a 1, ••• ,a.y), men så er for n E-N: n = (r 1 a 1+ •.. +rvav)m1 = r 1 a 1m1+ 

... +r'll av mi , al t så N = Ra1 m1 + ... +Ravm1 . An tag sætningen for n-l, 

og lad N~ IV! = Rm1 + ••. +Rm+L være en undermodul. M 1 = Rm1 er undermo

dul i JVI, og Ivi 1 Il N er undermodul i 111 1 , al t så N1 n N = Ra1 + ... +Ra.y. 

Nu er IVI/lvJf = R @V + ... +R ~ , og da N/1'~1 1 n N ~ M1 +N/M~ ~ JVI/JVI f, er 

N/H{ f) N endelig frembragt iflg. induktionsforudsætningen, al t så 

N/Ivr 1 n N = R @ + ... +R (§;\ . Nu er N = Ra 1 + ... +Rav+Rb1 + ..• +Rbk, thi 

for n EN er @ = r 1 (5:1 + ... +r,u._.-(§0, og n-r~b 1 - ••• -rl-tbA.-f-Jvi1 ()N er 

altså = rfa1+ ... +r.;,a.y, og dermea n= r 1 b,+ ... +r,CA.btt+r-t'a1 + ... +r'l;a-.1.i 

Sætning (I.S.Cohen). Hvis alle primidealer i en ring R er endeligt 

frembragte, da er R Noethersk. 

Bevis. Antag, at der fandtes et ikke e.f. ideal, da var mængden 

faf ikke endeligt frembrae;te idealer ikke tom. ~-<: ses let at være 

induktivt ordnet. Lad Otvære et maximalt element i f; (){ er da ik

ke primideal, så der findes Å9-- J o-( , Æ' :::> 01 med (J{ ~2 .. & .. r , og her 

må J.", .C være e. f. Of /&ÆJ $. ~<r//'J;C kan på natrulig m;;.de betrag

tes som R/r -modul, og da alle idealer mellem R og~ er e.f., er 

R/Æ' Noethersk. Da J<fj,.{.,;C er endeligt frembragt, er derfor også 

Vl!l~/C en e. f. R/C' -modul, og dermed en endelig frembragt R-modul. 

Da },-,.c~ er e. f. følger det, at (J{ er e. f., modstrid. 

I en vilkårlig ring er følgende betingelser ækvivalente: 

l) d.d.c. (descending chain condition) 

2) minimalbetingelsen gælder for idealer. Klart. 

Sætning. Hvis d.c.c. gælder i et int.o~r. R, da er R et legeme. 
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Bevis. Er b l O, fås· (b)=: (b2 ) ~ ... , altså (bn) = (bn+l) = 
og dermed bn = cbn+l eller bc = l. f 

Korollar. Hvis d.c.c. gælder i R, da er hvert ægte primideal maxi

malt. 

Bevis. Hvis -1f er et primideal i R, da er R/f er integritetsområde 

hvori d.c.c. gælde~, altså et legeme.l 

Sætning. (Akisuki). d.c.c. ~ a.c.c. og ethvert ægte primideal er 

maximal t. 

Lemma l. Hvis (O) = M11 •• ·M1n. er produkt af maximale idealer, da 

er a.c.c. ~ d.c.c .. 

Bevis. Vi har (O) = M!l1 ••• ML,t ~ ... ~ t1MtM12. ~ ,Hf.l ~ R (*). 

;!,.Yi.t ••• MA.J-I /tlrlf4 ... Mii er på naturlig måde en modul over legemet 

R/AM i , al t så et vektoruum, og dette er endeligt dimensional t iflg. 

a. c.c. (d. c.c.) idet underrum svarer til idealer nellem lUft ••• Alt i og 

~1· .. M{ 1 _f. Heraf sres, at der findes endelig mange idealer, ot(, 

... ,ot.v mellem 'Wf •.• Aili og Mttt· •• tf.f.Ltf-·(, så at Att1 ... &j C 0{1 C 

. . . C Dtv C Wf ••. Atf1_, ikke kan forfines. Anvendes dette for 

hvert i, ses, at (;te:.) kan forfines til en kompositionsrælcke. Iflg. 

Schreiers forfiningssætning må d.c.c.(a.c.c.) nu gælde.l 

Bevis for Akizuki. "~" vises ved 

Lemma 2. I en Noethersk ring indeholder ethvert ideal et produkt 

af primidealer. 

Bevis. Lad S= [idealer, der ikke indeholder et produkt af prim

idealer 1, og lad 01_, være et> maximal t element i S, da er at. ikke prim

ideal, så der findes f~·~) (J{ , r' .J {'t, r·1ed Ji.;yÆ/ ~ Cl{. Nu er .. &;.c f/· S, 

så k -:z: T( 1-CJ·?· og .O·~ T11..r/ , men så vim Ol .~ Tl ~)~o,' 'J: O( f/: S. Føl-
Jq ·-· "u 

gelig er S = 0.1 
11 ~-z,": Vi har allerede bemærket, at hvis d.c.c. ggælder, da er hvert. 

ægtÆ primideal maxirnalt. Beviset kan derfor afsluttes med 

Lemma 3. Hvis d.c.c. gælder, da er (O)= ~i~~ produkt af prim

idealer. 

Bevis. Da d.c.c. gælder findes et minimalt element ø- i mængden 

af idealer, der er produkt af primidealer. Vi skal vise, at <r= (0). 

Indirekte: crL = (O): & l R, da l ti O( • Lad -4- være et minimal t 

element i mængden af idealer, der iN:Ø:.e:k.ø:xl1l.e:r :::>Ol, da er .l9·:.>0(, og 

der findes intet ideal mellem {J{ og .. .(.:;.. ot:}'p_ l R, da l ri ()-(:.~, og 

Ol:/; er et primideal, thi er x, y f/. Ol:/~, er xh.- ~ Ot og yi..q, {J: 0-{, 

så )9-;;; Ol +x_,b :J ot oe; /~ ? C{ +y.f<1 ? Ol, hvoraf h = O{+xk og 

~ = O'l+y,b; nu er Ol+xy,h = (C1+x,.b)y+ tJ1. = ~y+ fY{= )9, hvoraf xyJ;~ 
'l, O( J : x y ri kt : (ff · 
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Sæt ~ = Ol: )c ; {j h ~ OL = (O):{'}- og dermed 1fhØ-· = (O) , eller 

-~ ~ (O) : (<f A.9-). Af m C l._c;... følger nu <fÆ9- c {9- , hvilket er i mod

strid med definitionen af~. l 

Eks. Hvis d.c.c. gælder i R, da findes kun endelig man

ge primidealer, thi er M11, MA2 , • . • primidealer i R, da 

er M1 1 2 AM.1 M12~ •• ~ Mit· . . M/1;? , og altså M1r··M1v 
= M11· .. Mfvtl ~ ltMv , hhvoraf et t-«1 ~ Mt·Vt-l og dermed Mltk 
= Mt-) . 

Sætning. I R/O't gælder d.c.c. for OLE (O)~ I R gælder a.c.c. og 

ethvert ikketrivielt primideal er maximalt. 

Bevis. "~" er trivielt. "-===>":Af R/0[ a.c.c for 0(1 (O) følger R 

a.c.c. og af R/-!f d.c.c. for et ikketrivielt primideal følger R/~ 

er et legeme, altså ~maximalt.l 

Eks. For et integritetsområde R får vi: R/O(d.c.c. for 

otl (O) ~ R er a.c.c. og ethvert quasiprirnært ideal 

er primært. (Eks.V,B-9) 

HELT AFSLUTTEDE RINGE 

Lad R være integritetsområde, og R~ T. t ~T kalaes helt af

sluttet over R, hvis t er rod i et normeret polynomium i R[X]. 

(T QR er en R-modul. Hvis S~ T er en delmængde, betegnes med R[s1 

den mindste R-modul ~T, der indeholder (R og) S.) 

Sætning. tE-'r er hel over R ~ R{l,t.,t 2
, ... s er endel.frembragt. 

Bevis. "9" l, t, ... , tn-l er da frerabringere for ovennænvte modul. 

''E="· Hvis R[l,t, .. ·1 er frembragt af IX1, ••• ,D(IIt.E T, da vil tiY-J E 

R [l, t>, ... JJ i = l, ... ,1\Jl, al t så være R-lin. kom b. af IX1, ••• , tXAL. Føl

gelig findes en MK~ -matrix A med elementer fra R, så at t·~\ = 
( ) ( ) 

M., fl>--1 
~ ø: l e l l e r t · ~ - ~ ~ l = ~ l , m e n s å e r O = d e t t~-A = t · + ~- 1 t 1

'' + 
... +r

0
• l 

Eks. v.d.v{aerden definerer: tt:T hel over R~ R[l,t, .. : 

er c 
gælder: 

endeligt frembragt R-modul. Hvis R er Noethersk 

t "v.d.W. hel over R" ~t hel over R. (V,9) 

[t E-T { t er hel over R~ kaldes R' s hel t afsluttede hvlster i T, 

og betegnes Ri Det er klart, at R S R. 

Sætning. R 

Bevis. Lad 

... +rn = O. 

er en delring af T. , 
l - ' ,_.,, ' ,IYl -1 ' ;"l ru-f 

t, t E R, s a t +r , t + ... +r0 = O og t +:r;n_
1
t + ., "1-, 

E t h t t v R l . l b f 15<1-1 ' ver er - ln.-Kom. a l,t, ... ,t og ethvert 
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/ 111
1

- t -v v' 
t' er R-lin.komb. af l,t', ... ,t' , så ethvert t t' er R-lin.-

komb. af to.t,a', O~ a< n-l, O i a'< n'-1. Betegner~~ søjlen 

(nn'~ l) med disse clementer, findes en (nn'x nn')-matrix A med ele

menter fra R, så at (t+t') ~~ = 11 ~l' hvoraf O= det((t+t')E A)= 
hlf}1, 

(t+t' )+ ..•. Analogt med t-t' og tt'. l 

Hvis R = T, kaldes T hel over R. 

Transi ti vi tetssætning. Hvis R ~ S <; T, t E. T er hel over S og S er 

hel over R, da er t hel over R. 
- l'rl- 1\1 -f it1i Mi -1 

Bevis. Lad t +s 1 t, + ... +sf\t, = O, og s 1 +riJ-t S.j + ... +r. M = O, 
17 1

' 7 i = l, .•. ,n. Enhver potens s,; 1 er R-lin.-komb. af l,s1 , ... ,s-7"..,1-~ 
o v1 vAt- . f llf ailli < sa s 1 ••• sm er R-lln.koL1b. a s 1 ••• s~tt- , O= a.; < n 1-l, men 
o 1J Vf ,JilL · o... Q C\i{; "" sa er t s 1 ••• s,.., en R-lln.-komb. af t s 1 f ••• sl\tl , O,?,::_ a< n-l 

O~ a~ < n1-1. F~±ge±4g-f4Raes-eR-tRR-TTTR---RR-TTTR-}-matF4*-~ 

Betegner ~( søjlen med disse rm 1 ••• nM--elementer, findes altså en 

(nn1 ..• n~ .xnn1 •.• nttJ-matrix 11 med elementer fra R, så at t~(= ~~~ 
1)11)1,··· M l 

hvoraf O = det(t~-A) = t 1 ~+ ~: t er hel over R. 

Korollar. R = R. 

Et int.omr. R kaldes helt afsluttet (i sit kvot.leg. K= 

hvis R = R i K. 

R ) 
R'- (O) 

Sætning. Et U.F.D. er helt afsluttet. 
a ~ Q. 1}1-1 

Bevis. Lad ~ EK, (a, b) = 1 1være hel over R, fx (k) +r1 (b)+ ... +rl'\1.= 
Nl M-{ (11-1 o l N1- ( O, da er a = b(-r1 a - ... -r'"'b ) , altsa b a hvoraf :h a :;: §E: R. 

b 

Elm. R= z[r:-3] K= Q(N). ikke helt afsluttet; for 

p= -13-131/-3 ~ R har vip3 -l = O 

Eks. R= {f(X)~ L[Xj 'f'(O) =o}. Kvotlegemet er K= 

L(X). Nu er X i R, men X e- K og X er rod i polynomiet 

z2 -x2 ~ R[z]. 

I en kommutativ ring R med l-element er følgende bet.ækv.: 

l) Ikke-enhederne udgør et ideal 

2) R har netop et maximalt ideal, klart! 

og en sådan ring kaldes lokal. 

Eks. R = K[[x]] er en lokal ring med maximalideal (X) 

Elm. Lad R være et. int.omr. og ~~R et primideal. s 
R\~ er et multiplikativt system. Sættes R~= 

R da = S' 
er ~ lokal med det maximale ideal ~R~ 
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Eks. Eks. Et int.omr. R kaldes en valuationsring, hvis 

a,bc:R~ alb eller bla. En valutaionsring er lokal, thi 

a,b ikke-enheder, er fx, b= ra, så a+b = (l+r)a er ik

ke-enhed. Et endeligt frembragt ideal i en væluations

ring er et hovedideal, thierot = (ai,a 2 ) og fx~ (a, 

er OL= (af ,ra1 ) = ( a-1). Altså~ En Noethersk valuati

onsring er et P.I.D. (kaldet en diskret val.ring.). I 

et P.I.D. er primidealerne maximale, så der findes kun 

et primelement, p,,M{= (p), så R-:JA«:?._AH1 ·?:_ ••• -::(O) 

er samtlige idealer. 

(spektr-et;' 
Sætning. Lad R være et int.omr. og ladJ1 betegne mg. af maximal-

idealer i R, da er (l Jti'lf"~O"R'~it = R. 

Bevis. 11 3?" er oplagt. 11 ~ 11
: R Ul er en lokal ring med det IYiaxi

male ideal MtlRA«. Lad nu~ ~n.1r#!, x,yE-R. Det er nok at vise, 
" x at (y): (x) = R, thi da er x = ry ::>: - = r f R. Indirekte: (y): (X) 

x x r Y 
~AH C R. Nu er y~RMl d.v.s. y= s' hvor s iM, og dermed xs = 

ry~ (y), hvoraf s~ (y): (x) , modstrid. ~ 

Korollar. Hvis R er et, in t. omr., da er R hel t afsluttet ~ ~ er 

hel t afsluttet for alle ;Ut_GJ1 

Bevis. 11 9'11
• Vi viser, at~ er helt afsluttat for ethvert rnulti

plika ti v t sys t em S (: R' (O) • Kv o t .legemet for ~ er R' s kv o t. legm. 
x n r1 x n-l rn . 

Lad (-y)+ s
1

(-y) + ... +sn =O. Vl kan antage, at s 1 = ••. =s,'-\.= s, 

men så er (sx)n (sx)n-1 n-l 
-- +rl lT + ... +s rn 
y sx 

og da R er hel t afsluttet er y E R :J: 

= O, 
x r R 
Y = s E"s· 

11 ~~~ Hvis y e K er hel over R, da er y hel over R-«4.' 

y ~ RtW. , hvoraf y E n,mR.ut = R. ~ 
, og dermed 

Sætning. ErOt et ideal i et int.omr. R, da ern.
1 

f\_( O(R nR) = 01. 
M' e~lG---i'ift 

Bevis. 11 ~~~er trivielt. 11 ~ 11 : Lad r€ nat· R.&Lt f)R. Det er nok 

at vise, at O'L:(r) =R, og var OL:(r) ~- ..t«.C R, ville rE Ol_R!Ul, 

r = %' hvor s <t Mt, og rs = a € OlJ så s E ot_: (r), modstrid. l 

Sætning. Et helt afsluttet, lokalt, Noethersk int.omr. hvori et

hvert ikke-trivielt primideal er maximalt, er et P.I.D. [en di

skret valuationsring.J. 

Bevis. Ifølge forudsætningerne findes netop et ikketrivielt prim

ideal ~ i R, og ethvert æ~:t.R ikketriviel t pEimideal i R må være 

f-primært. Vælg et oU_.._ ~ \ (O), da er (O<): <J <;: (o<). Her må .-:J 



Alg. V,l4 

2 gælde, thi ellers var (c<) = (C<): tf = (ex): (j = da R er 

Noethersk, og ((X) er 9'-primært, vil (o<.) ;J. 'fn for et. vist n, men af 

ovenstående ville da følge, (~) = R. 

Nu vælges f) E (O<): lJ '(o<:). For ~ i kvot .leg. er ~Y et ideal i R, 

da (JLj ~ (lX). Det påstås, at ~,tf =R. Indirekte, da vær ~'Y' s; <J C 

C R, og dermed (~)~f ~-lf , (~)\:f~ Cf o.s.v. Specielt er (~)n<f ~ 
R. Vælges p E.q'\(0), da er (t1!)np<eR, så (~)ne-Rfp1 ~ og dermed 

~ f1J 2 ll c;, ex · \ 
R[l,l,(i) , ... J~ R{~!· Da denne sidste R-modul er endelig frem-

bragt, er~ v.d.W. hel, og da R er Noethersk ~ dermed hel over R, 

al t så ~E R, men så er {3 E (()() i modst.rid med valget af (3. 
/3 IX · o (3 f3 

Da tX{j' = R, flndes Jl.Æ q , sa at ~rL = l. For PE tf , er jXP = r E R, 

og dermed p = rn , så vi slutter, at '<J = (.n..,). 

Et vilkårligt OL l (O), l R er 'l{ -primært. Lad ~f' være den hø

jeste potens, så -LJf~Dt. (En så dan findes øjensynlig.) Altså <fptf 
? 01. . Da er t){ t; (nf), O( cJ. (r/:Jf-f ) , så der findes a e{!{___, a f1 (TLfN), 

men a= rnf, hvor altså r i(~), og dermed r enhed. Følgelig er 

nf = r-1 a EO( ?: alts:å O(= (nf>) .l 

Lemma. Lad R være et integri t.etsområde, og S S R (O) et mul ti-

plikativt system, da gælder l) (mn,b.)~ = O(~n..G-~ 2) (Oth)~-
= (OG~~~) og 3) Hvis .fj :J fj 1 er primidealer i~' da er 
IV N 

1f n R .:J 1j' 1 
() R Jrimidealer i Ræ 

r N rv 
Bevis for 3). -<JnR er klart et primideal i R, og vælges 1:re- lj''-tg 1

, 

(V N R 
er r E f og r f !.f 1 

, da elementerne i S er enheder i s· Al t så er r E-
~ r> 

(<ft\ R)\ (<f 1 f}R).IJ 

Sæt.ning. Lad R være et. integritetsområde så at 

l) R er Noethersk 

2) Ethvert ikke-trivielt primideal er maximalt. 

3) R er helt afsluttet, 

da kan ethvert ideal{?( l (O) på entydig mÅ.de skrives som produkt 

af primidealer, 

og R kaldes da en Dedekindring 

Bevis. Lad ~ l (O) være et primideal, da er Rf lokal (V,l2,eks) 

Noet.hersk (ses let), helt afsluttet (V,l3) og ethvert fra (O) for

skelligt primideal i R er maximalt (V,l4). Heraf følger, at 

R~ er -~n P. I. D. med idealerne (<:f R-<.~ )n. De t følger nu, a t h vi s 

~ er es -primær' da er 1'-

/ _ ( R,; fo·~· -<f l {~ · ,., 
•JtR~\ - { (,<~ R 1-\ ) for (' = ·l~ 

Eksistens. Lad Ol = . O~!''' • •• f1 0~ '~-' være uforkorte lit:;, da er Ol R t~\ = 
if(~R~\ ' , .•• n al:,R'~i· , og dermed 
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{
R <f f o r. ,~f -f if 1 , . i = l , • .. , n 

OlR{P = ( '11., 1 
J <f; R1r: for {{' = ~J. 

f!_ v r -v • • r ~ "'!), l '7Jit\J 
Sættes ~ = ~1 ••• {j01 "' , da er /fif R.lf = (.g'{ Rt{) ... ( fl\tl R,1f), og al t så 

1 ~ {R (j' f o r r fj -f 'tf, , i = l , .. . , n 
;{9-rt - 'l 'l 

~ - ( <f? R-<t;) for tf = u;~ . 
Al t så er (J[R1.P = /~R~f for all~ ·is , al t så for alle maximale idealer, 

~) f ·. 1){ 'VM 
o g d e rrne d O{= /(9-· = ·<f.t • • • 'f 41.. • 'll .V 

. l · v 1 , P v .4t, L IP f n n {f ~. ( · Entydighed. Hvls(JL= 1ft ... '1M, er {li= J1 •.. Jfl.t Jfr. V, 

6-7), og denne fremstilling er normal, da {1'.' erne er forskellige 
~· ~ j) 

(<f~ 1 er -<f; -primært, da Rad ~1 = ~j er maximal t). Komponenterne 

~~11 1 er entydigt bestemt., da de er minimalkomponenter, og da ~ ..::> 

~ ~ • • . ~ (O) er også 'Il j entydigt bestemt. 

Eks. 
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Alg. VJ,l 

Lad K ~ L være leeemer. Et sæt r1, ... , j'!l f L kaldes algebraisk 

uafhæng,ige over K, hvis det for alle f E K[:~{, ... ,Xn j gælder, at 

f( J'! , ... , J'n) = O medfører at f = O, al t så hvis homomorfien 

f(XI , ... ,"$17 ) ~-->> f(·~ 1 , ••• , '}.:1 ) af Krx 1, ••. ,X;1 J ~'·L :r injektiv. 

Da billedet ved denne afbildning al tlild er K[ '(r , ... , r11 J har vi al t

så: Hvis )1 , ••• ,tiz er alg.uafh. over K, er K\'(!, ••. ,):i,: ~' 

K[Xl, ... ,Xn] og dermed også K(/1, ... ,?'.~1 ) g' K(X1 , .•• ,X'I). 

'[il'"'',frt (L lcaldes en transcendensbasis for L over K, hvis l) 

; 1, ••• , {ll'l er alg.uafh. over K og 2) L/K(T'(, ... ,j·r1 ) er algebraisk. 

Eks. X.l, ... ,Xrz er en tr. basis for K(Xf, ... ,x,1 ) over K. 

Sætning. Hvis (r t , •.. 'J~b ) er en t.r. basis for L/K, da er vilkårli

ge r+l elementer, 0 1 , ..• 'P4Lf.f F L al tid algebraisk .fafhængige. 

Bevis. Induldion efter r: r= O, da er L/K algebraisk, oe; alt er 

trivielt. Antag sætningen for alle r'~ r. Mf er algebraisk over 

K( ~f, ... ,j1;); sæt f(X) = Irr(tX1 ,K( f{, ... ,!iz)), da er 

( ) _ n g1 ( 'Y1 , .. , t,2J n-l gnU 1 , ... , 'l ~t) 
f x - x + h l ( }1 ' ••• 'r;, ) x + ... + hn ( 1)'-! ' ••• ' 'ri! ) 

hvor vi, da K [(.1, ... , (~J ~~K rx1, ... ,XrlJ er et U.P.D., kan antae;e, 

at g1/h1 er uforkortelig. Hvis intet }1 optræder i f(X), er f(X) 

C K[X~, så X.; er algebraisk over K, og dermed rx1 , ••• ,t<rn: alg.afh. 

Antag fx nu, at l i effektivt optræder.. JVIul tipliceres f(X) med minds-

te fælles multiplun af h 4 , ••• ~h~får vi 

(i\ Go(/'·1 ' ... ,{'ri )Xn+Gf( rf, .. ·.<l.t )Xn-1+ ... +Gn(":r ' ... 'J··I) 

Ethvert andet pol. i K ['}' 1 , ••• , '/o J l X_· med :/, som rod, er enten af 

grad; n+l, eller fås ud fra (~) ved multiplikation med et element 

i K f l , ... , : . . Omordnes ('i--.- ) efter potenser af 'J'i får vi 

( ) " N ( ) . N-l ( ) (-*::r\ F 0 X p +F l ~ i~ + ... +FN X 

hvor Fi (X) E K[ 'j2 , ••• , y,lj \X_\.. Nu er "'1 rod i (~-.;-;), og da [';rad 

F
0

(X) ~n, og da F
0 

ikke er multiplum af (t"), er F 0 (:Xf) l O, og 

(**) viser nu, a t 'J't er algebraisk over K ( rx1 , 1'2 , ••• , J·s)) , og al t så 

K(J11 , ••• , rll )/K( vi~, (2, ... ,y,-1) algebraisk. Da også L/K( ')t, ... , 7~1 ) er 

algebraisk, slutter vi, at L/K( '(t,~-' ... ,yl) er algebraisk. 

Vi vælger nu et maximalt system af algebraisk uafhængige blandt 

?! , ... , ·
1
):z over K(it.i ) , fx. t1_, •.. ,ls (s } r). Af maximaliteten 

følger let, at L er algebraisk over KV~)('()' ... <V-~) = K('Y~, ·-;., •• ,'/, 

d. v. s. ( '4·/ , ... , {\ ) er tr. basis for L over K(.\ 1 ) . Iflg induktions

antagelsen er ·X2 , ... , (XnH algebraisk afhængiee over K(iX.i ) , hvor-
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af det let følger, at lX1, CX2, ••• ,<XrrH er algebraisk afhængige over 

K. l 
Korollar. Hvis L/K har en endelig tr.basis, da er alle tr.baser 

endelige og m.ed samme eleEientantal. 

Dette elementantal kaldes L's transcendensgrad over K og beteg

nes trgr.L/K eller trgrKL. 

Korollar. Hvis trgr.L/K = t -<oo, og IX{, ••• ,P<t f L er alg.uafh. 

over K da er (>( en transcendensbasis for L K. 

Sætning. Antag at K~ H C L, at (/31 , ... ,85---) er en t.r.basis for 

L/N og at (1Xf, ••• ,(l(ll) er en tr. basis for .f'II/K, da er (C< f, ••• ,!)Q.J.. 

&1 , ... ,Bs) en tr.basis for L/K. 

Specielt er trgrL/K = trgr.L/Ivl + trp;r.l'1/K. 

Bevis. l) IXf, ••• , o< f!, ~1, ... ,(3.s er algebraisk uafh. over K, thi h vi s 
~ 'l/f '1J/l -'J tU ·f ,eJ 11 "\' .J 1 '!t'l 
L.., a ... , ... 0<'1 ••• tXn · (3~ •.• r~ !j = O, da er Liv a ... , ... iY1 ••• IXrr 

E rvr, og altså= o, da l~;, ... ,{!l,.s er alg.uafh. o-;er rvr, men heraf føl-

ger a ... ,... = O, da 1Xf, ••• ,cxlL er alg. uafh. over K. 

2) L/K(Ki, ... ,Oia,f5t,···,f3.) er algebraisk, thi L/I'1((31 , ••• ,f6,:) er 

algebraisk, og N/K(iX 1, ••• ,iX()) er algebraisk, og dermed også 

JVI((~t, · • • ,(J~)/K(lX~, ... ,«v f;.1, ... ,f~) algebraisk. l 

L ~ K kaldes endeligt frembragt over K, hvis der findes fX 1, •• ,fX11t 

~ L, så at L = K(D<1 , •• ·,t<~· 

Sætning. Hvis L= K~ f, ... ,N.st) er e.f. over K, da er trgr.L/K ~n, 

og der findes en tr. bas i s for L/K med e le men ter bland t fX 1 , ... '{lr"-1..:._ 

Bevis. Hvis alle (X'er er alg. over K, er trgrL/K = O, intet at 

bevise. 

An tag fx at (>(1 er trans cenden t over K. H vi s alle {)(2 , ••• , fX,_"_ er 

alg. over K(tX1 ) , er L/K(:x'f ) alg., så rx; er tr. basis for L/K. I mod

sat fald kan vi antage, at fx «1 ,0.2 er alg. uafh. over K. Hvis al

le 1Yg, ••• ,LX:t;1 er alg. over K(Mt ,X7), er L/K(rX1 ,iYQ) alg., så (tr1 ,~ 7 ) 

er tr.basis for L/~. I modsat fald ..... J 

Et int.omr. R ~K kaldes endeligt frembragt over K, hvis der 

findes D<r, •.• ,'\rl R, så at R = K[~ 1 , ... ,N~]. Hvis L er R' s kv o t. 

legeme, sættes trgr.R/K = trgr.L/K. Da L= K(:~ 1 , ••• ,M,~) er e.f., 

bl i ve r trgr. R/K al t så ~ n, og der findes en tr. bas i s bland t rx1, 
~ ,~ . . . ' ' ~: ~ . 
Til et endeligt frambragt in t. omr. R = K [iX 1 , ••• , X,11 1 over K fin

des øjensynlig en surjektiv K-homomorfi f: KLX1, .•. ,X~1 'j-?R. Da 
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K [X i , ... ,XM -J/Ker Cf ~ R er et in t. omr. er Ker ep et primideal El-

K[X(, ... ,~J. 

Sætning. Lad R,R' være e.f. int.omr. over K. Hvisr: R ---1 R' er 

en surjektiv K-hor1omorfi, da er trgr. R' /K ~ trgrR/K. 

Bevis. Lad IX r' , ••• , rxt være en tr. bas i s for R' /K, og vælg P<1 , ••• ,<Xtt' R 

så at cp(C>\7) =P<}, i = l, ... ,t, da ses det let, at iXf, .•• ,~:{t er 

alg. uafh. over K. 

Tilføjelse. Hvis trgr.R'/K = trgr.R/K, da er cpen isomorfi. 

Bevis. Vi skal vise, at Ker f = O. Vælges (!f, ... ,tXt og tx1, ••• ,!Xt: 
som før, kan vi af trgr.R/K = t slutte, at !Xf, ••• ,(J('l er en tr.

basis for R/K. Lad nuU!;I ER\( O). u er da rod i et egentligt pol. 

med koeff. i K [c<j , ••• ,0\t]: 

(~ ·~ F g ( IX ·J , • • • , <X f ) u g+ . . . +F 
0 

( ('( 1 , • • • , l){ ·f) = O , 

hvor vi kan antage, at F
0

(,··-t, ... ,il..{) l O, og dermed :P 0 (X1 , ••• ,Xn) 

l O. Anvendes T på (*) fås 

Fg(!X"', ... ,Cf} )T(u)n+ ... +F 0 (0{.(, ... ,CI{f:) = O, 

og da l!,
0
(oq, ... ,•:-.:.JJ l O, mil Cf<u) l o.!l 

Et int.omr. R siges at have Krulldimmensionen d, hvis der fin

des d primidealer, så 

R :J~~::::> •.• ::> {jd:::> (O), 

og hvis ingen primidealkæder med ikktrivielle primidealer indehol

der mere end d primidealer. 

Sætning. R= K[X1 , ... ,x~Jhar Krulldim. n. 

Bevis. Vi har R :J (X~,, ... ,X~.1 ) ~ ••• ::J (X 1 ,X 2) ::,) (x1) ::'(O). 

Lad ·1\ være et. vilkarligt primideal ( ikketriviel t), og betragt den 
~~ 

kannordske homomorfi '(( : R · >R/q . J{ l K er injektiv, thi er k l O, 

og J(_(k) = O, er kE"tf og dermed ~·k= 1[-lf i modstrid med at 1g ( R. 

Vi kan følgelig identificere i{ (K) med K. Nu er R/(f = 'Jr(R) = 

I/L(K)[1t~X.1), ... ,'\tt(x,\1)] = Kl_rx1, ... ,t\,.1l Lad nu R ~J 1.f1 ~> .•. :> ~fe:~(O) 
Da ?( : R ----7-R/lfd ikke er injektiv, er n = trgrKR > trgrKR/lfd. 

Da ?Ct : R/<fcl -:. R/ifd-f ikke er injektiv (kernen er jo Ker"-·~= 1fd·tl~f,i) 

er trgrKR/Tet"f > trgrKRAfct-f o. s. v. Følgelig er d ~ n. J1 
Eks. Enhver primidealpotens i K[X,Y] er primær. Lad 

nemlig tj>være et ikketrivielt primideal i R= K[X,Y]. 

Vælges a::: ff, a l O er da ikke enhed ~= a = nr ... .nfl f A.(, 

hvoraf fx -;rt1 ( ·lfog dermed (JL1) -~ ~~. Nu er (Jr\) et ' 

primide~~l, og (O) (~ ( 17.1) r { (. C R. Hvis Lf = ( 77.(), er ~r 
= (Jl 1 )'primært, og hvis ff ~ (T[.f), er~ iflg. sætnin-



Alg. VI,4 

gen maximalt, og dermed primært. 

Noethers Normaliseringslemma. Lad R = K[0\ 1 , •.• ,t::(Nl, hvor legemet 

K har uendelig mange elementer. Sættes d = trgrR/Kf~a findes 

y,(, ... ,Ycl E R, K-lin.komb. af !X 1 , ... ,O(~t, så at R er hel over 

K[ Y1 , ••• ,y d J. Speciel t er y1 , ... ,~c~_ en transcendensbasis for R/K. 

Induktionsbevis. n = 1: Enten er c><1 alg over K, så at R = K[C<{j 

er alg. over K og dermed hel over K, specielt er trgr.R/K = O. El

ler c<1 er transcendent over K, men så er R = K [1X.1-J hel over K [e<.J] , 

specielt er trgr. R/K = l. 

Antag sætnincen for n, og lad R= K~~1 , ... ,~Mt1J. Enten er d= n+l, 

så at R er hel over K [c<·\ , ••• ,c<~l-\1 J . Eller d__( n, og da findes en 

tr. basis for R/K, fx. blandt C\1, ••• , ()(~t. Nu er 1Xm-H alg. over 

K(c<1 , ••• ,e<~), al t så rod i et polynomium d ed lmeff. i K l<X1 , ••• ,e<!Yl]. 
Der findes altså et pol. O l F(T,X , .•• ,X )0 K[T,X1 , ... ,X~, så at 

«mt-·! er rod i F(T,!X.,, ... ,()(nd. Sæt z; =IX; -at,O(IVJi-1, i = l, ... ,n, 

hvor a1( K; vi søger da at bestemme a1 så at R er hel over K[z 1 , 

... 'z M]. 
Vi ved, at O= l!,(crtfll-1 ,0(1, ••• ,C\"M-) = F(c:Ym-t-1 ,z,t +a1 t~mH, ... ,zll'L+qH~fYlr·f). 
Ordnes F(T,X1 , ••• ,XM.) efter faldende grader, har vi 

F ( T , X1 , • • • , X m) = f q ( T , X 1 , • • • , X t1.t) + . . . +f 0 ( T , X 1 , • • • , X J , 
hvor fj(T,X , ... ,X) er homogen af grad j, og hvor vi kan antage, at 

fq l O. Højestegradskoefficienten til D<tYit 1 i F(<X/}14.1 ,z 1 +a11XrJ.J-t-1, ••• , 

z 11t +aMO<mH) er nu f q (l, a.( , ... , aM.) f. K, og da K har uendelig mange 

elementer kan vi vælge a~ E K, så at fq(l,a1 , ••• ,a~) l O. aM~1 er 

nu rod i et polynomium dem lcoeff. i K[z.l, ... ,z11'L], hvor højestegrads

koef. = f (l,a,l, ... ,a<n) f K\(0), og derfor oe;så rod i et normeret 
q J pol. i Kiz 1 , ••• ,zo,,·J ): C(IY1i 

1 
er hel over K[z1 , •.• ,z111 • Da ry~ = 

z1 +a1(\r.H 1 , ••• , (X(\1 = Z111 +an1!X!P·l( også er hele over K [z 1 , ••• ,z1.tt "j må 

R= K[O\.,, ... ,!K,\IJ,()(rv1.H.] være hel over K[z1 , ... ,zrJ 

Iflg. induktionsantagelsen findes y.1 , ••• ,yc{, K-lin.kor'lb. af z.
1 

, ••• , 

znv sa at K[z1, ... ,ziVI] er hel over K[y1 , ••• ,yc~_]. Af transitivite

ten følger endelig, at R = K [0(1, ... ,(>(r;1+f] er hel over K[y1 , ... dB], 
og y1 , .•• , Yd er K-lin. kol'lb. af \)(1, ••• ,6(1Yl·H.' 

"lyine;-over''sætningen. Lad R,R' være int.omr. med R' hel over R. 

Hvis 1-f ~ R er primideal, da findes ·rg' ~-=R' primideal, så at Rn 'l) ' 

= ·~. o l 
Bevis. Antag t\ C R, og sæt d- = 2 O-(' S H' {)(' 11 R S (_(l y, da er (/ f 

r c . . \ 
0, da (O)C J • f) er lnduktlvt ordnet 

l 
ma har ? et maximal t elel'lent tl~ ' 

ved , så iflg. Zarn's lem-
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: z~ 

Først vises, R n 'tf' = -tf. Indirekte: da findes x E 'Lr\. (R r J("), d ~!') . 

så x rj <L~'. Nu er -tg'+R'x ~ ·lq', altså R n( Æf'+R'x) fE (_f:· Vi har 

z = p'+r'x eller z =:r'x (mod ~·). Da R' er hel over R, er r•"'+ 
m-1 /Il_ m-·r 

a 1r• + ... +a.~z. = O, hvor a 1 ~R, og dermed (r'x) +a.1x(r'x) + ... + 
1\'V M.. M--1 1'>'1-- ( ) a 0 x = O, hvoraf z +a .1xz + ..• +a0 x ~--O mod '/{{ ' , al t så E ·~~ ' , 

men også E- R, ~: ( 'tf' n R <;,_ (~ • Da x r ~f fås z IltE--tg og der:r.J.ed z 

E {j>. 
Dernæst vises, at ~ 1 er et primideali R'. 

J 

Indirekte, da f~ndes 
r 

rn' ~· 1 •l;)'' , ,("'! ·' .'' (\1 med O(' t{~ ' (~ ·(0' • Nuer 
_l 

Ot' n R <l ~~r1 R= ~; , men 

.· • e;ælder iflg, maximaliteten af '(2' . Analogt aes, at 

I mi d l e r t i d e r ( OC n R) ( "(; ' ( 1 R) C Ol' . G ' 1 ) R ~ {(;' ()R = <g i mod-

strid med at 1R er primideal. f!1. 
•J 

Ivrere triviel er Lying-under sætningen 
11 Lying-under"sætningen. Lad R ~:R' være int.omr. med R' hel over 

R. Hvis ·~' S R' er et primideal t (O), da er~ = R n -;g' et prim

ideal 1- (O) . 

Bevis. (j = R ()•!.S' er et primideal. Vælg nu p' E -<g'\(0). Vi har 
,f\t... , m-·1 + ... +a,IA. = O, hvor a) C R, og hvor vi kan antage, at aac l= ~) +a l P 

1 Ot 1 1}1·-·l 
o, men an), = -p -a.1 P - ... -am-·1p' E-:-~'() R og l= (o) . l 

Elm. R= Z, R' = z[x]-(~' = (X) f (O), men {O' r1 R = (O). 
) .._) 

Hilberts nulpunmtssætning (Hns 1 ). Lad R være et e.f. int.omr. o

ver K, da er R algebraisk over K <fo> R er et l~geme. 

Bevis. "~ c} 11 er triviel t. 
" 

Første bevis_for 11 (: 11 : l) Antag først, at K har uendelig mange e

lementer. Indirekte: Vi antae;er, at trgr.R/K /_l, og viser,at 

R har et ikketrivielt primideal. Iflg. Noethers nor~.lemma fin-
/\ 

des y,.
1 

, ••• ,ycl ( R, så at H er hel over R 
·\ A 
R har et ikke-trivielt primideal, fx ~ 

= K LY 1 , ••• , yd J ~ K r x 1 l •• l x,.lJ 

= (y.1 , ••• ,yd), og if.lg. 
1\ ,•\ 

lying-oversætn. findes et primideal Æ:S ~ R, så at R r> 1~ = ·\, , 

men så er~ et ikketrivielt primideal i R. 

2) Antag dernæst, at K er et. endeligt legeme. Lad R = K [rY./, ••• 11\1.1 J 
r-J 

og antae;, at trgr.R/K L l. Lad L være R's kvot.legeme og lad L 

være et algebraisk afsluttet hylster af L. K's algebraiske hylster 
''-J N 

1 K, i L er da et algebraisk afsluttet hylster af K, og har der-
N (,,r 

for uendelig mange elementer (ses let!). Nu sættes R = KL1:<.1, ••• , f\1.·1. 
j 

da har vi 
w '" Il·(· r··'·· ·/ ... c '"" }'CR= · L \.. -- ' \ ' • • • ' l "· ~ 
Uil : Uii LJ/1 l'll 
K Se R = K[r:(,i, .•• ,lY',,,·l C L, 

~ l, thi ellers var Y,, ... , ;v,. 
,,) ~l 

og trgr.R/K 
·~ 

algebraiske over K 9: 
l) 

CK 
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.-..) 

D: algebraiske over K. Endvidere er R hel over R, thi C(f, ••• , IX'IVL (R, 
C\J 

og K er alg. over K og dermed hel over K. 
"' <',) 

Iflg. l) findes ~ f R ikketrivielt primideal, men så er ~ = 

{fn R et ikketrivielt primideal i R iflg 11 lying7under"sæt. (og idet 

vi bemærker, at ~~n R C R, da ellers l E {j) l 

Andet bevis for 11 s 11 : (Z ariski) Antag R = K [(\'.1 , ••• , 0<.1,~j er et lege-

me; vi skal vise, at ~i'erne er algebraiske over K. Induktion 

efter n. n= l: Hvis w1 vær transcendent ville R= K[«~] ~ K[x] 

·ikke være et legeme. Antag nu sætningen for n-l, og lad R = K[0<'1, 

••• ,c<l)1] være et legeme. Ant.ag fx at r:\1 er transcendent. Nu er c:\'1 

R, og da R er et legeme, er K(CY,I ) S R = K &x.,, ... , t\111 -1 altså R = 
K(<X~ ) [«:'7, ... ,C\';,1-j . Iflg. induktionsforudaætningen er H/K(IX 'l) da 

algebraisk, ~rmå c<:;, ... ,()(fl·
1 

er rødder i egtl. pol. f K(IY,I )[x,2 , ... ,XIV1'j 
og dermed også rødder. i e~tl. pol.( K [()(i J [x 1, ... , Xr,1 J; fx. 

( 2 ) . 1) ( 2 ) v-'1 ( 2) 
f o ((Y 1 ) /.\;1 +f l (O( 1 ) (:(2 . + ' ' . +f V (IX '1 ) = O ' 'Y c 

hvor f( 2 )(lX.!) l O. l1Iultiplicerer vi denne relation r~ed f( 2 )(rx.1) -! 
o ( 2) o 

følger det, at f (rv1)fY2 er hel over K[lX.I]· 

Analogt findes fb~)(<X·!) I·O, k= 3, ... ,n, så at f~k)(IY 1 )cxk_ er hel 

over K(1X1]. Sættes endelig f= f~ 2 ) ••• f~n)f: K Lcx1], f l O, da er 

f(01 )~k hel over Kl~1J, k= æ,3, ... ,n, og dette gælder trivielt 

for k = l. 

Det følger nu, at der til hvert element OCE R= Kl~i,··· ,~~1 fin

des et i~p så at f(c<1 )PO( er hel over K [(>(d. 
Er h(lkl)tK[rX,-.\, da er h(;") ( K(011)[; R, cså der findes ;'l så at 

f(O(f )p h(G~.,) er hel over KtC1'.1·(, og da K[lYI] ~ K[_x] er helt afslut

tet i sit 1cvot.legeme K((\<j), viser dette, at f((,')(,j)rh("~) (K[():,,};,: 
l 'f" ( \ 'l h(CX·i) \ f(O(.:) . 

Specielt må ethvert irreducibelt element i K[cx1] gå op i f(!Yt), og 

dette er en modstrid, da KEY,!] ~,, KCx·\ øjensynlig indeholder uende

lig mange irreducible polynomier (jfr. Euklid)Ø 

ALGEBRAISK GEOl'IETRI 

Lad K være et vilkårligt. legeme. Produktrummet KtJ1 kaldes det 

affine rum over K og bet.egnes .A
11
,L(K). En delmængde V ~-: ~A-~,( K) kal

des en algebraisk varietet (eller mangfoldighed), hvis der findes 

endelig mange LI, ... ,ffl( K[x.,, ... ,xi'.IJ så at V er mængden af fælles 

nulpunkter for f.1 , •.• , f,vt' V er da også mgd. af fælles nulpunlcter 

for (f.,., ... ,f,,1 ). Er 0(. et ideal i K[XI,···,x,,J, da sættes 'V(D'C) = 

f~ c·, {.~i()/\:·' f(~ 1
1( : f(~) = O'(_ Da K(X1, ... ,x~.·( er Noethersk, er 

~ængderne 1t(Of) netop de algebraiske varieteter i r ·/.
1
.,(K). 
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Er E ~ J/-~K) en vilkårlig delmængde, sættes J=(E) = tf E K[X j l 
\/oU~E: f(~)= O~. J=(E) er et ideal i R. 

Iler gælder: 

m ~ "'&- .ry 1/(o-c) ~ 1r ( -~) 
~ ~- F =7 (f (E ) ~T( F ) 

1)CL:1 04) = n r f(J~( o-~) 
J( UIEi) = ni ~(Ei) 
'tJ( Ot/{9) = t/)( ot n l}) = 'l) ( 01. ) lJ •l( (_{,.) 
J-( '1f ( Ot ) ) ~ 0"( rt ( J- ( E ) ) ? E . 

Eks. Po r (J(_ = ( X2 ) , er d- ( 1).( O-r) ) = (X) J 0t. 

Sætning. V er a~~Qr§J.?~ y_a~i_etet ~ V = 'll(J=-(YJJ.~~ 
Bevis. 11~11 

hvoraf 3= (V) 

Vi har 

er oplagt. ••=yn: 

= ~(ru-(Ot)) ~~O( 

Er V en alg. varietet, er V= 1.T(Ol), 
, og dermed t(F( J-_( V)) ~ 1}((/() = V. l 

Idealer i K~ x·1 Varieteter i Afl{~K). 
Ol 1 '"lf(Ol) 

(f(V) <(-~-~---~ v 
hvoraf den første afbildning er surjektiv iflg. def, men normalt 

ikke injektiv, og den anden afb. er injektiv iflg. sætn. men nor

malt ikke surjektiv. 

Korollar. De algebraiske varieteter opfylder minimumsbetingelsen. 

Eks. Af relationerne følger, at fællesmængde af varie

teter,iog foreningsmængde af endelig mange varieteter 

igen er varieteter; ved som system af afsluttede mængder 

i v4~K) at tage varieteterne defineres den såkaldete 

Zar i ski-topologi i , --/~\;(K) . (Normal t ikke Hausdorff) . 

Men guasi-kompakt, da maximurosbetingelsen må gælde for 

de åbne mængder. Det ses, at vi i kenne topologi har 

E = ·l}-( ,·J(E)), thi dette er klart den mindste varietet, 

der indeholder E. 

v kaldes en irreduci bel varietet' hvis v = v1 l) v2 ==? v = v1 el

ler v = v2. 

Sætning. V er irreduci bel ~ ~_(V) er primideaL 

Bevis. 11 ~". Hvis V = v1 U v2 , da er r(V) = +(v, ) () \F(V ) , og da 

f"(v) er primideal, er fx J-(V1 ) ~- J='(v), og dermed V= 'lrJ=(v) C 

1.TT(v1 ) = v,
1

, altså v = v1 . 

""'1". Antag s:-(v) ikke er primideal, da findes f,g~ d·(v), så fgf_ 
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J (V). Nu er 1}'(f,J"(V))C V og 'U-(g,r(V))C V, men ~(f,J=-(V)) 

v ?{(g, F(V)) = V, thi ~ er oplagt, og er ~E V, ex f_ 'lJ{f, J=(V)), 

er f(<l_) l O, men da fg(:; J= (V), er f(~)g(~) = fg(~) = O, hvoraf g(C'X') 

= O ::>: ~ E tU( g, 3=- (V) ) • 

Sætning. Enhver varietet er foreningsmængde af endelig mange ir

reducible, V = U; V. , og hvis fremstillingen er uforkorteihig, 
~~~--~~------~-l 

(- -J : i n t e t V i__;;;,e_r---"o_;.v.-:e..:;;r..:;;f_l_ø._d_l_.· g....._t~) _,_, _d_a_:.,e_r_d_;e_n __ e_n_t_...:\,_' d_l__,· g...,__. 

Bevis. ~k~i~t~n~. Lad S være mængden af varieteter, der ikke er 

foreningsmgd. af irreeL, og lad V~ være et minimal t element i S , 
da er V~ reduci bel, så V~ = V1 U V2. , hvor Vf C v*, V2.. c v*". Nu er 

v1 ,v 1 iS; 
v*- det også. 

de er altså foreningsmgd. af irreducible, men så er 

Modstrid, altså S= 0 

~n_1yQ.ighf_d..:.. L~d v = Lh v, = uld' være uforkortelige. Nu er v i = 

V. n V = V. 11 Ul V1
1 = U1(V. n V'), og da V. er irreducibel, må fx 

l l Vu o l l 
Vi =Vi n Vd', altoså ViS' et V'. Analogt ses, at VJ EtVil' men af 

vi~ vi-~ vi
1 

fås vi= Vt.' (= vi
1

) o.s.v. ~ 

Lad V være en irreducibel varietet, da er r(V) et 

primideal i R = K[X1 , ••• ,x,.J så R/Y: (V) er et integritetsområde, 

kaldet V's koordinatring. 

For V l 0 er J"(V) l R, og ?(: R på R/"iF(V) afbrblder K isomorft på 

"tL(K), altså R/.F(V) = ?l(R) = '/'L(K)[1L(X1 ), ... ,~(X"1 )} ~ K[1X1, •.. ,o<11-,j, 
så koordinatringen R/"F(V) er et endeligt frembragt_int.ornr. over K. 

-y 

" Eks. Por en irreducibel 'kurve"Vgælder: V er singulari

tetsfri (c/ R/J~·(v) er helt afsluttet.(u. bevis) Fx er 

v= "v(x2-Y 3 ); T(v) = (x2-Y 3 ) primideaL R/T (V)= 

K[X,Y}/(X 2-Y3 ) =K[_® ,().i)] er ikke helt afsl. thi (j;} 2 -

@ 3 =O, så (ffit- 6·:·0, og hvis ~j E: K[®,@)~\ måtte (XJ 

(Y0·(YJ•): X= Yr(X,Y)+(X 2-Y3 )h(X,Y), men dette cår galt 

for Y = O. 

For en irreducibel varietet V defineres dimmensionen af V som 

dimV = trgrK(Rjcr:-· (V)), og for en vi_lkårlig værietet V med V = l) V?, 

uforkortelig, sættes dim V = max; ~v;) ·1· Er k dim V = l, kaldes V 

en kurve. 

J?or (.>( = (rx.1, ... ,w"'\)r.·,J/rr~"_pn sættes ;W!G< = (x1-tx.1, ... ,XIil-tX'"J. 

Da R/ML ~ K er Ml1oc maximal t, og de t er kalrt, at F ( {~ 1) = !Vvtl)( 
l'~ 
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Eks. Lad V l 0 være en irreducibel varietet, og lad~ f 

V, da er :F({0' _ _L-! f( V), og 1M~/ j= (V) er et maximal t ideal 

i R/J= (V). Kvotientringen (R/&=" (V)) MArx/:F(V) er en lokal 

ring, kaldet den geometriske lokale ring for V i~ . Man 

kan vise: Den geom.lok.ring i~ for en kurve er et 

P.I.D. (): en diskret val.ring) ~ V har ingen singula

ritet i O(. 

Hilberts nulpunktssætning (Hns 2 ). Hvis K er algebraisk afsluttet~ 

da er ethvert maximal t ideal M1. i R = K[X1 , ... , X,..t] af formen%l[K .::___ 

Uf -O(.t ' ••• '&,- t\'"'.L_ 
Bevis. Lad Mil C R, og lad R~ R/tiM = lt(R) = '{,(K)['X (X1), ••• ,il(X"'~) J 
= 'Il (K) [G~, ... ,{31'11 J være den kan. homomorfi. ?t (R) = R/M{ er et e. f. 

int. omr. over ?t( K) ~ K, og da tH'I er maximal t tillige et le

geme. Iflg. Hns1 er 'I((R) algebraisk over 'rt(K) ~: !61, ... ,(~,._ er alg. 

over ?t( K). Da K og dermed ?l( K) er algebraisk afsluttet, er ;31, ... ,~4 
E '){)K) Q: 1t(X.j) = (5; = 'l(O(-]), OL]EK, i= l, ... ,n. Altså er 

X)- 0:10 Ker ?t = 1Wt, og dermed M1 ~ (X1 -(X·1, ••• ,X~- rxrr) = /Wt(;( , hvoraf 

/W\= ,w~.l 

Korollar. Hvis K er alg. afsl., da er 1(( Dt) = 0 #(}'l= 

Bevis. 11~-:-.:" er triviel t. 11 ~~~ Hvis ot C R, er Ol S M{ = 
[ 

-1 
R = K X f , •• , X111 • 

v-- (OL) 2 'lY (Ml) = (u··( x,-«1 , ... , ~- C{/\1) = f~ 1 ::> 0. a tUl~ C R, så 

Eks. ~ -t Mft)( er al t så surjektiv på mgd. SL af maximalide

ale r. (R/i7
(V) ),fiA!X/J(V) er derfor samtlige lokale kompo

nenter af R/T· (V). 

Hilberts nulpunktssætning.(Hns 3). Hvis K er algebraisk afsluttet, 

og Of S R = Kr x1 , ••• , Y=o"-L da er F( 'l/({}()) = Rad tf{. 
Bevis. l) Vi har vist specialtilfældet, hvor ?/(Ol) = 0. 

2) 11
;: 

11 er triviel t, thi er f ( Rad()(.. , er f p E 0{, så f p forsvinder 

på tij.({l{), så at også f forsvinder på v·((J{.), r>: fE .T('lf(Ot)). 
3) Bevis for 11 ~ ". Vi har a( = ( f.r, ... , fQ.), og antag at tE r1t(Ol )\(o) 
d.v.s. at f forsninder p~ de fælles nulpkt. for ; 1 , ... ,f~. 
Rabinovic's trick: Sæt R= K[x 1, ••• ,xl1.t'T] og or...= (f1 , ... ,f0 ,l-Tf), 

.A A ~ ~ ~ 
da er '(J( O'() tf 0 ~ J1·111 .H( K), og dermed 01 = R. Speciel t er 

l= /,1f;(X 1 , ... ,XM)g-j(X 1 , ... ,Xt11,T) + ll-Tf(x,, .. ,XNt)]g(Lt, 

... 'x t\1' 'r ) . 

Dette kan opfattes sor:J. en relation i K(X,, ... ,X.,)fT], og sættes l l h, ~ 

T = 1 (~- ·:·:.·V\ t K ( x,1 ,._ ••• , Xr.t) fås 
t 111, }''ilJ ::j 1 

1 = L J f:, ( x1 , ••• , x,.) g:. (x_, , ... , x~ , t·-(--~-·-·x.)) . 
• , J l~· ( -, ~ ~~ v-~ ..... 

'\•t / ) 11); 
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Ved multiplikation med fp for passende f fås 
p \'t;t_ -k 

f = 0 1 
f 1 g~ E ae , 

o: f E Rad 0(. l 

KorolilLar. Hvis K er alg. af s l. , da er 1lf ( Ot) irreduc i bel ~ OL er 

gua:Biprirnært. 

Korollar. H vi s K er al g. af s l. , da er V( CJt) = if( ;(9) t~ry; Rad CJ( = 
Rad;;__, 

Koroililar. Hvis K er alg.afsl., da findes en l-l forb. mellem va

rieteterne i AM,( K) og de idealer i R = K C\1, ... ,~], der er gen

nemsnit af prirnidealer. 

Bevis. Hvis O( = :F(v), da er Rad Ol= .r-1! (OL) = F1Jd-(V) = J-(v) 

= {)[ ., Da R er Noethers-k, er Ol= Oftn· .. Of"'U, og Rad DC = 1lJt G 

... -Lf~ ' og altså OL= Rad m = ·tg 1 f) ••• () lJOJ' og er arnvend ~ OL = 
1J 

1 
Cl ... (l .{_S rvv , er OL.= Rad OL = J= '7{( OL) . l 

Kornwu.t.1- e lem_ 
Eks. Vi har for en vilk.ring R vist, at Rad Ol = n~~Jt 
Nu definere.s Jaxobson's radical SOJ:ll JacO{ = nMt~otdJ/; 
det er kalrt, at RadOl ~ Jac OL. Nu gælder: Hvis DL~ 

K[x 1 , ... ,x",], K alg. af s l. , da er Rad(}[, = Jac Ot._ eller 

ensb.herrned: Hvis R= K[~1, ... ,Km1 er endelig frambragt 

over K, alg.afsl., da er Rad(O) = Jac(O). Bevis. Rad(O) 

=n~, Jac(O) =ntVU. Det er nok at vise, athvert ~er 
gennemsnit af maximale idealer: ~ = {') tl.t( ~ 1j'MJ.· Lad ~C 
R, da er f!)(,tj) l 0, og skriver NVi ttf(·t5) = u~ V?, 
hvor V? gennemløber pkt. i v-( fg) får vi 1 = Rad <J = 

F v··( 'CS) = J=( L) 1 v)) = n1J"(v1) = gennemsnit af maxi

malidealer. 

Eks. I R= K[[X]], har vi Rad(O) =(O), da RXR er int. 

omr. og Jac(O) = (X), da RXR er lokal 1.1ed (X) som max,id 

"Going-up"sætningen. Lad R <;:;R' være int.omr. med R' hel over R, 

lad -tg' være primideal i R' og sæt~= "3' C1 R, da vil t(-j minimalt 

ry 'tg ' minimal t. 

Bevis. Indirekte, da findes primideal (!.(.._' i R' , så (O) c Ol' C tr ' 
C R' . Nu er O~_' n R / (O) iflg. lying-under, oe da Lr.f-_' n R S t.g, må 

O+' nR ='tg :w Lad P' E 11.8' \Df-', da har vi p'fVl+r1 p'm-1 + ... +ril.V= O. 

Her kan ikkealle r;/ erne ~ <.S' da vi i så fald havde p' fl.-L E or . Antag 
r1- 10 ()1--V( v 1v-1 m···l}·{ fLv 1= l' r'!Jt·;f, ... ,ril-LE <g, da er p' p' +r1 p + ... +rv) = -r11 t 1 p' 
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1oR' c m ' D ' 'm-tl ,f m' - . . . -r "'--'E l = ~'t . a p Il= ~t ' 
o , v , v-~ , , 

m a p + r 1 P + · · . + Ilt) f~ ~ tg , 
og derme~ r v ~ ~' , al t så rv € t(_f' n R = tt_g , modstrid. l 

"Going-down"sætningen. Lad R S:,R' være int.omr. med R' hel over R, 

hvor R ap_tages helt afsluttet i'sit .tvot.legeme K, lad ~' være 

primideal i R' . og sæt 1g = $' () R, da vil 1J' minimal t ~ minimal t. 

Vi vise~:? aet ensbetydende: 
• 

Under de samme forudsætninger som i Going-down gælder: Hvis (O)C 
Of C ~C R, da .findes et primideal Oj' ~- :tg' , så at O.J,' n R =q 6 

Bevis. Mængden S = [ab' l a f'~ 'Q{. \b' E R'\ ~'J er et mul tiplikati vt 

system i H'~ så vi kan danne~= 'fE/r'ER' 1\ SES}. Det er nok 
R' R' ls R' R' 

at vise, at QJ.-s ~,s, thi da er Of.s ~IW\Cs; da elementerne 

i ,S er enheder i ~ har vi Mr\ () S = 0 og dermed (Mil (l R' ) n S = 0; 

sættes O~' 
0
= ;1'14 fl R' primideal i R' er al t så C'f' f) S = 0, hvoraf Q(_! S 

1f' . Endvidere er OJ' n R = Qi, thi da ( Of_' n R) Il S = Ll, er CJ.t' n R 

~ vp og på den anden side er C?{_ = ~- 'l R ~ M1 n R = M1 n (R' n R) = 

o-t' r'\ R. 
_T . R' R' . R' R• 

Vl skal nu Vlse, at D_fs ~s. Vl har C?f-s = (D.J_R')s, og skal altså 

visj, at Q{.H'ns =Ll. Indirekt.emJda findes sE-S, så s= q 1r 1'+ ... + 

<1M~ . R Da R' hel over R, er rJ rod i et ~ol. xnt+ ... E R[xJ, og 

vi ser, at ethvert potensprodukt, r;Vf •. . r' frl.t. er R-lin.komb. af 
a a ~ 

r1 f ••• r~'";' O i a1 < n7. Betegner~( søjlen med disse elementer, 

findes en matrix !}; med elementer fra q., så at s ~l= ~ ~~, og derHt 

med O = det(s~-~)~ s er følgelig rod i f(X) = det(X~-~) = Xn+q
1
xn-l 

+ ... +qnE R[X], q) E q_. Sætt.es g(X) = Irr(s,K) har vi f(X) = g(X) 

h(X), og her er g(X) E:R[x], da R er helt afsluttet, oe; derl'1ed h(X) E: 

R[X~, f;f1g .• ·/~Ciaust31J..emma. clrt t r-rr t f'(' norTucrrrir· 
~/'..~/- --- ,- - <J 

Anvendes den kann. hor{omorfi f(X) ---~ f(X) af R[X] --J R/~( [xj, vil 
~( ~( ) --:;( tvt o -( ) v - ( M-Y g X)h X = i X) = X , sa at g X = X (og h X) = X ) (Dette ind-

ses ved at betragte li[!;ningen i R/D"'.f- 's kvot .legeme), og dermed 
r;; 1 ·v--f ,1 g(X) = X +~1X + .. . +(~·,/' 1-~··1' ••• '(!J?) t: Qf.• og 

( ) ·v ;z_ v -1 - 12 
>k s. + (--'1s + ... + p

1
) = 0. 

På den anden side er s = ab' , hvor a f R\ ()f , b' E R' "- ·~' ; da b' er 

( ) ( ) ft ~t1 [ J hel over ~t' er k X = Irr b' ,K = X +?11X + .•. + rA.{C R _X , og 

b'(l+ 'll1b'~ + ... + 'Vp_= O, og ved multiplikation med al-\ 
l \ ~ l /A --, (~ ( *"*" 1 s + tf as + •.• + f{'.ta = O , 

hvoraf V $_ /< . På tilsvarende måde fås af (*) ved division med 

av, at 1H _(f)), altså JJ = 'j) , men så må 1·
1
a =(31 , ••• ? a/-1. = <5 • Da -- . (-' d/A l /l ( 

('
1 · c· (1/ · 1 r~- Q) f ' 1 - E o)-r · - 1 11 ' b • k. - ~, b ' 1-i , :J7 ~'og a r:;:.. i ma (j') t' l- , ... ,1-L, mensaer --/t -
... -l(tlF ~{R'~ ~r, og derrned b' E~·, modstrid. l 
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Lemma. Lad R= K[~1 , ... ,«M] være et e.f. int.o~r. med trgrKR =t~ 
l, og ~ et minimal t. primideal i R, da er trgrK(R/~) = t-l. (som 

har mening, thi da t ~l, er R i~(e et legeme, så et mini~alt prim

ideal er ikketrivielt) 

Bevis. l) Hvis t =n, er R~ K[X1, ... ,~] et U.F.D., og hvis f E- !f> 
~\(0), er f= p1 ... p'L, så fx p 1 E~, og dermed (pf )~tf' men da p1 
er irreducibel og R et U.F.D. er (p1) et primideal, og altså= <f. 
Vi har 1.g = ( p(X1 , ••• , X41)) og vi kan antage, at fx XM..- effektivt fo

rekom~er i p. Nu er R/~ = K[©, ... , ~J og da p( @, ... , ©) = 

O, er©, ... , ©alg.afh., så at trgrK(R/~) ~n-l. På den anden 

side er (Kj), ... ,~ alg. uafh., thi f(@, ... , Q) = O 9 
f(X1 , ••• ,Xrn-() E -<:g 9 f(X 1, ••• ,Xrn-() = p(X1 , ••• ,X

111
)g(Xq, ... ,XI\t) "9 

f = O, da X 'Yt ikke forekommer på vens tre side. Følge lig er trgrKR/~ 

= n-l = t-l. 

2) K er uendeligt, og trgrK(R) = t~ n. Iflg. Noethers norma-

li seringslemma findes nu t K-lin. kom b. , z1 , ... , zt, af O( 1, •.. , O<n,, så 
1\ t\ 

at R er hel over K[z1 , ... ,zt] =R. R er U.J<,.D. og dermed helt af
A 

sluttet i si t kvot .legeme, så <g n R er minimal t iflg. Going-dovm. 
l'\ " Af l) slutter vi, at trgrK(R/(j'() R)= t-l, og det er let at se, at 

denne trgr. netop er .trgrK(R/~ ). 

3) K er endeligt, og trgrKR = t~ n. Lad L være R's kvot.legeme, 
"' lad L være L's afgebraisk afsluttede hylster. K's algebraiske hyl-

r" 
ster, K, i L er et algebraisk afsluttet hylster af K, og har som 

sådan uendelig mange elementer. Vi sætter~ = ~[~,, ... ,oc~l. 
'K~R=KC<><,, ... ,cx,,,J ~1 
U(( VIl Ull 
K c_ R K r. l C L = ~1, ... ,~~ = ' 

"-' r0 N 00 

da er R hel over H, s a iflg. Lying-over findes '<J S: R med ~ 0 R = 
ru 

tV {r, og 1J er minimalt iflg. Goine;-up. Nu ses det let, at trgrvR 2_ 
(\) N <V .-..J "\. 

l, sa iflg. 2) er t-rgrK(R/t_r ) = trgri((R) - l. Da K/K er algebraisk 
rV .v .-0 . 

og R/R er h~l, og dermed algebraisk,....,er trgrKR = trgrKR = trgrKR 

= t, og da R er hel over R, er også R/~ hel over R/~~ R = R/~ J: 
Nrv rv N, 

trgrK OR/ !J ) = trgrK (R/~ ) = trgrK (R/ -tg ) • Ovenstående re la t ion gi-

ver nu det ønskede. l 

Lemma. Hvis R= K[x1 , ... ,xnl og 'W 1 C ~ 2 c R, da er trgrK(R/:tg 1~ 
trgrK( R/ <g 2 ) = l # der findes ingen primidealer mellen:t ~l og :g 2..!... 

Bevis. ":::j": Indirekte: hvis tg 1 c Qf.. C (g 2 , da er R/<ff -') R/Q(_ 
ikke en isomorfi, så trgri<(R/<._p1 ) - trgrk (R/QJ_ ) ~: l. Analogt ses, 

at trgr(R/Of )-trgr(R/lf2 ) ~ l, men så er trgr(R/(g 1 )-trgr(R/~2 ) ~ 2. 

"4:=" i~_g/-if1 er iflg. forudsætning minin:ml t i R/(j1 =r K [@, ... , ~Y!, 
så iflg. det foregående lemma er trgr

1
./ R/fi / -tf;/~f ) = trgr (R/ ~i) -l, 

men R/~1 / Pzl1f1 er K-isomorf med R/Af'L . l 
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. 
For et prinlideal tp ft, in ring R siges hø,jden h( 'lf) af være h, 

hvis der findes en kæde 

(-t) {D - ~t r · -to o ) J 'l • • • _j J~' 
og hvis ingen sådan kæde har mere end h+l primidealer. 

Bemærk. Der er endda for Noetherske ringe for

kert, at enhver uforfinelig kælide (K) har h elementer. 

For et primideal ·!j i en ring R siges dybden d (::f ) af være d, 

hvis der findes en kæde 

~ c -<-s r . . c ~cl c R 
og hvis ingen sådan kæde har mere end d+l primidealer (C R). 

Det ses, at Krulldim.R = d(O) og d(~) = Krulldim(R/~ 

Sætning. Hvis ~ er et primideal i R = K [xf, ... ,XM 1, da er d(~ ) = 

trgrK(R/1j) og h(~)= n-trgrK(R/:fg). [Der gælder endda: For en

hver uforfinelig kækde '!g C tt.g1 C ... ~d C R er d = trgr(R/1f), og 

for enhver uforfinelig kæde ~ 'J ~ ]_ :::> • • • ,:::) <g h = (O) er h = n -

trgr (R/ :g ) . 
Bevis (for [ ... J). Da ~cl er maximal t, er R/~cl = K [(b), . .. , ~ 1 
et leger1e, og dermed iflg. Hns 1 R/~ol algebraisk over K, så t.rgr 

R/-tgc~ = O. Nu er trgr(R/~cl-l) = trgr(R/1fol )+l= l, ... ,trgr(R/~ 1 ) = 
f 

d-1, t.rgr(R/~) = d, trgr(R/-tg
1
•) = d+l, ... ,t.rgr(R/ttqft-t ) = d+h-1, 

Trgr(H/ ~~) = trgr(R) = d+h, hvoraf d+h = n. l 
Bemærk. 

'l 
Ovenstående kan drejes til et bevis for Hns1 . 

J!'or en irreduci bel varietet, V, har vi sat dim V = trgrKR/.:F (V). 

Hvis K er algebraisk afsluttet er der en l-l forb. mellem irredu

cible varieteter og primidealer, og dermed mellem kæder V ~ v1 ) 

... ") Vd ~ 0 og :f(V) = tg C 'tg 1 C ... C lfct C R. Vi har derfor: 

Korollar. H vi s K er alg. af s l .. o e V S A~( K) er en irreduci bel va

rietet, da er dim V = d ~ der findes en uforfinelig kæde V~ v1 
:J . . . :J V d ::::> 0 af irreduc i ble varreeteter. 

Korollar. di m V = n-l ~F (V) er minimal t primideal 4:::7 :F (V) 

= ( p ( X·( , • • • , X,~) ) , p i r r e d u c i b e l . 

Sætning. Et. maximal t ideal, /Yltl, i R = KLX1 , •.• , x"" l (K vi lk. ) , kan 

s kr i v e s M1 = ( p 1 ( X 1 lu_2i_! 1 ~2 ) , ... , pltt (X 1 , ... , X M__lL. (o g vi v i s e r 

senere, at 1/!VI ikke kan frembrinees af færre end n pol.) 

Bevis. Iflg. Hns1 er H/tHf = K[©, ... , cg;)] alg. over K, så vi har 

K~ K[~)] SK[@,02)JS ... SK[@, ... ,~] 



Alg. VI,l4 

alle legemer. Sæt pi (Z i) == Irr( ~ , K L@, ... , g]), da findes 

polynomier p. (z
1

, ... ,Z.) f K[z
1

, ... ,z.l, så at p. (@, ... ,Q ,Z.) 1 1 1 1 ~-::V 1 
== p.(Z.)PK[~y, ... ,~][z.]. Nu er p.(fx\, .•. ,fxj)) ==O, og der-

l l . ~y l l \:'.:Y ~: 
med p. ( x

1
, ... , X. ) E ;W\ • 

l l 

Ved :rrinduktion viser vi nu, at 1\Mn K[X1, ... ,x~·j == (p 1(x1), ... ,pi (x 1 , 
... ,X;)). i == l: For f(X

1
)E Mtt er f(@) == O, hvoraf f(Xf) = 

g(Xl)pl(Xl) E (pl(Xl)). 

Antag påstanden for i-l, og lad f(X
1

, .•. ,Xi) E ;W( , da er f( (g;), ... , 
(g})= O, så f(®), ... , Q ,X~)= g(Xi)pi(Xi) =g(@, ..• ,~ ,x?: 
P i ( ©, ... , 9 , X 1 ) , al t, s å f ( (b), ... ,Q , X ~ ) - g ( (!;'), ... , ~) , x~ 
p i ( CK!), ... ' cz~;;:D 'x~) = o. Nu er 

f(X1, ... ,Xi)-g(X4, .•. ,X~)p~(X1, ... ,Xi) 
N 

= Xi h 0 (X1, ... ,X~-t)+ ... +htJ(X'I,···,X-J-1), 

hvor altså h~q__( @, ... , ~)) == (O), og dermed hl~(X 1 , .•. ,X-J-1) E M), 
men så er h ( (p

1 
, ••• ,p~_ 1 ) iflg. induktionsforudsætningen, og re

lationen viser nu, at f~ (p
1 

, ••• ,p~) l 

Sætning. ( Primbasis-). Hvis 1J er et primideal i R = K [x( , ... , XM J 
af hø,jden h(~) == h, da findes h polynomier p1 , ••. ,ph::E- R og et pol. 

F f 1f , så a t ttg = ( p1 , •.. , p 1J : :1!1 • 

Bevis. Sættes d = d( -tg), er d = trgr(R/<-g) == n-h. Vi har R/~ = 

K[@, ... , ©l, og vi kan antage, at fx. ®, ... ,@er en tr. basis 

for R/~ over K. Hvis fEK[X1, ••• , XdJog fE~, er f(@, ... , QW) 
== O og dermed f == O, så vi slutter, at K[X1, ••. ,Xr~ J n~ == (O). 

Sættes S= K[X{ , ... ,Xrd\(0), er altså S n~== 0. 

Restklassen ~-{) er algebraisk over K [(il), ... , (i"lr\ fx en re l. 

~~)kfo( lxj), ... ' (~}))+ ... +fk( @, ... ' ~/)) == O, 

og dermed også en relation 

X d i· { k f 
0 

( X 1 , • • • , XJ ) + . . . + f~ ( X 1 , • • • , X J_ ) 
, t' R . " [ J i\ /\ 

Sættes R == S' har v1 R == K(X1 , ••. ,X~) ~d.t·t, ... ,XM, og <g = ·~R 

er maximal t, da \X~~-~~) mod tg er alg. over K(Xf, ••• ,X,~), o.s.v. 

Iflg. den;\foregåe~de sætning, er /j;= (p1(J1_, .. ,Xdt-t).··f~tt), hvor p 1, 

... ,ph..E (jnR = Æf, idet vi udnytter, at elementerne i S er enhe

der i R. 

Nu er ~ == (f1 , ... ,f_~), .si og fi == g 1p 1+ ... +glrtP~-G' hvor gi E~' men 

så findes :F1 G S (fællesnævner for g:., 1 erne) så F 1 f1 E: Rp 1 + ... RP~-c· 

Analogt findes :1!':1 E" S, så :1!1 ;1 fi E Rp1 + ... +RPec_· Nu er F == F1 ... F.s E S, 

og Ff:1 C Rp.
1
+ ... +Rph , altså F-tg~ Rp 1 + ... +RP-fc '): 'lg S (p

1
, ... ,p~) :F. 

Er omvendt h C: (p .1, ••• , p 1) :F, vi l hF E {?, og da F ri ~lf , må h c-~~. ~f 
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KAPITEL VII DII,llviENSIONSTEORI l NOETHERSKE RINGE= --------------------------------------------

I et Noethersk int. omr. R er i4t ikke nø~vendignis primært. 

For et primideal 'tg i R sættes 1j(M = (<;fRy>) n R og kaldes den n'te 

symbolske potens af ~ . 
~) ~) 

Sætning. er - rirnær [ er den ent di t bestemte 

minimalkomponent af ~/)'1 J og 1.3 = ~(l}::> ~(Q) ·-:::> og 

Bevis. R~ er lokal ring med ~R~ som det maximale ideal, Rad ( ~ ~) 
= ·~~ , så ("g R'-S )rvv er -tgR~-primært, men så er tg('"l ~-primært, hvil- ilt. 

ket let eftervises. Da ~Ry " R og Rtg er in t. omr., er (\ (~R~) = 

n ~ 2 
(O), og dermed ~ = (O), og af ~~ -=::> ( ~R1:e ) ~ føl-

ger let, a t ~ = 'C.S (t) ~ 1J('lL . J 

Vi har tidligere set, at hvis R er U.F.D. og ~ er minimalt, da 

er ~ = (~) et hovedideal. Omvendt: Hvis ~ = (~) er prirnideal, og 

R er Noethersk int.omr. eller U.F.D., da er '~ mininalt, thi er 

~1 C "f = (Te), er ~1 = JL()L, hvoraf 1f1 :;; (Tt)DC, så at ~1 ~ (Jl) eller 

'fg~ ~ Dt , al t,så 11>12 [J[ , men så er <f1 = CJC. Af ~1 = (JL) 'if1 = (.n}) 1g1 
- . . . følger, hvis R er Noethersk, at 1{>1 ~n(JL)~ = (o), al t så ~1 = 

(O), og hvis R er U.F'.J). at der for aE~f gælderst.t.t{a for alle n, 

altså at a = O. 

Lad R være en Noethersk ring. De minimale elementer blandt 

primidealerne hørende til et ideal d1 kaldes isolerede primidealer 

for (i{. 

Lemma. Lad R være Noethersk, da er tf;S isoleret primideal for 01 

(=? rt~ er et mindste primideal ~ (}{. 

Bevis. Pølger let af primær-dekm'lposi tionen. l 

Eks. I en Noethersk ring er h(~) = O ,~~ ~ isoleret 

primideal for (0). 

Eks. At en vilkårlig ging R har primidealer af højde O 

følger let af Zorn's lemma, men 

Bemærk. Der findes int.omr. uden primidealer af højde l. 

Krull's hovedidealsætning. Lad R være et Noethersk int.omr. og~ 

et isoleret primideal for et hovedideal (a) f R, da er ~ = (O) for 

a= O, og -tg er rninirrmlt (-9: h(tg) = l) for a f O, altså altid h(~) 

~ l. 
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Omvendt er ethvert minimalt primideal isoleret primideal for et 

hovedideal (a) J R. 

Bevis. "Omvendt": Hvis 1J :::>(O) er minimalt og a E.~\ (O), da er 

-(j~ (a) = D{tn ... Ofrvl., , så ~ indeholder et isoleret primideal1S0 
for (a), og da {fJ l (O), er ~ = {f 0 • 
Lad nu a l O,enhed, og lad ~være isoleret fra (a); vi skal vise, 

at h(~ ) = l. Indirekte, da var (O) C <J 1 C 1.-J ; Ved overgang til 

kvot.ientringen R<g kan vi derfor ant.age, at R er lokal, ':f er maxi

malt og det eneste primideal i R, der 2 (a). [thi ~R~ er det 

maximale ideal i R-fJ , og (O) (C ~fRtg C -tg~ , og da ~~(a) vil 

-g> R<IJ ~ ( a)~ = aR {_f , o g R h v i s tg Rig 2 ~ ~ aR~ ' vi l A~ ~ ~ CJ R -:::> 

aRw n R ? aR = ~-a ) , o g d a {j' e r i s o l e r e t f o r ( a ) , e r ~ = t1j> n R o g d e r 

me ~ ~~ R~ = ~ • ] 
Nu er ~1 :::> ~1 (2 ) _:)~/3)~. •• og dermed ~1 +(a) 2 rt.g/2\(a) ~ ... ~ 
(a). Da~ er det eneste primideal, der indeholder (a), vil R/(a) 

kun have et primideal, og da R/(a) er Noethersk, vil R/(a) iflg 

Akizulii:i være d.c.c. Kæden R/(a)? ~1 +(a)/(a) ~ ... ~ ~/')J)+(a)/(a) 
~/01 >+(a)/(a) 2 . . . vil derfor "bryde af 11

, så at vi for eJt n har 
- (C»tf) (l'll1) (mt1 
= ·~1 +(a)/(a), og dermed 181 +(a)= Lg'l +(a). Specielt er 

~ /») S ( a ) + -<gi ( 1111- f) 
( ) u (tn+{) 

For x E {(/{ m er al tsa x = ra+y, hvor y E -tg1 , og dermed ra = 
X -y'- An/ml. Da (o('r,) ~,(7 . d.!.o' o ./n(l'l?) Vl. , '-- ':)·, J 1 er .~,.J 1 -pr1mær, og ar ::J1• ma r E ~1 . 
har altså vist, at ~/ll1) C LJ/-,-,)a + -tg./11 +f), og da ~ er trivielt 

.fO(I\12 'O{rn) (O(ftl{.f) ·r 
'Jf - l.J4 a+ ;)1 • ar t( 

må 

/ 10 
{rrd f) . (Q) c ,, '1r)'' · · ' . , 

Irestklasseringen R J 1 · får vi nu:) ) ·,, · · 
{I}J~ {m H) - {® ~ A o ( ~'~/ [ tn 1- f , ~ (, l, . ' ', . .,, .~~ 

-lf t 1 «' 1 - ~' a · "J 1 .L f { · , : , . 
Her er 1f 1111)/1-f/IJ'-d) l tk/{t/fli./U·l , da -(j1 (Ih l~ ~-l (n.l-1-f), 'og da r5/l7 

1f/flJ+f) er f®) l ~~). Endvidere er R/<g/111 +1) lokal, Noethersk, cla 

R er lokal Noethersk, så vi er færdige når vi har vist 

Lemma. I en lokal Noeth(?rsk ring R vil D[,(r = Ot medføre, at 01 = 

(O) eller k-= R. 

Bevis. Antag /GI R, da er k-~;f;UC R. Er 0(= (a 1 , ... ,a"J, er 

ot"b- = [ I:~ b c-i) a; j b(~) E ):r~ , og da Ol~ 0( ,1;-- findes en matrix 

~med elementer i /L~, så at gi = ~ gl a.v.s. (~-~)·gi = ~. 
Nu er det(~-~) = l-b, hvor b E~-~ tU(, og l-b således er ~enhed 

så der findes c [H, så c· cl et (E-I5) = l, r.'len så har E-B en invers ma-

TRix, og relationen viser nu, at gi = ~~ altså 01 = (O).If 1 

fKorollar til lemma. I en lokal Noethersk ring er 

indses som for int.omr~der, se p.V,B. J 
n IXJ flv 

ftftit = (0). 
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Korollar. I et Noethersk Nint.omr. vil ethvert fra (O) forskelligt 

primideal indeholde et minimalt primedeal. 

Vi har brug for flg. generalisation: 

Sætning. Lad R være en Noethersk ring, og lad (j' være isoleret 

primideml for (a) l R, da er h(~) ~ l. 

Bevis. Indirekte: 1j ~ ~f ~ -tg2_ . Da <J er et mindste primideal 

for (a), er ~et mindste primideal for (a)+1.g2 , og~~ (a)+1g 2 2 ~2• 

I restklasseringen Rl<g2 er <fl~2 .;2 ( CW) ~(O), og <:gllf2_ er et 

mindste primideal ( @ ) , og dermed h(~ ltft._) ~ l, da Rl<g'L er in t. 

omr., i modstrid med ~ /llf2 :J 1J>1 l1j>2 :> 1.f"l/<f2 = (O)· Il 

Lemma. Lad R være en Noethersk ring, og lad 1.J ~(j11 0{j2..L...!g4l· · ·, 
1tk være primidealer, så at ~ ~ ~ 1 for alle i, da findes 1§' , så 

~ ::> %f* :>1!2 oe så ~* ~~~ for alle i. 

Bevis. Af 1g ~(jJ2 og f.J i ·cg~ følger (jfr.p.V,l), at 1g ~ tg2 uUilS~ 
Vælg al t så a f. <g, a fi lJ2 , a ri <.q~' , alle i. Nu er <!J ~ (a)+ <g 2 , så 

~ ~ et isoleret primideal tLg* for (a)+~ . Da <:g~ ~*~(a)+ :f2 ~ -tg?_ , ~behøver vi blot at vise, at (j l y~. Indirekte: da vær ~ 
~ = 1g'* isoleret for (a)+-<8'2..· Nu er Rl~2 ~ 'WI-<!2 ~ (®):::>(O), 

og -<J I(.J2 er i soleret for ( (W ) , så iflg. Krull er h(~ l ~2 ) = l, 

i modstrid med 1.J 1~2 _::) 'Cg 1 l f..92 .:) rfg2 l~;; = (O) . l 

Korollar til lemma. Lad R være Noethersk, og :f:::> <g1 :::) ••. .=l <J' -(..1.. 
~~, ... ,'f/t primidealer, så at 1 f ~ ~ for alle i, da findes -tg tJ... 
. . . , if c .7 , s å a t 1:f ~ 'SS f ::::> • • • ~ -1f c -t J t.f "( o g s å 1f e -i z- 1f ~ f o r 
alle i. 

B lO---.~() 1D f' .fO>I: o {()'),~p >f-·· (O . *d r e v i s . D a ':J -' ':S 1 :) 'J 2 l n d e s 3 1 s a ,j - <-.J 1 ~' J 2 o g -p1 ~ ·(2 i 
for alle i. Nu er 1f~>!-- ::) .{r .. J> .rp~~ , så der findes 10 -~, så (p

1
:r::; {(!,*" * l j.C '-...,;) -:)'2. .j'.l 

·::;, ~3 og if2_ Z!?; for alle i 1 o.s.v. l 

Hovedsætning. Lad R være en Noethersk rinp;, og g isoleret for et 

ideal O'{ = (af, ... ,a~ l R, frembragt af m elementer, da er h(~) .{ m 

Induktion efter m: m= l iflg. Krull. Antag sætningen for m-l, og 

lad 1-f være isoleret for {f( = ( a 1 , ... , a~. Lad tf1, ... , <f~ være de 

isolerede primidealer for (a~, ... , al}ljl)). Hvis 1f ~ tg;' for et vist 

i er vi færdige iflg. ind. forud s. , så vi an tager, a t 1!] <j lJ> ~ for 

alle i. 

Lad 1f J tg 1 :::> •••. ··) iff da skal vi vise, at l {, m. 

kan vi an tage, a t Cf't-
1 

g: ·[_f~ for alle i, men så er 

Iflg. ler:lY'm 

1fc-r ~ LJ11f~' 
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altså findes b E 'tj'e-·t, b~ -<g1•, alle i. 

Da b E 'tg, er 1!} ~ (b,a2 , ••. ,arJ, så 1.-J 2et isoleret primideal -tg* 
for ( b+a2 , ••• , a

111
), og da 1.g* 2 (b, a2 , ... , a

111
_) ~ ( a 2 , ... , a~1.) vil <-g* 

~et isoleret primidela -tq; for (a2_, ... ,a~; altså ~*,:)~~' 
og da b E 1f* \ (~' gæld*er endda ;t_g* ':) ~J . *' 
Der gælder nu 4 = ~ , t,hi ellers var <J ~ <q ...:>~J. Ved over-

gang til R/(a2 , •.. ,a,J ville R/(a2 , ... ,arvJ ~ ~/(a2., ... ,aM-) :J 

( @ ) ~ (O), og Af/ ( a 2 , ••• , aflt) er isoleret primideal for ( ~ ) , 

altså iflg. Krull h(1j/(a 2 , ... ,a~)) {l, i modst:eid med at 

:f/ (a 2_, ••• , a 
1
) :> 'fg't/ ( a 2 , •. : , arv) ~ tlfd' / (a , ... , a ) . 

Vi har al t så opnået: ~ = 't.f * er isoleret primideal for (b, a 2-.' • •• , a 111), 

b E 1Jf-1' Nu er 1..!] :::::> ~1 ••• ::> {§>-e-1 ~(b), så 

( *) :r l ( b ) ::> :fr 1 ( b ) ~ .. . <-re _ 1 1 ( b ) ~ ( o ) . 
Da 1 er isoleret for (b,a2 ,.,.,a~ :) (b), er ~/(b) isoleret for 

(b,a 2 , ••• ,a,J/(b) = (@b ... ,@). Iflg. induktionsantagelsen er 

al t så h( -tf/( b)) ~ n-l, og dermed af (:>K): -e -l { n-l ~: {~n . J 

Korollar. Ethvert primideal -tg = ( a 1, .•• , alt\) i en lifaethersk ring 

har højde hKf) ~ m. r 
Bemærk. Der findes lifaetherske ringe med primidealer af 

uendelig dybde. 

Eks. Lad tYVt være maximal t i R = K [xi , ... ,x,,J, da er MA = 
(p1 (X,1), ... ,prr1(X\, ... ,X~>.,)) og da h(t1M) = n, kan M{ ikke 

frembringes af færre elementer. 

Bles. Lad <f være primideal i R = K [x1 , •.• ,XIV,-], af h(~) = 

11 , d a e r ~ = ( p 1 , ... , p -Ct) : F , l1v o r F E {~ . Denne f r e m

stilling er bedst rmlic;, thi er ~ = (f1 , ..• ,ft) :Y~ hvor 

FE'l~, er ~R·<g = (f1 , ... ,ft):(l) = (f1, ... ,ft), og 

h ( .g> R~ ) = h ( tf ) = h, s å t ~ h. f 

Vi har følgende mere trivielle 

"Omvending". Lad R være Noethersk ring, og 1;S' et primideal af h(~ ) 

= h, da er 1& isoleret for et ideal o-l= ( a 1 , ••• , atl frembragt af 

h elementer. 

(o) . 

h = O. Vi har h(HI) = O # W er isoleret prinideal for 
-J J "'-) 1'0 

Der findes kun endelig mange sådanne, fx. tf1, ••• , l:flr< • 
Bevis. 

h b l. Vi konstruerer successivt h elementer, a 1 , ••• ,a~('~, så 

at ethvert isoleret primideal for (a 1, ... ,8:_~) har højde ~ i [ Iflg. 

hovedsætning er denne højde i øvrigt = i J J. =- l~ ... ,
1 

L_ 
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•V .-v 

i = l. Da h( <f ) = h ~ l, er <j"' {fJ , alle f' og dermed ~ g \)d {fJ 
Altså findes a1 E: :J , aå a1 ct_ tfJ , ål.lle j. Da ..vde isolerede prim

idealer for (a 1) nu må være forskellige fra ~J'erne, har de alle 

højde L l 

Antag, at a
1

, ... ,ai er fundet, i< h. Lad (a 1 , ••• ,a1) have de iso

lerede primidealer ~1, ... , 1Jis, -lg5 t 1 , ... , ~t; , hvor ~1 , ••• , ~s er 

af_højde = i, og ~t{' ••• '~t af højde >i [ iflg. hovedsætningen 

er denne sidste mængde i øvrigt tom J. Da h( <fJ ) = i<:: h = h( l-f ) , 
j = l, ... , s, er -tg g. {f~ , og dermed {j $k VJ ~J , så der findes a1+-f E 

,~, sa a1t
1 

ri- i.fJ , j =)-, ... ,s. Lad nu l_J vcx_re isoleret for 

(a1 , ... ,a~ ,a1H). Da ·1f ~ (a 1 , ... ,a1), rru"t {j'~ <f 1 for et passende 
1\ 1\ o 1\ 

j. Hvis l ~ j ~ s, må, da a .j+ f E 1g \ tf6, A 1J ~ {Jlf og dermed h( {_f ) 
>h(~~~= i, og hvis s+l ~j ~t, er h(1) f:: h( .y'd) >i, altså 

al tid h(tfJ ) L_ i+l. 

Heraf følger påstanden let. l 

LOKALE NOETHERSKE RINGE 

For en lokal Noethersk ring R med det maximale ideal AtVl sættes 

dim R= h(~). Hvis R er int.omr. er altså dim R= Krulldim.R. 

Iflg. hovedsætningen er dim R = h(A11) endelig. 

Da vi for en vilkårlig kæde 

ZJ(u C • • • C .(f 1 C {f C {D1 C • • • C {~ ~ C R 
l J 

har <f cl S tWl, s lu t ter vi: 

Sætning. I en lokal N aethersk ring R, er både hø j de h(-~) QE 

dybde d(1f) endelige, oe h(if)+d(%f) ~ dim R. 

Sætning. Lad R være en lokal Noethersk ring, af dim R = d, da fin

des et ~~-primært ideal frembraet af d elementer, medens intet 4M
primært ideal kan frembringes af færre end d elementer. 

Bevis. d = O, da er ethvert ideal, og speciel t (O), Ml'!"' primært. 

dL_l. Iflg. "Omvending" findes a 1, ••• ,ao(E!W(, såMf erisoleret 

for{)(= (a 1 , ... ,ad). Nu er (J[ = Df(' ... fl o-f~ hvor Rad q(=~ 

9: 0( = G-{-~ , og q1 er 1!.1( -primært. H vi s arnvend t CJf = (a f, ... , a,y) er 

rWJ-primært, er M1 isoleret for (a1 , ... ,a'!)), og dermed d = h( ~t{)~ rJ 
iflg. hovedsætningen l -

noo ·J 
Sætning. Lad H være lokal Noethersk_, da er 1 J Dl+ Mt ) =OL for et-

hvert ideal 
~-- v 

Bevis. Vi kan an tage, a t o-[ S fVU C R. I R/OL har vi tUt +Ol/ O'{ = 



J 
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'l' (>Cl ·J "l) :1) 
(A'tf/V() , så da (ni(Ol +M.Jt ))/al~ (Ol+tltt )/[!( = (;1;/L/OL) for alle 

v, er ( n7(D( + tuv) )/()L S:: n~)(!Ul/Oi)v = (o), da R/OL er lokal ( jfr 

p. VI I, 2) , og dermed n'f(CJt + t!M1
)) ~ Ot . Da ~ er trivi el t følger = f 

Vi har tidligere set, at 01/0fMl er en R/Ml -modul ._:): et vek

torrum over legemet R/~. Der gælder 

Sætning. Vektorrumsdimmensionen dimR/Mt ( Oi/OtM1) = det mindste 

antal frembringere for ~L. 

Bevis. 11 ~ 11 er trivielt, thi hvis Ol= (a1 , ••• ,a«t), vil @_1), ••• , ~ 
frembringe vekt.orrummet OL/ODUÆ. 

~ 
11 ~ 11

• Antag ®), ... , ~ er en R/;U1- basis for OL/Otl;tL, da er Di = 
"'-) tV 

( a1 , ... , at!) ~ 0( , og ot/ottf.ll = ot/tJt.AM ~: D-l +DtML, = O( . Af OL = 
fV 1\) "_) N 2 f"> 'l/ 
ot + oUAl = ot +(O( + otdtt{) tW. = ot +Ol tUl = = Ol+ ODUt = . . . fås 

noo ('J .J c nQ<) <'-.) 1) c--) l (){ = 
1 

( Ot + O[Mt ) = 1 ( Ot + 1Ut ) = OL . 

Vi skitserer nu den videregående teori for lokale ringe: 

Betrae;t før s t eR_ = K (x1 , •.. , Xct 1 og sæt. (J(.; = den ad di ti ve under

gruppe bestående af homogene i 1 te-gradspol. samt O, da er 

CJt = rKo Ø {/(1 <±> • • • og 

En ring, der har en sådan opspaltning lcaldes en gradueret ri~ 

Et ideal J i d( kaldes homogent, hvis fE J , f = fn +f1 +... f;E rR.1 
medfører, at f~E 1. For et homogent ideal har vi da 

1 
Nu er dimKG<flt = 
at der gælder 

hvoraf 

= :fn<Rt> EB 'jr)<R.1 (} 

(n+d-l) t ll t f t f'oL. d-l = an s e a 1tt' egrads pol. 

di mK ('J n ~f>\.,) = polynomium i n for alle 

Det viser sig, 

store n, 

dimK(~/1n tR,,t) = polynomium i n for store n, 

kaldet det karakteristiske polynomiUEl eller Hilbertfunktionen for J. 

Samuel (1954): 
Lad R være lokal med 1Vl![ som maximal t ideal. R/M{ E9 4(/I!M 2 G1 ••• 

kan da orraniseres til en gradueret ring: N :B1 or @ Elvllt'V/At/1H·(, (li} ( 
;H,e~ 1VHlH·, er (§}Ve M;lvt~,Ut'lltftden definition, thi (a+ ;Ut'tX/(b+ rtit M") 
a~ ab+ M11hf<+-1 . Dette kaldes den til R hørende graduerede ring :t}(R) 

. t ·!M ( ) d Au il1.J ( tt1 CLv ) Vl. An ag lrrr = m1 , ••• ,m'l) , a er '"Vl = •.• ,m 1 •• • mv , •.•. 

sætter rR... = R/Mt LX1, ... ,.i\;)]= K [x1 , ••• ,J:v], og har altså 

(R = ~}c:ø!H1 G; •.• 

cg (R) = 1<i4u <V ~/~/æ · · · 
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Afbildningen ~ : (f{ --?" C§(R) defineret. komponentvis ved Cfo(@ ) 

= @E R/Mt , f 1( @JX1 + ... +@XV) = (§m1+ ... +a~ € M1/tU'l'L osv 

er en veldefineret surjektiv homomorfi, ~i~. Ker t;f-:. 'J er et ideal 

i (J{, og endda homogent. Følgelig er dimKMÆm/;IIJ'liYit-1 = dimK~/cRmnJ 
= pol. i n for stDre n. 

Det viser sig, at {(R/~m) = d'tegradspol. i n for store n = 

e(~)nd+.... og e(~) kaldes R's (eller ~'s) multiplicitet, 

og at -{(R/r;;J-IYI) = e(OJ-)nd+.... , hvor e(Oj) kaldes OJ_'s multi

plici te t. [d = dim R = h( *f) = mindste antal elementer, der frem

bringer et Ml-primært ideal J. 

Vi har tidli&ere set, a t dimR/MÆ (tUl/ Mt2) L d = dim R. En 

lokal Noethersk ring kaldes en regulær lokal ring, hvis dimR/M!t (MI/tUt 2 ) 

= dim R = d. 

Følgende betingelser er ækvivalente i en lokal Noethersk ring: 

l) ~ kan frembringes af d elementer 

2) R er regulær lokal 

3) Den til R hørande graduerede ring ~(R) er isomorf med R[X1, 

•.. 'xd] . 
Bemærk, at l)# 2) er oplagt. 

ø 

lvian kan 

Eks. d = O. R er regulær lokal ~R er et legeme, er 

oplagt. 

Eks. d = l. R er regulær lokal ~ R er et P.I.D., thi 

"~ 11 er oplagt, og 11~ 11
: l) viser, at MiL = (TL). Nu 

findes tilO[ -f.R,(O), et n, så 0[~/U{M, men{J[~AÆlrnf-'{ 
(d a () ,u/1 

= ( o ) ] , a 1 t s å e t a t;- AM tVI= ( Tt) , m e n a ø ( n m t 1 ) , 
(}t d- ( ) ' 1>1 -l n-;( 9 : a = r J[ , r sz:: JL , m e n s a. e r r e n h e d 'J : JL = r a E u r , 

al t så O[ = tWL/111 = (J(11
). Endvidere er R in t. omr. thi er 

m~~· mtm 1 

a = f:. JLfl.1 en nuldi viser, 
fl1fflt1

1 

O og dermed ~l = (O), 

med at dim R= l. 

O = ab = E<i'JL , da er TL = 

så (O) er M{ -primært i modstrid 

Eks. Lad V ~ AA (l() være en irreduci bel varietet; :F( V) 

= (f1, ... ,f-v) er da et )rimideal. Et punkt Q(EV kaldes 

simpelt, lb.hvis rg{~~l~)J= n- dim V. Nan kan vise, at 

~ er simpel # Den geodm .lok. ring for V i es_ er regulær. 

vise: R regulær =7 R er int.omr. 

R regulær 9> R er helt afsluttet 

R regulær ' e ( Mt) = l =;! 

R regulær ~ d(·~ )+h( <-s) = d. 
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M./ 
Ved som basis for omegnene af O at tage MÆ , n E-N, defineres 

denMtl-adiske topologi i R. Ethvert R har et fuldstændigt hylster 

R, der igen er lokalt, og for hvilket ~~R= ~,ogder gælder: 

R regulær ~ R er regulær. 

Sætning (I.S.Cohen 1946). Hvis R er reguæær lokal af dirn R= d 

og fulds tænd i g, og Kar R = Kar R/Mit da er R ~ R;1tM1[ X 1 , ... , Xd ]J. 

En R-modul 1VI har homologisk dimrnension dh(IVI) = n, hvis der fin

des en projektiv resolution 

• •·· ~ O~ O ~p<'.t~ Pm-1-,~» 

og hvis der ikke findes nogen "mindre". 

R har global dimmension gl.dim.R = n, hvis n= sup dh(N). 
H 

Sætning (J.-P. Serre 1955). Hvis R er lokal Noethersk, da er 

gl.dim.R < oo ~ R er regulær, og i bekræftende fald er gl.dirn.R 

= dim R. 

R regulær lokal ==7 R~ er regulær. 

Sætning. Hvis R er regulær lokal, da er R et U.F.D. 

Krull viste et specialtilfælde. Nagata (1958) viste: rigtig for 

d= 3 -==::p rigtig foraile d. Auslander & Buchsbaum (1960) viste: 

rigtig for d = 3. 
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KAPITEL VIII DEDEKIND RINGE. 

I det følgende betegner R et int.omr. med kvot.legemet K. 

Ved et (bruddent) ideal i R FOrstås en R-modul OL, (O) l= Ol~ K, for 

hvilken der findes et d E R\.( O), så at d()(_ S R. dOt er da et sæd-

vanligt "hel t 11 ideal. For brudne idealer OL ,frr_, , er med op-

lagte definitioner DL+/G' OL n ;fy og mfrr igen idealer. 

(/Lkaldes endeligt, frembragt, hvis der findes k,,, ... ,k/l,Le K, 

Ol = R k-t + ... +R~ = ( k 1 , ... , k J . 
Hvis R er P.I.D. er samtlige idealer hovedidealer, og hvis R er 

Noethersk er samtlige idealer endeligt frembragt. 

(~brudne idealerL o ) ses let af danne en halvg,ruppe, F, med 

R som neutralt element. 
,--

Ol kaldes invert.i bel t, hvis OL er regulært i .T. 

Eks. Et hovedideal er invertibelt. 

så 

Sætning. Et helt ideal Ol 
helt ideal~ l= (0), så at 

er invertibel t 4:7 der findes et 

= hvodeideal. 

Bevis. Oplagt! 

Sætning. Et invertibelt ideal er endeligt frembragt. 

Bevis. Af [!LO'L' = R følger l = L_~a1a~, a1E er{, aj E 0('. Nu er 

(a1' ... ,aJ s m' og for a e {)C er aa' E R, så a = "'2:.~(aa~' )a1 e 
(a1, ... ,a(}).l 

Sætning. Hvis R er lokal, da er hvert invertibelt ideal et hoved

ideal. 

Bevis. Vi har O{ = ( a 1 , ... , ai\J iflg den foregående aætn. Induk

tion e~fter n: n = l. færdige. n = 2. Af (a 1 ,a~) ~' = R fås l 

= a 1 a;+a2a~, og da a 1 a; E R og a 2 a;E R, må mindst et af disse, fx 

a 1a; være en enhed, altså a1 ~'r =l, men så er a 2 = a 1 a1ra~ ~: a 2 
(a1). n-l~ n. Af (a1, ... ,at1tt) Ol'"'Rfølger l= z1 a 1 a~, og a 1 a~eR 
medfører, at fx. a 1 a{ er enhed, altså a 1 a~r = l, men så er a

2 
= 

a 1 a 4 r a 2 E ( a 1 ) , CY[ = ( a 4 , a 3 , •.. , a ,J 

Opg. Hvis R er U.F.D., da er hvert invertibelt ideal et 

hovedideaL Vi har OL= (a1 , ... ,a~, hvoraf l = a 1a1+ 

... -t-aM_,a~t.: Nu er~·= n~(a~-l) et hxovedideal, da RR er 

U. F. D. , og DL = /b , thi <;:. er oplagt, da aa! f- R medfører 
1 

aE (a~-l) for alle aE. OL, oe; "~": thi for xE, k, er x= 
f1? ~ _, i= l, ... ,n, altså x= I'"'a·a'.x = L.Ja

1
,r

1
· f:-()(_. a 

1 
1 , , 
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Eks. m er invertibelt ~Ol er projektiv R-modul 

Lemma l. Hvis et produkt 01 1 •• • OltJt. er invertibel t, da er hvert D{_;_ 
også invertibelt. 

oplagt. 

(Jf 
Lemma 2. Hvis ___ er et prokukt af invert.i ble primidealeG___j._~-~:1?- det-

te ~Cs eneste fremstilling ~om prokukt af primidealer. 

Bevis. Lad OL= 'lft ... 'lf4\.. inverti ble primidealer, og 01 = D/1 ... ff/ tl1{_ 

primidealer. Er 1..f1 et mind s te bland t 1 ~') 1 vil {f 1 ~ O( = af 1 •• ·C!{ !h 

og dermed <€1 ~ Of}, og anitalagt vil Df-J ~ tf-j , min af tr1 ~ lt-/- d ~ lf; 
fås ~1 = o-t~ ( = <&'1 ) , fx <f1 = Oft , men så er -if2 ••• {_p ~»t = <f 

1
-10{ 

= q.
2 
••• q .... t' og påstanden følger ved induktion. l 

Hovedsætning. I et integritetsol!lråde R er flg. bet. ækvivalente: 

@ 

© 

© { i) 

ii) 

og ringen 

R er Noethersk 

Ethvert ikke-trivielt primideal er maximalt 

R er helt afsluttet (i K). 

Ethvert hel t ideal kan (entydigt) skrives som produkt af 

prirnidealer. 

Ethvert ideal l (O) er invertibel t o: :F er en gruppe. 

R er Noethersk 

E. l«. er P. I. D. for alle maximalidealer MA i R. 

kaldes da en Dedekindring. 

Forbemærkning. Betingelserne A i,ii,iii er uafhængige: Eks. på ~L 

1 ii,iii: R= K[X,Y]. Oplagt! Eks. på i,ii, 1 iii: R= z[V-3J. i, 

da R~ Z[X]/(X1+3). ii, thi er a+br-3E~\(o,) og sættes N= a 2 +3b3= 

(a+by:3)(a-b0) E tg, da har vi en kannonisk surjektiv homomorfi 

R/(N) ~ R/~ , og da R/(N) er endelig~ er også R/1 endelig o: et 

legeme, så 1f er maximalt. 1 iii, h-ar vi set (p.V,l2,eks.). Eks. 

på -.i, i i, iii: Lad K være legernet af alg. tal, og R ringen af hel t 

alg. tal over Z. 1 i, t.hi ({2) S ((2) ~ ( ~{2) ~ . . . og her må C 
gælde, thi var fx. ((2) = ( 4{2) ville 

11
{2 = '*/ir, rE R, men r= ..Jrr. 

..L- ' 't .... ( ] r2. ~å Irr( "~h. ,Q) = X -i~ Z X viser, at r f/ R. ii: R er hel over 

z. Lad -tf l (0),, -<fS R, da er ~f) Z= (p) maximalt, så for 1g~M1~ 
C R har vi M{ n Z = (p), men da (p) er minirr:tal t, vil M1 være mini-

malt iflg. Goint;-up, altså ~ =Mit' er maximalt. iii er oplagt. 

Bemærk. Man kan vise, at bet. L i,ii er uafhængige. 

Bevis. for hovedsætningen. @~@er vist (p.V,l4). ® !:"~@: ----
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Vi viser, at @-;;-(entydighed) =r© [Efter beviset for hovedsæt-

ningen får vi da følgende Tilføjelse (Matusita 1944). Entydig-

heden i D er overflødig.] Først et 

Lemma. D ...;..(entydighed) :z- Et, invert,i bel t primideal er maximal t. 

Bevis. Lad (O)C ~C R, og a~R\tg , da skal vi vise, at ~+(a)= 

R. Nu er 1j +(a) = ~1 •• ·<fm, ~ +(a2.) = Oft· .. q~ hvor ~i ,Qf-0 
er primidealer (der 2 {_f ) • Ved overgang til Rl-<j> fås 

(@) =((j11<g) ... (<f~ltf) ' (@) =(Dftl[f) ... (D.f-qif!f), 
hvor ~1 Iif , Df-;1~ er primidealer i integritetsområdet Rll_f <t Vi 

har (~)=(@)2=(~fl~)2 ... (~d-l.f)2=0{ti<J ···Of-~if· Da 
hovedidealet (@)) er invertibelt, følger det af lemma l og 2, at 

n = 2m, og efter omnurnmerering: <f2?-1 11.g = -!f2? liS = L'f_71:f, i = 

l, ... , m, og dermed også <f21 _1 = lf2? = Of1, men så er 

[ ~ + (a) J 2 = 1)12. ••• ~: = 0{.1 ... {j~ rut = i-j + (a 2) • 

S p e c i e l t e r lf S ~ + ( a 2 ) = [4-f + ( a) J 2 ~ .t/+ ( a ) . F o r p E ~ , har vi 

al t så p = z~ra, hvor z E «j2 , s a ra = p-z e ~, hvoraf rE <f' da a f/. ':f 
al ts:å p E ~ +~(a). Da den omvendte inklusion er triviel, følger 

det, at ~ = -tg 2
+ ~(a) = ~ (~+(a)). 

Da ~ vær invertibel t, er al t så ~ +(a) - R. l 
Lad nu~ -J (O) være et vilk. primideal, og lad (O)~- (b) G (:f. 

Vi har (b) = <f,· .. ~S inverti ble primidealer, og derfor maximal

idealer i fl. lemma, og af 1g ~ (b) = ~f ••• l..g5 fås f~;;? ·<f-J , 'J : 

'~ = -tp1 invertibel t. 

Nu er ethvert hel t ideal O[ = ·if1 ••• !f s invertibel t, men så er ogsA 

ethvert brudden ideal invertibelt.l 

@ --7 @ : i) R er Noethersk iflg. sætningen om at hvert invert. 
-·---="-~-"-~~ '_; 

ideal er endeligt frembragt. ii) Et.hvert ideal i Rd-t{ er udvidel-

sen af sin kontraktion, altså af formen 01R
1
u

1
• Af 0(1JC1 =R føl-

ger nu (DC R114) ( Of-lR MÆ) = OtJJt-: 1R4u = RR,.ut = R1tu , så O( R4«_ er invert. 

lVIen vi har vist, at i et lokalt int.omr. er ethvert invert. ideal 

et hovedideal l 
© _?_.@: i) er givet. ii) Indirekte: Af (O) C ~ C ,(IJ( C R 

følger (O) C <f R.ut C AM.RI!« C R , og da {fRtttt er primideal og R M-L 

e r P . I . D . , e r d e t t e en mod s t r i d . i i i ) R~ P . I. D. ry R at~ U. F • D . 

=9 RMÆ er hel t afsluttet ~ (p. V, 13) R er hel t afsluttet. l 

Li]:!~_.!!!<?.!'_?omh~d_. Hvis blot ethvert primideal er invert. , 

da er R enDedekind ring. Vi viser ~: Foruds. ~ 
Ethvert primideal er endl. frembragt :-:-:)> (p. V, 9) R er 

Noethersk, og Forucl.s. ;? Æt1 invert. ~ t1P1R,q
1 

er j_nv. 

~~ iW R.ttf hovedideal / R tfifif er P. I. D. (da lokal). 
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Eks. Af opgaven p.VIII,l følger: R er P.I.D. ~ R er 

Dedekind og U.F.D. 

Sætning. Lad R være en Dedekind ring, da kan hvert bruddent ideal 

0( l (O) entydigt skrives 

O[ = Tl <f :Sw~ (OL), 

hvor w,~ (OL) = O for næsten aile ·Sf. 
( 2). Ot er hel t ideal ~ w.tg (OL) '2: O 

( 3 ) o D-L c;:, / G- ~-=-} w ~ ( o--q L. w ~ (_{!_9--) 

(4). ~~(ot+,l9--) = rnin~w ~(o-C) ,w lj"(.,{<r)~ 
( 5 ) . ~ -ts ( Dt n /{;) = rn.ax t w {f ( ot ) , w tg ( /&)s 

( 6 ) . ~ ~ ( o-c /G-) = w~ (m) + w <s c_.{;-) 
Bevis. Et bruddent. ideal r-L kan skrives or_ = f.r,c-- 1 , hvor k,re> er 

hele, så eksistens af opspaltningen er oplagt. Entydieheden føl

ger nu ved brug af entydigheden for hele idealer. (2) er oplagt. 

( 3) • Vi har ()[ ~ /& ~ ~-1-r_ c;;" )_9-:-;& = R (3 w {f ( );1m) L O 

~ w -tg (O'() 2. w 'ig (/{t;..) • ( 4) og ( 5) følger heraf, og ( 6) er tri-

vielt.l 

Vi skrive r OL/ .. {'t-, hvis der findes et hel t ideal E", så {)Le-' = 
Det er kalrt, at 01(4 ~ w -tg (Dt) ~ w <g (/{y-), al t så #k, .. c;_ 0(_, 

Sætning.(jfr. sædv. talteori). Kongruensen ax ~b (~)har en løs-

ning (==7 (;C-'' (a ))l (b) o 

thi bec;g:e er ens bet. med b E ;C'+ (a) l 

En nødvendig betingelse for at et system af kongruenser 

x= b1 ( 011) , . . . , x ==-bM. ( O[,~J 

hnr en læsning er øjensynlig, at de såkaldte forenelighedsbet. 

b 1-bd = b 1-x+x-bd E0[1+(}LJ. 
er opfyldt. Hvis d~sse bet. er tilstrækkelige (for alle n) siges 

k.r.s. Otinesislee restl{lassesæt.ning) at gælde. For n= 2 er for

enelighedsbetingelserne al tid t.ilstrækkelige, thi er b 1 - b2- = a1 +a2 , 

og sættes x = b1 -a1 = b2 +a
2 

vil x <=b1 ( 011) og x =:b 2 ( ot2 ). 

Eks. R = z[ t}. x~ O (2), x-= O (t), x =.2 (t-2), op

fylder forenelighedsbet., men har ingen løsnine, thi af 

l. og 2. kongr. følger, at 4\x(2), og af 3. kongruens 

følger x(2) = 2. 

oætning. I en ko:rmmtativ ring er flp;. bet. ækvivalente: 

l) (Dt +/&)n C' = ([}(flff.') + ( ÅYnÆ".:) 



2 ) m+ ( ,h n tf/ ) = ( (Ju + 1!,) n ( OL+ IL ) • 

3) k.r.s. 
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Bevis. l) q2): (O[+l,-)n({}(+;C:) = [otn(U+!U)] + [),.n ((![+C)] 

= at+ 0tf1 c-'+ ;(,-n o-t + h n;[; = ot+ c&- n ;C'). 

2) ~ 3). Indukt.ion efter n. n = 2 er vrist. n-l~ n. Betragt 

x :=: b1 ( 011), ••• , x = bl\t_ (Ol,tt), hvor b1 - bd E O'(i +010 , 
og lad c være en læsning til de n-l første ligninger, altså 

c = b 1 (011 ) , i = l, ... , n-l. 

Nu har systemet 

ntrl-f 
x =:=:- c ( 1 011 ) , x == bM, ( Dt1t-) , 

en løsning, thi da c-b 'U = c- b1 + b1 - bflA_E OL;+ OL~~t, er ( iflg. 2): c-

n~-1 nm-( . 
bl\t.JE 

1 
( 01~ + 0{,,1) = ( 1 OL.j )+ tJ(ilt, '): forenellghedsbet. er opfyldt. 

3 ) ~ l ) : 11 ::> 11 e r t r i v i e l t . " ~ 11 
: A t s kr i v e c E ( O"[ + ~ ) n tf: p å 

formen c = x+y, hvor xE otn ;t og y E ;&n tG" er ensbetydende med at 

finde x = O (O[), x = c ( /&), x = c ( ;[;), og her findes en løs

ning, da forenelighedsbetingelserne er opfyldt, og da er c = x+(c-x) 

E ( ()L. n Æ:) + ( 1& n tG) l 

Af beviset for 3) 9 l) fremgår: 

Korollar. 3): k.r.s. ~ 3'): k.r.s. gælder for n= 3. 

Sætning. Lad R være et Noethersk område, da er R dedekind ~k.r.s. 

gælder i R. 

Bevis. 11 =9 11 (Første bevis). Da maxl, J og min~,} er distri-

bu t.i ve m.h.t. "hinanden 11 
, er w~ ( ( O[+ J~ ) n .c) = w~ ( (C'[ n 1[,~) +(,~b- n Æ::) ) 

for alle -~, hvoraf ovenstående bet. l) er opfyldt. 
11 ~ 11 (Aru:let bevis) Da RAM er et lokalt P.I.D., er idealerne i R;U{ 

fuldstændigt~ordnet (de er jo RAM_:;.; At{ R,{.U 2MIZR4t1 ~ ••• '2., (O) ) , så 

ot+Zj = O{ L! x;l for idealer i IlttH. Idet vi udvider og kontraherer 

for alle 11M og udnytter, at U ,n er distributive m.h.t. hin. 

kan vi fx. vise bet. l) 

"~-" Vi viser ©, og skal altså vise, at RM{ er .P.I.D. for alle 

MÆ,. Vi bemærker først, at ideallatticet i RAJt er distributivt, da 

dette gælder for latticet i R, og da hvert ideal i R.u er udvidelse 

af sin kontraktion. Det er nok at vise, at R~ er en valuations

ring' jfr. V,l3,eks.). Lad altså a,bERm\(0), da har vi (a)= 

[(a-b)+(b)]n(a) =[(a-b) n (a)]+ [(b)n(a)], så a= (a-b)x+ay, 

hvor (a-b)xr (a) og ayt_ (b) ~: ajbx oe; blay. Hvis x er enhed, vil 

a\b, og hvis y er enhed vil bla, oe; hvis brl.de x,y er ilikeenheder, 

vil l-x-y være en enhed, så at a( l-x-y) = - bx J:'ledfører, at b (a .1 

Sætning. Lad R være et Noethersk område, da er R Dedeki nd ~ l<'or-
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kortningsregelen gælder for hele idealer. 

Bevis. 11 ~2 iflg. @. ".fE:}' Vi viser @ :r Røx:s::tx:x Det er til

st.rækkeligt at vise, at hvert ideal i RMt~_ frembragt af 2 elemen

ter er invertibelt,, thi et sådant er da et hovedideal, og dermed 

også alle e.f. (d.v.s.)alle) idealer hovedidealer. Vi kan øjen

synlig nøjes med at betragte idealer af formen aR +bR = (a~b) 

, hvor a,btR\(0). Vi har (a,b)(a2 ,lD 1 ) = (a,b)(a'l.,ab,b2
), hvoraf 

(a 1 ,b~) = (a2 ,ab,b~). Specielt er ab= a~x+b~y. Vi har 

(a,b)(ax,by) = (a2x,aby,abx,b2 y) 2 (ab) 

og vi er færdige, når vi har vist = (jfr. p.VIII,l). Hertil skal 

vi vise, at abla~x og ab(b2 y 9: blax og alby. Nu er (ax)(a,b) = 

(a1 x,abx) = (ab-b~y,abx) S (ab,b2
) = (b),a,b), og dermed (ax,b)(a,b) 

= (b)(a,b), hvoraf (ax,b) = (b), altså b\ax. Analogt ses, at a[by .1 

Sætning. Lad R være en De d e kind ring, og (O) l 01 ~ (5· være hele 

idealer, da findes df: <9-, så at OL+(d) = &. 

Bevis. Lad Dl = 1ft1 • •• {{'."~~, [9- = :ft (61 
••• <fn~'"', hvor al t så O i_ (~1 ~ IX? 

. r J (311.. f5t t1 .{J] !3n1 t-f r-> ~f t f 
l = l, ... ,n. Nu sætt.es tt-1 = 1 :J, ... ]n , ••• , IV{)t = p

1 10 r3f}J-(t f w (J~ ._.) f-,1t . f34t 
••• JM-f J m , og d, = 1ft ••• o/ot . Det ses, at Æ:' C ,Gi , 
så vi kan vælge d 1 E ;C1 \t["'. Vi har d:;:= O ( -<f1(3;), d; ::=: O C<:r/bd +( ) , 

j, l i, og d1 ]E O ( ~~ (?,7+ f). Vi sætter d = d1 + ... +dM.,, da er d =: O 

( 'f1 ~?), d ~ O ( ~/~?+~ ) , al t så (d) = <:ff (bf ••• ~~~~{)/&-, hvor 'o/; { ,I~r. 
Nu er imidlertid OL+(d) =({)[,(d))= (-ift1 ···ÆfmO'Ir.t, t!f/'61···-lf,/~ 11~-) 

(6 f (f) (~~-<· .· 119 = ~f • •• ,- .. (•tL = ·('- . '-' 

Korollar l. Hvis Dt -f (0), da er R/OL et P.I.R. 

Bevis. Idealerne i R/O(_ er af formen {9/0[ = (@).R 

Eks. 
·~ i n1. D f VI r;· 

l (o) R er De d e kind ring ~ R/Ol er P. I. H. for 

Bevis. "--9" iflg. Korollar l. 11~ 11 • R er Noethersk 

(jfr. p.V,4). Vi viser nu den distributive lov l) p. 

VIII ,4: ~{]{+)J·) n[)' = (O(n;C) + (/b rq.). Hvis Of ,,f:+ 
eller .C= (O), er l) triviel. Da (O) er et primideal, 

kan vi følgelig antage, at ()[n;(,.-n;L,---' l (0). Ved over

gang til R/(d), hvor O f d E- Ot.nl:;-n,c, ses, at det er 

t.ilstrækkeligt at bevise l) for R/(d), men R/(d) er et 

P.I.R., og for et sådant gælder l), jfr. Krull 1 s struk

tursætning, p .V,?. 

Korollar 2. Ethvert ideal i en Dedekindring R kan frembringes af 

to elementer. 

Korollar 3. Lad ;(;'t (O) være gi ve t, da findes ti l hvert tJl t (O) 
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et idela /~, med C4-, !C) = (l), så at otk er et hovedideaL 

Bevis. Vi har (O) C 0[,(:' ~ (J{ , så O{ = (O{ c>, (d) ) . Nu er Ot_J (d) , 

så den findes kr, så Dth= (d), og ()[ = (o-uG, 0[,/_<J-) = 0{( -c>,.{..,_), 
hvoraf (/{r,«:) = (l). l 

~1 /)( 
Sætning. Lad ot= Y'1 ···1f1f Være et ideal i enDedekind ring R, 

da er R/Oi ~ R/<j {1__;æ;..'__;•;....;·~·--'-+~RI~1JHJI:''t. 
Bevis. Følger s tralm af a t -l.ft, ••• , J'fvt er parvis komaximale. l 

Sætning. Lad R være enDedekind ring, og f~;! et fuldst.repr.syst. 

for restklasserne mod ·1§' , da findes JLE R så "J/{ ( n) ( iflg. 

korollar 3), og [V'\?
0 

+~X: 11n+ •.. +IX.Jm--fJt~»-q er da et fuldst.rep.syst. 

for restklasserne mod. tg 1\.1... __ 

Bevis. "Eksistens". Lad a E R, da er a =- IX~ 0 ({!j ) . Kongruensen 

Jtx = a- tx1
0 

( ~2.) har nu en løsning, idet ( ~2 , (JL)) = <g ( (a- {X 0 ) , 

og for denne løsning er x = IX? 1 (<J ) . Nu er llx = JLIX1( (~2 ), og 

dermed a'.::c- O\-j
0
+ TLlX?~ (u;2). Kongruensen n?x::: a-fX; -IX-j

1
Tl ( {_f 3 ) 

J 'J 2 2 {J 

har nu en løsning, idet ( -tg-=\ (JL ) ) = 1.g o. s. v. 
"E t d. h d" H · rt .v. Jl .v. m-l - 1 r ,_ m-f (~"t:) n y lg e • VlS V\1 + V\1 +. • .+ "'1 Jl = 0<; +. • .+ (;{7· Ir - ! 

o 1 m-f o ih-f 
er 1X'J ·:s 1X.i ({r), hvoraf «; = O'l-j 1 • Nu er J[(/X-j.,+ ••• + ()(· JII)1-2) --· 

o o J o o ., 'J~-( 

n( rY .l ';:>(. 1 tl-1-Å ( ~) h f fX (>(· m-1 _ 1 rL _ 1 T7'H: v•?
1
+ ••• ,,.3m_ 1 J7 "-) , vora. 11 + ... + 

1 
J[ =a.-; + ..• +V\

1 
"1. 

1 · 1 m-r 1 ,.,.1 ( ·(s 111- ) , o . s • v . 

Sætnine;. Lad R være enDedekind ring med kvot.legemet K, lad L/K 

være en endelig separabel udvidelse, og lad R være R's helt af

sluttede hylster i L, da er R enDedekind ring, med kvot.legemet L; 

[endda: Ethvert v< E L kan skrives o< = ~ , r ER r E-R. J 
Bemærk. L/K separabel er overflødigt. 

Bevis. Pørst den sidste påstand. Lad !X E L, da er lX. rod i r 0 XIl{_+ 

[ J .L ( )il'J ( m -1 01 -f ... +r<t-t E: R X , hvor r 0 r O, så r
0 

V( +r 1 r0 ()() + ... +r M. r
0 

= O .? : 

r0 0< E R eller O< = r/r0 • 

Første påstand: Vi viser @ iii: R er hel t afsluttet G- L), tri

vielt. ii: Lad (O) C .tg C R, da er q n R l (O), da R er hel over 

R, og dermed minimalt, men så er (Going-up) ~ minimalt, og dermed 

maximal t. 

i:_ L/K er simpel, al tså~ili = K( {A), og her kan vi øjensynlig antage, 

at ~f- R. Lad nu lVI/L være en endelig udvidelse, så at 1'1/K er nor

mal (jfr. Alg. IV,6), da har vi 

R ~ 1 ~ l; 
lJII - llll i:? 
R s; K :: 
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Lad Irr( ~',K) = (X- ~.t) ••. (X-~;J, hvor '~1 E-lVI, ~1 l~, i l j, og 
~ ~ - ~ - Q ~l'<) -1 hvor f.eks. 11 1 = '1 E_L . .Lad nu 'ZE R; da l,'ll', ... ,'~' er en K-

b ' f - ~ ~ ~l}] -l asls or .L, er 7 = a 0 +alv + ... +an-111 ; sæt 
q,_ q__m-l 

(*-) ~i = a 0 +a1V1i + ... +an_11Jj_ 6- M, i = l, ... ,n. 

Da } er hel over R, er også ~1 hel over R. 

Nu kan isomorfien K(ttCJ,) --7 K( ~1) fortsættes til en automorfi er i 1·1, 

med OfK = idK (idet vi kan antage, at lVI er et spaltningslegeme for 

Irr(~,K) ), såif(~) = ~'men så erO"(~) =~i' og dermed 

~ 1 er hel over R. 

Relationerne (t:) kan skrives ~~ = f} ~' hvor RR ~ er matricen ( !J.jj), 

i= i, .. ,n j= O, ... ,n-l. Her er d= det A= Van der Monde det= 

n.<.(~. -t1) l O, og hel over R. Anvende~ en automorfi cJEGr(M/K) 
l J ~ o 

på .f1 fås en permutation af rækkerne, if(d) = d(det A) = det d(.f1) 

= :!::.,d~t A = ±d, hvoraf O"( d 2 ) = d 2_. Følgelig er d'2-E K,- og hel ove; 

R, al tsa d'2.. E R. Da A er hel over R følger det af de sædvanlige 

regler for dannelse af invers matrix, at i dA-l er hel over R, og 
Q_ -l . -

dermed også{ a~ d A er hel over R. Af ~~ = f} gi slutter vi nu, 

at d
2 §l = d ~~ ~( er hel over R (da ~~vær hel over R), og da ele

menterne ligger i K, må de altså ligge i R. Følgelig er 
21 2 ,f], '2 $1Yt-( [l ~m-( 2 

~ = aod (I2 + a1d d2 + ... + aiYI_1d d2 E R d2''"'~ I 
Vi har således vist, at 

l -ifm-f Rf2' ... ,-2 ~· d d 
R ~ Den fri R-modul 

Et vilkårligt hel t ideal Dl i R er specil t en R-modul ~ R ~ ende

ligt frembragt fri R-modul, så ~[ er e.f. som R-modul, og derfor 

også e.f. som R-modul. Følgelig er R Noethersk. l 

Undervejs så vi: 
-c Tilføjelse. R - endeligt frembragt fri R-modul. 

en tilføjelse, der ikke gælder for inseparable udvidelser. 

Eks. Lad K være alg.afsl. og V en irr.varietet af dim V 

=l i Jl.IYI(K), altså en kurve. F(V) er da et primideal i 

R = K[Xf, ... ,XM]. R/F( V) er et int. omr. (Noethersk), med 

de maximale idealer !Wl~/J:( V), ~E V. Vi har bemærJcet, at 

D<EV er regulær~ den geom.lok.ring
1

(R/f(V))Mfo</F(Vhfor 

V i~ er et P.I.D. Vi slutter heraf: -

V er re gul ær 4::=7 R/if( V) er en De d e kind ring. 
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KAPITEL IX ALGEBRAISK TALTEORI. 

INDSKUD Ql'.f NORN OG SPOR= 

Lad K/k være en endelig separabel udvidelse, og lad N/K være en 

endelig udvidelse af K, så at r1/k er normal; sæt G = Gr(IVJ:/k), da 

svarer K til undergruppen H = Gr(M/K) i G. 

L~~ cr,z, ~G, medD/K =_ Z:/K' da er if(~L(k' = idK' ~) (o--\ )(K = idK ~) 
(l c-;( H ~ r F6H. J.Jad [K:kj =n, og lad G= o:1H u ... a-

1
\IGH være 

en repræsentation af G i sideklasser mod.H, da vil ~1,···~~t--a~l_t-_ 

så give samtlige aN± isomorfier af K. 

For O<E K kaldes Oj(CX-), ••• ,o~t(JK) de til{)( konjugerede elementer m.h.t. 

K/k; disse afhenger altså ikke af valget af den normale udvidelse 

lVI. 

For D\ E K sætt~s normen af IX, N k/k (IX) 

s Kik (!X) = LjlJ.) (!X). 

111 
= Tl 1o;(!A), og sporet af fl:,' 

Der gælder nu: N(o<.) E:- k, S(<X) E:-k. 

( l ) N (O< ) = O ~ CX. = O 

( 2) N(tX{~) = N(O< )N({3) 

(3) N(a) = an for aE k. 

( 4 ) s (tX +&) = s ( tX ) +s ((3 ) 
(5) S(aOI') = aS(IX) for at;k. 

(6) S(a) = na for aE le, 

hvilket let eftervises. 

Endvidere gælder for en se parabel udvidelse L/k med L~ K, og O( E' L 

Transitivitetssætning. 

( 7 ) NrJ (IX ) = N l ..(E l (<X ) ) • 
- k K k L K 

(e) .2.Ljk(IX) = SI\:jlci§_L/K(oq) · 

Bevis. Lad N/L være en endelig udvidelse, så at N/k er normal; 

sæt G = Gr(lVI/k), H = Gr(lVI/K) og N = Gr(Ivr/L), da er G ~ H"=> N ::>E, 

svarende til k~ K C L ? M. Lad nu G = U trH være en repræsent.ati-- -- er 
on af G i venstre-H-sideklasser, og H = U~N er repræsentation 

y; 

af H i venstr-N-sideklasser, da er G= U~cN er repræsentation af 
O-r; 

G i venstre-N-sideklasser, hYilket let ~ftervise:s. Og heraf føl-

ger påstanden let. l 
K o r o lla.r . H v i s ()( E K , o g [L : K] = m , d a e r 

( 9) ~1/~(!X) = [NK/k (r~)] m. 

(lO) §.L/k (r~) = m SK/ki...0_L 
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Sætning. 

da er 

Lad ~E K og sæt Irr(~,k) = Xm+a
1

xm-l ••• +a, og [K:kl =n 
----~~--~--------~~~------- ----~---m~~~~--~---

(ll) !iKjk(fX) 

(12) QK/k(C<) = 

= [ ( _1 ) m a l n/ m = ( _1 ) n ( a ) n/ m 
n m m 

-m: al..!.. 
betragte k ~ k(o<) S K og anvende korollar. l Bevises ved at 

Vi betragter i det, følgende en endelig udvidelse K/Q; 
betegner vi Z's helt afluttede hylster i K, og vi sætter n 

R 
VIl 
z 

c 
= 

c 

K 

\J li 
' Q 

Ned R 
= [K:Q]. 

' ' Nu er R enDedekind ring; og ydermere, (da Q er fulcJkom.rn.ent, og K/Q 
' 

altså separabel) R C e.f. fri Z-modul, og dermed (2 er P.I.D.): 
R er en e.f. fri Z-modul. 

' ~ 

Lad W1, ••• ,w-y være en Z-basis for R, da er w.,, ... ,fA.)v en Q-basis 

for K, hvilket let eftervises. Speciel t er v= n. ( wf, ..• , w4(J 
kaldes en hel-tals-basis. 

Vi kan gå endnu videre: 

LadOLl (O) være et helt ideal i R. Da OtS R S e.f. fri Z-.rn.odul, 
' er Ot en e. f. fri Z-modul; lad (w(, ••• ,lUv) være en Z- basis for 

' da er (w
1
, ••• ,w,y) en Q-basis for K., thi: Vi viser først, at 

OLnz t (O), thi er o<E0{\(0), er N(IX)f· Z\(0), N(t>C) = v<t ... cX11,, hvor 

lX =lXf, sa o<2 ... C<m = N(tX)/!XEK, og hel, altså E R, men så er N(~) 

= (o< 2 •• ·tcii'lJo< E OL()Z. Lad ~E K, da er~~ r/s, 

~ = r/s = rN(()( )/sN(o<) = Elem. E Ot /Elem. G Z. 

' hvor r E R, s E Z, og 

F o r O( 1 , • • • , C<r~l K , 

••• ,lX<'l,) som 

(n elementer!) defineres diskriminanten for («1 , 

0(• ctl •.. cx·l~J 
= d e t ( S (~i (?(.d ) ) E Q . 

~ 1\'1 

Sætning. Lad (~f, •.. ,w~ være en heltalsbasis 

~(w~, ... ,cu
111

) i O et for K karakteristisk tal, 

minant. 

for K/Q, da er d = 
kaldet K's diskri-

Por vilk. rx1, ..• ,xllt ER er ~(01: 1 , ..• ,«.") = ~2 d, hvor btE- Z. 
_ill_1 , ••• ,01.1\.,) er hel talsbasis # m. = ::!: l. 

' Bevis. Vi har~~ =g ~l, h-:or g er en (n xn)-Pmt:eix fra Z. Ved 
1 · " · er f (·n A h) · - 1 lt D _\:OnJuc;erln0 as ~~ = =cv l , J_ - , ••• ,n a sa 
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\

IXI(I) ••. O((il 1 
'" 

;,~"] ... J,~·l 
2 

hvoraf tJ. ( 0'4 , ••• , «lll) = (det A) 6. (w1 , ••• ,w~). 
' ' Nu er (o<1 , ••• ,C<,..1 ) heltalsbasis # (cx.1 , ••• ,tx/Vl.) er Z-basis for Z-

modulen R ('9 f1= er unimodulær ~ ~ det !}_ = + l ~ 6,(0(i, ••• , tX~) = 

~ ( w1, ••• ,tviVl), idet d l O, da vi kan angive et sæt med en fra O 

forskellig diskriminant: Vi har j© K=~(~), hvor vi kan antage 
o q Ol ~{r.,\ Q ' 
'V'E-R; nu er '!fi, ... ,'1 rødderne i I_rr(-v·,Q), altså indb.forksk. 

. ( '<l ~.!H-f) Tl ('fg_{1) q_(l))2 .L l og følgellg L1 l ,v', ... , 1J' = . . Z' - 1/1 o r- O. 
l,< J 

Kvadratiske udvidelser 

Hvis [K: Ql = 2, da er K = Q( {ill), hvor m E Z er kvadratfri. For 0<. = 
' 2 2 2 a+bVmE. K er Irr(!X ,Q) = (X-(a+bVm)) (X-(a-bVID)) = X -2aX+(a -b m), 

' ' 'l ?.. ' 2 
IX = a+bfill er hel over Z <=?> 2a E Z og (a -b m) f: Z 9 2a E- Z og (2a) 

2 ' ' ' .r ' -(2b) mEZ =9 2aEZ og2bEZ -=f(f.. =a+bVm=-iz-(a'+b'vm), a',b'EZ. 

Hvis (I) m::::2,3 (mod.4), da er !X. hel (;3 a''2..-b'~m =O (mod.4) ~:;> 

[~ ~ Tf~ 1 L~~ = O # a' == b' = O (mod. 2) # %_ = a+ b Vm , a, b E Z. En 

heltalsbasis er altså (l,{Iii), og d= l~-~~= 4m. 

Hvis (II) m= l (mod.4), da er ex hel ~ a' 2 -b'2.m =O (mocL4) 

a'2--b,'2 =O (mod.4) ~ a'-b' =O (mod.2) ~ O(= !(a'+b'Vm) = 
1 ( • b') b'l+Ym b l+Ym b z' E h lt 1 b · lt " 2 a - + - 2- = a 1 +~ - 2- , a 4 , 1 ~ • n e a s asls er a sa 

(l,~) og d = l: :s~r= m. 
7 

Eks. m= -l. K= Q(V-1). (l,V-1) er heltalsbasis 7 R= 

z[V-i], d= -4. 

m= -2. K= Q({::2). (l,R) er heltalsbasis, R= z[vC2] 
d = -8. 

m = -3 . K = Q ('{=3 ) ; ( l , !+-iz-V-3 ) e l l e r ( l ~i ti r{-=-3 ) e r 

heltalsbasis, R= Z[--iz-+-iz-V-3] = z[pJ, f 3 =l, d= -3. 

m=-). K= Q({-.:5); (l, H) er heltalsbasis, R= Z[\r-5] 

d = -20. Bemærk: Z [V-5] er al t så Dedekind, men ikke 

P.I.D., thi fx er at = fa+bV-5 \a=. b (mod.2)~ et ideal, 

der ikke er hovedideal. Følgelig er z(l/-5] ikke U.F.D. 

(jfr.p.II,4). 

S tickel bergers sætning. Der gælder al tid d := O....Ll (mod 4). 

Bevis ( Schur). Lad COf,, ••• ,w'Vt være en hel talsbasis, da er 

w/'1 
_, · · lV~~~ 'l. [. ~ (itJ (;,J L {J r) (J~~,) l2.. 

/ uJ f • · · u_; (i W · · · l. l• i d -:::;: -;:::: ·- > '' ; 1 M \ 

("'l (r~l (-i1,--),J er li9c (J, 1•· ·)~J tdiqc -l 
lU f .. • IO,l, 
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Lad nu Q~ K~ l'!I, med lVI/Q endelig normal, og lad 01, ... ,Cfot(_{ Gr(M/Q) 

være samtlige a isomorfier af K; for ""C"E Gr(N/Q) er rtr,, ... 1071t 
finder vi f(P+N) C' igen samtlige isomorfier af, K. Da ~ (wJ) - ({.)i 

7 
, 

= P+N og -r( PN) = PN 1 ~: P+N 6 Q og PN E- Q, og da begge er hele, er al t

så P+N,PN EZ, og dermed (P+N) 2-4PN = 0,1 (mod.4) 

Eks. I K= Q(Vm), er il(l,{"m) = 4m = k 2d, hvoraf ~k\= 
1,2. Hvis m: 2,3 (mod.4) må !~d= l , så da er (l,V~~) 

en heltalsbasis, idet (ril øjensynlig er hel over Z. For 

m= l (mod.4) er (l,t+trm) =m= k:Ld, så \k{ = l, så 

(+,t+-ft{ffi) er heltalsbasis, idet det let eftervises, at 
...... 

xi+t(:ffi er hel over Z. 

Da K/Q er separabel, er K= Q(~), hvor ~E:- R. Da Irf(~,Q) har 
<\) ( ',' ••• ' 1~-~ (1Z1 )' 1':; (rz, ti' •.• ' ,.c:;,_' (17 t+fl',) reelle koef., kan vi ordne rødderne: ~ , 

Cl(fl~o~1lt+f\ o,._(!7t+'Ul1"' q_ ~ 
"f· , ••• , '\F .L. reffille og par af konjugerede rødder ·>: '11~ E R, 
i = l, ... , ri {jt(IZttilzt?l = 'l~tUt.t"t-~), i = l, ... , r'2 og n = r, +2r

2 
. 

'2. ~ ~ll'l-1 
Nu er k d = ,6(1,11, ... ,'1, ) = 

l-~ ~ .. (f) .•• ~.~1)111•1 \2 

\1
: ~(nll ~.f>lll IYI-1 = (det ~)2 • 

'f ---1- J 

Kompleks kanjugering giver anledning til r2 rækkeombyninger i !J:. 
Hvis r~ er lige, er altså det ~ = det A, hvoraf (det A) 2 >O, og 

h vi s r 
1
_ e r u l i g e , e r d e t A = - d e t A , h v o r af li ( d e t A ) 2 < O . 

Altså 
sign d = (-l ;)XZ 

IDEALTElllU I H:o. 

Om enhederne i R gælder E E R er enhed «=? N(E.) = ±l (enhed i Z). 
thi erfE' =L, daerN(E)N(E') =l, altsåN(f) =_!l, og +l=N(E) 

ul (~.l _1_ f (?l ton) ' , =f, ... ~:, , daerf.= f""'{i) =t ... f heloverZ 1 '1:t~R. 

Bemærk. H vi s p, q E- Z, (p. q) = f E Z, da er (pR, q R) = fR 

thi f = px+qy, så fR C pR+qR, og PtJ.+q(~ = f (10( + ~~) f-fR. 

Lad nu -tr l (O) ~ære et primideal i ~' ds er Æ\t~, ~ 1-(o), da R er hel 

over Z, og {f n Z er et primideal i Z, al t så, <s t) Z = pZ, hvor p > O 

er et primtal. Speciel t er p r: [y', og dermed pR ~ {( 'J: ~l pR el

ler pH = 1JC'L. 
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Er p l q primtal, er pR= ~1 ···~~ og qR = ~( ···~~, og (p,q) =l, 

så t !f,J1 efl, t OfJ r er disjunkte. Speciel t har R uendelig mange prim

idealer. 

Sæt,ning. ;Lad OL t (O) være et helt ideal i R, da er R/0{ endelip;. 

Bevis. Vi kan (jfr.IX,2) finde a EOLn Z, a l O, og dermed aR SO(_. 
Det er følgelig nok at vise, at R/aR er endelig. Lad cuf, .•. , w ~Vov 

være heltalsbasis, da kan hvert O<.ER entydigt skrives()(= OtW1+ ... + 

at\1wM+a(h1ll) 1+ ... +h41w~), ø:hvor O~ a-l <la~ så R/aR har netop(an{ ele

menter. l 

Antallet af restklasser mod.Q1 kaldes normen af & , og er alt

så endelig. Det betegnes yt (o-L). 

\ 

Sætning. Lad Dt t (O) være et hel t ideal i R, og D<1, ••. dX nc, en Z-

basis for OL. Hvis Ll (0(1, ... ,tXilf) = k'2d, da er /t(Ol) = lld:rt Hvis 

01. = (IX) er et hovedideal, er /L( (tX.)) = IN(O<){. 

Bevis. Lad Wf! ••• ,v..,__ være en heltalsbasis, da er ~~ = ~ ~~, hvor 

det A= k. Iflg. elementardivisorsætningen (p.I,25) findes en ba

sis ( ~1, ... ,(3111 ) for ot og en basis (p1 , ••• ,p.J for R, så at 

(g l = ( m1) fir ' diagonal; 
hvor (m?) betegner en (heltals-) (nxn)-rnatrix med diagonaleleMEN-

terne m1, i :w:" l, ... ,n~ 1 Nu er @l = ~ ~t , fi-'/ :
1 

g ~' hvor det P = -t- l, 

det g= ±l, sa ~~ = ~ (m 1 )~l~l, altsa ~ = ~ (m 1 )g og dermed 

(de t ~ ( = / m1 ... mn ( , men l m f ••• m'-~/ = (R: o-L) = fe (01) . 

Er specielt fJL= ((X), er riX = (h1w{+ •.. +~cullt)O< = h 1 (~tU 1 )+ ... +h<k.(!Xw~), 
så (rx.w1, •.• ,txwllt.) er en Z-basis for (IX). Nu er Q... 

O< (i)wi (t) • • • ex Ulw~f} 

! • ('»l ('VI) (ml 
IX (Ml l{)~ • • . lX rv111 

(oc(4) ••• (X(!J-1))
2 6.(tu1,···,wM) = N(l/\) 29-, så IN(o<)j = ll\:1 =n((tX)).I 

Sætning. 7{,( Ol h) = ?t( OL) n (/Ler-) . 
. . rm f f»? IL fYH f rmll 

Bevls. Det er nok at VlSe' at ru <f( •.• lfll- ) = 7tUf1) ... n Ufn) • 
Her er for det første ?'l:(<ftrvn' ... -lf~~fl) = 1tU.f.tm') ... rtU.:fllrmfl), da 

l 1'»1( l/J ~n N R) 11)1( R J. fWI!l . r-v ( (nf'hl ) R Lft ~· • 1~ = <f1 (i) ..• (:B !'fn . Endv1dere er t 'i ' = 
'rt(~), hvilket følger af strul(tursætningen p.VIII,7. l 

Restklassen fS}mod.D{ kaldes prirnisk, hvis (<.X ,Ot) =R luafh. 

af valget af!>(]. Antallet af prirr1iske restklasser mod.Ol be-

tegnes ep url). 
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Sætning. q;( OL) er Csvagt) multiplikativ;_s:g. Cf?..(O:,L) = 'J'[{ot)~Jl- 'ft(~))_: 
Bevis. v.s. = Cf(O'L) er my.ltiplikativ, da (at,/..~)= (l) rn.edføret· 

1 ltvora. t · 1 
R/Ol,;t9 =R/OL @ R/.6-, altsa <p(alA9--) = Cf(ad Cf~_{.,), og h. s. er op-

m lagt multiplikativ. ]1 ølgelig er det nok a t vise = for {)(_ = 1f . 
Et fuldst.rep. sys t. for de prirn.iske restklasser er nu { lX.;

0 
+a11 J7. + 

• • .+OI'~m-tn,"tH ll(.;
0
t(S1' så ru(»)= (1'{(<-f )-1)/t('tf)m-l = ft({g )· 

(l- 1t.{if)). l 
Opgave. Vi s Gauss' sætning: ?1 (Ol ) = :Ser lot Cf'U9·· ) · 

~ ... 
Lad nu :f l (O) være et primideal, og -<f t) Z = pZ, da er pR = <fOl, 

så '}t(<f)'Y(.(OO = TI(~07) = 1[(pR) = \N(p)/ = pn, så /L(~)/pn. 
Altså 

Sætning. r((t(') er en potens pf (l~ f ~n) af det entydigt bestem-
~ 

te primtal p, som !f går op i. 

f kaldes :tg' s. grad 

Eks. {f er et l. gradsprimideal ~ ethvert tXE. R er ~ 

helt rat.tal (mod.-~), kalrt, da begge er@ R/-!f ~Z/pZ 

' \ \ 

Den kan. homomorfi Z/ {Ofl Z --7 R/lf er injektiv, hvilket let ses, 
l \ \. ' 

så legemet R/<f er en udvidelse af legern.et Z/:ff') Z = Z/pZ af grad f. 

Antag nu, at vi har en fremstilleng pR= if1 ~< .. ~ eg, hvor 

~1' ~rne er forskellige, 1)1 er af grad f 1 , al t så 'r(( Lg.;~ = p f') , da 

er p = i( (pR) = /'(( {ft ft ... ft( ty~)e& = petf1 ••• pegtg_ , så vi slutter: 

l n= e 1 f 1+ ••• +egfg 

' e kaldes 1g' s forgreningseksponent, og primtallet p E· Z kaldes ufor-

grene t, hvis alle e:, = l, ellers forgrenet. 

Dedekinds diskriminantsætning. Hvis p er forgrenet, da er p/d. 

Bemærk. Den omvendte slutning gælder også, men svær! 

Bevis. Hvis p er forgrenet, er pR = tf 'Z ()L • Nu er -tf 2lJt C {\(j{, så 

der findes o< E 1.fDL \ lo'l(J(. Af' OCR f 1.001. følger ~Oi,tXR, hvoraf 
2 l 2 li 2 J 2" J 

pR = <f OL {f ()(. ot R, J: p \O<: , og af 0\ fi if 20t = pR følger p lo< . 
For wER er S(LXlu) = 0<(1\wlf\ .. • + oc(""~}t~' og altså S(o\w)P -

(e<U
1Ll.i1'l+ ... (<X(IYIL./'}'1)p (rnod.p). Da Pj!X2. vil pjiXPuf og også,. PI 

(O<f. 1 \vC 1
' )f, så S(llllV)P -= 0+ ... +0 (mocLp), men da S(O<w) E- Z betyder 

dette at p!S(!Xcv)F og dermed at piS((Xl.U). 

Lad nu w~, ... ,w flt være en hel tals bas i s, så O\ = h 1 W/+ • •• +hiVIt,t.~r· Da p f O< 

kan vi fx an tae:;e, a t Pfh1 . Nu er S (!XLV;) = S ( h 1w14J? + ... +htr~l.VN,I-V,j) = 
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h 1S(cu 1w-j)+ ... +h~ts(cul\tw-j). Da S(P<W'l)-=. O (mod p) får vi ved over

gang til restklasselegern.et Z/pZ, at 

@)~ + ••• + §) S-( ø-· <tt-(LJ---...._1) = @ i = l , •.• , n. 

Da ~ -J @ s~utter fi, at det( S(wdlv;) ) = @ altså at d = 

det(S(WJ({)-i)) f; pZ .• 

Kvadratiske udvidelser. 

K = Q ( {Iii) , m G Z Jcvadra t fri. Lad p E- Z være et primtal, da er der tre 

muligheder for popløsningen af pR: Hvis g= 2, er~= f1 =e~= f 2 = = 

Alt.så pR= <g1/f2 (indb.forsk.) 'Yt(<ff) = ?t((f1 ) =p; p kaldes da 
o~ løst 

fuldstændig forgrcRct. Hvis g= l, er e 1 ~ = 2, så enten er e1 = 2, 

f 1 = 1, pR = <_g 2 , ru !J) = p, hvor p kaldes fpJ.EJ.t J-pfiJfE11if, wller 

e1 = l, ff = 2, pR = ~ er da selv et primideal, 1((pR) = p 2 x p kal

des t,rægt. 

~ ~r_ulige~ l) Hvis p er fuldt opløselie;t, er pR= ~~~2 , f 1 = f 2 
=l; iflg. eks.IX,6 er fill = r1 (~ 1 ), oe; altså m: rt2 (~1 ) og 

dermed også m :r:; 2 (p). Nu er m ~ O (p), thi vi har {rn : r 2 (~2 ) , 

og dermed n ~ r2
2 (p), ae hvis m :::: O (p) ville al t så r/ = r

2
2

::: O (p) 

( ) 
o { t <g,) . ,r:;, 

og altså r 1 =: r 2 : O p, sa at r 1 -= r 2 -::. O _i_<Js "),hvoraf vm::: 

O t 1~1 ) f '): frri = O ( ~1 <f2 = pR), men så ville lfP :.R i modstrid med 
~'- m de fundne heltalsbaser. Følgelig er (p) = l. 

2) Hvis p er forgrenet, er (Dedekind) p\d og dermed p(m. 

3) Hvis p er traægt, er(~)= -l, thi ellers var rn.;::r'L (p), så 

( frll+r) (Vm-r) ::: O (pR) , hvoraf ~t. r t. R i mods t rid med de fundne h e l-

talsbaser. 

Det ses nu, at de omvendte inklusioner også må gælde, altså 

p er opløst. ~ (.@) = l ~:;.;-,~>- (Q.) = l p 
(R) p forgrenet ~ (~) = o ~~ = o p 

p er t.rægt l?9 (m) = -l t:";'!> ( J2) = -l. p p 

~ .::. _g_ • _ l ) H v i s 2 e r o p l ø s t , e r 2 R = Y1 r; , o g m :/:5 2 , 3 ( m o d . 4 ) , 

thi som før får vi frå ::: r1 ( ~), (m :: r 2 ( Vz), og r/= r
2
_
2 

( 2), hvor

af r t -=: r2 ( 2), men så er {ill-r1 = O ( ~1 'Vi = 2R) og al t så frn_;;J1 ( R, 

og de fundne hel talsbaser viser, at m =l ( 4). Videre: ~ :E r (y1) 

-;:::} 1+\frii = 2r1 (2 11) ~ Vm := 2r-l (2 '}'1) -=;> fni+2r-l = (yn-(2r-l)) + 

2(2r-l) =: O (2R) ry m :: -(2r-l) (2R) =7' m-(2r-l) 2 = 

({ffi-(2r-ili))({ill+(2r-lj) -=O (4f~) =9 t(r'l-(2r-l)2 ) =o (Yt) 

t(m-(2r-l) ) -:::=O (2) ~ m-(2r-l)2.::::: O (8) -~") m _ l (8), 

altsad=m:::l (T'1ocl.8). 

2) 

3) 

hvis 2 er fore;renet, er 13[d, altf;ft 

Hvis 2 er trægt, er 2R et priT'lideal. 

d = 0 ( l' lO d . 4 ) , Pl =-: 2 , 3 ( 4 ) 

Hvis D:=. 2 (4), er m::: O (2\ 
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{Mi (rrifrri =O (2R), hvoraf {ID= O (2R) eller 2ER, og hvis m- 3 (4), 

er (l+(nif = l+m+2Vm =.2{ill (4R), hvoraf (l+'Jill)'l.= O (2R), og der 

med 11-f 1 ER, og begge dele er i iokstrid med de fundne hel talsba-

s er. Følgelig er El =.l (mod.4). Hvis m= l (8), viilvle (Vm-l) (Vm+l) 

= O (8R), og altså ~ Vim...±J '<::!O (2R) ~ ~f R i modstrid 
2 :L - 1-f 

med de fundne heltalsbaser. Følgelig er d = m ~5 (8). El 

Det følger nu, at også de omvendte implikationer må gælde. 

Indføres syrnbolet { 

(~) ~ .-~ 
hvis 

hvis 

hvis 

d 

d 

d 

- o ( 4) 

-== l (8) 

=5 ( 8) 

O,l [al t så kun defineret. for d ::: 

de samme som for ulige primtal. 

( 4) J da er betingelserne altså 

l 

Eks. K= a(!J-5), d= -20, R= z[{=5]. Vi har 6 = 2-3 

= (l+MHl-H) primopløsning. (Betragt N(2) = 4 o.s.v.) 

( -20) 2 er forgrenet, da --2-- = O, og 3 er fuldt opløst, da 

(-~O) = ( ~) = l. , så vi har 2R = ~;L, og 3R = {j7/5'i. Hu 

er (3,1+1/-5) divisor i 3, altså =(l), lf~~~;,{_fffi' = 3R. 

Her er (1) udelukket, thi ellers var l = 3r+ (l+ V-5) s og 

dermed 2 = 6r+2(l+M)s = (l+H)t, altså (l+V-5) j2, og 

-<fo~i = 3R er udelukket, thi da var 3jl+ V-5. Følgelig 

kan vi sætte 1f
3 

= (3,l+M). Analogt ses, at (3,1-V-5) 

er =.tf~, lf~', men da (3,l-f-:5)(3,l+H) = (9,3-3M, 

3+ 3FfJ, 6) = 3R, må ":f i = ( 3, 1-Fs) gælde. Analogt fin

der vi ~l = ( 2, l+ V-s), min så er tf2 ~~ = ( 2, l+ M)( 3, 

l+H) = (6,2+2V-5),)+3{-5,(l+V-5)
2
)= (l+V-5), og lfl51, = 

(l-M). Opspaltningen 61-?. = 2R·3R = (l+\{:5)(1-V-fJ) sva-

rer altså til 6R = (t_g]-)( iflS3) = (Æfzt{3)(<f2 !gi). 

Cyklatomiske udvidelser. 
' ' 'lll.i ' 

Vi bet.ragter et cirkeldelingslegene K = Q
1141 

= Q( e ~i]) = Q(~.,), hvor ,, 

~~er en primitiv m' te enhedsrod. Vi her n= [K:Q = tp(m), Irr(~ii11,Q} 
= F (X) = ll (Cl m) _ 1 (X- Y a); Galaisgruppen for K/Q er isomorf m e d G-(l'r11) 

'\'\'1 l - 7 ""11 (-m\ - f ' 
gruppen af prim.restkl. mod.m. l,~, ... ,~T er en Q-basis for K 

lDet ~ fakt.isk en helt.alsbasis, hvilket ikke vises], og for f(~) EK 

finder xvi N k/C~ (f ( 7) ) = n (a,m) ", 1 f ( ~~) . Der gælder 

F~ ( 1 ) = j p

1 

f o r m = pol 

t ellers, ' 
~'YI /l(d 

thi da Lct\~P-Jd) = o for m >l, er ~(X)~·= nd!IYI/Xd-16 = 

nctlm(X~-l)ft~ '~/(~-l)~~d,i .;=. ndl~(xør-f+Xe{<'+~. 1.~X;lJ~~~ så ];'mt(l) = 
n , (~!(~led l. f1-'Øft r1n ~ ,.p ( .t:rl r~ct e :r;r v Ji ];~ ( 1 ) - ( ~ ) / ( .f.LP· l' . J . T ~r- p / o\g 

tJ!M-1 c{ ~ t ":' . ., , ' l ,_. V (, • 
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Følgelig er rn = ndii)'V) F~»"~( l), og da "den påståede funktion" også op-

fylder dette, følger påstanden. Korollar: 

~~ 
hvis m = pr; 

ellers. 

Hvis m = p .y har vi al t så 1'{ ( 1-~m) = p, hvoraf [idet 1{( tJt) = p ~ 
&L er primideal] (l-~~) er et l.grads primideal. For a i O (p) er 

1-~ ogr"'~~-~a. ass"~cie~ede, så pR= n(a,ml~1 (l-~ll) = TIPt.'l!)::{ (l-~) = 
(l-~) r- = (l-~) ' s a (l- z~ har forgreningsexp. e = n' og p er fuld

stændig forgrenet. 

Hvis m ikke er primt.alspot.ens er l- tot~ en enhed. 

Vi har 6( l,~ , ... , ~ 'f(ml-1) = dk 'l. [Her er endda k .i = l J Der gælder: 

Sætning. L1 = .4(1, ~' •.. , ~."1'1-1 ) (og så meget mere d) indeholder kun 

primtal, der går op i m. 

Bevis. Vi har~ = n-5-c:j ( fl1)~ ~{J)) = ±n.;:IJ (~(·i)- ~(d)) = 

t no.1b ,. , (~ -0b). Her er 7- 7b = ~4.(1- 2;ø~~), og yb-~ = Yk, en 
C41m):: 1 w,mlcf- t '2 't tz t. 't t 

k' te primitiv enhedsrod, hvor k l m. Nu er Ndk/Q. ( l-~1() - l, p, s A 

N Vva(l-~k) = N~t4 (N~K;d_k(l-~k)) = NQ'</tl(l-~k)IX = l, pø<., og p{kfm. 
Heraf ses, at NlL\) = n N(fc..-~b) = nN(l- ~o-~t) = nl{N(l-~1\) =pro

dukt af primtal p, der går op i m. Påstanden følger nu af N(~) = 

6frl..l 
Korollar. Hvis p{m, da er pR uforgrenet. 

Sæt.ning. Hvis p{m og pR = lfi ~, me~ ?t(~ ) =. p~1 
, da er f 1--=-

... = f
9 

= f = ord <i)? rnod.m (= ~et mlndste posl tlve talt for hvil

ket pf ~ l (mod.m). 

Bevis.1} Lad t_r1 fpR, '/'{(cyJ = pf'~. R/<f; er et endeligt lee;eme med 

pt1 elementer, så for tX~R(\~1 er {X.p+'- 1 ::;-l (~-;). Specielt er 

y pf•_f :::: l ( ~-;' ) . Heraf føle;er imidlertid t pf>-1 = ~, thi ellers 
f f, f ~H ~ f .j t 
var Lf1 2 (l- ~/P-) ~ n'J=-'1 (l-~)= mR og derned pZ 2 mZ i modstrid 

m e d a t pfTil. P ø l g e l i c; e r p f•4 :::. l ( m o d . r:1) , s å f ~ f 
1
· • 

2j l,~!''' ,~~-f er en 0-basis for K. Iflg. beviset p.VIII,B har vi 
1 1 1}-J-{ , Pr 

for !XE R, endda ,1()( = r 0 +r1 z+ ••• +:r,;.," 1 ~ , hvor aJf-Z. Nu er L\OC = 

( 7 ~v-"1-
1 ) r r r ( p )ll'l -1 ( ) r 0 +r1 '1. + ... +r lVI _f l; ::: r0 + ... + flm_1 ~ pR og dermed 

. p p~ p p fY1 -1 J\ .... p-
6PtXP =. r 0 +rf'l + ... +n.m-f(~P) (~.;). Da u.,r f-Z, er L\:::- .6 ('f.;) 

p- ( •) ' . f" A p_ y.P ~ (~f)ot?-f ( ) og rJ -::.. rd t.g 1 , sa Vl ar /...IO< ::: r 0 +r1 '2 + ... +rm_,1 ~ 2. ~1 • 
2 

heraf følger{).F(cxf)P =- (r6 + ... +rM--t (~f):-i )P:= r/+rf tP+ ... +tL~1 ~ 0/) 41 ·f 
o p~__ p2 · p~ ~~~ -r 

(~-j), altsa !\IX ~r0 +r1 ~ + ... +r.., __ _,(~ J (tf.;), osv ... 

Pf ~;Pt (' p-f )111-f · x ~ 111-f ~ 1\ ( ') 
j~ =:r6+rf't.. + ... +r1'1~1 t/ =ro+r1z+ ... +r""_'7 =Dl(,_ (f--,' 
altså .6i.Xp = 60<' (lf~). Her kaN: er6ri·~;, da p{n, så vi slutter, 

at ()(Pr:;: ex. (-tg:;,). Nu er (~/!f1 )\.(0) cyklisk, så derffindes en 
p f 1 - l - r ~· f> - f - 1 . prini~iv rod_ff H, så ? :;;: l ('f1 ). Da ogso. p =- ( lf; ), 

m8. p f 1 
- 1 ! l -1 9 : f i $ f . l 
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Korollar. Ethvert endeligt legeme kan realiseres som R/ . 

t,hi for m = pf -l, har @ orden. f (mod. m), så i K = Qm er pH = 
tg~···~), da p{m, og 17_(~~) = pf') = pf, altså R/:f1 = GP(pf) 

Bks. ~3 = 3. Q3 = Q(i(-l+N)) ~ Q(N). Vi har pR = :f{~; 
~ (p-) = l, dels pR = 'Lg1 tq?6..-~-) g = 2 E==j f = l (=::=) p= "1 
(3), alt.så c;)= l~ p =l (mod.3), en del af recipro

ci tetssæt,ningen. 

Eks. m = i8. Q8 2 Q ( {2) n = 'f ( 8) = 4. An tag p =- l ( 8) 

da er pR = ~(:f/f?><-fl/, hvor f = l. Hvis (%) = -l, var pR 

et primideal i R, så pR = Lf~~ R. Den kan.hoi!l. R/pR = 
N N Q 

R/~ 1 n R ~ R/!f 1 er injektiv, men da R/pR har 'Y'((pR) = p 

elementer, og R/~{ har pf = p elementer, er dette en 
2 2 modstrid. Følgelig er (p) = l, så: p= l (8)~(p) = l. 

p-1 
I tilfældet m= p primtal viser vi, at l,~, ... ,~ er heltalsbasis. 

Sæt~= l-~, da er det nok at vise, at l,/\, ... ,_AP-l er heltalsbasis. 
. yp-? . > ~ ~p-21 c 

~det L1 = /\(_~'~' ... ''t ·), har Vl for O< ~R, at 6,()(E ~ll, ... , z 3 .= 

Z~l,~, ... ,~P ~' og da d er er en potens af p, kan Vl antage, at Vl 
N . 1\ 1f'- 2 ' . -har p o< = r 0 +r111 + .•. +rp-'i' , hvor r 11 f Z, og lkke alle r ..y = O (p). 

Her må N = O, thi ellers var r0 + ... +rp-'2"p-
2 

-::=. O (pR). Nu er pR = -'f 
p- l p-f . _ . 11. A 

(l-~) = (A) , og hVlS r 0 , ••• ,rit-i -=.. O (p), Vllle r 0 + .. . +rf-_1A 

::=O (~p-i), og r1H 1'A~H + ... +rf-'l:p-l -=: O (')r.fl"H), ~voraf r~P.= O cju() 

og dermed r fl. :::: O (~) . Da rtt (7 Z er r f<- E~ R n Z = pZ. Ved induktion 

følger nu, at alle r~: O (p), i modstrid med antagelsen. 

Nu er d = 6 = Tl oJ b )- (~a- ~b). Her er ytt_ Y b= ~{l- Y b~tt) r'\) 

ll (a,p"i::f {tl1f' -11 ( !)(p 2 ' pt2 'Z 7 p-2 
~, så d::.6N 0 ~,.,,A = _A<p-tl'--{p-1 =~p- - · f"'V p- , altså t.1 = ±-p 

fV. ~ e:;,.t 2 
Da sgn d = (-l)'lt = (-l) 2 , har vi altsF't d = .d= (-ili) 2 p p-. 

Da fri E Qp (jfr. def.) følger det let heraf, at V(-l)f1:i p EQP,p).. 3. 

For f(X) = a
0

+a1X+ ... +a,.,XM.€'. R(xJ, defineres indholdet af f, 

som ''J( f) = (a6 , ... ,aJ ~R. 
Sætning. Hvis R er Dedekind, da er ,J(fg) =<J (f)1(g), for f ,g e-R(X]. 

Bevis. Det er nok at vise, at ['J(f) 1(e;)JR'M = j(fg)HA{.( for alle 

maximale idealer A«. Nu er J( f) R «t = ( a 0 R+a !,R+ ... +a'"'R) R All = a~R4f{ 
+ ... +aAot.RA« = JR (f), hvor vi jo har fE- RJUt[xJ. Det er altså nole 

at bevise sætni1~en for et P.I.D., og det er let. l 

Sætning. Lad K/Q være normal og sæt G =Gr(K/Q), da er 1t,(()t )R = 

T{ cre-G o·( O'() for et ideal O"ti R. 

Bevis. Lad OL = (O<f, ••• ,«""), og sæt f(X) = (( 1X+ •• • + (.)(o\'IXME H[Xl, da 

er J(f) = Ot. Sæt g(X) = 110' (crf)(X)E: K[X]; forCE G er ~g)(X) 
= T[

6
(-r6f)(X) = B;(X), såg(X)EQ(x], ogdakoeff. er hele, altså 
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g(X) E: Z[X], så 'J(g) = aR, med aE Z. På den anden side er J(g) = 
Tl 0~ 1(o~f) = ld cr:J(f) = na (Y(0{), hvoraf \aiiYV = Jl(aR) = f{( 'J(g)) 

= ·nr/fl( o-(m)) = T7~" '/Y( nz) = {(( 01. )1\1.. , sa 1( (O[ ) = l a/ , og dermed 

ft ( Ot ) R = l a l R = aR = n6 a' ( 01 ) . J 
Hvis K/Q er normal, og ij'(pR, vil fYtJ [cr(pR) = pR, og hvis tg'{ pR 

viili ~' / pfR = '}'(_({~)R = 1;1 o-'( -Lf), og dermed tg' = r:f_J for et r:E: G. 

Altså fremkommer de forskellige ·<-g'er, der går op i pR som de for

skellige automorfe bimleder af et af dem. Da 1t(:{\) = /{( (\), er 

f 1 'erne ens for alle A..f-) , og da <,re(l pR ~ (er f-8) !(pR, er også al

le e?' erne ens. Vi har derfor pR = (.<g1 ••• <f~ t?, 'lt (fg-j) = p f og 

efg = n. 

Antag stadig at KjQ er normal, og lad '<:f være et fast primideal 

i R. G2 = [o E G l crtg = lS -~ kaldes "Zerlegungs"-gr~ppen. for -y. Det 

er klart en undergruppe i G. Nu er O"l..J = 0<-g# Cf'1rw = tg z=> 
-l ) 

17 'C E Gz {::'> C"E OG2 . E~ Følgelig er (G:G2 ) = g, og er G= D""f G2 u 

... V~G2 , er pR= (tf.tlf ... Cftg)e, og ord(G2 ) =n/g= ef. 

GT = [o-- <c G/ \fo<~R: O'()(:= 0<. (~ ) } kaldes t.ræghedsgruppen for <.g ; 
de t er klart en undergruppe i G, endda GT ~ G2 , thi for o· G GT er 

o-l E G~; for oc -=: O (<g ) er al t.så O""- liX ::: O ( ~) , og dermed rx :=. O 

(ff-<g) , d. v. s. <s ~ rr··Lg , og dermed ~ = cr~ . 
Vi definerer nu en afbildning G2 --7 Gr(R/-<g) = Gr(R/~ /Z/( p)), 

idet vi for (}f; G2 sætter o(@) = @J . Definitionen er lovlig, 

t,hi@ =@#()(-e.~ (<g)~ ()(lX)=:;;tf(f~) (<s) ·c·.) CJ(®) = iJ(f!}), og det 

er klart en homomorfi. Det kan vises, at den er surjektiv; ker

nen er net.op GT, så vi slutter, at GT ..q G2 , og her er faktorgruppen 

G2/GT = Gr(R/~) = Gr(GF(pf)) cyklisk af orden f, så ord(GT) = ef/f 

= e. 

Gv
1 

= t~ 17~ G l Vt~<r-R: cro< -s: (X ( lg
1) ~ 

Her er Gv
1 

= GT. l'1Ian kan vise, 

t,ore;ruppe. 

kaldes forgreningsgrupperne for -:J . 
a t r"., ..:q G,, , med cyklisk fak-

-.y'H 1 v '.l 

Deru1e proces må stoppe i den forstand, at Gv1 = E fra et vist 

t.rin, thi der findes t.il ~-f e et (j({ R, så cf(rx) f (J( , men så kan 
-

o(P<) ::: -rx ( <gl'll) kun gælde for endelig mange n. Følgelig er 

Gz D- GT = Gv1 l> Gv2 t> ... f:>•E 

en normalrække med cykliske faktorer. 

G ~ G z f> GT f? GV 
2 

C> ••• f> E 
.-~----, ____ _,._.., .• -. --.---·-tit--~· ~.-,,-

,. 8'- _.,. • ' 

Q ~- Kz ~ KT ( KV C . . . . C l{ 

Kubiske kongruenser. Vi betragter kongruensen (f l x!.= a (p), a j=O 
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Hvis p ==-2 (3), er (p-1,3) =l, så der findes k,h, så l= k(p-l)+h·3 
" k(p-l)+h·3 ( h)3 (p) 'fl F t " d f' d men sa er a = a = a 1 g. erma , sa er 1n es 

en løsning oe; ikka andre, thi er "p en primitivrod, og er p f>( ,o 
13 

Cl ') r \ 
løsninger, da er 3rt- ~, 3[!, (p-l), og dermed D(== (s (~-l) 'J: f ' .. ,'y "' 
(p) . 

Hvis p ___ ]:~Jll' og C*) har en løsning, kaldes a en kub.rest, og el-

lers en kub.il{kerest. De kub.rester udgør den entydigt bestemte 

undergruppe 5 p3a/ O ~ a < ~j~ af inde:s 3 i G( p), så der findes 
o-1 c .:.; f'.:_1 -1 

netop ~. For en kub. rest a :=x 3 (p) er a z·:::._· x P ~ l (p), så 

a er ro~ i pol. X~ -lE:Z/(p)[X], og da dette pol. højst har f-:_5.1 
røc 

fd der, må disse være de kub.rester. Altså: a kub.rest # a z ==> l (u: 

Eks. K = 'Q(lf2) ikke normal. IVIan finger L\ (l, o/2, ifi,) = 

-108, så d)l08, og p f 2,3 ~7 p er uiorgrenet. Der er 

nu følgende muligheder: (1) pR = ~(({'2~5 , fl( <q.-)) = P, 

(2) pR = ~(~2, 'l[( {f1) = p
2

, 'lt( ~2 ) = p og (3) pR er 

trægt, J't(pR) = p 3 . 

Hvis p~ 2 (3), har 2:::: k?:, (p) en løsning, så i Z/( p) [t] 

har vi t 3 - 0 = (t- et)) ( trz. + (k) t+ Q{_/) og dermed t 3 -2 = 

(t-k)(tz._+kt+k'2)+pf(t.), hvor f( t) E: z[t]. For t = '?J{i fås 

(lf2-k)( 3/4+k?,{2+k 2
) = -pf((2)epR. Hvis p var trægt ((): 

hvis (3)) ville 3[2 __.l<? ER eller fi+ ~J!- 1-1<~'2- E:: R, imodstrid 

med resultatet p.VI~I,8. Og hvis pR= ~1 -<f2 ~-s( ::>: hvis 

~)), da var ~~~ l.gradsprimideal, så o/2 =r~ (<g.:) n g 

dermed 2 E r? (p), men en sådan kongruens har kun ~n 
'3!:: '31,; 

løsning, r, men af v2 =r(~)) følger v2 =r (pR), igen 

i modstrid med p.VIII,8. ]1 ølgelig er pR= l.Rf(f2.' hvor 

f 1 = 2 ' f2. = l . 

Man kan tilsvarende vise, at hvis E ~l (3), da er p 

trægt, hvis 2 er kub. ikke-rest, og pR = ~(r2 ~S' hvis 2 

er kub.rest. 

S1iTNINGER FRA Gl:ONI'~'rRISK TALTEORI. 

lYiinkowsky' s Gi tterpunktssætning. Lad Jh ~R riGvære en 

konveks syrnmetrisk mængden med v(J1) > 2CV0, da findes mindst et fra 

O forskelle:i.:_g_t gitterpunkt i J1. 
2p1 ~ 

Bevis 0•1ordell). Ved hyperplanerne x 1 = t , ... , xr.t = -t , P1 , ... , Pfl,\ 

c Z icl:nddeles rummet i terninger med volumen (%)rvv , t E:-1~. Betegner 
9 IP{_ 

JV{(t) antallet af hjørnespidser fMJ , vil M.( t) (t;_) ~ V(J2J for t~) 
' . , Atl ( 2 'H 11.. 

O()' s a for passende t = to er lflg. 1 oruds. yrl_( to) r) > 2 : 
() 
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JL( t.o) / t:. 
(}L 

(p1 , ••• ,pt\t) bestemmer et af de 
fiV 

t 0 n-tupler af restklasser mod.t 0 , 
l , " 

og da ._;!{( t 0 ) > t 0 findes o<' = ( 
2 PI 'lp,.,) n 11 - ( ~ ~r, 

(> '-'o 0 tt -t , ... , ~ E LJLJ, og rx - Ji , ... , -
t:.tfL, så at o<.' llX'' og p.'= p'.' 

-, li - ,? /1 ? 
(mod. t ) • Nu er t(es,' -~ 11 ) E , og 

~ ( 0< ' _f;, 11 ) = ( p, -Et , . . . , P"' -p'I! ) e r 
to "to 

et gitterpunkt l O. J 

Minkowsky's lenearformsætning. Lad 

L1 (,!) = a 1 f x 1 + ... +afM xM.-

LIYI(,!) = atn 1x 1 + ... +a/)?ll1xM..-

være n reelle linearformer i n variable, og antag D = det(ai ) l O. 
Hvis/\ 1 , •.• ,~1'11 >O, og /\ 1 ~m 2-)n/, da findes et gitterpunt:t h,#O 
så IL1(h){ s~1' i= l, ... ,n. 
Bevis. Lad E > O, og lad .Jt være mængden af de x E Rf'r\.. for hviske 

! L 1 (,!)l ~ ~l +f, jL2 (,!) / ~ ~2 , ••• , j LI'(!(,!)/ ~ >\.,, , da-er J1 konveks og 

symrnetrixk. Ved E -7 (L 1(,!), ... ,L~(,!)) vil SL afhildes på et pa-

rallellepipidum [-~1 -f,~f+f]x.[-~,A21>< ... x[-J.Ql,/\I}J, så V(J)J{nl = 
2(~1 +E)(2'A2 ) ••• (2~ 11t), og altså V(Jb) > 2'l'"L: 

Lad nu først E-1 > O, da findes et gi t terpunkt h l Q, så at /L 1(h)} ~ 
E1 + ~1 , j L 2( h) / ~ ~;:~, •.. , \LwJf~) ( ~ ~rrv' og der kan kun finde s endelig 

mange sådanne, og det er kalart (!), at der for et af disse må gæl-

d e l L1 (h ) { < /11 · l 

Ninkewsky' s linearformsæt.ning. Lad L f, ... , LIVe være komplekse line-_ 

~r~ormer, så at,_ L1 E~LJl og antag D= det(aiJ,) = det(L?) l O. 

Hvls ~ 1 , ••. '~!11 / O, sa at. det for komplekse J.j er gælder at L-? = Ld ~ 
~~ ="Å~ , og A 1~n1 ~ In l, da findes et gi t terpunkt h l Q, så at 

n,;(hn .u~_:_ _ __ 
Bevis. Antag L1, ... ,Lfl1 er reelle, La,t 1 = Lrz,t2.., ... ,L 121t.2Rrf = 

Lfl1+2.lt:L (så n= r 1 +2r2 ). Lad L~ = Ltj , i = l, ... ,r1 , L 171~i = i(L~t-f+L~11' 
= 9(e(Lfl1t- 1 ) , L rz,+2 = ~(L 14 t 1 -Ln.1+2 ) = 1m(L 121 .H), o.s.v. og A'?= 1~7, 
i = l, ... ,r

1
, '.)..~ = A5/{2,- i = r1 +l, ... ,n. Vi har nu 

LJ ·l Lt 

L~t 
L~~+l 

' Ln~t2 

·,, -r: :1\ 
·--~·--'"-

< '\ ' =- J\, 
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'\ ··~ ~n additiv vektorgruppe l ~ R kaldes et gitter, hvis der 
' findes r ufafhængige (over R, altsii r $. n) vektorer, ~ 1 , ••• ,fi:.IL, så 

i\= ~h1Al + ... h'LAQ ( h1 E zl. 
Lemma. En additiv vektorgruppe /\ ~ rt' er et gi t ter # (\ er diskret. 

c '% ( ~= ethvert begrænset arnrade ~ R indeholder kun endelig mange vek-

torer E 1\ ) 
Bevis. 11 9 11 oplagt. "~~-": Induktion efter r= dim !\ ( 0: et maxi

malt antal uafh. vekt.t:/\): r= l: Hvis (O) C 1\ findes en vek

~or A l O med mindst mulig norm ~ ~' og en velkendt slutning viser 

nu, ~t/\-= thfi:. \ hE-Z~. r-l---7r: Lad 1\ være en diskret vektor

gruppe af dim r, og vælg et maximal t antal uafh. ~ 1 , ... ,A 12 c !\. 
Sæt U= fx,1f2..1+ ... +xf) __ 1 f2. 17 _.1 ) x.jE.R~, da er un/l en diskret vektor-

gruppe af di m r-l, så de~ findes ] 1, ... , ~ /2- 1 E: U n!\, så a t U n/\ = 

[h1~ 1 +, • • +hrz_ 1 ~/L- 1 t h-J E: Z~. Nu er ] 1 , ... ,Bil-_ 1 ,~n uafh., så hver , 

vektor ~E-/\ kan entydigt skrives~= x 1 ~ 1 + ••• +x 12 _ 1] 12 _1+yf2.1(, x?,.YE-R. 

}bed ~ ---7 yfi:.!!:]_ bestemmes derfor en homomorfi ep : i\ -~ ttAr~J t e::- Ri-, 
med kernen ep (Q) = U()/\. ep( 1\ ) er en additiv vektorgruppe, og 

diskret, thi er Y Ar#= f(~ ) E q; ( !\), og (y j ~-C, har vi Y !l~= 
cp(x1]1+ .. . +xQ_ 1 ~fl--1 +Y~rJ = Cf'( (x1- [x1 J )]1+ .. . +(x~-1- [xft-t 1 )B 1?.---f+yAIL) 

= cp(z 1~ 1+ ••• +zl?_1 ~rz- 1 +yA'l..), hvor z 1 B1+ .. . +Zn-t ~il-'! +y!l 12 E-/1, og Z.J E-
CO, l [ , y E [-C, C], men der findes kun endelig mange elementer i i\ 
med denne egenskab. Og dim o/ ( 1\ ) = l. Følgelig findes A = YA12_ E: 

~ ( !\ ~, s å a t er ( 1\) = l hA 1 h f z ~ . 
~ad A = ep(;~), hvor B E-!\, da er ~ 1 , ... '~Jl~t ,B en Z-basis for 1\ , 
thi for ~E /\ er q'(~) = h~ = hep(~), så at L-h] E Ker Cf = U n !\ !) : 

L-h~= hl]1+ ..• +hfl-1l2f?-·1 . E 

'--

lviinkowsky's diskriminantsætning. Hvis K/Q er endelig af grad n> l, 

da er \dK/QJL(-~~ 
Bevis. Antag først n = 2, s<i K = Q( Vm). Vi har set, at d = m, 4m 

for m ~l og m~ 2,3 resp (mod.4), så ]d\ =l indtræffer kun for 

m= l, men så er n = l. ) 
r .._ Q /Hl) ~(~, 

Lad K = Q(11'), lad !1' , ••• , '/J være de r 1 reelle, og lad der væ-

re r 2 par af komplext konjugerede, r 1 +2r2 = n, konjugerede til ~. 
Vi kan antage, at r; +r2. > l, thi ellers var enten flt= l, r 2 = O) n 

= l, eller r
2 

= O, r 1 = l, så n= 2, som vi har behandlet. 
' (-i) 

Lad cu1, ... , tV~ være en heltalsbasis for K/Q, og sæt L i (2:S) = w 1 X1+ 

..• + lO'l~1\m for 2S: ~R , i = l, ... ,n; f vi finder da f det L~ l = 
/det( lU/?))/ = {Td7. Antag nu, at !dl =l, da er også {ctet L.JI =l. 

Vi vælger nu ?--..1 :>O, og afpasser )1.':!, ••• ,)n
1

, så at forudsætningerne 
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i linearformsætningen er opfyldt, og så ' 1 ••• ~~=l (dette kan gø-

res, da r +r l). lt~ølgelig findes et gi tterpu_nkt h l Q, så 

\ \ 
' . . (7) (?1 

L 1• (h) .{ A.,, l = l, ... ,n. Vl har L'J·(h) = h 1 l.o 1 + ... +hlktv.. = 
- - ' (-i) {~) - ''L T 

(hwi + ... +h'\<ttq,J =fX. , hvor O(= h 1t.ut+· .. +hll{.lutU-E:- R\(0). Da N(()() 

l O, er 

l ~ /r'J(t><) l = n /ex h) l ~ n~:, = l' 
så at = gælder hele 

speciel t /o< (i) l = ~ 1' 

thi væl~er vi fx Å1 > 
så \cx 1')! = ~1 ( jcxl1) l 

vejen, hvoraf lo< (-i)/ = ~~, i = l, ... ,n, og 

Dette kan dog ikke være rigtigt for alle ~ 1 
O transcendent, findes intet ~(1 ) helt over Z 
= Vo<.ltli(11 er jo alg. over Q) l 

' Korollar. I enhver endelig udvidelse K/Q af grad > l,findes for-

grenede primtal 

iflg. den ubeviste del af Dedekinds diskriminantsætning. 

IDEALKl.JA00EH 

Norsomhed. Der gælder'-al tid )dK/Q / 2.. 3 iflg. Stickel

berger. (lvien for K = Q(\(-3) er l dK/Q \ = 3) 

Lad K/Q være endelig, lad ~ være gruppen af brudne idealer i 

R, og lad d( være under6ruppen bestående af hovedidealer. Faktor-

gruppen J/Bf kaldes idealklassegruppen. Den til JC hørende 

ælDTivalensrelation er ot rv~ ~-9 O'l/c;_-lE 'd(~) ]ex E- K*: 0{ = ~&-(rx). 
Enhver idealklasse ( O: en d{-sideklasse) indeholder et helt 

ideal, thi er 0( l (O) findes dE R, så d Ol er helt, og 01 rv(d)O(. 

J!~or hele idealer er Ot rv /l~ ~~~ J O( , (~E R\( O): (ex )Ot = ((1.) tfr. 
Opg. (t{ "-l ,G 0 0(, .t er isomorfe R-moduler. 

Index (<:f:'J{) kaldes klassetallet (og vil blive "betec;nei:!' h ) . 

Sætning. l) 

Endda: 2) 

~ {fdl. 

Hvis K/~ er endelig, da er idealklassegruppen endelig. 

Enhver idealklasse indeholder et hel t ideal tf.: med 'n.( .c' ) 

Bevis. 2) 7 l), thi der findes kun endelig ~~hele "L , med 

n(,(7) ~ (fd{, thi da IC'/?( (C )R (Vi har jo ~= 7l(tC"')·{j) = 

O i R/C '): ?((;(;')==O (IC"') ) , og ethvert fast helt ideal har 

kun endelig mange divisorer. 

2): Lad b E J!Ef( , og lad Ot .. f t; -l være et hel t ideal. Lad cx1 1 • -·,t< fiL 

være en z-basis for OL og sæt L? ( 2S) = x1 ()(/~) + :_ .. +Xfli-0/?) for x E:- R~ 
i ~ l,. ·;>_!1· Vi har (ctet 1; / ~ .{det(~~)~_L(~.~".J {~(CX1, .•• ,o<~) / = 

IV 1(.(0t) 2
d (= ?[(OZJ {fciT. Sæt ~~ = M(1~((1() vrar' da er n~J = jctet 11\ 

så iflg. linearformsætningen findes et gitt~fpunkt h l Q, så \L~(h)j 

~~.). Sættes~= hfl>(f + ..• +h'ILo<rrtf (J(, er~[? = L?(f.l), sa /~t?)l :::( 



~r~ 1"C( uL ) Vfdl ' 
Da (~) ~ ot , 
og af l N(~){ 
{id(. l 
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og derEled \N(~) l! tl(01 2f dl. 

er (~) = ()l.,f:; da tne1; , og (~) E~C 
= 'l'G(~R) = rt( O~)n. (IL) f: r[(OC) {id! 

=(],er CE1;, 
følger ru ;L') ~ 

Eks. Den diofantiske ligning xP+yP = zP. 
e r ( x+ y ) ( x+~ y ) . . . ( x+ ~ P -f y ) = x P+ y P = z P . 

vist: Ineen løsning, hvis pfh = kl.tal 

I Q(~)= Q(l~ 
Kummer har 

Q( e~ ) • 

E k s . K = Q (Q ) . d = -4 ' {Id/ = 2 '/t( C') = l =7 tG' Nl o g 

r-L(t:) = 2~ c{ 2R = fgz.12 
, og da N(l+{-l_) = 2, er ~'l= 

(l~) N l, og altså tf"c-.Jl. Altså er h = l, så R = Z[V-J 
er et P.I.D. 

K= Q(f]). d= -8, {id! = 2,8 .... 'ft(tL.) =l PCrvl 

og 't'l( iL) = 2 =P (som for m = -l) C r0 l, al t så h = l, 

så R= Z[V_:2] er P.I.D. 

K = Q (0) . d = -3 , d = l , 7 . . . ~~ ( ;(" ) = l =9 1[--:' N l ' 

så h= l, og R= z[i(-l+f-3)] er et P.I.D. 

K= Q(N). d= -20, d = 4,... rt(c:) =l==? 1(;'.-0 l 

, f{ (C ) = 2 <:-~ c/2R = u;} , og ~ er ikke hovedideal (l), 

så ![;'..v t 4z_· 1'r.. (;f:') = 3 ~ c/3R ~ <f:?. ifs. ~3 er ikke hove a
ideal, men 'f3 ,.v<g

2
_ , thi ~2-~3 = (1+0} r-V l, og ~2'2. = 2R= 

2R cv l, så YJ? r0 ~'l <f = ~ ( ~2 ·lf3 ) rv <f· , al t så tf;' rv t 1 
'Y[( <r' ) ~ 4 =)v ~-fJ 4~ 3~ tg,~ 

2 
il Æ.' .-J t~ . Pølge lig er ~a 

'"'{·~ l \t h= 2, og R= zf-5J er ikke P.I.D. -

K = Q ( r-:·6 ) har h = 2 . 

D e t v i s e r s i g , a t Q ( {.:.i ) , Q ( (- 2 ) , ([( {~--3 ) , Q ( V1
- 7 ) , Q ( 1/ -l l ) , 

Q({Ig) ,Q(V .:..43) ,Q(V -67) og (~('/=f63) har h= l, og at der 

højst findes 6t mere m ~ O, så ~(Jci) har h = l. 

Han kan vise, at h = h( m) c-) M for m -~ -r,J. 

Sætning. Lad K = Q({~), m< O kvadratfri, da er h lige ~=-'> d 

indeholder mindst to forskellige primfaktorer. 

Bevis. "4=· 11
• Vi viser, at der .findes ()f r/-~ l, så O'l '2 r0 l. Vi har 

d= 4m for m= 2,3 (4), og d= m for m~ l (4). Hvis 2jd, er altså 

d = 4m, så 2H = <R22... , og <fz er ikke hovedideal, thi 2 = N (x+ {rny) = 

x2 +\m/y2 har kun løsninger for !ml= 1,2 .9: d = -4,-8, N:xx som ik

ke indeholder to forsk. primfaktorer. Og hvis 2{'d, er d = m, så 

der findes p (m, så p <. l m{ , men så er pR = (~/ , og ~p er ikke :ø:ho

vedideal, da p = x
2
+jm/y2 ikke har løsninger. 

11
. )!'. Indirekte: Antag d kun er delleligt med et primtal. Hvis 
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dette er 2, er d = 4m, og m = -l,-2 i hvilket tixlfælde vi har vist, 

at h= l ulige. Ellers er d= m= -p, og p~· 3 (4). Vi viser, 
'z, - - -

at (Jl rv l ~ DL~l. Nu er OL{){= IL(ot)R ~= Q-{_(j):(_ru l, hvoraf ot x 
'2.-

N en {}( = OL( Q-LO-() n.> O{ ' al t s a (Ol )Ot._ = ((3 ) OL ' (J., ,(3 e R......_ ( o) . Da 

n ( ()i_) = 71 ( (){ ) , e r N (O< ) = rt_ ( rA ) = ~. ((5) = N ( {S ) D: fX~ = ;3(3 . V i 

kan antage, at K. +(3 l O (ti ellers kunne vi erstatte ($ med -(S). 

Sæt tC' = (CA+~)(~-) Ot, da er .i] = (~+{1)(/2,)0-[ = (WjS+~)&{_ = (fi(5+rxri)o-{ 

= (fX+~)('&<. )ot = (o<+~) ((3)ot = l[; , og vi skal blot vise, at tC" r-v l. 

Der findes et forgrenet primtal, nemlig pR = 'J? 2
, så vi har il- = 

rh Q .lfl b1 .W b,' OJ C f - ll - bl -lO b: !')f (!. 
1-" :11 J1, • • • f • • • og dermed ,c= 'f; ~f Jf • • • -+f • • • Af C= 

_ opienr~c rcege " '/-..a - b1 (H ~ 1 tf~ følger nu, a t b 1 = b; , . . . men s a er tl. = ,_, ( <;f1 {f t ) • • • -n ... 
D_f1 er trægt, og derfor hovedideal,... ~t'~ = 7[,( {[' 1 )R er hovedideal, 

... , og da X-:P e Q(V-=-i)), er f; = (H) et hovedideaLl 

ENHED0GHUPPEN 

Vi har K= Q(~). De konjugerede nemmereres, så at 
c;,tn,+u,) Q(t;>tW) CL, (nt1· Tlz·h1. \ 

er de reelle, og v 1!' = 'V l {. a ~ r 2 er de r2 
par af kompleJcst konjugerede; n = r,1 +2r2 • 

Vi stiler efter 

Dirichlets enhedssætning. Enhedsgruppen er direkte produkt af den 

endelige cykliske gruppe bestående af enhedsrødderne i K, og r 1 +r
2
-l 

uendelige cykliske grupper ~= der fines E.R. ~eK, og r= r 1±E2=l_ 

enheder E-t , ••• , E. Ib c R, så a t enhver enhed E entydigt kan s kr i ves 

t_ = ~},Q·r .. . t.ll.Ct;t, a mod. ord(~). 

J.i'or r 1 = l, r.2. = O, er K = Q, så E = {1,-lf; sternr.1erl For r 1 =O 

= O , r2 = l , e r K = Q ( (in) , m < O • l<' o r m =: 2 , 3 ( 4 ) , e r ( + , fri) h e 1-

talsbasis, og x+yVm E E ~ x 2 + !ml y 2 = l; for lm l = l er al t så 

E = h ' -l ' F i' - v= i L o g f o r l m l > l ' e r E = .f l ' -l·~ ; s t e l'lm e r ! 
For m ·:~'l (4), er (l,~(l+(ill)) heltalsbasis, og x+iy(l+Vm) = 

i(2x+y)+~yfrn = i( a+ bl~;) r;- E, a+ b E- 2Z ~ 4 = a!L+ {m/ b2., for /m\ ) 4 

er kun (a,b) = (t2,0), så E= \l,-11 og for (m/~ 4, er m= -3, 
( b) - (+2 o) ( b) - (+l +l) ., "L'- >1 1 1+r3 -t+f-:'3 -·t-:V::3 t-Az a, :- _ , , a, - _ , - , s a ~ L , - , ~, ~-2·-, ·- ·~ , '2 ~ 

= te~~ . s{,c·frHr1Cr.! 

Vi kan følgelig antae;e, at r1 +r2 > l. 
(')' Lemma. Til C >O findes kun endelig mange hele ~E-R, så /~ 1 le for 

alle i=~--·~ 
Bevis. Sæt f(X) = (X-~(-t'i) ... (X-~(th))EZ[X]. Vi har f(X) =X~ 

_M- l _ ., l l l H l ( <>1) l l a i1X + ... +aM , a 7 E Z og a 1 = - ~ - ... -? 1 .i nC, ... , ) ad = 

l 'C! ~z111r) ~~·!!, __ )/ l' (n)C ··d f. d L ? ... 7 " ~ j , • . . sa er ln es kun endelig mange 

f(X) ~z(x], der opfylder dette, og der~ed kun endeliG ~ance ~ .f 
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Korollar l. Enhedsrødderne i K udgør en endelig cyklisk gruppeæ 

Bevis. Ji'or en E.R . .j E K gælder \~c->) l = l, så der findes kun en

delig mange E.R. i K, og da disse således udgør en endelig under

gruppe i K~ er denne cyklisk.l 

Korollar 2. Hvis E R o \~(-l\ l = l, i 

Bevis. Da \(~t)(<i), = !(~l·H)t( =l, er 

iflg lemma, hvoraf påstanden l 

E.R. 

endelig 

lVI l h)/ 
Lad E E R være en enhed, da er N( [ ) = ±l, eller Tl-i:::·f f. = l. 

0ættes dt = l, l~ i~ r 1 , ct 1 = 2) r 1 < i ~ ~1-tj kan dette slcrives 

nOttil2 l r: h)! d? = l eller 2 

1::::: ·f "'ll1tn.2 l (?) l (.:+d /..,.;= 1 d;log E = O. 

Ved E --y1:_(E) = (log lf(tll, ... ,log l E(l'l 1+fl2-1)l) defineres nu en af-

bildning i : E -7 R n1t 112-l = RIZ, og ~ er en homomorfi. Endvidere 

er {(E) en diskret additiv vektorgruppe i R/Z., thi ethvert begræn-

set -område i Rn_ indeholder kun billeder af ['er med l E(-i) / , i = l, 

... , 11 +r2 -l bee_;rænset, og dermed iflg. (*): l E (t)' \, i = l, ... , r
1 

+r2.. 

begrænset, og dermed også lE(~) l, i= l, ... ,n= r 1 +2r2 begræns~t. 
Af lemma følger nu, at mængden af desse E'er er begrænset. 

·f(E) er følgelig et gitter\ af dim p$. r= r 1 +r
2 

-l, så ((E) = 

[hf f_ ( f 1 ) + · • • + ~ h ( Ef'.) / h ? f Z L ~v o r t 1 , . . • , c .P E- E . I f l g . ( * ) o g 

korollar 2 er Ker :f: = [E. R. E. K 1, al t så cyklisk iflg .. korollar l, 

frembragt af E.R. ~f K. For f E E, er {(c:) = ~ ((F1 )+ .. ·.+h -f..(~) = 

f_ (f 1 ~1 . .. E fhp) , hvor h) E Z er enytydige, og dermed E = ~a{-1 ""'-1 • •• t ~ 
og a er bestemt mod. ord~· f 
I Enhedssætningen manc;ler vi nu blot at vise, at f = r = r

1 
+r2. -l. 

~i ha~ f.~ r, så d_et er nok at vise,. a: der findes r enheder tf, ... 'JV 
ER, sa -[(E 1 ), ... ,{(E~) er uafh., hvlliet er ensbetydende med 

det(loglt·CO/)·. _ 1 l O eller at 1 l,J- , ... ,r . 

d t log \E/f) l d/L log l E:/rt) l 
l o. 

Først 

IVJ:inkovrsky l s determinantsætning. Lad A = (a .. ) e uK (in' så at a .. < 
-- = --lJ n- - lJ--

0 , i l .i , o e 2: j~ 1 §:r j > O , i = l , .•. , n~ e r d e t ~ ~ 
Bevis. Indirekte, da fin~es E l Q, si't at fi1 = ~ . Vi kan antaee, 

at mq,x \x~/ = l = x.y, men sa er O = 
1 

= (x1a'll1 + .. . +xv-1 av~v-1 )+x']!a,;+(xit~ a'))'!lt1 + ... +x,l-t.a'V~ 
Vil VIl 11 Vr: VIl 

L (-ia'Vd-·. ·-la-vi'V-f l )+ av +(-lav,vt~ l - .. ·-lavrvtP 

= a 111 +. · .+av/v--1 + av + cLv
1
v+-\+ .. . +aV'"G > O,modstrid. l 

n 
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Iflg. determinantsætningen er det nu nok at vise, at der findes rfL 

enheder E1 , ••• , ['L, så \E~(~) \ > l og l c:, (d) \ < l, i -J j, i = l, ... , r, 

j = l, ... ,r+l=r1 +r
2

, thi da følger påstanden v.hj.a. (-=!<). 

.L 

Lad nu w" ... ,tVIIV være en hel talsbasis, sæt ~ = i/yld!: = (dl 
2

1\\.,, 

lad Yt, ... ,rJ..te- R\( O) være de endelig(!) mange ikke-associerede hele 

tal, for hviiklte 1'(('Y~) ~ {!dl Sæt ~1 = max~ 1 v 1%-tTI . 
. , 'V\. , o l , - f/l.. i n7L... l 

T1l ~E:C, sa t 1 , .•• _,tn1 E-R, trz.Ht = t 12it-n2 t-o.J,~a~ L2_, og liv? =l 

sættes L 1 C~) = t-jl.tJ/'>)xt+'.)'+tt~~-l)x/1\.., i= l, ... ,n, ~E-R~ Vi 

har \det. L:, l = l det (t.; UJ/'l ) l = \n t 1'ffil1 l = {Id!.= n
1 
~ , så iflg 

linearformsætningen findes et gitterpunkt Q -J Q, så at jL1(h) l~~, 
i = l ' . . . ' n ' e l l e r l t.1 l {i) l ~ A' h v o r r = h f IV t + . . . +h"" w~ E-- R\ ( o ) . 
Nu er /N(r){ = n11(?q = nltt/('ll~~~~ = \fidi:eller r{(.j?,~ffdi, 
og vi har r associer:-et n:ted r')) , . al t så r = f, r k, og l t1 E <1 r d'~) / ~ 
~ , og dermed \t,.;c(r:~'l. ~ A/ly,.._t'l) ~ ~1. Alt.så til t har vi fun

det en enhed E , så at. !t.;, E())\ ~ ~i .. 
Lad nu l ~ i ~ r = r 1 +r'L -l, og vælg 1 = (t f , ••• , til\), så td = 2 ~1 
for j -J i (og evt.. for j -J i+r

2 
, hvis i 7 r 1 ) , og afstem t 1 (og 

evt. t;1-fl2 =t~ 1, så at n..;\t .. JI =l, da findes en enhedc-j' 

så lt~E 1 {~)l ~ A1' eller l f.-J(~) l~ ~1/t~ = i< l, for j -J i. l 

Hermed er beviset for Direchlet.s enhedssætning fuldført. l 

Eks. K =Q((ffi), m> O. r
1 

= :2., r
2 

Enhedsrødderne i K er ± l, så E = 

x+yVmE E~ xQ -myQ_ = +l , altså 

=O, r= r 1 +r -l= l. 

[±E.h.\hE- z1, ?nen 
Pell's ligning. 
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