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KAPITEL I GRUPPER

En ikke tom m&ngde,?(, i en gruppe Q@,’) er en undergruppe, hvis
a,befl = ab_léQ(.
For en gruppe,(g, er é-: %héwy)b/ggOJ: hg = ghﬁ en undergrup-
pe, kaldet?]'s centrum.
Eks. Pind centrum i GL(2,L). Vi har (% b)( ) = (g 2)

0 1ly,a by, _ ,c d a% .
0g (l O)(c d) = (a b)’ s§ at é . Endv1dere
5,

er (200 = (3D os (5.2 a) = < i

7% 4G N{<Z, saat 2 = {eb |aeLt.

altséd

For undergrupper, 7( ’?Cd , 1 O} er 7(0?( en undergruppe, hvori-
mod DCN)%& er en undergruppe, hvis og kun hvis W} 9( eller Xé 7@

For a ¢ defineres a® = e (neutaralt element), og for n 2 1
induktivt a = aan_l. For n > 0 sattes a @ = (a_l)n. Vi har poo-
tensreglerne (a™)™ = a™ og a"a™ = a™ hvorimod (ab)™ = a™p®

kun hvis a og b kommuterer.

Er ® en vilkadrlig delmengde, betegner % den mindste under-
gruppe, der indeholder ¥. Vi har & = & ( = $e$), og & =
{sfw "'SQ?Q /s7,...,S”FQIA n,,...,nugrif. @ kaldes den af .
frembragte undergruppe. Er specielt & = §g§, bliver J = §311,116 Zf,
som kaldes den af g frembragte cykliske undergruppe.Der kan ind-

AN

treffe to mullgheder: 1) alle elementerne gn, ne¢ Z er fordkellige.

eller 2) Der findes m< n, s& at gn = gm, men da er gn—m = e.

o

Lad h vere denmindste positive eksponent, for hvilken gh = e,

da er (g) = ggn4 ne Zf = %e,g,gg,...,gh_lf. h kaldes g's orden,
0g g = e hfn.
En gruppe % kaldes cyklisk, hvis der findes g(fj s8 at<ﬁ g).

Det ses, at en cyklisk gruppe er abelsk.
Setning. Enhver undergruppe 1 en cyklisk gruppe er cyklisk.
Klart!

Tilfojelse. Hvis Ol er af den endelige orden, n, da har forskel-
lige undergrupper forskellig orden, og til hver divisor d i n, findes
netop en undergruppe af orden n.
Opg. 1) Vis, at a og a~! nhar samme orden.
2) Vis, at ab og ba har samme orden.
3) Vis, at hvis alle elementer g # e har orden 2,
da erfj abelsk.
4) Vis, at hvis‘ﬁ har netop ét element af orden 2, da
ligger det 1 centrum.

5) For undergrupper,g(,ﬁ<, iﬁq gelger: j@%f er en under-
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dergruppe 'K = KX (&K= {hk)hé% og ke 7‘?%)

Lad(g“v&re en gruppe, 0 gﬂgCﬁ en undergruppe. For a,begg sat-
tes a<y b & a” 1 ¢ %. ¥ er en akvivalensrelation, kaldet ven-
stregkvivalent med. < giver en klasseinddeling af 0| i klasser
® ., = gxeo(ﬂa?}cz. Da a b &9 bealog ac DU & ak = b, er
@)V = a¥.

Er A endelig, er klasserne endelige, og vi finder: CU'S orden

= (ant. af klasser) * 's orden). Specielt fas:
En gruppe af primtaltsorden er cyklisk.

Tilsvarende indferes ‘g’ 0g hojresideklasser.

Er @ endelig finder vi ord(qp/ord(?o = ant. af v.-sidekl. =
ant. af h.-sidekl., som kaldes Y's index i OJ og bhetegnes (g:?{),
altsa

0}:00 = ora( )/ord (X))

Velges for hver v.-sidekl. en reprazsentant ab,t,c I, da er Cy;l,

t¢ 1 er representantsystem for h.-sidekl.

Sztning. PFolgende betingelser er mkvivalente (med ovennsvnte beteg-

nelser):
I venstresgkvivalens = hegjrezkvivalens
I1 V’_harmonerer med ° ( er en kongruensrelation)
I1T 2 harmonerer med °

—H —
IV x Mx € H for xE MO

v ox Wx =9 for xe¢f.

og en undergruppe, der op%ylder én af disse betingelser kaldes nor-

mal eller invariant, og vi skriver (M.<jgf

Eks. I é(: GL(n,L) er i = gérdet A = l? en normalde-
ler. Sideklasserne er mengder af matricer med sam-

me determinant.

Nyttig er folgende trivielle
Setning. Hvis (LX) = 2, er ¥ normal i0Y.
K - ¢

Hvis %‘ﬂCU kan vi ved @QQQ:: éE) definere en komposition i
mengden af zkvivalensklasser, som geor denne til en gruppe kaldet
faktor_ruppen eller kvotientgruppen af O m.h.t. H og betegnes qyﬁL
Vi har ord@%@() = @g:ﬂ) = ord(?)/ord@(é

0} har altid triviélle normaldelere, nem19g67 og £ = §e%:

Endvidere er centrum,ig, normaldeler.
V4

Eks. Lad 4 vere en ligesidet trekant. I gruppen

bestdende af flytninger, der forerZ over i sig selv =
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%ident., to drqfninger, 3 spejlinger§ er P = é;dent.,
en spejlingf ikke normal, da drejnjhgbdrejn.—l =

Zident., en anden spejlingf.

En gruppe, der kun har trivielle normaldelere, kaldes simpel.
De simple abelske grupper er cykliske grupper af primtalsorden.

Opg. 1)67 af lige orden =3 antallet af elementer af
orden 2 er ulige.

2) 9i<10fr%5f'k'er en undergruppe.

3) 2{\161 og ‘K \!OJ ) 3('7(4% og W 0K -

4) Enhver kongruensrelation kommer fre en normalde-

ler 9: {x’xrwe}4QF

En afbildning QIﬂ % kaldes en homomorfl, hvis ? gh) = <@(g
¢(h). H¥1s/?—e§\ sur;]ektlvz resp. L\iektlv\ resp \blgektlv “krrx

bruges og§é/betegnelserne eplmorfl esp. I nomorfl, resp. isomorfi
Hvis(y = (0] ' kaldes en homomorfi ogs& en endomorfi, og en isomor-

fi kaldes s& en automorfi.

Homomorflswtnlngen Er @:PI'#@[ er epimorfi, da er kernen for
@ (9 (e )) enAnormaideler i UL ogfﬂ/ker@ ﬂ'.
{

Korollar. Alle cykliske grupper af samme orden er isomorfe.

nemlig isomorfe med Z (uendelig orden) eller 2/ﬁZ (orden n).

Eks. 1) 1log : ﬁ+ pa R er en isomorfi mellem (ﬁ+,-)

og (R, +)w
2) (§drejninger om O i planenf,o) Q)Qze " hz[ = l},“)

er abelsk €@ x -2 x er en automorfi 101.
[4

OKUH) betegner mengden af automorfier i gruppenCU, og udger med
sammensatning en gruppe, 's automorfigruppe. For hvert se | de-

finerer ﬂ —> sgs_l en automorfi, ! i 07, en s&kaldt indre auto-

morfi. Mengden af 1ndre automorfier betegneséi,@q) = f?%[ sc,qri
Da @ ?) = ss'g(ss' ) = ss'gs' —lg-1 2 3 Yg,(g er afbildnin-
gen s — Yé en homomorfi af /] pa(ﬂiuj), s8 Jlég) er en gruppe.

i (

s

Endvidere.
Setning. Aut, @¥) er normaldeler i Aut(ﬁD, og Aut, 07 f/Z
Bevis. For 7% Aut@b) 0g T éiAut (7) far v1/q /gq f 77(8), sd
Aut s (01) 1 Aut(/"") . {
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Det er let at se, at Ker(s— ¢_) = A.

/
Af definitionerne folger straks
En undergruppe er normal, hvis og kun hvis den er invariant over

for alle jf/?é Autifgaﬂ .

En undergruppe kaldes karakteristisk, hvis den er invariant

over for alle ?E,Ath?), og den kaldes fuldstendig invariant, hvis

DEN ER invariant over for alle endomorfier 1(7.

Sketning. Centrunlg_i gruppenéﬂ er karakteristisk.
/A 4]

For a,befvvog X = aba 1b”

mutator, og mundergruppen frembragt af alle kommutatorer kaldes

1 har vi ab = xba. x kaldes en kom-

Q's kommutatorgruppe eller forste afledede og betegnes(u'
(

Kommutatorgruppen er fuldstendig invariant.

Setning. Ol/0]' er abelsk, og (|' er den mindste normaldeler, hvis
TV U

faktorgruppe er abelsk.
Bevis. TFor @@ , C)((W/j galder @ ® = b @ < @ﬁD = (ba
== raba:zijp.- (e & aba Tyl ¢ X .

Eks. Forcq = 0(2,R) 2: gruppen af egentl og uegentl.

ortogonale 2x 2 matricer o: ?A ,AA' = E y Of Cy
- (cosv —San>

finder
sinv cosv

O+(2,ﬁ) bestdende af drejningerne
1
i o= 0.
vi ﬂ ZL

BEks. For /| = GL(n,L) finder vi Jf' = §A (det A= 147
! 0 - - )

a kaldes konjugeret med b, skrives a «> b, hvis der findes x

s4 a = xbx_l. "konjugeret med" er en &kvivalensrel., og deler der-

forfﬂ i akvivalensklasser. ZElementerne i 7 udger netop klasserne
¢ A

med kun ét element. Vi far straks.

Setning. En undergruppe qkﬂ”{er normaldeler, hvis og kun hvis den
J

er forening af < -klasser.

Ved Nb = %xf%Oz)xb = bx{ defineres en undergruppe, normalis-

atoren for b. b's =kvivalensklasse er gxbx—l Xé(ﬁf. Nu er

xbx*t = yby_1 ¢ y_lxb = by_lx £ y_lxeiNb& Y Xy (Nb).

b's «w-klasse indeholder altsd (j: N, ) elementer.

H'

Setning. I en p-gruppel] er ord(%) I p.

B [ /’ .
Bevis. Vi har ord(é)\ p”, 54 vi skal blot vise, at 4 indeholder
/o /
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mere end ét element. Deles QIi konjugeret klasser B, da er

ordQﬂ) ) = §’Bcard(8)

Har en klasse mere end ét element md den have p , L X ngy, da

card(B) = (:N
¢ .p

b) med passende b. Vi har

= ZBQ‘? card(B) ZB"5 ycard(B)

= ord( ) + TLBna — wcard(B)
Da konjugeret- klasserne i den sidste sum har mere end éb element,

vil p g& op heri, og dermed ogséd i ord(é), hmoraf ord 6) > p.J]
¢

Setning. En gruppe,?’ , af orden p? (p primtal) er abelsk..

Bevis. Hvis ord(é) ;sz er Q} /; abelsk og ellers er ord(%) =
p, s& éver cyklisk. Nu er (?{ﬁ =P /p = p, s& at ogséﬂ?/! er
cyklisk. Lad

4= feyay..2PTH 0g 0]/7 {o @,..., &Y.
For g,g'c (T er g = a'z og g' = al z'y og gg' = alza:L z' = zatal z!

= zal'alz' = al'grgis = g'g, si atéﬁ er abelsk (og ord(S) = p2)[]

Setnin~. Der findes to gruppetyper af orden p2, nemlig 2/p22 0g

~ N \ \

2/p% % 2/07.

Bevis. Hvis der findes et element af orden p2 er cyklisk, og alts

sd isomorf med Z/pgﬁ. I modsxat fald er alle elementer # e af or-

den p. Er a af orden p, er 4 = %e B,...,a0” 1) fiormal} deler,

og der findes b<f“4. Nu er(!A = 40, (v, ngp 1}, daér/fJ

har orden p. For g&f| finde (2, sd at C) = : g = b”:y.

Afbildningen g — (K,C) er :Qj"ﬁ 7/p% % 7./p%, den er surjektiv,

og derfor ogséd bijektiv, og da b's orden er p er det en homomorfi,
o R \ N .

altsé CU = Z/p%‘KZ/pZ.

Over51gt over grupper af endelig orden s 23:

Orden l 2345617 8 9 1O 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Antal 111212152 2 1 5 1 2 114 1 5 1 5 2 2 1

ikke- oOoo0o0obo0o01020 1 0 33 0 1 0O 9 0 %3 0 3 1 1 o0
abelske

Grupper af orden 6.

Vi kender 2: Den cykliske 2/62, og trekants-flytning gruppen D3.

Vi vil vise, at der ikke findes andre.

1) 0Uler abelsk: Hvis der findes et element af orden 6 er¢Q}cyk—
] .
lisk.' Hvis alle elementer er af orden 2, og a £ e, da er %’: %e,a}
Cls Y . o . )
en normaldeler, og b = b2b = b3 = b(J'l)t Y for ethvert b;(ﬁ, hvil-

ket er en modstrid. Hvis alle elementer er af orden 3, og a f e,
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da er ¢ = {e,a,aZfen normaldeler, og b = bob =(b2)2 = (bZ)«j:ﬁ)
for ethvert bg(j, hvidket et en modstrid. Vi kan séledes finde
a af orden 2, og b af orden 3, men si er ab af orden 6, hvilket
let indses, altsd J} cyklisk.

2) Uber ikke abelsk: Der kan ikke findes elementer af orden 6,

daéﬂjgé var cyklisk. Iflg. ovenstiende kan ikke alle elementer ve-
re af orden 3 (en undergruppe af orden 3 har index 2 og er altsé
normal). Heller ikke kan alle elementer vere af orden 2, da<ﬂ i

sd fald ver abelsk. Vi velger a af orden 3 og b af orden 2. <§Js
elementer er da {e,a,a2,b,ab,a2b$ Problemet er at bestemma ha.

Da ba ¢ {e,a,a2§ som er normaldeler iCQ, mé& ba €§b,ab,a2b1, side-
klassen. Nu er ba #b, og ba # ab (da ab ellers var af orden 6)
altséd ba = azb. Heraf folger let, at gruppestrukturen er entydigt
bestemt, og da D3 opfylder betingelserne, er der netop én ikke

abelsk gruppe af orden 6.

Grupper af orden 8.

1) 0] er abelsk: Vi kan angive 3, nemlig 2/8%, 7/47 x%/2% og
7/2% x 2/2% xZ/22%. Der er ikke flere! Er nemling cyklisk, erCH
2/82. Er alle elementer af orden 2, valgexr A %B;‘ %E,A,B,AB} er
da en undergruppe af orden 4. Tilherer C ikke denne, fdr vi side-
klassen %C,AC,BC,ABC}-O: (y = fAKBﬂcy{%ﬂﬂ’mod.2 A Hvis der
findes et element A af orden 4ber §°= ;E,A,AQ,AB% en undergruppe,

og for B¢ T er {B,AB,A2B,A3BE sideklassen. Nu er B° = B(%:?)éf§p
B° £ A og B # AB, da B ellers havde orden 8. EﬂdXXﬁExﬁxxxxB%xixkgx
Hvis B2 = A2, er (ABB)Q = A6B2 = a8 = E, s& vi kan antage, at B =
E. Folgelig er ﬂ] = {AfBﬁ)M mod.4. [ mod.2 }.

2) U]l er ikke abelsk: Vi kan angive 2, nemlig gruppen af alle

)

flytggnger, der forer et kvadrat over i sig selv, D4, bestdende

af ident. tre drejninger og fire spejlinger, samt kvaterniongrup-
pen %il;ti,ij;fkﬂ, hvor 1,i,j,k betegner kvaternionenhederne. Dis-
se to grupper er forskellige, da der i flytningsgruppen findes 5 ele-
menter af orden 2, hvorimod kun -1 har orden 2 i kvaterniongrup-
pen. Der er ikke flere end disse to! Elementerne i en ikke abelsk
gruppe Q]mé have orden 2 og 4, og ikke alle elementer kan have or-
den 2, da 0] i sad fald var abelsk. Er A af orden 4, og & =§E,A,A?A3?
da er I en normaldeler. Er B¢ T, er0f = {8,4,4°,4%,B,48,4°8,A%B 7.
Da (BA) =B er BA ¢ {B,AB,A2B,A3BE. Nu er BA # B, og BA £ AB (
dalqgellers var abelsk), og BA £ 4°B (da vi ellers havde BAB™L - A2,
hvor BAB T har orden 4 og 4% har orden 2). Folgelig er BA = A”B.

vi nar B° = B0 @, og B2 £ 4, B° £ 4%, da B ellers var af or-

den 8. B2 = E giver flytningsgruppen D, og B2 = A2 giver kva-

4
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terniongruppern.

07

Setning. 1 en ikke abelsk;p&gruppe af orden p3

er ord(’) = p, og
:

= 4.
gevis Vi har ord(%) = p eller p2. Hvis ord(4) = p2, er UV ))
= p, sd at‘y/ er o&kllsk og dermedfv abelsk. Folgelig er ord(/)
= p. Af (( /) = p2 felger nu, at,@V? er abelsk, altsa . 1,

og da 0//;‘ —/)I ikke er abelsk, md endellg A A)@ u

Gruppen af flytninger, der bringer en reguler n-kant over i
sig selv, bestdr af n drejninger, og n spejlinger og kaldes dieder-
gruppen Dn' Dnier ikke abelsk, thi er A drejningen pa EK og B en

spejling, er BA = A”TB.

Setning. Der findes netop 2 grupper af orden 2p, (p primtal), nem-

lig den cykliske gruppe Z/@pz og diedergruppen Dp;

Bevis. Vi ved, at de findes, sg skal altsa vise, at der ikke findes
andre grupper,
1) 0] er abelsk: Hvis alle elementer har orden p, og a £ e, er

& = {e a,...,ap l} af index 2 sd at b € f for bGQJ men s& er
ogsd b = bPh = bp+l (b )Bé— f{P for alle bhxy hvilket er en.mod—

strid. Hvis alle elementer har orden 2, og a # e, er g)—ze a

en normaldeler af index p, s& ¥ b = (bz)pb = pPpPHl P (b )B?—
P P for alle bmwy, hvilket er en modstrid. Dette viser, at

vi kan velge a af orden p, og b af orden 2, og det ses nu, at ab
har orden Z2p.

2) (w er ikke abelsk: Intet element er da af orden 2p, og ikke

alle elementer kan vere af orden 2. Er A et element af orden P,

nar " = {E,A,...,Ap—lf index 2, og er altsa normal. For B ¢ ' er
B%”‘ , 0Og BP = B(Bz)(p-l)/2ﬁ Bj: s& at Bp<£(?. B har altsid orden
2. P& den anden side har alle elementer i f\§E§ orden p, u: Bgﬁ‘f
<> B° = B. Sideklassen er (B = gB,AB,A2B,...,Ap—1BM§ Da (BA) =

(B), altsd BA¢ [, er BA = AB, hvor 1 £ & & p-1. Vi vil nu be-

' stemme X : A £ 1, daC? ellers var abelsk. (AB)? = A(BA)B = &XT1g°

‘ﬂ~ X+ Bnavidere (AB) (AB) (AB) = aN*tlag = p%+2g og ogséa
(4B)° = AB(AB)° = Agd\+1 - A(BA)(W VARV VAN 0 :) ¥ S lt S
A1+("+1)D< AN o ANy i sammen: AN+2B = ANy g qer

P; Xorx+l = (K+2) = (X+1)(®-1), og da 1 < X < p-1 fds i = p-1.
Efter at BA = Ap_lB = A_lB er bestemt, er hele gruppen bestemt, -
og altsa isomorf med Dp.ﬁ

Eksempel. De epegte endelige flytningsgrupper i planen er de cyk-
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liske grupper Cn (bestdende af de drejninger, der feorer en regular

n-kant over i sig selv), samt diedergrupperne Dn—

Vi errindrer forst om, at der til n punkter i planen findes netop
ét, hvis afstandskvadratsum er mindst mulig Er de n punkter nem-
lig givet ved Vire ooy og settes v = —fzvvv galder jo for et
vilkarligt V, at ZZJV’—V) Z; Y ) + n(v V)

Lad nu @ = éT ,...,ohgv&re en endellg flytnlngsgruppe af orden n.
Vi velger et vilkdrligt punkt P. Til de n punkter Oi(P),...,Oh(P)
findes ét punkt Q for hvilket afstandskvadratsummen er mundst mulig.
For Otlg har 0(Q) (da 0 er en flytning) samme afstande til punk-
terne UKOE(P))l...,GKoiﬂP)), som Q til punkterne Oi(P)""’CZ(P)’
men da 00" ,...,oran} =4 er {o’(o“l(P)),...,or(o“n(P))} =
%yi(P),...,oh(P)g og da Q var entydigt bestemt, er o(Q) = Q. Vi
har séledes vist, at flytningerne 0€% har et felles fixpunkt, sé
% m3 bestd af den identiske afb., drejninger om fixpunktet og
spejlinger i linier gennem fixpunktet.

%IEULbesté af identiteten og én spejling, og bliver da dieder-
gruppen Dl' Hvis % indeholder mere end én spejling, kan vi sam-
mensaette to forskellige spejlinger, og ser da, at‘@ ogsd md inde-
holde drejninger. Vi kan nu betragte mengden C af alle drejnin-
ger i q%; det er oplagt en undergruppe. Lad os betragte drejnin-
gen v med mindst mulig positiv drejningsvinkel v. v er af for-

men %% . Nu vil ogsd drejningerne v,2v,...,(m-1)v,mv = ident.
tilheore C, og p& velkendt mdde vises, at C ikke kan indeholde andre
drejninger, altsa C = Cm. HVis‘@::C er vi ferdige, og ellers
findes spejlinger 1 %. Lad 1 vere spejlingsakse for en spejling 1.
En anden spejling 1w danner vinklen w med 1. Sammensattes disse

to spejlinger, fas en drejning med vinklen 2w eller -2w, S& w er

et multiplum af zv. Omvendt er sammens@tning af spejlingen 1 og
drejningen kv en spejling om en linie 11k med vinklen kv med 1.
Hvis der altsé& er spejlinger med, er der n af dem, og samtlige

flytninger i % forer en reguler n-kant over i sig selv, O:‘% =D

PERMUTATIONSGRUPPER=

Setning (Cayley). Enhver gruppeéq = (M,*) er isomorf med en trans-

formationsgruppe af sin underliggende me:Engde, M.

Bevis. For fééU deflneres % M —>M ved %(a) = fa. ¥ er bi-
jektiv, og f — % er injektiv, og homomorf, da (fg) (a) = (fgla =
f(ga) = £-g%a) = £7(g a)=fog(a)ﬁ

En permutationsgruppe er en transformationsgruppe af en ende-
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lig mengde. Af sztningen felger nu, at en endelig gruppeéa af
orden n er isomorf med en gruppe af premutationer af n elementer.
Den fuldstzndige transformationsgruppe for mengden {l,2,...,n} er

af orden n!. Den kaldes den symmetriske gruppe af grad n og be-

tegnes Snf En gruppe af orden n er altsd isomorf med en under-

gruppe 1 Sn

n
. -0"(1’1) ) . Man undla-

. . . _ 1
En permutation 0°€8 skrives ogsd = (6(1)
der ofte her at skrive fixelementerne for o

En transposition er en permutation, hvor alle elementer pd ner to

er fixwelementer.

18.2 P aklak
En permutation af formen ( > as ay ) kaldes en cykel, og
betegnes ogsé (al,...,ak). bpecielt skrlves en transposition og-
sé (al,az)

Setning. Enhver permutation U%ESn er produkt af transposéiigﬂer.
Induktionsbevis. Klart rigtig for n = 2. Antag s@tningen, og be-
tragt 0eS . Hvis o6(n) = n er vi ferdige, da vi s& har U’GSn_l,

og hvis U'n, # n er (6(n),n) en transposition, og for z = (d(n),n):o
er T(n) = n, og dao = (0(n),n)z f8s péstanden ogsd i dette til-
felde. B

For n 2z 3 er fremstillingen ikke entydig, hvilket ses af (a,b)
(a,c) (b,c)'(a,c). Heraf

Tilfejelse. Enhver permutation i Sr er produkt af transpositio-

ner af formen (1,2), (1,3),...,.(1,n), og disse transpositioner

udgor et minimalt frembringersystem for Sn—

Bevis. Klart i felge ovenstéende.

Setning. Enhver permutation i Sn er produkt af cykler med dis-

junkte elementer,
Bevis. Lad o€ Sn’ og sa&t M = {ahT(a) # ai. Velg et a ¢M, og lad

k vere den mindste positive exponent medka(a) = a, da er a,’(a),
.,Uk—l(a) forskelliége, og altsd elementer i M. Hvis de udger
hele M er vi ferdige, da vi sd har ¢ = (a,J(a),...,Gk_l(a)). El-

lers findes et b forskelligt fra a G(a),...,ok_l(a) og en til b

svarende cykel (Db,6(Db am_ y 0g det ses, at de to cykler

har disjunkte elementer, C.S.V. I

Disjunkte cykler er Aabenbart ombyttelige.
Af ovenstdende f8r vi et nyt bevis for "transpositions"sztnin-

gen, thi ehvert cykel kan spaltes i transpositioner a

= (ak’al)(ak—l’al).'.(aB’al)(a2’al).

CHT
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Xn). Til hver permutation €S

1""’Xn)’ define-

Vi betragter et sat (Xl,...,
svarer en"permutationi ogsd betegnet 0, af (X
ret ved UKXi) = XU(i)’ i=1,...,n. Sattes

A= T],

i< (X))

J
da vil

o @) = Tl o 30y H(s)

tilfredsstille
o (A) ::i+A hvis antallet af par i< j, med 0(i) >0(j) er lige

-A hvis antallet af par i j, med 0(i) > &(j) er ulige.
Ved 61A) = ¥(C)A defineres en afbildning ¥: sn;—7>{1,-1}.
Hvis;{@r) = +1 kaldes ¢ en lige permutation, og hvis/X(d? = -1 kal-
des o ulige.
Setning. _y: Sn——7 {l,—l3 er en homomorfi.
thi (07)(4) = o(@(d)) = o(¥(r)A) =/’((Z)6(é\) = ¥@)}(0)4, hvoraf

xow) =y N

Korollar. De lige permutationer i Sr udgegr en normal undergrgppej

der kaldes den alternerende gruppe af grad n, og betegnes An'
1

For n » 1 har An orden %f, thi da en transposition er ulige,
er ¥ i sé fald surjektiv, sé at Sn/An ¢ {1,—1}, og dermed ord(An)

- 1
= gord(Sn).

En cykel er lige, hvis den har et ulige antal elementer, og
omvendt. Ethvert element i Anrer produkt af et lige antal trans-
positioner, altsé& ogsd produkt af et lige antal af formen (1,a).
Da (1,a)(l,a) = e, og (1,a)(1l,b) = (1,b,a) slutter vi

Lemma. A frembringes af 3-cyklerne (1,b,a). = (h2¢0(h2,b)(h2,b)

0} g b

Setning. An er den eneste undgrgruppe i Sn af index 2.

Bevis. Har H index 2 1 Sn’ er ethvert kvadrat element i HY Da

(19b’a)3 = €, er (l,b’a) = (1,b’a)3(1’b,a)—2 = (l,baa)—ge H, alt-
sd H 2 A, og dermed H = A W
Eks. Eks. Bestem centrum i Sn’ For n = 1,2 har vi = 5 .

n
For n 23 findes a £ 1, og b # 1,a, men s& er (a"°)°
(a,b) = (é"') 0g (a,b%{é"') (%"'), hvilket viser.
at ingen permutation af formen (i"') ligger i ?f
Det folger nu, at % = E .

Setning. Centrum i Sn_er Zz = E for n Z 3.

En undergruppe, P, i Sn kaldes transitiv, hvis der til ethvert
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findes o€ P, s& at (i) = j.

Eksempel. For en transitiv undergruppe P i Sn gelder:
1) P's orden er et multiplum af n
2) P indeholder (for n >1) mindst én permutation uden fix-

elementer
%) Hvis P er abelsk, findes til hvert par (i,j) netop ét o€

P, s& at o(i) = j.
Bevis. 1) Vi satter Hy = soe plo(1) = 1%. H, er en undergruppe
i P. For O,€P er o(1l) = £(1) € #C 0(1) = 1 & o~ e (H).
Da der for hvert j findes ¢ P med 0(1) = j, @r der n venstre-
gkvivalensklasser, altsd ord(P) = n-ord(Hl)
2) lad n >1 og s=t Hy = fo€Plo(j) = 3§, da er ora(n) = Lora(p).
Hvis hvert o0& P havde et fixpunkt, var P = szlHj’ og ovenstden-
de ville da medfore, at Hj'erne var disjunkte, 1 modstrid med, at

identiteten tilhorer dem alle.

3) Antag P er abelsk, og lad "€ H.. Til vilkdrligt a findes peP
s& at P (Jj) = a, men s& er o(a) = 0 (j) = pa(y) =P(j) = a, altséd
O = e, 0g Hj = E. EBro(a) =T(a), er r‘_]c‘reHa, altsd T =0 (og

ord(P) =n ord(Hj) =n.K

Er M en mengde, QJ en transformationsgruppe af 11, og o& M,
kaldes H, = {(pé@[ CF(O() =0{§ for stabilitetsgr. forX . Det er o-
jensynlig en undergruppe i 4.

Setning. En normaldeler i en transformationsgruppe, Cg, der inde-

holder en stabilitetsgruppe H

. -1
thl UHO(O = HJ(O( ) .

X2 méd indeholde alle HU<0(), o9,

Heksaedergruppen (oktaedergruppen@) er gruppen O af alle drej-

ninger i rummet, der feorer en terning over i sig selv.

Drejningsaksern® mé& gé& gennem terningens centrum.

Aksen kan gé gennem (de 4) par af modstéende hjerner, drejninger
Y %jgo i alt 4x2

Aksen kan gd gennem midten af (de 6) par af modstdende kanter,
drejning p& 1£0° 1 alt 6x1

Aksen kan g8 gennem midtenbaf (de %) par af modstéende sider, drej-
ninger pa 128° i alt 3x%

270°
Drejningen er identiteten i alt 1

Hexaedergruppens orden er altsa 24.
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fra modstdende hjerner
Hver drejning giver anledning til en permutation af diagonalerne.

vi har altsd en afbildning - O-+S4. Kernen bestdr af de drejnin-
ger, der forer alle diagonaler over 1 sig selv, hvilket klart kun
identiteten gor, altsa

Heksaedergruppen = S4L
da 8, har 4! = 24 elementer.

4
I terningen kan indskrives et tetraeder; der findes altsé

en undergruppe i , bestdende af de drejninger, der forer tetra-

ederet over i sig selv.

6

Disse drejninger %igo om hjernediagonalerne, drejninger 180°

om om- sidediagonalerne, samt ident, 1 alt 4>*2 + 3x1 + 1 = 12

drejninger (som altsd mé udgere tetraedergruppen, T) Da A4 er

‘den eneste undergruppe af orden 12 i S4, er altsa
Tetraedergruppen < Ay
(Det kan naturligvis ogsd direkte vises, at de til tetraedergrup-
.  hjernerne .
pen heorende permutationer af dxagmmaxsxmzg alle er lige)

Ved drejninger af x3§§§§é§§§% glr terningens sidefladediagonaler

over i1 hinanden; en drejning giver s&ledes anledning til en per-
4-m9b3, som

let ses af vere surjektiv. Kernen, V, kaldet Viergruppen, er iso-

mutation af disse 3 diagonaler, altsd en afbildning S

morf med Dy, altsa
Eg V. << A4 = 84.

Tetraedergruppen A, og Viergruppen V er de eneste ikke trivielle

normaldelere i 84:4 Vi bemzrker forst, at hvis 0,0 er drejninger
pad 180° om en sidefladediagonal (altsd elementer i V), da er O =
x6x_l for en passende drejning om en kantdiagonal. For de ovrige
drejningers vedkommende bemezrker vi blot, at den af en sldan drej-
ning frembragte cykliske undergruppe er stabilitetsgruppe i 0.
En normaldeler mé folgelig indeholde

M%}+6ﬁﬁ4—&ﬁ}+l

0

elementer, og her er 4x2 + 0 + %»1 + 1 = 12 og O + 0 + 3x1 + 1 = 4

de eneste muligheder for ikke trivielle undergrupper.
S4 A eller V, men da 84/V S
ikke er abelsk, er kommutatorgruppen A

's kommutatorgruppe er enten A der

3’
4 V er den eneste ikke
trivielle normaldeler i A4, thi en normaldeler i A4 m& indeholde



Alg. 1,1%

4“%%} + 3*{%% + 1 elementer, og her er 3x1 + 1 = 4 den eneste nu-

lighed for en ikke triviel undergruppe. Da A4/V har orden 3%, og
derfor er abelsk, er A,'s kommutatorgruppe altsd V. V er abelsk,

4

og dermed V's kommutatorgruppe = E, altsé

— A | n _ " _
0 = 54 o' = A4 o" =V O"'= E.

Ikosaedergruppen (Dodekaedergruppen) I

er gruppen af drejninger i rummet, der forer et ikosaeder over 1

sig selv.
Aksen kan g& gennem (de 6) par af modstiende hjerner, drejninger
P4 1,2,3,4 x %§' i alt 6x4

Aksen kan gé& gennem (de 15) par af modstdende kanter, drejninger
pd . i alt 15x1

Aksen kan gé gennem (de 10} par af modstdende sider, drejninger
pad 1,2 x%% i alt 10x2

Drejningen er identiteten i alt 1.

Ikosaedergruppens orden er altsd 60.

Kanterne kan deles op i 5 grupper af 3 pd hinanden vinkelrette par
af modstaende kanter. Til hver drejning i I svarer en permuta-
tion af disse grupper, s& vi har en afbildning : I — 85’ som
gjensynlig er injektiv. Nu er en

drejning pd 1,2,3,4 x%?’ en 5-cykel

drejning p& T er produkt af to transp.

drejning pad 1,2 X%% en 3-cykel,
s& permutationerne er alle lige. Da A5 har 45! = 60 elementer, har

vi altss
Ikosaedergruppen = AS*

Vi viser nu, at I er simpel: Ved hjelp af stabilitetsgrupper

f&r vi nemlig for elementantallet i en normaldeter:

6 {4] + le{ég + 10x§g§ + 1,

hvilket kun giver trivielle divisorer i 60. Heraf ses, at A5' = A5,

85’ = A5 Ar"‘:Aﬁ )

2

og dermed
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Bemerk. Det kan vises, at der af egentlige flymningsgrupper i
rummet kun findes de cykliske grupper Cn’ diedergrupperne Dn’

samt tetraedergruppen T, hexaedergruppen 0 og Ikosaedergruppen 1.

Setning (Galois). A _er simpel for alle n 2 5,

Bevis. (L.Raeder). Lad N # E vere en normaldeler i An'
1) Vi viser forst, at N indeholder en permutation af formen

(x) (a,b)(c,d) , a,b,c,d indb. forsk.
Lad v # e vere et element i N, da er a_lmflme;N, s& at ogséd x "W
N for alle e An. Vi tenker os nu ¥ oplegst i produkt af disjunk-
te cykler. Der findes da flg. muligheder: 1I) produktet indehol-
der en cykel af le®ngde 3> 3, 1I) der findes en cykel af langde

1,-1

x V.

3, og produktet indeholder flere faktorer, ITII) 4 er selv en
3-cykel, og 1IV) produktet bestédr af transpositioner (bemzrk

at produktet da indeholder mindst 2?2 transpositioner, da er lige)

", X x—ly-lx v
I: (a,b,c,d,...)(env.).n. (b,c,d) (a,d,c)
II: (a,b,c)(d,eyeee)enn (b,c,e) (a,e,c,b,d)
I1I: (a,b,c) (b,c,d) (a,d)(b,c)
IV: (a,b)(c,d)... (a,b,c) (a,d)(b,c)

I ovenstdende skema er de forskellige muligheder for ¥ opskrevet,
og produktet m_lv_lNV er udregnet for et passende me&An. Det ses,
at dette produkt i tilfzldene III,IV er af den onskede fonm)i
tilfelde I af formen III, og i tilfelde II af formen I. Hermed

er 1) vist.

2) Vi viser nu, at N indeholder enhver permutation af formen ().
Antag fx7at,(l,2)(3,4) N, og lad a,b,c,d, vere indb. forsk. Af

o= (1208 =(aniiih = (amrT

ses, at enten o eller T er lige (9: elementer i An>’ og hvis fx
teAn far vi
-1
(a,b)(c,d) = T§(1,2)(3,4)lt " eN

3) Beviset fuldferes nu ved, at vi viser, at enhver permutation
réAn for n z 5 er produkt af elementer af formen (k): Vi ved

af 7 kan opleses 1 et lige antal transpositioner, altsd i et vist
antal par af transpositioner. Nu er (a,b)(a,b) = ident., (a,b)(c,d)
er af formen (%), og er a,b,c forskellige, findes x # y, forskel-
lige fra a,b,c (da n 2 5), men s& er (a,b)(b,c) = z(a,b)(x,y)}o
%x,@)(b,c)% et produkt af elementer af formen (k) B
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Korollar. PFor n 2 5 er An den eneste ikke trivielle normaldeler

i 5w

Bevi’.is. Er N2 5, er Ann N« An’ hvoraf AnnN = An eller AnnN = B.
Hvis Anﬂ N = An’ er N = An eller N = Sn’ og hvis An(‘\N = E,ler

N = E, thi er o,T€N, og 0,0 # e, er o og T ulige, s8 at & C’eAn
og 0~ 'reN, altsao=r. Hvis N = fe,0f, er 274z €N for alle Z€S_.
Er oz - e for et 7, er 0o = Ce?:_l = e, 08 er Z_ldzT:cf for alle

€ Sn’ er a’e; og dermed 0 = e .

ISOMORFISATNINGER

Noethers forste isomorfis®tning. Er oC og K normaldelere i gruppen
G, er HK/ KA /HK.

Bevis. Lad <P: cg _7c€l/k= ‘3* vere homomorfien med kerne ¥. Nu

er @(30 = 50(9(?(), thi da HEAK or () SeK), og er hked K,

er P(hk) = @(h)P(k) = ¢(h), altsd oK) £ e(¥). Vi saetter @@()

= QUK = 3{,’:? DE ¢ = ?;l'}ﬂ( : K ";F?f*er suf,jektiv, er o ‘E’Z)C:k/Ker P
og da @" = @y * H — #* er surjektiv, er ‘}6*'%" d/xer (P" = ol /9(nK.
Altséaf:l(/% 2 9% 2 T/ylak

oK
.

Loac¥

- F*

tilfejelse. Det ses, dt det er nok at forlange, at K er normal-
deler i G .

Noethers anden isomorfisstning. Lad N vere normaldeler i gruppen

X
Cﬁ, og lad @ 2 — % vere en surjektiv homomorfi med kernenc/V; da
1 :

vil %ﬁf% definere en entydig forbindelse mellem undergrupperne

mellem UVogL G og undergrupperne i cgi*, endda sdledes, at normal-

deler svarer til formaldeler og omvendt, og sd at tilsvarende faku

torgrupper er isomorfe (altsid hvis N<H< G er 4/9 2 ?k/ﬁv@(', hvil-

ket skrives Cg/% = (%//V)/de)

Bevis. Antag at & SHE %4, da er @—1(@?() =¥ , thi cg_l(ff')() 2%, og

er ge qo'l(qo?(), er f(g) = ¢(n), sé gh~le NEH, nvoraf g = (gh~1)ne
3,
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Dette v1ser, at &ﬁ—i?Xer 1n3ekt1v

Lad % vere enuundergruppe i % da er ¢ l(%*) en undergruppe i 9,
ch (%*)C % eF(C{’ (?(* '(}C hvilket viser, at ?%ﬁfﬁyer
urgektlv.%ﬁ Aer s8ledes bijektiv.

Ay & U] %*, thi g c(;(h)g ?(ghg—l) e X viser Nyt

og af @(ghg™) = @(g)e(n)p(e) e QD(?() ses ghg™e @ (@W) =}, nvoraf
nen,

Lad nu VV_Q_')(Q% og Y : Cej - cg/p/}( vere den kannoniske homomor-
fi, da er A°Q : f:a %/?)7( en homomorfi med kernen % o: C‘ff/cp')( B/t

En endelig rakke af undergrupper i F CQ: CQG,C\?H, oo ,@,L: E,
hvor @%fﬂi i=1.2,...,r-1, kaldes en normalrzkke:

(*) (% Z@OP%]_D?"'P%I._IP@I.ZZ-
Rzkken kaldes en absolut normalrzkke, hvi alle '?/i er normaldelere

i 9. Faktorgrupperne @O/@l, e ’(91*—1/91‘ kaldes r@zkkens faktorer,
og r (= antallet af faktorer) kaldes rekkens langde. Rakken si-

ges at vere uden gentagelser, hvis @ C @i, i=1,...,r, altsé

hvis faktorerne £ £. En normalrskke
G- PUL> ... DR =

kaldes en forfining af (%), hvis hvert ?!i = et H,j'

En kompositionsrzkke er en normalrzkke uden gentagelser og uden

egte forfininger.

Setning. En Hormalrzkke er en kompositionsrazkke, hvis og kun hvis

faktorerne er simple grupper # .

felger straks af anden isomorfisatning.

Setning. Enhver endelig gruppe har en kompositionsrakke

Eks. Z har ingen kompositionsrzkke.

To normalrekker kaldes isomorfe, hvis de tilsvarende faktorer
(vortset fra rakkefslge) er isomorfe.
Eks. 2/62 > 2/27 50 og 2/63 B 2/325>0 er isomor-
fe normalrekker.

Setning. (Jordan -~ Holder) Lad cg vEre en gruppe, der har en kom-

p6sitionsrekke, da er hvilkesomhelst to kompositionsrazkker isomor-

6660z har specielt samme lengde.

en umiddelbar felge af

Schreiers forfiningssetning. To vilkdrlige normalrazkker, ?!pt’(gl__
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j2l> bﬁr = & og %&%15%25 D%s = & har isomorfe for-

fininger,

Beviset fores ved induktmion i tre skridt: X1) ssztningen vises
for r =1 og s =1 2) Hvis satningen gazlder for s = 2 og r,
da ogséa for r+l 3) Hvis s&tningen fgelgder for s og alle r, da
ogséd for s+l og alle r.

1) dintet at bevise.

2) For s = 2 og r = 1 er satningen klar. Vi betragter nu @D' cg!l

D qu = og %09(159(2 =& . Induktionsantagelsen kan an-
vendes pé @1 2 P(é = 08 @ > ? 09(1»% =<§ ;  dis-
se har altsd isomorfe forflnlnger ijl b‘g A 2 b(@ E

og -'C-qlA . .A (919._,‘9(1&-‘ 9{ —.£ Da % @1/9(1 (91/ glqg( ’

viser anden isomorfisaetning, at der til normalrskken ?i A ... Dflg_’}(

s

findes en isomorf normalrazkke ~%L%1—%«:-sbgf Det folger nu,
at

G A9 LG9 ~...GL ... 0Y - &

og
GLAG D . U BN G LK, -k

‘smw-ﬁqiugn Py

N
er isomorfe (vi benytter atter % (91/?1 1/’2(1 .l'), og de er
forfininger af de oprindelige raakker.

9(1@3}5)
P
» N
»° , Cgf
f‘ 3 é
- Jr,
.X ;@ ),
106 N, 1
1 %*h ? Cg 9,
'\ ]
Q‘«% & %/p-l

4, \éF =Gy

3) Lad C§D91/> >§7T=g og ?b')flb ...Dé}fszg vere

givne reskker, og antag setningen for s-1 og alle r. I folge 2)

har ?D9> ZZ og 9NJC1>E isomorfe forfininger:
?5\',,_',4,.:,,‘><3_1 L b B st s LEE D%Mg
I feolge induktionsantagelsen har Qfl DE’ og 3(1> 9(2P “,b»g(szg
isomorfe forfininger:

M‘l.aﬁf\ﬂ\! \»\b\;i e g( b A xg‘fzb ‘«, 4“ ) A?() N E

Den feorste af disse rekker kan i felge 2 1somorflseetn1ng ”plantesm



Alg. 1,18

over" i 9 -rekkens forfining, s& at vi fir en forfining af §-rek-

ken
b)b. L> P?}ﬁ...b ..&..-b%r: ’
N’ RV WS WV A W AR et e el SN
der er isomorf med Vi VWY T
gs . M( & ...MC2/> Y N . A
jfr. Hasse-diagrammet. ' ‘

Korollar. Hvis (§ har en kompositionsrszkke, da har ekyxnhver nor-
maldeler, X, i 9 det ogsa.
thi 4B >§ kan forfines til en kompositionsraekke for ¢ §

Eks. Vis at 1(N)+1(N') = 1(NN')+1(N ©N') for normal-
delere N?N' G. En umiddelbar feolge af formlen 1(G)
)

i
= 1(G/N) + 1(N), som ejensynlig er rigtig.

En gruppe,cg, kaldes oplgselig, hvis den har en normalrakke

med abelske faktorer.

Setning. “f; er opleselig, hvis og kun hvis der findes s, s at

(g(S ) g
Bevis. Lad (§,>,(p = .. [Q =\€ vere en normalrakke med abelske
faktorer, da er ‘fg' 1, g"Cc Gy v 5{}2,..., ‘%(r)g gr—l"s‘ ?r =&,

Er omvendt %(S :\(: for et vist s, er 95%'0— R €€_’,j(s) =& en
(absolut) normalrazkke med abelske faktorer.

Setning. Hvis CQ er opleselig, er ogsa undergrupper i Q} og homo-

morfe billeder af ?9 opleselige.
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Lemma. Ladc/]/vaere en normaldeler i fé, sé& at N 0g ?/c/f/ er ople-
selige, da er ogsd G oplegselig.

Setning. En opleselig gruppe, Cﬁ, der har en kompositionsrakke,

har./en normalrazkke med cykliske faktorer,

thi en normalrekke med abelske faktorer kan forfines til en kom-
positionsrzkke, der ligeledes fé&r abelske faktorer, og da disse

er simple, er de cykliske af primtalsorden

{ 3 1 — XN 1 — ni
Eks. S5 er oploselig, da S3 = A3’ b3 A3 = £ .

3 2 t — & "n  _ 1 _— e _
S4 er opleselig, da b4 = A4, b4 = A4 =V , S4
A4" = V' = k.
3 ; 3 N S no_ - .
55 er ikke oploselig, da 65 A5, 85 A5 A5
Letning. _S__er ikke oplegsetig for n Z 5,
Bevis. Det er nok at vise, at A% = A . Vi har A ' < A, og
n n n n

er (a,b,c) en 3-cykel, vil (a,b,c)eAn', thi der findes o = (d,b,a)
og 0 = (a,e,c)éAn, hvor d # e er forskellig fra a,b,c, men si
156: (a,b,d)(c,e,a)(d,b,a)(a,e,c) = (a,byc)eAI;’ og da

An frembringes af alle 3-cykler folger pastanden. !

er 0’—15—

ENDELIGE GRUPPER

Setning. Enhver p-gruppe G er opleselig. ord(%) = p™*

Indukthon efter n. Rigtig for n = 1,2, da ié;i sé‘fald er abelsk.
Antag s@tningen for grupper af orden £ pn_l. Da ord(?/j) < p™/p
= pn_1 er ﬁ/% opleselig, og da? er abelsk, og derfor opleselig,
er ogséa (5) opleselig.

En gfuppe ef] kaldes overopleselig, hvis den har en absolut

normalrakke med cykliske faktorer, og nilpotent, hvis der findes

en absolut normalrakke @2%1% :——)-C@r - &, s& at %i/§i+l &
5(@/@i+1). AT r—l/é: é_ij(?/g) ses, at en nilpotent gruppe har

ikke trivielt centrum.

Setning. Enhver p-gruppe er nilpotent.

Induktion efter n. Rigtig for n = 1,2. Antages satningen for
grupper af orden £ pn—l, er %/5 nilpotent. Da ogsa } er nil-
potent, mé& ogsa % viere nilpotent.,

Folgende inklusioner er trivielt opfyldt:

({?abelsk # ?jnilpotent = @overopl@selig é?opl@selig.
Deésse inklusioner er skarpe, thi 1) der findes ikke-abelske p-
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grupper, 2) 83 er overopleselig, da S3 2 A3 £ E er en absolut

3) = E, er S3 ikke
er opleselig, da S4 > A4E> V >E er en normal-

normalrekke med cykliske faktorer, men da Z(S
nilpotent. 3) 84
rekke med abelske faktorer, men da dette er den eneste normalrek-

ke, og da V ikke er cyklisk, er S4 ikke overopleselig.

Iwasawa har vist: Cﬁ er overopleselig, hvis og kun hvis alle max-
imale keder af undergrupper har samme l®ngde. (fx. er A4:D \

Z/Z\Z 20 og A, D A3 D E maximale kader af forskellig lengde).

4

Feit & Thompson har vist: Enhver gruppe af ulige orden er oplo-
selig (Pac.dour. 13 (1963) p.775-1027)

SYLOW GRUPPER

Lemma. En endelig abelsk gruppe, hvis orden har en primdivisor p,

indeholder et element af orden p.
Bevis. Induktion efter ord(()g). Lad ord(O}) = p'm, p,{’m, og antag

setningen for grupper af orden < prm. Er %C‘é en maximal under-

gruppe, er (0(}:')6) = q et primtal, daOJ/QC er simpel.
Hvis q Z p er p’ord(%), og i flg.induktionsantagelsen findes et

element i ¢{ af orden p. Hvis q = p og pford(’éﬁ) er vi ferdi-

ge (som fer), og hvis p‘l’ord('&f), vaelger vi gg{;@\'}f Nu er (gord(%))p

= gord(g) = e, 0g gord ) #Z e, thi var g°F
ord( ) ©®, og ogsd ®P = @ ; nu er xord(¥) + yp = 1 for

passende Xx,y, men si er = @)Xord(%z,&zyp = (&, i modstrid med
B rd ()

= e ville ogsa

at g €90. Vi nar s8ledes vist, at g° har orden p.Hl

Lemmaet folger ogsa af
Setning. En endelig abelsk gruppes orden n er divisor i produk-

tet af samtlige elementordener hal"'han-'_

Bevis. Lad@} = fal,...,anf. (al)x x(an) har da orden hg,...hg,

og da der ved (al“',. - ,an“n_) —> alo(f . ..a;l(n defineres en surjek-

tiv homomorfi, felger péstanden.m

Lad C@ vere en endelig gruppe af orden prm, X pfm. En under-
gruppe w1 % kaldes en p-sylow-undergruppe, hvis ord(%) = p’.

1. Sylow-s&tning. En endelig gruppe ('?1, hvis orden har en primdi-
VISOR Pv INDEholder en p-Sylow-undergruppe.

Bevis. Induktion efter ord(Og). Lad ord(OJ) = dtn, p,{/m, og antag
setningen for grupper af orden < pnm. 13 enten indeholder % en

egte undergruppe W for nvilken p/f((ﬁ :}), men s& er ora() = pp%'
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hvor m' < m, 0g #( indeholder iflg. induktionsantagelsen en under-
gruppe af orden pr. Eller: Alle @®gte undergrupper zZhar index
deleligt med p. Deles 43 i konjugeretklasser B er ord(%) =

per ZBcard(B) = ZBgécard(B) + ZBO? _ gcard(B)

ord(?) + Z(g:Nb).
Da p’(@:l\lb) i felge den gjorte antagelse, er p!ord(ﬁ), og i folge

lemma vil derfor indeholde en cyklisk undergruppe % af orden p.
Hvis r = 1 er vi sdledes ferdige, og hvis r >1, szttes (ﬁt € /.
Da ord(4H = pr—lm, vil Cé* iflg induktionsantagelsen indeholde en
p-Sylow-undergruppe, CPK, i %k, altsd af orden pr_l. REXIXRABRHEHREX
og index m. Hertil svarer nu en undergruppe, jD, i % af index mn,

altsd en p-Sylow-undergruppe i % l

Korollar. (Cauchy). En endelig gruppe, hvis orden har en prim-

divisor p, har et element af orden p (cfr.lemma)

thi enhver p-gruppe indeholder elementer af orden p. I

Er »pen undergruppe i ‘ﬁ, 0g g€ @, kaldes g\’/)g_l en med pkon—
jugeret undergruppe. N\73 = {ge%{g?g_l = P} xaldes P's normalisa-
or. Det er ojensynlig den storste undergruppe i(é, der har & som

normaldeler. Endvidere ses, at antallet af de med L/Pkonjugerede

undergrupper er ((Q:N?).
Lad nu ?1,..., gz%NP) vere de med konjugerede undergrupper,

og lad S”g@’ vere en vilkarlig undergruppe i cg ?1 0g 5? kaldes
jp—aekvivalente, hvis der findes se %, si at P, = sts—l.

-1 -1 -1 -1 -1t -1
Af sl()Dis1 = 523?_82 &> s, 81?1(82 sl) = 7? &7 s, slggﬁ,\Ng)i

) s2t\\;’sl (¢n N:Pi), folger at antallet af konjugerede under-
grupper i @-zkvivalensklassen, der indeholder ?1 er (50: Po NjDi).
Heraf folger ogsd, at

() (%) (P : gang,).

" visse ?&

Lemma. ZEr P en p-Sylow-undergruppe i @J %50 en vilkdrlig p-un-
dergrupbe i (3, da er N N? = Yo P

Bevis. Da PCUN , er 3PP LPONp.  Sat ?* _Pny , da er FC
Np og PC PP C Np. Da Pa N@’ er Pd 504‘@’ s& i folge Noethers
2.isomorfisetning er 90*-79/7) = P*/Pn 80* pa P er p-Sylow-undergrup-
pe er p*(?*?/ﬂ, men da (f&g_? er en*p—grupge er PXEXXAXXXXXIX

er SD*/?O?* en p-gruppe, men sa ma T =Pn P og dermead T*g_?,

som sammenholdt med S’*Q?giver ¥n Nep = P* < PP n

2.0ylow~-setning. 1 en gruppe CQ er galle p-Sylow-undergrupper ind-

byrdes konjugerede, og enhverx p-undergruppe er indeholdt i en
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af dem.
Bevis. Lad P vere en p-Sylow-undergruppe Og F en p-undergruppe.
Da ?g Np gelder v

pf (% :p) =§:(?:?nN@),
og da ¥ er en p-gruppe, er hojre side en sum af p-potenser. Re-
lationen véser derfor, at der findes 531 s& at (¢ %"anll) = pO = 1.
Iflg. lemma er ¥N Np =%n S’Di, s& at (¥ ?”Joi) =1, o: ¥ 731
Da J@l er konjugeret med ?, er 501 selv en p—Sylow-undergruppe.l

3.9ylow-s&tning. Antallet af p-Sylow-undergrupper i % er divisor

i %'s orden, og =1 (mod.p).
Bevis. Lad %Pvere en p-Sylow-undergruppe i Cg (1.Sylow-s&tning).

Iflg. 2.Sylow-s®tning er antallet af p-Sylow-undergrupper i %
netop antallet af de med P konjugerede, altsd = (@:NJQ, som er
divisor i ord(%g). Nu er

(@:1p) = 5 (P PoP).
Da addenderne pd& heojre side er potenser af p, og da pff(‘g:NP), er
mindst én af addenderne (P: ?npi) = 1, men (?:?nji) =1 =2
?Q_ 7?, s& at “(Pi = jj FPolgelig er mixnetop én af addenderne = 1,
hvoraf den anden péstand.l

Lemma. Hvis ¥ er den eneste p-Sylow-undergruppe 1 %, da er ?nor—

maldeler.

Korollar 1. Enhver gruppe, z, af orden 2pn er opleselig.

Bevis. @ indeholder en p-Sylow-undergruppe P, som har index 2, 0g
derfor er normal. Da Fer opleselig, og da 4/P har orden 2, og der-
for er abelsk og opleselig, er ogsé @ opl@selig.ﬂ

Korollar 2. Enhver gruppe,%, af orden pE pg er oploselig.

Bevis. Hvis p =g er @ endda abelsk. Antag p<q, og lad @ vare
en g g-Sylow-undergruppe. Antallet af g-Sylow-undergrupper er 1,
p,q eller pgq, og af formen l+gh. Det ses, at h = 0, s8 at @ iflg.
lemma er normal, og nu er 4 & Q,bg en absolut normalrzkke, hvis
faktorer har orden (‘ﬁQ) = p og (Q/g) = q. 4 er altsi endda over—
opleoselig.

Korollar 3. Enhver gruppe, §, af orden pq, hvor pf(q-1) og g4(p-1)
T 91
er abelsk; endda cyklisk hvis p # q.

Bevis. For p = q er (?; abelsk, men ikke nedvendigvis cyklisk. An-
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tages p < q, ved vi fra korollar 2, at der findes netop én g-Sylow-
undergruppe, Q, i % . Antallet af p-Sylow-undergrupper er 1l,p.q
eller pgq, og af formen l+ph. Da p,fq_—l, slutter vi heraf, at h = O,
9: der findes netop én p-Sylow-undergruppe, ?, rb@. Iflg lemma
er%D?. Af ord®) = q og ord(P) = p fés ord(Pol) = 1, altsa
Pr® =f . THeraf ses, at elementerne i P og @ er ombyttelige, thi
er g€P, nhed, er ghg_léQ, 0g hg_lh—lé P, men ste er (ghg—l)h71 =
g(hg—lh_l) GUD(XQo: gh = hg. Lad nu g frembringe? og h frembrin-
géQ, da vil k¥ gh o¢jensynlig frembringe % .

Eks. Der findes kun én gruppe af orden 15 = §x5, og
den er cyklisk.

Korollar 4. Enhver grup}gei%, af orden p2q er opleselig.

Bevis.l)Hvis p = g er‘@ enten abelsk, og dermedoopleselig, eller
g =? og " = 4! =%, s& at 9 ogsd i dette tilfmlde er oplese-
1ig.992) Hvis der kun findes én p—Sylow—undergruppe~7)ic% , er
Prnormal, og ord(P) = p2, s& at P er abelsk, og (%:P) q, s&
at ?/\"P er cyklisk; g D?A E er da en normalrzkke med abelske
faktorer. 3) Hvis der findes én q—Sylow—undergruppekgE, da en
@ normal og abelsk, og ogsd & /@ er abelsk (eme
4) antag endelig, at der findes flere p-Sylow-grupper, og flere

g-Sylow-undergrupper. Antallet af p-Sylowgrupper er l+ph > 1,
0g l+ph‘p2q, hvoraf l+ph = q. An&tallet af g-Sylowgrupper er
l+gk > 1, og 1+qk[p2q, hvoraf 1l+qk ={gg. Inidlertid er l+qk # p,
da man ellers havde p = 1l+gk = 1+(1l+ph)k = l+k+phk. Altsd er
l+gk = p2. Det ses, at to forskellige g-Sylowundergrupper kun har
e felles, sa at de p2 g-Sylowgrupper indeholder

p°q - (p°-1)
forsk. elementer. En p-Sylow-gruppe og en g-Sylowgruppe har kun
e felles. Der findes mindst 2 forskellige p-Sylowundergrupper,
som hejst kan have p elementerqfalles, og som derfor indeholder

mindst 5
2p T -p
forsk. elementer. Cé vil felgelig indeholde mindst
2 2 2 2 2 2
(pTa-p“+1) + (2p°-p) - 1 = p“g+p"-p > p°q
elementer, hvilket er en modstrid. Tilfeldet 4) kan sdledes slet

ikke forekomme. .

Man kan vise: Enhver gruppe af kvadratfri orden er opleselig.

Og: Enhver gruppe af orden p!gl er oplegselig.

En ikke-opleselig gruppe mé saledes indeholde mindst 22&‘3&5 elemen-

ter ( = 60). A5 har orden 60 og er ikke opleselig.
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ABELSKE GRUPPER

I det folgende betegner (4,+) en abelsk gruppe. Mzngden af
elementer af endelig orden udger en undergruppe, %T’ i @ , som
kaldes %'s torsionsgruppe. 4 kaldes forsionsfri, hvis‘%T = 0.

Det ses, atfg/@T er torsionsfri.
Et s&t g9+ 18n i en torsionsgri gruppe‘?kaldes uafh®8ngigt, hvis

Bqserer8p €24 08 848 +...+83y8, = 0 medforer ay = a,= ... = a, = 0.
En endeligt frembragt bruppe kaldes fri abelsk, hvis den er

direkte sum af endelig mange cykliske grupper af uendelig orden.
Frembringerne for d~ cykliske grupper kaldes en basis.

Setning. Hvis % er en endeligt frekmbragt fri abelsk gruppe, har

alle baser samme elementantal, r, og r kaldes %'s rang.

Bevis. Er (84’---’8Q) en basis, vil vilkérlige r+l1 elementer
h1,:..,ha‘ vere afhengige, thi Ql = égj,hvor A er en (r+l)xr
matrix. Da A's rang s8ledes hojst er r, findes en egentlig rela-
 tion med rationale koefficienter mellem rakkerne, og derfor ogsa

en relation med hele koefficienter. Det er nu klart, at ingdgen ba-
sis kan vere mxrdrx®,storre, men heller ikke mindre, da Y -y

i sa fald var afh&ngige.ﬂ

Setning. Hvis (glii"’gz) er en basis for en fri abelksk gruppe

af endelig rang, fds samtlige baser ud fra denne ved unimodulere

substitutioner.

Bevis. Lad é vere en unimodulzr matzrix, o9 : en heltalsmatrix med
determinant *1, og sa&t g,: égl, da er Q' vafhengigt, og da glz
é_lgl’ hvor é_l er en heltalsmatrix, er gﬁet frembringersystem.

Lad omvendt Q' vere en basis, da er gl = Bhlog

Ql = Ag,, hvor
at

A og B er heltalsmatricer. Af AB = E folger nu er unimodul&r.l

e

Setning. Er % en fri abelsk gruppe af endelig rang r, og er  en

undergruppe, da er K fri abelsk og af rang £ .

Bevis. Induktion efter r. r = 1: Enhver fra (0) forskelleg
undergruppe er isomorf med Z. Antag nu sztningen for grupper af
rang < r, og lad 8qs+++18p VETE en basis for‘%. For he ¥ er

h = nqgqy+...+,8,, n1,...,n,2e2. Hvis n, = 0 for alle he{ er vi
ferdige. 1 modsat fald er {nm/h€fﬂfen fra (0) forskellig under-
gruppe i %, altsa af formen mZ, m £ 0. Da memZ findes et nte ¥,

& at hf =X * 7 - \ 2%

S = 0y gyt oty g, g, G = {n1g1+...+n,2“,,glz_1 n, &
er en fri abelsk gruppe af rang r-1. Iflg. indukthonsantagelsen
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nJ
er ?ﬁg{ fri abelsk og har en basis h,',...,hgs', hvor s L r-1.
Nu er h1',r\;..,hs',h'K uathengige, thi er n1'h1'+...+ns'hs'+n*hK = 0,
er n"n* € € nY, og dermed n*mg, = 0, sid at n* = 0 og sdledes ogsd
ng' = ... = ns' = 0, da hq',...,hg' var uafhengige. h1',...,hs',h*
frembringer o , thi er he¥, h = NG te e o tpyg,= Ny8yte e oty 8p g +
n*mgn) er h-n™n¥e¢ 4n ¥, : h-n*n™ = n,'hy'+...4ng'hg'. Vi har

sadledes vist, at d har en basis af rang s+l é-(r-1)+l =r.

Elementardivisorsatningen. Lad 9 vere en fri abelsk gruppe af

rang r, 0g %’en,undergruppe af rang s, da findes en basis (g(,..Lng
for 9 og en basis (h1,...,hs) for ¥, s at h, = n.g s, nié-Z, i =
ly,...,8.
Bevis. Det g®lder om af finde en basis (g7,...,gQ) for‘@ 0g en
basis (hy,...,he) for ¥ s at

hq ny; 0...0 gy

hpl |0 B2-.9 g2

. - . . . (:) .

h¢ 0 0O...ng gp

Lad gfv&re en basis for‘g 0g gl en basis for‘?(, altss k), = Af,
hvor A er en (sxr)-heltalsmatrix. Er g' en anden basis for & og
g'_in anden basis for ¥, altsa £, = Egl og El = th, er hl =

Q éggr Det gmlder om at vise, at der findes P,Q, s& at Q
HAR den vnskede form. Vi bemzrker nu:

1) Hvis g, fremgér af f;, ved permutation vil Q ~AP vere en per-
g L AP

nutation af sejlerne i

-1

= e
T

P en permuta-

2) Hvis QI fremgar af | ved permutation, er @

tion af rskkerne 1 A.

3) Hvis g, = fi+7Tj (og ellers ingen forandring), er den j-te

i

sejle 1 @ "AP = (den j-te sojle - Y xi-te spjle) 1 A.
4) Hvis h, = ki+]kj (og ellers ingen forandring), er den i-te
rakke i Q AP = (den i-te rekke + 2«j—te rekke) i A.

Vi betragter nu alle matricer Q- AP, der fremgar af A ved

sukcessiv anvendelse af 1)-4). Lad a vere det mindste positive
tal, der forekommer i en af disse matricer, og lad g‘: (513)
vere en tilsvarende matrix. Vi kan ( 1) og 2)) antage, at a = gll'
Nu er 313 =aqg +r, hvor 0L r < a, s& at vi iflg. 3) kan anta-

ge, at 313 = r, men definitionen af a giver nu g&j = 0. Analogt
kan vi iflg. 4) antage, at Q;L = 0, altsé
a0 ...0
_10
a=Y g
0

Den samme proces anvendes nu pa delmatricen B, o.s.v. og til sidst
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har 1:& den onskede form.w

Hoveds®tning. Enhver endeligt frembragt abelsk gruppe er direkte

sum af endelig mange cykliske grupper.

Bevis. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe, :H, er homomorft
billede af en fri abelsk gruppe, %G, af endelig rang (fx. r).

Felgelig er K gfﬁ/@( . Iflg. det foregdende findes baser (g,|,..,g/2)
0g (hf,...,hs) for Cﬁ/resp.}( , s& at hy = n,g,, men s& g =
a1g4+...+a,bg,2€9€€—“;\a1g1+...+ang,z = byhy+...+bhe & g =
b1n1g7+...+b9n9gﬂ & n,,}a1 AvioA nglasl\a&H = ... =ap = 0.
Folgelig er @ 8yt . +3,805 = w = a4y = a; (mod n,)
ALLoA 8y = ag (mod r1§)'\€:\13M = 8gpq /\:.. \aQ = he F@lg(:}lig

er K 2EM L2 i/ B cor ®© L/ngl ol o...07. B

Korollar 1. En endelig frembragt torsionsfri abelsk gruppe, %L er

fri abelsk af endelig rang.

thi @’; er direkte sum af cykliske grupper, som hver md vare |

Korollar 2. En endelig frembragt abelsk gruppe, Q_Z,, er direkte sum

af cykliske grupper af uendelig og primtalspotens orden.
thi for n = p,u‘...pr:'l” er 2/n7 ¥ 2/p1”fz\ ® ... 6@ Z/p,:"?z |

ENDELIGE ABELSKE GRUPPER

Basiss®tning. En endelig abelsk gruppe , ﬁ, af orden n er direk-

te sum af primxz¥xpxzikzEREEXx cykliske grupper af primtalspotensor-

dener, g;, N = gy...9,., Of qys...,q, er entydigt bestemt (med mul-
tiplicitet).

Bevis. Setningens feorste pastand felger straks af korollar 2.

For hvert primtal p{n, er den direkte sum af de cykliske grupper,
hvis orden er en potens af p, entydigt bestemt, nemlig som meng-
den af de elementer, hvis orden er en potens af p, d.v.s. som p-

Sylow-undergruppen (Specielt er en endelig abelsk gruppe direkte

sum afl sine Sylow-undergrupper). Det er derfor nok at betragte
N

tilfeldet, hvor n = p. Lad altséd
Cs = 9{1@ ...@')(Q: 7(,@ 00 @ —}(3’
hvor ord(?(f;) =pM, i=1,...,r og ord(‘}fj) =p™, 3=1,...,s.

Vi har N = Ng+...+n,

m

= My+...+0g, og vi kan antage, at n, 2 n, 2
.ov2 n, ogmyL ...2 me. Vi tenker os valgt frembringere hy

for 9l; os kd for Y(J
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Induktion efter N. N = 1: Klart. Antag sztningen for grupper
af orden pM, med M < N. Sa&t Ann(p) = {gé%(pg = O%, da er
Ann(p) en undergruppe (annulatoren for p). Vi har g = aqhy+.. .+
a,lhn/e;t\lnngp) & pg =npaih,+...+pa,Lh,L = g ? pnlfpal/\ pnl“,par.
& o 1 ’alA... Ap T [ar. & a; =p L ﬁi, él = 0ys0.,p-1.

Da der sdledes er p mulige vardier for a;, er ord(Ann(p)) = pT.
Specielt er altsd r = s.
Antag nu, atnl; no 2 gn.v>nv“:...=nr:1
0g ml;mQZ"';mM>mﬂf-4="'=mr=1’
0 £ ‘r),/(,_ﬁ,r.
Vi har ord(p%) = ord(4/Ann(p)) = pN/pr < pN. og

04 =¥ ® ... ®pdy = pPKi@ ... ® pKn,

=pho ... ®pip= pKi® ... ®P7<,u

og ord(p?fq) = pnl_l,...,ord(px'y) = pn"’"l 0g OI’d(P:l(f) = pml—l,...,

ord(p?((l{) = pm?'—'-_l. Induktionsantagelsen giver derfor ¥ = M og

pml_l = pnl_l y eee pmﬂ_l = an—l, hvoraf pastanden felger. &

Vi har fundet en bijektiv forbindelse mellem mengden af endelige
abelske grupper (p& isomorfi n@r) og mengden af endelige mengder
af primtalspotenser med multiplicitet. Specielt er antallet af
abelske grupper af orden pn = antallet af partitioner af n, be-
tegnet p(n). (fx. er 3 = 3 = 241 = 1+1+1 s& at p(8) = 3 og

4 = 4 = 3+1 = 242 = 2+1+1 = 1+1+1+1, s8 at p(4) = 5. Der gel-
der i evrigt T7 :1 lji = E;;ilp(n)xn. )
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KAPITEL II RINGE

KEksempler p& ringe:
¥ks.l) Hvis man i den additive gruppe R af kontinu-
erte afb : R —>R (elller : ﬁ-——aa) definerer (fxg)(x)
= &f(x—t)g(t)dt fremkommer en ring (R,+,*) uden l-ele-
ment.
2) Lad V vere et uendeligtdimmensionalt vektorrumn.
Underrummet R €& £(V,V) bestdende af de linemre afbild-
f, med dim (V) € 0 udger med sammensztning en ring
(Ry+,0) ligeledes uden l-element.
3) For en abelsk gruppe)‘% , udger gruppen R af endo-
morfier f :‘g-ﬂ% med sammens&tning en ikke-kommuta-
tiv ring (R,+,°), Kkaldet endomorfiringen for 4.

4) Hvis G er en fri abelsk gruppe af rang, da er en-

domorfiringen (R,+,e) 2 (M r(i),+,*)-

Irx

En delmengde I € R kaldes et venstre ideal, hvis I er en under-

gruppe i (R,+), og hvis RI € I. Et hegjreideal defineres p& ana-

log made.
Eks.IT R = M., T {(8 é)} et venstreideal, der ikke
er hejreideal.
I g R kaldes et bilateralt ideal (eller tosidet) , eller blot et
ideal, hvis I er bade hojre- og venstreideal. R kaldes simpel,

hvis der kun findes trivielle idealer.

Homomorfisetningen. Er @3 R — R' en epimorfi, da er Ker(@) =
L v
§rE;ngKr) = O% et ideal i R, og R' = R/Ker(ep).
T 1

Opgaver. Et endeligt integritetsomrdde er et lememe.
Endda: ¥t integritetsomrade, der kun indeholder ende-
lig mange idealer er et legeme. (Betragt idealerne
(a),(az),... for et ae~R*.}

Er R et integritetsomrade, da findes et ( og pd isomorfi ne&r
kun ét) legeme K, der indeholder R (2: har et med R isomorft del-
integritetsomréde), og som er mindst i den forstand, at ethvert
skevliegeme L med samme egenskab indeholder et med K x isomorft

dellegeme. K kaldes R's kvotientlegeme. K kan ogsd karakterise-

res ved at indeholde et med R isomorft delintegritetsomréde R*‘og
at ethvert element x € K kan skrives X = a*b*_t, med a*,b*efR*, b*# 0.
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Eks. 2 har kvotientlegemet é.

I en kommutativ ring med l-element, R, er (a) = Ra det mindste
ideal, der indeholder a; det kaldes det af a frembragte hoved-
ideal.
Eks. I i er som bekendt ethvert ideal af formen ai,
alts& et hovedideal. Det er klart, at 2/&2 er et in-
tegritetsomrdde, hvis og kun hvis a = 0 eller a = *
primtal p. Felgelig er E/ai et legeme, hvis og kun
hvis a =t primtal p, og dette legeme betegnes GF(p).

Lad K vere et skevlegeme, og lad R vere den mindste under-
gruppe i K, der indeh?lder lK' Ved ?(lz) = 1K defineres ojen-
synlig en epimorfi@: Z —> R. Enten er ¢ bijektiv (og altsd Ker(p)
= (0),)i hvilket tilfzlde K siges at have Karakteristik 0. K vil
da indeholde et med Q‘isomorft dellegeme, og for ack™er na 0
kun hvis & n = O. Eller: Ker(p) = (a) £ (0), da er R 2/(a).

Da RS K er et integritetsomrade, er 2/(a) et integritetsomrdde, og

g Il

derfor et legeme, og a = primtal p. K siges at have karakteristik
p, 0og R er et legeme isomorft med Z/pz. For aé:K“ér na = 0 kun
hvis p]n (og omvendt).

Det herved 1 skeviegemet K bestemte legeme kaldes K's primlegeme.

Eks. I et legeme af karakteristik p £Z O definerer a
aP en homomorfi (binomialformlen), som @jensynlig er
injektiv. Den er surjektiv, hvis K er et endeligt lege-

me, men ikke surjektiv i almindelighed.

Et ideal ? i en ring R kaldes et primideal, hvis ayb e-@? ==

aeija vbe (j’ .

Setning. 1 en kommutativ ring R med 1fg1ﬁmﬁnimg@;gggié£m§£m§£ﬂ

primideal, hyiswqé kggﬂ@y}§‘ﬁ/ er et legggg.

Et ideal M i en ring R kaldes maximalt, hvis MICR, og hvis
der ikke findes idealer O] med M COICR.
Setning. I en kommutativ ring R med l-element gelder: Ethvert

egentligt ideal,Ol, er indeholdt i et maximalt ideal 4.

Bevis. Zorn's lemma.

: . . max.
Setning. [ _en kommutativ ring R med l-element gelder: Mer et rdea

hvis og kun hvis R/W er et legeme.

Eks. I den additive gruppe i/ﬁz defineres ® ved aeb = 0.

(2/p%2,+,0) er en ring uden l-element. Da Z/pf kun har
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de additive undergrupper (0) og Z\/pZ, er (0) et maxi-
malt ideal, men Z/p% / (0) er ikke et legeme.

2) 27%; = {%’1“ he 7 og ne N,{ er en additiv gruppe.
Enhver undergruppe i 2_°°Z/Z er endelig og cyklisk, med
en frembringer Defineres e som i det foreglen-

de eksempel fas en ring uden maximale idealer.

I en kommutativ ring R, med l-element, kaldes Rad(0l) = {be (Q(
dne N : bl 012; rakdikalet for Ol. Rad(@l) er igen et ideal (Bino-

mialformlen)

Setning. I en kommutativ ring R med l-element gelder:

Rad (0 = ﬂ({gm‘_cﬁ;

. n
Bevis T Er=buRAAL. oyt B g e o sy B BT e ey i BT S
_,A.—————-—-»-'—-‘""”‘““M’y T
n SR
Ap,ta.g»-nﬂ»;i‘"a:t“-w—a%u‘l}ad( _,\L HISIED A OO || B P / T Vi

Vi viser forst
Lemma. Lad R vere en kommutativ ring, og S &€ R*en nultiplikativ
semigruppe, da er Y = §01€ R]OWOS = ¢3 induktivt ordnet, og et

maximalt element i 39 er et primideal.

Det er klart, at ?K er induktivt ordnet. Lad ¢ vere et maximalt
element i)’z, og antag,at der findes a,b€&R, ab€Y a,b ¢L{J Vi har
¥C (Lf,b) og YC (<)C’,a), s& at (Lf,a) ﬁé]ﬂ 0g ((f,b) é?ﬂ, 9: der fin-
des s,t€éS5 s& at s = p+tra+na og t = p'+r'b+n'b. Nu er ste S og
sted, 1 modstrid med at Yas = v |

Bevis. Ved overgang til R/ kan vi ojensynlig antage, at JL= (0).
Hvis a€ Rad(0) er a" = 0, og dermed ané{f for alle ¥ og aetp for
alle(f. Er omvendt a™ # 0 for alle n, er S = Sa,a ,aB,...f en
semigruppe, sa der findes et primideal 4fo med S'Hf’o: W; spe-

cielt er a ﬁ(f, og dermed a & Q‘f |

N

Eks. R = (é\L[o,1],+, ), hwvor L = R eller L = C. For
wel0,1] erM, =§fe R[t(x) = 0} et ideal, og det er
maximalt, da R/,mo( = L er et legeme. Der findes ikke
andre maximale idealer i R, thi er Ol et ideal, der
ikke er indeholdt i noget My, findes til hvert we [0,1]
et fogM“sé at f,(x) £ 0. Nu er T #Z 0 i en omegn Uy af
X og da [O,l] er kompakt, findes oq,...,o(me[o,lj, sé
at [0,1] = Uy, V... UUy, . Swttes £ = Gy fy, +...+5x, for, »
da er fell, og £ # 0, men s er f—leR og dermed 1 =

e lsegla 01 = R,

7= {fer|T(t) = 0 i en omegn af 0§ er et idesl, og
Rad(J) =TJ. Heraf folger, at der i R findrégmlaealer,

der ikke er maximale.
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Lad R vere et integritetsomrade. Et element £& R kaldes en
enhed, hvis der findes &' e R, s& at £¢' = 1, altsd hvis (&) = R.
To elementer a,b €R kaldes associerede, hvis a,b £ 0, og der fin-
des en enhed ¢ s& at a = be, altsd hvis (a) = (b) £Z (0). TFor a,b

R, a £ 0, siger vi "a gir op i b" eller "a er divisor i b",og skri-

ver alb, hvis der findes r¢R, s8 ar = b, altsd hvis be&(a).
a[bz\b(a & a og b er associerede.
Et element pe R kaldes irreducibelt eller et primelement, hvis det

er forskelligt fra O, k ikke er en enhed og kun har trivielle di-
visorer.
Et integritetsomrade R kaldes et F.D. (factorization Domain), hvis
ethvert a # 0 ikke enhed kan skrives som produkt af endelig men-
ge irreducible elementer.

Eks. Mengden af polynomierR=§%ﬁ61X+...+aan) aoé.ErA
a1,...,aMefQ§ er et integritetsomrdde med enhederne * 1. De ene-

ste muligheder for oplesning af X er X = Py.eDp

(———2;——1), hvor Pgseeesbp er primelementer i Z (o:
Py e+ PR , 1 1
+ primtallene), men ——— = 2x er aldrig

Dy« - Dg 2p4.-.p/z
irreducibel. R er sdledes ikke et F.D.

Et integritetsomrade R kaldes et U.F.D. (Unique Factorization Do-

main), hvis det er F.D. og der af PyeeePp = qq...qs, (primelemen-

ter) felger, at r = s og at p, er associeret med qa(j)for en

passende permutation.CTéSn,

Eks. R = Z[ng] er et integritetsomridde med enhederne
1. PFor X = x+y{-5 sattes N(x) = xx = X2+5y2. N
R I er en homomorfi. Idet N(x) # 3,7 for allex e R,
og da N(3) = 3x3, N(7) = 7x7, N(1% 2y_5) = 21 = 3«7,
folger det, at 3,7,1:2Vj§'er primelementer i R, men

21 = 3x7 = (1+2V=5)(1-2V<5).

Et integritetsomrdde R kaldes et P.I.D. (Prime Ideal Domain),
hvis ethvert ideal er et hovedideal.

Setning. Et P.I.D., R, er et U.F.D.

Beviset fores i flere skridt:

Lamma. Hvis et primelement;pjab, da vil pfa eller p(b.

Bevis. Se&ttes (a,p) = (c¢), da vil clp. nten er c¢ en enhed, sa
at (a,p) = R, og dermed 1 = ax+py og b = abx+pby, hvoraf plb,

eller ¢ er associeret med p, sa at p'c, hvilket med c|a giver pla.l

Af dette lemma folger, at hvis der findes en primoplesning, da er
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den entydig. Vi bemzrker nu, at et PsI.D. er et Noethersk inte-

gritetwomrdde, og afslutter beviset med

Lemma. Et Noethersk integritetsomrdde er et F.D.
Bevis. Indirekte. Fandtes der et a £Z & 0, ikke enhed, der ikke
var produkt af primelementer, ville a specielt ikke selv veare

primelement, sa a = alal', hvor al,al' er ikke trivielle divi-
sorer 1 a; endvidere matte mindst en af disse, fx a, vere uden
primoplesning. Vi finder sdledes (a) C (al)<: ... 1 modstrid
med at R var Noethersk.f§

Eks. I eksemplet p.4 er (%)(: (%) C (%) C

Setning. I et P.I.D., R, er (p) et primideal (ikke-trivielt), hvis

og kun hvis p er et primelement.

Bevis. "=" Indirekte: Hvis p = aa', og p{a 0g pfa', da var ()@E)
= o @, Z O 1 modstrid med at (p) var et primideal.

"e" Hvis @ &) © i R/(p), er aa'¢€ (p) o p(aa', men sd er fx
pla, og altsd @ ©ir/(p).H

L& Setning. I et P.I.D., R, er ethvert ikketrivielt primideal, (PR),

maximalt.

Bevis. Lad @ € R/(p), @ 4 (@ altsd a @ (p). Smttes (a,p) =
(a), er d'p; nu er d en enhed, thi var 4 associeret med p, ville
p[d, som samkmen med d\a giver p/a, i modstrid med a & (p).

Da (a,p) = R, har vi 1 = ax+py og dermed @ & = CD . R/(p) er
séledes et legeme..

Lad R vere en kommutativ ring med l-element, da kan vi danne
potensrekkeringen over R : R[[X]], og polynomiumsringen over R:
R[X], og har da

R ¢ R[x] ¢ RI[Xx]].

Setning. R er et integritetsomride & R[[X]j er et integritets-

omrade.
Korollar. R er et int.omr. €&» R[X] er et int.omr.

Setning. Hvis RI[X]] er et int.omr., da er (aoLgl"") en enhed
$&> a_er en enhed i R.
Bevis. "=" er trivielt. "&" Hvis a_ er enhed i R kan ligninger-

o}
ne aobo =1, a _b.-+a;b_ = 0, aob2+a b, +a bo = 0,...

o1l 170 171
successivt leses.

2

Setning. Hvis RLXJ er et int.omr., da er (8gpe-ey8,0,0,...) en

enhed, hvis og kun hvis 8, _er enhed i R og 8, = ... =8 = 0.
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Bevis. "=" er trivielt. "=": For f = (ao,al,...)e-R[X ] defi~
neres f's grad, grad(f), som -, hvis f = 0, og som det sterste

n, for hvilket a # 0 ellers. Her er grad(f+g) £ grad(f) \V grad(g)
og grad(fg) = grad(f) + grad(g). Af den sidste relation felger,
at der for en enhed f e R[X] m& gzlde grad(f) = 0, altsd a, # O,

a1 = a = ... = 0. Nu er ag endda en enhed i R, thi £1 er en
enhed i R(X], altsd £~1 = b, og dermed apgb, = el - (1,0,0,...)
-1 .9

Setning. Er K et legeme, da er KIX1llet P<I.D.
Velkendt, idet man viser
Setning. Idealerne i K[{XJ] er netop K[LXI]

2 ... =2 (0).

il

(1) 2 (x) 2 (x°)

Setning. Er K et legeme, da er k[x1 et P.I.D.
En felge af Euklids algoritme.

Hvis R er et int.omr., f(X) = ao+alX+...+aan€ RLX] 0g ¢ eR,
kan vi danne ao+alc+...+andneIL et element, vi vil betegne f(c).
Ved ¢ —» f(c) defineres sdledes en afbildning, igen betegnet f, af

R —2>R. Vi siger, at cé R er rod i f, hvis f(c) = 0. &t ev klant
ot £ fle) en ¢ Totccotuorfe Rlx] - w

Setning. Hvis K er et legeme, og f(X)e K{X] af grad(f) = n > -,
da har f heojst n xrddgx forskellige rodder.

Bevis. Lad «4,...,Xy) vere forskellige redder i f. I feolge divi-
sionsalgoritmen findes q,re K[XJ1, s& at £()¥) = (X—«,)q(X)+r(X),
hvor grad(r) < grad(X—Wy) = 1, altsd grad(r) £ 0 92: r konstant.
Da f(w1) =0 + r(w7), er r = 0, og dermed f(X) = (X—Aﬁ)q(X). Ny —
er £ 0 = f(x,) = (&’2—0(1)(1(0(2), altds q&,) = 0, s& vi finder

a(X) = (X-0,)q1(X), o.s.v. f(X) = (X—oq)...(x—oq))qq)_l(x)ﬂ

Korollar. Hvis R er et int.omr., og £f(X)e R[(X] af grad(f) = n > ~oo

da har I hojst n forskellige redder.
thi fe K[x1, hvor X er R's kvotientlegeme.!

Hvis R er et int.omr. betegner R(X) kvotientlegemet for RCX].

Eks. R = GF(p). Da GF(p)(X) D G6F(p){X] D2GF(p), har
ogsd GPF(p)(X) karakteristik p. Der findes altsd uen-
delige legemer af karakteristik p # O.

Eks. Lad K = GF(p), og lad £(X) = agp+...+apX"e k{x7,
v, da er f(z;)P = 1(xP), 1 folge polynonisiformlen og
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relationen,ap = a for ae¥. For £(X € K(X) gelder:
(f—(&‘%—)p - £0X2 £ X, idet g(XP)x#Z £(xP). Afpildnin-
g(X g(XPpb ’ ,

lelee
gen ¢ — cP  af K(X) — K(X) er altsé%Surjektiv.

Hvis R,R*‘er kommutative rindge med l-elementer, og P : R—*'R*
en homomorfi, induceres ved ao+...+aan ——+?(ao)+...+?(an)Xn,
en udvidelse af ¢ til en afbildning, ogsd kaldet, ® rR[x]1— rR¥[ 1],

der let ses at vere en homomorfi.

Vi vil nu undersegge polynomiumsringen over et U.F.D. , R. Et
£(X) = ag+...+a X € R[X] kaldes primitivt, hvis (ag,...,an) = 1.

Gauss' lamma. Lad R vere U.F.D., da er produkt af primitive po-

lynomier over R igen et primitivt polynomium.

Indirekte bevis. Lad g(X),h(X)e RX] vere primitive, f(X) =
g(X)h(X) = ao+...+aanenR[X], og antag, at der findes et primele-
ment L€ R, si ﬂl(ao,...,an). (J) er et primideal, thi er abe& (1),
er Iblab, hvorafJL‘a ellerJLib 9: ae(N) eller be (). R/(T) er
felgelig et inmtegritetsomrade, og den kannoniske homomorfi:¥H:R
p& R/(7L) inducerer en homomorfi A : R[X] — R/ (1) [X], ved hvil-
ken vi har #(g)u(h) = Hgh) = X(f) = 0. Da R/ [X] er et int.-
omr. er sdledes %(g) = 0 eller n(h) = 0, i modstrid med at g og

h var primitive.ﬂ

Korollar %il Gauss' lemma. Lad R vere U.F.D. med kvotientlegemet
K. Hyis £(X) = g(X)h(X), med f(X)€é R(X], £(X) primitive RLXD, og
n(x) ex{xl, da er n(x) e rlxJ.

Bevis. h(X)'s koefficienter kan skrives som uforkortelige broker

¢ K, s& der findes a€éeR, at at ah(X)e R[X]. Fplgelig findes a,b& R
med (a,b) = 1, 84 at %h(X) er primitivte R{x]. Iflg. Gauss' lemma
er % f(X) = g(X)(%h(X)) primitivt. Da koefficienterne er hele,

og da (a,b) = 1, m8 b g& op i disse, men si mi a vere en enhed.
n(X) = a‘lb(%h(x)) er da e rlx].H

Setning. Hvis R er U.F.D., da er ogsé RiX) et U.F.D.

Enhederne i R[X] er som bekendt netop enhederne i R. Vi underso-
ger nu de irreducible elementer.

Lemma. Hvis grad(f) = 0, da er f(X) irreducibel, hvis og kun hvis
f(X) =3, hvor 7 er irreducibel i R.

Hvis grad(f) 2 1, da er f(X) irreducibel, hvis og kun hvis f(X)

er primitive RIX] og irreducibel som element i KI[X].

Bevis. Den ferste pastand er triviel. Antag grad(f) 2 1. Hvis



Alg. 1I,8

f(X) er primitiv og irreducibel i K[X1, da ogs& i R[X], er oplagt.
Lad omvendt f(X) vere irreducibel i R[X], da er f(X) primitiv.
Antag, at f£(X) er reducibel i K[X], da findes g(X),h(X)e K[X],

£(X) = g(X)h(X) og 1 § grad(g) < grad(f). Nu kan vi finde ¢ &K,

séd cg(X) er primitive R[x], men s& er f(X)=[ce(x ][ h(X)] og —h(X)
er iflg. korollar € R[X], sd at f(X) ikke er irreducibel i R[X] |

Lemma. Hvis et irreducibelt polynomium p(X)lf(X)g(X), da vixl
pCOIE(X)  eller p(X)|a(x).

Bevis. 1) grad(p) = 0, da er p(X) =7, hvor Jt er irreducibel i R,
og f(X)g(X) =3h(X). Nu er (7) et primideal, s& R/(7) er et in-
tegritetsomréde. Er % : R[x] — R/(m)[X] den kannoniske homo-
morfi, er X(£)x(g) = %(fg) = N(nh) = w(T)#(h) = 0, s& at n(f)
eller x(g) = 0 o: nlf eller JL,g.

2) grad(p) & 1. Da p(X)lf(X)g(X) i RIx], gzlder dette specielt
ogsd i K[X]. Da p(X) er irreducibel i K[X] og K[X] er et P.E.D.,
er fx. p(X)|r(x) 1 k[x] »: £(x) = p(X)h(X), hvor n(X)e K(x]. Af
Korollar far vi nu h(X) eR[x], altsd p(x)|r(x) i R[xT.]

Af dette lemma feolger primoplesningens entydighed. Vi viser nu
eksistensen: Lad altsd f(X)e R{X], £ # 0, ikke enhed.

1) Hvis grad(f) = 0 er vi ferdige, thi da er f(X)€ R, og en prim-
oplganing i R er en primoplesning i rlx].

2) Hvis grad(f) 2 1, er f(X) = dfl(X), hvor d er steorste fzlles
divisor for f(X)'s koefficienter, og fl(X) er primitiv. Hvis fl(X)
er irreducibel er vi ferdige i flg. 1) Ellers er f (X) = gl(X)
hl(X), hvor gq,h; er primitive, og 1 Y grad(gl) < grad(f ) og

1< grad(hl) Z grdd(f ) o.8.v. men dette mé n@dvend1gv1s stoppe.ll

Hermed er beviset for satningen afsluttet @

Exs. 2[x] er et U.F.D.

Korollar. For et legeme K er K[Xlii,.,XﬁJet U.F.D.

Bemerkning. Dette gzlder ogsé for K[Xl,Xz,...]

Eks. 2[X] er ikke et P.I.D., thi]-= SE(X) € 7[x7] 11z )
2|£(0) } er et tdeal, der ikke er hovedideal. Det vi-
ser sig, at Z[Xl ikke xengang er Noethersk.

Vi har tidligere vist, at hvis R er i P.1.D., da er R et
U.F.D. og ethvert ikke-trivielt primideal er maximalt. Der gel-

der omvendt:
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Setning. Bt U.F.D., R, hvori ethvert ®:gte primideal er maximalt,
er et. P.I1.D.

Bevis.1l)Vi bem@rker forst, at ethvert maximalt ideal, M, i R er

et hovedideal, thi er M D (0), findes agyf, a # O, ikke enhed. BEr
a =y JpEMh vil (da et max.ideal altid er primideal) fx. T4 €M,
og dermed (4) & M. Da (7‘[1) er et primideal og derfor maximalt

ifelge forudsetning, er (n1) = M .

2) Er Ol et ikketrivielt ideal i R, vil Ol vere indeholdt i mindst
et maximalt ideal M = (J1), men det kan kun vere indeholdt i ende-
lig mange meximale idealer ﬁﬂi = OTi), thi er aeft\(0), vil Ili‘a.

3) Lad muL (ﬂu), t =1,...,Y¥ vere samtlige forskellige maximale
idealer, der 1ndeholder0‘L. For aefd( vil ny ...J[,,Ja, s& Ol §

(.. ”V) Vi betragter nu alle eksponentsystemer (X¢ ,..., &),
hvilke 07‘7(x4“4... “9) For et ag O[\(0), er a = nﬂml‘... nqu’
hvorTl%q, s8 ™ £ ml,...,O(.v_S_ my. Lad (&4 ,...,%y) vere et hoje-
ste eksponentsystem, for hvilket Ulg(Jh“1... ny%ﬁ; det pastés,
at,0L:=(Juu’...lnvub)

4) PFor ae(ler a = JZ,«,%'. . ]‘I;‘ﬁr. Settes T = {réR’ TZ,“!.. T(;(’)ré(flj
er Jet ideal i R, og (0)C J. Nuer J = R, thi ellers fandtes

et maximalt ideal (J1), sd& at X 7 _C_: (7)), og dermed  —" T

OLC (Jl,a’ . J‘(ngZ) C (). Heraf folger for det forste, at =®Jl er
associeret med et ﬂt(lflg def. pa.fqrerne) s& wi kan antage J{ = Jz
men sa vil 0L=.(=n, ]nf”+l xg) vere 1 strid med at (Xq ,u0e., 0y’
var hejedt. Af J = R folger specielt, at 1é 7 : (Jz, y“’i) c o

< (JZ[M’ qu(lkv) g

Schénemann-Eisensteins irreducibilitetskriterium. Lad R vere et
U.P.D. , f(X) = a ora X+, . an_an_1+Xne RIX], og antag, der fin-
des et primelement & R, si atJ‘Lla J...,Jz,Laﬂ_l ognz»{'ae, da er
£(x) irreducibel over K[XJ (og dermed over R[X1).
Bevis. Det er nok at vise, at f(X) er irreducibel over RIXJ.
Indirekte: Antag at f(X) = (bo+...+bm_le_1
+ X* m), 1 é m< n, sa er a, = boco. Ved den kannoniske homomorfi
Rx] — r/01x] rar vi X =HA(£) = (b )+...+X™) (Alcy)+
VX Heraf felger imidlertid let, at ’H-(b ) = 0 og x,(c ) = 0.
hvilket specielt giver H(c,) = O og %(bo) = 0, altsd J'(Ib 0g J'Llco,

0g dermedn2lboco = 84 !

+Xm)(co+...+c:1,l_m_an_m“1

N

Eks. Xn_+_ p er irreducibel Sver 7 (Q), hvis p er et

primtal

~

Setning. f(X) = ‘( l = x" 1. ..4X+1 er irreducibel over 7 (Q),
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hvis og kun hvis n er et primtal.

Bevis. Hvis n er et primtal, er f(X+1l) er Eisensteinpol.l
Eks. Hvis Kar(X) = 2 er X2+Y2-1G-K[X,Y] reducibel, thi

X24y°o1 = (X4Y)%-1 = (X+Y-1)(X+¥+1)

Setning. ¥ v™-1 er irreducibel over legemet K & Kar(K) = 0
eller 0 < Kar(X)MWn. 0

Il
Bevis. " =" Indirekte: Hvis Kar(K) = p|n, er Xyt = (D) P (rPyPo
n n n n n

n n n
= (xP+YP)P_1 = (xP+yP-1) ((xP+yD)P L i (xP4vD)41)
n&t Vi har £(X,Y)e K[X,Y] = K[YI{x] = R[X]. Nu er x™+v™1 = 1™
(Y™-1) = ¥+ ((Y-1)+1)%-1 = Xn+((Y-1)n+(§)(Y-1)n’l+...+n(Y-1)).
Det ses, at Y-1 gér op, men (Y—l)2 gdr ikke op, da n(Y-1) # O.
Da Y-1 er primelement i R, folger pastanden af kriteriet.'

Lad K vere et legeme og s&t R = K[X1,...,Xh]. Ti1 Ze-Sn sva-
rer en automorfilTaf R defineret veé Z(a) = a for aek, F(Xi) = Xtﬁ)
i=1,...,0. For £(Xq,...,X,) = E}%mJ_,_,mnxlml...xnmn, har vi

; _ m My _ ztr) M-,
altsa ‘C_f - Zarﬂl,.- .’mnxz(l)l...xt(n) .- Zaml""’mmxl - Xn

f €R kaldes symmetrisk, hvis 7f = f for alle Fe-Sn.

Vi betragter nu R[Z] = K[Xl,...,Xn][Z]. Automorfien T i R
inducerer en automorfi T i R[Z1 ved T(by+biZ+...+by2™) = (by)+
7(b1)Z+...+7(by)2™. Nu defineres elementer 80s87s+++385,6& R ved

F(2) = (2-X1)...(2-Xp) = s08™-s92% 1. 4 (-1)"%
og da T(F) = (Z—Xz(l))"'(Z'XU(n)) = (Z—Xl)...(Z—Xn) = F, er Ts, = s

T(sq) = s1,...,8, = sy for alleT 3: 80;87,...,8, er symmetriske

Vi ¥inder:
S = X1+"'+Xn
S, = X1X2+...+Xn_an

Xlo . -Xn

og de kaldes de elementagsymmetriske polynomier.

Setning. Ethvert symmetrisk polynomium f(Xlii"’Xn)e K[le...,an
lel...Xﬁmn definerer

vi signaturen som sign(p) = (mi) = (ml,...,m ). Det ses let, at

n
der ved (‘Ci)-< (mj) & (Zi‘fi <Zimi) v (Zifi = Zimi og
{l = ml""’CV—l = mp—l"{U < m, for et vist V) defineres en to-

kan pd entydig méde skrives som polynomium i Sqaeces8

Bevis. Eksistens: For et potensprodukt p

11
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tal ordning,>>,af signaturerne. For O # fe R defineres signaturen

for f, sign(f), som den hojest forekommende signatmmur i potens-
produkterne i f(Xy,...,X,). Idet vi bemerker, at (fi) >‘(mi)

) Z_(Si) medforer (€ +r;) > (mj+sy), far vi let: For f,g # O
er

sign(fg) = sign(f)+sign(g).

Lad nu 0 # f(Xl,...,Xn) vere et symmetrisk polynomium, og lad
alel...Xnm
da er my2 my 2 ... 2 m,, thi var et my < mj,7, og betragtes T =
(i,i+1) € 8,, ville T(aXy™l...Xp®n) = axy™L...x;™+1x; ™M, .x,™
vere et led i £(Xy,...,X,) med signatur (...,mj,7,my,...) >
(...,mi,mi+l,...) o
Vi bem@rker nu, at sign(sﬂ) = (ETTTTTE,O,...,O), s& at sign(sV%V)
= y(Llyeeeyl,0,...,0) = (%9, ..,%,0,...,0) og dermed sign(s{’ ..Sﬁhﬁ

(B Ho e et Uy Dgbe s et Oy oo ey Xy + 0, M)

N vere leddet med hejest forekommende signatur (my),

S%ttes X,= m ’“n 1= mn_l—mn,...,dl = Iy=Moy, far vi altsd sign
«
(5™ ...s ‘x’”) = (m;). For f1 =f - as,M...5, "= 1 -

as lml m282m2 m3...s£_1mn‘l_mnsn@n gelder altsd enten fl = 0, og
s& er vi ferdige, eller sign(fl)~< sign(f). Da f, er symmetrisk,
kan denne proces anvendes pa fl, men dette m& stoppe, da der kun

findes endelig mange signaturer < en,given.l

Entydighed: Det er sjensynlig nok at vise, at vi £QT<P(§}""’Xn)

# 0 har ?(sl,...,sn) £Z 0. TFpr et potensprodukt Xy 1 o Xp T ode-
finerer vi den summatoriske signatur som (M +.. +/%”A§+ /Q

cos g M) - Lad aX{TL.. X vere leddet med hoje¥st sum-
matorisk signatur. /;nds&ttes s erne finder vi sign(as) 1... s, nj
= sign(a (X1+ v+ X ) (X = (M+.. vt oy v /ﬁ,,+/%%ﬂm

og dette led i ?(Sl"" n) gKX1+ cetXps oo sXq. . Xy) vil have
hojere signatur end noget andet led. Altsé er ?(Sl"°"sn> # o.1

Eks. Specielle symmetriske polynomier er potenssum-
merne p; = X11+...+Xn;, i=20,1,2,... Disse kan iflg.
setningen entydigt udtrykkes ved de elementarsymmetris-

ke polynomier. At der omvendt g®lder: De elementar-

symmetriske polynomier s1j...,s, kan entydigt skrives

som polynomium i pot,enssummerne4]912...,9&_L vil folge

af Newtons formel: S&ttes ay = (—1;989, v = 0,1,...,1

‘Newtons formel ZV o q_va%v+ qa, = 0, g = 1’2’.L;J

Bevis. Tor V= 1,2,...,q gelder (idet EZ betegner

summation over indb.forsk. indices fra 1 til d:

og ay = 0 for v > n‘gwlder",_,
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*
N - ‘\)
Do p(Vay) = (Zx, V) (-1) Z Xj Xy, =
\) -
= (-1) Z Z KON S35 SR v
1941 7'V+1

- (-1 :EE e ...X£V1+q Vo ZE X X X
hvoraf R My LIRS AL

-1 * q-(W-1), 2 :z:: q-7

a = X' X X X‘
pq_v ) v-1)! “Z)W/ 19" ! T 1y’ l’l) Y44
= -5(Y-1)+s(¥),

hvor
S(p) = —;L Z Ky e X, Xy O e 00
Specielt er 07
< - . Q4 _
S(O) - izi”X'H - pq)
S(g) = 0 for g 2 n og for q < n er

a ~13)4
s(q) = R =" Xi, oo X X 9= L) = %, ...x, (n-q)

q- U1 9 "Q»H q- '7'7,'~"f 1

S(q) = (n—q)a

(n—q)aq. Alts& for alle q:

Newtons formel felger nu af (%) !
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KAPITEL III ALGEBRAISKE UDVIDELSER

Lad K & L vere legemer, og xe¢ L. Ved <P(f) = f(x) defineres
en surjektiv homomorfi CF : K[x] — K {x] €L, s8 K[x] er et integri-
tetsomrdde, og det er den mindste ring, der indeholder K og «eé L.
Nu er Kerc et ideal i KI[X1, der er P.I.D., si Ker?z (p(Xx)).

Ba K[X1/(p(X)) @ K{al er et integritetsomrdde, er (p(X)) et prim-
ideal. Der er nu to muligheder: 1) p(X) = 0, da er & ikke rod

i noget polynomium over K; & kaldes transcendent over K. Kf[o]

2 K[Xx] er ikke et legeme, og vi har K[¢l 2 K[X]C K(X) € K(x) € L.
2) p(X) £ 0, da er p(X) irreducibel, og (p(X)) er maximalt, sé
K[x] 2 x[x]/(p(X)) er et legeme, altsd K[x] = K®). « kaldes al-

gebraisk over K. X er rod i et egentligt polunomium over K, og alle

polynomier med x som rod er multipla af p(X). Hvis p(X) er nor-
meret, er det altsi entydigt fadtsagt og betegnes p(X) = Irr(«,K),
undettiden kaldet §'s minimale polynomium over K. Hvis grad(p)

= n, siges X at have grad n over K. Ethvert element i K[X]/(p(X))
kan da entydigt skrives @X+. . .+an_an‘D iflg. divisions-
algoritmen; da -mean-lX_n:D(‘?" Aot .+an_10<n_l, far vi

Setning. Hvis & er algebraisk over K, af grad n, da kan ethvert
n-1

element i K(X) = Klx] pad enxtydig mAde skrives Bo+8IR +. . . +ay_ X

Sagt pad en anden mide: Hvis vi mopfatter K[x] som vektorrum
over K, ser vi: Hvis « er transcendent, er [K[O(] :K] = o0g en K-
basis for K[D(] er l,D(,le,... ; Hvis X er algebraisk af grad

n, er [K[o(j:K] = n, og en hasis er 1,0(,...,D(n_1.

Setning. Mengden af de elementer i L, der er algebraiske over K,
12 atf L.
Bevis. Lad o<,/_7>eL , grad = m, gradﬂ = n. 'Enhver potens 0(1) til-

er et dellegeme,L

herer K[x], og er altsd en K-lin.komb. af «%¢{ =Q,...,m-15 Lége-
ledes er enhver potens ﬂ/uen K-lin.komb. af ﬂ;d’ = O, ce.,n-1.
Ethvert produkt 0<7)/.7> er saledes en K-lin.komnh. af xld ,=0,,,m-1, C):
Oyec.,n-1.

Til 0(+/>7 findes folgelig en(mn rmn)— matrix A med elementer fra K, sa

1
" u

: rom-!
gan—t &
<0( tr3 ) Ja{?’é = —é\* 0(/;;’

L e e dermed
) PPl
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det(A - (a+A)E) = 0. det(A - XE)e K[{X]) er folgeligt et egentligt
polynomium med «+@% som rod. Analogt for a5, -« og &~

Hvis K € Ll(g L), siges L] at vere algebraisk over K (elder en

algebraisk udvidelse af K), hvis ethvert element i L, er alge-
braisk over K, og vi skriver da ogsé "Ll/K er algebraisk"

Korollar. Hvis X er algebraisk af grad n over K, da er K(k)ZK

algebraisk.

Opgave. L/K er algebraisk, hvis og kun hvis enhver

ring R mellem K og L er et legeme.

Et legeme Iy 2 K kaldes en endelig udvidelse af K. hvis [Ll:Kj

er endelig. Vi har set, at hvis e L er algebraisk over K, da
er K(®)/K en endelig udvidelse.

Setning. En endelig udvidelse, L/K er algebraisk.

Bevis. Antag, at [L:K] =n<ow, 0og lad xe¢ L. Da 1,a,...,un
er lin.uafh. over K findes ag,...,an €K, ikke alle 0, s& at a +
aia+...+adxn =0, Ot X er rod 1 et egentligt,polynomium(}K[X].ﬁ

Heraf folger atter, at K(®) = K(x] /K er algebraisk, hvis « er al-

gebraisk.

Eks. Lad Ly vere mengden af reelle tal, der er alge-
braiske over Q, da er [Ll:Q] =06, thi for alle neN
er 1,75 (M¥5)2, ... (MY5)™ 1in.uafh. over Q, da

)
Xn+1—2 er irreducibel over Q. i

En udvidelse L/K kaldes simpel, hvis der findes x €L sd at L =
K(x).

Eks. En endelig udvidelse er ikke noedvendigvis sim-
pel. Lad k = GP(2), lad T = k(X,Y) og K = k(X°,Y9),
da er 1,X,Y,XY en K-basis for L. TFor f/gel, har vi,
da Kar = 2, at £/g = gf/g° = e(X,Y)f(X,Y)/s(Xx%,¥°);
det er altsd nok at vise, at hvert f(X,Y)é& k(X,Y] er
lin.komb. 1,X,Y,XY, samt at disse elementer er K—gafh.
Det forste folger let ved at betragte produkter X7Yd,
og for det sidste er det tilstrakkeligt at vise, at for
f,e,0,k € k[x2,Y°] galder fOEVXY+g(X,Y2)Y+n(X%,¥Y2)X
+k(X2,Y2) =0 = f=g="h-=%k=0, men dette ses ved
at betragte potenserne x1yd. I/K er folgelig endelig
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af grad 4, men da vi for oe L har o<2(:: K, har en simpel udvidelse
grad £ 2. L/K er s&ledes ikke simpel.

setning. Lad K £ L &€ M vere legemer, da er M:nllrn:x] = [M:kd
Bevis. Hvis[L:K] = eller (M:L] = er [M:K] =eo. Lad nu
Vyseee,V, VEre en L-basis for M, og lad Upseee,uy, VEre en K-basis
for L, da ses det let, at {uivj( 1 i nal j gm} er en K-

basis for M B

Setning. Er K & L, og Ayoe-- X, €L algebraiske over K, da er

K(0(‘1 yeoo X ) = K[QWL' e Xyl 08 K@y ,...,8q) er en endelig udvidel
se af K.

Bevis. Da «; er alg. over K, er K@) = K[yl og rK(0(1 ):K] er
endelig. Da Xy er alg. over K, er o(zspecielt alg. over K(0(1 ), sé
K(oty) (0g) = K(otq )[®,7] og dermed K(orp, &y) = K@, )Xy) = K& 4g) [, ]
= K[O(q] [0(2] = K [(X,,IXZ], og da [K(oq 05 ) 1K (o )] er endelig, er ogsé
[K(K,,O(z):}{] endelig iflg den forrige smtning os.v. [

Korollar. Hvis K€ L &M, s& M/L og L/K er algebraiske, da er
ogsd M/K algebraisk.

Bevis. Et ﬂeM er algebraisk over L, s& der findes ®gy...,%, 1€ L
s& at A er rod 1 &, +X X+.. .+0§l_an—l+Xné L{X]. Nu er iKy,... 1
algebraiske over K, sd K(xXg,...,%,_7) er endelig over K. Da (2 er
algebraisk over K(Xg,...,%, 1) er Ko ,... ,(Xn_l) [/3.} = K(&gy .0y %0_1 3)
endelig over K(O(O,..., n—l)’ og derfor endelig over K. ©Specielt
er /) algebraisk over K, da en endelig udvidelse er algebraisk. .

Lad K € L. Vi har tidligere vist, at mengden ?{) af elementer
i L, algebraiske over K, er et dellegeme af L. Det kaldes K's
algebraisk afsluttede hylster i L, Det foregdende korollar viser

o~

3
nu, at K = K.

Eks. Lad K& L, 0g lad X& L vere transcendent over K,

og lad K vare K's alg. afwsluttede hylster i K(x), da

er K = K. Lad nemlig Be K, altsd A = f(x)/g(x) € K(x)

alg. over K, og K()/K algebraisk. Hvis @ £ K, er

f(X) -Rg(X) ¢ K(®)[X] ikke nulpolynomiet, og da det har
® som rod, er w alg. over K(@), og dermed ogséd over K,

hvilket er en modstrid. U

Lad K vere et legeme, og f(X)& K[X] af grad(f) 2 1, da findes
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en simpel algebraisk udvidelse af K indenfor hvilken f(X) har en
rod, idet der g®lder

1+...+ame k[x] irreducibel, da findes

Setning. Er f£(X) = Xn+a1Xm—
et (opg pd ner isomorfi kun ét) legeme L*, med dellegeme K¥ iso-

morft med K (ved K-JQ K¥), og et element o e ij algebraisk over
k¥, sa at ¥ = KF(«¥) %gIrr@fJK*L:;Xn+$gy)XMJ-h..+?(@n)=1$f.

Bevis. Eksistens: IL¥ = K[X1/(£(X)) er et legeme, og elementerne

i L* er af formen @X+...+bn_1)g29 = @ +@®+...+ @n—,

S&t(p(a)== C)eIFJfor ac K, dafef<? en isomorfi af K pd et dellege-
X * X . K .

me KXC L. Setx® = ®e1, da erxx™ rod i@fekK™[x], thi

) =0l @) = B QO™+ r @ - Crvid - O,

s& o* er algebraisk over K¥. Da f er irreducibel over K 08 P=

K 9 K¥ er en isomorfi, er @f irreducibel over K*9:<Pf = Irr(x™*,K%),
og vi har ojensynlig I* = K¥(oc*).

Entydighed: vil felge af

Lemma. Lad L2 K,L¥2 k¥ og p: K pa K*¥ en isomorfi. Hvis L = K(x),
hvor X& L er algebraisk over K, hvis ¥ = K*ﬂx*), hvortx*e,ﬂ# er
algebraisk over K¥ og hvis gl(lrr@&,K) = Irr(™,K*), da kan ¢ en-
tydigt fortszttes til en isomorfi @ : L p& L , s& at @) = &
Bevis. Xag Ethvert element (3€L kan skrives (8 = bo;bfx+... )

s8 den eneste mulighed for at definere #) er@:O%):=¢(bo+bf<+...) =
?(bo)+?ﬁb1)u*+... . Da ?(Irr(ﬂ,K)) = Irr(xX,k*) er dette virke-

lig en definition, og det ses let, at opfylder de stillede krav.'
N,

Det herved entydigt bestemte legeme siges at fremgd af K ved

adjunktion af en rod i f(X); vi vil ofte identificere K 0g K#i

Setning. Lad f(X)e K[X] vere af grad(f) = n > 1, da findes en

(og p& isomorfi ner) kun én endelig udvidelse L/K, sd at f£(X)

spaltes til bunds 1 forstegradsfaktorer i L[X], 0g som er minimal

(0: intet ®=gte dellegeme af L har denne egenskab)
Bevis. Eksistens: Lad £(X) = p,(X)...p,(X), hvor p,(X)e K[X] er

irreducibel. Hvis alle p, har grad 1 er vi ferdige. ZEllers kan

vi antage at grad(p,) > 1. Nu adjungeres en rod &y i ps(X) til

K, s K C_K(m,). Lad f(X)'s opspaltning i irreducible faktorer i
K(di)[X] vare f(X) = (X—N,)p;(X)...p;(X). Hvis alle p; er af
grad 1 er vi ferdige. Ellers kan vi antage, at grad(p/) > 1. Ad-
jungeres en rod o, i p;(X) 11 Ky ), er K ¢ K(&y) € Ky )(a,) =
K(M,,WZ) 0.s8.v. Dette md imidlertid stoppe, da f(X) hejst har n
rodder, sd KC Kxq)C ... & K(N1,-"’%q) = L, hvor M < n.
L = K(M{,...,(yg er en endelig udvidelse af K, og den er klart

minimal.
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Entydighed: vil feolge af

Lemma. Lad L 2 K, ¥ 2 k¥ og @: K pa K*:v&re en isomorfi. Hvis

L er en minimal udvidelse af K, s& f(X)€ k([x] spaltes til bunds
1 l.gradsfaktorer, og hvis det samme g&lder for o og_;K)t med of &

K*[Xllfda kan @ fortsattes (ikke entydigt) til en isomorfid?: L pa
L

Bevis. Induktion efter grad(f) = n. Klart, hvis n = 1, da vi sa
har L = K © X' = 1.
og lad f(X) = p(X).. pV(X)e-K[X] vere af grad n med pb(X)e-K[X]
irreducibel. Nu er ?f(X <?p1( .+ PPy (X), og datf er en isomorfi
r ?pv )€ K'X1 irreducibel. LadXel si at p1(K) = 0, og lad x*
¢ LX, sa,Tm1(m*) = 0. Iflg. forrige lemma kan %>(entyd1gt) fort-
settes $il en isomorfi @ : K(X) pa Kl«*) med ?J = «¥ N Vi har
p (%) = (X-%)q(X) 1 K(x) og ¢py(X) = (X-oMPra(X) 1 KFF).
Nu er L det mindste legeme, der indeholder K(xX), sd at f(X) € K(x) [X]
spaltes til bunds, og L* har samme egenskaber med ?ﬁf X) og K*O* .
Da £(X) = (X=x)a(X)py(X)...py(X) og P1(X) = (X—a*)?lq(X)?pg(X)---
?pV(X), ses det, at L er den mindste udvidelse af XK(X), sd at
q(X)pQ(X) pv(X)G K(x)[x] spaltes til bunds, og at L har samme
egenskab med K*(x*) og qﬁ X)p2(X) pX)) = ?,2 X)?p X). @pv(X €
K*¥e* ) [x]. Af induktionsantagelsen f@lger nu, at L og L*\er iso-

morfe.ﬂ

Antag s®tningen for polynomier af grad £ n-1,

Dette (pa isomorfi ner) entydigt bestemte legeme L 2 K, i hvilket
£f(Xx)e k[X] spaltes til bunds, kaldes f£(X)'s spaltningslegeme over K

(eller rodlegeme)

EKSEMPLER P4 ANVENDELSE AF SPALTNINGSLEGEME:

1) Bevis for algebraens fundamentals@tning. Vi skal vise, at
hvert f(X)E:b[X} har mindst en rod i C. Det er tilstrakkeligt at
vise dette for polynomiere,ﬁ[X], thi F(X)f(X)e ﬁ[X], og hvis
f(K)f(%} = 0 for et We~é, er f(X) = 0 eller f(x) = 0. Sat grad(f)
=n = Z{u, hvor u er ulige. Induktion efter L. Por £=0 er
dette et velkendt resultat (Weierstrass). Antag s@tningen for C—l.
X)é%h[X](: clxl. f(x)'s spaltningslegeme over ¢ kaldes L. Vi har

da f(X)\: Xn+a1Xn'l+.--+an = (X=01)...(X-9,), X5€ L
hvor aj,...,an &R.
Vi setter for ce€R: gC(X) = TTi - (X=(. +aJ+ca A.)) 1
og finder grad(gc) =n' = (2) = %n(n—l) =ot- d EZ{u 1) = 2 ‘u'.
Vi har

g, (X) = X" hy (o, X )X TR e (K, )

hvor hi'erne er polynomier i Ml,...,mn med reelle koefficienter
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Endvidere er hi'erne gjensynlig symmetriske polynomier, og kan
derfor skrives som reelle polynomier i de elementarsymmetriske
po}ynomier —al,...,(—l)nan, som er reelle; folgelig er hi(“L.”,Rn)
€R, Oi gC(X)e;R[X]. Iflg. induktionsantagelsen har\gC(X) en
rod\i C, d.v.s. der findes i< j, s8 at ai+o%tcximje;c. Til hvert
c €R svarer et par: i < j s& at X+ 0(j+00(10(j €C. Betragtes (g)+1
forskellige c'er, md mindst to, c,c' svare til samme par i <« jJ,
a\thsé O(i+0(j+c0(i(xj é(\)\ 0g D(i+o(j+o'o<ip§jé(\1. ngqaf fas (c-c! )O(iD’\j &«
C, men sé er mimje=o, og dermed ogsé Hi+Nj€(L Da fundamental-
setningen som bekendt g®lder for polynomier af grad 2, slutter vi
endelig at “i,mjéié. ﬂ

2) xP-x-1e Qlx] er irreducibel for et primtal p.
Bevis.{ Idet vi har den kann. hom. A : 2—%»2/p2 = k er det ojen-
synlighnok at vise, at £(X) = XP-X-1 er irreducibel over k. f(X)'s

spaltningslegeme over R kaldes L. f(X) har ingen redder i k, da
aP-a-1 = -1 for alle aek. Lad nu o€l vere rod i f(X). Da L/k
er endelig, er c uﬁcp, cel en automorfi i1 L, og dermed Qx+l)p—
x+1) - 1 = xP+1 - (x+1) - 1 = xP-x-1 = 0. Vi kan sdledes finde
p redder: X,X+1,...,X+p-1, og har

(X)) = (X-p)(x-X+1))...(X~(X+p-1)).
En agte divisor g(X) e k[X) xi f(X) matte vare af formen g(X) =
quzl(X—M—ai), med aif%k, nhvor 1 £V = grad(£g) € p. Koefficienten
t11 X1 er - VK- }Zizlai c k, og da Y€k, ¥£ 0, ville dette
medfore, at ne k. B

3) £(X) = ¥P-t er irreducibel over ﬁp(t). (fp = Z/fp) .
Bevis. Elementerne i F(t) er af formen h(t)/k(%t), hvor h,keP(t],
og for disse galder (h(t)/k(t))? = n(t?)/x(tP?) # t. Lad L vere
spaltningslegemet for Pt over ﬁ(t). Er (¢l en rod i f£(X), er
ﬁ? = t, s& A ¢ ﬁ(t). Da XP-t = Xp_&p = (Xx-2)? er {3 en p-dobbelt
roa i £(X). Hvig £(x)e F(t)[x] havde en mgte divisor g(X)e F(t)(x],
métte\g(x) = T7i=l(X76), hvor 1 £ 7V = grad(g) < p, altsd specielt

& F(t). Da (W,p) = 1, findes a,b, s8 at a¥+bp = 1, men s& er
(= (g,a’“bp = (ﬁ"'))atbef‘(t), hvilket er en modstrid.

For f(X) = E;,anxne;KfX], settes £'(X) = . napX™& K[xJ. Der
mep

gelder ojensynlig ' Mz 0

(f+g)' = f'+g! (kf)' = kf' (fg)' = frg+fg'.

Lad nu f(X)e K[X] vere et irreducibelt polynomium, og lad L 2 K
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vere en udvidelse af X, der indeholder en multipel rod,x , i f(X).
Af £(X) = (X-x)°g(X) fas £'(X) = (X-w)2g(X) + (X-w)°g'(X), s&
f'(x) = 0. Heraf folger f’f', men da grad(f') £ grad(f)-1, slut-
ter vi £'(X) = 0. = 3, na X™1, altsd at na, = 0. Hvis Kar(X) = p

2p

f8r vi p|n eller pin og a, = 0, s& f(X) = ao+apo+a2pX Fuuun

n
Hvis Kar(X) = 0 er dette en modstrid, sé

Setning. Hvis Kar(K) = 0, og f(X)€ k(x] er irreducibel, da har
f(X) simple repdder i enhver udvidelse af K i xhvilken f(X) spal-

tes til bunds.

Et irreducibelt polynomium f(X)é€ K X1 xaldes separabelt, hvis

f(X) kun har simple redder i spaltningslegemet.

Setning. Hvis Kar(K) = p, og £(x)e K[x] er irreducibel, da er
£(X) inseparabel & f£(X) = o(XP) for et vist g(x)e xix].

Bevis. "=" er vist. "&": Hvis f(X) = g(xP), og & er en rod i
£(X), da er ¥ rod i g(X), sa g(X) = (X-0)q(X), og dermed f(X)

= (XP-pP)q(xP) = (X-)Pq(xP) W

Et polynomium f(X)e K[X] kaldes separabelt, kvis alle dets

irreducible faktorer er separable. Vi k siger, at K er fuldkom-

ment, hvis ethvert polynomium over K er separabelt. Vi har set:

S@tning. Hvis Kar(K) 0, da er K fuldkomment.

Setning. Hvis Kar(K) p, da er K fulkdkomment ¢ a — aP, ac¢k,

er en automorfi.

Bevis. '"&": Hvis f(X) = ag+...+ er irreducibel og inseparabel,
da var f(X) = ao+a1XP+...+athh; nu er aq = bip, og dermed f(X)

= bop+...+bthph = (bo+...+thh)p i modstrid med at f(X) ver irre-
ducibel

""", Hvis a-— aP ikke var en automorfi, findes b €K, si at
£(x) = xP-b ikke har redder i XK. Nu er f(X) irreducibel (jfr 3.
p.6), men der findes kun én p-dobbelt rod i spaltningslegemet.l

Korollar. Ethvert endeligt legeme er fuldkamment.

Setning (Steinitz, 1871-1928). Lad L = K(X,A,...,u), hvor d,ﬂ&...;}%
{ 1 7
er algebraiske over K, og hvor A,%,...,M er separable over K, da
=y ¥

er L/K en simpel udvidelse.

Bevis. Det er nok at vise, at K(M,@) er simpel over X, da vi i
s&4 fald har K(A ,/é,fé) = 1((9(,/%)(?/) = K(??’)(’}f’) = K(v?‘,’&’) ogﬁ‘er al-

gebraisk over K. Beviset fores i to tilfeelde:
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1)K er et uendeligt legeme: Settes f(X) = Irr(x,K) m = grad(f),
er f(X) = 0, og sazttes g(X) = Irr(f,K), n = grad(g), er g(A) = O.
Vi udvider nu L = K(x,3) til et legeme M, hvor f(X) og g(X) spal-
tes til bunds. Her har f(X) redderne X = &y, ,...,Xm (ens eller
forskellige) og g(X) redderne B = By ooy B (forskellige). Vi
velger 9‘— a+q@ hvor ceK, sé at &, +Gﬁk # a+cﬁ; for alle i og al-
le k #Z 1, hvilket er muligt. Nu er K(&O = K(x+cd) = K(X,3), thi
K(v ¢ x(x,B8). Vi har f(& cX)e KC&)[X], og fQ&—cX har roden

(3 =4, og f(&—q@k) £ 0, da &Lcﬁ&:# X, alle i, k # 1. d(X)
(g(X fO&—cX)) har altsd kun én rod, nemllg(3 (3 og da d(X) =
AXXIELXI*L X- [561&@5" [x], er(ﬁéK(@\), sd at ogsd & = 'L?’- c(ﬁeK('B’),
og dermed k(m,ﬂ ) € KQ& ¥

2) Ker et endeligt legeme. Da L er en endelig udvidelse af K, er

ogs& L et endeligt legeme, s& pastanden folger af
Setning. 1 et endeligt legeme, L, er den multiplikative gruppe, L*L

cyklisk.
et specialtilfalde af

Setning. Enhver endelig undergruppe i et legemes nmultiplikative

gruppe er cyklisk.

Bevis. 1 den endelige undergruppe,‘%, har xP-1 hejst p redder, sa

pastanden folger af

Lemma.  ER %G en endelig abelsk gruppe, og har Ann(p) = {Xéfgfxpzlg

hojst p elementer for ethvert primtal, p, da er (ﬁ cyklisk.

. - A als s a .
Bevis. Lad 4 = 2/p171%2 ® ... ® Z/pp r), da er 4 cyklisk netop
hvis py,...,p- er indbyrdes forskellige. I Z/pai har Ann(p)

mindst p elementer; er nemlig x en frembringer, vil "7 frem-
bringe en undergruppe af orden.p .9: p elementer fra Ann(p). Hvis
ogsa &/pr forekom i det direkte produkt, ville Ann(p) altsd have

mindst 2p-1 elementer.l
Llcem s

Bemerk. Steinitz' s&tning”g&lder ikke 1 et sk&vlege—

me. (Betragt fx. gruppen af kvaternionenheder).

Korollar. En endelig separabel udvidelse er simpel.

Korollar. En endelig udvidelse af et fuldkomment legeme er simpel.

ENDELIGE LBEGEMER

Et endeligt legeme af XKar(K) = p har p!! elementer, hvilket ses

ved at betragte K som vektorrum over %p'
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Setning. Til hver primtalspotens, p", findes et, og pa& isomorfi

ner kun ét, legeme K med p'* elementer.
Bevis. Eksistens: Lad K vere spaltningslegemet for polynoniet
< n
XP™-X over Fp. Alle redder i XP -X er forskellige, thi var XP-X
(X—m)2g(X), ses ved afledning, at 0 = p Kp -l.1 = 1. De p"
redder i XP"-X udgor hele K, thi er %,6 r@dderﬁ er erﬂ)Pn =
o(Pn+/5Pn_o(+/§, ( )pn_ p’ pn—o(ﬂ; og ()P =L | 53 at red-
£AP = axh, @) = K aP = wf o ()T =%,
derne udger et legeme.
Entyvdighed: r K et legeme med pn elementer, er Kar(K) = p. K3¥X

s n o pt-1 _
Den multiplikative gruppes orden er p -1, si for xZ 0 er o = 1,

n
sd at alle elementer i K er redder i XP -X. K er nu spaltnings-
legemet for Xpn—X over ﬁp, thi 1 L € K, kan ¥ Xpn—X ikke spaltes
til bunds, da L har for f& elementer. [

Det entydigt bestemte legeme kaldes Galoisfeltet med p" ele-
menter, og betegnes ¢FP(p?) eller ﬁpn- Vi har set (p.8)

Setning. Den multiplikative gruppe, GF(pn)f er cyklisk.

opg. GF(p™ € ¢F(p") & mln. "=" ses ved at betragte
GF(p ) som vektorrum over GF(p ). "&" Hvis m]n er
p™ 1{p -1 og dermed Xp 1IXp -1, P@lgelig er GF(p™)
= spaltnlngslegemet for ¥p"-1 1 f®¥x over Pp 2 spalt-

ningslegemet for xP™1_1 over Fp = GP(p™).

Opg. Over Fp findes irreducible polynomier af enhver
grad, thi GPR(p") = ﬁ (9‘ og dermed grad(Irr( #’ﬁ ))
Lad 70(n) betegne antallet af irreducible polvnomler af
p+ Br p(X) et sadant, vil p(X) Xp -X, thi
er X en rod i p(X), vil F p(x) have grad n, altsd F _(x) =
GP(p™), s8 X er rod 1 xP"-x. EBr p(X) irreducibel gf
grad dln, er p( lXp —X{Xp -X. Er omvendt p(X) irr. og

n.

grad n over F

lXp -X, kan vi betragte spaltningslegemet, L, for
p(ﬁﬁ, er [L.Fp]

= grad(p) = d, s& L har pd elementer, og da L < GF(p™)
ma d{n. Det er nu klart, at Xpn X = T7{p(X)lp er irr.
0g grad(p)[ni, hvoraf p" = izd di(d). Af omvendings-

p(X) over Fp Da L er simpel, L = F

formlen felger nu: nn(n) = Ezdénp d*(d) eller
n(n) = —?d(n n/du (a) = L Zd[np (‘4(5)‘

ENHEDSRWDDER=
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Rodderne i X'-1 over ¢ kaldes de n-te enhedsredder, og udger
N N 214
en multiplikativ gruppe < (z/n%,+) De er alle af formen = e ™
a€%. En n-te enhedsrod ¢ for hvilken {{ la eZ = Ee“‘”( ae 28
R S
- 2 CL A
kaldes en primitiv n-te enhedsrod. Det er klart, atE e TR ,ael

er en primitiv n- te E.R. & (a,n) = 1, Polynomiet
_ 238
Fl’l = Tl(ain) — l(X—e ) *’23

kaldes det n-~te cirkeldelingspolgpomium; Vi har grad(T ?(n

Setning. F (X)€ z[x1, x™1 = T]d'nEd(Xligg F(X) ='T7dln(xd-1ﬂ“(d)

nevie: g nfaX) = d[nY1(a,d) - 1(X“e@ya = My n(a,m) - 2

(X- ezﬂhd len (ad,n) = a‘%- eéﬁ“d) = X'-1, hvilket er den
,n) =

anden péstand. Heraf felger den tredie pastand af omvendingsform-

len. Den f@rste péstand bevises nu ved fuldstendig induktion.

Set H(X) = P, (X)€ z[x], ar x"-1 = H(X)P_(X) felger forst, at
L(X)E Qﬁxf og dern&st da H(X) er normeret, at F (X)€ 72(x7] (ko-

rollar til Gauss' lemma)

Setning. En(X) er irreducibel over QLX].

Bevisi—-For.. . = e  sattes £f(X) = Irr( ,2) (som skal betegne det
med Irr( ,Q) proportlonale Primitive: polynomlum 7z X ). For et prim-
tal p n er p ligeledes en prlmltlv n-te enhe&sr‘mi4 Vi setter
g(Xx) = Lr;(-P,Z). Antag at £ #Z g, altsd at f og g 1kke°ér as—
sgetérede i 7 X

igiten E.R. é er Irr(§ b)(’Z[X?, iflg. korollar til Gauss' lemmna.
For en primitiv n-te E.R. , 6g et primtal p¥n er %P ligeledes
en primitiv n-te ER. Vi s&tter £(X) = Irr(é,@), g(X) = Irrﬁgp,é)
Antag £ £ g. f(X) og g(X) er da ikke associerede primelementer

i 2[x], og af £(x) [x"-1 og g(x)|x"21 foglger f(X)g(X)an—l, alt-
s3 x™-1 = £f(X)g(X)h(X), hvor n(x)e z(x]. g(Xp) harég som rod, sa
g(xP) = £F(X)q(X), hvor q(xX)e z{x]. Vl betragter nu den kannoniske
afbildning, £(X) = £X(X) af 2(x] — ¥ [Y] og far (gF(x))P

g¥(xP) = f$(X)q§(X). Nu vil en 1rredu01bel faktor, bpkax B (X)

i £¥(X) g8 op i gh(x). af X" = X)g (X)h*(X) fas da x™- @):
(B(x))%c*(X), og ved afledning: nx™" 8 = 2BF () e (X)+(0N(X) ) Zek ' (X),
altsa bt (x) [x™1y da b¥(X) var irreducibel, ma B¥(X) = X, og
dermed X - () = X°c®(X), hvilket ikke kan vere tilfemldet.

Feglgelig er hp rod i Irr(;,Q), 0og vi kan successivt vise, at gﬁ
med (a,n) = 1 er rod i Irr ; Q), altsa Irr( é Q) = E

| x0-1 ;
Lemma. Hvis dln, 4 ¢ n, vil ro(X) (indenfor 2[x1)

xd-1

Bevis. Klart.
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Setning. (J.H.M.Wedderburn 1905). Ethvert endeligt skevlegeme
er kommutativt.

Bevis. Lad R vere et endeligt skevlegeme, og st 2 {ze&IVXe&:
Xz = zx} % er et kommutativt dellegeme afo@ Hvis 9 har q ele-

menter, kan vi betragte (ﬁ som vektorrum over ; , og ser, at &,

m& have g g elementer. 3*= é\ﬁo% er centrum i ﬁ* = R $0f. (aa
logoeqerq> 1).

Set, for o(e& T, = {XG&!O{X = xxf. Det ses, at Tl er et delskav-
legeme i &R . Mg\ iO} er normalisatoren Ny for & i tﬁ % )’}O(C ﬁ
s& hvis &= (m: ) = d, er der qd elementer i m card(ﬂd\§0?)‘card
(F{*’), s& q l‘q -1, hvoraf d]n, hvilket let eftervises( er n =
dh+r, 0 £ r < d, er qD, 1 (mod. qd 1) og q*-1= 0 (mod.qd 1), s&

0 = qn—l = qdh+r L= /qd)hqr 1= q -1 (mod. qd 1), hvoraf r = 0.)
Vi betragter nu klasserne af konJugerede elementer 1 (ﬁ . An-
tallet af elementer i kl(&) er ('c 3\, ) -(913—:% . Vi far derfor,
idet vi tager elementerne i centrum,'} , forst at

g1 = q-1 + 2] =L

sz < din q@="1
Men F, q)]-g—-l— og F (q)‘ -1, hvoraf F (q)\q 1. Forn S>1 er
(q)l— na):l(q_e m!}ol)? 2 q-1. PFolgelig er n = 1,

s& at & :} er kommutativt. WM
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KAPITEL IV GALOISTEORI

Lad der vere givet et legeme L. For en automorfi,® , i L
udger fixpunkterne et dellegeme, fixpunktlegemet for ¢°. ZEr <f

en mengde af automorfier i L, da udger de faelles fixpunkter et

legeme, fixpunktlegemet for 0,

Er KC L et dellegeme, og er @’m&n@den af automorfier i L,

hvis res. til K er ident. .y da er(n en gruppe, og fixpunktlegemet,
A
XK , for CQ vil indeholde K.

Eks.l. L =R,K=Q. Fora>0era(a) =ag(a)’ > o
er altsa ordenstro, og dermed 1dent1teten, d.v.s. OJ (ic
og K = ﬁ.

Eks.2. L:(\) K = R. Por Géo&og afR, erd(a) = a,
s& 0 (a+ib) = (a) w0 (ib) = a+(i)b. Nu er A(i)° = o'(-1)
= -1, s&d07(i) = i Da ident. og konj. virkelig er

N N
automorfier, erCU {ident.,konjﬁ og K =R

\

Q. Det viser sig, ath er uendelig,

Eks.3. L =20, K
Pas

N
og K = Q.
\
Eks.4. L GP(p?) , K = Fp. F, er primlegeme i L,

og derfor invariant over for enhver automorfi i L, O:

]

% bestédr af samtlige automorfier i GF(p™). Nu er GF(p™)
= = F (?), hvor Irr(% Py ) = p(X)e IXJ, grad(p) = n, og
da p X)(Xp -X har p(X) n forskelllde redder i L Er nu
o en automorfi i GF(p™), og a = ag+ .+an_1§ , da er
o(a) = a +af1(“) R L é)n 1, d.v.s. 0 er helt be-
stemt ved sing verdi pa.é Endvidere er det klart, at
U(% er rod i p(X), s& der er hojst n forskellige au-
tomorfier i GF(p?). ©PA den anden side defineres ved
a —> aP en automorfi,e 1 GP( pn), 0g automorfierne Oy = €,

01 =0,...,0,_ n,l er alle forskellige, thi o=

J
= apJ—ap =0 for alle a€e GF(p™), altsd alle a er rod
i XPJ—Xp , hvoraf J = i. FPFixelementerne for ¢ er red-
der i XP- -X, s& der er hojst p; pd den anden side er al-

le elementer i Fp fixpunkter, sa K = ﬁp. g ::(6)_

5) L = Q({é) y K o= é- L= gab+a,?5¢al(3553[ 8c,8.,a, Q
0" er bestemt vid G(?é), og da (0(75))22 o(2) = %, og

, O F t ), og da ( 4
o({2)e L = o(¥2), er o(2) = Y2, a: 0= id, altsd K = L !
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Setning. Lad L vere spaltningslegemet for et separabelt polynomi-

um £(X)e K[XT. Hvis ¢ betegner gruppen af automorfier, o, i L

med 07K = idKl da er K fixpunktlegemet for 9.
Bevis. Lad aVG"" vere redder i f(X), successivt adjungeret
s& at K = Ko € K(&) = K3 € K(x,3) =Ko C ... C Ky =L. Vi skal vi-

se, at der til c€& L\ K findes en automorfi 06§, med 0(c) # c.

Lad c€Kipqg N K; = Ka(#)\\Kg. Er grad(Irr(#@Kﬁ) =m, da er K ¢ =

iao+alu+...+am_ham—ll Boseerdq_1€ Kii' Da Irr(@,Ki)\Irr(ﬂ,K),

0g Ieru,K) er separabel, er ogséa Ieru,Kﬁ) separabel. Antag, at

IIT%N,K;) har redderne A(:m_%,...,ﬁm, som altsd er forskellige.

Nu er ¢ = botbyl+...+by M~ 7, by,...,by 1€ Ks; elementerne ¢y =

bo+blﬂg+"'+bm—1ﬁﬁmvl er %a ikke alle = ¢, thi da havde polynomi-

et (bo—c)+le+...+bm_le_ ¢ KjFJX] de m forskellige redder Ay,..,H,

og det matte folgelig vere O-polynomiet, hvoraf c = boe’Ki’ 1 mod-

strid med at cé& K§+f\K5. Lad fx. co Zc = cy. Vi betragter nu

K5(ﬂ) og Ka(ﬂg). Da Irr(ﬂ,Ki) = Irr(ﬂ2,K5), findes en isomorfi

P : K;() p& K;(lp), o8 at ¢\K%= idg, og b () = Mp. Da £(X) er

spaltningslegemet for f(X) over K, og dermed over Kﬁq&) og Ki(PQ)’

kan (p fortsettes til en igomorfi ¢ : L pd L, s& 01K = qu = (idK-),K
3 .) h

= id, og 0(C) =Z|>(C) = ¢, # c. B

En udvidelse L 2 K kaldes mmxmaX Galoisk, hvis K er fixpunkt-

legeme for en gruppe af automorfier i L (og dermed for gruppen af
automorfier i L med res. til K = ident. for K). Vi har vist:

Setning. Spaltningslegemet, L, for et separabelt polvnomium over

K er en endelig Galoisk udvidelse.

Eks. Lad L vere spaltningslegemet for XP-t over K =
ﬁp(t). F(X) = XP-t er ikke separabel, thi er[geL en rod
i £(X), sd er (5 p-dobbelt rod (I11,6), og altsi L =
K(3). EBr o€ Br(l/k), da er o(B)P = o(fP) = o(t) = t,
sa J(/A) er rod i f(X), altsa o (f5) =ﬂ,, men sd erod = id
og fixpunktlegemet for Gr(L/K) er L. L/K er s&ledes

ikke Galoisk.

L’

Fks. Lad«A vere et legeme, og s&t L =44(X1,...,XM). Be-
tegner s1,...,sM'de elementarsymmetriske polynomier, og
settes K = A(s1,...,sM), er L 2 K. Betragt polynomiet
£(X) = (2-X4) .o (Z=Xy) = 2%=s72™ 1 4 (-1) s e K[ 2]

Det ses, at L er spaltningslegemet for f(Z) over X, og

da (%) er separabel, kan s@tningen anvendes. Lad g ve-
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re en automorfi i Gr(L/K), da er o bestemt ved U(X1),
.,0(X,). Da X; er rod i f(Z), er ogsd o (X;) rod i

@ £(z), altsd = et X$J 0 giver sdledes anordning til en

permutation 6eS,. Er omvendt J€S , vig 0(X;) = XO(i)
bestemme en automorfi 0 under hvilken K er invariant,

altsd 0€Gr(L/K). En symmetrisk brudden rational fkt.
1/q(X4,.. , X ) vil vere invariant over for alle disse

automorfier, altsd element 1/1 s1,..., m) Vi har sa-

ledes vist, at enhver symmetrisk brudden rational fkt.

kan skrives som brudden rational fkt. i sy,...,s,

Eks. L =/(t) 2K = A(t+%—) L er spaltningslegeme for
f(X) = (X—t)(X—%) = x°- (t+—) + 1e K{x], som er separa-

bel. Et element 0¥}Gr(L/K) er bestemt ved c(t), osm er
rod i f(X), altsd 0(t) =t eller =
at Gr(L/X) bestdr af ident. og t-ﬁ-%. Iflg. saxtningen

5
vil altsd enhver brudden rational funktion i/«(t))kun—

Det ses nu,

o L

ne skrives som brudden rational funktion 1 t+%.

Lemma. Endelig mange automorfier i et legeme 1L, Oi,...,Oi er uaf-
hengige (9: hvis aj,...,a,&L og a107(c) +...+a,0,(c) = 0 for alle
c&L, da er a3 = ... = a, = 0)

Induktion efter n. n = 1: Der findes ce1l, s8 at Oi ) # 0, men sé

vil a107(c¢) = O medfere, at a; = 0. Antag satningen for n-1, og
O for alle c¢c. For alle b er

antag, at a19; (c)+ .+a,0, (c)

(b) (c)+ an n(b)O'n( c) = afﬁﬂbc)+...+an0h(bc) = 0 og
alo’(b) 1(c)+...+2y0,(0)0, (c) = 0, hvoraf
a1[07(b)=0n(b)loy(c) + «vn + ap_1[0, 1 ( (v)Ya,_1(c) = o.

Velges bEL sa at 07(b) # 0,(b), vil (iflg. induktionsantagelsen)
a1 = 0, men sé er (iflg. induktionsantagelsen) ogsé ap = .. = ay = ﬁ
Setning (Artim) Lad L vere et legeme, og ¥ G en gruppe af automor-
fier i L, og K fixpunktlegemet for G, da er ord(g) = LL:x .

Bevis. 1) (1:x] 2 ord(G). Beviset er klart, hvis [L:K] =00 , 08

hvis [L:K] =n <o, viser vi, at G ikke kan indeholde n+1 for-

skellige automorfier. Indirekter: Er Oy, ..., m+1éG-forskelllbe
automorfier, og er wy,...,w, en K-basis for L, da er Z: 0,0'( i)
=0, 1 =1,...,n et homogent linert ligningssystm. mned n llgnlnger

og de n+l ubekendte BfyeeesB g Det har felgelig en ikke triviel

For c€ L har vi ¢ = b, +...+bw , b.€ XK

a E:Zl 1 %)) nn i i
men s& er a.0.(c)+u..+a a9 n+1( c) = - la O’zc = Eg%lbiajcg( i) =

171
' : 1
)'97 der e 1nvar) al’l't ovey {—o]\ t — U O,

leosning (a1 "’am+1)
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2) [L:k1 < ord(g). Dette er klart, hvis ord(G) = « , og er ord(G)
=r <w, G= {0],...,Qd, viser vi, at vilkarlig r+1 elementer

6, ..y, Wt €L er afhengige over Ks Det line®xre ligningssystem
2d§+ial 1@0 ) =0, j=1,...,r ses (som feor) at have en ikke

T r+1l -1
triviel l@snlng (81,..+58p,7). Nuer O = L0y a.oa (aﬁ) =

j=1 jé=i=1"1
250" (a. )., altsi
j 41’1

% S(al)w1+m..+S( r+l) el = 0o
hvor S( 2306 c(a). Da G er en gruppe, er o (S(a)) = S(a), og
dermed S(a)él(. Da (871,+..y8p41) # (0,...,0), kan vi fx. antage,
at a1 # 0, men s& kan vi ogs& antage, at S(aj;) # 0 (og # er da en
egentlig K-relation mellem &},..., L}+l) thi da 93,...,0% er for-
skellige, findes c s& at P1(c)+...+%%(c) # 0, altsd 8(c) # 0, men
s& er ¢ £ 0, og det onskede ville vare opfyldt for c = al'%P aQ%I,

-,ar+1%I- .

Korollar. Er L et legeme, og G en endelig automorfigruppe i L, og
K fixpunktlegemet for G, da er G = Gr(L/K).

Bevis. Vi har Gr(L/XK) 2 G, og Gr(L/K)'s fixpunktlegeme er K. Af
ord(Gr(L/K)) = [L:X1 = ord(G¢) felger nu, at Gr(L/K) = .8

Korodlar. I legemet L har forskellige endelige automorfigrupper

i L forskellige fixpunktlegemer.
er klart!

Eks. L = C(t). Ved it - t+a \aigz} bestemmes en
(uendelig) automorfigruppe, G, for hvilken fixpunkt-
legemet er K = C. Vi har nemlig C € K, og hvis £(t)/g(t)
€ K\ C er uforkortelig kan vi (evt. ved overgang til den
inverse) antage, at grad(f) 2 1. Nu er f(t)/g(t) =
f(t+1)/g(t+l) = ... ; Hvis f(x) = 0 er glx) # 0, s&
f(+1) = 0, f(X+2) = 0,... i modstrid med at grad(f) 2 1.
Havde vi 1 stedet betragtet automorfigruppen bestemt
ved {tw~>t+2a (ae Zg havde vi fundet samme fixpunkt-

legeme.

Setning. Lad L/K vere en endelig Galoisk udvidelse, og sat G =
Gr(L/K), da vil for ethvert xec L redderne i Irz(x,K) alle tilhaere
L, og vere indbyrdes forskellige, nemlig lig de forskellige bplle-

der af X ved automorfierne i G.

Specielt er L/K separabel.

Bevis. ©Lad [L:K] = ord(G) = n, s G = {6,...,04% , og lad &€ L.
Er %(W)’---’Oh(“) de forskellige billeder af X ved automorfierne
i G, og eroef, da har vi gbci(w),...,Uoﬁ(m)f = {04«x),...,05®<)@
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settes £(X) = (X-03(x))...(X-0g (®))e L{X], har vi derfor o(£(X)) =
£(X), og dermed f(X)€ K[X]. Da f£(x) = 0, er Irr(x,K)[f(X). Det

er p4 den anden side klart, at 0(x) er rod i Irr(X,K) for alle 0% G,
s& £(X)|Irr(X,K), og da f(X) er normeret m& f(X) = Irr(M,K).'

Korollar. ZEn endelig Galoisk udvidelse er simpel.

thi en endelig separabel udvidelse er Simpel.l

En algebraisk udvidelse, L/K, kaldes normal, hvis ethver ir-
reducibelt polynomium f(X)€ K[X], med blot en rod i L har samt-
lige redder i L. Vi har set, at en endelig Galois'sk udvidelse er

normal.

Setning. BEn endelig udvidelse, L/K, er normal, hvis og kun hvis

L er spaltningslegeme for et polynomium i Kix1].

Bevis. "kun hvis": Er L = K(W1,...,Mm)/K en normal udvidelse, da
er L ojensynlig spaltningslegeme over K for polynomiet Irr(«,,K)...
Irr(O(M/,K) € K[)&]

"Hvis": Lad L vere spaltningslegemet for polynomiet f£(X)e K(X1, &
lad ® € L, og skat g(X) = Irr(«,K)e—K[X], da skal vi vise, at g(X)
har samtlige redder i L. Lad M vere et spaltningslegeme for g(X)
over I . Er 36 M en rod i g(X), da findes eﬁ<isomorfi @ : Kux) pa
KQ%), med @(M) =@A. Nu erch(X) = f(X), og da L er spaltningsle-
geme for f(X) over K(x), og L(() er spaltningslegemet for f(X) #/{X
over K(A), kan @ udvides til en isomorfi, ¢> : L pad L(A). Her er
bade L og L(4) CM. Da @3 er en K-isomorfi, og f£(X)¢ k[x], vil
d)afbilde wengden af redder i f(X) p& sig selv, og da L frembringes
af disse redder, fglger det, at d>er en automorfi i L. Specielt

er altsd (ACL. B

Setning. En endelig udvidelse L/K er Galois'sk, hvis og kun hvis

den er separabel og normal.

Bevis. "kun hvis" er vist. '"hvis" L/K er separabel og normal, er
L spaltningslegeme for et polynomium i KEX], som nedvendigvis er
separabelt.'

Korollar 1. En endelig udvidelse, L/K, er Galois'sk, hvis og kun

hvis L er spaltningslegeme for et separabelt polynomium i klx].

"Hvis" er vist. "kun hvis": iflg. ovenstéende.

Korollar 2. Hvis K €L & 1, og X M/K er en endelig normal (Galois'sk

udvidelse, da er M/L endelig normal (Galois'sk).

thi M er spaltningslegeme for et (separabelt) polynomiuvm f(X)€ K[x1 &

L{xl.§
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Korollar 3. Hvis L/K er en endelig (separabel) udvidelse, da fin-
en og (pa& isomorfi ner) kun én mindste udvidelse M/L s8 at M/K er

endelig normal (Galois'sk).
Bevis. DLad L = K(af ,...,%a), s®t £(X) = Irr(y ,K)...Irr(x, ,K),
og lad M vere spaltningslegemet for f(X) over L. Det ses, at M2 ).

ogsd er spaltningslegeme for f(X) over K, og M/K er folgelig ende-
lig normal (Galois'sk).

Lad M'/K vere endelig normal, med M' 2 L, da er %{,...,Xa & M', s&
M' endeholder et spaltningslegeme for f(X) over K, altsd et del-
legeme isomorft med M. (og det er klart, at intet ®:gte dellege-

me af M kan have denne egenskab) ]

Setning. Lad L 2 K, da udger mengden af elementer i L, separable
over K, et dellegeme Ll af L (kaldet det separable hylster af K i L)
Bevis. Det er nok at vise, at for #,4¢ Ly er K(%,5)/K en separabel
udvidelse. Sattes f(X) = Irr(«,K) Irr(A,K), og er M spaltnings-
legemet forf(X) over K, da er M/K specielt separabel, og da M 2
K(x ,5) gelder det samme for K(x,3)/K N

For en gruppe, G, af automorfier i legemet L betegnes med LG

fixpunktlegemet for automorfierne i G.

Vi viser nu Galoisteoriens
Hovedsatning. Lad M/K vere en endelig Gamlois'sk udvidelse, med
Galoisgruppen G = Gr(lM/XK), da definerer L — H = Gr(M/L) en enen-

pxagrEXx® tydig antitro forbindelse mellem legemerne, L, mellem K

og M og undergrupperne, H, I G, idet
Gr(M/L) _ N C T \ - ,
1) W =L, Gr(M/M ) =H og L SIL' & Gr(M/L) ~Gr(M/L').

2) M/L er normal; specielt er [M:L1 = ord(Gr(M/L)) og dermed
[L:K) = (G:Gr(M/L)).

3) L/K er Galdis'sk & Gr(M/L) er normaldeler i G, og i bekraf-

tende fald er Gr(L/K) = G¢/G¢r(M/L).

Bevis. Vi har Gr(M/M!) = ¥H iflg. Korollar p.IV,4. Endvidere er

M/L Galoisk iflg. Korollar 2, medndet betyder netop, at MGr(M/L)

L. Vihar L€ L' =9 Gr(M/L) 2 6¢r(M/L') og H2 H' => it & wl,

hvormed 1) er vist. 2) er nu en umiddelbar folge. Beviset for 3)
stotter sig til

Lemma. L/K er Galoisk & V0cG:o (L) = L.

Bevis for lemma. "=" Lad ocG. For €L er o(x) rod i Irr(x,K),

og dermed 6(X) ¢ L, altsd o(L) & L. Da ogséd o:l(L) C L, erd(L) =

L. "e": Lad «xeLl, og sat f(X) = Irr(x,K), da skal vi vise, at
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f(X)'s redder alle ligger i L, men da M/K er mmxGaloisk, er disse

rodder EO’(o() loecy C 1.8

Det ses endvidere let, at Gr(M/c(L)) =(TGr(M/L)O’l, thi for 7@ &

ar(1/L) og o€l er 0Tl (O(X)) = 0T(®) = ¢ (X), s&oer(i/L)ct &

Gr(n/o (1), og for PEGr(NY/o(L)) er pol) — olx) o pol) =,

s& o pdé ¢r(M/L), og dermed P CUGr(M/L)O:l

Bevis for 3): I/K er Galois'sk &>V oec:0(L) = L & Yoeo: or(M/T

- 6r(W/o(L) & Yoe o oer(W/L)6 ™t = 6r(M/1) ¢ 6r(M/I) 4 ¢.

Hvis L/K er Galois'sk, & og 0€¢ G, da O’L en automorfi i L, altsa

O]Lé.Gr(L/K). Ved 0"—» Oj; defineres altsé en afbildning Resp

G = Gy, € 6¢r(L/K), som ojensynlig er en homomorfi, og da Ker(ResL)
{oe G|Resp(07) = id;} = Gr(/L), er Gy, S ¢/Gr(M/L). Da Gy, o0&

Gr(L/K) s&ledes har samme orden iflg 2) er G\E = Gr(L/K).

Hermed er beviset fuldfert. [

Det er nu let at vise
Tilfejelse. Hvis K £ L,L' € M, da er Gr(M/LNL') = ¢Gr(M/L)Gr(M/L')
(kompositet), og Gr(M/LL') Gr(M/L) O Gr(lM/L').

I

Korollar. Hwvis L/K og L'/K er Galois'ske, da er ogsd LNL'/K og
LL'/K Galois'ske.
thi analoge satninger gelder for normaldelere.

EXSEMPLER

(:Q(‘FQ,\B)/(\Q er Galoisk, da Q(‘(?,‘{r&f) er spaltningslegeme for
AN ~ — «
f(X) = 2{2—2)()(2—3) over Q. Automorfierne i G = Gr(Q(Y2,¥3)/Q),
er belt bestemt ved 0(V2) og o ( \[3 0g da dlsse er redder £ i f(X),

er der hejst 4, nemlig e = (“ \rJ,) (5 ), [ = (‘g %) og
or = (%3 fig), og da [Q(V2,V3):Q] = [Q ERE Q(Wz)] [Q(@) Q)= 22
= 4, er altsd G = {e o, T C’Zﬂf. Vi fll’ld@I’O’ = '5 = (UZ) = e, sl
¢ ¢ V (Kleins Vier-gruppe). X s@ttes M = Q\(V?, {3), da finder vi
wieod = o2y, it < a3) 0g WO < QY.

Er omvendt M/Q en normal udvidelse, for hvilken Gr(M/Q) =
da er M{e 4 = Llj Q, hvor [Ll Q] = 2, s& Ll = CS(\(_E;) og altsé
ogsé M{eﬂ = Q(\b), og dermed M = M{e,zr}nie . i€t M{e’ﬂ = Q(\/EL)

QYD) = Q(a, \(“).

Setning. Lad M vere spaltningslegeme for et separabelt irreduci-

belt polynomium p(X) over K, med grad(p) = n (sa V[_M_:,K] 2 n), da

er Gr(lM/K) isomorf med en transitiv undergruppe i gruppen, SnJ af

permutationer af redderne i p(X); specielt er [M:K1 £ n!.
Bevis. Hvis p(X) = (X-%¢)...(X=%), er M = Koy ,...,%,). For
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0 €Gr(M/K) er 0(X;) en rod i p(X) (9: = et KJ)’ s8 0({CM,...,%H§)
= {MGU),...,Ug@q{ Det ses, at afbildningen Gr M/K)—fﬁs er in-

jektiv og homomorf, og billedet bliver en transitiv undergruppe l

Eksamensopgave: Antag £(X)é Q{X] er irreducibel, og at grad(f) =
n, samt at der for antallet, r, af reelle redder gelder O < r < n.
Lad K ¢ G vere spaltningslegemet for f(X) ever é. 1) Vis, at L =
h(\R ikke er normal over Q Eftervis herved, at [K:é] 2 on. 2)
f(X) = X4—2X3—2X+1 er irreducibel over 6. %) Angiv antallet af
reglle redder i f£(X) 4) DBestem, idet K er f(X)'s spaltningslegeme
orden og gruppetype af Gr(K/Q) (Benyt, at f(x) = O =%f(%ﬁ = 0.)
Lesning. 1) Da f(X) har en rod i L, men ikke mmtlige redder i L, er
L/Q ikke normal. Er o en reel rod i f(X), da er [K:Q] = [K:Q@\)]
@(K):Q] 2 2-n. 2) f£(X) = X42X3—2Z+l er irreducibel over @, thi
£(X+1) = X4+2X3 4-2 er irrgeducibel iflg. Schinemann-Bisenstein. 3)
£(X) = x°(x°-2x- 2— e ) = X ((X+%)2—2(X+%)—2), nvoraf det ses, at
£(X) har 2 reelle og to kaoplekse (konjugerede) rodder. 4) BEr

X en reel rod og /% en‘komplex rod, er f(X)'s 4 forskellige redder
6,670, sa Kk = Q,B), og dermed [K:0] = Q@ 6):0@)] (o)
Nu er £(X) = (X-&)(X- w‘l)fl(x) i Q(), sa [Q(0,0): Q@x)] S 2, og
da [d(K):é] 4 mi [K Q} 8. Iflg 1) er altsi [K.Q] = 8. og ogsérvi
Gr(K/@) = 8, og da Gr(K/Q) iflg. 1) har en ikke normal undergruppe,
er altsd Gr(K/Q) = Dy-

Eks. f(X) = x%-2 er irreducibel over Q iflg. Schiiemann-Eisenstein
Spaltningslegemet K bliver K = Q(MO,Mq,WZ) = @(VE,@E_g,%E‘EZ),
hvor € er en primitiv 3-die enhedsrod, altsd K = Q(V?,F), og
[K:Q] = 6 ses nu let, sé Gr(K/@) = S5 iflg. swtning. Gr(X/Q) er
bestemt ved e, 6= (Xo,0,0,), 0° = (X X2 ,%1), T = (0 ,0),
r0= (&, ,%.) og 10° = (Xp ,X¢). Vi har o2 = e, T er komplex kon-

« N Z- . _
jugering,lif oizr l. Der er 4 undergrupper, 3 af orden 2 og 1 af
orden 3: {e,T},{e ovo, {e To % og §e,0302§. svarende til melleml@ -
gCIndWFZ Q(Vﬁé) Q'VEE , og Q).

N
2+bX+c€‘®IX} irreducibelt med spaltnings-

Eks. Er f(X) = X +aX
legeme L og Galoisgruppe, G, og er x en rod, da er enten L = Q(x)
og dermed G 2 A3’ eller (X—%)_lf(X)e Q(«)[X] er irreducibel af grad

2, med #n rod @, og da er L = Q(K,/Q og L/Q =6, s& G =8

3
“l
EKs. X -2 er irreducibel over Qlx) iflg Sch.-Eis., med spalt-
. (! Y 4
ningslegemet K = J“ v21, /‘ —1/~ 2 ,1) af grad 8 over Q
Ga101sgruppen er bestemt ved U(Jé 0g J( ), s?r
_ i

e= (g i)y 0= 2y, of= (7 0y, ot (g

.
_Yrg )
Lan

Y/:Z .)' )a
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2

e . y N v
t:(vﬁ ')‘i>’o—$=(vfi 7‘),0'25'=(/_2 7\),0_3{:(@

ol
3 5 -3 Sy )
Da, 5(75) indeholder en, men ikke alle redder, er Q(VE) ikke normal,
sé& Gr(K/Q) er en gruppe af orden 8 med ikke normale undergrupper,
altsd Gr(kK/Q) ¢ D,
felgende diagram. (Her' er foruden de trivielle ogsé {e,(fzf nor-
maldeler, og derfor @(i,VE} normal over Q.
. y
ok > a( 2,7) ~
S }V v\ y
leosy {epps | 6/52] fe.r] Jout; Q(Z(”WL?) Q(v(M al ) al’ ;)
T\

Man kan vise, at undergrupperni i G svarer til

L L/
{e,crz,(\rﬁ3 i fe, O‘,IOZ, o3 §€o AN A Q(?‘/Z_) Ql(i /@(VE)
‘\ﬁ*h“““@.”””_ \\\\\\Q »

Eks. Er % en primitiv n-te enhedsrod, da er Q(}) eJensynllg
spaltmngslegemet for polynomiet I‘ (x) = T( n)= l(X—é ) over Q
83T = araatny) = pln)
Ved ?ﬁ%a , (a,n) = 1 defineres s&ledes de CP(n automorfler i
alp)/b)

af primiske restklasser mod.n, altsd specielt abelsk. Omvendt

(%) kaldes det n-te 01rkelde11ng§legeme,
Nu er Gr(Q( %)/Q) @jensynlig isomorf med gruppen, G(n),

gelder folgende dybere liggende

Setning (Weber - Kronecker). BEn endelig abelsk udvidelse E/Q er

altid indeholdt i et cirkeldelingslegeme.

Vi beviser et specialtilfelde
Setning. En kmvadratisk udvidelse Q(-‘Fdl er indeholdt i et cirkel-

delingslegeme.

s
Bevis. For d = 2 er )/56 Qle "#7). Vi v1ser nu

Lemma. PFor et primtal p # 2 er \/'L_) 2J cqQ(e’ P) Dette legemes
Galoisgruppe er G(p) = ]\F‘p*, som er cyklisk af orden p-1. Da J-'%l/p—l

findes netop én undergruppe i G(p) af orden %;; er p en frem-
bringer for G(p), er P en frembringer for denne undergruppe, son
kaldes grup‘?en af kvadratiske rester mod.p. Det ses, at a er kv.
rest & 5= (mod.p) . Denfores Legendresymbolet (%) = 1

hvis a er kv. rest, = -1 hvis a er kv.ikkerest og = 0, hvis p'a,i

! a . . P! . e-! -—
da er a 2 = (=) (med.p), thi @% Tﬂ.)(a;,+l) =a -1 =0 {[Mod p).
2¥t2

- aby _ B ot b oo B T =
Heraf ses, at (p) ( )( )- Seet }' ®og betragtT—Za;é.O

(%)gae Q(;). Vi flnder 1det Z( ) = 0), a
14 e _ Z b
8 Za?‘éo b¢0?’e %) “a?rfoz‘b%OP a)Z/
(1+Db)
,a-?z O>b—¥ S p)% + Zlb p)z a(l+b)
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=Y, Y, %a(“b = (e + 2y 2 (B g2

(——)p = (- l)2
hvoraf
(-1)E% p=IT 65(%) som pastdet. |

m” .

Af lemmaet folger, at \p eller iVp 1%gger i Qe TY), og da ie Q(e™ |
har vi altsd i alle tllfalde f_CQ(e‘U’) Og dermed: For d =py - P
‘kvadratfri, er f_G-Q(e Hﬁ 7= ).

Galoisk
Lad M/K vere en endelig maxmax udvidelse, og lad L/K v&re en

Vilkarllg udvidelse. M er spaltningslegeme for et separabelt poly-
nomium f(X)e K[x]. EBr ouy,...,%, redderne i £(X), er M = K(Xq,...,%
f(X) er ogséd separabelt over L. Lad ML betegne spaltningslegemet

for f(X) over L. ML = L(%4,...,¥Xy) og ML 3{%, og intet ®gte del-

legeme af ML har denne gﬂegenskab. ML kaldes kompositet af M og L

Translationssetningen 1. Ladfﬂ?K*'v&re en endelig Galois'sk udvi-

delse, og L/K en vilkdrlig udvidelse, da er M*L/L en endelig
Galois'sk udvidelse, og Gr(M*L/L) ¥ ¢r(M™/M¥N1). Specielt er
Im*n:rd = [M*:m*n 1l

Bevis. Bet 6% = ar(M*/k*). WM¥L/L er endelig Galois'sk iflg. kon-
struktionen; set H = Gr(M L/L), og lad 0€EH. Er M* = K*®q N YD
er(r({af,...,um%) = {UKK(),...,JTMM)% = §N1,...,Mmf s o(mty = M,
Uhq* er derfor en automorfi i M*. Ved O'—*Cij defineres séledes

en abfbildning Res : H — G*, som er homomorf og injektiv, idet
M*y = L(Xg,. oK)V har altsh H ) € g™ wNu oer wtHiM* -
faci \V’mxﬁHhﬁ 6(a) = ay = fae Nt VoeH:0(a) = af =

A () = W¥n 1, sa er(fL/L) = H Y Hygh = er(M*/M* 1)

- n*L
H*r I
' L.
wal = LX v
K

Bemerk, at hvis bade Mi:og L er indeholdt i en endelig Galois'sk
udvidelse af KT da felger pastanden af Noethers l.isomorfisatning.

Lemma 1. En,L* basis (w,*,...,aﬁ*) for M™ er en L-basis for M'L.

Bevis. Da M'= L*(u) L M) er 'L = L(w(Y, ..., wk) |
1 ) .\

.Ln(‘_é()t*,.. -,U)%.l For a6 M L er a = 5_: b’i{)"')'jru_,( LU”“) 1 . ..(‘UA;‘()?,M"'

hvor b, ..., .,€ L, og (0J4)4 v () er ¥~ (0g dermed L-) linear-

kombinationer af wy,..., Wy, sa vektorrummet M*L over I frembrin-

A
y Wy .

ges af Wy Da de to vektorrum har samme dimmension:
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'L = i ler o, ... ,@ uafhengige over L.

Lemma 2. EBr LT ¢ A* cu¥, er IN:¥] = [&71:1 L

Bevis. BEn L -basis (wi¥ ..., a%) for A* kan suppleres til en L%
basis (CU,['*,...,wm*) for IVI*. Iflg. lemma 1 er Wq*,..., wm*‘ og der-

med ogsd My’ ... wX vafhengige over L. Da g L*(w(*', e, )t
er 'L = I( “”1*’ ce,wp¥) = L[Wﬁ‘, N Y1 - vektornummet over T

frembragt af de lin.uafh. elementer w(f\. cey wn,*. ]

ML
e AL

L

\g,"-‘.

S
41{ '
Setning.Afbildningen N>N1L =A er en enentyvdig forbindelse mel-

lem legemerne /\* mellem LY 0g ¥ 0g 1egemerne,/\, mellem L og M’*SE,,
idet (Vn)am® = A* op X0 A)L = A op  cr(¥/A¥) 2 er(ifi/ntL).

Bevis. A Loyt 2 /\*, 08 = gelder iflg. translationss®&tning 1, thi
[u*: Apamnt] = (w*n: 1) = b AX]
(MXn AL €A, og = gelder iflg. lemma, thi (A:L] = [Anmt:1*] =
L*e A)z:n] = [
< 231 N 2n) ~
Bes. KF =0, M¥ = Qe) = Qg s D= Ale) = G

hvor nyog ng er indb. prlmlske

& » a(ﬂfaﬁ‘ld = Q'"‘i“'z
M

N N N S Qm
= s 2
Q - QM10Q/H2 )
K | 1l b
Nu findes a,be Z, sd ang+bn, = 1, altsé n,nz = Ha; t
2, 2 %,713 N
hvoraf e™m = (e’™ ) (e ™ ) e qu Q'nz , 88 Qﬂu’"& -
271 ~
Qle 7*7"170’2) < QMQM . Da den omvendte inklusion er tir-
viel er Q Qm = Qm,mz . Nu er [Qm,m 1Q [Qm,m,_ Q]/[Qm Q] =

c(o mwng)/?(’h) ﬁ?(fh ) = [QM7 Q] FPolgelig er an Qup. =

N v N

Alment gelder: QM1Q’Y’2 = szi)"‘zl o8& Qm'ﬂ Qm2 = Q(‘"h”‘z\

Setning om normalbasis. Lad L/K vere en endelig Galoisk udvidelse,

hvor K har uendelig mange elementer, og sat ¢ = Gr(L/K), ord(g) =

[L:K] = n, da findes en normalbasis for L over K 9: der findes %’EL
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sd at(ﬂ(%),...,O&j%), 056G, er en W-basis for L.

Bemerk, at da har Irr($,K) redderne aq($),--- ,dh(ﬁ), der er indb.
forskellige, sé grad(IrréﬁuK)) =n % K@) = L

Bevis. Hvis 0(80,... ;(%) er lin. afh. og a,O}C%) +aﬂgaJ$J

= O er ikke triviel, da har ligningssystemet ?il 124 O'O*()) = 0,

j = 1,.6.,n en ikke triviel lesning, sé& det er nok at vise, at der
findes ¢ L med det(U&oﬂ(%ﬁ) £ 0.

LadXe L vere et primitivt element 9: L = K(w), og set f(X) = Irr
(X,K), da har £(X) de indbyrdes forskellige regdder 0y (& ),:..,0un(X),
nvoraf én er = x. Nu er f£(X) = (X-x)G(X), hvor G(X) € L[x],

G(x) £ 0, og dermed f'(X) = (X-X)G'(X)+G(X), s& £'(x) = G(x) # 0.
Swttes g(X) = (£'(x))"1a(X), er g(X)c LIX), grad(g) = n-1 og g(&)

1, glE(®)) = 0 foro(x) #ZKX Endvidere er f(X) = (X-x)f'()g(X).

Nu er £(X) = 0,8(X) = (X-05(e¢ f'(d?@x)) 0,8(X), sd vi har oig(os( })
= éij' For i # j har G’g(X)CGg(X) rodderne 03(®),...,0n(X), si
O’g(X)O’g(X) 0 (mod.f(x)) i L[X] §7Ofg (X) -1 har ligeledes
de n.(ﬁorsk) reodder O, ®),e.,0mK), og da dets grad er £ n-1,

er iiﬁig(X) . Nuer 0,g(X) = O’ig(X)(Zjoag(X)) = (Og_g(X))2
(mod.f(X)) i L X .

Set D(X) = det(OiOEg(X)), da er D(X)2 = det) K1 Z Faxen g(x)O“O'g(x))
For k £ 1 er 0&01 # 0,07, S& Oiogg(X?anz g(X) EE (mod. f(X)) og
for k = 1 er Ziﬁkrjiig(X)O’lO'ig(X) = %i(akcrig x))? 21 ' Fie(x) =
1 (mod.f(X). Heraf felger, at D(X)°= 1 (mod.f(X)) i L[XT men
da D(X) s& ikke er identisk 0, og da K indeholdt uendelig mange
elementer, findes a¢ XK, sd at D(a) #Z 0. Nu s@ttes @‘z gla)e L,
da er o(gla)) = og(a), sa det(?, .'J({%)) = aet(0;0%(g(a)))
aet(9;07g(a)) = D(a) # 0. B

N 23> N
Bks. Betragt Q(e“%')/Q, hvor p er et primtal, og szt
97> _
; =e I F(x) = xP 1y +X+l s8 graden er p-1
- 1}2,---;?p—2' er en basis for Q(?) Da 1 = {;—...—%f—2

- R Sl 0gsa (0,22,... %p l) en.basis, og dette er en

normalbasis.

Lad K vere et legeme af Kar.=0, og lad M vere spaltningslege-
met for X™-1 over K. R@dderne i xte1 udger en nultiplikativ under-
gruppe af orden n i M 0og denne undergruppe er altsd cyklisk. DIr
k en frembrlnger, da er alts§ % { ,Zn’: 1 samtlige rwodder. Da
' 3 Q, vil spaltningslegemet over K indeholde spaltningslegemet over
Q, s& M indeholder det n'te cirkeldelingslegemne Q(%), %F =1, M 5

AY AN .
= K(%) 2 Q(;). Da Q(;)/é er endelig normal med abelsk faktorgrup-
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oo

pe, G(n), er M/K normal og (iflg. translationssetningen) Gr(lM/K) =
\

Gr(Q(%)/Q(%)fﬁK) som er en undergruppe i G(n); specielt er M/K a-

belsk.

Setning. Er K et legeme af Kar(K) = 0, som indeholder de n'te

enhedsredder, og er a€ K, da har spaltningslegemet for x"_a over

K cyklisk Galoisgruppe, hvis orden er divisor i n.

Bevis. BEr 9% en vilkarlig rod 1 Xn;a, og<?#@anrimitiv n'te enheds-
rod, da er spaltningslegemet ojensynlig K({a). J'C ¢r(K(¥a)/K) er
bestemt ved O(%ﬁ Qr‘é og afbildningen G’—ﬁé definerer en in-
jektiv homomorfi G — Gruppen af n'te enhedsredder, 9: G er isomorf

N \
med en undergruppe i Z/nZ.I

Setning. Er K et legme af Kar(X) = 0, a€K og p et primtal, da

er Xp—aG»K[X] enten irreducibelt, eller har en rod i K.

Bevis. Spaltningslegemet for xP-a er K(Qﬁ ), hvor é/er en primi-
tiv p'te enhedsrod. Nu er Vh) X- Qg; X QQ%P l = Xp—a, sa
hvis XP-a var xxreducibel matte et produkt af ovenstéende fakto—
rer ligge 1 K[Xx]. Konstantleddet i et s&dant er b = (?w)g y hvor

\
1 <Y< p. NU findes h,k€& Z, sévh+kp
akpah? (ak h)p

og da av = b’ er a =

1
. s& xP-a nhar en rod a¥p! i k. J§

Korollar. Er K et legeme af Kar(K) = 0, a€K og p et primtal, s&
xP-a ikke har redder i K, da er Gr(X(Xa)/k) & 2/p2.
\ Zn &@ 2\ ~
Eks. Bet;agt 1)/Q, set % 7 , da er Gr(Q(g /Q)
X 2/62. Idet T bege ner komplex konjugerein, har {é'?f
orden 2, sa Q( ) _ har orden 3%, og er derfor cyklisk.

Vi finder b(%) ’e,H - e T ) - C\Q(cosz_‘;}),

Lemma. Er L et legeme, og G en endelig automorfigruppe i L, da
er H1(G,1%) = (1).

Bevis. Lad 0 - a5 vere en krydset homomorfi. Lflg lemma p.IV,3
0

findes x€ L s& at Z: Z:xt = l # 0. Nu er a@(;) = aO‘ZLZeG
dDZ _ dl—_l %
a, x° = szgg(a 8, )x = 'EéGaOZ =% eller a = . B

Setning. Er K et legeme af Kar(K) = 0, som indeholder de n'te enhe-

hedsredder, og er L/K en normal udvidelse med cyklisk Galoisgrup-
pe af orden n, da er L/K simpel, og L = K(x¢), hvor x"eK.

Bevis. K indeholder de n'te enhedsredder, ?, ?n l. Lad G 3
Gr(L/KH {U‘ ﬂ ’aizﬂ ot = e%, og s&t ayy = gw, da er aujaU” =
%9 ﬂ(k % Z = , = Qg = AgvaMy sh 0= ayy = ; er en

krydset homomoril, og derfor principal, d.v.s. der findes ({& L #}
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v
sd an = % %;;; specielt er ag= § = %:L altsd o(X) = ®¢ , men
sd er (72(!7&) Xf,---,an_l(x)=0(n_al, crn‘((x)=0(2£n=0{. Da x's
billeder ved automorfierne i G er indb. forskellige, er Grad(Irr
(X,K)) =n 9 L =KK), og da0(x™) =a@)” = = x4 = ™, er x™

c 1% = k. 8§

Setning. Er K et legeme af Kar(X) = p #Z 0, og er a €K, da er
¥P_x-a enten irreducibel over K, eller har en rod i K.

Bevis. Er ® en rod i XP-X-a, da er spaltningslegemet K(A), thi
rgdderne er da &X,X+1,...,X+(p-1).

[ |
Korollar. Er K et legeme af Kar(K) = @, ae K, s& XP-X-a ikke har

reodder i K, da er spaltningslegemet rmGaloisk med cvklisk Galois-

gruppe af orden p.

Lemma. Er L et legeme, 0g G en endelig automorfigruppe i L, da
er B (¢,1Y) = (0).

Bevis. Lad 0= ajy vere en krydset homomorfi. Iflg lemma p.IV,3
findes xe¢L, sd at Z Z:,-440 Set - = (Zyax )/ (2, xb)
(27 apex 0‘5)/ Z XY, da ero( T-x= (2, (-2, % tag,)xoF )/ (2,x7F)

G4 N

Setning. Er K et legeme af Kar(K) = p, og er L/K en Galoisk ud-

videlse med cyklisk Galoisgruppe af orden p, da er L = K& ), hvor

aP- xe K.

Bevis. Vi har X DF {e,2e,...,(p—l)e,pe = Og. Lad G = Gr(L/K)
= {D‘,G‘Q,...,ap 1 ap e} og set ayv = Ve, da er aav+aa/¢ = Ye+0o (/(Le)
Ye+fe = (’V+/4L)e = a wu = 8yupi, SA o¥— ayv = Ve er krydset 0g
derfor primcipal, o der findes x€ L, s& at a,v = Ve = ol —o(,

specielt er agp = e = 0(X)-&, eller o(&) = X+le, men s& er 0'2(1x)
= p(+2e,...,0p_l(o<) x+(p-1)e, ¢¥(x) = . Da «'s billeder ved
automorfierne i G er indb.forsk. er L = K(X), og da o(xP-p) =
oA)P-o{x) = (K+le)P-(x+le) = xP-x, er o(p—ngG = k.0

el ke

Eks. Er Kar(K) = p, og L/K Galoisk med [L:K] = p™, da
har G = Gr(L/X) en normalrzkke G D G N VGy = E, hvor
(G, (")M) = p, og hertil svarer K C K,f ... C L, hvor

K,]/K,)_ er Galoisk med cyklisk Galoisgruppe af orden p.
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Setning. For et legeme, L, er folgende betingelser zkvivalente:

1) L har ingen algebraisk undidelse

2) Ethvert irreducibelt polynomium i L{x] nar grad 1.
3) Ethvert polynomium i Llx] ar grad 2 1 er produkt af 1l.grads-

polynomier

4) Ethvert polynomium i LIa) af grad 21 har en rod i L

klart! og et legeme, der opfylder en af disse betingelser, kaldes
algebraisk afsluttet.

Et legeme L 2 K kaldes et algebraisk hylster af X, hvis L/X er
algebraisk, og L er algebraisk afsluttet.

Setning. Hvis K er dellegeme af et algebraisk afsluttet legeme, L,

da er den algebraiske afslutning af K i I et algebraisk hylster

af K.

Bevis. Et polynomium f(X)e E[X] har en rod i L. Da ® siledes er
o)

algebraisk over K , og K/K er algebraisk ®¥, er  algebraisk over
K} altsid < €K.H

Setning. Hvis L/K er algebraisk, og hvis ethvert polynomium i klx]

spaltes i l.gradsfaktorer i L[X], da er L et algebraisk hylster af
K.

Bevis. Hvis L'/L er algebraisk, da er L'/K algebraisk. For «el'
er Irr(x,K)€K[x1, o Irr(x,K) = (X—B4)...(Y—ﬁm), hvor (4, €L, og

da o = et./%d yer wel.

Eks. C er algebraisk afsluttet, og Q's algebraiske hyl-
ster i C er et algebraisk hylster af Q.

Setning. ©Til ethvert legeme, K, findes et og (pd isomorfi ner) kun
€t algebraisk hylster 2 L af K.

Bevis. Kksistens (efter Zariski): Sst MU = K[X]*x 7 = {(f(X),n)\
f#£0anezi. Afbildningen a — (X-a,0) er bijektiv : K pa K'C 1}

og organiserer K' til et legeme isomorft med K. Vi identificerer

K og K'. Lad 3£ betegne mangden af delmengder 5*&7" forsynet med
kompositioner @ og ® s& at 1)(%,@,@) er et legeme 2) %/ har
K som dellegeme og 3) Hvis z = (£f(X),n)€ %, da er f(z) = 0
(d.v.s. for £(X) = ao+alX+...E‘K[X1 og&(f(X),n)er) gelder f(z) =
(X-20,0) ® (X-21,0) 0 (£(X),n) + ... = (x-0,0) ). & £ v, idet
(K,+,-) 62% 1) og 2) er trivielle, og erz(X-a,0)e K, da er z-a =
(X-2,0) - (X-a,0) = (%-0,0). |

Ved (5,@,@)-{ (%'xj‘,@'), nar det forste er dellegeme af det andet,
defineres en induktiv ordning afgﬂ. Ifplge Zorns lemma har?f"da

et maximalt element (L,®,0). Pa grund af 3) er L/K en algebraisk
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udvidelse.
Antag, at L ikke er algebraisk afasluttet, da fandtes M D L, séa
#at M/L er algebraisk (og dermed X M/K algebraisk). Vi konstru-

erer nu en afbildningﬂ): MM sa qDIL = idL. Set Cﬁ(a) = a for ae L.
For e M\L, er X rod i f(X) = Irr(«,K)c K[X]. Iad f(X) have red-
derne ﬁl’f"’"’ﬁhél‘ (h 2 0) og redderne & = o(l,...,p(gém \L (g 21).
Vi velger nu g indbyrdes forskellige hele tal Nyy...,0 sd at
(£(X),nq),...,(£(X),n_) er forskellige fra ﬂl’ e ’ﬂh’ og setter

blx) = (£(X)ny), .. @(a,) = (£(X),n,). b) =P (X)) & L, thi var
G )EL, da var-¢(m) = (£(X),ng) rod i £(X), altsd $(x) = et (@j,
hvilket ikke kan vere tilfe®ldet. Endvidere er Z\) klart injektiv.

M's legemsstruktur kan nu "plantes over" i%)(IVI) C, s& at bli-
ver en isomorfi, og L = Z]B(L) bliver herved et dellegeme.afzf)(lvl).
%D(M)E 351, thi 1) er opfyldt, 2) felger af E\)(M) Q:(b(L) =L 2K, og
er (1)(0<) G&P(M), 43(0<) & L, da er E{J(O() = (f(X),n), hvor f(X) = Irr(¥,K),
men s er f(f]‘)(u)) = a5 ® apf[)(tx) ® 8.20&!)( )239. .. = Ef)(ao+alo(+a201(2+. .)
= d(£(x)) = }(0) = 0, hvilket viser 3). Da L<P(M), er dette

en modstrid. |§

Entydighed: Vi viser forst

A
Lemma. Hvis L/K er en algebraisk udvidelse, og L er algebraisk

N

afsluttet, da kan enhver monomorii @: K — I fortszttes til en

A 1
momomorfi d) : L — L.

som medfeorer entydigheden, thi er @ : K — K* en isomorfi, L/K og
L*/K* algebraiske udvidelser, sé at L,L* er algebraisk afsluttede,
da kan ¢ fortszttes til EP: L — L*. Da L*/K* er algebraisk, og
2 &(L) 2 CP(K) = K*, er L*/qs(L) algebraisk, og da L er algebraisk
afsluttet, er ogsa EIS(L) algebraisk afsluttet, og dermedﬂ?(L) A |

9 A
Bevis for lemma. set ¥ = i(K',?{gt KESK'C L og qf : K' - L
er en monomorfi, der udvider @}t 4" er ikke tom og kan ordnes par-
tielt ved (K',q;') < (({,CF”), nar X' C K" og ¢" er en udvidelse
aff @'. er induktivt ordnet, og indeholder derfor et maximalt ele-
ment iflg. Zorn. Lad (K',EXS) vere et sddant, da er K S XK € L ogfﬁK
= Cr, da viser vi indirekze, at K = L. Antag alts% at K X L. Da
IL/K er algebraisk, er L/K algebraisk. Lad a€L\K, og set f(X) =
Irr(a,K). ANu er @fe?ﬁ[}‘(], og c_P'f er irreducibel i (T?E @(:( Vi
V&lgerEGL, sé& at C‘Ff(b) = 0, og har altsa %(Irr(a,l_{‘)) = ?Ff =
Irr(b@K), s& 1flg. en tidligere lemma kan ¢ fortsattes til en
isomrfi?: <{'\) K(a) pé?l—{(b), Da (-IZZ,C_P)< (‘K—(a),(hé) er dette en mod-
stria. N

Eks. C/Q er en (uendelig) ‘normal udvidelse. Vi skal
for e e \Q bestemme en automorfi % : C —>6 s§ ;t>(o<) £ X,
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Hvis & er algebraisk over @, da findes K 2 Q(x), s& K/Q
er normal, og s& findes en,automorf1<F K —K, for hvia-
%en ?(W) #Z ®. Og hvis & er transcendent over Q er Q(x) =
Q(X), og da X — X+1 bestemmer en automorfi i Q(X), fin-
des en automorfi ¢: Qlx) —Q(x) for ﬁvilkenxv(m) = p+l #
X. Vi viser nu, at automorfien :+ K — K kan udvides
til en automorfi EIS: ¢ —30C. ?(‘::{(K' c()')\ K £ K'¢E (\l% og
' er en,automorfi i K', som udvider @Ter induktixt on—
net; lad (K,?) vere max1ma1t element 13 Antag KC C.
Hvis C/K er algebraisk, kan Q iflg. entydighedssatningen
udvides til en automorfi @ i C, og ellers flndes ﬁCC /3
transcendent over ﬁA og ved @’%) (5 kunne CP da udvides
tll en automorfi i K(ﬂ), i modstrid med maximaliteten af

5.

KONSTRUKTION MED PASSER OG LINEAL

De tilladte operationer er
1) Konstruktion af linie gennem to givne eller konstruerede punk-
ter. 2) Konstruktion af cirkel med givet eller konstrueret
centrum, og et givet eller konstrueret liniestykke som radius.
3) At opsege skeringspunkter mellem to linier, en linie og en

cirkel eller to cirkler.

Mengden af punkter i1 den komplekse plan 6, der kan konstrueres
udfra punkterne O og 1 kaldes de konstruerbare tal, og betegnes R.
Punkterne i K kan opskrives 1 en felge x, = 0, x; = 1, X, 3,....
Ved induktion vises
Setning. Der findes en folge af reelle tallegenmer é = Ll S L,.&

D e

s& at koordinaterne til x, ligger i L. 0g sdledes at hvert Ln+l¢

1
n 21, enten er = L, eller = Ln({gh)’ hvor an er et positivt tal

i L, for hvilket Ya, & L,.

Legemerne L (1) indeholder nu punkterne x5,...,X,, 0g hvert
L (J“—) fas udfra Q ved successiT adjunktion af kvadratredder.
Man,kan,nu vise:
Setning. R er det mindste over for kvadratrod afsluttede tallegeme.

Der findes en folge af tallegemer Q = KO},II# .. hvor hvert Knn4—
er af formen K ., =K (Va ), hvor a €K , £ K shat K= \JK .
opecielt er hvert konstruerbart tal algebralsk af grad = potens af 2.
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I
Den regulere n-kant er konstruerbar, hvis og kun hvis e ™ er

konstruerbar.

Gauss' s&tning. Den regulere n-kxant er konstruerbar, hvis og kun

n = 2vp1...prifi)2:0,r 2 0 Of Pyye:: D, er indb.forskellige prim-

tal af formen 28+1, s 2 1. (og et sddant primtal er endda af formen
27T
2¢°+1).

, ) Yy X
Bevis. "=" Antag e " er konstruerbar, hvor n = 2 py f...pm r,
Her er “l = i.. = anz 1, thi for ulige primtal er pz—kanten ikke
2

konstruerbar, da e “P* 's grad,?(pg) = p(p-1), ikke er en potens af
2. Pa samme made ses, at hvis p-kanten er konstruerbar, da er ez%@'
grad, ¢(p) = p-1, en potens af 2, altsd p = 2541,

"e=" Hvis k- og m-kanten er konstruerbare, (k,m) = 1, da er km-kan-
ten ogséad konstruerbar, thi der findes a,b(EZ, sd 1 = ak+bm, men

s& er e PR = (e%%é)a(eg% )b konstruerbar. Vi skal altsd blot vi-
se, at for p = 2S+1, primtal, er p-kanten konstruerbar. Nu er G =
Gr(\Q(e%‘2 )/Q) cyklisk af orden p-1 = 2°, s& vi kan finde en nor-
malrekke for G med alle faktorer = 2/22. Den tilsvarende rakke

af legemsudvidelser f&s da ved adjunktion af kvadratredder. !

POLYNOMIERS OPLYUSELIGHED MED RODTEGN.

I det folgende betegner K et legeme med Kar(k) = 0. En ud-

videlse F/K kaldes radikal, hvis der findes endelig mange legemer

p— 4 ¢ — 2 —_—_ m'
K = hOCI RlC: “o C_KS = F, sa Ki = Ki_l(qi), hvor “i l¢ Ki—l'
En udvidelse F/K kaldes metaabelsk, hvis der findes legemer
K=K CKC...CK =P, sé at Ki/Ki—l er en endelig abelsk ud-
videlse.

Lemma 1. Enhver radikal udvidelse er indeholdt i en metaabelsk

udvidelse.

Bevis. Saet m = My ee el Er en primitiv m-te enhedsrod, da er
K(%)/K endelig abelsk, ngkfﬁKXKkXXX§iXEK Kl(é) = K(%)(al)’ sé
Kl(;) er abelsk (endda cyklisk jfr. p.IV,13)xxxRaAXBEREX OVer K(%).
Nu har vi X C K(%)(Z K1(§)<: ... C Ks(é) = F(%), s& F(%)/K er me-—
taabelsk, og F Q:F(é). |

Lemma 2. Kompositet af metaabelske udvidelser F,R' er igen meta-—
abelsk.

Bvis. Vi har KC K, C ... C K., =R, og KC K% C ... C K% = B,
Iflg. translationss@&tningen er KfF'/F' abelsk, KQE'/K1F' abelsk

ete, altsh K KjcwcKy' = F' € KyF' € KpF' © .ov C K P = FF'.
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/?:HgI”/Jﬁ ; ’ 1)
| L F = (R
7(2'

, T}«,F’
Ky P "R, e
— t -

lemma 3., Enhver metaabelsk udvidelse er indeholdt 1 en normal

metaabelsk zyxudvidelse.
Bevis. Er F/K metaabelsk, findes N 2 F, s& at N/K er endelig nor-
mal. Sat G = Gr(N¥/K) = f{oj,...,0,1. PFor 0&G er oF metaabelsk o-
ver ok = K og 0F & N, altsd er oyF,...,00F G N metaabelske over

~

K, s at ogsa F = o3 FOF... 0 er metaabelsk over K(lemma 2), og
for geG er Uﬁ = aan...aqg‘z o?F...JhF = F , S8 ﬁ/K er normal. §

Et irreducibelt polynomium f(X)e K[X] kaldes oploeseligt med

rodtegn, hvis der findes en radikal udvidelse af K, hvori £f(X) har

en rod.

Setning. EBr f£(X)e KIX] irreducibel med spaltningslegemet L over

K, da er f(X) opleseligt med rodtegn, hvis og kun hvis G = Gr(L/K)

er opleselig.

Bevis. "=" Lemma 1 og % viser, at den findes en normal metaabelsk
udvidelse F/K, hvori f(X) har en rod. Af normaliteten felger, at

P 2L. Set & = Gr(F/K). Da F er metaabelsk, findes X C K, C

CF, med K;/H, ; abelsk. Til Kj svarer &y = Gr(P/Ky) < €, med

G/al abelsk. Det samme kan siges om K; og Gy osv, atlsd er 5 op-
loselig, og da L F, er G = Gr(L/K) = Gr(F/K)/Gr(F/L) som homo-
morft billede af G ligeledes opleselig.

Mee " Szt n = ord(

da er Gr(L(%)/K(%)
loselig. Felgelig findes en kompositionsrakke G P G1D>~-i> Gt = E
med cykliske faktorer Gi/Gi+1 af orden nj (niln). Nu er den her-
til herende razkke af legemsudvidelser radikal (IV,1%): K(%) C Kl(%)

C...C L(%), men s& er ogséa L(%)/K radikal, og L g.L(g). |

G), og lad ; vere en primitiv n'te enhedsrod,
)

isomorf med en unpdergruppe i G, og derfor op-

Er f(X) et irreducibelt polynomium af grad n, da er Galoisgrup-
pen for spaltningslegemet isomorf med en transitiv undergruppe i
5. (
nomier af grad £ 4 er opleselipge med rodtegn.

p.IV,7). Da S, er opleselig for n L 4, folger det, at poly-

Eks. K(Xy,...,X,) er spaltningslegemet for Zw—slzn_1

+...+(-—i)nsn over K(s1,...,sM). Galoisgruppen herfor
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bliver oplagt isomorf med 5, .

Lemma. En transitiv undergruppe, P, i Sp (p primtal), der inde-

holder blot én transposition er = Sp.

Bevis. Lad S permutere {al,...,ap£ og set a ~ b& a=>b v
(a,b) €eP. Af (a,b)(b,c)(a,b) = (a,c) ses let, at o~ er en &kvi-
valensrelation. Er a < b og 0€P, da er o(a) o~ o(b), thi (o(a),
o(b)) =(T(a,b)0’1€1P. fkvivalensklasser afbildes derfor i skviva-
lensklasser ved premutaitonerne i P. ZEr () 0g & =kvivalens-
klasser, findes c€P, s8 at 0(Q) = b og dermed 0( @ ) = (©®, hvilket
viser, at alle @&kvivalensklasser har samme elementantal, som derfor
mé g& op i p. Da det iflg. foruds. er mindst 2, md det vere p o:
alle elementer er =kvivalente, s8 alle transpositioner eP, og der-
med P =S p.l

Setning. Br K et reelt tallegeme, og f{X) e K[X] irreducibelt af
grad p (p primtal), da er Galoisgruppen for spaltningslegemet for

£(X) over K isomorf med S., hvis f(X) har netop 2 ikke reelle rod-
i34

der.

Bevis. Galoisgruppen er isomorf med en transitiv undergruppe i Sp,
og den indeholder kompleks konjugering, som m& vere en transpo-
sition af de to ikke reelle reodder; 1iflg. lemma er Galoisgruppen
derfor isomorf med Sp.'

Eks. f(X) = X5—2qX+q, hvor q primtal, er irreducibel
over Q iflg. Sch.-Eiw. Det ses let, at f(X) har 3 reel-
le og 2 ikke reelle reodder. PFolgelig er G = S5y 08 f(X)

er derfor ikke opleselig med rodtegn over Q.
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KAPITEL V IDEALTEORI I KOMMUTATIVE RINGE=

I det folgende betegner R en kommutativ ring med l-element.
0(/,,@,[,... betegner idealer i R. Vi satter

otk - fre R l rcdl A re gsf
Ob=§5 a0, | aeol abe b
0L+,/é = §a+b [ aeflAbCE A ;
b = fr|r.f € U(S

Der galder nu

1) O+ (s = /(/é+(>(, s O+ (/é—+,if) = (0({+,/é) + L.

2) @/é =/é-0c; b)) = BT 5 oUb+r) = otb+ ot
3) o b oub C otn b

4) Weh) b <ot oL otk

5) (N, 0t b= ,000,:6)

6) (04 : /0= OL: (bA)

7) 06 Ub+e) = O1:d) o (Ou)

8) ot b = ou @b .

i

tp kaldes et primideal, hvis ab e 4 aé;‘{!’ = bep.
Setning. Wer primideal &2 RAC er integritetsomride & Ol/lfég’(ﬂ A
P o 4
HEY = A<

Setning. 0. .0 cly = ot € {p for et vist i.

Setning. O( Sﬂ/‘lu LV = 0LELP for et vist i, )

w4 v =
Bevis. Vi kan antage, at ’(fj ¥4fi for j # i. Hxikx Saet,/éi = 01 nj{;’éi’q‘j
Hvis;?/é*i 74 {fi’ i=1,...,n, findes aje /('91\ f{flg 01, men sé& er Ziai
¢ 0, 1 modstrid med at ot g(fi Lo, U(fn. Folgelig findes i sé
at[yi < {B, men sa er Olg% iflg. det foregfende. F

Al kaldes et maximalideal, hvis JHCR, og MCHER = = R.
Setning. M er maximalideal & R/M er et legeme.

Korollar. Kt maximalt ideal er et primideal.

Setning. Ethvert agte ideal er indeholdt i et maximalt ideal, be-

vises v.hj.a. Zorn's lemma og eksistens af l-element.

For et ideal ¢O{ defineres radikalet afOf som Rad(@?) = fre ﬁHne
o n 4
o Pig 0(,6._

M oeg ey, LT
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Rad(0l) er et ideal 20( , og Rad(OL"/@) = Rad(a&[») = Raddt F\Rad/é»
og Rad(rad o) = Rad(t.

a € R kaldes nuldivisor, hvis der findes b&R>N(0), s& ab = O.
a €R kaldes nilpotent, hvis a*=0 for et ne N & ae€Rad(0).

Ol kaldes et primert ideal, hvis ab €q og a g0 = béRadO_}[&.

Setning. Oler et primert ide@_l__@_‘_lf{[%g_a:_r kun nilpotnte nuldivi-

-}

sorer.

Theorem. Hvis U] er primert, da er 4¢ = Rad0] et primideal, og 9 &4
¥ J L A
&?? g 1 .

Olkaldes da ogsd {-primert.

Eks. R er P.I.D. OL= (a), a = Efl1m4...71:”/. Rad O =

(Mg...%). De primere idealer er (1.

Eks. pad primert ideal, der ikke er potens af et prim-
ideal: R = Z[X1,0l= (4,X). Rad Ol = (2,X) ses let at
vere maximalt, og dermed (Y primart (se nedenfor). Hvis
01=/(n, da er Rad0l = Rad(fmz 1?, sé%?: (2,X), men

allerede @2=(2,X)2 = (4,2X,X2) C (4,X).
Eks. pd& primidealpotens, der ikke er primer: R = iao+
2alX+a2X2+. .. \ a4 € ZE ¢ 7 (%] BRXRRINXARAXYXBAXRA XX xXE .

ot= §re R|£(0) = 0F = (2x,%°,%X7) er primideal, da R/Y 2

%, men 0C = (4%°,2%°,2x%, x4 ,%%,%x%) er ikke primert,
thi 4%°¢ 08 4 & Rad O° = O, og x° ngD@.

Eks. ps ikke-primert ideal, hvis radikal er et prim-
ideal: R = K[X,Y], Ol= (X2,XY) = (X)(X,Y). Rada(l

= Rad(X)NRad(X,Y) = Ragd (X) Nn(X,Y) = (X) er et prim-
ideal, og XYeOl, Y# Rad 0l og X & 0.

Setning. Hvis Rad(l =#ler maximalt, da er({ #-primert.

Bevis. Vi skal vise, at 0l er primert. For xyecOl, x¢ Radfll= M, er
(x)+M{ = R og dermed 1 = rx+m, hvor me M og dermed mitedl. Nu er

1 = (rx+m)™ = x(...)+m® = xc+m?, s8 y = yxc+ymPeOl. §f

Lemma. Hvis 1,G er idealer, sé at 0} & {{¢ RadOl og ab €E0AD & Of =
7 !— TmoeT e e s s o ms LR I T‘W— T L
af{f, da er0] (-primert.
J -7"_77
Bevis. q er primert, thi abéOW[ 0g bg(l"/ = aet(g Rad?/.
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For xe RadO{, lader vi i vere den mindste exponent 2 1, for hvilken
x'€ 0. Hive i = 1 er xe0[S4, og hvis i > 1, ses af Xxl_l@@)%
oz i1 #0],at xedf. Altsd er Rad([ S N |

Setning. Hvis O er Y-primer, da vil 01»@-20{1/1 al & 04'1 = /6'@({’,

DEKOMPOSITION

Lemma 1. Hvis O] er ¢p-prim=r og OL 514.JP , da er Q]_F:O’L = 0F.

J

Bevis. Vi harOJl:aLgOl . Velg nu ac—O‘L\{\p. For XC—OZ(:U'(, er ax gq?
og da a ggn ma XQO_(- H

Lemma 2. Hvis UILer P-primer og ou ZD%¢ da er Q‘:{Ut Y-primer.
Bevis. Velg ac¢ OL\O_‘Z . Por xe Q{:O(,, er aer]_, og dermed XGSD, og
for ye 4 er ye 01€ O] :0(, altsd 0]:0L ¢ (f ¢ Rad({:o0L).

For (X/;%(—? 07{)( og (4 55’01:0( er O(ﬁaeq\t for et aeO( med a Q‘Ol og der-
med Xé& (f 2

Lemma 3. Gennemsnit af endelig mange {-primere idealer er igendp —

primert.
Bevis. Oplagt.

0, = ()q 01'[~q (endelig mange) kaldes en dekomposition eller frem-—
stilling. Iflg. lemma 3 kan vi "slé& QZ}'er horende til samme
sammen", og dernmst "droppe" overfledige Ofiy'er, s& at O]y 2 /7(}#:501&
Den herved opndede fremstilling kaldes uforkortelig eller normal.

Eks. pA ikke engtydig fremstilling: R = K[X,Y]; af =

(X2,XY) = (X)N (X2,XY,Y°) = (X)N (X°,Y) ses at vere u-

forkortelige fremstillinger.

Entydighedssetning. Hvis 0L = 01,0 ... 000, = 0L O ... Ol er
1 v T Tl _I,
uforkortelige fremstillinger med Ol .-primer, og OF' ¢ —primer,
—r —t T J(]

da er L) m=mn og?2) efter premutation ©; = 145 ',J/i = 1,...,0.
Bevis. Hvis 0l = R er alt trivielt. Antag®# R. Blandt Pps v s o
1}01',...,(17“;7 findes et maximal (m.h.t. € ), fx . Vi viser, at
o = et 4", og hertil er det nok, at Yn& et Y'. Indirekte:

. t O LI — 7
Hnso!fn‘g (PJ , J=1,...,m, da er qd _'Ol""i = 01‘] ', thi Q(%g {fj"
og pastanden folger af lemma 1. Endvidere er »(ﬂ” g {fi" i=1,...,
n-1, og vi far derfor analogt 0;[;:0,[_,“ = Q{, , i = 1,...,n=-1.

* Nu er dels

(0L: 0,

(002 0= O)00Fj2 000 = Opopy = 00
dels

(OoL: 014) ("/n\'d 0fy)e 0= Q‘y’::z(qﬂ 100, 0 (O 0L

Niga 015

1]
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altsd A = 0, 0,..0 (.7_”(,0,,..( i strid med uforkorteligheden.

Vi kan antage, at .= @l; ﬁ = Oy 01 0], er da Y, -primert. Vi
har da OL:0] = O“”... /‘)()]ﬁ,n‘{ , daQ[_ 2(&‘ ,i=1,...,n-1 og ana-
logt 01/:01( = 0ljo ..o Olmtq ~ 8ltsé Q(,{“'--“ﬂmq =

OHH .. 0 an:'n'f o.s5.v. [}

I 01/ = f}'-g a0 0;!,,., kaldes /)'l,) en minimalkomponent, hvis

Tilleg til entydighedssa®tning. De minimale komponenter er enty-

digt bestemt ved

Bevis. (for R integritetsomrade):
Indskud: Lad R vxere et int. omrdde og S et multiplikativt systenm
i RN (0), da Sattes % iz ! reRa seSlg € kvotientlegemet for R.

S
Det ses let, at OL% ( aé0lLA sée SE. Der gelder

- mBn LR
ok 4R
thi "€ " er trivielt, og for Le OLE “/(rB er £ =2 = b 8Se_ bsg &
R s S S s St Sy /1 5Sy
(OLG/CL)-S-. Endvidere
0% = &, hvis 500 £ v.

Lad nu Ol = Oy 0 e 001 7 og antag, at O]y er minimalkomponent.
{ " f R R
S = R\(.g1 € R\ (0) er et multiplikativt system, og Oz = 071§ ,
thi minimaliteten af 011 medforer 0“)"\ S £ ¥, og dermed %g = %,
i=2,...,n. Nuer OL% arR =0% , thi " 2" er oplagt, og for r €
R -4 3
q.isﬂR er r = 2, altsd rséU_“ , og dasé{ﬁ er reO_}( . Heraf

folger péstanden.!

NOETHERSKE RINGDE.
lian viser let, at folgende betingelser er mkvivalente:
1) Ethvert 0{% R er endeligt frembragt ( jq'[‘* R er Noethersk)

2) a.c.c. (axcending chain condition)
%) Mlaximalbetingelsen gaelder for idealerne 1 R.

Eks. a) Bt P.I.D. er Noethersk. b) R = Z[{=3ler
Noethersk, thi (R,+) er fri abelsk gruppe af rang 2, s&
et ideal,Ol, er fri abelsk af rang £ 2, og specielt
endeligt frembragt. 3) R = /C\L[O,l] er ikke Noethersk.
Betragt fx idealet af fkt., der er O 1 en omegn af O

d) R = {pol. i XZ"%*T , m=O,1,...} er ikke Noethersk.
fx. er (X)C (X'fJ’J) < (x%) C (X-ﬁ%) < ...

Setning. R Noethersk =3 R/ Noethersk er triviel, og omvendt:
hvis R/( Noethersk for alle { # (0), da er R Noethersk iflg. a.c.c.
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Setning. (Hilbert)= Hvis R er Noethersk, da er ogsd R[X] Noethersk.
Bevis. TFor et ideal,</<z’, i R[x1, smttes oL, = ire RlE] Toy e

e ey 1€
R : rxXry (X" Heeairge Af. Of, er et ideal i R, og oSG & .-
Lemma. Hvis ACPH og A —> (OZ.O,Q: oL, & ... ) og 3“’(%:4021%
da er % =5 .

Bevis. ILad f(X) € P , £(X) = ro+...+ran, da er ry€ /én 'fﬂcn, s&

der findes go¢ A4 , sd at grad(f-go)£ n-1. Da g,¢ TR, er f-g € R,
s& der findes gléﬂ' , s& at grad(f-go-g7) £ n-2. f-g5-81 ¢ 75 o.s.v.
11l sidst fa&s graf(f-gg,—...-gy) £ n-(n+l) = -1, altsd f = g +...+gy,

c /N

Betragt nu en stigende keade (/40 g (ng da har vi
yr — Oy € Oy S 04, <
i & m ar
R T
M Il | _
V42 — 0120 c 0127 ¢ 6)1«& g ‘
Nl al gl L
! :} ‘ Olyy =~
C >
LI I I ST S
i [
\ )
C c ' = =
I feolgen 0111 C 0L22 C 0‘633 ST har vi OZNN 0ZN+1,N+1
og dermed mpq = Olyy for v 2N og g2z N. Fori=o0,1,...,N-1
gelder for et vist n , at Dlnii = OLn.; +1,i = e s s& for j 2
max%n;l,...,nN“,1 ,Ni = M har vi OLji = ﬁ(j+l,i = Uzj+2,i = s.. 4, 1=
0,1,2,... og dermed c/43 = 043+1 = ... 1iflg lemna. )

Eks. I E[X,Y] findes til hvert née N et &, der ikke kan
frembringes af n elementer. M= (x,v), 01 =M =
(Xn,Xn‘_lY, ..., Y") kan ikke frembringes af n elementer;
lad nemlig Vn, betegne vektorrummet over K af homogene n-
tegradspolynomier. ¥n basis for Vn er Xn,Xn_lY, ce ,Yn,
altséd dim V., = n+l. Antog man, at 0 = (fl,... ,fn), og
var f(.n) den homogene bestanddel af f. af grad n, da vil-
le ¥yl vwre K-lin-komb. af fin),...,fr(ln), modstrid.

Et ideal OLi ringen R kaldes irreducibelt, hvis O = /éﬂ/C’ med -
forer O =/é~ eller ot = £ .
Eks. Et primideal er irreducibelt, thi er /(30 = /éﬂ[’ s
hvor /(JDC///)@ 0g ,(/?ij' , da findes b ¢ /é-\/(f 0og ce /[’\’S/),

men be € /én,{j" = 430

Setning. 1 en Noethersk ring er ethvert ideal gennemsnit af pri-
meridealer.
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Bevisexs (Se Northcott) ved to lemmaer:

Lemma 1. I en Noethersk ring er hvert ideal gennemsnit af irre-

ducible idealer.

Lemma 2. 1 en Noethersk ring er et irreducibelt ideal primert.

Bemzrk. I en ikke Noethersk ring behover et irreduci-

belt ideal ikka at ve&re primart.

Eks. Selv om R er Noethrsk behever et primert ideal ik-
ke at vere irreducibelt. I fx. R = K[X,Y] er (X,Y) mak-
simalt, s& (X,Y)2 = (X2,XY,Y2) er primert, men (XZ,XY,YQ"
= (X°,Y) N (X,Y°).

Eks. Et ideal((i en (vilk.) ring R, kaldes primalt,
hvis nuldivisorerne i RML wudgoer et ideal. Et primert
ideal er primalt, thi for et primert ideal,fl , er nuldi-
visorerne i R/l netop RadR%XfO), altsd et ideal.

Hvis Ol er primalt, da er nuldivisorerne i R/ endda et
primideal (oplagt). Et_ irreducibelt ideal er primalt.
Indirekte: Ved overgang til R/0L kan vi antage, at 0U= (
(0). Nu findes nuldivisorer i R s& at a+b ikke er nul-
divisor, men s8 er (0)C (0):(a), (0) C (0):(b) og (0)

(0):(a+b) = [(0):(a)]a [(0):(p)].

IdealeI*OLﬂé'kaldes komaximale, hvis01+A§ = R.

Setning. Hvis UCog,é; er komaximale, da er C%0A§~ = Ubé. )
Bevis. Alment gelder (OL+.f)(0( N 4) = o 0{(’)/(;) ﬁ@((){«)[g )& UES ,
o1 As-

no

og pastanden folger nu let.

Setning. Hvis Cigﬂg'og; oL, A er komaximale, da er ogsé.OL/éfhf’ ko-

maximale.
Bevis. thi R 2 Ol+(Gna) 2 Ol+ bt 2 Mol w0 v b = (0044
(oL +4) = R.

Setning. Hvis RadCi,RadAg er komaximale, da er DQKQ'komaximale.
Bevis. Da vi alment har RadOL+Rad/é/g Rad(Ol+4§), altsd 1 dette
tilfelde Rad(0(+,é) = R, er 1n6701+yé 9 1éTOZ+A@ 9: 67+A§ = R.

IS S 1
Setning. 1 et Noethersk integritetsomridde, hvor ethve?geéé;g“érim—
ideal er maximalt, kan hvert OL # (0) entydigt skrives M= T]aj@gé
hvor Q%i er 1$5—prim&rt og tg%;% %v , 1 £ 3.

Bevis. Lad 0O(= Oifﬁ ...f)Q%“ vere en normal fremstilling. Da

o}
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oL # (0) er 130(,...,1(,1 maximale, og da £ (Q’ i # 3, er {f’ﬁﬁﬂ(j = R,

og dermed o, + } = R, men s er O + ﬂ 24 OJr = R og felgelig 0L =

= - . - 0 . e
Oh " Nt a; = %1 3;41013 1(72 ﬂJ 5 2(% o -0l
Er omvendt Ol = Of v+ 01711 og O\Zi # T 50 i # j, da finder vi OL =
O]ll O-Zn’ og denne fremstilling er uforkortelig, thi var ¥fx.

011__ 0120 f‘nO_Zn, da var g, 2 0;{,2’“‘ /")Q/n, altsd fx L(’l (72,
og dermed lfl = 4f2. Da alle O‘Irerne er minimalkomponenter, fol-

ger entydigheden. §

Setning. Den direkte sum af (endl.man.) PsI.R.'er er et P.I.R.
Bevis. Lad OL & Ry ®@ R,, sat o = {rlC_Rll(rl,O) em@gRl og Ol =
{rge R2{(O,I‘2)€-0'(,’i, da er 071, OL2 idealer i Ry og R, resp., altsé
0 = (al), a1€ &, og Ol, = (32), a,f R,, og det er nu let af vi-
se, at O( = ((al,ag)).

Et P.I.R. kaldes en speciel P.I.R., hvis det indeholder netop
ét xgte primideal.
Eks. 2/pZ er et speciel P.I.R.

Setning. (Krull). ZEnhver P.I.R. er direkte sum af P.I.D.'er og spe-
cielle P.I.R.'er.

Forst et lemma Lad R vere P.I.R. L(J et ®gte primideal, og @'C((’,
da er 1) (P det endeste primideal cgp, 2) ethvert primmrideal
ger er < '[(’ , vil 2 {g og 3) Hvis —(‘Til er et ®gte primideal, da

er enten {ﬁ’ L](Jl komaximale, eller det ene er indeholdt i det andet.
Bevis. Sat (= (p), Y = (p'); endvidere p' = rpe 4{', og da p &
Lf', er re4p', s& r = sp'. Nuer p' =rp=sp'p, altséd

p'(l-ps) = 0, hvor l-ps & q’
da 1§ C R, 1) Hvis ‘fc‘j’ , da er 1l-ps g&f nvoraf p'e (p , altséd
g (5” . Ombyttes rollerne féas ‘:f’E '(.5" 2). Hvis Q(F er
primer, da er Radolgf(f, og specielt 1l-ps & RadOl, hvoraf p'e Ol,
altsé Lf'C: 0{. %) Antag endelig ({,—é Ls’l. Hvis Y+, R, er
1{+Lfl ¢ #M{CR, hvor fx LfC.M/(. Hvis ogsé lj?l(; ML , var 457=jol
iflg. 2), s& vi slutter at ifl = M,{;‘){,&?.

Bevis for krulls setning. Lad (0) = Ohf\ ﬂf’im vere ufor-
kortelig, medOI_j lfi -prima&r. Antog man (f)‘%fj C R med et i # j,
da var fx. {;C Lfa flg. lemma 3). Da OL;)Q"S)‘]C LfJ , er 0:’7 :875
¢t flg. lemma 2), og da 013_{(?5 , vil /)( .= OJH , 1 strid med

2
= 1
uforkortellgheden Altsa er 15’1+ ((& = R og dermed (/‘1(_-)+O_‘H = R for

OQJM.
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for i # j. Heraf folger imidlertid let, at R = R/(o) T

R/U,l,( @ ... @R/O:LMJ. Hvis 4; er maximalt, da er 4f; det eneste
primideal, der indeholder 01L7'; i restklasseringen R/OJ; er der
folgelig kun et primideal, nemlig f(fq/O‘_h , s8 R/O‘jr1 er en spe01e1
P.I.R. 0g hvis U, ikke er maximalt, da er *f;TM, 0l; & Y, C M
men 3 011 Y, iflg lemma 2), altsd C; = {;, sd R/!,j_*7 = R/lj,7 er
et integritetsomridde, 3: en P.I.D. E

Setning. Lad 06,/(5'- vere idealer i et Noethersk integritetsomride,
s8 at C’lﬁc—/@ da er O‘L—Reller/@— .
Bevis. Hvis /(9-74 (0), er Ao - (bl""’ n), by £ 0. DNu er /@ =01,/g
= gz‘i:l (1) b:i( (l E-O“LE, s8 der findes 4, sd& at Qi = Ab, eller
(4-E) = 9
Opfattes dette som en matrixligning med elementer fra kvotientle-
gemet for R, fds O = det(E-A) = 1l-a, hvor ael, altsid 1€Ql og der-
med Ol = R.
Eks. I R = 2/6% (som har nuldivisorer) har vi ol =. /év
(9), men Ol = (4) = (-2) = (2) = bou

Bemerk. Sa&tningen er ogsa forkert, hvis R er et ikke-

Noethersk integritetsomride.

Korollar Hvis R er et Noethersk integritetsomrdde, og L Z R, da
er ﬂ = (0).

Bev1s baat /{; m D-{n, da er det nok at vise, at OZ/(: = /‘(;; og &
er trivielt. Folgelig er det tilstraekkeligt at vise, at ethvert
primert ideal, der indeholder 01/9 , 0gsa indeholder /[; Lad altséa
C;(?f{f vere primzrt og saet (f— RadOl da er Qlﬁ/é, eller 1’( 20¢ .
Hvis vi kan vise, at {L2{f ¥ for et vist v, er vi ferdige, thi af
42 felger da (7 7’/?”; 2 (”(" ‘}n(‘( /én altsd i alle til-
felde 01_ ( Bev1set Kan altsa afsluttes ned

Lemma. EBr £ et ideal i en Noethersk ring, R, da er £ 2 (Rad/t:)v

for et passende V.
Bevis. S®t Rad f = (dl,...,dn), da er ds;e Rad L, altsa d. mle,{j for
passende my. S&t 1 = myj+...+m,, da er det let at vise, at (Rad,{;)v

cc- -1l

Bks. T 2/62 er (2) = (2)° = ... altsa ﬂ%@)n _ (2).

Bks. Lt idealOL i en (vilk.) ring, R, kaldes quasipri-
mert, hvis ab e 01:;) ac RadOl \V4 beRad()l q er qua-

siprimert & Radﬂj er prlme;ias'-t thi "&" er oplagt, og
wdeal
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08 hvis (J] er quasiprimert, og xXye Rad(?]_ og X & RadQ{_, er
Xn'yneO‘I 0g x" & Rad Q] , si yne RadOl og dermed (j(_RadO_(‘.
I et Noethersk integritetsomrdde gelder: Ethvert quasi-
primert ideal er primert & Ethvert ikke-trivielt prim-

ideal er maximalt. "&" er trivielt, "=": Hvis (0)C® C
MCR, da er M quaisprimert, da Rad(fm ) = 4pamv = &f‘
men ikke primert, thi da {MC @ (p.v,8), findes aeff\sm
og beM My ; abe Lm, , b & Rad((gtwb) =({‘ og a & par.

Setning. Hvis R er Noethersk, da er enhver undermodul af en ende-—

lig frembragt R—modul, M, selv endeligt frembragt.

Bevis. IM = Rmj+...+Rm,. Induktion efter n: n =1. Lad N& M =
Rmy vere en undermodul. OU = fae R{amiEN} er et ideal 1 R, sa O[=
(a{,...,av), men sé& er for neN: n = (r{a4+...+r1)av)m1 = r am+

R S AL I altsd N = Rasmg+.. .+Ra,‘,m{. Antag s@&tningen for n-1,
og lad NC M = Rm4+. . .+Rm, v&re en undermodul. My = Rmy er undermo-
dul i M, og M,nN er undermodul i I\’I1, altsé M1 NN = Raf+...+Ra1).

Nu er M/M; = R @y +...+R @y, og da N/MyON < M, +N/My IVI/M{, er
N/M{DN endelig frembragt iflg. induktionsforudsztningen, 81ltsé
N/MyON = R @ +...4+R @ - Nu er N = Rag+...+Ray+Rby+...+Rb, , thi

for nell er @ = r‘,@ +...+rﬂg@ , O& n—r4b'—...—rubk6-1\’11nN er
altsa = r;a1+...+r1',aﬂ, 0g dermed n = T, b’+...+rMblu+r4'a1+...+r1;av.ﬂ
Setning (I.S.Cohen). Hvis alle primidealer i en ring R er endeligt

frembragte, da er R Noethersk.

Bevis. Antag, at der fandtes et ikke e.f. ideal, da var mezngden
2{¢af ikke endeligt frembragte idealer ikke tomn. 92 ses let at ve&re
induktivt ordnet. Lad Ol vere et maximalt element i '/)l; Ol er da ik-
ke primideal, sa der findes fo2 01, £D 01 meda Ot 2 [‘7 , 0g her
mé ,(‘“‘,,(" vere e.f. OL b4 S o/ o kan pa natrulig msde betrag-
tes som R/ -modul, og da alle idealer mellem R og £ er e.f., er
R/f Noethersk. Da j@/él, er endeligt frembragt, er derfor ogsé
Ol/ s en e.f. R/ -modul, og dermed en endelig frembragt R-modul.
Da /(;,‘ er e.f. folger deét, at O er e.f., modstrid.

I en vilkarlig ring er fgolgende betingelser ®kvivalente:
1) d.d.c. (descending chain condition)

2) minimalbetingelsen gzlder for idealer. Klart.

Setning. Hvis d.c.c. gelder i et int.omr. R, da er R et legeme.
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Bevis. Br b £ 0, f&s (b) 2 (b°) 2 ... , altsad (%) = ()

og dermed b = ¢ eller be = 1.§

Korollar. Hvis d.c.c. gelder i R, da er hvert gte primideal maxi-
malt.
Bevis. Hvis'%’er et primideal i R, da er RA¢ er integritetsomride

hvori d.c.c. geldee, altsad et legeme. §

Setning. (Akisuki). d.c.c. & a.c.c. og ethvert zgte primideal er
maximalt. ' ‘
Lemma 1. Hvis (0) =ﬂﬂ4 ...M%ﬁier produkt af maximale idealer, da

er a.c.c. & d.c.C..
Bevis. Vi har (0) =g ...Ma S ... S MM, & Mys R (k).
g MGy /ALy .. M er pA naturlig mdde en modul over legemet

R/M” , altsd et vektoruum, og dette er endeligt dimensionalt iflg.

a.c.c. (d.c.c.) idet underrum svarer til idealer mellem #y...44; og
My...M4_¢. Heraf sés, at der findes endelig mange idealer, éﬂ,,
oy Oly mellem My... M; og My.. .M, ¢, s& at My ... M; C Ol C

C'OQ,C 4@,... Aﬂ,J ikke kan forfines. Anvendes dette for

hvert i, ses, at (k) kan forfines til en kompositionsrakke. Iflg.

Schreiers forfiningss®tning md d.c.c.(a.c.c.) nu galde.l

Bevis for Akizuki. "&" vises ved

Lemma 2. 1 en Noethersk ring indeholder ethvert ideal et produkt

af primidealer.

Bevis. Lad S = zidealer, der ikke indeholder et produkt af prim-
idealer §, og lad Ol vere et maximalt element i S, da er ©£T ikke prim-
ideal, s& der findes .L->¢M , 2%, ned _chJg or. Nu er.éag~f¢rs,
s& &Z TI1g; og £ 2Tl , men s& vid 01 2TIg 20 UgS. Fol-
gelig er 5 = . &

" Vi har allerede bem®rket, at hvis d.c.c. ggelder, da er hvert
«egt@ primideal maximalt. Beviset kan derfor afsluttes med

Lemma 3. Hvis d.c.c. gelder, da er (0) = 49 ...4, produkt af prim-

idealer.

Bevis. Da d.c.c. gelder findes et minimalt element ¢ i m®ngden

af idealer, der er produkt af primidealer. Vi skal vise, at <= (0).
Indirekte: Ol = (0):¢ £ R, da 1 0. Lad Ao vere et minimalt
element i mengden af idealer, der xmiskaidsrx D O, da er'/@ibﬂz og
der findes intet ideal mellem O og {a oL te AR, da 1 & O(/c,, og
Ol fo er et primideal, thi er x,y &€ Ob:Afs, er x/(?g,Z,OZ og ylo & (X

st A2 ot D ot og o2 Cl+yl 2 00, nvoraf Ao = Ol+x A= og

A = (/"Z+y,-é‘*; nu er 01+xy,{; = ((.?’l'.+x/{;')y+ o = /éy+ = /(9, hvoraf )Ly/r)
gol i xy & Ae:0.
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Set 4 = Ol:fc; tf/@ S Ol = (0):4% og dermed 13”/6'(9 = (0) , eller
A C(0):(gax). Af OLC A folger nu {A9C (@, hvilket er i mod-
strid med definitionen af «¢. §

Eks. Hvis d.c.c. g®lder i R, da findes kun endelig man-
ge primidealer, thi er suy, My,... primidealer i R, da
er My 2/0”1/”{22...2 My.. M52 ... , og altsd /VZ’{1"’/W1/
= Mp.-Myp & My, Ehvoraf et M € My, og dermed /ml/f'
= M.

U

Setning. I R/AT gelder d.c.c. for o (0) & I R gelder a.c.c. og
ethvert ikketrivielt primideal er maximalt.

Bevis. "&" er trivielt. "=": Af RM a.c.c for O[# (0) felger R
a.c.c. og af R/(f d.c.c. for et ikketrivielt primideal feolger R/‘E?

er et legeme, altsé gomaximalt.l

Eks. For et integritetsomréde R far vi: RA( d.c.c. for
O# (0) & R er a.c.c. og ethvert quasiprimert ideal
er primxert. (Eks.V,8-9)

HELT AFSLUTTEDE RINGE

Lad R vere integritetsomrfde, og R & T. t &7 kaldes helt af-
sluttet over R, hvis t er rod i et normeret polynomium i R[XJ.
(1T QLR er en R-modul. Hvis S € T er en delmzngde, betegnes med RZSE
den mindste R-modul € T, der indeholder (R og) S.)

Setning. tE€T er hel over R & R{l,t,,t2,...}, er endel.frembragt.
Bevis. "=" 1,t,... ,tn—l er da Ifrembringere for ovennsnvte modul.
"e". Hvis R{l,t,... } er frembragt af &,...,X, €T, da vil tog €
R{l,ty...5,1 = 1,...,M, altsd vere R-lin.komb. af K,...,X. Fol-

gelig findes en MXm -matrix A med elementer fra R, sd at t-&, =
ég, eller (t-E - A) 1Xl= 9‘, men si er O = det(tE-4) = t"-’"+1;,z_” L

= 1
.+ro- l

Eks. v.d.Waerden definerer: t&T hel over R & R{l,t,.}/
er & endeligt frembragt R-modul. Hvis R er Noethersk
gelder: t "v.d.W. hel over R" &= t hel over R. (V,9)

[t T { t er hel over Ri kaldes R's helt afsluttede hylster i T,
og betegnes R. Det er klart, at R C R.
setning. R er en delring af 7.

. - 5 "' M - Fid] -1
Bevis. Lad t,t'€R, sa t! +r”',,' t! +"'+ro' =0 o0g t +rm~’t +
.+r. = 0. Ethvert t¥ er R-lin.-komb. af 1,%t,... ,tma‘

o 0g ethvert
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N ~{ v ,
t! er R-lin.komb. af 1,t',...,%"' , s& ethvert t t' er R-1lin.-
!
xomb. af t7t'% , 0 £a<n-1, 0 £a"< n'-1. Betegner g( sojlen
(nn'x 1) med disse elementer, findes en (nn'x nn')-matrix A med ele-

menter fra R, s& at (t+t') K‘ = A X hvoraf 0 = det((t+t')E - A) =
men! = 8 2 2 4
(t+5" )+ ..., Analogt med t-t' og tt. 8

Hvis R = T, kaldes T hel over R.

Transitivitetssetning. Hvis R £ S & T, teT er hel over S og S er

hel over R, da er t hel over R.

- Mms N -
Bevis. Lad t™+s,t" '+ 1 .48, = 0, og 85 T4 85 1 Hee AT g = 0,
i=1,...,n. Enhver potens S‘V’er R- 11n -komb. af 1,s; ...,saﬂﬁ‘ﬁ
s8 s,vf...smﬂn er R-lin.konb. af s,a‘. A?M) 0 £ a; <n;-1, men
Ve VY v, a Qg
s& er t's;’! ...s, ~en R-lin.-komb. af & Sy feeas,, ¥ O & a < n-1

3

0 £ a; < ng-1. Felgelig-findes-en-{AA-+s+A--—AA-vv-A-}-MALFIX-4
Betegner z1 spjlen med disse Nng... n, elementer, findes altsd en

(nnf...n%><nn1...qn) -matrix A med elementer fra R, sa at tg = ég(

hvoraf 0 = det(té—é) = "M nt”+ ... 9 t er hel over R. B
Korollar. ﬁ: = R.

Et int.omr. R kaldes helt afsluttet (i sit kvot.leg. X = \?
nvis R = R i K. R~ (0)
Setning. Et U.F.D. er helt afsluttet. m—i
Bevis. Lad %(’ (a,b) = 17V£re hel over R, fx ( ) +r (b) +Tp =
0, da er a" = b(-r ra gl e =T " ), altsd b|a hvoraf h(a 2: ae R.

b
Bks. = 2VTE] K = Q= ). ikke helt afsluttet; for
5 %fﬂg # R har Vlf’ 0
i e—L[X],f' (0) = O}. Kvotlegemet er K =
L(X). Nu er X € R, men X€K og X er rod i polynomiet
22 x%e r[z 1.

I en kommutativ ring R med l-element er folgende bet.zkv.:
1) Ikke-enhederne udger et ideal
2) R har netop ét maximalt ideal, klart!

og en sadan ring kaldes lokal.
Eks. R = K[{X]] er en lokal ring med maximalideal (X)

Eks. Lad R vere et int.omr. og 4 & R et primideal. S

R da

= R\(f er et multiplikativt system. Szttes Rﬁ’: 5

er @? lokal med det maximale ideal 4qﬁ?L
J e
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Eks. FEks. Et int.omr. R kaldes en valuationsring, hvis

a,b R = a|b eller bja. En valutaionsring er lokal, thi

a,b ikke-enheder, er fx, b = ra, s a+b = (1l+r)a er ik-
ke-enhed. Et endeligt frembragt ideal i en valuations-

ring er et hovedideal, thi er Ol = (a{,az) og fx a, (a:)

er Ol = (ay,ra;) = ( aq). Altsd: En Noethersk valuati-
onsring er et P.I.D. (kaldet en diskret val.ring.). I

et P.I.D. er primidealerne maximale, s& der findes kun
ét primelement, p, M = (p), s& R DO M znu'f;:; .. 2 (0)

er samtlige idealer.

(spektret)
Setning. Lad R vere et int.omr. og ladL_QJ betegne mg. af maximal-

idealer i R, da er [ e (S y—= R

Bevis. " 2" er oplagt. "&": R,y er en lokal ring med det maxi-
male ideal AMRM . Lad nu 3}}% Gﬂwa y, X, y&€R. Det er nok at vise,

at (y):(x) = R, thi da er x = vy 9 %: reR. Indirekte: (y):(X)
SCMiCR. Nuer EG—RM( d.v.s. %(,—' = g, hvor s #gMA, og dermed Xs =
rye (y), hvoraf se (y):(x) , modstrid. §

Korollar. Hvis R er et int.omr., da er R helt afsluttet @3‘.‘.{ er
helt afsluttet for alle MLEL)

Bevis. "=". Vi viser, at % er helt afsluttat for ethvert multi-
plikativt system S & RN (0). Kvot.legemet for R

er R's kvot.legm.

Lad (%)n+ Z—:IL %)n_l+...+g—2= 0. Vi kan antage, zt Sy = +.. =5, =8,
men sé er (—S—X-)n+rl(%}£)n—l+. .+sn"lrn = 0,

og da R er helt afsluttet er SXer o0: & = L f,

&M Hvis %e«K er hel over R, da er % hel over Rﬂt’ , 0g dermed

%GRMA’ hvoraf %é ﬂmem = R. {

Setning. Br Ol et ideal i et int.omr. R, da er/ﬁﬁﬁéﬁfcxﬂmf\R) = JL.
Bevis. " 2" er trivielt. "g": Lad re& ﬂO‘L - RM mRI. Det er nok
at vise, at OL:(r) = R, og var O (r) S M C R, ville re OB g5

T = %, hvor s g M, og rs = a €QL s& se ¢f:(r), modstrid. B

Setning. Et helt afsluttet, lokalt, Noethersk int.omr. hvori et-

hvert ikke-trivielt primideal er maximalt, er et P.i.D. {en di-
skret valuationsring.].

Bevis. 1Ifelge forudsaztningerne findes netop ét ikketrivielt prim-
ideal if i R, og ethvert zgir ikketrivielt xximideal 1 R mé& ve&re
(f—primaart. Velg et (Xélig‘%(()), da er ((X):lf 2 (x). Her m&d
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gelde, thi ellers var (o) = (O():Lf = (0():(_92= .. 3 da R er
Noethersk, og (X) er g’—primaert, vil (x) 2 Lf'n for et vist n, men af
ovenstiende ville da felge, (X) = R.

Nu velges /56 (0():(51 \(x). For Dﬁ—( i kvot.leg. er (x{f et 1deal i R,
da /3(3’ Det pastés, a —,q‘ . Indirekte, da ver O(QC(S’(“
C R, og dermed (é) Y q , (‘3) {S‘ (f 0.8.V. Spe01elt er (6 c\(y

R. Vaelges pc({’\(o) da er (/‘l’) pPcR, s& (/5) GR; i og dermed
R{l,a,( ) ,... Q R{lk Da denne sidste R-—modul er endelig frem-
bragt, er g v.d.W. hel, og da R er Noetherskof-‘:-’ dermed hel over R,
altsé QER men sé er{gé (X) i modstrid med valget af /3.

Da Q{f— R, findes ey s at gﬂ,z l. For pe({ y er gp =rekh,

og dermed p = ril , sd vi slutter, at ¢ = (m) .

Et vilkarligt g # (0), # R er 4 -primert. Lad.ng vere den ho- /
jeste potens, sa (fPDU'L (En s8 dan findes ojensynlig.) Alts§ tfﬁf
20(. Daer OERP), 00 & (7z* f ), s& der findes ae(ll, a & (P,
men a = I'JLF, hvor altsd r ¢ (m), og dermed r enhed. Folgelig er

al = rig €Ol 9: altsd O = (f) . 0

Lemma. Lad R vere et integritetsomride, og S S R (0) et nmulti-

plikativt system, da gelder 1) ozn/égs - cmgthég 2) (0e)8
(OL ) ( /@R og 3) Hvis tf o) '(p' er primidealer i %{J

an 2 4p NR prlmldealer i Ra o

Bev1s for 3). (:fn R er klart et primideal i R, og velges é € {f\(g?)',

er relf og re¢ (_57 , da elementerne i S er enheder i B. Altsd er r ¢

S
@mRPﬂ@ § R).1B

da er

Setning. Lad R vere et integritetsomride sd at

1) R er Noethersk

2) Ethvert ikke-trivielt primideal er maximalt.

3) R er helt afsluttet,

da kan ethvert ideal £ (0) pa entvdig made skrives som produkt

af primidealer,

og R kaldes da en Dedekindring.

Bevis. Lad 4 # (0) vaere et primideal, da er Rf{’ lokal (V,12,eks)
Noethersk (ses let), helt afsluttet (V,13) og ethvert fra (0) for-
skelligt primideal i R er maximalt (V,14). Heraf folger, at

RLS’ er en P.I1.D. med idealerne (WR% ‘n' Det felger nu, at hvis
A :
@ er «[ -primer, da er

. ( Ry for g # l/g\ -

’C’iR‘f ‘(4.({ R“ Y for w = f‘ .
Eksistens. Lad ol = O, oo . 001, vere Juforkortelig, da er DR
OfiRe '+ -+ NO[R. , o5 dermed :
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) {R‘f for 4 #4, , i =1,...,n
e = (3R, * for ¢ = q. Y
.{5’,”“ , da er /éR,gj (@; Rq) ..((fme,,(), og altsé

,@R Ry for L\r;é"f , 1 =1,...,n
6 = {(q;Re)" for 4= .
Altsd er WRW = [eRq for alle (j altsd for alle maximale idealer,

v Y
og dermed = (2 = f(, g ” o

E 0,1 Ui _ Ve Af ’U“‘“ -

ntydighed. Hvis (= 4y L.. 'y ex Ol= @ N .0 fm (jfr. v,

6- 7), og denne fremstilling ez'_; normal, da {f erne er forskellige

(% er f;-primart, da Rad{f; = lfj er maximalt). KXomponenterne

lf,,'v" er entydigt bestemt, da de er minimalkomponenter, og da /‘53
2 (0) er ogsd 7, entydigt bestemt.

I

settes A = o

Eks.
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CALET ROl
KAPITEL VI ANVENDELSER PA ANALYTTSK GEOMETRI.

INDSKUD OM TRANSCENDENSUDVIDELSIER=

Lad K & L vare legemer. Et st Yis+ ooy fn € I kaldes algebraisk
uafhengige over K, hvis det for alle f¢ K[E{,...,Xn1 gelder, at
f(?q,...,ﬁh) = O medferer at f = 0, altsa hvis”homomorfien
£(X(yeea¥y) 2 £y, eeeyy) et K Xgyoooox, ! >3 er injektiv.
Da billedet ved denne afbildning altsd er K[?},...,?gl har vi alt~
sd: Hvis §;,...,7, er alg.uafh. over K, er K ijr,..., 5, =
K[X,...,X, ) og dermed ogs3 K(Yt5eeesn) Y K(Xq,y.00,Xp).

«»fp € L kaldes en transcendensbasis for L over X, hvis 1)

7y
T
'

71""’$Q er alg.uafh. over K og 2) L/K(?k,...,?q) er algebraisk.

Eks. Xy,...,X; er en tr.basis for K(Xyy...,%X;) over K.

Setning. Hvis (fy,...,), ) er en tr.basis for L/K, da er vilkarli-
AJ Y

ge r+l1 elementer, ﬂi,...,&”, ¢ L altid algebraisk gafhengise.
A ,‘(
Bevis. Induktion efter r: r = 0, da er L/K algebraisk, og alt er

trivielt. Antag s@tningen for alle r' < r. Xf er algebraisk over
K(ﬂf,.--,ﬁg); set £(X) = Irr(xy JK(Tp 5o 0¥2)), da er

n gl(’)/ff ) 7’2) n-1 81’1(‘3‘1 g0 00 9(;’?‘1)
f(X) = X : ce
(X) * hl(?;,.--,f?) X " " hy (e ye ooy )

hvor vi, da K[ﬁq,...,?ﬁ] 2’K[ﬁ4,...,xyjer et U.F.D., kan antage,
at gé/hi er uforkortelig. Hvis intet j optrader i f(X), er £(X)

€ K[Xj, s& %3 er algebraisk over K, og dermed My yeus sy, alg.afh.
Antag fx nu, at 17 effektivt optrazder. Multipliceres f(X) med minds-
te felles nultiplun af hy,...4h, fér vi
(Y Gl e G B X sy (1)

Ethvert andet pol. i K[?;,...,%i}{Xf‘ med ¢ som rod, er enten af
grad ¢/ n+l, eller fds ud fra (4) ved multiplikation med et element
i K[?@,...;E“. Omordnes () efter potenser af %{ far vi

o) Fo(X) gm0 1 ()
hvor Fi(X)e K[%@,...,?}l{XV.. Nu er %y rod i (*4), og da grad

+.0 o+ B

LS t
FO(X) £ n, og da F_ ikke er multiplum af (¥), er Fo®y ) # 0, og
(x%) viser nu, at ¥y er algebraisk over K(N1,1é,...,yq), og altsé
K(}%,...,7&)/K(ﬁ],?g,...,?ﬁ) algebraisk. Da ogsa L/K(?f,...,?Q) er
algebraisk, slutter vi, at L/K(%g,gaj...,?i) er algebraisk.
Vi velger nu et maximalt system af algebraisk uafhangige blandt
%,-..,aq over K(; ), fx. 7&,...4& (s £ r). Af maximaliteten
folger let, at L er algebraisk over KQ%g)(?g,...,?ﬁ) = K(f¢,\é,..,v¢)
d.v.s. (3?,...,?3) er tr.basis for L over K(Hi). Iflg induktions-

antagelsen er W},...,Mﬂk( algebraisk afthengige over KQK;), hvor-
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af det let felger, at Kq4,X9,...,%; s er algebraisk afhengige over
K.§

Korollar. Hvis L/K har en endelig tr.basis, da er alle tr.baser

endelige og med samme elementantal.

Dette elementantal kaldes L's transcendensgrad over K og beteg-

nes trgr.L/K eller trgr, L.

Korollar. Hvis trgr.L/K = t <0, og K(J...,ut,eljer alg.uafh.
over K, da er ¥4,...,% en transcendensbasis for L/K.
v 192

Setning. Antag at K S M € L, at (64;..,46,) er en tr.basis for
-

L/M og at (A,L;,.qu) er en tr.basis for M/K, da er @xg,...,apl_
éfj..tjﬁg) en tr.basis for L/K.
Specielt er trgrl/K = trgr.L/M + trpr.M/K.
Bevis. 1) K,...,%n,(%,...,8s er algebraisk uafh. over K, thi hvis

Q}f .ﬁfl.%(u—l - g {!{g _ 0 Z 1}1 fggsz
28,...,...0({ -o-l)(n/_(4'r! --of@ = ,da er V!a...’...yi -n.“r&
O, da {4,...,0 er alg.uafh. over M, men heraf fol-

€ M, og altsa
germé...’... = 0, da M,...,K; er alg. uvafh. over K.

2) L/K(H{,...,Ma,ﬁ,,...ﬂgy er algebraisk, thi L/M(ﬂ4,...¢35) er
algebraisk, og M/K(MJ,...,Nh) er algebraisk, og dermed ogsé

I%QZ,,...,ﬂg)/K(w,,...,ai,ﬁﬁ,...,ﬁh) algebraisk. ¥

L 2 X kaldes endeligt frembragt over K, hvis der findes Dy oo 0,
€ L, sd at L = K(V1,...,NM).

Setning. Hvis L = K@xi,...zwulfer e.f. over K, da er trgr.L/K £ n,

og der findes en tr.basis for L/K med elementer blandttx1iJ..,yﬂ;
Bevis. Hvis alle x'er er alg. over K, er trgrL/K = 0, intet at
bevise.

Antag fx at ¥y er transcendent over K. Hvis alle ¥,,...,#, er

alg. over K(M;), er L/K(¥;) alg., s& & er tr.basis for L/K. I mod-
sat fald kan vi antage, at fx %4,%3 er alg. uath. over K. Hvis al-
le gy...,Xy er alg. over K(¥y,%z), er L/K(ay,¥,) alg., sd (& ,4,)
er tr.basis for L/E. I modsat fald

Et int.omr. R Q,K kaldes endeligt frembragt over K, hvis der
findes ®f,...,% R, s& at R = K{Rq,...,ﬁMl. Hvis L er R's kvot.
legeme, s&ttes trgr.R/K = trgr.L/K. Da L = K(Xy,...,Xs) er e.f.,
bliver trgr.R/K altsd £ n, og der findes en tr.basis blandt O,

(1

ey Y.

Til et endeligt frambragt int.omr. R = KE%,,...,XMI,over K fin-
des w@jensynlig en surjextiv K-homomorfi 39: K[X4,...,XM:Y?R. Da
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K[X1 ,...,XM-]/Ker C{’ YR er et int.omr. er Ker? et primideal &)
K[X(y ooy Xl

Setning. Lad R,R' vere e.f. int.omr. over K. Hvis® : R — R' er

\
en surjektiv K-honomorfi, da er trgr.R'/K £ trerR/K.

Bevis. Lad X{,...,x; vere en tr.basis for R'/K, og valg X1, .. X R
sé& at T(D(a) =X, i=1,...,t, da ses det let, at Ay ooo Xy er
alg. uafh. over K.

Tilfeojelse. Hvis trger.R'/K = trgr.R/K, da er C‘pen isomorfi.
Bevis. Vi skal vise, at Ker @ = 0. Velges g;,...,,x"f 0g 9(1,...,%6
som for, kan vi af trgr.R/K = t slutte, at Ay, ...,Hp er en tr.-
basis for R/K. Lad nuw €R\(0). u er da rod i et egentligt pol.
med koeff. i K[Kf,...,0 |¢

fut Fg(w§,...,M%)ug+...+FO(W¢,...,M{) = 0,
hvor vi kan antage, at F (v, ,...,;X,(_lfu) # 0, og dermed F, (Xy,...,X
# 0. Anvendes 1 pa (k) fés

OIS )f(ﬂ(u)n+. . .+FO(_0{,,{' yoees®y) = 0,

og da Fo(g}?’?},...,«x_é:) #Z 0, mp c(?(u) £ 0.%

n

Et int.omr. R siges at have Krulldimmensionen 4, hvis der fin-

des d primidealer, sa
R Dig1:> eu D qalﬁ (0),
og hvis ingen primidealk®der med ikktrivielle primidealer indehol-

der mere end d primidealer.

Setning. R = K[le...,Xﬁ]har Krulldim. n.

Bevis. Vi har R j>(X4,...,X”) > S (Xi,XZ) i)(X@) = (0).

Lad % vere et vilkarligt primideal (ikketrivielt), og betragt den
icarnoniske homomorfi W+ R-9R/AG . K[y er injektiv, thi er k £ 0,
og (k) = 0, er k@i{’ og dermed %‘k = lc’;ig i modstrid med at *g ¢ R.

Vi kan folgelig iden‘ti{ricere % (K) med K. Nu er R/l( = 9(R) =
OKK)[HXX1),...ﬁngQJ = KLY,,...@&{L Lad nu R 2 A0 <+ ... 05 5(0)
KRz trngR/{fd. ‘

Da Hq : R/{fd — R/{f\)d'*‘f ikke er injektiv (kernen er jo Ker Ay = i&,@k,/efd)

er trngR/i;;"a‘q 2 *crngR/(_gaa{mf 0.s.v. Folgelig er d £ n. g

Da 9 : R——?R/gfd ikke er injektiv, er n = trgr

Eks. Enhver primidealpotens i K[X,Y} er primzr. Lad
nemlig {fvaare et ikketrivielt primideal i R = K[X,Y-j.
Velges arx e{q, a #Z 0 er da ikke enhed 92: a = R(...ﬂ/}(:: /[.(”
hvoraf fx M;€ 4fog dermed (3).& 4{’ Nu er (‘J'({) et
primideal, og (0) (rig) O {{' " R. Hvis = (7)), er {(’n
= (),{7 M primert, og hvis oo (Ti{)’ er Lf iflg. setnin-
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gen maximalt, og dermed (fn primert.

Noethers Normaliseringslemma. Lad R = Kﬁxq,...{gh], hvor legenmet

e
K har uendelig mange elementer. Settes d = trgrR/Ké‘da findes

Yfseeady €R, X-lin.komb. af M4,... 0, sd at R er hel over

Kﬁy1,...,ud]. Specielt er JaeesYp OO transcendensbasis for R/K.
Induktionsbevis. n = 1: Enten er «4 alg over K, s8 at R = K@q]
0 E1l1-

ler 4 er transcendent over K, men s er R = K[yl hel over K(%q],

I

er alg. over K og dermed hel over K, specielt er trgr.R/K

specielt er trgr. R/K = 1.

Antag setningen for n, og lad R = K§W4,...,%H4] . Enten er d = n+l,
sd at R er hel over K[&q,...,wmﬂll. Eller d £ n, og da findes en
tr.basis for R/K, fx. blandt X4 ,...,%,. Nu er ®yw.s alg. over

K1 y.uey®m), altsd rod i et polynomium ded koeff. i K[o) ,...,%nl.
Der findes altsl et pol. O £ F(T,X ,...,X )€ K[T,X4,...,Xu], s& at
Aoy er rod 1 F(T,%,...,%n). S&t z; =X -a{Xypq, 1 = 1,...,n,

hvor a;C¢ K; vi seger da at bestemme a; sd at R er hel over K[24,
-,ijo

Vi ved, at O = F(@n X4, 00e M) = Flllutd »2q +840nig s o v o s ZtEudmrq) -
Ordnes F(T,X;,...,Xy) efter faldende grader, har vi

F(T,Xgye0esXy) = fq(T,X1,...,X%)+...+fO(T,X,,...,XM),
hvor fj(T,X y.++9X ) er homogen af grad j, og hvor vi kan antage, at
fq # 0. Hoejestegradskoefticienten til 0yupq i F@mpss2q +24%mpqy oo oy
Zy +3nXmyy) €T nu fq(l,a4,...,aM)C K, og da K har uendelig mange
elementer kan vi velge aj;c K, si at fq(l,a1,...,aM) A 0. Xypq er
nu rod i et polynomium dem koeff. i K[24,...,ZMJ, hvor hejestegrads-
koef. = £ (1,ay,...,a,) €EK\(0), og derfor ogsd rod i et normeret
pol. 1 Klzq,.u.,3, ] 9 X,,, er hel over K[z1,...,zm]. Da My =
Zy+aq Wy 5 ooy % = 2, +28,Xw1y 0gsé er hele over K[z?,...,zmj mé
R = K[Mq,...,“mlwm+(] vaere hel over K[z1,...,zml
1flg. induktionsantagelsen findes yq,...,y{, K-lin.komb. af Zy yeens

z sa at K{z1,...,le er hel over K[y,,.--,&il- AT transitivite-

o9

ten feolger endelig, at R = K[W1,...,Wm+{] er hel over K[y1,...,&§j,
O Yy s+verJ ©r K-lin.komb. af W{,...ﬁXm+4.%

"lying-over"setningen. Lad R,R' vere int.omr. med R' hel over R.
Hvis glgi R er primideal, da findes ('& R' primideal, sa at Rnig !
= 4. B
Bevis. 4Antag (¢ C R, og s®t - § O E R OUAR f(c%, da er §° #

) ( o~
b, da (0)C ) . ) er induktivt ordnet ved (- , sd iflg. Zorn's lem-

C :
ma har ) et maximalt element (',
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Forst vises, R n ' = 4. Indirekte: da findes x eiﬁ\(R r'/@),

s x ¢ W Nu er '+R'x O o', altsd RN( 40" +R'x 5Z(F)ﬁ Vi har
z = p'+r'x eller z =r'x (mod 14¢' ). Da R' er hel over R, er rt"y
aqr' m-t +...048, = 0, hvormiﬁé R, og dermed (r'xfk4a1x(r|x)m%1+...+

a,x"™= 0, hvoraf z"+axz" ' +...+a,x™=0 (mod '), altsd & 4(',

men ogsd € R, ot & dy'(vR_Q;(Q. Da x & fas zmegg 0og dermed z
€ 0.
Dernzst vises, at Ag‘ er et primideali R'. Indirekte, da f&ndes
Mmoo, ,@’ U‘%ﬁ med  0f Ao E:'@'- Nuer OU'n R Q{é\Rz'%7, men
oy ogelder iflg, maximaliteten af r@'. Analogt ses, at 4'N R >~”
Imidlertid er (ot NR)(.L&' (,R) g;an"é' O R C /'(»R = 1 mod—
strid med at ﬂg er primideal.‘%

Mere triviel er Lying-under satningen
"Lying-under"s@tningen. Lad R ' R' v®re int.omr. med R' hel over
R. Hvis ' & R' er et primideal # (0), da ertgjz R0Owp' et prim-
ideal # (ou )
Bevis. {0 = RO4(' er et primideal. Vwlg nu p'c 40" (0). Vi har

ne
S ke p' ™ Ve +a

m = 0, hvor a, & R, og hvor vi kan antage, at au,%
"] .
0, men a, = —pmhewp'm ~vee=8,, ,D' €@'OR 0g £ (0). 4

),

Eks. R =%, R' = 2[x16p = (X) # (0), men 'R = (0).

Hilberts nulpunktssatning (Hnsl). Lad R vere et e.f. int.omr. o-

ver K, da er R algebraisk over K <> R er et legeme.

Bevis. "«3" er trivielt.
Forste bevis for "e-": 1) Antag ferst, at K har uendelig mange e-

lementer. Indirekte: Vi antager, at trgr.R/K .. 1, og viser,at
R har et ikketrivielt primideal. Iflg. Noethers norm.lemma fin-

J

N -
des Vyree o ¥q € R, sd at R er hel over R = K[yq,...,xifé KTX,,.;,XAW
A T
R har et ikke-trivielt primideal, fx 4§ = (,1,...,y1), 0g 1f1g

I

lying-oversetn. findes et primideal 4 ¢ R, sd& at R N (0 = A,

o)

men s& er {p et ikketrivielt primideal i R.
2) Antag dernest, at K er et endeligt legeme. ILad R = K D\,... 0y ]

og antag, at trgr.R/K Z_l. Lad L vere R's kvot.legeme og lad L
vere et algebralsk afsluttet hylster af L. K's algebraiske hylster

oo

, K, 1 L er da et algebraisk afsluttet hylster af K, og har der-

~ [N}

[N ~ND ¢
og trgr.R/K 2 1, thi ellers var &,...,%. algebraiske over K 2: ¢ K

for uendelig mange elementer (ses let!). Nu szttes R = K(Y --,“AW‘
/
da har vi o) [N o . 3
}<‘ R:]{( ,,..’\"’.' gL
Uil uh ’ )
KSR =K[o,. .., & L,
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~)
9: algebraiske over K. Endvidere er R hel over R, thi «/,...,&, R,

og ﬁ er alg. over K og dermed hel over XK.

Iflg 1) findes {F M ikketrivielt primideal, men sa er ¢ =

q7ﬁ R et 1kketr1v1elt primideal i R iflg "lyingT7under"s&t. (og i

vi bemerker, at LQF\R C R, da ellers 1£A49> 2

Andet bevis for "&=":(Zariski) Antag R = Kﬂwq,...,%fl
Induktion
K] € x[x

.ikke vere et legeme. Antag nu s®tningen for n-1, og lad R = K[y,

me; vi skal vise, at &X;'erne er algebraiske over K.

efter n. n = 1: Hvis uy ver transcendent ville R =

Xyl vere et legeme. Antag fx at oy er transcende

4
{

R, og da R er et legeme, er K(X,) C

nt.
K{Xyyeooytn | 2altsd R =
K(%y DM“... &, | . Iflg. induktionsforudsstningen er R/K(%¢) da

er et le

Nu er

algebraisk, wsa ¥oyeuoyl, er rodder i egtl pol. € K(Nq)[XQ,...,

det

ge-
1

X

Yo |

/}/__ //

og dermed ogsa rgdder 1 egtl.pol. ( K[w ! {,...,Xml, x.

(2)(w )i, q’ )(W )“b '+...+f 2)(0(1) = 0,
hvor f( ) (oty) £ 0. Multlpllcerer vi denne relation med fgg)(W4)
felger det, at 2 (¥g)¥y er hel over K%y 1.
Analogt findes fgk (xq) #0, k = 3,...,n, si at f(k)ﬂvq)wk er hel
over K[®,]. Szttes endelig f = (2) ..fon)g Kloty], £ #0, da er

f(Wq)ﬁk hel over K[ﬁﬁ] y k = 2,3,...,n, og dette gelder trivielt

for k = 1.

Det folger nu, at der til hvert element X€ R = K[%q,...,

des et &p s& at f(Wq)ﬁx er hel over K(@ﬁj.

Om | fin-

Er n(e;) ¢ K [w)], da er —=— ¢ K@) & R, s der findes /N si at

h(”q)

2l V gy

er hel over Kth,(, og da K[vj| ¥ K[X? er helt afslut-

tet i sit kvot.legeme K((Xy), viser dette, a3t fGX]) _T__7 ¢ K[W/Jg:

n(ot) | £ ]

Specielt md ethvert irreducibelt element i K[d41 gd op i fQY(),

og

dette er en modstrid, da Kﬂxi! QJK[Xf gjensynlig indeholder uende-

lig mange irreducible polynomier (jfr. Buklid)§

ALGEBRAISK GEOIMETRI

Lad K vere et vilkarligt legeme. Produktrummet

affine rum over K og betegnes LAW(K). En delmengde V =

K“

kaldes a

et

~ A () kal-
des en algebraisk varietet (eller mangfoldighed), hvis der findes

endelig mange f1,...,ﬂEC K(X1,...,Xm] s& at V er mengden af fslles
nulpunkter for f1,...,£w, V er da ogsd mgd. af fxlles nulpunkter
for (f.,...,%,). Er 0¢ et ideal i K[Xy,...,X,], da sattes U (¢() =
gg G‘,agK)l%jfciPV : f(®) = 02: Da K[X1,...,Xaler Noethersk, er

mengderne P (I{) netop de algebraiske varieteter i 1

WK
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Er E & 5 (K) en vilkdrlig delmengde, settes F(E) = {feK[x_] l
Vx€E : £(x) = 0{. F(E) er et ideal i R.

Der gwmlder:

oo S Ao = Vo) 2V(A)

ESF =FE) 2FF)

Tz ou) = () fU‘(Crci)

FOULE;) = ﬂfﬂEi)

Totl) = Tiotad) = (m)u V(/G)

FUo)y 2ot 5 V(F(E))
Eks. For O = (X°), er (U (00)) = (X) D OL.

Setning. V_er algebraisk varietet & V = U(F(V)).
Bevis. "&" er oplagt. "=": Er V en alg. varietet, er V = TTKOI),
hvoraf F(V) = F(V(OU)) 2 » og dermed U(F(v)) L U(O1) = v. §

Vi har
Idealer i x[X| Varieteter i oAy(K).
oL —> U (o)
FO) e v

hvoraf den forste afbildning er surjektiv iflg. def, men normalt
ikke injektiv, og den anden afb. er injektiv iflg. setn. men nor-
malt ikke surjektiv.

Korollar. De algebraiske varieteter opfylder minimumsbetingelsen.

Eks. Af relationerne folger, at faellesmengde af varie-
teter,iog foreningsmengde af endelig mange varieteter
igen er varieteter; ved som system af afsluttede mengder
i u4mjK) at tage varieteterne defineres den sdkaldete
Zariski-topologi i z#&ﬂK). (Normalt ikke Hausdorff).

Men guasi-kompakt, da maximumsbetingelsen md gelde for

de dbne mengder. Det ses, at vi i kenne topologi har
E = YT(J?(E)), thi dette er klart den mindste varietet,
der indeholder k.

V kaldes en irreducibel varietet, hvis V = V vV c? V = V el-
ler V = VZ'

Setning. V er irreducibel €2 F (V) er primideal.

Bevis. "&". Hvis V = Vju U, daer F(V) = F(V )NV F(V ), og da
F (V) er primideal, er fx J‘(V1) ¢ F(v), og dermed V = UF (V) C
U (vy) = vy, altsa V= Vy.

"3, Antag F(V) ikke er primideal, da findes f,g & J(V), si fg ¢
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F(V). Wuer Y(£,F(V))C v og VUig,F(V))C v, men V(f, F(V))
v g, ¥(v)) =V, thi C er oplagt, og er %€V, x & U(f, F(V)),
er f(®) # 0, men da fge F(V), er f(N)g(n) = fglx) = 0, hvoraf g(x)
=0 2: « ed(g, F(V)).

Setning. LEnhver varietet er foreningsmengde af endelig mange ir-
reducible, V = ()aVi , 0g hvis fremstillingen er uforkortedig,

(-2: intet V,_er overfladigt), da er den entydig.
Bevis. Eksistens. Lad & veare mengden af varieteter, der ikke er

foreningsmgd. af irred., og lad V¥ vere et minimalt element i 53,
da er V¥ reducibel, sé vt o= Vy UVy, hvor V, C V*, v, C v, Wu er
V;,V1 £8 ; de er altsd foreningsmgd. af irreducible, men s er
V¥ det ogsd. Modstrid, altsa S =

Entydighed. Lad V = |);V; = L%V' vere uforkortelige. Nu er V. =
V.avV = V.0 U LA Ud(vim V'), og da V. er irreducibel, m& fx
Vi = V1 Vd’ altsa Vig' et V'. Analogt Sji’ at Vg etVil, men af

. v (v ,
e V(5 o Vil fds V. = VA, (= Vll) 0.S.V.

Lad V vere en irreducibel varietet, da er JF(V) et
primideal i R = K[X‘,...,XMI s& R/F (V) er et integritetsomrade,
kaldet V's koordinatring.

For V £ w er (V) #R, og H: R p&d R/T (V) afbnlder K isomorft pa
w(K), altsd R/F(V) = 0(R) = sL(R)[0(X)yeee,WE)T 2 K0, 0o ¥l
sd koordinatringen R/F (V) er et endeligt frembragt int.omr. over K.

f7 ' Eks. Ior en,irreducibel'kurve"véwlder: V er singulari-
o tetsfri ¢ R/F¥ (V) er helt afsluttet.(u. bevis) Fx er
Vo= U(X°-Y2); F(V) = (X°-Y°) primideal. R/F (V) =

K{x,Yl/(x 2yJy = K[_@ ,@] er ikke helt afsl. thi @2—

; k GB E. O, S8 (

P og hvis % ( K0 , @) natte (®
@) o X = Yr(X Y)+(X “Y2)n(x, Y), men dette g&r galt
for Y = 0.

For en irreducibel varietet V defineres dimmensionen af V son
dimV = trng(R/HT(V)), og for en v;lkérlig verietet V med V = L]V‘,
uforkortelig, sattes dim V = max;éV;}. Er B dim V = 1, kaldes V

en kurve.

For
Da RM%?

= (Wq,...,wm)ﬁﬁquSK) settes AME.: (Xi‘mv""’xm‘&h)'
K er My maximalt, og det er kalrt, at EF(%@}) = My .

e Ix



Alg. VI,9

Eks. Lad V # ¢ vere en irreducibel varietet, og lad X &
V, da er d‘({g_ 'F(V), ogMy/F (V) er et maximalt ideal

i R/F (V). Kvotlentringer_l_ (R/EF(V))WO(/J-(V) er en lokal
ring, kald_et den geometriske lokale ring for V i ¥ . Man

kan vise: Den geom.lok.ring i X for en kurve er et
P.I.D. (5 : en diskret val.ring) & V har ingen singula-
ritet i X.

Hilberts nulpunktss@tning (Hns,). Hvis K er algebraisk afsluttet,

da er ethvert maximalt ideal M i R = K[X1L...,X,_;J af formenrw(m =
X0 g n) ) -
Bevis. Lad M C R, og lad R —5 RM = (R) = w()[N(X4), ..., 2(%,) ]
= W(K)[(:fu‘,...,{%m:f vere den kan. homomorfi. N (R) = R/M er et e.f.
int.omr. over N(K) £ K, og - da /M er maximalt - tillige et le-
geme. Iflg. Hns; er 9 (R) algebraisk over o((K) o: /%4,...,(3 er alg.
over H(K). Da K og dermed (K) er algebraisk afsluttet, er /54,...,
€ (X)) o3 w(Xg) = (5 = Nw;), #;€6K, i = 1,...,n. Altsd er

Xy- 0 EKer f = M/[, og dermed /m 2 (X1—(X1,...,X.d— ) :/Wlﬁ , hvoraf
M= (Wg_.g

Korollar. Hvis K er alg.afsl., da er Y(0L) = y& 0 =R = K[X“..,an
Bevis.'&=" er trivielt. "=x" Hvis L C R, er OLSEM =My C R, s&
(U”(OL)‘) il) = (U X’_W:,’-~"X;yl,_0{fb1) = f > 4. ﬂ

Eks. X — My er altsd surjektiv pd mgd. Ll af maximalide-
aler. R/?: Wu/}’ﬂ/‘ er derfor samtlige lokale kompo-
nenter af R/¥(

Hilberts nulpunktssaatning.(HnsB). Hvis K er algebraisk afsluttet,

og DLE R = K{rX,l,...,YW-], da er FVY(O0U0)) = Rad 4.

Bevis. 1) Vi her vist specialtilfmldet, hvor V(&) = v.

2) "o" er trivielt, thi er f¢ Rad Ol , er f-’ne g, sé £P forsvinder
p& Y(01), sd at ogsd f forsvinder pad U(OL), 90 t& F(U(0L))
3) B

evis for "¢ ". Vi har O = (fég,...,fq_), og antag at {e FU (O )\,(O)
d.v.s. at I forsninder p§ de f®lles nulpkt. for/\f‘l,...,fgL
Rabinovic' S trick: S&t R = K[Xq,...,XWT] og o = (fq,...,fq_,l—Tf),

%
da er ’(T(a‘( ; ) :,/L}nm , og dermed ({ = R. Specielt er
37 £5 (g e e s X )8: (Xgyee e Xy )+ [1 TF ]g(X4
XM’T)

Dette kan opidtbes sonn en relation i K(Xf,...,Xi,‘,)[T], og sattes
T = T Ex

'( )"}rl[m\ K X'_Z, 1 Xa ) fas 4

X{ 90 o s K‘:%)g&<X{ g oo d’ {(i:ﬁtu_—_‘j;)) .



Ved multipli
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kation,%?d £F for passende P fas
X
f;= %, fie; € 0U,

Koroldar. Hvis X er alg.afsl., da er U (00 irreducibel & ler

guasiprimert.

Korollar. Hvis K er alg.afsl., da er V() = ’Uj(‘?*) é=» Rad (=

Radl@.

Korodlar. Hvis K er alg.afsl., da findes en 1-1 forb. mellem va-

rieteterne 1,¢4M(K) og de idealer i R = KCX1,...,XM], der er gen-

nemsnit at primidealer.

Bevis. Hvis Ol = F(V), da er Rad Ol= FU (00 = FU F(v) = F(V)

= -4 Da

R er Noethersk, er O(= O[4".. 0¥4n,, og Rad OC = ¢ N

.. Yo , og altsd Ol = Rad0l = Q1O ... F\Q%” og er omvendt O =
%m.“mq%,m¢M:mmm=3WRMLﬂ

Komwut.1—el€m_
Eks. Vi har for en vilk.ring R vist, at Rad 0 = ng95§

Nu defineres Jaxobson's radical som Jac ([ = ”qutw;
det er kalrt, at RadQ( C JacOlL. Nu gelder: Hvis oS
K[X1,...,Xm], K alg.afsl., da er Radf( = Jac(O{. eller
ensb.hermed: Hvis R = K[K4,...,KMY er endelig frambragt

over K, alg.afsl., da er Rad(0) = Jac(0). Bevis. Rad(0)

=(W@§, Jac(0) = (\ML . Det er nok at vise, athvert ¢ er
gennemsnit af maximale idealer: Y = [\ﬂMZZ(fML Lad 19C
R, da er Qf(ﬁg) # W, og skriver mvi ‘UX&S) = U3 V@,
hvor V; gennemleber pkt. i 'U?(g) far vi ﬁ7= Rad ¢ =
3:QJK’@ ) = F(U ﬁVB) = (\i}(Vﬁ)

malidealer.

gennemsnit af maxi-

Eks. I R = K[[X]], har vi Rad(0)

omr. og Jac(0) = (X), da xR er lokal med (X) som max,id

(0), da =xR er int.

"Going~up"setningen. Lad R € R' vere int.omr. med R' hel over R,

lad j@} veere

primideal i R' og set W = W'NR, da vil 4 minimalt

= ©' minimalt.

Bevis. Indirekte, da findes primideal Of' i R', sd (0) < O[' < (¢

< R'. Nu e

Of(_'ﬁR :’(-g;

Her kan ikke

Ly & Qs 1y

Lad p'e @g'\Ol', da har vi p'm+r1p'm n:...+gu/= 0.
alle rijerne € (, da vi i si fald havde p' E~Cg'. Antag
B} v 1 -1 _ ) -V
e Ty €A da er p' (p' +r, P +...+QV) = -1, '

T Or(\R Z (0) iflg. lying-under, og da Ol'mfzg @, ma
-1
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¢

—TuE YR c 01_'. p' ™ - ¢ a', mé p"7+r1p'v4 +]'LVGQLC:L8 ,

og dermeg Tvé‘ 49', altsd ry € 45)”’\ R = 'tg , modstrid.

"Going-down"setningen. Lad R & R' vere int.omr. med R' hel over R,

hvor R antages helt afsluttet i sit kvot.legeme K, lad 4p' vere
primideal i R' .og s&t 10 = 40'OR, da vil €' minimalt == minimalt.

Vi visee det ensbetydende:

Under de samme forudsstninger som i Going-down galder: Hvis (0)C
0{C{0CR, da findes et primideal 0]' & 19, s4 at O'NR=0s
Bévisu: Mengden S = fab' l aeg R\O_l ' b'e R\ (‘e } er et multlpllkatlvt
systen 1 R'f s8 vi kan danne T = {— , 'G R' A seS} Det er nok

]
1 1
at vise, at D_’]}S{- # —151 , thi da er O‘I-S ¢ /W\(— ; da elementerne

1
i, er enheder i g— har vi MM S = ¥ og dermed (MNOR')NS = U;
settes O_i' = MAOR' primideal i R' er altsa (‘*_L' NS =¥, hvoraf ! C
4_57'. Endvidere er 0[ NR = UL, thi da (O_[' NR)NS = ¥, er Oj(r N R
C 01 og pa den anden side er Ql Q(’WRCM/U'\R— MN(R'NDR) =
o1 O R.
Vi skal i t of& £ & vin s g )R kal altsA
i skal nu vise, a Ols 5 1,ar0_ls 0_1 —,ogsa altsé
visg, at O_’LR'H S = ¥. Indirektem da findes s€ S, s& s = QT+t

qwrw'n . K Da R' hel over R, er r;- rogii et gol. ) o éR[X], og
my

vi ser, at ethvert potensprodukt, rL, N er R-lin.komb. af

a o}
r; Loorl. ™ 0 £ a; < n;. Betegner X sojlen med didde elementer,
findes en matrix A, med elementer fra ﬂ, s8 at s O(l: A 0() 0g derm

med O = det(sl;?—é)% s er feolgelig rod i f(X) = det (XE- A) X +qun—l

Q€ rR{x], q')eO_L. settes g(X) = Irr(s,K) har vi f(X) = g(X)

h(X), og her er g(X) eR[X] da R er helt afsluttet, og dermed h(X) &
rR[xY, szlgw(}ausé"lemma. da {nq er norty) orede

Anvendés den kann homomorfi f£(X) ~- F(X) af R(X] —= R/Oj(_ [x], vi1

Mo,

F(X)R(X) = £(X) = "ﬁ s& at g(X) = Xﬁ(og n(x) = ¥™) (vette ind-
ses ved at betragte ligningen i R/O'_L 's kvot.legeme), og dermed
g(X) = X’17+(§1X ' +/J Iy (‘;',,...,/57601. og
(k) s +ﬁqs ) + foy= 0
P4 den anden side er s = ab', hvor a¢R\oO|, b'€ R'\*‘ig'; da b' er

hel over R, er k(X) = Irr(b',X) = X(L(+?/1X‘q 1+...+%(C- R(x], og
s v

b'" + '}"1b' o+ }"’M: 0O, og ved multiplikation med a
Mo et M
(**) s + Jyas +. .+)Na = 0,
hvoraf o S_/t( Pa tilsvarende méde fi4s af (%x) ved division med
av, at U <‘1) altsa //( , men sé& né 1)'1a :/3., ,...///t‘{a‘q = /5/. Da
/5 Cf’j og a' & 0 na 2760“/’, i=1,...,/t, men sa er pr M —‘j/’1blu !

)”@ OIR' 9 ig", og dermed Db'e {g', modstrid. B
(. 3 _
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Lemnma. Lad R = K[“1,---,WM] vere et e.f. int.omr. med trngR = 1 2
1, og 4 et minimalt primideal i R, da er trng(R/&€) = t-1. (som
3

=)

har mening, thi da t 2 1, er R ikke et legeme, s8 et minimalt prim-
ideal er ikketrivielt)

Bevis. 1) Hvis t = n, er R ® K[X4,...,%X, | et U.F.D., og hvis fedp
(f\(o), er £ = Dye+eD,s 88 fx p1€{€, og dermed (p()g{f, men da py
er irreducibel og R et U.F.D., er (p1) et primideal, og altsd = %>.

Vi har 1@ = (p(X1,...,Xn)) og vi kan antage, at fx X, effektivt fo-
rekommer i p. Nu er RAp = K[_C:),..., C;D] og da p( (:),..., CZD) =
0, er (:),...,ngedgpafh., sd at trng(R/@f) £ n-1. P& den anden
side er ()., Qg;) alg. uafh., thi £((X,..., (:::)) -0 =
f(X1,.“,Xm_,)e‘g)=$ f(X,,”.,Xm_ﬂ = qu,...ggQg(xq,“.,xn)=§

f =20, da X, ikke forekommer pd venstre side. Foglgelig er trngR/g
= n-1 = t-1.
2) K er uendeligt, og trng(R) =t { n. Iflg. Noethers norma-

liseringslemma findes nu t K—lin.ko%b., Zgyeees By af gy oo 0n, sé
N
at R er hel over K[z1,...,zt]= R er U.F.D. og dermed helt af-

N

sluttet 1 sit kvot.legeme, sa ©n R er minimalt iflg. Going-down.
Af 1) slutter vi, at trgry R/@gm R)

denne trgr. netop er trgry R/fg),

= t-1, og det er let at se, at

3) K er endeligt, og trngR =t {n. Lad L vere R's kvot.legene,
~ =
lad L vere L's afgebraisk afsluttede hylster. K's algebraiske hyl-

)

ster, K, i L er et algebraisk afsluttet hylster af K, og har som

sddan uendelig mange elementer. Vi s®tter R = ﬁ[af,...,wm
o) C Y N - s [
KSR ==K[&,...%] €1
ol ull il
X E R = K[;D(,,---,O(,},] g L,

da er ﬁ'hel over R, sd iflg. Lying-over flndeS'g C<R med 4£(wR =
4@, 0g gp er minimalt 1flg Going-up. Nu ses det let, at trvrgR 2.
1, ia iflg. 2) er trgry (R/q> = trng(R) - 1. Da K/K er algebraisk
og R/R er hgl, og dermed algebraisk, er trngR = trgryR = trngR

= t, og da R er hel over R, er ogsé R/g hel over R/ » R = R/ o:
trgrﬁ(ﬁ?é?) = trng(R/(f) = trng R/% ). Ovenstédende relation gi-
ver nu det egnskede.

Lemma. Hvis R = K[Xl,...JXn] og ®, C Y%, CR, da er trgr (R/Y )
trnggR(g 2) =1 <» der findes ingen primidealer mellem Y, _og @, .
Bevis. "=3": Indirekte: hvis 4, COfcC @, , da er R/?' - R/O_T_

ikke en isomorfi, sa trng R/qq ) - trer (R/QJ 1. Analogt ses,
at trgr( R/Ol) trgr(R/, ) 2. 1, men sd er trgr R/{§1 -trgr R/ﬂf .
M g;/qﬁ er iflg. forudsstning minimalt i R/@1 ¥ k[}:) ,
sa iflg. det foregdende lemma er trgr RA{I / 46/@3 = trgr R/g%

mer R/?i / g%/gq er K-isomorf med R/?z_'



Alg. VI,13

For et primideal t ¢ in ring R siges hojden h(/ty) af vere h,
hvis der findes en ke&de
(¥ YDA DAy,
0g hvis ingen siddan kede har mere end h+l primidealer.
Bema&rk. Der er - endda for Noetherske ringe - for-

kert, at enhver uforfinelig kslde (X ) har h elementer.

For et primideal /{1 en ring R siges dybden d((\g) af vere 4,
hvis der findes en k&de
4 0,0 ..
( C g’, C lfdc:R
og hvis ingen s&dan kzde har mere end d+1 primidealer (CR).
Det ses, at Krulldim.R = d(0) og d(’g(?) = Krulldim(R/1).

Setning. Hvis { er et primideal i R = K[Xf,...,XM], da_er d(4p) =
trng(R/'%?) og h((;Q) = n—trng(R/'(Q). [Der gelder endda: For en-
hver uforfinelig kakde '(gC w0, C ... {gd C Rerd = trgr(R/ﬂﬂ), og
for enhver uforfinelig kede '(—g o) 'Lgi DL, D Lgfl = (0) er h = n -

trgr(R/(gl.

Bevis (for []) Da 4p, er maximalt, er R/!()d = K [@,..., @]

et legeme, og dermed iflg. Hnsl R/":fal algebraisk over K, sd trgr
RApy = 0. Nu er trer(R/Qy-y) = trgr(R/@o! )+l = l,...,trgr(R/lg1 ) =
a-1, trgr(R/gg) = d, trgr(R/4£{) = d+l,...,trgr(Rﬂ@%_{) = d+h-1,
Trgr(R/lg[’L) = trgr(R) = d+h, hvoraf d+h = n. ]

Bemerk. Ovenstiende kan drejes til et bevis for Hnsl.

For en irreducibel varietet, V, har vi sat dim V = trngR/E:(V).
Hvis K er algebraisk afsluttet er der en 1-1 forb. mellem irredu-

cible varieteter og primidealer, og dermed mellem keder V D V,‘ P)
e 2V P2 wog F(V) = 10 C ’L§1 c.,.. C (\Qd C R. Vi har derfor:

Korollar. Hvis K er alg.afsl. og V 2-/4-41,(1{) er en irreducibel va-
rietet, da er dim V = d &> der findes en uforfinelig kede VDO V.
D . D Vd D ¥ af irreducible vargeteter.

Korollar. dim V = n-1 €>F (V) er minimalt primideal & I (V)
= (P(X,{ SO ,X%)) , p irreducibel.

Setning. Bt maximalt ideal, /Wl, i R = KCXLL. .. ,XM] (K vilk.), kan
skrives M = (pf_(_Xf ?’EQQ’P—EQ?" ‘e ,QALQ,{J... ,XM)). (og vi viser
senere, at /Al ikke kan frembringes af ferre end n pol.

Bevis. Iflg. Hnsy er R/ = K [@,..., @] alg. over K, sd vi har

e @ K@ @l - K@ B
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alle legemer. Sat p; (Z ) = Irr(@ ,K[O @]), da findes
polynomier pi(Zl, v 7. )é K[Z .,Zi], sd at p. (@ cee @,Z.)
= py Z.)@KEC) » (X5- 4)‘][21 Nu er pl( Q Cj)) og der-
med p. (Xl"" )C M . )
Ved minduktion v1ser vi nu, at Mn K[_X,{,...,X@‘J = (p1(X1),...,pi(X1,
X3)). 1 =1: TFor f(X;)eM er £( (Xp) = 0, hvoraf f(Xy

g(Xy)p (X)) € (py(X))).
Antag péstanden for i-1, og lad f(Xl, X )e Ml , da er f( @,...,
@)-o sa £ (Xp,. @X)—g(x 0, (5,) = £(@,..., @) X5
P (@)oo s Eip)oX; D), altod 1 @ GD X)) 8@ v s G 9
pi((:> o &G0 Xq) . Nu er

f(X1kj..,X7) (XqyeeesXy)ps (X450, X5)

= Xy Do(Xgseo s Xag )+t (Xqy oo 05 X5-4),
hvor altsé h\q(@""’ @b) = (0), og dermed th(X1 yeesXgoq) €M,
men s& er h ¢ (p1 g ou .,p,:'\_,.’) iflg. induktionsforudsetningen, og re-

lationen viser nu, at f € (p,,...,p;) @

Setning.(Primbasis-). Hvis Y er et primideal i R = K [X(,...,Xm]
af hojden h(Lg) = h, da findes h polynomier p1,...,ph’éR og et pol.
P& W, si at 4 (p,:,...,p,'b):]ﬂ‘.

Bevis. Settes d d(«g), er d = trgr(R/(,S?) = n-h. Vi har R/

K[@,...,@], og vi kan antage, at fx. @, Oer en tr.basis

for RAY over K. Hvis f€K[X4,..., X3log few , er £( @ ,..., &)
= 0 og dermed f = 0, sa vi slutter, at K[X4 ,...,deﬂ’(f (O).
Settes S = K[X( oo Xy IN(0), er altsd S O = v

Restklassen @0 er algebraisk over K[ (X),..., X)) fx  en rel.

C“jf(@ vy )+, (&), (BD) = 0,

og dermed ogs& en relation
k

. Xd‘i{ f( 4,.. Xd)+...+fk(X4,.. Xd) X
“ / ‘
Settes R = g, har v1R—K(X1,...,Xd)[XdH,.. X b 08 (,g = 4¢R
er maximalt, da KXf‘ﬂ) mod Lg er alg over K(Xy,...,Xy), o.s.v.

Iflg. den foregaende s®tning, er { = (p4()’1, de Pl")’ hvor py,
3P, € (ymR = &f y idet vi udnytter, at clementerne i S er enhe-
der i R
Nu er 40 = (f4 ""’fs)’ g% og f1 = gDt tg, D,
s& findes F,l(:, S (fellesnzvner for g.'erne) sé Fyf4 € Rpy+...Rp, .
Analogt findes F,€ S, sé& F,-‘f,i éRp4+...+RpLL. Nu er ¥ = F ...F €8,
og Ffy¢€ Rpy+...+Rp, , altsd P & Rpy +...+Rpyp o '(:Y C (p(,...,ph’):F.
Er omvendt hé?(pq,...,pu):F, vil h¥ € 40, og da F £ Af , mb hedg. m

A
hvor g; € R, men
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KAPITEL VII DIIMMENSIONSTEORI I NOETHERSKE RINGE=

I et Noethersk int.omr. R er {§7% ikke nedvendignis primzrt.
o
For et primideal 4§ i R s®ttes 457("1 (L\fR%,) N R og kaldes den n'te
symbolske potens af Y

(n) (m)
Setning. @  er Y -primer [LQ er den entydigt bestemte ¢-primere
. 00 m‘i
minimalkomponent af (pm] 0g {g (()(”D ((’(‘2) > ... og mt { (0)

Bevis. Rg, er 1oka1 ring med SQR({, som det max1male ideal, Rad(l&R,g)
= (Re , s& (10 R(S) er QR - -primert, men sd er g 45 primert, hv11—
ket let eftervises. Da <§R4f #R og Rg er int. omr er ﬂ LgR@ =
(0), og dermed ﬂ‘j’m 0), og af DR O QRQ ) _'D ... Tfol-

ger let, at © = (g(l 430(2_3 . R

Vi har tidligere set, at hvis R er U.F.D. og 4 er minimalt, da
er ¢ = () et hovedideal. Omvendt: Hvis Y = () er primideal, og
R er Noethersk int.omr. eller U.F.D., da er '(j’ mininalt, thi er
(571(:4{; (m), er @1 = U}, hvoraf '1301 2 (ot, sa at 1 2 (7)) eller
,(9130L, altsé ‘(5)1301 men si er L& =0L. Af '(91 = (W) = (J“LZ)’(&
= ... felger, hvis R er Noethersk, at 1o, & @™ = (0), altsa 0 =
(0), og hvis R er U.F.DP. at der for aé'(gf gelder JU [a for alle n,

altsd at a = 0.
NI I N XK ERR R R AR R RE X IR R ERAR X KX I X B E X ER ERA X XXX KBIR BRX AR BAXXRBIBX

Lad R ve&re en Noethersk ring. De minimale elementer blandt
primidealerne herende til et ideal J( kaldes isolerede primidealer
for (.

Lemma. Lad R vere Noethersk, da erﬂ_ isoleret primideal for Ol
& 10 er et mindste primideal 2 0L

Bevis. Folger let af primer-dekompositionen. i

Eks. I en Noethersk ring er h(4f) = 0 &> © isoleret
primideal for (0).

Eks. At en vilkarlig ging R har primidealer af hejde O
folger let af Zorn's lemma, men

Bemzrk. Der findes int.omr. uden primidealer af hoejde 1.

Krull's hovedideals@tning. Lad R vere et Noethersk int.omr. og (©

et isoleret primideal for et hovedideal (a) # R, da er 49 = (0) for
a =0, og 40 er minimalt (9: h(40 ) = 1) for a # 0, altsd altid h(40)
£ 1. - 7 i
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Omvendt er ethvert minimalt primideal isoleret primideal for et
hovedideal (a) £ R.

Bevis. "Omvendt": Hvis 1 2 (0) er minimalt og a €¢\(0), da er
{02 (a) = O“ . 0(% , 84 {{ indeholder et isoleret primideal %’d
for (a), og dag() 74 (0), er(gzigd

Lad nu a ;é 0, enhed og lad Y vare isoleret fra (a); vi skal vise,
at h(@ = 1. Indirekte, da var (0) C L\% C '1:? . Ved overgang til
kvotientringen R(:e kan vi derfor antage, at R er 1lokal, 4-? er maxi-
malt og det eneste primideal i R, der 2 \:thl gaRﬁ, er det

maximale ideal i Rq , og (0)C (JO{RLg C @% og da U 2 (a){\vil
'(:?Rg 2 (a)R,‘g = aRy , 08 R hvis (gR 2 {9 2 aRg.) vil @240k 2
aR,, "R 2 aR = éa) og da ¥ er isoleret for (a), er ¥ = WNR og der
med flfR4 = 4(‘ l (2)

Nu er «%) > (§1(2 34{4 og dermed 491+(a) 4301 2... =2
(a). Da ¢ er det eneste primideal, der indeholder (a), vil R/(a

kun have ét primideal, og da R/(a) er Noethersk, vil R/(a) iflg

Akizukli vzre d.c.c. Keden R/(a) 2 0, + (a)/(a) 2 ... Dl:ﬁ /(a)

2 ... vil derfor "bryde af", si at vi for eJt n har 4304“ ») a)/(a)

= 1)

= "glm +(a)/(a), og dermed @4 ) (f,i +(a). ©Specielt er
(Mf(

‘§1 = a)(:ﬂ(g (0144)

For x ¢ A er altsd x = ra+y, hvor ye¢ Q4 y, 0g dermed ra =

X-y € /(91 m\. Da (S)q('h er L‘S?1 —prlmair, 0g a% @1 md r € (‘91{M)_ Vi

har altséd vist, at 4& '{574( a + {g”’“ , og da 2 er trivielt

ma
o) {
g7 e .
Irestklasseringen R/, (0 par i nu ) @\/\C/(’r"q"
) M\l— vople e e \\.’/":’l
4"y it - (@ PO

Her er n lfmﬂ(; [-41 £ H/{g,?,(}nmt , da {& \D Lﬁ'(”?#-')’ “ég da a ¢
9, (m+¥ @) Z @). Enavidere er R/4g, (1) lokal, Noethersk, da

R er lokal Noethersk, s& vi er ferdige nar vi har vist

Lemma. I en lokal Noethersk ring R vil 01/6“ = 0l medfere, at O =

(0) eller A> = R.

Bevis. Antag (,—é R, da er /é‘g/m CR. EBr Ol= (a;,...,8,), er
6— { 24 ') a,;l p () ({/(j"i , og da M S o (, findes en matrix

B med elementer i /["r sd at gl =Ba é&.v.s. (E-B).a, =0

Nu er det(E-B) = 1-b, hvor b e { {4, og 1-b sdledes er Hgge enheed

sd der findes c¢€ R, sa c'det(};—g) = 1, men sa har E-B en invers ma-

| 79 altsd Ol = (0 ). @

TRix, og relationen viser nu, at

(1Y

o0 a
\Korollar til lemma. 1 en lokal Noethersk ring er ﬂ,m = (0).
indses som for int.omrader, se p.V,8. _k
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Korollar. I et Noethersk wint.omr. vil ethvert fra (0) forskelligt

primideal indeholde et minimalt primedeal.

Vi har brug for flg. generalisation:
Setning. Lad R vere en Noethersk ring, og 1lad Lf vere isoleres
primidedl for (a) #Z R, da er h(g?) £ 1.
Bevis. Indirekte: %’ D 4301 34@2 . Da @ er et mindste primideal
for (a), er ¢ et mindste primideal for (a)+1Q,, og (g 2 (a)+/@22‘f2.
I restklasseringen R/Q, er (5)/4302 2 (@) 2(0), og g)/ifz er et

mindste primideal (@), og dermed h(’@/@z) £ 1, da R/Q, er int.
omr., i modstrid med 4{/’{?2 2 4301 /4:?2 D) @2/{(2 - (0). W

Lemma. Lad R vere en Noethersk ring, og lad 'LU? DL() D(Pz
:S’i' vere primidealer, si at (Q < 4—? for alle i, da flndes '(p"l s&
'(e D L?* oY, og sa '10* g_lg; for alle i.

Bevis. Af 19 SZ(& og gg ‘19! folger (jfr.p.V,1), at 4{ g @, v U*(S;
Velg altsi ac, aélﬁ, a & 9y, alle 1. Nu er 872 +0,, s&

(:g 2 et isoleret primideal 4@* for (a)+ @ﬁ(— Da (g 2 LS)*D(a)+ 4{2
S (&79 , beheover vi blot at vise, at { # ™. Indirekte: da var @
‘f (g isoleret for (a)+4Y,. WNuer R/, D YA, D (@) > (0),
og Y/Y, er isoleret for (@ ), s& iflg. Krull er h(©9/9,) = 1,

i modstrid med W/, D> ’(571/(5)—2 D ’%/@Q - (0). A

Korollar til lemma. Lad R vere Noethersk, og C(’ 3@4 DLe p_,_

-gfL"" ;'nprlmldealelr'4 sd at {(7 g 4:0' for alle i, da flndes tp,_,_
.,Q,:,\,sé,at W3EP4 ...DLP(T:)‘L{’; og Sé '{{76 Z/(JO; for

alle i.

Bevis. Da @210, D /{{3? findes (f;{ LR ‘{g’f}‘k; (f 0g 501 < (p?

for alle 1i. lm er >“ 4%’ J;’(\ , s& der findes '(f S8 (F D'LS‘J

>y 08 L()?Z(f' forallel,osv |

Hovedsatning. Lad R vere en Noethersk ring, og ¥ isoleret for et

ideal Of = (afj...,am)ii, frembragt af m elementer, da er h(t¢p ) £ m
/ 3

Induktion efter m: m = 1 iflg. Krull. Antag s®tningen for m-1, og

lad {f vare isoleret for 0 = (a4,...,am). Lad {g%,..., ({"Q vaere de

isolerede primidealer for (ai,”"’azm)' Hvis qg '(fi' for et vist

i er vi ferdige iflg. ind.foruds., sé& vi antager, at (53 g(f; for

alle 1.

Lad Y D, O co. (P, da skal vi vise, at 1 {'m. Iflg. lemma

kan vi antage, at (5){,‘_4 & (S)'; for alle i, men sa er 1_()(( g U'i 49,",
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altsd findes b e oy, b & 1, alle i.
Da b €4, er {g 2 (byag,...y8y), S 4§ 2et isoleret primideal (g
for (b1a2,...,am), og da ﬁgkgﬁ(b,az,... M) 2 (ag,...,8y) vil (f*

2 et isoleret primidela 4qp; for (a 2""’aﬂd; altsé ﬁ?*;24§l,
og da b € @Vk\(g' gelder endda ﬂg*
Der gelder nu AP = %f{ thi ellers var 4? :D@ Ved over-
gang til R/(aq,...,a,) ville R/(&LQ,...,aWL D {f/ 32"" );2
( (3)) 2 (0), og ’%/(az,...,am) er isoleret primideal for (:D ),
altsd iflg. Krull h(¥/(ag,...,a,)) £ 1, i modsteid med at
G/(agsna,) O Y (ag,.ha,) D4 /(a .08 ).
Vi har altsd opndet: 4f 4?* er 1soleret primideal for (b, Bgyeresy),
b€ @f . Nuer WS> W ...> Q. 2 (b)), sa

(*) ©/(0) DG/ (0) D> ... Yoy /(b) 2 (0).
Da fp er isoleret for (b Bgyeyesa )_2 (b), er @y/(b) isoleret for
(b,ag,...,awg/(b) = cey (;D Iflg induktionsantagelsen er
altsd n(4P/(b)) £ n-1, og dermed af (x): £-1 & n-1 0: {<n . §

Korollar. Ethvert prlmldeal'w §a114,.,amifi en Noethersk ring
har hejde h&p) Lm. [

-

Bemzrk. Der findes Noetherske ringe med primidealer af

uendelig dybde.

Eks. Lad M vere maximalt i R = K[X{,...,Xml, da er M =
(p1(X4),...,pm(X‘,...,XM)> og da h(M) = n, kan M 1xxe
frembringes af ferre elementer.

Eks. Lad (p vere primideal i R = K[X4,...,Xu], af n(4g) =
h, da er (g): (pq,...,p&):F, hvor F é;ﬁg. Denne frem-
stilling er bedst mullo, thi er 49 = (f45.00,F¢) Py hvor
Fétg, er @Ry = ,‘,...,ft):(l) = (f1""’ft)’ og

n( @R(f) = h(4Q) = h, s& ¢ 2nhn.l

Vi har felgende mere trivielle
"Omvending". Lad R vere Noethersk ring, og W et primideal af h(ﬁ )

= h, da er 4giisoleret for et ideal Ol = (aij...iaﬁ}_frembr@gt af
h elementer.

Bevis. h = 0. Vi har hAig) = 0 & (g er isoleret Sfimide%} for
(0). Der findes kun endelig mange sadanne, fx. {&,..., @kf

h &1, Vi konstruerer successivt h elementer, a,,...,aeépg,

at ethvert isoleret primideal for (aq,...,q&) har h@Jde ;: i [Iflg.

hovedswtning er denne hojde i evrigt = il l'
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i=1. Dah(4)=h 21, er Lg g (5)4 , alle 3(, og dermed 40 Z Ud@jl
Altsd findes agey 8d ay & (fd’ alle j. Damﬁe isolerede prim-
idealer for (a1) nu ma vere forskellige fra '%b'erne, har de alle
hojde 2 1

Antag, at aq,...,a; er fundet, i < h. Lad (a1,...,
lerede primidealer ,..., qg,igsfi,...,gk;, hvor @ ,...,0 er

af hojde =i, og 4 ,...,@ af hojde > i [ iflg. hovedsmtningen
er denne sidste mengde i evrigt tom 1. Da h(4®,) = i< h = h(l),
j=1,...,8, er W & ’({? og dermed 10 & ,L\)A Lf‘} , sd der findes a; (€
A, sa 854 ¢i4fd, Jo=1ly.e,s. Lad nu ( vegre isoleret for

J (a1,...,35), na q73 q7 for et passende
j. Hvis 1 £ j £ s, md, da a;+q € @’\(y 4{ D ﬂf og dermed h( (f)
> h(4 ) =i, og hvis s+1 £ j £ t, er h(4f) Z.h(A{d) > i, altsa
altiad h(@f ) 2 i+1.

Heraf felger pé&standen let. H

aﬁ) have de iso-

o
—
W
-
o
-3
-+
=
o
e
1J

LOKALE NOBTHERSKE RINGE

For en lokal Noethersk ring R med det maximale ideal M s@ttes
dim R = h(Mt). Hvis R er int.omr. er altsd dim R = Krulldim.R.
Iflg. hovedsatningen er dim R = h(M ) endelig.
Da vi for en vilkarlig kade

ch...(q1(itg(q ce C@ACI{
q&iCamb slutter vi:

Setning. I en lokal Noethersk ring R, er bade hgjde h(&Q) og
dybde d(dp) endelige, og h iP)+d if ) £ dim R.

Setning. Lad R vere en lokal Noethersk ring, af dim R = d, da fin-

des et M -primert ideal frembragt af d elementer, medens intet M-

primert ideal kan frembringes af ferre end d elementer.

Bevis. d = 0, da er ethvert ideal, og specielt (0), Mlsprimert.

d 221. Iflg. "Omvending" findes a1,...,ad€§AM, s& M er isoleret
for Ol = (ay,...,ad). Nuer (( = Cﬂ{“...f\04mv hvor Rad OL(:

9: 014 , 08 (11 er M{-primert. Hvis omvendt QF = (af,...,av) er
M-primert, er M isoleret for (a4,...5ay), og dermed d = h(M) { 4
iflg. hovedsetningen B

Il

1l

o0 2
Setning. Lad R vaere lokal Noethersk, da er [\1(0(+muj) 0l for et-
hvert ideal

J
Bevis. Vi kan antage, at OLSAM C R. I R/O( har vi +0t /0

1]
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ol () ) .
M/O()‘, sd da (ﬂ 0+ 1)) /ot € (05+M’)/o~c - /o for alle
v, er (ﬂ O+ W) /ot & ﬂ“’(m/m) 0), da RO er lokal (jfr
p.VII,2), og dermed 04(01. MAI)) COl. Da 2 er trivielt folger ={

Vi har tidligere set, at 01/0(/%{ er en RM -modul 9: et vek-
torrum over legemet R/ML . Der gslder

Setning. Vektorrumsdimmensionen dimR/m LM/(MM/{) = det mindste
antal frembringere for (.

Bevis. "L " er trivielt, thi hvis 00 = (ay,...,3,), Vil @p;-- ., @;D
frembringe vektorrummet OL/D{AW . o
n2". Antag @ . er en R/W - ba81s for OU/MM., da er O =
(a1,...,au) C 0(, og 0{/(7(44{— 01/06/11/( 2: 0“[+0M/M/ (}( Af OO =
01+0M/l{ 01+(01 +0{¢M)4A{ ot + Ot = = Ot votm” fas
ot= OV 0u+ o) S (TGt ) = OC . W

Vi skitserer nu den videregdende teori for lokale ringe:

Betragt forst R = K[X4,...,Xg] og set R; = den additive under-

gruppe bestdende af homogene i'te-gradspol. samt 0, da er

R=ReRe.. oo ‘R SE,

En ring, der har en sddan opspaltning kaldes en gradueret ring.

Et ideal J i R, kaldes homogent, hvis fe J , f = f+E e DE®R,
medferer, at f;€ T . Tor et homogent ideal har vi da
T = ToK, @ JnRy @
n+d-1 pot.
Nu er dlmKG? = ( dfl) = antagllet af @'tegrads pol. Det viser sig,
at der gelder dimK('Jn(R%) = polynomium i n for alle store n,

hvoraf
dimK((R,L/‘Jﬂ R,) = polynomium i n for store n,

kaldet det karakteristiske polynomium eller Hilhertfunktionen for \7

Samuel (1954):

Lad R vere lokal med M| som maximalt ideal. R/M @ M//LL{ @ ...

kan da or aniseres til en gradueret ring: & For @S/W U//WIH C)é
' /l/li y er (_\)6' /M/[/w& L(,(‘w‘“%en definition, thi (a+ /%{1)5 (b+ A M{)
a & ab+ /W’“/'H' . Dette kaldes den til R herende graduerede ring Q)(&

W]
Antag M = (my,...,my), da er M = (...,qu ...mvav,...). Vi
setter R = R/I/L{ [X,’,...,X.,)]z 1{[}(1 ,...,X_ﬂ, og har altsa
@Q(70<1(3...

Qj(R fR/m @ MA/m @® -
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Afbildningen @ R — %(R) defineret komponentvis ved qg(() )
®eRM , P E@Xyte. .t @Xy) = Eqmyr...+ayip € MME osv

er en veldefineret surjektiv homomorfi, s& "Ker @ = J er et ideal

i ® , og endda homogent. Felgelig er dimKﬁM,ﬁW1m+4 = dimKG%/ﬁ%(\j

= pol. i n for store n.

Det viser sig, at €(R/4") = d'tegradspol. i n for store n =

e(mm)nd+.... og e(m) kaldes R's (eller M 's) multiplicitet,

og at “f(R/CZm) = e(Q;)nd+.... , hvor e(0f) kaldes CZ'S multi-

plicitet. [d = dim R = h(4y) = mindste antal elementer, der frem-

bringer et M]-prinert ideal}.

Vi har tidligere set, at dlmRﬁWl ﬁﬂ/@ﬁg 2 d=4dim R. En
lokal Noethersk ring kaldes en reguler lokal ring, hvis dlmR%wLOM%m )
= dim R = d.

Folgende betingelser er &kvivalente i en lokal Noethersk ring:

1) M kan frembringes af d elementer
2) R er reguler lokal
3) Den til R herande praduerede ring %G (R) er isomorf med R[X4,

...,Xd].
Bem®rk, at 1)é& 2) er oplagt.

@ Eks. d = 0. R er reguler lokal € R er et legeme, er
oplagt.

Eks. d = 1. R er reguler lokal & R er et P.1I.D., thi
"& " oer oplagt, og "&": 1) viser, at Ml = (¥ ). Nu
findes til O # R,(0), et n, sa& O S M" menor & M™"
[aa N’ = (0)], altss et ac ™ (), nen a & (™),

9: a = rﬂf? r & (JU), men si er r enhed 2: 7' = r‘laGEOY,
altsa Ol :/M4M = (RM). Endvidere er R int.omr. thi er
M mem' mia!
a =¢J " en nuld1v1ser, O =ab = g€'1L , da er 7L =
{-M
0 og dermed M = (0), s& (0) er M -primz=rt i modstrid

med at dim R = 1.

Eks. Lad V 5./%%(K) vere en irreducibel varietet; F(V)
(f4,.. yfy) er da et primideal. Et punkt x€V kaldes
simpelt, hhvis rg{za”?: n - dim V. Man kan vise, at

X er simpel & Den.geé% lok.ring for V i x er reguler.

Man kan vise: R reguler = R er int.omr.
R reguler =» R er helt afsluttet
R reguler =5 e(M) = 1
R reguler => d(@y)+h(§§)
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Ved som basis for omegnene af 0 at tage WM@% Ileﬁg defineres
den M{-adiske topologi i R. Ethvert R har et fuldstendigt hyvlster
ﬁ, der igen er lokalt, og for hvilket ﬁﬁ}“ R = M ,ogder gelder:

R reguler & R er regular.

Setning (I.S.Cohen 1946). Hvis R er regudksr lokal af dim R = d
og fuldstendig, og Kar R = Kar RMM , da er R € Rallx,,... ,x 11,

En R-modul M har homologisk dimmension dh(M) = n, hvis der fin-

des en projektiv resolution
> 0 —0 PPy Py ... —P I,
og hvis der ikke findes nogen '"mindre'".

R har global dimmension gl.dim.R = n, hvis n = sup dh(M).
H

Setning (J.-P. Serre 1955). Hvis R er lokal Noethersk, da er
gl.dim.R < o0 & R er reguler, og i bekraftende fald er gl.dim.R
= dim R.

R reguler lokal = R? er reguler.

S#etning. Hvis R er reguler lokal, da er R et U.F.D.

Krull viste et specialtilfelde. Nagata (1958) viste: rigtig for
d = 3 = rigtig for afle d. Auslander & Buchsbaum (1960) viste:
rigtig for d = 3.
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KAPITEL VIII DEDEKIND RINGE.

I det folgende betegner R et int.omr. med kvot.legemet K.

Ved et (bruddent) ideal i R FOrstds en R-modul 0, (0) Z 0l & K, for
hvilken der findes et de R\(0), s3 at 40l & R. a0 er da et s®d-

vanligt "helt" ideal. For brudne idealer OL,X* , er - med op-
lagte definitioner - (%+¢éy OUW4; 0g 0({; igen idealer.
Olxaldes endeligt frembragt, hvis der findes kj,...,kK, & K, sa

OC= Rkq+...+Rky = (ky,...,k,).
Hvis R er P.1.D. er samtlige idealer hovedidealer, og hvis R er

Noethersk er samtlige idealer endeligt frembragt.

(%brudne idealer{, = ) ses let af danne en halvgruppe, J-, med
R som neutralt element.
Ol kaldes invertibelt, hvis O( er regulert i 7.
Eks. LKt hovedideal er invertibelt.

Setning. Et helt ideal O # (0) er invertibelt &2 der findes et
helt ideal éq% (0), s& at OlA- = hvodeideal.
Bevis. Oplagt!

Setning. Et invertibelt ideal er endeligt frembragt.

Bevis. Af (MOl = R felger 1 = Zf%ﬁa%, aie O, agg;?ﬂ}. Nu er
(ayye.5a,) S OL, og for ae er aa'€R, sd a = 2 (aat)a;
(31,...,am).[

Setning. Hvis R er lokal, da er hvert invertibelt ideal et hoved-

ideal.
Bevis. Vi har 0= (ay,...,a,) iflg den foregdende azmtn. Induk-

tion effter n: n = 1. ferdige. n = 2. Af (a,,a ) O = R fas 1
= a1a1+aza£, og da a, aj€E R og a,a

' — .
aya,; vere en enhed, altsa a,8'r = 1, men sd er a, = ajajra, O a,

(a1). n-1 — n. Af (a4,...,8,) O=pfelger 1 = Efaq l, og a,aleR

zéﬁR m& mindst et af disse, fx

medferer, at fx. asa; er enhed, altsé a4a;r = 1, men s& er a, =
a4ahra26_(a4), Ol = (ag,ag,000,84)

Opg. Hvis R er U.F.D,, da er hvert invertibelt ideal et

hovedideal. Vi har OL= (a;,...,a,), hvoraf 1 = a,a1+
% -—

..o+a,a0. Nu er /ér: /W4(ag 1) et hxovedideal, da =R er

U.F.D., og 0f :/6', thi € er oplagt, da aa!e R medferer

ae;(ag"l) for alle ae(l, og " 2": thi for x¢ /@— er x =

v 4 = 1,...,n, altsd x = Eféﬁagx = jia, ¢ O(.
a;
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Eks. 0l er invertibelt & (}{ er projektiv R-modul

Lemma 1. Hvis et produkt 01,1...07,”/ er invertibelt, da er hvert 017’_

ogsd invertibelt.

oplagt.

Lemma 2. Hvis er et prokukt af invertible primidealer, da er det-
te Os eneste fremstilling gom prokukt af primidealer.

Bevis. Lad O = {_F, ce ‘lf% invertible primidealer, og(l = OZ,[ ce 0;[%
primidealer. Er {fy et mindste blandt {{go% vil ©, 200 = O‘h...%
og dermed (81 2011},, og andalogt vil OH 2 {f'i , min af (p, 2 U}d 2 (f)

fés 0 = OTLJ( = (SL;), fx 4 = 0}y, men sé er ’%...(f,mz {?[—10‘(

O:{Q 'O'I"”t’ og pastanden felger ved induktion. |

Hovedsetning. I et integritetsomrdde R er flg. bet. &kvivalente:
i) R er Noethersk
® ii) Ethvert ikke-trivielt primideal er maximalt
iii) R er helt afsluttet (i K).

Ethvert helt ideal kan (entydigt) skrives som produkt af

@ primidealer.

@ Ethvert ideal £ (0) er invertibelt o: F er en gruppe.

@ { i) R er Noethersk

ii) R,-er P.1.D. for alle maximalidealer M i R.

og ringen kaldes da en Dedekindring.

Forbemerkning. Betingelserne A i,ii,iii er uafh&ngige: Eks. pad i,
s s, _ ' A & s+ s TVsss, 5 .
ii,iii: R = K[X,Y]. Oplagt! Eks. p& i,ii, 'iii: R = 2[V-3). i,
da R 2 2[x1/(x*+3). ii, thi er a+b\f:-3—eg?\(0,) og sattes N = a?+3bo=
(a+b\/:§)(a—b\[—_5)e (,g , da har vi en kannonisk surjektiv homomorfi
R/(N) — R/(f , og da R/(N) er endelige er ogsd R/ endelig 9: et
legeme, sé 'tg‘ er maximalt.  'iii, h®mr vi set (p.V,12,eks.). Bks.

pa _'i,ij,iii: Lad K vere legemet af alg. tal, og R ringen af helt
alg. tal over %. 'i, thi (Y2) € (Qf?)_g (ﬁ/’z)é}; ... og her ma C
gelde, thi var fx. (\/—é) = (q 2) ville y\/—Q_ = 72}, re R, men r = r,'—rz ,
58, Ir'r(r,ll’;2 ,EQ) = XL!—%; & \Z[X] viser, at r €& R. ii: R er hel over
7. Ladiy;é (o),\&yg R, da er @0 7 = (p) maximalt, s8& for mygm@_&
CR har vi M NZ = (p), men da (p) er minimalt, vil Ml vere mini-

malt iflg. Going-up, altsa Lg = M er maximalt. 1iii er oplagt.

Bemerk. IMan kan vise, at bet. L 1,ii er uvafh:ngige.

Bevis. for hovedsatningen. @ = (Bler vist (p.V,14). @'-t}@

e e S
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Vi viser, at (D)+(entydighed) = @ [Efter beviset for hovedset-
ningen far vi da felgende Tilfojelse (Matusita 1944). Entydig-
heden i D er overfl@dig.] Forst et

Lemma. D +(entydighed) =» Et invertibelt primideal er maximalt.
Bevis. Lad (0)C Y C R, og agR\LSJ da skal vi vise, at 4g a) =

R. Nuer Y+(a) = 4...4y, Q+(a%) = Of...0y hvor 491’01(5

er primidealer (der 2 4,\(’ ). Ved overgang til R/if fas

(@) = (@) - (prg) . (@) =04 ...00)

hvor 4, /'W 0;(7 {f er prlmldealer i 1ntegr1tetsomradet R/(:?a* Vi

nar (@D) = = (@/4)° (BT = O/ ... Olg - De

hovedidealetd (@) er invertibelt, folger det af lemma 1 og 2, at

n = 2m, og efter omnummerering: ?2,, { /'(57 {gz,, /{f Dl /’6’7

l1,...,m, og dermed ogsé <302q1 = (92? 01,), men s& er
[ge()]” = va = O+ 00y =4 +(a).
Specielt er (pC Lf+(a [ftf 12 4302+(a). For pé{g), har vi

altsd p = z+ra, hvor z e lg , 88 ra = p-zZ¢ ?, hvoraf re{ao, da a 660
altsd bpe¢ {57 +l§(a) Da den omvendte inklusion er triviel, felger
det, at 4 = 4f +(S>(a) (g)(1£)+(a)). ]
Da {E ver invertibelt, er altsé lg +(a) = R. §

Lad nu 430;4 (0) vere et vilk. primideal, og lad (0) & (b)& (:{’ .
Vi har (b) = (571{,5)5 invertible primidealir, 0g deffor maximal-
idealer ifl. lemma, og af 2 (pb) = fas (¢ 2 Lp.
(g B {{)ﬁ invertibelt. 4:? B (?{ QS g ng
Nu er ethvert helt ideal O = (371((78 invertibelt, men s& er ogsé
ethvert brudden ideal invertibelt.§

@ = @ : i) R er Noethersk iflg. sztningen om at hvert invert.
ideal er endeligt frembragt. ii) Ethvert ideal i Ry er udvidel-
sen af sin kontraktion, altsa af formen U(Rw Af (’(/)( = R fol-

ger nu (O(Rm)(()t_lRm) = OWC R:u( = RRyy = Ry, sd OIRML er invert.
Men vi har vist, at i et lokalt int.omr. er ethvert invert. ideal
et hovedideal H

(L) = (: i) er givet. ii) Indirekte: Af (0) C f C A C R
folger (0) C LgJRmC MRy < R , og da (‘fRMA er primideal og Ry
er P.I.D., er dette en modstrid. iii) Ryg P.I.D. = Ry U.F.D.

= RM/l er helt afsluttet -—» (p.V,1%) R er helt afsluttet. ﬂ

Lille morsomhed. Hvis blot ethvert primideal er invert.,
da er R en Dedekind ring. Vi viser @: Foruds. ==
Ethvert primideal er endl.frembragt =—> (p.V,9) R er
Noethersk, og Foruds. = M invert. => /ﬂfiRm er inv.
= MRy, hovedideal =5 R, er pP.I.D. (da lokal).
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Eks. Af opgaven p.VIII,1 felger: R er P.I1.D. & R er
Dedekind og U.F.D.

Setning. Lad R vere en Dedekind ring, da kan hvert bruddent ideal
O£ (0) entydigt skrives

0(=:T7‘ffyw%

hvor Wﬁfign) = 0 for nmsten afle 4p.
(2). Ot er helt ideal <> w,,(C0L) Z 0
(3). 0L S b & wilo 2w, ()
(4). 3“-'50(0“/@’) mingw o (00) ,w (A=)}
(5). woo(Cend) = max{iw , (00) ,w ()¢
loead g ¢
(6). o (0L L) = wy (O0) + wille)
Bevis. ° Et bruddent ideal (( kan skrives Of = /éwo‘l, hvor Aé,lf er

hele, s& eksistens af opspaltningen er oplagt. Entydigheden fol-

(00) |

we (OU) € Z..

l

ger nu ved brug af entydigheden for hele idealer. (2) er oplagt.
(3). Vi nar O(SA & [ € (7Y% - w @wq(l’;lm) 2 0
& wdg(Ol) Z,w%f(/@d. (4) og (5) felger heraf, og (6) er tri-
vielt. ¥

Vi skriver Oiké%, hvis der findes et helt ideal £, s& JAL =
/éw. Det er kalrt, at 01[/{9 &> w(g(m) £ th(/G)’ altsa & A€ 0L

Setning.(jfr. sedv. talteori). Kongruensen ax =b_ (£’) har en los-

ning &> (£,(a )] (n).
thi begge er ensbet. med b e +(a) K

En nedvendig betingelse for at et system af kongruenser
x=by (0ly) , -.v , X =b, (0(y)
har en l®sning er ojensynlig, at de sidkaldte forenelighedsbet.
bi=by = Dbj-x+x-hy € at,+ 0ly
er opfyldt. Hvis désse bet. er tilstrmkkelige (for alle n) siges
k.r.s. (Rinesiske restklassesztning) at gelde. For n = 2 er for-
enelighedsbetingelserne altid tilstrekkelige, thi er b,—bZ = as+a,,

og settes x = b, -ay = by+a, vil x=by (0ly) og x=b, (0Y).

2
Eks. R=2[t]. x=0 (2), x=0 (%), x=2 (t-2), op-
fylder forenelighedsbet., men har ingen lesning, thi af
1. og 2. kongr. felger, at 4\X(2), og af 3. kongruens
folger x(2) = 2.

Setning. 1 en kommutativ ring er flg. bet. akvivalente:

1) Ol+b)np = (Lot + (bar)
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2) Ol+(bnt) = (BL+ ) n (OL+L).
3) k.r.s.
Bevis. 1)=2): (A+L)n0+x) = [otrlot+r)] + [ (04 0)]
= QL+ o'+ /(7/1()1 + /(70/6 = M+ (/()fﬂ/{j’).
2) =%). Induktion efter n. n = 2 er vist. n-1-—>n. Betragt
x= by (0f),...,x =Yy (0f,), hvor b, ~by € O3 +07
og lad c vezre en lesning til de n-1 forste ligninger, altsé
c = b 0t;), i = 1,...,n-1.
Nu har systemet
x= e (7 04), x = by (0l)
en 1@5:%'1_1115;,, thi da C_b“’m-:( c—b; +b; b, € O3+ 0,, er (iflg. 2): c-
ba € [\1(6H5+(ﬂq) = ((\1 0L5}+0QV n: forenelighedsbet. er opfyldt.
3) =1): "o" er trivielt. "¢ "t At skrive cc (Ot+4)o L pa
formen ¢ = x+y, hvor xe 0UnA" og ye /éﬂ/C” er ensbetydende med at
finde x =0 (0(), x=c¢ (Ab), x=c¢ (L), og her findes en los-
ning, da forenelighedsbhetingelserne er opfyldt, og da er ¢ = x+(c-x)

e (oog) + (bor) B

Af beviset for 3) = 1) fremgir:
Korollar. 3): k.r.s. € 3%'): k.r.s. gelder for n = 3.

Setning. Lad R vere et Noethersk omrdde, da er R dedekind & k.r.s.

gelder i R.

Bevis. "=" (Feorste bevis). Da max3 , } 0g minf ,} er distri-
butive m.h.t. "hinanden", er Wag ((ot+ )N ) = Vg ((O(n )+ (o))
for alle ¢, hvoraf ovenstdende bet. 1) er opfyldt.

" =" (Andet bevis) Da Ry er et lokalt P.I.D., er idealerne i Ry
fuldstendigt ordnet (de er jo Ry M Ry MRy 2... 2 (0) ), sd
H+fo = 0(“/4 for idealer i Ry . Idet vi udvider og kontraherer
for alle /M og udnytter, at U, er distributive m.h.t. hin.

kan vi fx. vise bet. 1)

"e" Vi viser C), og skal altsa vise, at Ry er P.I.D. for alle
M. Vi bemzrker forst, at ideallatticet i Ryy er distributivt, da
dette gelder for latticet i R, og da hvert ideal i Ry er udvidelse
af sin kontraktion. Det er nok at vise, at Rgf er en valuations-
ring( jfr. V,13,eks.). Lad altsa a,beRyu\(0), da har vi (a) =
[(a-p)+(p)]n(a) = [(a-b)n(a)] + [(b) a(a)], s& & = (a-b)x+ay,
hvor (a-b)xe€ (a) og aye (b) o: a,bx og blay. Hvis x er enhed, vil
a‘b, og hvis y er enhed vil b[a, og hvis bade x,y er ikkeenheder,

vil 1-x-y vere en enhed, s& at a(l-x-y) = -bx medferer, at bla N |

Setning. Lad R vaere et Noethersk omr8de, da er R Dedekind &= For-
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kortningsregelen gelder for hele idealer.
Bevis. "=2 iflg. @ . Mg Vi viser @ = KRpxxkxx Det er til-
strekkeligt at vise, at hvert ideal 1 RM/l frembragt af 2 elemen-

ter er invertibelt, thi et sddant er da et hovedideal, og dermed
ogsd alle e.f. (d.v.s.)alle) idealer hovedidealer. Vi kan ojen-
synlig nojes med at betragte idealer af formen aR +bR = (alb)
, hvor a,b€ R\ (0). Vi har (a,b)(a®,v%) = (a,b)(a*,ab,b?), hvoraf
(a?2,b%) = (a%,ab,b”). Specielt er ab = a%?x+b*y. Vi har
(a,b)(ax,by) = (a?x,aby,abx,b’y) 2 (ab)

og vi er ferdige, ndr vi har vist = (jfr. p.VIII,1). Hertil skal
vi vise, at ablazx 0g ab[bzy 9t blax 0g a'by. Nu er (ax)(a,b) =
(a2x,abx) = (ab-b>y,abx) g'(ab,bg) = (b)(a,b), og dermed (ax,b)(a,b)

(vb)(a,b), hvoraf (ax,b) = (b), altsd blax. Analogt ses, at alby .B

Setning. Lad R vere en Dedekind ring, og (O)Af OUS (& vere hele
idealer, da findes de& ¢, si at 0L+(d)

. _ 0(1 X (—2’01, a . .
Bevis. Lad 0f= 7" .. 4{‘“ no(e = /;f i Ay gl\i?r altsd 0 £ (5, £ KX;
,...,n Nu settes Ly = U‘Qf A 976”4

‘50; [ ) /511' { ? (5 { n f
qa , = % %%,m . Det ses, at L CL;,
sd vi kan vaelge d1 € /U \/C Vi har ¢;= O 157,;/35), dj = O ((f'l){l’dﬂ),
i £ 1, og 4;#F 0 (@ . Vi s®tter d = dy+...+dy, da er d = 0

(4?5/55), ad# o0 ('(57,,/5"H), altsé (a) = (571(5 ﬂ"'(} hvor 'Lf,/r G .
Nu er 1m1d1ert1d Ol+(a) = (0(,(a)) = ‘ﬂ .._«%M ,,?1 . A“y@

fer. i
(g( ...fu ='/‘-.%

Korollar 1. Hvis Ol # (0), da er R/O{ et P.I.R.
Bevis. Idealerne i R/O( er af formen ¢/0f = (@ ).0

i=1

®Rapt.omy;
Eks. R er Dedekind ring & R/O( er P.I.R. for # (0)
Bevis. "=" iflg. Korollar 1. "&". R er Noethersk
(jfr. p.V,4). Vi viser nu den distributive lov 1) p.
VIII,4: 60l+4)n 0 = (O(nL) + (b ne). Hvis 0f b
eller . = (0), er 1) triviel. Da (0) er et primideal,
kan vi folgelig antage, at ontlor Z (0)., Ved over-
gang til R/(d), hvor 0 # d conbac, ses, at det er
tilstrekkeligt at bevise 1) for R/(d), men R/(d) er et
P.I.R., og for et sddant gelder 1), jfr. Krull's struk-
tursetning, p .V,7.

Korollar 2. Ethvert ideal i en Dedekindring R kan frembringes af

to elementer.

Korollar 3. Lad &/ £ (0) vere givet, da findes til hvert O Z (0)
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et idela /['a, med (o, €) = (1), sa at [’(/é er et hovedideal.
Bevis. Vi har (0)C oL € Ol , s& O = (O(L7,(d)). Nu er 01/((1),
s& den findes A3, s& 0(/(§-= (d), og Ol = (OL/G',OLG“) = 0(.C,4),
hvoraf (A, ) = (1). K

x 1) ¢
Setning. Lad 0= {y ... (__¥wre et ideal i en Dedekind ring R,

da er R/UE R/GM @ ooo + B/4p5™
A
Bevis. PFolger straks af at 4{,, ceny fm er parvis komaximale. H

Setning. Lad R wvere en Dedekind ring, og So( 1 et fuldst. repr.syst.
for restklasserne mod.4¢ , da findes JL€ R s8 "(” () (iflg.
korollar 3), og {0\,} 05
for restklasserne mod. L(’

Bevis. "Eksistens". Lad JaER, da er a = lX,,'O (Lg). Kongruensen
X = a-K;, ({572) har nu en lasning, idet ('lfz,(JL)) = (g((a— Ke )y
og for denne lesning er x = Kj, (15 ). Nu er nx = JL(X;,( (gJZ), og

J‘(+...+0(,,m ‘TL ’f er da et fuldst.rep.syst.

dermed aw K4+ TZD(;,4 ({fz) - Kongruensen J‘LQX = a-KX; - [x,}!n ( @3)

har nu en legsning, idet ('(30“’,(11/2)) = 4572 0.8.V.

"Entydighed". Hvis &, +W; ]Z+ 0, ']_Lm»l = g teeet ﬂ(%"{'r(m"' (™,
er Xo,F X4 {j‘), hvoraf (X = &5, Nuer J(((X;,,’+. ot ‘Xg‘m_’TLm'Q) =
U +o .o ,n)v4n"’2) tf’"), hvoraf 0(11+.. G "’ = a,,1'+ +0(7”;'7?14'3
( (Sv’W—4) , 0.5.V. .

Setning. Lad R vere en Dedekind ring med kvot.legemet K, lad L/K

viere en endelig separabel udvidelse, og lad R vere R's helt af-

sluttede hylster i L, da er R en Dedekind ring, med kvot.legemet L;

|

[endda: Ethvert K ¢ L kan skrives oK = 3 , T eR , r&R.j

Bemerk. IL/K separabel er overfledigt.
Bevis. IForst den sidste pastand. Lad X & L, da er X rod i roX%+
.+r, € R|X |, hvor r, # 0, s& (rp()m+r (r p()m-i roetr. e 20 9
+ “ o (o) {‘o M 0o
r,X€R eller X = T/r,
Forste pastand: Vi viser @ iii: R er helt afsluttet G L), tri-
vielt. ii: Lad (0) C q? C R, da er qa NR # (0), da R er hel over
R, og dermed minimalt, men sd er (Going-up) Ej; minimalt, og dermed
maximalt.
i: L/K er simpel, altsa.L = K(’l?\), 0og her kan vi ojensynlig antage,

at she R. Lad nu M/L vere en endelig udvidelse, s& at M/K er nor-
mal (jfr. alg. IV,6), da har vi

RELEL
VI vl
RckK ¥
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Lad Irr(+),K) = (X—su).. (x- &“ , hvor &5€:M, %k # §¥: % £ j, og
hvor f.eks. 1%1 = ’\%eL. Lad nu %e R; da l,”g“,...,w 7 er en K-
M_
basis for L, er ; = ao+a1{}+.. +8y 1Q7 set,
’%\m { .
(x) gi = agtaVi+...rap 3 & M, 1= 1,...,n.
Da 2 er hel over R, er ogsé w(%q' hel over R.

Nu kan isomorfien K({%) ﬂ7]§(§}) fortsettes til en automorfi o~ i I,

med O/K = id.K (idet vi kan antage, at M er et spaltningslegeme for

Irr(A>,K) ), sa O’('a“) = 'vqg, men sé er O’(%) = ;i, og dermed

;5 er hel over R. ‘ .

Relationerne (%) kan skrives é = A 2, hvor ®rx A er matricen (7%53),

i =i,..yn j=0,...,n-1. Her er d = det A = Van der Monde det =
1<;] 'ﬁ‘ '1, ) # 0, og hel over R. Anvended en automorfi g€ Gr(M/K)

pd A fés en permutation af rekkerne, 07(d) = o(det A) = det 0(4)

—+det A = td, hvoraf 0(d%) = a2, Folgelig er d*c K, og hel over

R, altsa d*€R. Da A er hel over R folger det af de szdvanlige

regler for dannelse af invers matrix, at % dA -1

-1

er hel over R, og
dermed ogsa, at d A er hel over R. AT § = A al slutter vi nu,
at d(zg_:, = d A )g: er hel over R (da g__ ver hel over R), og da ele-
menterne llgger 1 K, md de altsé llgge i R. Felgelig er

{ wm-{
21 2 2 5”’ P %
é = adag+a1dd—2-+ +am_1 GR{dz,...,——d—2—
Vi har sdledes vist, at
—_ 1 @M—I
R € Den fri R-modul R ——,...,————%.
= 32 32

Et vilkarligt helt ideal Oli R er specilt en R-modul £ R < ende-
ligt frembragt fri R-modul, sa 0—( er e.f. som R-modul, og derfor

ogsd e.f. sonm R-modul. Folgelig er R Noethersk. i

Undervejs s vi:

Tilfojelse. R E endeligt frembragt fri R-modul.

en tilfejelse, der ikke g:lder for inseparable udvidelser.

Eks. Lad K vere alg.afsl. og V en irr.varietet af dim V
- 11 A,(K), altsd en kurve. F(V) er da et primideal i
R = K[X{,...,XM]. R/F(V) er et int.omr.(Noethersk), med
de maximale idealer /WIO(/J: (V), x€ V. Vi har bemzrket, at
X eV er reguler & den geom.lok. rlng (R/F(V) Mlo(/}r(\/)‘)for
VilX er et P.I.D. Vi slutter heraf:

V er reguler <= R/F(V) er en Dedekind ring.
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KAPITEL IX ALGEBRAISK TALTEORI.

INDSKUD O NORM O0G SPOR=

Lad K/k vere en endelig separabel udvidelse, og lad M/K va@re en
endelig udvidelse af K, s& at M/k er normal; s&t G = Gr(M/k), da
svarer K til undergruppen H = Gr(M/K) i G.

- _ -1 o . -1 . N
L?d 0 €6, medOfy, = Ol da.‘er O’(KDH( = ide & (o7 (,)‘K = 1dK<:)
0 pe H © TesH. Lad [K:k|=n, og lad 6 = myHU...0, H vere

en representation af G i sideklasser mod.H, da vil g’1, “e ,(J;_C alt-

s8 give samtlige zmm%k isomorfier af K.

For xe K kaldes 0?(0(),...,051(0&) de til X konjugerede elementer m.h.t.
K/k; disse afhenger altsd ikke af valget af den normale udvidelse
M.

For x€ K s&ttgs normen afo()NK/k(D() = T_\TO’;’(O&), og sporet af a
Sy (X) = 205 ().

Der galder nu: N(X) ek, S(x)ek.

(1) Ix) =0& % =0

(2) N@A) = NE)N(B)

(3) N(a) = al for ae k.

(4) s+l = 5()+5(8)

(5) sS(ax) = as(x) for a ek.

(6) S(a) =na for ack,

hvilket let eftervises.

Endvidere gmlder for en separabel udvidelse L/k med L2 K, ogxel

Transitivitetssetning.

() EL/kQ&l;i—EK/kLEL/KQ&LlL
(8)  Spnde) = Sy /S k(X))

Bevis. Lad M/L vere en endelig udvidelse, sd at M/k er normal;
set ¢ = Gr(M/x), H = Gr(M/K) og N = Gr(M/L), da er G 2 H2 N 2 E,

svarende til k€ K€ L & M. Lad nu G = [OZ()’H vere en representati-
on af G 1 venstre-H-sideklasser, og H = UUN er representation

[
alf H 1 venstr-N-sideklasser, da er G = U orN er reprasentation af

o
G 1 venstre-N-sideklasser, hvilket let éftervises. Og heraf fol-

ger pastanden let. J

Korollar. Hvis X€&€ K, og [L:K]z m, da er
. X Tm

(9) My ) = Ly 17,

(10)

(X) = m sK/k(a).

éL/k
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Setning. Lad e K og s&t Irr(x,k) = Xm+ale—l...+amJ og [K:k] = n
da er

(1) Mg pee) = L) IV = (1)P(a )V

(12) §K/kiﬁl_f;_:%;§1;

Bevises ved at betragte k¥ € k(x) € K og anvende korollar. 8

Vi betragter i det feolgende en endelig udvidelse K/Q; Med R
betegner vi Z's helt afluttede hylster i K, og vi s&tter n = [K:Ql.

R € K
Vi Vil
2 < Q

Nu er R en Dedekind ring; og ydermere, (da Q er fuldkomment, og K/Q
altsd separabel) R ( e.f. fri Z-modul, og dermed (2 er P.I.D.):

R er en e.f. fri Z-modul.

Lad Wqy...,Wy vaere en Z-basis for R, da er uwy...,t') en Q—basis
for K, hvilket let eftervises. Specielt er ¥=n. (@W{.o..,%w,)
kaldes en hel-tals-basis.

Vi kan gé& endnu videre:

Lad 0t # (0) vere et helt ideal i R. Da HEC R € e.f. fri Z-modul,
er O en e.f. fri Z- modul lad (uq ...,uw) vere en Z-basis for ,

da er ggl,...,wv) en.O basis for K., thi: Vi viser forst, at

Blaz £ (0), thi er Xel\(0), er N(M)é IN(O), N(X) = Kf...0,, hvor

X =%, SA& Ag...M, = N()/X €K, og hel, altsd ¢ R, men sa er N(x)
(Ky oo nthn) X 501(\2 Lad €K, da er 3

=r/s = rN(x )/siN(x) = Elem.e Ol /Elen. ¢

= r/s, hvor r R, Sé»z, 0g
Z.

~NY

For Xq,...,X, €K, (n elementer!) defineres diskriminanten for (&4,

.,Xa,) son

DNy yenyXa) = | L} = det(s(aimg))e Q.
o({t)’_'o((ml
n m

Setning. Lad Ov,i:..,aa) vere en heltalsbasis for K/Q, da er d =
Zl@u4j..tJ@&)A% 0 et for K karakteristisk tal, kaldet K's diskri-
minant.

For vilk. Kf,...,X, €R er A Xy ... ,h,) = 24, nvor ke 7.

X foee-3,) er heltalsbasis & k= +1. .

Bevis. Vi har Ml = A w,, hvor A er en (nxn)-mateix fra Z. Ved

(5)
l b

|
konjugering fas d’h\ A i =1,...,n altsa

\\E’
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G '

o('( 1) o G<'fo ) [ - .- Wi,

: — é : "

0;1('") . (X'm("“ B ((Uq(“‘\ .~ .(,unf“"
hvoraf A(&¢,...,%y) = (det A)Q A(wy, .. ,w,).
Nu er (Xy yoees%y) heltalsbasis &> (&) ,...,Kn) er J-basis for Z%-
modulen R & A er unimoduler & det A = +1 &S A(Xg,...,0,) =
A (wyy oo ty), idet 4 # 0, da vi kan anglve et s®t med en fra O
forskellig dlskrlmlnant Vi har jo K = (17‘), hvor vi kan antage
'9"'GR, nu er '3‘4 ':}‘(m r@dderne i Irr(% Q) altsd indb.forksk.
og folgelig A(l,&,...,’&’qﬂ = 1<,j %(1\ 7}‘(3)) £Zo0. @

Kvadratiske udvidelser

Hvis [k@] = 2, da er K = Q(\[E), hvor mei er kvadratfri. PFor X =
a+byme X er Irr(X,Q) = (X-(a+bym))(X-(a-bVm)) = X°-2aX+(a°-b°n),

X = a+b\m er hel over 5 &> 2&62 og (aQ—me)éi = 23 €7 og (2a)2
_(2b)°mel => 2a¢l og 2bEL =K = a+b\]_ (at+b'Wm), a',b' €.
Hvis (I) m=2,3 (mod.4), da er X hel & a' -b' m=0 (mod.4) &
gﬁ-}gﬁ%? =0 & a'= b =0 (mod.2) @ oé a+bVm , a,be\Z. En
heltalsbasis er altsd (1,Vm), og 4 = lr '— = 4m.

Hvis (II) m =1 (mod.4), da er X hel & a' ~b'%2m =0 (mod.4)

2' - = 0 (mod. 4) & a'-b' = 0 (mod.?2) & X = 3(a'+b'{m) =

i(a b')+1o'l+r 14'2@ , a4,b{€2. En heltalsbasis er altsa
(1 1+r) og ":L%_,Q_

it

d—ll L

Eks. m= -1. K = @(\}—1). (1,V-1) er heltalsbasis, R =

z({=1], a = -4.
m= -2. K = (5(\/3). (1,Y-2) er heltalsbasis, R = Z[\;r—-—?]
d = =-8.

m= -3 K=0-3); (
heltalsbasis, R = 2[-%

,5+5(-3) eller ( Lid+ %(—‘
W31 = alpl, p7 = 1,
m= -5, K = Q(fié); (1,Y{=5) er heltalsbasis, R = Z[VfBJ
-20. Bemerk: Z[\f-5] er altsd Dedekind, men ikke
P.I.D., thi fx er Ol = §a+bv_5l a=) (mod. 2)§et ideal,
der ikke er hovedideal. Felgelig er Z{V- 5] ikke U.F.D.
(jfr.p.11,4).

1
i
N

oF
I

Stickelbergers s@tning. Der gelder altid d = 0,1 (mod 4).

Bevis (Schur). Lad wyy ...,y vere en heltalsbasis, da er
(” (” )
wy W g (i ) ('),h\ Jf (({01) ‘]
() (o) (3, - m ) et lige ((“F o 'Q( A
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(P=N)? = (P+N)°—4PN.
Lad nu Q ¢ K € M, med M/Q endelig normal, og lad Of,...,0¢ Gr(M/Q)
vere samtlige @ isomorfier af K; for ve Gr(M/Q) er I0y,...7%0,

7

‘ —
igen samtlige isomorfier af K. Da a’(wJ) = (Uah , finder vi 7 (P+N)
= P+N og T(PN) = PN, o- P+N € Q og PNE Q, og da begge er hele, er alt-
sd P+N,PN €7, og dermed (P+N)2—4PN = 0,1 (mod.4)

Eks. I K = QWm), er A(L,y1) = 4m = kx°d, hvoraf |k|=
1,2. Hvis m =2,3 (mod.4) md 'kl= 1, s da er (1,yn)
en heltalsbasis, idet \(}E gjensynlig er hel over 7. Por
m T 1 (mod.4) er (1,2+2{m) = m = k%*a, s& \k( =1, s&
(J,,{g—+7§ﬁ‘n) er heltalsbasis, idet det let eftervises, at
¥4+5{m er hel over Z.

Da l{/@ er separabel, er K = Q(4), hvor YeR. Da Ir%"(Q‘ Q) har

reelle koef., kan vi ordne redderne: L s oo (5(,21 Q,(H(H . Q’(Q’mg)
,{\l'(nﬁflz*l}.“, ﬁ‘(ﬂﬁzq?\,i_reélle og par af konJugerede rodder »: ’5?',{;
i=1,...,1 SHerral Q"Cq‘h\ 1= 1,000, 0g N = T +21,
Nu er k%4 = A(LY.... 8"
K 3O
' = (det 4)°

‘ . ,' ‘M'f
\f g5

Kompleks xonjugering giver anledning til 1, rek keombvnlnger i A

Hvis r, er lige, er alts& det 4 = det A, hvoraf (det A) 0, og
hvis r, er ulige, er det A = - det A, hvoraf #(det A) < O.
Altsé

sign d = (-1)%2

IDEALTEORTI I R=

Om enhederne i R g®lder g€€R er enhed & N(&) = *1 (enhed i \Z).

thi er gg' = L, da er N(e )N(g') = 1, altsd N(g) = *+1, og +1 = N )
. { (2) {m > .
= E,.. £, da er-é-z 0 = £ e 87 hel overZ,').-e';éR.

Bemgrk. Hvis p,qe€Z, (p.q) = fe€2, da er (pR,qR) = fR
thi f = px+qy, s& fR € pR+qR, og po&+q[$ = f -ED( + /g) ¢ IR.

Lad nu i # ( vere et primideal i R, da er A« ! £(0), da R er hel

Z
over A 08 (S*/\ 7 er et primideal 1 Z, altsa (g’/)i = pZ, hvor p > 0
< (C D {gDIpR el-

er et primtal. Specielt er pe {g, og dermed pR
ler pR = {S(‘L
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Er p # q primtal, er pR = 4{'4...60,1 og qR = Q]("'QZS’ og (p,q) = 1,
s& () eg %UH% er disjunkte. Specielt har R uendelig mange prim-

idealer.

Setning. Lad Ol £ (0) vere et helt ideal i R, da er RAY endelig.
Bevis. Vi kan (jfr.IX,2) finde a eO(nNn Z, a # 0, og dermed aR C O .
Det er folgelig nok at vise, at R/aR er endelig. Lad WyoooyWa,
vere heltalsbasis, da kan hvert X&€ R entydigt skrives X = Qji+...+
amwM+a(h1u)(+.. c+h,w,), mhvor 0 £ a, < lal s& R/aR har netop (an{ ele—

menter. §

Antallet af restklasser mod.(}] kaldes normen af J{ , og er alt-
sd endelig. Det betegnes Y (07).

Setning. Lad O£ (0) vere et helt ideal i R, og 0(1 1o s p BN 2—

basis for O(. Hvis A(X4,...,Xs) = k‘)‘d, da er Y0 (01) = lx|lg Hvis
O = (X) er et hovedideal, er JL((X)) = lN(O()(.
Bevis. Lad Wy ...,0, vere en helsalsbasis, da er l>:<l = A cg( , hvor

det A = k. Iflg. elementardivisorsetningen (p.I1,25) findes en ba-
sis (fA,...,Bm) for O og en basis Pf"”’f’n for R, s& at

2 = (m"')ﬁ(’ dlagona]{
hvor (111') betegner en (heltals-) (nxn)-flatrix med diagonaleleMEN-
terne mq,i:l,...,n Nu er@l-:oz( ,ng Q:{, hvor det P = £ 1,
( ;)1Q og dermed

det Q = £1, sag,—P m)Q|_|, altsd A = P~
(det A(— lm . [ men [mf ., l (R:01) = TC(01) -
Er specielt Ol— (0(), er\rp( = (hyw+...+hw, )X = h1(txa)')+...+hu(0(wn),
sd (xwq,...,Xa,) er en Z-basis for (x). Nu er
() () (1) 2
0( LU{ cr 0< wm
iz

_/\\(O(U.)f, e 9“@‘057)

:{x(m')q)((ml O((M)
=T((x)). 8

(x @ o x™DZA (wyy ) = MK, sd (W) =

Setning. ﬁ(m/é' = TwoO)M ’é‘)

Bevis. Det er nok at vise, at TU (.f ({’/m’l) %((f{)m,l...”((fn)’n%
Her er for det ferste (7Z {ﬁ 4{ 7? q&,m’ e U ,ZM’Z), da
R/lg, ool "n R/Lﬁ . G R/tﬂ2 . Endvidere er T¢( '(S;’”t')
Tt(lj’)’ hvilket foelger af otruktursaﬂtﬂlngen p.vIi1I,7. B

Restklassen @mod.ﬁl_ kaldes primisk, hvis (x ,0l) = R Luafh.
alf valget af D(]. Antallet af primiske restklasser mod.({ be-
tegnes EP(U()
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Saetn_ing. (Q(Oi) er (svegt) multiplikativ, og @(0L)
Bevis. .S. CP(O'Z, er Eltlpllkatlv, da (Ot «f(*r) 1) medf@ret
R/OL/@ = R/UL ® R/l (gt (9« C{’(O‘C {f5), og h.s. er op—
lagt multiplikativ. F@lgellg er det nok at v1se = for O = (g

ﬁ@l)m(l U@

Et fuldst.rep.syst. for de primiske restklasser er nu {D(.,a +a,,’]Z+

+O(11m{ m!!‘q ff({zS sd CF((],, Tl(‘vf : {g)‘m—l _ n((g).

- |
g e
Opgave. Vis Gauss' s®tning: JL(01) = Z&lmq’((})
Lad nu4# (0) vere et primideal, og 4{")2 = pZ, da er pR = (_PO'(,
sa WGIT(o) = TCyor) = MW(pr) = (N(p)| = p", sa Te(y)[p"
Altsad

Setning. 'YZ('LQ) er en potens pf (1 £ f £1n) af det entydigt bestem—
4

te primtal p, som 4f gar op i.
3
f kaldes 's grad

Eks. (f er et l.gradsprimideal & ethvert XE€R er =
helt rat.tal (mod.’(-f), kalrt, da begge er & R/q> 20/ p7

Den kan. homomorfi Z/(_fﬂ 7 —> R/(€ er 1n3ekt1v hv1lket let ses,
s& legemet R/l_f er en udvidelse af legemet Z//[j?r\ 7 - Z/pZ af grad f.

Antag nu, at vi har en fremstilleng ©pR = . g, hvor
40;'erne er forskellige, ‘(g;, er af grad 5, altsé Tl( (g%

er pM = T(V(pQ) = 7\((45’1)5{ < TU g“ = pafe | .p%fz , sa vi slutter:

n = elfl+. . .+egfg

e kaldes AP's forgreningseksponent, og primtallet pez kaldes ufor-

J
grenet, hvis alle e, = 1, ellers forgrenet.

Dedekinds diskriminants&tning. Hvis p er forgrenet, da er pfd.

Bemerk. Den omvendte slutnhing gelder ogsé, men sver!

Bevis. Hvis p er forgrenet er pR = LQZO'L Nu er 4?20( C(CUZ s
der findes « € 1POC\ (60( AT oR C 2yl f@lger 4{0{,’0(1% hvoraf
or = ¢20U] ¢°01* [oPr, o: b |, og af « € (01 = bR Tolger pfu.

For weR er S(Xtw) = x ”+ ool “)(m) og altsé S(O‘W)p =
(fxmbum)PJr.. (x ('")W(N)P (mod.p). Da plp(z vil pltxP og ogsa 4 PI
() (’\)P, s& S@Ew)® =0+...40 (mod.p), men da S(Xw)e % betyder
dette at pl S (Xew

Lad nu wy,...,wy vaere en heltalsbasis, Sa® = hywi+.. . +hg,wy.  Da p«kO(

kan vi fx antage, at p+h1. Nu er S(Xwj) = S(h1w{w;+...+h,,,wmw,;) =

¥ og dermed at plS((Xtu).
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hS(wwi)+...+h, S(w,w;). Da $(xw,y) = 0 (mod p) f8r vi ved over-
gang til restklasselegemet 2/p7Z, at

Da @ Z (0) slutter fi, at
det(S(wwi)) e pz- @

© i=1,...,n.

= () , altséd at d =

Kvadratiske udvidelser.

K = Q(\(—fn), mey kvadratfri. Lad pC—Z vere et primtal, da er der tre
nmuligheder for poplesningen af pR: Hvis g = 2, er ¢ = fy = €, = fp="

Altsd PR = 44, (111;dbtforsk ) Tltg) = M,) = p; p kaldes da
fuldst&ndlg £e—r—g—re—n—e—t Hvis g = 1, er ey £y = 2, s& enten %r €= 2,
£ =1, = %, N(Y) = p, hvor p kaldes o gefarenet  ier

e, = 1, f{ = 2, pR = (g er da selv et primideal, T((pR) = p2 x p kal-

p er ulige. 1) Hvis p er fuldt opleseligt, er pR = o, &y =1,

= 1; iflg. eks.IX,6 er \m = 1y (lg'), og altsd m = rt?— (4§1) og
dermed ogsd n E:qZ (p). Nuerm#Z 0 (p), thi vi har \m =Ty (‘32,)’

og dermed 1 = rZQ' (p

og hvis m= 0 (p) ville altsa r,z = r; = 0 (p)

)

0g altsar1ErZEO (p),séat r1-£r25_0 { ,hvoraff=
0 % (451 f : (m = 4&‘& = pR), men s& ville eR i modstrid med
de fundne heltalsbaser. Felgelig er (p) = 1.
2) Hvis p er forgrenet, er (Dedekind) p|d og dermed p(m.
3) Hvis p er trazgt, er (%) = -1, thi ellers var m=1r2 (p), si
(Vm+r)(Vi-r) = 0 (pR), hvoraf E".fsﬁéf{ i modstrid med de fundne hel-
talsbaser.
Det ses nu, at de omvendte inklusioner ogsd m& gelde, altsé

p er oplest & (%) 1 &y (—d—) =1

p forgrenet &= (%) 0 &=y (= ) 0

)

p er tregt &> (%)

il

-1.

-1 e (

hol [whto’

p=2._ 1) Hvis 2 er oplest, er 2R = 'Y1'Y2, 0g mf2,3 (mod.4),

thi som fer far vi Ym = 7y (% Vm —r2 Yz , 11: I;)rZ (?r_)_, hvor-
af r =1 (2), men s& er Vm-ry =0 7,'}/‘2 = 2R og altsa M0: Y’g R,

og de fundne heltalsbaser viser, at m =1 (4). Videre: “'——2@ =r ('yf)
= 1+\{m = 21, (2 Yi) = fm = or-1 (27/,) = ym+or-1 =  (Yn-(2r-1)) +
2(2r-1) = 0 (2R) = m = -(2r-1) (2R) = m-(2r-1)° =
(fm-(2r-2)) (Yar(2r-1)) = 0 (49 ) = in-(2r-1%) =0 (§)
Hm-(2r-1) ) =0 (2) =» n-(2r-1) =0 (8) = n = 1 (8),
altsa d = m =1 (mod.s8).

2) hvis 2 er forgrenet, er @ld, altsd 4 =0 (mod.4), m= 2,3 (
3) Hvis 2 er tregt, er 2R et primideal. Hvis m =2 (4), er m = O (2\
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m
{m{m = 0 (2R), hvoraf ym = 0 (2R) eller géR, og hvis m =3 (4),
er (1+‘(—)9“ = 1+m+2¥m =2Ym  (4R), hvoraf (l+\ﬁ?1)r)'5 0 (2R), og der

med zﬁ'eR og begge dele er i iokstrid med de fundne heltalsba-
ser. Folgelig er m =1 (mod.4). Hvis m= 1 (8), vidle (Ym-1)(Ym+1)
= 0 (8R), og altsa @1,-2—:—1 E—"f‘ =0 (2R) = V:”ﬂt’iijeR i modstrid
med de fundne heltalsbaser. Felgeliger d = m =5 (8). ®

Det folger nu, at ogsd de omvendte implikationer md gelde.

Indferes symbolet 0 hvis d=0 (4)
(§) ={ 1 nvis a4 =1 (8)
-1 hvis a4 =5 (8)

[altsé kun defineret.. for d = 0,1 (4)] da er betingelserne altsé

de samme som for ulige primtal.

Exs. K = Q(V=5), d = -20, R = 2[{-5). Vi har 6 = 2-3
= (1+{=5(1-¥=5) primopl@sning. (Betragt N(2) = 4 o.s.v.)
2 er forgrenet da (——) = 0, og % er fuldt oplest, da
(=%2) = (3) = 1., sav:LharZR:’%_,ogBRzlfs@é My
er (3, 1+\[_5) divisor i 3, altsa = (1), (fb,dg&,
Her er (l) udelukket, thi ellers var 1 = 3r+(1l+ H)s og
dermed 2 = 6r+2(1+Y=5)s = (1+y=5)t, altsa 1+V:~5)l2, og
9,4, = 3R er udelukket, thi da var 3|1+\/I'5. Folgelig
kan vi sztte 1{3 = (3, 1+ﬁ Analogt ses, at (3,1-VY=5)
er =4, Ky, men da (3,1-V=5)(3,1+Y-5) = (9,3-3|=5,
3+3(=5,6) = 3R, md 4} = (3,1-\y=5) g®lde. Analogt fin-
der vi Y, = (2,1+V=5), min si er @z‘g = (2,1+V¥-5)(3,

1 1+¥-5) = (6,2+2{=5) j+3‘(_ (1+V=5) )— (1+V=5), og A0 3 =
(l—\/‘———S—). Opspaltningen 6R = 2R-3R = (1+Y-5) (1 V-5) sva-

rer altsd til  6R = (gF) (1)) = (4,45) (4, Q;).

Cyklotomiske udvidelser.

Vi betragter et cirkeldelingslegeme K = ‘Tﬁl )l’ ), hvor

Qe
er en primitiv m'te enhedsrod. Vi her n = [ Qj (f) m), Irr(? ,Q:;
a ~
= FW(X) = ﬂ(a,M)=1 (X- ;'m); Galoisgruppen for K/Q er isomorf med G{w)

gruppen af prim.restkl. mod.m. 1,% ;T(’m er en Q—bas1s for K
(_Det er faktisk en heltalsbasis, hvilket ikke v1ses} og for f(;) € K
finder Xvi Nwa(f(§ ﬂ(am) 4f(;% Der gmlder

F (1) = pform:p‘)

m 1l ellers, @\
thi da zd\m i\ = 0 f01; m >1, er %(X) '—-I({(rm a_ 2:; =

M ‘:" M o Q
T 4 am Xﬂ 1) /(%X-1) = T]dw X% XA K1) S8 Fofl) =

-rld.lm« &) @Eﬁ/rﬁ b fflnder VJ{ X (1) (P ) (% 2._1 1. (77: _,;'Lp’/ o
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Folgelig er m = T’dﬁfmF’""(l)’ og da "den pastéede funktion" ogsi op-
fylder dette, folger pastanden. Korollar:

. o
hvis m = p
N, n(1=%) = (P
K/Q 2;"' 51 ellers.
Hvis m = pv har vi altsé T‘(,(l—%tm) = p, hvoraf [idet ‘r(_,({l’{,) =p =
ol er primideal} (1- %m) er et l.grads primideal. For a Z O (p) e

1- ; og 1} ko_ assoclerede, s8 pR = ﬁ(am] 1(1 5; ) = T—((ﬁ;’ﬂa):((l_%)

% )y P —%) , %"? har forgrenlngsexp e =n, og p er fuld-
st&ndlg forgrenet
Hvis m ikke er primtalspotens er 1- é en enhed.
Vi har A(1 Y eemi-1y = gk ? [Her er endda k% = l} Der gmlder:
Setning. 4 = A'l,lg,.. . ,é‘,’m 'Y (og s8 meget mere d) indeholder kun

primtal, der gar op i m. N
Bevis. Vi har A = T_l,,‘: % ;(J\) = +T°] 0’ %(&‘
r Tlaze (ta—i’b) Her er ; % é },b» , og éb‘* = é’k, en

(am\ hrnl cof b
k'te prlmltlv enhedsrod hvor klm Nu er N & (1- 5,( = 1,p, sa

NV\/Q 1-py) = Ve, ( %K/a(l L)) = N@k/a(l %'k 1,p%, og p[k|m.
Heraf ses, at N(A) = é“‘—}’b) TIN(1- %b a) T—(kN(l ;k) = pro-
dukt af primtal p, der gdr op i m. Pastanden feolger nu af N() =
A"l

Korollar. Hvis ptm, da er pR uforgrenet.

Setning. Hvis pém og pR = l(’1 gg med 7‘(,(%‘ ) = p'*, da er f, =

fq = f = ord@® mod.m et mlndste positive talf’ for hvil-

1

ket p1c 1 (mod.m).

Bevis. 4) Lad (ﬁ[pR T ( ‘f p{%. R/(g er et endeligt legeme med

p€7 elementer, si for (XCR{\(gJ er p¥ o = 1 (tgq'). Specielt er
Po-f =1 ('i ). Heraf felger imidlertid ;Pﬂ“" = ’L, thi ellers

var U 2 (1- ZP ) 2 T_{:n_ '! -}; ) = mR og dernmed pZ D mZ i modstrid

med at p,]‘/m F@lgelm er 0{4 = 1 (mod.n), sa £ £ ;.

Il "1
Q) 1,7?...,§M er en Q—ba31s for K. Iflg. beviset p VIIT,8 har vi

for ¢ R, endda AX = r +r;+ .+T ,,Z'”"’ , hvor Mééz, Nu er AZF =
-1
(ro+r1§+. AT, ,,Z‘ P‘ rP+...+ ,lmj’(ép)'” -t (pR ) og dermed
AP = x +r‘gp+ +nm’ gf’)"7 1 (g,-)). Da A r ¢ 7, er A A ()
_— P.,_ ~P
0g I‘JP = T (Lf«)); sa vi far AX l"o'i'lq% 51(2 (g") 2
- heraf folger AP(O( Py (r6 +rM A (%?) P = 1 +r ég P{ (g)"“’
({SJ,,-), altss QIXP zr, +r,;? +, 4 (;P yh - ~f ({f,}), oSV
{ M f _ m-l .
AxPr =1 +r22 et T,y (g/F ) = r, +r,% Ly 4, = ®A ((57),
altsd /__\O(F’ = Ax (;). Her kar erA 62(5‘3 , da pl(m, s& vi slutter,
Pt = : I vk 2 :
at. 0(. * ® (). Nuer R/Lf,, cvklisk, sa deprhfflndes en
primitiv rod J’) € R, sa 0/0 (fﬂ Da ogsé CF =1 (‘(.s’)gj )
mé pg"~4__{ -4 9: f; < T. i
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Korollar. Ethvert endeligt legeme kan realiseres som R/

thi for m = p{'—l, har @ orden‘f (mod.m), s i K = Qm er pR =

(534...@%, da pJ('m, og ’Y'L((g’/}) = p‘fq = pTL, altsd R/AY; GF(pf)
Eks. m = 3. Qg = Q(F(-1+V=3)) = Q(/-3). Vi har pR = ¥
@(——5-)—1 delspR-lg((Q) s =2 6ef =1 ¢ p=
(3), altsa (—) =1 & p =1 (mod.3), en del af recipro-
citetss&tnlngen

1

Eks. m = %8. QBDQ@ n:q>(8) = 4. Antag p =1 (8)
~ N

da er pR = ‘94‘3"2%}?4’ hvor f = 1. Hvis (5) = -1, var pR

et primideal i R, s& pR = Lﬁf“ R Den kan.hom. R/pR =

R/L§1q R — ﬁ/{&q er injektiv, men da R/pR har Y{(pR) = p°

elementer, og ﬁ/tf{ har p = p elementer, er dette en

modstrid. Felgelig er ( ) =1, s&: p=1 (8)=}(%) = 1.
I tilfeldet m = p primtal viser vi, at 1,;,...,:‘:,’19-2 er heltalsbasis.
Set X = l—;, da er det nok at vise, at l,?\,...,)\P“? er heltalsbasis.
Idet A = A(L éP’) , har vi for X ¢R, atAo(éé{l gf"2§ <
2{1,')\, L i, og da A er_ er en potens af p, kan vi antage, at vi
har pNo( = ro+r',5\+ ?\ , hvor r, € Z og ikke alle Ty = 0 (p).
Her md N = 0, thi ellers var r, +... AP = 0 (pR). Nu er pR = -1
(l—%)P-{ = (}\)P-{ , og hvis ro s - Tﬂ{ E. 0 (p), ville T, +...+Ty 9\
=0 (Q\PJ), 0g rHHI)\MH . 9\P2 = 0 (9«’“”), hvoraf rﬂﬂ = (Aw{
og dermed ry = 0 (A). Da ruez er ry EARHZ = pZ. Ved induktion
folger nu, at alle Ty =0 (p), i modstrld med antagelseqn.

Nuer d = A = Tlotb -1 (;“ 5b) . Her er ;Q- ;b= g(l-é—b") ~

%, sd d=A N'”a[b)‘ _ }\(?‘E'—';‘(b’r’ N o= A(P -0(p- 2) ~ pP 2, éltséA = 4 pF?"Sl
Da sgn 4 = (-1 = (_1)2.51 , har vi altsd d = A = (-d) ;pP_z;
Da Vi € QP (jfr. def.) folger det let heraf, at ((-1)%% péép,p 2 3.

For f(X) = 3y +a1X+...+aMXMg R[X], defineres indholdet af f,
som rT(f) = (8p,..048,,) &
Setning. Hvis R er Dedekind, da er J(fg) = j(@j(g), for f,e eR{X1.
Bevis. Det er nok at vise, at ['J(f) 7(g)3RM: j(fg)R‘u for alle
maximale idealer M. DNu er j(f)Rm = (agR+a (R+...+2,R)Ry = 8,8 4y
.+a“Qm = YRu(f), hvor vi jo har f(—RM[Xﬁ
at bevise s@tningen for et P.I.D., og det er let.

Det er altsd nok

Setning. Lad K/Q vere normal og set G :Gr(K/(:g), da er 7‘L(0’L)R =

1] e 6(O0) for et ideal Oli R.

Bevis. Lad 0L = (¥{,...,0m), og set f(x) = KyX+. ..+ X € R[X], da
er J(£) = Ol set gx) = T, @) (Ve «[x]; for cec er @) (X)
= T]G(to’f)(}{) = g(X), s&d g(X)e Q[X] , og da koeff. er hele, altsd
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g(X)e Z’-X}, sa J(g) aR, med a& %. PA den anden side er J(g) =
Ty Tf) = TN od(£) = T], o (n0), nvorar fal™ = T((ak) = 7(T(g))
ﬂﬁrz (r(fm) 7. l((m = o)™, sa T0(00)

|al , og dermed

™ (0L)R = la]R = aR T{am)g
Hvis K/Q er normal, og %’[pR, vil oy [o’ pR) = pR, og hvis (g'{ PR
vid ’ ‘(:R = Y‘Z(f(; UO’(LS’), og dermed (g = Uq? for et Te G.
Altsa fremkommer de forskellige LQ'er, der g&r op i pR som de for-
skellige automorfe bidleder af et af dem. Da Tt(ot ’N(((’), er
f5'erne ens for alle #,, og da e’”pR & (0“(8) [f R, er ogsd al-

le eferne ens. Vi har derfor pR = @1"'ﬁﬂ)e’ ')"C({Q,}) = p' og
efg = n. i
Antag stadig at K¥Q er normal, og lad Y vere et fast primideal

i R. GZ = ia’e G [ ol = e % kaldes "zZerlegungs'"-gruppen for . Det
er klart en undergruppe i G. Nu er oy = T 0’17,'(5 = g &
Flres, & Te oG,. Ef Folgelig er (6:6,) = g, og er G = 0] G,U

. Uoc’g(rz, er pR = (Jf(f Cg’,(g)e, og ord(GZ) = n/g = ef.

= {ag G’ V(XG,R: oX = & (Lg )} kaldes treghedsgruppen for ¢ ;
,» thi for e G,
for =0 ({S’) er altsd 0/_19( = O ((g), og dermed ¥ = 0O

det er klart en undergruppe i G, endda G cG er

e Gy
(0"({), d.v.s. (g C (T“Lg , og dermed (g = . )

Vi definerer nu en afbildning G, ——>Gr(R/(g) = Gr'(R/(:g / 72/(p)),
idet vi for Oe GZ satter F(&) ) = @ Definitionen er lovlig,
mi@® = Qe x=p () 3 ok)=sp) () > (@ = 5@, og et
er klart en homomorfi. Det kan vises, at den er surjektiv; ker-
nen er netop GT sa vi slutter, at G < G 0og her er faktorgruppen
G /Gm = Gr(R/u; = er(¢r(pt)) cykllsk af orden f, sd ord(G,) = ef/f

GV% = ?,UG:G '\V/MGR: ax = ((g’)% kaldes forgreningsgrupperne for '}g

Her er GV{ = GT' Man kan vise, at qu+1<] G\/;, , med cyklisk fak-
torgruppe.
Denne proces md stoppe i den forstand, at G\/_j = FE fra et vist

trin, thi der findes til o #Z e et X€ R, sd d(x) # X , men s& kan
ocX) = i« ({g"‘) kun gzlde for endelig mange n. Felgelig er

en normalrekke med cykliske faktorer.

SE,GZ ﬁl)*GVVQ_D» R
< - * e T
Q Kég" Kp( Ky & oovnn £ K

Kubiske kongruenser. Vi betragter kongruensen (>,k\ xs:-; a (p), a#o0
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Hvis p =2 (3), er (p-1,3) = 1, sa der findes k,h, s& 1 = k(p-1)+h-3
men sé er a = ak(p_l)-i-h‘B = (ah)3 (p) iflg. Fermat, s& der findes
en lesning - og ikka andre, thi er p en primitivrod, og er JQX,PG
lgsninger, da er 3x = 3% (p-1), og dermed X=/4 (p-1) o ‘)Oof-'sraf(‘g
(p).

Hvis p =1 (3), og (*) har en lesning, kaldes a en kub.rest, og el-

lers en kub. ikkerest. De kub.rester udgor den entydigt bestemte

undergruppe {P }O_(, a < Eﬁ” af index 3 i G(p), s& der findes

-9 _
netop 3 . Tor en kub rest a =x° (p) er a5 o xf 4?; 1 (p), s&
a er rod i pol. XE/—leZ/(p [X], og da dette pol. hojst har ’:“5: roc
der, m& disse ve&re de kub.rester. Altsé: a kub.rest & a'z =1 (p

Eks. K = ZQ(%) ikke normal. Man finger 4’\(1,%/2-, z/Z)
-108, sa dllOB, og p # 2,3 = p er uforgrenet. Der er
nu felgende muligheder: (l pR = (Qf(ngg, T ©) = v,
(2) PR = Yy, 7&(‘(&71 = f()2 og (3) PR er
tregt, /)’t(pR) =
Hvis p == 2 (3), har 2 = K2 (p) en lesning, si 1 Z\/(p)[t]
nar vi t2- Q) (t- @)(t{1+ @) t+ @2) og dermed t3_0 =
(t-I) (€rkt+k?)+pf(t), hvor f£(t)e z{t]. For t =32 fas
ﬁ—k)(%krﬂcg) = —pf(ﬁ)epR Hvis p var tregt (O
hvis (3) ville ﬁ R(R eller w & R, imodstrid
med resultatet p.VIII,8. Og hvis pR = (Qﬁfz‘()% o: hvis

Q)), da var Stgg l.gradsprimideal, s& Vo = 4 (%?;)) Dg

dermed 2 = rj (p), men en sédan kongruens har kun én

losning, r, men af \/, = r () felger f_E r (pR), igen
i modstrid med p.VIII,8. Folgelig er pR = %1'(62, hvor

£, =2, £, = 1.

Man kan tilsvarende vise, at hvis p =1 (3), da er p
tregt, hvis 2 er kub. ikke-rest, og pR = -(574"((’2%5, hvis 2
er kub.rest.

SalNINGER FRA GLOMETRISK TATLTEORI.

("
Minkowsky's Gitterpunktssetning. LadLngR vere en

konveks symmetrisk mengden med V(Lﬂx) > 2W, da findes mindst ét fra

O forskelleigt gitterpunkt i &L.

2 2P
Be\\/‘is(Mordell) . Ved hyperplanerne Xy = —%L o9 Xy = Tf ; pl RN
¢ 42 idnddeles rummet 1 terninger med volumen (%)M’ t &€N. Betegner
2
M(t) antallet af hjernespidser e), , vil M (t) (D ——} v(()) for t —

t
o)(_>m > 2%

(
o0, sa for passende t = t, er iflg. foruds. Mt
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uM—(t’O) 7 t%
(4398
(p1 ooy D) bestemmer et af de t, n—tupler af restklasser mod tos

og da M(t,) > t findes &' = (2tl QP“" eAQ og K" = —P

e )y, sd at &' # K" og p; = b (mod t )- “Nu er (x' —«")eLéi
(X' -X") = (—-—‘-P1l y e __B,_) er et gitterpunkt # O. E

z,

Minkowsky's lenearforms®tning. Lad

L1(._>g) = By Xy te ety X,

L(X) = 8y X+ 48, X,
vere n reelle linearformer i n variable, og antag D = det( ) £ 0.
Hv1sﬂ,u...,f\ >OLogL%1 0 2 |pl, da findes et gltterpun< h, %0

sd |L { LA jad =1,...,n0.

Bevis. Lad £ > 0, og lad A\ vere mengden al de xg R™ for hviske
{L1(_}g)[ < ’A1+g, 'Lg(z)‘é )2,..., Ibm(z)lé A, da er JA konveks og
symmetrixk. Ved x — (Ly{x),...,Le{x)) vil )L afhildes pA et pa-
rallellepipidum [—ﬁ,—£,9\4+E]X[—7\2,A2]X x[—ﬁm,ﬁm], s V(LQ){Dl =
20y +£)(225)+..(24,), og altsa V(L) > 2™

Lad nu ferst & > 0, da findes et gitterpunkt h # 0, sd at [L 1(11_))§
£1+ﬂ1 , ‘LQ(Q)I_ST 9&\,, \Lm(l'_l)( £ ")(%, og der kan kun findes endelig
mange sadanne, og det er kalart (!), at der for et af disse md gel-

de [np)| & Ay

Qo

Minkewsky's linearformsetning. Lad L gy L, vEre komplekse line-
arformer, si at f,; EfL { og antag D = det(a \b) = det(L 5) £ 0.

Hv1s ﬂ14...,gm > 0, s& at det for komplekse L'er gaclder at L,) = Ld =
Al —’)\fL 08 Ago- A > Ip|, da findes et gitterpunkt h # 0, si at

J_,,(n) < A ,
Bevis. Antag L¢,...,Lp, er reelle, LR,M = LIZ,\LQ, ""’Lf24+2122—»f
= Qe Lmﬂ ), L Lopty = %(L’h_ti "L’?Hz) = Tm( L/21+1 )’ 0.8.v. og Qs = />X5’
i= 1,7y, AL = /{2, i = 1, +1,...,n. Vi har nu

/ ,

L.y b Ly

:, .4 . . . [

L,}' - r"z_ é. \\ !

me. A o-L) .

Lngts { e

L rv; / n l N 1 \ L M

9 X n
og altsa aet Lyl = (£)7 Ip] Ty = ()T, = (2T 2
{det L![ Folgelig findes h # 0, sé \L%(Q) S ?j, altsé ]L;(g)]<§ A
o — = b

= eenr s (T W= [, @ = (3, 0%, 07 <

1 — —
;\nq*' gfz,{_z - 2{?1*_/’ - 21)1*‘9\, O0.8.V. !
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En additiv vektorgruppe A ¢ R" kaldes et gitter, hvis der
findes r ufafhangige (over I\{, altsd r ¢ n) vektorer, Agyeeerh,, s&
A= fngag+.. o npa, |y eat,
Lemma. En additiv vektorgruppe /\ 1\2“‘ er et gitter @/\ er diskret.
(o: ethvert begrenset omrade & R™ indeholder kun endelig mange vek-
torer € /\)
Bevis. "=" oplagt. "e "y Induktion efter r = dim /\ ( »: et maxi-
malt antal uafh. vekt.c/\): 7 = 1: Hvis (0)¢ /A findes en vek-
tor A # 0 med mindst mulig norm ¢ /\, og en velkendt slutning viser

A

nu, at A = fhé ‘ he éi r-1 —>r: Lad /\ vere en diskret vektor-
gruppe af dim r, og velg et maximalt antal uafh. Aq,...,g/ze/\.
Set U = {x,,A_4+...+xn__1 A, ) X,ie_hkf, da er Un/l en aiskret vektor-
gruppe af dim r-1, sa del\’ findes E']""’Ell—i e Un/\, sa at Un/\ =
zh4§1+"'+hlz—4]—3/z—4 l hw‘c—ZE. Nu er _31,...,_@/%1,5[2 vafh., s& hver

vektor ;_e/\ kan entydigt skrives L = X1§1+...+X,2_1§,2u4+37£/2, X\g,yeﬁ.
Yed L — yA, bestemmes derfor en homomorfi c¢p : A — %tj_l_m[ t 6R§,

med kernen c{}zl(g) = Un/\ ﬁo(/\) er en additiv vektorgruppe, og
diskret, thi er yﬁm(:cio(_L_ ) @q:(/\), og (yl £ ¢, har vi YA, =

PxyBy+. .43, | Enl_1+y1_{_ll) = CF((X1 - [xq])§,1+. ot (X —[XQ_1Y )E,Zn_ﬁyAQ)

= (P(zfgﬁ. ce¥2p B +YA,), hvor z By+.. .42, Bny +yA €A, 08 Zh &
(O,l[ y YE [—C,C], men der findes kun endelig mange elementer i /\
med denne egenskab. 0Og dim c\e(/\) = 1. Folgelig findes & = YA, &
e, st at p(A) = fnk [nead.
Bad & = @(B), hvor Be/\, da er B,,...,B,
thi for Le /\ er (L) = ni = $
L-hB = nyBy+e.othp 4B,y B

yB en Z-basis for /\ R
-hB eKer =UnA o

e~

Minkowsky's diskriminantsetning. Hvis K/(\g er endelig af grad n > 1,
da er \dK/Q_LZ"l_.

Bevis. Antag ferst n = 2, sa K = Q(Vm). Vi har set, at d = m, 4m
form =1 ogm= 2,35 resp (mod.4), s& ]dl = 1 indtraffer kun for

m= 1, men s er n = 1.

N (%(,) < ()
Lad K = Q('ﬁ’), lad 9 ,..., % vere de ryreelle, og lad der ve-
re r, par af komplext konjugerede, T, +2r2 = n, konjugerede til ’D‘

Vi kan antage, at 1 +T, > 1, thi ellers var enten = 1, r, = 0, n

= 1, eller r, = 0, r, =1, s& n= 2, som\vi har behandlet. )
Lad @f,...,wy vere en heltalsbasis for X/Q, og sat L-’(ﬁ) = Wy A+
ceet Lu,llf)xm for xeR , 1 = 1,...,n; X vi finder da ,det L@l =
ldet(tud(b\)! = W intag nu, at [d[ = 1, da er ogsé ldet L;l = 1.

Vi velger nu ’)\4 >0, og afpasser Ner g ovs ’)nﬂ sa at forudsetningerne
& ¢
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i linearformsatningen er opfyldt, og sa }\,, ...}\,,\, = 1 (dette kan go-

res, da r +r 1). TFelgelig findes et gitterpunkt h #Z 0, sa
lZy(w)l < Ay, i = 1,...,n. Vi har L;(h) = h1a>1(7)+.. +h,, u)(7\ =
(s +...+n00)") = x| hvor « = hywi+. .. +h, W& RNO). Da N(x)
£ 0, er

1 ¢ v = Tat' T2, =1,
s at = gelder hele vejen, hvoraf |y “, = ’Aj, i=1,...,n, og
specielt I(Xm] = 5\1. Dette kan dog ikke vere rigtigt for alle )1

thi vaelTer vi fx }\ > 0 transcendent, findes intet K(’) helt over Z

s ‘0((” =\ (IO((”l = Yu® iz er jo alg. over Q)8

Korollar. 1 enhver endelig udvidelse K/@ af grad > 1,findes for-

grenede primtal

iflg. den ubeviste del af Dedekinds diskriminants&tning.

Morsomhed. Der gelder altid }d K/ l 2.3 iflg. Stickel-
berger. (Men for K = Q(V er de/Qj 3)

IDEALKLASSER

Lad K/Q vere endelig, lad J vere gruppen af brudne idealer i
R, og lad ?f vere undergruppen bestlende af hovedidealer. Faktor-
gruppen j/ﬁf kaldes idealklassegruppen. Den til ¢ horende
mkvivalensrelation er OL~.( & m.,/é:lé H & Jxe x*: g = /é((x).

Enhver idealklasse ( 9: en Jf -sideklasse) indeholder et helt
ideal, thi er O # (0) findes de¢ R, s& dO0U er helt, og Ol ~(a)0(.
For hele idealer er 0L~ (o & <l ,(5€RN(0): (x)OU = ((3),6

Opg. Of ~ ,-é\‘—‘)oz, é er isomorfe R-moduler.

Index (T :J{) kaldes klassetallet (og vil blive "betegnet' h ).

Setning. 1) Hvis K/Q er endelig, da er idealklagsegruppen endelig.
Endda: 2) Enhver idealklasse indeholder et helt ideal £ med 7¢(£)
< Vlal.
Bevis. 2) => 1), thi der findes kun endelig mange hele £, med
Tele) £ \((ET, thi da 0[7{(,(::’ JR (Vi har jo @: ) -(D)

O iRt o: WE)=0 (£2) ), og ethvert fast helt ideal har
kun endelig mange divisorer.
2): Lad Ge€ 7/5({ , og lad OU ¢ '6_1 vere et helt ideal. Lad &y,.-- P(AL
vere en i-basis for O, og set L;(x) = x 0(’,1(;])+...+X 0(,,, 7) for XeR 3
i=1,...,n. Vi har [det Li| = [aet(e, ()] = Mh" ) f:

l\/ 72“(0(_.,)215’(= WO Tl set Ay = ’"’)}(m)m, da er T|A;=|det
(

sa iflg. linearformsaetninéen findes et (”1tterpunlft Z 0, sa L;)

<Ay . sattes % = gy +.e iy, € 0L, er g(° _ L (g) <2 1?“”|_§
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ﬁ:{')“(/(ﬁé)ﬁ , og dermed \N(%){é Je o) Vialn
Da (5)S0C, er (§) = owi da owgl, og (5) el =y, er c€b,
og af |W(2) = TER) = Tonr () £ %OOd felger N(C) L

Vial . R

)

Eks. Den diofantiske ligning XP+yP =zF. 1 Q(; = Q(¢€ 2”
er (x+y) X+§v coo(xH %P 'y) = xP+yP = 2P, Kummer har
vist: Ingen lesning, hvis pfh = kl.tal (\g(e?%?’).

Eks. K = Q{=1). d = -4, {[d =2 W) =1 = £~ og

() =2= c[2R =6 , og da N(1+V-1) = 2, er 92—
(14FT) e~ 1, og altsd £=v1. Alts&d er h = 1, s& R = Z[‘fj
er et P.I.D.

= 0(Y=2). a = -8, (1@ =2,8... . N(g) =1 =201
og M(4) = 2 = (som for m = =1) £ ~ 1, altsd h = 1,

s& R = z[{=2] er P.I.D.

K= QW=3). d=-3, d=1,7... W)=1=r1,
s& h = 1, og R = 4[4(-1+Y=3)] er et P.I.D.

= o(f=5). a =-20, d =4,... Ng)=1=>4L~1
YT () = 2 "—*:77“36‘/21{ ifzz , 0g ({J er ikke hovedideal(!),
s& AL~ 54; . T =35 (’/BR = (93%)3 P, er 1kke hoved-
ideal, men 4~ @, thi (gzlf‘s = (1+\/—_5_) ~ 1, og 4§ = 9R=
2R ~ 1, s& {_9,2 (fz‘f) = (fz (fa(fg <§2‘l altsd €~ éé
Nt ) =4 = (592 = O~ 5+ Yolgelig er z
h =2, og R = Z{ ]er ikke P.I1.D.

1!

yé

= QW =6) har h = 2.
Det viser sig, at Q(Y-1),Q(V-2),0(Y-3),q(Y-7),Q(}-11),
Q4-19),Q({ =43),Q(/ =67) og Q(Y-163) har h = 1, og at der
hejst findes ét mere m < 0, sa Q(\frd) har h = 1.

Man kan vise, at h = h(m) > og for m = —cu

‘Setning. Lad K = QW m), m< 0 kvadratfri, da er h lige & d
indeholder mindst to forskellige primfaktorer.

Bevis. "&". Vi viser, at der findes O/ ¢© 1, s& 0{,?(\) 1. Vi har
d = 4m for n = 2,3 (4), og d = m for m =1 (4). Hvis 2ld, er altsa
d = 4m, s& 2R =(g2’2", 0g (fg er ikke hovedideal, thi 2 = N(x+Ymy) =
X2+\mly2 har kun lesninger for |mf= 1,2 9: d = -4,-8, Exx som ik-

ke indeholder to forsk. primfaktorer. Og thS 2*’(1 er d = m, sa
der findes p(m, sa p < [m(, men sa er pR = (S?P y 0g& @P er ikke wmho-
vedideal, da p = XZ+’H1'J ikke har lesainger.

"ot Indirekte: Antag d kun er delleligt med ét primtal. Hvis
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dette er 2, er d = 4m, og m = -1,-2 1 hvilket tixXlfelde vi har vist,
at h = 1 ulige. Ellers er d = m = -p, og p =3 (4). Vi viser,

at 0¥~ 1 = OC~>1. Nu er ool = 7Z(0‘1)R 0 0L ¢~ 1, hvoraf JU =
~ Ol = oUoLdY) v O, altsé @) = (B)A , a,Ae¢ R~ (0). Da
NCot) = T(0t), er N(x) = W(@) = W(R) orxit =/BB. Vi

kan antage, atK+ﬂ> £ 0 (t.i ellers kunne vi erstatte /3 med —/g).

Set 4 = (D&+@(/2:~)0Z., da er € = ®+@)(R)0C = (KA+3B)01 = (°7£+°(3(’)0T

= (+B) )0 = X+ (B)01 = £, og vi skal blot vise, at A"~ 1,
Der flndes et foggrenet primtal, nemlig pR = %2, sd vi har 4 =
b ! ¢
rb‘ff”fq Lol g dermed,c—"]o'sﬂ, ,b’... O, ... Af C =
oplostce reege 0,
< folger nu, at b= bi,... men sa er A = ﬁ) Q,qf) oo &H oo
q1er tregt, og derfor hovedideal,... g%% = 'Q(QH)R er hovedideal,

., 08 da \=p e Q(V=p), er ?5 = (Y=p) et hovedideal.ﬂ

ENHEDSGRUPPEN
. . ) ASR (Y
Vi har K = Q). De konjugerede nemmereres, si at e e

+a) i gt
&)(n,a’ 1%('2110) _ 7},(’2” 2ta) 1 {a<fr

> er de r

er de reelle, og Py

par af komplekst konjugerede; n = r;+2r,.
Vi stiler efter
Dirichlets enhedss®&tning. Enhedsgruppen er direkte produkt af den

endelige cykliske gruppe bestdende af enhedsredderne i K, og r4i£2:l

uendelige cvkliske grupper o: der fines E.R. ZeK, og r = r,i£2—1

enheder 81’--;L§p613’ s8 at enhver enhed & entydigt kan skrives
Zc%f“ .. aﬂ a mod. ord(z).

For Ty = l, r, = 0, er K = Q, sd E = {l —1?; stemmer! For I =0
=0, 1, =1, er K= Q(Yn), mg 0. For m= 2,3 (4), er (1,Vn) hel-
talsbasis, og x+yyme B & x%+m|y?2 = 1; for [m| = 1 er altsa

§1J-1,Vfi}—vfi§, og for |m| > 1, er E = $1,-1%:  stenmer!

For m =21 (4), er (1,5(1+Ym)) heltalsbasis, og x+sy(1+{m) =
s(2x+y)+3yim = ﬁ(a+bhﬁ£‘E a+th € 27 & 4 o= az+{mlb2 for |m| > 4
er kun (a,b) = (x2,0), s& E = §1,-11 og for (m, £ 4, er m = =%,
(a,b) = (+2,0),(a,b) = (¥1,%¥1), =4 & = $1,-1, 13, otel2 =0 ul"s;
_ fe ey clemmer !

Vi kan felgelig antage, at no+r, > 1. ‘
Lemma. Til C > 0 findes kun endelig mange hele;ﬁé&h sé,féh)kc for
alle i = 1,...,0.
Bevis. Set f£(X) = (X=:™)...(x- ;‘"’”)ez[x] Vi nar £(X) = X%
a|X e, a: NG 7 og lag| = | - g”) —7(““ £ nc,..., ]a&‘

)’ ﬁ )C,... sd der findes kun endelig mange

M,
DR
(X)C Z X] der opr1der dette, og dermed kun endelig ange b B
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Korollar 1. Enhedsrgdderne i K udger en endelig cyklisk gruppesz
Bevis. For en KE.R. Z/C K gelder ‘é"’\‘ = 1, sa der findes kun en-

delig mange E.R. i K, og da disse sdledes udger en endelig under-

gruppe i K’f er denne cyklisk.!

Korollar 2. Hvis 56 R, og \gml =1, 1i=1,...,n, da er£ E.R.
Bevis. Da \(%t)“’f = ((%(dY)tf -1, er g;,%,...,gii...%27endelig
iflg lemma, hvoraf p&standenfl] '

" N
) = +1, eller 176,,18“)l= 1.

Settes d,} =1, 1 £1 £ Ty d;’ = 23 ry < i £ 1",07 kan dette skrives

T2 () |45 = 1 eller | 2

= (%) X,;Q::fz d;log | [ .

ved £ —>1(€) = (log|e],... ,1og|g("7m2*1)‘ ) defineres nu en af-

bildning £ : & — Rt R, og f er en homomorfi. Endvidere

er f,_(E) en diskret additiv vektorgruppe i ﬁ’l, thi ethvert begren-

Lad £ € R vere en enhed, da er N(¢

set omrdde i R" indeholder kun billeder af g'er med [0 , i = 1,

.»I; +T, -1 begrenset, og dermed iflg (%) |8('ﬂ\, 1=1,...,1+T,
begro‘énset, og dermed ogsa |E( )l = l,...yn = Ty +2r2 begraens-et.
Af lemma folger nu, at mengden af desse g'er er begreenset.

/

fy (g, )+ @,((gp) | h;e2f, nvor Eqy-nesbp€F. Tflg. (%) og
korollar 2 er Ker { {E R. € Kf altséd cyklisk iflg.- korollar 1,
frembragt af E.R. 22& K. Por €€ E, er {i(g h,’f(f{ )+ ot £( JSO

£(51ﬁ4... EFHP), hvor hje 7 er engtydige, og dermed £ = § £1ﬁ1 %0

f

£(E) er folgelig et gitter af dim Sr = r +x, -1, s& ((E)
v P 1 1%

0og a er bestemt mod. ord %’,

I Enhedssatningen mangler vi nu blot at vise, at =T =T+ -1.

Vi har £ r, sa det er nok at vise, at der findes r enheder s o e - ,éf,y

ER, sa "(’_(51 ) I ,'_C(E/z) er vafh., hvillket er ensbetydende nmed
det(log{gi(d’)l) . # 0 eller at
)

J =1
d1log\gf” | ... dmlog[gﬁdl
. . %O.
d1logl£éd)l cee dQlog,gQUO‘
Forst
Minkowsky's determinantsatning. Lad A = )écl(,(R s& at aij<<

0, i # j, og Z 1i3>o i=1,...,n, da er detAéO
Bevis. Indlrekte, da findes x # 0, sid at éﬁ/_ 9_=’ Vi kan antage,

at ma’,)x\xal =1=2xy, men sa er 0 =
= (maﬂ/“. Xy \1,,&1”) 1)+x1{|a1,+(xy“ By py +xwelx,,)%)
vy
L(“law"- -faaw !\ )+ ay +("’|av,v“| —oe=Hay))

= aw+. +a'1/,1)n1 + a,y + a‘"’ﬂ’+*l+"'+aum> O,modstrid.i
[ S



Alg. IX,19

Iflg. determinantsetningen er det nu nok at vise, at der findes T,
9 ) . ..
enheder €y,...,&,, sé \fgh \ 2 1 og lés,(d)\<l, ifdj,1i=1,...,r,

jo=1, .. ,r+l=r+r thi da felger pdstanden v.hj.a. ().

2 H

) ™ é_w
Lad nu wy,...,w, vere en heltalsbasis, st )\ = [dat = (4l 7,

lad %) yo+oyTu€ R\(0) vere de endelig(!) mange ikke-associerede hele
tal, for hvidke W(%L) £ ylal set A = max 4, v —I%—HT

7i1 te C" 88 ty,...,tp€ R, Thea = tmfniﬁhl,;e1§v;1, og T (5] =1
settes L;)(_)g) = tq-u),(ﬂx +'_"+tri‘00fﬂxw i=1,...,n, xe R"™ Vi

har fdet Li;| = |aet(ts0) | = 1T eqlla| = Jlal.= TT'A, sa ifig
linearforus@tningen findes et gitterpunkt h # 0, s& at IL,;(Q) !é) ,
= 1,...,n, eller |o39®| LA nvor 4 = ngupt...+hylue R\(0).
Nu er {N(?)( = 1] I‘}‘('i)l = T[Itt';')/(""l < A% lal, eller (%) < ﬁd_,
og vi har 7 associeljet med ’}/V,‘altsé = 57/10 0g lti‘gh ,),;L(-x)l g
A, og dermed \t;g<°‘] £ A/lyﬁ“” < ﬁ1 . Altsd til t har vi fun-
det en enhed £ , s& at llt,;,a(s)\ £ j,\‘fv.

Lad nu 1 £ i & r = ry+r, -1, og velg t = (ty,...,%,), sa td = 25\1
for j #Z i (og evt. for j # i+r,, hvis 1 > 1), og afstem t; (og
evt. t"31~n2 = t, )7 sa at ﬁ,;(t:)l = 1, da findes en enhed &; ,

s8 lt(}eiu)‘ é}w, eller [55(2;), < M/t(} = %<1, for j #i.l

Il

Hermed er beviset for Direchlets enhedssetning fuldfert. !

f1gn |ne h{, nen

y, altsa Pell's ligning.

Eks. K =0({m), m > 0. ry =2, Ty =0, T = r4r,-1 = 1.
Enhedsredderne i K er l, 88 E =
1

+
0
x+yfme B &> x° -my? = &+
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