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Forord

Disse noter udggr stort set det teoretiske grundlag for kurset Matematik 3GE,
som det har set ud siden foraret 1992. 1 forste omgang blev benyttet et sat noter
udarbejdet af Lars Hormander til et doktorandkursus ved Lunds Universitet ([3]).
Disse viste sig dog at veere lovligt kortfattet skrevet og forudsatte endvidere et vist
kendskab til differentialgeometri. Alligevel var (er) der meget godt i disse noter og
deres made at gribe sagerne an pa, og dette er sggt bevaret i de nuveerende noter.
Nogle ganske fa steder er der faktisk skrevet direkte af. 1 gvrigt tilhgrer emnerne
jo den matematiske “arv” og maden at preesentere dem pa er en del af “folkloren”,
som formentlig er naesten umulig at spore tilbage til deres rgdder. Jeg vil derfor
ikke neevne flere kilder her, uden jeg af den grund tager noget af @ren. Ansvaret
for eventuelle fejl patager jeg mig dog.

Matematisk Institut, januar 1993

Vedrgrende ’96-udgaven: I forhold til de tidligere udgaver er nummereringen
forbedret, der er tilfgjet nogle bemerkninger, eksempler og opgaver, trykfejl er
rettede og noget stof er revideret og/eller omorganiseret.

I den forbindelse takkes de mange studerende og instruktorer, der har bidraget
til forbedring af noterne. En speciel tak til Morten Krogh.
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Konventioner

I disse noter betyder ordet differentiabel, med mindre andet eksplicit fremgar,
fra naeste punktum af og til sidste side uendeligt ofte differentiabel. Ordet glat vil
blive brugt i betydningen differentiabel. Alle funktioner, atbildninger, kurver etc.
kan antages at veere differentiable (med mindre andet eksplicit fremgar).

De kurver t — «a(t), der betragtes, antages at have egenskaben: Vt : o/(t) # 0,
med mindre andet eksplicit fremgar.

Alle omegne antages at veere abne.

vil



KONVENTIONER

En vindelflade.



KAPITEL I

Kurver

1. Krumning

Lad V vere et endeligt-dimensionalt reelt vektorrum med saedvanligt euklidisk
indre produkt (-,-) og norm ||z|| = \/(x, x).

DEFINITION 1.1. Fn kurve o ¢ V er en afbildning
(1) I35t a(t) eV,

hvor I er et abent interval i R. Vi vil altid antage, at o er differentiabel. Punkt-
mangden

(2) C=C,={alt)|tel}

kaldes sporet af kurven. Kurven kaldes regular safremt

(3) Viel:a(l)£0.

Med maindre andet eksplicit nevnes, er det en stdende antagelse, at
de kurver vt betragter, er requlere.

Vi minder om, at kurvelaengden malt ud fra et punkt a(to) pa kurven er givet
ved

(4) s(t) = Ji, llo/(u)|du .

Det er en almindelig konvention at betegne den omvendte (inverse) funktion til
t — s(t) med s — t(s). Det geelder saledes, at

(5 L o) = o)

1




2 I. KURVER
og kurven s — f(s) = a(t(s)) opfylder saledes ligningen

(6) Vs [[B'(s)l[ =1

DEFINITION 1.2. En kurve, der opfylder (6), siges at vere parametriseret ved
kurvelengde cller ved buelengde.

Enhver reguleer kurve o kan klart omparametriseres (erstattes af en kurve 3
som ovenfor) til kurveleengde. Sporet af den omparametriserede kurve er klart det
samme, som for den oprindelige.

Den fglgende observation er meget nyttig:

LEMMA L.3. Antags — [3(s) er en kurve, der er parametriseret ved kurvelengde.
Da er

(7) (8"(s),8'(s)) =0

for alle s i definitionsintervallet.

BEvVis. Differentieres ligningen ||5(s)[|? = 1 fas

(8) (8%(s), B(s)) + (#'(5), B"(s)) = 0,
hvilket, da det indre produkt er symmetrisk, straks giver det gnskede. [

DEFINITION L4. Hvis s — (3(s) er en kurve i V parametriseret ved buelengde,
da kaldes 3'(s) enhedstangentvektoren til kurven ¢ 3(s). Man kalder

(9) k(s) = 118"(s)ll

for kurvens krummning. Hvis krumningen k(s) # 0 kaldes enhedsvektoren n(s) =
B"(s)/3"(s)]| for kurvens hovednormal og 1/k(s) kaldes for krumningsradi-
us. [ dette tilfelde, hvor altsa 3"(s) = k(s) - n(s), kaldes cirklen med centrum i
B(s) 4+ n(s)/k(s), radius 1/k(s) og beliggende i planen udspendt af 5'(s) og n(s),

for den oskulerende cirkel.

En del af denne terminologi har sin forklaring gennem fglgende eksempel

EXEMPEL L5. Lad B(s) = (z(s), (y(s)) vere kurven ¢ R* givet ved

s .8
(10) x(s) = J}O—I-T'COS(;), og  y(s)= yo—l—r-sm(;).

Da er #'(s) = (—sin(2),cos(2)) og 8"(s) = (—Lcos(2), —Lsin(2)). Krumningen
af en cirkel med radius r er saledes konstant og lig med %, og hovednormalen i et
punkt peger ind mod cirklens centrum.
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Lad nu « veere en vilkarlig kurve, og lad [ veere den tilsvarende kurve parame-
triseret ved kurveleengde. Da er altsa a(t) = (s(t)) og dermed bliver

0= () s o = (5) o+ (5) s

Eftersom 3”(s) er vinkelret pa 3'(s) fas saledes

(12) (5) -7 = a0 a0 FD o)

og dermed med de fundne udtryk bliver

o’ (t o () (' (1),0 (1
(13) B'(5) = ot = el

2. Kurver 1 planen

For kurver i planen R? kan vi give krumningen af en kurve et fortegn. Mere
specifikt indfgrer vi

DEFINITION 1.6. Lad s — [(3(s) vere en kurve i R* parametriseret ved bueleng-
de. Lad for alle s 3 (s) betegne den positivt orienterede tvaervektor til 3'(s). Der

geelder m.a.o. at settet {$'(s), f.(s)} er en positivt orienteret orthonormalbasis

for R2. Der gelder da

(14) B'(s) = ko(s) - BL(s) ,

hvor vi klart har, at |k,(s)| = k(s), med k(s) den tidligere definerede krumning.
Vi kalder k,(s) for krumningen med fortegn eller blot krumningen, nar det er
klart fra sammenhangen, hvad vi mener.

Hvis krumningen k, (s) er positiv, betyder det, at nar man gar fremad pa kurven,
da vil kurven ligge til venstre for tangenten.

DEFINITION 1.7. Ved en simpel lukket kurve i R? forstdis en pertodisk kurve
R 3>t — alt), der ikke skerer sig selv. Mere konkret skal der eksistere et positivt

reelt tal T sa
e VieR:a(t+1T)=at).
o Huis 0 <ty <ty <T ervilkarlige, da er a(t1) # a(tz).

BEMARKNING 1.8. Hvis den simple lukkede kurve er parametriseret ved bue-
lengde, da er T lig lengden L af kurven.
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Lad os nu betragte en simpel lukket kurve s — §(s) = (x(s), y(s)) parametrise-
ret ved buelengde. Per antagelse gaelder

(15) B'(s) = (cosb(s),sind(s)),

og det er ikke sveert at se, at vi lokalt kan vaelge en differentiabel funktion s — 6(s),
der opfylder (15). Det er endvidere klart, at §(s) kun er bestemt op til heltallige
multipla af 27.

Hvis vi nu differentierer i (15) fas:

(16) B"(s) = 0'(s)(—sinb(s),cosb(s)) = 0'(s)3" (s).
Der gaelder saledes, at
(17) 0'(s) = kols) ,

og dermed er #'(s) altsa givet ved en globalt defineret, kontinuert funktion. Lad
os nu for simpeltheds skyld antage, at '(0) peger ud af den positive x-akse.
Funktionen

(18) R>s— 0O(s) = / ko (1) du

0

ma da veare lig 8(s) (+ evt. multiplum af 27) i en omegn af 0. Men det folger
faktisk (overvej), at

(19) Vs : 3 (s) = (cos O(s),sin O(s)).

Specielt ma der saledes gaelde:
L

(20) O(L) — 0(0) = / ko(s)ds = 27 -
0

for et eller andet [ € Z. (Bemeerk, at den foregaende diskussion kun udnytter, at
kurven er periodisk, altsa at den lgber tilbage i sig selv).

DEFINITION L1.9. Tallet I € Z i (20) kaldes kurvens rotationsindex.

SETNING [.10. Rotationsindex for en simpel lukket kurve er £1, med plus hvis
der findes en tangentlinie, sa kurven helt ligger pa venstre side, nar man beveger
sig t den positive retning.

BEvVis. Betragt enhedsvektoren pegende fra et punkt pa sporet af kurven til et
andet:
pt) — B(s)
(21) xw(t,s) = ————— 0<s<t<Log(ts)#(L,0).
18(2) = B(s)|
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Hvis vi definerer x(s,s) = p'(s) og x(L,0) = —3'(0), bliver dette en kontinuert
funktion pa trekanten T = {(¢,s) | 0 < s <t < L}. Eftersom T er enkeltsam-
menhangende (se bemarkning nedenfor) kan vi finde en kontinuert funktion

o(t,s)i T, sa
(22) #(s,8) = O(s)for0<s< L og
x(t,s) = (cos¢(t,s),sinod(t,s)) for (t,s) € T.

Vi gnsker at udregne
(23) O(L) —0(0) = (#(L, L) — ¢(L,0)) + (¢(L,0) — 6(0,0)).

Her er den forste parantes pa hgjresiden forskellen mellem veerdierne i endepunk-
terne L og 0 af funktionen s = ¢(L,s) og den anden parantes den tilsvarende

forskel for funktionen s - #(s,0). Nu geelder der klart, at «(L,s) = —x(s,0) og
derfor ma der galde, at b(s) = a(s) 4 (7 + 2px) for et eller andet p € Z, der ikke
athaenger af s. Det er derfor klart, at de to paranteser er lige store, og vi far

(24) O(L) = 0(0) = 2(¢(L,0) — ¢(0,0)).

Vores kurve er jo periodisk, og vi far derfor det samme resultat, hvad enten vi in-
tegrerer k, over [0, L] eller over [sg, so+ L] for et vilkarligt so. Vi kan derfor antage
uden indskrenkning, at andenkoordinaten y(s) til punktet pa kurven antager sit
minimum (et af dem) for s = 0, og dette minimum kan settes til y = 0. Kurven
ligger sa “ovenover” x-aksen og vektoren x(s,0) har en ikke-negativ andenkoordi-
nat. Funktionen b(s) = ¢(s,0) varierer dermed mellem 0 og . Hvis 3'(0) peger i
den positive z-akses retning bliver variationen 7, og hvis den peger i den negative
retning bliver variationen —x. Da vi jo skal gange med 2 i (24) folger resultatet
fra dette. [

BEMARKNING 1.11. Ovenfor benyttes, at en lukket trekant er enkeltsammen-
hangende (eller simpeltsammenhangende). Lost sagt er definitionen pa, at et
topologisk rum er enkeltsammenhangende, at enhver lukket kontinuert kurve kan
traekkes kontinuert sammen til et punkt. Se tegningen (Figur1.1).

En anden populer made at sige det pa er, at der ikke er nogle “huller” i
mangden. [ den konkrete situation er der givet en vinkel ¢ i et hvert punkt af
trekanten. Uheldigvis er vinkler jo kun bestemte op til addition af 2pw, p € Z.
Men det er klart, at vi i sma omegne kan velge ¢ kontinuert (bruge “samme
2p7”). Det folger af dette, at vi langs kontinuerte kurver kan velge vinklen kon-
tinuert. Velg et fast punkt P i trekanten, og en fast representant for vinklen ¢
dette punkt. Definer nu verdien i et vilkarligt andet punkt Q) i trekanten ved at a)
forbinde P med Q) via en kontinuert kurve o, b) veelge den kontinuerte vinkelfunk-
tion langs o, der stemmer overens med den givne vinkel i P og ¢) definere verdien
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L =) -

Figur 1.1. Kontraktion

i Q til at vere verdien af denne vinkelfunktion @ Q). Herved fas en definition af
verdien i@ (), der i forste omgang afhaenger af valget af kurve fra P til (). Men hvis
en anden kurve fra P til Q) giver en anden vinkel i (), da ma denne jo afvige med
et helt multiplum af 27, og det er klart, at “nertliggende” kurver vil give samme
vinkel. Her kan man sa bruge at rummel er enkeltsammenhaengende til at slutte,
at vinklen ikke afhaenger af vejen.

Vil man vide mere om f. eks. enkeltsammenhaengende rum, overlejringsrum,
etc. henvises man til disciplinen “(algebraisk) topologi”. (Se f. eks. E. Spanier:
“Algebraic Topology”, eller mere jordnert, M. Goto: “An Introduction to Topolo-
gical Grroups™.)

3. Frenets Formler

Vi betragter nu en kurve 3, parametriseret ved bueleengde, i et endeligt-dimen-
sionalt vektorrum. Hvis kurvens krumning k(s) er forskellig fra nul i et punkt
B(s0), kan vi tale om hovednormalen n(s) og dermed ogsa n'(s) for s i en omegn
om sg. Eftersom (n(s),n(s)) = 1 bliver, ved differentiation, 2(n’(s),n(s)) = 0.
Hvis vi ligeledes differentierer identiteten (3'(s),n(s)) = 0, fas

(25) (n'(s). B(s) + (n(s), B'(s)) = 0=
(26) (n'(s), B'(s)) = —k(s).

LEmMma 1.12.

(27) n'(s) 4 k(s) - #'(s) — Span{f’,n(s)}.

BEvis. I folge det ovenstaende star n(s) vinkelret pa begge vektorerne i (27).
Pastanden vedrgrende 3 folger derimod fra (26), idet 5'(s) jo per antagelse er en
enhedsvektor. [

For et vilkarligt endeligt-dimensionalt vektorrun V' defineres torsionen som
leengden af vektoren i Lemma [.12. T det specielle tilfeelde, hvor V' er 3-dimensional
kan vi dog tilordne torsionen et fortegn. I resten af dette afsnit antager vi, at vi
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er i den situation. Bemeerk, at nedenstaende definition kun gaelder dette tilfeelde,
og at sidste del giver mening p.g.a. Lemma [.12.

DerINITION [.13. Vektoren

(28) b(s) = BF'(s) x n(s)
kaldes binormalvektoren og tallet 7(s) defineret ved ligningen
(29) 7(s) - b(s) = n'(s) + k(s) - B(s)

kaldes torsionen i punktet 3(s).

BEMARKNING [.14. Der gelder, at {5'(s),n(s),b(s)} er et positivt orienteret
orthonormalsystem for V. Dette kaldes somme tider Frenets treben.

PROPOSITION 1.15 (FRENETS FORMLER).

B'(s) = k(s) - n(s)
(30) n'(s) = —k(s)-B'(s)+7(s)-b(s) ,
b(s) = —7(8) - n(s)

eller, hvis vi setter e(s) = F'(s),

é( 0 k(s) 0 e(s)
(31) n'(s) | = —k(s) 0 7(s) n(s) |,
b(s) 0 —7(s) 0 b(s)

hvor k(s),7(s) og selv 0-et i ovenstaende matriz er en forkortelse for disse tal
ganget pa den identiske 3 X 3-matriz.

VA
~—

BEVIS. De fgrste to ligninger er definitionerne af henholdsvis krumningen og
torsionen. Ligningen for /(s) folger ved differentiation af de tre ligninger

(32)  (b(s), () =0, (bshn(s) =0 og (b(s),b(s)) = L.

Den fgrste giver

(33) (V'(5), B'(s)) + (b(s), 8"(s)) = 0 = (V'(s), '(s)) = 0,
eftersom b(s) er vinkelret pa $”(s) = k(s) - n(s). Ved differentiation af den sidste
ligning i (32) fas (som sadvanligt), at '(s) er vinkelret pa b(s). Sammenholdt med
(33) folger det sa, at 0'(s) ma vaere proportional med n(s), d.v.s. ¥'(s) = ¢(s)-n(s).
Faktoren ¢(s) kan nu findes ved differentiation af den midterste ligning i (32):
(34) (b(s).n'(s)) + (V'(s).n(s)) = 0=

(b(s), —k(s) - (5) + () B(s)) + els) = 0.
Heraf folger klart, at ¢(s) = —7(a). O
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BEMARKNING [.16. Matricen i (31) er tydeligvis skev-symmetrisk. Delte er
ikke en tilfeldighed—se naste afsnit.

4. Bevaegende rammer—den orthogonale gruppe

For en kurve /3, parametriseret ved kurvelaengde, i et tre-dimensionalt vektorrum
V, udggr Frenets treben {3'(s),n(s),b(s)} i hvert punkt $(s), hvor krumningen
k(s) # 0, en orthonormal basis. Dette er et specialtilfaelde af en meget mere
generel situation.

Vi vil i dette afsnit, af historiske grunde, bruge ordet ramme (fra det engelske
frame) i betydningen “basis”. Lad V vere et euklidisk vektorrum med dim(V') =
n < oo. Lad (-,-) betegne det indre produkt.

DEFINITION L.17. F(V) betegner mangden af orthonormale rammer {eq,... e,}
i V.

Der geelder jo, at F(V) C V" =V x--- x V, og dermed er F(V) en delmangde
—— ——

al et endeligt-dimensionalt vektorrum (af dimension n?). Vi kan da definere en

kurve I 5t — e(t) € F(V) til at veere differentiabel, safremt den er differentiabel
1 seedvanlig forstand som afbildning ind 1 V". Med andre ord, en differentiabel

kurve i F'(V) er en differentiabel kurve i V", der forlgber helt indenfor F(V).

Lad nu e(t) = (e1(t), ..., ea(1)) veere en sadan kurve. Der galder m.a.o.
(35) Vij=1,...,n: {e(t), e;(1)) = 6.
Betragt nu 9. Eftersom {er,...,e,} jo er en basis, ma der findes reelle tal
wii(1) sk
(36) ef(t) = Lol = 51 wi(t)es(t) .
LEMMA I.18.
(37) Vi,j=1,...,n:w;(t) = —w;(t) .
BEVIS. Ved differentiation af (35) fas
(39) D + e, 290y o,
og pa grund af orthogonaliteten (og symmetrien af det indre produkt) geelder jo
de;(t) de;(t)

(39) (F et = wi(t) = (e300, 50, =
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BEMAERKNING L19. Der gelder saledes, at matricen w(t) = {wi;(1)}7,; er
skevsymmetrisk.

Vi kan fortolke dette relativt til en fast men vilkarlig basis f = (f1,..., f.) €
F(V) for V som folger:
Hvis e = (e1,...,e,) € F(V), findes der konstanter O;; saledes at

(40) ‘v’izl,...,n:ei:ZOikfk,
k=1
og der galder
(41) §ij = (eives) = > 0uO0(frs iy =D OOy,
k=1 k=1

hvor vii det sidste lighedstegn udnyttede, at (fx, fi) = ;5. Hvis vilader O betegne
matricen, hvis ¢j-te koefficient er O;;, da gelder sa i folge denne udregning, at

O'O = I eller, kvivalent, OO" = I (begge ligninger er ensbetydende med, at
O~ = 0.

DEFINITION 1.20. En n x n matriz O, der opfylder ligningen O'O = I, kaldes
orthogonal. Videre settes

(42) O(n) = {n x n matricer O | OO =1},

og denne mangde kaldes den orthogonale gruppe.

BEMARKNING [.21. Det er let at indse, at O(n) virkelig er en gruppe. Endvidere
galder

(43) O € O(n) & Va,y € V: (Oz,0y) = (2,y),
for sidstnavnte ligning kan jo skrives
(44) Vo, y € V: ((0'0 — Ia,y) = 0.

Observer endelig, at F(V) = O(n)f, og at der gelder: O1f = Osf & O = Os.
F(V) og O(n) kan saledes identificeres som maengder.

Lad os betegne situationen i ligning (40) med e = O f (se i gvrigt Opgave 2.1).
Hvis vi nu, hvor f stadig holdes fast, betragter en kurve e(t) i f(V), far vi saledes
e(t) = O(t) = f, og t — O(1) bliver en differentiabel kurve i O(n) (sidstneevnte
opfattet som delmaengde af R™). Saledes bliver O’(t) = {0L(1)}-
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KoroLrAR 1.22.

(45) O'(t) =w(t) - O(t) (matriz multiplikation),

hvor w har samme betydning som i Bemarkning 1.19.

BEvIs. Hvis vi indseetter (40) i (36) fas

(46) ) = 32 w01 fi

5k=1

hvorimod en direkte differentiation af (40) (med e = e(?)) giver

(47) et) = Z (1) fi

En sammenligning af de to udtryk giver nu det gnskede. [

Ligning (45) er navnlig interessant, nar kurven t — O(¢) i O(n) er defineret i
en omegn af 0 og opfylder at O(0) = I. Dette kan f. eks. forekomme, hvis kurven
e(t) = O(t)f er defineret i en omegn af 0, og vi veelger f = ¢(0). Vi opnar da
straks folgende

KoroLLAR 1.23. Hvis u — O(u) er en kurve i O(n) med O(0) = I, da er O'(0)

skeevsymmetrisk.
Vi kan bevise dette pa to mader:

BEVIS #1: Vi har jo, at

(48) 0'(0) = w(0) - O(0) = w(0),

og vi har tidligere indset, at w(u) er skeevsymmetrisk for alle u. [J

BEVIS #2: Da kurven forlsber i O(n) geelder for alle u:

(49) O(u)O(u) = 1,

og dermed, ved differentiation,

(50) (0'(0))"- 0(0) + 0(0)" - 0'(0) = 0,

hvorfra det gnskede direkte kan afleeses. [

For direkte at bevise, at der omvendt galder, at der til enhver skeevsymmetrisk
matrix w findes en kurve O(t) i O(n) med O'(0) = w, indforer vi forst et nyt
begreb:
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DEFINITION [.24. En differentiabel afbildning R 3 t — O(t) € Gl(n,R) =
{n x n matricer m | det m # 0} kaldes en 1-parametergruppe safremt

(51) Vs,t e R:O0(s+1)=0(s)-O(t) .

Hvis yderligere V¥t € R : O(t) € O(n), da kaldes afbildningen en 1-parametergruppe
i O(n).

Ved differentiation af (51) efter s fas, at
(52) O'(1) = - O(1),

med w = 0'(0), hvilket i tilfeeldet, hvor O(t) lgber i O(n), (naturligvis) er et
specialtilfeelde af (45), nemlig svarende til ¢ — w(t) konstant. Med baggrund i
(52) definerer vi nu

DEFINITION 1.25. Lad m vere en vilkdarlig n x n matriz. Da sattes

(53) exp(m) = Y3, 7;1—,] :

Funktionen m — exp(m) kaldes exponentialfunktionen eller ezponentialaf-
bildningen (for matricer), og betegnes ogsa somme tider ¢™.

BEMAERKNING [.26. Vi vil ikke her bevise, at summen i (53) konvergerer, og at
funktionen m — exp(m) er uniformt kontinuert (og C*) pa kompakte mangder,
men blot tage dette som fakta. Som exempel nevnes at @ dimension 2 gelder

0 6 cosf) sinf
(54) m:(—e O)jexp(m):(—sinﬁ COS@)'

Hvis vi begraenser os til matricer af formen m = ¢ - w med w skeevsymmetrisk
og 1 et reelt tal, kan man udnytte, at sadanne matricer kan diagonaliseres (over
de komplekse tal) til forholdvis direkte at bevise, at exp(m) i (53) er konvergent
(se Opgave 1.17).

LEMMA L.27. Hvis w er skevsymmetrisk, da er O, :t — exp(t-w) en [-para-
metergruppe ¢ O(n), og der gelder

(55) OL(t) = (exp(t -w))' = w- (exp(t -)) = w- OL(1).

Dermed kan enhver skevsymmetrisk matriz fas som den afledede af en kurve i
O(n) gennem I.

BEVIS. Eftersom O, (1) = (exp(t - w))! = (exp(t - w')) = (exp(—t - w)) =
O,(—t) = 0,(1)7, folger det, at O,(t) € O(n). O
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BEMARKNING 1.28. Vi skal senere indse, at dette resultat sammen med Korol-
lar 1.23 betyder, at tangentrummet til O(n) i punktet I er lig med mangden o(n)
af skaevsymmetriske matricer;

(56) o(n) = {n x n matricer w | W' = —w} .




KAPITEL 1II

Differentiable mangfoldigheder

1. De forste definitioner

Vi starter med den generelle definition:

DEFINITION II.1. Lad M vere et topologisk rum. Ved en differentiabel struk-
tur pd M (af dimension n) forstas en familie A = {(fi, O;)}icr, hvor I er en
indexmengde, sa

(1) Vi€ I:O; er en aben delmangde af R™ og f;(0;) er en aben delmangde af
M.

(2) Yi € I : f; er en homeomorfi af O; pa f;(O;) (sidstnevnte udstyret med
sportopologien fra M ).

(3) M = Uierfi(0y).

(4) Vi,j € I er f7ho fi o [7H(0) O fi(0)) — f7H(fi(O:) 0 £i(0;)) en
C™-afbildning.

BEMARKNING 11.2. Egentligt er det en “differentiabel struktur af klasse C'*7,
vi herved har defineret. Man kan pd tilsvarende vis definere strukturer af klasse C*
for alle k =0,1,..., men vi vil her kun interessere os for tilfeldet C*. I ovrigt
vil vi ofte udelade referencen til dimensionen og blot kalde M for en differentiabel
mangfoldighed.

DEFINITION 11.3. Huvis M er et anden-telleligt Hausdorff topologisk rum med
en differentiabel struktur A = {(fi,O:)}ier (af dimension n), da kaldes M en
(n-dimensional) differentiabel mangfoldighed. FEndvidere kaldes A et atlas og de
enkelte elementer (f;,0;) kaldes for kort. Man omtaler ogsa ofte et par (f;, O;)
som “lokale koordinater pa M7, eller “en lokal parametrisering af M7 og kalder
1i(O;) en koordinatomegn. Endelig omtales tallet n i definitionen som M ’s dimen-
ston. Vi vil til tider bruge den meget gengse notation M™ for en n-dimensional

mangfoldighed M.

13
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BEMARKNING 11.4. Mengden af atlas pa M har en naturlig partiel ordning:
A < A, & Ay C Ay, Specielt vil ethvert atlas vere indeholdt @ et maksimall
atlas, og man kunne saledes allerede @ Definition 11.1 have krevet, at A skulle
veere maksimal, hvad da ogsa mange foler, er det rigtige. Vi mener dog, at dette
er et ungdvendigt krav.

Vi vil i det folgende hente det meste af vores intuition fra en speciel type mang-
foldigheder, som vi nu definerer:

DEFINITION IL.5. Lad V vere et endeligt-dimensionalt vektorrum af dimension
N. En ikke-tom delmangde M af V kaldes en m-dimensional indlejret del-
mangfoldighed safremt M, nar den udstyres med sportopologien, opfylder en af
folgende akvivalente betingelser:

(1) Til hvert mg € M findes en omegn U (som altid antaget aben) af mq
i V og en afbildning F' € C°(U,RN"") sd F' er surjektiv for alle
meMNU ogMNU={uelU]|F(u)=0}.

(2) Til hvert mg € M findes en omegn U af mo i V, en omegn O af et
punkt xog € R", samt en afbildning f € C*(0,V) sa:

e f(xg) =mo.
o [/ er injektiv for alle v € O.
o [ er en homeomorfi af O pa M NU.

Vi vil ofte blot omtale sadanne mangfoldigheder som delmangfoldigheder, og et
hvert par (f,O), der for et eller andet xo € R™ opfylder de tre punkter i (2), kalder
vi for et kort pa delmangfoldigheden.

I definitionen er jo indbygget en pastand, nemlig, at de to betingelser er aekvi-
valente. Vi viser dette nedenfor, men gor dog fgrst et par generelle bemaerkninger:

Vi arbejder i definitionen ovenfor med et vektorrum V' og vi taler om differen-
tiable afbildninger og differentialer pa V. Dette betyder “blot” at vi i en given
basis {e;}%, kan identificere V med RY via

N
(57) RNB(xl,...,xN)Hx:inei.
i=1

Via dette bliver en afbildning pa V til en afbildning pa RY (and vice versa).

Differentiabilitetsegenskaber viser sig at veere uathaengige at den valgte basis.
Ved af arbejde mere abstrakt med vekturrum i stedet for R" opnar man bl.a.

den fordel, at man kan vente med at indfgre en basis til et belejligt tidspunkt.

SETNING [1.6. De to betingelser i Definition 11.5 er ekvivalente.
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BEvIs. (1) = (2): Lad os kigge pa et punkt mg € M. Vived da, at differentialet
F'(myg) er en surjektivlineer afbildning fra V til RN=". Kernen K (my) (ogsa kaldet
nulrummet) for F'(mg) er da et underrum af dimension n. Velg nu en “snedig”
basis {e;}¥, for vektorrummet V ved at kraeve, at {e;}", skal veere en basis for
K (mo). (Overvej, at man kan ggre dette, og at det ikke pavirker antagelserne om

F.) I denne basis far F’(mg) da udseendet

e el E OB
0 0 81’n+1 al’N
(58) : S |
8F‘N—n 8F‘N—n
0 0 81’n+1 al’N

evalueret i mg. Lad G betegne projektionen ned pa K(mg). Denne har fplgende
differential i mo (og i alle andre punkter):

(59) z”sr”z,

hvor 1-tallerne skal antyde, at de fgrste n sgjler svarer til den identiske afbildning
(enhedsmatricen). Betragt afbildningen (G, F') defineret i en aben omegn af my i

V. (G, F) har nu differentialet

1 0 0 0
00 0 --- 1 0 0
aF, aF,
(60) 0 0 gE L.
:  O9Fy_w 9Fy
0 --- 0 8xJZ+1 agN

1 mg, og dette har klart en determinant, der er forskellig fra 0. Dermed findes,
da determinant-afbildningen savel som F’ og G er kontinuerte, en hel omegn om
mo, hvor differentialet af (G, F') har determinant forskellig fra 0. Der findes da i
fgl. seetningen om den inverse funktion en omegn U om mg i V' og en omegn W
om (x9,0) = (G(mg), F(myg)) saledes at (G, F') afbilder U bijektivt pa W. Lad @
betegne den inverse funktion og lad specielt f(z) = ®(xy,--- ,2,,0,---,0) betegne
restriktionen af @ til den abne delmangde O = {x = (21,...,2,) € R" | (2,0) €
W}. Pa grund af F’s egenskaber kan vi antage, at UNM = {X € U | F(X) =0}.
Det folger heraf, at (G, F)(UNM) = O x {0}, og f afbilder O bijektivt pa /N M.
Skriv nu f(z) = (fi(x),..., fn(x)) og observer, at vi dels har, at GG er projektionen
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X0

pa de forste n koordinater, dels per definition at G/(f(x)) = x. Af dette folger, at

(61) (fi(2)s- s @) Faa (), I (@) = (21,00, frga (@), ()

og UNM er hermed en (generaliseret) graf for funktionen & — (foy1(2), ..., fx(z)).
Det fglger let fra dette, at f er en homeomorfi med f’ injektiv.

(2) = (1) Vi er givet et kort (f,0), et punkt xg € O sa f(xg) = mo € M samt
en aben delmangde U; af V| som opfylder, at f(O) = M N U;. Vi skal finde et
par (F,Uz), der opfylder (1).

Da vi ved, at f'(xo) er injektiv, veelger vi en (orthogonal) basis {e;}Y, for V,

saledes, at {e;}7; er en basis for f'(x9)(R"). Samtidig betragter vi funktionen
g :RN=" 5 V givet ved

N—n
62 e UNn) = imni e (0,0 0. y1e e YN
(62) 9(Y1, - YN—n) Z:; Yienti < ( Uiy YN—n)

n

Endelig betragter vi funktionen
(63) O xRY™" 3 (2,y) — @(x,y) = [(x) +g(y) € V.

Denne funktion er per konstruktion differentiabel og opfylder, at det ®'(x,0) # 0
(samme type argument som ovenfor). Ifglge seetningen om den inverse funktion
findes da en aben omegn U; om mg i V og en aben omegn U; om (20,0) € RV,
saledes at @ er en diffeomorfi af U; pa U,. (Nar vi her og andre steder skriver
punkter i RY som par, er det naturligvis via opsplitningen RY = R" x R¥=".) Lad
nu O = {z €0 | (x,0) €U} Dette er klart en aben delmangde af O og o € O.
Da endvidere f er en homeomorfi, findes en aben delmeangde U, som vi uden
indskraenkning kan antage opfylder U, C U, (hvorfor?), saledes at f(O) = M NU,.
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Endvidere geelder, per konstruktion, at

(64) O = {zeR"|(z,0) € ®7(U3;)}, og
{(z,0) |z € 0} = O HU,n M).
Vi betragter herefter kun restriktionen af @' til U, og skriver her

(65) o' = (G, F).
Det er nu let at indse, at (F,U;) har de gnskede egenskaber. Bemark ogsa, at
(66) Vee O:G(f(x)) =,

altsa at f~! fremkommer som restriktionen til f(@) af den differentiable afbildning
G. O
Som det fremgik hen mod slutningen af beviset for (1) = (2) geelder

KoroLLAR I1.7. Fn n-dimensional indlejret delmangfoldighed M er lokalt en
graf, d.v.s. for ethvert m € M findes en aben omegn U af m ¢V, en aben
delmangde O af R™ samt N — n funktioner f,i1,..., fn, saledes at man i en
passende basis for V. har

(67) MOU={(x1,... 20, fap1(x), ..., fn(@)) | (x1,...,2,) € O}.

Udfra dette er det er ikke sveert at se, at folgende ogsa geelder (vi udelader
detaljerne):

KOROLLAR 1.8 (DEN IMPLICITTE FUNKTIONSSAETNING). Lad U C R"xRN—"
vaere dben og lad F € C<(U,RN""). Skriv koordinaterne pi R™ x RN=" som
(T1y ooy Ty Y1y YN=n). Antag, at i punktet mo = (29, yo) geelder

(68) F(mo) = F(xo,y0) =0
og at matricen

aFZ N-—-n
(69) (o

i) im

er ikke-singuler. Da findes en omegn O om xo i R™ og en omegn W om yo i RN "

sa O x W C U, og der findes en C*-afbildning f, saledes at
(70) V(z,y) EO X W : F(z,y) =0 &y = f(a).

En anden interessant observation, som bl.a. forklarer, hvorfor vi tillader os at
tale om delmangfoldigheder er fglgende:

PROPOSITION 11.9. En (n-dimensional) indlejret delmangfoldighed M er en (n-
dimensional) differentiabel mangfoldighed.
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BEvis. Vi skal med andre ord vise, at hvis M opfylder Definition I1.5, da opfyl-
der M ogsa Definition II.1. Lad os derfor antage, at (2) i Definition 1.5 er opfyldt.
Vi har da for hvert m € M et par (f,, Oy, ), hvor bl.a. O,, er en aben delmengde
af R, f, € C=(0p, V) og m € f,(O). Viheaevder, at familien

(71) A= A{(fm;Om) | m € M}

opfylder Definition II.1, altsa, at A er et atlas. Det er nu klart, at vi kun behgver
at vise (4) i Definition II.1. Men dette folger direkte af den bemerkning i de
sidste linier i beviset for Seetning I1.6, der godtger, at ethvert f-' fremkommer
som restriktion af en differentiabel afbildning. At M endelig er et anden-teelleligt
Hausdorff topologisk rum felger, da M har sportopologien af en topologi, der har
disse egenskaber (overvej). O

BEMARKNING [1.10. Det kan meget vel forekomme, at (fry, Om,) = (fmys Oms)
for to forskellige elementer my,my € M. I sadanne tilfelde kan vi nojes med at
telle sattet med en gang. Observer ogsa, at hvad vi i Definition 11.5 kaldte for
kort pa delmangfoldigheden i folge (T1) faktisk er kort. Vi vil ¢ gorigt altid,
ndr vt har med kort pa delmangfoldigheder at ggre med mindre andet
udtrykkeligt antages benytte os af den specielle slags fra (71).

Vi skal i det folgende generalisere en del begreber bl.a. fra differential- og in-
tegralregningen til mangfoldigheder. Den mest brugte metode er forst at benytte
lokale koordinater (f,O) for derefter at vise, at man far “det samme” for forskel-
lige valg af sadanne. Man siger sa, at begrebet er “uafheengigt af valg af lokale
koordinater”. De folgende definitioner er gode eksempler pa dette:

DEFINITION I1.11. Lad M vere en differentiabel mangfoldighed og lad m € M.
En funktion ¢ defineret © en omegn af m siges at veere uendeligt ofte differentiabel
i m, safremt der findes et kort (f,0) med m € f(O) saledes, at ¢ o f er uendeligt
ofte differentiabel i en omegn af f~(m).

Hvis U er en dben delmangde af M, og hvis en funktion ¢ : U — R er uendeligt
ofte differentiabel i ethvert punkt i U, da siges ¢ at vaere uendeligt ofte differentiabel

pa U. Maengden af sadanne funktioner betegnes C°(U). Specielt kan U jo vare
M.

DEFINITION I1.12. Lad L og M vere differentiable mangfoldigheder (ikke nod-
vendigvis af samme dimension) og lad U vere en aben delmangde af L. En afbild-
ning U : U — M siges at veere af klasse C i et punkt { € U, safremt der findes
et lokalt koordinatsystem (f,0) pa L med { € f(O), og et lokalt koordinatsystem
(h,B) pa M med W({) € h(B), saledes at afbildningen

(72) b (Un O e n(B)) T B
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Ficur II1.2. Definition af differentiabel afbildning

er defineret og af klasse C* i en omegn af f~'({). Hvis ¥ er af klasse C> for
alle ¢ € U, siges ¥ at vaere en C-afbildning pa U. Maengden af sadanne be-
tegnes C*(U, M), og elementerne i denne mangde omtales som de differentiable

afbildninger fra U tid M.

Det er nu vigtigt at eftervise, at begge definitioner er uatheengige af valg af
lokale parametriseringer. Vi ngjes med at ggre dette for Definition I1.12:

Lad os da antage, at W = A~ o Wo f er uendeligt ofte differentiabel i ¢ € U C L.
Antag, at (f1,01) er et andet kort pa L med ( € f1(Oy) og tilsvarende, at (hy, By)
er et andet kort pa M med W({) € hy(By). Da gelder, at

(73) U, = hi'oWo fi=(hitoh)o(h oo flo(fofy)
(74) = (hy'oh)oWo(f T ofi)

i en omegn af £, og da bade h7'oh og f~1 o f; per antagelse er C™, er W, preecist
lige si mange gange differentiabel som .

Fglgende definition er egentligt et specialtilfeelde af Definition I1.12, men vi
medtager den for klarhedens skyld.

DErINITION I1.13. En kurve « i en differentiabel mangfoldighed m er en af-
bildning af en aben delmangde U af R ind i M. Kurven o er differentiabel
i et punkt t € U, safremt der findes et 6 > 0 og et kort (f,0) pa M med
a(Jt — 6,1+ 68[) C f(O) og siledes at |t — 6,1+ §[> 1 — f~(a(t)) er differentiabel
i t. Kurven z(t) = f~'a(t)) (& at) = f(z(t))) kaldes kurvens koordinatudiryk
med hensyn til kortet (f,0). Der gelder med andre ord, at o er differentiabel,
hvis og kun hvis alle dens koordinatudtryk er differentiable.
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Hvis vi anvender Definitionerne I1.11, I11.12 og I1.13 pa indlejrede delmangfoldig-
heder, er der nu en teoretisk mulighed for, at vore nye definitioner ikke stemmer
overens med, hvad vores intuition siger os, at differentiabilitet skal veere. Det er
f. eks. ikke klart, at en differentiabel kurve « 1 vektorrummet V', der helt forlgber
indenfor en indlejret delmangfoldighed m af V', er en differentiabel kurve i henhold
til Definition II.13. En nermere underspgelse viser dog, at alt alligevel er 1 den
skgnneste orden. Til bl.a. at afklare sadanne spgrgsmal er fglgende lemma meget
nyttig.

LEMMA 11.14. Lad My vere en indlejret delmangfoldighed af Vi og My en ind-
lejret delmangfoldighed af V. Lad U vere en aben delmengde af Vi med My C U,
lad F : U — V, vare en differentiabel (i den sedvanlige forstand) afbildning og
antag, at F(My) C My. Da er restriktionen af F til My en afbildning fra My til
M, der er differentiabel med hensyn til Definition 11.12.

BEVIS. Detaljerne overlades til laeseren. Man kan f. eks. udnytte, at en del-
mangfoldighed lokalt kan skrives som en graf (Korollar I1.7). Det er vigtigt, at
man ggr sig klart, at der her virkeligt er noget, der skal bevises. [

2. Tangentrummet, 1.ste udgave

Vi laegger ud med at indfgre en del begreber for indlejrede delmangfoldigheder,
sa i afsnit 2 betegner M altid en sadan, af dimension n, indlejret i et fast vektorrum

V.

DEFINITION I1.15. Lad m € M. Tangentrummet T,,(M) til M i m defineres
som

(75)

Ton(M) =
{veV | Fkurvea: T M ogeltye I sialty)=m ogd(ts) =0},

hvor I betegner et abent interval (som afhenger af o) i R.

Hvis vi har lokale koordinater (f,0) som i Definition 11.5(2) pa M far vi for
hvert m € f(O) en naturlig basis for T,,(M):

SETNING I1.16. T,,,(M) er et vektorrum af dimension n. Hvis (f,O) er et kort
pa M med f(xg) = mg for et g = (x01,...,%0.) € O, da gelder

(76) {fu;(x0)}Py er en basis for T,,, (M) ,

hvor, for alle v =1,....n, f,, = aii .
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BEvis. Lad (f,O) vere det givne kort. Bemaerk fgrst at kravet i Definition I1.5,
at f, skal veere injektiv, netop betyder, at f,,-erne er lineeert uafheengige. Til en
kurve o i m med a(tg) = mg svarer en kurve x(t) = (x1(¢),...,2,(¢)) 1 O, defineret
i et passende interval ¢ =]to — 6,20+ 6[, sa Vt € 1 : a(t) = f(x(t)). Det folger da af
keedereglen for differentiation at

n

(77) a'(lo) = @ (to) fur (0) + - - + @) (to) fun (20) = D wi(to) fui (w0).

=1
Det folger saledes, at f,,-erne udspender et vektorrum, der indeholder T, (M).
Betragt nu for en vilkarlig vektor v = (vq,...,v,) € R" kurven «, defineret ved

(78) ay(t)= flazo+t-v) = fleror+1-v1,...,T0n+1-0,),

defineret i et passende interval omkring 0. Dette er klart en differentiabel kurvei M
med o, (0) = mg. Der geelder derfor, per definition, at o/ (0) = vy fy, +- -+ v, f0, €
T, (M). O

DEFINITION I1.17. Kurverne o, ,t = 1,...,n kaldes koordinatkurverne.

Fglgende er en nyttig observation

LEMMA IL.18. Huvis F' er en funktion, der opfylder (1) i Definition 11.5, da
galder

(79) To(M) =ker F, .

BEVIS. Hvis a er en kurve i M N U med a(ty) = mg geelder jo F(a(t)) = 0 for
alle t i definitionsomradet for a. Det folger da af kaedereglen, at

(80) F (a'(to)) = 0.

Af dette fas, at T, (M) C ker F,, . Men F), er en surjektiv afbildning fra R" til
RY=", sa dim(ker I, ) =n. O

BEMARKNING 11.19. Vores intuitive fornemmelse er jo, at tangentplanen til M
i m skal vaere en plan, der netop rorer ved M « m. Med vores definition af tangen-
trummet har vi opnaet, at dette altid bliver et vektorrum, og det er yderst nyttigt.
Derimod vil den kun “tangere” M i mg safremt nulpunktet ¢ V' (nulvektoren) fal-
der i mg. Man kan ofte tillade sig at flytte nulpunktet hen « mg uden at a@ndre
veesentligt pa en given situation, men helt generelt gelder, at vi skelner mellem
tangentplanen og tangentrummet og

(81) tangentplanen i m = m + T,,(M) .
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Tangentbundtet 7T (M) defineres som fplgende 2n-dimensionale delmangfoldig-
hed af RN x RN = R?V:

(82) T(M)={(m,v) e RN xRN |m € M ogveT,(M)}.

Det folger forholdsvis direkte fra definitionerne, at T (M) virkelig er en delmang-
foldighed. Faktisk geelder (overvej), at hvis (f, O) er et kort pa M, da er (f, 0),
hvor f(:z;,t) = (f(x), f'(z)(t)) for (z,t) € O = O x R" et kort pa T(M). Ligeledes
kan et par (F,U) som i betingelse (1) for M gores til et tilsvarende seet (F,U) for
T(M) ved forskriften

(83) Fuy,ug) = (Fuy), F'(u1)(ug)) for (uy,us) € U =U x R,

Normalbundtet N (M) defineres som fglgende delmangfoldighed af RY x RY =
R2V:

(84) N(M) = {(m,v) eRYxRY | m e M ogveT, (M)},

hvor T,,(M)~ = N,,(M) kaldes normalplanen til M i m. Dimensionen af normal-
bundtet er V.

Differentialet af en afbildning. Lad v veere en differentiabel afbildning fra en
delmangfoldighed M; af R™ til en delmangfoldighed M, af R™2. Hvis m € M,
inducerer 1 en afbildning ¢'(m) = ¢/ , kaldet differentialet af ¢» i m, fra T,,(M;)
til T¢(m)(M2) ved fglgende opskrift:

(85) Un(v) = (§((a(1))) (f) = (Vo a)'(t) .

hvor t — «f(t) er den kurve, der repreesenterer v som i Definition 1I.15. Man
indser (check!), at ¢! er en veldefineret linezr afbildning mellem de respektive
tangentrum. Se i gvrigt Definition I1.49 og fglgende sider. I det specielle tilfelde
hvor My; = R (og ¢ altsa er en funktion) bruges betegnelsen ¢! = di,, (den
bruges ogsa ofte i den generelle situation). I dette tilfeelde bliver di, et lineert
funktional (se i gvrigt Definition B.1) pa T,,,(M).

Kotangentrummet=1-formerne. De linezxre funktionaler pa 7T,,(M) kaldes
1-formerne pa M i m eller ko-tangentvektorerne til M i m. Vektorrummet de
udspaender betegnes T (M).
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3. Vektorfelter, 1.ste udgave

DEFINITION I1.20 (INTUITIV DEFINITION). Lad Uy vere en aben delmangde af
et endelig-dimensionalt vektorrum Vi med dim(Vy) = Ny. Et vektorfelt X pa V3
er da simpelthen en afbildning X : Uy — Vi (altid antaget C*). Hvis M er
en delmangfoldighed af Vi og M C U; siges restriktionen af X til M at vere et
vektorfelt pa M, safremt ¥Ym € M : X(m) € T,,(M) (X(s) tangerer M overalt ).

Da X(u) for et givet vektorfelt X er en vektor i V; for alle v € U, kan man
antyde vektorfeltet ved af afsette vektoren X(u) med fodpunkt i w. Man kan
f.eks. forestille sig, at punkterne i U; af en eller anden grund bevager sig rundt
og at X(m) angiver hastigheden i punktet m. Bevegelsen af et punkt vil da veere
beskrevet ved en kurve u(?), der skal opfylde: V¢ : u/(t) = X(u(t)). Sadanne kurver
kaldes baner for X.

Vi kan ogsa benytte tangentbundtet til at give en definition af vektorfelter, der
ikke direkte refererer til vektorrummet V;:

DEFINITION I1.21. Et (glat) vektorfelt pa en delmangfoldighed M er en (C*) af-
bildning M — T (M), m — (»(m), X(m)) sa Vm € M : (m) = m. Afbildningen

har m.a.o. udseendet
(86) m — (m, X(m)).

Generelt kaldes en sadan afbildning for et snit i tangentbundtet og meget ofte
vil vi bruge betegnelsen X, for X(m) og, og vi vil ligeledes ofte blot angive et
vektorfelt ved en tilordning m — X,,. Vi vender tilbage til sadanne afbildninger
senere. Fglgende nyttige observation skal dog ggres:

LEMMA I1.22. Lad m — (m, X(m)) = X, vere et vektorfelt pa en delmang-
foldighed (Definition 11.21). Lad (f,O) veere lokale koordinater. Da findes i folge
Satning 11.16 entydigt bestemte funktioner ay,...,a, pa O saledes, at

(87) Vm = f(x) € f(O) : Xpn = ¥ ai() fr, () -
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Vektorfeltet X er C* hvis og kun hvis funktionerne aq,...,a, er C for samtlige
parametriseringer (f,O) i det givne atlas.

BEVIS. Dette er nesten definitionen af at veere C'*°. Bruges kortet f(:z;,t) =
(f(x), f'(x)(t)) (se side 22) far vektorfeltet folgende udseende i disse lokale koor-

dinater (overvej dette):
(1, oyxn) = (21, ..o, 20), (ar(@), ..oy an(2))). O

BEMERKNING 11.23. Hvis X er et vektorfelt pa en koordinatomegn f(O) pa
en delmangfoldighed som i Definition 11.21 fas via (87) et vektorfelt X(x) =
(ar(x),...,a,(x)) pa O som i Definition 11.20 og vice versa.

Vi benytter lejligheden til at definere, for delmangfoldigheder, begrebet et vek-
torfelt langs en kurve:

DEFINITION 11.24. Lad R D I 5 M vare en kurve pd en delmangfoldighed. Et
vektorfelt v langs a er da en afbildning v : I — T(M), der opfylder: ¥t € I :
v(t) = (aft),o(t)), hvor o(t) € Ton(M).

Lad os nu for en tid glemme delmangfoldigheder og blot antage, at U; er en
aben delmangde af V;, og at X er et vektorfelt pa U;.

Givet et sadant vektorfelt X og et punkt ug € Uy kan vi definere en afbildning
Xy 0 C(Ur) — R ved opskriften

(38) | C(U1) 3 ¢ — Xop(v) = (eb(ug + 1+ X (wo))),_, -

Xy, () er med andre ord den retningsafledede af ¢ i retningen X (ug). Endvidere
kan vi definere en afbildning X : C*(U;) — C*(U;) ved

(89) Vu e Uy (X () (u) = X, ().

Det kan maske synes uheldigt, at vi ogsa benytter symbolet X, til dette formal,
men det er der en grund til (se senere).

EXEMPEL 11.25. Antag, at Uy er en dben delmangde af R? og at punktet ug =
(3,5) ligger ¢ Uy. Antag yderligere, at vi er givet et vektorfelt X pa Uy saledes, at
X(ug) = (17,=6). Da bliver, med ¢ en passende pen funktion,

(90) Xuld) = S WBHIT 1560,

o
(178—:51 - 66—:1;2) (3,5).
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Antag, at vi i et koordinatsystem for V; har vektorfeltet X givet ved X(u) =
(ar(w), ... an,(u)).
LEMMA 11.26. Lad u vere et fast, men vilkarligt, punkt i Uy. Der galder
i) Vi, o€ CF(U),VAER: Xy + X ¢) = Xu(¥) + A Xu(0).
) V¢ € CF(Uh) : Xu(¥ - ¢) = Xu(¥) - o(u) + (u) - (Xud).
N1
i) Ve C(Uy) : Xu(y) = (Z a;(u) aizg/)) (u).

=1

Endvidere gelder, som identiteter i C*(Uy),
i) Vi,oe CC(U),VAER: X(b+ X-9) = X(b)+ A X(¢).
v) Vo € CF(Uh) : X(¢ - 9) = X(4) - ¢+ - (Xo).

BEVIS. De fgrste to formler folger, fordi almindelig differentiation efter en enkelt
variabel, £, opfylder linearitet og produktreglen, og X, svarer jo netop 1 henhold
til (88) til differentiation efter ¢ (i en bestemt retning). Formlerne iv) og v) er blot
omformuleringer af i) og ii), og endelig folger iii) af keedereglen. O

DEFINITION I1.27. For fastholdt u € Uy kaldes en afbildning 6, : C*°(Uy) — R,
der opfylder i) og ii) i Lemma 11.26, en lineer derivation af C*=(Uy) t u.

DEFINITION I1.28. En afbildning 6 : C*(Uy) — C*=(Uy), der opfylder iv) og v)
i Lemma 11.26, kaldes en lineer dertvation aof C*(U,).

Formel iii) viser, at vektorfeltet X svarer til en homogen forste-ordens differen-
tialoperator, og da omvendt enhver homogen fgrste-ordens differentialoperator har
et udseende som i iii), kan vi tilordne et vektorfelt til en sadan udfra koefficient-
funktionerne aq,...,an,. Videre viser Lemma 11.26 at et vektorfelt pa U; (i et
punkt u) giver anledning til en derivation af C*(Uy) (i et punkt w). Ifslge det
kommende Lemma [1.29 samt Korollar I1.30 kan vi endvidere ga fra derivationer (i
et punk) til forste-ordens homogene differentialoperatorer (i et punkt) og dermed,
ifplge det foregaende, til et vektorfelt. Der galder med andre ord at disse tre typer
objekter kan identificeres. Det vi sa ofte ogsa gore.

LEMMA I1.29. Lad éz veere en lineer derivation af C*(Uy) ¢ T. Da findes kon-
stanter by, ..., by, € R sa

(91) Vi € C(U) : 6 Zb

BEvis. Vi ggr forst en simpel, men alligevel alt afg@rende observation:
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e Hvis 1 € C*°(U;) betegner funktionen, der er konstant lig 1, da geelder:
(92) 07(1) = 6z(1-1) = 1(7) - 6z(1) + 6z(1) - 1(T) = 2 - 65(1),
da 1* = 1. Altsa er éz(1) = 0.

Det fglger derneest af lineariteten, at 6z er nul pa alle konstante funktioner i
C*(Uy). For at tage neeste skridt benytter vi fglgende kendsgerning, der folger let
ved Taylorudvikling:

e Lad v € C*(l;). Lad T = (Ty1,...,Tn,). Da findes C*-funktioner
P1,..., 0N, pa Uy saledes, at

(93) Vo € Uy : (x) = (T) + Z:(:z; _ 3 - dhi(e).

Vi kan her opfatte (%) som en konstant funktion pa Uy, sa éz((4(T)) = 0. Da vi
ligeledes kan opfatte hver af funktionerne (x;—%;) som C'*-funktioner x — (2;,—7;)
pa Uy, har éz en veerdi pa disse: 0z((x; — 7)) = b € Rfor ¢ = 1,..., N;. Der
galder endvidere klart, at

J _
(94) 5 T8 = Ti) = bi.
Anvendes nu 6z pa (93) fas, idet Vi = 1,..., Ny : (x; — T)(T) = 0, at éz(¢0) =
SN bi - 4bs(T). Men dette er pracist det samme som man far via (91), nar b;’erne
er definerede som ovenfor. [

KoROLLAR I1.30. Enhver derivation af C°°(Uy) bestemmer entydigt en homogen
forste-ordens differentialoperator.

BEVIS. Dette folger let fra Lemma I1.29: Hvis ¢ : C*(U;) — C*(Uy) er en
linear derivation, da er det klart, at for ethvert * € U; er atbildningen ¢, : ©» —
(6(¢))(x) en lineeer derivation af C*(Uy) i x. Det folger da umiddelbart, at der
findes funktioner by(@1,..., 2N, ), ..., bny (21, ..., 2N, ) saledes, at

(95)
Yo € C(Ur) : (8(8)) (w1, v any) = (S0 biln, sy ) 20) (0, o, -

Vi mangler blot at indse, at de indgaende funktioner by, ..., by, tilhgrer C*(U;),
men det fglger fra, at Vi: b = 6(a;). O

BEMARKNING 11.31. Hvis Uy og Uy er abne meaengder sa x € Uy N Us,, da er
(overvej) mangden af derivationer af C*(Uy) i x lig med mengden af derivationer
af C(Uy) i x. Observer ogsa, at hvis Uy C Uy er en aben delmaengde, da definerer
enhver derivation af C*(Uy) en derivation af C*(Uy), for det gelder jo klart, at
b € C(Uy) = b; € C*(Uy) (sammenlign med (95)).
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BEMARKNING [1.32. Hvis M er en delmangfoldighed af V', hvis (f,O) er en
lokal parametrisering, hvis mo = f(x0) og hvis 3.7 a;fs,(20) € Ting(M), da defi-
neres en derivation af C*(V) i mg ved
(96) (V)5 ¢ — 3 o200

i=1 6:1;2
Dette er pracist den retningsafledede af o ¢ mg @ retningen 3°7 Clifxi(flio)- Resul;
tatet afhenger kun af verdien af o> pa M (ja kun af verdien af b @ f(O), hvor O
er en (lille) omegn af v ¢ O).

Hvorledes kan vi udvide ovenstaende omformulering af begrebet vektorfelt til
ogsa at omfatte vektorfelter pa delmangfoldigheder? Ja, et intuitivt svar kunne
veere, at vi skal ngjes med at differentiere funktioner i retninger svarende til tan-
gentrummene. Men sa kan vi lige sa godt ngjes med at se pa funktioner, der er
definerede pa M. I naeste afsnit fortseettes denne tankegang, samtidig med at den
udvides til generelle mangfoldigheder.

4. Vektorfelter, 2.den udgave

Konklusionen pa Lemma I1.26, Lemma I1.29 og Corollar I1.30 er, at der er en
lineeer bijektiv forbindelse mellem pa den ene side vektorfelter givet pa formen @ —

(a1(x),...,an,(x)) og pa den anden side derivationer. Denne korrespondance gar
via fgrste-ordens homogene differentialoperatorer SN ai(x)%. Det nyttige ved

denne observation kommer frem, nar man skal generalisere begreberne tangentrum
og vektorfelt til en vilkarlig mangfoldighed. Her kan man ikke gore det geometrisk
som i Definition I1.20. Til ngds kunne man maske generalisere begrebet homogen
fgrste-ordens differentialoperator, men det, der umiddelbart er det letteste, er at
generalisere begrebet derivation:

DEFINITION I1.33. Lad U vere en aben delmangde af en mangfoldighed M. Lad
m € M. En afbildning 6,, : C*(U) — R, der opfylder i) og ii) i Lemma 11.26,
kaldes en lineer derivation of C*(U) tm. En afbildning 6 : C=(U) — C>=(U),
der opfylder iv) og v) i Lemma 11.26, kaldes en lineer dertvation af C>°(U).

Vi kan herefter give de generelle definitioner: Lad M veere en differentiabel

mangfoldighed, U en aben delmangde af M og lad m € M.

DEFINITION I1.34 (TANGENTRUM). Tangentrummet T,,(M) tilm € M er

(97) To(M) = {6 | b er en lineer derivation af C*(M) i m} .

DEFINITION I1.35 (VEKTORFELT). Lad 6 vere en derivation af C*(U). Vi
siger da, at & er et (differentiabelt eller glat) vektorfelt pa U. Vi vil ofte benytte
bogstaverne X,Y, Z til at betegne vektorfelter.
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Bemeerk, at hvis ¢ er en lineaer derivation af C*°(U) og hvis m € U, da er 4,
defineret ved

(98) on(0) = 6(¢)(m)
en linezr derivation af C*°(U) i m.

Vi vil nu benytte lejligheden til at indfgre en meget fundamental struktur:

DEFINITION I1.36 (LIEPARENTES). Hvis X,Y er vektorfelter pa U, defineres
Lieparentesen [ X, Y] af X og Y som folgende afbildning C*(U) — C>=(U):

(99) [X,Y]() = X(V () = V(X(¢))
PROPOSITION I1.37. Lieparentesen [ X, Y] af to vektorfelter er igen et vektorfelt.
Bevis: Lad 1,12 € C*(U). Da er

(100) [X, Y](hr - 2b2) =
X(Y(th1 - b)) = Y(X(¢1 - 2)) =
XY (1) b2 +1b1 - Y(1h2)) = V(X (1) - the + b1 - X(32)) =
X(Y (1)) - b + Y (1) - X(2) + X (1) - Y(th2) + by - X (Y (¥2))
—Y(X (1)) - 2 = X(h1) - Y(th2) = YV (¢1) - X (¥ )—¢1- V(X (1h2)) =
X(Y(1)) b2 = Y(X (1)) - oo + 01 - X(V () — by - Y(X(3p2)) =
[X,Y](4h1) - 2 + 00 - [X,Y](h2). O

Der geelder endvidere

PROPOSITION 11.38. Lieparantesen opfylder, for vilkarlige vektorfelter X,Y, 7
og reelle tal a, b:

skevsymmetri: v, X]=—-[X,Y].
bilinearitet: (X,a - Y4+b-Z]=a - [X,Y]+b-[X, Z]
Jacobi-identiteten: [ X, [Y, 7]+ [Z,[X. Y]]+ [Y,[Z,X]] =

BEVIS. Dette overlades til leeseren.
For videre at kunne arbejde med derivationer er fglgende en nyttig observation:

ProroOSITION 11.39. Lad V vare en omegn om m € M. Da findes omegne V;
og Vo om m i M og en funktion p € C*(M) sdledes, at Vi C Vo CVo CV, V; er
kompakt og sa

o 77Z)|V1:1'
e Ve M:0<y(m)<1
o ¢ er identisk 0 pa M \ V5.



4. VEKTORFELTER, 2.DEN UDGAVE 29

BEVIS. Dette fplger let ved brug af et lokalt kort (f,O) omkring m, idet det
er velkendt, at en tilsvarende seetning gaelder i R”. (Veelg “sma” kugler omkring
f7t(m)). I fgrste omgang kan man sa konstruere en funktion, der er C'** pa f(O)
og er 0 udenfor en kompakt delmeaengde Vo C VN £(O), og som opfylder det gnskede
pa f(O). Udvides denne til hele M ved at definere den til at vaere 0 pa M \ f(O)

fas en C'*™-funktion (overvej). O

LEMMA I1.40. Lad X vere et vektorfelt pa M og lad m € M. Hvis p € C(M)
opfylder: Der findes en aben omegn V af m sa p|ly =0, da er X,,(¢) = 0.

BEvIs. For at vise dette, kan man tage en C'**-funktion > som i Proposition 11.39
med ¢(m) =1 og ¢ = 0 udenfor V, valgt for passende abne delmangder V4, V5. Da
er - = 0, og dermed er 0 = X, (0) = X (-10) = p(m)- X () + X (0)-0(m) =
Xn(p). O

Det er preaecist denne observation, der sikrer, at vi kan opfatte et X, defineret
pa C*(M) som en derivation af C*(U) i m for enhver aben delmangde U af M,
der indeholder m:

DEFINITION 11.41. Lad U wvere en aben omegn om m € M. Lad vy vare en
funktion som i Proposition 11.39 for passende omegne Vi og Vo af m € U. FEn
derivation X, af C(M) i m gores til en derivation af C(U) i m ved folgende
forskrift:

(101) Vo € CF(U) : Xu(0) 2 X (- ).

BEMERKNING I1.42. Det er venstresiden, der defineres ud fra hojresiden. For
ikke at gore notationen for tung, benytter vi ogsa betegnelsen X, for den nye
afbildning. Dette er rimeligt, da den tidligere definition jo er indeholdt ¢ den nye
(for U = M ). Man skal selvfolgelig nu overbevise sig om, at hgjresiden overhovedet
er defineret, d.v.s., at Yy - ¢ kan opfattes som en C*-funktion pa M. Dernaest,
at man far det samme for forskellige valg af funktionen Yy og endelig, al det
definerede virkelig er en derivation af C*°(U) i m. Vi overlader dette til leseren.

Lad (f,O) veere et kort pa M. Da gelder
(102) € C(f(0)) & bo fel(0).
Vi har derfor
LEMMA IL.43. Hvis 6 er en derivation af C*°(0), da defineres ved

(103) C¥(f(0) 3 ¥ 5 (6(b o ) o /7!
en derivation & af C*(f(0)), og enhver derivation af C*(f(O)) fremkommer

saledes.
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BEMARKNING [1.44. Det er klart, at enhver derivation af C*(U) i m kan
udvides til en derivation af C(M) i m, da vi jo har en naturlig afbildning

C®(M) — C*(U) (restriktionsafbildningen).
I fortseettelse af Lemma I1.43 og Lemma I1.26 introduceres f@lgende notation:

DEFINITION I1.45. Lad (f,0) vere et kort. Vektorfeltet o, defineret, for 1 =
Ly...,n, ved Ym € f(O),Yp € C=(f(0)):

(109 | (), (0) = (55), oy (0 F) = (G200 1)) (4 (m))

m

kaldes det i-te koordinatfelt. Vi vil i ﬁvrigt tillade os at undlade tilden, nar det er
Klart fra sammenhangen, hvorvidt 5— betragtes som et vektorfelt pa f(O) eller pa

O. FEndvidere kaldes funktionerne :JcZ . fO)—=R,i=1,...,n givne ved ligningen
(105) Vm e f(O): f'(m) = (:Z'l(m),,:f;n(m)) &
VYme f(O):m = f((i1(m),...,3,(m)))

for koordinatfunktionerne, og vi vil referere til en bestemt af disse, svarende til et
fast index 1, som “den i-te koordinatfunktion” &;. Ogsa her vil vi droppe tilderne.

LEMMA I1.46. Tangentrummet T, (M) til m € M er et vektorrum. Hvis (f,0)
er et kort, da gelder for hvert m € f(O),

(106) {(65 ) }n er en basis for T,,(M) ,

Ti‘m) =1

og ethvert vektorfell X pa f(O) har formen X =7, a; - 8 for visse C=(f(0O))-

funktioner aq,...,a,. Specielt gelder, at tangentrummet T (M) tilm € M er
givet ved

(107) T (M) = { X | X = S0y i ()}

BEVIS. Dette folger let fra Lemmaerne 11.29 og 11.43. O
Vi kan nu fa kontakt med den tidligere definition (Definition I1.15) af tangen-
trummet til en mangfoldighed i et punkt (se i denne forbindelse ogsa Bemaerkning

11.32 side 27:

DEFINITION 11.47. Lad I vare et abent interval i R og lad o : [ — M vere en

kurve. Vi satter da, for to € I, o'(tg) til at vere folgende lineere derivation af
C(M) i alty):

(108) Vi e O™ (M) : (a'(to))(¥) = %Itzto(@b(a(t))-
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Vi far da

ProrosiTion I1.48.

To(M) ={(to) | a: I = M er en kurve, tg € I og a(ty) = m} .

BEVIS. Dette fglger let fra Lemma I1.46 ved brug af lokale koordinater, cf.
beviset for Korollar 11.30. O

Vi kan endvidere generalisere begrebet differentialet I af en differentiabel af-
bildning F': M — N iet punkt m € M til ogsa at gaelde, nar M og N er vilkarlige
differentiable mangfoldigheder.

DEFINITION IL.49. F) er den linewre afbildning T,,,(M) — Trq,)(N) givet ved

en af folgende wkvivalente beskrivelser:
derivation: Vo, € T (M )V € C®(N) 2 (F](6m))F(m)(¥0) = b (20 0 F).
tangentvektor: Va'(to) € Tn(M) = (F(a'(to)) = (F o a)' (o).

BEMERKNING 11.50. Vi overlader det til leseren at generalisere ovenstaende
begreb til at omfatte funktioner I, der kun er definerede @ en omegn af m.

Lad (f,0) og (f,0) vare lokale koordinater pa henholdsvis M og N sa m €
f(0) og F(m) € f(O). Antag, at O CR" = {(xy,...,2,) |Vi=1,...,r:2; € R}
ogat O CR* = {(y1,...,u5) | Vi = 1,...,5 : y; € R}. Lad F veere en C>-
afbildning fra en omegn om m € M til N. Afbildningen

(109) F=f10Fof

er da en C*-afbildning fra en omegn af x = = f~!'(m) ind i R*. Den har saledes s
koordinatfunktioner; £, ..., F, d.v.s.

(110) Flay, . ox) = (Fyxy,..o,x), . Foa, .. x,)
= (y(@r, .., 20), oy ys(an, .oy 2)),

hvor den sidste linie er den gaengse notation, nar det er klart, hvilken funktion F,
der er tale om.
Vi kan nu give endnu en formulering af F :

ProrosiTtion I1.51.

(111) FL (2 aia%i) = Yj=1 b a?/ )

hvor, for alle j =1,...,s,

0
(112) b — L= 13? i ,
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eller, i matrizform,

Iy Iy
bl dzq dzr a
(113) = :
Oys .. Dus
bs dzq dzr r

BEvis. I formel (111) betegner >I_, aia%i naturligvis et element i 7,,,(M). Da
F}, per definition afbilder ind i Tp(,)(/V) findes, i folge Lemma I1.46, reelle tal
bi,...,bs, sa ligningen passer. Vi kan endvidere finde disse bj-er ved at anvende
begge sider af (111) pa koordinatfunktionerne y;,5 = 1,...,s. Resultatet folger
umiddelbart fra dette. [

Vi kan nu definere tangentbundtet 7'(M ) hgrende til en abstrakt mangfoldig-
hed M:

DEeFINTTION I1.52.
(114) T(M) = UnpnemTn(M)
= {Xn|meMogX,, €T,(M)}.

BEMARKNING [1.53. For alle m € M er T,,(M) et vektorrum. T(M) er saledes
et eksempel pa et vektorbundt. Bemerk i pvrigt, at for mqy # mq er T, (M) N
Ty, (M) = 0.

Faktisk har vi nu kun defineret tangentbundtet som punktmeangde, men man
kan ggre det bedre end dette:

PROPOSITION 11.54. Man kan udstyre T(M) med en topologi, saledes at det
bliver en 2n-dimensional mangfoldighed. Givet et atlas A = {(fa;04) | @ € 1}
for M bliver A ={(fs,0,) | a € I}, hvor, Va € I : O, = O, X R™ 0g V(x,v) =
(21, ey ), (V1,05 0,)) € Of x R™:

. n 0
(115) falz,0) =3 v (5 fae)
7=1 8:1:]

et atlas for T(M).

BEvIs. [Skitseret] Hvis alle de ovenstaende par (fa, 0, ), som jo er meget natur-
lige (sammenlign i gvrigt med afsnittet om delmangfoldigheder), skal veere kort
pa T(M) sa skal, for alle o € 1, f., vaere en homeomorfi, d.v.s. for alle abne
delmengder B; € O, og C; C R™ skal fa(Bj x ;) veere en aben delmengde af
T(M). Vi definerer derfor topologien pa T'(M) ud fra dette krav. Det overlades
til leeseren at overbevise sig om, at dette ikke alene bliver en topologi, men, da
bade M og R™ er det, at denne bliver Hausdorfsk og anden-tellelig.
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Lad nu o, € I. Seet jag = fﬁ_1 o fo. Da bliver (brug bl.a. Proposition 11.51
med M = N og F lig med den identiske afbildning),

(116) (J)™ o (Ja)(a,0) = (f5" 0 fule), (Jap)y(v)),

hvor, nar punkterne y i Op betegnes med y = (y1,...,Yn),

Sy ... Sy vy
dzq Ozn

(117) (Jap)p(v) = | : :
9yn ... un v
dx Oxn "

Dette er klart C'>°. O

DEFINITION I1.55. Afbildningen 7 : T (M) — M givet ved
(118) VX € T(M):7(Xp)=m
kaldes den kanontiske progektion of T(M) pa M.

DEFINITION I1.56. En afbildning s : M — T(M), som opfylder
(119) VYme M :x(s(m)) =m,

kaldes et smit i tangentbundtel. Vi lader D*(M) betegne mengden af glalte snit,
hvor differentiabilitet er i betydningen af en afbildning fra en mangfoldighed til en
anden.

Vi har da endnu en alternativ (og nyttig) made at betragte vektorfelter pa:

LEMMA I1.57. DY (M) kan identificeres med mengden af (differentiable) vektor-
felter pa M.

BEVIS. Begge typer objekter svarer jo naturligt til fgrste-ordens differentialo-
peratorer. Det overlades til leeseren at indse, at differentiabiliteten af snit netop
er den samme som for vektorfelter. [J

BEMARKNING I1.58. Da et snit s ¢ et punkt m tager vaerdi i et vektorrum, har
vi en interessant mulighed for at gange et snit med et element » € C=(M): Vi
definerer simpelthen (¢ - s)(m) = ¥ (m) - s(m). Dette giver altsa en afbildning

(120) C*(M) x DY (M) — D'(M).
Sagt mere abstrakt bilver D*(M) herved et modul over C*°(M).

LEMMA 11.59. Lad ¢ : M — N wveare en differentiabel afbildning. Da er diffe-
rentialet o' af ¢ en differentiabel afbildning fra T(M) tid T(N).
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BEVIS. Dette fglger let fra Definition 11.49 samt Proposition 11.51. O

Vi har tidligere (i Afsnit 2) indfert det duale T2 (M). Vi vil ogsa i det generelle
tilfezelde omtale elementerne af dette rum som I-formerne pa M i m eller kotangent-
vektorerne til M 1 m, og vektorrummet, de udspaender, kaldes kotangentrummet

til M 1 m.
DEFINITION 11.60.
(121) Ty (M)={v": T,,(M) — R |v" er lineer}.

I det specielle tilfaelde, hvor vi har at ggre med en funktion ¢ fra en aben
delmeengde U af M til R, definerer vi differentialet di,,, for m € U, sa det bliver
et element af 7% (M):

DEFINITION IL.61. (dv)),, € T (M) er givet ved, for alle X,, € T,,,(M):

(122) (d)m (Xom) = X (¢) -

BEMARKNING 11.62. Vi har tidligere defineret differentialet af en afbildning 1 :
M — N (Definition 11.49). [ tilfeldet hvor N = R har vi nu to definitioner, dels
nar vi betragter b som en afbildning og dels, nar den betragtes som en funktion.
De to definitioner er dog nert beslegtede (det overlades til leseren at overveje
dette). Vi vil alligevel nu vedtage, at nar N = R, sa er det altid Definition 11.61,
vi benytter.

Lad os nu antage, at (f,O) er et kort pa M. Hver af koordinatfunktionerne
T = a1 = 1,...,n, er da C-funktioner pa f(O) og har derfor differentialer i
hvert punkt m € f(O).

ProrosITION 11.63.

(123) {(di)m iz
er en basis for T (M). Der gelder faktisk

(124) Vij =10 (di)m(E) =6,

0g

125)  YFeC=((0): | (AF ) = Iy (2 F) - (di)m -
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BEVIS. Det folger let fra (124) og Lemma 11.46, at (d;),,-erne udger en ba-
sis, nar él@ber fra 1 til n, sa lad os vise denne formel: Vi skal altsa undersgge

(dii)m(%), hvor vi minder om, at tilderne betyder, at det er funktioner og vek-
torfelter pa f(0), vi har at ggre med. Vi erindrer om, at #;(m) = (f~*(m)); og
(=2)(F) = (%)(Fof). Altsa fas

Dw;

0 J .- 0

(126)  (dZi)n(5—) = ()7 0 f(@r,eoswa))i = (F=)(w) = b
Ly Ly Ly
Hvis £ € C*°(f(0)) kan vi nu skrive
(127) (dF) = ai - (dii)m
=1

for visse reelle konstanter ay,...,a,. Vi kan finde vardien af disse ved at lade

begge siderne i (127) virke pa (ai) for j = 1,...,n under brug af Definition I1.61

Ty

og (123). Dette giver klart det pastaede. O

OBS: Fra nu af dropper vi tilderne pa %, d¥; etc., idet det vil (bor) veere klart

fra sammenhaengen, hvorvidt vi teenker pa dem som objekter pa f(O) eller pa O.

[ analogi med vektorfelterne indfgrer vi nu kotangentbundtet T*( M ):

DEeFINTTION 11.64.

(128) T (M) ={wn |meMoguw, €T (M)}

Ligesom for tangentbundtet bliver dette en 2n-dimensional differentiabel mang-
foldighed. Vi udelader detaljerne og anfgrer blot:

PROPOSITION 11.65. Man kan udstyre T*(M) med en topologi, saledes at det
bliver en 2n-dimensional mangfoldighed. Givet et atlas A = {(f.,0,) | o € 1}
for M bliver A = {(fs,04) | a € I}, hvor, Ya € I : O, = Oy x R™ 0g ¥(z,v) =
(21, ey ), (V1,05 0,)) € Of x R™:

(129) Jolw,0) =3 vj - (d2) 1, 0)

et atlas for T*(M).
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DEFINITION 11.66. Lad U vere en aben delmangde af M. En 1-form w pa
U er da et (differentiabelt) snit ¢ T*(U), d.v.s. en afbildning U — T*(U), der

opfylder
(130) VYmelU:w, €T (U),

hvor vi, i standard notation, betegner vardien i m af snittet w med w,,. Mangden

af 1-former betegnes E1(U).

Det er klart, at £'(U) er et vektorrum nar sum og skalar multiplikation defineres
punktvis. Det er ogsa klart, at vi kan multiplicere 1-former med elementer fra

C*(U). Der geelder endvidere fplgende:

PROPOSITION I1.67. Givet elementer X € DY (U) ogw € EX(U) defineres et ele-
ment w(X) € C®U) ved Ym € U : w(X)(m) = wy,(Xy). Der gelder endvidere,
at afbildningen E1(U) x DYU) — C*(U) sdledes defineret er bilineer og opfylder

(131)
Yw € EYUWX € DHUWp € CF(U) tw(tp - X) = (¢ w)(X) = ¢ - (w(X))

Endelig geelder naturligvis fglgende i analogi med Lemma I1.46:

LEMMA IL1.68. Enhver 1-form pa f(O), hvor (f,O) er et kort pa M, har formen

(132) > bi-day,
=1
hvor, for alle i = 1,...,n, b; € C*(f(0)).

5. Videregaende teori

Med formalismen fra Afsnit 4 til vores disposition kan vi nu indfgre en del
interessante begreber og strukturer.

Lad os begynde med at generalisere begrebet indlejret delmangfoldighed. Vi
erstatter simpelthen det endeligt-dimensionale vektorrum V' i Definition I1.5 med
en vilkarlig mangfoldighed. Alle indgaende begreber er da definerede gennem
Afsnit 4.

DEFINITION 11.69. LadV vere en endelig-dimensional mangfoldighed af dimen-
sion N. En delmangde M af V kaldes en n-dimensional indlejret delmang-
foldighed safremt M, nar den udstyres med sportopologien, opfylder en af folgende
akvivalente betingelser:

(1) Ti hvert mg € M findes en omegn U (som altid antaget aben) af mo i V
og en afbildning F € C°(U,RN=") sd I er surjektiv for alle m € M NU
ogMNU={uelU]|F(u)=0}.
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(2) Til hvert mg € M findes en omegn U af mo i V, en omegn O af et punkt
zo € R”, samt en afbildning f € C*(0,V) sa:
e f(xg) =mo.
o [/ er injektiv for alle v € O.
o [ er en homeomorfi af O pa M NU.

Ogsa her vil vi ofte blot bruge betegnelsen delmangfoldighed for en sadan M.

Vi gar herefter over til at se pa virkningen af differentiable afbildninger pa
vektorfelter. Mere preecist, lad ¢» : M — N vaere en differentiabel afbildning fra
en mangfoldighed M til en mangfoldighed N og lad X vere et vektorfelt pa M.
Der geelder sa ikke, at ¢'( X') ngdvendigvist er et vektorfelt pa N (eller pa billedet
p(M)). Viindfgrer da folgende begreb, der benytter formuleringen af et vektorfelt
som et snit 1 tangentbundtet:

DEFINITION I1.70. Vektorfelterne X pa M og Y pa N siges at vere ¥ -relate-
rede safremt

(133) P oX=Yoiph.

ProrosiTION I1.71. Lad b : M — N. Lad vektorfelterne X; vare ip-relatere-
de til vektorfelterne Y; for « = 1,2. Da er Lieparantesen [ X7, X3] t-relateret til
[Y1,Y5].

BEVIS. Dette fglger ved at vikle definitionerne ud og overlades til laeseren. [
Vi slutter af med et kik pa Liegrupper.

DEFINITION 11.72. En gruppe G, der samtidig er en differentiabel mangfoldig-
hed, kaldes en Liegruppe safremt afbildningen

(134) GxG3(a,b)—a-b!
er differentiabel.

DErINITION [1.73. Lad a € G. Afbildningen

(135) L,:G—=G:Lg)=a-g

kaldes venstretranslation ved a. Delte er klart en bijektiv afbildning af G pa
G

Et vektorfelt X pa G kaldes venstreinvariant safremt

(136) Va,ge G: LI(X,)) = X,y &
Vae G:L oX =Xol,.



38 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDER

Med andre ord, X er venstreinvariant, hvis og kun hvis det er L,-relateret til sig
selv for ethvert a € G. Vi seetter

(137) a={X | X er et venstreinvariant vektorfelt pa G},

oq kalder g for Liealgebraen hgrende til G. Denne er klart et vektorrum.

Det folger fra (136), at et venstreinvariant vektorfelt er fuldsteendigt bestemt
ved sin veerdi i X, € T.(G). Omvendt kan man med lidt mere besveer overbevise
sig om, at der ved opskriften

(138) X, =L, (X,)
defineres et differentiabelt venstreinvariant vektorfelt pa GG for enhver vektor X, €
T.(G). Alt ialt betyder dette, at vi har:

LEMwMA IL.74. Afbildningen
(139) g5 X — X, € T.(G)
er en lineer isomorfi. Specielt har G og g samme dimension (nemlig dimensionen
JTAG).

Det fplger endvidere fra (136) og Proposition I1.71 at Lieparantesen mellem to

venstreinvariante vektorfelter igen er venstreinvariant. Liealgebraen g hgrende til
GG er med andre ord et vektorrum g udstyret med en bilinearform

(140) gxg> XY - [X,Y]€egqg,

der opfylder VX, Y. Z € g:

(141) (X,Y] = —[V, X] og

(142) X, Y], Z]+[[Y, 2], X]+ [[4, X].Y] = 0O (Jacobi)
DEFINITION I1.75. Et vektorrum g udstyret med en bilinearform

(143) gxg> XY - [X,Y]€egqg,

der opfylder (141) og (142), kaldes en Liealgebra.



KAPITEL III

Riemannske mangfoldigheder

1. Delmangfoldigheder

Vi vender her tilbage til det tilfeelde, hvor M er en indlejret delmangfoldighed i
et endelig-dimensionalt vektorrum V. Vi vil i det fglgende veelge et fast euklidsk
indre produkt (-,-)v pa V. Dette er per definition:

bilinezert: AfbildningenV x V 3 v, w — (v,w)yv € R er lineeer bade i
v og i w.

symmetrisk: Vo,we Vi (v,w)y = (w,v)y.

positiv definit: (v,v)v >0 0g (v,v)y =0 v =0.

DeriNITION III.1. En afbidning () : V — R kaldes en kvadratisk form, hvis det
for alle vektorer vy, ..., v, € V (r vilkarligt) gelder, at

(144) R" > (t17---7t7°) — Q(tlvl—l—---—l—trvr)

er et homogent anden-grads polynomium.

Da specielt Q(tv) = t*Q(v), er det nok at kende @’s veerdi pa enhedsvektorer.
Der gelder endvidere fglgende satning fra lineaer algebra:

ProrosITION II1.2. Enhver kvadratisk form () har formen
(145) v — (Ag(v),v)v
for en symmetrisk lineer afbildning Ag : V — V.

Den fgrste fundamentalform. Eftersom det for ethvert m € M galder, at
Tm(M) C V, kan vi lade T,,(M) arve det indre produkt fra V. Derved bliver
Tm(M) selv et euklidisk vektorrum. Vi vil ind imellem betegne dette indre pro-
dukt med (-, -)7,,(ar), eller blot (-,-), nar det er klart fra sammenhengen, hvad vi

39
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mener. Vi vil fra tid til anden holde gje med, hvordan de stgrrelser, vi konstruerer,
athaenger af dette indre produkt.

DEFINITION II1.3. Den kvadratiske form I, pa T,,(M) defineret ved

(146) Vo€ T(M) 2| Inn(v) = (v,v) 100y | (= (v,0)v)

kaldes den farste fundamentalform pa M i m.

Lad (f,0) veere et kort pa M. Det er nu naturligt at udtrykke den forste
fundamentalform med hensyn til dette.

DEFINITION II1.4. Lad m = f(x). Storrelserne ¢;;j(x), 1,5 =1,...,n, givet ved

(147) gl](x) = <fl‘mfl‘]>Tm(M) ’

kaldes koefficienterne af den foarste fundamentalform i m med hensyn til
parametriseringen (f,0).

ProprosITION 1IL.5. Der gelder for alle 1,7 = 1,...,n, at funktionen = —
gij(x) tilhorer C*(0). Verdierne af disse funktioner i et punkt x € O bestemmer
tilsammen fuldstendigt den forste fundamentalform i f(x).

BEvis. Eftersom f jo per antagelse er en (> funktion fra O til V, er det klart,
at g;;-erne ogsa bliver C™°. Da endvidere en vilkarlig vektor v € T,,,(M) entydigt
kan skrives som en linearkombination v = 3", a; - f;,, med aq,...,a, € R, og
eftersom det indre produkt er bilineaert, folger resten af pastanden ogsa let. O

BEMARKNING II1.6. Proposition 111.5 viser, at tilordningen til m € M af det
indre produkt {-,-)r,.(y @ en passende forstand er differentiabel som funktion af
m. Bemark iovrigt, at et begreb som kurvelengde kun afhanger af den forste
fundamentalform pa M :

(148) / o ()| du = / (Loqu (e (1)))/2du.

Den anden fundamentalform. Ved at se pa kurvers krumning, dels som kurver
iV og dels som kurver pa M, fas flere interessante storrelser. Lad a(t) = f(x(t)) =
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flz(t), ..., x,(t)) veere en kurve pa M, forlgbende indenfor en koordinatomegn
F(O). Vi har nu (cf. (77))

" dx;
(149) o(t) = Z ]fx]( (1)) og

"d? dr: dz,,

npy o — if J -
(1) ;dﬁfj Zdt — Je(2(1);

hvor fi ., = 5, ax ———f. Vi indfgrer nu betegnelsen

(150) h_]k' - PTOJNf( ) (fl‘]l‘k) = Proj—(fl‘jl‘k)

for projektionen af f, ., pa normalplanen Ny (M) til M i f(x). Observer, at
h]‘k = hk]‘.

DEFINITION IIL.7. Lad v € T,,(M). Lad o vere en kurve med a(ty) = m og
o'(tg) =v. Lad

(151) H(v) = Proj_a"(ty) .

Afbildningen v — H(v) kaldes den anden fundamentalform pa M im.

SETNING II1.8 (MEUSNIERS SETNING). Lad v = 3" vify, € T,,(M). Lad o
veere en kurve pa M med a(ty) = m og o'(tg) =v. Da er

(152) H(v) =50 o vjophji(x) .

Specielt er H(v) altsa veldefineret. Videre gelder, hvis kurvens krumning k,(m) i
m er forskellig fra 0, at

(153) H(v) = ko(m) - [[0]1* - Proj_(na(m)) ,

hvor ny(m) betegner kurvens hovednormal. Hvis k,(m) =0 er H(v) = 0.

BEVIS. Bemeerk, at det forste led i o”(t) i (149) ligger i T,,4y(M). Formel
(152) folger da direkte fra (149) og (150). Endelig folger (153) og de efterfslgende
bemerkninger direkte fra definitionen i forbindelse med (13) side 3. O

BEMARKNING II1.9. Det “overraskende” er dels, at H er kvadratisk i v og dels,
at det er en krumningsstorrelse, der kun afhanger af kurvens tangentvektor @ punk-

tet. Den tilsvarende bilinearform H(-,-) : T,y(M) x T,(M) — N, (M) er ogsa
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uafhengig af den valgte lokale parametrisering og er givet, for v* =3""  v?f.. og

vt =3 Wi i T(M), ved

=173

(154 B ) = S e S0 = 3 ot
=1 7=1

1,5=1

Christoffelsymboler. Vi fortsatter med at se pa et fast kort (f,0) pa vores
delmangfoldighed M og gar nu i gang med at undersgge tangentialkomponenterne
af o”. Til dette formal observerer vi fglgende:

LEMMA II1.10. Givet 7,5 € {1,...n}, findes funktioner 7% € C>(0), k =

tj
1,...,n, sa

(155) Ve e O: fl‘zl‘](x) = ZZ:l Ffj(x)ka(x) + hl](x) .

BEVIS. Dette fglger, fordi T,,(M) og N, (M) er orthogonale og tilsamme ud-

spaender hele rummet, og fordi {f.,(x)}", er en basis for Ty (M) for alle x €
0. O

DEFINITION IIL.11. Funktionerne ?fj kaldes Christoffelsymbolerne af farste
art (med hensyn til parametriseringen (f,0)). Endvidere kaldes funktionerne

(156) Vi,jk=1,....n:| Dijp = (foie;s for)

for Christoffelsymbolerne af anden art (med hensyn til parametriseringen

(f,0)).

BEMARKNING [I1.12. [ den @ldre litteratur er notationen for disse [ij, k] = 7k

k
_ 9k k _ 9k _
og{ i (= 15, Bemerk, at 75, =77 09 Tk =7 jir..

ProprosiTION 1I1.13. Christoffelsymbolerne er fuldstendigt bestemte ud fra ko-
efficienterne til den forste fundamentalform. Helt konkret galder

(157)

g Ly O
al’]‘glk al’ig]k al’kg”

-
L)
B
|
[N

rl
g ?ijlv

Q
:
|
[+

"L]

=1
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hvor (g%) betegner den inverse matriz til (g;;). Endelig geelder

Jyi
(158) oy = Lijk +Tiji -

BEVISs. Hvis vi tager det indre produkt med f,, i (155) far vi:

(159) Y g =i
k=1

Multipliceres denne ligning med ¢"* og summes derefter over [ fas:

(160) YoX gy = Y=
=1 k=1 =1
o= > 9"
=1
eftersom
(161) S g™ =" gug" = bk,
=1 =1

per definition af den inverse matrix og under brug af, at ¢;;-erne, og dermed ogsa
g¥-erne, er symmetriske i 4, j.

Vi mangler stadig at beregne 7. Til det formal betragter vi folgende tre
ligninger:

d d

(162) 520,90 = iMoo fosd = awis o) + oty o)
ail’igjk = aixl<fx] s ka> = <fl’lx]7ka> + <f95j7f90zl’k>
aixjgki = aix]<ka7fxz> = <fx]xk7fxl> +<ka7fl’]l’z>

Lagges de to nederste sammen, og traekkes den gverste fra dette, fas resultatet,
da der jo geelder, at fo,», = [, for alle 3,k = 1,... . n. Formel (158) fglger, da
g; er symmetrisk 1 5,l. O

Vi kan nu opsummere formlen for o som

(163)

2 d2x; i . dx;
() = Sioy (G + Shmt D GG foy + Shimy G St ((1)) -
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Kovariant afledet; geodeet.

SETNING .14, Lad s — [(s) vere en kurve parametriseret ved kurvelengde;

Vs ||#(s)]| =1. Da er
(164)

kﬁ'PTOJT@(s)(M)(nﬁ(S)) - n (d52 +sz 1 Zkiix; dxk)fx] )

hvor kg betegner kurvens krumning og ng betegner kurvens hovednormal (hvis kg =

0 sattes venstresiden til 0). Speciell er hojresiden wafhengig af parametriseringen
(f.0).
BEVIS. Da ("(s) = ks(s) - ng(s), folger dette af (163) med £(s) = f(x(s)). O

DEFINITION II1.15. Lengden af vektoren pa venstresiden af (164) kaldes den
geodeetiske krumning' og betegnes k,(s). Retningen af vektoren kaldes den
geodeetiske hovednormalretning. FEndvidere settes k,(s) = [[H(5'(s))]|, o
denne storrelse kaldes normalkrumningen®.

LEMMA III.16.
(165) k*(s) = k;(s) + k2 (s) .
BEVIS. Dette er blot Pythagoras. [

DErINITION II1.17. Folgende kurver kaldes geodeter,:
* En kurve I 5 s — [B(s), parametriseret ved kurvelengde, safremt den geodeetiske
krummning er identisk nul;

(166) Vsel:ky(s)=0.

sk Kurver af formen pi(s) = B(k-s), med k # 0 en reel konstant, safremt =
opfylder .
**xx Konstante kurver v, hvor ¥Vt : v, (1) = m.

BEMARKNING II1.18. Det geometriske indhold af den geodetiske krumning er,
at det er den del af krumningen af kurven, der kan “maerkes” pa delmangfoldig-
heden. (Huvis vi forestiller os et vesen, der lever pa denne—somme tider kaldet et
fladedyr—*kan dette ikke merke normalkomponenten af accelerationen 3"(s).)

I fortseettelse af dette er det naturligt at definere de objekter pa M, der skal svare
til de rette linier i euklidiske vektorrum, som de kurver, der ingen acceleration
har, set fra delmangfoldigheden. De geodetiske kurver er saledes en naturlig
generalisation af de rette linier. Det kan yderligere vises (se Bemarkning 111.68

!For kurver pa hyperflader i R3 kan vi tilordne denne et fortegn.
?For orienterede hyperflader kan denne ogsa tilordnes et fortegn.
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side 62), at den kortest mulige vej fra p til ¢ er givet ved en geodet (men der kan
godt veere flere forskellige geodeter fra p til q).

At tilfeldene % 0g xxx medlages er maske i sig selv rimeligt nok, men der er
faktisk ogsa en mere konkret begrundelse, der har at gore med det neste Lemma:

LEMMA II1.19 (GEODET). Lad I 3t — a(t) = f(x(t)) vare en kurve pa M,
lobende i en koordinatomegn f(O) (I er et interval). Antag

2.
. d7x;

Da er a en geodet.

~ BEVIS. Enten er a konstant, og sa er «%x jo opfyldt, eller ogsa findes et interval
I,saVt el :d(t)#0. Ifplge (163) medforer (167), at o” star vinkelret pa
tangentplanen. Der galder derfor, at

- d
(168) Vtel: E(o/(t),o/(t» =2-(a"(1),a'(t)) =0,
og dermed er ||o/|| = k, hvor k er en konstant, der ngdvendigvis ma veere forskellig

fra 0. Det folger fra dette ved kontinuitet, at ||o/|| = k& pa hele definitionsinterval-
let. Vi kan derfor betragte kurven 3(s) = a(7), som klart er parametriseret ved
buelangde og har k, = 0 (overvej!). O

Ideen med at projicere afledede ned pa tangentplanen kan generaliseres til den
situation, hvor vi har et vilkarligt vektorfelt v(#) langs en kurve «(t) (det tidligere
betragtede svarer sa til v(t) = /(t)). Derved far vi defineret begrebet kovariant
afledet :

DEFINITION II1.20. Hvis v(t) er et vektorfelt langs en kurve a(t) = f(x(1)),
defineres den kovariant afledede af v m.h.t. a(t) som

(169) Vav(t) = Progr, (%) | (€ Tun(M)),

hvor ProjTa(t) betegner projektion pa tangentplanen til M i o(t).
Hvis m € M, X,, € T,,(M) og v er et vektorfelt pa M, defineret i en omegn af
m, definerer vi

(170) Vi, v = (Vamu(t) (ty) (€ T(M)) .

hvor o er en kurve, der opfylder: a(to) = m og o/(to) = X, (0g v(t) = v(a(t))).
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FI1GUR III.3. Den kovariant afledede af tangentfeltet til en kurve «
og den kovariant afledede til tangentfeltet kurven 3, svarende til en
omparametrisering af « til kurveleengde, er normalt forskellige, ogsa
selvom o/(t) i det betragtede punkt har laengde 1. Der gelder dog,
at Vyya'(t) = 0 = Vi 8'(1) = 0. Bemeerk i gvrigt, at Vg 3'(t)

er vinkelret pa v (hvorfor?)
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BEMARKNING II1.21. Observer, at dette er en invariant definition (uden refe-
rence til et kort). Bemark ogsa, at i et givet punkt pa kurven a(t) afhenger (169)
kun af o'(t) (samt naturligvis af vektorfeltet v—sidstnevnte skal vere kendt i en
hel omegn, da det jo differentieres).

PROPOSITION 111.22. Huvis v(t) = Y, vi(t) - fu, (2(2)), da er
(171)

|
=
N
a
E:L@
[+
&
||Mz
a.
Sk
-~
=L
>
SN——
Fs

BEVIS. Vi har
(172) V(1) = (0 2 he) + (0 fan)).

Den forste formel folger da let fra (155). Den anden er blot en omskrivning af den
fgrste. [

Indfgres for et gjeblik notationen e; = e;(t) = f,,(x(t)) kan vi skrive o/(t) =
>, Ties, hvor ¥y @ 7 = dditj og v(t) =3 ; vie;. Derved far fgrste linie i (171) formen

(173) Varo(t) = (32 —red) + (i3 m(3 7hes))),

n
=1 =1 k=1 j=1

hvilket viser, at den kovariant afledede kun athaenger af den fgrste fundamental-
form pa M, hvilket jo er noget overraskende, eftersom vi jo brugte det omkring-
liggende rum til at projicere fra.

[ det vigtige specialtilfaelde hvor v(t) = o/(t) forer en sammenligning af udtryk-
kene i (171) og (167) let til folgende vigtige karakterisation af geodaeter:

KoroLLAR II1.23 (GEODAET). Lad I 5t — at) = f(x(t)) vere en kurve pa
M, lpbende i en koordinatomegn f(O) (I er et interval). Da er o en geodet, hvis
og kun hvis o' er kovariant konstant, altsa hvis og kun hvis

(174) Vtel: Va/(t)o/(t) =0.

Gaussligningerne. Efter at have studeret tangentialkomponenterne af de afle-
dede af vektorfelter, som jo selv er tangentielle, gar vi nu i gang med at studere
felter af vektorer, der star vinkelret pa delmangfoldigheden M.
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DEFINITION 1I1.24. Et normalfelt n pa m er tilordningen til hvert punkt m €
M af en vektor n(m) ¢ normalplanen N, (M) til M i m. Et normalfelt er med
andre ord et snit i normalbundtet.

LEMMA II1.25. Lad n vere et normalfelt defineret i en koordinatomegn f(O).
Betragt funktionen ¥ — n(x) = n(f(x)) (notationsmeessigt skelner vi som sedvanliy
ikke mellem funktionen pa f(O) og funktionen pa O). Der gelder

(175)

0
Vi=1,...,n: Prony(m)M (az(x)) — Z nik fr, () hvor

n
i = Z ijs I

=1

BEVIS. Det er klart, at den forste linie i (175) geelder for visse funktioner n;;—
{fer(2)}7—; udger jo en basis for Ty M i hvert punkt f(x). Endvidere gelder,
at (n, fz,) = 0. Differentieres denne ligning fas

(176) (). fo) + (0 o) = 0,

og dermed ved indsettelse af (175) samt brug af (155),

(177) Z nikgk; — 2]7 >

Udtrykket for n;, folger let fra dette (se igvrigt beviset for Proposition III.13
side 42). O

Vi definerer nu to naertbeslegtede storrelser med 4 indices. Vi skal senere se, at
de svarer til to 4-tensorer, som har fundamental betydning.

DeFINTTION II1.26.

(178)

Rzyk Z h2k7h]l h2]7hk1>) o4
=1

Rije = (hig, hji) — (hij, hw).

BEMERKNING [I1.27. Vi kan ga frem og tilbage mellem de to slags R’er ved at
have (eller sanke) et index via {g"} ({gi;}). Observer ogsd, at R-erne afhanger
kraftigt af den anden fundamentalform.
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SETNING [11.28.

(179)
oty ot &
B = Goy " 7w T 2Uwh o
J
0 01 &
Ry = — LY (2P, — 757 0).

BEVIS. Vi kan beregne f,, ..., = 8?: ud fra (155). Vi vil specielt interes-

sere os for tangentialkomponenterne og kan ved differentiationen af h;; benytte
Lemma II1.25, idet h;; jo er er normalfelt. Derved fas

n

(180) fl’kl’z‘l’] = Z aa T, —I_Z ije lk Z hwvhk1> lp)fl’p mod Nf(l’)(M)v
=1 =1

hvor “mod Ny()(M)” betyder, at hgjresiden og venstresiden har samme tangen-
tialkomponent. Eftersom fo, ci0; = [ 2z, far vi n ligninger (en fra hver fl,p), der
forbinder h;;-er med ?fp—er. Ved omgruppering af disse fas den fgrste ligning i
(179) let.

For at vise den anden ligning minder vi om, at 7. = (fuz,, fz;) ((156)), og
dermed bliver

0 0
877216[ - a—l’k?”l = <ijacixk7fxl> + <fx,‘xk7facjacl> - <kaxiacjafacl> - <fx,‘x]7kaacl>
J

(181) = <fxixk7fx]xl> - <fxix]7kaxl>'
Indsattes (155) i dette folger ligningen direkte. [

DEFINITION II1.29. Den 4-lineere form

b d boe d
(182) R(v*, 0" v v) = i ka=1 Riijrofvjvivg

defineret pa T, (M) x Top(M) x T, (M) x To(M) og med verdier i R og hvor,
som sadvanlig, nedre indices refererer til vektorens koordinater med hensyn til den
kanoniske basis { f;,}"_, kaldes Riemanns krumningstensor.

LEMMA II1.30. Riemanns krumningstensor afhenger tkke af den valgte parame-
trisering, men kun af tangentvektorerne. Den er antisymmetrisk i parret v*,v" og

i parret v°, v, men er symmelrisk hvis disse par byttes om.
BEVIS. Det folger fra Definition 111.26 (se ogsa (154)) at
(183)  R(v*, 0%, 0%, 0% = (H(v",v%), H(v" vh)) — (H(v",v%), H(v" v)).

Y
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Pastandene folger direkte fra denne formel. O

DeFiNtTION II1.31.

(184) Ry= > Rijng™ = > Rsz = Rfkj-
i,k=1 k=1 k=1
Den tilsvarende bilinearform
(185) To(M) 30" 0" — Rﬂv;vlb = Ric(v®,v")
7,0=1

kaldes Ricct tensoren. Endelig kaldes
(186) S=>¢"Rj
7l
for skalarkrumningen eller krumningsinvarianten.

LEMMA II1.32. Ricci tensoren og skalarkrumningen er uafhengige af den valgte
parametrisering.

BEVIS. Dette gar tilbage til, at Riemann tensoren samt metrikken {g;;} er inva-
riant definerede. Endvidere fremkommer de ved kontraktion (sum over det samme
gvre og nedre index), hvilket er en invariant (basis-uafheengig) operation. Se i
gvrigt appendixet om tensorer. []

2. Krumningen af hyperflader

DEFINITION I11.33. Lad V vere et vektorrum af dimension n +1 (n € N). En
hyperflade M ¢ V' er da en indlejret delmangfoldighed af V' af dimension n.

Vi bemeaerker, at normalplanen i hvert punkt er 1-dimensional—specielt er der
i hvert punkt m € M preecist to enhedsvektorer =N (m), der “star vinkelret” pa
M.

DEeFINITION I11.34. En hyperflade kaldes orienterbar safremt der findes et dif-
ferentiabelt felt N af enhedsnormalvektorer til M,

(187) Yme M : N(m) € N,(M) og ||[N(m)|| =1.

I det fglgende vil vi antage, at vore hyperflader er orienterbare med en fast
valgt funktion N. Faktisk vil vi det meste af tiden benytte et fast (men vilkarligt)
kort (f,0), og man kan vise, at f(O) altid er orienterbar. Bemeerk i gvrigt, at
VmeM:N(m)e S

DEFrINITION II1.35. Betragtet som afbildning M X 87 kaldes N for Gaussaf-
bildningen.
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[ den givne situation bliver H(v) (side 41) proportional med N. Der er da tra-
dition for ogsa at kalde proportionalitetsfaktoren for den anden fundamentalform:

DEFINITION I11.36. For en hyperflade M kaldes ogsa
(183) [ (v) = (H(v), N(m))
for den anden fundamentalform pa M.
Vender vi nu tilbage til funktionerne h;; ((150) side 41), kan vi definere

DeFINTTION II1.37.

(189)

Lij(x) = (hij(x),N(z)) (& hy=1;-N)
= <fl’x]7 (l‘)>, 0g

;o= Z 9 1.
7=1

Funktionerne l;; kaldes koeffictenterne af den anden fundamentalform og
funktionerne 1¥ kaldes koefficienterne af den anden fundamentaltensor
(med hensyn til de lokale koordinater (f,0)). Bemark i ovrigt, at l;; er symmetrisk
i 1,7, hvorimod I¥ normalt ikke er er symmetrisk i 1, k.

ProprosITION 1I1.38. Differentialet dN,, kan betragtes som en lineer afbildning
Tom(M) — T, (M). Som sadan er det en symmetrisk afbildning. Med andre ord,

(190) Vol vt € Tp(M) : (AN, (v®), v%) = (v, dN,,(v*)) .

BEVIS. Lad os udregne differentialet af N' m.h.t. vores kort (f,O):

d 9
g VUi @) =

Af observationen (V, %N) = 0 fas, at forste linie i (175) kan skaerpes til

(191) AN(fz) = N.

a n n n
6:1;' Z zla klka = — Z lilgklka - - Z lzkkav
3 k=1

(192)

(altsa ikke blot “modulo noget”). Vi ser, at resultatet er en vektor i T, (M),
hvilket vi nu ogsa kunne have forudset, da tangentplanen til N(x) € S™ jo
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netop er parallel med tangentplanen til f(xz) € M. Da vi per linearitet har,
at dN("iy tifey) = iy ti%N fas nu

(193) (AN _tife ), D sife,) = =220 D tisilag™any = — D ljtis;.
=1 7=1 =1 j5=11,k=1 7,j=1

Symmetrien fremgar klart af dette. [

BEMARKNING I11.39. Ligningen (190) er definitionen pa, at en lineer afbild-
ning er symmetrisk. I en orthonormal basis {e;}"_, bliver matricen symmetrisk.

Vi minder nu om en velkendt satning fra lineser algebra, der siger, at enhver
symmetrisk matrix kan diagonaliseres.

DEFINITION I11.40. Lad {¢;}; vare en orthonormalbasis i T,,(M) saledes, at

(194) Vi=1,...,n:—=dNy(e;) = K;e; .
Retningerne bestemt af vektorerne e¢;;1 = 1,....n, kaldes hovedretningerne og
egenverdierne Ky, ..., K, kaldes de tilsvarende hovedkrummninger. Videre defi-

neres Gausskrumningen K og middelkrumningen A ved

(195)

K =det(—dN) = [[Ki og

A=Liwany = Loy,
n 4

n

PROPOSITION II1.41. Udtrykt i vores basis { f»,}-, er AN = —{I¥}. Specielt er
derfor

(196)

K =det({If}) = det({l;;})/ det({g;;}) oy

1 1
= —. L= . wal..
A=l = oo 3 gl

7,7=1

BEVIS. Det folger af (191) og (192), at matricen for dN er givet ved at have
den ik-te koefficient givet ved — 37, l4¢*'. Men dette er jo i folge (189) netop det
angivne. Det resterende fglger direkte fra Definition 111.40. O

DEFINITION I11.42. Lad e betegne en enhedsvektor i T,,(M). Da definerer e
sammen med N(m) en to-dimensional plan. Snittet mellem denne og M er (lokalt)
en requler kurve a. (overvej) som, nar den parametriseres ved buelengde s ud fra
m, opfylder: a.(0) =m, o’ (0) = e og a”(0) x N(m) (proportionale). (Den sidste
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observation folger fra, at o!/(0) dels er vinkelret pa e, dels ligger i planen udspendt
af {e, N(m)}—for her ligger hele kurven a. jo per definition). Denne kurve kaldes
normalsnittet bestemt af e. Vi har altsa o (0) = k,(e) - N(m) hvor ||k, (e)|| er
lig normalsnittets krumning. Vi kalder k,(e) normalkrumningen i e’s retning.

Vi har nu fglgende geometriske tolkning af den anden fundamentalform:

ProrosiTION 111.43. Lad e € T,,,(M) veere en enhedsvektor. Da er

(197) I, (e) = kn(e) .
BEVIS. Det fplger fra (193) kombineret med (189), at der geelder
(198) Vo e Tn(M): 11, (v) = —(dN(v),v) = (H(v), N)

og derfor specielt for enhedsvektorer. Pastanden vedrgrende krumningen fglger
fra Meusniers Satning side 41. [

Vi vender os nu mod Riemann tensoren. Vi kan give en szrlig simpel formel for
denne ved benyttelse af vektorerne {¢;}7”_, fra Definition 111.40:

SETNING [11.44.
(199)

(v e;) (v

<Ub7 €i> <Ub7 €j>

a b ¢ dy __ 1< e
R(v, v’ v, v%) = 557,21 KK

BEvVIS. Vi begynder med at observere, at
(200) Vo' oV € T, (M) : H(v",v¥) = —(dN,,(v"),v") - N,

hvilket folger fra (154) sammenholdt med (193). Hvis vi udvikler en vektor v” pa
vores basis {e;}, fas

(201) v’ = Z(vx, €;) - €; og dermed — dN,,(v") = Z[Q (v, e) - e
=1 =1
Indsattes dette i (183) fas

(202)

ZZ]’:I [(i[(](<va7 ei><vcv ei><vbv ej><vd7 6]‘> — (v, ei><vd7 ei><vbv ej><vcv 6]‘>),
og dermed, p.g.a. symmetrien,

(203)

v v
Z?,i:l [(][(i(<va7 ej><vcv ej><vbv ei><vd7 ei> — (v, ej><vd7 ej><vbv ei><vcv 62>)
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Laegges de to ligninger sammen og ganges resultatet med %, fas det gnskede. O
I tilfeeldet n = 2 er

(204) = (v, ") (v¥, vY) — (v",vY)?,
og denne stgrrels angiver kvadratet pa arealet af parallellogrammet udspaendt af
v¥ og vY.

SETNING II1.45. (GAUSSES TEOREMA EGREGIUM?®) For en hyperflade i
R? afhaenger Gausskrumningen K kun af den forste fundamentalform. Hell precist
geelder, at K = R(v”, 0¥, 0" vY), hvis v*, 0¥ er et par vinkelrette enhedsvektorer i
tangentplanen.

BEVIS. Der geelder her, at K = K1 K,. Endvidere behgver man kun at summere
over i # j i (199), og det giver i vores tilfeelde to identiske led. Resultatet folger
nu af (204). O

BEMARKNING [11.46. Det overraskende og “ypperlige” ved denne setning er, at
selvom krumning er defineret i forhold til det omkringliggende rum, sa findes der
en krumningsstorrelse, K, som kun afhenger af forhold pa selve fladen. Den kan
saledes bestemmes af et “fladedyr”.

LEMMA II1.47. For en hyperflade M gelder

(205) Ric(v*,v?) = Z]Q[(j<vb,ej><vd,ej> 0qg
1#]
i3 2 i3
S = Y KK;= (ZKZ') - K.
i£] =1 =1

Nar specielt dim(M) = 2 er
(206) Ric(v®, 0" = K - (v*,v%) og S = 2K.

BEVIS. Resultatet vedrgrende Ric fas fra (199) ved at satte v* = v° = ¢
og derefter summe over k. Se i gvrigt (185) og bemaerk, at eftersom {e;}",
er en orthonormalbasis, svarer {¢g"} til identiteten. Endelig fas S ved at sette

v® = v? = ¢; og summe over [. [

3Egregium: Udsegt, ypperligt.
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DEFINITION [11.48. Lad v®,v"* veere to orthogonale enhedsvektorer i T,,(M). Da
kaldes

(207) R(v*, 0", v v")

snitkrumningen af snittet bestemt at v®,v°. Vi siger, at M er positivt (negativt)
krummet i m, hvis alle snitkrumninger er positive (negative).

BEMAERKNING [11.49. Fellesmangden mellem rummet udspandt af {N,,,v*, v}
og M er lokalt en 2-dimensional delmangfoldighed. Snitkrumningen er precist
Gausskrumningen af denne delmangfoldighed i m (se ¢ gvrigt Teorema Egregium).
Det er klart, at denne kun afhanger af planen udspaendt af v*,v°.

DEFINITION II1.50. Bilinearformen pa T,,(M) givet ved

a b : a b 1 a b

(208) E(v,v):ch(v,v)—§S-<v v”)
kaldes Einstein tensoren i m.

BEMARKNING [I1.51. Metrikken (-,-) skal erstattes med et sakaldt Lorentz indre
produkt (eller Lorentz metrik) {g;;} — {ei;}

(209) e11 =1l,e30="-- =€y, = —1 0ge;; =0 forei#7,
og dimensionen af M skal veere fire, for at vi far den “rigtige” Einstein tensor.
For hyperflader i R® benyttes fglgende terminologi:

DEFINITION II1.52. Et punkt m kaldes

elliptisk hvis det(dN,,) > 0.

hyperbolsk hvis det(dN,,) < 0.

parabolsk hvis det(dN,,) =0 men tr (dN,,) # 0.
planaert hvis dN,, = 0.

Disse tilfelde er disjunkte og udtommer samtlige muligheder (overvej).

3. Abstrakte mangfoldigheder

Vi skal her betragte abstrakte mangfoldigheder udstyrede med en metrik. Vi
vil forsgge at generalisere sa mange begreber som muligt fra tilfaeldet med en

delmangfoldighed.

DEFINITION II1.53. En (abstrakt) Riemannsk mangfoldighed er en differentiabel
mangfoldighed udstyret med en metrik g, hvor vi med metrikken g forstar tilord-
ningen til hvert tangentrum T,,(M) af en symmetrisk, positiv definit bilinearform
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gm (-, ) (ofte ogsa betegnet (-,-),, eller blot (-,-)) pa en sadan made, at i et vilkarligt
kort (f,0) er samtlige funktioner

.. Def.
(210) Vi,j=1.....n:g;(x) = g (aiai)

uendeligt ofte differentiable pa O. Hvis X og Y er vektorfelter pa M er funktionen
m = (X, Ym) = (X, Vi) saledes en C®-funktion. Denne vil oftest blive
betegnet (X,Y).

Fra nu af betegner M altid en vilkarlig Riemannsk mangfoldighed af dimension
n. DY(M) betegner ogsa her mengden af glatte vektorfelter pa M. Vi starter med
at udneevne en tidligere seetning (Proposition I11.13) til at veere en definition:

DEeFINITION II1.54. Christoffelsymbolerne af forste art og af anden art
(med hensyn til parametriseringen (f,0)) er givet ved, henholdsvis,

1 0 0 0
211 P = = | ——gip 4+ ——ip — ——qi:
(211) i 5 (axjgk + 929k axkg]) 0y

n
r _ rl
o= 20
=1

hvor (gij) betegner den inverse matriz til (g:;).

Vores forste generalisation er nu

DEFINITION I11.55. Lad X og Y vare vektorfelter pa M. Den kovariant af-
ledede VxY af Y i X's retning er da det vektorfelt, der, nar i lokale koordinater

— J_Z = ¢
(212) X—]Z:;X o, O V=X g0
er givet ved
(213) ViV =20 (X (YY) + 2y kaXkYi)a% :

Denne definition er direkte overtaget fra den anden linie i (171) side 47, hvor
led af typen 2 netop er lig (dv;(a’(t))) = (e/())(v;), og hvor den sidste ligning
er definitionen pa, hvorledes vektorfelter virker pa funktioner—eller 1-former af
typen dip virker pa vektorfelter. Se i gvrigt Definition 11.47. Vi kan endvidere
ogsa overfgre definitionen af den kovariant afledede af et vektorfelt langs en kurve
ved simpelthen at erstatte leddene med f,,(: = 1,...,n) i Proposition I11.22 side 47

med %i(i: L,...,n).
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Definitionen er ved forste gjekast ganske athaengig af valget af lokale koordinater.
At den alligevel til syvende og sidst er uatheengig af disse fglger umiddelbart fra
den naste satning.

PrOPOSITION 1I1.56. Den lineere differentialoperator defineret ¢ lokale koordi-
nater gennem (213) opfylder for alle vektorfelter X,Y, 7 folgende ligninger:

(214) ViV —VyX = [X.Y] og
(215) (VX Y)Y+ (X,VzY) = Z((X,Y)).
En afbildning ¥V, der opfylder (214) og (215), er entydigt bestemt.

Bevis. Da Christoffelsymbolet 7;k er symmetrisk i 7, k, folger det fra (213), at
venstresiden i (214) er givet ved

(216) SUX (V) = V(X))o = [X, Y]
7=1
Lad nu Z =377_, Zk%. Vi har da

(217) (VX,Y) = Zn:(Z(Xf)+ znj ENAS QYL

jl=1 i k=1

= > g Z(XHY' + Z T ZF XY

7,0=1 7,k,=1

RIS) (VY. X) = S (Z07)+ 30 1524 g X'

jl=1 ik=1

= > giZ(YHX' + Z 2P Y IX

Jl=1 i,k,l=1

= g Z(YH X7 + Z T ZPYIXY og

jl=1 ikl=1

(219) Z(X,Y) = Y kaizgﬂxfyl
Tl I

= 2 gn(Z(X)Y' + Z(Y)XY) +
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Bemeerk, at den tredje linie i (218) og i (219) fremkommer fra den anden ved
ombytning af summationsindices. Da det indre produkt (X,Y’) er symmetrisk i
X, Y, folger (215) nu fra disse formler pa grund af (158) side 43, som stadig gaelder,
jeevnfor (211).

Entydigheden fas som fglger: Antag, at vi har V' og V2, der opfylder (214) og
(215) og lad V = V' — V2. Vi har da:

(220) ViV =VyX og (VX V) = —(X,VzY).
Dermed bliver

(221) (VxY,Z) = —(Y,VxZ)=—(Y,VzX) = (VY,X)
= (VWZ,X)=—(Z,NyX) = —(Z,VxY).

Altsa er V identisk 0. [

BEMARKNING II1.57. Man kan faktisk angive en formel for (VzX,Y). Se Op-
gave 1.113.

KOROLLAR II1.58. Der gelder Vi, 1,102 € C°(M)VXy, Xa,Y € DYM):

(222) o Vx er en lineer afbildning D' (M) — D'(M)
o v(11/1'X1-|-1l/2'X2)5/ = ¢1 ’ vX15/ + ¢2 : VXQY oq
¢ Valo VT 20 VY 1+ (X))

BEVIS. Dette folger direkte fra (213). O

DEFINITION II1.59. En tilordning V, der opfylder (222), kaldes en affin sam-
menhaeng. For fastholdt X kaldes Vy for kovariant differentiation mht. X.

Lad os for et gjeblik indfgre en funktion F' defineret pa tripler af vektorfelter og
med vardier i mengden af vektorfelter:

(223) F(X,Y,2) " (VxVy = VyVy = Vixn)Z.
LeMMA II1.60. Lad ¢ € C*(M). Da er
(224) F(- XY, Z)= F(X, Y, Z) = F(X,Y,%- Z) = F(X,Y, 7).

BEVIS. Betragt forst ¢ - X: Vi har at [ - X, Y] = ¢ - [X,Y] — (Y(¥)) - X.
Derfor bliver de “overflodige led” henholdsvis (Y (¢) - VxZ (fra Vy (¢ - Vx7Z) og
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—(Y(%) - VxZ (fra V_y(yp)).xZ). Dermed er F(y - X,Y,Z) = ¢ - F(X,Y, Z).
Beviset for Y gar naturligvis tilsvarende. Lad os endelig betragte 9 - Z:
FX,Y.¢-7Z)=
(225)  Vx(-VyZ+(Y(4))-2) = Vy (- VxZ +(X(¥))- Z)

(X Y)() - Z =4 - VixnZ
= Y- FXY, 2)+ (X)) - (VyZ = Vy Z)
+ (Y() - (VxZ = VxZ) + (X(Y(¢) = Y(X(¥)) - [X,Y](¥)) - Z

I
<

L F(X,Y, 7).
0

KoroLLAR IIL1.61. Verdien F(X,Y,Z)(m) of F(X,Y,7) i et punkt m afhenger
kun af verdien af X,,,Y,, og Z,,.

BEVIS. Dette er et generelt feenomen ved afbildninger, der er “linezre over
C>®(M)”, se i gvrigt opgaverne. [J

BEMARKNING 11.62. Afbildningen T,,(M) x T,,(M) x T, (M) 3 X, Yin, Ziy —
F(X0, Y, Zn)(m) € To(M) er klart multilineer. Det er derfor et element i
rummet L(T,,(M) @ T,,(M) @ T,,(M), T,(M)) 2 T: (M) T (M) T: (M) ®
Ton(M). Afbildningen m — F(-,-,-)(m) er saledes et tensorfelt af type (1,3).

Vi definerer nu symbolerne R, udfra ligningen (179) side 49. Samtidigt definerer

vi symbolerne R, som anfert (derved slipper vi for at vise, at denne formel
geelder, hvis vi definerer disse symboler som i anden linie i (179):

; Def. a?i 8?i T oi 0] i 97
(226) RZM = axkl_a—xf+2(?rl?fk_?rk?fl)

=1

Def. w— ‘
(227) Rpwt =" ) _gipltiu

i=1

Vi kan da vise:
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PropPoOSITION II1.63. Der gelder

(228)  (VxVy = VyVx —Vxy)Z = > RZMX’“Y’ZT%
7.k, l=1 J
(229)(VxVy = VyVyx = Vixy))Z, W) = > R,uX'Y'ZWP
P,k =1
= —R(X,Y,Z,W).

BEVIS. Vi gor fglgende observation, som ggr beviset meget lettere: Eftersom
veerdien af venstresiden af (228) i et punkt p kun afhaenger af veerdierne af X, Y, 7
i dette punkt, kan vi erstatte X,Y,Z med vektorfelter XY, Z, hvis koefficient-
funktioner X*,Y"!, Z/ er konstante og lig de tilsvarende veerdier af X,Y og Z’s
koefficientfunktioner i p. Vi ggr dette, idet vi samtidigt dropper tilderne. Vi har
saVi=1,...,n:Y(X") =0, og tilsvarende med X og Y byttet om. Specielt er
Lieparantesen [X,Y] = 0. Endelig kan vi benytte (213) to gange til at udregne

: %)
(230) VxVyZ = VXZ?ZIY’ZT7
7oyl J

= — VL XY ——

j%;,l (8:1;k —I—ZZ:; " Zk) 2y

Hvis vi treekker det tilsvarende udtryk for Vy'Vx 7 fra og benytter (226) fas (228).
Under brug af (227) folger (229) direkte fra dette. O

Hvis vi vender tilbage til definitionen at den kovariant afledede, kan vi se, at vi
overtog formlerne direkte fra tilfeeldet af en delmangfoldighed. Det er saledes klart,
at vi kan udvide (VxY)(p) til at geelde for vektorfelter Y, der er definerede pa en
kurve o gennem p, der har X, som tangentvektor i p, og vi kan direkte generalisere
begreberne geodaetisk krumning og geodaetisk hovednormal. Mere vigtigt
er fglgende:

DEFINITION I11.64. Lad [ 5t — X(t) vere et vektorfelt langs en kurve o(t) ¢ M.
Vi siger, at X er parallelt langs «, cller at X er et parallelfelt, safremt

(231) Vtel:VuynX(t)=0.

Hvis vektorfeltet X(t) = o/(t) langs a(t) er parallelt, kaldes o en geodet.

(232) a geodat < Vg (t) = 0.
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Lad Y (1) = >%, Yi(t)a%i og aft) = f(x1(t),...,x.(1)) i lokale koordinater (f,O).
Det fplger da direkte fra (171) side 47 at

PROPOSITION II1.65 (PARALLELFELT). Y er et parallelfelt langs o hvis og kun
hvis

(233) |Vj=1,...,n: 00 psn T (a(t) S0yt =0.

PROPOSITION I11.66 (GEODAET). Kurven « er en geodet hvis og kun hvis

234 Viel:Vj=1 noLipyn T dndn g
(234) Vi=1,....n: 55 Py Tt de _

Givet et punkt m € M og en vektor v,, € T,,,(M) da findes en entydig (maksimal)
geodeet [ med 3(0) = m og 3'(0) = v,,. Givet et kurve a i M med «a(t1) = p og
a(tz) = q og givet en vektor Y, € T,(M), da findes et entydigt bestemt parallelfelt
Y () langs « saledes, at Y'(t;) = Y,. (Vi vil ikke bevise disse satninger).

DEFINITION II1.67. Lad notationen vere som ovenfor. Med Y, — Pi(Y,) = Y(q)
betegner vi den afbildning Ty, — To(r), der til et Yy, € T,y knytter vardien i
q af det entydige parallelfelt Y (t) langs o, der opfylder, at Y(t1) =Yy, . P2 kaldes
paralleltransport langs o fra o(ty) til a(ty). Der gelder, at dette er en
lineer tsometri. (Se opgaverne)

Exempel: Lad M = S? og f(¢,0) = (sinf - cosp,sinf - sinp,cosf) for ¢ €
10,27[,0 €]0,7[. Lad os se pa parallelfelter langs forste-koordinatkurverne ¢ =
f(t,0) = (sinfcost,sinfsint,cosf): I lokale koordinater er a(t) = (x1(t), x2(t))=
(1,0), og derfor er 22 = 0 og 2L = 1. Ligningen for et parallelfelt bliver i denne

dt dt
situation saledes (233):

dY(t)

(235) =+ S 2.Vt = 0.

Fgrste trin pa vejen er nu at udregne de involverede Christoffelsymboler. Dette
gores via Proposition I11.13 eller (211). Vi udelader regnerierne. Resultatet kan
skrives pa matrixform som

d {Y?\ 0 —cos §/ sin 0 Y¢
(236) E(Yg)_(sinecose 0 )(Ye)'

Denne differentialligning kan enten lgses ved at differentiere en gang til og isolere

Y? (hhv. Y?) eller ved brug af formlen Y(¢) = (e*?) - Y(0) for lgsningen til



62 ITI. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDER

Y'(t) = A-Y(t)—som ogsa geelder, nar A er en konstant matrix. Seet y = cos b,
da er

o (V)= (ot e ) (V).

Det tilsvarende resultat for kurverne ¢ = ¢y = konstant er fplgende:

Y#(¢0,0) 5 0 Y#(go, 7)
238 ’ = [ sing ' 2 ‘
25 v 0 1)\ v d)
Hvis vi indseetter dette resultat i formlen Y - f, + Y7 . f; fas et ganske simpelt

resultat, hvilket heenger sammen med, at kurverne ¢ = konstant er geodaeter. (Se
opgaverne).

BEMARKNING II1.68. En af de centrale egenskaber ved rette linier er, at de an-
giver den korteste vej mellem to punkter. Vi skal her se, at geodater har samme
egenskab, i det mindste lokalt.

Lad os derfor betragte kurver, der lober helt indenfor en koordinatomegn f(O):
Betragt to punkter xo,21 @ f(O) og samtlige kurver o : [ = [0,1] — f(O) med
a(o) = xg og a(l) = x1. Blandt alle disse vil vi nu soge den kurve, der har den
mindste kurvelengde,

(239) .= /01 o/ (1)]|dt.

Vi kan ligesd godl forspge at minimere s*. Nu galder

1
(240) st = (1l Wagony < [ Nl

med lighed hvis og kun hvis ||o/|] = ¢, altsa hvis og kun hvis kurveparametren er
proportional med kurvelengde. Vi kan derfor ligesa godt antage dette. Men herved
bliver vores problem akvivalent med at minimere integralerne

(241) 1a) = [ o)

over den samme mangde af a-er som for.

Antag nu, at o(t) = f(x1(t),...,2.(1)) = f(x(t)) er en (den) kurve for hvilken
minimum opnas. Lad y(t) = (yl( )y ynlt)) veere en wilkarlig kurve ¢ O med
y(0) = y(1) = 0 og betragt f(x(t) + €-y(t)) for € tilstrekkelig lille. Der ma da
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galde:
(242)
d(x;(t sy (1) d(ax;(t Syt
Lo 3 [ et reont (x()Zf (1) W)Zf sy _ oo
agw da;(1) da;(1) t) dy;(1)
+2 / Yl gy =
]Zl:l‘/ dx dt dt Z 9 dt dt e
8g” da;(t) dx;(t) gzl:zj
—9 / Hdt =
JZI:I/ g dt dt Z () 0

hvor det sidste led fremkommer ved delvis mtegmtwn efterfulgt af skift af summa-
tionsindex. Eftersom denne ligning skal gelde for alle kurver y, ma der gelde

L Jgij dui(t) day(1) 5 d(gazi(t)
(243) v Z o) dt dt -2 a0

K3

Udfores diﬁerentmtwnen i det sidste led fas, efter en omgruppering,
dl’z(t) dl‘j (t)

a a

o Pai(t) & 0ga gy
(244) ORI +%:(26$j—axl)

Pa grund aof, at dwét( )dle—t() er invariant under ombytning af © og j, @ndres det
sidste led ikke, hvis vi erstatter parantesen med ag” + 3 8ng — %’T’j = Tiu1. Gores

dette, efterfulgt af multiplikation med g, 0og sum over | fas

dzxk d:z; t)dx;(t)
7k J _
dt? Z ' dt 0.

Dette er pracist ligningerne for en geodcet (Proposition 111.66 ).

(245) Vi
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KAPITEL IV

Differentialformer

1. Generelle tensorfelter

Lad M vere en n-dimensional differentiabel mangfoldighed og lad m € M.

DEeFINITION [V.1.

(246) T(M)=T, (M) T, (M)T (M)®--- T (M) .

T S

I fortseettelse af Definition I1.52 side 32 definerer vi nu

DEFINITION [V.2.

(247) T5(M)={w, | meM ogw, e T)*(M)}.

Specielt kaldes bundtet T (M) for kotangentbundtet, og betegnes ogsa ofte
T*(M). Endvidere er T'"°(M) = T(M). Generelt kaldes T"*(M) for bundtet
af (r,s)-tensorer, eller bundtet af tensorer af type r,s.

PROPOSITION IV.3. Lad (f,0) vere et kort pa M. Da udgor
(248)

{( . ®®%)®(dwll®®dxls)|1§]177]7°7l177Zs§n}

Oz j)

en basis for T7*(M) for hvert m € f(O).

BEvis. Dette fglger direkte fra Proposition B.13. [
Vi vil ikke her bevise, at T"*(M) er en differentiabel mangfoldighed, men ngjes

med at henvise til diskussionen side 32. Vi kan nu udvide Definition 11.55 og
Definition I1.56 til

65
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DEFINITION IV.4. Afbildningen = : T™*(M) — M givet ved

(249) YV, € T(M) : 7(w,) =m

kaldes den kanoniske progektion af T°(M) pa M.
DEFINITION IV.5. En afbildning s : M — T™*(M), som opfylder

(250) VYme M :x(s(m))=m,

kaldes et sntt i bundtet T™*(M). Vilader D™*(M) betegne meengden af glatte snit,
hvor differentiabilitet er i betydningen af en afbildning fra en mangfoldighed til en
anden. Elementerne i D™*(M) kaldes tensorfelter af type r,s.

EXEMPEL IV.6. Metrikken g kan opfattes som et tensorfelt af type (0,2). Rie-
manns krumningstensor er et tensorfelt af type (0,4).

2. Differentialformer

I analogi med det foregaende definerer vi

DEeFINITION [V.T.

(251) ANT(M) = {wn | m € M ogw,, € N*"T2 (M)},

09 T : Wy, — m betegner den kanoniske projektion af N*T*(M) pi M. Rummet
AFT*(M) kaldes det k-te ydre bundt over M.

Vi fa let fra Proposition B.20, at

PROPOSITION IV.8. Lad (f,0) vere et kort pa M. Da udgor

(252) {(de;y Ao+ Nday ) |1 < iy <+ <ip <n}

en basis for A¥T* (M) for hvert m € f(O).

DEFINITION IV.9. Et snit w i A¥T*(M) kaldes en k-form eller en differenti-
alform af grad k. Rummet af glatte k-former betegnes QF(M). Endelig betegnes
med

(253) QM) = B2 (M)

rummet af differentialformer pa M, hvor vi setter Q°(M) = C*(M).
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En (glat) differentialform w af grad k er altsa en tilordning til hvert punkt m € M
af et element w,, € AT (M) (pa en glat made), altsa tilordningen til hvert m € M
af en k-linear alternerende form w,, pa T,,(M).

LEMMA IV.10. I lokale koordinater (f, Q) har et element w € Q¥(M) formen

(254) Wy = 2iy<<ip<n Qi ix (l‘)dl‘ll VANEIAN dl‘lk ,

for visse O -funktioner a;, ., .

BEVIS. Dette fglger direkte fra Proposition IV.8. [
BEMERKNING IV.11. Vi er sadan set allerede begyndt pa at regne med det ydre

produkt mellem differentialformer, men lad os for god ordens skyld nevne, at vi
definerer det ydre produkt mellem to differentialformer w® og w® punktvis, d.v.s.

(W A W) net wi Awb  hvor det sidste “N” er det, der er defineret i Proposi-
tion B.23. Endelig bemerkes, at hvis ¢ er en funktion (altsa en 0-form) ogw er en
vilkarlig form, da udelades N\ sedvanligvis i w, saledes at sidstnevnte skrives

karlig , da udelades N\ sedvanligvis 1 o A w, saledes at sidst te skri
som pw.

3. Pull-back
Vi skal her indfgre en alt afggrende operation pa differentialformer:

DEFINITION IV.12. Lad M" og N vere differentiable mangfoldigheder, lad F' :
M — N wvere en differentiabel afbildning, og lad w vere en k-form pa N; w €
QF(N). Pull-backet F*w € QF(M) af w defineres da punktvis via formlen

(255)
Vor, ..o € Tn(M) 2 (F¥w)p(v1, ..., 0k) = Wpiny (F (1), .o, B (0r))

BEMERKNING IV.13. Bemark, at hvis w er en 0-form, altsa en funktion w = ¢ €
C>®(N), da er F*¢ = ¢ o F'. Hvis endvidere G : N* — P?® er en differentiabel
afbildning og w er en differentialform pa P®, da er

(256) (GoF)w=(FolGw.

EXEMPEL IV.14. Lad situationen vere som i« Definition IV.12. Antag, at w lokalt
er givet ved

(257) w=dy;, N Ndy;,.
Der gelder da, at

k
(258) (F ) (52 ) = det ((dyi, s Flu(52-))rtm))

5=1
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Endvidere er

(259) (dyir, Fm(al’js ))F(m) - (d(yzr 0 F))m (axjs) - 8ij .

EXEMPEL IV.15. Betragt en 2-dimensional delmangfoldighed M af R® med inklusi-
onsafbildningen ¢ : M — R>. Lad m € M veaere vilkarligt. Antag, at tangentplanen

Ton(M) er udspendt af to orthogonale enhedsvektorer v = (v, vY,v*) og w =
(w”, wY,w?). Definer

(260) ity € Tn(M) : & (th,ts) = det ( ézgi 232? ) .

Der geelder jo, at dz(t*,tY,t7) = t* for en vilkarlig vektor (t*,t¥,¢*) € R® med
tilsvarende formler for dy og dz. Det folger af dette, at pullbacket af en vilkarlig
2-form Q = (f"dy Ndz + fYdz Ndx + fPdx A dy) til T,,(M) opfylder, nar n =
(n”,n¥,n*) =v X w,
(261)  ("Dm(v,w) = (f"dy Ndz+ fUdz Nde + fPdx A dy) (v, d'w)

= (f"dy Ndz + f¥dz Ndx + fPdx A dy)(v,w)

— nacfx_l_nyfy _I_nzfz

Af dette folger (overvej), at
(262) () = ("7 + 0V fY 4+ 0" [P o,
LEMMA IV.16. Lad ' : M" — N™ vare som 1 Definition IV.12, lad O 5 (x1,...,2,)
—f(21,..,2,) 09 O > (Y1, yn) — f(Y1,...,yn) vere lokale koordinater pd

henholdsvis M og N. Lad endvidere, for ¢ = 1,...,n, F; : f(O) — R vere
den i-te koordinatfunktion for F, d.wv.s. Fjay,...,2,) = F(f(21,...,2,)) =

((f)_l(F(l'l, e ,J?T)))Z, =(g;o F)(x1...,2,) og lad

for visse C*-funktioner b;,

.....

(264) (F*(.U)x = Zi1<~~~<ik§n bil,...,ik (F(l‘))dFll JANEEEIVAN szk ,

hvor ¥i = 1,...,n, dF; er en sedvanlig 1-form pa f(O) fremkommet fra en C*-
funktion F; (cf. Definition 11.61)—m.a.0., dF; = 2"_, 2Xidy;.

J=1 O

Bevis. Lad tq,...,%; veere funktioner pa N. Det er da klart, pa grund af
definitionen af A-produktet, at

(265) Fo(dpy A== Ndipy) = (F dpy) A -+ A (F7dapy,).
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Endvidere geelder den fundamentale ligning

(266) Frdi = d(F*) (= d(boF)) .

Resultatet folger let ved at benytte disse to observationer pa funktioner af formen
Y; = yi;, sa beviset er slut, nar vi har bevist (266):

Vi benytter her definitionerne dels af '* og dels af F” (cf. Definition I11.49 side 31
og Definition I1.61 side 34):

(267)

(L) (v ) = dibp(n) (17, (0m)) = (0 )(40 0 1) = d(tp 0 F)(vm) = d(F74))(vm).
0

KoroLLAR IV.17. Lad F' vere som « Lemma IV.16 og lad wy,wy vere differenti-
alformer pa N". Da gelder

(268) F*(wl /\CUQ) == F*wl /\F*CUQ
BEVIS. Dette folger let fra (264). Detaljerne overlades til leeseren. O

4. Ydre differentiation
Vi skal her etablere eksistensen af en vigtig afbildning Q(M) — Q(M). Den

er faktisk ogsa entydig, sa selvom vi ikke vil bevise dette i alle detaljer (se evt.
opgaverne), medtager vi det i formuleringen af seetningen:

SETNING IV.18. Der findes en entydig lineer afbildning d, kaldet ydre differen-
tiation

(269) QM) = QM) ,

som opfylder

o Vk: d(QF(M)) C QY (M).

o Vw? € OP(M),w? € QM) : d(wP Aw?) = (dw?) ANw? + (—1)Pw? A (dw?).
o I =0.

o Fory € C% er dyp det tidligere indforte differential af .

Hvis F' er en afbildning fra M til N, og hvis dpy; og dy betegner ydre differentiation
pa henholdsvis M og N, da gelder

(270) Fdy(w) = dy(Fw)

for alle w € Q(N).
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BEVIS. Lad os straks vise, at d ma vere lokal, d.v.s., opfylder

(271) Hvis w = 0 i en aben omegn U, da er ogsa dw = 0 pa U.

Dette indses som fglger, i steerk analogi med beviset for Lemma I1.40 side 29: Lad
m € U og veelg yp € C(M) saledes at ¢ =11 en omegn V C U af m og saledes

at ¥ -w =0 pa M. Pa grund af lineariteten og (anti-)derivationsegenskaben af d
fas da

(272) 0=d(v -w)=dp Nw+1 - (dw).

Da endvidere ¢ er konstant (og lig 1) i en omegn om m er di» lig med 0 i m, og
det fglger, at dw er 0 1 m.

Lad os nu sidelgbende definere dw i en koordinatomegn f(O) ogi O C R" ved

(273)
d( Z Ay, Zk(l’)dl'“ VANEIIAN dl’zk) = Z (dail ..... Zk) A dl‘il Ao A dl‘zk

11 << <n 11 << <n

Vi pastar, at denne definition opfylder alle punkterne i setningen, og altsa giver
en lokal lgsning. Det er umiddelbart klart, at det fgrste og det sidste punkt er
opfyldt. Lad os da se pa det andet punkt: Her er det pa grund af lineariteten nok
at betragte w” = adx; A--- Adz;, og w? = bdxj A--- Adzj;,. Idet vi klart har
(overvej)

(274) d(a - b) = bda + adb
far vi altsa

d(w? A w?)

d(abdxy, A -+ Ndxg, Ndxj, A--- A de;)
= bda Ndx;y N+ Ndxy, Ndxj, N+ Ndzy,
+adb ANdxy, Ao Ndxg, Ndxy A Ndxg,
= (dwP) N w? 4+ (=1)Pw? A (dw?),
hvor faktoren (—1)? opstar ved at bytte db om med de forste p led dxy, A--- Adx,.
Vi kan naturligvis udvide denne formel til at give os d(w?* A--- AwP) for vilkarligt
r. Det folger af dette, at vores lokale d er fuldsteendigt bestemt ved dens virkning

pa 1-former, og det er videre klart, at for at vise d* = 0 er det nok at vise, at

d*yp = 0 for alle funktioner ¢» € C*(0) (resp. C*(f(0))). Lad os regne:

0 i 0?
(275) () = d(z a:::b Z axk;)x

¢_82¢

gOx; — O 0wy’

daxy A dx; =0,

eftersom day A dxj; = —dx; A dxy, og 57
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Ved brug af de etablerede punkter fglger det nu direkte, at vores lokalt definerede
d opfylder, at hvis g, ..., 1 er vilkarlige C'"*°-funktioner, da er

(276) d(tbodipy A .. d Ay) = dibo A dipy A+ A diy.

Ovenstaende bevis og analyse viste bl.a., at d er entydigt bestemt pa
en aben delmangde O af R".

Lad os nu betragte en differentiabel afbildning F' : O — O, hvor O er en aben
delmengde at R™. Da bliver

(277)
F*( Z iy, ik(y)dyh TARERNA dylk) = Z aiy,..., Zk(F(x))th ARRRA dFZkv

11 << <n 1< < <n

hvor = betegner et punkt i O. Betragt nu d,(I"w), hvor d, betegner en ydre diffe-
rentiation defineret udfra koordinaterne @ = (x4,...,2,) i O. Da bliver, eftersom
alle ydre differentiationer i hvert tilfaelde stemmer overens pa funktioner,

(278) dw(F*w) == d( Z Ay, Zk(F(l‘)) A dFZ1 JANCIEIAN szk)
i1 << <n
= Z d(F*ail ..... Z'k)/\df:;'1 /\/\CUT”C
i1 << <n

Pa den anden side er det klart, at

(279) Frdw)= > F(da,

i1 < <igp<n

G ) NAEL N - NdF;,

.....

og hvis vi sammenholder dette med (266), far vi
(280) dy(Frw) = F*(dw) (= F*(d,w)).

[ forste omgang kan vi nu tenke pa F' som et koordinatskifte, og (280) siger sa,
at d pa R™ (eller abne delmeengder af R™) er uathengig af valget af koordinater.
Men dette medfgrer umiddelbart, at den lokale definition pa M ogsa er uatheengig
af valget af koordinater. Endelig er det klart ifplge (280), at (270) geelder. Det
fglger derfor let, at vi kan “strikke” en globalt defineret atbildning d sammen fra
de lokalt definerede, og at denne opfylder alle kravene. Vi mangler nu kun at vise
entydigheden. Dette folger f.eks ved at bruge, at d er en lokal operator (271). Vi
overlader dette til leeseren. []
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5. Kohomologi

DEFINITION IV.19. En form w € Q kaldes lukket safremt dw = 0 og eksakt
sifremt 3w € Q) 1 do = w. Den k-te de Rham kohomologigruppe H*(M) er
givet som kvotienten

(281) | HY(M) = {w € Q¥(M) | w er lukket }/{w € Q¥ (M) | w er cksakt } .

BEMAERKNING 1V.20. Denne kvotient er veldefineret fordi d* = 0, hvilket medfo-
rer, at eksakte former automatisk er lukkede. Kvotienten er saledes et vektorrum
modulo et underrum. De definerede kohomologigrupper indeholder information bl.
a. om topologien af M samt muligheden for at konstruere bundter over M.

Vi kan ikke ga i detaljer her, men ngjes med at vise, at konvekse abne delmangder
af R™ i denne henseende er trivielle:

SETNING IV.21 (POINCARE LEMMA). Lad K vere en aben konveks delmaengde i
R". Lad w € Q" (K) vare lukket (k> 0). Da er w eksakt.

BEVIS. Vi kan uden tab af generalitet antage, at 0 € K. Da er K = {(z,
R"xR|t-2 € K} en aben delmeengde, der indeholder K x [0,1], og F(x,1) =
er en C'*-afbildning fra K til K. Vi har da

t) €
t-x

(282) Fro=Fuw+dtANo,

hvor Ffw er pull-backet af w, nar ¢ betragtes som en (fast) parameter, saledes at
denne differentialform ikke indeholder A-faktorer af dt. Det ggr & heller ikke, men
naturligvis aftheenger bade denne form og Fjw af t. Eftersom dw = 0, folger det
nu fra (270) at dF*w = 0, hvilket medforer, at

(283) 0= dt A (%(Fgw) - dx@) ¥...,

hvor ... betyder, at her star en form, der ikke indeholder nogen faktor af dt (faktisk
er denne del identisk 0, men det betyder ikke sa meget her). Endvidere er d,o
differentialet af & for fastholdt ¢. Det folger, at

a., . .
(284) a(Ft w) = d,w,

og integration fra 0 til 1 giver da

1
(285) Flw — Fjw = dw hvor © = / odt.
0
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Men Ffw = w da F} er identiteten og Fiw = 0 da Fj atbilder K i 0, og resultatet
folger. Integrationen af en form a(x,t)dx;, A---Adx; med hensyn til ¢ er defineret
som

1 1
(286) / (a(x,t)dxi A - Nday;, ) dt = (/ a(:z;,t)dt) dei A Ndz;,,
0 0

og integration af en generel form er defineret ved linearitet ud fra dette. Det er
klart, at integration over ¢ kommuterer med d,. [

EXEMPEL 1V.22. [ dette eksempel gennemregner vi mere detaljeret Poincarés Lem-
ma i tilfeldet n = 2. Lad

(287) w=a(x,y)dx+ b(x,y)dy

og antag, at w er lukket. Eftersom

(288) dw) = azde Nde + aydy N\ da + byde A dy + bydy N dy
(289) = (—ay + b)dx A dy,

er detle @kvivalent med, at a, = b,.
Vi lader F vere som @ beviset for Poincaré Lemma side 72, m.a.o.

(290) Flz,y,t)=(t-x,t-y).

Lad os beregne F’(%): Ifolge Definition 11.49 pa side 31 geelder, at hvis ¢ er en
C°°-funktion pa R?, da er

(291) F (%) (V) = %(WF)

(292) = Sttt = (150 )

Ligealedes er F’(aa—y) = taa—y. Endelig folger det ved at betragte %(;/}(tx,ty)), at

F'(5) = :1;88—1, + y%. Bemerk, at F' som en afbildning fra rummet af derivationer
s S ali ERER)
pa R” med en basis bestaende af derivationerne 5, 550 i

0 9 precist (som forudsagt af teorien) er givet
Lad os nu udregne pull-back’et:

3z’ By
x
Y
0

(204)  (F7(@)) ety (5) = (alte, ty)de + blte, ty)dy)(taa—x) =t-a(tx,ty).

til rummet af derivationer
pa R? med en basis bestaende af
ved matricen

t 0
(293) Floyo = ( -
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Tilsvarende er

0
(295) (F*(w))mw)(a—y) =t b(tz,ty).

Endelig fas

290) (Pl gr) = (altastyhde + ez, )dy)(o 5+ 50

= x-alte,ty)+y-b(te, ty).
Det folger fra dette, at
(297) Frw =t-a(te,ty)de + 1 - b(te, ty)dy + (2 - alte, ty) +y - b(tx, ty))dt.

Med notationen som i (282) side 72 er Fjw =t - a(ta,ty)de +t- b(tx,ty)dy og
w=(x-a(te,ty)+y-b(tx,ty)). Betragt nu 0-formen

(208) Glroy) = [ (o alte ) 4y - bt ) du(r).

(Vi betegner for et ojeblik integralet af en funktion () fra 0 til 1 med fy 1 (t)du(t),
fordi vi allerede har benyttet det saedvanlige “dt” i [ <(t)dt til at betegne en 1-

form).

Vi beviser nu, at dG = w, hvilket fuldforer det konstruktive bevis for, at w er
eksakt. I udregningen benyttes, al a, = b,.

(299) dyyG
Al
+ /01(

— /01 ( ta(ta, ty))de + (gtb(tx,ty))dy) dp(t)

= [ta(tz,ty)|ode + [th(tz, ty)]ody = w.

a(te,ty) + teay(te, ty) + tyby(te, ty))d )d,u(t)

o

(ta,ty) + tyb,(ta, ty) + teay,(te, ty))dy) du(t)
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Observer t gorigt, at
(300) dFrw =

dt A [ (t-a(ta ty))]d + l%(t-b(tw,ty))] dy)

+ dt/\l a x-alte,ty)+y - b(te, ty))] dx
ox
— dt/\[

x-alte,ty)+y - b(te, ty))] dy

+ [—t ay(tae,ty)+t bx(tx,ty)] dx N dy
= 0.

6. Stokes Formel
Vi begynder med en hjelpedefinition:

DEFINITION IV.23. En familie af delmengder {A.} af et topologisk rum M (her:
en mangfoldighed) kaldes lokalt endelig, safremt der for hvert m € M findes en
omegn W, af m, saledes at W, N A, # O for hojst endeligt mange «.

DEFINITION IV.24 (DELING AF ENHEDEN). Ved en deling af enheden pd en
mangfoldighed M forstas en samling {¢; | ¢ € I} af C*-funktioner pa M, som
opfylder

o Familien bestaende af stotterne {supp ¢; | 1 € I} er lokalt endelig.
e VmeM:Y,.;0i(m)=10gVpe M,Viel:¢i(p)>0

Den vigtigste (men ret elememtare) satning om disse er fplgende, hvor—som
sedvanlig—M er en Hausdorf, anden-tellelig mangfoldighed:

SETNING V.25 (EXISTENS AF DELING AF ENHEDEN). Givet et vilkarligt atlas A
= {(ba, Ba)}acs pa M. Da findes en tellelig deling af enheden {¢; | © € N} saledes,
at Vi € N : supp ¢; er kompakt og indeholdt i mindst en af mangderne b,(B,).

Vi kan nu definere begrebet orientering for generelle mangfoldigheder. Vi vil ikke
gore forsgg pa at vise, at dette begreb stemmer overens med det tidligere indfgrte
for hyperflader (side 50) (men det gor det).

DEFINITION IV.26. En n-dimensional mangfoldighed M kaldes orienterbar, sa-
fremt der findes en “intetstedsforsvindende” n-form w°:

(301) M orienterbar < Jw® € Q" (M) sa Vm e M : w°, # 0.
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Givet en sadan form w° kaldes et koordinatsystem (f,0) posttivt orienteret
safremt, nar koordinaterne ¢ O betegnes x1,...,x,, n-formen dxy A\ --- A dx, er
proportional med w° med en positiv konstant.

LEMMA IV.27. M er orienterbar, hvis og kun hvis der findes et (del-)atlas A =
{(f5,0i)}jes, der opfylder

ayi
(302) det (&rj) >0

for hvert par (f;,,0;,), ([;,, Oj,) af elementer i A, hvor de variable i O, er angivet
ved x4-er, og de vartable © Oj, er angivet ved y;-er. Sagt ¢ ord: Jacobideterminan-
terne for koordinatskiftene er alle positive.

BEVIS. Lad A vare et atlas med de foreskrevne egenskaber. Lad (f;,0;) € A
og angiv koordinaterne i O; som w1, ...2,. Da definerer dzq A --- A dz,, en n-form
w; pa f;(0;). Eftersom

dy;
al']‘

(303) dyl/\---/\dyn:det( )d:z:l/\---/\d:zjn

(overvej) “peger” to vilkarlige af disse former, w; og w; i samme retning i de
punkter, hvor de begge er definerede. Lad nu {¢; | ¢ € N} vere en deling af
enheden som i Seetning IV.25 og definer

(304) w’ = Z qbiwj(i),

€N
hvor j(z) for hvert i vaelges som et index for hvilket supp ¢; C f;()(O;()). Derved
defineres klart en n-form med de gnskede egenskaber.
Hvis vi omvendt har en intetstedsforsvindende n-form «w® og et vilkarligt atlas
A= {(fj, O]‘)}]‘ej, da kan vi omdanne det til et atlas A med de gnskede egenskaber,
som fglger: Lad os fra nu antage, at alle mangderne Oj er sammenhangende (kan
altid opnas, evt. ved at erstatte indexmengden ./ med en anden). Der gelder da,
at

(305) diy Ao Adi, = w” pa fi(0;),

hvor ¢ er en C'**-funktion, der ngdvendigvis enten altid er positiv, eller altid er
negativ. Hvis denne funktion er positiv setter vi A 3 (f;,0;) = (f;,0;). Hvis
derimod funktionen er negativ lader vi (f;,0;) € A vere det lokale kort, der
svarer til, at vi har byttet om pa #; og &3 (hvorved n-formen jo skifter fortegn).
Hvis P12 : R" — R"™ er den navnte afbildning, da er m.a.o. O; = P;2(0;) og
fi= f] o Py 5. Det er klart, at det konstruerede atlas opfylder kravet. O
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Fraur IV.4. Et Mobius band.
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Vi kan nu definere integralet af en n-form over M:

DEFINITION 1V.28. Lad D vere en delmengde af M sdledes, at f~'(D N f(O))
er malelig for ethvert koordinatsystem (f,0). Lad w vere en n-form pa M med
kompakt stotte indeholdt i et positivt orienteret koordinatsystem (f,O). Da gelder
at w = a(x)dxy A --- ANdx,, og vi definerer

(306) Ipw = J-1(pajoy alz)dp,(z) |

hvor du, = dxy...dzx, betegner Lebesquemalet pa R™. Hvis w ikke har kompakt
stotte © en enkelt koordinatomegn, kan vi bruge en deling af enheden til at definere

(307) Jpw = Tien fm @i - w .

BEMARKNING 1V.29. Det er ikke umiddelbart klart, at denne definition er uaf-
hangig af valget af lokale koordinater og af deling af enheden. Imidlertid gelder,
at sammenhangen mellem en forms udseende i et y-koordinatsystem og i et x-
koordinatsystem er givet ved (cf. (303))

(308) by)dys A=+ Ny = bly(x))dy(x)r A -+ Ady(a)n
= det (gz) b(y(z))day A -+ A day,

hvilket giver det onskede lokalt, fordi determinanten er positiv. Med hensyn til
delingen af enheden kan man, hvis man benytter en anden deling {1 }ren, lave en
videreopdeling givet ved ¢; - . Her vil integralet af ¢; - ¥y, - w have en veldefineret
veerdi, uafhaengigt af om vi bruger koordinatsystemet, der svarer til ¢;, eller det,
der svarer til ¢y,. Men derved bliver summerne ogsa uafhengige.

DEFINITION 1V.30. Lad M og N vere orienterede mangfoldigheder med oriente-
ringer hhv. wi; og w. Antag, at dim M = dim N og lad F' vere en diffeomorfi
fra M til N. Vi siger da, at F' er orienteringsbevarende safremt

(309) Fofy = - oy

hvor o er en positiv C-funktion pa M.

En del af forklaringen pa, hvorfor det er sa nyttigt at formulere integration via
differentialformer, er fglgende:

ProPOSITION IV.31. Lad M og N vare mangfoldigheder af samme dimension n,
lad F vere en orienteringsbevarende diffeomorfi fra M til N og lad w vare en
n-form pa N med kompakt stotte. Da er

(310) Iyw=Jy Frw.
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BEvis. Hvis (f,0) er et positivt orienteret lokalt koordinatsystem pa M sa
supp (w) € F(f(0)), da er (Fo f,0) et positivt orienteret koordinatsystem pa
N, og koordinatudtrykket for w bliver i dette koordinatsystem preecist det samme
som for F*w i (f,0), og derfor bliver integralerne naturligvis ogsa de samme. Det
generelle tilfeelde folger let fra dette (cf. Bemarkning IV.29.). O
Indtil nu har vi defineret integralet af former kun for det tilfeelde, hvor graden af
formen er den samme som dimensionen af mangfoldigheden for. Hvis vi nu har
en k-form pa M, med k < n — 1, kan vi evt. integrere den over k-dimensionale
delmangfoldigheder. Navnlig nar & = n — 1, kommer der noget interessant ud af
dette.

DEFINITION 1V.32. Lad N vere en indlejret k- dimensional delmangfoldighed af
M (se Definition 11.69) med indlejring ¢ : N — M. Lad w vere en differentialform
af grad k pa M saledes at i*w har kompakt stotte. Vi definerer da integralet af
w over N til

(311) fz(N) W = fN 1w .

Sedvanligvis skrives integralet blot [y w. FEndelig settes integralet over N af en
differentialform w pa M af en grad, der er forskellig fra dimensionen af N, til 0.

Fgr vi gar i gang med Stokes Seetning, viser vi et vigtigt teknisk lemma:

LEMMA IV.33. Lad B™ vere enhedskuglen i R™, B" = {& = (241,...,2,) € B" |
vy < 0} og By = {2z = (241,...,2,) € B" | 2y = 0}. Hvis w € Q""Y(B") har
kompakt stotte, da galder

(312) Ippw = [pn dw .

BEvVIs. Vi kan skrive

n

(313) w = Z aj(x)dry N ANdxjog Ndajpq A N day,.

J=1

Det er da klart, at kun leddet med a; overlever, nar w bliver pull-backed til B.
Idet vi lader 2’ = (3, ...,2,) lgbe over enhedskuglen B*~' i R"~! bliver herved

(314) /B o= a0 ).

Pa den anden side er

315 w = —1)/~ Md:z:l/\---/\dxn

315) T ,
=1 al']‘
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og dermed

(316) [ = [ i(q)fl%ﬁdﬂn(@

/Bz agliaf)dﬂn(l‘),

da leddene fra 7 =2 til j = n giver 0, fordi a; har kompakt stgtte indeholdt 1 B”".
Leddet med a; forsvinder af samme grund i den nedre graense, hvorimod den gvre
greense jo netop giver a;(0,2'). O

BEMERKNING 1V.34. [ en vis forstand reduceres formlen saledes til ff P(H)dt =

() — tp(a) samt teorien for itererede integraler. Bemeerk i pvrigl, at [gndw =0
(hvorfor?).

Vi begynder nu pa detaljerne omkring Stokes Seetning: Vi vil betragte abne
delmangder D af M for hvilke den topologiske rand 9D er en indlejret (n — 1)-
dimensional delmangfoldighed. Omkring ethvert punkt m pa randen kan vi da
indfgre et lokalt positivt orienteret koordinatsystem (f,O), saledes at O = B",
aD N f(O) = f(By) og DN f(O) = f(B*). Viindfgrer nu den konvention, at
0D er orienteret saledes, at i de ovenfor givne koordinater geelder, at f restringeret
til By er et positivt orienteret koordinatsystem for 9.D.

SETNING IV.35 (STOKES SETNING). Med D og 0D som ovenfor ogw en (n—1)-
form pa M med kompakt stotte, er

(317) f@Dw = fD dw .

BEVIS. Hvis stetten for w er indeholdt i et koordinatsystem ude ved randen som
ovenfor, da fglger det af Lemma IV.33 (se ogsa Proposition IV.31). Det generelle
tilfeelde fglger ved at bruge en deling af enheden til at skrive w = } w;, hvor
alle w;-erne har kompakt stgtte indeholdt i koordinatomegne f;(0;), der opfylder:
Vj : O; = B" samt yderligere, at hvis f;(B") N 9dD # 0, da er (f;,0;) af den
ovenfor anfgrte type. [

Nar man har en orienteret Riemannsk mangfoldighed, kan man integrere funktio-
ner i stedet for n-former ved brug af den sakaldte volumenform w"°!:

DEFINITION IV.36. Pa en orienteret n-dimensional Riemannsk mangfoldighed M
betegner w®' den n-form, der opfylder:

(318) wiler, ... e,) =1

m

for enhver orienteret orthonormal basis {e;}"_y for T,,(M).
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DEFINITION IV.37. Vi definerer integralet pa M som det lineere funktionale b —
[ag dvolyy pa rummet C°(M) af uendeligt ofte differentiable funktioner med kom-
pakt stotte, som opfylder

(319) Vi) € C(M) : [y dvoly = [y - w™ .

BEMARKNING 1V.38. Dette integral er identisk med det, der defineres ved det eu-
klidiske volumenelement (se Opgave 1.65). Der gelder m.a.o. i lokale koordinater

(£.0)
(320) [y ot = [ 0ol (),

hvor du, betegner det sedvanlige Lebesgue mal pa R™, og hvor altsa hojre side i
formlen er (Riemann) integralet af funktionen (¢ o f),/qg.

Lad nu D veere en aben delmengde af R™ og antag, at randen 9D er en orienteret
Riemannsk delmangfoldighed. Lad os endvidere betragte en (n — 1)-form

(321) w = Z(—l)j_lbj(x)dxl Ao ANdejoy Ndxjpg A+ ANda,.

7=1
Pull-backet af denne til D er da givet ved (cf. opgaver)

n

(322) (w) =D bi(x) - ny - wip = (b n)wip,
7=1
hvor wy% betegner volumenformen pa 9D, b= (b1,...,b,) er vektorfunktionen

hgrende til w, og 77 = (ny,...,n,) er den udadrettede normal til 9D.
Hvis, som sadvanlig, divergensen div b defineres som funktionen

b; ()

(323) divb =37, 5.,

og b7 betegner det indre produkt mellem b og 7, da far Stokes formel fglgende
udseende

PROPOSITION 1V.39. Lad b veere en vektorfunktion pa R™ med kompakt stotte. Da
er, med symbolerne overfor,

—

(324) Jop(b - i) dvolgp = [p(divb) dpu, .
BEVIS. Dette folger let fra Seetning IV.35, jeevnfor (313) og (316). O
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APPENDIX A

Den inverse funktions ssetning

Vi begynder med at minde om definitionen af differentiabilitet for funktioner f :
R" — R".

DEFINITION A.l. Lad f : U — R™ vare en funktion defineret pa en aben delmangde
U afR™ oglad xg € U. Visiger, at f er differentiabel i g, safremt én af folgende
akvivalente betingelser er opfyldt:

(I) Der findes en lineer afbildning A, saledes at
_ — Alr —

s & — o

=0.

(II) Der findes en lineer afbildning A og en epsilon-
funktion € = (€1, ..., €,) saledes, at
(326)

f(x) = flzo) + Alx — wo) + [lz — wo|| - (& — wo).
(II1) Der findes en matriz-funktion x — ¥(x), der er kon-

tinuert i xq, saledes at
(327) f(x) = fwo) = ¥(a)(x — wo).

Vi setter f'(xo) = A = U(xg) og kalder denne for differentialet (eller Jacobima-
tricen) af f i xq.

BEMAERKNING A.2. f'(xo), der i ovrigt ofte betegnes f, er den matriv, der pa den

1j-te plads har ggi, nar f = (fi,..., fn). Vi vil ikke bevise, at de tre betingelser
J

er ekvivalente, dog kan vi oplyse, at hvis vi har (I1) opfyldt, da er funktionen W

83
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i (I11) givet ved at have den ij-te koefficient givet som
afi
al']‘
SETNING A.3. Lad D vere en aben kugle i R™ og F' : D — R en differentiabel

funktion. Givet punkter x og y i D, da eksisterer et punkt z pa linestykket, der
forbinder x med y, sa

(x — 20);

[z = ol

(328) U, =

(zo) + (2 — 20))

(329) Fly) — F(z) = (F'(z),y — @) .

Bevis: Betragt den differentiable kurve
(330) (:R—D

givet ved ((t) = x + (y — x)t. Den sammensatte funktion FFol : R — R er
differentiabel. 1 fplge den sadvanlige middelveerdisaetning pa [0, 1] findes et 6 €
Jo,11, s

(331) Ply) = F(z) = (" + (y — 2)0),y — ).
Set z =a + (y — a)9.

SETNING A.4 (DEN INVERSE FUNKTIONS SETNING). Lad U vare en aben del-
mangde af R™ og f: U — R™ en kontinuert differentiabel afbildning, sa for alle
xrelU

(332) det f/(2) £0 ; 2z € U.

Da galder fglgende

I: Billedet f(U) er en aben delmeengde af R”.

IT: Afbildningen f er lokalt injektiv, i.e. ethvert punkt xg € U har en
omegn, hvori f er injektiv.
IIL: Huis f er injektiv pa U, da er f~* kontinuert differentiabel pa f(U)
og (f71)(y) = f'(f"'(y))" for y € f(U).
Bevis:  Gennem hele beviset er det en staende hypotese, at det f/(x) # 0 for alle
x € U. Det er afggrende, at II) bevises forst. Bevis [I: Givet xg € U. Vi skal
fgrst finde en omegn D af xg, sa restriktionen af f til D er injektiv. Lad D C U
vaere en aben kugle med centrum i zg. Vi kan nu anvende middelveerdisatningen
pa f’s i’te koordinatfunktion f;. For x,y € D kan vi finde et z; pa liniestykket,
der forbinder x med y, sa

(333) [ily) = fix) = (grad fi(z:),y — @),
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R’ﬂ
f(0K)
- /N
0K

Ny

hvilket samlet kan skrives
grad fi(z1)
(334) Fo) = Je) =9 (v~ ).
grad f,(zn)
Det er nu tilstraekkeligt at vise, at der findes en aben omegn W af z(, sa matricen

grad fi(wy)

(359 o )
grad f,(w,,)
har determinant # 0 for alle wy,--- ,w, € W. Lad d(ws,...,w,) betegne de-

terminanten af matricen ovenfor. Vi kan interpretere denne som en kontinuert
funktion pa U x U x -+ x U (n faktorer). Idet d(xo,...,xq) # 0 folger pastanden
umiddelbart.

Bevis for I: Pastanden 1 kan reformuleres: For ethvert xg € U gelder, at f(U)
indeholder en aben kugle med centrum i f(xo).

Hertil betragter vi en kompakt kugle X' C U med centrum i ¢, valgt sa lille at
restriktionen af f til K er injektiv. Vi lader d = dist (f(xo), f(OK)); afstanden
fra f(xo) til f(OK).

Vi vil vise, at kuglen D(f(20),%d) er helt indeholdt i f(K), i.e. at ethvert b €
D(f(w0), + d) kan rammes med et punkt fra K. For et sadant b anleegger vi folgende
strategi: Lad ¢, : K — R betegne funktionen givet ved

(336) pu(x) = [[f(x) = bl ;€K

Eftersom ¢ er kontinuert, og K er kompakt, har denne funktion et minimum.
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Vi bemeerker, at minimum ikke kan antages pa 0K: For € K har vi || f(z)—b| >
2
3 d og dermed

4
(337) op(z) > §d2 ;r € OK.

1
Idet | f(xz0) — b| < 3 d har vi

1
(338) Q«Qb(l'o) < §d2
Altsa funktionen ¢, K — R antager sit minimum i et indre punkt z af K. I et
sadant punkt har vi ¢y(z) = 0. [ folge formlen (340) nedenfor, hvor ¢;(x) og
(f(x) — b) er reekkevektorer, gaelder

(339) ph(x) =0= f(z) =0,

og dermed har vi ramt b € R” med = € K.

(340) ph(x) =2(f(x) = 0)f'(x).

Bevis for (340):

31) 0w) = X ()~ b
B2 = - P = 2 2 e - b

Bevis I1I: Det antages altsa, at f : U — R"™ er injektiv. I folge 1) geelder, at f(U)

er aben; men af samme grund geelder:

(343) For enhver aben delmaengde V af U geelder, at
(344) f(V) er en aben delmangde af R".

Denne specielle egenskab ved f implicerer umiddelbart, at f~' : f(U) — U er
kontinuert: Givet yo € f(U) og en aben omegn V af f~'(y) i U; da er f(V) en
aben omegn af yo i f(U), der afbildes ind i V af f~!.

Vi skal nu vise, at f~! er differentiabel i yo = f(xo).

Da f er differentiabel kan vi skrive (overvej)

(345) [(@) = [(2o) = ®(x)(z — o) ; w €U,
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hvor ®(x) er en n x n matrix af funktioner pa U, kontinuerte i xo. Idet ®(z¢) =
f'(x0) og det f'(x0) # 0 kan vi veelge en aben omegn V' af 29 1 U, sa det ®(x) £ 0
for x € V. Af ovenstaende fas med x = f~!(y)

(346) ) = o) = (7 W)y —wo) s w € f(V).
Det fglger nu let, at f~! er differentiabel i y, med
(347) (7o) = F(f (o)) ™"

Af dette udtryk fglger, at Jacobimatricen for f~! varierer kontinuert, nar yo vari-
eres. []



88

A. DEN INVERSE FUNKTIONS SETNING



APPENDIX B

Videregiende linear algebra

1. Tensorer

Vi betragter i dette appendix et fast vektorrum V over R af endelig dimension n
(men alle de fglgende konstruktioner og resultater kan umiddelbart overfores til
f.eks. komplekse vektorrum).

DEFINITION B.1. Det duale vektorrum, oftest betegnet V>, defineres til

(348) V* = {v* | v* er en lineer afbildning of V ind i R} .

Forv e V* ogv €V wil vi skrive

(349) vi(v) = (v5,0)

og vi gor V* til et vektorrum ved ligningen

(350) Yoi,v3 € VS Va € R: (v +a-v,v)=(vi,v)+a-(v],v).

Elementerne ¢ V* kaldes de lineere funktionaler pa V.

PROPOSITION B.2. V* har samme dimension som V. Hvis {e;}7_; er en basis for
V', udgor de n lineere funktionaler

(351) (ej, oimymes) =2 (J=1,...,n)

en basts for V*. Denne basis opfylder specielt

(352) (5]‘,62') = 5i7] (Zvj = 17"'7”)

og er entydigt bestemt ved dette.

89
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BEVIS. Det er klart, at de definerede e;-er faktisk ligger 1 V*. Hvis nu v* er et
vilkarligt element i V*, sa er det entydigt bestemt udfra sine veerdier (v*,e;) for
1t =1,...,n. Det folger sa direkte, at

(353) vt = Zn:(v*, €;) &5

7=1
Hvis endelig
(354) Za]"afj =0
7=1
for visse reelle konstanter aq,...,a,, da er
(355) ‘v’izl,...,n (Zaj-ej,ei):ai:0.
7=1

Dermed er det vist, at de n g;-er udspaender V> og er linesert uathengige. Resten
er oplagt. O

DEFINITION B.3. Givet en basis {e;}I_; for V', da kaldes den basis {e;}7_; for V*,
der opfylder (352), for den duale basts.

Der er flere gode grunde til at indfgre det duale vektorrum. En er, at vektorerne
har forskellige “transformationsregler”, hvilket afspejles 1 fglgende

PROPOSITION B.4. Lad ({e:}ioy,{¢;}7=1) og ({fi}ier, {wj}i=1) veere to par af du-
ale baser for (V,V*). Der findes da matricer A = {a;;} og C ={¢;j} sa

(356) ‘v’izl,...,n: e, = Za”fl
=1

(357) Vi=1,....n: ¢ = chjc,ok,
k=1

og der galder:
(358) O = (A1,
BEVIS. Indsattes de to hgjresider i ligningen (e;, e;) = ¢é;; fas, da (fi, px) = o1k,

(359) \V/Z,j = 1,...,n : Zakickj = 52'7]‘.

k=1
Dette er preecist indholdet af (358). O

LEMMA B.5.
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BEvIs. Ligningen (349) kan jo fortseettes til
(360) v (v) = (v, v) = (") = (v,07),

hvilket giver en afbildning af V' ind i V**. Men det er klart, pa grund af eksistensen
af duale baser, at denne afbildning er en bijektion. [

BEMARKNING B.6. Vi identificerer herefter V* med V' og siger, at V' er det duale
til V*. Herved bliver (vy,v3) = (v, v1) per definition.

Vi kan i forbifarten naevne

DEFINITION B.7. Hvis T : Vi — V5 er en lineer afbildning, da findes en entydig
lineer afbildning T : V; — Vi, kaldet den adjungerede af T, defineret ved

(361) Vo e iV e V'« (Tv,n) = (v,T™) .

BEMARKNING B.8. Huis vi skriver T' pa matriz form (b;;) ved hjelp af baser for
hhv. Vi og Va, og hvis vi skriver matricen (d;;) for T med hensyn til de duale
baser, da gelder det, at d;; = bj;.

DEFINITION B.9. Lad VW vere to endeligt-dimensionale vektorrum. Set

(362) B(V,W) = {B:V xW — R | B er en bilineer afbildning}, og
(363) L(V,W) = {T:V =W |T eren lineer afbildning}.

FElementerne i B(V,W) kaldes ofte bilinearformer.

Det er klart, at B(V, W) = B(W, V). Evdvidere kan afbildningen 7" — T benyttes
til at lave en kanonisk isomorfi L(V, W) = L(W*,V*). Begge typer rum gores til
vektorrum gennem de naturlige, punktvise operationer, f.eks.

(364) (B1 4+ a- By)(v,w) = By(v,w) + a- By(v,w).
PROPOSITION B.10. Afbildningen B(V,W)> B — Tg € L(V,W™*) defineret ved

(365) (Ts(v),w) = B(v,w)

etablerer en linear isomorfi mellem disse afbildningsrum.

BEVIS. Det er klart, at den definerede atbildning faktisk er lineser. For at vise
bijektiviteten vil vi nu konstruere en afbildning L(V,W*) 5T — By € B(V,W):

(366) Br(v,w) 2 (T(w),w) .

Det er klart, i fglge (365), at dette er den inverse til B — Tg. O
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DEFINITION B.11. Lad V og W vere to endeligt-dimensionale vektorrum. Vi de-
finerer da tensor-produktet af V og W til

(367) VoW =BV~ W) (=L(V,W)).

Forv eV ogwe W defineres elementet v @w ¢ V@ W ved

(368) (v @w)(v*,w*) = (v*,v)(w*,w).

LEMMA B.12. Afbildningen V x W S v,w S v Q@ w € V@ W er bilineer. Der
gaelder nemlig

e VveVVweWVaeR:a-(v@w)=(a-v)@w=0v3 (a-w).

o Vo, v e VVw e W:(v14+v)@w=10v Qw4+ vy ® w.

o Vo eV Vwy,wy €W :iv® (w +wy) =v@w + v & ws.
Den til o(v,w) = v @ w svarende afbildning V* — W betegnes T, ., eller Tyg, og
er givet ved

(369) Tyw(v*) = Tygw(v™) = (v, 0)w0 .

BEVIS. Den til (368) svarende afbildning opfylder per definition:
(370) (Tyw(v),w™) = (v*,0)(w,w”) = ((v",v)w,w"),
hvor den sidste ligning folger ved linearitet. De resterende pastande fglger let. O

PROPOSITION B.13. Lad {¢;}, og {fi}L, vare baser for henholdsvis V og W.
Da udgor

n,N
(371) {e: @ fj}gi,j):)(l,l)

en basts for V@ W. Specielt er
(372) dim(V @ W) =n-N.

BEVIs. Lad {e;}"_; og {p;}}L; veere de duale baser til de givne baser. Vilkarli-
ge elementer ¢ og n i henholdsvis V* og W* kan da udvikles pa disse baser (overvej
disse formler):

n N
(373) f = Z(f? 62')52' og = 2(777 f])S‘Q]

=1 71=1
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Lad nu B vere en vilkarlig bilinearform pa V* x W*. Da er, pa grund af bilinea-
riteten,

hE
™=

(374) B,n) = (&, ei)(n, f5) Blei #;)

o
Il
—

o
Il
—

Il
hE
KMZ

B(ei, ;)& e)(n, f)

o
Il
—

o
Il
—

Blei,pi)(e: @ fi)(&n)-

Il
N
KMZ

=1 7=1
Dette siger preecist, at
n N
(375) B=)> Blempj)ledf).
=1 j5=1

Den letteste made at vise, at de forskellige e; @ fj-er er linesert uathaengige er nok
ved at observere, at VoW = L(V*, W), og det sidste rum (taenk blot pa matricer)
har jo dimension n - N. Da vi ovenfor har fundes et sat af n - N vektorer, der
udspeender V @ W, ma dette saledes veere en basis. O

LEMMA B.14 (SPORET AF EN LINEAR AFBILDNING). Der findes en entydig line-
er afbildning L(V,V)=V*@ V R, sdledes at

(376) VEE VY0 €V it (Tey) = tr (Teny) = (€,0) .

Hvis {T;;} er matricen for T € L(V, V') med hensyn til en eller anden basis, da er

(377) tT(T) = Z?:l T“ .

ForT € L(V,V) kaldes tr(T') for sporet af T.

BEVIS. Hvis ({e:}72, {&;}7-,) er duale baser for V og V* og T'€ L(V, V), er

(378) Tw)=T (Zn:(ei,v)ei) = Zn:(ei,v)T(ei) = ZH:T%T(W)(U),

=1 =1 =1
for v € V. Hvis (376) skal holde, ma der altsa geelde:

n

(379) tr(T) = (e0, T(es).

=1
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Vi definerer nu tr(7') ved (379). Lad v og ¢ veere vilkarlige elementer i hhv. V og
V. Daer

(380) tr(Te,) = i(ei, (& ei)v) = i(%v)(g, )
= (fai(&,v)@i) = (&,0).

Den konstruerede afbildning har saledes den gnskede egenskab. Men denne egen-
skab er nafhaengig af valg af basis, og det er tr saledes ogsa. O

Hvis S er en linear atbildning af V' @ W ind i et vektorrum Z, da er det klart, at
S=S01:VxW — Z er en lineer afbildning (se i gvrigt Lemma B.12). Det
interessante er, at det omvendte ogsa geelder:

PROPOSITION B.15 (TENSOR-PRODUKTETS UNIVERSELLE EGENSKAB). Til en gi-
ven bilineer afbildning S af V- x W ind @ Z findes en entydig linecer afbildning
S: VoW — Z, saledes at S = S oz,

BEvis. Vi definerer simpelthen

(381) S(e; @ fi) = Slei. fi)

og udvider denne til generelle vektorer ved linearitet. Hvis v = 37", xje; € V og
w =3 1_, yrfr € W da bliver, pa grund af S’s bilinearitet,

B2)  Sw) = 3 euSle 0 ) =50 3 el o f)
= S e & (L uefi) = S0 @ w).

Altsaer S = Soew. O
Man kan nu fortsaette med at definere hgjere-ordens tensorer. Hvis f.eks. Vi, V5, V3
er vektorrum, kan vi betragte bade (V4 @ V2) @ V5 0g V1 @ (Vo @ V3). Det er ikke

vanskeligt at se, at disse vektorrum er isomorfe. Mere generelt kan man definere

(383) VooV, =BV, V),

hvor rummet pa hgjresiden betegner meengden af multilinezere afbildninger V;* x

- x V* — R. Man har ogsa her en universel egenskab, se Figur B.5. Endelig
kan Vi @ --- @ V, identificeres med Mult(V", ..., V* ; V,), d.v.s. med rummet af
multilineeere afbildninger fra Vi x -+ x V> til V..
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e, 8V
\\5\
2 \\\
s =z
‘/IX"'X‘/T

FiGur B.5. Tensorproduktets universelle egenskab: Lad 2 betegne
den multilineare afbildning (vq,...,v,) = v1®@---@v, af Vi x--- XV,
indiV} @---®V,. For ethvert vektorrum Z og hver multilinear
afbildning S : V x --- x V., — Z findes en entydig linezr afbildning
S Va0 V. — 7, sa diagrammet kommuterer.

DEFINITION B.16. Afbildningen W @ V* @ V. — W svarende til den trilineare
afbildning
(384) WxV*xV3swév—(EvyweW

kaldes kontraktionen af W @ V@V langs V*, V. Dette kan naturligvis genera-
liseres til hojere-ordens tensorer. Se ¢ ovrigt opgaverne.

BEMARKNING B.17. I Riemannsk geometri bliver V. = T,,(M) og V* = T*(M).
Elementerne i V kaldes kovartante vektorer og elementerne i V* for kontra-
variante vektorer.

2. Den ydre algebra

DEFINITION B.18. A*(V)) betegner rummet af k-lineere alternerende former pd
V>, d.v.s. k-lineere former L : V> x --- x V* = R som opfylder

(385) Vi, .. & €V L&y, - niy) = sgn(m) L(&, o &)

for alle permutationer 7 € S.. Hvis vy, ..., v € V, da betegner vy \---Avyg formen

(386) (1)1 ARERA vk)(flv SR 7€k) = det((fiv vj)f,j:l) :

[ det ovenstaende betegner Sy, permutationsgruppen af k bogstaver (eller den sym-
metriske gruppe i k bogstaver), og sgn(c) for o € Si betegner som seedvanligt
fortegnet af o (d.v.s.: hvis o kan skrives som sammensatningen af s transpositio-
ner (ombytninger af to elementer), da er sgn(o) = (—1)%).

Fglgende observation er meget nyttig.
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LEMMA B.19. Lad L vare en k-linewr alternerende form pa V*. Betragt et sat

af k vektorer fra V*, (&1, ... &1, 6, &1y Eim1y €, &gy -+, €k ), hvor elementet pa
den j-te plads er lig med elementel pa den t-te plads. Da gelder

(387) L(flv . 'fj—lvafj-l—lv s 7£i—17£7€i+17 cee 7€k) =0.

BEVIS. Det anfgrte set at k vektorer er klart usendret under ombytning af
elementet pa den j-te plads med elementet pa den ¢-te plads, men eftersom L er
alternerende skal Lveerdi pa det ombyttede seet veere (—1) gange veerdien pa det
oprindelige set. Dette er kun muligt, hvis denne veerdi er 0. O

PROPOSITION B.20. Lad {¢;}?_, veere en basis for V. Vektorerne e,, N --- N e,,,
hvor 1y < ry < -+ < 1y, udgor en basis for N¥(V). Specielt er

dim(A*(V)) = ( Z ), hvor sidstnevnte defineres til 0 for k > n.

BEVIS. Det er let at se, at de navnte elementer er lineart uathaengige og at
dim(A*(V)) = 0 for & > n. Lad PP = {(ri,re,...,r%) | ¥i = 1,...,k : r; €
Nogl<r<ry<--<ry<n} Med L € AF(V) og {Gj}?:l den duale basis for
V* bliver

(388)
L(fh s 7€k) = L( Z (517 6]‘1)6]‘1, ceey Z (fkv ejk)ejk)
a=1 =1
(389) = > (Ghen) (G L, e)
T1yeeny Jr=1
(390) = (517 e%u)) s (fkv eTo’(k))L(eTc(l)7 SR eTo(k))
(7‘1 ..... Tk) € ’PZ'
o€ Sk
(391) = Z (&1 67“0(1)) - (&, e%(k)) sgn(o) - Liery,. .. 6
(7‘1 ..... Tk) € ’PZ’
o€ Sk
(392) = > det(é, eT])ﬁjzl L€y, 6)

(393) = S Lley, e )en A Aeg ) (Grn oo )

Denne udregning forlgber saledes: Man kommer fra (388) til (389) ved linearitet.
For at komme til (390) bemeerkes, at en vilkarlig folge ji, ja, ..., ji af forskellige
positive tal pa preecist en made kan omordnes (altsa permuteres), sa de star ordnet
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efter storrelse (i “nummerorden”). Herefter folger (391) let, da L jo er alternerende,
og endelig er (392) jo en direkte fplge af formlen for determinant. O

BEMERKNING B.21. Ouvenstaende formel bliver serlig simpel nar k = n:

(394) L(flv <o 7571) = det(fiv ej)?,j:l ) L(617 sy 67%) :
Afbildningen
(395) VES o, oo o S o A Ay

er tydeligvis multilinezer og alternerende. Sammenseettes denne med en lineser
afbildning S : AF(V) — W fas naturligvis en multilinezr alternerende afbildning
S=502:V; x---xV, — W. Ligesom for tensor-produktet har vi her ogsa det
omvendte:

PROPOSITION B.22 (DET YDRE PRODUKTS UNIVERSELLE EGENSKAB). T4l en gi-
ven allernerende multilinecr afbildning S af V- x -~ xV ind i W findes en entydig
linecr afbildning S af N*(V)) ind i W, sdledes at S = S o1.

BEVIS. Definer simpelthen

(396) Slep, Ao Nep ) = S(€ryyenvyer),

og udvid ved linearitet. Dette er den eneste chance for S. Omvendt er det klart,
at denne definition virker. O

PrOPOSITION B.23. Der findes en entydigt defineret bilineer afbildning

(397) AV X AHV) 3 wi,wy — wy Awy € AFH(V)

saledes at for alle vi,..., v, 01,..., 00 €V

(398) (VLA AR A (B A AD) =03 Ao Aog Aty A= Al

Denne afbildning kaldes det ydre produkt. Den gor

(399) AV) =5 A" (V)
hvor per definition A\°(V') = R, til en associativ algebra, kaldet den ydre algebra.

BEVIS. Holdes v;-erne fast i (398) fas en alternerende multilineaer afbildning
T(vy,...,vx) af V x --- x Vind i A*T(V). Denne kan via Proposition B.22 udvi-
—_———

!
des til A'(V). Endvidere er, for fastholdt w, € A'(V), afbildningen V x -+ x V 3
—— ———

k
V1. .., 0 — T(vg,...,0)wy multilinezer og alternerende og kan derfor, igen pa

grund af Proposition B.22, udvides til /\k(V) Pastanden fglger let fra dette. O
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BEMERKNING B.24. Den ydre algebra er ikke kommutativ. Der galder faktisk
(overvej)

(400) wp Awp = (=D Awy, hois wy € AF(V) og wp € AY(V).




APPENDIX C

Topologi

Vi minder her om nogle af de mest grundlaeggende topologiske begreber.

DEFINITION C.1. En mangde X kaldes et topologisk rum med topologien T | sa-
fremt der findes en familie T af delmangder af X, der opfylder:

e XcTogleT.

e (0,....0, €T =0,N---NO, €T.

o Hvis {O4}aca €T, da er U,eaO, € 7.
Elementerne i T kaldes de abne delmangder.

Hvis x € X, er en omegn om & per definition en aben delmangde O, sa x € O.
Rummet X kaldes et Hausdorffsk rum safremt

(401) \V/$17£$2€X35|01702673$1 60171'2602 ogOlﬂ02:®.

En mengde X kan altid ggres til et topologisk rum ved at veelge 7 = {X,0}.
Dette kaldes den trivielle topologi. I den anden yderlighed kal man veelge 7 som
familien af alle delmeengder. Den dur heller ikke til meget. Vi vil skrive (X, 7)
nar vi har situationen i Definition C.1.

DEFINITION C.2. Lad (X1,71) og (X3, T3) vere topologiske rum. FEn afbildning
[ X1 — Xy kaldes kontinuert (med hensyn til de betragtede topologier) safremt

(402) YU eT,: f-YU)eT.

DEFINITION C.3. En delfamilie B C T kaldes en basts for topologien cller en
basis for de dbne maengder, saifremt ethvert O € T kan skrives som fore-
ningsmangden af visse elementer i B. Rummet X siges at vere anden-teellelig,
safremt der findes en tellelig basis for de abne maengder.

99
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DEFINITION C.4. Et topologisk rum (X,T) siges at vere usammenhaengende,
safremt der findes to abne ikke-tomme delmangder O1,04 af X sa

(403) X=0,U05 0g O, N0y = 0.

Hvis X ikke er usammenhangende, da kaldes X for sammenhengende.
DEFINITION C.5. Hvis (X, T) er et topologisk rum og Y C X, definerer

(404) Ty ={OnNY |0 eT}

en topologi pa Y kaldel sportopologien.
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OPGAVER

OPGAVE 1.1. Lad t — «a(t) vere en vilkarlig requler kurve.

o Udregn cksplicit krumningen.

e Vis, at tangentialkomponenten af o'(t) er lig med d*s/dt* gange enheds-
tangentvektoren og at komponenten i retningen af hovednormalen er givet
ved (ds/dt)? - k gange hovednormalen.

OPGAVE 1.2. Vis, at hvis t — «(t) er en simpel lukket kurve i R? med periode T,
da er storrelsen

L= /OT | det(a(t), a"(t))|3dt

uafhengig af parametriseringen. Det kaldes den affine lengde. Vis, at L*/A er
invariant under affine transformationer, hvis A er arealet af mangden omsluttet

af kurven.

OPGAVE 1.3. Betragt kurven = i R? (kaldet skruelinien eller heliven):

405 z(s) = acosfasimf bf seR
2 c7 c 2 2

c

hvor a, b, c er positive reelle tal og * = a® + b*.

Vis, at s er buelengde.

Bestem krumningen og torsionen af x.

Bestem den oskulerende cirkel.

Vis, at linien bestemt af n(s) gennem x(s) skerer z-aksen i vinklen x /2.
Beuvis, at tangentlinierne til x danner en konstant vinkel med enhedsvekto-

ren i z-aksens retning.
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OPGAVE 1.4. Den plane kurve

(406) x(t) = (t,cosht),t € R

kaldes katenoiden. Bevis, at krumningen med fortegn er givet ved
1

407 k(t) = ———.

( ) ( ) COShz(t)

OPGAVE 1.5. Lad x(t) = (21(1), x2(t)) vere en plan kurve. Bevis, at krumningen
med fortegn er givet ved

7 I I/
LTy — T Ty

((27)? + (25)?)%/%

OPGAVE 1.6. Lad z : (a,b) — R? vere en requler kurve. Antag, at der findes et
punkt tg € (a,b), saledes at |x(t)| har et lokalt maximum ity. Bevis, at |k(to)| >
1/lz(to)].

Antag nu, at x er en lukket kurve, der lober inden i en cirkelskive med radius r.

Bevis, at der findes et t € (a,b) saledes, at krumningen ¢ punktet x(t) opfylder:
|k(t)] > 1/r.

(408) ko (1) =

OPGAVE 1.7. Antag, at ('(0) i beviset for Setning 1.10 peger i den positive x-
akses retning. Lad y ligge i komplementermangden C° til C. Definer variatio-
nen d(y) som verdien ¢ (L) — ¢,(0), hvor ¢,(s) er vinklen, som enhedsvektoren
(B(s) — y)/B(s) — y|| fra y til B(s) danner med en fast retning—f.eks. [3'(0).
Bevis, at d(y) altid enten er 0 eller 2x. Vis videre, at C. = {y € C° | d(y) = 0}
er en ubegransel aben sammenhaengende maengde—det ydre af kurven—hvorimod
Ci ={y € C° | dly) = 2r}—det indre af kurven—er en begranset aben sam-
menhangende maengde. (Dette er (den differentiable) Jordans kurvesetning).
Vink: Undersog forst en omegn af 3(0), dernest en omegn af kurven.

OPGAVE 1.8. Bevis, at cylinderen {(z,y,s) € R* | 2* + y* = 1} er en delmangfol-
dighed af R? og find lokale parametriseringer, der tilsammen dakker den.
Tilsvarende sporgsmal for delmengden {(x,y,z,s,t) € R® | 2* +y* + 22 =1} af
RS,

OPGAVE 1.9. Beuvis, at enhedskugleoverfladen S™ C R™H,
S"={(1s ) €ER™ [ af 4 g gy, = 1)
er en delmangfoldighed. Konstruer et kort.

OPGAVE 1.10. Delmengden S = {(x,y,z) € R* | 0 = z + y? — 2*} er en 2-

dimensional delmangfoldighed af R* (hvorfor?). Check, at de to nedenfor anforte
funktioner er kort pa S':
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o f(u,v)=(u+v,u—0v,4uv),(u,v) € R%
e g(u,v) = (ucoshv,usinhv,u?), (u,v) € R* u # 0.

OPGAVE 1.11. Angiv et atlas for den to-bladede hyperboloide {(x1,...,2n41) €

OPGAVE 1.12. Bevis, at en aben delmangde af en delmangfoldighed selv er en
delmangfoldighed.

OPGAVE 1.13. Bevis pastanden i (54) side 11.

OPGAVE 1.14. Bevis, at den orthogonale gruppe O(2) er en delmangfoldighed af
R*%. Prov at formulere hvorledes den “globalt” ser ud.

For tilsvarende at bevise, at O(3) er en 3-dimensional delmangfoldighed af R? kan
man evt. forsoge med folgende program:

e Find 6 “naturlige” funktioner pa mengden af 3 X 3-matricer (= R?), der
tilsammen er en kandidat til funktionen “F7” i definitionen (2) side 14.

o Beuvis, at F' er surjektiv ¢ punktet I € O(3).

o Udnyt gruppestrukturen i O(3) til at konkludere, at F' ogsa er surjektiv i
ethvert andet punkt i O(3).

o Konkluder det onskede.

OprGAVE 1.15. Lad

0 0 —0,
6, —0, 0

og lad 0 = (01,04,05). Udnyt, at w(f) = 0 til at bevise, al exp(tw) er en rotation
gennem vinklen t||0|| omkring 0.
Vis, at der findes matricer A, B, C' saledes at

(410) exp(tw) = A + Bcos(t||0||) + Csin(t||9]]),

og bestem disse. Benyt dette til at finde alle kurver 3 i R>, hvor torsionen og
krumningen er givne konstanter (og sidstnevnte # 0), og saledes at 3(0) = 0 € R?,

og de tre vektorer 3'(0),n(0) og b(0) netop udgor det sedvanlige orthonormalsystem
for R3.

OPGAVE 1.16. Bevis, at hvis n er ulige og S er en reel skevsymmetrisk n X n
matriz, da har ligningen S0 = 0 mindst én losning 0 # 0 og vis, at exp(15)0 = 6.
Vis for et vilkarligt n, at hvis S # 0 er en skevsymmetrisk n x n matriz, da
findes et 2-dimensionalt underrum W C R”™ saledes, at bade W og dets vinkelrette
komplement W~ er invariante under S og dermed ogsa under exp(tS). Beskriv
strukturen af S og exp(tS) geometrisk. Vink: Nar S er skevsymmetrisk og n er
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ulige, sa er det karakteristiske polynomium det(t- I —S) en ulige funktion it ... .
For at komme igang med det 2-dimensionale underrum kan man tenke pa, at S-
som jo har reelle koefficienter—har en imaginer egenverdi horende til en vektor
w med komplekse koefficienter—for i - S er en selvadjungeret (hermitisk) matriz.
Skrives w som vy + 1 - vy, hvor vy og vy har reelle koefficienter, dukker en naturlig
kandidat til det onskede underrum op.

OPGAVE 1.17. Lad m og a vaere komplekse n X n matricer og antag, at a er in-
vertibel. Bevis, at

(411) exp(a-m-a™')=a-exp(m)-a”'.
Brug (411) samt at en hermitisk eller skev-hermitisk matric m (i.e. m* = m
eller m* = —m) kan diagonaliseres over C til at bevise, at den uendelige rakke

i definitionen af exp(m) konvergerer, hvis m er hermitisk eller skav-hermitisk.
Specielt konvergerer den, hvis m er reel og skev-symmetrisk.

OPGAVE 1.18. Betragt en aben delmangde w af R™. Opfat den som indlejret i
RY (N > n) som “de sidste n koordinater”; © = {(0,...,0,z1,...,2,) € RV |
(1,...,2,) € w}. Bevis, at @ derved bliver en delmangfoldighed af RY. Angiv
konkrete funktioner F og G som t beviset for Setning 11.6, der kan bruges i denne
situation.

OPGAVE 1.19. Lad vy og vy vere to linewrt uafhangige vektorer i R®. Lad M =
{x-vi+y-vy| x,y € R}. Bevis, at M er en delmangfoldighed af R® og angiv
funktioner F og G som i beviset side 1/.

OPGAVE 1.20. Betragt folgende (generaliserede) graf: M = {(z,y,z + 2*y* y +
y?) € RY | (x,y) € R*}. Angiv (lokalt) en funktion Iy, der opfylder (1) side 14.
Suppler denne op til en funktion “UT'” og diskuter funktionen fi(z) = Wy(xy,...,
Tn,0,...,0). Angiv tilsvarende en funktion f, der opfylder (2) side 14 og suppler
denne op til en funktion W. Diskuler funktionen F i (lokalt) (F,G) = W~!.

OPGAVE 1.21. Betragt R® med koordinater (z,y,z). Lad I 5 v — (0, f(v),g(v))
betegne en simpel requler (ikke nodvendigvis lukket) kurve i yz-planen, og antag,
at Yo € I : f(v) > 0. Antag endvidere, at {(0, f(v),g(v)) | v € I} er en I-
dimensional delmangfoldighed af denne plan. Drejes denne kurve en hel omgang
om z-aksen fas en flade M, hvor et vilkarligt punkt har formen (f(v)cosu, f(v)sinu,
g(v)) for et passende u,v. Bevis, at M er en 2-dimensional delmangfoldighed af
R®—en sakaldt omdrejningsflade.

OPGAVE 1.22. Konstruer en diffeomorfi mellem en ellipsoide € = {(x,y,z) € R? |
i—i + Z—j + i—; =1} (a>0,b>0,c>0) og kugleoverfladen S* i R
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OPGAVE 1.23. Antag, at ¢ : Uy — Uy er en differentiabel afbildning af en aben
delmangde Uy C RN ind i en dben delmeangde Uy C RN2. Antag yderligere, at
M, og My er delmangfoldigheder af hhv. R™ og R™2, der opfylder, at My C Uy og
(My) € My. Bevis, at b er differentiabel som afbildning fra My ind i M,.

OPGAVE 1.24 (STEREOGRAFISK PROJEKTION). Lad N betegne “nordpolen” i S,
N =(0,...,0,1) og lad tilsvarende S = (0,...,0,—1) betegne “sydpolen”. For et
vilkarligt punkt (xq,...,x,) € R™ defineres ny € S™ til at veere det entydige punkt
der bade ligger i S™ og pa linien fra (xq,...,2,,0) til N. Bevis, at (7y,R") er et
kort pa S™. Definer nu tilsvarende ws baseret pa “projektion” fra sydpolen. Angiv
explicitte udtryk for

(412) sl omN og TN OTs.

OPGAVE 1.25. Lad notationen vere som ¢ Opgave 1.24, idet vi dog nu settern = 2
og opfatter R* som C. Lad P : C — C veare et ikke-konstant komplekst polyno-

mium, d.v.s., der findes et r > 1 og for alle 1 = 0,...,r komplekse konstanter a;
med a, # 0 sa
(413) P) =a,(" + 4 ar{ + ao.

Definer en afbildning ¢ : S* — S? ved
V(p) = wyoPory hvispe S?—{N}
(414) Pp(N) = N.
Beuvis, at ¢ er en differentiabel afbildning.
OPGAVE 1.26. Skitsér et bevis for, at O(n) er en delmangfoldighed af R™. Bevis

dernest, at hvis g er et vilkarligt element i O(n), da er begge afbildningerne O(n) >
0o—g-0090(n)>o0—o-g difftomorfier af O(n) pa O(n).

OPGAVE 1.27. Lad M, vaere en delmangfoldighed af RN og lad M, vere en del-
mangfoldighed af RN2. Bevis, al

(415) M1 X M2 = {(ml,mg) | my € M1 og M2 - Mg}

er en delmangfoldighed af RM*2 og at projektionerne m : (my,ma) — my og
7y (my, ma) — my er differentiable afbildninger.

OPGAVE 1.28. Bevis, at SO(2) = {o € O(2) | det o = 1} som delmangfoldighed af
R* er diffeomorf med S* = {z € C | |z| = 1}. Bevis yderligere, at afbildningen
Stx St — SV (21,22) — 2 er differentiabel (se Opgave 1.27).

22

OPGAVE 1.29. Bevis, at afbildningen O(n) x O(n) — O(n) : (01,09) — 01 - 03" er
differentiabel. (Dette viser, at O(n) er en Liegruppe.)
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OPGAVE 1.30. Lad F : U C RN — R vere en differentiabel funktion. Antag, at
VX € M = F(a) : grad F(X) # 0. Bevis, at M (hvis den er forskellig for
den tomme mangde) er en N — 1 dimensional delmangfoldighed af RYN. Bevis
yderligere, at tangentrummet @ et punkt Xo € M er givet ved ligningen

(416) (grad F(Xy), X) =0,

og at den plan, der tangerer M i Xy, som delmangfoldighed af RY, er givet ved
ligningen

(417) (grad F(Xo), X — Xo) = 0.

OPGAVE 1.31. Vi vil sige, al to delmangfoldigheder My og My i R? skarer hinan-
den orthogonalt, safremt normalerne Ni(p) og No(p) til ethvert punkt p € My N M,
svarende til til tangentplanerne hhv. My og My er vinkelrette. Bevis, at hver af
ligningerne (hvor a,b,c#0)

x? + y2 + 22 =ax
x4+ y2 + 2% = by
2’ + y2 + 22 = ¢z
definerer delmangfoldigheder af R®, og at de skerer hinanden orthogonalt.

OPGAVE 1.32. Lad f og g veere differentiable funktioner pa R%. Lad M; og M,
betegne graferne (delmangfoldigheder af R®) for hhv. [ og g. Antag Yz € R? :
grad f(x) # gradg(x), og at My M, #0. Bevis, at My N\ M, er en 1-dimensional
delmangfoldighed af R®.

OPGAVE 1.33. Find koefficienterne g;i(x) til den forste fundamentalform for fol-
gende delmangfoldigheder med hensyn til et kort.

o S? m.h.t. til el kort af typen (z,y, (1 — 2? — y?)'/?).
En plan i R* gennem et punkt Xy og udspendt af tre lineert vafhaengige
vektorer vy, vg, vs.
{(x,y,z,w) € R* | 2* + y* + 22 = 1}. Veelg selv et kort.
En omdrejningsflade i R® med hensyn til et naturligt kort. (Se Opgave 1.21).
S™ m.h.t. stereografisk projektion (hvad betyder resultatet?).
Helicoiden {(vcosu,vsinu,au) | u,v € R oga # 0 en konstant} m.h.t.
naturligt kort.

OPGAVE 1.34. Lad M; for + = 1,2 vere n-dimensionale delmangfoldigheder af
RY. Antag at 2n — N > 0 og at My N\ My #0. Vis, at der generelt gelder
at dim(T,,,(My) N T, (M3)) > 2n — N. Antag nu folgende: ¥Ym € My N My :
dim(T,,(My) N T, (Msy)) = 2n — N. Bevis, at My N My er en 2n — N dimensional
delmangfoldighed.
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OPGAVE 1.35. Lad J vere en n x n matriz med folgende diagonal:

(L...,1,=1,...,=1) (p+ g = n) og nuller uden for diagonalen. Definer en bili-
——’
P q
nearform (-,-)y pa R x R"™ ved
(418) (l',y)J = (Jl',y)e,

hvor (-,-). betegner det sedvanlige (euklidiske) indre produkt pa R™. Definer
den pseudo-orthogonale gruppe O(p,q) = {n x n matricerm | Ya,y € R™ :
(ma,my)y = (x,y)s}. Skitsér et bevis for, at O(p,q) er en delmangfoldighed af et
passende endeligt-dimensionalt reelt vektorrum. Hvad er dens dimension?

OPGAVE 1.36. Bevis, at det er ligegyldigt hvorvidt man i betingelse (1) side 1/
krever, at F' er surjektiv pa hele U eller blot at F' er surjektiv pa M N U.

OPGAVE 1.37. Antag givet, for den samme abne delmangde U af V', bade et par
(F,U) somi(1) og et par (f,0) som i (2) (begge side 14). Udnyt disse afbildninger,
samt velkendte satninger om kernen for en lineer afbildning L sammenholdt med
billedet for LY, til at konstruere kandidater til kort pa normalbundtet. Vis derneest,
at normalbundtet er en delmangfoldighed af R*N, og at dimensionen er N.

OPGAVE 1.38. Lad ¢ : M — R vere givet ved (X)) = [|X — Xo||* for et fast
punkt Xo € RN, Angiv et udtryk for diox(v) for v € Tx(M).

OPGAVE 1.39. Lad X € M og antag givet to kort (f*,01) og (f*,0,) saledes, at
X € fYO1)N f2(0,). Lad os videre angive punkter i Oy som n-tupler (zy,...,x,)
og punkter i Oy som n-tupler (y1,...,ys). En vilkarlig vektor v € Tx(M) kan da
skrives

(419) v=> 7fs, =2 pily
=1 7=1
Antag, at X = f'(xo). Bevis, at

v .. du

1 Az Axn ! ay
e I ) I I I 1) )
Oyn ., Oyn T v
Pn dzq Ozn n

hvor wvi, t standard notation, opfatter y;-erne som funktioner af x;-erne via y =
(f*)" o [ ().

OPGAVE 1.40. Et kritisk punkt for en differentiabel afbildning ¢ : M — R er et
punkt m € M hvor di,, =0. (Nar mere generelt ¢ er en afbildning fra M til N,
er det et punkt m, hvor di., ikke har maksimal rang.)
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e Ladp : M — R vare givet ved i(m) = ||m — mo||, hvor mo & M. Beuvis,
at m er et kritisk punkt for 1 hvis og kun hvis m —mqg € T,,,(M)~.

o Lad ¢ : M — R vare givet ved ¢(m) = (m,v) for en fast enhedsvektor
v € RN, Vis, at m er et kritisk punkt for ¢ hvis og kun hvis v € T,,(M)~.

OPGAVE 1.41. Lad ) : M — R vaere en differentiabel funktion pa en (kurve-)sam-
menhangende delmangfoldighed M. Antag, at dip,, = 0 for alle m € M. Beuvis, at
Y er konstant.

OPGAVE 1.42. Fuldfor detaljerne ¢ Bemarkning 11.42 side 29.

OPGAVE 1.43. Betragt lokale kort (f',0;), 1= 1,2 pa S? givet ved
[ (#,0) = (sinfcosd,sinfsin¢,cosb), ¢ €]0,2x[, 0 €]0, 7| and
fz(xlva) = (1’171}2, 1_1;%_1;%)7 l’%—l—l’% <L

Betragt funktionerne Co(xy, g, x3) = w3 0g Cs(xy, x9,x3) = 23 restringeret til S*

5 5 5 ,
550560 3ay 0 00 345 af disse.

—Hvilke af vektorfelterne (sin” 0)%,71 = 0,1,2,..., kan udvides til 5%, i.e. to
C(5%) 7

og udregn

OPGAVE 1.44. Find samtlige Christoffelsymboler bade af forste og af anden art
for folgende delmangfoldigheder med hensyn til et kort.

o ['n plan i R* gennem et punkt Xy og udspendt af tre lineert uafhangige
vektorer vy, vg, vs.

{(x,y,z,w) € R* | 2* + y* + 22 = 1}. Veelg selv et kort.

En omdrejningsflade i R® med hensyn til et naturligt kort.

S™ m.h.t. stereografisk projektion.

Helicoiden {(vcosu,vsinu,au) | u,v € R oga # 0 en konstant} m.h.t.
naturligt kort.

OPGAVE 1.45. Lad M C R® vare den 3-dimensionale delmangfoldighed givet ved
M ={(x,y,z,x,y,xz)| x,y,z € R}.
Bestem alle Christoffelsymbolerne af bade den forste og af den anden art.

OPGAVE 1.46. Udregn alle Christoffelsymbolerne pa torus (Opgave 1.72) med hen-
syn til en parametrisering som i Opgave 1.85, ligning (437). Los dernest Op-
gave 1.85. Udfor endelig den del af Opgave 1.86, der har med torus at gore.
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OPGAVE 1.47. Bevis, at afbildningen o defineret ¢ opgave 1.25 kun har endeligt
mange kritiske punkter. (Altsa hvor determinanten af Jacobimatricen er 0, se i
ovrigt Opgave 1.40).

OPGAVE 1.48. Betragt restriktionen af exponentialafbildningen exp til vektorrum-
met {w € Mat(r,R) | w+w' = 0}. Denne afbildning (ogsa betegnet med exp)
afbilder ind i O(r), og er stadig givet ved

(421) exp(w) = Z_: T

w’

Det antages bevist, at afbildningen er veldefineret og differentiabel. Hvad er dif-
ferentialet expy af exp 1 07.

OPGAVE 1.49 (GEODETISK KRUMNING MED EN VILKARLIG PARAMETRISERING).
Betragt en reguler kurve t — o(t) pa en delmangfoldighed M. For at finde den
geodatiske krumning og den geodatiske hovednormal skal kurven omparametriseres
til buelengde, s — [B(s), og B"(s) skal derefter projiceres ned pa tangentplanen.
Brug f.ex. formel (13) til at vise, at den geodetiske hovednormal er vinkelret pa
A'(t) og angiv videre de geodeatiske storrelser i termer af projektionen af o”'(t) pa
normalplanen. Besvar endelig sporgsmalene side 6.

OPGAVE 1.50. Betragt funktionen ¢ : R?* — R? givet ved o (z,y) = (2%y,y*z) og
lad M, = M C R* vere grafen for 1.

o Lad f(z,y) = (x,y, 2%y, y ) vare et kort pa M, defineret pa hele R*. Angiv
den anden fundamentalform langs en vilkarlig kurve t — f(x(1),y(t)).

e Bevis, at (z,y,z,w) — (z,w,2zyz + wa?, zy* 4+ 2xyw) ved restriktion defi-
nerer el vektorfell X pa M.

o Udregn den kovariant afledede af X langs en kurve af forment — f(a-t+
xo, b1+ yo), for vilkarlige reelle konstanter a, b, xo,yo.

o Lad a(t) = f(t,t). Find den geodatiske krumning og hovedretning.

OPGAVE 1.51. Lad vi(t) og vy(t) veere vektorfelter langs en kurve o(t) pa en del-
mangfoldighed M. Antag, at begge vektorfelter opfylder, at den kovariant afledede
langs kurven er identisk nul. Bevis, at (v1(t),vs(t)) er uafhengig af t.

OPGAVE 1.52. (Se i ovrigt Opg. 1.39) Lad m € M og antag givet to kort (f*,0y)
og (f?,03) sdaledes, at m € f1(01)N f*(03). Lad os videre angive punkter i Oy som
n-tupler (x1,...,x,) og punkter i Oy som n-tupler (y1,...,ys). En vilkarlig vektor
v € Thu(M) kan da skrives v = Y0 7if,, = Yjy pify - Lad os for klarhedens

skyld skrive ¢° = {geia, }» h0Or 9o, = (for, fo;) 09 lilsvarende ¢¥ = {gy,,, } med
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_ . _ ayk 8 Ay o . .
Gy = (Sous Ju)- Bevis, al gopo), = Ypy S 5 Yuur altsa, i mere kompakt notation,
at

(422) 9" =7'9"J,

hvor vi opfatter y;-erne som funktioner af x;-erne via y = (f*)~' o fY(x), og hvor
Jj= (g—z) betegner Jacobimatricen for koordinatskiftet.

OPGAVE 1.53. Lad (f,0) vere et lokalt kort pa en delmangfoldighed M. Udregn
den kovariant afledede af vektorfeltet f., langs en kurve af forment — f(zo+1t-¢;),
hvor e; betegner den i-te basisvektor i R™ og xg € O.

OPGAVE 1.54. Lad ® vere en differentiabel afbildning fra en delmangdoldighed
M til en delmangfoldighed N. Bevis, at afbildningen d® : T(M) > (m,v) —
d®,,(v) € T(N) er differentiabel.

OPGAVE 1.55. Beuwis, 1 fortsettelse af Opgave 1.52, at
61;2

423

(423) Z 9, "

OPGAVE 1.56. Formuler og bevis en generalisation af “Setningen om den In-
verse Funktion” til afbildninger mellem delmangfoldigheder af den samme dimen-
ston. Bevis dernest, i fortsattelse af Opg. 1.48, at der findes en omegn  af 0 ¢
{w € Mat(r,R) | w+ ' = 0}, saledes at (exp,Q) er et lokalt kort pa O(r) (exp
restringeret til Q) med I € exp(Q). Bevis endelig, at hvis o € O(r), da er savel
(0-exp(+),Q) som (exp(-) - 0,9Q) lokale kort pa O(r) omkring o.

OPGAVE 1.57. Beuvis, at symmetriske r X r matricer er vinkelrette pa skaevsymme-
triske r X r matricer i det indre produkt (my,ms) = tr (mymb). Bevis dernast, at
kurverne t — expiw i O(r) (W' = —w) overalt har geodetisk krumning 0.

OPGAVE 1.58. [ tilfeldet n = 2, lav en liste over de symboler Ry, der altid er 0.

OPGAVE 1.59. Lad f og g tilhore C*(R?), lad o (z,y) = (f(z,y),9(x,y)) og lad
My = M C R* veere grafen for . Udregn samtlige symboler R;j.

OPGAVE 1.60. Lad M, = M C R* vare grafen for funktionen 1 (z,y) = (2* —
y? day).

o [ind samtlige Christoffelsymboler af 2.den art.

o [ind Ricci tensoren samt den skalere krumning ¢ det punkt, der svarer til

(2,y) = (0,0).
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OPGAVE 1.61. e Lad o(r) = {w € Mat(r,R) | w' = —w}. Bevis, at afbild-
ningen
(424) o(r) x O(r) 3 (w,0) = (0,0-w) € T(O(r))

er en diffeomorfi. (Tangentbundtet kan m.a.o. trivialiseres. Dette gelder
altid for Liegrupper, men er ellers meget usedvanligt).
o For fastholdt 6 € O(r) inducerer afbildningen

(425) Mat(r,R) x Mat(r,R)> (mq,mz) —
(my-6,mz-0) € Mat(r,R) x Mat(r,R)

ved restriktion en differentiabel bijektion T(O(r)) — T(O(r)). (Begrund.)
Via (424) fas derved en afbildning o(r) x O(r) — o(r) x O(r). Beskriv

denne.

OPGAVE 1.62. Lad M vere en hyperflade i vektorrummet V. Betragt afbildningen
Gr:Vov—k-veV, hvork eren reel konstant, k # 0. Lad My = Gx(M). Ud-
tryk middelkrumning og Gauss krumning pa My, i et punkt k-m ved de tilsvarende
storrelser it m € M.

OPGAVE 1.63. For hver af folgende grafer onskes hovedkrumningerne og hovedret-
ningerne ¢ punktet svarende til (z,y) = (0,0):

o z=2a% 4 y?

o » = 2% — 3y z.

o =22 —by? —ay, hvor a,b er reelle konstanter.

OPGAVE 1.64. Beskriv geodeterne v pa en cylinderflade i R®. (De ma have ~"
vinkelret pa tangentplanen). Vis, at to vilkarlige punkter pa cylinderfladen ¢ for-
skellig hgjde kan forbindes med uendeligt mange forskellige geodeter.

OPGAVE 1.65. (Se Opgave 1.52). Pa en delmangfoldighed M, lad ¢ vere en C*-
funktion med kompakt stotte S indenfor en koordinatomegn f(w) C M. Definer

(426) Jpar = | e D@l

hvor dx betegner det sedvanlige Lebesquemal pa R™ og g(x) = det ¢;;(x). Bevis, at
(426) er uwafhengig af parametrisering i den forstand, at hvis S ogsa ligger indenfor
en anden koordinatomegn f(cb), da fas samme resultat i (426) nar f erstattes med
f. Faktisk kan (426) udvides til mengden af C*-funktioner pa M med kompakt
stotte, og videre helt ud til maengden af malelige funktioner pa M. Antyd hvorledes.
Det derved opnaede mal kaldes del euklidiske volumenelement pa M.
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OPGAVE 1.66. Bevis, at nar g(x) = det g;;(x), da er aag—g(;;) = 2g9(x)3; 7% og der-
2] z :
I = ol 27

OPGAVE 1.67. Bevis, med notationen som ¢ Opgave 1.66, at

"9, 19 9 dlogg(x) &
=D = 2:71 2:7171
(427) R o Oz 20:1;2'8:1; ' Oz e

Li=1

OPGAVE 1.68 (FORTSETTELSE AF OPGAVE 1.35). Lad I betegne den identiske

afbildning. Beskriv tangentrummet Tr(O(p,q)). Regn derefter opgaven svarende
til Opgave 1.61 for O(p,q).

OPGAVE 1.69. Beuvis, evt. under brug af Opgave 1.30, at der altid findes et lokalt
defineret differentiabell felt af enhedsnormalvektorer pa en hyperflade M.

OPGAVE 1.70. Lad M wvere en hyperflade i V. Lad m € M,v € T, (M) (v #
0), lad N(m) vere en normalvektor til M i m (dvs. til T,,(M)) og lad endelig
P(v, N(m)) vere planen frembragt af {v, N(m)} gennem m. Bevis, at felles-
mangden P(v, N(m)) N M i en omegn af m kan fremkomme som sporet af en
requler kurve t — a(t) med o(0) = m og o/(0) = v. (Altsa, at der findes en
omegn U om m saledes, at UNP(v,N(m))N M ={a(t) |t € I} for et passende
interval I.) Gennemfor derefter et bevis for en tilsvarende pastand, men hvor
restriktionen om, at M er en hyperflade, fjernes. Bevis endelig, at hvis ||v]| = 1
og den konstruerede kurve er parametriseret ved buelengde, da galder

(428) a”(0) € N, (M).

OPGAVE 1.71. Angiv explicit formlerne for middelkrumningen og den totale krum-

ning for en hyperflade af formen {(x1,... ¢n, d(x1,.. . 20)) | (x1,...,2,) € R"},
hvor ¢ er en differentiabel funktion. Bemerk, at formlerne far et serligt sim-
pelt udseende i et punkt & hvor ¥Yi = 1,...,n : (0¢/0z;)(&) = 0 og Vi, 5,1 # j :
(0%¢/0x;0x;)(¢) = 0. Bevis, at man for en vilkarlig hyperflade M og et vilkarligt
punkt m € M kan finde en funktion ¢ (og et retvinklet koordinatsystem med ko-
ordinater (x1,..., T, Tny1)) saledes, at M i en omegn af m er lig grafen for ¢ og
saledes, at ¢ opfylder disse extra krav ¢ punktet & for hvilket m = (&, ¢(2)).

OPGAVE 1.72. Find, under brug af Opgave 1.65 arealet (eller “volumenet” som
det generelt kaldes) af folgende flader:

e Torus i R®: En cirkel i yz planen med radius v og centrum i (0,a,0) (a >
r > 0) drejet en hel omgang om z-aksen.
o S (enten ved induktion eller ved brug af stereografisk projektion).



OPGAVER 113

OPGAVE 1.73 (LAMBERT’S PROJEKTION). Betragt overfladen af en kugle med ra-
dius R i R® og lad f : (6,0) — (Rsinf cos &, Rsin @ sin ¢, Rcos ) vere et sedvan-
ligt kort med 6 og ¢ i passende intervaller.

En lodret cylinder med radius R placeres nu, sa den omslutter kuglen (kuglen og
cylinderen rorer hinanden pa @kvator). Lad os sige, at cylinderen star parallelt
med z aksen. Herefter projiceres punkter pa kugleoverfladen over pa cylinderen
som folger:

(429) f(8,¢) — (Rcos ¢, Rsin ¢, Rcosf).

Endelig klippes cylinderen op efter en lodret linie, og resultatet foldes ud. Indlegges
passende retvinklede koordinater x(, x5 pa den udfoldede cylinderflade kan man
opna:

(430) r1 = Ro 0g x9 = Rcosé.

Beskriv afbildningen geometrisk. Bevis dernast, at den omvendte afbildning til
(430), med passende begraensninger pa x1,xq, er en kort-afbildning pa den givne
kugleoverflade. Lad os kalde dette kort for (f, 0) Bevis, at dette kort er arealtro:
En (malelig) delmaengde S af f(@) har samme areal som f_l(S).

OPGAVE 1.74. Lad I 5 v — (0, f(v),g(v)) vere en requler kurve i yz-planen
saledes, at Vv € I : f(v) > 0. Antag yderligere, at {(0, f(v),g(v)) | v € I} er en
delmangfoldighed af yz-planen og lad O vere omdrejningsfladen, der fremkommer
ved at dreje denne kurve om z-aksen.

o Angiv hovedkrumninger og hovedretninger i et vilkarligt punkt.

o Angiv Gauss-krumningen og middelkrumningen.

o Fn meridian er en kurve pa O, der kan fremkomme fra den oprindelige
frembringerkurve i yz-planen ved en drejning on z-aksen. Beuvis, at disse
er requlare kurver, der, hvis de parametriseres ved buelengde, er geodeter.

o ['n parallel er en kurve, der fremkommer ved skaring mellem O og en
plan parallel med xy-planen. Disse er kun geodater under meget specielle

forhold.— Huvilke?

OPGAVE 1.75. Vi vil sige, at to delmangfoldigheder My og M, rorer hinanden
langs en kurve o : I — My N My safremt

(431) Vtel: Ta(t)(Ml) = Ta(t)(Mz).

Ladt — v(t) vere et vektorfelt (altid antaget C™) langs o saledes atVt € I : v(1) €
To@y(My). Bevis, at den kovariant afledede af v langs kurven er den samme, hvad
enten den udregnes pa My eller My. Bevis specielt, al hvis a er en geodet pa My,
da er den det ogsa pa My (og vice versa).
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OPGAVE 1.76. Lad M vere en kompakt (lukket, begranset) hyperflade i V. Bevis,
f.eks. ved brug af bl.a. Opg. 1.6 og Opg. 1.40, at der findes mindst et punkt m € M,
i hvilket alle hovedkrumningerne har samme fortegn.

OPGAVE 1.77. Lad My vere en aben delmengde af hyperfladen M som afbildes
diffeomorft pa sit billede N(My) C S™ ved Gaussafbildningen N. Antag, at ¢ er
en kontinuert funktion med stotte indenfor N(My). Vis, at

(432) /;/;dS — /(¢ o N) | K | dM,
hvor dS og dM er de euklidiske volumenelementer pa henholdsvis S™ og M.

OPGAVE 1.78. Lad M vere en hyperflade i R®. Lad (f,0) vere et kort pa M
med 0 € O og lad f(0) = mg. Antag, at der findes et differentiabelt fell N af
enhedsnormalvektorer pa f(O). Lad (f,@) veere et kort pd S? sdledes, at 0 € O
0qg f(()) = N(myg). Antag endelig, at forv=1,2: f,,(0) = fm(())

o Det oplyses, at

N(f(t74t)) = f(tv _4t) 09

N(f(—t,=21)) = J(=3t,—2t),

for |t| tilstrakkelig lille. Bestem Gauss-krumningen og middelkrumningen
af M i mg.

o [ et punkt my = f(x1,22) # mo angiver fo(x1,22) + 2fs, (21, 22) en ho-
vedretning med tilhorende hovedkrumning 8. Endvidere er g11 = 4,922 =
1,912 = 0 og Gauss-krumningen er 4 i dette punkt. Bestem den anden
hovedretning og hovedkrumning.

OPGAVE 1.79. Benyt (95) og Lemma 11.43 til at udregne Lieparentesen [61,064] af
to vektorfelter i en kort-omegn (f,0).

OPGAVE 1.80. Lad (f,0) vere et lokalt kort pa en hyperflade M i R®. Bevis, at

N(f(z)) = ”jizli;z?” er et differentiabelt felt af enhedsnormalvektorer pa f(O).

OPGAVE 1.81. Betragt en hyperflade M i R® af formen M = {(z,y,d(z,y)) |
v,y € R} med ¢ € C(R?), og lad f betegne kortet f(x,y) = (v,y, d(x,y)) defi-
neret pa hele R%. I det folgende opfattes vektorfelter som derivationer af relevante
rum af funktioner.

o Beuis, at vektorfelterne (0/0x),, og (0/0y)m kan udvides til derivationer af
C>(R?).

o Beskriv de mest generelle udvidelser af disse vektorfelter.

o Formuler kravet til et vektorfelt pa R?® for, at det kan restringeres til en

derivation af C(M).
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o Lad &y og &y vaere to vektorfelter pa R?, der kan restringeres til vektorfelter
pa M. Har [61,0] nodvendigvis samme egenskab?

OPGAVE 1.82 (B1aNcHI). Bevis den forste Bianchi-identitet:

(433) R(t17t27t37t4) _I_ R(t17t47t27t3) _I_ R(t17t37t47t2) — 0

OPGAVE 1.83. Ladmy, mq vere to vilkarlige r xr-matricer med reelle koefficienter.
Svarende til disse defineres to derivationer 61,065 af C*(Mat(r,R)) ved:

(434) (6:0)(m) = %h:oqﬁ(m ~exptm;) (1=1,2)

o Udregn explicit disse derivationer (start f.eks. med eksemplet r =1).

o Lad mg vere en invertibel r x r matriz. Definer Ly, : C*(Mat(r,R)) —
C*(Mat(r,R)) ved (Ly,é)(m) = ¢(mo-m). Bevis, at 6; 0 Ly, = Ly 0
6; (1 =1,2).

o Udregn [61, 02).

OPGAVE 1.84. Lad o veere funktionen
. e t>0
og lad g(t) = # Lad @ € R™ vere givet, og lad 0 < Ry < R,. Bevis, at

+ih(1-t)

for velvalgte konstanter o og 3 gaelder, med ¢ defineret ved x KA gla+ 5z —17|),
at ¢ € C=(R") og

(436) o(x) = { (1) ;Z:i éﬁgﬁg '

Benyt dette til at fuldfore beviset for Proposition 11.39 side 28.

OPGAVE 1.85 (FLAD TORUS). Betragt S* som hyperflade i R? og lad Tj1,q = S* ¥
ST CR?x R?=R*%
o Udregn den forste fundamentalform pa Tyi.q m.h.t. et kort af formen
(u,v) = f(u,v) = (cosu,sinu,cosv,sinv). Diskuter alle krumningsstorrel-
ser.

e Benyt det explicitte udseende af et lokalt kort (f,O) pa en torus T i R? (cf.
Opgave 1.72),

(437)

flu,v) = ((a 4+ rcosv)cosu, (a+rcosv)sinu,rsinv) (u,v €]0,2x]),

til at konstruere en diffeomorfi mellem T og Tiaq.
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OPGAVE 1.86. Betragt en torus T i R® med et lokalt kort (f,0) som i (437).
Bevis, at vektorfelterne f, og f, kan udvides til vektorfelter pa hele torus. Angiv
dernest en derivation af C(R?), der restringerer til f,. Betragt nu det lokale

kort (f*,01) pa S? givet ved
(438) f1(#,0) = (sin O cos ¢, sin O sin 6, cos ), ¢ €]0,2x[, 0 €]0, x[.

Geelder et tilsvarende resultat for f(}s,fé} ¢—Huilke af vektorfelterne (sin” 0)% kan
udvides til C*>(S?)?

OPGAVE 1.87. Lad v(x) = (vi(x),...,v,(x)) vere et vektorfeltl pa en aben del-
mangde U af R™. En kurve [ 5t — x(t) kaldes en bane for v gennem & safremt
0el, 2(0)=32 ogVtel:a'(t)=v(x(t)). Folgende resultat er en konsekvens af
setninger om existens og entydighed af losninger til ordinere differentialligninger:
o Glivet et element & af U findes et storste abent interval [ omkring 0 og en
bane x;z for v gennem & defineret pa I. Denne bane er entydig pa folgende
made: Hvis J 51— &(t) er en anden bane for v gennem &, defineret pa et

abent interval J, da gelder, at J C I og & er restriktionen til J af xz.

Bevis, at x(t) er en bane for et vektorfelt v hvis og kun hvis
d " 0
(439)  Vie L,V e CF(U): (d(a(l) = Zvi(x(t))(axizb)(x(t))-

=1

Det oplyses, at afbildningen By : & — (1) altid opfylder: Bsyi (%) = Bys(Bi(&))
(videregaende opgave).
Udregn banerne for folgende vektorfelter pa R?:

(440) (yv_x)v(xvy) 09 (yvx)v
oq eftervis i hvert tilfelde explicit pastanden om By.

OPGAVE 1.88. Betragt afbildningen O(3) x R® — R? givet ved

(441) (o,2) — o*x = o(x).

Bevis, at afbildningen er uendeligt ofte differentiabel og at o1 % (03x ) = (0109)* .
Karakteriser mangderne {oxz | o € O(3)} for v € R® Bevis, at for et fast
o €R* er {o € O(3) | oxx =} en undergruppe af O(3) og beskriv denne.
Lad w veere en 3x3 matriz med w' = —w. Bevis, at (6“v¢)(x) = %|t:0¢(exp(tw)*x)
definerer en derivation 6% af C°°(R?3). Bewvis, at §“ restringerer til en derivation af

C>(S%) (overfladen af en kugle med radius R i R?) for vilkarligt R. Lad specielt

w = ( § § —E ) Udregn 8% for dette w pa R® samt restriktionen til C>(S%) m.h.t.

et kort som i (438).
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OPGAVE 1.89. Udnyt entydigheden af losningen ¢ Opgave 1.87 til at vise den mang-
lende pastand (lokalt).

OPGAVE 1.90. Udfor sa meget som muligt af Opgave 1.88, men med O(
af O(1,2) (eller O(1,3) hvis I har lyst). Erstat evt. w med @ = (§
erstatter S*7 ...

w

erstattet

). Hvad

)
1
0
0

oo

OPGAVE 1.91. (Se Proposition B.4.) Hvorledes transformerer koordinaterne til
et element i V @V under basisskifte i V2— og, helt generelt, til et element i
VeVd—

(442) Ve VeV @ -V

OPGAVE 1.92. Lad {e;}7_; og {¢;}"—; vere duale baser for hhv. 'V og V*. Ved
fastsettelsen V 5 x =30 | xe; — Y0, vi€; defineres en lineer bijektion Ty af V
pa V*. Bevis, at et andet valg af duale baser kan give en linewr bijektion Ty, der

er forskellig fra Ty.

OPGAVE 1.93. Lad V wvere et 2-dimensionalt reelt vektorrum. Lad {e1,e3} og
{e1, €2} veere duale baser for V og V*.
En lineer afbildning T : V. — V er givet ved: T'(e1) = 2e1+e5 0g T'(e3) = 3e1+4es.
e Bestem den tilhorende bilinearform pa V* x Vi termer af basen {€; @ ¢; |
i,7=1,2}.
e Bestem den tilhorende bilinearform pa V. x V* og derfra den tilhorende
linecre afbildning V* — V*,
Lad en bilinearform pa V* x V vere givet ved

B(yi€1 + ya2€q, 161 + 22€9) = 124101 + 2y120 — 42y224
Beskriv de tilhorende lineere afbildninger T :V —V og T3 : V* — V=,

OPGAVE 1.94. Lad {e;}7_; og {¢;}"_, vare duale baser for hhv. V og V* og antay,

atn=3. Lad L =e; Nea+2-e; Neg € N2 (V). Lad & = ae + a5ea + 2563 og
& =yia + yies + yses. Find et explicit udtryk for L(£1,62).

OPGAVE 1.95. Bevis, at sporet netop er den lineere afbildning of L(V,V) =
V> @V der svarer ti afbildningen

(443) VixVa&v— (&v)eR.

OPGAVE 1.96. Hvis Tijp,1 = 1,...,N, 3,k = 1,...,n, er koordinaterne af et ele-
ment i W @ V* @V med hensyn til en basis {f:}, af W og duale baser {s; 1
Rier}ioy iV, V, da er kontraktionen af elementet den vektor i W, hvis i-te ko-

ordinat er givet ved 377 Tij;.
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OPGAVE 1.97. Lad Poly,(R™) betegne meengden af homogene polynomier pa R™ af
grad k og lad Dif fi,(R") betegne mangden af homogene differentialoperatorer med
konstante koefficienter pa R™ af orden k. (Et element D > Dif fr(R") er altsa et
9 i=1,...,n.) Bevis, at

(444) Dif fi(R") x Polyy(R™) 5 (D, P) — (D, P) = (D(a%, . %)P)(O)

homogent polynomium D af grad k i variablene

definerer en ikke-degenereret bilinearform.

OPGAVE 1.98. Lad V = R®. Vis, at S*(V) & A*(V) ; VeoVeV. (De ki
benyttes uden bevis, at S¥(V) kan identificeres med homogene polynomier pa V*
af grad k.)

OPGAVE 1.99. Bevis, at saltet o = {vq,...,v,.} i vektorrummet V er lineert uaf-
hengigt, hvis og kun hvis vy A vy A --- Av, # 0. Bevis, at hvis o er lineert
uafhengigt, da er span{vy,...,v,} ={v eV ]|vAvy A+ Av, =0},

OPGAVE 1.100. Beuis, at to lineert uafhengige set {vy,...,v,.} og {wy,...,w,}
er baser for det samme underrum af et vektorrum V', hvis og kun hvis vy A
e ANv, = ¢rwy Ao A w,, hvor (ngdvendiguis) ¢ # 0. Vis videre, at i det
tilfelde er ¢ = det A, hvor A er matricen med koefficienterne a;; fra ligningerne
v, = Z?:l aijwj,i = 1, BRI 8

OPGAVE 1.101. Lad p € C*(M), hvor M er en n-dimensional delmangfoldighed
af vektorrummet V. Antag, at Vm € M : dyp,, # 0.

e Bevis, at hvis o' (a) # O for et a € R, da er M, = o™ "(a) en (n —1)-
dimensional delmangfoldighed af V.

o Bevis, at Ym e M, : T,,(M,) C T,,(M).

e Via det indre produkt pa T,,(M) kan T (M) afbildes bijektivt pa T,,(M).
Derved fas fra afbildningen m — dp,, et vektorfelt m — grad,,o, kaldet
gradientfeltet horende til p. Bevis, at dette er uendeligt ofte differentiabelt.

o Bevis, at Ym € M : grad,p € (T,,(M,))~ (a =p(m)).

OPGAVE 1.102. Lad Ry[zq,...,x,] betegne mangden af homogene polynomier af
grad k pa R™. Bestem dette rums dimension ved folgende opskrift:
Betragt leddene af k-te orden i

(445)
(1—|—$1—|-"'—|-$i"')'(1—|-$2—|-"'—|-$;...)""'(1—|-$n—|-"'—|-$2"').
St nu x1 = x93 = -+ = x, =t og udregn udlrykket ovenfor explicit for |t| < 1.

Dimensionen er da koefficienten til t* i potensrakken udfra 0 for denne funktion.
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OPGAVE 1.103. Benyt, at determinantafbildningen essentielt er entydig til at be-
vise, at

(446) det(A- B) = det(A) - det(B),
for vilkarlige n x n matricer A og B.

OPGAVE 1.104. Lad A vere en lineer afbildning V. — V og lad B vere en lineer
afbildning W — W. Beuvis, at

(447) VaoWsvw— Av® Bw

pa naturlig made kan udvides til en linexr afbildning A@ B : VoW — V@
W. Hvordan ser denne afbildning ud, nar vi benytter identifikationen V @ W =
L(W=*,V)? Bevis endelig, at A @ B er en bijektion, hvis bade A og B er det.

OPGAVE 1.105. Besktiv koordinatskiftet 7' o f5 for to kort pa
o (M)
o T, (M)
o N'(T™(M))

OPGAVE 1.106. Lad X(t) og Y (1) € TyyM vare paralleltransporterne af hen-
holdsvis Xo 0g Yo i Ty M langs kurven ~. Bevis, at (X(1),Y(t)) = (X,,Yo).

OPGAVE 1.107. Skriv ligningerne for en geodet explicit ned for en hyperflade i R,
Betragt derefter en omdrejningsflade, hvor frembringerkurven (en meridian) er
parametriseret ved buelengde. Bevis ved udregning, at meridianerne er geodeter.
Hvornar er en parallel en geodeet?

OPGAVE 1.108. Betragt den torus T', der fremkommer ved drejning af en cirkel
yz-planen med centrum i (0,2,0) og radius 1 omkring z-aksen. Punkterne Py =
(2,0,1), P, =(2,0,—1), Ps = (0,2, —1) og Py = (0,2,1) ligger saledes pa T'. Lad~
vaere en lukket kurve pa T: P, — Py, — P3 — Py — Py, saledes at v udelukkende
bestar af paralleller og meridianer. Beskriv paralleltransportafbildningen langs ~.
Giver forskellige sadanne veje forskellige afbildninger?

OPGAVE 1.109. Lad S* som sadvanligt betegne enhedskuglen i R® med nordpolen
N liggende i (0,0,1). Lad Q1 = (sinf cos ¢,sin O sin ¢, cos ) og Q2 = (sin §,0, cos 6).
Lad v veere en enhedsvektor i Ty(S?) pegende ud langs meridianen fra N til Qy.
Transporter denne langs meridianen til ()1, dernaest langs parallellen til ()3 og en-
delig tilbage til N langs meridianen fra ()y til N. Huvilken vinkel danner den derved

fremkomne vektor med v?—diskuter grensetilfeldene § — { ?r .
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OPGAVE 1.110. Lad X,Y wvere vektorfelter (altsa snit i tangentbundtet) pa en
mangfoldighed M. Antag, at X og Y er givet i et lokalt kort som hhv.

44 X=>) X'—ogY=>» Y/ —.
(448) ; gz 7 ]Z:; oz
Beuvis, at i det samme kort er

OPGAVE 1.111. Lad D'(M) betegne vektorrummet af C°°-vektorfelter pa M.
e Lad X € D'Y(M) og 6 € C(M). Bevis, at - X € D'(M). Hvad er

[X,¢-X] 7
o Lad Q € \*(M) vere en (ydre) 2-form. Bevis, al da er afbildningen
(450) DNM) x DN(M) 3 X,Y — Q(X,Y) € C%(M)

bilinear, alternerende og opfylder yderligere
(451) Vapy,1he € C°(M),VX,Y € D' (M) x D' (M) :
Q- X, by - V) = Pt - Q(X,Y)
e Bevis omvendt, at en afbildning Q : D' (M) x D'(M) — C>~(M), der har
disse egenskaber, svarer til en ydre 2-form.
o Lad ) # 0 vere et fast element i C*. Kommer afbildningen
(452) D' (M) x D'(M)> XY — [X,Y]
fra en ydre 2-form ¢
o Lad p1,p9 € C™ vere fast?. Udtryk 2-formen
(453) DY (M) x DY(M) 3 X,Y — X(¢1) - Y(pa) = Y1) - X(2)
i lokale koordinater.

OPGAVE 1.112. Lad M vere en 2—dimensional Riemannsk mangfoldighed. Antag,
at der findes et enkelt kort (f,w) saledes, at M = f(w) og at den forste fundamen-
talform m.h.t. dette er givet ved
2
(454) {gi;} = ( (h(a(j)l)) L ) :
(h(w1))?
hvor h er en positiv C*°-funktion pa R.

o [ind samtlige Christoffelsymboler af 1. og 2. art.
o Vis, at enhver 1. koordinatkurve t — f(t,x2) kan omparametriseres til at
vere en geodat.
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o Lad~,, betegne 2. koordinatkurven svarende til et fastholdt x1 og lad X, (1)
betegne det parallelfelt langs ~,, der til t = 0 har verdien X, (0) = f,,.

Bevis, at X, (t) er drejet vinklen (2(’&1);3 -t i forhold til f.,(x1,1).

OPGAVE 1.113. Bevis den folgende formel og beskriv, hvorledes den fuldstendigt
bestemmer den kovariant afledede:

(455) (VxY,Z) = %(qx, Y], Z) + ([Z.X],Y) = ([Y, Z], X)

HX((Y, 2) + Y((X. 2)) — Z((X.Y))).

OPGAVE 1.114. Ladw : X — w(X) vere en afbildning fra rummet D* (M) af C>-
vektorfelter til rummet C°°(M) af C*°-funktioner pa en mangfoldighed M. Antag,
at

(456) Vip e O (M) :w(t - X) = w(X).

Beuvis, at man @ dette tilfelde kan definere, for hvert m € M, en lineer afbildning
W 2 T (M) — R ved forskriften

(457) Wy (v) = (W(X))(m) hvis X er et vektorfelt pa M saledes, at X, = v.

Der geelder m.a.o. (w(X))(m) = wn(Xn).
Bevis, at hvis Y er et fast vektorfelt (forskelligt fra 0), da har afbildningen X —
w([X,Y]) tkke denne egenskab.

OPGAVE 1.115. Lad M vere en mangfoldighed med en ikke-degenereret (ydre) 2-
form Q. Der gaelder m.a.o., at Q opfylder Ym € M:

(458) VX, € T, (M)\ {0}3Y,, € T,,(M) : (X, Y,) # 0.

Bevis, at M ’s dimension er lige.

Via (456) kan vi definere en afbildning F: T,,(M) — T (M) ved (F(Xn),Yn) =
(Yo, X)), hvor (-, ) betegner dualitetet mellem T,,(M) og T (M). Bevis, at
F er en linear bijektion.

Lad H € C*°(M). Bevis, at F~'(dH) € D'(M).

Bevis, at F~Y(dH) er det vektorfelt 1, der opfylder: VY : Q. (Y, E8) =Y, (H).
OPGAVE 1.116. Gennemfor detaljerne i forbindelse med resultatet (238) pa side 62
— bade geomelrisk og ved at lose differentialligningerne for paralleltransport.
OPGAVE 1.117. Udregn d) for folgende differentialformer pa R>:

O = 32 + 4y

Q = (sinz + cosxy)dx + log(1 + 2*2%)dy + (zy + 2**)dz

Q = (cosayz)dz ANdy + (2° + 2y + y2z)dy A d=z

Q= (zy+yz)de Ndy Ndz
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OPGAVE 1.118. Lad I 5 t — x(t) € R? vere en reguler kurve og antag, at C =
{z(t) |t € I} er en delmangfoldighed af R*. Lad i betegne inklusionsafbildningen
i : C — R? Bestem i*(fodx + fidy) for vilkarlige C'>°-funktioner fi, f» pa R?.
Lad os nu betragte formerne Q; pa R™ givet ved

(459) Q=dey A Ndeyy Ndeggy Ao~ Ndzp;e =100 n.

Lad endvidere P vaere en plan gennem et punkt x, udspandt af n — 1 orthogonale
enhedsvektorer yi, ..., y,—1 og velg en enhedsvektor y, vinkelret pa P. Lad (igen)
i betegne inklusionsafbildningen P — R”". Bestem ¢*(§;). (Man kan f.eks. indfore
den matriz A, hvis kl-te koefficient ay; er givet ved y;’s k-te koordinat. Resultatet
kan da udtrykkes ved visse koefficienter til A~' og har en geometrisk tolkning).

OPGAVE 1.119. Lad M vere en differentiabel mangfoldighed. Gor rede for, at der

til enhver derivation og/eller forste-ordens differentialoperator uden konstant led
6 i et punkt m kan findes en kurve I 5t — x(t) saledes, at

d
(460) Vo € Crpan & omlp) = E|t=099($(t))-

Lad nu N vere en anden mangfoldighed og lad f: M — N vere en differentiabel
afbildning. Gor rede for, hvorledes differentialet f) : T, (M) — Tyny(IN) kan
defineres i analogi med definitionen 1 tilfeldet, hvor M og N er delmangfoldigheder
af euklidiske rum. Formuler endvidere f!  direkte som en afbildning fra et rum af
derivationer til et andet tilsvarende. Giv endeligt et eksplicit udtryk for f! via
lokale parametriseringer og forste-ordens differentialoperatorer.

OPGAVE 1.120. Lad (M, g) og (N, §) vere Riemannske mangfoldigheder af samme
dimension. En afbildning ® : M — N siges at vere isometrisk @ m, safremt

(461) Voi,v2 € Ton(M) © Gagn) (P01, @), 02) = g (v1, v2).

Hvis ® er isometrisk i m for alle m € M kaldes den en isometri. N siges at veere
lokalt isometrisk med M, safremt der til hvert n € N findes en aben delmangde U
af M og en isometri ®y defineret pa U, saledes at @y (U) er en aben omegn af n
¢ N. Bevis, at i dette lilfelde er afbildningen @y lokalt injektiv, og at der faktisk
geelder, at ethvert n € N ligger i en kortomegn af formen f(O), hvor f = ®o f
for en passende (lokall defineret) isometri ®. Bevis videre, at der i de lokale
koordinater (f,0) og (f, O) gelder, at

(462) gij(x) =gij(x)Vi,j=1,....n og ¥ € w.

Antag omvendt givet kort (f,0) og (f, O) pa henholdsvis M og N, sdledes at (460)
geelder. Bevis, at da er f(O) isometrisk med f(O).
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Lad nu N vare lokalt isometrisk med M. Diskuter sammenhangen mellem geo-
deeter, paralleltransport, krumningsstorrelser og lignende pa M og N.

Bevis, ved at betragte kort af formen henholdsvis (0,p) — (pcosf,psind) og
(0,p) — (p-siny - cos Shfw,p -sin® - sin Shfw,p -costp) at kegler af formen Ky =

{(x,y,2) | 2* + y* = k*2%,2 > 0} er lokalt isometriske med R? (k* = tan®(¢))).
OPGAVE 1.121. Lad
(463) Q= Bydxy N\ drs + Bydas A dxy + Badzry A dzsy

+Eidxy A dt + Eodzy A dt + Esdxs A dt

veere en 2-form pa R*, hvor vi i ovrigt betegner punkterne med (xq, o, x3,t). Skriv
explicit de differentialligninger ned, som By, ..., Es skal opfylde, for at d) = 0.

OPGAVE 1.122. Lad

2 _ f(xv y) 2
(464) R*> (z,y) — F(z,y) = (g(:li,y) ) eR
veere en differentiabel afbildning. Bestem F*(dx), F*(dy) og F*(dx A dy) udtrykt
ved dz, dy, and dx A dy.
Lad

(465) R®3 (2,y,2) — F(:L',y,z) _ ( eXIS)i&(%y‘)y—)l— i ) € R

Angiv en formel for F*(d:z;) 0qg F*(dy) i termer af dx, dy og dz.

OPGAVE 1.123. i) Bevis, at pa S* er volumenformen df (0 er vinklen pa S*') ikke
eksakt. Findes der andre 1-former pa S, der ikke er cksakte?

ii) (Sammenlign med Opgave 1.86) Betragt lokale kort (f,0;), i = 1,2 pa S* givne
ved

1 (#,0) = (sinfcos¢,sinfsin ¢, cosb), ¢ €]0,27[, 0 €]0, 7] og

fz(xlva) = (1?1,1’2,\/1—1'%—1'%), $%+$§<1

Hvilke af differentialformerne sin”™ 6df og sin™ 6d¢ (n = 0,1,...) kan udvides til
C* former pd hele S*?

ii) Benyt Stokes Setning til at argumentere for, at volumenformen pa S? ikke kan
veere eksakt.
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OPGAVE 2.1. For f € F(V) 0og O € O(n) defineres e = Ox f € F(V) udfra ligning
(40) side 9, altsa

(466) ei = (0Ox f) = Zn: Oix fx-
h=1

Vis, at dette er en virkning, altsa at folgende to betingelser er opfyldt:
o [xf=1F.
¢ V01,05 € O(n) : Oy % (Oz % f) = (0102) * f.

OPGAVE 2.2. Lad s € R. Betragt 2 x 2-matricerne

00 0 —s
A:(s 0) 093:(0 0 )

Udregn exp A, exp B, exp(A+ B), exp A-exp B og exp B - exp A.
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Matematik 3 GE

Opgavesat til besvarelse 1 lgbet af 29 timer.

Opgaverne skal besvares selvstzendigt af hver eksaminand uden hjelp fra andre personer
(mens brug af fagbgger, egne noter o.l. er tilladt).

Opgavesaettet udleveres den 7. juni kl. 10 pa Matematisk Institus kontor, og besvarelsen

afleveres sammesteds senest den 8. juni kl. 15, dateret og underskrevet af eksaminanden.

Hver opgave tildeles 25 points. Hver opgave indeholder 4 spgrgsmal, dog kan man udelade
det sidste spgrgsmal i to af opgaverne (efter eget valg).

Opgave 1

Pa torus T C R? betragtes tre lokale kort, (f,0),(f+,04) og (f—,0-), givet ved, re-
spektivt,
o f(0,0) = ((a+rsinf)cos ¢, (a+rsinf)sin¢,rcosh), O={(0,¢)|0<8,¢ <
27},
o fi(x1,22) = :1;1,:1;2,:&\/7“2 x? —I—:Jc2 —a)?), Or = {(21,22) | a—7r <

\/xf—l—xz <a+r}.

Som saedvanlig antages, at 0 < r < a. Observer ogsa en mindre zendring i forhold til

Opgave 78.
Pa S? betragtes ogsa tre lokale kort, (f, 0), (f~_|_, 0, ) og (f_, O_), definede ved
o f(é, 43) = (sinécosq;,sinésinqz,cosé), 0= {(é, q;) 10<f<7m0<¢<2r).
o felyrpe) = (yyz 2V = (07 +93), Oz ={(y1.y2) |0 < Vo +43 <1
En kontinuert afbildning F' : T — S? afbilder T N {(x1,22,23) € R® | 23 > 0} pa
S0 {(y1,y2,y3) € R® | y3 > 0}, og ligeledes afbilder F' meengden af punkter i T, hvor

r3 < 0, pa meengden af punkter i S?, hvor y3 < 0. Antag, at vi har fglgende lokale
udtryk:

(1) f__l oFof (x1,22)=

~ x/xz—l—xz—a
f+loFOf+($17$2):(y17y2): L > = > (71, 22).
T/ ] + x5

Nar vi nedenfor refererer til de lokale koordinater (y1,y2) betyder det, at vi benytter de

lokale kort ( fa, O~i) og tilsvarende for de andre lokale koordinater.
1°: Angiv F’(%) og F’(ai“) ved hjeelp af de lokale koordinater yi,ys 1 punktet
_Fof-i-(\;_v_\;_)esz
: Angiv F’( 5) 0g F’( ) ved hjelp af de lokale koordinater vy, y2 1 punktet mqg =
Fof(fr 117r) c 52

PRI

7 . juni 1993/LK Opgave 1 fortsaettes pa side 2
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3°: Lad fy : (41,92) — S? veere et lokalt kort pa S?, defineret for 0 < /9?7 + 92 < 1.

Antag, at fi( %) = ma, og at Jacobimatricen for koordinatskiftet mellem fi og fy
opfylder

Ay 9y1

5 0y 2 1
(2) (i i) :<—1 ! )

O 992 /) (g1,50)=(3,1)

Angiv F’(%) og F’(%) ved hjeelp af koordinaterne 1,92 1 (91,92) = (1, 2).

4°: Beskriv afbildningen F' ved hjelp af koordinaterne (6, ¢) pa T og koordinaterne
(0, ¢) pa S? og angiv preecist den delmaengde af O, hvor f~' o F o f er defineret. Bevis,
at F er en differentiabel afbildning fra T til S2.

L
27

Opgave 2

Lad (f,0) veere et lokalt kort pa en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M. Lad
g11, 921,12 OF ¢22 veere koeflicienterne til den forste fundamentalform. Det ma antages,
at M er en indlejret delmangfoldighed af R?, og at (f,0) er en af de seedvanlige lokale
parametriseringer (som i Definition I1.3.). Antag, at ¢12 er identisk nul. Lad de variable
i O veere betegnede med 1, 2. Antag, at koefficienterne kun er funktioner af x; (d.v.s.
g11(x1,22) = hi(x1) og g2a(w1,x2) = ha(xy) for visse funktioner hy, ha).

1°: Udregn alle Christoffelsymbolerne af fgrste og af den anden art ud fra (afledede
af) funktionerne ¢11, ga2.

2°: Bevis, at hvis «(t) = f(a1(f),22) er en reguler kurve langs en forste koordi-
natkurve, da er

(3) I(a'(t) = gua(a1(t), 22) - (21(1))*,

hvor, som saedvanligt, I betegner den fgrste fundamentalform.

3°: Nedskriv ligningerne som « in 2° skal opfylde for at veere en geodzet. Bevis, at de
er akvivalente med, at funktionen t — I(a'(t)) er konstant. Konkluder, at en kurve «
som 1 2° kan omparametriseres til at veere en geodaet.

4°: Antag nu, at g11(x1,22) = 2} og gaa(x1,22) = 2f. Antag, at O = {(z1,22) |
z1 > 0,29 > 0}. Anfor, og lgs, ligningerne for et parallelfelt langs andenkoordinatkurven

f(1,t).

Opgave 3

Betragt en 1-formw = P(x,y, z)de+Q(z, y, 2)dy+ R(x,y, 2)dz paR3. Lad v = (vy,vq,v3)
veere en enhedsvektor og v en vilkarlig vektor i R®. Lad L, = {0 +s-v|s € R} og lad
i betegne inklusionsafbildningen ¢ : L, ; — R?.

Opgave 3 fortsaettes pa side 3
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1°: Beskriv, hvorledes tangentrummet til ethvert punkt pa L, ; er udspeendt af den
ene vektor v. Bevis, at

(4) *w=(P-v1+ Q- v2+ R-v3)ds,

hvor ds er 1-formen pa L, 5, der antager veerdien 1 pa v i tangentrummet til hvert punkt
pgL Lv,i)-

2°: Lad a veere en reguleer kurve i R? saledes, at L, = {«(t) | t € I} er en 1-
dimensional indlejret delmangfoldighed. Det ma benyttes uden bevis, at («,I) er et
globalt kort pa L,. Generaliser 1° til dette tilfeelde.

Betragt afbildningen (x,y,z) > R? LN (u,v) = (e*x,e*y) € R% Lad a,b,c € C®(R?).
3°: Udregn F*(a(u,v)du 4 b(u,v)dv).
4°: Udregn F*(c(u,v)du A dv).

Opgave 4

Lad M vere en n-dimensional differentiabel mangfoldighed og lad X vere et vektorfelt
pa M. Lad (f,O) veere et lokalt kort pa M.
1°: Bevis, at hvis 1 disse koordinater X =3 " | ai(x)%, da er

(5) Vi=1,...,n:a;(x) = de;(X).

2°: Lad 4,7,k € {1,...,n} veere vilkarlige. Lad Y} = b% og Y5 = c% med b og ¢
vilkarlige C'*°-functioner pa f(O). Bestem

(6) Y1 (dei(Y2)).

3°: Lad w veere en vilkarlig 1-form pa M og lad Z;, Z, veere vilkarlige vektorfelter pa
M. Bevis, at

(7) dw(Zy1,Z2) = Z1(w(Z2)) — Za(w(Z1)) — w([Z1, Z2]).

4°: (Uafheengig af det foregaende) Betragt 2-formen dp A dg pa R? = {(p,q) | p og q €
R}. Lad ¢ € C°°(R?). Angiv eksplicit vektorfeltet &, for hvilket

(8) For alle vektorfelter Y on R*:  (dp A dq)(&y,Y ) = Y ().
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Opgavesat til besvarelse 1 lgbet af 29 timer.

Opgaverne skal besvares selvstzendigt af hver eksaminand uden hjelp fra andre personer
(mens brug af fagbgger, egne noter o.l. er tilladt).

Opgavesacttet udleveres den 3. juni kl. 10:00 pa Matematisk Institus kontor, og besvarel-
sen afleveres sammen med den udleverede “pa tro og love” erkleering ved hovedindgangen
til H.C. Orsted Institutet senest den 4. juni kl. 15:00, dateret og underskrevet af eksam-
inanden.

Der er ialt 20 spgrgsmaél. Alle spgrgsmal tildeles samme veegt (63%). Det samlede
resultat fremkommer som summen af de 16 bedste.

Opgave 1

Der betragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M samt et kort (f,0) pa
denne. Det antages, at O = {(z1,22) € R? | 2y > 0 og 22 > 0} samt at koefficienterne
til den fgrste fundamentalform med hensyn til denne parametrisering er givne ved

911(:1?1751?2) = 1?%7 912(:1?1751?2) = 921(:1?1751?2) =0 og 922(:1?1751?2) = l’%

1°: Find samtlige Christoffelsymboler bade af forste og af anden art (mht. (f,0)).

2°: Bevis, at Ryrpy = 0 for alle p,r k,1 € {1,2}.

3°: Lad t — «(t) = f(x1(t),22(t)) veere en kurve i f(O) defineret i et interval I, der
indeholder 0. Bevis, at et vektorfelt Y (¢) = Yl(t)% + Yz(t)a%2 langs « er parallelt
langs «, netop hvis

(0 Y1(0)
x1(t) 2o (t)

og bevis herved, at paralleltransport mellem to punkter p,q € f(O) er uatheengig af,
hvilken kurve fra p til ¢ der paralleltransporteres langs.

4°: Lad p = f(1,1) og lad X, = % + 38%2 € T,(M). Find paralleltransporten
X, = Pi(X,) at X, til T,(M), hvor ¢ = f(2,3), langs en kurve a i f(O) fra p til ¢, og

bevis ved eksplicit udregning, at

VieI:Y(t) = og Y(t) =

1 Xp 1,y = 1 X gl (a1)-

5°: Antag, at (s) = f(x1(s),22(s)) er en geodaet. Bevis, at funktionen x; -« er
konstant.

6°: Find det generelle udtryk i f(O) for en geodeet s — ((s), der opfylder, at 3(0) =
f(L,1).

2 . juni 1994/LK Opgavesaettet fortseettes pa side 2
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Opgave 2

1°: Lad N = {(v1,y2,93) € R? | y3 = yjys + 1}. Bevis, at N er en indlejret delmang-
foldighed af R3.

Lad U = {(x1, 22,23,74) € R*| 24 # 0}. Funktionen F : U — R? er givet ved

F(oy,20,23,24) = (v12003204 — L1 + 22 + 23 + :1;_)
4

2°: Lad M = {(a1,22,23,24) € U | F(x1,22,23,24) = (0,0)}. Bevis, at M er en
indlejret delmangfoldighed af R*.
3°: Lad O1 = {(x1,22) € R? | 21 # 0,22 # 0,21 + 22 # 0 og x129 # —1}, og lad

fi: Oy — R* veere givet ved

—(21 +22) —(1+a172)
L4+ ziar aiaa(er +a2)”
Bevis, at (f1,01) er et kort pa M (altsa, at f1 og O for et vilkarligt mo € f1(O1) kan
bruges som hhv. “f” og “O” i betingelse (2) pa side 14 i noterne).
4°: Lad Oz = {(w1,w2) € R? | wy # 0,wy # 0,01 + wy # 0 og wywe # —1}, og lad
fa : Oy — R* veere givet ved

fl(l‘lal'z) = (51?1751?27

—(wy +wy) —(1 +wyws)
1+wwy wiwa(wy + wz)”

Sé er (fz,02) ogsa et kort pa M. Betragt p = (2,1,—1,—1) € M, og lad X, € T,(M)
veere givet i de lokale koordinater (f1,01) ved

0 0

fl(w17w2) = (wh

Angiv X, udtrykt ved (f2,03).
5°: Bevis, at funktionen v : R* — R? givet ved

(21, 29,23, 20) = (212324, 222324, (2324)% + 1)

ved restriktion til M definerer en differentiabel afbildning af M ind 1 N.

6°: Pa mangfoldigheden IV betragtes kortet f(yl yy2) = (v1,v2,y3y5 +1). Lad p og X,
veere som i 4°. Find ¥, (X)) udtrykt ved (f, R?).

7°: Lad i : M — R* betegne inklusionsafbildningen, dvs. i(m) = m for alle m €
M. Angiv i,(Ty(M)) med p som i 4°. Veelg selv, om det skal veere som et rum af
retningsafledede eller som et underrum af vektorrummet R,

Opgaveseaettet fortsaettes pa side 3
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Opgave 3
1°: Lad v* € A'(V*) og lad w, € A\"(V*). Bevis, at

r+1

Vor, oo g1 €V i (08 Awp ) (01,000, 0pg1) = Z(—l)i"i'lv*(vi)wr(vl, ey Uiy ey U1 ),
=1

hvor en ~over et led betyder, at dette skal udelades.

2°: Lad wy € A*(V*). Lad {e;}7_, veere en basis for for V og {g; 7_, den duale
basis for V*. Da wy specielt er en bilinearform, svarer der til ws en lineser afbildning
T., :V —V* Lad a;, for 7,5 =1,...,n, veere bestemt ved

7

ng(ei) = Z A5;E5.

J=1

Bevis, at Vi,7 =1,...,n:a;; = —ay;.

3°: Opfat wy som element 1 V* @ V*, og angiv udviklingen af ws pa den basis for
V* @ V*, der svarer til den givne basis for V*, idet notationen fra spgrgsmal 2° skal
benyttes.

4°: (Uatheengigt.) Lad w = fidas A des + fodes A dey + fsdey A daey veere en 2-form
pa R?, oglad X = % + CLQ% + aga%g veere et vektorfelt i R®, for givne funktioner
fi, f2, f3,a1,a2,a3 € C®(R?). Gor rede for, at tilordningen

D'R*5Y — w(X,Y)

definerer en 1-form pa R3, og find et eksplicit udtryk for denne.

Opgave 4
En funktion G fra R? til R? er givet ved

R? 5 (z1,22) — G(a1,22) = (y1.y2, y3) = (v2sinay, v cos vy, T122).

1°: Lad wy = (y1dy2) € QY (R?) og wy = (y5dy2 A dyz + ysy1dys A dy2) € Q*(R?).
Bestem G*w; og G*ws.

2°: Bestem dwy, dwy, G*(dwy) og G*(dws).

3°: Betragt afbildningen S : R* — R? defineret ved

V(z1,22,23,24) € R*: S(z1,22,23,24) = (21 + 24,22 + 24, 23 + 24).

Bestem S*wy, S*wy og d(S*ws).
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Matematik 3 GE

Opgavesat til besvarelse 1 lgbet af 29 timer.

Opgaverne skal besvares selvstzendigt af hver eksaminand uden hjelp fra andre personer
(mens brug af fagbgger, egne noter o.l. er tilladt).

Opgavesacttet udleveres den 8. juni kl. 10:00 pa Matematisk Institus kontor, og besvarel-
sen afleveres sammen med den udleverede “pa tro og love” erklaering samme sted senest
den 9. juni kl. 15:00, dateret og underskrevet af eksaminanden.

Der er ialt 19 spgrgsmaél. Alle spgrgsmal tildeles samme veegt (63%). Det samlede
resultat fremkommer som summen af de 16 bedste.

Opgave 1

Der betragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M samt et kort (f,0) pa
denne. Det antages, at O C {(z1,22) € R* | 21 > 0 og 22 > 0}, at (1,1) € O samt at
koefficienterne til den fgrste fundamentalform med hensyn til denne parametrisering er
givet ved

911(:1?1,51?2) = 452(51?2)7 912(:1?1751?2) = 921(:1?1751?2) = ¢2($1) 0og 922(:1?1751?2) = 452(1'2)7

hvor x1 — ¢ (x1) er en C*>°-funktion, der opfylder: Vaq : 0 <| ¢(21) |< 1 og 23 — ¢(x3)
er en C'-funktion, der opfylder: Vas : 1 < ¢(x2).

1°: Find samtlige Christoffelsymboler bade af forste og af anden art (mht. (f,0)).

2°: Find Ry212. Begrund, at Riemanns krumningstensor derved er fuldstzendig be-
skrevet.

3°: Antag her, at ¢(x1) er forskellig fra 0 for alle punkter (z1,22) i O. Bevis, at
en andenparameterkurve ¢ — f(a,t) netop er en geodaet hvis ¢ (lokalt) er konstant,
og at en fgrsteparameterkurve t — f(¢,b) er en geodaet safremt ¢ (lokalt) har formen

p(x1) = £v/ex1 + d, hvor konstanten ¢ = ¢(b)¢'(b).

4°: Antag, at M med de angivne stgrrelser er en indlejret delmangfoldighed af R3.
Antag, at i et punkt (2, 29) er middelkrumningen H = 0 og v = 6- f,, —12- f,, angiver en
hovedretning med tilhgrende hovedkrumning &y = 4. Angiv den anden hovedkrumning
ky og find ¢1,d; € R sa den anden hovedretning ligger i retningen ¢y - fi, + dy - fe,.

5°: Antag nu, at ¢ = 1, at ¢(x1) = cos(x1) og at [cosx1| # 1 pa hele O. Betragt
kurven a : t— f(e™ ", 7). Find leengden af et kurvestykke C fra a(0) til a(ty), hvor t; > 0
og C C f(O). (Brug evt. en passende substitution).

Opgave 2

1°: Bevis, at M = {(a1,72,23,24) € R* | 2124 — 2223 = 1} er en indlejret delmang-

foldighed af R*.

1. juni 1995/LK Opgave 2 fortsaettes pa side 2
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2°: Angiv eksplicit et atlas A bestaende af preecist to kort.

3°: Lad N = {(y1,y2,v3,y4) € R* | y? —y5 + ¢y — y? = 1}. Bevis, at ogsa dette er
en indlejret delmangfoldighed af R* og begrund, at ogsa her findes et atlas bestaende af
praecist 2 kort.

4°: Bevis, at afbildningen M > (21,22, 23, 24) — %(:1;1 + x4,21 — X4, T2 — T3, 22 + T3)
er en diffeomorfi af M pa N.

5°: Vi betragter nu M som en indlejret Riemannsk delmangfoldighed af R*, hvor R*
udstyres med metrikken hgrende til det saedvanlige indre produkt (v, w) = vywy +vaws +
v3wsz + vawy. Find den fgrste fundamentalform pa M, udtrykt ved hjzlp af kortene i det
fundne atlas A.

Opgave 3

Lad V veere et n-dimensionalt reelt vektorrum udstyret med et positivt definit indre
produkt (-,-). Lad {ey,...,en} veere en orthonormal basis for V. Definer et indre produkt
pa A" (V) ved at seette

(V1 Ao Ao wy A A wy) = det((v;,w;))

og sa udvide ved linearitet. (Det gnskes ikke bevist, at dette er veldefineret).
1°: Bevis, at

{eq, Ao Nei | (in,. .. i) € PP

udger en orthonormal basis.

2°: Antag, at M er en indlejret orienteret 2-dimensional delmangfoldighed af R%. Lad
{v1,v2} veere en orthonormal basis for tangentrummet T,,, (M) til et fast punkt m € M.
Bevis, at 2-formen w,, ., defineret ved

Vi, we € T (M) 1wy, v, (w1, we) = det{vi,w;) = (v1,w1){v2,w2) — (v1,w2)(ve,wy)
op til et fortegn er lig med volumenformen pa M i m.

3°: Antag nu, at w,, ., faktisk er volumenformen i m. Lad ¢ betegne inklusionsafbild-
ningen 7 : M — R*. Lad endelig w veere en vilkarlig 2-form pa R%. Bevis, at

(i*w)m = <wn17wv1,v2> T Wy -

4°: Lad vy = (21, 22,73, 24) 0g v2 = (y1,Y2,Y3,vs). Lad endelig w! veere 1-formen

w! = fidzy + fadxs + fsdas + fadzy

1Se evt. side 96 i noterne

Opgave 3 fortsaettes pa side 3
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pa R* hvor f; € C°°(R*) for : = 1,2,3,4. Da er (i*dw'),, = ¢ wy, v,. Bestem c i termer
af de givne storrelser x1,..., 24,91, -, Y4, f15---, fa.

5° (Uatheengigt): Lad M veere en n-dimensional differentiabel mangfoldighed og lad
G : M — RY vere en differentiabel afbildning. Antag, at G(M) C @, hvor @ er en
indlejret r-dimensional delmangfoldighed af RY. Lad w veere en (r + s)-form pa RY med

s > 0. Bevis, at G*w = 0.

Opgave 4
Lad M veere en 2-dimensional differentiabel mangfoldighed. Betragt to kort pa M,
(f1,01) og (f2,02). Lad koordinaterne i Oy veere beskrevne ved a1, 22 og koordinaterne

1 Oy ved y1,y2. Antag, at Jacobi-matricen <%> hgrende til koordinatskiftet
J l]

(z1,22) = (f5 ' o fi)(en,2) = (i (21, 20), (21, 22)),
i et fast givet punkt (29, 29) for hvilket mo = f1(2%,2%) € f1(01) N f2(O2), er givet ved

Jy; (2 4
Oz ij_ -1 3/

1°: Vektorfeltet X har i punktet mg = fi(29,29) folgende udseende med hensyn til
kortet (f1,01):

Xy = 5o — 8=—.

Angiv X,,, ved hjeelp af kortet (f2,03).
2°: 1 lighed med det forste spgrgsmal gnskes fglgende former i mgy udtrykt ved hjeelp
af (fz, 02)3

w,lno =30-dry —40-dzy og wzo =200 - dzy A dzs.

m

3°: Det oplyses nu, at

(£ 0 fi)lwr,z2) = (€777 a12s).
Angiv dyy, dyz2, og dy1 A dys ved hjeelp af (21,25 )-koordinaterne i f1(O1) N f2(O02).
4°: Der betragtes nu en differentiabel afbildning F' fra M ind i en 2-dimensional
mangfoldighed N. Der betragtes et kort (f,0) pa N, og koordinaterne i O betegnes

z1,z3. Med mg som tidligere antages nu, at F(mg) € f(0~) Videre antages, med X,,,
som fgr, at

0 0
F/ X _
( o )¢ 3821¢ 6822¢

for alle ¢» € C*°(N). Endelig antages, at

Opgave 4 fortsaettes pa side 4
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F(fi(z) —t,29)) = F(z) + 1,20 +2t)

for t tilstraekkelig lille. Her er f(2?,29) = F(my). Bestem F’(% -2 8%2).
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differentiabel, 83
afbildning, 18, 19
funktion, 18
mangfoldighed, 13, 17
struktur, 13

differentialet
af en afbildning, 22, 31
af en funktion, 22, 33

differentialform, 66
af grad k, 66

differentialoperator
forste-ordens, 25

dimension, 13

divergens, 81

duale basis, 90

duale vektorrum, 33, 89

Einstein tensoren, 55

ellipsoide, 104
enhedstangentvektor, 2

et-form, 22, 33, 35

exp, 11, 109, 110
exponentialafbildningen, 11, 109
exponentialfunktionen, 11, 109

forste fundamentalform, 39, 40
koefficienter, 40
fladedyr, 44, 54
form
alternerende, 95
bilinear, 91
kvadratisk, 39
lukket, 72
fortegn, 95
Frenet, 7
Frenets formler, 7
Frenets treben, 7
fundamentalform
anden, 40, 41
forste, 39, 40

Gaussafbildningen, 50

Gausskrumningen, 52
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Gaussligningerne, 47

geodeet, 44, 47, 60-62

differentialligningssystem, 45, 47

geodaetisk hovednormal, 60
geodaetisk krumning, 44, 60
glat, vi1

gradientfelt, 118

Hausdorffsk rum, 99
helicoiden, 106, 108
helix, 101
hovedkrumning, 52
hovednormal, 2, 41, 44
hovednormalretning
geodatisk, 44
hovedretning, 52
hyperboloide, 103

implicit funktionssatning, 17
isometri, 122

Jacobimatrix, 31
jacobimatrix, 83
Jordans kurveszetning, 102

k-form, 66
katenoiden, 102
ko-tangentrummet, 22
kohomologi, 72
kontinuert afbildning, 99
kontraktion, 50, 95, 117
koordinatfunktion, 30, 31, 34
i-te, 30
koordinatkurve, 20, 21
koordinatomegn, 13
kort, 13
kotangentbundtet, 35, 65
kotangentrummet, 33
kovariant afledet, 44, 45, 56, 109
kovariant differentiation, 58
kovariant konstant, 47
kritisk punkt, 107, 109
krumning, 2, 44
geodeetisk, 44, 109
med fortegn, 3
normalkrumning, 44
krumningsinvarianten, 50
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krumningsradius, 2
krumningstensor, 49
kurve, 1, 19
differentiabel, 19
hovednormal, 2
koordinatudtryk, 19
krumning, 2
krumningsradius, 2
periodisk, 3
reguleer; 1
simpel lukket, 3
spor, 1
kurvelaengde, 1, 2, 40
kvadratisk form, 39

Lambert’s projektion, 113
Liealgebra, 37, 38
Liegruppe, 37
lineart funktionale, 89
lokal, 70
lokale
koordinater, 13
parametriseringer, 13, 18
lokalt endelig, 75

Lorentz metrik, 55

mangfoldighed, 13, 17
indlejret delmangfoldighed, 14, 17, 36,
39
Riemannsk, 55
matrix
symmetrisk, 52
meridian, 113
metrik, 55
middelkrumningen, 52

normal

udadrettet, 81
normalbundtet, 21, 22, 48
normalfelt, 48
normalkrumning, 44, 53
normalplan, 22, 41, 48
normalsnit, 53

O(n), 105, 110, 111, 116
O(p,q), 107, 112
omdrejningsflade, 104, 106, 108, 113
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omegn, 99 tangentplan, 21
orienterbar, 50, 75 tangentrum, 12, 20, 27, 30
orienteringsbevarende, 78 Taylorudvikling, 25
orthogonal, 9 tensor, 48, 59
orthogonale gruppe, 8, 9, 103, 105, 116 tensor-produkt, 92
oskulerende cirkel, 2 tensorer, 65
af type rs, 65

parallel, 113 tensorfelt, 59
parallelfelt, 60, 61 tensorfelter
paralleltransport, 61, 119 af type s, 66
permutationsgruppen, 95 Teorema Egregium, 54
Poincaré Lemma, 72 topologi, 99
positivt orienteret, 76 topologisk rum, 99
projektion torsion, 6, 7

kanonisk, 33, 66 transponeret, 91
pseudo-orthogonale gruppe, 107
pull-back, 67 vektor
punkt kontravariant, 95

elliptisk, 55 kovariant, 95

hyperbolsk, 55 vektorbundt, 32

parabolsk, 55 vektorfelt, 22, 23, 27

planzrt, bb langs kurve, 23

venstreinvariant, 37
ramme, 8 venstreinvariant, 37
reguleer, 1 venstretranslation, 37
retningsafledet, 24 virkning, 124
Ricei tensoren, 50 volumenelement
Riemanns krumningstensor, 49 eukhdisk, 111
Riemannsk mangfoldighed, 55 volumenform, 80
rotationsindex, 4
ydre

sammenhangende, 100 algebra, 97
simpel, 3 bundt, 66
skaevsymmetrisk, 12 k-te ydre bundt, 66
skalarkrumningen, 50 produkt, 67, 69, 97

skruelinien, 101

snit, 23, 33, 48, 66
snitkrumningen, 55

sporet, 1, 93, 117

sportopologi, 100

stereografisk projektion, 105, 108
Stokes formel, 75

Stokes setning, 80

symmetrisk, 52

symmetriske gruppe, 95

tangentbundtet, 21, 32, 65, 111



138 STIKORDSREGISTER



Litteraturhenvisninger

[1] V. Lundsgaard Hansen, Den geometriske dimension, Nyt Nordisk Forlag 1989 (po-
puleerfremstilling).

[2] S. Helgason, Differential Geometry and Symmetric Spaces, Academic Press 1962 (eller en
nyere udgave med ca. samme titel).

[3] L. Hormander, Riemannian Geomelry, Foreleesningsnoter fra Lunds Universitet 1990.

[4] W. Klingenberg, Riemannian Geometry, Walter de Greuer 1982.

[5] S. Kobayashi og K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry. I-II, Interscience 1963,
1969.

[6] F.W. Warner, Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, Scott—Foreman
1971 (ny udgave vistnok hos Springer Verlag).

139



