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ForordDisse noter udg�r stort set det teoretiske grundlag for kurset Matematik 3GE,som det har set ud siden for�aret 1992. I f�rste omgang blev benyttet et s�t noterudarbejdet af Lars H�ormander til et doktorandkursus ved Lunds Universitet ([3]).Disse viste sig dog at v�re lovligt kortfattet skrevet og forudsatte endvidere et vistkendskab til di�erentialgeometri. Alligevel var (er) der meget godt i disse noter ogderes m�ade at gribe sagerne an p�a, og dette er s�gt bevaret i de nuv�rende noter.Nogle ganske f�a steder er der faktisk skrevet direkte af. I �vrigt tilh�rer emnernejo den matematiske \arv" og m�aden at pr�sentere dem p�a er en del af \folkloren",som formentlig er n�sten umulig at spore tilbage til deres r�dder. Jeg vil derforikke n�vne 
ere kilder her, uden jeg af den grund tager noget af �ren. Ansvaretfor eventuelle fejl p�atager jeg mig dog. Matematisk Institut, januar 1993Vedr�rende '96-udgaven: I forhold til de tidligere udgaver er nummereringenforbedret, der er tilf�jet nogle bem�rkninger, eksempler og opgaver, trykfejl errettede og noget stof er revideret og/eller omorganiseret.I den forbindelse takkes de mange studerende og instruktorer, der har bidragettil forbedring af noterne. En speciel tak til Morten Krogh.v
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KonventionerI disse noter betyder ordet di�erentiabel, med mindre andet eksplicit fremg�ar,fra n�ste punktum af og til sidste side uendeligt ofte di�erentiabel. Ordet glat vilblive brugt i betydningen di�erentiabel. Alle funktioner, afbildninger, kurver etc.kan antages at v�re di�erentiable (med mindre andet eksplicit fremg�ar).De kurver t! �(t), der betragtes, antages at have egenskaben: 8t : �0(t) 6= 0,med mindre andet eksplicit fremg�ar.Alle omegne antages at v�re �abne.
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viii KONVENTIONER

En vindel
ade.



KAPITEL IKurver1. KrumningLad V v�re et endeligt-dimensionalt reelt vektorrum med s�dvanligt euklidiskindre produkt h�; �i og norm kxk = qhx; xi.Definition I.1. En kurve � i V er en afbildningI 3 t �! �(t) 2 V;(1)hvor I er et �abent interval i R. Vi vil altid antage, at � er di�erentiabel. Punkt-m�ngden C = C� = f�(t) j t 2 Ig(2)kaldes sporet af kurven. Kurven kaldes regul�r s�afremt8t 2 I : �0(t) 6= 0 :(3)Med mindre andet eksplicit n�vnes, er det en st�aende antagelse, atde kurver vi betragter, er regul�re.Vi minder om, at kurvel�ngden m�alt ud fra et punkt �(t0) p�a kurven er givetved s(t) = R tt0 k�0(u)kdu :(4)Det er en almindelig konvention at betegne den omvendte (inverse) funktion tilt! s(t) med s! t(s). Det g�lder s�aledes, atdtds(s) = k�0(t(s))k�1;(5) 1



2 I. KURVERog kurven s! �(s) = �(t(s)) opfylder s�aledes ligningen8s : k� 0(s)k = 1 :(6)Definition I.2. En kurve, der opfylder ( 6), siges at v�re parametriseret vedkurvel�ngde eller ved buel�ngde.Enhver regul�r kurve � kan klart omparametriseres (erstattes af en kurve �som ovenfor) til kurvel�ngde. Sporet af den omparametriserede kurve er klart detsamme, som for den oprindelige.Den f�lgende observation er meget nyttig:Lemma I.3. Antag s! �(s) er en kurve, der er parametriseret ved kurvel�ngde.Da er h� 00(s); � 0(s)i = 0(7)for alle s i de�nitionsintervallet.Bevis. Di�erentieres ligningen k� 0(s)k2 = 1 f�ash� 00(s); � 0(s)i+ h� 0(s); � 00(s)i = 0;(8)hvilket, da det indre produkt er symmetrisk, straks giver det �nskede.Definition I.4. Hvis s! �(s) er en kurve i V parametriseret ved buel�ngde,da kaldes � 0(s) enhedstangentvektoren til kurven i �(s). Man kalderk(s) = k� 00(s)k(9)for kurvens krumning. Hvis krumningen k(s) 6= 0 kaldes enhedsvektoren n(s) =�00(s)=k� 00(s)k for kurvens hovednormal og 1=k(s) kaldes for krumningsradi-us. I dette tilf�lde, hvor alts�a � 00(s) = k(s) � n(s), kaldes cirklen med centrum i�(s) + n(s)=k(s), radius 1=k(s) og beliggende i planen udsp�ndt af � 0(s) og n(s),for den oskulerende cirkel.En del af denne terminologi har sin forklaring gennem f�lgende eksempelExempel I.5. Lad �(s) = (x(s); (y(s)) v�re kurven i R2 givet vedx(s) = x0 + r � cos(sr ); og y(s) = y0 + r � sin(sr ):(10)Da er � 0(s) = (� sin( sr); cos( sr)) og � 00(s) = (�1r cos( sr );�1r sin( sr)). Krumningenaf en cirkel med radius r er s�aledes konstant og lig med 1r , og hovednormalen i etpunkt peger ind mod cirklens centrum.



2. KURVER I PLANEN 3Lad nu � v�re en vilk�arlig kurve, og lad � v�re den tilsvarende kurve parame-triseret ved kurvel�ngde. Da er alts�a �(t) = �(s(t)) og dermed bliver�0(t) =  dsdt! � � 0(s) og �00(t) =  dsdt!2 � � 00(s) +  d2sdt2! � � 0(s):(11)Eftersom � 00(s) er vinkelret p�a � 0(s) f�as s�aledes dsdt!2 � � 00(s) = �00(t)� h�00(t); � 0(s)i� 0(s);(12)og dermed med de fundne udtryk bliver�00(s) = �00(t)k�0(t)k2 � �0(t)h�00(t);�0(t)ik�0(t)k4 :(13) 2. Kurver i planenFor kurver i planen R2 kan vi give krumningen af en kurve et fortegn. Merespeci�kt indf�rer viDefinition I.6. Lad s! �(s) v�re en kurve i R2 parametriseret ved buel�ng-de. Lad for alle s � 0?(s) betegne den positivt orienterede tv�rvektor til � 0(s). Derg�lder m.a.o. at s�ttet f� 0(s); � 0?(s)g er en positivt orienteret orthonormalbasisfor R2. Der g�lder da � 00(s) = k�(s) � � 0?(s) ;(14)hvor vi klart har, at jk�(s)j = k(s), med k(s) den tidligere de�nerede krumning.Vi kalder k�(s) for krumningen med fortegn eller blot krumningen, n�ar det erklart fra sammenh�ngen, hvad vi mener.Hvis krumningen k�(s) er positiv, betyder det, at n�ar man g�ar fremad p�a kurven,da vil kurven ligge til venstre for tangenten.Definition I.7. Ved en simpel lukket kurve i R2 forst�as en periodisk kurveR 3 t! �(t), der ikke sk�rer sig selv. Mere konkret skal der eksistere et positivtreelt tal T s�a� 8t 2 R : �(t+ T ) = �(t).� Hvis 0 < t1 < t2 � T er vilk�arlige, da er �(t1) 6= �(t2).Bem�rkning I.8. Hvis den simple lukkede kurve er parametriseret ved bue-l�ngde, da er T lig l�ngden L af kurven.



4 I. KURVERLad os nu betragte en simpel lukket kurve s! �(s) = (x(s); y(s)) parametrise-ret ved buel�ngde. Per antagelse g�lder�0(s) = (cos �(s); sin �(s));(15)og det er ikke sv�rt at se, at vi lokalt kan v�lge en di�erentiabel funktion s! �(s),der opfylder (15). Det er endvidere klart, at �(s) kun er bestemt op til heltalligemultipla af 2�.Hvis vi nu di�erentierer i (15) f�as:�00(s) = �0(s)(� sin �(s); cos �(s)) = �0(s)� 0?(s):(16)Der g�lder s�aledes, at �0(s) = k�(s) ;(17)og dermed er �0(s) alts�a givet ved en globalt de�neret, kontinuert funktion. Lados nu for simpeltheds skyld antage, at � 0(0) peger ud af den positive x-akse.Funktionen R 3 s! �(s) = Z s0 k�(u) du(18)m�a da v�re lig �(s) (+ evt. multiplum af 2�) i en omegn af 0. Men det f�lgerfaktisk (overvej), at 8s : � 0(s) = (cos�(s); sin�(s)):(19)Specielt m�a der s�aledes g�lde:�(L)��(0) = Z L0 k�(s) ds = 2� � I(20)for et eller andet I 2Z. (Bem�rk, at den foreg�aende diskussion kun udnytter, atkurven er periodisk, alts�a at den l�ber tilbage i sig selv).Definition I.9. Tallet I 2Zi ( 20) kaldes kurvens rotationsindex.S�tning I.10. Rotationsindex for en simpel lukket kurve er �1, med plus hvisder �ndes en tangentlinie, s�a kurven helt ligger p�a venstre side, n�ar man bev�gersig i den positive retning.Bevis. Betragt enhedsvektoren pegende fra et punkt p�a sporet af kurven til etandet: x(t; s) = �(t)� �(s)k�(t)� �(s)k; 0 � s < t � L og (t; s) 6= (L; 0):(21)



2. KURVER I PLANEN 5Hvis vi de�nerer x(s; s) = � 0(s) og x(L; 0) = �� 0(0), bliver dette en kontinuertfunktion p�a trekanten T = f(t; s) j 0 � s � t � Lg. Eftersom T er enkeltsam-menh�ngende (se bem�rkning nedenfor) kan vi �nde en kontinuert funktion�(t; s) i T , s�a �(s; s) = �(s) for 0 � s � L og(22) x(t; s) = (cos�(t; s); sin�(t; s)) for (t; s) 2 T:Vi �nsker at udregne�(L)��(0) = (�(L;L)� �(L; 0)) + (�(L; 0)� �(0; 0)):(23)Her er den f�rste parantes p�a h�jresiden forskellen mellem v�rdierne i endepunk-terne L og 0 af funktionen s a! �(L; s) og den anden parantes den tilsvarendeforskel for funktionen s b! �(s; 0). Nu g�lder der klart, at x(L; s) = �x(s; 0) ogderfor m�a der g�lde, at b(s) = a(s) + (� + 2p�) for et eller andet p 2 Z, der ikkeafh�nger af s. Det er derfor klart, at de to paranteser er lige store, og vi f�ar�(L)��(0) = 2(�(L; 0)� �(0; 0)):(24)Vores kurve er jo periodisk, og vi f�ar derfor det samme resultat, hvad enten vi in-tegrerer k� over [0; L] eller over [s0; s0+L] for et vilk�arligt s0. Vi kan derfor antageuden indskr�nkning, at andenkoordinaten y(s) til punktet p�a kurven antager sitminimum (et af dem) for s = 0, og dette minimum kan s�ttes til y = 0. Kurvenligger s�a \ovenover" x-aksen og vektoren x(s; 0) har en ikke-negativ andenkoordi-nat. Funktionen b(s) = �(s; 0) varierer dermed mellem 0 og �. Hvis � 0(0) peger iden positive x-akses retning bliver variationen �, og hvis den peger i den negativeretning bliver variationen ��. Da vi jo skal gange med 2 i (24) f�lger resultatetfra dette.Bem�rkning I.11. Ovenfor benyttes, at en lukket trekant er enkeltsammen-h�ngende (eller simpeltsammenh�ngende). L�st sagt er de�nitionen p�a, at ettopologisk rum er enkeltsammenh�ngende, at enhver lukket kontinuert kurve kantr�kkes kontinuert sammen til et punkt. Se tegningen (Figur I.1).En anden popul�r m�ade at sige det p�a er, at der ikke er nogle \huller" im�ngden. I den konkrete situation er der givet en vinkel � i et hvert punkt aftrekanten. Uheldigvis er vinkler jo kun bestemte op til addition af 2p�, p 2 Z.Men det er klart, at vi i sm�a omegne kan v�lge � kontinuert (bruge \samme2p�"). Det f�lger af dette, at vi langs kontinuerte kurver kan v�lge vinklen kon-tinuert. V�lg et fast punkt P i trekanten, og en fast repr�sentant for vinklen idette punkt. De�ner nu v�rdien i et vilk�arligt andet punkt Q i trekanten ved at a)forbinde P med Q via en kontinuert kurve �, b) v�lge den kontinuerte vinkelfunk-tion langs �, der stemmer overens med den givne vinkel i P og c) de�nere v�rdien



6 I. KURVER
.Figur I.1. Kontraktioni Q til at v�re v�rdien af denne vinkelfunktion i Q. Herved f�as en de�nition afv�rdien i Q, der i f�rste omgang afh�nger af valget af kurve fra P til Q. Men hvisen anden kurve fra P til Q giver en anden vinkel i Q, da m�a denne jo afvige medet helt multiplum af 2�, og det er klart, at \n�rtliggende" kurver vil give sammevinkel. Her kan man s�a bruge at rummet er enkeltsammenh�ngende til at slutte,at vinklen ikke afh�nger af vejen.Vil man vide mere om f. eks. enkeltsammenh�ngende rum, overlejringsrum,etc. henvises man til disciplinen \(algebraisk) topologi". (Se f. eks. E. Spanier:\Algebraic Topology", eller mere jordn�rt, M. Goto: \An Introduction to Topolo-gical Groups".) 3. Frenets FormlerVi betragter nu en kurve �, parametriseret ved buel�ngde, i et endeligt-dimen-sionalt vektorrum. Hvis kurvens krumning k(s) er forskellig fra nul i et punkt�(s0), kan vi tale om hovednormalen n(s) og dermed ogs�a n0(s) for s i en omegnom s0. Eftersom hn(s); n(s)i = 1 bliver, ved di�erentiation, 2hn0(s); n(s)i = 0.Hvis vi ligeledes di�erentierer identiteten h� 0(s); n(s)i = 0, f�ashn0(s); � 0(s)i + hn(s); � 00(s)i = 0)(25) hn0(s); � 0(s)i = �k(s):(26)Lemma I.12. n0(s) + k(s) � � 0(s) ? Spanf� 0; n(s)g:(27)Bevis. I f�lge det ovenst�aende st�ar n(s) vinkelret p�a begge vektorerne i (27).P�astanden vedr�rende � 0 f�lger derimod fra (26), idet � 0(s) jo per antagelse er enenhedsvektor.For et vilk�arligt endeligt-dimensionalt vektorrun V de�neres torsionen soml�ngden af vektoren i Lemma I.12. I det specielle tilf�lde, hvor V er 3-dimensionalkan vi dog tilordne torsionen et fortegn. I resten af dette afsnit antager vi, at vi



3. FRENETS FORMLER 7er i den situation. Bem�rk, at nedenst�aende de�nition kun g�lder dette tilf�lde,og at sidste del giver mening p.g.a. Lemma I.12.Definition I.13. Vektoren b(s) = � 0(s)� n(s)(28)kaldes binormalvektoren og tallet � (s) de�neret ved ligningen� (s) � b(s) = n0(s) + k(s) � � 0(s)(29)kaldes torsionen i punktet �(s).Bem�rkning I.14. Der g�lder, at f� 0(s); n(s); b(s)g er et positivt orienteretorthonormalsystem for V . Dette kaldes somme tider Frenets treben.Proposition I.15 (Frenets Formler).�00(s) = k(s) � n(s)n0(s) = �k(s) � � 0(s) + � (s) � b(s)b0(s) = �� (s) � n(s) ;(30)eller, hvis vi s�tter e(s) = � 0(s),0B@ e0(s)n0(s)b0(s) 1CA = 0B@ 0 k(s) 0�k(s) 0 � (s)0 �� (s) 0 1CA0B@ e(s)n(s)b(s) 1CA ;(31)hvor k(s); � (s) og selv 0-et i ovenst�aende matrix er en forkortelse for disse talganget p�a den identiske 3� 3-matrix.Bevis. De f�rste to ligninger er de�nitionerne af henholdsvis krumningen ogtorsionen. Ligningen for b0(s) f�lger ved di�erentiation af de tre ligningerhb(s); � 0(s)i = 0; hb(s); n(s)i = 0 og hb(s); b(s)i = 1:(32)Den f�rste giverhb0(s); � 0(s)i+ hb(s); � 00(s)i = 0) hb0(s); � 0(s)i = 0;(33)eftersom b(s) er vinkelret p�a � 00(s) = k(s) � n(s). Ved di�erentiation af den sidsteligning i (32) f�as (som s�dvanligt), at b0(s) er vinkelret p�a b(s). Sammenholdt med(33) f�lger det s�a, at b0(s) m�a v�re proportional med n(s), d.v.s. b0(s) = c(s)�n(s).Faktoren c(s) kan nu �ndes ved di�erentiation af den midterste ligning i (32):hb(s); n0(s)i+ hb0(s); n(s)i = 0)(34) hb(s);�k(s) � � 0(s) + � (s) � b(s)i+ c(s) = 0:Heraf f�lger klart, at c(s) = �� (a).



8 I. KURVERBem�rkning I.16. Matricen i ( 31) er tydeligvis sk�v-symmetrisk. Dette erikke en tilf�ldighed|se n�ste afsnit.4. Bev�gende rammer|den orthogonale gruppeFor en kurve �, parametriseret ved kurvel�ngde, i et tre-dimensionalt vektorrumV , udg�r Frenets treben f� 0(s); n(s); b(s)g i hvert punkt �(s), hvor krumningenk(s) 6= 0, en orthonormal basis. Dette er et specialtilf�lde af en meget meregenerel situation.Vi vil i dette afsnit, af historiske grunde, bruge ordet ramme (fra det engelskeframe) i betydningen \basis". Lad V v�re et euklidisk vektorrum med dim(V ) =n <1. Lad h�; �i betegne det indre produkt.Definition I.17. F (V ) betegner m�ngden af orthonormale rammer fe1; : : : ; engi V .Der g�lder jo, at F (V ) � V n = V � � � � � V| {z }n , og dermed er F (V ) en delm�ngdeaf et endeligt-dimensionalt vektorrum (af dimension n2). Vi kan da de�nere enkurve I 3 t! e(t) 2 F (V ) til at v�re di�erentiabel, s�afremt den er di�erentiabeli s�dvanlig forstand som afbildning ind i V n. Med andre ord, en di�erentiabelkurve i F (V ) er en di�erentiabel kurve i V n, der forl�ber helt indenfor F (V ).Lad nu e(t) = (e1(t); : : : ; en(t)) v�re en s�adan kurve. Der g�lder m.a.o.8i; j = 1; : : : ; n : hei(t); ej(t)i = �i;j:(35)Betragt nu dei(t)dt . Eftersom fe1; : : : ; eng jo er en basis, m�a der �ndes reelle tal!ij(t) s�a e0i(t) = dei(t)dt = Pnj=1 !ij(t)ej(t) :(36)Lemma I.18. 8i; j = 1; : : : ; n : !ij(t) = �!ji(t) :(37)Bevis. Ved di�erentiation af (35) f�ashdei(t)dt ; ej(t)i+ hei(t); dej(t)dt i = 0;(38)og p�a grund af orthogonaliteten (og symmetrien af det indre produkt) g�lder johdei(t)dt ; ej(t)i = !ij(t) = hej(t); dei(t)dt i:(39)



4. BEV�GENDE RAMMER|DEN ORTHOGONALE GRUPPE 9Bem�rkning I.19. Der g�lder s�aledes, at matricen !(t) = f!ij(t)gni;j=1 ersk�vsymmetrisk.Vi kan fortolke dette relativt til en fast men vilk�arlig basis f = (f1; : : : ; fn) 2F (V ) for V som f�lger:Hvis e = (e1; : : : ; en) 2 F (V ), �ndes der konstanter Oij s�aledes at8i = 1; : : : ; n : ei = nXk=1Oikfk;(40)og der g�lder �ij = hei; eji = nXk;l=1OikOjlhfk; fli = nXk=1OikOjk;(41)hvor vi i det sidste lighedstegn udnyttede, at hfk; fli = �jk. Hvis vi lader O betegnematricen, hvis ij-te koe�cient er Oij, da g�lder s�a i f�lge denne udregning, atOtO = I eller, �kvivalent, OOt = I (begge ligninger er ensbetydende med, atO�1 = Ot).Definition I.20. En n � n matrix O, der opfylder ligningen OtO = I, kaldesorthogonal. Videre s�ttesO(n) = fn� n matricer O j OtO = Ig ;(42)og denne m�ngde kaldes den orthogonale gruppe.Bem�rkning I.21. Det er let at indse, at O(n) virkelig er en gruppe. Endvidereg�lder O 2 O(n), 8x; y 2 V : hOx;Oyi = hx; yi;(43)for sidstn�vnte ligning kan jo skrives8x; y 2 V : h(OtO � I)x; yi = 0:(44)Observer endelig, at F (V ) = O(n)f , og at der g�lder: O1f = O2f , O1 = O2.F (V ) og O(n) kan s�aledes identi�ceres som m�ngder.Lad os betegne situationen i ligning (40) med e = O�f (se i �vrigt Opgave 2.1).Hvis vi nu, hvor f stadig holdes fast, betragter en kurve e(t) i f(V ), f�ar vi s�aledese(t) = O(t) � f , og t ! O(t) bliver en di�erentiabel kurve i O(n) (sidstn�vnteopfattet som delm�ngde af Rn2). S�aledes bliver O0(t) = fO0ij(t)g.



10 I. KURVERKorollar I.22.O0(t) = !(t) �O(t) (matrix multiplikation);(45)hvor ! har samme betydning som i Bem�rkning I.19.Bevis. Hvis vi inds�tter (40) i (36) f�ase0i(t) = nXj;k=1 !ij(t)Ojk(t)fk;(46)hvorimod en direkte di�erentiation af (40) (med e = e(t)) givere0i(t) = nXk=1O0ik(t)fk:(47)En sammenligning af de to udtryk giver nu det �nskede.Ligning (45) er navnlig interessant, n�ar kurven t ! O(t) i O(n) er de�neret ien omegn af 0 og opfylder at O(0) = I. Dette kan f. eks. forekomme, hvis kurvene(t) = O(t)f er de�neret i en omegn af 0, og vi v�lger f = e(0). Vi opn�ar dastraks f�lgendeKorollar I.23. Hvis u! O(u) er en kurve i O(n) med O(0) = I, da er O0(0)sk�vsymmetrisk.Vi kan bevise dette p�a to m�ader:BEVIS #1: Vi har jo, at O0(0) = !(0) �O(0) = !(0);(48)og vi har tidligere indset, at !(u) er sk�vsymmetrisk for alle u.BEVIS #2: Da kurven forl�ber i O(n) g�lder for alle u:O(u)tO(u) = I;(49)og dermed, ved di�erentiation,(O0(0))t �O(0) +O(0)t �O0(0) = 0;(50)hvorfra det �nskede direkte kan a
�ses.For direkte at bevise, at der omvendt g�lder, at der til enhver sk�vsymmetriskmatrix ! �ndes en kurve O(t) i O(n) med O0(0) = !, indf�rer vi f�rst et nytbegreb:



4. BEV�GENDE RAMMER|DEN ORTHOGONALE GRUPPE 11Definition I.24. En di�erentiabel afbildning R 3 t ! O(t) 2 Gl(n;R) =fn� n matricer m j detm 6= 0g kaldes en 1-parametergruppe s�afremt8s; t 2 R : O(s + t) = O(s) �O(t) :(51)Hvis yderligere 8t 2 R : O(t) 2 O(n), da kaldes afbildningen en 1-parametergruppei O(n).Ved di�erentiation af (51) efter s f�as, atO0(t) = ! �O(t);(52)med ! = O0(0), hvilket i tilf�ldet, hvor O(t) l�ber i O(n), (naturligvis) er etspecialtilf�lde af (45), nemlig svarende til t ! !(t) konstant. Med baggrund i(52) de�nerer vi nuDefinition I.25. Lad m v�re en vilk�arlig n� n matrix. Da s�ttesexp(m) = P1j=0 mjj! :(53)Funktionen m ! exp(m) kaldes exponentialfunktionen eller exponentialaf-bildningen (for matricer), og betegnes ogs�a somme tider em.Bem�rkning I.26. Vi vil ikke her bevise, at summen i ( 53) konvergerer, og atfunktionen m ! exp(m) er uniformt kontinuert (og C1) p�a kompakte m�ngder,men blot tage dette som fakta. Som exempel n�vnes at i dimension 2 g�lderm =  0 ��� 0 !) exp(m) =  cos � sin �� sin � cos � ! :(54)Hvis vi begr�nser os til matricer af formen m = t � ! med ! sk�vsymmetriskog t et reelt tal, kan man udnytte, at s�adanne matricer kan diagonaliseres (overde komplekse tal) til forholdvis direkte at bevise, at exp(m) i (53) er konvergent(se Opgave 1.17).Lemma I.27. Hvis ! er sk�vsymmetrisk, da er O! : t ! exp(t � !) en 1-para-metergruppe i O(n), og der g�lderO0!(t) = (exp(t � !))0 = ! � (exp(t � !)) = ! �O!(t):(55)Dermed kan enhver sk�vsymmetrisk matrix f�as som den a
edede af en kurve iO(n) gennem I.Bevis. Eftersom O!(t)t = (exp(t � !))t = (exp(t � !t)) = (exp(�t � !)) =O!(�t) = O!(t)�1, f�lger det, at O!(t) 2 O(n).



12 I. KURVERBem�rkning I.28. Vi skal senere indse, at dette resultat sammen med Korol-lar I.23 betyder, at tangentrummet til O(n) i punktet I er lig med m�ngden o(n)af sk�vsymmetriske matricer;o(n) = fn� n matricer ! j !t = �!g :(56)



KAPITEL IIDi�erentiable mangfoldigheder1. De f�rste de�nitionerVi starter med den generelle de�nition:Definition II.1. LadM v�re et topologisk rum. Ved en di�erentiabel struk-tur p�a M (af dimension n) forst�as en familie A = f(fi; Oi)gi2I , hvor I er enindexm�ngde, s�a(1) 8i 2 I : Oi er en�aben delm�ngde af Rn og fi(Oi) er en�aben delm�ngde afM .(2) 8i 2 I : fi er en homeomor� af Oi p�a fi(Oi) (sidstn�vnte udstyret medsportopologien fra M).(3) M = [i2Ifi(Oi).(4) 8i; j 2 I er f�1i � fj : f�1j (fi(Oi) \ fj(Oj)) ! f�1i (fi(Oi) \ fj(Oj)) enC1-afbildning.Bem�rkning II.2. Egentligt er det en \di�erentiabel struktur af klasse C1",vi herved har de�neret. Man kan p�a tilsvarende vis de�nere strukturer af klasse Ckfor alle k = 0; 1; : : : , men vi vil her kun interessere os for tilf�ldet C1. I �vrigtvil vi ofte udelade referencen til dimensionen og blot kalde M for en di�erentiabelmangfoldighed.Definition II.3. Hvis M er et anden-t�lleligt Hausdor� topologisk rum meden di�erentiabel struktur A = f(fi; Oi)gi2I (af dimension n), da kaldes M en(n-dimensional) di�erentiabel mangfoldighed. Endvidere kaldes A et atlas og deenkelte elementer (fi; Oi) kaldes for kort. Man omtaler ogs�a ofte et par (fi; Oi)som \lokale koordinater p�a M", eller \en lokal parametrisering af M" og kalderfi(Oi) en koordinatomegn. Endelig omtales tallet n i de�nitionen somM 's dimen-sion. Vi vil til tider bruge den meget g�ngse notation Mn for en n-dimensionalmangfoldighed M . 13



14 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERBem�rkning II.4. M�ngden af atlas p�a M har en naturlig partiel ordning:A1 � A2 , A1 � A2. Specielt vil ethvert atlas v�re indeholdt i et maksimaltatlas, og man kunne s�aledes allerede i De�nition II.1 have kr�vet, at A skullev�re maksimal, hvad da ogs�a mange f�ler, er det rigtige. Vi mener dog, at detteer et un�dvendigt krav.Vi vil i det f�lgende hente det meste af vores intuition fra en speciel type mang-foldigheder, som vi nu de�nerer:Definition II.5. Lad V v�re et endeligt-dimensionalt vektorrum af dimensionN . En ikke-tom delm�ngde M af V kaldes en nnn-dimensional indlejret del-mangfoldighed s�afremt M , n�ar den udstyres med sportopologien, opfylder en aff�lgende �kvivalente betingelser:(1) Til hvert m0 2 M �ndes en omegn U (som altid antaget �aben) af m0i V og en afbildning F 2 C1(U;RN�n) s�a F 0m er surjektiv for allem 2M \ U og M \ U = fu 2 U j F (u) = 0g.(2) Til hvert m0 2 M �ndes en omegn U af m0 i V , en omegn O af etpunkt x0 2 Rn, samt en afbildning f 2 C1(O;V ) s�a:� f(x0) = m0.� f 0x er injektiv for alle x 2 O.� f er en homeomor� af O p�a M \ U .Vi vil ofte blot omtale s�adanne mangfoldigheder som delmangfoldigheder, og ethvert par (f;O), der for et eller andet x0 2 Rn opfylder de tre punkter i (2), kaldervi for et kort p�a delmangfoldigheden.I de�nitionen er jo indbygget en p�astand, nemlig, at de to betingelser er �kvi-valente. Vi viser dette nedenfor, men g�r dog f�rst et par generelle bem�rkninger:Vi arbejder i de�nitionen ovenfor med et vektorrum V og vi taler om di�eren-tiable afbildninger og di�erentialer p�a V . Dette betyder \blot" at vi i en givenbasis feigNi=1 kan identi�cere V med RN viaRN 3 (x1; : : : ; xN)$ x = NXi=1 xiei:(57)Via dette bliver en afbildning p�a V til en afbildning p�a RN (and vice versa).Di�erentiabilitetsegenskaber viser sig at v�re uafh�ngige af den valgte basis.Ved af arbejde mere abstrakt med vekturrum i stedet for RN opn�ar man bl.a.den fordel, at man kan vente med at indf�re en basis til et belejligt tidspunkt.S�tning II.6. De to betingelser i De�nition II.5 er �kvivalente.



1. DE F�RSTE DEFINITIONER 15Bevis. (1)) (2): Lad os kigge p�a et punktm0 2M . Vi ved da, at di�erentialetF 0(m0) er en surjektiv line�r afbildning fra V tilRN�n. KernenK(m0) (ogs�a kaldetnulrummet) for F 0(m0) er da et underrum af dimension n. V�lg nu en \snedig"basis feigNi=1 for vektorrummet V ved at kr�ve, at feigni=1 skal v�re en basis forK(m0). (Overvej, at man kan g�re dette, og at det ikke p�avirker antagelserne omF .) I denne basis f�ar F 0(m0) da udseendet0BBB@ 0 � � � 0 @F1@xn+1 � � � @F1@xN... ... ... ...0 � � � 0 @FN�n@xn+1 � � � @FN�n@xN 1CCCA ;(58)evalueret i m0. Lad G betegne projektionen ned p�a K(m0). Denne har f�lgendedi�erential i m0 (og i alle andre punkter):0BB@ 1 � � � 0 0 � � � 0... ... ... ...0 � � � 1 0 � � � 0 1CCA ;(59)hvor 1-tallerne skal antyde, at de f�rste n s�jler svarer til den identiske afbildning(enhedsmatricen). Betragt afbildningen (G;F ) de�neret i en �aben omegn af m0 iV . (G;F ) har nu di�erentialet0BBBBBBBBBB@ 1 � � � 0 0 � � � 0... ... ... ...0 � � � 1 0 � � � 00 � � � 0 @F1@xn+1 � � � @F1@xN... ... ... ...0 � � � 0 @FN�n@xn+1 � � � @FN�n@xN 1CCCCCCCCCCA(60)i m0, og dette har klart en determinant, der er forskellig fra 0. Dermed �ndes,da determinant-afbildningen s�avel som F 0 og G0 er kontinuerte, en hel omegn omm0, hvor di�erentialet af (G;F ) har determinant forskellig fra 0. Der �ndes da ifgl. s�tningen om den inverse funktion en omegn ~U om m0 i V og en omegn Wom (x0; 0) = (G(m0); F (m0)) s�aledes at (G;F ) afbilder ~U bijektivt p�a W . Lad �betegne den inverse funktion og lad specielt f(x) = �(x1; � � � ; xn; 0; � � � ; 0) betegnerestriktionen af � til den �abne delm�ngde O = fx = (x1; : : : ; xn) 2 Rn j (x; 0) 2Wg. P�a grund af F 's egenskaber kan vi antage, at ~U \M = fX 2 ~U j F (X) = 0g.Det f�lger heraf, at (G;F )( ~U \M) = O�f0g, og f afbilder O bijektivt p�a ~U \M .Skriv nu f(x) = (f1(x); : : : ; fN(x)) og observer, at vi dels har, at G er projektionen



16 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDER
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p�a de f�rste n koordinater, dels per de�nition at G(f(x)) = x. Af dette f�lger, at(f1(x); : : : ; fn(x); fn+1(x); : : : ; fN (x)) = (x1; : : : ; xn; fn+1(x); : : : ; fN (x))(61)og ~U\M er hermed en (generaliseret) graf for funktionen x! (fn+1(x); : : : ; fN (x)).Det f�lger let fra dette, at f er en homeomor� med f 0 injektiv.(2)) (1) Vi er givet et kort (f;O), et punkt x0 2 O s�a f(x0) = m0 2 M samten �aben delm�ngde U1 af V , som opfylder, at f(O) = M \ U1. Vi skal �nde etpar (F;U2), der opfylder (1).Da vi ved, at f 0(x0) er injektiv, v�lger vi en (orthogonal) basis feigNi=1 for V ,s�aledes, at feigni=1 er en basis for f 0(x0)(Rn). Samtidig betragter vi funktioneng : RN�n! V givet vedg(y1; : : : ; yN�n) = N�nXi=1 yien+i $ (0; : : : ; 0| {z }n ; y1; : : : ; yN�n):(62)Endelig betragter vi funktionenO �RN�n 3 (x; y)! �(x; y) = f(x) + g(y) 2 V:(63)Denne funktion er per konstruktion di�erentiabel og opfylder, at det�0(x0; 0) 6= 0(samme type argument som ovenfor). If�lge s�tningen om den inverse funktion�ndes da en �aben omegn ~U2 om m0 i V og en �aben omegn ~U1 om (x0; 0) 2 RN,s�aledes at � er en di�eomor� af ~U1 p�a ~U2. (N�ar vi her og andre steder skriverpunkter i RN som par, er det naturligvis via opsplitningen RN = Rn�RN�n.) Ladnu ~O = fx 2 O j (x; 0) 2 ~U1g. Dette er klart en�aben delm�ngde af O og x0 2 ~O.Da endvidere f er en homeomor�, �ndes en �aben delm�ngde U2, som vi udenindskr�nkning kan antage opfylder U2 � ~U2 (hvorfor?), s�aledes at f( ~O) =M \U2.



1. DE F�RSTE DEFINITIONER 17Endvidere g�lder, per konstruktion, at~O = fx 2 Rn j (x; 0) 2 ��1(U2)g; og(64) f(x; 0) j x 2 ~Og = ��1(U2 \M):Vi betragter herefter kun restriktionen af ��1 til U2 og skriver her��1 = (G;F ):(65)Det er nu let at indse, at (F;U2) har de �nskede egenskaber. Bem�rk ogs�a, at8x 2 ~O : G(f(x)) = x;(66)alts�a at f�1 fremkommer som restriktionen til f( ~O) af den di�erentiable afbildningG.Som det fremgik hen mod slutningen af beviset for (1)) (2) g�lderKorollar II.7. En n-dimensional indlejret delmangfoldighed M er lokalt engraf, d.v.s. for ethvert m 2 M �ndes en �aben omegn U af m i V , en �abendelm�ngde O af Rn samt N � n funktioner fn+1; : : : ; fN , s�aledes at man i enpassende basis for V harM \ U = f(x1; : : : ; xn; fn+1(x); : : : ; fN(x)) j (x1; : : : ; xn) 2 Og:(67)Udfra dette er det er ikke sv�rt at se, at f�lgende ogs�a g�lder (vi udeladerdetaljerne):Korollar II.8 (Den implicitte funktionss�tning). Lad U � Rn�RN�nv�re �aben og lad F 2 C1(U;RN�n). Skriv koordinaterne p�a Rn � RN�n som(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yN�n). Antag, at i punktet m0 = (x0; y0) g�lderF (m0) = F (x0; y0) = 0(68)og at matricen (@Fi@yj )N�ni;j=1(69)er ikke-singul�r. Da �ndes en omegn O om x0 i Rn og en omegn W om y0 i RN�ns�a O �W � U , og der �ndes en C1-afbildning f , s�aledes at8(x; y) 2 O �W : F (x; y) = 0, y = f(x):(70)En anden interessant observation, som bl.a. forklarer, hvorfor vi tillader os attale om delmangfoldigheder er f�lgende:Proposition II.9. En (n-dimensional) indlejret delmangfoldighed M er en (n-dimensional) di�erentiabel mangfoldighed.



18 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERBevis. Vi skal med andre ord vise, at hvisM opfylder De�nition II.5, da opfyl-derM ogs�a De�nition II.1. Lad os derfor antage, at (2) i De�nition II.5 er opfyldt.Vi har da for hvert m 2M et par (fm; Om), hvor bl.a. Om er en�aben delm�ngdeaf Rn, fm 2 C1(Om; V ) og m 2 fm(Om). Vi h�vder, at familienA = f(fm; Om) j m 2Mg(71)opfylder De�nition II.1, alts�a, at A er et atlas. Det er nu klart, at vi kun beh�verat vise (4) i De�nition II.1. Men dette f�lger direkte af den bem�rkning i desidste linier i beviset for S�tning II.6, der godtg�r, at ethvert f�1m fremkommersom restriktion af en di�erentiabel afbildning. At M endelig er et anden-t�lleligtHausdor� topologisk rum f�lger, da M har sportopologien af en topologi, der hardisse egenskaber (overvej).Bem�rkning II.10. Det kan meget vel forekomme, at (fm1; Om1) = (fm2 ; Om2)for to forskellige elementer m1;m2 2 M . I s�adanne tilf�lde kan vi n�jes med att�lle s�ttet med en gang. Observer ogs�a, at hvad vi i De�nition II.5 kaldte forkort p�a delmangfoldigheden i f�lge ( 71) faktisk er kort. Vi vil i �vrigt altid,n�ar vi har med kort p�a delmangfoldigheder at g�re med mindre andetudtrykkeligt antages benytte os af den specielle slags fra (71).Vi skal i det f�lgende generalisere en del begreber bl.a. fra di�erential- og in-tegralregningen til mangfoldigheder. Den mest brugte metode er f�rst at benyttelokale koordinater (f;O) for derefter at vise, at man f�ar \det samme" for forskel-lige valg af s�adanne. Man siger s�a, at begrebet er \uafh�ngigt af valg af lokalekoordinater". De f�lgende de�nitioner er gode eksempler p�a dette:Definition II.11. Lad M v�re en di�erentiabel mangfoldighed og lad m 2M .En funktion � de�neret i en omegn af m siges at v�re uendeligt ofte di�erentiabeli m, s�afremt der �ndes et kort (f;O) med m 2 f(O) s�aledes, at � � f er uendeligtofte di�erentiabel i en omegn af f�1(m).Hvis ~U er en�aben delm�ngde af M , og hvis en funktion � : ~U ! R er uendeligtofte di�erentiabel i ethvert punkt i ~U , da siges � at v�re uendeligt ofte di�erentiabelp�a ~U . M�ngden af s�adanne funktioner betegnes C1( ~U ). Specielt kan ~U jo v�reM .Definition II.12. Lad L og M v�re di�erentiable mangfoldigheder (ikke n�d-vendigvis af samme dimension) og lad U v�re en�aben delm�ngde af L. En afbild-ning 	 : U ! M siges at v�re af klasse C1 i et punkt ` 2 U , s�afremt der �ndeset lokalt koordinatsystem (f;O) p�a L med ` 2 f(O), og et lokalt koordinatsystem(h;B) p�a M med 	(`) 2 h(B), s�aledes at afbildningen~	 : f�1 �U \ f(O) \  �1(h(B))� h�1�	�f! B(72)



1. DE F�RSTE DEFINITIONER 19f(O)L O
` 	(`) MRs Rn

	f h BU h(B)h�1 �	 � fFigur II.2. De�nition af di�erentiabel afbildninger de�neret og af klasse C1 i en omegn af f�1(`). Hvis 	 er af klasse C1 foralle ` 2 U , siges 	 at v�re en C1-afbildning p�a U . M�ngden af s�adanne be-tegnes C1(U;M), og elementerne i denne m�ngde omtales som de di�erentiableafbildninger fra U til M .Det er nu vigtigt at eftervise, at begge de�nitioner er uafh�ngige af valg aflokale parametriseringer. Vi n�jes med at g�re dette for De�nition II.12:Lad os da antage, at ~	 = h�1 �	�f er uendeligt ofte di�erentiabel i ` 2 U � L.Antag, at (f1; O1) er et andet kort p�a L med ` 2 f1(O1) og tilsvarende, at (h1; B1)er et andet kort p�a M med 	(`) 2 h1(B1). Da g�lder, at~	1 = h�11 �	 � f1 = (h�11 � h) � (h�1 �	 � f) � (f�1 � f1)(73) = (h�11 � h) � ~	 � (f�1 � f1)(74)i en omegn af `, og da b�ade h�11 � h og f�1 � f1 per antagelse er C1, er ~	1 pr�cistlige s�a mange gange di�erentiabel som ~	.F�lgende de�nition er egentligt et specialtilf�lde af De�nition II.12, men vimedtager den for klarhedens skyld.Definition II.13. En kurve � i en di�erentiabel mangfoldighed m er en af-bildning af en �aben delm�ngde U af R ind i M . Kurven � er di�erentiabeli et punkt t 2 U , s�afremt der �ndes et � > 0 og et kort (f;O) p�a M med�(]t� �; t+ �[) � f(O) og s�aledes at ]t� �; t+ �[3 ~t! f�1(�(~t)) er di�erentiabeli t. Kurven x(t) = f�1(�(t)) (, �(t) = f(x(t))) kaldes kurvens koordinatudtrykmed hensyn til kortet (f;O). Der g�lder med andre ord, at � er di�erentiabel,hvis og kun hvis alle dens koordinatudtryk er di�erentiable.



20 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERHvis vi anvender De�nitionerne II.11, II.12 og II.13 p�a indlejrede delmangfoldig-heder, er der nu en teoretisk mulighed for, at vore nye de�nitioner ikke stemmeroverens med, hvad vores intuition siger os, at di�erentiabilitet skal v�re. Det erf. eks. ikke klart, at en di�erentiabel kurve � i vektorrummet V , der helt forl�berindenfor en indlejret delmangfoldighedm af V , er en di�erentiabel kurve i henholdtil De�nition II.13. En n�rmere unders�gelse viser dog, at alt alligevel er i densk�nneste orden. Til bl.a. at afklare s�adanne sp�rgsm�al er f�lgende lemma megetnyttig.Lemma II.14. Lad M1 v�re en indlejret delmangfoldighed af V1 og M2 en ind-lejret delmangfoldighed af V2. Lad U v�re en�aben delm�ngde af V1 med M1 � U ,lad F : U ! V2 v�re en di�erentiabel (i den s�dvanlige forstand) afbildning ogantag, at F (M1) � M2. Da er restriktionen af F til M1 en afbildning fra M1 tilM2, der er di�erentiabel med hensyn til De�nition II.12.Bevis. Detaljerne overlades til l�seren. Man kan f. eks. udnytte, at en del-mangfoldighed lokalt kan skrives som en graf (Korollar II.7). Det er vigtigt, atman g�r sig klart, at der her virkeligt er noget, der skal bevises.2. Tangentrummet, 1.ste udgaveVi l�gger ud med at indf�re en del begreber for indlejrede delmangfoldigheder,s�a i afsnit 2 betegnerM altid en s�adan, af dimension n, indlejret i et fast vektorrumV .Definition II.15. Lad m 2 M . Tangentrummet Tm(M) til M i m de�neressom Tm(M) =fv 2 V j 9 kurve � : I �!M og et t0 2 I s�a �(t0) = m og �0(t0) = vg ;(75)hvor I betegner et �abent interval (som afh�nger af �) i R.Hvis vi har lokale koordinater (f;O) som i De�nition II.5(2) p�a M f�ar vi forhvert m 2 f(O) en naturlig basis for Tm(M):S�tning II.16. Tm0(M) er et vektorrum af dimension n. Hvis (f;O) er et kortp�a M med f(x0) = m0 for et x0 = (x0;1; : : : ; x0;n) 2 O, da g�lderffxi(x0)gni=1 er en basis for Tm0(M) ;(76)hvor, for alle i = 1; : : : ; n, fxi = @@xif .



2. TANGENTRUMMET, 1.STE UDGAVE 21Bevis. Lad (f;O) v�re det givne kort. Bem�rk f�rst at kravet i De�nition II.5,at f 0x0 skal v�re injektiv, netop betyder, at fxi-erne er line�rt uafh�ngige. Til enkurve � i mmed �(t0) = m0 svarer en kurve x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t)) i O, de�nereti et passende interval i =]t0� �; t0+ �[, s�a 8t 2 i : �(t) = f(x(t)). Det f�lger da afk�dereglen for di�erentiation at�0(t0) = x01(t0)fx1(x0) + � � �+ x0n(t0)fxn(x0) = nXi=1 x0i(t0)fxi(x0):(77)Det f�lger s�aledes, at fxi-erne udsp�nder et vektorrum, der indeholder Tm0(M).Betragt nu for en vilk�arlig vektor v = (v1; : : : ; vn) 2 Rn kurven �v de�neret ved�v(t) = f(x0 + t � v) = f(x0;1 + t � v1; : : : ; x0;n + t � vn);(78)de�neret i et passende interval omkring 0. Dette er klart en di�erentiabel kurve iMmed �v(0) = m0. Der g�lder derfor, per de�nition, at �0v(0) = v1fx1+� � �+vnfxn 2Tm0(M).Definition II.17. Kurverne �ei ; i = 1; : : : ; n kaldes koordinatkurverne.F�lgende er en nyttig observationLemma II.18. Hvis F er en funktion, der opfylder (1) i De�nition II.5, dag�lder Tm0(M) = kerF 0m0 :(79)Bevis. Hvis � er en kurve i M \ U med �(t0) = m0 g�lder jo F (�(t)) = 0 foralle t i de�nitionsomr�adet for �. Det f�lger da af k�dereglen, atF 0m0(�0(t0)) = 0:(80)Af dette f�as, at Tm0(M) � kerF 0m0 . Men F 0m0 er en surjektiv afbildning fra RN tilRN�n, s�a dim(kerF 0m0) = n.Bem�rkning II.19. Vores intuitive fornemmelse er jo, at tangentplanen til Mi m skal v�re en plan, der netop r�rer ved M i m. Med vores de�nition af tangen-trummet har vi opn�aet, at dette altid bliver et vektorrum, og det er yderst nyttigt.Derimod vil den kun \tangere" M i m0 s�afremt nulpunktet i V (nulvektoren) fal-der i m0. Man kan ofte tillade sig at 
ytte nulpunktet hen i m0 uden at �ndrev�sentligt p�a en given situation, men helt generelt g�lder, at vi skelner mellemtangentplanen og tangentrummet ogtangentplanen i m = m+ Tm(M) :(81)



22 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERTangentbundtet T (M) de�neres som f�lgende 2n-dimensionale delmangfoldig-hed af RN �RN = R2N:T (M) = f(m; v) 2 RN �RN j m 2M og v 2 Tm(M)g:(82)Det f�lger forholdsvis direkte fra de�nitionerne, at T (M) virkelig er en delmang-foldighed. Faktisk g�lder (overvej), at hvis (f;O) er et kort p�a M , da er ( ~f ; ~O),hvor ~f(x; t) = (f(x); f 0(x)(t)) for (x; t) 2 ~O = O�Rn et kort p�a T (M). Ligeledeskan et par (F;U) som i betingelse (1) for M g�res til et tilsvarende s�t ( ~F; ~U) forT (M) ved forskriften~F (u1; u2) = (F (u1); F 0(u1)(u2)) for (u1; u2) 2 ~U = U �RN:(83)Normalbundtet N (M) de�neres som f�lgende delmangfoldighed af RN �RN =R2N: N (M) = f(m; v) 2 RN �RN j m 2M og v 2 Tm(M)?g;(84)hvor Tm(M)? = Nm(M) kaldes normalplanen til M i m. Dimensionen af normal-bundtet er N .Di�erentialet af en afbildning. Lad  v�re en di�erentiabel afbildning fra endelmangfoldighed M1 af RN1 til en delmangfoldighed M2 af RN2. Hvis m 2 M1,inducerer  en afbildning  0(m) =  0m, kaldet di�erentialet af  i m, fra Tm(M1)til T (m)(M2) ved f�lgende opskrift: 0m(v) = � ddt( (�(t)))� (t0) = ( � �)0(t0) ;(85)hvor t ! �(t) er den kurve, der repr�senterer v som i De�nition II.15. Manindser (check!), at  0x er en velde�neret line�r afbildning mellem de respektivetangentrum. Se i �vrigt De�nition II.49 og f�lgende sider. I det specielle tilf�ldehvor M2 = R (og  alts�a er en funktion) bruges betegnelsen  0m = d m (denbruges ogs�a ofte i den generelle situation). I dette tilf�lde bliver d m et line�rtfunktional (se i �vrigt De�nition B.1) p�a Tm(M).Kotangentrummet=1-formerne. De line�re funktionaler p�a Tm(M) kaldes1-formerne p�a M i m eller ko-tangentvektorerne til M i m. Vektorrummet deudsp�nder betegnes T �m(M).



3. VEKTORFELTER, 1.STE UDGAVE 23
M

Χ

3. Vektorfelter, 1.ste udgaveDefinition II.20 (Intuitiv definition). Lad U1 v�re en�aben delm�ngde afet endelig-dimensionalt vektorrum V1 med dim(V1) = N1. Et vektorfelt X p�a V1er da simpelthen en afbildning X : U1 ! V1 (altid antaget C1). Hvis M eren delmangfoldighed af V1 og M � U1 siges restriktionen af X til M at v�re etvektorfelt p�a M, s�afremt 8m 2M : X(m) 2 Tm(M) (X(s) tangerer M overalt).Da X(u) for et givet vektorfelt X er en vektor i V1 for alle u 2 U1, kan manantyde vektorfeltet ved af afs�tte vektoren X(u) med fodpunkt i u. Man kanf.eks. forestille sig, at punkterne i U1 af en eller anden grund bev�ger sig rundtog at X(m) angiver hastigheden i punktet m. Bev�gelsen af et punkt vil da v�rebeskrevet ved en kurve u(t), der skal opfylde: 8t : u0(t) = X(u(t)). S�adanne kurverkaldes baner for X.Vi kan ogs�a benytte tangentbundtet til at give en de�nition af vektorfelter, derikke direkte refererer til vektorrummet V1:Definition II.21. Et (glat) vektorfelt p�a en delmangfoldighed M er en (C1) af-bildning M ! T (M), m! ( (m);X(m)) s�a 8m 2M :  (m) = m. Afbildningenhar m.a.o. udseendet m! (m;X(m)):(86)Generelt kaldes en s�adan afbildning for et snit i tangentbundtet og meget oftevil vi bruge betegnelsen Xm for X(m) og, og vi vil ligeledes ofte blot angive etvektorfelt ved en tilordning m ! Xm. Vi vender tilbage til s�adanne afbildningersenere. F�lgende nyttige observation skal dog g�res:Lemma II.22. Lad m ! (m;X(m)) � Xm v�re et vektorfelt p�a en delmang-foldighed (De�nition II.21). Lad (f;O) v�re lokale koordinater. Da �ndes i f�lgeS�tning II.16 entydigt bestemte funktioner a1; : : : ; an p�a O s�aledes, at8m = f(x) 2 f(O) : Xm = Pni=1 ai(x)fxi(x) :(87)



24 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERVektorfeltet X er C1 hvis og kun hvis funktionerne a1; : : : ; an er C1 for samtligeparametriseringer (f;O) i det givne atlas.Bevis. Dette er n�sten de�nitionen af at v�re C1. Bruges kortet ~f(x; t) =(f(x); f 0(x)(t)) (se side 22) f�ar vektorfeltet f�lgende udseende i disse lokale koor-dinater (overvej dette):(x1; : : : ; xn)! ((x1; : : : ; xn); (a1(x); : : : ; an(x))):Bem�rkning II.23. Hvis ~X er et vektorfelt p�a en koordinatomegn f(O) p�aen delmangfoldighed som i De�nition II.21 f�as via ( 87) et vektorfelt X(x) =(a1(x); : : : ; an(x)) p�a O som i De�nition II.20 og vice versa.Vi benytter lejligheden til at de�nere, for delmangfoldigheder, begrebet et vek-torfelt langs en kurve:Definition II.24. Lad R� I �!M v�re en kurve p�a en delmangfoldighed. Etvektorfelt v langs � er da en afbildning v : I ! T (M), der opfylder: 8t 2 I :v(t) = (�(t); ~v(t)), hvor ~v(t) 2 T�(t)(M).Lad os nu for en tid glemme delmangfoldigheder og blot antage, at U1 er en�aben delm�ngde af V1, og at X er et vektorfelt p�a U1.Givet et s�adant vektorfelt X og et punkt u0 2 U1 kan vi de�nere en afbildningXu0 : C1(U1)! R ved opskriftenC1(U1) 3  ! Xu0( ) Def.= � ddt (u0 + t �X(u0))�t=0 :(88)Xu0 ( ) er med andre ord den retningsa
edede af  i retningen X(u0). Endviderekan vi de�nere en afbildning X : C1(U1)! C1(U1) ved8u 2 U1 : (X( ))(u) Def.= Xu( ):(89)Det kan m�aske synes uheldigt, at vi ogs�a benytter symbolet Xu0 til dette form�al,men det er der en grund til (se senere).Exempel II.25. Antag, at U1 er en �aben delm�ngde af R2 og at punktet u0 =(3; 5) ligger i U1. Antag yderligere, at vi er givet et vektorfelt X p�a U1 s�aledes, atX(u0) = (17;�6). Da bliver, med  en passende p�n funktion,Xu0 ( ) = ddt ( (3 + 17 � t; 5� 6 � t))t=0(90) =  17 @ @x1 � 6 @ @x2! (3; 5):



3. VEKTORFELTER, 1.STE UDGAVE 25Antag, at vi i et koordinatsystem for V1 har vektorfeltet X givet ved X(u) =(a1(u); : : : ; aN1(u)).Lemma II.26. Lad u v�re et fast, men vilk�arligt, punkt i U1. Der g�lderi) 8 ; � 2 C1(U1);8� 2 R : Xu( + � � �) = Xu( ) + � �Xu(�):ii) 8 ; � 2 C1(U1) : Xu( � �) = Xu( ) � �(u) +  (u) � (Xu�):iii) 8 2 C1(U1) : Xu( ) = 0@N1Xi=1 ai(u) @@xi 1A (u):Endvidere g�lder, som identiteter i C1(U1),iv) 8 ; � 2 C1(U1);8� 2 R : X( + � � �) = X( ) + � �X(�):v) 8 ; � 2 C1(U1) : X( � �) = X( ) � �+  � (X�):Bevis. De f�rste to formler f�lger, fordi almindelig di�erentiation efter en enkeltvariabel, t, opfylder linearitet og produktreglen, og Xu svarer jo netop i henholdtil (88) til di�erentiation efter t (i en bestemt retning). Formlerne iv) og v) er blotomformuleringer af i) og ii), og endelig f�lger iii) af k�dereglen.Definition II.27. For fastholdt u 2 U1 kaldes en afbildning �u : C1(U1)! R,der opfylder i) og ii) i Lemma II.26, en line�r derivation af C1(U1) i u.Definition II.28. En afbildning � : C1(U1)! C1(U1), der opfylder iv) og v)i Lemma II.26, kaldes en line�r derivation af C1(U1).Formel iii) viser, at vektorfeltet X svarer til en homogen f�rste-ordens di�eren-tialoperator, og da omvendt enhver homogen f�rste-ordens di�erentialoperator haret udseende som i iii), kan vi tilordne et vektorfelt til en s�adan udfra koe�cient-funktionerne a1; : : : ; aN1. Videre viser Lemma II.26 at et vektorfelt p�a U1 (i etpunkt u) giver anledning til en derivation af C1(U1) (i et punkt u). If�lge detkommende Lemma II.29 samt Korollar II.30 kan vi endvidere g�a fra derivationer (iet punk) til f�rste-ordens homogene di�erentialoperatorer (i et punkt) og dermed,if�lge det foreg�aende, til et vektorfelt. Der g�lder med andre ord at disse tre typerobjekter kan identi�ceres. Det vi s�a ofte ogs�a g�re.Lemma II.29. Lad �x v�re en line�r derivation af C1(U1) i x. Da �ndes kon-stanter b1; : : : ; bN1 2 R s�a8 2 C1(U1) : �x( ) = (N1Xi=1 bi @@xi )(x):(91)Bevis. Vi g�r f�rst en simpel, men alligevel alt afg�rende observation:



26 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDER� Hvis 111 2 C1(U1) betegner funktionen, der er konstant lig 1, da g�lder:�x(111) = �x(111 � 111) = 111(x) � �x(111) + �x(111) � 111(x) = 2 � �x(111);(92)da 1112 = 111. Alts�a er �x(111) = 0.Det f�lger dern�st af lineariteten, at �x er nul p�a alle konstante funktioner iC1(U1). For at tage n�ste skridt benytter vi f�lgende kendsgerning, der f�lger letved Taylorudvikling:� Lad  2 C1(U1). Lad x = (x1; : : : ; xN1). Da �ndes C1-funktioner 1; : : : ;  N1 p�a U1 s�aledes, at8x 2 U1 :  (x) =  (x) + N1Xi=1(xi � xi) �  i(x):(93)Vi kan her opfatte  (x) som en konstant funktion p�a U1, s�a �x(( (x)) = 0. Da viligeledes kan opfatte hver af funktionerne (xi�xi) somC1-funktioner x! (xi�xi)p�a U1, har �x en v�rdi p�a disse: �x((xi � xi)) = bi 2 R for i = 1; : : : ; N1. Derg�lder endvidere klart, at @@xi (xj � xj) = �i;j:(94)Anvendes nu �x p�a (93) f�as, idet 8i = 1; : : : ; N1 : (xi � xi)(x) = 0, at �x( ) =PN1i=1 bi �  i(x). Men dette er pr�cist det samme som man f�ar via (91), n�ar bi'erneer de�nerede som ovenfor.Korollar II.30. Enhver derivation af C1(U1) bestemmer entydigt en homogenf�rste-ordens di�erentialoperator.Bevis. Dette f�lger let fra Lemma II.29: Hvis � : C1(U1) ! C1(U1) er enline�r derivation, da er det klart, at for ethvert x 2 U1 er afbildningen �x :  !(�( ))(x) en line�r derivation af C1(U1) i x. Det f�lger da umiddelbart, at der�ndes funktioner b1(x1; : : : ; xN1); : : : ; bN1(x1; : : : ; xN1) s�aledes, at8 2 C1(U1) : (�( ))(x1; : : : ; xN1) = �PN1i=1 bi(x1; : : : ; xN1) @@xi � (x1; : : : ; xN1) :(95)Vi mangler blot at indse, at de indg�aende funktioner b1; : : : ; bN1 tilh�rer C1(U1),men det f�lger fra, at 8i : bi = �(xi).Bem�rkning II.31. Hvis U1 og U2 er �abne m�ngder s�a x 2 U1 \ U2, da er(overvej) m�ngden af derivationer af C1(U1) i x lig med m�ngden af derivationeraf C1(U2) i x. Observer ogs�a, at hvis U2 � U1 er en�aben delm�ngde, da de�nererenhver derivation af C1(U1) en derivation af C1(U2), for det g�lder jo klart, atbi 2 C1(U1)) bi 2 C1(U2) (sammenlign med (95)).



4. VEKTORFELTER, 2.DEN UDGAVE 27Bem�rkning II.32. Hvis M er en delmangfoldighed af V , hvis (f;O) er enlokal parametrisering, hvis m0 = f(x0) og hvis Pni=1 aifxi(x0) 2 Tm0(M), da de�-neres en derivation af C1(V ) i m0 vedC1(V ) 3  ! nXi=1 ai@( � f)@xi :(96)Dette er pr�cist den retningsa
edede af  i m0 i retningen Pni=1 aifxi(x0). Resul-tatet afh�nger kun af v�rdien af  p�a M (ja kun af v�rdien af  i f( ~O), hvor ~Oer en (lille) omegn af x0 i O).Hvorledes kan vi udvide ovenst�aende omformulering af begrebet vektorfelt tilogs�a at omfatte vektorfelter p�a delmangfoldigheder? Ja, et intuitivt svar kunnev�re, at vi skal n�jes med at di�erentiere funktioner i retninger svarende til tan-gentrummene. Men s�a kan vi lige s�a godt n�jes med at se p�a funktioner, der erde�nerede p�aM . I n�ste afsnit forts�ttes denne tankegang, samtidig med at denudvides til generelle mangfoldigheder.4. Vektorfelter, 2.den udgaveKonklusionen p�a Lemma II.26, Lemma II.29 og Corollar II.30 er, at der er enline�r bijektiv forbindelse mellemp�a den ene side vektorfelter givet p�a formen x!(a1(x); : : : ; aN1(x)) og p�a den anden side derivationer. Denne korrespondance g�arvia f�rste-ordens homogene di�erentialoperatorer PN1i=1 ai(x) @@xi . Det nyttige veddenne observation kommer frem, n�ar man skal generalisere begreberne tangentrumog vektorfelt til en vilk�arlig mangfoldighed. Her kan man ikke g�re det geometrisksom i De�nition II.20. Til n�ds kunne man m�aske generalisere begrebet homogenf�rste-ordens di�erentialoperator, men det, der umiddelbart er det letteste, er atgeneralisere begrebet derivation:Definition II.33. Lad U v�re en�aben delm�ngde af en mangfoldighedM . Ladm 2 M . En afbildning �m : C1(U) ! R, der opfylder i) og ii) i Lemma II.26,kaldes en line�r derivation af C1(U) i m. En afbildning � : C1(U)! C1(U),der opfylder iv) og v) i Lemma II.26, kaldes en line�r derivation af C1(U).Vi kan herefter give de generelle de�nitioner: Lad M v�re en di�erentiabelmangfoldighed, U en �aben delm�ngde af M og lad m 2M .Definition II.34 (Tangentrum). Tangentrummet Tm(M) til m 2M erTm(M) = f�m j �m er en line�r derivation af C1(M) i mg :(97)Definition II.35 (Vektorfelt). Lad � v�re en derivation af C1(U). Visiger da, at � er et (di�erentiabelt eller glat) vektorfelt p�a U . Vi vil ofte benyttebogstaverne X;Y;Z til at betegne vektorfelter.



28 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERBem�rk, at hvis � er en line�r derivation af C1(U) og hvis m 2 U , da er �mde�neret ved �m(�) = �(�)(m)(98)en line�r derivation af C1(U) i m.Vi vil nu benytte lejligheden til at indf�re en meget fundamental struktur:Definition II.36 (Lieparentes). Hvis X;Y er vektorfelter p�a U , de�neresLieparentesen [X;Y ] af X og Y som f�lgende afbildning C1(U)! C1(U):[X;Y ]( ) = X(Y ( ))� Y (X( ))(99)Proposition II.37. Lieparentesen [X;Y ] af to vektorfelter er igen et vektorfelt.Bevis: Lad  1;  2 2 C1(U). Da er[X;Y ]( 1 �  2) =(100) X(Y ( 1 �  2))� Y (X( 1 �  2)) =X(Y ( 1) �  2 +  1 � Y ( 2))� Y (X( 1) �  2 +  1 �X( 2)) =X(Y ( 1)) �  2 + Y ( 1) �X( 2) +X( 1) � Y ( 2) +  1 �X(Y ( 2))�Y (X( 1)) �  2 �X( 1) � Y ( 2)� Y ( 1) �X( 2)�  1 � Y (X( 2)) =X(Y ( 1)) �  2 � Y (X( 1)) �  2 +  1 �X(Y ( 2))�  1 � Y (X( 2)) =[X;Y ]( 1) �  2 +  1 � [X;Y ]( 2):Der g�lder endvidereProposition II.38. Lieparantesen opfylder, for vilk�arlige vektorfelter X;Y;Zog reelle tal a; b:sk�vsymmetri: [Y;X] = �[X;Y ]:bilinearitet: [X; a � Y + b � Z] = a � [X;Y ] + b � [X;Z]:Jacobi-identiteten: [X; [Y;Z]] + [Z; [X;Y ]] + [Y; [Z;X]] = 0:Bevis. Dette overlades til l�seren.For videre at kunne arbejde med derivationer er f�lgende en nyttig observation:Proposition II.39. Lad V v�re en omegn om m 2 M . Da �ndes omegne V1og V2 om m i M og en funktion  2 C1(M) s�aledes, at V1 � V2 � V2 � V , V2 erkompakt og s�a�  jV1 = 1.� 8 ~m 2M : 0 �  ( ~m) � 1.�  er identisk 0 p�a M n V2.



4. VEKTORFELTER, 2.DEN UDGAVE 29Bevis. Dette f�lger let ved brug af et lokalt kort (f;O) omkring m, idet deter velkendt, at en tilsvarende s�tning g�lder i Rn. (V�lg \sm�a" kugler omkringf�1(m)). I f�rste omgang kan man s�a konstruere en funktion, der er C1 p�a f(O)og er 0 udenfor en kompakt delm�ngde V2 � V \f(O), og som opfylder det �nskedep�a f(O). Udvides denne til hele M ved at de�nere den til at v�re 0 p�a M n f(O)f�as en C1-funktion (overvej).Lemma II.40. Lad X v�re et vektorfelt p�a M og lad m 2M . Hvis ' 2 C1(M)opfylder: Der �ndes en �aben omegn V af m s�a 'jV � 0, da er Xm(') = 0.Bevis. For at vise dette, kan man tage en C1-funktion  som i Proposition II.39med  (m) = 1 og  = 0 udenfor V , valgt for passende�abne delm�ngder V1; V2. Daer '� = 0, og dermed er 0 = Xm(0) = Xm('� ) = '(m)�Xm( )+Xm(')� (m) =Xm(').Det er pr�cist denne observation, der sikrer, at vi kan opfatte et Xm de�neretp�a C1(M) som en derivation af C1(U) i m for enhver �aben delm�ngde U af M ,der indeholder m:Definition II.41. Lad U v�re en �aben omegn om m 2 M . Lad  U v�re enfunktion som i Proposition II.39 for passende omegne V1 og V2 af m 2 U . Enderivation Xm af C1(M) i m g�res til en derivation af C1(U) i m ved f�lgendeforskrift: 8� 2 C1(U) : Xm(�) Def.= Xm( U � �):(101)Bem�rkning II.42. Det er venstresiden, der de�neres ud fra h�jresiden. Forikke at g�re notationen for tung, benytter vi ogs�a betegnelsen Xm for den nyeafbildning. Dette er rimeligt, da den tidligere de�nition jo er indeholdt i den nye(for U =M). Man skal selvf�lgelig nu overbevise sig om, at h�jresiden overhovedeter de�neret, d.v.s., at  U � � kan opfattes som en C1-funktion p�a M . Dern�st,at man f�ar det samme for forskellige valg af funktionen  U og endelig, at detde�nerede virkelig er en derivation af C1(U) i m. Vi overlader dette til l�seren.Lad (f;O) v�re et kort p�a M . Da g�lder 2 C1(f(O)),  � f 2 C1(O):(102)Vi har derforLemma II.43. Hvis � er en derivation af C1(O), da de�neres vedC1(f(O)) 3  ~�! (�( � f)) � f�1(103)en derivation ~� af C1(f(O)), og enhver derivation af C1(f(O)) fremkommers�aledes.



30 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERBem�rkning II.44. Det er klart, at enhver derivation af C1(U) i m kanudvides til en derivation af C1(M) i m, da vi jo har en naturlig afbildningC1(M)! C1(U) (restriktionsafbildningen).I forts�ttelse af Lemma II.43 og Lemma II.26 introduceres f�lgende notation:Definition II.45. Lad (f;O) v�re et kort. Vektorfeltet ~@@xi de�neret, for i =1; : : : ; n, ved 8m 2 f(O);8 2 C1(f(O)):~( @@xi)m( ) = ( @@xi )f�1(m)( � f) = �( @@xi )( � f)� (f�1(m))(104)kaldes det i-te koordinatfelt. Vi vil i �vrigt tillade os at undlade tilden, n�ar det erklart fra sammenh�ngen, hvorvidt @@xi betragtes som et vektorfelt p�a f(O) eller p�aO. Endvidere kaldes funktionerne ~xi : f(O)! R; i= 1; : : : ; n givne ved ligningen8m 2 f(O) : f�1(m) = (~x1(m); : : : ; ~xn(m)),(105) 8m 2 f(O) : m = f((~x1(m); : : : ; ~xn(m)))for koordinatfunktionerne, og vi vil referere til en bestemt af disse, svarende til etfast index i, som \den i-te koordinatfunktion" ~xi. Ogs�a her vil vi droppe tilderne.Lemma II.46. Tangentrummet Tm(M) til m 2M er et vektorrum. Hvis (f;O)er et kort, da g�lder for hvert m 2 f(O),� ~( @@xi )m�ni=1 er en basis for Tm(M) ;(106)og ethvert vektorfelt X p�a f(O) har formen X = Pni=1 ai � ~@@xi for visse C1(f(O))-funktioner a1; : : : ; an. Specielt g�lder, at tangentrummet Tm(M) til m 2 M ergivet ved Tm(M) = fXm j Xm = Pni=1 ai � ( ~@@xi)mg :(107)Bevis. Dette f�lger let fra Lemmaerne II.29 og II.43.Vi kan nu f�a kontakt med den tidligere de�nition (De�nition II.15) af tangen-trummet til en mangfoldighed i et punkt (se i denne forbindelse ogs�a Bem�rkningII.32 side 27:Definition II.47. Lad I v�re et �abent interval i R og lad � : I ! M v�re enkurve. Vi s�tter da, for t0 2 I, �0(t0) til at v�re f�lgende line�re derivation afC1(M) i �(t0): 8 2 C1(M) : (�0(t0))( ) = ddt jt=t0( (�(t)):(108)



4. VEKTORFELTER, 2.DEN UDGAVE 31Vi f�ar daProposition II.48.Tm(M) = f�0(t0) j � : I �!M er en kurve, t0 2 I og �(t0) = mg :Bevis. Dette f�lger let fra Lemma II.46 ved brug af lokale koordinater, cf.beviset for Korollar II.30.Vi kan endvidere generalisere begrebet di�erentialet F 0m af en di�erentiabel af-bildning F :M ! N i et punkt m 2M til ogs�a at g�lde, n�arM og N er vilk�arligedi�erentiable mangfoldigheder.Definition II.49. F 0m er den line�re afbildning Tm(M) ! TF (m)(N) givet veden af f�lgende �kvivalente beskrivelser:derivation: 8�m 2 Tm(M)8 2 C1(N) : (F 0m(�m))F (m)( ) = �m( � F ):tangentvektor: 8�0(t0) 2 Tm(M) : (F 0m(�0(t0)) = (F � �)0(t0):Bem�rkning II.50. Vi overlader det til l�seren at generalisere ovenst�aendebegreb til at omfatte funktioner F , der kun er de�nerede i en omegn af m.Lad (f;O) og ( �f; �O) v�re lokale koordinater p�a henholdsvis M og N s�a m 2f(O) og F (m) 2 �f ( �O). Antag, at O � Rr = f(x1; : : : ; xr) j 8i = 1; : : : ; r : xi 2 Rgog at �O � Rs = f(y1; : : : ; ys) j 8i = 1; : : : ; s : yi 2 Rg. Lad F v�re en C1-afbildning fra en omegn om m 2M til N . Afbildningen�F = �f�1 � F � f(109)er da en C1-afbildning fra en omegn af x = f�1(m) ind i Rs. Den har s�aledes skoordinatfunktioner; �F1; : : : ; �Fs, d.v.s.�F (x1; : : : ; xr) = ( �F1(x1; : : : ; xr); : : : ; �Fs(x1; : : : ; xr))(110) = (y1(x1; : : : ; xr); : : : ; ys(x1; : : : ; xr));hvor den sidste linie er den g�ngse notation, n�ar det er klart, hvilken funktion F ,der er tale om.Vi kan nu give endnu en formulering af F 0m:Proposition II.51. F 0m(Pri=1 ai ~@@xi ) = Psj=1 bj ~@@yj ;(111)hvor, for alle j = 1; : : : ; s, bj = Pri=1 @yj@xiai ;(112)



32 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDEReller, i matrixform, 0BB@ b1...bs 1CCA = 0BB@ @y1@x1 � � � @y1@xr... ...@ys@x1 � � � @ys@xr 1CCA0BB@ a1...ar 1CCA :(113)Bevis. I formel (111) betegner Pri=1 ai ~@@xi naturligvis et element i Tm(M). DaF 0m per de�nition afbilder ind i TF (m)(N) �ndes, i f�lge Lemma II.46, reelle talb1; : : : ; bs, s�a ligningen passer. Vi kan endvidere �nde disse bj-er ved at anvendebegge sider af (111) p�a koordinatfunktionerne yj; j = 1; : : : ; s. Resultatet f�lgerumiddelbart fra dette.Vi kan nu de�nere tangentbundtet T (M) h�rende til en abstrakt mangfoldig-hed M :Definition II.52.T (M) = [m2MTm(M)(114) = fXm j m 2M og Xm 2 Tm(M)g:Bem�rkning II.53. For alle m 2M er Tm(M) et vektorrum. T (M) er s�aledeset eksempel p�a et vektorbundt. Bem�rk i �vrigt, at for m1 6= m2 er Tm1(M) \Tm2(M) = ;.Faktisk har vi nu kun de�neret tangentbundtet som punktm�ngde, men mankan g�re det bedre end dette:Proposition II.54. Man kan udstyre T (M) med en topologi, s�aledes at detbliver en 2n-dimensional mangfoldighed. Givet et atlas A = f(f�; O�) j � 2 Igfor M bliver ~A = f( ~f�; ~O�) j � 2 Ig, hvor, 8� 2 I : ~O� = O� �Rn og 8(x; v) =((x1; : : : ; xn); (v1; : : : ; vn)) 2 O� �Rn:~f�(x; v) = nXj=1 vj � ( ~@@xj )f�(x)(115)et atlas for T (M).Bevis. [Skitseret] Hvis alle de ovenst�aende par ( ~f�; ~O�), som jo er meget natur-lige (sammenlign i �vrigt med afsnittet om delmangfoldigheder), skal v�re kortp�a T (M) s�a skal, for alle � 2 I, ~f� v�re en homeomor�, d.v.s. for alle �abnedelm�ngder Bj � O� og Cj � Rn skal ~f�(Bj � Cj) v�re en �aben delm�ngde afT (M). Vi de�nerer derfor topologien p�a T (M) ud fra dette krav. Det overladestil l�seren at overbevise sig om, at dette ikke alene bliver en topologi, men, dab�ade M og Rn er det, at denne bliver Hausdorfsk og anden-t�llelig.



4. VEKTORFELTER, 2.DEN UDGAVE 33Lad nu �; � 2 I. S�t ~J�� = f�1� � f�. Da bliver (brug bl.a. Proposition II.51med M = N og F lig med den identiske afbildning),( ~f�)�1 � ( ~f�)(x; v) = (f�1� � f�(x); ( ~J��)0x(v));(116)hvor, n�ar punkterne y i O� betegnes med y = (y1; : : : ; yn),( ~J��)0x(v) = 0BB@ @y1@x1 � � � @y1@xn... ...@yn@x1 � � � @yn@xn 1CCA0BB@ v1...vn 1CCA :(117)Dette er klart C1.Definition II.55. Afbildningen � : T (M)!M givet ved8Xm 2 T (M) : �(Xm) = m(118)kaldes den kanoniske projektion af T (M) p�a M .Definition II.56. En afbildning s :M ! T (M), som opfylder8m 2M : �(s(m)) = m;(119)kaldes et snit i tangentbundtet. Vi lader D1(M) betegne m�ngden af glatte snit,hvor di�erentiabilitet er i betydningen af en afbildning fra en mangfoldighed til enanden.Vi har da endnu en alternativ (og nyttig) m�ade at betragte vektorfelter p�a:Lemma II.57. D1(M) kan identi�ceres med m�ngden af (di�erentiable) vektor-felter p�a M .Bevis. Begge typer objekter svarer jo naturligt til f�rste-ordens di�erentialo-peratorer. Det overlades til l�seren at indse, at di�erentiabiliteten af snit netoper den samme som for vektorfelter.Bem�rkning II.58. Da et snit s i et punkt m tager v�rdi i et vektorrum, harvi en interessant mulighed for at gange et snit med et element  2 C1(M): Vide�nerer simpelthen ( � s)(m) =  (m) � s(m). Dette giver alts�a en afbildningC1(M)�D1(M)!D1(M):(120)Sagt mere abstrakt bilver D1(M) herved et modul over C1(M).Lemma II.59. Lad  : M ! N v�re en di�erentiabel afbildning. Da er di�e-rentialet  0 af  en di�erentiabel afbildning fra T (M) til T (N).



34 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERBevis. Dette f�lger let fra De�nition II.49 samt Proposition II.51.Vi har tidligere (i Afsnit 2) indf�rt det duale T �m(M). Vi vil ogs�a i det generelletilf�lde omtale elementerne af dette rum som 1-formerne p�aM im eller kotangent-vektorerne til M i m, og vektorrummet, de udsp�nder, kaldes kotangentrummettil M i m.Definition II.60.T �m(M) = fv� : Tm(M)! R j v� er line�rg:(121)I det specielle tilf�lde, hvor vi har at g�re med en funktion  fra en �abendelm�ngde U af M til R, de�nerer vi di�erentialet d m, for m 2 U , s�a det bliveret element af T �m(M):Definition II.61. (d )m 2 T �m(M) er givet ved, for alle Xm 2 Tm(M):(d )m(Xm) = Xm( ) :(122)Bem�rkning II.62. Vi har tidligere de�neret di�erentialet af en afbildning  :M ! N (De�nition II.49). I tilf�ldet hvor N = R har vi nu to de�nitioner, delsn�ar vi betragter  som en afbildning og dels, n�ar den betragtes som en funktion.De to de�nitioner er dog n�rt besl�gtede (det overlades til l�seren at overvejedette). Vi vil alligevel nu vedtage, at n�ar N = R, s�a er det altid De�nition II.61,vi benytter.Lad os nu antage, at (f;O) er et kort p�a M . Hver af koordinatfunktionerne~xi = xi; i = 1; : : : ; n, er da C1-funktioner p�a f(O) og har derfor di�erentialer ihvert punkt m 2 f(O).Proposition II.63. f(d~xi)mgni=1(123)er en basis for T �m(M). Der g�lder faktisk8i; j = 1; : : : ; n : (d~xi)m ~( @@xj )m = �i;j(124)og 8F 2 C1(f(O)) : (dF )m = Pni=1( ~@@xiF ) � (d~xi)m :(125)



4. VEKTORFELTER, 2.DEN UDGAVE 35Bevis. Det f�lger let fra (124) og Lemma II.46, at (d~xi)m-erne udg�r en ba-sis, n�ar i l�ber fra 1 til n, s�a lad os vise denne formel: Vi skal alts�a unders�ge(d~xi)m ~( @@xj ), hvor vi minder om, at tilderne betyder, at det er funktioner og vek-torfelter p�a f(O), vi har at g�re med. Vi erindrer om, at ~xi(m) = (f�1(m))i og~( @@xi )(F ) = ( @@xi )(F � f). Alts�a f�as(d~xi)m ~( @@xj ) = ( @@xj )(f�1 � f(x1; : : : ; xn))i = ( @@xj )(xi) = �i;j:(126)Hvis F 2 C1(f(O)) kan vi nu skrive(dF )m = nXi=1 ai � (d~xi)m(127)for visse reelle konstanter a1; : : : ; an. Vi kan �nde v�rdien af disse ved at ladebegge siderne i (127) virke p�a ~( @@xj ) for j = 1; : : : ; n under brug af De�nition II.61og (123). Dette giver klart det p�ast�aede.OBS: Fra nu af dropper vi tilderne p�a ~@@xj , d~xi etc., idet det vil (b�r) v�re klartfra sammenh�ngen, hvorvidt vi t�nker p�a dem som objekter p�a f(O) eller p�a O.I analogi med vektorfelterne indf�rer vi nu kotangentbundtet T �(M):Definition II.64.T �(M) = f!m j m 2M og !m 2 T �m(M)g:(128)Ligesom for tangentbundtet bliver dette en 2n-dimensional di�erentiabel mang-foldighed. Vi udelader detaljerne og anf�rer blot:Proposition II.65. Man kan udstyre T �(M) med en topologi, s�aledes at detbliver en 2n-dimensional mangfoldighed. Givet et atlas A = f(f�; O�) j � 2 Igfor M bliver �A = f( �f�; �O�) j � 2 Ig, hvor, 8� 2 I : �O� = O� �Rn og 8(x; v) =((x1; : : : ; xn); (v1; : : : ; vn)) 2 O� �Rn:�f�(x; v) = nXj=1 vj � (dxj)f�(x)(129)et atlas for T �(M).



36 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERDefinition II.66. Lad U v�re en �aben delm�ngde af M . En 1-form ! p�aU er da et (di�erentiabelt) snit i T �(U), d.v.s. en afbildning U ! T �(U), deropfylder 8m 2 U : !m 2 T �m(U);(130)hvor vi, i standard notation, betegner v�rdien i m af snittet ! med !m. M�ngdenaf 1-former betegnes E1(U).Det er klart, at E1(U) er et vektorrum n�ar sum og skalar multiplikation de�nerespunktvis. Det er ogs�a klart, at vi kan multiplicere 1-former med elementer fraC1(U). Der g�lder endvidere f�lgende:Proposition II.67. Givet elementer X 2 D1(U) og ! 2 E1(U) de�neres et ele-ment !(X) 2 C1(U) ved 8m 2 U : !(X)(m) = !m(Xm). Der g�lder endvidere,at afbildningen E1(U)�D1(U)! C1(U) s�aledes de�neret er biline�r og opfylder8! 2 E1(U)8X 2 D1(U)8 2 C1(U) : !( �X) = ( � !)(X) =  � (!(X))(131)Endelig g�lder naturligvis f�lgende i analogi med Lemma II.46:Lemma II.68. Enhver 1-form p�a f(O), hvor (f;O) er et kort p�aM , har formennXi=1 bi � dxi;(132)hvor, for alle i = 1; : : : ; n; bi 2 C1(f(O)).5. Videreg�aende teoriMed formalismen fra Afsnit 4 til vores disposition kan vi nu indf�re en delinteressante begreber og strukturer.Lad os begynde med at generalisere begrebet indlejret delmangfoldighed. Vierstatter simpelthen det endeligt-dimensionale vektorrum V i De�nition II.5 meden vilk�arlig mangfoldighed. Alle indg�aende begreber er da de�nerede gennemAfsnit 4.Definition II.69. Lad V v�re en endelig-dimensional mangfoldighed af dimen-sion N . En delm�ngde M af V kaldes en nnn-dimensional indlejret delmang-foldighed s�afremtM , n�ar den udstyres med sportopologien, opfylder en af f�lgende�kvivalente betingelser:(1) Til hvert m0 2 M �ndes en omegn U (som altid antaget �aben) af m0 i Vog en afbildning F 2 C1(U;RN�n) s�a F 0m er surjektiv for alle m 2M \ Uog M \ U = fu 2 U j F (u) = 0g.



5. VIDEREG�AENDE TEORI 37(2) Til hvert m0 2 M �ndes en omegn U af m0 i V , en omegn O af et punktx0 2 Rn, samt en afbildning f 2 C1(O;V ) s�a:� f(x0) = m0.� f 0x er injektiv for alle x 2 O.� f er en homeomor� af O p�a M \ U .Ogs�a her vil vi ofte blot bruge betegnelsen delmangfoldighed for en s�adan M .Vi g�ar herefter over til at se p�a virkningen af di�erentiable afbildninger p�avektorfelter. Mere pr�cist, lad  : M ! N v�re en di�erentiabel afbildning fraen mangfoldighed M til en mangfoldighed N og lad X v�re et vektorfelt p�a M .Der g�lder s�a ikke, at  0(X) n�dvendigvist er et vektorfelt p�a N (eller p�a billedet (M)). Vi indf�rer da f�lgende begreb, der benytter formuleringen af et vektorfeltsom et snit i tangentbundtet:Definition II.70. Vektorfelterne X p�a M og Y p�a N siges at v�re    -relate-rede s�afremt  0 �X = Y �  :(133)Proposition II.71. Lad  : M ! N . Lad vektorfelterne Xi v�re  -relatere-de til vektorfelterne Yi for i = 1; 2. Da er Lieparantesen [X1;X2]  -relateret til[Y1; Y2].Bevis. Dette f�lger ved at vikle de�nitionerne ud og overlades til l�seren.Vi slutter af med et kik p�a Liegrupper.Definition II.72. En gruppe G, der samtidig er en di�erentiabel mangfoldig-hed, kaldes en Liegruppe s�afremt afbildningenG �G 3 (a; b)! a � b�1(134)er di�erentiabel.Definition II.73. Lad a 2 G. AfbildningenLa : G! G : La(g) = a � g(135)kaldes venstretranslation ved aaa. Dette er klart en bijektiv afbildning af G p�aG.Et vektorfelt X p�a G kaldes venstreinvariant s�afremt8a; g 2 G : L0a(Xg) = Xa�g ,(136) 8a 2 G : L0a �X = X � La:



38 II. DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDERMed andre ord, X er venstreinvariant, hvis og kun hvis det er La-relateret til sigselv for ethvert a 2 G. Vi s�tterg = fX j X er et venstreinvariant vektorfelt p�a Gg;(137)og kalder g for Liealgebraen h�rende til G. Denne er klart et vektorrum.Det f�lger fra (136), at et venstreinvariant vektorfelt er fuldst�ndigt bestemtved sin v�rdi i Xe 2 Te(G). Omvendt kan man med lidt mere besv�r overbevisesig om, at der ved opskriften Xa = L0a(Xe)(138)de�neres et di�erentiabelt venstreinvariant vektorfelt p�a G for enhver vektor Xe 2Te(G). Alt ialt betyder dette, at vi har:Lemma II.74. Afbildningeng 3 X ! Xe 2 Te(G)(139)er en line�r isomor�. Specielt har G og g samme dimension (nemlig dimensionenaf Te(G)).Det f�lger endvidere fra (136) og Proposition II.71 at Lieparantesen mellem tovenstreinvariante vektorfelter igen er venstreinvariant. Liealgebraen g h�rende tilG er med andre ord et vektorrum g udstyret med en bilinearformg� g 3 X;Y ! [X;Y ] 2 g;(140)der opfylder 8X;Y;Z 2 g: [X;Y ] = �[Y;X] og(141) [[X;Y ]; Z] + [[Y;Z];X] + [[Z;X]; Y ] = 0 (Jacobi)(142)Definition II.75. Et vektorrum g udstyret med en bilinearformg� g 3 X;Y ! [X;Y ] 2 g;(143)der opfylder ( 141) og ( 142), kaldes en Liealgebra.



KAPITEL IIIRiemannske mangfoldigheder1. DelmangfoldighederVi vender her tilbage til det tilf�lde, hvor M er en indlejret delmangfoldighed iet endelig-dimensionalt vektorrum V . Vi vil i det f�lgende v�lge et fast euklidskindre produkt h�; �iV p�a V . Dette er per de�nition:biline�rt: AfbildningenV � V 3 v;w! hv;wiV 2 R er line�r b�ade iv og i w.symmetrisk: 8v;w 2 V : hv;wiV = hw; viV :positiv de�nit: hv; viV � 0 og hv; viV = 0, v = 0:Definition III.1. En afbildning Q : V ! R kaldes en kvadratisk form, hvis detfor alle vektorer v1; : : : ; vr 2 V (r vilk�arligt) g�lder, atRr 3 (t1; : : : ; tr)! Q(t1v1 + � � �+ trvr)(144)er et homogent anden-grads polynomium.Da specielt Q(tv) = t2Q(v), er det nok at kende Q's v�rdi p�a enhedsvektorer.Der g�lder endvidere f�lgende s�tning fra line�r algebra:Proposition III.2. Enhver kvadratisk form Q har formenv! hAQ(v); viV(145)for en symmetrisk line�r afbildning AQ : V ! V .Den f�rste fundamentalform. Eftersom det for ethvert m 2 M g�lder, atTm(M) � V , kan vi lade Tm(M) arve det indre produkt fra V . Derved bliverTm(M) selv et euklidisk vektorrum. Vi vil ind imellem betegne dette indre pro-dukt med h�; �iTm(M), eller blot h�; �i, n�ar det er klart fra sammenh�ngen, hvad vi39



40 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERmener. Vi vil fra tid til anden holde �je med, hvordan de st�rrelser, vi konstruerer,afh�nger af dette indre produkt.Definition III.3. Den kvadratiske form Im p�a Tm(M) de�neret ved8v 2 Tm(M) : Im(v) = hv; viTm(M) (= hv; viV )(146)kaldes den f�rste fundamentalform p�a M i m.Lad (f;O) v�re et kort p�a M . Det er nu naturligt at udtrykke den f�rstefundamentalform med hensyn til dette.Definition III.4. Lad m = f(x). St�rrelserne gij(x); i; j = 1; : : : ; n, givet vedgij(x) = hfxi; fxjiTm(M ) ;(147)kaldes koe�cienterne af den f�rste fundamentalform i m med hensyn tilparametriseringen (f;O).Proposition III.5. Der g�lder for alle i; j = 1; : : : ; n, at funktionen x !gij(x) tilh�rer C1(O). V�rdierne af disse funktioner i et punkt x 2 O bestemmertilsammen fuldst�ndigt den f�rste fundamentalform i f(x).Bevis. Eftersom f jo per antagelse er en C1 funktion fra O til V , er det klart,at gij -erne ogs�a bliver C1. Da endvidere en vilk�arlig vektor v 2 Tm(M) entydigtkan skrives som en linearkombination v = Pni=1 ai � fxi , med a1; : : : ; an 2 R, ogeftersom det indre produkt er biline�rt, f�lger resten af p�astanden ogs�a let.Bem�rkning III.6. Proposition III.5 viser, at tilordningen til m 2 M af detindre produkt h�; �iTm(M) i en passende forstand er di�erentiabel som funktion afm. Bem�rk i�vrigt, at et begreb som kurvel�ngde kun afh�nger af den f�rstefundamentalform p�a M :s(t) = Z tt0 k�0(u)kdu = Z tt0(I�(u)(�0(u)))1=2du:(148)Den anden fundamentalform. Ved at se p�a kurvers krumning, dels som kurveri V og dels som kurver p�aM , f�as 
ere interessante st�rrelser. Lad �(t) = f(x(t)) =



1. DELMANGFOLDIGHEDER 41f(x1(t); : : : ; xn(t)) v�re en kurve p�a M , forl�bende indenfor en koordinatomegnf(O). Vi har nu (cf. (77))�0(t) = nXj=1 dxjdt fxj(x(t)) og(149) �00(t) = nXj=1 d2xjdt2 fxj(x(t)) + nXj;k=1 dxjdt dxkdt fxjxk(x(t));hvor fxjxk = @2@xj@xk f . Vi indf�rer nu betegnelsenhjk = ProjNf(x)(M )(fxjxk) = Proj?(fxjxk)(150)for projektionen af fxjxk p�a normalplanen Nf(x)(M) til M i f(x). Observer, athjk = hkj .Definition III.7. Lad v 2 Tm(M). Lad � v�re en kurve med �(t0) = m og�0(t0) = v. Lad H(v) = Proj?�00(t0) :(151)Afbildningen v! H(v) kaldes den anden fundamentalform p�a M i m.S�tning III.8 (Meusniers S�tning). Lad v = Pni=1 vifxi 2 Tm(M). Lad �v�re en kurve p�a M med �(t0) = m og �0(t0) = v. Da erH(v) = Pnj;k=1 vjvkhjk(x) :(152)Specielt er H(v) alts�a velde�neret. Videre g�lder, hvis kurvens krumning k�(m) im er forskellig fra 0, atH(v) = k�(m) � kvk2 � Proj?(n�(m)) ;(153)hvor n�(m) betegner kurvens hovednormal. Hvis k�(m) = 0 er H(v) = 0.Bevis. Bem�rk, at det f�rste led i �00(t) i (149) ligger i T�(t)(M). Formel(152) f�lger da direkte fra (149) og (150). Endelig f�lger (153) og de efterf�lgendebem�rkninger direkte fra de�nitionen i forbindelse med (13) side 3.Bem�rkning III.9. Det \overraskende" er dels, at H er kvadratisk i v og dels,at det er en krumningsst�rrelse, der kun afh�nger af kurvens tangentvektor i punk-tet. Den tilsvarende bilinearform H(�; �) : Tm(M) � Tm(M) ! Nn(M) er ogs�a



42 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERuafh�ngig af den valgte lokale parametrisering og er givet, for va = Pni=1 vai fxi ogvb =Pnj=1 vbjfxj i Tm(M), vedH(va; vb) = H( nXi=1 vai fxi; nXj=1 vbjfxj) = nXi;j=1 vai vbjhij:(154)Christo�elsymboler. Vi forts�tter med at se p�a et fast kort (f;O) p�a voresdelmangfoldighedM og g�ar nu i gang med at unders�ge tangentialkomponenterneaf �00. Til dette form�al observerer vi f�lgende:Lemma III.10. Givet i; j 2 f1; : : : ng, �ndes funktioner �kij 2 C1(O), k =1; : : : ; n, s�a 8x 2 O : fxixj(x) = Pnk=1 �kij(x)fxk(x) + hij(x) :(155)Bevis. Dette f�lger, fordi Tm(M) og Nm(M) er orthogonale og tilsamme ud-sp�nder hele rummet, og fordi ffxi(x)gni=1 er en basis for Tf(x)(M) for alle x 2O.Definition III.11. Funktionerne �kij kaldes Christo�elsymbolerne af f�rsteart (med hensyn til parametriseringen (f;O)). Endvidere kaldes funktionerne8i; j; k = 1; : : : ; n : �ijk = hfxixj ; fxki(156)for Christo�elsymbolerne af anden art (med hensyn til parametriseringen(f;O)).Bem�rkning III.12. I den �ldre litteratur er notationen for disse [ij; k] � �ijkog ( kij ) � �kij . Bem�rk, at �kij = �kji og �ijk = �jik.Proposition III.13. Christo�elsymbolerne er fuldst�ndigt bestemte ud fra ko-e�cienterne til den f�rste fundamentalform. Helt konkret g�lder�ijk = 12( @@xj gik + @@xigjk � @@xk gij)�rij = nXl=1 grl�ijl ;(157)



1. DELMANGFOLDIGHEDER 43hvor (gij) betegner den inverse matrix til (gij). Endelig g�lder@gik@xj = �ijk + �kji :(158)Bevis. Hvis vi tager det indre produkt med fxl i (155) f�ar vi:nXk=1 �kijgkl = �ijl:(159)Multipliceres denne ligning med grl og summes derefter over l f�as:nXl=1 nXk=1 �kijgklgrl = nXl=1 grl�ijl )(160) �rij = nXl=1 grl�ijl;eftersom nXl=1 gklgrl = nXl=1 gklglr = �k;r(161)per de�nition af den inverse matrix og under brug af, at gij -erne, og dermed ogs�agij -erne, er symmetriske i i; j.Vi mangler stadig at beregne �ijk. Til det form�al betragter vi f�lgende treligninger: @@xk gij = @@xk hfxi ; fxji = hfxkxi; fxj i+ hfxi; fxkxji(162) @@xigjk = @@xi hfxj ; fxki = hfxixj ; fxki + hfxj ; fxixki@@xj gki = @@xj hfxk ; fxii = hfxjxk ; fxii + hfxk ; fxjxii:L�gges de to nederste sammen, og tr�kkes den �verste fra dette, f�as resultatet,da der jo g�lder, at fxjxk = fxkxj for alle j; k = 1; : : : ; n. Formel (158) f�lger, dagjl er symmetrisk i j; l.Vi kan nu opsummere formlen for �00 somd2fdt2 (x(t)) = Pnj=1(d2xjdt2 +Pni;k=1 �jik dxidt dxkdt )fxj +Pnj;k=1 dxjdt dxkdt hjk(x(t)) :(163)



44 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERKovariant a
edet; geod�t.S�tning III.14. Lad s! �(s) v�re en kurve parametriseret ved kurvel�ngde;8s : k� 0(s)k = 1. Da erk� � ProjT�(s)(M )(n�(s)) = Pnj=1(d2xjds2 +Pni;k=1�jik dxids dxkds )fxj ;(164)hvor k� betegner kurvens krumning og n� betegner kurvens hovednormal (hvis k� =0 s�ttes venstresiden til 0). Specielt er h�jresiden uafh�ngig af parametriseringen(f;O).Bevis. Da � 00(s) = k�(s) � n�(s), f�lger dette af (163) med �(s) = f(x(s)).Definition III.15. L�ngden af vektoren p�a venstresiden af ( 164) kaldes dengeod�tiske krumning1 og betegnes kg(s). Retningen af vektoren kaldes dengeod�tiske hovednormalretning. Endvidere s�ttes kn(s) = kH(� 0(s))k, ogdenne st�rrelse kaldes normalkrumningen2.Lemma III.16. k2(s) = k2g(s) + k2n(s) :(165)Bevis. Dette er blot Pythagoras.Definition III.17. F�lgende kurver kaldes geod�ter,:? En kurve I 3 s! �(s), parametriseret ved kurvel�ngde, s�afremt den geod�tiskekrumning er identisk nul; 8s 2 I : kg(s) = 0:(166)?? Kurver af formen �k(s) = �(k � s), med k 6= 0 en reel konstant, s�afremt � = �1opfylder ?.? ? ? Konstante kurver 
m, hvor 8t : 
m(t) = m.Bem�rkning III.18. Det geometriske indhold af den geod�tiske krumning er,at det er den del af krumningen af kurven, der kan \m�rkes" p�a delmangfoldig-heden. (Hvis vi forestiller os et v�sen, der lever p�a denne|somme tider kaldet et
adedyr|kan dette ikke m�rke normalkomponenten af accelerationen � 00(s).)I forts�ttelse af dette er det naturligt at de�nere de objekter p�aM , der skal svaretil de rette linier i euklidiske vektorrum, som de kurver, der ingen accelerationhar, set fra delmangfoldigheden. De geod�tiske kurver er s�aledes en naturliggeneralisation af de rette linier. Det kan yderligere vises (se Bem�rkning III.681For kurver p�a hyper
ader i R3 kan vi tilordne denne et fortegn.2For orienterede hyper
ader kan denne ogs�a tilordnes et fortegn.



1. DELMANGFOLDIGHEDER 45side 62), at den kortest mulige vej fra p til q er givet ved en geod�t (men der kangodt v�re 
ere forskellige geod�ter fra p til q).At tilf�ldene ?? og ? ? ? medtages er m�aske i sig selv rimeligt nok, men der erfaktisk ogs�a en mere konkret begrundelse, der har at g�re med det n�ste Lemma:Lemma III.19 (Geod�t). Lad I 3 t ! �(t) = f(x(t)) v�re en kurve p�a M ,l�bende i en koordinatomegn f(O) (I er et interval). Antag8t 2 I : 8j = 1; : : : ; n : d2xjdt2 +Pni;k=1 �jik dxidt dxkdt = 0 :(167)Da er � en geod�t.Bevis. Enten er � konstant, og s�a er ??? jo opfyldt, eller ogs�a �ndes et interval~I, s�a 8t 2 ~I : �0(t) 6= 0. If�lge (163) medf�rer (167), at �00 st�ar vinkelret p�atangentplanen. Der g�lder derfor, at8t 2 ~I : ddth�0(t); �0(t)i = 2 � h�00(t); �0(t)i = 0;(168)og dermed er k�0k = k, hvor k er en konstant, der n�dvendigvis m�a v�re forskelligfra 0. Det f�lger fra dette ved kontinuitet, at k�0k = k p�a hele de�nitionsinterval-let. Vi kan derfor betragte kurven �(s) = �( sk ), som klart er parametriseret vedbuel�ngde og har kg � 0 (overvej!).Ideen med at projicere a
edede ned p�a tangentplanen kan generaliseres til densituation, hvor vi har et vilk�arligt vektorfelt v(t) langs en kurve �(t) (det tidligerebetragtede svarer s�a til v(t) = �0(t)). Derved f�ar vi de�neret begrebet kovarianta
edet :Definition III.20. Hvis v(t) er et vektorfelt langs en kurve �(t) = f(x(t)),de�neres den kovariant a
edede af v m.h.t. �(t) somr�0(t)v(t) = ProjT�(t)(dvdt ) (2 T�(t)(M));(169)hvor ProjT�(t) betegner projektion p�a tangentplanen til M i �(t).Hvis m 2M , Xm 2 Tm(M) og v er et vektorfelt p�a M , de�neret i en omegn afm, de�nerer vi rXmv = �r�0(t)v(t)� (t0) (2 Tm(M)) ;(170)hvor � er en kurve, der opfylder: �(t0) = m og �0(t0) = Xm (og v(t) = v(�(t))).



46 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDER
H(v)N�(t)(M)�00(s)�00(t)r�0(s)�0(s)r�0(t)�0(t)T�(t)(M)v = � 0(s) = �0(t) h�00(t); �0(t)i�0(t)

Figur III.3. Den kovariant a
edede af tangentfeltet til en kurve �og den kovariant a
edede til tangentfeltet kurven �, svarende til enomparametrisering af � til kurvel�ngde, er normalt forskellige, ogs�aselvom �0(t) i det betragtede punkt har l�ngde 1. Der g�lder dog,at r�0(t)�0(t) = 0) r�0(t)� 0(t) = 0. Bem�rk i �vrigt, at r�0(t)� 0(t)er vinkelret p�a v (hvorfor?)



1. DELMANGFOLDIGHEDER 47Bem�rkning III.21. Observer, at dette er en invariant de�nition (uden refe-rence til et kort). Bem�rk ogs�a, at i et givet punkt p�a kurven �(t) afh�nger ( 169)kun af �0(t) (samt naturligvis af vektorfeltet v|sidstn�vnte skal v�re kendt i enhel omegn, da det jo di�erentieres).Proposition III.22. Hvis v(t) =Pni=1 vi(t) � fxi(x(t)), da err�0(t)v(t) = ( nXi=1 dvidt fxi) + ( nXi=1 vi( nXk=1 dxkdt ( nXj=1�jikfxj)))= nXj=1 dvjdt + nXi=1 vi nXk=1 dxkdt �jik! fxj :(171)Bevis. Vi har v0(t) = ( nXi=1 dvidt fxi) + ( nXi=1 vi( nXk=1 dxkdt fxixk)):(172)Den f�rste formel f�lger da let fra (155). Den anden er blot en omskrivning af denf�rste.Indf�res for et �jeblik notationen ei = ei(t) = fxi(x(t)) kan vi skrive �0(t) =Pj �jej, hvor 8j : �j = dxjdt og v(t) =Pi viei. Derved f�ar f�rste linie i (171) formenr�0(t)v(t) = ( nXi=1 dvidt ei) + ( nXi=1 vi( nXk=1 �k( nXj=1�jikej)));(173)hvilket viser, at den kovariant a
edede kun afh�nger af den f�rste fundamental-form p�a M , hvilket jo er noget overraskende, eftersom vi jo brugte det omkring-liggende rum til at projicere fra.I det vigtige specialtilf�lde hvor v(t) = �0(t) f�rer en sammenligning af udtryk-kene i (171) og (167) let til f�lgende vigtige karakterisation af geod�ter:Korollar III.23 (Geod�t). Lad I 3 t ! �(t) = f(x(t)) v�re en kurve p�aM , l�bende i en koordinatomegn f(O) (I er et interval). Da er � en geod�t, hvisog kun hvis �0 er kovariant konstant, alts�a hvis og kun hvis8t 2 I : r�0(t)�0(t) = 0 :(174)Gaussligningerne. Efter at have studeret tangentialkomponenterne af de a
e-dede af vektorfelter, som jo selv er tangentielle, g�ar vi nu i gang med at studerefelter af vektorer, der st�ar vinkelret p�a delmangfoldighedenM .



48 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERDefinition III.24. Et normalfelt n p�a m er tilordningen til hvert punkt m 2M af en vektor n(m) i normalplanen Nm(M) til M i m. Et normalfelt er medandre ord et snit i normalbundtet.Lemma III.25. Lad n v�re et normalfelt de�neret i en koordinatomegn f(O).Betragt funktionen x! n(x) = n(f(x)) (notationsm�ssigt skelner vi som s�dvanligikke mellem funktionen p�a f(O) og funktionen p�a O). Der g�lder8i = 1; : : : ; n : ProjTf(x)M  @n@xi (x)! = nXk=1 nikfxk(x) hvornik = � nXj=1hhij ; nigkj :(175)Bevis. Det er klart, at den f�rste linie i (175) g�lder for visse funktioner nik|ffxk(x)gnk=1 udg�r jo en basis for Tf(x)M i hvert punkt f(x). Endvidere g�lder,at hn; fxji � 0. Di�erentieres denne ligning f�ash @n@xi (x); fxji+ hn; fxixji = 0;(176)og dermed ved inds�ttelse af (175) samt brug af (155),nXk=1 nikgkj = �hhij; ni:(177)Udtrykket for nik f�lger let fra dette (se i�vrigt beviset for Proposition III.13side 42).Vi de�nerer nu to n�rtbesl�gtede st�rrelser med 4 indices. Vi skal senere se, atde svarer til to 4-tensorer, som har fundamental betydning.Definition III.26.Rpijk = nXl=1 (hhik; hjli � hhij ; hkli) glp; ogRlijk = hhik; hjli � hhij ; hkli:(178)Bem�rkning III.27. Vi kan g�a frem og tilbage mellem de to slags R'er ved ath�ve (eller s�nke) et index via fgijg (fgijg). Observer ogs�a, at R-erne afh�ngerkraftigt af den anden fundamentalform.



1. DELMANGFOLDIGHEDER 49S�tning III.28.Rpijk = @�pik@xj � @�pij@xk + nXl=1(�lik�plj � �lij�plk)Rlijk = @�ikl@xj � @�ijl@xk + nXp=1(�pij�klp � �pik�jlp):(179)Bevis. Vi kan beregne fxkxixj = @fxixj@xk ud fra (155). Vi vil specielt interes-sere os for tangentialkomponenterne og kan ved di�erentiationen af hij benytteLemma III.25, idet hij jo er er normalfelt. Derved f�asfxkxixj = nXp=1(@�pij@xk + nXl=1 �lij�plk � nXl=1hhij; hkliglp)fxp mod Nf(x)(M);(180)hvor \mod Nf(x)(M)" betyder, at h�jresiden og venstresiden har samme tangen-tialkomponent. Eftersom fxkxixj = fxjxixk f�ar vi n ligninger (en fra hver fxp), derforbinder hij-er med �klp-er. Ved omgruppering af disse f�as den f�rste ligning i(179) let.For at vise den anden ligning minder vi om, at �ikl = hfxixk ; fxli ((156)), ogdermed bliver@@xj �ikl � @@xk�ijl = hfxjxixk ; fxli+ hfxixk ; fxjxli � hfxkxixj ; fxli � hfxixj ; fxkxli= hfxixk ; fxjxli � hfxixj ; fxkxli:(181)Inds�ttes (155) i dette f�lger ligningen direkte.Definition III.29. Den 4-line�re formR(va; vb; vc; vd) = Pni;j;k;l=1Rlijkval vbivcjvdk ;(182)de�neret p�a Tm(M) � Tm(M) � Tm(M) � Tm(M) og med v�rdier i R og hvor,som s�dvanlig, nedre indices refererer til vektorens koordinater med hensyn til denkanoniske basis ffxigni=1, kaldes Riemanns krumningstensor.Lemma III.30. Riemanns krumningstensor afh�nger ikke af den valgte parame-trisering, men kun af tangentvektorerne. Den er antisymmetrisk i parret va; vb ogi parret vc; vd, men er symmetrisk hvis disse par byttes om.Bevis. Det f�lger fra De�nition III.26 (se ogs�a (154)) atR(va; vb; vc; vd) = hH(va; vc);H(vb; vd)i � hH(va; vd);H(vb; vc)i:(183)



50 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERP�astandene f�lger direkte fra denne formel.Definition III.31.Rjl = nXi;k=1Rijklgik = nXk=1Rkjkl = nXk=1Rklkj:(184)Den tilsvarende bilinearformTm(M) 3 va; vb ! nXj;l=1Rjlvaj vbl = Ric(va; vb)(185)kaldes Ricci tensoren. Endelig kaldesS =Xj;l gjlRjl(186)for skalarkrumningen eller krumningsinvarianten.Lemma III.32. Ricci tensoren og skalarkrumningen er uafh�ngige af den valgteparametrisering.Bevis. Dette g�ar tilbage til, at Riemann tensoren samt metrikken fgijg er inva-riant de�nerede. Endvidere fremkommer de ved kontraktion (sum over det samme�vre og nedre index), hvilket er en invariant (basis-uafh�ngig) operation. Se i�vrigt appendixet om tensorer.2. Krumningen af hyper
aderDefinition III.33. Lad V v�re et vektorrum af dimension n + 1 (n 2 N). Enhyper
ade M i V er da en indlejret delmangfoldighed af V af dimension n.Vi bem�rker, at normalplanen i hvert punkt er 1-dimensional|specielt er deri hvert punkt m 2 M pr�cist to enhedsvektorer �N(m), der \st�ar vinkelret" p�aM .Definition III.34. En hyper
ade kaldes orienterbar s�afremt der �ndes et dif-ferentiabelt felt N af enhedsnormalvektorer til M ,8m 2M : N(m) 2 Nm(M) og kN(m)k = 1 :(187)I det f�lgende vil vi antage, at vore hyper
ader er orienterbare med en fastvalgt funktion N . Faktisk vil vi det meste af tiden benytte et fast (men vilk�arligt)kort (f;O), og man kan vise, at f(O) altid er orienterbar. Bem�rk i �vrigt, at8m 2M : N(m) 2 Sn.Definition III.35. Betragtet som afbildning M N! Sn kaldes N for Gaussaf-bildningen.



2. KRUMNINGEN AF HYPERFLADER 51I den givne situation bliver H(v) (side 41) proportional med N . Der er da tra-dition for ogs�a at kalde proportionalitetsfaktoren for den anden fundamentalform:Definition III.36. For en hyper
ade M kaldes ogs�aIIm(v) = hH(v); N(m)i(188)for den anden fundamentalform p�a M .Vender vi nu tilbage til funktionerne hij ((150) side 41), kan vi de�nereDefinition III.37.lij(x) = hhij(x); N(x)i (, hij = lij �N)= hfxixj ; N(x)i; oglki = nXj=1 gkjlij:(189)Funktionerne lij kaldes koe�cienterne af den anden fundamentalform ogfunktionerne lki kaldes koe�cienterne af den anden fundamentaltensor(med hensyn til de lokale koordinater (f;O)). Bem�rk i �vrigt, at lij er symmetriski i; j, hvorimod lki normalt ikke er er symmetrisk i i; k.Proposition III.38. Di�erentialet dNm kan betragtes som en line�r afbildningTm(M)! Tm(M). Som s�adan er det en symmetrisk afbildning. Med andre ord,8va; vb 2 Tm(M) : hdNm(va); vbi = hva; dNm(vb)i :(190)Bevis. Lad os udregne di�erentialet af N m.h.t. vores kort (f;O):dN(fxi) = ddtN(f(x1; : : : ; xi + t; : : : ; xn)) = @@xiN:(191)Af observationen (N; @@xiN) = 0 f�as, at f�rste linie i (175) kan sk�rpes til@@xiN = � nXl;k=1hhil; Nigklfxk = � nXl;k=1 lilgklfxk = � nXk=1 lki fxk ;(192)(alts�a ikke blot \modulo noget"). Vi ser, at resultatet er en vektor i Tf(x)(M),hvilket vi nu ogs�a kunne have forudset, da tangentplanen til N(x) 2 Sn jo



52 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERnetop er parallel med tangentplanen til f(x) 2 M . Da vi per linearitet har,at dN(Pni=1 tifxi) = Pni=1 ti @@xiN f�as nuhdN( nXi=1 tifxi); nXj=1 sjfxji = � nXi=1 nXj=1 nXl;k=1 tisjlilgklgkj = � nXi;j=1 lijtisj :(193)Symmetrien fremg�ar klart af dette.Bem�rkning III.39. Ligningen (190) er de�nitionen p�a, at en line�r afbild-ning er symmetrisk. I en orthonormal basis feigni=1 bliver matricen symmetrisk.Vi minder nu om en velkendt s�tning fra line�r algebra, der siger, at enhversymmetrisk matrix kan diagonaliseres.Definition III.40. Lad feigni=1 v�re en orthonormalbasis i Tm(M) s�aledes, at8i = 1; : : : ; n : �dNm(ei) = Kiei :(194)Retningerne bestemt af vektorerne ei; i = 1; : : : ; n, kaldes hovedretningerne ogegenv�rdierne K1; : : : ;Kn kaldes de tilsvarende hovedkrumninger. Videre de�-neres Gausskrumningen K og middelkrumningen A vedK = det(�dN) = Yi Ki ogA = 1n � tr (�dN) = 1n � nXi=1Ki:(195)Proposition III.41. Udtrykt i vores basis ffxigni=1 er dN � �flki g. Specielt erderfor K = det(flki g) = det(flijg)=det(fgijg) ogA = 1n � nXi=1 lii = 1n � nXi;j=1 gijlij:(196)Bevis. Det f�lger af (191) og (192), at matricen for dN er givet ved at haveden ik-te koe�cient givet ved �Pnl=1 lilgkl. Men dette er jo i f�lge (189) netop detangivne. Det resterende f�lger direkte fra De�nition III.40.Definition III.42. Lad e betegne en enhedsvektor i Tm(M). Da de�nerer esammen med N(m) en to-dimensional plan. Snittet mellem denne ogM er (lokalt)en regul�r kurve �e (overvej) som, n�ar den parametriseres ved buel�ngde s ud fram, opfylder: �e(0) = m, �0e(0) = e og �00e (0) / N(m) (proportionale). (Den sidste



2. KRUMNINGEN AF HYPERFLADER 53observation f�lger fra, at �00e(0) dels er vinkelret p�a e, dels ligger i planen udsp�ndtaf fe;N(m)g|for her ligger hele kurven �e jo per de�nition). Denne kurve kaldesnormalsnittet bestemt af e. Vi har alts�a �00e (0) = kn(e) � N(m) hvor kkn(e)k erlig normalsnittets krumning. Vi kalder kn(e) normalkrumningen i e's retning.Vi har nu f�lgende geometriske tolkning af den anden fundamentalform:Proposition III.43. Lad e 2 Tm(M) v�re en enhedsvektor. Da erIIm(e) = kn(e) :(197)Bevis. Det f�lger fra (193) kombineret med (189), at der g�lder8v 2 Tm(M) : IIm(v) = �hdN(v); vi = hH(v); Ni(198)og derfor specielt for enhedsvektorer. P�astanden vedr�rende krumningen f�lgerfra Meusniers S�tning side 41.Vi vender os nu mod Riemann tensoren. Vi kan give en s�rlig simpel formel fordenne ved benyttelse af vektorerne feigni=1 fra De�nition III.40:S�tning III.44.R(va; vb; vc; vd) = 12 Pni;j=1KiKj ������ hva; eii hva; ejihvb; eii hvb; eji ������ � ������ hvc; eii hvc; ejihvd; eii hvd; eji ������(199)Bevis. Vi begynder med at observere, at8vx; vy 2 Tm(M) : H(vx; vy) = �hdNm(vx); vyi �N;(200)hvilket f�lger fra (154) sammenholdt med (193). Hvis vi udvikler en vektor vx p�avores basis feigni=1 f�asvx = nXi=1hvx; eii � ei og dermed � dNm(vx) = nXi=1Ki � hvx; eii � ei:(201)Inds�ttes dette i (183) f�as R(va; vb; vc; vd) =Pni;j=1KiKj(hva; eiihvc; eiihvb; ejihvd; eji � hva; eiihvd; eiihvb; ejihvc; eji);(202)og dermed, p.g.a. symmetrien, R(va; vb; vc; vd) =Pnj;i=1KjKi(hva; ejihvc; ejihvb; eiihvd; eii � hva; ejihvd; ejihvb; eiihvc; eii):(203)



54 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERL�gges de to ligninger sammen og ganges resultatet med 12 , f�as det �nskede.I tilf�ldet n = 2 er����� hvx; e1i hvx; e2ihvy; e1i hvy; e2i �����2 = hvx; vxihvy; vyi � hvx; vyi2;(204)og denne st�rrels angiver kvadratet p�a arealet af parallellogrammet udsp�ndt afvx og vy.S�tning III.45. (GAUSSES TEOREMA EGREGIUM3) For en hyper
ade iR3 afh�nger Gausskrumningen K kun af den f�rste fundamentalform. Helt pr�cistg�lder, at K = R(vx; vy; vx; vy), hvis vx; vy er et par vinkelrette enhedsvektorer itangentplanen.Bevis. Der g�lder her, at K = K1K2. Endvidere beh�ver man kun at summereover i 6= j i (199), og det giver i vores tilf�lde to identiske led. Resultatet f�lgernu af (204).Bem�rkning III.46. Det overraskende og \ypperlige" ved denne s�tning er, atselvom krumning er de�neret i forhold til det omkringliggende rum, s�a �ndes deren krumningsst�rrelse, K, som kun afh�nger af forhold p�a selve 
aden. Den kans�aledes bestemmes af et \
adedyr".Lemma III.47. For en hyper
ade M g�lderRic(vb; vd) = Xi6=j KiKjhvb; ejihvd; eji og(205) S = Xi6=j KiKj =  nXi=1Ki!2 � nXi=1K2i :N�ar specielt dim(M) = 2 erRic(vb; vd) = K � hvb; vdi og S = 2K:(206)Bevis. Resultatet vedr�rende Ric f�as fra (199) ved at s�tte va = vc = ekog derefter summe over k. Se i �vrigt (185) og bem�rk, at eftersom feigni=1er en orthonormalbasis, svarer fgijg til identiteten. Endelig f�as S ved at s�ttevb = vd = el og summe over l.3Egregium: Uds�gt, ypperligt.



3. ABSTRAKTE MANGFOLDIGHEDER 55Definition III.48. Lad va; vb v�re to orthogonale enhedsvektorer i Tm(M). Dakaldes R(va; vb; va; vb)(207)snitkrumningen af snittet bestemt at va; vb. Vi siger, at M er positivt (negativt)krummet i m, hvis alle snitkrumninger er positive (negative).Bem�rkning III.49. F�llesm�ngden mellem rummet udsp�ndt af fNm; va; vbgog M er lokalt en 2-dimensional delmangfoldighed. Snitkrumningen er pr�cistGausskrumningen af denne delmangfoldighed i m (se i �vrigt Teorema Egregium).Det er klart, at denne kun afh�nger af planen udsp�ndt af va; vb.Definition III.50. Bilinearformen p�a Tm(M) givet vedE(va; vb) = Ric(va; vb)� 12S � hva; vbi(208)kaldes Einstein tensoren i m.Bem�rkning III.51. Metrikken h�; �i skal erstattes med et s�akaldt Lorentz indreprodukt (eller Lorentz metrik),fgijg ! feijge11 = 1; e22 = � � � = enn = �1 og eij = 0 for i 6= j;(209)og dimensionen af M skal v�re �re, for at vi f�ar den \rigtige" Einstein tensor.For hyper
ader i R3 benyttes f�lgende terminologi:Definition III.52. Et punkt m kaldes� elliptisk hvis det(dNm) > 0.� hyperbolsk hvis det(dNm) < 0.� parabolsk hvis det(dNm) = 0 men tr (dNm) 6= 0.� plan�rt hvis dNm = 0.Disse tilf�lde er disjunkte og udt�mmer samtlige muligheder (overvej).3. Abstrakte mangfoldighederVi skal her betragte abstrakte mangfoldigheder udstyrede med en metrik. Vivil fors�ge at generalisere s�a mange begreber som muligt fra tilf�ldet med endelmangfoldighed.Definition III.53. En (abstrakt) Riemannsk mangfoldighed er en di�erentiabelmangfoldighed udstyret med en metrik g, hvor vi med metrikken g forst�ar tilord-ningen til hvert tangentrum Tm(M) af en symmetrisk, positiv de�nit bilinearform



56 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERgm(�; �) (ofte ogs�a betegnet h�; �im eller blot h�; �i) p�a en s�adan m�ade, at i et vilk�arligtkort (f;O) er samtlige funktioner8i; j = 1; : : : ; n : gij(x) Def:= gf(x) � @@xi ; @@xj�(210)uendeligt ofte di�erentiable p�a O. Hvis X og Y er vektorfelter p�a M er funktionenm ! gm(Xm; Ym) = hXm; Ymi s�aledes en C1-funktion. Denne vil oftest blivebetegnet hX;Y i.Fra nu af betegner M altid en vilk�arlig Riemannsk mangfoldighed af dimensionn. D1(M) betegner ogs�a her m�ngden af glatte vektorfelter p�aM . Vi starter medat udn�vne en tidligere s�tning (Proposition III.13) til at v�re en de�nition:Definition III.54. Christo�elsymbolerne af f�rste art og af anden art(med hensyn til parametriseringen (f;O)) er givet ved, henholdsvis,�ijk = 12  @@xj gik + @@xigjk � @@xk gij! og(211) �rij = nXl=1 grl�ijl;hvor (gij) betegner den inverse matrix til (gij).Vores f�rste generalisation er nuDefinition III.55. Lad X og Y v�re vektorfelter p�a M . Den kovariant af-ledede rXY af Y i X's retning er da det vektorfelt, der, n�ar i lokale koordinaterX = nXj=1Xj @@xj og Y = nXi=1 Y i @@xi ;(212)er givet ved rXY = Pnj=1(X(Y j) +Pni;k=1�jikXkY i) @@xj :(213)Denne de�nition er direkte overtaget fra den anden linie i (171) side 47, hvorled af typen dvidt netop er lig (dvi(�0(t))) = (�0(t))(vi), og hvor den sidste ligninger de�nitionen p�a, hvorledes vektorfelter virker p�a funktioner|eller 1-former aftypen d virker p�a vektorfelter. Se i �vrigt De�nition II.47. Vi kan endvidereogs�a overf�re de�nitionen af den kovariant a
edede af et vektorfelt langs en kurveved simpelthen at erstatte leddene med fxi(i = 1; : : : ; n) i Proposition III.22 side 47med @@xi (i = 1; : : : ; n).



3. ABSTRAKTE MANGFOLDIGHEDER 57De�nitionen er ved f�rste �jekast ganske afh�ngig af valget af lokale koordinater.At den alligevel til syvende og sidst er uafh�ngig af disse f�lger umiddelbart fraden n�ste s�tning.Proposition III.56. Den line�re di�erentialoperator de�neret i lokale koordi-nater gennem ( 213) opfylder for alle vektorfelter X;Y;Z f�lgende ligninger:rXY �rYX = [X;Y ] og(214) hrZX;Y i+ hX;rZY i = Z(hX;Y i) :(215)En afbildning r, der opfylder ( 214) og ( 215), er entydigt bestemt.Bevis. Da Christo�elsymbolet �ijk er symmetrisk i j; k, f�lger det fra (213), atvenstresiden i (214) er givet vednXj=1(X(Y j)� Y (Xj)) @@xj = [X;Y ]:(216)Lad nu Z = Pnk=1 Zk @@xk . Vi har dahrZX;Y i = nXj;l=1(Z(Xj) + nXi;k=1 �jikZkX i)gjlY l(217) = nXj;l=1 gjlZ(Xj)Y l + nXi;k;l=1�iklZkX iY l;hrZY;Xi = nXj;l=1(Z(Y j) + nXi;k=1 �jikZkY i)gjlX l(218) = nXj;l=1 gjlZ(Y j)X l + nXi;k;l=1�iklZkY iX l;= nXj;l=1 gjlZ(Y l)Xj + nXi;k;l=1�lkiZkY lX i; ogZhX;Y i = nXk=1Zk @@xk Xj;l gjlXjY l(219) = nXj;l=1 gjl(Z(Xj)Y l + Z(Y l)Xj) + nXj;k;l=1Zk  @@xk gjl!XjY l= nXj;l=1 gjl(Z(Xj)Y l + Z(Y l)Xj) + nXi;k;l=1Zk  @@xk gil!X iY l:



58 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERBem�rk, at den tredje linie i (218) og i (219) fremkommer fra den anden vedombytning af summationsindices. Da det indre produkt hX;Y i er symmetrisk iX;Y , f�lger (215) nu fra disse formler p�a grund af (158) side 43, som stadig g�lder,j�vnf�r (211).Entydigheden f�as som f�lger: Antag, at vi har r1 og r2, der opfylder (214) og(215) og lad ~r = r1 �r2. Vi har da:~rXY = ~rYX og h ~rZX;Y i = �hX; ~rZY i:(220)Dermed bliverh ~rXY;Zi = �hY; ~rXZi = �hY; ~rZXi = h ~rZY;Xi(221) = h ~rY Z;Xi = �hZ; ~rYXi = �hZ; ~rXY i:Alts�a er ~r identisk 0.Bem�rkning III.57. Man kan faktisk angive en formel for hrZX;Y i. Se Op-gave 1.113.Korollar III.58. Der g�lder 8 ; 1;  2 2 C1(M)8X1;X2; Y 2 D1(M):� rX er en line�r afbildning D1(M)!D1(M)� r( 1�X1+ 2 �X2)Y =  1 � rX1Y +  2 � rX2Y og� rX( � Y ) =  � rXY + (X( )) � Y .(222)Bevis. Dette f�lger direkte fra (213).Definition III.59. En tilordning r, der opfylder (222), kaldes en a�n sam-menh�ng. For fastholdt X kaldes rX for kovariant di�erentiation mht. X.Lad os for et �jeblik indf�re en funktion F de�neret p�a tripler af vektorfelter ogmed v�rdier i m�ngden af vektorfelter:F (X;Y;Z) Def:= (rXrY �rYrX �r[X;Y ])Z:(223)Lemma III.60. Lad  2 C1(M). Da erF ( �X;Y;Z) = F (X; � Y;Z) = F (X;Y;  � Z) =  � F (X;Y;Z):(224)Bevis. Betragt f�rst  � X: Vi har at [ � X;Y ] =  � [X;Y ] � (Y ( )) � X.Derfor bliver de \over
�dige led" henholdsvis (Y ( ) � rXZ (fra rY ( � rXZ) og



3. ABSTRAKTE MANGFOLDIGHEDER 59�(Y ( ) � rXZ (fra r�(Y ( ))�XZ). Dermed er F ( � X;Y;Z) =  � F (X;Y;Z).Beviset for Y g�ar naturligvis tilsvarende. Lad os endelig betragte  � Z:F (X;Y;  � Z) =rX( � rY Z + (Y ( )) � Z)�rY ( � rXZ + (X( )) � Z)(225) � ([X;Y ]( )) � Z �  � r[X;Y ]Z=  � F (X;Y;Z) + (X( )) � (rY Z �rY Z)+ (Y ( )) � (rXZ �rXZ) + (X(Y ( ))� Y (X( ))� [X;Y ]( )) � Z=  � F (X;Y;Z): �Korollar III.61. V�rdien F (X;Y;Z)(m) af F (X;Y;Z) i et punkt m afh�ngerkun af v�rdien af Xm; Ym og Zm.Bevis. Dette er et generelt f�nomen ved afbildninger, der er \line�re overC1(M)", se i �vrigt opgaverne.Bem�rkning III.62. Afbildningen Tm(M) � Tm(M) � Tm(M) 3 Xm; Ym; Zm !F (Xm; Ym; Zm)(m) 2 Tm(M) er klart multiline�r. Det er derfor et element irummet L(Tm(M) 
 Tm(M) 
 Tm(M); Tm(M)) �= T �m(M) 
 T �m(M) 
 T �m(M) 
Tm(M). Afbildningen m! F (�; �; �)(m) er s�aledes et tensorfelt af type (1; 3).Vi de�nerer nu symbolerne Rpijk udfra ligningen (179) side 49. Samtidigt de�nerervi symbolerne Rpjkl som anf�rt (derved slipper vi for at vise, at denne formelg�lder, hvis vi de�nerer disse symboler som i anden linie i (179):Rjrkl Def:= @�jrl@xk � @�jrk@xl + nXi=1(�irl�jik � �irk�jil)(226) Rprkl Def:= nXj=1 gjpRjrkl:(227)Vi kan da vise:



60 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERProposition III.63. Der g�lder(rXrY �rYrX �r[X;Y ])Z = nXj;k;r;l=1RjrklXkY lZr @@xj(228)hrXrY �rYrX �r[X;Y ])Z;W i = nXp;r;k;l=1RprklXkY lZrW p(229) = �R(X;Y;Z;W ):Bevis. Vi g�r f�lgende observation, som g�r beviset meget lettere: Eftersomv�rdien af venstresiden af (228) i et punkt p kun afh�nger af v�rdierne af X;Y;Zi dette punkt, kan vi erstatte X;Y;Z med vektorfelter ~X; ~Y ; ~Z, hvis koe�cient-funktioner ~Xk; ~Y l; ~Zj er konstante og lig de tilsvarende v�rdier af X;Y og Z'skoe�cientfunktioner i p. Vi g�r dette, idet vi samtidigt dropper tilderne. Vi hars�a 8i = 1; : : : ; n : Y (X i) = 0, og tilsvarende med X og Y byttet om. Specielt erLieparantesen [X;Y ] = 0. Endelig kan vi benytte (213) to gange til at udregnerXrYZ = rXXj;r;l�jrlY lZr @@xj(230) = nXj;k;r;l @�jrl@xk + nXi=1 �irl�jik!XkY lZr @@xj :Hvis vi tr�kker det tilsvarende udtryk for rYrXZ fra og benytter (226) f�as (228).Under brug af (227) f�lger (229) direkte fra dette.Hvis vi vender tilbage til de�nitionen af den kovariant a
edede, kan vi se, at viovertog formlerne direkte fra tilf�ldet af en delmangfoldighed. Det er s�aledes klart,at vi kan udvide (rXY )(p) til at g�lde for vektorfelter Y , der er de�nerede p�a enkurve � gennem p, der har Xp som tangentvektor i p, og vi kan direkte generaliserebegreberne geod�tisk krumning og geod�tisk hovednormal. Mere vigtigter f�lgende:Definition III.64. Lad I 3 t! X(t) v�re et vektorfelt langs en kurve �(t) i M .Vi siger, at X er parallelt langs ���, eller at X er et parallelfelt, s�afremt8t 2 I : r�0(t)X(t) = 0 :(231)Hvis vektorfeltet X(t) = �0(t) langs �(t) er parallelt, kaldes � en geod�t.� geod�t , r�0(t)�0(t) � 0 :(232)



3. ABSTRAKTE MANGFOLDIGHEDER 61Lad Y (t) = Pni=1 Y i(t) @@xi og �(t) = f(x1(t); : : : ; xn(t)) i lokale koordinater (f;O).Det f�lger da direkte fra (171) side 47 atProposition III.65 (Parallelfelt). Y er et parallelfelt langs � hvis og kunhvis 8j = 1; : : : ; n : dY j(t)dt +Pni;k=1 �jik(�(t))dxk(t)dt Y i(t) = 0 :(233)Proposition III.66 (Geod�t). Kurven � er en geod�t hvis og kun hvis8t 2 I : 8j = 1; : : : ; n : d2xjdt2 +Pni;k=1 �jik dxidt dxkdt = 0 :(234)Givet et punkt m 2M og en vektor vm 2 Tm(M) da �ndes en entydig (maksimal)geod�t � med �(0) = m og � 0(0) = vm. Givet et kurve � i M med �(t1) = p og�(t2) = q og givet en vektor Yp 2 Tp(M), da �ndes et entydigt bestemt parallelfeltY (t) langs � s�aledes, at Y (t1) = Yp. (Vi vil ikke bevise disse s�tninger).Definition III.67. Lad notationen v�re som ovenfor. Med Yp ! Pq�(Yp) = Y (q)betegner vi den afbildning T�(t1) ! T�(t2), der til et Yt1 2 T�(t1) knytter v�rdien iq af det entydige parallelfelt Y (t) langs �, der opfylder, at Y (t1) = Yt1 . Pq� kaldesparalleltransport langs � fra �(t1) til �(t2). Der g�lder, at dette er enline�r isometri. (Se opgaverne)Exempel: Lad M = S2 og f('; �) = (sin � � cos'; sin � � sin'; cos �) for ' 2]0; 2�[; � 2]0; �[. Lad os se p�a parallelfelter langs f�rste-koordinatkurverne t �!f(t; �) = (sin � cos t; sin � sin t; cos �): I lokale koordinater er �(t) = (x1(t); x2(t))=(t; �), og derfor er dx2dt = 0 og dx1dt = 1. Ligningen for et parallelfelt bliver i dennesituation s�aledes (233): dY j(t)dt +Xi � ji1Y i(t) = 0:(235)F�rste trin p�a vejen er nu at udregne de involverede Christo�elsymboler. Detteg�res via Proposition III.13 eller (211). Vi udelader regnerierne. Resultatet kanskrives p�a matrixform somddt  Y 'Y � ! =  0 � cos �= sin �sin � cos � 0 ! Y 'Y � ! :(236)Denne di�erentialligning kan enten l�ses ved at di�erentiere en gang til og isolereY ' (hhv. Y �) eller ved brug af formlen Y (t) = (eA�t) � Y (0) for l�sningen til



62 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDERY 0(t) = A � Y (t)|som ogs�a g�lder, n�ar A er en konstant matrix. S�t � = cos �,da er  Y '(t)Y �(t) ! =  cos�t � sin �t= sin �sin � sin�t cos�t ! Y '(0)Y �(0) ! :(237)Det tilsvarende resultat for kurverne ' = '0 = konstant er f�lgende: Y '('0; �)Y �('0; �) ! =  1sin � 00 1 ! Y '('0; �2 )Y �('0; �2 ) ! :(238)Hvis vi inds�tter dette resultat i formlen Y ' � f' + Y � � f� f�as et ganske simpeltresultat, hvilket h�nger sammen med, at kurverne ' = konstant er geod�ter. (Seopgaverne).Bem�rkning III.68. En af de centrale egenskaber ved rette linier er, at de an-giver den korteste vej mellem to punkter. Vi skal her se, at geod�ter har sammeegenskab, i det mindste lokalt.Lad os derfor betragte kurver, der l�ber helt indenfor en koordinatomegn f(O):Betragt to punkter x0; x1 i f(O) og samtlige kurver � : I = [0; 1] ! f(O) med�(o) = x0 og �(1) = x1. Blandt alle disse vil vi nu s�ge den kurve, der har denmindste kurvel�ngde, s = Z 10 k�0(t)kdt:(239)Vi kan liges�a godt fors�ge at minimere s2. Nu g�lders2 = hk�0k; 1i2L2([0;1]) � Z 10 k�0k2dt;(240)med lighed hvis og kun hvis k�0k = c, alts�a hvis og kun hvis kurveparametren erproportional med kurvel�ngde. Vi kan derfor liges�a godt antage dette. Men hervedbliver vores problem �kvivalent med at minimere integralerneI(�) = Z 10 k�0k2dt(241)over den samme m�ngde af �-er som f�r.Antag nu, at �(t) = f(x1(t); : : : ; xn(t)) = f(x(t)) er en (den) kurve for hvilkenminimum opn�as. Lad y(t) = (y1(t); : : : ; yn(t)) v�re en vilk�arlig kurve i O medy(0) = y(1) = 0 og betragt f(x(t) + � � y(t)) for � tilstr�kkelig lille. Der m�a da



3. ABSTRAKTE MANGFOLDIGHEDER 63g�lde:(242)dd� j�=0 nXi;j=1 Z 10 gij(x(t) + � � y(t))d(xi(t) + � � yi(t))dt d(xj(t) + � � yj(t))dt dt = 0,nXi;j;l=1 Z 10 yl@gij@xl dxi(t)dt dxj(t)dt dt+ 2 nXi;j Z 10 gij dxi(t)dt dyj(t)dt dt = 0,nXi;j;l=1 Z 10 yl@gij@xl dxi(t)dt dxj(t)dt dt� 2 nXi;l Z 10 d(gilx0i(t))dt yl(t)dt = 0;hvor det sidste led fremkommer ved delvis integration efterfulgt af skift af summa-tionsindex. Eftersom denne ligning skal g�lde for alle kurver y, m�a der g�lde8l : nXi;j @gij@xl dxi(t)dt dxj(t)dt � 2 nXi d(gilx0i(t))dt = 0:(243)Udf�res di�erentiationen i det sidste led f�as, efter en omgruppering,8l : 2 nXi gild2xi(t)dt2 + nXi;j (2@gil@xj � @gij@xl )dxi(t)dt dxj(t)dt = 0:(244)P�a grund af, at dxi(t)dt dxj(t)dt er invariant under ombytning af i og j, �ndres detsidste led ikke, hvis vi erstatter parantesen med @gil@xj + @gjl@xi � @gij@xl = �ijl. G�resdette, efterfulgt af multiplikation med glk og sum over l f�as8k : d2xk(t)dt2 + nXi;j �kij dxi(t)dt dxj(t)dt = 0:(245)Dette er pr�cist ligningerne for en geod�t (Proposition III.66).



64 III. RIEMANNSKE MANGFOLDIGHEDER



KAPITEL IVDi�erentialformer1. Generelle tensorfelterLad M v�re en n-dimensional di�erentiabel mangfoldighed og lad m 2M .Definition IV.1.T r;sm (M) = Tm(M) 
 � � � 
 Tm(M)| {z }r 
T �m(M)
 � � � 
 T �m(M)| {z }s :(246)I forts�ttelse af De�nition II.52 side 32 de�nerer vi nuDefinition IV.2.T r;s(M) = fwm j m 2M og wm 2 T r;sm (M)g :(247)Specielt kaldes bundtet T 0;1(M) for kotangentbundtet, og betegnes ogs�a ofteT �(M). Endvidere er T 1;0(M) = T (M). Generelt kaldes T r;s(M) for bundtetaf (r,s)-tensorer, eller bundtet af tensorer af type r,s.Proposition IV.3. Lad (f;O) v�re et kort p�a M . Da udg�rf( @@xj1 
 � � � 
 @@xjr )
 (dxi1 
 � � � 
 dxis) j 1 � j1; : : : ; jr; i1; : : : ; is � ng(248)en basis for T r;sm (M) for hvert m 2 f(O).Bevis. Dette f�lger direkte fra Proposition B.13.Vi vil ikke her bevise, at T r;s(M) er en di�erentiabel mangfoldighed, men n�jesmed at henvise til diskussionen side 32. Vi kan nu udvide De�nition II.55 ogDe�nition II.56 til 65



66 IV. DIFFERENTIALFORMERDefinition IV.4. Afbildningen � : T r;s(M)!M givet ved8wm 2 T (M) : �(wm) = m(249)kaldes den kanoniske projektion af T r;s(M) p�a M .Definition IV.5. En afbildning s :M ! T r;s(M), som opfylder8m 2M : �(s(m)) = m ;(250)kaldes et snit i bundtet T r;s(M). Vi lader Dr;s(M) betegne m�ngden af glatte snit,hvor di�erentiabilitet er i betydningen af en afbildning fra en mangfoldighed til enanden. Elementerne i Dr;s(M) kaldes tensorfelter af type r,s.Exempel IV.6. Metrikken g kan opfattes som et tensorfelt af type (0; 2). Rie-manns krumningstensor er et tensorfelt af type (0; 4).2. Di�erentialformerI analogi med det foreg�aende de�nerer viDefinition IV.7.̂kT �(M) = f!m j m 2M og !m 2 ^kT �m(M)g ;(251)og � : !m ! m betegner den kanoniske projektion af ^kT �(M) p�aM . Rummet^kT �(M) kaldes det k-te ydre bundt over MMM .Vi f�a let fra Proposition B.20, atProposition IV.8. Lad (f;O) v�re et kort p�a M . Da udg�rf(dxi1 ^ � � � ^ dxik) j 1 � i1 < � � � < ik � ng(252)en basis for ^kT �m(M) for hvert m 2 f(O).Definition IV.9. Et snit ! i ^kT �(M) kaldes en k-form eller en di�erenti-alform af grad k. Rummet af glatte k-former betegnes 
k(M). Endelig betegnesmed 
(M) = �nk=0
k(M)(253)rummet af di�erentialformer p�a M , hvor vi s�tter 
0(M) = C1(M).



3. PULL-BACK 67En (glat) di�erentialform ! af grad k er alts�a en tilordning til hvert punkt m 2Maf et element!m 2 ^kT �m(M) (p�a en glat m�ade), alts�a tilordningen til hvertm 2Maf en k-line�r alternerende form !m p�a Tm(M).Lemma IV.10. I lokale koordinater (f;O) har et element ! 2 
k(M) formen!x = Pi1<���<ik�n ai1;:::;ik(x)dxi1 ^ � � � ^ dxik ;(254)for visse C1-funktioner ai1;:::;ik .Bevis. Dette f�lger direkte fra Proposition IV.8.Bem�rkning IV.11. Vi er s�adan set allerede begyndt p�a at regne med det ydreprodukt mellem di�erentialformer, men lad os for god ordens skyld n�vne, at vide�nerer det ydre produkt mellem to di�erentialformer !a og !b punktvis, d.v.s.(!a ^ !b)m Def= !am ^ !bm, hvor det sidste \^" er det, der er de�neret i Proposi-tion B.23. Endelig bem�rkes, at hvis ' er en funktion (alts�a en 0-form) og ! er envilk�arlig form, da udelades ^ s�dvanligvis i ' ^ !, s�aledes at sidstn�vnte skrivessom '!. 3. Pull-backVi skal her indf�re en alt afg�rende operation p�a di�erentialformer:Definition IV.12. Lad M r og Nn v�re di�erentiable mangfoldigheder, lad F :M ! N v�re en di�erentiabel afbildning, og lad ! v�re en k-form p�a N ; ! 2
k(N). Pull-backet F �! 2 
k(M) af ! de�neres da punktvis via formlen8v1; : : : ; vk 2 Tm(M) : (F �!)m(v1; : : : ; vk) = !F (m)(F 0m(v1); : : : ; F 0m(vk)) :(255)Bem�rkning IV.13. Bem�rk, at hvis ! er en 0-form, alts�a en funktion ! = � 2C1(N), da er F �� = � � F . Hvis endvidere G : Nn ! P s er en di�erentiabelafbildning og ! er en di�erentialform p�a P s, da er(G � F )�! = (F � �G�)!:(256)Exempel IV.14. Lad situationen v�re som i De�nition IV.12. Antag, at ! lokalter givet ved ! = dyi1 ^ � � � ^ dyik :(257)Der g�lder da, at(F �!)m( @@xj1 ; : : : ; @@xjk ) = det �(dyir ; F 0m( @@xjs ))F (m)�kr;s=1 :(258)



68 IV. DIFFERENTIALFORMEREndvidere er (dyir ; F 0m( @@xjs ))F (m) = (d(yir � F ))m ( @@xjs ) = @Fir@xjs :(259)Exempel IV.15. Betragt en 2-dimensional delmangfoldighedM af R3med inklusi-onsafbildningen i :M ,! R3. Lad m 2M v�re vilk�arligt. Antag, at tangentplanenTm(M) er udsp�ndt af to orthogonale enhedsvektorer v = (vx; vy; vz) og w =(wx; wy; wz). De�ner8t1; t2 2 Tm(M) : �!m(t1; t2) = det hv; t1i hw; t1ihv; t2i hw; t2i ! :(260)Der g�lder jo, at dx(tx; ty; tz) = tx for en vilk�arlig vektor (tx; ty; tz) 2 R3 medtilsvarende formler for dy og dz. Det f�lger af dette, at pullbacket af en vilk�arlig2-form 
 = (fxdy ^ dz + fydz ^ dx + f zdx ^ dy) til Tm(M) opfylder, n�ar n =(nx; ny; nz) = v � w,(i�
)m(v;w) = (fxdy ^ dz + fydz ^ dx+ f zdx ^ dy)(i0v; i0w)(261) = (fxdy ^ dz + fydz ^ dx+ f zdx ^ dy)(v;w)= nxfx + nyfy + nzf z:Af dette f�lger (overvej), at(i�
)m = (nxfx + nyfy + nzf z)�!m:(262)Lemma IV.16. Lad F :M r ! Nn v�re som i De�nition IV.12, lad O 3 (x1; : : : ; xr)!f(x1; : : : ; xr) og ~O 3 (y1; : : : ; yn) ! ~f(y1; : : : ; yn) v�re lokale koordinater p�ahenholdsvis M og N . Lad endvidere, for i = 1; : : : ; n, Fi : f(O) ! R v�reden i-te koordinatfunktion for F , d.v.s. Fi(x1; : : : ; xr) � Fi(f(x1; : : : ; xr)) =�( ~f)�1(F (x1; : : : ; xr))�i = (~yi � F )(x1 : : : ; xr) og lad!y = Pi1<���<ik�n bi1;:::;ik(y)dyi1 ^ � � � ^ dyik ;(263)for visse C1-funktioner bi1;:::;ik . Da er(F �!)x = Pi1<���<ik�n bi1;:::;ik(F (x))dFi1 ^ � � � ^ dFik ;(264)hvor 8i = 1; : : : ; n, dFi er en s�dvanlig 1-form p�a f(O) fremkommet fra en C1-funktion Fi (cf. De�nition II.61)|m.a.o., dFi = Prj=1 @Fi@xj dxj.Bevis. Lad  1; : : : ;  k v�re funktioner p�a N . Det er da klart, p�a grund afde�nitionen af ^-produktet, atF �(d 1 ^ � � � ^ d k) = (F �d 1) ^ � � � ^ (F �d k):(265)



4. YDRE DIFFERENTIATION 69Endvidere g�lder den fundamentale ligningF �d = d(F � ) (= d( � F )) :(266)Resultatet f�lger let ved at benytte disse to observationer p�a funktioner af formen j = yij , s�a beviset er slut, n�ar vi har bevist (266):Vi benytter her de�nitionerne dels af F � og dels af F 0 (cf. De�nition II.49 side 31og De�nition II.61 side 34):(F �d )m(vm) = d F (m)(F 0m(vm)) = (vm)( � F ) = d( � F )(vm) = d(F � )(vm):(267)Korollar IV.17. Lad F v�re som i Lemma IV.16 og lad !1; !2 v�re di�erenti-alformer p�a Nn. Da g�lderF �(!1 ^ !2) = F �!1 ^ F �!2:(268)Bevis. Dette f�lger let fra (264). Detaljerne overlades til l�seren.4. Ydre di�erentiationVi skal her etablere eksistensen af en vigtig afbildning 
(M) ! 
(M). Dener faktisk ogs�a entydig, s�a selvom vi ikke vil bevise dette i alle detaljer (se evt.opgaverne), medtager vi det i formuleringen af s�tningen:S�tning IV.18. Der �ndes en entydig line�r afbildning d, kaldet ydre di�eren-tiation 
(M) d! 
(M) ;(269)som opfylder� 8k : d(
k(M)) � 
k+1(M).� 8!p 2 
p(M); !q 2 
q(M) : d(!p ^ !q) = (d!p) ^ !q + (�1)p!p ^ (d!q).� d2 = 0.� For  2 C1 er d det tidligere indf�rte di�erential af  .Hvis F er en afbildning fraM til N , og hvis dM og dN betegner ydre di�erentiationp�a henholdsvis M og N , da g�lderF �dN (!) = dM (F �!)(270)for alle ! 2 
(N).



70 IV. DIFFERENTIALFORMERBevis. Lad os straks vise, at d m�a v�re lokal, d.v.s., opfylderHvis ! = 0 i en �aben omegn U , da er ogs�a d! = 0 p�a U .(271)Dette indses som f�lger, i st�rk analogi med beviset for Lemma II.40 side 29: Ladm 2 U og v�lg  2 C1(M) s�aledes at  � 1 i en omegn V � U af m og s�aledesat  � ! = 0 p�a M . P�a grund af lineariteten og (anti-)derivationsegenskaben af df�as da 0 = d( � !) = d ^ ! +  � (d!):(272)Da endvidere  er konstant (og lig 1) i en omegn om m er d lig med 0 i m, ogdet f�lger, at d! er 0 i m.Lad os nu sidel�bende de�nere d! i en koordinatomegn f(O) og i O � Rn vedd( Xi1<���<ik�n ai1;:::;ik(x)dxi1 ^ � � � ^ dxik) = Xi1<���<ik�n(dai1;:::;ik) ^ dxi1 ^ � � � ^ dxik :(273)Vi p�ast�ar, at denne de�nition opfylder alle punkterne i s�tningen, og alts�a giveren lokal l�sning. Det er umiddelbart klart, at det f�rste og det sidste punkt eropfyldt. Lad os da se p�a det andet punkt: Her er det p�a grund af lineariteten nokat betragte !p = adxi1 ^ � � � ^ dxip og !q = bdxj1 ^ � � � ^ dxjq . Idet vi klart har(overvej) d(a � b) = bda+ adb(274)f�ar vi alts�a d(!p ^ !q) = d(abdxi1 ^ � � � ^ dxip ^ dxj1 ^ � � � ^ dxjq )= bda ^ dxi1 ^ � � � ^ dxip ^ dxj1 ^ � � � ^ dxjq+adb ^ dxi1 ^ � � � ^ dxip ^ dxj1 ^ � � � ^ dxjq= (d!p) ^ !q + (�1)p!p ^ (d!q);hvor faktoren (�1)p opst�ar ved at bytte db om med de f�rste p led dxi1 ^� � �^dxip.Vi kan naturligvis udvide denne formel til at give os d(!p1 ^� � �^!pr ) for vilk�arligtr. Det f�lger af dette, at vores lokale d er fuldst�ndigt bestemt ved dens virkningp�a 1-former, og det er videre klart, at for at vise d2 = 0 er det nok at vise, atd2 = 0 for alle funktioner  2 C1(O) (resp. C1(f(O))). Lad os regne:d2( ) = d( nXj=1 @ @xj dxj) = nXk;j=1( @2 @xk@xj )dxk ^ dxj = 0;(275)eftersom dxk ^ dxj = �dxl ^ dxk og @2 @xk@xj = @2 @xj@xk .



4. YDRE DIFFERENTIATION 71Ved brug af de etablerede punkter f�lger det nu direkte, at vores lokalt de�nereded opfylder, at hvis  0; : : : ;  k er vilk�arlige C1-funktioner, da erd( 0d 1 ^ : : : d ^  k) = d 0 ^ d 1 ^ � � � ^ d k:(276)Ovenst�aende bevis og analyse viste bl.a., at ddd er entydigt bestemt p�aen �aben delm�ngde OOO af Rn.Lad os nu betragte en di�erentiabel afbildning F : ~O ! O, hvor ~O er en �abendelm�ngde af Rn. Da bliverF �( Xi1<���<ik�n ai1;:::;ik(y)dyi1 ^ � � � ^ dyik) = Xi1<���<ik�n ai1;:::;ik(F (x))dFi1 ^ � � � ^ dFik ;(277)hvor x betegner et punkt i ~O. Betragt nu dx(F �!), hvor dx betegner en ydre di�e-rentiation de�neret udfra koordinaterne x = (x1; : : : ; xn) i ~O. Da bliver, eftersomalle ydre di�erentiationer i hvert tilf�lde stemmer overens p�a funktioner,dx(F �!) = d( Xi1<���<ik�n ai1;:::;ik(F (x)) ^ dFi1 ^ � � � ^ dFik )(278) = Xi1<���<ik�n d(F �ai1;:::;ik) ^ dFi1 ^ � � � ^ dFik :P�a den anden side er det klart, atF �(d!) = Xi1<���<ik�nF �(dai1;:::;ik) ^ dFi1 ^ � � � ^ dFik ;(279)og hvis vi sammenholder dette med (266), f�ar vidx(F �!) = F �(d!) (= F �(dy!)):(280)I f�rste omgang kan vi nu t�nke p�a F som et koordinatskifte, og (280) siger s�a,at d p�a Rn (eller �abne delm�ngder af Rn) er uafh�ngig af valget af koordinater.Men dette medf�rer umiddelbart, at den lokale de�nition p�aM ogs�a er uafh�ngigaf valget af koordinater. Endelig er det klart if�lge (280), at (270) g�lder. Detf�lger derfor let, at vi kan \strikke" en globalt de�neret afbildning d sammen frade lokalt de�nerede, og at denne opfylder alle kravene. Vi mangler nu kun at viseentydigheden. Dette f�lger f.eks ved at bruge, at d er en lokal operator (271). Vioverlader dette til l�seren.



72 IV. DIFFERENTIALFORMER5. KohomologiDefinition IV.19. En form ! 2 
 kaldes lukket s�afremt d! = 0 og eksakts�afremt 9~! 2 
 : d~! = !. Den k-te de Rham kohomologigruppe Hk(M) ergivet som kvotientenHk(M) = f! 2 
k(M) j ! er lukket g=f! 2 
k(M) j ! er eksakt g :(281)Bem�rkning IV.20. Denne kvotient er velde�neret fordi d2 = 0, hvilket medf�-rer, at eksakte former automatisk er lukkede. Kvotienten er s�aledes et vektorrummodulo et underrum. De de�nerede kohomologigrupper indeholder information bl.a. om topologien af M samt muligheden for at konstruere bundter over M .Vi kan ikke g�a i detaljer her, men n�jes med at vise, at konvekse�abne delm�ngderaf Rn i denne henseende er trivielle:S�tning IV.21 (Poincar�e Lemma). Lad K v�re en�aben konveks delm�ngde iRn. Lad ! 2 
k+1(K) v�re lukket (k � 0). Da er ! eksakt.Bevis. Vi kan uden tab af generalitet antage, at 0 2 K. Da er ~K = f(x; t) 2Rn�R j t �x 2 Kg en�aben delm�ngde, der indeholder K� [0; 1], og F (x; t) = t �xer en C1-afbildning fra ~K til K. Vi har daF �! = F �t ! + dt ^ !̂;(282)hvor F �t ! er pull-backet af !, n�ar t betragtes som en (fast) parameter, s�aledes atdenne di�erentialform ikke indeholder ^-faktorer af dt. Det g�r !̂ heller ikke, mennaturligvis afh�nger b�ade denne form og F �t ! af t. Eftersom d! = 0, f�lger detnu fra (270) at dF �! = 0, hvilket medf�rer, at0 = dt ^  @@t(F �t !) � dx!̂!+ : : : ;(283)hvor : : : betyder, at her st�ar en form, der ikke indeholder nogen faktor af dt (faktisker denne del identisk 0, men det betyder ikke s�a meget her). Endvidere er dx!̂di�erentialet af !̂ for fastholdt t. Det f�lger, at@@t(F �t !) = dx!̂;(284)og integration fra 0 til 1 giver daF �1! � F �0! = d~! hvor ~! = Z 10 !̂dt:(285)



5. KOHOMOLOGI 73Men F �1! = ! da F1 er identiteten og F �0! = 0 da F0 afbilder K i 0, og resultatetf�lger. Integrationen af en form a(x; t)dxi1^� � �^dxir med hensyn til t er de�neretsom Z 10 (a(x; t)dxi1 ^ � � � ^ dxir ) dt = �Z 10 a(x; t)dt�dxi1 ^ � � � ^ dxir ;(286)og integration af en generel form er de�neret ved linearitet ud fra dette. Det erklart, at integration over t kommuterer med dx.Exempel IV.22. I dette eksempel gennemregner vi mere detaljeret Poincar�es Lem-ma i tilf�ldet n = 2. Lad ! = a(x; y)dx+ b(x; y)dy(287)og antag, at ! er lukket. Eftersomd(!) = axdx ^ dx + aydy ^ dx+ bxdx ^ dy + bydy ^ dy(288) = (�ay + bx)dx ^ dy;(289)er dette �kvivalent med, at ay = bx.Vi lader F v�re som i beviset for Poincar�e Lemma side 72, m.a.o.F (x; y; t) = (t � x; t � y):(290)Lad os beregne F 0( @@x): If�lge De�nition II.49 p�a side 31 g�lder, at hvis  er enC1-funktion p�a R2, da erF 0 @@x! ( ) = @@x ( � F )(291) = @@x ( (tx; ty)) =  t @@x ! (tx; ty):(292)Ligeledes er F 0( @@y ) = t @@y . Endelig f�lger det ved at betragte @@t( (tx; ty)), atF 0( @@t) = x @@x + y @@y : Bem�rk, at F 0 som en afbildning fra rummet af derivationerp�a R3 med en basis best�aende af derivationerne @@x ; @@y ; @@t til rummet af derivationerp�a R2 med en basis best�aende af @@x; @@y pr�cist (som forudsagt af teorien) er givetved matricen F 0(x;y;t) =  t 0 x0 t y !(293)Lad os nu udregne pull-back'et:(F �(!))(x;y;t)( @@x) = (a(tx; ty)dx+ b(tx; ty)dy)(t @@x) = t � a(tx; ty):(294)



74 IV. DIFFERENTIALFORMERTilsvarende er (F �(!))(x;y;t)( @@y ) = t � b(tx; ty):(295)Endelig f�as(F �(!))(x;y;t)( @@t) = (a(tx; ty)dx+ b(tx; ty)dy)(x @@x + y @@y )(296) = x � a(tx; ty) + y � b(tx; ty):Det f�lger fra dette, atF �! = t � a(tx; ty)dx+ t � b(tx; ty)dy+ (x � a(tx; ty) + y � b(tx; ty))dt:(297)Med notationen som i ( 282) side 72 er F �t ! = t � a(tx; ty)dx+ t � b(tx; ty)dy og!̂ = (x � a(tx; ty) + y � b(tx; ty)). Betragt nu 0-formenG(x; y) = Z 10 (x � a(tx; ty) + y � b(tx; ty))d�(t):(298)(Vi betegner for et �jeblik integralet af en funktion  (t) fra 0 til 1 med R 10  (t)d�(t),fordi vi allerede har benyttet det s�dvanlige \dt" i R 10  (t)dt til at betegne en 1-form).Vi beviser nu, at dG = !, hvilket fuldf�rer det konstruktive bevis for, at ! ereksakt. I udregningen benyttes, at ay = bx.dx;yG(299) = Z 10 ��a(tx; ty) + txax(tx; ty) + tybx(tx; ty)�dx� d�(t)+ Z 10 ��b(tx; ty) + tyby(tx; ty) + txay(tx; ty)�dy� d�(t)= Z 10  � @@tta(tx; ty)�dx+ � @@ttb(tx; ty)�dy! d�(t)= [ta(tx; ty)]10dx+ [tb(tx; ty)]10dy = !:



6. STOKES FORMEL 75Observer i �vrigt, atdF �! =(300) dt ^  " @@t(t � a(tx; ty))#dx+ " @@t(t � b(tx; ty))#dy!+ dt ^ "� @@x�x � a(tx; ty) + y � b(tx; ty)�# dx� dt ^ " @@y�x � a(tx; ty) + y � b(tx; ty)�# dy+ h�t2ay(tx; ty) + t2bx(tx; ty)idx ^ dy= 0: 6. Stokes FormelVi begynder med en hj�lpede�nition:Definition IV.23. En familie af delm�ngder fA�g af et topologisk rum M (her:en mangfoldighed) kaldes lokalt endelig, s�afremt der for hvert m 2M �ndes enomegn Wm af m, s�aledes at Wm \A� 6= � for h�jst endeligt mange �.Definition IV.24 (Deling af enheden). Ved en deling af enheden p�a enmangfoldighed M forst�as en samling f�i j i 2 Ig af C1-funktioner p�a M , somopfylder� Familien best�aende af st�tterne fsupp �i j i 2 Ig er lokalt endelig.� 8m 2M : Pi2I �i(m) = 1 og 8p 2 M;8i 2 I : �i(p) � 0.Den vigtigste (men ret elememt�re) s�tning om disse er f�lgende, hvor|soms�dvanlig|M er en Hausdorf, anden-t�llelig mangfoldighed:S�tning IV.25 (Existens af deling af enheden). Givet et vilk�arligt atlas A= f(b�; B�)g�2J p�aM . Da �ndes en t�llelig deling af enheden f�i j i 2 Ng s�aledes,at 8i 2 N : supp �i er kompakt og indeholdt i mindst en af m�ngderne b�(B�).Vi kan nu de�nere begrebet orientering for generelle mangfoldigheder. Vi vil ikkeg�re fors�g p�a at vise, at dette begreb stemmer overens med det tidligere indf�rtefor hyper
ader (side 50) (men det g�r det).Definition IV.26. En n-dimensional mangfoldighed M kaldes orienterbar, s�a-fremt der �ndes en \intetstedsforsvindende" n-form !o:M orienterbar , 9!o 2 
n(M) s�a 8m 2M : !om 6= 0.(301)



76 IV. DIFFERENTIALFORMERGivet en s�adan form !o kaldes et koordinatsystem (f;O) positivt orienterets�afremt, n�ar koordinaterne i O betegnes x1; : : : ; xn, n-formen dx1 ^ � � � ^ dxn erproportional med !o med en positiv konstant.Lemma IV.27. M er orienterbar, hvis og kun hvis der �ndes et (del-)atlas A =f(fj; Oj)gj2J , der opfylder det @yi@xj! > 0(302)for hvert par (fj1; Oj1); (fj2 ; Oj2) af elementer i A, hvor de variable i Oj1 er angivetved xi-er, og de variable i Oj2 er angivet ved yj-er. Sagt i ord: Jacobideterminan-terne for koordinatskiftene er alle positive.Bevis. Lad A v�re et atlas med de foreskrevne egenskaber. Lad (fj; Oj) 2 Aog angiv koordinaterne i Oj som x1; : : : xn. Da de�nerer dx1 ^ � � � ^ dxn en n-form!j p�a fj(Oj). Eftersomdy1 ^ � � � ^ dyn = det @yi@xj! dx1 ^ � � � ^ dxn(303)(overvej) \peger" to vilk�arlige af disse former, !i og !j i samme retning i depunkter, hvor de begge er de�nerede. Lad nu f�i j i 2 Ng v�re en deling afenheden som i S�tning IV.25 og de�ner!o =Xi2N�i!j(i);(304)hvor j(i) for hvert i v�lges som et index for hvilket supp�i � fj(i)(Oj(i)). Dervedde�neres klart en n-form med de �nskede egenskaber.Hvis vi omvendt har en intetstedsforsvindende n-form !o og et vilk�arligt atlas~A = f( ~fj; ~Oj)gj2J , da kan vi omdanne det til et atlasAmed de �nskede egenskaber,som f�lger: Lad os fra nu antage, at alle m�ngderne ~Oj er sammenh�ngende (kanaltid opn�as, evt. ved at erstatte indexm�ngden J med en anden). Der g�lder da,at d~x1 ^ � � � ^ d~xn =  � !o p�a ~fj( ~Oj);(305)hvor  er en C1-funktion, der n�dvendigvis enten altid er positiv, eller altid ernegativ. Hvis denne funktion er positiv s�tter vi A 3 (fj; Oj) = ( ~fj; ~Oj). Hvisderimod funktionen er negativ lader vi (fj ; Oj) 2 A v�re det lokale kort, dersvarer til, at vi har byttet om p�a ~x1 og ~x2 (hvorved n-formen jo skifter fortegn).Hvis P1;2 : Rn ! Rn er den n�vnte afbildning, da er m.a.o. Oj = P1;2( ~Oj) ogfj = ~fj � P1;2. Det er klart, at det konstruerede atlas opfylder kravet.
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Figur IV.4. Et M�obius b�and.



78 IV. DIFFERENTIALFORMERVi kan nu de�nere integralet af en n-form over M :Definition IV.28. Lad D v�re en delm�ngde af M s�aledes, at f�1(D \ f(O))er m�alelig for ethvert koordinatsystem (f;O). Lad ! v�re en n-form p�a M medkompakt st�tte indeholdt i et positivt orienteret koordinatsystem (f;O). Da g�lderat ! = a(x)dx1 ^ � � � ^ dxn, og vi de�nererRD ! = Rf�1(D\f(O)) a(x)d�n(x) ;(306)hvor d�n = dx1 : : : dxn betegner Lebesguem�alet p�a Rn. Hvis ! ikke har kompaktst�tte i en enkelt koordinatomegn, kan vi bruge en deling af enheden til at de�nereRD ! = Pi2N RM �i � ! :(307)Bem�rkning IV.29. Det er ikke umiddelbart klart, at denne de�nition er uaf-h�ngig af valget af lokale koordinater og af deling af enheden. Imidlertid g�lder,at sammenh�ngen mellem en forms udseende i et y-koordinatsystem og i et x-koordinatsystem er givet ved (cf. ( 303))b(y)dy1 ^ � � � ^ yn = b(y(x))dy(x)1 ^ � � � ^ dy(x)n(308) = det @yi@xj! b(y(x))dx1 ^ � � � ^ dxn;hvilket giver det �nskede lokalt, fordi determinanten er positiv. Med hensyn tildelingen af enheden kan man, hvis man benytter en anden deling f kgk2N , lave envidereopdeling givet ved �i � k. Her vil integralet af �i �  k � ! have en velde�neretv�rdi, uafh�ngigt af om vi bruger koordinatsystemet, der svarer til �i, eller det,der svarer til  k. Men derved bliver summerne ogs�a uafh�ngige.Definition IV.30. Lad M og N v�re orienterede mangfoldigheder med oriente-ringer hhv. !oM og !oN . Antag, at dimM = dimN og lad F v�re en di�eomor�fra M til N . Vi siger da, at F er orienteringsbevarende s�afremtF �!oN =  � !oM ;(309)hvor  er en positiv C1-funktion p�a M .En del af forklaringen p�a, hvorfor det er s�a nyttigt at formulere integration viadi�erentialformer, er f�lgende:Proposition IV.31. Lad M og N v�re mangfoldigheder af samme dimension n,lad F v�re en orienteringsbevarende di�eomor� fra M til N og lad ! v�re enn-form p�a N med kompakt st�tte. Da erRN ! = RM F �! :(310)



6. STOKES FORMEL 79Bevis. Hvis (f;O) er et positivt orienteret lokalt koordinatsystem p�a M s�asupp (!) � F (f(O)), da er (F � f;O) et positivt orienteret koordinatsystem p�aN , og koordinatudtrykket for ! bliver i dette koordinatsystem pr�cist det sammesom for F �! i (f;O), og derfor bliver integralerne naturligvis ogs�a de samme. Detgenerelle tilf�lde f�lger let fra dette (cf. Bem�rkning IV.29.).Indtil nu har vi de�neret integralet af former kun for det tilf�lde, hvor graden afformen er den samme som dimensionen af mangfoldigheden for. Hvis vi nu haren k-form p�a M , med k � n � 1, kan vi evt. integrere den over k-dimensionaledelmangfoldigheder. Navnlig n�ar k = n � 1, kommer der noget interessant ud afdette.Definition IV.32. Lad N v�re en indlejret k- dimensional delmangfoldighed afM (se De�nition II.69) med indlejring i : N ,!M . Lad ! v�re en di�erentialformaf grad k p�a M s�aledes at i�! har kompakt st�tte. Vi de�nerer da integralet af! over N til Ri(N ) ! = RN i�! :(311)S�dvanligvis skrives integralet blot RN !. Endelig s�ttes integralet over N af endi�erentialform ~! p�a M af en grad, der er forskellig fra dimensionen af N , til 0.F�r vi g�ar i gang med Stokes S�tning, viser vi et vigtigt teknisk lemma:Lemma IV.33. Lad Bn v�re enhedskuglen i Rn, Bn� = fx = (x1; : : : ; xn) 2 Bn jx1 < 0g og Bn0 = fx = (x1; : : : ; xn) 2 Bn j x1 = 0g. Hvis ! 2 
n�1(Bn) harkompakt st�tte, da g�lder RBn0 ! = RBn� d! :(312)Bevis. Vi kan skrive! = nXj=1 aj(x)dx1 ^ � � � ^ dxj�1 ^ dxj+1 ^ � � � ^ dxn:(313)Det er da klart, at kun leddet med a1 overlever, n�ar ! bliver pull-backed til Bn0 .Idet vi lader x0 = (x2; : : : ; xn) l�be over enhedskuglen Bn�1 i Rn�1 bliver hervedZBn0 ! = ZBn�1 a1(0; x0)d�n�1(x0):(314)P�a den anden side erd! = nXj=1(�1)j�1 @aj(x)@xj dx1 ^ � � � ^ dxn;(315)



80 IV. DIFFERENTIALFORMERog dermed ZBn� d! = ZBn� nXj=1(�1)j�1@aj(x)@xj d�n(x)(316) = ZBn� @a1(x)@x1 d�n(x) ;da leddene fra j = 2 til j = n giver 0, fordi aj har kompakt st�tte indeholdt i Bn.Leddet med a1 forsvinder af samme grund i den nedre gr�nse, hvorimod den �vregr�nse jo netop giver a1(0; x0).Bem�rkning IV.34. I en vis forstand reduceres formlen s�aledes til R ba  0(t)dt = (b)�  (a) samt teorien for itererede integraler. Bem�rk i �vrigt, at RBn d! = 0(hvorfor?).Vi begynder nu p�a detaljerne omkring Stokes S�tning: Vi vil betragte �abnedelm�ngder D af M for hvilke den topologiske rand @D er en indlejret (n � 1)-dimensional delmangfoldighed. Omkring ethvert punkt m p�a randen kan vi daindf�re et lokalt positivt orienteret koordinatsystem (f;O), s�aledes at O = Bn,@D \ f(O) = f(Bn0 ) og D \ f(O) = f(Bn�). Vi indf�rer nu den konvention, at@D er orienteret s�aledes, at i de ovenfor givne koordinater g�lder, at f restringerettil Bn0 er et positivt orienteret koordinatsystem for @D.S�tning IV.35 (Stokes S�tning). Med D og @D som ovenfor og ! en (n�1)-form p�a M med kompakt st�tte, erR@D ! = RD d! :(317)Bevis. Hvis st�tten for ! er indeholdt i et koordinatsystem ude ved randen somovenfor, da f�lger det af Lemma IV.33 (se ogs�a Proposition IV.31). Det generelletilf�lde f�lger ved at bruge en deling af enheden til at skrive ! = P!j , hvoralle !j -erne har kompakt st�tte indeholdt i koordinatomegne fj(Oj), der opfylder:8j : Oj = Bn samt yderligere, at hvis fj(Bn) \ @D 6= ;, da er (fj; Oj) af denovenfor anf�rte type.N�ar man har en orienteret Riemannsk mangfoldighed, kan man integrere funktio-ner i stedet for n-former ved brug af den s�akaldte volumenform !vol:Definition IV.36. P�a en orienteret n-dimensional Riemannsk mangfoldighed Mbetegner !vol den n-form, der opfylder:!volm (e1; : : : ; en) = 1(318)for enhver orienteret orthonormal basis feigni=1 for Tm(M).



6. STOKES FORMEL 81Definition IV.37. Vi de�nerer integralet p�a M som det line�re funktionale  !RM  dvolM p�a rummet C1c (M) af uendeligt ofte di�erentiable funktioner med kom-pakt st�tte, som opfylder8 2 C1c (M) : RM  dvolM = RM  � !vol :(319)Bem�rkning IV.38. Dette integral er identisk med det, der de�neres ved det eu-klidiske volumenelement (se Opgave 1.65). Der g�lder m.a.o. i lokale koordinater(f;O) Zf(O) dvolM = ZO  (f(x))qg(x)d�n(x);(320)hvor d�n betegner det s�dvanlige Lebesgue m�al p�a Rn, og hvor alts�a h�jre side iformlen er (Riemann) integralet af funktionen ( � f)pg.Lad nu D v�re en�aben delm�ngde af Rn og antag, at randen @D er en orienteretRiemannsk delmangfoldighed. Lad os endvidere betragte en (n � 1)-form! = nXj=1(�1)j�1bj(x)dx1 ^ � � � ^ dxj�1 ^ dxj+1 ^ � � � ^ dxn:(321)Pull-backet af denne til @D er da givet ved (cf. opgaver)i�(!) = nXj=1 bj(x) � nj � !vol@D = hb; ni!vol@D;(322)hvor !vol@D betegner volumenformen p�a @D, ~b = (b1; : : : ; bn) er vektorfunktionenh�rende til !, og ~n = (n1; : : : ; nn) er den udadrettede normal til @D.Hvis, som s�dvanlig, divergensen div ~b de�neres som funktionendiv ~b = Pni=1 @bi(x)@xi ;(323)og ~b � ~n betegner det indre produkt mellem ~b og ~n, da f�ar Stokes formel f�lgendeudseendeProposition IV.39. Lad~b v�re en vektorfunktion p�a Rn med kompakt st�tte. Daer, med symbolerne overfor,R@D(~b � ~n) dvol@D = RD(div ~b) d�n :(324)Bevis. Dette f�lger let fra S�tning IV.35, j�vnf�r (313) og (316).
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APPENDIX ADen inverse funktions s�tningVi begynder med at minde om de�nitionen af di�erentiabilitet for funktioner f :Rn! Rn.Definition A.1. Lad f : U ! Rn v�re en funktion de�neret p�a en�aben delm�ngdeU af Rn og lad x0 2 U . Vi siger, at f er di�erentiabel i x0, s�afremt �en af f�lgende�kvivalente betingelser er opfyldt:(I) Der �ndes en line�r afbildning A, s�aledes atlimx!x0 f(x)� f(x0)�A(x� x0)kx� x0k = 0:(325)(II) Der �ndes en line�r afbildning A og en epsilon-funktion � = (�1; : : : ; �n) s�aledes, atf(x) = f(x0) +A(x� x0) + kx� x0k � �(x� x0):(326)(III) Der �ndes en matrix-funktion x! 	(x), der er kon-tinuert i x0, s�aledes atf(x)� f(x0) = 	(x)(x� x0):(327)Vi s�tter f 0(x0) = A = 	(x0) og kalder denne for di�erentialet (eller Jacobima-tricen) af f i x0.Bem�rkning A.2. f 0(x0), der i �vrigt ofte betegnes f 0x0 er den matrix, der p�a denij-te plads har @fi@xj , n�ar f = (f1; : : : ; fn). Vi vil ikke bevise, at de tre betingelserer �kvivalente, dog kan vi oplyse, at hvis vi har (II) opfyldt, da er funktionen 	83



84 A. DEN INVERSE FUNKTIONS S�TNINGi (III) givet ved at have den ij-te koe�cient givet som	ij = @fi@xj (x0) + �i((x� x0)) � (x� x0)jkx� x0k :(328)S�tning A.3. Lad D v�re en �aben kugle i Rn og F : D ! R en di�erentiabelfunktion. Givet punkter x og y i D, da eksisterer et punkt z p�a linestykket, derforbinder x med y, s�a F (y)� F (x) = hF 0(z); y � xi :(329)Bevis: Betragt den di�erentiable kurve` : R! D(330)givet ved `(t) = x + (y � x)t. Den sammensatte funktion F � ` : R ! R erdi�erentiabel. I f�lge den s�dvanlige middelv�rdis�tning p�a [0; 1] �ndes et � 2]0; 1 [, s�a F (y)� F (x) = hF 0(x+ (y � x)�); y � xi:(331)S�t z = x+ (y � x)�.S�tning A.4 (Den inverse funktions s�tning). Lad U v�re en �aben del-m�ngde af Rn og f : U ! Rn en kontinuert di�erentiabel afbildning, s�a for allex 2 U det f 0(x) 6= 0 ; x 2 U :(332)Da g�lder f�lgendeI: Billedet f(U) er en �aben delm�ngde af Rn.II: Afbildningen f er lokalt injektiv, i.e. ethvert punkt x0 2 U har enomegn, hvori f er injektiv.III: Hvis f er injektiv p�a U , da er f�1 kontinuert di�erentiabel p�a f(U)og (f�1)0(y) = f 0(f�1(y))�1 for y 2 f(U).Bevis: Gennem hele beviset er det en st�aende hypotese, at det f 0(x) 6= 0 for allex 2 U . Det er afg�rende, at II) bevises f�rst. Bevis II: Givet x0 2 U . Vi skalf�rst �nde en omegn D af x0, s�a restriktionen af f til D er injektiv. Lad D � Uv�re en �aben kugle med centrum i x0. Vi kan nu anvende middelv�rdis�tningenp�a f 's i'te koordinatfunktion fi. For x; y 2 D kan vi �nde et zi p�a liniestykket,der forbinder x med y, s�afi(y)� fi(x) = h grad fi(zi); y � xi;(333)



A. DEN INVERSE FUNKTIONS S�TNING 85@K f(@K)bdf(x0)Rnx0 KUhvilket samlet kan skrivesf(y)� f(x) = 8>>><>>>: grad f1(z1)� � � �� � � �grad fn(zn) 9>>>=>>>; (y � x):(334)Det er nu tilstr�kkeligt at vise, at der �ndes en�aben omegn W af x0, s�a matricen8>>><>>>: grad f1(w1)grad f2(w2)� � � � �grad fn(wn) 9>>>=>>>;(335)har determinant 6= 0 for alle w1; � � � ; wn 2 W . Lad d(w1; : : : ; wn) betegne de-terminanten af matricen ovenfor. Vi kan interpretere denne som en kontinuertfunktion p�a U �U � � � � �U (n faktorer). Idet d(x0; : : : ; x0) 6= 0 f�lger p�astandenumiddelbart.Bevis for I: P�astanden I kan reformuleres: For ethvert x0 2 U g�lder, at f(U)indeholder en �aben kugle med centrum i f(x0).Hertil betragter vi en kompakt kugle K � U med centrum i x0, valgt s�a lille atrestriktionen af f til K er injektiv. Vi lader d = dist (f(x0); f(@K)); afstandenfra f(x0) til f(@K).Vi vil vise, at kuglen D(f(x0); 13 d) er helt indeholdt i f(K), i.e. at ethvert b 2D(f(x0); 13 d) kan rammesmed et punkt fraK. For et s�adant b anl�gger vi f�lgendestrategi: Lad 'b : K ! R betegne funktionen givet ved'b(x) = kf(x)� bk2 ; x 2 K:(336)Eftersom 'b er kontinuert, og K er kompakt, har denne funktion et minimum.



86 A. DEN INVERSE FUNKTIONS S�TNINGVi bem�rker, at minimumikke kan antages p�a @K: For x 2 @K har vi kf(x)�bk >23 d og dermed 'b(x) > 49 d2 ; x 2 @K:(337)Idet jf(x0)� bj < 13 d har vi 'b(x0) < 19 d2:(338)Alts�a funktionen 'b K ! R antager sit minimum i et indre punkt x af K. I ets�adant punkt har vi '0b(x) = 0. I f�lge formlen (340) nedenfor, hvor '0b(x) og(f(x)� b) er r�kkevektorer, g�lder'0b(x) = 0) f(x) = b;(339)og dermed har vi ramt b 2 Rn med x 2 K.'0b(x) = 2(f(x)� b)f 0(x):(340)Bevis for ( 340): @'b@xr (x) = Xs @@xr (fs(x)� bs)2(341) = 2Xs (fs(x)� bs)@fs@xr (x) = 2Xs @fs@xr (x)(fs(x)� bs):(342)Bevis III: Det antages alts�a, at f : U ! Rn er injektiv. I f�lge I) g�lder, at f(U)er �aben; men af samme grund g�lder:For enhver �aben delm�ngde V af U g�lder, at(343) f(V ) er en �aben delm�ngde af Rn:(344)Denne specielle egenskab ved f implicerer umiddelbart, at f�1 : f(U) ! U erkontinuert: Givet y0 2 f(U) og en �aben omegn V af f�1(y0) i U ; da er f(V ) en�aben omegn af y0 i f(U), der afbildes ind i V af f�1.Vi skal nu vise, at f�1 er di�erentiabel i y0 = f(x0).Da f er di�erentiabel kan vi skrive (overvej)f(x)� f(x0) = �(x)(x� x0) ; x 2 U;(345)



A. DEN INVERSE FUNKTIONS S�TNING 87hvor �(x) er en n � n matrix af funktioner p�a U , kontinuerte i x0. Idet �(x0) =f 0(x0) og det f 0(x0) 6= 0 kan vi v�lge en�aben omegn V af x0 i U , s�a det�(x) 6= 0for x 2 V . Af ovenst�aende f�as med x = f�1(y)f�1(y)� f�1(y0) = �(f�1(y))�1(y � y0) ; y 2 f(V ):(346)Det f�lger nu let, at f�1 er di�erentiabel i y0 med(f�1)0(y0) = f 0(f�1(y0))�1:(347)Af dette udtryk f�lger, at Jacobimatricen for f�1 varierer kontinuert, n�ar y0 vari-eres.
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APPENDIX BVidereg�aende line�r algebra1. TensorerVi betragter i dette appendix et fast vektorrum V over R af endelig dimension n(men alle de f�lgende konstruktioner og resultater kan umiddelbart overf�res tilf.eks. komplekse vektorrum).Definition B.1. Det duale vektorrum, oftest betegnet V �, de�neres tilV � = fv� j v� er en line�r afbildning af V ind i Rg :(348)For v� 2 V � og v 2 V vil vi skrivev�(v) = (v�; v) ;(349)og vi g�r V � til et vektorrum ved ligningen8v�1; v�2 2 V �;8a 2 R : (v�1 + a � v�2; v) = (v�1; v) + a � (v�2; v) :(350)Elementerne i V � kaldes de line�re funktionaler p�a V .Proposition B.2. V � har samme dimension som V . Hvis feigni=1 er en basis forV , udg�r de n line�re funktionaler("j;Pni=1 xiei) = xj (j = 1; : : : ; n)(351)en basis for V �. Denne basis opfylder specielt("j; ei) = �i;j (i; j = 1; : : : ; n)(352)og er entydigt bestemt ved dette. 89



90 B. VIDEREG�AENDE LINE�R ALGEBRABevis. Det er klart, at de de�nerede "j-er faktisk ligger i V �. Hvis nu v� er etvilk�arligt element i V �, s�a er det entydigt bestemt udfra sine v�rdier (v�; ei) fori = 1; : : : ; n. Det f�lger s�a direkte, atv� = nXj=1(v�; ej) � "j:(353)Hvis endelig nXj=1 aj � "j = 0(354)for visse reelle konstanter a1; : : : ; an, da er8i = 1; : : : ; n ( nXj=1 aj � "j; ei) = ai = 0:(355)Dermed er det vist, at de n "i-er udsp�nder V � og er line�rt uafh�ngige. Restener oplagt.Definition B.3. Givet en basis feigni=1 for V , da kaldes den basis f"jgnj=1 for V �,der opfylder ( 352), for den duale basis.Der er 
ere gode grunde til at indf�re det duale vektorrum. �En er, at vektorernehar forskellige \transformationsregler", hvilket afspejles i f�lgendeProposition B.4. Lad (feigni=1; f"jgnj=1) og (ffigni=1; f'jgnj=1) v�re to par af du-ale baser for (V; V �). Der �ndes da matricer A = faijg og C = fcijg s�a8i = 1; : : : ; n : ei = nXl=1 alifl(356) 8j = 1; : : : ; n : �j = nXk=1 ckj'k;(357)og der g�lder: C = (At)�1:(358)Bevis. Inds�ttes de to h�jresider i ligningen (ei; "j) = �i;j f�as, da (fl; 'k) = �l;k,8i; j = 1; : : : ; n : nXk=1 akickj = �i;j:(359)Dette er pr�cist indholdet af (358).Lemma B.5. V �� �= V :



1. TENSORER 91Bevis. Ligningen (349) kan jo forts�ttes tilv�(v) = (v�; v) = v(v�) = (v; v�);(360)hvilket giver en afbildning af V ind i V ��. Men det er klart, p�a grund af eksistensenaf duale baser, at denne afbildning er en bijektion.Bem�rkning B.6. Vi identi�cerer herefter V �� med V og siger, at V er det dualetil V �. Herved bliver (v1; v�2) = (v�2; v1) per de�nition.Vi kan i forbifarten n�vneDefinition B.7. Hvis T : V1 ! V2 er en line�r afbildning, da �ndes en entydigline�r afbildning T t : V �2 ! V �1 , kaldet den adjungerede af T , de�neret ved8v 2 V18� 2 V �2 : (Tv; �) = (v; T t�) :(361)Bem�rkning B.8. Hvis vi skriver T p�a matrix form (bij) ved hj�lp af baser forhhv. V1 og V2, og hvis vi skriver matricen (dij) for T t med hensyn til de dualebaser, da g�lder det, at dij = bji.Definition B.9. Lad V;W v�re to endeligt-dimensionale vektorrum. S�tB(V;W ) = fB : V �W ! R j B er en biline�r afbildningg; og(362) L(V;W ) = fT : V ! W j T er en line�r afbildningg:(363)Elementerne i B(V;W ) kaldes ofte bilinearformer.Det er klart, at B(V;W ) � B(W;V ). Evdvidere kan afbildningen T ! T t benyttestil at lave en kanonisk isomor� L(V;W ) �= L(W �; V �). Begge typer rum g�res tilvektorrum gennem de naturlige, punktvise operationer, f.eks.(B1 + a �B2)(v;w) = B1(v;w) + a �B2(v;w):(364)Proposition B.10. Afbildningen B(V;W ) 3 B ! TB 2 L(V;W �) de�neret ved(TB(v); w) = B(v;w)(365)etablerer en line�r isomor� mellem disse afbildningsrum.Bevis. Det er klart, at den de�nerede afbildning faktisk er line�r. For at visebijektiviteten vil vi nu konstruere en afbildning L(V;W �) 3 T ! BT 2 B(V;W ):BT (v;w) Def:= (T (v); w) :(366)Det er klart, i f�lge (365), at dette er den inverse til B ! TB.



92 B. VIDEREG�AENDE LINE�R ALGEBRADefinition B.11. Lad V og W v�re to endeligt-dimensionale vektorrum. Vi de-�nerer da tensor-produktet af V og W tilV 
W = B(V �;W �) (= L(V �;W )) :(367)For v 2 V og w 2 W de�neres elementet v 
 w i V 
W ved(v 
w)(v�; w�) = (v�; v)(w�; w) :(368)Lemma B.12. Afbildningen V �W 3 v;w {! v 
 w 2 V 
W er biline�r. Derg�lder nemlig� 8v 2 V;8w 2 W;8a 2 R : a � (v 
 w) = (a � v)
 w = v 
 (a � w).� 8v1; v2 2 V;8w 2 W : (v1 + v2)
 w = v1 
 w + v2 
 w.� 8v 2 V;8w1; w2 2 W : v 
 (w1 + w2) = v 
 w1 + v 
 w2.Den til {(v;w) = v 
 w svarende afbildning V � ! W betegnes Tv;w eller Tv
w oger givet ved Tv;w(v�) = Tv
w(v�) = (v�; v)w :(369)Bevis. Den til (368) svarende afbildning opfylder per de�nition:(Tv;w(v�); w�) = (v�; v)(w;w�) = ((v�; v)w;w�);(370)hvor den sidste ligning f�lger ved linearitet. De resterende p�astande f�lger let.Proposition B.13. Lad feigni=1 og ffigNi=1 v�re baser for henholdsvis V og W .Da udg�r fei 
 fjg(n;N)(i;j)=(1;1)(371)en basis for V 
W . Specielt erdim(V 
W ) = n �N:(372)Bevis. Lad f"jgnj=1 og f'jgNj=1 v�re de duale baser til de givne baser. Vilk�arli-ge elementer � og � i henholdsvis V � og W � kan da udvikles p�a disse baser (overvejdisse formler): � = nXi=1(�; ei)"i og � = NXj=1(�; fj)'j:(373)



1. TENSORER 93Lad nu B v�re en vilk�arlig bilinearform p�a V � �W �. Da er, p�a grund af bilinea-riteten, B(�; �) = nXi=1 NXj=1(�; ei)(�; fj)B("i; 'j)(374) = nXi=1 NXj=1B("i; 'j)(�; ei)(�; fj)= nXi=1 NXj=1B("i; 'j)(ei 
 fj)(�; �):Dette siger pr�cist, at B = nXi=1 NXj=1B("i; 'j)(ei 
 fj):(375)Den letteste m�ade at vise, at de forskellige ei
 fj-er er line�rt uafh�ngige er nokved at observere, at V 
W = L(V �;W ), og det sidste rum (t�nk blot p�a matricer)har jo dimension n � N . Da vi ovenfor har fundes et s�t af n � N vektorer, derudsp�nder V 
W , m�a dette s�aledes v�re en basis.Lemma B.14 (Sporet af en line�r afbildning). Der �ndes en entydig line-�r afbildning L(V; V ) = V � 
 V tr! R, s�aledes at8� 2 V �8v 2 V : tr (T�;v) = tr (T�
v) = (�; v) :(376)Hvis fTijg er matricen for T 2 L(V; V ) med hensyn til en eller anden basis, da ertr(T ) = Pni=1 Tii :(377)For T 2 L(V; V ) kaldes tr(T ) for sporet af T .Bevis. Hvis (feigni=1; f"jgnj=1) er duale baser for V og V � og T 2 L(V; V ), erT (v) = T  nXi=1("i; v)ei! = nXi=1("i; v)T (ei) = nXi=1 T"i;T (ei)(v);(378)for v 2 V . Hvis (376) skal holde, m�a der alts�a g�lde:tr(T ) = nXi=1("i; T (ei)):(379)



94 B. VIDEREG�AENDE LINE�R ALGEBRAVi de�nerer nu tr(T ) ved (379). Lad v og � v�re vilk�arlige elementer i hhv. V ogV �. Da er tr(T�;v) = nXi=1("i; (�; ei)v) = nXi=1("i; v)(�; ei)(380) = (�; nXi=1("i; v)ei) = (�; v):Den konstruerede afbildning har s�aledes den �nskede egenskab. Men denne egen-skab er uafh�ngig af valg af basis, og det er tr s�aledes ogs�a.Hvis ~S er en line�r afbildning af V 
W ind i et vektorrum Z, da er det klart, atS = ~S � { : V �W ! Z er en line�r afbildning (se i �vrigt Lemma B.12). Detinteressante er, at det omvendte ogs�a g�lder:Proposition B.15 (Tensor-produktets universelle egenskab). Til en gi-ven biline�r afbildning S af V � W ind i Z �ndes en entydig line�r afbildning~S : V 
W ! Z, s�aledes at S = ~S � {.Bevis. Vi de�nerer simpelthen~S(ei 
 fj) = S(ei; fj)(381)og udvider denne til generelle vektorer ved linearitet. Hvis v = Pnj=1 xjej 2 V ogw = Pnk=1 ykfk 2 W da bliver, p�a grund af S's bilinearitet,S(v;w) = n;NXj;k=1;1xjyk ~S(ej 
 fk) = ~S( n;NXj;k=1;1xjyk(ej 
 fk))(382) = ~S(( nXj=1xjej)
 ( NXk=1 ykfk)) = ~S(v 
 w):Alts�a er S = ~S � {.Man kan nu forts�tte med at de�nere h�jere-ordens tensorer. Hvis f.eks. V1; V2; V3er vektorrum, kan vi betragte b�ade (V1 
 V2)
 V3 og V1 
 (V2 
 V3). Det er ikkevanskeligt at se, at disse vektorrum er isomorfe. Mere generelt kan man de�nereV1 
 � � � 
 Vr = B(V �1 ; : : : ; V �r ) ;(383)hvor rummet p�a h�jresiden betegner m�ngden af multiline�re afbildninger V �1 �� � � � V �r ! R. Man har ogs�a her en universel egenskab, se Figur B.5. Endeligkan V1 
 � � � 
 Vr identi�ceres med Mult(V �1 ; : : : ; V �r�1;Vr), d.v.s. med rummet afmultiline�re afbildninger fra V �1 � � � � � V �r�1 til Vr.



2. DEN YDRE ALGEBRA 95ZS~S{V1 � � � � � VrV1 
 � � � 
 VrFigur B.5. Tensorproduktets universelle egenskab: Lad { betegneden multiline�re afbildning (v1; : : : ; vr)! v1
� � �
vr af V1�� � ��Vrind i V1 
 � � � 
 Vr. For ethvert vektorrum Z og hver multiline�rafbildning S : V � � � � � Vr ! Z �ndes en entydig line�r afbildning~S : V 
 � � � 
 Vr ! Z, s�a diagrammet kommuterer.Definition B.16. Afbildningen W 
 V � 
 V ! W svarende til den triline�reafbildning W � V � � V 3 w; �; v ! (�; v)w 2 W(384)kaldes kontraktionen af W 
V �
 V langs V �; V . Dette kan naturligvis genera-liseres til h�jere-ordens tensorer. Se i �vrigt opgaverne.Bem�rkning B.17. I Riemannsk geometri bliver V = Tm(M) og V � = T �m(M).Elementerne i V kaldes kovariante vektorer og elementerne i V � for kontra-variante vektorer. 2. Den ydre algebraDefinition B.18. Vk(V ) betegner rummet af k-line�re alternerende former p�aV �, d.v.s. k-line�re former L : V � � � � � � V � ! R som opfylder8�1; : : : ; �k 2 V � : L(��(1); : : : ; ��(k)) = sgn(�)L(�1; : : : ; �k) ;(385)for alle permutationer � 2 Sk. Hvis v1; : : : ; vk 2 V , da betegner v1^� � �^vk formen(v1 ^ � � � ^ vk)(�1; : : : ; �k) = det((�i; vj)ki;j=1) :(386)I det ovenst�aende betegner Sk permutationsgruppen af k bogstaver (eller den sym-metriske gruppe i k bogstaver), og sgn(�) for � 2 Sk betegner som s�dvanligtfortegnet af � (d.v.s.: hvis � kan skrives som sammens�tningen af s transpositio-ner (ombytninger af to elementer), da er sgn(�) = (�1)s).F�lgende observation er meget nyttig.



96 B. VIDEREG�AENDE LINE�R ALGEBRALemma B.19. Lad L v�re en k-line�r alternerende form p�a V �. Betragt et s�taf k vektorer fra V �, (�1; : : : �j�1; �; �j+1; : : : ; �i�1; �; �i+1; : : : ; �k), hvor elementet p�aden j-te plads er lig med elementet p�a den i-te plads. Da g�lderL(�1; : : : �j�1; �; �j+1; : : : ; �i�1; �; �i+1; : : : ; �k) = 0:(387)Bevis. Det anf�rte s�t af k vektorer er klart u�ndret under ombytning afelementet p�a den j-te plads med elementet p�a den i-te plads, men eftersom L eralternerende skal Lv�rdi p�a det ombyttede s�t v�re (�1) gange v�rdien p�a detoprindelige s�t. Dette er kun muligt, hvis denne v�rdi er 0.Proposition B.20. Lad feigni=1 v�re en basis for V . Vektorerne er1 ^ � � � ^ erk ,hvor r1 < r2 < � � � < rk, udg�r en basis for Vk(V ). Specielt erdim(Vk(V )) = ( nk ), hvor sidstn�vnte de�neres til 0 for k > n.Bevis. Det er let at se, at de n�vnte elementer er line�rt uafh�ngige og atdim(Vk(V )) = 0 for k > n. Lad Pnk = f(r1; r2; : : : ; rk) j 8i = 1; : : : ; k : ri 2N og 1 � r1 < r2 < � � � < rk � ng. Med L 2 ^k(V ) og f�jgnj=1 den duale basis forV � bliver(388)L(�1; : : : ; �k) = L( nXj1=1(�1; ej1)�j1 ; : : : ; nXjk=1(�k; ejk)�jk)= nXj1;:::;jk=1(�1; ej1) � � � (�k; ejk)L(�j1 ; : : : ; �jk)(389) = X(r1; : : : ; rk) 2 Pnk� 2 Sk (�1; er�(1)) : : : (�k; er�(k))L(�r�(1); : : : ; �r�(k))(390) = X(r1; : : : ; rk) 2 Pnk� 2 Sk (�1; er�(1)) : : : (�k; er�(k)) � sgn(�) � L(�r1; : : : ; �rk)(391) = X(r1;:::;rk)2Pnk det(�i; erj)ki;j=1 � L(�r1; : : : ; �rk)(392) = X(r1;:::;rk)2Pnk L(�r1; : : : ; �rk)(er1 ^ � � � ^ erk)(�1; : : : ; �k):(393)Denne udregning forl�ber s�aledes: Man kommer fra (388) til (389) ved linearitet.For at komme til (390) bem�rkes, at en vilk�arlig f�lge j1; j2; : : : ; jk af forskelligepositive tal p�a pr�cist en m�ade kan omordnes (alts�a permuteres), s�a de st�ar ordnet



2. DEN YDRE ALGEBRA 97efter st�rrelse (i \nummerorden"). Herefter f�lger (391) let, da L jo er alternerende,og endelig er (392) jo en direkte f�lge af formlen for determinant.Bem�rkning B.21. Ovenst�aende formel bliver s�rlig simpel n�ar k = n:L(�1; : : : ; �n) = det(�i; ej)ni;j=1 � L(�1; : : : ; �n) :(394)Afbildningen V k 3 v1; : : : ; vk {! v1 ^ � � � ^ vk(395)er tydeligvis multiline�r og alternerende. Sammens�ttes denne med en line�rafbildning ~S : Vk(V ) ! W f�as naturligvis en multiline�r alternerende afbildningS = ~S � { : V1 � � � � � Vr ! W . Ligesom for tensor-produktet har vi her ogs�a detomvendte:Proposition B.22 (Det ydre produkts universelle egenskab). Til en gi-ven alternerende multiline�r afbildning S af V �� � ��V ind i W �ndes en entydigline�r afbildning ~S af Vk(V ) ind i W , s�aledes at S = ~S � {.Bevis. De�ner simpelthen~S(er1 ^ � � � ^ erk) = S(er1; : : : ; erk);(396)og udvid ved linearitet. Dette er den eneste chance for ~S. Omvendt er det klart,at denne de�nition virker.Proposition B.23. Der �ndes en entydigt de�neret biline�r afbildning^k(V )�^l(V ) 3 !1; !2 ! !1 ^ !2 2 ^k+l(V ) ;(397)s�aledes at for alle v1; : : : ; vk; ~v1; : : : ; ~vl 2 V(v1 ^ � � � ^ vk) ^ (~v1 ^ � � � ^ ~vl) = v1 ^ � � � ^ vk ^ ~v1 ^ � � � ^ ~vl :(398)Denne afbildning kaldes det ydre produkt. Den g�rV(V ) = Pnk=0 ^k(V ) ;(399)hvor per de�nition ^0(V ) = R, til en associativ algebra, kaldet den ydre algebra.Bevis. Holdes vi-erne fast i (398) f�as en alternerende multiline�r afbildningT (v1; : : : ; vk) af V � � � � � V| {z }l ind i Vk+l(V ). Denne kan via Proposition B.22 udvi-des til Vl(V ). Endvidere er, for fastholdt !2 2 Vl(V ), afbildningen V � � � � � V| {z }k 3v1; : : : ; vk ! T (v1; : : : ; vk)!2 multiline�r og alternerende og kan derfor, igen p�agrund af Proposition B.22, udvides til Vk(V ). P�astanden f�lger let fra dette.



98 B. VIDEREG�AENDE LINE�R ALGEBRABem�rkning B.24. Den ydre algebra er ikke kommutativ. Der g�lder faktisk(overvej) !k ^ !l = (�1)k�l!l ^ !k hvis !k 2 ^k(V ) og !l 2 ^l(V ) :(400)



APPENDIX CTopologiVi minder her om nogle af de mest grundl�ggende topologiske begreber.Definition C.1. En m�ngde X kaldes et topologisk rum med topologien T , s�a-fremt der �ndes en familie T af delm�ngder af X, der opfylder:� X 2 T og ; 2 T .� O1; : : : ; Or 2 T ) O1 \ � � � \Or 2 T .� Hvis fO�g�2A � T , da er [�2AO� 2 T .Elementerne i T kaldes de�abne delm�ngder.Hvis x 2 X, er en omegn om xxx per de�nition en �aben delm�ngde O, s�a x 2 O.Rummet X kaldes et Hausdor�sk rum s�afremt8x1 6= x2 2 X : 9O1; O2 2 T : x1 2 O1; x2 2 O2 og O1 \ O2 = ;:(401)En m�ngde X kan altid g�res til et topologisk rum ved at v�lge T = fX; ;g.Dette kaldes den trivielle topologi. I den anden yderlighed kal man v�lge T somfamilien af alle delm�ngder. Den dur heller ikke til meget. Vi vil skrive (X;T )n�ar vi har situationen i De�nition C.1.Definition C.2. Lad (X1;T1) og (X2;T2) v�re topologiske rum. En afbildningf : X1 ! X2 kaldes kontinuert (med hensyn til de betragtede topologier) s�afremt8U 2 T2 : f�1(U) 2 T1:(402)Definition C.3. En delfamilie B � T kaldes en basis for topologien eller enbasis for de �abne m�ngder, s�afremt ethvert O 2 T kan skrives som fore-ningsm�ngden af visse elementer i B. Rummet X siges at v�re anden-t�llelig,s�afremt der �ndes en t�llelig basis for de �abne m�ngder.99



100 C. TOPOLOGIDefinition C.4. Et topologisk rum (X;T ) siges at v�re usammenh�ngende,s�afremt der �ndes to�abne ikke-tomme delm�ngder O1; O2 af X s�aX = O1 [O2 og O1 \O2 = ;:(403)Hvis X ikke er usammenh�ngende, da kaldes X for sammenh�ngende.Definition C.5. Hvis (X;T ) er et topologisk rum og Y � X, de�nererTY = fO \ Y j O 2 T g(404)en topologi p�a Y kaldet sportopologien.



OPGAVER 101
OPGAVEROpgave 1.1. Lad t! �(t) v�re en vilk�arlig regul�r kurve.� Udregn eksplicit krumningen.� Vis, at tangentialkomponenten af �00(t) er lig med d2s=dt2 gange enheds-tangentvektoren og at komponenten i retningen af hovednormalen er givetved (ds=dt)2 � k gange hovednormalen.Opgave 1.2. Vis, at hvis t! �(t) er en simpel lukket kurve i R2 med periode T ,da er st�rrelsen L = Z T0 jdet(�0(t); �00(t))j 13dtuafh�ngig af parametriseringen. Det kaldes den a�ne l�ngde. Vis, at L3=A erinvariant under a�ne transformationer, hvis A er arealet af m�ngden omsluttetaf kurven.Opgave 1.3. Betragt kurven x i R3 (kaldet skruelinien eller helixen):x(s) = �a cos sc ; a sin sc ; bsc� ; s 2 R;(405)hvor a; b; c er positive reelle tal og c2 = a2 + b2.� Vis, at s er buel�ngde.� Bestem krumningen og torsionen af x.� Bestem den oskulerende cirkel.� Vis, at linien bestemt af n(s) gennem x(s) sk�rer z-aksen i vinklen �=2.� Bevis, at tangentlinierne til x danner en konstant vinkel med enhedsvekto-ren i z-aksens retning.



102 OPGAVEROpgave 1.4. Den plane kurvex(t) = (t; cosh t) ; t 2 R(406)kaldes katenoiden. Bevis, at krumningen med fortegn er givet vedk(t) = 1cosh2(t):(407)Opgave 1.5. Lad x(t) = (x1(t); x2(t)) v�re en plan kurve. Bevis, at krumningenmed fortegn er givet ved k�(t) = x01x002 � x001x02((x01)2 + (x02)2)3=2 :(408)Opgave 1.6. Lad x : (a; b)! R2 v�re en regul�r kurve. Antag, at der �ndes etpunkt t0 2 (a; b), s�aledes at jx(t)j har et lokalt maximum i t0. Bevis, at jk(t0)j �1=jx(t0)j.Antag nu, at x er en lukket kurve, der l�ber inden i en cirkelskive med radius r.Bevis, at der �ndes et t 2 (a; b) s�aledes, at krumningen i punktet x(t) opfylder:jk(t)j � 1=r.Opgave 1.7. Antag, at � 0(0) i beviset for S�tning I.10 peger i den positive x-akses retning. Lad y ligge i komplement�rm�ngden Cc til C. De�ner variatio-nen d(y) som v�rdien �y(L) � �y(0), hvor �y(s) er vinklen, som enhedsvektoren(�(s) � y)=k�(s) � yk fra y til �(s) danner med en fast retning|f.eks. � 0(0).Bevis, at d(y) altid enten er 0 eller 2�. Vis videre, at Ce = fy 2 Cc j d(y) = 0ger en ubegr�nset �aben sammenh�ngende m�ngde|det ydre af kurven|hvorimodCi = fy 2 Cc j d(y) = 2�g|det indre af kurven|er en begr�nset �aben sam-menh�ngende m�ngde. (Dette er (den di�erentiable) Jordans kurves�tning).Vink: Unders�g f�rst en omegn af �(0), dern�st en omegn af kurven.Opgave 1.8. Bevis, at cylinderen f(x; y; s) 2 R3 j x2 + y2 = 1g er en delmangfol-dighed af R3 og �nd lokale parametriseringer, der tilsammen d�kker den.Tilsvarende sp�rgsm�al for delm�ngden f(x; y; z; s; t) 2 R5 j x2 + y2 + z2 = 1g afR5.Opgave 1.9. Bevis, at enhedskugleover
aden Sn � Rn+1,Sn = f(x1; : : : ; xn+1) 2 Rn+1 j x21 + � � �+ x2n + x2n+1 = 1ger en delmangfoldighed. Konstruer et kort.Opgave 1.10. Delm�ngden S = f(x; y; z) 2 R3 j 0 = z + y2 � x2g er en 2-dimensional delmangfoldighed af R3 (hvorfor?). Check, at de to nedenfor anf�rtefunktioner er kort p�a S:



OPGAVER 103� f(u; v) = (u+ v; u� v; 4uv); (u; v) 2 R2.� g(u; v) = (u cosh v; u sinh v; u2); (u; v) 2 R2; u 6= 0.Opgave 1.11. Angiv et atlas for den to-bladede hyperboloide f(x1; : : : ; xn+1) 2Rn+1 j �x21 � � � � � x2n + x2n+1 = 1g.Opgave 1.12. Bevis, at en �aben delm�ngde af en delmangfoldighed selv er endelmangfoldighed.Opgave 1.13. Bevis p�astanden i ( 54) side 11.Opgave 1.14. Bevis, at den orthogonale gruppe O(2) er en delmangfoldighed afR4. Pr�v at formulere hvorledes den \globalt" ser ud.For tilsvarende at bevise, at O(3) er en 3-dimensional delmangfoldighed af R9 kanman evt. fors�ge med f�lgende program:� Find 6 \naturlige" funktioner p�a m�ngden af 3 � 3-matricer (� R9), dertilsammen er en kandidat til funktionen \F" i de�nitionen (2) side 14.� Bevis, at F 0 er surjektiv i punktet I 2 O(3).� Udnyt gruppestrukturen i O(3) til at konkludere, at F 0 ogs�a er surjektiv iethvert andet punkt i O(3).� Konkluder det �nskede.Opgave 1.15. Lad ! = 0B@ 0 �3 ��2��3 0 �1�2 ��1 0 1CA :(409)og lad � = (�1; �2; �3). Udnyt, at !(�) = 0 til at bevise, at exp(t!) er en rotationgennem vinklen tk�k omkring �.Vis, at der �ndes matricer A;B;C s�aledes atexp(t!) = A+B cos(tk�k) + C sin(tk�k);(410)og bestem disse. Benyt dette til at �nde alle kurver � i R3, hvor torsionen ogkrumningen er givne konstanter (og sidstn�vnte 6= 0), og s�aledes at �(0) = 0 2 R3,og de tre vektorer � 0(0); n(0) og b(0) netop udg�r det s�dvanlige orthonormalsystemfor R3.Opgave 1.16. Bevis, at hvis n er ulige og S er en reel sk�vsymmetrisk n � nmatrix, da har ligningen S� = 0 mindst �en l�sning � 6= 0 og vis, at exp(tS)� = �.Vis for et vilk�arligt n, at hvis S 6= 0 er en sk�vsymmetrisk n � n matrix, da�ndes et 2-dimensionalt underrum W � Rn s�aledes, at b�ade W og dets vinkelrettekomplement W? er invariante under S og dermed ogs�a under exp(tS). Beskrivstrukturen af S og exp(tS) geometrisk. Vink: N�ar S er sk�vsymmetrisk og n er



104 OPGAVERulige, s�a er det karakteristiske polynomium det(t � I �S) en ulige funktion i t : : : .For at komme igang med det 2-dimensionale underrum kan man t�nke p�a, at S{som jo har reelle koe�cienter{har en imagin�r egenv�rdi h�rende til en vektorw med komplekse koe�cienter{for i � S er en selvadjungeret (hermitisk) matrix.Skrives w som v1 + i � v2, hvor v1 og v2 har reelle koe�cienter, dukker en naturligkandidat til det �nskede underrum op.Opgave 1.17. Lad m og a v�re komplekse n � n matricer og antag, at a er in-vertibel. Bevis, at exp(a �m � a�1) = a � exp(m) � a�1:(411)Brug ( 411) samt at en hermitisk eller sk�v-hermitisk matrix m (i.e. m� = meller m� = �m) kan diagonaliseres over C til at bevise, at den uendelige r�kkei de�nitionen af exp(m) konvergerer, hvis m er hermitisk eller sk�v-hermitisk.Specielt konvergerer den, hvis m er reel og sk�v-symmetrisk.Opgave 1.18. Betragt en �aben delm�ngde ! af Rn. Opfat den som indlejret iRN (N > n) som \de sidste n koordinater"; ~! � f(0; : : : ; 0; x1; : : : ; xn) 2 RN j(x1; : : : ; xn) 2 !g. Bevis, at ~! derved bliver en delmangfoldighed af RN. Angivkonkrete funktioner F og G som i beviset for S�tning II.6, der kan bruges i dennesituation.Opgave 1.19. Lad v1 og v2 v�re to line�rt uafh�ngige vektorer i R5. Lad M =fx � v1 + y � v2 j x; y 2 Rg. Bevis, at M er en delmangfoldighed af R5 og angivfunktioner F og G som i beviset side 14.Opgave 1.20. Betragt f�lgende (generaliserede) graf: M = f(x; y; x + x2y2; y +y2) 2 R4 j (x; y) 2 R2g. Angiv (lokalt) en funktion F1, der opfylder (1) side 14.Suppler denne op til en funktion \	�11 " og diskuter funktionen f1(x) = 	1(x1; : : : ;xn; 0; : : : ; 0). Angiv tilsvarende en funktion f , der opfylder (2) side 14 og supplerdenne op til en funktion 	. Diskuter funktionen F i (lokalt) (F;G) = 	�1.Opgave 1.21. Betragt R3 med koordinater (x; y; z). Lad I 3 v ! (0; f(v); g(v))betegne en simpel regul�r (ikke n�dvendigvis lukket) kurve i yz-planen, og antag,at 8v 2 I : f(v) > 0. Antag endvidere, at f(0; f(v); g(v)) j v 2 Ig er en 1-dimensional delmangfoldighed af denne plan. Drejes denne kurve en hel omgangom z-aksen f�as en 
ade M, hvor et vilk�arligt punkt har formen (f(v) cos u; f(v) sinu;g(v)) for et passende u; v. Bevis, at M er en 2-dimensional delmangfoldighed afR3|en s�akaldt omdrejnings
ade.Opgave 1.22. Konstruer en di�eomor� mellem en ellipsoide E = f(x; y; z) 2 R3 jx2a2 + y2b2 + z2c2 = 1g (a > 0; b > 0; c > 0) og kugleover
aden S2 i R3.



OPGAVER 105Opgave 1.23. Antag, at  : U1 ! U2 er en di�erentiabel afbildning af en �abendelm�ngde U1 � RN1 ind i en �aben delm�ngde U2 � RN2. Antag yderligere, atM1 og M2 er delmangfoldigheder af hhv. RN1 og RN2, der opfylder, at M1 � U1 og (M1) �M2. Bevis, at  er di�erentiabel som afbildning fra M1 ind i M2.Opgave 1.24 (Stereografisk projektion). Lad N betegne \nordpolen" i Sn,N = (0; : : : ; 0; 1) og lad tilsvarende S = (0; : : : ; 0;�1) betegne \sydpolen". For etvilk�arligt punkt (x1; : : : ; xn) 2 Rn de�neres �N 2 Sn til at v�re det entydige punktder b�ade ligger i Sn og p�a linien fra (x1; : : : ; xn; 0) til N . Bevis, at (�N ;Rn) er etkort p�a Sn. De�ner nu tilsvarende �S baseret p�a \projektion" fra sydpolen. Angivexplicitte udtryk for ��1S � �N og ��1N � �S:(412)Opgave 1.25. Lad notationen v�re som i Opgave 1.24, idet vi dog nu s�tter n = 2og opfatter R2 som C . Lad P : C ! C v�re et ikke-konstant komplekst polyno-mium, d.v.s., der �ndes et r � 1 og for alle i = 0; : : : ; r komplekse konstanter aimed ar 6= 0 s�a P (�) = ar�r + � � �+ a1� + a0:(413)De�ner en afbildning  : S2 ! S2 ved (p) = �N � P � ��1N hvis p 2 S2 � fNg (N) = N:(414)Bevis, at  er en di�erentiabel afbildning.Opgave 1.26. Skits�er et bevis for, at O(n) er en delmangfoldighed af Rn2. Bevisdern�st, at hvis g er et vilk�arligt element i O(n), da er begge afbildningerne O(n) 3o! g � o og O(n) 3 o! o � g di�eomor�er af O(n) p�a O(n).Opgave 1.27. Lad M1 v�re en delmangfoldighed af RN1 og lad M2 v�re en del-mangfoldighed af RN2. Bevis, atM1 �M2 = f(m1;m2) j m1 2M1 og m2 2M2g(415)er en delmangfoldighed af RN1+N2, og at projektionerne �1 : (m1;m2) ! m1 og�2 : (m1;m2)! m2 er di�erentiable afbildninger.Opgave 1.28. Bevis, at SO(2) = fo 2 O(2) j det o = 1g som delmangfoldighed afR4 er di�eomorf med S1 = fz 2 C j jzj = 1g. Bevis yderligere, at afbildningenS1 � S1 ! S1 : (z1; z2)! z1z2 er di�erentiabel (se Opgave 1.27).Opgave 1.29. Bevis, at afbildningen O(n)�O(n)! O(n) : (o1; o2)! o1 � o�12 erdi�erentiabel. (Dette viser, at O(n) er en Liegruppe.)



106 OPGAVEROpgave 1.30. Lad F : U � RN ! R v�re en di�erentiabel funktion. Antag, at8X 2 M = F�1(a) : gradF (X) 6= 0. Bevis, at M (hvis den er forskellig forden tomme m�ngde) er en N � 1 dimensional delmangfoldighed af RN. Bevisyderligere, at tangentrummet i et punkt X0 2M er givet ved ligningenhgradF (X0);Xi = 0;(416)og at den plan, der tangerer M i X0, som delmangfoldighed af RN, er givet vedligningen hgradF (X0);X �X0i = 0:(417)Opgave 1.31. Vi vil sige, at to delmangfoldigheder M1 og M2 i R3 sk�rer hinan-den orthogonalt, s�afremt normalerne N1(p) og N2(p) til ethvert punkt p 2M1\M2svarende til til tangentplanerne hhv. M1 og M2 er vinkelrette. Bevis, at hver afligningerne (hvor a; b; c 6= 0) x2 + y2 + z2 = axx2 + y2 + z2 = byx2 + y2 + z2 = czde�nerer delmangfoldigheder af R3, og at de sk�rer hinanden orthogonalt.Opgave 1.32. Lad f og g v�re di�erentiable funktioner p�a R2. Lad Mf og Mgbetegne graferne (delmangfoldigheder af R3) for hhv. f og g. Antag 8x 2 R2 :grad f(x) 6= grad g(x), og at Mf \Mg 6=�. Bevis, at Mf \Mg er en 1-dimensionaldelmangfoldighed af R3.Opgave 1.33. Find koe�cienterne gjk(x) til den f�rste fundamentalform for f�l-gende delmangfoldigheder med hensyn til et kort.� S2 m.h.t. til et kort af typen (x; y; (1� x2 � y2)1=2).� En plan i R4 gennem et punkt X0 og udsp�ndt af tre line�rt uafh�ngigevektorer v1; v2; v3.� f(x; y; z; w) 2 R4 j x2 + y2 + z2 = 1g. V�lg selv et kort.� En omdrejnings
ade i R3med hensyn til et naturligt kort. (Se Opgave 1.21).� Sn m.h.t. stereogra�sk projektion (hvad betyder resultatet?).� Helicoiden f(v cos u; v sin u; au) j u; v 2 R og a 6= 0 en konstantg m.h.t.naturligt kort.Opgave 1.34. Lad Mi for i = 1; 2 v�re n-dimensionale delmangfoldigheder afRN. Antag at 2n � N > 0 og at M1 \ M2 6=�. Vis, at der generelt g�lderat dim(Tm(M1) \ Tm(M2)) � 2n � N . Antag nu f�lgende: 8m 2 M1 \ M2 :dim(Tm(M1) \ Tm(M2)) = 2n�N . Bevis, at M1 \M2 er en 2n�N dimensionaldelmangfoldighed.



OPGAVER 107Opgave 1.35. Lad J v�re en n � n matrix med f�lgende diagonal:(1; : : : ; 1| {z }p ;�1; : : : ;�1| {z }q ) (p + q = n) og nuller uden for diagonalen. De�ner en bili-nearform (�; �)J p�a Rn�Rn ved(x; y)J = (Jx; y)e;(418)hvor (�; �)e betegner det s�dvanlige (euklidiske) indre produkt p�a Rn. De�nerden pseudo-orthogonale gruppe O(p; q) = fn � n matricer m j 8x; y 2 Rn :(mx;my)J = (x; y)Jg. Skits�er et bevis for, at O(p; q) er en delmangfoldighed af etpassende endeligt-dimensionalt reelt vektorrum. Hvad er dens dimension?Opgave 1.36. Bevis, at det er ligegyldigt hvorvidt man i betingelse (1) side 14kr�ver, at F 0 er surjektiv p�a hele U eller blot at F 0 er surjektiv p�a M \ U .Opgave 1.37. Antag givet, for den samme�abne delm�ngde U af V , b�ade et par(F;U) som i (1) og et par (f;O) som i (2) (begge side 14). Udnyt disse afbildninger,samt velkendte s�tninger om kernen for en line�r afbildning L sammenholdt medbilledet for Lt, til at konstruere kandidater til kort p�a normalbundtet. Vis dern�st,at normalbundtet er en delmangfoldighed af R2N, og at dimensionen er N .Opgave 1.38. Lad  : M ! R v�re givet ved  (X) = kX � X0k2 for et fastpunkt X0 2 RN. Angiv et udtryk for d X(v) for v 2 TX(M).Opgave 1.39. Lad X 2 M og antag givet to kort (f1; O1) og (f2; O2) s�aledes, atX 2 f1(O1)\ f2(O2). Lad os videre angive punkter i O1 som n-tupler (x1; : : : ; xn)og punkter i O2 som n-tupler (y1; : : : ; yn). En vilk�arlig vektor v 2 TX(M) kan daskrives v = nXi=1 �if1xi = nXj=1 �jf2yj :(419)Antag, at X = f1(x0). Bevis, at� = 0BB@ �1...�n 1CCA = 0BB@ @y1@x1 � � � @y1@xn... ...@yn@x1 � � � @yn@xn 1CCA0BB@ �1...�n 1CCA =  @y@x(x0)! (� );(420)hvor vi, i standard notation, opfatter yj-erne som funktioner af xi-erne via y =(f2)�1 � f1(x).Opgave 1.40. Et kritisk punkt for en di�erentiabel afbildning  :M ! R er etpunkt m 2 M hvor d m = 0. (N�ar mere generelt  er en afbildning fra M til N ,er det et punkt m, hvor d m ikke har maksimal rang.)



108 OPGAVER� Lad  : M ! R v�re givet ved  (m) = km �m0k, hvor m0 62 M . Bevis,at m er et kritisk punkt for  hvis og kun hvis m�m0 2 Tm(M)?.� Lad � : M ! R v�re givet ved �(m) = hm; vi for en fast enhedsvektorv 2 RN. Vis, at m er et kritisk punkt for � hvis og kun hvis v 2 Tm(M)?.Opgave 1.41. Lad  :M ! R v�re en di�erentiabel funktion p�a en (kurve-)sam-menh�ngende delmangfoldighed M . Antag, at d m = 0 for alle m 2M . Bevis, at er konstant.Opgave 1.42. Fuldf�r detaljerne i Bem�rkning II.42 side 29.Opgave 1.43. Betragt lokale kort (f i; Oi); i = 1; 2 p�a S2 givet vedf1(�; �) = (sin � cos �; sin � sin�; cos �); � 2]0; 2�[ ; � 2]0; �[ andf2(x1; x2) = (x1; x2;q1� x21 � x22 ); x21 + x22 < 1:Betragt funktionerne C2(x1; x2; x3) = x2 og C3(x1; x2; x3) = x3 restringeret til S2og udregn ~@@�; ~@@� ; ~@@x1 , og ~@@x2 af disse.|Hvilke af vektorfelterne (sinn �) @@� ; n = 0; 1; 2; : : : , kan udvides til S2, i.e. toC1(S2)?Opgave 1.44. Find samtlige Christo�elsymboler b�ade af f�rste og af anden artfor f�lgende delmangfoldigheder med hensyn til et kort.� En plan i R4 gennem et punkt X0 og udsp�ndt af tre line�rt uafh�ngigevektorer v1; v2; v3.� f(x; y; z; w) 2 R4 j x2 + y2 + z2 = 1g. V�lg selv et kort.� En omdrejnings
ade i R3 med hensyn til et naturligt kort.� Sn m.h.t. stereogra�sk projektion.� Helicoiden f(v cos u; v sin u; au) j u; v 2 R og a 6= 0 en konstantg m.h.t.naturligt kort.Opgave 1.45. Lad M � R6 v�re den 3-dimensionale delmangfoldighed givet vedM = f(x; y; z; x; y; xz) j x; y; z 2 Rg:Bestem alle Christo�elsymbolerne af b�ade den f�rste og af den anden art.Opgave 1.46. Udregn alle Christo�elsymbolerne p�a torus (Opgave 1.72) med hen-syn til en parametrisering som i Opgave 1.85, ligning ( 437). L�s dern�st Op-gave 1.85. Udf�r endelig den del af Opgave 1.86, der har med torus at g�re.



OPGAVER 109Opgave 1.47. Bevis, at afbildningen  de�neret i opgave 1.25 kun har endeligtmange kritiske punkter. (Alts�a hvor determinanten af Jacobimatricen er 0, se i�vrigt Opgave 1.40).Opgave 1.48. Betragt restriktionen af exponentialafbildningen exp til vektorrum-met f! 2 Mat(r;R) j ! + !t = 0g. Denne afbildning (ogs�a betegnet med exp)afbilder ind i O(r), og er stadig givet vedexp(!) = 1Xj=0 !jj! :(421)Det antages bevist, at afbildningen er velde�neret og di�erentiabel. Hvad er dif-ferentialet exp00 af exp i 0?.Opgave 1.49 (Geod�tisk krumning med en vilk�arlig parametrisering).Betragt en regul�r kurve t ! �(t) p�a en delmangfoldighed M . For at �nde dengeod�tiske krumning og den geod�tiske hovednormal skal kurven omparametriserestil buel�ngde, s ! �(s), og � 00(s) skal derefter projiceres ned p�a tangentplanen.Brug f.ex. formel ( 13) til at vise, at den geod�tiske hovednormal er vinkelret p�a�0(t) og angiv videre de geod�tiske st�rrelser i termer af projektionen af �00(t) p�anormalplanen. Besvar endelig sp�rgsm�alene side 46.Opgave 1.50. Betragt funktionen  : R2 ! R2 givet ved  (x; y) = (x2y; y2x) oglad M =M � R4 v�re grafen for  .� Lad f(x; y) = (x; y; x2y; y2x) v�re et kort p�aM , de�neret p�a hele R2. Angivden anden fundamentalform langs en vilk�arlig kurve t! f(x(t); y(t)).� Bevis, at (x; y; z; w)! (z;w; 2xyz + wx2; zy2 + 2xyw) ved restriktion de�-nerer et vektorfelt X p�a M .� Udregn den kovariant a
edede af X langs en kurve af formen t! f(a � t+x0; b � t+ y0), for vilk�arlige reelle konstanter a; b; x0; y0.� Lad �(t) = f(t; t). Find den geod�tiske krumning og hovedretning.Opgave 1.51. Lad v1(t) og v2(t) v�re vektorfelter langs en kurve �(t) p�a en del-mangfoldighed M . Antag, at begge vektorfelter opfylder, at den kovariant a
ededelangs kurven er identisk nul. Bevis, at hv1(t); v2(t)i er uafh�ngig af t.Opgave 1.52. (Se i �vrigt Opg. 1.39) Lad m 2M og antag givet to kort (f1; O1)og (f2; O2) s�aledes, at m 2 f1(O1)\f2(O2). Lad os videre angive punkter i O1 somn-tupler (x1; : : : ; xn) og punkter i O2 som n-tupler (y1; : : : ; yn). En vilk�arlig vektorv 2 Tm(M) kan da skrives v = Pni=1 �if1xi = Pnj=1 �jf2yj . Lad os for klarhedensskyld skrive gx = fgxixjg, hvor gxixj = hfxi; fxji og tilsvarende gy = fgyiyjg med



110 OPGAVERgykyl = hfyk ; fyli. Bevis, at gxixj = Pk;l @yk@xi @yl@xj gykyl , alts�a, i mere kompakt notation,at gx = jtgyj;(422)hvor vi opfatter yj-erne som funktioner af xi-erne via y = (f2)�1 � f1(x), og hvorj = ( @y@x) betegner Jacobimatricen for koordinatskiftet.Opgave 1.53. Lad (f;O) v�re et lokalt kort p�a en delmangfoldighed M . Udregnden kovariant a
edede af vektorfeltet fxj langs en kurve af formen t! f(x0+t�ei),hvor ei betegner den i-te basisvektor i Rn og x0 2 O.Opgave 1.54. Lad � v�re en di�erentiabel afbildning fra en delmangdoldighedM til en delmangfoldighed N . Bevis, at afbildningen d� : T (M) 3 (m; v) !d�m(v) 2 T (N) er di�erentiabel.Opgave 1.55. Bevis, i forts�ttelse af Opgave 1.52, atdxi =Xj @xi@yj dyj :(423)Opgave 1.56. Formuler og bevis en generalisation af \S�tningen om den In-verse Funktion" til afbildninger mellem delmangfoldigheder af den samme dimen-sion. Bevis dern�st, i forts�ttelse af Opg. 1.48, at der �ndes en omegn 
 af 0 if! 2 Mat(r;R) j ! + !t = 0g, s�aledes at (exp;
) er et lokalt kort p�a O(r) (exprestringeret til 
) med I 2 exp(
). Bevis endelig, at hvis o 2 O(r), da er s�avel(o � exp(�);
) som (exp(�) � o;
) lokale kort p�a O(r) omkring o.Opgave 1.57. Bevis, at symmetriske r�r matricer er vinkelrette p�a sk�vsymme-triske r � r matricer i det indre produkt hm1;m2i = tr (m1mt2). Bevis dern�st, atkurverne t! exp t! i O(r) (!t = �!) overalt har geod�tisk krumning 0.Opgave 1.58. I tilf�ldet n = 2, lav en liste over de symboler Rijkl, der altid er 0.Opgave 1.59. Lad f og g tilh�re C1(R2), lad  (x; y) = (f(x; y); g(x; y)) og ladM =M � R4 v�re grafen for  . Udregn samtlige symboler Rijkl.Opgave 1.60. Lad M = M � R4 v�re grafen for funktionen  (x; y) = (x2 �y2; 4xy).� Find samtlige Christo�elsymboler af 2.den art.� Find Ricci tensoren samt den skal�re krumning i det punkt, der svarer til(x; y) = (0; 0).



OPGAVER 111Opgave 1.61. � Lad o(r) = f! 2 Mat(r;R) j !t = �!g. Bevis, at afbild-ningen o(r)�O(r) 3 (!; o)! (o; o � !) 2 T (O(r))(424)er en di�eomor�. (Tangentbundtet kan m.a.o. trivialiseres. Dette g�lderaltid for Liegrupper, men er ellers meget us�dvanligt).� For fastholdt ~o 2 O(r) inducerer afbildningenMat(r;R)�Mat(r;R) 3 (m1;m2)!(425) (m1 � ~o;m2 � ~o) 2Mat(r;R)�Mat(r;R)ved restriktion en di�erentiabel bijektion T (O(r)) ! T (O(r)). (Begrund.)Via (424) f�as derved en afbildning o(r) � O(r) ! o(r) � O(r). Beskrivdenne.Opgave 1.62. LadM v�re en hyper
ade i vektorrummet V . Betragt afbildningenGk : V 3 v ! k �v 2 V , hvor k er en reel konstant, k 6= 0. LadMk = Gk(M). Ud-tryk middelkrumning og Gauss krumning p�a Mk i et punkt k �m ved de tilsvarendest�rrelser i m 2M .Opgave 1.63. For hver af f�lgende grafer �nskes hovedkrumningerne og hovedret-ningerne i punktet svarende til (x; y) = (0; 0):� z = x2 + y2.� z = x3 � 3y2x.� z = x2 � by2 � ay, hvor a; b er reelle konstanter.Opgave 1.64. Beskriv geod�terne 
 p�a en cylinder
ade i R3. (De m�a have 
 00vinkelret p�a tangentplanen). Vis, at to vilk�arlige punkter p�a cylinder
aden i for-skellig h�jde kan forbindes med uendeligt mange forskellige geod�ter.Opgave 1.65. (Se Opgave 1.52). P�a en delmangfoldighed M , lad  v�re en C1-funktion med kompakt st�tte S indenfor en koordinatomegn f(!) �M . De�nerZS  dM = Zf�1(S)( � f)(x)qg(x)dx;(426)hvor dx betegner det s�dvanlige Lebesguem�al p�a Rn og g(x) = det gij(x). Bevis, at(426) er uafh�ngig af parametrisering i den forstand, at hvis S ogs�a ligger indenforen anden koordinatomegn ~f (~!), da f�as samme resultat i (426) n�ar f erstattes med~f . Faktisk kan (426) udvides til m�ngden af C1-funktioner p�a M med kompaktst�tte, og videre helt ud til m�ngden af m�alelige funktioner p�aM . Antyd hvorledes.Det derved opn�aede m�al kaldes det euklidiske volumenelement p�a M.



112 OPGAVEROpgave 1.66. Bevis, at n�ar g(x) = det gij(x), da er @g(x)@xl = 2g(x)Pi �iil og der-med @pg(x)@xl = qg(x)Pi �iil.Opgave 1.67. Bevis, med notationen som i Opgave 1.66, atRik = nXj=1 @�jik@xj � 12 @@xi @@xk log g + 12 nXl=1 �lik @ log g(x)@xl � nXl;j=1 �lij�jlk:(427)Opgave 1.68 (Forts�ttelse af Opgave 1.35). Lad I betegne den identiskeafbildning. Beskriv tangentrummet TI(O(p; q)). Regn derefter opgaven svarendetil Opgave 1.61 for O(p; q).Opgave 1.69. Bevis, evt. under brug af Opgave 1.30, at der altid �ndes et lokaltde�neret di�erentiabelt felt af enhedsnormalvektorer p�a en hyper
ade M .Opgave 1.70. Lad M v�re en hyper
ade i V . Lad m 2 M;v 2 Tm(M) (v 6=0), lad N(m) v�re en normalvektor til M i m (dvs. til Tm(M)) og lad endeligP(v;N(m)) v�re planen frembragt af fv;N(m)g gennem m. Bevis, at f�lles-m�ngden P(v;N(m)) \ M i en omegn af m kan fremkomme som sporet af enregul�r kurve t ! �(t) med �(0) = m og �0(0) = v. (Alts�a, at der �ndes enomegn U om m s�aledes, at U \ P(v;N(m)) \M = f�(t) j t 2 Ig for et passendeinterval I.) Gennemf�r derefter et bevis for en tilsvarende p�astand, men hvorrestriktionen om, at M er en hyper
ade, fjernes. Bevis endelig, at hvis kvk = 1og den konstruerede kurve er parametriseret ved buel�ngde, da g�lder�00(0) 2 Nm(M):(428)Opgave 1.71. Angiv explicit formlerne for middelkrumningen og den totale krum-ning for en hyper
ade af formen f(x1; : : : ; xn; �(x1; : : : ; xn)) j (x1; : : : ; xn) 2 Rng,hvor � er en di�erentiabel funktion. Bem�rk, at formlerne f�ar et s�rligt sim-pelt udseende i et punkt �x hvor 8i = 1; : : : ; n : (@�=@xi)(�x) = 0 og 8i; j; i 6= j :(@2�=@xi@xj)(�x) = 0. Bevis, at man for en vilk�arlig hyper
ade M og et vilk�arligtpunkt m 2 M kan �nde en funktion � (og et retvinklet koordinatsystem med ko-ordinater (x1; : : : ; xn; xn+1)) s�aledes, at M i en omegn af m er lig grafen for � ogs�aledes, at � opfylder disse extra krav i punktet �x for hvilket m = (�x; �(�x)).Opgave 1.72. Find, under brug af Opgave 1.65 arealet (eller \volumenet" somdet generelt kaldes) af f�lgende 
ader:� Torus i R3: En cirkel i yz planen med radius r og centrum i (0; a; 0) (a >r > 0) drejet en hel omgang om z-aksen.� Sn (enten ved induktion eller ved brug af stereogra�sk projektion).



OPGAVER 113Opgave 1.73 (Lambert's projektion). Betragt over
aden af en kugle med ra-dius R i R3 og lad f : (�; �)! (R sin � cos�;R sin � sin�;R cos �) v�re et s�dvan-ligt kort med � og � i passende intervaller.En lodret cylinder med radius R placeres nu, s�a den omslutter kuglen (kuglen ogcylinderen r�rer hinanden p�a �kvator). Lad os sige, at cylinderen st�ar paralleltmed z aksen. Herefter projiceres punkter p�a kugleover
aden over p�a cylinderensom f�lger: f(�; �)! (R cos�;R sin�;R cos �):(429)Endelig klippes cylinderen op efter en lodret linie, og resultatet foldes ud. Indl�ggespassende retvinklede koordinater x1; x2 p�a den udfoldede cylinder
ade kan manopn�a: x1 = R� og x2 = R cos �:(430)Beskriv afbildningen geometrisk. Bevis dern�st, at den omvendte afbildning til(430), med passende begr�nsninger p�a x1; x2, er en kort-afbildning p�a den givnekugleover
ade. Lad os kalde dette kort for ( ~f ; ~O). Bevis, at dette kort er arealtro:En (m�alelig) delm�ngde S af ~f( ~O) har samme areal som ~f�1(S).Opgave 1.74. Lad I 3 v ! (0; f(v); g(v)) v�re en regul�r kurve i yz-planens�aledes, at 8v 2 I : f(v) > 0. Antag yderligere, at f(0; f(v); g(v)) j v 2 Ig er endelmangfoldighed af yz-planen og lad O v�re omdrejnings
aden, der fremkommerved at dreje denne kurve om z-aksen.� Angiv hovedkrumninger og hovedretninger i et vilk�arligt punkt.� Angiv Gauss-krumningen og middelkrumningen.� En meridian er en kurve p�a O, der kan fremkomme fra den oprindeligefrembringerkurve i yz-planen ved en drejning on z-aksen. Bevis, at disseer regul�re kurver, der, hvis de parametriseres ved buel�ngde, er geod�ter.� En parallel er en kurve, der fremkommer ved sk�ring mellem O og enplan parallel med xy-planen. Disse er kun geod�ter under meget specielleforhold.|Hvilke?Opgave 1.75. Vi vil sige, at to delmangfoldigheder M1 og M2 r�rer hinandenlangs en kurve � : I !M1 \M2 s�afremt8t 2 I : T�(t)(M1) = T�(t)(M2):(431)Lad t! v(t) v�re et vektorfelt (altid antaget C1) langs � s�aledes at 8t 2 I : v(t) 2T�(t)(M1). Bevis, at den kovariant a
edede af v langs kurven er den samme, hvadenten den udregnes p�a M1 eller M2. Bevis specielt, at hvis � er en geod�t p�a M1,da er den det ogs�a p�a M2 (og vice versa).



114 OPGAVEROpgave 1.76. LadM v�re en kompakt (lukket, begr�nset) hyper
ade i V . Bevis,f.eks. ved brug af bl.a. Opg. 1.6 og Opg. 1.40, at der �ndes mindst et punkt m 2M ,i hvilket alle hovedkrumningerne har samme fortegn.Opgave 1.77. Lad M0 v�re en �aben delm�ngde af hyper
aden M som afbildesdi�eomorft p�a sit billede N(M0) � Sn ved Gaussafbildningen N . Antag, at  eren kontinuert funktion med st�tte indenfor N(M0). Vis, atZ  dS = Z ( �N) j K j dM;(432)hvor dS og dM er de euklidiske volumenelementer p�a henholdsvis Sn og M .Opgave 1.78. Lad M v�re en hyper
ade i R3. Lad (f;O) v�re et kort p�a Mmed 0 2 O og lad f(0) = m0. Antag, at der �ndes et di�erentiabelt felt N afenhedsnormalvektorer p�a f(O). Lad ( ~f; ~O) v�re et kort p�a S2 s�aledes, at 0 2 ~Oog ~f(0) = N(m0). Antag endelig, at for i = 1; 2 : fxi(0) = ~fxi(0).� Det oplyses, at N(f(t; 4t)) = ~f (t;�4t) ogN(f(�t;�2t)) = ~f (�3t;�2t);for jtj tilstr�kkelig lille. Bestem Gauss-krumningen og middelkrumningenaf M i m0.� I et punkt m1 = f(x1; x2) 6= m0 angiver fx1(x1; x2) + 2fx2(x1; x2) en ho-vedretning med tilh�rende hovedkrumning 8. Endvidere er g11 = 4; g22 =1; g12 = 0 og Gauss-krumningen er 4 i dette punkt. Bestem den andenhovedretning og hovedkrumning.Opgave 1.79. Benyt ( 95) og Lemma II.43 til at udregne Lieparentesen [�1; �2] afto vektorfelter i en kort-omegn (f;O).Opgave 1.80. Lad (f;O) v�re et lokalt kort p�a en hyper
ade M i R3. Bevis, atN(f(x)) = fx1�fx2kfx1�fx2 k er et di�erentiabelt felt af enhedsnormalvektorer p�a f(O).Opgave 1.81. Betragt en hyper
ade M i R3 af formen M = f(x; y; �(x; y)) jx; y 2 Rg med � 2 C1(R2), og lad f betegne kortet f(x; y) = (x; y; �(x; y)) de�-neret p�a hele R2. I det f�lgende opfattes vektorfelter som derivationer af relevanterum af funktioner.� Bevis, at vektorfelterne (@=@x)m og (@=@y)m kan udvides til derivationer afC1(R3).� Beskriv de mest generelle udvidelser af disse vektorfelter.� Formuler kravet til et vektorfelt p�a R3 for, at det kan restringeres til enderivation af C1(M).



OPGAVER 115� Lad �1 og �2 v�re to vektorfelter p�a R3, der kan restringeres til vektorfelterp�a M . Har [�1; �2] n�dvendigvis samme egenskab?Opgave 1.82 (Bianchi). Bevis den f�rste Bianchi-identitet:R(t1; t2; t3; t4) +R(t1; t4; t2; t3) +R(t1; t3; t4; t2) = 0:(433)Opgave 1.83. Ladm1;m2 v�re to vilk�arlige r�r-matricer med reelle koe�cienter.Svarende til disse de�neres to derivationer �1; �2 af C1(Mat(r;R)) ved:(�i�)(m) = ddt jt=0�(m � exp tmi) (i = 1; 2)(434)� Udregn explicit disse derivationer (start f.eks. med eksemplet r = 1).� Lad m0 v�re en invertibel r � r matrix. De�ner Lm0 : C1(Mat(r;R))!C1(Mat(r;R)) ved (Lm0�)(m) = �(m0 � m). Bevis, at �i � Lm0 = Lm0 ��i (i = 1; 2).� Udregn [�1; �2].Opgave 1.84. Lad  v�re funktionen (t) = ( e� 1t t > 00 t � 0 ;(435)og lad g(t) =  (t) (t)+ (1�t). Lad �x 2 Rn v�re givet, og lad 0 < R1 < R2. Bevis, atfor velvalgte konstanter � og � g�lder, med ~� de�neret ved x ~�! g(�+� � kx� �xk),at � 2 C1(Rn) og ~�(x) = ( 1 for x 2 K(�x;R1)0 for x 62 K(�x;R2) :(436)Benyt dette til at fuldf�re beviset for Proposition II.39 side 28.Opgave 1.85 (Flad torus). Betragt S1 som hyper
ade i R2 og lad Tflad = S1�S1 � R2�R2 = R4.� Udregn den f�rste fundamentalform p�a Tflad m.h.t. et kort af formen(u; v)! ~f (u; v) = (cos u; sinu; cos v; sinv). Diskuter alle krumningsst�rrel-ser.� Benyt det explicitte udseende af et lokalt kort (f;O) p�a en torus T i R3 (cf.Opgave 1.72),f(u; v) = ((a+ r cos v) cosu; (a+ r cos v) sinu; r sin v) (u; v 2]0; 2�[ );(437)til at konstruere en di�eomor� mellem T og Tflad.



116 OPGAVEROpgave 1.86. Betragt en torus T i R3 med et lokalt kort (f;O) som i (437).Bevis, at vektorfelterne fu og fv kan udvides til vektorfelter p�a hele torus. Angivdern�st en derivation af C1(R3), der restringerer til fu. Betragt nu det lokalekort (f1; O1) p�a S2 givet vedf1(�; �) = (sin � cos �; sin � sin�; cos �); � 2]0; 2�[ ; � 2]0; �[:(438)G�lder et tilsvarende resultat for f1�; f1� ?|Hvilke af vektorfelterne (sinn �) @@� kanudvides til C1(S2)?Opgave 1.87. Lad v(x) = (v1(x); : : : ; vn(x)) v�re et vektorfelt p�a en �aben del-m�ngde U af Rn. En kurve I 3 t! x(t) kaldes en bane for v gennem �x s�afremt0 2 I, x(0) = �x og 8t 2 I : x0(t) = v(x(t)). F�lgende resultat er en konsekvens afs�tninger om existens og entydighed af l�sninger til ordin�re di�erentialligninger:� Givet et element �x af U �ndes et st�rste �abent interval I omkring 0 og enbane x�x for v gennem �x de�neret p�a I. Denne bane er entydig p�a f�lgendem�ade: Hvis J 3 t! ~x(t) er en anden bane for v gennem �x, de�neret p�a et�abent interval J , da g�lder, at J � I og ~x er restriktionen til J af x�x.Bevis, at x(t) er en bane for et vektorfelt v hvis og kun hvis8t 2 I;8 2 C1(U) : ddt( (x(t)) = nXi=1 vi(x(t))( @@xi )(x(t)):(439)Det oplyses, at afbildningen Bt : �x ! x�x(t) altid opfylder: Bs+t(�x) = Bs(Bt(�x))(videreg�aende opgave).Udregn banerne for f�lgende vektorfelter p�a R2:(y;�x); (x; y) og (y; x);(440)og eftervis i hvert tilf�lde explicit p�astanden om Bt.Opgave 1.88. Betragt afbildningen O(3) �R3 ! R3 givet ved(o; x)! o ? x Def:= o(x):(441)Bevis, at afbildningen er uendeligt ofte di�erentiabel og at o1 ? (o2 ?x) = (o1o2)?x.Karakteriser m�ngderne fo ? x j o 2 O(3)g for x 2 R3. Bevis, at for et fastx0 2 R3 er fo 2 O(3) j o ? x = xg en undergruppe af O(3) og beskriv denne.Lad ! v�re en 3�3 matrix med !t = �!. Bevis, at (�! )(x) = ddt jt=0 (exp(t!)?x)de�nerer en derivation �! af C1(R3). Bevis, at �! restringerer til en derivation afC1(S2R) (over
aden af en kugle med radius R i R3) for vilk�arligt R. Lad specielt! = � 0 0 00 0 �10 1 0 �. Udregn �! for dette ! p�a R3 samt restriktionen til C1(S2R) m.h.t.et kort som i (438).



OPGAVER 117Opgave 1.89. Udnyt entydigheden af l�sningen i Opgave 1.87 til at vise den mang-lende p�astand (lokalt).Opgave 1.90. Udf�r s�a meget som muligt af Opgave 1.88, men med O(3) erstattetaf O(1; 2) (eller O(1; 3) hvis I har lyst). Erstat evt. ! med ~! = � 0 0 10 0 01 0 0 �. Hvaderstatter S2? : : :Opgave 1.91. (Se Proposition B.4.) Hvorledes transformerer koordinaterne tilet element i V 
 V under basisskifte i V ?| og, helt generelt, til et element iV 
 V �?|i V 
 � � � 
 V| {z }r 
V � 
 � � � 
 V �| {z }s ?(442)Opgave 1.92. Lad feigni=1 og f�jgnj=1 v�re duale baser for hhv. V og V �. Vedfasts�ttelsen V 3 x = Pni=1 xiei ! Pni=1 xi�i de�neres en line�r bijektion T1 af Vp�a V �. Bevis, at et andet valg af duale baser kan give en line�r bijektion T2, derer forskellig fra T1.Opgave 1.93. Lad V v�re et 2-dimensionalt reelt vektorrum. Lad fe1; e2g ogf�1; �2g v�re duale baser for V og V �.En line�r afbildning T : V ! V er givet ved: T (e1) = 2e1+e2 og T (e2) = 3e1+4e2.� Bestem den tilh�rende bilinearform p�a V � � V i termer af basen f�i 
 ej ji; j = 1; 2g.� Bestem den tilh�rende bilinearform p�a V � V � og derfra den tilh�rendeline�re afbildning V � ! V �.Lad en bilinearform p�a V � � V v�re givet vedB(y1�1 + y2�2; x1e1 + x2e2) = 12y1x1 + 2y1x2 � 42y2x1Beskriv de tilh�rende line�re afbildninger T 1B : V ! V og T 2B : V � ! V �.Opgave 1.94. Lad feigni=1 og f�jgnj=1 v�re duale baser for hhv. V og V � og antag,at n = 3. Lad L = e1 ^ e2 + 2 � e1 ^ e3 2 ^2(V ). Lad �1 = x�1�1 + x�2�2 + x�3�3 og�2 = y�1�1 + y�2�2 + y�3�3. Find et explicit udtryk for L(�1; �2).Opgave 1.95. Bevis, at sporet netop er den line�re afbildning af L(V; V ) =V � 
 V der svarer til afbildningenV � � V 3 �; v ! (�; v) 2 R:(443)Opgave 1.96. Hvis Tijk; i = 1; : : : ; N; j; k = 1; : : : ; n, er koordinaterne af et ele-ment i W 
 V � 
 V med hensyn til en basis ffigNi=1 af W og duale baser f"jgnj=1,Rfekgnk=1 i V �; V , da er kontraktionen af elementet den vektor i W , hvis i-te ko-ordinat er givet ved Pnj=1 Tijj.



118 OPGAVEROpgave 1.97. Lad Polyk(Rn) betegne m�ngden af homogene polynomier p�a Rn afgrad k og lad Diffk(Rn) betegne m�ngden af homogene di�erentialoperatorer medkonstante koe�cienter p�a Rn af orden k. (Et element D 3 Diffk(Rn) er alts�a ethomogent polynomium D af grad k i variablene @@xi ; i = 1; : : : ; n.) Bevis, atDiffk(Rn)�Polyk(Rn) 3 (D;P )! hD;P i = (D( @@x1 ; : : : ; @@xn )P )(0)(444)de�nerer en ikke-degenereret bilinearform.Opgave 1.98. Lad V = R3. Vis, at S3(V ) � ^3(V ) $ V 
 V 
 V . (Det kanbenyttes uden bevis, at Sk(V ) kan identi�ceres med homogene polynomier p�a V �af grad k.)Opgave 1.99. Bevis, at s�ttet � = fv1; : : : ; vrg i vektorrummet V er line�rt uaf-h�ngigt, hvis og kun hvis v1 ^ v2 ^ � � � ^ vr 6= 0. Bevis, at hvis � er line�rtuafh�ngigt, da er spanfv1; : : : ; vrg = fv 2 V j v ^ v1 ^ � � � ^ vr = 0g.Opgave 1.100. Bevis, at to line�rt uafh�ngige s�t fv1; : : : ; vrg og fw1; : : : ; wrger baser for det samme underrum af et vektorrum V , hvis og kun hvis v1 ^� � � ^ vr = c � w1 ^ � � � ^ wr, hvor (n�dvendigvis) c 6= 0. Vis videre, at i dettilf�lde er c = detA, hvor A er matricen med koe�cienterne aij fra ligningernevi = Pnj=1 aijwj; i = 1; : : : ; n.Opgave 1.101. Lad ' 2 C1(M), hvor M er en n-dimensional delmangfoldighedaf vektorrummet V . Antag, at 8m 2 M : d'm 6= 0.� Bevis, at hvis '�1(a) 6= � for et a 2 R, da er Ma = '�1(a) en (n � 1)-dimensional delmangfoldighed af V .� Bevis, at 8m 2Ma : Tm(Ma) � Tm(M).� Via det indre produkt p�a Tm(M) kan T �m(M) afbildes bijektivt p�a Tm(M).Derved f�as fra afbildningen m ! d'm et vektorfelt m ! gradm', kaldetgradientfeltet h�rende til '. Bevis, at dette er uendeligt ofte di�erentiabelt.� Bevis, at 8m 2M : gradm' 2 (Tm(Ma))? (a = '(m)).Opgave 1.102. Lad Rk[x1; : : : ; xn] betegne m�ngden af homogene polynomier afgrad k p�a Rn. Bestem dette rums dimension ved f�lgende opskrift:Betragt leddene af k-te orden i(1 + x1 + � � � + xs1 � � � ) � (1 + x2 + � � �+ xs2 : : : ) � � � � � (1 + xn + � � �+ xsn � � � ):(445)S�t nu x1 = x2 = � � � = xn = t og udregn udtrykket ovenfor explicit for jtj < 1.Dimensionen er da koe�cienten til tk i potensr�kken udfra 0 for denne funktion.



OPGAVER 119Opgave 1.103. Benyt, at determinantafbildningen essentielt er entydig til at be-vise, at det(A �B) = det(A) � det(B);(446)for vilk�arlige n � n matricer A og B.Opgave 1.104. Lad A v�re en line�r afbildning V ! V og lad B v�re en line�rafbildning W ! W . Bevis, atV 
W 3 v 
 w! Av 
Bw(447)p�a naturlig m�ade kan udvides til en line�r afbildning A 
 B : V 
 W ! V 
W . Hvordan ser denne afbildning ud, n�ar vi benytter identi�kationen V 
W �L(W �; V )? Bevis endelig, at A
B er en bijektion, hvis b�ade A og B er det.Opgave 1.105. Besktiv koordinatskiftet f�1� � f� for to kort p�a� T �(M)� Tr;s(M)� ^r(T �(M))Opgave 1.106. Lad X(t) og Y (t) 2 T
(t)M v�re paralleltransporterne af hen-holdsvis X0 og Y0 i T
(0)M langs kurven 
. Bevis, at hX(t); Y (t)i = hXo; Y0i.Opgave 1.107. Skriv ligningerne for en geod�t explicit ned for en hyper
ade i R3.Betragt derefter en omdrejnings
ade, hvor frembringerkurven (en meridian) erparametriseret ved buel�ngde. Bevis ved udregning, at meridianerne er geod�ter.Hvorn�ar er en parallel en geod�t?Opgave 1.108. Betragt den torus T , der fremkommer ved drejning af en cirkel iyz-planen med centrum i (0; 2; 0) og radius 1 omkring z-aksen. Punkterne P1 =(2; 0; 1); P2 = (2; 0;�1); P3 = (0; 2;�1) og P4 = (0; 2; 1) ligger s�aledes p�a T . Lad 
v�re en lukket kurve p�a T : P1 ! P2 ! P3 ! P4 ! P1, s�aledes at 
 udelukkendebest�ar af paralleller og meridianer. Beskriv paralleltransportafbildningen langs 
.Giver forskellige s�adanne veje forskellige afbildninger?Opgave 1.109. Lad S2 som s�dvanligt betegne enhedskuglen i R3 med nordpolenN liggende i (0; 0; 1). LadQ1 = (sin � cos�; sin � sin �; cos �) og Q2 = (sin �; 0; cos �).Lad v v�re en enhedsvektor i TN(S2) pegende ud langs meridianen fra N til Q1.Transporter denne langs meridianen til Q1, dern�st langs parallellen til Q2 og en-delig tilbage til N langs meridianen fra Q2 til N . Hvilken vinkel danner den dervedfremkomne vektor med v?|diskuter gr�nsetilf�ldene �! ( 0� .



120 OPGAVEROpgave 1.110. Lad X;Y v�re vektorfelter (alts�a snit i tangentbundtet) p�a enmangfoldighed M . Antag, at X og Y er givet i et lokalt kort som hhv.X = nXi=1X i @@xi og Y = nXj=1 Y j @@xj :(448)Bevis, at i det samme kort er[X;Y ] = nXi=1X(Y )i @@xi � nXi=1 Y (X i) @@xi :(449)Opgave 1.111. Lad D1(M) betegne vektorrummet af C1-vektorfelter p�a M .� Lad X 2 D1(M) og � 2 C1(M). Bevis, at � � X 2 D1(M). Hvad er[X;� �X] ?� Lad 
 2 �2(M) v�re en (ydre) 2-form. Bevis, at da er afbildningenD1(M)�D1(M) 3 X;Y ! 
(X;Y ) 2 C1(M)(450)biline�r, alternerende og opfylder yderligere8 1;  2 2 C1(M);8X;Y 2 D1(M)�D1(M) :(451) 
( 1 �X; 2 � Y ) =  1 2 � 
(X;Y )� Bevis omvendt, at en afbildning 
 : D1(M) � D1(M) ! C1(M), der hardisse egenskaber, svarer til en ydre 2-form.� Lad  6= 0 v�re et fast element i C1. Kommer afbildningenD1(M) �D1(M) 3 X;Y ! [X;Y ] (452)fra en ydre 2-form ?� Lad '1; '2 2 C1 v�re fast2. Udtryk 2-formenD1(M)�D1(M) 3 X;Y ! X('1) � Y ('2)� Y ('1) �X('2)(453)i lokale koordinater.Opgave 1.112. LadM v�re en 2{dimensional Riemannsk mangfoldighed. Antag,at der �ndes et enkelt kort (f; !) s�aledes, at M = f(!) og at den f�rste fundamen-talform m.h.t. dette er givet vedfgijg =  (h(x1))2 00 1(h(x1))2 ! ;(454)hvor h er en positiv C1-funktion p�a R.� Find samtlige Christo�elsymboler af 1. og 2. art.� Vis, at enhver 1. koordinatkurve t ! f(t; x2) kan omparametriseres til atv�re en geod�t.



OPGAVER 121� Lad 
x1 betegne 2. koordinatkurven svarende til et fastholdt x1 og lad Xx1(t)betegne det parallelfelt langs 
x1, der til t = 0 har v�rdien Xx1(0) = fx1.Bevis, at Xx1(t) er drejet vinklen h0(x1)(h(x1))3 � t i forhold til fx1(x1; t).Opgave 1.113. Bevis den f�lgende formel og beskriv, hvorledes den fuldst�ndigtbestemmer den kovariant a
edede:hrXY;Zi = 12�h[X;Y ]; Zi+ h[Z;X]; Y i � h[Y;Z];Xi(455) +X(hY;Zi) + Y (hX;Zi) � Z(hX;Y i)�:Opgave 1.114. Lad ! : X ! !(X) v�re en afbildning fra rummet D1(M) af C1-vektorfelter til rummet C1(M) af C1-funktioner p�a en mangfoldighed M . Antag,at 8 2 C1(M) : !( �X) =  � !(X):(456)Bevis, at man i dette tilf�lde kan de�nere, for hvert m 2M , en line�r afbildning!m : Tm(M)! R ved forskriften!m(v) = (!(X))(m) hvis X er et vektorfelt p�a M s�aledes, at Xm = v:(457)Der g�lder m.a.o. (!(X))(m) = !m(Xm).Bevis, at hvis Y er et fast vektorfelt (forskelligt fra 0), da har afbildningen X !!([X;Y ]) ikke denne egenskab.Opgave 1.115. Lad M v�re en mangfoldighed med en ikke-degenereret (ydre) 2-form 
. Der g�lder m.a.o., at 
 opfylder 8m 2M :8Xm 2 Tm(M) n f0g9Ym 2 Tm(M) : 
m(Xm; Ym) 6= 0:(458)Bevis, at M 's dimension er lige.Via (456) kan vi de�nere en afbildning F : Tm(M)! T �m(M) ved (F (Xm); Ym) =
m(Ym;Xm), hvor (�; �) betegner dualitetet mellem Tm(M) og T �m(M). Bevis, atF er en line�r bijektion.Lad H 2 C1(M). Bevis, at F�1(dH) 2 D1(M).Bevis, at F�1(dH) er det vektorfelt �H , der opfylder: 8Y : 
m(Ym; �Hm) = Ym(H).Opgave 1.116. Gennemf�r detaljerne i forbindelse med resultatet (238) p�a side 62{ b�ade geometrisk og ved at l�se di�erentialligningerne for paralleltransport.Opgave 1.117. Udregn d
 for f�lgende di�erentialformer p�a R3:� 
 = 3x2 + 4xy� 
 = (sinx+ cosxy)dx+ log(1 + x2z2)dy + (xy + z44)dz� 
 = (cosxyz)dx ^ dy + (x3 + xy + yz)dy ^ dz� 
 = (xy + yz)dx ^ dy ^ dz



122 OPGAVEROpgave 1.118. Lad I 3 t ! x(t) 2 R2 v�re en regul�r kurve og antag, at C =fx(t) j t 2 Ig er en delmangfoldighed af R2. Lad i betegne inklusionsafbildningeni : C ,! R2. Bestem i�(f2dx+ f1dy) for vilk�arlige C1-funktioner f1; f2 p�a R2.Lad os nu betragte formerne 
i p�a Rn givet ved
i = dx1 ^ � � � ^ dxi�1 ^ dxi+1 ^ � � � ^ dxn; i = 1; : : : ; n:(459)Lad endvidere P v�re en plan gennem et punkt x, udsp�ndt af n� 1 orthogonaleenhedsvektorer y1; : : : ; yn�1 og v�lg en enhedsvektor yn vinkelret p�a P . Lad (igen)i betegne inklusionsafbildningen P ,! Rn. Bestem i�(
i). (Man kan f.eks. indf�reden matrix A, hvis kl-te koe�cient akl er givet ved yl's k-te koordinat. Resultatetkan da udtrykkes ved visse koe�cienter til A�1 og har en geometrisk tolkning).Opgave 1.119. Lad M v�re en di�erentiabel mangfoldighed. G�r rede for, at dertil enhver derivation og/eller f�rste-ordens di�erentialoperator uden konstant led� i et punkt m kan �ndes en kurve I 3 t! x(t) s�aledes, at8' 2 C1lok(M) : �m(') = ddt jt=0'(x(t)):(460)Lad nu N v�re en anden mangfoldighed og lad f :M ! N v�re en di�erentiabelafbildning. G�r rede for, hvorledes di�erentialet f 0m : Tm(M) ! Tf(m)(N) kande�neres i analogi med de�nitionen i tilf�ldet, hvorM og N er delmangfoldighederaf euklidiske rum. Formuler endvidere f 0m direkte som en afbildning fra et rum afderivationer til et andet tilsvarende. Giv endeligt et eksplicit udtryk for f 0m vialokale parametriseringer og f�rste-ordens di�erentialoperatorer.Opgave 1.120. Lad (M;g) og (N; ~g) v�re Riemannske mangfoldigheder af sammedimension. En afbildning � :M ! N siges at v�re isometrisk i mmm, s�afremt8v1; v2 2 Tm(M) : ~g�(m)h�0mv1;�0mv2i = gmhv1; v2i:(461)Hvis � er isometrisk i m for alle m 2M kaldes den en isometri. N siges at v�relokalt isometrisk med M , s�afremt der til hvert n 2 N �ndes en�aben delm�ngde Uaf M og en isometri �U de�neret p�a U , s�aledes at �U(U) er en �aben omegn af ni N . Bevis, at i dette tilf�lde er afbildningen �U lokalt injektiv, og at der faktiskg�lder, at ethvert n 2 N ligger i en kortomegn af formen ~f(O), hvor ~f = ~� � ffor en passende (lokalt de�neret) isometri ~�. Bevis videre, at der i de lokalekoordinater (f;O) og ( ~f;O) g�lder, atgij(x) = ~gij(x) 8i; j = 1; : : : ; n og x 2 !:(462)Antag omvendt givet kort (f;O) og ( ~f ;O) p�a henholdsvis M og N , s�aledes at (460)g�lder. Bevis, at da er f(O) isometrisk med ~f(O).



OPGAVER 123Lad nu N v�re lokalt isometrisk med M . Diskuter sammenh�ngen mellem geo-d�ter, paralleltransport, krumningsst�rrelser og lignende p�a M og N .Bevis, ved at betragte kort af formen henholdsvis (�; �) ! (� cos �; � sin �) og(�; �) ! (� � sin � cos �sin ; � � sin � sin �sin ; � � cos ) at kegler af formen Kk =f(x; y; z) j x2 + y2 = k2z2; z > 0g er lokalt isometriske med R2 (k2 = tan2( )).Opgave 1.121. Lad
 = B1dx2 ^ dx3 +B2dx3 ^ dx1 +B3dx1 ^ dx2(463) +E1dx1 ^ dt+ E2dx2 ^ dt+ E3dx3 ^ dtv�re en 2-form p�a R4, hvor vi i �vrigt betegner punkterne med (x1; x2; x3; t). Skrivexplicit de di�erentialligninger ned, som B1; : : : ; E3 skal opfylde, for at d
 = 0.Opgave 1.122. LadR2 3 (x; y)! F (x; y) =  f(x; y)g(x; y) ! 2 R2(464)v�re en di�erentiabel afbildning. Bestem F �(dx), F �(dy) og F �(dx ^ dy) udtryktved dx, dy, and dx ^ dy.Lad R3 3 (x; y; z)! ~F (x; y; z) =  sin(x � y)exp(x � y) + z ! 2 R2:(465)Angiv en formel for ~F �(dx) og ~F �(dy) i termer af dx, dy og dz.Opgave 1.123. i) Bevis, at p�a S1 er volumenformen d� (� er vinklen p�a S1) ikkeeksakt. Findes der andre 1-former p�a S1, der ikke er eksakte?ii) (Sammenlign med Opgave 1.86) Betragt lokale kort (f i; Oi); i = 1; 2 p�a S2 givneved f1(�; �) = (sin � cos �; sin � sin �; cos �); � 2]0; 2�[ ; � 2]0; �[ ogf2(x1; x2) = (x1; x2;q1� x21 � x22 ); x21 + x22 < 1:Hvilke af di�erentialformerne sinn �d� og sinn �d� (n = 0; 1; : : : ) kan udvides tilC1 former p�a hele S2?iii) Benyt Stokes S�tning til at argumentere for, at volumenformen p�a S2 ikke kanv�re eksakt.



124 FLERE OPGAVER
FLERE OPGAVEROpgave 2.1. For f 2 F (V ) og O 2 O(n) de�neres e = O�f 2 F (V ) udfra ligning( 40) side 9, alts�a ei = (O � f)i = nXk=1Oikfk:(466)Vis, at dette er en virkning, alts�a at f�lgende to betingelser er opfyldt:� I � f = f .� 8O1; O2 2 O(n) : O1 � (O2 � f) = (O1O2) � f .Opgave 2.2. Lad s 2 R. Betragt 2� 2-matricerneA =  0 0s 0 ! og B =  0 �s0 0 ! :Udregn expA, expB, exp(A+B), expA � expB og expB � expA.



FLERE OPGAVER 125K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1993Matematik 3 GEOpgaves�t til besvarelse i l�bet af 29 timer.Opgaverne skal besvares selvst�ndigt af hver eksaminand uden hj�lp fra andre personer(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).Opgaves�ttet udleveres den 7. juni kl. 10 p�a Matematisk Institus kontor, og besvarelsena
everes sammesteds senest den 8. juni kl. 15, dateret og underskrevet af eksaminanden.Hver opgave tildeles 25 points. Hver opgave indeholder 4 sp�rgsm�al, dog kan man udeladedet sidste sp�rgsm�al i to af opgaverne (efter eget valg).Opgave 1P�a torus T � R3 betragtes tre lokale kort, (f;O); (f+; O+) og (f�; O�), givet ved, re-spektivt,� f(�; �) = ((a+r sin �) cos �; (a+r sin �) sin�; r cos �); O = f(�; �) j 0 < �; � <2�g:� f�(x1; x2) = (x1; x2;�qr2 � (px21 + x22 � a)2); O� = f(x1; x2) j a � r <px21 + x22 < a+ rg:Som s�dvanlig antages, at 0 < r < a. Observer ogs�a en mindre �ndring i forhold tilOpgave 78.P�a S2 betragtes ogs�a tre lokale kort, ( ~f ; ~O); ( ~f+; ~O+) og ( ~f�; ~O�), de�nede ved� ~f (~�; ~�) = (sin ~� cos ~�; sin ~� sin ~�; cos ~�); ~O = f(~�; ~�) j 0 < ~� < �; 0 < ~� < 2�g:� ~f�(y1; y2) = (y1; y2;�p1� (y21 + y22)); ~O� = f(y1; y2) j 0 �py21 + y22 < 1g:En kontinuert afbildning F : T ! S2 afbilder T \ f(x1; x2; x3) 2 R3 j x3 > 0g p�aS2 \ f(y1; y2; y3) 2 R3 j y3 > 0g, og ligeledes afbilder F m�ngden af punkter i T , hvorx3 < 0, p�a m�ngden af punkter i S2, hvor y3 < 0. Antag, at vi har f�lgende lokaleudtryk: ~f�1� � F � f�(x1; x2) =(1) ~f�1+ � F � f+(x1; x2) = (y1; y2) =  px21 + x22 � arpx21 + x22 ! � (x1; x2):N�ar vi nedenfor refererer til de lokale koordinater (y1; y2) betyder det, at vi benytter delokale kort ( ~f�; ~O�) og tilsvarende for de andre lokale koordinater.1�: Angiv F 0( @@x1 ) og F 0( @@x2 ) ved hj�lp af de lokale koordinater y1; y2 i punktetm1 = F � f+( ap2 ;� ap2 ) 2 S2.2�: Angiv F 0( @@� ) og F 0( @@� ) ved hj�lp af de lokale koordinater y1; y2 i punktet m2 =F � f(�4 ; 11�6 ) 2 S2.7 . juni 1993/LK Opgave 1 forts�ttes p�a side 2



126 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1993Matematik 3 GE side 23�: Lad �f+ : (�y1; �y2) ! S2 v�re et lokalt kort p�a S2, de�neret for 0 <p�y21 + �y22 < 1.Antag, at �f+(12 ; 12 ) = m2, og at Jacobimatricen for koordinatskiftet mellem �f+ og ~f+opfylder(2)  @y1@�y1 @y1@�y2@y2@�y1 @y2@�y2 !(�y1;�y2)=(12 ; 12 ) = � 2 �1�1 1 � :Angiv F 0( @@� ) og F 0( @@� ) ved hj�lp af koordinaterne �y1; �y2 i (�y1; �y2) = ( 12 ; 12 ).4�: Beskriv afbildningen F ved hj�lp af koordinaterne (�; �) p�a T og koordinaterne(~�; ~�) p�a S2 og angiv pr�cist den delm�ngde af O, hvor ~f�1 � F � f er de�neret. Bevis,at F er en di�erentiabel afbildning fra T til S2.Opgave 2Lad (f;O) v�re et lokalt kort p�a en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M . Ladg11; g21; g12 og g22 v�re koe�cienterne til den f�rste fundamentalform. Det m�a antages,at M er en indlejret delmangfoldighed af R3, og at (f;O) er en af de s�dvanlige lokaleparametriseringer (som i De�nition II.3.). Antag, at g12 er identisk nul. Lad de variablei O v�re betegnede med x1; x2. Antag, at koe�cienterne kun er funktioner af x1 (d.v.s.g11(x1; x2) = h1(x1) og g22(x1; x2) = h2(x1) for visse funktioner h1; h2).1�: Udregn alle Christo�elsymbolerne af f�rste og af den anden art ud fra (a
ededeaf) funktionerne g11; g22.2�: Bevis, at hvis �(t) = f(x1(t); x2) er en regul�r kurve langs en f�rste koordi-natkurve, da er(3) I(�0(t)) = g11(x1(t); x2) � (x01(t))2;hvor, som s�dvanligt, I betegner den f�rste fundamentalform.3�: Nedskriv ligningerne som � in 2� skal opfylde for at v�re en geod�t. Bevis, at deer �kvivalente med, at funktionen t ! I(�0(t)) er konstant. Konkluder, at en kurve �som i 2� kan omparametriseres til at v�re en geod�t.4�: Antag nu, at g11(x1; x2) = x21 og g22(x1; x2) = x41. Antag, at O = f(x1; x2) jx1 > 0; x2 > 0g. Anf�r, og l�s, ligningerne for et parallelfelt langs andenkoordinatkurvenf(1; t). Opgave 3Betragt en 1-form ! = P (x; y; z)dx+Q(x; y; z)dy+R(x; y; z)dz p�aR3. Lad v = (v1; v2; v3)v�re en enhedsvektor og �v en vilk�arlig vektor i R3. Lad Lv;�v = f�v + s � v j s 2 Rg og ladi betegne inklusionsafbildningen i : Lv;�v ,! R3. Opgave 3 forts�ttes p�a side 3



FLERE OPGAVER 127K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1993Matematik 3 GE side 31�: Beskriv, hvorledes tangentrummet til ethvert punkt p�a Lv;�v er udsp�ndt af denene vektor v. Bevis, at(4) i�! = (P � v1 +Q � v2 +R � v3)ds;hvor ds er 1-formen p�a Lv;�v, der antager v�rdien 1 p�a v i tangentrummet til hvert punktp�a Lv;�v.2�: Lad � v�re en regul�r kurve i R3 s�aledes, at L� = f�(t) j t 2 Ig er en 1-dimensional indlejret delmangfoldighed. Det m�a benyttes uden bevis, at (�; I) er etglobalt kort p�a L�. Generaliser 1� til dette tilf�lde.Betragt afbildningen (x; y; z) 3 R3 F! (u; v) = (ezx; ezy) 2 R2. Lad a; b; c 2 C1(R2).3�: Udregn F �(a(u; v)du+ b(u; v)dv).4�: Udregn F �(c(u; v)du ^ dv). Opgave 4Lad M v�re en n-dimensional di�erentiabel mangfoldighed og lad X v�re et vektorfeltp�a M . Lad (f;O) v�re et lokalt kort p�a M .1�: Bevis, at hvis i disse koordinater X =Pni=1 ai(x) @@xi , da er(5) 8i = 1; : : : ; n : ai(x) = dxi(X):2�: Lad i; j; k 2 f1; : : : ; ng v�re vilk�arlige. Lad Y1 = b @@xj og Y2 = c @@xk med b og cvilk�arlige C1-functioner p�a f(O). Bestem(6) Y1(dxi(Y2)):3�: Lad ! v�re en vilk�arlig 1-form p�a M og lad Z1; Z2 v�re vilk�arlige vektorfelter p�aM . Bevis, at(7) d!(Z1; Z2) = Z1(!(Z2)) � Z2(!(Z1)) � !([Z1; Z2]):4�: (Uafh�ngig af det foreg�aende) Betragt 2-formen dp^ dq p�a R2 = f(p; q) j p og q 2Rg. Lad  2 C1(R2). Angiv eksplicit vektorfeltet � for hvilket(8) For alle vektorfelter Y on R2 : (dp ^ dq)(� ; Y ) = Y ( ):



128 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1994Matematik 3 GEOpgaves�t til besvarelse i l�bet af 29 timer.Opgaverne skal besvares selvst�ndigt af hver eksaminand uden hj�lp fra andre personer(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).Opgaves�ttet udleveres den 3. juni kl. 10:00 p�a Matematisk Institus kontor, og besvarel-sen a
everes sammen med den udleverede \p�a tro og love" erkl�ring ved hovedindgangentil H.C. �rsted Institutet senest den 4. juni kl. 15:00, dateret og underskrevet af eksam-inanden.Der er ialt 20 sp�rgsm�al. Alle sp�rgsm�al tildeles samme v�gt (6 14%). Det samlederesultat fremkommer som summen af de 16 bedste.Opgave 1Der betragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M samt et kort (f;O) p�adenne. Det antages, at O = f(x1; x2) 2 R2 j x1 > 0 og x2 > 0g samt at koe�cienternetil den f�rste fundamentalform med hensyn til denne parametrisering er givne vedg11(x1; x2) = x21; g12(x1; x2) = g21(x1; x2) = 0 og g22(x1; x2) = x22:1�: Find samtlige Christo�elsymboler b�ade af f�rste og af anden art (mht. (f;O)).2�: Bevis, at Rprkl = 0 for alle p; r; k; l 2 f1; 2g.3�: Lad t ! �(t) = f(x1(t); x2(t)) v�re en kurve i f(O) de�neret i et interval I, derindeholder 0. Bevis, at et vektorfelt Y (t) = Y 1(t) @@x1 + Y 2(t) @@x2 langs � er paralleltlangs �, netop hvis 8t 2 I : Y 1(t) = Y 1(0)x1(t) og Y 2(t) = Y 1(0)x2(t) ;og bevis herved, at paralleltransport mellem to punkter p; q 2 f(O) er uafh�ngig af,hvilken kurve fra p til q der paralleltransporteres langs.4�: Lad p = f(1; 1) og lad Xp = @@x1 + 3 @@x2 2 Tp(M). Find paralleltransportenXq = Pq�(Xp) af Xp til Tq(M), hvor q = f(2; 3), langs en kurve � i f(O) fra p til q, ogbevis ved eksplicit udregning, atkXpkTp(M) = kXqkTq(M):5�: Antag, at �(s) = f(x1(s); x2(s)) er en geod�t. Bevis, at funktionen x1 � x01 erkonstant.6�: Find det generelle udtryk i f(O) for en geod�t s ! �(s), der opfylder, at �(0) =f(1; 1).2 . juni 1994/LK Opgaves�ttet forts�ttes p�a side 2



FLERE OPGAVER 129K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1994Matematik 3 GE side 2Opgave 21�: Lad N = f(y1; y2; y3) 2 R3 j y3 = y21y22 + 1g. Bevis, at N er en indlejret delmang-foldighed af R3.Lad U = f(x1; x2; x3; x4) 2 R4 j x4 6= 0g. Funktionen F : U ! R2 er givet vedF (x1; x2; x3; x4) = (x1x2x3x4 � 1; x1 + x2 + x3 + 1x4 ):2�: Lad M = f(x1; x2; x3; x4) 2 U j F (x1; x2; x3; x4) = (0; 0)g. Bevis, at M er enindlejret delmangfoldighed af R4.3�: Lad O1 = f(x1; x2) 2 R2 j x1 6= 0; x2 6= 0; x1 + x2 6= 0 og x1x2 6= �1g, og ladf1 : O1 ! R4 v�re givet vedf1(x1; x2) = (x1; x2; �(x1 + x2)1 + x1x2 ; �(1 + x1x2)x1x2(x1 + x2) ):Bevis, at (f1; O1) er et kort p�a M (alts�a, at f1 og O1 for et vilk�arligt m0 2 f1(O1) kanbruges som hhv. \f" og \O" i betingelse (2) p�a side 14 i noterne).4�: Lad O2 = f(w1; w2) 2 R2 j w1 6= 0; w2 6= 0; w1 + w2 6= 0 og w1w2 6= �1g, og ladf2 : O2 ! R4 v�re givet vedf1(w1; w2) = (w1; �(w1 + w2)1 + w1w2 ; w2; �(1 +w1w2)w1w2(w1 + w2) ):S�a er (f2; O2) ogs�a et kort p�a M . Betragt p = (2; 1;�1;� 12) 2 M , og lad Xp 2 Tp(M)v�re givet i de lokale koordinater (f1; O1) vedXp = 2 @@x1 � 4 @@x2 :Angiv Xp udtrykt ved (f2; O2).5�: Bevis, at funktionen  : R4 ! R3 givet ved (z1; z2; z3; z4) = (z1z3z4; z2z3z4; (z3z4)2 + 1)ved restriktion til M de�nerer en di�erentiabel afbildning af M ind i N .6�: P�a mangfoldigheden N betragtes kortet ~f(y1; y2) = (y1; y2; y21y22+1). Lad p og Xpv�re som i 4�. Find  0p(Xp) udtrykt ved ( ~f ;R2).7�: Lad i : M ,! R4 betegne inklusionsafbildningen, dvs. i(m) = m for alle m 2M . Angiv i0p(Tp(M)) med p som i 4�. V�lg selv, om det skal v�re som et rum afretningsa
edede eller som et underrum af vektorrummet R4.Opgaves�ttet forts�ttes p�a side 3



130 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1994Matematik 3 GE side 3Opgave 31�: Lad v� 2 V1(V �) og lad !r 2 Vr(V �). Bevis, at8v1; : : : ; vr+1 2 V : (v� ^ !r)(v1; : : : ; vr+1) = r+1Xi=1(�1)i+1v�(vi)!r(v1; : : : ; �vi; : : : ; vr+1);hvor en�over et led betyder, at dette skal udelades.2�: Lad !2 2 V2(V �). Lad feigni=1 v�re en basis for for V og f"jgnj=1 den dualebasis for V �. Da !2 specielt er en bilinearform, svarer der til !2 en line�r afbildningT!2 : V ! V �. Lad aij , for i; j = 1; : : : ; n, v�re bestemt vedT!2(ei) = nXj=1 aji"j :Bevis, at 8i; j = 1; : : : ; n : aij = �aji.3�: Opfat !2 som element i V � 
 V �, og angiv udviklingen af !2 p�a den basis forV � 
 V �, der svarer til den givne basis for V �, idet notationen fra sp�rgsm�al 2� skalbenyttes.4�: (Uafh�ngigt.) Lad ! = f1dx2 ^ dx3 + f2dx3 ^ dx2 + f3dx1 ^ dx2 v�re en 2-formp�a R3, og lad X = a1 @@x1 + a2 @@x2 + a3 @@x3 v�re et vektorfelt i R3, for givne funktionerf1; f2; f3; a1; a2; a3 2 C1(R3). G�r rede for, at tilordningenD1(R3) 3 Y ! !(X;Y )de�nerer en 1-form p�a R3, og �nd et eksplicit udtryk for denne.Opgave 4En funktion G fra R2 til R3 er givet vedR2 3 (x1; x2)! G(x1; x2) = (y1; y2; y3) = (x2 sinx1; x2 cosx1; x1x2):1�: Lad !1 = (y1dy2) 2 
1(R3) og !2 = (y23dy2 ^ dy3 + y3y1dy1 ^ dy2) 2 
2(R3).Bestem G�!1 og G�!2.2�: Bestem d!1; d!2; G�(d!1) og G�(d!2).3�: Betragt afbildningen S : R4! R3 de�neret ved8(z1; z2; z3; z4) 2 R4 : S(z1; z2; z3; z4) = (z1 + z4; z2 + z4; z3 + z4):Bestem S�!1; S�!2 og d(S�!2).



FLERE OPGAVER 131K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GEOpgaves�t til besvarelse i l�bet af 29 timer.Opgaverne skal besvares selvst�ndigt af hver eksaminand uden hj�lp fra andre personer(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).Opgaves�ttet udleveres den 8. juni kl. 10:00 p�a Matematisk Institus kontor, og besvarel-sen a
everes sammen med den udleverede \p�a tro og love" erkl�ring samme sted senestden 9. juni kl. 15:00, dateret og underskrevet af eksaminanden.Der er ialt 19 sp�rgsm�al. Alle sp�rgsm�al tildeles samme v�gt (6 14%). Det samlederesultat fremkommer som summen af de 16 bedste.Opgave 1Der betragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M samt et kort (f;O) p�adenne. Det antages, at O � f(x1; x2) 2 R2 j x1 > 0 og x2 > 0g, at (1; 1) 2 O samt atkoe�cienterne til den f�rste fundamentalform med hensyn til denne parametrisering ergivet vedg11(x1; x2) = �2(x2); g12(x1; x2) = g21(x1; x2) =  2(x1) og g22(x1; x2) = �2(x2);hvor x1 !  (x1) er en C1-funktion, der opfylder: 8x1 : 0 �j  (x1) j< 1 og x2 ! �(x2)er en C1-funktion, der opfylder: 8x2 : 1 � �(x2).1�: Find samtlige Christo�elsymboler b�ade af f�rste og af anden art (mht. (f;O)).2�: Find R1212. Begrund, at Riemanns krumningstensor derved er fuldst�ndig be-skrevet.3�: Antag her, at  (x1) er forskellig fra 0 for alle punkter (x1; x2) i O. Bevis, aten andenparameterkurve t ! f(a; t) netop er en geod�t hvis � (lokalt) er konstant,og at en f�rsteparameterkurve t ! f(t; b) er en geod�t s�afremt  (lokalt) har formen (x1) = �pcx1 + d, hvor konstanten c = �(b)�0(b).4�: Antag, at M med de angivne st�rrelser er en indlejret delmangfoldighed af R3.Antag, at i et punkt (x01; x02) er middelkrumningenH = 0 og v = 6�fx1�12�fx2 angiver enhovedretning med tilh�rende hovedkrumning k1 = 4. Angiv den anden hovedkrumningk2 og �nd c1; d1 2 R s�a den anden hovedretning ligger i retningen c1 � fx1 + d1 � fx2.5�: Antag nu, at � � 1, at  (x1) = cos(x1) og at j cos x1j 6= 1 p�a hele O. Betragtkurven � : t!f(e�t; e�t). Find l�ngden af et kurvestykke C fra �(0) til �(t1), hvor t1 > 0og C � f(O). (Brug evt. en passende substitution).Opgave 21�: Bevis, at M = f(x1; x2; x3; x4) 2 R4 j x1x4 � x2x3 = 1g er en indlejret delmang-foldighed af R4.1 . juni 1995/LK Opgave 2 forts�ttes p�a side 2



132 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GE side 22�: Angiv eksplicit et atlas A best�aende af pr�cist to kort.3�: Lad N = f(y1; y2; y3; y4) 2 R4 j y21 � y22 + y23 � y24 = 1g. Bevis, at ogs�a dette eren indlejret delmangfoldighed af R4 og begrund, at ogs�a her �ndes et atlas best�aende afpr�cist 2 kort.4�: Bevis, at afbildningen M 3 (x1; x2; x3; x4) ! 12 (x1 + x4; x1 � x4; x2 � x3; x2 + x3)er en di�eomor� af M p�a N .5�: Vi betragter nu M som en indlejret Riemannsk delmangfoldighed af R4, hvor R4udstyres med metrikken h�rende til det s�dvanlige indre produkt hv;wi = v1w1+v2w2+v3w3+ v4w4. Find den f�rste fundamentalform p�a M , udtrykt ved hj�lp af kortene i detfundne atlas A. Opgave 3Lad V v�re et n-dimensionalt reelt vektorrum udstyret med et positivt de�nit indreprodukt h�; �i. Lad fe1; : : : ; eng v�re en orthonormal basis for V . De�ner et indre produktp�a Vr(V ) ved at s�ttehv1 ^ � � � ^ vr; w1 ^ � � � ^ wri = det(hvi; wji)og s�a udvide ved linearitet. (Det �nskes ikke bevist, at dette er velde�neret).1�: Bevis, at fei1 ^ � � � ^ eir j (i1; : : : ; ir) 2 Pnr g1udg�r en orthonormal basis.2�: Antag, at M er en indlejret orienteret 2-dimensional delmangfoldighed af R4. Ladfv1; v2g v�re en orthonormal basis for tangentrummet Tm(M) til et fast punkt m 2M .Bevis, at 2-formen !v1;v2 de�neret ved8w1; w2 2 Tm(M) : !v1;v2(w1; w2) = dethvi; wji = hv1; w1ihv2; w2i � hv1; w2ihv2; w1iop til et fortegn er lig med volumenformen p�a M i m.3�: Antag nu, at !v1;v2 faktisk er volumenformen i m. Lad i betegne inklusionsafbild-ningen i : M ,! R4. Lad endelig ! v�re en vilk�arlig 2-form p�a R4. Bevis, at(i�!)m = h!m; !v1;v2i � !v1;v2 :4�: Lad v1 = (x1; x2; x3; x4) og v2 = (y1; y2; y3; y4). Lad endelig !1 v�re 1-formen!1 = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3 + f4dx41Se evt. side 96 i noterne Opgave 3 forts�ttes p�a side 3



FLERE OPGAVER 133K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GE side 3p�a R4, hvor fi 2 C1(R4) for i = 1; 2; 3; 4. Da er (i�d!1)m = c �!v1;v2. Bestem c i termeraf de givne st�rrelser x1; : : : ; x4; y1; : : : ; y4; f1; : : : ; f4.5� (Uafh�ngigt): Lad ~M v�re en n-dimensional di�erentiabel mangfoldighed og ladG : ~M ! RN v�re en di�erentiabel afbildning. Antag, at G( ~M ) � Q, hvor Q er enindlejret r-dimensional delmangfoldighed af RN. Lad ! v�re en (r+ s)-form p�a RN meds > 0. Bevis, at G�! = 0. Opgave 4Lad M v�re en 2-dimensional di�erentiabel mangfoldighed. Betragt to kort p�a M ,(f1; O1) og (f2; O2). Lad koordinaterne i O1 v�re beskrevne ved x1; x2 og koordinaternei O2 ved y1; y2. Antag, at Jacobi-matricen � @yi@xj �i;j h�rende til koordinatskiftet(x1; x2)! (f�12 � f1)(x1; x2) = (y1(x1; x2); y2(x1; x2));i et fast givet punkt (x01; x02) for hvilket m0 = f1(x01; x02) 2 f1(O1) \ f2(O2), er givet ved� @yi@xj �i;j = � 2 4�1 3� :1�: Vektorfeltet X har i punktet m0 = f1(x01; x02) f�lgende udseende med hensyn tilkortet (f1; O1): Xm0 = 5 @@x1 � 8 @@x2 :Angiv Xm0 ved hj�lp af kortet (f2; O2).2�: I lighed med det f�rste sp�rgsm�al �nskes f�lgende former i m0 udtrykt ved hj�lpaf (f2; O2): !1m0 = 30 � dx1 � 40 � dx2 og !2m0 = 200 � dx1 ^ dx2:3�: Det oplyses nu, at (f�12 � f1)(x1; x2) = (ex1+x22; x1x2):Angiv dy1; dy2; og dy1 ^ dy2 ved hj�lp af (x1; x2)-koordinaterne i f1(O1) \ f2(O2).4�: Der betragtes nu en di�erentiabel afbildning F fra M ind i en 2-dimensionalmangfoldighed N . Der betragtes et kort ( ~f ; ~O) p�a N , og koordinaterne i ~O betegnesz1; z2. Med m0 som tidligere antages nu, at F (m0) 2 ~f ( ~O). Videre antages, med Xm0som f�r, at F 0(Xm0 ) = 3 @@z1 + 6 @@z2 for alle  2 C1(N). Endelig antages, at Opgave 4 forts�ttes p�a side 4



134 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GE side 4F (f1(x01 � t; x02)) = ~f (z01 + t; z02 + 2t)for t tilstr�kkelig lille. Her er ~f (z01 ; z02) = F (m0). Bestem F 0( @@x1 � 2 � @@x2 ).
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