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m? Øvelser l 

0.1. 

o . 2 • 

o. 3. 

Øvelser til §O. Regning med ±= • 

Hvad kunne det være naturligt at forstå ved, at 

( a) en mængde A cJR er omegn af et punkt a E JR ? 

(b) en mængde A cJR er åben ? 

Med, en rimelig definition af ( a) eller (b) siger man, 

at der er indfØrt en naturZig topoZogi i R = [ -= ,00] • 

(Kontrol. Både skal være 

kontinuerte, hvor 

for x = _11/ 2 

for _lT/ 2 < x < 11/ 2 

for x = 11/ 2 . ) 

20 Overvej, at definitionen p. 8 i noterne af 

10 

b n .... b i JR for n .... 00 

er i overensstemmelse med topologien i JR 

Gør rede for, at grænseværdien 

]R eller C konvergent fØlge 

omordning af elementerne. 

Gør rede for, at lim inf b m m 
enhver fØlge b 1 ,b 2 , ... i JR 

af elementerne. 

lim b m m 
b 1 ,b 2 ,··· 

for en i JR, 

bevares ved 

og lim sup b for m m 
bevares ved omordning 

For en vilkårlig fØlge A1 ,A2 , ••• af mængder sættes 

lim inf A = U n A lim sup A = n U A 
m m n p n+p , m m n p n+p 

Vis, at 

lim inf A c: lim sup A 
m m -- m m 



o .4. 

o .5. 

2 0 

30 

Øvelser 2 

Vis, at 

lim inf A = {x 3nVp: x E A } 
m m n+p 

, 

lim sup A = {x I Vn3p: x E An +p } . 
m m 

(B~mærk, at 

3nVp: x E A ~ x tilhØrer alle A fra et vist 
n+p m 

trin 

Vn3p: x E A ~ x tilhØrer mængder A med vilkår-
n+p m 

ligt hØje numre . ) 

GØr rede for, at lim inf A og lim sup A be-
m m m m 

vares ved omordning af A1 ,A2 ,··· . 

Bestem limes inferior og limes superior (se Øvelse 

0.3) for fØlgerne 

A1 e A2 e ... og B1 ;:) B2 ;:) . .. ~ 

= = = = 
ø,X,ø,X,ø,X, ... , 

C1 ,C2 ,··· , hvor C = ]1 1 + 1[ eR 
n n' n = 

------

Ved indikatorfunktionen (med grundmængde X) for en del

mængde A af en given mængde X * Ø forstås funktionen 

1 A: X - {O, 1 }, hvor 

for x E A 

for x E CA = X , A • 

Lad A og B være delmængder af en (grund)mængde X. 

GØr rede for, at 



2° 

0.6. 

o .7. l° 

Z 2° 

0.8. 

Øvelser 3 

1CA = 1 - 1A , 

1AUB = sup{ 1 A' 1B} = 1 A + 1B 1AnB , 

1 AnB = inf{ 1 A' 1 B} = 1A + 1B 1AUB 

Lad (Aj)jEJ være en familie af delmængder af X . 
Gør rede for, at 

1 = sup. 1 A. 1 = inf. 1A. 
U.A. J 

, n.A. J 
J J J J J J 

Lad (An) n EIN være en fØlge af delmængder af en grund

mængde X. Gør rede for, at 

1 . = lim inf 1A ' 1l1' m A 11m inf A sup n n n 
= lim sup 1A 

n 

(Se Øvelse 0.3.) 

------

Idet a E JR+ og Ø c A cJR , Ø c B ~ R+ , skal man 
= .+ 

vise, at 

sup(a + B) = a + sup B , 
sup aB = a' sup B , 

sup(A + B) = sup A + sup B , 
sup(AB) = sup A . sup B 

Her er 

a + B = {a + b b E B}, aB = {ab I b E B} , 
A + B = {a + b a E A, b E B}, AB = {ab I a E A, b E B} 

Gælder det samme med infimum i stedet for supremum ? 

Lad (aj)jEJ være en familie af tal a. E [0,00]. 
J 



o .9. 

0.10. 

Øvelser l) 

Vis, at 

a. , 
J 

når J 1 ,J2 ~ J er disjunkte, dvs. J 1 n J 2 = ø . 
(Vink. Man kan benytte øvelse 0.7.) 

Vis, at 
n 

L a. = L L' EJ a. , 
jEU~=1Jk J k=1 J k J 

når J 1,···,Jn c J er parvis disjunkte. 

Vis, at 

LjEJ a j = LkEK LjEJkaj , 

når J = ukEK J k ,hvor (Jk)kEK er en familie af 

parvis disjunkte mængder. 

Gør rede for, at reglen om dobbeltsummer p. 118 i no

terne er et specialtilfælde af resultatet i øvelse 

0.8.30 • 

Vi regner i Æ+ = [0,00]. Gør rede for, at 

10 multiplikationen er distributiv med hensyn til addi

tionen. 

a LjEJ b j = LjEJ ab j , 

(LiEI ai)(LjEJ b j ) = L(i,j)EIxJ aib j , 

hvor a E [0,00] , medens 

vilkårlige familier med 

(Vink. Man kan benytte øvelse 0.7.) 

er 



0.11. I E gælder som bekendt 

x y ~ xy 
n n 

Øvelser 5 

UndersØg, om disse sætninger gælder i [-00,00] = 
E U {-oo,oo}, henholdsvis i [0,00] = E+ U {O,oo}. Søg i 

hvert benægtende tilfælde at redde sætningen ved at 

stille passende krav til (x,y). 



m'?- Øvelser 6 

1.1. 

1. 2. 

1.3. 

1. 4. 

1. 5. 

1. 6. 

Øvelser til §l. Målelige mængder. 

Vis, at betingelse (i) i definitionen af a-algebra 

p. 14 i noterne kan erstattes af E * Ø . 

I enhver mængde X findes ikke blot en største q

algebra, F(X) , men også en mindste. Angiv den. 

20 Idet A ~ X, skal man angive den mindste a-algebra 

E i X med A E E . 

10 

2 0 

Bestem den mindste a-algebra i 

alle et punkts mængder {x} med 

x ; der indeholder 

x E X • 

GennemfØr beviset for, at enhver fællesmængde af 0-

algebraer i X igen er en a-algebra i X. 

Lad X1 c X og lad E1 være en a-algebra i X1 . 
·Vis, at E = {A c X I A n X1 E E 1 } er en a-alge-

= 
bra i X • 

Lad X. c X og lad E. være en a-algebra i X. , 
J ::: J J 

j E J ,. 

Vis, at E = {A ~ X I Vj E J: A n X. 
J 

E E.} 
J 

er en 

a-algebra i X . 

Idet B er den mindste a-algebra i E, der inde

holder alle halvlinier ]a,~[, a E E , og B er den 

mindste a-algebra i E , der indeholder alle mængder 

] a,oo], a E R , - j fr. p. 18 i noterne -, skal man vise, 



1.7. 

1. 8. 

1. 9. 
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at 

]B = {A c:]R I A n ]R E ]3} • 

(Vink. Man kan benytte Øvelse 1.5.1°.) 

Lad A være en mængde af de lmængder af en mængde X, 

lad E være den mindste a-algebra i X, der inde

holder Ål , og lad V c: X. Vis, at 

1) = {A n V I A E E} 

er den mindste a-algebra i V, der indeholder 

{A n V I A E A} . 

(Vink. Man kan benytte Øvelse 1.5.1°.) 

Et par eksempler: X = B, A = {]a,oo[ I a E E}, 

V = [0,1]; X =]R = [-00,00]' Ål = {]a,oo] a E B}, 

V = 1\ • 

Vis, at enhver åben mængde d * ø i Ed kan fås som 

forening af numerabelt mange (åbne) cirkelskiver. 

Nævn en række eksempler på mængder A~ F(JRd) , hvor 

E = Ed er den mindste a-algebra i Ed , der inde

holder A\. (Jfr. sætning 2 i §2.l i noterne.) 



m9 Øvelser 8 

2.1. 

z 

2.2. 

Z 

2.3. 

2.4. 10 

2 0 

30 

Øvelser til §2. MåLeLige funktioner. 

Bevis, at 
-1 -1 

4> (UjE~j) = UjEJ4> (Bj ), 

hvor 4>: X"""" Y 

Gælder også 

og B. c Y 
J 

for alle j E J . 

4>(UiE1Ai ) = UiEI4>(Ai ), 4>(niE1Ai ) = niEI4>(Ai ) , 

når A. c X for alle l E I ? 
l 

Gælder det, at 

f er E-målelig ** Ifl er E-målelig , 

når E er en a-algebra l X og f er en (reel) 

funktion defineret 
o X ? pa 

Vis, at f: X"""" E er målelig med hensyn til a-alge

braen E i X, hvis 
Vr E (): {x E X I f ( x) > r} E E . 

(Resultatet anvendes i Øvelse 3.17.) 

Lad E være en a-algebra i X og lad f 1 ,f 2' •. ~ 

være en fØlge af E-målelige funktioner f. : X ,..R. 
J 

Vis, at 

{x E X I f 1 (x) , f 2 ( x) , ••• er konvergent i E} E E. 

Samme opgave med 1\ i stedet for E . 

Samme opgave med a; l stedet for 11 . 



m9 Øvelser 9 

3.1. 

3.2. 

3.3. 

3.4. 

Øvelser til §3. Mål. 

Lad ]J være defineret o ]p (X) ved pa 

{~ 
når a E E 

]J(E) = o a ( E nar , 

hvor a er et givet punkt i X . Vis, at ]J er et 

mål i X . 
(Målet kan anskues som beskrivelse af den massefor

deling i X, hvor massen 1 er anbragt i punktet 

a. ) 

Lad ]J : JP(X) -- Æ+ være givet ved 

{~ 
for E = Ø 

]J(E) = ellers 

Vis, at ]J er et mål i X . 
(Målet bruges i Øvelse 8.28.) 

Lad ]J: ]P(X)~ F+ være givet ved 

__ {ooO 
når E 
ellers 

er endelig eller numerabel 
]J(E) 

Vis, at ]J er et mål i X. 

(Målet bruges i Øvelse 7.13.) 

Lad (Ej) jEJ 
rel mængder i 

være en familie af parvis disjunkte Bo-

JR., hvor igen er en Borel 

mængde. 

Vis, at L. Jm (E .) < m ( U· J E .) • 
JE J JE J 



3.6. 

3.7. 

3.8. 

3.9. 

Øvelser 10 

" ,Vis" at i, < kan forekomme. (Begrænsningen til 

numerabeZ additivitet i definitionen af mål har så

ledes sine gode grunde.) 

Lad B være en Borel mængde i E . 

10 Vis" at funktionen 

x-m(B n ]-x"x])" XEE+, 

er kontinuert og voksende. Bestem funktionens grænse

værdi for x ~ ~ og for x ~ O • 

Vis" at der for ethvert 

findes en Borel mængde 

a E JR., O < a ~ m(B) , 

A c B med meA) = a . = 

Vis påstanden i eksempel B, p. 34 i noterne. 

Vis påstanden i eksempel C, p. 34 i noterne. 

Betragt en vilkårlig funktion p: X'- [O "co] og sæt 

ll(E) :: LXEEP(x) 

for hver delmængde E c X. Gør rede for, at II er 

et mål i X. 

Man siger, at målet II er givet ved vægtfunktionen 

p. (Sprogbrugen svarer til, at p(x) tolkes som en 

vægt eller masse anbragt i punktet x.) 

(Øvelse 4.42 er en fortsættelse.) 

Lad X være en endelig eller numerabel mængde. Gør 

rede for, at ethvert mål ll: F(X) ~ [O,,~] svarer til 

en vægtfunktion (se Øvelse 3.8). 



3.10. 

3.11. 

3.12. 

Øvelser Il 

Lad (X,E,].l) være et målrum. Bevis, at 

].l (U~ 1 E . ) ::: L~ 1].l(E.) , 
J::: J J::: J 

o E1 ,E 2,··· E E ].l(E. n E. ) o for i * j 
nar og ::: 

l J 

(Vink. Se beviset for regel ( 4) , p. 32 i noterne.) 

Lad E være en a-algebra i en mængde X og lad 

,,: E"""'JR. være numerabelt additiv. Sæt 

,,+(E) ::; sup{,,(A) A c: E, A E E} for E E E 
= 

- (E) -inf{" C A) E} 

" 
::; A c: E, A E for E E E 

= 

. 

, 

Vis, at' ,,(E) ,,+(E) og O < ,,+(E) for alle EEE 
< = 

Vis, at ·"+(Un En) < L n ,,+CEn ) , når E1 ,E2 ,··· E E 

er parvis disjunkte. 

Vis, at ,,+(X) < 00 . (Vink. Antag A+(X) ::; 00 og 

begynd med at slutte, at der findes en mængde A1 EE 

hvor I" (A1 ) I > 1 og 
+ 

" (X '- A1 ) ::; 00 . ) 

Vis, at ,,+ er et mål. 
-

Vis, at " er et mål med " (X) < 00 . 
Vis, at " ::; ,,+ - " 
V • t + lS, a " ~].l," < v , 
lige) mål defineret på E 

når ].l 

med A::; 

og v 

].l - v 

er (ende-

Svarende til en tolkning af ,,(E) som den samlede 

ladning i mængden E er det naturligt at opfatte 
,,+(E) som den positive og -,,-CE) som den negative 

ladning i E . 
-_ ....... ...0.- ........... 

Idet 

{~ 
for x E ] -00, O] 

f(x) ::; 
for x E ]0,=[ , 

. 

, 



3.13. 
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skal man vise, at der ikke findes nogen kontinuert 

funktion g: E"-" E, således at f(x) = g(x) for 

næsten alle x E E. med hensyn til Lebesgue målet. 

Lad (X,E,]l) 

f = h ]l-n.o. 

hn -+ h ]l-n.o. 

være et målrum og antag 

og Vn: f = h ]l-n.o. 
n n 

f n -+ f ]l-n.o. , 

Vis, at 

Fuldstændigt mål. 

3.14. 

3.15. 

Et mål ]l: E ..... E i en mængde X siges at være + 
fuldstændigt, hvis der for M,N c X gælder 

M c N og N E E med ]leN) = O M E E , 

dvs. hvis enhver ]l-nulmængde tilhØrer E . 

Giv eksempler på 

et fuldstændigt mål, 

et mål, der ikke er fuldstændigt, 

to mål defineret på samme a-algebra, hvor det ene er 

fuldstændigt, det andet ikke. 

(Hovedeksemplet er det fuldstændige Lebesgue mål i 

Ed, se p. 78 og 85 i noterne samt Øvelse 6.2.) 

Lad ]l: E ..... E+ være et fu ldstændigt mål i en mængde 

X (se Øvelse 3.14). Med f,g,f 1 ,f2 , ..• betegnes 

funktioner defineret på X og med værdier i samme 

mængde E eller æ. 

10 Antag f = g ]l-n.o. Vis da, at f er E-målelig, 

hvis og kun hvis g er det. 



m1 

3.16. 

3.17. 

Øvelser 13 

Antag 

af f 

f (x) ~ f(x) for ~-næsten alle x. Vis, 
n 

er E-målelig, hvis f 1 ,f2 , ... alle er det. 

30 Gør rede for, at forudsætningen om fuldstændighed 

er nØdvendig i 10 og 20 • 

Lad (X,E,~) være et målrum og sæt 

F = {F ~ X I 3A,B E E: A c F c B , ~(B " A) = O} • 

Vis, at en mmgde F ~ X tilhØrer 

F kan skrives F = A U M , hvor 

en ~-nulmængde. 

Vis, at F er en a-algebra i 

Vis, at ~ på en og kun en måde 

F , hvis og kun hvis 

A E E, og M er 

X . 
kan udvides til et 

mål ~ : F~Æ . (Vink. Benyt 10. ) 
+ 

Vis, at nulmængderne m.h.t. ~ og ~ er de samme. 

(Hovedeksempel: Se Øvelse 6.2.) 

Lad ~: E ..- 11.+ være et mål i en mængde X * ø og 

lad ~: F~E+ være den snævreste udv.idelse af ~ 

til et fuldstændigt mål i X. (Se Øvelse 3.16.) 

10 Vis, at der til enhver F-målelig funktion g: X ...... 1\ 

findes en E-målelig funktion f: X-Æ, således at 

f = g ~-n.o. 

(Vink. Sæt F = {x I g(x) > r} 
r 

for hvert r E rn, og 
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skriv Fr på formen A U M , hvor A E E , 
r r r 

og M er en ]J-nulmængde. Videre vælges N E E 
r 

med ]J(N) = O således at U M c N . PrØv så , rE61 r = 

{~( x) for x E X " N 
f(x) = for x E N , 

idet Øvelse 2.3 benyttes.) 

20 Som 10 men med JR , henholds vis IC , i stedet for , 
E. . 

(Hovedeksempel: Se Øvelse 6.2. ) 
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Øvelser til §4. Integral. 

I Øvelser vedrØrende integraler m.h.t. Lebesgue målet på 

R (Lebesgue integraler) er det Ønskeligt straks fra star

ten foruden funktioner defineret på hele E at inddrage 

funktioner defineret f.eks. på et interval. Allerede fra 

Øvelse 4.1 forudsættes derfor kendskab til den fØrste side 

i §4.5, Integral over delmængde. (P. 53 i noterne.) 

Vi bruger J~f(X)dX, J7f(x)dx, ... som betegnelse for in

tegraler m.h. t. Lebesgue målet i ] 0,1], ]1 ,00[, .•. . 

Det vil senere (som korollar til infinitesimalregningens 

hovedsætning, §6.4 i noterne) blive vist, at 

Er f: [a,b]~ C kontinuert på et kompakt interval 

[a,b] ~R, og e~ ~ en stamfunktion til f, dvs. 

differentiabel i [a,b] med afledet D~ = f, da er 

b x-b 
J f(x)dx = [~(x)] - = ~(b) - ~(a) . 

a x=a 

Dette resultat, der jo knytter tråden til gymnasiematema

tikken, tænkes allerede nu anvendt i øvelser, hvor der er 

behov for det. 

Integral af positive funktioner. 

4.1. En begrænset funktion på et begrænset interval, som 

er Lebesgue integrabel~ men ikke Riemann integrabel. 

(Sml. Øvelse 6.23.) 

Påvis, at Dirichlets funktion (se p. 3 i noterne) på 

intervallet ]0,1] er en Borel funktion, og bestem 

dens Lebesgue integral. 



4 . 2 • 

4. 3. 

4.4. 
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Lad (x,E,lJ) være et målrum. Vis, at hvis hvert 

x E X tilhØrer mindst k af mængderne A1 , ... ,An E E , 

så er 

]J(Aj ) > ~ lJ(X) for mindst et j 

Lad f: E+~ [0,=[ være en Borel funktion med 

f~f(X)dX < = . 
10 Kan man slutte, at 

f(x) ~ ° for x ~ = ? 

x > a} < 00 ? 3a E E+: sup{f(x) 

Vg E E . m({x > a + . f(x) > g}) ~ ° for a ~ = ? 

2 0 Samme spØrgsmål, idet f yderligere forudsættes kon

tinuert, henholdsvis uniformt kontinuert. 

Vis, at 

f~f(X)dX ~ .r;f(x)dx og f~/n f(x)dx ~ f6f(x)dx for n ~ 00 , 

når f: R+~ [0,=] er en Borel funktion. (Vink. Be

nyt Lebesgues monotonisætning.) 

Gælder også 

f~f(X)dX ~ f7f(x)dX og J~f(X)dX ~ J6feX)dX 

for u ~ <XI, henholdsvis u ~ ° , u E R+ ? 

f 1 a f 00 a Find OX dx og 1x dx for hvert a E E . 

(Resultaterne anvendes ofte.) 

Vis, at x)n -x (1-- . 1] ](x)./ e n -oo,n n ... 00 
for hvert x E::IR • 

(Vink. Man kan benytte, at log er en konkav funk

tion med Dlog (1) = 1 .) 



4.6 

4. 7 . 

4.8. 

4.9. 

10 

2 0 

Øvelser 1'7 

Vis, at 

Vis, at for hvert a E 1\ . 

(Bemærk, at man ikke behØver at bekymre sig om, hvor

For hvilke a ~ 1\ er det i J a-x 
vidt E x e dx < 00 • 

+ 
Øvrigt tilfældet ?) 

Lad (X,E,~) være et målrum, hvor ~(X) = 00, og 

lad f: X- ]O,oo[ være E-målelig. Vis, at 

Jfd~ < 00 ~ 

(Vink: 1 < f + 

= CD • 

Lad (X,E,~) være et målrum, hvor ~(X) < 00, og lad 

f 1 ,f2 , ... være en fØlge af E-målelige funktioner 

f : X"....,.. [O ,00[, der konvergerer uniformt mod en 
n 

funktion f: X .......... [O ,oo[ Vis, at 

fnd~ ~ Sfd~ . 

(Sml. p. 49 i noterne.) 

n+1 
Find J6 L 

00 x 
n=1 

-- dx n 

UndersØg, om rækken 

for O < x < 1 

Lad a, b E E+ . 

b-1 x 
Vis, at a 1+x 

. 

00 
L n=1 

n+1 x er uniformt konvergent - n 

for O<x<1. 

2 0 Vis, at 

b-1 J1 _x_ dx = 1 __ 1_. + _1 ___ 1_ + . + 1 1 
b+(2n+1)a + ..• O 1 +xa b b+a b+2a b+ 3a .. . b+2na 



4.10. 

4.11. 

4.12. 

4.13. 
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Find og I ooc_1 • 1 ) - Sln - dx 1 x x 
(Værdien af det sidste integral kan angives som en 

rækkesum. ) 

Givet eksempel på en dalende fØlge f 1 > f 2 > .~. af 

Borel funktioner f n : JR.- [O,oo[ , hvor 

IJR. limnfn(x)dx * limn IJR. fn(x)dx . 

2 0 Samme opgave med ]0,1] i stedet for E 

Givet eksempel på en familie 

tioner f.: ] 0,1] ..- [O ,oo[ , 
J 

(fj)jEJ af Borel funk

hvor LjEJfj igen er 

en Borel funktion, men 

Vis ved eksempler, at hvert af tegnene 

kan forekomme i uligheden 

< og = 

og at hvert af tegnene <, = og > kan forekomme 

mellem 

I 0
1 lim sup f (x)dx og n n lim sup I 0

1 f (x)dx , 
n n 

hvor f: ]0,1] ......... [O ,oo[ , n = 1,2, •.. , er Borel 
n 

funktioner. 
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Integral af reelle funktioner. 

4.14. 

4.15. 

4.16. 

Lad (X,E,~) være et målrum og lad g: X~R være 

E-målelig. 

l° Vis, at g E .i'(X,E,~) , hvis der findes funktioner 

f,h E .i'(X,E,~), således at f < g < h . 

2 ° V i s, a t g E ,i'( X ,E , 11 ) og 

a~(X) < fg d~ ~ b~(X) , 

hvis l1(X) < = og a < g(x) < b for alle x E X , 

hvor a,b E]R • 

Er produktet af to integrable funktioner altid inte

grabelt ? 
(Sml. Øvelse 4.22.1°.) 

Lebesgue under- og oversummer. (Sml. Indledning, p. 

4-6 i noterne.) 

Lad (X,E,ll) være et målrum med ~(X) < 00, og lad 

f: X "'""" :R være E-målelig og begrænset. 

Svarende til et sæt P af (dele-) punkter 

Yo ~ Y1 ~ ••• ~ Yn , hvor \Ix E X: YO < f(x) < Yn ' 

defineres Lebesgue oversummen 

- n S(P,f) = Li=1 Yi ~({x I Yi-1 < f(x) < Yi}) . 

og Lebesgue undersurnmen 

§(P,f) = Lr:- 1 y. 1 ~({x I y. 1 < f(x) < y.J) . 
l- l- l- l 

Vis, at Q(P,f) < ffd11 < S(P,f) , 

og at sup S(P,f) = Jfd~ = inf S(P,f) 
p - p 
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Lebesgue midde Zsummer. (Sml. Indledning, p. 4-6 

i noterne.) 

Lad (X,E,l1) være et målrum med l1(X) < co, og lad 

f: X"-""JR være E-målelig og begrænset. 

Vi~, at der til hvert t E JR+ findes et 6 E R+ ' 

således at 

når Yo < n1 < Y1 < n2 < Y2 < ••• < nn < Yn , 
= = = = 

"IX E X: Yo < f(x) < Yn samt y. - Yi-1 < 6, , 
l 

i = 1 , ••• , n . 

Bevis, at 

f6 nVX dx ~ O for n ~ co 
2 2 1+n x 

1 
(Vink. Vis, at nVx < . ) 

2 2 ifx 1 +n x 

Giv eksempler på punktvis konvergente fØlger 

f 1,f2, ... af Lebesgue integrable funktioner 

f : J-1,1] ......... R, hvor henholdsvis 
n 

( a) 

(b) 

f = lim f E:t( ]-1,1 J ,m) , og talfØlgen 
1 n n f 1f (x)dx , n = 1,2, ... , er konvergent, men 
- n 

f~1f(X)dX * lim f 11f (x)dx . n - n 

f E.:8C]-1,1],m) , men talfØlgen 

n = 1,2, ... er divergent. 

f 1 f (x)dx , 
-1 n 

Cc) talfØlgen f~1fn(X)dX, n = 1,2, ... , er kon

vergent, men 

f Et L(] -1,1] ,m) . 

, 
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Samme opgave som Øvelse 4.19, idet dog ]-1,1] er

stattes med E, og der Ønskes eksempler, hvor kon

vergensen af fØlgen f 1 ,f2 , ... er uniform og numerisk 

majoriseret af en konstant K E E+ . 

Lad Ja, b [ c;; E være et begrænset interval og lad 

f : Ja,b [--E , n = 1 , 2, ... være en fØlge af begræn-
n 

sede funktioner. Vis, at hvis alle f er Riemann 
n 

integrable, og fØlgen f 1'f2 , ... 

gent, da er grænsefunktionen f 

grabel, med 

fbf(x)dX = a . 
lim fb f (x) dx . a n 

n 

er uniformt konver-

igen Hiemann inte-

Integral af komplekse funktioner. 

4.22 

4.23 

Lad ( X, ]E , ]J ) være et målrum. 

10 Vis, af fg er ]J- integrabel, når f: X,..-;.. (C er ll-in

tegrabel, medens g: X .......... (C er lE-målelig og begrænset. 

(Sml. Øvelse 4.15.) 

20 Vis, at enhver begrænset, E-målelig funktion 

g: X r-:t. (C er ll-integrabel, hvis ]J(X) < 00. 

(Sml. Øvelse 4.14.2 0 .) 

10 Vis, at 

f~f(X)dX ~ f:f(x)dX for u ~ 00 , 

når f E.:t(] a, 00 [ ,m) . 

(Vink. Betragt en vilkårlig fØlge u1 ,u 2'···, a<Un<~9 

men un ~ 00 og benyt Lebesgues majorantsætning.) 

(Resultatet anvendes ofte.) 

• 
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4.26. 

Øvelser 22 

20 Givet eksempel på en kontinuert funktion 
f: [O,oo[ -E, hvor limfuof(x)dX eksisterer l E, 

11-+00 
uden at f er Lebesgue integrabel over ]0,00[. 

(Såkaldt uegentlige integraler er omtalt l §14.2 

i noterne.) 

Lad (X, E,l1) være et målrum, antag f E ~(X, E,l1) 

og sæt An = {x E xl If(x) I~n}. Vis, at n11(A n ) 4 O 

for n 4 00 • 

Lad (X, E, 11) være et målrum og lad f: X""""" 4:: 

være en E-målelig funktion. For n E TI og x E X 

sættes 

{ 
f(x) o nar If(x)1 $n 

f(x) 
nlf(x)1 når I f(x) I > n . 

10 Gør rede for, at hver af funktionerne 

n = 1,2, ... , er E-målelig. 

f : X-c, 
n 

20 Bevis, at 

~ sup fif Id11 < 00 , n 

samt i bekræftende fald, at 

for n 4 00 • 

Lad (X, E,l1) være et målrum, lad f n : X 

være E-målelig, n = 1,2, ... , og antag, 

L~=1flfnldll < 00. 

-4:: 

at 

10 Vis, at rækken r~=1fn(x) er (absolut) konvergent 

for 11-næsten alle x E X. 
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4.28 

4.29. 

Øvelser 23 

2 o M e d f ( x ) = L ~ = 1 f n ( x ) f o r l.l - næ s t e n a 11 e x E X, 

hvor f: X - t er E-målelig, skal man dernæst 

v i s e, a t f E.:t( X, E, l.l ) o g 

(l Øvelse 7.21 betragtes samme situation l et nyt 

lys. Se også Øvelse 8.24.) 

Vis, at rækken 

for næsten alle 

er (absolut) konvergent 

g E .,e'(R,m) . 

Hvad viser Øvelse 4.26 om summen? 

Vis, at 

f 1 z z2 z3 n+1 zn 
+(-1) - + ••• 

n O 1 +zxdx = z - 2 + 3 -

for ethvert z E t med Izl ~ 1, z * -1. 

(Bemærk, at 

1 t 
fO 1 +txdx 

1+t 1 = f -dx = log(1+t) 
1 x 

for t E JR,-]-oo,-1]. - l det komplekse gælder til

varende 

f 1 z 
O 1+zxd:X; = Log(1+z) for z Et,-]-oo,-1].) 

2 
Her forudsættes kendt, at f Re 

-x dx VTI. (Det bli-= 
ver vist i noterne, § 7.5, eksempel B. ) Vis da, at 

1 VTI 
2 z3 

f R 2dx 
z z ... ) 

2 = 2 (1- - + - - + 
+ x -x V3 V5 fi 

e +ze 

for ethvert z E t, I z I < 1 . UndersØg, for hvilke 

z E t, I z I = 1 , formlen kan opretholdes. 
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Integral over delmængde. 

4.30. 

4.31. 

l° 

20 

4.32. 

4.33. 

Lad (X, E,~) være et målrum, lad f og g til

hØre ~+(X;E) og antag, at f = g næsten overalt 

m.h.t. ~. Vis, at 

Jfd~ = fgdlJ . 

(Resultatet benyttes ofte.) 

Lad (X, E,lJ) være et målrum og lad f: X-E være 

integrabel m.h.t. ~ . 
Vis, at 

fEfd~ > O for alle E EE 
= 

~ f(x) > O for ~-næsten alle x E X. 

Vis, at 

fEfd~ = O for alle E EE 

~* f(x) = O for ~-næsten alle x E X. 

Lad (X, E,~) være et målrum og lad U1 ,U 2 ··· E E 

være parvis disjunkte. Vis, at rækken 

L~-1fu fd~ 
J - j 

er absolut konvergent, når f er ~-integrabel over 

uj=1 Uj' (Jfr. (*), p. 55 i noterne.) 

Lad f: R+ ~ R+ være aftagende. Vis, at 

for n -+ 00. 

I 

I 
L 



4.34. 

4.35. 

4.36. 

10 

20 
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Lad (X, E,w) være et målrum og lad f: X..-... [O,ooJ 

være E-målelig med 

IfdW < 00 • 

Vis, at W ( {x E Xlf(x) > a}) < 00 for hvert a E:R • 
+ 

Vis, at {x E Xlf(x) > 

at mængden kan skrives 

W(E ) < 00 n = 1,2, ... n , 

Vis, at der til ethvert 

E E E med WeE) < 00, 

IX'-EfdW < lO: • 

-

O} har a-endeligt mål, dvs. 
00 

U 
n=1 En' hvor EE E og n 

lO: E JR . + findes en mængde 

således at 

Lad (X, E,~) være et målrum og lad f tilhØre 

:/lex, E, W) • 

10 Vis, at {x E Xlfex) * O} har a-endeligt mål. (Se 

Øvelse 4.34.) 
• 

Vis, at der til ethvert 

E E E med ~ (E) < 00, 

IX'-E1fl dW < lO: • 

lO: E JR 
+ findes en mængde 

således at 

Lad (X, E,~) være et målrum, lad h E "'+ex, E) og 

sæt 

Vis, at 

for enhver funktion f E tAf+( X, E). 

(Vink. Begynd med simple funktioner.) 

(Øvelse 4.42 og 6.18 omhandler specialtilfælde.) 
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l° Vis, at 

lim infn(an+b n ) ~ lim infnan + lim sUPnbn < lim suPn(an+b n ), 

*2° Lad (X, E,ll) være et målrum og lad f 1 ,f2 ··· være 

en punktvis konvergent fØlge af funktioner 

f E u?l\ X, E) med grænsefunktion f. Det antages, 
n 

at f fdll < 00, og at 

Vis, at 

for enhver mængde E E E. 

30 Vis ved et eksempel, at konklusionen i 2° ikke be

hØver at gælde, når forudsætningen ffdll < 00 ude-

lades. 

Summer! a "EJ ". 

4.38. 

4.39. 

J J 

Lad f: J"-'" C 

i mængden J, 

hvert € E R+ 

således at 

være integrabel m.h.t. tællemålet 

altså f E l(J). Vis, at der til 

findes en endelig mængde H* c J, 

for enhver endelig mængde 1* , hvor H* c 1* c J. 

(Vink. Man kan anvende Øvelse 4.35.2°.) 

GØr rede for, at 

lim L'EJa . = LJ'EJ lim a " 
n~ J DJ n~ nJ 

når O < a1' < a 2 , < 
= J -J 

for hvert J E J. 

(Eksempel: J = ]\J. ) 

II l 
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Lad lJ1 ~ lJ 2 ~ 
være en stigende fØlge af mål, 

alle defineret på samme a-algebra E i en mængde 

X, og sæt 

lJ (E ) = l im ]J ( E), E E E. n n 

la Vis, at lJ er et mål. (Vink. Man kan benytte Øvel

se 4.39.) 

20 Vis, at 

for enhver funktion f E VJt+(X, E). 

(Vink. Begynd med simple funktioner.) 

Lad (lJj)jEJ være en familie af mål lJ., alle 
J 

defineret på samme 

antag a. E [0,00], 
J 

a-algebra E i en mængde X, 

j E J, og sæt lJ = LjEJajllj" 

(Se noterne, §3.1, eksempel D.) 

Vis, at 

Jfd~ = L·EJa.JfdlJ' 
J J J 

for enhver funktion f E Jl+(X, E). 

(Vink. Begynd med simple funktioner og benyt derefter 

Øvelse 4.39.) 

For hver delmængde E c X sættes 

hvor p: X ........ [O ,00] er en given (vægt) funktion 

(se Øvelse 3.8). 



4.43. 

4.44. 
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Vis, at 

for enhver funktion f: X ~ [O ,00] • 

(Vink. Benyt Øvelse 4.36 eller 4.41.) 

Lad E og F være a-algebraer i henholdsvis 

X og Y, hvor X ~ Y og 

VBEJF': B n X E E. 

Antag, a t ]J er et mål på ]E, og gør da rede for: 

Ved v(B) = ]J(BnX), B E ]F, defineres et mål v i 

Y. 

For en F-målelig funktion 

mer integration m.h.t. v 
g defineret på Y kom

ud på et med integration 

af restriktionen g'x m.h.t. ]J. 

Funktionen F: Æ ~Æ 
+ 

defineres ved 

F(t) = Joo sin x -tx 
O x e dx , 

10 Gør rede for, at definitionen har mening. 

20 Bevis, at F(t) -+ O for t -+ 00. 

30 Bevis, at F er differentiabel med 

DF (t) = _ 1 
1+t 2 ' 

(Vink. Betragt fØrst et interval]a,oo[ i stedet 

for Æ+, -.Underv~js kan man evt. benytte, at 

sin x = (e lX - e- lx )/2i .) 

40 Angiv F(t) eksplicit, uden brug af integraltegn. 



5.l. 

5.2. 

5.3. 

5 . 4 . 

Øvelser 29 

Øvelser til §s. Lebesgue målets indførelse. 

Betegnelsen ] a, b] står i denne Øvelse for 

{x E Qla < x ~ b} og benyttes kun med a < b, 

a,b E Q. Lemma l og korollar l i § 5.1 i noterne, 

med beviser, gælder da med Q i stedet for IL 

Vis, at Q for vilkårligt E > ° 
af numerabelt mange ]c.,d.] med 

J J 
(Specielt gælder lemma 2 da ikke i 

kan overdækkes 

L.(d.-c.) < E. 
J J J 

Q. ) 

20 Vis, at længdemåling for intervaller i Q ikke er 

numeralt additiv. 

Vis, at en funktion K: ]Id .......... [0,00] med K(Ø) = ° 
er numerabelt additiv, hvis og kun hvis den er addi

tiv og numerabelt subadditiv. 

Lad K:]Id..--"l. [0,00] være additiv med 

Vis, at det l definitionen af K*(A) 

K*(A) = inf LnK(In ) , 

er nok at tage nedre grænse over alle numerable 

familier (In) af parvis disjunkte In E]I med 
A c U I . n n 

Vis, at derfor enhver mængde A sEd findes en 

Borel mængde B ~ A med v*(B) = v*(A). 

(Resultatet benyttes i Øvelse 6.1 og 6.4.) 
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Vis, at betingelse (ii) i definitionen af ydre m&l 

p. 75 i noterne kan erstattes af 

Lad 

:lP CX) 

aCØ) 

a(A) ~ a(B) når A ~ B ~ X, 

a: :lP(X).--.. [0,00] være defineret på mængden 

af alle delmængder af en mængde X og antag 
= O. Med ~ betegnes mængden af de mængder 

E c;: X, hvor 

VA ~ X: a(A) = a(AnE) + a(A,E). 

Vis, at ~ er en mængdealgebra, og at 

a(EUF) = a(E) + aCF), 

når E E ~, E nF = ø· 

5.7. la Bestem det ydre mål K* i mængden X frembragt af 
funktionen K· med definitionsmængde {Ø,X}, hvor 

KCØ) = O, KCX) = 1. 

20 Vis, at K* ikke er et mål i X (forudsat X har 

mindst to elementer) . 

30 Bestem de K*-målelige mængder. 

5.8. Lad ]K bestå af Ø samt alle etpunktsmængder {x} 

med x E X. Bestem det ydre m&l K* i X samt 

mængden lY! af K*-målelige mængder, når 

(a) K({X}) = 1 for alle x E X, K(Ø) = O. 

(b) K({X}) = O for alle x E X, KCØ) = O . 
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betegner det ydre Lebesgue mål i 
d E, 

skal man vise, at 

m*(AUB) = m*(A) + m*(B), 

o nar og afstanden 

d(A,B) :: inf {d(x,y) Ix E A, Y E B} > O. 

(Her betyder d(x,y) den sædvanlige afstand mellem 

x og y.) 

Lad h: JR....,a..:R være givet ved 

{ ~ 
for x < O 

h(x) = 
for x ~ O 

s~t K( ]a,b]) = h (b) - h(a) for ethvert standard 

interval ]a,b] ~JR og sæt KCØ) = O. 

l° Bestem det af K frembragte ydre mål i JL 

20 Idet ~ = K*I~, hvor ~ er mængden af K*-målelige 

mængder, skal man bestemme ~ og ~. 

30 Bestem .i'CJR, ~ ,]J) og find f fd]J for en vilkårlig 

funktion f E L(E, ~ ,]J). 

l° 

Idet x1 ,x2 ' ... er en vilkårlig fØlge af indbyrdes 

forskellige reelle tal, medens P1,P2'.·' er en fØl-
00 

ge af positive reelle tal med Ln =1 Pn < 00, vil vi 

her for hvert x EJR sætte 

h(x)=L EJ p med <T = {nlxn ~ x} . 
n x n x 

Gør rede for, at h: JR'--'JR er voksende og kontinuert 

fra hØjre (også hvis f.eks. {x1 ,x2 '···} = fQ) • 
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Med K(]a,b]) = h(b) - h(a) for hvert standard in

terval ]a,b] i Jl og K(Ø) = O sætter vi nu 

p = K*I M , hvor K* er det af K frembragte 

ydre mål i Jl, og M er mængden af K*-målelige 

mængder. 

20 Bestem peJl), jJ({Xn}) og jJ(Jl'{x1 ,x 2 ,···})· 

30 Bestem 1M. 

40 Bestem .i'(Jl,]VI ,jJ) og find ffdjJ for en vilkårlig 

funkt ion f E .i'(Jl, 1M , p) ,. 

Radon må Z '[, Jld. 

5.12. 

5.13. 

For hver Borel mængde B i ]R.d sættes v(B) = antal

let af elementer i B. 

Gør rede for, at v:]8 ....... [O,oo] 

ikke et Radon mål. 

er et mål i lRd , men 

20 Påvis, at konklusionen i sætningen i §5.5 (p. 79 i 

noterne) ikke gælder for v. Hvor bryder beviset 

sammen ? 

30 Angiv to forskellige mål defineret på Borel algebra

en i :æd, som stemmer overens for alle standard in

tervaller. (Sml. §5.5, korollar l.) 

Tyngdepunkt faY' Radon mål. 

Lad l være en ret linie i Jl2 givet ved en lig-

ning 2 b 2 ax + by + c = O med a + = 1 

og lad os orientere normalen til l ved vektoren 

(a,b). For hvert (x,y) E Jl2 er ax + by + c da 
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som bekendt den med fortegn regnede afstand til 

(x,y) fra linien l. Hvis (x,y) ......... ax + by + c 

er integrabel over E 2 med hensyn til et Radon 

mål ~ i E 2 , siges dette at have et moment med 

hensyn til l, nemlig (med den valgte orientering 

af normalen til l): 

f 2(ax+by+c)d~(X,y). 
E 

Lad nu ~ være et Radon mål i E 2 med 

O < ~ (E 2 ) = M < 00 og antag, at ~ har momenter 

med hensyn til 2 hinanden skærende rette linier 

1 1 og 1 2 i E 2 • 

10 Bevis, at' ~ har et moment med hensyn til enhver 

r~t linie i ]i{2. 

20 Bevis, at der findes et og kun et Radon mål v, der 

er koncentreret i et punkt (xo,yo), dvs. hvor 

V(E2,{(Xo 'Yo)}) = O, og som har samme moment som 

~ om enhver ret linie l i E 2 . 

(Punktet (xo,yo) kaldes tyngdepunktet for ~.) 

Angiv v(B) for enhver Borel mængde B på R, 

idet v = vh er Radon målet svarende til funktionen 

h: E ........ E givet ved 

(a) h(x) = x for alle x E IL 

(b) h(x) = O for x < O, h(x) = x for x ~ O. 

(c) h(x) = x 3 for alle x E E. 

Lad v være et Radon mål på E og definer g: R ........ R 

som på p. 82 1 i noterne. GennemfØr beviset for, at 
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10 . g er voksende og kontinuert fra hØjre . 

det til g svarende Radon mål netop er 

v. 

30 v = vh gælder for funktionerne h = g + e, e E E, 

og ikke for andre. 

Lad h: E"-'E være voksende og kontinuert fra hØjre 
og lad v være det Radon mål i JR, hvor 

v(]a,b]) = h(b) - h(a) 

for ethvert standard interval- ]a,b] <;: JR. 

Bestem v(l) 

set) interval 

b E JR. 

for ethvert (begrænset eller ubegræn-

1 SJR og bestem v({b}) for ethvert 

Lad g:]R"--"]R være voksende. 

10 Vis, at funktionen x --g(x+O), x E JR, er voksen

de og kontinuert fra hØjre. Her er 

g(x+O) = limt~O g(x+t) = inf{g(x+t)lt E E+}. 
+ 

20 Bestemv(l) for ethvert (begrænset eller ubegræn

set) interval 1 SJR og bestem v({b}) for ethvert 

b E E, idet v betegner Radon målet på ]R svaren

de til funktionen x ~ g (x+O), x E E. 

Lad (X,E,l1) være et målrum, lad IP: X-JR være 

E-målelig, antag l1({x E Xla < lP(x) S b} ) < 00 for 

ethvert begrænset interval ]a,b] c;: E og sæt 

{ ~ ({x E xlo < lP(x) S t}) for t E JR+ 
F(t) = ~l1({X 

for t = O 
EXit < lP(x) S O}) for t EJR . -
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10 Gør rede for, at F: Æ""'" JR er voksende og kontinuert 

fra hØjre, og at 

fJRg(t)dF(t) = fx (go((»)dll 

for enhver Borel funktion g: JR"""IC (samtidig eksi

stens). 

20 Udtryk specielt fX(()dll ved et integral m.h.t. F. 

(Sml. § 16.2 i noterne.) 
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6.l. 

6.2. 

6.3. 

6.4. 

6.5. 

Øvelser til §6. Lebesgue mdlet og Lebesgue integralet. 

10 

20 

Lad E være en Lebesgue målelig mængde i Ed. 

Vis, at der findes en Borel mængde B ~ E, således 

at v*(B-....E) = O. 

(Vink. Man kan benytte Øvelse 5.4. ) 

Vis, at der findes en Borel mængde A c;;: E, således 

at v* (E-....A) = O. 

(Fortsættelse.) Gør rede for, at det fuldstændige 

Lebesgue mål V*IL 
se af Lebesgue målet 

digt mål. (Se Øvelse 

i Ed er den snævreste udvidel-

m: 13 ...-Jo.. [0,00] 

3.16.) 

til et fuldstæn-

Konsekvens: Til enhver Lebesgue 

Æd findes en Borel funktion f, 

næsten overalt. (Se Øvelse 3.17.) 

mdlelig funktion g 

sdledes at f = g 

Angivet mål ~ defineret på Borel algebraen i Ed, 

som ikke er af form cm, men dog er invariant ved 

enhver isometri q>: Ed ~ Ed. 

• o *. d . . t V1S, at det ydre Lebesgue mal v l E er lnvarlan 

ved enhver isometri af Ed. 

(Vink. Man kan benytte Øvelse 5.4.) 

Vis, at det fuldstændige Lebesgue mål ro = V*IL i 

Ed er invariant ved enhver isometri af Ed. 

(Vink. Man kan benytte Øvelse 6.2 eller 6.4.) 

pd 
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En mængde A ?E, der ikke er Lebesgue målelig. 

(Se Øvelse 6.8 for et stærkere resultat.) 

Til ækvivalensrelationen givet ved 

x,....y~ y-xEIQ 

svarer en deling af E i klasser af form a + IQ. 

(Det er sideklasser til undergruppen Q i gruppen 

(E, +) .) - Hver klasse er tæt i E; speciel t har den 

elementer i intervallet ]0,1]. 

Lad nu A være en mængde bestående af en repræsen

tant for hver klasse, udtaget i JO, 1 ] . (For eksi

stens af en sådan mængde påberåbes udvalgsprincippet.) 

10 Vis, at der for hvert x E E findes et og kun et 

q E Q, således at 

x E A + q. 

Med andre ord: E = UqEQ(A+q), med parvis disjunkte 

A + q. 

20 Vis, at UqEQnJO,1J(A+q) ~ ]0,2]. 

30 Lad ~: E ~ JO,oo] være et translationsinvariant mål 

i E, hvor ]0,1J EE og ~(]0,1J) < 00. Vis, at 

A E E ". ~ (E) = O. 

40 Vis, at A ikke er Lebesgue målelig. 

Vis, at det ydre Lebesgue mål v* i E ikke er 

additivt. 

(Vink. IfØlge Øvelse 6.6 findes der en mængde E ~~, 

der ikke er Lebesgue målelig.) 
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Lad E ~ ]0,1] være en mængde med v*(E) > O. 

Til ækvivalensrelationen givet ved 

svarer en klassedeling af E. Lad A være en 

mængde bestående af en repræsentant for hver 

klasse. (For eksistens af en sådan mængde påbe

råbes udvalgsprincippet.) 

1° Vis, at E ~ UqEQn ]-1,1[(A+Q) ~ ]-1,2[. 

2° Vis, at A ikke er Lebesgue målelig. 

1° 

2° 

(Resultatet anvendes i Øvelse 6.12.) 

En åben mængde i Æ~ hvis rand har positivt 

Lebesgue mål.. 

Antag O < € < 2 og lad F fremgå af [0,1] 

på fØlgende måde: Midt i [0,1] fjernes det åb

ne interval af længde €/4, midt i hvert af de 

to tiloversblevne intervaller f j ernes det åbne 

interval af længde € 
/4 2 , osv. 

Vis, at G = [0,1 ] '-F er åben og har F som rand. 

Bestem meG) og m(F) . 

Angiven sammenhængende, åben mængde (dvs. et 

område) i JR2, hvis rand har positivt Lebesgue 

mål. 

(Vink. SØg inspiration i Øvelse 6.9.) 

6.11. Cantor/Lebesgues funktion. 

1° GØr rede for, at den p. 95 i noterne definerede 
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afbildning af Cantors mængde Z over på inter

vallet [0,1] på en og kun en måde kan udvides 

til en voksende funktion f:[0,1] ~ [0,1]. 

(Denne kaldes Cantor/Lebesgues funktion.) 

2° Gør rede for, at Cantor/Lebesgues funktion f 

er kontinuert i hele intervallet [0,1], og for, 

at f er differentiabel med Df(x) = O i hvert 

x E [O,1]'~, men ikke differentiabel i noget 

x E Z. 

(Cantor/Lebesgues funktion benyttes i Øvelse 6.12 

og 6.21.) 

En Lebesgue måleZig mængde, som ikke er en BoreZ 

mængde. 

Lad f:[0,1] ~ [0,1] være Cantor/Lebesgues funk

tion (Øvelse 6.11) og sæt 

g(x) = !x + !f(x), x E [0,1]. 

1° Gør rede for, at g er en home amorf afbildning 

af intervallet [0,1] på sig selv. 

2° Vis, at mængden E = g(Z) har Lebesgue målet 

m(E) =! (medens jo m(Z) = O). 

3° IfØlge Øvelse 6.8 har E en delmængde A, som 

ikke er Lebesgue målelig. - Vis, at g-1(A) er 

Lebesgue målelig, men ikke en Borel mængde, altså 

at g -1 (A) E JL'lB. 

Gør rede for, at Lebesgue målet m:1B ~ [0,00] i 

E ikke er fuldstændigt. , 

(Vink. Se Øvelse 6.12 og 6.1 eller 6.2.) 
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Transformation af Lebesgue integraler. 

6.1 4. 

6.15 

6.16 

Vis, at 
f K(O ,R) (x+iy)n d(x,y) = O, 

når K(O,R) = {(x,y) E JR2 1 x 2 + y2 < R2 } 

n E IN. 

(Vink. Gør rede for, at 

og 

fK(o,R)(x+iy)nd(X,y) = JK(O,R)cn(x+iy)ndeX,y), 

når c E æ og Icl = 1.) 

Reelle tal r,A,B 

dinater for punktet 

kaldes (sfærisk) polære koor

(x, y , z) E ]13, hvor 

x = r cos B cos A 

y = r cos B sin A 

z = r sin B 

10 Beregn Jacobi determinanten for afbildningen 

(r,A,B)...-.lo. (x,y,z). Gør rede for, at restrikti

onen ~ til det åbne interval 

I = {(r,A,B)IO < r, -TI < A < TI, - ; < B < f} 
er en bijektiv afbildning af dette på 

JR3,{(x,y,z)1 x ~ 0, y = O}, som tillige med 
-1 

~ 

er kontinuert differentiabel. Beskriv den geome-

triske betydning af r, A og B· 

20 Hvorledes udtrykkes et integral 

i polære koordinater ? 

(Figur! ) 

J 3f (x,y,Z)d(X,y,Z) 
JR 

sin t 
Det vises i §14.2 i noterne, at t...-.lo. t 
t E JR+, ikke er Lebesgue integrabel. 
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1° Slut heraf, at 

ikke er det. 

. -2 
X -~~ x 

, x E ]0,1], 

(Resultatet bruges i Øvelse 6.20.) 
. -2 

heller 

Er x ......... Sln x E ] 1 [ L b . t , x ,00, e esgue ln egra-
x 

bel ? 

------

ubestemt integral. 

6.17· 

6.18. 

6.19. 

Vis, at en (Borel) funktion f defineret p& 

Æd er lokalt (Lebesgue) integrabel, hvis og kun 

hvis hvert punkt x E Æd har en omegn V, hvor 

fl V E.!8(V,m). 

Gør rede for, at 

JÆgeX)dFe X) = JÆgeX)feX)dX (samtidig 
eksistens), 

når f > ° og g er Borel funktioner på Æ, 

f er lokalt integrabel, og F er et ubestemt 

integral af f. 

(Vink. Se Øvelse 4.36.) 

eResultatet benyttes p. 247 i noterne.) 

Er nulfunktionen på Æ et ubestemt integral af 

indikatorfunktionen 1~ for Cantors mængde ~? 
Er den stamfunktion til ~? 



6.20. 

6.21 . 

6.22. 

1° 

Sæt 

rex) = {~ 
2 -2 

cos x for 

for 
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o < x < 1 

x = O 

Gør rede for, at f:[0,1] ~ E er differentiabel, 

men at den afledede Df:[0,1] ~m ikke er Lebes-

gue integrabel. 

(Vink. Benyt Øvelse 6.16.1 0 .) 

Lad f:[a,b] ~ E være voksende samt næsten over

alt differentiabel. 

Vis, at Df er Lebesgue integrabel i [a,b], 

samt at 

J! Df(x)dx ~ f(b)-f(a). 

(Vink. Sæt f(x) = f(b) for x > b og betragt 

funktionsfØlgen 

givet ved 

g :[a,b].- JR, n = 1,2, ... , 
n 

gn (x) = n (f (x+~) - f (x» .) 

Vis, at 

J: D f ( x ) d x < f ( b ) - f ( a ) 

kan forekomme, endda med f kontinuert i [a,b]. 

(Vink. PrØv Cantor/Lebesgues funktion, Øvelse 

6.11.) 

1° Bevis, at 

J:Df(X)dX = f(b)-f(a), 



ml 

2° 

Øvelser }-l3 

når f:[a,b] ~ Æ er differentiabel med en be

grænset afledet Df. 

(Vink. Sæt f(x) = f(b) + (x-b)Df(b) for x > b 

og betragt funktionsfØlgen gn: [a.,b] .- Æ, n = 

1,2, ... , givet ved 

1 
gn(x) = n(f(x+~) - f(x» .) 

Slut heraf, at hvis en funktion g:Æ ...- C , der 

er begrænset i ethvert interval [-n,n], n = 
1,2, ... , har en stamfunktion G, da er denne 

tillige et ubestemt integral af g. 

-------

Riemann integral og Lebesgue integral. 

6.23. En begrænset Borel funktion på et begrænset in

terval, som ikke stemmer overens næsten overalt 

med nogen Riemann integrabe l funktion. (Sml. 

Øvelse 4.1.) 

Lad E fremgå af [0,1], idet der midt i [0,11 

fjernes et interval af længde 1, midt i hvert 

af de to tiloversblevne intervaller fjernes et 
1 

interval af længde :2' osv. 
4 

10 Vis, at 1[0,1]'E ikke er Riemann integrabel i 

[0,1]. 

2 0 A t . n ag 

at f 

f = 1[0,1]'E næsten overalt og vis da, 

ikke er Riemann integrabel i [0,1]. 

(Øvelse 8.23 er en fortsættelse.) 
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Øvelser til §7. Produktmål. 

7 . 1 • Gælder 

A1 xB1 = A 2 xB 2 => A 1 = A 2 og B1 :;:; B2 '? 

A1 xB1 = A2 xB 2 =1= Ø => A1 == A2 og B1 == B2 ? 

Antag E c XxY. Gælder 

Målelighed i cartesisk produkt. 

7 .3· 

7 . 5. 

I X =1= Ø og y =1= Ø er givet a-algebraer ~ og 

YI. 

Vis, at ~ x YI er den mindste a-algebra i XxY, 

således at "projektionerne" (x,y)"" x og 

(x,y) ~ y er målelige afbildninger af xxy på 

henholdsvis X og Y. 

Når x E X og Y er en a-algebra l y =1= Ø, vil 

]E = {E c XxY I E E:#} 
= x 

være en a-algebra i XxY (p. 104). Gør rede for, 

at det er et specialtilfælde af lemmaet p. 19 

i noterne. 

I X =1= Ø og y =1= Ø er givet a-algebraer x; og 

Y. 



7.6. 

7 .7. 

2° 

7 . 8 . 1 ° 

2° 
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Gør rede for, at y ~ (x,y), y E Y, for givet 

x E X er en målelig afbildning af (Y,.YI) ind 

l (XxY, I/..x$), oe; slut heraf, at ethvert snit fx 

i en ~x~-målelig funktion på XXY er en YI
målelig funktion (§7.1, korollar 1). 

Antag X * Ø og sæt Z = ]'-JxX. 

En mængde E c Z modsvares af en fØlge af del

mængder af X, nemlig snittene E1 , E2 , .... 

En funktion f på Z modsvares af en fØlge af 

funktioner på X, nemlig snittene f 1 , f 2 , ... 

Lad JE være en a-algebra i X og sæt LZ = 

IP(lli)xJE. Vis: 

E E LZ ~ Vn E ]'-J: E E]E 
n 

f er LZ-målelig ~ Vn E ]'-J: f er JE-målelig. 
n 

(Øvelse 7.21 er en fortsættelse.) 

Mængden 

algebra i 

Æ. = {A c JRPIAxJRq E JB } er en a-= p+q 
JRP (p. 105). Gør rede for, at det 

er et specialtilfælde af lemmaet p. 19 i noterne. 

Vis, at projektionerne (x,y) ~ x og (x,y) ,.. y 

af (JRP xJRq , JBp +q ) på (JRP,Bp ) og (JRq,ID ) 
q 

er målelige, og slut heraf (se Øvelse 7.3), at 

JBp xJB c JBp +q ' (Sml. p. 105 i noterne.) 
q = 

Vis, at JL1 xJL1 c JL2 . = 
(Vink. Man kan benytte 

Øvelse 6 . 1 . ) 

Vis, at JL1 x JL1 c JL 2 . (Vink. Betragt {O}xA, 
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7·11. 

hvor A c JR ikke er Lebesgue målelig. (se Øvel

se 6.6.)) 

Lad X være en mængde med mindst 4 elementer. 

Vis, at der findes en a-klasse i X, som ikke 

er en a-algebra. 

1° Gør rede for, at ethvert Radon mål i 

a-endeligt. 

d JR er 

20 Angivet a-endeligt mål ~ defineret på Borel 

algebraen i JR, hvor 

~(]a,bJ) = 00 for alle a,b E JR, a < b. 

Betragt et mål ~:JP(X) ..... [0,00] givet ved en 

vægtfunktion p:X ..... [0,00] • (Se Øvelse 3.8. ) -
Vis, at ~ er a-endeligt, hvis og kun hvis mæng-

den {x E Xlp(x) > O} er hØjst numerabel og alle 

vægte p(x), x E X, er endelige. 

Produktmå z.. 

7.12. Lad (X,.~,~) og (Y,YI,v) være målrum, X * ø, 
og antag, at funktionen x ..... v(E ), x E X, er x 
X-målelig for enhver mængde E E Il xY. (Sml. 

§7.3, lemma 1.) - Gør rede for, at den ved 

rr(E) = fx v(Ex)d~(X), E E )fx..}f, 
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definerede funktion ~ er et mål, og at 

~(AxB) = ].l(A) -v(B) for alle A E 1i, B E:iI. 

Lad ].l:JP(JR),.... [0,00] være målet i ]R. givet ved 

~(A) = C når A er endelig eller numerabel 

ellers 

(se Øvelse 3.3) og lad v:JP(JR),.... [0,00] være 

tællemålet i JR. 

1° Gør rede for, at der ved 

~(E) = JXV(Ex)d].l(X), p(E) = fy].l(EY)dV(Y) 

defineres mål ~ og p på JP e JR) xJP (JR) , hvor 

VA,B E JPeJR): ~(AxB) = l1(A) -v(B) = p(AxB). 

(Vink. Benyt Øvelse 7.12.) 

20 Vis, at ~ * p. Sammenhold med Sætning om pro-

duktmål, §7.3 i noterne. 

(Vink. Betragt f.eks. diagonalen 

x=y}.) 

J:f(X)dX som areal. 

2 
{(x,y) E JR I 

Lad . d f.JR ,.... [0,00] være en Borel funktion. 

1° Vis, at ordinatmængden 

er en Borel mængde i JRd + 1 . 

2° Vis, at 

JJRd 
f(x)dx = md+1 (Of) . 



Øvelser 48 

CLebesgue integralet af funktioner på Æd kun

ne således være defineret ud fra LebesgUe målet 

i Æd +1 . Specielt er "begynder"-defini.tionen af 

J:fCX)dX som et areal faktisk korrekt! Sml. 

også Indledning, p. 1 i not erne. ) 

Vis, at grafen 

( ) d+ 1 I Gf = {(x,y)= x 1 , •.. ,xd ,Y E]R y=f(x)} 

for en Borel funktion f:Æd ..... Æ er en Borel 

mængde l Æd +1 med Lebesgue mål md +1 (G f ) = O. 

ToneZZis og Fubinis sætninger. 

7 .1 6. Lad ~ være en a-algebra i X * ø, medens 

v:YI ..... [0,00] er et a-endeligt mål i y * ø· 
1 ° Antag f E v1f+c XxY, ri xYJ) • Vis da, at funktionen 

x ..... J f dv = J f(x,y)dv(y), x E X, 
Y x Y 

tilhØrer v1t+CX, æ). 

2° Lad her f:XxY ..... Æ være en )K x$-målelig funk-

tion og antag, at A = {x E X I f x E æc y , $ , v )} * ø· 
Vis da, at A E li, og at funktionen 

x ..... J f dv = Jyf(X,y)dV(Y), x E A, 
Y x 

er ~-målelig. 

3° Som ')0 
L. men med (D i stedet for Æ. 



7.18. 

7 . 1 9 . 
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Lad ll, v og 'IT være tællemålene l X * Ø, y * Ø 

og XxY. Gør rede for, at 

Jr fd'IT = Jr f(x,y)dV(y)dll(X) 
XxY X 

for enhver funktion f:XxY - [0,=]. 

10 Om en funktion f :Xx y -]H antages 

Vis, at 

L( ) EX yf (x, y) = L L f (x, y) = L L f (x, y) . x,y x X Y Y x 

Som -j o men med (]J i stedet for JR. , 

Definer a for 
mn 

m,n E JN ved 

{ 
1 o = nar m n 

a = -1 når m = n+1 
mn 

O ellers 

Vis, at L L a * L L a . Sammenhold med 
m n mn n m mn 

TilfØjelse til Fubinis sætning (p. 118 i noter-

ne) og med Øvelse 7.18. 

Sæt 
2 

E = {(x,y) E JR Ix = y} og vis, at 

J JR J JR 1 E ( x , y ) dm ( y ) d T ( X ) * J JR J JR 1 E ( x ,y ) d T ( X ) dm ( y ) 

når m:lli _ [0,=] er Lebesgue målet og 
er restriktion af tællemålet i JR. 

Sammenhold med TilfØjelse til TonelIis sætning 

(p. 116 i noterne). 
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Lad (X,Æ,~) være et vilkårligt målrum med 

X * ø. Vi sætter Z = JNxX, il = IP(JN)xÆ som i 

Øvelse 7.6 og lader T betegne tællemålet i JN. 

1° Vis, at der findes et og kun et mål TI:il ~ [0,00], 

således at 

TI(AxB) = T(A)·~(B) for A C;; JN, B E Æ, 

nemlig 

Vis, at 

(*) I Z fdTI = 

dvs. (*) J fdTI=L I f d~ = J L ]Nf d~, 
Z nEJN X n X nE n 

når f E rAf+c Z , il ) , 

3° Betragt her en funktion f:Z ~ C, svarende til 

en fØlge f:X ~ C, n = 1,2, .... Vis, at 
n 

f E.re( Z, il, TI) , hvis og kun hvis 

er JE-målelige og L INI I f I d~<CXJ 
nE X n 

Vis i bekræftende fald (*). Sml. Øvelse 4.26. 

Lad f ,g:]R ,... [O,CXJ [ være Borel funktioner, som 

er lokalt (Lebesgue) integrable, og sæt 

~(B) = J f(x)dx, v(B) = J g(x)dx 
. B B 

for hver Borel mængde B i ]R. 

Angiv (~xv)(E) for enhver Borel mængde E i 
]R2 . 
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10 Bestem det mål v på Borel algebraen i m, 
hvori Lebesgue målet i m2 transformeres ved 

projektionen (x,y) ~ x. 

20 Vis, at for enhver Borel funktion f:m ,.,. [0,00] 

er integralet J JF/dV enten ° eller 00, 

Find 

JE(X-y)ad(x,y) 

for ethvert a E m, idet E = {(x,y) E m 2 I 

O < Y < x < 1 } . 

En kvadratisk form i JRd kan som bekendt skri-

ves 

x ..... x S x 
=- = =1' 

hvor S er en symmetrisk (dxd)-matrix. Idet 

formen forudsættes positiv definit, dvs. har 

værdi > ° for ethvert x * 0, skal man vise, 

at 

-x S x 
e =-= =1 dx = 1 ' 

(det ~) 2 

(Vink, Der findes en ortogonal substitution 

~I = A ~I' der fØrer den kvadratiske form over 

i 

J _t2 
Benyt så JR e dt = Vn (se p. 121 i noterne),) 

Udregn Lebesgue målet af en kugle i JR.3 med 

radius R ved brug af polære koordinater (se 

Øvelse 6.15). 
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1° Beregn JK(O,R),{Wrad(x,y) for hvert a E ~, 
når r= Vx2 +y2 • 

2° UndersØg, for hvilke n E ~ funktionen 

(x,y) ,... (x+iy)n 

1° 

2° 

er Lebesgue integrabel i K(O,R)'{O}, og find 

for hvert af disse n værdien af 

f (x+iy)n d(x,y) . 
K(O,R)'{O} 

(Sml. Øvelse 6.14.) 

For z E a;, I z I < 1, er 
z2 z3 

Log(1+z) = z - -- + --2 3 
+ ••• 

Bevis, at funktionen (x,y) ~ Log(1+x+iy) er 

Lebesgue integrabel i enhedscirkelskiven K(O,1) 

med 

J Log(1+x+iy) d(x,y) = O . 
K(O,1) . 

(Vink. Regn først øvelse 7.27.) 

Lad f:]O,1]x]O,1] ,... Æ være givet ved 

r-2 
for O < x < y < 1 

-2 
= 

f(x,y) = -x for O < Y < x < 1 

O for O < x = y < 1 

Find værdien af hvert af dobbeltintegralerne 

f~f~f(X,Y)dYdX , f~f~f(X,Y)dXdY . 

Er f Lebesgue integrabel ? 



7·30. 
2 2 x -y 

Sæt f ex ,y) = 
(x 2 +y2)2 

Vis, at J~J~f(X,Y)dYdX 

J 1J1 feX ,Y)dXdY. 
O O 
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for (x,y) * (0,0). 

_ IT 

- 1f ' og find 

(Vink. For x * O kan integralet J~f(X,Y)dY 
f. eks. udregnes ved substi tutionerne y = xt og 

t = tan ~ .) 
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Øvelser til §8. Funktionsrummene J? . p 

Lad if være et vektorrum med seminorm II " 
L~=1 gk med led gk E 71 

f E ti. Vi s, a t 
og antag, at rækken 

er konvergent med sum 

Vis, at der ved IIfll = 11'(3)1 defineres en se

minorm i rummet 11 = ælli af ~lle funktioner 

f:lli .... æ. 

Beskriv det tilsvarende konvergensbegreb. 

Gør rede for, at der findes en normbevarende, 

lineær bijektion af 11;710 ,"" på æ, I I. 

Lad f 1 ,f2 , •.• og f 

(X, Æ, l-.J) er et målrum . 

f ~ f i 1-middel 
n 

tilhØre L(X,JE,j,l), 

Vis, at 

~ J f dj,l ~ J fdj,l 
X n X 

-------

hvor 

Funktionsrummene ~. p 

8. 4 . Vis, at 
p-1 ,./} I f I f E.,x;( X, Æ, j,l) , 

når ( X , Æ , j,l ) 

f:X .... æ. 
er et målrum, p E ]1,oo[ og 

(Glem ikke at vise, at 

I f I p-1 f er Æ-målelig =O> f er Æ-målelig .) 
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For et vilkårligt målrum (X,Æ,u) med X * Ø 
kan funktionsrummet .i3 (X,Æ,u) defineres også 

p 
når O < P < 1; men 

f ,.. II fil p = (J I f I P d U }/p 
er da i almindelighed ikke en seminorm. 

12 
Gør rede for, at de i noterne p. 128 , 

p. 13113-8' p. 13211_10 og p. 1331- 4 anfØrte 

resultater gælder, blot p,r,s E]R • + 

2° Antag O < P < 1 og angiv 

(a) to talpar x = (x1 ,x2 ), y = (Y1'Y2) E JR2, 

hvor 

II x + ylI p > II xii p + II y II p . 

(b) t o funkt ioner f, g E.te(] O ,1 ] ) , hvor 

II f + gll > II fil + II g II . p p p 

Holders ulighed for positive funktioner. 

Lad 

tag 

og an-

for vilkår lige f, g E tAf+( X, Æ) • 

oos = 00 for s E JR+ • 

- Vi regner 

Lad (X,Æ,u) være et målrum med X * ø og an-

tag 
1 1 
k + I = 1 , med O < k < 1, l < O. Vis, 

at 

ffgdU > (f fkd 11 )1/k (J gId U )1/1 
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8 . 8 . 

8 .9. 

8.10. 

1 0 

for vilkårlige f, g E v?! +c X,]E) . - Her regne 8 

s -s -8 
co = co, co = O og O = co for 8 E JR+. 

Mærk, at Holders ulighed er vendt. 

(Vink. Antag ]J({xlf(x»O}) > O, ]J({xlg(x)= O}) 

= O samt ]J({xlf(x»O, g(x) = co}) = O og 

8.6 P =1/k og 
k -k 

anvend Øvelse med (fg) , g l 

stedet for f, g. ) 

Minkowskis uZighed for positive funktioner. 

Lad (X, ]E , ]J ) være et målrum med X * Ø og 

antag 1 < p < co. Vis, at 

( J ( f + g) P d]J ) 1 I p ~ (J f P d]J ) 1 I p + (J gP d jl ) 1 I p 

for vilkårlige f, g E v?f+( X,]E). - Vi regner 
s for co = co 

Lad (X,]E, jl) være et målrum med X * Ø og 

antag O < k < 1. Vis, at 

(J(f+g)kd]J)1/ k ~ (Jfkd]J)1/k + ( Jgkdjl )1/k 

for vilkårlige f ,g E Af+( X,]E) . - Vi reener 
s 

co = co for s E JR+. 

Mærk, at Minkowskis ulighed er vendt. 

(Vink. Antag O < J(f+g)kdjl < 00 og anvend Øvel

se 8.7.) 

Lad (X,]E,jl) være et målrum med X * Ø og an-

tag 1 1 _ 
1 , 1 , samt f E.:t (X,]E,]J). + - - p,q > 

p q P 

Sæt 
p-1 og vis, at E;e (X,]E,]J), g = I f I sgn f g q 
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I I q-1 
f = g sgn g , -- I ri p f{j 

og 
IIfll Ilgll. p q 

2° Vis, at 

II f I~ = max IJfhd]J I, 
hvor maksimum tages over alle 

med < 1. 

Antag k E æ (XxY, ;Æ x $, ]Jxu), 
p 

og U:~~ [0,00] er a-endelige 

X og Y, medens p E ] 1 ,oo[ • 

]J(X) > O. 

h E,:g (X,JE,]J) 
q 

hvor ]J:~"'" [0,00] 

mål i mængder 

Vi forudsætter 

1° Vis, at snitfunktionen y ..... k(x,y), y E Y, til

hØrer ~p(Y,~,u) for ]J-næsten alle x E X. 

Idet hvor 1 + 1 = 1 
p q , 

sætter 

vi 

f(x) = Jyk(X,y)g(y)dU(y) 

for hvert x E X, hvor funktionen y ..... k(x,y)g(y), 

y E Y, er integrabel med hensyn til u. 

2° Begrund, at f(x) er defineret for ]J-næsten al

le x E X. 

Vis, at 

adtil af 

f E.i? (X, ~,]J), og given vurdering op

Ilfl~P= (fxlfIPd]JFp. 

Lad ~m = (xm1 ,xm2 ,.·.), m = 1,2, . .. , være en 

fØlge af talfØlger tilhØrende l, ligesom p 
~ = (x1 ,x2 ' ... ) tilhØrer lp' med p E Æ+, 
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8.14. 

8.15. 

8.16. 

8.17. 

8.18 . 

Gælder o 

2° Gælder det omvendte ? 

Antag O < r < s . Vis, 

defineret 
o pa 

at 

et 
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Vn E JN: x -+ mn m-+oo 

for funktioner 

målrum (X,JE,l-J) 

x 
n 

med 

? 

f 1 ,f2 ,··· 
vil konvergens l s-middel medfØre kon-

l1(X) < 00 

vergens i r-middel med samme grænse f. 

Vis, at der hverken gælder Zr(JR) c;: Æs(JR) el

ler ~s(JR)c;:d'r(JR), når O < 1"< s. 

Vis, at .It (X ,]E, 11) ikke er en delmængde af 
s 

~r (X, ]E, 11 ) , når O < r < s, o g ( X, ]E, 11 ) e r 

et a-endeligt målrum med l1(X) = 00. 

Antag J * ø. Vis, at lr(J) c;: ls(J) for 

O < r < s, s amt at II x I 'r ~ II x lis' når x = 
(xj)jEJ E lr(J). (Sml. p. 132 i noterne.) 

(Vink. Antag IIxl'r = 1.) 

Vis: (a) l c n 1 1 , s> s 
(b) 

Antag f E Æq(x,JE,l1) n aes(X,JE,l1)' hvor 

(X,JE,l1) er et målrum og O < q < s. 

c n l. s>r s 

Vis, at f E ci'r(X,JE,l1) for ethvert r E ]q,s[. 
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For hvilke p > O er f EÆp(JR+), når 

(a) 
f(x) = H for O < x < 1 

for 1 < x < 00 ? 

(b) 
f(x) {! 

for O < x ~ 1 
= 

for 1 < x < 00 ? 

Vis, at når 

f(x) = 
v'X(1+llog x I) , 

Lad G E æ2 (JR+) være differentiabel i JR+ 

og lad DG være et ubestemt integral af 

f E ~2 e JR + ) . V i s, a t D G E ci' 2 ( JR + ) . 

(Funktionerne kan antages reelle.) 

-------

Fuldstændighed. 

8.22. Vis, at funktionsrummet ~([O,1]) af kontinuer

te funktioner f: [0,1] ,... JR med normen II f "1 = 
J~ Ifex) Idx ikke er fuldstændigt. 

(Vink. 

Betragt f. elm. 

1 
med ~ == "2 1 

n 

"/ 

. ) 
,. .f.. 
Wn 1. 

, n:::2,3, ••• , 

"/ 
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Rummet af Riemann integrabZe funktioner på [a,b] 

er ufuZdstændigt. 

1° Betragt fØlgen f 1 ~ f 2 ~ ... af indikatorfunk-

tioner for Ai;; A2 c;;: ••• c;;: [0,1 ] , hvor An består 

af de intervaller, der er fjernet fra [O,1J 
. te . t . Ø 6 2 l n skrld lveIse . 3· 

Vis, at f 1 ,f2 ,··· 

i-middel. 

konvergerer mod 1 u A i 
n n 

20 Vis, at funktionsrummet af Riernann integrable 

funktioner f: [0,1] ,.,. JR med seminormen "f 1/ 1 = 

J~lfCX)ldX ikke er fuldstændigt. 

3° Skitser en Cauchy fØlge i røC [0,1]), II "1' som 

ikke konvergerer i 1~middel mod nogen Riernann 

integrabel funktion. 

GØr rede for, at resultatet nederst p. 138 i no

terne omfatter Øvelse 4.26. 

-------

Funktionsrummet ~ . 
00 

8.25. 

8.26. 

8.27. 

Vis påstandene i Øvelserne 8.13-8.16 og 8.18 i 

tilfældet s = 00. 

Vis: \Ip E JR+: log E.i'p(]O,1]), 

1 
vp E JR +: log It ..ep ( ] 2 ,00 [ ) , 

men log lt.Jt'oo ( ] ° ,1 ] ) , 

men l~g E Jtoo (]2 ,oo[). 

Lad CX,Æ,l1) være et målrum med X * Ø og an

tag fE~pCX,JE'l1) for alle pE[PO'OO[, hvor 
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Vis, at 

II f I ~ -+ e s s. su p I f I for p -+ 00. 

(Heri ligger en motivering for definitionen af 

~ (X,Æ,j.l) og II II .) 
00 00 

1/ 
(Vink. Vis, at IIfl~ ~ aj.l(A) P, 

s up I f log A = { x I I f ( x) I > a}. 

at IIfl~ ~ (IlfI P Odj.l)1/ p , når 

1 . ) 

Antag fEJt (X,Æ,j.l), 
00 

hvor 

endeligt målrum. Vis, at 

II f II 00 = s up I I fhd j.l I 

når a < ess. 

Vis desuden, 

e s s . su p I f I = 

er et a-

hvor supremum tages over alle h E ~(X,Æ,j.l) med 

IIhll 1 < 1. 

20 Gælder dette også for målrummet i Øvelse 3.2 ? 

Når en delmængde 

11 betragtes med 

vil vi omtale U 

u * Ø af et pseudometrisk rum 

pseudometrik påtrykt fra V, 
som et de ZY'um af lf. 

10 Vis, at en afsluttet delmængde U * Ø af et fuld

stændigt pseudometrisk rum 'li er et fuldstændigt 

delrum. 

20 Vis, at et fuldstændigt delrum U af et metrisk 

rum 1.f er en afsluttet delmængde i 'li. 

Eks empe 1. Banach rummet et' b ( JR), II II u er de lrum 

af dl! (JR), " II , men ikke afsluttet i .il (JR). 
00 00 00 

Derimod indlejres 

af L (JR). 
00 

'fØb(JR) som en afsluttet del 
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9 .3. 
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Øvelser til §g. Approksimation ~ middel. 

1 0 

Vis, at et delrum ti af et separabelt, pseudo-

metrisk rum 7.f igen er separabelt. (Et pseudo-

metrisk rum kaldes separabelt .. hvis det har en 

endelig eller numerabel, tæt delmængde. 

(Vink. Lad fØlgen Y1'Y2"" ligge tæt i if og 

sæt 

Hvis d > O, vælges xn E U, så d(Yn,Xn ) < 
n 

2dn , og hvis d = O, vælges xn1 ,xn2 ' ... E U, så 
n 

d(Yn,xnk ) -+ O for k ~ 00.) 

Vis, at et vektorrum med seminorm, der har en en

delig eller numerabel, total delmængde, er sepa-

rabelt. 

Idet J * ø, vil vi med k(J) betegne mængden 

af familier (aj)jEJ med a. E JR (eller a. E 
J J 

hvor a. * O for hØjst endelig mange j E J. 
J 

Vis, at k(J) er tæt i l (J) ved II II p' for 
p 

ethvert p E [1,00[. 

Vis, at lp = lp (JN) er separabe l t for ethvert 

p E [1,00[. 

<V ) , 

9.4. 1 0 Lad 2f være et pseudometrisk rum og antag, at 

der findes et E: E JR+ og en overnumerabel del-
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mængde A ~ V, således at 

d(x,y) > E:, når x * y, x,y E A. 

Vis, at if ikke er separabelt. 

2° Vis,at ~([O,1]) og .1f(JR)n~oo(JR) ikke er 
00 00 

3° 

1° 

2° 

3° 

separable ved II " 00 

Vis, at l (J) ikke er separabelt ved II II p' p 
når J er overnumerabel og 1 ~ p < 00. 

Vis, at l = l (]-J) ikke er separabelt ved 
00 00 

II II . 
00 

Med k, Co og C betegner vi mængden af reelle 

(eller komplekse) talfØlger x = (x1 ,x 2 ,···), 

hvor henholdsvis 

( 1 ) xn * O for hØjst endelig mange n E lJ, 

(2) xn -+ O for n -+ 00, 

(3) x 1 ,x2 '··· er konvergent i JR (eller er ) . 

Bestem afslutningen af k, Co og C i l be-
00 

tragtet med II II . 
00 

Hvilke af rummene k, Co og C er Banach rum ved 

II II 
00 

? 

(Vink. Se Øvelse 8.29. ) 

Hvilke af rummene k, Co og C er separabl~ ved 

II II ? 
00 

Med J{(JR), ~O(JR) og ~b(JR) betegnes mæng

den af kontinuerte funktioner f:JR ~ JR (eller 

f:JR"" er), hvor henholdsvis 
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(1 ) f har begrænset støtte, 

( 2 ) f(x) ~ O for Ix I ~ 00, 

(3) f er begrænset. 

1 ° Bestem afslutningen af J{(JR) og t60 (:R) , dels 

i ~b(JR) ved " " 00' 
dels i :Il (JR) ved 

(X) 

" " . (X) 

2° Hvilke af rummene J0(JR) og t'O(JR) 

rum ved "" (X) ? 

er Banach 

Eftervis rigtigheden af bemærkningen p. 152 l 

noterne. 
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10.4. 

10.5. 
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Øvelser til §10. FoZdning af funktioner pd Ed. 

Angiv funktionen 1]0,1]*1]-1,1] ved en skitse 

af dens graf. 

Udregn f*f, når f(x) -lxi = e , x Elli.. 

Udregn f*f, når f(x) x Elli.. 

Lad A og B være Borel mængder i md 

meA) < co • 

og antag 

1° Vis, at funktionen 
d 

x r>I m(A n T (B», x Elli., x 

er kontinuert, og bestem ~d meA n Tx(B» dx. 

(Vink. Vis, at 1_B*1 A(X) = meA n Tx(B».) 

2° Vis, at mængden A-B = {y-zl y E A, z E B} har in

dre punkter, hvis meA) > O og m(B) > O. 

(Vink. Vis' fØrst, at A n Tx(B) =1= ø ... x E A-B.) 

3° Vis, at O er indre punkt· i B-B, hvis m(B) > O. 

Lad f:lli. ~ Æ være en Borel funktion, der op

fylder funktionalligningen 

Vx,y E lli.: f(x+y) = f(x)+f(y). 

1° Vis, at f er kontinuert i O. 

(Vink. For vilkårligt € E lli.+ vil der blandt 

mængderne 
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10.7. 

10.8. 
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Bn = {x E R I (n-1)E: < f(x) ~ nel, n E LZ, 

findes en med m(Bn ) > O. Øvelse 10.4.3° kan 

da bringes i anvendelse.) 

2° Vis, at f er kontinuert overalt, og at 

1 ° 

2° 

3a E JR Vx E Æ: f(x) = ax. 

Lad g:JR ~ Æ være en Borel funktion, der op

fylder funktionalligningen 

Vx,y E JR: g(x+y) = g(x).g(y), 

og antag, at g ikke er identisk O. 

Vis, at Vx E Æ: g(x) > O. 

Vis, at 

E Æ+ Vx E Æ: g(x) 
x 

3a = a . 
(Vink. Anvend Øvelse 10.5.) 

Lad X:Æ ~ æ være en Borel funktion og antag 

Vx,y E Æ: X(x+Y) = X(x)X(y) 

samt Vx E Æ: I X (x) I = 1. 

1 ° Vis, at der findes en funktion g E ~(]R.) , så

ledes at X*g(O) * O. 

2° Vis, at X er kontinuert. (Vink. Betragt X*g·) 

Lad tp:Æ ~ æ være en Borel funktion, der opfyl

der funktionalligningen 

vx,y E Æ: tp(x+y) = tp(x).tp(y), 

og antag, at tp ikke er identisk O. 



10.9. 

10.10. 

10.11. 

Øvelser 67 

1° Vis, at ~ er kontinuert. (Vink. Anvend de fo

regående Øvelser.) 

2° Vis, at der findes et h E JR+, således at 

J~tp ( t ) d t =1= o. 

3° Vis, at ~ er differentiabel. (Vink. 

J:+ h ~(t)dt = J:~(X+t)dt = ~(X)J:~(t)dt .) 

4° 

5° 

Vis, at 3e E (C Vx E JR: ~(x) 
ex (Vink. = e . 

Vis, at Up = e~. ) 

Hvad kan sluttes om e, hvis ~ er begrænset ? 

------

Antag k E .,i'(JRd) med J JRd k(x)dx = 1 og sæt 

Vis, at 
i L(JRd) 

(kt)tElR 
+ 

d x E JR . for 

([kt ] )tEJR+ er en approksimativ enhed 
ved grænseovergangen t ~ ø. (Her er 

ikke en Dirac familie, medmindre k 2 O .. ) 

1 ° Gør rede for, at (~'1] -t, O] )tEJR+ er en Dirac 
familie for ID ved grænseovergangen t ~ 0+. 

2° Vis, at 

fJR 
IF(X+tf-F(X) - fex)1 dx ~ O for t ~ O 

når f E ,il( JR) , og F er et ubestemt integral 

af f. 
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1 ° Idet r E JR + ' skal man vise, at funktionen 

x ~ ~ J f dm, x E JR 2 , 
lTr K(x,r) 

igen tilhØrer .if(JR2), samt at den tillige er 

uniformt kontinuert og dermed (sml. Øvelse 4.3) 

går mod O for lxi ~ 00. 

2° Vis, at 

J 2 I ~ J f dm - f (x) l dx ~ O for r ~ O. 
JR rrr K(x,r) 

Gør rede for 

(kn ) nEJN for 
hØrer ~oo (JR) 

eksistensen af en Dirac fØlge 

JR, hvor hver funktion k n 
og har begrænset støtte. 

(Vink. Se p. 148 i noterne.) 

til-

Lad f tilhØre 

hvor 1 < r < 00. 

:e (JR) 
p 

for hvert P € [1,rJ, 

Vis, at der findes en fØlge g1,g2"" af funk

tioner gn E~oo(JR), ligeledes tilhØrende Æp(JR) 

for hvert p E [1,r], således at 

(Vink. Benyt Øvelse 10.12.) 

-------

~ O. 
n~ 

Da gruppen (~,+) har et translationsinvariant mål, tælle

målet, kan man diskutere foldning af funktioner a~~ ~ C 

(eller a:~ ~ JR), dvs. af komplekse (eller reelle) tal"fØl

ger" a = (ai)iELl = ( ••• ,a_ 1 ,aO,a1 , .. ·)· Foldningen c = a*b 
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defineres ved 

c. = I:. E 2Z a. . b. = I:k . . akb ., 1 E 2:':, 
1 J 1-J J + J = 1. J 

når de optrædende rækker er absolut konvergente. 

10.14. 

10 

20 

Med leJ) betegnes som bekendt mængden af 

integrable funktioner på 

betragtes med tællernålet. 

mængden af talfØlger 

J, idet mængden J 

Eks empel vis er l ( LZ ) 

a = (a i )iE2:': = ( ..• ,a_ 1 ,aO,a1 , ..• ) 

I: iE 2:': I a i I < 00, 

med 

Vis, at (ai-jbj)(i,j)E~2 tilhører 1(~2) , 
når a,b E 1(2:':) 

Vis, at a*b er defineret og tilhØrer 1(2:':), 

når a,b E 1(2:':). 

30 Gør rede for, at 1(2:':), betragtet med sædvan

lig addition, sædvanlig mUltiplikation med skala-

rer, foldning samt 1-norm, er en kommutativ 

Banach algebra med etelement. (Den kaldes 

gruppeaZgebraen for gruppen (LZ,+).) 

(Øvelse 12.1 rummer en fortsættelse.) 
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11 . 1 . 

11 .2. 

11 .3. 

11 .4. 

Øvelser til §ll. Foldning af periodiske funktioner. 

UdfØr beviset for, at ~(T) er tæt i Æp (r) 

betragtet med II II , når 1 ~ p < 00 • 
p 

(Jfr. p. 169 i noterne.) 

Vis, at nulreglen ikke gælder i 

Poissons kerne. For hvert r E [O,1[ sættes 

Pr(x) = 1 + 2L~=1rncos nx, x E JR. 

10 Vis, at 
1 - r 2 

p (x) = r ~ 
1 - 2rcosx + r'--

(Vink. Man kan udnytte, at 
~ 00 n ix ) Pr(x) = ~e(1+2L1z ) med z = re . 

Vis, at (Pr )rE[O,1[ ved grænseovergangen 
r ~ 1_ er en Dirac familie af periodiske 

funktioner. 

(Øvelse 12.18 er en fortsættelse.) 

Om fØlgen k 1 ,k2 ,··· E .i'(T) antages 

(i) s up /I k " 1 < 00 
n n 

(ii) 1 JTI 2TI _TIkn(x)dx ~ 1 for n ~ 00 

(iii) Va, ° < a < 'Tf: J a < I x I <'Tf Ikn (x)ldx ~ 

Vis 

Vf E ~(1r): /I f*k - f " ~ ° for n ~ 00 , n u 

° for n ~ co. 

VmEJN: I/DmCf*kn ) - Dmfll u ~ ° for n ~ 00 , 

/I f*k - f /I ~ ° for n ~ 00, med 

Vf E $''1:'1[') 

Vf E .i'pCT) : n p 
P E [1,00[ • 
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12.1. 

12.2. 

12.3. 

12.4. 

Øvelser til §12. Fourier rækker. 

1° Gør rede for, at den trigonometriske række 

C + ~oo (c e lnx + e- inx ) o ~n=1 n c_n 

er Fourier række for sin sumfunktion f, o nar 

c = (cn)nELl = ( ... ,c_ 1 ,c O'c 1 , .•• ) tilhØrer 

l (Ll), d. v. s. når L nE LlI cn I < 00 • 

2° Bestem Fourier rækken for funktionen fg, når 

tillige g(x) = d + L 00
1 (d e lnx + d e- inx ) o n -n ' 

x E :ffi, med d = (dn ) nE Ll E l (Ll) • 

30 Udnyt resultatet l 2° til et bevis for, at 

foldningen * i l(Ll) er associativ (se 

Øvelsesblad 69 for definition af *), og gør 

tillige rede for, at (l(Ll) ,+,tV,*) er iso

morf med en delalgebra af (~(T),+,tV,.). 

G~r rede for, at c + L oo (c e inx + c e- inx ) 
~ o n=1 n -n 

er Fourier række for sin sumfunktion, når begge 
00 n 00 n 

Potensrækker L c z og L c z har n=O n n=1 -n 
konvergensradius > 1. 

Find Fourier rækken for 

e lX 
x,...e ,xE:ffi. (Vink. Benyt Øvelse 12.2.) 

20 x,... eCos x . sin sin x, x E:ffi. 

10 Vis, at 

1 J TI ( TI) - inx c = -~ f x-- e dx n E n c.TI -TI n ' Ll, 

når betegner den te 
Fourier c n n koefficient 

for funktionen f E .e(T) . 
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12.5. 

12.6. 

2 0 Vis, at 

1 0 

20 

I c n I ~ ! II f - T 7f In f II 1 ' 

og slut heraf cn -+ ° for Inl -+ 00. (Jfr. 
§12.4 i noterne.) 

Vis, at 

7f = sin x + sin 3x + 
4" 1 3 

for hvert x E ]O,7f[, og 

+ sin(2n-1)x + 
2n-1 

angiv E1ummen af ræk-

ken for hvert x EJR ved en skitse af sumfunk-

tionens graf. Bemærk specielt 

7f 1 1 1 +(_1)n-1 1 + 4" = - - + - - 2n-1 3 5 . . . . 

Vis, at 

2(sin x sin 2x + .• + (-1 )n-1 sin nx + ... ) x = 1 2 n 
'IT 4 cos 3x cos(2n-1 )x + = \ (cos x + .• + + 2 7f 12 32 2 ••• I 

(2n-1 ) 
2 (~in x + sin 2x + .• + sin nx + . . . ) = 'IT - 1 2 n 

'IT (sin 2x sin 4x + .. sin 2nx + '\ = + + . . . ) 2 1 2 n 

for hvert x E ]O,7f[, og angiv tillige summen 

af rækkerne for hvert x E JR ved skitser af 

sumfunktionernes grafer. 

Vis, at 

1 1 1 (_1)n-1 1 7f 
"3 + - - •• + 2n-1 + = 4" 5 

og 

1 1 1 1 'IT 2 
+ 

32 
+ 

52 
+ + + = 2 8 ( 2n-1 ) 
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Idet f: ]l ..... JR har periode 2TT og 

{ 
O for -TI < X < O 

= 
f(x) = 1 IX sin - for O < x < TI , 

>.. X = 

skal man vise, at Fourier rækken for f er 

konvergent i ethvert x E ]l. 

Vis, at 

-log(2sin~) = co~ x + co~ 2x + •• + co~ + 
n 

for hvert x E J O, TI J • 

(Vink. Til udregning af S~ (-log(2sin~)) cos nx dx 

kan man anvende partiel integration og derpå 

udnytte -21 JTI D (x)dx = 1 .) TT -TI n 

12.9. Lokaliseringsprincip. Betragt Fourier rækker

ne i et punkt x EJR for to funktioner 

f, g E .fC'][') , der antages at stemme overens i et 

interval ]a,b[, hvor a < x < b. Bevis: 

1 0 Rækkerne er begge konvergente eller begge 

divergente. 

2 0 Rækkerne er begge summable, eller ingen af dem 

er summabel. 

(Vink. Betragt g - f .) 

I 
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12.10. Lad 1/ være et vektorrum med seminorm 

(f.eks. ~ med I). 

12.11. 

12.12. 

12.13· 

1 0 Gør rede for, at spØrgsmålet om konvergens og 

eventuel grænse for en fØlge 

(s ) E]N ,s E?!, ikke beror på ordningen af 
n n o n 

elementerne. (Jfr. øvelse 0.2.) 

2 0 Idet s E ~ skal man vise, at fØlgerne 

s,O,s,O,s,O, ... og s,o,o,s,o,o, ... 

er limiterbare, og bestemme grænserne. 

Lad a O,a1 ,a2 ,··· tilhØre et vektorrum ?f 
00 

med seminorm. Vis, at L n=1 a n 
er summabel med 

00 

sum s E V, hvis og kun hvis L a 
n=O n 

er 

summabel med sum + s. 

Lad a O,a1 ,a2 ,··· tilhØre et vektorrum med 

seminorm og 
00 summabel. antag, at L n=Oan er 

an 
Vis, at n ~ ° for n ~ 00 • 

(Resultatet benyttes i Øvelse 12.17.) 

10 Vis, 
00 inx summabel for hvert at L n=Oe er 

x * ° (mod 2 TI) med sum (1_eix) -1 . 

2° UndersØg for hvert x E JR, om rækkerne 
00 00 • 

Ln=OCOS nx og Ln=1sln nx er summable, 

og bestem i bekræftende fald summen. 

30 Er rækkerne Fourier rækker for funktioner til

hØrende ~(T) ? 



12.14. 

12.15. 1 0 
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En trigonometrisk række Co + ~~ 1(c e +c e ) n= n n -n-n 
er givet at være summabel i i-middel med 

s um f E .æOI') . 

Bevis, at rækken er Fourier rækken for f. 

Idet Fourier rækkerne for f E .i'(T) og 

g E .i'eT) er henholdsvis 

+ ~oo ( inx+ -inx) c 1 c e c e o n= n -n 

og d + ~oo (d einx+d e-inx) , o n=1 n -n 

skal man vise, at Fourier rækken for f*g er 

c d + ~oo (c d einx+c d e-inx) 
• o o n=1 n n -n -n 

(Resultatet benyttes i øvelse 13.17.) 

20 Slut af resultatet i 1 0 , at der ikke er noget 

neutralt element ved foldningen * hverken i 

L(1I') eller 'Øcn. 
30 Udnyt entydighedssætningen (p. 189 i noterne) 

til et nyt bevis for, at foldningen * er 

associativ både i L(T) og ~e']['). 

40 Gør rede for, at (L(']['),+,~,*) og 

(~(T),+,~,*) er isomorfe med delalgebraer af 

(c (7Z),+,~, '), hvor o 

co (7Z) = {(an)nE;l[ ~ -+ O for In I -+ ro} . 

(Sml. § 15.1 i noterne og øvelse 12.1.) 
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Bevis Weierstrass' sætning om approksimation 

med polynomier: 

Ti l enhver kontinuert funktion f: [a, b] ,.. ~ 

og ethvert E E Æ+ findes et polynomium 

a + o a 1x + •• + a x n 
n ' 

således at 

(Vink. Antag [a,b] = [O,rr], fortsæt f til en 

lige funktion med periOde 2rr og approksimer 

fØrst med Fourier rækkens afsn~tsmiddel an 

med passende stort n.) 

(Sætningen anvendes i Øvelse 13.33 og 13.35.) 

Abel summabilitet. 
00 

En række Ln=Oan med an E ~, n = 0,1,2, ..• , siges at 

være Abel summabel med sum s E~, hvis 

(i) 
00 n 

potensrækken Ln=Oanr er konvergent for 

hvert r E [O, 1 [ , 

(ii) 
00 n 

Ln=Oanr ~ s for r ~ 1 . 

Der gælder: En konvergent række er Abel summabel med samme 

sum. (Se Abels sætning, Mat 1y, 1968-69, p. 25.21.) 

12.17. 1 0 Vis, at rækken 1 - 2 + 3 - 4 + 5 - o •• er 

Abel summabel og bestem summen. 

20 Vis, at rækken ikke er summabel i sædvanlig 

forstand. (Vink. Se øvelse 12.12.) 
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Idet c + Loo Cc einx+c e- inx ) er Fourier 
o n=1 n -n 

række for en funktion f E Z'C'][') , sætter vi 

a Cx) = c + Loo 1rnCc einx+c e- inx ) 
r o n= n -n 

for r E [0, 1 [ . 

10 Gør rede for, at definitionen har mening. 

Vis, at ar = f*Pr for hvert r E [0,1[, 

= 1 + L~=1rnCeinx+e-inx). p (x) 
r 

idet 

(Vink. Benyt, at rækken konvergerer uniformt 

for fast r E [0,1[.) 

3 0 Udnyt Øvelse 11.3.20 til at opnå resultater 

om Fourier rækkens Abel middel ar' der er 
analoge til sætninger i noterne p. 189-190. 
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Øvelser til §13. Ortogonaludviklinger. 

Skalarprodukt. 

1 3. 1 • 

13.2. 

13.3. 

Lad 11 være et vektorrum med skalarprodukt. 

Bevis parallelogramreglen 
"j, 2 2 2 2 

vx,y E li: II x+y" + II x-y II = 211x II +2 Ily II • 

(Summen af kvadraterne på. diagon<;ilerne i et pa

rallelogram er lig summen af kvadraterne på. de 

4 sider.) 

(Parallelogramreglen benyttes i øvelse 13.2 og 

13.10.) 

Lad (X, JE,~) være et må.lrum og antag, at der 

findes to disjunkte mængder A,B E JE med 

O < ~ (A) < 00 og O < ~ (B) < 00 • 

Vis, at der ikke for noget p:j: 2, 1 ~ p;; 00 , 

findes et skalarprodukt i Jep (X, lE,~) med II IIp 
som tilsvarende seminorm. 

(Vink. Benyt øvelse 13.1.) 

Vis, at 
2 2 4<xly> = IIx+yll - IIx-y II 

i et vektorrum over R med skalarprodukt, og at 

4<xly> = IIx+yIl2+iIlX_iyll2_lIx-yI\2_illx+iyIl2 

i et vektorrum over C med skalarprodUkt. 

(Disse polariseringsidentiteter viser specielt, 

at skalarproduktet er bestemt ved den tilsvaren-

de seminorm.) 
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Ortogonal projektion. 

13.4. 

13.5. 

10 Bevis, at funktionerne x ~ sin nx, n = 1,2, .•• , 

er parvis ortogonale i .1?2 ( ] O, 1T] ) • 

Bestem a 1 ,a2,a3 E JR., 

f: ( c o s x - L ~= 1 

således at 

a sinnx)2dx 
n 

får den mindst mulige værdi. Find også denne. 

ortogonal projektion. 

Lad U være et underrum af et vektorrum et 
med skalarprodukt og lad x E zt. En vektor 
u E U siges da at være en ortogonal projektion 

af x på U, hvis x-U.L U. (Se også Øvelse 

13.12.10. Vedr. eksistens, se Øvelse 13.6, 

13.10 (projektionssætningen) og 13.15.) 

1 ° Antag u E U og x-u.L U. Vis 

Vv E U: II x - ull ~ lix - vii, 

samt at der for v E U gælder 

2° 

Ilx-ulI = lix-vii ~ lIu-vll = O ~ x-v .L U. 

(Specielt bemærkes, at en vektor i tf har hØjst 

en ortogonal projektion på et underrum, hvori 

skalarproduktet er egentligt.) 

Antag u E U og Vv E li: Ilx-ull < lix-vii. Vis 

x-u .L U . 

(Vink. Bemærk, at 
2 11.12 2 

Ilx-u-Aell + = Ilx-ull , 
o nar Ilell = 1 og A = <el x-U) .) 

(Definition og 13.5.1 0 benyttes ofte; 13.5.20 

benyttes i Øvelse 13.10.) 



13.6. 

13.7. 

13.8. 

10 
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I ~2(]-TI,TI]) betragtes underrummene 

U, hvor 1f' består af alle funktioner 

f E..e2 (]-Tr,TI]), hvor 

Vx E ] -TI, O]: f (x) = f (x+TI) , 

medens U består af de funktioner f 

der er kontinuerte på ]-TI,TI]. 

Idet h og g defineres o ]-TI,TI] pa 

h(x) = x for -TI 

g(x+TI) = g(x) = x + 2!. 
2 

for -Tf 

skal man vise, at g er en ortogonal 

tion (se Øvelse 13.5) af h på zt. 

v og 

E 7/, 

ved 

< X < TI 

< x < O 

projek-

20 Bestem inf{f TI Ih(x)-f(x)1 2dX I f E U} 
-TI 

30 Vis, at h ikke har nogen ortogonal projek-

tion på U 

Lad U være et underrum af et vektorrum ?/ 
med skalarprodukt og antag, at x E 2t har 

en ortogonal projektion u på U med 

lIull * O. (Se Øvelse 13.5.) 

Find 

og bestem 

k = sup{l<elx>l!e EU,llell = 'I} 

{e E U,llell = 1 I l<elx>1 = k} . 

Lad U1 ,U2 , ••• ,Vn være parvis ortogonale 

underrum af et vektorrum tf med skalarpro

dukt. For i * j er altså U· ~ V., dvs. 
l J 

Vv. E U. Vv. E U.: v. 1. v. . 
l l J J l J 

Antag endvidere, at vektoren x E ur har en 

ortogonal proj ektion u' på U., j = 1, •.• , n. 
J J 

(Se Øvelse 13.5.) 



1 3 . 9 . 

Vis, at 

af x på 

n 
L. 1U, 

J = J 
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er en ortogonal projektion 

u = span uj=1 Uj = {LJ=1 V j IVj E Uj ,j=1, .•. ,n}. 

20 Vis, at 
n n 

Ilx-Lj=1Uj II :? Ilx-Lj=1 V j'" 

når v j E U j , j = 1,," ,n. 

30 Vis, at 
n 2 n 2 2 

lix-L. 1u.11 + L. 111u.11 = lixii. 
J= J J= J 

(Jfr. p. 199 i noterne.) 

Lad CUj)jEJ være en familie af parvis 
ortogonale underrum af et vektorrum tf med 

skalarprodukt, og lad vektoren x E VV have 

en ortogonal projektion 

j E J. 

u. 
J 

på U. 
J 

for hvert 

10 Angiv elementerne af U = span U j EJ Uj . 

20 Antag her x E U og vis da, at "rækken" 

30 

LjEJUj fremstiller x i fØlgende forstand: 
Til hvert E E Æ+ findes en endelig mængde 

H* J <;; , således at 

Ilx-LjE1*Uj II < E: 

for enhver endelig mængde 

H* <;; r* c J. 

Vis, at 
2 II x 11 2 , LjEJllUjl1 < 

og at 
2 II x 11 2 Lj EJ II u j II = 

hvor 

~ xE tl 



13.10. 

13.11. 
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4° Antag her, at x har en ortogonal projektion 

u på il, og vis da, at "rækken" L 'EJ u , J J 
"fremstiller" u. 

(Vink. Benyt Øvelse 13.8. Jfr. p. 201,202 

og bemærkningen p. 206 i noterne.) 

Bevis projektionssætningen: 

Hvis et underrum U af et vektorrum V med 

skaZarprodukt er fuZdstændigt, sd har ethvert 

x E li en ortogonal projektion pd U. (Se øvel-

se 13.5 og 13.15.) 

(Vink. Lad u 1 , u 2 , ••• E U være valgt således, 

at 
Ilu -xii -+ inf{llv-xll I v EU} = d, 

n 

og vis ved brug af parallelogramreglen 

(Øvelse 13.1), at u 1 ,u2 ,... er en Cauchy 

fØlge. Benyt endvidere Øvelse 13.5.2°.) 

(Projektionssætningen anvendes i Øvelse 13.29.) 

NB. Hvis U er et Hilbert rum, så har hvert 

x E 1J netop en ortogonal proj ektion på U . 
(Se Øvelse 13.5.1°.) - Specialtilfælde: 

u= span{e 1 , ... ,en }, jfr. noter p. 199. 

Idet A er en vilkårlig delmængde af et vek

torrum ?/ med skalarprodukt, skal man vise, at 

Al. = {x E li I x J.. A} 

er et afsluttet underrum af Zf. 
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Lad U være et underrum af et vektorrum zt 
med skalarprodukt. GodtgØr rigtigheden af 

fØlgende påstande: 

'1 0 At x E 'lf har en ortogonalprojektion u på U, 
kommer ud på, at 

x kan skrives x = u + v med u E li, v E Ul . 

(Jfr. definitionen i Øvelse 13.5.) 

Hvis 

på U, 
af x 

u er en ortogonal projektion af x E ur 
så er x - u en ortogonal projektion 
o Ul. pa . . 

Antag g E ~([-1,1]). Vis, at der i 

{f E fU-1,1]) I I21f(x)dX = O} 

findes netop en funktion f, hvor IIg-fll2 

er mindst, og angiv f. 

(Vink. Se Øvelse 13.5 og 13.12.) 

I rummet.i'2('][') af funktioner på ]R med 

periode 2lT skal man bestemme Ul., hvor 

U er underrummet af funktioner med periode TI. 

(Vink: 

f(x) = .f(x)+f(x+TI) 
2 + f(x)-f(x+TI) 

2 • ) 

Et afsluttet underrum, man ikke kan projicere pd. 
(Jfr. Øvelse 13.10.) 

I rummet r5( [-1 ,1 ]) af 

funktioner på 

skalarprodukt 

[-1 ,1 ] 

kontinuerte reelle 

benyttes det sædvanlige 



13.16. 

13.17. 

1 <flg> = f_ 1f (x)g(x)dX. 

Vis, at U = {f E ~([-1,1]) 

er et afsluttet underrum. 
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1 JOf(x)dX = O} 

2° Vis, at Ul består af nulfunktionen alene. 

(Dermed: rngen funktion uden for U har en 

ortogonal proj ektion på 11.) 

Antag (cn)nE~ E l(~), dvs. rnE~lcnl < 00 , 

og sæt 
inx 

f(x) = LnEÆcne 

for hvert x E JR. (Se §4.6 i noterne.) 

1° Vis, at der til hvert E EJR+ findes en 

endelig mængde H* c 'Il, således at 

for enhver endelig mængde 

H* s: r* c iZ • 

r* , hvor 

2° Vis, at f E ~(T), og at (Cn)nEZ er familien 

af Fourier koefficienter for f. 

3° Sammenhold med Øvelse 12.1.1°. 

Lad f E :-L2 (1[') og g E æ2 nD have Fourier 

koefficienterne cn' n E 2Z, og dn' n E 2Z. 

1° Gør rede for, at LnE2Z ICndnl < 00 

2° Bevis, at 
inx 

f*g(x) = L E2Z c d e n n n 

for hvert x E JR. 

(Vink. Se Øvelse 12.15. og 13.16.) 
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20 
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Vis, at 2 (-1 ) n 2 'Tf 11 
00 

- + L cos nx = x 
3 n=1 2 n 

for hvert x E [-TI,TI]. 

1 1 (_1)n-1 1 
2 

'Tf 

Vis, at 1 - - + 32 -
+ 2 + = 

22 n 12 

1 + 1 + + 1 + 
4 

1 + 
1T 

og 24 ~ -"4 = 
J n 90 

1 1 1 
2 

Vis, at 1 + 
'Tf 

+2+-:=2 + + 2" = , 
2 3 n 2 6 

og at 
1 f~(log(2 sin ~))2dX 'Tf 
- = 12 . 'Tf 

(Se øvelse 12.6 og 1 2.8. ) 

Lad f: E ~ ~ være en Borel funktion med peri

ode 2 'Tf og lad E betegne mængden af punkter 

i E 2,{O,O}, hvis polære koordinater r > ° 
og v opfylder betingelsen r ~ If(v)l. 

10 Gør rede for, at E er en Borel mængde. 

20 Vis, at 

m (E) < 00 ~ f E ..e2 ('ll') , 

og udtryk i bekræftende fald m(E) ved Fourier 

koefficienterne til f. 

Ortogonaludviklinger. 

13.21 • For vilkårligt g E.!t2 ("IT') sættes 

b = 1 f TI g ( x) s i n nx d x, n E ]N. 
n TI-TI 

Gør rede for, at rækken L~=1 bn sin nx er kon
vereent i kvadrati_sk middel i ..e2 ('f) med sum f, 

hvor 
f(x) = ~(g(x)-g(-x)), x E E. 



13.22. 

13.23. 
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Gør rede for, at rækkerne 

L~=1b2nsin 2nx og L~=1b2n_1sin(2n-1)x 

begge er konvergente i kvadratisk middel i .t'2 (1'), 

og bestem surr~er af dem, når 

b = !f'IT x sin nx dx = (_1)n+1 2 
n 'IT -'IT TI' 

n=1 ,2, •..• 

(Samme vink som til Øvelse 13.14.) 

En divergent ortogonaZudvikZing. 

Givet eksempel på et vektorrum tf med ska

larprodukt, en ortonormal følge e1 ,e2 , ••• i ?J' 
og et g E 1f, hvor ortogonaludviklingen 

L~= 1 <en I g> €n ikke er konvergent i 11. 

(Vink. Se Øvelse 13.22.) 

OrtonormaZe baser. 

13.24. 10 Med J betegnes en vilkårlig, ikke tom mængde. 

13.25. 

Vis, at familien 

basis for l2(J), 
gen for vilkårligt 

(1{j})jEJ er en ortonormal 
og bestem ortogonaludviklin-

f = (Åj)jEJ i 12(J)· 

20 Hvorledes tager dette sig ud for 12 = 12(~) ? 

Givet eksempel på et Hilbert rum, der ikke er 

separabelt. 

(Vink. Se Øvelse 9.4.) 
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Vis, at familien 
hver af følgerne 

( 2inx) 
e nE~ og ligeledes 

1, V2 cos x , ... , V2 cos nx , .•• 

og V2 sin y , ••• , V2 sin nx , ... 

er en ortonormal basis i :82 ( ] O, TI] ,*m) . 

Vis, at funktionerne (x,y) ~ e 2TIi (mx+ny) , 

hvor (m,n) gennemlØber 2E x Z, udgØr en 

ortonormal basis for ..i'2 (] 0,1] x] 0,1] ) . 

Lad (ej)jEJ og (fk)kEK være ortonormale 
familier i henholdsvis .e2 (X,lJ) og J!12 (Y,v), 

hvor lJ: JK ~ [0,00] og v:;Y; ~ [0,00] er 

a-endelige mål i henholdsvis X * ø og Y * ø. 
Vis, at 

(ej®fk)(j,k)EJxK 

er en ortonormal familie i .:t2 (XxY, ]..lxv) . 

*2 0 Som 1 0 , men læs overalt ortonormal basis i 

stedet for ortonormal familie. 

13.29. Lad (ej)jEJ være en ortonormal basis i et 
fuldstændigt vektorrum 11 med skalarprodukt, 

og lad (f j) jEJ være en familie af elementer 
i 11. Vis, at hvis 

. 2 
L . EJ II e . - f . II < 1 , 

J J J 

så er {f j I j E J} total i 7/. 

(Vink. Antag, at U = span{f. I j E J} c 1J: Der 
J 

findes da (se Øvelse 13.10) et g i Umed 

IlgII> O.) 



13.30. 

13.31. 

OP 2 
Antag Ln=O'C n ' < OP og sæt F(z) 

for ethvert z E IC, 'z, < 1. 

Øvelser 88 

OP n 
= L OC z n= n 

Vis, at der findes en funktion f E Æ2 (1f) , 

således at 

rf 'f ( x ) - F ( re ix) I 2 dx 
-TI 

-+ 
r-+1_ 

o . 

Idet g E:t2 ('][') , skal man udtrykke 
1 f2rr 2rr O xg(x)dx ved Fourier koefficienter til g. 

13.32. 10 Idet U og ~ er vektorrum med skalarprodukt, 

skal man vise, at en seminorm-bevarende lineær 

afbildning af U ind i 11 også vil bevare 

skalarprodukt. 

13.33. 

(Vink. Se Øvelse 13.3.) 

Idet (ej)jEJ er en ortonormal basis i et vektor

rum U med skalarprodukt, skal man ud fra 
Parsevals ligning vise Parsevals generaliserede 

ligning 

n 
Vis, at ~(x2_1)n er et polynomium af 

dxn 

grad, som i Æ2 ( [-1,1]) er ortogonal på 
hvert polynomium af højst (n_1)te grad. 

20 Vis, at 

te 
n 

et-

d 2 d2 2 2 dn 2 n 
1, dx (x -1), ~ (x -1) ,..., ---ri (x -1) , •. ' 

dx dx 
er en ortogonal basis i .1]2 ([ -1 ,1] ) . 

(Benyt Weierstrass' approksimationssætning, 

Øvelse 12.16.) 
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13.34. 

13.35. 

3° Vis, at 

J1 2 n 
(2n)! -1 (1-x ) dx 

'"'h n 
(2 ), r 2n+1 tdt - r 2 n!)2 = n. 1", cos - \ w 

-It Vn+ ~ 

dn 2 n (Polynomierne Vn+~ ----(x -1) kaldes 
dxn 

Legendre poZynomier.) 

Lad g:]R,..]R være voksende og kontinuert fra 

hØjre og antag, at funktionerne 

x ,.. 2 n 1,x,x , ... ,x , ... , x E R, 

alle er integrable m.h.t. Radon målet ~ sva

rende til g. 

10 Vis, at funktionerne repræsenterer en lineært 

uafhængig fØlge i L2 (JR ,g) = L2(JR ,]J), med

mindre g er en trappefunktion (dvs. medmindre 

]J er koncentreret i et endeligt antal punkter). 

(Vink. Antag, at der findes et egentligt poly-
2 2 

nomi um p me d II p II 2 = fJR I P I dg = O.) 

20 Det forudsættes, at g ikke er en trappefunk

tion. Vis, at der findes en og kun en følge 

PO,P1, ... ,Pn"" af polynomier, som er orto-
normal i .:I:2 ( JR,g), og hvor Pn er af nte 

grad med positiv ledende koefficient. 

Lad g:]R,..JR være voksende og kontinuert fra 

hØjre og antag, at restriktionen til [a,b] 

ikke er en trappefunktion. 

Vis, at ~2([a,b],g) har en og kun en ortonor

mal basis Po ,P1, ... ,Pn"." hvor Pn er et 
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polynomium af n te grad med posi ti v ledend e 

koefficient. 

(Vink. Benyt øvelse 13.34 og 12.16.) 
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