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1.1

§1. Begyndelses- og randvaerdiproblemer i én dimen-
sion

1.1. Begyndelsesvaerdiproblemer.
I dette afsnit betragtes fglgende inhomogene anden ordens differentiallign-
ing pa et interval |o, f[:

5 (p<w> dlé(f)) T q@)u(@) = f2), = ela.gl, (1)

hvor p € C([e, B],R) med p > 0 pa [a, 8], og ¢ € C([a, 8], R). Funktionen
f er givet i C([a, 8], C), og lgsningen u sgges i C?([a, 3],C). (Ligningen (1)
er da ogsa opfyldt i endepunkterne a og 3, men formuleringen hvor kravet
(1) kun stilles eksplicit for = € ]a, 8] benyttes af hensyn til generalisationer
som i §3 senere.) En vilkarlig anden ordens differentialligning a(z)u” (x) +
b(x)u'(z) + c(x)u(z) = F(x) med a,b,c, F € C([a, f],R) og a(zx) # 0 for
x € |a, ], kan omskrives til formen (1); nar det er opnaet, siger man at
ligningen er pa selvadjungeret form. (Se Opg. 1.1.) (Det er tilmed muligt at
skifte variable, sa p erstattes med 1 og kun ¢ afthsenger af x, men det vil vi
ikke forfalge.)

Som vi ved fra Mat 1 MA Kapitel XV (jvf. ogsa I §8.3 i disse noter), har
ligningen (1) mange lgsninger, idet lgsningsmaengden for hvert f bestar af
de funktioner der er sum af en partikuleer lgsning og en lgsning til problemet
med f erstattet med 0. Lgsningsmaengden for problemet med f = 0 er et
to-dimensionalt vektorrum. Lgsningen fastleegges entydigt, nar vi foreskriver
vaerdien af u og v’ i et punkt af [«, §]. Saledes har f.eks. problemet

—(pu) +qu=f pila,pl
u(a) = ¢, (2)
u'(a) = co,
en og kun en lgsning u € C?([a, 3],C) for hvert szt af data {f,ci,c2} €
C([e, B],C) x C x C.

Vi vil vise en eksplicit lgsningsformel. Nar v; og vy er lgsninger til den
homogene ligning —(pu’)’ 4+ qu = 0, defineres funktionen W € C*([a, A]) ved,

W () = det (zigg ZEQ) — (@) - (@)l (@) (3)
den kaldes Wronski determinanten hgrende til v; og ve. Den opfylder:
pW' = p(vrvy — vav1)" = porvy — puavy
= v1(pvy)’ — v1p'vh — va(pv]) + vap'v] = viqua — vaquy — P'W
= —p'W;
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hvor vi brugte at (pv}) = qu;, i = 1,2. Altsa er

(pW) = p'W + pW’' =0, og dermed
—p(z)W(z) = K, for x € |o, ], (4)

hvor K er en konstant. Konstantens vaerdi fas f.eks. ved at indssette z = «.
Lad specielt v; og vy veere lgsningerne til problemerne

—(pv1)" + qu1 =0, —(pv3)’ + qua = 0,
vi(a) =1, hhv. va(ar) =0, (5)
vi(a) =0, vh(a) = 1.
Sa er W(a) =1, og dermed
K = —p(a)W(a) = —p(a) # 0;
K ),y s ©)
W(z) = @) = pla # 0, for z € [, O].

(Ogsa mere generelt, nar de to seet {v1(a), v](a)} og {ve(a), vi(a)} er linesert
uafheengige, er W(z) # 0 for alle = € [«, 5].)

Szetning 1.1. Lad p € C([, 8], R) og ¢ € C([o, 8], R), med p(x) > 0 for
alle x € |a, f]. Idet vy, v, W og K defineres som beskrevet ovenfor i (3)—(6),
har problemet (2) for hvert szet { f, c1,c2} € C([a, 8], C) x Cx C den entydige
lgsning u € C?([a, 3], C) givet ved

u(x) = crv1(x) + cova ()

v () va ()

s+ 22 [

Her er vy, vo, W og K reelle, og lgsningen er reel nar f, c; og co er reelle.

(7)

Beuvis. Vi ved allerede, at der hgjst er én lgsning, og vil nu verificere, at
udtrykket (7) for u giver en sadan. Ved indsattelse af x = a og brug af
begyndelsesbetingelserne i (5) ses, at u(a) = c1vi(a) + cova(a) = ¢;. Vi
udregner u’:

u'(z) = el (x) + cavh(x)

S8 s 22 [Cuwiwa g
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hvor sidste linie er 0. Ved indsaettelse af o og brug af (5) ses, at u/(«) = cs.
Nu ganger vi (8) med —p(x) og differentierer, og adderer dette til ¢(x) gange
(7); sa fas, ved brug af differentialligningerne i (5):

—(p(@)u' ()" + q(@)u(z) = c1(=(pv1) + qu1) + c2(=(pv3)" + qua)

Cedyre) [ s
p ORI [T P
| ) @a(e) @)

hvor vi til sidst brugte definitionen af W og K. Dette viser, at u lgser (2).

At vy og vs er reelle, ses ved at betragte realdel og imagingerdel af lignin-
gerne i (5), hvoraf fremgar at Imv; og Imwvs lgser problemet med alle data
lig med 0, og dermed er 0. Sa er W og K ligeledes reelle. Det fremgar nu af
(7), eller ses som ved betragtningen af v; og vy, at enhver lgsning med reelle
data f,c1,co er reel. [

Formlen (7) kan ogsa skrives

u(x) = cpv1(x) + cova(x) + ' U(z,y)f(y)dy, med )
Ulr,9) = = (~0r(@)ea(y) + () (1)),

Eksempel 1.2. Betragt folgende problem pa et interval |0, 3] (6 > 0):
—u" —u= f(x), forxel0, 3],

Herer p(z) =1, g = —1, v1(x) = cosx og va(z) = sinz, og dermed W (x) = 1
og K = —1, sa at lgsningsformlen bliver:

u(x) = ¢y cosx + cosinz + cosx fom siny f(y)dy — sinx fox cosy f(y) dy
=cjcosz + cosinz — [ sin(z —y) f(y) dy.

For eksempel fas for f(x) = Asinwz, A € C, at lgsningen for w # +1 kan
skrives

u(x) = cycosx + cosinz —

A
+ ] sin 3 (w — 1)z - cos 3 (w + 1).

] sin 2(w+ 1)z - cos 3 (w — 1)
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Disse funktioner er begraensede for z € R .
Nar w = +1, gaelder formlen ogsa hvis man benytter konventionen

sin ax sin ax
=x =z for a = 0;
Q ax

her er lgsningen ikke begraenset pa R;.. F.eks. for w = 1 er sidste led lig med
Azxcosaz (mens de gvrige led er begreensede), sa vi ser at u(z) svinger med
storre og stgrre amplitude, nar = vokser (A # 0). En sadan serlig opforsel,
der forekommer, nar f er proportional med en af lgsningerne til det homogene
problem, kaldes resonans.

1.2. Randveerdiproblemer, Green’s funktion.
Vi vil nu betragte et randverdiproblem i stedet for begyndelsesvaerdipro-
blemet (2), nemlig

—(p(@)u'(2))" + q(x)u(z) = f(z), = €]a,fl,
au(a) +bu'(a) =0, (10)
cu(B) +du'(8) =0

9

hvor p og q opfylder de samme betingelser som ovenfor, og vi antager, at a, b, ¢
og d er reelle konstanter med (a,b) # (0,0), (c,d) # (0,0). Funktionen f er
givet i C([a, 3], C), og lgsningen u sgges i C?([a, 3], C). Differentialligningen
er altsa den samme som i §1.1, men Igsningsfunktionen palsegges betingelser
bade i a og 3, dvs. pa hele randen af |«, 5[; det kaldes en randbetingelse.
Lad os indfgre operatorerne Lo, By og Ba, defineret for u € C?([a, 8]) ved

Lou = _(pul>, + qu,
Biu = au(a) + bu'(«), (11)
Bou = cu(B) + du'(B);
altsa Lo sender C?([a, B]) over i C([e, 3]), og By og Bs sender C?([a, 3]) over
i C (disse kan ogsa defineres pa C([a, 3])). S& kan randveerdiproblemet kort

skrives:

For et givet f € C([a, B]), find u € C?([a, B]) med
Lou = f, med Byu= Bsu = 0. (12)
I det folgende antages, at det homogene problem

EOU = 0, Blu = BQU = 0, (13)
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kun har nullgsningen. Vi vil benytte §1.1 til at konstruere to hjaelpefunktio-
ner uy og uo; det skal veere ikke-trivielle reelle lgsninger u; og usg til Lou =0
med

(i) Bjyu; =0, henholdsvis (ii) Baus =0. (14)

Her kan vi f.eks. tage uy som lgsningen med (ui(a),u)(a)) = (=b,a) og
ug som lgsningen med (us2(03),u5(8)) = (—d,¢) (og de andre mulige valg af
f.eks. uy er da dem hvor (uj(a),u)(a)) = k(—b,a) for et k # 0). Wronski

determinanten for u; og us,
W(z) = ui(z)us(x) — uz(z)uy (z)
opfylder (4). Her er konstanten K # 0, thi ellers ville W (z) = 0, og dermed
u (@)uy(a) — uz(a)ui(a) =0,

hvormed Bjyus = 0, sa at us var en ikke-triviel lgsning til (13), i strid med
antagelsen om at denne kun har nullgsningen.
Vi indfgrer nu funktionen

%ul (z)usz(y) for x <y,
Gz, y) =9 7 (15)
EUQ(x)ul(y) for x > vy,

som kaldes Green’s funktion for problemet (12); den kan kort skrives G(z,y) =
%ul (min{z, y})us(max{z,y}). Bemerk, at G er reel og kontinuert pa maeng-
den [a, (] x [, 8] og stemmer overens med en C? funktion pa hver af trekan-
terne hvor x > y hhv. z < y; og G er symmetrisk i z og y, dvs. G(z,y) =
G(y,z). (Man kan bemeaerke, at de forskellige mulige valg af u; og us disku-
teret ovenfor giver samme funktion G(z,y).) Vi vil vise:

Seetning 1.3. Nar det homogene randverdiproblem (13) kun har nullgs-
ningen, og Green’s funktion defineres som ovenfor, gaelder, at det generelle
problem (12) for hvert f € C(|a, f],C) har den entydigt bestemte lgsning

B
u(z) = / G(a,y)f(y) dy: (16)

her er u € C?%(|a, 8], C). Nar f er reel, er u reel.

Bevis. Der er hgjst én lgsning u, for hvis 4 ogsa er lgsning, er u—w lgsning til
(13) og dermed 0 ifplge vor antagelse. Vi undersgger nu (16). Ved indsaettelse
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af udtrykket for G fas:

(17)

x B
= %ué(w) ui(y) f(y) dy+%u'1(3?) /x uz(y) f(y) dy,

hvor to led oph&evede hinanden. Endvidere ses, at

B8
Biu = ! (Blul)/ uz(y) f(y) dy =0,

K
1
K

B8
Bou = 4 (Baua) [ wr(u)(w) dy = 0.

At u(z) er en lgsning til Lou = f, kan henfgres til at u opfylder en formel
analog til (7), med den nye Wronski determinant. Vi vil dog i stedet give et
direkte bevis (som generaliseres i §3) ved at regne videre fra (17):

(Lou)(z)

= —(p(a)uh(z) & [T ur(y)f(y)dy) + q(z) 2ua(x)
—< (@) (2) % [2 ua() F(w)dy) + alw) %

(£0U2)($)% fj u1(y)

+ (Lowr ) (2) 3¢ ff us(y

= —%=p(z) (w1 (z)uhy(z) — ug(x)u

y)dy — p(x)ub(x)fu (z) f (2
FW)dy + p(x)u) (x) Fusa(
1(@)) f(z) = f(z).

8
S~—
~

(17) viser tillige, at u € C?([a, ]); og det ses af (16) at u er reel, nar f er
det. [J

Man kan pa den anden side vise, at hvis (13) har en ikke-triviel lgsning uy,
kan (10) ikke lgses for f = ug, jvf. Opg. 1.10. Ialt ses, at problemet (12) har
den samme egenskab som man kender fra linesere ligningssystemer: FEnten
har det homogene problem (problemet med f = 0) en ikke-triviel lgsning,
eller ogsa har det inhomogene problem en entydig lgsning for ethvert f.
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Eksempel 1.4. Betragt problemet

— —u=fpa ]0,3[,
u(0) = u(%) = 0.

Her er (a,b) = (¢,d) = (1,0). Da den generelle lgsning til —u” —u = 0 er
c1cosT + cosinx, finder man at det homogene randvaerdiproblem kun har
nullgsningen. Vi kan veaelge uq(x) = sinz, us(x) = cosx; sa er K = 1, og
den generelle lgsningsformel bliver:

u(zx) = cosx/ siny f(y)dy + sinx/2 cosy f(y) dy.
0 T

Den differentialoperator, der indgar i problemet (12), kan betragtes som
en operator i Hilbert rummet Lo ([a, 8]). Seet

D(Lo) = {u € C*([a, 8]) | Biu= Bou =0},

19
Lou = Lou for u € D(Lo), ( )
hvor Ly er beskrevet i (11) ff. Operatoren L er teet defineret i Lo ([, £]), da
D(Lg) indeholder meengden C2°( |a, 8] ), som er teet i Lo([ev, 5]) (jvi. Lemma
IV 2.9); og vaerdimaengden for Ly er indeholdt i C([e, 5]). Endvidere er Ly
en symmetrisk operator (jvf. IV §3.3), da der geelder, for u,v € D(Ly),

8 8
(Lou, v) =/ (~(pu') + qu)v dz = [—(pu')7], +/ (pu'v" + quov)dz

B
= [—(pu')v+ Upﬁl}g + / u((—pv") + qu)dz (20)

o

= [—(pu)v + up@'}i + (u, Lov) = (u, Lov) ,

hvor vi har udfert delvis integration samt brugt at ifslge randbetingelsen er

(u(a), u'(a)) = k1(=b, a),
(v(a),v'(a)) = ko(—b,a), sa at (21)
v (@)v(a) — u(a)v' (a) = 0;

med en tilsvarende overvejelse ved 3. Man kan vise, at Ly ikke er selvad-
jungeret (jvf. IV §3.3 for definitionen), men at der er en lidt mere generel
version L1, der er det, nemlig en operator, hvor u — u’ defineres som 0 i IV
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83 (16), passende modificeret til den nu ikke mere periodiske situation. Det
vil blive forklaret i naeste afsnit.

Vi bemsaerker, at Ly er en ubegrenset operator i Lo([a, A]), idet u, — 0
i Lo([a, B]) ikke medfgrer konvergens af u] endsige u] for n — oo. For
eksempel, hvis ¢(x) € C°(] — 1,1[), og vi seetter 1, (z) = p(nz) (defineret
som 0, nar |nz| > 1), sa vil

]l = (1, lp(na)?dz)? = n~2 ¢
hlle = (J1, [ng/ (nx)|? dz)? = n?||¢'||a, (22)

1 i 3
[nllza = (/2 [n?¢" (nx)|? de)? = nZ "2

sa ¥, — 0 mens v, og v, er divergente i Ly([a, B]) (nar ¢ ikke er nulfunk-
tionen). Da p > ¢ > 0, er Loy, ogsa divergent.

Betragt nu afbildningen Gy: f +— u defineret ved (16) for f € C([a, f]).
En afbildning f — u af denne form, med en eller anden funktion G(z,y) ind-
sat, kaldes en integraloperator med kerne G(x,y) (her bruges ordet “kerne”
altsa i en anden betydning end “nulrum”). Det, vi har vist i Seetning 1.3 er
simpelthen, at med G valgt som i (15) (forudsat at (13) kun har nullgsningen),
er Go den inverse operator til Ly: D(Lg) — C([a, 8]), som altsa er en bijek-
tion fra D(Ly) til C([a, £]).

Selve formlen (16) tillader ogsa indsattelse af lidt mere generelle funk-
tioner for f, nar kernen G(z,y) er en kontinuert funktion af (z,y) € [«, 5] X
[, B]. F.eks. definerer (16) en kontinuert funktion af x, nar f € Ly ([, f]),
og da specielt nar f € La([a, f]), jvi. Seetning IT 4.26.

Med G; vil vi betegne operatoren der sender f € Lo([a, 8]) over i u €
C([a, B]) defineret ved (16) (med G(z,y) bestemt ved (15)). Det er en
begrenset operator i La([c, B]), altsa G1 € B(La([e, 3])), thi ved hjeelp af
Cauchy-Schwarz’ ulighed (anvendt pa integralet efter y) ses, at

IGLfI12 = (71 17 (e y) £ (y) dy|? dae
< [2(f216(x, y)2dy [ 1 F ()2 dyr) da (23)
= [ 1216 (2, y) 2 dady - | £13;

hvor ff ff |G(x,y)|?dxdy < oo da G(z,y) er en begraenset funktion. Ved
brug af Fubinis ssetning ses, at operatoren Gy er symmetrisk:

(Gt 9) = [7(f7 Gz, ) f(y) dy)g(x) da
= [P 1) [ G(x, y)g(@) dedy = (f,Grg);  (24)
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vi har her benyttet at G(z,y) er reel og symmetrisk i z,y. Sa er G; en
selvadjungeret operator i Lo([a, 8]), jvi. IV §3.1.

G1 er en udvidelse af G, der jo har D(Gy) = C([a, 0]).

Vi skal i §1.3 indfgre en udvidelse L; af Ly, om hvilken der geelder at
Ly: D(Ly) — Lo([e, B]) er invers til G1. Da Gy er selvadjungeret, kan vi da
ved Lemma IV 3.15 slutte, at L er selvadjungeret, opfattet som ubegraenset
operator i Lo([a, A]).

1.3. Generalisation af saedvanlige differentialoperatorer.

I IV §3 (16) blev d/dx, betragtet pa C'(T), generaliseret til en operator
O pa det lidt stgrre rum H!(T), defineret i IV §2 (2). Vi har nu brug for
en lignende generalisation, der er frigjort fra sammenhaengen med periodiske
funktioner. Man kan indfgre den helt fra grunden, eller man kan ga ud fra
det periodiske tilfselde og blot ggre nogle sma tilfgjelser; det er det sidste vi
ggr i beviserne nedenfor.

Hovedresultatet er som fglger: For et vilkarligt kompakt interval J = [, (]
med a < [ defineres rummet

HY(J)={f ] f(z) =[] 9(s)ds+k, g € La(J), k € C}; (25)

det er et underrum af C(J) (ved Infinitesimalregningens Hovedsaetning, Saet-
ning 11 5.6). Her er g og k entydigt bestemt ved f. Dermed defineres en lineser
operator d; ved

61: f =9,
v (26)

for f € H'(J) med f(z) = / g(s)ds + k;
01 sender H'(J) over i Ly(J), og er en generalisation af d/dz.
Vi indfgrer ogsa operatoren

D; = 19:, med samme definitionsmeengde H'(J). (27)

Det vises nedenfor, at D;, betragtet som ubegraenset operator i Ly(J), er
lidt for stor til at vaere selvadjungeret, men at visse restriktioner af den er
det.

De vigtigste seetninger om 91, D; og H!(J) er Szetning 1.7 og Lemma 1.9.
Se ogsa Definition 1.10 og Saetning 1.11, samt de afsluttende anvendelser til
definition af operatoren L.

Nu fglger den detaljerede udledning. For at udnytte den viden der er
opnéet i det periodiske tilfzelde vil vi sammen med H!(J) betragte rummet

H(J)={f | f(x) = [T g(s)ds, g € La(J), ["g(s)ds =0};  (28)
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det er et underrum af H!(J).

Nar J = [-m, 7], kan vi identificere Hg([—7,7]) med rummet H}(T)
indfort i IV §3.3 (15), ved at funktionerne forlaenges periodisk. Fra IV §3.3
har vi da, at for f i dette rum, f(z f g(s) ds, er g entydigt bestemt ved
f, jvf. Seetning IV 3.9. Den pagaeldende operator 0: f +— g er en generalisa-
tion af d/df, idet den stemmer med denne pa C! funktioner, og alment giver
den afledede naesten overalt.

Der er intet saerligt magisk ved intervallet [—m, 7]; vi kunne i stedet i Kap.
IV have brugt J = [a, 3] som periodeinterval (hvorved periodelsengden ville
vaere 3 — a) og gennemfert analysen for rummet Lo(T;) af funktioner pa
torusen T; = R/(8 — a)Z. En sadan analyse forl;z)ber ber analogt med det i

Kap. IV viste, blot med skalarproduktet f B dx og ortonormal-
systemet {exp(mﬁ x) tnez 1 La(Ty). (Man kan ogsa lade Lo(Ty) = La(J)
med det saedvanlige skalarprodukt sa alle normeringsfaktorer laegges over pa
ortonormalsystemet, der da er {(3 — a)2 exp(inﬁ{—ﬂax)}nez; det kan veere

lidt mere bekvemt for diskussionen af H'(.J).) Analysen giver, at for rummet

H'(Ty) = {f | fl@) = [T g(s)ds +k, g € La(J), [] g(s)ds = 0, k € C}
(29)
(hvis elementer kan opfattes enten som funktioner pa [a, 5] eller som funk-
tioner pa R med periode 3 — «), geelder i lighed med Seetning IV 3.9, at g og
k er bestemt ved f, sa at der er en veldefineret operator

9: frg, D(0)=H'(T,),

der generaliserer d/dx; den er ubegraenset og taet defineret, og D = %8 er
selvadjungeret i Lo(T ;). (Generalisationen til vilkarlig intervallzengde er
sa ubetydelig, at vi tillader os at bruge 0 og D igen som betegnelser for
operatorerne.)

Nar definitionen af H'(T;) lseses som definition af et rum af funktioner
pa J, ser vi, at funktionerne i H'(T ) netop er de funktioner i H'(J) som

har f(8) = f(«a), altsa
HY(Ty)={feH'(J)] f(a)=f(B)}. (30

)

Rummet H}(J) kan identificeres med underrummet HJ(Tj) af H'(T)

bestaende af funktioner f med k = 0; dette svarer til at f(a) = f(8) = 0,
jvf. Korollar IV 3.10; altsa

Hy(J)={feH"(J)| fla)=F(B)=0}. (31)
Talt har vi
Hi(J) c HY(T;) C H'(J); (32)

og operatoren 9 defineret pa H!(T ;) har ogsad mening pa H}(J). Vi vil nu
bruge dette til at etablere en afbildning f +— g for f € H(J).
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Lemma 1.5. Nar f € H(J), er fremstillingen f(x f 9(s) ds+k entydig,
og k og g findes ud fra f ved:

k= f(a), ogg(x)=gi(x)+ ky hvor

b= (FB) = )/ (B =)y g =0[f@)—b—hr(w—a)].

Endvidere gelder:

k| < (8= a) 2| fll oy + (8= @) 219l o),

1 1 (34)
[fllu < (B =a) 2 [[fllo) + 208 — )2 |9l Loy

Bewvis. Hvis f har to fremstillinger:
:fjg( d5+k—f gO dS—f—k?o, forxe[aﬁ]

ses forst ved at sette © = «, at k = kg = f(«). Definer fy ved fo(z) =
[(g(s) — go(s)) ds; den méa da opfylde fa(z) = 0 for ethvert € J. Specielt
er fo € Hi(J), og sa medfgrer fo =0, at g — go = 0fo = 0. Altsd er g = go.
(Et andet bevis for at g = g¢ fremstilles i Opg. 1.8.)

Konstruktivt finder vi k og g til et givet f saledes: Lad f; veere funktionen
der fas ved fra f at trsekke den linesere funktion, der stemmer overens med

fiaog(:

(&) = J(@) = =y (o — ), vor k= f(a), & = LD =L,
sa er f; € H&(J). Lad g1 = 0f;. Saer fi(x f g1(s) ds, og dermed

geelder:
= [Tg(s)ds+k+ki(z—a)= [T(g1(s) + k1) ds + k.

Altsa er g(s) = g1(s) + k1. Dette viser (33)

For at vise (34) lader vi h(z) = [ g(s)ds, s& er k = f(z) — h(z) for alle
x € J. Idet Lemma IV 3.8 kan anvendes pa h, fas ved brug af Cauchy-
Schwarz’ ulighed:

k= (8= o)™ [2 |kl dz)? = (8= a) "4 |If = hllL.e)
< (8= )2 fll o) + (B — @) 2 |hllLoc)
< (8= ) 2| fll o + (B = )2 |g]l Lac;
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og dermed endvidere

1f(@)| = [T g(s)ds+ k| < [T ]g(s)| ds + |k]
( 2|90l Lo + [

< (B—-a)
< (8= ) 2If ) + 208 = )2 |lgll o), forallewe . O

Med Lemma 1.5 er generalisationerne af d/dx og 1d/dx til rummet H*(.J),
indfort i (26) og (27), fuldtud velbegrundede. (Specielt er 91 og Dy udvidelser
af operatorerne @ hhv. D, der var defineret pa H'(T}).)

Vi vil endda i det folgende tillade os at skrive
Ohu =, (35)

ogsa nar u € H'(J), idet definitionen ved (26) her underforstas. (Endvidere
skrives (01)%u = u”, (01)*u = u®, nar de har mening.)

Operatoren D; er en agte udvidelse af den selvadjungerede operator D i
Lo(J), og er derfor “for stor” til at veere selvadjungeret, se Lemma 1.9 for en
konkret udregning. D; og 01 er de mest generelle versioner af differentiation
i én variabel, vi skal benytte.

Bemerkning 1.6. Der er ovenfor valgt en vej til definition af d/dx pa H*(J),
som knytter direkte an til definitionen via Fourierrsekker. Der findes forskel-
lige andre mader at ggre det pa, dels via begrebet “absolut kontinuitet” (som
ville indga i en mere udferlig behandling af integrationsteori), dels via “dis-
tributionsteori,” der drejer sig om generaliseringer af funktionsbegrebet ved
hjeelp af dualitet mellem vektorrum og anden funktionalanalyse; sidstnaevnte
emne behandles systematisk senere i matematikstudiet. Den her givne defi-
nition fungerer udmsaerket for ssedvanlige differentialligninger; det er forst for
funktioner af flere variable, at distributionsteorien spiller en afggrende rolle.

Lad os endnu engang betragte (32). Vi ser af (27) og (29), at H*(T})
bestar af funktionerne i H3(J) plus de konstante funktioner (og er pa denne
made en sum af to linezert uatheengige rum, dvs. en direkte sum). Endvidere
ser vi af (34), at H'(.J) bestar af funktionerne i H'(T ) plus funktionerne af
formen k;(z — ) (igen en direkte sum). lalt er H'(J) direkte sum af Hg(.J)
og det todimensionale rum bestaende af linesere funktioner kix + ko.

Seetning 1.7. Lad J = |«, ).
1° HY(J) er et Hilbert rum med skalarprodukt og norm

(fs f) ey = (s f)ea) + (0], 01f1) Lo
Wiy = (. Dy = (112000 + 100513400
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2° Der geelder
C(J) > HY(J) > CY(J); hvor
[fllw < arllfllerry < c2(If llu + 1101 f]w),

med konstanter ¢, og ca > 0; og C1(J) er taet i H(J).
3° Nar f og fi tilhgrer H'(J), vil produktet ff| tilhgre H'(J), med

o(ffr) = () fr+ f(OLf1); og
If fillzr oy < esllfllaronllfille oy,

(36)

(37)

med en konstant c3 > 0.

Beuvis. 1°. Det eftervises nemt, at 1° definerer et skalarprodukt; specielt vil jo
(f, f)ar () = 0 medfgre || f]/z,.;) = 0, og dermed f = 0. Fuldsteendigheden

ses som i beviset for Seetning IV 3.9.
2°. Den fgrste inklusion i (36) har vi ofte benyttet, og den tilhgrende
ulighed er vist i Lemma 1.5. Den anden inklusion ses af at enhver C'-
funktion har en fremstilling som stamfunktion af sin afledede, og uligheden

folger af at [[v],(s) < (8 — o) vl
For den sidste pastand skal man vise, at der for hvert f € H'(J) findes
en folge af elementer f,, € C'(J), sa || f — fullmr(sy — 0 for n — oo. Lad
= [Tg(s)ds+ k. Da g € Lao(J), og C(J) er teet i Ly(J), findes en
f@lge gn fra C’( ) som konvergerer mod ¢ i Ly(J) for n — oco. Lad nu
= [T gn(s)ds+k,saer f, € C'(J), og f, konvergerer mod f i H'(J),

1det 81fn =g, gar mod 01 f =g i La(J) og

If = falloony < (B = a)lg — gnllLacr),

ved Lemma IV 3.8.
3°. Lad g =01 f, k= f(a), g1 = 01f1 og k1 = fi(a); sd er

f=f§g(s)ds+k, f g1(8) ds + k1.
Da f og f1 er kontinuerte, er gf; og fg1 € La(J).
Nu finder vi
Jo(9(8) f1(s) + f(s)ga(s)) ds

=[5 9(s) ([ g1 (t) dt + k1) ds + [ g1t(fig(s)ds—|—k:)dt

= [T g(s) [Z gr(t) dtds + [ g(s) [* g (t) dtds
+ [ (k1g(s) + kgi(s)) ds

= [Tg(s)ds [T gi(t)dt + [T (kig(s) + kgi(s)) ds

= f(@)f1(z) — kkq;
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hvor vi benyttede Fubinis saetning pa lignende made som i beviset for (3) i
IV §2.5.

S
(S IR

Dette viser, at ff; har en fremstilling som integral af en Ls-funktion
plus en konstant, altsa tilhgrer H'(J); og 01(ff1) = gf1 + fg1 ifolge udreg-
ningerne, hvilket viser forste linie i (37). Endelig er, ved (36) og uligheden
lz +ylI” < 2[|z]* +2[ly|1%,

Lf Fillzr oy = IF Al + 1 FOLF 4 00 FillT, o
< AN,y + 20712001 f1l1 2 oy + 20001y I 21
<2 FI 17 oy + 20 1 o N Al oy
< AN I o | AllF oy

hvilket viser anden linie i (37). O

Man kan desuden vise, at elementerne i H'(.J) er Holder kontinuerte med
eksponent %, ganske som i Lemma IV 2.7.

De kontinuerte funktioner, som er stykkevis C! pa J, er med i H'(J) (og
0, af dem er stykkevis kontinuert).

Korollar 1.8. H}(J) er et Hilbert rum med H'(J)-normen. Msngden
{feC=(J)| fla) = f(B) =0} er teet i Hy(J).

Bevis. Ifglge (34) er |f(a)| og |f(B)| < C|fllmr(s) for en vis konstant C,
hvormed den linezere afbildning f — {f(c), f(8)} er kontinuert fra H'(J)
til C2. Pr. definition er H}(J) netop nulrummet for denne afbildning, derfor
et afsluttet underrum af H'(J). Da H'(J) er et Hilbert rum, er H}(J) da
et Hilbert rum med den inducerede norm.
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For at opna taethedsudsagnet skal vi vise, at der for hvert f € H}(J) findes
en folge af Coo—funktioner fnmed fn(a) = fn(B) =0,sa || f = fullgr(s) — 0.

Lad g = 01 f,saer f(x f 9(s)ds og (9,1)1,(7) = 0. Der findes en fglge
af funktioner v, i C°(]a 6[) sa at vy, — g 1 La(J) for n — oo. Specielt vil
(Un,1) — (g,1) = 0. Vi seetter da

ns 1
gn = Un — (ﬁv_ ) hvormed g,, — g 1 Lo(J),
0g (gns 1) = (vn, 1) — (U, 1) (1,1) =0, for hvert n.
B—a
Sa er fo(z) = [7 gn(s)ds i C=(J) med fn(a) = fn(B) = 0 for hvert n, og

fn— f1i Hl( ) ifplge Lemma IV 38. O

Det ses nu let, at for H'-funktioner har man den szedvanlige formel for
delvis integration.

Lemma 1.9. For u,v € HY(J) geelder:

(O1u, ) Loy + (1, 000) 1,0y = [u ] (= u(B)v(8) — u(a)v(a));

[un] -

Bewvis. Da uv € H*(J) ifplge Seetning 1.7, har vi

(D1, v) Ly () — (4, D10) Loy =

u(B)o(B) = u(a)o(a) + [ 01 (uv) ds
— u(a)v(a) + [P (@ww)vds + [ udrvds.
Dette viser den forste formel i (38), og den anden fglger ved multiplikation
med 1. O

Da u og v kan antage alle vaerdier i randpunkterne o og (3, ser vi specielt af
(38), at Dy ikke er symmetrisk (som operator i La(.J)), og derfor heller ikke
selvadjungeret. Vi minder om, at den har den selvadjungerede restriktion D.

Rummene H!(J) og H}(J) er, ligesom H!(T ), eksempler pa Sobolev rum.
Lad os nu ogsa indfgre fglgende generelle Sobolev rum:

Definition 1.10. For m € N sattes
H™J)={u€ Ly(J) |uec H' (J),00u € H'(J),...,(00)™ u e H'(J)}.
Idet D(01) = H*(J), kan vi ogsa skrive

H™(J) ={u € Ly(J) | (81)"u € D(9y) for k <m —1} = D((61)™).
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Rummet forsynes med skalarprodukt og norm (hvor (81)°f = f)

m

I f)am = 81kf, 81kf1 2(J)3
(f, f)m () kZ:O«) (01)" 1) La(a) 59)

| f Ny = (f, f)?lfmw.

Nar vi bruger beskrivelsen (25) af D(0y) = H'(J), ser vi, at rummet
H™(J) bestar af funktioner af formen

f(x) = fj fsl . .f;mfl 9(8m) dsp, . .. dsadsy
+ko+ k1w + -+ k2™, (40)

hvor g € Ly(J) og ko, ..., km—1 € C.
Det er da ikke sveert at vise:

Seetning 1.11. For hvert m € N er H™(J) et Hilbert rum, med C™(.J) som
taet delmaengde.

Bewvis. Formlen (39) definerer abenbart et skalarprodukt, og fuldstendighe-
den folger af fuldsteendigheden af H'(J): Lad f, veere en Cauchy fglge i
H™(J). Sa er & f, en Cauchy folge i Ly(.J) for hvert j = 0,...,m, og har da
en greensevaerdi g; for n — oco. For hvert j =1,...,m ses, da affn — g 0g
8{_1fn — gj_1, at gj—1 € H'(J) med d1g;—1 = g;. Ved successiv anvendelse
ses, at

g, =gy, for j=1,....m,

og at f,, — go 1 H™(I). (Bemerk analogien med beviset for Szetning I 5.10.)

Det er klart udfra (40), at C™(J) € H™(J). For at vise taetheden be-
tragter vi et vilkarligt element f € H™(J), fremstillet som i (40). Lad g,
vaere en folge i C'(J), som konvergerer mod g i Lo(J) for n — oo; sa vil f,,
defineret ved at ¢ i (40) udskiftes med g,,, konvergere mod f i H™(J) (ved
successiv brug af et argument som i Szetning 1.7 2°), og hvert f, tilhgrer
cm™(J). O

Man ser, at der ialt geelder

c™Y(J) > H™(J) D> C™(J); med

m— / m <41)
1l + -+ 107 fllu < ell fllmm ey < € UFllu + -+ 107 Fllu)-

Betragt specielt tilfzeldet m = 2. Det fremgéar af ovenstéende, at H2(.J) er
et mere generelt Tum end C2(J); men det er dog ikke veerre end at de forste
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ordens afledede af funktionerne er defineret i helt klassisk forstand. Specielt
er randoperatorerne By og By (se (11)) veldefinerede pa H?(J). Dette kan
vi bruge til at indfgre den generalisation af Ly, der blev bebudet i slutningen
af §1.2. Lad os forst definere £4 ved

D(Ly) = H*(J),
Liu = —01(pdhu) + qu; ogsa skrevet (42)
= —(pu') + qu;

jvf. (26), (35). Definitionen har mening, da p € C1(J) C H(J) og d1u €
H'(J), sa produktet er i H'(.J), jvf. Seetning 1.7.
Derefter definerer vi L ved

D(L1) ={u e H*(J) | Biu= Byu=0},

43
Liu = Elu, for u € D(Ll) ( )
Det er klart, at L1 er en udvidelse af L.
Vi bemeerker nu at hvis v € H?(J) opfylder den homogene differential-
ligning
—01(pohu) + qu =0,

sa er 0 (pdiu) = qu € C(J), hvormed pdyu € C1(J). Da p har positiv nedre
graense, s at ogsa 1/p € C1(J), folger at Oyu € C1(J), og endelig u € C?(J).
Specielt, hvis u € D(L1) med Liu = 0, er u € C?(J). Derfor, nar (13) kun
har nullgsningen i C?(J) (dvs. Lg er injektiv), sa er L; ligeledes injektiv.

Vi kan nu gennemga alle skridtene i beviset for Seetning 1.3 med en generel
funktion f € Lo(J) indsat, og konstatere, at de har mening i den nye ramme
(specielt udnyttes Seetning 1.7 og Lemma 1.9, og L er naturligvis erstattet
med L£1). Heraf ses (nar (13) kun har nullgsningen), at G afbilder Ly(J)
ind i D(Ly), og

LG f=f

for alle f € Lo(J). Da Ly er injektiv, folger heraf at Gy er inversen til L.
Ialt ses, at Ly er en taet defineret, injektiv operator med invers G, hvor

G1 € B(L2(J)). Da Gy er selvadjungeret (jvf. (24)), folger af Lemma IV 3.15,

at L; ligeledes er selvadjungeret. Vi har dermed opnaet folgende saetning:

Szetning 1.12. Antag at (13) kun har nullgsningen i C?(J).

1° Lad Gy vere operatoren Gp: f +— wu defineret ved (16) for f € Lo(J);
det er en begraenset, selvadjungeret operator i La(J).

2° Lad Ly veere operatoren defineret ved (43). Det er en bijektion af D(L1)
pa Lo(J), inversen er netop Gi, og Ly er en selvadjungeret, ubegranset
operator i La(J).
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(At Ly er symmetrisk, kan ogsa ses direkte som i (20) ved anvendelse
af Lemma 1.9. For den version af Ly, der behandles i §2, kommer selvad-
jungeretheden ogsa frem som en konsekvens af analysen, jvf. Bemeerkning

2.16.)
Vi kan ogsé indfgre m-te ordens generalisationer af H}(J) og H'(T):
H(J) ={u € Ly(J) | Ofu € H}(J) for k<m —1}
={uecH"(J)|uP(a)=uP(B)=0for k<m—1},
H™(T;) ={u€ Ly(J) | Ofu € H'(Ty) for k <m —1}
={ue H"(J)|uP(a)=uP(B) for k<m—1}.

(44)

Elementerne i H™ (T ;) kan ogsa anskues som forlaenget til funktioner pa R
med periode  — a. Specielt, nar J = [—m, 7| (eller J blot har leengde 27)
fas rummet H™(T). Denne definition stemmer overens med definitionen af
H™(T) i Kap. IV §4.3; altsa definitionen af H™(T¥) for k = 1. For ifplge
IV §2 (3) og Seetning IV 3.9 gaelder for f € Ly(T), at f € HY(T) <+
ez PP len(f)? < oo, med ¢,(8f) = incy(f); og sé kan rummet indfort i
(44) med T; = T beskrives ved:

feH™T) <= feLy(T)og Y (1+n*")[en(f)* < oo;
nez (45)
med ¢, (0 f) = (in)*e, (f), for k < m.

Uligheden Y, (1 4+ n?™)|c,(f)|> < oo er den endimensionale version af
IV §4 (4).

1.4 Sinusraekker.
Ligesom {e'"?},cz er et serligt bekvemt ortonormalsystem for Lo(T),

er {\/g sin n@}zozl (jvf. Opg. IV 2.9) et serligt bekvemt ortonormalsystem

for Ls([0,7]); udviklinger efter dette kaldes sinusrakker. Fer vi gar i gang
med generelle ortonormalsystemer, vil vi vise, hvordan konvergens-regler
for sinusreekker kan fas naesten uden ulejlighed, ved brug af de ssedvanlige
trigonometriske Fourierraeekker anvendt pa lige og ulige funktioner.

Nar f € Ls([0,al), definerer vi den ulige periodiske forlengelse f og den

lige periodiske forlengelse f ved

]7(:1:) _ { f(x —2pa) for x € [2pa, (2p + 1)a],

—f(2pa — x) for x €](2p — 1)a, 2pal; (46)
?(m) _ { f(x —2pa) for x € [2pa, (2p + 1)a],

f(2pa — x) for z €](2p — 1)a, 2pal;
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for p € Z.

Bemeerk, at f er kontinuert pa R hvis f er kontinuert pa [0, a], mens f
er kontinuert pa R hvis og kun hvis f er kontinuert pa [0,a] med f(0) =
0 = f(a). Bemerk endvidere, at nar f er differentiabel, er ( f), den lige

forleengelse af f’, altsa (f)/ = (f")%; tilsvarende geelder (?)/ =(f~.

Man kan let verificere, at ortonormalsystemet (2/7)2 sinna ved et linezert
variabelskift og multiplikation med en konstant féres over i et ortonormalsys-
tem (2/a)? sinnmz/a for intervallet [0,a]. T det folgende kan vi derfor ngjes
med at se pa tilfeeldet @ = 7w i detaljer.

Nar f € Ly([0,7]), er f og f i Lo(T), og deres Fourierkoefficienter efter
det trigonometriske system med den reelle skrivemade (jvf. IV §2.2) er

an(F) = % _7; F(x) cosna dz = 0,

b (F) = %/_7; () sinnz da = %/Oﬁ F(x) sinnz dz,

an(7) = %/_7; ¥ (%) cosna dz = %/OW F(x) cosna da, o
b (F) = %/_7; ¥ () sinna dz = 0;

hvor det er benyttet, om integranden er lige eller ulige. (Bemeerk, at der er
en faktor % i de formler, hvor selve f indgar, men formlerne fra IV §2.2 har

l_)
Vi ser heraf, at nar f € Lo([0,7]), kan funktionen fremstilles savel ved
en sinusraekke som ved en cosinusraekke, der konvergerer i Lo([0, 7]) (idet de

konvergerer mod f hhv. } i Ly(T)):

f= an(f) sin nx,
~ ~ (48)
f=13%a0(f)+ Z an(f)cosnx.

Koefficienterne stemmer overens med koefficienterne ved udvikling i ortonor-
malsystemerne (fra Opg. IV 2.9 og 2.10)

{(2/7?)% sin nw}neN, henholdsvis {71'_% }n:O U {(2/7?)% cos nw}neN,
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pa folgende made:

f(x) = Z b;(2/7r)% sin nz, med

neN

x (49)
b = (n/2)4bn(F) = (2/m)3 / F(z)sinnz dz, n €N,
0
henholdsvis
fla)=ayn7 + Z a’ (2/7)? cosnz, med
neN
@y = yrtao(f) = (m? | f(@)de, (50)
a, = (w/2)%an(?) = (2/m)? /7r f(z) cosnz dx, n € N.
0

Man verificerer ved brug af definitionerne, at der for f € H?!([0,n]),

geelder, at f € HY(T), mens fpraecis er i HY(T), nar veerdierne i endepunk-
terne er 0, altsa, N
f e Hy([0,7]) < feH(T). (51)

Da kan vi udnytte Seetning IV 2.8 vedr. uniform konvergens til at vise:

Szetning 1.13. Nar f € H'([0,]), konvergerer cosinusraekken (50) absolut
og uniformt mod f, og ), cy, lan| < 0.

Nar f € HL(]0, 7r]), konvergerer sinusraekken (49) absolut og uniformt mod
fr 083 enlbn| < .

Bewvis. Lad forst f € H([0,7]). For cosinusrsekken (50) geelder, da ]N" €
HYT),at 3 oy lal] =3, o, (7/2)2]an| < oo; der er altsé en konvergent ma-
jorantreekke og dermed absolut og uniform konvergens. Nar f € H([0, 7)),
er ogsé f i H(T), si sinusraekken (49) har den konvergente majorantraekke
S 0] = o1 (7/2)2 |by| < 00, og dermed absolut og uniform konver-
gens.

Man kan ogsa give kriterier for konvergens af de ledvis differentierede
raekker. Igen far man en simpel argumentation ved i stgrst muligt omfang at
fore problemet tilbage til de oprindelige trigonometriske raekker for periodiske
funktioner.

Seetning 1.14.

1° Nar f € H™(T), sa konvergerer Fourierraekken ", _, ¢y, (f)e"™ og dens
ledvis differentierede rackker af orden op til m — 1 absolut og uniformt mod
de tilsvarende afledede af f.
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2° Nar f € H™(]0,]) med
FO)=f(m)=-=fE0) = fE)(n) =0 for2j<m,  (52)

saer f e H "™(T), og sinusrsekken for f samt dens ledvis differentierede
raekker af orden op til m — 1 konvergerer absolut og uniformt mod de tilsva-
rende afledede af f.

3° Nar f € H™([0,7]) med

FO)=f(n)=- = fE0) = fE(r)=0 for2j+1<m, (53)

sa er f € H™(T), og cosinusraekken for f samt dens ledvis differentierede
raekker af orden op til m — 1 konvergerer absolut og uniformt mod de tilsva-
rende afledede af f.

Bevis. 1°. At f € H™(T) betyder at f, f/,..., f™=D € HY(T), jvf. (44).
Ifglge IV §2 (3) er ¢, (f*)) = inc, (f*#~V) for k < m, sa reckken der fremkom-
mer ved ledvis anvendelse af % er netop reekken for f*). Vi kan da anvende
Seetning IV 2.8 successivt pa f, f, ..., f(™~D: det giver den gnskede konver-
gens.

2°. Da f(0) = f(r) = 0 er f € HY(T). Idet (f) = (f')*, har vi uden
videre, nar m > 1, at (f)/ € HY(T). Er m > 2, benytter vi nu den nzeste
oplysning f”(0) = f"”(w) = 01 (52) til at slutte at (f)” € HY(T). Saledes
fortseettes, indtil vi har checket, at (f) (k) € HY(T) for alle k < m, og dermed

f € H™(T). Nu anvender vi 1° pa f, hvis trigonometriske Fourierrsekke
netop er sinusraekken for f pa [0, 7.
3°. Vises analogt. [

Bemaerk, at begge forudssetninger (52) og (53) er opfyldt, nar
f € C™(]0,7]) med alle randveerdier af orden op til m lig med 0. For hver
af dem er det dog tilstrackkeligt at “hveranden” randveerdi er 0. Forudsaet-
ningerne er ogsa opfyldt, nar f € HJ* ([0, w]), jvi. (44).

Lignende resultater kan vises for multiple sinus- og cosinusrekker, ved
brug af Seetning IV 4.7. For eksempel geelder der, at nar man til f €
Ly([0, 71]%) knytter den ulige periodiske forlengelse f med hensyn til alle vari-
able (man forlenger forst m.h.t. x1, dernaest x5, osv.), sa stemmer den mul-

tiple trigonometriske Fourierraekke for f i sinus-cosinus formulering overens
med den multiple sinusraekke

f(z) = Z bn(2/7r)k/2 sinnixy -« - SINNETy, (54)
neNk
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pa [0, 7]¥; idet alle led med cosinusfaktorer forsvinder. (Og hvis vi omskriver
(54) ved indsettelse af sinnjz; = (2i)~(e™i% — e~"i% ), giver hvert led
2% led, hvis koefficienter har numerisk veerdi 2% gange de foreliggende.)
Da systemet {(2/7r)"3/2 sinnqxy - - -sinngTy b,ene €r et ortonormalsystem i
Ly([0,7]%), og enhver funktion f € Lo([0,7]*) er sum af en raekke udviklet
efter dette system, ifglge ovenstaende, er det et fuldstendigt ortonormalsys-
tem (jvf. Seetning IV 1.14). Hvis nu

D A+l 2 (ba| < oo, (55)

neNk

for et | € Ny, sa konvergerer rackken (54) og dens ledvis differentierede rackker
af orden op til [ absolut og uniformt pa [0, 7]*, mod f og dens afledede, idet
(55) er majorantraekke for dem alle. Endvidere ses som i beviset for Seetning
IV 4.7, at (55) geelder, hvis

D (L4 |Inl)"|bn]? < oo, for et m > 1+ k/2; (56)

neNk

og at dette er sikret hvis f € C™(T*) med m > | + k/2. Betingelsen (56)
svarer netop til betingelse (4) 1 IV §4.2, der ogsa kan udtrykkes alment som at
ftilhcﬁrer rummet H™ (T¥) defineret i slutningen af IV §4.3. En tilstreekkelig
betingelse for at f € C™(T*) (og dermed H™(T¥)) er, at f € C™([0, 7)) og
de afledede op til orden m (inklusive f selv) er lig med 0 pa randen.

Vi har dermed:

Szetning 1.15. Lad f € L([0,7])*), og betragt dens multiple sinusrackke
(54).

1° Hvis koefficientfolgen opfylder (55), konvergerer raekken (54) og dens
ledvis differentierede rackker af orden op til I absolut og uniformt pa [0, 7]*
mod f og dens tilsvarende afledede. Det er tilstraekkeligt for (55), at (56)
geelder.

2° Hvis f € C™([0,7]*) med m > 1+ k/2, og f samt dens afledede op til
orden m er lig med 0 pa randen af [0, 7]*, sd geelder (56) og dermed (55).

Som i det éndimensionale tilfselde kan forudsasetningerne om f i 2° svaekkes
noget. Dels behgves ingen sarlig randbetingelse pa dem af de afledede, der
forleenges som lige funktioner. Dels kan man vise, at det er tilstraekkeligt, at
de afledede op til orden m — 1 er 0 pa randen for at f opfylder (56) (dvs.
tilhgrer H™(T*)).
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Opgaver til §1.

1.1. Vis, at a(z)u”(z) + b(z)u' (z) + c(x)u(z) = F(x), hvor a,b,c, F €
C([e, B, R), a > 0, kan bringes pa selvadjungeret form —(pu')’ 4+ qu = f.
(Vink. En analyse af den gnskede form viser, at det primeert drejer sig om
at finde en positiv funktion p(z), sa p'(z)/p(x) = b(x)/a(z). Seet P(z) =
log p(z).)

1.2. Find Igsningen til begyndelsesvaerdiproblemet

v —2u=¢€", forz>0,
u(0) =1,
u'(0) =0.

1.3. Vis, at Green’s funktion G(z,y) for fast y €]a, 3] er kontinuert og
stykkevis C? som funktion af z, og

D 9 1
i{% %g(%y) - i% %g(%y) = @

1.4. Eftervis pastandene i Eksempel 1.2 og 1.4.

1.5. Find Green’s funktion hgrende til problemet

—u" +u=f(x), forxzel0, ],
u(0) =u(m) =0.

Beskriv lgsningen til problemet.

1.6. Find Green’s funktion hgrende til problemet

—((14+2)*) 4u= f(z), forxzec]0 1],
u(0) =u(l)=0.

Beskriv lgsningen til problemet.

1.7. Vis at 01f = 9(f(z) — f(a) — %(x — ) + % Find
konstanter ¢1, co og c3 for hvilke (36) og (37) geelder.

1.8. Vis uden brug af 9, at nar g € Lo(J), J = |a, f], sa vil fof g(s)ds =0
for alle z € J medfgre g = 0 n.o. i J.
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(Vink. Man kan antage, at g er reel. Vis, at fj gtds = fj g~ ds for alle
a <z <y < B og dernaest, at de to mal g™m; og g~m; pa J stemmer
overens pa B(.J), samt endelig, at {z | g7 (z) > ¢~ ()} er en nulmeengde.)

1.9. Vis, at Cantor-Lebesgue’s funktion (jvf. Opg. II 5.28 og II 5.32) tilhgrer
c([0,1]) \ H' ([0, 1)).

1.10. Vis, at hvis ug er lgsning til (13), sa er Lou L ug for alle u € D(Lg).
(Man kan benytte (20).)
Vis, at hvis ug kan veelges # 0, har (10) ingen lgsning for f = uy.

1.11. Idet N € N, skal man finde samtlige funktioner u € C?(R), der lgser
v’ = N?u.

Vis, at de lgsninger, der er 0 i et givet punkt a € R, kan skrives pa formen
csinh N(z — a). Find de lgsninger, der opfylder u(z) — 0 for x — +o0.

1.12. Undersgg sammenhaengen mellem udviklinger efter systemet
(2/m)k/2sinnix, - - -sinnga, n € NF og efter systemet e™*, n € ZF, i
detaljer.

1.13. Udfgr detaljerne i beviset for Seetning 1.15.

1.14. Lad m > 2+k/2. Lad f € C™([0, 7]*), med alle afledede af orden < m
lig med 0 pa randen af [0,7]*. Vis, at nar f har den multiple sinus-raekke
(54), sa er (idet A = §%/0x3 + - -+ + 9*/0z3)

~Af = Z ||n||2bn(2/7r)]‘“/2 sinmixy - --SinNETy.
neNk

1.15. Lad f € CY([0,7]*) for et | € Ng, med alle afledede af orden < [ lig
med 0 pa randen af [0, 7]*, og lad f have den multiple sinusraekke (54). Man
sgger en lgsning til problemet

Au=f ph [0,
u=0 pé’a([oaﬂ-]k)a

k/2

med sinusreekken u(x) = > i €a(2/m) #sinnyay - - -sinngay. Vis, at hvis

[ > k/2, og u veelges med
In]l

(sml. med Opg. 1.14), sa er u lgsning til problemet.

Cn, for n € N*
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§2. Sturm—Liouville teori

2.1. Det regulaere Sturm-Liouville problem.

Vi sa i IV §§2.2-3 hvorledes ortogonalsystemet {€®}, c7 i La(T) kunne
bruges til at diagonalisere differentialoperatorer, idet f.eks. %d/ dx blev til
multiplikation af den n’te Fourierkoefficient med n (Ssetning IV 3.16), og
d? /dz? blev til multiplikation med —n? (Opg. IV 3.10-11). Hver af funktion-
erne u(x) = e har altsa f.eks. den specielle egenskab, at —d?/dx? virker
pa dem som en simpel multiplikation, dvs. sender hver af dem over i et mul-
tiplum af sig selv:

—u” =n’u, naru =" neN,. (1)

Funktionerne e siges at vaere egenfunktioner for operatoren —d?/dx? med

definitionsmeengde C%(T), idet —d?/dx? far dem til at reproducere sig selv

med en faktor n?; og faktoren n? kaldes den tilhgrende egenverds.
Ligningen

—u'" = Au, (2)

betragtet alene, har for ethvert A € C et todimensionalt rum af Igsninger. Det
kan for eksempel beskrives som fglger, idet vi skriver A som u? for passende
L

U = ¢y sin px 4 co cos px, nar A # 0, p = X; 3)

u=c1T + cg, nar A = 0.
Men nar yderligere betingelser palsegges, indskraenkes mulighederne for A.
Funktionerne e'*, der optradte ovenfor, var palagt et krav om periodicitet,
eller, set fra et synspunkt for funktioner pa intervallet [—m, x|, en rand-
betingelse

u(—m) =u(n), u'(-m) =1 (n). (4)

Man kan vise, at nar lgsningerne til (2) beskrevet i (3) paleegges kravet (4),
indskraenkes mulighederne til funktionerne u = ¢; sinnz + cp cosnz, n € N,
og u = c¢. Med den komplekse skrivemade udger disse funktioner systemet
cne™ +c_,e”™* n e Ny. (Jvf. Opg. 2.16.)

I stedet for betingelserne (4), der er knyttet til periodicitet, kan vi se pa
randbetingelser af typen indfgrt i §1.2. Betragt for eksempel problemet: Find
A€ Cogu#0,saat

_u//(x)

u(0)

()

Au(z) pa [0,7],
u(m) =0.

De funktioner u der lgser (5), bortset fra funktionen u = 0, kaldes egenfunk-
tioner for (5), og de tilhgrende veerdier af A kaldes egenverdier. For A = 0
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har (5) kun nullgsningen, sa A = 0 er ikke egenveerdi. For A # 0 bruger
vi fremstillingen i (3). Betingelsen u(0) = 0 giver at co = 0. Betingelsen
u(m) = 0 giver herefter, at © ma vaere et helt tal. Idet sin(—nx) = —sinnz,
behgver kun positive hele tal medtages, og den generelle lgsning til (5) er
altsa ¢y sinnx, n € N. Vi har vist:

Lemma 2.1. Problemet (5) har netop folgende ikke-trivielle lgsninger:

u(z) = csinnz, medn € N ogc#0; herer \=n

(5) er et specielt tilfeelde af det generelle problem, vi nu skal behandle,
og hvor differentialoperatoren er pa formen (1) i §1.1. (5) kunne abenbart
lgses “ved handkraft”, mens vi for de generelle problemer snarere kan finde
kvalitative egenskaber ved lgsningerne.

Bemeerk, at skaren af funktioner {sinnz},cn er os velkendt som et fuld-
steendigt ortogonalsystem i Lo ([0, 7)), jvf. Opg. IV 2.9 og §1.4. (Vi siger, at
et ortogonal-system er fuldsteendigt, nar elementerne er # 0 og ved normer-
ing giver et fuldsteendigt ortonormalksystem.) Derfor kan ethvert element i
Lo ([0, ]) udvikles i en Fourierrackke efter systemet. Dette vil give en diago-
nalisering af —d?/dz? (betragtet pa funktioner der opfylder u(0) = u(rw) = 0)
— i stil med diagonaliseringerne i Opg. IV 3.10-11.

Ogsa for de mere generelle problemer vil vi finde, at egenfunktionerne
udggr et fulsteendigt ortogonalsystem, som diagonaliserer den forelagte ope-
rator med randbetingelser.

Definition 2.2. Lad I =]a, 8[# @; oglad J =T = [a, f3].

Lad p € C1(I,R) med p > 0, og lad q og 0 € C(I,R) med ¢ > 0 og o > 0.
Sturm-Liouville problemet (S.-L. problemet) hgrende til p, ¢ og o bestar i at
finde ikke-trivielle funktioner u, kaldet egenfunktioner (eller egenvektorer),
og tilhgrende tal A, kaldet egenverdier, saledes at

—(pu') +qu=Xou pal,

(6)

u opfylder en randbetingelse ved a og (3.

Problemet kaldes regulert, hvis tillige p € C1(J) og q, 0 € C(J) med p > 0 og
0 > 0 pa J (dette vedrgrer opforselen i « og (3); sa benyttes randbetingelsen

u(ar) = u(f) =0, (7)

eller mere generelt Byu = Bou = 0 som i §1.2 (11)—(12). Hvis p, q og ¢
ikke opfylder betingelserne i a og 3, kaldes problemet singulert, og rand-
betingelsen er en saerligt tilpasset generalisation af (7) ff.
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Vi behandler i detaljer den simpleste randbetingelse (7), hvor altsa
Biu =u(a), Bau=u(f). (8)
I det reguleere tilfelde medfgrer hypoteserne, at
cp <p(x) < Oy,
Cp = max p(z
Cy, = maxq(z

J
Cy = max o(z

AAAO

Om u forudsattes at de forskellige operationer har mening, dvs. u skal
have to afledede i en passende forstand. Nar vi skriver fgrste linie i (6) som

(pv') =(¢—AoJu pal, (10)

ser vi, idet ¢, o og u er kontinuerte, at for regulaere savel som for singuleere
problemer skal pu’ € C'(I) og dermed u € C?(I) — selvom u fra starten
blot sgges i f.eks. H?(.J). Den mere generelle definition af afledede i §1.3 er
altsa overflgdig for selve egenvaerdiproblemet; men den vil veere nyttig i den
omkringliggende teori og i anvendelserne.

For de regulzere problemer medfgrer (10) at u € C?(J), da (¢ — Ao)u €
C(J) og1/pe CL(J).

Ved singulaere S.-L. problemer giver (10) i stedet nogle betingelser pa
opforselen af v’ og u” ved o og (3, som afthaenger af greenseforholdene for
p, q og 0. Nogle vigtige specialtilfeelde behandles i §3, men vi afstar fra en
systematisk diskussion.

I resten af dette afsnit samt © §2.2 og §2.3 betragtes et requlaert S.-L.
problem.

For Lo(J) vil vi betegne norm og skalarprodukt ved ||-|| og (-, -). Herudover
vil vi benytte Hilbert rummet (jvf. Eksempel IV 1.9)

= Lo(J, o(x)dx), med skalarprodukt og norm

, (11)
/f (@) de = (of.0), |flo= (£, 1)E = Ivafl

(Fra nu af benyttes den almindelige skrivemade, hvor Lebesgue malet angives
som dz, nar x er den variable.) Pa grund af (9) er

collfI7 < HIFIZ < Coll FII7, (12)
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hvilket viser, at rummet H, (af funktioner fastlagt n.o.) har de samme e-
lementer som Lo(J) = Lo(J,dx) og blot er forsynet med en anden norm
sekvivalent med normen i Lo(J). Vaerdien af skalarproduktet har imidlertid
betydning for udseendet af den adjungerede til en operator. (For singuleere
problemer kan H, # Lo(J).) Igen er C2°(1) taet i H,.

Lad L veere operatoren i H, defineret ved

D(L) = {u € HX(J) | u(a) = u(8) = 0},

Lu = é(_(pU')' +qu), for u € D(L). (13)

Bemaerk, at L = %Ll (specielt D(L) = D(Ly)), hvor L, er operatoren indfert
i§1.3 (43), med (8).

Sturm-Liouville problemet er nu problemet at bestemme de mulige vaerdier
af A € C ogue D(L)\ {0}, for hvilke

Lu = \u. (14)
Vi kalder L Sturm-Liouville operatoren. Som allerede vist, vil funktioner

u € D(L), der lgser (14), tilhgre C?(J).
Sammen med L vil vi betragte den sesquilinezre form

B
lu0) = [ (ou'o’ + que) do = (pu' /) + (qu, v); (15)

udtrykket er veldefineret for u og v € H(J).

Seetning 2.3.
1° For uw € D(L) ogv € H}(J) er

(Lu,v), = l(u,v).
2° Der findes konstanter Cy > ¢y > 0 og ¢(, > 0, sa at

lu,u) < C'0||u]|%[1u) for v € H'(J),

Uu,u) = collully og l(u,u) = chllullzp sy forue Hy(J).
Specielt er [(u,v) et skalarprodukt pa Hi(J) sekvivalent med det seedvanlige
H'-skalarprodukt pa H}(J).

3° L er en symmetrisk operator i H,, altsa

(Lu,v), = (u, Lv),, for u,v € D(L);
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og L opfylder positivitetsuligheden

(Lu,u), > CQHUHZ, for uw € D(L).

Bevis. 1° fas ved anvendelse af Lemma 1.9: For v € D(L) og v € H}(J) er

(Lu,v)p — l(u,v) = (=01 (pdhu) + qu,v) — (pdiu, 01v) — (qu,v)
= ~[pu'2]} =0,

da v(a) = v(B) = 0.
2° fglger af ulighederne i (9) samt Lemma IV 3.8: For u € H(J) er

H(u, u) < Cpllu'[|* + Collul]* < max{Cy, Co}llullZ sy,

hvilket viser den forste ulighed. For u € H}(J) er u(z) = [ u/(s)ds, hvor
Lemma IV 3.8 kan anvendes, hvormed (jvf. (12))

Cp

Cp 2 2
——||u||* > —5=]||ul||Z, og
Gl 2 G g Il

c . 1
H(u,u) > %%HUIHQ + %WHUW > %Cp mln{l, W}HUH%%}),

() > eyl > >

hvilket viser de andre uligheder. For u, v € HJ(J) opfylder I(u,v) klart
reglerne for et skalarprodukt, og det er sekvivalent med det givne pa grund
af de viste uligheder.

3°. Da D(L) C H(J), fas af 1° og 2°:

(Lu,v)p = l(u,v) =1l(v,u) = (Lv,u)g = (u, Lv),,

(Lu,u)p = U, u) > collull3,

for u,v € D(L); dette viser 3°. [

Veerdierne af ¢y og ¢}, kan forhgjes lidt ved brug af Opg. IV 3.13 eller Opg.
2.2. Nar ¢ > 0, kan veerdierne ogsa forhgjes.

Det fremgar af Korollar 1.8, at D(L) N C*°(J) og dermed D(L) er tet i
H}(J). — I de singulzre tilfzelde behgver I(u,v) ikke veere sekvivalent med
skalarproduktet pa H}(J); man sgger da i stedet at definere et Hilbert rum
V med l(u,v) + (u,v), som skalarprodukt, ved fuldsteendigggrelse af D(L).
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Saetning 2.4.

1° Alle egenveerdier for L er reelle og > 0 (de er > c¢y). Enhver egenvaerdi
A er simpel, dvs. der findes en egenfunktion uy, sa de gvrige egenfunktioner
med egenveaerdi \ er multipla af uy; her kan uy velges reel.

2° Nar u og v er egenfunktioner hgrende til forskellige egenvaerdier, er de
ortogonale i H,, dvs. (u,v), = 0.

Bevis. 1°. Nar A er egenvaerdi, findes u € D(L) \ {0}, sa Lu = Au. Da
(Lu,u)y = Mu,u)o = Alull3,
er, ved Saetning 2.3,

1 l(u,u)
= ——(Lu,u), = > ¢p.
3 © i3

A

Bemszerk nu, at alle egenfunktioner v hgrende til egenvaerdien \ skal opfylde

s[=(v) +qu] =M =0 pal,
v(a) =0, (16)
v'(a) = ¢

med ¢ # 0. De to forste linier fglger af at v skal tilhgre D(L) og opfylde
Lv = \v, og den tredje ses af at v skal veere forskellig fra nulfunktionen; her
ville ¢ = 0 medfgre v = 0 pa grund af entydighed for lgsningen af begyn-
delsesvaerdiproblemet behandlet i §1.1. Lad uy vaere lgsningen til (16) med
¢ = 1; sa er u), reel ifplge Seetning 1.1 (bemaerk at % — A er reel), og lgsningen
for andre veerdier af ¢ er netop cuy (igen pa grund af entydigheden). Hermed
er 1° opfyldt.

2°. Lad nu u og v veere egenfunktioner hgrende til forskellige egenvaerdier
A og u. Sa er

()‘ - ,LL)(U,U)Q = (Lu7 U)Q - (U, LU)Q =0

ifplge Seetning 2.3 3°, hvoraf sluttes at (u,v), =0,da A —p#0. O

Eksempel 2.5. For [o, 5] = [0,a], p = 0 = 1 og ¢ = 0, fas det simple
eksempel, hvor

Lu= —u", D(L)={ue H*([0,a]) | u(0) =u(a) =0},
l(u,v):/o u'v’ dz.

Her er flully = ullacr) o8 1 w) = [l — Il o wighedeme
i Seetning 2.3 geelder med Cp = 1, ¢g = 1/a? (ved Lemma IV 3.8) og
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¢;, = 2min{l,1/a*}. Egenverdierne og de normerede egenfunktioner ses
ved direkte udregning (som i Lemma 2.1) at udggre en numerabel folge:

An = (%)2, hgrende til e, (z) = (2/a)% sin %Ta:, n € N.

Som en sarlig konsekvens af Sezetning 2.4 1° far vi, at Lu = 0 kun har
nullgsningen. Det medfgrer, at det homogene problem §1.2 (13), med B; og
By valgt som i (8), kun har nullgsningen. Sa kan hele analysen fra §1.2-3
overfgres til L:

Lad Ly og L; veere operatorerne defineret i §§1.2-3 med (8). Der findes
en Green’s funktion §1.2 (15), og Lo og L; er injektive, med inverserne G
og G1. Da Lu = %Llu, har L inversen G defineret ved Gf = G1(of). G er

en begreenset operator i H, (altsa G € B(H,)), da G; er begreenset i Ly(J)
(jvf. §1.2 (23)) og

IGflle = [VeG1 (eIl < VCollGillV/Collvefll = CollGullll fl-
G er symmetrisk i Hy, da L er det: For f,g € Hy, u=Gf, v=_Gger
(Gfa 9)9 = (U7LU)Q = (Lua U)Q = (f? Gg)@?

ved Seetning 2.3 3°. (Man kan ogsa vise symmetrien direkte ved en variant
af §1 (24)). Da G € B(H,), er G da ogsa selvadjungeret i H,; og sa er L
ligeledes selvadjungeret i H,, ved Lemma IV 3.15.

Hermed har vi opnaet:

Korollar 2.6. Ligningen Lu = 0 har kun nullgsningen i D(L). Endvidere
er L en bijektion af D(L) pa H,, med invers G = G1p € B(H,), saledes at

B
L —Gf = / G(e.9)f(y)oly) dy, for f € H,

hvor G er funktionen indfert i §1.2 (15), for L.

G og L er selvadjungerede i H,.

Da alle egenveerdier for L er # 0, er de reciprokke tal netop egenveerdierne
for G, med de samme egenfunktioner, idet

1
Lu=Xu <= u=\Gu <= Gu= e (17)

Nar u er reel, kan den midterste ligning i (17) ogsa skrives

—A/ G(z,y)u(y)o(y) dy, eller
u(z) = MG(x,-),u),, for hvert z € J.

(18)

Vi benytter denne omskrivning i den videre analyse af egenvaerdier og egen-
funktioner.
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Lemma 2.7. For ethvert endeligt saet A1, ..., \, af forskellige egenvaerdier
geaelder
"1 8 B )
> 1z < / / G (z, y)|[*o(z)o(y) dzdy.
k a a
k=1
Beuvis. Lad uq,...,u, veere et til A1, ...\, hgrende system af egenfunktioner,

valgt sa ||ug|l, = 1 for alle k. Ifglge Seetning 2.4 2° er det et ortonormalsy-
stem. For hver af funktionerne og for hvert x har vi ifplge (18)

1
)\_kuk(x) = (g(xv ')7 uk)@'

Dette viser, at for hvert = har G(z,-) Fourierkoefficienterne /\—lkuk(ar) efter
ortonormalsystemet uq, ..., u,. Ifglge Bessels ulighed er da

Z})\—Uk(w)\ < G(z, )3,
k
k=1
for hvert z. Ved multiplikation med p(x) og integration fas
B B ) B )
|| 16 wPe@ety) dedy = [ 166 ) 2e(w) dz

Bn. 1 n .
> / Z | —up(z)[o(x) dw = E Sllull? = Z .
¢ M Ak AL

hvilket viser uligheden. []J

Saetning 2.8. 1° Hvert begraenset interval af den positive halvakse inde-
holder hgjst endeligt mange egenveerdier for L; dvs. maengden af egenveerdier
er enten endelig eller udggr en folge, som konvergerer mod +oc.

2° Lad w = antallet af egenveerdier for L (w < +00), og arranger maengden
af egenveerdier som en voksende fplge {\,}*_,. Da geaelder

i | B B
~— < G(x, 20(z dxdy.
S5as [ 6w dry

Bevis. Lad a > 0. Hvis der var uendeligt mange egenveerdier i |0, a], fandtes
der specielt en folge {)\)}52, af egenveerdier i |0, a]. For denne ville geelde

n

1 1
Zﬁzng—u)o for n — o0,
j=1"1
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i modstrid med Lemma 2.7. Da der for hvert a kun er endeligt mange
egenveerdier i |0, a], er meengden af egenveerdier enten endelig eller numer-
abel, i sidste fald med +o0o som graenseveerdi. Uligheden i lemmaet medfgrer
nu ogsa uligheden i 2°. [

Vi skal nedenfor vise, at w = oo, og vil derfor allerede nu erstatte w med
oo. Vi vil altid ordne egenveerdierne {\,}>2; i en voksende fplge

D<A <A< <A <oen (19)

Med e, (x) betegner vi en til A\, hgrende normeret reel egenfunktion; sa er
{en}22; et ortonormalsystem i H,.
Hovedresultatet af de naeste to afsnit er:

Saetning 2.9. L har uendeligt mange forskellige egenveerdier (19), og de
tilhgrende normerede egenfunktioner e,(x), n € N, udger en ortonormal
basis for H,.

Der geelder altsa foru € Hy, atu =" - (u,ep),en I H, (0g dermed ogsa
i La(J)). Naru € HE(J), konvergerer reekken mod u i H}(J), og dermed
uniformt.

Egenvardierne er bestemt ved folgende maximum-minimum formler:

I(v,v)
A= max R TR
dim X=n—1 SJ_X ¢

hvor l(u,v) er den til L hgrende sesquilineaere form (9).

Udtrykket for A, kaldes ofte den n’te Rayleigh koefficient.

2.2 Bestemmelse af egenveerdier og egenfunktioner, diagonalise-
ring.

Som bemaerket ovenfor i (17), er det at sgge egenveerdier A for L aekvivalent
med at sgge egenveerdier 1 = 1/\ for G; de tilhgrende egenfunktioner er de
samme. Svarende til (19) ordner vi egenveerdierne for G i en aftagende fglge

1 > g > > gy > > 0. (20)

I det folgende gennemgas en bestemt procedure til at finde egenvaerdierne;
det er her en vasentlig fordel, at vi har faet problemet omformuleret til et
problem for den begrznsede, overalt definerede operator G. Proceduren er
almengyldig, men i konkrete tilfaelde vil man ofte finde egenvaerdier og egen-
funktioner pa anden made, ved sezerlige udregninger knyttet til det specifikke
problem.
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Det vil blive udnyttet, at H, ligesom Lo(.J) er et rum af uendelig dimen-
sion. Som en konkret begrundelse kan man f.eks. for [a, 3] = [0, a] pege
pa ethvert af de linezert uafhaengige systemer {e""*/a}, 7 {z"},cn, eller

{1[a/2”+1,a/2"]}n€N0-
Vi gar nu i gang med undersggelsen af G. I beviset har vi brug for folgende

to lemmaer.

Lemma 2.10. For ethvert underrum X af H, geelder

sup{ [(Gf,9)ol | f,9 € X, [ fllos llglle <1}
:Sup{(Gfaf)Q | f € X, HfHQ < 1}

Specielt er
|Gl = sup{ (G, flo | f € Hp [ fllo <17}

Bevis. Det sidste udsagn fas af det forste for X = H,, jvf. IV §3.1 (3). I det
fgrste udsagn er uligheden ‘>’ oplagt. For at vise ‘<’ bemeerker vi, at da
I(u,v) er et skalarprodukt pa H}(J), og dermed opfylder Cauchy-Schwarz’
ulighed, far vi ved at sette u = Gf, v = Gg (de er i D(L) C H}(J)) og
benytte Seetning 2.3 1°,

(G f,9)el* = |(u, Lv)o|* = [U(u, 0)[* < 1(u,u) U(v, v)

= (u7 LU)Q (Uv LU)Q = (Gf7 f)Q (Ggag)e
<max{(Gf, )5, (Gg,9)2},

hvoraf uligheden fglger. [J

(Uden neermere uddybning vil vi lige naevne, at argumentet i lemmaet
viser, at (G'f, g), er et skalarprodukt pa H,; men det er ikke sekvivalent med

<f7 9)9)

Lemma 2.11 (Rellich). Hvis en folge {f,}nen er begraenset i H}(J), sa
har den en delfolge der er konvergent i Ly(J) og dermed i H,.

Beviset er henlagt til Opg. 2.8-9. Lemmaet er et specialtilfeelde af en al-
men szetning for Sobolev rum over begraensede maengder i R*, som oprindeligt
skyldes F. Rellich (1930).

Det afggrende skridt i beviset for eksistensen af egenveerdierne er nu fgl-
gende:

Saetning 2.12. Operatornormen af G, der ogsa (jvf. Lemma 2.10) er lig med

p=sup{ (Gf, fo| f € Hyllfllp, <1},
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er egenveerdi for G; det er den storste egenvardi, og supremum antages ved
en til ;i horende normeret egenvektor.

Beuvis. Hvis p er egenveerdi, ma det veere den stgrste, altsa py, idet der for
en til y,, herende normeret egenvektor e, geelder (Ge,,en), = fin < p1.
Vi skal vise at der findes en ikke-triviel vektor f € H,, sa Gf = puf. Pr.

definition af y findes der en folge af elementer f, € H, med | fill, < 1, sa
at (Gfk,fk)g — u for k — oo. Da p > 0 (fordi G ikke er nuloperatoren),
ma (G f, fk)g > 0 og ||kaQ > 0 fra et vist kg; ved omnummerering kan vi
opné at det geelder for alle k. For f = fi/|lfx|l (med norm 1) har vi, da
[ Felle <1, at (Gx, fi)o < (GFis fi)o < 1, hvormed

(Gfrs fr)og — 1, for k — o005 || fxll, =1 for alle k.
Lad ur = G fy (og dermed fr = Luy), sa gaelder
Wug, uk) = (uk, Luk)o = (Gfk, fr)o — 1
Ved Saetning 2.3 2° er uy, en begraenset folge i Hj(J), idet
collurlF .y < Uuns ur) = (G iy fr)o < 1,

og Lemma 2.11 medfgrer da, at uy har en konvergent delfslge uy; i H,, altsa
der findes et v € H,, sa

Gfr, =ur; —viH,for j — oco.
Nu geelder

1G fr, — S, 12 = 11G fi, 112 = 20(G fr; » fr;)o + 12 (1)
— el = 22 + 2 = ol — 2
Da |G fr,lle < [IGIlIfx;1le = 1 (jvE. Lemma 2.10), er
Jollo = T Gl < .
Sa er det sidste udtryk i (21) <0, og dermed ||v||, = i, og det folger, at
G fr; = 1fw;llo — 0 for j — oc.

Da p > 0, slutter vi heraf, at f, konvergerer mod %v i H,, og endelig, at
HivHQ =1 og, da G er kontinuert,
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dvs. pu er egenveerdi for G med normeret egenvektor %v. Specielt er

(G(Av), o), =p. O

n
Den naeste egenveerdi kan nu bestemmes saledes:
Vi ved, at alle egenvektorer hgrende til p; er proportionale med e; (jvf.
Saetning 2.4 1°). Lad os betegne

X1 =span{ei}; Hpy = X,
det ortogonale komplement i H,. Nar f € H(y), er Gf € Hy), thi

(Gf,e1)o = (f; Ger)g = ma(fe1) = 0.

Lad G ;) veere restriktionen af G til H(;), det er sa faktisk en operator i H;);
og den er begraenset, altsa tilhgrer B(H(1)). Pd denne anvender vi nu igen
argumentet fra Setning 2.12. Lad

r=sup{ (Gf, flo| f € Huy, [Iflle <1}

Hvis x er egenveerdi for G ;) (og dermed for GG), ma den vaere lig med s,
da es L ey, og (Gf, f), skal veere stgrst mulig. Ved Lemma 2.10 er « lig
med operatornormen af G(1y € B(H(y)), og ved Lemma 2.11 kan en fglge af
elementer fr € H(;) med || fx]|, = 1 og

(Gayfe, fr)o = (Gfrs fr)o — K,

udtyndes til en delfglge f;, for hvilken forst G f;, — w, og derneest fr, —
1

K

w, sa %w er normeret egenvektor hgrende til .
Pa denne made fortsaettes. I det n + 1’te skridt saettes

X, =span{ey,...,e,}, Hy) = Xt

og restriktionen G,y af G til H,) sender dette rum ind i sig selv: Nar
f € Hy,y, er Gf € H(,, idet der for alle linearkombinationer >~/ ; ciey
gaelder

(Gf, > cker)o = (f, G Y crer)o = (f, 2 rcrer)o = 0.

(Man siger, at H(,) er invariant under G.) Saer G,y € B(H(,)), og vi finder
Hn+1 SOM
pn1 = max{ (Gf, flo | f € Hiy, Iflle <1},

med tilhgrende egenvektor e, 1, for hvilken maximum antages.

Processen hgrer ikke op, for hver gang vi har fraspaltet et endeligdimesion-
alt Tum X, er der et uendeligdimensionalt rum H, tilbage, hvor G, har
positiv norm (da G er injektiv). Altsa far vi en uendelig folge af egenveerdier;
den gar mod 0 ifplge Seetning 2.8.

Med en lille omskrivning har vi vist:



2.13

Seetning 2.13. GG har uendeligt mange egenveerdier. Den n’te egenveerdi
bestemmes ved

oy = max{ ( HJJCC,HJ;) ’f € H,\ {0}, (f,ej)p=0for1<j<n-— 1}, (22)
hvor maximum antages ved en tilhgrende egenvektor.

Bemarkning 2.14. Nar formlen (22) anvendes, kan man ferst finde den n’te
egenveerdi, nar man har fundet alle de foregaende egenfunktioner. Men vi
kan erstatte (22) med formlen

(Gf, f)

. 4
= min max T nrno 23
tnT XCH, genNoy 2 .
dim X=n—1 flX

der definerer egenvaerdierne uathaengigt af hinanden. Vedr. hgjre side be-
mearkes, at man ved at anvende Seetning 2.11 pa Px.G kan vise, at det
naevnte maksimum antages (for hvert underrum X). Endvidere, nar X =
span{zy,...,Tn_1}, hvor x1,...,z,_1 er et vilkarligt linesert uatheengigt seet,
sd kan man i X+ finde en enhedsvektor af formen v = c1e1 + - - - + cnen (da
1, ..., Cn skal lgse n—1 homogene ligninger med n ubekendte), og denne har

(Gv,v) ZGCJGJ,ZCkek ZMJ‘CJ‘ >Mn2‘0ﬂ2

i<n k<n 1<n i<n

Altsd er maksimum over X+ af (Gv,v), = (Px1Gv,v), (med |[v] < 1) et
tal > u,. Dette viser, at hgjre side i (23) er > hgjre side i (22).

Pa den anden side er det klart, at hgjre side i (23) ma vaere < hgjre side
i (22), da minimum tages over en stgrre maengde af tal.

(23) kaldes ofte min-max princippet.

Endelig vil vi vise:
Saetning 2.15. Systemet {e, }nen er fuldstaendigt i H,.

Bevis. Betragt forst et uw € D(L), og seet f = Lu. Lad u—3Y_,_, (u, ex) ex =
Uy, S& er

fn - Lun - f - Z(u7ek)gLek - f - Z(f7 ek)gek7
k=1 k=1

da (u,er)oLer = (u,ep)orver = (u, Leg)per = (Lu,ex)oer = (f,er)o€k-
Altsa ligger savel u,, som f,, i rummet H,) defineret overfor, sa

HunH?) < CO_ll(unaun) = Cal(unaLun)g = Cal(an, fn)g

< Calﬂn+1||fn’|2 < CalunﬂHin — 0, for n — oo;
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vi har her brugt Ssetning 2.3 2° og Bessels ulighed. Dette viser, at Fouri-
erreekken for u konvergerer mod u i H,, nar u € D(L).

Da D(L) er teet i Hy, kan Fourierraekkens konvergens for vilkarligt f nu
fas saledes: Lad € > 0 og veelg u. € D(L) med || f —uc|l, < e. Saer, ved det
sidste udsagn i Bessels approximationssatning,

If - Z(f: er)othllo < IIf — Z(Usaek)gekHQ
k=1 k=1

n

< |f = uellg + llue — Z(uaa ek)oeklle
k=1
n

<etlue =3 (e en)genlly < 2,
k=1

for n tilstraekkeligt stor. (Denne del af beviset er helt analog til beviset for
seetning IV 2.10.) O

Med det fundne ortonormalsystem opnar vi en diagonalisering af L:

Saetning 2.16. Afbildningen F': f — {(f,en)o}nen er en unitaer operator
fra H, til {5(N). Den forer G over i multiplikation med p,,

Ff={ch}nen € lo(N) = FGf = {pncn}tnen € l2(N). (24)
F forer ligeledes L over i en multiplikationsoperator (nu med A, ), idet

F(D(L)) = {{Cn}neN € gZ(N) ‘ ZnEN |>‘ncn|2 < o0 }§ (25)
u € D(L) med Fu= {cp}nen = FLu= {\¢n}nen-

Bevis. At F er uniteer fremgar af Seetning IV 3.7. Nu har vi jo, at Ge,, =
ln€n, 0g heraf fas (24) straks, da G er en begraenset operator; for sa er

Gf = G(]\}i_r)nOO Z Cnén) = A}i_r}nooG Z Cnén
n<N n<N

= ngnoo Z Cnlin€n = Z(Nncn)en

n<N neN

Af (24) aflaeser vi imidlertid, at billedmeengden for F'G bestar af de folger
{a,} € £3(N) om hvilke der geelder, at ogsa {u. ta,} € £2(N), dvs. {\,a,} €
¢5(N). Da billedmengden for G er lig med definitionsmaengden for L, fas
fgrste linie i (25), og anden linie ses ligeledes af at L = G~1, eller direkte af
udregningen Lu = > (Lu, e,)pen = > (U, Lep)gen =Y Ap (U, €)p€n. O
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Diagonaliseringen (25) kan illustreres ved diagrammet af afbildninger

H, > D(L) —r . H,

| r|
(2(N,v) D £a(N, \2v) —* (5(N, v)

hvor v er teellemalet.
Med en lidt anden formulering viser (24) og (25):

Gf = nentn(fsen)oen, nar f € Hy,
Lu = ZnEN An(”a en)gen, nar u € D(L)

Bemarkning 2.17. Vi har ved anvendelse af Ssetning IV 3.12 for Lo (X, ) =
l5(N) (dvs. X = N med teellemalet), at multiplikationsoperatoren (hvor A, €
R, n € N)

A:{entnen — {Ancn}tnen, med

(26)

D(A) = {{cn}nen € L2(N) | X e [Ancnl® <00},
er selvadjungeret, som ubegraenset operator i £5(N). Dette stemmer med, at
L = F*AF er selvadjungeret i H,, jvf. Lemma IV 3.14.

Systemet af egenveerdier {\,}52, kaldes spektret for L. Fremstillingen
af L som en operator, der virker som multiplikation med )\, pa den n’te
Fourierkoefficient, kaldes ofte spektralfremstillingen af L.

I den systematiske teori for selvadjungerede operatorer i Hilbert rum vises,
at de altid kan bringes pa en lignende form. For nogle operatorer er der
simpelthen en Fourierrsekkefremstilling som ovenfor, ved oplgsning efter et
fuldstzendigt ortonormalsystem af egenvektorer, hvor operatoren virker mul-
tiplikativt pa hver egenvektor. For andre operatorer er der en mere indviklet
fremstilling som integraloperator, hvor malteori i Hilbert rum ma tages til
hjeelp; her ma vi henvise til den videregaende funktionalanalyse for detaljer.

Operatorer som G, der har en fglge af egenveerdier som gar mod 0, saledes
at det tilhgrende system af egenfunktioner er en basis for H,, hgrer til de
operatorer der kaldes kompakte i den almene teori.

Det er ikke altid bekvemt at skulle normere egenfunktionerne. I det
folgende siger vi ogsa, at et system af egenfunktioner er fuldstendigt, nar
blot elementerne er # 0 og det ved normering dannede system udggr en
ortonormal basis.
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2.3 Konvergensforhold, Rayleigh kvotienter.

Man kan vise, at Fourierudvikling efter egenfunktionssystemet for et re-
guleert Sturm-Liouville problem i mange henseender har lige sa gode konver-
gensegenskaber som udvikling efter det trigonometriske system.

Vi viser i detaljer et enkelt, men fundamentalt skridt i denne analyse,
nemlig at for u € H}(J) konvergerer Fourierraekken uniformt. Ved samme
lejlighed undersgges den rolle, rummet H}(J) spiller i sammenhzengen.

Fgrst mindes om, at H}(J) € C(J), og at konvergens i H}(J) medfgrer
uniform konvergens, jvf. §1.3 (36) (se evt. ogsa I §5.2).

Seetning 2.18. 1° Systemet af funktioner {v,}nen, hvor v, = \/lin €, =
\/Lx_ne”’ er et fuldstzendigt ortonormalsystem for H}(J), nar dette rum for-

synes med skalarproduktet [(u,v).
2° Der gaelder

Hu,u) = Anl(u,eq)o|?, for u € Hy(J), (27)
n=1

og Hi(J) bestar netop af alle funktioner u € H,, for hvilke hgjre side i (27)
er endelig. Nér u € Hg(J), konvergerer Fourierraekken Y, .\ (u, €,) €, mod
w i HY(J), og dermed uniformt.

Bewvis. T Seetning 2.3 2° er det vist, at {(u,v) er et skalarprodukt pa H}(J)
aekvivalent med det oprindelige. Da e, € D(L), geelder for alle k og m € N,

0 for k # m,

1 for k = m;

LWk, vm) = (Ly/B eyl €m) o = (= ks /Hmem) g = {

dette viser ortonormaliteten af systemet {vy} med hensyn til dette skalarpro-
dukt. Bemaerk nu, at der for u € H}(J) geelder

l(uv Uk) = (u7 ka)g = \/:u_k(u7 Lek)@ = \/Yk(uv ek)Q'

Fuldstaendigheden af systemet {vj}ren opnas ved at vi viser (7) i Seetning
IV 1.14: Nar u € H}(J) opfylder I(u,v;) = 0 for alle k, sa er, da Ay # 0,
ogsa (u,e), = 0 for alle k, og dermed u = 0 pa grund af fuldsteendigheden
af {ex }ren 1 H,. Dette viser 1°.

Parsevals ligning giver nu, for u € H}(J),

l(u,u) = Z | (u, Uk)|2 = Z Ak‘(uvek)g‘Qa
k=1 k=1
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hvilket viser (27). Altsa, nar v € Ha(J), er hgjre side i (27) endelig. Pa
den anden side, lad v € H, med hgjre side i (27) endelig, og lad s, =
Sor_q(u,er)oer; da ey, € D(L) C Hg(J), er s, € Hj(J). For n > m er

Z(Sn,_'snmysn _'SWJ = 2{: Ak|(uaek)g|27 (28)

k=m+1

s& s, er en Cauchy folge i H}(J), og har en greensevaerdi v dér, da HE(J) er
fuldsteendigt. Da konvergens i H}(J) medfgrer konvergens i H, (jvf. (12)),
haves ogsa, at s, — v 1 Ly(J), men her er greenseveerdien i forvejen lig med
u, sa vi slutter, at u = v € H}(J), og at s, — ui H}(J). Dette viser 2°. [

Hvis vi i ovenstaende bevis lader n — oo i (28), far vi:

lu— Sm,u— 8pm) = Z Ak (u, ek)o 2

k=m+1

Sammen med ulighederne i §1.3 (36) og Saetning 2.3 2°, giver dette:

lu = snll < efflu— Sn”flflu) < cf(cp) T (u = sp,u = 5)

29

=c3(ch)™ Z Mel(u, ex) o), for u € Hy(J); (29)
k=n-+1

en ulighed der vil vaere nyttig senere.
Det kan bemeerkes, at nar u € H} (J), fas Fourierudviklingen efter det nye
system ved en omskrivning af Fourierudviklingen efter det gamle:

U= Z(u,en)gen Z(u L\/pin €n) o\/fon €0 = Zl U, Uy )V

neN neN neN

Vi minder igvrigt om (jvf. §1.3 og Lemma IV 2.7), at funktionerene i
H{(J) er Holder kontinuerte med eksponent 3.

Man kan nu endvidere vise, at nar v € D(L), sa konvergerer s,, mod u i H?-
norm og felgen af forste afledede konvergerer uniformt, mm., se Bemaerkning
2.20 nedenfor. Der geelder ogsa resultater som i Kap. IV om punktvis kon-
vergens.

Ogsa andre randbetingelser end betingelsen u(«) = u(8) = 0 (jvf. Defini-
tion 2.2) kan analyseres som ovenfor. F.eks. behandles betingelsen u(«a) =
v (B) = 0 ved en meget lignende analyse, blot med H}(J) erstattet med
{ue H'(J) | u(a) = 0} (Opg. 2.6).
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Der findes en formel for egenvaerdierne, som er beslaegtet med (22) og (23),
men s@tter dem i relation til I(u, v):

)\ _ l<U7U)
" veminor I3
VL€1y..., €n—1 30
) l(v,v) (30)
= max min -7

XCH 1 5 -
amoer_y ves Ny ol

Hvert af disse udtryk kaldes ogsa den n’te Rayleigh kvotient. Egenveerdien
antages netop nar en egenfunktion indssettes som v.

Formlen kan udledes ved hjezlp af den diagonalisering, vi har etableret:
Den begrzensede multiplikationsoperator M i /5(N) defineret ved

M : {cn}nen — {pncn}nen,

er invers til A defineret ovenfor i (26), og den er en diagonalisering af G, dvs.

G = F~'MF. Lad os definere Mz € B(¢5(N)) som multiplikationsopera-
toren

1

M2 {Cn}nGN — {Vﬁzgcn}nGNa
og betegne F~IMzF = G2; s er M2 M2 = M og GGz = G. Endvidere
er G2 en isometrisk isomorfi af H, pa HJ(J), nar sidstnaevnte forsynes med
normen [(v, U)%, jvf. Seetning 2.18 2°. Altsd, nar v = G2 f, er

(0,0) = > Al (Wien)ol? = D [(Fren)ol” = I1£112

neN neN

Pa den anden side er

(GF.fe= D wnl(Fren)el* =D Win(fren)ol = G2 115 = [[0]]3.

neN neN

Talt ses, at
(G, f)o _ VI
Iz Uv,0)
Da f 1 ey,...,e,—1 hvis og kun hvis v L eq,...,e,_1, folger fgrste linie af
(30) nu af (22). Anden linie fas ved en generalisation som i Bemaerkning
2.14.

Formlen (30) er blandt andet nyttig ved sammenligning af egenvaerdierne
for forskellige Sturm-Liouville problemer (f.eks. hvor p(x) eendres til en stgrre
funktion), og ved sammenligning af egenfunktionerne hgrende til forskellige
egenvaerdier til det samme problem (Sturm’s sammenligningssaetninger). Vi
viser blot et enkelt resultat af denne art.

, nér f € Hyogv=G3f. (31)
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Saetning 2.19. For egenverdierne til det regulsere S.-L. problem (6), med
konstanter som i (9) og Satning 2.3 2°, geelder

) n?n? Co n?n?
P 2

for n € N.

Bevis. Hvis p(x) = q(z) = o(z) = 1, er S.-L. problemet simpelthen
—u" +u= X pa |o, B[, ula)=u(B)=0,

og den tilhgrende sesquilinezre form Iy opfylder lo(u,u) = |ul/3, (7)- Her

er egenfunktionerne proportionale med sin 7~ (z — «), og egenverdierne er
B—a ’

1+n?7?/(B—a)?, jvf. Eksempel 2.5. P& grund af (30) opfylder egenveerdierne

nm _ lo(u,u)
1+ — 5 = ax min 7
(B—a) XCH, wemj(n)\foy |lull
dim X=n—1 vl X

n € N. (32)

For det almene tilfeelde er ifplge (9) og Seetning 2.3 2°
colo(u, u) < l(u,u) < Colo(u,u),
collull® < llullg < Collull*;
og dermed

i lO(“? U,) l<u7 U) @ lO<u7 U)
Co Null® = flullf = co [lull®

for u € H)(J). (33)

Uligheden i saetningen folger da af (30), (32) og (33). O

Det interessante ved Seetningen er bl.a., at den viser at A,, i almindelighed
er af stgrrelsesorden som n?2.

Vedrgrende uniform konvergens af hgjere afledede har vi, for det sim-
ple S.-L. problem naevnt i Lemma 2.1 og Eksempel 2.5, nogle omfattende

oplysninger om konvergens af sinusrsekker i Seetning 1.13-14.

Bemerkning 2.20. 1 det fglgende skitseres en diskussion af uniform konver-
gens af ledvis differentierede Fourierrackker for generelle reguleere Sturm-
Liouville problemer. Hovedideen er at give kriterier for at rackken konvergerer
i et rum H”(J), hvoved den ogsé konvergerer i C*~1(.J), jvf. (41).

Det er neerliggende at definere operatoren L2 som inversen til operatoren
G2 indfert efter (30), altsé

D(L?) = {u| ey Mnl(u, en)p|? < 00} = HE(J),

L% U Z m(u7en)gen;

neN
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bemaerk at

IZ2ully = > VA (s en)* = Uu,w).

neN
Mere alment kan vi for hvert k € N definere L¥/2 ved

D(L*?) = {u | e Anl(u, €n)o* < 00},
LF2: 0 Z A2 (0, ) gl
neN

For k = 2 ser vi af (25) at L?/?2 = L. Mere generelt, nar k/2 = m er hel,
stemmer L*/2 overens med L™, der virker som L anvendt m gange, med
definitionsmaengden

D(L™) ={ue D(L)| L’u € D(L) for j <m —1} (34)
={uec H*™(J) |u(a) =u(B) =---= L™ tu(a) = L™ u(B) = 0}.
Nar k=2m+1, er
D(L*?)={ue D(L™) | L™u € D(L?) = H)(J)} (35)
={ue H(J) | u(a) = u(B) = --- = L™u(e) = L™u(B) = 0};
her er
ILF2u)2 =" X" (u, en)of® = (L™, L™ ).
neN
Ved brug af identiteten )
v = —QLu — Zi/u’ + gu
p p p

(hvor koefficienterne er begraensede kontinuerte funktioner), kan man vise,
da ||LUH§ => )‘2‘(“7en)9|27 at

neN 'n
lulln sy < 3 Wl en)ol? < Clulagyy, for u e D(L)
neN
med positive konstanter ¢ og C. Dette medfgrer, at for u € D(L) konvergerer
Fourierrekken i H(J) og da ogsd i C1(J), jvf. (41).
Hvis koefficienterne p(x), q(x) og o(x) er C*° funktioner pa I, kan analysen
viderefgres til vilkarligt hgje potenser, til at give at

crllulFney <D Anl(usen)ol® < CrllulFn ), for we D(LF?). (36)
neN

Det folger, at ndr u € D(L*/?), som beskrevet eksplicit i (34)—(35), konverg-
erer Fourierreekken mod u i H*(J) og dermed i C*¥=1(J).

Ovenstaende bemeerkning, samt beviset for (30), viser nytten af spek-
tralfremstillingen (25); den kan bruges til at danne funktioner af L, i dette
tilfeelde ikke-hele potenser af L.
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Opgaver til §2.

2.1. Find egenveerdier og egenfunktioner for S.-L. problemet

—u"" = M, for z €]a, G,

u(a) = u(f) =0,

hvor —oco < a < 3 < 0.

— 2 or den bedst mulige, der kan indga i
0

2.2. Vis, at konstanten ¢ =

vurderingen

122y < €l oo, for f € Hy(la, B]).

(Vink. Bestemmelsen af ¢ kan fores over i et spgrgsmal om at finde laveste
egenveerdi for problemet i Opg. 2.1.)

2.3. 1° Vis, at der for u,v € H}(J) geelder

l(u,v) = Z An (U, €n)o(v, €n),-

neN

2° Vis formlen

1
g(x:y) = Z )\_en(x>en(y)
neN "
(Vink. Lad u(z) = G(z,-) og v(y) = G(y, ), og beregn de to sider i formlen
under 1°. Her kan Opg. 1.3 benyttes.)

2.4. Lgs folgende reguleere S.-L. problem:

(Vink. Veelg t = log(1 + ) som ny variabel.)

2.5. Beskriv L og l(u,v), og bestem konstanterne i Szetning 2.3 2°, for
tilfeldene hvor [a, 3] = [0,1], ¢ = 0 og 0 = 1, og p er henholdsvis 1 + 2% og
cosh z.

Vis, hvordan konstanterne ¢y og ¢ kan forhgjes, nar ¢ = 0 erstattes med
q=1.
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2.6. I definitionen af L @ndres betingelsen u(3) = 0 til «/(5) = 0. Vis, at
Seetning 2.3 og Satning 2.4 kan generaliseres til dette tilfeelde, nar I(u,v)
stadig defineres ved (15), mens Hg(J) overalt erstattes med rummet

H'(J)={ue H'(J)|u(a) =0},

der er en afsluttet delmsengde af H'(J). (Frivilligt ekstraspgrgsmal: Hvad
med resten af teorien?)

2.7. Find egenveerdier og egenfunktioner til problemet

—u'" = Xu, pa ]0,1],
u(0) = u'(1) = 0.

2.8. Vis, at en folge i l2(Z), {c" }nen (med elementer ¢ = {c}}rez), der
opfylder

D (1+E)|cp> < C, for allen €N,

keZ

kan udtyndes til en konvergent delfplge {c™ };en.
(Vink. Bemeerk, at der for alle n og k geelder

ck]* < C(1+k)7 (%)

Ferst udtyndes {c{}nen til en konvergent delfplge {0350) }jen med green-
seveerdi cg. Derngest udtyndes cT;O) til en konvergent delfglge 0711;1) (med
graenseveerdi ¢ ), og herefter udtyndes cigil) til en konvergent delfglge cT_L{I)
(med graenseveerdi c_1). Sadan fortseettes; i det m’te skridt udtyndes forst
{c:g_(m_l))}jeN til en k(?nyergent delfplge {c;lgm)}jeN (r(ned) greenseveerdi ¢, ),

_? . til en konvergent delfglge ¢_?,  (med greenseveer-

og dernaest udtyndes c
(—m)
di c_,,). Efter det m’te skridt har vi opnaet en delfglge {c"7  },cn af ¢,
hvor fglgen af elementer med nedre index k € [—m, m| konvergerer (mod cx)
for j — oco. Udtyndingen udfgres successivt for alle m € N. Nu betragtes
delfglgen
Qni,l“ ), m €N

(kaldet diagonalfglgen). Om denne geelder, at enhver af elementfplgerne er
konvergent, thi den k’te elementfplge

(m)
{CZW }mGN
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er delfplge af den ovenfor i det |k|’te skridt fundne konvergente delfplge (bort-
set fra endeligt mange numre i begyndelsen af elementfglgen). Endvidere er,
ved (%),

(m)
lcpm |2 < C(1+k*)7Y, for alle m, k,
ogherer ), (1 +k2%)~! konvergent. S& kan Lebesgues majorantssetning for

konvergens i /5(Z) benyttes til at vise, at ¢ konvergerer mod ¢ = {ck}rez
for m — o0.)

2.9. Vis, at nar v™ er en begraenset fglge af elementer i H} ([—, 7]), sa findes
en delfplge, der er konvergent i Lo([—m, 7]).

(Vink. Man kan identificere H}([—m,7]) med HZ(T) og betragte Fourierud-
viklingerne v" = >, _, ciler; sa opfylder Fourierkoefficientfglgerne ¢ =
{c}}kez hypotesen i Opg. 2.8.)

2.10. Vis, at nir v" er en begraenset folge af elementer i H'([0, 7)), s& findes
en delfglge, der er konvergent i Lo ([0, 7]).
(Vink. Ved lige forleengelse, jvf. §1.4, fas en fglge, der er begraenset i H(T).)

2.11. Udfgr detaljerne i beviset for (30).

2.12. Bestem positive konstanter ¢ og C, for hvilke egenvaerdierne for prob-
lemet behandlet i Opg. 2.4 opfylder

en? <\, < Cn?.

2.13. Find Igsningen til problemet

" (x) = ey sinwx/a + casin 2wz /a + c3sin 3wz /a, pa |0, a[,

w(0) = u(a) = u”(0) = u"(a) = 0.
(Vink. Bemerk, at u € D(L?) for L som i Eksempel 2.5.)

2.14. Beskriv D(L?) og D(L%/?) (jvf. (34) og (35)) for et generelt S.-L.
problem (6).

2.15. Vis pastanden i Bemaerkning 2.20 vedr. konvergens i H2(J).
2.16. Vis, at en funktion u € C?([—m,n]) \ {0}, der lgser (2) og opfylder

randbetingelsen (4), mé have formen c, e + c_,e~"* for et vist n € Ny;
og sa er A\ = n?2.
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(Vink. Metode 1: Betragt lgsningen u(x) = c1e® + coe™ % til (2) med
A = 2. Betingelserne i (4) kan skrives: u(z+27) —u(z) = 0 og u'(x +2m) —
u'(z) = 0 for alle x; og man kan vise, at de medfgrer e*»™ — 1 = 0.

Metode 2: Vis, at pa grund af (4) kan u forlenges til en funktion pa R
med periode 27, som tilhgrer H?(T), og indszet Fourierraekkerne for denne
funktion og dens anden afledede i (2).)

2.17. Lad L veere operatoren i Lo ([0, 1]) defineret ved:
Lu= —pu” +qu, D(L)= H?*([0,1]) N Hy([0,1]),
hvor p og q er positive konstanter. Find egenveerdier og egenfunktioner, og

vis hvordan Szetning 2.16 udmgntes i dette simple tilfeelde (beskriv specielt
elementerne i diagrammet side 2.14).
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§3. Nogle singulaere Sturm-Liouville problemer

3.1 Indledning, Bessel ligningen.

Ved separationsmetoder anvendt pa partielle differentialligninger far man
brug for Fourieroplgsning knyttet til visse singulere Sturm-Liouville proble-
mer udover de regulere, vi allerede har behandlet. I det fglgende ser vi pa
Bessel problemet og Legendre problemet og deres egenfunktioner, og udleder
endvidere Hermite og Laguerre funktionerne.

Bessel’s ligning, dvs. det m’te Bessel egenvaerdiproblem, m € Ny, er
folgende:

m2
—(z)) + —u=Azu, x€]0,1],
x
u(1) =0, (1)
u begraenset for z — 0.
Legendre’s ligning, dvs. det m’te Legendre egenvaerdiproblem, m € Ny, er:

2
—((1 = PASNAY L
(1= a*)u) + 7=

u begraenset for x — +1.

u=Au, xz€|]—-11[, @)

Bemaerk, at for (1) er p(z) = = og o(x) = = begge singulaere i punktet 0, da
de er 0 der (og altsa ikke opfylder §2.1 (3)), mens q(z) = m?/z er singulzer ved
at veere ubegraenset for x — 0, nar m > O. Derimod er funktionerne regulaere
i punktet z = 1. For (2) er p(z) = 1 —2? singulaer i begge endepunkter —1 og
1, o(z) = 1 er reguleer, og q(x) = m?/(1—x2) er singuleer i begge endepunkter,
nar m > 0.

I alle tilfzelde vil vi sgge lgsningen i C2(I) (med I =]0,1[ hhv. ] —1,1]),
palagt passende graensebetingelser i randpunkterne, sa at vi kan definere en
symmetrisk realisation af differentialoperatoren. For simpelheds skyld vil vi
forudszette, at u er C! op til randen (samt at differentiationsudtrykket giver
en Lo-funktion); dette viser sig at veere fuldtud tilstraekkeligt til at finde
alle egenfunktioner, sa vi vil ikke ga ind i en diskussion af mere generelle
hypoteser (f.eks. formuleret i Sobolev rum med integrationsfaktorer), da det
ville tage for megen plads op her at fgre diskussionen til bunds.

For Bessel ligningen definerer vi:

H, = Ls([0,1], zdx), med ( fo x)zdx,
1 2
Lpmu= - [—(zu) + m?u], (3)

D(Lg.m) ={ueC?0,1)NnC*[0,1]) | Lemu € Hy, u(l) =0},
Lpmu=Lpnu, for ue D(Lpm);
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her er D(Lp ) C H,. Bemerk, at C°(]0,1[) er teet i H,, da afbildnin-
gen u(x) — /zu(zx) er en isometrisk isomorfi af H, pa L2([0, 1]), der forer
C2°(]0,1[) over i sig selv.

For Legendre ligningen definerer vi, idet rummet H, her er Lo([—1,1]),

m2

Lpmu=—((1—-2*)u) + T2
D(Lim) = {ue C*(] =11 NC (-L1) | Lpmu € La(-L 1)}, Y
Limu=Lpmu, forwe D(Lg p);
operatoren Ly, ,,, sender D(Lp, ,,) C Lo([—1,1]) ind i Lo([—1,1]).
I resten af §3.1 undersgges Bessel problemet. Her er I =0, 1[, J = [0, 1].
For w og v € D(Lp,) har vi, da zu/(z)|z=0 = 0 og v(1) = 0:
2

1
(Lpmu,v), :/ (—(zu)" + m—u)@ dx
0 x

1 2
— /0 (xu’@’ + m?m?) dx — [xu’@](l)

— lB,m(u7 U) = (U, LB,mU)Qa

hvor den sesquilinegere form lg ,, (u, v) er defineret ved

1 m2
lBm(u,v) = / (20 + —uv) da. (5)
0 X

Formen [p ,, er veldefineret pa D(Lp,,), men kan ogsa betragtes pa det
stgrre rum

VBm ={ue Ct(10,1)nC([0,1]) | vz ' og %u € Ly(I), u(l) =0}, (6)
og det ses som i ovenstaende udregning, at
(Lpmu,v), =l m(u,v), for u € D(Lpm), v € VB m. (7)

Ved brug af delvis integration ser vi, at der for u € Vp ,, geelder

1 1
H\/5u||2L2(I) = / rut dr < / utt dz
0 0
. 1 1
= [u(@)a(x)z]! - / 2 d(ui) = — / (2t + wuil’) do
0 0
<2VzullL,mnIVZu'| L)
hvormed
lulle = IVz ull L,y < 201VE || Ly = 20w,
Da endvidere 1/x > x for x €]0, 1], fas
IB,m(u,u) > (5 +m?)||ull3, for u € Vi pm. (8)
Af (7) og (8) sluttes, ganske som i Seetning 2.3 og 2.4:
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Szetning 3.1. Lp,, er symmetrisk og opfylder
(Lpmu,u), > (5 + m2)||u]|§, for alle uw € D(Lpg ).

Alle egenveerdier for Lp ,,, er positive og simple (de er > i +m?), og egen-
funktioner hgrende til forskellige egenveerdier er indbyrdes ortogonale i H,.

At egenvaerdierne er simple, folger af at lgsningerne til forste linie i (1)
med u(1) = 0 er indbyrdes proportionale.

Vi bemeaerker, at (g, er et skalarprodukt pa Vg ,,, men at rummet ikke
er fuldsteendigt; bl.a. ma, ifslge vore erfaringer med det reguleere S.-L. prob-
lem, en fuldstzendigggrelse indeholde funktioner, hvor differentiation kun er
defineret naesten overalt; hertil kommer analysen af hvilke betingelser der helt
preecist skal veere opfyldt ved = 0. Man kan indfgre fuldsteendigggrelsen
VB,m af Vg m og vise, at det er et underrum af H,, samt generalisere den
reguleere S.-L. teori til denne situation, men vi afstar fra en komplet analyse.

Imidlertid kan vi alligevel vise nogle af de samme faenomener som ved
regulaere S.-L. problemer, da vi for det foreliggende problem kan finde lgs-
ningsformlen for det tilhgrende inhomogene problem (som i Seetning 1.3) helt
eksakt.

Betragt den homogene ligning

2
—(zu") + ™oy = 0, pa ]0,1].
x

Det ses ved verifikation, at den har to linesert uathaengige lgsninger:

up(x) =1, wva(x) =logz, form =0,

up(x) =™, wva(x) =2, form > 0.

Lgsningen u; er begreenset med begraensede afledede for x — 0, og vil derfor
blive brugt svarende til u; i det regulaere tilfeelde, jvf. §1.2 (14). For m =0
opfylder vy randbetingelsen ved x = 1, mens vi for m > 0 opnar en lgsning,
der gor det, ved at se pa uj(x) —va(x). Af fortegnsmeessige grunde veelger vi

1
ug(z) = log; = —logx, form =0,

ug(z) =2~ ™ —2a™, for m > 0.

Sa er u; og uy positive, og

—l for m =
W(2) = w(@)uh(e) - ua(w)e (@) = {2
m
—7 fOI' m > O,

{1 for m = 0,
2m for m > 0.
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Vi definerer nu Green’s funktion ganske som i §1.2 (15), altsa

logs, z<y,
logl, x>y,
Lgm(y=m —ym) z <y,

fOI‘ m Z 1, gB,m(x7y) = { 21’“ m( .—m
o Y (z

form =0, Gpo(r,y)= {
(9)

1 [( min{z,y} )m

max{z,y}

bemeerk, at Gpo(z,y) = —logmax{z,y} og Gpm(z,y) =
(xy)™]. Herefter kan man verificere, at integraloperatoren

Gm: f — u(z) = / G (2 9) f (9)ydy (10)

(bemeerk veegtfunktionen o(y) = y) lgser det inhomogene problem

u(1) =0,

u begraenset for x — 0,

ved en explicit analyse af formlen (som i §1.2 (17))
1
uw) =tog > [ wyydy+ [ 1o )y, for m =0,
u(e) = T / Py dy

T (y_m+1 y"™ ) f(y) dy, for m >0,
2m
idet udregninger som i beviset for Seetning 1.3 kan gennemfgres. Her spiller
f’s opfarsel ved 0 en rolle; vi ngjes med at undersgge folgende tilfaelde.

Hvis f € Cg°(]0,1[) (der jo ligger teet i H,), betyder singulariteten af
log L hhv. 7™ — 2™ ved 0 ingenting, for nar f(z) = 0 for < 4, er det
forste integral 0 for x < § og det andet integral konstant for x < §. Sa er
den resulterende funktion u i C°°([0, 1]) og lgser differentialligningen samt
har u(1) = 0.

Hvis f € C([0,1]), er det let at se af ovenstaende formel, at u € C([0, 1])
med u(1l) = 0. At «' € C([0,1]), ses ligesom i den anden udregning i §1.2
(17) (jvf. Opg. 3.1), og at u lgser differentialligningen ses som i §1.2 (18)
(bemeerk at formlerne skal modificeres med faktoren o(x) = x pa passende
steder). Ialt finder man, at Gg ,, sender C([0,1]) ind i D(Lp ).

Vi kan nu vise:
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Saetning 3.2. 1° ngm Opfy]der
1
/ Gp.m(z,y)*ydy < oo, for hvert z €]0,1[;
0

1,1
/ / GB.m(z,y)  rydrdy < cc.
o Jo

2° Lemma 2.7 og Saetning 2.8 geaelder for Bessels egenvaerdiproblem, for
hvert m € Nj.

Bewvis. 1°. For m = 0 fas ulighederne af at z(logx)? er begraenset for z — 0.
For m > 0 benyttes, at Gp ., (x,y) kun antager veerdier mellem 0 og 1, altsa
er begraenset. Dette viser 1°.

2°. Nu kan egenfunktionerne undersgges ganske som i §2 (12) ff.; og
Lemma 2.7 og Saetning 2.8 generaliseres da til den foreliggende situation.

Vi skal vise nedenfor, at der er uendeligt mange egenveerdier, hvorfor vi
allerede nu ordner dem i en voksende fglge som i §2 (13).

Man kan finde egenfunktioner og egenveerdier ved en forholdsvis simpel
analyse, der benytter kompleks funktionsteori. Det forste skridt er at erstatte
den variable z med t = v/Ax, sa bliver (1) til

m2
—(t") + -V = tv, telo,VA[,
(V) =0, (11)
v begraenset for t — 0;

hvor v(t) = u(t/v/X). Til at finde lgsninger til forste linie i (11) benyttes
Frobenius’ metode, der gar ud pa at antage, at v(t) er af formen ¢"w(t) for en
passende holomorf funktion w og et helt tal r, samt bruge differentialligningen
til at bestemme koefficienterne i Taylorraekken for w ved 0. Altsa, vi ssetter

) =1"Y ant", ag#0,
n=0

og finder, ved indsattelse i differentialligningen og ledvis differentiation, at
hvis v er lgsning, er

O—t%<ta)—m v+ t°v

= tT{(T2 —mHag + ((r + 1) = m?))aqt

+Z (r+n)? 2)an+an_g]t"}.
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Heraf sluttes, at
r? —m? =0,
a; = O,

((r+n)>—=m?a, +an_s =0, forn>2;

idet vi for fgrste linie benytter at ag # 0, og dernzest indser at (r + 1)? =
m? = r? ikke kan opfyldes for r € Z, s a; méa vere 0. Idet altsa r = +m,
veelger vi r = m for at fa en lgsning, der er begreenset for ¢ — 0. Sa bliver

tredie linie til
n(n+2m)a, + ap—2 =0, forn >2.

En klassisk normalisering er at veelge ag = 27" /m/!. Idet agr_1 = 0 for
k € N, og
(~1)k(R)meE

El(m+ k)

azk =

finder vi ialt folgende lgsning

)m—l—?k

%ﬁ%=§i“ww?

Kl(m+ k) (12)

som kaldes den m’te Bessel funktion (af forste art). Reekken har konvergen-
sradius oo (ved kvotientkriteriet), dvs. J,, er en hel funktion, og J,,(t) lgser
dermed differentialligningen i (11) pa hele R.

Formel (12) kan benyttes ogsa for ikke-hele eller endda for passende kom-
plekse m (hvor m! defineres ud fra Gamma funktionen).

Man ser af potensraekkefremstillingen, at Bessel funktionerne er indbyrdes
relateret ved

Sl I 0] = (0, S ()] = (0. (13)

Randbetingelsen i hgjre endepunkt, cf. (11), er opfyldt, safremt J,, (vV/A) =
0. Dermed ser vi, at egenveaerdierne for problemet (1) er neert forbundet med
nulpunkterne for J,,(¢). Fra kompleks funktionsteori ved vi, at nulpunkterne
for en ikke-konstant hel funktion udggr en endelig maengde eller en folge
uden fortaetningspunkter. En naermere analyse af J,,,(t) viser, at den har en
uendelig folge af nulpunkter pa R,

0<i™ < i{m << <5 oo
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Da VA = j,gm) medfgrer, at A er egenvaerdi, far vi hermed en uendelig folge
af egenvaerdier, og tilhgrende (ikke normerede) egenfunktioner

A = G2, un(e) = Jn(jMe), neN. (14)

Man kan vise, at alle egenveerdier hermed er fundet, og at systemet af
egenfunktioner er fuldsteendigt i H,, saledes at vilkarlige funktioner H, kan
udvikles i H,-konvergente ortogonalrackker efter dette system. Ialt geelder

Saetning 3.3. For hvert m € Ny har Bessel problemet (1), og operatoren

Lp ., defineret i (3), en folge af simple positive egenvaerdier {A,(lm)}neN med
tilhgrende egenfunktioner, der udgger et fuldstaendigt ortogonalsystem i H,.
Egenverdierne og egenfunktionerne er bestemt ved (14), hvor J,,(t) er den
m’te Bessel funktion (12), og jflm) er dens positive nulpunkter, ordnet i en
voksende fplge for n € N.

Specielt geelder altsa for hvert m € Ny:
1
/ Jm(jT(Lm)x)Jm(jr(?)x)x dx =0, forn#n', nogn’ €N.
0

Vedr. konvergensforhold kan man gennemfgre en analyse i stil med analy-
sen af reguleere S.-L. problemer; bl.a. finder man, at for u € Vg, konvergerer

Fourierrsekken i normen defineret ud fra Ig ,(u,u)?, og dermed i C([6,1])
for hvert § > 0.

3.2 Legendre ligningen.
Vi ser nu pa Legendre problemet defineret i (2), (4), som gentages her:

2

1— a2
u begraenset for r — +1.

—((1 = 2*)u') +

u=Au, ze€|]-11],

(2)

m2

Lrmu=—((1-2*u) + — 2%

D(Lpm)={ueC(]=1,1)NCY[-1,1]) | Lpmu € Lo(-1,1])}, I
LL,mu = EL,mu, for u € D(LL’m).

Herer I =] —1,1[, J = [-1,1] og o(x) = 1, sa vi benytter den ssedvanlige
notation Lo (J) for H,. For u og v € D(Ly ) har vi, da (1 — 2?)u/(z) er 0
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for x = +£1,

(Lp mu,v) = /_1(—((1 —2Hu') + lr_nﬁu)z’)dx

=lpm(u,v)+ [(1 - :1:2)u'17] 1_1 =15 m(u,v)

= (U, LL,mU)7

hvor den sesquilinesere form [z, ,,, (u, v) er defineret ved

1 m2
lpm(u,v) = / (1 —2*)u'v" + .2 ud) da. (15)

-1

Denne kan ogsa betragtes pa det stgrre rum
Vim ={ue CHI)NC(JI) | V1-2?u og Fsu € La(J)}, (16)
og der gaelder
(L mu,v) =1lpm(u,v), for u € D(Lp m), v € VL m. (17)

(For mere fuldsteendige resultater kan man komplettere V7, ,,, med skalarpro-
duktet I m(u, v)+(u, v) 1,5 til et Hilbert rum Vz ,,,, der opfylder D(Lz ) C
VL,m C LQ(J).)
Da (1—2?)"'>1forz el er
Um(u, u) > m?||ul|?, for u € V. (18)

Af (17) og (18) sluttes nu, som i Seetning 2.3 og 2.4:
Szetning 3.4. Ly, er symmetrisk og opfylder

(LL.mu,u) > m?||ul|?, for allew € D(Lz, ).

Alle egenveerdier for Ly, ,, er > m?, og egenfunktioner hgrende til forskellige
egenverdier er indbyrdes ortogonale i Lo(.J).

Man kan ogsa vise, at egenvaerdierne er simple, ved at vise, at den ene af
lgsningerne til forste linie i (2) er ubegraenset.

For m > 0 er egenveerdierne altsa positive, og vi kan ga videre med anal-
ysen som ved Bessel problemet. For m = 0 er 0 faktisk egenveerdi, med
egenfunktionen ug = 1. Her kan vi i stedet betragte operatoren

Lpo+1l:iur— —((1—-2*)u) +u



3.9

(med definitionsmeengde D(Ly o)), som har egenvaerdier > 1. En egenveerdi
N for Ly, o+ 1 svarer til en egenveerdi A = X — 1 for Ly, .
For m > 0 er det let at finde Green’s funktion pa eksplicit form:

Lr+a)(l—yym2
Gy o) = [(1—x)(1+y)] s (19)
Lm{T,Y [(1+y)(1—%)]m/2 for z >y
(1—y)(1+x) ’ -

da den homogene ligning

m2

1—22

—((1 = 2*)u') + u=0, wzel,

har lgsningerne (1 +z)™/2(1 —x)~™/2 og (1 — x)™/?(1 + x)~™/2. Dette kan
f.eks. ses af at de lgser (1 — 2%)u’ = +mu. Da 0 < G, n(z,y) < 1/2m for
z,y €1, er

1 1 1
/ QLvm(x,y)Qdy < 00, / / QLym(x,y)Q dxdy < oo, (20)
1 11

sa det er let at generalisere Saetning 1.3 og 2.8.

Nar m = 0, har vi ikke et eksplicit udtryk for Green’s funktion Gy, o(x,y)
for problemet (Lz ¢+ 1)u = 0, men man kan analysere Gy, o kvalitativt og
vise, at (20) ogsa geelder for den, sa at Seetning 1.3 og 2.8 generaliseres.

Egenfunktioner og egenveerdier findes ved en seerlig udregning:

Vi betragter forst tilfaeeldet m = 0, hvor vi gnsker at finde begraensede
lgsninger til

—((1—2Hu) = =0, pa | —1,1[. (21)

Lad os antage, at lgsningen kan skrives pa formen

oo

Z m—l

Differentiation giver v’ = 7~  kep(z —1)* "1 ogdal—2? = —(x —1)(z —
1+ 2), fas

(1— 2% = —chk(az — 1)k Qchk(az — 1)k,
k=1 k=1

og dermed

(1 —2*)u Zkk—i— Yer(x — 1) —2chkx—1)
k=1 k=1
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Altsa lgser u differentialligningen, hvis

oo

(1= 2*)') + = Z(Ack —2(k+ 1)2cp1 — k(k + 1)eg) (z — 1)* = 0.
k=0

Dette giver betingelserne pa koefficienterne

A—k(k+1)
2(k + 1)2

A=k(k—1))(A=(k=1)(k—2))...(A—2)A}co.

Cht1 = ci, for ke N, og dermed

(22)
et

Ck = 7>

BT ok (k)2
Det ses ved kvotientkriteriet, at raekken har konvergensradius 2, og altsa
definerer en analytisk funktion u(x) for |z — 1| < 2. Man kan vise (Opg. 3.3),

at for at u(x) skal veere begraenset i x = —1, ma \ veelges, sa at ¢ er lig med
nul fra et vist trin. Dette betyder, at A\ skal tage en af veerdierne

A=n(n+1), neNy.

For disse valg er u lgsning til (21), og den er endda et polynomium og dermed

overalt defineret. Her er

(n+k+1)(n—k)
2(k +1)2

(n+k)!
(n — k)!(k!)22k"

Cht1 = ¢k, og dermed ¢ =

Vi har hermed fundet et system af egenvaerdier {\,, }rnen, = {n(n+1) }nen,
med tilhgrende (ikke normerede) egenfunktioner { P, }nen,:

Paa) = Y o= 1 (23)
k=0

Polynomiet P, (z) kaldes Legendre polynomiet af grad n; bemaerk at P, (1) =
1. Man kan vise, at alle egenveerdier hermed er fundet, og at systemet af
egenfunktioner er fuldsteendigt i Lo(J), dvs. at vektorrummet udspeendt af
alle polynomier er teet i Lo(J), jvf. Opg. 3.5.

For m > 0 finder vi egenfunktionerne saledes: Indszet en funktion

um () = (1= %)™ v, (2) (24)
i(2), sa fas folgende ligning for v,,:

—(1 —2*)v! +2(m + Vv, + [m(m + 1) — Ao, = 0. (25)
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Differentiation af denne ligning giver

—(1=2%)(v},)" +2(m + 2)x(vy,)" + [(m + 1) (m +2) = Avj, = 0.
Altsa, nar vy, lgser (25), lgser v}, den ligning, der fas af (25) ved at sendre
m til m + 1 overalt. Nar dette anvendes successivt for m = 0,1,2..., ses at

hvis vg(z) lgser (25) for m = 0, vil v,,(z) defineret ved

~ dam™m

Um () vo ()

lgse (25), for hvert m; og sa vil u,, defineret ved (24) lgse (2). Pa denne
made fas folgende skare af egenfunktioner:

dm
xm
for problemerne Ly, ,,u = Au, med egenveerdier A = n(n + 1). Hermed

har vi fundet et uendeligt system for hvert m; og man kan atter vise, at
samtlige egenvaerdier hermed er fundet, og at systemet af egenfunktioner er

fuldsteendigt i Lo(J). Funktionerne pim™ (x) kaldes de associerede Legendre
funktioner, det er polynomier hvis og kun hvis m er lige. Ialt har vi:

Saetning 3.5. For hvert m € Ny har Legendre problemet (2), og operatoren

Ly, v, defineret i (4), en folge af simple egenvaerdier A%m), med et tilhgrende
fuldstaendigt system af egenfunktioner i Lo([—1,1]). Her er

A =n(n+1), neNy+m; (27)

og de tilhgrende egenfunktioner er Legendre polynomierne (23) for m = 0,
hhv. de associerede Legendre funktioner (26) for m > 0 (de er ikke normerede

men har P,gm)(l) =1).

Specielt geelder altsa for hvert m € Ny:

1
/ P (@) P (x) de = 0, for n# ', n og n’ € No + m.
-1
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3.3 Hermite funktioner.
Hermite funktionerne er bestemt som lgsningerne til egenvaerdiproblemet
(hvor differentialoperatoren kaldes den harmoniske oscillator)

—u" + 2%u =M, xz€R, (28)
u begraenset for r — +oo.

Dette problem er af singuleer Sturm-Liouville type i en mere generel forstand
end vi tidligere har omtalt, idet nu ogsa intervalendepunkterne udarter, til
at veere —oo hhv. 400. Imidlertid kan man stadig formulere en operator og
en sesquilinezer form, samt gennemfgre en analyse i stil med §2.1-3.

Det er muligt at formulere problemstillingen meget forsigtigt med alle
rum indeholdt i S(R), jvf. IT §8, hvilket gar godt, fordi det faktisk viser sig,
at egenfunktionerne ligger i S(R). En mere fuldstendig analyse i Lo(R) far
man ved at bruge at differentiation kan defineres alment ved hjalp af Fourier
transformationen som i Kap. IV §4.4.

Ved den forsigtige analyse saetter vi

Lyu=—u"+z*uv pa D(Ly)=SR),
og bemaerker, at Ly sender S(R) ind i sig selv. Her har vi, at
(Lpu,v) = /(u’@’ + 22ud) dx = 1y (u,v), for u,v € S(R),
R
med g (u,u) >0, for u € S(R) \ {0};

(29)

hvormed Ly er symmetrisk (med hensyn til skalarproduktet i Ly(R)), alle
egenvaerdier hgrende til egenfunktioner i S(R) \ {0} er positive, og egenvaer-
dier hgrende til forskellige egenfunktioner i S(R) er indbyrdes ortogonale.
Man kan vise, at alle egenveerdier for Ly i S(R) ma vere simple, altsa at
hgjst den ene af de to lineszert uatheengige lgsninger til (Ly — A\)u = 0 kan
vaere begraenset.

Egenfunktionerne kan findes ved folgende overvejelser:

Lad A, og A_ betegne operatorerne (der sender S(R) ind i S(R))

A u— zu+d,
A_:u— zu —u';
sa er
A Azu = (22 + 1D)u —
Lrpu=A_Aiu+u=ALA_u—u,
AL A_u—A_A u=2u, og
(Aju,v) = (u, A_v), for alle u,v € S(R).

(30)
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Betragt fgrst funktionen

1 —x2/2
U():ﬁe /.

Den tilhgrer S(R), har Ly(R) norm 1, og opfylder
Aiug =0, og dermed Lyug = uy, (31)

sa det er en egenfunktion for Lg hgrende til egenvaerdien 1. Vi vil nu vise,
at

A (ALY — (A" Ay = 2n(A_)", (32)

for alle m € N. For n =1 er det allerede vist i (30). For n > 1 fas det ved
induktion: Antag, at det geelder op til n — 1, sa har vi ved brug af (30),

A (A" = (A" Ay = A (A" TAL — (AT AL A
F(A)TALAL — (AD)TTALA,
= 2(n — 1)(A_)"2A_ + 2(A_)"! = 2n(A_ )",

hvilket viser induktionsskridtet. Heraf fas nu

ﬁH.Ar_lUQ == .A.|_.A71+1U0 - AZUO
= (2(n+1)A" + A" A Yup — A"y
= (2n+ 1)A" uy,

hvilket viser, at A™ ug er egenfunktion hgrende til egenvaerdien 2n + 1. Med
henblik pa normeringen bemaerker vi, at ved (30), (31) og (32) er

A uo||? = (A uo, A% ug) = (A4 A" ug, A" Lug)
= 20| A" tug |2 = - = 270! ||luo||? = 20!,

sa
1

V21!

er en normeret egenfunktion hgrende til egenveerdien 2n + 1. Den kaldes den
n’te Hermite funktion.
Det fremgar af formlen for ug, at hver af disse funktioner har formen

€n —

A" ug (33)

1

en(z) = \/mHn(x)e_x2/2, (34)
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hvor H, (z) er et polynomium af grad n med heltalskoefficienter; det kaldes
det n’te Hermite polynomium. Her er Ho(x) = 1, Hppq1(x) = 22Hy,(x) —
Man kan vise, at det hermed fundne ortonormalsystem {e, }nen, er fuld-
stendigt i Lo(R), saledes at Ly herved diagonaliseres, jvf. Opg. 3.9. Dette
gaelder ikke blot for operatoren i S(R) men ogsa for en mere generel version
i Ly(R).
Den generelle version kan beskrives saledes:

D(Ly) ={uc LyR) | v/, v ,zu og x°u € Ly(R) },
Lyu = —u" 4 z*u, for u € D(Ly),

her definerer vi v’ og u” ved hjeelp af Fourier transformationen:

[i€a(£)], nar £a(E) € La(R),

f-—l
FU-€2a(¢)), nar £24(€) € Ly(R).

/
u
"
u

Definitionsmaengden er altsa, mere praecist,
D(Ly) = {u € Ly(R) | &, 20, 2 F 1[¢a] og 2°u € Lo(R) 1,

og man kan vise, at u € D(Ly ), nar blot u, £24 og 2%u € La(R). (Men det er
en fordel for det neermere studium af operatorerne at vide, at ogsa u’ og zu’
er veldefinerede for u € D(Ly). Bla. er u € H?(J) for ethvert J C R.) Med
denne definitionsmeengde bliver Ly selvadjungeret i Lo(R). Den tilhgrende
sesquilinesere form g (u,v) defineres pa

Vi = {u € Ly(R) | £4(£) og xu € La(R) },

der spiller en rolle lignende den H}(J) har i det regulzere S.-L. problem.
Selve Hermite polynomierne udggr et ortogonalsystem i det vaegtede Lo
rum Lo (R, e~ dz), altsa

/ H,(z)H, (m)e_$2 dr =0, for n #n', n og n’ € Ny.

(Se ogsa Opg. 3.4.)

Lad os hertil knytte nogle bemaerkninger om sammenhaengen mellem Her-
mite ortonormalsystemet og Fourier transformationen.

I IV §4.4 sa vi, hvordan differentialoperatorerne (d/dx)’ diagonaliseres af
Fourier transformationen ved at overfgres til multiplikationsoperatorer (i€);
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det er en anden type diagonalisering end Fourierraekkeoplgsning, da F' her er
en integraloperator. Vi ser nu, at den harmoniske oscillator Ly kan diago-
naliseres ved rekkeudvikling; men det er altsa ikke en operator med konstante
koefficienter.

Det er veerd at bemaerke, at Hermite funktionerne er egenfunktioner for
selve Fourier transformationen. Lad F = \/%.7:2, som indfgrt i Bemeaerkning

IT 8.23 (d). Idet

FA_u= —i{Fu—FidilgFu = —iA_Fu, og

FUO = Uo,

jvf. Seetning 11 8.7, ser vi, at

1 (=)™ )
Fe, = ——FA"ug = ——A" Fug = (—1)"e,.
2nn! 0 V2mn! 0= (=9)

Altsa er e, egenfunktion for F' med egenveerdi i, 1, —i eller —1. (Disse
egenveerdier for F' har uendelig multiplicitet.)

3.4 Laguerre funktioner.

Laguerre funktionerne spiller en lignende rolle som Hermite funktionerene,
blot for Ly over halvaksen R i stedet for hele aksen R.

Vi betragter fgrst en variant af Laguerre ligningen, for hvilken der er en
nem udledning af egenfunktionerne, som har interesse i sig selv:

—(zu") + (x+1)u=Au pa 0,0,

u begraenset for x — 0 og for z — oo.

(35)

Det ses, at p(z) = z er singuleer ved x = 0, og intervalendepunktet oo er
singuleert. Lad os indfgre

k
D(Lr.) =SRy) ={uec C®R,) | xj%u € Cp(R) for alle j, k € Ny },
x
Lrau=—(zu') + (x+1)u forue D(LL);
B (36)
det ses at L1, sender S(R;) ind i sig selv.
Differentialoperatoren kan ogsa skrives som
d d d d
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som vi nu betragter for funktioner pa R, og den fores ved Fourier transfor-
mation i S(R) over i differentialoperatoren (jvf. Seetning II 8.7)

=€ 5§'~|—z—£—l—1—z(1~|-z€) Tz

her laeses  (hhv. £) som “multiplikation med x” (hhv. £). Vi ser ved udreg-
ning, at funktionerne

(1 —i&); (38)

(1 —i&)"

¢r(§) = AT )k

ke,

som tilhgrer Lo (R), er egenfunktioner for L med egenveerdi 2(k + 1):

. &)kl

Bonle) = i1 +i6) e (1 oehers
o L= gk i1 +€) — i(1 - i€)
—2(1“5)(]““)(1“5) 1 +i)?

— 2(k + 1)pu(©)-

De er indbyrdes ortogonale i Lo(R):

(1 —i&)*(1 +ig)!
/@k%pl d§ = / 1+Z§ZI¢+1 1—2{;”1 dg

— [a-igaigas - |

0 for k #£ I,
m for k =1,

for £k = [ er det en velkendt formel, og for k # [ kan resultatet f.eks. vises
ved brug af Seetning II1 6.18. (For k < [ er den eneste pol —i, sa summen af
residuerne i gvre halvplan er 0, og dermed er udtrykket 0. Tilfeeldet k& > [
fgres over i tilfaeldet k£ < [ ved kompleks konjugering, eller man kan bruge
en variant af Seetning III 6.18, hvor integrationsvejen laegges i den nedre
halvplan.)

Man kan vise, at det normerede system {\%g&k(f)}kez er en ortonormal
basis for Lo (R). (For eksempel kan dette fores tilbage til fuldsteendigheden af
{ei"9}, ¢z i Ly(T) ved variabelskiftet z = (1 —i¢)/(144€), hvor z identificeres
med €%, idet |z| = 1 nar £ € R.)

Da ¢ € Lo(R), er de invers Fourier transformerede funktioner oy (x)
defineret som elementer af Lo (R); formelt opfylder de

— 36k
pr(r) = %/Reixﬁ% dg. (39)
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Vi kan finde dem ved hjalp af Seetning I1I 6.20 og Bemeerkning 111 6.22:
Lad k > 0. For > 0 er (jvf. pkt. 3° side III 6.10)

e (1—ig)" e (L=

2mpp(x) = Rh_)rr;o . e’ ¢ (1( n ig)’szl d¢ = 2miRes(e 57& n ig)’erl ,1)
g1 d ok —
:2m[k!ik+1 G (e (1 —14€) )} . =27 pr(x)e ",

for et vist reelt polynomium pg(x) af grad k (som far heltalskoefficienter nar
det ganges med k!). For x < 0 skriver vi ¢™¢ = e!(=2)(=8)  og bruger reglen
pa den tilsvarende funktion af —¢&; den har ingen poler i den gvre halvplan,
og giver derfor 0. Ialt fas for k£ > 0:

() = = Tim / _ { pr(x)e 7, for x > 0, (40)

27r R— 0, for z < 0.

Konvergensen for R — oo er punktvis i « for x # 0, og stemmer da med Lo
greensevaerdien n.o., jvf. Korollar IT 7.21.
For k < 0 bemeaerker vi, at der ma geelde

or(r) = pk-1(=2), (41)

hvilket ses ved et variabelskift i (39).

Da F' er en isometrisk isomorfi af Lo (R) pa La(R), er systemet {¢ }rez et
ortogonalsystem i Lo (R) som er fuldsteendigt, dvs. det tilsvarende normerede
system {v/2 ¢y }rez er en ortonormal basis for Ly(R).

Sd méd {20k hren, vere en ortonormal basis for Ly(Ry)! For det er et
ortonormalsystem (nar funktionerne i Ly(Ry) identificeres med deres ud-
videlse med 0 pa R_), og hvis en funktion i Ls(R, ), udvidet med 0 pa R_,
er ortogonal pa alle ¢ med k > 0, er den ortogonal pa ¢y, for alle k € Z (da
de med k < 0 er 0 pa R, ), og dermed 0.

Det er nu naerliggende at forvente, at det ortonormalsystem, vi har fundet,
bestar af egenfunktioner til L., med egenveerdi 2(k + 1), da funktionerne
tilhgrer S(R, ), og deres Fourier transformerede opfylder Low = 2(k+1)py,
jvi. (38). Dog er overgangen mellem (37) og (38) kun godtgjort for funktioner
i S(R), sa det skal lige bevises at de foreliggende funktioner ¢y (z), k € Ny,
opfylder Ly = 2(k+1)py. Dette kan f.eks. vises uden brug af de detaljerede
formler, pa fglgende made: Lad x > 0. For en lukket vej v sat sammen af
intervallet [~ R, R] pa R og cirkelbuen { z = Re® |0 <t <7} med R> 1, er

. o (1—iz)k 1 / (1 —iz)k
1Tz 1Tz d .
or(x) = iRes(e A tinht i) = o . e At inht z
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Da integranden er en C*° funktion af x € R (endda holomorf i z € C) og
holomorfi z € C\ {i}, kan vi differentiere efter x ved at fgre differentiationen
ind under integraltegnet. (Integralkurven er fast.) Sa fas for x > 0, ved brug
af nogle formler vist i Opg. 3.12,

1 (1 —iz)F
,CQO]{(ZL') - Exell‘z ( ZZ)

21 /. (14 iz)k+l

o (1 —iz)k
— ZQJZE N 7 d
o ), © TF tiz)hH

—iz)k
— ok 1) /m ewﬁ dz = 2(k + D (2);

her angiver index x eller z den variabel for hvilken operatoren anvendes.

Funktionerne ¢ er en variant af det der ssedvanligvis kaldes Laguerre
funktionerne, og polynomierne der optraeder som koefficient til e™” er en
variant af Laguerre polynomierne. De klassiske Laguerre funktioner og La-
guerre polynomier far man af ovennaevnte ved at seette x = ¢/2 og normalisere
pa passende made; de er af formen

Lk(t)e_t/Q, k € Ny,

med polynomier L (t) af grad k. Tilsvarende omskrives (35) til det seedvan-
lige Laguerre problem

(0 () + (& = Dyult) = ),

u begraenset for t — 0 og t — 00;

(42)

som har egenveaerdierne p = 0,1,2,... (idet p svarer A\/2 — 11 (35)).

Laguerre polynomierne selv udggr et ortogonalsystem i det veegtede Lo
rum Lo (R, etdt), altsa

/ Li(z) Ly (z)e " dx =0, for k £ k', k og k' € Ny.
0

For rummene Lo(R,t%~tdt), a > —1, findes nogle beslaegtede ortogonal-

systemer af polynomier L,ga)(t), kaldet generaliserede Laguerre polynomier.
Man kan vise, at Hermite polynomierne med lige hhv. ulige nummer fas af de
generaliserede Laguerre polynomier med o = —% hhv. o = %, ved at saette
t = 22 (og normalisere passende).

Bade Hermite og Laguerre funktionerne optraeder i Kvantemekanik; bl.a.
fremkommer Laguerre funktionerne ved separation i polere koordinater af

Schrodinger ligningen med et Coulomb potential (ligningen for brintatomet).
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Opgaver til §3.

3.1. Vis, at nar f € C([0,1]), er h(z) = =™ fol y" f(y)dy og k(x) =
x™ fwl y~ "™ f(y) dy konvergente for x — 0.
(Vink. Bemeerk, at Y <1 for y €10,z].)

x

3.2. Vis, hvorledes Saetning 1.3 og 2.8 generaliseres til Legendre problemet
for m > 0.

3.3. Vis, at reekken Y ;o cx(x — 1)¥, hvor ¢, er givet ved (22), divergerer
for x = —1 hvis A ikke er pa formen A =n(n+1), n € Ny.

3.4. Lad I vere et (begraenset eller ubegraenset) abent interval af R, og
lad o(x) veere en kontinuert positiv funktion pa I. Vis, at nar systemet af
elementaere polynomier (dvs. monomier)

{1,2,2% ...,2",...}, neN,

er indeholdt i H, = Lao(I, o(z)dz), sa findes der et ortonormalsystem i H,
bestaende af polynomier

{po(x), p1(x), p2(z),...,pn(x),...}, n € Ny,

saledes at p,(x) er af grad n.
(Vink. Gram-Schmidt ortonormalisering.)

3.5. Vis, at hvis g(z) € La([—a, a]), og der geelder

/ g(x)x" dx =0 for alle n € Ny,

—a

sa er ¢ = 0. Altsa er systemet af Legendre polynomier fuldstaendigt i
LQ([_17 1])

(Vink. Antag forst a = 7, og bemaerk, at for hvert m € Z er Taylorraekken
for e'™® uniformt konvergent pa intervallet [—, 7]; slut heraf at (g, e™%) = 0
for alle m € Z.)

3.6. Vis, at Legendre polynomierne har fglgende repraesentation

1 da
~ 2l dan
den kaldes Rodrigues’ formel. Vis, at P, (z) indeholder kun lige potenser af

x, nar n er lige, og kun ulige potenser af x, nar n er ulige.
(Vink. Vis ortogonaliteten og normaliseringen P, (1) = 1.)

Py (z) (2® = 1)";
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3.7. Beregn de fgrste Legendre polynomier Py, Py, P> og P3; sammenlign
med Opg. IV 1.3.

3.8. Beregn de fgrste Hermite polynomier Hy, Hy, Hy og Hs, enten ved brug
af formlerne i teksten, eller ved Gram-Schmidt ortonormalisering i rummet

Lo(R,e~%"dz) (jvf. Opg. 3.4).

3.9. 1° Vis, at der for alle x € R og z € C og alle € > 0 geelder

. 2,12 —2 2
‘ezxz| < ef |z| 6(25) | Im z| _

(Vink. Benyt uligheden 2|ab| < |al? + |b]2.)
2° Vis, at nar f(z) € La(R, e_xzdar), sa er

/ |f(:B):B”e_I2 e* | dx
R

= (/ (@) Pe d) " ( / et 24t 2 gy ) (20 el
R R
for z € C, n € Ny, og slut heraf at
g(z) = / eimzf(l')e_x2dx
R

er en holomorf funktion af z € C, dvs. en hel funktion.
3° Vis, at nar f € LQ(R,e_IdeE), og

(f, ") Ly (Re—e? da) = /Rf(x)x”e_xzdx =0 for alle n € Ny,

sa er f = 0. Slut heraf fuldsteendigheden af systemet af Hermite polynomier.
(Vink. Bemaerk, at g(z) defineret i 2° er lig med f[f(x)e_xQ] for z € R, og
at ligningerne medfgrer ¢(™ (0) = 0 for alle n.)

3.10. Vis, at ligningen Lyu = Au fgres over i sig selv ved Fourier transfor-
mation.

3.11. Beregn ¢y (z) (til problemet (35)) for £ =0, 1, 2.

3.12. Lad G vere et omrade i C. Vis, at der geelder for f € H(G) og enhver
lukket vej v i G:

‘ . d
1Tz dz = ixz; d ,
x[ye f(z)dz [ye zdzf(z) z
d : ive . A
—%[a:%[yemzf(z)dz} :/e”zzza[zf(z)] dz.

2l
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1Tz

(Vink. Man kan benytte Opg. III 2.7 samt reglerne %em = ize'% | e

—i%ei“.)

3.13. Lad m vere et lige, positivt tal. Vis, at nar f er et polynomium
grad < n, har ligningen
LL’mu = f

en entydigt bestemt lgsning u € D(Lp ), og denne er et polynomium
grad < n.

3.14. Find en lgsning u € S(R) til ligningen
—u" () 4+ 2?u(z) = (1 + x2)e_x2/2 pa R,

ved udvikling efter systemet af Hermite funktioner.
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84. Differentialligninger i hgjere dimension, Dirichlet
problemet

4.1. Indledning, de forskellige typer.
Der er tre hovedeksempler pa partielle differentialligninger, som har szerlig
betydning i fysik:

—Au(z) = f(x), Laplace ligningen,
Owu(z,t) — Ayu(x,t) = f(z,t), Varmeledningsligningen, (1)
Ou(x,t) — Agu(z,t) = f(x,t), Bolgeligningen.

Her er z € R¥ (i reglen opfattet som en positionsvariabel) og t € R (i reglen
en tidsvariabel). I nogle tekster kaldes den fgrste ligning Poisson’s ligning, og
betegnelsen Laplace’s ligning bruges kun nar f = 0. Som vi sa i IV §4.4 kan
Laplace operatoren ret let diskuteres ved Fourier transformation; det geelder
i seerlig grad —A + ¢ (¢ > 0), der fgres over i multiplikation med [|£]|% + ¢, s
at ligningen (—A + ¢)u = f har lgsningen

u:f*[ff)}

1€]]7 + ¢

i S(R¥). (Fortegnet minus pa A foretraekkes, fordi —A gér over i +|¢]|2.)
For Laplace ligningen pa en begreenset aben delmsengde ) af R sgger

man gerne at lgse et randverdiproblem, som f.eks.

—Au=f 1,
u= ¢ padfl,

(2)
der kaldes Dirichlet problemet. Under rimelige omstaendigheder — vi skal i
det fglgende se pa nogle tilfaelde — er der eksistens og entydighed af lgsning
for sadanne problemer.

Der kan ogsa stilles andre randbetingelser, f.eks. er Neumann problemet

“Au=f iQ,
ou

= = 3 00
o, = P pa 09,

0
af betydning; her er 9% den afledede af u efter normalretningen til 9.

n
Meget af diskussionen af Neumann problemet ligner diskussionen af Dirichlet
problemet, men af pladshensyn (og fordi der trods alt er lidt mere at forklare)
vil vi her kun behandle Dirichlet problemer i detaljer.
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Differentialoperatorer, der ligner Laplace operatoren derved at de er af
formen

A=(+ )Zaw ):0; +Za3 )0, + ao(z), (3)

1,7=1
hvor
k
D aij ()€€ = coll€? for alle z og € € R, med ¢y >0, (4)
i,j=1

kaldes elliptiske; deres lgsningsegenskaber ligner Laplace operatorens. (Vi
ngjes med at se pa operatorer med reelle koefficienter her.)

Bolgeligningen (se (1)) fores ved Fourier transformation over i ligningen

(7% + [|€]PaE, ) = f(& ),

der ikke kan lgses simpelt ved division (ejheller efter tillaeg af en konstant), da
koefficientfunktionen ||£]|2 — 72 er 0 pa hele keglen { (£, 7) | 7 = £||¢]| }. Der
skal mere raffinerede overvejelser til for at definere en lgsning. Med hensyn
til ligningen pa delmaengder af rummet R¥*+! har det ikke megen interesse at
stille randveerdiproblemer i stil med (2) (og de er sjeeldent lgselige); derimod
betragter man gerne begyndelsesverdiproblemer som f.eks.

OPu(x,t) — Au(z,t) = f(z,t) for (z,t) € R¥™ med t > 0,
u(z,0) = go(z) for z € R¥, (5)
ou(z,0) = g1(z)  for x € R¥;
der har gode lgselighedsegenskaber. Problemet (5) kan bl.a. lgses ved at

man Fourier transformerer i de z-variable alene. Idet vi benytter betegnelsen
Flz,t)—(¢,r) for den seedvanlige Fourier transformation af funktioner f(x,t)

over i funktioner f (&, 1), vil vi benytte betegnelserne

Fameulo,t) = i(6.t) = [ e f(wt)ds

for den partielle Fourier transformation, hvor der kun Fourier transformeres
med hensyn til . Anvendes denne pa (5), opnas et problem

OFU(E, 1) + [|€]12a(E, ) = f(&,1),
a(€,0) = Go(£),
0yi(€,0) = G1(€);
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der lgses som et ssedvanligt 2. ordens begyndelsesvaerdiproblem i den t-
variable for hvert £, hvorefter man anvender fg_—lm (den omvendte til Fp_¢).
(Se Opg. 4.1. En tilbundsgaende fremstilling vil naturligvis krzeve en analyse
af de funktionsrum hvor processen har god mening.) Operatorer, der ligner
bglgeoperatoren strukturelt, dvs. som er af formen 2 + A, hvor A er en el-
liptisk operator i de x-variable (med —1 i (3)), kaldes hyperbolske, og ogsa for
dem har det god mening at betragte begyndelsesvaerdiproblemer i stil med

(5).

Den midterste type i (1), varmeledningsligningen, har det szerlige, at tids-
variablen kun er repraesenteret ved en fgrste ordens differentiation. Fourier
transformation i alle variable giver en ligning

(it + €D, ) = f(& 1),

hvor koefficienten kan inverteres for alle (£,7) € R™*1\ {(0,0)}; deri ligner
den de elliptiske tilfselde. Pa den anden side er det af afggrende betydning,
at en af differentiationerne kun er af fgrste orden. Den interessante type af
problemer, man stiller for denne operator er

owu(z,t) — Au(z,t) = f(x,t) for (x,t) € R¥ med ¢t > 0,

u(z,0) = go(z) for z € RF, (6)

med kun én begyndelsesvaerdi. (6) kan behandles ved Fourier transformation
i z og lgsning af de derved fremkomne 1. ordens problemer m.h.t. ¢ for hvert
&, jvt. Opg. 4.2.

Operatorer af form som 0; + A, hvor A er elliptisk som ovenfor beskrevet,
kaldes parabolske, og behandles pa lignende made som varmeledningsopera-
toren.

Bade for bglgeoperatoren og for varmeledningsoperatoren har det ogsa
interesse at lade z gennemlgbe en begreenset delmeengde af R* kun; s& ma
man stille randbetingelser i stil med dem for Laplace operatoren ved den
derved indfgrte rand.

Betegnelserne for de tre typer er knyttet til den algebraiske flade defineret
af det tilhgrende polynomium (hvor koefficienterne opfylder (4)):

Z a;;&€; =1 (ellipsoide),
1,j<k
Z aij&&; — > =1 (hyperboloide),
i,j<k

Z a;;&&; —o =1 (paraboloide).

4,j<k
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Der er endnu andre mulige typer — f.eks. hvor flere af de variable kun
differentieres af 1. orden, eller hvor der samtidigt er flere end ét kvadratisk
led med positiv koefficient og flere end ét med negativ koefficient (f.eks.
0% + 05 — 95 — 07 pa R*; den kaldes ultrahyperbolsk); men de er ikke sa
vigtige i fysik, sa vi vil ikke forsgge at inkludere dem her. Endelig bor vi
lige naevne, at nar komplekse koefficienter tillades, er der den komplekse
Schrodinger ligning

iOpu(x,t) — Agu(z,t) = f(x,t),

der har visse traek falles med bglgeligningen, og andre traek feelles med
varmeledningsligningen.

Lad os sige lidt om lgsningsmetoderne.

Til behandling af partielle differentialligninger findes et vaeld af metoder,
der i reglen (naturligt nok) gar ud pa at reducere til simplere problemer.
Det vanskelige er, at for differentiation i flere variable har vi ikke, som ved
differentiation i én variabel, et simpelt stamfunktionsbegreb; situationen er
meget mere kompleks.

Blandt teknikkerne kan i forste omgang naevnes:

1) Fourier transformation, der reducerer differentialligninger pa R¥ med
konstante koefficienter til multiplikationsligninger.
2) Forskellige former for reduktion til differentialligninger i én variabel.

Ofte anvendes en kombination af 1) og 2). Hertil kommer, for delmaengder

af R¥:
3) Ra&kkeudvikling, der under gunstige omstaendigheder reducerer prob-
lemet til tilpasning af koefficientsaet, igen ved multiplikationslignin-

ger,
ofte anvendt i kombination med 2). Endvidere ma nzvnes:

4) Numeriske approximationsmetoder,

hvor den matematiske teori er indbygget som baggrund for konkrete itera-
tive processer, der anvendes pa hvert problem for sig, gerne ved hjxlp af
datamater med stor regnekraft.

Vi skal her se pa nogle problemer hvor 3) kan anvendes, med rakkeud-
vikling efter de ortonormalsystemer, vi har opstillet. Dette kraever, at det er
muligt “separere de variable,” altsa at problemstillingen er egnet til at man
foretager en Fourieroplgsning el.l. efter hver variabel for sig.

Den videregaende analyse af generelle lgsningsmetoder bygger i hgj grad
pa 1) ogsa, med en udvidelse til variable koefficienter, der kraever et storre
maskineri, vi ikke kan begynde pa at komme ind pa her (pseudo-differential
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operatorer, Fourier integral operatorer). Der findes ogsa mange specielle
metoder til afgraensede klasser af problemer.

Vi har her kun nsevnt nogle typer af lineere differentialligninger. Der
findes ogsa en omfattende teori for ikke-lineere problemer; her er det ofte
sadan, at lgsningmetoder for de lineaere problemer indgar som et redskab.

4.2. Maksimumsprincippet for Dirichlet problemet.

I dette og de fglgende afsnit betragtes Dirichlet problemet (2) for forskel-
lige delmaengder 2 af R* af mere eller mindre speciel karakter. Vi vil fgrst vise
en entydighedssaetning, der gaelder for vilkarlige begraensede abne maengder
Q. Den fas som korollar til fglgende satning.

Saetning 4.1 (Maksimumsprincippet). Lad ) vare en begranset aben
delmaengde af R*. Hvis u er en reel funktion i C?(Q2) N C()), som opfylder

—Au <0 iQ,
u<C paodfl,
sa er u(x) < C for alle x € Q).
Bevis. Lad —Au = f, sa er det givet, at f(z) <0 pa (2. Da Q er kompakt
og u € C(Q), antager u maksimum i et punkt xg € €.

Antag forst, at f(z) < 0 pa Q. Sa kan x( ikke vaere et indre punkt af €,
for hvis det var, ville

2
5;20, %SO, forx=x¢,1=1,...,k;

og heraf folger at —Au(xg) > 0, i modstrid med antagelsen. Altsa er zy € 02,
hvormed u(z) < C for alle x € Q.

Betragt dernaest det almene tilfeelde hvor f(z) < 0 pa Q. Idet funktionen
h(z) = ||z||> = 23 + - - - + 27 opfylder

—Ah(x) = =2k,
vil u.(z) = u(z) + eh(x) for € > 0 opfylde
—Au, < —2ke <0 14,
u. < C+eR?  pa oQ;

her er R en konstant for hvilken Q C K (0, R). Behandlingen af tilfeeldet
f < 0 giver os nu, at u.(z) < C + eR? pa Q, hvormed

u(z) = u.(z) —¢l|z||* < C +eR? for z € Q.
Da ¢ var vilkarlig, sluttes at u(z) < C pa Q. O

Vi far nu let:
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Korollar 4.2 (Entydighedssaetningen). Lad ) vare en begraenset aben
delmaengde af RF. B
1° Hvis u er en reel funktion i C%(2) N C(2), der opfylder

—Au=0 i,
Ch <u<Cy; paodf,
sa er B
Ci<u<Cy; paf.
2° Hvis u; og ug er to komplekse funktioner i C?(Q)NC(Q), der lgser (2)
med de samme givne komplekse funktioner f og ¢, sa er uy = us.
Bevis. 1°. Da Au =0 og u < C3 pa 9, folger af Seetning 4.1, at u < U5 pa
Q. Da A(—u) =0 og —u < —Cy pa 01, fglger ligeledes, at —u < —Cy pa (.
Dette viser 1°.
2°. Funktionen v = uy — ugy er lgsning til (2) med f =0 og ¢ = 0. Det er
dens realdel og imaginserdel dermed ogsa. Anvendes 1° pa hver af disse, fas,
atv=0. U
Nar nu entydigheden af lgsninger i C2(Q) N C(Q) til (2) er etableret, vil
vi ikke gentage den ved hver af de eksistenssesetninger, vi viser i det folgende.

4.3 Homogent Dirichlet problem for et rektangel og for en kasse.
I det fglgende betragtes Dirichlet problemet med homogen differentiallign-

ing, kort betegnet det homogene Dirichlet problem:
—Au=0 19, .
u=¢ pa o, (7)

for visse seerlige maengder €2, hvor problemet kan separeres i problemer for
hver variabel for sig. Et meget simpelt tilfzelde er det hvor € er et rektangel
i planen.

Lad Q =]0,7[ x ]0,a] i R?, med a > 0. Til at begynde med lader vi ¢ = 0
pa tre sider af rektanglet; altsa

o(z,0) = g(x), for x € [0, 7],

©(0,y) = ¢(m,y) = 0, for y €]0,d], (8)
o(z,a) =0, for x € [0, n].

Lad os forst prgve at finde lgsninger pa produktform u(x,y) = X (x)Y (y)
(for disse ma g veere en konstant gange X (x)). Indsettelse af XY i dif-
ferentialligningen giver — X" (z)Y (y) — X(2)Y"”(y) = 0. Nar XY # 0, kan
ligningen skrives

~X"(z) _ Y"(y)
X@) Yy
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Her er venstre side konstant i y og hgjre side konstant i x, sa begge sider
ma veere lig med en konstant A. Nar randbetingelserne pa de tre sider af
rektanglet tages i betragtning, far vi ligningerne for X og Y:

o { —X"(x) = XX (x) forx€]0,n[,
X(0)=X(m) =0,
(i) { Y7(y) =AY (y) fory€l0,al,
ii
Y(a)=0.
En prgve viser, at uanset om X og Y har nulpunkter eller ej, vil et saet
{X(x),Y(y)}, der lgser (9), give en produktlgsning X ()Y (y) til (7) med ¢
som i (8) og g = X (z)Y(0).
Vi genkender straks (9 i) som et ganske simpelt Sturm-Liouville problem,

behandlet i Lemma 2.1 og Seetning 1.13. De normerede egenfunktioner i
Lo ([0, w]) og tilhgrende egenveerdier er

Xn(x) = (2/7r)% sinnz, M\, =n? hvorn € N.
For hvert A = A, bestemmes herefter en lgsning Y,, til (9 ii). Ligningen
Y"(y) = n?Y (y) har den generelle lgsning cie™ + coe™™ (c1,co € C); den
kan ogsa skrives som ¢} eV~ 4 che W= (¢} ¢, € C). De lgsninger der
opfylder Y'(a) = 0, er dem hvor ¢j = —c4; de kan skrives som csinhn(y —a),
og Y (0) =1 opnas for ¢ = —1/sinhna. Vi veelger da

(9)

sinhn(a — y)
Yn = - .
) sinh na

Hermed har vi fundet produktlgsningerne

sinhn(a — y)

Un(z,y) = Xn(z)Y,(y) = (2/7)% sinnx n € N.

sinh na
Den generelle lgsning til (7) med (8) sgges nu pa formen

u(x,y) = Z by Un (T, y) = Z bn, (2/7?)% sin nx

neN neN

sinhn(a — y)
sinhna (10)
Safremt rsekken konvergerer for (z,y) € €0, pa en sadan made at differen-
tialoperatoren —A kan anvendes ledvis, sa lgser u(zx,y) differentialligningen
—Au = 0; og hvis raekken ogsa konvergerer for (z,y) € 912, er randbetingelsen
opfyldt med
g(x) =" b, (2/m)? sinna. (11)
neN

Vi kan derfor lgse problemet, nar g kan udvikles i en rackke (11) saledes at
man ved indseettelse af koefficienterne b,, i (10) far en reckke med de gnskede
konvergensegenskaber.

(11) er simpelthen en sinusraekke for g, hvor vi ved en hel del om konver-
gensegenskaberne. Vi vil vise:
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Saetning 4.3. Betragt Dirichlet problemet (7) for 2 =10, [ x 0, a[, med ¢
givet ved (8).

1° Nar g € Lo([0,7]) med sinusrackken (11), er rsekken (10) uniformt
og absolut konvergent, med alle ledvis differentierede rsekker uniformt og
absolut konvergente, pa Q. = [0, 7] x [e, a] for alle ¢ €]0,a[. Sumfunktionen
u(zx,y) er i C>([0, 7] % ]0, a]) og loser differentialligningen der, og den opfylder
randbetingelsen pa de tre sider af rektanglet hvor y > 0.

2° Hvis endvidere g € HE([0,7]), er raekken for u uniformt og absolut
konvergent pa Q, sa u € C(Q) og opfylder hele randbetingelsen. Dermed
Ipser w problemet (7).

Bevis. Vi har brug for folgende vurderinger, som geelder for y € [0,a], n € N:

sinhn(a — y) _ enla—y) _ g—n(a—y)

sinhna ena _ g—na
_2 _
= e_”yl_e—n(ay) < e—ny# ’
1 —e2na - 1 — e 2a (12)
0< coshn(a—y) enla—y) 4 o—n(a—y)
- sinhna ena _ p—na
y 1+ e—2n(a—y) . 9
—pp - - O < e~ s
€ 1 — ¢ 2na € 1 — e—2a

Nar g € Ly([0,7]), er 3, cn 10nl? = [lg]|?, og specielt [b,| < |g|| for alle n.
Da |sinnz| <1, og e™™ < e °" for y > ¢, ses ved brug af (12), at

1 1 _
Z ||g||(2/ﬂ>2m€ ="

neN

er en konvergent majorantrackke for rsekken for u, for (x,y) € Q.. Differen-
tiation af leddet b,u,(z,y) giver

ik _ itk 1 sin _ sinh _ 1
8I8ybnun(x,y) = (£1)n’""b, (2/m)2 cos coshn(a Y) e

hvor cos hhv. cosh benyttes nar j hhv. k er ulige, og (+1) indgar pa passende
made. Sa er, ved (12),
0205 buun ()| < llg|(2/m)2 T ——ggm?Thee",

og disse tal er led i en konvergent majorantraekke for den ledvis differentierede
raekke, for (z,y) € Q. (da nfle™" — 0 for n — oo, for ethvert R > 0). Da
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dette geelder for alle j og k € Ny, og hvert led by uy, i (10) opfylder Ab,u,, = 0,

folger at u € C°°(£).) for ethvert ¢ > 0, med Au = 01 €. Dette viser 1°.
Nar yderligere g € Hj([0,7]), er 3, oy [bn] < 00, jvf. Seetning 1.13. Da er

SO @/m)E—— b
1—e

neN

en konvergent majorantraekke for raekken for u, for (z,y) € Q, sa konver-
gensen er uniform pa hele €2. Dette viser 2°. [

Som et korollar kan vi nu ogsa lgse Dirichlet problemet (7) for rektanglet,
nar ¢ er stykket sammen af H'-funktioner pa hvert randstykke, saledes at

de stemmer overens i hjgrnerne (dette geelder specielt nar ¢ er kontinuert og
stykkevis C'1).

Korollar 4.4. Lad Q =]0,7[ x]0,a, og lad ¢ veere en H'-funktion pa hver
af de fire randstykker, sa at ¢ er kontinuert pa 9€). Sa findes der en lgsning

ue C®Q)NC(Q) til (7).

Bevis. Antagelsen betyder, at ¢ er stykket sammen af fire funktioner 1, @9,
3 0g @4 givet som H'-funktioner pa intervaller,

1(z) forz e [0,7], y=0,
p2(y) fory€[0,a], x =,
p3(x) for x € [0, 7], y = a,
w4(y) fory e 0,a], z=0,

saledes at verdierne i hjgrnepunkterne stemmer overens: ¢1(m) = p2(0),
p2(a) = p3(m), ©3(0) = pa(a), og ¢4(0) = ¢1(0).

Betragt fgrst tilfaeldet hvor veerdierne i disse hjgrnepunkter er 0. Sa er
©; € H}([0,a,]), med a; = 7 for i = 1 og 3, og a; = a for i = 2 og 4. Her kan
vi lgse, hver for sig, problemerne (7) med ¢ givet som ; pa den i’te kant og
0 ellers, ved brug af Ssetning 4.3 (med passende koordinatskifte nar det er
p; for i = 2, 3 eller 4, der er # 0). Herved fas fire lgsninger w;, i = 1, 2, 3,
4, hvis sum

U= Uy + Uy + usz + ug

lgser det stillede problem; og u € C°(2) N C(Q).
I det almene tilfeelde indfgrer vi en hjselpefunktion

o(m,y) = o1(0) + p1(m) — <P1(0)x L pa(a) — <P4(0)y +exy,
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hvor ¢ er bestemt sa at v(m,a) = pa(a). Man efterviser umiddelbart at Av =
0. Dermed er u(z, y) lgsning til (7) hvis og kun hvis w(z, y) = u(z,y)—v(z,y)

er lgsning til
—Aw=0 19,

w=1 pa i,

hvor 1, defineret som ¢ — v pa 0, er i H! pa hvert randstykke og er 0 i
hjgrnerne. Hermed er vi tilbage i det forste tilfeelde. [J

Der er en analog szetning i hgjere dimensioner. For at forklare principperne
ser vi pa tilfeldet Q =)0, 7[¥~1x ]0, a[, idet mere generelle intervaller kan
behandles tilsvarende, efter behov. Her betegner vi

(xlw":xk—l) = ZL', € IRk_17

(nl, .. .,nk_l) =n' € Nk_l.

Szetning 4.5. Lad Q =]0,7[*~1x]0,a[, og betragt Dirichlet problemet (7)
med ¢ givet ved

o(x',0) = g(z'), for z’ E]O,W[k_l,

. : (13)
¢ = 0 pa de gvrige randflader.

Nar g € Lo(]0,7[~1) udvikles i den multiple sinusrackke

g(z) = Z by Cr_1sinnixy - - -sinne_1Tr_1 (14)
n’/€Nk—1
(Cr1 = (2/m)*=1/2) 54 er u(z), defineret ved
' , sinh ||n/||(a — zk)

u(z) = /GZN;l by Cl—18innizy -+ -SINNk_1Tk_1 snb e (15)

en funktion i C*°([0,7]¥~1x]0,a]), der opfylder Au = 0iQ og u = 0 pa
randfladerne undtagen fladen {x), = 0}. Rackken (15) og alle dens ledvis
differentierede rackker konvergerer uniformt og absolut pa Q. = [0, 7]F~! x
e, a], for ethvert € €]0,a].

Hvis g endvidere opfylder

> bw| < oo, (16)

n/€Nk—1

sa konvergerer rackken (15) uniformt og absolut mod u pa €2, sa u € C(Q) og
u = g pa randfladen hvor zj, = 0. Da er u lgsning til problemet (7) med den
givne randvaerdi (13).
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Her er (16) opfyldt f.eks. nar g € C™([0, w]*~1) for et m > (k—1)/2 siledes
at de afledede af g af orden til og med m er 0 pa randen af [0, 7|*~1; eller nér
blot den ulige periodiske forleengelse af g er i H™(T*~1) for et m > (k—1)/2,
jvf. Seetning 1.15.

Bevis. Vi spger her produktlgsninger af formen X;(z1) ... Xk(xx). Ved ind-
settelse i differentialligningen og division med X ... X}, fas

Xy Xy
ke S S
X, +e X, )

hvor det j-te led kun atheenger af ;. I betragtning af randbetingelsen spaltes
dette op i problemerne (hvor j =1,...,k— 1),

. —X;’(IIG) = )\ij(IL‘j) for Z; E]O,ﬂ'[,
W { v

X;(0) = X;(m) = 0,
. X (xp) =M+ -+ Xo1) X (zr)  for a2, €]0,a],
(i) { Xp.(a) = 0.
Problemerne (i;), j < k — 1, har lgsningerne X;(z;) = sinn,z;, n; € N,
med \; = n? For hvert valg af n’ = (ny,...,ng_1) er Ay + -+ + M1 =
n? +---+ni_, = ||n'||? s& (ii) lgses af Xi(xx) = csinh ||n/|(zx — a); her

veelger vi som sadvanlig konstanten ¢ sa at veerdien i 0 er 1. Dette giver
produktlgsningerne

sinh ||n/||(a — )

Up () = sinnqxy - -sinng_125_1 . n' e NFL

sinh ||n/||a

Vi sgger da den generelle lgsning som en overlejring (15), og vil nu undersgge
konvergensforholdene. Her benyttes Seetning 1.15.
Nar g € Lo([0, 7]*71), er

D> bl =gl o1y

n/eNkfl

specielt er [b,/| < |g|| for alle n’. Da fas som i Seetning 4.3 ved brug af (12),
at for hvert £ > 0 har raekken for u den konvergente majorantrackke pa 2.

1 —e||n’
Z ‘bn’|0k—1m€ =1, (17)

n/€Nk—1

(Det benyttes, at e~<I™'l < Cy/||n/|| ™ for ethvert M. Her velger vi M
s& stor at > et |07 < oo, hvilket ifglge Lemma IV 4.4 er sikret
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nar M > k — 1. Lignende vurderinger benyttes for de ledvis differentierede
raekker nedenfor.) Ved ledvis differentiation 9% OgF far man reekker med led

bn’Ck—l(n,)a/HnHak Sinn S sinn - sinh’
sinh ||n/||a cos 1 cos YR cosh

(£1) /[l (a — x);

de har konvergente majorantraekker

2
> NollCha = () [In|| eI,

n/€Nk—1

pa Q.. Da hvert led i (16) opfylder differentialligningen og er 0 pa alle
randflader undtagen den hvor xj = 0, fglger det fgrste udsagn i ssetningen.

For det andet udsagn benytter vi, at (16) multipliceret med konstanten
2C%_1(1 — e72%) 71 er majorantraekke for reekken (15) pa hele Q. Sa er u €
C(Q), og u = g pa den sidste randflade. [

Fra Seetning 1.15 fas endvidere, at nar g € C™([0,7]*71) for et m >
(k —1)/2 4+ 1, med alle afledede op til orden m lig med 0 pa randen, sa
konvergerer u’s raekke i C'(Q) (uniformt og absolut). Ogsa lidt mildere
forudseetninger sikrer dette, jvf. Seetning 1.15 ff.

4.4 Homogent Dirichlet problem for en cirkelskive og for en kugle.

Det grundlaeggende aspekt af metoden anvendt i sidste afsnit er, at savel
differentialoperatoren A som mangden 2 (et produkt af intervaller) er egnet
til bestemmelse af produktlgsninger, som kan overlejres til at give generelle
lgsninger pa rackkeform. Vi kan benytte dette synspunkt for A ogsa nar
mangden er produktformet i andre koordinatsystemer end det euklidiske.
Vigtige eksempler er polere koordinater i planen R? og i rummet R2, hvor
produktmaengderne er henholdsvis cirkler og kugler, og hvor A har en form
der tillader separation af de variable.

Fgrst betragtes (7) for en cirkelskive

Q={(z,y) eR* |22 +9y? <1} = K(0,1).
Vi indfgrer poleere koordinater (r, ),
T4y =r et ,

herved repraesenteres cirklen 2 ved parameteromradet

E={(r,0)|rel0,1],0 e R}.
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Afbildningen af (r,0) over i (z,y) er jo ikke bijektiv, men netop dette giver
anledning til et rimeligt valg af “randbetingelser” for lgsninger fremstillet
i poleere koordinater: de skal vaere periodiske i 6 med periode 2w og skal
konvergere for r — 0 mod en verdi, der er den samme for alle 6. Differen-
tialligningen ses ved kaedereglen at overfgres i

Pu  10u 1 9%u

S 1
or? * r or + r2 002 0 (18)
og randbetingelsen i (7) gar over i
u(1,0) = (), (19)

hvor ¢(6) ogsa antages at have periode 2. (Strengt taget burde funktionerne
af de nye variable have et andet navn end de gamle funktioner, men for at
fa en simpel formulering tillader vi os et lille misbrug af notationen pa dette
punkt.)

Lad os finde produktlgsninger til (18) med de nzvnte egenskaber. Ind-
seettelse af u(r, ) = R(r)©(0) og division med RO giver, efter multiplikation
med 72,

Heraf ses at savel funktionen af r som funktionen af 8 ma vaere konstante,

altsa . ) .
o R R 0"
e e

R R )
I betragtning af de gvrige betingelser fas folgende to problemer:

A

. -0"=X0 forfec]—m [,
(i) { © periodisk med periode 27,

N r*R" +rR = AR forr €]0,1],
(i) { R kontinuert i 0.

(20)

(Ogsa nar © og R har nulpunkter, lgser OR ligning (18).) Nar vi preeciserer
periodicitetskravene for © til betingelserne ©(—7) = O(7), O'(—7) = 0'(7),
er problemet (20 1) et egenvaerdiproblem af en generel S.-L. type, som diskute-
ret i starten af §2, se ogsa Opg. 2.16. Egenveerdierne er n?, n € Ny; til 0 hgrer
egenfunktionerne cg - 1 (med ¢y # 0) og til n? # 0 hgrer det to-dimensionale
rum af egenfunktioner c,e™ + c_,e™ (med (c,,c_,) # (0,0)). Disse
lgsninger frembringes af skaren af lgsninger

O.(0) =€, X, =n? hvorneZ
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(ved linearkombination for samme |n|). Nar A = \,, indsaettes i (20 ii), fas

R’ 4+rR —n*R =0, eller r(rR) —n*R =0.

Denne ligning lgses let ved variabelskiftet r = e’ for ¢ < 0 (dvs. % = % dilr =
da

r£), hvorved ligningen gar over i

% —-n’R=0,
som har lgsningerne
Ryo=a+bt=a+blogr, nar n =0,
R, =ae™ +be ™ =qar" +br ™, nar n £ 0.
Pa grund af betingelsen for » — 0 kan logaritmen og de negative potenser
forkastes, sa vi finder ialt

Ro(r)y=ar™ | neiZ.
Dermed har vi produktlgsningerne u,,(r, ) = R, (r)0,(0),
Un(r,0) = ri"le™  n e 7Z.

Den generelle lgsning til (7) sgges nu som en overlejring af produktlgsnin-
ger, altsa pa formen

u(r,0) = Z cn et (21)

nez

Nar raekken konvergerer for (r,6) € Z, er randbetingelsen (19) opfyldt med

w(f) = Z cn e (22)

nez

Vi genkender her den trigonometriske Fourierraekke.

Ganske som ved separationsmetoderne i sidste afsnit, far vi bedre kon-
vergens, jo mere differentiabel ¢ er. Fgr vi gar i detaljer med dette, vil vi
bemaerke, at (21) kan skrives i de oprindelige koordinater pa formen

u(,y) =Y enlz+iy)" + Y coplz—iy)*; (23)

n>0 k>0

og her er alle tilpasningsproblemer ved r = 0 forsvundet, fordi leddene nu er
polynomier i z og y. Her er det muligt ikke alene at checke kontinuitet i 0,
men ogsa differentiabilitet efter x og y, uden komplicerede overgangsformler.
Vi vil vise:
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Szetning 4.6. Betragt Dirichlet problemet (7) for Q = { (z,y) € R? | 22 +
y? < 1}, fremstillet i polaere koordinater ved (18), (19).

1° Nar ¢ € Lo(T) med Fourierrsekken (22), er rackken (23) uniformt og
absolut konvergent, med alle ledvis differentierede raekker uniformt og absolut
konvergente pa Q. = { (x,y) € R? | 22 +y? < (1—¢)?}, for ethvert e €]0,1].
Sumfunktionen u(z,y) er i C*°(Q)) og lgser differentialligningen i 2.

2° Hvis endvidere p € H'(T), er raeekken for u uniformt og absolut kon-
vergent pa €, sa u € C(Q) og opfylder randbetingelsen. Dermed lgser u
problemet (7) for 2 med dette .

Bevis. Nar ¢ € Lo(T), opfylder Fourierkoefficienterne uligheden
len| < ||| for alle n

(her benyttes normen i Ly(T)). For (z,y) € Q. har reekken for u den kon-
vergente majorantrackke

D leal(t =)™, (24)

nez

og de ledvis differentierede reekker som opnas ved anvendelse af 8%85 pa (23)
har konvergente majorantraekker

DNl =) a1 - e)ln,

nez

Da leddene opfylder differentialligningen, fas 1°.

Antag nu tillige, at ¢ € H'(T). Sa er (jvf. IV §2.5) >°  _, |e,| < 00, sa
(24) er konvergent majorantraekke ogsa for ¢ = 0. Altsa konvergerer (23)
uniformt (og absolut) pa hele €0, og resten af saetningen folger. [

Der kan knyttes nogle yderligere bemaerkninger til disse resultater. Beteg-
nes x + iy = z, ser vi, at nar u er som i saetningen, er

u(x,y) = co + Z ez + Z c_nZ".

n>0 n>0

Ved konjugering fas

Uz, y)=Co+ » 2"+ Y Cnz"

n>0 n>0

Specielt ses, at

U—U=Ccy— Cy+ Z(Cn — é_n>2n + Z(C—n - En>2n7

n>0 n>0
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og folgelig geelder (pa grund af entydigheden af koefficienterne i Fourierop-
lgsningen efter 6 for fast r), at u er reel hvis og kun hvis

c€R, ¢,=c¢_, foralleneZ.
I sa fald er

u=co+ Z(cnz" + ¢ 2") =cp+2 Z Re(cpn2™). (25)
n>0 n>0

Funktioner w, der opfylder Au = 0 i en dben maengde A C R* kaldes
harmoniske i A. Vi ser, at nar den harmoniske funktion u konstrueret ovenfor
er reel, er den af formen

u = Re f(z), hvor f(z) =co + 2 Z cnz" er holomorf i €. (26)
neN

Dette viser en variant af Seetning III 4.3, dog blot for den cirkelformede
mengde Q = K(0,1) (pa den anden side giver (26) en preecis oplysning om
Taylor koefficienterne til f). Se ogsa Opg. 5.12.

(21) kan ogsa omskrives til en integralformel for u(r,#) udtrykt ved den
givne randveerdi ¢(6): Idet koefficienterne ¢,, opfylder

1 ™

Cn = —
2 J_

p(0)e™" do,

har vi for afsnittene i raekken for wu:

sny(r,0) = Z cnrimlem? = Z 2i(/ p(o)e " do) rlnlgin?

In|<N [n|<N -

1 (" ,
<,0<0') Z ,r,|n|ezn(0—a)do_,

T om
- In|<N

hvor afsnitsfelgen under integraltegnet konvergerer uniformt i o for hvert
r < 1. Nar N — oo fas da for r < 1,

u(r,0) = % / p(0) S rinlein@=o) g (27)

nez

w —iw 1— T2

1 — rew + 1—re—iw 1472 —2rcosw’
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fas ved indseettelse i (27) Poissons integralformel:

1—r2 [T p(o)do
= fi 1. 2
u(r,9) 27 /_7r 1+72—2rcos(f —o)’ orrs (28)

Formlen gezelder, selv nar blot ¢ € Lo(T). Bemerk, at |re? — ei7|? =
1 + 72 — 2rcos(§ — o0); altsd nesevneren i integralet er netop kvadratet pa
afstanden mellem punktet e’ og det lgbende punkt e’ pa cirkelperiferien.

Lad os endvidere bemearke, at vi har fundet et pafaldende regularitetsfze-
nomen ved Igsningerne til hvert af de Dirichlet problemer, vi har betragtet:
Selv om den givne randveerdi ¢ ikke er seerligt regulser (altsa ikke seerligt
hgjt differentiabel), bliver lgsningen C'°°, sa snart man kommer i positiv af-
stand fra randen. Dette er et generelt feenomen for lgsninger til (7), og mere
alment for homogene elliptiske randverdiproblemer, jvi. §4.1, nar koefficient-
funktionerne a;; og a; er C°°. Noget tilsvarende gaelder ikke for hyperbolske
ligninger; tveertimod vil vi f.eks. for den endimensionale bglgeligning i §5.1
finde, at lgsningen for ¢ > 0 har samme grad af regularitet som de givne
begyndelsesvaerdier til ¢ = 0.

Lad os dernast betragte (7) for en kugle
Q={(z,y,2) eR® | 2?2 + 9> + 22 <1} = K(0,1).
Her benyttes sfeeriske poleere koordinater:

x = rsinfcoso,
y = rsinfsino, (29)

z =rcosb,;
med parameteromradet
E={(r,0,0)|rel0,1],0 €[0,7],0 € R}.
I disse koordinater tager ligningen formen

%u  20u 1 0 < Ou) 1 0%u

a2 T ror T 2sma 96 toraZeer — 0 (30

randbetingelsen gar over i
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og det ma antages om u som funktion af de nye variable, at den er konvergent
for r — 0, konvergent for # — 0 og # — m, og periodisk i 0 med periode 2.
Vi prgver nu at finde produktlgsninger u(r,0,0) = R(r)0©(0)3(0) til denne
ligning. Indszetning og division med RO giver

R"” 2R 1 1

— 44— (sinfO®Y + ——— 3" =0. 31
R +7’ R +r25in9@(sm ) +r2sin292 (31)

Multiplikation af denne ligning med 72 sin? 6 giver
(sinf ©")’ n "
) x
hvor de forste tre led kun atheenger af (r,6) og det sidste led kun athsenger
1

1 R/
2 sin? QE + 2rsin® QE + sin 6 0,

af 0. Heraf sluttes, at 5~ = ¢, hvor ¢ er en konstant, altsa vi far folgende
problem for X:
e =0,
>} periodisk med periode 27.
Dette problem har lgsningerne (o) = €7, ¢ = —m?, med m € Z; og vi

indsaetter ¥/ = —m? i (31). Den giver da ved multiplikation med 72:

R” R/ 1 m2
2 —— 2 — i 9 " -
T + 2r + sin 0 (Sln @ )

Separation af denne ligning giver problemerne

=0.
sin’ 0

2
(i) ~ sin@ (sin6 &)" + s'm2 0
in
O kontinuert i 0 og T; (32)
(i) { R’ +2rR' = AR for r €]0,1],
ii

R kontinuert i 0.

©=X0 forfecl0,n],

Problemet (32 i) er et singuleert Sturm-Liouville problem, som vi ved vari-

abelskiftet ¢ = cosf for t € [~1,1], ©(0) = P(t) (hvorved & = 44 —

. d .
—sin %), forer over i

m2

—((1 =3P +
P kontinuert i =+ 1;

P=)\P forte|—-1,1],

og dette genkendes som Legendre problemet, se §3.2. Egenfunktionerne og
egenvardierne er, for m > 0,

dm
P () = (1= t)"2= 2 Py(t), Aw=n(n+1), n€No+m,



4.19

hvor P,gm)(t) er de associerede Legendre funktioner, dannet ud fra Legendre
polynomierne P, (t).

Idet man kan vise, at P, (¢) indeholder kun lige potenser af ¢ nar n er lige,
og kun ulige potenser af ¢t nar n er ulige (jvf. Opg. 3.6), finder man at nar
cos 6 indsaettes for ¢, kan funktionerne ved brug af simple trigonometriske
formler skrives pa formen

P{™) (cos ) = sin™ @ - {polynomium i cos # af grad n — m},

med kun lige, hhv. kun ulige led, eftersom n —m er lige hhv. ulige. Systemet

P,gm) (cos ) er egenfunktionssystemet for det singulzere Sturm-Liouville prob-

lem (32 i); det er et ortogonalsystem i Lo([0, 7]) (da o = 1), og fuldsteendig-

heden fglger af fuldsteendigheden af det tilsvarende Legendre system.
Indseettes egenveerdierne A, i (32 ii), fas ligningerne

y_nn+1)
R

R’ +2rR —n(n+1)R=0, eller (rR) (rR),

der lgses omtrent som (20 ii) tidligere; der er de to lgsninger r—"~1 og r"
(logr og 1 nar n = 0), hvoraf kun den anden er kontinuert i 0, sa denne
bruges.

Idet vi gar over til den reelle skrivemade for de trigonometriske funktioner
af o, far vi ialt systemet af produktlgsninger

r" P (cos 0) cosma, r"P{™(cosf)sinmo, m € Ng, n € Ng+m. (33)

Man kan vise, at disse funktioner faktisk er polynomier i de oprindelige ko-
ordinater (x,y, z). De kaldes kuglefunktionerne eller de sferisk harmoniske
polynomier (pa engelsk “spherical harmonics”), og udtrykkes i reglen i poleere
koordinater.

Ved overvejelser som i IV §4 om multiple trigonometriske systemer kan
man vise, at hele systemet (33) ved normering giver et fuldsteendigt orto-
normalsystem i Lo([0, 7] X [—7, 7]), s& generelle Ly-funktioner pa kuglefladen
(r = 1) kan udvikles i konvergente Fourierraekker efter dette system.

Vi kan bruge dette til at lgse (7) med en given funktion ¢ pa kugleover-
fladen: Funktionen udvikles efter systemet (33) for r = 1,

P(0,0) =30 _0 2 n>m amn P™ (cos 0) cos mo
+ D 1 Yon>m by PS™ (cos 0) sinmo,  (34)
og man benytter koefficienterne til at danne lgsningen formelt som
u(r,0,0)=3"°_, > n>m A7 PI™) (cosf) cosmo

+ D 1 2nsm by PA™ (cos 0) sinmo,  (35)
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hvorefter konvergensforholdene diskuteres. Som ssedvanlig kan det vises, at
raekken (35) definerer en C'*° funktion pa det indre af kuglen, nar blot ¢
er i Lo, og at reekken konvergerer uniformt pa © under lidt mere restriktive
betingelser pa ¢.

Vi skal ikke forsgge at udfgre den preecise analyse her, da den kraever
et mere detaljeret kendskab til de indgaende ortogonalsystemer. Vi vil blot
yderligere naevne, at som i tilfeeldet af en cirkel kan lgsningsformlen omskrives
til et integral, Poissons integralformel for kuglen:

1 —r2 ") sin 6’
0, do'do’
<T U // // 0 1 + T2 — 27"(1))3/2 7 (36)

® = cosfcost +sinfsinb cos(oc — o),

der ofte med fordel kan bruges til at finde en lgsning. Naevneren i integranden
er tredje potens af afstanden mellem punktet (r,0,0) og det lgbende punkt
(1,60',0"). (At (36) lgser (7) for kuglen kan under passende betingelser pa ¢
ogsa verificeres direkte.)

Kuglefunktionerne har interesse ikke blot for den principielle lgsningsme-
tode givet ovenfor, men ogsa i andre problemstillinger; bl.a. vil vi mgde dem
igen ved diskussionen af tidsafheengige problemer og inhomogene problemer.
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Opgaver til §4.

4.1. Vis, at problemet (5) med f = 0 og go, g1 € S(R¥) Igses af en funktion
defineret for hvert ¢ > 0 ved

u(a, t) = F2L (cos([€]£)0(€) + %m(@).

4.2.
1° Vis, at problemet (6) med f = 0 og go € S(R¥) lgses af
g— —_— 2 A~
u(z,t) = F L, (e 140750 (€))
_ _ 2
=Fl.(e IEIE) s go ().

2° Vis, at for hvert ¢ > 0 er den invers Fourier transformerede til funk-
tionen e~ IE1°t 1ig med

k(z,t) = (4t7r)_k/26_”x”2t’

hvormed

(e, t) = (atm) H12 [ el g ) dy.
Rk
3° Vis, at k(z,t) er C® i x og t for (z,t) € (R¥ x [0,00[) \ {0}.
(Vink. Se Opg. 11 8.8 vedr. 1°, Opg. II 8.4 vedr. 2°, og eksempel II 8.20 vedr.
3°.)

4.3. Formuler og bevis en generalisation af maksimumsprincippet (Ssetning
4.1) for varmeledningsligningen i en aben delmeengde af RF+1,

4.4. Lgs problemet

%u  0%u
W‘f’a—ﬁ—o for (x,y)E]O,b[X]Ova[7

u(0,y) = u(b,y) = u(z,a) =0, u(z,0)=g(z),

hvor g € C*([0,b]) og g(0) = g(b) = 0.
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4.5. Lgs problemet

0%u  O%u
oaz Toyr =0 Tor (ww) el mlxonl,
2

u(w,0)=x2, U(IE,T():ZL‘Q, u(0,y) =0, wu(my)=mr".

4.6. Vis, at ligningen Au = 0 overfgres i (18) ved overgang til polaere
koordinater i R2.

4.7. Med € lig med enhedscirkelskiven skal man lgse problemet, som i polaere
koordinater formuleres ved

@+1@+i@—0 1Q
or2  ror  r2002 ’

u(1,0) =sin® 0.

4.8. Lgs problemet
0%u n 0%u B
0x2 = Oy?
u=at for 2?+y’>=4.

0 for z®+y*<4,

4.9. Lgs fglgende problem i en halvcirkel
u  10u 1 0%

o " ror T 2oe
u(r,0) = u(r,7) =0,

u(1,0) = 0(x — 0) .

=0 for r<1, 0<bO<m,

4.10. Lgs problemet

Au=0 for 1<r<R,
u(l,0) =0,
u(R,0) = f(0);

hvor f er givet i H1(T).

4.11. Undersog, hvad der ma forudszttes om g(2') for at lgsningen (15) til
det homogene Dirichlet problem i en terning =0, 7[3 tilhgrer C?(Q)NC().



5.1

§5. Tidsafhaengige problemer

5.1 Den svingende streng.
Ligningerne for en svingende streng af lzengde a, fastholdt i endepunk-
terne, er, i en generel form,

for z €]0,a[, t > 0,

OZu(x,t) — c(x)0%u(z,
( for t > 0,

0

0 1
= go(x) for x €]0,al, )

g

= g1(x) for x €]0,a].

Funktionen wu(x,t) angiver udsvinget for punktet z pa strengen til tiden ¢,
c(x) er en positiv C*°-funktion, der angiver massetaetheden langs strengen,
og go(x) og g1(x) er begyndelsesveerdier for u og dyu til tiden t = 0 (go er
begyndelsesudsvinget og g1 er begyndelseshastigheden). Fgrste linie i (1) er
bglgeligningen (med en variabel koefficient) for én rumdimension, ogsa kaldet
den éndimensionale bglgeligning.

Hvis ¢ er konstant, er der faktisk en helt eksplicit metode til at lgse prob-
lemet ved nogle integrationer m.m. Lad ¢ = 1. Vi deler problemet op i to
delproblemer, det ene med begyndelseshastighed 0:

O2v(z,t) — 0%v(x,t)
v(0,t) = v(a,t) =0
v(z,0) = go(x), Oww(zx,0)=0;

0,

(2)

og det andet med begyndelsesudsving 0:
w(0,t) = w(a,t) =0, (3)

Nar v og w lgser (2) henholdsvis (3), er u = v 4+ w lgsning til det oprindelige
problem. Vi bemzerker nu, at hvis g(z) € C?(R), sa geelder

(0F —02)g(x +1) = (9] — gz —t) = 0;
det vil vi spille pa ved konstruktion af lgsninger til (2) og (3). Seettes
v(z,t) = Lgo(z +t) + Sg0(z — t),
ser vi simpelthen ved verifikation, at v(z,t) lgser (2) ¢ omradet

{(z,t) | x €]0,a[,0 <t < min{z,a —zx}},
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nar gop € C?(]0,a[). Dette omrade er en trekant i (x, t)-planen over intervallet
10, a[ pa z-aksen; det kaldes indflydelsesomradet for ]0,a[. Det er det storste
omrade hvor 3go(x +t) + 2 go(z — t) er defineret (for ¢ > 0).

Vi vil nu ogsa inddrage randbetingelsen, altsa anden linie i (2). For at
fa en lgsning pa et storre omrade forlaenger vi go(z) til en ulige funktion pa
| — a,al, og videre til en periodisk funktion gy pa R med periode 2a, som i
§1.4 (46). Hvis nu go € C*(R), er

v(z,t) = 590z +1) + 3G0(x — 1) (4)

lgsning til differentialligningen i hele R?, og den opfylder savel begyndelses-
betingelser som randbetingelse; det sidste fordi

go(t) +go(—t) =0 =go(a +1t) + go(a —t),

for alle t. For at gy er C? kraeves, at go € C?([0,a]) med go(0) = go(a) =
90(0) = gg(a) =0.

Problemet (3) lgses som f(zslger Lad g7 veere den ulige periodiske forlaen-
gelse af g1, og lad G1(z fo g1(s)ds for z € R; bemeerk at G er den lige
periodiske forlaengelse af G1lio,q] (JVf evt. §1.4 (46)). Hvis G1(z) er C? pa
R, er

x+t
w(z,t) = 101 (x + 1) — LGi(z —t) = %/ G1(s) ds (5)
r—t

lgsning til (3); det ses ved efterprgvning.
Vi far altsd en C? lgsning til (1) med ¢ = 1 under visse betingelser pa gg
og g1, der kan opsummeres til:

go € C*([0,a]), g0(0) = go(a) = gg(0) = g§(a) =0,
g1 € C([0,a]), ¢1(0) = gi(a) =0;

og lgsningen er

x+t
u(z,t) =v(z,t) + w(z, t) = 3g0(x +t) + 590(x — t) + 3 / g1(s)ds. (7)

—t

Man kan vise, at lgsningen er entydigt bestemt (Opg. 5.3). Endvidere er
betingelserne (6) ngdvendige for at fa en C?-1gsning.

Ideen til at definere v ved (4) kan forklares ved, at 97 — 92 ved variabel-
skiftet

r=x+t, s=ux—t,
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fores over i differentialoperatoren —40,.0,, hvor man kan integrere forst m.h.t.
s og derefter m.h.t. r, idet man sgger at tilpasse lgsningen til begyndelses-
betingelserne. Denne omskrivning kan ogsa bruges til at argumentere for
entydigheden (Opg. 5.2).

Lgselighedsbegrebet kan generaliseres til begyndelsesvaerdier der ikke helt
opfylder (6), og hvor man alligevel saetter u = v +w defineret ved (4) og (5).
F.eks. hvis go € C2%([0, a]) med go(0) = go(a) = 0 men ikke g{j (0) = g{ (a) = 0,
s& er v(x,t) ikke fuldtud C?, men dog acceptabel som lgsning til (2) i en
generaliseret forstand. Her kan man bemarke, at diskontinuiteterne af de
anden afledede af v ligger pa de brudte linier med haldningskoefficient +1,
der starter i hjgrnerne (0,0) og (a,0) og forlpber i omradet { (z,t) |0 <z <
a, t > 0} (idet de tilbagekastes nar de rammer de lodrette linier {x = 0} og
{z = a}). Denne type af observationer har generalisationer til bglgeligninger
i hgjere dimensioner (jvf. §4.1 (3)), hvor man finder at en diskontinuitet af de
afledede af begyndelsesvaerdierne i et punkt xg for ¢ = 0 maerkes pa lgsningens
opforsel pa keglen {||x — x¢|| = t} med toppunkt zy (og pa visse reflekterede
kegler, nar A betragtes pa et begraenset omrade med randbetingelse).

Det kan bemeaerkes, at den fundne lgsningsformel fungerer fint ogsa for neg-
ative t; det samme vil geelde det almene tilfzelde behandlet nedenfor. Dette
afspejler, at den fysiske proces, der her behandles matematisk, er reversibel.
For varmeledning behandlet i nzeste afsnit geelder dette bestemt ikke, og dér
fungerer lgsningsformlen kun for ¢ > 0.

Nar c aftheenger af x, kan man i visse heldige tilfselde finde et koordinatskift,
der muligggr en lgsning ved integration som ovenfor, men i almindelighed
ma man gribe til approksimationsmetoder. Separation af de variable og
Fourierudvikling er ganske velegnet, idet vi far et regulaert Sturm-Liouville
problem, nar ¢(z) € C([0,al]) og ¢(x) > 0 pa J = [0,a]. (Vi antager c¢(x) €
C for simpelheds skyld.)

Lad os undersgge de mulige produktlgsninger til (1). Indssettes u(x,t) =
X(z)T(t)i (1), fas en ligning

X(x)T"(t) — c(x) X" (2)T(t) = 0,
der ved division med X'T' giver

T"(t)  c(x)X"(x)

T X))

hvor begge sider ma vere konstante (der hvor de er defineret). Nar rand- og
begyndelsesbetingelser tages i betragtning, forer dette til ligningerne for X
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c(z)
X(0) = X(a) =0,
(i) { =T"(t) = A\T(t) fort>0,
ii
7(0) = go, T'(0) = g1;
hvor gg og g1 er konstanter. Her er (8 i) et reguleert Sturm-Liouville problem,
saledes at de mulige veerdier af A udggres af egenveerdierne \,, n € N, med
tilhgrende egenfunktioner e, (z), der danner en ortonormal basis for H, (¢ =
1), ifplge §2.2. Egenveerdierne er positive og simple, og for hvert A, har (8 ii)
den entydigt bestemte lgsning

T, (t) = go.ncos VvV An t + \g/l—)\_nn sin v/ A\, t.

(Bemeerk, at cos+/A,t hhv. \/L/\— sin v/ A,t lgser problemet med {7°(0),77(0)}
= {1,0} hhv. {0, 1}.) Ialt fas et system af produktlgsninger

U (x, 1) = €5(2)(go,n cO8 Vnt+ % sin mt) (9)

Ved overlejring af disse kan man finde lgsningen for vilkarlige begyndelses-
veerdier (i passende funktionsklasser): Nar go(z) og ¢i1(x) har rackkerne

gO(x> - Z gO,nen(x)7 gl(l') - Z gl,nen(x>7

neN neN

B {—X”(az):)\ L X(z) forz€]0,al,

(8)

settes
u(x,t) = v(x,t) + w(z,t), hvor

v(z,t) ~ Z gonen(x)cos\/ Ap t,

neN (10)

w(z,t) ~ Z I n(2) sin /A, t.
neN

Nowe

Vedr. konvergensforhold benytter vi analysen fra §2.3. Lad os betegne

hin(t) = gon cos v/ Ant,

sa er
v(@,t) ~ Y hn(t)en(). (10)
neN
Da |hn(t)] = |goncos vVAnt] < |gon|, ser vi, at nar go € H, og dermed
> en 190.n]? < 00, er hgjre side af (10’) for hvert fast ¢ > 0 en Fourierud-
vikling af en funktion v(x,t) af =, som er i H, og dermed i La(J).
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Antag nu, at go € Hi(J). Saer >, oyAnlgon|? < 00, jvi. Saetning 2.18,
saledes at ) % er majorantreekke for Y- An|hn(t)|?. For fast ¢
bemaerker vi, at ifglge Seetning 2.18 2° ma v(wz,t) € H}(J), og raekken (10)
konvergerer mod v(x,t) i H}(J) og dermed uniformt i . Men nu kan vi
tillige vise, at konvergensen er uniform i t: Ved §2.3 (29) haves, for hvert ¢,
at

sup [v(@, 1) — Yoy <, i (en () < el (cp) ™ 00 Akl (D))
xzel (11)

< () Yont st Melgorl;

og sidstnzevnte udtryk gar mod 0 for n — oo uafhengigt af t € [0, 00[. Altsa
er v(z,t) € C([0,a] x [0, 00]).

Pa lignende made analyseres w(z,t). Her finder man, pa grund af faktor-
erne \/_, at g1 € Lo(I) er tilstraekkeligt til at sikre uniform konvergens af

reekken for w i x og t (Opg. 5.4).

For de hgjere afledede bruges Bemaerkning 2.20, i en elaboreret form vi ikke
skal forsgge at fa plads til her. Man bgr naturligvis have styr pa konvergens-
forholdene for de afledede op til anden orden for at bevise at sumfunktionen
faktisk lgser differentialligningen; her kan man vise, at disse uniforme kon-
vergenser er sikret, nar gy € H3(J) og g1 € H?(J) med (6) opfyldt. Det
benyttes ogsa ved disse overvejelser, at cn? < )\, < Cn?, jvf. Ssetning 2.19.

I det simple tilfeelde hvor ¢(x) er konstant (lad os tage ¢ = 1), fas konver-
gensoplysningerne lettere fra det explicitte kendskab til egenfunktionerne og

egenvardierne
TLz 7'['2

en(x) = crsin 2%\, = 3

(¢1 = (2/a)2, jvf. Eksempel 2.5), hvor vi kan bruge resultaterne for trigo-
nometriske Fourierraekker; men i det tilfzelde har vi jo den enklere direkte
integrationsmetode, afsnittet blev indledt med. Dog har egenfunktionerne
en interesse i sig selv: Produktlgsningerne (9), dvs. specielt

Uy (2, 1) = sin 222 (¢, cos 2t + d, sin 22 ) (12)
er t-periodiske lgsninger til bglgeligningen med periode /), specielt ™T:
de kaldes strengens egensvingninger. (Helt konkret, nar fx. en v1ohnstreng
eller klaverstreng sattes i sadanne svingninger, hgrer man de rene toner;
den dybeste tone fas for n = 1, den naeste for n = 2 har netop det halve
periodeinterval og giver tonen en oktav over, ... . I reglen frembringes ved
anslag en overlejring af disse toner med steerkt aftagende styrke for n — oo.)

Endvidere har raekkemetoden interesse for bglgeligninger i hgjere dimen-
sioner, ogsa dem med konstante koefficienter, se §5.3.
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5.2 Varmeledning i en stang.
Ligningerne for varmeledning i en stang af leengde a kan skrives (i forenklet
form)
Owu(z,t) — c(x)0>u(z,t) =0 for x €]0,a[, t > 0,
u(0,t) = u(a,t) =0 fort >0 (13)
u(z,0) = go(z) forz €]0,al;

her er u(z,t) temperaturen i punktet x til tiden ¢, og den x-afhsengige po-
sitive koefficient c¢(z) tillader, at varmeledningsevnen kan variere fra punkt
til punkt (den antages at vaere C*° for simpelheds skyld). Funktionen go(z)
angiver begyndelsestilstanden, og randbetingelserne i anden linie betyder, at
stangens endepunkter fastholdes pa temperaturen 0. Fgrste linie er varmeled-
ningsligningen (med en variabel koefficient) for én rumdimension, ogsa kaldet
den éndimensionale varmeledningsligning.

Vi vil lgse problemet ved raekkeudvikling. Indsaettes en produktfunktion
X (z)T'(t) i forste linie, fas en ligning, der ved division med X T giver

T @)X ()
T(t) X(z)

hvor begge sider ma veere konstante. Dette fgrer, i betragtning af rand- og
begyndelsesbetingelser, til de to problemer:

B —X"(x) = )\ﬁX(x) for z €]0,a[,
X(0) = X(a) =0,

.. —T'(t) = \T'(t) for ¢t >0,

40 { 7(0) = go,

(14)

hvor gy er en konstant. Problemet (14 i) er det samme S.-L. problem som
(8 1), med egenfunktioner e,, og egenveerdier A\, ; og nar ), indseettes i (14 ii),
fas lgsningen

To(t) = gO,ne_Ant

med go = go,n- lalt fas et system af produktlgsninger

un(x,t) = en($)Tn<t) = 90,n6n<x)e_/\nta

som ved overlejring giver lgsninger mere generelt: Nar go(x) har Fouri-
erraekken

90(@) = 3" gonen(@) (15)

neN
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efter ortonormalsystemet {e, }nen, seettes

u(z,t) ~ Z gomen(x)e Mt (16)

neN

Vedr. konvergens benytter vi oplysningerne fra §2.3 pa samme made som i
§5.1. Nar go € Hy(I), er 3, .y Anlgo,n|* < 00, jvi. Seetning 2.18. Nu er

u(@,t) ~ > kn(t)en(), med kn(t) = gone
neN

og nar dette ses som en Fourierudvikling af u(-,¢) for hvert fast ¢, kan vi
benytte uligheden

|kn(t)| S |90,n|7 (17)

til at slutte at der er uniform konvergens i x for hvert ¢. Specielt er u(z,0) =
go(x). Ogsa den mere preecise udnyttelse af §2.3 (29) som i (11) generaliseres
til det foreliggende tilfzelde, og giver uniform konvergens pa hele omradet
{(z,t) | z €[0,a], t > 0}.

For de hgjere afledede bruges Bemaerkning 2.20. Lad os nu ogsa observere,
at vi har en langt steerkere vurdering end (17) for ¢ > ¢ > 0, nemlig

kn ()] < |go.nle ™%, nar t > e (18)

vi bruger her, at A\, > cn?, jvf. Seetning 2.19. Denne vurdering kan bruges
til at vise, at selv med lav regularitet af begyndelsesveerdien, er lgsningen
C° for t > 0. Da Bemsarkning 2.20 ikke giver mange detaljer, vil vi blot
vise dette for tilfeeldet c(x) = 1:

I dette tilfelde er raekken lig med

u(x, t) ~ (2/a)% go.n Sin nre e_(“/a)Z”Zt; (19)
a
neN

og de ledvis differentierede raekker er

OFu(r, 1) ~ £(2/a)F 3 o (LX) S0 ITL (/e (g

a COS a
neN

For et fast ¢ > 0 har (20) for t > ¢ den konvergente majorantraekke

§ : Clnj+2ke—02n2s
)
neN
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med passende konstanter C'y, og C5 for hvert valg af j og k € Ny, sa raekken for
u samt alle de ledvis differentierede raekker konvergerer uniformt og absolut
for t > e. Dermed er u i C* for t > 0, og opfylder dyu — d2u = 0 dér. (Dette
geelder endda nar blot go € La([0, al), sa at |go.n| < |lgol]-)

Bemaerk, at varmeledningsproblemet ligner Dirichlet problemet pa dette
punkt: Lgsningen er C'*° i positiv afstand fra randen af (x,¢)-omradet. Ogsa
en anden egenskab har de falles, nemlig at man for varmeledningsligningen
kan vise et maksimumsprincip i stil med Seetning 4.1 (Opg. 4.3).

Pa den anden side er der den forskel, at nar varmeledningsligningen be-
tragtes i et rektangel [0,a] x [0,T], er veerdien af u i rektanglet bestemt af
begyndelsesvaerdien gy og veerdien 0 pa siderne x = 0 og x = a, dvs. veerdien
pa den fjerde side hvor ¢t = T fas af de gvrige data; den kan ikke foreskrives
frit som ved Dirichlet problemet (jvf. §4.3).

Bade for bglgeligningen (1) og for varmeledningsligningen (13) kan man
erstatte —c(x)0? med en mere generel Sturm-Liouville operator, jvf. Opg.
5.5.

5.3 Hgjere rumdimensioner, egenvaerdiproblemer for Laplace op-
eratoren.

Ved tidsathzengige problemer for flerdimensionale omrader (dvs. hvor den
samlede rum+tids-dimension er > 3) vil det ved separationsmetoder vaere
ngdvendigt at “separere flere gange”, som i behandlingen af Dirichlet prob-
lemet for kuglen i §4.4, hvis dette ikke allerede er forberedt med multiple
Fourierrsekker som i behandlingen af Dirichlet problemet for en kasse i §4.3.

Lad os ggre den principielle overvejelse en gang for alle. Vi betragter et
problem, enten af varmeledningstype:

Opu(z,t) + Au(z,t) =0 forz e Q,t>0,
(21)
u(z,0) = go(z) for x €
eller af bglgeligningstype:
O2v(z,t) + Av(z,t) = 0 for x € Q, ¢t >0,
v(z,0) = go(x) for z € Q, (22)

Ov(x,0) = g1(x) for z €

hvor A repreesenterer Laplace operatoren (m.h.t. x) pa © med en rand-
betingelse. Indsattes en produktfunktion X (x)7T'(t), giver (21) ved division

med XT' AX(2) ()
X0 = T = konstant, (23)
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mens (22) giver
AX(z)  T"(¥)
X(z) T

I begge tilfzelde har vi brug for at behandle egenveerdiproblemet

= konstant. (24)

AX(z) = A\ X(x). (25)

Safremt dette har et fuldsteendigt ortonormalsystem af egenfunktioner med
tilhgrende egenvaerdier

Xn(x), A >0, forneN,

far vi herefter ved indszettelse i (23) hhv. (24) den tilsvarende funktion T, ()
pa formen

T.(t) = go,ne_’\"t for (23),

T (t) = goncos vV Apt + % siny/A,t for (24),

hvilket ialt giver produktlgsningerne
Un(2,t) = gonXn(z)e ™t hhv.

vn(z,t) = X, (2) (go,n cos\/ A\t + Im sin v t),
VAn
for (21) hhv. (22) med begyndelsesveerdier go ,X,(x) og g1,,Xn(z). Disse
kan overlejres til at give lgsninger til generelle begyndelsesveerdier, som vi
udvikler efter ortonormalsystemet {X,,(z) }nen:

90(@) ~ Y gonXa(@), g1(z) ~ D g1.uXn(x), (26)

neN neN

hvorefter vi saetter

u(x,t) = Z up(x,t) = ZgO’an(x)e_A”t,
neN neN

v(z,t) = Z vp(x,t) = Z X, (%) (go,n cos Vnt+ ILn gin VA t)
neN neN \/E

(27)
Det afggrende skridt i denne strategi er at finde lgsningerne til egenvaerdi-
problemet (25). Her kan man i visse tilfselde udnytte separationsmetoder i
de z-variable.
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Strategien er helt almengyldig: Operatoren A behgver ikke repracsentere
Laplace operatoren, men kan veere en hvilkensomhelst operator i Ly(£2), for
hvilken vi har et fuldsteendigt ortogonalsystem af egenvektorer e,, sa at
Ae, = M\pe, (e, svarer til X,, ovenfor), dvs. sa at A diagonaliseres ved
ortonormalbasen {e,}. (Man kan endda generalisere problemerne (21) og
(22) til problemer for funktioner u af ¢ € R med veerdier i et Hilbert rum
H, hvor A er en vilkarlig operator i H, der kan diagonaliseres.) Tilfzeldene
behandlet i §§5.1-2 og Opg. 5.5 er faktisk bare specialtilfeelde, hvor € er et
interval og A er en S.-L. operator L.

Vi vil nu gennemga de tre tilfeelde hvor € er henholdsvis en cirkel i R?,
en kugle i R3 eller en kasse i R¥; og i hvert tilfeelde sgger vi lgsningerne til

—Au=Au 19,

u=0 paoQ; (28)

dette er egenverdiproblemet for —A med homogen Dirichlet betingelse. (Den
almene teori minder i flere henseender om behandlingen af Sturm-Liouville
problemet; nogle af elementerne i Opg. 5.6 for et parallelepipedum kan ud-
fores for generelle omrader.)

EGENVARDIPROBLEMET FOR EN CIRKELSKIVE.
Her benyttes polazere koordinater som forklaret i §4.4, hvorved differential-
ligningen tager formen

—[02u+ lﬁru + %831@ = \u.
r r

Indsaettelse af en produktfunktion R(r)©(f) og division med RO giver, efter
multiplikation med 72,

R// R/ @//
Pt g A =0,

hvor de variable er separeret, sa problemet fgres over i de to problemer for
hver sin variabel:

) —0"=p0 forbe|—m |,

) { © periodisk med periode 27,

.. —r?R" —rR' + uR = \r?R for r €10, 1],
(i) { R kontinuert i 0, R(1) = 0;

(29)

hvor vi ogsa har taget hensyn til randbetingelsen i (28). Problemet (29 i) er
det samme som (20 i) i §4.4, og har altsa lgsningerne

Om(0) =e™ p,, =m? Thvorm € Z.
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Indsaettes disse veerdier for p i (29 ii), fas efter en omskrivning

m2
—(rR") + TR = AR forrel0,1],
R kontinuert i 0, R(1) = 0;

(30)

som vi genkender som Bessel problemet, jvf. §3.1. For hvert m € Z har (30)
folgende system af (ikke normerede) egenfunktioner og egenveaerdier

Rmn( ) Jl I( (D) )7 Amn = (jglml))Qv n €N, (31)

hvor Ji er den k’te Bessel funktion og jfl ) dens n’te nulpunkt pa Ry. Hermed

har vi fundet produktlgsningerne
U (7, 0) = R (1) €™, m e Z,n eN; (32)
disse lgsninger opfylder altsa

_Aumn = )\mnumn i Q?

Umn = 0 pa 0f2.

Ved overvejelser som for multiple trigonometriske raekker kan man vise, at
fuldsteendigheden af systemerne {e?™%},,cn i Lo(T) og {Rmn/ || Rmnllo}nen i
Lo ([0, 1], rdr) medfgrer, at

B (7) im
{]|Rmnﬂge O}mez,neN

er et fuldstendigt ortonormalsystem i La([0,1] x [—m, 7], 5=rdrdf). I de
oprindelige koordinater bliver u,,, da (ved passende normerlng) et fuld-
steendigt ortonormalsystem i Lo(), dzdy), idet rdrdf svarer til dzdy ved
koordinatskiftet. Man kan vise, at w,, er C® i (x,y) € Q.

For problemerne (21) og (22) finder vi hermed raekkelgsningerne

u(r,0,t) ~ Z 90.mn R (r)e ™0 e Amnt (33)
meEZ,neN
~ otme (Jm[)y 4 JLmn . (Jm])
v(r, 0,t) Z Ry (7 ( mn COS Jp/ "Vt 4 ~imD sin j,, t)
meEZ,neN ]n

hvor koefficienterne fas fra reekkeudviklingerne af gg og g1,

90(7”, 9) ~ Z gO,mann(T)eimea

meZ,neN

g1 (T’, 9) ~ Z gl,mann(T)eime-

meZ,neN
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Det er ikke uoverkommeligt at diskutere konvergensforholdene, men vi vil
ikke forsgge at inkludere diskussionen her. Af fuldstzendigheden fglger, at
raekken for go konvergerer i Ly(£2), nar go € L2(f2), og man kan vise, at
den konvergerer uniformt mod go, nar go er i f.eks. C?(Q) med randveerdi
0; i det sidste fald konvergerer de tilsvarende t-athsengige raekker ogsa uni-
formt. For g; kreeves lidt mindre for uniform konvergens af den t-athaengige
reekke, da koefficienterne divideres med v/ Ay, Endvidere er der for u(r, 6, t)
konvergens af alle ledvis differentierede rackker nar ¢ > ¢ > 0, sa u lgser
varmeledningsligningen. For v kan en diskussion, der ligner den i §5.1, gen-
nemfgres. — Disse resultater bliver vel mest naturligt begrundede, nar man
viser dem som led i en mere almen diskussion af egenvaerdiproblemer for
—A pa generelle paene omrader, men dette kreever brug af mere dybtgaende
teorier. I den foreliggende ramme er det interessant at se hvorledes Bessel
funktionerne dukker op her.

Funktionen u(z, t) i (33) beskriver temperaturudviklingen i en cirkelformet
plade med temperatur gg til tiden 0, nar randens temperatur holdes pa 0; og
v(z,t) lpser problemet at finde svingningerne i en cirkulser membran (fast-
speendt ved randen), med given udgangsposition go og udgangshastighed g;.
Leddene i raekken for v repraesenterer systemets egensvingninger.

EGENVARDIPROBLEMET FOR EN KUGLE.

Her benyttes de sfaeriske poleere koordinater indfert i §4.4. Ifslge oplys-
ningerne dér tager egenveerdiligningen formen

1

r2sin® 0

63u] = \u.

2 1

Vi sgger produktlgsninger R(r)©(6)3(0). Indssetning, division med RO og
multiplikation med r2sin? # giver

R" R’ (sing®’) "
|22 .2 g4t . =
[r sin H—R + 2rsin QR +Sln97@ + >

= \r?sin?0,
hvoraf fglger, at X" /% ma vaere en konstant ¢ € C. Som i §4.4 (20) f. og (31)
ff. ses, da ¥ har periode 27, at vi kan tage X(0) = €™, ¢ = —m?2, hvilket
indsaettes i ligningen, som endelig ved division med sin® # giver

R" R’ 1 (sinf®’) m?
2t ot =
"RTYR s @ snte

Her kan R og © separeres, og vi finder, nar randbetingelsen ogsa tages i
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betragtning, at de skal lgse

m2

sin’ 0

1
(i)  sind
© kontinuert i 0 og 7; (35)
. —1?2R" —2rR'+ uR = M?R for r €]0,1],
(i) { R kontinuert i 0, R(1) = 0.

(sin#O’)" +

©=p0 fordel0,n,

For (35 i) geelder ngjagtigt den samme analyse som i §4.4, og vi finder
lgsningerne
Pl“ml)(cose), w=1U1+1), [€Ny+|m|,

for hvert m € Z. Nar en egenveerdi p = [(I+1) indseaettes i (35 ii) fas ligningen
—r*R" —2rR' +1(1+1)R = M\r*R.
Her indfgrer vi en ny funktion S(r) = r2 R(r) og finder, at den skal lgse

—(rS") + S =ArS forrel0,1],
S kontinuert i 0, S(1) = 0.

(1+3)?
r (36)

Dette er endnu et singuleert S.-L. problem, nemlig et Bessel problem med
halvtallig parameter, og det kan lgses ved at man definerer Bessel funktionen
Ji 1 ved formlen §3.1 (12) og setter

(143 (143
Su(r) =Gy ), k=G ?)2 keN, (37)
hvor j,(clJr%) er det k’te nulpunkt for J;, 1 pa Ry (k € N). Ogsa dette system

er fuldsteendigt i H, (o(r) = r). De “halvtallige” Bessel funktioner har en
serlig karakter, idet de kan fremstilles ved endelige summer

Jip1(2) = <i) : (sin(z — 3n7) f(2) + cos(z — 4nm)gn(2)),

w4

hvor f,, og g, er rationale funktioner af z med heltalskoefficienter; specielt er

= (2) sinz gy = (2)7 (22— cos).

v v z

Hermed har vi ialt fundet produktlgsningerne

Upim (1,0, 0) = r_%Slk(r) Pl(|m|)(cos 6) e, (38)
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og de er altsa egenfunktioner for det oprindelige problem, med egenveerdier

Nelm = (j;il+%))2, hvor k € N, [ € Ng + |m|, m € Z. (39)
Man kan vise, at de udggr et ortonormalsystem i Ly (£2), at dette ved normer-
ing giver en ortonormal basis, og at elementerne i det er C*° funktioner pa
Q (i (z,y, 2)-koordinaterne).

Produktlgsningerne bruges til at lgse (21) og (22) for A virkende som
Laplace operatoren pa kuglen €2, med homogen Dirichlet betingelse, idet
begyndelsesvaerdierne Fourierudvikles efter ortonormalsystemet, og koeffi-
cienterne benyttes til at definere u og v, som i (26)—(27) men med en lidt
mere kompliceret nummerering, jvf. (39). Om konvergensforhold gaelder no-
get lignende som for cirkeltilfeeldet.

Fysiske problemer, der herved lgses, er at bestemme temperaturudvikling
i en kugle med fast temperatur 0 pa randen, hhv. svingninger i en kugle med
fastholdt rand.

EGENVARDIPROBLEMET FOR EN KASSE.

Endelig betragter vi en kasse i R¥, og for simpelheds skyld tager vi Q =
10, w[¥, idet mere generelle intervaller blot giver ekstra konstanter at holde
rede pa.

For en produktfunktion Xj(z1)--- Xi(xr) tager egenveerdiligningen for-
men, efter division med X7 - - - Xy,

X0 X7
B et St 1) RO}
X, TR

som separeres ud i problemerne

— X = p;X; forx; €]0,7[, j=1,...,k, (40)
X;(0) = X;(m) =0,

hvor p;’erne er indbyrdes forbundne ved ligningen
pa e = A

De normerede lgsninger til (40) er som bekendt

Xji(z;) = (2/7?)% sinlr;, py=102 1€N;

og derrgled far vi produktlgsningerne (hvor n = {ny,...,ni}, [[n||* = n? +
e + nk):

un () = (2/7)* 2 sinnyzy - - -sinngzr, A, = ||n||?, ne Nk (41)
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Systemet (41) er et fuldsteendigt ortonormalsystem for Lo(2), jvf. §1.4, og
man kan vise, at disse funktioner (op til linearkombination af funktioner
hgrende til samme egenveerdi) netop er samtlige egenfunktioner for —A pa
Q. (Se ogsa Opg. 5.6.)

Nu lgses varmeledningsproblemet (21) og belgeligningen (22) for dette
omrade ved at man Fourierudvikler go(x) og g1 (z):

go(z) = Z gom(2/m)¥/ 2 sinnyzy - - - sinngxy,

neNk (42)
g1(z) = Z g1.n(2/m) 2 sinnyzy - - - sin ngay,
neNk
og definerer
u(x,t) = Z Gon(2/m)E 2 sinnzy - - -sinngzge” M, (43)
neNk
v(x,t) = Z (2/7)*/ 2 sinnqay - - - sin npay (go,n cos ||n|t 4 Iin H H sin [|n[|t).
neNk

Konvergensforholdene kan diskuteres pa ganske tilfredsstillende made pa ba-
sis af IV §4.4 og Saetning 1.15, ligesom i beviset for Seetning 4.5. Det giver, at
nar go € C™(Q) og g1 € C™1(Q), med alle afledede op til orden m hhv. m—1
lig med 0 pa randen, og m > k/2, sa konvergerer rackkerne for v og v uniformt
i (z,t) € Qx[0,00[,s8uogwveriC(Qx]0,o00[). Hvis m > k/2+1 for et helt
positivt [, geelder den uniforme konvergens ogsa for de ledvis differentierede
raekker op til orden 1, sd u og v er i C1(Q x [0, 00] ), og tilfredsstiller pa denne
made differentialligningen, nar [ > 2. (Randbetingelserne kan svaekkes lidt.)
For rackken for u geelder, nar blot go € L2(€2), at de ledvis differentierede
raekker af enhver orden konvergerer uniformt pa Q x [g, oo| for ethvert € > 0,
sa her er differentialligningen tilfredsstillet nar blot gg € L2 (2).

De fysiske problemer der herved lgses, beskrives tilsvarende til de forega-
ende tilfaelde.

5.4 Inhomogene Dirichlet problemer, diagonalisering.

De egenfunktionsbestemmelser vi foretog i sidste afsnit kan ogsa bruges til
at lgse Dirichlet problemer for Laplace operatoren med inhomogen differen-
tialligning (kort bensevnt inhomogene Dirichlet problemer), altsa problemer
af formen

—Av=f 19,

v= paodf, (44)
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for forskellige abne meengder € i R¥. I de tilfeelde hvor vi allerede har lgst
problemet med f = 0, resterer der at lgse problemet

—Au=f i€,
. (45)
u=0 paodf,
thi nar u er lgsning til dette, og w lgser problemet med f = 0 og et givet ¢,
sa lgser v = u 4+ w det fulde problem (44).

Vi vil benytte folgende strategi: Antag, at vi har fundet et system af
egenfunktioner {u, },cn, altsa lgsninger til

—Au=Xu 1§, 46
u=0 pa o, (46)
som er ortogonalt og fuldstendigt, dvs. det tilhgrende ortonormalsystem
{en}nen = {un/||tn||}nen er en ortonormal basis for Lo(€2). Antag, at de
tilhgrende egenvaerdier A, er # 0. Nar f € Lo(Q), betragtes Fourieroplgs-
ningen efter dette system,

F=Y (fien)en. (47)

neN

Seetter vi nu

u=3" - (fenen, (13)

neN "

vil hvert led i denne raekke opfylde randbetingelsen, og hvis ellers konvergens
og ledvis anvendelse af —A kan begrundes, er

—Au = Z %(fa en))\nen = fa

neN ~ "

sa vi har lgst (45). Metoden kaldes: at lgse (45) ved diagonalisering.

For at strategien skal fungere, skal en hel del ting veere i orden: dels eksis-
tensen af det fuldsteendige system af egenfunktioner med egenveerdier # 0,
dels argumenterne for konvergens. For de tre specialtilfezelde behandlet i sid-
ste afsnit kender vi faktisk eksplicit et fuldsteendigt system af egenfunktioner
med tilhgrende egenveaerdier (# 0), sa her er det kun konvergensdiskussionen,
der mangler. Tilmed har vi behandlet de tilsvarende homogene Dirichlet
problemer i §4, sa en fuldstendig fremstilling af lgsningen til (44) vil kunne
opnas.

Mere alment kan det oplyses, at nar €2 er et begreenset omrade med bare
nogenlunde “paen” rand, sa har (46) faktisk et fuldsteendigt ortogonalsystem
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af lgsninger, med tilhgrende egenveerdier > 0, og den skitserede strategi
kan udfgres i detaljer. Spgrgsmalet om at lgse (46) ligner i hgj grad det
endimensionale problem, vi behandlede i §2.2, Sturm-Liouville problemet.
Man kan ogsa her vise, at

k
—Au,u) Z 102, ul®> > collul|?, for u € C*(Q) med u =0 pa O,

og heraf slutte positivitet af egenveerdierne; ogsa ortogonaliteten af egenfunk-
tioner hgrende til forskellige egenveerdier er let at se. (Opg. 5.6 behandler et
specialtilfeelde.)

Men bl.a. pa folgende punkt afviger det flerdimensionale tilfeelde fra det
endimensionale: Vi kan ikke veaere sikre pa at egenveerdierne er simple; f.eks.
skal vi se, at der forekommer multiple egenveerdier netop i de eksempler vi
har behandlet eksplicit. Dog kan man vise i almindelighed, at hver egenveerdi
har endelig multiplicitet, og at folgen af forskellige egenvaerdier gar mod oo.

I eksemplerne vil vi blot opstille lgsningerne som formelle rackker, mens
vi afstar fra at komme ind pa spgrgsmal om konvergens af differentierede
reekker; bemaerk dog, at konvergens i Lo(£2) er sikret af den almene teori,
Seetning IV 1.14.

DET INHOMOGENE DIRICHLET PROBLEM FOR EN CIRKELSKIVE. Her har
vi det fuldsteendige system af egenfunktioner {u,,,} fra (32) (se ogsa (31)),
hvor {m,n} € Z x N. Hver af egenveerdierne \,,, med m # 0 er dobbelt,
idet A\ = A(—myn = (jfllml))Q. Man kan vise (ved hjelp af en dyb seetning i
algebraisk talteori), at samtlige forskellige Bessel funktioner J, med k € Ny
ikke parvist har nulpunkter feelles pa R;. Altsa er multipliciteten dog ikke
hgjere end 2.
Nar f € Ly(Q2) udvikles efter systemet

Fr0) = " con( )T (G )™, (49)

meEZ,neN

bliver formlen for lgsningen u(r, #) til (45):

ury= 3 ol g G, (50)

meZ,neN ( (|m|))

DET INHOMOGENE DIRICHLET PROBLEM FOR EN KUGLE. Egenfunktionssys-
temet er bestemt i (38), med egenvaerdier (39), se ogsa (37). Egenveerdierne



5.18

Akim, nummereret ved {k,l,m} € N x (Ng + |m|) x Z, er multiple af flere
arsager: Dels er A = Agy(—m) nar m # 0, men desuden optreeder, for
fast £ og [ > 0, den samme egenveerdi (j,E:H%))2 for alle m med |m| < [.
Atter kan det vises, at samtlige forskellige halvtallige Bessel funktioner J; 1
med [ € Ny ikke parvist har nulpunkter feelles pa R, ; sa multipliciteterne er
fuldtud bestemt ved det allerede nzevnte.

Nar f € Ly(€) udvikles efter systemet g,

f(r7 97 O-) =

-1 (I+3 m 1mo
g Crim (f)7 2J(l+%)(],g+2)r)P(| D(cos0)e™, (51)
keEN, meZ,1>|m)|

bliver formlen for lgsningen u(r, 6, 0) til (45):
u(r,0,0) =

cam(f) _1 (141 m imeo
Z '(Ti))r 2J(l+%)(],g 2)7’)]3(| D(cos0)e™.  (52)
kEN, mEZ, I>|m)| (Jk ? )2

DET INHOMOGENE DIRICHLET PROBLEM FOR EN KASSE. Systemet af egen-
funktioner og egenveerdier er givet ved (41). Nar f udvikles efter dette sys-
tem,

f(x) = Z cn(f)(2/m)F 2 sinnyxy - - - sin gy, (53)

neNk

fas formlen for lgsningen til (45):

u(x):: 2{: Tﬁfﬁg(2/ﬂjk/QSﬂln1$1"'Sﬂlnkwk, (54)

neNk

Med hensyn til multiplicitet, kommer dette an pa, hvor mange forskellige
mader der er til at skrive et tal N som sum af k heltalskvadrater

N = |ln|l* =ni+-+n;

det er et talteoretisk problem. For de fleste veaerdier af N er der i det mindste
de fra vores synspunkt forskellige lgsninger, hvor to forskellige tal n; og n;
bytter rolle. Nar intervalleengden 7 byttes ud med andre lzengder aq, ...,
ay, skifter problemet karakter; nu spiller disse tals natur (f.eks. om de er
rationale eller algebraiske) ogsa ind.
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For fuldstzendigheds skyld vil vi ogsa lige naevne, at der findes fglgende
integralformler for lgsningerne til (45), nar Q er enhedskuglen i R, R? eller

R3, dvs. intervallet | — 1,1[, enhedscirklen eller enhedskuglen:
1 . .
u(z) = 5 (—lz =yl +lyllz —y*D) fly)dy iR,
K(0,1)
1

(—logllz — yll +log(llylllla — y*ID) fy) dy 1R, (55)

s

1 1 1
u(z) = — / - Nfydy iR,
e K<o,1><r|x—yr| i)

hvor y* betegner det punkt pa stralen fra centrum gennem y, der opfylder
ly*|| = lly]|~! (ikke defineret for y = 0).

Ovenstaende fremstilling af nogle metoder til lgsning af partielle differen-
tialligninger har sit udspring i klassiske afhandlinger og bgger om emnet, og
der er naturligvis utroligt meget mere, der kunne eller burde siges i denne
sammenhang. Vi slutter med at naevne lidt af litteraturen, som vi henviser
til for yderligere oplysninger.
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Opgaver til §5.

5.1. Vis, at ved koordinatskiftet (r,s) = (x + t,z — t) overfores ligningen
(02 — 0%)v = 0 i ligningen 9,9,v = 0.

5.2. Vis, at hvis v € C?(R x [0, 00[) er lgsning til

(02 —0%)w=0 forxcR,t>0,
v(xz,0) =0 forzeR,
O (z,0) =0 for x € R;

sa er v =0.

(Vink. Man kan fortage et koordinatskift som i Opg. 5.1, og bemerke, at
begyndelsesbetingelserne medfgrer at v, d;v og d,v er 0 pa linien r = s, samt
at differentialligningen viser, at 0s;v er konstant pa halvlinier parallelle med
r-aksen, altsa 0; dernzest sluttes at v er konstant lig 0.

Bemerkning. Denne teknik kan ogsa anvendes pa problemet (2) med g = 0,
idet man f.eks. fgrst opnar v = 0 i trekanten hvor x < t og derefter successivt
inddrager stgrre omrader.)

5.3. Vis, at nar u er reel og € C?%([0, a] x [0, o[ ), s& geelder for ethvert T' > 0:
T a T a
/ / (02w — O2u)u dxdt = / / ((Ou)? + (Opu)?) dadt
o Jo o Jo
+ / Owu(z, T)u(z, T) dx — / Opu(z,0) u(z,0)dx (%)
0 0
T T
+ / 0,1u(0, £) u(0, £) dt — / Dyu(a, t) ula, ) dt
0 0

samt at

/ u(z, t)?dx, t>0. (k)

&I&

/Otua:'t (z,t)do =3

Slut heraf, at nar u lgser (1) med go = g1 = 0, sa er u = 0. Konklusionen
udstraekkes til komplekse funktioner u.

(Vink. Lad F(T) = [ u(z,T)*dx. Man slutter af (x), at udtrykket i (5x)
er <0, dvs. dF (T ) /dT < 0. Hv1s u nu ikke var identisk 0, matte F'(T') vokse
op fra 0 til en positiv veerdi pa et vist tidspunkt, sa dF(T)/dT > 0 pa et
tidspunkt. — Argumentet kaldes energi-integral metoden.)
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5.4. Vis, at nar g; € La(J), er reekken for w(z,t) i (10) uniformt konvergent
ixogt.

(Vink. Bemeerk, at \/i_en er lig med v,, defineret i Seetning 2.18.)

5.5. Betragt fglgende generelle version af den endimensionale varmeled-
ningsligning:

Opu(x,t) — O (p(x)Opu(x, t)) + q(x)u(z, t) for z €]a, B[, t > 0,
u(a, t) = u(f,t) fort >0

=0
U =0
u(z,0) = go(x) for x €|a, B[;

hvor p og ¢ € C*([e, 5]) med p > 0, ¢ > 0. Vis, ved brug af resultater fra
§2, at nar go € Hi ([, 3]), s& har problemet en lgsning

u € C%([av, B]x]0, 00[) N C([ev, 8] x [0, 00).

5.6. Betragt —A pa omradet Q =]0,7[* i R*. Lad A veere operatoren i
Lo(€2), der virker som —A og har definitionsmeengde

D(A)={uecC*Q)|u=0pao}.

Definer den sesquilinezre form a(u,v) ved
a(u,v) = / (O, Opy U + -+ - + Oy, u 0y, 0) dux,
Q

for u og v € C1(Q).
1° Vis, at der for u og v € D(A) geelder

(Au,v) 1, 0) = a(u,v).

2° Vis, at for u € C1(Q) med u = 0 pa 9Q geelder

k
a(u,u) > ;HUH%Q(Qy

(Vink. Benyt Lemma IV 3.8 for hver af de partielle afledede.)
3° Betragt egenveerdiproblemet

Au = du, ue€ D(A).

Vis, at alle egenveerdier er positive, og at egenfunktioner hgrende til
indbyrdes forskellige egenvaerdier er indbyrdes ortogonale. Slut heraf,
at veerdierne A\, = ||n||?, n € N*, er samtlige egenveerdier for A, jvf.
(41).



5.22

5.7. Vis pastandene efter ligning (43).

1
5.8. Hvilken multiplicitet har (j,E:HQ))Q, som egenveaerdi for (45) med (2 lig

med enhedskuglen i R3?

5.9. Vis, at laveste egenveerdi for (45) har multiplicitet 1, for de tre spe-
cialtilfaelde beskrevet i §5.3—4.

5.10. Find de ni fgrste egenfunktioner for problemet (45) hvor € er et
rektangel ]0,7[x ]0,7/2[.

5.11. Lgs bglgeligningen

OPu(z,t) — (1 + x)%02u(z,t) =0 for z €]0,1[, t > 0,
u(0,t) =u(l,t) =0 for t > 0,
u(z,0) = go(z) for z €]0, 1],
Owu(z,0) = g1(z) for x €]0,1[;

med brug af resultater fra Opg. 2.4. (Man kan dels benytte raekkeudvikling,
dels fgre problemet over i et af typen behandlet i starten af §5.1.)

5.12. (MAKSIMUM MODULUS PRINCIPPET) Vis, at nar f € H(G), hvor G er
en aben meengde i C, sa gaelder for en vilkarlig kompakt delmaengde K # @&
af G:

max{ |f(2)] | z € K } = max{|f(2)| | z € 9K }.

(Vink. Det er let at se, at begge maxima antages, og at der gaelder ‘>’.
For den omvendte ulighed overvejes forst folgende udvidelse af maksimums-
princippet for harmoniske funktioner: Nar u(x,y) er harmonisk i den abne
maengde G C R? og K er kompakt C G, sa er

max{ [u(z,y)| | (z,y) € K} = max{ |u(z,y)| | (z,y) € OK };

dette geelder selv nar K # K°. Herefter vises: 1° Nar f er nulpunktsfri i G
fas ‘<’ ved at benytte at log|f| er harmonisk i G, jvf. Opg. III 5.6. 2° Nar
f=0,eller K° = @, er resultatet oplagt. 3° For det resterende tilfselde kan
man vise, at K har uendeligt mange punkter, mens K N Z(f) har endeligt
mange punkter (jvf. Seetning III 6.5). Lad M = max{|f(z)| | z € 0K }, og
erstat G og K med

G ={zeG|If(2)|>zM}, K ={zeK|[|f(z)|=3FM};

sa kan 1° anvendes pa G’ og K'.)
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