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FORORD 

Et af formålene med dette kursus er at knytte en forbindelse mellem de ab­
strakte begreber i funktionalanalyse og de klassiske problemer i matematisk fysik. 
Differentialligninger, der beskriver fysiske fænomener, har været kendt i mange 
år, mens metoderne til at løse dem har udviklet sig fra specielle løsninger på 
specielle problemer til almene teorier, der dækker store klasser af differential­
operatorer. Det er ikke muligt i et etsemester kursus at komme ret langt i frem­
stillingen af de generelle løsningsteorier; men der er lagt vægt på at udvikle 
den moderne ramme, hvori differentialligningerne bekvemt kan betragtes. Problemer­
ne formuleres her på to måder, på den ene side ved hjælp af ubegrænsede operatorer 
i Hilbert rum, og på den anden side ved hjælp af begrænsede operatorer i distri­
butionsrum, idet samspillet mellem de to betragtningsmåder fører til en uddybning 
af dem begge. 

Ved tilrettelæggelsen af et sådant kursus er et af problemerne, hvor meget 
man skal gøre ud af distributionsteorien. Den fuldstændige teori (efter Laurent 
Schwartz) er meget tilfredsstillende og smuk, men også meget omfangsrig. Det blev 
overvejet at nøjes med et minimum af teori (tempererede distributioner og Sobolev 
rum over Rn ), men tanken blev opgivet - dels fordi man herved ikke sætter til­
hørerne i stand til at læse den almindelige matematiske litteratur, dels fordi 
der herved kun behandles operatorer der virker på hele Rn • Indførelsen af 
distributioner over åbne delmængder af Rn er derfor taget med, og prisen for 
det har været at det vigtige redskab, der ligger i Fouriertransformationen, er 
placeret temmelig sent i kurset; hvorefter de vigtigste anvendelser heraf falder 
på plads til allersidst. 

Hvis der havde været mere tid, ville ethvert af følgende emner kunne have 
fortjent en uddybning i kurset: kompakte operatorer (som inverser til differen­
tialoperatorer) og deres egenværdibestemmelse, spektralteori iøvrigt, randværdi­
problemer, bølgeligninger, og meget andet. - I foråret 1984 indgik Kapitel 1 - 2 
og 4- 9 i eksamenspensum, med visse overspringelser (bl.a. vedrørende koordinat­
skift). 

Der resterer at takke de studerende i 1983 og 1984 for deres medvirken og 
gode kommentarer, og specielt at takke Ulla Jacobsen for en ekspertmæssig indsats 
og stadig hjælpsomhed ved opstillingen og renskrivningen af teksten. 

Maj 1984 

Gerd Grubb 



MODERNE ANALYSE MED ANVENDELSER 

Gerd Grubb 

1. Introduktion. 

1:.1:._!!2~~L!:~9!2!!29: . 

For den, der beskæftiger sig med abstrakt funktionalanalyse, findes der i 
realiteten kun et uendeligdimensionalt separabelt Hilbertrum. Sagt med andre ord: 
Når V og W er uendeligdimensionale separable Hilbertrum, findes der en iso­

metri E af V på W (der f.eks. fås således: når (ej)jE~ og (fj)jE~ er 
ortogonale baser for V henholdsvis W, sætter vi Ee j = f j og udvider E 
til en isometrisk afbildning af V på W ved linearitet og afslutning). Fra et 
abstrakt synspunkt kan vi hermed lige så godt identificere V med W; der er 
ikke nogen forskel i strukturmæssig henseende. 

Når man vil beskæftige sig med de ~onkrete anvendelser af funktionalanalysen, 
møder man derimod hurtigt det fænomen, at der er en mængde separable Hilbert rum 
med forskellige navne, hvor det mindst interessante er at der findes isometrier 
mellem dem, mens derimod de forskelle, der træder frem ved rummenes forskellige 
brug, er af stor betydning. 

Lad os straks give et eksempel (uden alle detaljer; de er en del af det vi 
skal studere nærmere). Vi kender Hilbert rummet L2(]a,b[) bestående af de 
Lebesgue målelige funktioner f på et interval I = ]a,b[cffi, med normen 

b 1 

Uf U 2 = (J f(x)2 dx)2 < 00 
L (I) a 

(Mere præcist består L2(I) af rummet af ækvivalensklasser af sådanne funktioner, 
hvor ækvivalensrelationen går ud på, at f",g når f- g er "0 næsten overalt", 
dvs. er O undtagen på en mængde med Lebesguemål G.) Når vi skal behandle differen­
tialoperatorer på I i rammen af L2(I) , vil det tillige være interessant 
at betragte rummene 
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( 1. 1 ) 
k 

Hm(r) = {u E L2(r) I d: k u E L2
(I) for O ~ k ~ m} 

dk 
m E lN) ; J u er her defineret i en passende forstand (forklaret senere), 

dx 
(hvor 

hvorved Hm(I) bliver et separabelt Hilbert rum med norm 

(
dk 2 )~ 

Ilull m = L IIJ ull 2 • 
O~k~m dx L (I) 

(1. 2) 

Rummet Hm(I) er et eksempel på et såkaldt Sobolev rum (Kapitel 7). 
Det faktum, at der findes en isometri mellem L2(I) og Hm(I) , er nu langt 

mindre interessant end det faktum, at Hm(I) består af en delmængde (et underrum) 
af funktionerne i L2(I) ; der er en indlejring 

og topologien på Hm(r) er stærkere (finere) end topologien på L2(I). Hm(I) 
er en tæt delmængde af L2(I) , fordi rummet Cå(I) bestående af COO funktio­
ner på I, som er O uden for et kompakt delinterva1 af I , er indeholdt i 
alle rum Hm(I) , og der gælder 

Lemma 1.1. CåCr) er tæt i L2( I) . 

Dette er kendt fra målteorien, 99 vil iøvrigt blive vist igen den følgende 
tekst. 

Vi har faktisk en hel skare af inklusioner: 

(1. 3) 

og det er langt mere interessant at opfatte disse rum som tætte underrum af 
L2(I) (og af hinanden) end at benytte, at de alle er isometriske med et abstrakt 
separabelt Hilbert rum. 

Forskelligheden af L2(I) og Hm(I) ligger naturligvis uden for selve 
Hilbertrumsbegrebet, men ligger i den øvrige struktur, der er knyttet til disse 
rum. 

Et af de første vigtige problemer ved anvendelser af funktionalanalysen på 
konkrete fysiske problemer er at give en god mening til differential operatorer. 
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Det er velkendt, at ikke enhver kontinuert funktion er differentiabel; ope­
ratoren ~ har ikke mening som en overalt defineret operator i CO(T). Dette 
rum er jo et Banach rum med hensyn til sup-norm 

(1.4 ) Ilull 0- = sup{lu(x)1 I x E 1} 
C (I) 

Derimod er ~ veldefineret for funktioner med kontinuert differentialkvotient 
på I disse udgør rummet C1(1) der som bekendt er et Banach rum med normen 

(1. 5) /I u/l 1 _ = /I ul/ o _ + /I du" 
C (I) C (I) dx CO(1) 

Operatoren ~ er da en kontinuert operator fra C1(1) til CO(1). Den er 
ikke kontinuert med hensyn til CO-norm begge steder (for eksempel vil * cos n x 
-O CO d (1 )' . k k o d O' Co) d k f t ~ , mens <IX n cos n x = s 1 n n x 1 e gar mo 1 • dx an op a -
tes som en ubegrænset operator i CO(1) , med definitionsområde strengt mindre 
end CO(f) . (Ubegrænsede operatorer behandles mere systematisk i næste kapitel.) 

Ønsker vi at realisere ~ som en kontinuert operator i et topologisk vek­
torrum, kan vi for eksempel indføre rummet C=(1) af funktioner på [a,b] med 
kontinuerte afledede på [a,b] af enhver orden. COO(1) er et fuldstændigt me­
trisk rum med hensyn til metrikken d(u,v) defineret ved 

Ilu(k)wv(k)" 
( 1. 6 ) d ( u , v) = ~ 1 CO (1) 

k=O 2K 1 + " u ( k) -v (k) /I CO (f) 

det er et såkaldt Frechet rum (Kapitel 4). 
Med henblik på spektralteori er dog hverken Frechet rum eller Banach rum 

særligt bekvemme; her har vi behov for at se ~ i relation til et Hilbert rum. 
L2(1) er det naturlige valg, men man ser straks, at ak (defineret for u i 
underrummet C1(1)) ikke er kontinuert m.h.t. L2-norm (f.eks. er, også i denne 

norm, un = * cos n x konvergent, mens u~ i kke er det). Lad os gi ve operatoren 
et navn: Al betegner operatoren L2(1) med definitionsområde 

(1. 7) D ( A 1) = C 1 (1) 

og virkning ~, dvs. 

A1 u = u I for u E C 1 (I) . 

Operatoren A1 er tæt defineret, thi C1(1) er tæt i L2(1) • A1 er som 
nævnt ubegrænset. Det næstbedste, en ubegrænset operator T: V ~ W kan være, 
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når den ikke er begrænset, er at være afsluttet, dvs. når un er en følge i 
definitionsmængden for T, vil un ~ u i V med TUn ~ v i W medføre 
u E D(T) med Tu = v. Om A1 har vi, at den ikke engang er afsluttet i 
L2(I). (For eksempel vil un(x) = IXI 1+1/ n 

E C1([-1,1]) med un(x) ~ lxi, og 
u~(x)=signx(1+*)IXI1/n~SignX i L2(J-1,H) for n~oo; men lxi er 
i kke i C 1 ([ -1 ,1]) .) 

u~(x) 
/-7---1-- S i g n x 

x x 

Imidlertid kan vi definere afslutningen As = A1 af A1 ved at tilføje 
til D(A1) de punkter u E L2(I) , for hvilke der findes un E D(A1) med 
un ~ u i L2(I) og A1un ~ v i L2(I) , idet vi sætter Asu = v. Denne 
definition har god mening, når v er entydigt bestemt ved u , altså hvis 
un ~ O med A1un ~ v medfører v = O. Dette gælder, takket være Lemma 1.1: 

Lemma 1.2. Når un E C 1 cn med un ~ O i 

er V = O • 

Bevis. For alle ~ E CO(I) har vi, at 

b 
limf u~(j5dx 
n~ a 

(vl~) 2 
L (I) 

så 

Altså er v ortogonal på den tætte delmængde CO(l) af L 2(1) , så v = O. U 

Operatoren As (afslutningen af A1) giver en af løsningerne på opgaven 
at udvide ~ til en L2-ramme; det er den såkaldte stærke definition: 
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( 1.8) 

A u= lim u~ • 
s n--m 

Der findes et par andre fornuftige muligheder. Der er dels den svage defi­

nition, som spiller på en analogi med delvis integration: 

(1. 9) 

A u = v ; w 

her er det let at se, at Aw er en udvidelse af As. Endelig er der en defini­
tion, der er specielt knyttet til funktioner af en variabel, nemlig begrebet 

absolut kontinuitet (Kapitel 2): 

Definition 1.3. En funktion u siges at være absolut kontinuert på intervallet 

[a,b] , når u(x) = J~ v(s)ds+c, hvor v E L
1
([a,bJ) . 

Med henblik på operatoren i L2(I) kan vi da definere (idet L
2
(I)cL

1
(I) =L

1
(f)): 

D(A
ac

) = {u E L2(I) I u(x) = ( v(s)ds +C, hvor v E L
2(I)} 

(1.10) 

(Mere herom i Afsnit 2.4.) Man kan nu vise (Kapitel 7), at 

(1.11) A = A = A 
''S W ac 

og at alle tre definitioner stemmer overens med definitionen af d~ i distri­
butionsforstand. Mere herom i det følgende, hvor distributionsteorien indføres 

systematisk. 
De tre udvidelser er gode for hvert sit formål, så beviset for deres over-

ensstemmelse er en vigtig ting. Vi kalder så den fremkomne operator ~ igen. 

Mængden D(A) bliver netop Sobolev rummet H
1
(I) . 

s d 
Forresten opnår man også en fornuftig version af dX ved at tage afslut-

ningen af A
O 

' der virker som ~ og har definitionsmængden 
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(1.12) 

Her viser det sig dog, at AO er en ægte restriktion af A1 = As; D(AO) bli­
ver rummet af funktioner u E D(As) med u(a) = u(b) = O . 

1.2. Om kursets indhold. -----------------------
Ovenstående giver en lille smagsprøve på de problemer, man løber ind i, når 

man vil behandle en differentialoperator i en funktionalanalytisk ramme .. D~r er 
dels mange forskellige relevante vektorrum, dels mange forskellige realisationer 
af operatorerne, der har interesse. Når man ser på partielle differentialoperato­
rer (differentiation i mere end en variabel), bliver billedet endnu mere kompli­
ceret. Der er derfor grund til at komme med et par almene betragtninger. 

Om rummene: Der indføres i det følgende en mængde forskellige rum af funk­
tioner (og deres generalisationer). Det er nok ikke muligt at absorbere alt dette 
på en gang, .men man er godt hjulpet, hvis man lever sig ind i, med hvilket formål 
de forskellige typer indføres. Det må gerne være sådan, at man til sidst føler 
sig i stand til i en given situation at indføre de nødvendige rum selv. 

Om operatorerne: I en kompliceret teori vil det i reglen være nødvendigt 
med et vist "misbrug af notationen", altså man forenkler nogle betegnelser, fordi 
en gennemført pedantisk skrivemåde kan gøre teksten ulæselig. Vi gør for eksempel 
det, at vi ofte kalder de realisationer eller generalisationer af differential­
operatoren d/dx, vi indfører, for djdx igen. Dette er tilladeligt, når det 
fremgår af sammenhængen, hvad man mener. 

Planen for kurset er iøvrigt følgende: 
Vi begynder med at betragte ubegrænsede operatorer i Hilbert rum (i Kapitel 

2); specielt afsluttede operatorer, symmetriske operatorer og deres selvadjunge­
rede udvidelser, samt en mere almen klasse af halvbegrænsede operatorer. Dernæst 
fortæller vi (i Kapitel 3) lidt om den abstrakte behandling af bølgeligningen, 
SchrHdingerligningen og varmeledningsligningen, ved teorien for semigrupper (og 
eventuelt spektralteori). Nu gælder det så om at få de konkrete operatorer passet 
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ind i den abstrakte ramme, så de gode sætninger kan anvendes, og dette er på 
ingen måde trivielt. 

Vi indfører distributionsteorien som det store sikkerhedsnet under hele 
kalkylen, en ramme hvor "alt er tilladt". Dette kræver dels noget teori for 
topologiske vektorrum (Kapitel 4), dels nogle nærmere oplysninger om COO-funktio­
ner (Kapitel 5). Herefter indføres selve distributionerne og deres regneregler 
(Kapitel 6). 

Forbindelsen til de abstrakte operatorer i L2 genoptages med indførelsen 
af Sobolev rummene (rum af L2-funktioner med L2-afledede) , der strukturerer det 
store mellemrum mellem C

OO 
funktionerne og distributionerne (Kapitel 7). For det 

endimensionale tilfælde knyttes forbindelsen til absolut kontinuitet, og det regu­
lære Sturm-Liouville problem behandles i detaljer. 

For en virkeligt effektiv behandling af partielle differentialoperatorer må 
vi nu også indføre det vigtige redskab, der ligger i Fouriertransformationen 
(Kapitel 8); hvor differentialoperatorer med konstante koefficienter gøres til 
multiplikationsoperatorer. Der er her nødvendigt at indføre endnu et rum af 
distributioner, Schwartz rummet. (Der havde også været god mening i at gøre dette 
straks efter Kapitel 5, men så måtte de konkrete realisationer have ventet endnu 
længere.) 

På basis heraf behandles i Kapitel 9 dels realisationer af partielle diffe­
rentialoperatorer, og dels når vi frem til en dybere analyse af distributionsrum­
mene og deres relation til kontinuert differentiable funktioner, samt til distri­
butionsafledede af kontinuerte funktioner. 

1~~~_~2g±~_~~~~~!~~~E' 

7L er mængden af hele tal, JN de positive hele tal og JNO de ikke-negative 
hele tal. lR betegner de reelle tal, lR+ og lR_ de positive, hhv. negative 
reelle tal. lR n er det n-dimensionale reelle euklidiske rum, med punkter 
x = (x1"",xn), lR~ og lR~ er delmængderne hhv. 

(1.13) 

hvis rand {x E lRn I Xn = O} identificeres med lR n-1 punkterne her betegnes 
da ofte Xl (så at x = (xl,xn) ). 

æ betegner mængden af komplekse tal, og æ± de komplekse tal med positiv 
hhv. negativ imaginærdel. æn er det n-dimensionale komplekse euklidiske rum. 
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De funkti oner, vi betragter, er i regl en funkti oner på (de lmængder af) lRn med 
værdier i æ (vektorielle funktioner, med værdier i æN , kan også forekomme, 
eller vi kan betragte reelle funktioner). 

Differentiation af funktioner på ]R angives ved ak, ax eller a, idet 
vi skriver + ~ = Dx eller D (her er i = v=r). De partielle differential­
operatorer på ]Rn betegnes 

For mere komplicerede udtryk bruges multiindex notation: 
(cx 1 , ••• ,cxn) , er 

Når cx E lNn 
O , cx = 

her er Icxl = cx 1 + ... +cxn • Operatorerne bruges bl.a. på funktioner med konti­
nuerte partielle afledede op til orden Icxl , hvor differentiationernes række­
følge er ligegyldig. Faktoren + er bekvem i forbindelse med Fourier transfor­
mationen. Med konventionerne 

cx l - cx I cx I . - 1"'" n . 

har vi for u og v med kontinuerte partielle afledede af orden op til N 
dels Leibniz' formel 

(1.14) 

dels Taylor's formel 

(1.15) u(x+y) = L ~ aCXu(x) + L ~ yCX J1 (1_e)N-1 aCXu(x+ey)de 
I cx I <N cx. I cx I =N cx. O 

(dette er en nøjagtig version, hvoraf de andre kendte formler kan udledes). 
For x E]Rn eller ~n skriver vi 

, og 

]Rn og æn forsynes med normen I x I , der gør dem t il Hil bert rum over ]R 

hhv. æ. 
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Når X og Y er topologi ske rum, betegner X x Y produktrummet , bestående 
af par {x,y} hvor x E X og y E Y, og forsynet med produkttopologien 
(jvf. Mat 313). Når X og Y specielt er vektorrum, er X x Y ligeledes på natur­

l i g måde et vektorrum. Hvi s X og Y er Banach rum, ti llægges X x Y gerne 

normen 

(1.16) Hx,y}II XxY = lIxliX + Ilyily , 

med hvil ken X x Y er et Banach rum. Hvi s X og Y specielt er Hil bert rum, 

bruger man dog hellere den dermed ækvivalente norm 

(1.17) 

hørende til skalarproduktet 

(1.18) 

med hvi l ket X x Y er et Hi l bert rum, der betegnes X <:il Y. Denne betegne l se 
bruges også for den direkte sum af to ortogonale underrum X og Y af et Hilbert-

rum H. 
I almindelighed defineres 

X ± Y = {x ± y x E X og Y E Y} 

rtX = {exx ex E rt og x E X} 

når X og Y er delmængder af et vektorrum Vover et skalarlegeme l og 

rt c l. Man skri ver speci e lt 

{x} + y = x + Y 

{ex} y = exY 

når x E X og ex E l. Når X og Y er underrum af et vektorrum V , beteg­

nes X + Y ved X .... Y såfremt X og Y er l ineært uafhængi ge. 
Endelig, hvis X er et afsluttet underrum af et Hilbert rum Y, betegner 

YeX det ortogonale komplement til X i Y. 

Lad p E [1,00] • For en Lebesgue målelig delmængde M af lR
n 

betegner 
LP(M) vektorrummet af ækvivalensklasser (som nævnt side 1.1) af målelige funk­

tioner f: M ~ ~ med endelig norm 
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II fil = (f If(x) IP dX)1/
P 

LP(M) tv1 

når P < 00 , 

(1.19) 

II fil L oo(M) = ess sup I f(x) I når P = 00 • 

Det er et Banach rum med denne norm. Når P = 2 fås specielt et Hilbertrum, med 

det tilhørende skalarprodukt 

(flg) 2 = f M f(x)g(x)dx . 
L (M) 

Holder's ulighed 

(1 .20) Iff(X)9(X)dX! < IIfll P IIgll p' 
- L (M) L (M) 

1 1 
- +-r = 1 
P P 

gælder når f E LP(M) og g E LP'(M) ; det er (Cauchy-)Schwarz' ulighed i 
tilfældet p = 2. Bemærk, at LP(~) = LP(Q) , når ~ f.eks. er en åben kugle. 

Når M har endeligt mål, er der en inklusion 

(1.21) når p > q , 

idet der for f E LP(M) gælder, med r = p/q , 

= (JM1f(X)lq dX)l/
Q 

= (JM1f(X)I P/ r • 1 dX)l/
Q 

~ (JMlf(X)IP)l/rQ(JM 1 dX)l/r'Q 

(1. 22) II fil q 
L (M) 

= IIfll Vol(M)1/q-1/p 
LP(M) 

hvor Vol(M) = J
M 

1 dx er målet (volumenet) af M . 

Bemærkning 1.3. Enkelte steder i disse noter henvises der til stoffet i forud­
gående kurser i funktionalanalyse (Mat 313, siden afløst af Mat 3 FU). Det drejer 
sig om basale ting, der indgår i standardlærebøger om funktionalanalyse, og kan 
findes der hvis de med tiden udgår af de aktuelle kurser. 
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2. Om ubegrænsede operatorer. 

Lad X og Y være komplekse (eller evt. reelle) Banach rum. 

I den del af funktionalanalysen, hvor man udelukkende beskæftiger sig med 
begrænsede lineære operatorer, er det i reglen en selvfølge, at der med opera­
toren T: X ~ Y menes en operator, hvis definitionsmængde er X og hvis værdi­
mængde ligger i Y. Imidlertid er det, bl.a. for anvendelserne på differen­
tialligninger, nødvendigt at inddrage lineære operatorer, der ikke er overalt 
definerede i X (og ikke med god mening kan defineres overalt). Vi siger, at 
T er en operator fra X til Y, når definitionsmængden D(T) (som antages 
altid at indeholde O) er et underrum af X og værdimængden R(T) er et 
underrum af Y , og vi skriver stadig T: X ~ Y , med eventuelle nærmere op-
lysninger om D(T) (Når X = Y, siger vi at T er en operator i X.) 

Vi betegner kernen af T (nul rummet for T) ved Z(T) , 

(2. 1 ) Z(T) = {x E D(T) I Tx = O} . 

Mængden af begrænsede, overalt definerede operatorer fra X til Y betegnes, 
som i Mat 313, ved lB(X,Y) , eller lB(X) når X = Y • 

De operatorer T: X ~ Y vi betragter, vil oftest være tæt definerede 
(dvs. DTfT = X). Hvis T er begrænset, udvides den da på oplagt måde til en 
begrænset operator T: X ~ Y med D(T) = X (i så fald er der ikke meget nyt 
i at tillade D(T) * X). Med det har også betydning at betragte ubegrænsede 
operatorer. En klasse af ubegrænsede operatorer, der kan behandles i en rimelig 
sammenhæng med de begrænsede, er de afsluttede ubegrænsede operatorer. 

Definition 2.1. En Zineær operator T: X ~ Y siges at være afsZuttet (Zukket) , 

når grafen G (T) 

(2.2) G(T) = {{x,Tx} I x E D(T)} 

er et afs Zuttet underrum af X x Y • 

Idet X og Y er metriske rum har vi oplagt følgende kriterium for af­
sluttethed. 
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Lemma 2.2. T: X~ y er afsluttet hvis og kun hvis der gælder: Naor (x) n nCIN 
er en følge i O(T) med xn ~ x i X og TXn ~ y i Y, så er 

X E O(T) med y = Tx . 

Afsluttet graf - sætningen (Mat 313, Theorem 9.10) giver, at hvis 
T: X ~ Y er afsluttet og har O(T) = X, så er T begrænset. For afsluttede, 
tæt definerede operatorer er altså O(T) * X ækvivalent med ubegrænsethed. 

Bemærk, at et underrum G af X x Y er graf af en l i neær operator 
T: X ~ Y hvis og kun hvis der for hvert x i mængden pr1G 

pr1G = {x E X I 3y E Y så {x,y} E G} 

er højst et y, så {x,y} E G; da er Tx = y og O(T) = pr1G. På grund 
af lineariteten kan vi nu også formulere kriteriet for at G er en graf således: 

Lemma 2.3. Et underrum G af X x Y er en graf hvis og kun hvis {O ,y} E G 
medfører y = O . 

Når S og T er operatorer fra X til Y, og O(S) c O(T) med 
Sx = Tx for x E O(S) , siger vi, at T er en udvidelse af S , og S er 
en restriktion af T. Det har ofte interesse at vide, om en forelagt operator 
T har en afsluttet udvidelse. Når T er begrænset, gælder dette altid, idet 
vi simpelthen kan tage operatoren 1 med graf G(T) ; her er G(T) en graf, 
fordi xn ~ O medfører TXn ~ O. Når T er ubegrænset, er det ikke sikkert 
at T har en afsluttet udvidelse (jvf. Øvelse 2.1). Men hvis T har en af­
sluttet udvidelse T1 ' gælder at G(T1) er et afsluttet underrum af X x Y 
som indeholder G(T) og dermed GTTT. I så fald er G(T) selv en graf 
(jvf. Lemma 2.3). Den er faktisk grafen af den mindste afsluttede udvidelse af 
T; denne kaldes afslutningen (aflukningen) ~ T og betegnes 1. (Bemærk, 
at når T er ubegrænset, er 0(1) en ægte delmængde af O(T) .) 

Når S og T er operatorer fra X t il Y, defi neres S + T ved 

O(S+T) = O(S) n O(T) 
(2.3) 

(S+T)x = Sx+Tx for x E O(S+T) 

og når R er en operator fra Y til Z, defineres RT ved 
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(2.4) 
D(RT) = {x E D(T) I Tx E D(R)} , 

(RT)x = R(Tx) for x E D(RT) . 

2.3 

(Som vist i Øvelse 2.4 kan R(S+T) være forskellig fra RS + RT. Vedrørende 
afslutningen af produkter af operatorer, se Øvelse 2.6.) 

Udover X-normen kan man forsyne D(T) med den såkaldte graf topologi. For 
Banach rum defineres denne i reglen ved grafnormen 

(2.5) 

og for Hilbert rum ved den hermed ækvivalente norm (også kaldet grafnormen) 

(2.6) 

og det tilhørende skalarprodukt 

der stemmer overens med det sædvanlige skalarprodukt på X @ y. Grafnormen på 
D(T) er åbenbart stærkere end X-normen på D(T) , og de er ækvivalente hvis 
og kun hvis T er en begrænset operator. 

Når T: X ~ Y er tæt defineret, kan vi indføre den adjungerede operator 
T*: y* ~ X* ved følgende forskrifter: Definitionsmængden D(T*) består af de 
y* E y* for hvilke funktionalen 

(2.7) x "" y*(Tx) x E D(T) , 

er konti nuert (fra X til ~). Idet D(T) er tæt i X, betyder dette at 
der findes et entydigt bestemt x* E X*, så at 

(2.8) y*(Tx) = x*(x) for x E D(T) . 

Da x* er bestemt ved y* definerer vi T* ved 

(2.9) T*y* = x* . 

Lemma 2.4. Lad T være tæt defineret og indfør T*: y* ~ X* som ovenfor. 

Så er T* afsluttet. 

Bevis: Lad y~ E D(T*) for n E ~, med y~ ~ y* og T*Y~ ~ z* for n ~ 00 • 

Vi skal vise, at y* E D(T*) med T*y* = z*. Imidlertid har vi, for alle 
x E D(T) 



Mod. An. 1984 2.4 

y*(Tx) = lim y~(Tx) = lim(T* y~)(x) = z*(x) . 
n~ n~ 

Dette viser, at y* E D(T*) med T*y* = z* . 

Når X = Y, har det interesse sammen med T at betragte operatorerne 
T-AI, hvor A E ~ (her er naturligvis D(T-AI) = D(T)). Resolventmængden 
p(T) defi neres som mængden af de A E ~ for hvil ke T - AI er en bi jekti on 
af D(T) på X med begrænset invers (T-AI)-1 , og spektret a(T) define­
res som kamp l ementærmængden ~ " p (T) . 

Vi ser nu på tilfældet, hvor X og Y er komplekse Hilbert rum. Riesz ' 
repræsentationssætning giver os her en identifikation mellem X og X*, så­
ledes at funktionalen x* E X* svarer til elementet v E X ved forskriften: 
x*(x) = (xlv) for alle x E X. Den adjungerede operator T* til en tæt de­
fineret operator T: X ~ Y bliver herved defineret som en operator fra Y 
til X, for hvilken 

(2.10) for alle x E D(T) , 

med D(T*) lig med mængden af alle y E Y for hvilke der findes z E X så z 
kan indgå som T*y i (2.10). Bemærk specielt, at y E Z(T*) (jvf. (2.1)) 
hvis og kun hvis Y.L R(T) , altså der gælder altid 

(2.11) y = RTfT ffi Z(T*) . 

Det er ikke svært at vise, at når S: X ~ Y , T: X ~ Y og R: Y ~ Z er 
tæt definerede, med D(S+T) og D(RT) tæt i X, så er 

(2.12) S* + T* c (S+T)* og T*R* c (RT)* 

inklusionerne kan være ægte (jvf. Øvelse 2.7). Bemærk specielt, at for a E ~ er 

(2.13) (T+aI)* = T* + al ,og (aT)* = aT* . 

I betegner identitetsoperatoren. T + al skrives også T + a . 

Sætning 2.5. Lad T: X ~ Y være en tæt defineret operator mellem to Hilbert 

rum X og Y. Da er 
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(2.14) X $ Y = GTfT $ UG(T*) , 

hvor U er operatoren fra y ® X til X ® Y givet ved U{V,w} = {-W,v} , 

Hvis yderligere T er afsluttet, er T* tæt defineret og T** = T . 

Bevis: Lad {v,w} E X ® Y. Så er følgende udsagn ækvivalente: 

{v,w} E UG(T*) 

{w, -v} E G (T* ) 

(TxIW)y = -(xlv)X Vx E D(T) 

({x,Tx} I {v,w})X@y = O Vx E D(T) 

{v ,w} .l G(T) • 

Da G(T) = G(T).l.l (ved en almindelig regel om underrum), viser dette 

identiteten (2.14). U er klart en isometri af Y @ X på X $ Y, og beva­

rer ortogonalitet, så der gælder endvidere 

(2.15) 

Antag nu, at T er afsluttet, dvs. G(T) = GTf). Vi kan da vise, at 
D(T*) er tæt i Y: Hvis y E Y e D(T*) , så er {y,O}.l G(T*) , hvormed 
{y,O} E U GTfT ved (2.15) og altså lO,y} E G(T) . Da må y = O ifølge 

Lemma 2.3, hvilket viser at Y e D(T*) = {O} . 
I dette tilfælde har T*: Y ~ X en adjungeret operator T**, og der gæl-

der ifølge det allerede viste, at 

da T* er afsluttet ifølge Lemma 2.4. Heraf fås 

X @ y = U(Y®X) = UG(T*) @ G(T**) , 

hvilket giver, ved sammenligning med (2.14), at G(T**) = GTfT = G(T) 

var afsluttet). Altså er T** = T . 

Bemærk, at hvis S er tæt defineret, gælder: 

(2.16) S c T medfører S* ~ T* . 

(da T 
D 
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Korollar 2.6. Lad T: X -) Y være tæt defineret. Så har T en afsluttet ud-

videlse , hvis og kun hvis T* er tæt defineret, og i så fald er 

T* = (f)* og T** = f . 

Bevis: Hvis T har en afslutning, er specielt GTfT = G(f) . Så er T* =(T)* 
ifølge (2.14), og (f)* er tæt defineret ifølge Sætning 2.5, med T** = (r)** = T . 

Omvendt er det klart, at hvis T* er tæt defineret, er T** en afsluttet ud-
videlse af T. o 

Sætning 2.7. Lad T: X -) Y være tæt defineret, afsluttet og injektiv, med 

R(T) tæt 'I' Y. Da hav> T* og T- 1 
o d' k h v ~. ogsa ",sse egens a er, og 

(2.17) 

Bevis: T- 1 er klart injektiv, tæt defineret og afsluttet (jvf. Lemma 2.2), 
med tæt værdimængde, og det samme gælder for T* ifølge Sætning 2.5, Korollar 
2.6 og (2.11) (anvendt på T ogT*-). Det følger da endvidere, at (T*)-1 
og (T-1)* har de samme egenskaber. Ved brug af lineariteten af operatorerne 
fås, med betegnelserne i Sætning 2.5, at 

X $ Y = G(-T) ~ UG(-T*) 
medfører 

y $ X = U-1(X~Y) = U- 1G(-T) ~ G(-T*) = G(T- 1) $ G(-T*) 

= G(T-1) ® U- 1(G((T*)-1) . 

En anvendelse af Sætning 2.5 på T- 1: Y -) X viser da, at (T- 1)* = (T*)-1 • 

Når X og Y begge er det samme Hilbert rum H, og T er en lineær 
operator i H, siger vi at T er symmetrisk, såfremt 

(2.18) (TxIY) = (xiTy) for x og y E D(T) , 

og at T er selvadjungeret, såfremt T er tæt defineret (så at den adjunge­
rede T* eksisterer) og T* = T • (Det .er en smagssag om kravet DTTT = H også 
bør indbygges i definitionen af symmetriske operatorer - vi gør det ikke i nær­
værende tekst, men de operatorer, vi ser på, vil i reglen opfylde dette krav.) 
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Lemma 2.8. Lad T være en operator i det komplekse Hilbert rum H. 

1
0 

T er symmetrisk hvis og kun hvis (Tx/x) er reel for alle x. 

2
0 

Når T er tæt defineret, er T symmetrisk hvis og kun hvis T c T* . 
Specielt har T da en afslutning f, og 

(2.19) T c T c T* = T* . 

30 • h T Når T er tæt defineret, er T selvadjungeret, hv~s og kun vis 

er afsluttet og T og T* begge er symmetriske. 

Bevis: 10 Når T er symmetrisk, er 

(Tx/x) = (x/Tx) = (Tx / x) for x E D(T) , 

hvormed (Tx/x) E ]R. Omvendt, når (Tx/x) E ]R for alle x E D(T) , 
først, at (Tx / x) = (x /Tx) for x E D(T) , og dernæst fås for x og 

o = (T(x+y)/(x+y)) - (x+y/T(x+y)) = (Tx/y) + (Ty/x) - (x/Ty) - (y/Tx) 

= 2i Im[(Tx/y)-(x/Ty)J 

ses 
y E D(T) 

Indsættes ix i stedet for x ses, at også Re[(Txly)-(x/Ty)] er O, hvormed 
(Tx/y) = (y/Tx) . Det første udsagn i 20 ses straks af definitionen, og det 
andet følger af Korollar 2.6. For 3° bemærker vi, at der ifølge Korollar 2.6 
gælder for en tæt defineret operator T med tæt defineret adjungeret T* , 
at T er afsluttet hvis og kun hvis T = T**. Når T = T*, er naturligvis 
T afsluttet. Når T er afsluttet og T og T* er symmetriske, er T c T* 
og T* ~ T** = T, så T = T* . D 

En operator T, for hvilken T eksisterer og er selvadjungeret, siges 
at være essentielt selvadjungeret (i fysik kaldes sådanne operatorer ofte selv­
adj ungerede ) . 

En symmetrisk operator T kaldes maksimalt symmetrisk, hvis S ~ T med 
S symmetrisk medfører S = T. Selvadjungerede operatorer er maksimalt sym­
metriske, men det omvendte kan ikke sluttes, jvf. Øvelse 2.12. 

Det er nyttigt at bemærke, at når S er symmetrisk og A = a + iS med 
o: og S E ]R, så er 

II (S-AI)Xl/ 2 
= (Sx-o:x-iSx / Sx - ax - isx) 

(2.20) 
= I/(S-aI)x,,2 +S2 11X l/2 for x E D(S) . 
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For en vilkårlig operator T 
v(T) ved 

H defineres den numeriske værdimængde 

(2.21) v(T) = {(Tx(x) I x E D(T) ,IIxII = 1} c ~ , 

og den nedre grænse m(T) ved 

(2.22) m(T) = inf{Re(Txlx) I x E D(T) ,IIxII = 1} ~ -= . 

T siges at være nedad (halv)begrænset når m(T) > -=, og opad (halv)begrænset, 
når m( -T) > - 00 ; -m( -n kaldes øvre grænse for T. 

Geometrisk set betyder m(T) > -00, at den numeriske værdimængde v(T) er 
indeholdt i halvplanen {~E ~ I Re ~ ~ m(T)} . 

m(T) 

Bemærk specielt, at de symmetriske operatorer S 
værdimængde er indeholdt i den reelle akse (Lemma 
rakteriseret ved at m(iS) = m(-iS) = O • 

e 

netop er dem, hvis numeriske 
2.8.1 0

), og de er da også ka-

Begrænsede operatorer er klart halvbegrænsede. Vedr. det omvendte, se 
Sætning 2.12 nedenfor samt Øvelse 2.9. For symmetriske operatorer T udtryk-
kes m(T) ~ a og m(-T) ~ -B kort ved T > a, henholdsvis T ~ B • 

Sætning 2.9. 10 Hvis m(T) ~ a > O, så er T injektiv, og T- 1 er en be­

grænset operator i H med norm IIT- 111 < a- 1 (og med D(T- 1) = R(T) J. 

20 Hvis endvidere T er afsluttet, så er R(T) afsluttet. 

30 Hvis T er afsluttet og tæt defineret, og såvel m(T) som m(T*) er 

> B, så er halvrummet {~I Re ~ < B} indeholdt i resolventmængden for T 
og for T* 

Bevis: Det hele er baseret på uligheden 

(2.23) lITxII IIxll ~ I(Txlx)1 ~ Re(Txlx) ~ allxll 2 for x E D(T) , 
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hvoraf sluttes (ved division med "x" for x * O), at 

II Txll > allx" for x E O(T) . 

Specielt er T injektiv. Indsættes Tx = y E R(T) = 0(T-
1

) , ses at 

hvilket viser 1°. Når T er afsluttet, er T- 1 da en afsluttet, begrænset ope­
rator, så R(T) = 0(T- 1) er afsluttet, hvilket viser 2°. For 3° bemærker vi, 
at når Re A = ~ - a for et a > O , er m(T-AI) ~ a og m(T*-II) ~ a , 
så T - AI og T* - AI er injektive med begrænsede inverser og afsluttede værdi­
mængder ifølge 1° og 2°. Da Z(T-AI) og Z((T-AI)*) er {O}, ses af (2.11) at 

T - AI og T* - II er surjektive, hvormed 3° er vist. D 

Anvendes sætningen specielt på i(S-AI) og -i(S-AI) hvor S er en symme­

trisk operator, ser vi, at S - AI er injektiv med 

(2.24) 

(hvilket også kunne fås lidt mere direkte fra (2.20)). 

Sætning 2.10. Lad S være tæt defineret og symmetrisk. så er S selvadjunge­

ret, hvis og kun hvis 

(2.25) R(S+iI) = R(S-iI) = H ; 

og da er ~ "IR c p ( S ) • 

Bevis. Lad S være selvadjungeret. Da opfylder iS og -iS betingelsen 

° Sætning 2.9.3 med ~ = O, så halvrummene 

(2.26) ~± = {A E ~ I Im A ~ O} 

ligger i resolventmængden; specielt gælder (2.25). 
Omvendt, hvis (2.25) gælder, ses af (2.11) at operatorerne S* ± il er 

injektive. Her er S* + i I en injektiv udvidelse af S + i I , som er en bijektion 

af O(S) på H; dette kan kun finde sted hvis S = S* . D 

(Se også Øvelse 2.38.) 
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Hvad en symmetrisk, tæt defineret operator "mangler" i at være selvadjunge­
ret, kan ses på, hvad S +iI og S - il mangler i at være surjektive. Man defi­
nerer defektindices ved 

(2.27) def+(S) = dim R(S+iI)~ og def_(S) = dim R(S-iI)~ . 

Det har stor interesse at studere de eventuelle selvadjungerede udvidelser af 
en symmetrisk, tæt defineret operator S. Man kan bl.a. vise, at S har en 
selvadjungeret udvidelse hvis og kun hvis de to nævnte dimensioner er ens; og 
i tilfældet hvor dimensionerne er endelige kan skaren af selvadjungerede udvidel­
ser beskrives overskueligt ved hjælp af Cayley transformationen (se Mat 313, §23, 
og Øvelse 2.19). Vi betragter senere tilfældet, hvor S tillige er halvbegrænset. 

Følgende sætning giver en type eksempler på selvadjungerede ubegrænsede 
operatorer. 

Sætning 2.11. Lad H og H1 være Hilbert rum, og lad T: H ~ H1 være tæt 

defineret og afsluttet. Så er T*T: H ~ H selvadjungeret og . > O. Specielt 

er T*T + I > 1 og bijektiv fra D(T*T) til H, og inversen har norm ~ 1 
og nedre grænse > O. Endvidere er D(T*T) tæt i D(T) med hensyn til graf­

normen på 0(1") • 

Bevis: Operatoren T*T er klart symmetrisk og ~ 0, idet 

(2.28) (T*Txlx)H = (TxITX)H1 ~ ° for x E D(T*T) , 

jvf. Lemma 2.8.1°. Da T er tæt defineret og afsluttet, er 

H ffi H1 = G(T) ffi UG(T*) 

ifølge Sætning 2.5. Ethvert {x,O} E H x H1 har da en entydig opløsning 

{x,O} = {y,Ty} + {-T*z,z} 

hvor y og z er bestemt ved x. Da opløsningen på denne måde er lineær, 
bestemmer den to begrænsede lineære operatorer S: H ~ H og R: H ~ H1 så 
y = Sx og z = Rx. Bemærk, at R(S) c D(T) , og R(R) c D(T*). Vi vil 
vise, at S er lig (T*T+1)-1 , og er selvadjungeret, begrænset og > ° 
heraf vil påstandene om T*T følge. 

Ifølge ortogonaliteten er 

= II Sxll ~ + II TSxll ~ + II T*Rxll ~ + II Rxll ~ 
1 
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hvoraf ses, at S og R har norm < 1. Idet 

x = Sx - T*Rx O = TSx + Rx 

ses at TSx = -Rx E O(T*) og 

(2.29) x = (1 +T*T)Sx 

altså sender S rummet H over i O(T*T) 
begrænsede operator S* opfylder nu 

og (1+T*T)S = I på H. Den 

(S*xlx) = (S*(1+T*T)Sxlx) = (SxISx) + (TSxITSx) > O for x E H , 

hvoraf ses, at S* er symmetrisk ~ O , og S = S** = S* er ligeledes symme­

trisk ~ O . 
Da S er injektiv (jvf. (2.29)), selvadjungeret, afsluttet og tæt define-

ret, samt har tæt værdimængde, (da Z(S*) = {O} , jvf. (2.11)), giver Sætning 
2.7, at S-1 har de samme egenskaber. Ifølge (2.29) er 1 +T*T en symmetrisk 
udvidelse af S-1 ; da S er overalt defineret, må 1 +T*T være lig med 
S-1 . Altså er I + T*T og dermed T*T selvadjungeret. 

At O(T*T) er tæt i O(T) med hensyn til grafnormen (jvf. (2.6)) ses 
således; Lad x E O(T) være ortogonal på O(T*T) med hensyn til grafnormen, 

dvs. 
(xIY)H + (TxITY)H1 = O for alle y E O(T*T) . 

Oa (TXITY)H = (xIT*TY)H' ses at 
1 

(xlY + T*TY)H = O for alle y E D(T*T) , 

hvoraf føl ger at x = O , da I + T*T er surjektiv. D 

Vi slutter dette afsnit med en sætning om sammenhængen mellem halvbegrænset­

hed og begrænsethed. 

Lemma 2.12. Når S er symmetrisk> O, gælder følgende version af Qauchy­

Schwarz' ulighed 

(2.30) I(SXIY)1 2 ~ (Sxlx)(Syly) for x,y E O(S) . 
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Bevis: Når o: E 1R har vi, for x og y E D(S) , 

o ~ (S(x+o:y) 1 (x+o:y) = (Sxlx) + o:(Sxly) + o:(SYIX) + 0:2(SYIY) 

= (Sxlx) + 20: Re(Sxly) + 0:2(SYIY) • 

2.12 

Da dette polynomium i o: er > O for alle 0:, må df~kriminanten være < O , 

dvs. 
12 Re(SxIY)1 2 ~ 4(Sxlx)(SyIY) • 

i8 Erstattes x med e x, hvor -8 er argumentet for (Sxly) , fås (2.30). D 

Det fås heraf, at tæt definerede symmetriske operatorer, der er såvel opad 

som nedad halvbegrænsede, er begrænsede. For vi viser nu: 

Sætning 2.13. Hvis S er en tæt defineret, symmetrisk operator med O < S < o: , 

så er S begrænset med II S II ~ o: 

Bevis: Lemma 2.12 giver, at 

I(SxIY) 12 ~ (Sxlx)(SyIY) ~ i IIxll 2 IIYII 2 for x,y E D(S) , 

hvoraf fås, da D(S) er tæt i H, 

I(Sxlz)1 ~ o: lI!xll IIzlI for x E D(S) og z E H • 

Vi minder om at Riesz ' repræsentationssætning definerer en isometri mellem H* 
og H, så at normen af et element y E H opfylder 

(2.31) HYII = sup {1(Ylz)1 1 z E H'.{O}} 
IIzlI 

Specielt kan da sluttes af ovenstående, at IISxII <0:1lxII for x E D(S) , hvilket 

viser, at S er begrænset med norm < o: . D 

Et lignende resultat opnås for lidt mere generelle operatorer i Øvelse 2.9. 
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~~~~_~~§~~E1~~l_~~~~~E~g~~~~~Qg_~_§g_Y~E~~~§1· 

Den sædvanlige differentialoperator d/dt kan generaliseres til en L2_ 

ramme med forholdsvis lille ulejlighed, hvilket vi nu vil gøre, for at få nogle 

interessante eksempler. 
Lad J være et begrænset i nterva l ] a ,b [ af lR. Operatoren J defi ne­

ret ved 

(2.32) f 
t 

(Jf)(t) = i 
a 

for t E J f(s)ds 

er en begrænset operator fra L2(I) til CO(n og fra L2(I) til L2(I) , 

idet der gælder 

(2.33) IIJfll 2 = (fb IJf(t) 1
2 dt)~ ~ (b-a)~ sup IJf(t) 1 

L (J) . a tEr 

1 f t < (b-a)2 sup If(s) 1 ds 
- t a 

1 fb < (b-a)2 If(s) 1·1 ds < (b-a)1If1l 2 
- a - L (I) 

ved Schwarz l ulighed. Funktionerne i billedrummet R(J) er absolut kon­

tinuerte ifølge Definition 1.3 (den oprindelige definition af dette begreb har 
en anden formulering, som vi ikke vil komme ind på). Bemærk at Jf(a) = ° for 
a 11 e f, så den eneste konstante funkti on, der er med i R( J) , er konstan­
ten O. Ved tilføjelse af konstanterne får vi et rum, vi foreløbigt vil betegne 

ved H~ c (I) , a lts å 

(2.34) 
t 

H~c(I) = R(J) +~1 = {u(t) = fa f(s)ds +c I f E L2
(I) , c E~} . 

Man verificerer umiddelbart, at 

Operatoren J: L2(I) ~ L2(I) er injektiv, thi hvis Jf = ° , er 

f~ f(s)ds = ° for alle a ~ c ~ d ~ b, så f e~ ortogonal på alle trappe­
funktioner og dermed ° som element af L2(J). (Hac(J) kan da nemt topologi­
seres ved hjælp af den af J inducerede metrik på R(J) , jvf. Øvelse 2.14.) 

J er nær ved at være selvadjungeret, for der gælder 

(2.35) 
b t 

(Jflg) = i f (f f(S)dS)9(t) dt 
a a 
h b 

= i f f f(s)~(t)dsdt - i 
a a 

b b 
fa f t f(s)g(t)dsdt = 
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(b Jb -
= i J f(s)ds g(t)dt 

a a 

= i(fI1)(1Ig) + (fIJg) • 

For f E CO(1) er det velkendt, at DJf = f, hvor D = -id/dt; end-

vi dere er jo 
begrebet ti l 
toren -i) 

(2.36) 

De = ° , når e er en konstant. Vi udvider nu differentiations­
H~e(I) ved at indføre operatoren Aae (som i Kapitel 1, med fak-

D(Aat ) = H!e(I) = R(J) + æ1 

for f E L2(I) . 

Da JAaeu = u for u E R(J) , har vi klart, 

(2.37) 

JA u=u-u(a) ae 

A Jf = f ae 

Vi vil nu vise Leibniz ' formel 

(2.38) 

og 

for u og v E H!n(I) Formlen gælder jo, hvis u og v E C
1 (1) , men i 

øvri gt er det på forhånd i kke engang kl art, at u v til hører H~c ' når u 

og v gør det. Lad først u = Jf og v = Jg for f og g E L
2
(t) • Da 

C~(I) er tæt i L 2 (1) , fi ndes der føl ger fn ~ f og gn ~ g L 
2 

(1) , 

med f
n 

og gn E C~(I). Formlen (2.38) gælder for un = Jfn og vn = Jgn 
hvoraf ses, ved anvendelse af J og (2.37) 

(2.39) Jfn Jgn = J(fn(Jgn)) + J((Jfn)gn) . 

N å r f n ~ f i L 2 (1) , v il J f n ~ J f i C ° en p å g ru n d a f (2. 33), s å p ro­

duktet (Jfn)gn går mod (Jf)g i L2(I) ved en regel for L2-funktioner. Til-

2 ° -svarende vil fn(Jg n) ~ f(Jg) i L (1) , og (Jfn)(Jgn) ~ (Jf)(Jg) i C (1) 

og dermed L2(I) . Da J er en begrænset operator, overføres (2.39) ved 

grænseovergangen til formlen 

Jf Jg = J(f Jg) + J(Jf g) . 

Det ses heraf, at JfJg E R(J) , og en anvendelse af Aac viser da (2.38) for 
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u = Jf , V = Jg • 

he l e H~ c (I) . 

Da A c = O for en konstant c udvides formlen umiddelbart ac 
til 

Integration af et sådant udtryk giver endvidere, ved (2.37) 

(2.40) 
b 

if (Aa u)vdx 
a c f

b. fb 
- i u A~ v dx = i Aa (u v) dx = (JAa ) (u v) (b) 

a aC a c c 

= (uv)(b) - (u v)(a) , for alle u,v E H~c(I) , 

så den velkendte formel for delvis integration udvides til operatoren Aac 
Aac siges at være en realisation i L2(I) af differentialoperatoren 
er afsluttet (ved (2.37) samt kontinuiteten af J, prøv selv!) og tæt A ae 

defineret, idet C~(I) c D(Aac ) • 

Vi kan nu definere to andre realisationer A1 og AO ved 

(2.41) 

A1 c Aac ' AO c Aac ' 

D(A1) = {u E H1 (I) I u(a) = u(b)} ac 
D(AO) = {u E H~c(I) I u(a) = u(b) = O} , 

D . 

de er ligeledes tæt definerede (og afsluttede, som vi ser om lidt). Ved formlen 
for delvis integration fås, at 

A
O
· c A * ae 

og vi vil nu vise, at disse inklusioner er identiteter. 

Lad os først vi se Aa: c AO ' som medfører Aab = AO . 

og lad w=JAa~v. Bemærk,at w(a)=O, og AacW=Aa~v 

er, for alle u E D(Aac ) , 

Lad v E D(Aa~) 

ved (2.37). Så 

(AacY I v - w) = (ul Aa~V) - (Aacu I w) = (u l AacW) - (Aacu I w) = i u(b)w(b) ved (2.40). 

Indsættes konstanterhe for u, ses at w(b) = O , hvormed der faktisk gælder 

(Aaou I v - w) = O for alle u E D(Aac ) . 

Da Aac er surjektiv, følger at v = w, hvormed v E D(Aac ) med v(a) = 

v(b) = O og altså v E D(AO) ; endvidere er AOv = Aacv = Aa~V. Hermed er 
det vist, at 

(2.42) 

(specielt er AO afsluttet, og AO* = Aac ). 
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I beviset for at Ar c A1 går vi frem på omtrent samme måde. Når 
v E O(At) , sætter vi w = JAr v , bemærker at w(a) = O, og slutter som 
ovenfor, at w(b) = O , og 

Altså er v - w ..L R(A1) • Men ved forml en 

b 
i J A ou(s)ds = u(b) - u(a) 

a a 

(et specialtilfælde af (2.40)) ses, at funktionerne i R(A1) netop er dem, der 
er ortogona l e på 1. Så må v - w være proporti ona l med 1, dvs. 

v = w + c 

for en konstant c. Da w(a) = w(b) = O ses, at v E 0(A1). Endelig er 

A * v = A w = A ( w+c ) 1 ae at ' så At v = A1v , og vi har vist 

(2.43) 

er et vigtigt eksempel på en selvadjungeret, ubegrænset Operatoren A1 
operator i L 2 (I) . Operatoren AO er en symmetrisk restriktion heraf, mens 

er en (ikke-symmetrisk) udvidelse af A1 • Om definitionsmængderne gælder A, ae 

(2.44) 
D(A1) = O(AO) + {konstante funktioner} 

O(Aac ) = O(AO) + {lineære funktioner} 

hvor vi bemærker at rummet af konstante funktioner har dimension 1, og rummet 
af lineære funktioner har dimension 2. Da Aat er en naturlig generalisation 
af D skriver vi ofte senere Aa u som Du eller -iu' . 

c 

~~2~_QE~~~~2~~~_~~Y~~~~_~~1_§~§g~~1~~~~~~_~2E~~E' 

Lad H være et komplekst Hilbert rum, og lad s(x,y) være en sesquilineær 
form defineret for x og y i et underrum O(s) af H; O(s) kaldes defini­
tionsområdet for s , og vi siger, at s er en sesquilineær form på H 
(selvom eventuelt O(s) * H). Den adjungerede sesquilineære form s* (med 
0(5*) = O(s)) er defineret ved 

s*(x,y) = s(y,x) for x,y E O(s) , 
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og vi siger,at s er symmetrisk, hvis s = s*. Et kriterium for symmetri er, 
at s(x,x) er reel for alle x; det vises ganske som i Lemma 2.8.1 0

• Ud fra 
s defineres endvidere to sesquilineære former kaldet sRe og sIm med 
definitionsområder D(s) , ved 

(2.45) 
s Re (x ,y) ::: H s (x ,y) + s * (x ,y) ) 

sIm(x,y) = ir (s(x,y) - s*(x,y)) 

bemærk, at de begge er symmetriske (og de kan naturligvis antage komplekse vær­
di er). s s i ges at være begrænset (på H), hvi s der fi ndes en konstant c , 

så at 
IS(X,Y11 ~ c IIxll H IIYIIH' for x og y E D(s) • 

Ud fra enhver operator T i H kan der defineres en sesquilineær form 

to ' neml ig 

(2.46) 

Når T er begrænset, er to det også. Det omvendte gælder, når D(T) er tæt 
i H, for så medfører begrænsetheden af to ' at der for x E D(T) gælder 

for y 
(2.31)) 

i en tæt delmængde af H og dermed for alle y i H, hvormed (jvf. 

I dette tilfælde udvides T og to på en triviel måde til en begrænset opera­
tor, hhv. begrænset sesquilineær form, defineret på hele H. 

Det ubegrænsede tilfælde er mere spændende. 

Definition 2.13. Lad t(x,y) være en sesquilineær form på H (ikke nødvendig­

vis begrænset), med D(t) tæt i H. Den tilhørende operator T i H define­

res således: X E D(T) hvis og kun hvis x E D(t.) og der findes y E H , 

for hvilket 

(2.47) t(x,v) = (ylv)H for alle V E D(t) , 

og i så fald sættes 

Tx = Y . 
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Tætheden af D(t) i H sikrer her, at y er entydigt bestemt ved x. 
Når t er ubegrænset, vil der oftest gælde, at D(T) er en ægte delmængde af 
D(t) , og at T er en ubegrænset operator i H. 

Konstruktionen fører til en nyttig klasse af operatorer i følgende special­
til fæl de. 

Lad V være et lineært underrum af H, som er tæt i H og som er et 
Hilbert rum med en norm, der er stærkere end normen i H: 

(2.48) for v E V 

med c > O (så at indlejringen V ~H er kontinuert); vi siger at V c H 
algebraisk, topologisk og tæt. Lad a(u,v) være en sesquilineær form med 
D(a) = V, og antag at a er begrænset på V . a giver anledning til to ope­
ratorer: en begrænset operator ,~ i V og en (i reglen) ubegrænset operator 
A i H, som fås ved at anvende Definition 2.13 på a som form på V hen­
holdsvis H. Vi kalder ,~ og A henholdsvis operatoren hørende til a i 
V, og operatoren hørende til a i H. 

Formen a kaldes V-elliptisk, hvis der findes en konstant Co > O , så 

(2.49) Re a(v ,v) ~ Co II vII } for v E V ; 

og a kaldes V-coerciv hvis dette kan opnås ved addition af et multiplum af 
(ulv)H til a, altså hvis der findes Co > O og k E ]R, så 

(2.50) Re a(v,v) +k IIvII H
2 ~ Co IIvII v

2 for v E V . 

Bemærk, at når a er V-elliptisk eller V-coerciv, gælder det samme om den ad­
jungerede form a* . 

Følgende sætning kendes under navnet Lax-Milgrams lemma. 

Sætning 2.14. (Lax-Milgram) Lad der være givet et tripel (H,V,a) hvor H og 

V er komplekse Hilbert rum med V c H algebraisk, topologisk og tæt ((2.48) 
gælder), og hvor a er en begrænset, sesquilineær form på V med D(a) = V • 

Lad A være operatoren hørende til a i H. Når a er V-coerciv (opfylder 

(2.50)), er A en afsluttet operator med D(A) tæt i H og i V, og A +]..11 
er en bijektion af D(A) på H for alle ]..1 med Re]..1 ~ k, altså 

(2.51) {A I Re A ~ -k} c p(A) • 

Endvidere er operatoren hørende til a* i H netop lig med A*; og når a 
er symmetrisk, er A selvadjungeret > -k . 
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Bevis: Vi ser først på tilfældet k = O , hvor altså (2.49) gælder. Da a er 
begrænset på V , er operatoren Jl knyttet til a i V begrænset og overalt 
defineret; det er også oplagt, at den til a* knyttede operator i V netop er 
.A* (den adjungerede operator i V). Idet (2.49) medfører at m(J\.) ~ Co og 
m(.A*) ~ Co i V med Co > O , ses af Sætning 2.9, at .A" og .JJ' er homeomor-
fier af V på V. 

Betragt nu operatoren A H. Da der for u E D(A) gælder 

Re (Au I u) H = Re a(u,u) ~ Co II ull v2 
~ Co c

2 
IIUIIJ 

hvor C c2 er > O , har vi fra Sætning 2.9, at A er injektiv og har en be-O -1 -1 -2 grænset invers A med norm ~ Co C • Det samme gælder om operatoren AI 

knyttet til a* H . 
Endvidere er A surjektiv, thi når f E H, er funktionalen v ~ (flv)H 

kontinuert på V, idet 

så der findes w E V med 

for v E V , 

og da er JC1 w E D(A) med AJC 1w = f. Da A- 1: H ~ H altså er overalt de­
fineret og begrænset, er den afsluttet, og det følger, at A er en afsluttet 
operator i H. De tilsvarende ting gælder om AI . 

Om sammenhængen mellem A og AI har vi umiddelbart, at der gælder for 
alle u E D(A) og v E D(A I) 

(2.52) (Aulv)H = a(u,v) = a*(v,u) = (Alvlu)H = (uIAlv)H . 

At A er tæt defineret 
u E D(A) er 

H fås nu endelig således: Lad f E H 

( u I f) H = (u I A ' ( A I ) -1 f) H = (Au I (A I f 1 f) H . 

For alle 

Da A er surjektiv, ses at hvis f.LD(A) , så er (A,)-1 f = O og dermed 
f = O. Dette viser DrAT = H • 

Altså har A en adjungeret A*, og (2.52) viser, at AI c A*. Da 
R(A) = H, er A* injektiv, og da AI allerede er en bijektion (af D(A I) 
på H), må AI=A*. I alt fås, at A og AI er hinandens adjungerede. 
Når a = a*, fås specielt at A = AI = A* . 
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D(A) er også tæt i V, for hvis w.LD(A) i V, har vi for u E D(A) 

O = (uIW)V = (u 1-A.*(A*f1w)v = a(u,(.A*)-1 w) = (Au I (i\*)-1 W)H 

hvoraf sluttes at (~)-1w og dermed w er O, da R(A) = H . 
For påstandene om A +]11 bemærker vi, at der opl agt gæl der, at for ]1 E æ 

er A +]11 (med D(A+]1I) = D(A)) operatoren i H knyttet ti l den sesqui l i ne­
ære form 

(2.53) 

Når Re.]1 ~ O , er a]1 ligeledes V-elliptisk, så A+]1I er en bijektion af 
D(A) på H. Hermed er sætningen vist for tilfældet k = O . 

Når k * O , fører vi analysen over i tilfældet k = O ved at erstatte A 
med A + kI og a med ak (defi neret ved (2.53)); da fås resultatet umi dde 1-

bart af det foregående. D 

Vi kalder operatoren A defineret ud fra triplet (H,V,a) i Sætning 2.14 
for Lax-Milgram operatoren knyttet til (H,V,a). (I Kato 's bog "Perturbations 
of Linear Operators" kaldes en sådan operator m-sectorial. Man møder også beteg­
nelsen en variationel operator, idet definitionen har sin baggrund i variations­
regning.) 

Det bemærkes, at D(A) og D(A*) kan være forskellige (selvom D(a) = 

D(a*) ). 
Vurderingerne af nedre grænse af A kan skærpes lidt, og vi kan endda vise, 

at A og A* har deres spektrum og numeriske værdimængde i et vinkelrum. 
For det første har vi, på grund af (2.48), at 

hvoraf følger, at 

(2.54) m(A) og m(A*) ~ -k + Co c2 , 

og (jvf. Sætning 2.9.30
) 

(2.55) {A E ~ Re A < -k + Co c2} c p(A) og p(A*). 

For det andet kan vi benytte begrænsetheden af a på V 

(2.56) la(u,v)1 ~ C IIull V IIV"V 
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til at vise, at når a opfylder (2.50), er 

lIm a(u,u)1 i la(u,u)1 i C IIUll v
2 i C Co-

1 (Re a(u,u) +k IIUII~), 

hvormed også 

Dette viser, at den numeriske værdimængde for A - og tilsvarende den numeriske 

værdimængde for A* - opfylder 

(2.57) 

Men dette betyder, at visse drejninger af A og A*, nemlig e±i8A og 
e±i8A* for et passende 8 (jvf. figuren), er nedad halvbegrænsede, hvilket 

ved Sætning 2.9.30 medfører at spektrene a(A) og a(A*) ligeledes er inde­

holdt i MI . Ialt har vi 

Korollar 2.15. Når A og A* er defineret ud fra triplet (H,V,a) som i 

Sætning 2.14 gælder, at spektrene a(A) og a(A*) og de numeriske værdimængder 

v(A) og v(A*) ligger i den konvekse mængde 

(2.58) M = {A E ~ I Re A 2. -k + Co c2 , I Im A I S C CO-
1 

(Re A + k)} , 

hvor konstanterne er dem der optræder i (2.48), (2.50), (2.56). 
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Lad os endelig bemærke, "at når A er en Lax-Milgram operator i et Hilbert 
rum H , så er V og a entydigt bestemt ved A. Thi hvis A er Lax-Mil­
gram operatoren hørende til triplerne (H,V1,a 1) og (H,V2,a2) , gælder for 
u og v E D(A) 

l 
og [Re((A+k)vIV)HJ2 er, for k tilstrækkelig stor, en norm på D(A) , der er 
ækvivalent med V1-normen og med V2-normen. Da D(A) er tæt i V1 og i V2 
(med hensyn til deres normer), fås ved afslutning en identifikation mellem V1 
og V2 . Da a1 og a2 stemmer overens på den tætte delmængde D(A) , må 
a1 = a2 . Altså har vi 

Korollar 2.16. Når A er en Lax-Milgram operator i H, stammer A fra et 

og kun et sæt (H,V,a); her er V bestemt som kompletteringen af DCA) med 
l 

hensyn til normen [Re((A+k)vIV)H]2 for et passende stort k, og a er defi-

neret på V ved afslutning .. af (Au I v ) H . 

Det indgår i disse sætninger, at A stammer fra et tripel (H,V,a) . 
Man kan vise, at et sådant tripel eksisterer, når A er tæt defineret, og der 
findes et vinkelrum MI som i (2.44), så A er maksimal med hensyn til egen­
skaben v(A) c M'. (Dette skyldes Schechter og Kato, se f.eks. Katols bog.) 

Lax-Milgram operatorer er en nyttig generalisation af selvadjungerede 
halvbegrænsede operatorer, som man møder f.eks. i studiet af partielle diffe­
rentialligninger; de har den fordel frem for normale operatorer (afsluttede, 
tæt definerede operatorer N med NN* = N*N), at klassen af Lax-Milgram ope­
ratorer er mere stabil over for de perturbationer, der forekommer naturligt i 
teorien. 

Lad S være en symmetrisk, tæt defineret operator. Når S ~ c > O , er 
det let at angive selvadjungerede udvidelser af S. Lad os først se på S , 
afslutningen af S, som jo også er symmetrisk, jvf. (2.19). Det ses let, at 
m(S) = m(S) , som da er > c > O. Ifølge Sætning 2.9 har S en begrænset, 
symmetrisk invers (afslut~ingen af S-1 ), så hvis R(S) og dermed R(S) er 
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tæt i H, er R(S) lig med H, så 5-1 er selvadjungeret, og S er en 
selvadjungeret udvidelse af S ved Sætning 2.7. Hvis derimod Z(S*) = R(S)~ 
er :j: {O} , kan vi danne operatoren R med 

(2.59) 
O(R) = 0(5) .; Z(S*) 

R(u+v) = Su for u E 0(5) , v E Z(S*) 

det er en selvadjungeret udvidelse (Øvelse 2.23). Sidstnævnte udvidelse har 
m(R) = O i modsætning til m(S) > O. En mere raffineret (og nyttig) udvidelse 
er Friedrichs udvidelsen, der indføres i det følgende. 

Sætning 2.17. (Friedrichs) Lad S være tæt defineret, symmetrisk og nedad 

begrænset i H. Der findes en selvadjungeret udvidelse T med m(T) = m(S) . 

Bevis: Antag først, at m(S) = c > O. Den sesquilineære form 

sO(u,v) = (Sulv) 

er da et skalarprodukt på O(S) (jvf. Lemma 2.12), og vi betegner komplette­
ringen af O(S) med hensyn til dette skalarprodukt ved V. Herved udvides 
sO(u,v) til en sesquilineær form s(u,v) med O(s) = V (idet s er selve 
skalarproduktet på V). Vi vil gerne anvende Lax-Milgrams lemma, men hertil 
kræves at vi viser, at der er en indlejring af V i H. Uligheden 

for v E O(S) 

medfører, at injektionen JO: O(S) <:::+H udvides til en kontinuert afbildning 
J fra V til H, men ikke at denne er injektiv. Hertil skal man vise, at 
hvis vn er en følge i O(S) , så vn ~ v i V, og vn ~ O i H, så 
er v = O. Vi benytter her Schwarz' ulighed for V-skalarproduktet: 

(2.47) 2 
"vn"V = (Svnlvn)H = s(vn 'vn-vm) + (Svnlvm)H 

~ "v n" It "v n -v mil V + I ( S v n I v m) H I 

Da vn konvergerer i V, kan man for hvert g > O finde N, så 

I/Vn-Vm"V < g for n og m > N. Så er 

2 . 
"vn"V :::: "vn"V· g + I(Svnlvm)HI 

Da vm ~ O i H, får vi ved at lade m 4 00 
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Dette viser, at v ~ O n V for hvormed "vn"V ~ E for n ~ N . 
Altså er J injektiv, og vi kan 
Da vi åbenbart har 

identificere V med underrummet JV af H • 

s(v,v) = IIvIIv2 ~ c IIvlI/ for v E V , 

er betingelserne for Lax-Milgrams sætning opfyldt for triplet (H,V,s) , og 
vi får at der til s knyttes en selvadjungeret operator T med m(T) = c = 
m(S) (jvf. også (2. 54)). Det er klart, at T:::> S • 

Når m(S) er vilkårlig, definerer vi en selvadjungeret udvidelse TI af 
SI = S + (1-m(S))I ved ovenstående konstruktion; så er T = TI - (1-m(S))I den 
ønskede udvidelse af S. 

Beviset for Lax-Milgrams sætning kan naturligvis forenkles lidt i det 
symmetriske tilfælde, men grundingredienserne er de samme. 

Med brug af Korollar 2.16 har vi også: 

D 

Sætning 2.18. Lad S være en tæt defineret, symmetrisk, nedad begrænset ope­

rator i H. Kompletteringen V af D(S) med hensyn til skå:larrproduktet 

(2.61) (uIV)V = (Su + (1-m(S))uIV)H 

kan identificeres med et underrum af H, og Friedrichsudvidelsen T af S er 

karakteriseret ved at være den eneste nedad begrænsede selvadjungerede udvidelse 

af S, der opfylder D(T) c V . 

Jvf. Øvelse 2.24. Når T > O, kan man iøvrigt vise, at V er lig med 
1 ~ -

D(T 2
) , hvor F er defineret ved spektral teori • 

~~1~_~~§§æE!§E~_g§~~~§~~~2~§E_~f_~~E!~~§_2E§E~~2E§~_2g_~~~E§_§~!~E­

~~§~§_2E§E~~2E§E' t!~b~~Eb~~~~!.2~§2E§E~~2E§E· 

Friedrichs l konstruktion bruges specielt til at indføre en selvadjungeret 
operator knyttet til Laplace operatoren ~ 

(2.62) ~u 
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i L2 (n) " hvor n er en åben de lmængde af lR n . 
af de C=-funktioner på n, som er O uden for en 
altså specielt er O i en omegn af randen af n , 

Idet C~(n) betegner rummet 
kompakt delmængde af n , 

H = L2(n) med definitionsmængde O(S) = C~(n) 
delvis integration ses, at S er symmetrisk ~ O 

(2.63) (SuIV)H = fn(-d~U - ... - d~U)V dx 

lader vi S betegne operatoren 
og virkning Su = -~u. Ved 

= f
n

(d 1Ud 1V + ... + dnudnv)dx = (uISv)H 

hvor (Sulu) ifølge det 3. udtryk er > O for alle u E O(S) . Rummet 
c~(n) er tæt i L2(n) (Kapitel 5). vi kan da definere Friedrichsudvidelsen T, 
som er selvadjungeret og har m(T) = m(S) > O , og hvor O(T) er indeholdt i 
og tæt i rummet 

H6(n) = afslutningen af CO(n) med hensyn til normen 
(2.64) n 1 

II Ull 1 = (fn(j:1IdjUI2 + IUI
2
)dXY . 

Normen IIull1 er en af de Sobolev normer, der indføres systematisk senere. 
Lax-Milgrams sætning kan anvendes til også at knytte fornuftige operatorer 

til differentiationsudtryk der ikke nødvendigvis definerer symmetriske operatorer 

på c'O(n). Lad 
n 

aO(u,v) = f ,L a'k(x)dk u8:V dx, O(aO) = c~(n) , 
n J, k= 1 J J 

(2.65) 

hvor det antages, at ajk'erne er begrænsede C=-funktioner på n, der opfylder 

(2.66) Re 

med Co > O (denne og lignende betingelser kaldes ~lliQ!i~i!~!). Lad V = 
1 HO(n). Da aO åbenbart opfylder 

lao(u,v) I ~ Cllull1 II Vll1 for u,v E c~(n) 

2 2 for f. CO(n) Re aO(u,u) +cO"u" 2 ~ CO"u"1 u,v 
L 

med C = sup{la'k(x)1 I x f n} , udvides aO ved afslutning til en begrænset 
'k J J , 
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sesqui l i neær form a på V, som er V-coerci v (med k = Co ). Ved Lax-Mi l grams 
sætning definerer sættet (H,V,a) en operator A i H med de der nævnte egen­
skaber. Det ses ved delvis integration, at denne virker som 

n 
(2.67) Au = - L dJ,(a'kdku), når u E C~(~) , 

j,k=1 J 

så A er altså en generalisation af denne 210rdens differentialoperator. 
På denne måde får vi defineret nogle realisationer af -~ og operatoren 

(2.67). De kan studeres nærmere ved hjælp af distributionsteorien. Lad os nævne, 
at når r2:j:: JRn , er disse operatorer, der er specielt knyttet til valget 
V = H6(~) , ikke den eneste mulighed for selvadjungerede (resp. Lax-Milgram) 
realisationer af -~ og (2.67); man kan da også vælge V anderledes. De fore­
liggende operatorer kan vises at være knyttet til Dirichlet randbetingelsen, 
hvor funktionerne i D(A) opfylder u = O ved randen af r2 i en passende gene­
raliseret forstand, mens andre valg af V svarer til andre randbetingelser (hvor 
f.eks. en afledet af u er O ved randen). 

Når r2 = JRn , er randen tom; i dette tilfælde er R(S+I) tæt i H, og 
Fridrichsudvidelsen T1 af S + I er lig med S + I , og er den eneste selvad­
jungerede udvidelse (og dermed er T den eneste selvadjungerede realisation af 
-~ i L 2( JRn) ). Vi får gode metoder ti l at vi se surjektiviteten af S + I 

senere. 

En anden, noget simplere type af eksempler er multiplikationsoperatorerne. 
Lad r2 være åben c JR n , og lad f være en kontinuert funktion på ~. Vi 
kan da definere multiplikationersoperatoren Mf ved 

D(Mf ) = {u E L2(~) If.u E L2(r2)} 

(2.68) 

Når f er begrænset, bliver Mf en begrænset, overalt defineret operator, og 

(2.69) "Mf" = sup If(x)1 . 
xE~ 

Her er det oplagt, at "Mf" i suplf(x) I og at der gælder lighedstegn ses 
f.eks. ved at bemærke, at der for hvert f, > O findes en kugle B(a,r) = 

{x I I x-a I < r} c r2, så at 

If(x) I ~ suplfl - f, for x E B(a,r) 
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så er IIMfulI ~ (suplfl-c)lIull for u = 1B(a,r) (hvor 1X betegner funktionen 

som er 1 på X og O ellers). 
Når f ikke antages at være begrænset, har man dog, at Mf er tæt defineret, 

thi l ad 

(2.70) 

så er 

her er 
at 

(2.71) 

st = U stN , 
NElN 

1
st 

u E D(Mf ) 
N 

st
N 

= {x I If(x) I < N} n B(O ,N) for N E lN ; 

og når u E L2(st) vil 

for hvert N. Så er 

1
st 

u ~ u i L2(st) 
N 

(Mf )* veldefineret; 

Her er det oplagt, at Mf c (Mf )*, idet 

( Mf u I v) = f st f u V dx = (u I Mf v ) 

for N ~ = ; 

vi vil nu vise, 

når u og v er funktioner i D(Mf ) hhv. D(Mf ). For den modsatte inklusion, 
lad v E D((M

f
)*) , lad g = (Mf)*V , og lad Vo og go være repræsentanter 

for ækvivalensklasserne v hhv.' g (med hensyn til ækvivalensrelationen: . 
vrvv' når v-v' er O uden for en nulmængde, jvf. side 1.1). Idet L

2
(stN) 

indlejres på naturlig måde i L2(st) ved at funktionen u E L2(stN) identificeres 

med funktionen eNu defineret ved 

har vi for enhver funktion UEL2(stN): 

f goudx = (goleNu) 2 
st

N 
L U"2) 

(hvor nogle identifikationer underforstås). Da u var vilkårlig, følger af 

skalarproduktets egenskaber, at golst og (fV o) 1st repræsenterer det samme 
N N 

element i L2(st
N

) . Da dette gælder for alle N, ses at go rv fV O ' hvormed 
v E D(M

f
) og (Mf)*V = g = Mf v . Specielt er Mf afsluttet. (Bemærk, at vi 

her har et til fæl de, hvor operatoren og dens adjungerede har samme defi niti ons­

mængde (som forøvrigt e~ lig D(M 1fl ).) 
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Ovenstående observationer udvides let til tilfældet hvor f blot er en måle­
lig funktion og ~ erstattes af en målelig mængde, idet man operetholder (2.68), 
erstatter suplf(x)1 i (2.69) med ess suplfl (altså LOO(~)-normen), og op­
retholder (2.71). Beviserne foregår stort set på samme måde, idet man dog i et 
detaljeret bevis må ræsonnere omhyggeligt med repræsentanter for ækvivalensklas-

ser (modulo ~). 
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3. Semigrupper af operatorer. 

En partiel differentialoperator, der har stor betydning fysikken, er 
Laplace operatoren ~, defineret på ~n ved 

(3. 1 ) 2 2 
~u (x) = d u + ••• + d

X 
u 

x1 n 
• 

Den indgår dels isoleret, f.eks. i ligningen for et potentialfelt u i en åben 
de l mængde a f ~3 

(3.2) ~u(x) = O for x E ~ , 

dels sammen med en tidsparameter t , f.eks. i varmeledningsligningen 

(3.3) d t u (x , t) - ~x u ( x , t ) = O for x E ~ og t > O 

Schrodingerligningen 

(3.4) 1 T d t u ( x , t) - ~x u (x , t ) = O for x E ~ og t E ~ , 

og bølgeligningen 

(3.5) 2 
d t u ( x , t) - ~x u ( x , t ) = O for x E ~ og t E ~ • 

Fælles for de sidste tre ligninger er, at de formelt kan opfattes som værende 
på formen 

(3.6) dt u(t) = Bu(t) , 

hvor t ~ u(t) er en funktion fra tidsaksen ind i et rum af funktioner af x , 
hvori B opererer. For (3.3) virker B som ~, for (3.4) som i~. For (3.5) 

kan vi opnå formen (3.6) ved at indføre vektoren 

( 

u(t) \ 
v(t) = j 

dt u(t) , 

som skal opfylde 

(3.7) dt v(t) = Bv(t) , med B - (: :) . 

Ligning (3.6) kaldes en evolutionsligning. Den simpleste version får vi i 
tilfældet hvor u har sine værdier i Q:, og B blot er multiplikation med 
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konstanten A E ~ 
dt U(t) = A u(t) , 

der jo som bekendt har løsningerne, for c E ~ , 

Vi vil i det følgende vise hvorledes den abstrakte funktionalanalyse tillader os 
at definere tilsvarende løsninger exp(tB)uO ' når B opfylder passende betin- . 

gelser. 
Det enkleste tilfælde er hvor B er en begrænset operator på et Banacb rum 

X. Her kan vi simpelthen sætte 

(3.8) exp(tB) = L ir (tB)n 
nEJNO 

for hvert t E ~, idet rækken konvergerer (absolut) i operatornormen mod en 

begrænset operator; dette ses f.eks. af udsnitskriteriet, idet 

hvor højre side er et udsnit i den konvergente række for exp(A) med 
A = Itl II Bil • Det ses, at IIexp(tB)II i exp(ltl IIBII) . Operatorfamilien opfylder 

for s, t E ~ , 

00 (sB)n 00 (tB)m 00 n m 
(3.9) exp(sB)exp(tB) = L L = L L s t B,Q, 

n=O nI m=O ml ,Q, =0 n+m=,Q, nTniT 

00 ,Q, 
= L (s;() B,Q, = exp((s+t)B) 

,Q, =0 

ved den tilsvarende identitet for eksponentialfunktionen; og for s ~ t ~ O 

haves 
Ilexp(sB)-exp(tB)1I " IIn~o snn! t

n 
Bnll ::-- n~o (snn-t

n
) IIBll

n 

= exp(sIlBII) - exp(tllSII) ~ O for s - t ~ O , 

lIexp(-sB)-exp(-tB)1I = IIexp(-tB)(exp(tB)-exp(sB))exp(-sB)II 

i exp( It I II Bil )exp( Is I II Bil )IIexp(tB)-exp(sB)II 

~O for (-s)-(-t)~O, 

hvilket viser, at operatorfamilien er kontinuert i t med hensyn til operator­

normen. 
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Der findes også brugbare teorier for passende ubegrænsede operator B 
X, herom mere nedenfor. Hvis X specielt er et Hilbertrum, kan man definere 
eksponentialfunktionen ved spektral teori ,når B er en normal operator. Dette 
bruges især i følgende tilfælde (nævnes foreløbig uden bevis): 

10 Når B er selvadjungeret og opad halvbegrænset, har exp(tB) god 
mening for t ~ O . 

20 Når B er skævselvadjungeret, dvs. B* = -B, har exp(tB) god mening 
for t E lR . 

Tilfælde 10 kan opnås for varmeledningsligningen, idet -~ kan gives en 
mening som selvadjungeret ubegrænset operator ~ O i L2(lR

n
). Tilfælde 20 kan 

da opnås for Schrodinger-ligningen, idet i~ herved bliver skævselvadjungeret 
i L2(lR

n
). For bølgeligningen på formen (3.7) kan skævselvadjungerethedopnås 

ved brug af nogle andre særlige Hilbertrum. Hvis man vil arbejde med bølgelignin­
gen i L2(lR n), kan man i stedet interpretere løsningerne til den abstrakte 
ligning 

(3.10) 2 dt u = -Au 

som kombinationer af løsningerne cos(t VA)uo og sin(t VA)uO (hvor A = -~ 

er ~ O ); også dette kan gøres ved spektra lteori . 
Den spektralteori der skal bruges her, er en udvidelse af den fra Mat 313 

velkendte, til ubegrænsede operatorer. 

Vi vender os nu til en lidt mere almen definition af eksponentialfunktionen, 
neml i g ved teori en for sem; grupper af operatorer, der også dækker ti lfæl dene 10 og 20

• 

Den følgende fremstilling bygger på Appendix 1 i Lax' og Phillips' bog 
"Scattering Theory". 

En semigruppe af operatorer i et Banach rum X er en familie af operatorer 
G(t) E ID(X) , parametriseret ved t E lR+, om hvilken der gælder 

(a) G(O) = I , og G(s+t) = G(s)G(t) for alle s og t ~ O . 

En gruppe af operatorer er en familie af operatorer G(t) E ID(X) parame­
triseret ved t E lR, så formlerne i (a) gælder for alle s og t E lR. Her 
er alle operatorerne invertible, med G(t)-1 = G(-t) . Bemærk, at G(t) og 
G(-t) er semigrupper for t > O . - Bemærk også~ at G(s)G(t) = G(t)G(s) . 
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De semigrupper og grupper vi betragter, skal endvidere opfylde 

(b) G(t)x ~ x for t ~ 0+, for hvert x E X . 

Det vil være tilstrækkeligt for vore formål at betragte semigrupper (og 
grupper) af kontraktioner, altså dem, der tillige opfylder 

(c) /lG(t)1I < 1 for alle t . 

Lemma 3.1. Når G(t) opfylder (a)-(c), er t,.,. G(t)x for alle x E X en kon­

tinuert funktion fra lR+ til X (resp. fra lR til X i tilfældet af en 

gruppe) . 

Bevis: Ifølge (a) og (c) er~. for t 1 ~ t 2 ' 

Lader vi t 1 og t 2 konvergere mod to E [t1, t 2] , vi l udtrykket gå mod O 
ifølge (b). D 

Idet egenskaben i Lemma 3.1 kaldes stærk kontinuitet, kan vi herefter beteg-
ne de (semi)grupper der opfylder (a), (b) og (c) som stærkt kontinuerte kontra k­
tions(semi)grupper. (Stærkt kontinuerte semigrupper opfylder blot (a) og kontinuitet.) 

Den infinitesimale frembringer B er operatoren defineret ved 

(3.11) Bx = lim ~ (G(h)-I)x , 
h~O 

og D(B) består af de x for hvilke grænseværdien eksisterer. Vi har nu brug 
for nogle almene bemærkninger om differentiation og integration i Banach rum. 

Når I er et interval af ]R, siges en funktion v: I ~ X at være diffe­
rentiabel, såfremt lim k(v(t+h)-v(t)) eksisterer (for t og t+h E I); 

h~O 

grænseværdien kaldes vl(t) (subsidiært dtV eller ~). Mere præcist siger 
man her at v(t) er norm differentiabel eller stærkt differentiabel, for at 
skelne egenskaben fra den egenskab at være svagt differentiabel. Det sidste be­
tyder, at for enhver kontinuert funktional x* E X* er talfunktionen 

differentiabel, på en sådan måde, at der findes et vl(t) E X , så dtfx*(t) = 
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x*(vl(t)) • En norm differentiabel funktion er naturligvis svagt differentiabel, 
med samme afledet vl(t) , men der findes eksempler på svagt differentiable 
funktioner, der ikke er norm differentiable. 

Integralet af en kontinuert vektorfunktion v: I ~ X defineres ved hjælp 
af middelsummer ganske som i Matematik 102 (med ~ erstattet med X). Der gæl­
der de sædvanlige regler 

b b b 
f (av(t)+0w(t))dt = a f v(t)dt + 0 f w(t)dt , 
a a a 

fb v(t)dt + f C v(t)dt = f C v(t)dt 
a b a 

for punkter i vilkårlig beliggenhed i I, og 
b b 

(3.12) "f v(t)dtll x ~ f IIv(t)IIX dt 
a a 

tiår a < b • 

Ligesom for komplekse integraler er der ikke nogen egentlig middelværdisætning, 
men der gælder dog, at 

(3.13) f
C+h 

~ v(t)dt ~ v(c) i X 
G 

for h ~ O • 

Når vektorfunktionen v: I ~ X er differentiabel med kontinuert afledet vl(t), 
gælder 

b f a v I (t) dt = v (b) - v (a) (3.14) 

(fordi det tilsvarende gælder for funktionerne fx*(t) = x*(v(t)) ). 
Følgende sætning viser, at vektorfunktionen u(t) = G(t)x opfylder diffe­

rentialligningen (3.6). 

Sætning 3.2. For X E O(B) er funktionen G(t)x: ~+~ X differentiabel, med 

(3.15) lim ~(G(t+h)X-G(t)x) = G(t)Bx = BG(t)x 
h~O 

Bevis: Når h > O , er 

for alle t > O 

~(G(t+h)X-G(t)X) = G(t) G(h~ - I x = G(h
A 

- I G(t)x . 

Når x E O(B) , konvergerer det midterste udtryk mod G(t)Bx for h ~ 0+ . 
Dette viser, at G(t)D(B) c O(B) , samt at (3.15) gælder, når h ~ O erstattes 
med h ~ 0+. Hvis t > O , skal vi også undersøge grænseovergangen gennem 
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negative h; her benyttes 

* (G(t+h)x-G(t)x) - G(t)Bx = G(t+h) G(-~~ - I x - G(t)Bx 

= G(t+h)(G(-_h~-I x - BX) + (G(t+h)-G(t))Bx . 

3.6 

For et givet t: vælges først hO ' så II-k (G(-h)-I)x-Bxll < t: for hO~h<O • 
Da er det første led < t: på grund af (c); og herefter kan h vælges 
E [ho'O[, så andet led er < t: , på grund af Lemma 3.1. 

Korollar 3.3. For X E O(B) er 

(3.16) G(t)x - X = J: G(s)Bx ds • 

Dette følger af den generelle egenskab (3.14). Vi kan også vise: 

Lemma 3.4. For alle 
t x E X gælder, at JO G(s)x ds tilhører O(B) og 

t 
G (t) x - x = B J O G (s) X ds . (3.17) 

Bevis: Det følger af kontinuiteten og semigruppeegenskaben (a), at der for 

h > O gælder 

O 

t t t+h t 
G(h~ - I Jo G(s)x dx = k Jo (G(s+h)-G(s))x ds = k J

h 
G(s)x ds - k Jo G(s)x ds 

J

t+h 
= * t G(s)x ds 

h -* Jo G(s)x ds 

hvilket konvergerer mod G(t)x - x for h ~ O , ved (3.13). O 

Lemma 3.5. B er afsluttet og tæt defineret. 

Bevis: Ifølge Lemma 3.4 er * J~ G(s)x ds E O(B) for alle x E X , h > O , 
så da dette går mod x for h ~ O er O(B) tæt i X. Hvis nu xn E O(B) 
med x

n 
~ x og BX

n 
~ y, så vil G(s)BXn ~ G(s)y uniformt i s (ved (c)), 

så at der for hvert h > O gælder 

1 rh 
G(s)y ds n J O 
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ved Korollar 3.3. Imidlertid vil * f~ G(s)y ds ~ y for h ~ O , hvoraf ses, 

a t x E D ( B) med Bx = y • D 

Lemma 3.6. En kontraktionssemigruppe er entydigt bestemt ved sin infinitesimaZe 

frembringer. 

Bevis: Antag, at G
1
(t) og G2(t) har samme infinitesimale frembringer B . 

For x E O(B) er G
2

(t)x E O(B) , og vi har, ved Leibniz ' .formel 

is- G
1
(t-s)G

2
(s)x = -G 1(t-s)BG2(S)X +G 1(t-s)G2(s)BX = O . 

Ved integration over intervaller [O,t] fås 

dvs. G
1

(t)x = G2(t)x for x E O(B). Da O(B) er tæt i X, og disse opera-

torer er begrænsede, sluttes at G1(t) = G2(t) • D 

Vi kan nu vise en vigtig egenskab ved B , nemlig at halvplanen 
{A E ~ I Re A > O} ligger i resolventmængden, og resolventerne kan fremstilles 
direkte ved hjælp af semigruppen, og opfylder en god normvurdering. 

Sætning 3.7. Lad G(t) være en stærkt kontinuert kontraktionssemigruppe med 

frembringer B. Når Re A > O , er A E p(B) , og 

(3.18) for X E X 

endvidere er 

(3.19) 

Bevis: Lad Re A >0. Bemærk først, at e-AtG(t) er en stærkt kontinuert 

kontrakti onssemi gruppe med i nfi nites ima l frembri nger B - AI. En anvende l se 
af Korollar 3.3 og Lemma 3.4 på denne semigruppe giver, at 

(3.20) e-ASG(s)x - x = (B-AI) f: e-AtG(t)x dt for x E X , 

(3.21) e-ASG(s)x-x = J: e-AtG(t) (B-AI)X dt for x E O(B) . 
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For ethvert y E X gælder, at lIe-AtG(t)YII.s: e-Re A t lIyll 

grænseværdien 
derfor eksisterer 

Ty = ~~ f: e-AtG(t)y dt = J; e-AtG(t)y dt , 

og T er kl art en l i neær operator på X med norm /IT II .s: Jo e -Re A t dt = (Re Af 1 . 
Specielt vil e-ASG(s)x ~ O for s ~ 00. Da medfører (3.20) og (3.21) efter 
grænseovergang 

-x = (B-AI)Tx for x E X 

-x = T(B-AI)X for x E O(B) , 

hvilket viser at A er i resolventmængden, med resolventen lig med -T. 

Vi har fundet nogle egenskaber ved den infinitesimale frembringer B for 
en kontraktionssemigruppe G(t) , og vender os nu til det for anvendelserne 
interessante spørgsmål om at bestemme den klasse af operatorer, der kan være 
infinitesimal frembringer for en kontraktionssemigruppe. Spørgsmålet blev be­
svaret af Hille og Yoshida (ca. 1945) med forskellige beviser for følgende sætning. 

Sætning 3.8. (Hille-Yoshida) Når B er en tæt defineret, afsZuttet operator 

i X medlR+ c pCB) og 

(3.22) for A E lR+ ' 

så er B infinitesimaZ frembringer for en stærkt kontinuert kontraktionssemi­

gruppe. 

Bevis: Lad A > O. Operatorerne 

er begrænsede med norm < 2A, og vi kan danne operatorfamilierne 

ved (3.9) ff; de er kontinuerte 
at for x E O(B) er 

t med hensyn tiloperatornormen. Bemærk nu, 
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så at (3.22) medfører, at der for x E O(B) gælder 

(3.23) -1 -A(B-AI) x ~ x for A ~ 00 • 

Da II -A ( B -A 1) -1 11 < 1 f o r a 11 e A > O o g D ( B ) e r tæt 
til alle x E X. Vi får da endvidere 

X, udvides (3.23) 

(3.24) for x E O(B) , A ~ 00 , 

og vi vil vise, at GA(t) konvergerer (punktvis) mod en semigruppe G(t) med 
B som frembringer, for A ~ 00. Hertil bemærkes først, at en anvendelse af 
produktformlen, som i (3.9), giver, at GA (t) = exp( -A2(B-A,-1 t )exp( -At) , hvor 

00 2 -1 n 
lIexp(-A2(B-A,-1t ) II < L II-A (B-A) til < exp(At) ved (3.22), 

- n=O n! -

så at 

(3.25) 

for alle t ~ O og A > O. Da alle de begrænsede operatorer BA ' B~ , 
G, (t) , G (s) for A og ~ > O, s og t > O, kommuterer, har vi 

A ~ -

t rt 
GA(t) -G~(t) = fa fs [GA(s)G~(t-s)]ds = Jo GA(s)G~(t-S)(BA-B~)ds 

hvoraf følger, ved brug af (3.25), 

(3.26) 

Når x E O(B) , vil jo 

følgen {Gn(t)x}nE~ 
ved G(t)x, får vi 

(3.27) 

IIG,(t)x-G (t)xlI < t 116,x-B xII for x E X • 
A ~ - A ~ 

B x ~ Bx for ~ ~ 00 ifølge.(3.24); da ses specielt, at 
~ .. 

er-en Cauchy følge i X. Idet vi betegner grænseværdien 

for x E O(B) • 

Det fremgår heraf, at når x E O(B) , vil GA (t)x ~ G(t)x for A ~ 00, uni­
formt for t i begrænsede intervaller [O ,a] c m. Da der endvidere gælder 
--- - + 
at liGA (t}xll i IIxll for alle t og A (jvf. (3.25)), følger at IIG(t)xlI ~ IIxll , 
således at operatoren x ~ G(t)x defineret for x E O(B) udvides ved afslut­
ning til en operator G(t) E lB(X) med norm IIG(t)II ~ 1 . Om den udvidede ope­
rator gælder nu også 

GA(t)x ~ G(t)x for hvert x E X , 

uniformt for t i begrænsede intervaller [O,a] , thi lader vi xk E O(B) , 
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xk ~ x, har vi når t E [O,a] 

hvor højre side vises at gå mod O for ~ ~ =, uafhængigt af t , ved at man 
først vælger xk tæt ved x og dernæst tilpasser ~ . 

Semigruppeegenskaben (a) overføres til G(t) fra G~(t) lerne, og at G(t) 
opfylder (b) ses af at 

IIG(t)x-xl! ~ IIG(t)x-G~ (t)xlI +IIG~ (t)x-xll , 

hvor man først vælger ~ så stor, at IIG(t)x-G~(t)xll < g for t E [0,1] og 
derefter lader t ~ O . 

Semigruppen G(t) har nu en infinitesimal frembringer C , og vi mangler 
blot at vise, at C = B. For x E O(B) har vi, 

IIG~(s)B~x-G(s)Bxll ~ IIG~(s)1I IIB~x-Bxll + II(G~(s)-G(s))Bxll 

~ IIB~x-Bxll + II (G~ (s)-G(s) )BxlI ~ O for ~ ~ = 

uniformt for s i et begrænset interval, ved (3.24) og den viste konvergens af 
G~(s)y i hvert y E X. Dette giver, ved brug af Korollar 3.3 og (3.26), for 
x E D(B) , 

Lader man nu h ~ O , vil det sidste udtryk konvergere mod G(O)Bx = Bx , 
hvoraf sluttes, at x E D(C) med Cx = Bx. Da B-1 og C-1 er bijektioner 
af hhv. D(B) og D(C) på X , må B = C • O 

Operatorfamilien G(t) , defineret ud fra B på denne måde, betegnes også 
exp(t B) . 

Teorien kan generaliseres til semigrupper, der ikke nødvendigvis består 
af kontraktioner. Der er dels den trivielle generalisation, der består i at vi 
til operatoren B +]J1 knytter semigruppen 

(3.28) exp(t(B+]JI)) = exp(t ]J)exp(t B) , 

som kun består af kontraktioner, når Re]J ~ O. Her vil lIexp(t(B+]JI))1I < 
lexp(t ]J) I = exp(t Re]J). Mere generelle stærkt kontinuerte semigrupper vil 
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kun tilfredsstille en ulighed af arten IIG(t)1I ~ c1exp t c2 med c1 .2. 1 , og 
kræver en mere almen teori - se f.eks. bøger af E. Hille - R. Phillips og af 
N. Dunford - J. Schwa rtz. 

~~~~_~QQ~E~~~!QQ~~§ID!gEYEE§E~!_B!!~§E~_EYID' 

Vi betragter nu tilfældet hvor X er et Hilbertrum H. 

Lemma 3.9. Når G(t) er en semigruppe i H, der opfylder (a), (b) og (c), 
er B opad halvbegrænset, med Øvre grænse < O • 

Bevis: For x E X haves 

Re *(G(h)x-X I x) = * (Re(G(h)x I x) -IIXIl2) ~ * (IIG(h)XII IIxll -IIXIl 2) ~ O 

ifølge (c), hvoraf fås for x E 0(8) ved grænseovergang: 

(3.29) Re(Bxlx) < O for x E D(B) . 

Dette viser lemmaet. D 

I Hilbertrumstilfældet kan vi også betragte familien af adjungerede opera­
torer G*(t) • 

Sætning 3.10. Når G(t) er en semigruppe i H, der opfylder (a), (b) og (c), 
vil G*(t) ligeledes være en semigruppe i H, der opfylder (a), (b) og (c), 
og når frembringeren for G(t) er B, er frembringeren for G*(t) netop B*. 

Bevis: Det fås umiddelbart, at G*(t) opfylder (a) og (c). For (b) bemærker 
vi, at der for x og y E H gælder 

(G*(t)xIY) = (xIG(t)y) ~ (xIY) for t ~ O . 
Heraf følger, at 

O ~ IIG*(t)x-XIl 2 
= (G*(t)x I G*(t)x) + IIXll 2 - (G*(t)xlx) - (xIG*(t)x) 

< IIxll 2 - (G*(t)xlx) + IIxll 2 - (xIG*(t)x) 

~ O for t ~ O , 
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hvoraf ses at G*(t)x - x -> O for t -> O . 

Lad nu C være den infinitesimale frembringer for G*(t) , og lad 
x E D( B) , y E D( C) • Så er 

(Bxly) = lim (t(G(h)X-X) I Y) = lim (x It(G*(h)Y-Y))= (x.ICy) , 
h->O h->O 

3. 12 

så C c B*. Ved Sætning 3.7 er R(C-I) = H; og B* - I er injektiv, da 
Z(B*-I) = R(B-I)~ = {O} ; så kan C c B* ikke gælde uden at C = B* . D 

Korollar 3.11. En operator B i et Hilbertrum H er infinitesimal frembringer 

for en stærkt kontinuert kontraktions semigruppe hvis og kun hvis B er tæt de­

fineret og afsluttet, opfylder (3.29), og ffi+ ligger i resolventmængden fra B. 

Bevis. Nødvendigheden af betingelserne fremgår af det netop viste samt Lemma 3.5 
og Sætning 3.7. At betingelserne er tilstrækkelige ses af, at (3.29) medfører 

-1 at - (B-AI) = -B + AI for A > O har en begrænset i nvers med norm ~ A , 
ved Sætning 2.9.1 0

; så kan Hille-Yoshida1s sætning (Sætning 3.8) anvendes. D 

Operatorer, der opfylder (3.29), kaldes i en del af litteraturen dissipa­
tive operatorer. Vi har følgende variant af ovenstående sætninger: 

Korollar 3.12. Lad B være en afsluttet, tæt defineret operator i et Hilbert­

rum H. Så er følgende egenskaber ækvivalente: 

ej) B er infinitesimal frembringer for en stærkt kontinuert kontraktions­

semigruppe. 

(ii) B er dissipativ (dvs. m(-B) ~ O) og ffi+ c p(B) • 
(iii) B og B* er dissipative. 

Bevis: Ækvivalensen af (i) og (ii) er vist ovenfor. (i) medfører (iii) ved 
Sætning 3.10, og (iii) medfører (ii) ved Sætning 2.9.30

• 

I følgende specialtilfælde er B nu åbenbart infinitesimal frembringer: 
10 B = -A, hvor A er selvadjungeret ~ O. Her er A og A* ~ O , 

så B og B* er dissipative. 
20 B = -A, hvor A er en Lax-Milgram operator med m(A) ~ O. Her 

er m(A*) ligeledes > O , så B og B* er dissipativ~. 
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30 B = iA hvor A er selvadjungeret, dvs. B = -B*, B er skævselv­
adjungeret. Her er v(B) og v(B*) indeholdt i den imaginære akse, så B 
og B* er dissipative. 

I sidstnævnte tilfælde kan vi indføre 

U(t) = exp(tB) for t > a 

U(t) = exp(-tB*) = U(-t)* for t < a 

idet vi da også skriver exp(tB) for t ~ a. Vi vil nu vise, at U(t) er 
en stærkt kontinuert gruppe af unitære operatorer. 

At U(t)x er kontinuert fra t E ffi ind i H følger klart af kontinuite­
ten for t ~ a og t ~ a. Dernæst vises, at U(t) er en isometri for hvert 
t E ffi e 11 e r t E ffi , i d e t ma n f o r x E D ( B ) h a r : + -

ft IIU(t)xll 2 
= lim ~r (U(t+h)x I U(t+h)xf)-(U(t)x I U(t)x)] 

h~a hl 
= lim (U(t+h)X-U(t)x I U(t)x) + lim(U(t)x I U(t+h)X-U(t)x) 

h~a h h~a h 

+ lim (U(t+h)X-U(t)x I U(t+h)x - U(t)x) 
h~a h 

= (Bxlx) + (xIBx) = a ; 

hvor vi efter andet lighedstegn brugte, at der for hvert e > a findes ha 
så IIU(t+h)x-U(t)xll < e for Ihl ~ ha' hvorefter vi lod h ~ a. Altså er 
IIU(t)xll 2 konstant i t og dermed lig I/U(a)Xl/ 2 = I/Xl/ 2 for alle t; iden­
teten udvides ved kontinuitet til x E H. På lignende måde ses, at for 
x E D(B) er for t E ffi eller t E ffi 

+ -

ft U(t)U(-t)x = U(t)BU(-t)x +U(t)(-B)U(-t)x = a , 

så U(t)U(-t)x er konstant for t ~ a og for t < a , og dermed lig med 
U(a)U(a)x = x. Identiteten 

U(t)U(-t)x = x for t E ffi 

udstrækkes åbenbart til alle x E H og viser at 

u ( t) -1 = U ( -t) for t E ffi , 

hvormed U er unitær. Ligeledes medfører den gruppeegenskaben, idet man f.eks. 
for s > a , a > t > -s har - -

U(s)U(t) = U(s+t)U(-t)U(t) = U(s+t) . 
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Lad nu omvendt U(t) være en stærkt kontinuert gruppe af kontraktioner. 

Hvis {U(t)}t>O og {U(-t)}t>o har frembringerne B henholdsvis C, har 
vi for x E DTB) 

lim U(-~)-I x = lim U(-h) !-U(h) x = -Bx , 
h~O+ h~O+ h 

dvs. -B c C. Tilsvarende er -C c B , så B = -C. Der gælder da om B , 
at m(-B) = m(B) = O og såvel {A I Re A > O} og {A I Re A < O} er indeholdt 
i resolventmængden, hvilket viser at B er skævselvadjungeret, ved Sætning 
2.10 anvendt på iB. Det ses nu af den foregående analyse, at operatorerne 
U(t) er unitære. 

Specielt har vi hermed vist M.H. StQne1s sætning: 

Sætning 3.13. (Stone) En operator B i H er infinitesimal frembringer for 

en stærkt kontinuert gruppe af unitære operatorer, hvis og kun hvis B er 

skævselvadjungeret. 

3.4. Anvendelser. 

Når B er infinitesimal frembringer for en stærkt kontinuert kontraktions­
semigruppe (eller gruppe) G(t) i et Banach rum eller Hilbert rum X, er vek­
torfunktionen 

(3.31 ) u(t) = G(t)uO 

ifølge Sætning 3.2 løsning til det abstrakte Cauchy problem (begyndelsesværdi­
problem) 

(3.32) 
(' (t) " Bu ( t ) , 

u (O) = uo ' 

t>O (tEIR), 

for enhver given begyndelsesværdi 
G(t)uo er den eneste kontinuert 
teorien kan altså anvendes til at 

uo E O(B). (Man kan tillige vise, at 
differentiable løsning til (3.32).) Semigruppe­
skaffe os løsninger på problemet (3.32) for 

forskellige typer af operatorer B. 
Der er først og fremmest differentialoperatorerne indført i Afsnit 2.7 og 

3.1, nemlig B lig med forskellige realisationer af ~ ,i~ eller -A, hvor 
A er som i (2.67). Hermed får vi bl.a. løsninger til begyndelsesværdiproblemerne 
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for varmeledningsligningen og Schrodinger ligningen. Disse løsninger har umiddel­
bart et abstrakt præg, og vil naturligvis vinde ved en nærmere analyse, bl.a. ved 
hjælp af distributionsteorien. Man kan også gå videre med undersøgelser i en 
ramme af funktionalanalyse, som f.eks. i spredningsteorien. 

Vi vil nu betragte multiplikationsoperatorerne. Lad f være en kontinuert 
funktion på rt (åben c lRn ) med Re f(x) < O for alle x E rt. Så definerer 
f en multiplikationsoperator Mf i L2(rt) -ved (2.68), og såvel Mf som 
(Mf )* = Mf er tæt definerede og afsluttede, og har numerisk værdimængde i 
halvplanen {A E ~ / Re A ~ O} (dette er temmelig oplagt, og berøres også i 
Øvelse 2.41). Ifølge Korollar 3.12 er Mf da infinitesimal frembringer for en 
stærkt kontinuert kontraktionssemigruppe H = L2(rt). På den anden side er 
det ligetil at vise, at operatorerne 

(3.33) G(t) = Mexp(tf) t ~ O , 

udgør en stærkt kontinuert kontraktionssemigruppe på H (kontinuiteten fås ved 
hjælp af Lebesgue sætning). Det er forventeligt, at den infinitesimale frembrin­

ger B for G(t) er lig med Mf' og vi vil da også vise dette. Det er nok at 
vi se, at Mf c B, for da Mf - I og B - I begge er bi jekti oner af deres defi­
nitionsmængde på H, kan inklusionen kun gælde, når Mf = B. Vi vil benytte 
en elementær ulighed: For ethvert z E ~,,{O} med Re z < O gælder 

1 1 
(3.34) lexp zZ - 11 = 1I

0 
exp(t z)dtl ~ Jo exp(t Re z)dt ~ 1 . 

Af denne følger at når Re f(x) ~ O og h > O , er 

(3.35) lexP(hfh(x)) - 11 ~ /f(x) / . 

Da man tillige har, at *(exP(hf(X))-1) ~ f(x) for h ~ O , for hvert x , 
ses det ved hjælp af Lebesgues sætning, at når u E D(Mf ) , er *(G(h)-I)U kon­
vergent i L2(rt) mod grænseværdien fu for h ~ 0+. Dette viser, at Mf c B 
og dermed Mf = B. I alt har vi 

Sætni ng 3.14. Når f er en kontinuert funktion på en åben mængde rt c lRn , med 

Re f(x) ~ O for alle x E rt, er operatoren Mf i L2(rt) infinitesimal frem­

bringer for den stærkt kontinuerte kontraktionssemigruppe G(t) = Mexp(t f) i 

L2(rt) • 

Sætningen kan udvides til at gælde for målelige funktioner f og målelige 

mængder rt. 
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Et nog~t andet eksempel fås ved som G(t) at tage translationssemigruppen 
på L 2( lR) defineret ved 

(3.36) [T(t)u](x) = u(x-t) for t E lR . 

Denne er oplagt en gruppe af unitære operatorer på L2(lR) , og den stærke kon­
tinuitet fås f.eks. således: For u E L2(lR) og ~ > ° vælges v E CO(lR) 

med kompakt støtte, så lIu-vll 2 < ~/3. Så er 
L (lR) 

I/T(h)u-uII i. I/T(h)u-T(h)vll + /IT(u)v-vll + IIv-ull i. 2~/3 + IIT(h)v-vll , 

hvor T(h)v ~ v for h ~ 0, uniformt på en kompakt mængde der indeholder støt­
terne for T(h)v for h ( [0,1] ; d.a går T(h)v mod v i L2(lR). Den infi­
nitesimale frembringer B er jo defineret-for de u E L2(lR) , for hvilke 

(3.37) 1 1 h(T(h)-I)u = h(u(x-h)-u(x)) ~ Bu 

for h ~ 0+. Det ses, at Bu er en slags differentialkvotient af u , og den 
generaliserer det sædvanlige differentiationsbegreb på den måde, at når 
u E C1(JR) og har kompakt støtte, er Bu faktisk lig med -c\U (for i dette 
tilfælde konvergerer differenskvotienten af u uniformt mod differentialkvoti­
enten på en passende stor kompakt mængde - se evt. Lemma 5.5 senere). Det vil 
vise sig, at dette differentiationsbegreb stemmer overens med de andre nye, vi 
har indført for funktioner af en variabel; men vi gemmer dette til det bliver et 
simpelt korollar af den øvrige teori. (Ved Fourier transformation kan det føres 
over i en anvendelse af Sætning 3.14.) Den evolutionsligning, T(t) løser, er 

(3.38) 

hvor 8t 
og -8 x 

læses som differentiation af vektorfunktionen t ~ u(x,t) E L2(lR) , 

læses som B. Eksemplet er i sig selv lidt specielt, men har interes-
santere generalisationer. 
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Topologiske vektorrum. Frechet rum. 

4.1. Almen teori. ----------------
Et topologisk vektorrum (t.v.r.) over skalarlegemet l = ~ eller æ (vi 

betragter næsten altid æ), er et vektorrum X forsynet med en topologi T 

med følgende egenskaber: 

(i) Mængder bestående af et punkt {x} er afsluttede. 
(4. 1 ) 

(i i) Afbildningerne 
{x ,y} ni x+y af X x X ind i X 

{A,x}r>I AX af li.. xX ind i X 

er kontinuerte. 

Herved bliver X specielt et Hausdorff rum (vi har af bekvemmeligheds­
grunde medtaget (i) i selve definitionen af t.v.r.). li.. betragtes med den 

sædvanlige topologi for ~ eller ~. 

En mængde Y c X siges at være 

a) konveks, når Y1 og Y2 E Y og t E ]O,1[ medfØrer 

tY1 +(1-t)Y2 E Y, 

b) balanceret, når y E Y og lAl < 1 medfører AY E Y ; 

c) begrænset (med hensyn til T), når der for hver omegn U af O 

findes t > O ,så Y c tU • 

Bemærk, at begrænsethed defi neres uden reference t il II kugl er" og l i gnende. 

Lemma 4.1. Lad X være et topoZogisk vektorrum, og Zad a E X og A E lI..,{O} . 

AfbiZdningerne fra X ind i X 

(4.2) 
M A: x r>I ~x 

er kontinuerte, med kontinuerte inverser T_a henhoZdsvis M1/ A • 

Beviset er en øvelse i brug af definitionen af t.v.r. 
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Lemmaet viser bl.a., at topologien for et t.v.r. X er translationsinva­
riant, altså at E E T ~ a + E E T for alle a E X. Topologien er derfor 
kendt, når blot man kender systemet af omegne af O. Her er det som sædvanlig 
tilstrækkeligt at kende en basis for omegnssystemet ved O, dvs. et system B af 
omegne af O, så at enhver omegn af O indeholder en mængde U E B . 

X siges at være lokalkonvekst, når der findes en omegnsbasis ved O bestå­
ende af konvekse mængder. 

X siges at være metriserbart, når der findes en metrik d på X , så 
topologien på X er identisk med topologien defineret ved denne metrik; dette 
finder sted netop når kuglerne 
met ved x for hvert x E X • 
kugle 

1 B (x 'ri) , n E JN, udgør en bas i s for omegnssyste-
Her betegner B(x,r) som sædvanligt den åbne 

B(x,r) = {y E X I d(x,y) < r} , 

og vi vil også bruge notationen ~(x,r) = {y E X I d(x,y) ~ r}. En sådan metrik 
behøver ikke være translationsinvariant, men vil næsten altid være det i de til­
fælde, vi betragter; translationsinvarians (også kaldet invarians) betyder her 

d(x+a,y+a) = d(x,y) for x,y,a E X • 

Som Cauchy følge i et t.v.r. X betegner vi enhver følge (xn)nEJN med 
egenskaben: For enhver omegn U af O findes et N E JN så at for n og m > N 
er xn - xm E U • 

Hvis topologien i X er givet ved en invariant metrik d , er Cauchy følge 
begrebet for X det samme som Cauchy følge begrebet m.h.t. metrikken d (metri­
ske Cauchy følger er følger (xn) hvor d(xn,xm) ~ O i 1R for n og m ~ 00 ); 

men er metrikken ikke invariant, kan det metriske Cauchy følge begreb komme til 
kort (jvf. Øvelse 4.1~. 

Et metrisk rum kaldes jo fuldstændigt, når enhver metrisk Cauchy følge er 
konvergent. Mere generelt kalder vi et t.v.r. følge-fuldstændigt, når enhver 
Cauchy følge er konvergent. 

Banachrum og Hilbertrum er naturligvis fuldstændige, metriserbare topologi­
ske vektorrum. Følgende mere generelle type er også vigtig: 

Definition 4.2. Et topologisk vektorrum kaldes et Frechet rum, når X er metri­

serbart med en tran?lationsinvariant metrik~ er fuldstændigt, og er lokalkon­

vekst. 
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Lokalkonveksheden nævnes explicit, fordi kuglerne hørende til en given 
metrik ikke behøver være konvekse, jvf. Øvelse 4.2. (Der gælder dog, at hvis X 

er metriserbart og lokalkonvekst, kan man finde en metrik for X med konvekse 
kugler, jvf. Rudin:II Functional Analysis", Th. 1.24.) Bemærk, at kuglerne hørende 
til en norm er konvekse. 

Det er også muligt at definere Frechet rums topologier (og andre lokalkonvekse 
topologier) ved hjælp af seminormer; vi vil derfor se nærmere på denne måde at 
definere topologier på. 

Vi minder om, at en seminorm på et vektorrum X er en funktion p: X ~ ~+ 

med egenskaberne 

(4.3) 
(i) p(x+y),:;, p(x) + p(y) for x ,y E X (subadditivitet), 

(ii) p(AX) = IAlp(x) for A E l og X E X (multiplikativitet). 

En familie P af saminormer kaldes separerende, når der for hvert Xo E X 
findes p E P med p(xO) > O . 

Sætning 4.3. Lad X være et vektorrum og lad P være en separerende familie 

af seminormer på X. Definer en topologi på X ved at en basis B for omegns­

systemet ved O består af de konvekse balancerede mængder 

(4.4) V(p,*) = {x I p(x) < ~} P E P og n ( lN , 

samt deres endelige fællesmængder 

(4.5) 

og en basis for omegnssystemet ved hvert x E X består af de translaterede 

mængder x + W (p 1 , ••• ,PN ; n\ , ... , n1
N

) • Med denne topo logi er X et topo logisk 

vektorrum. Seminormerne p E ~ er selv kontinuerte afbildninger af X ind i 

~ . En mængde E c X er begrænset hvis og kun hvis p (E) er begrænset i ~ 

for alle p E P . 

Bevis: Det er klart, at forskriften definerer en topologi på X, som er inva­
riant under translation og under multiplikation med en skalar * O. Mængderne 

(4.6) t: E ~ 
+ 

,er naturligvis også omegne. af xo . Kontinuiteten af p1erne følger af subaddi­
tiviteten: For hvert Xo E X og t: > O afbildes V(p,xO,t:) ind i omegnen 
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B(p(xO) ,~) af p(xO) ]R, i det 

p(x) - p(xO) ~ p(x-xO) + p(xO) - p(xO) < ~ 

p(xO) - p(x) ~ p(xO-x) + p(x) - p(x) < ~ 

for x E V(p,xO'~) • 

4.4 

Punktmængden {O} (og dermed ethvert andet punkt) er afsluttet, idet hvert 
Xo * O har en omegn disjunkt fra {O} , nemlig V(p,xO'~) (4.6), hvor p 
vælges så p(xO) * O , og ~ < p(xO) . Vi skal nu vise kontinuiteten af regne­
operationerne: For kontinuiteten af addition skal vi vise, at der til en omegn 
W +x +y findes omegne W1 +x af x og W2 +y af y, så at 

dvs. W1 +W2 e W. Her bruges blot, at når W = W(P1, ..• ,PN ;~1'''''~N) er en 
basisomegn ved O, og vi sætter 

så er W' +W' e W på grund af subadditiviteten. For kontinuiteten af multipli­
kation skal vi vise, at der til en omegn W+exx af exx findes omegne 
B(O,r) +ex (af ex i l) og W' +x (af x i X), så at 

(4.7) (B (O ,r) +ex) (W' +x) e W + exx . 

Her er 
(B(O,r)+ex)(W'+x) e B(O,r)W' +exW' +B(O,r)x +exx . 

og lad W' = <5W , <5 > O På grund af multi-Lad W=W(P1, ... ,PN;~1""'~N) , 
plikativiteten af Pj'erne findes e > O så x E e W, og dermed 

B(O,r)x e reW . 
Endvidere er 

B(O,r)W' e r W' = r <5W 
og 

ex W' e lex I W' = lex I <5 W . 

Vælg nu først <5 så lille, at 

r<5< i og re < i. Så er 

'- 1 lexl6 < l' og dernæst r så lille, at 

B(O,r)W' +exW' +B(O,r)x et w+t w+i W e W , 

hvormed (4.7) er opfyldt. I alt ses, at topologien på X gør X til et topo­
logisk vektorrum. 
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Endelig skal vi beskrive de begrænsede mængder. Antag først, at E er be­
grænset. Lad p E P, så findes ifølge antagelsen et t > O , så E c tV(p,1) = 
V(p,t). Da er p(x) E [O,t[ for x E E, så p(E) er begrænset. Lad omvendt 
E være en mængde, så der for hvert p findes t p > O med p(x) < t p for 

xEE. Når W=W(P1, ... ,PN;€1"."€N)' har vi da, at EctW for 

t ~ max{tp/€1"" ,tp/€N} . D 

Sætningen fremgår også af Mat 313, §11, hvor topologien defineret ved syste-
met P kaldes den svage topologi. Bemærk, at xk konvergerer mod x X 
hvis og kun hvis p(xk-x) ~ O for hvert p E P . 

Bemærkning 4.4. Vi observerer, at i definitionen af topologien i Sætning 4.3 
udgør mængderne (4.4) en subbasis for omegnssystemet ved O. Hvis den givne 
familie af seminormer P har følgende egenskab (som vi vil kalde max-egenskaben) 

indeholder enhver af basismængderne (4.5) en mængde af formen (4.4), nemlig 
en med p~c max{P1, ... ,PN} og n=c max{n 1, ... ,nN}; her er (4.4) allerede en 

basis for topologien. For en given familie af seminormer P kan man altid sup­
plere op, så man får en familie med max-egenskaben, der definerer samme topologi, 
idet vi simpelthen kan erstatte P med pi , bestående af P samt alle semi­
normer af formen 

p = ma x { p 1 ' •.. , P N} , P 1 , .•. , P N E P; N E lN . 

I det følgende vil vi ofte kunne opnå, at P endda er ordnet (altså når p og 
pi E P, er enten p(x) i pl(X) Vx E X eller pl(X) i p(x) Vx E X); da har 
p specielt max-egenskaben. 

Lemma 4.5. Når topologien på X er givet ved Sætning 4.3, og P har max­

egenskaben, så er en lineær funktional A på X kontinuert hvis og kun hvis 

der findes' et p E P og en konstant c > O, så at 

(4.9) lA(x)1 ~ c p(x) for aUe X E X • 

Beviset er en øvelse i definitionerne. 
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Familien af seminormer P kan specielt være dannet ud fra et vektorrum Y 
af lineære funktionaler på X, ved at IA(x)1 tages som seminorm, når A E Y . 
Dette vigtige tilfælde (og de hertil knyttede aspekter vedrørende svag topologi 
og w* (svag *) topologi) i forbindelse med Banachrum, er udførligt behand­
let i Mat 313 §11ff. 

Sætning 4.6. Når X er et t.v.r., hvor topologien er defineret ved en tællelig, 

separerende familie af seminormer P = (Pk)kE~' da er X metriserbart, med 

topologien på X defineret ved den invariante metrik 

(4.10) 

Bevis: Rækken (4.10) er åbenbart konvergent for alle x,y E X. Følgende ulig­
heder er elementære: 

når O < a < b 
(4.11) 

a+b a b 
1+a+b ~ 1+a + 1+b når a og b > O • 

Heraf fås 
d(x+y,O) 

= ; _1 Pk(x+y) <; 1 Pk(x) +PR(Y) 
k=1 2k 1 + Pk(x+y) - k=1 2K 1 + Pk(x) + Pk(Y) 

00 1 Pk(x) 00 1 Pk(Y) 
i k:1 2K 1 +Pk(x) + k:1 2K 1 +Pk(Y) = d(x,O) +d(y,O) • 

Da d er invariant, og d(x,O) * O 
Vi skal nu vise, at kuglerne B(O,~) 
defineret ved seminormerne i p. 

for x * O~ ses i alt, at d er en metrik. 
udgør en basis ved O for omegnssystemet 

1 Lad B(O'n) være givet. Væl g N, 

1 Pk(x) 

k~N 2K 1 +Pk(x) 

For hvert x 

hvormed alt fås 

så Lk>N ~ < in ; da er 

1 < 2n for alle x E X . 
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(Dette viser, med brug af metrikkens invarians, at afbildningen x ~d(x,O) 
er kontinuert fra X ind i 1R+.) 

Omvendt, l ad U være en omegn af O i X. Der fi ndes N I og NIJ E lN , så 

specielt er 

for N = max{N 1 ,N IJ
}. Når x E B(O,e) for et e > O, er 

1 Pk(x) 
-k 1 () < e for a 11 e k E N . 
2 + Pk x 

Heraf ses, når e < 2- N, at 

for k < N • 

Vælger vi nu e n 
1 ) -1 1 så lille, at e(2l<- e < lir for alle 

B(O,~) c W(P1 , •.. ,PN ;-k, ... ,-k) c U . 

k < N, har vi at 

I alt ses, at systemet af kugler B(O,~) , n E lN, er en basis ved O for 
topologien X D 

Når et rum X topologiseret ved Sætning 4.6 er et fuldstændigt metrisk rum, 
har vi et Frechet rum, jvf. Definition 4.2. Vi bemærker den lille finte, at 
rummet er lokal konvekst på grund af definitionen af topologien ved seminormer, 
mens kuglerne defineret ved metrikken (4.10) ikke behøver være konvekse, jvf. 
Øvelse 4.2. (Der findes dog en anden, hermed kompatibel metrik med konvekse kug­
ler, som vist i RudinIs bog Th. 1.24.) Det vil i praksis være mest bekvemt at 
regne ud fra seminormerne, snarere end en metrik, omend eksistensen af den har 
nyttige konsekvenser. 

Bemærkning 4.7. Man kan stille det omvendte spørgsmål: om topologien i et vil-
kårligt lokalkonvekst rum X kan defineres ved en separerende familie af semi­
normer? Svaret er ja, idet man til en omegnsbasis for O bestående af konvekse, 
balancerede, åbne mængder V , knytter Minkowski funktionalerne ~V defineret 
ved 

~V(x) = inf{t > O I f E V} ; 

så kan det vises, at ~Vlerne er en separerende familie af seminormer der define­
rer topologien på X (se også Mat 313, Lemma 11.5). Hvis X også er metriser-
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bart, kan topologien defineres ved en tællelig familie af seminormer, idet X 
har en omegnsbasis ved ° bestående af en følge af åbne, konvekse balancerede mæng­
der. Mere om disse ting i Rudins bog, Kapitel 1. 

Ligesom ved Banach rum har man nogle bekvemme regler til karakterisering 
af kontinuerte lineære operatorer på Frechet rum. Ved en begrænset operator for­
stås en operator der sender begrænsede mængder ind i begrænsede mængder. 

Sætning 4.8. Lad X være et Freahet rum og Y et topologisk vektorrum.. Når T 
er en lineær afbildning af X ind i Y, er følgende fire udsagn ækvivalente: 

(a) T er kontinuert. 

(b) T er begrænset. 

(c) 

(d) 

x n ~ ° i X for n ~ 00 q {Txn} nE]N 

x ~ ° i X q Tx ~ ° i Y . n n 

er begrænset i Y; 

Bevis: (a) q (b). Lad E være begrænset i X, og lad F = T(E) . Lad V 
være en omegn af ° i Y Da T er kontinuert, findes en omegn U af ° X 
så T(U) c V. Da E er begrænset, findes et tal t > 0, så E c tU. Da er 
F c tV; altså er F begrænset. 

(b) q (c). Når xn ~ ° , er mængden {xn I n E ]N} begrænset. Da er 
{Txn I Xn E]N} begrænset ifølge (b). 

(c) q (d). Lad d betegne en translationsinvariant metrik, som definerer 
topologien. Trekantsuligheden giver da, at 

(4.12) d(O,nx) ~ d(O,x) +d(x,2x) + ... +d((n-1)x,nx) = nd(O,x) 

for n E lN • 

ces nk , så 

for n ~ nk ' 
ret ved at 

d(xn,O) ~ 0, så 
n ~ nk • Da vil 

går mod ° for 

Når xn ~ ° , vil 
d(xn,O) < k- 2 for 
så også følgen tnxn 

der findes en følge af indi­

d(kxn,O) ~ kd(xn,O) ~ k- 1 

n ~ 00, hvor t n er define-

Ifølge (c) er følgen tnTxn begrænset, hvoraf ses, at Tx ~ ° n for n~oo. 

(d) q (a). Hvis T ikke er kontinuert, findes der en omegn V af ° i Y 

samt for hvert n et xn med 1 
d(xn,O) < n- og TXn ~ V • Her går xn mod 0, 

mens TXn f> ° , dvs. (d) gælder ikke. D 
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Bemærkning 4.9. Man ser af beviset, at forudsætningen i Sætning 4.8 om at X 
er et Frechet rum, kan erstattes med at X er et metriserbart topologisk vek­
torrum med en invariant metrik. 

En funktional A på X ses specielt at være kontinuert hvis og kun 
hvis xn ~ O i X medfører AX n ~ O i l . 

Da II begrænset II og "kontinuert" er synonymt for lineære operatorer i situa­
tionen beskrevet i Sætning 4.8, vil vi, som for Banach rum, betegne mængden af 
kontinuerte lineære operatorer fra X ind i Y ved ID(X,Y) . 

Man kan også betragte ubegrænsede operatorer, og operatorer, der ikke er 
overalt definerede, med tilsvarende konventioner som i Kapitel 2. 

~.!.~_:g;lse~!!.lEb~E· 

Vi skal nu se på nogle eksempler. I det følgende betegner ~ en åben, 
ikke-tom delmængde af ffin. De kompakte delmængder af ~ vil spille en stor 
rolle, så vi bemærker først, at der findes en følge af kompakte mængder 

(Kj) jEJN med egenskaberne 

o 
c K. c K. c 

J J 
(4.13) 

o 
U I<'=~. 

jElN J 

Man kan her som Kj for eksempel tage 

(4.14) Kj = {x E ~ I lxi ~ j og dist(x,m) ~ t} 
(idet det indre af denne mængde fås ved den tilsvarende definition med skarpe 
ulighedstegn); om nødvendigt stryges de første, endeligt mange tomme Kj ler, og 
der omnummereres. 

For enhver kompakt delmængde K af ~ gælder, at den ligger i 
o 

et vist trin (thi mængderne (Kj)jElN 

fra K. 
J 

udgør en åben overdækning af ~). 

Når [a,b) er et kompakt interval af ffi, definerer man jo Ck([a,b)) 
(evt. præciseret til Ck([a,b],~) eller Ck([a,bJ,ffi)) som Banach rummet af 
komplekse funktioner hhv. reelle funktioner med kontinuerte afledede af orden 
til og med k, idet normen defineres ved 
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(4.15) IIfll
Ck 

= SUP{lojf(X)11 X E [a,bJ , O ~ j ~ k} 

Vi sætter endvidere 

COO([a,bJ) = n Ck([a,bJ). 
kElNO 

4.10 

Sidstnævnte ses at være et Frechet rum med topologien defineret ved familien 
af seminormer 

for k E lNO; man kan her også bruge familien 

(jvf. (4.15)), som har max-egenskaben. 

Hvis [a,bJ erstattes af et åbent interval, eller mere generelt en åben 
delmængde ~ af ~n, vil det i reglen ikke være tilfredsstillende at definere 
topologien ud fra sup-normen over hele ~ (der udelukkes mange relevante funk­
tioner herved). Man tager nu en voksende følge af kompakte delmængder af ~ 

(4.13), og definerer topologien på Ck(~) ved seminormerne 

(4.16) 

for j F lN, hvorved Ck(~) bliver et Frechet rum. Man definerer endvidere topo­

logien på COO(~) = nkElNo Ck(rl) ved familien af seminormer (Pk,j)kflNO,jElN' 

hvormed det er et Frechet rum. Denne familie har max-egenskaben, så mængderne 

(4.16 1
) 

udgør en basis for omegnssystemet ved O. Man kan her nøjes med familien af semi­

normer (Pk,k)kElN' som er voksende. - For hver kompakt delmængde K af ~ de­
finerer vi endvidere 

(4.17) 

rummet af COO-funktioner med støtte (support) i K; det forsynes med del rums­
topologien. Støtten af en funktion u på ~ er den afsluttede mængde 

(4.18) s upp u = rl '- (U {w åben c rl u = O på W}) , 

altså komplementærmængden til foreningsmængden af de åbne mængder hvor u er O. 
rl'-supp u er selv den største åbne mængde, hvor u er O. (For kontinuerte funk­
tioner kan man ligeså godt definere supp u som afslutningen af mængden af 
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x E ~ hvor u(x) * O. Imidlertid har (4.18) også god mening for målelige 
eller integrable funktioner u, når vi med II u = O på LU II mener u = O 
næsten overalt på LU .)" 

Rummet C~(~) er et afsluttet underrum af rummet Coo(~) (derfor selvet 
Frechet rum), og topologien kan for eksempel defineres ved familien af seminor-

mer (Pk,mo)kElN
o 

(cf. (4.16)), hvor mO er valgt så K c K (eller mO 
K = Km)' Denne familie har max-egenskaben. 

O 

i~~~_~2g!~_~2Y~9~~~~~~g~E' 

Vi nævner kort, at de velkendte hovedsætninger for Banach rum, som bygger 
på Baire1s sætning (om fuldstændige, metriske rum), let generaliseres til 
Frechet rum. Det drejer sig om sætningerne i Mat 313, §9, Theorem 9.3, 9.7 og 
9.10. Vi formulerer dem her for Frechet rum (de kan generaliseres yderligere, 
som i RudinIs bog, Kap. 2). 

Sætning 4.10. (Banach-Steinhaus 1 sætning). Lad X væve et Frechet rum og Y 

et topologisk vektorrum, og betragt en familie {TA}AEA af kontinuerte opera­

torer T A E IB(X, Y). Hvis mængden {T A x I A E A} ("orbit" af x) er begrænset 

i Y for hvert x E X, så er familien TA ækvikontinuert, dvs. når V er 

en omegn af O i Y så findes en omegn W af O i X, så U T,(W) c V . 
AEA /I. 

Korollar 4.11. Lad X være et Frechet rum og Y et topologisk vektorrum, og 

betragt en følge (Tn)nElN af kontinuerte operatorer Tn EIB(X,Y). Hvis TnX 
har en grænsevævdi i Y for hvert x E X, så er afbildningen T: x ~ Tx = 

lim Tnx en kontinuert afbildning af X ind i Y. 
n-lOO 

Sætning 4.12. (Aben afbildning sætningen). Lad X og Y væve Frechet rum. 

Hvis T E IB(X,Y) er surjektiv, så er T åben (dvs. sender åbne mængder i åbne 

mængder). 

Sætning 4.13. (Afsluttet graf sætningen). Lad X og Y væve Frechetrum. Hvis 

T er en lineær afbildning af X ind i Y, og grafen af T er afsluttet i 

X x Y, så er T kontinuert. 
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4.4. Induktiv limes af Frechet rum. ----------------------------------
I distributionsteorien har vi brug for at betragte, ikke alene Frechet rum­

met Coo(rt) (for rt åben c lRn ), men også rummet 

(4.19) L , rt
f 

Når dette rum forsynes med delrumstopologien induceret fra Coo(rt) , får vi et 
rum, der ikke er fuldstændigt. For eksempel, hvis rt er intervallet I = ]0,3[ , 
og hvis ~(x) er en Coo-funktion på I med supp ~ = [1 ,2] (at sådanne funktio­
ner findes, viser vi i næste kapitel),'så vil ~k(x)=~(x-1+1/k) være en følge 
af funktioner i c~(I) , som konvergerer i C=(I) mod funktionen ~(x-1) E 

C
oo

( I) '- C~(I) . 

Man kan tillægge C~(rt) en anden, lidt mere kompliceret vektorrumstopologi , 
der gør det til et følge-fuldstændigt (men til gengæld ikke metrisk) rum. Her op­

fattes C~(rt) som 
00 

C~ ( Q ) = U c; . (rt) , 
J=1 J 

(4.20) 

hvor Kj er en voksende følge af kompakte delmængder (4.13), og vi bruger føl­
gende almene sætning, hvis bevis er henlagt til øvelserne. 

Sætning 4.13. Lad 

vær>e en føZge af Frechet rum, hvor der for hvert j E lN 

underrum af X j + 1 ' og top o logien i X j er den af X j + 1 
Lad 00 

X = U 
j =1 

X. , 
J 

gælder, at Xj er et 

inducerede topologi. 

og betragt de mængder W, der opfylder: W n Xj er en åben, konveks, balanceret 

omegn af O i Xj , for ethvert j. Da har X en vektorrums topologi, hvis 

åbne, konvekse, balancerede omegne af O netop er mængderne W. 

Den herved bestemte topologi kaldes den induktive limes topologi, og rum 
af denne art kaldes LF-rum. Topologien kan også beskrives ved hjælp af seminormer, 
som i Øvelse 5.6. De vigtigste egenskaber ved den pågældende topologi på C~(rt) 

er opsummeret i Sætning 5.1, og for fuldstændigheds skyld vil de tilsvarende 
generelle udsagn nu blive formuleret. 
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Sætning 4.14. Lad X=UjEJNXj være en induktiv limes af Frechet rum. 

(a) En mængde E i X er begrænset, hvis og kun hvis der findes et jo' 
så E ligger i Xjo og er begrænset der. 

(b) Hvis en fØ 1ge ( U k) kEJN er en Cauchy fø 1ge i X, så findes et j O ' 
så uk E XjO for alle k, og (uk)kEJN er konvergent i XjO og i X. 

(c) Lad Y være et lokalkonvekst topologisk vektorrum. En lineær afbild­

ning T af X ind i Y er kontinuert, hvis og kun hvis T: Xj ~ y er konti­

nuert for hvert j E JN. 

Sætningen vises (stort set) i Rudins bog, Kap. 6; se også Øvelse 5.6. 
Den fundamentale egenskab ved den induktive limes topologi,vi vil benytte, 

er, at vigtige begreber såsom konvergens og kontinuitet i forbindelse med topo­
logien på X kan henføres til de tilsvarende begreber for et af de simplere 
rum Xj • Dette fremgår af Sætning 4.14, og vi bemærker følgende yderligere kon­
sekvenser. 

Korollar 4.15. Hypoteser som i Sætning 4.14. 

(a) En lineær afbildning T: X ~ Y er kontinuert hvis og kun hvis der for 

hvert j E JN gælder, at når (uk\EJN er en følge i Xj med uk ~ O i Xj 
for k ~ co, så vi l Tu k ~ O i Y. 

(b) Antag, at topologien i hvert Xj er givet ved en familie Pj af semi­

normer med max-egenskaben. En lineær funktional A: X ~ L er kontinuert hvis og 

kun hvis der for hvert j findes en seminorm p j E Pj og en konstant c j > O, så 

Bevis: (a) og (b) følger af Sætning 4.14 kombineret med henholdsvis Sætning 4.8 
og Lemma 4.5. O 

For tilfældet (4.20), hvor Cå(~) forsynes med induktiv limes topologien, 
ser vi, at en følge kun kan være en Cauchy følge, hvis følgens elementer ~k 

alle har støtte i en bestemt kompakt delmængde Kj af ~, og i så fald vil 
følgen være konvergent på grund af fuldstændigheden af Frechet rummet CK'(~) . 
Det tidligere nævnte eksempel ~k(x) = ~(x-1+i) i Cå(]0,3[) er åbenbari ikke 
en Cauchy følge med hensyn til denne topologi på Cå(]0,3[) . 
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5. Testfunktionerne, og andre funktionsrum. 

5.1. Rummet af testfunktioner. -----------------------------
Lad ~ være en åben delmængde af ffin. Rummet C~(~) , bestående af C=­

funktionerne på ~ med kompakt støtte i ~, kaldes rummet af testfunktioner 
(på ~). Lad os vise, at der findes testfunktioner: 

Lemma 5.1. Lad R > r > O. Der findes en funktion XR,r(x) E C;(ffin) , som 

opfyZder: X(x) = 1 for lxi < r , X(x) E [0,1] for r < lxi ~ R , og 

X(x) = O for lxi > R . 

Bevis: Man efterviser først, at funktionen 

{ 

-1/t 

f(t) = : 

for t > O , 

for t < O , 

er en C=-funktion på ~. Herefter dannes funktionen (se fig. nedenfor) 

f1 (t) = f(t-r)f(R-t) , 

som tilhører C~(~) og er > O. Funktionen 

f2(t) = I: f 1(s)ds 

er > O overalt, er konstant lig med O for t > R og er konstant lig med 
R 

c = f f 1(s)ds > O 
r 

for t < r. Funktionen 

har da de ønskede egenskaber. D 

t r R t r R t 
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For senere henvisninger vil vi fra nu af ved X betegne en funktion i 
C'Q(lRn) med egenskaberne 

(5. 1 ) x(x) {~ ~o, 1] 

for I x I < 1 

for 1 < I x I < 2 , 

for Ixl~2, 

00 

man kan her for eksempel tage X1,2' Nogle testfunktioner i CO(~) fås ved 
translation af funktionerne Xr,R (med passende restriktioner på R). Yder­
ligere eksempler kan fås ved foldning, jvf. senere. 

Rummet c'Q(~) forsynes med induktiv limes topologien knyttet til en vok­

sende følge af kompakte delmængder (4.13),,(4.20), idet Frechet rums topologien 
på hvert cK.(~) defineres ved familien af seminormer (4.16). De egenskaber, 

J 
vi har brug for, opsummeres i følgende sætning, der er en udspecificering af 
egenskaberne nævnt i Kapitel 4. 

Sætning 5.2. Topologien på C'Q(~) har følgende egenskaber: 

(a) En følge {~k}kE~ af testfunktioner konvergerer mod ~O i C'Q(~) 
hvis og kun hvis der findes en kompakt mængde K. c ~, så supp ~k c K. for 

J J n 
alle k E ~O ' og ~k ~ ~O i C;. (~) , dvs. der gælder for alle ex ( ~O : 

J 

(5.2) sup IDex~k(x)-Dex~O(X)1 ~ O for k ~ 00 • 

XEK. 
J 

(b) En mængde E c C'Q(~) er begrænset, hvis 

Kj' så E er en begrænset delmængde af CK.(~) . 
og kun hvis der findes et 

Hvis specielt (~k)k(lN er 
J 

en Cauchy følge i CO(~), så findes et j, så supp ~k c Kj for alle k, 
og ~k er konvergent i CK. (~) (og dermed i C~U"l)) • 

J 
(c) Lad Y være et lokalkonvekst topologisk vektorrum. En afbildning T 

af CO(~) ind i Y er kontinuert, hvis og kun hvis T: CK.(~) ~ Y er kontinu-

ert for hvert j E lN • J 

(d) En lineær funktional A: CO(~) ~ ~ er kontinuert hvis og kun hvis der 

for hvert j findes Nj E lNO og c j > O, så 

(5.3) IA(~) I ~ cj SUP{IDex~(X) I I x ( Kj , lexl ~ Nj } 

for alle ~ E CK. (~) . 
J 
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Bemærk, at (a) er et meget stærkt krav til følgen ~k. Konvergens i 
CO(~) medfører konvergens i de fleste andre rum, vi skal betragte. Til gengæld 
er (d) et ganske svagt krav til funktionalen A; de fleste funktionaler, vi 
har brug for at betragte, vil have denne egenskab. 

Det er ikke svært at vise, at når {Kj}jE~ er en anden følge af kompakte 
mængder som i (4.13), bliver den herved definerede topologi på CO(~) den samme 
som før (Øvelse 5.1). 

Vi ser nu på nogle vigtige operatorer i disse rum. Den ene er differentiation, 
den anden multiplikation (med en COO-funktion f), og begge vises at være konti­
nuerte. Operatorerne vil blive kaldt Da henholdsvis Mf' idet dog Mf~ også 
skrives som f~ - og de samme betegnelser vil blive brugt senere for generalisa­
tioner af operatorerne (selvom Mf allerede er brugt i en bestemt betydning i 
Afsnit 2.7). 

Sætning 5.3. 

10 Operatoren 

20 For hvert 

Da: ~(x) ~ Da~(x) er en kontinuert operator i CO(~). 
f E COO(~) er 

Mf: ~(x) ~ f(x)~(x) 

en kontinuert operator i CO(~). 

Bevis: Ifølge Sætning 5.2 (c) er det nok at vise, 
kontinuert fra C~. (~) til Co(~) for hvert j ; 

J 

at Da henholdsvis 
og da operatorerne 

(5.4) supp Da~ c supp ~ , supp Mf~ c supp ~ 

Mf er 
opfylder 

for alle ~, kan billedrummet for hvert j erstattes med c~. (~). Her har 
vi imidlertid for hvert k J 

(5.5) Pk,j(Da~) = sUP{ID~Da~1 I~I ~ k , X E Kj} 

~ SUP{IDY~I I lyl .s. k + lal , x E Kj} = Pk+lal ,j(~) , 

hvilket viser kontinuiteten af Da Ved Leibniz ' formel (1.14) fås for hvert 

(5.6) Pk,j(f~) = sUP{IDa(f~)1 I,al < k , X E Kj} 

~ sUP{~~a ICa,~D~fDa-~~1 I lal i k , XE Kj} ~ CkPk,j(f)Pk,j(~) 

for en passende stor konstant Ck ; hvilket viser kontinuiteten af Mf. D 

k 
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5.2. Andre rum. --------------
Co(O) er indeholdt i praktisk taget alle andre rum defineret tilknytning 

tilo, som vi skal møde. For eksempel er 

(5.7) 
Co(O) c LP(O) for p E [1,00] , 

Cå( O) c Coo(O) , 

og disse indlejringer er kontinuerte: Det er, ifølge Sætning 5.2 (c), tilstrække­
ligt at vise, at de tilsvarende indlejringer af C~.(O) er kontinuerte, for 

00 J 
hvert j (K. som i (4.13)). For tpECK.(O) har vi 

J J 

IItpllL .s. sup Itp(x)1 VOl(Kj ) 1/p 
p XEKj 

(5.8) 

hvilket viser at injektionen J: C~.(O) ~ LP(O) sender basisomegnen 
J 

ind i kuglen B(O,r) i 
anden indlejring i (5.7) 
underrum af Coo(O) • 

V(PO,j,e) = {tp I s~Pltp(X)1 < e} 

LP(O) med r = e VOl(Kj )1/P . Kontinuiteten af den 

følger af at C~.(O) netop har delrumstopologien som 
J 

Det er typisk for rummene CO(O) og Coo(O) , at de ikke lægger nogen bånd 
på elementernes globale opførsel (udseende i forhold til O taget som helhed): 
ved at kende en funktions opførsel på hver kompakt delmængde af O kan man af­
gøre, om den til hører CO(O) , eller til hører Coo(o). Det samme gæl der ikke 
LP(O) , hvor et globalt defineret tal (normen) skal være endeligt for at funk­
tionen ligger i LP(O) . Man har sommetider brug for nogle "lokalt" definerede 
varianter af LP(O) : 

(5.9) L~omp(O) = {u E LP(O) I supp u kompakt c O} 

(5.10) L~oc(Q) = {u målelig på O I ulK E LP(K) når K kompakt c O} , 

med den sædvanlige identifikation af funktioner der stemmer overens uden for en 
nulmængde. 

L~oc(O) forsynes med Frechet rums topologien defineret ved familien af 
sem i normer 

(5.11) P j (u) = II u I K.II p ,j = 1 ,2, ... 
J L (Kj) 

hvor Kj er som (4.13) (at L~oc(O) herved bliver fuldstændigt, fås af fuld-
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stændigheden af rummene LP(Kj )) . L~omp(~) , som umiddelbart synes lettere at 
beskrive, har en lidt mere kompliceret topologi, nemlig den induktive limes to­

pologi, hvor L~omp(~) skrives som 

(5.12) 

(og funktionerne i 
LP (~) et LF-rum. comp 

LP(Kj ) forlænges med O i ~'Kj)' Herved bliver 
Valget af denne topologi sikrer f.eks. at L~oc(~) og 

L2 (~) kan identificeres med hinandens dualrum, på en sådan måde at dualiteten comp 
stemmer overens med integralet f~ uvdx (Øvelse 5.3, 5.8). 

[Vedrørende brugen af ordet "lokal": Alle fire rum C=(~) , C~(~) , 
LP (~) og LPl (~) er lokale i den forstand at man kan afgøre, om en funktion comp oc 
tilhører dem, ud fra opførslen på kompakte delmængder af ~. Her er endvidere 
C=(~) og L~oc(~) lokale rum i den egentlige betydning, idet det for disse rum 
er nok at vide, hvordan en funktion opfører sig i en omegn af hvert punkt - da 
jo en kompakt mængde kan nås af endeligt mange omegne.J 

Man ser let (jvf. (1.21)), at 

(5.13) 

Endelig skal vi nævne nogle flere rum, man kan få brug for. Der er dels 
o 

nogl e rum knyttet til gl atte mængder ~. (For sådanne mængder er 'IT = ~, og 
randen har må l O.) 

Definition 5.4. En åben mængde ~ c ffin kaldes glat, når ethvert randpunkt 

X E d~ har en omegn U, der ved en bijektiv C=-afbildning {dvs. en diffeomorfi} 

K kan føres over på enhedskuglen B (0,1) c ffin, så at 

K(X) = O 

K (U n ~) = B ( O , 1) n ffi~ 

K ( un d~) = B ( O , 1) n 1R n -1 . 

Vi siger da også, at ~ er glat {afsluttet}. 

yl 
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For eksempel er JR: selv glat, og kugler i JRn er glatte. Glathedsbegrebet 
tillader os bl.a. at give god mening til de partielle afledede af en funktion på 
st, idet vi definerer de partielle afledede på mængder af formen U n st ved 
kædereglen og brug af K, der fører differentiationen over til 
[Mere præcist: Idet K sender x over i y = (K1(X), ... ,Kn(X)) 
ver u(x) = U(K- 1(y)) = u(y) er 

(5.14) (3 u)(x) x. 
J 

-n B(O,1)nJR+. 
, og vi skri-

altså differentialoperatoren 3 på U n st svarer til differentialoperatoren xj 
2:

n a 3 på B(O,1)nlft+ med COO koefficienter ao(Y) = (3x .Ko)(K- 1(y)) .] 
9,= 1 9, Y t N J (V 

En funktion u på IT har kontinuerte partielle afledte af orden op til k på 
st hvis og kun hvis: u F' Ck(Q) , og de overførte funktioner U(K- 1(y)) (med K 
som i Definition 5.4) har kontinuerte partielle afledede af orden op til k på 
B(O,1)nlR:. 

Vektorrummet af funktioner på st med kontinuerte partielle afledede af 
orden op til k betegnes ved Ck(~) . Når ~ er kompakt, er det et Banach rum 
med normen 

(5.15) II ull k = s up~ I DO:u (x) I x E st , 10:1 ~ k} . 
C m) l 

Når st ikke forudsættes at være kompakt, defineres en Fr~chet topologi på 
Ck(~) ved familien af seminormer (4.16), hvor k er fast, og Km er en følge 
af kompakte mængder med U:=1 Km = ~ (i det kompakte tilfælde erstattes følgen 
af den ene mængde st , og seminormen er en norm). Vi kan også definere 

(5.16) 

der er et Fr~chet rum med topologien bestemt ved familien af seminormer (4.16) 
(k gennemløber alle tal, Km er fast = ~ hvis denne er kompakt). 

Når M er åben eller glat afsluttet, og K er en kompakt delmængde, defi­

nerer vi C~(M) og C~(M) ved 

(5.17) 
C~(M) = {u E Ck(M) supp u c K} 

C~(M) = {u E Ck(M) I supp u kompakt c M} . 

Her er C~(M)-rummene Banach rum med normen sup{IDO:u(x) I 10:1 ~ k , X E K} ; 
mens C~(M) er et Banach rum hvis M er kompakt, og ellers et LF-rum (opfattet 

k som UK EM CK (M) ). 
m m 
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Lad os også ganske kort nævne, at man kan få brug for følgende rum (hvor 
M er åben eller glat afsluttet): 

C~p(M) = {u f Ck(M) D~u E LP(M) for I~I ~ k} 

00 00 k 
C p(~1) = n C p(M) , 
L k=O L 

(5.18) 

de falder sammen med Ck(M) henholdsvis COO(M) , når M er kompakt. Rummene 

C~p(M) kan evt. forsynes med normen 

(5.19) L IID~ull 
1~I~k LP(M) 

eller, specielt i tilfældet p = 2 , 

(5.20) 

hvorved det bliver normerede, men generelt ikke fuldstændige rum (for p < 00 ). 

C~p(M) kan tilsvarende topologiseres ved seminormer. 

Ud fra testfunktionerne konstrueret i Lemma 5.1 kan man konstruere en mængde 
andre testfunktioner ved foldning. Vi minder om, at når f og g er målelige 
funktioner på ~n, og produktet f(y)g(x-y) er en integrabel funktion af y 
for hvert x, så defi neres fol dni ngsproduktet f * g ved 

(5.21) (f*g)(x) = f ~n f(y)g(x-y)dy 

bemærk, at (f*g)(x) = f~n f(x-y)g(y)dy = (g*f)(x). (5.21) er for eksempel defi­

neret, når f E L~oc og g er kontinuert, og en af dem har kompakt støtte 
(eller begge har støtte i en kegle såsom {xlx1~0, ... ,xn~0}). (5.21) er også 
veldefineret, når f f LP og g E Lq med 1/p+1/q = 1. 

Vi ser specielt på følgende tilfælde. Lad h(x) være en funktion, der op­
fyl der 

(5.22) h E Co(~n), h ~ O, f~n h(x)dx = 1, supp h c ~(0,1) . 

Man kan for eksempel tage h(x) = X(2x)/!X(2x)dx , med X som i (5.1). For 
j (]N sætter vi 
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(5.23) hj(x) = jnh(jx) 

så gælder for hvert j , 

(5.24) 

Lad nu 

hj f C~(JRn), hj ~ O , Jhj(X)dX = 1 , supp hj c .§.(O,1/j) • 

u E L1
1 (lRn) og betragt h. * u, dvs. oc J 

(hj*u)(x) = J
B
(O,1/j)h j (Y)U(X-Y)dY = J

B
(X,1/j)h j (X-Y)U(Y)dY . 

Vedrørende støtterne af disse funktioner gælder oplagt, at hvis u er O på den 
åbne mængde w, så er u * h. l i g O på den åbne mængde 

J 

w1/ j = {x E w I dist(x,Cw) > t} . 
Her er CW1/ j = {x E lRn I dist(x,Cw) ~ t} = Cw+ .§.(O,1/j) (for når x E CW1/ j , 
eksisterer et punkt y f Cw med dist(x,y) = 1/j). Det følger, at 

(5.25) supp(hj*U) c supp u + .§.(O,1/j) . 

Specielt, hvis u har kompakt støtte, har h.*u en (lidt større) kompakt støtte. 
Man kan nu vise, at hj * u er en COO-fu~ktion , når blot u E Lioc(lRn) . 

Bemærk først, at hj(xo+x) ~ hj(xo) for x ~ O uniformt, da hj er kontinuert 
med kompakt støtte; dette medfører at (hj*u)(x+xO) ~ (hj*u)(xo) for x ~ O , 
altså at h. *u er kontinuert. Dernæst vil vi bruge følgende bemærkning om dif­
ferentiatio~ af C1-funktioner: 

Lemma 5.5. Lad U f. C1(lRn) med støtte i en kompakt mængde K, og lad ek 
være den k-te enhedsvektor i lRn • Så vi l 

(5.26) f[u(x+tek)-u(x) J ~ dxku(x) for t ~ O , Itl ~ 1 , 

uniformt på mængden K + .§.( 0,1) . 

Bevis: På grund af reglerne for differentiation af sammensat funktion (kædereg­
len) har man 

i[u(x+tek)-u(x) l ~ i f~ a~ U(X+8tek)d8 ~ f~ 'k u(x+8te k)d8 

1 
= dku(x) + Jo [dku(x+ete k) - dku(x) Jde 

(dette viser forøvrigt lidt af Taylor's formel (1.15)). Da dku er kontinuert 
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og har støtte i K, er den uniformt kontinuert, og der findes for hvert e > ° 
et 6 E ]0,1] så at Itl < 6 medfører 

Integralet af dette for e E [0,1] er da også < e , hvilket viser den uniforme 

konvergens i (5.26) for t ~ ° . D 

Ved anvendelse af lemmaet på h. 

at når u f L~oc(lRn) vil J 

kan vi nu slutte, ved Lebesgues sætning, 

{[(hj*u)(x+tek)-(hj*U)(X)] = { J[hj(x+tek-Y)-hj(X-Y) ]U(Y)dY 

~ J d k h j ( x -y) u (y) dy f o r t ~ O , 

hvoraf ses, at h
j 

* u har den partielle afledede 

som er kontinuert, fordi dkh
j 

er uniformt kontinuert. Ved gentagen anvendelse 

af disse argumenter fås 

(5.27) 
n 

for alle ex E JNO • 

Man kan også føre differentiationerne over på u, i det omfang u har 
kontinuerte partielle afledede, ved en variant af ovenstående argumenter (Øvelse 

5.7). 

Sætning 5.7. 
10 Når v er kontinuert og har kompakt støtte i lR

n 
, 

for j ~ 00, punktvis og i L P ( lRn) for ethvert p f [1,00] 

20 For ethvert p r: [1 ,00] gælder 

(5.28) II hj*UI!LP ~ I!UII LP 
for U E LP( lR n) . 

30 Når p E [1 ,oo[ og u f LP(lRn), vil h.*u ~ u i 

C;( lRn) LP(lRn) . 
J 

Endvidere er tæt i 

vil h.*v ~ v 
(specieit i CO(lRn)). 

L 

LP( lR n) for j ~oo. 
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Bevis: 10 Når v er kontinuert og har kompakt støtte, er v uniformt kontinu­
n ert, og der gæl der for x F. lR : 

(5.29) I (hJ.*v)(x)-v(x) I = II v(x-y)h .(y)dy - J v(x)h ,(y)dyl 
B(0,1/j) J B(0,1/j) J 

< sup Iv(x-y)-v(x)1 < &. , 
- yEB(O, 1/j) - J 

hvor &j ~ O for j ~ 00, uafhængigt af x. Det ses umiddelbart at 
hj * v ~ v punktvis og i sup-norm (i Loo(lRn)) og man får ved integration over 
den kompakte mængde supp v+ B(0,1) , at h.*v ~ v i LP for p E [1,ooJ . 

- J 
20 Uligheden følger af Holders ulighed (1.20), hvor vi sætter f(Y) = 

hj (x-y)1/P u(y) og g(y) = hj (X-y)1/
pl 

: 

p/pi 
IIhj*UI/:p = JIJh/x-y)u(y)dyI P dx~ J(Jhj(X-Y) lu(y) IP dY) (Jhj(X-y)dY) dx 

= JJhj(X-Y)IU(Y)I P dy dx = lIull:p 

ved brug af (5.24) og Fubinis sætning. 
30 Vi bruger her den fra målteorien kendte sætning, at når p < 00, kan 

funktionerne i LP(lRn) approximeres i LP-norm med kontinuerte funktioner med 
kompakt støtte. Lad u E LP(lRn), lad & > O og lad v E C~U6) (jvf. (5.17)) 

med ~u-v~LP ~ &/3. Ved 10 kan jo vælges så stor, at 

så er 
llhj*v - vI/LP ~ &/3 for j ~ jo 

II h.*u-u/l ~lIh.*(u-v)11 +~h.*v-vll +llv-ull 
J LP J LP, J LP. LP 

~ 2 II v - ul! + &/3 ~ & , for j ~ jo ' 

hvilket viser at 
approximerer u . 

h.*u ~ u i 
J 

LP for j. ~ 00. Det sidste udsagn ses af at h.* v 
J 

Sætningen viser, hvorledes følger af glatte funktioner hj * u approxime­
rer u i en række forskellige rum. Lad os udvide anvendelsesområdet. 

Lemma 5.8. For hvert P f. [1,00[ gæZder, at er tæt i 

Bevis: Vi bemærker først, at X(x/N)u ~ u i L~oc for N ~ 00 (jvf. 5.1)). 
Thi X(x/N) = 1 for lxi < N, således at der for hver kugle B(O,R) gælder 

D 
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(5.30) J Ix(x/N)u-uIP dx = O for N > R , 
B(O,R) 

hvormed X(x/N)u - u ~ O i L~oc(lRn). Nu er X(x/N)u E LP(lR
n
), og 

hj*(X(x/N)u~ ~ X(x/N)u) i LP(lRn) ved Sætning 5.7; med hj*(X(x/N)u) støttet 
i B(0,2N+l). Ialt ses, at funktionerne i LPlo (lRn) kan approximeres af test-

- J c 
funktioner, med hensyn til topologien på L~oc(lRn). D 

Betragter vi u E L) oc (~) for en åben de lmængde ~ af lR
n

, er 
(hj*u)(x) ikke altid veldefineret for x tæt ved randen. Der gælder dog følgende: 

Lemma 5.9. Lad U E L)oc(~) for et p E [1,=[ , og lad g > O. Når j > } , er 

(5.31 ) v.(x) = (hj*u)(x) = J hj(y)u(x-y)dy 
J B(0,1/j) 

defineret for X i mængden 

(5.32) ~g = {x E ~ I dist(x,C~) > g} , 

og der gælder for hvert R > O 

(J 
\ 1/p 

IU(X)-Vj(X)IPdX) ~ O 
~gnB(O,R) 

(5.33) for j ~ = . 

Bevis. Lad j > i, så er vj(x) defineret for x E ~g' I beregningen af 
integralet (5.33) i ndgår kun værdien af u på Kg R = Dg n .§.(O ,R) + .§.(O ,g/2) , , 
som er en kompakt delmængde af ~. Vi kan da erstatte u med 

for x E K R g, 

ellers, 

hvor u
1 

E LP(lRn), og resultatet følger af Sætning 5.7. 

Andre former for approximation i L)oc(~) fås ved brug af nogle mere fint 

tilpassede beskæringsfunktioner end (5.1). 

Sætning 5.10. Lad M være en delmængde af lRn . Lad g > O. Der findes en 

funktion n E C=(lRn) , som er 1 på M + .§.(O,g) og har støtte i M + .§.(0,3g) , 

og opfylder O ~ n( x) ~ 1 for alle x E lR
n 

. 
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Bevis: Funktionen 

-- /0
1 

1/J(x) \ 

5.12 

på M + B(0,2e) 

på lR n,(M+.§.(O,2e)) 
1 . n 00 er i Lloc(lR), og for j.2. 1/e er hj * 1/J en ikke-negativ C -funktion med 

støtte i 

Nå r x E M + .§. (O , e) , e r 1/J = 1 

JB(0,1/j) hj (y)1/J(x-y)dy = 1 når 

i kuglen B(x,e) , så (h.*1/J)(x) = 
- J 

j .2. 1/e. Ellers er funktionen < 1 . 

kan vi altså bruge hj * 1/J for j.2. 1/e • 

Som n 

Bemærk, at n i Sætning 5.10 har kompakt støtte, når M er kompakt. Man 

har ofte brug for følgende specielle anvendelser: 

Korollar 5.11. 
10 Lad ~ VæPe åben og K kompakt c ~. Der findes en funktion 

n E CO(~)' som er 1 på en omegn af K. 
20 Lad Kj væPe en føZge af kompakte mængder som i (4.13). For hvert j 

findes nj E CQ(~), så nj = 1 på en omegn af Kj' mens supp nj c ~j+1 . 

Bevis: Benyt, at dist(K,C~) > O og dist(Kj ,CKj +1) > O for alle j. O 

Ved hjælp af disse funktioner fås endelig 

Sætning 5. 12. Lad ~ væPe åben 
n 

c lR . 

10 CO(~) er tæt i Coo(~) • 

20 CO(~) er tæt i L~oc(~) for alle p E [1 ,oo[ 

30 CO(~) er tæt i LP(~) for alle p E [1,00[. 

Bevis: 10 Lad u E Coo(~). t~ed nj valgt som i Korollar 5.11 fås, at 
nju E Co(~) og nju ~ u Coo(~) for j ~ 00 (idet n,Q,u = u på Kj for ,Q,~j). 

20 Lad u E L~oc(~)' Nu er n,Q,u E LP(~) , med støtte i K,Q,+1 ' og 
n,Q,u ~ u i L~oc(~) for ,Q, ~ 00, fordi n,Q,u = u på Kj , for ,Q,.2. j. Ende­
lig vil hk * n,Q,u ~ n,Q,u i LP(lRn) for k ~ 00 ifølge Sætning 5.7; da 

supp(hk*n,Q,u) c K,Q,+2 for k tilstrækkeligt stor, er dette også en konvergens i 

l~oc(~) . 
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30 Lad u E LP(Q). Atter er n~u E LP(Q) , og her vil n~u ~ u i LP(Q) 
ved Lebesgues sætning (idet O ~ nj < 1 ). Beviset færdiggøres som under 20

• O 

Specielt har vi nu vist Lemma 1.1 og de andre II på forskud ll anvendte tætheds­
udsagn. 

Mens vi er ved de specielle testfunktioner, må vi også lige vise eksistensen 
af en IIdeling af enhedenII, dvs. et system af glatte funktioner med støtter i giv­
ne mængder og sum 1. Vi viser en simpel endelig version; i litteraturen om di­
stributionsteori indgår også versioner med uendelige systemer, som vi dog næppe 
får tid til at bruge her. 

Sætni ng 5.13. Lad K være en kompakt mængde i lR n , overdækket af et system 

af åbne mængder Q1 ,···,QN ' 

(5.34) K cQ1 U ••• UQN . 

Der findes ikke-negative funktioner ~~ E C~(Q~) for ~ < N, så at 

l/! 1 (x) + ••• +l/!N(X) E [0,1] for alle X, og 

(5.35) ~1 + ••• + l/!N = 1 på en omegn af K. 

Bevi s: Lad Q = Q1 U ... U QN' Væl g kompakte mængder K~ og KQ, for hvert ~, 

o N o 
så K~ c K~ c K~ c Q~ og U~=1 K~ ~ K. (Benyt f.eks., at K overdækkes af 

u~N=luj=1 K~,j)' hvor (K~,j)jElN er konstrueret for Q~ som i (4.13).) Sæt 
N o -QI = U~=1 Ki, så er QI kompakt c Q, og K C QI • 

Herefter bruges Korollar 5.11 10 til at vælge n~ E C~(Q~) med n~ = 

på Ki ' samt n E C~(Q I) med n = 1 på U~K~ . 
N 

Nu er '~~=1 n~ ~ 1 

for x ~ supp n . o 

på ff' , så vi kan tage 

r1 

l/!~(x) = 
r':ln~ (xl (L~=I n~(x) for x E supp n 
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6. Distributioner. Eksempler og regneregIer. 

6.1. Distributioner. 

Rummet C;U"t) betegnes ofte e2) (Q) 
simpelthen dual rummet: 

litteraturen. Distributionerne udgør 

Definition 6.1. En distribution på Q er en kontinuert lineæP funktional på 

C;(Q). Vektorrwnmet af distributioner på Q betegnes:lJ 1 (Q). Når A (..15 1 (Q) , 
betegnes A's væPdi på ~ E C;(Q) ved A(~) eller <A,~>. 

Der er her tradition for at tage lineære (snarere end konjugeret lineære) 
funktionaler. Det er dog en ganske lille sag at sætte de lineære funktionaler i 
forbindelse med de konjugeret lineære, idet ~ ~ A(~) er en lineær funktional på 
C;(Q) hvis og kun hvis ~ ~ A(~) er en konjugeret lineær funktional. 

Et kriterium for kontinuitet af en funktional er givet i Sætning 5.2 (d). 

1 Lad os se på nogle ~~~~m~l~r. Når f E Lloc(Q) , er afbildningen 

(6.1) Af: ~ ~ fQf(X)~(X)dX 

en distribution. Thi for hvert K. (cf. (4.13)) har vi, når ~ E C~ (Q) 
J j 

(6.2) IAf(~)1 = II f(X)~(X)dxl ~ sUP'~(x)'f If(x)ldx, 
K. K. 
J J 

dvs. (5.3) er opfyldt med Nj = O og cj ~= II fil 1 • Her kan man faktisk iden-
tificere Af med f, idet der gælder: L (Kj) 

Lemma 6.2. Når f E L~oc(Q) , og ff(X)~(X)dX = O for alle ~ E C;(Q) , så 

er f = O • 

Bevis: Lad E: > O og betragt 
x E Q , er h j ( x -y) E C; ( Q ) , 

E: 

v.(x) = (h.*f)(x) for j > 1/E: som i Lemma 5.9. Når 
J J 
så Vj(x) = O i QE:' På grund af (5.33) fås 

da, at f =; O i Q nB(O,R) . 
E: 

Da E: og R kan vælges vilkårligt, ses at 
f = O i Q . 
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Lemmaet, og varianter af det, kendes under navnene "variationsregningens 
grundlemma", "du Bois-Reymond's lemma", m.v. 

Det følger af lemmaet, at når den fra f E Lioc(~) ved (6.1) definerede 
distribution Af giver O på alle testfunktioner, så er funktionen f lig med O, 
som element af L~oc' Dermed er afbildningen f ~ Af en injektiv afbildning 
af Lioc(~) ind i Ja I(~) , så vi kan identificere f med Af og skrive 

(6.3) 

Elementet O i ~I(~) identificeres fra nu af med O-funktionen, hvor vi i reg­
l en betragter dm kontinuerte repræsentant. 

Bemærkning 6.3. Lad os også nævne, hvordan Radon mål passer ind i denne sammen­
hæng. Rummet C~(~) af kontinuerte funktioner med kompakt støtte i ~ blev 
indført i (5.17)ff. Det vises i topologisk målteori,. hvorledes vektorrummet 
M(~) af komplekse Radon mål ~ på ~ kan identificeres med rummet af kontinu­
erte lineære funktionaler A~ på C~(~) , på en sådan måde at 

(6.4) A (~) = r ~ d~ for ~ E C~(~) • 
~ Jsupp ~ 

Idet der gælder, at 

(6.5) lA (~) I < I~I (supp ~) • supl~(x) I , 
~ -

er A~ konti nuert på C~(~) , dvs. defi nerer en di stri buti on A~ E el) I (~) • 

Da CQ(~) er tæt i C~(~) (jvf. Sætning 5.7 10
), er afbildningen A~ ~ A~ 

injektiv, hvormed rummet af komplekse Radon mål kan indlejres i ~I(~) : 

(6.6) 

Inklusionerne (6.3) og (6.6) placerer Lioc(~) og ~~(~) som underrum af 02)'(~) • 

Disse indlejringer er konsistente med den sædvanlige indlejring af L~oc(~) i 
M(~) , hvor en funktion f (Lioc(~) definerer Radon målet ~f for hvilket 

(6.7) ~f(K) = f K f dx for K kompakt c ~ 

thi det er kendt fra målteorien, at 

(6.8) 

(dermed specielt for ~ E Co(~) ). 
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1 Når f E Lloc(~) , skriver vi nu i reglen f i stedet for Af' altså 

(6.9) 

Endvidere skrives gerne ~ i stedet for A , når ~ E M(~) . Vi vil ofte i 
~ 

det følgende endda bruge betegnelsen f (der minder om en funktion) for en vil-
kårlig distribution. 

I den systematiske teori skal vi især fæstne os ved inklusionerne 

(6.10) 

(og andre L2-inklusioner, af betydning for Hilbertrums teori), hvor vi vil vise, 
hvorledes de store gab mellem CO(~) og L2(~) , henholdsvis mellem L2(~) 
og .2)1(~) , fyldes ud af Sobolev rum. 

Lad os se på et andet vigtigt ~~~~~Q~l. 
Lad Xo være et punkt i ~. Afbildningen 

(6.11) 

der sender en testfunktion over i værdien i Xo ' er en distribution, for det 
er klart en lineær afbildning af CO(~) ind 
når supp ~ c Kj , 

(6.12) 

~ , og der gæl der for ethvert j, 

(bemærk, at ~(xO) = O 

N j = O , for alle j . 
når Xo It Kj ). Her er (5.3) opfyldt med cj = 1 , 

På lignende måde ses, at afbildningerne 

(6.13) 

er distributioner, nu med c. = 1 og N. = lal for alle j. Distributionen 
J J 

(6.11) er den berømte lIDiracis 6-funktion ll eller 116-mål". Betegnelsen mål er 
korrekt, idet vi kan skrive 

(6.14) 

hvor ~x er punktmålet med værdi 1 på mængden {xO} og værdi O på kompakte 
O 

mængder disjunkt fra xo . Betegnelsen funktion er en vild Ilabuse of notationII, 

som har overlevet, måske fordi den er så fejlagtig, at motiveringen for distri­
butionsbegrebet træder tydeligt frem. 
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60 betegnes også blot 6. 

Endnu andre distributioner fås på følgende måde: Lad f E Lioc(~) , og lad 

ex r JN~. Afbil dni ngen 

Af,ex: ~ ~ If(X)(Dex~)(X)dX , ~ E C~(~) , 

er en distribution, idet der for ~ E c~.(~) gælder 
J 

(6.15) 

I<Af,ex,~>1 = IIK.f Dex~ dxl ~ IK.lf(X)ldX'SUP{IDex~(X)1 I x (" Kj} , 
J J 

(6.16) 

her er (5.3) opfyldt med cj = IIfII 1 og Nj = lexl . 
L (Kj) 

Man kan vise, at de mest generelle distributioner ikke er så meget værre end 
dette sidste eksempel. Der gælder, når A er en vilkårlig distribution, at for 
hver fast kompakt mængde K c ~ findes der et N (afhængigt af K) og et 
system af funktioner f E CO(~) for lexl < N, så at ex 

(6.17) <A,~> = L <f ,Dex~> 
lexl<N ex 

Vi viser dette senere, i forbindelse med Sobolev1s sætning (Korollar 9.16). 

Man kan ikke altid finde et N , der fungerer for alle K c ~; det hænger 
sammen med, at en distribution ikke behøver at have en (begrænset) orden - dette 
begreb defineres således: 

Definition 6.4. A E~I(~) siges at være af orden N, når ulighederne (5.3) 
gælder for A med N. < N for alle j (men gerne med forskellige konstanter 

J -
c j ). A siges at være af uende Ug orden, hvis den ikke er af orden N for 

noget N; i modsat fald siges den at være af endelig orden. Ordenen af A er 

det mindste brugbare N, resp. =. 

De foregående eksempler viser alle distributioner af endelig orden, idet 
Lioc(~) og M(~) definerer distributioner af orden O (jvf. (6.2), (6.5) og 
(6.12)), mens A og Af i (6.13) og (6.15) er af orden lexl . Et eksempel ex ,ex 
på en distribution af uendelig orden er distributionen A EJ)I(ffi) defineret ved 

<A ,~> = ~ < 1 [N 2 N]' ~ (N) (x) > , 
N=1 ' 

(6 .1 8) 

hvor 1M er 1 på M, O ellers . (Så snart vi har fået defineret begrebet støtte af 
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en distribution, vil det dog fremgå, at når en distribution har kompakt støtte, 
har den endelig orden, jvf. Sætning 6.12 nedenfor.) 

Distributionsteorien blev systematiseret af L. Schwartz, og hans bog 
IITheorie des distributionsIl (Paris 1951) er stadig et hovedværk inden for litte­
raturen om distributioner. 

~~~~_g§g~§E§g~§E_~QE_S~§EE~e~E~Q~§E' 

Når T er en kontinuert lineær operator C~([t), og A E.iJI([t) define-
res ved sammensætning et nyt element AT F.J)I(~) , altså funktionalen 

(AT)(~) = <A,T~> . 

Afbildningen TX: A ~ AT i .2)1 (~) er simpelthen den adjungerede afbildning til 
afbildningen ~ ~ T~. (Vi bruger notationen TX for at undgå forveksling med 
adjungering af operatorer i Hilbertrum, hvor der indgår en sesquilinearitet. Nota­
tionen TI bruges også, men mærket kan forveksles med differentiation.) 

Som vist i Sætning 5.3, er følgende simple afbildninger kontinuerte i C~([t) 

De inducerer da nogle 
og (D<X)X , ved 

Mf: ~ ~ f~ , 

D<X: ~ ~ D<X~ . 

afbildninger i 02)1(~) 

x 
<Mf A,~> = <A,f~> 

«D<x)xA,~> = <A ,D<X~> 

som vi temporært vil kalde M x 
f 

for A (JDI(~) og ~ E C;(~). Hvordan ser de nye afbildninger ud, når A selv 
1 er en funktion? Hvis A = v E Lloc(~) , har vi, at 

<M/V,~> = <v,f~> = JV(X)f(X)tP(X)dX = <fv,~> 
a ltså er 

(6.19) x 
Mf v = fv 

Endvidere haves, når v E C=(~) , 

a ltså er 
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(6.20) 

Disse formler motiverer følgende definition. 

Definition 6.5. 10 Når f E COO(Q) , defineres operatoren Mf i clll(Q) ved 

Mf betegnes ofte kort f. 
20 Endvidere defineres operatoren Dcx i ,2)1 (Q) ved 

Tilsvarende defineres dcx i ,.Øl (Q) ved 

<dCXA,~> = <A,(-1) Icxldcx~> for ~ E Cå(Q) , 

således at vi stadig har Dcx = (-i) Icxldcx . 

Definitionen siger egentligt blot, at vi betegner den adjungerede afbildning 
til Mf ved Mf (i reglen forenklet til f), og vi betegner den adjungerede 
afbildning til (_1) lcxI DCX ved Dcx ; og motiveringen for denne "misbrug af nota­
tionen" ligger i den overensstemmelse der er vist i (6.19) og (6.20). Faktisk er 
misbruget ikke så stort endda, idet man kan vise, at COO(Q) er en tæt delmængde 
af ..2)1 (Q) (forsynet med w*-topologien, Sætning 9.17), så at udvidelsen .af 
operatorerne f og Dcx fra e l ementer v E COO(Q) t il A E.JJ I (Q) er entydi gt 
bestemt. Bemærk også, at når v E Ck(Q) , stemmer de distributionsafledede Dcxv 
overens med de sædvanlige partielle afledede for Icxl < k, på grund af de sæd­
vanlige formler for delvis integration. Vi skriver kort (_1)l cx IDcx = (_D)cx . 

Det spændende ved Definition 6.5 er, at vi nu kan differentiere distributio­
ner - og dermed specielt funktioner i L~oc' som ikke sædvanligvis er differen-
tiable. Bemærk først, at A og Af defineret i (6.13) hhv. (6.15) opfylder cx ,cx 

(6.21 ) <A ,~> = «-D)CXox ,~>, <Af ,~>::: «-D)cxf,~> 
cx O ,cx 

for ~ E Co(Q). Lad os dernæst se på et vigtigt, k~assisk eksempel. 

Med H(x) betegnes funktionen på ]R defineret ved 

(6.22) H(x) ~{~ 
for x < O , 

for x > O 
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den kaldes Heaviside funktionen. Da H E L~oc(ll~), er H EJ)'(lR). 

distributionsafledede findes således: 

6. 7 

Den 

for tp E C~( lR) , 

altså 

(6.23) 

d~lta-målet i O! H og d~ H 

~H bliver af orden k - 1 
dx 

er distributioner af orden O, mens de højere afledede 

Der er et tilsvarende eksempel i højere dimensioner, som giver os lejlighed 
til at repetere Gauss l formel. Vi minder om, at når ~ er en glat åben delmængde 
af lRn med rand a~, gælder for u E C1 (~) (med kompakt støtte for at sikre 
integralernes eksistens) 

f ajU dx = -f nj(x)u(x)dS, 
~ a~ 

(6.24) 

hvor nj er den j1te komponent af den indadrettede normalvektor til randen a~ 

i punktet x, og dS er overfladeelementet. Når u = tpl~ hvor tp E Co(lR
n) , 

kan formlen opfattes på følgende måde: 

(6.25) 

hvilket viser, at distributionen aj1~ virker på testfunktionen tp som angivet 
i det sidste udtryk. Specielt er aj1~ en distribution af orden o. 

Forøvrigt er det nok så vigtigt, at distributionsteorien tillader en defini­
tion af differentialkvotienter af funktioner, der blot i mild grad ikke er klas­
sisk differentiable. Lad os minde om, at det klassiske differentialkvotientbegreb, 
for funktioner af flere variable, kun fungerer rigtig godt, når der er tale om 
kontinuerte partielle afledede; kun da kan man uden videre ombytte rækkefølgen af 

a2u a2u 2 differentiationer: = når u er C , mens reglen modsiges aX 1 aX2 dX2dX1 ' 
d a ved mere generelle funktioner (f.eks. u(x1 ,x2) = IX11x1 ' hvor kun ax 3x u 

har klassisk mening på lR 2.) 1 2 

Det nye differentialkvotientbegreb er ufølsomt over for rækkefølgen af dif-
a2 a2 

ferenti at; aner (ax
1 

aX
2 

og aX
2

dx
1 

opfattes som den samme operator i :l; I , 

fordi de overføres på CO' hvor de opfattes ens). I det følgende betragtes 
et nyttigt specialtilfælde. 
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Lemma 6.6. Lad R > O, og lad rG = B(O,R) i lR n . Lad rG± = rGn lR~. Lad 
k-1 -

k > O , og lad u E C (rG), med k/te afledede defineret i rG+ og rG_, så-

ledes at de kan forlænges til kontinuerte funktioner på rG+ henholdsvis rG_ 

(altså u er stykkevis Ck J. For lal = k er den a'te afledede i distribu­

tionsforstand da funktionen V E L1(rG) defineret ved 

Jaau i rG+ 

V = \aau i rG 

Bevis: Lad lal = k, og skriv aa = a/l f3 hvor 1f31 = k-1 • Når tp E C;(rG) , 

har vi, hvis j = n (med notationen Xl = (x 1"" ,xn- 1)) : 

<aau ,tp> = -<a f3 u ,antp) = -J af3 u a tp dx - Jr af3 u a tp dx 
rG n rG n 

- + 

= -J [a (a f3 u tp) - a af3 u tp] dx - Jr [an(a f3 u tp) - anaf3 Utp]dX 
rG n n rG 

+ 

= J aautpdx - J lim (a f3 u tp)dx ' 
rG_ Ix'I<R xn~O-

= J rG v tp dx , 

lim (a f3 u r<:p)dx ' 
x ~O+ n 

fordi af3u er kontinuert på rG Hvis j < n, giver den delvise integration 
randbidragene O, da supp tp erG. Ialt ses, at distributionen aau er lig med 

v • D 

Oet ses f.eks. af lemmaet, at differentialkvotienten af funktionen lxi på 
intervallet ]-1,1[ er det, den bør være, nemlig den diskontinuerte (men inte­
grable) funktion sign x (jvf. Afsnit 1.1). 

Operationerne multiplikation med glat funktion og differentiation kombineres 
følgende regneregel : 

Lemma 6.7 (Lei bni z I forme l). Når U E:,2)1 (rG) , f E C=(rG) , og a E JN~, er 

(6.26) Oa(f u) = L (~) Of3 f Oa-f3 u • 
f3~a 
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Bevis: Når f og u er COO-funktioner, fås formlen ved induktion ud fra det 
simpleste tilfælde 

(6.27) D.(f u) = (D.f)u+f D·u . 
J J J 

Den samme induktion fungerer, hvis blot vi kan vise (6.27) i distributionstilfæl­
det. Det går ved hjælp af definitionerne: For ~ E C~(~) er 

<D j (f u), ~> ::; <f u , -D j~> = <u, -f D j ~> = <u, -D j (f ~) + (D j f)~> 

= <DjU,f~> + «Djf)u,~> = <fDju+(Djf)u,~>. D 

Rummet ~I(~) forsynes med w*-topologien (svag stjerne topologien), dvs. 
topologien bestemt ved semi-normerne p~ på :lY (~) 

(6.28) 

hvor ~ gennemløber C~(~). Vi bruger her Sætning 4.3, idet vi bemærker, at 
familien af seminormer er separerende (da U:j: O i J)I(~) betyder, at 
<u,~>:j: O for et vist ~). (Se også Mat 313 §11 vedrørende w*-topologien.) 

Sætning 6.8. Lad f E COO(~) og a E ~~. Operatorerne Mf og Da er kontinu­

erte i .J) I (~) • 

Bevis: Lad W være en omegn af O i JQI(~) , så indeholder W en omegn Wo 
af O af formen 

(6.29) 

hvor ~1"" '~N E C~(~). Idet f~1''''' f~N og Da~1" .. ,Da~N til hører Cå(Q) , 
betragtes omegnene 

Da <fu'~j> = <u,f~j> og 
sender V ind i WO ' og 
ten af Mf og Da. 

og 

I<DaU'~j>1 = l<u,Da~j>1 
Da sender V1 ind i 

for hvert ~j , ses, at Mf 
WO ' Dette viser kontinuite-

O 

Topologien i L~oc(~) er klart stærkere end topologien i ~I(~). Der gæl­
der i almindelighed, at konvergens i Cå(~), COO(~) ,LP(~) eller L~oc(~) 
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(p E [1,=]) medfører konvergens i j01(n) • - Ved hjælp af Banach-Steinhaus ' sæt­
ning får man følgende fundamentale egenskab ved ~I(n) . 

Sætning 6.9 (Grænseværdisætningen). En følge af distributioner uk EJ0I(~) 
(k E m) er konvergent i ~I(~) for k ~ =, hvis og kun hvis talfølgen 

<uk'~> er konvergent i ~ for ethvert ~ E C~(~). Grænseværdien for uk i 

~I(n) er da den funktional u, der defineres ved 

(6.30) <u,~> = lim <uk'~> , for ~ E C~(~) . 
k-lOO 

Bevis: Når topologien er defineret ved seminormerne (6.28) (jvf. Sætning 4.3), 
vil uk ~ v i J)I (~) hvis og kun hvis der for alle ~ E: CO(~) gælder 

for k ~ = . 

Vi skal nu vise, at når vi blot ved, at 
findes der en distribution u E;])' (~) , 

benyttes Korollar 4.11 og Sætning 5.3. 

tal følgerne <uk'~> er konvergente, så 
så <uk-u,~>~O for alle ~. Hertil 

Definer funktionalen A ved 

A(~) = lim <uk'~> for ~ E C~(~) . 
k-lOO 

Ifølge Sætning 5.2 (c) er A kontinuert fra Co(~) til 
A defi nerer ko nt i nuerte afbil dni nger fra c~. (~) t il ~ 

J 

~, hvis og kun hvis 
for hvert Kj . Da 

Frechet rum, kan Korollar 4.11 anvendes på afbildningen c~. (n) er et 
J 

A: c~. (n) ~ ~, som grænseværdi for funktionalerne uk: c~. (~) ~ ~ (for k ~ = ) , 
J J 

hvilket viser den ønskede kontinuitet. Den sidste bemærkning følger nu umiddel-
bart af Sætning 6.8. O 

for j ~ = . (Vis selv!) 
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I det følgende, som også tidligere, indgår bestandig den konvention, at et 
rum af funktioner defineret på en delmængde w af ~ identificeres med et funk­

tionsrum over ~ ved at funktionerne udvides med O på ~'-W. 

Definition 6.10. Lad U f~I(~) . 

10 u siges at være O på den åbne mængde w c ~, hvis 

(6.31 ) <u,tp) = O for alle <.p E C~(w) • 

20 Støtten af U defineres ved 

(6.32) supp u = ~ '- (U{w I w åben c ~,u er O på w}). 

Bemærk for eksempel, at støtten af distributionen 3j1~ defineret i (6.25) 
er lig med 3~. Specielt er 3j1~ ikke en funktion (jvf. diskussionen efter 
Lemma 6.2). 

Lemma 6.11. Lad {wA I A E A} være en familie af åbne delmængder af ~. Hvis 

u (.JJI (~) er O på wA for hvert A f A, så er U lig O på UAFA wA . 

Bevis: Lad tp E C~(~) , med støtte K c UAEA wA vi skal vise, at <u,tp) O. 
Den kompakte mængde K er overdækket af en endelig delfamilie w1 , ... ,wN . 

Ifølge Sætning 5.13 findes der t/J1, ... ,t/JN E C~(~) med t/J 1 + ... +t/JN = 1 på K 

og supp t/J j c wj for hvert j. Lad nu tpj = t/Jjtp, så er 

. tp = L~=1 tpj , og <u,tp) = L~=1 <u,tpj) = O, ifølge det givne. O 

På grund af lemmaet kan støtten også beskrives som komplementærmængden til 
den største åbne mængde hvor u er O. 

En interessant delmængde af ~I(~) udgøres af distributionerne med kompakt 

støtte ~. Man bruger betegnelsen 

(6.33) &1 (~) = {u E 2;1 (~) I supp u er kompakt c ~} . 

Når u E Cl (~) , findes et j , 

Da UE!JI(~), findes cj og Nj , 

o 
så supp ucK. 1 cK. 

J - J 
så 

(jvf. (4.13)). 
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for alle 
omegn af 

tp E C~Ut) 

~ med støtte i Kj' 
K. 1 og har støtte i J-
kan da skrives som 

6. 12 

Væl g nu en funkti on n E C~Ut) , som er 1 på en 
o 
K. (jvf. Korollar 5.11). En vilkårlig testfunktion 
J ------~.----------

tp = ntp + (1-n)tp , 

o 
hvor supp ntp c Kj , mens 
<u,(1-n)tp> = O, så at 

supp(1-n)tp c CK. 1 . J- Da u er O på CK. 1 ' er J-

(6.34) 
l<u,tp>1 = I <u,ntp>1 ~ cj sUP{IDa(ntp)I I x (Kj' lal ~ Nj } 

< Cl SUP{IDCXtp(X) I I x E supp tp, lal ~ Nj } , 

hvor Cl afhænger af de afledte af n op til orden Nj (ved Leibniz l formel, 
sml. evt. (5.6)). Da tp var vilkårlig, viser dette, at u har orden Nj (endda 
mere: at vi kan bruge den samme konstant Cl på alle kompakte mængder Km c~) . 
Vi har vist: 

Sætning 6.12. Når UEE.I(~), findes et NElN, så u harorden N. 

Vi bemærker, uden iøvrigt at gå i detaljer, at når u E:b l (~) har kompakt 
støtte, kan <u,tp> tillægges en god mening også for tp (Coo(~) (idet kun tpls 
opførsel på en omegn af støtten af u i virkeligheden indgår). Rummet ~I(~) 

kan endda identificeres med rummet af kontinuerte funktionaler på COO(~) (der og­
så sommetider betegnes g(~) , hvilket begrunder terminologien EI(~) for dual­
rummet). 

Bemærkning 6.13. Når ~I er en åben delmængde af ~ med ~I kompakt c ~ , 

og K er kompakt med ~I c ~ c K c ~, kan en vilkårlig distribution u E~I(~) 
spaltes i en distribution med støtte i K og en distribution der er O på ~I , 
nemlig 

(6.35) 

hvor 1;; F C~(~) og er 1 på ITI 
1;;tp = O for supp tp c ~,K; og 
supp tpC~1 . 

u = 1;;U + (1-z;;)u , 

(Korollar 5.11). 1;; u har støtte i K, fordi 
(1-z;;)u er O på ~I , fordi (1-z;;)tp = O for 
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I denne forbindelse vil vi også se på restriktion og sammenstykning af 
distributioner. 

Når u E ~I(D) , og DI er en åben delmængde af D, defineres restriktio­
nen af u til DI som elementet u/DI EJ)I(D I) bestemt ved 

(6.36) 

(For præcisionens skyld angiver vi her dualiteten mellem ~I(W) og C~(w) ved 

< , >w .) 
Når u1 E1:7 I(rt1) og u2 E.2Y(rt2 ) , og w er en åben delmængde af D1 nrt2 ' 

siger vi, at u1 = u2 på w, når 

(6.37) u1/w - u2 /w = O som element af 2)1 (w) • 

Følgende sætning er velkendt for kontinuerte funktioner og for L1
1 -funktioner. ae 

Sætning 6.14 (Sammenstykning af distributioner.). Lad rt1 , ... ,rtN være åbne del­

mængder af JR
n , og lad D = D1 U ••• U DN . Hvis UjE!lY (rtj ) for j = 1, ... ,N , 

og opfylder ui = uj på Di n Dj for i,j = 1, ... ,N , så findes der en entydigt 

bestemt distribution u E.ll 1 (rt), så at U Irt. = uj for alle j. 
J 

Bevis: Der er højst en løsning u. For hvis u og v er løsninger, er 
(u-v)lrt. = O for j = 1, ... ,N, hvilket medfører at 

J 
u - v = O i føl ge Lemma 6.11. 

Vi finder u således: Lad (K~)~E~ være en følge af kompakte mængder som 
Der findes ifølge Sætning 5.13 en deling af (4.13), og betragt et fast ~. 

enheden ~1 ""'~N med funktioner 
For tp E c'K (rt) sætter vi da 

~ 

~j ( C~(rtj) , så ~1 + ... + ~N = 1 på K~. 

N 
(6.38) 

Herved tillægges <u,~> en værdi, der tilsyneladende afhænger af en række valg 

(af ~ og af opspa ltni ngen af enheden). Hvi s ~1'''' '~N er en anden opspa ltni ng, 
har vi imidlertid 

N N 
. L <u j' ~ j~> D . = L 
J=1 J j =1 

N 
L 

j=1 

fordi 

N N N 
L <u j '~k~j~>D. = L L <u j '~k~j~>D.nrt k=1 J j=1 k=1 J k 

N N 
L <uk ' ~k~j~> D = L <uk '~k~>D 

k=1 k k=1 k 

Al tså er u defi neret for ~ (C'K(~I) uafhængi gt af 
~ 
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den valgte opspaltning. Benytter vi en sådan definition for hvert K~ får vi, 

at disse definitioner også er indbyrdes konsistente, da man for K~ og K~+1 

kan benytte en opspaltning~1 ""'~N konstrueret for K~+1 . 
At u er kontinuert (som funktional) ses f.eks. således (jvf. Sætning 5.2 

(e) og Sætning 4.8). Betragt K~, og lad ~k ~ Q i c; (~) for k ~ 00 • 

~ 

Vælg ~1 ""'~N som ovenfor. Så vi l C~(~j) (Sætning 5.3), 
hvormed 

for 

Denne overvejel se, for hvert K~, vi ser at u E:h l (~) • D 

Sætningen kan udvides til tilfældet, hvor ~ = UAEA wA for en vilkårlig 

familie af åbne mængder {WA}AEA' stadig ved brug af Sætning 5.13 (nu for for­
skellige endelige delfamilier af {WA}AEA), idet hvert K~ dækkes af endeligt 
mange af de åbne mængder. På fransk har sætningen navnet "reeollement des 
moreeaux" (sammenklistring af stumperne). 

Et trivielt eksempel er tilfældet, hvor u E ~I(~) , og klistres sammen med 
Q-distributionen på en omegn af :Rn, ~, dvs. "forlænges med Q" til en distri­
bution i el(:Rn). En sådan forlængelse underforstås ofte. 

6.4. Koordinatskifte. 

Ved et Coo-koordinatskift (en diffeomorfi) føres Coo-funktioner hhv. 

Lioe-funktioner jo over i Coo-funktioner hhv. Lioe-funktioner. Man har sommetider 
brug for at definere det tilsvarende begreb for distributioner. Som ved defini­
tionen af Mf og Dcx , er definitionen baseret på analogi med funktioner. 

Lad ~ og ~ være åbne mængder i :Rn , og lad K være en diffeomorfi af 

~ på H mere præeist er K en bijektiv afbildning 

(6.39) 

hvor hver K· er en Coo-funktion fra ~ ind i 
J 

:R, og funktionaldeterminanten 
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dK 1 dK1 

Idet 

dX 1 dXn 
(6.40) J(x) = · · · dKn dKn 

dX 1 dXn 

er > O for alle x E Q (så J(x) og 1 er C=-funktioner). En funktion JTxT 
f(x) på Q føres over i en funktion (Tf) (y) på H ved definitionen 

(6.41 ) (Tf)(Y) = f(K- 1(y)) . 

De almindelige regler for koordinatskift viser, at T er en lineær operator 

C~(Q) til C~(:;:~) , fra C=(Q) til C=(:~) og fra Lioc (Q) til L~ oc (~) . 
Vedrørende integration har vi, når f E L~oc(Q) og 1jJ E C~(~) , 

(6.42) 
<T f ,1jJ (y ) > ~ = J ~ f ( K: -

1 (y )~ 1jJ (y ) dy = J Q f ( x ) 1jJ ( K ( x) ) J ( x ) d x 

( -1 
= <f ,J X)\jJ(K(X) »Q = <f ,JT 1jJ>Q' 

Dette udvides til distributioner ved analogi. 

fra 

Definition 6.15. Når K er en diffeomorfi af Q på ~ med funktionaldetermi­

nant J, defineres koordinatskifteafbildningen T:.1)1 (Q) ~JJI (~) ved 

(6.43) <T u , 1jJ ( y ) > ~ = < U , J ( x ) 1jJ ( K ( x) ) > Q 

Tu er klart en funktional på CO(~) , og kontinuiteten af denne funktional 
ses af at der for 1jJ E C~(~) gælder: 

(6.44) ID~(J(x)1jJ(dx))) I i cK SUP{ID~1jJ(Y) I I y E K , S ~ ex} 

ved Leibniz l formel og kædereglen for differentiation af sammensat funktion. Af­
bildningen T er hermed defineret således, at den stemmer overens med (6.41). 
(Der er en underlig asymmetri i transformationsloven for f og for ~ i (6.42), 
som man i nogle fremstillinger afhjælper ved at se distributionerne som en gene­
ralisation af mål med funktionaldeterminanten indbygget på passende måde; såkaldte 
tætheder.) 
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Det er ikke svært at vise, at T:~'(~) ~~I(~) er kontinuert (i stil med 
beviset for Sætning 6.8). 

Definition 6.15 er for eksempel nyttig, når vi betragter glatte åbne delmæng­
der af ~n. Blandt andet kan vi udvide Lemma 6.6 til funktioner med diskontinui­
teter langs II krumme II flader. 

Sætning 6.16. Lad ~ være en glat åben begrænset delmængde af ~n. Lad k E lN. 
Hvis u E Ck-1 (~n), og de k 'te afledede i ~ og i ~n,,?2 eksisterer og kan 

forlænges ti l kontinuerte funktioner på henho ldsvis ~ og ~n" ~, da ligger 

de distributionsafledede af u af orden k i Lioc(~n), og er bestemt ved at 

falde sammen med de sædvanlige afledede i ~ og i ~n,,?2. 

Bevis: Til hvert randpunkt x hører en åben mængde Ux og en diffeomorfi 
KX:UX ~ B(0,1) ifølge Definition 5.4; lad U~ = K~1(B(0,!)) . Da ~ er kompakt, 
kan overdækningen af a~ med mængderne U~ udtyndes til en endelig overdækning 

{~'}'=1 N; de tilhørende diffeomorfier af ~, på B(O,!) kaldes K(1') . 1 1 , ... , 1 
Ved diffeomorfien K(i) føres ul~, netop over i en funktion v på B(O,!) 

1 
der opfylder betingelserne i Lemma 6.6, så at de k'te afledede i distributions-
forstand er funktioner, defineret ved de sædvanlige afledede i ~in~ hhv. 
~i n (~n,,?2). Da u kl art er Ck i de åbne mængder ~ og ~n,,?2, fås det 
ønskede resultat ved at bruge, at u er entydigt sammenstykket af distributionerne 

u I ~ , (i = 1 ,. .. , N ) , u I ~ o g u I n _ ( j v f. Sæt n i n g 6. 1 4) . 
1 ~ ,,~ 

Vi skal også bruge koordinatskifteafbildningen i Kapitel 7 (hvor f.eks. 
translation indgår i nogle beviser) og i Kapitel 8, hvor Fourier transforma­
tionen på nogle specielle funktioner beregnes ved brug af deres invariansegen­
skaber under særlige koordinatskift. løvrigt er det vigtigt at have styr på, 
hvad der sker ved koordinatskift, når man vil betragte differential operatorer 
på mangfoldigheder; men det er der ikke plads til at behandle i disse noter. 

Eksempel 6.17. Blandt de simple koordinatskift 
eksempel translation 

(6.45) Ta(X) = x-a 

n 
~ , der ofte bruges, er for 
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og dilatation 

(6.46) llA(X) = AX (hvor AElR'{O}). 

Disse giver anledning til koordinatskifteafbildningerne T(La) henholdsvis 
T( ll)), som for funkti oner på lRn ser sådan ud: 

(6.47) -1 (T(La)u)(y) = u(La y) = u(y+a) = u(x) , hvor y = x - a , 

(6.48) (T(llA)U)(y) = U(1l~1y) = U(y/A) = u(x), hvor y = AX , 

og i overensstemmelse hermed virker således på distributioner: 

<T(La)U, 1/J(y» n = <u,1/J(x-a» n = <U,T(L_a)1/J> , 
lRy lRx 

(6.49) 

<T(llA)U,1/J(y» n = <U,A
n
1/J(Ax» n= <U,A

n
T(1l1/A)1/J>, 

lRy lRx 
(6.50) 

da funktionaldeterminanterne er 1 hhv. An. Endnu et eksempel er en ortogonal­
transformation O (en unitær operator i det reelle Hilbert rum lRn), hvor den 
tilhørende koordinatskifteafbildning beskrives for funktioner på lRn ved form-
l en 

(6.51) (T(O)u)(y) = u(O-1 y) = u(x) , hvor y = Ox , 

og for distributioner defineres (i overensstemmelse med (6.51)) ved 

(6.52) -1 <T(O)u,1/J(y» n = <u,1/J(Ox» n = <u,T(O )1/J>, 
. lR

y 
lR

x 
da funktionaldeterminanten er 1 . 

Vi vil tillade os at bruge skrivemåderne i (6.47), (6.48), (6.51) også 
for distributioner; den nøjagtige interpretation er altså (6.49), (6.50), 
hhv. (6.52). 
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7. Sammenligning af differentiationsbegreber. Sobolev rum. 

Vi kan nu begynde at gøre op, hvorledes det nye differentiationsbegreb fun­
gerer i forbindelse med afsluttede operatorer i Hilbert rum. 

Lad A være en differentialoperator af orden m med Cm koefficienter på 
en åben mængde rl c lR n 

(7 • 1 ) A u = L 
Icxl<m 

hvor acx(x) E Coo(rl). Den størst mulige operator i L2(rl) knyttet til A ved 
hjælp af distributionsteorien er operatoren Amax ' med 

(7.2 ) 

D(Amax ) {u E L 2(rl) I Au E L 2(rl)} , 

for u E D(Amax ) , 

hvor Au for vilkårligt u E L2(rl) er defineret som element af J:)1(rl). Denne 
definition (realisation) af A kaldes ofte den svage definition af A i L2(rl) , 
idet u E D(Amax ) jo betyder, at der findes en funktion v E L2(rl) , så at 

(7.3) (vl<p) 2 = <v,(j»rl 
L (rl) 

=<u, L (-D)CX(a(j))>rl=(UI L DCXCa<p)) 
Icxl<m cx Icxl~m cx L2(rl) 

for alle <p E Cå(rl) 

(her er v = Amaxu) , jvf. definitionen af operatorerne Dcx og Ma i jOl(rl) 
cx 

I højre side af (7.3) optræder den formelt adjungerede operator AI til A, 

(7.4) A I U = L 
Icxl<m 

(for et bestemt sæt af Cm-funktioner al ). cx 
Bemærk, at Amax er tæt defineret, idet 

tæt i L2(rl). Endvidere er Amax afsl~ttet, 
AU k ~ A u i JJ I (rl) ; hvi s så også AU k ~ v i 
så u E D(Amax )' (Vi bruger, at konvergens i 

Cå(rl) c D(Amax ) , og Cå(rl) er 
thi Uk ~ u i L2(rl) medfører 
L2(rl) , ses, at v = Au E: L2(rl) , 
L2(rl) medfører konvergens i 

i)1(rl) .) Altså er D(Amax ) fuldstændi9t med hensyn til graf-normen. 
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Det fremgår af definitionen (jvf.(7.3)), at Amax netop er den L2(~)-adjun­
gerede operator til den operator, der virker som AI og har definitionsområde 
C~(s"G). Idet vi defi nerer 

(7.5) Amin = afslutningen af AI som operator i L2(~) , 
C~(~) 

og betegner de analoge operatorer for AI ved Am
l
ax hhv. AI har vi altså: min 

Lemma 7.1. Operatorerne Amax og A~in er hinandens adjungerede i L2(~). 

A. er et eksempel på en såkaldt stærk definition (realisation) af A , ml n 
hvor ordet IIstærkIl hentyder til at operatoren er defineret ved afslutning af en 
klassisk defineret operator. Andre eksempler på II stærke Jl definitioner er (jvf. 
(5.18), antag at a lerne er begrænsede): 

o: 
A t = afslutningen af AI m ' 

s C 2(~) 
(7.6) L 

(~ glat) A t = afslutningen af AI m -
m.s C (~) 

L2 

(st. står for stærk, m.st. for meget stærk). Det er klart, at der gælder 

(7.7) 

og det har stor interesse at undersøge, hvor langt disse operatorer ligger fra 
hinanden. Under nogle omstændigheder vil de være sammenfaldende (så er de speci­
e l t se l vadjungerede ,når A = A I , jvf. Lemma 7.1), men der er også mange vi g­
tige tilfælde, hvor der er forskel. Når ~ = JR n , vil man gerne forvente sam­
menfald, men når ~ er en ægte delmængde af JR n , er der oftest god plads mel­
lem Amin og Amax ; de to operatorer afviger fra hinanden ved randbetingelser 
(bibetingelser om opførslen af funktionerne i D(Amin ) og D(Amax ) ved 3~). 

(Dog har man under gunstige omstændigheder, at Am.st = Ast = Amax ') Operato-
rv 

rerne A med 

(7.8) A. cAcA mln max 

kaldes realisationer af A. 



Mod. An. 1984 7.3 

Z~~~_§Q~21~Y_E~~' 

Definitionsområderne for realisationerne beskrives ofte ved hjælp af forskel­
lige Sobolev rum, som vi nu vil definere. 

n Definition 7.2. Lad r.l Vær>e en åben delmængde af ]R • Lad m E lNO' 
10 SoboZev rummet Hm(r.l) defineres ved 

(7.9) 

(Da er defineret i distributionsforstand); det forsynes med skalarprodukt og norm 

(7.10) a a l 
(ulv)m = L (D ulD v) 2 ,lIull m = (Ulu)~ . 

I a L~m L (r.l) 

Det er oplagt, at (ulv)m er et skalarprodukt med tilhørende norm lIull m 
(idet lIull m ~ lIull O == /lull 2 ), så at Hm(r.l) er et præ-Hilbert rum. At rummet 

L (r.l) 
er fuldstændigt, fås let af distributionsteorien: Lad (uk)kElN være en Cauchy 
følge i Hm(r.l). Specielt er (Uk) en Cauchy følge i L2(r.l) ; den har da en 
grænseværdi u i L2(r.l). Følgerne (Dauk)kElN' hvor lal < m, er ligeledes 
Cauchy følger i L2(r.l) med grænseværdier ua Da uk ~ u i L2(r.l) , vil 
uk ~ u ~'(r.l), og dermed Dau k ~ Dau i 2}' (r.l) . Sammenlignes dette med at 

Dau k ~ ua L2(r.l) , ses at ua = Dau for hvert lal ~ m, hvormed u E Hm(r.l) 
og uk ~ u i Hm(r.l). - H~(r.l) er da også et Hilbert rum, med samme norm. Vi 
har vist: 

Bemærk, at vi har naturlige indlejringer 

(7.11) 

specielt vil konvergens i Hm(~) medføre konvergens i Jj'(r.l) . Vi bemærker end­
videre, at når A er en m.'te ordens differentialoperator (7.1) med ~egrænsede 

koefficienter, så er 
Hb(r.l) ~ D(Amin ) c D(Amax ) , 

idet konvergens i Hm medfører konvergens i graf-normen. Vi nævner her uden bevis, 
(jvf. dog Sætning 9.28) 
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at den første inklusion for elliptiske operatorer kan vises at være en identitet, 
mens den anden i nkl us i on sjæl dent er det, når st =1= lR n (st c lR behandl es nedenfor). 

Ovenstående definition af Hm(st) er en "svag" definition, derved at differen­
tialkvotienterne er defineret i distributionsforstand. Under gunstige omstændig­
heder er den imidlertid også "stærk". 

Sætni ng 7.4. Når st = lR n 

så er Cm/Q) tæt i Hm(st) 
L 

n 
e Her lR + ' e Her st er glat, åben og begrænset, 

(I det begrænsede tilfælde er Cm2(~) = Cm(~) .) 
L 

Bevis: 

I cx I < m 

(7.12) 

10 st = lR n. Nå r u E Hm ( lR n) , 
og h.*O(Xu~Ocxu i L2(st). 

J 

<hj*Ocxu ,~> = JJhj(x-y)o(Xu(Y)~(X)dY dx 

= J0(Xu(y) Jhj(X-Y)~(X)dX dy = <o(Xu , Jhj(X-Y)~(X)dX> 

= <u , (_Oy)CX Jhj(X-Y)~(X)dX> = <u , J(OCXhj)(X-Y}~(X)dX> 

= «OCXhj)*u ,~> = <OCX(hj*u) ,~> , 

hvor vi har brugt Fubini IS sætning et par gange (integranden er i L1 ,ved 
Schwarz l ulighed) samt (5.27). Oa altså 

(7.13) 

ser vi, at h.*u ~ u i Hm(lRn) for j ~CXl, således at u E Hm(lRn) approxi­
J 

meres af følgen hj * u E Cm
2(lRn) . 

L 
20 st = lR~. Vi kombinerer her foldningsteknikken anvendt under 10 med en 

"skubbe-teknik", hvor den funktion, man ønsker at approximere, skubbes lidt ud af 
n lR+. Idet man definerer translationsoperatoren Lh ved 

(7.14) 

gælder der for u E L2(lRn), ved argumentet efter (3.36), at 

(7.15) JMIU-LhUI2 dx ~ O for h ~ O , 

når M er en målelig delmængde af lR n . Specielt, hvis u E Hm(lR~), gælder 
der om L 2-funkti onerne O(Xu på lR n 

+ ' 

for h ~ 0+ 
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(man kan tænke sig D<Xu forlænget med O i lR n ; det indgår ikke i integralet). 
Da der endvi dere gæl der, for h ~ O og tp E Cå( lR:) , 

([_hD<Xu ,tp) = <D<Xu ,Thtp) <u, (-D)<XThtp) = <u ,Th(-D)<Xtp) = <D<XT_hu ,tp) 

så at D<X og T_h kan ombyttes, ses at (T_hu) \ n konvergerer mod u 
Hm(lR~) for h-+O+. lR+ 

Herefter betragter vi h j*(T _hu) for j) 2/h. For tp E Cå( lR:) kan reg­
ningen i (7.12) gennemføres, og man finder, at [hj*(T_hu)]\ n -+ (T_hU)1 n 
i Hm( lR n) for j -+ co . lR+ lR+ 

30 ~ glat, åben og begrænset. Vi overdækker ~ med åbne mængder 

~0'~1 , ..• ~~N' hvor ~1 , ..• '~N er af arten beskrevet i Definition 5.4, og 
ITO c ~. Lad ~O' ... '~N være en deling af enheden med ~~ E Cå(~~) og 
~O + •.• +~N = 1 på ~ (jvf. Sætning 5.13). Funktionen ~Ou har kompakt støtte 
i ~ og giver ved forlængelse med O uden for ~ en funktion ~ Hm(lRn) 

(idet D<X(~Ou) = L~~<x (~) D~~O D<X-~u har støtte i supp~O' så at ~) 
er lig med D<X(~)). Nu kan ~ approximeres ifølge 1°, og restriktion til 
~ giver herefter den ønskede approximation af ~Ou. Funktionerne ~~u , 
~ = 1, .•. ,N, føres ved diffeomorfierne hørende til hver ~~ over i funktioner 
v ~ i Hm( lR~) *) (med støtte i B(O, 1) ), som approximeres i Hm( lR~) iføl ge 20

• 

(Da supp v~ er kompakt c B(0,1) , fører translation og foldning ikke ud af 
kuglen, når h og 1/j vælges tilstrækkeligt små.) Ved tilbagetransformation 
til ~~ fås approximationer af ~~u , for hvert ~. Summen af approximatio­
nerne til ~~u, ~ = O, ... ,N, approximerer da u. U 

Brugen af foldning med hj som i denne sætning er op~indeligt indført af 
K. O. Friedrichs; operatoren Fj : u -+ hj*u er også kendt under navnet 
Friedrichs' mollifier (blødgører). 

Man kan forøvrigt vise for vilkårlige åbne mængder ~, at Cm2(~) er tæt 
L 

i Hm(~) (resultatet findes i B. Fugledes disputats, og bruger en fin deling af 
enheden). Ved behandling af randværdiproblemer har dog især Sætning 7.4 betydning. 

*) Det benyttes her at man, med nogen ulejlighed,kan vise kædereglen for distri­
butioner. Da K, K-

1 og deres afledede er Cco-funktioner, er egenskaben 
u E Hm invariant under passende diffeomorfier. 
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Sætning 7.5. for alle m EJNO· 

Bevis: Vi kombinerer her teknikken fra Sætning 7.4. 1
0 med en tredje teknik, 

"beskæring". Lad u E Hm(lRn). Som tidligere vist, konvergerer X(x/N)u mod 
u i L2 (lRn) for N ~ 00 (jvf. (5.1)). Oe afledede opfylder 

(7.16) Oa(x(x/N)u) = L (~) OS(x(x/N))Oa-0u 
0~a 

= X(x/N)Oau + L (~) 00(X(x/N))Oa-0 u . 
0<a 

0*0 

Når lal < m, er Oau i L2 (lR n), så der gælder atter, at X(x/N)Oau ~ Oau 

i L2(lRn) for N ~ 00. For de øvrige led benytter vi, at sup I00(X(x/N)) I 
xElRn 

er O(N- 1) for N ~ 00, for hvert 0 * O. Så vil bidraget fra summen over 

0*0 gå mod O i L2(lRn) for N ~oo. 
Nu har X(x/N)u kompakt støtte i lRn , og det ses som i beviset for Sætning 

7.4. 10 , at hj*[x(X/N)U] ~ X(x/N)u i Hm(lRn); her er hj*[x(x/N)U] E C~(lRn) . 

Bemærkning 7.6. Ovenstående viser, at 

(7.17) Hm(lRn) = H~(lRn) for alle m E:lNO· 

Vi har naturligvis altid HO(Q) = L2(Q) = H~(Q) for vilkårlige Q (da C~(Q) 
er tæt i L 2 (Q) ). For m > O kan man derimod vi se, at Hm(Q) * H~(Q) , så snart 

lRn , Q har en vis størrelse, f.eks. har indre punkter. 

Følgende udvidelsessætning kan herefter bevises. 

Sætning 7.7. Lad m E :IN, og lad Q være glat, åben og begrænset, eller lig 

med lR:. Der findes en kontinuert operator p: Hm(Q) ~ H
m

( lR
m
), så at 

u = (pu) I Q for U E Hm (Q) • 

Bevis. 10 Tilfældet Q = lR:. Vælg på vilkårlig måde et sæt af m forskellige 
positive tal AO, .•• ,Am-1 . Lad aO, ..• ,am-1 være løsningssættet til lignings-

systemet 
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(7.18) 

m-1 
I O:k = 1 , 

k=O 

. 
m-1 m-1 (m-1 

I Ak O:k = -1) . 
k=O 

7.7 

(Løsningen er entydigt bestemt, idet determinanten for ligningssystemet er Van­

dermondes determinant, 
1 • 

AO . Am-1 
det = II (A.-A.) . ) 

. 0~i<j~m-1 J l 

m-1 AO A m-1 

Når nu u E Cm (lR n) 
L2 + 

definerer vi 

(7.19) 
fX) 

(pu)(x) = m~1 

k=O 

m-1 

pu ved 

for xn .2. O , 

O:k u (x I , -Akxn) for xn < O 

kontinuert på lR n for o: = (o: l ,O:n) med 
definerer kontinuerte funktioner på hver 

På grund af (7.18) fås, at OO:pu er 

/0:/ ~ k og O:n ~ k-1 , mens Dk pu xn 
af områderne lR n og lR n . Ved anvendelse af Lemma 6.6 på kuglerne B(O,R) 

+ -
(R~=) ses, at de klte distributionsafledede er funktioner, der stemmer overens 

med de sædvanlige afledede i lR~ og lR~, så at pu E Hm(lR
n
); og det er let 

at verificere ud fra (7.19), at 

(7.20) 

for en passende konstant c. 
Da operatoren p: u ~ pu er defineret på den tætte delmængde Cm (lRn) 

L 2 + 

og ifølge (7.20) er kontinuert med 
kontinuitet til en kontinuert afbildning af 

ønskede egenskaber. 

hensyn til m-norm, udvides den ved 
Hm( lR~) i nd i Hm( lR n) med de 

af 
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20 Når Q er glat, åben og begrænset, reducerer vi til det forrige tilfælde ved 
brug af en overdækning u~=o Q~ af IT (TIO c Q) , med tilhørende diffeomorfier 
K(~) : Q~ ~ 8(0,1) for ~ > O samt en deling af enheden l/JO, .•. ,l/JN med 

l/J~ E CO(Q~) og l/JO+'" +l/JN = 1 på TI. Lad u E cmaD (= Cm
2(TI)). For 

L 
l/JOu tages p(l/JOu) = ~u (forlængelsen med O udenfor Q). For hvert ~ > O 
overføres l/J~u ved diffeomorfien K(~) i en funktion v~ E Cm2(R~) med støtte 

L 
i 8(0,1) n R~. Her anvendes pkt. 10 med i\ valgt > for hvert k (f.eks. 
Ak = k+2), så at støtten af pv~ er en kompakt delmængde af 8(0,1). Med 
notationen 

sætter vi 

dette definerer ved afslutning en afbildning med de ønskede egenskaber. O 

Analysen af Sobolev rum vil blive fortsat, dels i forbindelse med Fourier 
transformationen, dels ved studiet af randværdiproblemer. 

Sætning 7.4 viser "stærk definition = svag definition" i et særligt tilfælde, 
hvor vi betragter hele skaren af differentialoperatorer (Oa)lal<m på en gang. 

a -For en generel operator A = L1al<m aaO er de tilsvarende argumenter en del 
vanskeligere (og fungerer ikke altid for områder med rand); f.eks. indgår det 
anvendelsen af Friedrichs' mollifier at vurdere hj*(La aaOau) -La aaOa(hj*U) , 
der kræver yderligere teknikker, når aa afhænger af x . 

For operatorer i en variabel løses problemet dog let ved brug af sætninger 
om absolut kontinuitet. For nogle operatorer på Rn (f.eks. Laplace operatoren, 
evt. med et potential) klarer man sig ved kraftig brug af Fourier transformatio­
nen. I det følgende beskrives den endimensionale situation. 

7.3. Sobolev rum over intervaller. ---------------------------------
For et begrænset interval har vi allerede indført en differentialoperator 

Aac ' der generaliserer D, i Afsnit 2.4. Vi vil nu vise, at dette begreb 
falder sammen med både den stærkeste og den svageste definition. 
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Sætning 7.8. For operatoren A D på intervallet I = ]a,b[ er (jvf. (7.2), 
(7.6) og Afsnit 2.4) 

(7.21) 

og definitionsmængden H~c(I) er lig med H1(I) , 
delmængde. Endvidere er (jvf. (2.41)) 

(7.22) 

1-hvori C (I) udgør en tæt 

Bevis: H~c(I) er et Hilbertrum med hensyn til graf-normen ("U"6+"Aacu"6)~ 
(jvf. (2.6)), idet Aac er en afsluttet operator. Endvidere er C1(1) et tæt 
underrum heri, for hvis u E H~c(I) , så er u = Jv + c for et v E L2(I) 
(v = Aacu) her kan vi finde en følge vn E CO(1) så vn ~ v i L2(1) og 
dermed un = JV n + c ~ u i grafnormen, og un E C1 (1) . På den anden side er 

1 - 1 2 2 1 C (I) tæt H (I) med hensyn til dettes norm lIu"1 = (lIuIl O+IIDuIl O)2. Da de 
to normer er ens på den tætte delmængde C1(1), er der identitet mellem de to 
rum H~c(1) og H1(1). Nu har Amax jo definitionsmængden H1(1) , så da 

Aac og Amax stemmer overens på C1(1) er Aac = Amax ' Da Am.st er afslut-
ningen af D defineret på C1(1) , ses at også Am•st = Amax Da AO = Aa; , 

er AO = Ama; = Amin . D 

Hermed har vi også vist de identiteter, der blev lovet i Afsnit 1.1. 

L2(I) i distributionsforstand ikke 
og at der ikke er ret stort 

Det ses, at begrebet differentiation i 
ligger forfærdelig langt fra klassiske begreber, 

spillerum mellem Amin og Amax (idet D(Amin ) 
jvf. (2.44)). 

har codimension 2 i D(Amax ) , 

For områder i højere dimensioner bliver billedet et helt andet. Bl.a. vil 
D(Amin ) i reglen have codimension = i D(Amax ) når ~ er en ægte delmængde 
af ~n, og forskellen ligger bl.a. i at de forskellige randbetingelser hørende 
til forskellige realisationer beskrives ved funktionsrum over d~, som er 
uendeligdimensionale. Begrebet absolut kontinuitet spiller ingen større rolle 
her; funktioner i H1(~) behøver end ikke være kontinuerte. (For eksempel er 
funktionen x1/(xi+x~+x~)~ diskontinuert (men begrænset) på B(0,1) , og dens 
første afledede i distributionsforstand er i L2(B(0,1)) , så den tilhører 
H1(B(0,1)), jvf. Øvelse 6.7:) Sobolevs sætning senere vil vise, hvorledes konti­
nuitetsegenskaber ved funktioner i Hm-rum afhænger af dimensionen. 
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Når M er et vilkårligt (åbent, halvåbent eller afsluttet, evt. ubegrænset) 
interval af R, siges en funktion u på M at være lokalt absolut kontinuert, 
når ulK er absolut kontinuert for ethvert kompakt delinterval K af M . 
Kun når M selv er kompakt, er absolut kontinuitet og lokal absolut kontinuitet 
på M det samme. 

Sætni ng 7.9. Lad I være et åbent inteY'Val af R, og lad m E ]N. Så er 

U E Hm(I) hvis og kun hvis u(k) er lokalt absolut kontinuert på I for 
I (m) 2 ( ) k < m, med u, U , ••• , u E L I • 

Bevis: Lad u E Hm(I). Når I er begrænset, er det et direkte korollar til 
(m-1) 1 () (m-2) 1 ( ) Sætning 7.8: Man viser successivt, at u E Hac I ,u E Hac I , ... , 

u E H~c(I), hvormed alle differentialkvotienter u(k) , k < m, ses at være 
absolut kontinuerte på I . (Den omvendte slutning er oplagt.) 

Når I er ubegrænset, har vi herefter for ethvert begrænset delinterval 
I I af I , at u E Hm(I I) så at u(k) er absolut kontinuert på TI for 

hvert k < m • O 

Ovenstående vedrører differentiation på Hm. Vi kan også sammenligne diffe­
rentiation i JO I med differentiation af absolut kontinuerte funktioner, ved 
hjælp af følgende kraftige "entydighedssætning": 

Sætni ng 7.10. Lad I være et åbent interval af R, lad k E ]N 

u E 2Y (I). Hvis D u = O, så er U lig med en konstant. Hvis 

så er U et polynomium af grad ~ k-1 . 

Bevis: Sætningen vises ved i ndukti on" efter k • For tilfældet 
når Du = O , at 

O = <Du ,tp> = -<u ,Dtp> for alle tp E Co( I) . 

k = 

Vælg en funktion h E COO) med <1,h> = 1 , så kan ethvert tp E COO) 
som 

(7.22) 

hvor l/J(t) = iJ~oo (tp(s)-<1 ,tp>h(s)lds E COO). Vi har da 

har man, 

skrives 

<u ,tp> = <u ,Dl/J> + <1 ,tp><u ,h> = <c ,tp> for alle tp E COO) , 

hvor c er konstanten <u,h>. Dette viser, at u = c · 
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Induktionsskridtet går nu således: Antag, at sætningen er vist op til værdien 
k. Hvis Ok+1 u = O , er OkO u = O , så O u er et polynomium p(t) af 

grad < k-1 . Lad P(t) være en stamfunktion til p(t) ; så er O(u-p(t)) = O , 

hvoraf følger at u = P(t) + c . O 

Heraf fås: 

Sætni ng 7.11. Lad I være et åbent interval af ]R. Lad m r: ]N. Hvis 

u r:~I(I) og Omu r: L2(I) , så el" U r: Hm(II) fol" ethvert begrænset delinter­

val af I . 

Bevis: Oet er nok at vise sætningen for et begrænset interval I = ]a,b[ . 
Ved successiv integration dannes en funktion 

.m Jt JS
1 (s2 (7.23) v(t) = l dS 1 dS 2 J'" 

a a a 

som er absolut kontinuert (og L2-integrabel) med absolut kontinuerte (og L2_ 
integrable) afledede op til orden m - 1 . Nu er Omv = Omu , så u - v 

er et polynomium p (af grad ~ m-1) ifølge Sætning 7.10. Specielt er 
u = v+p E Hm(I) . O 

Bemærkning 7.12. For ubegrænsede intervaller er egenskaben Omu E L2(I) ikke 
tilstrækkelig til at slutte at u E Hm(I) globalt. Her kan man imidlertid vise, 
at når både u og Onlu er i L2 (1) , så er u Hm( 1) . Oet fås l et ved 

brug af Fourier transformationen, så vi gemmer beviset til senere. 

Bemærkning 7.13. Man kan også definere Sobolev rum relativt til LP(~) , 
pr: [1 ,00] , de betegnes i l i tteraturen oftest Wm ,p (~) , og all e ovennævnte 

sætninger kan generaliseres hertil (med visse modifikationer for tilfældet 
p = 00). L1-tilfældet er særligt interessant; f.eks. overføres Sætning 7.11 
uden videre til Wm,1(I). 

Indlejringerne (jvf. også (2.34 1
)) 

(7.34 ) 

er kontinuerte, hvilket f.eks. kan dokumenteres direkte ved uligheder mellem 
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de tilhørende normer. Således har vi for u E C1(1) 
b b l 

= (J lu(t)1 2 dt+ I lu ' (t)1
2 

dtY 
a a 

(7.35) 

1 

~ ((b-a)(suQlu(t)1 2 + SUQIU I (t)1 2))2 
tE! tE! 

1 

~ ( b -a ) 2 ( s U.Q-' u ( t) I + s uQ I u I ( t) I) , 
tfr tE! 

som viser kontinuiteten af den første inklusion. For den anden vælger vi en 
funktion 1'; E C1(1) som er 1 ved a og O ved b. Når u C H

1
(I) , er 

b b 
(7.36) lu(a)1 = II d~(r;(t)u(t))dtl = II (l,;'U+l,;U')dtl 

a a 

hvor C kun afhænger af 1';. Endvidere er for alle t ( r 
t b 

lu(t)1 = II u'(s)ds+u(a)1 ~ II 1.U ' (s) dS I + lu(a)1 
a a 

1 

~ (b-a)2 IIU'll o + lu(a)1 < Cl IIull 1 

ifølge (7.36), hvormed 

(7.37) sUQ lu(t) I ~ Cl IIull 1 . 
trI 

Det er let at generalisere dette (jvf. Sætning 7.9) til inklusionerne 

(7.38) 

der ligeledes er kontinuerte. 

d 
Med den fuldstændige afklaring i Sætning 7.11 af, hvordan operatoren dx 

virker i L2-sammenhæng, er det nu let at behandle Sturm-Liouville operatorer. 
Lad r være et begrænset interval la,b[, og lad p og q f c=(r) , med 

p E C 1 (I) , q E cO (I) og 

(7.39) O < c ~ p (t) ~ C, I p I (t) I ~ C, O ~ q (t) ~ C på I , 

hvor c og C er positive konstanter. Lad A være differentialoperatoren de-
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fineret ved 

(7.40) (Au)(t) = - ~p(t) d~~t)) + q(t)u(t) . 

Man ønsker at diskutere løsningerne til ligningen 

(7.41 ) A u = f 

samt løsningerne til egenværdiproblemet 

(7 . 42) A u = AU 

Idet Au også kan skrives 

(7.43) Au = -pu ll
- p'u' +qu , 

hvor jo p ~ c > O, er det velkendt fra teorien for sædvanlige differential­
ligninger, at ligningen 

(7.44) A u = O 

har et todimensionalt løsningsrum, udspændt af to lineært uafhængige løsninger 
~1 og ~2; samt at (7.41) for hvert f E CO(1) har en skare løsninger af 

formen Uo + c1~1 + c2~2 ' hvor c1 og c2 genneml øber ~. Entydi g l øsni ng af 
(7.41) fås kun, hvis vi pålægger yderligere betingelser. For eksempel er løsnin­
gen til (7.41) entydigt bestemt ved sine begyndelsesværdier u(a) og u'(a) , 

og der findes en eksplicit formel for u udtrykt ved f, ~1 og ~2 (kendt 
fra Matematik 1). 

I Sturm-Liouville problemet betragter man mere almene randbetingelser, 
altså lineære betingelser på u's randværdier u(a) , u'(a) , u(b) , u'(b) 
(højere afledede kommer på tale ved højere ordens problemer), Vi vil diskutere 
disse randbetingelser, og de L2-realisationer af A, der defineres herved. 

Den maksimale realisation Amax er jo defineret for de u E L2 , for hvil-
ke -(pu')'+qu tilhører L2 , Det er klart, at H2(I)cD(Amax ) På den an-
den side får vi successivt, ved brug af (7.39) og Sætning 7.11 

hvormed i alt fås 

(7.45 ) D(A ) = H2(I) . max 
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Det er værd at bemærke, at de tilhørende normer er ækvivalente: 

(7.46 ) 

med c1 og c2 > O , thi den højre af disse uligheder gælder oplagt fordi 
p ,pI og q er begrænsede, hvorefter den venstre følger af åben afbildning 
sætningen (Sætning 4.12): Indlejringen H2(I) ~D(Amax) er en kontinuert bi­
jektion af et Hilbertrum på et andet, og har derfor kontinuert invers. 

For beskrivelsen af den minimale operator undersøger vi udtrykket 
(Au Iv) - (uiAv) . Man finder ved delvis integration Lagrangels formel: 

b 
(7.47) (Aulv) - (uiAv) = I [-dt(pdtU)V + Udt(pdtv)]dt 

a 

lb Ib ]b Ib = -PdtUV J + PdtUdtV dt + UPdtV - dtUPdtV dt 
a a a a 

= -p(b)[ul(b)v(b)-u(b)vl(b)] + p(a)[ul(a)v(a)-u(a)vl(a)]! 

Specielt er udtrykket O for u og v E C~(I) , så AICOO(I) er symmetrisk, og 
O 

det samme gælder afslutningen (som operator i L2(I)), Amin Differentiations-
udtrykket A er altså formelt selvadjungeret: A = AI . Nu er Amin = Amax* 
(jvf. Lemma 7.1), så da talsættet {u(a) ,u(b) ,ul(a),ul(b)} gennemløber hele 
~4, når u gennemløber C2(1) c H2(I) (jvf. Bemærkning 7.19), ses at 

(7.48) D ( Am i n) = {u E H2 
(I) I u ( a ) = u ( b ) = U I (a) = u I (b) = O} 

(overvej selv!). 

Vi indskyder, at teknikkerne ovenfor giver en let adgang til at vise 

Sætning 7.14. Lad m E]N og lad I = ]a,b[ . så er 

(7.49) 

Endvidere er Hm(I) , henholdsvis H~(I), lig med definitionsområdet for 

den maksimale, henholdsvis minimale,realisation af D~ i L2(I) , og der fin­

des c1 og c2 > O så 

(7.50) 

for alle 
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Bevis: Betragt differentialoperatoren T = D~. På grund af Sætning 7.11 er 
D(T

max
) = Hm(1) ; den højre ulighed i (7.50) er oplagt og den venstre følger af 

åben afbildning sætningen, ganske som i beviset for (7.46). Endvidere har man 

Lagrange formlerne for u og v E Hm(1) 
b 

(7.51) (DtUlv) - (uiDtV) = -i J (dtUV+ udtV)dt 
a 
b 

= -i fa dt(uV)dt = -i[u(b)V(b)-u(a)V(a)] 

(7.52) (D~Ulv) - (UID~V) = (D~UIV) - (D~-1UIDtV) + (D~-1UIDtV) - ... - (UID~V) 
m-1 

= -i I [D~-1-ku(b)D~V(b) - D~-1-ku(a)D~V(a)] . 
k=O 

Specielt er D~ formelt selvadjungeret, og Tmin = Tma~' Da talsættet 
m-1 m-1 ( 2m {u(a) ,u(b) ,Dtu(a) ,Dtu(b), ... ,Dt u(a) ,Dt u b)} gennemløber hele It , når 

u gennemløber Hm(1) (som indeholder Cm(I) ), ses at 

D(T
min

) = {u E Hm(1) I u(k)(a) = u(k)(b) = O 

Nu er D(Tmin ) jo lig ~ed afslutningen af CO(1) med 
Men da graf-normen og H -normen er ækvivalente, ses at 

definitionen af dette rum. 

for O ~ k ~ m-1} . 

hensyn til graf-normen. 
D(Tmin ) = H~(1) ifølge 

O 

Det er interessant, at sætningen giver en fuldstændig afklaring af hvad 
H~(1) er. Der findes generalisationer til højere dimensioner, som kræver en 

meget dybere analyse. 

Korollar 7.15. Lad I = ]a,=[ . Så er 

(7.53 ) 

Bevis: Lad u E H~(1) og betragt dekompositionen 

u = XN u + (1-XN)u , 

hvor XN(t) = X(t/N) og N vælges > 21al . Det ses som i Sætning 7.5, at 

XN u ~ u i Hm(I). 
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Hvis u(k)(a) = O for k = 0,1, ... ,m-1 , opfylder XNu betingelsen for 
at ligge i H~(Ja,2N[) ifølge foregående sætning, og kan derfor approksimeres 
i Hm-norm med funktioner i C~(Ja,2N[) . Ved først at vælge N tilstrækkelig 
stor og derefter vælge ~ E Cå(Ja,2N[) tæt ved XNu kan man approksimere u 
i Hm-norm med elementer i Cå(Ja,=[) . Dette viser inklusionen ~ i (7.53). 

Hvis u E: H~(I) , findes der en følge af funktioner ~k (C~(I) så 
~k ~ u i Hm(I). For hvert N gælder da endvidere, at XN~k ~ XN u 

Hm(I) for k ~ =. Da XN~k (C~(Ja,2N[) , er grænsefunktionen XNu i 
H~(Ja,2N[) og har randværdier O ved Sætning 7.14. Specielt er 

u(k)(a) = (xNu)(k)(a) = O for k = O, ... ,m-1 . Dette viser inklusionen c i 

(7.53) . U 

Efter dette sidespring vender vi tilbage til operatoren (7.40), og vi vil 

analysere dens realisationer, dvs. operatorerne A i L
2
(I) med 

(7.54) 

For u (: H2 (I) 

(7.55) 

(7.56) 

defineres vektoren pU 

u(a) 

pU = 
u(b) , 
u I (a) 
u I (b) 

YOu = (u(a)) og 
u(b) 

af Cauchy data af u ved 

som skrives (YD
U

) , med 
Y1 u 

y u = (U I ( a )) • 

1 u'(b) 

kaldes ofte randværdien af j1te orden (eventuelt med andre for-

tegnskonventioner, "i" indbygget el.l.). Idet pu for u E D(Amax ) = H
2

(I) 

som før nævnt kan antage alle værdier i ~4, ses af (7.48), at D(A. ) mln 
har codimension 4 i D(A x), Skaren af operatorer A der tilfredsstiller ma . 
(7.54), er nu i enentydig korrespondance med skaren af underrum V af ~4 , 

hvor korrespondancen beskrives ved at 

V = pD(A) , 

(7.57) 

idet virkningen af A jo er fastlagt i (7.54). Se også Bemærkning 7.19. 
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Vi vil undersøge, hvilke realisationer A der er selvadjungerede. Ifølge 
2 Lagrange formlen (7.47) har vi for u E H (I) 

(7.58) (Au I v) 2 - (u I Av) 2 = (Bpu I pv) 4 ' 
L (I) L (I) ~ 

hvor 
O O p(a) O 

B O O O -p(b) som skrives C :) = , 
-p(a) O O O 

O p(b) O O (7.59 ) 

med X " (:(al 
-:(bJ) 

(der er regulær). 

Der gælder her, at når A er bestemt ved randbetingelsen pu E V, så be­
står D(A*) af de funkti oner v r: H2( 1) , for hvil ke 

(7.60 ) (Bpulpv) 4 = O 
~ 

for a 11 e p u E V , 

altså,med andre ord: 

(7.61) 

Hvis V har 
bart er regulær. 
4 - k = k, dvs. 

"'* .L v E D(A) ~ p v C (BV) • 

dimension k, har (BV)ol dimension 4 - k, idet B åben­
En nødvendig betingelse for selvadjungerethed af A er da, at 
k = 2. Symmetriskhed af A (dvs. D(A) c D(A*» finder 

sted hvis og kun hvis 

(7.62) 

af dimensionsgrunde ser vi da, at A er selvadjungeret hvis og kun hvis k = 2 
og (7.62) gælder. Endvidere kan A kun være symmetrisk, hvis k ~ 2. Vi vil 
analysere disse betingelser nærmere. 

Med notationen (7.56) kan det, at pu ligger i et vist vektorrum V af 
dimension k, udtrykkes ved to krav 

(7.63) 

hvor ~ gennemløber ~k, og MO og M1 er 2xk-matricer, valgt så at 

M "(:~) er en bijektiv afbildning af ~k på V. Analysen af (7.621 vil 
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blive udført som en analyse af MO og M1 . 
Når O(A) er defineret ved betingelsen (7.63), bliver betingelsen for at 

v f O(A'*) (jvf. (7.60)-(7.61)), at der for alle <P E ~k gælder: 

som omskrives: 

dvs. betingelsen er, at 

(7.64) " 

Indsættes specielt v E O(A) (altså af formen (7.63)), ser vi, at (7.60) 

gælder for alle u og v f O(A) hvis og kun hvis 

dvs. (da X er symmetrisk), når 

(7.65) M1 X MO er symmetri sk. 

Når k= 2 , karakteriserer (7.65) de selvadjungerede realisationer A. Vi har 

vist: 

Sætning 7.16: Lad A være realisationen af A i L2(I) bestemt ved randbe­

tingelsen (7.63), dvs. betingelsen: 

(:~:) tiZhøpep væedimængden fop (:~) 
hvoP (:~) afbiZdep ~k ind i ~4 injektivt. Så ep A symmetPisk hvis og kun 

'" hvis k ~ 2 og (7.65) gælder; og A er selvadjungeret hvis og kun hvis k = 2 

(7.66) 

og (7.65) gælder. 
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giver Dirichlet betingelsen 

(7.67) (Y1u vilkårlig). 

2° MO = (: ~) og Ml = (: :) giver Neumann betingelsen 

(7.68) 

sen 

M
O 

= (: :) og Ml = G :) med o og ~ E IR,-{O} giver betingel-

(7.69) u(a) = u(b) , su'(a) = au'(b) 

(en slags periodicitet). Idet 

rv 

ses at den tilsvarende realisation A bliver selvadjungeret når (a,S) = 

c(p(b),p(a)) , dvs. p(a)u'(a) = p(b)u'(b) . 

40 MO = (: ~), Ml = (: :) med o og ~ E IR, giver betingelsen 

(7 .70) u' (a) = au ( a) , u ' (b) = su (b) , 

en såkaldt lokal betingelse, dvs. en betingelse, hvor punkterne a og b ind­

går separat (ligesom i 1° og 2°). Her er 

(7.71) 

'" symmetrisk, så A er selvadjungeret for alle valg af a og S E ~ . 

50 Ikke-selvadjungerede realisationer fås f.eks. ved andre valg af a ,S 
i eksempel 3°, og ved komplekse valg af a og S i eksempel 4°. Et reelt 

eksempel er MO = (: ~), Ml = (~ :), hvor 

Mi X MO - G :)(:(al -:(bl) G O) = (O -P(b)). 
1 p(a) O 



Mod. An. 1984 7.20 

rv 

Også positiviteten af realisationerne A og A kan analyseres ved en undersøgel-

se af matricerne M
O 

og M1 . Lad k = 2, og lad u og v E D(X) , bestemt 

ved (7.63). Så er 

(7.72) 
b 

(AuIv) = J (-dt(pdtU)V + quv)dt 
a 
b b 

= -fa dt(p(dtu)v)dt + Ia[P(dtU)(dtV) +quv]dt 

-p(b)u ' (b)v(b) + p(a)u l (a)v(a) + s(u,v) 

(M1lP I X MO 1/1) + s(u,v) 

= (lP I M1 X MO 1/1) + s ( u ,v) 

hvor s(u,v) er den sesquilineære form 

b 
(7 • 7 3 ) s ( u , v) = f [p U I V I + q u v] d t 

a 

den er åbenbart symmetrisk og ~ O. For det første ses heraf, at (Aulu) er 
reel på D(X) hvis og kun hvis M"1XMO er symmetrisk, så vi genfinder betingel­

sen (7.65). Men vi får nu også et kriterium for positivitet: 

rv 

Lemma 7.17: En tilstrækkelig betingelse for at A er selvadjungeret > O er, 

at k = 2 og M"1 X MO er symmetrisk og ~ O . 

Dette gælder i eksemplerne 10 og 20
, samt i eksempel 3

0 
når a = p(b) , 

B = p(a) , mens det gælder i eksempel 4~ når a ~ O og B ~ O . 
Den tilstrækkelige betingelse i Lemma 7.17 er ikke nødvendig (man har f.eks. 

ofte, at s(u,v) ~ c "u"1 for et vist positivt c , hvilket tillader en smule 
negati vitet af M"1 X M

O 
), men vi undl ader en dybtgående undersøge l se. (En ful d­

stændig analyse blev givet af M. G. Krein i det russiske tidsskrift Matematiche­
skii Sbornik i 1947, også for 2m ' te ordens operatorer, som en fortsættelse af 
hans abstrakte analyse nævnt i Øvelse 2.23-24.) Lad os også nævne uden bevis, 
at enhver selvadjungeret realisation A af Sturm-Liouville operatoren (7.40) 
vil være nedad begrænset (man kan bruge Dunford-Schwartz II, Lemma XIII 7.22), 
dog kan vilkårligt store negative nedre grænser opnås. (Ved randværdiproblemer 

for operatorer i flere variable, hvor co-dimensionen af D(Amin ) D(Amax ) 
er 00, findes der nedad ubegrænsede selvadjungerede realisationer.) 
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rv 

En eksplicit formel for inversen til A i de tilfælde hvor A er defineret 
ved en lokal randbetingelse og er invertibel, er givet i Matematik 213 (Noter 
1974/75, Kapitel 8). For fuldstændighedens skyld vil vi gengive resultatet her. 

rv 

Sætning 7.18: Lad A være realisationen af A bestemt ved randbetingelsen 

(7.74) 

rv 

hvor (c1,c2):f= (0,0) og (c3,c4):f= (0,0) . Antag, at ligningen Au = ° kun 

har nulløsningen. Lad u1(t) og u2(t) være løsningerne til henholdsvis 

A u1 = ° på I 
(7.75 ) 

A u2 = ° på I 

og lad K = -p(t)(u 1(t)u2(t)-u2(t)u1(t)) (som er en konstant :f= ° J. Da har 

operatoren 

(7.76 ) 

rv rv 2 
A: D(A) ~ L (I) inversen R hvor R er integraloperatoren 

b 
(Rf)(s) = f G(s,t)f(t)dt 

a 

med kerne G(s,t) bestemt ved 

(7.77) 

rv 

G kaldes Green1s funktion for problemet A u = f . 
Bemærk, at G er konti nuert på 1 x 1 og COO på hvert af de to trekant­

formede områder hvor s < t hhv. s > t, idet dSG har et spring ved s = t 
(flere detaljer i Mat 213-noterne). 

I Matematik 213 vises formlen (7.76) faktisk kun for f E CO(T) , hvor 
den giver en løsning u = Rf E C2(1) . Med vore midler kan man nu let vise, at 
(7.76) giver en løsning u E H2(1) for hvert f C L2(1) (Øvelse 7.6). 

Egenværdiproblemet (7.42) for u E D(A) kan herefter behandles ved hjælp 
af teorien for kompakte operatorer, idet R er en kompakt operator (faktisk 
Hilbert-Schmidt). Når A er selvadjungeret, er R det også, og eksistensen af 
et fuldstændigt ortonormalsystem af egenvektorer for A (med egenværdier 
Aj ~ 00) fås ved den almene teori for kompakte operatorer. (Eksistensen måtte 
antages uden bevis i Matematik 213.) 
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Bemærkning 7.19. Den kortfattede beskrivelse (7.57) fortjener måske lidt uddyb­
ning. Vi har nævnt, og brugt flere gange, at afbildningen p: H

2
(I) ~ æ

4 
er 

surjektiv. Et konstruktivt bevis herfor kan gives ved at angive en afbildning 
o: ~4 ~ H2(I) , som sender et sæt af randværdier over i en H2-funktion med netop 

disse randværdier. o kan for eksempel defineres ved forskriften: 

(7.78) o: (3 ,.,. [y(t-a)+<xJxa(t) + [<5(t-b)+(3 JXb(t) , 
y 

<5 
hvor X

a 
og Xb er funktioner coo(1) som er 1 på en omegn af a hhv. b, 

og O uden for en lidt større omegn af a hhv. b , med disjunkte støtter. (Man 
kan tage xa(t) = X((t-a)/e) og Xb(t) = x((t-b)/e) for et passende lille e.) 

o er en lineær afbildning af ~4 på et underrum W af coo
(1) (og 

H2(I) ); den opfylder åbenbart 

po = I på ~4, 

hvormed p: Coo(T) ~ ~4 er surjektiv, og W har dimension 4. 
Ifølge karakteriseringen (7.49) af H~(I) er H~(I) netop nulrummet for 

afbildningen p: H2(I) ~ ~4. Da er kvotientrummet H2(I)/H6(I) isomorft med 
~4. Dette kan vi demonstrere ganske eksplicit ved at bemærke, at afbildningerne 

(7.79 ) u ,.,. opu , u ,.,. u - opu , 

definerer en dekomposition af H2(I) i den direkte sum 

H2 (1) = W';' H~ (I) . 

(Thi opu E W; og p(u-opu) = pu-pu = O, så u-opu E H~(I) ; og der gælder 

pr. definition af W at W nH~(I) = {O} .) 
Da D(A

max
) = H2(I) og D(Amin ) = H~(I) , gælder ligeledes, at 

D(Amax ) = D(Amin )';' W , 

samt at D(Amax)/D(Amin) ~ W ~ ~4 . 
Endelig har vi, at vektorrummene D(A) med 

(7.80) 

netop er dem, der kan skrives på formen 
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hvor W er et underrum af W (brug (7.79)). Der er da en enentydig korrespon­
dance mellem rummene D(A) med (7.80) og underrummene W af W. Ved afbild­
ningen p: W ~ ~4 (der er en bijektion med invers cr) føres W over i det 
rum V, der omtales i (7.57). Hermed er rummene D(A) i enentydig korrespon-

dance med rummene V c ~4 . 
Noget senere i teksten bruges en ny omskrivning af V, nemlig som bil-

ledet M~k ved en injektiv afbildning M af ~k ind i ,4. Matricen M op-

deles i to 2xk-blokke 

M "(:~) , 

og diskussionen af A's egenskaber formuleres som en diskussion af MO og M1 . 
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8. Fourier transformation af distributioner. 

Som vi har set i Afsnit 7.3 -7.4 kan sædvanlige differentialligninger be­
handles i en ramme af distributionsteori på tilfredsstillende måde, ved hjælp af 
begrebet absolut kontinuitet. For partielle differentialligninger må der andre, 
kraftigere hjælpemidler til, og vi vil nu indføre et af de vigtigste af dem: 
Fourier transformationen. Den giver i første omgang et godt greb om differential­
operatorer på lRn med konstante koeffi ci enter; og kan dernæst i den vi deregående 
teori anvendes, ved hjælp af forskellige teknikker, til også at behandle operato­
rer på delmængder ~ og med variable koefficienter. 

Rummet .BI (lRn) er for stort ti l at ti 11 ade en fornufti g defi ni ti on af 
Fouriertransformationen. Man indskrænker sig her til et lidt mindre rum 'af distri­
butioner, g'1(lRn), svarende til et rum af testfunktioner st'(lRn) , der er lidt 
større end CQ'(lRn). (ej hhv. ffl kaldes ofte Schwartz rummet af testfunktioner 
hhv. distributioner, efter Laurent Schwartz.) 

Defi niti an 8.1. vektorrummet ,o( lRn) (e Her :f) defineres som rummet af Coo 

funktioner ~(x) på lRn , for hvilke xaDB~ er begrænset for alle multiindi~ 
ces a og B f. JN~ . y:; forsynes med familien af seminormer 

(8.1) PM(~) = sUP{I(1+lxI2)MDa~(x)1 I x (lRn , lal ~ M} 

Funktionerne ~ E sP kaldes hurtigt aftagende funktioner. 

Med dette system af seminormer er ~(lRn) et Frechet rum. Seminormerne er 
valgt, så de har max,egenskaben (jvf. Bemærkning 4.4); det ville være lige så na­
turligt (men en smule mindre elegant) at tage familien (jvf. (9.13) senere) 

(8.2) Pa,B(~) = sUP{lxaDB~(x)1 Ix E lR n} , 

hvor a og B gennemløber JNg ; (8.2) definerer den samme topologi som (8.1). 
Som omegnsbasis ved O kan vi tage mængderne 
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Topologien på Cå(Rn) er finere (stærkere) end den topologi der induceres på 

dette rum af st'(Rn) , thi VM,N n Cå(Rn) er en åben, konveks balanceret omegn 

af O i Cå(Rn) for alle M og N , jvf. Sætning 4.13 (anvendt på Cå(Rn) = 

U C~.(Rn) ). (De to topologier er faktisk forskellige, idet topologien induce-
J 

ret fra ff er metri s k, mens den anden, som t i dl i gere op l ys t, i kke er det.) 

Bemærk, at 1 c L 1 (Rn) , idet en funktion <P E::? opfylder l<.p(x) I 2: 
c 1 n 
m 2 m' som til hører L (R) for 2m > n 

(1+lxl ) 

Når f E: L1(R n), defineres den Fourier transformerede funktion (Ff)(~) ved 

(8.4) (Ff)(O == f(O = IRne-iX'~f(X)dX . 

Vi noterer straks, at der gælder: 

I'. 

(8.5) suplf(OI < IIfll 1 n 
~E:Rn - L (R ) 

Ved brug af Lebesgues sætning ses endvidere, at SUPlf(~O+~) - f(~O) I ~ O for 

~ ~ O, så f er kontinuert, når f E L1(Rn). 

Nu følger nogle sætninger om Fourier transformationen på sP. 

Lemma 8.2: For <.p E: JO gælder 

(8.6) 

F(xa<.p(x)) = (-D~)aF<.p 

for alle a. Dermed er F en kontinuert afbildning af :t ind i sO. 

Bevis: Lad <.p E~. Den første identitet fås ved delvis integration: 

Ie-iX·~Da<.p(X)dX = lim I e-ix·~Da<.p(x)dx 
R~ Ixl<R 

= lim[I [(-Dx)ae-iX·~]<.p(X)dX + et integral over lxi = RJ 
R~ Ixl<R (jvf. formel (6.24)) 

= ~a I e-ix·~<.p(x)dx, 
Rn 

idet vi benytter at randbidraget går mod O for lxi ~ 00, fordi <.p(x) er hur­

tigt aftagende, samt at 

( -D )ae-ix.~ = (. )a -ix·~ _ a -ix·~ x ldX e - ~ e . 
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Den anden identitet i (8.6) vises successivt ved betragtning af differenskvotien­

ter, idet man benytter (jvf. (3.34)), at der for a E lR ....... {O} gælder 

hvorved, med e1 = (1,0, ... ,0) , 

<p(~+he1) - G(U J 
h = lRn 

(8.7) -ihx 
_ r(_, )e-ix.~ e 1_ 1 ()d F[' ] - J lX 1 -ihx

1 
<.p x x ~ -lX 1<.p, 

ved Lebesgues sætning. Altså er 0 differentiabel med D1G = F[-x 1<.p] • Da 

<.p Ef,sesat ~O:Df34> = F[ DO:(-x)f3<.p] eksisterer og er kontinuert og begrænset for 

alle o: og f3; altså er <P E:? At F er kontinuert fra ~ ind i Y føl-

ger af at 

når 2m vælges > n • D 

Vi kan også forbedre oplysningen om Ff for fEL 1(lRn). Da C~(lRn) 
er tæt i L1(lRn), er ff det også. Når <.p, E r og <.p, ~ f i L1(lRn) , vil 

J J 
~j ~ f i sup-norm ifølge (8.5). For hvert & kan j vælges, så 

sup I~J,(~)-f(~)1 < &/2 , endvidere kan R vælges, så I<PJ'(s)I ~ &/2 for 
sElRn --A 

lsi ~ R; da er If(s)1 ~ & for lsi ~ R. Idet C9(lRn) betegner rummet af 

kontinuerte funktioner på lRn som går mod O for lxi ~ 00 (det er fuldstændigt 

m.h.t. sup-normen), har vi vist, at 

(8.9) 

(Vi skal ikke komme ind på det mere vanskelige spørgsmål at karakterisere 

billedrummet for L1(lRn) præcist.) Vi vender nu tilbage til sP, om hvilket 

vi vil vise, at F er en bijektion af :;:; på .r, med en invers, der ligner 

F. Defi ner 

(8.10) (Ff)(s) = Je+iX'Sf(X)dX , 

så er F igen en afbildning af f ind i :f, idet 

(8.11) F f = Ff 
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ved kompleks konjugering, der oplagt bevarer ~. Vi har nu brug for 

Lemma 8.3. Funktionen 

(8.12) 

tilhører 1( lRn) og opfylder 

Bevis: For n = 1 ses, at b1(x) opfylder 

så at den Fouriertransformerede opfylder den samme ligning (efter division med i) 

Løsningen til en sådan ligning er entydigt bestemt pånær en konstant, så vi har, 

at 

(8.14) 

Konstanten c1 

(8.15) 

Lemma 8.4. Når tp f:f , 
på ff med invers 

(8.16) 

= V2n , 

er (2n fn FF tp = tp, og F er en homeomorfi af Y 

-1 -n -F = (2n) F. 
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Bevis: For hvert a > O har vi (med brug af Fubinis sætning), når ~ E gO, 

JRn<P(~)j,"(X)dX = an JRn<P(Z)bn(aZ)dZ = an J<p(Z) Je-iaZoy bn(y)dy dz 

2 
= an f~(aY)bn(Y)dY = J0(y)e- 1y/ al /2 dy . 

Lader vi a ~ = i det første og det sidste udtryk, fås ved Lebesgues sætning 

identiteten 
~(O) jbn(X)dX = f~(Y)dY , 

hvoraf, ifølge (8.13) og (8.15) 

(2n)n ~(O) = f0(Y)dY . 

For ~z(X) = ~(x+z) fås nu, idet 0z(~) = Je~X'~~(X+Z)dX = Je-i(Y-Z)'~~(Y)dY = 

e i z • ~~ ( ~) , a t 

~(Z) = ~z(O) = (2nfn feiZ'~~(~)d~ , 

hvilket viser, at ~ = (2nf n PF ~. 
Heraf sluttes nu for det første, at F er injektiv, og at F er surjektiv. 

På grund af (8.11) fås da også, at F er surjektiv og P er injektiv. I alt 
ses, at såvel F som P er bijektive, og at (2n)-n P er invers til F. Da 

F er kontinuert, er den analoge afbildning f det også. O 

Man kan iøvrigt bemærke, at 

(8.17) 

og dermed 

(8.18) 

For ~ og ~ f ~ har vi følgende identitet (ved Fubinis sætning): 

(8.19) 

og da også, idet vi sætter F~(= P~) = s , 

(8.20) 
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for alle ~ og s E gO. Den sidste linie viser specielt, at 

(8.21) ( )-n/2 
II (j) II 2 n = 2n II F ~II 2 n 

L(lR) L(lR) 

altså at afbildningen (2nfn/ 2F fra 'fP ind i :F er isometrisk med hensyn til 

L2-norm. Den udvides da ved afslutning til en isometri af L2(lRn) ind i L2(lRn), 
som er surjektiv med invers (2n)-n/2p , fordi (2n)-n/2 P (2n)-n/2 F udvides 

til identiteten på L2(lRn). I alt har vi vist: 

Sætning 8.5 (Plancherel-Parseval). F = C2n)..:.n/2 F udvides ved afslutning til en 

isometri af L2(lRn) på L2(JRn), med inversF- 1 
= (2n)-n/2p (= F) . 

Det er bl.a. på grund af denne sætning, at L2-teorien for distributioner 

er særligt veludviklet. 

Definition 8.6. ~'(lRn) (eller c:? , ) defineres som vektorrummet af kontinuerte 

lineære funktionaler på :f( lRn). Elementerne i :f' (lRn) kaldes tempererede di­

stributioner. 

Vi minder om, at ifølge Lemma 4.5 består:?' af de funktionaler A på :? , 
for hvilke der findes et M og en konstant CM' så at 

(8.22) IA(~)I ~ CM SU P{(1+IXI 2)M IDex~1 I x E lRn , lexl ~ M} 

for alle (j) f..fY . 
Det bemærkes, at Definition 8.6 ikke kræver indførelse af LF rum etc., 

men baseres alene på Frechet rums begrebet. Imidlertid har det interesse at se 

i' i relation til ~ '(lRn) , bl.a. for at begrunde brugen af ordet "distribu­

tion" i denne sammenhæng. Hertil benyttes 

Lemma 8.7. C;(lRn) er en tæt delmængde af 1'(lRn). 
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Bevis. Oet er klart, at COc tf. Lad nu u E1(lR
n), vi skal finde en følge 

u
N 

-4 u i 1( lRn) med uN f CO( lR
n). Vi tager 

(8.23) uN(x) = X(x/N)u(x) , 

hvor X opfylder (5.1). Her er uN E Co(lR
n), er lig u(x) for lxi ~ N og 

lig O for lxi> 2N. Bemærk, at (som også benyttet ved beviset for Sætning 

7.5) 

(8.24) IOSX(x/N)1 = \N-ISIOSx(y)1 I < C N-lSI 
. y=x/N - S 

for hvert S , og OSX(x/N) er støttet i {x I N ~ lxi ~ 2N} når S * O . 

Så har vi for hvert M > O 

(8.25) 1(1+lxI 2 )M(1-X(x/N))u(x)1 < sup (1+lxI 2)M lu (x)1 
- Ix I>N 

< (1+N2)-1 sup (1+IXI 2)M+1 lu(x)1 -4 O for N -400 

- xflRn 

'og for lal ~ O , ved Leibniz ' formel 

(8.26) IOa(X(x/N)u-u)1 = l(x(x/N)-1)Oau + L (~) OSx(x/N)Oa~SUI 
f3-.S:a 

S*O 

ved (8.24) og (8.25), 

med lignende vurderinger for (1+lxI 2)M Oa(X(x/N)u-u) (i stil med (8.25)). 

Heraf ses at X(x/N)u -4 u i ~. O 

Oa der endvidere gælder, at topologien på Co(lR
n) er stærkere end den in­

ducerede topologi fra ~, vil hvert element A EJf' definere et element 
AI Ei)'(lRn) ved restriktion til Co(lRn). Afbildningen J: A,..,. AI defineret 
herved er en injektiv afbildning fra ejl til l)1(lRn) på grund af Lemma 8.7, idet 

medfører at A er O på en tæt delmængde af ~ og dermed er O-funktionalen 
(da A er kontinuert på ~). Oa kan vi identificere sf' med et underrum af 

2)1 (lRn) (nemlig rummet J11 ), og skrive 

(8.27) 
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Når A E:/' , skriver vi nu A(<.p) som <A,<.p>, også når <.p E sO • 
Hermed følger nogle eksempler på elementer af ~' • 

8.8 

10 E~D~!iQD~r u E LP(lRn) , p E [1,cx>] • 

<.pO E ~ fås f.eks. ved at approksimere <.pO 

(k-)cx», såer 

u's virkning som funktional på 
ri) CX>( n) 7 med en følge <.pk E Co lR 

<u ,<.pO> = l i m <u ,<.pk> = l i m f n u ( x )<.pk ( x ) dx = f n u (x )<.pO (x) dx , 
k -,)CO k -,)CO lR lR 

idet <u,<.pO-<.pk> -) O. Thi lad 1/Jk = <.pO -<.pk' så er 

f IU(X)1/Jk(X) Idx ~ Ilull p n l11/Jk ll q n ' 1+1 = 1 , 
lRn L (lR ) L (lR) P q 

hvor II1/J
k

ll q n ~ C sUPn (1+lxI
2

)M I1/Jk(x)1 ~ C1 for k E lN, med M valgt så 
L (lR ) xElR 

stor, at (1+IXI 2fM E Lq(lRn); hvormed II1/Jk ll q n -) O. Specielt har vi 
. dl . . L (lR ) ln eJrlngerne 
(8.28) 1'(lRn) c L2(lRn)cg7'(lRn). 

20 EQIYDQl]i~r.2_Qg_f~DHiQD~r v E LLc(lR
n

) med Iv(x)1 < C(1+lxI
2

)N 

for et vist N , er i if' . 

30 6-Qi~tri!2~tiQD~D_Q9_Q~D~_9fl~Q~Q~ D(\S, er i :!' . 

(Beviserne for 20 og 30 kan overlades til læseren.) 

40 Qi~tri!2~tiQD~r_I]~Q_~QI]Q9~t_~t~tt~. Vi viste i Kapitel 6, at en distri­

bution u med kompakt støtte kan vurderes som i (6.34); denne seminorm indgår i 

de seminormer der definerer topologien på sP. Altså er 

(8.29) 

Der findes også distributioner i ,2),(lRn) ....... .1',(lRn). Et eksempel herpå er 

eX (n = 1) , jvf. Øvelse 8.1. "Fejlen" ved den er, at den vokser for ubehersket 

for lXI -)CX>; ordet "tempereret" i navnet på gJ' hentyder til, at elementerne 

her har en behersket vækst. 

~~2~_[Q~~!§~_t~~g§~Q~æ~t!Qg§g_E~_~~_· 

Operationerne D(X og Mf (multiplikation med f) for f f CCX>(lRn) er 

defineret på "l')'(lRn) (Definition 6.5). Om deres virkning på cf' har vi 



Hod. An. 1984 8.9 

Lemma 8.8. 10 DO: afbi lder r/' i;;:;' (kontinuert), for aUe o: E Jj~. 
20 Mf afbilder ~' i rj>' (kontinuert), når f E f eUer f er et 

po lynomiwn (da sender Mf også :f? i:f' ). 

Bevis: Det ses let af definitionerne at DO: og Mf sender 1" ind cjJ' 

Kontinuiteten fås som i Sætning 6.8. D 

Også ikke-polynomiale ubegrænsede funktioner kan være multiplikatorer på 
<l' og:f, for eksempel funktionen <x> defi neret ved 

(8.30) 

og dens potenser <x>s , s E R. Se iøvrigt Definition 9.1 ff. 

DO: og Mf blev jo defineret på JQ' i sin tid ved dualitet. Denne teknik 
kan vi nu også anvende på F, da F er kontinuert fra '3P ti l :P : 

Definition 8.9. For u E l' defineres Fu 

bution E~', der opfylder 

A 

(også betegnet u) 

(8.31) <Fu ,tp> = <u ,Ftp> for aUe tp E 9'. 

som den distri-

Brugbarheden af definitionen ligger i, at den stemmer overens med formlen 

(8.19) for tilfældet hvor u E ~. Den stemmer også overens med definitionen 

af F på L 2 (Rn) , da tpk ~ u i L 2 (Rn) medfører Ftpk ~ F 2 u i :/' . Man 
L 

ser også let, at definitionen stemmer overens med definitionen på L1(Rn). At 
F er en kontinuert operator i 9" ses som i Sætning 6.8. 

Operatoren f udvides på tilsvarende måde til tj/' , på basis af identi-
teten 

(8.32) 

og eftersom 

(8.33) -n - -n-(2TT) F F = (2TT) F F = I 

på rjJ, overføres denne i dentitet til if' , så vi får 

Sætning 8.10. F er en homeomorfi af l' på f/', med invers F- 1 
= (2TT)-n f 
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Indførelsen af F på ifl giver en enorm frihed i brugen af Fouriertrans­
formationen. Det følger straks af Lemma 8.2 og definitionerne, at der gælder: 

Sætni ng 8.11. For U E;l1 har man 

Lad os se på nogle specielle eksempler. 
For u = 6 har vi 

<Fu,~> = <u,F~> = 0(0) = f~(X)dX = <1 ,~> , 
altså 

(8.34) F[6] = 1 • 

Da åbenbart også F[6] = (jvf. (8.32)), fås af inversionsformlen (8.33), at 

(8.35) 

Brug af Sætning 8.11 giver nu 

(8.36) 

Bemærkning 8.12. Vi har set, at F definerer en homeomorfi af ~ på :fY, af 
L 2 på L2 og af cjJ I på ej I • ~1an kan nu spørge om bi 11 edet ved F a f andre rum. 
F.eks. må F(C~(JJ~n)) være et vist underrum af ~; men dette er ikke inde­
holdt i C~(ffin). Der gælder tværtimod, at når ~ E C~(ffin), har & kun kom­
pakt støtte hvis ~ = O! For n = 1 kan vi give et hurtigt argument for 
dette: Når ~ E C~(ffi), kan (p(I;:) defineres for alle I;: E ~ ved 

0(1;:) = f e-iXI;:~(x)dx , 
supp ~ 

og denne funktion (p(I;:) er holomorf i I;: = t; + in ( ~, da (0t;+ion)&(t;+i n) = O , 
ved differentiation under integraltegnet. (Man kan også benytte Moreras 
Sætning, jvf. lærebøger i kompleks analyse.) Hvis (p(I;:) nu er identisk O på 
et egentligt interval af den reelle akse, er ~ = O overalt, ved en kendt sæt­
ning om holomorfe funktioner. 
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Selv for distributioner u med kompakt støtte er u(~) en funktion af ~ 

som kan defineres for alle ~ E ,n, nemlig som 

(8.38) Q(~) = [<u,eXP(-i~'X» =] :<~,~(x)exp(-i~.x» , 

hvor ~(x) er en funktion E C~(JJ~n) som er 1 på supp u. For hver koordinat 

~j har man her, at G(~) er en holomorf funktion af ~j E' (de andre koordi­
nater fastholdt), så at støtten af Q ikke kan være kompakt. 

De rum af holomorfe funktioner, som er billeder af henholdsvis C~(JJ~n) og 
z: I (lR n) ved F, kan karakteri seres ved deres vækstegenskaber som funktion af 
~ (Paley-Wienerls sætning, se f.eks. Rudinis bog eller L. Hormander: Linear 
Partial Differential Operators (Springer Verlag 1963) Theorem 1.7.7). 

Billederne af LP(lRn) ved Fourier transformationen, for p:j: 2, har også 
interesse, men det er uoverkommeligt at komme ind på dem her. 

Fourier transformationen giver en stærk forenkling af partielle differential­
operatorer med konstante koefficienter. Når 

(8.38) P(D) = L a Da 
lal~m a 

er en differential operator på lRn 

(med u og f E:l I
) 

med koefficienter a E ~, føres ligningen a 

(8.39) P(D)u = f 

ved Fourier transformation over i multiplikationsligningen 

(8.40) 

hvor p(O 

(8.41 ) 

er polynomiet 

p(~) = L a ~a, 
lal<m a 

der kaldes symbolet af P(D). mlte ordensdelen af P(D) kaldes principaldelen 
(ofte betegnet Pm (D) ) , og det t il hørende symbo 1 kaldes pri nci pa l symbo 1 et, altså 

(8.42) Pm(D) = L aa Da , 
lal=m 

Det vil ofte være sådan, a.t det er principaldelens udseende, der bestemmer løs­
ningsegenskaberne ved (8.39). Operatoren P(D) kaldes specielt elliptisk, hvis 
Pm(~) :j: O for ~:j: O. Bemærk, at Pm(~) er et homogent polynomium i ~ af 
grad m. 
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Eksempel 8.13. Betragt operatoren P = I -b, på JRn. Ved Fourier transforma­

tion føres ligningen 

(8.43) (1-b,) u = f på JRn 

over i ligningen 

'" (8.44) f . på 

d f d d · ., d 1 + 1 c 12 -- <c>2 t l' l og enne over øres ve lV1Slon me s s 

u = <0-2 f , 

dvs. (8.43) har løsningen 

Vi ser, at der for hvert f givet i 'II er en og kun en løsning u E: tfJl , og 
hvis f f :f er løsningen u ligeledes i ;f. Når f er givet i L

2
(JR

n
), 

ser vi af (8.44), at (1+1E;1 2)u ( L2 • Dette medfører ikke blot at u E L
2 

(fordi u E L2) , men endog at Dju og DjDju f L2 for i ,j = 1, ... ,n , 

fordi E;J.G og E;.E;.G ligger i L2 , idet IE;J.I..5. 1 + 1E;1
2 

og IE;·E;·I < 1E;.1
2

+ 1 J 1 J-l 

1E;.1 2 < 1E;1 2 her benyttes den elementære ulighed 
J -

(8.45) for a ,b E JR . 

Man får altså, at 

(8.46) 

Omvendt er det klart, at 

(8.47) 

Dette minder lidt om hvad vi fandt for sædvanlige differentialoperatorer i Af­
snit 7.4, og det er en klar demonstration af Fourier transformationens nyttighed. 
Det må dog straks siges, at 1 -b, er en usædvanligt pæn operator, fordi polyno­
miet 1 + 1E;1 2 er positivt overalt. Så snart der er nulpunkter, bliver teorien 
mere kompliceret. For eksempel kræver bølgeoperatoren 3/ -b,x på JR

n
+

1
, med 

symbolet _T2 + 1E;1 2 , yderligere kraftige hjælpemidler; og selv for Laplace ope­
ratoren ~, hvis symbol -1E;1 2 har det ene nulpunkt E; = O , er det mindre 

enkelt at diskutere eksakte løsninger. 
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Laplaceoperatoren er dog elliptisk, og man kan ret let diskutere kvalita­
tive egenskaber ved løsningerne til ~u = f ved hjælp af Fourier transformatio­
nen. Vi vender tilbage til dette og den videre diskussion af differentialopera­
torer i Kapitel 9. Først vil vi analysere nogle yderligere egenskaber ved Fourier 
transformationen, der bl.a. fører til nogle eksakte resultater for ligningen 
~u = f . 

Ved udregning af den Fouriertransformerede af bestemte funktioner har man 
ofte glæde af at bruge deres eventuelle symmetriegenskaber. Vi viser nogle vigtige 

eksempler på dette. 
Vi skal her benytte Fourier transformationens sammenhæng med forskellige 

koordinatskift, dels ortogonaltransformationer y = Ox, dels dilatationer 
~ ~ 

y = AX (= 1-IA (x)), som beskrevet i Eksempel 6.17. Som nævnt der, beskrives de 
tilhørende koordinatskifteafbildninger ved 

[T(O)u](y) = u(0-1 y) = u(x) , når y = Ox , 

[T(1-IA)U](y) = U(yjA) = u(x) , når y = AX ; 

det er åbenbart, at disse afbildninger sender :I' over i :f og 9'1 over i 
~I (hvor skrivemåden ovenfor jo interpreteres ved (6.52) hhv. (6.50)). For 
testfunktioner ~ E ~ ser vi nu ved udregning (idet (0*)-1 = O): 

(8.48) 

(8.48 1 
) 

* = J e-iOx'~~(x)dx = J e- ix •O ~~(x)dx 

= F[~](O*~) = [T((o*f1)$](~) = [T(O)~](~). 

F[T(1-IA)~](~) = J e-iY'~~(yjA)dY 

= J e-iAx'~~(x)Andx 

= AnF[~](An = [AnT(1-I1jA)~](~)' 

Dette fører til de generelle regler for u E sP 1 
: 
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<F[T(O)u],~> = <T(O)u,F~> 

= <U,T(O-1)F~> = <u,F[T(O*)~]> 

= <Fu,T(O*)~> = <T((O*)-1)Fu,~> = <T(O)Fu,~> ; 

<F[T(~A)U],~> = <T(~A)U,F~> 

= <U,AnT(~1/A)F~> = <u,F[T(~A)~]> 

= <Fu,T(~A)~> = <AnT(~1/A)Fu,~> ; 

8. 14 

disse regler for generelle u stemmer naturligvis overens med reglerne (8.48), 
(8.481

) for testfunktioner u. Vi har vist: 

Sætning 8.14. Lad O være en ortogonaltransformation i mn 
og lad ~A være 

rrrultiplikation med skalaren A E m, {O}. De tilhørende koordinatskifteafb1ld­

ninger T(O) og T(~A) i sfl hænger sammen med Fourier transformationen 

på følgende måde: 

(8.49) 

(8.49 1
) 

for U E '!II . 

F[T(O)u] = T((o*f1)Fu = T(O)Fu , 

F[T(~A)U] = AnT(~1/A)FU , 

Sætningen kan benyttes til behandling af funktioner med specielle invari­
ansegenskaber over for disse koordinatskifteafbildninger. 

De funktioner u(x), som kun afhænger af afstanden lxi tilO, kan 
karakteriseres som de funktioner, der er invariante under alle ortogonaltrans­
formationer, dvs. for hvilke 

(8.50) T(O)u = u for alle ortogonaltransformationer O, 

(idet ortogonaltransformationerne netop er de transformationer 
bevarer lxi). Vi siger nu analogt, når u E gtl(mn), at u 
af afstanden lxi til O, når (8.50) gælder. 

• m n 
, JI\ , der 
kun afhænger 

En funktion er homogen af grad r, når der for alle a > O og alle 
x E mn, {O} gælder, at u(ax) = aru(x), dvs. 

(8.50 1
) for alle a > O • 
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Vi siger analogt, at en distribution u E jJl(JRn) er homogen af grad r, når 

(8.50 1
) gælder. 

Man får da umiddelbart af Sætning 8.14: 

Korollar 8.14 1
• Lad U E tfl(JRn), og lad r EJR. 

10 Hvis u kun afhænger af afstanden I x I tilO, gælder det samme 
,,-' 

om u. 
20 Hvis u er homogen af grad r, så er U homogen af grad -r-n. 

Bevis: 
(0*)-1 

10 Når O gennemløber ortogonaltransformationerne, gennemløber 

ligeledes ortogonaltransformationerne. Identiteterne (8.50) over-
"-

føres da til tilsvarende identiteter for u ifølge (8.49). 

20 Når u er homogen af grad r, gælder ifølge (8.49 1
) og (8.50

1
) 

-n 
T(V1/a)Fu = a F[T(va)ul 

= a-nF[a-rul = a-n-rFu , 

hvilket viser, at Fu er homogen af grad -n-r. D 

Lad os anvende sætningen på funktionerne u(x) = lxi-r, der er homogene 

af grad -r og kun afhænger af lxi. Der gælder for n/2 < r < n, at u kan 

integreres i nd i O, mens u2 kan integreres ud i 00, dvs. u = Xu + (1-X)u , 

hvor Xu E L 1 og (1-X)u E L 2 • Så er u E !pI , og ~ er vel defineret som 

en funktion i C? + L2 • Det ses af Korollar 8.14 1
, at uUJ kun afhænger 

af li; I, og den er homogen af grad -n+r. 

Funktionen v(i;) defineret ved 

er da en funktion i Lioe n g'1, som er homogen af grad O og kun afhænger 

af li; I . 
Hvis v vides at være kontinuert på JRn,{O}, kan man heraf umiddelbart 

slutte at v er en konstant e r' da invariansen jo så betyder at n, n 
v(i;) = v(n) for alle punkter i; og n E JR ,{O}. Det følger da, at 

(8.51) 

Vi vil gerne vise dette, men da vi kun på forhånd ved, at v E L~oc ' 

kræves der et lille ekstra argument, som f.eks. kan være følgende: 
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Vi kan vise, at i omegnen af hvert punkt E, E lRn, {O} er alle afledede 

af v (i distributions-forstand) lig med O. For det første gælder dette 

den radiale afledede drV, da denne (ligesom i Opgave 6.13) er grænseværdi 

i ,,0 I af differenskvotienterne *[v((1+h)E,) - v(E,)], som er O, da 

T(~A)V = v for alle A på grund af homogeniteten. Ved hjælp af invariansen 

under ortogonaltransformationer kan vi få andre afledede frem. F.eks. hvis 

der indføres polære koordinater ((E,i + E,~)~ ,e) i (E,1,E,2)-planen mens de 

andre koordinater (E,3,··.,E,n) lades uforandrede, realiseres den afledte 

deV med hensyn til e som grænseværdi af differenskvotienter defineret ved 

hjælp af de ortogonal transformationer, der drejer (E,1,E,2)-planen om dens origo, 

mens (E,3,···,E,n) holdes fast; deV ses da at være O. Inddrages andre 

drejninger, fås at de tilsvarende afledede her også er O. Da dE,.V i 
J 

omegnen af hvert punkt E, * O kan udtrykkes som en linearkombination (med C
OO 

koefficienter) af de allerede bestemte afledede, som alle er O på v, ses 

at dE,.V = O på lRn,{O}, for j = 1,···,n. Ved fortsat differentiation 
J 

fås i alt: 

Vi kan nu enten benytte resultatet af Øvelse 7.9, som viser direkte,at v er 

konstant (i kvadranten Q = {E, I E,1 > O,···,E, > O} og dermed, ved drejninger, n . n 
i hele lRn,{O}), eller vi kan låne Sobolevs sætning fra Kapitel 9 (Korollar 

9.11), som viser,at eftersom v En Hm(~) for enhver begrænset åben delmængde ~ 
m>O . 

af lRn,{O}, så er v E C
oo

( lRn,{O}) og dermed konstant ifølge overvejelserne 

for kontinuerte funktioner. Ialt fås, at ~(E,) = 1E,I-n+rv(E,) opfylder (8.51). 

Konstanten c kan beregnes ved specielle udregninger (f.eks. integra-n,r 
tion mod exp(-lxI 2/2)), hvorved man finder værdien 

(8.51 1 
) 

(ifølge W. Rudin: "Functional Analysis", Definition 7.1 og Exercise 8.6). 

Iøvrigt kan vi se direkte, at c er reel, ved at bemærke, at n,r 
Hlxl- r ) = F(I-xr r )= F(lxr r ). 

Når r E ]0,n/2[, l igger ri = n - r i ]n/2,n[ så vi får af (8.51) ved 
-1 ( ) -n-anvendel se af F = 2rr F , 

Ixl-n+r = lXI-ri = (2rrfnf(cn,rllE,l-n+rl) 

= (2rrfncn,r l F( lE, l-r) ; 
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dette viser at (8.51) også gælder for r E" ]O,n/2[, med 

(8.51") c - (21T) n -1 
n,r - cn,n-r . 

Da c er konvergent for r ~ n/2, mod (21T)n/2, og Ixl- r såvel som 
-n+r n,r -n/2 1 

I x I konvergerer mod I x I i Ll oc (lRn) n y; I for r ~ n/2, udvi des 

formel (8.51) ved grænseovergang til at gælde også for r = n/2. Ialt har vi 
vist: 

Sætn i ng 8. 15. Når r] O, n [, er (med c opfyZdende (8.51 1
), (8.51")) 

n,r 

(8.51) 

For u(x) = lXI-r, r 2 n, er det ikke oplagt at interpretere u som en 

distribution, og der findes specielle teorier hertil ("pseudofunktion", "princi­

pal value", se f.eks. Schwartz l bog). Se også Afsnit 8.6. 

Et Vigtigt specialtilfælde af Sætning 8.15 er formlen 

(8.52) ( 1) -2 F 41Tlxl = I~I for n = 3 . 

Til den almene teori for Fourier transformationer hører også samspillet mel­

lem Fourier transformation og foldning (jvf. (5.21) for definitionen). Vi får let: 

Lemma 8.16. 10 Når f og g E L 1 (lRn) , er f*g i L 1 (lRn) , og 

20 Når f og g er Fouriertransformerede af L1-funktioner, er 

f.g E C9(lRn), og 

(8.53) F(f.g) = (21T)-n f*g . 

Bevis: Ved brug af Fubinis sætning fås, når 1 f ,g E L , 

F(f*g)(~) = Je-iX'~ If(X-Y)9(Y)dY dx = IIe-i(X-Y),s f(x-y)e-iY~g(y)dY dx 

= f(~;)g(s) for hvert s E lRn • 

Analogt haves, at f(f*g) = (ff)(s)(fg)(~) , hvormed 

(8.54) 

Sætter vi nu fl = F- 1f og gI = F- 19 , får vi ved at anvende F: 
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Formlerne i Lemma 8.16 kan generaliseres meget vidt. Hvis for eksempel g 
er hurtigt aftagende, kan man til gengæld tillade f at vokse op for lxi ~ = 

det er endda i så fald muligt at erstatte f med en Vilkårlig tempereret distri­

bution (jvf. Afsnit 9.3). I første omgang nøjes vi med 
at se på foldning i nogle særlige funktionsklasser. Idet <x> = (1+IXI2)~, de­

fi nerer vi, for hvert s E lR og hvert p E: [1 ,=] , Banachrummet L~ ved 

(8.55) L ~ = {u E: L ~ o c ( lR n ) I <x> s u ( x ) E L P ( lR n) } 

med norm lIull p = lI<x>su(x)1I p n 
Ls L(lR) 

Rummet L; har interesse i forbindelse med Sobolev rum (herom mere senere); lige 

nu vil vi være mest interesserede i L~. Vi bemærker, at USE:lRL~ omfatter 
alle de øvrige rum, thi når u E: L~ for et p > 1 , så er u E: q-a' når a 

vælges, så at 

(8.56) 

dvs. når a > n/q . 
Ved foldninger har man brug for uligheden 

der fører ti l 

<x_y>s ~ 2s<x>s<y>s når s > O , 

s <x_y>-lsl<x_y+y>lsl 
<x-y> = lsi 

<x> 
når s < O , 

dvs. i alt("Peetre1s ulighed"): 

(8.57) for s E lR . 

Lemma 8.17. Lad s E lR. Når U E: L~ og v E L~sl,er u*v E L~, med 

(8.58) 
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Bevis. Idet 

følger udsagnet af Fubinis sætning og Holders ulighed (som i Sætning 5.7). D 

Specielt er u*l/J veldefineret for u E USElR L~ og l/J E qJ. 

Lemma 8.18. Når U E USElR L~ og l/J E:I, er 

( 8 • 59 ) F ( u *l/J ) = $ . U • 

Bevis: Lad 1 for et lR. Lad uN = X(x/N)u så vil i s ( , uN ~ u u E Ls 
1 L1 

Ls ' og uN*tp ~ u*l/J i for N~=, ifølge Lemma 8.17. Konvergensen ·i 

medfører konvergens i 
s 

st>1 , så der gælder for hvert <P E C~( lRn) 

<F(u*l/J) ,<p> = <u*l/J,F<p> = lim <uN*l/J,F<p> • 
N-lOO 

Heraf fås, ved nogle tilladte integrationsombytninger, 

<uN*l/J,G> = IIuN(y)l/J(x-y) Ie-ix'Z<p(z)dZ dy dx 

= IuN(y) Ifl/J(x-y)e-i(x-y).Z-iY'Z<p(Z)dZ dx dy 

= fuN(y) fe-iY'Z~(z)<p(Z)dZ dy = <uN,F($.<p» ~ <u,F(~.<p» 

hvilket viser (8.59). D 

Når vi skriver ~ til venstre for u .er det på grund af at konventionen 
om multiplikation af en distribution (her u) med en pæn funktion (her $) 
er indført på denne måde; i fremtiden vil vi også tillade os at skrive multi-

plikatøren til højre. 
Formlen (8.59) kan vises at gælde i mere generelle situationer, se de 

almene værker om distributionsteori. Bl.a. gælder formlen for u Er;f' og 

l/J Er;!, jvf. Opgave 9.2. 

L1 
s 
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De forudgående resultater er tilstrækkelige til at behandle ligningen for 
Laplace operatoren 

(8.60) -f::, u = f 

for pæne funktioner. 
Når u og f er tempererede distributioner, giver ligningen ved Fourier 

transformation 
2 A A 

I~ I u = f . 

En eventuel løsning må da opfylde (forsåvidt udtrykket har mening) 

(8.61 ) 

Hvis f er givet i sf, kan vi anvende Lemma 8.18 og formel (8.50) for n > 3 , 
hvilket giver 

(8.62) u(x) = cn,2IXI-n+2*f(X) = cn,2 J f(y) dy = c Jf(X-y) dy , 
Ix_y1 n-2 n,2 ly1n-2 

som da er løsning til (8.60). Løsningen u bliver en COO-funktion, da differentia-
tion kan føres ind under integraltegnet. Der er mange andre løsninger, nemlig 
alle funktioner u +w, hvor w gennemløber løsningerne til f::,w = O , de har­
moniske funktioner (som udgør et uendeligdimensionalt vektorrum). 

, Funktionen cn,2IXI-n+2 kaldes også Newton potentialet. Når man først har 
formlen (8.62), kan man forsøge at benytte den for mere generelle f, og udvide 
anvendelsesområdet. Indsættes for eksempel en kontinuert funktion med kompakt 
støtte som f, fås en funktion u , der ikke altid er to gange differentiabel 
i klassisk forstand, men dog for begrænsede åbne mængder D kan vises at tilhøre 
H2(D) og løse (8.60) i distributionsforstand (eller bedre: løse (8.60) som H2_ 
funktion). Se også Bemærkning 9.15. 

Løsningsmetoden kan faktisk udvides til distributioner f E ~I(~n), men 
dette kræver en generalisation af foldningsbegrebet, som vi ikke kan overkomme 
at medtage her. 

Operatoren -f::,: u r>I f er l oka l, dvs. f I s udseende i omegnen af et punkt 
afhænger kun af UlS udseende i en omegn af samme punkt (dette gælder jo for enhver 
differentialoperator). Løsningsoperatoren T: f r>I U defineret ved (8.62) kan 
derimod i kke forventes at være l oka l (vi ser dette ekspl i cit af udtrykket for T 
som integraloperator). 
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Lad D være en begrænset åben delmængde af Rn . Da kan vi definere en 
operator T D ved at den s ka l sende tp E C~(D) (forlænget med O i Rn,- D) over 

(Ttp) ID altså 

(8.63) 

Der gælder her, at 

fordi f>. er lokal; så TD er en højre-invers til -f>. på D. Det er en inte­
graloperator 

(8.64) 

med kerne 
-n+2 G(x,y) = cn 2lx -yl I • 

, x ,yED 

Det har interesse at undersøge, om denne løsningsoperator er en Hilbert­
Schmidt operator (jvf. Mat 313, §16). Vi ser da på 

hvor vi har anvendt koordinatskiftet z = x-y, w = x+y, og valgt R så stor 
at DxD c {(x,y) I Ix+yl ~ R , Ix-YI ~ R}. Integralet efter z i det sidste 
udtryk (og dermed hele det sidste integral) er konvergent hvis og kun hvis 
-2n + 4 > -n, altså netop når n < 4. T r2 b l i ver altså en Hil bert-Schmi dt 
operator i L 2(D) , når n = 3 • 

Man kan vise, at TD i almindelighed er en kompakt symmetrisk operator i 
L2(D) , for hvilken egenværdifølgen (Aj(fD))jElN tilhører ,Q, p med p > n/2 
(Hilbert-Schmidt tilfældet fås for p = 2 , jvf. Mat 313). 

Når D er ubegrænset, vil TD derimod i reglen ikke være en kompakt opera­
tor i L 2 (D) (med mi ndre D er meget "t ynd II) • 

Vi vil endelig undersøge nogle flere typer af distributioner på R. I Sæt­
ning 8.14 behandledes homogene funktioner u af grad a , men det oprindelige 
krav om, at både u og O E L~oc' lagde væsentlige begrænsninger på hvilke vær-
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dier af a, der kunne dækkes ind. Regningerne før Korollar 8.15 viste, hvordan 
tilfældene a E ]-1,0[ kunne behandles, mens hverken tilfældet a = O (dvs. 
funktionerne u = c1H(x) + c2H(-x)) eller tilfældet a = -1 (hvor funktionerne 

u = c H(x) + c H(-x) ikke er i L1 i omegnen af O) var med. Vi vil nu be-1 x 2 x loc 
tragte disse tilfælde, hvor vi dels vil beskrive den Fourier transformerede af 
Heaviside funktionen (hvormed vi kan behandle tilfældet a = O), dels vil give 
en mening til en distribution, der uden for O opfører sig som ~. 

Når f er en funktion på lR, som er integrabel på intervallerne ]-oo,e[ 

og [~,=[ for ethvert ~ > O, definerer vi principal værdi integralet af f 
over lR ved 

(8.65) PV I f(x)dx = l im I f(x)dx , 
lR ~~O lR'[ -~ ,~] 

når denne grænseværdi eksisterer. (Det indgår i definitionen, at intervallet 
[-~,~] er symmetrisk omkring O; hvis f { Lioc(lR), kan man risikere at få en 
anden grænseværdi ved at bortskære andre intervaller såsom f.eks. [-~,2~].) 

Vi definerer nu distributionen PV ~ ved 

(8.66) <PV ~,<p> = PV I
lR 

<p~x) dx for <P E Co(lR). 

Det skal vises, at denne funktional er veldefineret og kontinuert på C~(lR). 

Hertil benyttes, at ved Taylors formel er 

(8.67) 

hvor <P1 (x) = <p(x)~<p(O) er i C=(lR) (vis det!). Endvidere gælder for 

x E [-R ,R] , ved middelværdisætningen 

(8.68 ) sup I<p (x)1 = sup 1<p(x)-<p(O)I = 

Ixl<R 1 Ixl<R x 
sup 1<pI(e(x))1 < sup 1<pI(x)1 

Ixl<R - Ixl<R 

hvor e(x) er et punkt mellem O og x. Dette giver for PV~, når 
supp <P c [-R,R] , 

(8.69) = lim I <p~x) dx 
~~O Ixl>~ 

= lim [I <p(0) dx + r <P1(X)dX] 
~~O [ - R , -d LI [ ~ , R] x J [-R , - ~ ] LI [ ~ , R] 
R 

= f <P1(x)dx, 
-R 
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1 da det første integral i parentesen er O på grund af symmetrien af x; så 
funktionalen PV~ er veldefineret. Af (8.68) ses, at det er en distribution 
af orden 1: 

(8.70) '<PV~,<p>, ~ 2R sup '<P1 (x), < 2R sup '<pI (x), , når supp <p c [-R,RJ . 
, x , <R --, x , <R 

Bemærkning 8.19. Også til de øvrige funktioner ~, m E ~, kan man knytte 
x 

distributioner; her har man brug for dels principalværdibegrebet, dels en modi-
fikation af <p(x) med et Taylor polynomium udviklet ved O; jvf. Øvelse 8.9. 
De pågældende distributioner kaldes PF~ , hvor PF står for pseudo-funktion; 
for m = 1 fås PF~ = PV~ . x 

Idet PV~ = XPV~ + (1-X)~ har første led i ~1(lR) og andet led i L2(lR), 

er v = PV~ f:/ I , og vi kan beregne Fouriertransformationen v, f.eks. på 
følgende måde: Bemærk, at 

(8.71) 1 x • PV- = 1 x 

(ved brug af definitionerne), så at v er løsning til differentialligningen 
1 1 (jvf. (8.33) og (8.35)) 

(8.72) 

En løsning til denne ligning er 2~ H(s) (jvf. (6.23)), og alle andre løsninger 
l 

er af formen -2n i H(s) + c , hvor c E ~ , jvf. Sætning 7.10. Vi skal da blot 
bestemme konstanten c. Hertil bemærkes, at ~ er en ulige funktion, og 
v = PV~ er en ulige distribution (dvs. <v,<p(-x» = -<v,<p(x» for alle <p) , 

A 

så dens Fourier transformerede v må ligeledes være ulige. 
Omhyggeligt forklaret: Operatoren 

(8.73) S: <p(x) '"' <p(-x) (spejling), 

for <p f Cå(lR) , overføres til distributioner på sædvanlig måde: 

(8.74) 

(fordi dette passer når u er en funktion). 
henholdsvis ulige, når Su = u henholdsvis 

En funktion u siges at være lige, 
Su = -u ; denne sprogbrug udvides 

til distributioner. For sammenhængen med Fourier transformationen bemærkes, at 
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altså 

(S.75) FS=F=SF; 

disse formler overføres til distributioner ved brug af (S.74). (Formlen (S.17) 
kan skrives: F2 = (2n)nS .) Specielt ses, at Sv = -v medfører sO = -Q . 

Den eneste ulige løsning til (S.72) er 

{

-ni 
v(U = . 

nl 

for ~ > O , 

for ~ < O • 

(Man kan også finde v ved direkte regninger, men så skal man være temmelig på­
passelig med interpretationen af de optrædende integraler og konvergenser, hvil­
ket vi netop har overstået ved at bygge Fouriertransformationen på sP' op ved 
dualitet ud fra definitionen på sP.) 

Vi har hermed vist 

(S.76) F[PV-] = -2niH(~) + ni = 
1 {-ni for ~ > O , 

x ni for ~ ~ O • 

Anvendes 2~ F = 2~ FS (jvf. (S.75)) på (S.76), fås 

Altså er 

(S.77) 

pVi = 2~ FS(-2niH(~)+ni) = 2~ F(2niH(~)-in) 

=iFH(~)-}F[1]=iFH-ni6 . 

1 1 F H (x) = T PV ~ + n 6 , 

hvormed vi kan Fouriertransformere alle homogene funktioner af grad O. 

Nogle yderligere bemærkninger: Svarende til opspaltningen 

1 = H(x) + H(-x) 

har vi nu følgende opspaltning af 6 (som bruges i teoretisk fysik) 

(S.7S) 6 = (2n(1 F[1] = (2n)-1(FH+FSH) = (Q +_1_. pvl) + (Q __ 1_. pvl) 
2 2m x 2 2nl x 

= 6 + 6 ,hvor + -

(S.79) 6 1 1 1 
6± = -2 ± -2 . PV- = - F[H(±x)] nl X 2n . 
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Observer også, at idet 

H(x) -ax i :/' = lim H(x)e . 
a~O+ 

er 

(8. 80) FH = lim 
a+i~ 

i :/' 
a~O+ 

(jvf. Øvelse 8.3), hvormed 

(8.81 ) 6 1 l' i if' = 2rr l m a+ix . 
+ 

a~O+ 

Bemærkning 8.20. Til funktionen H\X) knyttes distributionen PF H\X) , define­

ret ved 

(8.82) <PF H\X) ,tp> = lim [f 00 tp~) dx +tp(O)log t:J ' 
t:~0+ t: 

jvf. L. Schwartz: Methodes mathematiques ... , Exercice 11-14, p. 114-115. Hermed 
inddrages enhver funktion på m som er homogen af grad -1 i distributionsteo­

rien, nemlig som en distribution 

(8.83) 

Også for distributioner på mn dukker der logaritmiske led op, når man vil ind­
drage generelle homogene funktioner og deres Fouriertransformerede. (En tilbunds­
gående diskussion af homogene distributioner findes f.eks. i L. Hormander: The 
Analysis of Linear Partial Differential Operators I, Springer-Verlag 1983.) 
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9. Anvendelser på differentialoperatorer. Sobolevs sætning. 

Som vi 
q, og ejl 

ep og c:! I • 

har set i Kapitel 8, fører multiplikation med et polynomium go ind i 
ind i ~I • Også andre COO-funktioner er multiplikationsoperatorer i 
L. Schwartz indførte følgende rum (hvor M står for multiplikation, 

° for operator), der indeholder polynomierne: 

Definition 9.1. Rummet 0M(Rn) (eller OM) af langsomt voksende funktioner på 

Rn består af de funktioner p(EJ E Coo(R n), om hvilke der gælder: For hvert 
n ex E lNO findes c > O og a E R (afhængige af p og ex), så at 

(9. 1 ) for alle ~ E Rn • 

OM er klart et vektorrum (vi afstår fra at diskutere topologier på det). 
Dets elementer definerer multiplikationsoperatorer f ~ pf, der (ved Leibniz ' 
formel) afbilder :f kontinuert i :P, og ejl kontinuert i ::PI. [Man kan vise, 
at en Coo-funktion, der ved multiplikation afbilder :P kontinuert i c:P og ifJl 

kontinuert i ~I, nødvendigvis må tilhøre OM' se Treves ' bog, Kap. 25~9.] 

Når p(~) er et polynomium, svarer multiplikationsoperatoren f ~ pf ved 
Fourier transformation til en differentialoperator P(D) , se (8.38)-(8.41). 
Når vi tillader p at være mere generel, svarer den til en mere generel operator, 
som vi kalder en pseudo-differentialoperator. 

Definition 9.2. Lad p(~) f OM . 
Op(p(~)), også kaldet P(D) , 

(9.2) 

Den tilhørende pseudo-differentialoperator 

defineres da ved 

den afbi lder if i '!? og :fA I i <jJ I (kon tinuert) . p (~) kaldes symbo let af 

Op(p) . 

Differentialoperatorer med konstante koefficienter falder åbenbart ind under 
denne definition; det samme gælder løsningsoperatoren i Eksempel 8.13, som jo er 
Op«~>-2) . 
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For disse pseudo-differentialoperatorer gælder den uhyre simple regneregel , at 

(9.3) Op(p)Op(q) = Op(pq) , 

altså sammensætning af operatorer svarer til multiplikation af symboler. Endvidere, 
hvis p er en funktion i OM for hvilken 1/p tilhører OM' så har operatoren 
Op(p) simpelthen inversen Op(1/p) : 

(9.4) Op(p)Op(1/p) = Op(1/p)Op(p) = I 

(i Eksempel 8.13 har 1-t::. = Op«~>2) inversen Op«O-2) ). 

Bemærkning 9.3. Vi bruger her ordet pseudo-differentialoperator om alle operatorer, 
der fås ved Fouriertransformation ud fra multipl ikationsoperatorer i :fJ (og yJl ). 

I de praktiske anvendelser tager man ofte mindre klasser af symboler, med specielle 
egenskaber. Til gengæld tillader man symboler, der afhænger af x også, idet man 
til symbolet p(x,~) knytter operatoren Op(p) defineret ved 

(9.5) 

dette stemmer med at når P er en differentialoperator af formen 

(9.6) P(x,D)u = L a (x)Dau , 
lal<m a 

så er P(x,D) = Op(p(x,~)) , hvor symbolet defineres ved 

(9.7) 

Det faktum at der tillades "variable koefficienter" gør teorien en hel del mere 
kompliceret. Identiteterne (9.3) og (9.4) gælder ikke eksakt, men med en vis til­
nærmelse, afhængigt af hvilken symbol klasse, man betragter. Trods disse komplika­
tioner har den systematiske teori for pseudo-differentialoperatorer stor betydning 
i den moderne matematiske litteratur, som en generel ramme omkring differen­
tialoperatorer og deres løsningsoperatorer. For fuldstændighedens skyld nævner vi, 
at en type af symbolklasser, der især anvendes, er klasserne S1,o(mnx mn) be­
stående af C=-funktioner p(x,~) der opfylder (for hvert p , a , ~ ) 

(9.8) for alle t; E mn ; 

her er d f m. Polynomierne (9.7) tilhører sT o(mnxmn) , og <ot tilhører 
S{,o(mnxmn) . (Der er bøger om pseudo-differentialoperatorer og deres anvendelser 
af bl.a. F. Treves, L. Boutet de Monvel , M. Taylor, L. Hormander.) 
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Lad os nu 
P(D). Her kan 
ratorer i L 2 , 

betragte L2-realisationerne af en pseudo-differentialoperator 
vi umiddelbart benytte de pæne resultater om multiplikationsope­

som blev fundet i Afsnit 2.7. 

Sætning 9.4,' Lad p(~) E OM' og lad P(D) være den tilhørende operator Op(p). 
Lad P(D)max være realisationen af P(D) i L2(ffin) med definitionsområde 

(9.9) 

og lad P(D)min være afslutningen af P(D) I 
C';( ffin) 

. Så er 

(9.10) P(D)max = P(D)min • 

Endvidere er (P(D)max)* = P'(D)max ' hvor P'(D) = Op(p) • Specielt er P(D)max 
selvadjungeret i L2(ffin), når p er reel. 

Bevis: Vi skriver P for P(D) og pi for P'(D). Det følger umiddelbart af 
Plancherel-Parsevals sætning (Sætning 8.5), at 

Pmax = F- 1 Mp F , med 

D (p ma x) = F -1 {f E L 2 ( ffi n ) I pf E L 2 ( ffin)} , 

hvor Mp er multiplikationsoperatoren i L2(ffin) defineret præcist ved (2.68). 
Specielt er Pmax en afsluttet, tæt defineret operator. Vi vil nu først vise, 
at Pmax og P~in er hinandens adjungerede operatorer. Dette går på næsten 
samme måde som i Afsnit 7.1: For u E ff' og <p E C~( ffin) gæl der 

(9.11) - -1 - -L <Pu,<p> = <F pFu,<p> = <pFu,F. <p> 

-1- -1 -= <u,FpF <p> = <u,F pF<p> = <u,pl<p> 

Heraf ses på den ene side, at når u E D(Pmax ) , dvs. u og Pu E L2 , så er 

(Pul<p) = (ulpl<p) for alle <p E C~ 

så at 

og dermed 

pil c(p )* c= max ' 
O 

P~in = afsl. af pi I
c
= c (Pmax )* . 
O 

På den anden side ses af (9.11), at når u E D((P ' I )*), dvs. der findes 
C= 

O 
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L2 o 
V E ,sa (ulpl<p) = (vl<p) for alle <P E CO' så er v lig med Pu , dvs. 

(p I I )* c p 
COO max' 
O 

og dermed (jvf. Korollar 2.6) 

(P ) * c (P I I ) ** = P I • 
max COO mln 

O 

Lemma 7.1 udvides altså til den foreliggende situation. 
Men nu kan vi endvidere benytte det, der blev vist i Afsnit 2.7, nemlig at 

(Mp)* = Mp' hvilket ved hjælp af Fourier transformationen overføres til 

(Pmax )* = P~ax • 
I detaljer: 

(p )* = (F- 1M F)* 
max p 

= F- 1M,.-F = pi 
P max' 

* - n -1 idet F = F = (2n) F . 

Da (Pmax )* = P~in ' følger at P~ax = P~in ' hvormed den maksimale og 
den minimale operator er sammenfaldende for alle disse multiplikationsoperatorer. 

H . l M M d d (p )* - pi - p D V1S p er ree ,er p = I'~ og erme max - 'max - max' 

Bemærkning 9.5. Da Mp har den nedre grænse m(Mp) = inf{Re p(s) I s ( ffin} 

(jvf. Øvelse 2.41), følger det af Plancherel-Parseval~ sætning, at P(D)max 
(og P(D)min) har nedre grænse 

(9.12) m(P(D)max) = inf{Re p(s) I s (ffin} . 

Heraf se~ endvidere, at P(D)max = O hvis og kun hvis p = O (idet 
inf{Re e18p(s) I s E ffin} < O for et vist 8 medfører Mp-,* O, allerede på :f). 

Specielt er P(D)max selvadjungeret hvis og kun hvis p = p, idet P(D)maxU-

(P(D)max) *u = P(D)max u - P I (D)max u = F-1Mp_p FU for u E ff. 

Det fremgår specielt af sætningen, at for alle differentialoperatorer med 
konstante koefficienter på ffin er den maksimale realisation lig med den mini­
male; dette har vi før kun kunnet vise for første ordens operatorer (Øvelse 7.2, 
der kunne klares ved foldning med hj og beskæring). 

Da Isl 2 er reel og har nedre grænse O, får vi specielt 

Korollar 9.6. Den maksimale og den minimale realisation af -~ i L2(ffin) er 

sammenfaldende. Det er en selvadjungeret operator med nedre grænse O. 
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Fourier transformationen kan bruges til meget mere end at vise selvadjunge­
rethed af operatorer med reelt symbol. Man kan f.eks. også analysere egenskaberne 
ved løsningerne til differentialligningen P(D)u = f, selv når der ikke på for­
hånd er oplagte eksistens- eller entydighedssætninger. Blandt andet kan man dis­
kutere løsningernes regularitet, dvs. grad af differentiabilitet. I Eksempel 8.13 
fandt vi, at enhver løsning u til (1-~)u = f med f E L2 må ligge i H2(lRn). 
Vi vil nu se systematisk på Sobolev rummene i relation til Fourier transformationen. 

I det følgende bruges Mf atter som generel betegnelse for multiplikation 
med f, med definitionsområde tilpasset skiftende behov. På grund af ulighederne 

(9.13) 

(der ses ved at gange det midterste udtryk ud), har vi 

og de to normer "u"m og 

(9.14) 

L 1 fta(~) 1
2 

E L 1 (lRn) 
lo:l<m 

<=> (1+1~12)mIG(~)12 E L1(lRn) 

A 2 ( n) <=> u E Lm lR , 

er ækvivalente normer på Hm(lRn). Der er det særlige ved normen (9.14), at den 
let generaliseres til ikke-hele eller endog negative værdier af m, så vi ind­
fører nu (i overensstemmelse med Definition 7.2): 

Defi n i t ion 9.7. For hvert s E lR defineres Sobo lev rummet HS ( lRn) ved 

(9.15) 

det er et Hilbert rum med skalarprodukt og norm 

(9.15) 

At HS(lRn) er et Hilbert rum ses af at Fourier transformationen (2TT)-n/2 F 

definerer en isometri 
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(jvf. (8.55)), jo er et velkendt Hilbert rum. Her er forøvrigt M 
<l;>s 

på L2(lRn), så vi har et diagram af isometrier: en isometri af 

(9.17) 

Operatoren Op«l;>s) vil blive betegnet ~s så der gælder 

(9.18) ~s+t ~s ~t 
= :::!. for s, t f lR 

Bemærk, at 22M 
= (1_~)M når M er hel ~ O , mens 2s er en pseudo-differen-

tialoperator for andre værdier af s Bemærk, at 2s er en isometri af Ht(lRn) 
på Ht-s(lRn) for alle t E lR. Man får nu let 

Lemma 9.8. Lad s E lR • 

10 2s er en homeomorfi af g; på !?, og af~' på :P', med invers ~-s 

20 ;f er tæt i L; og i HS 
( lRn) . 

Bevis: Som tidligere bemærket er ;I tæt L2(lRn), da c~ er det. Da 

<l;>s E OM' er M s en kontinuert afbildning af ej ind i 1', og af :f' 
<l;> 

i nd i 7f' , for a 11 e s ; og da M -s oplagt er invers hertil, definerer 
<l;> 

en homeomorfi af 'Ef på cjJ og af sO' på ej' • Ved invers Fourier trans-M 
<l;>s 

formation følger, at 2s er en homeomorfi af :jJ på !P og af :I' på sO' , med 

invers 2 -s. Tætheden af ff L 2 medfører nu tæthed af <jJ i L; ved brug 

af M -s' og tæthed af :f i HS ved brug af 2-
s (jvf. i sometri di agrammet 

<Ej;> 
(9.17)). 

Punkt 20 er forøvrigt for s hel > O dækket ind af Sætning 7.5. 

Bemærk, at vi nu har kontinuerte indlejringer 

(9.19) 

så at HS-rummene 

og <j" • Dog er 

s' s 2 -s -s' :f> c H c H c L c H c H C ff' , 

nogen grad "fylder ud" mellem g; og 

for s' >s>O, 

resp. mellem L2 

o 
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(9.20) af e n 
:j: sElR 

HS og :/1 ::> U 
:j: sElR 

HS , 

hvilket følger af at der tilsvarende gælder 

(9.21 ) :fe n L2 :/1 2 
~ u Ls ' 

:j: sElR s sElR 

idet funktionerne i L~ ikke behøver være differentiable, og elementer i 5P 1 

ikke behøver være funktioner. (Der er andre rum, hvor man kombinerer polynomiale 
vækstbetingelser med differentiabilitet, der passer bedre i denne henseende.) 

Vi vil nu sætte Sobolev rummene i relation til rum af kontinuert differen­
tiable funktioner; hovedsætningen er her Sobolevs sætning. 

Sætning 9.9 (Sobolev.) Lad m være et helt tal> O, og lad s> m+ n/2 . 
Så er (jvf. (5.18)) 

og der gælder for uf. HS (lRn ) , 

(9.23) sUP{ID<XU(X)I I X E lRn , 1<x1 ~ m} ~ Cs IIUll s ,,, • 

Bevis: For <PEst> gælder for s = m+t, t > n/2 og 1<x1 <m, 

sup ID<X<p(x)I =supl(2rrfn f neiX'~~<X0(~)d~1 
XElRn x lR 

(9.24) 

~ (2rrfn c flRn 10(~)I<~>m+t<~>-td~ 
1 

~ (2rrf
n 

c 110"L2(f
lR

n <~>-2td~Y = Cs "<pll s ,,,-
s 

idet integralet af <~>-2t er konvergent, når t > n/2. Dette viser (9.23) for 

<P E :f. Når nu u E HS 
, fi ndes iføl ge Lemma 9.8 en føl ge <Pk E yP, så 

"u-<Pk"s ,~O for k ~ =. Ifølge (9.24) er <Pk en Cauchy følge i Cm (lRn) , 
,"" L= 

og da dette rum er et Banach rum, eksisterer grænseværdien v E Cm (lRn). Både 
L= . 

konvergens i HS og i Cm medfører konvergens i :pI , så u = v som elemen­
L= 

ter af Y I 
, og dermed som lokalt integrable funktioner. Dette viser indlejringen 

(9.22), med (9.23). D 

Lad os straks illustrere sætningen med en anvendelse: 
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Sætning 9.10. Lad U E L2(JRn). Så gælder fOl" S E JR 

(9.25) og 

Ilu E C00

2 ( JRn ) <=> u f C
OO 

2 ( JRn) • 
L L 

(9.26) 

Bevis: Vi viser først (9.25). Når u E HS+2 , er Ilu E HS , idet 1 -Il = '22 
• 

Omvendt, når Ilu E HS og u E HO , er 

(1+<~>sl~12)uU;) E L2(JRn) ~ 

Da 1~12 ~ i(1+1~12) for I~I ~ 1 , og 1 ~ c<~>s+2 for I~I < 1 , følger at 

<os+2u(n E L2(JRn) ~ 

dvs. 

n
sElNO 

HS(JRn) = n
sfJR 

HS(JRn) 

Sobolevs sætning. 

ved 

Specielt er det maksimale definitionsområde for Il i L2(JRn) lig med H2(JRn). 

Hypotesen u (L2(JRn) er lidt restriktiv og vil blive slækket senere, når 

vi også har behandlet Sobolev rummene med negativ eksponent. Lad os først vise, 

at Sobolevs sætning kan overføres til pæne delmængder af JRn. 

Korollar 9.11. Nål" Q = JR:, eller Q el" begrænset, glat, åben, gælder fOl" m 

og ~ hele ~ O, med ~ > m+n/2 

(9.27) 

Bevis: Her benyttes Sætning 7.7, som viser eksistensen af en kontinuert afbild-

ning p: H~(Q) -) H~(JRn) for hvilken u = (pu)/Q' Når u E H~(Q) , er 

pu E H~(JRn) c Cm (JRn) ved Sætning 9.9; da er u = (pu)/" E Cm Cf2') , og 
Loo ~G Loo 

SUP{IOCXu(X)I I x (~, Icxl .s: m}.s: SUP{IOCXpu(x)I I x E JR
n

, Icxl .s: m} 

.s: C~ IIpUII~ A.s: C~ lIull ~ _ . 
, H (Q) 

Normen lIull betegnes ofte blot .. lIull s i det følgende" 
s,'" 
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Sobolev rummene med negativ eksponent vil nu blive undersøgt. Hovedpointen 
er, at de vil blive opfattet som dual rum til Sobolev rummene med positiv ekspo­
nent! For L~-rummene er dette en oplagt ting, og den tilsvarende sag for HS 

fås efter anvendelse af F- 1 .' Vi benytter her den sesquilineære dualitet 
(altså: dualrummet er rummet af kontinuerte, konjugeret lineære funktionaler). 

Sætning 9.12. Lad s E: lR . 
10 L2 kan identificeres med dualrummet til Ls

2 , ved en isometrisk iso­-s 
morfi, således at funktionen u E: L:s identificeres med funktionalen A E: (L~)* 
hvis og kun hvis 

(9.28) for <P E: f/ . 

20 H-s(lRn) kan identificeres med dualrummet til HS(lRn), ved en isome­

trisk isomorfi, således at distributionen U E: H-s(lRn) identificeres med funk­

tionalen A E: (Hs (lRn) ) * hvis og kun hvis 

(9.29) 

Bevis: 

idet 

(9.30) 

for <P E: sO • 

1° Når u E: L:s ' definerer u en kontinuert funktional 

Au(v) = fU(~)V(~)d~ for v E: L~ , 

IAU(v)1 = 'I<~>-Su(~)<~>sv(~)d~' 5 "u" 2 "v" 2 
L_s Ls 

på L 2 ved s 

ved Schwarz' ulighed. Afbildningen u ~ Au er injektiv, thi hvis Au = Au' , 
er f(u-u')<pd~=O for alle <pE::f', så u-u' erO-funktionen,vedduBois­
Reymond's lemma (Lemma 6.1). Når omvendt A er en kontinuert funktional på L~ , 
fås ved sammensætning med isometrien M. : L2 ~ Ls

2 en kontinuert funktional 
<~>-s 

A' = AM 
<~> -s 

på L2 . Ved identifikationen af L2 med dets eget dual rum findes der en entydigt 
bestemt funktion f E: L2 med samme norm som A' , så A'(v) = (flv) for alle 
v E: L2 • Da er, for <P E: ~ (der er jo er tæt i L~) , 

A(<p) = A«~>-s<~>s<p) = A'«~>s<p) = (fl<~>s<p) = I<~>sf(~)(p(~)d~ , 



Mod. An. 1984 

hvilket viser at A = A u 

1I<s>-s<s>sfll 2 = IIfll 2 = "AIli 2 * = 11M 2 * . 
L L (L ) (Ls ) 

Endvidere er "u" 2 = 
L-s 
2 Da .fJ er tæt i L· s 

tifikationen mellem u og A bestemt allerede ved (9.28). 

9.10 

er i den-

20 Beviset for dette punkt består nu blot iat "oversætte" alle betragtnin-
gerne under 10

, ved brug af F- 1 og dennes isometri- og homeomorfiegenskaber. D 

(9.31 ) 

Dualiteten mellem H-s og HS skrives nu også 

<u,v"> 
H-s HS 

eller blot <u ,v"> , for u E H-s , s V E H , 

fordi den stemmer overens med skalarproduktet i L2(Rn) og med distributions­
dualiteten, når disse har mening. Bemærk, at vi har vist (cf. (9.30)) 

(9.32) 

der ofte kaldes Schwartz l ulighed (med t) efter Laurent Schwartz. Bemærk også 

(9.33) ~IAU(V)I s} 
" u II _ s = II Au " s * = s u II v II I v E H -... {O } 

(H ) s 

= sup{l<u,V>1 I v E HS-...{O}} = sup{l<u,tp>1 I tp E:f-...{O}fl . 
IIvll s IItpll s 

Rummene H-s, s > O , indeholder flere egentlige distributioner, jo større s 
er. For eksempel har vi 

(9.34) 

Mere alment gælder 

Sætning 9.13. Når U E SI (Rn) og er af orden N , så er u E H-s(Rn) for 

s > N + n/2 • 

Bevis: Lad u E E,1(st) , så er u jo af endelig orden (N) , og der findes 
ifølge (6.34) en konstant CN , så der for alle <.p E CQ(Rn) gælder 

(9.35) l<u,tp>1 = CN SUP{IDCXtp(X) I I x E Rn , Icxl ~ N} 

(idet der ikke er nogen restriktioner på støtten af tp E Cå(Rn)). Ved (9.24) 
fås herefter, at 



Mod. An. 1984 9. 11 

(9.36) l<u,tp>1 ~ c~ //(I)//s,,,- for s> N+n/2 , 

hvormed u E H-s ifølge Sætning 9.12. D 

Bemærk, at det såvel for E I som for HS-rummene gælder, at de Fourier 
transformerede rum består af (lokalt kvadratisk integrable) funktioner. For el 
fås dette af Bemærkning 8.12 eller Sætning 9.13, idet det for HS-rummene ses af 

definitionen. 
Med Sætning 9.13 kan man vise en mere generel sætning om løsningerne til 

Laplace ligningen 

Sætning 9.14. Lad U E EI(JRn) ,eZier mere generelt uf U Ht(JRn) 
tEJR 

(9.37) t.u E HS(JRn) ~ u E HS+2(lRn) . 

Så gæZder 

Bevis: 
er u 

Implikationen 11<=" er klar. For at vise 
i et Sobolev rum Ht(JRn) for et vist t 

":>" bemærker vi, at når u E 8 1 

(evt. stort negativt) ved Sæt-
ning 9.13. Så er 

hvoraf følger at <~>s+2u(~) E L2(lR n) (da 

og U(~)I{I~I~1} er i L2{1~1~1}). Da er 

1~12<~>s > c<~>s+2 for 
u E H s +2 ( ]R n) • 

I~ I ~ 1 , 

D 

Bemærkning 9.15. Sætning 9.14 viser tydeligt, at Sobolev rummene er meget vel­
egnede til at karakterisere regulariteten af løsninger til ~t.u = f. Denne 
egenskab deles ikke af rummene af kontinuert differentiable funktioner, idet der 
gælder u E C2(JRn) :> t.u E CO(lRn), mens det omvendte ikke kan sluttes. Et eksem-
pel i dimension n = 3 er funktionen 

1 (3X1
2 

) 

{
"'-10-9~IX-"1 --2-1 x(x) for x =I: O, 

f(x) = lxi 

O for x = O , 

(9.38) 

1 1 som er konti nuert og har kompakt støtte, og for hvi l ken u = 4TI TxT * f er i 

C1(JR3) '-C2(JR3) og løser -t.u::: f i distributionsforstand (dog er u E H~oc(lRn)). 
Der findes en type af (Banach) rum, som er nærmere ved Ck-rummene end Sobo­

lev rummene og fungerer godt i studiet af t., nemlig Holder rummene Ck,a med 
a E ] 0,1 [, hvor 
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her gælder at ~u E Ck,cr ~ u E Ck+2,cr, i hvert fald lokalt. Disse rum fungerer 

også godt ved ikke-lineære problemer (men er til gengæld ikke særligt nemme at 
håndtere ved Fourier transformation). Elliptiske differentialligninger i Ck,cr- rum 
behandles f.eks. i R. Courant - D. Hilbert: Methods of Mathematical Physics, 
vol. II (under emnet "Schauder estimates"). 

Nu kan vi endelig give et nemt bevis for den struktursætning, der blev be­
budet i Kapitel 6 (omkring formel (6.17)). 

Sætning 9.16. (Struktursætningen. ) Lad r6 vær>e åben c lR n og lad u E [I (D) . 
Lad V Vær>e en åben omegn af supp u med V kompakt c D, og lad M Vær>e 

et helt tal > (N+n)/2, hvor N er ordenen af U. Der findes et system af 

kontinuerte funktioner fa med støtte i V for lal < 2M, så at 

(9.39) u = L 
lal <2M 

Endvidere findes en kontinuert funktion g på lR n , så u = (1_~)Mg (og 

g E Hn/2+1-e(lRn) for hvert e > O) • 

Bevis: Vi har ifølge Sætning 9.13, at u E H-s for s = N + n/2 + e (med 
e E ]0,1 [ ). Nu er H-s = 3t Ht -s for hvert t. For t = 2M > N + n haves, 
at t-s~N+n+1-N-n/2-e=.n/2+1-e, så at Ht-scCo(lRn),vedSobolevs 
sætning. Altså er 

hvormed der fi ndes et g E CO n Hn/ 2+1- e , så at 

M u = (1 -Ll) g. 

Lad nu n E Cå(V) med n = 1 på en omegn af supp u. Så er u = nu = 
n(1-Ll)~lg, som ved hjælp af Leibniz l formel omskrives til formen (9.39). D 

Som en umiddelbar konsekvens fås følgende sætning for vilkårlige distribu­
ti oner: 

Koro 11 ar 9.16. Lad D vær>e åben c lR n , lad U E:/)I (D), og lad D I vær>e en 

åben delmængde af D med D' kompakt c D. Lad l:; E Cå(D) med l:; = 1 på 

DI, og lad N Vær>e ordenen af I:;U E 8 1 (D). Når V er en omegn af supp l:; i 
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Q og M hel > (N+n)/2, så findes et system af kontinuerte funktioner med 

kompakt støtte i V, så sU = Llal <2M Dafa ; specielt er 

(9.40) u = L 
la 1<2M 

Ud fra korollaret og en finere deling af enheden end vi har indført i Kapi­

te l 5 kan man forøvri gt, for hver u E 1)1 (Q) , konstruere et system ( fa) aEJN n 
O 

af kontinuerte funktioner fa på Q, som er lokalt endeligt (dvs. kun endeligt 

mange funkti oner er forske 11 i ge fra O på hver kompakt de lmængde af S6), så at 

u = L n Dafa (se f.eks. Theorem 6.28 i Rudinis bog). 
la IEJNO 
Vi kan nu også vise følgende interessante tæthedssætning. 

Sætning 9.17. Lad S6 vær>e åben c JRn. Så er C'Q(Q) tæt i .2)1 (S6) . 

Bevis: Lad u E !bl (Q). Vi bemærker først, at når n,Q, er en følge af funktioner 

som i Korollar 5.11 20
, så vil n,Q,u ~ u i !l)1 (S6) for ,Q, ~ 00, idet der for hvert 

~ E C'Q(Q) gælder 

når ,Q,O er så stor at supp ~ E K,Q, 
O 

, jvf. også Sætning 6.9. Det er da tilstræk-

keligt at approksimere n,Q,u 

n,Q,u E SI (Q) og til hører da 

O i JRn,Q). Nu er 1'(JRn) 

d . H-s(JRn). me ~k ~ n,Q,u 1 

eller verificer direkte). Da 

i .2)1 (S6) med funktioner i C'Q(Q). Men 

H-s(JI~n) for et vist s (når n,Q,u forlænges med 

tæt i H-s(JRn), så der findes en følge ~k E:P 

Denne følge konvergerer også i J)1(JRn) (jvf. (9.19) 

vil n,Q,+1<.pk ~ n,Q,+1 n,Q,u = n,Q, u i.2)1 (JRn) for 
k ~ 00, og dermed i J91(Q) (jvf. Sætning 6.9). (Sætningen kan også vises ved 

almene resultater fra funktionalanalyse.) 

Sætningen tillader at vise mange egenskaber for distributioner ved reduktion 

til testfunktioner. Med små modifikationer giver beviset tillige at C'Q(JRn) er 

tæt i o/l(JRn) (med dettes topologi), og at Cå(Q) er tæt i 2 1(Q) (med topologi 

som dualrummet til COO(Q) , jvf. Øvelse 6.11). 

Som en anvendelse af sætningen kan vi definere foldning af distributioner 

med testfunktioner: Når u (1)I(JRn) og uk er en følge i Cå(JRn), som kon-

vergerer mod u -Øl (JRn) , gælder for ljJ og ~ E C'Q(JRn) 

~~ <uk*ljJ,~> = ~~ JJuk(x-y)ljJ(y)<.p(X)dY dx = ~~ JJuk(Z)ljJ(X-Z)<.p(X)dX dz = 



Mod. An. 1984 

= l i m <u k ' S1/mp> = <u ,S1/J*<.p> , 
k-lOO 

hvor S1/J(x) står for 1/J(-x) som i (8.73). Vi kan da indføre: 

Definition 9.18. For U EJ)'(JRn) og 1/J E CO(JRn) defineres u*1/J ved 

u *1/J = l i m u k *1/J i j) I ( JR n) , 
k-lOO 

(9.41 ) 

hvor U k er en fØ 1ge i Co ( JR n), der konvergerer mod u i 2J1 ( JR n) . 

Definitionen er åbenbart uafhængig af valget af følgen uk idet vi 
tillige har vist: 

Lemma 9.19. Når U E.2)'(JRn) og 1/J E CO(JRn), opfylder u*1/J for alle 

<.p E CO( JRn) 

(9.42) 

9. 14 

Definitionen og lemmaet tillader en mængde regninger med foldningsprodukter. 
Blandt andet får man umiddelbart ved brug af (9.42) 

Lemma 9.20. Når U E,,2) I ( JR n), gælder 

(9.43) 

Argumenterne generaliseres uden videre til tilfældet hvor u E:f'(JRn) 
og <.p E1(lRn). Vi kan da også udvide Lemma 8.18 til vilkårlige tempererede distri­
butioner (jvf. Øvelse 9.2). 

Man kan også generalisere argumenterne til tilfældet hvor u EE"(lRn) og 
<.p E COO 

( JR n) • 
Det er nu også muligt at definere et foldningsprodukt af to distributioner 

under visse omstændigheder (f.eks. når den ene har kompakt støtte, eller når 
begge har støtte i en "kvadrant" {x E lRn I Xj ~ O for j = 1 , ••• ,n} ), men 
herom må vi henvise til den videregående litteratur. 
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2~1~_E~g~!§~~t~tet~2f~_i2f_~!!~Et~e~~_s~ii~f~~t~§!!~g~~~g~f' 

Når P(x,D) er en m1te ordens differentialoperator (9.6) med symbolet 
(9.7), kaldes m1te ordens delen for principaldelen 

(9.44) Pm(x,D) = L aa(x)Da , 
lal=m 

og det tilhørende symbol kaldes principalsymbolet 

(9.45) Pm(x,~) = L aa(x)~a 
lal=m 

man møder også betegnelsen det karakteristiske polynomium for Pm(x,~). Opera-
toren P(x,D) kaldes elliptisk på M (M c lRn), når 

(9.46) 

Laplace operatoren, hvis symbol og principalsymbol er lig _1~12 , er elliptisk 
på lRn • 

Argumentationen i Sætning 9.14 kan ret let udvides til andre elliptiske 
operatorer med konstante koefficienter aa' Når en differentialoperator har 
variable koefficienter, skal der mere til end blot Fourier transformation. Vi vil 
i det følgende vise, hvordan Sætning 9.14 kan generaliseres til elliptiske diffe­
rentialoperatorer af orden m med konstante koefficienter i principaldelen og 
variable koefficienter iøvrigt. 

Hertil har vi brug for lokalt definerede Sobolev rum. For nemheds skyld 
nøjes vi med at betragte dem for hele eksponenter. 

n Definition 9.21. Lad s E l , og lad n være en åben delmængde af lR . Rummet 

H~oc(n) defineres som mængden af distributioner U Ej9I(n) , for hvilke 

~u E HS(lRn) for alle ~ E Cå(n) (hvor ~u som sædvanlig tænkes forlænget med 

O uden for n J. 

Af hensyn til denne karakterisering bemærkes: 

Lemma 9.22. Lad s E l . 

10 For hvert f E 

kontinuert operator fra 

20 For hvert a E 
Hs-lal(lRn) . 

eller :!( lRn), er multiplikation med f en 

ind i HS
( lRn) . 

Da en kontinuert operator fra HS(lRn) ind i 
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Bevis: 10 Lad s ~ O. Det følger umiddelbart af Leibniz' formel, at 

(9.47) 

hvilket viser kontinuiteten for s > O. For 
9.12 og (9.47): 

JR
n

, Icxl ~ s} 

u E H-s(JRn) benytter vi Sætning 

I<fu ,tp>1 = I<u, ftp>1 ~ IIUI_s"ftpls 

~ lIull_s Cs SUP{IDCXf(X)I I x E JR n , Icxl ~ s} IItplls ' 

hvormed f u E H-s (JRn) med 

(9.48) IIfull_s ~ lIull_s Cs SUP{IDCXf(X)I I x E JR n , Icxl ~ s} 

(jvf. (9.33)), hvilket viser kontinuiteten. 
20 At Dcx afbilder HS(JRn) kontinuert ind i Hs-lcxl(JRn) ses af at 

IIDcxUlls_lcxl,'" = c IIscx<s>s-jcx'a(~;)lIo ~ c lI<s>su(s)lI o = IIUlls,A for u E HS(JRn) . 

O 

Lemmaet medfører bl.a., at for at vise at en distribution u E~'(~) lig­
ger i H~oc(~) er det nok at vise f.eks. at n~u E HS(JRn) for funktionerne 
indført i Korollar 5.11 (for et givet tp E CO(~) vælges ~ så stor, at 
sUPP tp c K~; så er tpU = tpn~u). Det er også tilstrækkeligt for at u E.1J'(~) 
tilhører Hfoc(~) , at der for hvert x E ~ findes en omegn w og en testfunk-

tion l/J E CO(~) med l/J = 1 på w, så at l/Ju E HS(JRn); thi for hvert ~ kan 

K~+1 overdækkes af et endeligt system af sådanne omegne w1 , .•• ,wN ' og 

så at 

Rummet H~oc(~) er et Frechet rum med topologien defineret ved seminormerne 

(9.49) p~(u) = IIn~ulI s n for ~ = 1,2, .•. 
H (JR ) 

Bemærkning 9.23. For fuldstændighedens skyld vil vi nævne, at H~oc(~) har 
dual rummet H~~mp(~) (som det selv er dualrum til), på lignende måde som i Sæt­
ning 9.12 (og Øvelse 5.3 og 5.8). Her er 
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(9.50) 
t 00 t 
HGomp(~) = U HK ' 

,Q, = 1 ,Q, 

hvor H~ 
,Q, 

er det afsluttede underrum af Ht(lRn) bestående af elementerne med 

støtte i K,Q, ; 
forsynes med induktiv limes topologien. 

Af Lemma 9.22 fås endvidere 

Lemma 9.24. Lad S E 7L. Når f E cO(~) og ex E JN~ , 

en afbildning af H~OG(~) ind i H~;~exl (~) . 

CX 
er operatoren U ro< f D U 

Bevis: Når U E H~OG(~) , haves for hvert j = 1, ... ,n, hvert tp E co(~) , 

tp(DjU) = Dj(tpu) - (Djtp)U E Hs- 1(lRn), 

idet tpU E HS(lRn) 

Dj rummet H~OG(~) 

medfører Dj(tpu) E Hs- 1 (lRn) , og Djtp E co(~) . Altså sender 
ind i HSl-1(~) , og det fås ved iteration, at D

cx 
sender 

OG 
HS (~) ind i Hs- 1cxl (~) Da ftpECooo(Q),nårtp E Cooo(~) , ses at 

lOG lOG' 
fDcxu E Hs-Icxl(~) lOG . 

D 

Det kan let kontrolleres, at afbildningen i Lemma 9.24 er kontinuert. Vi 

bemærker følgende oplagte konsekvens af Sobolevs sætning: 

Lemma 9.25. For ~ åben c lR n 
gælder 

(9.51 ) 

Nu vil vi vise regularitetssætningen: 

Sætning 9.26. Lad ~ være en åben delmængde af lR n , og lad P = P(x,D) være 

en elliptisk differentialoperator af orden m på ~, med konstante koefficien­

ter i principaldelen og Coo-koefficienter i de øvrige led. Der gælder for alle 

s E 7L 

(9.52) 

og specielt 

(9.53) 



Mod. An. 1934 9.18 

Bevis: Implikationen fra højre mod venstre er oplagt i (9.53), og den følger 
i (9.52) af Lemma 9.24. Lad os nu vise ~ i (9.52). Ifølge det givne er P 

a f formen (i det vi kan antage at m > O ) 

(9.54) P(x,D) = Pm(D) + Q(x,D) , 

hvor Pm(D) = Op(Pm) for et homogent polynomium Pm(~) med eneste nulpunkt 
~ = O, og hvor Q er af orden m - 1 med Coo-koefficienter. Den formelt adjun-

gerede operator P'(x,D) har da formen 

P'(x,D) = P'(D) + Q'(x,D) , m 

hvor P~(D) = OPCP
m
), og QI er af orden m-1 . Ved sammensætning fås en dif­

ferentialoperator 

L(x,D) = pi (x,D)P(x,D) = OP(PmPm) + R(x,D) , 

hvor PmPm opfylder 

c 1~12m ~ Pm(~)Pm(~) ~ C 1~12m n for ~ E lR , 

med O < c ~ C, og R(x,D) 
er L(x,D)u = plpu f H~~~ (~) 
tionen ~ i (9.52) for L , 

er af orden 2m -1 . Når P(x,D)u E H~oc(~) , 
ifølge Lemma 9.24. Hvis vi blot kan vise implika­

er vi færdige, thi dette vil give at u E H~~~(~) . 

Vi kan derfor antage fra nu af, at m er lige, og 

(9.55) 

Lad u opfylde venstre side af (9.52), og lad x E ~. Ifølge beskrivel­

serne af H{oc(~) er det nok at vise, at der findes en omegn w af x og en 

funktion 1/J E cQ'(~) som er 1 på w, så l/Ju E HS-Itm{ lR
n

) • 
Vælg først r > O, så ~(x,r) c ~. Lad Vj = B(x,r/j) for 

j = 1,2, .... Som i Korollar 5.11 findes for hvert j en funktion 1/J j E CQ'(Vj ) 

med 1/Jj = 1 på Vj +1 . Specielt er 1/Jj 1/Jj +1 = 1/Jj~1 . 
Da 1/J1 u kan opfattes som en distribution på lRn med kompakt støtte, er 

1/J1 u af endelig orden, og der findes ifølge Sætning 9.13 et tal M E l , så 

1/J1 u E" H-M(lRn). Vi vil nu vise induktivt, at 

(9.56) for j = 1,2, ... 

Når j er så stor, at -M + j ~ s + m, er 1/Jj+1u E Hs+m(lRn), og det ønskede 

er opnået med w = V. 2 og 1/J = 1/J. 1 . J+ J+ 
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(9.57) 

Induktionsskridtet går på følgende måde: Lad det være givet, at 

1/JjU f H-M+j -1 
li Hs+m ~ samt Pu E H~oc(Q) . 

Nu skriver vi 

Pu = ( Pm (D) + 1 ) u + (Q (x, D) -1 ) u , 

og bemærker, at der ved Leibniz ' formel gælder, for hvert ~, 

(9.58) 

hvor S~(x,O) = 1/Jl- (Pm+1)1/J~ er en differentialoperatoraf orden m -1 , som 
har koefficienter støttet i supp 1/J~ c V~. Vi får da 

(9.59) (Pm(0)+1)1/JJ'+1 u = 1/J. 1Pu - S. 1(x,0)u = 1/J. 1P1/J.u-S. 1(x,D)1/J.u , J+ J+ J+ J J+ J 

da 1/Jj er 1 på Vj +1 ' hvor 1/Jj +1 og koefficienterne til 
støtte. Ifølge det givne (9.57) samt Lemma 9.24 er 

S. 1 J+ har deres 

-M+J'-1-m+1 s+m-m+1 -M+j-m s+1 S. 11/J·u E H . U H = H U H , J+ J 
og 

dvs. i alt 

(9.60) (p (0)+1)1/J. u f. H-~1+j-m U IP 
m J+1' • 

Nu er 
Pm (D) + 1 = Op (Pm (~) + 1) , 

som oplagt definerer en isomorfi af Hk(1l~n) på Hk-m(1l~n) for alle k , så det 

kan sluttes af (9.60), at 

1/J
j
+
1u E H- t.1+j U Hs+m • 

Hermed er det vist, at (9.57) medfører (9.56), og induktionen fungerer som angivet. 
Den sidste implikation i (9.53) følger nu af Lemma 9.25. D 

En argumentation som i ovennævnte bevis kaldes i engelsk matematisk litte­
ratur ofte et "bootstrap"-argument, hvilket hentyder til et af MUnchhausens 
eventyr, hvor han sad fast i et hængedynd, og skridt for skridt halede sig selv 
op ved støvlestropperne. 
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Korollar 9.27. Når P er en elliptisk differentialoperator på n af orden m, 

med konstante koefficienter i principalsymbolet, så er 

(9.61) 

Sætningen og korollaret kan også vises for elliptiske operatorer med helt 

variable koefficienter, ved at man i omegnen af hvert Xo E n benytter at 
Pm(x,D) er tæt ved Pm(xO,D) i en passende forstand; vi skal ikke komme ind på 
detaljerne her. Der vil i almindelighed ikke gælde at D(Pmax ) ligger i Hm(~) , 

med mindre dimensionen n er lig 1. 
Med hensyn til den minimale realisation vil vi blot vise følgende. 

Sætning 9.28. Lad P(D) være elliptisk af orden m på lR
n

, med konstante 

koefficienter. Lad ~ være åben c lRn . Den minimale realisation Pmin af 

P(D) i L2(~) opfylder 

(9.62) D(P . ) = HmO(~) . mln 

Bevis: For ~ = lRn har vi allerede vist, at D(Pmin ) = D(Pmax ) , og det sid­
ste udsagn får vi ved at vise~at graf-normen her er ækvivalent med Hm(lRn)-normen. 

Hertil bemærkes at ved Plancherel-Parsevals sætning er 

"UII~+IIPU"~ = (2nfn(IIU"~+"Pu"~) = (2n)-n JlRn (1+IP(~)12)IQ(~)12 d~ . 

Da p(~) opfylder 

hvor der med positive konstanter c og C gælder 

har vi, at 

c 1~lm ~ IPm(~)1 ~ C 1~lm , 

Iq(~) I ~ c<~>m-1 

n for ~ E: lR , 

> ~ 1~lm for I~I tilstrækkeligt stor, 
-2 

hvormed der fi ndes pos iti ve konstanter c I og C' , så at 



Mod. An. 1984 9.21 

Det ses heraf, at graf-norm og Hm-norm er ækvivalente, hvormed den sidste påstand 
i sætningen er vist. 

For påstanden vedrørende realisationen i L2(Q) observerer vi nu, at af­
slutningen af Cå(Q) i graf-norm og i Hm-norm må være identiske, hvilket viser 
(9.62). O 

Vi har ovenfor behandlet regularitet af løsninger til elliptiske differen­
tialligninger. Også eksistens af løsninger kan diskuteres i rammen af Sobolev rum 
og Fourier integraler. En lettilgængelig behandling af partielle differential­
ligninger, byggende på distributionsteori , er givet af F. Treves: "Basic Linear 
Partial Differential Equations". Også L. Hormander: "The Analysis af Linear 
Partial DifferentialOperators" I-IV kan anbefales for den, der ønsker et meget 
dybere kendskab til den moderne teori for differentialoperatorer. 

Bemærkning 9.29. Teorien for elliptiske operatorer kan umiddelbart videreudvikles 
flere retninger. Lad os nævne følgende to. 

l~_~gbrQgiDg~r_QQgr~~QrgD' Hermed menes i reglen en realisation af diffe­
rentialoperatoren Pv = -A+ V på lR n , hvor V er en multiplikationsoperator 
(med en funktion V(x) , der kaldes potentialet). Som vi har set, er P I 

O COO
( lRn) 

O 
essentielt selvadjungeret L2(lRn) (Korollar 9.6). Det har betydning at afgræn-
se klasser af potentialer V, for hvilke PV ' defineret på CåO~n), bliver 
essentielt selvadjungeret, samt at beskrive numeriske værdimængder, spektre og 
andre karakteristiska ved disse operatorer. Operatorerne studeres i kvantemekanik 
og specielt spredningsteori , hvor man undersøger sammenhængen mellem exp(i t PO) 
og exp(i t PV) • 

20 8~Dg~~rgiQrQQ1~mgr i dimension n ~ 2. Man betragter her Laplace 
operatoren og andre elliptiske operatorer på glatte åbne delmængder Q af lR n . 
Teorien er forberedt med sætningerne i Kapitel 7. Man kan nu vise, at randafbild-
ni ngen 

Yj: u ...,. (aani u I aq 

defineret på Cm (IT) , udvides til en kontinuert afbildning af Sobolev rummet 
Hm(Q) over i Hm-j-~(aQ) når m > j her defineres HS(aQ) som i Afsnit 9.1 

når aQ = lRn-1 , og alment ved hjælp af lokale koordinater. (Sætning 7.14 gene­
raliseres i tilfældet n > 2 til, at H~(Q) består af de Hm-funktioner u , 
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for hvilke YjU = O for j = O,1, ... ,m-1 .) Derefter kan randbetingelserdefine­
res med god mening i Sobolev rum, og der kan udvikles en teori for selvadjungerede 
eller Lax-Milgram realisationer af elliptiske operatorer A på ~, bestemt ved 
randbetingelser. 

Friedrichs' sætning (Sætning 2.17) giver eksistensen, i tilfældet hvor 
Amin er symmetrisk og nedad begrænset, af den selvadjungerede realisation, der 
i en vis forstand ligger tættest på Amin. Når A er af 2. orden med positivt 
principalsymbol , viser det sig, at denne realisation netop repræsenterer Dirichlet 
betingelsen YOU = O. Lax-Milgrams sætning (Sætning 2.14) giver adgang til at 
definere mange flere realisationer (inklusive Friedrichs realisationen), f.eks. i 
2. ordens tilfældet også den realisation, der repræsenterer Neumann betingelsen 
Y1U = O , eller mere generelle betingelser (f.eks. Robin betingelser Y1U = 

a(x)YOu ; "skæve Neumann betingelser" Y1U = SyOU hvor S er en første ordens 
differentialoperator i a~; eller "blandede betingelser" hvor YOU = O på en 
del af randen og Y1U = O på resten). Ved brugen af Lax-Milgrams sætning kan man 
spille på, dels valget af forskellige sesquilineære former a(u,v) (til samme 
differentialoperator), dels valget af forskellige rum V (i 2. ordens tilfældet 
tages gerne rum V med H~(~) c V c H1(~) ). 

Den generelle teori i Kapitel 2 sikrer altsåekSiSt~hSen af sådanne realisa­
tioner, hvorefter der resterer det arbejde at konkretisere deres udseende mere 
præcist, hvilket indebærer dybtgående analyser - bl.a. regularitetsteori for rand­
værdiproblemer. (Det er ikke helt nemt at vise, at Friedrichs udvidelsen af 
Amin på et glat åbent område ~, med A = -~, har definitionsområdet 

H6(~) n H2(~) ; vanskeligheden ligger at opnå H2(~) og ikke blot H~oc(~) 
der sikres af Korollar 9.27 ovenfor.) 

Med disse realisationer kan man nu også løse evolutionsligninger (med ~and­
betingelser), som gennemgået i Kapitel 3, idet jo Lax-r~ilgram operatorer og skæv­
selvadjungerede operatorer optræder som infinitesimale frembringere for semigrup­
per og grupper, jvf. s i de 3.12 - 13. 
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ØVELSER TIL KURSET 

MODERNE ANALYSE MED ANVENDELSER 

Denne opgavesamling er en blanding af, dels træningsopgaver i direkte til­
knytning til teksten, dels uddybende opgaver. Nogle er fremstillet til formålet, 
andre er lånt fra opgavesamlinger rundt omkring. Specielt er en stor del af 
Esben Kehlets opgaver fra det tidligere Matematik 323 medtaget i opgaverne til 
Kapitel 2 og 3 (herunder nogle opgaver, der kan bruges, når spektralteori for 
ubegrænsede operatorer indgår i det gennemgående stof). 

1.1. Vis Taylors formel (1.15). 

1.2. Vis, at Ase Aw • Vis, at operatoren Aw i Hilbertrummet H = L2(I) er 
den adjungerede til operatoren -AO ' samt at iAo er symmetrisk 
(definitioner af disse begreber findes i Kapitel 2). 

1.3. Vis, at operatoren ~ i CO(T) med definitionsmængde C1(T) er en 
afsluttet operator. 
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2.1 Lad H være et separabelt Hilbertrum, med den ortonormale basis (ej)jEJN' 
Lad V betegne underrummet af (endelige) linearkombinationer af basis-
vektorerne. Definer operatoren T H med D(T) = V ved: 

T (~ c. e.) = ~ c. e1 . 
j=1 J J j=1 J 

Vis, at T ikke har en afslutning. Find T*, og find afslutningen af 
G(T) . 

2.2 Med H og T som i forrige øvelse, lad T1 være restriktionen af T 
med D(T1) = V1 ' hvor V1 er underrummet af linearkombinationer af 
basisvektorerne ej med j ~ 2. Vis, at T1 er en symmetrisk opera­
tor, der ikke kan afsluttes. 
Fi nd en i sometri U af et underrum af H i nd i H, så at U - I er 
injektiv, men U - I i kke er injektiv. 

2.3 Vis, at en operator T: X ~ Y er afsluttet, hvis og kun hvis O(T) er 
fuldstændigt med hensyn til grafnormen. 

2.4 Vis, at når R, S og T er operatorer et Banachrum X, så er 
RS + RT c R(S+T). Undersøg eksemplet 

d d d 
S = dx ' T = - dx' R = dx ' 

for Banach rummet ° C ([0,1]) . 

2.5 Lad H være et Hilbertrum, og lad B og T være operatorer H, med 
B E lB(H) . Vis følgende påstande: 
(a) Hvis T er afsluttet, er TB afsluttet. 
(b) Hvis T er tæt defineret, er T*B* afsluttet, men ikke nødvendigvis 
tæt defineret; og BT er tæt defineret, men ikke nødvendigvis afsluttelig. 
Endvidere er T*B* = (BT)* . 
(c) Hvis T og T* er tæt defineret, og BT er afsluttet, så er T 
afsluttet og T*8* tæt defineret, og BT = (T*B*)* . 
(d) Hvis T er tæt defineret og afsluttet, og TB er tæt defineret, 
så er (TB)* = 8*T* • 

2.6 Find, f.eks. for H = L2(JO,1[) , selvadjungerede operatorer B E lB(H) 
og T i H, så at TB ikke er tæt defineret og BT ikke kan afslut­
tes. (T kan f.eks. være realisationen A1 i afsnit 2.4, og B kan 
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væl ges så dim R(B) = 1 .) 

2.7 Undersøg (2.12) ved brug af eksemplerne i Øvelse 2.4 og 2.6. 

2.8 Vis, at hvis operatoren T i H er tæt defineret, og (Txlx) = D for 
alle x E D(T) , så er T = D. Kan forudsætningen om D(T) = H und-

væres? 

2.9 Lad T være en tæt defineret operator i H med D(T) c D(T*) . Vis, at 
hvis v(T) er begrænset, så er T begrænset. (Man kan betragte de sym­

metriske operatorer Re T = ~(T+T*) og 1m T = ir (T-T*) .) 

2.1 D Er der andre se l vadj ungerede operatorer A end A1 ' der opfyl der 
rv 

AD c A c A ? (Spørgsmål i tilknytning til Afsnit 2.4.) 
ae 

2.11 Find en selvadjungeret operator i L2(Ja,b[) der er en udvidelse af 
_ d~22: på C~(]a,b[) (en realisation af - d~22)' Samme spørgsmål for 

d4 
QX4' (Man kan f.eks. benytte Sætning 2.11.) 

2.12 Lad I = JD,oo[ og betragt Hilbertrummet H = L2(1) (idet det regnes for 
kendt, at C~(1) er en tæt delmængde heri). Operatoren T med D(T)_= 
C~(1) og virkning Tu = Dxu udvides ved afslutning til en operator T 

i H. 
(a) Vis, at ligningen ul(t) +u(t) = f(t) har en løsning i L

2
(I) for 

hvert f E C~(I). (Løsningsmetoden er kendt fra Matematik 1.) 
(b) Vis, at funktionen e-t er ortogonal på R(T+i1) . 
(c) Vis, at T er maksimal symmetrisk, men ikke har en selvadjungeret 

udvidelse. 

2.13 Definer J1 som restriktionen af operatoren J i Afsnit 2.4 med 
D(J

1
) = {u E L2(1) I (ul1) = D}. Har J

1 
nogen setvadjungerende 

udvidelser? 

2.14 Forsyn R(J) med den ved J inducerede norm fra L
2

(1) , dvs. 
-1 1 II v IIR(J) = IIJ vlI

L 
2(1) , og forsyn Hac(I) med normen defineret ved 

II v +c II 1 = II v II R ( J) + I c I 
Hac (I ) 

for v E R(J) , c E ~. Vis, at H:c(I) er et Banach rum, og der gælder 

for a 11 e u E C 1 (I) 
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II u II 1 _ > c 1 /I u II 1 > c2 II u II O -
C (I) - Hac(I) - C (I) 

med positive konstanter c1 og c2 • 

2.15 Lad H være et separabelt Hilbertrum, med den artanormale basis 
(e

j
)jE1:. For hvert j > O sættes f j = e_j +jej. Lad V og W være 

afslutningen af rummet af linearkombinationer af henholdsvis vektorerne 

(ej)j>O og vektorerne (fj)j>O. Vis at V +W er tæt i H, men ikke 
afsluttet. (Betragt for eksempel vektoren x = Lj>O + e_j .) 

2.16 Lad H være et Hilbertrum over Q: eller ]R, og V et tæt underrum. 
(a) For ethvert x E H er {x}.L n V tæt {x}.L. (Vælg f.eks. følger 
x
n 

og Y
n 

fra V, der konvergerer mod x, henholdsvis Y E {x}.L , 

og betragt, for II xII = 1 , (xnIX)Yn - (ynlx)Xn .) 

(b) For ethvert endeligdimensionalt underrum K af H er K.L nV tæt 

K • 
(c) Til x og y 

fra V, så at xn ~ x , Yn ~ y , og 

for alle n og m. 

(Vælg rekursivt xn+1 ' 
-n-1 

så IIx-xn+111 ~ 2 og 

2.17 Lad X og Y være Banach rum, og lad (Tn)nE~ være en følge af opera­
torer i B(X,Y) . Antag, at der findes en konstant c > O , så at 
lIT nll ~ c for alle n , samt at der for x i et tæt underrum V af X 
gælder at TnX er konvergent i Y. Vis at der findes en entydigt 
bestemt operator TEB(X,Y) , så Tnx~Tx for alle xEX. (Man 

kan bruge et e/3-argument.) 

2.18 Lad A være en operator i et Hilbertrum H, således at D(A
2

) = D(A) 
og A2x = -x for x E D(A). Vis, at D(A) er direkte sum af egenrum­

mene for A svarende til egenværdierne +i og -i , og at 

hvor V± = {{x,y} E G(A) I y = fix} . 

2.19 Lad T være en tæt defineret, afsluttet symmetrisk operator på et 

Hilbertrum H. 
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(a) Vis, at 

hvor W± = {{x,y} E G(T*) I Y = fix} ; samt at 

D(T*) = D(T)';'Z(T*-iI)+Z(T*+iI). 

(Man kan bruge Øvelse 2.18 .) 
(b) Lad S være en afsluttet, symmetrisk operator, der udvider T , 
T ~ S. Vis, at hvis u og v E D(T*) med T*u = iu , T*v = -iv og 
u +v E D(S) , så er lIull = lIvII. Vis, at der findes en isometri U 
af et afsluttet underrum K af Z(T*-iI) ind i Z(T*+iI) , så at 

D(S) = {x + u + Uu I x E D(T) , u E K}, med 

S(x+u+Uu) = Tx + iu - iUu 

Omvendt er enhver operator defineret på denne måde en afsluttet, symme­
trisk udvidelse af T. 

2.20 En operator N i et Hilbertrum H kaldes normal, hvis N er afsluttet 
og tæt defineret, og NN* = N*N. Vis, at hvis N er en tæt defineret 
operator, og N og N* er metrisk ens, dvs. D(N) = D(N*) og 
lINxII = IIN*xll for alle x E D(N) , så er N normal. (Det omvendte 
gælder også, det vises f.eks. i Rudin's bog afsnit 13.32.) 

2.21 Lad H være et separabelt Hilbertrum. Vis, at der findes en tæt define­
ret, afsluttet, ubegrænset operator A i H, der opfylder A2 

= IID(A) 
(Jvf. Øvelse 2.15 og 2.18.) Vis, at A ikke kan være selvadjungeret, 
eller symmetrisk. 

2.22 Lad X og Y være vektorrum, og lad A: X ~ Y og B: Y ~ X være ope­
ratorer med R(A) c D(B) og R(B) c D(A). Lad A E ~'{O} og lad 
k E ~. Vis, at A er egenværdi for AB med multiplicitet k, hvis 
og kun hvis A er egenværdi for BA med multiplicitet k. 

2.23 Lad S være en tæt defineret, afsluttet, symmetrisk operator i et Hil­
-bertrum H, med m(S) > O. Vis, at D(S) n Z(S*) = {O}. Vis, at 
operatoren R defineret ved 

D(R) = D(S) .;. Z(S*) 

R(v+z) = Sv, når v E D(S) og z E Z(S*) 
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er en selvadjungeret udvidelse af S med m(R) > O. Vis, at R er 
forskellig fra Friedrichs udvidelsen T af S , hvis og kun hvis 

Z(S*) :j: {O} . 
[Historisk note: R er J.v. Neumanns løsning (Mathematische Annalen 1929) 
på problemet at finde en selvadjungeret halvbegrænset udvidelse af S ; 
den blev fundet før Friedrichs udvidelsen T (Mathematische Annalen 1934). 
M. G. Krein har vist (Matematicheskij Sbornik 1947), at samtlige selvad­
jungerede udvidelser T ~ ° , via de tilhørende sesquilineære former, 
kan karakteriseres som liggende "mellem" T og R i en nærmere præcise­
ret forstand. Her er T ("the hard extension") tættest ved S , mens R 
("the soft extension") er fjernest fra S. I praksis har T størst inte­

resse, mens R virker noget outreret.] 

2.24 Lad S være en tæt defineret, symmetrisk operator H med m(S) ~ 1 , 

2.25 

og lad V være kompletteringen af O(S), som beskrevet i Sætning 2.18. 
(a) Vis, at hvis T er en selvadjungeret, nedad begrænset udvidelse af 
S med O(T) c V, så er T netop Friedrichsudvidelsen. 
(b) Vis, at hvis T1 er en Vilkårlig selvadjungeret, udvidelse af S 
med m(T

1
) ~ 0, og V1 er kompletteringen af 0(T1) med hensyn til 

skalarproduktet 

så gælder 
V c V1 c V-i-Z(S*) . 

-1 (Man kan vise, at når u E 0(T1) , er u - T T1u E Z(S*) .) 
(c) Vis, at hvis T1 = R, hvor R er udvidelsen defineret i Øvelse 
2.23, så er V1 = V 4- Z(S*) . Find den tilhørende sesquilineære form. 

[Læs videre i Kreinis artikel, hvis du kan russisk.] 

Lad H = L 2 (I) 

skalarproduktet 

hvor I = ]a,b[ , og lad V = H!c(I) 

b 
(ulv)V = fa(u'(t)V'(t)+U(t)V(t))dt ; 

, forsynet med 

(hvor Ul = iAacU); vis, at V er et Hilbertrum. Lad a(u,v) være 

den sesquilineære form på V 
b 

a(u,v) = f (u'(t)v'(t)+q(t)u(t)v(t))dt 
a 

hvor q er en funktion i cO(T). Vis, at a er kontinuert på V og 
V-coerciv. Vis, at operatoren A knyttet til (H,V,a) ved Lax-Milgrams 

sætning virker som: 



Mod. An. 1984 Ø.2.6 

d2 
Au = - - U + qu , 

dt2 

med definitionsområde D(A) bestående af funktionerne u E H~c (I) med 

u I E H~c ( I) og 
ul(a) = u'(b) = O . 

2.26 Lad H være et præ Hilbertrum. Mængden af ortonormalsystemer i H er 

induktivt ordnet og har derfor maximale elementer. Lad (ei)iEI og 
(fj)jEJ være to maximale ortonormale systemer. Vis, at I og J har 
samme kardinaltal. (Hvis I er endelig, er H et endelig dimensionalt 

vektorrum med basis (e i )iEI ; da vektorerne f j , j E J , er lineært 
uafhængige, er card J ~ card I. Hvis I er uendelig, sættes J i = 

{j E J I (fjle i ) f O} for hvert i E I ; da alle J i er numerable, og 
J = U J" , fås card J ~ card(IxlN) = card I .) 

i El 

Når H er et Hilbertrum, er underrummet Ho af linearkombinationer af et 
maksimalt ortonormalsystem (ei)iEI tæt i H, idet Ho = {e i I i E n.l.l = 

{O}.l. card I kaldes Hilbertdimensionen af H . 

2.27 Lad H være et Hilbertrum, og E og F Effi(H) to ortogonale projektio­
ner (dvs. E = E* = E2 , og tilsvarende for F). Vis, at hvis EH har 
større Hilbertdimension (jvf. Øvelse 2.26) end FH, så indeholder EH 
en enhedsvektor, der er vinkelret på FH. Vis, at hvis IlE-Fil < 1 , 

så har EH og FH samme Hilbertdimension. 

2.28 Lad T være en operator på et komplekst Hilbertrum H. Sæt ~e = De(T) = 
{A E q; I 3CA > O Vx E D(T): II (T-A)xlI ~ CA II xII )} 

(a) Hvis S c T, er De(T) ~ De(S). Hvis T kan afsluttes, er 

De ef) = De (T) • 

(b) Hvis T er afsluttet, gælder: A E De hvis og kun hvis T - A er 
injektiv og R(T-A) er afsluttet. 
(c) Hvis A ~ De(S) og T er en udvidelse af S, har T - A ikke en 
begrænset invers. 

.l (d) For A E De og hl-AI < CA gælder: II E De' og R(T-A)nR(T-ll) = 

R(T-A).ln R(T-lI) = {O}. (For (T-A)Z.l (T-llI)z fås 
II (T-A)zII 2 

= 11I-AI l(zl(T-A)Z)1 ~ Ill-AI IIzlI II(T-A)zll 
(e) )ntag T er afsluttet. Hilbertdimensionen af 
på hver sammenhængskomponent af De' (Brug f.eks. 
(f) Hvis T er symmetrisk, er q:'lR ~ De . 

cAllzll1I (T-Anzll ~ 
. ) 
R(T-A).l er konstant 
Øvelse 2.27.) 

(g) Hvis T er nedad begrænset, med nedre grænse c , er 
';:', ~" " 

]-oo,c[ c D • - e 
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(h) Vis, at hvis T er tæt defineret og symmetrisk, og JRnr2e f: ø , _Så 
kan T udvides til en selvadjungeret operptor. (Defekt indices for T 
er lige store ifølge (a) og (e) og (f).) 

2.29 Lad H være et Hilbertrum, F et afsluttet underrum. Lad S og T 
være afsluttede, injektive operatorer på H med R(S) og R(T) afslut-

tede. 
(a) ST er afsluttet. 

(b) Vis, at R(S I FnD(S)) er afsluttet. Definer Q E JB(H) ved Qx = 
S-1 x for x E R(S) , Qx = O for X.LR(S). Vis, at R(SIFnD(S)) og 
R(S).L og Q*(FI) er parvis ortogonale underrum af H, med sum H. 
(c) Antag, at S er tæt defineret. Vis, at Hilbertdimensionen af 
R(S~FnD(S)) er summen af Hilbertdimensionerne af R(S).L og F.L. 
(d) Antag, at S og T er tæt definerede, og at R(T).L har endelig 
dimension. Vis, at ST er en afsluttet tæt defineret operator (brug 
f.eks. Øvelse 2.16). Vis, at R(ST) er afsluttet, og at Hilbertdimensio­
nen af R(ST).L er summen af Hilbertdimensionerne af R(S).L og R(T).L. 
(e) Lad A være en afsluttet, tæt defineret, symmetrisk operator på H 
med defekt indices m og n. Hvis m eller n er endelig, er A2 

en afsluttet, tæt defineret, symmetrisk, nedad begrænset operator med 
defekt indices m+n og m+n. (Brug f.eks. A2 +1 = (A+i)(A-i) = 
(A-i)(A+i) , og Øvelse 2.28.) 

2.30 Lad der være givet to Hilbertrum H1 og H2 . Lad ~i betegne den natur­
lige indlejring af Hi i H1 Ee H2 , i = 1,2. Find ~i' En operator 

T E lB(H163H2) beskrives naturl igt ved en matrix (Tij)i ,j=1 ,2 ' Tij = 

~i T ~j' Find omvendt T udtrykt ved matrixelementerne, og find matri­
cen for T* • 

2.31 Lad H være et Hilbertrum. Lad P(S) betegne projektionen EJB(HEeH) på 
grafen G(S) for en tæt defineret afsluttet operator S på H • 
Vis, at P(S*) = 1 +VP(S)V, hvor V E JB(HEeH) har matricen (jfr. Øvelse 

2.30) (~ -6)' 
Vis, at P(S) har matricen 

-S*(1 +SS*) -1) 

SS*(1+SS*)-1 . 



Mod. An. 1 9 8 4 Ø.2.8 

2.32 Lad H være et Hilbertrum, over æ som sædvanlig. {x,y} ~ Re(xIY) er 
et indre produkt på det underliggende reelle vektorrum for H, der for­
synet med dette i ndre produkt er et Hi l bertrum HlR over lR. 

Operatorer på H kan også opfattes som operatorer på HlR ; m(H) bliver 
herved identificeret med et underrum af lB(H lR); specielt er x ~ ix 
en lineær isometri L af H

lR 
på HlR (dvs. en ortogonal operator på 

H
lR

) , med L2 = -I ; og en operator A på HlR er en operator på H, 

altså kompleks lineær, hvis og kun hvis A kommuterer med L , LA = AL . 
Et Hil bertrum K over lR har form HlR , hvi s og kun hvi s der fi ndes en 
ortogonal operator L på K med L2 

= -I ; i givet fald organiseres K 

som et Hilbertrum H over ~ ved skalarmultiplikation {a+ib,x} ~ ax +bLx 

og det indre produkt (xIY)~ = (xly) - i(LxIY) • 
En operator C på H

lR 
kaldes konjugeret lineær,eller antilineær, hvis 

LC = -CL , altså hvis D(C) er et underrum af H og C(AX) = ICx for 

A E æ , x E D(C) . 
Vis, at en operator A på H

lR 
er sum af en kompleks lineær og en konju-

geret lineær operator, hvis og kun hvis D(A) er et underrum af H, og 

at opspaltningen i givet fald er entydigt bestemt. 
En antilineær ortogonal operator på HlR kaldes en antiunitær operator 
på H. En antiunitær operator U opfylder: Vx,y E H: (UxIUy) = (ylx) . 

2.33 (a) Lad K være et Hilbertrum over lR. Kx K organiseres som et Hil-
bertrum K

æ 
over æ med skalarmultiplikation (a+ib){x,y} = 

{ax-by ,ay+bx} og indre produkt ({x,y} I {u,v})C = (xlu) + (ylv) + 

i[(ylu)-(xlv)J. (Ka)lR er det reelle Hilbertrum Kx K • 

(b) Lad H være et Hilbertrum over æ. En konjugering på H er en 
antiunitær operator J på H, der opfylder J2 = 1 . F.eks. er 

{x,y} ~ {x,-y} en konjugering på Kæ • 
For enhver ortonormal basis (xi)iEI for H findes der en konjugering 

J på H, for hvil ken JX i = xi for a 11 e i E I . 
(c) Lad H være et Hilbertrum over æ , J en konjugering på H. 
{x E H I Jx = x} er et reelt Hilbertrum K, og {x,y} ~ x + iy er en 

isomorfi og isometri af K~ på H. 
(d) Hvis J

1 
og J

2 
er to konjugeringer på H, findes der en unitær 

operator U på H , så at J2 = UJ 1U- 1 . 

2.34 Lad H være et Hilbertrum, J en konjugering på H. 
(a) Lad A være en symmetrisk operator på H; hvis JA = AJ , er 
JR(A-i) = R(A+i). Hvis også A er tæt defineret, har A en selvadjun-

geret udvidelse. 
(b) Enhver operator på L 2 (lR) med D(A) = C'Q( lR) og af formen 
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Af = -pf" - p'f' +qf , 

hvor p og q er reelle funktioner med p,pl og q E eOOn, har en 

selvadjungeret udvidelse. 

2.35 Lad H og K være to Hil bertrum , A en operator fra H til K og B 

en operator fra K til H. Antag, at 

vx E D (A) vy E D (B) : (Ax I y) = (x I By) . 

(a) Vis, at Z(A) = R(B)~ . 
(b) Antag, at Z(A) er afsluttet, og 

Z(A)~ c R(B) R(A)~ = Z(B) . 

Vis, at H = R(B) ® Z(A) , og at K = R(A) ® Z(B). Vis, at A er tæt 

defineret, og at A* = B . 
(c) Hvis Z(B) er endelig dimensional, og R(A) har form Z(B)~n V , 
hvor V er et tæt underrum i K, så er R(A)~ c Z(B) (jvf. Øvelse 2.16). 

(d) Hvis R(B) = H og R(A)~ = Z(B) , så er A* = B . 
(e) Lad T være en symmetrisk operator på H. Hvis der findes 
C E lB(H) , så at T + C og T + C* er surjektive, så er T selvadjungeret. 

2.36 Lad A være en afsluttet, tæt defineret, symmetrisk operator på et Hil­

bertrum H. 
(a) Vis, at R(1+A2) = Z(1+A*2)~ = R(A+i) nR(A-i) . 

(b) Vis, at (A*2)* = A2 . 
(c) Vis, at A*2 kan afsluttes, hvis og kun hvis A2 er tæt defineret, 

og at i givet fald er A2* = ;;Z . 
(d) Vis, at hvis Z(1+A*2) er afsluttet, så er A2 tæt defineret og 

A2* = A*2 . 

2.37 Lad H betegne Hilbertrummet L2([0,1]). For 
definerer vi en operator Az på H ved 

D(Az ) = {f E e1([0,1]) I f(1) = Zf(O)} , 

Az f = if I f o r f E D ( Az) . 

z E lf = {w E ~ I I w I = 1} 

(a) Find for hvert z E T en funktion ~z på [0,1] og et reelt tal 

Az med følgende egenskaber: 

~zf E D(Az ) hvis og kun hvis f E D(A1) , og 

~zAz(~zf) = A1f + A/ for f E D(A1) . 

(b) Vis, at A1 er selvadjungeret, og beskriv denne operator. 
(c) Vis, at Az er selvadjungeret og find spektret for Az for hvert 

z E li" • 
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2.38 Vis, at når S er en symmetrisk operator i H med R(S+i) = R(S-i) = H , 

så er S tæt defineret. (Altså kan forudsætningen om tæt definitionsområde 
i Sætning 2.10 undværes.) 

2.39 Lad S være en tæt defineret, afsluttet symmetrisk operator i H. Vis, 
at S er maksimalt symmetrisk hvis og kun hvis enten S + i eller S - i 

er surjektiv. (Man kan benytte Øvelse 2.19.) 

2.40 Lad K betegne mængden af komplekse, selvadjungerede 2x2 matricer A > O 

med spor Tr A = 1. (Sporet af en matrix (~~) er l ig o: + [; .) Sæt 
aK = {A f K I A2 = A}. Sæt Puv = (vlu)u for u og V f ~2 • 

(a) Vis, at aK = {Pu I Ulf ~2 , IIull = 1~ • 

(b) Vis, at tp(a,b,c) = (02 ~) + (ba.c b-1C) definerer en affin homeomorfi 
2 +1 - a 

af ~3 på mængden af selvadjungerede 2x2 matricer med spor 1; vis, at 
<p({(a,b,c) f ~3 I a2 + b2 + c2 ~ {}) = K, og at 

<p({(a,b,c) E ~3 I a2 + b2 + c2 
= in = aK . 

(c) Lad T være en 2x2 matrix; vis, at A ~ Tr(TA) er en kontinuert 

affin afbildning ~ af K på en kompakt konveks mængde N ~ C ; og vis, 

at ~(aK) = N . 
(d) Vis, at Tr(T Pu) = (Tulu) for u E t 2 ; og vis, at N = v(T) 

Lad nu H være et vilkårligt komplekst Hilbertrum og S en operator på H. 

(e) Vis, at v(S) er konveks (Toeplitz-Hausdorff's sætning). (For 

x,y f H betragtes PKSIK' hvor PK er projektionen på underrummet K 
udspændt af x og y .) 
(f) Antag, at S er afsluttet og tæt defineret og at D(S*) = D(S) . 
Vis, at v(S*) = v(S) (= O: I A E v(S)} ) ; vis, at spektret (j(S) er 

indeholdt i enhver afsluttet halvplan, der ind~holder v(S) ; vis, at 
(j(S) er indeholdt i afslutningen af v(S) • 

(g) Vis, at for H = .Q,2(lN) og passende valgt S E lB(H) er v(S) ikke 

afsluttet (brug f.eks. S(x1'x2, ... ) = (A1x1'A2x2, ... ) , hvor An > O 

for n f. lN , og An ~ O ). 

2.41 Lad Mf være multiplikationsoperatoren defineret ud fra den kontinuerte 
funktion f på ~ ved (2.68). 

(a) Vis, at m(Mf ) ~ o: hvis og kun hvis Re f(x) ~ o: for alle x. 
(b) Vis, at v(Mf ) og (j(Mf ) er indeholdt i fællesmængden af alle afslut­

tede halvplaner, der indeholder værdimængden for f (og dermed i det af­
sluttede konvekse hylster af værdimængden for f). 
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2.42 Lad Mf være som i Øvelse 2.41, og antag, at værdimængden for f er 

indeholdt i et vinkelrum 

{z E q: I 11m z I < c Re z} 

hvor c > O. Vis, at Mf er Lax-Milgram operatoren defineret udfra 

triplet (L 2(st),V,s) , hvor 

s ( u , v) = f f u Il dx på V = D ( Ml) 
Ifl 2 

1 2 2 1 

der er et Hilbertrum med normen (.lllfl 2 ull 2 + IIu II 2)l~ . 
L L 

2.43 Generaliser eksemplet Mf til tilfældet hvor f er en målelig funktion 

på en målelig mængde st c lR n • 
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3.1 Vis, at hvis S er en tæt defineret og maksimalt symmetrisk operator i et 
Hilbertrum H, så er enten i S eller -iS infinitesimal frembringer 
for en stærkt kontinuert kontraktionssemigruppe. 

3.2 Lad B være en afsluttet, tæt defineret operator i et Hilbertrum H , 

og antag at der findes en konstant a ~ O , så m(B) og m(-B) er >-a. 
Lad G(t) være familien af operatorer defineret ved 

G(t) = eat exp(t(B-aI)) for t > O 

G(t) = e-atexp(-t(-B-aI)) for t < O . 

Vis, at G(t) er en stærkt kontinuert gruppe, som opfylder /lG(t)/I < 
exp(altl) for alle t. 

3.3 Generaliser Sætning 3.14 til tilfældet, hvor f er en målelig funktion 
på en må l e l i g mængde rt c lRn . 

De følgende opgaver er hentet fra tidligere opgavesamlinger funktional­
analyse ; en del ,af dem kræver spektralteori . 

3.4 Lad H være et præ Hilbertrum; lad (fn)nE~ være en følge af vektorer 
H. Lad Dn betegne determinanten af matricen ((f·1 f.)), '-1 2 n . n n l J l ,J - , , ••• , 

Lad Dn = Li=1 Kin(filfn) være opløsningen af Dn efter sidste søjle. 

(a) Vis, at vektorerne (fn) er lineært uafhængige, hvis og kun hvis 

Dn * O for alle n • 

(b) Antag, at vektorerne (fn) er lineært uafhængige; sæt en = 
( ) -~ n n ' () DnDn_1 Li=1 Kin f i • V1S, at en nE~ er et ortonormalsystem, der 
udspænder samme underrum af H som (fn)nE~ (Gram-Schmidt's ortonormali­
seri ngsmetode) • 
(c) Vis, at H har en numerable tæt delmængde, hvis og kun hvis H har 
en numerabel ortonormal tilnærmelsesbasis. 

( ( n-1) 3.5 a) For i\. E ~ , li\.l < 1 , er i\. nE~' et element f i\. i Hilbertrum-
met ~2. Vis, at vilkårligt endelig mange af disse vektorer f i\. , 

li\.l > 1 , er lineært uafhængige. 
(b) Lad H være et Hilbertrum; lad H1 være et .afsluttet underrum med 

Hilbertdimension ~~'O; lad (fi\.)i\.ElR være en lineært uafhængig familie 
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af vektorer i H
1 

(jvf. (a)); antag, at H2 = H1.L har Hilbertdimension 
card JR (jvf. Øvelse 2.26); lad (e»)AEJRvære en ortonormal tilnærmelses­
basis for H

2
• Lad F være det mindste underrum af H, der indeholder 

{eA + fA I A E JR} • 
Vis, at den ortogonale projektion på H2 af en tæt delmængde af F er tæt 
i H

2
, og har kardinaltal ~ card JR. Vis, at Fn H2 = {O}. Vis, at 

ethvert ortonormalsystem i F er endeligt eller numerabelt (udnyt, at et­
hvert element i H

1 
er ortogonalt på alle på nær højst numerabelt mange 

elementer i systemet). 
(c) Vis, at F har Hilbertdimension card JR. Vis, at F ikke har nogen 

ortonormal tilnærmelsesbasis. 

3.6 Lad H være et Hilbertrum; lad A E m(H) være selvadjungeret. Sæt 
a = inf (Axlx) og ~ = sup (Axlx). Vis, at {a,~} ~ a(A) ~ [a,0] . 

II xII =1 IIxll=1 
Vis, at II All = max{lal,101} . 

3.7 Lad H være et Hilbertrum. Lad A være en selvadjungeret operator i m(H). 
(a) Antag O ~ A ~ 1 ; lad P betegne projektionen på rummet af fixpunk­
ter for A. Vis, at for ethvert x E H gælder Anx ~ Px for n ~ 00 • 

(b) Antag blot II All < 1 ; lad Q betegne projektionen på AH. Vis, at 
for ethvert x E H g;lder (1-(1-A2)n)x ~ Qx for n ~ 00 • 

3.8 Lad der være givet et Hilbertrum H og to projektioner P og Q E lB(H) • 
Lad R betegne projekti onen på PH n QH. Vi s, at for ethvert x E H gæl der 
(pQ)n+1 x = p(QPQ)nx ~ Rx for n ~ 00 • 

3.9 Lad H være et Hilbertrum, som sædvanlig forsynet med normtopologien; 
lad Ha betegne H forsynet med den svageste topologi, der gør alle af­
bildninger x ~ (xly) , y E H, af H ind i ~ kontinuerte. Lad T 

være en lineær afbildning: H ~ H • 
Vis, at der om egenskaberne 
(a) T er afsluttet 
(b) T er kontinuert: H ~ H (d.v.s. T E lB(H)) 

(c) T er kontinuert: Ha ~ Ha 
(d) T er kontinuert: H ~ H . a 
(e) T er kontinuert: H ~ H a . 
(f) R(T) har endelig dimension 
gælder: ((f) og (a)) ~ (e) ~ (a) ~ (b) ~ (c) ~ (d). 
((a) ~ (b) er velkendt; vis f.eks. ((c) og (f)) ~ (e) ~ (f) og (e) ~ (b) ~ 

(c) ~ (d) ~ (a)). 
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3.10 Lad der være givet et åbent interval ]a ,b[ , -00 ~ a < b ~ tao, lR , 

3. 11 

og en kontinuert positiv funktion w på ]a,b[ • Antag, at for 
n = 0,1,2, .•• er f~ w(t)ltl n dt < =. Lad H betegne Hilbertrummet 
L2(w dt) , med indre produkt {f,g} ~ (flg) = fb f(t)9Tf)w(t) dt . 

1 2 a 
f ~ f w2 er en isomorfi af H på L (]a,b[). Sæt Ha lig underrummet 
af H udspændt af polynomierne på ]a,b[ • 
Vis, at Ha har en ortonormal basis (~0'~1 '~2' ••. ) med den egenskab, at 
~n for hvert n er et n1te grads polynomium med positiv koefficient for t

n
. 

Vis, at polynomiet ~n har n forskellige reelle rødder, som alle tilhører 
]a,b[ (benyt, at der findes (n-1)lte grads polynomier med (n-1) fore­

skrevne rødder). 
1 

For a = -1, b = 1 , w = 1 , fås polynomierne (n+~)2 Pn 
n 

(2nnl)-1 __ d __ (t2_1)n er det n1te Legendre polynomium. 
dtn 

For a = -1 , b = 1 , w(t) = (1-t2)-~ fås 

_.1 _1 

~o (t) = TI 2 , ~n ( t) = (~TI) 2 T n ( t) , n = 1,2, .•• 

hvor Tn(t) = cos(n Arccos t) er det n1te Cebysev polynomium. 
For a = O , b = = , w(t) = e-t fås 

er det n1te Laguerre polynomium. 2 
For a ::::-=, b ==, w(t) = e-t fås 

er det n1te Hermite polynomium. 

Lad H være et Hi l bertrum ; lad B og T være to selvadjungerede operato-

rer på H med B E 1B(H) • 

Hvis B og T kommuterer, BT c TB, så er TB selvadjungeret og 

TB ::: BT . 

3.12 Lad H være et Hilbertrum; lad N være en normal operator på H. Sæt 

A ::: HN+N*) , B = 21i (N-N*) . 

Vis,at A og B erselvadjungerede, og at N=A+iB og N*=A-iB. 
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3.13 Lad H være et Hilbertrum. Lad A og B være selvadjungerede operatorer 
på H; antag, at enhver spektral projektion for A kommuterer med enhver 
spektralprojektion for B. Vis, at A+ iB er en normal operator N , 

1 N* = A-iB, og A = HN+N*) , B = 2T (N-N*) • 

3.14 Lad H være et Hilbertrum, N en normal operator på H med spektralfrem­

stilling N = fa(N) z dE(z). Lad f og g være to målelige funktioner på 
a(N). Antag, at der findes e > O og K > O, så at If(z)1 > e, hver 

gang Ig(z)1 > K; sæt, som sædvanlig, fa(N) f(z) dE(z) = f(N) og til­
svarende. 
Vis, at fg(N) = f(N)g(N) . 
Vis, f.eks. ved induktion efter n , at Nn er normal for ethvert n E ~ , 

idet Nn = fa(N) zn dE(z) . 
n n-1 Vis, at for P E æ[x] , P(x) = Anx +An_1x + .•. +AO ' med An:j: O , er 

n n-1 ) AnN + An_1 N + •.• + AD 1 = fa(N) P(z)dE(z ; denne operator P(N) er såle-
des normal. Hvis specielt N = N* og P E IR[x] , er P(N) selvadjungeret. 

3.15 Lad H være et Hilbertrum. Lad A være en abelsk del C*-algebra af ffi(H) , 
med 1 E A. Antag, at det om en enheds vektor x E H gælder, at Ax er 
tæt i H (x kaldes da en cyklisk vektor for A). Lad b.. betegne spek­
tret for A og ~ den omvendte afbildning til Gelfandtransformeringen. 
~ er altså en isomorfi og isometri af C (b..) på A. Lad ~ betegne sand­
synlighedsmålet f ~ (~(f)xlx) på b... 
Vis, at der findes en isometri ~ af L2(~) på H med egenskaben: 
~(f) = ~(f)x for f E C(b..) • 
Vis, at for f E C(b..) og g E L2(~) er Ø(fg) = ~(f)~(g) , eller, med 

-1 betegnelsen Mf for operatoren g ~ fg , ~(f) = ~Mf~ . A er altså uni-
tært ækvivalent med en algebra af multiplikationsoperatorer. 

3.16 Lad der være givet en mængde X, en a-algebra B af delmængder af X , 
et Hilbertrum H, og et projektionsmål E: B ~ ffi(H). Lad f,f1'f2, ... 
være målelige funktioner X ~ æ; antag fn(X) ~ f(x) for næsten alle 
x E X . 

00 00 

Sæt D = {~E U n D(E(fm)) I E(fm)~ er konvergent} . 
n=1 m>n 

(a) Vis, at D er et underrum af D(E(f)) , og at E(f)~ = lim E(fm)~ 
2 m 

for ~ E D. (Anvend f.eks. Fatou's lemma på fx Ifm-fnl dE~,~)' 

(b) Vis, at E(f) er afslutning af E(f)ID. 
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(c) Lad A være en operator på H; sæt COO(A) = n;=1 D(An) og CW(A) = 
{~ E COO(A) I 3a ,b > O Vn E ]N : II An~/I S ab nn J} . Vektorerne CW(A) kaldes 

analytiske vektorer for A • 
Vis, at hvis A er normal og ~ E CW(A) , så er 
Itl tilstrækkeligt lille, Itl < b- 1 • 
Vis, at CW(A) er tæt i H, når A er normal. 

3.17 Lad H være et Hilbertrum, A en operator på H, ~ en analytisk vektor 
for A med IIAn~1I S ab nn J (jvf. Øvelse 3.16 (c)). 

(a) vk E ]N 3ak > O Vn E JN : IIAn+k~1I S ak(2b)nnJ . 

(b) (AkAk +Ak_1Ak-1 + ... +AO)~ E CW(A) for ethvert polynomium 

k -1 ti- 00 tn 
n ( ) A

k
_1 X + ••• +AO E ~[X] , og Ln=O nr A p A ~ er konvergent for 

Itl < (2bf1 • 

3.18 Lad H være et Hilbertrum, A en operator på H, x en vektor i COO(A) = 
n;=1 D(An) • Sæt D(x) = underrummet af H udspændt af x,Ax,A

2
x, •.• , og 

M(X) = D(x). x kaldes en cyklisk vektor for A, hvis M(x) = H . 
Definer en operator Ax på M(x) ved D(Ax) = D(x), AxY = Ay for 

y E D(A) • 
Vis, at der findes en konjugering J på M(x) , der opfylder Jx = x og 

JAx = AxJ , når A er symmetrisk. 
Vis, at A

x 
kan udvides til en selvadjungeret operator på M(x). (Jvf. 

Øvelse 2.34 (a).) 

3.19 Lad H være et Hilbertrum, A en symmetrisk operator på H, x en analy­
tisk vektor for A , med II AnX/l < abnn! for alle n (jvf. Øvelse 3.16). 
Sæt D(x) = underrummet af H ud~pændt af x,Ax,A2x, ••. , og M(x) = DTXT . 
For hvert y E D(x) findes ay > O, så at IIAnyll S ay(2b)nnJ for alle n 

(jvf. Øvelse 3.17). 
Lad B og C være selvadjungerede operatorer på M(x) , der udvider 

Ax = AID(x) (jvf. Øvelse 3.18).. . n . 
For y E D(x) og Itl < (2b)-1 er e,tBy = r;=O ('nt/ Any = e,tCy • Vis, 
at B = C, og at Ax er en selvadjungeret operator på M(x) . 
Vis, at hvis CW(A) er tæt i H, så er X selvadjungeret (E. Nelson 1959). 
(Til x E H og E > O findes y E CW(A) med IIx-YII < E; da AID(y) er 
selvadjungeret på DtYT er (A-i)D(y) = D(y). For z E D(y) , så 
II (A-i)z-ylI < E , er Il (A-i)z-xlI < 2E. Til svarende er R(A+i) tæt i H.) 
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3.20 Lad H være et Hilbertrum, A og B to symmetriske operatorer på H. 
En operator C på H kaldes jo positiv, O < C, hvis (Cxlx) > O for 
alle x E O(C). Positive operatorer er specielt symmetriske. 
Hvis A og B er positive, og A = A*, defineres A ~ B, hvis O(B) c 

O(A~) og Vx E O(B): IIA~xIl2 ~ (Bxlx) . 

(a) Hvis A = A* ~ O og O(B) ~ O(A) og Vx E O(B): O ~ (Axlx) ~ (Bxlx) , 
så er A ~ B. Hvis A E lB(H) og A ~ O gælder: O ~ A ~ B hvis og kun 
hvis (Axlx) ~ (Bxlx) for alle x E O(B) . 
(b) Hvis A og B er selvadjungerede og positive, er følgende betingelser 
ækvivalente: 
( 1 ) A < B - 1 1 1 1 
(2) O(B~) ::: 0(A2) og VX E 0(B2): IIA 2xll < IIB 2xll 
(3) ac E lB (H): II CII < 1 og 

1 1 
A2 ::;, CB 2 

-
(4) 3C E lB(H): II CII < 1 

1 1 og A2 C B2C* • 
-

(c) Hvis A og B er selvadjungerede og A er injektiv og O ~ A < B , 
så er B injektiv og O ~ B- 1 ~ A- 1 • 
(d) Lad X være en mængde, B en a-algebra af delmængder af X , og E 
et projektionsmål: B ~ lB(H). Når f og g er målelige funktioner på X, 

gæl der: 
n.o. <=> O < f f dE < f g dE • 

- X - X 

3.21 Lad ]J være et Radonmål > O på lR. Når k: lR2 ~~: er en funktion, der 
er kvadratisk integrabel m.h.t. ]J X]J , og f er kvadratisk integrabel 
m.h.t. ]J, så er x,.,. k(x,y)f(x) ]J integrabel for n.a. y, 
y ,.,. J lR k(x,y)f(x)dx er en ]J kvadratisk integrabel funktion Kf, og 
J lR IJ lR k(x,y)f(X)dxI 2 dy ~ IIkll~ IIfll~. f ~ Kf definerer en operator 

K E lB(L2
(]J)) med IIKII ~ II kil 2 • Disse operatorer kaldes Hilbert-Schmidt 

operatorer. 
(a) k,.,. K er injektiv: L2(]Jx]J) ~ lB(L2(]J)) • 

(b) Hvis k er en trappefunktion, er K en operator af endelig rang; for 
ethvert k E L2(]Jx]J) er K kompakt. 
(c) For k E L2(]Jx]J) defineres k* E L2(]Jx]J) ved k*(x,y) = k(y,x) ; 
den tilsvarende operator er K*. 
(d) Hvis K er normal, f.eks. hvis k = k* ]JX]J n.o., så udgøres spektret 
a(K) af en følge af komplekse tal, der konvergerer mod nul, hvert punkt 
A E a(K)'{O} er egenværdi af endelig multiplicitet mA , og 

2 2 
LAEa(K) mAIAI = II kil 2 <ex>. (Hvis ((J)A,)AEa(K),v=1,2, .. .,m

A 
er egenfunk-
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3.22 

mA 
tionerne, så er Kf = LAEa(K) Lv=1 (fl~A,v)A ~A,V ; {(x,y) ~ ~A,V(X)~A,V(Y) 

A E a(K) ,v=1,2, ••• ,mA} er et ortogonalsystem i L2(jJxjJ) , og kIs 
Fourierkoefficienter efter dette system er egenværdierne.) 

Lad H være et Hilbertrum. Lad (ei)iEI 
basis for H. For A E lB(H) defineres 
Hilbert-Schmidt normen (H.-S. normen). 

være en ortonormal tilnærmelses-
2 2 

//A1I 2 = LiE! "Aei" . // //2 kaldes 

(a) Hvis (fj)jEJ er en artanormal basis for H, er LiEI "Ae i "2 = 

LiEI LjEJ I(Aei lfj )1 2 = LjEJ IIA*f j Il 2 • Derfor er Hilbert-Schmidt normen uaf­
hængig af valget af ortonormal basis for H, og A og A* og lAl har 
samme H.-S. norm. 
(b) Mængden af operatorer med endelig H.-S. norm er et tosidet ideal i lB(H). 
(c) Lad A være en operator med endelig H.-S. norm; lad A = vlAI være 
polardekomponeringen af A. a(IAI) er en følge af positive tal, der kon­
vergerer mod O, og evt.O, og hvert A E a(IAI)'{O} er egenværdi af endelig 
multipl iceret mA , og LAE0 ( lAl) mA A

2 < 00. Hvis 

(~A,V)AEa(IAI),V=1,2, ••• ,mA er egenvektorerne, er 
mA 

AX = L L (x I ~A ) A ~A ,x E H • 
AEa( lA I) v=1 ,v ,v 

(d) Lad jJ være et Radonmål ~ O på ffi. For H= L2(jJ) er mængden af 
Hilbert-Schmidt operatorer (jvf. Øvelse 3.21) lig med mængden af operatorer 
E JB(H) med endelig H.-$" norm. Hvis k E L2(jJxjJ), og K er den tilsvarende 
integraloperator,er IIkll 2 = IIKII 2 . 

3.23 (a) Vis, at for to vilkårlige elementer A og B i en C*-algebra gælder 
//AB// 2 < IIA*ABB*II (brug f.eks., at p(B*A*AB) = p(A*ABB*) ). 
(b) Vis, at hvis A og B er begrænsede positive operatorer på et Hilbert-

1 1 

rum H, A og B E lB(H) , og A < B, så er A2 < B2 • (Antag f.eks. 
- 1-_1 

først, at O < e S. A , og brug //A1/4B-1/4// 2 S. IIA 2B 2/1 ; jvf. Øvelse 3.20.) 
(c) Hvis A og B er selvadjungerede operatorer på et Hilbertrum H, og 
O<A<B, såer A!<B! (O<A<B,*Ve>O: (B+e)-1«A+e)-1,*ve>0: 
1- - 1 1 - - - -

A2 «A+e)2«B+e)2 ). 
(d) Vis,;t O S. A S. B ikke medfører A2 S. B2 (led f.eks. i lB(~2) ). 

3.24 Lad H være et Hilbertrum. En operator S E lB(H) kaldes en spejling (eller 
korrektere en ortogonal spejling), hvis der findes et afsluttet underrum K 
af H, så at Sx = x for x E K, og Sy = -y for Y..L K . 
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Vis, at følgende egenskaber er ækvivalente for S E lB(H) : 

(a) S er en spejling 
(b) i(S+l) er en projektion 
(c) S er unitær og selvadjungeret 
(d) (S*-l)(S+l) = O • 

v v 

Ø.3.8 

Gør rede for, at f ~ f, hvor f(t) = f(-t) , definerer en spejling på 
L2(lR) • 

3.25 Lad H være et Hilbertrum over æ, V en unitær operator på H og U 
en antiunitær operator på H. 
(a) Hvi s UV = VU og A. er en egenværd; for V, så er A. egenværdi 
for V med samme multiplicitet som A. • 

(b) Hvis U2 er proportional med 1, så er U2 = eller U2 = -1 

3.26 Lad der være givet et Hilbertrum H og en afsluttet, tæt defineret operator 
T på H. Definer en operator S på Hilbertrummet H x H ved 

D (S) = {( x ,y) E H x H 1 x E D (T) } 

S(x,y) = (x,2Tx-y) for (x,y) E D(S) 

(a) Vis, at S er en tæt defineret afsluttet operator på Hx H, og at 
S2 = 1ID(S) . 
(b) Find S* og S*S. Vis, at S*S er afslutningen af sin restriktion 
t il { (x ,y) E H x H 1 x E D (T*T) ,y E D (T*)} • 
(c) Vis, at hvis T er begrænset, er S begrænset, og find; dette til-
fælde II Sil som funktion af lIT II • 

3.27 Lad H være et Hilbertrum over lR. Vis, at A E lB(H) er en ortogonal 
projektion, hvis og kun hvis A er idempotent og 

Vx E H: (Ax 1 x) = II Axll 2 . 
2 Vis, at begge betingelser er nødvendige (f.eks. for H = lR ). 

3.28 Lad der være givet et Hilbertrum H over æ , et tal n E ~, og en selv­
adjungeret operator A på H med spektralfremstill ing A = fa(A) tdE • 
Antag, at D(An) = D(An+1) • 
Sæt K=E(a(A)'-[-l,l])H. Definer en operator B ved D(B)=D(A)nK, 
B x = Ax f o r x E D ( B ) • 

Vis, at B er en selvadjungeret operator på K. 
Vis, at K = Bn D(Bn) c D(A) • 
Vis, at A E lB(H) . 
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3.29 Lad der være givet et Hilbertrum H over e . 

3.30 

(a) Lad A E JB(H) være en normal operator. Vis, at følgende betingelser 
er ækvivalente. 
1. Der findes ingen ortonormal følge (en)nE~ af vektorer i H med den 
egenskab, at IIAen" ~ O for n ~ 00 • 
2. Der findes en kompakt operator K E JB(H) , så at A + K har en invers i 
JB(H) • 
3. Der findes en operator B E lB(H) og kompakte operatorer L og M E JB(H) , 
så at BA = 1 + L og AB = 1 + M • 

(b) Vis, at for S E JB(H) er følgende betingelser ækvivalente. 
4. Der findes ingen ortonormal følge (en)nE~ af vektorer i H med den 
egenskab, at liSen" ~ O for n ~ 00 • 

5. Der findes en operator e E lB(H) og en kompakt operator N E JB(H) , så 
at es = 1 + N • 

Lad H være et Hilbertrum over æ , og T en tæt defineret operator på 
Lad q betegne afbildningen af H ind i [O ,00] givet ved: 

q(x) = /lTx,,2 for x E D(T) , 

q(x) = 00 for x ~ D(T) • 

Vis, at TEJB(H), hvis og kun hvis q er kontinuert. 
Vis, at hvis T = T*, så findes der en følge (Tn)nE~ af operatorer i 

2 JB(H) med den egenskab, at for ethvert x E H er q(x) = sUPn IITnxll . 

H . 

Vis, at hvis T = T*, er q nedad halvkontinuert (d.v.s. {x E H I q(x) ;;; t} 
er afsluttet for hvert t E [0,00] ). 
Vis, at T er afsluttet, hvis og kun hvis q er nedad halvkontinuert. 

3.31 Lad der være givet et Hilbertrum H over æ, en operator S E JB(H) , og 
et komplekst tal A, der tilhører randen af spektret o(S) . 
Lad (An)nE~ være en følge af komplekse tal, der ikke tilhører o(S) , 

med lim An = A • 
n-lOO 

Sæt Tn = II(S-An)-1 U-1 (S-An)-1 . Vis, at II (S-An)-1 11 ~ 00 for n ~ 00 , 

og at lim/l(S-A)Tn/l = O • 
n-lOO 

Vis, at der findes en følge (xn)nE~ af enheds vektorer H med den egen-
skab, at l i mil (S-A)Xn/l = O . 

n-lOO 
Antag nu yderligere, at S er en kompakt operator og at A * O. Vis, at 
A er en egenværdi for S af endelig multiplicitet. 
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3.32 Lad der være gi vet et Hi l bertrum H over æ , to vektorer x og y i H, 

og to selvadjungerede idempotenter (projektioner) p og Q JB(H) med 

PQ = O. Sæt R = 1 - P - Q og S = 2P + 2Q - 1 . 
Vis, at spektret for P-Q er indeholdt i {-1,O,1} , og beskriv det til-

svarende projektionsmål. 

Vi s, at for ethvert t E lR er (et(P-Q) x I y) ~ O og (et(P-Q)sx I y) ~ O , 

hvis og kun hvis (Pxly) ~ O og 

(RXly)2 ~ 4(Pxly)(Qxly) • 

(Qxly) ~ O og (Rxly) E lR og 
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4.1 Definer d1 og d2 for x,y E lR ved 

Vis, at d1 og d2 er metrikker på lR, som inducerer den samme vektor-

rumstopologi ,og (lR,d1) er et fuldstændigt metrisk rum, mens (lR,d2) 

ikke er et fuldstændigt metrisk rum. 

4.2 Betragt familien af seminormer på CO(lR) 

4.3 

Pk(f) = sup{lf(x)1 I x E [-k,k]}, for k E lN, 

og den metrik der herved defineres ifølge Sætning 4.6. 

Definer 
f(x) = max{0,1-lxl}, g(x) = 100f(x-2) , h(x) = ~(f(X)+9(x)) , 

og vis, at 

d(f,O) 1 50 1 50 
= 2 ' d(g,O) = TOT ' d(n,O) = 6+ 102 • 

A ltså er kuglen 1 
B (O '2) i kke konveks. Er B(O,r) konveks for noget r < 1 ? 

Lad X være et topologisk vektorrum. Vis, at når V er en omegn af ° i 
X, så findes en balanceret omegn W af 0, så W + W c V. Vis, at X 

er et Hausdorff rum, dvs. for X:j: y fi ndes omegn e V 1 af x og V 2 af 

y, så v1 nV2 =0. 

4.4 Vis Lemma 4.1. 

4.5 Betragt lR2 , 2 2 forsynet med den sædvan l i ge topologi, og l ad A c lR , B c lR • 

(a) Vi s, at 2A c A + A, og fi nd et e ksempe l, hvor 2A:j: A + A • 

(b) Vis, at hvis A er afsluttet og B er kompakt, så er A + B afsluttet. 

(c) Vis, at A + B c A+B i almindelighed, og find et eksempel, hvor 

A + B :j: A+B . 

4.6 Vis Lemma 4.5. 

4.7 Vis, at når X og Y er topologiske vektorrum, er produktrummet X x Y 

et topologisk vektorrum. 

4.8 Gør rede for, at Ck(~) ,COO(~) og CK(~) er Frechet rum. 

4.9 Gør rede for beviserne for sætningerne 4.10 - 4.13. 
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4.10 Vis, at DO: 
f E COO(~) , 
og i C~(~) 

er en kontinuert operator i COO(~) og 
og vis, at operatoren Mf: u ,...., f·u er kontinuert i 

4.11 Lad f f L2(~) , og vis, at funktionalen 

11.: u ,...., J ~ u f dx 

er kontinuert på C~(~) for hver kompakt K c ~ . 

4.12 Vis, at C~(~) er et afsluttet underrum af COO(~) . 

4.13 Lad X være et topologisk vektorrum. 

(a) Vis, at E c X er begrænset hvis og kun hvis der for enhver omegn V 

af O findes et t > O , så at E c sV for s > t . 
(b) Vis, at det eneste begrænsede underrum af X er {O} . 

4.14 Lad A være en konveks delmængde af et topologisk vektorrum E. Lad Xo 
være et indre punkt i A og x et punkt i afslutningen A af A. 
Vis, at samtlige punkter y * x på liniestykket [xO,x] = 

{AX
O 

+ (1-A)X I A E [0,1]) er i ndre punkter i A. (Vi nk: Antag først 

x E A .) 
Slut heraf, at for A c E ,A konveks, gælder: 

o o _ ..Q. o 
A * ø ~ A = A og A = A • 

o 
Vis ved et eksempel, at A * ø er en nødvendig betingelse. 

4.15 Lad E være et lokal konvekst topologisk vektorrum og lad M c E være et 
underrum. Lad U være en konveks balanceret omegn af O i M (med del rums-

topologien fra E). 
(a) Vis, at der findes en konveks balanceret omegn V af O E således 

at V n M = U . 
(b) Antag Xo E E'-M. Vis, at V i (a) kan vælges, så Xo ~ V • 
(c) Lad PO være en kontinuert seminorm på M. Vis, at der findes en 
kontinuert seminorm p på E så plM = PO. (En sammenhæng mellem kon­
vekse mængder og funktioner gives i Mat 313, Lemma 11.5.) 
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5.1 Vis at topologien på C~(~) er uafhængig af, hvilket system af kompakte 

mængder (opfyldende (4.13)), man vælger. 

5.2 Gør rede for, at konvergens af en følge i C~(~) medfører konvergens af 
føl gen i COO(~), LP (~) og i L~ oc (~) (for p E [1 ,00]) • 

5.3 Vis, at L~omp(~) kan identificeres med dualrummet (L~oc(h))* til 
L~oc(~) (rummet af kontinuerte lineære funktionaler på L10c(~)) på en 
sådan måde, at elementet v E L~omp(~) svarer til funktionalen 

u ~ J u(x)V(x)dx, u E L~oc(~) . 

Man kan benytte Lemma 4.5. (Der skal blot vises elementvis identifikation.) 

5.4 Vis, at der for lp E C~(lRn) med supp lp c ..§.(O,R) gælder 

sup IIp(x) I < 2R sup I Dx lp(x) I . 
- 1 

(Udtryk lp som et integral af D lp.) x1 

5.5 (a) Vis, at C~(~) er tæt Ck(~) for hvert k E lNO' 

(b) Undersøg, om CO(~) er tæt Ck(~), for tilfældet 

~ = ] O , 1 [ c ]R. , fo r k E lNO . 

5.6 Induktiv limes topologi. Lad X være et vektorrum, og E1 <f E2 * E3 <f ... ~ 
Ej * ... en strengt voksende følge af underrum i X, således at 
X = uj=1 Ej . Antag, at for alle j ElN er (Ej,rj ) et lokalkonvekst 
topologisk vektorrum; og antag at for j < k er den af Tk inducerede 
topologi på Ej den samme som Tj (som i Sætning 4.13). 

(a) Sæt P = {seminormer p på XI PIE. er Tj-kontinuert vj E lN}. 
J 

Vis, at P er separerende. (Man kan bruge Øvelse 4.15c.) 

(b) p definerer altså en lokalkonveks vektortopologi T på X. Vis~ 

at den af T inducerede topologi på Ej er netop Tj . 

(c) Antag, at A er en lineær afbildning af X ind i et lokalkonvekst 
topologisk vektorrum Y. Vis, at A er T-kontinuert hvis og kun hvis 

A I E. er konti nuert Ej ~ y for ethvert j E lN . 
J 
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(d) Vis, at en mængde B c X er begrænset (m.h.t. T) hvis og kun hvis 

3j E lN: B c E j og B er begrænset i Ej • 

(e) Eksempel. X = C~(JI~) = {f E C°(JI~) I f har kompakt støtte}. Tag 
Ej = C~_j,j](lR) = {f E CO(lR) I supp f c [-j ,j]} , med sup-norm topologien. 

Vis, at topologien T på C~(lR) bestemt ud fra T j som i (b) er strengt 

finere end sup-norm topologien på C~(JI~). 

5.7 Vis, at når u E C1(lR
n), er 

(Selvom u ikke antages at have kompakt støtte, benyttes kun UlS udseende 

på en kompakt mængde ved undersøgelsen af differentialkvoti~nten i et 

punkt. ) 

5.8 Vis, at L~oc(D)2 kan identificeres med (L~omp(D))* på en sådan måde, at 
elementet v (Lloc(D) svarer til funktionalen 

u ~ fu(X)V(X)dX, u E L~omp(D) . 

5.9 Lad M=B(O,1) i lRn . Gør rede for, at C1U~) er fuldstændigt med 
hensyn til c1-normen, men ikke fuldstændigt med hensyn til normen (5.20) 

(for k = 1 ). 
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6.1 Vis~ at konvergens af en følge i C~U2) ~ coo(~) ~ LP(~) eller L~oc(~) 
(p E [1 ~oo]) medfører konvergens i :D' (~) 

6.2 (a) Idet fn(x) defineres ved 

6.3 

6.4 

6.5 

for x E [-2
1
n ~ 2

1
n] ~ 

for x ( lR'[ -2
1
n ~ 2

1
n] ~ 

skalmanvise~at fn~6 i,fl)'(lR)~ for n~oo. 

(b) Idet gn(x) = ~ Si~ nx ~ skal man vise~ at gn ~ 6 i 2)'(lR) ~ for 

n ~ 00. (Hertil kan bl.a. benyttes Riemann's lemma fra Fourier teori.) 

Lad f(x) være en funktion på lR, 

intervallerne ]-oo,xO[ og ]XO,+=[ , 

således at f er C
OO 

på hvert af 

og grænseværdierne lim f(k)(x) og 
x~xo+ 

lim f(k)(x) eksisterer for alle k E lNO ' Idet man betegner den funktion, 
x~xO 

der stemmer overens med f(k)(x) for x * Xo ' ved fk(x) , skal man 

vise, at der om distributionen fEX)'(lR) gælder, at dens afledede Clf kan 

identificeres med summen af funktionen f 1 (betragtet som distribution) 

og distributionen cox hvor c = lim f(x) - lim f(x) kort udtrykt 
O X~XO-l: x~xO-

Clf=f1 +C6 i..z>'(lR). 
Xo 

Bestem tilsvarende udtryk for Clkf, for alle k E lN • 

i kx Man betragter rækken LkEZ e for x E I = ]-TI,TI[ (i sædvanlig forstand 

er rækken divergent i alle x E I ). 

(a) Vi s, at afsni tsføl gen L-~l<k<M' e i kx konvergerer i ,2)' (I) , for M 

og M' ~oo, mod en distribution- A (9)'(I) , og bestem A. (~1an siger, 

at rækken konvergerer mod A i ))'(1) .) 

(b) Vis, at for hvert N E lN konvergerer rækken Lk~ kNe ikx mod en 

d i s t r i b u t i o n AN i 2>' (I) , o g v i s a t AN = D N A . 

For a E lR+ 

~' (lR) for 

sættes 

a ~ ,O + . 

( ) _ a 1 
fax - - 2 2 

TI X +a 
for x E lR . Vis, at fa ~ 6 i 
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6.6 Lad u være en distribution på lRn med støtte = {O} . Der findes da 

et N , så u har orden N • Betegn X(x/r) = 1;;r(X), for r E ]0,1] • 

(a) Lad N = O . Vis, at der findes en konstant c1 , så 

(Indsæt ~ = 1;;r~ + (1-1;;r)~ og lad r ~ O.) Vis, at der findes en kon­

stant a , så 

(2) u = ao • 

(~1an kan v.ise, at <u,~> = <U,1;;1~> + O = <u,1;;1> ~(O) .) 

(b) Lad N > O. Vis, at funktionen 1;; r opfylder (for rE ]0,1]) 

(3) 
n for hvert cx E lNO . 

Lad m = {1jJ E C'Q(lRn) I 3CX1jJ(0) = O for alle Icxl ~ N}, og vis at der 

gæl der ul i ghede r for hvert 1jJ E m. : 

(4) 11jJ(x) I < cIXI N
+

1 for n x E lR ; 

(6) I<U,1;;r1jJ>1 <clr for alle rE].O,l]; 

og dermed 

(7) <u ,1jJ> = O når 1jJ cm. 

Vis, at der findes konstanter a , så cx 

(8) u = 

Man kan benytte, at <u ,~> = <u , 1;;1~> = 

(_x)cx ( )cx ( ) L <u, 1;;1 I > -3 ~ O . [Mat 313, Lemma 11.2 kan også benyttes 
Icxl~N cx. 
til (7)~(8).] 
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6.7 Vi betragter .lJ 1 (lRn) for n ~ 2 . 
_ x1 (a) Vis, at funktionen f(x) - TXT er begrænset og er i L1 (lRn) loe . 

(b) Vis, at de første ordens klassiske afledede af f, defineret for 

x * O , er funktioner L~oe(lRn) . 

(e) Vis, 
o lRn pa , 

er nok at 

at de første ordens afledede defineret i distributionsforstand 
er lig med de funktioner, der defineres under (b). (Vink: Oet 
se på f og o f på B(0,1) . Man kan her beregne 

x· 
J 00 

<o f, ~> = -<f, o ~> x. x· 
for ~ E C

O
(B(0,1)) som et integral over B(0,1) = 

J J 
[B(O,1)'B(O,e)JUB(O,e) , hvor man lader jvf. formel (6.24).) 

6.8. (a) Lad ~ f C~(lRn). Vis, at <6,~> = O ~ ~6 = O . 

(b) Betragt u E 2)1 (lRn) og ~ E C~(lRn). Undersøg, om der almindelig­

hed gælder en af implikationerne (i) <u,~> = O ~ ~u = O ; eller 

(ii) ~u = O ~ <u,~> = O . 

6.9. (a) Lad ~ = lR n • Vis, at ordenen af distributionen 00:0 er lig med 10:1 .• 

Vis, at når M er et interval [a,bJ af]R (a<b), så er ordenen af oj1 M ljg 

6.10. 

med j-1. 
(b) Lad ~ = lR. Vis, at funktionalen J\. 1 defineret ved 

<J\. ,~> = ~ ~(N)(N) for ~ E COOo(lR) 
1 N=1 

er en distribution på lR, hvis orden er 00 Vis, at funktionalen J\. 
defineret nedest side 6.4 (rettet) er en distribution, hvis orden er 00. 

Lad ~ være en glat 
(a) Udled af (6.24) 
og C~(lRn): 

åben delmængde af lR n , ell er ~ = lRn . 
2 n + 

Green1s formler, for u E CO(lR ), v 

(Ø6.10a) f (-~U)Vdx=f .~ OJ.uo.vdx+f ~~VdS 
~ ~ J=1 J o~ 

(Ø6. 1 Ob) f~[(-~u)V-u(-~V)JdX = fo~ [~~v-u~~]dS , 

d n . 
hvor d~(X) = L nJ.(x)oJ'u(x) for x E o~ . 

j=1 
(b) Vis, at distributionen (-~)1~ på lR

n 
opfylder 

«-~)1~,~> = f ~~ dS for ~ E C~(lRn), 
o~ 

og bestem distributionens orden og støtte i tilfældet ~ = lRn • 
+ 

hhv. 
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6.11. Vis, at rummet C=(~)* af kontinuerte lineære funktionaler på C=(~) kan 

identificeres med underrummet [.I(~) af .l)1(~) , på en sådan måde, at 

når 11. E C=(~)* identificeres med 11.1 E.;D' (~) , er 

6.12. Lad ~ = 

JRn. 

skab, at 

A,]J Eli.. 

ul~ = uA 
A 

U
Af

ll. ~A' hvor (~A)AElI. er et vilkårligt system af åbne 

Lad der være givet distributioner uA E~I(QA) , med den 

u
A 

erlig u]J på ~An~]J' for hvert par af indices 

Vis, at der findes en og kun en distribution u f.~I(Q) 

for alle A Eli.. 

mængder 

egen-

, så 

6.13. Idet ej betegner den j-te koordinatvektor i JRn, defineres differens­

kvotienten b.. hU af en vilkårlig distribution u E oVl(JRn) ved 
J, 

1 
b.. h u = 11( T ( T h e . ) u - u), f o r h E JR " {O} , 
J, J 

jvf. Eksempel 6.17. Vis, at b.. hU ~ d.U i ;l) I (JR
n

) for h ~ O • 
J, J 
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7.1. Lad Si være åben c JRn og lad m E ]N. Vis, at Hm(Si) har en tællelig 
ortonormal basis, altså er separabelt. (Man kan benytte, at Hm(Si) kan 
identificeres med et underrum af IT L2(Si).) 

I ex I <m 

7.2. Lad A = L~=1 ai Di være en første ordens differentialoperator på JRn 
med konstante koefficienter. Vis, at Amax = Amin' 

7.3. Lad I = ]a,b[. Vis, at der for hvert e > O findes en konstant C(e) , 

så at for u f H1(I) gælder 

(Vink: Man kan vælge s passende i (7.36).) 

7.4. Lad I = ]a,b[. Vis, at der for hvert e > O findes en konstant 
C(e) , så at der for alle u (H1(I) gælder 

[Vink: 

suplu(t)1 "~elluIl1 + C(e)lIuIl O . tE:! 

= J~ d~[u(s)U(S)]dS+ lu(a)1 2 i. 211u ' Il O lIullO+ lu(a)1 2 

Her kan uligheden 
kårligt c.] 

2xy i. c2i + ~ y2 (hvor x ,y E JR) benyttes for vi 1-
c 

7.5. Lad I = ]a,b[ og lad m E ]N. Lad A være differentialoperatoren 

m . m-1 
A=Dt +P1(t)Dt + .. ·+pm(t) 

med koefficienter Pj(t) E Coo(T) . Vis, at D(Amax ) = Hm(I) og D(Amin ) = 

H~(I). [Det kan eventuelt udnyttes, at Au også kan skrives A u = 

LJ=O Df(qju) med qj E C
oo

(1) .] 

7.6. Vis, at den i Sætning 7.18 definerede integraloperator (7.76) giver en 
l øsni ng u = R f i DO,) til problemet A u = f, for ethvert 
f E L2(I) . 



Mod. An. 1984 Ø.7.2 

7.7. Idet A er differentialoperatoren givet ved (7.40), betragtes realisatio-
'" nerne A bestemt ved randbetingelserne Y1U = Fyou, hvor F er en 

2x2 matrix. 
(a) Karakteriser de F, 
(b) Karakteriser de F, 

roJ 

Lemma 7.17 for at A ~ O , 

'" for hvilke A er selvadjungeret. 
for hvilke den tilstrækkelige betingelse 

er opfyldt. 
(c) Find den tilhørende sesquilineære form a(u,v) og dennes definitions­
område V i tilfældene (b) (jvf. Sætning 2.14 og Korollar 2.16). 

7.8. Find den sesquilineære form a(u,v) og dennes definitionsområde V for 
'" realisationen A af A (jvf. (7.40)) bestemt ved randbetingelsen 

u(a) = O , u'(b) = O • 

7.9. Lad I være et åbent interval af ffi (begrænset eller ubegrænset), og lad 

Qn betegne produktmængden 

Q = {(x1""'x ) Effi
n I x. E I for j= 1,···,n}. 

n n J 

Lad h E C~(I) med II h(t)dt = 1, og lad n(x) = h(x1) .•• h(x n); det 

er en funkti on i C~( Qn) med <1,n> = 1 . 

(a) Vis, at enhver funktion ~ E C~(Qn) kan skrives på formen 

~ = d 1/J 1 + ••• + d 1/J + < 1 ,~> n , 
X1 xn n 

hvor 1/J1"",1/Jn tilhører C~(Qn)' [Vink: Man kan for eksempel opnå 
formlen successivt således: Lad ~1(x2,···,xn)=II~(x1,x2,···,xn)dx1' 
og sæt x1 

s1(x 1,···,xn) = f [<.p(s,x2,···,xn) - h(s)~1(X2,···,xn)]ds; 

vis, at s1 E C~(Qn) og 

~ = dX s1 + h(x 1 )~1 (x2'··· ,xn) . 
1 

Udfør den tilsvarende konstruktion for ~1 E C~(Qn-1) og indsæt i 
forml en for ~; fortsæt indtil (*) er opnået.] 

(b) Vis, at hvis v E JUI(Qn) opfylder 

d V=d V="'=d v=O x 1 x2 xn ' 

så er v lig en konstant (nemlig konstanten c = <v,n». 
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8.2. Vis, at der for hvert M f ~ findes en hel, positiv konstant CM' så at 

for alle x f JRn . 

Vis, at systemerne af seminormer (8.1) og (8.2) definerer den samme topo­

logi. 

8.3. Lad a > O. Idet H(t) betegner Heaviside funktionen, skal man vise, at 

Hvad er F[H(-t)eat ]? 

8.4. a) Vis, at for n = er F-1C+1~2] = c e-lxI, bestem c. (Man kan 

f.eks. benytte Opgave 8.3.) 

-1[ 1 ] c -lxI b) Vis, at for n = 3 er F 2 =-1-1 e ,bestem c. 
1+1~1 x 

kan f.eks. bemærke, at funktionen er den entydige løsning v i oP
l 

(1-b)V = 6 eller man kan bruge rotationsinvariansen direkte.) 

(Man 

til 

8.5. Lad M og n være hele tal med O < 2M < n. Find en integraloperator 

T
M 

på g!!(JRn) med følgende egenskaber: 

8.6. 

(i) bM T f = f når f E1(JRn). 
M 

(i i) Når rt er en begrænset, åben delmængde af JR
n

, og 2M > n/2 , 
er operatoren (TM)~ (defineret som i (8.63)) en Hilbert-Schmidt 

operator i L2(rt). 

Vi s, at differentialligningen 

a4u a2u a2u 
--4 - --2 -
aX1 aX2 ax2ax3 

har en og kun en l øsni ng u E fil for hvert f E rj'1 . Undersøg, hvi l ke 

Sobolev rum HS (JR3), u tilhører, når f E L2(JR3) . 

8.7. Lad a E æ , og vis at distributionen u = e-axH(x) er løsning til 

differentialligningen 
(8 +a)u = 6 x 

i j)1(JR). 

Kan vi vise dette ved Fouriertransformation? 
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8.8. Vis, at Cauchy-Riemann ligningen 

(33
X 

+ i 33y)u ( x ,y) = f ( x ,y) 

på JR2 har en løsning for hvert f E <ff; beskriv denne. 

8.9. Når f er en funktion på JR, som er integrabel på JR-....[-c,cJ for alle 
c > O , defineres principal værdi integralet som bekendt ved 

8.10. 

PVJ f(x)dx = lim J f(x)dx , 
JR c~O JR -.... [ -c ,c J 

når denne grænseværdi eksisterer. 
For m E]N og r.p E C~(JR) defineres funktionalen JIm ved 

[ 
m-2 p-m ( ) 

Am (r.p) = PV {x -mr.p(x) - L 7 r.p p (o) }dx . 
-00 p=O 

Vis, at PV .•. eksisterer, så Am(r.p) er veldefineret. (a) 

(b) Vis, at Am(r.pl) = m Am+1(r.p) . 
(c) Vis, at Am er en distribution, 

m-1( ) dm og at Am =(-1) m-1 !mloglxl. 
dx 

Am kaldes også PF -k ' hvor PF står for pseudo-funkti on. 
x 

Lad I = JR e 11 er I = J a ,oo[ • 

u E Hm(I). (Man kan vise dette 
formationen, og dernæst for I = 
tion.) 

V i s, a t n å r u o g Dm u E L 2 
(1) , s å e r 

for I = JR ved hjæl p af Fouri er trans­
Ja ,00 [ ved hjælp af en beskæringsfunk-
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9.1. Vis, at foldningsproduktet u*1/J (for u E.2J'(lR
n

) og 1/J E C~(lRn) , 

eller u E 11 (lRn) og 1/JE'f(lRn)) opfylder 

( 1 ) 

(2 ) 

f o r a 11 e tp E C~ ( lR n ) re s p . 1 ( lR n) . 

9.2. Vis, at der for u E 1(/1 (lRn) og 1/J E f(lR
n

) gælder 

F( u*1/J) = G • ~ • 

9 • 3 • ( a ) V i s, a t n å r u E eS 1 ( lR n ) ( e 11 e r U t H t ( lR n)) o g 1/J E C~ ( lR n), s å 

er u*1/J E Coo(lRn). (Man kan bruge.Øvelse 9.2.) 

(b) Vis, at når u E,2\'(lRn) og 1/J E C'Q(lRn), så er u*1/J E coo(lR
n
). 

(Man kan skrive 
00 

u = n1u + ,L (nJ'+1-nj)u , 
J =1 

hvor nj 
er som i Sætning 5.11; summen er lokalt endelig, dvs. endelig på 

kompakte mængder. Da er u*1/J = n1u*1/J+L(nj+1-nj)u*1/J ligeledes lokalt 

endelig.) 

9.4. Vis, at varmeledningsligningen 

au(x,t) at - L::.XU (x, t) = o t > o 

u (x, O) = tp( x) 

(hvor x E lR n og t E lR+) for tp E 1( lR n) har en l øsni ng af formen 

u(x,t) = c1 t-
n/2 JlRnexP(-c2IX-YI2/t)tp(Y)dY , 

og bestem eventuelt konstanterne c1 og c2 • 

9.5. (a) Vis, at <5*f = f for f E :f(lRn) . 

(b) Vis, at funktionen H(s)H(t) på lR2 (med punkter (s,t) ) opfyl der 

(1) a2 
asat H(s)H(t) = <5 i 1'1 ( lR2) • 

(c) Vi s, at funktionen U(x,y) = H(x+y)H(x-y) på . lR2 (med punkter 



Mod. An. 1 984 Ø.9.2 

(x,y) ) er løsning til differentialligningen 

a2u a2u 2 
--- = c6 i g1'(R), 
ax2 al 

(2 ) 

og find c. Man kan eventuelt benytte et koordinatskift s = x+y , t = 

x - y • 

(d) Vi s, at når f(x,y) E 1(R2) , er u 1 = - U*f c en Coo-løsning til 

(3) a2u _ a2u = f 
ai ay2 

på R2 • 

9.6. Lad P(D) være en differentialoperator med konstante koefficienter. En 
distribution E E1)'(Rn) kaldes en fundamentalløsning (eller elementær 
løsning) til P(D), hvis E opfylder 

P(D)E = 6 . 

(a) Vis, at når E er en fundamentalløsning til P(D) i rf' , så er 

for f E <f 

(jvf. Øvelse 9.5 (a)), dvs. ligningen P(D)u = f har løsningen u = E*f 

for f E f. 
(b) Find fundamentalløsninger til -f::,. og -f::,. + 1 
8.4 og Øvelse 8.4). 

9.7. (Eksamensopgave i Mat 313, 1980/81.) 
Lad t betegne vektorrummet af reelle tal følger ~ = (ak)kE~ . For hvert 
N E Z defineres ~~ som underrummet af ~ bestående af talfølger a 
for hvilke der gælder 

;t 

. ( 2N 2)2 II.~.II N == L k I a k I < 00 • 

kE~ 
( 1 ) 

Med ,o. 
2 betegnes mængden nN>O ~N' Endvidere skrives 

(2 ) 

når denne række er konvergent. 

(a) Idet ~2 
N 

man undersøge, 
l oka l konvekst, 

forsynes med topologien bestemt ved normen II ·II N , skal 
om det topologiske vektorrum ~~ har hver af egenskaberne: 
lokalt begrænset, fuldstændigt, Banach rum, Frechet rum. 

(b) Idet ,o forsynes med topologien bestemt ved føl g e, h' af normer 11.1I N ' 
N = 0,1,2, ... , skal man undersøge, om det topologiske vektorrum ,o har 
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hver af egenskaberne: lokal konvekst, lokalt begrænset, fuldstændigt, Banach 

rum, Frechet rum. 

(c) Lad N være hel > O. Vis, at (~~)* kan identificeres med rummet 

~:N' således at når A E (~~)* identificeres med tal føl gen ~ = (ak)kCm ' 

er 
(3) A(J2) = ~'E.> 

for alle E. = (bk)kEm i ~~ 
(d) Vis, at dual rummet ~* til ~ kan identificeres med rummet 

(e) Vis, at operatoren T fra ~ ind i ~, bestemt ved 

T[(ak)kEm] = (t ak + k
3
ak+1) , 

kEm 

definerer en kontinuert operator fra ~ ind i ~ . 

9.8. (Eksamensopgave i Mat 313, 1980/81.) 
(a) Vis at når f og g er lokalt integrable funktioner på lR, hvis 

støtter opfylder 

supp(f) c [a,oo[, supp(g) c [b,oo[ 3 

hvor a og b E lR, så er 

med supp(f*g) c [a+b,oo[ • 

f*g en lokalt integrabel funktion på lR, 

(Opskriv foldningsintegralet.) 

(b) Lad A1 og A2 E ~. Beregn 

A1 x A2X 
E(x) = (H(x)e )*(H(x)e ), 

hvor H(x) er Heaviside funktionen (H(x) = 1 for x > O , H(x) = O 

for x < O ). 

(c) Lad P(t) 

( t -A 1 ) ( t -A2) . 

være et andengradspolynomium med faktoropløsningen p(t) = 

Vis, at 

[(61-A16)*(61-A26)]*E(X) = 6 , 

og dermed, at E er fundamentaJl øsning til operatoren p(fx)= 

d2 d 
-2-(A1+A2)dx+ A1A2 . 
dx 
(d) Undersøg, om der findes en fundamental løsning til P(d~) med støtte 

i ]-00,0]. 
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(e) Opskriv løsningen til problemet 

(*) {
(P(~)U)(x) = f(x) 

u(O) = O 

ul(O) = O 

for x > O 

hvor f er en given kontinuert funktion på [0,00[. 

Ø.9.4 
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