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FORORD

Et af formdlene med dette kursus er at knytte en forbindelse mellem de ab-
strakte begreber i funktionalanalyse og de klassiske problemer i matematisk fysik.
Differentialligninger, der beskriver fysiske fenomener, har veret kendt i mange
ar, mens metoderne til at lgse dem har udviklet sig fra specielle lgsninger pa
specielle probiemer til almene teorier, der daekker store klasser af differential-
operatorer. Det er ikke muligt i et étsemester kursus at komme ret Tlangt i frem-
stillingen af de generelle lgsningsteorier; men der er lagt vegt pd at udvikle
den moderne ramme, hvori differentialligningerne bekvemt kan betragtes. Problemer-
ne formuleres her pd to mdder, pd den ene side ved hjelp af ubegrensede operatorer
i Hilbert rum, og pd den anden side ved hj®lp af begransede operatorer i distri-
butionsrum, idet samspillet mellem de to betragtningsméder fgrer til en uddybning

af dem begge.

Ved tilrettelaggelsen af et sddant kursus er et af problemerne, hvor meget
man skal ggre ud af distributionsteorien. Den fuldstandige teori (efter Laurent
Schwartz) er meget tilfredsstillende og smuk, men ogs& meget omfangsrig. Det blev
overvejet at ngjes med et minimum af teori (tempererede distributioner og Sobolev
rum over R"), men tanken blev opgivet - dels fordi man herved ikke seatter til-
horerne i stand til at Tese den almindelige matematiske Titteratur, dels fordi
der herved kun behandles operatorer der virker pd hele R". Indfgrelsen af
distributioner over &bne delmengder af R" er derfor taget med, og prisen for
det har veret at det vigtige redskab, der Tligger i Fouriertransformationen, er
placeret temmelig sent i kurset; hvorefter de vigtigste anvendeiser heraf falder
pd plads til allersidst.

Hvis der havde varet mere tid, ville ethvert af fglgende emner kunne have
fortjent en uddybning i kurset: kompakte operatorer (som inverser til differen-
tialoperatorer) og deres egenvardibestemmelse, spektralteori igvrigt, randverdi-
problemer, bglgeligninger, og meget andet. - I fordret 1984 indgik Kapitel 1-2
og 4-9 i eksamenspensum, med visse overspringelser (bl.a. vedrgrende koordinat-

skift).

Der resterer at takke de studerende i 1983 og 1984 for deres medvirken og
gode kommentarer, og specielt at takke Ulla Jacobsen for en ekspertmassig indsats
og stadig hjaelpsomhed ved opstillingen og renskrivningen af teksten.

Maj 1984
Gerd Grubb




MODERNE ANALYSE MED ANVENDELSER

Gerd Grubb

1. Introduktion.

For den, der beskeftiger sig med abstrakt funktionalanalyse, findes der i
realiteten kun ét uendeligdimensionalt separabelt Hilbertrum. Sagt med andre ord:
Nar V og W er uendeligdimensionale separable Hilbertrum, findes der en jso-
metri E af V p& W (der f.eks. fis sdledes: nar '(eJ.)J.EIN 0og (fy)jeqy er
ortogonale baser for V henholdsvis W , satter vi Eej = fj 0og udvider E
til en isometrisk afbildning af V p& W ved linearitet og afslutning). Fra et
abstrakt synspunkt kan vi hermed lige s& godt identificere V med W ; der er

ikke nogen forskel i strukturmassig henseende.
Nér man vil beskaftige sig med de konkrete anvendelser af funktionalanalysen,

mgder man derimod hurtigt det fznomen, at der er en mengde separable Hilbert rum
med forskellige navne, hvor det mindst interessante er at der findes isometrier
melTem dem, mens derimod de forskelle, der trader frem ved rummenes forskellige
brug, er af stor betydning.

Lad os straks give et eksempel (uden alle detaljer; de er en del af det vi
skal studere narmere). Vi kender Hilbert rummet LZ(]a,b[) bestdende af de
Lebesgue mdlelige funktioner f p8 et interval I = Ja,b[c R, med normen

Vg (j: f(x)zdxf <o

(Mere pracist bestdr LZ(I) af rummet af akvivalensklasser af s&danne funktioner,
ndr f-g er "0 nesten overalt",

hvor @kvivalensrelationen gir ud pa, at f~g
dvs. er 0 undtagen pd en mangde med Lebesguem&l 0.) Nar vi skal behandle differen-

tialoperatorer p& I 1 rammen af LZ(I) , Vil det tillige vare interessant

at betragte rummene
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k
(1.1) H™(1) ={u€L2(I) | Lo uet?(n) for ogkgm}
dx
k
(hvor m € N) ;-ELE u er her defineret i en passende forstand (forklaret senere),
dx
hvorved H"(I) bliver et separabelt Hilbert rum med norm
k 1
d 2 z
(1.2) hul, = ( s 1l > .
m Nockan dxk O LA(T)

Rummet H™(I) er et eksempel p& et sakaldt Sobolev rum (Kapitel 7).
Det faktum, at der findes en isometri mellem L2(I) og H™M1) , er nu langt
mindre interessant end det faktum, at H"(I) bestér af en delmengde (et underrum)

af funktionerne i LZ(I) ; der er en indlejring
H'(1) < L3(1)

og topologien p& HM(I) er starkere (finere) end topologien pa LZ(I) . H™1)
er en taet delmengde af LZ(1) , fordi rummet Cﬁ(l) bestdende af €~ funktio-
ner pd& I , som er 0 uden for et kompakt delinterval af I , er indeholdt i

alle run H™I) , og der galder
Lemma 1.1, (5(1) er tet & L%(I) .

Dette er kendt fra mdlteorien, og vil igvrigt blive vist igen i den fglgende

tekst.
Vi har faktisk en hel skare af inklusioner:

(1.3) e ™) e W) < L. e (D) e L2

og det er langt mere interessant at opfatte disse rum som.tette underrum af
L2(I) (og af hinanden) end at benytte, at de alle er isometriske med et abstrakt
separabelt Hilbert rum.

Forskelligheden af LZ(I) og H™(I) Tigger naturligvis uden for selve
Hilbertrumsbegrebet, men Tigger i den gvrige struktur, der er knyttet til disse

rum.

- -

Et af de fagrste vigtige problemer ved anvendelser af funktionalanalysen pé
konkrete fysiske problemer er at give en god mening til differentialoperatorer.
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Det er velkendt, at ikke enhver kontinuert funktion er differentiabel; ope-
ratoren é%~ har ikke mening som en overalt defineret operator i C°(T) . Dette
rum er jo et Banach rum med hensyn til sup-norm

(1.4) hub o _ = sup{lu(x) | | x €1} .
C’(1)

Derimod er é%- veldefineret for funktioner med kontinuert differentialkvotient
p& I ; disse udger rummet C1(T) , der som bekendt er et Banach rum med normen

(1.5) lul = llul 194y
Torm T eom T o)

Operatoren é%- er da en kontinuert operator fra C1(T) ti1 ¢%(T) . Den er
ikke kontinuert med hensyn til c®-norm begge steder (for eksempel vil %-cosr1x

. A0 d /1 . . . . : d
-0 1 €, mens aytﬁcosr1x)= sinnx dikke gar mod 0 i C° ). Ix kan opfat-

tes som en ubegrenset operator i c°(T) , med definitionsomrade strengt mindre
end C%°(T) . (Ubegrensede operatorer behandles mere systematisk i naste kapitel.)
Onsker vi at realisere é%— som en kontinuert operator i et topologisk vek-
torrum, kan vi for eksempel indfgre rummet C(I) af funktioner p& [a,b] med
kontinuerte afledede p& [a,b]l af enhver orden. C7(I) er et fuldstendigt me-

trisk rum med hensyn til metrikken d(u,v) defineret ved

(1.6) d(u,v) = E )

1
EE 1+u
det er et sdkaldt Fréchet rum (Kapitel 4).

Med henblik pd spektralteori er dog hverken Fréchet rum eller Banach rum
sarligt bekvemme; her har vi behov for at se g%- i relation til et Hilbert rum.
L2(I) er det naturlige valg, men man ser straks, at I (defineret for u i
underrummet C1(T)) ikke er kontinuert m.h.t. Lz-norm (f.eks. er, ogsd i denne

horm, U, =~% cos h x konvergent, mens uﬁ ikke er det). Lad os give operatoren
et navn: A1 betegner operatoren i L2(I) med definitionsomride

(1.7) D(Ay) = C'(

0g virkning é%-, dvs.

A1u =u' for uc€ C1(I) .

Operatoren A, er tat defineret, thi C1(T) er tat i L2(I) . Ay er som
navnt ubegranset. Det nastbedste, en ubegrenset operator T: V - W kan vare,
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nar den ikke er begraenset, er at vare afsluttet, dvs. nar u, eren felge i
definitionsmengden for T , vil U, > u iV med Tun -V i W medfere
u€D(T) med Tu=v . Om A, har vi, at den ikke engang er afsluttet i
LZ(I) . (For eksempel vil un(x) = lx|1+1/n € C1([-1,1]) med un(x) - x|, og

uﬁ(x) = sign x(1+%~)|x|1/n - sign x i Lz(]—1,1[) for n-e ; men x| er

ikke 1 C1([-1,11) .)

'M’ u' (x)
1 signx

>N

Imidlertid kan vi definere afslutningen ASJ1 af A, ved at tilfgje
til D(A1) de punkter u € LZ(I) » for hvilke der findes u € D(A1) med
u, > u i LZ(I) og A, > v i LZ(I) , idet vi satter Aéu==v. Denne
definition har god mening, ndr v er entydigt bestemt ved u , altsd hvis

U, = 0 med A1un - v medfgrer v =0 . Dette gxlder, takket vere Lemma 1.1:

o

Lemma 1.2. NGr U, € C1(T) med u, = 0 < LZ(I) , 0g uﬁ SV 7 LZ(I) s 8d

er v =20.

Bevis. For alle ¢ € CE(I) har vi, at

b b
(Vi) 2 = Tim J uﬁiﬁdx = 11m<-J uniﬁ'dx> =0 .
L“(I) oo “Ya N0 7 3

Alts& er v ortogonal p& den tatte delmengde CE(I) af L2(1), s& v=0.

Operatoren Ag (afslutningen af A1) giver en af lgsningerne p& opgaven

at udvide é%~ til en Lz—ramme; det er den s8kaldte starke definition:
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D(AS) ={u € LZ(I) | 3 fglge up, € C1(T) med Uy = U ua konvergent,

.2 i

(1.8) il (”} ’

— 3 J

ASU— llz Up

Der findes et par andre fornuftige muligheder. Der er dels den svage defi-
nition, som spiller pa en analogi med delvis integration:

D(A) {u e 12(1) | av € L2(1) , s& (vie) = -(ule') for @€ c°6’(1)}

(1.9)

AWu =V ;

her er det let at se, at Aw er en udvidelse af As. Endelig er der en defini-
tion, der er specielt knyttet til funktioner af én variabel, nemlig begrebet

absolut kontinuitet (Kapitel 2):

Definition 1.3. En funktton u siges at vere absolut kontinuert pd intervallet

[a,b] , ndr u(x) = Ia v(s)ds+c , Hhvor Vv € L! ([a,bl) .

Med henblik p& operatoren i L2(1) kan vi da definere (idet LZ(I)t:L1(I) -L1(T):
X

{u e L2(1) 1 u(x) = j

v(s)ds +¢ , hvor v € L2(I)}
a

D(A, )

ac
(1.10)

Aacu =V .

(Mere herom i Afsnit 2.4.) Man kan nu vise (Kapitel 7), at

(1.11) A=A, = AL
d

og at alle tre definitioner stemmer overens med definitionen af T i distri-
butionsforstand. Mere herom i det feolgende, hvor distributionsteorien indferes

systematisk.
De tre udvidelser er gode for hvert sit form&l, s8 beviset for deres over-

ensstemmelse er en vigtig ting. Vi kalder sd den fremkomne operator 'H_ igen.

Mengden D(A ) bliver netop SoboTlev rummet H1(I) .
Forresten opndr man 0gsé en fornuft1g version af ét- ved at tage afslut-

ningen af A, , der virker som og har definitionsmengden
0 H_
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(1.12) D(AO) = CO(I) .
Her viser det sig dog, at ﬁb er en agte restriktion af ﬂ& = Ags D(ﬁb) bli-

ver rummet af funktioner u € D(AS) med u(a) = u(b) =0 .

1.2. Om kursets indhold.

Ovenstdende giver en 1ille smagsprove pd de problemer, man Tgber ind i, nar
man vil behandle en differentialoperator i en funktionalanalytisk ramme. .Der er
dels mange forskellige relevante vektorrum, dels mange forskellige realisationer
af operatorerne, der har interesse. N&r man ser pd partielle differentialoperato-
rer (differentiation i mere end en variabel), bliver billedet endnu mere kompli-
ceret. Der er derfor grund til at komme med et par almene betragtninger.

Om rummene: Der indferes i det felgende en mengde forskellige rum af funk-
tioner (og deres generalisationer). Det er nok ikke muligt at absorbere alt dette
p& en gang, men man er godt hjulpet, hvis man Tever sig ind i, med hvilket formdl
de forskellige typer indferes. Det md gerne vare sddan, at man til sidst fgler
sig i stand til i en given situation at indfore de ngdvendige rum selv.

Om operatorerne: I en kompliceret teori vil det i reglen vare ngdvendigt
med et vist "misbrug af notationen", altsd man forenkler nogle betegnelser, fordi
en gennemfgrt pedantisk skrivem&de kan gere teksten ulaselig. Vi ger for eksempel
det, at vi ofte kalder de realisationer eller generalisationer af differential-
operatoren d/dx , vi indferer, for d/dx igen. Dette er tilladeligt, néar det

fremgdr af sammenhangen, hvad man mener,

ot 1t o o tp b

Planen for kurset er igvrigt felgende:

Vi begynder med at betragte ubegransede operatorer i Hilbert rum (i Kapitel
2); specielt afsluttede operatorer, symmetriske operatorer og deres selvadjunge-
rede udvidelser, samt en mere almen klasse af halvbegransede operatorer. Dernast
fortaller vi (i Kapitel 3) 1idt om den abstrakte behandling af bglgeligningen,
Schrodingerligningen og varmeledningsligningen, ved teorien for semigrupper (og
eventuelt spektralteori). Nu gaelder det s& om at f& de konkrete operatorer passet
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ind i den abstrakte ramme, s& de gode satninger kan anvendes, og dette er péd
ingen méde trivielt.

Vi indferer distributionsteorien som det store sikkerhedsnet under hele
kalkylen, en ramme hvor "alt er tilladt". Dette kraver dels noget teori for
topologiske vektorrum (Kapitel 4), dels nhogle narmere oplysninger om C -funktio-
ner (Kapitel 5). Herefter indfores selve distributionerne og deres regneregler
(Kapitel 6).

Forbindelsen til de abstrakte operatorer i L2 genoptages med indfgrelsen
af Sobolev rummene (rum af L2-funktioner med Lz—af1edede), der strukturerer det
store mellemrum mellem C~ funktionerne og distributionerne (Kapitel 7). For det
endimensionale tilfelde knyttes forbindelsen til absolut kontinuitet, og det regu-
lere Sturm-Liouville problem behandles i detaljer.

For en virkeligt effektiv behandiing af partielle differentialoperatorer ma
vi nu ogsd indfgre det vigtige redskab, der Tigger i Fouriertransformationen
(Kapitel 8); hvor differentialoperatorer med konstante koefficienter ggres til
multiplikationsoperatorer. Der er her ngdvendigt at indfgre endnu et rum af
distributioner, Schwartz rummet. (Der havde ogs& varet god mening i at gere dette
straks efter Kapitel 5, men s& midtte de konkrete realisationer have ventet endnu
lengere. )

P& basis heraf behandles i Kapitel 9 dels realisationer af partielle diffe-
rentialoperatorer, og dels ndr vi frem til en dybere analyse af distributionsrum-
mene og deres relation til kontinuert differentiable funktioner, samt til distri-

butionsafledede af kontinuerte funktioner.

—— e — - — A ot o bt s T S et (it T

Z er mengden af hele tal, IN de positive hele tal og WO de ikke-negative
hele tal. R betegner de reelle tal, R, og R_ de positive, hhv. negative
reelle tal. R" er det n-dimensionale reelle euklidiske rum, med punkter

). R" 0g R? er deTmengderne hhv.

n +

X = (XgseeesX
n _ n
(1.13) R, = {x€R |x 20},

hvis rand {x € R" | Xy = 0} identificeres med .Rn'1 5 punkterne her betegnes

da ofte x' (s at x = (x',xn) ).
¢ betegner maengden af komplekse tal, og C, de komplekse tal med positiv
hhv. negativ imaginardel. ¢" er det n-dimensionale komplekse euklidiske rum.
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n

De funktioner, vi betragter, er i reglen funktioner p& (delmengder af) R med

verdier i ¢ (vektorielle funktioner, med vardier i @N » kan ogsa forekomme,

eller vi kan betragte reelle funktioner).

Differentiation af funktioner pd R angives ved é%—, 9 eller 3 , idet

vi skriver =D eller D (her er i = V7T ). De partielle differential-

operatorer péa R" betegnes

) 1 9
= = 9 eller 98, 3 ==—=0D eller D. .
axj xj J i axj xj Jj
For mere komplicerede udtryk bruges multiindex notation: Nar o € mg , O =

(ag500es0,) 5 er

n o n ol %
ves 0 , DO=D_ ...D " =(-i)""a, ... 23 s
Xy X Xy X, Xy X

her er |al = Og Faue 0 Operatorerne bruges bl.a. pd& funktioner med konti-

nuerte partielle afledede op til orden Ilal , hvor differentiationernes raekke-
folge er 1igegyldig. Faktoren %- er bekvem i forbindelse med Fourier transfor-

mationen. Med konventionerne
O(SB betydeY‘ (X']SB']"”’O(I']S-BH ’

al = 0(1! ...‘O(n!

axfp = (0(1i813~-~90(ni8n) ’

har vi for u og v med kontinuerte partie1Te afledede af orden op til N

dels Leijbniz' formel

o _ al B,, no-B
(1.14) D™ (uv) Bﬁa ETT&:E7T‘D uD*Pv, for Jal <N,
dels Taylor's formel
o 1 -
(1.15) ulx+y) = = Lo%ux) + = aNryo‘J (1-0)"" 5%u(x+oy)de
lal <N % loa)=N & 0

(dette er en ngjagtig version, hvoraf de andre kendte formler kan udledes).
For x e R" eller ¢n skriver vi

x* = X{ o eel X , 09

1
2

Xy = XY teea v XY, XD = (xex)F

R" 0g ¢" forsynes med normen |x] , der gegr dem til Hilbert rum over R

hhv. € .
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Nar X og Y er topologiske rum, betegner XxY produktrummet, bestdende
af par {x,y} hvor x €X o9 y€yY, og forsynet med produkttopologien
(jvf. Mat 313). N&r X og Y specielt er vektorrum, er XxY Tigeledes pd natur-
Tig made et vektorrum. Hvis X og Y er Banach rum, tillaegges XxY gerne

normen
(1.16) 1XGY Hy oy = IXLy + 1Ty

med hvilken XxY er et Banach rum. Hvis X og Y specielt er Hilbert rum,
bruger man dog hellere den dermed ®kvivalente norm

(1.17) Gy H ey = (Ix1Z + 1y15)?
' T XeY X y,oo oo
hgrende til skalarproduktet

(1.18) (o0} 10Xy Dyggy = (XIx )y + (VIY')y s

med hvilket XxY er et Hilbert rum, der betegnes X &Y . Denne betegnelse
bruges ogs& for den direkte sum af to ortogonale underrum X og Y af et Hilbert-

rum H .
I almindelighed defineres

X+Y = {xty | x€X og y €Y}

X = {ox | a€Q og x € X}

ndr X og Y er delmengder af et vektorrum V over et skalarlegeme L og
Qc L. Man skriver specielt

{xX}+Y=x+Y

i

{a} Y = af

1l

nd&r X €X og o€ L. Nar X og Y er underrum af et vektorrum V , beteg-

nes X+Y ved X+Y safremt X og Y er lineert uafhengige.
Endelig, hvis X er et afsluttet underrum af et Hilbert rum Y , betegner

Yo X det ortogonale komplement til X i Y .

Lad p € [1,0] . For en Lebesgue mdlelig delmaengde M af R" betegner
LP(M) vektorrummet af ®kvivalensklasser (som nzvnt side 1.1) af m&lelige funk-

tioner f: M- med endelig norm
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Y
1l (J 10| dx) nir p <,
L M

P(m)
(1.19)

Il () = ess sup [f(x)I nar p = o .

Det er et Banach rum med denne norm. Ndr p = 2 f&s specielt et Hilbertrum, med
det tilhgrende skalarprodukt

fl - [ fog0ax .
(719) 2, J, Tosaes

Ho1der's ulighed
1

|:1

+

Ee)

(1.20) ’Jf(x)g(x)dx‘ LN

1
M Py TP

gelder ndr f € LP(M) og g€ Lp'(M) : det er (Cauchy-)Schwarz' ulighed i
tilfeldet p = 2 . Bemerk, at Lp(Q) = Lp(Q) , hdr £ f.eks. er en aben kugle.
Na&r M har endeligt mal, er der en inklusion

(1.21) LP) < L9M)  nar p>q .,

idet der for f € LP(M) galder, med r = p/q ,

(1.22) LI (JMIf(x)Iq dx>1/q - (jM;f(x)|p/r, : dx>1/q

S.(JMIf(x)Ip>1/rq<JM 1 dx>1/rlq

- IF vo1(m)1/a-1/p
LP (M)

hvor Vol(M) = J 1dx er malet (volumenet) af M.
M

Bemerkning 1.3. Enkelte steder i disse noter henvises der til stoffet i forud-
gdende kurser i funktionalanalyse (Mat 313, siden aflgst af Mat 3 FU). Det drejer
sig om basale ting, der indgdr i standardlerebgger om funktionalanalyse, og kan

findes dér hvis de med tiden udgdr af de aktuelle kurser.
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2., Om ubegransede operatorer.

frargia NSy buiuntips Susutsguiloptuuhutqruig ey Mg o gautymudpur g eyt ety

Lad X og Y vare komplekse (eller evt. reelle) Banach rum.

I den del af funktionalanalysen, hvor man udelukkende beskaftiger sig med
begre&nsede linexre operatorer, er det i reglen en selvfglge, at der med opera-
toren T: X -» Y menes en operator, hvis definitionsmengde er X og hvis vardi-
mengde Tigger i Y . Imidlertid er det, bl.a. for anvendelserne pd differen-
tialligninger, nedvendigt at inddrage Tinezre operatorer, der ikke er overalt
definerede i X (og ikke med god mening kan defineres overalt). Vi siger, at
T er en operator fra X til Y , ndr definitionsmengden D(T) (som antages
altid at indeholde 0) er et underrum af X og verdimengden R(T) er et
underrum af Y , og vi skriver stadig T: XY , med eventuelle narmere op-
Tysninger om D(T) . (Nar X =Y , siger vi at T er en operator i X .)

Vi betegner kernen af T (nulrummet for T) ved Z(T) ,
(2.1) Z(T) = {x € D(T) | Tx = 0} .

Mengden af begransede, overalt definerede operatorer fra X til Y betegnes,
som i Mat 313, ved B(X,Y) , eller B(X) ndr X =Y .

De operatorer T: X - Y vi betragter, vil oftest vare tet definerede
(dvs. D(T) = X ). Hvis T er begrenset, udvides den da p& oplagt m&de til en
begrenset operator T: X - Y med D(T) = X (i s& fald er der ikke meget nyt
i at tillade D(T) # X ). Med det har ogsd betydning at betragte ubegransede
operatorer. En klasse af ubegraensede operatorer, der kan behandles i en rimelig
sammenhang med de begransede, er de afsluttede ubegransede operatorer.

Definition 2.1. En lineer operator T: X » Y siges at vere afsluttet (lukket),

ndr grafen G(T)
(2.2) G(T) = {{x,Tx} | x € D(T)}

er et afsluttet underrum af X x VY .

Idet X og Y er metriske rum har vi oplagt fglgende kriterium for af-

sluttethed.
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Lemma 2.2. T: X > Y er afsluttet hwis og kun his der gelder: Nir (Xn)nFD
er en folge © D(T) med Xo > X < X og Tx,»y < Y, sder
x € D(T) med y =Tx .

Afsluttet graf - s®tningen (Mat 313, Theorem 9.10) giver, at hvis
T: X > Y er afsluttet og har D(T) = X , s8 er T begranset. For afsluttede,
tet definerede operatorer er altsd D(T) % X a&kvivalent med ubegransethed.
Bemerk, at et underrum G af XxY er graf af en linexr operator
T: X > Y hvis og kun hvis der for hvert x i maengden pr1G

pryG={x €X l3yeyY sa {x,y}e@}

er hpjst ét y , s& {x,y} €G; daer Tx=y og D(T) = pr,G . Pa grund

af lineariteten kan vi nu ogsd formulere kriteriet for at G er en graf sdledes:

Lemma 2.3. FEt underrum G af XxY er en graf his og kun wis {0,y} € G
medferer y = 0 .

Ndr S og T er operatorer fra X til Y , og D(S) < D(T) med
Sx = Tx for x € D(S) , siger vi, at T er en udvidelse af S, og S er
en restriktion af T . Det har ofte interesse at vide, om en forelagt operator
T har en afsluttet udvidelse. Nar T er begranset, gaelder dette altid, idet

vi simpelthen kan tage operatoren T med graf G(T) ; her er G(T) en graf,

fordi X, = 0 medforer Txn -0 . Na&r T er ubegranset, er det ikke sikkert

at T har en afsluttet udvidelse (jvf. Ovelse 2.1). Men hvis T har en af-
sluttet udvidelse T1 ,» galder at G(T1) er et afsluttet underrum af X«xY

som indeholder G(T) og dermed G(T) . I sd fald er G(T) selv en graf
(jvf. Lemma 2.3). Den er faktisk grafen af den mindste afsluttede udvidelse af

T ; denne kaldes afslutningen (aflukningen) af T og betegnes T . (Bemark,

at ndr T er ubegranset, er D(T) en agte delmengde af D(T) .)
Ndr S og T er operatorer fra X til Y , defineres S+T ved

D(S+T) = D(S)nD(T) ,
(2.3)

(S+T)x = Sx +Tx for x € D(S+T) ;

il

0og ndr R er en operator fra Y til Z , defineres RT ved
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{x € D(T) | Tx € D(R)} ,
R(Tx) for x € D(RT) .

D(RT)

(2.4)

(RT)x

(Som vist i Bvelse 2.4 kan R(S+T) vare forskellig fra RS +RT . Vedrgrende

afslutningen af produkter af operatorer, se Qvelse 2.6.)
Udover X-normen kan man forsyne D(T) med den sdkaldte graftopologi. For

Banach rum defineres denne i reglen ved grafnormen

(2.5) Hxﬂé(T) = Ixly + 0Tty s

og for Hilbert rum ved den hermed akvivalente norm (ogsé kaldet grafnormen)
(2.6) IxI ey = (IxI2 + 1TxI2)
: D(T) X /oo
og det tilhgrende skalarprodukt
(XI.Y)D(T) = (XI.Y)X + (TXITY)Y s

der stemmer overens med det sadvanlige skalarprodukt pd X @ Y . Grafnormen pa
D(T) er &benbart stxrkere end X-normen pd D(T) , og de er akvivalente hvis

og kun hvis T er en begrenset operator.
N&r T: X » Y er taet defineret, kan vi indfere den adjungerede operator

T*: Y* > X* ved folgende forskrifter: Definitionsmengden D(T*) bestér af de

y* € Y* for hvilke funktionalen

(2.7) X ~ y*(Tx) x € D(T) ,

er kontinuert (fra X til ¢ ). Idet D(T) er tet i X , betyder dette at
der findes et entydigt bestemt x* € X* , sd at

]

(2.8) y*(Tx) = x*(x) for x € D(T) .
Da x* er bestemt ved y* definerer vi T* ved

(2.9) Try* = x* ,

Lemma 2.4, Lad T vere tet defineret og indfer T*: Y* > X* sgom ovenfor.

S& er T* afsluttet.

Bevis: Lad yh o€ D(T*) for n€ N, med yE - y* og T*y; - z* for n-o .

Vi skal vise, at y* € D(T*) med T*y* = z* . Imidlertid har vi, for alle
x € D(T)
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y*(Tx) = lim y;(Tx) = 1im(T* y;)(x) = z*%(x) .
n

00 —00

Dette viser, at y* € D(T*) med T*y* = z* I

Ndr X =Y , har det interesse sammen med T at betragte operatorerne
T-AI , hvor X € ¢ (her er naturligvis D(T-AI) = D(T) ). Resolventmengden
o(T) defineres som mengden af de A € ¢ for hvilke T-AI er en bijektion
af D(T) p& X med begranset invers (T—M)‘1 » 09 spektret o(T) define-

res som komplementaermaengden ¢<p(T) .

Vi ser nu pd tilfeldet, hvor X og Y er komplekse Hilbert rum. Riesz'

reprasentationss@tning giver os her en identifikation mellem X og X* , sa-

ledes at funktionalen x* € X* svarer til elementet v € X ved forskriften:
x*(x) = (xlv) for alle x € X . Den adjungerede operator T* til en tat de-
fineret operator T: X - Y bliver herved defineret som en operator fra Y

til X , for hvilken
(2.10) (Txly)Y = (xIT*y)X for alle x € D(T) ,

med D(T*) T1ig med mengden af alle y € Y for hvilke der findes z € X s& z
kan indgd som T*y i (2.10). Bemerk specielt, at y € Z(T*) (jvf. (2.1))
hvis og kun hvis yLR(T) , altsd der gelder altid

(2.11) Y = R(T) @ 2(T*) .

Det er ikke svert at vise, at ndr S: X->Y , T: X>Y og R: Y->Z er
tet definerede, med D(S+T) og D(RT) taet i X , s&er

(2.12) S* +T* < (S+T)* og T*R* < (RT)* ;
inklusionerne kan vare agte (jvf. Ovelse 2.7). Bemerk specielt, at for o € ¢ er

(2.13) (T+al)* = T*+al , og (aT)* =oT* ,

I betegner identitetsoperatoren. T+al skrives ogsd T+a .

Setning 2.5, Lad T: X > Y wvere en tet defineret operator mellem to Hilbert

rum X og Y . Daer
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(2.14) Xe VY =G(T) @ UG(T*) ,

hwor U er operatoren fra Y @ X ¢il X @Y givet ved U{v,w} = {-w,v} .
Ivis yderligere T er afsluttet, er T* tet defineret og T** =T .

Bevis: Lad {v,w} € X® Y . S3 er fglgende udsagn zkvivalente:

{v,w} € UG(T*)

i3
{w,-v} € G(T*)
/3
(Txlw)y = -(x1v)y vx € D(T)
|3
({x,Tx} | {V’W})X@Y =0 wx € D(T)
3

{v,w} L G(T) .

Da G(T) = G(T)l‘L (ved en almindelig regel om underrum), viser dette
identiteten (2.14). U er klart en isometri af Y ® X pd X @Y , og beva-

rer ortogonalitet, sd der gelder endvidere
(2.15) Yex=U'(xev) = UG @ 6(T*) .

Antag nu, at T er afsluttet, dvs. G(T) = G(T) . Vi kan da vise, at
D(T*) er tet i Y: Hvis y € Y @ D(T*) , s&er {y,0} 1L G(T*) , hvormed
{y,0} € UG(T) ved (2.15) og altsd {0,y} € G(T) . Dama y =0 ifolge
Lemma 2.3, hvilket viser at Y e D(T*) = {0} . :

I dette tilfelde har T*: Y » X en adjungeret operator
der ifelge det allerede viste, at

T**

, 0g der gel-

Ve X = GTF) o U Ta(T**) = 6(T*) & UT1G(T**) ,
da T* er afsluttet ifelge Lemma 2.4. Heraf fds
X®Y = U(YeX) = UG(T*) @ G(T**) ,

hvilket giver, ved sammenligning med (2.14), at G(T**) = G(T) = G(T) (da T
var afsluttet). Altsd er T** =T . I

Bemark, at hvis S er tat defineret, gelder:

(2.16) ScT medfgrer S* o T* .
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Korollar 2.6. Lad T: X-Y vere tet defineret. S4 har T en afsluttet ud-
videlse, hvis og kun hvis T* er tet defineret, og i sd fald er

o (T og T =T

Bevis: Hvis T har en afslutning, er specielt G(T) = G(T) . S& er T* =(T)*

ifelge (2.14), og (T)* er tat defineret ifolge Swtning 2.5, med T**=(T)**=T .

Omvendt er det klart, at hvis T* er taet defineret, er T** en afsluttet ud-

videlse af T . 0

Setning 2.7. Lad T: X - Y vaere tet definervet, afsluttet og ingjektiv, med
R(T) tet 2 Y . Da har T* og T-1 ogsd disse egenskaber, og

(2.17) ()71 = (17

Bevis: ! er Klart injektiv, tat defineret og afsluttet (jvf. Lemma 2.2),
med tet verdimengde, og det samme galder for T* ifelge Satning 2.5, Korollar
2.6 og (2.11) (anvendt p& T og T* ). Det folger da endvidere, at (T*)—1
0g (T—1)* har de samme egenskaber. Ved brug af Tineariteten af operatorerne

féds, med betegnelserne i S@tning 2.5, at

X®Y = G(-T) @ UG(-T*)

medfgrer
a(1™h) @ g(-T*)

1]

Yox=u"wev) = u'6-T) @ a(-T%)

|
[ep]
—
—
1
—
~
@
[
1
—_
—
[<p]
—
—_
—
*
~—
1
—_
~—

En anvendelse af Saztning 2.5 p& 1 v o X viser da, at (17N = (1%)

o g e et P e s o it P ot o A o Bt St e M o S T pe e e e i o o e o ey o o Nt o T o T o T o g T i o

N&r X og Y begge er det samme Hilbert rum H » 0g T eren linear
operator i H , siger vi at T er symmetrisk, safremt

(2.18) (Txly) = (xITy) for x og y € D(T) ,

og at T er selvadjungeret, séfremt T er taet defineret (sd at den adjunge-
rede T* eksisterer) og T* = T . (Det er en smagssag om kravet D(T) = H ogsd

bgr indbygges i definitionen af symmetriske operatorer - vi gegr det ikke i nar-
verende tekst, men de operatorer, vi ser p&, vil i reglen opfylde dette krav.)
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Lemma 2.8. ILad T vere en operator i det komplekse Hilbert rum H .
1° T er symmetrisk hwis og kun hvis (TXIX) er reel for alle X .

20 Nér T er tet defineret, er T symmetrisk hwis og kun hvis T < T* .,
Specielt har T da en afslutning T , og

(2.19) TcTaeT* =T,

0
3° Nar T er tet defineret, er T selvadjungeret, hwis og kun hwis T
er afsluttet og T og T* begge er symmetriske.

Bevis: 19 Nar T er symmetrisk, er

(TxIx) = (xITx) = (TxIx) for x € D(T) ,

hvormed (Tx|x) € R. Omvendt, ndr (Txix) € R for alle x € D(T) , ses
forst, at (TxIx) = (xITx) for x € D(T) , og dernast fds for x og y € D(T):

1]

0 = (T(x+y) 1(x+y)) = (x+yIT(x+y)) = (Txly) + (Tyix) - (xITy) - (y1Tx)

21 Im[(Txly)-(xITy)]

Indsaettes 1ix i stedet for x ses, at ogsd Re[(Txly)-(xITy)l er 0, hvormed
(Txly) = (yITx) . Det forste udsagn i 2° ses straks af definitionen, og det
andet fglger af Korollar 2.6. For 3° bemerker vi, at der ifelge Korollar 2.6
gelder for en tet defineret operator T med tet defineret adjungeret T* ,
at T er afsluttet hvis og kun hvis T =T* , Nar T =T* , er naturligvis
T afsluttet. Nar T er afsluttet og T og T* er symmetriske, er T < T*
og TFeT™ =T, s§ T=T".

I

En operator T , for hviTken T eksisterer og er selvadjungeret, siges
at vare essentielt selvadjungeret (i fysik kaldes sddanne operatorer ofte selv-

adjungerede).
En symmetrisk operator T kaldes maksimalt symmetrisk, hvis S T med

S symmetrisk medferer S =T . Selvadjungerede operatorer er maksimalt sym-
metriske, men det omvendte kan ikke sluttes, jvf. Dvelse 2.12.
Det er nyttigt at bemexrke, at ndr S er symmetrisk og A = o + ig med

o og Be R, sder

(2.20)
= (s-al)xI% +p2Ix1%  for x € D(S) .
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For en vilkarlig operator T i H defineres den numeriske vardimengde

v(T) ved

(2.21) v(T) = {(TxIx) | x €D(T) , Ixl =1}y <=C ,

og den nedre granse m(T) ved

(2.22) m(T) = inf{Re(TxIx) | x € D(T) , Ixh =1} > ~

T siges at vere nedad (halv)begrenset ndr m(T) > - , og opad (halv)begranset,
ndr m(-T) >-e ; -m(-T) kaldes ovre grznse for T .

Geometrisk set betyder m(T) > -~ , at den numeriske vaerdimengde v(T) er
indeholdt i halvplanen {X € ¢ [ Re A > m(T)} .

\

/4077

/ /////
e

Bemerk specielt, at de symmetriske operatorer S netop er dem, hvis numeriske
verdimengde er indeholdt i den reelle akse (Lemma 2.8.1°), og de er da ogsa ka-
rakteriseret ved at m(iS) = m(-iS) =0 .

Begransede operatorer er klart halvbegransede. Vedr. det omvendte, se
Setning 2.12 nedenfor samt dvelse 2.9. For symmetriske operatorer T udtryk-
kes m(T) > a og m(-T) > - kort ved T> a, henholdsvis T< B .

Setning 2.9. 1° mis m(T)> a >0, sder T injektiv, og T | er en be-
grenset operator ¢ H med norm HT-1H‘§ df1 (og med D(T ') = R(T) ).

2° mis endvidere T er afsluttet, sd er R(T) afsluttet.

3° mis T er afsluttet og tet defineret, og séwel m(T) som m(T*) er
> B, 8d er halvrummet {)\|Re A < B} indeholdt i resolventmengden for T

og for T*
Bevis: Det hele er baseret pd uligheden

(2.23) ITxD Ix1 > 1(TxIx)1 > Re(TxIx) > alxI® for x € D(T) ,
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hvoraf sluttes (ved division med Ixl for x # 0), at
ITxI > allxll  for X € D(T) .

Specielt er T injektiv. Indsattes Tx =y € R(T) = D(T_1) , ses at

1

T = <ot i

hvilket viser 1°. Nar T er afsluttet, er T_1 da en afsluttet, begranset ope-
rator, sd& R(T) = D(T'1) er afsluttet, hvilket viser 2°. For 3° bemerker vi,

at nar Re A = p -a foret a>0 , er m(T-AI) > a o9 m(T*-A1) > a ,

s& T-Al og T* - Al er injektive med begrensede inverser og afsluttede verdi-
mengder ifalge 19 og 2°. Da Z(T-AI) og Z((T-AI)*) er {0}, ses af (2.11) at

T -2l og T* - Al er surjektive, hvormed 3% er vist. {

Anvendes s@tningen specielt p& i(S-AI) og -i(S-AI) hvor S er en symme-

trisk operator, ser vi, at S - Al er injektiv med
(2.24) 12D <imoart . nar Ima 0

(hvilket ogs& kunne f&s 1idt mere direkte fra (2.20)).

Setning 2.10. Lad S wvere tet defineret og symmetrisk. S& er S selvadjunge-

ret, hwis og kun hvis

(2.25) R(S+iI) = R(S-iI) = H ;

og da er ¢~R < p(S) .

Bevis. Lad S vare selvadjungeret. Da opfylder iS og -iS betingelsen i
Setning 2.9.3% med B =0, s& halvrummene

(2.26) (B:t:{AE(BIIm)\%O}

Tigger i resolventmengden; specielt galder (2.25).
Omvendt, hvis (2.25) galder, ses af (2.11) at operatorerne S* & il er
injektive. Her er S*+il en injektiv udvidelse af S+il , som er en bijektion

af D(S) p& H ; dette kan kun finde sted hvis S = S* . i

(Se ogs& Pvelse 2.38.)
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Hvad en symmetrisk, tet defineret operator "mangler" i at vere selvadjunge-
ret, kan ses pd, hvad S +il og S-1iI mangler i at vare surjektive. Man defi-

nerer defektindices ved

(2.27) def,(S) = dim R(S+iI)" og def_(S) = dim R(S-iI)* .

Det har stor interesse at studere de eventuelle selvadjungerede udvidelser af

en symmetrisk, tat defineret operator S . Man kan bl.a. vise, at S har en

selvadjungeret udvidelse hvis og kun hvis de to navnte dimensioner er ens; og

i tilfaeldet hvor dimensionerne er endelige kan skaren af selvadjungerede udvidel-

ser beskrives overskueligt ved hjelp af Cayley transformationen (se Mat 313, §23,

og Pvelse 2.19). Vi betragter senere tilfaldet, hvor S tillige er halvbegranset,
Folgende s&tning giver en type eksempler pd selvadjungerede ubegransede

operatorer,

Setning 2.11. Lad H og H1 vere Hilbert rum, og lad T: H - H1 vere tet
defineret og afsluttet. S4 er T*T: H - H selvadjungeret og 2 0 . Spectelt
er T*T+1 > 1 og bijektiv fra D(T*T) til H , og inversen har norm < 1
>0 . Endvidere er D(T*T) tet < D(T) med hensyn til graf-

og nedre grense

normen pd& D(T) .
Bevis: Operatoren T*T er klart symmetrisk og' > 0 , idet

(2.28) (T*Txlx)H = (Tx|Tx)H >0 for x ¢ D(T*T) ,
e
jvf. Lemma 2.8.1°. Da T er tet defineret og afsluttet, er

He Hy = G(T) & UG(T*)
ifelge Setning 2.5. Ethvert {x,0} € Hx H1 har da en entydig oplesning
{x,0} = {y,Ty} + {-T*z,z} ,

hvor y og z er bestemt ved x . Da oplgsningen pd denne mide er linear,
bestemmer den to begraénsede lineare operatorer S: H-H og R: H > H1 sd
y =Sx o0og z =Rx . Bemerk, at R(S) =« D(T) , og R(R) < D(T*) . Vi vil
vise, at S er lig (T*T+1)_1 , 0g er selvadjungeret, begranset og > 0 ;
heraf vil pdstandene om T*T fglge.

Ifglge ortogonaliteten er

2 2 2 _ 2 2 2 2
Iy = 10T gy + 10T 222 gy = SK+ITSKly -+ TRl « IRl
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hvoraf ses, at S og R har norm <1 . Idet

x = Sx-T*Rx 0 = TSx +Rx

ses at TSx = -Rx € D(T*) og
(2.29) x = (14T*T)Sx 3

altsa sender S rummet H over i D(T*T) , og (1+T*T)S =1 pd H . Den

begrensede operator S* opfylder nu

(S*x|x) = (S*(1+T*T)SxIx) = (Sx|1Sx) + (TSxITSx) > 0 for x €H ,

hvoraf ses, at S* er symmetrisk 2> 0 , og S = S** = S* er ligeledes symme-
trisk 20 . .

Da S er injektiv (jvf. (2.29)), selvadjungeret, afsluttet og tet define-
ret, samt har tet verdimengde, (da Z(S*) = {0} , Jvf. (2.11)), giver Setning
2.7, at 8—1 har de samme egenskaber. Ifglge (2.29) er 1+T*T en symmetrisk
udvidelse af 8'1 ; da S er overalt defineret, ma 1+T*T vare 1ig med
™! . Altss er I+T*T og dermed T*T selvadjungeret.

At D(T*T) er tet i D(T) med hensyn til grafnormen (jvf. (2.6)) ses

siledes: Lad x € D(T) vare ortogonal pd D(T*T) med hensyn til grafnormen,

dvs.
0 for alle y € D(T*T) .

I

(xly)y + (TXIT)/)H1

Da (TxITy)H1 = (xIT*Ty)H , ses at

0 for alle y € D(T*T) ,

1

(xly +T*Ty)y

hvoraf folger at x =0 , da I+T*T er surjektiv. 1

Vi slutter dette afsnit med en satning om sammenhengen mellem halvbegrenset-

hed og begrensethed.

Lemma 2.12. Nér S er symmetrisk > 0 , gelder folgende version af Cauchy-

Schwars' ulighed

(2.30) 1(sx1y) 12 < (SxIx)(Syly)  for x,y € D(S) .
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Bevis: Nar o € R har vi, for x og Yy € D(S) ,

(sx1x) + a(sxly) + a(Sylx) + aZ(Syly)
2(

0 < (S{x+ay)|(x+ay)

Syly) .

(Sx1x) + 2o Re(Sxly) + o

Da dette polynomium i o« er >0 for alle o , ma diskriminanten vere <0 ,

dvs. 2
12 Re(Sxly)1° < 4(SxIx)(Syly) .

Erstattes x med o9 , hvor -6 er argumentet for (Sxly) , fas (2.30). 10

Det f&s heraf, at tet definerede symmetriske operatorer, der er sgvel opad

som nedad halvbegransede, er begransede. For vi viser nu:

Setning 2.13. Hvis S er en tet defineret, symmetrisk operator med 0 < S <o,

84 er S begrenset med |SI < a .
Bevis: Lemma 2.12 giver, at
2 .2 2 2
[(SxIy) 1= < (SxIx)(Syly) <o Ixi™ Nyl for X,y € D(S) ,
hvoraf fas, da D(S) er tet i H,
[(SxIz)| < o Il Wzl for x € D(S) og z €H.

Vi minder om at Riesz' reprasentationssatning definerer en isometri mellem H*
og H , s& at normen af et element y € H opfyider

(2.31) Iyl = sup {—'—(%;—IZ,—)—' Iz € H\'{O}}

Specielt kan da sluttes af ovenstdende, at [ISx| <allx] for X € D(S) , hvilket
viser, at S er begrenset med norm <a . fl

Et lignende resultat opnds for 1idt mere generelle operatorer i Bvelse 2.9. .
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o — Tty . o by (o o o e o s S i, e et Gt St St G i kM o S G S o o bt O S it St

Den sadvanlige differentialoperator d/dt kan generaliseres til en L2—
ramme med forholdsvis Tille ulejlighed, hvilket vi nu vil ggre, for at fa nogle

interessante eksempier.
Lad I vere et begranset interval Ja,b[ af R. Operatoren J define-

ret ved
t

(2.32) (IF)(t) = i j f(s)ds for t €I
a

er en begranset operator fra L2(I) til CO(T) og fra L2(I) til LZ(I) ,
idet der gelder

I

b }
(2.33) quuL2 (J 10F(t) 12 dt> < (b-a)? sup 10F(t)]

(1) a - tel
1 t
< (b-a)® sup J If(s)] ds
t Ja
, (b
< (b-a)? J If(s)1 -1 ds < (b-a)Ifll ,
a L7(1I)

ved Schwarz' ulighed. Funktionerne i billedrummet R(J) er absolut kon-

tinuerte ifelge Definition 1.3 (den oprindelige definition af dette begreb har
en anden formulering, som vi ikke vil komme ind pd). Bemaerk at Jf(a) =0 for
alle f , s& den eneste konstante funktion, der er med i R(J) , er konstan-
ten 0. Ved tilfejelse af konstanterne far vi et rum, vi forelgbigt vil betegne

1 o
ved HaC(I) , altsé

t
(2.34) W (1) = R(I) 101 = {u(t) J f(s)ds+c | fel(I), ce ¢} :
a

Man verificerer umiddelbart, at
(2.34") M) < H;C(I) <cd .

Operatoren J: L2(1) » L%(1) er injektiv, thi hvis Jf =0 , er
jg f(s)ds = 0 for alle a<c<d<b, s&8 f er ortogonal pd alle trappe-
funktioner og dermed 0 som element af L2(I) . (H;C(I) kan da nemt topologi-
seres ved hjelp af den af J inducerede metrik p& R(J) , Jvf. Bvelse 2.14.)
J er ner ved at vare selvadjungeret, for der gzlder

(2.3) witg) -1 | ([ sl e
a a
- 4 J: J: £(s)g(t)dsdt - i J: J: £(s)g(t)dsdt =
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S

1 [P rtsres [ awa - [ (] s

i(fF11)(11g) + (f1dg) .

For f € CO(T) er det velkendt, at DJf = f , hvor D = -id/dt 3 end-

videre er jo Dc =0, ndr c. er en konstant. Vi udvider nu differentiations-
)

begrebet til H;C(I ved at indfere operatoren Aac (som i Kapitel 1, med fak-

toren ~-i) 1
D(A. ) = H. (I) = R(J) + C1

(2.36)
A (If+c) = f  for fe L2(1) .

Da JAaCu =u for u€ R@) , har vi klart,

JA_ u=u-u(a) for uc¢ H;C(I) , og

ac
(2.37)
for £ e L2(1) .

I
—

AaCJf

Vi vil nu vise Leibniz' formel

(2.38) Acluv) = (Ajculv + u(A, V)

for u og Vv € H;b(I) . Formlen galder jo, hvis u og v € C1(I) , men i
gvrigt er det p& forhdnd ikke engang klart, at uv tilhgrer H;c , hdr u

og v gor det. Lad ferst u=Jf og v=4Jg for f o9 g€ LZ(I) . Da
C;(I) er tat i LZ(I) , findes der folger f - f og g, ~9 i L2(I) .

med f, og g, € CE(I) . Formlen (2.38) gzlder for u, = Jf, 09 v, = Jg,
hvoraf ses, ved anvendelse af J og (2.37)

(2.39) O, g, = 3(F,(9g,)) + I Dgy)

Nar fo > f i L2(1) , vil O, - Of i c¢O(T). pa grund af (2.33), s& pro-
duktet (an)gn gar mod (Jf)g i LZ(I) ved en regel for L2-funktioner. Til-

svarende vil f (Jg ) » f(dg) i L°(I) , og (JF,)(Jg) > (9F)(Jg) i (M
og dermed L2(I) . Da J er en begranset operator, overfgres (2.39) ved

graenseovergangen til formlen
Jf Jg = J(f Jg) + J(Jf g) .

Det ses heraf, at JfJdg € R(J) , og en anvendelse af A, viser da (2.38) for
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u=4Jf , v=4Jg . Da Aacc = 0 for en konstant ¢ udvides formlen umiddelbart

. 1
til hele Hac(I) .

Integration af et sddant udtryk giver endvidere, ved (2.37)
b b
(2.40) 1J (A

T (b _ _
a uR_Vdx - 1Ja A, (uV)dx = (3A_ ) (u V)(b)

- (WW)b) - (uV)(a) , foralle u,v € H;c(I) :

aCu)vdx ~1Ja

sd den velkendte formel for delvis integration udvides til operatoren Aac .
A siges at vare en realisation i LZ(I) af differentialoperatoren D .

acC

Ayc ©r afsluttet (ved (2.37) samt kontinuiteten af J , prov selvl) og tat

defineret, idet CO(I) c D(Aac) .
Vi kan nu definere to andre realisationer A1 og AO ved
A1 < Aac ? AO < Aac :
(2.41) D(A)) = {u € H (D) | u(a) = u(b)} ,

I
<
—~
(=
N
n
o
et
-

D(Ay) = {u € H;C(I) | u(a)

de er ligeledes tet definerede (og afsluttede, som vi ser om 1idt). Ved formien

for delvis integration fés, at

*
Ay < Aac

* *
i Aac < A0 g A1 < A1
og vi vil nu vise, at disse inklusioner er identiteter.

N * ‘*_ *
Lad os ferst vise AaC c AO , som medfgrer Aab = A lad v € D(Aac)

0
- * _ gk .
og lad w = JAan . Bemerk, at w(a) =0, og Aacw = Ajcv  ved (2.37). Sa
)

er, for alle u € D(AaC

I

(Ayu v =w) :(uJ,Aa’;v) - (A iw) = (ulA,w) = (A ulw) =3u(b)W(b) Loy (5 40).

Indsettes konstanterne for u , ses at w(b) = 0 , hvormed der faktisk galder
Uﬁwlv—w)=0 for alle uGDU%J.

Da AaC er surjektiv, folger at v = w , hvormed v € D(Aac) med v(a) =

v(b) =0 ogaltsd v € D(A;) ; endvidere er Ay = Ayl = Aa;v . Hermed er
det vist, at

* _
(2.42) AaC = AO

. *
(specielt er Ay afsluttet, og Ay = Ae ).
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I beviset for at A < A, gdr vi frem p& omtrent samme made. Nar
vV E D(Ar) , satter vi w = JAf’v , bemarker at w(a) =0 , og slutter som

ovenfor, at w(b) = 0 , og

(A1u lv-w) =0 for alle u€ D(A1) .

Altsd er v-w L R(A1) . Men ved formlen

agl
a

(et specialtilfelde af (2.40)) ses, at funktionerne i R(A1)‘ netop er dem, der
er ortogonale pd 1. S8 md v-w vare proportional med 1, dvs.

b
i J A_ u(s)ds = u(b) - u(a)

V=W+¢C

for en konstant ¢ . Da w(a) =w(b) =0 ses, at v € D(A1) . Endelig er

.\, _ - e pak*., _ S
Affv = AW = Aat(W+C) , s& Ajv = Ayv s og Vi har vist

(2.43) A1 = A1

Operatoren A1 er et vigtigt eksempel pd en selvadjungeret, ubegrenset
operator i LZ(I) . Operatoren AO er en symmetrisk restriktion heraf, mens

Aat er en (ikke-symmetrisk) udvidelse af A1 . Om definitionsmengderne gelder

D(A1) = D(AO) + {konstante funktioner}
(2.44)

D(Asc) = D(Ag) + {Tinezre funktioner}
hvor vi bemarker at rummet af konstante funktioner har dimension 1, og rummet
af linemre funktioner har dimension 2. Da A . er en naturlig generalisation
af D skriver vi ofte senere AaCu som Du eller -iu' .

et it s i e B Tt i Bt ot e et Wi o i i (e ot it B ot bt S Wl Ty . s o ot ) P B Pt et

Lad H vere et komplekst Hilbert rum, og lad s(x,y) vare en sesquilinear
form defineret for x og y i et underrum D(s) af H ; D(s) kaldes defini-
tionsomrddet for s , og vi siger, at s er en sesquilinear form p& H
(selvom eventuelt D(s) # H ). Den adjungerede sesquilineere form s* (med
D(s*) = D(s) ) er defineret ved .

s*(x,y) = s(y,x) for x,y € D(s) ,
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og vi siger, at s er symmetrisk, hvis s = s* ., Et kriterium for symmetri er,
at s(x,x) er reel for alle x ; det vises ganske som i Lemma 2.8.1°. Ud fra
s defineres endvidere to sesquilineazre former kaldet Spe 99 Sp med

definitionsomrédder D(s) , ved

Spe(Xs¥) = 3(s(x,y) +s*(x,y))

(2.45)
(s(x,y) = s*(x,y))

*A

SIm(Xsy) = 21

bemark, at de begge er symmetriske (og de kan naturligvis antage komplekse var-
dier). s siges at vare begranset (pd H) , hvis der findes en konstant c¢ ,

sd at
IsCoy) < e lixllg liyly s for x og y € D(s) .

Ud fra enhver operator T i H kan der defineres en sesquilinear form
ty > nemlig
(2.46) to(xsy) = (Txiy)y » med D(ty) = D(T) .

Nar T er begranset, er t; det ogsa. Det omvendte gzlder, nar D(T) er tet
i H , for s& medforer begransetheden af ty » at der for x € D(T) galder

[(TxIy)yl < e Ixly Iyl

for y i en taet delmengde af H og dermed for alle y i H , hvormed (jvf.

(2.31)) [(TxIy)y! .
X, = sup {——mH— |y € N0} < o iy -

I dette tilfelde udvides T og tg pd en triviel midde til en begranset opera-
tor, hhv. begranset sesquilinear form, defineret pd hele H .
Det ubegransede tilfelde er mere spandende.

Definition 2.13. Lad t(X,y) vere en sesquilineer form pd H (ikke nedvendig-
vis begrenset), med D(t) tet < H . Den tilhgrende operator T < H define-
res sdledes: X € D(T) hvis og kun hvis x € D(t) og der findes y € H,

for hwilket

(2.47) t(x,v) = (ylv)y for alle v € D(t) ,

og © sd fald settes

TX

fl
<
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Tetheden af D(t) i H sikrer her, at y er entydigt bestemt ved x .
N&r t er ubegranset, vil der oftest galde, at D(T) er en ®gte delmengde af
D(t) , og at T er en ubegranset operator i H .

Konstruktionen fgrer til en nyttig klasse af operatorer i fglgende special-
tilfelde.

Lad V vare et Tineart underrum af H , somer tezt i H og som er et
Hilbert rum med en norm, der er sterkere end normen i H:

(2.48) vy > c vl for v eV

med ¢ >0 (s& at indlejringen V < H er kontinuert); vi siger at V < H
algebraisk, topologisk og tet. Lad é(u,v) vere en sesquilinear form med

D(a) =V, og antag at a er begrenset p& V . a giver anledning til to ope-
ratorer: en begraznset operator A i V og en (i reglen) ubegranset operator
A i H, som f&s ved at anvende Definition 2.13 p& a som form pd V hen-
holdsvis H . Vi kalder A og A henholdsvis operatoren hgrende til a i

V , og operatoren hgrende til a i H.
Formen a kaldes V-elliptisk, hvis der findes en konstant g >0, sé

(2.49) Re a(v,v) > ¢y VIS for v eV ;

og a kaldes V-coerciv hvis dette kan opnds ved addition af et multiplum af
(ulv)H til a , altsd hvis der findes c¢; >0 og k€ R, sd

(2.50) Re alv,v) +k VI > ¢y IviE  for ve V.

Bemerk, at ndr a er V-elliptisk eller V-coerciv, gelder det samme om den ad-

Jungerede form a* .
Felgende setning kendes under navnet Lax-Milgrams lemma.

Setning 2.14. (Lax-Milgram) ILad der vere givet et tripel (H,V,a) #wor H og
V er komplekse Hilbert rum med VN c H algebraisk, topologisk og tet ((2.48)

gelder), og hwvor a er en begrenset, sesquilineer form pd V med D(a) =V .

Lad A wvere operatoren hgrende ti1 a i H . Nir a er V-coerciv (opfylder
(2.50)), er A en afsluttet operator med D(A) tet © H og<i V , og A+ul
er en bijektion af D(A) pd& H for alle u med Re u >k , altsd

(2.51) {A | Re A < -k} = p(A) .

Endvidere er operatoren hgrende til a* < H .netop lig med A* ; og ndar a

er symmetrisk, er A selvadjungeret > -k .
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Bevis: Vi ser forst pd tilfaeldet k =0 , hvor altsd (2.49) gaelder. Da a er
begrenset pd V , er operatoren A knyttet til a i V begrenset og overalt
defineret; det er ogsd oplagt, at den til a* knyttede operator i V netop er
A% (den adjungerede operator i V). Idet (2.49) medfegrer at m(&d) > ¢y 09

m(Ax) > cg 1V med ¢y >0 , ses af Setning 2.9, at A og A* er homeomor-

fier af V p& V.
Betragt nu operatoren A i H . Da der for u € D(A) gelder

Re(Aulu)y = Re a(u,u) > ¢ Hul > ¢y ¢ hulf

hvor cOc2 er >0, har vi fra Setning 2.9, at A er injektiv og har en be-
graenset invers A™1 med norm < ¢ 1¢2 . Det samme gelder om operatoren A'

0
knyttet til a* i H .
Endvidere er A surjektiv, thi ndr f € H , er funktionalen v ~ (flv)H

kontinuert p& V , didet

[(F 1), < IFI v < IFl ¢ v, for v eV,

sd der findes w € V med

1

(FIv)y = (wiv)y = a(A w,v) for vev,

og da er alwe D(A) med A w=f. pa ATl HoH altsa er overalt de-
fineret og begrenset, er den afsluttet, og det folger, at A er en afsluttet
operator i H . De tilsvarende ting gelder om A' .

Om sammenhazngen mellem A og A' har vi umiddelbart, at der gaelder for

alle u € D(A) og v € D(A")

(2.52) (Aulv)H = a(u,v) = a*(v,u) = (A'vlu)H = (ulA'v)H .

At A er tat defineret i H fds nu endelig sdledes: Lad f € H . For alle
u € D(A) er

(), = (WA (AT, = (Auian™he),

Da A er surjektiv, ses at hvis fLD(A) , s& er (A')'1f = 0 og dermed
f =0 . Dette viser D(A) = H .

Altsd har A en adjungeret A* , og (2.52) viser, at A' < A* . Da
R(A) = H , er A* injektiv, og da A' allerede er en bijektion (af D(A')
pa H), mg¢ A' =A* . I alt féds, at A og A' er hinandens adjungerede.

Nér a = a* , f&s specielt at A = A' = A* ,
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D(A) er ogséd tet i V , for hvis wlD(A) i V , har vi for u € D(A)
0 = (ulw)y = (u12#@) )y = a(u, (@97 = (w1 (97w,

hvoraf sluttes at LAF)'1W og dermed w er 0, da R(A) = H .
For pdstandene om A+ul bemerker vi, at der oplagt gzlder, at for p € (
er A+ul (med D(A+uI) = D(A)) operatoren i H knyttet til den sesquiline-

@re form
(2.53) au(u,v) = a(u,v) +u(u|v)H , med D(au) =V .

Nar Reu >0, er au ligeledes V-elliptisk, s& A+ul er en bijektion af
D(A) p&8 H . Hermed er s@tningen vist for tilfeldet k =0 .

Ndr k # 0 , forer vi analysen over i tilfaeldet k =0 ved at erstatte A
med A+kI og a med a, (defineret ved (2.53)); da fé&s resultatet umiddel-

bart af det foregdende. I

Vi kalder operatoren A defineret ud fra triplet (H,V,a) i Setning 2.14
for Lax-Milgram operatoren knyttet til (H,V,a) . (I Kato's bog "Perturbations
of Linear Operators" kaldes en sddan operator m-sectorial. Man mgder ogsd beteg-
nelsen en variationel operator, idet definitionen har sin baggrund i variations-

regning.)

Det bemarkes, at D(A) og D(A*) kan vaere forskellige (selvom D(a) =
D(a*) ).

Vurderingerne af nedre graznse af A kan skerpes 1idt, og vi kan endda vise,
at A og A* har deres spektrum og numeriske verdimengde i et vinkelrum.

For det ferste har vi, pd grund af (2.48), at

Re alu,u) > cg Iuld - k Iul? > (cpc® - Kl
hvoraf felger, at
(2.54) m(A)  og m(A*) > -k+coc2 R
og (jvf. Setning 2.9.3°%)
(2.55) (A€ | Re r< —k-kcocz} c p(A) og p(A*) .

For det andet kan vi benytte begraznsetheden af a pd V

(2.56) lau,v)1 < C ully IvI
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til at vise, at nar a opfylder (2.50), er

Im a(u,u)| < la(u,u)l < ¢l <€ cg! (Re alu,u) +k ulf)

hvormed ogsa

-1

Im(Autu) 1 < € cf " (Re(Aulu)y +k Tulf) -

Dette viser, at den numeriske vardimengde for A - og tilsvarende den numeriske

verdimengde for A* - opfylder

(2.57) W(A)  og v(A¥) c M = {)\ o | 1mar<ccy (Re >\+k)} .

ImA

o "

) +?0§ \/4 // Re

0

Men dette betyder, at visse drejninger af A og A* , nemlig
et 10%  for et passende 6 (jvf. figuren), er nedad halvbegransede, hvilket

ved Setning 2.9.3° medforer at spektrene o(A) og o(A*) Tigeledes er inde-
holdt i M' . Ialt har vi

eiTGA 0g

Korollar 2.15. Ngr A og A* er defineret ud fra triplet (H,V,a) som <
og de numeriske verdimengder

Setning 2.14 gelder, at spektreme o(A) og a(A*)
v(A) og V(A*) ligger i den konvekse mengde

- (2.58) M = {A e ¢ | Re > -kecyct, 1ImAl <Ccp (Re)\+k)} ,

hwor konstanterne er dem der optreder i (2.48), (2.50), (2.56).
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Lad os endelig bemerke, at ndr A er en Lax-Milgram operator i et Hilbert
rum H , sder V og a entydigt bestemt ved A . Thi hvis A er Lax-Mil-
gram operatoren hgrende til triplerne (H,V1,a1) 0g (H,Vz,az) , galder for
u og v € D(A)

(Aulv)y = ay(usv) = as(u,v) 3

0g [Re((A+k)v|v)H]%eY3 for k tilstraekkelig stor, en norm pd D(A) , der er
ekvivalent med V1-normen 0g med V,=normen. Da D(A) er tet i V1 0g i V2
(med hensyn til deres normer), f&s ved afslutning en identifikation mellem V1
0g V2 . Da a; og a, stemmer overens p& den tatte delmengde D(A) , ma

a

ay = a, . Altsd har vi

Korollar 2.16. Ndr A er en Lax-Milgram operator i© H , stammer A fra et
og kun et set (H,V,a) ; her er 1V bestemt som kompletteringen af D(A) med
hensyn til normen [Re((A+k)vlv)H]§ for et passende stort Kk , og a er defi-

neret pd V ved afslutning.af (AuIV)H .

Det indgdr i disse satninger, at A stammer fra et tripel (H,v,a) .
Man kan vise, at et sddant tripel eksisterer, ndr A er taet defineret, og der
findes et vinkelrum M' som i (2.44), s& A er maksimal med hensyn til egen-
skaben Vv(A) = M' . (Dette skyldes Schechter og Kato, se f.eks. Kato's bog.)

Lax-Milgram operatorer er en nyttig generalisation af selvadjungerede
halvbegransede operatorer, som man mgder f.eks. i studiet af partielle diffe-
rentialligninger; de har den fordel frem for normale operatorer (afsluttede,
tet definerede operatorer N med NN* = N*N ), at klassen af Lax-Milgram ope-
ratorer er mere stabil over for de perturbationer, der forekommer naturligt i

teorien.

2.6. Friedrichs udvidelsen.

i — iy ot o (o ot . e e et e o St o St B S T S i

Lad S vare en symmetrisk, tat defineret operator. Nér S >c >0 , er
det Tet at angive selvadjungerede udvidelser af S . Lad os forst se pé S,
afslutningen af S , som jo ogs& er symmetrisk, jvf. (2.19). Det ses let, at
m(S) = m(S) , som da er >c >0 . Ifglge Setning 2.9 har S en begranset,

symmetrisk invers (afslutningen af 571 ), s& hvis R(S) og dermed R(S) er
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tet i H, er R(S) Tigmed H , sa 5T er selvadjungeret, og S er en

selvadjungeret udvidelse af S ved Setning 2.7. Hvis derimod Z(S*) = R(S)

er # {0} , kan vi danne operatoren R med

1

D(R) = D(S) 4 Z(5*)

(2.59) _ —
R(u+v) = Su for u € D(S),v € Z(S*) ;

It

det er en selvadjungeret udvidelse (@velse 2.23), Sidstnavnte udvidelse har
m(R) = 0 i mods®tning ti1 m(S) > 0 . En mere raffineret (og nyttig) udvidelse
er Friedrichs udvidelsen, der indfgres i det fglgende.

Setning 2.17. (Friedrichs) ILad S vere tet defineret, symmetrisk og nedad

begrenset © H . Der findes en selvadjungeret udvidelse T med m(T) = m(S) .

Bevis: Antag forst, at m(S) = c > 0 . Den sesquilinexre form
So(uav) = (SUIV)

er da et skalarprodukt p& D(S) (jvf. Lemma 2.12), og vi betegner komplette-
ringen af D(S) med hensyn til dette skalarprodukt ved V . Herved udvides

sO(u,v) til en sesquilinear form s(u,v) med D(s) =V (idet s er selve

skalarproduktet pd V). Vi vil gerne anvende Lax-Milgrams lemma, men hertil

kreves at vi viser, at der er en indlejring af V i H . Uligheden

IIVIIVZ2 = sO(v,v).Z c nvuf for v € D(S)

medfgrer, at injektionen JO: D(S) o H wudvides til en kontinuert afbildning
J fra V til H , men ikke at denne er injektiv. Hertil skal man vise, at
hvis v_ er en foglge i D(S) , s&8 v_->v i V , og V>0 1 H, s

n n
er v =20. Vi benytter her Schwarz' ulighed for V-skalarproduktet:

2 = -—
(2.47) v iy = (Svn|vn)H s(vn sV vm)+(Svn|vm)H

A

vy Bv=villy + 1SV v )|

Da Vi konvergerer i V , kan man for hvert ¢ > 0 finde N , s&

Ivp=vylly <& for n og m>N. S&er
2 -
vty < vy =e+ 1(Sv v )yl

Da Vi, = 0 i H , f8r vi ved at Tade m = oo
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2
"Vn”V _<_ ”Vn"v c €

hvormed v I, <€ for n >N . Dette viser, at v, >0 i V for n-o.
Altsd er J injektiv, og vi kan identificere V med underrummet JV af H .
Da vi &benbart har

s(v,v) = HWIf > C IIVIIH‘2 for vev,

er betingelserne for Lax-Milgrams satning opfyldt for triplet (H,V,s) , og
vi fér at der til s knyttes en selvadjungeret operator T med m(T) = c =
m(S) (jvf. ogsd (2.54)). Det er klart, at ToS .

Nar m(S) er vilkarlig, definerer vi en selvadjungeret udvidelse T' af
S* = S+ (1-m(S))I ved ovenstdende konstruktion; s& er T =T'-(1-m(S))I den

gnskede udvidelse af S . 0

Beviset for Lax-Milgrams s&tning kan naturligvis forenkles 1idt i det
symmetriske tilfelde, men grundingredienserne er de samme.
Med brug af Korollar 2.16 har vi ogsd:

Setning 2.18. Lad S vere en tet definevet, symmetrisk, nedad begrenset ope-
med hensyn til skalarproduktet

rator ¢ H . Kompletteringen V af D(S)

(2.61) (ulv)y = (Su-+(1-m(3))ulv)H

kan identificeres med et underrum af H , og Friedrichsudvidelsen T af S er

karakteriseret ved at vere den eneste nedad begrensede selvadjungerede udvidelse

af S, der opfylder D(T) <V .

Jvf. Bvelse 2,24, Nar T > 0 , kan man igvrigt vise, at V er 1ig med
1
) » hvor T2 er defineret ved spektralteori.

et e iy N B e S S T i o — T o e (o Wt ot ot ot St ot ot M ot it ot o ot it St ke Mt i L e P o S Tt Gt

—— s ————— o —

————————— i s ot T Tt i 2 o — . T Yot Wt 1 St S St o o ot

Friedrichs' konstruktion bruges specielt til at indfere en selvadjungeret

operator knyttet til Laplace operatoren A

2
(2.62) : AU = ax T +8X u
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i LZ(Q) , hvor 9 er en ben delmengde af R". Idet CF(Q) betegner rummet

af de CT-funktioner p& Q , som er 0 uden for en kompakt delmzngde af @ ,

altsd specielt er 0 i en omegn af randen af @ , Tlader vi S betegne operatoren

i H= LZ(Q) med definitionsmengde D(S) = C?(Q) og virkning Su = -Au . Ved
delvis integration ses, at S er symmetrisk > 0 :
(2.63) (Sulv)y = J (-0%u~ ... - s2u)V dx

a n

= [Q(a1ua1v-+... +8nuanv)dx = (uISv)H ;

hvor (Sulu) ifelge det 3. udtryk er > 0 for alle u € D(S) . Rummet
CF(Q) er tet i LZ(Q) (Kapitel 5). Vi kan da definere Friedrichsudvidelsen T,

som er selvadjungeret og har m(T) =m(S) >0 , og hvor D(T) er indeholdt i

og taet i rummet

Hé(g) afslutningen af C;(Q) med hensyn til normen
(2.64) N

(g i)
Ihu, <Jﬂj§1lajul s lul)dx) .

Normen uuu1 er en af de Sobolev normer, der indferes systematisk senere.
Lax-Milgrams satning kan anvendes til ogsd at knytte fornuftige operatorer
til differentiationsudtryk der ikke ngdvendigvis definerer symmetriske operatorer

pd CX(Q) . Lad

1l

i

0
n e oo
(2.65) ag(u,v) = J Lz ajk(x)akuajv dx , Dlag) = Cy(8) ,
Q J.k=1
hvor det antages, at ajk'erne er begrensede C*-funktioner p& € , der opfylder
(2.66) R ga (X)zazp > collg e+ oon w1z, 17)
- ejk:1jk itk 2 Collbql *+.-r* ity

for alle X €Q , ¢ = (C1,...,gn) € @n

med <y >0 (denne og lignende betingelser kaldes ellipticitet). Lad V =

Ha(Q) . Da a, dbenbart opfylder

laO(U,V)l < Cliully Ihvily for u,v € CE(Q)
Re aO(u,u)-FcOuquz.Z COHUH§ for u,v € Cy(R)

med C = sup{lajk(x)l | x € 9} , udvides 3 ved afslutning til en begranset

J.k
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sesquilinezr form a p& V , som er V-coerciv (med k = Cq ) . Ved Lax-Milgrams

setning definerer sattet (H,V,a) en operator A i H med de der navnte egen-

skaber. Det ses ved delvis integration, at denne virker som

(2.67) Au = - g_ aj(ajkaku) , Nar u € CEYQ) ,
J.k=1

A er altsd en generalisation af denne 2'ordens differentialoperator.
Pésdenne mdde far vi defineret nogle realisationer af =-A o0g operatoren i
(2.67); De kan studeres naermere ved hjelp af distributionsteorien. Lad os navne,
at nar @ + R" , er disse operatorer, der er specielt knyttet til valget
V = Hg(ﬂ) , ikke den eneste mulighed for selvadjungerede (resp. Lax-Milgram)
realisationer af =-A og (2.67); man kan da ogsd valge V anderledes. De fore-
liggende operatorer kan vises at vare knyttet til Dirichlet randbetingelsen,
hvor funktionerne i D(A) opfylder u =0 ved randen af € 1 en passende gene-
raliseret forstand, mens andre valg af V svarer til andre randbetingelser (hvor
f.eks. en afledet af u er 0 ved randen).

Nar £ = R", er randen tom; i dette tilfelde er R(S+I) tet i H , og
af S+1I er 1ig med S+ 1 , 0g er den eneste selvad-

s&

Fridrichsudvidelsen T1
jungerede udvidelse (og dermed er T den eneste selvadjungerede realisation af

-A i LZ(RH) ). Vi far gode metoder til at vise surjektiviteten af S+1I

senere.

En anden, noget simplere type af eksempler er multiplikationsoperatorerne.
Lad 2 vare dben < R" , 0g lad f vere en kontinuert funktion p& @ . Vi

kan da definere multiplikationersoperatoren Mf ved

Huelf@) | fue i)

law)
—
=
-+
~
It

(2.68)
Mu = fu .

Ndr f er begrenset, bliver Mf en begrenset, overalt defineret operator, og

(2.69) HMfH = sup If(x)I .
XEQ

Her er det oplagt, at HMfH.S suplf(x)l ; og at der gaelder Tighedstegn ses
f.eks. ved at bemarke, at der for hvert e > 0 findes en kugle B(a,r) =

{x | Ix-a] <rtecq , s at

If(x)I > suplfl-e for x € B(a,r) ;
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sd er [lIMcull > (sup!fl-e)liul  for wu = 1B(a,r) (hvor 1, betegner funktionen

somer 1 p& X og 0 ellers).
Nar f ikke antages at vare begrenset, har man dog, at M]c er taet defineret,

thi lad

(2.70) 2y = {x | If(x)] <N} n B(O,N) for N € N3

séer Q= U v, 09 ndr u € LZ(Q) vil 1o u - u i LZ(Q) for N - ;
NEN N

her er 1Q u e D(Mf) for hvert N . Sé er (Mf)* veldefineret; vi vil nu vise,
at N

* o
(2.71) (Mf) = Mf .

*

Her er det oplagt, at Mz c (Mf) , idet
Wﬁuv)=Jquvdx=(uN@w

ndr u og v er funktioner i D(Mf) hhv. D(M?) . For den modsatte inklusion,
lad v € D«Mf)*) , lad g = (Mf)*v , og lad v, og g, vare representanter
for ®kvivalensklasserne v hhv. g (med hensyn til ®kvivalensrelationen:

v~v' nadr v-v' er 0 uden for en nu1mmn§de, jvf. side 1.1). Idet LZ(QN)
indlejres pa naturlig méde i LZ(Q) ved at funktionen u € LZ(QN) identificeres

med funktionen eyu defineret ved

u pa QN
0 pé Q\\QN R

har vi for enhver funktion u € LZ(QN):

= J g Udx = (goleNu)
Q

( )
%loy'™ 2, N 12(0)

)

(vOle(eNu)) = J VO:FU dx = ((?VO)IQNIU)LZ(

2(Q) 2y QN)

L
(hvor nogle identifikationer underforstds). Da u var vilkdrlig, folger af

skalarproduktets egenskaber, at gO,QN 0g (?VO)IQN reprasenterer det samme

element i LZ(QN) . Da dette gzlder for alle N, ses at g5~ FVO , hvormed
v € D(Mz) og (Mf)*v =g =M . Specielt er M afsluttet. (Bemerk, at vi
her har eﬁ“tilfa1de, hvor operatoren og dens adjungerede har samme definitions-

mengde (som forgvrigt er 1ig D(le').)v
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Ovenstaende observationer udvides let til tilfeldet hvor f blot er en mile-
1ig funktion og £ erstattes af en malelig mengde, idet man operetholder (2.68),
erstatter suplf(x)l i (2.69) med ess suplfl (altsd L*(Q)-normen), o0g op-
retholder (2.71). Beviserne foregdr stort set pd samme mdde, idet man dog i et
detaljeret bevis m& rasonnere omhyggeligt med reprasentanter for akvivalensklas-

ser (modulo ~ ).
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3. Semigrupper af operatorer.

En partiel differentialoperator, der har stor betydning i fysikken, er
Laplace operatoren A , defineret pa R"  ved

2 2
(3.1) Au(x) = ax1u toeotd, U
n
Den indgér dels isoleret, f.eks. i ligningen for et potentialfelt u i en &ben
delmengde af R3
(3.2) Au(x) =0 for xe€eQ,

dels sammen med en tidsparameter t , f.eks. i varmeledningsligningen

0 for x €0 og t>0,

(3.3) 3y u(x,t)--AX u(x,t)

Schrddingerligningen

(3.4) %-at u(x,t)-—AX u(x,t) =0 for x€Q og te€R,

0g bglgeligningen

2

(3.5) 3y u(x,t)-—AX u(x,t) =0 for x €Q og t € R.

Felles for de sidste tre ligninger er, at de formelt kan opfattes som verende

pd formen
(3.6) 9, u(t) = Bu(t) ,

hvor t ~u(t) er en funktion fra tidsaksen ind i et rum af funktioner af x ,
hvori B opererer. For (3.3) virker B som A, for (3.4) som iA . For (3.5)
kan vi opnd formen (3.6) ved at indfere vektoren

u(t) \
V(t) = ) )
8 u(t)
som skal opfylde

0 I
(3.7) 3, v(t) = Bv(t) , med B= ( ) .
A0

Ligning (3.6) kaldes en evolutionsligning. Den simpleste version far vi i
tilfeldet hvor u har sine verdier i . ¢ , og B blot er multiplikation med
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konstanten X € C

t u(t) = A u(t) ,

der jo som bekendt har lgsningerne, for c € ( ,

Vi vil i det felgende vise hvorledes den abstrakte funktionalanalyse tillader os
at definere tilsvarende lgsninger exp(tB)uO , nar B opfylder passende betin--

gelser.
Det enkleste tilfelde er hvor B er en begrenset operator péd et Banach rum

X . Her kan vi simpelthen satte

_ 1 n
(3.8) exp(tB) = £ 7T (tB)
nEWO

for hvert t € R, idet rekken konvergerer (absolut) i operatornormen mod en
begrenset operator; dette ses f.eks. af udsnitskriteriet, idet

T GO RS LN T A
Neneh® Nenan® ™

hvor hgjre side er et udsnit i den konvergente rakke for exp(1) med
A= |t] Bl . Det ses, at lexp(tB)I < exp(Itl IBI) . Operatorfamilien opfylder

for s,t € R,

co n o m oo n.m
(3.9) exp(sB)exp(tB) = = (iﬁ) x (25) S 5"
n=0 m=0 2=0 n+m=2
o 2
= zzo (iat) BY - exp((s+t)B) ,

ved den tilsvarende identitet for eksponentialfunktionen; og for s >t >0

haves w _h_.n w NN
lexp(s8)-exp(tB)I = Il = S T (st ypy"
n= ’ n= '

exp(s(iBIl) - exp(thBI) - 0 for s-t-0,

llexp(-tB)(exp(tB)-exp(sB))exp(-sB)I
exp([t] IIBI)exp(Is| IBl)iexp(tB)-exp(sB)l

|

llexp(-sB)-exp(-tB)l

I

=0 for (-s) -(-t) -0,
hvilket viser, at operatorfamilien er kontinuert i t med hensyn til operator-

normen.
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Der findes ogséd brugbare teorier for passende ubegransede operator B i
X . herom mere nedenfor. Hvis X specielt er et Hilbertrum, kan man definere
eksponentialfunktionen ved spektralteori, ndr B er en normal operator. Dette

bruges isar i felgende tilfalde (navnes forelgbig uden bevis):
1° Nar B er selvadjungeret og opad halvbegranset, har exp(tB) god

mening for t > 0 .
2° Nir B er skavselvadjungeret, dvs. B* = -B , har exp(tB) god mening

for t € R.

Tilfelde 1° kan opnds for varmeledningsligningen, idet =-A kan gives en
mening som selvadjungeret ubegrenset operator > 0 i LZ(Rn) . Tilfelde 2° kan
da opnds for Schrodinger-Tigningen, idet iA herved bliver skavselvadjungeret
i LZ(Rn). For bglgeligningen p& formen (3.7) kan skavselvadjungerethed .opnés
ved brug af nogle andre sarlige Hilbertrum. Hvis man vil arbejde med bglgelignin-
gen i LZ(Rn) , kan man i stedet interpretere lgsningerne til den abstrakte

ligning
(3.10) 8, u = -Au

som kombinationer af lgsningerne cos(t VA)uy og sin(t \/'"K)u0 (hvor A = -A
er > 0); ogsd dette kan gores ved spektralteori.
Den spektralteori der skal bruges her, er en udvidelse af den fra Mat 313

velkendte, til ubegransede operatorer.

Vi vender os nu til en 1idt mere almen definition af eksponentialfunktionen,
nemlig ved teorien for semigrupper af operatorer, der ogsd dazkker tilfzldene 1°<x;20.

et ot T S ot ot T o b ot Mt T bt e i i o . s

Den fglgende fremstilling bygger pd Appendix 1 i Lax' og Phillips' bog

"Scattering Theory".
En semigruppe af operatorer i et Banach rum X er en familie af operatorer

G(t) € B(X) , parametriseret ved t € R_, om hvilken der gelder
(a) G(0) =1, og G(s+t) = G(s)G(t) for alle s og t >0 .

En gruppe af operatorer er en familie af operatorer G(t) € B(X) parame-
triseret ved t € R, s& formlerne i (a) galder for alle s og t € R. Her
er alle operatorerne invertible, med G(t)'1 = G(-t) . Bemark, at G(t) og
G(-t) er semigrupper for t > 0 . - Bemmrk ogsd, at G(s)G(t) = G(t)G(s) .
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De semigrupper og grupper vi betragter, skal endvidere opfylde
(b) G(t)x - x for t -0+, for hvert x € X .

Det vil vare tilstrakkeligt for vore formdl at betragte semigrupper (og
grupper) af kontraktioner, alts& dem, der tillige opfylder

(c) IG(t)I <1  for alle t .

Lemma 3.1. WNdr G(t) opfylder (a)-(c), er t ~G(t)x for alle x € X en kon-

tinuert funktion fra —Iﬁ:_ til X (resp. fra R til X < tilfeldet af en

gruppe) .
Bevis: Ifglge (a) og (c) er,. for ty <t, ,
16(ty)x=G(t )xh = UG(ty) (G(t,-t )x-x)Il < NG(ty-ty)x-xI .

Lader vi t1 0g t2 konvergere mod tD € [t1,t2] , Vil udtrykket gd mod 0

ifelge (b). I

Idet egenskaben i Lemma 3.1 kaldes stark kontinuitet, kan vi herefter beteg-

ne de (semi)grupper der opfylder (a), (b) og (c) som starkt kontinuerte kontrak-
tions(semi)grupper. (Starkt kontinuerte semigrupper opfylder blot (a) og kontinuitet.)

Den infinitesimale frembringer B er operatoren defineret ved

(3.11) Bx = Tim & (6(h)-I)x ,
h-0
og D(B) bestér af de x for hvilke grenseverdien eksisterer. Vi. har nu brug
for nogle almene bemxrkninger om differentiation og integration i Banach rum.
Nd&r I er et interval af R, siges en funktion v: I - X at vere diffe-

rentiabel, s&fremt 1im 1'(v(t+h)—v(t)) eksisterer (for t og t+h €l );
h-0

grensevardien kaldes v'(t) (subsidiert 3V eller g%-). Mere pracist siger
man her at v(t) er norm differentiabel eller starkt differentiabel, for at
skelne egenskaben fra den egenskab at vare svagt differentiabel. Det sidste be-
tyder, at for enhver kontinuert funktional x* € X* er talfunktionen

foa(t) = x*(v(t))

differentiabe1, p& en sddan made, at der findes et v'(t) € X , s3 Stfx*(t) =
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x*(v'(t)) . En norm differentiabel funktion er naturligvis svagt differentiabel,
med samme afledet v'(t) , men der findes eksempler pd svagt differentiable

funktioner, der ikke er norm differentiable.
Integralet af en kontinuert vektorfunktion v: I » X defineres ved hjalp
af middeTsummer ganske som i Matematik 102 (med € erstattet med X ). Der gal-

der de sadvanlige regler

b b b
J (av (t)+pw(t))dt = a J v(t)dt + B J wit)dt
a a a
b C C
j v(t)dt + J v(t)dt = J v(t)dt
a b a
for punkter i vilkdrlig beliggenhed i I , og
b b
(3.12) 1 vdtny <[ vy e naroa <
a a

Ligesom for komplekse integraler er der ikke nogen egentlig middelverdisetning,

men der gelder dog, at

1 c+h
(3.13) ﬁ.J v(t)dt - v(c) i X for h o0 .
C

N&r vektorfunktionen v: I » X er differentiabel med kontinuert afledet v'(t),

gaelder

b
(3.14) j vi(t)dt = v(b) - v(a)

1]

x*(v(t)) ).
G(t)x opfylder diffe-

(fordi det tilsvarende galder for funktionerne fx*(t)
Folgende satning viser, at vektorfunktionen u(t)

rentialligningen (3.6).

Setning 3.2. For X € D(B) er funktionen G(t)x: j?;» X differentiabel, med

(3.15) lin L(6(t+h)x-6(t)x) = G(t)Bx = BG(t)x  for alle t >0 .
-0

Bevis: Nér h >0 , er

Lia(sn)x-6(t)x) = 6(t) B =L x - B =L g,

N&r x € D(B) , konvergerer det midterste udtryk mod G(t)Bx for h - 0+ .
Dette viser, at G(t)D(B) < D(B) , samt at (3.15) galder, ndr h - 0 erstattes
med h -0+ . Hvis t >0 , skal vi ogsd undersgge grenseovergangen gennem
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negative h ; her benyttes

L (6(t+h)x-G(£)x) - G(£)Bx = 6(t+h) B =1 - G(e)Bx

= G(t+h)<§&;£%:1-x-8x> + (G(t+h)-G(t))Bx .
For et givet ¢ valges forst hy , s Iop (G(-h)-I)x-BxI <& for hy<h<O .

Da er det ferste led < & pd grund af (c); og herefter kan h velges
€ [hys0[ , sd andet Ted er < ¢ , pd grund af Lemma 3.1. ]

Korollar 3.3. For X € D(B) er

t
(3.16) G(t)x-x = J G(s)Bx ds .
Dette folger af den generelle egenskab (3.14). Vi kan ogsa vise:

Lemma 3.4. For alle x € X gelder, at IS G(s)x ds ¢ilhgrer D(B) og

t
(3.17) Htﬂ—x==BJ 6(s)x ds .
0

Bevis: Det felger af kontinuiteten og semigruppeegenskaben (a), at der for
h >0 gelder

G(h) - I Jt 6(s)x dx = 1 Jt(G(s+h)—G(s))x ds = o jt+h 6(s)x ds - 1.Jt G(s)x ds
g iy oy hJg
= G{s)x ds = J G(s)x ds
h t h 0
hvilket konvergerer mod G(t)x-x for h -0 , ved (3.13). 0

Lemma 3.5. B er afsluttet og tet defineret.

Bevis: Ifelge Lemma 3.4 er %—fg G(s)x ds € D(B) for alle x€ X ,h >0,
s& da dette gar mod x for h-0 er D(B) tat i X . Hvisnu x, € D(B)
med Xp = X 09 Bx, ~> ¥ sd vil G(s)an » G(s)y uniformt i s (ved (c)),

sd at der for hvert h > 0 galder

LG(h)x-x) = Tim H(G(h)x,-x,)
T h
= 14p ] o
= ;1m ﬁ'[o G(s)ands = E.JO G(s)y ds ,
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ved Korollar 3.3. Imidlertid vil %-fg G(s)y ds >y for h -0 , hvoraf ses,
at x € D(B) med Bx =y . I

Lemma 3.6. En kontraktionssemigruppe er entydigt bestemt ved sin infinitesimale

frembringer.

Bevis: Antag, at G1(t) 0g Gz(t) har samme infinitesimale frembringer B .
For x € D(B) er Gz(t)x € D(B) , og vi har, ved Leibniz' formel

d

85-61(t—s)62(s)x = -G1(t~s)BG2(s)x-+G1(t-s)GZ(s)Bx =0 .

Ved integration over intervaller [0,t] fas
G1(O)Gz(t)x-G1(t)GZ(0)x =0,

dvs. G1(t)x = Gz(t)x for x € D(B) . Da D(B) er taet i X , og disse opera-
torer er begransede, sluttes at G1(t) = Gz(t) . 0

Vi kan nu vise en vigtig egenskab ved B , nemlig at halvplanen
(A €C | Re x>0} Tigger i resolventmengden, og resolventerne kan fremstilles

direkte ved hjelp af semigruppen, og opfylder en god normvurdering.

Setning 3.7. ILad G(t) vere en sterkt kontinuert kontraktionssemigruppe med
frembringer B . Nir Re X >0 , er A€ o(B) , og

(3.18) (B-AI)-1X = = f” e—AtG(t)X dt for x € X 3
0

endvidere er

(3.19) 12D < Re )T

Bevis: Lad Re A > 0 . Bemerk forst, at e MG(t) er en sterkt kontinuert
kontraktionssemigruppe med infinitesimal frembringer B-AIL . En anvendelse
af Korollar 3.3 og Lemma 3.4 p8 denne semigruppe giver, at

S
(3.20) e_ASG(s)x-x = (B-AI) J e-AtG(t)x dt for x € X ,
0
S
(3.21) e 56(s)x - X J e Me(t)(B-AI)x dt  for x € D(B) .
0
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For ethvert y € X galder, at He_AtG(t)yH.g cReAt iyl 3 derfor eksisterer

gransevardien

S )
Ty = Tim Jf e Me(t)y dt = Jme'“G(t)y dt
S 0

00 V()

og T er klart en Tinear operator pd X med norm [Tl < f; e'Re‘tht = (Re k)'1.

Specielt vil e—ASG(s)x >0 for s - o ., Da medfgrer (3.20) og (3.21) efter

grenseovergang

-x = (B-AI)Tx for x € X

T(B-AI)x for x € D(B) ,

-X

hvilket viser at X er i resolventmengden, med resolventen 1ig med -T . I

Vi har fundet nogle egenskaber ved den infinitesimale frembringer B for
en kontraktionssemigruppe G(t) , og vender os nu til det for anvendelserne
interessante sporgsmél om at bestemme den klasse af operatorer, der kan veare
infinitesimal frembringer for en kontraktionssemigruppe. Spergsmdlet blev be-
svaret af Hille og Yoshida (ca. 1945) med forskellige beviser for folgende satning.

Setning 3.8. (Hille-Yoshida) Ndr B er en tet defineret, afsluttet operator
¢ X med R, cp(B) og '

1

(3.22) 18D <A™t por 2 e R,

sd¢ er B infinitesimal frembringer for en sterkt kontinuert kontraktionssemi-—

gruppe.

Bevis: Lad A > 0 . Operatorerhe

1

B. = -A2(B-AI)"" - Al

A
er begreznsede med norm < 2) , og vi kan danne operatorfamilierne

Gk(t) = exp(t BA) for t € R,

ved (3.9) ff; de er kontinuerte i t med hensyn til operatornormen. Bemzrk nu,

at for x € D(B) er

,A(B—AI)‘1x+x = (B—AI)'1(Ax+(B-AI)x) = (B-M)‘1Bx ,
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sd at (3.22) medfgrer, at der for x € D(B) gxlder

(3.23) AB-A) x5 x for Ao .

Da II-A(B-AI)"I <1 foralle A >0 og D(B) ertat i X , udvides (3.23)
til alle x € X . Vi fér da endvidere

[t}

(3.24) B AB-2)"TBx > Bx  for x €D(B) , Aow,

og vi vil vise, at Gk(t) konvergerer (punktvis) mod en semigruppe G(t) med
B som frembringer, for X - , Hertil bemerkes ferst, at en anvendelse af
produktformlen, som i (3.9), giver, at GA(t) S exp(-AZ(B-A)'1t)exp(-At) , hvor

co 2 =1,.,n
lexp(-22(8-0)"Te) ¢ & MATGN) 1 osiat)  ved (3.22),
"~ n=0 . B

sad at
(3.25) HGA(t)H < exp(-At)exp At = 1

for alle t >0 og A>0 . Daalle de begransede operatorer B, , Bu N
Gk(t) R Gu(s) for A og p>0, s og t>0, kommuterer, har vi

t d rt
6. (t) - G (t) = JO de [6,(08,(6)10s = | 1 6,(5)6, (1) (8,8, )ds

}\( M
hvoraf fglger, ved brug af (3.25),

(3.26) HGA(t)x-Gu(t)xHAg tIBx-B xI for x €X.

N&r x € D(B) , wvil jo Bux -» Bx for u - ifglge (3.24); da ses specielt, at

foglgen ‘{en(t)X}nem er en Cauchy fglge i X . Idet vi betegner granseverdien

ved G(t)x , far vi

(3.27) 16, (t)x-G(t)xl < t IByx-Bxl  for x € D(B) .

Det fremgdr heraf, at nér x € D(B) , vil G, (t)x » G(t)x for A »e , uni-
formt for t 1 begransede intervaller [0,a] C‘H{;; Da der endvidere galder
at HGA(t)XH,§ Ixt for a]]e t og A (jvf. (3.25)), felger at |G(E)xI < Ixll
sdledes at operatoren x ~ G(t)x defineret for x € D(B) udvides ved afslut-

ning til en operator G(t) € B(X) med norm IIG(t)I <1 . Om den udvidede ope-

rator galder nu ogsa

GA(t)x = G(t)x for hvert x € X,

uniformt for t i begransede intervaller [0,a] , thi lader vi X, € D(B) ,
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X, @ X > har vindr t € [0,a]
16, (£)x=G(£)XI < NGy (£) (x=x, I+ 16, (£)x, =G(E)x, I + HG(E) (x-x, )1
< 2Hx-xkn + aHBAxk—Bka

hvor hgjre side vises at gd mod 0 for XA - « , uafhengigt af t , ved at man
ferst valger X tet ved x og dernazst tilpasser X .
Semigruppeegenskaben (a) overferes til G(t) fra Gk(t)'erne, og at G(t)

opfylder (b) ses af at
IG(t)x-xIl < NG(t)x=G, (t)xI +16, (t)x=xIl ,

hvor man forst vaelger A s& stor, at MG(t)x-Gk(t)xH <e for t €[0,1] o9

derefter lader t -0 .
Semigruppen G(t) har nu en infinitesimal frembringer C , og vi mangler

blot at vise, at C=B . For x € D(B) har vi,
HGA(S)BAX-G(S)BXH_g HGA(S)H "BAX-BXH + H(GA(S)-G(S))BXH
< UByx-BxIl + (G, (s)-G(s))Bxll - 0 for A - e

uniformt for s i et begrenset ihterva], ved (3.24) og den viste konvergens af
GA(s)y i hvert y € X . Dette giver, ved brug af Korollar 3.3 og (3.26), for
x € D(B)

1(G(h)x-x) = 1im 1-(G (h)x=x) = Tim 1 Jh G,(s)B.,x ds = 1 Jh G(s)Bx dx

h dooo 1A Aﬁw'ﬁ 0 A A h 0
Lader man nu h -0 , vil det sidste udtryk konvergere mod G(0)Bx = Bx ,
hvoraf sluttes, at x € D(C) med Cx =Bx . Da B-1 og C-1 er bijektioner

af hhv. D(B) og D(C) p& X, md B=2¢C. i

Operatorfamilien G(t) , defineret ud fra B p& denne midde, betegnes ogsé

exp(t B) .
Teorien kan generaliseres til semigrupper, der ikke ngdvendigvis bestdr
af kontraktioner. Der er dels den trivielle generalisation, der bestdr i at vi

til operatoren B +ul knytter semigruppen

1t

(3.28) exp(t(B+ul)) = exp(t w)exp(t B) ,

som kun best&r af kontraktioner, nfr Re u < 0 . Her vil [exp(t(B+uI))l <
lexp(t u)| = exp(t Rey) . Mere generelle starkt kontinuerte semigrupper vil
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kun tilfredsstille en ulighed af arten G(t)l <cqexpte, med c; > 1, og
krever en mere almen teori - se f.eks. bgger af E. Hille-R. Phillips og af

N; Dunford - J. Schwartz.

—— o ——— - —— Tt i i et M o i — v — — o ——— ot i it et

Vi betragter nu tilfeldet hvor X er et Hilbertrum H .

Lemma 3.9. WNér G(t) er en semigruppe © H , der opfylder (a), (b) og (c),

er B opad halvbegrenset, med gvre grense < 0 .
Bevis: For x € X haves

Re (6(h)x=x 1 X) =  (Re(@(n)x 1 x) - 1xa?) < L (nethyxi bxi - uxi?) <o
ifelge (c), hvoraf fas for x € D(B) ved grenseovergang:

(3.29) Re(BxIx) <0  for x € D(B) .

Dette viser Temmaet.

I Hilbertrumstilfeldet kan vi ogsd betragte familien af adjungerede opera-

torer G*(t) .

(b) og (c),

a),
(b) og (c),
)

Setning 3.10. Nér G(t) er en semigruppe ¢ H , der opfylder (
vil G*(t) ligeledes vere en semigruppe < H , der opfylder (a)
*

og ndr frembringeren for G(t) er B , er frembringeren for G

H
(t netop B* .

Bevis: Det f&s umiddelbart, at G*(t) opfylder (a) og (c). For (b) bemarker
vi, at der for x og y € H galder

(G*(t)x]y) = (x1G(t)y) » (x]y) for t -0 .
Heraf folger, at

0 < IG*(E)x=xI? = (G*(t)x | G*(£)x) + Ixh% - (G*(t)x|x) - (xIG*(t)x)

I = (G*()x1x) + IxI% - (x1G¥(t)x)

| A

> 0 for t - 0,
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hvoraf ses at G*(t)x-x-0 for t -0 .

Lad nu C vere den infinitesimale frembringer for G*(t) , og lad
x € D(B) , y €D(C) . S&er

oy (1 i} 1 Troxrnyy - vr ) o
(Bxly) = ;lg (H(G(h)x x) |y> = ;lg <x | 5(G*(h)y y)) (xlICy) »

sd& Cc<B* . Ved Setning 3.7 er R(C-I) = H ; og B*-1 er injektiv, da
Z(B*-1) = R(B-I)* = {0} ; s& kan C < B* ikke galde uden at C = B* . 0

Korollar 3.11. En operator B < et Hilbertrum H er infinitesimal frembringer

for en sterkt kontinuert kontraktionssemigruppe hvis og kun hvis B er tet de-
fineret og afsluttet, opfylder (3.29), og R+ ligger 1 resolventmengden fra B .

Bevis. Ngdvendigheden af betingelserne fremgdr af det netop viste samt Lemma 3.5
og Setning 3.7. At betingelserne er tilstrakkelige ses af, at (3.29) medfgrer
at -(B-AI) = -B+AI for X > 0 har en begranset invers med norm < 2! )

ved Satning 2.9.1°; sa kan Hille-Yoshida's satning (Setning 3.8) anvendes. I

Operatorer, der opfylder (3.29), kaldes i en del af Titteraturen dissipa-
tive operatorer. Vi har fglgende variant af ovenstdende satninger:

Korollar 3.12. ILad B vere en afsluttet, tet defineret operator i et Hilbert-

rum H . S& er folgende egenskaber @kvivalente:
(i) B er infinitesimal frembringer for en sterkt kontinuert komtraktions—

semigruppe .
(i1) B er dissipativ (dvs. m(-B) >0 ) og R, = o(B) .
(i11) B og B* er dissipative.

Bevis: /kkvivalensen af (i) og (ii) er vist ovenfor. (i) medfarer (iii) ved
Saetning 3.10, og (iii) medferer (ii) ved Setning 2.9.3°.

I folgende specialtilfaelde er B nu &benbart infinitesimal frembringer:

1° B=-A, hvor A er selvadjungeret > 0 . Her er A og A* >0 ,
s& B og B* er dissipative.

20 B = -A , hvor A er en Lax-Milgram operator med m(A)'Z 0 . Her
er m(A*) Tligeledes >0, s&8 B og B* er dissipative.
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3° B=4A hvor A er selvadjungeret, dvs. B = -B* , B er skavselv-
adjungeret. Her er Vv(B) og v(B*) indeholdt i den imaginere akse, s§ B
og B* er dissipative.

I sidstnevnte tilfalde kan vi indfere

exp(tB) for t >0

[l
—_
t
~—
I

exp(-tB*) = U(-t)*  for t <0 ,

(@
—
F
~—
I

idet vi da ogs& skriver exp(tB) for t <0 . Vi.vil nu vise, at U(t) er
en sterkt kontinuert gruppe af unitzre operatorer.

At U(t)x er kontinuert fra t € R ind i H felger klart af kontinuite-
ten for t >0 og t <0 . Dernest vises, at U(t) er en isometri for hvert

t € R, eller t € R, idet man for x € D(B) har:

e 10007 = Tim {0y Dm0 (U8 1 0G0 ]
i (V) x-U(E) . U(t+h)x-U(t)
- Tin (ALeehx=BlEIx | y g ) 4 ;lg<u(t)x | Ulesh)x-u(E)
+ Tim (U(t+h)§‘u(t)xl U(teh)x - U(E)x)

h-0
(BxIx) + (x|Bx) =0 ;

hvor vi efter andet lighedstegn brugte, at der for hvert e > 0 findes h0
s& JU(t+h)x-U(t)xl < e for [hl <hy , hvorefter vi Tod h -0 . Altsd er
IUCE)xI® konstant i t og dermed 1ig JUO)xIZ = IxI? for alle t ; iden-
teten udvides ved kontinuitet til x € H . P& Tignende mdde ses, at for

x €D(B) er for t e R, eller teR,

d e u(-t)x = U(t)BU(=t)x +U(t)(-B)U(-t)x = O ,

dt
s& U(t)U(-t)x er konstant for t >0 og for t <0 , og dermed 1ig med
U(0)u(0)x = x . Identiteten

U(t)U(-t)x = x for t € R
udstrekkes &benbart til alle x € H og viser at
ut) ™t = u(-t)  for teR,

hvormed U er uniter. Ligeledes medfgrer den gruppeegenskaben, idet man f.eks.
for s >0 ,0>t>-s har
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Lad nu omvendt U(t) vare en sterkt kontinuert gruppe af kontraktioner.
Hvis {U(t)}t>0 0g {U(—t)}t>0 har frembringerne B henholdsvis € , har

vi for x € D(B)

vim YLy o pin y(en) 1Y) o gy

h-0+ h h-0+

dvs. -Bc< C . Tilsvarende er -C< B, s& B =-C . Der gelder da om B ,
at m(-B) = m(B) = 0 og sdvel {X|Re A >0} og {AlRe A <0} er indeholdt
i resolventmengden, hvilket viser at B er skavselvadjungeret, ved Satning
2.10 anvendt pd iB . Det ses nu af den foregdende analyse, at operatorerne

U(t) er unitere.
Specielt har vi hermed vist M.H. Stone's satning:

Setning 3.13. (Stone) En operator B < H er infinitesimal frembringer for

en sterkt kontinuert gruppe af unitere operatorer, hvis og kun hvis B er

skevselvadjungeret.

3.4. Anvendelser.

N&r B er infinitesimal frembringer for en starkt kontinuert kontraktions-
semigruppe (eller gruppe) G(t) i et Banach rum eller Hilbert rum X , er vek-

torfunktionen
(3.31) u(t) = 6(t)u,

ifglge Sztning 3.2 lgsning til det abstrakte Cauchy problem (begyndelsesverdi-

probTem)

G(t) = Bu(t) , t>0 (teR),
(3.32) ‘ {
u UO R

—
o
~—
n

for enhver given begyndelsesvardi u, € D(B) . (Man kan tillige vise, at
G(t)uO er den eneste kontinuert differentiable lgsning til (3.32).) Semigruppe-
teorien kan alts& anvendes til at skaffe os lgsninger p& problemet (3.32) for
forskellige typer af operatorer B .

Der er fegrst og fremmest differentialoperatorerne indfert i Afsnit 2.7 og
3.1, nemlig B 1ig med forskellige realisationer af A , iA eller -A , hvor
A er som i (2.67). Hermed f&r vi bl.a. Tgsninger til begyndelsesvardiproblemerne
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for varmeledningsligningen og Schrodinger ligningen. Disse lgsninger har umiddel-
bart et abstrakt preg, og vil naturligvis vinde ved en nzrmere analyse, bl.a. ved
hjelp af distributionsteorien. Man kan ogsd gd videre med undersggelser i en
ramme af funktionalanalyse, som f.eks. i spredningsteorien.

Vi vil nu betragte multiplikationsoperatorerne. Lad f vare en kontinuert
funktion p& © (aben < R") med Re f(x) <0 foralle x € Q. S& definerer
f en multiplikationsoperator M. i LZ(Q) ved (2.68), og savel Me  som
(Mf)* = M? er tet definerede og afsiuttede, og har numerisk vardimengde i
halvplanen {x € ¢ | Re A < 0} (dette er temmelig oplagt, og bergres ogsd i
Pvelse 2.41). Ifglge Korollar 3.12 er Mf da infinitesimal frembringer for en
sterkt kontinuert kontraktionssemigruppe i H = LZ(Q) . P3d den anden side er

det ligetil at vise, at operatorerne

(3.33) 6(t) = My(pr) » E20

udger en sterkt kontinuert kontraktionssemigruppe pd H (kontinuiteten fds ved
hjelp af Lebesgue s@tning). Det er forventeligt, at den infinitesimale frembrin-
ger B for G(t) er lig med Mf , 0g vi vil da ogséd vise dette. Det er nok at

vise, at M]c B, for da Mf-I og B-1 begge er bijektioner af deres defi-

nitionsmengde pd H , kan inklusionen kun galde, nar Mf =B . Vi vil benytte

en elementer ulighed: For ethvert z € (~{0} med Re z <0 gelder

(3.34) 'expzz-1, - ”; 1

exp(t z)dt’ SJ exp(tRez)dt < 1 .
0
Af denne fglger at ndr Re f(x) <0 og h >0, er

(3.35) (exp(hf}fx””' <IFX)1

Da man tillige har, at %(exp(hf(x))—1) - f(x) for h-0, for hvert x ,
ses det ved hjalp af Lebesgues s@tning, at ndr u € D(Mf) , er %(G(h)—I)u kon-
vergent i Lz(Q) mod granseverdien fu for h - 0+ . Dette viser, at M]c cB

og dermed Mf =B . I alt har vi

Setning 3.14. NGr T er en kontinuert funktion pd en dben mengde § < Hg], med

Re f(x) <0 for alle x € Q, er operatoren Me 2 LZ(Q) infinitesimal frem-
7

bringer for den stewkt kontinuerte kontraktionssemigruppe G(t) = Mexp(t f)
2
Lo(R) .

Setningen kan udvides til at galde for mdlelige funktioner f og mdlelige

mengder Q .
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Et noget andet eksempel f&s ved som G(t) at tage translationssemigruppen

P& LZ(R) defineret ved
(3.36) [T(t)ul(x) = u(x-t) for t € R.

Denne er oplagt en gruppe af unitere operatorer pa LZ(R) , 0g den starke kon-
tinuitet fas f.eks. sdledes: For u € LZ(R) og ¢ >0 valges v € CO(R)

med kompakt stette, sd llu-vl 2( ) <e¢/3 . Sder
L*(R

IT(h)u-ull < UT(h)u=TCh)vll + IT(u)v=vll + llv-ull < 2¢/3 + IT(h)v-vll ,

hvor T(h)v »v for h -0, uniformt p& en kompakt mengde der indeholder stot-
terne for T(h)v for h € [0,1] ; da gd&r T(h)v mod v i LZ(R) . Den infi-
nitesimale frembringer B er jo defineret-for de u € LZ(R) , for hvilke

(3.37) %-(T(h)—I)u= (u(x-h)-u(x)) » Bu i L2(R)

=] —

for h - 0+ . Det ses, at Bu er en slags differentialkvotient af u , og den
generaliserer det sadvanlige differentiationsbegreb pd den mdde, at nar

ue Cl(R) og har kompakt stette, er Bu faktisk Tig med -3 u (for 1 dette
tilfelde konvergerer differenskvotienten af u uniformt mod differentialkvoti-
enten p& en passende stor kompakt mengde - se evt. Lemma 5.5 senere). Det vil
viée sig, at dette differentiationsbegreb stemmer overens med de andre nye, vi
har indfert for funktioner af én variabel; men vi gemmer dette til det bliver et
simpelt korollar af den gvrige teori. (Ved Fourier transformation kan det fores

over i en anvendelse af Satning 3.14.) Den evolutionsligning, T(t) Teser, er
(3.38) atu(x,t) =—8Xu(x,t)

hvor 3, Tases som differentiation af vektorfunktionen t ~ u(x,t) € LZ(R) R
og -3, Teses som B . Eksemplet er i sig selv 1idt specielt, men har interes-

santere generalisationer.
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Topologiske vektorrum. Fréchet rum.

4.,1. Almen teori.

Et topologisk vektorrum (t.v.r.) over skalarlegemet L = R eller € (vi
betragter nazsten altid € ), er et vektorrum X forsynet med en topologi T

med foglgende egenskaber:

(i) Mengder bestdende af &t punkt {x} er afsluttede.

(4.1)
(i1) Afbildningerne

x,y}~ x+y af XxX ind i X
Ax}~ Ax af LxX ind i X

er kontinuerte.

Herved bliver X specielt et Hausdorff rum (vi har af bekvemmeligheds-
grunde medtaget (i) i selve definitionen af t.v.r.). L betragtes med den

sedvanlige topologi for R eller (.
En mengde Y < X siges at vere

a) konveks, nar y, og Yy, € Y og t € ]0,1[ medfgrer
ty1-+(1—t)y2 €y,

b) balanceret, nér y € Y og I[Al <1 medferer Ay €Y 3
c) beqranset (med hensyn til T ), nar der for hver omegn U af 0
findes t >0 ,s8 YctU.

Bemzrk, at begransethed defineres uden reference til "kugler" og Tignende.

Lemma 4.1. Lad X vaere et topologisk vektorrum, og lad a € X og X € L~{0} .
Afbildningerne fra X <ind i X

Ta:x ~X+a
(4.2)
M

e AX
er kontinuerte, med kontinuerte inverser T_a henholdsvis M1/A .

Beviset er en gvelse i brug af definitionen af t.v.r.




Mod. An. 1984

Lemmaet viser bl.a., at topologien for et t.v.r. X er translationsinva-
riant, altsd at E €1 & a+E € 1 for alle a € X . Topologien er derfor
kendt, ndr blot man kender systemet af omegne af 0. Her er det som sadvanlig
tilstrakkeligt at kende en basis for omegnssystemet ved 0, dvs. et system B af
omegne af 0, s& at enhver omegn af 0 indeholder en mengde U € B .

X siges at vare lokalkonvekst, ndr der findes en omegnsbasis ved 0 besta-

ende af konvekse mangder.

X siges at vaere metriserbart, ndr der findes en metrik d pd X , sé&
topologien p& X er identisk med topologien defineret ved denne metrik; dette
finder sted netop ndr kuglerne B(x,lJ ,» h € N, udger en basis for omegnssyste-

n
met ved x for hvert x € X . Her betegner B(x,r) som sadvaniigt den &bne

kugTe
B(x,r) = {y € X | d(x,y) <r},

og vi vil ogsé& bruge notationen B(x,r) = {y € X | d(x,y) <r} . En sddan metrik
behgver ikke vare translationsinvariant, men vil nasten altid vare det i de til-
felde, vi betragter; translationsinvarians (ogs& kaldet invarians) betyder her

d(x+a,y+a) = d(x,y) for Xx,y,a € X .

Som Cauchy fglge i et t.v.r. X betegner vi enhver fglge (Xn)neml med
egenskaben: For enhver omegn. U af 0 findes et N€ N s§ at for n og m > N

er X, - X, eu .

Hvis topologien i X er givet ved en invariant metrik d , er Cauchy fglge
begrebet for X det samme som Cauchy fglge begrebet m.h.t. metrikken d (metri-
ske Cauchy folger er fglger (xn) hvor d(xn,xm) -0 i R for n og m-o );
men er metrikken ikke invariant, kan det metriske Cauchy felge begreb komme til

kort (jvf. Qvelse 4.1).
Et metrisk rum kaldes jo fuldstaendigt, ndr enhver metrisk Cauchy felge er

konvergent. Mere generelt kalder vi et t.v.r. fglge-fuldstendigt, ndr enhver

Cauchy fglge er konvergent.
Banachrum og Hilbertrum er naturligvis fuldstendige, metriserbare topologi-

ske vektorrum. Fglgende mere generelle type er ogsd vigtig:

Definition 4.2. FEt topologisk vektorvrum kaldes et Frdchet rum, ndr X er metri-

serbart med en tranglationsinvariant metrik; er fuldstendigt, og er lokalkon-—

vekst.
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Lokalkonveksheden navnes explicit, fordi kuglerne hgrende til en given
metrik ikke behgver vare konvekse, jvf. Ovelse 4.2. (Der gelder dog, at hvis X
er metriserbart og lokalkonvekst, kan man finde en metrik for X med konvekse
kugler, jvf. Rudin:"Functional Analysis", Th. 1.24.) Bemerk, at kuglerne hgrende

til en norm er konvekse.
Det er ogsd muligt at definere Fréchet rums topologier (og andre Tokalkonvekse

topologier) ved hjaelp af seminormer; vi vil derfor se narmere pd denne mdde at

definere topologier pa.
Vi minder om, at en seminorm p& et vektorrum X er en funktion p: X > R,

med egenskaberne

(1.3) (1) plx+y) < p(x)+p(y) for x,y € X (subadditivitet),
4,3

(ii) p(xx) = IAlp(x) for A €L og x € X (multiplikativitet).
En familie P af seminormer kaldes separerende, ndr der for hvert Xg € X

findes p € P med p(xo) >0 .

Setning 4.3, Lad X wvere et vektorrum og lad P vere en separerende familie
af seminormer pd X . Definer en topologi pd X wved at en basts B for omegns-

systemet ved 0 bestdr af de konvekse balancerede mengder
(4.4) V(poh) = x Ip(x) <13, per og mem,

samt deres endelige fellesmengder

(4'5) w(p1"°'3pN ;-ﬁ'!fl_"..,%{\l—) = V(p1 ,n—11—) n... nv(pN’#N_) N

og en basis for omegnssystemet ved hvert X € X bestdr af de translaterede
mengder x-+W(p1,...,pN ;ﬁtu...,ﬁL) . Med denne topologi er X et topologisk
vektorrum., Seminormerne P € P er selv kontinuerte afbildninger af X ind <
R . En mengde E =X er begrenset hwis og kun hvis Pp(E) er begrenset © R

for alle p €P .

Bevis: Det er klart, at forskriften definerer en topologi pd X , som er inva-
riant under translation og under multiplikation med en skalar # 0 . Mangderne

(4.6) V(p,xo,e) = {x €X | p(x-xo) <&}, &€R,

.er naturligvis ogsd omegne af Xg - Kontinuiteten af p'erne fglger af subaddi-
tiviteten: For hvert x, € X og €> 0 afbildes V(p,xo,a) ind i omegnen
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B(p(xo),e) af p(xo) i R, idet

p(X) = p(XO) _<_ P(X‘XO) +p(xo) = p(xo) <e
p(xg) - p(x) < plxg=x) +p(x) -p(x) <

for x € V(p,xo,e) .
Punktmengden {0} (og dermed ethvert andet punkt) er afsluttet, idet hvert

xq * 0 har en omegn disjunkt fra {0} , nemlig V(p,xo,s) (4.6), hvor p
velges s& p(xo) #0, o0g &< p(xo) . Vi skal nu vise kontinuiteten af regne-
operationerne: For kontinuiteten af addition skal vi vise, at der til en omegn

W+x+y findes omegne w1 +x af x og W2-+y af y , sé& at

W1+x+W2+ch+x+y .

dvs. W1-+W2 c W . Her bruges blot, at ndr W = W(p1,...,pN ;51,...,5N) er en

basisomegn ved 0, og vi setter

c e
W ='2_w(p1ao--apN§813--osgN) = w(p']s-o-:pN;Jz“e']a--Oa%‘eN) s

sd er W +W'< W péd grund af subadditiviteten. For kontinuiteten af multipli-

kation skal vi vise, at der til en omegn W+ax af ox findes omegne
B(O,r)+a (af a i L) og W' +x (af x i X), s& at

(4.7) (B(O,r)+a) (W'+x) < W+oax .

Her er
(B(O,r)+a) (W'+x) = B(O,r)W' +aW' +B(0,r)x +ox .

Lad W==w(p1,...,pN ;81,...,8N) , oglad W' =6W , & >0 . P& grund af multi-
plikativiteten af pj'erne findes ¢ >0 s& x €cW, og dermed

B(O,r)x crcW .

Endvidere er
B0, o W = roW

09 S
alW' < |a|W' = [af 6W .

Vaelg nu ferst & sd lille, at ,ldlé < %-, 0og dernest r sid 1ille, at

ré < %- 0g rc <~% . Sd er
B(O,r)W' +alW' +B(0,r)x C-% W4~% W-+%—W c W,

hvormed (4.7) er opfyldt. I alt ses, at topologien p& X geor X til et topo-

logisk vektorrum.
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Endelig skal vi beskrive de begrensede mengder. Antag ferst, at E er be-
grenset. Lad p € P, s& findes ifolge antagelsen et t >0 , s& Ec tV(p,1)=
V(p,t) . Da er p(x) € [0,t[ for x € E, s& p(E) er begrenset. Lad omvendt
E vare en mangde, s& der for hvert p findes tp >0 med p(x) < tp for
X €E . Nér W = w(p1,...,pN ;81,...,8N) , har vi da, at E c tW for

t Z_max{tp1/s1,...,tpN/eN} .

Saetningen fremgdr ogsd af Mat 313, §11, hvor topologien defineret ved syste-
met P kaldes den svage topologi. Bemerk, at X konvergerer mod x i X
hvis og kun hvis p(xk-x) -» 0 for hvert p€P® .

Bemerkning 4.4. Vi observerer, at i definitionen af topologien i Satning 4.3
udger mengderne (4.4) en subbasis for omegnssystemet ved 0. Hvis den givne
familie af seminormer ? har folgende egenskab (som vi vil kalde max-egenskaben)

(4.8) VpysPy €2 Ip € P, C >0:p>c max{p1,p2} ,

indeholder enhver af basismangderne (4.5) en maengde af formen (4.4), nemlig
enmed p>c max{p1,...,pN} 0 n=c max{n1,...,nN};; her er (4.4) allerede en
basis for topologien. For en given familie af seminormer P kan man altid sup-
plere op, sd man f&r en familie med max-egenskaben, der definerer samme topologi,
idet vi simpelthen kan erstatte ? med P' , bestdende af P samt alle semi-

normer af formen
p = max{p1,...,pN} > PpsesesPy € P, NE€EN.

I det folgende vil vi ofte kunne opnd, at P endda er ordnet (altsd n&r p og
p' € P, erenten p(x) <p'(x) vx € X eller p'(x) <p(x) vx € X ); da har
P specielt max-egenskaben.

Lemma 4.5. Nar topologien pd X er givet ved Setning 4.3, og P har max-—
egenskaben, sd er en lineer funktional A pd X kontinuert hvis og kun hvis

der findes et p € P og en konstant ¢ > 0 , &d at

(4.9) IA(x)| < ¢ p(x) foralle x€ X .

Beviset er en gvelse i definitionerne.
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Familien af seminormer ® kan specielt vare dannet ud fra et vektorrum Y
af Tinezre funktionaler p& X , ved at [A(x)| tages som seminorm, ndr A €Y .
Dette vigtige tilfaelde (og de hertil knyttede aspekter vedrgrende svag topologi
og w* (svag * ) topologi) i forbindelse med Banachrum, er udferligt behand-

let i Mat 313 §11ff,

Setning 4.6, Nir X er et t.v.r., hvor topologien er defineret ved en telleliy,

separerende familie af seminormer P = (pk)kEN , da er X metriserbart, med

topologien pd X defineret ved den invariante metrik

*® 1 pk(X'Y)
(4.10) d(x,y) = k§1 K TP, 57

Bevis: Rakken (4.10) er &benbart konvergent for alle x,y € X . Fglgende ulig-

heder er elementare:

A nér 0 <a <b

(4.11)

a+b b o
Trasb S 1+a i s ndr a og b >0.

H : .
eraf fas PSSR T G AN T A0 R )
D)= B R Tap Gy &\ Ey K THp, () F p,(Y)

& K TIROT T G R Ty AR A

Da d er invariant, og d(x,0) + 0 for x # 0, ses i alt, at d er en metrik.
Vi skal nu vise, at kuglerne B(O,%) udger en basis ved 0 for omegnssystemet

defineret ved seminormerne i P .
1 . . 1 (.
Lad B(O,ﬁ) vere givet. Velg N, s& Y EE-< s 3 daer

1 1
> — < 5= for alle x € X .
KN 2k 1-+pkix5 2n

For hvert x i omegnen W(p1,...,pN ;é%a...,é%J gelder endvidere, at

hvormed i alt fés
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(Dette viser, med brug af metrikkens invarians, at afbjldningen x ~d(x,0)

er kontinuert fra X ind i R_.)
Omvendt, Tad U vare en omegn af 0 i X . Der findes N' og N' &€ N, sé&

w(p1,...,pN.;ﬁ%3...,Nw) cU;
specielt er
W(p1s---,PN; _RT"”’%T) c U

for N = max{N',N"} . N&r x € B(0,e) foret >0, er

' ‘ .
k '1—‘ _—k_ ('X" j‘ £ O a e E

Heraf ses, ndr ¢ < Z_N, at

Py (x) < 8(2%—-8)-1 for k <N .

s& 1ille, at 8(5%~-e)_1 < %- for alle k <N, har vi at

1 A 1
B(Osﬁ) < w(p1s---3pN ’Nso--sN) < U .

Vaelger vi nu ¢ =-%

I alt ses, at systemet af kugler B(O,%) , N € N, er en basis ved 0 for

topologien i X . 0

Nér et rum X topologiseret ved Satning 4.6 er et fuldstendigt metrisk rum,
har vi et Fréchet rum, jvf. Definition 4.2. Vi bemarker den 1ille finte, at
rummet er lokalkonvekst pa grund af definitionen af topologien ved seminormer,
mens kuglerne defineret ved metrikken (4.10) ikke behgver vare konvekse, jvf.
Ovelse 4.2. (Der findes dog en anden, hermed kompatibel metrik med konvekse kug-
ler, som vist i Rudin's bog Th. 1.24.) Det vil i praksis vare mest bekvemt at
regne ud fra seminormerne, sharere end en metrik, omend eksistensen af den har

nyttige konsekvenser.

Bemerkning 4.7. Man kan stille det omvendte spgrgsmdl: om topologien i et vil-
kdrligt lokalkonvekst rum X kan defineres ved en separerende familie af semi-
normer? Svaret er ja, idet man til en omegnsbasis for 0 bestdende af konvekse,
balancerede, dbne mengder V , knytter Minkowski funktionalerne My defineret

ved X
pv(x) = inf{t > 0 IE-E V}

s& kan det vises, at W 'erne er en separerende familie af seminormer der define-
rer topologien p& X (se ogs& Mat 313, Lemma 11.5). Hvis X o0gsd er metriser-
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bart, kan‘topo1ogien defineres ved en tellelig familie af seminormer, idet X
har en omegnsbasis ved 0 bestdende af en fglge af &bne, konvekse balancerede mang-

der. Mere om disse ting i Rudins bog, Kapitel 1.

Ligesom ved Banach rum har man nogle bekvemme regler til karakterisering
af kontinuerte linexre operatorer pad Fréchet rum. Ved en begranset operator for-
stds en operator der sender begraensede mengder ind i begransede mengder.

Setning 4.8. Lad X wvere et Fréchet vrum og Y et topologisk vektorrum. Nar T

er en lineer afbildning af X ind < Y , er folgende fire udsagn ekvivalente:

(a) T er kontinuert.

(b) T er begrenset.

(c) Xp> 0 2 X for n-oew = {Tx} W er begrenset i Y ;
(d) Xy 0 2 X = TXn -0 2 Y.

Bevis: (a) = (b). Lad E vare begraenset i X , og lad F =T(E) . Lad V
vere en omegn af 0 i Y . Da T er kontinuert, findes en omegn U af 0 i X ,
s& T(U)cV . Da E er begraznset, findes et tal t >0, s&§ EctU . Daer

FctV ;3 altsd er F begranset.

(b) = (¢). Nar x, > 0 , er mengden {x | ne N} begranset. Da er
{Tx, | x, € N} begranset ifolge (b).

(c) = (d). Lad d betegne en translationsinvariant metrik, som definerer

topologien. Trekantsuligheden giver da, at
(4.12) d(0,nx) < d(0,x) +d(x,2x) + ... +d((n-1)x,nx) = nd(0,x)

for ne N. Nar x -0, vil d(xn,O) -» 0, s& der findes en fglge af indi-
ces n » sd d(x,0) <kZ for n>n . Davil d(ke.0) < kd(x;,0) < k7

for n > ne s sd ogsd falgen tnxn gdr mod 0 for n -« , hvor tn er define-

ret ved at
t,=k for n <n<n -1

Ifelge (c) er falgen t Tx, begrenset, hvoraf ses, at Tx -0 for n -,

(d) = (a). Hvis T ikke er kontinuert, findes der en omegn V af 0 i Y

samt for hvert n et x,  med d(xn,O) < %— og Tx, €V . Her gér xg mod O,

mens Tx, A0 , dvs. (d) galder ikke. 0
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Bemerkning 4.9. Man ser af beviset, at forudsetningen i Satning 4.8 om at X
er et Fréchet rum, kan erstattes med at X er et metriserbart topologisk vek-

torrum med en invariant metrik.

En funktional A pd X ses specielt at vere kontinuert hvis og kun

hvis Xo = 0 1 X medfgrer Axn -0 i L .

Da "begranset" og "kontinuert" er synonymt for lineare operatorer i situa-
tionen beskrevet i Satning 4.8, vil vi, som for Banach rum, betegne mengden af
kontinuerte lineare operatorer fra X ind i Y ved B(X,Y) .

Man kan ogsd betragte ubegraznsede operatorer, og operatorer, der ikke er
overalt definerede, med tilsvarende konventioner som i Kapitel 2.

o e bt o o e et S

Vi skal nu se pd nogle eksempler. I det fglgende betegner § en &ben,
ikke-tom delmengde af R" . De kompakte delmengder af @ vil spille en stor
rolle, s& vi bemerker forst, at der findes en fglge af kompakte mengder

(Kj)jeml med egenskaberne
0 0
K1CK2cK2c. cchKJc
(4.13)
9}
u K; =28

jen J
Man kan her som Kj for eksempel tage
(4.14) Ky = {x €0 | Ixl <J og dist(x,q) 2_%}

(idet det indre af denne mengde fds ved den tilsvarende definition med skarpe
ulighedstegn); om nedvendigt stryges de forste, endeligt mange tomme Kj'er, 0g
der omnummereres.

For enhver kompakt delmengde K af @ gxlder, at den ligger i Kj fra

(o]
et vist trin (thi mengderne (Kj)jem udger en &ben overdzkning af @ ).

N&r [a,b] er et kompakt interval af IR, definerer man jo Ck([a,b])
(evt. praciseret til Ck([a,b],m) eller Ck([a,b],R)) som Banach rummet af
komplekse funktioner hhv. reelle funktioner med kontinuerte afledede af orden
til og med k , idet normen defineres ved
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(4.15) S sup{lajf(x)l T x € [a,b] , 0<j< k} .
c ASIVERN

Vi saetter endvidere

C*([a,b]) = n  cX(a,b]) .

Sidstnavnte ses at vere et Fréchet rum med topologien defineret ved familien

af seminormer
Py () = sup{13¥FC)1 | x € a0

for k € NO ; man kan her ogsd bruge familien

(jvf. (4.15)), som har max-egenskaben.
Hvis f[a,b] erstattes af et &bent interval, eller mere generelt en &ben

deTmengde @ af Hf], vil det i reglen ikke vere tilfredsstillende at definere
topologien ud fra sup-normen over hele © (der udelukkes mange relevante funk-
tioner herved). Man tager nu en voksende folge af kompakte deTmengder af &
(4.13), og definerer topologien p3 Ck(Q) ved seminormerne

(4.16) pk,j(f) = sup{ID f(x lal <k , xE€ Kj}

k Q) bliver et Fréchet rum. Man definerer endvidere topo-
k

for j € N, hvorved C
(Q) ved familien af seminormer (pk,j)kemo,jem .

(
logien p& C(Q) = M. ©
0

hvormed det er et Fréchet rum. Denne familie har max-egenskaben, sd8 mengderne

(4.16") V(p j,s) = {f € ¢7(@) | ID%(x)1 <& for Jal <k, x € Kj}

udgegr en basis for omegnssystemet ved 0. Man kan her ngjes med familien af semi-
nhormer (pk k)keml’ som er voksende. - For hver kompakt delmengde K af @ de-

finerer vi endvidere
(4.17) C?(Q) = {u € C(Q) | supp u = K} ,

rummet af CT-funktioner med stotte (support) i K ; det forsynes med delrums-

topologien. Stptten af en funktion u p& Q er den afsluttede mangde

(4.18) supp u = Q\\<U{w dbencQ | u=0 pé w}> R

altsd komplementermengden til foreningsmengden af de &bne mangder hvor u er 0.

Q~suppu er selv den sterste &bne mengde, hvor u er 0. (For kontinuerte funk-

tioner kan man Tiges& godt definere supp u som afslutningen af mengden af
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X €89 hvor u(x) # 0 . Imidlertid har (4.18) ogsd god mening for mélelige
eller integrable funktioner u , ndr vimed " u=0 pd w" mener u =20

hesten overalt péd w .)

Rummet CE(Q) er et afsluttet underrum af rummet C () (derfor selv et
Fréchet rum), og topologien kan for eksempel defineres ved familien af seminor-

mer (pk,mo)kemo (cf. (4.16)), hvor my er valgt s& Kc Km0 (eller

K=K_ ). Denne familie har max-egenskaben.
0

—— it e s o (o S e i P o W Pt s

Vi navner kort, at de velkendte hovedsatninger for Banach rum, som bygger
pd Baire's satning (om fuldstendige, metriske rum), Tet generaliseres til
Fréchet rum. Det drejer sig om s@tningerne i Mat 313, §9, Theorem 9.3, 9.7 og
9.10. Vi formulerer dem her for Fréchet rum (de kan generaliseres yderligere,

som i Rudin's bog, Kap. 2).

Setning 4.10. (Banach-Steinhaus' satning). ILad X wvere et Fréchet rum og Y
et topologisk vektorrum, og betragt en familie {TA}AEA af kontinuerte opera-
torer T, € B(X,Y) . Hvis mengden {TAX | X € A} ("orbit" af X) er begrenset

A
2 Y for hvert X € X , s8d er familien TA ekvikontinuert, dvs. ndr V er

en omegn af 0 i Y , 88 findes en omegn W af 07 X, s4 U TA(W) c V.
AEA

Korollar 4.11. ILad X vere et Fréchet rum og Y et topologisk vektorrum, og
betragt en folge (Tn)nE]N af kontinuerte operatorer T € B(X,Y) . Hvis T, X

har en grenseverdi © Y for hvert X € X , s8d er afbildningen T: X ~ Tx =

1im Tnx en kontinuert afbildning af X <nd 2 Y .
N0

Setning 4.12. (Aben afbildning s@tningen). ILad X og Y vere Fréchet vum.
Hvis T € B(X,Y) er surjektiv, sd er T d&ben (dvs. sender dbne mengder i dbne

mengder).

Setning 4.13. (Afsluttet graf satningen). Lad X og Y vere Frdchet rum. Hvis
T er en lineer afbildning af X <nd © Y , og grafen af T er afsluttet <

XxY , sqder T Kkontinuert.




Mod. An. 1984

4,4, Induktiv limes af Fréchet rum.

e i i T e o S S o o Pt Gt P ot A g B P b W i, P e

I distributionsteorien har vi brug for at betragte, ikke alene Fréchet rum-
met C°(Q) (for 9 &ben < R"), men ogs3 rummet

(4.19) CE(Q) = {w € C7(2) | supp © er kompakt i KQ}

Nar dette rum forsynes med delrumstopologien induceret fra C () , f&r vi et
rum, der ikke er fuldstendigt. For eksempel, hvis & er intervallet I = ]0,3[ ,
og hvis «@(x) er en C-funktion p& I med supp @ = [1,2] (at s&danne funktio-
ner findes, viser vi i nazste kapitel), s& vil wk(x)=<p(x-1+1/k) vare en falge
af funktioner i CE(I) , som konvergerer i C°(I) mod funktionen o(x-1) €
C(1)~Cp(1) |

Man kan tillzgge Cﬁ(ﬂ) en anden, 1lidt mere kompliceret vektorrumstopologi,
der gor det til et folge-fuldstendigt (men til geng®ld ikke metrisk) rum. Her op-
fattes CE(Q) som

(ee]

(4.20) r) = u C(
R
hvor Kj er en voksende folge af kompakte delmengder (4.13), og vi bruger fgl-

gende almene satning, hvis bevis er henlagt til gvelserne.

2)

Setning 4.13. ILad

X,cXocooocXs <.

1 2 J
vere en folge af Frdchet rum, hvor der for hwert Jj € N gelder, at Xj er et
underrum af Xj+i , 0g topologien Xj er den af Xj+1 inducerede topologi.
Lad oo
X = U X.,
3=t

og betragt de mengder W , der opfylder: W(ﬁXj er en dben, konveks, balanceret

omegn af 0 < Xj , for ethvert J . Da har X en vektorrums topologi, hvis

dbne, konvekse, balancerede omegne af 0 netop er mengderne W .

Den herved bestemte topologi kaldes den induktive limes topologi, 0g rum
af denne art kaldes LF-rum. Topologien kan ogsd beskrives ved hjelp af seminormer,
som i Qvelse 5.6. De vigtigste egenskaber ved den pagzidende topologi pa Cg(Q)
er opsummeret i Satning 5.1, og for fuldstandigheds skyld vil de tilsvarende

generelle udsagn nu blive formuleret.




Mod. An., 1984 4.13

Setning 4.14. Lad X=:Uj€lej vere en induktiv limes af Fréchet rum.

(a) En mengde E 1 X er begrenset, hvis og kun hvis der findes et jO R

sd¢ E Iligger < on og er begrenset dér.

(b) Hvis en folge (uk)kEN er en Cauchy folge © X , sd findes et Jg ,
sd u € XjO for alle k , og (uk)kEN er konvergent < on og 7 X .

(c) Lad Y vere et lokalkonvekst topologisk vektorrum. En lineer afbild-

ning T af X ind 2 Y er kontinuert, hwis og kun hvis T: Xj =Y er konti-

nuert for hvert J € N,

Setningen vises (stort set) i Rudins bog, Kap. 6; se ogsé @velse 5.6.

Den fundamentale egenskab ved den induktive Times topologi,vi vil benytte,
er, at vigtige begreber sdsom konvergens og kontinuitet i forbindelse med topo-
Togien p& X kan henfgres til de tilsvarende begreber for et af de simplere
rum Xj . Dette fremgdr af S@tning 4.14, og vi bemzrker fglgende yderligere kon-

sekvenser.

Korollar 4.15. Hypoteser som 7 Setning 4.14.
(a) En lineer afbildning T: X - Y er kontinuert hvis og kun hvis der for
| hert j € N gelder, at ndr (uk)kGIN er en folge 7 Xj med Uy = 0 < Xj
for k = oo, 84 vil Tuk -0 < Y,
(b) Antag, at topologien i hvert Xj er givet ved en familie Pj af semi-—

normer med max-egenskaben. En lineer funktional A: X > L er kontinuert hvis og

kun hvis der for hvert J findes en seminorm pj € gj og en konstant C > 0, sd
IA(x) 1 < cjpj(x) for x €X; 3

Bevis: (a) og (b) felger af Satning 4.14 kombineret med henholdsvis Satning 4.8

0og Lemma 4.5, 0

For tilfeldet (4.20), hvor CE(Q) forsynes med induktiv Times topologien,
ser vi, at en fglge kun kan vaere en Cauchy felge, hvis fglgens elementer @y
alle har stette i en bestemt kompakt delmengde Kj af Q@ , og i sd fald vil
folgen vaere konvergent pd grund af fuldstendigheden af Fréchet rummet CE.(Q) .
Det tidligere navnte eksempel mk(x) = m(x-1+%) i Cg(]0,3[) er &benbart ikke
en Cauchy fglge med hensyn til denne topologi p& CE(]O,3[) .
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5. Testfunktionerne, og andre funktionsrum.

5.17. Rummet af testfunktioner.

Lad © vere en 8ben delmengde af R" . Rummet CE(Q) , bestiende af C -
funktionerne p& 2 med kompakt stette i Q , kaldes rummet af testfunktioner
(p& 9 ). Lad os vise, at der findes testfunktioner:

Lemma 5.1. Lad R > r > 0 . Der findes en funktion XR r(x) € Cg(Rn) , som
opfylder: X(x) =1 for x| <r , X(x) € [0,1] for r < Ix| <R, og
X(x) =0 for |[x| >R.

Bevis: Man efterviser fgrst, at funktionen
e 1/t for t >0,

f(t) =
0 for t <0,

er en C*-funktion p& R. Herefter dannes funktionen (se fig. nedenfor)

f(t-r)f(R-t) ,

-t
—_
—
-+
~
1]

som tilhgrer Cy(R) oger >0 . Funktionen

= I: fy(s)ds

er >0 overalt, er konstant 1ig med 0 for t > R og er konstant 1ig med

+
~—
1

R
c = J f,(s)ds >0
for t <r . Funktionen

1 n
Xp,p(X) = ¢ folix1) . x e RY,

har da de gnskede egenskaber. []

N
)
+Y

~
—

A §
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For senere henvisninger vil vi fra nu af ved X betegne en funktion i

(R")  med egenskaberne

0
=1 for x| <1

(5.1) x(x) € 10,17 for 1< IxI <2,
=0 for x| > 2,

man kan her for eksempel tage X{ o - Nogle testfunktioner i d;(ﬂ) fas ved
translation af funktionerne Xp R (med passende restriktioner pd& R ). VYder-

ligere eksempler kan fds ved foldning, jvf. senere.
Rummet CF(Q) forsynes med induktiv Times topologien knyttet til en vok-

sende fglge af kompakte delmzngder (4.13), (4.20), idet Fréchet rums topologien
p& hvert CE.(Q) defineres ved familien af seminormer (4.16). De egenskaber,
J

vi har brug for, opsummeres i fglgende sa&tning, der er en udspecificering af

egenskaberne navnt i Kapitel 4.

Setning 5.2. Topologien pd CCS(Q) har felgende egenskaber:
(a) En folge {(pk}kEJN af testfunktioner konvergerer mod @y < CBO(Q)
hvis og kun hvis der findes en kompakt mengde Kj o, s8d supp ©, < Kj for

alle k € ]NO s 09 @ > @ Z COJZ_(Q) , dvs. der gelder for alle a € ]NS:
J
(5.2) sup |Damk(x)-Dam0(x)l -0 for Kk = o,

XEK
J

(b) En mengde E < CBO(Q) er begrenset, hwis og kun hvis der findes et

KJ- , 84 E er en begrenset delmengde af C‘EJ_(Q) . Hvis specielt ((pk)kEE]N er
en Cauchy folge < CBO(Q) » 8d findes et Jj , sd supp 0 < Kj for alle k ,

og @, er konvergent i CO}:‘(Q) (og dermed < CBO(Q)) .
J
(c) Lad Y wvare et lokalkonvekst topologisk vektorrum. En afbildning T
af CBO(SZ) ind © Y er kontinuert, hwis og kun hwis T: C?(Q) - Y er kontinu-

ert for hvert j € N J

(d) En lineer funktional A: COS(Q) - § er kontinuert hwis og kun hvis der

for hwert j findes Nj € ]NO og CJ. >0, sd
o
(5.3) (o)1 < c5 sup{10%(x)1 | x € K; 4 lal < N}

for alle @ € C°K° Q) .

J
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Bemerk, at (a) er et meget starkt krav til folgen @ - Konvergens i
CE(Q) medferer konvergens i de fleste andre rum, vi skal betragte. Til gengald
er (d) et ganske svagt krav til funktionalen A ; de fleste funktionaler, vi
har brug for at betragte, vil have denne egenskab.

Det er ikke svart at vise, at ndr {K; }JCW er en anden folge af kompakte
mengder som i (4.13), bliver den herved def1nerede topologi pé CO( ) den samme

som for (Ovelse 5.1).

Vi ser nu pd nogle vigtige operatorer i disse rum. Den ene er differentiation,
den anden multiplikation (med en C -funktion f ), og begge vises at vere konti-
nuerte. Operatokerne vil blive kaldt D* henholdsvis Mf , idet dog Mfw 0gsé
skrives som fy - 0g de samme betegnelser vil blive brugt senere for generalisa-
tioner af operatorerne (selvom Mf allerede er brugt i en béstemt betydning i

Afsnit 2.7).

Setning 5.3.
10 operatoren D% @(x) ~ D%o(X) er en kontinuert operator i C;(Q) .

2° For wert f € Q) er
Me: o(x) ~ f(x)o(x)

en kontinuert operator < CE(Q) .

Bevis: Ifslge Satning 5.2 (c) er det nok at vise, at D® henholdsvis Mg er

kontinuert fra Cz.(ﬂ) til CE(Q) for hvert Jj ; og da operatorerne opfylder
J
(5.4) supp D% < supp ¢ supp Mo = supp o

for alle ¢ , kan billedrummet for hvert j erstattes med CE‘(Q) . Her har
vi imidlertid for hvert k J
(5.5) Py 5(0%) = sup{mBD‘x | 181 <k L x ek}

<swlidYol | il <kelal s xe i} = Patal 5@

hvilket viser kontinuiteten af D% . Ved Leibniz' formel (1.14) f&s for hvert k

(5.6) py ;(fo) = SUP{IDa(ﬁp)I ' lal <k , x € Kj}

<supf z e DPFDY Py l ol ks x € Ki}-s CPi,3(FIpg 5(0)

for en passende stor konstant Ck ; hvilket viser kontinuiteten af Mf . 0
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5.2. Andre rum.

CE(Q) er indeholdt i praktisk taget alle andre rum defineret i tilknytning

til © , som vi skal mgde. For eksempel er

co(e) < LP(@)  for pelle],
(5.7)

Cp(a) = (@) ,
og disse indlejringer er kontinuerte: Det er, ifslge Setning 5.2 (c), tilstrekke-

ligt at vise, at de tilsvarende indlejringer af CE (2) er kontinuerte, for
J

hvert j (Kj som i (4.13)). For ¢ € CE () har vi
J
(5.8) ol < sup lo(x)i Vol (K;) /P
p x€Kj

hvilket viser at injektionen J: CE_(Q) > LP(2) sender basisomegnen
J
Vpg j,s) = {w | suplo(x)| < s}
’ X

ind i kuglen B(0,r) i LP(2) med r = Vo1(KJ.)1/p . Kontinuiteten af den
anden indlejring i (5.7) folger af at CE (2) netop har delrumstopologien som

underrum af C€(Q) . J

Det er typisk for rummene CE(Q) og C(R) , at de ikke legger nogen bénd
pd elementernes globale opfarsel (udseende i forhold til @ taget som helhed):
ved at kende en funktions opfegrsel pd hver kompakt delmengde af £ kan man af-
gore, om den tilhgrer CE(Q) , eller tilhgrer C7(Q) . Det samme gelder ikke
LP(2) , hvor et globalt defineret tal (normen) skal vare endeligt for at funk-
tionen Tigger i LP(Q) . Man har sommetider brug for nogle "lokalt" definerede

varianter af LP(Q) :

(5.9) P onp(®) = {u € LP(@) | supp u kompakt < af
(5.10) L?OC(Q) = {u mélelig pad Q ] ujy € LP(K) nar K kompakt < Q} ,

med den sadvanlige identifikation af funktioner der stemmer overens uden for en

nulmengde.
L?OC(Q) forsynes med Fréchet rums topologien defineret ved familien af
seminormer
(5.11) pa(u) = July | s J=1,2,...
) I, LP(K; )

hvor Kj er som i (4.13) (at L?OC(Q) herved bliver fuldstendigt, fés af fuld-
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stendigheden af rummene Lp(Kj)) . Lgomp(ﬂ) , som umiddelbart synes lettere at

beskrive, har en 1idt mere kompliceret topologi, nemlig den induktive Times to-

4 . D :
pologi, hvor Lcomp(Q) skrives som
p N
(5.12) » Lcomp(Q) = js1 L (Kj)
(og funktionerne i Lp(Kj) forlenges med 0 i Q\\Kj ). Herved bliver

P _ C 2
Lcomp(Q) et LF-rum. Valget af denne topologi sikrer f.eks. at L]OC(Q) 0g

Lgomp(ﬂ) kan identificeres med hinandens dualrum, p& en s&dan mdde at dualiteten
stemmer overens med integralet fo uVdx (@velse 5.3, 5.8).

[Vedrgrende brugen af ordet "lokal™: Alle fire rum C7(Q) , CO(Q) ,

LP (@) 0g Lpoc(ﬂ) er Tokale i den forstand at man kan afgere, om en funktion

comp 1
tilherer dem, ud fra opfersien pd kompakte delmangder af @ . Her er endvidere

CP(Q) og L?oc(g) Tokale rum i den egentlige betydning, idet det for disse rum
er nok at vide, hvordan en funktion opfgrer sig i en omegn af hvert punkt - da

Jo en kompakt mangde kan nds af endeligt mange omegne.]
Man ser let (jvf. (1.21)), at

(2) =LY (),

co p
C() L Toc

loc
(5.13)
Co(9) clP (@< (@), for p>q.

comp comp
Endelig skal vi navne nogle flere rum, man kan f& brug for. Der er dels
nogle rum knyttet til glatte mengder € . (For sddanne mengder er ﬁ =Q, og
randen har md1 0.)
Definition 5.4.  En dben mengde § < R" kaldes glat, ndr ethvert randpunkt
X € 3 har en omegn U, der ved en bijektiv C —afbildning (dvs. en diffeomorfi)

K kan feres over pd enhedskuglen B(0,1) < Hﬁl, sd at

k(x) =0
k(Ung) = B(0,1)nRY
«(Un30) = B(0,1)nR"T,

Vi siger da ogsd, at S er glat (afsluttet).

y!
,/’J£‘~s 7N
a2

\\0///‘1 3,
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For eksempel er Rz selv glat, og kugler i R" er glatte. Glathedsbegrebet
tillader os bl.a. at give god mening til de partielle afledede af en funktion pa
Q , idet vi definerer de partielle afledede p& mengder af formen ung ved
kedereglen og brug af « , der forer differentiationen over til B(0,1)n R"
[Mere pracist: Idet «k sender x over i y = (K1(X),...,Kn(X)) , 09 vi skri-

ver u(x) = u(” ' (y)) = Tly) , er

(5.14) oo - 5 22 )
X; 91 axj 7 ly—K(x)
altsd differentialoperatoren 3 - pé UnQ svarer til differentialoperatoren
J
n ° oo . . —1 .
Too1 2y ayﬂ p& B(0,1) niﬁz med C koefficienter a,(y) = (BX‘KQXK (y)) .1

En funktion u p& € har kontinuerte partielle afledte af orden op til k pé&
Q hvis og kun hvis: u € Ck(Q) , 0g de overforte funktioner u(K_1(y)) (med «
som i Definition 5.4) har kontinuerte partielle afledede af orden op til k pé&

B(0,1)nTR"
Vektorrummet af funktioner pd @ med kontinuerte partielle afledede af

orden op til k betegnes ved Ck(ﬁ) . N&r @ er kompakt, er det et Banach rum

med normen

(5.15) hul = sup{lDa XEQ, la) < k} .
¢ (Q)

N&r @ ikke forudszttes at vere kompakt, defineres en Fréchet topologi pé

Ck(ﬁ) ved familien af seminormer (4.16), hvor k er fast, og K, er en folge
af kompakte mengder med U;=1 Km =0 (i det kompakte tilfaelde erstattes fglgen

af den ene mengde § , og seminormen er en norm). Vi kan ogs§ definere
(5.16) @ = n ck@ ,

der er et Fréchet rum med topologien bestemt ved familien af seminormer (4.16)
(k gennemlgber alle tal, K, er fast = Q hvis denne er kompakt).
Ndr M er &ben eller glat afsluttet, og K er en kompakt deimengde, defi-

nerer vi Cﬁ(M) og Cg(M) ved

CE(M) = Ju € Ck(M) | supp u K1
1 J
(5.17)
CS(M) = {u € Ck(M) | supp u kompakt < M} .
Her er  CX(M)-rummene Banach rum med normen sup{1D%(x) | I lal <k , x € K} ;

K
mens CS(M) er et Banach rum hvis M er kompakt, og ellers et LF-rum (opfattet

k
som UKmEM CKm(M) ).
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Lad os ogsd ganske kort navne, at man kan f& brug for felgende rum (hvor

M er &ben eller glat afsluttet):

Ckp(M) = {u e ckm) | 0% ¢ LP(M) for Jal < k}
(5.18) . 5

o k

c.(M)=n C (M,

LP k=0 LP

de falder sammen med Ck(M) henholdsvis C°(M) , ndr M er kompakt. Rummene

ck (M) kan evt. forsynes med normen

L
(5.19) x J|0%|
ol <k LP(m)
eller, specielt i tilfaeldet p =2,
1
(5.20) Null, = ( x| 0% )
< Njarek L/

hvorved det bliver normerede, men generelt ikke fuldstendige rum (for p < o ).

C”p(M) kan tilsvarende topologiseres ved seminormer.
L

Ud fra testfunktionerne konstrueret i Lemma 5.1 kan man konstruere en mengde
andre testfunktioner ved foldning. Vi minder om, at ndr f o0g g er mdlelige
funktioner pa R", og produktet f(y)g(x-y) er en integrabel funktion af y
for hvert x , sd defineres foldningsproduktet fxg ved

(5.21) (fxg)(x) = Jﬂg]f(y)g(x-y)dy ;

bemerk, at (fxg)(x) = J nf(x-y)g(y)dy = (gxf)(x) . (5.21) er for eksempel defi-
R
neret, ndr f ¢ L1oc og ¢ er kontinuert, og én af dem har kompakt stgtte

(eller begge har stgtte i en kegle s&som {x IX1ZO"“’XnZO} ). (5.21) er ogsé

veldefineret, ndr f € LP 0g g€ LY med 1/p+1/9g =1.
Vi ser specielt p& folgende tilfelde. Lad h(x) vere en funktion, der op-

fylder
(5.22) he R, h>o0, .[ Ch(x)dx = 1, supp h = B(0,1) .
R

Man kan for eksempel tage h(x) = x(2x)/fx(2x)dx , med X som i (5.1). For
Je N saetter vi
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(5.23) h(x) = i"h(ix) ;
s& gelder for hvert j ,

00 n _ .
(5.24) hj € CO(BQ ) s hj >0, th(x)dx =1, supp hj < B(0,1/3) .

1 n
Lad nu u € L]OC(HQ ) 0g betragt hj *U , dvs.

(ho*u)(x) = h. (Y u(x-y)dy = h,(x-y)u(y)dy .
T thU)Jyuxy / kuAu>nyuy

Vedrorende stgtterne af disse funktioner galder oplagt, at hvis u er 0 pd den
dbne mengde w , s& er u*‘hj 1lig 0 pd den &bne mangde

0 /5 = {x € o | distlxam) >3

Her er Cw1/j = {x € Bin dist(x,Cw) 5.%9 = Cw+B(0,1/j) (for ndr x € Cw1/j ,
eksisterer et punkt y € Cwo med dist(x,y) = 1/j ). Det folger, at

il

(5.25) supp(hj*u) < supp u + B(0,1/3) .

Specielt, hvis u har kompakt stegtte, har hj *Uu en (1idt steorre) kompakt stette.
Man kan nu vise, at h.xu er en C -funktion , n&r blot u € L}OC(RH).
Bemark forst, at hj(x0+x) - hj(xo) for x - 0 uniformt, da hj er kontinuert
med kompakt stgtte; dette medforer at (hj*u)(x+x0) - (hj*u)(xo) for x -0,
altsd at h,*u er kontinuert. Dernast vil vi bruge fglgende bemarkning om dif-

1

ferentiation af C -funktioner:

Lemma 5.5. ILad U € C1(Rn) med stgtte < en kompakt mengde K , og lad e
vere den k-te enhedsvektor i R". 8§ vil
(5.26) M u(xrte )-u(x)] S ulx) for to0, It <1,

t k i Xk -

uniformt pé mengden K+B(0,1) .

Bevis: P& grund af reglerne for differentiation af sammensat funktion (kadereg-

len) har man

1 1
1 _ 1 d -
Hutaate)-u(x | - E'Jo 2 u(xeote,)do = JO 3 u(xrote, )do

1

aku(x)-+ Jo[aku(x+etek) -aku(x)]de

(dette viser forgvrigt 1idt af Taylor's formel (1.15)). Da B u er kontinuert
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og har stette i K , er den uniformt kontinuert, og der findes for hvert ¢ >0
et 5¢€ 10,11 sd at |t| <& medforer

Iaku(x+etek)— aulx)l <& for x€ K+B(0,1) og 6 € [0,1] .

Integralet af dette for 6 € [0,1] er da ogsd < e , hvilket viser den uniforme

konvergens i (5.26) for t -0 . I

Ved anvendelse af lemmaet pa hj kan vi nu slutte, ved Lebesgues s&tning,

o 1 n .
at ndr u € L]OC(R ) vil

1 th o) sty )= (ngmud ()| = [ty onyeey) Jutey

> [aghxyuly)dy  for £-0,
hvoraf ses, at hj *u har den partielle afledede

som er kontinuert, fordi akhj er uniformt kontinuert. Ved gentagen anvendelse

af disse argumenter fas

Lenma 5.6. nar ue Ll (R"), er hyxuc (AR, og

(5.27) D% xu) = (D%hy) ¥u  for alle o€ Ny -

Man kan ogsi fere differentiationerne over pad u , i det omfang u har
kontinuerte partielle afledede, ved en variant af ovenstdende argumenter (Bvelse

5.7).

Setning 5.7.
10 Wsr Vv er kontinuert og har kompakt stgtte i R" , vil hj*v -V

for § o, punktvie og i LP(R") for ethvert p € [1,] (specielt < cO(r")).
20 Fop ethvert p € [1,0] gelder :

PN
(5.28) th*uHLp S_HuHLp for u € LF(R") .

39 Wer pE [T og uce€ Lp(Rn) , Vil hj*u > U 7 Lp(Rn) for J - .

Endvidere er CO(Rn) tet 1 Lp(Rn).
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Bevis: 1% N&r v er kontinuert og har kompakt stegtte, er v uniformt kontinu-

ert, og der gelder for x € R" ;

v(x=y)h.(y)dy - v(x)h.(y)dy

(5.29) L(h,#v) (x)-v(x)] =
A UB(o,m‘) J JB(o,w) J

< osup o vxmy)=v(x) ] < ey
y€B(0,1/3) J

hvor &; = 0 for Jj -« , uafhengigt af x . Det ses umiddelbart at
hj xV > v punktvis og i sup-norm (i L™(R")) og man far ved integration over

den kompakte mengde supp v+ B(0,1) , at hj‘*v s>v i LP for p € [1,0] .
2° Uligheden folger af Hlders ulighed (1.20), hvor vi setter f(y) =

hj(X‘Y)1/p u(y) og gly) = hj(x-y)1/P'
oy (e e vt ) (gene)™

- ”hj(x-y)lu(y)lp dy dx = ”“"Ep

ved brug af (5.24) og Fubinis s&tning.

3% v§ bruger her den fra mdlteorien kendte s@tning, at ndr p <~ , kan
funktionerne i Lp(Rn) approximeres i LP-norm med kontinuerte funktioner med
kompakt stette. Lad u € LP(R"), 1lad & >0 og lad v € Cg(Q) (jvf. (5.17))

med  fu-v|] , < &/3 . Ved 1% kan  j valges s& stor, at
LP = 0

o “hj*v"V”Lp‘S e/3  for § 2353
Sa er

lh.*u - o (u-v). %Y - -
o=l p < g () o« gy =vi o+ Josul

<2Qiv-ul +¢/3<¢, for 2 3dp »

hvilket viser at hj*u >u i P for J-» o . Det sidste udsagn ses af at hj*v
gl

approximerer u .

Setningen viser, hvorledes folger af glatte funktioner hj * U approxime-
rer u 1 en raekke forskellige rum. Lad os udvide anvendelsesomrddet.

LP

1oc(Rn)

Lemma 5.8, For hvert p € [l,o gelder, at CE(RH) er tet 1

Bevis: Vi bemarker ferst, at x(x/N)u - u i L?oc for N ->w (jvf. 5.1)).

Thi x(x/N) =1 for |x| <N, sdledes at der for hver kugle B(0,R) gzlder
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(5.30) Ix(x/N)u-ul? dx = 0 for N>R,

JB(O,R)
hvormed X(x/N)u-u -0 i L?OC(Rn).} Nu er X(x/N)u € LP(R"), og
hj*(x(x/N)u) > x(x/Nu) i LP(R") ved Setning 5.7; med hj*(x(x/N)u) stottet

i §(O,2N+%J . lalt ses, at funktionerne i L?OC(RH) kan approximeres af test-
I

funktioner, med hensyn til topologien pd L?OC(R”).

Betragter vi u € L?OC(Q) for en dben delmengde £ af R", er

(hj*u)(x) ikke altid veldefineret for x tat ved randen. Der galder dog felgende:

Lemma 5.9. Zad u € L (@) foret p € [l , 09 lad €>0 . Nar 3> T er

(5.31) vi(x) = (hyxu)(x) = J hs(y)u(x-y)dy

. B(0,1/3)
defineret for X 1 mengden
(5.32) 0, = {x ea | distlx,ca) > of s
og der gelder for hert R >0

\1/p
(5.33) (J |u(x)-v.(x)lpdx) -0 for J-oe.
2,NB(0,R) ’

Bevis. Lad J > %—, sd er vj(x) defineret for Xx € QS . I beregningen af
integralet (5.33) indgar kun verdien af u pé& K o =‘58r1§(0,R) +B(0,e/2)
som er en kompakt delmengde af € . Vi kan da erstatte u med

u(x) for x €K
u1(x) - S,R
0 ellers,
hvor us € Lp(Rn) , o0g resultatet folger af Saztning 5.7. 0
Andre former for approximation i L?OC(Q) fas ved brug af nogle mere fint

tilpassede beskaringsfunktioner end (5.1).

Setning 5.10. Lad M vere en delmengde af R" . ILad e >0 . Der findes en

funktion n € Cw(Rn) , somer 1 pd M+ B(0,e) og har stette i M + B(0,3¢) ,
og opfylder 0 < n(x) <1 for alle X € R"
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Bevis: Funktionen

1 p& M+ B(0,2¢)
p(x) = N
0 p& RS(M+B(0,2¢))

er i L}OC(RH) , og for J > 1/e er hj xp en ikke-negativ C*-funktion med

stotte i
M+B(0,2¢) +B(0,1/3) < M+B(0,3¢) .

Nar x € M+B(0,e) , er ¢ =1 1 kuglen B(x,e) , s& (hj*w)(x)

IB(O,1/j) hj(y)w(X'Y)dy =1 nar Jj > 1/e . Ellers er funktionen

I A
—

Som n

kan vi altsd bruge hj *y for J > 1/¢ . I

Bemerk, at n 1 Satning 5.10 har kompakt stette, ndr M er kompakt. Man
har ofte brug for felgende specielle anvendelser:

Korollar 5.11.
19 Iad @ vare Gben og K kompakt < Q . Der findes en funktion

n € C‘B’(Q) , som er | p& en omegn af K.
2% Lad Kj vere en folge af kompakte mengder som < (4.13). For hvert

¢ o o O
Findes n; € C‘E)°(Q) s sd my = 1 pd en omegn af Kj , mens Supp nj < Kj+1 .

Bevis: Benyt, at dist(K,cq) >0 og dist(Kj,CKj+1) >0 for alle j . 0
Ved hjelp af disse funktioner f&s endelig

Setning 5.12. Lad Q vere dben < R".
19 Cj(a) er tet ¢ C7(Q) .

VNS . p
2 CO(Q) er tet % L]OC

30 CBO(Q) er tet 1 Lp(Q) for alle p € [1,[ .

(Q) for alle p € [1,[ .

Bevis: 19 Lad u € C(9) . Med n; valgt som i Korollar 5.11 fds, at

. - (o] . . (e o) . . . - o . > . .
nju € Co(?) o9 nyu - U C°(2) for § e (idet nyu =u pad K, for 2>3)

0 p p .
2° Lad u € L]OC(Q) . Nuer nyue€ LP(@) , med stotte i Ko, » o9
ngu > u LP (@) for & -se , fordi mu=u pd K;, for g >J . Ende-
lig vil hy *nu>nu i LP(R") for k » o ifelge Setning 5.7; da
supp(hk*ngu) c K£+2 for k tilstrzkkeligt stor, er dette ogséd en konvergens i

L?oc(g) '
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3% Lad u e LP(n) . Atter er nyu € LP(9) , og her vil npu > u i LP(Q)
ved Lebesgues satning (idet 0 < nj'g 1 ). Beviset fardiggeres som under 2°. 1

Specielt har vi nu vist Lemma 1.1 og de andre "p& forskud" anvendte tetheds-

udsagn.

Mens vi er ved de specielle testfunktioner, md vi ogsd Tige vise eksistensen
af en "deling af enheden", dvs. et system af glatte funktioner med stotter i giv-
ne mengder og sum 1. Vi viser en simpel endelig version; i Titteraturen om di-
stributionsteori indgdr ogsa versioner med uendelige systemer, som vi dog nappe

fér tid til at bruge her.

Setning 5.13. Lad K vere en kompakt mengde < R" , overdekket af et system

af dbne mengder 91 se e ’QN s
(5.34) Kegu...ug .

Der findes ikke-negative funktioner wz € COS(QQ) for & <N, sdat
zp1(x) = S +1,DN(X) € [0,1]1 for alle X , og

(5.35) Py +ees Uy = 1 pd en omegn af K .

Bevis: Lad @ = Q1lJ... UQN . Velg kompakte mengder KR 0g Ké for hvert 2 ,

(0] o}
sé K2 < Ké « Ki <0, og UE 1 Kz 5> K . (Benyt f.eks., at K overdekkes af

N /[, e .
U2=1<Uj=1 KQ,j) , hvor (Kz,j)jéﬂl er konstrueret for 2, som i (4.13).) Set

Q' = U2=1 ﬁ' , sder Q' kompakt <9, og Kc@'.
Herefter bruges Korollar 5.11 19 til at velge n, € C?(Qz) med ny = 1

2 1 - (! - g ) N
pé Eﬁ » samt  n € Cy(') med m=1 pad UK, . Nuer .z _,n >

pd Q' , s& vi kan tage -1
) {n(x)nz(X)<ZE:1 nz(x)> for X € supp n

0 for x ¢ supp n . 0




Mod. An. 1984 6.1

6. Distributioner. Eksempler og regneregler.

6.1. Distributioner.

Rummet CE(Q) betegnes ofte 2 (Q) 1 litteraturen. Distributionerne udger

simpelthen dualrummet:

Definition 6.1. En distribution pd Q er en kontinuert lineer funktional pd

CE(Q) . Vektorrummet af distributioner pd N betegnes D'(Q) . Ngr A €B'(Q) ,
betegnes A's vardi pd © € Cﬁ(a) ved Mo) eller <A, .

Der er her tradition for at tage lineare (snarere end konjugeret lineare)
funktionaler. Det er dog en ganske lille sag at s@tte de linexre funktionaler i
forbindelse med de konjugeret lineare, idet ¢ ~ A(p) er en Tinear funktional pé
CE(Q) hvis og kun hvis ¢ ~ A(p) er en konjugeret Tlinear funktional.

Et kriterium for kontinuitet af en funktional er givet i Satning 5.2 (d).

Lad os se p& nogle eksempler. N&r f € L] () , er afbildningen

———————— loc
(6.1) At 0 ~ | FO00(x)dx
2
en distribution. Thi for hvert K, (cf. (4.13)) har vi, nir ¢ € ¢ () ,
;
(5.2) igloll = || FOe0aax| < suptob1] 1701
j “

dvs. (5.3) er opfyldt med Nj =0 og cy-= Il 1( ) Her kan man faktisk iden-

L' (K, -

tificere A med f , idet der galder: J

Lemma 6.2. WNir f € L%OC(Q) , 0g Jf(x)w(x)dx =0 for alle ¢ € CE(Q) , 8d

er f=20.

Bevis: Lad & > 0 og betragt vj(x) = (hj*f)(x) for j > 1/¢ som i Lemma 5.9. Nar

x€qQ , er hj(x—y) € CE(Q) , S& vj(x) =0 i 9 . P&grund af (5.33) fas

da, at f =20 i QefwB(O,R) . Da ¢ og R kan velges vilkérligt, ses at
f=0 1 Q.
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Lemmaet, og varianter af det, kendes under navnene "variationsregningens
grundiemma", "du Bois-Reymond's lemma", m.v.

Det fglger af lemmaet, at ndr den fra f € L;OC(Q) ved (6.1) definerede
distribution Af giver 0 pd alle testfunktioner, s& er funktionen f T1ig med O,
som element af L} . Dermed er afbildningen f ~ Af en injektiv afbildning

i

oc
af quc(ﬂ) ind i9'(Q) , s& vi kan identificere f med Ae og skrive

(6.3) L}Oc(m Q) .

Elementet 0 i 2'(Q) ddentificeres fra nu af med O-funktionen, hvor vi i reg-

Ten betragter den kontinuerte reprasentant.

Bemerkning 6.3. Lad os 0gsd navne, hvordan Radon mdl passer ind i denne sammen-
heng. Rummet CS(Q) af kontinuerte funktioner med kompakt stette i Q blev
indfert i (5.17)ff. Det vises i topologisk md1teori,. hvorledes vektorrummet

M(Q) af komplekse Radon m&1 u p& @ kan identificeres med rummet af kontinu-

erte Tinexre funktionaler Au pa Cg(Q) , Ppd en sddan mdde at

(6.4) A (o) = | o du  for o€ cg(a) .

Idet der gxlder, at

(6.5) 1A, (@)1 < lul(supp @) « suple(x)]

er A, kontinuert pa C?(Q) , dvs. definerer en distribution Aﬁ €ed'(n) .

Da CP(2) er tet i CJ() (jvf. Setning 5.7 1°), er afbildningen NN
injektiv, hvormed rummet af komplekse Radon m&1 kan indlejres i 2'(Q) :

(6.6) M(Q) <D'(Q) .

InkTusionerne (6.3) og (6.6) placerer L}OC(Q) og M(Q) som underrum af »2'(Q) .
Disse indlejringer er konsistente med den s®dvanlige indlejring af L?OC(Q) i

M(Q) , hvor en funktion f € quc(ﬂ) definerer Radon malet wc for hvilket
(6.7) pf<K) = J f dx for K kompakt < ;
K

thi det er kendt fra mdlteorien, at

(6.8) [fod = [0 for o ecfia)

(dermed specielt for o € CETQ) ).
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N&r f € L}OC(Q) , skriver vi nu i reglen f 1 stedet for Af , altsd

(6.9) 1e(0) = <heye> = <Fr0> = JQf(x)m(x)dx .

Endvidere skrives gerne u 1 stedet for Au , ndr pu e MQ) . Vivil ofte i

det fplgende endda bruge betegnelsen f (der minder om en funktion) for en vil-

kdrlig distribution.
I den systematiske teori skal vi is@r fastne os ved inklusionerne

(6.10) (§(0) « L5() «2'(2)

(og andre L2—1nk1usioner, af betydning for Hilbertrums teori), hvor vi vil vise,
hvorledes de store gab mellem CE(Q) 0g LZ(Q) , henholdsvis mellem LZ(Q)
og D'(9) , fyldes ud af Sobolev rum.

Lad x, veare et punkt i @ . Afbildningen

0

(6.11) O, © ~o(xg)
der sender en testfunktion over i vardien i Xg » €ren distribution, for det
er klart en Tlinear afbildning af CE(Q) ind 1 € , og der galder for ethvert j,

nar supp ¢ < Kj >

- / }
(6.12) 1B, 0>1 = 1lxg)] < sup{l(x)] | x e,
(bemerk, at m(xo) =0 nér x, ¢ Kj ). Her er (5.3) opfyldt med cy = 1,
Nj =0, foralle j . Pa lignende mdde ses, at afbildningerne

(6.13) Ay 0~ (D%)(xg)

er distributioner, nu med cj =1 og Nj = |la] for alle j . Distributionen
(6.11) er den bergmte "Dirac's s-funktion" eller "s-ma1". Betegnelsen mal er
korrekt, idet vi kan skrive

(6.14) <&, s> = J@ du,
X0 X0

hvor p, oer punktmdlet med verdi 1 p& mengden {xo} og verdi 0 pd kompakte

mengder disjunkt fra Xg - Betegnelsen funktion er en vild "abuse of notation",
som har overlevet, mdske fordi den er sd fejlagtig, at motiveringen for distri-

butionsbegrebet trader tydeligt frem.
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60 betegnes ogsd blot & .
Endnu andre distributioner f&s p& fglgende mdde: Lad f € L;OC( ) , og lad

o€ ]NS. Afbildningen

(6.15) he gt @~ [0 o € C5la)

er en distribution, idet der for o € C? (Q) gelder

(6.16)  I<h, o>l = ” £ 0% dx J X)ldx - sup{lD o(x) | ’ X € K.} ,
f,a K. K J

J

her er (5.3) opfyldt med c. = ||f 1 og N, = lal .
J L (KJ) J

Man kan vise, at de mest generelle distributioner ikke er sd meget vearre end
dette sidste eksempel. Der galder, ndr A er en vilkdrilig distribution, at for
hver fast kompakt mengde K < @ findes der et N (afhangigt af K) og et

system af funktioner fa € CO(Q) for Jal <N, s3 at
(6.17) o> =z <.,0%>  for @€ Co(R) .
o K
lal <N

Vi viser dette senere, i forbindelse med Sobolev's satning (Korollar 9.16).

Man kan ikke altid finde et N , der fungerer for alle K< ; det henger
sammen med, at en distribution ikke behever at have en (begranset) orden - dette

begreb defineres sédledes:

Definition 6.4. A €9'(Q) siges at vere af orden N , ndr ulighederne (5.3)
gelder for A med Nj.g N for alle J (men gerne med forskellige konstanter
C.). N siges at vere af uendelig orvden, hvis den ikke er af ordem N for

noget N ; < modsat fald siges den at vere af endelig orden. Ordenen af L er

det mindste brugbare N , resp. o .

De foregdende eksempler viser alle distributioner af endelig orden, idet
L;OC(Q) og M(n) definerer distributioner af orden 0 (jvf. (6.2), (6.5) og
(6.12)), mens Ay 09 Af i (6.13) og (6.15) er af orden |al . Et eksempel

p& en distribution af uende11g orden er distributionen A €D'(R) defineret ved

(6.18) <hyp> = Nz1 <y ,onp oMix)>

hvor Tty er 1 pd M, 0 ellers . (S& snart vi har féet defineret begrebet stotte af
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en distribution, vil det dog fremgd, at nédr en distribution har kompakt stotte,
har den endelig orden, jvf. Setning 6.12 nedenfor.)

Distributionsteorien blev systematiseret af L. Schwartz, og hans bog
"Theorie des distributions" (Paris 1951) er stadig et hovedvark inden for litte-

raturen om distributioner.

N&r T er en kontinuert linear operator i C?(Q) , 00 AcP(Q), define-
res ved sammensatning et nyt element AT €D'(Q) , altsd funktionalen

(AT) (@) = <A, To> .

Afbildningen T*: A ~ AT i D'(Q) er simpelthen den adjungerede afbildning til
afbildningen ¢ ~ T . (Vi bruger notationen T* for at undgd forveksling med
adjungering af operatorer i Hilbertrum, hvor der indgdr en sesquilinearitet. Nota-
tionen T' bruges ogsd, men merket kan forveksles med differentiation.)

Som vist i Satning 5.3, er fglgende simple afbildninger kontinuerte i Cﬁ(ﬂ)

Mt @ ~ o, ndr f e C(Q) ;

o

D™ @'quw

De inducerer da nogle afbildninger i o2'(Q) , som vi temporart vil kalde ME‘
og (D*)*, ved
<AL fo>

il

<MfXA,@>

1

<(D®) *n,0> = <n,D%p>

for A CD'(Q) og o€ CF(Q) . Hvordan ser de nye afbildninger ud, ndr A selv

er en funktion? Hvis A =v € L]oc(ﬂ) , har vi, at

MV ,0> = <v,fe>

£ Jv(x)f(x)@(x)dx = <fv,p> 3

altsd er

X . 1
(6.19) Mf v=°Ffv , nér v E€ L1OC(Q) .

i

Endvidere haves, nar v € CT(Q) ,

<(Da)xv,(p>=<v,DO(cp>=jv(x)(DO(cp)(x)dx= (—1)'“'](n‘*v>(x><p<x)dx = <(-n'alpdy o>

altsd er
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(6.20) -nllo®m*y 2 p% , nar voe ¢Q) .

Disse formler motiverer fglgende definition.

Definition 6.5. 1° mir f € C(Q) , defineres operatoren Me 2 D' () ved

MM, 0> = <A,fe>  for ¢ € c‘g(n) )

.F

Mf betegnes ofte kort f .
2°  Endvidere defineres operatoren D% ¢ &'(Q) ved

H

@%ty0> = <, (-1 1% for o € (T(a)

Tilsvarende defineres 3% < 2'(Q) ved
%> = <0, (-1)1Mo%>  for o € CQ)

séledes at vi stadig har D% = (-1) Lol o

Definitionen siger egentligt biot, at vi betegner den adjungerede afbildning
S tiT Mg ved Mg (i reglen forenklet ti1 f), og vi betegner den adjungerede
afbildning til (—1)'“'Da ved D% ; og motiveringen for denne "misbrug af nota-
tionen" ligger i den overensstemmelse der er vist i (6.19) og (6.20). Faktisk er
misbruget ikke s stort endda, idet man kan vise, at C (Q) er en tet delmangde
af J'(q) (forsynet med w*-topologien, Satning 9.17), s§ at udvidelsen af
operatorerne f og D® fra elementer v ¢ C°(2) til A €'(2) er entydigt
bestemt. Bemark ogs&, at ndr v € Ck(Q) , stemmer de distributionsafledede D%
overens med de sadvanlige partielle afledede for |o] < k , pé& grund af de sad-
vanlige formler for delvis integration. Vi skriver kort (—1)'a'Da = (-0)% .

Det spandende ved Definition 6.5 er, at vi nu kan differentiere distributio-
som ikke sadvanligvis er differen-

ner - og dermed specielt funktioner i LI

tiable. Bemark forst, at Ay 09 Ap , defineret i (6.13) hhv. (6.15) opfylder

~ d_n)& : - _pY&
(6.21) <h 0> = -D) 6X0,q>> s Lhp 0> = <(-D)7F 2

for ¢ € CEGZ) . Lad os dernest se pd et vigtigt, klassisk eksempel.
Med H(x) betegnes funktionen p& R defineret ved

T for x>0
(6.22) H(x) =
0 for x<0 ,
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den kaldes Heaviside funktionen. Da H € L}OC(R) , er HeD'(R). Den

distributionsafledede findes sédledes:

<'c]d7H 0> = <H ,—agii-cp>= —J: o' (x)dx = ©(0) = <60,(p> for ¢ € CBO(]R) R

altss

(6.23) a%z H= 8y »

delta-mélet i 0! H og é%+1 er distributioner af orden 0, mens de hgjere afledede

4 bliver af orden k-1

K
dx .
Der er et tilsvarende eksempel i hgjere dimensioner, som giver os lejlighed

til at repetere Gauss' formel. Vi minder om, at ndr @ er en glat 4ben delmengde
af R" med rand 32 , gelder for u € C1(§) (med kompakt stotte for at sikre

integralernes eksistens)

(6.24) J o.u dx = j n. (x)u(x)ds
Q J on
hvor n. er den j'te komponent af den indadrettede normalvektor til randen 9Q

J 00
i punktet x , og dS er overfladeelementet. Nar u = wlﬁ- hvor ¢ € CO(Rn),

kan formlen opfattes pd felgende mide:

(6.25) <8j19,w> = -JQ ajm:dx = JBQ nj(x)w(X)dS ,

hvilket viser, at distributionen aj1Q virker pé& testfunktionen ¢ som angivet
i det sidste udtryk. Specielt er aj1Q en distribution af orden 0.

Forevrigt er det nok s vigtigt, at distributionsteorien tillader en defini-
tion af differentialkvotienter af funktioner, der blot i mild grad ikke er klas-
sisk differentiable. Lad os minde om, at det klassiske differentialkvotientbegreb,

for funktioner af flere variable, kun fungerer rigtig godt, ndr der er tale om

kontinuerte partielle afledede; kun da kan man uden videre ombytte rekkefglgen af
2 2
ou _ 3du 2

differentiationer: ax18x2 = 3x28x1 , ndr u er C° , mens reglen modsiges

. _ ) 0
ved mere generelle funktioner (f.eks. u(x1,x2) = Ixq1%q » hvor kun 5};-5§E

har klassisk mening pa R.)

Det nye differentialkvotientbegreb er ufgisomt over for rakkefolgen af dif-

2 2

: R ) p) . .
ferentiationer (ax18X2 09 8x28x1 opfattes som den samme operator i @' ,
hvor de opfattes ens). I det falgende betragtes

fordi de overfgres pa Cg ,
et nyttigt specialtilfalde.
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Lenma 6.6, Lad R >0, og ad ©=B(0,R) < R" . Lad 9 =QnR). Iad
k>0, og lad u € Ck_1(§) ,» med k'te afledede defineret © L, og Q_, sd-

ledes at de kan forlenges til kontinuerte funktioner pd E henholdsvis §_
(altsd U er stykkevis Ck ). For |al =k er den a'te afledede © distribu-—

tionsforstand da funktionen VvV € L1(Q) defineret ved

o .
/Bu 7 Q+
vV o=
\80(u 7§
Bevis: Lad |al = k , o0g skriv 3% = B.BB , hvor B}l =k-1. Nar o € CF(Q),

har vi, hvis j = n (med notationen x' = (x1,...,xn_1)) :

]

B [ .8
-1 9%u 3 @ dx - 9"u 9 ¢ dx
L’g n JQ n

- +

; By o B | BN o aB
JQ [an(a uy) ana u @l dx | [an(a u o) ana u pldx

%, 0> = —<aBu,an@>

]

o
- +
= J aau<pdx-j Tim (BBu @)dx"
9} Ix"I<R Xﬁ+0—
+ J aau<pdx-+J Tim (BBufm)dX'
2, Ix' <R xﬁ+0+

Jvmdx,
9

fordi 9Py er kontinuert pd Q . Hvis J <n, giver den delvise integration

randbidragene 0, da supp o =« . Ialt ses, at distributionen 0% er 1ig med

v . 0

Det ses f.eks. af Temmaet, at differentialkvotienten af funktionen |[x| pa

intervallet 1-1,1[ er det, den begr vare, nemlig den diskontinuerte (men inte-
grable) funktion sign x (jvf. Afsnit 1.1).
Operationerne multiplikation med glat funktion og differentiation kombineres

i fglgende regneregel:

Lemma 6.7 (Leibniz' formel). mé» u €.2'(2) , fe€ C(Q) , og ac€ NS s er

(6.26) D¥(f u) = ¥ <“> pPs DBy .
B<a b
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Bevis: Nir f og u er C-funktioner, fas formlen ved induktion ud fra det

simpleste tilfelde
(6.27) Dj(f u) = (Djf)u-+f Dju .

Den samme induktion fungerer, hvis blot vi kan visev(6.27) i distributionstilfel-
det. Det g&r ved hjelp af definitionerne: For ¢ € CE(Q) er

<Dj(flj),@> = <fl1,-Dj@> <u,—ij(p> S <u,-Dj(f(m + (Djf)m>

<Dju;fw>4-<(Djf)u¢p> = <iju+(Djf)u,w> . 0

Rummet o2'(Q) forsynes med w*-topologien (svag stjerne topologien), dvs.

topologien bestemt ved semi-normerne Po pd D'(Q) :

(6.28) Pyi U ~ <ULl

hvor ¢ gennemlgber CE(Q) . Vi bruger her Setning 4.3, idet vi bemzrker, at

familien af seminormer er separerende (da u +# 0 1 D'(R) betyder, at
U,p> # 0 for et vist ¢ ). (Se ogsd Mat 313 §11 vedrgrende w*-topologien.)

Setning 6.8, Lad f € CT(Q) og o€ WS . Operatorerne M. og D% er kontinu-
erte 7 D'(Q) .

Bevis: Lad W vare en omegn af 0 i 2'(Q) , sd indeholder W en omegn Wy

af 0 af formen
(6.29) WO = W(m1,...,mN,s) = {V €.9(0) ' I<V,w1>l < s,...,|<v,wN>| < s} R

hvor  @p,....0y € 63(9) . Idet fgp,....fgy og D“@1,...,D“mN tilhgrer cg(g>,

betragtes omegnene
_ _ o o
V - W(f(p»lgooo,f(pN’s) Og V1 - W(D (D,I,...,D LDN’E) .

Da  <fu,p;> = <u,fe;> og |<D“u,¢5>| = |<u,Damj>| for hvert ¢; , ses, at Mg
sender V ind i W, , og D% sender V, ind i MWy . Dette viser kontinuite-

ten af M. og D% . 0

loc(®) er klart sterkere end topologien i D'(Q) . Der gal-

Topologien i L
der i almindelighed, at konvergens i C3(a) , C™(2) , LP(a) eller L?OC(Q)
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(p € [1,2]) medfagrer konvergens i .D'(R2) . - Ved hjelp af Banach-Steinhaus' set-
ning far man fglgende fundamentale egenskab ved .B'(Q) .

Setning 6.9 (Gransevardisetningen). En folge af distributioner Uy €2 (Q)
(k € N) er komvergent < D' (Q) for k -» o, hvis og kun hvis talfelgen
<uk,¢9 er konvergent © (§ for ethvert ¢ € C;(Q) . Grenseverdien for Uy 7
D(Q) er da den funktional u , der defineres ved

(6.30) u,e> = lim <uyp 0>, for o€ CB°(Q) .

)

Endvidere haves, at f D"‘uk > D% < 9'(Q) for alle f e CT(Q), alle
o € Ng.

Bevis: N&r topologien er defineret ved seminormerne (6.28) (jvf. Setning 4.3),
vil u > v i D' () hvis og kun hvis der for alle ¢ € CE(Q) gelder

<uk-v,w> >0 for k » o ,

Vi skal nu vise, at ndr vi blot véd, at talfelgerne ,<uk,m> er konvergente, sa

findes der en distribution u €2'(Q) , sa& <up = usp> » 0 for alle ¢ . Hertil
benyttes Korollar 4.11 og Setning 5.3. Definer funktionalen A ved

M) = Tim s> for o€ CE(Q) .

koo
Ifglge Setning 5.2 (c) er A kontinuert fra CE(Q) til ¢ , hvis og kun hvis
A definerer kontinuerte afbildninger fra CE‘(Q) til ¢ for hvert K, . Da
J

CE_(Q) er et Fréchet rum, kan Korollar 4.11 anvendes p& afbildningen

J

A CE.(Q) » ¢, som gransevardi for funktionalerne wu,: CE‘(Q) > ¢ (for k-»o),
hvilket viser den enskede kontinuitet. Den sidste bemarkning felger nu umiddel-

bart af Setning 6.8. 1

Eksempel: h; > 6 | D(RM)  for jow . (Vis selv!)

— ot ot Al it
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I det folgende, som ogsd tidligere, indgdr bestandig den konvention, at et
rum af funktioner defineret pd en delmengde w af § identificeres med et funk-
tionsrum over © ved at funktionerne udvides med 0 pd Qa~Nw .

Definition 6.10. Lad u €2'(Q) .
19 y siges at vere 0 pd den dbne mengde w < Q , hvis

(6.31) Up> = 0 for alle © € cﬁ(w) )

2% Stetten af U defineres ved

(6.32) supp u = Q\\<U{w | w &ben <=Q, u er 0 pd w}> .

Bemerk for eksempel, at stptten af distributionen 8j1Q defineret i (6.25)
er Tig med 052 . Specielt er 83.1Q ikke en funktion (jvf. diskussionen efter

Lemma 6.2).

Lemma 6.11. ILad {wx | AEA}Y vere en familie af dbne delmengder af . Hvis
uedn(Q) er 0 pd wy  for hert X € A, sder u lig 0 pd Uyep @y -

Bevis: Lad ¢ € Cj(R) , med stotte K<uU,, w, 5 viskal vise, at <u,o> =0 .
Den kompakte mengde K er overdzkket af en endelig delfamilie W50 sy
Ifglge Sztning 5.13 findes der ¥,,...,¥, € cﬁ(n) med Yy+...tpy =1 pd K
0g supp wj < 0 for hvert Jj . Lad nu ¢; = ij , Sa er

Q= Z?:1 @j s, 09 <u,p> = Z§:1 <u,wj> =0 , ifelge det givne. 0

P& grund af Temmaet kan stgtten ogsd beskrives som komplementermengden til

den stgrste dbne mengde hvor u er 0.

En interessant delmengde af D'(Q) udgeres af distributionerne med kompakt

stogtte i Q . Man bruger betegnelsen

(6.33) g'(Q) = {u €D'(Q) | supp u er kompakt < Q} .

. . O [}
Nar u e £'(Q) , findes et Jj , s& supp uc KJ._1 c Kj (jvf. (4.13)).

Da u e (n) , findes ¢y og Nj , S&
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[<u,p>| < c supIID W(x X € K. , lal < N.} R
1 j =
for alle ¥ med stotte i Kj . Velg nu en funktion n € CF(Q) , somer 1 péen
0
omegn af K _q 0g har stotte i Kj (jvf. Korollar 5.11). En vilkarlig testfunktion

@ € CO( Q) kan da skrives som
o =ne + (1-n)o ,

0
hvor supp ne < Kj , mens supp(1-n)e < CKJ._1 . Da u er 0 pi CKJ._1 ,

<u,(1-n)e> =0 , sd at

er

i

1<, = 1<une>l < c. sup{ o)l | x €K, lal < Nj}

(6.34)

I

c' sup{lD“w(X)l l X € supp @, lal 5,Nj} ,

hvor c' afhenger af de afledte af n op til orden Nj (ved Leibniz' formeT,
sml. evt. (5.6)). Da ¢ var vilkdrlig, viser dette, at u har orden Nj (endda

mere: at vi kan bruge den samme konstant c¢' pd alle kompakte mengder Km c Q) .

Vi har vist:

Setning 6.12. Wér u € £'(Q) , findes et N€ N, sd& u har orden N .

Vi bemaerker, uden igvrigt at g& i detaljer, at ndr u€'(Q2) har kompakt
stotte, kan <u,p> tillegges en god mening ogsi for ¢ € C(Q) (idet kun @'s
opforsel p& en omegn af stetten af u 1 virkeligheden indgdr). Rummet &'(Q)
kan endda identificeres med rummet af kontinuerte funktionaler p& C7(R) (der og-
sd sommetider betegnes &€(Q) , hvilket begrunder terminologien £'(Q) for dual-

rummet).

Bemarkning 6.13. Nar Q' er en aben delmengde af & med o kompakt < @ ,
og K er kompakt med Q' < Keken , kan en vilkérlig distribution u €.9'(Q)
spaltes i en distribution med stgtte i K og en distribution der er 0 p& Q' ,

nemlig

(6.35) u=cu+ (1-g)u ,

hvor ¢ € C;(E) oger 1 p& o' (Korollar 5.11). zu har stgtte i K , fordi
zop =0 for suppoc~K 3 og (1-g)u er 0pd Q' , fordi (1-z)o =0 for
supp ¢ < Q' .
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I denne forbindelse vil vi ogsd se pad restriktion og sammenstykning af

distributioner.
Nar u €2'(2) , og Q' er en &ben delmengde af € , defineres restriktio-

nen af u til Q' som elementet ujo, €' (Q') bestemt ved

(6.36) <u|Q. L0201 = <UL0> for © € CEYQ') .

(For pracisionens skyld angiver vi her dualiteten mellem 2'(w) og Cﬁ(w) ved

< >w .)

Nar u; €2'(2) o9 wu, EJD'(QZ) , 0g w er en aben delmengde af er]QZ ,

siger vi, at Uy =u, pd w, nar

(6.37) u1|w - u2,w =0 som element af 9'(w) .

Felgende satning er velkendt for kontinuerte funktioner og for L;Oc-funktioner.

Setning 6.14 (Sammenstykning af distributioner.). ILad Qyseneslly vere dbne del-
mengder af R", og lad =0 U...UQ . His uj ‘6@'(%) for j=1,...,N,
sd findes der en entydigt

og opfylder U, =uJ. pd Qian for i,J =1,...,N

bestemt distribution u €D'(Q) , sd at u = U, for alle J .
2, = Y

Bevis: Der er hegjst én lgsning u . For hvis u og v er Igsninger, er
=0 for j=1,...,N, hvilket medforer at u-v =0 ifplge Lemma 6.11.

(u-v)
o,

Vi finder u sdledes: Lad (KQ)QFEJ vaere en fglge af kompakte mangder som

i (4.13), og betragt et fast & . Der findes ifelge Satning 5.13 en deling af
enheden Pyseeesdy med funktioner wj € CO(QJ) s S8 Yyt .o+yy =1 pad Koo

o0

For o € CK (@) satter vi da
2
N

(6.38) <u,cp>Q = <u, X

N
S U@, .
51 . Q.

Vo2 =
a0 T,

Herved tillaegges <u,p> en verdi, der tilsyneladende afhaenger af en rakke valg
(af ¢ og af opspaltningen af enheden). Hvis P1s+.+oPy €r en anden opspaltning,

har vi imidlertid

N NN NN
T Uss i, = £ % KU, Pied, = T T <Us o, P Pled
VI A S Tt R B A S R o v T A S U0
NN N
= ¥ U s PPied, = X LUy, P o>

fordi Uy = U P& QgNng . Altsd er u defineret for o € dﬁ(sw uafhengigt af
£
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den valgte opspaltning. Benytter vi en siddan definition for hvert K2 fér vi,
at disse definitioner ogsd er indbyrdes konsistente, da man for K2 0g K£+1

kan benytte en opspaltning .w1,...,wN konstrueret for K£+1
At u er kontinuert (som funktional) ses f.eks. sdledes (jvf. Satning 5.2

(o]

(c) og Setning 4.8). Betragt Ko s og lad ¢ >0 1 Cy () for k »e .

£
Valg @,...opy som ovenfor. S& vil Yo > 0 i Cg(ﬂj) (Setning 5.3),

hvormed

N
<u ,mk> = 'g <uj ’ijk>9. - 0 for k»ow.
Jj=1 J
Denne overvejelse, for hvert K2 , Vviser at u €'(Q) . I

Setningen kan udvides til tilfeldet, hvor @ = U)\€A Wy for en vilkédrlig
familie af &bne mangder {wA}AGA , stadig ved brug af Setning 5.13 (nu for for-
skellige endelige de]fami]ier af {wA}AEA)’ idet hvert K2 dekkes af endeligt
mange af de 8bne mengder. P& fransk har s@tningen navnet "recollement des
morceaux" (sammenklistring af stumperne).

Et trivielt eksempel er tilfaldet, hvor u € &'(Q) , og klistres sammen med
0-distributionen p& en omegn af Rn\~Q, dvs. "forlaenges med 0" til en distri-
bution i &'(R"). En sadan forlengelse underforstds ofte,

6.4. _Koordinatskifte.
Ved et C™-koordinatskift (en diffeomorfi) fares C -funktioner hhv.

L1 C—funktioner jo over i C®-funktioner hhv. Lgoc—funktioner. Man har sommetider

lo
brug for at definere det tilsvarende begreb for distributioner. Som ved defini-

tionen af Mf 0g D% , er definitionen baseret p& analogi med funktioner.
Lad 2 og & vaere dbne mangder i R" , 0g lad k vare en diffeomorfi af

£ pd E ; mere pracist er k en bijektiv afbildning

(6.39) Ki X = (x1,...,xn) ~ (K1(X1,...,Xn),...,Kn(X1,...,Xn)) ,

hvor hver < er en C -funktion fra 9 ind i R, og funktionaldeterminanten
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it ]

8x1 axn
(6.40) J(x) = |det

) 1 BXn

er >0 foralle x€eQ (s& J(x) og 31&7- er C*-funktioner). En funktion

f(x) p& Q fores over i en funktion (Tf)(y) p& E ved definitionen
(6.41) (TF)(y) = £ () .

De almindelige regler for koordinatskift viser, at T er en linear operator fra
(o] . 0, o0 . O 1 . 1 o
CO(Q) til CO(:) , fra C(n) til C (?) og fra L]OC(Q) til L1oc(“) .
Vedrgrende integration har vi, ndr f € L]oc(Q) og ¥ EC (E)

| £t mutyIay - jgf(X)w(K(X))J(X)dx

<TFp(y)>;

(6.42)
= <FI0((x))>g = <F,IT >,

Dette udvides til distributioner ved analogi.

Definition 6.15. WNar «k er en diffeomorfi af R p& 5 med funktionaldetermi-
nant J , defineres koordinatskifteafbildningen T:D'(Q) »D'(E) ved
(6.43) <Tu, Ply)>, = <u ,J(x)1p(r<(x))>Q

for Y € CBO(E) .

Tu er klart en funktional p& CE(E) , 0g kontinuiteten af denne funktional

ses af at der for o € C/(5) gelder:
(6.44) lng(d(x)w( k()N <c sup{lDB (y)1 | yeK,p< a}

ved Leibniz' formel og kadereglen for differentiation af sammensat funktion. Af-
bildningen T er hermed defineret s&ledes, at den stemmer overens med (6.41).
(Der er en underlig asymmetri i transformationsloven for f og for ¢ i (6.42),
som man i nogle fremstillinger afhjalper ved at se distributionerne som en gene-
ralisation af md1 med funktionaldeterminanten indbygget pd passende mdde; s&kaldte

tetheder. )
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Det er ikke svart at vise, at T:2'(Q) »D'(E) er kontinuert (i stil med
beviset for Satning 6.8).

Definition 6.15 er for eksempel nyttig, ndr vi betragter glatte &bne delmang-
der af R". Blandt andet kan vi udvide Lemma 6.6 til funktioner med diskontinui-

teter Tangs "krumme" flader.

Setning 6.16. Lad Q wvere en glat dben begrenset delmengde af R". rad k € N.
Hvis U € Ck—1(]Rn), og de k'te afledede i 9 og % R'\Q  eksisterer og kan
forlenges til kontinuerte funktioner pd henholdsvis Q og R'<@ , da ligger

de distributionsafledede af U af ordem k < L}oc(]Rn) , o0g er bestemt ved at

falde sammen med de sedvanlige afledede © Q og © R'\T .

Bevis: Til hvert randpunkt x hgrer en &ben mengde UX og en diffeomorfi

KX:UX - B(0,1) ifelge Definition 5.4; Tlad U; = K;1(B(0,%)) . Da £ er kompakt,

kan overdakningen af 32 med mengderne U; udtyndes til en endelig overdazkning

{Qi}i~1 Ny 5 de tilhgrende diffeomorfier af 0. pa B(0,%) kaldes < (5
- ..,

Ved diffeomorfien <(1) fores u|, netop over i en funktion v pa B(0,%) ,

i

der opfylder betingelserne i Lemma 6.6, s& at de k'te afledede i distributions-

forstand er funktioner, defineret ved de sadvanlige afledede i erlﬂ hhv.

20 (R"\Q) . Da u klart er ck i de abne mengder Q og R"ST , fas det

gnskede resultat ved at bruge, at u er entydigt sammenstykket af distributionerne

u (i=1,...,N) , u 0g u _ (jvf. Setning 6.14).
lﬂi IQ l]Rn\Q

Vi skal ogs& bruge koordinatskifteafbildningen i Kapitel 7 (hvor f.eks.
translation indgdr i nogle beviser) og i Kapitel 8, hvor Fourier transforma-
tionen pd nogle specielle funktioner beregnes ved brug af deres invariansegen-
skaber under s@rlige koordinatskift. Igvrigt er det vigtigt at have styr p&,
hvad der sker ved koordinatskift, ndr man vil betragte differentialoperatorer
pd mangfoldigheder; men det er der ikke plads til at behandle i disse noter.

Eksempel 6.17. Blandt de simple koordinatskift i R" , der ofte bruges, er for

eksempel translation

(6.45) Ta(X) = X-a (hvor a € Rn)
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og dilatation
(6.46) “A(X) = AX (hvor A € R~N{0}).

Disse giver anledning til koordinatskifteafbildningerne T(Ta) henholdsvis

T(“A) , som for funktioner ps R" ser sadan ud:

(6.47)  (T(xu)(y) = u(]'y) = uly+a)

u(x) , hvor y = x-a,

(6.48)  (T(u)u)(y) = uu}'y)

il
>
s

u(y/a) = u(x) , hvor y

1t

og i overensstemmelse hermed virker s&ledes pad distributioner:

<usp(x-a)> = <u, Tt  Jv>

(6.49) <T(r dus wly)>

Ry R,
(6500 <Tl)uwy)> = <u,Anw(Ax)>Hﬂ]= U\ T(ug ) 0>
Y X

da funktionaldeterminanterne er 1 hhv. A". Endnu et eksempel er en ortogonal-
transformation O (en uniter operator i det reelle Hilbert rum R"), hvor den
tilhgrende koordinatskifteafbildning beskrives for funktioner pd R" ved form-

len

(6.51) (T(O)u)(y) = u(0”

y) = u(x), hvor y = 0x,
og for distributioner defineres (i overensstemmelse med (6.51)) ved

(6.52) <TOYu(Y)> = <up(0x)> = <w, 70y,
- R ; R
. Y - X
da funktionaldeterminanten er 1.
Vi vil tillade os at bruge skrivemdderne i (6.47), (6.48), (6.51) ogsa

for distributioner; den ngjagtige interpretation er altsd (6.49), (6.50),
hhv. (6.52).
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7. Sammenligning af differentiationsbegreber. Sobolev rum.

.
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Vi kan nu begynde at gere op, hvorledes det nye differentiationsbegreb fun-
gerer i forbindelse med afsluttede operatorer i Hilbert rum.

Lad A vare en differentialoperator af orden m med C© koefficienter pa

en dben mengde 0 < R"

(7.1) Au= % a (x)D%u,
forf <m

hvor aa(x) € C(2) . Den storst mulige operator i LZ(Q) knyttet til A ved

hjelp af distributionsteorien er operatoren Amax , med

~
1]

{u € LZ(Q) | Au € LZ(Q)} ,

(7.2)

Au for uebD(A ),

max max

xI=
<
il

hvor Au for vilkdrligt u € LZ(Q) er defineret som element af .&'(Q) . Denne
definition (realisation) af A kaldes ofte den svage definition af A i LZ(Q) ,

idet u € D(A__.) Jjo betyder, at der findes en funktion v € LZ(Q) , S& at

max

n

(7.3) (vie) , NEON

L7 (Q)

<u, = (-D)*a @), =(ul = DT )
el @ . o] <m B 2,

for alle o € CE(Q)

(her er v = Amaxu) , jvf. definitionen af operatorerne D% og My i 9'() .
(o4

I hgjre side af (7.3) optrader den formelt adjungerede operator A' til A,

(7.4) Alu= = D“(E&u) = ¥ a'(x)p%
Focl <m Lol <m
(for et bestemt set af C -funktioner a ).
Bemark, at A er tet defineret, idet CE(Q) c D(Amax) , 09 C?(Q) er

max
tet i L%(g) . Endvidere er Aax 2afsluttet, thi u -u i L%(q) medforer

Aup ~ Au i D'(Q) 3 hvis s8 ogsa Aup » v LZ(Q) , ses, at v =Auc¢€ LZ(Q) ,
) . (Vi bruger, at konvergens i LZ(Q) medfarer konvergens i
) fuldstendiat med hensyn til araf-normen.

s& u € D(Amax
D) .) Altsd er D(A

max
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Det fremgdr af definitionen (jvf.(7.3)), at ALax Netop er den LZ(Q)-adjun—
gerede operator til den operator, der virker som A' og har definitionsomrade

(o]

CO(

(7.5) Aip = afslutningen af A| () som operator i LZ(Q) R
Chlf
: 0

og betegner de analoge operatorer for A' ved Aﬁax hhv. Aﬁin

) . Idet vi definerer

har vi altsa:

Lemma 7.1. Operatorerne Amax og Aéin er hinandens adjungerede % LZ(Q) .

Amin er et eksempel p& en s&kaldt sterk definition (realisation) af A ,
hvor ordet "stark" hentyder til at operatoren er defineret ved afslutning af en
klassisk defineret operator. Andre eksempler pd "starke" definitioner er (jvf.
(5.18) , antag at aa'erne er begransede):

A_, = afslutningen af A R
(7.6) L
A = afslutningen af A _ (@ glat)
m.st ‘sz(g)
L
(st. star for stark, m.st. for meget sterk). Det er klart, at der gelder
(7.7) Anin < Pn.st < Ast < Anax

og det har stor interesse at undersgge, hvor langt disse operatorer ligger fra
hinanden. Under nogle omstendigheder vil de vare sammenfaldende (sd er de speci-
elt selvadjungerede, ndr A = A' , jvf. Lemma 7.1), men der er ogsd mange vig-
tige tilfelde, hvor der er forskel. Nir Q = R" ., vil man gerne forvente sam-
menfald, men ndr Q er en &gte delmazngde af R" , er der oftest god plads mel-
Tem Amin 0g Amax de to operatorer afviger fra hinanden ved randbetingelser
(bibetingelser om opferslen af funktionerne i D(Amin) 0g D(Amax) ved 30 ).

(Dog héz man under gunstige omstendigheder, at Ap st = ASt = Aoy .) Operato-

.
?

rerne A med
(7.8) Amin chAc Amax

kaldes realisationer af A .
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7.2._Sobolev_rum.

Definitionsomrdderne for realisationerne beskrives ofte ved hjalp af forskel-

Tige Sobolev rum, som vi nu vil definere.

Definition 7.2. ILad @ vere en Gben delmengde af R". Iad me€ WO.
19 Sobolev rummet Hm(Q) defineres ved

(7.9) H(g) = {u e L2(@) | 0% € L2(0) for lal < m}
0% er defineret < distributionsforstand); det forsynes med skalarprodukt og norm
1
(7.10) (Wiv)y, = = (0%Id%) , iy, = (ulu)z .
[l <m L= ()

2°  Sobolev rummet Hg(Q) defineres som afslutningen af CE(Q) ¢ H™q) ,

Det er oplagt, at (ulv)m er et skalarprodukt med tilhegrende norm hull
(idet lull, > iy = nuu,z( ) ), s&at H™Q) er et pra-Hilbert rum. At rummet
L=(Q)

er fuldstendigt, fas let af distributionsteorien: Lad (uk)kelN vare en Cauchy
falge i H™(Q) . Specielt er (uk) en Cauchy folge i L2(9) ; den har da en
gransevaerdi u i LZ(Q) . Falgerne (Dauk)keml’ hvor |al <m , er Tigeledes
Cauchy felger i LZ(Q) med grensevardier u, - Da u > u i LZ(Q) , vil

u > u i 2'(Q) , og dermed D°(uk D% i D'(Q) . Sammenlignes dette med at

)
2 Q) , ses at u_=D% for hvert lal <m , hvormed u € HM(Q)

(
Q) . - Hg(ﬂ) er da ogsd et Hilbert rum, med samme norm. Vi

D(Xuk - U i L
o

0g ug ~>u i

har vist:

Lemma 7.3. H™(Q) og Hy(9)  er milbertrun.

Bemerk, at vi har naturlige indlejringer

(7.11) ¢5(2) <« Hy(@) = H'() < 12(0) c 9'(2) ,

specielt vil konvergens i H™Q) medfare konvergens i 2'(Q) . Vi bemerker end-
videre, at n&r A er en m'te ordens differentialoperator (7.1) wmed begransede

koefficienter, sd er _
’ I ) @ D(A_..),

(2) = D(A nax

min
idet konvergens i H" medferer konvergens i graf-normen. Vi navner her uden bevis,
(jvf. dog Sztning 9.28) v




Mod. An. 1984 7.4

at den ferste inklusion for elliptiske operatorer kan vises at vare en identitet,

mens den anden inklusion sjeldent er det, nar £ + R"(2 ¢ R behandles nedenfor).
Ovenstdende definition af H"(Q) er en "svag" definition, derved at differen-

tialkvotienterne er defineret i distributionsforstand. Under gunstige omstendig-

heder er den imidlertid ogs& "steark".

Setning 7.4, Ngr Q = R" eller ]RQ , eller §Q er glat, dben og begrenset,
8d er sz(fz_) tet © HWQ) . (I det begrensede tilfelde er sz(ﬁ) = ¢"@) .)

L L

1° a=R". Nr ueH(RY), vil h«0% e LA(RMNC(R™)  for hvert

Bevis:
2(Q) . Der gzlder nu, for ¢ € Q§(Rn) ,

(
lal <m , og hj*D‘“u-»D"‘u i L

(7.12) <hj*Dau , Q> = thj(x—y)Dau(y)w(x)dy dx

jD“u<y) jhj<x-y>w(x)dx dy = <0% ,th(x—y>w(x>dx>

n

= <y (=) [y Greydo(x)dx> = <u s (0% ) (x-ydolx)dx>

<(D°(hj)*u , @ = <D“<hj*u) s>

hvor vi har brugt Fubini's s@tning et par gange (integranden er i L1 , ved
Schwarz' ulighed) samt (5.27). Da altsé§

(7.13) hj T Da(hj*u) R

ser vi, at hj su->u i HMR") for joo, saledes at u € H"(R™) approxi-
meres af fglgen hj* u € sz(Rn).
L
2% Q= RE . Vi kombinerer her foldningsteknikken anvendt under 1° med en
"skubbe-teknik", hvor den funktion, man gnsker at approximere, skubbes 1idt ud af

RE . Idet man definerer translationsoperatoren T, ved

(7.14) ThU(X) = u(x1,...,xn-h) for h € R,

gelder der for u € LZ(Rn) , ved argumentet efter (3.36), at

(7.15) J lu-Thul2 dx -» 0 for h->20,
M

ndr M er en midlelig delmengde af R". Specielt, hvis u € Hm(RZ) , galder

der om L%-funktionerne D% & RE ,

J IDau-T_hDauldx - 0 for h - 0+

n
R,
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(man kan tenke sig D% forlanget med 0 i R? ; det indgdr ikke i integralet).

Da der endvidere gmlder, for h >0 og ¢ € Q§(R2) ,
< 0%, 0> = 0%, e = <u, (D)% ed> = <uy T (D)% = D% pu L,

s at D¥ og T_y, kan ombyttes, ses at (T_hu)l , konvergerer mod u i
HY(R")  for h -0+ . R,

Herefter betragter vi hj*(r_hu) for j > 2/h . For o€ Q§(R2) kan reg-
ningen i (7.12) gennemfores, og man finder, at [h.«(T ,u)] - (t_,.u)

n, j" ' -h RN -h

i HY(R") for j-»o. +

3% @ glat, &ben og begranset. Vi overdazkker § med 4bne mangder
90’91""’QN , hvor 91,...,QN er af arten beskrevet i Definition 5.4, og

n

R,

(o]

Gg = . Lad ¥g,...,hy vare en deling af enheden med ¥, € CO(QQ) 0g
YpteeetPy =1 pé Q (jvf. Setning 5.13). Funktionen Ygu har kompakt stotte
i Q@ og giver ved forlengelse med 0 uden for § en funktion @5& i HY(RM)

(idet Da(wou) = Taeq <g> DBwo D* By har stotte i supp ¥y » s& at Bafigﬁ)

er 1ig med D“(EBU) ). Nu kan ﬁaﬁ approximeres ifglge 19, og restriktion til
2 giver herefter den gnskede approximation af wou . Funktionerne wzu R

2 =1,...,N, fores ved diffeomorfierne hgrende til hver Qz over i funktioner
v, i Hm(RE) *) (med stotte i B(0,1) ), som approximeres i Hm(RE) ifglge 2°.
(Da  supp v, er kompakt < B(0,1) , faerer translation og foldning ikke ud af
kuglen, ndr h og 1/j valges tilstrakkeligt smi.) Ved tilbagetransformation
til @, fas approximationer af wzu , for hvert & . Summen af approximatio-

%
nerne til wgu s 2 =0,...,N , approximerer da u . I

Brugen af foldning med hj som i denne satning er oprindeligt indfert af
K. 0. Friedrichs; operatoren Fj: u - hj*u er ogsd kendt under navnet

Friedrichs' mollifier (bledgerer).

Man kan forgvrigt vise for vi]kér]igé:ébne mengder @ , at CmZ(Q) er tet
L

i H™Q) (resultatet findes i B. Fugledes disputats, og bruger en fin deling af
enheden). Ved behandling af randvardiproblemer har dog isar Setning 7.4 betydning.

*) Det benyttes her at man, med nogen ulejlighed, kan vise kadereglen for distri-
butioner. Da « , ! og deres afledede er C -funktioner, er egenskaben

u € i dinvariant under passende diffeomorfier.
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satning 7.5.  (J(R") er tet ¢ H'(R")  for alle m e M.

Bevis: Vi kombinerer her teknikken fra Setning 7.4. 1° med en tredje teknik,
"beskaring". Lad u € HYR™) . som tidligere vist, konvergerer x(x/N)u mod
U i L2(R™ for Noo (jvf. (5.1)). De afledede opfylder

(7.16) P xxmu) = = (%) 0B (x(x/N) 0% By
Ba .
_ a a B a-B
= x(x/N)D% + éa <B> DB (x(x/N))D%B u .
B0

Nar lal <m , er D% i LZ(R"), s& der gelder atter, at x(x/N)p% » D%

i LZ(Rn) for N > . For de gvrige led benytter vi, at supnIDB(x(x/N))l
X€R

er 0(N’1) for N o> , for hvert B + 0 . S& vil bidraget fra summen over

840 gimd 01 LY(R") for Noo.
Nu har x(x/N)u kompakt stotte i R" , o0g det ses som i beviset for Sztning
7.4, 1°, at hDx(x/N)ul > xOx/Mu i HYR") 5 her er h*Ix(x/Nu] € CB°(]R”) oo

Bemgrkning 7.6. Ovenstdende viser, at

(7.17) HYRY) = H(R™) for alle m € N, .
0 0

Vi har naturligvis altid HO(Q) = LZ(Q) = HS(Q) for vilkarlige @ (da CF(Q)
er taet i LZ(Q) ). For m >0 kan man derimod vise, at H(Q) =+ HQ(Q), s& shart

RV~ Q har en vis sterrelse, f.eks. har indre punkter.

Fplgende udvidelsess@tning kan herefter bevises.

Setning 7.7. Lad m € N, og lad Q vere glat, &ben og begrenset, eller lig
med RQ. Der findes en kontinuert operator P: Hm(Q) - Hm(Rm), sd at
u = (pu)lQ for u € H(Q) .

Bevis. 1° Tilfaldet @ = RT'. Velg p& vilkadrlig mide et sat af m forskelTlige
Lad Ogaeessly g VaEre Tgsningssaettet til Tignings-

positive tal AO""’Am—1 .
systemet
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(7.18) by Akak = -1,

(Lgsningen er entydigt bestemt, idet determinanten for ligningssystemet er Van-

dermondes determihnant,

AO . Am_1
det| . . = I (A.-Ai) .)
: : 0<i<i<m-1
m-1 m-1 -
Ao Mi-1
Ndr nu U € sz(igfs, definerer vi pu ved
L
u(x) for X >0,
(7.19) (pud(x) =1 o1
z o u(x', —Akxn) for x, <0 .

k=0
P& grund af (7.18) fés, at D%u er kontinuert pa R" for a = (a',an) med

lal < k o9 an_g k-1 , mens Di pu definerer kontinuerte funktioner pé hver
AL —_— n
af omr&derne RE og R" . Ved anvendelse af Lemma 6.6 p& kuglerne B(0,R)

(R»e) ses, at de k'te distributionsafledede er funktioner, der stemmer overens
med de s®dvanlige afledede i RT 0g R? , sd at pue€ Hm(Rn); og det er let
at verificere ud fra (7.19), at

(7.20) pu < ¢ u
I lle <cf Ile

(R") (R")

for en passende konstant c .

Da operatoren p: u ~pu er defineret pd den tatte de Tmengde CmZ(RT) af
L

Hm(RE) og ifelge (7.20) er kontinuert med hensyn til m-norm, udvides den ved
kontinuitet til en kontinuert afbildning af H"(R}) ind i H'(R") med de

gnskede egenskaber.
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2 N&r Q er glat, aben og begranset, reducerer vi til det forrige tilfelde ved
brug af en overdakning UE=O 9, af ﬁ'(ﬁb c Q) , med tilherende diffeomorfier
JOR 2 - B(0,1) for & >0 , samt en deling af enheden Ygseeesy Med

v, € C5lRy) o9 Yyt...+Py =1 pi . Llad ue M@ (= CTZ@ ). For

bgu  tages p(wou) = @Eﬁ (forlengelsen med 0 udenfor © ). For hvert £ >0
overfores y,u ved diffeomorfien « i en funktion v, € C"(R") med stotte
% (2) AN

i B(0,1) n]RE. Her anvendes pkt.1° med A valgt > 1 for hvert k (f.eks.
A = k2 ), s& at stotten af pv, er en kompakt delmengde af B(0,1) . Med

notationen
(Tzv)(x) = V(K(Q)(X)) L= 1,...N
setter vi n
pu = @Bh + X Tz(pvg) ;
=1
dette definerer ved afslutning en afbildning med de gnskede egenskaber. 0

Analysen af Sobolev rum vil blive fortsat, dels i forbindelse med Fourier
transformationen, dels ved studiet af randvardiprobiemer.

Setning 7.4 viser "sterk definition = svag definition" i et sarligt tilfelde,

hvor vi betragter hele skaren af differentialoperatorer (Da)la|<m pad én gang.

For en generel operator A = Z|a|<m aaDa er de tilsvarende argumenter en del
vanskeligere (og fungerer ikke altid for omrider med rand); f.eks. indgdr det i
anvendelsen af Friedrichs' mollifier at vurdere hj*(za aaDau) - X aaDa(hj*u) ,

der kraver yderligere teknikker, nar 3, afhanger af x .
For operatorer i én variabel lgses probiemet dog Tet ved brug af s@thinger

om absolut kontinuitet. For nogle operatorer pa R" (f.eks. Laplace operatoren,
evt. med et potential) klarer man sig ved kraftig brug af Fourier transformatio-
nen. I det fglgende beskrives den éndimensionale situation.

7.3. Sobolev rum over ilntervaller.

.
" —— —— —— o ——— — o ———— Tt Mt 7 ot bt Pt

For et begranset interval har vi allerede indfert en differentialoperator
Aac » der generaliserer D , i Afsnit 2.4. Vi vil nu vise, at dette begreb
falder sammen med bdde den starkeste og den svageste definition.
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Setnhing 7.8. For operatoren A =D pd intervallet 1 = la,bl er (jvf.(7.2),
(7.6) og Afsnit 2.4)

(7.21) Amax = Am.st = Pac

og definitionsmengden HLC(I) er lig med H1(I) ,  hwort C1(T) udger en tet
delmengde. Endvidere er (jvf. (2.41))

(7.22) Amin = Ay -

1
2

Bevis: H;C(I) er et Hilbertrum med hensyn til graf-normen (Huug +HAa¢UHS)
(jvf. (2.6)), idet A,c er en afsluttet operator. Endvidere er (D) et tat
underrum heri, for hvis u € H;C(I) , sder u=Jdv+c foret vE L2(I)

(v = Aacu) ; her kan vi finde en folge v € CO(T) s& v, > v i LZ(I) 0g

dermed U, = Jvn-+c - u 1 grafnormen, og u, € C1(T) . P& den anden side er

C1(T) tet i H1(i) med hensyn til dettes norm Jull, = ("UHS +nDuHS)% . Da de
to normer er ens pd den tatte delmengde C1(T), er der identitet mellem de to
rum H;C(I) 0g H1(I) . Nuhar A, Jo definitionsmengden H1(I) , s& da

N N -
A 09 A, stemmer overen? pé c'(I) er AaC = Ay - Da A, er afslut
ningen af D defineret p& C'(I) , ses at ogsd A, =A . Da Ay = Aaf ,
-— *_
er AO - Amax B Amin ’ 0

Hermed har vi ogs8 vist de identiteter, der blev Tovet i Afsnit 1.1.

Det ses, at begrebet differentiation i LZ(I) i distributionsforstand ikke

ligger forferdelig langt fra klassiske begreber, og at der ikke er ret stort

09 Ay (idet D(A . ) har codimension 2 i D(A

)

spillerum mellem Ami

Jjvf. (2.44)).

For omrdder i hgjere dimensioner bliver billedet et helt andet. Bl.a. vil
D(Amin) i reglen have codimension o i D(Amax) ndr Q er en agte delmzngde
af R", og forskellen ligger bl.a. i at de forskellige randbetingelser hgrende
til forskellige realisationer beskrives ved funktionsrum over 3% , som er
uendeligdimensionale. Begrebet absolut kontinuitet spiller ingen sterre rolle
her; funktioner i H1(Q) behgver end ikke vare kontinuerte. (For eksempel er
funktionen x1/(x$+x§+x§)% diskontinuert (men begrenset) p& B(0,1) , og dens
forste afledede i distributionsforstand er i LZ(B(O,1)) , s& den tilhgrer
H1(B(0,1)), jvf. fQvelse 6.7.) Sobolevs satning senere vil vise, hvorledes konti-

nuitetsegenskaber ved funktioner i H™ - pum afhenger af dimensionen.

n min max
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Nar M er et vilkérligt (&bent, halvdbent eller afsluttet, evt. ubegranset)

interval af R, siges en funktion u pad M at vere lokalt absolut kontinuert,

ndr u K er absolut kontinuert for ethvert kompakt delinterval K af M.
Kun ndr M selv er kompakt, er absolut kontinuitet og lokal absolut kontinuitet

pd M det samme.

Setning 7.9. Lad 1 vaere et dbent interval af R, og lad me€ N. 8§ er

ue Hm(I) hvis og kun hvis u(k) er lokalt absolut kontinuert pé 1 for
k <m, med u,u',...,u(m) € LZ(I) .

Bevis: Lad u € H'(I) . Nar I er begranset, er det et direkte korollar til
Sething 7.8: Man viser successivt, at u(m'1) € H;C(I) ,u(m-z € H;C(I),...,
ue€ H;c(l)" hvormed alle differentialkvotienter u(k) , k <m , ses at vare
absolut kontinuerte p& I . (Den omvendte sTutning er oplagt.)

Ndr I er ubegranset, har vi herefter for ethvert begranset delinterval
I' af I, at ueH™I'), s3 at u(k) er absolut kontinuert p& I' for

hvert k <m .

Ovenstdende vedregrer differentiation pa HM . Vi kan 0ogsd sammenligne diffe-
rentiation i 9' med differentiation af absolut kontinuerte funktioner, ved

hjelp af felgende kraftige "entydighedssatning":

Setning 7.10. Lad 1 wvere et dbent interval af R, lad k € N og lad
ueP'(l). Huis Du=0, sder u Lig med en konstant. Hvis Dku

H

0,

sd er U et polynomium af grad < k-1,

Bevis: Satningen vises ved induktion efter k . For tilfazldet k = 1 har man,

ndr Du =0, at
0 = <Du,p> = =-<u,Dp> for alle o € CE(I) .

Velg en funktion h € CF(I) med <1,h> =1 , s& kan ethvert ¢ € CBYI) skrives
som

(7.22) @ =@ - <l,ooh+<1,0>h = Dy+<1,0>h ,

hvor y(t) = 1f° [o(s)-<1,@>(s)1ds € C5(1) . Vi har da

U, = <UDy +<1,0><u,h> = <c,o> for alle o € C?(I) ,

hvor ¢ er konstanten <u,h> . Dette viser, at u =rc .
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Induktionsskridtet g&r nu sdledes: Antag, at s@tningen er vist op til verdien
k . Hvis Dk+1u =0, er DleJ= 0, s& Du er et polynomium p(t) af

grad < k-1 . Lad P(t) vare en stamfunktion til p(t) ; s& er D(u-P(t)) =0,
p

hvoraf folger at u = P(t) +c . I

Heraf fés:

Setning 7.11. Lad 1 vere et dbent interval af R. Lad me€ N. Hvis
ueD' (1) og My € LZ(I) , s8der uc€ H(10) for ethvert begrenset delinter—

val af 1 .

Bevis: Det er nok at vise satningen for et begranset interval I = Ja,b[ .
Ved successiv integration dannes en funktion
t S S S
(7.23) v(t) = 1mj ds, j " s, Jf 2., J oM yds,
a a a a
som er absolut kontinuert (og Lz—integrabe1) med absolut kontinuerte (og L2—
integrable) afledede op til orden m-1 . Nu er D™ = pMy , S& UuU-v
er et polynomium p (af grad <m-1) ifslge Setning 7.10. Specielt er
u = v+p € HM(I) .

Bemerkning 7.12. For ubegransede intervaller er egenskaben My e LZ(I) ikke
tilstrekkelig til at slutte at u € H'(I) globalt. Her kan man imidlertid vise,
at ndr bdde u og D" er i LZ(I) , sder u i H"I) . Det fas let ved

brug af Fourier transformationen, s& vi gemmer beviset til senere.

Bemarkning 7.13. Man kan ogsd definere Sobolev rum relativt til Lp(Q) ,

p€ [1,0] , de betegnes i litteraturen oftest WPq) og alle ovennavnte
setninger kan generaliseres hertil (med visse modifikationer for tilfaeldet

p =), L1—t1]fa1det er serligt interessant; f.eks. overfores Satning 7.11

uden videre til wm’1(1) .

Indlejringerne (jvf. ogsd (2.34'))
1= 1 0/~ _
(7.34) C(I) cH(I)cC(I), 1I=1la,bl,

er kontinuerte, hvilket f.eks. kan dokumenteres direkte ved uligheder mellem
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de tilhgrende normer. Saledes har vi for u € C1(T)

(7.35) huly = (Jblu(t)lzd’u Jblu'(t)l2 dtf
a

a

o=

<(b-a)(squU(t)12 . sugIU'(t)lz)>
tel tel

I

< (b-a)¥(suplu(t)| +suplu' (t)1) ,
tel t€l

som viser kontinuiteten af den forste inklusion. For den anden valger vi en

funktion ¢ € C1(T) somer 1 ved a og0ved b . Nar u€ H1(I) , er

]j: Feletule)dt| - |[:<c'u+cu'>dt

(7.36) lu(a)l

I~

Iz Hullg + 1zl hu'lly < Clulty s

hvor C kun afhenger af ¢ . Endvidere er for alle t €1

t b
lu(t)! = ,J u'(s)ds-+u(a)| < ’J T.u'(s)ds| + |u(a)l
a a
< (b-a)® Hu'lg + lu2)] < C' hul,

ifelge (7.36), hvormed

(7.37) sup lu(t)] < C' (.
tel

Det er Tet at generalisere dette (jvf. Setning 7.9) til inklusionerne

(7.38) ¢MT) < 1) < ")

der ligeledes er kontinuerte.

Med den fuldstendige afklaring i Setning 7.11 af, hvordan operatoren o
virker i L2—sammenh&ng, er det nu let at behandle Sturm-Liouville operatorer.

Lad I vere et begrenset interval la,bl , og lad p o9 g€ c(1) , med
pec(D ,qecD og

(7.39) 0 <c<p(t)<c, Ip'(t)l<C, 0<q(t)<C p& I,

hvor ¢ og C er positive konstanter. Lad A vere differentialoperatoren de-
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fineret ved

(7.40) () (t) = - S{p(e) L)+ q()u(e) -

Man gnsker at diskutere Tgsningerne til ligningen

(7.41) Ay = f

samt lgsningerne til egenverdiproblemet

(7.42) Au= Xu
Idet Au o0gsd kan skrives
(7.43) Au = -pu"-p'u' +qu ,

hvor jo p > ¢ >0 , er det velkendt fra teorien for sadvanlige differential-

Tigninger, at Tigningen

(7.44) Au =0

har et todimensionalt Tgsningsrum, udspandt af to Tineart uafhzngige lesninger
®; 09 @, ; samt at (7.41) for hvert f € CO(T) har en skare Tesninger af
formen Ug *+ Cq@q +Coy hvor ¢y o9 ¢, gennemigber € . Entydig legsning af
(7.41) fé&s kun, hvis vi p&lagger yderligere betingelser. For eksempel er lgsnin-
gen til (7.41) entydigt bestemt ved sine begyndelsesverdier u(a) og u'(a) ,
og der findes en eksplicit formel for u udtrykt ved f » 9 09 W, (kendt

fra Matematik 1).
I Sturm-Liouville problemet betragter man mere almene randbetingelser,

altsd Tinemre betingelser p& u's randvardier u(a) , u'(a) , u(b) , u'(b)
(hojere afledede kommer p& tale ved hgjere ordens problemer). Vi vil diskutere

disse randbetingelser, og de L2—rea1isationer af A , der defineres herved.
2

Den maksimale realisation Amax er jo defineret for de u € L™ , for hvil-

ke -(pu')'+qu tilhgrer L2 . Det er klart, at HZ(I) c D(Amax) . P& den an-
den side f&r vi successivt, ved brug af (7.39) og Setning 7.11

Au og uE€ LZ(I) = (pu')' € LZ(I) = pu' € L2(I)
S e L) s u =-%(-b’U'+qU) € L2(1) ,
hvormed i alt fas

(7.45) D(A.,) = H2(1) .
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Det er verd at bemzrke, at de tilhgrende normer er akvivalente:

(7.46) luly < cq(ulGHAg)? < cy ul, for ue HA(I)

med ¢y 09 ¢, > 0 , thi den hgjre af disse uligheder galder oplagt fordi
p,p'" 09 g er begrensede, hvorefter den venstre fglger af &ben afbildning
setningen (Satning 4.12): Indlejringen HZ(I) C;D(Amax) er en kontinuert bi-
jektion af et Hilbertrum pd et andet, og har derfor kontinuert invers.

For beskrivelsen af den minimale operator undersgger vi udtrykket
(Aulv) - (ulAv) . Man finder ved delvis integration Lagrange's formel:

]

b
Ja[-at(thu)v + uat(patv)]dt
_ ]b b _ b b _
—patuv | 4-J patuatv dt4-up8tv ] - J atupatv dt
a ‘a a “‘a

(7.47) (Aulv) - (ulAv)

1§

1

-p(b) [u' (b)V(b)-u(b)v'(b)] + p(a)lu'(a)via)-u(a)v'(a)l .

Specielt er udtrykket 0 for u og v € C?(I) , S& A|Cw(1) er symmetrisk, og
0

det samme galder afslutningen (som operator i L2(I) ), Avin - Differentiations-
= A *

udtrykket A er altsd formelt selvadjungeret: A =A' . Nuer Amin max

(jvf. Lemma 7.1), s& da talsattet {u(a),u(b),u'(a),u'(b)} gennemlgber hele

¢4 , n&r u gennemlgber CZ(T) c HZ(I) (jvf. Bemarkning 7.19), ses at

(7.48) D(Ayiy) = {u € HI) 1 u(a) = u(b) = u'(a) = u'(b) = 0}

(overvej selv!).

Vi indskyder, at teknikkerne ovenfor giver en let adgang til at vise

Setning 7.14, Lad m € N og lad I = la,b[ . 54 er

(7.49) g = {uewmm [ W@ - a0 e k-0,me}

Endvidere er HW(1) , henholdsvis HS(I) , lig med definitionsomrddet for

den maksimale, henholdsvis minimale, realisation af D? Z LZ(I) , og der fin-

des Cy og ¢y >0 sa
2 m . 2y3
(7.50) il S_C1(HUH0 +"Dtu"0)2 < Cs HUHm

for alle u € H'(I) .
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Bevis: Betragt differentialoperatoren T = D? . P& grund af Setning 7.11 er
D(Tmax) = H™(1) ; den hojre ulighed i (7.50) er oplagt og den venstre folger af
sben afbildning setningen, ganske som i beviset for (7.46). Endvidere har man

Lagrange formlerne for u og Vv & Hm(I)

b
(7.51) (DI} - (uldyy) = =i [ (3,7 +ua, W)t

a
b
< =i o mdt = -itu(e)VIb)-u(a)T()]
a
m m,y _ (pm _pm=1 m-1 _ _ m
(7.52) (Dtulv) —(uIDtv) = (Dtulv) (Dt ulDtv)+(Dt u!Dtv) . (uIDtv)
m-1 A
=iz [D",g‘“ku(b)oiwb) -D?‘“ku(a)n,';wa)] :
k=0
Specielt er D™ formelt selvadjungeret, og T . =T * . Da talsattet
t =1 n-1 min max om
{u(a),u(b),Dtu(a),Dtu(b),...,Dt u(a),Dt u(b)} gennemlgber hele €~ , ndr

u gennemlgber H"(1) (som indeholder ¢™T) ), ses at

D(Tqy) = o€ D 10 - Kby =0 for 0 <k <netf .
) jo Tig med afslutningen af CE(I) med hensyn til graf-normen.
) = Hg(l) ifelge

0

Nu er D(Tmin
Men da graf-normen og H"-normen er #kvivalente, ses at D(Tmin

definitionen af dette rum.

Det er interessant, at setningen giver en fuldstendig afklaring af hvad

HE(I) er. Der findes generalisationer til hgjere dimensioner, som krever en

meget dybere analyse.

Korollar 7.15. ILad I = laswo[ . 54 er

(7.53) H'g(l) = {u e (1) | @) 0 for k= 0,1,...,m-1}

Bevis: Lad u € Hg(l) og betragt dekompositionen
u = XNU + (1_XN)U >

hvor XN(t) = y(t/N) og N valges > 2lal . Det ses som i Satning 7.5, at
Xyu 2 U HY(1) .
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Hvis u(k)(a) =0 for k=0,1,...,m-1 , opfylder XU betingelsen for
at ligge i Hg(]a,ZN[) ifglge foregiende sa&tning, og kan derfor approksimeres
i H™-norm med funktioner i CF(]a,ZN[) . Ved fogrst at vaelge N tilstrekkelig
stor og derefter valge ¢ € C”(]a 2N[) tet ved Xyu kan man approksimere u
i H"-norm med elementer i C”(]a ,o[) . Dette viser inklusionen > 1 (7.53).

Hvis u € HO(I) , f1ndes der en feglge af funktioner ¢, € CO(I) s&

© »u i H"(I) . For hvert N galder da endvidere, at x,@ = XyU i

I) for k-=c. Da Xy € Cg(]a,ZN[) , er grensefunktionen Xuu i
a,2N[) og har randvardier 0 ved Smtning 7.14. Specielt er

k
HM( 1
m
HO(]
(k)(a) = (xNu)(k)(a) =0 for k =0,...,m~1 . Dette viser inklusionen < i

7.53

—

Efter dette sidespring vender vi tilbage til operatoren (7.40), og vi vil
analysere dens realisationer, dvs. operatorerne Ko LZ(I) med

(7.54) Amin clAc Amax .

For u € HZ(I) defineres vektoren pu af Cauchy data af u ved

u(a)
(7.55) pu = u(b) , som skrives (You) , med
u'(a) Yqu
u'(b)
u(a) u'(a)
(7.56) YU = ( ) 09 YqU = ( )
u(b) u'(b)

u(J)(a)

Y.U = . kaldes ofte randvardien af j'te orden (eventuelt med andre for-
J u(J)(b)

tegnskonventioner, "i" indbygget el.1.). Idet pu for wu € D(Amax) = HZ(I)

som fgr navnt kan antage alle verdier i ¢4 , ses af (7.48), at D(Aan)

har codimension 4 i D(Amax) . Skaren af operatorer i der t11fredsst111er
(7.54), er nu i enentydig korrespondance med skaren af underrum V af ¢

hvor korrespondancen beskrives ved at

V = pD(R) ,
(7.57)
D(K) = {u € H l pu € V} R

idet virkningen af A jo er fastlagt i (7.54). Se ogsd Bemarkning 7.19.
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Vi vil undersege, hvilke realisationer R der er selvadjungerede. Ifglge

Lagrange formlen (7.47) har vi for u € HZ(I)

(7.58) (AUIV)LZ(I) - (UIAV)LZ(I) = (Bpulpv)(L4 ,
hvor
0 0 p(a) 0
0 X
B = [0 0 0 -p(b) , som skrives ﬁ )
pla) 0 0 0 X0
(7.59) 0 p(b) 0 0
(p(a) 0 )
med X = | (der er reguler).
0 -p(b) -

Der gaelder her, at ndr A er bestemt ved randbetingelsen pu € V , sd be-
stair D(A*) af de funktioner v € HZ(I) , for hvilke

(7.60) (Boulpv) e 0 for alle pu €V ,
¢

altsa,med andre ord:
(7.61) veDd(B*) e ove (BY)L.

Hvis V har dimension k , har (BV)'L dimension 4 -k , 1idet B &ben-
bart er regular. En ngdvendig betingelse for selvadjungerethed af 1 er da, at
4-k =k, dvs. k =2 . Symmetriskhed af A (dvs. D(A) = D(B*) ) finder

sted hvis og kun hvis

"t

(7.62) V e (BY

af dimensionsgrunde ser vi da, at T er selvadjungeret hvis og kun hvis k = 2
og (7.62) gelder. Endvidere kan A kun vare symmetrisk, hvis k <2 . Vi vil

analysere disse betingelser narmere.
Med notationen (7.56) kan det, at pu Tligger i et vist vektorrum V af

dimension k , udtrykkes ved to krav

(7.63) YOU = Mow s Y1U = M1@ s

hvor ¢ gennemlgber ¢k » 0g MO 0g M1 er 2xk-matricer, valgt sd at

M
M = ( O) er en bijektiv afbildning af ¢ pd V . Analysen af (7.62) vil
M
1
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blive udfert som en analyse af MO 0g M1 .
Nar D(R) er defineret ved betingelsen (7.63), bliver betingelsen for at

v € D(A*) (jvf. (7.60)-(7.61)), at der for alle o € ¢k gelder:

0 X MO YoV
@l 4 e som omsKrives:
X 0/ \M, Yv//¢

( X M/lLD | YOV)G:Z + <—XMO(D | Y1V)¢2

o
il

1}

H

. * *
(o1 Mgy - MpXvyv) 5
dvs. betingelsen er, at

(7.64) . M’;XYOV = MSXY,IV .

Indsettes specielt v € D(A) (altsa af formen (7.63)), ser vi, at (7.60)
gelder for alle u og v € D(A) hvis og kun hvis

* _ *
dvs. (da X er symmetrisk), nar

(7.65) M¥XM, er symmetrisk.
1 0

Nir k= 2 , karakteriserer (7.65) de selvadjungerede realisationer K . Vi har

vist:

Setning 7.16: ILad K vere realisationen af A < LZ(I) bestemt ved randbe-

tingelsen (7.63), dvs. betingelsen:

YOU MO
(7.66) tilhgrer verdimengden for
T M
M
hvor ( O) afbilder ¢k ind 1 @4 injektivt. 84 er A symmetrisk hvis og kun
M
1 ~
hwis k <2 og (7.65) gelder; og A er selvadjungeret hvis og kun hwis k =2

og (7.65) gelder.
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Eksempler.
0 0 0 T 0
1 M0 = 0g M1 = giver Dirichlet betingelsen
0 0 0 1 '
(7.67) You = 0, (Y1u vilkdrlig).

T 0 0 0
2° M, = ( ) 0g M1 = ( ) giver Neumann betingelsen
0 1 0 0

(7.68) (You vilkarlig) , Yqu = 0 .

1 0 0 «
39 M, = ( ) 0g M1 = ( ) med o og B € R~{0} giver betingel-

sen 1o 08

(7.69) u(a) = u(b) , Bu'(a) = au'(b)

(en slags periodicitet). Idet

0 0\ /p(a) 0 10 0 0
=)0 o)l o) )
« g/ \0 -p(b)/\1 O op(a) - gp(b) 0

ses at den tilsvarende realisation K bliver selvadjungeret nar (a,B) =
c(p(b),p(a)) , dvs. pla)u'(a) = p(b)u'(b) .

o 1 0 a 0
4 My = , M, = med o og B € R, giver betingelsen
0 o 1 " o s

(7.70) u'(a) = au(a) , u'(b) = pu(b) ,

en sakaldt lokal betingelse, dvs. en betingelse, hvor punkterne a og b ind-

gér separat (Tigesom i 19 0g 2°). Her er

( ) 1 0\ (p(a) O a 0 ap(a) 0 )
7.71 MEX M, = -
o (0 1) (0 -p(b)) (0 B) ( 0 -gp(b)

symmetrisk, sa A er selvadjungeret for alle valg af o og B € R.

50 Ikke-selvadjungerede realisationer fas f.eks. ved andre valg af o ,B
i eksempel 30, og ved komplekse valg af o og B 1 eksempel 4%, Et reelt

1 0 0 1
eksempel er M0 = R M1 = , hvor
0 1 1 0

. 0 1\ /pla) O 10 0 -p(b)
o= (16 )l ) G o)
1 0/ \0 -p(b)J \0 1 p(a) 0
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0gsd positiviteten af realisationerne K og A kan analyseres ved en undersggel-

~y

og lad u og v € D(A) , bestemt

se af matricerne MO 0g M1 ., Lad k=2,
ved (7.63). S& er

1]

b
(7.72) (Aulv) J (—at(patu)V'+ quv)dt

a
b b
= -Ja Bt(p(atu)V)dt + Ja[p(atu)(atV) +quv]dt

-p(b)u' (b)¥(b) +p(a)u'(a)¥(a) +s(u,v)

(Mo | XM ) + s(u,v)

(@ 1 My X M) + s(uyv)

i

hvor s(u,v) er den sesquilineare form

b
(7.73) s(u,v) =J [pu' V' +quvldt ;

a
den er &benbart symmetrisk og >0 . For det forste ses heraf, at (Aulu) er
reel pa D(A) hvis og kun hvis M’{XM0 er symmetrisk, s& vi genfinder betingel-
sen (7.65). Men vi f&r nu ogsd et kriterium for positivitet:

Lemma 7.17: En tilstrekkelig betingelse for at R er selvadjungeret > 0 er,
at k =2 og M’;XMO er symmetrisk og 2> 0 .

Dette gelder i eksemplerne 19 og 2°, samt i eksempel 3% nar o = p(b)
B = p(a) , mens det gelder i eksempel 4O,nér a>0 og BLO.

Den tilstrakkelige betingelse i Lemma 7.17 er ikke ngdvendig (man har f.eks.
ofte, at s(u,v) > ¢ Hull1 for et vist positivt c¢ , hvilket tillader en smule
negativitet af M’fXMO ), men vi undlader en dybtgdende undersggelse. (En fuld-
stendig analyse blev givet af M. G. Krein i det russiske tidsskrift Matematiche-
skii Sbornik i 1947, ogsd for 2m'te ordens operatorer, som en fortsattelse af
hans abstrakte analyse navnt i fvelse 2.23-24.) Lad os ogs& navne uden bevis,
at enhver selvadjungeret realisation A af Sturm-Liouville operatoren (7.40)
vil vare nedad begrenset (man kan bruge Dunford-Schwartz II, Lemma XIII 7.22),
dog kan vilkarligt store negative nedre granser opnds. (Ved randverdiproblemer
for operatorer i flere variable, hvor co-dimensionen af D(Amin) i D(Amax)
er « , findes der nedad ubegransede selvadjungerede realisationer.)
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En eksplicit formel for inversen til A i de tilfalde hvor A er defineret
ved en lokal randbetingelse og er invertibel, er givet i Matematik 213 (Noter
1974/75, Kapitel 8). For fuldstendighedens skyld vil vi gengive resultatet her.

Setning 7.18: rLad A vere realisationen af A bestemt ved randbetingelsen

(7.74) cqu(a) +c2u'(a) =0, cqu(b) + c4u'(b) =0,

hvor (C1,C2) + (0,0) og (c3,c4) £ (0,0) . Antag, at ligningen Au=0 kun
har nullgsningen. Lad u1(t) og u2(t) vere lgsningerne til henholdsvis

Aup =0 pa T , (ua),uj(a)) = (-cy,cy)

(7.75)

AU2 =0 pé 1 s (uz(b) ,Ué(b)) = ('C43C3)

og lad K = —p(t)(u1(t)ué(t)-uz(t)ui(t)) (som er en konstant + 0 ). Da har

~

operatoren A: D(A) - LZ(I) inversen R , Mvor R er integraloperatoren

b
(7.76) (RF)(s) J 6(s,t)F(t)dt
a

med kerne G(s,t) bestemt ved

(7.77) G(s,t) =

G kaldes Green's funktion for problemet Nu=f .

Bemaerk, at G er kontinuert p& IxI og C* p& hvert af de to trekant-
formede omrdder hvor s <t hhv. s >t , idet BSG har et spring ved s =1
(flere detaljer i Mat 213-noterne).

I Matematik 213 vises formien (7.76) faktisk kun for f € CO(T) , hvor
den giver en lgsning u = Rf € CZ(T) . Med vore midler kan man nu let vise, at
(7.76) giver en lgsning u € H2(I) for hvert f € LZ(I) (Ovelse 7.6).

Egenvardiproblemet (7.42) for u € D(A) kan herefter behandles ved hjelp
af teorien for kompakte operatorer, idet R er en kompakt operator (faktisk
Hilbert-Schmidt). Nar A er selvadjungeret, er R det ogsd, og eksistensen af
et fuldstendigt ortonormalsystem af egenvektorer for A (med egenvardier

A. = ) f&s ved den almene teori for kompakte operatorer. (Eksistensen mtte

J
antages uden bevis i Matematik 213.)
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Bemerkning 7.19. Den kortfattede beskrivelse (7.57) fortjener maske 1idt uddyb-
ning. Vi har navnt, og brugt flere gange, at afbildningen p: HZ(I) - @4 er
surjektiv. Et konstruktivt bevis herfor kan gives ved at angive en afbildning

o: ¢4 - H2(I) , som sender et sat af randvaerdier over i en H2—funktion med netop

disse randvardier. o kan for eksempel defineres ved forskriften:

(7.78) oi || ~ br(t-a)sadx, (t) + [8(t=b)4BIxy (t) »

< »

é
hvor Xg 09 X, er funktioner i C(T) som er 1 pd en omegn af a hhv. b,
og 0 uden for en lidt sterre omegn af a hhv. b , med disjunkte stotter. (Man
kan tage xa(t) = x((t-a)/e) og xb(t) = x((t-b)/e) for et passende lille ¢ .)
o er en Tinear afbildning af ¢4 pd et underrum W af ¢™(1) (og
Wo(1) ); den opfylder &benbart

oo =1 pa € ,

hvormed p: C(T) - ¢4 er surjektiv, og W har dimension 4.

Ifglge karakteriseringen (7.49) af H?(I) er HS(I) netop nulrummet for
afbildningen p: H2(I) - ¢4 . Da er kvotientrummet H2(I)/HS(I) jsomorft med
¢4 . Dette kan vi demonstrere ganske eksplicit ved at bemarke, at afbildningerne

(7.79) U ~ opU , U~ U=opU ,
definerer en dekomposition af HZ(I) i den direkte sum
H2(1) = WHHG(D)

(Thi opu € W3 og plu-cpu) = pu-pu =0 , s& U-opu € HS(I) ; og der galder

or. definition af W at WnHS(I) = {0} .)
) = H(1) , galder ligeledes, at

2
Da D(Amax) = H°(I) og D(Amin 0
D(Apax) = D(Ayin) * W s
samt at D(A _ )/D(A . ) e W e ¢4 .

max min ~
Endelig har vi, at vektorrummene D(A) med

(7.80) D(Amin) < D(A) c D(Amax)
netop er dem, der kan skrives p& formen
D(A) = D(A . ) +H ,

min
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hvor W er et underrum af W (brug (7.79)). Der er da en enentydig korrespon-
dance mellem rummene D(A) med (7.80) og underrummene W af W . Ved afbild-
ningen p: W - ¢4 (der er en bijektion med invers o) fores W over i det

rum V , der omtales i (7.57). Hermed er rummene D(R) i enentydig korrespon-

dance med rummene V < @4 .

Noget senere i teksten bruges en ny omskrivning af V , nemlig som bil-
ledet MCK ved en injektiv afbildning M af ¢K ind i ¢% . Matricen M op-

‘deles i to 2xk-blokke
M
M ) ( 0) ’
My

og diskussionen af A's egenskaber formuleres som en diskussion af M0 0g M1 .
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8. Pourier transformation af distributioner.

Som vi har set i Afsnit 7.3 -7.4 kan sadvanlige differentialligninger be-
handles i en ramme af distributionsteori pd tilfredsstillende mdde, ved hjelp af
begrebet absolut kontinuitet. For partielle differentialligninger md der andre,
kraftigere hjelpemidler til, og vi vil nu indfegre et af de vigtigste af dem:
Fourier transformationen. Den giver i forste omgang et godt greb om differential-
operatorer pa R" med konstante koefficienter; og kan dernest i den videregdende
teori anvendes, ved hjelp af forskellige teknikker, til ogsd at behandle operato-

rer pd delmengder © og med variable koefficienter.

Rummet D' (R") er for stort til at tillade en fornuftig definition af
Fouriertransformationen. Man indskrenker sig her til et 1idt mindre rum af distri-
butioner, 9“(]Rn), svarende til et rum af testfunktioner SQ(HJU , der er lidt
sterre end CE(R”) . (& hhv. &' kaldes ofte Schwartz rummet af testfunktioner

hhv. distributioner, efter Laurent Schwartz.)

Definition 8.1. Vektorrummet P(R") (eller P ) defineres som rummet af C
Funktioner o(x) ps RV, for hvilke anBw er begrenset for alle multiindi-

ces o og B € WS. 4 forsynes med familien af seminormer

(8.1) (o) = sup{ 10141315 "0% 001 | x € B", 1ot < )

Funktionerne ¢ € & kaldes hurtigt aftagende funktioner.

Med dette system af seminormer er 5”(Rn) et Fréchet rum. Seminormerne er
valgt, s& de har max-egenskaben (jvf. Bemerkning 4.4); det ville vare lige s8 na-
turligt (men en smule mindre elegant) at tage familien (jvf. (9.13) senere)

(8.2) P, (@) = sup{1xDPo)1 | x € BT},

hvor o o0g B gennemlgber Ng ; (8.2) definerer den samme topologi som (8.1).

Som omegnsbasis ved 0 kan vi tage mengderne

(8.3) VM,1/N={@ € 99, sup (1 +lx|2)MlDa@(x)l < %- for lal < M} , M,N € WO.




Mod. An. 1984 8.2

Topologien pa CE(R”) er finere (starkere) end den topologi der induceres pé
dette rum af P(R"), thi VM’erdE(Rn) er en &ben, konveks balanceret omegn
af 0 i CE(HJU for alle M og N, jvf. Setning 4.13 (anvendt pa C;T]Rn) =
U CE-(Rn) ). (De to topologier er faktisk forskellige, idet topologien induce-

J
ret fra ¢ er metrisk, mens den anden, som tidligere oplyst, ikke er det.)

Bemerk, at ¢ c L1(Rn) , idet en funktion ¢ € % opfylder |o(x)| <

c
S L som tilhgrer L1(Rn) for 2m > n .

(’1+lxI2')m ’
N&r f € L1(Rn) , defineres den Fourier transformerede funktion (Ff)(£) ved

]

(8.4) (FF)(2) = (&) = j]Rne"'X'Ef(x)dx .

Vi noterer straks, at der galder:

(8.5) supl F(E)1 <IFl 4

Ean L'(R")
Ved brug af Lebesgues s&tning ses endvidere, at supl?(50+£)-$(£0)| -0 for
£->0, s& f oer kontinuert, ndr f € L1(Rn) .

Nu fglger nogle setninger om Fourier transformationen pd &,

Lemma 8.2: For @ € ¥ gelder
F(D%) = e%Fo
(8.6)
F(x%(x)) = (-D)%Fo
for alle o . Dermed er F en kontinuert afbildning af P ind < 5&

Bevis: Lad ¢ € . Den forste identitet f&s ved delvis integration:

Je_ix.gDaw(x)dx = 1im e_TX'EDaw(x)dx

R-s00 JIXI_(_R

11m[J [(—Dx)ae'ix'g]w(x)dx + et integral over |x]| = R]
Roeo™ I XI<R (jvf. formel (6.24))

E“J e X Be00dx
R

]

idet vi benytter at randbidraget g&r mod 0 for |[x| » e , fordi ¢(x) er hur-
tigt aftagende, samt at

O =iXeE _ 4. & ~iX+& _ .o -iX-&
(—DX) e = (18X) e = Ee .
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Den anden identitet i (8.6) vises successivt ved betragtning af differenskvotien-
ter, idet man benytter (jvf. (3.34)), at der for a € R~{0} galder

-ia -ia
€ _15'1 -1 for a-0, med 'e 5 _1l <1,
hvorved, med e, = (1,0,...,0) ,
A A ~1(E+he ) x  -igex
p(E+hey) - o(£) _ o [ o(x)ex
h R" h
(8.7) -ihx,
-ix+§ e -1

- (s s
= J( ixq)e TP, e(x)dx - Fl-ix,0l,
ved Lebesgues s@tning. Alts& er & differentiabel med D1® = F[-x1@] . Da

9 €5, ses at gaDB@ = F[Dq(—x)Bm] eksisterer og er kontinuert og begranset for

alle a og B ; altsder Ge¥ . At F er kontinuert fra ¥ ind i F fol-

ger af at

h < C supl (1+1x19)™0%(=x)Pol

(8.8) sup1£®DPG(e) 1 < D% ((-x)Poli
LR

ndr 2m valges > n .

Vi kan ogs& forbedre oplysningen om Ff for f € L1(Rn) . Da QE(RH)
er tat i L1(Rn), er & det ogsé. Nar ©; € 0g @5 = f i L1(Rn) , vil
©s = i sup-norm ifglge (8.5). For hvert ¢ kan j velges, sd
iypHIQJ(g)—?(g)I‘S e/2 , endvidere kan R valges, s& 'Qj(g)'-ﬁ e/2 for

lE] > R ;3 daer |?(g)|_§ e for |gl >R . Idet c?

kontinuerte funktioner pé R" som gdr mod 0 for |x| » « (det er fuldstendigt

m.h.t. sup-normen), har vi vist, at

(Rn) betegner rummet af

(8.9) LR < cdrMy .

(Vi skal ikke komme ind p& det mere vanskelige spargsmdl at karakterisere
billedrummet for L1(Rn) praecist.) Vi vender nu tilbage til ¥, om hvilket
vi vil vise, at F er en bijektion af b pa N , med en invers, der ligner

F . Definer
(8.10) (Ff) (2) = je”x'gf(xmx ,

s& er T dgen en afbildning af & ind i ¥, idet

——

(8.11) Ff="FFf
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ved kompleks konjugering, der oplagt bevarer % . Vi har nu brug for

Lemma 8.3. Funktionen

(8.12) bn(x) = e

tilhgrer P(R")  og opfylder

(Zn)n/Z

(8.13) b (€)

i b, (E) -

Bevis: For n =1 ses, at b1(x) opfylder

8x1b1(x1)-+x1b1(x1) =0,
sa at den Fouriertransformerede opfylder den samme Tigning (efter division med 1)

£by()) + 35131(g1) =0 .

Lgsningen til en s&dan Tigning er entydigt bestemt p&ner en konstant, sd vi har,

at

A~

(8.14) 'b1(g1) = c1b1(£1) .
Konstanten Cy bestemmes ved at

| A ( Gz
(8.15) b1(0) = J]Rb1(x1)dx1 = Jﬂqe dx1 =\2n ,

altsd ¢y = van . P& R" er bn(x) et simpelt produkt bn(x) =
-x%/Z -xﬁ/z

e ..e , S&

. ? 2
n ci (X EqFe e o tX E )= (XGHe o 4x ) /2
bﬂ(g): JRne 1=1 n=n 1 n dx
Lix g -x2/2
n°n n

. 2
~1X,E,~X7/2
_ an e 1T dx1...Je dx, = (2m)"/2 b (2) . 1

Lemma 8.4. WNdr GSV, er (211)—n FFo=¢ , og F er en homeomorfi af F

pé F med invers

(8.16) s (o) M E
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Bevis: For hvert a > 0 har vi (med brug af Fubinis s&tning), ndr ¢ € ¥,

1l

fRn(p<£>B (x)dx = a" Jﬂﬂ]m(z)gn(az)dz al Jm(z) Je—iaz-y bn(y)dy dz

1]

2
a" {@(ay)bn(y)dy - J@(y)e-'y/aI /2 dy .

lader vi a » e 1 det forste og det sidste udtryk, fds ved Lebesgues s@&tning

identiteten

A

o(0) [b,x)x = [ty

hvoraf, ifelge (8.13) og (8.15)
(2n)" 0(0) = [B(y)ay .

For w,(x) = @(x+z) fas nu, idet @Z(g) = Jéﬁx'gm(x+z)dx = Je_j(y'z)'gw(y)dy =

12 55(e) , at

o(2) = 0,(0) = (2m) ™" [ E5(0)ee

"

I

hvilket viser, at ¢ = (2n) " FF .
Heraf sluttes nu for det feorste, at F er injektiv, og at T er surjektiv.

P& grund af (8.11) fas da ogsd, at F er surjektiv og T er injektiv. I alt
ses, at savel F som F er bijektive, og at (Zn)—n'f er invers til F . Da

F er kontinuert, er den analoge afbildning F det ogsa. I}

Man kan igvrigt bemarke, at

(8.17) ((2m)™" Fop) (x) = o(=x) ,
og dermed
(8.18) (2r) 2" 1

For ¢ o0g o € % har vi folgende identitet (ved Fubinis setning):
(8.19) ORDIE Jw(x) Je“x'gw(g)dg dx = <P,p>
og da ogsd, idet vi satter Fy(=F ) = ¢ ,

(8.20) (olz) = (Fo19) = (2n) M(Fo 1 F)
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for alle ¢ og ¢ € ¢ . Den sidste linie viser specielt, at

(8.21) lol = (2n) 2 F ol ,
ey T 2R

altsd at afbildningen (2n)_n/2F fra & ind i ¥ er isometrisk med hensyn til
L2-norm. Den udvides da ved afslutning til en isometri af LZ(Rn) ind i LZ(Rn),
som er surjektiv med invers (2n)_n/2f , fordi (2n)_n/2'f(2n)—n/2F udvides

til identiteten p& LZ(RH) . I alt har vi vist:

Setning 8.5 (Plancherel-Parseval). F= (Zn)én/ZF udvides ved afslutning til en

tgometri af LZ(]QH) pa LZ(]Rn) , med invers ,#_1 = (Zﬂ)—n/zf (= F)

Det er bl.a. pd grund af denne satning, at Lz-teorien for distributioner

er sarligt veludviklet.

Definition 8.6. ¥ (R") (eller P' ) defineres som vektorrummet af kontinuerte
lineere funktionaler pd ﬁp(Rn) . Elementerne 7 ?”(]Rn) kaldes tempererede di-

stributioner.

Vi minder om, at ifglge Lemma 4.5 bestdr ¢' af de funktionaler A pé& F,

for hvilke der findes et M og en konstant CM ,» Sda at

(8.22) 1A(0) ] < Cy sup{(1+lx12)M %I | x € R", lal < M}

for alle @ € #.
Det bemzrkes, at Definition 8.6 ikke kraver indfgrelse af LF rum etc.,

men baseres alene pd Fréchet rums begrebet. Imidlertid har det interesse at se
¢ i relation til @' (R"), bl.a. for at begrunde brugen af ordet "distribu-

tion" i denne sammenhang. Hertil benyttes

Lemma 8.7. d?(ﬂ?n) er en tet delmengde af FAR") .
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Bevis. Det er klart, at C? . lad nu u ezﬁﬂ(Rn) , vi skal finde en folge
uy > u P(R")  med uy € Cg(Rn). Vi tager

(8.23) uy(x) = x(x/Nu(x) ,

hvor x opfylder (5.1). Her er uy € CE(RH) , er lig u(x) for |IxI <N og
1ig 0 for (x| > 2N . Bemxrk, at (som ogsd benyttet ved beviset for Setning

7.5)

(8.24) P (x/N) | = ‘N_'BIDBX(y)| | <cq N I8l

y=x/N
for hvert B , og DPy(x/N) er stgttet i {x | N < Ix] <2N} nér g *0 .
S& har vi for hvert M > 0

8.25) 101 2M - ) 1 < sup (1 ix )M u(x)
[xI>N

M+1

< (1+N2)_1 sup (1+lx|2) lu(x)] =0 for Noow;

xeRn

tog for Jol >0, ved Leibniz' formel

(/M) -1)D% + 5 (“) DBy (/M)D% By |
B B

B+0
<c N ved (8.24) og (8.25),

(8.26)  ID*(x(x/N)u-u)]

med lignende vurderinger for (1+|x|2)M D*(x (x/N)u-u) (i stil med (8.25)).
Heraf ses at x(x/N)u~»u i L. 0

Da der endvidere gelder, at topologien pd CE(R”) er sterkere end den in-
ducerede topologi fra %, vil hvert element A €' definere et element
A" e 8 (R")  ved restriktion til CE(R”). Afbildningen J: A ~ A' defineret
herved er en injektiv afbildning fra &' til D'(R") pa grund af Lemma 8.7, idet

MAyp> =0 for alle ¢ € Cg(Rn)

medfeorer at A er 0 p& en tet delmengde af ¥ og dermed er O-funktionalen
(da A er kontinuert p& < ). Da kan vi identificere %' med et underrum af

B (R")  (nemlig rummet J¥' ), og skrive

(8.27) #' (R") <2 (R").
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Nér A €% , skriver vi nu Ap) som <A,p> , 0gsd ndr @ €.
Hermed folger nogle eksempler pd elementer af &' .

1° Funktioner u € LP(R™), p € [1,°] . u's virkning som funktional pé

0y € % fas f.eks. ved at approksimere G % med en folge @, € Cg(Rn)

(k > o), s&er

u(x)oy(x)dx ,

Tim <uye> = Tim J u(x)o, (x)dx = J
. k Rn k n

k Ko
idet  <u,pp-9 > - 0. Thi lad Yy = 99 s& er

UL pn> =
0 R

‘ (I
[ (x)y, (x) 1dx < ull Iy, 1l s —t—=1,
j]Rn K = PR K LYRY P
h S C supn(1+!x|2)lek(x)| §'C1 for k € N, med M valgt sd
LYR™) x€R
stor, at (1+|x|2)'M e LYRY) 5 hvormed 11y, Il - 0. Specielt har vi

hvor IIwkH

indlejringerne
(8.28) AR") « LAR") « #'(R") .

2° Polynomier,_og_funktioner v € L}OC(R") med Iv(x)1 < c(1+x1?)N

3% s-distributionen og_dens_afledede %, eri &' .

(Beviserne for 2° 0g 3° kan overlades til Taseren.)

4° Distributioner_med_kompakt_stette. Vi viste i Kapitel 6, at en distri-

bution u med kompakt stette kan vurderes som i (6.34); denne seminorm indgér i

de seminormer der definerer topologien pd ¥ . Altsd er
(8.29) g (R") < (R") <@'(R") .

Der findes ogsd distributioner i B'(R")~#'(R"). Et eksempel herps er
eX (n=1) , jvf. Bvelse 8.1. "Fejlen" ved den er, at den vokser for ubehersket
for |X| » o 3 ordet "tempereret" i navnet pd ¢' hentyder til, at elementerne

her har en behersket vaekst.

Operationerne D% og Mo (multipTikation med f) for f € C(R") er
defineret pa D'(R") (Definition 6.5). Om deres virkning p& %' har vi
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Lemma 8.8. 1° D% afbilder #' i P' (kontinuert), for alle a € JNg.
20 Mf afbilder ' © ' (kontinuert), ndr f € ¥ eller f er et

polynomium (da sender M. ogsd L LP ).

Bevis: Det ses let af definitionerne at D% 0g Mf sender &' ind i &' .

Kontinuiteten f&s som i S®tning 6.8. i

0gsd ikke-polynomiale ubegransede funktioner kan vere multiplikatorer pé
¢ og ¥ , for eksempel funktionen <x> defineret ved

o=

(8.30) X> = (1+lx12) .

og dens potenser x> , s € R. Se ievrigt Definition 9.1 ff.
D¢ 0g M]C blev jo defineret pd D' 1 sin tid ved dualitet. Denne teknik

kan vi nu ogsd anvende p& F , da F er kontinuert fra % til ¥ :

Definition 8.9. For u € &' defineres Fu (ogsd betegnet U ) som den distri-

bution € &', der opfylder

(8.31) <Fuusp> = <u,Fe>  for alle ¢ € &.

Brugbarheden af definitionen Tigger i, at den stemmer overens med formlen
(8.19) for tilfeldet hvor u € $°. Den stemmer ogsd overens med definitionen

af F pa LZ(Rn) , da @ > U i LZ(Rn) medforer Fo = F ou i ¢' . Man
L

ser 0gsd let, at definitionen stemmer overens med definitionen péa L1(Rn) . At

F er en kontinuert operator i ¢' ses som i Setning 6.8.
Operatoren F udvides pd tilsvarende midde til &' , pa basis af identi-

teten

(8.32) Fu,o> = <u,Fe>

og eftersom
(8.33) o) "FE= )M FF =1

pd ¢, overfores denne identitet til <' , s& vi far

Setning 8.10. F er en homeomorfi af ' p& F', med invers L. (em) ™" F .
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Indfgrelsen af F p&d &' giver en enorm frihed 1 brugen af Fouriertrans-
formationen. Det folger straks af Lemma 8.2 og definitionerne, at der gelder:

Setning 8.11. For u €9 har man

F(o%) = &% Fu

]
—_
1
()

F(x%)

Lad os se p& nogle specielle eksempler.
For u =6 har vi

<FuL0> = <u,Fo> = §(0) = J@(X)dx = <1, ,

altsd

(8.34) Fl6]l = 1.

Da 4benbart ogs& F[s] = 1 (jvf. (8.32)), f&s af inversionsformlen (8.33), at
(8.35) F[11 = (2m)"s.

Brug af Setning 8.11 giver nu

FIp®s] = &

(8.36)
FL(-x)* = (2m)" Dgé .

Bemarkning 8.12. Vi har set, at F definerer en homeomorfi af ¢ pd ¥ , af
L2 pa L2 og af ' p& ¢' . Man kan nu sperge om billedet ved F af andre rum.
F.eks. md F(ﬁ;(Rn)) vaere et vist underrum af % ; men dette er ikke inde-
holdt i CE(R”) . Der galder tvertimod, at ndr o € CE(R”) , har & kun kom-
pakt stgtte hvis ¢ =0 ! For n =1 kan vi give et hurtigt argument for
dette: Nar ¢ € Cﬁ(ﬂ%), kan @(z) defineres for alle 2 €€ ved

J e_ixcm(x)dx ,
supp o

og denne funktion o(z) er holomorf i ¢ = &+in € ¢ , da (8£+18n)®(g+in) =0,
ved differentiation under integraltegnet. (Man kan ogs& benytte Moreras

Setning, jvf. lerebgger i kompleks analyse.) Hvis ©(z) nu er identisk 0 p&

et egentligt interval af den reelle akse, er ® =0 overalt, ved en kendt sat-

ning om holomorfe funktioner.
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Selv for distributioner u med kompakt stette er U(z) en funktion af ¢

som kan defineres for alle ¢ € ¢n, nemlig som

(8.38) u(z) = [<u,exp(-1c-x)> =}‘<u,w(x)exp(-1c-x)> ,

hvor (x) er en funktion € C;(Rn) som er 1 p& supp u . For hver koordinat
z. har man her, at U(z) er en holomorf funktion af cj € ¢ (de andre koordi-

nater fastholdt), s& at stetten af U ikke kan vare kompakt.

De rum af holomorfe funktioner, som er billeder af henholdsvis Cg(Rn) 0g
¢'(R") ved F, kan karakteriseres ved deres vakstegenskaber som funktion af
¢t (Paley-Wiener's satning, se f.eks. Rudin's bog eller L. Hormander: Linear

Partial Differential Operators (Springer Verlag 1963) Theorem 1.7.7).
Billederne af Lp(Rn) ved Fourier transformationen, for p # 2 , har ogsa

interesse, men det er uoverkommeligt at komme ind p& dem her.

Fourier transformationen giver en steark fdrenk]ing af partielle differential-

operatorer med konstante koefficienter. Nar

(8.38) P(D) = = a p*
Lo} <m

er en differentialoperator pé R" med koefficienter a, € ¢ , feres Tligningen
(med u og fed")

(8.39) ‘ P(D)u = f

ved Fourier transformation over i multiplikationsligningen
(8.40) p(e)i = f

hvor p(g) er polynomiet

(8.41) p(e) = = a &,
lat] <m

der kaldes symbolet af P(D) . m'te ordensdelen af P(D) kaldes principaldelen
(ofte betegnet Pm(D) ) » og det tilhgrende symbol kaldes principalsymbolet, altsd

(8.42) P(D)= x a D% , pE) = = a_ &

Det vil ofte vere sddan, at det er principaldelens udseende, der bestemmer 1gs-
ningsegenskaberne ved (8.39). Operatoren P(D) kaldes specielt elliptisk, hvis
pm(E) #0 for &+ 0 . Bemerk, at pm(g) er et homogent polynomium i & af
grad m . :
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Eksempel 8.13. Betragt operatoren P =1-A pé R". Ved Fourier transforma-

tion fores ligningen
(8.43) v (1-a) u=f pa R

over 1 ligningen

i
5>
~
Qo
=

(8.44) (1+1£1%)0 =

og denne overfgres ved division med 1 +|£|2 = <E>2 til

G=w?F,

dvs. (8.43) har lgsningen

Vi ser, at der for hvert f givet i &' er en og kun én lgsning u €% , o9
hvis f € % er lgsningen u ligeledes i & . Nar f er givet i L2(R"),

ser vi af (8.44), at (1+|g[2)ﬁ € L2 . Dette medfgrer ikke blot at u € L2
(fordi G € L?) , men endog at Dju og D;Dju € L2 for .3 = 1yeeesn s

fordi &0 og £;g,0 Tigger i LE, idet lgjl < 1+1E1% og 1EiEs1 < 1517

|gj|2_§ Iglz ;. her benyttes den elementre ulighed

(8.45) 0 < (a-b)? = 2ab <a’+b®  for a,b € R.

Man far altséa, at
(8.46) L e (RY) med  (1-a)u € LX(R") = ue H(R").

Omvendt er det klart, at

(8.47) ue K(RY = (1-a)u € LA(R").

Dette minder 1idt om hvad vi fandt for sadvanlige differentialoperatorer i Af-

snit 7.4, og det er en klar demonstration af Fourier transformationens nyttighed.

Det ma dog straks siges, at 1-A er en usadvanligt pzn operator, fordi polyno-

miet 1-+|g|2 er positivt overalt. S& snart der er nulpunkter, bliver teorien

mere kompliceret. For eksempel kraver bglgeoperatoren atz -4, Ppé Rn+1 , med

symbolet -T2-+|£l2 , yderligere kraftige hjzlpemidier; og selv for Laplace ope-

ratoren A , hvis symbol ~l£|2 har det ene nulpunkt & =0 , er det mindre

enkelt at diskutere eksakte lgsninger.
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Laplaceoperatoren er dog elliptisk, og man kan ret let diskutere kvalita-
tive egenskaber ved lgsningerne til Au = f ved hjaelp af Fourier transformatio-
nen. Vi vender tilbage til dette og den videre diskussion af differentialopera-
torer i Kapitel 9. Fgrst vil vi analysere nogle yderligere egenskaber ved Fourier
transformationen, der bl.a. fgrer til nogle eksakte resultater for Tigningen

Au = f ,

Ved udregning af den Fouriertransformerede af bestemte funktioner har man
ofte glade af at bruge deres eventuelle symmetriegenskaber. Vi viser nogle vigtige

eksempler pd dette. ’ 7
Vi skal her benytte Fourier transformationens sammenha&ng med forskellige

koordinatskift, dels ortogonaltransformationer y = Ox, dels dilatationer
y = AX (::“A(X))’ som beskrevet i Eksempel 6.17. Som navnt der, beskrives de
tilhgrende koordinatskifteafbildninger ved

[T(0)uly) = u(0™'y)

= 0X ,

il
<
—
pd
~—
-
=
[o3]
=
<

= AX 3

fl
<
—
=<
g
“w
=
Qo
=
<

[T(uy Jul(y) = uly/)

det er &benbart, at disse afbildninger sender & over i 5 og %' over i

%' (hvor skrivem&den ovenfor jo interpreteres ved (6.52) hhv. (6.50)). For
K -

testfunktioner ¥ € & ser vi nu ved udregning (idet (0 )™ = 0):

(8.48) FIT(OWI(E) = f e'iy'gw(0'1y)dy
- f e 1% By (x)dx = J e %0 By (x)dx
FIp1(07e) = IT((0) " H91(E) = [T0)91(z) .

il

(8.48)  FIT,)1(E) = | &V Cuty)dy

- f e—ixx'gw(x)xndx
NEI0E) = Ty, )P1(E)

Dette forer til de generelle regler for u € ¢':
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KFIT(O)ul,p> = <T(0)u,Fp>
=<, T Y = <u, FIT(0 1>

*

= <Fu, T )0 = <T((07) YFup> = <T(0)Fu,p> 5
<FIT(uy Jul,p> = <T(wy Ju, Fp>

= <u,XnT(u1/k)Fw> = <u,FIT( 1>

= <Fu, T Wy = A"y JFusp>

disse regler for generelle u stemmer naturligvis overens med reglerne (8.48),

(8.48') for testfunktioner u. Vi har vist:

Setning 8.14. Lad 0 vere en ortogonaltransformation i R" og lad U, vere
multiplikation med skalaven X € R~{0}. De tilhprende koordinatskifteafbild-

ninger T(0) og T(UA) i P henger sammen med Fourier transformationen

pd felgende mide:

(8.49) FIT(O)u] = T((0") Fu = T(0)Fu,
(8.49") FIT(uy)ul = A"y 5 )Fu
for u €,

Setningen kan benyttes til behand]ing af funktioner med specielle invari-
ansegenskaber over for disse koordinatskifteafbildninger.

De funktioner u(x), som kun afhanger af afstanden [x| til 0, kan
karakteriseres som de funktioner, der er invariante under alle ortogonaltrans-

formationer, dvs. for hvilke

(8.50) T(O)u = u for alle ortogonaltransformationer 0,

(idet ortogonaltransformationerne netop er de transformationer i R" , der
bevarer [x]). Vi siger nu analogt, ndr u € 9”'(Rn) , at u kun afhanger
af afstanden x| til 0, ndr (8.50) galder.

En funktion er homogen af grad r, ndr der for alle a > 0 og alle
x € R"~ {0} gelder, at u(ax) = a'u(x), dvs.

(8.50") T(u1/a)u =au, for alle a > 0.
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Vi siger analogt, at en distribution u € ﬁ”‘(Rn) er homogen af grad r, ndr

(8.50") gxlder.
Man far da umiddelbart af Setning 8.14:

Korollar 8.14'. Lad u € #(R"), og lad T €ER.

1° mis U kun afhenger af afstanden x| til 0, gelder det samme
om 0.

20 myis U er homogen af grad r, sd er u homogen af grad -r-n.

Bevis: 1° Nar 0 gennemlgber ortogonaltransformationerne, genneml gber

* = . . .
(0) Tigeledes ortogonaltransformationerne. Identiteterne (8.50) over-
fores da til tilsvarende identiteter for u ifelge (8.49).

2° Nar u er homogen af grad r, galder ifslge (8.49') og (8.50")

T(uy g Fu = a7 FIT(u,)u]

n-r

a "rrau1 = a ",

hvilket viser, at Fu er homogen af grad -n-r.
Lad os anvende s&tningen pad funktionerne u(x) = lxl-r , der er homogene

af grad -r og kun afhenger af [x|. Der gelder for n/2 < r <n, at u Kkan

integreres ind i 0, mens u? kan integreres ud 1 e, dvs. u=xu+ (1-x)u,

hvor Xu € L! og (1-x)u € L2, Saer ue &, 0g U er veldefineret som

en funktion i cd . L2. Det ses af Korollar 8.14', at G(g) kun afhenger

af |&], og den er homogen af grad -n+r.

Funktionen v(&) defineret ved
v(e) = 121" (k)

er da en funktion i L%oc n &', som er homogen af grad 0 og kun afhanger

af [&g] .
Hvis v vides at vaere kontinuert pd R"< {0}, kan man heraf umiddelbart

slutte at v er en konstant Coips da invariansen jo s& betyder at

v(g) = v(n) for alle punkter g, og n € R"<{0}. Det folger da, at
(8.51) FOxI™) = G(e) = ¢, 11”7

Vi vil gerne vise dette, men da vi kun p& forhénd ved, at v € Lfoc’

kreves der et T1ille ekstra argument, som f.eks. kan vere folgende:
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Vi kan vise, at i omegnen af hvert punkt ¢ € R"< {0} er alle afledede
af v (i distributions-forstand) 1ig med 0. For det forste gaelder dette
den radiale afledede P da denne (1igesom i Opgave 6.13) er grensevardi
i D' af differenskvotienterne -%w((1+h)g)- v(g)l, somer 0, da
T(uk)v = v for alle X pd grund af homogeniteten. Ved hjaelp af invariansen
under ortogonaltransformationer kan vi f& andre afledede frem. F.eks. hvis
der indfgres polaere koordinater ((g$-+g§)%,e) i (51,52)-p1anen mens de
~andre koordinater (53,-o-,£n) lades uforandrede, realiseres. den afledte

95V med hensyn til © som grenseverdi af differenskvotienter defineret ved
hjelp af de ortogonaltransformationer, der drejer (51,52)-p1anen om dens origo,
mens (53,---,£n) holdes fast; 8ev ses da at vere 0. Inddrages andre

drejninger, fds at de tilsvarende afledede her ogséd er 0. Da Bg v i

omegnen af hvert punkt & % 0 kan udtrykkes som en linearkombination (med c®

koefficienter) af de allerede bestemte afledede, som alle er 0 p& v, ses

at ag v=>0 pa Rn~\{0} , for j=1,--+,n. Ved fortsat differentiation

. J
féds i alt:

V€ L%OC( R") med D% =0 pia R"~{0} for alle a+0.

Vi kan nu enten benytte resultatet af Ovelse 7.9, som viser direkte,at v er
konstant (i kvadranten Qn = {g |£1.> O,---,En > 0} og dermed, ved drejninger,

i hele R"~1{0}), eller vi kan 1ane Sobolevs s@tning fra Kapitel 9 (Korollar
9.11), som viser,at eftersom v € ﬁn H™(Q) for enhver begrznset &ben delmengde £

>0 :

af Rn*\{O} , Sd er vE€ C”(]Rn-{0}) og dermed konstant ifglge overvejelserne
for kontinuerte funktioner. Ialt f&s, at u(g) = 1£1"™"v(g) opfylder (8.51).

Konstanten Chp kan beregnes ved specielle udregninger (f.eks. integra-
tion mod exp(-1x12/2)), hvorved man finder verdien

\ _ n/2 ,-r T'((n-r)/2)
(8.51 ) CH,Y' = (41’[) 2 W
(ifelge W. Rudin: "Functional Analysis", Definition 7.1 og Exercise 8.6).
Igvrigt kan vi se direkte, at Ch.p € reel, ved at bemerke, at

FOx1™") = FO=x™") = FOxI™")
Ndr r € 10,n/2[ ,‘1igger r'=n-r 1 In/2,n[ s& vi far af (8.51) ved

anvendelse af F~| = (o) "F,

= xIT" = (2T (c

- -n+r!
Ix| prlEl )

n,

(2n) "¢ (1™ 5

Ii

n,r'F
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dette viser at (8.51) ogs& gaelder for r € 10,n/2[, med

" _ n -1
(8.51") Cop = (2n) Chnr *
n/2 -r
Da ¢, .. er konvergent for r - n/2,mod (2r) , 09 x| sdvel som
fx )" konvergerer mod |><|'n/2 i L;OC(Rn)r15W' for r - n/2, udvides

formel (8.51) ved granseovergang til at gelde ogsd for r = n/2. Ialt har vi

vist:

Setning 8.15. Wér r 10,nl, er (med c__ opfyldende (8.51'), (8.51"))

n,r
8. -ry -n+r
(8.51) FOxI™) = ¢, JE1I™"
For u(x) = IxI™" , r>n, er det ikke oplagt at interpretere U som en

distribution, og der findes specielle teorier hertil ("pseudofunktion", "princi-
pal value", se f.eks. Schwartz' bog). Se ogsa Afsnit 8.6.

Et vigtigt specialtilfelde af S&tning 8.15 er formlen

1 _ -2 -
(8.52) F(m) = IEI for n= 3.

Ti1l den almene teori for Fourier transformationer hgrer ogsd samspillet mel-
lem Fourier transformation og foldning (jvf. (5.21) for definitionen). Vi far let:

Lemma 8.16. 1° Nér f og g e LWR"Y, er fxg ¢ L (R"), og
(8.521) F(fxg) = F.q .

2 wer f og 4 er Fouriertransformerede af L1—funkt7joner, er

f.g € C[.)(]Rn) , o0g

N~

(8.53) F(f.g) = (2m)™" Fxg .

Bevis: Ved brug af Fubinis satning fas, nir f,g e L' ,

F(frg)(g) = je'“'i jf(x-y)g(y)dy dx = ”e“'(x'y)'g f(x-y) e Weq(y)dy dx
= ?(g)@(g) for hvert ¢ € R"

Analogt haves, at F(fxg) = (Ff)(g)(Fg)(g) , hvormed

1 1

(8.54) Fleg) = em" e e g

Setter vi nu f' = F'1f og g' = F'1g , T&r vi ved at anvende F:
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F(Fleg') = (2m)™" Frag' . i

Formlerne i Lemma 8.16 kan generaliseres meget vidt. Hvis for eksempel ¢
er hurtigt aftagende, kan man til gengaeld tillade f at vokse op for [X| = = ;
det er endda i s& fald muligt at erstatte f med en vilkarlig tempereret distri-
bution (jvf. Afsnit 9.3). I ferste omgang ngjes vi med
at se p& foldning i nogle s@rlige funktionsklasser. Idet <> = (1+Ix|2)§ , de-
finerer vi, for hvert s € R og hvert p € [1,°] , Banachrummet Lg ved

(8.55) Lg = {u € L}OC(R”) aoSu(x) € LP(R”)}

med norm  full . = 10O u(x)l .
LP LP(RrM)

Rummet Lg har interesse i forbindelse med Sobolev rum (herom mere senere); lige
nu vil vi vaere mest interesserede i Ll . Vi bemerker, at UseﬂiLl omfatter
alle de gvrige rum, thi ndr u € Lg foret p>1, sder uct Ls—a , hdr a

velges, sad at

- - 1/4
(8.56) J ST u(x) 1dx < ([ <> aqu) 1ooSul - <o L R ,
]Rn —_ ]Rn LP » p q
dvs. ndr a > n/q .
Ved foldninger har man brug for uligheden
e txey1? <1+ GxdslyD? <201+ (141y1%)
der forer til
x-y>S < 25005y’ nar s >0 ,
x-y>S = ey S oyl lsl eSSl nar s <o
oS! = ’ =
dvs. i alt("Peetre's ulighed"):
(8.57) xy>S ¢ 218aSepls! for s€R.

Lemma 8.17. Lad s € R. Nar U € Lg og VEL}s’,er u*VELE, med

(8.58) husvl < 2181y SV s for pe el
Ls S Is|
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Bevis., Idet

S Tulx-yv(y) 1 < 213 ex=y>S1ulx=y) 1<y> !l iv(y) |

fglger udsagnet af Fubinis satning og Hilders ulighed (som i Satning 5.7). I

Specielt er uxy veldefineret for u € UseﬂQL; 0g V¥ € &

o 1
Lemma 8.18. Nar u€Us€]RLs og V€L, er

(8.59) Flusp) = P U .

Bevis: Lad u € L; for et s € R. Lad uy = x(x/N)u , sd vil uy = u i

L; s 0g Uy - uxp i Ll
medforer konvergens i &' , s& der gelder for hvert ¢ € C;(Rn)

CF(usp) 0> = <uxp,Fo> = Tim <upsp,Fe> .

N-s00

Heraf fas, ved nogle tilladte integrationsombytninger,

<uN*w,$> = JJUN(y)w(x—y) Je'ix'zm(z)dz dy dx

- [ugo) [Jptxpe OV E Zoa)az dx ey

1

JuN(y) je-iy"th)(Z)cp(Z)dz dy = <poF (§r0)> = <UF (o)

<FU,1/L'(D> = <{I\)’aa(0> s

hvilket viser (8.59).

Nar vi skriver @ ti1 venstre for U .er det p& grund af at konventionen

om multiplikation af en distribution (her ). med en pan funktion (her V)

er indfort pd denne made; 1 fremtiden vil vi ogsé tillade os at skrive multi-

plikatoren til hgjre.
Formlen (8.59) kan vises at gzlde i mere generelle situationer, se de

almene varker om distributionsteori. Bl.a. gelder formlen for u € og

vy €9, Jvf. Opgave 9.2.

for N > , ifelge Lemma 8.17. Konvergensen i 1!

S
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De forudgdende resultater er tilstrakkelige til at behandle Tigningen for

Laplace operatoren

.F

(8.60) -A U

for pane funktioner.
Ndar u og f er tempererede distributioner, giver Tigningen ved Fourier

transformation

€12 6=+ .

En eventuel lgsning m& da opfylde (forsévidt udtrykket har mening)
(8.61) G(g) = 12172 (z) .

Hvis f er givet i 9, kan vi anvende Lemma 8.18 og formel (8.50) for n>3,

hvilket giver

- -n+2 - fy) _ f(x-y)
(8.62) u(x) = Cn,2|X| «f(x) = n,2 JW dy = .2 leln_z dy »

som da er lgsning ti1 (8.60). Lesningen u bliver en C-funktion, da differentia-
tion kan feres ind under integraltegnet. Der er mange andre lgsninger, nemlig
alle funktioner u+w , hvor w gennemlgber Tgsningerne til Aw =0 , de har-

moniske funktioner (som udger et uendeligdimensionalt vektorrum).

Funktionen cn’zlxl'n+2 kaldes ogs& Newton potentialet. N&r man fgrst har
formlen (8.62), kan man forsgge at benytte den for mere generelle f, og udvide
anvendelsesomrddet. Indsettes for eksempel en kontinuert funktion med kompakt
stotte som f , f&s en funktion u , der ikke altid er to gange differentiabel
i klassisk forstand, men dog for begraensede &bne maengder & kan vises at tilhere
HZ(Q) og lose (8.60) i distributionsforstand (eller bedre: lgse (8.60) som He -
funktion). Se ogs& Bemarkning 9.15.

Losningsmetoden kan faktisk udvides til distributioner f € S(R"), men
dette kraver en generalisation af foldningsbegrebet, som vi ikke kan overkomme

at medtage her.

Operatoren -A: u ~ f er Tokal, dvs. f's udseende i omegnen af et punkt
afhenger kun af u's udseende i en omegn af samme punkt (dette galder jo for enhver
differentialoperator). Lgsningsoperatoren T: f ~ u defineret ved (8.62) kan
derimod ikke forventes at vere Tokal (vi ser dette eksplicit af udtrykket for T

som integraloperator).
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Lad © vare en begranset dben delmengde af R". Da kan vi definere en
operator T, ved at den skal sende ¢ € CE(Q) (forlenget med 0 i R"~q) over

i (T(p)lQ , altsé

(8.63) Toi 0~ (To)|g  for o€ (@) .

Der galder her, at

(-A'RB@)(X) = @p(x) for xeq,

fordi A er lokal; sé TQ er en hgjre-invers til -A pd © . Det er en inte-

graloperator
(8.64) Tho= J GOxy)o(y)dy
Q2

med kerne
~“n+2

G(x,y) cn’zlx-yl

Det har interesse at undersgge, om denne lgsningsoperator er en Hilbert-
Schmidt operator (jvf. Mat 313, §16). Vi ser da pa

X s YEQ

J |G(x,y)12dx dy = c% 2 J |x-y|-2n+4dx dy < ¢! J 12177
QxQ *CJaxg 1z], IwI<R
hvor vi har anvendt koordinatskiftet z = x-y , w = x+y , og valgt R sé& stor
at QxQ < {(x,y) I Ix+yl <R, Ix=yl < R} . Integralet efter z i det sidste
udtryk (og dermed hele det sidste integral) er konvergent hvis og kun hvis
-2n+4 > -n , altsd netop nér n < 4, TQ bliver altsd en Hilbert-Schmidt

operator i LZ(Q) , nadr n =3,

Man kan vise, at TQ i almindelighed er en kompakt symmetrisk operator i

LZ(Q) , for hvilken egenvardifglgen (AJ(TQ))jEN tilhgrer 2P med p > n/2

(HiTbert-Schmidt tilfaeldet f&s for p =2 , Jvf. Mat 313).

Ndr Q er ubegrenset, vil TQ derimod 1 reglen ikke vere en kompakt opera-

tor i LZ(Q) (med mindre © er meget "tynd").

Vi vil endelig undersgge nogle flere typer af distributioner pd& R . I Set-
ning 8.14 behandledes homogene funktioner u af grad a , men det oprindelige
krav om, at bdde u og U € L}oc , lagde vasentlige begransninger pé& hvilke var-
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dier af a , der kunne dekkes ind. Regningerne fgr Korollar 8.15 viste, hvordan
tilfeldene a € ]1-1,0[ kunne behandles, mens hverken tilfaeldet a = 0 (dvs.
funktionerne u = c1H(x) + czH(—x) ) eller tilfeldet a = -1 (hvor funktionerne

u=cy H%%l + Cy H(;X) ikke er i L}oc i omegnen af 0) var med. Vi vil nu be-

tragte disse tilfaelde, hvor vi dels vil beskrive den Fourier transformerede af
Heaviside funktionen (hvormed vi kan behandle tilfeldet a =0 ), dels vil give

en mening til en distribution, der uden for 0 opferer sig som ;-.

Nar f er en funktion pd& R, som er integrabel pd intervallerne J]-o,¢l
og [e,o[ for ethvert ¢ > 0 , definerer vi principalvaerdiintegralet af f

over R ved

(8.65) PV J f(x)dx = lim f(x)dx ,
R

e-0 J]R\[—s,s]

ndr denne gransevardi eksisterer. (Det indgdr i definitionen, at intervallet

[-e,e] er symmetrisk omkring 0; hvis f ¢ L;OC(R) , kan man risikere at f& en

anden gransevardi ved at bortskere andre intervaller sdsom f.eks. [-e,2e] .)

Vi definerer nu distributionen PV ;- ved

(8.66) <PV 1,q>> = pY J @(x) dx for ¢ € C2(R).
X R X 0

Det skal vises, at denne funktional er veldefineret og kontinuert pa q;(R) .
Hertil benyttes, at ved Taylors formel er

(8.67) o(x) = (0) + x-m1(x) )

hvor m1(x) = Eiﬁli@igl er i CO(R) (vis det!). Endvidere gzlder for

X € [-R,R] , ved middelvardisatningen

(8.68) sup |m1(x)| = sup lﬂﬁé)iﬁﬁ921 = sup lo'(6(x))1 < sup lo'(x)] ,
Ix1<R Ix1<R Ix1<R [xI<R

hvor 6(x) er et punkt mellem 0 og x . Dette giver for Pv% , har

supp @ < [-RaR] >

(8.69) P> = Tim J -‘P_g{i)— dx
0 Y x|>e
= Tim [J 9%91 dx + [ m1(x)dx]
e->0 LJ[-R,-e]ule,R] J[-R,‘E]U[«B,R]

R
J o (x)dx
-R
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da det forste integral i parentesen er 0 p& grund af symmetrien af ;-;

funktionalen Pv% er veldefineret. Af (8.68) ses, at det er en distribution

sa

af orden 1:

(8.70) I<PV%,m>I_§ 2R sup Im1(x)l_§ 2R sup lo'(x)] , nar supp ¢ < [-R,R] .
IXI<R Ix1<R

Bem@rkning 8.19. 0gsd til de gvrige funktioner ;%~, m € N, kan man knytte

X
distributioner; her har man brug for dels principalvardibegrebet, dels en modi-

fikation af «¢(x) med et Taylor polynomium udviklet ved 0; jvf. Bvelse 8.9.

De pdgeldende distributioner kaldes PF-%ﬁ , hvor PF stdr for pseudo-funktion;

B . 1 1 X
for m=1 f&s PF; = PVI .

1 2(

Idet PV%-: XPV%-+ (1—x)§- har fgrste led i ¢ (R) og andet led i L°(R),

er v = PV%—E]?” , 0g vi kan beregne Fouriertransformationen v, f.eks. pa
fglgende mdde: Bemerk, at
(8.71) X+ PVL = 1

’ X

(ved brug af definitionerne), si at Vv er lgsning til differentialligningen i

¢ (jvf. (8.33) og (8.35))
(8.72) i 9 V(E) = 21 5 .

En Tgsning til denne ligning er EFAH(E) (jvf. (6.23)), og alle andre Tgsninger
er af formen -2niH(§) +c¢ , hvor c € € , jvf. Saetning 7.10. Vi skal da blot
bestemme konstanten ¢ . Hertil bemerkes, at ;- er en ulige funktion, og

v = PV%- er en ulige distribution (dvs. <v,o(-x)> = -<v,p(x)> for alle ¢ ) ,
s dens Fourier transformerede v m& ligeTedes vare ulige.

Omhyggeligt forklaret: Operatoren

(8.73) St (x) ~ @(-x) (spejling),
for @ € CS(R) , overfgres til distributioner p& sadvanlig mide:
(8.74) Su,p> = <u,Se>  for alle o € CE(R)

(fordi dette passer ndr u er en funktion). En funktion u siges at vare lige,
denne sprogbrug udvides

henholdsvis ulige, ndr Su = u henholdsvis Su = -u ;
til distributioner. For sammenhazngen med Fourier transformationen bemerkes, at
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(FSp)(£) = je"'x%(-xmx - je“‘%(x)dx = (Fo)(£) = (Fo)(-E) = (SFo)(E) ,

altsd
(8.75) FS =F =SF ;

disse formler overfgres til distributioner ved brug af (8.74). (Formlen (8.17)
kan skrives: F2 = (2m)"s".) Specielt ses, at Sv = -v medfgrer SV = -V .

Den eneste ulige Tesning til (8.72) er
-1 for & >0 ,
mi for £ <0 .

(Man kan ogsd finde v ved direkte regninger, men s& skal man vere temmelig p4-
passelig med interpretationen af de optradende integraler og konvergenser, hvil-
ket vi netop har overstdet ved at bygge Fouriertransformationen pd &' op ved
dualitet ud fra definitionen pa &.)

Vi har hermed vist

1 =i for & >0 ,
(8.76) F[PVI] = =2miH(E) + mwi =
i for £ <0 .

Anvendes ?1-5? =L FS (jvf. (8.75)) pa (8.76), fas

fl

PV%'= é%‘ FS(-2miH(g)+ni) é%—F(ZniH(E)—in)

= iFH(E) - £ FIT1 = iFH - mis
Altsé er
(8.77) FH(X) = $ PV L+ m6,
hvormed vi kan Fouriertransformere alle homogene funktioner af grad 0.
Nogle yderligere bemerkninger:  Svarende til opspaltningen

1 = H(x) + H(-x)

har vi nu felgende opspaltning af & (som bruges i teoretisk fysik)

oy oy N AN
(8.78) & = (2n) " F[1]1 = (2n) " (FH+FSH) = <§“*§ET'PV§> + <§' 5 PVX>
=6 +6_ , hvor
5 1 1 ,
(8.79) 6, = 5+ puy Pl = b FIH(2x)]
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Observer ogsd, at idet

H(x) = Tim H(x)e ™™ i & .

er a-0+

. 1 .
(8.80) FH = 1im — i

a0+ a+ig

(jvf. Bvelse 8.3), hvormed

1 4. 1 .
(8.81) § == lim . i &

+ 2“a—>0+ a+ix

Bemarkning 8.20. Til funktionen ﬂ%§l- knyttes distributionen PF H%§l., define-
ret ved
(8.82) <PF ﬂéél-,w> = Tim [J 9%?l-dx-+@(0)1og s} ,

e->0+ -7 ¢

jvf. L. Schwartz: Méthodes mathématiques..., Exercice II-14, p. 114-115. Hermed
inddrages enhver funktion p& R som er homogen af grad -1 i distributionsteo-

rien, nemlig som en distribution

H(x)

H(x)
(8.83) cy PF 2222 + CZSPF —

m » €1 09 Gy €q .

0gsd for distributioner pd R" dukker der Togaritmiske led op, ndr man vil ind-
drage generelle homogene funktioner og deres Fouriertransformerede. (En tilbunds-
gdende diskussion af homogene distributioner findes f.eks. i L. Hormander: The
Analysis of Linear Partial Differential Operators I, Springer-Verlag 1983.)
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9. Anvendelser pa differentialoperatorer. Sobolevs satning.
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Som vi har set i Kapitel 8, forer muitiplikation med et polynomium % ind i
9@ og ¢' ind i & . O0gsd andre C*-funktioner er multiplikationsoperatorer i
%og ¢' . L. Schwartz indferte folgende rum (hvor M stdr for multiplikation,

0 for operator), der indeholder polynomierne:

Definition 9.1. Rummet OM(]Rn) (eller OM) af langsomt voksende funktioner pd
R" bestar af de funktioner p(E) € CUARM), om mwilke der gelder: For hvert
€ ]Ng findes ¢ > 0 og a € R (afhengige af p og o), sd at

(9.1) ID%(E)] < c<&>®  for alle £ € R".

OM er klart et vektorrum (vi afstdr fra at diskutere topologier pa det).
Dets elementer definerer multiplikationsoperatorer f ~ pf , der (ved Leibniz'
formel) afbilder & kontinuert i ¥, og &' kontinuert i &' . [Man kan vise,
at en C”-funktion, der ved multiplikation afbilder % kontinuert i <% og &'

kontinuert i &' , ngdvendigvis md tilhere OM , se Treves' bog, Kap. 25%9.]
Nar p(g) er et polynomium, svarer multiplikationsoperatoren f ~ pf ved

Fourier transformation til en differentialoperator P(D) , se (8.38)-(8.41).
N&r vi tillader p at vare mere generel, svarer den til en mere generel operator,

som vi kalder en pseudo-differentialoperator.

Definition 9.2. Lad p(E) € Oy + Den tilhgrende pseudo—differentialoperator
Op(p(&)) , ogsd kaldet P(D) , defineres da ved

(9.2) op(pu = P(D)u = F 1 (p(8)i(E)) ,

den afpilder L < F og F' < P (kontinuert). p(E) kaldes symbolet af
op(p) .

Differentialoperatorer med konstante koefficienter falder &benbart ind under
denne definition; det samme galder lgsningsoperatoren i Eksempel 8.13, som jo er

op(<e>?) .
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For disse pseudo-differentialoperatorer gelder den uhyre simple regneregel, at

(9.3) op(p)op(q) = Op(pq) ,

altsd sammens@tning af operatorer svarer til multipiikation af symboler. Endvidere,
hvis p er en funktion i OM for hvilken 1/p tilhgrer OM , S& har operatoren

Op(p) simpelthen inversen Op(1/p) :

(9.4) op(p)op(1/p) = Op(1/p)Op(p) =1

(i Eksempel 8.13 har 1-A = Op(<£>2) inversen Op(<£>_2) ).

Bemerkning 9.3. Vi bruger her ordet pseudo-differentialoperator om alle operatorer,
der fds ved Fouriertransformation ud fra multiplikationsoperatorer i ¥ (og #').

I de praktiske anvendelser tager man ofte mindre klasser af symboler, med specielle
egenskaber. Til gengald tillader man symboler, der afhanger af x o0gsd, idet man
til symbolet p(x,&) knytter operatoren Op(p) defineret ved

(9.5) 0p(pIul (x) = (2m) ™ [ Ep(x,E)(E)deE 5
dette stemmer med at ndr P er en differentialoperator af formen

(9.6) P(x,D)u = = a (x)0% ,
lal<m @

sd er P(x,D) = Op(p(x,&)) , hvor symbolet defineres ved

(9.7) px,8) = = a (x)”
ol <m

Det faktum at der tillades "variable koefficienter" ggr teorien en hel del mere
kompliceret. Identiteterne (9.3) og (9.4) galder ikke eksakt, men med en vis til-
nermelse, afhengigt af hvilken symbolklasse, man betragter. Trods disse komplika-
tioner har den systematiske teori for pseudo-differentialoperatorer stor betydning
i den moderne matematiske litteratur, som en generel ramme omkring differen-
tialoperatorer og deres Tgsningsoperatorer. For fuldstendighedens skyld navner vi,
at en type af symbolklasser, der isa@r anvendes, er klasserne 51’0(Rnlen) be-
stdende af C”-funktioner p(x,£) der opfylder (for hvert p , a , B)

(9.8) IDgDEp(x,g)l < c:o(’B<£>d_|°(| for alle £ € R";

her er d ¢ R. Polynomierne (9.7) tiTherer ST O(]RanRn) , 0g <E>t tilherer
S$’D(]anRn) . (Der er bgger om pseudo—d1fferent%a]operatorer og deres anvendelser
af bl.a. F. Treves, L. Boutet de Monvel, M. Taylor, L. Hormander.)
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Lad os nu betragte L2—rea1isationerne af en pseudo-differentialoperator
P(D) . Her kan vi umiddelbart benytte de pane resultater om multiplikationsope-
ratorer i L2 , som blev fundet j Afsnit 2.7.

Setning 9.4. ILad p(E) € Oy » og lad P(D) vere den tilhprende operator 0p(p) .

Lad P(D)max vere realisationen af P(D) < LZ(an) med definitionsomrdde
(9.9) o(p(0), ) = fu € LARY) 1 P e LM,
og lad P(D)min vere afslutningen of P(D)I w, p. + Sder
Cq(R")
(9.10) P(D)max = P(D)min .

Endvidere er (P(D)max)* = P'(D) ¢+ Pwor P'(D) =0p(P) . Specielt er P(D) ..

selvadjungeret 7 L2(R"), nér p er reel.

Bevis: Vi skriver P for P(D) og P' for P'(D) . Det folger umiddelbart af

Plancherel-Parsevals s&tning (S@tning 8.5), at

-1
PmaX = F Mp F ., med

F'1{f e L2(R") | pf e LZ(JR”)} .

~—
It

hvor M_ er multipTlikationsoperatoren i LZ(Rn) defineret pracist ved (2.68).
Specielt er PmaX en afsluttet, tet defineret operator. Vi vil nu ferst vise,
at P og P! er hinandens adjungerede operatorer. Dette gdr pd nasten

max min o, N
samme mdde som i Afsnit 7.1: For u €' og o € CO(R ) gelder

il

(9.11) PUG> = <FpFug> = <pFu,F g

1

USFPF 1G> = <uF BFed> = <u,Ped .

Heraf ses pd den ene side, at ndr u € D(Pmax) , dvs. u og Pu€ L2 , Sa& er

(Pulw) = (ulP'e) for alle o € Cg ,
sd at
PI'C” < (Pmax)* ’
og dermed 0
1 — ¥ *
Priy = afsl. af P IC” < (Pmax) .

0

P& den anden side ses af (9.11), at n&r u € D((P'l )*) , dvs. der findes
e
0
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veL? , s& (ulP'e)=(vlp) for alle ¢ € CE , s&der v ligmed Pu , dvs.

1 *
(P ICw) < Pmax ’
0
og dermed (jvf. Korollar 2.6)

(P )* - (PIICOO)** = p!

min °
0
Lemma 7.1 udvides altsd til den foreliggende situation.
Men nu kan vi endvidere benytte det, der blev vist i Afsnit 2.7, nemlig at

(Mp)* = M5 , hvilket ved hjlp af Fourier transformationen overfgres til

max

* _ pt
(Prax) Pmax

I detaljer:

* _ =1 * _ remrie=Tyx _ T o o1 _ -1 _ pi

(Pog)™ = (FMF)™ = FAUS(ETD)™ = FF0 = FiMoF = pro s

idet F*=F = (2",

* ] i _ | :

Da (P . )" =P » folgerat P =P , hvormed den maksimale og

max
den minimale operator er sammenfaldende for alle disse multiplikationsoperatorer.

. _ * 1 -
Hvis p er reel, er Mp = Mﬁ og dermed (Pmax) = Pmax =Py 0
Bemaerkning 9.5. Da M_ har den nedre granse m(Mp) = inf{Re p(¢) | £ € R"}
(jvf. Ovelse 2.41), folger det af Plancherel-Parsevals satning, at P(D)maX
(og P(D) ) har nedre granse

min
(9.12) n(P(D) ) = inf{Re p(e) 1 € € B}

Heraf ses endvidere, at P(D)max = 0 hvis og kun hvis p =0 (idet
inf{Re e1ep(g) | £€ R" <0 for et vist o medforer Mp #+ 0, allerede pd #).
selvadjungeret hvis og kun hvis p =p , idet P(D) 0¥ -

1

Specielt er P(D)
(P(D)

max

* = - 1 - -
)*u = P(D) . u-P'(D) u=F M Fu for ue &,

max p-p

Det fremgdr specielt af saztningen, at for alle differentialoperatorer med
konstante koefficienter pa R"  er den maksimale realisation 1ig med den mini-
male; dette har vi fer kun kunnet vise for forste ordens operatorer (Ovelse 7.2,
der kunne klares ved foldning med hj og beskaring).

Da |g|2 er reel og har nedre graense 0, f&r vi specielt
Korollar 9.6. Den maksimale og den minimale realisation af -~A < LZ(Rn) er

sammenfaldende. Det er en selvadjungeret operator med nedre grense 0.
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Fourier transformationen kan bruges til meget mere end at vise selvadjunge-
rethed af operatorer med reelt symbol. Man kan f.eks. ogsd analysere egenskaberne
ved lgsningerne til differentialligningen P(D)u = f , selv ndr der ikke p& for-
hdnd er oplagte eksistens- eller entydighedssatninger. Blandt andet kan man dis-
kutere Tgsningernes regularitet, dvs. grad af differentiabilitet. I Eksempel 8.13
fandt vi, at enhver Tgsning u til (1-A)u =f med f € L2 ma Tigge i HZ(Rn).

Vi vil nu se systematisk pd Sobolev rummene i relation til Fourier transformationen.

I det folgende bruges M]c atter som generel betegnelse for multiplikation
med f , med definitionsomrdde tilpasset skiftende behov. P& grund af ulighederne

(9.13) b3 F,ZO(_<_ (1+g§+...+gr2])m <C, = 520(
focl <m fol <m

(der ses ved at gange det midterste udtryk ud), har vi

pe HMRM o 5 12%08)1% e LY(RM
lo] <m

o (1+1219)™M6(2)12 € L'(RM)

o 0 eLi(R"),
og de to normer Huum 0g
(9.14) i, = (2m) ™2 e,
2" ) L

er @kvivalente normer p& H'(R"). Der er det sa@rlige ved normen (9.14), at den
Tet generaliseres til ikke-hele eller endog negative vardier af m , sd vi ind-
fgrer nu (i overensstemmelse med Definition 7.2):

")

Definition 9.7. For hwert s € R defineres Sobolev rummet H% (R ved

(9.15) HS (R™) ={u e (RM) | %) ¢ Lz(an)} :

det er et Hilbert rum med skalarprodukt og norm

U o

(9.15) (ulv),

A

- 0™ | ETEe e, g - ()

H

At H3(R") er et Hilbert rum ses af at Fourier transformationen (211)-“/2 F

definerer en isometri
HS(R") ——s Lg(an)
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(jvf. (8.55)), hvor Lg jo er et velkendt Hilbert rum. Her er forgvrigt M<g>s

en isometri af Lg(Rn) pé LZ(Rn), s& vi har et diagram af isometrier:

n/2
n 2/ mN
S(R") - LE(R™)
(9.17) p(<E>%) J &>’
2Z(RM L2(RM)
(2m) ™/ 2F

Operatoren Op(<£>s) vil blive betegnet g5, s& der gelder

S+t s _t

(9.18) 55 = 0p(<e>°) , Rl for s,t € R

[1]
[1]

Bemark, at EZM = (1-A)M nér M er hel >0 , mens 5% er en pseudo-differen-

tialoperator for andre verdier af s . Bemark, at 25 er en isometri af Ht(Rn)

pa Ht's(Rn) for alle t € R. Man far nu let

Lemma 9.8. Lad s € R.

19 25 er en homeomorfi af ¥ pé P, og af ' pé P, med invers ci

20 P op tet 4 Lg og ¢ HS(R").

(o)

Bevis: Som tidligere bemzrket er & tat i LZ(Rn) , da C,
i

er det. Da
&> € Oy s er M . en kontinuert afbildning af ? indi ¥, ogaf &'
&> |
ind i &', foralle s ; ogda M s oplagt er invers hertil, definerer
<&>
M en homeomorfi af & pa & og af ' pa& ¥' . Ved invers Fourier trans-

<>
formation fglger, at 25 er en homeomorfi af 5 pd & ogaf ¢ ps& ¥ , med

invers = ° . Tatheden af & i L2 medfgrer nu tzthed af & i Lg ved brug

I

af M s » 09 tethed af & i H® ved brug af g > (jvf. isometridiagrammet
<ED>

(9.17)%0 I]
Punkt 2° er forgvrigt for s hel > 0 dakket ind af Setning 7.5.
Bemark, at vi nu har kontinuerte indlejringer

(9.19) P cHc Hcl?cHScHS <, for s' >s>0,

s& at HS-rummene i nogen grad "fylder ud" mellem % og L2 , resp. mellem L2

og ' . Dog er
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(9.20) ¥ ¢ n HS  og g2 U W,
s€R seER
hvilket felger af at der tilsvarende gxlder
2

2
(9.21) P n L #'o U LS,
FseR 5 * seR °

idet funktionerne i Lg ikke behgver vare differentiable, og elementer i &'

ikke behaver vare funktioner. (Der er andre rum, hvor man kombinerer polynomiale

viekstbetingelser med differentiabilitet, der passer bedre i denne henseende.)
Vi vil nu satte Sobolev rummene i relation til rum af kontinuert differen-

tiable funktioner; hovedsatningen er her Sobolevs sa&tning.

Setning 9.9 (Sobolev.) ILad m vere et helt tal > 0, og lad s >m+n/2 .
54 er (juf. (5.18))
(9.22) (R < (R,
Lw
og der gelder for u:€ HS(Rn) R

(9.23) sup{mo‘u(x)l | x e R", 1al < m} <Cglulg -
s

Bevis: For ¢ €% galder for s =m+t , t >n/2 og fal <m,

(9.20)  sup 0% ()1 = supl (20" [ X Ee%e)ae
weR" X R
<(em™Me J 10 1™ >
R
<em™e "‘B"LZURn <£>'2tdg> = Cg llollg

s
idet integralet af <g>-2t er konvergent, ndr t > n/2 . Dette viser (9.23) for
p€F. Narnu ue€ HS , findes ifglge Lemma 9.8 en fglge ® e/, sk

hu-ellg = 0 for k »w . Ifglge (9.24) er ®, €en Cauchy foglge i C@n(Rn),
> L
og da dette rum er et Banach rum, eksisterer grenseverdien v € Cﬁn(Rn) . Bade
L
konvergens i HS 0g i CT» medfegrer konvergens i #' , s8 u =v som elemen-

L
ter af ¥' , og dermed som lokalt integrable funktioner. Dette viser indlejringen

(9.22), med (9.23). I

Lad os straks illustrere sa&tningen med en anvendeise:
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Setning 9.10. Lad U € LZ(Rn). 54 gelder for s € R

(9.25) au e HS(RY) o ue H2(RY, o
(9.26) nu € C%(R") & ue ¢, (R") .
L L

. 2
Bevis: Vi viser fgrst (9.25). Nar u € Hs+2 , er Au € HS , idet 1-A =E" .
Omvendt, ndr Au € HS 0g UuE€ HO , er

(1+<e>%1£12)G() € LA(R") .

pa 1212 > M1+1212) for 18I > 1, og 1> c<e>St? for |gl <1, folger at

~|

&>S*2y(e) € LA(R"),

dvs. u e HS*2 . (9.26) fas nu af (9.25) ved at bemerke, at c°L°2(1R”) c

n HS(R") =n HS(R™) pr. definition, mens nseﬂsz(Rn) c:C°°2

seNO seR

Sobolevs sa&tning.

Specielt er det maksimale definitionsomrdde for A i LZ(Rn) Tig med Hz(Rn).
Hypotesen u € LZCRn) er 1idt restriktiv og vil blive slzkket senere, ndr
vi 0gsd har behandlet Sobolev rummene med negativ eksponent. Lad os ferst vise,

at Sobolevs satning kan overfgres til pene delmengder af R".

Korollar 9.11., Nir Q = R? , eller Q er begrenset, glat, dben, gelder for m

og & hele >0, med £ >mn/2 :

(9.27) HR(Q) c CTD(E) , med sup{lDau(x)l ' X€Q, lal g‘m} S.Czllull2 .
L .

Bevis: Her benyttes Satning 7.7, som viser eksistensen af en kontinuert afbild-
ning p: H¥(9) - H*(R") for hvilken u = (pu)lQ . Nar ou e HYR) , er
pu e HY(R") < ¢™ (R") ved Sztning 9.9; da er u = (pu)lQ € Cﬁx(ﬁ) , 09
L™ L
sup{lD“u(x)l' X €8, lal < m}.g mu%]Dapu(x)l ‘ x € R", lal < m}

<C, o lpull, < C'ful , _
- R 2, 2 HQ(Q)

Normen uuus . betegnes ofte blot. lull i det fglgende.
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Sobolev rummene med negativ eksponent vil nu blive undersegt. Hovedpointen
er, at de vil blive opfattet som dualrum til Sobolev rummene med positiv ekspo-
nent! For Lg—rummene er dette en oplagt ting, og den tilsvarende sag for HS
fés efter anvendelse af F_1 .- Vi benytter her den sesquilinezre dualitet
(altsd: dualrummet er rummet af kontinuerte, konjugeret lineere funktionaler).

Setning 9.12. Lad s € R.

10 L?S kan identificeres med dualrummet til Lg , ved en isometrisk iso-
morfi, sdledes at funktionen U € L?S identificeres med funktionalem A € (Lg)*

hvis og kun hvis

(9.28) Juererde - Mo gor 0 €.
n) , ved en isome-

20 H_s(]Rn) kan identificeres med dualrummet til HS (R
trisk isomorfi, sdledes at distributionen U € H-S(]Rn) tdentificeres med funk-

tionalen A € (H(R"))*  hwis og kun hvis

(9.29) U, = Alp) for ¢ €F.

Bevis: 1° Nar u € L?S , definerer u en kontinuert funktional Au pa Lg ved

Au(v) = Ju(g)V(g)dg for v € Lg .
idet ‘

(9.30) W1 = 1SR TR < il , IV,

I_‘-S LS

ved Schwarz' ulighed. Afbildningen u ~ Au er injektiv, thi hvis Au = Au' >
er [(u-u')edg =0 for alle o € 39, s& u-u' er O0-funktionen, ved du Bois-
Reymond's lemma (Lemma 6.1). N&r omvendt A er en kontinuert funktional p& Ls ,

fds ved sammensetning med isometrien M. g = Lg en kontinuert funktional
<&E> '
A' =AM -5
&>
pé& L2 . Ved identifikationen af L2 med dets eget dualrum findes der en entydigt
bestemt funktion f € L2 med samme norm som A' , s& A'(v) = (flv) for alle

v € L2 . Da er, for o€ % (der er jo er tet i Lg)

9

M) = ME>T3<E50) = L' (<E>50) = (FIEX ) = J<€>Sf(£)$(£)d£ ,
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med u = <>’ €12 . Endvidere er ful , =
L
s
ok = Al ok v " Da & er tat i Lg , er iden-
" ad)

tifikationen mellem u og A bestemt allerede ved (9.28).

hvilket viser at A = Au

u<g>'5<g>5fuL2 BUPR

2% Beviset for dette punkt bestdr nu blot i at "oversatte" alle betragtnin-
gerne under 10, ved brug af F'1 0g dennes isometri- og homeomorfiegenskaber. [

Dualiteten mellem H™° 0g HS  skrives nu 0gsa

(9.31) u,v> eller blot  <u,v> , for ueH?>, veH,

H™S H®
fordi den stemmer overens med skalarproduktet i Lz(Rn) og med distributions-
dualiteten, ndr disse har mening. Bemerk, at vi har vist (cf. (9.30))

(9.32) I<U V1 <lull_g IVl nar u e H , ve H,

der ofte kaldes Schwartz' ulighed (med t ) efter Laurent Schwartz. Bemerk ogsé
I, (vl .
|MJW%*—sw{WE-|veH\w@

| <u, V>l S _ I<u,@o>| 1
SUP{*TWW;"— v €H \{O}} sup{—ﬂ5ﬂg——| ® Eﬁa\{O}I .

(9.33) hull_g

i

Rummene H™° , >0, indeholder flere egentlige distributioner, jo sterre s

er. For eksempel har vi

(9.34) seHS(R") e s>n/2.

Mere alment galder

Setning 9.13. NGr u € e (R") og er af orden N , sder u€ H™S(RM) for
s >N+n/2 .

Bevis: Lad ueg'(Q) , sder u jo af endelig orden (N) , og der findes
ifelge (6.34) en konstant Cy » sd der for alle o€ CB(R”) gelder

(9.35) [<uso>| = Cy sup{IDaw(x)l | xeR", Jal < N}

(idet der ikke er nogen restriktioner pad stetten af ¢ € CE(RH) ). Ved (9.24)

fas herefter, at
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(9.36) I<uso>1 < €5 llollg for s > N+n/2 ,

hvormed u € H™> ifglge Setning 9.12.

Bemzrk, at det sivel for &' som for HS - rummene gelder, at de Fourier
transformerede rum bestdr af (lokalt kvadratisk integrable) funktioner. For &'
fas dette af Bemarkning 8.12 eller Setning 9.13, idet det for HS-rummene ses af

definitionen.
Med Sztning 9.13 kan man vise en mere generel satning om lgsningerne til

LapTlace Tigningen

Setning 9.14. Lad u € EY(HQ”), eller mere generelt U € U Ht(Rn) . 84 gelder
te€IR
(9.37) au € HS(R™ o u e HSY2(RM) .

n_u

Bevis: Implikationen "«<" er klar. For at vise "s" bemarker vi, at ndr u € &',
er u i et Sobolev rum Ht(Rn) for et vist t (evt. stort negativt) ved Sat-

ning 9.13. Sa er
(121%<e> *<ept)iie) € L3R,

hvoraf folger at <e>S™G(g) € LA(R™)  (da 1£1%<° > &> for 121 > 1,
0g G(E)|{|€l<1} er i LZ{IgL§1} ). Daer ueH'(R"). 0

Bemaerkning 9.15. Se&tning 9.14 viser tydeligt, at Sobolev rummene er meget vel-
egnede til at karakterisere regulariteten af lesninger til =Au = f . Denne
egenskab deles ikke af rummene af kontinuert differentiable funktioner, idet der
gelder u € CZ(Rn) = Au € CO(R™) , mens det omvendte ikke kan sluttes. Et eksem-

pel i dimension n = 3 er funktionen
2

13K
Tog X1 (IXIZ-1>X(X) for x %0 ,

(9.38) f(x) =
0 for x =10,

som er kontinuert og har kompakt stette, og for hvilken u = Z%;Tgﬁ-*f er i
3)\CZ(]RB) og lgser =-Au = f i distributionsforstand (dog er u € H]OC(Rn)).
k—rummene end Sobo-
Ck,c

¢'(R
Der findes en type af (Banach) rum, som er narmere ved C
lev rummene og fungerer godt i studiet af A , nemlig HGlder rummene

o€ 10,1 , hvor

med

ck:%(q) = {u e ckea) 1 1D (u(x)-uly)) | <Clx-yl” for |a] < k} .
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her galder at Au € Ck’g ® u € Ck+2’0, i hvert fald Tokalt. Disse rum fungerer

0gsd godt ved ikke-Tineare problemer (men er til gengmld ikke sarligt nemme at
handtere ved Fourier transformation). Elliptiske differentialligninger i Ck’g-rum
behandles f.eks. i R. Courant -D. Hilbert: Methods of Mathematical Physics,

vol., II (under emnet "Schauder estimates").

Nu kan vi endelig give et nemt bevis for den struktursatning, der blev be-

budet i Kapitel 6 (omkring formel (6.17)).

Setning 9.16. (Struktursatningen.) ILad Q@ vere dben < R" og lad u €g'(Q) .

Lad N wvere en dben omegn af supp u med v kompakt < Q , og lad M vere
et helt tal > (N+n)/2 , hwor N er ordenen af u . Der findes et system af

kontinuerte funktioner fo( med stette 1 V for lal <2M , sd at

(9.39) u= x D%

lafem &

Endvidere findes en kontinuert funktion ¢ pd R" , 84 u-=(1-A
g€ V2 1=8(RNY e oot &> 0) .

Bevis: Vi har ifelge Sztning 9.13, at u € H°> for s = N+n/2+¢ (med
e € 10,1 ). Nuer HS = Et Ht'S for hvert t . For t =2M > N+n haves,
< c°(R™M , ved Sobolevs

at t-s>N+n+1-N-n/2-¢=n/2+1-¢ , sd at TR
setning. Altsa er

H"S - EZM HZM"'S - (1—A)M Ht'S c (1-A)M CO(]Rn) ,

hvormed der findes et g € O npn/2+l-e , S& at

u = (1—A)M g .

Lad nu n € C;(V) med n =1 pa en omegn af supp u . S&er u=nu-=
n(1-A)M9 , som ved hjelp af Leibniz' formel omskrives til formen (9.39). I

Som en umiddelbar konsekvens fas fglgende s@tning for vilkarlige distribu-

tioner:

Korollar 9.16. Lad § vere dben < R" , lad u€ED'(R), og lad Q' vere en
aben delmengde af $ med Q' kompakt < Q . Lad ¢ € CBO(Q) med ¢ =1 pd
Q'', og lad N vaere ordenen af tu € £'(Q) . Nér \ er en omegn af supp ¢ <
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Q og M hel > (N+n)/2 , sd& findes et system af kontinuerte funktioner med
kompakt stette © V , 84 tcu = ZIO(I(ZM D(Xfo( s s8pecielt er

(o
i
M
o
Q
-4

(9.40) o pd Q'

Ud fra korollaret og en finere deling af enheden end vi har indfert i Kapi-

tel 5 kan man forgvrigt, for hver u €.8'(Q) , konstruere et system (fa)aem'
O |

af kontinuerte funktioner fa pd  , som er lokalt endeligt (dvs. kun endeligt
mange funktioner er forskellige fra 0 p& hver kompakt delmengde af Q ), s& at

us==x r]Dafa (se f.eks. Theorem 6.28 i Rudin's bog).
laIENO

Vi kan nu ogséd vise fglgende interessante tathedssatning.

Setning 9.17. Lad 9 vere dben < R". 54 er CBO(Q) tet 7 D'(Q) .

Bevis: Lad u € D'(R) . Vi bemerker forst, at nar n, eren fglge af funktioner
som i Korollar 5.11 2°, s& vil nu > u i D'(Q) for & -~ , ddet der for hvert

¢ € Cy(2) gelder

<n2u,w> = <u,n2m> = <u,p> for & > 20 .

nar QO er sd stor at supp ¢ € K2 , Jvf. ogsd Satning 6.9. Det er da tilstrek-
0

keligt at approksimere nu 1 D' (2) med funktioner i CE(Q) . Men

nyu € £'(Q) og tilharer da H'S(R") for et vist s (nar ny U forlenges med
0i R'S2). Ner #AR") teti H(R"), s& der findes en folge o, €
med @ - nou i H™S(R") . Denne falge konvergerer ogsd i .9'(R") (jvf. (9.19)
eller verificer direkte). Da vil My 19 = Ngpq Mgl = NpU i DY(RM  for

k > , og dermed i B'() (jvf. Smtning 6.9). (Setningen kan ogsd vises ved

almene resultater fra funktionalanalyse.)

Setningen tillader at vise mange egenskaber for distributioner ved reduktion
til testfunktioner. Med smd modifikationer giver beviset tillige at CE(R”) er
taet i &' (R") (med dettes topologi), og at CE(Q) er tet i £'(Q) (med topologi
som dualrummet til C7(Q) , Jvf. Bvelse 6.11).

Som en anvendelse af satningen kan vi definere foldning af distributioner
med testfunktioner: N&r u €2'(R™ 0g ug eren folge i CE(R"), som kon-
vergerer mod u i B'(R"), galder for y og o€ CE(R”)

in Qrpso> = Tim [ oy xydutyrotxdy ax - tin [Juzrwtx-2)otx)ax dz -

k=300




Mod. An. 1984 9.14

= Tim <uk s SYx> = U, Sp*p>

K00

hvor Sy(x) star for y(-x) som i (8.73). Vi kan da indfore:

Definition 9.18. For u €' (RM) og lpECBO(]Rn) defineres Uxp ved

(9.41) uxp = Tim urp 7 H'(R")

K=o

hvor U er en folge < CBO(]Rn) , der konvergerer mod U < B@'(]R”) .

Definitionen er &benbart uafhengig af valget af falgen Uy idet vi
tillige har vist:

Lemma 9.19. #dr u €D (RM) og v € CBO(]Rn) s opfylder uxy for alle
o € C3(R")

(9.42) QURP, > = <U , SPrp> .

Definitionen og lemmaet tillader en m&hgde regninger med foldningsprodukter.
Blandt andet far man umiddelbart ved brug af (9.42)

Lemma 9.20. WNdr u E,,'i‘)'(]Rn) s gelder

(9.43) howu > u DR .

Argumenterne generaliseres uden videre til tilfeldet hvor u ey (R")
og @ e P(RM) . Vi kan da ogsa udvide Lemma 8.18 tiT viTkdrlige tempererede distri-
“butioner (jvf. @velse 9.2).

Man kan ogsé generalisere argumenterne til tilfeldet hvor u € £'(R"™) og
o € C(R") .

Det er nu ogsd muligt at definere et foldningsprodukt af to distributioner
under visse omstaendigheder (f.eks. nér den ene har kompakt stgtte, eller nir
begge har stgtte i en "kvadrant" {x € R" | XJ.Z 0 for j=1,...,n} ), men
herom md vi henvise til den videregdende Titteratur.
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Nar P(x,D) er en m'te ordens differentialoperator (9.6) med symbolet
(9.7), kaldes m'te ordens delen for principaldelen

(9.44) Pm(x,D) = ¥ a.(x)p*,

(9.45) P(x:8) = = a (x)g” ;

man mgder ogsd betegnelsen det karakteristiske polynomium for pm(x,E) . Opera-
toren P(x,D) kaldes elliptisk pA M (M< R™ , nar

(9.46) p,(x:€) + 0 for &€ R"<{0}, alle x e M.

Laplace operatoren, hvis symbol og principalsymbol er Tlig —|£|2 , er elliptisk
pa R".

Argumentationen i Sething 9.14 kan ret let udvides til andre elliptiske
operatorer med konstante koefficienter ay - Nar en differentialoperator har
variable koefficienter, skal der mere til end blot Fourier transformation. Vi vil
i det felgende vise, hvordan Satning 9.14 kan generaliseres til elliptiske diffe-
rentialoperatorer af orden m med konstante koefficienter i principaldelen og

variable koefficienter igvrigt.
Hertil har vi brug for Tokalt definerede Sobolev rum. For nemheds skyld

ngjes vi med at betragte dem for hele eksponenter.

Definition 9.21. Lad s €Z , og lad Q vere en &ben delmengde af R". Rummet
H?oc(m defineres som mengden af distributioner U €.8'(Q) , for hwilke

ou € HS(RM) for alle ¢ € CBO(Q) (hwor U som sedvanlig tenkes forlenget med

0 uden for §).

Af hensyn til denne karakterisering bemarkes:

Lemma 9.22. Lad s €Z .
19 For wert £ € (3(R")  eller PAR"), er mitiplikation med f en

kontinuert operator fra Hs(]Rn) ind ¢ HS(RM.
2° For mert o € ]Ng er D* en kontinuert operator fra Hs(an) ind <

Hs—lal(Rn).
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Bevis: 1° Lad s > 0 . Det folger umiddelbart af Leibniz' formel, at

(9.47) Ifulg < cg sup{lD“f(x)u | x € R", 1al < s} hullg

hvilket viser kontinuiteten for s > 0 . For u € H™S(R") benytter vi Satning
9.12 og (9.47):

I<fu, @1 = I<u, ferl < llull _clifel

A

tut g cg sup{10°F001 | x € B, tal < s} ol

hvormed fu € H™>(R") med
(9.48) Iful_g < ul_g cg sup{10%F 001 | x € B", tal <5}

(jvf. (9.33)), hvilket viser kontinuiteten.
29 At D% afbilder HS(R™ kontinuert ind i HS™'®I(R"™) ses af at

= e 1% (), < e 1<e>%UENy = tul, , for u e H(R").

(64
LT
i

Lemmaet medfgrer bl.a., at for at vise at en distribution u €8'(Q) Tig-
ger i H?OC(Q) er det nok at vise f.eks. at neu € HS(R™) for funktionerne

indfert i Korollar 5.11 (for et givet ¢ € CE(Q) velges & s& stor, at
supp @ = K, 5 sd er ou = ¢nyu ). Det er ogsd tilstrakkeligt for at u €.9'(Q)
tilhgrer H?OC(Q) , at der for hvert x € Q@ findes en omegn w o0g en testfunk-

tion y e Cj(a) med y =1 p& w, siat pue H(R"); thi for hvert g kan

K£+1 overdaekkes af et endeligt system af sddanne omegne Wysenesly s OF
1< w1(x) e +¢N(x)_§ N for x €K, 4
sd at
N n
3 S/ ph
nu= ¥ —=——1y.u€H(R).
“ j=1 Ypteeethy
Rummet H?OC(Q) er et Fréchet rum med topologien defineret ved seminormerne

(9.49) p_(u) = lin,ul for 2 =1,2,...

Bemerkning 9.23. For fuldstendighedens skyld vil vi nevne, at H?OC(Q) har

dualrummet H;gmp(ﬂ)f (som det selv er dualrum til), pa lignende mide som i Set-

ning 9.12 (og @velse 5.3 og 5.8). Her er
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[ee]

(9.50) Hcomp(sz) = 21:11 HKQ s

hvor HE er det afsluttede underrum af Ht(Rn) bestaende af elementerne med

L

stotte i K, 3 rummet Hzomp(Q) forsynes med induktiv Times topologien.

Af Lemma 9.22 f&s endvidere

€ NB , er operatoren U ~ D%

Q

Lemma 9.24. Lad s €Z . Nér T € CE(Q) og
en afbildning af W], (%) ind < H‘;’;lo‘l(ﬂ) .

1,...,n , hvert o€ CE(Q) ,

1l

Bevis: N&r u € H?OC(Q) , haves for hvert

_ _ s-1,N
(D(DJ-U) = DJ((DU) (DJ'(P)U €H (R ) ’

(o]

idet ou € HS(R") medferer Dj(mu) € HS'1(Rn) , 09 Djw € CO(
D, rummet H?OC(Q) ind i H%;l(ﬂ) , og det fas ved jteration, at D¢ sender

Q) . Altsd sender

H?OC(Q) ind 1 H?;éal(ﬂ) . Da fp € CE(Q) , hadr o€ CE(Q) , ses at

£0% € H?;CIO('(Q) . 0

Det kan let kontrolleres, at afbildningen i Lemma 9.24 er kontinuert. Vi
bemerker folgende oplagte konsekvens af Sobolevs setning:

Lemma 9.25. For Q dben < R"  gelder

(9.51) SQZ H?oc(n) = (o) .

Nu vil vi vise regularitetssatningen:

Swtning 9.26. Iad O vere en dben delmengde af R", og Zad P = P(x,D) vare
en elliptisk differentialoperator af orden m pé& 9, med konstante koefficien=
ter 1 principaldelen og C*=koefficienter i de gvrige led. Der gelder for alle

s el
(9.52) ueD(Q) med Pu€H (@) & uehigla),

og spectielt
(9.53) U ED(R) med Pu€ C7(Q) o uec(a).
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Bevis: Implikationen fra hgjre mod venstre er oplagt i (9.53), og den fglger
i (9.52) af Lemma 9.24. Lad os nu vise = 1 (9.52). Ifglge det givne er P
af formen (idet vi kan antage at m > 0)

(9.54) P(x,D) = P, (D) +Q(x,D) ,

hvor Pm(D) = Op(pm) for et homogent polynomium pm(g) med eneste nulpunkt
£=0, oghvor Q er af orden m-1 med C™-koefficienter. Den formelt adjun-

gerede operator P'(x,D) har da formen

P'(x,D) = PA(D) + Q'(x,D) »

hvor P&(D) = Op(ﬁh), og Q' er af orden m-1 . Ved sammensgtning fas en dif-

ferentialoperator

L(x,D) = P'(x,D)P(x,D) = 0p(B,p,) +ROx:D)

hvor ﬁhpm opfylder

¢ 1812 <F (E)p, (8) < C 1gl™" for E€R",

med 0<c<C, og R(x,0) eraforden 2m-1 . Nar P(x,D)u € H?OC(Q) ,
er L(x,D)u = P'Pu € H?;g\(ﬂ) ifolge Lemma 9.24. Hvis vi blot kan vise implika-
tionen = 1 (9.52) for L , er vi fardige, thi dette vil give at u € H?Z@(Q).

Vi kan derfor antage fra nu af, at m er lige, og

(9.55) c g™ <p (e) <Cuel™ for £€R.

Lad u opfylde venstre side af (9.52), og lad x € 9 . Ifelge beskrivel-
serne af Hfbc(ﬂ) er det nok at vise, at der findes en omegn w af Xx og en
funktion v € CE(Q) somer 1 pd w, S& Yu€ Hsﬂﬂ(Rn).

Velg forst r > 0, sad B(x,r) cf . Lad Vj = B(x,r/j) for

j=1,2,0.. . Som i Korollar 5.11 findes for hvert Jj en funktion wj € Cg(vj)
med wj =1 pa VJ.+1 . Specielt er ijj+1 = wj41 . )

Da hyu kan opfattes som en distribution p& R med kompakt stotte, er
YU af endelig orden, og der findes ifglge Setning 9.13 et tal MeZ , sd
Pqu € H_M(Rn). Vi vil nu vise induktivt, at

(9.56) Diau € M RN GEST™RY) for 4 = 1,2,

Nar j er s& stor, at -M+j > s+m , er wj+1u € Hs+m(Rn) , 0g det gnskede

er opndet med w = Vj+2 og Y = wj+1 .
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Induktionsskridtet gdr pd felgende mdde: Lad det vare givet, at

(9.57) bu € MO samt Pu e B (Q) .

Toc

Nu skriver vi

Pu = (P (D)+1)u+ (Q(x,D)-Tu ,

og bemerker, at der ved Leibniz' formel galder, for hvert 2 ,

(9.58) Y, Pu = (Pm(D)+1)w£u-+S£(x,D)u ,

hvor SQ(X,D) = sz-(Pm+1)wR er en different1a1operator'af‘ordeh m-1, som
har koefficienter stgttet i supp wz c V2 . Vi far da

(9.59) (Pm(D)+1)wj+1u = wj+1Pu -Sj+1(x,D)u = wj+1P¢3u —Sj+1(x,D)wju ,

da wj er 1 pa Vj+1 » hvor wj+1 og koefficienterne til SJ.+1 har deres
stotte. Ifglige det givne (9.57) samt Lemma 9.24 er

-Mej-t-mel g psememel o bedem s+l

0g
S
dvs. i alt
-M+j-m . S
(9.60) (Pm(D)+1)1pJ.+1u € H UH> .
Nu er

P (D)+1 = Op(p, (E)+1) ,

som oplagt definerer en isomorfi af Hk(]Rn) pa Hk—"%]Rn) for alle k , s& det

kan sluttes af (9.60), at

-M+j , ,s+m
¢j+ﬂ‘€ H UH .

Hermed er det vist, at (9.57) medferer (9.56), og induktionen fungerer som angivet.
Den sidste implikation i (9.53) folger nu af Lemma 9.25. i

En argumentation som i ovennavnte bevis kaldes i engelsk matematisk Titte-
ratur ofte et "bootstrap"-argument, hvilket hentyder til et af Miinchhausens
eventyr, hvor han sad fast i et hangedynd, og skridt for skridt halede sig selv

op ved stgvlestropperne.
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Korollar 9.27. Nér P er en elliptisk differentialoperator pd & af orden M,

med konmstante koefficienter i principalsymbolet, sd er

(9.61) D(P ) < HTOC(Q) .

Sztningen og korollaret kan ogsd vises for elliptiske operatorer med helt

variable koefficienter, ved at man i omegnen af hvert Xg € Q benytter at
Pm(x,D) er tet ved Pm(XO’D) i en passende forstand; vi skal ikke komme ind pa

detaljerne her. Der vil i almindelighed ikke gelde at D(Pmax) Tigger i HM(Q)

med mindre dimensionen n er Tig 1.
Med hensyn til den minimale realisation vil vi blot vise fglgende.

Setning 9.28. ILad P(D) vere elliptisk af orden M pd R", med konstante

koefficienter. Lad §Q vere dben < R". Den minimale realisation Pmin af

P(D) < LZ(Q) opfylder

(9.62) D(P.) = Hy(2) .

. o B MmN
Nér Q=R , er D(Pmin) = D(Pmax) = H'(R) .

. n . . .
Bevis: For £ = R' har vi allerede vist, at D(Pmin) = D(Pmax) , og det sid-

ste udsagn f&r vi ved at vise,at graf-normen her er akvivalent med H"(R")-normen.

Hertil bemarkes at ved Plancherel-Parsevals satning er

i g2 = o ) = o™ | aepEn®naeEn® e .

R
Da p(g) opfylder
p(€) = p (E)+alE) ,

hvor der med positive konstanter c¢ og C gelder

¢ 1E1™ < Ip(E)1 < ¢ 1EM, for E€R',

1q(2)] < <™ for £ € R",

har vi, at
(e > Ip (E)1 = 1q(E)1 > 1E1"(c - 181 "q(E))

2.%-|E|m for |&| tilstrakkeligt stor,

hvormed der findes positive konstanter c¢' og C' , sé at
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<> < 14 pp(e)1? < cre™

Det ses heraf, at graf-norm og HM-norm er @kvivalente, hvormed den sidste pastand

i sa@tningen er vist.
For pdstanden vedrgrende realisationen i L
slutningen af CE(Q) i graf-norm og i H"-norm m& vare identiske, hvilket viser

(9.62). I

2(Q) observerer vi nu, at af-

Vi har ovenfor behandlet regularitet af lesninger til elliptiske differen-
tialligninger. 0gsd eksistens af lgsninger kan diskuteres i rammen af Sobolev rum
og Fourier integraler. En lettilgengelig behandling af partielle differential-
Tigninger, byggende p& distributionsteori, er givet af F. Treves: "Basic Linear
Partial Differential Equations". Ogsd L. Hormander: "The Analysis af Linear
Partial Differential Operators" I-IV  kan anbefales for den, der gnsker et meget
dybere kendskab til den moderne teori for differentialoperatorer.

Bemarkning 9.29. Teorien for elliptiske operatorer kan umiddelbart videreudvikles

i flere retninger. Lad os nevne fglgende to.

19 Schrodinger operatoren. Hermed menes i reglen en realisation af diffe-

rentialoperatoren PV = -A+V pd R" , hvor V er en multiplikationsoperator
(med en funktion V(x) , der kaldes potentialet). Som vi har set, er POI o))
CalR
0

essentielt selvadjungeret i LZ(Rn) (Korollar 9.6). Det har betydning at afgran-
se klasser af potentialer V , for hvilke PV , defineret pé CE(R”) , bTliver
essentielt selvadjungeret, samt at beskrive numeriske verdimengder, spektre og
andre karakteristiska ved disse operatorer. Operatorerne studeres i kvantemekanik
og specielt spredningsteori, hvor man undersgger sammenhangen mellem exp(it PO)

og exp(it Pv) .

20 Randvardiproblemer i dimension n > 2 . Man betragter her Laplace

operatoren og andre elliptiske operatorer pd glatte &bne delmengder & af R".
Teorien er forberedt med s&tningerne i Kapitel 7. Man kan nu vise, at randafbild-

ningen X i
6 “’"(55> “og

defineret pd Cm(ﬁj‘, udvides til en kontinuert afbildning af Sobolev rummet
H'(Q) over i Hm—j_%(ag) ndr m > j ; her defineres H(3Q) som i Afsnit 9.1
ndr 90 = Rn_1 og alment ved hjelp af Tokale koordinater. (Setning 7.14 gene-

s

raliseres i tilfaldet n > 2 til, at HE(Q) bestar af de H"-funktioner u ,




Mod. An. 1984 9.22

for hvilke ~y,u =0 for j =0,1,...,m-1 .) Derefter kan randbetingelser define-
res med god mening i Sobolev rum, og der kan udvikles en teori for selvadjungerede
eller Lax-Milgram realisationer af elliptiske operatorer A p& & , bestemt ved
randbetingelser.

Friedrichs' setning (Setning 2.17) giver eksistensen, i tilfaeldet hvor
Amin er symmetrisk og nedad begrznset, af den selvadjungerede realisation, der
i en vis forstand ligger tattest pa Amin . Nar A er af 2. orden med positivt
principalsymbol, viser det sig, at denne realisation netop reprasenterer Dirichlet
betingelsen Ygu = 0 . Lax-Milgrams s@tning (Setning 2.14) giver adgang til at
definere mange flere realisationer (inklusive Friedrichs realisationen), f.eks. i
2. ordens tilfeldet ogsd den realisation, der reprasenterer Neumann betingelsen
YU = 0 , eller mere generelle betingelser (f.eks. Robin betingelser YU =
a(x)YOu ; "skave Neumann betingelser" ~y,u = Sypu hvor S er en forste ordens
differentialoperator i 9% ; eller "blandede betingelser" hvor You = 0 pden
del af randen og Yqu = 0 pé& resten). Ved brugen af Lax-Milgrams s&tning kan man
spille pd, dels valget af forskellige sesquilineare former a(u,v) (til samme
differentialoperator), dels valget af forskellige rum V (i 2. ordens tilfaldet
tages gerne rum V med Hé(Q) cVc H1(Q) ).

Den generelle teori i Kapitel 2 sikrer altsd eksisténsen af sddanne realisa-
tioner, hvorefter der resterer det arbejde at konkretisere deres udseende mere
precist, hvilket indebarer dybtgdende analyser - bl.a. regularitetsteori for rand-
verdiproblemer. (Det er jkke helt nemt at vise, at Friedrichs udvidelsen af
Amin pa et glat dbent omrdde £ , med A = -A , har definitionsomrédet
Hg(Q)rWHZ(Q) ; vanskeligheden Tigger i at opnd HZ(Q) og ikke blot H?OC(Q) ,
der sikres af Korollar 9.27 ovenfor.)

Med disse realisationer kan man nu ogsd lgse evolutionsligninger. (med rand-
betingelser), som gennemgdet i Kapitel 3, idet jo Lax-Milgram operatorer og skav-
selvadjungerede operatorer optrader som infinitesimale frembringere for semigrup-

per og grupper, jvf. side 3.12 -13.
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@VELSER TIL KURSET

MODERNE ANALYSE MED ANVENDELSER

Denne opgavesamling er en blanding af, dels traningsopgaver i direkte til-
knytning til teksten, dels uddybende opgaver. Nogle er fremstillet til formédlet,
andre er lant fra opgavesamlinger rundt omkring. Specielt er en stor del af
Esben Kehlets opgaver fra det tidligere Matematik 323 medtaget i opgaverne til
Kapitel 2 og 3 (herunder nogle opgaver, der kan bruges, ndr spektralteori for
ubegransede operatorer indgdr i det gennemgdende stof).

1.1, Vis Taylors formel (1.15).

1.2. Vis, at ASC:AW . Vis, at operatoren A i Hilbertrummet H = LZ(I) er
den adjungerede til operatoren -A0 , samt at iAO er symmetrisk
(definitioner af disse begreber findes i Kapitel 2).

1.3. Vis, at operatoren é%- i CO(T) med definitionsmengde C1(T) er en

afsluttet operator.
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2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

e s o Ml i i S ot et it e i o

Lad H vare et separabelt Hilbertrum, med den ortonormale basis (ej)jem'
Lad V betegne underrummet af (endelige) Tinearkombinationer af basis-
vektorerne. Definer operatoren T i H med D(T) =V ved:
n n
T <j§1 cj ej> = j§1 Cj e .
Vis, at T ikke har en afslutning. Find T* , og find afslutningen af
G(T) .

Med H og T som i forrige gvelse, lad T1 vere restriktionen af T
med D(T1) = V1 » hvor V1 er underrummet af Tinearkombinationer af
basisvektorerne ey med j2>2 . Vis, at T, er en symmetrisk opera-
tor, der ikke kan afsluttes.

Find en isometri U af et underrum af H ind i H, sd at U-I er
injektiv, men U-1 ikke er injektiv.

Vis, at en operator T: X - Y er afsluttet, hvis og kun hvis D(T) er
fuldstendigt med hensyn til grafnormen.

Vis, at n&r R, S og T er operatorer i et Banachrum X , s& er
RS +RT = R(S+T) . Undersgg eksemplet

_ _._d .
S—a;(—,T—'a')?, R—dx’

for Banach rummet CO([O,1]) .

Lad H vare et Hilbertrum, og lad B og T vare operatorer i H , med
B € B(H) . Vis foglgende pastande:

(a) Hvis T er afsluttet, er TB afsluttet.

(b) Hvis T er taet defineret, er T*B* afsluttet, men ikke ngdvendigvis

tet defineret; og BT er tet defineret, men ikke ngdvendigvis afsluttelig,
Endvidere er T#*B* = (BT)™ .

(c) Hvis T og T* er tet defineret, og BT er afsluttet, sd er T
afsluttet og T*B* tmt defineret, og BT = (T*B*)* .,

(d) Hvis T er tet defineret og afsluttet, og TB er tat defineret,

sd er (TB)* = B*T* ,

Find, f.eks. for H = L2(]0,1[) , selvadjungerede operatorer B € B(H)
og T 1 H, sdat TB ikke er tet defineret og BT ikke kan afslut-
tes. (T kan f.eks. vare realisationen A, 1 afsnit 2.4, og B kan
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2.7

2.8

2.9

2.1

2.12

2.13

2.14

vaelges s& dim R(B) =1 .)
Undersgg (2.12) ved brug af eksemplerne i fvelse 2.4 og 2.6.

Vis, at hvis operatoren T 1 H er tat defineret, og (Tx|x) = 0 for
alle x € D(T) , s&er T =0 . Kan forudsetningen om (T) = H und-

vares?

lad T vare en tat defineret operator i H med D(T) = D(T*) . Vis, at
hvis w(T) er begranset, s& er T begranset. (Man kan betragte de sym-

metriske operatorer Re T = 3(T+T*) og ImT = é%-(T—T*) .)

Er der andre selvadjungerede operatorer A end A1 , der opfylder
Ag < Ac A, 7 (sporgsmal i tilknytning til Afsnit 2.4.)

Fin% en selvadjungeret operator i Lz(]a,b[) ger er en udvidelse af
- é%f pa Cg(]a,b[) (en realisation af - é%r ). Samme spgrgsmdl for
L

d
dx» °

Llad I = 10,0[ og betragt Hilbertrummet H = LZ(I) (idet det regnes for

kendt, at CE(I) er en tat delmengde heri). Operatoren T med D(T) =

CE(I) og virkning Tu = Dxu udvides ved afslutning til en operator T
i H.

(a) Vis, at ligningen u'(t)+u(t) = f(t) har en lgsning i L2(I) for
hvert f € C;(I) . (Losningsmetoden er kendt fra Matematik 1.)

(b) Vis, at funktionen et er ortogonal pi R(T+iI) .

(c) Vis, at T er maksimal symmetrisk, men ikke har en selvadjungeret

(Man kan f.eks. benytte Sztning 2.11.)

udvidelse.

Definer J1 som restriktionen af operatoren J 1 Afsnit 2.4 med
D(J1) = {u € L2(I)Iv(ul1) = 0} . Har J1 nogen selvadjungerende

udvidelser?

Forsyn R(J) med den ved J inducerede norm fra L2(I) , dvs.
IIVJIR(J) =||J'1v|IL2(I) , 0g forsyn H;C(I) med normen defineret ved

v+l 4
ac
for v € R(J) ,cel . Vis, at H;C(I) er et Banach rum, og der gelder

for alle u € C1(T)

T MRy * e
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lul 4 _ > cq llul

o d o 22

ac ¢ (I)

med positive konstanter ¢y 09 ¢ .

Lad H vare et separabelt Hilbertrum, med den ortonormale basis

(eJ.)J.€Z . For hvert j > 0 s&ttes fj = e_; +Jjej . Lad V og W vere
afslutningen af rummet af 1inearkombinationer af henholdsvis vektorerne
(ej)j>0 og vektorerne (fJ.)J.>0 . Visat V+W er tet i H , men ikke

afsTuttet. (Betragt for eksempel vektoren X = 2sv, %-e_j .)

lad H vare et Hilbertrum over € eller R, og V et tet underrum.
(a) For ethvert x € H er {x}lr1v tat i {x}T . (Valg f.eks. folger
Xy 09 Y fra V , der konvergerer mod X , henholdsvis y € {x}'L s
og betragt, for Ixl =1 , (x [x)y, = (y,Ix)x, .)

(b) For ethvert endeligdimensionalt underrum K af H er kbav  tat
i K

(c) Til x og y i H med xLiy findes falger (Xn)neml 0g (yn)nem
fra V , sa at Xg = X s Yp = y , 09

(xnlym) =0 for alle n og m .

-n-1

(Velg rekursivt X .4 > s& HX-Xn+1H.§ 2 09

Xpap L {y1,y2,...,yn,y} s 09 Y tilsvarende.)

Lad X og Y vare Banach rum, og lad (Tn)neml vere en fglge af opera-
torer i B(X,Y) . Antag, at der findes en konstant ¢ > 0 , sa at
1Tl <c for alle n , samt at der for x i et tet underrum V af X
gelder at T x er konvergent i Y . Vis at der findes en entydigt
bestemt operator T € B(X,Y) , s& T x-Tx for alle x € X . (Man
kan bruge et &/3-argument.)

Lad A vare en operator i et Hilbertrum H , séledes at D(A?) = D(A)
0g A2y = -x for x € D(A) . Vis, at D(A) er direkte sum af egenrum-

mene for A svarende til egenverdierne +i og -i , og at
CG(A) =V @V,
hvor V= {{x,y} € G(A) | y = #ix} .

Llad T vare en tet defineret, afsluttet symmetrisk operator pa et

Hilbertrum H .
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(a) Vis, at
G(T*) =G(T) @ W, @ W_

hvor W, = {{x,y} € G(T*) | y = ix} ; samt at
D(T*) = D(T) + Z(T*-iI) + Z(T*+i1) .

(Man kan bruge dvelse 2.18 .)

(b) Lad S vere en afsluttet, symmetrisk operator, der udvider T ,
T<S . Vis, at hvis u og v € D(T*) med T*uy=iu , T*v = -iv og
u+v € D(S) , s&er lul =llvli . Vis, at der findes en isometri U
af et afsluttet underrum K af Z(T*-iI) dind i Z(T*+il) , sé& at

D(S) = {x+u+Uu | x € D(T) , u € K} , med

S(x+u+Uu) = Tx +iu=-1ilu .

Omvendt er enhver operator defineret pa denne méde en afsluttet, symme-

trisk udvidelse af T .

2.20  En operator N i et Hilbertrum H kaldes normal, hvis N er afsluttet
og tet defineret, og NN* = N*N . Vis, at hvis N er en tat defineret
operator, og N og N* er metrisk ens, dvs. D(N) = D(N*) og
INXIl = IN*x|l for alle x € D(N) , sd er N normal. (Det omvendte
gelder ogsd, det vises f.eks. i Rudin's bog afsnit 13.32.)

2.21 Lad H vare et separabelt Hilbertrum. Vis, at der findes en tat define-

ret, afsluttet, ubegranset operator A i H , der opfylder A2 = IID(A) .
(Jvf. Ovelse 2.15 og 2.18.) Vis, at A 1ikke kan vare selvadjungeret,

eller symmetrisk.

2.22 Lad X og Y vare vektorrum, og lad A: XY og B: Y - X vare ope-
ratorer med R(A) < D(B) og R(B) =« D(A) . Lad A € ¢~{0} og lad
k € N. Vis, at A er egenvaerdi for AB med multiplicitet k, hvis
og kun hvis X er egenverdi for BA med multiplicitet k .

2.23 Lad S vare en tet defineret, afsluttet, symmetrisk operator i et Hil-
“bertrum H , med m(S) >0 . Vis, at D(S)nZ(S*) = {0} . Vis, at
operatoren R defineret ved
D(R) = D(S) +Z(S*)
R(v+z) = Sv , ndr v eD(S) og z € Z(S*)
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er en selvadjungeret udvidelse af S med m(R) >0 . Vis, at R er
forskellig fra Friedrichs udvidelsen T af S, hvis og kun hvis

Z(S*) + {0} .

[Historisk note: R er J.v. Neumanns Tgsning (Mathematische Annalen 1929)
p& problemet at finde en selvadjungeret halvbegraenset udvidelse af S 3

den blev fundet for Friedrichs udvidelsen T (Mathematische Annalen 1934).
M. G. Krein har vist (Matematicheskij Sbornik 1947), at samtlige selvad-
jungerede udvidelser ?.Z 0 , via de tilhgrende sesquilineare former,

kan karakteriseres som liggende "mellem" T og R 1 en narmere precise-
ret forstand. Her er T ("the hard extension") tettest ved S , mens R
("the soft extension") er fjernest fra S . I praksis har T stgrst inte-
resse, mens R virker noget outreret.]

Lad S vare en tet defineret, symmetrisk operator i H med m(S) > 1,
og lad V vare kompletteringen af D(S), som beskrevet i Setning 2.18.
(a) Vis, at hvis T er en selvadjungeret, nedad begranset udvidelse af
S med D(T) =V, sder T netop Friedrichsudvidelsen.

(b) Vis, at hvis T, er en vilkarlig selvadjungeret, udvidelse af S
med m(T1)‘Z 0, og V, er kompletteringen af D(T1) med hensyn til
skalarproduktet

(U‘V)V1 = (T,'U IV)H+ (UIV)H ’

VeV, e VEZ(s*) .

s& galder

(Man kan vise, at nar u € D(T,) , er u- T'1T1u € 7(s%) .)

(c) Vis, at hvis T1 =R, hvor R er udvidelsen defineret i @velse
2.23, sder V, = V 4+ Z(s*) . Find den tilhgrende sesquilinezre form.

[Les videre i Krein's artikel, hvis du kan russisk.]

1 (I) , forsynet med

Ja,b[ 4 og lad V = Hac

It

Lad H = L2(I) hvor I

skalarproduktet b

(vl = [ (@ ©FT () (e)T(E))dt
a

(hvor u' = 1Aacu ); vis, at V er et Hilbertrum. Lad a(u,v) vere

den sesquilineere form pé& V

b
a(u) = | (Ut (£VTETa()ule)v(e))at

a
hvor q er en funktion i ¢%(T) . vis, at a er kontinuert p& V og
V-coerciv. Vis, at operatoren A knyttet til (H,V,a) ved Lax-Milgrams

setning virker som:
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2.26

2.27

2.28

2
Au = - Jiﬁ-u +qu ,
dt

med definitionsomrdde D(A) bestdende af funktionerne u € H;C(I) med

| 1
u' € HaC(I) 0g

Lad H vere et pra Hilbertrum. Mengden af ortonormalsystemer i H er
induktivt ordnet og har derfor maximale elementer. Lad (ei)iEI 0g
(fJ.)J.EJ vere to maximale ortonormale systemer. Vis, at I og J har
samme kardinaltal. (Hvis I er endelig, er H et endelig dimensionalt
vektorrum med basis (ei)iEI ; da vektorerne fj , JEJ , er lineart
uafhengige, er card Jd <card I . Hvis I er uendelig, sattes Ji =
{jed | (fj'ei) # 0} for hvert i €1 ; da alle Ji er numerable, og
J= U J,, fés card J < card(IxN) =card I .)

i€l
Nér H er et Hilbertrum, er underrummet HO af Tinearkombinationer af et
maksimalt ortonormalsystem (ei)iel tet 1 H , idet ﬁ;'={e1 | i€ Iyt -

{0}, card I kaldes Hilbertdimensionen af H .

Lad H vare et Hilbertrum, og E og F €B(H) to ortogonale projektio-
ner (dvs. E = E* = E2 , 0g tilsvarende for F ). Vis, at hvis EH har
storre Hilbertdimension (jvf. fvelse 2.26) end FH , s& indeholder EH
en enhedsvektor, der er vinkelret p& FH . Vis, at hvis JE-FI <1,

sd har EH og FH samme Hilbertdimension.

Lad T vare en operator pd et komplekst Hilbertrum H . St Qe = Qe(T) =
A€t |3, >0 vxed(T): I(T-A)xI > ¢ lixh)}

(a) Hvis S<=T, er Qe(T) c Qe(S) . Hvis T kan afsluttes, er

2,(T) = 2 (T) .

(b) Hvis T er afsluttet, gelder: X € g hvis og kun hvis T - A er
injektiv og R(T-A) er afsluttet.

(c) Hvis A ¢ Qe(S) og T er en udvidelse af S, har T - A 1dkke en
begranset invers.

(d) For A€ 2, 09 lu-Al <c, galder: wegq, , og R(T-A) NR(T-u
R(T-A)LnR(T-u) = {0} . (For (T-A)zL(T-ul)z fas e, izii(T-AL)zll <
H(T-A)ZII2 = Ju=Al HzI(T=-A)z) 1 < fu=Al Nzl 1(T-2)zlh .)
(e) Antag T er afsluttet. Hilbertdimensionen af R(T-A
pd hver sammenh@ngskomponent af Qe . (Brug f.eks. @velse 2.27.)

(f) Hvis T er symmetrisk, er ¢~RcQ, .

(g) Hvis T er nedad begranset, med nedre grense c , er J-e,c[ <@, .

)t

)i er konstant

*
/ .
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Q

(h) Vis, at hvis T er tet defineret og symmetrisk, og Rn2, #0 , sd

kan T udvides til en selvadjungeret operator. (Defekt indices for T
er lige store ifglge (a) og (e) og (f).)

2.29 Lad H vere et Hilbertrum, F et afsluttet underrum. Lad S og T

vere afsluttede, injektive operatorer p& H med R(S) og R(T) afslut-
tede.

(a) ST er afsluttet.

(b) Vis, at R(S’Fnb(g)j er afsluttet. .Definer Q € B(H) ved Qx =
s7'x for x €R(S) , Qx = 0 for xLR(S) . Vis, at RS [rap(s)) 09
R(S)l og Q*(FL) er parvis ortogonale underrum af H , med sum H .
(c) Antag, at S er tet defineret. Vis, at Hilbertdimensionen af
R(S4FnD(S)) er summen af Hilbertdimensionerne af R(S)l 0g. FL.

(d) Antag, at S og T er tat definerede, og at R(T)l har endelig
dimension. Vis, at ST er en afsluttet tet defineret operator (brug
f.eks. Ovelse 2.16). Vis, at R(ST) er afsluttet, og at Hilbertdimensio-
nen af R(ST)l er summen af Hilbertdimensionerne af R(S)l 0g R(T)'L .
(e) Lad A vere en afsluttet, tet defineret, symmetrisk operator p& H
med defekt indices m og n . Hvis m eller n er endelig, er A2

en afsluttet, tet defineret, symmetrisk, nedad begrenset operator med
defekt indices m+n og m+n . (Brug f.eks. A2 41 = (A+i)(A-1) =
(A-i)(A+i) , og Bvelse 2.28.)

2.30 Lad der vare givet to Hilbertrum H1 0g H2 . Lad ¢1 betegne den natur-
1ige indlejring af Hi i H1 @ H2 , 1 =1,2 . Find ¢$ . En operator
T € B(Hj@H,) beskrives naturligt ved en matrix (Tij)i,j:1,2 > Tiy =
¢? T ¢j . Find omvendt T udtrykt ved matrixelementerne, og find matri-

cen for T* .

e

2.31 Lad H vare et Hilbertrum. Lad P(S) betegne projektionen € B(H®H) pa
grafen G(S) for en tet defineret afsluttet operator S pd H .
Vis, at P(S*) = 1+VP(S)V , hvor V € B(H®H) har matricen (jfr. Ovelse

2.30) (? '3) :

Vis, at P(S) har matricen

( (145*s) 7! -s*(sts*)'1)
1

s(1+5%s)"! SS*(145S*)™
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2.32

2.33

2.34

lad H vare et Hilbertrum, over € som sadvanlig. {x,y} ~ Re(xly) er
et indre produkt pa det underliggende reelle vektorrum for H , der for-
synet med dette indre produkt er et Hilbertrum H]R over R.

Operatorer p& H kan ogsé opfattes som operatorer pa HHQ; B(H) bliver
herved identificeret med et underrum af B(HnQ)3 specielt er x ~ ix

en Tine®r isometri L af H]R pa HR (dvs. en ortogonal operator pa
HR ) » med L2 = -1 ; og en operator A pa H]R er en operator pd H,
altsa kompleks Tine@r, hvis og kun hvis A kommuterer med L, LAcAL .
Et Hilbertrum K over R har form HR , hvis og kun hvis der findes en

ortogonal operator L p& K med L2 = -1 ; i givet fald organiseres K

som et Hilbertrum H over ¢ ved skalarmultiplikation {a+ib,x} ~ ax +bLx
og det indre produkt (xly)¢ = (xly) - i(Lxly) .

En operator C pa HR kaldes konjugeret lineer,eller antilinear, hvis
LC = -CL , altsd hvis D(C) er et underrum af H og C(Ax) = ACx for
retC , x €D(C) .

Vis, at en operator A pd H]R er sum af en kompleks lineer og en konju-
geret Tinear operator, hvis og kun hvis D(A) er et underrum af H , o9
at opspaltningen i givet fald er entydigt bestemt.

En antiline®r ortogonal operator pd H]R kaldes en antiuniter operator
pd H . En antiuniter operator U opfylder: Vx,y € H: (Ux|Uy) = (yIx)

(a) Lad K vare et Hilbertrum over R. KxK organiseres som et Hil-
bertrum K¢ over € med skalarmultiplikation (a+ib){x,y} =

{ax-by , ay+bx} og indre produkt ({x,y} | {u,v}). = (xlu) + (ylv) +
il(ylu)-(xIv)] . (KE)R er det reelle Hilbertrum KxK .

(b) Lad H vare et Hilbertrum over € . En konjugering pé H er en
antiuniter operator J pd H , der opfylder J2 =1 . F.eks. er

{x,y} » {x,-y} en konjugering pa K@ .
For enhver ortonormal basis (xi)iel for H findes der én konjugering
J p& H , for hvilken in = Xy for alle i €1 .

(c) Lad H vaere et Hilbertrum over ¢ , J en konjugering p& H .

{x € H ! Jx = x} er et reelt Hilbertrum K , og {x,y} ~x+iy er en
ysomorfi og isometri af K¢ pd H .

(d) Hvis J1 og J2 er to konjugeringer p& H , findes der en unitaer
operator U pa H , sdat J, = UJ1U'1

Lad H vare et Hilbertrum, J en konjugering pd H .
(a) Lad A vere en symmetrisk operator pd H ; hvis JAc AJ , er
JR(A-i) = R(A+i) . Hvis ogsd A er tet defineret, har A en selvadjun-

geret udvidelse.
(b) Enhver operator pa L2(R) med D(A) = CEYH%) og af formen
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2.35

2.36

2.37

AF = -pf" - p'f' +qf ,
hvor p og q er reelle funktioner med p,p' 09 q € CO(HQ), har en

selvadjungeret udvidelse.

lad H og K vaere to Hilbertrum, A en operator fra H til K og B
en operator fra K til H . Antag, at

vx € D(A) vy € D(B): (Axly) = (xIBy) .

(a) Vis, at Z(A) < R(B)® .

(b) Antag, at Z(A) er afsluttet, og
Z(Mt < R(B) ., RA)Tcz(B) .

Vis, at H=R(B) ® Z(A) , og at K=R(A) ® Z(B) . Vis, at A er tat
defineret, og at A* =B .

(c) Hvis Z(B) er endelig dimensional, og R(A) har form z(B)lr1v ,

hvor V er et tet underrum i K, sd er R(A)'L < Z(B) (Jvf. Bvelse 2.16).
(d) Hvis R(B) = H og R(A):<Z(B) , sgaer A* =B

(e) Lad T vaere en symmetrisk operator pd H . Hvis der findes

CeB(H) , sdat T+C og T+C* er surjektive, sd er T selvadjungeret.

Lad A vare en afsluttet, tazt defineret, symmetrisk operator pa et Hil-

bertrum H .
(a) Vis, at R(1+A2) = Z(1+A*2)% = R(A+1) nR(A-1) .

(b) Vis, at (A*2)* = a2,
(c) Vis, at A*2  kan afsluttes, hvis og kun hvis A2 er tat defineret,

og at i givet fald er pZx < Z:? .

(d) Vis, at hvis 7(1+A*2) er afsluttet, s er A2 tat defineret og
AZx o pxe

Lad H betegne Hilbertrummet L2([0,1]) . For z€eT ={weC | Iw =1}
definerer vi en operator AZ pd H ved

{f e cl(ro,11) 1 (1) = zf(o>} :
if'  for f € D(AZ) .

D(A,)

Azf

[0,1] og et reelt tal

Do

(a) Find for hvert z €T en funktion @, p
A, med f@lgende egenskaber:

o f € D(AZ) hvis og kun hvis f € D(A1) , 0g

wZAZ(wzf) = Aff+af for f € D(A1) .

(b) Vis, at A, er selvadjungeret, og beskriv denne operator.
(c) Vis, at ﬂ;' er selvadjungeret og find spektret for ﬁ; for hvert
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2.38

2.39

2.40

2.41

Vis, at ndr S er en symmetrisk operator i H med R(S+i) = R(S-i) = H ,
sd er S tat defineret. (Altsd kan forudsatningen om tat definitionsomrade

i Setning 2.10 undvares.)

Lad S vare en tet defineret, afsluttet symmetrisk operator i H . Vis,
at S er maksimalt symmetrisk hvis og kun hvis enten S+1i eller S-i
er surjektiv. (Man kan benytte Ovelse 2.19.)

Lad K betegne mengden af komplekse, selvadjungerede 2x2 matricer A > 0
med spor Tr A =1 . (Sporet af en matrix ($ g) er 1ig a+6 .) Set
K ={AeK A =p. Set Pyv=(viu for u og v e,

(a) Vis,at ok ={P, 1 uet®, ul =1} .

(b) Vis, at o(a,b,c) = (g 2) +(E+1c ?;;C) definerer en affin homeomorfi
af R3 p& mengden af selvadjungerede 2x2 matricer med spor 1; vis, at
o({(a,b,c) € R3 | a2+b2+c2 < %}) =K, ogat

o({(a,b,c) € RS | a2 +b2+c? %}) = 3K .

(c) Lad T vere en 2x2 matrix; vis, at A ~ Tr(TA) er en kontinuert
affin afbildning ¢ af K pd en kompakt konveks mengde N < C ; og vis,
at P(3K) = N .

(d) Vis, at Tr(T Pu) = (Tulu) for u € ¢? ; og vis, at N = v(T) .

[}

mw

Lad nu H vare et vilkdrligt komplekst Hilbertrum og S en operator pd H.

(e) Vis, at v(S) er konveks (Toeplitz-Hausdorff's setning). (For

X,y € H betragtes PKS]K »  hvor PK er projektionen pd underrummet K
udspendt af x og y .)

(f) Antag, at S er afsluttet og tet defineret og at D(S¥) = D(S) .
Vis, at v(S*) = v(S) (= {A | A € V(S)} ) ; vis, at spektret o(S) er
indeholdt i enhver afsluttet halvplan, der. indeholder v(S) ; vis, at
o(S) er indeholdt i afslutningen af v(S) .

(g) Vis, at for H = QZ(ED og passende valgt S € B(H) er v(S) ikke
afsluttet (brug f.eks. S(x1,x2,...) = (A1x1,A2x2,...) , hvor & >0
for ne N , og An -0 ).

Lad Mf vaere multiplikationsoperatoren defineret ud fra den kontinuerte

funktion f pd @ ved (2.68).

(a) Vis, at m(Mc) > a hvis og kun hvis Re f(x) > o for alle x .

(b) Vis, at v(Mf) 0g o(Mf) er indeholdt i fellesmengden af alle afslut-
tede halvplaner, der indeholder vardimengden for f (og dermed i det af-
sluttede konvekse hylster af vardimengden for f ).
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2.42

2.43

Lad Mf vaere som i Ovelse 2.41, og antag, at vaerdimengden for f er
indeholdt i et vinkelrum

{z€C | IImzl <cRez}
hvor ¢ > 0 . Vis, at M]c er Lax-Milgram operatoren defineret udfra
triplet (LZ(Q),V,S) , hvor

s(u,v) = J fuv dx p& V =D(M ),

=

1]
)2

1
der er et Hilbertrum med normen (HlflzuHiZ-FHUZHLZ

Generaliser eksemplet Mf til tilfeldet hvor f er en mdlelig funktion

pd en mdlelig mengde € < R".
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3.2

3.3

3.4

3.5

Vis, at hvis S er en tet defineret og maksimalt symmetrisk operator i et
Hilbertrum H , s& er enten iS eller -iS infinitesimal frembringer

for en starkt kontinuert kontraktionssemigruppe.

Lad B vere en afsluttet, tet defineret operator i et Hilbertrum H ,
og antag at der findes en konstant o« >0 , s& m(B) og m(-B) er >-a.
Lad G(t) vare familien af operatorer defineret ved

%t exp(t(B-al)) for t >0

[€p]
—
=3
~
I

e *exp(-t(-B-al)) for t <0 .

w
—~
t
g
1}

Vis, at G(t) er en starkt kontinuert gruppe, som opfylder IG(t)l <
exp(alt]) for alle t .

Generaliser Setning 3.14 til tilfaeldet, hvor f er en mdlelig funktion

pd en midlelig mengde 0 < R" .

De folgende opgaver er hentet fra tidligere opgavesamlinger 1 funktional-

analyse; en del.af dem kraver spektralteori.

Lad H vare et pra Hilbertrum; 1lad (fn)new vaere en fglge af vektorer

i H. Lad D, betegne determinanten af matricen ((filfj»i 21,2 N
Lad Dn = z?:1 K?n(fi|fn) vere oplgsningen af Dn efter sidste sgjle.

(a) Vis, at vektorerne (fn) er Tineert uafhangige, hvis og kun hvis

Dn # 0 for alle n .
(b) Antag, at vektorerne (f_.) er lineart uafhengige; sat e, =

n
- _n n .
(DnDn—1) i1 Kiy i+ Vis, at (en)nelN er et ortonormalsystem, der

udspaender samme underrum af H som (fn)nem (Gram-Schmidt's ortonormali-

seringsmetode).
(c) Vis, at H har en numerable txt delmengde, hvis og kun hvis H har

en numerabel ortonormal tilnermelsesbasis.

(a) For xe€C, Al <1, er (An-1)nem' et element fk i Hilbertrum-

met 22 . Vis, at vilkarligt endelig mange af disse vektorer fA ,

Il > 1, er Tineaert uafhaengige.

(b) Lad H vere et Hilbertrum; lad Hy vere et afsluttet underrum med
Hilbertdimension ¢¢0 3 lad (fA)Aeﬂz vere en lineart uafhangig familie




Mod. An. 1984 $.3.2

3.6

3.7

3.8

3.9

af vektorer i H, (jvf. (a)); antag, at H, = Hf‘ har Hilbertdimension
card R (jvf. Ovelse 2.26); Tlad (eA)AEE{ “vaere en ortonormal tilnermelses-
basis for H, . Lad F vare det mindste underrum af H , der indeholder
{e, +fy, 1 1 € R} .

Vis, at den ortogonale projektion pa H2 af en tat delmengde af F er tat

i Hy, og har kardinaltal > card R. Vis, at FnH2 = {0} . Vis, at
ethvert ortonormalsystem i F er endeligt eller numerabelt (udnyt, at et-
hvert element i H1 er ortogonalt p& alle p& nar hegjst numerabelt mange
elementer i systemet).

(¢c) Vis, at F har Hilbertdimension card R. Vis, at F 1ikke har nogen

ortonormal tilnarmelsesbasis.

lad H vare et Hilbertrum; lad A € B(H) vare selvadjungeret. Sat

o = inf (AxIx) og B = sup (AxIx) . Vis, at {a,p} < o(A) < [a,B] .
hxi=1 Il =1

Vis, at Al = max{lal,IBl} .

{ad H vare et Hilbertrum. Lad A vare en selvadjungeret operator i B(H) .
(a) Antag 0 <A< 1 lad P betegne projektionen p& rummet af fixpunk-
ter for A . Vis, at for ethvert x € H galder Alx - Px for h-w.

(b) Antag blot Al < 1 ; Tlad Q betegne projektionen pa AH . Vis, at
for ethvert x € H galder (1—(1—A2)”)x ->Qx for n=o .

Lad der vere givet et Hilbertrum H og to projektioner P og Q€ B(H) .
Lad R betegne projektionen pd PHNQH . Vis, at for ethvert x € H gelder

(PQ)n+1x = P(QPQ)"x - Rx  for n-o.

lad H vare et Hilbertrum, som sadvanlig forsynet med normtopologien;
Tad HO betegne H forsynet med den svageste topologi, der gor alle af-
bildninger x - (xly) ,y €H , af H ind i ¢ kontinuerte. Lad T
vare en linegr afbildning: H-H .

Vis, at der om egenskaberne

(a) T er afsluttet

(b) T er kontinuert: H->H (d.v.s. TE€ B(H))
(c) T er kontinuert: H - H,

(d) T er kontinuert: H - H_

(e) T er kontinuert: H - H

(f) R(T) har endelig dimension

gelder: ((f) og (a)) & (e) = (a) & (b) & (c) & (d).
b) er velkendt; vis f.eks. ((c) og (f)) = (e) = (f) og (e) = (b) =

(
(d) = (a)).

((a) &

(c)
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Lad der vare givet et &bent interval Jla,b[ , == <a<b <+ , 1 R,

og en kontinuert positiv funktion w p& la,b[ . Antag, at for
n=20,1,2,... er fg wt)it!" dt <o . Lad H betegne Hilbertrummet

L2(w dt) , med indre produkt {f,g} - (flg) = fg f(t)g(t)w(t) dt .

f-f w% er en isomorfi af H pé LZ(]a,b[) . Set HO 1ig underrummet
af H udspaendt af polynomierne p& Jla,b[ .

Vis, at Hy har én ortonormal basis (wo,w1,w2,...) med den egenskab, at
®, for hvert n er et n'te grads polynomium med positiv koefficient for t
Vis, at polynomiet @, har n forskellige reelle regdder, som alle tilhgrer

la,b[ (benyt, at der findes (n-1)'te grads polynomier med (n-1) fore-

n

skrevne rgdder).
1
For a=-1, b=1,w=1, f& polynomierne (n+%)2Pn , hvor Pn(t) =

n
(2nn!)'1 a
dt"

For a=-1,b=1,wt)=(_1-t

(t2-1)n er det n'te Legendre polynomium.

-

2)- f&s

op(t) =, @ (8) = BMTET (), n=12,.

hvor T (t) = cos(n Arccos t) er det n'te Cebysev polynomium.
For a=0,b =0, wt)-= et ras

o (8) = (=007 (1), hvor L(8) = efD"(t"e™)

er det n'te Laguerre po1ynom1‘um.2

For a =-o , b =0 , W(t) = et ras
2 2
(_1)net Dne~t

0 (t) = (2D FH (£) ,  hvor H (¢)

er det n'te Hermite polynomium.

Lad H vare et Hilbertrum; lad B og T vare to selvadjungerede operato-

rer p& H med B e B(H).
Hvis B og T kommuterer, BT < TB , sé& er TB selvadjungeret og

TB = BT .

lad H vare et Hilbertrum; Tad N vare en normal operator pd H . Sa&t
TININEY 1

A= 3(N+N*) , B = &= (N-N*) .

Vis, at A og B er selvadjungerede, og at N = A+iB og N* = A-iB .
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3.13

3.15

3.16

Lad H vare et Hilbertrum. Lad A og B vere selvadjungerede operatorer
pd& H ; antag, at enhver spektralprojektion for A kommuterer med enhver
spektralprojektion for B . Vis, at A+ iB er en normal operator N ,

N* = A-9B , og A=%‘(NTN”*‘)",B:-Z.L1 (N-N*) .

Lad H vere et Hilbertrum, N en normal operator pd H med spektralfrem-
stilling N = JU(N)Z dE(z) . Lad f og g vere to mdlelige funktioner pé
o(N) . Antag, at der findes ¢ >0 og K>0 , sdat |[f(z)l >e , hver
gang lg(z)l > K ; sa&t, som sadvanlig, jo(N) f(z) dE(z) = f(N) og til-
svarende.

Vis, at fg(N) = f(N)g(N) .

Vis, f.eks. ved induktion efter n , at N" er normal for ethvert n € N,
idet N" = jO(N)zn dE(z) .

. _ n n-1
Vis, at for P € Clx] , P(x) = A X" +X X "+..o4Xg , med A +0, er
Nt g1 = Io(N) P(z)dE(z) ; denne operator P(N) er sdle-

AnNn'FAn—1
Hvis specielt N = N* og P €R[x] , er P(N) selvadjungeret.

des normal.

Lad H vaere et Hilbertrum. Lad A vare en abelsk del C*-algebra af B(H) ,
med 1 € A . Antag, at det om en enhedsvektor x € H galder, at Ax er
tet i H (x kaldes da en cyklisk vektor for A). Lad A betegne spek-

tret for A og ¢ den omvendte afbildning til Gelfandtransformeringen.

¢ er altsé en isomorfi og isometri af C(A) pd A . Lad u betegne sand-

synlighedsmalet f - (@(f)xIx) p& A .

Vis, at der findes én isometri @ af Lz(u) pd H med egenskaben:
o(f) = o(f)x for f € C(A) .

Vis, at for f € C(A) og g€ Lz(u) er &(fg) = o(f)alg) , eller, med
betegnelsen Mf for operatoren g - fg , o(f) = @Mf®_1 A er altsd uni-

tert ekvivalent med en algebra af multiplikationsoperatorer.

Lad der vaere givet en mengde X , en c-algebra B af delmengder af X ,
et Hilbertrum H , og et projektionsmd1 E: B -» B(H). Lad f,f1,f2,..
vere milelige funktioner X - € ; antag fn(x) - f(x) for nasten alle

X E X .

Set D={g¢e¢ U n D(E(fm)) | E(fm)g er konvergent} .
n=1 m>n
(a) Vis, at D er et underrum af D(E(f)) , og at E(f)g = 1im E(fm)g
m
2

for £ € D . (Anvend f.eks. Fatou's Temma pa IX If - fy dEg g).
(b) Vis, at E(f) er afslutning af E(f)ID .
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(¢) Lad A vare en operator p& H ; st C(A) = d::1 D(A") og c’(A) =
f£ € C®(A) | 3a,b > 0 vne N: IA"N < ab™nl} . Vektorerne i C°(A) kaldes

analytiske vektorer for A . n
Vis, at hvis A er normal og £ € C°(A) , s& er ethe - i:zo %T~An5 for
It] tilstrakkeligt Tille, It <b™ '

Vis, at C°(A) er tet i H , ndr A er normal.

Lad H vare et Hilbertrum, A en operator pd H, & en analytisk vektor
for A med A" < ab™! (jvf. @velse 3.16 (c)).

(a) vk e N 3a, >0vne N: IA™ar Cay(2p)

(b) (AkAk-+Ak_1Ak"1-+... +hglE € c¥(A) for ethvert polynomium P = Akxk+
n

Ak_1xk'1+...+A0 € 0IXl , oy I Lo AP(A)E er konvergent for

1t] < (2b)7"

lad H vare et Hilbertrum, A en operator p& H, x en vektor i CP(A) =
d:=1 D(A") . Sat D(x) = underrummet af H udspendt af x,Ax,Azx,... , 09
f(x) =D(x). x kaldes en cyklisk vektor for A , hvis M(x) =H .
Definer en operator A, pd M(x) ved D(AX) = D(x) , AY = Ay for

y € D(AX) .

Vis, at der findes &n konjugering J pa M(x) , der opfylder Jx = Xx o0g
JAX = AXJ , ndr A er symmetrisk.

Vis, at A, kan udvides til en selvadjungeret operator pa M(x) . (Jvf.

Pvelse 2.34 (a).)

Lad H vare et Hilbertrum, A en symmetrisk operator pd H, X en analy-
tisk vektor for A , med [A"X) < ab™! for alle n (jvf. Bvelse 3.16).
Set D(x) = underrummet af H udspandt af x,Ax,Azx,... , og M(x) =D(x) .
For hvert y € D(x) findes ay >0, s&at R < ay(Zb)nn! for alle n

(jvf. Bvelse 3.17).
Llad B og C vere selvadjungerede operatorer pa M(x) , der udvider

A, = AID(x) (jvf. Dvelse 3.18). . o _
For y € D(x) og Ifl.< (Zb)'1 er e1tBy = z?zo i%ﬁl— ANy = e1tcy .
at B=C , ogat Ax er en selvadjungeret operator pa M(x) .

Vis, at hvis C®(A) er tet i H , s& er A selvadjungeret (E. Nelson 1959).,
(Ti1l x€H og e >0 findes y € CY(A) med fx-yl <& ; da AID(y) er
selvadjungeret p& D(y) er (A-1)D(y) =D(y) . For z¢€ D(y) , s&
I(A-i)z-yll <& , er [(A-i)z-xl < 2¢ . Tilsvarende er R(A+i) tet i H.)

Vis,
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3.20

3.21

Lad H vare et Hilbertrum, A og B to symmetriske operatorer pa H .

En operator C pd H kaldes jo positiv, 0 <C, hvis (CxIx) > 0 for
alle x € D(C) . Positive operatorer er specielt symmetriske.

Hvif A og B er pos1t1ve og A = A* , defineres A < B, hvis D(B) <
D(A®) og wx € D(B): I1A%xI® < (BxIx) .

(a) Hvis A =A*>0 og D(B) = D(A) og vwx € D(B): 0
séer A<B . Hvis A€ B(H) og A>0 galder: 0<
hvis  (AxIx) < (Bx|x) for alle x € D(B) .

(b) Hvis A og B er selvadjungerede og positive, er fglgende betingelser

(AxIx) < (BxIx) ,

<
A < B hvis og kun

ekvivalente:

(1) A<B

(2) D(B2) < D(A®) og vx € D(B2): nA%xu < IBExI
(3) 3C € B(H): Iicl <1 og Ao cB?

(4) 3C € B(H): ICl <1 og A% c BEC*

(c)

Hvis A og B er selvadjungerede og A er injektivog 0 <A<B,
sé er B injektivog 0<B <A™l

(d) Lad X vere en mengde, B en o-algebra af delmangder af X , og E
et projektionsmdl: B - B(H). Nar f og g er mdlelige funktioner pad X,

gelder:

0<f<g no.,. & 0K J fdE < J gdE .
o X X

Lad p vare et Radonmdl >0 pd R . Nar k: R° > ¢ eren funktion, der

er kvadratisk integrabel m.h.t. uxu , og f er kvadratisk integrabel
mhot, u, sder x~k(x,y)f(x) u integrabel for n.a. y ,

y ~ f k(x ) f(x)dx er en u kvadratisk integrabel funktion Kf , og
fﬂzlfﬂz JF(x)dx] % dy < nkn§ Hfﬂg . f ~Kf definerer en operator

K € B(Lz(u)) med IKI <IIkl, . Disse operatorer kaldes Hilbert-Schmidt
operatorer.,

(a) k ~K er injektiv:i LZ(wa) - B(LE(W)) .
(b) Hvis k er en trappefunktion, er K en operator af endelig rang; for

ethvert k € Lz(uxu) er K kompakt.
(c) For k€ Lz(uxu) defineres k* € Lz(uxu) ved k*(x,y) = k(y,x) ;

den tilsvarende operator er K* .
(d) Hvis K er normal, f.eks. hvis k = k* pxu n.o., sd udggres spektret

o(K) af en folge af komplekse tal, der konvergerer mod nul, hvert punkt
A€ o(K)NMO0} er egenvardi af endelig multiplicitet m, , 0g
2 _ 2 .

ZAEO(K) er egenfunk-
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m
0 o A’

A€ o(K) ,v =1,2,...,m1} er et ortogonalsystem i Lz(uxu) , 0og k's
Fourierkoefficienter efter dette system er egenvardierne.)
Lad H vare et Hilbertrum. Lad (e1-)1.€I vere en ortonormal tilnzrmelses-
basis for H . For A€ B(H) defineres IAIS ==, IAesd? . I I, kaldes
Hilbert-Schmidt normen (H.-S. normen).

. . 2
(a) Hvis (fJ.)J.EJ er en ortonormal basis for H , er Ticp Mel” =
el ZJEJ I(Aeilfj)l2 = ZJEJ HA*fjHZ . Derfor er Hilbert-Schmidt normen uaf-
hengig af valget af ortonormal basis for. H, og A og A* og JAl har

samme H.-S. norm.

(b) Mazngden af operatorer med endelig H.-S. norm er et tosidet ideal i B(H).

(c) Lad A vare en operator med endelig H.-S. norm; Tlad A = vIA| vare
polardekomponeringen af A . o(IlAl) er en foglge af positive tal, der kon-
vergerer mod 0, og evt.0, og hvert A € o(|AI)N0} er egenvaerdi af endelig

R 2 .
multipliceret m , 0g ZAGU(!AI)"&.A e , Hvis
(wi,v)AEO(IAI),v=1,2,...,mk nfr egenvektorerne, er

A
Ax = pX T (xlo, JA o » X EH.
Aeo([A]) v=1 AV AV
(d) Lad u vere et Radonmdl > 0 p& R . For H. = Lz(p) er mengden af
Hilbert-Schmidt operatorer (jvf. Ovelse 3.21) 1ig med mengden af operatorer
€ B(H) med endelig H.-S. norm. Hvis k € L%(uxp), og K er den tilsvarende

integraloperator, er |kll, = IKlI, .

(a) Vis, at for to vilkdrlige elementer A og B i en C*-algebra galder
MABH2 < [IA*ABB*| (brug f.eks., at p(B*A*AB) = p(A*ABB*) ).
(b) Vis, at hvis A og B er begraznsede positive operatorer pad et Hilbert-
rum H, A og B € B(H) , og A<B, s&er A%.S B2 . (Antag f.eks.
forst, at 0 < e <A, ogbrug NAV/4B=1/412 (A% 3y 5 jvf. ovelse 3.20.)
(c) Hvis A og B er selvadjungerede operatorer pd et Hilbertrum H , og
D<ALE, sder AE < B2 (0CACB = ve>0: (Bee) ' < (Ave)™! = ve >0

2

At < (Are)E < (Be)? ).

(d) Vis, at 0 <A <B ikke medforer A° < B2 (led f.eks. i B(G%) ).

Lad H vere et Hilbertrum. En operator S € B(H) kaldes en spejling (eller
korrektere en ortogonal spejling), hvis der findes et afsluttet underrum K
af H, sdat Sx =x for xe€ K, og Sy =-y for yLK.
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Vis, at fglgende egenskaber er akvivalente for S € B(H):

(a) S er en spejling
(b) £(S+1) er en projektion
(c) S er uniter og selvadjungeret
(d) (S*-1)(S+1) =0 .
v v
Gor rede for, at f ~f , hvor f(t) = f(-t) , definerer en spejling pé
5 ,
L (]R)-

3.25 Lad H vare et Hilbertrum over € , V en uniter operator pA H og U

en antiuniter operator pd H .
(a) Hvis UV = VU og A er en egenvardi for V , s& er A egenvardi

for V med samme multiplicitet som A .
(b) Hvis U er proportional med 1, s& er U2 =1 eller U2 =-1.

3.26 Lad der vare givet et Hilbertrum H og en afsluttet, t®t defineret operator
T pd H . Definér en operator S pd& Hilbertrummet HxH ved

il

D(S) = {(x,y) € HxH | x € D(T)}

S(x,y) (x , 2Tx-y) for (x,y) € D(S) .

(a) Vis, at S er en taet defineret afsluttet operator pd& HxH , og at
s2 = 11D(s) .

(b) Find S* og S*S . Vis, at S*S er afslutningen af sin restriktion
til {(x,y) € HxH | x € D(T*T) , y € D(T*)} .

(c) Vis, at hvis T er begranset, er S begrenset, og find i dette til-
felde IS som funktion af (Tl .

3.27 Lad H vare et Hilbertrum over R . Vis, at A € B(H) er en ortogonal
projektion, hvis og kun hvis - A er idempotent og
vx € H:  (AxIx) = IAXIZ .
%)

.

Vis, at begge betingelser er ngdvendige (f.eks. for H = R

3.28 Lad der vare givet et Hilbertrum H over ¢ , et tal ne N, og en selv-
adjungeret operator A pd& H med spektralfremstilling A = fg(A) tdE .
Antag, at D(A") = D(A"™*T) .

Set K = E(o(A)N[-1,11)H . Definer en operator B ved D(B) = D(A)nK ,
Bx = Ax for x € D(B) .

Vis, at B er en selvadjungeret operator pd K .

Vis, at K = B" D(B") < D(A) .

Vis, at A € B(H).
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3.29

3.30

3.31

Lad der vere givet et Hilbertrum H over C .
(a) Lad A € B(H) vare en normal operator. Vis, at folgende betingelser

er zkvivalente.
1. Der findes ingen ortonormal felge (en)n€]N af vektorer i H med den

egenskab, at [llAe I - 0 for n o e
2. Der findes en kompakt operator K € B(H), s& at A+K har en invers i

]B(H) .
3. Der findes en operator B € B(H) og kompakte operatorer L og M € B(H),

saat BA=1+L og AB=1+M,
(b) Vis, at for S € B(H) er fglgende betingelser akvivalente.
4, Der findes ingen ortonormal fglge (en)nem af vektorer i H med den

egenskab, at uSenn =0 for n-w,
5. Der findes en operator C € B(H) og en kompakt operator N € B(H), sa

at CS = 1+N.,

Lad H vere et Hilbertrum over ¢ , og T en tet defineret operator p& H.
Lad q betegne afbildningen af H ind i [0,e] givet ved:

= IITxll2 for x € D(T) ,

O
—_
>
~—
I

q{x) = = - for x ¢ D(T) .

Vis, at T € B(H), hvis og kun hvis g er kontinuert.

Vis, at hvis T =T* , s& findes der en folge (Tn)nEN af operatorer i

B(H) med den egenskab, at for ethvert x € H er q(x) = sup,, IITnxlI2 .

IN

Vis, at hvis T =T* , er q nedad halvkontinuert (d.v.s. {x € H|q(x) £ t}

er afsluttet for hvert t € [0,0] ).
Vis, at T er afsluttet, hvis.og kun hvis g er nedad halvkontinuert.

Lad der vare givet et Hilbertrum H over ¢ , en operator S € B(H), og
et komplekst tal A , der tilhgrer randen af spektret o(S) .

Lad (An)ne]N vare en fglge af komplekse tal, der ikke tilhgrer o(S) ,
med limA_ = A .
n
N—oo0

. =11 ey ! . IR
Szt Tn - "(S_An) I (S )\n) . V1S’ at "(S )\n) | » o for n - o s

og at 11mH(S-k)TnH =0 .
N—co
Vis, at der findes en fglge (xn)nelN af enhedsvektorer i H med den egen-

skab, at 11mH(S-A)xnu =0.
N—co
Antag nu yderligere, at S er en kompakt operator og at A # 0 . Vis, at

A er en egenverdi for S af endelig multiplicitet.
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3.32 Lad der vare givet et Hilbertrum H over € , to vektorer x o0g Y i H,
og to selvadjungerede idempotenter (projektioner) P og Q i B(H) med
PQ=0. Set R=1-P-Q og S =2P+20Q-1.

Vis, at spektret for P-Q er indeholdt i {-1,0,1} , og beskriv det til-
svarende projektionsmédl.

Vis, at for ethvert t € R er (et(P'Q) xly) 20 og (e
hvis og kun hvis (Pxly) 20 og (Qxly) 20 og (Rxly) € R og
(Rx1y)? < 4(PxIy) (Qxly) .

tP-Qsy 1y) 2 0,




Mod.

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

An. 1984 B.4.1

Definer d1 0g d2 for x,y € R ved

— - = X - y

Vis, at d1 0g d2 er metrikker p& R, som inducerer den samme vektor-
rumstopologi, og (R,d1) er et fuldstendigt metrisk rum, mens (R,dz)

ikke er et fuldstendigt metrisk rum.

Betragt familien af seminormer p& CO(R)
p (f) = sup{If(x)1 | x € [-k,kI}, for k € N,

og den metrik der herved defineres ifelge Satning 4.6.

Definer 1
f(x) = max{0,1-1xI}, g(x) = 100f(x-2) , h(x) = ?(f(x)+g(x)) ,

og vis, at

d(f,0) =5, d(g,0) T5'01‘ ,» d(n,0) = ?15"+Tf)'?’

O] —

Alts& er kuglen B(O,%) ikke konveks. Er B(0,r) konveks for noget r<1?
Lad X vere et topologisk vektorrum. Vis, at n&r V er en omegn af 0 i

X, s& findes en balanceret omegn W af 0, s& W+Wc<c V. Vis, at X

er et Hausdorff rum, dvs. for x#y findes omegne V1 af x og V2 af

y , Sa V1nV2 =0.

Vis Lemma 4.1,
2 2

Betragt R2 , forsynet med den sadvanlige topologi, og lad A« R™, B< R™.

Vis, at 2Ac A+A , og find et eksempel, hvor 2A # A+A .

~ o~ o~

Vis, at A+B < A+B i almindelighed, og find et eksempel, hvor
+B + A+B .

|

Vis Lemma 4.5.

Vis, at ndr X o0g Y er topologiske vektorrum, er produktrummet X=xY

et topologisk vektorrum.
Gor rede for, at Ck(Q) , C(9) og CF(Q) er Fréchet rum.

Gor rede for beviserne for satningerne 4.10 -4.13.

a)
b) Vis, at hvis A er afsluttet og B er kompakt, s& er A+B afsluttet.
c)




Mod.

4.14

An. 1984 @.4.2

Vis, at D* er en kontinuert operator i C7(Q) og i Gﬁ(Q) . Lad
f e () og vis, at operatoren Mc: u ~ f.u er kontinuert i C€(Q)
0g i CE(Q) .

Lad f € LZ(Q) , 0g vis, at funktionalen

A: uéj u f dx
Q
er kontinuert pa C?(Q) for hver kompakt K< @ .
Vis, at CE(Q) er et afsluttet underrum af C() .

Lad X vere et topologisk vektorrum.

(a) Vis, at E c X er begrenset hvis og kun hvis der for enhver omegn V
af 0 findes et t >0, sdat EcsV for s>t .
(b) Vis, at det eneste begransede underrum af X er {0} .

Lad A vare en konveks delmengde af et topologisk vektorrum E . Lad X
vare et indre punkt i A og x et punkt i afslutningen A af A .

Vis, at samtlige punkter y # x pd liniestykket [xO,x] =

{Ax0-+(1-x)x | » € [0,1]} er indre punkter i A . (Vink: Antag forst

x €A .)

Slut heraf, at for AcE , A konveks, galder:

—_ Q o]
=A og A=A.

=0

o}
A+0d =
Vis ved et eksempel, at R + @ er en ngdvendig betingelse.

Llad E vare et lokalkonvekst topologisk vektorrum og lad M < E vare et
underrum. Lad U vare en konveks balanceret omegn af 0 i M (med delrums-
topologien fra E ).

(a) Vis, at der findes en konveks balanceret omegn V af 0 i E sdledes
at vnMm=U.

(b) Antag x; € E~M . Vis, at V i (a) kan valges, s& XO ¢V .

(c) Lad py vare en kontinuert seminorm p& M . Vis, at der findes en
kontinuert seminorm p pé& E sd le =Py - (En sammenhang mellem kon-
vekse mengder og funktioner gives i Mat 313, Lemma 11.5.)
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—tn i o

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

—— - (ot

Q) er uafhengig af, hviTket system af kompakte

Vis at topologien pa Cg(
13)), man valger.

mengder (opfyldende (4.

Gor rede for, at konvergens af en fglge i CE(Q) medfgrer konvergens af

folgen i C(2) , 1 LP(Q) og i Lﬁ’oc(sz) (for p € [1,]) .

Vis, at Liomp(ﬂ) kan identificeres med dualrummet (L?OC(Q))* til
L%OC(Q) (rummet af kontinuerte Tinemre funktionaler pé L%OC(Q)) pad en

sddan médde, at elementet Vv € Lgomp(ﬂ) svarer til funktionalen

U ~ J u(x)v(x)dx , u € L%OC(Q) .

Man kan benytte Lemma 4.5. (Der skal blot vises elementvis identifikation.)
Vis, at der for ¢ € Cg(Rn) med supp @ < B(O0,R) galder

suplo(x) | < 2R suple1w(X)| :
(Udtryk ¢ som et integral af Dx1w .)

(a) Vis, at C(a) er tat i ck(@) for hvert k € N .

(b) Undersgg, om CE(Q) er tet i CN(Q) , for tilfaldet
Q=10,1 <R, for k€ mo.

Induktiv limes topologi. Lad X vare et vektorrum, og E1 < E2 < E3 g ..

Ej g ... enstrengt voksende folge af underrum i X , séledes at
X = U?:1 E; . Antag, at for alle j € N er (Ej,Tj) et Tokalkonvekst
topologisk vektorrum; og antag at for J <k er den af Tk inducerede

topologi pé& Ej den samme som T (som i S@thing 4.13).

(a) Saet P = {seminormer p pé X| p,E_ er Tj-kontinuert vj € N}.
J

Vis, at » er separerende. (Man kan bruge fvelse 4.15c.)

(b) P definerer altsd en Tokalkonveks vektortopologi T pd X . Vis,
at den af T inducerede topologi pé Ej er netop Ty -
(c) Antag, at A er en linear afbildning af X ind i et Tokalkonvekst
topologisk vektorrum Y . Vis, at A er c-kontinuert hvis og kun hvis
AIE. er kontinuert Ej > Y for ethvert j € N.

; ;
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5.7

5.8

5.9

(d) Vis, at en mengde B < X er begranset (m.h.t. T ) hvis og kun hvis

3j € N: B C.ES og B er begranset i Ej .

(e) Eksempel. X = Cg(R) = {f € CO(R) | f har kompakt stette} . Tag

Ej = C?-j j](R) = {f € CO(R) | supp f < [-j,j1} , med sup-norm topologien.
Vis, at topologien T pa Cg(R) bestemt ud fra T, som i (b) er strengt

finere end sup-norm topologien pd CO(R) .
. . 1/ pN
Vis, at ndr u € C'(R"), er
ak(hj*u) = hj*aku .
(Selvom u ikke antages at have kompakt stette, benyttes kun u's udseende

pd en kompakt mzngde ved undersggelsen af differentialkvotienten i et

punkt.)

. 2 . ] 2 * Q o Q
Vis, at L]oc(Q) kan identificeres med (Lcomp(Q)) pd en sddan mdde, at

elementet Vv € L%oc(g) svarer til funktionalen

o~ [uC0TO0de L u e LE (@)

Lad M = B(0,1) 1 R" . Gor rede for, at c¢'(M) er fuldstendigt med
hensyn til C1—normen, men ikke fuldstendigt med hensyn til normen (5.20)

(for k=1).
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————

6.2

6.3

6.4

6.5

i p p
c(Q) , LY(Q) eller L1oc

(%)

Vis, at konvergens af en folge i C?(Q) ,
(p € [1,0]) medforer konvergens i 2'(Q) .

(a) Idet fn(x) defineres ved
1 1
n for X € [-éﬁ-,éﬁ} s
f (x) =
n 11
0 for x € R\{;éﬁ-,fﬁ} s

skal man vise, at fn -6 1 BD'(R), for n-ow .,

(b) Idet gn(x) = %~512 NX ', skal man vise, at g, > 6 1 D'(R), for

n - . (Hertil kan bl.a. benyttes Riemann's lemma fra Fourier teori.)

Lad f(x) vare en funktion p& R, saledes at f er C pi hvert af

(k) ()

intervallerne ]—m,xo[ 0g ]xo,«n[ , 0g granseverdierne Tim f 0g
XX
0

Tim f(k)(x) eksisterer for alle k € NO . Idet man betegner den funktion,

X=X
0

der stemmer overens med f(k)(x) for x # Xg ved fk(x) , skal man

vise, at der om distributionen fe€D'(R) galder, at dens afledede df kan

identificeres med summen af funktionen f, (betragtet som distribution)

og distributionen cé, hvor ¢ = 1im f(x) - Tim f(x) ; kort udtrykt
0 XX gt XX

of = f,+cé i »'(R).
*0

Bestem tilsvarende udtryk for akf , for alle k€ N.

Man betragter rakken Y\eZ e1kx for x € I = ]-m,n[ (i sadvanlig forstand

er rekken divergent i alle x €1 ).

(a) Vis, at afsnitsfelgen = \ e1kx konvergerer i D'(I) , for M
-M<k<M

0g M' 5>« , mod en distribution” A €3'(I) , og bestem A . (Man siger,

at raekken konvergerer mod A i ®'(I) .)

(b) Vis, at for hvert N € N konvergerer rakken Zkel kNe1kX mod en

distribution Ay i D'(I) , og vis at hy = pYa .

1

x2+a2

For a € R+‘ settes f.(x) = for x € R. Vis, at fa > & i

a
D(R) for a =0+ .

=)o
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6.6 Lad u vare en distribution pa R" med stotte = {0} . Der findes da

et N, s& u har orden N . Betegn x(x/r) = cr(x), for r € ]0,1].

(a) Lad N =0 . Vis, at der findes en konstant ¢, » S&

(1) 1<ue>l < cqlo(0)] for alle o€ CH(R")

(Indset o = g + (1'Cr)@ og Tad r -0 .) Vis, at der findes en kon-

stant a , Sa

= aé .

o=

(2)

(Man kan vise, at <u,p> = <u,g1m> +0 = <u,;1> o(0) .)
(b) Lad N >0 . Vis, at funktionen ¢, opfylder (for re 10,11)

a -lal -
(3) lazgr(x)l,g c,r for hvert o € Nj .

Lad M = {y € CE(R”) | o%p(0) = 0 for alle lal <N} , og vis at der
gelder uligheder for hvert ¢ € M:

(4) fp(x) 1 < clxlN+1 for x € R";

(5)  18%(g (x)p(x))] < ¢ PNE=tal o e BT, re10,17 09 lal <N ;

(6) I<u, gl < c'r for alle r€10,11;
0g dermed
(7) u,yp = 0 ndr ¢ €M.

Vis, at der findes konstanter a sé&

(8) u= X a 36 .
Lol <N
Man kan benytte, at <u,o> = <u > = <U [ = p(0) xF+p(x)1> =
Y s W2 = ’2;1(9 ’C'l |0(|<NT P
o S
T <us gy <:;) > (-9)%(0) . [Mat 313, Lemma 11.2 kan ogsd benyttes

[ <N
til (7)=1(8).]
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6.7

6.8.

6.9.

Vi betragter 49‘(]Rn) for n>2 .

X
(a) Vis, at funktionen f(x) = Ti%' er begranset og er i L%OC(Rn).
(b) Vis, at de ferste ordens klassiske afledede af f , defineret for
1 (Rn)
loc ’
(c) Vis, at de ferste ordens afledede defineret i distributionsforstand
pa R", er lig med de funktioner, der defineres under (b). (Vink: Det

er nok at se p& f og 8x.f p& B(0,1) . Man kan her beregne

x + 0 , er funktioner i L

J o0
<8x.f , o> = =<f ,ax_@> for ¢ € CO(B(O,1)) som et integral over B(0,1) =

J J
[B(0,1)~B(0,e)]UB(0,e) , hvor man lader & -0 , jvf. formel (6.24).)

(a) Lad o€ Cﬁ(m”) . Vis, at <G> =0 = @5=0.

(b) Betragt wu ced(R") og @€ CE(RH). Undersgg, om der i almindelig-
hed galder en af implikationerne (i) <u,p>=0 = ou=20; eller
(i) ou =0 = <u,p> =0 .

R" . Vvis, at ordenen af distributionen 0% er Tig med lal.

(a) Lad © =
Vis, at nar M er et interval [a,b] af R (a<b), sd er ordenen af DJ1M lig
med j-1.
(b) Lad € = R. Vis, at funktionalen A1 defineret ved
W = oMy for we R

er en distribution p& R, hvis orden er <« . Vis, at funktionalen A
defineret nedest side 6.4 (rettet)er en distribution, hvis orden er o .

Lad Q vare en glat &ben delmengde af R" , eller Q = RrR".
+
(a) Udled af (6.24) Green's formler, for u € CS(R”) , Vv 1 hhv. Cg(Rn)

0g CS(R”):
n du
(06.10a) J (-Au)v dx = J Y 9.U 9.V dx-+j sn v ds
0 Q=1 9 30

: il - du,, _,9v
(26.10b) JQ[(Au)v u(~bv) 1dx [m [anv uan]ds,

n.

hvor gﬁ(x) = ¥
=1

(b) Vis, at distributionen (-A)1, pa R" opfylder

Qo

nj(x)aju(x) for Xx € 9Q .

_ o oY o, N
( A)1Q;p> = JBQ sﬁ-ds for ¢ € CO(R ),

og bestem distributionens orden og stgtte i tilfaldet o =R,
+
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6.11.

6.13.

An. 1984 G.6.4

Vis, at rummet C7(Q)* af kontinuerte lineare funktionaler p& C(2) kan

identificeres med underrummet £'(2) af D'(Q) , pé& en sddan made, at
ndr A€ C°(Q)* identificeres med A, eD(Q) , er

Al) = <A1,m> for o € CE(Q) .

Lad @ = Uy oy & > hvor (QA)AGA er et vilkarligt system af &bne mengder
. n ‘ . . N
i R'. Lad der vere givet distributioner u, €°2'(QA) , med den egen-
skab, at u, er Tig uu pa QX(1QU , for hvert par af indices
A,u € A . Vis, at der findes en og kun en distribution u €9'(Q) , sa
Ul = Uy for alle A € A .

A
Idet ej betegner den j-te koordinatvektor iR" , defineres differens-
kvotienten Aj Y af en vilkdrlig distribution u € iﬁ’(Rn) ved

Aj,hu = %(T(Thej)u -u), for heR~{0},

jvf. Eksempel 6.17. Vis, at A, ju -3 i DURY) for h-0.
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7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

/.6.

Lad 9 vere ben < R" og lad me€ N. Vis, at H™NQ) har en taellelig
ortonormal basis, altsd er separabelt. (Man kan benytte, at HM(Q)  kan

identificeres med et underrum af i} LZ(Q) .)
[l <m

Lad A = 2?21 a; D1 vere en fgrste ordens differentialoperator pé R"
med konstante koefficienter. Vis, at Amax = Amin .

Lad I = Ja,b[ . Vis, at der for hvert e > 0 findes en konstant C(e) ,
sd at for u € H1(I) gelder

lu(a)l < ellully + C(G)HUHO .
(Vink: Man kan valge ¢ passende i (7.36).)

lad I = Ja,b[ . Vis, at der for hvert ¢ > 0 findes en konstant
C(e) , s& at der for alle u € H1(I) gelder

suplu(t)] < ellully + CCedliully .

tel
vink: 1u(t)1? = 55 Lru(s)ms)ids + 1u(a)1? < 20u'ly ullg + 1u(a)1? .
Her kan uligheden 2xy < c2x2-+—%»y2 (hvor x,y € R) benyttes for vil-
C

karligt ¢ .]

Lad I = Ja,b[ og lad m€ N. Lad A vere differentialoperatoren

_pm =1
A = Dt-+p1(t)Dt + ...+-pm(t)
. 00— . _om
med koefficienter pj(t) € C(I). Vis, at D(Amax) = H'(I) og D(Amin)

Hg(I) . [Det kan eventuelt udnyttes, at Au ogsd kan skrives Au=

m J o0 =
Zj=0 Dt(qju) med q; € c (1) .]
Vis, at den i Setning 7.18 definerede integraloperator (7.76) giver en
lgsning u = Rf i D(A) til problemet Au= f , for ethvert

Fe L) .




Mod. An. 1984

7.7.

7.8.

7.9.

Idet A er differentialoperatoren givet ved (7.40), betragtes realisatio-
nerne A bestemt ved randbetingelserne Yqu = FYOu , hvor F eren

2x2 matrix.
(a) Karakteriser de F , for hvilke A er selvadjungeret.

(b) Karakteriser de F ., for hvilke den tilstraekkelige betingelse i

Lemma 7.17 for at K_Z 0, er opfyldt.
(c) Find den tilhgrende sesquilineare form a(u,v) og dennes definitions-

omrade. V i tilfaldene (b) (jvf. Setning 2.14 og Korollar 2.16).

Find den sesquilinezre form 3(u,v) og dennes definitionsomrdde V for
realisationen A af A (jvf. (7.40)) bestemt ved randbetingelsen

Lad I vere et &bent interval af R (begranset eller ubegranset), og Tlad

Qn betegne produktmengden
n \
an{(x1s"',xn)€R IXJEI for J=1,—-0,n},

Lad h € CE(I) med II h(t)dt = 1, og lad HR(x) = h(x1) ---h(xn) ; det
er en funktion i CE(Qn) med <1,h> = 1.

(a) Vis, at enhver funktion ¢ € C?(Qn) kan skrives pd formen

* = “oe A

(*) @ =3, by +axnwn + <10 h,

1
hvor y,e+sy,  tilhorer C5(Q,). [Vink: Man kan for eksempel opné

formlen successivt sdledes: Lad @1(x2,...,xn)==jIm(x1,x2,---,xn)dx1,
0og sat x1
R R N N R OV ORI ALY

vis, at ¢, € C?(Qn) 0g

® = 3x1c1 + h(x1)w1(x2,---,xn).
Udfer den tilsvarende konstruktion for © € CEYQn_1) og indset i
formlen for ¢ ; fortset indtil (*) er opndet.]
(b) Vis, at hvis v € JD'(Qn) opfylder

av:a V="'=3 V:O’

X4 Xo Xy

s er v 1ig en konstant (nemlig konstanten c¢ = <v,h>).
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8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

Llad n=1 . Vis, at X ¢ ' (R), mens eXcos(e®) €' (R)

Vis, at der for hvert M € N findes en hel, positiv konstant CM , sa at

b3 xza‘g (1+x§+...+xﬁ)M <Cy = x**  for alle x € R"
Jox] <M o] <M

Vis, at systemerne af seminormer (8.1) og (8.2) definerer den samme topo-
logi.
lad a >0 . Idet H(t) betegner Heaviside funktionen, skal man vise, at

at] 1

FIH(t)e ™1 = i

Hvad er F[H(—t)eat] ?

a) Vis, at for n =1 er F—1[ 1 ] - e Xl , bestem ¢ . (Man kan

1+£2
f.eks. benytte Opgave 8.3.)

1 ] - C Il , bestem c¢ . (Man
1+|£l2 [X1
kan f.eks. bemarke, at funktionen er den entydige lgsning v i ¢' til

(1-A)v = & ; eller man kan bruge rotationsinvariansen direkte.)

b) Vis, at for n =3 er F'1[

Lad M og n vare hele tal med 0 <2M <n . Find en integraloperator

Ty Pé #(R") med folgende egenskaber:

(i) aM Tyf = f nar £ e (R .

(i) N&r Q er en begranset, 3ben delmzngde af R" , 09 2M > n/2 ,
er operatoren (TM)Q (defineret som i (8.63)) en Hilbert-Schmidt

operator i LZ(Q) .

Vis, at differentialligningen pi R°

84%__ 82% - 22y _ 82% + 3y = f

ax1 ax2 ax23x3 8x3
har en og kun &n lgsning u € ¢ for hvert f €' . Undersgg, hvilke
Sobolev rum HS(R3), u tilhgrer, ndr f € L2(R3) .

lad a €€, ogvis at distributionen u = e ®XH(x) er lgsning til

differentialligningen

(ax+a)u = 8 i D' (R) .

Kan vi vise dette ved Fouriertransformation?
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8.8.

8.9.

8.10.

Vis, at Cauchy-Riemann 1igningen

<§§-+1 g%gu(x,y) = F(X,y)

pd R® har en lgsning for hvert f € ¥ ; beskriv denne.

Nar f er en funktion pd R, som er integrabel pd R~[-g,e] for alle
e >0 , defineres principalverdiintegralet som bekendt ved

PVJ f(x)dx = Tim f(x)dx ,
R

e-0 J]R\[—s,e]
ndr denne gransevardi eksisterer.
For me€ N og o€ Q§(R) defineres funktionalen A~ ved

m-2 KPom

(@) = PV [ oMol - X ol (o)1ex

(a) Vis, at PV ... eksisterer, sd Am(w) er veldefineret.

(b) Vis, at Am(m') =m Am+1(w) . m
. . . . m-1 d

(c) Vis, at A, eren distribution, og at A = (-1) (m-1)!-—jﬁ
dx

A kaldes ogsa PF»%i , hvor PF stdr for pseudo-funktion.

lad I =R eller I = la,of . Vis, at ndr u og D™y € L2(I) , Saer

u € HMI) . (Man kan vise dette for I = R ved hjalp af Fourier trans-
formationen, og dernamst for I = Ja,[ ved hjelp af en beskaringsfunk-

tion.)

log IxI .
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——— —

9.2.

9.3.

9040

9‘5.

e S o o Ve b

(c) Vis, at funktionen "U(x,y) = H(x+y)H(x-y) pd - R

o o et o et i St

Vis, at foldningsproduktet uxp (for u EQ&'(R”) og ¥ € Cg(Rn) .
eller u € f'(Rn) 0g 1PE#KRH)) opfylder

Wu*w=u*0%),

It

(1) D% (uwy)

(2) ux (Prp) = (uxp)o

for alle o€ dﬁ(m”) resp. 7(R").

Vis, at der for u €' (R") og v € AR") gaelder
Flusp) = 09 .

(a) Vis, at ndr u € 8'(Rn) (eller Uy Ht(Rn)) og Y € CE(R") , S&
er uxp € C°(R™) . (Man kan bruge @velse 9.2.)
(b) Vis, at ndr u eD(RM) og y€ CE(RH) , sder uxp € (R") .

(Man kan skrive

hvor n; er som i Sztning 5.11; summen er Tokalt endelig, dvs. endelig pa
kompakte mangder. Da er uxy = n1u*w-+Z(nj+1-nj)u*w Tigeledes Tokalt
endelig.)

Vis, at varmeledningsiigningen

u(x,t)

5T t>0

]
(e ]

- Axu(x,t)
u(x,0) = o(x)
(hvor x € R" og t € ﬁf:) for @ € 2(R") har en lgsning af formen

u(x,t) = c, £/ J nexp(-c2|><—y|2/t)cp(y)dy ,

R

og bestem eventuelt konstanterne ¢, 09 ¢y .

(a) Vis, at o+f = f for feAR").

(b) Vis, at funktionen H(s)H(t) p& R (med punkter (s,t) ) opfylder
(1) O HH(E) =6 i #(RE)

3sdt *

2 (med punkter
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9.6.

9.7.

(x,y) ) er lesning til differentialligningen

2 2
(2) 8020w 1 g(RY),
ax~  ay
og find ¢ . Man kan eventuelt benytte et koordinatskift s = x+y , t =
X=y .
(d) Vis, at ndr f(x,y) € 7Q]R2), er u = %-U*f en C-Tgsning til
2 2
(3) Sy dU-¢ pa R,
9x° 9y

Lad P(D) vare en differentialoperator med konstante koefficienter. En
distribution E €.9'(R™ kaldes en fundamentallgsning (eller elementar

lgsning) til P(D) , hvis E opfylder
P(D)E = & .

(a) Vis, at ndr E er en fundamentallgsning til P(D) i & , séer
P(D)(Exf) = f  for fe¢

(jvf. Bvelse 9.5 (a)), dvs. ligningen P(D)u = f har lgsningen u = Exf
for fe #.

(b) Find fundamentallgsninger til -A og -A+1 i _f'(R3) (jvf. Afsnit
8.4 og Qvelse 8.4).

(Eksamensopgave i Mat 313, 1980/81.)
Lad 1t betegne vektorrummet af reelle talfglger a = (ak>k€m . For hvert
N €Z defineres zﬁ som underrummet af £ bestdende af talfplger a ,

for hvilke der galder

1
. 2
(1) 'u_@_lle<z kZNIak12> oo
keN
Med 5 betegnes mengden Mo %ﬁ . Endvidere skrives
(2) a,b> = = ab, ,
T keN KK

ndr denne rekke er konvergent.

(a) Idet Qﬁ forsynes med topologien bestemt ved normen "'"N , skal
man undersgge, om det topologiske vektorrum zﬁ har hver af egenskaberne:
Tokalkonvekst, Tokalt begrenset, fuldstendigt, Banach rum, Fréchet rum.

(b) Idet s forsynes med topologien bestemt ved fglgen af normer "'"N R
N=20,1,2,... , skal man undersgge, om det topologiske vektorrum s har
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9‘8.

hver af egenskaberne: Tokalkonvekst, Tokalt begranset, fuldstendigt, Banach

rum, Fréchet rum.

(c) Lad N vare hel >0 . Vis, at (zﬁ)* kan identificeres med rummet
2 o . 2\vx B, _
A7y » sdledes at ndr A€ (4y)" identificeres med talfolgen a = (a ), >
er
(3) Ab) = <a,b>

- Y
for alle b = (b )yepy 1 &y -
(d) Vis, at dualrummet 4* til 4 kan identificeres med rummet Unso ng.

(e) Vis, at operatoren T fra £ ind i £ , bestemt ved

1 3
Tl(a,),on] = <~ a, +k’a > ,
k’kEN k "k k+1 kel

definerer en kontinuert operator fra 4 ind i 4 .

(Eksamensopgave i Mat 313, 1980/81.)
(a) Vis at n&r f og g er lokalt integrable funktioner p& R, hvis

stgtter opfylder

supp(f) = [a.[ , supp(g) < [byl ,
hvor a og b€ R, s8er fxg en lokalt integrabel funktion pd& R,
med supp(f*g) = [a+b,ol . (Opskriv foldningsintegralet.)

(b) Lad Ay o9 A, € ¢ . Beregn

hvor H(x) er Heaviside funktionen (H(x) =1 for x>0, H(x) =0
for x <0 ).

(c) Lad P(t) vare et andengradspolynomium med faktoroplgsningen P(t) =
(t-x1)(t—A2) . Vis, at

[(6'—A16)*(6'-A26)]*E(x) =8,

og dermed, at E er fundamentallgsning til operatoren P(é§>~=
2
d d

= (A A ) g+ A

dX2 177%27dx "~ 172

(d) Undersgg, om der findes en fundamentallgsning til P<§%> med stotte

i J]-o,0] .
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(e) Opskriv Tgsningen til problemet

(P(é%)u)(x) = f(x) for x>0
u(0) =0
0) =0

(*)

hvor f er en given kontinuert funktion pd [0,[ .
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