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§o. Nogle grundbegreber.

A. Maternatisk logik og m~ngdel~re.

1.1

Matematisk logi~ er Iogik udtrykt i formelsprog efter rnatema

tisk forbillede. Som grundl~gger regner man George Boole (1815-64),

og den matematiske logik har udviklet sig til en omfattende disci

plin i n~r tilknytning til studiet af matematikkens grundlag. Vi

indskr~nker os her t~l at give en pr~cisering af det logiske tegn

sprog i den form vi viI be~tte det til fo~ulering af matematiske
udsagn.

Matematiske udsagn. Udsagn opbygges fra atomiske udsagn ved hj21p

af udsagnslog~skekonnektiver og kvantorer.

De atorniske udsagn viI sam regel have formen

xRy ,

hvor x og y er variable eller konstanter, der betegner velde

finerede matematiske objekter, og R er et relationssymb,ol, som

f.eks. =, < , E. I mange tilf~lde viI xeller y dog v~re

sammensatte termer, der er opbygget fra variable og konstanter, som

f.eks. "a+b/2". Et atomiskudsagn uden variable har en af sand

hedsv~rdierne s ("sand" ). eller f ("falsk"), medens atomiske

udsagn med variable no~alt f¢rst fAr en sandhedsv~rdi, n&r de ind

gAende variable knyttes til matematiske objekter.

De udsagnslogiske konnektiver er

negation: "p l~ses "non p" e1Ier llikke p"
konjunktion: p /\ q l~ses lip og q"
disjunktion: p v q Iceses lip eller g"
implikation: p q lceses "hvis p 0 gil~ sa
biimplikati'on: p <=> q lceses "p hvis og kun hvis gil .
Til disse h¢rer sandhedstabellerne:

p 'p
j', ~

11
S f

f a

p q P A q P V q P => q p ~ q
..
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S

I
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p er sand. To udsagn p og q

hvis biimplikationen p <=> q er

med at bade p => q og q => p

af f¢lgende form benyttes ofte

" p => p

p=> q ¢=> "p v q

p => q ** 'q => 'p

'(pAq) <=> 'p v'q

... (pvq) <=> "p A 'q

Ved hjcelp af disse kan man for alle kombinationer af sandhedsvcerdier

for udsagn P1, ... ,Pn udregne .sandhedsvffirdien for et udsagn p ,

der er opbygget fra P1, ... ,Pn ved hjcelp af de udsagnslogiske kon

nektiver. Et udsagn, der p~ denne mAde altid fAr tillagt sandheds

vcerdien s kaldes en udsagnslogisk tautologi. Et udsagn q siges

at vcere en udsagnslogisk konsekvens af et udsagn p, sAfremt im

plikationen p => q er en udsagnslogisk tautologi. Dette betyder,

at q er sand for alle kombinationer af sandhedsvcerdier for hvilke

kaldes Uds~gnslogisk cekyivalente,

en tautologi. Dette er ensbetydende

er udsagnslogiske tautologier. Udsagn

som udsagnslogiske tautologier

(Parenteser udelades i overenssternrnelse med, at "bindingsevnen" for

konnektiverne " A , V , =>

Kvantorerne er:

og ~ er faldende.)

alkvantoren: \lxp(x) lceses som "for alle x gcelder p(X)" .

eksistenskvantoren: 3xp(x) lceses som Iider eksisterer et x, sA

p (x) II •

Ved brug af kvantorerne i denne for~ er underforstAet en universal

mcengde, som variablene genneml¢ber. I udsagnene \lxp(x) og 3Xp(x)

siges variablen x at blive bundet af kvantoren. En variabel, som

ikkeer bundet, kaldes fri. Et udsagn med frie variable kaldes et

Abent udsagn, medens et udsagn uden frie variable kaldes et afslut

tet udsagn. Ofte reserveres betegnelsen udsagn til afsluttede udsagn.

Abne udsagn fAr tildelt en sandhedsvcerdi, n~r de frie variable knyt

tes til elemente.r i universalmcengden, medens afsluttede udsagn uden

videre er sande eller falske.

Medens man ved at gennempr¢ve et endeligt antal muligheder kan

unders¢ge om et udsagn er en udsagnslogisk tautologi, har man i al

mindelighed for uendelige universalm~ngder ingen mulighed for at

afg¢re om et udsagn er sandt for alle tildelinger af vcerdier til de
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frie variable. Vigtige typer af udsagn med denne egenskab (tauto

logier) er f¢lgende:

3x3yp(x,y) ~ 3y3xp(x,y)

VxVyp(x,y) t'.:> VyVxp(x,y)

1 3xp (x) <=> Vx'p(x)

..,VXp (x) ~ 3X'p(x)

3x (p (x) vg (x) ), ~ 3xp(x)v3xq(x)

VX(p(X)Aq(X)) ** VXp(X)AVxq(X)

3XVyp(x,y) => Vy3xp(x,y)

, Vxp{~) vvxqix) => V'x (p (x) vq (x) )

3X(p(X)Aq(X)) => 3xp (x) A3'xq (x)

Udsagnene Vx E M: p(x) og 3x E M: p(x)

telser for udsagnene Vx(x EM=> p(x)) og

kan opfattes som forkor

3x (x E MAp (x ) )

S~tninger og beviser. En matematisk teori bestAr af udsagn der for

muleres i matematiske s~tninger. Ved definitioner fastl~gges betyd

ningen af de begreber der indgar i teorien (gives en beskrivelse af

teoriens objekter) og de matematiske s~tninger er "sande" udsagn om

disse begreber (objekter). Visse af teoriens s~tninger "aksiomerne"

antages uden videre at veere sande, rnedens de ¢vrige er "konsekven

ser" af aksiomerne og kan "bevises" ud fra disse.

Matematiske s~tninger er (kan veere) nyttige fordi de udsagn der

h~vdes er "sande udsagn om virkeligheden", kan anvendes. For eksem

pel stemmer det overens med al scedvanlig erfaring, at 'for en ret

vinklet trekant er kvadratet af hypotenusens l~ngde lig summen af

kvadraterne af kateternes l~ngder.

Vi skal ikke her give en n~rmere pr~cisering af hvad et bevis

for en matematisk scetning ere Kravene til et matematisk bevis har

~ndret sig gennem tiden, men det v~sentlige ved et bevis er, at det

overbeviser am sandheden af den pastand det h~vder at bevise. Om et

bevis er "godt nok" afg¢res sAledes til en vis grad ved matematisk

erfaring.

Et matematisk bevis bestar ofte af en rcekke delargumenter eller

skridt ("mellemregninger") hvor der i hvert skridt hcevdes en pastand

som"let" indses at v~re sand og som, nar 'skridtenetages under et

samlet giver den ¢nskede pAstand. EfterhAnden som der opnAs fortro-
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lighed rned beviser viI mange af disse skridt kunne udelades.

F¢lgende type bevis "kontraposition" kan ofte benyttes nar en

pastand af formen (p ~ q) skal godtg¢res. 1det de sammensatte

udsagn (p => q) og ('q => I p) er cekvivalente, kan et bevis for at

(p => q ) er sandt f¢res ved at vise at ("'7 q => -, p) er sandt. For

eksempel vii pastanden (hvis f er differentiabel sa er f konti

nuert) kunne bevises ved at vise pastanden (hvis f er ikke-konti

nuert sa er f ikke-differentiab~l).

En anden hyppi.qt; benyttet bevistype er det "indirekte bevis II

(reductio ad absurdum), der bestar i ud fra negationen af den pa

stand som ¢nskes bevist at udlede en modstrid, d.v.s. at et udsagn

af formen (p 1\ , p) er s and t . I eksemplet ovenfor er negationen af

pastanden (hvis f er differentiabel sa er f kontinuert) udsag

net (f er differentiabel og f er ikke-kontinuert), og et indi

rekte bevis for den f¢rste pastand kan f¢res ved at vise at der ud

fra negationen kan sluttes f.eks. (f er differentiabel og f er

ikke-differentiabel) eller (f erkontinuert og f er ikke-kon

tinuert) .

N¢dvendige og tilstrcekkelige betingelser. Et abent udsagn p(x)

kan opfattes som en betingelse pa x eller en egenskab ved x ,

idet det at hcevde at p(x) er sandt kommer ud pa at x er saledes

beskaffen at p(x) er sandt til forskel fra eventuelle x' for

hvilke p(x') er falskt.

Lad p og q vcere abne udsagn i den variable x. Hvis udsag-

net

Yx p(x) => q(x) ,

er sandt, sa siger vi at p er en tilstrcekkelig betingelse for q

(at p er "stcerkere" end q) og at q er en n¢dvendig betingelse

for p (at q er "svagere" end p) . Tilsvarende hvis udsagnet

Yx p(x) <=> q(x) ,

er sandt, sa siger vi at p er en n¢dvendig og tilstrcekkelig beting

else for q (p og q er "lige stcerke"). 1det enhver differentia

bel funktion er kontinuert, kan vi altsa sige, at differentiabili

tet er en t.dLs t.r-ekkeLf.q betingelse for kontinuitet og at kontinuitet

er en n¢dvendig betingelse for differentiabilitet.

-. " _.
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Ved en skriftlig fremstilling af matematik':foretr~kkerman i

reglen det srnidige s~dvanlige sprog frem for det logiske tegnsprog,

som - nar det skal l~ses - kr~ver en oms~tning til s~dvanligt sprog.

Derimod finder det logiske tegnsprog udstrakt anvendelse i tilslut

ning til rnundtlig fremstilling. Ved arrverideLs.envt.Ll.Lade.r manvsLq.. ,'

1igesom ved brugen af det egentlige matematiske tegnsprog, ofte fri

heder, som det n~ppe 1¢nner sig at fors¢ge at afgr~nse.

- .. -

M~ngdel~ren er grund1~ggende i vore dages matematik. Som selv

st~ndig disciplin er den grundlagt af Georg Cantor (184S-1918) i

en r~kke afhand1inger fra arene 1874-97. Vi ska1 ikke her ga ind pa

de dybere1iggende afsnit af den almene m~ngde1~re, men kun omtale

dens tegnsprog og dens simp1este begreber.

M~ngdebegrebet. Ved en m~ngde viI vi i det f¢1gende forsta en ve1

afgr~nset samling af matematiske objekter; disse kaldes m~ngdens

elementer. At x er element af m~ngden M, skrives x E M e11er

M 3 x; at x ikke er element af m~ngden M skrives x ~ M

eller M) x. Man ser, at x ~ M blot er en anden skrivemade for

,(x E M) En m~ngde er selv et matematisk objekt og kan som sa

dant v~re element af andre m~ngder. En m~ngde kaldes ofte et rum;

dens elementerkaldes da punkter.

En eridel Lq mcengde kan angives ved at man i en kr¢llet parentes

opremserdens elementer. Der er herved intet i vejen for, at sanune

element skrives flere gange, og r~kkef¢lgen er 1igegyldig. Saledes

betegner {1,3,2,5,2} og {1,S,2,3} den samme m~ngde, nemlig den,

hvis elementer er tallene 1,2,3,S og ikke andre objekter; og

hvis x er et" matematisk objekt betegner {x} m~ngden med det

ene element x.

For nogle rn~ngder benyttes faste betegnelser:

(2) er den. tomme m~ngde;

IN er rn~ngden af aIle naturlige, d.v.s. hele, positive tal;

lliO er rncengden af aIle ikke-negative hele tal;

2Z er m~ngden af aIle hele tal;

(2 er rnCEngden af aIle rationale tal;

JR er mcengden af aIle reelle tal;

JR+ er rncengden af aIle positive reelle tal;

<C er mcengden af aIle komplekse tal.
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Mcengdealgebra.

fcelleslllCEngden

rncengden A'B

ved formlerne

En m~ngde A kaldes delrncengde af mCEhgden B og man skriver

A c Beller B ~ A, hvis hvert element af A ogsa er element

af B. Mcengden A kaldes cegte delmcengde af mcengden B, hvis

A er delmcengde af B og A * B. Den tornme m~ngde 0 er del

rncengde af enhver mcengde.

Mcengden af delmcengder af en m~ngde M, altsa den mcengde,

hvis elementer er delmcengderne af M, betegnes i det f¢lgende

~(M) og kaldes potensm~ngden for M.

Ofte viI der v~re givet en fast rncengde M, hvorom under

s¢gelserne drejer sig. M~ngden M kaldes da grundmcengden, eller

universalm~ngden. Af sproglige grunde er det da hensigtsm~ssigt

at benytte bencevnelsen mcengde fortrinsvis for delrncengder af IYl

og for andre m~ngder at benytte et synonym. F.eks. kan man kalde

en delmamgde af JP (M) et system afdelrnacngder af Meller blot

et mcengdesystem.

Hvis der til hvert element i af en mcengde 1 (der ikke be

h¢ver at vcere delmcehgde af M) er knyttet et element xi af M,

udg¢r disseelementer en delmcengde af M, der betegnes

{x . liE 1} . Mcengden 1 kaLdes Lndexmamqden . Ved brug af denne
1

betegnelse forlanges ikke, at de til to forskellige indices sva-

rende elementer er forskellige. Hvis I bestAr af tallene

1, .•• ,n, er det mcengden {x1 , ••• ,x}. Hvis I = ill, benyt-. n
tes ogs& betegnelsen {x

1,x2, ... } ·

En delm~ngde A a£ M kan vcere karakte~~seret ved en eller

flere egenskaber, der udskiller elementerne af A blandt ele

menterne af M •. net er i regl~n be~vemt ·at formulere de egen

skaber, der karakteriserer elementerne af A, ved et udsagn

p(x) saledes at A som elementer har netop de elementer x

af M, for hvilke p(x) er sandt. Vi skriver da

A = {x E M I p(x)} eller A = {x I p(x)} ,

idet den sidste skrivemade kan benyttes, nar det af sammenhcengen

fremgar, hvilken m~ngde M, der er grundmcengde.

For de1mcengder af en grundmCEngde M defineres

A n B, foreningsmcengden A U B, og overskuds

af A over B, eller komp1ementet af B i A,
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A n B = {x

A U B = {x

A , B = {x

x E A A X E B}

x E A v x E B}

·x E A A X EE B}

1.7

Kornplementet M'A af en delrn~ngde A af M i M kaldes kort

komplement~rm~ngden for A og betegnes ogsa ~A eller CA.
Man bem~rker, at ~(~A) = A , ~M = 0 , ~0 = M og at der for

vilkarlige delrnocngder af M g~lder A'B = A n (~B) Hvis

A n B = 0, kaldes A og B disjunkte.

Man ser, at (AnB) n C = A n (BnC) og (AUB) U C = A U (BUC) ,

sa at man kan udelade parenteserne' og tale om m~ngderne A n B n C

og A U B U C. For v~lk&rlige rn~ngder A
1

, ••. ,An kan man her

efter ogsa tale om f~llesm~ngden A
1

n •••. n An og forenings-
n

m~ngden A1 U ... U An' der kort betegnes n i =1 Ai og
n

Ui =1 Ai ·
Alment kan vi, hvis der til hvert element i af en index-

m~ngde I er knyttet en delrn~ngde Ai af M, definere f~lles

rn~ngden n{Ai liE I} og foreningsm~ngden V{Ai liE I} ved

formlerne

n{AI
1

U{AI
1

i E I} = {x

i E I} = {x

Vi E I:

3 i E I:

x E AI}
1

X E' AI}
1

De to m~ngder betegnes ogs& n i El Ai og Ui El Ai. Hvis I = ,ill

anvendes ogs& betegnelserne A
1

n A
2

n ... og A
1

U A
2

U
00 00

eller n I 1 A I og U I 1 A I ·
1= 1 1= 1

Der g~lder dualitetslovene

A'

A'

n
iEl

U
iEl

A. =
1

A. ==
1

U
iEl

n
iEl

(A,A I)
1

Etsystem {AI i E I} af delrn~ngder af M s~ges at over
1

d~kke en delm~ngde A af M, eller at udg¢re en overd~kning

af A, hvis A C U{Ai liE I} . Hvis A = U{Ai liE I} og

'm~ngderne i systemet er parvis disjunkte og ingen af dem er den

tomme m~ngde 0, kaldes overd~kningen en klassedeling af A.

Den betragtede grundm~ngde har kun virkelig betydning i for

bindelse med begrebet komplernentcermcengde. De <t>vrige begreber:

f~llesm~ngde, foreningsm~ngde, overskudsm~ngde, er uafh~ngige af

hvilken grundm~ngde indeholdende depag~ldende m~ngder man v~lger.
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Produktrn~ngder. Lad X og Y v~re to m~ngder. Ved produktet

X x Y forstas m~ngden af aIle ordnede par (x,y) hvor x E X

og Y E Y. Man kalder elementerne x og y koordinaterne af

(x,y) eller projektionerne af (x,y) pa X og Y; undertiden

kaldes x abscissen og y ordinaten af .(x,y)

Hvis A c X og BeY, er A x B en delm~ngde af X x Y

(men X x Y har naturligvis, undtagen i trivielle tilf~lde, mange

flere delm~ngder end delm~ngder af denne form).

For vilkarlige m~ngder X1' ... 'Xn kan vi danne m~ngden

x1x ... XXn bestaende af aIle ordnede seet (x1' ... ,xn) hvor

x 1 E X 1 , ..• ,xn E Xn ·

Hvis aIle X. er sanune mcengde X, betegnes produktet
1

Xx xX med Xn.
M~ngden Xn bestar altsa af aIle ordnede seet

(x1, ,xn) hvor x
1,

... ,xn EX.

M~ngden ~k kaldes detk-dimensionale reelle talrum. For

k = 1,2,3 optr~der ~k i den aritmetiske beskrivelse af en ret

linie, en plan, eller rummet, der baseres pa indf¢reisen af koordi

nater. Analogt kaldes m~ngden Ck det k-d~mensionale ko~lekse

talrum.

Induktionsbeviser. Vi skal tage for givet,at mcengden m af natur-

lige tal {1, 213, -.::."~} har ·f·¢lgende ege-nskab (princippet for matema-

t.Lsk. Lridukt.Lon) :

En delmcengde A c :IN

(i) 1 E A ,

som opfylder

(L i ) V n E l\I : n E A => n+1 E A ,

er lig :IN.

Denne egenskab ved :IN udnyttes i induktionsbeviser. Lad

P1,P2,P3, ... ,Pn' ... vcere en f¢lge af udsagn. Et induktionsbevis

for at aIle disse udsagn er sande kan f¢res ved at godtg¢re f¢lgende

to pastande:
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er sandt,

for a Ll.e n E IN'

sandt.

g~lder, at hvis P er san~t sa ern

M~ngden A = {n E IN' I Pn er s and t } opfylder nemlig, at 1 E A

(1 0
) og "In E IN': n E A => n+1 E A (2 0

) , og er derfor if¢lge prin-

cippet for matematisk induktion lig E.

Pastanden 10 kaldes induktionens start og 20 kaldes induktions-

skridtet.

EKSEMPEL. For aIle naturlige tal nEE g~lder

1+2+ .. ~+n 1
= 2 n (n+1) ·

Lad for n E IN' betegne udsagnet

"1 + 2 + + = 12 n (n+ 1 )" .o • • • n

Udsagnet P1 er altsa at 1
1 = 2-1(1+1) = 1 som er sandt, og P2

er at 11+2 =2"2.(2+1) = 3 som ogsa er sandt. Vi skal vise at p n

er sand for aIle n E IN' ved induktion og vi har set at induktio-

nen kan starte. Lad os godtg¢re induktionsskridtet. Antag altsa,

for et n E IN, at Pn er sandt, altsaOat

1 + 2 + + 1 (n+1)... n = 2 n .

Sa finder vi

11 + 2 + ... + n + (n+1) = "2 n (n+1) + (n+1 )

= (n+1) (~n+1 )

= ~ (n+1 ) [ (n+1 ) +1 ]

hvilket viser at er sandt.
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Dermed er induktionsskridtet godtgjort, og det f¢lger af prin-

cippet for matematisk induktion at

1 + 2 + ••• + n

for alle naturlige tal n. 0

1
= "2 n (n+1)

Der vil i det ~¢lgende ofte v~re brug for at kunne skrive sum-

mer af et (stort) antal tal pA en kort og overskuelig mAde. Dette

g¢res ved hj~lp af summationstegnet L (stort gr~sk sigma). For

reelle tal a 1 ' a 2 ' · · · , a k (k E l\I) , skriver vi sAledes

k
L a

J,:=
a 1+a2+ · · .+ak ·

j=1

Her er- .surnmationsvariablen j

neml¢ber tallene 1,2, ... ,k

blot en eller andenvar~abel dergen-
-, '

F.eks. kan vi skrive

,·.k k k-1
L a, = L a = L a i +1 = ...

j=1 J p=1 --~P i=O

Med denne konvention kan formlen i det foregAende eksempel skrives

n
L

j=1

1
j = 2" n (n+1) ·

EKSEMPEL. For ethvert reelt tal ~q * 1 og ethvert naturligt tal

n E IN g~lder ("kvotientrcekke med kvotient q "):

2 n 1_qn+1
1+q+q + ... +q = 1-q

eller skrevet med summationstegn

tegne udsagnet

"1+q+

'n
L

j=O

1 n+1"n -q
+q = -1~'--q-

Lad be-

som er sandt fordi

P e r sandt for aIlen

1 2
Udsagnet P1 er altsa 1 + q = 1--~ ,

(1+q) (1-q) = 1-q2. Vi viI vise at n E IN
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1+q+ ... +qn

ved induktion, og vi har set at P1 er sandt. Lad os bevise induk

tionsskridtet. Antag altsa at Pn er sandt d.v.s. at

= 1_qn+1
1-q

Sa finder vi

n+1 1-qn+1 n+11+q+ n +... +q +q = 1-q q

n+1 n+1 1-qn+2 1 (n+1)+1
= 1-q +(1-q)q = =

-q
1-q 1-q 1-q

hvilket viser at er sandt.

If¢lge princippet for maternatisk induktion g~lder altsa

1+q+ ..• +qn =

for q =1= 1 og aIle n E :IN. []

1 n+1-q
1-q

EKSEMPEL. For et naturligt tal n E:IN betegner n~ (n fakultet

givet ved

n E ~O og k E {O ,1, 2, ... , n} er binomialkoefficienten

eller

For

n udrabstegn) produktet 1·2···n og vi s~tter O~

For reelle tal a og b og naturl~ge tal n E:IN g~lder binomial-

formlen

som ved hj~lp af summationstegnet kort skrives

n(a+b) = n (n\ kbn-k
L \k)ak=O

Vi viI vise binomialforrnlen ved induktion og betegner med Pn for

n E:IN udsagnet

II (a+b) n = ~ (kn)akbn-k,
IV

k=O
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Udsagnet P1 er altsa

1.1 2

a+b = 1 (1\ k
b

1- k
L \'k)ak=O

a+b ,

sam er sandt. Udsagnet P2 er

= b
2

+ 2ab +

sam ogsa er.saridt.

2
a ,

I beviset for induktionsskridtet far vi brug for at der for

n E::IN gcelder

(n) + ( n\ = (n+1\
k k-1) k )

for k = 1, 2 , ... ,n Dette ses ved udregning:

n!
+k! (n-k) ! (k-1 ) ! (n- (k-1 ) ) !

= n:(n-k+1) + n!k
k: (n-k+1) : k! (n-k+1) :

= n!(n-k+1)+n!k _ n! (n-k+1+k)
k!(n-k+1): - k!(n+1-k):

= (n+1) ! _ (n+1 \
k ! (n+1-k): - k)·

Nu til induktionsskridtet. Antag altsa, at der for et nEE gcel-

der

Sa finder vi

(a+b)n = ~ (n\ kbn-k
L \k)a

k=O \

(a+b)n+1 = (a+b) (a+b) n = (a+b)
n (n\ kbn-k
L \k)a

k=O \

her spal tes sidste, b.enho Lds.vd s -f¢rste :Led.ifr-a
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n-1 (n\ k+1 bn-k (n\ n+1 + (n\bn+ 1 +
n,

(n,\ kbn+1-k= L + L\
\k)a )a 0) \k)ak=O n k=1

(n+1'\bn+ 1 n-1 ( n '\ k+1 bn+1-(k+1)= + L
o ) k=O \k+1_1)a .

I .13

i den f¢rste sum erstattes k+1 med k, hvorefter k altsa gen-

neml¢ber tal1ene 1,2, ... ,n,

(n+1\bn+1 n ( n \ kbn+1-k
n (n\ kbn+1-k

(n+1\ ~+1
= + L + L +o ) k=1 \k_1)a k=1 \k)a \n+1)a

(n+1 \ n+1 n r( n \+(n\] kbn+1-k + (n+1\an+ 1
+ L=

\ 0 )b L\k-1) \k) a n+1) ,k=1

som ved hj~lp af formlen

n+1 (n+1'\k n+1-k
= L \ k )a b

k=O '

= (n+1\
k )

kan skrives

hvilket viser induktionsskridtet.

If¢lge princippet for rnaternatisk induktion g~lder altsa

for n E IN og reel1e tal a ,b. n

B. Relationer og a fb i.Ldn.Lnqer ,

Relationer. Lad X og Y vcere to meenqde.r. Ved en' .reLatLon fra

X til Y forstas en delrnffingde R af produktmcengden X x y .

For vilkarlige elementer x E X og Y E Y siger vi, at x star

i relationen R til y, safrernt (x,y) E R. I denne sammenh~ng

benyttes i stedet for (x.,y) E R ogsa~'skrivemaden, .x.Ry •

Relationer betegnes ofte ved scerlige tegn i stedet for ved

bogstaver.
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for vilkarlige
-1

R DenR =

x,y E M gcelder

at dette kommer

Ud fra relationen R fra X til Y dannes en relation R- 1

fra Y til X, kaldet den omvendte relation til R, idet

delm~ngden R- 1 af produktm~ngden y x X defineres som m~gden

af ordnede par (y,x) for hvilke (x,y) E R. Man ser, at de

to udsagn xRy og yR-1x er ensgyldige.

Er specielt X og Y sarrrrne mcengde M, kaldes en relation

fra X til Y en relation i M. En relation i M er altsa

en delm~ngde R af M
2 .

En relation R i en mcengde M kaldes refleksiv, hvis der

for ethvert x E M gcelder xRx. Den kaldes symmetrisk, hvis der

x,y E M gcelder xRy'~ yRx, altsa hvis

kaldes asynunetrisk, hvis der for vilkarlige

xRy A x*y ~ 'yRx; man overbeviser sig let om,

ud pa et med, at der for vilkarlige x,y E M

gcelder xRy A yRx => x=y. Den kaldes transitiv, hvis der for

vilkarlige x,y,z E M gcelder xRy A yRz ~ xRz .

~kvivalensrelation. En relation i en mcengde M kaldes en

cekvivalensrelation, hvis den er refleksiv, syrnmetrisk,'og transi

tiv, altsa hvis der for vilkarlige elementer af M gcelder

(1 )

(2)

(3 )

x

x

x

x

y =>

Y A

y X

yrw Z =>

Begrebet ~kvivalensrelation star pa f¢lgende made i forbind

else med begrebet klassedelinq:

Lad {A. liE I} v~re et system af delrn~ngder af M, der
1

udg¢r en klassedeling af M. Ved fasts~ttelsen x rw y, nAr

x og y tilh¢rer samrne klasse A. , er da defineret en ~kvi
1

valensrelation i M. Dette er klart.

Enhver ~kvivalensrelation i M fremkommer pa denne made

ud fra netop een klassedeling. For at indse dette danner man

for hvert x E M m~ngden A = {y E M I Xrw y} • Man viser nux
let, at systemet {A I x E M} udg¢r en klassedeling af M,

x
at netop er den til denne klassedeling h¢rende cekvivalensre-

lation, og at ikke h¢rer til nogen andenklassedeling af M.

Klasserne (delmcengderne) ved den til en ~kvivalensrelation

h¢rende klassedeling kaldes cekvivalensklasser, og m~ngden af cek

vivalensklasser kaldes kvotientm~ngden for cekvivalensrelationen.
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Ordningsrelation. En relation ~ i en mzenqde M kaldes en

ordningsrelation, hvis den er r-e f Le ksLv asynunetrisk, og transi

tiv, altsa hvis

(1 )

(2)

(3)

x~x

x ~ y A

X ~ Y A

y ~ x =>

y ~ z ~

x = y

x ~ z

En afbildning

eller y = f(x) ,

Y E Y den' 'a'f'hcen-'

Nar ~ er en ordningsrelation i M, skrives i stedet for

x ~ y A X * Y ogsa x ~ y. I stedet for x ~ y og x ~ y

skrives ogsa y ~ x og y ~ x, d i vv s. ~ og > benyttes

som.bete·gnelser for de omvendte relationer til ~ og --< . Be

marrk , at .., (x<x) og at x -< yAy ~ Z => x -< z .

En ordningsrelation kaldes total, hvis der for .vilkarlige

indbyrdes' forskellige x,y EM gcelder x < yeller y <x .

En mcengde M udstyretmed en ordningsrelation ~ kaldes

en ordnet m~ngde; mcengden siges at v~re organiseret ved relatio-

nen ~ er ordningsrelationen total kaldes m~ngden totalt

ordnet. 0nsker man i ben~vnelsen for enordnet mcengde at anf¢re

ordningsrelationens navn, taler man om den ordnede m~ngde (M,~)

Afb~~dhinger eller funktioner. Ved en afbildning af en mcengde

X ~nd i en rn~ngde Y, eller en funktion fra X til Y, for

stasen tilordning, hvorved der til hvert element x E X svarer

et bestemt element y E Y .
-

En afbildning betegnes i reglen ved et enkelt bogstav, un-

dertiden ved en ordforkortelse. At f er en afbildning af X

ind i Y skrives

f
f: X ~ Yeller X ~ Y ·

Mcengden X kaldes afbildningens- def initionsm~ngde G-g' mcengden Y

dens dispositionsmcengde. Det til et element x E X svarende

element af Y betegnes f(x) Det kaldes billedet af x ved

feller den til x h¢rende vCErdi eller funktionsv~rdi..At

.f (x) svarer til x skrives hyppigt x 1-+ f (x ) , og ofte benyt

tes symbolet

X 1-+ f (x) ,

simpelthen som betegnelse for afbildni~gen f .

f: X -+ Y omtales ofte som afbildningen. f (x.)

idet x E X kaldes den uafhcengige variable og

<;rise variabl.e.
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I tilf~lde af en endelig m~ngde X kan en afbildning angi

ves ved en tabel:

For en vilkarlig delm~ngde A

aIle x E A. en delm~ngde af Y ,

ved f og betegnes f(A) altsa

f (A) = {f (x )

X n \
f (x )) •

n

af X udg¢r billederne af

der kaldes billedet af A

x E A}

Den s~rlige brug af tegnet f i forbindelsen f(A) er en

praktisk konvention og b¢r ikke f¢re til misforstaelser. Bil

ledet f(X) kaldes billedmcengden eller v~rdirntEngden for f.

Ved grafen for en afbildning f: X ~ Y forstas delm~ngden

{(x,f(x)) I x E X} af X x Y. En delm~ngde R af X x Y er

abenbart grafen for en a£bildning af X ind i Y, hvis og

kun hvis der for ethvert x E IX findes et og kun eet y E Y ,

for hvilket (x,y) E R. Begrebet afbildning indordnes herigen

nero under begrebet relation, idet afbildninger af X ind i Y

rnodsvarer denne specielle type af relationer fra X til Y.

En afbildning f: X ~ Y kaldes surjekt~v eller en afbild-

ping af X _~_~_ '- ~v_~~ f (X) = Y_. ~~n_l<.a_l_des injektiv,

hvis der for vilkarlige indbyrdes forskellige x
1,x2

EX g~l-

der f(x1 ) ·* f(x 2) · Den kaldes bijektiv, hvis den er bade sur

jektiv og injektiv, altsa hvis ethvert y EYer billede af et

og kun eet x EX. Man ser, at afbildningen f: X ~ Y er bi

jektiv, hvis og kun hvis det om dens graf R = {(x,f(x)) I x EX},

opfattet som relation fra X til Y, g~lder, at den omvendte

relation R- 1 rnodsvarer en afbildning af Y ind i X denne

afbildning kaldes den omvendte afbildning til f og betegnes~
-1

f ; den er naturligvis ogsa bijektiv, og der g~lder

(£-1)-1 = f

Er A c X og er f: X ~ Y og g: A ~ Y afbildninger, siges

g at v~re en restriktion (indskr~nkning) af f, og f en

ekstension (udvidelse)af g, hvis g(x) = f(x) for ethvert

x EA. NCErmere bestemt kaldes 9 i dette tilf~lde restriktio

nen af f til A. Den betegnes fiA.

Er f: X ~ Y en afbildning og er y et element af Y ,

kaldes ethvert element x af X, for hvilket f(x) = y, et
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originalelement for y ved f. Et element y E Y kan have

intet, eet, eller flere originalelementer. For en vilkarlig del

m~ngde B af Y udg¢r samtlige originalelementer for aIle

y EBen delm~ngde af X, der kaldes originalm~ngden for B

ved f og betegnes £-1 (B) altsa

f- 1 (B) = {x E· X I f (x) E B}

Bem~rk, at denne betegnelse bruges uanset om f er bijektiv

eller ej. Hvis f er bijektiv, sa at den 'omvendte afbildning

f-1: Y ~ X eksisterer, er originalm~ngden f- 1 (B) lig med bil-
-1 -1ledet af B v~d f . Ved ind£¢relsen a£ betegnelsen f (B)

for o.ri.qLnaLmenqden er vi altsa ikke konunet L: strid med beteg

nelsesmaden for billedet af en m~ngde. Bem~rk, at f- 1 (Y) = X ,

og at der for en vilkarlig· delm~ngde A af X g~lder

f-1 (f (A)) ~ A •

V~lges specielt for B en rn~ngde {y} bestAende af eet

element, bliver originalm~ngden f-1 ({y}) m~ngden bestaende af

samtlige originalelementer for y. Man bem~rker, at de fra 0
-1forskellige af disse m~ngder f ({y}) udg¢r en klassedeling

af X. [Den tilsvarende~kvivalensrelation er bestemt ved,

at x 1 I"V x 2' <=> f (x1 ) = f (x.2_?. .]

I v Ls se iaammenheenqe spiller betragtningenaf originalm~ngdeii

en st¢rre rolle end betragtningen af billedm~ngden. Vi fremh~ver

·f¢lgende regIer, som kort kan udtrykkes ved at sige, at de funda

mentale m~ngdeoperationer bevares ved overgang til originalm~ng

der:

-1 -1 -1. f- 1 ( B. ) -1f (B1nB2) = f (B1)nf .'C~2)' n = n f (B .) ,
iEI 1 iEI 1

-1 -1 -1 f- 1 ( B. ) -1f (B1 UB 2) = f (B1 ) Uf (B2) I U = U f (B . ) r
iEI 1 iEI 1

-1 -1 -1f (B1'B2) = f (B1 )<f (B2) .

[For billedrn~ngder g~lder f(A
1nA2) ~ f(A

1
) n f(A2) ,

f(A1UA2) = f(A1 ) U f(A2) , f(A1'A2) ~ f(A1 ) , men i alrnindelig

hed ikke f(A1nA2) = f(A1 ) n f(A2 ) og f(A
1

' A2) = f(A
1

) , f (A2) .]

Lad X, Y ,Z vzer e mcengder og lad f: X -+ Y og g: Y -+ Z

vcere afb.ildninger. Den sarnmensatte a'fbildning 9 0 f: X -+ Z de

fineres da som den afbildning, hvorved der til hvert element

x E X svarer elementet g(f(x)) i Z, altsa

x ~ 9 0 f (x) = 9 (f (x) )
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For sarnrnenscetning af afbildninger gcelder den associative

regel: Hvis X, Y , Z ,U er rn~ngder og f: X ~ Y , g: Y ~ Z ,

h: Z ~ U er afbildninger, er

h 0 (go f) = (ho g) 0 f .

'I'h.L.: h 0 (gof) og (hog) 0 f er afbildninger af X ind i U,

og begge har for ethvert x E X vcerdien h(g(f(x))) . Man kan

derfor udelade parenteserne og sirnpelthen skrive hog 0 f .

Lad f: X ~ Y og g: Y ~ Z v~re afbildninger. Da g~lder:

Hvi s f og g begge er surjektive, er g 0 f aur j ek t.Lv ; Hvis

f og g begge er injektive, er g 0 f injektiv. Hvis f og g

begge er bijektive, er g 0 f bijektiv, og da er (qo f ) -1 =
-1 -1
fog Endvidere gcelder: Hv.i s g 0 f er Ln j ektiv, er f

.injektiv (men ikke n¢dvendigvis g) Hvis g- 0 f er surjektiv,

er 9 surjektiv (men ~kke n¢dvendigvis f) .

Blandt afbildningerne a£ en m~ngde X ind i sig selv frem-

h~ves den identiske afbildning idx' ved hvilken hvert element

x E X svarer til sig selv: x~ x. Hvis A er en delm~ngde

af X, kaldes restriktionen af idx til A for inklusions

afbildningen fra A til X.

For enhver bijektiv a£bildning f: X ~ Y g~lder

-1. -1.
~_ 0 f = ldx og f 0 f .. ~ = ldy .

- A A - - A
Hvis (M,~) og (M,~) er ordnede m~ngder, og ~: M ~ M er

en afbildning, for hvilken der for vilkArlige a,b E M g~lder

a ~ b ~ ~(a) ~ ~(b) , siger man, at afbildningen er monotont
A

voksende eller stigende. Hvis a ~ b ~ ~(a) ~ ~(b) siges den

at veere monotont aftagende eller dalende. Hvis a ~ b ~
A

~(a) < ~(b) siges den at v~re ordenstro eller strengt voksende.
A

Hvis a ~ b ~ ~(a) > ~(b) siges den at v~re strengt aftagende.

Punktf¢lger 09 talf¢lger. Lad X vcere en ikke-torn rn~ngde. En

punktf¢lge - eller blotf¢lge - pA X er en afbildning af ill

ind i X en punktf¢lge pA X skrives (~n E XI nEE)

(Xn)nE~ , (x
1,x2,X3 , · · ) eller (Xn) hvor x n E X er bil-

ledet af n E ill ved den afbildning, der definerer punktf¢lgen.

En punktf¢lge pA X er altsA en "uendelig r~kke" af elementer

x
n

E X taget i r~kkef¢1gen X1'X2'X3'X4 ' .•• og hvor et be

stemt element x E X kan optr~de pA flere forskellige (ogsA

uendelig mange forskellige) "pladser" i rcekkef¢lgen. En punkt-
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f¢lge (x
1,x2,x3, ... ) rna ikke forveksles med delm~ngden

{x1 , x 2 , x 3 , ... } ~ X, altsa rncengden af f¢lgens elementer.

Hvis f.eks. x,y E X opfylder x * y er punktf¢lgerne

1.19

(x,y,'x,y,x,y ... ) ,-(x,x,y,x,x,y,x,x,_y,-_ .. ) 'og (x,y,y,y ... )

aIle forskellige (som afbildninger af ill ind i X) , medens

m~ngden af f¢lgens elementer i aIle tilf~lde er {x,y} .

Hvis m~ngden X er en rn~ngde af tal (reelle, udvidet reelle

eller komplekse) kaldes en punktf¢lge pa X :en talf¢lge (reel,

udvidet reel eller kompleks) og hvis X er en mcengde af funk

tioner eller afbildninger defineret pa en mcengde M * 0 siger

.vi funktionsf¢lge pa Meller f¢lge af afbildninger pa M i

stedet for punktf¢lge pa X.

En punktf¢lge (Yn ) pa·X kaldes en delf¢lge a£ en punkt

f¢lge (x) pa X hvis der findes en strengt voksende afbild-n
ning cr::IN~:IN (n < m => o (n) < o (rn) ) sa Yn = X

cr
(n) for

n E :IN, eller anderledes sagt, hvis der findes en strengt

voksende f¢lge n
1

< n 2 < n 3 af naturlige tal sa

y = x for p E:IN" (svarende til a (p) = n ).
p n pp

For eksempel er punktf¢lgerne

(x 2,x4,x 6 , · · · ) ,

(x1 ' x 4 ' x 9 ' • • .) ,

(X1 IX 2 IX 3 IXS IXaI • • .) I

delf¢lger af punktf¢lgen

g(p) = p2 og

(x ) , svarende til a(p) = 2p ,
n

{

1

a(p) =2

a(p-1)+a(p-2)

for p = 1

for p = 2

for .p > 3 .

Det er imidlertid afg¢rende, at man kan rcesonnere om en·delf¢lge

uden at kende den eksplicit. Ofte viI man blot vide, at der fin

des en delf¢lge med visse bes-ternte egenskaber •

.Ekvipotens og' numerabilitet. Hvis X og Y er mcengder og der

findes en bijektiv afbildning af X pa Y, og dermed ogsa en

bijektiv afbildning af Y pa X, kaldes X og Y ekvipotente
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eller de siges at have sarrunem~gtighed. Det er klart, at hvis X

og Y er ekvipotente og hvis Y og Z er ekvipotente sA er X

og Z ekvipotente.

En rn~ngde X siges at v~re en endelig rn~ngde med n elemen-

ter, hvis elementerne i X kan nurrunereres ved hj~lp af afsnittet

{1, ... ,n} af den naturlige talr~kke. Man far X skrevet pa for-

hvor x , * x .
1 J for i * j . Til de ende-

lige m~ngder regnes ogsa 0.

De endelige m~ngder med n elementer kan karakteriseres som

de" m~ngder, der er ekv~potente med afsnittet {1, ... ,n} af den

naturlige talr~kke.

En ikke tom m~ngde X som ikke er endelig kaldes uendelig.

Lad X v~re en ikke tom m~ngde og betragt f¢lgende delm~ngde

A =IN ,

A = {m E IN I 3X1 , 0 00 ,xm EX, xi. * x j for i * j} •

(A er altsa de naturl~ge tal m for hvilke der findes m ind-

byrdes forskellige elementer af X.) Det er klart at 1 E A ,

og at n ~ A ~ n+1 ~ A (hvis der ikke findes n indbyrdes

forskellige elementer af X sa findesheller ikke n+1 indbyr-

des forskellige elementer af X) Man ser, at X er en endelig

m~ngde med n elementer hvis og kun hvis A ="{1,2, ... ,n} . En

uendelig mamqde X har al tsa, ~,geris.k.aJ)en,-.a t; .for hvert m E JNfi.n:--

des m indbyrdes forskellige elementer af X. Blandt de uende-

lige m~ngder skal vi is~r interessereos for de numerable mcengder.

En m~ngde X kaldes numerabeleller t~llelig, hvis elementer-

ne i X kan nummereres ved hj~lp af heleden naturlige talrcekke

IN = {1, 2, ... }, al tsa hvis X kan skrives pa formen

X = {X 1 'X 2 ' 0 0 o} =. {Xn I n E IN} hvor. x. * x. for i * j .
1 J
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De numerable meengder, kan karakteriseres som de mcengder, der er

ekvipotente med hele den naturlige talr~kke ID= {1,2, .•. } .

For eksempel er mcengderne

{1,3,5,7,9, ... ,2n-1, .•. }

{2,4,6,8,10, ..• ,2n, .•. }

{0,1,-1,2,-2,3,-3, ... ,n,-n, ... } = 2Z

a l Le numerable. Den eksp'lici te nurrunerering af. ZZ er givet ved

x
1

= 0 , x 2n = n og x 2n +1 = -n. Man ser'specielt, at man fra

en numerabel meengde kan fjerne numerabelt mange elernenter og dog

er restmeengden stadig uendelig.

Det kunne synes rimeligt under bencevne·lsen numerabel mcengde at

medtage de endelige meengder (og undertiden ser man denne sprogbrug

anvendt), men vi viI her bruge udtrykket i den anf¢rte betydning.

(1 ) Enhver uendelig meeng,de X har en numerabel de Iruzenqde.

Lad x: "--veere 'et element.af X . Da -x ·er "uendelig, er
1

X,{x
1

} ikke torn. Lad x 2 veere et element af X,-{x
1

} . Da X er

uendelig, er X'-{x
1,x2} ikke tom. Saledes fortseettes, 'og vi far

derved i X valgt enmumezabeL de.Lrnzenq'de {x
1

' x 2' • • .}. I

(2) Enhver delmeengde af en numerabel rneengde X er endelig

eller numerabel.

Lad X = {x
1,x2 , ... } og lad A veere en delmeengde af X. Vi

noterer elementerne i A i den rcek.kef¢lge vi m¢der dem i X. og

ellerhvorkonstaterer, at A = {x , •.. ,x } ,
P1 Pn

A = {xp,X , ... }, hvor P1 < P2 <
1 P2

(3) Foreningsmeengden afendeligt eller numerabelt mange ende-

lige eller numerable meengder er endelig eller numerabel.

Lad meengderne veere X
1

= {x
11,x12,···}, X2 = .{x2 1 , x 2 2 , ••. } ,
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(hvor vi i betegnelserne har a£st£et fraat give udtryk for,

om de erikeLte mcengder er e ndeLt.qe. eLl.e.r cnume.rabLe og om. der e r 'ende-

ligteller numerabel t mange msenqderjcq lad X = X 1 UX2 U •••

Da er X = {xii,xi2,x2i,x13,x22,x3i, ..•J (hvor pladser, til hvilke

der ikke svarer noget element, natur1igvis skal forbigas). 1det vi

X = {x
1,

••• ,xn}

II

stryger gentagelser, far vi

eller {x
1

, x 2 , ... }, hvor

I ti1fceldet hvor X og

X

x.
1

y

skrevet"pa formen

* x. for i * j .
J

er numerable mcengder X =

{x 1,x2 , •.. } og Y = {Y1'Y2' .•. } bliver den valgte nummerering

af X U Y altsa ("blandingen")

XUY = {x1,x2'Y1,x3'Y2,x4'Y3' ••. } ,

og hvis Z = {z1' z2'·•.. } er en .tredie numerabe1 mcengd~· b1iver num

me.re r Lnqeri af X U Y U Z altsa

(4) Hvis X1 ' •.• 'Xn

mcengden X
1

x

er numerable mcengder, er ogsa produkt-

x X numer abeL,
n

For n =2 f¢lger det af, at X1 x X2 er foreningsmcengden af

de numerabel t mange mcengder {(xi ,x2) xi E Xi} , x2 E X2, sam

hver er numerabel.Ved Lndukt.Lon ses herefter, at det gcelder for

n > 2 • II

Som eksempler ncevnes:

2Z er numerabel. Thi ZZ= {oJ U {1,2, •.. } U {-1,-2, •.• } .

o er numerabel. Thi !O = M1 U M 2 U ••• , hvor Mn er mceng-

den z
{n I z E 2Z I., som er numerabel.

Med nurnmereringen af ZZ som angivet ved

ZZ= {0,1,-1,2,-2, ... }

bliver mcengderne M
n

altsa
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M1 = {0,1,-1,2,-2, ••. }

1 1 '3 3M2 = {0,~,-~,1,-1,~,-~, •.• }
1 1 2 2M3 = {0'3'-3'3'-3,1,-1, ... }
1 1M4 = {O '"4' -4' · · · }

og nurrunereringen af 4:2 begynder saledes

1 1 1 ",,1 t ," -,'
o, 1 , 0 , -1 '"2' 0 , 2 , -2' ' "3' 0 , ~ 2 , 1 , --3' 4" .0 , -3 , • • •

altsa efter at gentagelser er slettet

Der findes mange andre mader at nununerere 4:2 pa.

F¢lge1ig er ogsa ?In og On numerable for ethvert n E IN".

Det viI senere i §2 blive vist, at, m ikke er numerabel. F¢1

gelig er mn , <t , cen heller ikke numerable.

M~ngder, der er ekvipotente med m sLges at have kontinuets

m~gtighed.

Medens en endelig m~ngde ikke er ekvipotent med nogen ~gte del-

m~ngde, g~lder am uendelige m~ngder:

Enhver uendelig mcengde er ekvipotent med en ~gte delrncengde, for

eksempel med enhver mcengde, der fremgar af den ved at udeladeet

element.

Bevis. Lad M v~re en uendelig mcengde og a et af dens elementer.

(I et hotel med uendelig mange v~relser

X1 = a og x. * x.
1 J

i E :IN, og f(x) = x

ning af M
0 M'.{a}pa

Vi vcelger i M, en numerabel delm~ngde D = {Xt,X2 , ... }, hvor

for i * j . Scettes nu f(x i) = x i +
1

for aIle

nar x E M'D , ,er -f en bijektiv afbild-

kan der, selv am aIle v~relser er belagt, altid skaffes plads til

en ny gcest.)D
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§1. De reelle tal.

1.24

Fra :IN"

I det f¢lgende skal vi give en beskrivelse af de ·reelle tal.

Der er ikke tale om en egentlig indf¢relse af de reelle tal - som

vil blive givet i et senere kursus - men om en pr~ciser~ng af de

reelle tals grundlceggende egenskaber til brug i den. -rnatematiske

analyse.

Tager man mcengden ill af naturlige tal med de fundamentale

egenskaber:

mCEngden IN har ikke noget sidste element, enhver ikke-tom

delmcengde af :IN har et f¢rste element og enhver ikke-torn

opad begr~nset delrn~ngde af IN har et sidste element

for givet, da kan mankonstruere de reelle tal. Den sikkerhed der

vindes ved en sadan konstruktion er maske ikke s~rlig v~rdifuld,

idet eksistensen af mcengden IN med disse egenskaber - som godt

nok er intuitivt oplagt - ik]<e kan bevises, men simpelthen rna
tages som grundlag for matematikken.

til .~. Det hele begynder med mcengden af naturlige tal---------
:IN" = {1 ,2,3,4 ••. ~ ,

og indenfor ill er defineret to regneoperationer addition og mul

tiplikation s amt; en naturlig ordn.ing. For at opna et t a.Lornr ade

der ogsa tillader subtraktion, ~dvides :IN" til mcengden af.hele

tal

2Z = { ••• , - 3 , - 2 , -1 , 0 , 1 , 2 , 3 , ••• },-

ogindenfor 2Z er defineret addition/subtraktion, multiplika

tion og en naturlig ordning som "harmonerer" med regneoperatio

nerne i den forstand at de scedvanlige .regler for regning med ulig

heder gcelder(kort udtrykt:. 2Z er en or.dnet ring).. Mcengden 2Z

indeholder :IN" og har egenskaber analoge til egenskaberne ved

ill: der findes hverken f¢rste eller sidste element i 2Z og en

hver ikke-tom opad (nedad) begrcenset delmcengde har et sidste (hen

holdsvisf¢rste) element. 1midlertid er divislon (med fra 0 for-

'skellig divisor) ikke altidmulig indenfor 2Z, hvilket motive

rer indf¢relsen af de rationale tal

t2 = {~ I p E ?l , q E :IN}
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M~ngden 0 udg¢r et regneomrAde ved operationerne addition/sub

traktion og multiplikation/division (med fra 0 forskellig divisor)

og er udstyret med en ordning, som harmonerer med regneoperationerne

(kort udtrykt er 0 et ordnet lege~e). M~ngden ~ indeholder ~

og der findes intet element i 42 derkonuner efter (f¢r) alle ele

menter i ~, specielt har 0 hverken f¢rste eller sidste ele~

mente Derimod har ~ ikke de til ~ svarende egenskaber vedr¢

rende f¢rste (henholdsvis sidste) element i ikke-tomme nedad (opad)

begramsede delrnamgder. Eksernpel: {1 E 0 I n E IN}. Videre gcelder I
n

at visse st¢rrelser, f.eks. l~ngden af diagonalen i et kvadrat med

s Lde Lenqde vl , Lkke ikan udtrykkes ved et

rationa1t tal, hvilket korrnner ud pa at

der ikke findes noget rationalt tal r

sa
2r = 2

EKSEMPEL. Der findes intet rationalt tal r E 0+ som tilfreds-

stiller ligningen r 2 = 2 Beviset f¢res indirekte. Antag altsa ,

at r = £ E ~ rned p,q E IN opfylder r 2 = 2. Vi kan godt an-
q

tage at br¢ken E er uforkortelig, thi ellers erstattes E med
q q

den tilsvarehde uforkortelige br¢k; spec~elt er altsA enten p

eller q (eller begge) ulige (ellers ville E kunne forkortes).
q

SA g~lder

2
P

For tal s E ]N, gcelder, som man let ser, at

lige 2 liges er <=> s er

og

ulige 2 uliges er <=> s er .
Af ligningen ovenf.or.

d.v.s. af formen p =
fas da at 2 1ige, altsa at p er lige,p er

2t med t E ID. 1ndscettes dette fas

2q2 2 (2t) 2 4t2
= P = =

eller

q2 = 2t2
I

hvilket viser, at q2 er lige, altsa at q er lige. Men Sa er

bade p og q lige hvilket er umuligt. 0
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Reqrieomr-Sde t; Q har al tsa visse mangler ("huller") o.g O. ud

vides derfor til m~ngden E af reelle tal hvis elementer bekvemt

kan anskues som "punkterne" pa en tallinie orienteret mod h¢jre

-2 -1 o 1 2 3
>

De reelle tal E indeholder 0 og udg¢r ligesom Q et ordnet

regneomrade (kort er et ordnet legeme). Der g~lder ikke i alrninde

lighed, at en ikke-tom opad (nedad) begr~ns~t de Imzenqde af ill.

har et sidste (henholdsvis .f¢rste) elemen,t, meri ; og heri bes t.a.r

den fundarnentale forskel mellem E og 0, der findes nyttige

erstatning~r nernlig supremum og infimum.

Supremum og infimum. De reelle tal skrevet udf¢rligt som en ord-

net m~ngde er altsa (m(~) hvor a < b for a,b E E betyder

at a ligger til venstre for b (eller fcilder sarnmen med b)

pa tallinien.

Lad M v~re en ikke-tom delm~ngde af E. Hvis der findes

et element x E M rned egenskaben

\/z E M: x < z

sa er x det eneste element fra M med denne egenskab, og x

kaldes det f¢rste element af ~1 eller minimum for Lvi. Tilsvar-

ende er et elernerl~L. y E M1 med e k b' ~ L gens a en

v z E M: z ~ y

entydigt bestemt og kaldes det sidste element af M ~ller maksi-

mum for M. Det er vigtigt at g¢re sig klart, at M ikke n¢d

vendigvis har f¢rste eller sidste element. F.eks. har m~ngden

{* I nEE} et sidste element men intet f¢rste element.

Et tal x E JR kaldeset undertal for ~1 (~1 em., M =1= 0)

eller en minorant for M hvis
)

\/z E M: x < z
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og M siges at v~re nedad begr~nset, hvis der findes et undertal

for M. Tilsvarende siges et tal y E lli at v~re et overtal

eller en majorant for M hvis'

VZ E M: z < y

og M er opad begrcenset·, hvis M har et overtal.

Den fundamentale egenskab ved ~ kan nu udtrykkes:

For enhver ikke--tom nedad begrcenset· mcengde M c JR har meenq-:

den af undert'al for M (SOITl er ikke-tom) et sidste element,

som kaldes infimum for M og betegnes inf M .

Tilsvarende:' For enhver ikke-tom opad begr~nset mCEl1:gde JYI c lli

har. mcengden af overtal for M et f¢rste element, som ka Lde s

supremum for M og betegnes sup M .

Det er vigtigt at holde begrebsparrene maksimmu/minimum og

supremum/infimum ude fra hinanden. Medens en begrcenset (d.v.s. Sa
vel opad som nedad begr~nset) ikke-torn delm~ngde MeR altid har

et infimum og et supremum, findes som nzevnti. ikke n¢dvendigvis et

f¢rste og/eller sidste element. Pa den anden side, hvis en ikke-tom

mcengde M har et f¢rste element x (henholdsvis sidste element

y) sa er den nedad (henholdsvis opad) begr~nset og dens infimum

(henholdsvis supremum) er x (henholdsvis y)

Vi slar fast, at et bevis for at a E lli er infimum for en

ikke tom nedad begr~nset delm~ngde M c m kommer ud pa f¢lgende:

1) ~t vise at a er et undertal for M, altsa Vz E M: a < z,

2) at vise at a er det st¢rste unde,rtal for M, altsa

V e > 0 3'z EM: a +g > z .

Supremum for en ikke torn opad begr~nset delmcengde af E bestem

mes pa analog made.
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Den f undamentiaLe egenskab ved JR formu.leret ovenfor kaldes

supremums egenskaben (og infimums egenskaben).

Numerisk v~rdi. Det reelle tal 0 deler JR i de positive reelle

tal JR+ og de negative reelle tal. Et reel·t tal a E: JR'{ O} kal-

des positivt hvis 0 < a , og negativt hvis a < 0 .
Den numeriske v~rdi af et reelt tal a E JR er det reelle tal

lal defineret ved

{-:
hvis O· < a

[a ] -=
hvis a =1= 0 og a < 0 .

Som man let ser g~lder l a l > 0 for a E JR og at Iab I = lallbl

for a,b E JR. Der gcelder endvidere f¢lgende vigtige. ulighed for

reelle tal a,b E JR.,

la+bl < lal + Ibl, "trekantsuligheden".

Det er nemlig umiddelbart, at

-Ial < a < lal og -Ibl < b < Ibl- -

hvoraf ved hj~lp af regnereglerne for uligheder

a+b < lal + Ibl og -(a+b) ~ (Ial+lbl) .

Nu er la+b·1 enten a+b eller -(a+b) og de to uligheder oven-

for viser pastanden.

Ved induktion ser man, at der for nEE g~lder

..n
I L
j=1

a I I <
J

n
L I a

J
" I ,

j=1

for reelle tal a 1 , •.. ,an.

- Ud fra trekantsuligheden fas let f¢lgende nyttige ulighed

Iial - Ibll < la-bl for a,b E ]R.
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Delmcengder af :ffi. I det f¢lgende tcenker vi pa JR

nien, og vi har da inklusionerne

Ud fra aupremumy LnfLmum egenskaben ved JR far vi

1.29

som talli-

SlETN1NG1.1. Delmcengden ZZ

begrcenset.

af JR er hverken opad eller nedad

BEVIS. -..'..Ant aq at 2Z er en opad begrcenset delmcengde af JR 09-

SeEt a = sup 2l . Da gcelder z < a for aIle z E 2Z , altsa spe-

cielt z + 1 < a for aIle z E ZZ , hvoraf z < a - 1 for aIle

z E 2Z Men sa er ogsa a - 1 < a et overtal for ~ hvilket er

en mod a t r Ld , Analog·t s e s, at 2Z ikke er nedad begr~nset.

Et interval er en delm~ngde af m af formen

[a,b] = {x a < x < b} afsluttet interval,- -

[a,b[ = tx a < x < b}}- ..

halvabent interval,]a,b] = {x a < x < b}-

]a,b[ = {x a < x < b} abent interval.

Herved er antaget a < b. Punktet a er venstre endepunkt og

punktet b h¢jre endepunkt for intervallet. Lejlighedsvis er

det bekvemt at reg11e en meenqde bes t aeride af eet punkt for et af-

sluttet interval med s ammerifa Lderide endepunkter. Ell. t.aLmeanqde er

begrcenset, hvis og kun hvis den er delm~ngde af et interval. Tal-

let b - a kaldes l~ngden af intervallet.

En halvlinie er en delm~ngde af E af formen

]-oo,a] = {x x < a} afsluttet L-

}-oo, a [ = {x x < a} aben f

[a,+co[ = { x x > a} afsluttet
}-

]a,+oo[ = {x x < a} aben

venstre halvlinie

Punktet a er endepunkt for halvlinien. Lejlighedsvis kaldes

OgS21. halvlinier og heLe JR, der oqs a skrives ]-oo,+co[ inter-
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. valIer; intervaller i den strenge betydn~ng rna da kendetegnes

som begrcensede intervaller. En delrncengde A c F er opad begr~n-

set rned overtal a hvis og kun hvis A c ]-~,a] og J...j. er ned-

-ad begr~nset med undertal a hvis og kun hvis A c [a,+~[ .

Lad x E JR. Da f indes netop et tal z E 2Z for hvilket

x E [z,z+1 [ og z k~ldes den hele del af x og betegnes ofte

[x] . If¢lge 1.1 er x ikke et undertal for ZZ·, og mcengden

A = {y E ?Z y < x} er saledes ikke-torn og opad begr~nset. Lad

z v~re det sidste . (st¢rste) element i A. Sa g~lder som man

let ser x E [z,z+1[ .

S~TNING 1.2. Ethvert interval af l~ngde > 1 indeholder rnindst

et helt tal z E ~ •

BEVIS. Lad intervallets endepunkter v~re a og b (a < b)

Med z = [a+1] har vi a < z < a+1 < b •

DEFINITION. En delmcengde A af ~ kaldes overalt t~t (eller

blot teet) i :rn., hvi.s der for ethvert abent interval ] a, b [

g~lder ]a,b[ n A * 0, altsa hvis der i ethvert abent interval

]a,b[ ligger mindst et punkt af A.

Hvis A er overalt t~t i lli ligger dernaturligvis i et-

hvert &bent interval ]a,b[ uendelig mangepunkter af A. Thi

der findes et x 1 E ]a,b[ n A, et x 2 E ]a,x1 [ n A, et

er parvis forskel-Punkterneetc.x
3

E ]a,x2 [ n A ,

lige og .tilh¢rer aIle ]a,b[ n A •

S~TNING 1.3. Delm~ngden Q er t~t i E.

BEVIS. Lad ]a,b[ v~re et abent interval og lad n E ~ vcere

valgt saledes, at 1
n >-b-a Da g~lder naturligvis n E :IN ,
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oglcengden af intervallet .J na, nb [ er > 1 Lad z E ZZ

I.31

til-

h¢re dette interval, altsa na < z < hb. Da tilh¢rer tallet

~ E ~ intervalletla,b[. n

De rationale tal Q er s a Lede s eri mume r-abe L tCEt deLmeenqde

af E. Andre eksempler pa numerable ,overalt t~tte delm~ngder a~

m er rn~ngden ,ira 1 r E ~} , hvor a er et vilkarligt fra 0

forskelligt reelttal, og mc.engden {2Zn I n E IN, z E ?l}
I denne frernstilling har vi.forudsat de reelle tal bekendt.

Det foranstaende er bievet udf¢rt i enkeltheder for at vise, hvor

ledes de ornhandlede ,egenskaber kan udledes fra supremum/infimum

egenskaben. Yderligere egenskaber viI blive udledt i det f¢lgende,

men vi understreger, at vi ikke tilstr~ber en fuldst~ndig frernstil

ling. Velkendte egenskaber vii saledes ofte blive benyttet uden

kommerrta r .

De udvidede reelle tal. I betegnelsen for halvlinier har vi an-

vendt de to syrnboler ~ ("plus uendelig") og -00 ( "mi.nus

uendelig").1vlcengderl :ffi.* = JR U'{-oo,+oo} kaldes de udvidede reelle

tal.

Ordningen af JR udvides til en ordningaf JR* ved at fast-

sert.t.e -co < a og a < +co for ethvert a E JR, og -00 < +00 •

Da er ( IR *,~) abenbart en totalt ordnet m~ngde med -00 som

f¢rste (mindste) element og +00 som sidste (st¢rste) element

(hvor f¢rste (sidste) element har den opiagte betydning som i

tilf~ldet af den totalt ordnedern~ngde (E,~)),

let: For enhver ·ikketorn delnlcengde'A af JR*

og man indser

eksisterer

sup A (f¢,rste e Lement; i mzenqderi af overtal for A) og inf A

(sidste element i m~ngden af undertal for A)

bart

Der g"c.elder aben-

(-00 ~) inf A < sup A (~+oo)

Selv om vi kun er interesseret i at studere delm~ngder af m, er
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det derfor en fordel at arbejde i lR*, idet vi derved i unders¢-

gelserne kan undga opspaltningen i tilfcelde svarende til, om de

betragtede m~ngder er opad eller nedad begrcensede eller ikke. At

AcE ikke er opad begrcenset udtrykkes ved, at sup A = +~

at A c lR. ikke er nedad .begrcenset udtrykkes ved, at inf A = -00 •

Karakteriseringen af sup (inf) som det rnindste overtal (st¢r-

ste undertal) giver.umiddelbart at der gcelder: Hvis A og B er

ikke-tommedelmcengder af JR*. med A c B har vi sup A < sup B

og inf A > inf B ("jo st¢rre m~ngde, desto st¢rre sup og desto

mindre inf"). Endvidere: Hvis A og B er ikke-tonune delmcengder

af E*, der opfylder, at hvert element af A er mindre end

hvert element af B, (Va E A Vb E B: a < b) sa har vi

sup..A < inf B .

Intervaller i lR* er mcengder af formen:

[a,b] = {xla < x < b} .afsluttetinterva+ ,- -
[a,b[ = {xla < x < b~}- halvabent interval,
]a,b] =. Ix l a < x < b}-
]a,b[ {xla < x < b} abent interval,

hvor -00 ~ a < b ~ +00, med samme tilf¢jelse som tidligere, at

en meenqde bes t aeride af eet punkt lej Li.qhedsvi.a regnes for et af-

sluttet interval.

Vi har f¢lgende vigtige karakterisering af intervaller i lR*.

SlETNING 1 .4. En ikke-tom delmcengde A c lR*

og kun hvis A haregenskaben

er et interval hvis

v x , y ,z E lR*: x,zEA A x<Y<"z => yEA,

(hvis A indeholder x og z sa ogsa hvert tal mellem x og

z)
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BEVIS. Det er klart, at et interval har egenskaben. Antag omvendt,

at A har egenskaben og s~t a =inf A og b = sup A. Medmindre

A bestar af et enkelt tal, i hvilket tilf~lde A = [a,b] er et in-

terval, g~lder a < b og A ~ [a,b] . Lad y E ]a,b[ . Der fin-

des x EArned x < y (thi ellers var inf A > y) og z EArned

y < Z (analogt), hvoraf if¢lge foruds~tning, y EA. Altsa g~l-

der ]a,b[ ~ A, og idet A ~ [a,b] , rna A v~re en af m~ngderne

[a,b] , [a,b[ ,]a,b] eller ]a,b[·, a l.t.sa et interval. n

Af S~tning 1.4 fas umiddelbart, atf~llesm~ngden for et vilkar-

ligt system af intervaller·i lli* er et interval i lli* eller den

tomme mcengde. Viderefas,. at f~llesm~ngden for et vilkarligt system

af afsluttede intervaller i E* er et afsluttet interval eller

lig 0 f~llesmcengden er nemlig, hvis den ikke er tom, et inter-

val i m*, og endepunkterne for dette interval tilh¢rer hvert af

intervallerne i systemet,og dermed ogsa fcellesmcengden , som derfor

er afsluttet.

S~TNING1.5. For enhver dalende. f¢lge [a, Ib
1

] ~ [a 2 / b 2 ] ~ •••

af afsluttede intervaller i lli* I er f~llesrncengden det afsluttede

interval [a,b] hvor a = sup i a In E :IN}
n

og b = inf {bin E :IN}.n

BEVIS. For n/m E TI med n ~ m har vi an < am < bm < b n hvoraf

a < b I og man ser nu let at n" [a ,b ] = [a,b] •n=1 n n n

Det havde v~ret rart, om man kunne udvide r~~peoperationerne +

og til m* I s a Lede.s at fIR*,'~J·~blev en ordnet regneomrade,

men dette er ikke muligt. En fornuftig udvidelse af regneoperatio-

nernetil JR* e r -f¢~ge.n·.de:

Vi definerer summen a + b som +0:> I hvis en af addenderne

og den anden endelig , og hvis begge addender er +0:> I



Mat 102, 1980/81 1.34

og som -~, hvis en af addenderne er -~ og den anden endelig,

og hvis begge addender er -~. (~) + (-~) defineres ikke.

Vi definerer produktet a· b som +~, hvis en eller begge

faktorer er uendelig (d.v.s. +~ eller -~) og enten begge fak-

torer er >.0 eller begge faktorer er < 0, og som -~ hvis

en eller begge faktorer er uendelig og en af dem er > 0 og en

af dem er < 0 Vi scetter O· (00) = 0 · (-co) = 0

Differensen a - b defineres sam a + (-b) , idet vi scetter

-(-~) +~ -(+~) kvotienten a defineres= og = -~ , og b som

1 idet vi scetter 1 0 1 0 For b 0 defi-a .
b = og = =

+~ -~

a ikke.neres b
Med I~I og I-~I menes naturligvis ~ .

Lidt historie.

Matematikken har sit udgangspunkt i studiet af' tallene og de

geometriske figurer. Medens den babylonske ma·tematik (b,~gy.n,de.nde.

omkring -1800) var aritmetisk betonet, f¢rte opdagelsen af eksi

stensen af inkommensurable liniestykker, der tilskrives Pythago

ras, til at grcekerne satte geometrien i forgrunden. Den almene,

af Eudoxos grundlagte, st¢rrelsesl~re, som vi finder i Euklids

elementer (omkring -300) indeholder dog v~sentlige trcek !afi en,

teori ·for de positive reelle tal. De negative tal fik f¢rst sent

almindeligt indpas. Med ud~iklingen af algebraen i 15-hundredtal

let og rned P. Fermats' og R. Descartes' grundlceggelse af den ana

lytiske geornetri i f¢rste halvdel af 16-hundredtallet korn tallene

igen i forgrunden og vejen var banet for analysen (differential

og integralregningen). som blev udviklet af I. Newton og G. W.

Leibniz i sidste halvdel af 16-hundredtallet. Under den fortsatte

udvikling i 17- og 18-hundredtallet spillede sp¢rgsrnAlet om rnate

rnat~kkens grundlag kun en underordnet rolle. En strengt gennernf¢rt

teori for de reelle tal blev f¢rst udf¢rt i anden halvdel af 18

hundredtallet af K. Weierstrass, G. Cantor, Ch. M~ray, R. Dedekind.

Sarntidig inds& man, at geometrien kunne underordnes aritmetikken,

idet den kunne opbygges som en rent aritmet'isk konstruktion. Tcen

ker man f. eks. p& planens .geometri, 9 &r manus impelth.en udfra den
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analytiske geometris forrnelapparat, idet man vender sagen pa ho

vedet og definerer et punkt som et ordnet par (x,y) af to reelle

tal, en ret linie som mcengden af l¢sninger (xj y ) til en ligning

ax + by + c = 0, hvor (a,b) * (0,0) , afstanden rnellem to
_ 2 2 ~

punkter (x1 ' Y1 ) og (x2 ' Y2 ) sam ((x2-x1 ) +(Y2-Y1)) , etc.

Herefter fik matematikken sit grundlag i den naturlige talrcekke;

af L. Kronecker udtrykt saledes: "De naturlige tal har Vorherre

skabt, alt andet er menneske~cerk". Den naturlige talrcekke blev ka

rakteriseret af G. Peano. Om hele sp¢rgsmalet om matematikkens

grundlag gcelder, at det rna ses i sammenhceng med den matematiske

logik.

Pa dette sted skal ikke gives en ncermere behandling af geome

triens grundlag. Vi henholder os t~l, at geometrien som anf¢rt

· kan indordnes under arit~etikken~ og forudscetter i det f¢lgende

den elementcere geometri bekendt. Forbindelsen med aritmetikken

virker begge veje: dels gennem den analytiske behandling af geo

metriske opgaver, dels ved at den geometriske beskrivelse anven

des til anskueligg¢relse af opgaver i analysen. Nar man, som det

ofte sker, anvender et geometrisk .r~sonnement ved behandlingen af

en rent analytisk opgave, b¢r man naturligvis g¢re sig klart, at

det kunne omscettes til aritmetisk form.

Som ncevnt kan de reelle tal konstrueres ud fra de naturlige

tal. Kon~truktionen kan udf¢res pa forskellige mader og ved for

skellige konstruktioner fas faktisk forskellige "modeller" af IR.

Det er imfdlertid afg¢rende at disse forskellige objekter er lige

Il g od e " prceciseringer af det intuitive begreb om de reelle tal som

udg¢rende tallinien.

Vi skal ikke komme ncermere ind pa disse konstruktioner men

blot ncevne, at en metode, der gar tilbage til R. Dedekind, udnyt

ter de sakaldte Dedekind snit. Herved tcenkes et reelt tal a fast

lagt ud fra 0 ved m~ngden af rationale tal < a, altsa ved det

snit i ~, der er bestemt ved a. Mcengden af disse snit kan

gives en algebraisk struktur som et ordnet legeme, der har supre

mumsegenskaben. 1deen L en anden metode, aom skyldes GeO Cantor, be

star i at et reelt tal a tcenkes bestemt ud fra Q ved mcengden af

talf¢lger af rationale tal der "konvergerer" mod a. Disse mceng

der af "rationale" talf¢lger kan sa organiseres til et ordnet legeme

med supremumsegenskaben. I begge tilfcelde bygger supremumsegenska

ben pa at ~ er en ubegrcenset delmcengde af ~ .
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§2. Konvergens af reelle talf¢lger.

Konvergente talf¢lger. Vi skal nu pr~cisere hvad vi vil forsta

ved, at en talf¢lge i JR* altsa en afbildning n ~ xn

af IN ind i IR*, konvergerer mod x E IR*. Ved defini tionen

skelnes mellem tilf~ldene x E IR og x = ±oo •

DEFINITION. En talf¢lge (x) i m.*n siges at v~re konvergent

med gr~nsev~rdi x Em, hvis der t.il hvert e > 0 findes et

tal N E IN" sa. det foralle. n E IN med n > N g~lder at

lx -x I < e •n

Talf¢lgen (xn ) siges at .9:a mod (eller have gr~nse.vCErdien) 00

(henh. -00) , hvis der til hvert, a E IR findes et .t.aL N E :IN

sa. det for a l Le.. n E ill med .n > N g~lder

(henh. x < a)n

Udsagnet er, i tilfcelde af grcensevcerdi x E JR, at til hvert in-

terva1. <, I = }(X- 6 ., x + €.[: omkring x

alle x fra trin N
n Ce >0) . f'Lndes et N'~: E s~

x
J

X+E;

E I for N a·lt.sa 0xn ·n > " s.a
_..c:-~

K E I,· fra '''trin'' N~ (som natur-n -"

ligvis afh~nger af e > 0)

Udsagnet er, i tilf~lde af gr~nsev~rdi +00, at til hvert in-

terval I = ]a,+oo] findes et
alle N

N E :IN" sa x E In
for n > N ,

a

Hvis talf¢lgen (xn) i JR*

altsa sa Xn E I fra "trin" N

(som afhcenger af a E JR.) •

er konvergent med gr~nsev~rdi

x E JR* skriver vi (for eksempel) x = lim x n ' x = lim xnn-+oo
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En talf¢lge (xn)

1.37

i E*, som ikke er konvergent, altsa for

hvilken der ikke findes noget x E E*

divergent.

sa Xn ~ x, kaldes

Man ser let, at hvis x n ~ x og xn ~ y sa g~lder x = y ·

Lad A c JR* v~re et afsluttet interval. For enhver talf¢lge

sa x E A forn

alle n EJN) somer konvergent g~lder lim x n EA.

EKSEMPLER. Talf¢lgen

x = n konvergerer mod
n

gent.

x =n
+00

1
n

konvergerer mod 0, og talf¢lgen

Talf¢lgen x = (_1)n er diver
n

x. Thi for hvert

For hvert x E JR findes en f¢lge (x) af rationale tal sa
1 n 1

n E:IN er ]x-n'x+n[ n (Q =1= C/J (Scetning

og vcelges xn heri har vi ~ x •

Vi skal nu se, at enhver monoton talf¢lge (x )
n i JR*

d .V~·SI,. enten stigende (x1~x2~. · · ) eller dalende (x1~x2~. · · )

er konvergent.

S~TNING 2.1. Enhver stigende talf¢lge (xn) i JR* er konver-

gent med grcensev~rdien sup{x } ;
n

enhver dalende talf¢lge

i JR* er konvergent med grcensevcerdien inf{x } .
n

BEVIS. Vi n¢jes med at bevise det f¢rste udsagn; beviset for det

andet udsagn er analogt.

Scet x = sup{x } . Da er x < x for alle n E IN .
n n

(1-) Ant.aq f¢rst, at x E JR, og lad g E R+. Da er x - g

intet overtal for {x} . Der findes altsa et N E IN, sa at
n

xN > X-g • Men sa mafor alle n > N g~lde x-g < x n ~ x og

altsa Ixn-xl < g.

(2) Antag derncest, at x = +co og lad a E JR. Da er a

intet overtal for '{xn} Der findes a Lt.sa et N E IN, sa at
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xN > a Men 0 0 for aIle n > N gcelde >. sa rna x a .n

( 3) Antag endeIig, at x = -00 . Da er x =: -00 for aIlen

n E IN. For ethvert a E lR gCElder derfor x < a for aIlen

n . n

DeIf¢lger og f o r-t.art.n i.nqapunkt.er . Det er umiddelbart at ga efter,

at hvis talf¢lgen (x )n i JR* er konvergent rned gr~nsev~rdi

x E lR*, sa -er enhver delf¢lge (xn ) af
p

ligeledes konvergent med .gr~nsevCErdi x.

(x )
n

(se side I.1-~)

DEFINITION. Lad (x) veere en talf¢lge i R*. Et tal x E IR
n

siges at, VCEre fortcetni·ngspunktfor f¢lgen (:kn ) hvis det for

hvert e > 0 g~lder, at mCEngden

{m E IN I x-e < x < x-t-s }
m

er uendelig ,og tilsvarende s'iges +00 (henh. -00) at vzere for-

tCEtningspunkt for

mcengden

(x )
n hv~s der for hvert a E IR gCElder at

er uendelig.

{m E ]N' i x > a}m (henh. {m E ill x < a} )m

Udsagnet er, at til hvert e> 0 (henh. a E JR) findes

uendelig mange "riumre " In E :IN

x > a, henh. x < a)m m

sa xE ]x~e,x+e[
m

(henh.

Talf¢lgerne (+00,-00,+00,-00, ••• ) og (1,-2,3,-4,5, ... ) har

bade +00 og -co som'fortcetningspunkter, medens talf¢lgen

(1,-1,1,-1, ... ) har fortcetningspunkterne 1 og -1 Hvis (xn)
er konvergent med grcensevcerdi x E IR* sa er x (som man let

ser) fort~tningspunkt for (x)
n
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S~TNING 2.2. En talf¢lge (x )
n i JR* har x E JR* som for-

t~tningspunkt hvis og kun hvis der findes en delf¢lge

sa lim x = x .
n

p~ p

(x ) af
n

p

BEVIS. Antag, at (Xn ) har x E JR* sorn fort~tningspunkt. Vi

n¢j~s rned at betragte tilf~ldet x E JR, idet x =±oo ~ehandles

anaLoq.t , M~ngden {m E IN' x-1 < x < x+1} er uendelig, specim

elt ikke tom sa der findes

er {m E IN' x~~ < x < x+~}
m

sa I x -x I < 1 •n
1

uendelig s~ der findes

Videre

:INaf tal fra

Saledes forts~ttes ogvi far besternt en f¢lgesa Ix -xl < ~n 2
n1 < n 2 < n 3 < ...

1sa Ix -xl < -. Det er nu
n p

p
klart, at delf¢lgen (x ) er konvergent rned gr~nsev~rdi x.

n
p

Det omvendte er umiddelbart. II

EKSEMPEL . Iv1~ngden (2 er som bekendt· n umerabe1. Lad (x1 , x 2 ' . · · )

v~re 0 ordnet i en f¢lge. Denne f¢lge har alle punkter x E ~*

som fort~tningspunkter. Lad.nemlig x E E v~re givet og betragt

et g > O. Hvis mcengden

{m E IN I X-g < x < x-e }
m

var endelig mAtte g~lde at ]x~g,x+g[ n 0 var endelig hvilket

ikke er tilf~ldet. Analogt rned x = ±oo •

Limes inf~rior 09 limes superior. For en vilk&rlig talf¢lge (x )
n

i JR*
• 1

danner vi to nye talf¢lger (y .. ) og (z)n n i JR*, idet

vi scetter

Talf¢lgen (Yn) er Abenbart stigende og talf¢lgen (z )
n

er aben-

bartdaleride. For ethvert n E IN' gCElder Y < z
n n

og .dermed

< ethvert element af m~ng-

har vi for p < q, at Yp ~ Yq < Zq

ethvert element af m~ngden {Yn} er

< z
p

hvoraf ses, at

den {z} • Vi skriver dette saledes:
n
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<

F¢lgerne

der gcelder

og (z )
n

er altsA konvergente (S~tning 2.1) og

lim y = sup{y } < inf{z,} = lim zn n - n n

DEFINITION. Tallet lim Yn kaldes den nedre grCEnsevcerdi eller

limes inferior for talf¢lgen (xn) og 'betegnes lim inf x ,
n

og tallet lim z kaldes den ¢vre grcen'sevcerdi eller limes superiorn

for talf¢lgen (x )
n

og betegnes lim sup x n

Vi har altsa

lim inf x n = lim(inf{xn,xn +1 , ... })
n

lim sup x n = lim(sup{xn , xn+1 , •.• })
n

og der gcelder

(-co ~) lim inf x < lim sup xn n « +co)

For talf¢lgen x = (-1 ) n har vi lim inf x = -1 og
n n

lim sup x = 1 og for talf¢lgen x n har vi lim inf x =
n n n

lim sup x = +00 .n

En mere. intuitivbeskrivelse af tallene lim inf x. og
n·

lim sup x n for en talf¢lge (X
11)

i JR* fas af

S~TNING 2.3. Lad (x) veere en talf¢lge i JR*. Tallet
n

lim sup x er det eneste tal x E E*
n

som opfylder:

(1 ) for hvert a' E JR~... --med .a'· < x.. f Lnde s-uierideLi.q mange

n E IN
0

x > asa ,
n

(2) for hvert b E JR* med b > findes et N E IN
0x sa

x < b for a Ll.e n E IN med n > N •n -
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(3) for h ver t; a E JR* med a > y findes uendelig mange

n E :IN
0

< asa x n

(4) for hvert b E JR* med b < y findes et N E :IN
0sa

x > b for aIle n E IN med n > N .n - -

Pa en tallinie kan dette illustreres 0 f¢lgende madepa

x
n

fra et visttrinX
n

aIle h¢jst endelig mange
________-'/\...... ~ ,.. -.JII''-~_.--~__=_==_o~

'\ ,
b

\,/

lim sup x n<~----_..-...-_---"
a

uerideLdq' mange x n

h¢j st errde Li.q mange x
n

aIle .... Jl fra e't vist trin
______... ~/"""t\",~~--_._~ -.~_, ,"~_ ............... ~~ .-..I... '-_....-..-..-~................

I

x
n

b a
.----..------......----~-.-; ...V~~ ~~__.¥#"~C"C,-/

·uendelig mange

BEVIS. Vi n¢jes med at vise pastanden~ om· lim sup x
n

pastanden

om lim inf x indses pa analog made.n

Lad x = lim sup x og lad a E JR* med a < x ,
n

(hvis

x = -~ findes intet s&dant a, og (1) er alt~d sandt). Med

z = sup{xn,xn+ 1 , · · · } , , som ovenfor, gcel de r z -+ x , og idet
n n

(z ) er aftagende og x > a gcelder e :> a for aIle n E Jr.\I;
n n

men dette medf¢rer at x > a for uendelig mange n E IN (thi i
n -

modsat fald gcelder jo x < a fra et vist trin og dermed z =n n

sup{xn,xn +1 , ••. } < a fra dette trin) . AltsB: gcelder (1 ) . Lad-
b E JR* med b > x (hvis x = +00 Idet z -+ x < b

n

findes N E l'J sa z < b for aIle n E:IN med n > N. Der
n -

med gcelder x n < b for aIle n > N, altsa (2).
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Ahtag nu omvendt, at x E ]R*

1.42

opfylder (1) og (2). Vi skal

se at x = lim z
n Hvis x = -~ sA fAs af (2), at tful hvert

b E JR findes NE IN sa Xn < b for n >N. Men sa gcel-

der z < b for n > N altsA z "~ -~n n Analogt fas," hvis

x = +~ , af (1) , at z ~ +~ •n For x E ]R og g > 0 fas af

(2) med b = x+g, at -de r findes N E IN sa

x~ <x+g for n ~ N ,

og (1) med .a = x-e giver at x n :> x-e .. for uendelig mange n,

hvoraf'..

altsa z ~ x . n
n

KOROLLAR 2.4. Lad (X
n

) v~re en talf¢lge i E*. Tallene

lim inf x n og lim sup x n er fort~tningspunkter for f¢lgen

(xn) og ethvert fort~tningspunkt for (xn) tilh¢rer intervallet

[ l i m" inf xn' lim sup x n] ·

BEVIS. Det f¢lger af S~tning 2.3, at for hvert Abent interval

I indeholdende lim inf x n (henh. lim SU1.') x )
J_ n

mcengden {n E IN I x E I}n
er uendelig. Intet tal uden for inter-

vallet [lim ~nf x , lim sup x ]n n kan"v~re fort~tningspunktet for

(Xn ) thi hvis "f.eks. x > X-g > lim sup xn ' med g > 0 , har

vi if¢lge S~tning 2.3 (2), atmcengden "{m E-lNl x E ]x-g,~[}
n

KOROLLAR 2.5. For en vilkarlig f¢lge (x )
n i IR* findes en

delf¢lge af der er konvergent med gr~nsev~rdi lim inf x n

og en delf¢lge af

lim sup x
11

(x.) der er konvergent med grcensev~rdi
11.
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BEVIS. Korollar 2.4 og S~tning 2.2. n

I.43

KOROLLAR 2.6. Lad (x) v~re en talf¢lge p& et afsluttet begr~n
n

set interval [a,b] (d.v.s. a < x < b for aIle n E JI~). Dan -

har (x n) et fort~tningspunkttilh¢rende [a,b], eller ander-

ledes sagt: der findes en delf¢lge af

med gr~nsev~rdi tilh¢rende [a,b] .

(x )
n

som er konvergent

BEVIS. Det er klart, at a < lim inf x n < lim sup x n < b, og

p&standen fAs af Korollar -2.4 eller 2.5.

S~TNING 2.7. En talf¢lge (x)
n i JR* er konve r qerrt; hvis og'

kun hvi.s lim inf x = lim sup xn n 09- i sa fald er

lim ~nf x = lim sup x
11 11.

z =n

Sup{Xn'Xn+1 ' ... } · Beviset falder i tre dele.

(1) Hvis (x) er konvergent med grcensevcerdi x E lR, sa
n

findes til hvert g > 0 et N E ~ sa x-g < x < x+g for
11 -

n > l\f , altsa specielt, X-g < Yn < z < x+g for n > N hvil-- - n - -

ket viser at z -+ x og Yn -+ x .
n

Hvis ornvendt Li.m inf Li.m = E JR., 0 findes tilx = sup x x sa
n n

hvert g >0, if¢lge S~tning 2.3, et NElli sa x < x+g for
n

n > N og et 1~ E IN sA X-g < x for- n > M. For n > max(N,M)
n

har vi da X-g < x < x+g hvilket viser at x -+ x .
11 - n

(2) Hvis (x ) er konvergent rned grcensevcerdi +co findes
n

til hvert E lR et N E :IN
0 x > for n > l~~ hvorafa sa a ,

n -
a < y < z for n > N hvilket viser at Yn -+ +co og z -+ +co .

- n - n n

Hvis ornvendt lim inf x = lim sup x = +co , sa findes til
n 11.

a E JR et N E :IN"
0 a < Yn for 11 > ~J hvoraf specieltSB_ - -

a < x for n > N hvilket viser at x -+ +co .- n - n
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(3) TilfCEldet "-co" behandles ligesom (2). n

1.44

S~TNING 2.8. En talf¢lge (x) i E*
F n

er konvergent med gr~n-

sevcerdi x E JR* hvis og kun ·hvis x er det eneste fort~tnings-

punkt for (x )
n

BEVIS. Hv~s xn ~ x sA er x klart fort~tn~ngspunkt for (xn )

og der findes ikke andre idet {x} = [lim .inf x , lim sup x ] .n n

Hvis omvendt x er det eneste fortCEtningspunkt for. (xn) sa gocl

der lim inf x = lim sup x = x j altsa x ~ x • IIn n n

For det rneste er vi kun virkelig interesserede i talf¢lger i

JR. Man ser irnidlertid, at 11ar vi for en sadan f¢lge

(x E JR I n E IN)
n

vil gennemf¢re det foranstaende, er vi n¢dt

til at operere i IR*. Nar ell talf¢lge (x )
n

i JR kaldes kon-

vergent, mener man normalt, at den er konvergent med en gr~nse-

v~rdi lim x E R, medens man, nar den er konvergent med gr~nsen

v~rdien lim x. = +00 eller lim x = ~co·, norrnalt vil kalde denn n

d~vergent, men dog sige, at den "gar mod" +co eller -co (eller

lign.).

EKSE1v~PEL. Lad (x
n)

og (yn)vcere talf¢lger i JR og' antag at

x ~ xn og Yn ~ y hvor x,y E IR. SA g~lder, som man let ser,

at talf¢lgerne (x +y )n n (x -y )
n n

er konvergente med

grcensevcerdierne x+y , x-y og xy . Hvis yderligere y =1= 0n

for alle n E :IN

med grcensev~rdi

og y =1= 0

-1xy

sa .er talf¢lgen konvergent

Noglenyttige tal£¢lger. Vi fAr ofte brugfor konvergensforholde

ne for nedenstaende talf¢lger:
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1

2

3

4

5

6

7

I x konvergens?n
1
n n :

n = VIi lim x = 1n

1 log n lim x = 0
n n

I)
p E JR lim x = a for p 0n <,

n

lim x = 1 for p - 0n

lim x = +co for p > 0
11.

(-1 ) n n P 'p E JR lim x = 0 for p < 0,
n

lim inf x n = -1}1for 1) = 0
lim sup x =n

Lf.m inf x = -=}forn p > 0
lim sup x = +co

11

n
E JR lim x = 0 for tal < ·1a , a n

lim x = 1 for a = 1
n

lim Lnf xn = -1} -11for a =
lim sup x =n

lim inf x = -=}for -1n a <
lim sup x n = +00/

lirn x = +00 for a > 1n

nn P E JR lim = 0 for la·l< 1 , E JBa a,p x p, n

lim x = co for a > 1 , P E JBn

lim inf x n = -=}for - 1, P Ea < JB
lim sup xn = +co

(1+~)n x E JR lim x = exp (x)n , n

~. ~- -- --,...-..
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(1). 1f¢lge binom~alforrnlen har vi for e > 0

1.46

(1+e)n = 1 + n~ + n(n-1) ~2 +
1~ 2: ~

n(n-1)
2

2
e

hvilket viser, at (1 +e ) n 0 n-1 2
1 , altsa 0n < nar -2- e > nar

1 +
2

Derrned fasn > 2" .-
e

1 On 1 + for 1 +
2

< < e 11 > 2"
e

(2). 1det den naturlige ·logaritmefunktion log 'er kontinuert

og 10g1 = 0 fas af (1)

1 n
log n = log vn ~ log 1 = 0 for n ~ ~ .n

(3). For 8 = 0 har vi

g~lder n P > a (>0) for

hP = 1
n-P

nP =1 for aIle n
1

n > a P For p < 0

og for

har vi

p > 0

(4) • Er umiddelbar.

(5) • For '1 har vi
n

1 for aIle for 0a = a = n ; a = er

n 0 aIle for 0 i a ] 1 lanl na = for n ; < < er = lal< e

(e >0) 0 log I a l log altsa 0 n > log e
< 0):nar n < e nar log I a I (log I a I .- -

For a > 1 g~lder

For a = -1 er f¢lgen

a < -1 er f¢lgen

X
n

= (-1) n •

na > k (k> 0)

x = (_1)n lain
n

for n > log k
log a og for

(6). For lal < 1 og p ~ a fas p&standen af (3) og (5).

Betragt tilf~ldet lal < 1 og p > o. Vi s~tter b = -~ loglal .

'Der~ed er b > 0 og funktionen

P -bxf(x) = x e for x > a ,

er d~fferentiabel og

f ' (x) -bxe
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Vi ser, at f'(x) > 0 for o < x < :2
- b

og f' (x) ~ 0 for

E <
b -

vi

x ,

c =

altsa at

(>0 )

f antager sit rnaksimum for

har vi altsa

X = E.
b · Scetter

Dermed gcelder

f(x) < c for aile x > 0 .

II1Pa
n i PI In p -bn -bn -bn= n a = nee < c e

Idet -bnc e < g (e >0) for 1n > E(log c - log g) fas at

De ¢vrige tilf~lde f&s nu let.

(7) • For x E JR gcelder 1+ x > 0
n for n > -x og for sadanne

n har vi

x n x n y
10g(1+-) = n 10g(1+-) = x · - 10g(1+~) ~ x ,n n x n

idet logaritrnefunktionen er differentiabel ± punktet 1 med diffe-

r errt La Lkvo t.Lent; 1. Hera f fas sa daeksponentialfunktionen er kon-,

tinuert at

(1+~·)11 =
n

x nexp(10g(1+-) ) ~ 'exp(x) .
11.

·Fundamental~¢lger. Det alminde!~gekonv~rgensprincip. Det er i

mange forbindelser nyttigt at kunne vise,at en talf¢lge (x )
n

i

m. er konvergent uden pa forh&nd at kende gr~nsev~rdien. Hertil

et nyt begreb.

DEFINITION. En talf¢lge (Xn ) i ~ kaldes en fundamentalf¢lge

(eller en Cauchy-f¢lge) hvis der til hvert g > 0 findes et

N E IN sa det for alle m,n EE rned m· > N og n > N gcelder

Ix -x I < g •rn n
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(f

Med andre ord skal der til hvert f, > 0 kunne findes et nununer

N s&ledes, at den indbyrdes afstand mellem vilk&rlige to ele-

menter i f¢lgen "efter" N er < f, •

Hvis talf¢lgen (xn) i E,er konvergent'med gr~nsev~rdi

x E JR
0 er (xn ) en fundamentalf¢lge. Lad nemlig > 0 vceresa e

givet. 1det findes et N E ::IN
0 Ix -xl e for allex ~ x sa < 2n n

n E IN" med n > N , og for min E IN opfyldende m > N ,
-

n > N har vi s&

Ix -xl = Ix-x+x-xlm n m n

hvilket viser, at

ogs& rigtigt.

(x )
n

er, en fundamentalf¢lge. Det omvendte er

S~TN1NG 2.9. (Det almindelige konvergensprincip) En talf¢lge

(x) i JR er konvergent med en grcensevcerdi tilh¢rende JR
n

hvis og kun hvis (x) er en fiundamerrt.aLfoLqe .
n

BEVIS. Lad (xn) vsere en fundamentalf¢lge i JR. Vi starter

rned at indse, at (x) er begra:~nset, altsa at der findesn

a,b E JR
0 a < < b f or alle n Der findes nemligsa xn .-

N E IN
0 Ix -x I < 1 for n,m > ·N og medsa ,

n rn - -

a = rnin{x1 , x2 , ••• ,xN} - 1

b = max{x1,x2 , ••• ,x
N

} + 1

har vi det ¢nskede

apeo LeLt; at

a < x < bn. for alle n E :IN Dette viser

a < lim inf x n < lim sup x n < b ·

Vi vil vise at lim inf x = lim sup xn n hvilket godtg¢r p&-

standen if¢lge Sretning·2.7. Lad f, > 0 v~re givet. S& findes



Mat 102, 1980/81 1.49

N E :IN sa Ix -x I < ~ for m,n > N hvoraf specielt
In n

x -g < x < x+g for alle n > N ,
N n N

men sa har vi

eller 0 < lim sup Xn - lim inf x n ~ 2g, ogda dette g~lder

for hvert g > 0 fas det ¢nskede, at lim inf x = lim sup x · IIn n

EKSEMPEL. Lad f¢lgen : (x )
n

v~re fastlagt induktivt .ved

Vi skal se, at (xn) er en fundarnentalf¢lge. Hertil bem~rker

vi f¢rst, at derfor alle n E IN g~lder

1 < x < 2.n

Dette er nernl~g klart for n = 1 ,

n E:IN har vi

og hvis 1 < x < 2n for et

hvoraf pastanden ve~ induktion. Dern~st udregner vi for n > 2 ,

= k(x -x ) + _1_
2 n n-1 x

n

1- --
x: 1
n~

= (x -x ) ( k 1 \
n n-1 \ 2 X X )\ n n-1

-hvoraf idet, 1 < x x 1 < 4n n- - og dermed

< ~Ix -x 1 I.n n-

Ved qerrtaqen. anvendelse fas sa, .Lde t;
1

= "2

Lad nu m > n > 2 og udregn

< Ixm-xm- 11 + ... + Ixn+1- xn l

< (~)m-1 + (~)m-2 + ... + (~)n
"
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Leddet til sidst er en kvotientr~kke med ill - n led og kvotient

~ og sum

Idet (~)n-1 ~ 0 for n ~ ~ findes til hvert

sao (L2)n-1 < ~ f N ~ N~ v or n > og lor m > n >

e > 0 et N E Jl\I

har vi sa at

I x .-x I < (~) n-1
In n - < f, •

Altsa er (x n ) en fundamentalf¢lge og dermed konvergent. Lad x

betegne grcensevcerdien .. Af regnereglernefor grcensevcerdier fas

2 .
x = lim xn+1 = lim ~(xn+x) =

n

hvoraf x = V2

2
~(x+-)x

Decimalbr¢k. Nar a
1,a2, ... ,an E {O,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, skri-

a 1 a 2 an
ves tallet 10 + 102 + ... + 10n sam bekendt 0,a1a2 ... a n og

udtrykket kaldes en endeligdecimalbr¢k. Tallet tilh¢rer interval-

let [O,1[ . Ved en uendeligdecirnalbr¢k forstas et udtryk

o, a 1a 2 · · · an · .. , hvor a 1, a 2 ' .. · · , an ' · .. E {O I 1 , · · · , 9} • Scettes

er talf¢lgen x1,x2' ... stigende, og da tal-

lene tilh¢rer intervallet [O,1[ er f¢lgen konvergent med en

gr~nsev~rdi x, der t~lh¢rer intervallet [0,1] . Denne gr~nse-

vcerdi kaldes vcerdien af den uendelige decimalbr¢k, og man skriver

SETNING 2.10. Ethvert tal x i intervallet [0,1] kan fremstil-

les ved en uendelig decimalbr¢k. Et tal x i intervallet ]O,1[

der kan fremstilles ved enendelig decimalbr¢k,fremstilles ved

netop to uendelige decimalbr¢ker. AIle andre tal i [0,1] har

netop eerl fremstilling ved en uendelig decimalbr¢k.
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For et tal med to uendelige decirna1br¢kfremsti11inger 1yder

disse

og O,a1a2 ... (an-1)99 ...

hvor a E {1, ... ,9} .
n

EKSEMPEL. Ree11e tal i [0,1] kan ogsa frernsti11es ved dua1br¢

ker (" to-ta1systemet"). En endeli'g ,dualblJ¢k .et, et udtryk
2 O,a1a2 ... an, hvor a 1, ... ,an E {O,1}, som repr~senterer tal-

-1 -2 -n
let a 1• ~ + a 2· 2 .: + ... + an· 2 · En uendelig dualbr¢k er et

udtryk 0,a1a2 ... a n ... , hvor a i E {O,1}, som repr~senterer

tallet lim xn ' hvor (xn ) er den stigende talf¢lge pA [0,1]

givet ved

-1
xri = a 1 • 2 . + ••• +

-n
a · 2 •n

Der g~lder nu et resultat helt analogt t~l S~tning 2.10.

Mcegtigheden af rncengdenafreelle tal 09 af de reelle talrum. Vi

afrunder omtalen af de reelle tal rned at vise nogle scetninger,

som ganske vist ikke skal benyttes i ,det f¢lgende, men som dog

naturligt h¢rer med i en behandling af de reelle tals grundlceg

gende egenskaber.

SlETNING 2 .11. Mcengden JR er ikke nurnerabeL. (Anderledes sagt:

For enhvernumerabel delmcengde A af JR er JR'A * (O.)

BEVIS. Lad A = {X1'X2 ' ... } . V~lg et afsluttet interval

[a
1,b1] sa at x 1 ( [a1,b1

] , dern~st et afsluttet interval

[a2,b2] c [a1,b1], sa at x 2 ( [a2,b2] , etc. Dette er abenbart

muligt.Fcellesrncengden for den dalende f¢lge [a1,b11~~[a2,b2]~ ...

af afsluttedeinte,rvaller er et afsluttet interval [a, b] . Lad

x E [a,b] . Da g~lder abenbart X* x 1 ' x * x 2 ' ...

x E JR'A II

altsa

ner JR
JRn

S~TNING 2.12. For ethvert n E ill

Anderledes udtrykt: De'reelle talrum

mcegtighed.

ekvipotent rned JR.

har aIle kontinuets
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BEVIS. For n = 1 er intetat vise. Vi antager derfor n > 1

Vi gAr frem i en r~kke sk~idt.

1. ~1cengden lR er foreningsrncengde af de numererbart mange

disjunkte'm~ngder

] z -1 ,·z] , z E ?l ,

der hver for sig. er ekvLpot.erit; med rncengden ] 0,1] . Mcel1.gden

JRn er foreningsmcengde af doe n.umererbart raange di.s j.unkt.e mcengder

nder hver for sig er ekv~potent rned m~ngden ]0,1] . Det er der-

for tilstr~kkeligt at vise, at m~ngden ]0,1] er ekvipotent med

m~ngden ]0,1]n.

2. Vi betragter f¢rstt~lf~ldet n = 2. Det g~lder da om
2at angive en bijekti~ afbildning af JO,1] p& ]0,1] .

Ethvert x E ]0,1] har een uendelig decimalbr¢kfremstilling

0,a1a2 oooa
qooo, hvor deci~lf¢lgen ikke ender med lutter nuller,

og enhver uendelig decimalbr¢k 0,a
1a2oooaqooo , hvor decimal

f¢lgen ikke ender med lutter nuller, fremstiller et tal x E ]0,1].

For enhver sAdan dec~malbr¢k opdeler vi decimalf¢lgen i styk

ker, idet eventuelle nuller tages sarnmen med f¢rste ,efterf¢lgende

fra nul forskellige decimal. Eksempelvis skrives decirnalbr¢ken

-0, 0 1 39 0 0 4 7 5 0 9 8 0 0 0 6

saledes

De mulige stykker er altsa af formen 10 ... 0~ hvor der f¢rst

star et antal (evt. ingen) nuller og derefter et af tallene

1, ... ,9. Ved decimalbr¢kfremstillingen er sAledes etableret en

bijektiv afbildning

af ] 0 , 1 ] pA m~ngden ,af f¢lger af stykker.

En bijektiv afbildning af ] 0 , 1 ] 0 ]0,1 ]2 etableres nupa

ved at man, 0 xE ]0 ,1 ] svarer til f¢lgen somnar g1,g2'··· ,
billede af x i ]0,1 ]2 v~lger parret (x1 , x 2 ) hvor x 1 sva-

rer til f¢lgen g1 ,g3'··· og x 2 til f¢lgen g2,g4'·· · . Eksem-
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pelvis benyttes altsa som billede af punktet

1.53

x = 0, 10 11 @) ~J 10 0 41 IZI ~I 10 91 ~I 10 .' 0 o. 61 •••. E 10 , 1 ]

punktet

(x1,x2) = (0, 10 11 ~ I] 10 9110 0 0 61 ... ,0, 11 10 0 41 ~ I~ ••• )E ]0,1]2.

3. For n > 2 er beviset analogt. Det g~lder da om at an
ngive en bijektiv afb~ldning af ]D,1] pa ]0,1] • NAr

x E ]0,1] svarer til f¢lgen g1,g2' ... , benytter vi som bil
nlede af x punktet (x1, ,xn) E ]0,1] , hvor xi svarer

til f¢lgen g., g · + ' g · +2 · n
1 1 n 1 n

BEMmRKNING. De to s~tninger: at E ikke er n~rnerabel, og at

IR
n

for ethvert n E IN er ekvipotentmed IR, danner begyn

delsen til Cantors m~ngdel~re~ ·Den f¢rste s~tning v~ser, at der

findes uendelige m~ngder af forskellig m~gtighed; den anden, at

talrum af forskellige dimensioner ekvipotente,- sa Cl,td.dimensionen

altsa ikke hcenger sarnmen medrummets ma=gtighed.

BEMJERKNING. Hvis vi i ovenstaende bevis havde opereret med deci

malbr¢kerne selv (uden opdelingen ~ stykker) og til

x = 0,a1a2, ... a q havde tilordnet (x1,x2) =
(O,a1a3 ... ~ 0,a2a4 ... ) , havde vi ikke opnaet en bijektiv

afbildning af ]0,1] pA ]0,1J 2, ja, ikke engang en afbildning

af ]0,1] ind i ]0,1]2. Eksempelvis ville vi for x =
1

0,010101 ••• =99 have faet x 1 = 0,0'00 ••• = 0 og x 2 =

0,111 ... = ~. Denne opspaltning af decimalbr¢ken kan dog siges

at v~re den·grundl~ggende ide i beviset. Cantor reddede beviset

ved en ret kompliceret'betragtning. Den ovenfor benyttede ide med

opdeling i stykker s~yldes J~ KBnig.
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§3. Konvergens af komplekse talf¢lger.

De begreber, der i·§2 blev behandlet vedr¢rende konverg~ns af

reelle talf¢lger bygger pa begrebet "afstand" me Ll.em reelle tal, og

inden vi tager fat pa "konvergens begreber" for komp Lekse t.aLfe Lqer ,

skal vi pr~cisere et afstandsbegreb i ~.

Afstand i <C. M~ngden ~ af komplekse tal erorganiseret som

et legeme, der ikke kan forsynes med en ordning sam g¢r <C til et

ordnet Iegeme. Oftest v i.L vi tamke pa <C sam JR2, altsa sam mamg-

den af ordnede par (x,y) med X,·~.:l E :ffi. Det komplekse tal z

identificeres saledes med parret (x,y) E JR2 hvor z = x+iy, og

x kaldes realdelen af z ,.X = Rez, og y kaldes imag~n~rdelen

af z , y = Lm z. De reelle tal m. opfattesherved som delmceng-

den {(x, 0) x E :ffi} af ¢. For z = x+iy E <C kaldes tallet

z = x-iy E ~ det til z konjugerede tal. Herved har vi Re z =

~2 (Z+2)

Den numeriske vcerdi I z: I af z= x+iy E <C er tallet

samt

11m zl < izl

= zz
z •

i • I: <C -+ [0 ,co.[

IRe zl < lzl og

har f¢lgende fundamentale egen-

skaber:

Afbildningenz = x+iyr

(Re.z,O)

A: I Z I = 0 ~ z = 0

B: I zz' I = I z t I?' I

c: i z+z' I < I z I + I z' I ,-

(O,Inl z)

altsa lcengden af' liniestykket der forbinder 0 og

2
Der gcelder lzl

g~ldende for 2,Z' E ¢ .
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Her er egenskaben A urniddelbar, B'verificeres ved en simpel ud-

regning og C fas af

Iz+z' 1
2 = (z+z') (z+z'-)' = 2-2" + z'Z' + zZ' + z '2"

2 I z' 1
2 2 Re(zz') 2

1 z'
2

2 I-Re ( ~~~ -'."') i= I z I + + < I z I + I +-
< Iz,2 + 1 z' 1

2
+ 2izl I z' I = ( lz 1+ I z ' i) 2 .-

Ud fra begrebet numerisk vcerdi de f Lne.res afstandel'1 fra z1 E <C

til 2 2 E e som tallet i z
1 - z

2i (~O) • Idet Iz 1-
z 2 1 = Iz 2- z

11

siges ogsa blot afstanden mellem

r 2
1

og 2 2 . Dette afstandsbegreb

har f¢lgende egenskaber:

I: afstanden rnellem 2
1

og 2 2

er >0 '-og = .0' hvi.s o q kun hvis

II: for alle z1 ,z 2' , z 3 E <C er

Z1 =z2 ·

a£.standen rnellem z
1 og

----z
3

summen af afstandene rnellern z1 og

z2 og mellem z2 og z3' altsa

det velkendte, at en vilkarlig af

sidel~ngderne i entrekant er <

sununenaf de to al1.dresiders lcengder.

Her er I en f¢lge af A, og II fas af C idet

i z1 - z 3 I . = I (z 1 - z 2 ) + (z 2- z 3) I ~ I z 1~ z 2 1 + I z 2 - z 3 I

hvilket netop udtrykker II. Denne ulighed kaldes trekantsuligheden.

Sammenfattende har vi for z,z' E ce ulighederne

IRe zl1 < I z I < IRe zl + 11m zl
11m zlI - - ,

I z+z' I < I z I + 1 z' I-
II z I-I z I II < I z-z' I ,

-

(1 )

hvor den sidstefas af trekantsuligheden:
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Izi = Iz-z'+z'l < I~-z' 1 + Iz'l og iz'l = Iz'-z+zl < Iz'-zl + izl

For z E ¢ og r > 0 defineres den Abne kug1e (cirkel) rned

centrum z og radius r som rncengden

K(z,r) = {z ' E ¢ 1 Iz-z'l <: r} ,

altsa som de z' E ~ der har afstand

< r til z, og den tilsvarende afsluttede kugle er mcengden

Iz-z'l < r}

Komp1ekse talf¢lger. Vi g&r nuover til begrebet konvergens for

komp1ekse talf¢lger (z )
n alts& afbildninger n 1-+ Z

n
af ind

i <C

DEFINITIO~J. En talf¢lge (z )
n i <C siges at vcere konvergent med

z er konvergent
11

(Iz -zl) af afstan
11

z ~ z hvis og kun hvis den
n

des et N El\I

sagt:

sA z tilh¢rer denn

ne kugle fra "trin" l~. Anderledes

de mellern z og

reelle talf¢lge
N

j
z fra trin

n
aIle

grcensevcerdi z E <C , hvis der til hvert e > 0 findes et N E :IN

0 z E K(z,e) for aIle n E IN med n > Nsa .n -
Vi skriver 0 z ~ z eller lim z = z Udsagnet at tilsa . er,n n

hver aben kuqLe med centrum z fin-

med gr~nsev~rdi o. En kompleks talf¢lge (z )
n

der ikke er kon-

vergent, altsa for hvilken der ikke £indes noget z E ¢ sa

z ~ z kaldes divergent.n I -

S~TNING 3.1. En talf¢lge (z )
n

i ~ er konvergent med gr~nsev~r-

di z E <C hvis og kun hvis de reelle talf¢lger (Re z) og
n

(1m z) begge er konvergente med gr~nsev~rdier Re z henholdsvis
n

Lm z . •



Mat 102, 1980/81 1.57

BEVIS. Det f¢lger af den venstre ulighed i (1) ovenfor, at

z ~ z medf¢rer Re· z ~ Re Z og 1m z ~ 1m z ~ og den h¢jren n n

ulighed i (1) viser den modsatteimplikation. Mere pr~cist: Antag,

at z ~ z og lad E > 0 v~re g~vet. sA findes NEE sA
n

Iz -zl < E for alle nEE med" n > N og derrned ha~ vi
n

IRe z - Re z I = IRe (z - z) I < Iz - z I < En n n

og

IImz -1m zl = IIm(z -z) I < Iz ~zl < En n - n

for n > N , hvilket viser at Re z ~ Re zn og 1m z ~ 1m z .
n

Antag nu omvendt,at Re z -+ Re z
n og Ira z ~ Irn z ,

n
og lad

E > 0 v~re givet. SA findes N,M E E sA

IRe -Re zl E for Nz < 2" n >n -
og

11m z -1m zl E for r"1< "2 n > .n -

For n > max{N,M} har vi da-

Iz -zl IRe (z -z) I + 11m (z -z) I E + .f.< < "2 = En - n n 2

hvilket viser, at z -+ Z • n
n

EKSEMPEL. For f¢lgen har v i.'.. (Re z") =n

(0,-1,0,1,0,-1, ... ) og (I.m z ) = (1, 0 , -1 , °,1 , °,... )"n

DEFINITION. Et tal z E <C kaldeset fortcetningspunkt for talf¢lgen

(z) i
n

{m E IN

~, hvis det for hvert E > 0

z E K(Z,E)} er uendelig.m

g~lder, at m~ngden

Som i §2 ser man, at z E ~ er fort~tningspunkt for f¢lgen

(z )- hvis og.kun hvis der findes en delf¢lge (z ) af (z)n n np
som er konvergent med gr~nsev~rdi z .
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EKSErlilPLER. Talf¢lgen- z n
= n + 1i

n
er divergent og har ingen for-

t~tningspunkter. Talf¢lgen

punkter 1, -1, i, -i .

z = (i)n har de fire fort~tnings
n

Der findes (altsA) talf¢lger ~ ¢ uden fort~tningspunkter. En

begr~nset talf¢lge (.z)
n

i ¢ (d.v.s. som opfylder

sup{lz I I nEE} < 00) har imidlertid altid mindst ~t fort~tnings
n

punkt.

S~TNING 3.2. Enhver begr~nset tal£¢lge

ningspunkt.

(z )
n

i ¢ har et fort~t-

BEVIS. Med r = sup{ I z I I n E :IN} < 00 har vi
n

Re z , 1m z E [-r,r] . If¢lge Korollar 2.6 findes en konvergentn n

delf¢lge (Re z ) af (Re z) Den dertil svarende delf¢lge
n n

p
(1m z ) af (1m z) er en f¢lge pa [-r,r] og den har derforn n

P
en konvergent delf¢lge (1m z ). Men Sa er if¢lge S~tning 3.1

n
Pq

(z ) en konvergent delf¢lge af (z) , og altsa har (z) et
n n n

Pq
fort~tningspunkt. U

DEFINITION. En f¢lge (z )
n

i ¢ kaldes en £'undamentalf¢lge (eller

en Cauchy f¢lge) hvis der til hvert E > 0 findes NElli sa det

for alle m,nE' ill med m > N og n > N g~lder at I z -z I < E,n ill

altsa hvisder til hvert E > 0 findes et "trin" N E IN sa den

indbyrdes afstand mellem vilkarligeto f¢lgeelementer efter trin N

er < E •

SlETtJING 3. 3. (Det almindelige konvergensprinc~p). En f¢lge (z )
n

i ~ er konvergent hvis og kun hvis den er en fundamentalf¢lge.

BEv:es. Pastanden fas af S~tning 3.1 og S~tni11g 2. 9idet man ved

hj~lp af uligheden(1) ser, at (z )
n

er en fundamentalf¢lge hvis
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og kun hvis (Re Z )
n

og (Tm Z )n begge er fundamentalf¢lger. II

EKSEMPEL. Lad (z )
n og (w )

n v~re talf¢l~er i ¢ med Z ~ Z
n

og w ~ w •
n

Sa gcelder

Z +w ~ Z+w , z -w ~ Z-w og z w ~ zw ,n n n n n n

og. hvis

-1 -1
Z ~ Z

n

Z :J: 0
n

for alle n E IN og Z:J: 0 sa gcelder ogsa

BE~mRKNING. Vi har tidligere set, at for en konvergent reel tal-

f¢lge (xn) pa eta£sluttet begr~nset interval AcE gcelder, at

lirn·x EA. Tilsvarende har vi, at for en konvergent kompleks tal
n

f¢lge (zn) pa en .afs Lut t.e t; kugle K (w,.r) (w E ¢, r > 0), a Lt.s a

Z E K(w,r)
n

for alle n El\I., gcelder at z = lim Z E K(w,r)
n

Antager vinemlig, at lz-wl = r' > r sa findes N E IN med egen-

skaben: lz-z I < r'-r
n

for n > N og derrned har -vL if¢19~e tre-

kant-suligheden

lz-wl ~. Iz-zN1 + IzN-wl < r'-r+r = r'

hvilket er en modstrid.

Vi skal senere komme nzerrneze ind pa delmcengder A c <C med

egenskaben:

Z EA., z ~. Z :'~ Z E. An n

men enhver afsluttet kugle har, som vi lige har set, egenskaben.

Formulering med kvantorer. Hidtil har vi defineret konvergensbe

greberne i ord, men det kan v~re nyttigt at have korte, pr~cise

(men vanskeligere at lCEse) formuleringer ved hjcelp af kvantorer.

Lad (z) v~re en kompleks talf¢lge og Z E ~. At (z) ern n
konvergent med grcensev~rdi Z udtrykkes

VE; > 0 3N E :IN Vn E IN: n > 1-J => I Z -z I < E; ,
n

(1 )
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og (z ) er en fundarnentalf¢lge hvis og kun hvisn

'Ve > 0 3N'E ID..· V:tl,m E ID: (n~N A m~N) => Iz -z I < e .n m

'I'aLf'o Lq'eri (z ) er s a Le.de s konvergoent hvis og kun hvisn

3z E <t Ve > a 3'N E :IN Vn E :IN: n > N => Iz -zl :< e; .
n

(2)

(3 )

If¢lge s~tning 3.3 er udsagnene (2) og (3), som pa foihand er helt

forskellige, ensbetydende.

Ne~ationen af (3), der udtrykker at (z) er divergent j ern

Vz E<t 3e > 0 Vt~ E IN 3n E :IN: n > N A Iz -zl > e ,
n -

som i ord kan udtrykkes: til hvert z E <t (centrum) findes et

e > 0 (radius) 0 ligegyldigt hvor stort et N E :N der betragtessa

findes et n > N
0 z ikke tilh¢rer den abne kugle K(z,e)sa- n
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§4. Uendelige r~kker.

I det f¢lgende far vi ofte brug for a t; kunne skrive tal som

"sum" af "uendelig mange" tal; indholdet i disse udtryk skal nu

pr~ciseres ved hj~lp af konvergens begrebet for talf¢lger.

Konvergens og absolut konvergens af uendelig r~kke. Lad (a )
n

v~re en kompleks talf¢lge. Den til (an) h¢rende uendelige r~kke

er den formelle sum

00

L
n=1

a
n

eller

Disse formelle udtryk, som pa forhand er uden mening, skal nu -

under visse omst~ndigheder - till~gges en talv~rdi. Talf¢lgens n'te

element an kaldes den uendelige r~kkes n'te led, og sumnlen' afde

n (nEJN") f¢rste led,

kaldes det n'te afsnit i den uendelige r~kke. Talf¢lgen (s ) kal
11

des afsnitsf¢lgen for den uendelige r~kke

00

L
n=1

a
n

00

kaldes

kaldes

(a )
n

fald

Den uendelige r~kke L a h¢rende tilnn=1
konvergent hvis afsnitsf¢lgen er konvergent, og i sA

.DEFINI.rT~ON .

00

afsni tsf¢lgenS. grcensevrerdi for rcekkens sum. Hvis L a
nn=1

konvergent siges den uendelige'r~kke at v~re divergent.

ikke er

00

ellera
nL

n=1
ogsa som betegne'lse for r~kkenssum.+ ...

For en konvergent uendelig r~kke benyttes

BEM~RKNING. En vilkarlig kompleks talf¢lge (s )
n

er afsnitsf¢lge

for en uendelig r~kke. Med a
1

= 8
1

har vi nemlig

og a = s - 8n n n-1 for n > 2

co

hvilket viser, at (s)
n er afsnitsf¢lge for L

n=1
a

n
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BE~mRKNING. Ofte viI et tal v~refastlagt som sum af en uendelig

r~kke. Afsnitsf¢lgenkonvergerer alts& mod tallet og giver derfor

en "bedre og bedre" approksirnation til. tallet. Endvidere er selve

repr~sentationen af reelle tal som uendelige decirnal- (ellerdual-)

br¢ker "knyttet" til uendelige rcekker. En uendeLi.q decimalbr¢k

(se side 1.50) betegner nemlig blot surrunen af den
00

konvergente uendelige r~kke 2:
n=1

a
n

00

Et udsnit i den uendelige rcekke L an er surmnenaf endelig
n=1

mange pA hinanden f¢lgendeled i r~kken, altsA et tal af formen

'a...·.. ···,···+·.. l' +a .+'2+· · .+a '+' = S .+. - s
';..·n .' n" '. '.. n p n p n

hvor n,p E E. Det alrnindeligekonvergens princip (S~tning 3.3)

giver nu et vigtigt teoretisk kr~terium for r~kkekonvergens.

00

a ernSmTNING 4.1. (Udsnitskriteriet) Den uendelige rcekke L
n=.1

konvergent hvis og kun hvis der til hvert g > 0 findes et

sA det for aIle n,p E E med n > N g~lder at

N E :IN

BEVIS. Afsnitsf~lgen (s )
n

er nemlig konvergent hvis og kun hvis

den er en fundamentalf¢lge hvilket netop er betingelsen i s~tningen.n

Det f¢lger af S~tning 4.1, at en n¢dvendig betingelse for konver-
00

gens af den uendelige r~kke L
n=1

Videre ser man, at konvergens af

a
n

00

2:
n=1

er,

a
n

at a -+ 0 forn

kun afhcenger af

n -+ 00 •

"halen" i

f¢lgen (a )
n

Ved bevis for konvergens ved hj~lp af udsnitskriteriet skal den

numeriske v~rdi af et udsnit a n+1+ ... +an+ p vurderes uafh~ngigt af

p ved en st¢rrelse 6 hvor lim 6 = 0 .n n
For en konvergent uende-

lig r~kke giver vurderingen
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Is + -s I = la +1+ ..•+a + I < 6 for aIle p E ~n p n n n p n

1.63

et mal for afvigelsen mellem summen s og det n'te afs.nit, idet

lim s + = s medf¢rer, at
p-+oo n p

Is-s I < 6n - n

00

EKSE~EL. Den ha~oniske r~kke ~ 1 er divergent, thi udsnittet
nn=1

med n led startende med det (n+1) 'te led er

_1_ + 1 + + 1 > n .
n+1 n+2 ... 2n

1 1
=2n 2

sa ligegyldigt hvor Ulangt ude" man starter viI der v<ere udsnit

1
~ 2" (og dermed v.iLkarLd.qt; store).

EKSEMPEL. Hvis

00

00

L
n=1

a
n

og
00

L
n=1

b n er konvergente uendelige r~k-

ker er rcekken L . (a +b ) konvergent og for hvert It E e .er rcek-
n=1

. n n
co

ken L Ita konvergent og for sumrnerne g~lder

n=1 n

00 co 00 00 00

L (a +b ) = L a + L b og L Ita = It L a
n=1 n n n=1 n

n.=1
n n=1 n n=1 n

Dette ses ved at betragte de respektive afsnitsf¢lger.

I forskellige forbindelser er begrebet konvergent uendelig r~kke

ikke fyldestg¢rende (se ,nedenfor) og vi skal derfor sk~rpe dette

begreb.

00

DEFINITION. En uendel~g r~kke

00

hvis denuendelige rcekke L
n=1

L
n=1

l a In

an kaldes absolut konvergent

er konvergent.

00

Det f¢lger umiddelbart af udsnitskriteriet, at r~kken

konvergent hvis den er absolut konvergent. Vihar jo for

00

L a er
nn=1

n,p E JL\I

Idet afsnitsf¢lgen for r~kken L lal er stigende og derfor
nn=1

konvergent hvis og kun hvis den er begr~nset, har vi, at den uende-
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lige rCEkke L
n=1

a n er absolut konvergent hvi8 og kun hvis

f n }sU PL L I a. I I n E IN < 00 •

· 1 11=

Ek8empler pa uendelige r~kker. (a) Alternerende rcekke. En uendelig
00

r~kke af formen L (_1)n-1 x hvor (x) er en aftagende f¢lge
n ' nn=1

af positive reelle tal med gr~nsev~rdi 0, er konvergent. Lad nernlig

(s ) betegne afsnitsf¢lgen. Idet x > 0 har vi 0 < 81 = x 1 ogn n

for ulige (sn+1
n 8 ) samt8n+1 < 8 n = sn+(-1) x n+1 <n n

for lige (sn+1
n s ) da (x )s n+1 > s n = sn+ (-1) x n +1 > ; ern n n

aftagende har vi

Di8se intervaller har if¢lge S~tning 1.5 netop et punkt s E ~

fcelles, da l~ngden af det nlte interval er

har vi sn -+ 8

x n og x -+ 0 •
n

Altsa

For hvert n E ~ er s endepunkt i det (n+1) Ite interval, og
n

idet s tilh¢rer hvert af intervallerne har vi vurderingen

00

EKSEMPEL. Rcekken L (_1)n-1 1 (den harmoniske r~kke med skiften
n

n=1
de fortegn) er konvergent. ~1an kan vise at summen er log 2, (p. V.14) .

(b) Teleskopisk rcek'ke. Hvis talf¢lgen (a) har formenn

an = b n+1 - b n for en talf¢lge
00

(b )
n

er det nlte afsnit i den uen-

delige rcekke L
n=1

a n givet ved

idet summen er liteleskopisk" (andet led i en parentes ophceves af

f¢rste led i nceste parentes). Heraf ses, at den uendelige r~kke
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00

L (b +1-b) er konvergent hvis og kun hvis
n=1 n n
og at r~kkens sum i sA fald er

(b) er konvergent,
n

00

har vi, at den uendelige r~kke
1

n+1
1= -n

1
n(n+1)IdetEKSE~1PEL.

00

L ( 11) er konvergent med sum 1.
n=1 n n+

(c) Kvotientr~kke. For a,q E ¢ betragter vi den uendelige

00 n-1 2 n-1 .
L aq = a+aq+aq +...+aq +... (kvot.Lerrt.rtekken med f¢rste

n=1
led a og kvotient q) . For q = 1 er r~kken konvergent hvis

rcekke

a = 0 og ellers divergent da det almindelige led for a =1= 0 ikke

gAr mod 0 for n ~ 00. For q * 1 finder vi det n'te afsnit

s
n

n= a(1-q )
1-q for n = 1,2, ...

-hvoraf ses, at (s )
n

i tilf~ldet a =1= 0 er konvergent hvis og kun

a
hvis I ql < 1 ag- at i sa fald lim s = 1-q ·

n~_ n
00 n-1

Den uendelige r~kke L aq er for a* 0 konvergent hvis
n=1

og kun hvis Iql < 1. Rcekken erendda absolut konvergent, idet tal-

f¢lgen (s ' )n hvor

s' =n

n
L

k=1

n
I aqk-1, = I a I (1 -I q I )

1-1 ql

er konvergent hvis lql < 1 .

Konvergenskriterier. I almindelighed er det ikke muligt eksplicit at

beregne afsnitsf¢lgen for en uendelig r~kke, og vi skal nu omtale

nogle metoder, der "via opf¢rslen" af
00

(a ) , ofte kan f¢re til af
n

klaring af konvergens/divergens af E a
nn=1a 0

rer vi 0'= +00 for a > 0 og 0 = 1

Idette afsnit define-

SlETNING 4.2.
00

(Sarnmenligningskriteriet) Lad (a) v~re en talf¢lge
n

og L
n=1

b
n

en absolut konvergent r~kke. Hvis
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I a In
c = lim sup~ < +~ ,

n~ n

co

1.66

da er L
n=1

a
n

absolut konvergent.

BEVIS. Dette fAs af udsnitskriteriet. Lad nemlig & > 0 v~re givet

og v~lg N E IN sA

for aIle n > N og a Ll,e p E :IN. V~lg dernzes t; M E JI:\I sA

la I < (c+1) Ib I for aIle n > M. For n > max{N,M} har vi sAn - n

la+11+ ...+la+ I < (c+1)(lb+,"I+ ... +lb+ I) < en n p - n " n p

for aIle P E .]N, hvilket viser, at
oo

L
n=1

la In
er konvergent. o

BE:MlERKNING. Hovedindhold.et i sarrunenligningskriteriet er det intui-

tivt klare, athvis det almindelige led i den uendelige r~kke

oo

L
n=1

a
n med ikke-negative led er "majoriseret" a f det almindelige

oo

led i en" konve.rctent; uendelig r~kke "L b altsA hvis 0 < a < b
n n - n

n=1
oo oo

for E :IN
0

L konvergent. Mere almindeligt er L an , sa er a
n=1

n n=1 n

konvergent, hvis der findes et c > ·0 sa 0 < a < cb for aIlen n

n E :IN, eller blot for a Ll,e n "fra et vist trin".

EKSEMPEL. Den uendelige r~kke

og derrned er r~kken

oo

L
n=1

-2
n

co

~ 1 er (absolut) konvergent,
n=1 n(n+1)

(absolut) konvergent, thi

n(n+1)
lim sup 2 = 1
n~ n

« +00)

BE~1lERKNING. Sammenligningskriteriet kan ogsA benyttes den nanden"
oo

vej: Hvis L
n=1

Ib In er divergentog

lan llim, inf~ > 0 ,
n~ n

sA er L
n=1

l a In divergent (analogt bevis) .
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De uendelige r~kkerEKSE~1PLER.
co 00

~ sin 1 og ~ tan 1 bn n er egge
n=1 n=1

divergente, thi de har positive led og ved sammenligning rned den

harrnoniske r~kke fas

1 1

lim inf sin n lim inf tan n 1 .= =
1 1n-+oo n~oo

n n

0000

Hvis L a nn=1
lige r~kker sa err~kken

EKSEMPEL. og L b er absolut konvergente uende
n

00 n=1
L (an+bn) absolutkonvergent. Dette

n=1
f¢lger af sammenligningskriteriet og trekantsuligheden

la +b I < la I + Ib I ,n n - n n

00

idet ~

n=1
(La 1+lb I)n n er konvergent.

Sarnmenligningskriteriet skal nu specialiseres til t.Ll.fzal.de t; hvor
00

samrnenligningsr~kken L
n=1

b
n

er en kvotientr~kke.

KOROLLAR 4.3. (Rodkriteriet) Lad (a ) vcere en talf¢lge og defi-
(, t~.s" nn __

ner A = lim sup via I Hvis A < 1 Sa er den uendelige r~kkeon 0

00 n~

L a absolut konvergent og hvis A > 1 da er rcekken divergent.
n=1

n

BEVIS. Antag, at A < 1 og v~lg q E ]A,1[ . Der f~ndes N EoE

sa
n
\ITa[ < qo no - for n > N , altsa laln

n
~ q for n > N hvoraf

lan l
lim sup n < 1

n-+oo q

og sammenligningskriteriet giver, da
00

L
n=1
Hvis La I > 1n -

for uendelig

er absolut konvergent,ngL
n=1

altsa

a er absolut konvergent.n
n--

A > 1 Sa er v~~nlo > 1

00

at

00

mange n E IN og dermed er L
n=1

a
n

divergent. n

KOROLLAR 4.4. (Kvotientkriteriet) Lad (an) v~re en talf¢lge og

definer
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()( = lim sup
n-+oo

lan+1 I
I a In

og B = lim inf
n-+co

00

lan+1 I
I a In

Hvis ex < 1 sa er den uendelige r~kke L
/n=1

a
n

absolut konvergent,

og hvis ~ > 1 er r~kken divergent.

BEVTS. Antag f¢rst, at a < 1 , og betragt q E ]a,1[. Der findes

N E :N sa lan+1 I ~ lanlq for n > N og dermed

n-N
< laNlg

for aIle n .,> N+1
n __,

Dermed har vi '---';:'v'l'a j', <
·-·n· -

for n > N~1 , altsA

lim sup
n-+oo

n-N
n-- (n----n-\
VIan I < lim sup \ v-ra;r q )' = q

n-+oo
co

og Koro11ar 4.3 giver, at

a > 1 gcelder

L a er absolut konvergent. Hvis
nn=1

lan+1 I > -Lan I ira. et vist trin, og dermed konver-

00

1EKSEMPLER. Rcekken L n: er konvergent, i'det
00

1
n=1

1rcekkerne L
oo har vin og L 2'n=1 n=1 n

gerer (a )
n

ikke mod 0, a1tsa er L
n=1

a n divergent. n

n:
(n+1)~ ~ o. For

1
t ' 'n'+1

11.m-
1
- = 1

n~ -
n

1

(n+1)2
= lim 1

n-+oo 2
n

og den f¢rste er divergent, den anden konvergent.

EKSEMPEL.

= (.1)n
3

For talf¢lgen

lige finder vi

hvor a
n

for ,n ulige og

a l(~)n for udLqe 1 for n u Li.qe
n+1 { 3 3 n

nvra=-r f 2-- = =a l(l)n
,

L 1for- ilige
n

for l,i.gen 2 2 n 3 n

hvoraf
a n+1= 0 , lim sup

a n
= +00 lim supn~

n
1

= 2
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saledes, at kvotientkriteriet Lkke kan afg¢re konvergens/divergens
00

medens rodkriteriet viser, at L
n=1

a
n er konvergent.

BEMmRKNING. Af beviset for Korollar 4.4 og eksemplet ovenfor ses,

at rodkriteriet er effektivt st~rkere end kvotientkriteriet. Deri-

mod er det ofte lettere at beregne a og a i Korollar 4.4 end

gcelder 0 -n
0sa q la I -+ ;n

< (q' ) n fra et vist trin-

som 0 mod 0 for ngar -+ 00 •

qE ]A, 1 [

v~re en talf¢lge for hvilken

For

(a )
n

har vi la In
-n ~ nn >. N , q I a I < ( )- - n - q

q' E ]A.,g[

og dermed fo~

A i Korollar 4.3. Lad
n

A = lim sup~ < 1 .

vcelges n-emlig

N

Rodkriteriet (og sa meget mere kvotientkriteriet) angiver saledes

kun konvergens for r~kker hvor det almindelige led gar "hurtigere"

mod 0 end
n

q for et q E ]0,1[ , og kun divergens for r~kker hvor

det almindelige led end ikke gar mod O. For eksernpel vil ingen af

kriterierne oven£or direkte kunne afg¢re konvergens/divergens for
00

rCEkkerne
-a

L n hvor ex > 1 .
n=1

Hertil kan vi imidlertid benytte:

S~TNING 4.5. (Integralkriteriet) Lad f: [1,00[ -+ ]O,oo[ v~re en
00

kontinuerb og aftagende funktion. Den uendelige r~kke L f(n)
n=1

er konvergent hvisog kun hvis f¢lgen af integraler

(f~ f(t)dt I n E IN) er konvergent.

BEVIS. Med betegnelsen F(n) = f~ f(t)dt for n E IN har vi, da

f er aftagende, at (se figur)

f(k+1) ~ F(k+1)-F(k) < f(k)

for kEN, og ved addition af

disse uligheder for k =

1 2 n 1 ,2, 3 , ..• , n-1 (n~2) finder vi, da

F (1) = 0 og F - leddene udg¢r en- .t.e'Leakop.i ak sum, at"

n
L f (k )

k=2

n-1
< F(n) < L

k=1
f (k) for n > 2 (+ )
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Heraf ses pastanden idet savel f¢lgen (F(n)) som afsnitsf¢lgen
00

for L f(n) er voksende og derfor konvergente hvis og kun hvis
n=1

de er begr~nsede. n

BEJY1lERK~J1NG. Uligheden (+) udtrykker simpelthen, at. "undersummen"
n h-1
2: f(k) og "oversurnmen" 2: f(k) for integralet I~ f(t)dt ,

k=2 k=1
er mindre end henholdsvis st¢rre end I~ f(t)dt .

BE~~RKN1NG. Med de samme betegnelser har vi ulighederne

n
L f (k) ~ f (1) + F (11) ') og

k=1

n-1
F(n) < L f(k)

k=1

hvoraf i tilf~lde af konvergens

00

lim F(n) < L f(k) < £(1) + lim F(n)
n~ k=1 n~

altsa
co

L f(n) = lim F(n) + 8f(1) hvor 8 E [0,1] .
n=1 n-xx>

I alle tilf~lde er f¢lgen ,( ~ f(k)-F(n)'j dalende, og~be-
. k=1

gr~nset, altsa konvergent. Vi har nemlig if¢lge uligheden fra bevi-

set ovenfor, .at

n n
L f(k)-F(n) > L f(k)-F(n)+f(h+1)-F(h+1)+F(h)

k=1 k=1
n+1

= L
k=1

../

f'(k ) -F (:n+1 )

og vi har set, at

o <
n
L

k=1
f(k) - F(n) ~ f(1) .

hvis og kun hvis a > 1 .

EKSEMPEL. Den uendelige r~kke

00

L
n=1

-an ,a'EJR, erkonvergent

For a = 1 er r~kken den harmoniske r~kke, som er divergent.

som

a > 1

]O,oo[ ,

For

ind i

og af sammenlignings-

ex < 1 .

[1,oo[

n E ill ,

af
-ex= x

for aIle

er divergent for

1

f (x )
a

n
-ex

n

-an >
00

har viex < 1

L
n=1

betragter vi funktionen

kriteriet fas, at

For
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er kontinuert og aftagende. Vi finder

1-- < 00 ,a-1

1-a1-n
a-1=

x=n
= [X1

- CX 1
1=aJ

x=1

fJn } 1_n
1-a

sUP"l 1 fa (x ) dx I n E:IN" = lim a-1 =
n~

hvoraf

og af integralkriteriet ser vi, at r~kken

00 00

~
-a

L f (n)n =
n=1 n=1 a

a > 1 .
00

er konvergent for

Funktionen a ~ ~ n-a defineret for a > 1 kaldes
n=1

zeta-funktionen,pg...beteg.nes·~ l;:---i altsa

EKSEMPEL.

OC)

L.: (ex) ~
-a for 1= n a > .

n=1

I tilf~lde af f unk'tLorien f(x) 1 finder vi fra Be-= x

m~rkningen, at talf¢lgen med n'te element

+ 1 + 1 12 • •• + n - og n

er konvergent. Grffinsev~rdien kaldes Eulers konstant

C = lim( ~ ~ - log n') = 0,5772 ...
n-+oo\n=1

Omordning af leddene i en uendeligr~kke. Lad (a) v~re en taln

f¢lge og T: :IN" ~ ill en bijektiv afbildning. Den uendelige·r~kke

00

~ a siges at fremga af rcekken ~ an ved omordning af led-
n=1 T (n) n=1
dene, eller mindre pr~cist, at den indeholder de " s a nune" led som

00

La, : .bLo t, taget i en anden r~kkef¢lge.
nn=1

.EKSEMPEL. Den uendelige r~kke

00

L
n=1

(- 1 ) n-1 .1 = 1 1 1n 1 - 2 + 3 - 4 + ••• (* )

er konvergent, lad os sige med sum s, men ikke absolut konvergent.
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Vi skal se, at den kan omordnes til en konvergent r~kke med sum

* s, og at den kan omordnes til en divergent r~kke. Leddene i (*)

falder i to grupper,

plus-led: 1 , 1 1
3" , "5 ,

minus-led: 1 1 1
-2: , -4" , -6" , ...

Vi har

1 1 + .l. 1 1 .1 + 1 1 1 1 1 1 +s = - 2" - - + "5 - 7 - - + 9 - - + TI 12 ...
3 4 6 8 1 0

og
1 0 + 1- + 0 .1 + 0 + 1. + 0 1 0 1 0 1
2"s = - - - + +10+ - 12+2 4 6 8

hvoraf ved ledvis addition

3 1 + 1 .1 + 1 + 1 1 + .1 1 1 +2"s = 3" 5 4" +11 6 ...2 7 9

Rcekken dannet ud fra (*) ved at tage plus-led 1 og 2 , minusled 1 ,

plus-led 3 og 4, minus-led 2,- o.s.v., ·er a Lt.sa konverqerit; med sum

3
2"s * s ·

Vi vil nu omordne (*) til en divergent rcekke. 1det rcekken af

s =n

af naturlige tal sa

00

1plus-led X 2n-1 er divergent, g~lder om afsnitsf¢lgen
n 1 n=1
L 2k-1 ' at lim s = +00. Der findes derfor en f¢lge

k=1 n
n 1 < n 2 < n 3 <

s > 2 ,s -s > 2 , •••
n

1
n 2 n 1

s -s > 2 , ...
n p+1 n p

Omordningen af (*) bestemt ved, at vi tager n
1

plusled, 1 minus-led

n 2 -·.~.n1 plus-led, 1 minus-led, o.s.v. giver da det ¢nskede

1 + .1- 1 1 1-+ 1 1+ "5 + 7 + - "4 ..... 6" ......3 2
,I ~ ~y-

n 1
.n -n n 3-n22 1

Idet hver gruppe af plus-led med det f¢lgende minus-led har sum

> 1 g~lder nemlig for afsnitsf¢lgen (8 )
n

i den omordnede rcekke, at

Sp > N for p > nN + N ,
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altsa, at s ~ +~ for p ~ ~ .p

Pa analog made 'kan det indses, at (*) for hvert a E E kan

omordnes,ved en "passende" blanding af plus-led og minus-led, til

en konvergent r~kke med sum a .

Disse f~nornener kan dog ikke -indtr~ffe for absolut konvergente

rcekker.-

S~TNING 4.6. Lad (a) Vffire en talf¢lge sa den uendelige r~kke
n

v~re en bijektivT: :IN ~ :IN

absolut konvergent oga
T (n)

co

~

n=1

~ a er absolut konvergent og ladnn=1
afbildning. Da er

~

n=1
a =n ~

n=1

BEVIS. Reekken ~ I,anl er konvergent og har derfor begrcenset af-
n=1

snitsf¢lge. For nEE har vi

~ I aT (k) I < ~ I a k I ~ sup { ~ I a k I I m E :IN} < oo ,

k=1 k=1 k=1

hvilket viser athvor N = maxl r I l ) ,T(2) , ... T(n)}

har begr~nset afsnitsf¢lge, og dermed at

konvergent.

00

L a
n=1 T(n)

~ laT(n)1
n=1

er absolut

Vi scetter S = L
n=1

a
n

Til g > 0 findes if¢lge konvergensen

n
Is- L akl < g for aIle n ~ M1 '

k=1
oo

og, if¢lge udsnitskriteriet anvendt pa L
n=1

I a I,n et sa

la---_.!LI+..•+la + 1< e for n ~ M2 og aIle p E INn7t1 n p

Med M = max{M
1

', M
2

} .ha.r vi .da

M
Is- ~ akl < g og laM+11+ ... +laM+pl < g for aIle p E IN

k=1 -

Lad nu N E IN v~re valgt sa n > N medf¢rer T(n) > M, f.eks.
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-1 -1
N = max] T (1 ) , ••• , T (M)} For n > N har vi da at tallene

1 ,2, ... ,M alle forekonuner blandt T (1 ) , ... , T (n) og vi kan derfor

skrive

s -
n ~1

~ aT(k) = S - ~
k=1 k=1

hvor T = {T (1),T (2), ... ,T (n)} ." {1 ,2, ... ,~1} • For p E 1\I valgt

sa stor at T c {M+1,M+2, ... ,M+p} kan vi vurdere

n ~1

Is - k~-1 aT (k)1 < 1g,..... L:akJ- + I L ak I
k=1 k.ET

~1+p

< E:: + L l a I' < E:: + L l a I' < 2g ,
k.ET . k - , k,=~1+1 k

00

s · nhar sumhvilket viser, at k=1 aT (k)

BE~IUERKNING. En absoLut; konvergent. ra?kk.e s Lqes i kraftaf SCEtning 4. 6

leddenes IIr.CEkkef¢lgen~. ~,1an kanvvLae , at en uendelig rcekk.e, der er

konvergent men ikk.e absoLut; konverqerrt , kan omor-dne.s ctLL en diver-

gent rcekke. En sadan rcekke, hvor konvergens'jdivergens. afh.cenger af

Indf¢relse af parenteser. Lad (an) v~re en talf¢lge og

n
1,n2

, •.• en strengt voksende f¢lge af tali E (altsa

) . Scettes

a 1 +. · · +a. n
1

an +1+···+an
p-1 p

for

for

p = 1

p > 1 ,

at~frern-= (a1 +· · .+a ) + (a +1+ ... +a ) +n
1

n1 n
2

b
P

co

z
p=1

00

siges rcekken

Hvis rcekken

komme af rcekken

b ,
p

ex>

vedi'n'd'f¢'r'e'l'se' 'a f' 'pa'rent.es'er .

'",
L a er konvergent med sum s, er

n
n=1

der fremkommer af den ved indf¢relse af pa-

a
nL

n=1

co

~

p=1

SlETNING 4.7.

enhver rce](ke
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renteser, ligeledes konvergent med sum
00

er absolut konvergent, er r~kkefi L
p=1

b
P

s. Hvis r~kken L a
n

n=1
ligeledes absolut konvergent.

00

f¢lgen for r~kken L b
p=1 P

5 1 , s 2 ' . . . Nar f¢lgen

er da delf¢lgen s ,8 , ••• af f¢lgenn
1

n 2
S1,82, ... er konvergent med gr~nsev~rdi

BEVIS. Lad (s )
n v~re afsnitsf¢lgen for r~kken

00

L
n=1

a
n

Afsnits-

s, er delf¢lgen 8 ,s , ... ogsa konvergent med gr~nsev~rdi 8.n
1

n 2
Hermed er den f¢rste pastand godtgjort.

00

Specielt far man, at hvis r~kken

00

r~kken L c , hvor
n=1 p

L
n=1

I a In
er konvergent, er

for p = 1

la for p > 1n
p

for ethvert p E ill, slutter

+ ••. + la In 1

00

c =p
I an ; . +1 I + •.• +

p-1

ligeledes konvergent. Da Ib I < cp - p

vi, at rcekken

godtgjort. n

L
p=1

Ib Ip er konvergent. Hermed er den anden pastand

00

Lad L a. og
j=1.. J

(j , k) E JN2 danner
00

Multiplikation af r~kker. Cauchy multiplikation.

L b v~re uendelige r~kker. For ethvertpar
k=1 k
vi produktet c(j,k) = ajbk. Lad T: W ~ m2 v~re en bijektiv af-

00

bildning. Den uendelige r~kke ~ c kaldes den til T h¢rende
n=1 T(n)

produktr~kke for de to givne r~kker. Vi siger (med en l¢sere tale-

made) at produktr~kken er dannet ved at danne aIle produkter
00 co

af et led i rcekken L a. og et led i
j=1 J

som elementer i en ny r~kke i den ved T

00

SlETNING 4 .8. Hvis rcekkerne L a. og
j=1 J

gente med s ummer s og t , er enhver

absolut konvergent rned sum st .

r~kken L b k og tage dero
k=1

bestemte rcekkef¢lge.

00

L b k er absolut konver-
k=1 00

produktr~kke L c
n=1 T (n)

BEVIS. Den 'specielle pr-odukt.rsakke
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00

1.76

d
n

der fremkommer ved at benytte deni skemaet angivne nurmnerering af

j -+
parrene (j,k) , er absolut konver-

k
4-

1 2 3 4 ...
1 1 4 9 16
2 2 3 8 15
3 5 6 7 14
4 10 11 12 13

···

geri_~!' med ·811m st. -rdet.-de givne:

r~kker er.rab soLut, konverqerrtej fLndes

nemlig tal ~la ,NIb E IR, sa at

< Ma

for ethvert

hvert n E ::IN

n E IN , og for rCEkken
00

L
n=1

d
n

har vi dermed for et-

n n
I d 1 I + + Idn I ·~ I d 1 I + + I d n 2 I = j:1 k~1 I a j b k I

= (l.a1 1 + + lanl)(lb1 1 + + Ibnl) <1t1aMb ,

hvilket viser den absolutte konvergens. Af

d
1

+ ... + d 2 = (a
1
+ · · .+an) (b

1
+ · · .+bn) -+ st for n ~ co

n

ser vi denn~st, at summen er st.
00

Enhver produktr~kke ~ cT(n) fremgar af den specielle produkt-
00 n=1

r~kke ~ d ved omordning af leddene og er altsA if¢lge S~tning

n=1': n
4.6 absolut konvergent rned sum st. n

For at opna bekvenune betegnelser nurnmerer vi de q Lvne rcekkers

ter vi den i skemaet viste nuramere-

ring af parrene (j,k) fas ud fra

k
-}

j -+

0 1 2 3 ...
0 1 3 6 1 0
1 2 5 9
2 4 8
3 7

···

led ved tallene 0,1,2, •••

00

de givne r~kker L al. og
j=O J

den specielle produktr~kke

Benyt-

00

~ b
k=Ok
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I denne indf¢rer vi parenteser, saledes at hver ledgruppe

1.77

aObn + a tbn-1 +... + a n - 1b1 + anb O bestaende af de led ajbk, for

hvilke j+k = n, forenes til et led. Den saledes fremkomne r~kke

00

Af det foregaende fremgar:

00 00

L .a. og L b'k er absolut konver-
j=O J k=O
er den ved Cauch.y multiplikation dan-

siges atv~re dannet ud fra r~kkerne L a. og
j=O J

chy multiplikation. Det n'te led (n = 0,1,2, ... )
n

r~kk~r er altsa Lab
P n-pp=O

S~tning 4.9. Hvis r~kkerne

gente med summer S og t ,

nede rcekk.e
00 (n \
L Lab

n=O \p=O p n-p)

absolut konvergent med sum st.

00

L b k ved Cau
k=O

i Cauchy produkt-

EKSEMPEL. For komplekse tal z
1

og z2 betragter vi de to uende-

lige rcekker
00

L
,n=O

1
n!

n
(z 1) og

00

L
n=O

1
n!

Det f¢lger af kvotientkriteriet (Scetning 4.4), at begge rcekkerne er

absolut konvergente. Ved Cauchy multiplikation af de to rcekker fas

den absolut konvergente rcekke

i (~ _1 (z)p 1
\ P ! 1 (n-p) !n=O p=O

(z )n-p\ =
2 )

00

L
n=O

1
n!

n n!
L p! (n-p) !

p=O

=
00

L
n=O

1
n!

00

L
n=O

1
n!

hvor vi har benyttet binomialformlen.

00 (-1)n
EKSEMPEL. Den uendelige rcekke L er en alternerende rcekke

n=O vn+T
og derfor konvergent, men den er ikke absolut konvergent. For det

00

n'te led i rcekken L
n=O

c n dannet ved Cauchy multiplikation af
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ex> (-1 ) n
L med sig selv, finder vi

n=O Vi1+T

c =
(-1 ) 0 (-1) n

+
(-1 )1 (-1) n-1

+ +
(--1 ) n (-1 ) 0

vr Vi1+T VI vn ...
vn+T vrn

hvoraf

1lei =n " Vf yn+1 + ... + 1
vn+TVf >

n+1 =vn+Tvn+T
1 ,

altsa er L
n=O

c
n

divergent.

ex> ex>

BEMlERKNING. Lad 2: a og ,2: b v~re konvergente rcekker. Som
n=O n n=O n

eksemplet ovenfor viser er Cauchy produktrcekken ikke n¢dvendigvis

konvergent, men man kan vise, at den er konvergent hvis blot en af

rcekkerne er absolut konvergent. Endv±dere kan man vise, at hvis

Cauchy produktrcekken er konvergent sa har den altid den "rigtige"

sum nemlig (~ a \( ~ b \ .
n=O n)\n=O n)
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§s. Uendelige produkter.

Til yderligere belysning af konvergensbeg~ebet-for-talf¢lgerog~

uendelige r~kker skal vi nu kort omtale uendelige produkter og give

nogle eksempler pa produktfremstillinger.

Uendelige produkter. Lad (a) v~re en kompleks talf¢lge. Det til
n

(a) h¢rende uerideLt.qe 'pr-odukt; er det formelle produkt
n

co

n
n=1

a n eller

Talf¢lgens n'te element an kaldes det uendelige produkts n'te fak

tor og produktet
n
n

i=1
a.

1

af de n f¢rste faktorer-kaldes det uendelige produkts n'te afsnit.
00

F¢lgen kaldes afsnitsf¢lgen for II
n=1

a
n

00

DEFINIT1·ON. Det uendelige produkt

(a )
n

n a h¢rende til talf¢lgennn=1
siges at VCEre 'k'o'n\te'r'g'e'nt hvis afsnitsf¢lgen (P n) er konver-

gent, og i sa fald kaldes afsnitsf¢lgens gr~nsev~rdi det uendelige
00

a nproduk'ts veer·di. Hvis n
n=1

produkt at v~r~ div~rg~nt.

ikke er konvergent siges det uendelige

For et konvergent uendeligt produkt benyttes ogsa

co

n
n=1

a
n

eller a 1a2a3-· .an···

som betegnelse for det uendelige produkts vCErdi.

BEMmRKN1NG. Lad (a) v~re en talf¢lge. Hvis der findes n E ~
n

00

er afsnitsf¢lgen for= 0a
n

n a klart konvergent med grCEn
nn=1

sevCErdi O. Dette tilfCElde viI vi lad~ ude af betragtning i det f¢l-

gende.
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'\

BEMlERKNING. Lad (a ) v~re en ·talf¢lge med a =1= 0 for alle
n n

00

n E :IN, og antag, at det uendelige produkt n a er konvergent
n=1

n

med v~rdi p E c .
Hvis p =1= 0 Sa gcelder lim a = 1

nn-+oo
thidet n'te afsnit p n

er =1= 0 og derfor

Pn+1
Pn

~ E. = 1
P

for n ~ 00 •

Hvis P = 0 kan vi ikke slutte tilsvarende; f.eks. g~lder for

en vilkarlig talf¢lge (a )
n som opfylder 1(ani < 2 for alle n at

EKSEMPEL. Det uendelige produkt

00

n
j=1

00

n
j=1

1er konvergent med gr~nsev~rdi 2. Det n'te afsnit er nemlig givet ved

n
n

j=1

n n+2
(n+1 n+1)

1
som konvergerer mod 2 for n ~ 00 •

Hvis det om talf¢lgen (an)

fas for det n'te afsnit

gcelder, at a > 0 'for allen n E IN ,

n
L

i=1

og idet man udnytter logaritmefunktionens kontinuitet ses, at (Pn )
00

er konvergent. I bekr~ftende fald fas sA, .at

er konvergent med gr~nsev~rdi P > 0 hvis og kun hvis L
n=1

log a
n

p =
00

n
n=1

a
n

= exp ,( ~
n=1

1 \
og an} ·

Vi skal nu give nogle simple betingelser for konvergens/divergens

af visse uendelige produkte~ udtrykt ved hj~lp af konvergens/diver-

gens af uendelige r~kker.
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Hertil skal vi benytte ulighederne

1.81

10g(1+x) < x for x > -1 ,

x

-2x < 10g(1-x)

10g(1+x)

for

(1 )

(2)

a er absolut konvergent. sA er det uende
n

SlETNING 5.1 . Lad (a )
n

00

alle n og antag at L
00 n=1

lige produkt n (1 +a . )
j=1 J

00

v~re en kompleks talf¢lge med

konvergent med en ~,cerdi.-:,i· 0 __ e

a *-1n for

BEVIS. Lad s = L
n=1

I a I •n
For n E :IN" har vi da

n n n
1Pn l = I n (1 +a · ) I = n 11+a. I < n (1+la.l)

j=1 J j=1 J j=1 J

hvoraf ved hjcelp af (1 )

n n
log IPnl < L log (1 + I a · I ) < L l a .1 < s ,- j=1 J j=1 J -

eller s
< e Videre gcelder

og derfor for m,n E E med m > n

m-1 m-1 m-1
IPm-Pnl L Ip.+1-P· 1

s s
la j +1 I< < L e laj +1 I = e L .- j=n J J -

j=n j==n

Heraf ses ved hj~lp af udsnitskriteriet (Scetning 4 . 1 ) , at (Pn) er

en fundamentalf¢lge i <C altsA findes p E <t 0

P ~ P, sa .n
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Vi mangler blot at indse, at p * 0

1.82

·Idet an * -1 har vi

Pn * 0 for aIle n. Endvidere g~lder

00

la I -+ 0 ,n fordi

~ la I er konvergent, sA der f~ndes NEE sAledes atn
n=1 1
n > N ~ lanl < ~. Idet logaritmefunktionen er voksende fAs af. (2)

ovenfor for n > N ,

n
loglPJ = log(IPN_1] In

J=N
11 +a II )

J

n
>: log( IPN- 1 1 In

J=N
(1-lall))

J

n

= loglPN-1 1 + ~
j=N

log (1 - 1a I 1 )
J

n
> loglPN-1 I - ~

j=N
21a I I

J

~ loglPN_1
I - 2s ,

hvilket viser at P *0 thi hvis P -+ 0
n

har vi Ip I -+ 0n

hvoraf loglp 1 -+ -00 •n

SlETN!NG 5.2. Hvis talf¢lgen
00

(a )
n

opfylder o < a < 1n
for

n E IN og
00

n
j=1

(1 -a I )

J

~ a erdivergent sa konverg~rerdet uendelige produktnn=1
mod o.

BEVIS. Af (1) far vi for n E IN

n n n
loglp I = log n (1 -a I ) = L log (1-a I ) < - ~ al

n j=1 J j=1 J j=1 J

eller
n

0 <..-,Pn = IPnl < exp(- ~ a I)
j=1 J

hvilket viser at P + 0 ,n
da exp(-x) + 0 for x -+ 00 • II

SlETNING.5.3. Hvis talf¢lgen (an) opfylder an > 0 for n E IN
00

og
00

n
j=1

~ a nn=1
(1 +a I )

J

er divergent sa divergerer det uendelige produkt

mod +00 •

BEVIS. For aIle n E IN g~lder, som man let ser,
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n
L (1 +a .) > 1 + a 1 + ... + an

j=1 J-

hvilket viser sffitningens pastand.

Nogle produktfremstillinger. Der findes som bekendt uendelig mange

primtal.Lad P1,P2,P3' .•• betegne f¢lgen af primtal 2,3,5,7, .••.

Vi skal nu vise Euler's produktfremstilling af zeta-funktionen

(c f . I. 71) •

S~TNING 5.4. For alle a > 1 g~lder

ex> ex>

= n
k=1

BEVIS. Venstresiden er zeta-funktions vffirdi G(a) , altsa

?;; (a) = 1 + 1 + _1_ + ...
2a 3°

hvoraf

-ex _1_ + _1_ + 1
?;; (0) 2 = + ...

20 40 60

og dermed ved subtraktion

-ex
1 1 + _1_?;; (0) (1-2 ) = + + ...

3a Sa

hvor kun de led 1 star tilbage, for hvilke n ikke er delelig
n a

med 2. Videre finder vi

?;; (0) (1-2-°) 3-a 1 + _1_ + 1 += ...
3° gCX 15°

og dermed ved subtraktion

-0 .: -0
1 _1_ + 1 + _1_r; (0) (1-2 ) (1-3 ) = + - + ...

Sa 7° 11 a

1hvor kun de led star tilbage, for hvilke n hverken er delelig
na

med 2 eller med 3. SAledes forts~ttes, og efter k skridt finder vi

1 + + ...
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andet led i summen oven-

ikke er delelign1hvor kun de led stAr tilbage, for hvilke
nex

med noget af primtallene P1,P2, ... ,Pk

-ex -exo <\ r.; (ex) (1 - 2J ... (1 -Pk ) - 1 <
00

og derfor g~lderfor er altsa

hvilket viser, at

-ex -exr; (ex) (1 - 2 ) .. ~ (1 -Pk ) .... 1 for k .... 00

eller anderledes sagt, at det uendelige produkt

konvergent med v~rdi
1

r; (ex) ,

00

-exn (1-Pk )
k=1

hvilket viser pAstanden. n

er

Korollar 5.5. Den uendelige r~kke

00

L 1 er divergent.
k=1 Pk

00

BEVIS. Beviset f¢res indirekte. Antag altsa, at L 1 er konver-
k=1 Pk 00

gent. Sa fas af S~tning 5.1, at det uendelige produkt n (1 __1_)
k=1 Pk

er konvergent med v~rd~ a * 0 (altsa a > 0) • Dermed er det

og derfor for

For hvert1
konve~gent med v~rdi 'a

(1-' -ex) -1 < (1 -P
k-

1 ) -1,.-I\

00

n (1 __1 ) - 1
k=1 Pk

ex > 1 har vi

uendelige produkt

k E IN og hvert

n E IN

-1 -1
(1-Pk ) •

Lader vi n .... 00 fas herafr;(ex)

n
< n

k=1

1
< a ' hvilket giver den s¢gte mod-

strid, idet (se s~de 1.71)

lim r; (ex) = 1 im()( ~1 + e (o ) 1)}1 = +00 • n
ex~1 ex-+1 '

BEMlERKN1NG. Vi ncevner uden bevLs enanden produktfremstilling, der

ogs.a skyldes Euler, nemlig at

00

sin x = x n
n=1

2(1 -_x \
. 2 2)

n. TT

for x E JR.

For TT
X = "2 fas heraf det af Wallis (1655) fundne produkt
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oo
(1 __1_ \

oo
(2n-1) (2n+1)1 TI n TI n= 2" = "2

n=1 \ 4n2) n=1 Zri- 2n

eller
co

Zri- 2n 2·2 4·4 6·6TI n2" = (2n-1) (2n+1 ) = 1:) .
3·5

.
5·7n=1

Lidt historie. Indf¢relsen af differential- og integralregningen

med dens "infinitesimaler" og opdagelsen af rcekkeudviklingerne for

de elementcere funktioner, som i hovedsagen gar tilbage til Leibniz

(1646-1716) og Newton (1643-1727), ~jorde en prcecisering af konver

gensbegrebet for f¢lgerog rcekkerpAtr~ngende.

Det var dog f¢rst Cauchy (1789-1857), der skaffede fastere grund

under f¢dderne med. "Cours d' analyse" fra 1821. Ind'en da havde "man ar

bejdet "intuitivt" med begreberne, og for det meste pa en made, der

kan "bringes i orden", og derfor gav "korrekte" resultater. F.eks.

gar integral kriteriet tilbage til Euler (1707-1783). Der var dog

ogsa "svipsere". F.eks. skrev man (nogle):

1-1+1-1+

og

1+2+4+8+ ... = -1

Dette er meningsl¢st; rcekkerne er ikke konvergente, da det alminde

Ld.qe led ikke gar mod o. Men det kan veer e instruktivt at se hvilke

grunde man angav til disse "identiteter": For x E ]-1,1[ gcelder

(kvotientrcekke med kvotient x) ligningen

2 1
1+x+x + ... = 1~x ' (* )

og indscetter man x = -1 pa begge sider heraf, fas den f¢rste lig

ning, og indscettes x = 2 fAs (!) den anden ligning.

"Fejlen" bes t ar nat.urLf.qvLs i at slutte fra, at de to udtryk i

(*) er ens for visse vcerdier af x (xE]-1,1 [) til, at de er ens for

andre (f.eks. x = -1 og x = 2)
oo

Medens mange f¢lte det naturligt at tillCEgge 2: (_1)n-1 vCErdi
n=1

en~, idet afsnitsf¢lgen er (1,0,1,0, ... ) sam "svinger" omkring

1vcerdien ~, var de fleste skeptiske med hensyn t~l

oo

L (2)n-1 = -1 ,
n=1

da aIle rcekkens led er positive og den pastaede "sum" negativ (!).

Cauchy's gennembrud bestod f¢rst og frermnest i, at han gav en

prcecis (verbal) definition af begrebet konvergent talf¢lge. Herud-
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fra kunne han sa definere konvergens og absolut konvergens af uende

lige r~kker, og udledemange af de resultater som vi har m¢dt i det

foregaende. Af s~rlig betydning er det almindelig~ konvergensprincip

(S~tning 2.9), at enhver Cauchy-f¢lge er konvergent, som Cauchy h~v

dede var "indlysende". Som vi· har set bygger detalmindelige konver

gensprincip pa fundamentale egenskaber ved de reelletal, egenskaber

som pa Cauchy's tid endnu ikke var pr~cist formulerede, men vel nok

"kendte". Dette blev bragt i orden i sidstefjerdedel af 18-hundred

tallet og pa sarrune tid gav Weierstrass (1815-1897) den g-N defini

tion pa konvergens som vi har benyttet her.
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p I q Ir p A' q A r

s s s s
s s f f
s f s f
s f f f
f s s f
f s f f
f f s f
f f f f

I.O.1~ Vis, ved at opskrive sandhedstabellerne de pA side 1.2 an

givne udsagnslogiske ~kvivalenser.

1.0.2. Vis, at konnektivet v kan udtrykkes ved konnektiverne-'

og =>, og udtryk derefter ko.nnektiverne. /\ og <=> alene ved'"

og => •

1.0.3. Sandhedstabellen for et udsagn der er opbygget af tre

udsagn p, q og .r har 8ind-·.

gangesvarende til de 8 kombi-.

nationer af sandhedsv~rdier.

Find sandhedstabellerne for

f¢lgende udsagn

1) (P/\'q) => r ,

2 ) (q/\ ' r) => p

3) P v q v r •

1.0.4. Ved universitetet i Tbilisi afholdes for 1. Ars studerende

et kursus i fysik, et i datalogi og et i matematik med f¢lgende

studieordning:

§1. Hvis en student f¢lgerfysik-, ,m(~n.,,_,ikke' data LoqLe-kuzaus

skal han/hun f¢lge matematikkursus.

§2. Hvis han/hunf¢lger datalogikursus, men ikke matertlatikkur

sus sA skal han/hun f¢lge fysikkursus.

§3. Han/hun skal f¢lge fysik-, datalogi- eller ma t.ema t.Lkku r sus .

Kan man om en student, der lceser efter denne studieordning slut

te: "Han/hun f¢lger fysik- og da t.oLoqLe-kursu.s , eller matematikkur-

s us ,

(Vink: Benyt den foreg&ende opgave.)

1.0.5. Tre darner var inde i en rarrunebutik. Samtidig var der i bu

tikken tre herrer med samme navne som damerne, nemligAndersen, L,ar

sen og Svendsen. Af herrerne var den ene konsul,. den anden Lek t.or .

og den tredie direkt¢r.

FruAndersen boede pA Christianshavn.

Direkt¢ren boedepA Vesterbro.

Fru Svendsen k¢bte to rammer.

Hr. Larsen var h¢jere- end konsulen.

En af darnerne, der ,var nabo til direkt¢ren, k¢bte tre gange

sA mange' rammer som denne.
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Den dame, der havde samme navn somdirekt¢ren, boede i He11e-

rup.

Hvad hed sa, 1ektoren?

(N¢ddekncekkeren. Po1itikens Forlag,.)

1.0.6. Giv et indirekte og et direkte bevis for u1igheden:

{2+(3>3.

1.0.7. For positive ree11e tal a,b gcelder' ulighederne

Jab < ~(a+b) og
i . 2 2

~(a+b) ~ v~(a +b ) .

Giv direkte og indirekte beviser for hver af disse uligheder.

1.0.8. Opskriv rued brug af logiske tegn:
2for, at andengradslign~ngen x +ax+1 = 0

rod, er, at a > 0 "

"en n¢dvendig betinge1se

har en positiv (reel)

1.0.9. Opskriv med brug af logiske tegn: "en n¢dvendig og tilstrcek
2kelig betingelse for, at andengra4s1igningen x +ax+b = 0 har en

2(reel) rod, er, at a -4b > 0 "

1.0.10. Vis ved et induktionsbevis, at for n E:IN gcelder

2221 +2 + •.. +n =
n
L

j=1
j 2 = -t n (n+1) (2n+ 1) •

I • 0 . 11. Vis , at, for n E:IN gcelder

n
L

j=1
j 3 = (1· + 2 +... +n ) 2 1 2 2

= "4 n (n+1) •

1.0.12. Vis, at for n E:IN gcelder

1 1 2 1
1+2'+'. · .+- = - -

- 2n
2n

1.0.13. Vis, at for aIle n E :IN' gcelder at

7 gar op i 11 n - 4n •

(fortscetter)

(et naturligt tal a

e t cE :IN sa a · c =

gar .£E i et naturligt tal

b) •

b hvis der findes
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I. 3 •

(Vink. For n = 1 er 111 - 41
= 7 ° og 7 0 op i 7 Hvisgar .

7 0 op i 11 n 4n for et n E :IN har vigar

11 ri+1 - 4n+1
= 11 n+1 - 11 • 4n + 11.4n - 4.4 n

= 11 (11n-4n) + 4n(11-4)

hvilketviser at 7 g&r op i 11 n+1 - 4n+ 1

nu ved princippet om matematisk induktion.)

Beviset afsluttes

1.0.14 .. Vis, at 36 gar op i
n7 -6n.;..1 for n = 2,3,4, .•.•

I . 0 . 1" 5 • Lad

f: X ~ Y og

injektiv sa er

g surjektiv.

X, Y og Z VCEre ikke tamme mCEngder og lad

g: Y ~ Z VCEre afbildninger. Vis, at hvis g 0 f er

f injektiv og, at hvis g 0 f er surjektiv sa er

1.0.16. Lad X VCEre en ikke tom m~ngde. DelmCEngder

er ens hvis de indeholder desanune elementer,og et

A1 = A2 f¢res cfte ved at godtg¢re 1) A1 ~ A2 og

(altsa i ord: 1) at hvert element af A
1

er element

2) hvert element af A2 er element af A
1

) .

Vis, at dualitetslovene side 1.7 gCE1der.

A
1

, A2
af X

bevis for at

2) A
2

c A1
af A2

, og

1.0.17. Lad f: X ~ Y vCEreenafbildning af mCEngden X ind i

mCEngden Y .

Vis, de pa side 1.17 anf¢rte ligninger for originalmCEngder

(f-1 (B
1

nB
2

) = f-1 (B
1

) n f-1 (B
2

) etc.).

1.0.18. Vis, at afbildningen j: JNOxJNO ~ IN"O

j(x,y) = ~(x+y) (x+y+1)+x

er bijektiv og svarer til den pa figu

ren angivne nummerering af JNOx JNO .

Vink. Vis, at j (0,0) = 0 og at hvis

j (x ,y) = n for et n E IN sa gce1der

(y=o ~ j(O,x+1) = n+1) og

(y>O. j (x+1,y-1) = n+1) •
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1.0.19. Lad X v~re en uendelig m~ngde.

Vis, at for enhver endelig de~~ngde{a1,a2,.•. ,an} eX er

X og x,{a
1

, ••• ,an} ekvipotente.

1.0.20. Lad H v~reet hotel med uendeLig mange v~relser og an

tag at allev~relser er optaget. Pr¢v at skaffe plads pA hotellet

til et numerabelt rejseselskab ved at flytte rundt pA g~sterne.

1.0.21 . Vis, at m~ngden A af funktioner f·· JR ~ JR - indeholder

en med JR ekvipotent m~ngde, men ikkeselv er ekvipotent mad JR.

Vink. Hvisdelm~ngden B af A er ekvipotent med _IR, og

x ~ g er en bijektiv. afbildning af JR pA B, v i L den vedx

f(x) = gx(x.) + 1. for x E JR,

definerede funktion f:JR ~ JR ikke tilh¢re B.

2
.x < 2}

x E E}
-{x € Q

{,x7+1

(h)

(e)

(f)

(i)

[0,1] ,

[0,1 [ ,

Ii I n E:IN} ,

l:+~ I n E :IN}

(b)

(a)

(c)

(d)

I .1 . 1. Unders¢g for hver af nedenstAende de Imamqde.r af lR om

den er opad eller nedad begr~nset, angiv supremum og infimum og

unders¢g am der findes maksimum henholdsvis minimum.
n

{n+ (-1 ) I n E :IN} ,
n

3
{x E JR x < 8}

1.1 .2. Lad A og B veere ikke tomme deImeenqder af JR*, og an-

tag A G· B .
Vis, at sup A < sup B og inf A > inf B .-
Vis, at hvis A og B begge har et maksimum 0 gceldersa

max A < max B

Giv eksempler pA meenqde.r A c B c JR*

sup B og inf A = inf B .

hvor A * B og sup A =

1.1.3. Lad A og B v~re ikke tomme delm~ngder af JR*

at Va E A Vb E B: a < b .

Vis, at sup A < inf B .

og antag

(fortscetter)
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Giv eksempler pa m~ngder A,B c E*

1) Va E A Vb E B: a < b .

2) sup A = inf B .

0velser 1.5.

for hvilke

1.1 .4. Lad A veere en ikke-tom de.Imzenqde af JR+. Vis, at

inf A > 0 .

1.1.5. Find supremum og infimum for meengden

Harm~ngden maksimum og/eller minimum?

1. 1 .6. For vilkarligeikketomrne delmeengder af JR defineres

m~ngden A+B ved

A+B = {a+b I a E A , b € B} .

Vis, at der gcelder

sup (A+B) =,"~;:sup, A + sup, B.,-, Ln f (A+B) = .Lnf A + inf B

Vis, at hvis A og B begge har et maksimum sa har A+B et

maksimumog der g~lder

max {A+B) = max A + max B •

Vis, at hvis A+B har et maksimum sa har bade A og B et maksi-

mum.

1 • 1 • 7 • Lad A c:rn. vzer'e en. ikke torn mzenqde og lad \ E JR. Vi

definerer m~ngden AA ved

\A ={\a la E A} .

Pr¢v at udtrykke sup(\A) og inf(\A) ved sup A og inf A

samt A •
Vink. Resultaterne afli~n~er afbeliggenheden af A og \ i forhold

til O.

1.1 .8. Lad M c JR veere ikke tom og opad beqr esns et; og lad D
M

betegne mamqden af ikke tomme delmeengd.er af M. Vi s~tter
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M* = {sup M I 1 M I E D
M}

•

Vis, at

sup M* = sup M

og at M* har et maksimum.

I.1.9. Find supremum og infimum for hver af mcengderne

{x2
+y x E· [-~, 1] y E r 1Jl, L0'2 I ,

f 2+ 2 E [-~, 1] Y E f 1f}LX y x , L0'2L ,

f 2 2:
x E [-~, 1] y E ] 0,~[}LX -y ,

{x2 -sy . 1·- x E ]-~, 1] , y E ] 0,~[} ,

og unders¢g om der findes maksimurn, henholdsvis minimum.

I.1.10. Lad A~ ]O,oo[ vcere ikke tom.

Vis, at mcengden

A I~ = {x E JR 'I 1-, E A} ,x

er opad begrcenset hvis og kun, hvis inf A > 0, og at i sA fald

1
sup AI = inf A

Vis, at AI har et maksimum hvis og kun hvis A har et minimum

min A (>0), og at i sA fald

max AI = 1
min A

I.1.11. Lad M betegne mcengden af arealer for trekanter, der er

indskrevet i en fast cirkel med radius r > O. Find sup M og

inf M og unders¢g om M har maksimum,

henholdsvis minimum.

Vink. Man kan benytte at for faste

punkter A og B pA cirkelperiferien

viI trekanten ABC med st¢rst areal

vcere den hvor C ligger pa midtnorma

len for AB og den·-irJ.celig.s,te~'_;"af.;,bu:,~rne

~

AB .

c



Mat 102, 1980/81 0velser 1.7.

I. 1 • 1 2 •. Samme som foreg aende opgave, hvor M nu er miEngden af

arealer for firkanter ·indskrevet i cirklen med radius r > 0 .

sa det for a Ll.e n E IN med
1
~ < e for aIle n
n

(sam vi skal finde). Lad as starte med

For givne tal e > 0 og n E:IN ser

1.2'.1. Vis,at lim -; = 0 •
n~ n

Det drej er sig om a t vise, at der til hve.rt e > 0 kan findes

et N E. :IN (som a fheenqer af e )
1n > N giE1der at I~ - 01 < e, altsaat

n
st¢rre·end eller lig et N

at indse hvornar ~ < e
n 1 2

hvis og kun hvis - < n altsa hvis og kun hvis
e

1vi at - < e.-2If n;
V~ < n (positiv kvadratrod). Vi gcetter derfor pa at N E IN kan

b~UgeS (svarendetil et givet e > 0) hvis blot N > Jt. Et

PfiEc+s~ bevis kan f.eks. se ud pa f¢lgende made:

Lad e >0 ViEre givet. Lad N E IN vzare valgt sa N > 4e
(hvilket er muligt). For hvert n E Jr:\I sam opfylder n > N har

vi da
~

I~ 01 1 1- = "2 <
N

2 < = e- (ft\2n n

1 e)
hvilket viser, at.-- lim 2 = 0

n-+oo n

I 2 2 V " . t I" 3n+1 3
• •• lS, a 1m 7n-4 = 7 ·

n~

Lad os'starte med at unders¢ge, for et e > 0, for hvilke

n E IN der giElder a t I~~~1 - tI < e, altsa hvor'na r

1
7 ( 3n+1 ) - 3 (7n - 4 ) \ = I 19 I

7 (7n-4) 7 (7n-4) < e •

Et givet n E IN opfylder denne ulighed hvis og kun hvis 7n-4 =

17n-4 I > 7
1•ge I altsa hvis og kun hvis n > t(71.g

e + 4). Et precLs t;

bevis kan f.eks.se saledes ud:

Lad 0 givet og vcelg N E :IN
0

N 1(~ + 4)e > ViEre sa > 7 ,7. e
(hvilket er muligt) . For aIle n E :IN som opfylder n > N har vi

da at 17n-4( 1 9 og dermed> -
7e

I 3n+1 31 I 1 9 II < 1.2.. 1 =
17n-4 - "7 = 1 (7n-4) 7 1""9 e,

7e
hvi1ket viser at

3n+1 3
lim -- =

7n~4 7·n-+OO
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1.2.3. Giv et preecist bevis for, at

lim 1 0Vfi. = .
n-+oo

1.2.4. Giv et preecist bevis for, at

lim 2n+3 0-2- = .
n-+oo n

1.2.5. Giv et preecist bevis for, at

n+14 1
lim 4n+1 = "4 •
n-+oo

1.2.6. Lad (x n)
veerdi x , og lad

Vis, at hvis
0 geelder >sa x a-

veere en konvergent talf¢lge i m* med greense

a E m* .
x > a (henholdsvis x n < a) for aIle n E illn -
(henholdsvis x < a) .

1.2.7. Lad (a)n
lim a = a (E m)n

og

og

(b) veere konvergente reelle talf¢lger medn
lim b = b (E JR) •nn-+oo n-+oo

Vis, at talf¢lgen (a +b) er konvergent. med greensevcerdi a+b,n n
og at talf¢1gen (a .b) er konvergent med greenseveerdi ab.n n
Vink. Giv preecise beviser.

veere en talf¢lge af tal a * 0 .n
an er konvergent med greenseveerdi

konvergent med gr~nsev~rdi 1a

1.2.8. Lad (a)
n

Vis, at hvis

talf¢lgen (-1-)
n

Vis, at lim a n = 0 hvis og kun hvis lim 1_1_1 =
an-+oo n

a * 0

+00 •

sa er

I . 2.9. Vis, ved hjeelp af opgaverne 1.2.7 og 1.2.8, at

lim 3n+1 3 lim 2n+3 0 lim n+14 1
7n-4 = 7 , --2- = ,

4n+1 = If .
n-+oo n-+oo n n-+oo

1.2.10. Unders¢g om talf¢lgen (a) givet ved
n

an = 6n-10yn ,
5 + sin rt

n
na =n(1+(-1»n

a n

er konvergent i JR, og find i be~reeftende fald greenseveerdien.

1.2.11. Vis, at talf¢lgen (an? givet ved
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1-n
an = 1+n '

1-na =
n 1+n 2 '

a =
n

1+2+ ... +n
2n

a =n

2 -.-
n +4.n+2

n+18

er konvergent i m*, og f~nd gr~nsev~rdien.

1.2.12. Lad (a ) , (b ) og (c ) v~re ta1f¢1ger i m* og an-n n n
tag a < b < c for aIle n , samt, at (a ) og (c ) er

n n n n n
konvergente med lim a = lim c Vis, at lim b = lim an n n n

a .

Vink. Benyt f.eks. 1.2.12.

1.2.14. Vis, at en talf¢lge

kun hvis

(x )n i lR er beqreense t , hvis og

-00 < lim inf x og lim sup x < 00 •n n

1.2.15. Angiv to talf¢lger

at a < b for aIle n og
n n

(a )n og (b )
n i lR som opfylder

1.2.16.
sa . {x

n
Find

lim sup a > lim inf b
n n

Lad (xn)nEill v~re en vilkar1ig f¢lge af rationale tal

n E ill} = Q n [0, 1 .]

lim inf x og lim sup x
n n

1.2.17. Lad .(x )n veere en talf¢lge i lR*. Vis, at

lim.: sup x n
n~

= - lim inf (-x )
n

n~

I .2·.1 8 . Lad (an) og (bn)· veer e talf¢lger i

(a) er konvergent med gr~nsev~rdi a E lR.
n

m og antag at

Vis, at

lim sup (an+bn) =

lim inf (a +b ) =n n

a + lim. sup b
n

a + lim inf b .
n

1.2.19. Find lim inf og lim sup af talf¢lgen

a = (1+(_1)n)n for nE ID.
n

(a) hvorn
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1.2.20. Find lim inf og lim sup af talf¢lgen

n nTT + n+1 sin nna = n+1 cos 2 2n n

1.2.21. Vis, at der for begrcensede talf¢lger (a ) og (b
n

)n.
i :ffi gcelder ulighederne

lim inf a + lim inf b < lim inf (a+b )n n - n n

{lim inf a ' :+,;---lim sup b-
n

b
n

}
<- lim inflim sup a +n n

< lim sup (a+b) < lim sup an + lim sup an n n

1.2.,22. Vis, at en talf¢lge (xn) i JR* er konvergent med

grcensevcerdien x E :ffi* I hvis og kun hvis enhver delf¢lge af

har en delf¢lge, der er konvergent med grcensevcerdien x.

(x )
n

1.2.23. Find aIle fortcetningspunkter for talf¢lgerne

:ffi* , hvor

(a )
n i

(an) = (1,2, 3 , 4 , '. . · )

(an) = (sin n;) .

(an) = (0,1,--1,2,-2, ••• ) ,

1.2.24. Angiv en talf¢lge der netop har punkterne '{1,2,3,4}

som fortcetningspunkter.

1.2.25. Angiv en talf¢lge der netop har aIle de naturlige tal som

fortcetningspunkter.

1.2.26'. Vis, at hvis talf¢lgen

er lim x fortcetningspunkt for
n

(x) i
n

(x ) •n

er konvergent sa

1.2.27. Vis, at hvis talf¢lgen

enhver delf¢lge (x n) af (x'n)
p

(x) i JR* er konvergent sa er
n

konvergent og

lim x
p-+oo n p

= lim x nn-+oo

1.2.28,. Vis, at en fundamentalf¢lge (x )
n

i :ffi er begrcenset.
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1.2 ..29. Giv et eksempe1 pa en ta1f¢1ge

skaberne

0ve1ser 1.11.

(x) i IR med egenn

1 ) for hvert g > 0 findes N E:R'1 sa det for aIle n E IN

med n > N g~1der at Ixri+1-xnl < g ,

2) (x) er ikke en fundamenta1f¢lge.n

1.2.30. Lad (a ) v~re en ta1f¢lge i JR og seet
n

1 n 1b = L a. = -(a
1+.,

... +a ) for n E Jl\I.n n j=1 J n n

Vis, at hvis (a ) konvergent med gr~nsev~rd'i E JR
0er a sa ern

(bn ) konvergent med gr~nsevcerdi a Giv et eksempel 0 en di-. pa

vergent f¢lge (a ) for hvilken f¢lgen (b
n

) er konvergent.n

1.2.31. Vis, at for hvert x E JR er talf¢lgen {~~) konvergent

med gr~nsev~rdi o.

1.2.32. Lad ta1f¢1gen (a ) i JR veere givet ved
n

2 1 + 1 for n E :INa
1 = og a n+1 = 2" a -n an

Vis, at (an) er da1ende og find dens gr~nsev~rdi.

1.2.33. Lad (a E JR+ I n E Jl\I) vcere givet vedn

'12
2 + 2 for E :R'1a

1
= og a

n+1 = an n ~

Vis, at (a ) er stigende og find dens grcensev~rdi.
n

1.,2. 34. Idet 0 < a < b < +00, defineres det ari tmetiske middel

tal A(a,b) , .det geometriske middeltal G(a,b) ogdet harmoniske

middeltal H(a,b) ved

1A(a,b) = ~(a,b) ,G(a,b) =

Vis, at der g~1der

'lab , H(a,b)
2ab
a+b ·

a < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < b ..

Idet 0 < a
1

< b
1

< 00 s~ttes.· for n.E Jl\I

og b = A(a ,b )n n n
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Vis, at (a )n er stigende og at (b " )
-'n er dalende, og at

1.2.35. Lad (a) v~re en reel talf¢lge for hvilkeQ det g~ldern
at a for n = 2,3, .•. tilh¢rer det Abne interval med ende-n+1
punkterne a 1 og an- n

Vis, at delf¢lgerne (a 2n) og (a2n - 1 ) er monotone.

Vis, at (an) er konverqent; hv.l s og .kun hvis

lim (an+1-an ) = 0 ·
n-+aJ

1 tilfceldet

n =. 2,3, .'..

= 1
]1

og a n+1 = ~(an+an-1) for

~ ~(1_(_~)n-1\ for 2 3 43\ 2, j , n = , , , •••a
n

vis,-at,

lim a nog find
n~oo

1.2. 36. Idet talf¢lgen (an E JR+ I n E :IN)

betingelsen

antages at opfylde

skal man vise at

a n+ 2 ,= a n +1 + an for n E IN ,

(an+1 '\ ',----j er konvergent, og finde grcensev~rdien.

\ an nElli

1.3.1. Lad (an) og (bn ) va!re konvergente komplekse talf¢lger

med grcensev~rdier a og b •

Vis, at f¢lgerne (an+bn ) og (anbn ) er konvergente med green

sevcerdier a+b og ab.

Vis, at f¢lgen (a-) (kompleks konjugering) er konvergent medn
greenseveerdi a.

Vis, at hvis a =1= 0 for aIle n E lli'
0 f¢lgen ( 1 ) kon-sa er \an

n
vergent hvis og kun hvis a =1= 0 , og at i bekreeftende fald g~lder

lim 1 1- = -a an-+aJ n

a sA er

1.3.2. Lad (an) veere en kompleks talf¢lge.

Vis, at hvis (an) er konvergent med grcensevcerdi

den reelle talf¢lge (Ianl) konvergent medgr~nseveerdi

Antag nu at (Ianl) er konvergent med greensevcerdi

Kan man slutte 'at f¢lgen (an) er konvergent?

I al

r > 0 •
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1.3.3. Som s~dvanlig betegner Arg z for z E ¢'{O} hovedargu

mentet E ]-n,n] for z.

Angiv en kompleks talf¢1ge (an) med egenskaberne

1 ) a * 0 for alle n,n
2) a -+ a E <C"{0 }

n

3) f¢lgen (Arg a)- er ikke konvergent med gr~nsev~rdi Arg a .n

1.3.4. Lad (an) v~re en konvergent kompleks talf¢lge af tal

a * 0 med gr~nsev~rdi a * 0 .n
Vis, at hvis Arg a * n sa g~lder

lim Arg a = Arg a .nn-+oo

Vink. Udnyt, at hvis

er et interval omkring Arg a

sa er m~ngden

lig det skraverede omradepa tegn,ingen.,

1.3.5. Lad (a)' v~re en kompleks talf¢lge af tal
n

antag at de reelle talf¢lger (Arg an) og ((ani)

vergente.

a * 0 ogn
b.egge er kon-

Vis, at (a )n er konvergent og find gr~nsev~rdien.

I. 3. 6 • For hvert z E ec,{O} fin.des pzteci.s et tal z I E ce,{ O}
n n 2med Arg Zl E ]-~,~] sa (zl) = Z (en kvadratrod af z) .

Vis, at hvis (a.) er en konvergent kompleks talf¢lge at taln
a * 0 med egenskabernen

1 ) lim a = a * 0nn-+co
2) Arg a * n

sa er f¢lgen (a ') konvergent med grcensevcerdi a l
•n

1.3.7. Udf¢r beviset for S~tning 3.3.
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1.4.1. Bevis, at r~kken

00 1
~ -- er divergent.

n=1 n+ vn

co '.
-- 2 ,-1

}:"J2'n -Vll>
n=1

0ve1ser 1.14.

1.4.2. Bevis, at r~kkerne

vergente.

00 2
~ nn l

' 2- n og
n=1

00 ( I) 2L n.
n=1 (2n) !

begge er kon-

1.4.3. Unders¢g, hv~lke af de tr~, r~kker

00

n!
00 2n

I
00 3n

I

~ ~
n.

~
n.

n:::1: n n=1 n
n=1

n
n ' n n

der er konvergente.

1.4.4. Unders¢g, hvilke af de tre r~kker

00 3 00
2n 00

2n +n 2
L

n log (n+1 )
~ 1;7 -' ,

n=1 2n n=1 n n=1 3n

der er konvergente.

1.4.5. Bevis, at r~kkerne

er konvergente.

1.4.6. Bevis', at rcekkerne

00

~

n=2
og ~ (log n\n

n=2 \ n )
begge

00 (-1) n-1
L

n=1 vn
00 (_1)n
~

n=2 log n '

00 (_1)n-1
L log log n

n=3

er konvergente, men ikke absolut konvergente.

1.4.7. Lad (an) v~re en aftagende f¢lge af positive -reelle tal,
00

og ahtag at rcekken ~ a
nn=1

Vis, at na ~ a forn
Vink. Udsnitskriteri~t.

er konvergent.

n ~ 00 •

Giv et eksempel pa en aftagende. f¢lge '(a) af positive reelle
n

tal, for hvilken na -+ 0 for n -+ 00, og r.cekkenn

~

n=1
a

n
er divergent.

1.4.8. Vis, at hvis (an) er en aftagende f¢lge af positive
."

reelle tal sa
00

~

n=1
a n erkonvergent sa gcelder
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00

~

n=1
a n =

00

00

1.4.9. Vis, at r~kken ~ a er absolut konvergent, hvis
n=1 n

(n+2) I a n+1 I ~ n I an I for ethvert n E ::IN.

er absolut konvergent, da er r~kken

lut konvergent.

1.4.10.

hvilken

Lad f: E ~ E v~re en .i 0 differentiabe~.funktion, for
00

f(O) = O. Vis, at hvis r~kken ~ a med reelle led
00 n=1 n
~ f(an) ligeledes abso

n=1

1.4.11. Unders¢g for hver af nedenstaende r~kker, om den er kon

vergent eller divergent

(e) ~ sin n
n=1

(a)

(c)

(g)

(i)

00

~ 1
n=1 log 2 log 3 •.• 1og(n+1)

00 (-1 )n
~ n

n=2 log 2 -log 3+ ... + (-1) log n

00

00

~ 1
n=2 [log n]2

00

L log[ (1+*) n]
n=1

(b)

(d)

(h)

(j )

00

1
~ n

n=1 [log(n+1)]

00

1
~

n=1 n log (1 +1)
n

00

(sin n) 2~

n=1

00

(nvn_1 , 2
~

n=1

00 (n ! ) 3
~

n=1
(2n) !

(k)
00

~

n=1
(!I+n2-n) (1)

00

~

n=1

er konvergent, hvis1
00

~

n=2 n(log n)a

a < 1 •

Bevis, at r~kken

og divergent, hvisa > 1 ,

1.4.12.

1.4.13. Bevis, at talf¢lgen a 2,a3, ... ,an , ••• , hvor

1 1
an = 2 log 2 + 3 log 3 + .•. + 1 - log log n ,n log n

er konvergent.
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00

1.4.14. Vis, at hvis r~kken ~ a har begr~nset afsnitsf¢lgenn=1
s = a1+~ .. +a , d.v.s. der findes et M, s~ at Is I =n n n
la1+ ... +anl ~ M for ethvert n, og b 1 , b 2 , ... er en aftagende

f¢lge af pos~tive reelle tal med gr~nsev~rdi 0, da er r~kken

00

Vink • Bevis ogudnyt .orrisk.rLvnLnqeri..

z
n=1

a b
n n

konvergent.

+ ••• + s . 1 (b 1 -b ) + s bn- n- n n n

1.4.15.

x E lR.

Vis, at r~kken

00

~

n=1

sin nx---n
er konvergent for ethvert

Vink. Benyt forrige opgave.

00

a
n

v~re en reel talf¢lge. Vis, at r~kken(a )
nLad1.4.16. ~

n=1
er absolut konvergent hvis og kun hvis det for enhver delf¢lge

00

(a ) af (a) g~lder at r~kken ~ a er konvergent.
np n p=1 n p

kan omordnes til en konvergent r~kke med sum a.

1.4.17. Lad a E JR • Vis, at den uendelige r~kke

00

~

n=1
(_1)n-1 1

n

00

1.4.18. Lad ~ a v~re en konvergent uendelig r~kke med sum
n=1 n

s , og lad T: IN -+ :IN v~re en bijektiv afbildning med egenskaben

Sup{IT(n)-nl n E IN} < 00 •

00

Vis, at den u~ndelige r~kke ~

n=1
a

T (n)
er konvergent med sum s .

00

Lad ~ a v~re absolut konvergent med sum A og lad
n=O n

v~re konvergent med sum B. Vis at Cauchy produktr~kken

00

1.4.19.

~ b
n=O n
er konvergent med sum AB .

(Vink. Med betegnelserne

n n n
c = ~ a ..bn-j ; A = ~ a. ; B = ~ b. d = B-Bn j=O J n j=O J n j=O J n n

for n = 0" 1 , 2, ... g~lder omskrivningen

n
~

j=O
= A B-(aOd + ... +a dO)n n n

(forts~tter)
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Leddet i parentes kan vurderes idet . d ~ 0 for n ~ 00 og
n

00

L
n=O

a n er abso1ut konvergent.)

I.5.1. Bestem konvergensforho1dene for de uende1ige produkter

00 (1-1\
00

(1--;)
00 (1+1\n n n

n=2 \ n) n=2 n n=1 \ n)

00

(1+-;)
00

(n3-1\ 00

n n n x
;

'n3+1) cos -
n=1 n=2 n=1 nn

00

I.5.2. Vis, at n (1+an) er konvergent for 0 < a < 1 .
n=1

l.5.3. Vis, at f.o r x E JR gcelder

00

sin x = x n
n=1

I .5. 4 . Vis, a t for x E ill. gce1der

00

cos x = n
n=1

'-'~2

(
1 _ 4x )

(2n-1)2 TT2-

Vink. Benyt den (ubeviste) produktfremstilling for sin x der

er anf¢rt side I.84.
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§1. Metriske rum.

11.1

I denne paragraf skal vi indlf¢re en abstrakt begrebsrarrune for

studiet af konvergens og kontinuitet, nemlig teorienfor de metri

ske rum. Vi konuner' til at benytte en geometrisk prceget sprogbrug

og taler sAledes om punkter,a£stande, kugler o.s.v. Dette glose

v~lg henter sin inspirationfra et v~gtigt specialtilf~lde, som vi

starter med.

Euklidisk afstand i talrummene. For et naturligt tal k·~:IN be

tegner JRk :mcengden af ordnede k-scet ~ = (X1 ' ... ,xk) af reelle

tal. Elementerne i JRk kan pa naturlig made adderes

k
(x, Y E JR )

og skalarmultipliceres

k
(A E JR, ~ E ]R ) ,

og udstyret med disse operationer er JRk et vektorrum over JR,

det k-dimensionale reelle talrum JRk

(0,0, ... ,0)

Nulvektoren er ~ =

Endvidere er der for k = 1,2,3 defineret en l~ngde II xII af

kelementerne x E JR , nemlig

og

II~II = l, x 11
2 2 kII_xII = (x +x ) 2
1 2

for

for

1x = (x1' ) E JR

2x = (x
1,x2

) E JR

2 2 2
1

'k 3
II x] = (x1+x2+x3 r 2 for ~ = (x1 ,x2 ' x 3) E JR

Idet JR, JR2 og JR3 opfattes s om modeller af en linie, en plan

og .r ummet; er denanskuelige betydning af t.a Ll.e t, II ~II l~ngden af

liniestykket eller'vektGr'en,. der c·f0rbinder punkt.errie O' og x I

eller anderledes ,s·agt afstandenmellem '0 og x .

I almindelighed definerer vi for k E ~

kx E :ill. " som tallet

l~ngden II xII af
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II~U
= (k 2\~

\
L X.)-

i=1 1

hvor k
. x = (x1 ' . . . , X k ) E JR •

For ~,y E JRk, k E :IN, kaldes talletll ~-yll (= II y-~II ) for

afs.tanden mellem x Q.g y, altsa

( k 2\~
II ~-yU.. = \. L (x. -y I) )

· 1 1 11=
for k

~,Y E JR •

Dette afstandsbegreb har'f¢lgende egenskaber:

I. For aIle ~,y E :mk er afstanden me Ll.em x og x. >_.0-

og - - 0 hvis og kun hvis x = y .
II. For x E ::mk ' og It E JR gcelder: II A~II = I AI II~II

III. For alle c ~,y,~ E JRk gcelder

II~-yll < II x-~II + II~-yll , (1 )

a Lt.s a "'. afstanden mellem x og y ermindre end eller lig sununen

af afstandenemellem x -og z og mellem Z og y ..

EgenskabenIII udtrykker det velkendte, at £or en trekant er

lcengdenaf en vilkarlLg af si-

derne mindre ~nd'el1er 1ig sum-

men af de to andre. siders lcengde,

oq ulLgheden (1) ka1des derfor

trekantsuligheden.

Det er umiddelbart at. veri.fLoer e egenskaberne log" II ud fra defi-

ni tionen af II~-yll • For ati.ndse III vd.L vi benytte Cauchy-

Schwarz's ulighed:

For ~,£ E JRk gcelder:

I

k I (k 2\~ (k 2)~L alb. < La.) L b.
i=1 1 1 - i=1 1 i=1 1 •

Ladnernlig ~,£ E JRk. Sa har vi

(2)
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k k 2
o <. L L ( a . b .-a .b . )

i=1 j =1 1 J J 1

k k 2 2 2 2= L L (a.b.+a~b.-2a.a.b.b.)
i=1 j =1 1 J ] 1 1 J 1 J

11.3

k
2

k
b~= 2 L a. L

i=1 1 j=1 J

( k \2
2\ L a.b.)

'i=1 1 1

hvilket viser (2).

Af Cauchy-Schwa-rz's ulighed fas derefter for k
~.:,£ E JR .at ,

k 2
L (a. +b . )

i=1 1 1

k 2
== La-I +

i=1 1

k
Lb~ + 2

· 1 1.1=

k
L a.b.

1 1i=1

altsa ved kvadratrodsuddragning

II a +bll < II a II + II £ II ,

og ved at s~tte a = x-z og b = ~-Y' fas sa

II~-yll = II a--b l < II all + 11£11 = II~-~II + II~-y,ll,

hvilket netop er trekantsuligheden (1).

Definition og·eksempler. Det vil senere fa betydning at kunne tale

om indbyrdes afstand for andre objekter end punkter i talrununene,

og nedenstaende tre simple egenskaber ved afstandsbegrebet er nok

til at fa hele teorien til at fungere.

Lad M v~re en ikke' tomm~ngde.

DEFINITION. Ved en metrik eller afstandsfunktion i M forstas en'

afbildning d: MxM ~, .JR, for hvd Lkeri der for v.i Lka r Ldqe elementer

x,y,z E M g~lder
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(1) d(x,y) > 0, og = 0 hvis og kun hvis x = Y ,

(2) d(x,y) = d(y,x)

(3) d Cx sz) < d Ixvy ). + d(y,z) .

11.4

En mcengde M hvori ·der er defineret enmetrik d kaldes et

·metrisk rum, og elementerne af M kaldes punkter. 0nsker man i

betegnelsen for mcengden at anfere afstandsfunktionens navn,taler

man om detmetriske rum (M, d)" og mcengden M .kaLdes ofte den

underliggendemceng.de. Funktionsvcerdien d(x, y) kaldes afstanden

fra .x til yeller, under hensyn til synunetribetingelsen (2),

afstanden mellem x og y. Uligheden (3) kaldes trek,antsu.ligheden.

Ved induktion ses let, at der forvilkarlige punkter

x 1 ., · • · ,xn (n > 2) i et metrisk rum (M, d) gcelder

EKSEMPEL. Vi scetter (M = JR)

d(x,y) = Ix-yl for x,y E~,

og det er umiddelbart at ga efter, at (JR., d) er et metrisk rum.

Tallet d (x,y) ,er simpelthen lcengden af . liniestykket fra x til

y pa tallinien ,og svar e r s aLedes til det scedvanlige afs t andsbe-:

greb i JR. Metrikken d kaldes den scedvanlige afstandsfunktion

i ~.

EKSEMPEL. Vi scetter (M = ¢)

d(z,z·') = Iz-z'l for z,z' E ~ ,

og det ses let, at (<C,d) er etmetrisk. r'um., Tallet

her lcengden af 1in~estykket der forbinder z og z'

se plan, altsa den scedvanlige afstand mellem z og

EKSEMPEL. Med M =:IR
k

(k EJN) og

d (z , Z I ) er

i den .komp lek-.

z' (i <C)

d(x,y) = IIx-yll for kx,y E JR
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f¢lejer det .a f tidligere resultater (se p. II.2) at (M, d) er

et metrisk rum', JRk forsyne·t med den euklidiske afstand.

For k = 1 og k = 2 giver dette, idet :ffi2 opfattes som

<t , anledning til de seedvanlige afstandsbegreber i JR og <t .

BEMlERKNING. En.ret linie, en plan, og rumrnet er s a Ledes med den

scedvanlige betydningaf ordet afstand metriske rum. Trekantsulig

heden udtrykker,. at surnmen af ·to sideleengder i en trekant mindst

er lig med den tredjesides leengde, idetogs& udartedetrekanter

tages i betragtn±ng. Man ser, at lighedstegneti trekantsuligheden

i disse tilf~lde geelder, hvis og kun· hvispunktet y tilh¢rer

liniestykket med endepunkterne x og z (inklusive x og z)

(hvis x = z ,. menesnaturligvis med liniestykket det pagceldende

punkt). Anskuelsesfigurertil illustration a£·den almene teori teg

nes i reglen, sam am det drejede sig om en plan medden scedvanlige

bety·dn.ing af ordet afs t and ,

Det er imidlertid vigtigt at g¢re sig klart,at elementerne i

den underliggendemeengde i' et metrisk rum kan veere "hvadsomhelst",

ogat afstandsfunktionen ikke beh¢ver at svare til noget nnaturligt"

afstandsbegreb men blot opfylder kravene (1), (2) og (3). Vigtige

eksempler fas hvor M er en meengde af funktioner.

EKSEMPEL. Lad M veere en vilkarlig ikke tom meengde. Vi definerer

d: MxM ~ [O,oo[ ved

{~
for x = y

d(x,y) = x,y E M .
for x =1= y

Det er let at se, at (M, d) er et metrisk 'rum, og (M, d) kaldes

det diskretemetriske rum med underliggendemeengde M .

EKSEMPEL. Lad A veere en ikke tom rneengde og lad M betegne meeng

den. af,begrcensede f.unktioner f·: A ~ JR (f kaldes beg-rcenset hvis

s up ] If (t)1 I tEA} < 00, altsa hvis billedmcengden f (A) er begreen-'

set) .

Ved fasts~ttelsen

d(f,g) = sup{lf(t)-g(t)I It E A} ,
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(dette supremum er ende1igt da f-g er begrcenset) defineres en

afstandsfunktion pA M som ka1des den ·lige1ige e11er uniforme me

trik pA M. Det er nemlig k1art, at d opfylder betinge1serne

(1) og (2), og for f,g,h E M og tEA har vi

If(t)-g(t) I < If(t)-h(t) 1+ Ih(t)-g(t) I

< d(f,h) + d(h,g)

hvoraf

d(f,g) = sup{lf(t)-g(t) I I tEA}

< d(f,h) + d(h,g) ~

hvi1ket viser at.trekantsuligheden er opfy1dt.

Kug.ler 09 begrcensede mcengder. Lad (M,d) vcere et metrisk rum.

DEFINITION. For aE M og r > 0 ka1des mcengden

K(a,'r) = {x E·M 'Id(a,x) < r}

den Abne kug1e med centrum a og radius r, og mcengden

K' (a,r) = {x E M I d(a,x) < r}

ka1desden afsluttede kug1e med centrum a og radius r.

Den Abne kugle K{a,r) bestAr a1tsA af de punkter x E M

for hvLLke den indbyrdesafstand me1lem a og x er skarpt mindre

end r, medens K·' (a,r) bestAr af 'de punkter x E M hvis af-

stand til a er < r ~

EKSEMPLER. 1) I det metriske rum JRk forsynet med den euklidiske

afstand har kug1er f¢lgende udseende:

For k=:1, er K(a,r) simpelthen

det Abne interval ]a-r,a+r[

a-r a a+r og K' (a,r) er det ·tilsvarende

afsluttede interval. [a-r,a+r] .
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medens K' (a,r) er den tilsva-

rende cirkelskive med periferien

r, cirkelperiferien fraregnet,

a og radiusy.§.!! med centrum

For k = 2 er K(a,r) cirke1ski-

medtaget.

For k = 3, er K(a,r) kuglen med

oerrt.rum a og radius r, over-

f1aden fraregnet, medens K' (a,r)

er den tilsvarende kugle hvor

overfladen medtages.

2) For det diskrete' metriske rum (M,d) med underliggende

mcengde M har vi for a E M og r > 0 at

{{:} hvis r < 1 ,-
K(a,r) =

_,Lhvis ,'r > 1 '
og

{tal hvis r < 1 ,
K', (a,r) =

M· hvis r > 1 .-

Kuglerne i (M,d) er saledes aIle etpunktsm~ngder samt hele M.

3) Lad (M,d) v:cere det metriske rum bes t.aende af begrcensede

r.eel~e £;unktioner pa en ikke torn rncengde A . , forsynet med den lige

lige metrik (se p. 11.5).

For. f E M. og ·r >~O bestar den abne kugle K(f,r) af de

funktioner gEM. for hvilke

d(f,g) = sup{lf(t)-g(t)I It E A} < r .

Der gcelder altsa 9 E K(f,r) hvis og ·kun hvis der findes et tal

r' E ] 0', r [ s a

If(t)-g{t)l ~ r' for aile tEA.

Den afsluttede kugle K' (f,r) bestar netop af de funktioner

gEM for hvilke
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If(t)-g(t) I < r for aIle tEA.

11.8

Hvis A = [0,1] og f(t) = ~

for t E [0,1], bes t.a r K' (f,t)

simpelthen af de funktioner

g : [0, 1] -+:ffi hvis graf ligger

ifJdet skraverede felt.

Lad nu igen (M,d) v~re et abstrakt metrisk rum. Det er klart,

at for a E M og 0 < r, < -r ' gcelder

K(a,r) c K(a,r') og K' (a,r) c K' (a,r') ,

x E K (a, r) {::> .d {a" x) < r ~ a E K (x, r) •

Hvis b E K(a,r) , altsA .d(a,b) < r og s E JO,r-d(a~b)] sA

g~lder

K(b,s) ~ K(a,r),

thi hvis x E K(b,s.) , altsA

d(b,x) < s I f&s af trekantsulig-

heden at

d(a,x) < 'd(a,b) + d(bjx) < d(a,b) + s < r ,

altsA x E K(a,r) .

Hvis d(a,b)\~ r+s hvor r,s > 0 s& .g~lder

K(a,r) n K(b,s) = 0 .

Findes nemlig et

x E. K (a, r) n K (b, s) har vi if¢lge

trekantsuligheden
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d(a,b) < d(a,x) + d(x,b) < r+s

hvi1ket· er umuligt.

11.9

DEFINITION. For en ikke tomde1mcengde A af M ka1des ta11et

diam(A) = sup{d(x,y) I x E A AyE A} E [0,00]

for diameteren af A. Hvis diam(A) < +00, siges A ·at vcere be-

grcenset, og A kaldes ubeqrcenset hvis diam(A) = 00 .

Hvis A er begrcenset findes for ethvert a E M en Aben kug1e

K..ca,r) , der indeholder' ..A. Thi scettes 6 = diam (A) og vce1ges

et punkt x E A, gcelder for ethvert punkt yEA, at

d(a,y) ~ d(a,x) + d(x,y) < d(a,x) + 6 .

F¢lge1ig gce1der A c K(a,r) for ethvert r > d(a,x)+o. omvendt;

gce1der, at enhverdelmcengde af en Aben e1ler afs1uttet kug1e er

begrcenset. Thi hvis A c K' (a,r) , gce1der jo for vi1kAr1ige punk

ter x,y E A, at

dIx j y) ~ d(x,a). + d(a,y) < 2r ,

og f¢lgelig gce1der diam(A) < 2r .

Specielt er sA1edes en vi1kArlig delmcengde af et diskret me

trisk rum begrcenset.

Konvergens af.punktf¢lger. En punktf¢lge

(M,d) er en afbi1dning 'af ~ ind i M I

n E ill a1tsA beteg~es x EM.n

(xn) i et metrisk rum

bvor billedet.af

DEFINITION. En punktf¢lge (xn) i (M,d) siges at vcere konvergent

med grcensepunkt x E M, hvisder til hvert E > 0 findes et

N E:IN sA det for aIle n E IN: sam opfylder n > N gcelder at
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aIle x fratrin Nn

11.10

Udsaqrie t er altsa, at der til .1._1.

hver radius g > 0 findes et

nummer N sa x E K(x,g) fra
n

"trin" N.

Punktf¢lgen .(xn) i (M,d). er saledes konvergent med gr~nse

punkt x E M hvis og kun hv~s den reelletalf¢lge (d(x,xn))nEE

er konvergent med gr~nsev~rdi 0 .

En punktf¢lge kan ikke. v~re konvergent med flere forskellige

gr~nsepunkter. Thi hvis punktf¢lgen (x)n er konvergent med gr~n-

sepunktet x og 09sa med gr~nsepunktet Y', findes for ethvert

g > 0 et NO' sa at d(xn,x) < g for aIle n ~ NO' og et

N 1 ' sa at d(xn,y) < g for a Ll.e n ~ N 1 • Da der for a Ll.e '.n

gcelder

s er vi ved at vcelge n = max { NO' N1 } at d (x, y) < 2g. Da e

var et v.i l.kar Ldqt; positivt tal, f¢lger he.raf, idet d(x,y) > 0 ,

at d(x,y) = 0 og altsa x = y .

Nar punktf¢lgen (x)n er konvergent, betegnes dens gr~nsepunkt

for n -+ ex:>

lim x
n

eller lim x
n n

eller lim xIi
n~

Man skriver ogsa x ~ x
n

EKSEMPEL. For JR eller <t udstyret meddescedvanlige metrikker

reducerer begrebet konvergent punktf¢lge' til de tidligere indf¢rte

begreber konvergent reel. e Ll.er kompleks t.aLfe Lqe ,

EKSEMPEL. Lad (M,.d) vcere det diskrete metriskerum .med under

liggende m~ngde M.. En punktf¢lge (x) i (M,d) er konvergentn
med gr~nsepunkt x E M hvis og kun hvis ,x = x fra. et vist trin.

n
Hvis dernemlig findes N E IN" sa X n = x for a Ll.e n E IN" med

n > N er det klart at xn -+ x for n ~ ex:> (der g~lder nemlig
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d(xn,x) = 0 for n > N) . Hvis omvendt xn ~ x for n ~ ~ sa

findes N E:IN" sa

d(x ,x) < ~ for n > N
n

og dermed (da

a1tsa x ='Xn

d(x ,x) = 0 e11er
n

for n > N .

= 1) d (x , x) = 0
n

for n ~ N ,

Abne 09 afs1uttede m~ngder.

DEFINITION. En deLmenqde G af det metriske rum (~~, d) ka1des

aben, hvis der for·ethvert punkt. x E G findes et tal r > 0 ,

saledes at K(x,r) c G .

Enhver aben kug1e K(a,.r) er en aben meenqde (hvi1ket retf~rdig-

g¢r bencevne1sen abenkug1e), thi for ethvert x E K(a,r) gce1der

jo K(x,s) c K(a,r) , nar blot s < r-d'(a,x)

SlETNING 1.1. Systemet af abne delm~ngder af et metrisk rum (M,d)

har f¢lgende egenskaber:

(1) 0· og M. er abne rde1m~ngder af M.

(2) Hv~s {Gi I i·E I} er et vilkar1igt system af abne de1-

meenqde.r af .14 , er foreningsmcengden U{G. liE I}
1

1ige1edes

en aben de1mcengde af M.

(3) Hvis G
1

, ... ,Gn : er ende1igt mange abne delm~ngder af M 1

er f~llesmcengden G1 n ••• n Gn 1ige1edes en aben de1rncengde af M.

(4) Hvis x og y er to forskel1~ge punkter i M, findes

disjunkte abne mrengder G1 og G2 , sa1edes at x E G1 og

y E G2 •

BEVIS.

(2)

x E G.•
1

G. • Da
1

(1) f¢lger umidde1bart af defini t.Lonen ;

Lad E G = U{G. I i E I} Da findes et i E I
0 atx , sa

1

Idet G. er aben, findes et r 0 0 at K(x,r)> , sa c
1 -

G. c G , g~lder a1tsa K(x,r) c G . A1tsa er G aben.
1 -
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(3) Lad x E G = G1 n ••• n Gn .· Da gcelder x E G ..
1

for hvert

i = 1, ... ,n . Da hvert G.
1

er Aben, f&ndestal

(4) Tde t. x =1= y, er r = d(x,y) > 0 •

K(x,~r) og K(y,~r) indeholderhenholdsvis

1, ••. ,n og f¢lgelig K(x,r) ~ G. AltsA er

Scettes r =

for hvert i =

G Aben.

De to Abne kugler

x og y og er dis-

K(x,r) c G._. 1gcelder altsA

sA at K(x,r.) c G. for hvert L = 1, ..• ,n .
1 1

junkte. D ..

KOROLLAR 1. 2 . En delmcengde G af M er aben, hvis og kun hvLs

den er foreningsmcengde afet system af Abne kugler.

BEVIS. (a) Hvis G er foreningsmcengden af et system af Abne

G =U{K(x,r ) I xE G}. IIx

SlETNING 1.3. En punkt.fe Lqe (x )
n i (M, d) er konvergent rned

grcensepunkt x E M hvis og kun hvis der .til enhver Aben rncengde

GeM som indeholder x findes et tal NEill sA

x E G for aIle n > N •n

BEVIS. "hvis II. Specielt findes til hver aben kugle K (x, g) et

N E ::IN' sa x E K (x, g)n for n > N , hvilket viser, at x ~ x
n

for x ~ 00 •n

"kun hvis". Antag x n ~ x for n ~ 00 og lad G vcere en

Aben mcengde sam indeholder 'x. Der findes sA g > 0 sA

K(x,e) c G og videre et N E::IN' sA

x E K(x,e) c G for n > N . nn
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DEFINITION. En de1mcengde F af det metriske rum (M,d) ka1des

afsluttet, hvis denskomplement~rmcengde M'F er aben.

En meenqde bes t.aende af' et enkelt punkt er afsluttet. Thi hvis

F = {a}, gcelder for ethvert punkt x EM'F·, at K(x,d(a,x)) c

.En afsluttet 'kugle K'(a,r) eren afsluttet mcengde (el1ers

ville det ogsavcere· en uheldig ben.cevnelse) ,thi komplementcermceng-

den er aben. Ladnemlig x.E ·M"-K'.(a,r) , d v v ss, d(a,x) > r .

Med g > 0 valgt sa d(a,x) > r+g gcelder at

K (x, e) nx ' (a, r ) = 0

(hvis der findes y E M sa y E K(x,g) og Y E K' (a,r) sa fas

d Ca jx) ~ .dCa j y.) + dIy s x) < g+r

hvilket er umuligt) ,a1tsa

K( x, g ) c M'K I (a, r )

Ved brugaf dualitetslovene fas ud fra egenskaberne ved syste-

met af abne delmcengderaf M urnidde1bart f¢lgende:

KOROLLAR 1.4. Systemet af afsluttede delmcengder af et metrisk rum

(M,d) har f¢lgende egenskaber:

(1) 0 og M er afs1uttede delmcengder af M.

(2) Hvis {Fi liE I} er et vilkarligt system af afsluttede

delmcengder af M, er fcellesmcengden n{F. liE I}
1

1igeledes en

afsluttet delmcengde af M"

(3) Hvi.a F 1 ' • • • ,Fn er endeligt mange a f s Lut.t.ede delmcengder

af M, er foreningsmcengden F 1 U ••• U F n ligeledes enafsluttet

de.Lmeriqde af M.
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Der gcelderf¢lgende vigtige karakterisering af afsluttede mceng-

der ved hjcelp af punktf¢lger.

SlETN1NG 1.5. En delmcengde A af det metriske rum (M,d) er afslut-

tet hvisog kun hvis A har egenskaben,at det for enhver konver-

gent punktf¢lge (x )
n

i M af punkter tilh¢rende A (altsa

x . E A for a.Ll,e n E :IN).n

(altsa lim x n E A)
n~

g~lder at grcensepunktet tilh¢rer A

BEVIS. Antag f¢rst, at A er afsluttet, altsa at M'A er aben,

og lad (xn) vcere en konvergent punktf¢lge af punkter tilh¢rende

.A. Vi skal vise I . at grcensepunktet x tilh¢rer A. Vi f¢rer be-

viset indirekte og antager altsa at x EE A, d.v.s x E M'A. Sa

findes, da M'A aben, et ·tal 0 o· K (x, g) M'A ellerer e > sa c ,

K{x,g) n A = (/J Nu findes N E :IN
0 x E K (x, g) for n > N. sa n

,

men dette er uffiuligt da xn E A for alle n E lli.

Antag nu omvendt, at A har egenskaben, oglad os vise at

M'A er aben. Lad altsa x E M'A . Det drejer sig om at vise, at

der findes et r > 0 sa K(x,r) c M'A eller anderledes skrevet

sa K(x,r) n A = 0 Vi f¢rer igen beviset indirekte, og antager

altsa., at der ikke findes et sa.dant. r >0. SA gcelder altsa., for

hvert r > 0 ,

K (x , r) n 'A * 0 ,

og der findes dermed (idet vi lader r- genneml¢be tallene 1
n for

n E :IN) forhvert n E Jf.\J et punkt

x E K(x,l) n A •n n

Den derved' bestemte punktf¢lge (xn) besta.r af punkter fra A og

den er konvergent med grcensevcerdi x, hvilket strider mod at A

har egenskaben, idet x EE A . n



Mat 102, 1980/81 11.15

EKSEMPEL. Betragt, E udstyret med den s~dvanlige rnetrik og lad

a, bEE med a < b. Da er mcengden ] a , b [ aben og [a , f) ] er

afsluttet medens [a,b[ og ]a~bJ hverken er aben eller afsluttet.

Videreer ]a,~U og ]-oo,a[ begge Abne og [a~~[ samt ]-~,a],

begge afsluttede.

EKSEMPEL. Betragt <C med den s sedvanLd.qe metrik. Mcengderne

{z E ¢ I Re z > O} og {z E'¢ I 1m z > O} er begge abne og mceng-

1

-derne' {z E ¢ I Re z > O} og

-{z E ¢ I Im·z > O} er b~gge af-

sluttede. Mcengden {z E ¢ I

o < Re z < 1 og 0 < 1m z< 1}

er hverken aben eller afsluttet.

EKSEMPEL. Lad (M,d) v~re detdiskrete metriske rummed underlig-

gende m~ngde M.. Enhver delmcengde A c M er bade aben og afslut-

tete Der g~lder nemlig

A = U{K{x,~) I x E A}

og hver af m~ngderne K(x,~) er aben. Det f¢lger sa at- A ~r af-

s-luttet (thi M'-A er jo ogsa aben) .

Fuldst~ndighed. If¢lge det almindelige konvergensprincip er en

reel eller kompleks talf¢lge konvergent hvis og kun hvis den er en

fundamentalf¢lge. Vi skal nu unders¢ge i hvilken udstrcekning dette

forholdg~lder i et abstrakt metrisk rum.

DEFINITION. En punktf¢lge (xn) i et metr-isk rum (M, d) kaldes

-en fundamentalf¢lge (eLl.e r en Cauchy f¢lge) hvis der til hvert

e > 0 findes et tal NElli

m,n > N' gcelder at

sa der for alle m,n E E med

d (x , x ) < e •n m
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Udsagnet er, atder til hvert e > 0 findes et nununer N sa

vilkarlige f¢lgeelernenter Xn og xm med numre m,n > N har ind

byrdes afstand < e •

S~TN1NG.1.6. Enhver 'konvergen~ punktf¢lge' (xn) i (M,d) er en

fundamentalf¢lge.

BEVI'S. Lad e > O. Lde t; grcensepunktet for (xn) betegnes x E M,

findes N E IN sA det for alle n > N gcelder, at

e
< '2 '

gende mcengde

Daer (xn)
findes nerul.Lq

og af trekantsuligheden fas sa for m j.n > N at

hvilket viser, at (xn) er en fundamentalf¢lge. n

EKSEMPEL. De reelle tal JR ogde komplekse tal <t forsynet med

deres scedvanlige metrikker er metriske rum, hvor omvendingen af

Scetning 1.6, nemlig at enhver fundamentalf¢lge er konvergent, gcel

der. Dette er indholdet afdetalmindelige konvergensprincip.

EKSEMPEL. Lad (M,d). vcere det diskrete metriske rum med underlig-

M, og lad (xn) v~re en fundamentalf¢lge i (M,d)

"konstant"fra et vi.s t; trin -og dermed konvergent. Der

N E:IN sa

d(x ,x ) < ~ for a~le m,n > N ,n m
specielt

n > N ,

men idet d(x,y) = 0 eller = 1 har vi dermed, at d(xN,xn)
= 0

for n > ·N altsa at x = x
N

for n > N .n

EKSEMPEL .. Lad M = ] 0 , 1 [ og d(x,y) = lx-yl for x,y E M . Da

(M, d) et metrisk f¢lgen (xn) givet ved 1 forer rum og x n - -n
n E IN er en fundamentalf¢lge. Lad nemlig e > 0 vcere givet. Hvis

N E IN opfylder N > 2
e har vi for m,n E IN med m,n > N at



Mat 102, 1980/81 11.17

1
1_11 < 1 + 1 < 1 +1 < ~ + ~ = e •
mn -m n-N N 2· 2

Altsa er (x)n en fundamentalf¢lge, men (x )
n er ikke konvergent,

thi der findes intet x E·M som .(x) konvergerer imod (dette x
n

"skulle" nemlig VeEre 0 men 0 tilh¢rer ikke M)

F'o.r visse metriskerum (M,d) g~lder a Lt.s a , at enhver fundamen-

talf¢lge er konvergent, medens der i andre findes fundamentalf¢lger

der ikke er konvergente.

DEFINITION. Et metrisk r'um (M, d) kaldes fu:ldsteendigt, hvis det

har egenskaben, at enhver fundamentalf¢lge er konvergent.

De fuldstcendige metriskerumer naturligvis interessante der-

ved, atdet for at vise, at en punktf¢lge (x )n er konvergent er

"nok" at; vise, at den er en f undament.aLfeLqe . Vi har 'ovenfor set,

at. m og ¢ med deres seedvanlige metrikker og" ethvert diskret

metrisk rum er fuldsteendige, ogvi skal senere m¢de flere eksempler

pa fuldstcendige metriske rum.

Indholdet i de f Ln i.t.Lorren ovenfor trceder masketydeligere frem

hvis .vL formulerer· begreberne kart ved. hj celp af kvan.torer. Lad'

(x.') veere en punktf¢lge i det metriske rum (M,d)n

en konvergent punktf¢lge (med grcensepunkt x EM) kan skrives

3x E M Ve > 0 3N E E Vn E E: n > N => d(x,x ) < e
- n

(3)

medens, at (x )
n ereen fundamentalf¢lge udtrykkes

Ve > 0 3N E ~ Vn,m E ~: n > N A· m > N => d (x ,x ) < e.- n m (4)

En vigtig forskel mellem (3) og ·(4) ligger saled~s i at (3) ind-

ledesmed et eksistensudsagn. Scetning 1.6 udtrykker at (3) er

"stcerkere" end (4) og i etfuldsteendigt me t.r.Isk irum er de .co betin-

gelser ensbetydende (lige "stcerke").
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Sarnmenligningaf rnetriker. Det· er vigtigt at g¢re sig klart pa hvil

ken made teorienfor 'de metriske rum anverides . Oft.e vil det blot

vcere den_underligg~ndemcengde der er givet, og denne forsynes sa

med en metrik derpasser t~l de formal man har for ¢je. Vi skal nu

kort unders¢ge hvorledes. de .indf¢rte begreber afhcenger af valget

af metrik.

SETNING 1.7. Lad M vcere en ikke tom mcengde, og lad d 1 og d 2

vcere metrikker pa M. Antag at der findes en konstant C > 0 sa-

ledes, at vi for alle x,y E M har

d
1

(x,y) < C d 2 (x,y) •

Sa gcelder:

(5)

1} Hvis en punktf¢lge (xn) i M er konvergent (henholdsvis

en fundamentalf¢lge) i (M,d
2

) sa er (xn) konvergent (henholds

vis en fundamentalf¢lge) i (M,d1 )

2) Hvis en delmcengde A c M er aben (henholdsvis afsluttet) i

(M,d1 ) sa er A aben' .(afsluttet) i (M, d 2 )

3) Hvis en ikke torn delmcengde A eM. er begrcenset i (M, d 2)

sa er den begrcenset i (M,d1 )

BEVIS. 1) Antag at x ~ x
n

for n.~ 00 i og lad g > 0

'VCEre' givet. Der findes N E::IN sa

og dermed

hvilket viser at x ~ x
n

for n ~ 00 i

Pastanden om fundamentalf¢lger indses analogt. Idet vi betegner

abne, kugler i (M,d1 ) og (M,d2) med K
1

( e , e) henholdsvis

K2 ( e , e) , giver uligheden (5) at for a E M og r > 0 gcelder
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d 2(a,x) < r}

11.19

C {x E M d 1 (a,x) < rC} = K1 (a,re) ·

2) Antag at A c M er Aben i (M,d1 ) og lad a EA. Vi

skal finde E > 0 sA K2 (a , e ) c A, men der findes r > 0 sA

K1 (a,r) ~ A og derfor g~lder

altsA er A Aben i (M,d2 )

PAstanden om afsluttede mcengder f,Asved overgang til k.omplemen-

t~rm~ngder.

3) For en vilkArlig ikke tom delrncengde A c M har vi

sup{d1 (x.,y)· '(x,y E .Al -c C sup {d'
2

(x",y). (xrY E A}. < 00 •

KOROLLAR t. 8. Lad M v~reen' .Lkke tom mesnqde oqvLad d 1 og d 2

v~re metrikker pA M for hvilke der findes to konstanter C,D > 0

sA

Da er en punktf¢lge (xn) i M konvergent (en fundamentalf¢lge)

i (M, d
1

) hvis ogkun hvLs den er konverqent; (en' fundamentalf¢lge)

i (M, d
2)

En delm~ngde ·Ac M er Aben (afsluttet, begrcenset) i (M,d1 )

hvis og kun hvis den er Aben (afsluttet, begrcenset) i (M,d2) .

Det metriske rum (M, d
1
·) er fuldstcendigt hvisog' kun hvis det me-:

triske rum (M,d2 ) er·fuldst~ndigt.

BEVIS. De f¢rstepAstande f¢lger let af Scetning 1.7 idet

1
d 2 (x,y) < D d 1 (x,y) (6)

for aIle x,y EM.
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Antag, at (M,d1) er fuldst~ndigt og lad (xn) v~re en punkt

f¢lgei M sam er en fundamentalf¢lge i -(M, d 2) . Sa er den en

fundamentalf¢lge i (M,d1,) (S~tning 1.7) og dermed konvergent i

(sam joer fuldst~ndigt). Men sa er den konvergent i

(pa grund af S~tning 1.7, sam kan anvendes da,vi. har den

anden af ulighederne i (6)) og dette vise~ at (M,d2 ) er fu1dst~n

digt. Den anden vej vises ana10gt. n

Mere am ta1rummene. Lad k E:IN og betragtdet k-d.imensiona1e

ree11e talrum JRk.

Vi har tid1igere besk~ftiget as med deneuklidiske afstand i

JRk, sam vi nu betegnerd2 og sam er givet ved

( k 2\~ k
d2(~'Y) = \ L (Xl-Y.)) for ~,y E JR .

j=1 J J

Denne metrik, sam for k = 1,2,3 svarer ·til det natur1ige af

standsbegreb i JRk, er imidlertid i mange forbindelser vanskelig

at handtere (det kan v~re vanske1igt at give ·vurderinger af d 2

pa grund af kvadratrodsuddragnLngerr) og vi indf¢rer derfor en ny

metrik, maksimumsmetrikken i JEt:, sam vi betegner d ved
00

Det er klart, at d opfy1der de to f¢rste.betingelser for en me-
00

ktrike Lad ~,y,~ E,.-JR'. For hvert j = 1,2, ... ,k har vi da

Ix.-z.1 < Ix.-y.1. + ty.-z.t
J J J J J J

< max[lx1-Y1 1, •• ~,lxk-Ykl} + max{ IY1,-z1 1, ••• ,ly&-zk l }

hvoraf

hvi1ket viser, at trekantsu1igheden g~lder for 'd
00

sam dermed er
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2 2k max ,{(x
1,-y

1) , •.• , (x
k

-Y
k)

}

en rnetrik i JRk.

Lad os sarnrnenligne d
2

og doo For~, Y:.. E JRk har vi

(doo(~,y))2 = (max{ Ix
1-y1

1, ••• , IXk -Yk 1})2

2 2= max{(x1- Y1 ) , ... , (xk-Yk) }

k 2
< L (XI-yl) <

j =1 J J

2= k (d
oo
(~,y) )

hvoraf ved kvadratnodsuqdragning

(7)

If¢lge Korollar 1.8 har begreberne konvergent f¢lge, fundarnental-

f¢lge, aben rn~ngde, afsluttet rn~ngde og begr~nset m~ngde derrned

sarnrne indhold i relation til den euklidiske afstand i JRk og i

relation til maks Lmumsmet.r-Lkken i JRk.

Vi har tidligere set hvorledes kugler i JRk udstyret med den

euklidiske rnetrik ser ud (se p. II. 6-7).

Den euklidiske metrik i JR er identisk med maksirnurnsmetriken

i JR. De abne kugler i har f¢lgende udseende:

For k = 2 er den abne kugle

K(~,r) lig kvadratet med centrum

r a ogsidel~ngde 2r (sider

akseparallelle), kanterne frareg-

net, og K' (~,r) er det tilsva-

rende kvadrat, kanterne medtaget.
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For k = 3 er K(~,r) lig ter-

l~ngder 2r (kanterne akseparal-

lelle), side£laderne fraregnet,

ningen med centrum a og kant-

medens denafsluttede kugle

K' (~,r) er den tilsvarende ter-

ning med sidefladerne medtaget.

I

t
(

I
I r
. .I---...p-.,

I

•
I
~:..:.- 'r" _ _ __

.,

SlETNING 1.9. Det k-dimensionale talrum -JRk er~ n&r det fQrsynes

med den euklidiske metrik d 2

et fuldst~ndigt metrisk rum.

ellermed rnaksirnumsrnetrikken d ,
00

BEVIS. Det er if¢lge Korollar 1.8 og uligheden (7) nok at vise

pastanden for d
oo

For vilkarlige punkter ~, y E JRk og j =

1,2, ... ,k har vi

IXI-yll < d(x,y) <
J J - 00-

k
L Ix I -y I I,

I 1 1 11=

som viser, at en punktf¢lge (~n) i JRk er konvergent, henholds-

vis en f undamerrt.aLfeLqe i (JRk, d) hvis og kun hvis enhver af
00

de k koordinatf¢lger n for j 1,2, ... ,k konvergent,(x j ) nEE = er

henholdsvis en fundame.ntalf¢lge i JR med den sredvan.Lt.qe metrik.

Heraf f&s;p&standen, idet JR med den s~dvanlige afstand er fuld-

st~ndigt. n

Delrum og produktrurn. Ofte vil et metrisk z um (M', d' ) p& naturlig

made kunne opfattes som et delrum af et; metrisk rum (M, d) i den

forstand, at den underliggende m~ngde M' er en delm~ngde af M

og afstanden mellem x og y i (M',d') (x,y EM') er den sanrrne

som afstanden mellem x og y opfattet som punkter i (M,d)

EKSEMPEL. Den komplekse plan <t med den·scedvanlige metrik

d (z, Z I) = I z-z I I har, idet <t: opfattes sam JR2, delmamgden

{ (x, 0 ) E JR
2 I x E JR.} c <t ,



Mat 102, 1980/81 11.23

som kan fortolkes som ~t eksemplar .af m. For z = (x,O) E ~ og

Zl ~ (xl,O) E ~ finder vi

d(z,z') = Iz-z'l = ((x-x,)2+02)~ = Ix-x'i ,

og dermed er d~afstanden mellem z og Zl lig den s~dvanlige

"reelle" afstand mellem x og Xl .

~ = JR2 m

I )
z Z I. 0 X Xl

DEFINITION. Lad (M,.d) vcere etmetrisk rum og lad MI vcere en

ikke torn delmcengde af M. Restriktlonen af d til MlxM I , alt-

sa funktionen givet ved

(x,y) ~ d(x,y) for x,y E MI ,

(somer en metrik ~ MI og som ogsa betegnes' d) kaldes den af

d inducerede metrik i M·I , ogdet metriske rum (MI. , d) kaldes

delrurnmet af M. med underliggende mcengde MI .

Med denne sprogbrug.er, nAr m opfattessom den reelle akse

i den komplekse plan. ~ den scedvanlige metrik i m induceret

af den scedvanlige metrik i <C og JR er .delrununet af ce TIled un-

derliggende mcengde m.

SlETNING 1.10. Lad (M, d) varre et metrisk rum og lad (M I, d). vzer.e

delrurnmet af M med underliggende mcengde MI . En delm~ngde

AI C MI er aben (afsluttet) i (MI,d) hvis og kun hvis der fin-

des en aben (afsluttet) delmcengde A c M sa AI = A n MI .

BEVIS. Idet abne kugler i (M,d) og (MI,d) betegnes K(x,r)



Mat 102, 1980/81 11.24

henholdsvis KMI(x,r) bemeerker vi f¢rst, at der for x E M' og

r > 0 geelder

KMI (x,r) = {y E M'

= {y E M

d(x,y) < r}

d(x,y) < r} n M'

= K(x,r) n M ' •

Antag riu at .A ' c M' er aben i (M',dl S.a findes if¢lge

Korollar 1.2 et system afabne .kugler K
M

I(x , r x) i '(M I, d)" sa

AI = U K
M'

"I (x,r )
x

x
og dermed

AI = U(K(x,r )nM') = M' n U K(x,rx)xx x

hvoraf AI = M'nA med A =,U K (x,.r ) hvor A er aben i- (M, d) .xx
Hvis omvendt AI har formen AI = An M' . hvor A er aben i

(M, d) 0 findes til hvert x E AI C A et > 0 0, sa r x sa

og dermed

hvilket viser, at .A ' er aben i (M',d' ~

Pastanden om afs Lut.tede vmamqder fas nu pa den seedvanlige made

ved betragtning af komplementeermeengder. II

EKSEMPEL. Betragt JR med den seedvanlige metrik, .oglad (M I , d)

med underliggende meriqde

1
Meengden ]2" ' 1 ] er abeni (M I· "d)

1og meengden ]O'~] er afsluttet i

1] 0 , 1] n [0 , 2" ] • Endvidere er ] 0 , 1 ] savel aben som afsluttet i

M ' = ]0,1] .

= ]0,1] n ]~'CJO[
1

] 0 '2] =fordi(M' ,d)

fordi

.JRveere delrurnrnet af

(M I , d) (det er "hele" meengden nernlig altid) .

SETN1NG 1.11. Lad (M,d) veere et fuldsteendigt metrisk rum og lad

M' veere en ikke tom delmeengde af M. Hvis MI er en afsluttet
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delm~ngde af (M,d) sa er delrummet (M',d) fuldst~ndigt.

BEVIS. Vi· bem~rker f¢rst, at en punktf¢lge (x)
n

i M' er en

fundamentalf¢lge i (M'~d) hvis og kun hvis den op£attet som en

f¢lge i M er en fundamenta1f¢lge i (M,d) .

Antag at M I er en afsluttet deLmeenqde af (M, d)' og lad (x )
n

Der findes altsaf¢lge i (M,d) og dermed 'konvergent i

v~re en fundamentalf¢lge i (M',d). Sa er (x)
n

(M, d) •

en fundamental-

x E M sa x ~ x for n ~oo ·i (M,d)
n

men af S~tning 1.5 fas,

at x E M' og derfor at x -+ x
n

for n ~ 00 i (M I , d) • n

En anden made at fa nye metriske ~um ud' fra gam1e bestar i dan-

nelse af produktrum.

Lad (M1 , d 1 ) og (M2~d2) v~re metriske rum, og lad M =

M1 xM2 betegne produktm~ngden.. ~Vi definereren afbildning

d: MxM ~ [O,oo[ ved. at s~tte

(+ )

for (x1 ' x 2 ) , (y1 ' Y2) EM.. Det 'er umiddelbarta.t ga efter, at d

opfylder kravene (1) og (2) til en metrik, og for

d. (.x.. , z·.... ) :< d . (x ...., y .. ) + d. (y . , z. )
J J J J Jr J J J J

<max{d1 (~1'Y1),d2(x2'Y2)} + ma x{ d 1 (Y1,z1),d2(Y2,z2)}

hvoraf

< d· ( (x1 ' x 2 ) ., (y1 ' y 2)) + d (.(y 1 ' Y2 ) , (z'1 ' z 2) )

hvilket viser trekantsuligheden for d. Dermed er (M,d) altsa

et metrisk rum.
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DEFINITION. Det metriske rum (M,d) hvor M = M1xM2 og

defineret ved (+) ka1des produktrununet af de metriske rum

og (M2 , d 2) ·

EKSEMPEL. Produktrununet af de metriske rum (JR,d) og (JR, d)

hvor, d betegner den s~dvanlige a£stand i JR, er som man let ser

m2
forsynet med maksi~msmetriken.

EKSEMPEL. Lad k E {2 , 3 , 4 , ••. 1 . Produktrununet' af k-1
JR forsy-

(M
1

, d
1

) og A2 ~ M2

(M,d) . Lad nem1ig

r
2

> 0 v~re valgt sa

r = min{r
1,r2} > 0

net med cnaks Lmumsmet r Lkerr ioq JR med den stedvan.Li.qe metrik er

mk
udstyret med maksimumsmetriken.

Lad nu (M,d) v~re produktrummet af de metriske rum (M
1

, d 1 )

og (M2 ' d 2) · Idet abne kug1er i (M1 ' d 1 ) og (M2" d 2) betegnes

K
1

( .. , .) henho1dsvis K2 (., .) ser man., at den 'abne kug1e i (M,d)

med centrum (x1,x2) E M og radius r > 0 er givet ved

(Y1'Y2') E K((x1 , x 2) ,r) ~d((~1,x2)' (Y1'Y2)) < r

# max{d1 (x1'Y1),d2(x2'Y2)} < r

~ d 1 (x1'Y1) < r A d 2(x2 , y 2) < r

~ Y
1

E K
1

(x
1
,r) A Y

2
E K

2(x2,r)

~ (Y1'Y2) EK1(x1,r)xK2 (x 2,r).

Hera£ ses, at hvis A
1
~ M1 cer Aben i

er aben i (M2 , d 2 ) sa er A
1xA2 aben i

(x1,x2) E A1xA2 og r 1 > 0 henho1dsvis

K1 (x1,r1) ~ A1 og K2(x2,r2) ~ A2 . Med

gce1der sa
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hvi1ket viser, at A1xA2 er aben.

k f 1 ( n n) l'Af (*) fas specie1t, at en pun t ¢ ge X1'X2

er konvergent i (M,d) med gr~nsepunkt (x1,x2) E M hvis ogkun

hvis

og

n(x1) er ·konvergent i

n(x2) er konvergent i

(M
1

, d 1 ) med gr~nsepunkt x 1 E M1

(M2 , d 2.) med grcensepunkt x 2 E M2 ·

nog kun hvis (x1 )

ho1dsvis (M2 , d 2 ) ·

e > 0)

En punktf¢lge (x~,x~) i (M,d) er en fundamentalf¢lge hvis

nog (x2) er fundamenta1f¢lger i (M1,d1) hen-

Dette fas af biimp1ikationen (m, n E IN" ,

Ved- at kornbinere ovenstaende bemcerkninger fas:

SlETN1NG 1. 12 . Hvis (M1 ' d 1 ) og (M2 , d 2) -er f u Lds t endf.qe metri

ske rum sa er p roduk t r ummet; (M, do) fu1dstcendigt.
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§2. Kontinuerte afbildninger.

11.28

Emnet for denne paragraf er begrebet kontinuitet som er et af

analysens vigtigste begreber.Den egenskab ved en afbildning f af

X ind i y som vi ¢nsker at pr~cisere ~ begrebet kontinuitet, er

at et element -xe' X som,i'·~'l,i.gge':l::" tCB.tll. .ved et element X o E X af

bildes i et element f(x) som IIJigger teet" ved f(xo)' . Udtrykket

"ligger teet'" kan qLves en p rsecLs bet.ydni.nq , nar X' og - Y er rnetri

~~'e rum. =

Kontinuitet af en a£bildningi et punkt. Lad (X,dx) og (Y,dy)

v~re metriske rum. Abne kugler i X og Y betegnes Kx(x,r) og

Ky(Y I r) •

DEFINITION. En afbildning f: X -+ Y siges at vcere kontinuert i

punktet a E X I hvis der til hvert e > 0 findes et 6 > 0 sa

hvilket kommer ud pa, at det for alle x E X g~lder

d
X

( a , x) < 6 => d y (f (a) I f (x)) < e •

Ky (f (a) ,e)

Betingelsen kan l¢st formuleres , at f(x) ligger sa t~t ved

f(a) som vi ¢nsker n~r.blot x ligger tilstr~kkeligt t~t ved a.

Skrevet med logiske· symboler udtrykkes betingelsen s a Lede s .

v e > 0 36 > 0 Vx E X: dx(x,a) < 6 ~ dy(f(x),f(a)) < e • (1 )
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Hvis afbildningen ikke er kontinuert i punktet a, siges den

at v~re diskontinuert i a.

Kontinuitet kan ogs& udtrykkes ved hj~lp af begrebet konvergent

punktf¢lge.

S~TN1NG ~.1. 'Afbildningen f: X ~ Y erkontinuert i punktet a EX,

hvis og kun hvis det for enhver punktf¢lge (x )
n i X g~lder, at

hvis (x )
n er konvergent med grCEnsep\inkti a , s& er f¢~lgen, {f (x »

I n

af billedpunkter konvergent med gr~nsepunkt f(a) .

BEVI'S. Vi antager f¢rst at f er kontinuert i a og at x ~ an

for n ~ 00. Til ethvert E > 0 findes, da f er kontinuert i a,

d y (f (x
n

) .r f (a» < E

Til dette 6 findes, da x ~ a for n ~ 00 ,n

dx(xn,a) < 6 for alle n, > N . F¢lgelig ·g~lder

for alle n > N . Alts& g~lder f(xn) ~ f (a)-
for n·~ 00 •

Antag ,dern~st, at f ikke er kontinuert i a., Dette betyder,

(negation .af. (1», at der findes et E > 0, saledes at der for

ethvert 6 > 0 findes et x E X med

Svarende til

d-X (x , a ) , <: 6 0 g d y ( f (x), f (a» > E •

1 1
6 = 1 '2'3' · · · i hen-

hold hertil. Herved .£&s en punktf¢lge

for ethvert n E IN g~lder

(x) iX, for hv~lken der
n

F¢lgen (x.) konvergerer a Lt.s a mod a, medens f¢lgen (f (x »'n n

af billedpunkter ikke.konvergerer mod f(a) . n

EKSEMPEL. Enhver konstant afbildning f: X -+ Y (0: f(x) = f(x')

for alle x,x' E X) er kontinuert i ethvert punkt af X.
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EKSEMPEL. Lad (M., d) vcere det diskrete metriske rum med underlig-

gende mcengde M og lad (Y,dy ) vcere et vilkarligt metrisk rum.

Enhver afbildning f: M ~. Y er kontinuert i ethvert punkt af M.

Lad nemlig a E M og g > 0 vcere givet. For 6 < 1 gcelder sa

K
M(a,6)

= {a} og dermed

f (K
M

(a , 6 ).) = {f (a)} ~ Ky (f (a) , g )

Hvis (X,dx ) og (Y,dy ) er metriske rum og Xl er en delmcengde

af X, siges en afbildning f: Xl ~ Y at vcere kontinuert i punk-

tet a E Xl , hvis f, betragtet som· afbildning af delrumrnet XI

ind i y, er kontinuert i punktet a.

med

givet ved

o for (x,y) = (O,O)

f{x,y)

EKSEMPEL. Idet JR2 udstyres med maksimumsmetriken og JR

denazedvarflrtqe metrik betragter vi afbildningen f: JR2 -+ JR

2
2x Y for (x,y):(: (0,0)

x 4+y 2

Der gcelder

f{x,O) = 0 for alle x

f(O,y) = 0 for alle y
og

2cxxf(x, ax) = for alle x
x 2+a 2

for ethvert a * o. Heraf ses, at.restriktionen af f til enhver

ret linie gennem (0,0) er kontinuert i (0,0) Dette er klart

for de to aksers vedkommende, og for' linien y = ax med a * 0 ses

dettepa f¢lgende made: Til et givet g > 0 kan

tes, thi hvis max] I x I , I y I} < ,I ~ I e gmlder specielt

med

6 = I ~ I e benyt

l o II x I < -,-2-g log der-

I f (x , ax) -f ( 0, 0) I 2 2 I ex I
=Ta\lxl < I a I -2-'g = g •

Imidlertid.gcelder der
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2f(x,x ) = 1

hvoraf ses, at 'afbildningen

11.31

for aIle x * 0 ,

2
f: ffi ~-ffi ikke er kontinuert i punk-

tet (0,0) .. Punkt£<plgen (*, :2) i JR2 er konvergent med grcense

punkt (0,0) medens £<plgen a£ billedpunkter (£(*':2)) er tal£<plgen

(1,1,1, ... ) som ikke'konvergerer mod f{O,O} = 0 .

Kontinuerte. afbildninger. Lad (X, d
X

) ,og (Y, dy ) vcere metriske rum.

DEFINITION. En afbildning f: X ~ Y siges at vcere kontinuert, hvis

den er kontinuert i ethvert punkt a EX.

Hvis afbildningen ikke er kontinuert, siges den atvcere diskon-

tinuert. En a£bildning er' altsA disk6ntinuert, hvis den er diskon-

tinuert i mindst et punkt.

SmTNING 2.2. En afbildning f: X ~ Y er kontinuert, -hvis og kun

hvis originalmcengden £-1 (G). a£ enhver aben del:mcengde G a£ Y er

en Aben delm~ngde af X.

BEVIS.· (1) Antag, at f er kontinuert, og .lad G vcere en Aben del

:mcengde a£ Y. For ethvert punkt· aE £-1 (G) gcelder £(a) E G .

Da 'G er Aben, findes et e > 0, sa at Ky(f(a},e) c G. Da f

er kontinuert i a, findes et 6 > 0 sA at f(Kx(a,6}) c

Ky (£ (a) , g),. F<p1gelig gailder K
X

(a,eS) c £-1 (G) . Mcengden £-1 (G)

er altsA Aben.

(2 ) An tag, at £-1 (G) "er aben for enhver aben de Lmanqde G a£

Y. For ethvert punkt a E X og ethvert e > 0 g~lder da, at

-1
f (Ky(f(a),e}) er Aben. -Der findes altsA et 6 > 0 sA at

-1
KX(a,6) ~ f (Ky(f(a),e» . F¢lgelig er f(Kx(a,6» ~ Ky(f(a),e.) .

AltsA er f koritinuert i punktet a. D

EKSEMPEL. Idet enhverdelmcengde af et diskret metrisk rum (M,d)

er aben f¢lger det at en vilkArlig afbildning af Mind i et vil

kArligt metrisk rum (y,dy ) er kontinuert.
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EKSEMPEL. ·Lad JR veere forsynet med sin s edvanLi.qe metrik. Afbi1d-

·ningen f::rn. ~ lR givet ved

f(x) = {~
hvis

hvis

x E ~ ,

sornka1des Dirichlet·' s funktion, er diskontinuert i alle punkter.

KOROLLAR 2 . .3. Enafbi1dning f: X ~ Y er kontinuert, hvis og kun

hvis originalmcengden f- 1 (F) af enhver afsluttet delmcengde F af

Y er en afsluttetdelmcengde af X.

BEVIS. (1) Antag, at f er kontinuert, og lad F v~re en afsluttet

delmcengde af Y. Da er G = Y'F aben og f¢lgelig f- 1 (G) aben.

Men f- 1 (F) = X'f-1 (G) . Altsa er f- 1 (F) afsluttet.

(2) Antag, at f- 1 (F) er afsluttet for enhver afsluttet delmcengde

F af Y. For enhver aben delmcengde G af Y er F· = Y'G afslut

tet og f¢lgelig f- 1 (F) afsluttet. Men f- 1 tG) = X'f-1 (F) . Altsa

er f- 1
(G) aben~ F¢lgelig er f kontinuert. D

EKSEMPEL. Idet. JR2 udstyres medmaksimumsmetriken og JR med den

scedvanlige afstand betragte~ afb~ldningen f: JR2 ~ JRgivet ved

Afbildningen f er kontinuert i alle punkter
2

(a , b) E JR. Lad nern-

lig E > 0 vcere givet. Vi skal finde et 6 > 0 sa det for punkter

(x,y) E JR2 med Ix-al < 6 og l y-ib] < 6 gcelder at

< E •

Nu g~lder for x E JR rned I I · {E 1 1L tx-a < mln 2 2Ial+1' f a

Ix2-a2
1 = l x-ea l l x-i-a ] ~ Ix-al(lx-al+2Ial)
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Med

og

6 · Ie 1 e 1 1}= m1n11 2Ial+1' ~ 2Ibl+1"

Iy--b I < 6 / sahar: 'vi

g~lder sa at hvis Ix-al < 6

2 2 .22 e e
If(x,y)-f(a,b)I = I (x -a )+(y -b ) I < "2 + 2 = e •

Benyttes istedet.kriteriet fra S~tn~ng 2.1 fas f¢lgende bevis.

Lad (xnrYn) v~re en konvergent punkt£¢lge ~ m2 med gr~nsepunkt

(a,b) . F¢lgen af billedpunkter· (f(x ,y)) er simpelthen talf¢ln n
2 2 2 2gen (x+y) som er konvergent med gr~nsev~rdi a +b· = f(a,b)n n

hvilket viser at f ·er kontinuert i (a,b) Et bevis ved hj~lp af

S~tning 2.2 kan f.eks. se saledes ud: Lad I = ]a,6[ v~re etabent

interval. Originalm~ngden £-1 (I) beregnes til

£-1 (I) = {(X,y) E m2 I a < x 2+y 2 < a}
= K (~O,·vrr'l~·.'-K..-'( 0"'fa) ,

hvor K og K' betegner abne henholdsvis afsluttede kugler i den

euklidiske metrik pA m2 , og ~ngden £-1 (I) er f¢lgelig Aben i

m
2 (med maksimumsmetriken). En v i.Lkar Ldq Aben meenqde Gem er

foreningsmCEngde

G = U I.
jEJ J

a£ abne intervaller~ og dermed gCElder at

f- 1 (G) = U
jEJ

er abeh.

KOROLLAR 2.4. Hvis (X,.dx) " (Y, dy) , (Z, dz) . e r metriske rum og

f: X ~. Y og g: Y ~ Z er kon t Lnue r t e , er den' sanunensatte afbild-

ning gof: X ~ Z ligeledes kontinuert.

BEVIS. For enhver de Imamqde C af Z er (gof) -1 (C) = f- 1 (g -1 (C)) .

Hvis C er Aben, er g-1 (C) Aben og f¢lgelig f- 1 (g-1(C)) Aben. 0

Derirnod viI den omvendte afb~ldning til en bijektiv kontinuert

afbildning i almindelighed ikke VCEre kontinuert.
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EKSEMPEL. Betragt JR med den stedvanLi.qe metrik og lad X og Y

veere meenqderne [0 ,1 [ U [2, 3] og [0 , 2] opfattet som delrum af JR.

Lad f: X ~ Y v~re den ved

1

1

/ IX for X E [O,1[
f(4), = ")

Lx - 1 for x E [2,3]

bestemte afbildn~ng. Da er f kontinuertog bijektiv,men

diskontinuert i punktet 1 .

-1
f er

Lipschitz a fb t Ldnd.nqe r . 1sornetri. Homeomorfi. En afbildning

f: X ~ Y af det metriske rum (X,dx) ind i det metriske rum

(Y,dy ) kaldes en-Lipschitz afbildning ·med konstant C > 0, hvis

der for alle i X gcelder

karlige punkter x 1 og x 2 i X g~lder

Afbildningen kaldes en homeomorfi,. hvis den er ·bijektiv og s ave L f

f
- 1som er kontinuert. En isometri er enhomeomorfi, medens. det om-

vendte i almindelighed ikke g~lder.

Kontin·uitet. i -- delrurnog produktrum. Lad (X, dx) veere et metrisk

rum og Xl en ikke. tom delm~ngde af X. Inklusionsafbildningen

j: Xl ~ X givet ved

j (x') = x' for x' E X' ,

er kontinuert opfattet somafbildning af delrummet (X',dx ) ind i
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(X,dX) · Lad nemlig G c X v~re en aben delm~ngde af (X,dx) . Sa

gcelder j -1 (G) = X' n G sam if¢lge Scetning 1.10 er aben i (X " dx ) .

(Man kunne ogsa blot bem~rke at j er afstandsformindskende.) Heraf

er en kontinuert afbildning af .(X,dx ) ind i

sA er restr~kt~onen fiX' af f til X'

ind i (y,dy) thi fiX' = foj og pastanden

f: X -+ Yfas at hvis

det metriske rum (y,dyJ

kontinuert af (X',dx)'

f¢lger af Korollar 2.4

Er f: X -+ Y en afbildning, og y' endelm~ngde af y, der

indeholder f (X.) defineres ved f (x) = f.(x) for x E X en af-
"-J

bildning f af X .ind idelrurnmet y' . For enhver delm~ngde B

af Y gcelder 1- 1 (BnY') = f- 1 (B)
"-J

Heraf f¢lger, at f er konti-

nuert, hvis og kunhvis f er kontinuert.

Lad (M,d) betegne produktrummetaf de metriske rum (M
1

, d
1

)

(se p. 11.25), og betragt,'de to koord~natafbildninger

eller projektioner TI
1

: M -+ M
1

og TI 2 : M -+ M2 givet ved

Disse afbildninger er afstandsformindskende og dermed kontinuerte,

d. (TI . ( (x1 ,x2 » , TT • ( (y1 ' y 2») = d · (x. , y · )
J J. J J J J

.s maX{d1(X1'Y1),d2(X2'Y2)} = d«x1,x2 ) , (y 1 , y 2))

fbr j ~ 1,2 .

Lad nu (X,dx). v~re etmetrisk rum. En afbildning f: X -+ M ,

hvor . (M,d). er produktrummet af

ning til et par af afbildninger

(M
1

, d
t

) og

f 1 : X -+ M1 og

(M2 ' d 2 )· giveranled

f 2: X -+ M2 givet

ved

(f1 (x), f 2 (x) = f (x) for x EX.

Der gcelder simpelthen f j = TIjof for j = 1,2, og f 1 henholds

vis f 2 kaldes f¢rste og anden koordinatafb~ldning for f. Omvendt
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giver hvert par af afbildninger f 1 : X ~ M1 og £2: X ~ M2 anled

ning til en afbildning f: X ~ M defineret ved

f (x) = (f
1

(x). , f
2

(x) ) for x EX,

og der gcelder f. = n.of
J J

for j = 1,2

Med disse betegnelser gcelder,· at f: X ~ M er kontinuert hvis

og kun hvis f
1

: ~ ~ M1 og f 2: X ~ M2 begge er kontinuerte. Hvis

nemlig f er kontinue.rt er de sammensatte afbildninger f. = n.of ,
J J

j = 1,2, begge kontinuerte. Antagnu 'omvendt, at f 1 og f 2 begge

er kontinuerte, og lad a E X og ,e > 0 vcere·givet. sA findes

f (Kx (a, 6)) ~ K1 (f1 (a) ,e) xK2 (f2 (a) , e) = K (f (a) , e). 0

Lad riu. tp:. M ~ Y vcere ·en afbildning af p.roduk t r ummet; (M,d) af

(M1,d1 ) og (M2,d2) ind i det metriske rum (Y,dy ) , og lad

(a1,a2) EM. At tp er kontinuert i punktet. (a1,a2) kommer ud pA,

at der til hvert e > 0 findes et 6 > 0 sA

d y (tp (a 1 ' a 2 ) 00' tp (x1 ' x 2 )) < e

foralle (x1,x2) EM som opfylder

Kontinuitet afregneoperationerne. Addition, subtraktion og multi-

plikation af komplekse tal giver anledning ·til afbildningerne af

~2 ind i ~ defineret ved
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<.D 1 (x1 ' x 2 ) = x
1+x2

<.D 2 (x1 ' x 2 ) = x
1-x2 for (x1,x2) E ¢2 .

<.D 3 (x1 ' x 2 ) = x 1x
2

11.37

Tilsvarende giver division af .komplekse tal anLedni.nq til en afbild- .

Disse afbildninger er korrt.Lnue r t e . Mere pr~cist: Udstyres <t med

den scedvanlige metrik og <t:'{O} med den inducerede metrik samt <t: 2

og <Cx.( <C'{ O}) som produktrummene af <C og <C henholdsvis <C og

CC'{ O} har vi:

SlETNING 2.5. Afbildningerne og

er kontinuerte.

BEVIS. Lad

og

hvilket viser pastanden om <.D1 og <.D 2 , thi for givet e > 0 har

vi, at hvis

sa er

I<.D 1 (X 1 ' x 2) -<.D 1 (a 1 ' a 2) I < e og I<.D2·(x 1 , x 2 ) -tp2 (a1 ' a 2) 1·'< e

2Videre har vi for (x1,x2 ) E ~ at

Summenher er lille nar Ix1-a1 I og Ix2-a21 begge er sma, idet

faktoren 1~11 if¢rste led da er t~t ved la1 1· . Mere p rtec i.s t.e.

Lad e > 0 vcere givet og scet
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_.f t~ t" 1
6 - rru.n1. Z (1 + Ia

1
I) , Z ( 1+ Ia

Z
I) , 1 J

For (x 1,xZ) E ¢Z opfyldende

11.38

< e ,e e
< ( 1+ I a 1 I) Z (1 + I a 1 r) + l a 2 I Z (1:+ I a 2 I )

hvi1ket viserpAstanden om ~3 •

Lad nu (a
1

, q.2 )' (x
1

, x 2 ) E (tx(t,{O}) • Vi finder

Denne st¢rre1se er 1i11e nAr Ix1- a 1 I

idet faktoren 1 da er t~t ved
la2

x 2 1

e > 0 v~re givet. S~tter vi

og lx2- a 2,1 begge er smA,

1 2. Mere pr~cist: Lad
l a

21

2
,J E1aZ I E laZI}

6 = IDln1.4 (1+1 a
1

1) , "4 l a z l , -2--"

finder vi for (x
1,x2) € (tx(CC'{O}) , at hvis

sa g~lder (f'o r di. la2 1 .s I a 2- x 2 I+ I x 2 I)

I a21 1
I x 21 ~ ,la21-6 ~ l a 21 --2- = "2 1a 2 1

og derfor

1
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BEMlERKNING. Kontinuiteten af t{)2 kan fas ud fra additionens konti

nuitet ved sirnpelthen at berncerke at afbildningen af <t ind i <t

givet ved y ~ -y let indses 'at vcere kontinuert og videre at

(x,y) ~ (x,-y) af ¢2 ind i ¢2 er kontinuert. Dermed er (x,y) ~

~2(x,y) = t{)1 (x,-y) kontinuert. Tilsvarende,og her er der rnaske tale

om en lettelse, kan kontinuiteten af t{)4 fas ud fra multiplikatio-

nens kontinuitet ved at be:mcerke at afbildningen y 1-+; af

ind i t,{O} indses at vcere 'kontinuert og derfor er (x,y)

af ¢x(¢,{O}) ind i ¢x(¢,{O}) kontinuert. Dermed er (x,y) ~

1
~4(x,y) = ~3(x,~) kontinuert.

Idet regneoperationerne for reelle tal kan opfattes som de kom-

plekse regneoperationers restriktioner til mxJR (henholdsvis

JRx(m,{ O}) )

<C x (<C'{ 0 }) .

fra m2

og de respektive afstandsbegreber i ([:2 henholdsvis

inducerer maksimumsmetriken iJR2 og delrumsmetriken

SlETNING 2.• 6.• Afbildningerne a f
- 2
JR ind i m:

forsynes rnedmaksimurnsrnetriken og JR med

(x1 ' x 2 ) 1-+ x 1+x2 ' · (x1 ' x 2 ) '-+ x 1~x2 ,. (xl' x 2 .) t-+ x:1-~2 '

er kontinuerte nar m
2

den scedvanlige afs t.and, og afbildningen af :ffi.x (m,{ OJ) ind i JR.:
x

1(x1 ' x2) f-+ x
2

er kontinuert nar JRx (JR<, { O}) forsynes med delrums-

metriken fra JR2 udstyret med maksimumsmetriken og JR erforsy-

net med den scedvanlige metrik.

S~TNING 2.7. De ved x ~ Ixl besternte afbildninger af mind i

JR eller t ind i m. er kontinuerte, og den ved Z·f-+ z (kompleks

konjugering) besternte afbildning af: ~¢ ind i <C er en. isometri

(og derrned kontinuert) .

BEVIS. Iof¢lge den for x,y E m. eller x,y ECC' gceldende ulighed

1)lxl-IYIL~ Ix-yl er afbildningerne x ~ l x ] a f s t.ands formt.ndskende . ,:1
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For Z,w E ~ har vi

Iz-wl = I z-w I

11.40

hvilket, da z ~ z er bijektiv, viser at z ~ z er en isometri. II

Benyttes karakteriseringen af kontinuitet ved konver.gente punkt-

f¢lger (cf.S~tning 2.1), og det faktum, at en punktf¢lge. «xn'Yn»

i m 2 eller ¢2 er konvergent med gr~nsepunktet (x,y) hvis

og kun .hvds talf¢lgen (xn)· er konvergent med gr~nsev~rdien x og

talf¢lgen (Yn) er konvergent med gr~nsev~rdien y, ser vi, at

kontinuiteten af regneoperationerne er ensbetydende med f¢lgende s~t-

ning om regning med konvergente talf¢lger:

Hvis de reelle e L'Le r komplekse talf¢lger (xn) ·og (Yn) er

konvergente med gr~nsev~rdierne x og y, er talf¢lgerne (xn+Yn)'

(Xn-Yn) , (xnYn)

Hvis Y og hvert

grcensev~rdien
x
Y

konvergentemed gr~nsev~rdierne x+y, x-Y , xy .

Yn er =1= 0, er talf¢lgen (;:) konvergent med

Vi ser endvidere:

Hvis den reelle eller komplekse talf¢lge (x) er konvergent
n

med gr~nsev~rdien x, er talf¢lgen (lxnl) konvergent med gr~nse

v~rdien (xl

Kontinuerte -reelle ogkomplekse ,funktioner. Idet (X,d) betegner

et metrisk rum, kaldesen kontinuert afbildning f: X -+ JR eller

f: X -+ <C en kontinuert reel eller kompleksfunktion ~ X. M~ngden

af kontinuerte reelle funktioner p~ X betegnes cO(x,m)og m~ng-

den af kontinuerte komplekse funktioner Hvis det af sam-

menh~ngen fremgAr, hvilket af de to tilf~lde talen er om,benyttes

ogsaden kortere betegnelse

er en delm~ngde af

Idet JR c <C, g~lder, at
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Vi skal nu se/at en r~kke operationer med kont~nuerte funktioner

pA X f¢rer til kontinuerte funktioner. Lad
of,g,h EC (X,<C) og

A E c : og antag at h (x) *- 0 for x EX. Vedfastscettelserne

(f+g) (x) = fIx ) +g (x) (punktvis addition)

(Af) (x) = Af (x) , (punktvis skalarmultiplikation)

(fg) (x) = f(x)g(x) (punktvis multiplikation)

1 1 (punktvis ~eciprok)(Fl) (x) = 11. (x)
,

(f) (x) = f (x) (punktvis kompleks konjugering)

I f I (x) = I f (x) I (numerisk vcerdi)

(Re f) (x) = Re f (x) (realdel)

(1m f) (x) = 1m f (x) . , (imagincerdel)

defineres funktioner f+g Af fg 1 f af X ind .i <C, , h , og

funktioner I f I , Re f, Em f af X ind i JR.

Bemcerk at

f(x) = Re f(x)+i Im f(x) for x EX.

Hvis f, g.,.h E cO (X, JR.) og A E JR sa har funktionerne f+g, Af ,

fg og ~ reelle vcerdier. Derudoverdefineres ved

(fAg) (x) = min {f (x) , g (x) }

(fv g) (x) = max{f (x) , g (x) }

funktioner fAg, fvg af X ind i JR. Der g~lder

(fAg) (x) + (:'fvg) (x) = f (x) +g (x) for x EX.

Disse fastscettelser har naturligvis mening for vilkArlige komplekse

(henh. reel1e) funktioner pA X (kon t i.nuer t e eller ej), men vi skal

nu se at operationerne anvendtpA kontinuerte funktioner giver kon-

tinuerte funktioner.

SJETNING 2.8. Mcengden cO (X,<C) er, udstyret med punktvis addition

og skalarmultiplika t.Lon, et vektorrum over <C, og hvis
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f,g,h E CO(X,¢) med hex) * ° fo~ aIle x EX, sA g~lder

fg FI,~ E cO (x,¢) . For f E cO (X,¢) g~lder

oI f I , Re f, Ern f E C (X, JR.) •

M~ngden cO (X,lli) er, udstyret med punktvis add~t~on og skalar-

multipl~kation" ,et vektorrum over JR., og hvLs of,g,h E C (X, JR.)

med h(x) * 0 for aIle x E X sa g~lder

1 0
fg f'Il' If I ,fAg,fvg E C(X,JR) •

BEVIS. Idet afbildningerne af X Lndi.L ¢2 givet ved

x 1-+ (f(x),g(x),) og x~ (A,f(x))

for f,g E CO(X,¢) og A £ ¢ er kontinuerte, fAs at funktionerne

£+g og Af tilh¢rer CQ(X,¢) ved hj~lp a£ regneoperationernes kon

tinuitet 09 Korollar 2.4. At cO (X7 ¢ ) er et vektorrumover ¢ f¢l-

ger sa ved hj~lp af regnereglerne i ~. Pa analog made fas at

fg , ~
1og h er'kontinuerte. F.eks. er X 1-+ f(x) s ammenasat.n.i.nqen

af de kontinuerte afbildninger

X f-+ f (x) , O'9 z 1-+: Z, •

De reelle funktioner Ifl , Re f oq lm f erkontinuerte fordi

z ~ Izl er kontinuert og idet

1· 1-Re f (x) ="2 f (x) +"2 f (x) og
1 1-

lmf(x) = -2'f Ix ) - -2'f (x) •1 1 ...

Tilf~ldet
o

C (X ,JR), gar analogt; ~det fvg og fAg kan, skrives

(fvg) (x.) = ~ (f (x) +g(x) ) +~[f (x) -g (x) I

(fAg) (x) = ~ (£ (x) +g (x) )-~ I f (x) -g (x) I

fas at ogsa fAg " fvg er kontinuerte. For reelle tal a,a g~lder

nemlig

rnax{cx,aJ 1 ' 1= 2'{cx+a )i + "2la-a I

min{cx,a} 1 1
D= "2 (cx+a) - "2la-a I
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EKSEMPEL. Ethvert komplek·st polynomium, a Lt.s a en funktion

p: ~. ~ t afformen

11.43

n
a.z jp(z) = L z E <t

j=O J

hvor a O' a 1 ' • · · ,an E e og n E IN", er kontinuert. Det er nemlig

klart at afbildningen z ~ z af <t ind i ¢ er kontinuert. Ved

induktion ses sA, at afbildningen z ~ zj af ¢ ind i ¢ er konti-

nuert for aIle j E ID, og pastanden f¢lger herefter af S~tning 2.8.

EKSEMPEL.

EKSEMPEL.

1Afbildningen x ~ - af ]O,oo[x

At a£bildningen (x,y) ~ x 2+y2

ind i ]O.,oo[ er kontinuert.

(cf. p. 11.32) er kontinuert

kan nu indses pa f¢lgende made: Aile afbildningerne

(x,y) J-+ x , X 1-+ (x,x) , (x, x) 2
J-+ X

er kontinuerte, og ·derfor er (x,y) 2
~ x kontinuert; tilsvarende er

(x,y) ~ y2 kontinuert, og dermed er (x,y) ~ x 2+y2 kontinuert.

Afstand fra" et punkt til en m~ngde. Betegner A en ikke tom delm~ng-

de af et metrisk rum (X,d) defineres ved

x ~ ~(x) = d(x,A) = inf{d(x,y) lyE A}

en reel, ikke negativ funktion pa X. For et vilkarligt x E X

kaldes d(x,A) afstanden fra punktet x til m~ngden A. Det b¢r

ikke give anledning til misforstaelse, at vi ogsa betegner denne

afstand med d.

Det er klart at

A S {x E X I d(x,A) = O} ,

og hvis A c X er afsluttet g~lder

{x E X I d(x,A) = O} = A .

Hvis nemlig x E X opfylder

1sa d(x,xn) <n

d(x,A) = 0 sa findes for hvert n E ~

og punktf¢lgen (xn) er konvergent
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med grcensepunkt x som, da A er afs.Lut.t.e t.;. t.Ll.he.re r A-.

Afbildningen ~: X ~ E er afstandsformindskende og derfor kon

tinuert~ For vilkArlige punkter x 1,x2 E X og et vilk&rligt punkt

yEA har vi nemlig

d(X1 , A ) < d(x1,y) < d(x1,x2) +d(x2,y) ,

hvoraf f¢lger

altsa

Lader vi bytte roller, far vi herved

for x E [0, 1 ]o

-x for x < 0 ,

d (x, [0 , 1 ]) =

EKSEMPEL. For X = E' med den scedvanlige afstand fLnder vi

x-1 for x > 1 ,

og

d(x,{0,1}) = mi.n l lx-rl l v l x l }

SJETNING .2.9. Til ethvert par F
1

, F 2 af disjunkte, Lkke vt.omme , af

sluttededelmcengder af det metriske rum (X,d) findes disjunkte

abne mcengder G1,G2" sa at F 1 ::: G1 og F 2 c: G2 ·

BEVIS. Lad ~1(x) = d(X,F1) og ~2(x) = d(x,F2). Vi betragter

mcengderne

G1 =' {x E X I ~1 (x) < ~2 (x) } , G2 =,' {xE X ( ~1 (x) > ~2 (x)} ,

som ¢jensynligt er disjunkte, og de er abne,idet ·de er original

mcengderne af ]-oo,O[ og ]O,oo[ ved den kontinuerte afbildning

~1-~2: X ~ E. Hvis x E Fl' gcelder

Altsa .har v~ F 1 ::: G1 · Hvis xE F 2 '

~1(x) > 0 Altsa har vi f 2 S G2 · n

~1(x)= 0 og ~2(x) > 0 ·

gcelder' ~2(x) = 0 qg
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Gr~nsev~rdierforfunktionerpA etinterval. Lad f: A ~ ¢ v~re

en kompleks funktion defineret pA en mainqde A c:rn. aom.u.ndehoLde r

et punkteret interval omkring X o E ill., :>: en mamqde af formen

] a, X o[ u ]X o' b [ med a < X o < b •

DEFINITION. Punk't.i.orren f siges at; have gr(ensev~rdien Zo E ¢

for x g-aend~ mod X o (x E A) , hvis der til hvert e > 0 findes

et 6 > 0 sA

Det er let at se, at f h¢jst har ~n gr~nsev~rdifor x gAende

mod At f har gr~nsev~rdien for x gaende mod
~

erens.betydende med at funktionen f:A U {xO} ~ <t: givet ved

{ZQ for' x = x
~ 0f (x) =

f(x) for x E A'{XO}

er kontinuert i punk.tet Xo og vi skriver i 0 fald, sa

2 0 = lim f (x)
x~xO

XEA'{XO}

Det er ikke forudsat~ at f er defineret i punktet x o ' og hvis

f er defineret i er v~rdien f(x O) uden betydning for eksi-

stensen af en gr~nsev~rdi af f .for x gAende mod xo •

Lad f: A ~ ¢ v~reen kompleks funktion defineret pa en m~ngde

Ac JR som indeholderetinterval af formen ] a,b [ med a < b .

DEFINITION. Funktionen f siges at have gr~nsev~rdien Zo E ¢

for x gaende mod a fra h¢jre (x E A) , hvis der til hvert

e > 0 findes et 6 > 0 sA

l"f(x)--za[ < e .fo.r aLLe x E la,a+o[ nA .•,

. fra h.¢jre, og a·t f· har gra2ns'evterdien z6 'for .x gaende. mod a
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fra h¢jrenetop hvis funktionen f: [a,b[ -+ <C givet ved

"-I {f(X) for x E ]a,b[
f (x) =

Zo for x· a "

kontinuert i punktet a I
0 fald skriver vier . sa

Zo = lim f(x) = lim f(x) = f(a+D)
x-+a +x-+ax>a

11.46

Tilsvarende defineres gr~nsev~rdi af 'f for x gAende mod b fra

venstre, so~ betegnes (hvisden eksisterer)

lim f(x)
x-+b.
x<b

= lim f(x) = f(b-O)

x-+b

Som .ovenfor gcelder,. at en eventuel vcerdi af f i a (eller b) er

uden betydning for' eksistensen af grcens~vcerdii a (henholdsvis b).

Endvidere ses, at en funktion f:A ~_,<C defineret pA et punkte-

ret interval omkring x
O

' har grcensevcerdien Zo for x gAende mod

x O' hvis og kun hvis f har grcensevcerdier fra h¢jre ogvenstre i

EKSEMPEL. Funktionen f: JR'{ O} -+ lR givet ved

f(x) = sin x
x for

har gr~nsev~rdien 1 for x· gAende mod o. Vi har nemlig for

TT
X E ]O'2[ uligheden (tegning)

s Ln.....x < x < .t.an x

hvoraf
sin x

1
tan x sin x 1

< < = ,
x x x cos x

eller

0 1
sin x 1-cos: x sin x 1:-cos. x

< - < <x cos x x cos x

1det x~ cos x er kontinuert og cos 0 = 1 findes til givet

g > 0 et sA

1-cos x
x~E ]0,6[ ~ < £,cos X
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hVilket viser at· f(O+) = 1 • Pa analog made ses at :e{0,.) = 1,. ~

For funktioner defineret pa halvlinier tales pa analog made om

grcensevcerdi for x ~ ±ex>. For eksempel siger vi at f: ]a,ex>[ ~ <t

har grcensevcerdien Zo E t for x ~ ex>, hvis der til hvert e > 0

findes et tal b > a sa

x E ]b,oo[ => If (x).-zO I < e •

For reelle eller udvidet reell~ funktioner kan ogsa tales om grcense-

vcerdien +00 (-00) for x. gaende mod a E E (fra h¢jre, eller fra

venstre) eller for x ~ ±oo. For eksempel siges f: ]a,b[ ~ E at

have grcensevcerdien +00 for x' gaende mod .a fra h¢jre hvis der

til hvert ex E JR findes et 6 > 0 sa

.x E ]a,a+o[ n ]a,b[ =>. fIx): > ex .

EKSEMPEL. Funktionen

x ~ ex> og funktionen

x ~ 0 fra h¢jre.

x
x ~1-+ I x I .(x: E'JR-)· h.ar grcensevcerdien 1 for

x ~ ~ (x> 0) har gr~nsev~rdien = for

Monotone funktioner. En funktion f: A ~ JR* defineret pa et interval

A i E* kaldes monoton hvis den er monotont· voksende (d.v.s. for

x,y E A gcelder: x < y => f(x) ~f(y)) -eller monotont aftagende

(d.v.s. for x,y E A gce~der x ~ y => f(x) ~ f(y))

Lad nu A = ] a ,·b.[ vcere et begrcenset eller ubegrcenset abent in-

terval i JR og lad f: A ~ E vzere moriot.ont. voksende. Sa gcelder:

for ethvert Xo E [a,b[ har f en gramsev~rdi f(xO+O) E,JR* for

fra .h¢jre, og

f(xO+O) = inf{f(X) I x E A A X > XO}

Thi betegnes dette ~nfimum med B gcelder for ethvert a' > a at

der findes Xl E A , x' > x o sa f(x') < a' og for aIle

x E ]xo'x'[ gcelder sa

a < f (x) < a' ·
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Analogt g~lder: For ethvert xOE ]a,b]" har f e~~~r~nsev~rdi

f(xO-O) fra venstre i X o s om erlig med s up ifCx) xEA l\ x<xO}

For ethvert Xo E A g~lder abenbart f(xO-O) < f(x O)
.< f(xO+O) ,

- -

og f er kontinuert i Xo hvis og kun hvis f(xO-O) = f(x O) =

f(xO+O) Hvis f er diskontinuert i Xo viI f ikke antage nogen

v~rdi i intervallet }f(xO-O),f(xO+O) [ undtagen v~rdien f(xO)' sA

fremt denne ikke netop er lig med f(xO-O) eller f(xO+O)

Hvis f er defineret i a g~lder f(a) ~ f{a+O) og f er

kontinuert i a, hvis og kun hvis f(a) = f{a+O) Hvis f er

diskontinuert i a, ·vil f ikke antage nogen:v~rdi i intervallet

] f (a) , f (a+O) [ . Hvis f er defineret i b., gcelder f (b-O) ~ f (b) ,

og f er kontinuert i b, hvis og kun hvis f(b-O) = f(b) Hvis

f er diskont~nuert i· b, viI f ikke antage nogen v~rdi i inter-

vallet ] f (b-O) , f (b) [ .

For en monotont aftagende funktion f: A ~ m g~lder naturligvis

ti Isvarende \resrul t.at.e.r,

Kontinuitet i talrurnmene. Lad (X,dx ) v~re et metrisk rum. Idet

maksimumsmetriken d pA JRk (k E IN)
00

og den euklidiske metrik

d;a pA JRk opfylder uligheden (cf. 11.21)

for k
~,y E m

somg~lder, at en afbildning f: X ~ JRk er kontinuert i x EX,

afbildning ind i (JRk, d) hvis og kun hvis f er kontinuert i
00

ksom afbildning ind i (m ,d
2

) . Tilsvarende er en afbildning

g: A ~ X, hvor A c JRk, kontinuert i et punkt a E A nAr A

x

op-

fattes som delrum af (mk,d)
00

hvis og kun hvis g er kontinuert

i a nar A opfattes som delrurn af I praksis viI vi

dog oftest arbejde med d dadener Le t.t.est; .at; vurdere. Med mindre
00

andet eksplicitanf¢res r,,~bet.y.de·r kontinuitet af en. afbildning "til"

eller "fra" et talrum, kontinuitet mht. d
00
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§3. Uniform~,kontinuitet.

Til mange f o rma Lvhar vi, brug for en skcerpelse af begrebet konti

nuert afbildning, nemlig begrebet uniformt kontinuert afb~ldning.

Definition af un~form kontinuitet. Lad (X,dx ) og (Y,dy) vcere

metriske rum og lad f: X ~ Y vcere en kontinuert afbildning. For

hvert a E X og hvert e > 0 findes sa et 6 >0 saledes at

f{K
X{a,6))

~. Ky{f{a) ,e) , ( 1 )

men det er afg¢rende, at, dette tal 6 afhcenger af bade e og a.

2
6 (a) <

a a e
3 4

---a = 1-ae- 1-ae

6{a) ~ 0 for a gaende mod 0 fra h¢jre.

mcengden

J2e {x 0 I
1 1 1 e},> a-- e < - < -+x a

som er intervallet
a a omkring]1+ae'1-ae[ a , og

heraf ses at

1 2

EKSEMPEL. Afbildningen x~ ~ af ]O,oo[ ind i !]O,oo[ (med den

scedvanlige afstand) erkontinuert. Lad e E ]O,1[ vcere fast. For

hvert a E ]0,1] lader vi 6 = 6{a) > 0 betegne et tal sa (1) gcel

der. V~ ser~ at originalmcengden
1 1til'intervallet ]-a-e'a+e[ er

Dette viser, at

ser at 6{a) > 0 for at kunne

[O·,oo[ ind i [O,oo[ (med sced

e E ]O,1[ vcere fast. For a > 1

]a 2-e,a2+e[ intervallet

2EKSEMPEL. Afbildningen x ~ x af

vanlig metrik) erkontinuert. Lad

er, or.ig~.;_almCEngden t. il intervalletT2 .: 2
]Va~-e, a ·+e[ omkring a, og vi

benyttes i (1) rna opfylde

6(a) < ja
2+e-a ~ ;a '

d d 0 (j.a~+~') 2 < t.s:+'a\2 -_ L~+a2en si ste vurde~ing fas fordi ~ ~~
- \2a) 4 2

Dette viser, at 6{a) ~ 0 for a ~ 00 • (LaV tegning). a

I de ovenstaende eksempler gcelder, at for fast E > 0 skal tal-

lene 6 = 6(a) > 0 sa (1) er opfyldt vcelges "gaende mod 0" nar
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a E X varierer. Det er netop dette f~nomen vi, ¢nsker at udelukke

rned begrebet uniform kontinuitet.

DEFINITION. En afbildning f: X -+ Y kaldes uniformt kontinuert,

hvis der til hvert g > 0 findes et tal 6 > 0 sa det for alle

x 1,x2 E X som opfylder d
X(x1,x2 ) < 6 g~lder at

dy{f{x1),f{x2)) < g.

Forrnuleret rned de logiske tegn er betingelsen:

Det er umiddelbart, at en .uniformt kontinuert afbildning

f: X -+ Y er kontinuert ·(d.v.s. kontinuert i aIle punkter a E X) ,

men p6inten i definitionen er at til et g~vet E > 0 findes et

6 > 0 som "kan bruges" i aIle punkter a EX.

Lad f: X -+ Y vcere .en un.i.fo rrnt; kontinuert afbildning, og

X' * 0 en delrncengde af X. Da er restriktionen af f til Xl en

uniformt kontinuertafbildning afdelrummet (X',dx) ind i (Y,dy)

EKSEMPEL. En Lipschitz afbildning f: X -+ Y er uniformt kontinu-

ert (cf. II.34)~~ Til E > 0 kan 6 = ~ benyttes. Specielt er en-

hver afstandsforrnindskende afbildning uniformt kontinuert, hvilket

f.eks.viser, at for en ikke torn delmcengde A c X er afbildningen

X :3 x t-+ dx(X,A)

uniforrnt kontinuert (cf. II.43)~·

EKSEMPEL. Lad f:I -+ JR v~re 'en differentiabel funktion .pa et

~ilkarligt interval I c JR, og antag at f' er begr~nset, altsa at

c = sup{ I f I (x) I I x E I} < 00 •

If¢lge rniddelv~rdiscetningeng~lder for x,y E I

f{x)-f{y) = f' (~) (x-y) ,

hvor ~ l~gger mellem x og y; heraf fas at
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If(x)-f(y') I = If' (~) (x-y) I ~ Clx-yl ,

11.51

hvilket viser at f er en Lipsch~tz afbildn~ng, og dermed at f

er uniformt kont~nuert. F.eks. erfunktLonen x ~ sin. x af mind

i m. uniformt kontinuert.

Kontinuerte funktioner p~.etinterval.Vi skal nu vise noglefunda-

mentale egenskaber ved kontinuerte funktioner p~et·begrCEnset og af-

sluttet interval i m.

S~TNING3.1.· En kontinuert funktion f: [a,b] ~ ¢ pA et begrCEnset,

afsluttet interval i JR er un i fo rmt; kont·inuert.

BEVIS. Vi f¢rer beviset indirekte, og antager alts~ at f ikke er

uniformt kontinuert, hvilket· (negation ·af .(2)) betyder at f opfyl-

der

3'£ > 0 Yo >·0 3x,z··E [a,b]: Ix-zl <0 A If(x)-f(z) I ~ e , (3)

eller i ord,. at der findes et tal £ > 0 s~ det for hvert 0 > 0

er muligt at vCElge x,z E [a,b] s~ lx-zl < 0 og samtidig

If (x) -f (z) I > £. Som vi skal.se f¢rer dette t·il enmodstrid. Lad

n
o =

vCEre valgt,ihenhold til. (3). For 'hvert nEE betragtes£ > 0

1 og if¢lge (3) findes s~ ta~ x , z E I a. b ln n som op.fylder

Ix -z I < 1
n n n og I f (x) - f (z ) I > en n-

Dervedbestemmes talf¢lger (xn) og (zn) i [a,b] Fra Korollar

2.6 i Kap I. ved vi, at (x) har en konvergent delf¢lge (x ) .n np
Lad x E [a,b]. be t.eqrre grCEnsevCErdien. Den tilsvarende numme.reerede

~:~+f¢lge3- (Zn) af (zn) e.r ligeledes konvergent raed grCEnsevCErdi
p

x" Lde t; vi for alle-p 'E IN har

Udnyttes, at f er kontinuert, f~s

f(x) = lim f(x ) =
n

p p
lim f (zn ),

p p
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hvoraf

lim 1f (x ) - f (z )1 = 0 •n np p p

11.52

FA den anden side g~lder if¢lge valget af xn
og zn at

~f(x )-f(z ) 1 > e > 0n n-
p p

foralle p E IN", hvilketgiver den s¢gte mod's t r Ld , D

SlETNING 3.2. Lad ·f:· I ~ <Cv~reen uniformt kontinuert funktion pA

et begr~nset interval. I c JR. sA er b i Ll.edmenqderi f(I) c <C be-

gr~nset.

BEVIS. If¢lge den uniforme kon.t.Lnu i.t.e t. findes (til e = 1) et tal

6 > 0 sA det for x,y EI g~lder

Ix-yl < 0 ~ If(x)-f.(y) 1 < 1 •

Lad endepunkterne for. I v~re a og b (a < b) SA findes ende-

ligt mange punkter x.1 , ... , x E I. . n sA

og sa

a < ~1 < x 2 < ••• < xn < b

n
. U ]x.-o,x.+o[ ~ I .
j=1 J J

thi der findes et j E {1, ... ,n} sa

Dermed g~lder. for alle x E I at

If(x) 1 .s max{lf.(xt)·I., ... ,lf(xn) 1}+1

lx-x. 1< ° og dermed
J

1£ (x)1 < I f (x) -£ (X j ) I + 1£ (X j ) I

< 1 + max{ 1f (x1 ) 1 ,. • • ,If (xn) I} ·

Dette viser at f(I) er begr~nset. n

BEMlERKNING. Det er vigtigt .at intervallet

e r. funktionen f (x) = x af JR ind i JR

'f(JR) = JR som er ikke begrcenset.

I er begr~nset. F.eks.

uniformt kontin.uert men

Medens enhver kontinuert funktion pA et begr~nset og afsluttet
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interval if¢lge 3.1 er uniformt kontinuert, grelder et tilsvarend,e

resultat ikke for et begrrenset Abent interval. Vi har dog:

S~TNING 3.3. Lad f: Ja,b[ ~. ¢ vrere en kontinuert funktion pA et

~bent begrrenset interval. SA ·er f¢lgende tre bet~ngelser ensbetydende~

(i) f er .. tiniformt.k6ntinuert,

(ii) f hargr~nsevCErdiet f(a+O) og f(b-O) frah¢jre i a og

fra venstre i b.,

(iii) der findes en kontinuert "udvidelse" f af f til [a,b],

d.v.s. der findesen kontinuertfunktion f: [a,b] -+ ¢ sA

f (x). = f (x) for alle x E Ja,b[ .

BEVIS. Antag at f er uniformt kontinuert. Vi vil vise at f har

en grCEnsevCErd~fra h¢jre i a. Lad (x) VCEre en vilkArlig' f¢lgen

af tal xn E ]a,b[ somkonvergerer mod a. SA er f¢lgen af funk- (

tionsvrerdier ,(f(x» if¢lge 3.2 en begrrenset kompleks talf¢lge.n

Der findes altsA (scetning 3.2 i Kap. I) en konvergent delf¢lge

(f(x » . Lad grcensevrerdien for denne delf¢lge vcere z E ~. Lad. n a
p

os indse at

(4 )

Til et givet e > 0 findes if¢lge den un~forme kontinuitet et

6 > 0 sA

x, Y E ] a , b [ , Ix-y < 6 '* I f(x) -f (y) I < 1
Idet x ~ a og f.(x) ~ z findes et NEilln np a

og If(x )-z I < ~ og dermed harvi for aIlenN a

.lx-.a I < 6 at

sA x E ]a,a+6UnN
x E ]a,b[ med

hvi~ket viser (4). Analog~ ~ndses at f har engrcensevcerdi i b

fra venstre. ·'Hermeder _. vist (L) => (ii 1-.
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(ii) ~ (iii). Hvis f har gr~nsev~rdier' f(a+O) og f(b-O) i

a fra h¢jre og . b fra venstre, sA er funktionen f: [a,b] ~ ~

givet ved
f (a+.O) for x = a

f (x). = f(x) for x E ] a ,b [

f(b-O) for x = b ,

kontinuert (cf. side II. 46).

(iii) => (i). . ~Hvis f har en kontinuert udvidelse f til [a, b] ,

sA er f uniformt kontinuert if¢lge S~tning 3.1, og dette medf¢rer

at f er uniformt· kontinuert.

BEMlERKNING. Det er afg¢rende at intervallet er begr~nset. F.eks. er

funktionen sin x af JR -Lnd i "..m. und.fo rmt; korrt.Lnuert., men

sin x har ikkenogen grcensevcerdi "for x~·oo (eller x ~ -(0)

Vi skal nu skcerpe udsagnet'i Scetning 3.2 i .tilfcelde afen reel funk-

tion pA et afsluttetbegrcenset interval.

S~TNING. 3.4. Lad f: [a,b] ~ R v~re en kontinuert (og dermed uni-

formt kontinuert) reel funktion pA et begrcenset og afsluttet inter-

val'i JR.

SA har f en st¢rste vcerdi max f og en mindste veerdi min f

og f antager alle veerdier'mellem max f og min f .

BEVIS. If¢lge Sretning 3.2 er billedmcengden

A = f([a,b]) = {f(x) 1 x E [a,b]}

begrcenset. Lad a·= sup A E E. Det drejer sig om at finde et

x E [a,b] s~ f(x) = a, thi dermed er a den st¢rste vcerdi for

f. Derfindes imidlertid talfra A vilk&rligt teet ved a,

d.v.s. der findesen f¢lg~ ! (x) af punkter fra [a,.b] sAn
1f (x ) > a-- for alle n E IN. Specielt gcelder al tsA (da f(xn) <n n

a) at

f(x ) ~ a for n ~ 00 •
n
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Fra Korollar 2~.6 i Kap. I ved vi, atder findes enkonvergent

delf¢lge (x ) af (xn) med 9r~nsev~rdi x E [a,b]. Lad os indnp
se at a = f(x) . Dettef¢lger af kontinuiteten af f idet

f(x) = lim f(x ) = a •
np-+oo p

pA analog mAde indses, at f har en mindste v~rdi, d.v.s at der

findes x '. E [a,b] sa

f (4 ') = inf{f (y) I yE [a, b] }

Vi mangler at vise, at £ antageralle v~rdier mellem max f og

min .f .

Hvis min f = max f er der intet at vise. Antag, at min f <

max f og betragt y E ]min f, max f[ . Vi definerer

11' = sup { f (x) x E [a,b] , f(x) ~ y}
v = inf{f(X) x E [a ,.b ] , Y ~ f(X)}

SA g~lder 1-1 ~ y~ v og pA samme made som ovenfor ses" at der fin

des x,x' E [a,b] sA f(x) = 11 og f(x') = v. Vi skal se, at

11 = v hvilket viser pastanden, idet f(x) = 11 = y. Vi f¢rer bevi-

set indirekte og antager altsA at 11 < v. Dette betyder at f ikke

antager nogen v~rdi i ]l1,V[ • Vi kan gerneantage x ..< Xl (ide.t :~:,

tilf~ldet x > x' behandles analogt). If¢lge den uniforme kontinui-

tet med e = V-11 findes 6 > 0 sA det for aIle z,z' E [a,b] med

lz '-z 1 < 6 gcelder at If (z ) -f.(z') I < V-11'. Vi vcelger nu en indde-

ling x = x'n og sa

l x ,-X, 1 1 < 6 for j - 1,2, ••• ,n SA gcelder f (x
1) < 11 thi

J J- -
hvis f(x1) > v har vi f(x1)-f(xO) > V-11 Videre gcelder

f(x
2

) ~11 , thi hvis f (x2 ) > v har vi' f(x2)-f(x1) > V-11 . sA-

ledes g&r vi frem og vi far at f(xn~1) ~ 11. Heraf fAs sA, at og

sA f(xn) ~ 11, thi ellers gjaldt f(xn }- f (xn _1 ) ~. V-11. Men
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f(x ) = f(x') = v hvilket er en modstrid. n
n

ResuLtaterne ·ovenfor kan sammenfattes pa f¢lgendemade: En kon-

·tinuert funktion f: [.a,b] -+.<C p'a et be·grcenset afsLut.t.e t; interval

er un.iformt kontinuert, og billedmcengden for en kontinuert reel funk-

tion f: [a,b] ~ m pa et begrcensetafsluttet interval er det be-

grcensede a£sluttede interval [min f, max f] .
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§4 Kompakthed.

11.57

Hovedresultaterne fra den foregAende paragraf (S~tningerne 3.1 og

3.4) er eksistensudsagn, og den egenskab ved et afsluttet begr~nset

interval [ a s b l ~ JR, der blev benyttet i beviserne, er at de r vtLl,

enhver talf¢lge (x) af tal x~ E [a,b] eksisterer (mindst) en
n n

konvergent delf¢lge (x ) af (x) med en gr~nsev~rdi x tilh¢-
n n

rende [ a , b ] . P

Vi skal nu, med henblik pA anvendelse til bevis for eksistensud

sagn i mere generelle situationer, studere denne "delf¢lgeegenskab"

i vilkArlige metriske rum.

Definition af kompakthed. Lad (X,d) v~re et metrisk rum.

DEFINITION. Det metriske rum (X,d) keLdes kompakt hvis enhver

punktf¢lge (x) i X har en delf¢lgen (x ) som er konvergent.np

Udsagnet er altsA, at der til enhver punktf¢lge (x n) af punkter

x E X eksisterer en delf¢lge (x ) af (x) og et punkt x E X
n n n

p
sA x = lim x

p np

DEFINITION. En delm~ngde K e X kaldes kompakt hvis enten K = 0

eller hvis K * 0 og det metriske rum (K,d) , delrummet af (X,d)

med underliggende m~ngde K, er kompakt.

En ikke tom delm~ngde K eX er saledes kompakt hvis der til en-

hver f¢lge (x ) af punkter X E K findes et punkt x E K og enn n

delf¢lge (x ) af (x ) 0 xsa x ~ .n n np p

EKSEMPEL. Et afsluttet begr~nset interval I e lli er en kompakt del-

mcengde af JR, nAr JR udstyres med den scedvanlige metrik. Dette

f¢lger af Korollar 2.6 i Kap. I.

EKSEMPEL. Enhver epdelig delmcengde A afet vilkArligt metrisk rum

(X,d) er kompakt. Lad f.eks.

A = {a 1 ' a 2 ' · · · , a k }
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med a 1 ,. · • , a k EX. Er (x )
n

en f¢lge af punkter x E A ,
n

sa

findes mindst et j E {1,2, ... ,k} sa mcengden

og det er da klart atdelf¢lgen

er uendelig (indirekte bevis:). Men sa findes

sa x = a. ,
np J

rned grcensepunkt a. EA.
J

{n E ill x = a.}
n J

n'1 < n 2 < • .'. < np < • • •

(x ) er konvergent
n

p

EKSEMPEL. Lad (X,d) vcere et diskret metrisk rum. Endelmcengde

K c X er da kompakt hvis og kun hvis K er endelig, d.v.s. bestar

af endelig mange punkter. I 'detforegaende eksempel har vi neml~g

set, at hvis K er en endelig de Imamqde af et v i.Lka r Lf.qt; metrisk

runi, sa er K kompakt, og vi skal nu godtg¢re at en kompakt delmceng-

de K af det diskrete metriske rum (X,d) er endelig. Dette g¢res

indirekte. Hvis nemlig K bestar af uendelig mange punkter, er det

muligt at v~lge en punktf¢lge (x )
n afpunkter i K rned eienskaben

x * x hvis n * m ,n m

og dermed (da (X,d) er diskret) d(x ,x ) = 1 hvis n * m, ogn m

det er herefter klart, at der ikke findes nogen konvergent delf¢lge

af (xn) . Altsa "er-:K" ikke kompakt.,

Simple egenskaber. Lad (X,d) vcere et metrisk rum.

S~TNING 4.1. En kompakt delmcengde K c X er afsluttet og begrcenset.

BEVIS. Hvis K = 0 erpastanden klar. Vi kan derfor antage at

~ * 0 og viser f¢rst, at K er afsluttet. Dette kommer if¢lge Scet-

ning 1.5 ud pa at vise, at hvis (xn) er en konvergent f¢lge af

punkter tilh¢rende K sa viI grcensepunktet x = lim x n
ligeledes

tilh¢r~ K. Lad derfor (x) vcere en konvergent f¢lge af punktern

x n E K med grcensepunkt x EX. If¢lge kornpaktheden a£ K findes
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Xl E K og endelf¢lge (x ) af (x ) 0sa
n np

Xl = lim x np p

Men det er klart at Xl = X og derfor x E K .

11.59

Lad os derefter vise, ·at K er begr~nset. Dertil v~lges a E K

091 vi s~tter

ex = sup{d(a,y) Y ,E K} E [0, 00 ] •

Det drejer sig om at vise, at ex E m (dvs v ex·* +(0) If¢lge

definitionen af ex findes en f¢lge (x )
n af punkter x E K

n
sa

d(a,x ) -+ ex i JR*n If¢lge kompaktheden af K findes x E K og

en konvergent delf¢lge (x ) af (x)
n n

p
sa x -+ x. Dermed g~lder

n
p

ex = lim d(a,x ) =
n

n

hv.i.Lke t viser at ex E JR • D

1 im d (a , x ) = d (a , x)
n

p p

EKSEMPEL. Lad K c ill. v~re kompakt. Sa g~lder

sup K , inf K E K .

Det er nemlig klart, at sup K , inf K E JR (K er beqreenset.) og hvis

x
n

E K er valgt sa x
n

< inf K + 1
n

for n E IN: , g~lder x -+ inf K ,n

og idet der findes en konvergent delf¢lge

sev~rdi i K, sluttes at inf K E K .

(x ) af (x) med gr~n-n n
p

EKSEMPEL. Lad X vcere en uendelig m~ngde og lad (X,d) .v~re det

diskrete metriske rum med underliggende rn~ngde X. Idet enhver del-

meenqde A c X er s a ve L beqrzens e t. som afsluttet, men kun de endelige

delm~ngder af X er kompakte, findes der altsa. delm~ngder af X som

er afsluttede og begrcensede men ikke kompakte. Enhveruendelig del-

m~ngde af X har denne egenskab.

SlETNING 4.2. Antag at (X,d) er kompakt. En delmcengde K c X er

kompakt hvis ogkun hvis K er afsluttet.
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BEVIS. Antag f¢rst at K * 0 er afsluttet, og lad (x )
n vcere en

f¢lge af punkter x E K •
n

Opfattes (x )
n

som en punktf¢lge i

(X,d) findes, da (X,d) er kompakt, x E X og en (i(X,d» konver-

= x Da K er af-gent delf¢lge (xn) af (xn). med
p

sluttet g~lder if¢lge Scetning 1.5 at

lim x
n

p p
x E K , hvilket viser, at K

er kompakt. Dette viser "hvis "-delen og "kun-hvis "-delen er LndehoLdt;

i den foregaende s~tning. D

Kompakthed og kontinuitet. Lad nu (X,dx) og (y,dy) vcere metriske

rum og f: X ~ Y en kontinuert afbildning.

SlETNING 4.3. For enhver kompakt delmcengde K c X er billedmcengden

som svarer til delf¢lgen

og enkonvergent delf¢lge

er kontinuert, at

Dertil vcelges for hvert

og

sa

Vi skal

E Kx n

og en konvergent del-

Y = f(x) E f(K)

Yn E f (K) •

(yn) af
p

et punkt

x E K

Scettes

n E :R\I

~ x •

f

er kompakt findesK

vcere en f¢lge af punkter

(x) sa x
n n

p
den delf¢lge af

gcelder, da

Idet

Lad (Yn )

Y E f (K)

Y .

(x ) af
n p

betegner (Y
n)

p
(x ) af (x.)

np n

BEVIS.

finde

Yn ~

p
f(x ) =. n

f¢lge

Y = f(x) = lim f(x ) =
p np

lim Ynp p
D

EKSEMPEL. Lad (X, d) veere et kompakt metrisk rum, og lad f: X ~ JR

vcere en kontinuert funktion. Sa er billedmcengden f(X) kompakt, og

specielt findes punkter x
1,x2 E X sa

Et hyppigt benyttet specialtilfcelde er f¢lgende: Hvis f(x) > 0 for

alle x E X sa gcelder inf {f (x ) I x EX} > o. Der findes nemlig
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f(x
1

) = Ln f i f Lx) I x E X}

og heraf fas pastanden idet f(x
1

) > 0 .

SlETNING 4.4. Hvis CX,dx) er kompakt sa er f uniformt kontinuert.

BEVIS. Beviset er ana~ogt til beviset for S~tning 3.1. Vi f¢rer be-

viset indirekte og antager altsa, at f ikke eruniformt kontinuert,

do. v , s . opfylder

3£ > 0 V6 E 0 3x,z E X: dx{x,z) < 6 A dy(f(X) ,f(z)) > £ .

Lad £ > 0 v~re valgt i henhold hertil og v~lg for n E lli punkter

x n,zn E X 0sa

dX(x ,z ) 1 dy(f(x ),f(z ))< _. og > en n n n n -

Derved er bestemt to punktf¢lger (x ) og (z ) i X , og if¢lgen n

(idet

x E X og en konvergent delf¢lge (x )
np

Den tilsvarende nummererede delf¢lge= x .

findesx

(x )
naf sa lim x

p np
(zn) af (zn) er ligeledes konvergent med gr~nsepunkt x

p
dx(x ,z ) <~) • Altsa gcelder, da f er kontinuert, atn n np p p

kompaktheden af

f (x ) ~ f (x)
np

og f (z ) ~ f (x) ,
n p

men dette er umuligt, idet der for alle p E lli g~lder

dy (f (x ), f (z )) > e > 0
n np p

o

Kompakthedi talrummene mk . Som vi sa ovenfor findes der metriske

rum i hvilke en afsluttet og begra=nset m~ngde ikke n¢dvendigvis er

kompakt. Dette fcenomen indtrceffer dog ikke i talrurmnene mk .

BEMlERKNING. Idet en f¢lge (~n) af punkter ~n E mk
er konvergent

med grcensepunkt x E mk , nar JRk er uds.tyret med maksimumsmetri-

ken d , hvis og kun hvis (x) konvergerer mod x nar mk
~ -n er
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udstyret med den euklidiske metrik d 2
, ses, at en delmcengde

A c mk
er kompakt opfattet som delmcengde af (JRk,d) hvis og kun

00

hvis kompakt opfattet delmcengde af
k

A er som (]I{ , d
2

) .

Som metrik pa :IRk vi.L vi benytte . maksimumsmetriken.

SJETNING 4. 5 • En de Lmamqde K c:IRk er kompakt hvis og kun hvis den

er afsluttet og begrcenset.

BEVIS. "kun-hvis"-delen fas af Scetning 4.1.

Lad K c:IRk vcere en ikke tom afsIuttet og begrcenset deImcengde

af og lad (x )
-n vcere en f¢lgeaf punkter x E K •-n Det er

for at vise pastanden nok at g¢re rede for, at (x) har en kon-n

vergent delf¢lge

viI tilh¢re K,

(x ) idetgr~nsepunktet for-n
p

da K er forudsat afsluttet.

(x )
-n

p
automatisk

Idet K er begrcenset findes et tal 0 > 0 sa K er indeholdt

i den afsluttede kugle med centrum 0 og radius 0 altsa

K c [-a I a] x • •• x [ - a I a] c :IRk .

Betegner vi for j = 1,2, ... ,k med f¢lgen af .j'te koor-

dinater for punkterne (x) gcelder altsa-n

xjE [-a,a] for j=1 , 2 1 ••• , k og nEJN.
n

P E :IN ,for alleE [-0,0]
2x
np

Af Korollar 2.6 i Kap. I fas, at der findes en konvergent delf¢lge

( 1 ) ( 1) (x2 ),xn af x n · Om dentilsvarende nummererede delf¢lge n
p p

af (x
2

) gcelder
n

findes derfor (Korollar 2.6 i Kap. I) en konvergent delf¢lge

af (x2
) • Da (x1 ) er en deIf¢lge af (x1) er (x1 )n n n n

p Pq P Pq

og der

(x2 )
n

Pq

og (x2 )
n

Pq
begge konvergente. I tilfceldet k = 2 er vidermed f~r-
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(x ) . Ellers-nsa er en konvergent delf¢lge af(x )
-n

Pq

forts~ttes den successive bestemmelse af konvergente delf¢lger: Er

digeidet

(E {1,2, ... ,k-1})(x ) en delf¢lge af-n
P

f¢rste koordinatf¢lger

(x) for hvilken de j-n
1 1

(x ) , ... , (xJ ) er konvergente g~ldern n
P P

"+1
x J E [-a,a]

n
P

og der findes derfor en delf¢lge

alle f¢lgerne

(x j +1 ) af
n

Pq

(x j +1 )
n

P
for hvilken

1 1 +1
(x ) , ••• , (xJ )n n

Pq Pq

er konvergente. Efter k sadanne skridt er bestemt en .delf¢lge

(~n) af (~n) for hvilken alle k koordinatf¢lgerer konvergente,
p

og dermed er (x ) en konvergent delf¢lge af (x)· n-n -n
p

EKSEMPEL. Ethvert afsluttet begrcenset " r ektangel" c JR2, a Lt.s a en

m~ngde af formen

er kompakt.

Specielt er enhver kontinuert funktion f: [a
1,b1

] x [a2,b2] ~ ¢

altsa uniformt kontinuert.
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§5. En fikspunkts~tning.

§5 11.64

En ligning til fastl~ggelse af ,den ubekendte x vil ofte kunne

reduceres til formen T(x) =x hvor T er en passende afbildning

af den ubekendtes .de f LnL t.Lonsmenqde ind i sigiiselv. Vi skal nu give

et generelt resultat om eksistens af l¢sninger til sAdanne ligninger.

Fikspunkter for en afbildning. Lad (X,d) v~re et metrisk rum og

T: X ~ X en afbildning.

DEFINITION. Et punkt x ~ X kaldes et fikspunkt for a£bildningen

T 'sAfremt T(x) = x .

Lndfe.re r. vi grafen f or T, a Lt.s a mcengden

graf(T) = {(x,y) E XxX I y = T(x)} ,

er fikspunkterne for T de punkter x E X for.h~ilke (x,x) E

graf(T) (hvor grafen for T "skcerer" q r afien for den identiske af-

bildning x ~ x) .

EKSEMPEL. Lad f: m ~ m. veere en funktion. Et;: tal z E m er da

l¢sning til l~gningen f(x) = 0 hvis og kun hvis afbildningen

T: IR ~ JR givet ved T (x) = f (x) + x har z som fikspunkt.

BEMlERKNING. Opfattes X som mamqden af tilstandefor et system

(af f.eks. fysisk,.:kefui~k, biologiskeller ¢konomisk natur) og af

bildningen T: X ~ X som beskr~veride .tidsudvikl~ngen af systemet, i

den forstand at hvis x E X er tilstanden til et·tidspunkt sA er

T (x) tilstanden til det nzas t e '(sekund, dag, Ar; tiden tcenkes diskret)

tidspunkt, da .er et fikspunkt for T en ligevcegtstilstand for syste

met.

I mange tilfceldevilet system - som tiden gAr - indstille 8ig i

ligev~gt. Mere pr~cist:Antag at T: X ~ X er kont~nuert~ Hvis
nx E X opfylder, at f¢lgen (T(x) ,T(T(x)) , ... ) = (T(x)) er konver-

gent med gr~nsepunkt p E X sA er p et fikspunkt for T. Vi har

nemlig da T er kontinuert

T(p) = T(lim Tn(x)) = lim T(Tn(x)) = lim Tn +1 (x) = p .
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Hv~s omvendt p er et fikspunkt for T sA g~lderT·at f¢lgen

(Tn(p)) er konstant (lig p)

EKSEMPEL. Lad X = [o,~[ med den s~dvanlige metrik og lad T: X ~ X

v~re givet ved
T (x) = VX for x E [o,~ [ •

(og ikke

n E IN ,ogx E [o,~[for

Denne afbildn~ng har de to fikspunkter x = 0 og x = 1

andre; hvorfor?). F¢lgen (Tn(x}) er givet ved

Tn (x ) = 2nO

og vi ser at

(Tn (x) ) for

(Tn (0) )

x E ] 0 ,'~[

er den konstante f¢lge (0,0,0, ... ) medens

konvergerer mod fikspunktet x = 1 .

EKSEMPEL. Lad X = [O,oo[ med den s~dvanlige metrik og lad

T (x)
2= x for x E [O,~ [ •

Denne afbildning har de to fikspunkter x =0 og x = 1 . F¢lgen

(Tn(x)) er givet ved

2.
n

= x for x E [O,~[ o q n E IN ,

og vi ser at

x = 0 og for

den for x > 1

(Tn(x)) for x E LO,1[ konvergerer mod fikspunktet

x = 1 er den konstant nemlig (1,1,1, ..... ) medens

divergerer mod + oo •

BEMlERKN1NG. Disse eksempler g¢r det ncerliggende at skelne mellem to

typer af fikspunkter: stabile fikspunkter p E X hvor f¢lgen (Tn (x))

for alle x i n~rheden af p konvergerer mod p og ustabile fiks

punkter p E X hvor x= p er det eneste punkt i n~rheden af p

for hvilket (Tn(x)) konvergerer mod p. Endvidere ser vi fra ek

semplerne, at fikspunktet p er stabilt eller ustabilt afh~ngigt af

"stejlheden'" af grafen for T i n~rheden af p .

Det er imidlertidikke aIle afbildninger T: X·-+ X der .har et

fikspunkt.

EKSEMPEL. Lad X = [0 ,~[ med den szedv.anLf.qe metrik og lad T: X ~ X

v~re givet ved
T (x ) = A+x2 for x > 0 .

Denne afbildning har.ingen fikspunkter (hvorfor ikke?) og for hvert

x > 0 g~lder, at f¢lgen (Tn(x)) divergerer mod +-00. Der g~lder

nemlig
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Tn (x) > vn for alle n E ill .

For n = 1 har vi jo T (x) = !1+x2
> v'1 log hvis TP (x) ~ VP

for et P E ill finder vi TP+1 (x) =- )1+ (~:p(~'~.)2 ~ V1+p I og p as t an-:

den fas derfor ved induktion.

Kontraktioner. Lad igen (X,d) v~re et metrisk rum.

DEFINITION. En afbildning T: X -+ X kaldes en kontraktion hvis der

findes et tal C E [0,1[ sa

d(T(x),T(y)) ~ C d(x,y) for aIle x,y EX. (1)

En kontraktion er saledes det vi tidligere (p. 11.34) kaldte en

Lipschitz afbildning med konstant < 1 " og dermed er T specielt

kont~nuert, men det er afg¢rende (cf. beviset nedenfor), at kontrak-

tionskonstanten C opfylder 0 < C < 1 .

EKSEMPEL. Lad I c lR v~re et interval forsynet med den s~dvanlige

metrik og lad f: I -+ I v~re en differentiabel funktion som opfylder

c = SUP{ If' (t) II. tEl} < 1 .

Da er f en kontraktion·med kontraktionskonstant C. If¢lge middel-

v~rdis~tningen g~lder nemlig for x,y E I, at

f(x) - f(y) = f' (~) (x-y)

for et ~ Mellem x og y, og vi har derfor

If (x) -f (y) I = If' (~) (x-y) I .s C Ix-y I

SmTNING 5.1. Lad T: X -+ X v~re en kontraktion. Sa g~lder:

(a) Der findes h¢jst €t fikspunkt for T,

(b) Hvis der findes et fikspunkt p E X for T sa er ·for hvert

x E X punktf¢1gen (Tn(x)) konvergentrned gr~nsepunkt p .

BEVIS. (a). Antag at x og y er fikspunkter for T, altsa at
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T(x) = x og T(y) = Y

§5

Sa finder vi af (1), at

11.67

d(x,y) = d(T(x),T(y)) ~ e d(x,y) ,

hvilket da e < 1 medf¢rer, at d(x,y) = 0, a Lt.sa x = y .

(b). Antag, at p EX er et fikspunkt for T, altsa p = T(p)

og lad x EX. Sa g~lder

d(T(x),p) = d,(T(x).,T(p)) < e d(x,p) ,

og ved induktion

n nd(T (x) ,p) ~ e d Ixs p ) for .n E IN,

hvilket da en ~ 0 for n ~ 00 fordi e E [0~1[ , med£¢rer, at

lim d(Tn(x),p) =0, altsa det ¢nskede. 0
n~

BEIYllERKN1NG. S~tning 5.1 (b) kan ogsa, rned sprogbrugen fra foregaende

afsnit, udtrykkes at et eventuelt fikspunkt for en· kontraktion er

stabilt i den forstand at (Tn(x)) for aIle, x E X viI konvergere

mod fikspunktet.

EKSEMPEL. Lad X = JO~1[ v~re forsy~et med den s~dvanlige metrik

og lad

Da er T en kontraktion

f¢lgen Tn(x) givet ved

,T'(x) 1 for E ] 0 , 1 [- 2 x x .
udenfikspunkter (i X) . For x E X er

Tn (x) = _1 x , og denne f¢lge er ikke kon-
in

vergent i rumrnet ]O,1[ .

Fikspunkts~tningen. Som vi sa af detforegaendeeksempel har en kon

traktion ikke n¢dvendigvis et fikspunkt. Dette beroede pa at "fiks

punktet" i en vis forstand la uden for det metriske rum hvorpa kon

traktionen var defineret, og vi skal nu se, at hvis det metriske rum

er fuldsb~ndigt kan dette ikke indtr~ffe.

SlETN1N.G 5. 2 . (Fikspunkts~tningen.) Lad (X,d) v~re et fuldst~ndigt

rnetrisk rum. Enhver kontraktion T: X ~ X har net.op et· fikspunkt.
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BEVIS. Vi ved fra S~tning 5.1, at T har h¢jst ~t fikspunkt, og at

at eventuelt fikspunkt kan findes som gr~nsepunkt for f¢lgen (Tn (x»

hvor x E X (hvis den er konvergent). Lad altsA x EX, og betragt

f¢lgen (Tn(x» . Vi skal se~ at (Tn(x» er en fundamentalf¢lge

i (X,d) Betegner e E [0,1[ kontraktionskonstanten for T gi-

ver (1) og et simpelt ind.uktionsbevis at

d (T
n +1 (x) .r" (x) < en d (T (x ) ,x) fOJ;" n E IN.

For n,p E ill giver trekantsuligheden d~refter, at

<

=

p-1
e n+ j en

p-1
e j

L d(T(x),x) = d (T (x) ,x) L
j=O j=O

en 1-eP
d (T (x) ,x)

en
d (T (x) ,x)1-e < 1-e ._.

Lad g > 0 v~re givet og lad N E m v~re valgt sA

en 1~e d(T(X),x) < ~ for n > N ,

hvilket er muligt da e E [0,1[ .

For n > N og P E:IN har vi dermed at

og (Tn(x» er altsA en fundamentalf¢lge. Da (X,d) er fuldst~ndigt

er (Tn (x) ) altsa konvergent, og gcr~nsepunktet er dermed det enty-

digt bestemte fikspunkt for T. n

BE~RKNING. Udsagnet i S~tning 5.2 er et rent eksistensudsagn, men

af beviset fAs en metode til beregning af fikspunktet, nemlig som

gr~nsepunktet for en vilkArlig af punktf¢lgerne

Ofte viI fikspunktet dog kunne findes direkte.

n(T. (x) hvor x EX.

EKSEMPEL. Idet udstyres med maksimumsmetriken d betragtes
00
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T JR2afbildningen (x, y) ~ (u z v) af

1 (x+y) + 3u = 3"
for

1 (x-y) + 2v = 3"

For (x,y), (x' ,y' ) E ]R2 finder vi

1· nd L JR2 · t dglve ve

2(x,y) E JR

doo{{u,v),{u',V')) = max{lu-u'I,IV-V'I}

< max{2 max{~1x-x' I,i-I y-y' I}' 2 max{i-I x-x' I,~ Iy-y' I}}

= 1max{ Ix-x'l, Iy-y' I} = 1 doo{ (x,y), (x' ,y')) ,

hvilket viser, at T er en kontraktion.· Fikspunktet (x,y) opfylder

ligningerne

1 (x+y) + 3x = 3"
1 (x-y) + 2Y - 3"

og er a Lt.s a (x,y) = (6,3) .

BElYUERKNING. Den i Scetni.ng 5.2 benyttede f r emqariqamade til besterrunel-

se af et fikspunkt kaldes iterat:ionsmetoden eller de successive ap-

prok.simationers metode .. Som et redskab til bevis for eksistens- og

entydighedsscetninger for differentiallign~nger (se Kapitel VII)

er denne (i princippet gamle) metode udviklet af E. Picard (1856-

1941) i 1890. Den kan som ncevnt anvendes pa mange ligningstyper.
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§6. 'Nogle topologiske begreber.

§6 11.70

Tidligere har vi defineret begreberne aben delm~ngde og afsluttet

delm~ngde af et metrisk rum, og vi skal nu, med henblik pa en n~rmere

beskrivelse af delm~ngder af et metrisk rum, indf¢re nogle topologi

ske begreber, d.v.s. begreber der kan defineres ud fra systemet af

abne m~ngder i detmetriske rum. Det drejer sig om det indre, afslut

ningen og randen af enm~ngde.

Det indre at en m~ngde. Lad (X,d) v~re et metrisk rum. En aben

de Imeanqde af X er karakteriseret ved, at der er plads liJ.nden for'

m~ngden rundt om ethvert punkt fra mcengden. For en vilkarlig delm~ng

de A c X skal vi nu interessere os for de punkter i mCEngden for

hvilke der er plads inden for :mcengden til en aben kugle med centrum

i punktet.

DEFINITION. Et punkt x E A kaldes.et indre punkt i A hvis der

findes et r > 0 sa K(x,r) cA.

~ngden af indre punkter i A kaldes det indre af A og beteg-

nes AO
, altsa

A
O

=~{x EA I 3r > 0: K(x,r) c A} •

EKSEMPEL. Lad A c X v~re caben. Sa er ethvert punkt x E A et in-

dre punkt i A ~(thi der findes jo r > 0 sa K(x,r) ~ A) altsa

(nar A er aben). Specielt g~lder altsa oo = 0 og

EKSEMPEL. Lad X = JR v~re forsynetmed den s~dvanlige metrik og

lad a,b E JR med a < b. Sa g~lder

'(]a,b[)o = ([a,b[)o = (]a,b])o = ([a,b])o = ]a,b[

og

( ] -00 , a ] ) 0 = (] -00 , a [.) Q' '= :] -00 , a [. .

S~TNING 6.1. Lad A c X v~re en delm~ngde.

1) Det indre af A er en aben delmcengde af (X,d) .

2) For enhver aben delm~ngde G af (X,d) som opfylder G c A
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gcelder G C AO
•

§6 11.71

BEVIS. 1) Lad o
x E A Det drejer sig om at finde et r > 0 sa

K(x,r) c AO altsa sa alle punkter i K(x,r) er indre punkter i A ~J

If¢lge definitionen findes r' > 0 ·sa K(x,r') c A, og for hvert

Y E K(x,r') gcelder

K(y,s) ~ K(x,r') ~ A ,

0 blot E JO,r-d(x,y) [ (cf. 1·1 • 8) • Dette vi.ser i at allenar s p.

punkter y E K(x,r' ) er indre punkter i A , altsa'tilh¢rer AO og

dermed kan vi bruge r = r'

2) Lad G vcere en aben delmcengde af (X,d) som opfylder G c A.

Vi skal vise, at hvert punkt x E G er et indre punkt i A . Til

givet E G findes, da G aben, et 0
0 K(x,r) c Gx er r > sa ,

altsa da G A
0c , sa

K(x,r) c A ,

og derfor er x et indre punkt i A , d.v.s. x E AO . 0

BE~mRKNING. Resultatet kan sammenfattes' pa f¢lgende nyttige made:

det indre af A er den st¢rste abne delmcengde af A. If¢lge 1)

er nemlig en aben mcengde og enhver aben delmcengde af A er

if¢lge 2) indeholdt i AO
• Anderledes sagt, er det indre af A

altsa f or-enLnqamenqderi af samtlige i A indeholdte a,bne deLrnsenqden.

af (X,d) .

KOROLLAR 6.2. Lad A og B vcere delmcengder af (X,d)

1) Hvis A c B sa gcelder AO c BO •

2) Det indre af fcellesmcengden A n B er lig fcellesrncengden af A0

og BO
, altsa

3) Det indre af foreningsrncengden A UB indeholder forenings:mcengden

af A
O

og BO
, altsa
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BEVIS. 1) Idet °A cAe B ses, at AO er en aben de1mcengde af .'

B og derfor AO c BO .

2) Idet AO c A og BO c B har vi AO n s? c A n s og derfor da

AO n BO er aben at AO n BO ~ . (AnB) 0. Paden anden side gce1der

AnB c A, a1tsa (AnB)o c AO og ti1svarende (AnB)o c BO hvoraf

(AnB) ° c A° n BO .

3) Det er k1art, at A c A UB a Lt.s a AO c (AUB) ° og ti1svarende

BO c (AUB) ° hvoraf AD UBO c (AUB) 0. 0

BEMlERKN1NG. I a1mindelighed gcelder der ikke 1ighedstegn i 3). For

delmcengderne A = [0,1] , B = [1,2] af lR

trik) gcelder

(med den scedvan1ige me-

(AUB)O ]0,2[ og AO UBo = ]0,1[ U ]1,2[ .

EKSEMPEL.

r > 0 betegner den afs1uttede kug1e med

kBetragt JR

kfor a E JR og

udstyret med maksirnumsmetriken d
00

Idet

centrum a og radius r har vi

° ( k(K I (~, r) ) = \ {~ E JR
'0

I doo(~'~) ~ r}) = K(~,r) .

Da K(~,r) er en aben de1mcengde af K' (~,r) gce1der k1art at

°K (a , r) ~ (K' (~, r) ) For gce1der d (a,x) = r
00 - -

og for aIle s > 0 g~lder

k
K(~,s) n (JR 'K' (~,.r)) * 0 ,

d.v.s. K(~,s) er ikke LndehoLdt; i. K' (~,r) for noget s > 0, a1t-

sa

Afs1utningen af en mamcrde . En afs1uttet de1mcengde af det metriske

rum (X,d) er karakteriseret ved, at ethvert punkt,der kan approksi

meres v i.Lka r Li.qt; godt med punkter fra mcengden, s eLv ti1h¢rer mcengden.

Vi ska1 nu, for en vi1kar1ig de1rncengde A c X I interessere os for
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de punkter x EX, der er gr~nsepunkter for konvergente punktf¢lger

af punkter ti1h¢rende A.

DEFINITION. Et punkt x E X ka1des et kontaktpunkt for A c X sa-

fremt det for a11e r > 0 g~lder, at

K(x,r) nA * (() ,
e11er ander1edes s aq t , . at der Lf.qqe r punkter fra A v i.Lka r Li.qt; t~t

ved x.

M~ngden af kontaktpunkter for A ka1des afs1utningen....af A og

betegnes A.

Idet K(x,r) nA * (() for a11e r > 0 hvis x E A g~lder, at

ethvert punkt x E A er kontaktpunkt for A, d.v.s. A c A

a1tsa at A er indeho1dt i sin afs1utning A.

SlETNING 6.3. Lad A c X v~re en de1m~ngde. Sa gce1der:

A = X, (X'A) 0

og specie1t er afs1utningen A af A en afs.1uttet meenqde .

BEVIS. Antag f¢rst, at x E A . Sa gce'lder for a11e r > 0 at

A nK(x,r) * 0 , d.v.s. K(x,r) er ikke en de1m~ngde af X 'A for

noget r > 0 , a1tsa x EE (X'A) 0 . Hvis omvendt x E X <, (X'A) 0

0 findes intet 0 0 K (x, r)sa r > sa c X'A d.v.s. for al1e r > 0-

g~lder K(x,r) nA * 0, a1tsa x EA. If¢lge S~tning 6.1 er

(X'A) ° aben og dermed er A afsluttet. D

Videre g~lder, at hvis F er en afs1uttet.de1m~ngde af X som

indeho1der A (a1tsa A c F) sa g~lder A ~ F; thi i sa fald

har vi X'F c X,A og dermed da X,F er apen, at X,F =

a1tsa
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Specielt er A altsa fcellesmcengden af samtlige afsluttede del-

mcengder af X som indeholder A, hvilket kan udtrykkes, at A er

den mindste afsluttede delmcengde indeholdende A.

En anden nyttig beskrivelse af A er, at A best&r 'af samt~

lige punkter x E X der kan fas som gr~nsepunkter for konvergente

punktf¢lg~raf punkter fra A (hvorfor?).

EKSEMPEL. For a ,b E JR

a < b gcelder

(med den scedvanlige metrik) som opfylder

(]a,b[) = ([a,b[) = (]a,b]) = ([a,b]) = [a,b]

og

( ] -CY.) , a [ ) = (] -00 , a ] ) =] -00 , a ] .

EKSEMPEL. Vi har tidligere defineret den afsluttede kugle med cen-

truro a E X og radius r > 0 som mcengden

K' (a,r) = {x E X d(a,x) < r}

Der gcelder ikke, som man maske kunne fristes til at tro, at denne

mcengde er afslutningen af den abne kugle K(x,r) =

{x E X I d(a,x) < r}. Idet K(x,r) c K' (x,r) og K' (x,r) er af-

sluttet gcelder i almindelighed

K(x,r) ~ K' (x,r) ,

men inklliusionen kan vcere cegte som i tilfceldet med et diskret metrisk

rum indeholdende mindst to punkter og r = 1 (hvorfor?) .

EKSEMPEL. For k·
JR udstyret med maksimumsmetriken d gcelder for

00

aEJR
k

0 tog r > , a

d (a,x) < r}
00 - - -

Det er nemlig klart, da K(~,r) ~ K' (a,r) , at K(~,r) c K' (~,r)

For 'x E K' (~,r) gcelder at f¢lgen

x-n
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bestar af punkter fra K{~,r)

x E K (~, r)

(pr¢v efter~) og at ~n ~ x, altsa

S~TNING 6.4 .. Lad A og B v~re del~ngder af (X,d)

1) Hvis A c B sa g~lder A c B .

2) Afslutningen af fcellesmcengden A n B er indeholdt i f~llesrn.cengden

af afslutningerne af A og B, altsa

(AnB) c AnB .

3) Afslutningen af forenings~ngden A U B er. lig f o r-e n i.nqsrneriqden

af afslutningerne af A og B, altsa

(AUB) = A U B •

BEVIS. Dette fas af Korollar 6.2 ved overgang til komplement~rm~ng

der. Hvis f. eks. A c B gcelder X 'B eX' A og dermed (X'B) 0 c

(X"'-A)o og altsa

- () o '() 0A = X, X,A ~ X ,. X,B = B • o

BEMlERKNING. I almindelighed gcelder der ikke lighedstegn i 2). For

delmcengderne A = ]0, 1 I og B = ] 1 , 2 I af IR har vi A n B = 0

og dermed (AnB) = 0 medens A n 13 = {1} •

Randen af en mcengde. Lad igen A v~re en delmcengde af det metriske

rum (X, d)

DEFINITION. Ved randen af A forstasdelrn.cengden af X som bestar

af de punkter x E X som ikke er indre punkter i A eller indre

punkter iX,A. Randen af A betegnes a'A og er altsa givet ved

o 0 - 0
A = X, (A U(X'A) ) = A' A .

Det f¢lger, at randen aA af en rncengde A c X er en afsluttet

delmcengde af X, idet jo AO U (X,A) 0 er aben. Af den anden lig-
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ning f¢lger, at et punkt x E X tilh¢rer randen aA af A hvis og

kun hvis det for a11e r > 0 g~lder, at

K(x,r) nA =1= 0 og K(x,r) n (X'A) =1= 0 .

Randen af en m~ngde kan godt vcere tom. Dette g~lder a1tid he1e

det metriske rum. I et diskret metrisk:rurn (X,d) er enhver de1-

m~ngde bade aben og afs1uttet og dermed aA = 0 for a11e A eX.

EKSEMPEL. For a,b E lR med a < b g~lder

a(]a,b[) = a([a,b[) = a(]a,b)) = a([a,b]) = {a,b} ,

og

d ( ] -00 , a ]) = (l. ( ] -00 , a .[) = {a }. ,

samt a({a}) = {a} .

EKSEMPEL. For lR
k

k
(~ E IR , r > 0)

udstyret med maksimumsmetriken d g~lder
00

k
a (K(~,r)) = a (K' (~,r)) = {~ E JR I d (a, x) = r} •

00 - -

BEMl-ERKN1NG. Vi har set, at begreberne ~det indre, afslutningen og

rariden af en de1~ngde A af det metriske rum (X,d) er fastlagt

ud fra systemet af abne delm~ngder af (X,d) (via 6.1 og 6.3).

betragtesmed maksimums-aA

Specielt g~lder altsa for en de1m~ngde

har samme betydning ligegyldigt om lRk

c lR
k

.A at AO
, A og

metriken eller med den euklidiske metrik, thi vi har sarnme system af

abne m~ngder i de to tilf~lde.
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11.1.1. Lad X vcere en mcengde og (Y,dy ) et metrisk rum, og lad

~: X ~ Y vcere en bijektiv afbildning. Vis, at der ved

d (x1 ' x 2) = dy(~(x1) ,~(x2)) for x
1,x2 E X ,

defineres en metrik i X .

11.1.2. Vis, at der ved

d(x,y) = 11+~XI - y I . .fo r x,y E JR,
1+lyl

defineres en rnetrik i JR. Angiv de abne kugler i (JR., d) og vis

at enhver delmcengde af JR er begrcenset i (JR., d) .
Vink. Foregaende opgave .for en afbildning af JR ind i ]-1,1[ .

I1.1.3. Vis,atder ved

d ex , y ) = I~ - ~I for x , y E ] 0 , 00 [ ,

defineres en metr~k i JO,oo[ Find de,abne kugler i (]O,oo[,d)

og vis.at mcengden [1,oo[ er begrcenset og at rncengden ]O,1[ er

ubegrcenset Cd.v.s. ikkebegrcenset) i (]O,oo[,d) .

11.1.4. Vis, at der ved

d(x,y) = 1~2 - ~I for x,y E ]-1,1[,
1-x 1-y

defineres en metrik i ]-1,1[ . F~nd de abnekugler i (]-1,1[,d)

og vis at .]-1,1[ er ubegrcenset i (]-1,1[,d) .

11.1.5. Lad (M,d) vcere et metrisk rum. Vis, "firkantsuligheden"

ld(a,b)-d(x,y) I ~ d(a,x) + d(b,y) for a,b,x,y EM.

11.1.6. Vis, at hvis (xn) og (Yn) er konvergentepunktf¢lger

i det metriske rum (M,d) med grcensepunkter x og y, sa er

den reelle talf¢lge (d(x,y)) konvergent med grcensevcerdi d(x,y) .n n

konvergent og at

11.1.7.

(M,d) .

Lad (xn) vcere en konvergent punktf¢lge i et me t.rLsk rum

Vis, at enhver delf¢lge (xn) (cf. 1.p.19) af (xn) er
p

lim x = lim x
n n

p~ 13 n--klO
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11.1 .8. Vis, at en punktf¢lge . (xn) iet metrisk rum . (M, d) er

konvergent med gr~nsepunkt xE M, hvis og kun ,hvis enhver del

f¢lge af (xn) har en (under) delf¢lge, 'der er konvergent rned

grcensepunkt x.

11.1 .9. Lad (M,'d) vcere .e.t, rnetrisk rum. Vis, at far alle a E M

og aile r >'0 er rncengden

{x E M I d(a,x) = r}

afsluttet.

11.1.10. Lad (M,d) varre etmetrisk rum. Vis, at f o.r punkter

a,b E M og et tal r > d(a,b) er mcengden

'{x E MI d(a,x)+d(b,x) < r}

afsluttet.

11.1 .11. Lad m vcereforsynet med denscedvanli:ge rnetrik. Under

s¢g forhveraf nedenstaende delmcengder om d~n er aben eller afslut

tet: ZZ, 0 , JR'~Q, m,{O} , {linE :IN}, {linE IN} U {oJ •n n

punktf¢lge. Vis, at rncengden

11.1.12. Lad (M,d) vcere·et rnetrisk rum og (x )
n

en konvergent

er afsluttet.

11.1.13. Lad m2 v~re forsynetmed den euklidiske afstand. Vis,

at mcengderne

{(x,y) E mt
{(x,y) E m2

er afsluttede.

x > 0 , y > O}, {(x,y) E JR
2 Ix >0 , Y > ~} ,

x E JR,_ y' = sin x} ,

II . 1 . 14 . Lad tp: JR* -:-+ [-1,1] vcere den bijektive afbildning

=f;+~x'
for x = 00

tp(x) for x E :m
-1 for x = -00

og lad d* vrere metrikken (cf. Opgave 11.1.1) 0 JR* givet vedpa
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d*(x,y) = Itp(x)-tp(y) I for x,y E JR* .

Beskriv de abne kugler i (JR* , d*) Vis, at en talf¢lge (xn) i

JR* er konvergent med grcensevcerdi x E JR* (cf. Kap. I.p.36)

hvis og kun hvis .(x
n) er konvergent i (JR* , d *) med grcens.epunkt x .

Vis, at (JR*,d*) e r fuldstcendigt.

11.1 ., 15. Unders¢gom .det. metriske rum i OpgaveII .1·. 2 er fuldstcen

digt.

11.1.16. Vis, at der ved

defineres en metrik i JR2,

kuglerne i det metriske rum

og giv en geometr·isk beskrivelse af

(JR2 , d)

11.1.17. Vis, at d
1:

JRkxJRk -+ [O,oo[ (k EE) givet ved

.d1(~'Y) =

er en metrik i JRk.

k
L Ix·-y·1

j=1 J J
for

Idet

ken i

d 2, og d betegner den euklidiske metrikog maks.t.mumsmet.r I>
k 00

JR skal man vise, at

for k
~,y E JR •

Vis derved.,atbeg·reberne aben, afs.luttet og begrcenset, m~ngde samt

<konvergentpunktf¢lgeogfundame,nta·lf¢··lge ·er de samme medc heriayn

,·-,t·il de tre met.r i.ker . "'d
1

,.d
2

og doo

Vis, at (JRk,d
1)

er fuldstcendigt.

11.1.18. Lad JR2 v~re forsynet med maksimumsmetr~ken d
00

og

bet.raqt; punkterne .Q. = (0,0) , 11 = (2,0) , ,y = (1,2) og 6 = (2,2).

Find mcengderne

{y E JR2 . d (ex ,.,!) 1- ~. dO) (y ,.@.). 2} ,
00 -

{y E JR2 doo (Q.,Y) +~ ..cleo-(YLr,}-.::· = '2} ,

{Y E· JR2 doo(Q.,Y) + dcO(y,£) 2}

hvor "der gcelder = i trekantsuligheden".
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11.1.19. Lad JR2 vcere forsynet med maksimumsrnetriken d og
00

lad a = (-1 , 0 ) og .Ii = (1 ,0) Find mcengden (lav tegning)

{~ E JR2 d (a,x)+d ((3,x) = 3} .
00-- 00--

11.1.20. Lad V vcere et vektorrum over e med nu1e1ement 0 . En
0 V er en afbi1dning II II : V [O,oo[ med egenskaberne:norm pa -+

1 ) Vx E V: II xII >. 0 og II xII = 0 hvis og kun hvis x = 0-

2) VX E V VA E <1:: II Axil = I AI II~II •

3) V~,y'" E V: 1I~+yll < II~II + lIyll .-
Vis, at hvis 11·11 er en normrpa V sa er d: VxV -+ [.O,oo[ givet

ved
d(~,y) = II~-yll for ~,y E V,

en metrik pa V .

1I.1.21. Med ~oo betegnes mcengden af begrcensede komp1ekse talf¢l

ger, a1tsa ta1f¢lger ~ = (z1,z2' ... ) med zi E <t for hvi1ke

II zll = sup{ I z. I I i E ill} < 00 .
- 00 1

G¢r rede for, at
00

et vektorrum <C at a fb i LdnLn-:~ er over og

II • II
00

[0 ,~[
0 vektorrurrunet

00
: fi -+ er en norm pa fi

00

(.a)

gen

(b) Vis, at det metriske rum (fioo,d) , hvor
00

d (:z,z') = IIz-z'lI for ~,~I E fioo
00-- -- 00

er fu1dstcendigt.

Vink til (b): Lad

er for hvert j E ~

idet

(~n) v~re en fundamentalf¢lge i (ioo,doo)
n

f¢lgen (Zj)nEE en funda~ntal£¢lge i

Sa
<C ,

(*) n In II zn_zmllI z .-z.1 <
J J - - 00

for m, n E JL\I •

n
Lad f¢lgen z = (z1,z2' ... ) vcere defineret ved z. = lim z. for

J n J

j E ill. Udnyt endnu engang at (~n) er en fundamentalf¢lge sanunen
00 n

med u1igheden (*) til at vise, at z E ~ og z -+ z for n -+ 00 •

11.1.22. Med i 1 betegnes mCEngden af komplekse talf¢lger Z =
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00

for hvilke r~kken

00

L Z
1 n

er absolut konvergent, alts&

for-+ zn
zog at

(* *)

z E )l,1

er fuldstcendigt.

Vink til (b): Lad (~~) vzere en fundamentalf¢lge i (JI,
1 ,d1)

For hvert fast pEE· har vi

p nm 00 nm nm
Liz, -z ,I < Liz, -z ,I = II~ -~ 11 1j =1 J J = j =1 J J

nfor n,m E ::IN, hvilket specieIt bety.der at f¢lgen (z .) E"11\-r for
J n '.JL'4

hvert j E IN er en fundamentalf¢lgei ¢. Lad z = (z1,z2' ...

v~re f¢lgen besternt. ved z, -. lim z~ Udnyt (**) til at vise, at
J n J

11.1.23. Lad x1,x2,· .. ,xn, Y1'Y2' ... 'Yn E ¢. Udnyt uligheden

n n . 2

o ~ j:1 k=1IXjYk-XkYjl

til at vise Cauchy~Schwarz" ulighed (cf. 1I.p.2)

( n 2\~ (n . 2\~
(L) IX1Y1+ ••• +x y I < \,L Ix,1 ) \ L 'IYkl )

n .n J=1 J k=1
og derncest

(1' 1' ) ( n . 2\~ ( n 2\~ (n 2\~L I x ,+y ,I ) ~ . L Ix . I ) + . L I.y, I )
j=1 J J j=1 J j=1 J

11.1.24. Med Jl,2 betegnes mamgden af komplekse talf¢lger z =
(z1,z2' ... ) for hvilke

(
00 \~

II~ It2 = Liz . I 2 < co •
\j=1 J )

(a) G¢r rede for, at £2 er et vektorrum over ~, og at afbild-

ningen

er en norm pa

Vink:

(b)

Benyt uligheden (ii) i foregaende opgave.
2Vis , at det met.rLske rum (£, d 2 ) , hvo r
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er fuldst~ndigt.

Vink: GA frem sam i 11.1.22 under udnyttelse af uligheden
p 2 2
2: I z . I < (1I~112) , sam gcelder for hver t; p E lli .

j=1 J

II . 1 .25 . ,Q,1 ,Q,2 00

Vis, at c c ,Q, og at

(i) 1I~1I2 ~ '1l~1I1 for z E ,(01 og-

(ii) II zll ~ IIz11 2 for z E ,Q,2
- 00 -

II ..2. 1 . Lad (X, dx) , (Y , dy ) og (·Z·, dz) VCEre metriske rum, og

lad f: X -+ Y og g: Y -+ Z VCEre afbildninger. Vis, at hvis f

er kontinuert i a E X og a er kontinuert i punktet f (a) E Y
.J

sa er g 0 f konti.nuert i a EX.

11.2.2. Vis, at funktionen f: m 2 ~ ill givet ved

2
X
2

Y
2 1 for (X,Y):j:: (0,0) •

(x +y )~
f(x,y)- =

a for (x,y) = (0,0) ,

er kontinuert (nar m 2 udstyres med maksimumsmetriken og m med

den sCEdvanlige rnetrik) .

11.2.3. Vis" at den ved

a for x E JR'<D 1
f(x) = 1 Efor x = E Q . rned p E LZ ogq q

E..og er uforkor t.eLf.q ,
q

q E :IN

definerede funktion, f:ffi -+ ffi er kontinuert i allepunkter af

m.<,en, men diskontinuert i aLl,e punkter a f ~ .

11.2.4. Lad f:m2 ~ ill v~re funktionen givet ved

f (x,y.) =

for (x,y) * (0,0)

a for (x,y) = (0,0) .
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Vis, at for hver t (a,b) E :rn.2
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er funktionerne

x ~ f(x,.b.) og y .-+ f(a,y)

af JR ind i JR kontinuerte.

Vis, at f er diskontinuert i (0,0) (JR2 har maksirnumsmetriken) .

11.2.5. Lad f: I JR vcere en funktion 0 et interval I c JR~ pa

og lad Xo E I . For 6 > 0 def~neresoscillationen af f i

punktet Xo med tilvcekster < 6 som tallet

Vis, at f er kontinuert i hvis og kun hvis lim W f (xO. ' 6) = 0 •
6~0

11.2.6. Lad IN* = JNU{oo} ~ E* og lad d* betegne den fra det

metriske rum. (JR* ,d*) "ell. 1. l,·:tkt-:~.nd1.i¢e~_ede metcrik;_:,p~ ~_~.~.' Lad

(zn) vcere en talf¢lge i <t Vis, at (zn) er konvergent med

grcensevcerd~ Z E ¢ hvis og kun hvis afb~ldn~ngen f: IN* ~ ¢
givet ved

f (n)
for

for

n E IN

n = 00

er kontinuert af (IN*,d*) ind i <C.

11.2.7. Lad A og B vcere ikke torrune delmcengder af det metriske

rum (X,d).

Vis, at

d(x,AUB) = min{d(X,A},d(X,b)} for x EX.

Vis, at hvis AnB * 0 sa gcelder

d(x,AnB) > maX{d(X,AJ,d{X,BJ} for x EX,

og giv et eksempel der viser at der kan optrcede et skarpt u.ligheds

tegn i denne ulighed.

11.2.8. Idet JR2 forsynes med maksimumsmetriken d skal man
00

finde (lav en tegning) mcengderne

{(x,y) E JR2 d ((x,y), (-1,0)) = d ((x,y), (1 ,0) ) }
00 00

{ (x, y) E JR2 d ((x,y), (0,0)) = d ((x,y), (1,2))}
00 co

{(x,y) E JR2 d. ((x,y), (0,0)) = d ((x, y), (2, 2) ) }
00 00
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11.2.9. Idet d2 og

simumsmetriken i m2
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d betegner deneuklidiske afstand og mak-00
skal man finde (lav en tegning) m~ngderne

d2(~,·L) = d2(~,(2,0))}

d (x,L) = d (x, (2,0))}00- 00-

11.2.10. Unders¢g om £unktionen f: m~ m givet ved

x+1 for 02 x >

f (x) x= 2
·x for 0
x 4+2 x <

har grcensevcerdier i -00 , 0 og +00 .

11.2.11. Unders¢g om ·funktionerne ] 0 ,00 [ ~ JR

sin 1
f-+ sin 1x t-+ , X X

X x

har grcensevcerdier i 0 (fra h¢jre) og i 00 I •

11.3.1. Lad (X,dx) , (Y,dy) og (Z,dz) vceremetriske rum og

f: X ~ Y og g: Y ~ Z uniformt kontinuerte afbildninger.Vis, at

den sammensatte afbildning go f: X ~ Z er uniformt kontinuert.

11.3.2. Vis, at· funktionen x ~ VX af [O,oo[ ind i JR er uni

formt kontinuert.

11.3.3. Lad d 2 og doo betegne den euklidiske metrik, henholdsvis

maksimums metriken pa JR2. Vis, at den identiske afhildning af

JR2 pa sig selv er uniformt kontinuert af (JR2,d
2)

ind i
2

(m. , doo) •

11.3.4. Lad f: JR ~ m v~re kontinuert og periodisk med periode

211, d. v. s . f(x) =f (x+211) for a I Le x E JR. Vis, at f er uni

formt kontinuert.

11.3.5. Lad f: [O,oo[ ~ ¢ vcere kontinuert og antag at grcensevcer

dien
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lim f(x) =
x-+oo

z E <t
00
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eksisterer. Vis, at f er uniformt kontinuert.

I1.'J3.:6. Lad f: [a,b] ~ [a,b] varre en kontinuert funktion af et

begrcenset afs1uttet interval ind i sig selv. Vis, at der findes et

x E [a,b] sa f(x) = x (d.v.s. et; f i.ks punkt; for f)

Vink. Betragt x 1-+ f (x) -ix .

x, z E I , Ix-z I .s 6} .

11.3.7. Lad

og 6 > 0 .

tal let

f: I ~ m vcere en funktion pa et interval

Osci11ationen af f over I med ti1vcekster

I c m
< 6 er

Vis, at f er uniformt kontinuert hvis og kun hvis lim wf ( I , 6 ) = 0 .
6~O

'11.3.8. Lad f: m ~ m vcere uniformt kontinuert. Vis, at der fin

des a > 0 og a ~ 0 sa

If(x) I < alxl+a for aile x E JR.

II. 3.9 . Unders¢g om funktionerne af JR indi JR~,

1
x 1-+ --

1+x2

3
x

x t-+ --

1+x2

xx ~--
1+x

2

4
x

x 1-+ --

1+x2

2x
X \-+ --

1+x2

er uniformt kontinuerte.

11.3.10. Lad f: [a,b] ~ Y vcere en kontinuert afbi1dning af et be-

grcenset afs1uttet interval c JR ind i metrisk rum (y,.dy) Vis,

at f er uniformt kontinuert og at f([a,b]) er begrcenset.
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11.4.1. Giv et eksempel pa et rnetrisk rum (X,d) og en aben del

m~ngde K c X sa K er kompakt.

11.4.2. Lad (X,d) vcere et metrisk rum.

Vis, at foreningsmcengden af endelig mange kompakte m~ngder

K1 , ••• ,K c X er kompakt.
n -

Vis, at f~llesm~ngden af et vilkarligt system af kompakte m~ngder

K. eX, j E J, er kompakt.
J -

11.4.3. Unders¢g om nedenstaende delmcengder af lli er kompakte

nar JR forsynes med den scedvanlige metrik.

1 ) :IN, 2 ) {* I n E :IN} , 3 ) [ 0 , 1 ] no, .4) { O} U {* I n E :IN}

11.4.4. Unders¢g om det metriske rum (JR*,d*)

11.1.14 er kompakt.

indf¢rt i opgave

11.4.5. Lad (X, d) vcere et metrisk rum og lad (Kn) nElli vcere en

f¢lge af ikke tomme kompakte delm~ngder af X som opfylder

K1 :: K2 ~ K3 ~ ... ((K ) er aftagende) .n
00

Vis, at fcellesmcengden n
n=1

K
n

er ikke tom'.

11.4.6. Lad (X,d) vcere et metrisk rum. Lad K c X ,vcere en ikke

tomkompakt delmcengde og lad

Vis, at der findes et k E K

x EX.

sa (cf. p. II. 43-44)

d(x,k) = inf{d(X,y)

11.4.7. Lad (X,d) vcere et metrisk rum og K c X en ikke tomkom

pakt delmcengde.

Vis, at der findes k
1,k2 E K sa

11.4.8. Vis, at et kompakt metrisk rum er fuldstcendigt.

11.4.9. Lad (X,dx ) vcere et kompakt metrisk rum og f en kontinu

ert bijektiv afbildning af X ind i et metrisk rum (Y,dy ) • Vis,

at den inverse afbildning f-1: y ~ X er kontinuert.
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I I • 4 . 1 0 . Lad (X1 ' d 1 ) og

at produktrummet (X1
x:X

2 ,d)

0ve1ser 11.11

(X2 , d 2 ) v~re kompakte metriske rum. Vis,

(defineret p. 11.25) er kompakt.

11.4.11. Vis, ved at benytte

begrcenset "kasse" K c JRk

opgaven ovenfor, at enhver afs1uttet

altsa en delmcengde af JRk af formen

er kompakt. Giv derved e t. andet bevis for S~tning 4. 5.

11.5.1. Vis, at afbildningen (x,y) ~ (u,v) af JR2

givet ved
1 1

u = 4 x + 3 y - 2

V=!X-1 Y + 3 ,

for 2(x,y) E JR

en en kontraktion, nar ]R2

find afbi1dningens fixpunkt.

udstyres med maksirnumsrnetriken, og

11.5.2. Vis, at en funktion f: [0,1J ~ [0,1] af k1asse ~1 ,

(d.v.s. f er differentiabe1 og den af1edede fl er kontinuert)

som opfy1der Ifl·(x) I < 1 for aIle xE [0,1J , er en kontraktion,

nar [0,1] udstyres med den s~dvanlige metrik.

11.5.3. Lad (M,d) v~re et fu1dst~ndigt metrisk rum,og f: M ~ M

en afbi1dning sa f 0 f 'er en kontraktion. Vis, at f har netop et

fixpunkt.

11.5.4. Lad (M,d) v~re et kompakt rnetrisk rum og f: M ~ M en af

bi1dning, som opfylder

d(f(x),f(y)) < d(x,y) nar x,y E M og x * y •

Vis, at f har netop ~t fixpunkt.

(Vink. Betragt f.eks. afbi1dningen x ~ d(x,f(x)) .)

11.5.5. Vis, at afbi1dningen f: [O,oo[ ~ IO,oor givet ved

f(x) = It+x2 for x > 0

opfy1der
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11.5.6.

(X,d)

f.f(x)-f.(y) I < I.x-y[ for x,y> ° og x * y .

Vis, at f ikke har noget fikspunkt.

Angiv samt1ige kontraktioner af et diskret metrisk rum

ind i sig se1v.

11.5.7. Betragt funktionen f: [0, 1] ~ ::JR q irve t; ved

f(x) = 2x-2x2 for x E [0,1] .

Vis, at f afbi1der ind i [0,1] .

Unders¢g om f er en kontraktion o·g find eventue11e fikspunkter for

f .

Vis, at for hvert x E [0,1] er f¢lgen (fn(x)) konvergent og find

grcensevcerdien.

11.6.1. Angiv det indre og afs1utningen, samt randen af f¢lgende de1

mcengder af ill. udstyret med den scedvan1ige rnetrik

a) IN b) {0,1} d) {1 I n E IN}
n

11.6.2. Angiv' et system af abne rncengder G1,G2, ... i ill. for hvi1-
00

ket n G ikke er aben.
nn=1

Angiv et system af afs1uttede rncengder F 1·,F2' . .. i ill. for hvi1ket
00

u
n=1

Fn ikke er afs1uttet.

11.6.3. Vis, atder for et vi1karligt system

mcengder af et metrisk rum (X,d) gcelder:

{A. liE I}
1

af de1-

i) n
iEI

oA. ,
1

ii) (U A \0
\ 1' ) =>
iEI

U
iEI

o
A. ,

1

iii) n
iEI

A.
1

,Ie n
iEI

A.
"1

iv) . U A. w
iEI' -1

U
iEI

A.
1

og vis ved eksempler at ink1usionerne kan vcere cegte.

11.6.4. Lad A vcere en de1mcengde af et metrisk rum (X,d) . Vis, at
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-
A = A og a.( aA) = aA •

Vis ·endvidere, at (Ao)o = (Ao) .

11.6.5. Find et eksempel pa et ikke-diskret metrisk rum (X,d) og

en delm~ngde N, <0 * N * X som bade er afsluttet og aben.

II. 6. 6. Lad JR vzere forsynet rned den sesdvanLi.qe rnetrik. Betragt

Idet vi benytter betegnelsen A for afslutningen af en m~ngde

skal det vises, at de syv ~ngder A, AO ,A (Ao)-, (A-)o ,

((A-)o)- , ((Ao)-)o aIle er forskellige. Hvad sker der hvis man

fortscetter?

11.6.7. Lad A v~reen delm~ngde af (X,d) . Vis, at

og vis ved et eksempel i' lR, at de tre m~ngder aA, a (Ao) og

a(A) kan vcere indbyrdes forskellige.

11.6.8. Lad (X,dx) og (Y,dy)
kontinuerte afbildninger og lad

hvis

v~re metriske rum og f,g: X ~ Y

A c X vcere en delm~ngde. Vis, at

f(x) = g(x) for aIle x E A

sa g~lder

f(x) = g(x) for aIle x E A

11.6.9. Lad A vcere en delItl.CEngde af det rnetriske rum (X,d) . Vis,

at
d(x,A) = d(x,A) for aIle x E X ,

og

d(x,A) ° for aIle X<:: d(x,A ) x E .-

Vis, ved et eksempel, at der kan g~lde skarpt ulighedstegn i den sid

ste ulighed.

11.6.10. Lad A v~re en delmcengde af det metriske rum (X,d) . Vis,

at for x E X g~lder:

x E A ~ d(x,A) = 0 .
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KAPITEL III

DIFFERE:~TIAL- OGINTEGRALREGNING

Indhold:

§1 • Integralet af en kont.Lnuerc Yunkt.Lon 1
Definition af integralet ved middelsummer (1), S~tninger

om integralet (5), Stykkevis kontinuertefunktioner (1q).

§2. Differentiable funktioner af en reel variabel ..•..•...... 12
Differentiable funktioner (12},Afledede af h¢jere orderi
(16), Scetninger·om.differentiablefunktioner (17), Diffe
rentialregningensrniddelvcerdismtning (20), Stamfunktion
(23},Integral som funktion af en parameter (25).

§ 3 0 Taylorudviklinger Ii 411 •••••••••••• .; •••••••••• 0_••• '. 30
Anvendelseaf Taylorudviklinger til unders~gelse af funk
tiolleraf forman f (x) /« (x) (34).

§4. Approksimationaf integraler ~............................37
Middelsummer (37)t Trapezformlen (39), Simpson's formel
(41 ) •

§5 • P lane k u rver . til • • 8 • .. • .. lit • lit • ,. .. • • • • • • .. • • • • •• • • • • • • • .. • • • • • • • •• 45
Kontinuert kurve(451, Cn-kurve (48), Kinematik (49),
Tangent. Spids (50), Konveksitetspunkt. Vendepunkt (55).

I'
\

§6.

§7.

Kurvezs Lamqde ............................................, 60
Lrengdeaf kontinuert kurve(60), Lrengde 'af C1- k ur ve (65 ) ,
BuelCErtgde sorn funktion af parameter (66), Naturlig para
meter£remstilling (68), Enhedscirklen (70), VinkelmAl.
Pol~r~ kbordinater(73},;Cirkelski~ensareal (75).

Funktioner med vcerdier i JRk eller ¢k ~ . . .. •. 77
Kontinuitet (78), Integral (79), Differentiabilitet (80).

0velser III.1-III.12



IvIat 1 0 2 , 19 81/8 2

§1. Integralet at en kontinuert f~n~tion.

111.1

Vi skal i denne paragraf,indf¢re integralet for kontinuerte funk-·

tioner defineret pa et afsluttet og begr~nset interval i n~ og med

kornplekse v~rdier. L~seren viI se at fremgangsmaden i h¢j grad er ana

log rned det aIIerede fra skolen kendte.

Definition at integralet ved rniddelsumrner. Lad f vocre en kontinuert

funktion rned komplekse v~rdier defineret pa et kompakt (d.v~s. afslut-

tet og begr~nset) interval [a,b] i JR. Vi betragter en inddeling

af [a,b] ved delepunkter a == X o <x
1

< ••• <x
k- 1

<xk == b. 'I'aLl e t;

rll max{x j - x j - 1 I j = 1, ... ,k} kaldes Lndde Ld nqens finhed. I hve r t. del-

interval [x, 1'x.] t~nkes givet et punkt ~, . SUTI@enJ- J ~ J

k
S L f (~ .) (x , -x . -1 )

j==1 ~ J J

kaldes da en middelsum for f (svarende til den givne inddeling og

de valgte punkter ~1/g .• '~k).

Vi bem~rker rned det samme at rn~ngden af aIle rniddelsunm1er for f

(svarende til aIle mulige inddelinger af [a,b] og aIle mulige valg

af punkter

nuert og

~ I)
J

[a,b]

er en begr~nset delm~ngde af ¢

kompak-t, er veerd.Lmenqden for f

Da f er konti-

begr~nset; s~tter

vi M = sup{lf(x) I x E [a,b]}, fas

Is I
k k

== I L f ( t" .) (x I -x . ) I < L I f ( C • ) I
sJ J J-1 sJj=1 j=1 .

k
< M ~ (x.-xl_1) = M(b-a)

j==1 J J

(x . -x. 1)
J J-

og da denne vurdering g~lder for enhver middelsum S, f¢lger p~standen.,

For vilkarligt 6 E JR+ Iader vi M(f,6) c ~ betegne m~ngden af

rniddelsummer for f svarende til aIle mulige inddelinger af finhed

< 6. Det er klart at M(f,n) c M(f,6) , nar 0 < n < 6. Ydermere

gcelder:
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S~TNING 1.1. For enhver kontinuert funktion f: [a,b] ~ ~ g~r dia-

meteren af rn~ngden M(f,6) mod 0 foe 6 ~ 0 .

Ved brug af den netop n~vnte inklusion kan dette udtrykkes mere

forrnelt:

BEVIS. Bevisets betydende ingredien3 er den uniforme kontinuitet af

(- f; if¢lge den kan vi, svarende ·til v i.Lka r Ld q t; givet E: E IR+ f

finde 6 E JR+ sa If(x')-f(x tl
) I _~ £/(b-a) for aIle punkter

l x',x" E [a,b] for hvilke Ix'-x" I < 26. Vi v i.L vise at der for vil-

k a r Li.qe middelsurruner S ' , S" EM (f , 6) gCEld~r, at 18 I -8 It I < e ,

altsa at diam M(f,6) < £ •

Lad da 8',S" E M(f,6) v~re givet. Vi betragter foreningsm~ngden

af de to inddelingers delepunkter. Denne foreningsrn~ngde betegner vi

som s~dvanlig er a = Xo og b = x k ·

Pa tegningen er vist et eksernpel. Alle punkter vedr¢rende SI er

markeret over aksen; aIle punkter vedr¢rende SIt under aksenc

( s ' :
a
I

S":

~ , ~ , ~ ,
4 5 6

-t

I b

I
-+--_._-+

t
t:" == t:tI

3 4

x 1 x
2

x 3 x 4 X s x 6 x
7

Betragt f¢rst rniddelsunmen 8' . Hvert delinterval er af formen

p ~ q, og dette interval bidrager til S'[Xp _
1,Xq ] , hvor

et led af formen f(C) (x -x 1)
f.:, q p_ hvor ~ er et vist punkt i

med

[x. l' x ] · Ved inddragelsen af de l epunk.t.e r ne fra S" erp- q

l [xp_1'xq] (muligvis) blevet vidererlelt. Indf¢rer vi de mellemliggen-

de punkter {x , ••. ,X 1}p q- far vi

f ( ~) (x -x 1) ==q p-

q
L f(E) (x.-x. 1), J J-

j==p
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Ornd¢ber vi ~ i hvert af disse led, idet vi s~tter F;,,' = E;,
J

for

j = p, ... ,q, kan vi skrive

f ( ~) (x - x 1) = f (~ ') (x -x 1) + ... + f (~ - ' ) (x -x q 1) •q p- p p p- q q.-

Vi indf¢rer dern~st en tilsvarende omskrivning af 5" 0 Herved

far vi de to middelsummer skrevet pa formen

S'
k
l: f (t:r . r) (x · -x. 1)

j=1 J J J-
og

k
S" = r: f (~ · ") (x . -x · -1 )

j=1 J J J

l Bem~rk at trods udseendet er de to h¢jresider ikke middelsummer sva-

rende til delepunkterne {x O' ... ,xk}, idet t; j' , t; j " ikke n¢d-

vendigvis tilh¢rer [x j_1
,x j] (sml. tegningen). Dog ligger t; j' , t;j"

inden for en kontrollabel afstand fra [x. 1'x.] og det viser 5ig
J- J

derved muligt at gennemf¢re argurnentet.

Da begge oprindelige inddelingers finhed er < 6, ser vi at

ligger i et interval af l~ngdepunktet ~,'
J

[x, 1'x.] ,
J- J

og at det samme g~lder ~ ." .
J

< 6, der indeholder

Heraf f¢lger at

(

(

Il:,'-~·"I < 26. Altsa ved vi at If(t".')-f(~.")1< e!(b-a) og kan
~J sJ sJ sJ -

derfor vurdere:

k k
IS' -S" I = I L f (t; · ') (x . -ix · -1) - L f (t; · ") (x , -x . -1 ) I

j=1 J J J j=1 J J J

k
= I L (f(~")-f(~'''))(X.-X_·_1)1

j=1 J J J J

k
< 1: I f ( c . ' ) - f ( c- · .. ) I (x , -ix , 1)

j=1 sJ sJ J J-

k
< b~a· L (x

J,-x J'-1)
= £ 0

j=1

Vi skal nu se at rn~ngden ~1(f,6) af middelsummer faktisk tr~kker

sig samrnen om et bestemt tal I E ~ for 6 ~ 0 :

S~TNING 1.2. Lad f: [a,b] ~ ¢ v~re kontinuert. Der findes da et

og kun et tal I E ~ med egenskaben:



Mat 102, 1981/82 111$4

Ti 1 ethvert £, E lR+ findes et <5 0 E IR+, s a Le de s at Is-a I < e

for enhver middelsum S for f af finhed 6 < °0 .

BEVIS. At der h¢jst kan v~re et tal I med den angivne egenskab,

f¢lger urniddelbart af at diam M(f,c) ~ 0 for 6 ~ 0 (se opgave

111.1 .1) .

Sva-v~lger vi et tal

For at bevise eksistensen af det beskrevne I lader vi £ > 0

1
S E IJI (f r -)n nv~re givet. For hvert n E ill(

saledes at

1d.v.s .. for n,m ~ 6Q gcelder da

fundamentalf¢lge og derfor konver-en

[. > a findes et

1 1
For n'm ~ 6 0

Altsa erISn-S I < E •m -

rende til det givne

(
gent. Vi kalder gr~nsev~rdien I.

er vilkarlig valgt, g~lder at

(hvorfor det?). Da

Hvis S E M(f,6 0)
1

for ethvert n ~ ~

o
heraf at is-II < £ • o

·S -+ In for

IS-8 I < £.n -

n ~ 00, fas

DEFINITION. Tallet I som karakteriseres i S~tning 1.2 kaldes inte-

gralet af f over [a,b] og be t.e qne s fb f(x)dx .
a

BE:MJERKNING. F'o r enhver f¢lge (on) der konvergerer mod 0, og en-

(-

hve r f¢lge af rru.dde Ls ummer Sn E t\l (f ,on) gCElder at; Sn -+ I. G¢r

rede for dette: Denne bem~rkning benyttes i mange beviser i det f¢l-

gende i stedet for selve definitionen af I .

BEMlERKNING. Vi minder om den velkendte fortolkning af fb f(x)dx
a

(Overvej rimeligheden af denne

grafen for f.

som arealet mellem x-aksen, de lod-

bfa f(x)dxi dette tilf~lde opfattes

rette linier x = a , x = b og

nar f er reel og ikke-negativ;

b=x
4

fortolkning.)

I
~2

1
I

(
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/1'

EKSEMPLER. a) For en k.on s t ant; funktion f (x ) =: c pa [a,b'] er en-

hver middelsum lig med c(b-a) , og dermed

bf c dx = c(b-a)
a

b) Udover banale eksempler er der kun sj~ldent anledning til at

benytte selve definitionen' ved integralberegninger; her n~vner vi dog

( et tilf~lde hvor regningerne er gennemf¢rlige. Vi skal senere (i §4)

vende tilbage til mulige udnyttelser af definitionen ved approksima-

( tive nurneriske beregninger.
\\

l Betragt f(x) = x 2 p~ intervallet [0,1]. Lad k Em v~re

givet. Vi deler [0,.1] op i k lige lange delintervaller

[i::..! i]
k ' k '

j = 1, ... ,k og s~tter t" = iSj k· Den tilsvarende middel-

sum er da
k (i\2 1

Sk = .r \k) k =
J =1

saledes at vi if¢lge opgave 1.0.10 far

1S =-
k k.3

t-
~ ( 2k +1 ) (k+1) = 2k

2+3k+1

6k2

1
"3 •j-1 2 -. 1o xciX = -3og slutter, a t;k ~ 00 ,

1 2
Vi ved fra bemserkn.Lnqen efter Scet.lling 1 .. 2, at S]( .... fox dx for

")

idet jo lim 2k~+3k+1 -
6k 2

(

i

(
\, Eksakte integralberegnin~erer i detv~sentlige baseret pA dif-

ferentialregningens og integralregningens hoveds~tning (S~tning 2.11) s

Vi ¢nsker dog at udvikle noget af den grundl~ggende teari for inte-

gralet, inden vi inddrager n~vnte s~tning.

s~tninger om ~nt~gralet. NAr A c ill er et vilkArligt interval og

f: A ~. ~ er kontinuert, sA skal integralet
bfa f(x)dx 1

(

[a,b] ~ A, naturligvis opfattes som integralet af restriktionen

fl [a,b] · Vi udvider endvidere notationen f~ f(x)dx til tilf~ldet

b 5 a, idet vi s~tter
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o

b a

J' f(x)dx = - J f(x)dx
a b

Jb f(x)dx
a

nar~ a > b

n ar' a = b .

'Med disse fasts~ttelser in mente formulerer vi

Scetning 1.3. (Indskudsreglen.) For enhver kontinuert funktion

( f: A ~ ¢ og a,b,c E A g~lder

( Jb f(x)dx =
a

c bJ. f (x) dx + J f (x) dx
a c

s + rr E:
n nsa er

BEVIS. I tilf~ldet a < c < b f¢lger indskudsreglen af at hvis

1 1
Sn E H(fl [a,c]'n) og Tn E I-i(fl [c,b]'n:)

M(fl [a,b]'*) · For aIle andre placeringer af a,b,c f¢lger pastan-

den af dette kombineret med den just n~vnte fortegnskonvention.

(Pr¢v at gennemf¢re argurnentationen, f.eks~ i tilf~ldet c < b < a .) 0

Fra kapitel II ved vi om m~ngden CO(A,¢) af kontinuerte funk-

tioner pa et interval A, at hvis f,g E CO(A,~) sa viI ogsa

r If I r Ref, Imf. og o f + Bg E CO(A,<c) (0 og a er vilkarlige kom-

plekse konstanter). Ihukommende dette kan vi opskrive en r~kke regne-

regler for integralet.

SmTNING 1.45 Lad [a,b] v~re et kompakt interval.

a) Afbi Ldn..ingen

f
b

f f-+

a
f(x)dx

af C O ( [ a , b ] , ~ ) l'nd-. 1· ~ 1 t

~ ~ er lne~r~ Med andre ord:

o
Vf,g E C ([a,b],<t) , Vex,B E <1::

bJ (a£(x)+6g(x»dx
a
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b) Hvi.s

gCElder at

111 .. 7

bsa er f f (x ) dx reel" Endvidere
a

o < fEe 0 ( [ a j b ] , IR) (l

BEVIS. a) V~lg en inddeling af [a,b] af finhed < * og v~lg punk

ter ~j svarende til denne inddeling. Idet 3 n E M(f,*) og

Tn E M(g,*) betegner middelsummerne, der svarer til disse valS, vil

(

aS n + BTn E M(af+Bg,i) . Fra S~tning 1.2 ved vi at

T ~ Jb g(x)dx og at as + aT ~ fb (af(x)+ag(x»dxnan n a

Heraf f¢lger integralets linearitet.

·b
S ~ J f (x) dx ,n a

for n ~ co •

b) Dette f¢lger af at enhver middelsum for f er reel (hhv. > 0)

hvis f er reel (hhv. > 0) . 0

KOROLLAR 1.5. For ethvert f E CO([a,b],~) g~lder

b b
I f(x)dx = J Re f(x)dx + i

a a

BEVIS. Umiddelbar konsekvens af integra lets linearitet.

BEI~RKNING. Formlen i "1.5 kunrie VCEre brugt som defini tion af Lnt.eq.r a-'

let af en kompleks funktion, hvis man i forvejen havd~ indf¢rt inte-

gralbegrebet for reel1e funktioner (f.eks. ved hj~lp af over- og

undersummer) III

Det n~ste korollar er uhyre vigtigt. Navnlig uligheden i 1~6 b)

er et af de aftest brugte r e s u Lt.ate r ~ved:r¢rende integraler.

KOROLLAR 1.6. a) Hvis f,g E cOqa,b],IR) og f(x) < g(x) for

aIle E [a,b] 0

gceldE.~r a.tx r Sa

r
b

f (x ) dx < Jb g (x) dx .
.J a a

b) For aIle f E cO ([arb], <1:) ga:lder at

rblf(X)dXI
b

( < f l f I x ) [dx
J a

.--
a

BEVIS. a) J~ g (x ) dx - f~ f (x) dx == f~ (g (x) -r (x ) ) dx > 0. Her har

vi benyttet f¢rst 1.4 a) og dern~st 1~4 b).
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b) Hvis a = Xo < x 1 < •• 8 < x b

t . E [x. 1 ,x,], sa gcelder at
?J J - J

1II.8

b er en vilkArlig inddeling og

k k
I L f(E;,) (x.-x'_1) I ~ L If(£;,.) I (x],-x]'_1)
j=1 J J J j=1 J

nAr inddelingens finhed

Af s~tning 1.2 fas at venstresiden konvergerer mod

(

h¢jresiden konvergerer mod

konvergerer mod O. 0

I b I f (x ) I dx ,
a

lIb f(x)dxl
a

og

{

l

(

Uligheden i 1.6 a) kan sk~rpes, idet der g~lder f¢lgende nyttige:

o
SJETNING 1.7. Lad fEe ([a,b], JR.) og antag at f (x) ~. 0 for a Ll,e

x E [a,b] . Der g~lder da at I~ f(x)dx = 0 hvis og kun hvis f sO.

BEVIS. Det er klart at I~ f(x)dx = 0 hvis f 3 o. pA den anden

side har vi at hvis f $ 0 I findes der et X o E Ja,b[ med
f(x O)

f(x O) > o. Derfor findes 6 E lli+ sa f(x) > 2 for aIle

xE ]xO-6,xO+6[. For hvert n E m v~lges nu en inddeling af fin

hed < *, sAledes at Xo - 6 og Xo + 6 indgAr sam delepunkter

(men naturligvis ikke n¢dvendigvis som nabodelepunkter). Da f(x) ~ 0

for aIle x E [a,b] viI enhver middelsum S svarende til den valg-n

te inddeling af finhed 1 opfylde at Sn bidraget fra interval-< >n -
f(x O)

Ierne rnellem 6 6 d.v.s. o 26 I-IerafX o - og X o + I ~:Jn > -2--- · .-

f¢lger at I~ f (x) dx ~ f (x O) · 6 > 0 ·

Vi kan nu formulere og bevise

SJETNING 1.8. (In.tegra.l:regningens mi.dde Lvzer-d Lsart.n Lnq .: Lad

o
fEe ([a,b],JR). Der findes da et p unk t; t: E [a,b] for h v i Lke t.

b
r f (x ) dx = f ( r;) (b-a) ·

J a

l BEVIS. Sa=t M

og bemCErk at

max { f ( x) I x E [ a , b ]} , m == rni n { f (x) I x E [ a,b] }
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f([a,b]) = [rn,M]

111.9

(dette er indholdet af S~tning II~3.4) ~ Specielt g~l~er alts&

ethvert x E [a,b], at

m < f(x) < M .

Af S~tning 1.7 fas da at

< J
b

m(b-a) f(x)dx < M(b-a)
a

eller
b

m < b~a J f(x)dx < M •
a

Men sa siger S~tning 11.3.4 jo netop at der findes et ~ E [a,b] for

hvi1ket

f (~) = 1 Jb f(x)dx .
b-a

a
D

BE~RKNING. Faktisk kan man slutte at der findes ~ E Ja,b[ for

hvilket
b 'J f (x) dx = f (~) (b-a)
a

(seopg.111.1.2).

EKSEMPEL. Med f(x) = cos x pa [-n,n] ser vi at
nJ cos·x dx =
-TT

TIo == cos (±"2) • TT'J! Tilsvarende hal: vi med g (x) = s in x pa [-n , TT ]

at fTT sin x dx = 0 = sin 0 · TT ~ For komplekse funktioner g~lder--rr

middelv~rdis~tningen ikke: JTT (cos X + i sin x) dx = 0 , 'men der
-11

findes ikke noget punkt ~ E [-~,TI] for hvilket cos ~ + i sin ~ 0 I

idet I cos t; + i sin ~ I -- 1 f c.: alle ~ E JR.

BEMJERKNING. Man kan fa en anvunde lig version frern for" komplekse

funktioner ved at opskri ve rea.:-- os imagincerdel hver for sig:

De: findes da punkter ~,n E [a,b] for

hvilke

(R: f(~) + i Tm f Ln )") (b-a)
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stykkevis kontinuerte funktioner. De begreber, der her er blevet

indf¢rt for kontinuerte funktioner, kan uden st¢rre besv~r
o

ogsa deii

neres for en noget st¢rre klasse af funktioner~ Vi viI overlade mange

af detaljerne til l~seren.

En kompleks funktion f: [a,b] ~ ~ pa et kompakt interval

[a,b] kaldes stykkevis kontinuert, hvis f er kontinuert i ethvert

( punkt x E [a,b] pan~r end~ligt mange punkter, og hvis f har gr~n-

sev~rdier fra venstre og h¢jre, betegnet f(x-) og f(x+) i

( hvert af diskontinuitetspunkterne. Hvis diskontinuitetspunktet er et

af intervalendepunkterne a eller b forlanges kun gr~nsev~rdi hen-

holdsvis fra h¢jre og venstre.

Hvis diskontinuitetspunkterne i ]a,b[ er c 1 < ••• < c n- 1 '

kan vi, idet vi s~tter Co = a , c n = b I for hvert af delinterval

lerne [cp_1,cp]' p E {1, ... ,n}, betragte den funktion pa

[cp_1,cp] der i ]C
p 7 1,Cp [ stemmer overens med f, og hvis

v~rdier i c p-1 og c p er gr~nsev~rdierne af f henholdsvis fra

h¢jre og venstre. Denne funktion gp er kontinuert. Vi definerer in-

( tegralet af f som summen af integralerne af disse funktioner, altsa

Jb f(x)dx = ~ JCp g (x)dx .
a p=1 c Pp-1

En funktion f: A ~ ~ pA et vilkArligt begr~nset eller ubegr~n-

set interval A c ]R
\ .

af enhver af de rnulige typer kaldes stykkevis

kontinuert, hvis den i ethvert begr~nset, afsluttet delinterval

[a,b] af A kun har et endeligt antal diskontinuitetspu~kter, og

der i hvert diskontinuitetspunkt eksisterer gr~nsev~rdier fra venstre

og h¢jre, eller anderledes sagt, hvis dens restriktion til ethvert

begr~nset, afsluttet delinterval [a,b] af A er stykkevis kontinu-

ert.

For en sadan funktion kan vi, n¢jagtigt som det ovenfor blev
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gjort for en kontinuert funktion, for vilkar1ige a,b E A definere

integralet af f fra a til b. For vilkar1ige a,b,c E A g~l-

der da ligesom for kontinuerte funktioner indskudsreg1en.

For integra1et af stykkevis kontinuerte funktioner f: [a,b] ~ ~

pa et interval [a,b] g~1der s~tninger ganske svarende til de oven-

for for kontinuerte funktioner beviste s~tninger. Kun pa enkelte

punkter rnA formuleringen ~ndres lidt. For eksernpel kan vi om en styk-

kevis kontinuert, ikke negativ funktion f rned integralet 0 ikke

slutte, at f(x) = 0 for aIle x E [a,b] , men kun, at f(x) = 0

i ethvert kontinuitetspunkt.

BE~RKNING. Pr~ciseringen af det klassiske Leibniz'ske in"tegralbegreb

i tilf~lde af kontinuerte funktioner skyldes A.-L. Cauchy (1823).

En udvidelse, ved hvilken flere diskontinuerte funktioner end de

stykkevis kontinuerte funktioner "tilskrives et integral, b1ev givet

af B. Riemann (1854). I den moderne analyse benytter man et videre-

gaende af H. Lebesgue (1902) indf¢rt integralbegreb, ved hvilket

langt flere diskontinuerte funktioner tilskrives et integral.
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§2. Differentiable funktioner at en reel variabe1.

111.12

(

{

Teorien for differentiabilitet har to f~dre, Newton (1642-1727)

og Leibniz (1646-1716), der uafh~ngigt af hinanden, i forbinde1se

med arbejder om banetangenter og partike1hastigheder, havde indset

det nyttige i kendskab til en funktions "cendringstakt" i nCErheden af

et givet punkt.

Dette afsnit fremstiller, i nutidens sprog, de grundl~ggende

aspekter af differentiabilitetsteorien. Der er ingen egent1ige over

raskende nyheder i forhold til det fra sko1en kendte. Men dels er

det v~rdifuldt at prcecisere vort grundlag. Og dels ¢nsker vi, i

lighed med det foregaende, at udvikle teorien for k ornp Lek s e funktio

ner af en reel variabel - og samtidig give fremsti11ingen en drejning

der naturligt f¢rer frem til Taylor udviklingen (§3).

Differentiable funktioner. Lad A c ill v~re et vilkarligt (begr~nset

eller ubegr~nset abent, halvabent eller afsluttet) interval. Vi siger

at en kompleks funktion f: A ~ <t er differentiabel i et punkt

E A hvis f o r hoLde t;
8£

har grcensevcerdi E e for ~x 0Xo en c ....
~x

Her er /:ix * 0 tilvceksten fra X o til "nabopunktet" X o + ~x E A ,

mens ~f = f(xO+~x) - f{x O) er den tilsvarende tilv~kst af funktio-

(

(

nen f .

Indf¢rer vi funktionen

e (~x) =
~f - c =
/:iX

f(xO+~x)--f(xO)

1:1x
- c

for ~x * 0 og s~tter f,(O) = 0, ser vi at ovenstaende kan udtryk-

kes pa f¢lgende made:

DEFINITION. Funktionen f: A ~ ~ kaldes differentiabel i X o E A ,

safremt der findes et tal c E ~ for hvilket

~f = c ~x + f,(~x)~x

hvor funktionen £(~x) 4 0 for ~x ~ o. Tallet c ka1des differen

l tialkvotienten af f i punktet X o og betegnes ofte f' (xo)
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BEMJERKNING. Hvis f er reel, har f ' ()(O) en velkendt f o r t.o Lk n i.nq

som h~ldningen af tangenten til

grafen for f i punktet X o , idet.

jo for ~x 0 udtrykket ~f

* - =
~x

f(xO+~x)-f(xO)

hceldningen af kor-!1x er

den fra (x Olt f (x
O

) ) til

(xO+~x, f (XO+~X) )

Under aile ornst~ndigheder kan vi se at hvis f: A ~ ~ er diffe-

rentiabel i X o 'med differentialkvotient f' (x O) , sA er funktionen

x ~ f' (x O) (x-x O) + f(x O) det f¢rstegradspolynomiurn med v~rdi "f(xO)

i der i n~rheden af bedst approksimerer f : Et f¢rste-

gradspolynomium "gennem" (xO,f(xO) ) har formen X"" cx(x-xO) + f(x O)

8cetter vi som f¢r x = X o + ~x, fas

Da den sidste faktor konvergerer mod 0 for ~x ~ a hvis og kun hvis
,(
l a = f' (x o) , f¢lger pastanden.

BE!~RKNING 2 UI 1 . a ) Idet

~f = ~(Re f + i Imf) = Re ~f + i 1m ~f

= Re c ~x + i 1m c ~x + Re E(~X)6X + i 1m €(~X)6X

og idet £(~x) ~ 0 for ~x ~ 0 hvis og kun hvis Re E(~X) ~ 0 og

Tm £,(~"x) ~O for x ~ 0 ser vi, at f er differentiabel i bvis

b) Det f¢lger ogsa direkte af
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~f = f'(xO) ·~x + £(~x)llx ,

111.14

at l\f ~ a for ~x -+ 0 a1tsa at f er kontinuert i sa f r ernt;

f er differentiabel i

BE~mRKNING 2.2. Lille 0 notation. Ligningen

I::i f = f' (x0) • ts»: + e (~x) ts»:

kan ogsa skrives

~ f = f I (x0) • I::ix + 0 (~x)

idet £(~x)· ~x er et eksempel pa en saka1dt o-funktion: udtrykket

€(~x) · ~x er en o-funktion af ~x, fordi €(~XJ~X = €(~x) ~ 0

for ~x ~ o. Generelt siges en kompleks funktion a at v~re en

o-funktion af en kompleks funktion b (i n~rheden af et punkt

mod 0 end bIt

hvis

ncer

Ia (x) I = 0 a l.t.s a hvis a gar "hurtigereb (x) ,

Da bade e-funktioner og o-funktioner er

praktiske skrivemAder i mange forbindelser, benytter vi lejligheden

til at stoppe op et ¢jeblik og opregne deres grundl~ggende egenskaber.

( For overskueligheden skyld refererer vi her udelukkende til funktioner

nes opf¢rsel n~r O. Lad derfor I v~re et vilkArligt interval hvori

( a er et punkt, men ikke et endepunkt.

Sam a11erede n~vnt viI vi ved en £-funktion pA I forstA en funk-

tion

der er kontinuert i 0 rned £(0) = 0 0 Det v~sentlige krav er, at

£(t) ~ 0 for t'~ 0, idet vi sa kan s~tte e(O) = 0 .

Be~rk at hvis g1,e 2 : I ~ ~ er g-funktioner og g: I ~ ~ er

beq rten s e t , sa er e 1 ± £ 2 r I e 1 I og g € 1 aile e- funktioner.

En funktion a: I ~ ¢ siges at v~re en o-funktion i forhold til

en funktion b: I ~ ~ , Ia (t) I
b(t) ~ 0 for ·t ~ 0 . Med andre
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ord: a er en o-funktion af b, hvis ~ er en £-funktion. (Det

er n¢dvendigt at b(t) * 0 i en udprikket omegn af 0.)

Hvis og a 2 er o-funktioner af b og g: I ~ ~ er en be-

gr~nset funktion, sa er a 1 ± a 2 ' la1 I og g a 1 aile o~funktioner

af b . (G¢r rede for dette~) Med brud pa en grundregel ti11ader

man sig ofte at bruge o(b) som betegnelse ikke blot for en, men

( for flere forskellige funktioner i samme tekst, blot de er o-funktio-

11er af b 0

n E IDa ~ Vi angiver her nogle regneregler for disse special~ilf~lde.

Beviserne f¢lger direkte af definitionen (opgave 111.2.1).

En o~funktion af t n er ogsA en o-funktion af tID, n~r rn < n .

Anderledes udtrykt: en funktion der kan betegnes o(tn) kan ogsa

(
Vigtige specia1tilf~lde forekommer nar nb(t) = t for et

be·tegnes o (tID) altsa: betegnelse o (t rl) kan erstattes af be-

tegnelsen o (tffi
) , kart

o (t n) kan e r s t.a t t.e s af o (till) 0 In < nnar .
o(tn) + o (tID.) kan e r s t.at.t.e s af o(tk

)
0 k < rnin(m,n)liar -

der saledes

ill < nnarkarl erstattes afQ(t
n

)

tID

Bemcerk at; sidste pastand. LndehoLder t.Ll.freLdet; 0 (1 )(

betegner en vilkArlig funktion af der konvergerer mod 0 for

t ~ 0 (deV.S. at 0(1) er en anden betegnelse for en E~funktion).

DEFINITION. En funktion f: A ~ ~ siges at v~re differentiabel i

A hvis f er differentiabel i hvert Xo EA. Differentialkvotien

ten f' er da en funktion defineret pa hele A. Den kaldes ogsa

den afledede funktion~

For givet n E ill er f unkt.Lorien
nx r1IlI x ill. nI ill diffe-

r errtLabe L i JR rned differentialkvotient
11-1

nx
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BEVIS. Lad X o E ill og betragt for vilk~rlige ~x tilv~ksten

llf = (Xo+llX)n ~ xo
n som if¢lge binomialformlen er

n t" \ (llx) k n-k n
(n\(llX)k n-kL n

L= Xo - x = Xok=O \k) a
k=1 \k)

[(n\ n-1
n

(n\(ll )k-1 n-kl n-1
- (llx) 1}xo + L \k) x X o J = 1'1 X o fj,x + £(~x)~x ,

k=2
hvo r

(
£(6x) =

( for ~x -+ 0 • Heraf afl~ses ogsa direkte at o

Afledede af h¢jere. orden.

Den a.fledede £1 af en differentiabel funktion er ikke n¢d-

vendigvis selv en differentiabel funktion, ja end ikke n¢dvendigvis

kontinuert (jvf. ¢velse 11I.2.2) ~ Men hvis fS er differentiabel i

A og altsA har enafledet (f!) ': A 4 ¢, betegnes denne s~dvanlig-

vis ved fit og ka.ldes den f1.rl~lf~Q__af~edede af f.. IVIarl siger sa at

f er 1:0 gange d i.f f e r errt.Labe L. Sanune t.ermi.no LoqL kan nnt.urLd qvl s iIld-

(
f¢res for ethvert n > 1 For n > 3 skrives ofte £(3) i stedet

Blandt de n gange differentiable funktioner h2fter man sig navn-

te (n )lig ved dem for hvilke den n~ afledede f\ er kontinuert.

(

'" f. (n -+~ 1 ')'for f eg. for

DEE1INI'TJ=.Ol'1

Q

~ -

for hvilke f ' <f(n)
.. fI' l'I , er

be t e qne s mzenqde n af f unkt Lone r f: A -) q:

defineret og ydermere f(n) E CO(A,~)

Tilsvarende defineres en (A,ffi) som m~ngden af n gange kontinuert

differentiable reelle funktioner8 En funktion f E Cn(Af~) (eller

11
C (A,IR))

M~ngden af vilkarligt ofte differentiable funktioner fra A ind

i e (ffi) betegnes COO (A,CC) (CO()(A,IR)) .. E~l1. f unkt.Lon i CCA)(A!~)
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co
(C (l-\.f JR)) kaldes en Cex::>-funktione

Ofteforkortes betegnelserne til
co

C (A) (hhv.

(
l

menh~ngen g¢r det klart (eller det er uv~sentligt) om funktionerne har

\la:rdier i <C e ller I.R.

S~tninger om differentiable funktioner. Vi opskriver nu de grun d -

l~ggende regneregler for differentiation.

S~TNING 2.3. Lad f,g: A ~ ~ v~re differentiable og lad a,~ E ~ .

a) Funktionen af + ~g er differentiabel og

(cxf+l3g)' = o f ' + ~g' •

b) fg er differentiabel og

(fg)' = fg' + fIg

og

c) f
9

er differentiabel i a11e punkter

gf'-fg'
2

9

x af A hvor g(x) * 0

BEVIS. Lad Xo og Xo + ~x E A; lad

og

(berne rk at vi benytter samme 0 s k r Lvernade i de to udtryk, selv om

de to funktioner er forskellige. De~te skulle ikke give anledning

til forvirring. Som det fremg!r ~f argumentet er det udelukkende

"ll.enfaldshastigheden n (al t.s a sel"'Ie o-egenskaben) der er vCEsentlig) ·

a)

.
(f' (xO)+g~ (x

O)
)~x + o tcx)

idet E f + E g er en e"funktion og a Lt.s a ef(~x)~x + eg(~x)~x

o (6X)
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l

Ved udgangning og benytte1se af bem~rkningerne om o-funktioner

(Bem~rkning 2.2) fas

(gennemf¢r reduktionen af udtrykket!) og heraf f¢lger pAstanden.

c)

~(~) =
f(xO+~x)

g(xO+~x)

f(xO)+b.f f(x O)
"g (x

O)
+~g - g(x;T

g(xO) 6 f - f (x O)llg
=

(g(xO)+~g)g(xO)

Da (g(xO)+~g)g(xO) ~ (~(XO»2 (Be~rkning 2.1 b» f f¢lger p~stand

og formel af at

{ o

KOROLLAR 2.4. Hvi.s .r::
L og g er Cn-funktioner (C~-funktioner) og

med det s~dvanlige forbehold at g * 0 i A) •

a,S E: <C

(fay" f
g

sa er af + fpg I fg' 1 g
ogsa Cn-funktioner (C~-funktioner)

Endvidere er f H f' en line~r afbildning af Cn(A) (n > 1)

ind i Cn - 1 (A) , hhv. af C~(A) ind i C~(A)

EKSEMPEL. Vi sA f¢r at for n > 1 e1:"
n

X ....,.,. X
I

differentiabe1 med

afledet n-1nx Dette f¢lger ogs~ af ovenstAende produktregel:

Ved induktion ses at hvis f
1

, ... ,f
n:

A ~ ( er differentiable, da

er produktet £1 · · · f n differen.tiabelt ag· (f
1
... f ) I

11

(der er n addender, og

i hver adderid er netap §n af faktorerne f1,.~.,fn differentieret).
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Scetter vi f 1 = O8. e == f n = del! identiske· f un'ct Lon fas formlen fra

n n-1 n-1 n o- 1
f e r : (x)' = x +- + x = n- x "?or x * 0 fas endvidere

ses at differen-':iationsforrnlen gcelder

(x~) I

n-1
at. (x-n ) , -nx

= = 2n
x

som identisk 0 for n = a ,

for alle n E LZ .

-r1--1= -nx Fo rt.oLke s udtrykket
n-1nx

(~ SJETNING 2.5. (Ka:dereglen. ) Lad A,B::: JR 'VCEre intervaller og antag

at f: B -+ <C og g: A -. B er differentiable. Sa er den. a amme n s a t.t.e

f unk t Lon fog, differentiabel og

(fog) I = (f'og)g' 8

Sa har vi

( Da f'j,u -+ 0 for

f' (u ) t: (~x \ e rOJ g J

~x ~ b og £f er en £-funktion af ~u,

en g-funktion af bx, f¢lger p~standen.

og da

o

( Om differentiabilitet af omvendt funktion har vi

S~TNING 2.6. Lad A,B ~ ill v~re intervaller og f: A ~ B en bijek-
---,-------,._-
tion. Antag at f er differentiabel og f' (x) * 0 for aile x EA.

--1sA er t : B ~ A differentiabel og

Med andre ord., nAr y - f(x) sa er

~1 1(f )8(y) __ -
f'(Xf
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(

BEVIS. Lad ~y E
-1 -1

YO , YO + B og seet f (y 0) == ~{O r f (YO+~y)

,xo .+ ~x II Vi begynder med at vise at f- 1 er kontinuert.

Lad [xo-"0 , X o+0 ] vcere et k ompak t; interval i A.. Fo r d i f er kon

t Ln ue r t , ved vi at f([x
O

- 6 , x
O+6])

== [e,d] er et kornpakt interval i

B. Endvidere er f en bijektion, sa Yo E ]c,d[ .

Vi viser at f- 1 er kontinuert pA [c,d] . Lad

F c: [xO-6,xO+6] = f- 1 ([c,d)) vzere en v i.Lka r Li.q afsluttet rncengde. sA

er F kompakt (S~tning IIu4.5) o~ da f er kontinuert er f(F)

kornpakt og derfor afsluttet. Men f(F) = (f-1)-1 (F) I og sA f¢lger

kontinuiteten a~ Korollar II~2~3.

Af bijektivite-ten af f f¢lger oqs a ,at I::ix * 0 nar ~y *1 0 .

f.1x
= b.y liy

For ~y ~ 0 viI ~x ~ 0 1
--1

f er kontinuert. Men sA viI

~ (~y) ,

(

hvoraf s~tningens pAstand f¢lgerg 0

af de allermest anvendelige s~tninger inden for differentialregningen.
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SlETNING 2.7. (Di fferentialregni:1gens midde 1varrd.i s artn.i.n q . ) H\Ti s

f E CO ( [ a , b ] I ill) er differentia~el i ]a,b[ f sA findes et

~ E Ja,b[ saledes at

f(b) - f I a ) = f' (~) (b-a)

BEVIS. S~t a = (f(b)-f(a)/(b-a) og betragt hj~lpefunktionen

lD (x) f (x) - (XX + P

f
.,~

-~-------- ~
ax-a -----'-~

hvor a = aa - f(a). Med dette

valg af S er ~(a) = 0 .

h~ldning som korden mellern

den rette linie ax + B har samrne

Bem~rk at sa er ~(b)

(a , f (a» og (b r f (b) )

0, fordi

Da <.p

er kontinuert ~ [a,b], antager den sin st¢rste og sin mindste v~rdi,

og mindst en af dem i et p unk t; E; E -] a, b [ (hvorfor kan det udelukkes

at ~ er et endepunkt?) Funktionen ~ er ogsa differentiabel i

Ja,b[ og vi viI vise, at ~I (~) = 0 Antag eksernpelvis r at S

er et mak s Lrnums punkt. ~ Sa er l:\tp < 0 i e n orne qn af ' ~. Da

ser vi ved at betragte ~~. > 0 at ~I (~) ~ o. Var nemlig

~'(~) > 0, kunne vi finde

for 0 < ~~ < 6, d~v.s.

6 > 0, saledes at

n~ > ~I (~) n~ > 0 .
- 2

pA den anden side slutter vi analogt, ved at betragte 6~ < 0 ,

at <p' (~) .?: 0 . Altsa er ~'(~) = 0 . Da
f(b)-f(a)

(n l (x) == f' (x) -
'+' b-a

l_:

f~s s~tningens p~stand~ 0

EKSE~1PEL. Ved at betragte den i eksenplet side 111.9 ncevnte f urik t.Lori

pa [-n,TT]
f(x) cos x + i sin x
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for hvilken f' (x)

111.22

sin x + i cos x =1= 0 for alle x E [-n,n] ser

vi, at S~tning 2.7 ikke g~lder for ikke-reelle funktioner:

£(11) - f(-n) = 0, mens (-sin x + i cos x ) • 2n =1= 0 for alle

x E [-nrTIJ • Nedenfor n~vner vi dog en rirnelig erstatning.

KOROLLAR 2.8. Hvis f E CO([a,b],~) er differentiabel i ]a,b[,

findes der punkter ~,n E ]a,b[ 1 sa at

f (b) - f (a) = [Re f' (~) + i Ern f' (n)] (b r a )

BEVIS. Benyt middelv~rdis~tningenp& Re f og 1m f hver for sigv

Kornbiner leddene ved hj~lp af bern~rkning a) f p. IIIs13. 0

Her f¢lger et par andre nyttige konsekvenser af differentialreg-

ningens middelv~rdis~tning.

KOROLLAR 2·.9. En clifferentiabel funktion f: A -? <C er konstant hvis
---- -_ .._-------

og kun hvis fl = 0 .

BEVIS~ N¢dvendigheden af betingelsen ff = a er klar. Tilstr~kkelig-

heden f¢lger af, at hvis x,y E A, og vi anvender middelv~rdis~t-

ningen pa Lnt.e r va Ll.e t. mellem x og '.1 fas f(x) - f(y) :::: f' (~) (x-y)

for et eller andet punkt ~ rnellem I x og Y e Da f' = 0 I f~s

(,
at f(x) = f(y) , og fordi x og y er vilk&rlige f¢lger pAstanden. 0

l_

KOROLLAR 2~10. En differentiabel funktion f: A ~ ffi er rnonotont

voksende hvis og kun hvis f' (x) ~ 0 for aIle x E A, og monotont

aftagende hvis og kun hvis f' (x) < 0 for alle x EA.

BEVIS. 0'Jelse III.2.'!O~ 0
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Stamfunktion.

111.23

DEFINITION. En funktion f: A ~ ~ siges at have en funktion

F: A ~ ~ som stamfunktion hvis F er differentiabel i A rned

F' = f En stamfunktion F kaldes ogsa et ubesternt integral til

f og betegnes ff(x)dx.

Det er klart, at hvis f har en stamfunktion F, sA er
,,-

i
\

F + konstant ogsa en stamfunktion til f Hvis pa den anden side

G: A ~ ¢ er en starnfunktiontil f, sa er (G-F) , = 0, d.v.s.
\!l (Korollar 2.9) G=F + konstant. Bem~rk i denne forbindelse, at

syrnbolet ff(x)dx bruges om enhver af starnfunktionerne til f.

Det betegner altsa ikke en bestemt funktion.

Som vi straks skal se, er deren intim forbindels~ mellem ube-

stemte integraler ff(x)dx og det bestemte integral
bf f(x)dx,a

sorn vi indf¢rte i dette kapitels f¢rste afsnit. Der g~lder nemlig:

S~TNING 2.11. (Differential- og integralregningens hoveds~tning.)

BEVIS. Lad xO,x,x+~x E A og s~t

Enhver kontinuert funktion f: A ~ ¢ har en stamfunktion. Hvis

( Xo E A er et vilkArligt fast punkt, er samtlige stamfunktioner be-

stemt ved forrnlen

F(x) = JX f(t)dt + k ,
X o

hvor k er en konstant6 For ehhver stamfunktion F til f og for

vilk~rlige punkter a,b E A g~lder

bfa f(x)dx = F(b) - F(a)

F(x) ~ fX f(t)dt. Vi har da
X o

at

l
~F = F(x+6x) - F(x)

sam if¢lge indskudsrEglen (S~tning 1.3) kan skrives
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J
x+~x

~F = f(t)dt .
x

111.24

Af Bem~rkning nederst side 11169 fas eksistensen af ~'n i interval-

let mellem x og x + 6.x, s a Le de s at.

~F = [Re f(~) + i 1m f(n)] ~x

(overvej at formlen er korrekt ogsA nAr ~x < 0) Da

Re f(~) + i 1m f(n) ~ f(x) for ~x ~ 0 ser vi at F er differen-

tiabel i x med F I (x) = f(x) Da to vilkArlige stamfunktioner kun

afviger fra hinanden med en konstant, har vi vist den f¢rste p~stand

i s~tningen. Den, anden f¢lger af indskudsreglen: For en vilkarlig,
stamfunktion F og vilkarlige punkter a,b E A har vi if¢lge det

hidtil beviste at

F(b) - F(a) = fb f(t)dt - fa f(t)dt = fb f(t)dt. 0
Xo Xo a

BEMlERKNING. Som f¢lge af hovedscetningen bliver bestenunelsen af en

starnfunktion t~l en given funktion f, eller ubestemt integration,

en fundamental opgave i analysen. Mens differentiation af funktioner

givet ved sammensatte udtryk blot kr~ver anvendelser af de almene dif-

ferentiationsregler og kendskab til de afledede af de i udtrykkene

indgAende element~re funktioner, har man ikke tilsvarende regler til

udf¢relse af enhver integration. Forholdet er endda det, at stamfunk-

tionerne til f unkt.Lorre r q.i.v e t. ved s ammen s a t.t.e udtryk Lnde ho Ldende de

g~ngse element~re funktioner ofte ikke kan udtrykkes ved hj~lp af

disse funktionera Integr~tion bliver derved en kunst. I s~n simple-

ste form beror opgavens l¢sning pa, at det udtryk, hvorved funktionen

f er givet, e'r kendt som udtrykket for den afledede af en anden funk-

tion. I mere komplicerede tilf~lde betjener man sig af forskellige

integrationsregler, der 'fa.~; ved orns k rLvni.nq af visse af differen.tia-

t.Lons r e q Le r'ne . Vi samler nogle af disse integrationsregler i
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a) (Lineari t.et )

( hvor

J(af+6g) (x l dx = aIf(X)dX + BIg(X)dX ·

b) (Delvis Ln t.eq r-a t i.on , )

Jf I (x ) g (x) dx = f (x) g (x) - ff (x) g I (x) dx ·

c) (Substitution)

J(f 0 g) (x ) g I (x ) dx = ( Fog) (x )

F(U) = If(U)dU ·

(

BE!~RKNING. Da et ubesternt integral ikke betegner en besternt funk-

tion kr~ver formlerne en vis fortolkning. Eksempelvis skal c) l~ses

sAledes: Hvis F er en stamfunktion til f: B ~ ¢ og g:- A ~ B

er differentiabel, sA er Fog en stamfunktion til (fog)g'.

BEVIS for Scetning 2 ~ 12. a) e~c e11 UIniddelbar k orrs ekve na af LLne a r Lr-

teten af differentiation.

b) er en konsekvens af formlen for differentiation af et produkt:

(fg)' = fig --1- f q ' r d v v v s , If J (x.)g(x)dx + ff(x)g' (x)dx er if¢lge

a) en stamfunktion. "til (fg)'. Al,tsa har fig s t.amfunkt.Lorien

fg - ff(x)gr (x)dx .

c) f¢lger af k~dereglen (Sretning 2~5): (Fog) v - (F'og)g' = {fog)g'

Integral som f urik t.Lon af e11 paralnet~E.e Lad A c IR o q B c IR ~JCEre

intervaller. I m2
, hvis punkter vi viI betegne (x,t) betragter

vi In<e11gden A x B.. Er f . A x B .~ <C erl funktion pa A x B, vii

f(x, t) for fast t E B vser e en f unk t.Lon af x (d. v II s . en f un k t i.on

pA A) og for fast x E A v~re en funktion af t (d,v.s. en funk-

tion pa B)

Hvis f(x,t) for fast t E B er en differentiabel funktion af
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x, siges f at v~re differentiabel efter x, og den afledede

efter x be t.e qne s eller D fx eller af
-ax · Analogt 1 hv i.s

f(x,t) for fast x E A er en differentiabel funktion af t siges

f at v~re differentiabel efter t, og den afledede efter t be-

tegnes f'
t

eller eller af
at · Man kalder disse afledede part~-

(
e11e afledede. Bogstavet a l~ses som d.

I det f¢lgende er det prirn~rt f(x,t) som funktion af x for

spiller rollen af en para-

(
faste

meter ..

t, vi er interesseret i, mens t

Hvis A er et afsluttet interval [a,b] og f(x,t) for fast

t E B er en kontinuert f unk.t.Lon af x 1 bestemmes ved Ln t.eq.r a Le t.

- Jbg ( t ) f (x , t) dx
a

en funktion g: B ~ ~. Vi siger at integralet efter x er en funk-

tion af pararneteren t.

SmTNING 2.13. Hvis f er kontinuert pa [a,b] x Bier integralet

g en kontinuert funktion pa B.

f
~ BEVIS. For at bevise kontinuiteten af g: B ~ ¢ er det tilstr~kke-

ligt at vise, at restriktionen af g til et vilkArligt interval

[e,d] ~ B er kontinuert~ Lad t > 0 og

da restriktionen af f til den k ompakte mzenqde [a,b])( [e,d] er

uniformt kontinuert (IIe4.4), findes 6> a sAledes at

If(x
1

, t
1)-f(x2

, t 2 ) i < t: for a Ll.e t
1

, t
2

E [e/d] deropfylder

It1- t 21 < 6 og aIle x 1,x2 E [a,b] der opfylder Ix1-x2 ' < 6 ·

Specielt fas If (x,t) -. f"(x,t
O)

I < e for a Ll.e t E [c,d] for hv.i Lk e

It-tol < 6, og for aile x E [a,b] . Heraf fAs

f
b Jb! f (x , t) dx -
a a

f(x,tO)dxl

r
b

< I f (x , t) -- f (x r to) I dx < e (b - a ) 0
J a
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Vedr¢rende differentiation g~lder f¢lgende s~tning:

111.27

S~TNING 2.14G Lad f v~re kontinuert pa [a,b] xB og differentia-

bel efter t med en partiel afledet f' der ligeledes er kontinuert
t

pa [a s b ] x B I sa fald er integralet

g(t)
r b

- J f (x, t) dx- a

en differentiabel funktion pa B med kontinuert afledet bestemt ved

f
\ Med andre betegnelser:

g I (t)
bJ ft(x,t)dx.
a -

d Jb r ddt f(x,t)dx = at f(x,t)dx
a a

BEVIS. For Qverskuelighedens skyld antager vi f¢rst at f er reel.

For to ' to + ~t E B med L\t t 0 har vi cia

g (to+~·t) -g (t· O)
--------'..~~-- .-

~·t

Af midde Lv.e r d i, sret.n i.nqen f as

hvor e ligger mellern to t .+ l.\to (bemarrk at derme ligning gCEl-

( der for hvert x E [a,b], sAledes at 8 afh~nger af to ' ~t 09

x) Heraf fAs at

g(t·o-t-6.t.)-g(to) fb Jb
------L;:1=-------. f t (x , t) dx = [ f t (x ( e)- f t (x , t) ] dx ·

,,' a a

Vi kan nu r~sonn8re ganske som i beviset for den foreg~ende s~tning:

et 6 > 0 ~~ledes at hvis 16tl < 6 g~lder at

for aile x E [a,b] . Heraf fAs at
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n a r ILit] < 6 •

£ (b r a )

111.28

Hvis f ikke n¢dverldigvis er reel f¢lger seet.nLnqen af qet alle-

rede viste:

~ I
b

f(x,t)dx d
[Re Jb f (x, t) dx + i 1m Jb f(x,t)dx]dt

-,-

dt
a a a

d Jb Re f (x, t) dx -I- i
d Jb 1m f(x,t)dx..,-

dt dot
a a

( b fbfa
a Re f (x, t.) dx + i

a 1m f(x,t)dx= dt at
a

b b

fa Re a f(x,t)dx + i fa 1m a f(x,t)dx= at at

rb
d= J

a
at f(x,t)dx ·

EKSEMPEL. I?a [ 0 r 1] x ] -1 , 1 [ bet.r-aqt.e s f unk.t r onen

o

[0,1] x ]-1,1[ ~ Eridvi.de r e ses a t; (x,t) I~ xt er en kontinuert af-

xt
~--'10_

A-x2 t
2

( Da I t I, < 1 1 er t'

So. f er defineret pa

(
bildning af [0, 1] x ] '-1, ;1 [ indo i ] -1 ,;1 [ og

u
---2
'l r u

er kon t.Lriuer.. t pa ]-1 t 1 [, s a Lede s at f: [0 1 1] x ] -1 , 1 [ .~ JR er

kontinuertg Specielt er for hvert t E ]-1,1[

en k ont.Ln uert; afbi Idning af [0, 1 ] ind i JR, sa

l
1

0 1
g(t) == xt

· a A_-x 2 t 2
dx

er veldefineret. Af S~tning 2.13 f¢lger sA direkte at g er kontinuert
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Ved udregning fas

111.29

af
at

x

-de r er kontinuet pa [0,1] x ]-1,1 [ . Af '8<Etning 2 .. 14 slutter vi at

g er differentiabel og

g' (t)
r1 x dx

=
J0 (1-x2t2) 3/2

Heraf fas for det f¢rste at

r1 2 1 1g' (0) dx
x-- x = =

J0 2 0
2

-1 < t < 1 .

og for det andet at for t :f 0 er 1
- 1

- It-t2
1 r1 2t

2
dx 1 1 x=1 It-t2 1g' (t) x

=
J0

= = =
2t2 (1_x 2 t 2)3/2 -t2

A-x2t2 x=o t
2

t 2 A-t2

1 + t 2 - 1 1= =-- r-
t

2 A_t2 (/1-t2 + 1) 1 20-t +v1-tt~

sal~des at g' (t) 1 -1 t 1
= ~-t2+A .... t2

, < < .

Bemarrk i¢vrigt at g i dette tilfcelde kan beregnes eksplicit og

at g' derefter kan findes ved differentiation.
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§3. Taylor-udviklinger.

Vi n~vnte i §2 at p(x) = f(x O) + £' (x O) (x-x O) er det polynomium

af f¢rste grad, der bedst approksimerer en differentiabel funktion f

i nCErheden af Be~rk at p er karakteriseret ved at v~re af

1. grad sarnt ved at p(xO) := f(x O) og pi (xO) = f' (x O)

Vi skal nu beskrive en naturlig videref¢relse af denne tankegang

til funktioner der er flere gange differentiable. Idet A c ill er

et interval og Xo E A, og f: A ~ ~ er en n gange differentia-

forstand approksimerer f godt i ncerheden' af x O. Denne "forstand"

viI blive pr~ciseret Iidt senere. F¢rst bern~rker vi, at en made at

l bel funktion, s¢ger vi et poLyriomd um p
n

af grad < n der i en vis

generalisere karakteriseringen af 1. grads-polynomiet er at forlange

at j := O,1,of}.,n •

Skriver vi P pa formen
n

d i v v s . p~j) (x
O)

== j:a
j

for j == O, ... ,n og p~j) (xO) == 0 for aile

j _> n + 1 . Heraf f e Lqe r at kravet P (j) (x ) == f (j) (x) j
n 0 0

p (x) ==
n

besternmer Pn entydigt s om

f (--;), )
n -' txo ·
L (x-xO)J .

· 0 J' ~J=

n-j
j:aj + ... + n Iri-r l ) ••• (n-j+1)an(x-xO)

p (x )
n

p(j) (x) -
n

( 3 . 1 )

a, ... 1 n ,

fas

(

(

DEFINITION. Nar f: A ~ ~ er n gange differentiabel og X o E A ,

s~ kaldes polynomiet (3.1) det n t e ~aylorpolynorniurn for f i Xo ·

Man bruger ogs~ vendingen den n t e Taylor udvikling i x o . Afvigelsen

R (x) = f(x) - P (x)n n

kaldes det n t e restled.
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EKSEMPEL. Lad f(x) = sin x: ill ~ ill og lad X o = o. Idet

f' (x) = cos x f II (x) - sin x og f'" (x) = - cos x har vi £(0)

0, £'(0) = 1 o , f '" (0) := - 1 ; den 3. Taylor udvikling for

sin x i 0 er derfor
.,

-1 3
.)

+
x

x 3T x = x - 3T
3

det 3 • restled sin x
og er x -x +-

3 !

Vi begynder med at give en formel for restleddet, n~r f er en

reel funktion.

SJETNlt~G 3.2. Hvis f: A -+ IR er n gange differentiabel og

kaldes Lagranges restled,(x-x ) 11aRe s t.Le dde t.BE~RKNING.

xo,x E A, sA findes et punkt ~ mellem X o og x, s~ledes at

f' (xo) f (n-1) (xO) n-1 f (n ) U:) n
f (x) = f (x0) + 1 ! (x --x 0 ) "1- fJ • • + --(11_ 1 ) -~-- (x - x 0 ) + --~ (x - x 0 ) •

f(n) (i;)

n!

idet formlen blev angive t. af J" 0 -L. Laqr anqe i 1 797. Bernzer k i¢\rrigt.,

at ordet "mellern" skal tages i streng forstand: X o < ~ < x, 11\7i5

X > x o ' x < ~ < x O ' hvis x < Xo ·

BEVIS. Hvis n = er udsagnet allerede kendt: det er jo diffe-

rentialregningens middelv~rdis~tning.

For at bevise s~tningen for n > 1 antager vi f¢rst at f(x O) =

a £ 1 ( ) 0 r.(n--1) ( ). X o = f"· ., , I }(O o og at f(x) = 0 (Bemc.erk: ogsa

x er et fast punkt.) Vi skal vise at der findes ~ rnellem Xo og

x for hvi.Lket, f (n) (t;) = 0 0

Det g¢r vi ved at bruge differentialregningens rniddelv~rdis~tnins

flere gange. Fordi f(xO~ = f(x) = 0 ved vi at der findes et punkt

~1 me Ll.ern X o o q x f o r hvilket f ' (~1) = o. Da sa t ' (~1)

f ' (,xo) = 0 f Lride s ('""' rae Ll.em c-~ c..)2 L -' , s 1 og X o for hvilket f"(~2) o

(middelvcerdiscetningen a 11v e n d t p a f' ) Saledes forts~ttes, indtil
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vi af f (n-1) (x
O)

= f (n-1) (I; )
n-1 o slutter eksistensen af et

punkt ~n rnellern og ~n-1 ' hvor

Det almene tilf~lde klares nu ved at betragte funktionen

hvor p
n-1 er Taylorpolynomiet for f i af grad 11 - 1 og

hvor K er valgt sa ~(x) = o. Ved differentiation ses at ~ fal-

der under det specialtilf~lde vi betragtede. Altsa findes der et

punkt ~ rnellern Xo Qg x, hvor

Hermed er forrnlen for

o = tp(n) (I;) = f(n) (I;) - 0 - n!K •

f (n) (E;)

n:Med det viI jo netop sige at K

l

Lagrange's restled vista 0

Hvis f er kompleks rna vi spalte op i realdel og imagin~rdel

(jvf. Korollar 2.8).

KOROLLAR 3.3. Hvis f: A ~ ~ er n gange differentiabel i inter-

vallet A c ill og x O' x E A, findes punkter E;, og n mellern X o
og x, sa at

(
f' (x )o

1 ~

BEVIS. Benyt. scetTling 3. 2 pa de to r-e e Ll.e funktioner Re f og rm f · 0

Under sk~rpede antagelser om f viI vi vise et rneget nyttigt

f

--j

resul tat, TWors grcens_eforme 1, der oplyser om restleddet for

t.e
x ~ x o . Samtidig far vi en pr~cis forstand i hvilken det n Taylor-

tepolynomiurn er det n grads polynomium der bedst approksirnerer f

l1CEr
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Vi rn~nder om o-skrivemAden indf¢rt i afsnit 2: Hvis a er en

funktion af x der opfylder at a(x) ~ 0 for x ~ X o 1 s~ er ud-

trykket na(x) (x-x
O

) en o-funktion af
n(x-xO) , idet jo

Vi angiver dette ved at erstatte

( Nu gr~nseformlen:

(Taylors gr~nseformel.) Hvis f: A ~ ~ er en

n!

Xo E A, sa g~lder for x ~ X o
f (n ) (x )

On. n
,-- (x-x

O
) + a ( (x-x O) )

og hvisA

SJETNING 3.4.

(

BEVIS.
n · t f(n)Idet f foruds~ttes at v~re en C -funktion, ved Vl a

k t * J- * It R·. f(n.)er . on lnuer~r specle . er ~e
1m f (n) begge kontinuerte

i Altsa vil

Re f (n ) (E;) + i 1m f (n ) (n) ~ f (n) (x0 )

for hVOJ.- og n ex." de punkt.er der forekomrner i

Lagrange's restled. S~tter vi a(x) = ~ fen) (~) + i 1m fen) (n) 

fen) (xo) r har vi at a(x) ~ 0 for x ~ x O. AltsA er Lagrange's

( restled af formen

I·) f" (n) (C-' + 1" I In s: (11) I )-~e _~"'- L;? ) 1.. ~ I]

n!
(x - x )n + o(n) (X-Xo)ffi

o n~

f )f i n (x )o-- ..~-- n:--- n

KOROLLAR 3.5. Hvis f: A ~ ~ er en Cn-funktion, og hvis X o E A ,

o tesa er det n 'I'e.y Lo r polynomium i X
o

det eneste polynomium af grad

< n for hvilket restleddet opfylder
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(

BEVIS. Taylors gr~nseformel viser at Taylor polynorniet opfylder den

n2vnte betingelse p~ restleddetG Hvis omvendt P er et polynornium

af grad .::: n, for hvi.Lke t; f - p = 0 ( (x-x
O)

n) kan vi benyt:te

Taylors gr~nseform~l pA f . Altsa far vi f(x)

og derfor Pn(X) - P(x) Da p
n

p er af grad. ~ n ,

er dette kun muligt hvis p - P er nulpolynomiet. (G¢r rede herfor~)
n

Anvendelse af Tayl~rudvikli~er til unders¢g'else af funktione:r af

er 0, kan Taylors gr~nseformel ofte anvendes til at afg¢re om

gange differentiable i et

g(xo)
f(x)
g(x)

ogh vo r bade

er, ngogfHvis
f (x )
g' (x)

.1\

formen

interval(

har en gr~nsev~rdi for x --;. Vi forrnulerer denne generelletek-

nik og gennemregner dern~st et par eksempler.

SJETNING 3.6.
n(I'Hospitals regelo) Antag f,g E C (A,¢) og antag

(n~1) (n-1)
f (x 0 ) == .. ~.. = f (x0 ) = 0 I' g (x 0 ) = • 4' e = g. (x 0 ) = 0 , me n s

g(n) (xO) * o. Sa vii ~i* have en grc.ensevCErdi for x ~ Xo og

denne er

BEVISQ Af Ta~lors gr~nseformel fa.s a t;

(
f (x )

£(x)

Tilsvarende fAs for gat'

g(x)

(
Da g(n) (x

O
) * 0 kan v i fi.nde e n omegn af X o , hvor g(x) * 0

vcelg 6 > 0 saledes at der fo r i x"-x O I < 6 gcelder



Mat 102, 1981/82 111.35

(
g (n) (x )

Ig (x) - 0 .
n~

nDette er muligt da restleddet er o(x-xO) ) . Men s~ er

I
g (x ) (x

O
)

ig(x) i > 2n: (X-xo)n/ > 0 •

Altsa har vi for Ix-xOI < 6 at

3
x 3

sin x = x - 3T + o(x )thifor' x'~ 0 ,

g(n) (x )
o

f (x)
9 (x) --

[J

n
o ((x-x

O
) )

+--,---_.
n

(X-:K )o

for

f (n ) (x
O

) (x-x
O

) n + 0 ( (x-x
O

) n)

g (n) (x
O

) (x-x
O

) n + 0 ( (x-x
O

) n)

(efter forlocngelse med n!) , og heraf at

EKSEMPEL.

(

(

(if¢lge eksemplet, p. III~30 og Taylors gr~nseformel), og derfor

Da f ' (x) = s i.n X og f " (x ) =

Bade f(x) = 1 - cos x og1 - cos x 1 f 0'''---2-- ~ 2- 0 r x _.~

x
er neml i.q COO- f unk t.Lone r e

( EKSEMPEL~

OJ
g(x) = x ...·

sin x
x

2
= 1 - ~ f + 0 (x

2
) ~ 1 for x -+ 0

( cos){ t har vi £(0) ::: £1i(0) = 0, £11(0) = 1; da g~(x) = 2 x og

gil (x) - 2 f¢lge:r af 1 ~ f-Iospi tals r e qeI at

1 ""cosx---'-2"-
x

1
"2-

I mange tilf~lde kan Taylors gr~nseformel give mere detaljeret

information end IWHospitals regel giver. Vi illustrerer dette med

f¢lgende

EKSEMPEL. SCEt

f (x)
tan x 1 - cos 2xe - e
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(

2g(x) = (1-cotx)cos 2x

be t r aot tp(x) f(x)
i af

TT Vi bernzerke r straks atog == g-(x) en ome qn "4 .
f

ex>
-funktioner 0

definitionsm~ngderne foro q g er C pa tan og c o t, ,

1\.1tsa, er

2e + 0(1)
8 +0(1)nx-4

. 1tp(x) =

altsA specielt pA lO,¥[ , og at f(i) = g(i) = o. Udregninger

viser at f' (%) = 0 , f" (%) = 4e og g' (%-) = g" (%) = 0, mens

g'" (i") = 48. Heraf far vi at f (x) = 2e (x -"i) 2 + 0 ( (x -"i) 2) og

n 3 n 3 TI
g(x) = 8(x- 4 ) + o((x~4)) for x E ]O'2[

2e (x - u~) 2 + 0 ( (x _. .!!.) 2)
4 4

8(x - .~)3 + Q((x_!!.)3)
4 4

(
\

if¢lge regnereglerne pa 111.15) e Heraf fAr vi at

TT 2e + 0 (1 ) e
tp (x) e (x - -4) - ------ -+

- 8 +'0(1) 4 for
TT

X -Ito '4 '

0

I\p(x) I for TTsa -+ 00 x ~ "4 .
Ta.ger vi et led. mere med i Taylorudviklingerne far vi, idet

f tI, (TT \ -- 4 n4'1 ..-. tJe og

'-P(x)

g(4) (~) = ~ 192, at
,~ I

TI 2 TI 3 TI 3
e{x---) -1- 4e(x--~) + o((x--)')

4 4 4
- ·~··{x - "~) 3 ~--;(~!!.) 4 + 0 ( (x-- ~)4) ·
444

1

Ved subtraktion af leddet

·1

tp (x) .~ "4x'--ir --

e fO
n - ~4x~ rr _as

x --'4
re + 4e (x - i) + 0 ( (x - "i)

If I ---- n '--'---~'--TI-'-

x~4 L 4(1~(x·-4) + o(x-"4))

~l
4J

1
e + 4e (x - i) - e + e (x -"i) + 0 (x - %)
~-_~~__'-t#_. _

4 ('1 - (x - i) + 0 (x - %)

5e + 0(1)
u_ ._~._---......_-,----_......._-_._--- -+

4 (~i'~ (x .._~) -1- o(x -~)). 4 4

5e
4 for x -+

(

Altsa. vi1

na?rhederl a f 11

4 Uopf¢rer

for

sign SOIn f unk t.Lorien

Heraf ses at lP

e 5e
4x-n -~ -~4 it

i
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§4. AJ?proksimation·afintegraler.

Lad f: [a,b] ~ m v~re en kontinuert reel funktion pa et be-

gr~nset afsluttet irtterval. Integralet

I == Jb f(t)dt
a

er defiheret scm grcensevc!erdien (som eksisterer) for "·middels'i).mmer

( n
S == 1: f(~.) (x ....x._ 1 ) ,

j=1 J J J

( svarefide til tnddelinger

a =xO<x1< .•• <xn-1<xn = b (1)

og indskud~punkt~r ~. · E [ x , .' 1 ' x.] IJ J- J
nAr ifiddelingens :finhed

gar mod o.
Vi skal nu,underfbrskellige forudscetninger om differentiabi

lit~t af f, v~d.hj~lp af Taylor's formel vurder~ forskellen

I-S og givenogle bedre approksimationer af I •

('. Middelsurttrner. Antaq flU yderligere at f er af klasse c' pa
~.a,bl. Lad scm ovenfor S betegne mi.dde Ls ummen svaren.de til ind-

( delingen (1) 6g indskudspunkter ~. .
J

Sa finder vi

I-S

her kan f(t) ved hj~lp af.Ta~lot's fdrmel skrives

for j = 1,2, ••• ,n ligger mell~m og t It
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Dette udtryk for f(t) inds~ttes og vi far

og med

I -S = ~ JrXj ff (6. (t» (t-~.)dt
j=1 x J J

j-1

M' = sup{ 1£1 (t) I I t E [a,b]} « +0:»)

kan vi pa s~dvanlig made vurdere

Ir-si < ~ JX).' .If'(SJ.(t)) (t-~J.)ldt < M' ~ rXj It-~.Idt
J·' = 1 x J'--·1 Jx J

j-1 j-1

For at vurdere vid~re skal vi beregne nogle integraler:

LEMMA 4 .1 • Lad ex, a, y E lR opfyLde ex ~ y < a. Sa gcelder

BEV!S. !ntegralet pa venstre side er summen af de skraverede tre-

er det altsa

Sam funktion ~: [a,a] ~ m

J
B ... 2.· ·2
. It~yldt = ~(T-a) +~(B-Y) •
a .

altsakanters arealer

B

" B-Y

a

'Y"-a

4J(Y)
2

= y 2 2
(cx-+- a)'r + ~ (ex +a ) ·

Idet ~'(y) = 2y ~ (a+B) ser vi at ~ er aftagende pA interval~

let [a,~(a+a)] og voksende pA [~(a+a) ,al . Derfor har vi £or

Sammellfattende har vi s a Ledes
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f

l

n . 2 n
If--SI .'5'·M' z ~(x.-x. ) < ~M'6 i: (x.-x'_1) = ~M'6(b-a) ,

j=1 ... J J-1 j=1 J J

hVilket kan udtrykkes, at middelsununen S for en c1 funktion f
--

approksiroerer I med en fej 1 der er a f 11¢j st samme st¢rrelsesorden

aom iridd.elingens'(·-fi.nned 0-.

Tra.pe~f6~mlen. I stedet for som det sker ved. nu.dde Lsummer at ap

proksimere ihteqralet ax f over et delinterval [Xj _1,Xj ] med

arealet af rektan<jiet med grundlinie [x j _1, Xj ] oq h¢jde f(~j} ,

kan dette integralt.iln~rmesmed arealet a;f !:ra~e2et 'bestemt ved

punkterne (x j _1 , 0 ) ,

(x j _1 , f (X j - 1» ,

(xj ,f (Xj» 09 (x j ' 0) .'

Arealet~f et ~Adant

trapez er
f(x '.' ·'.1)J--

f (x ~.)

x.
J

L (x, .. -x" . '1·" )(f(x.~) +f (x .. '1) )
~ J J~ J J-

og summen af disse area-

l
(

lersvarend~tl1 inddSlingen (1) er

n
.'1'= r ~ (f (xJ~ }+f (X

J
'-1» (x

J
....x

J
· ...1) •

j ==1 -

Detteudtryk'§i~plificerer hVis inddelingener ~kvidlstant sitsl

hvis deleputiktern~'hat formen

x. "" a + j p-a for j == 0it, .... ,ri •
J n

, .'

Vi anta,ger.derfor at Lndde Ld.nqen rha r f ormerr (2) og rued

(so~ e~ inddelirtgens finh$d)har vi

n-1
T = h(~(f(a)+f(b),) + 1: £(X

J
, ) ) •

j=1

h == b-a
n

(2)

:Det·te u.dtryk kaldes traEezformlen, og viskal .nu unders¢ge,
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.hvor god entilncermelse T ertil I.

11+.40

Forskellen mellem trapezarealet og integralet svarende til

e t; delinterval [x, x+h] hvor x E {xO' x 1 ' · . · , xn- 1.} er tallet

J
X+h

D= f(t)dt - ~h(f(x)+f(x+h»)

x

For at vl1rdere D ahtager vi at f er af klasse C2 pa [a,b]

( og Taylor's formel gi~er sA (t E [x,x+h])

(

(

(

2
f(t) = f(x) + (t-x)f'(x) + (t-x) f"(e )

2 t

og
2

f (x-eh) ::::: f (x) + hf' (x) + !!....f" (e)
2

hvor at og a tilh¢rer ]x,x+h[. Dermed kan D beregnes

D = JX+h~f(X)+(t-X)f! (X)+(t-
2
X)

2
fll (St) )dt

x
. 2

- ~h(f(X)+f(:X)+hf' (x)+h
2

f " (8»)

2' JX+h'" 2= h f (x) + h2 f' (x) + .. (t-;) - f " (at) dt
x

h 2 h 3
-h f (x) - T f' (x) - T fit (e)

:::: JX+h (t-x) 2 f " (,e ) dt h
3

fll (8)' .
-~~2-- t - T

x

Scet~er vi

MU = sup{lf"(tll It E [a,b]} <co

g~lder sa
IJ~+h ')'2 3)

ID I 2 Mil \ .(t -2X d t + h
4

=
x

For forskellen I-T finder vi derfor

x.

II-Tl = I.~ (J J f(t)dt-~h(f(Xj)+f(Xj_1»)1
)-:-1 x . 1J-

355M" 2
< niDI < Mil nh 12 = -r2 (b-a)h ·
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Sammenfattende har vi altsa at "trapezsummen n T for en 2c; funk-

tion f approkaimere~ I med en fejl der h¢jst har st¢rrelsesorden

h 2
, hvor h er irtddel~ngerts finhed.

Simpson'sformel. Betragt en ~kvidistant inddeling af [a,~] med

delepunkter a = Xo < ••• < x 2n = b, hvor altsa

b-a
og h == 2h er inddelingens f Lnhed .

Ideen er nu at tiln~rme f pa intervallet [X2J,X2j+2] med

den, entydigt b~stemte

(

(

J
. b-a

x I = a + 2n'J
for j = 0, 1 , ••• , 2n ,

funktion (para~elbue

eller rette linie)

f

for hvilken

p(t) = f(t)

(
integralet

som approksima.tion af

X 2 j +2J p(t)dt
x 2 j

x 2 j + 2
J. f(t)dt

x 2 , , 1J '

for t = X2j,X2j+1,X2j+21

og derefter benytte

LEMMA 4.2,. Lad h > 0 og cx,B,Y E !R'.. Betegnerp: [O,2hl -+ m_..

den entydigt£eatemte ftlnktion p(t) = at2+bt+c for hVilken

p{O) = a , p(h) = a og p(2h) = y ,sA g~lder

J
2h
o p(t)dt = ~ h (a+4~+y)
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BEVlS. Koefficiefitsrne a,b,c E m er givet ved

111.42

C :::= a,

Vi tinder

2 2ah +bh+c = a og 4ah +2bh+c = y .

J
2h
o (at

2+bt+C}dt =

1 ·2= 1h(8ah +6bh+6c) =

1··· ...= 3h (a + 4 a+y ) · I

8h 3 4h 2
3 a + --2- b + 2hc

1 .. 2. . 2
3h(4(ah +bh+c)+4ah +2bh+c+c)

1h (f (X) + 4f (X+h ) +f (X+2h »

B~nyttes fbr hvert af ~elifitervallerne [~2~jX2j+2] dette

"parabelareal 11 som approksimation til integralet over [x2j,X2j+2]

fas

p =

n-1
= jh(f(a)+f(b) + 4 L

j=O

sam approksimation af I. -

1'l--1 '
f (a+ (2j+1) h) + 2 L . f (a+2jh) )\

j=1

( Dette udtryk kaldes Simpson's formel, og vi skal nu unders¢ge

hVor godt P approksimerer I.

Det drejer s~g b~ at vurdere forskellen

rx+2h
D1 = J f(t)dt - ~h(f(x)+4f(x+h)+f(x+2h» ·

x

Vi afitager at f er afklasse C4 pi [a,b] og kAn derfor ved

hjcelp af Taylor's formel skrive

3 . ... k ,4
f(t) = L f(k) (x) (t-~) + f(4) (St) (t-

4
x., )

k=O k.

f(x+h) =
3 k 4
L f(k) (x)~ + f(4) (8 )~

k=O k: 1 4!
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og

11!.43

for 8t , s 1 , e 2 € ]x,x+2h[ Herefter finder vi

j
, I

I

Ii

I I

! :·.2 ....•.'. 3 4
=2hf (x) + 4h f , (x) +8h f" (x) + 16h f lil (X )

2 6 24

J
'X.·..··.+2h· . 4

of f~4L(Oe) (t;:) , dt
x

... 1h (6f (X)+6h £ ' (X)+4h2fil.(x)+2h:3 f ",(X»

... ~h(4ff4)(at)~ + £(4) (e2)'1,~~4)

:::: 'J'.X.·.+2h f (4 ) (0'. ) (t-x)4-dt _ h 5(.l.. f(4qe.·')+£f(4l(e.,)·.·
t· 24 18···· 1 . 9 2 •. ~

x

( S~tter~i

i.
finder vi

M(4) = sup{I£(4) (t)i I t € [a,b]) <:00

-

I

, lIerefter finder vi (2rth == b--a)

hvilkei:.kan udtrykkes, at "parabelsummen" p ...•... '.".. "·:·4for en C funktion

appcokafmez-ar 1 med en fe j 1 der h¢j st er proportional med h 4 t'

hvorh er inddelirtgens finhed.
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Lad os beregneEKSEMPEL.

t ) . 1f (t =-t er af klasse
J

2 1
I = t dt =

COO med 1

log 2 • runktionen

hvoraf

M.- = 1 , Mil =2 og

1 tilfaldet h = to- finder vi Itliddelsummen 810 svarende til ind

skudspunkcexne ~j =, :K j ...1

S10 =0.7187140, Ifejll ~ 0.05 •

Anvendes trapez£6rtnlen henhoIdsvLs Sinlpsons formel (stadig

fAs

T10 = 0.69 37714 r : Ife j 11 < o. 008

1
h == 10'

PiC) =: 0.6931502 Ifej 11 <0 .DOOf)

De tilsvarende st¢rre-lser i t11fceldet
. 1,.
h = 20 er

(-
\

S20 0.7058034

,rr20 = O. 69 3 30 33

P20 = 0.6931414

Med '7 rigtige decifualer 9a!lder

Ifejll <0.025........

Ifejl) < 0.002

IfejlJ < O·~00004.

1092 = 0.6931472 •
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§5. Plane ·kurver.

Den analytiske beh~ndlingaf kurver iplan og rumer en ncerlig-

gende anvendelse af differentialregning. Her holder vi os til planen.

Vi viI l~gge va!gtpa 0<] i nogen grad st¢tte os til intuitive geome

triske fremstillinger •.

Ved valg.af ~t fast punkt 0 i planen som'begyndelsespunkt til

vejebringes en enerttydig korrespondence p~. v mellems planens punk

ter og, vektorer:
(

p~v ..
-+
OF == v •

(
--+

Vektoren; OP .kaldes stedvektoren for punktet P.

Ved v~lg af at s~dvanligt tetvinkletkoordinatsystem XY med
o soinbegyndelsespunkt bringesplanens vektorer og dermed planens
punkter ikorrespondance med dereelle talpar (x,y) , altsa..med
m2 .(t rtirtunet havde vi blot faet taltrlpler.) Idet vi iridf¢rer den

komp Lekse variable z == x +iy, f¢res korrespondancenvidere ti1.¢ .

(:En tilsvarendefuulighedfindes ikke for rummetsvedkotrunende.) I den

f¢lgeride tekst vil vi tillade oS at idantificere planen med m2

eller med C, idet vi angiver et punkt Peller en vektor y i

p Larien ved det tilsvarende koordinatpar (x, y), eller ved det korn"

plekse tal z=:k+ iy .

(

SEMJERKNING. I det f¢lgende st¢tter vi os saledes til t9t bestemt

koordinatsystem XY iplanen. For de geometriske begreber vi arbej

der rned~ sAsom Cri~kurVet tangent, OSV.t er det imidlertid ~denbetyd

ndnq ; hvd Lkeb koordinatsystem der er vaLqt . Denne uafhcengighed er

selvf¢lgelig afq¢rende. D~ner ret ttiviel at verificere, men v~ viI

ikke ,gai detaljermed sp¢rgsmAlet. - Ved konkrete udregrtinger v i.L et

hensigts~ssigt valgaf koordinatsystem naturligvis ofte Vtere fordel

agtigt.

ihd i planen, bestenuneren kontinuert. kurve •. Nar t gennem-

t E I ,

I ~, lR

Kontilluert kurve. En kontinuert afbildning h: t ... (f(t) ,g(t» ,

e LLe r h: t -+ h(t) = f (t)+ ig (t) ,tEl, afet interval

I
I I

l

l¢ber intervallet I, viI (x,y) == (f(t),g(t) eller z = h(t)

genneml¢be kurven.

Vi kalder h en parameterfremstiIIing for kurven. Ofte skrives

den pa formen
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t; man taler da om et multipelt punkt pea kurven, specielt er dob

beltpunkt, hvis punktet svarer til netopto parametervcerdier.

x

--+--"---I

y, tEl ,

z =h(t) = f(t)+ig(t), t,E I

x = f(t)

Y = g(t)

Den variable t kaldes parameteren,

I kaldes 12arameterintervallet, medens

f og 9 kaldes koordinatfupktionerne.

Samme punkt i planen kan godt svare til flere forskellige vcerdier af(

En kurve er andetog mere end mcengden af punkter pa kurven~ den

rcekkef¢lge, hvori punkterne gennernl¢bes, er v~sentlig. To forskellige

parameterfremstillinger h: I ~ ~ og k: J ~ ¢ kan godt fremstille

sammekurve; men det er altsa ikke tilstr~kkeligt, at h(l) == k(J) •

Vi belyser f¢rst sp¢rgsrnalet ved et eksempel:

(

(

EKSEMPEL. Ved (x,y) = (t,t) , t E [O,CJO[, fremstilleS en halvlinie,

genneml¢bet fra endepunktet o. Ved (x,y) = (u2,u2 ) , u E [O,oo[ ,

fremstilles samme kurve, med samme genneml¢bsretning. Ogsa (x,y) =
(u2,u2 ) , ti. E ]-00,0], fremstiller sarrune kurve, dog med modsat gen

neml¢bsretning. Oerimbd fremstiller (x,y) == (u2
, U

2 ) , u E ]-oo,oo[ ,

en ny kurve, sk~nt ~ngden afkurvepunkter stadig er den samme:

halvlinien genneml¢bes to gange.

-

I

Nuden almene forklaring: Para-

meterfremstillingerne h: I ~ ¢ og

k: J ~ ¢, dvs.to kontinuerte af-

bildninger h og k af intervaller

I c;; m og J ~ JR ind i p Laneri , reg

nes at fremstille samme kurve , hvis der

findes en bijektiv, kontinuert funktion

lP: J -. I, saledes at h 0 tP = k ,

dvs. -saledes at

y

x

--..---J
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Vu E J: h(~(u) = k(u) .

Man siger, at k .fremgar af h 'ved parameterskiftet ~: J ~ I ,

ell~r sam det cfte udtrykkes: vi gar over til en ny parameter ved

E.arameterskiftet t = qJ(u) , U E J. Man sigel:: endvidere, a~. h og

k fremstiller kurven med samme eller modsat genneml~bsre9'nit:g, efter

som ~ er voksend~eller aftagende.

(
\ T'il retfcerdigg¢relse af den indf¢rte sprogbrug k rtave s noq l,e over

~ejelser, der viI bliVe taget op i en opgave.

EKSEMPLER. I eksemplet ovenforkommer man fra parameterfremstillin

gen (x,y) == (t,t) , t E [0,00[, til de tof¢lgende ved parameter

skifterns t~· u2
J U-E [O,~[, henholdsvis t = u 2 , u-E ]~~,O] •

Et andet eksempel: Parameterfremstillingen

2ty = t € ]-~,oo[

1+t2 '

gar ved parameterskiftet u
t = tan 2 ' u € ]-n,n[ over i

1
2 u

2 tan u- tart "2 2x :::: = cos u , y = = sin u ,
1 + tan2 u 1 '+ tan2 u

2" 2
u € ]-n,n[ .

u

o

(

-f

Den fremstillede kutve er altsA enhedscirklen, genneml¢betfra

(-1,0) excl. til (-1,0) excl. Genneml¢bsretningen er den samme ved

de to fremstil1in~er.PA figuren er

rnarkeret kurvepunkter svarende til

forskelligevrerdier af t

Geherelt str¢s ved en parameter

fremstilling tal ud langs kurven:

kuzvepunkt.erne iknyt.t.es til para.me

terv~rdier. Undertiden har parame

tere;ns vcerdierenoplagt geometrisk betydning (det gcelder f.eks.

i detsidste ~ksertlpel), men det beh¢ver ikke at vcere tilfCEldet.

(

(

BE~RKNING. En kurve med fremstilling z = h(t) , t E [a,b] , siges

C, at vcere Lukke t , hvis h (a) = h (b) , dvs. hvis start- og slutpunkt

falder samrnen. For lukkede kurver lregger man i almindelighed ikke

vregt pa, hvilket kurvepunkt der er start- og slutpunkt. F.eks. frem-
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{

l

{

[

stiller (x,y):::: (cos u, sin u)· s! sanune lukkede kurve for ethvert

par amet.e r Lnt.e r vaL [a, a+21l] , . - nemlig enhedscirklen genneml¢bet en

gang. For et p arrame t.e r'Lrrt.e r vaL [a.,a+4n] fas en ny lukket kurve:

enhedscirklen gehneml¢be~t6 :gange.

BEMlERKNING •., En .kurve rna:: sam f'remhcevet ikke f or'veksLe s med rnesnqden af

punkter pa~urv~n. I praks i.s vi.l vi dog cfte bruge ordet'kurve a'gsa

om denrre-punkt.menqde ,·blpt de:t:::: e r ropLaqt; , hvor Ledes. genneml¢bet .aka L
,.....-{

t~nkes foretaget. Mcengden af'l~sninger (x,y) til en ligning

,F{x,y) = 0 falder i denne forstand cfte i en eller flere kurver.

EKSEMPEL. Grafen {(x,y}.ly = f(x)} for en kontinuert funktion

f: I .-. m defineret pa et interval I "er" en kontinuert kurve,

unde r fo r s t ae t; nar "x bruges som parameter":

'(x,y) = (t,f(t)) , tEl.

Punktmamgden {(x,y) Ix2 - y 2 = 1} falderi to kurver (hyperbelgrene);

for hver af dem kan y bruges som parameter:

(x,y) = (j1+t2 , t) , t E JR og (x,y) ~ (-It+t 2
, t) , t E JR.

Punkt.m<:ehgden {(x,¥') I x 2+y2 =1} "er". en lukket kurve, enhedscirklen

under f or-s taec :genneml¢bet en gang.

Ved studiet "af en kurve lCEgger vi" i almindeli.ghed en best.emt, para

meterfremstilling til grund.,For ikke at fa for mange beceqneLae r

skrivervi da ofte parameterfremstillingen

( '(x,y) =~ (x(t),y(t,»), tEl., eller Z ,=z(t) =x(t) +iy(t) , t € I .

BEMJERKNING. IJigesom i planen kanman tale om kontinuerte kurver i

et vd.Lka r Ld.q t; metr Lsk ' rum M. En par ame t.erf.rerns t.Ll.Li.nq for en kon-

tinuert kurve i'~ M e~ blot en kontintiert afbildnifig h: I ~ M, h~6r

I ~ m er et interval.

Cn-kurve. En CO-k~rve er blot en kontinuert kurve. Nedenfor antages

nE:IN eller n = 00 •

DEFIJ:1ITIO'N. Ved en parameterfremstilling for en Cn-kurve i planen

forstAs en Cn-afbildning
,.-

h: t -+ (f(t),g(t)) , tEl, eller

h: t -+ h(t) = f(t) +ig(t) , tEl, af et interval I c mind i

planen.
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(

'1'0 Cn-afbil.driinger I h: I .... <t og k: J -+ et frernstiller samme

cn-kurv~j hvis der findes en bij~ktiv cn-funktion ~: J ~ I fra

int~rva~let J ~ lR tilintervallet I c m., hvor

(L) '1u € J :$'(u) :4= 0 ,

saledes at ho tp == k, dvs.saledes at

(ii) VU € J: h(q>(ul) =k (U) •

Man siger, at k. fremg!r a£ h ved cn_paramet.er$k.i£t~E. t == 4l(u) ,

u E J ..

Som vi skal"se i de·t f¢lgende, b l.. a. ia.fsnittet.om tangent,

Scetnfri.s4.1 ,.o];)£¢rer kurven Sig "pesnt;" i et punkt h(t) hvoz

hi (tl+O. Detsattllne kurvepunkt optra1dersom k(u) , hvor
t ·~tP(ll).~ Kravet (i)sikrer nU,at k' (u)=t:O" idet jo k' (u) k:

11' (tp(u)f'(p' (til .• ,i£¢lgE!kU!dereglen. Kravet (1.) sikrer altsA, at
': ',C' "', ,""<

parartl~terskifteti.~ikke £¢rer til tab af kurveptifikter,der er be-
haqe Iige ... at'arbej derned •

Des\:i.a.en sik:ierJi), at q>"1: I ... J er enCn~fUfikt.ibn (09 dermed
at Cn"'paraInt§terskift,' da jo «1)"'1). (t) ."'1/tp(u}:f: 0 i. j:Er. Scetnin<1

2.6.

Vedr.ret'f~rdigg¢relseafsprogbru9·en'usarnnteCn"k'urve" henvd.ses

1¢~rigtt11 ~fi opgave~

Ki·nematik. ',,(EtpUllkts beviegelse.) En parameterftemstilling

( t.-) (x(t),y{t)}' , -t.:E: I ~ eller t .... z(t) = x(tl+ iy(t) for en

Cn-kurve i planen karl opfattes sam beskrivelse af bevcegelsen af et

punkb P-'~ iplanart l,:tidsintervallet :t <alR, idetmantdlker
0"'. -'.; ,

(x(t.),y{-e.)J: "E!.ller :~:(t.) =x(t}+iy(t)· sompunktetspos1tion til ti·,

den .. t • <';,Mi:l.i1· ka:Jfae:t:cda. dengenrieml¢bllE!' ktirve ·fofiPunkt.Efb:~barlek\it"ye•.

Ern ~,1 , kaLdes (x'(t),y' (t» elltir 'zl'(tl :::"r-(t)+ 19~,(t)-

opf~ttet. som vektior iplallen ... for has~:i,9hE!d.eI1 ibeVcEgeJ.~~n til t.Lden

t, med.ens lz I (t)l:= !(X_'<t.»)2+ (y' (t).2 kaldes farteh~ - Man rnA

her tiBtike sig, at (x sy ) eller z == x + iy reprieSenterer s cedvekco-'
--+

ren OP til det beva!gede punkt p, saledesathastigheden egentlig
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er
-----+

d OP
dt
Er n ~ 2, kaldes (x" (t) .s" (t) ) eller' z" (t) = x " (t) + iy" (t)

for accelerationen til tiden t. - Ogsa her skal man t~nke pa en

d 2 5Pvektor,
dt2

Tangent. Spids. Idet en kontinuert kurve i planen tcenkes givet "ed

en parameterfremstilling z = z(t) , tEl, viI vi diskutere kur

vans forl¢b i en omegn af kurvepunktet z(t) svarende til en para

met e rvarrdL t. ""Her, ligesom ved teoretiske overve j e Ls e r i det

f¢lgendei har vi valgt den komplekse skrivemade, fordi det er den
f korteste.
~,

DEFINIrIONER. Hvis det for enhver til-

pas ,1111e tilv(ekst 'h.t > 0 gcelder, at

punktet z(t+~t) er forskelligt fra

punktet z(t) , og hvis halvlinien fra

z(t) gennem z(t+At) konvergerer mod

en gr~nsestilling T+ for ~t ~ 0+ '

sA 'siges ku~ven at have halvlinien T+
t ,

t t+6t

som positiv halvtangent: i z (t) ..

PA tilsvarendemAde defineres negativ halvtangent T

Hviskurven har savel en positiv som en negativ halvtangent i

( z (t.) og hvis disse er modsat rettede, sigeskurven at have en tan-

qent i z(t) i l1emlig den linie T gennem z(t) , der indeholder

halvt.anqent.erne, Tarigenten T orienteres' i overensstenunelse med den

positivehalvtanget T+ .

I tilf~lde af ensrettede (altsa sanunenfaldende) halvtangenter,

siges kurvan at.have enspids i z(t) .. OgsA i dette tilf~lde til-

lcegges kurvenen tangenti z(t) kaldet spidstangent, nemlig den

linie T, der indeholder halvtangenterne. Den orienteres i overens~

stemrnelse rned den f~lles retning af T+ og T

Eksisterer begge halvtangenterne, men er de h"erken modsat rette-
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(

{

I

de eller s ammenf a Lderide, s Lqe s kurven at have' et kneak i z{t.). og

tilskrives ingen tangent i z(t) .

Vi har stilti~nde forudsat, ~t t ikke er endepun,kt for parame

terinte'rval1et I <; for at endepunkt bliver dar naturligvis kun tale

om denenehalvtafigent.

ved o\1enstAendedefinitioner har vi nok st¢ttet os til en. para
trieterfr~mstillin9 for'kurven, men det er uden betydning, hvilken af
kurvensparameterftemst111inger, dar benyttes, s11tengegennernl~bsre't..
hingen bE!vares. Vender vi genneml¢bsrethingeh,ombyttes T+ og T""

Detindel:>S1rar, atbrie:nteringen~a£ en evt. Stedvanligtal1gent bliver
(lenmoClsatte"tnedens' deter uden betydning for.orienteringen af 'en
eVt. spidstahge~t.

.]-+ r : r:
-r-

..~
K"fAk'

(

En kurve i planen,der har en tangellt T' iet'kul-vepunkt ,P,
tilskrives ogs-Aertll0rma

b
! NiP, netnlig: lin;ien gennsm P vLn ... ·-

kelret pa. T. Svarendetil en or.ienteri.ng Cl.f T orienterer man N,

sAledesat N £remgAt af T ved endrejning 1n om P i pLaneris

positive o1l11¢bsretning~

Sl£TNING5 .1'~ Ladenkolltinuertkurve i pLanen v~retgivet ved en-r .'.. '.':...:T:::

para.meterfrernstilling z == z (t) , t E I Ai En tilstr~kkeligbetingel

+se for, at kur'ven ha'r to. mods at; rettede halvtang-enter '1"" 09 T i

z (t) er da,.atfunkt,lorten z :1-+ ¢ e r diffel:·entiabel t med

z ' (t) .0,. Dert- o~ienterede t.anqenc T e r liniengertnenl' z (t) ene-
. , ,

rettet 111ea.vsktoren z '("t) •

for 6t ~ 0 ~ Vi slutter da f¢rst, at

~z * 0, dvs. Z (,t+~t) :1= z (t) , blot

o
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ILltl er ti1pas lille. For aIle numerisk tilpas sma. ~t * 0 kan vi

altsA tale om halvlinien fra punktet z{t)

For 6t > 0 er den ensrettet med vektoren

gennem punktet z(t+~t) .

6.z
~t' som konvergerer

mod z' (t) * 0 for ~t.~ o. F¢lgelig eksisterer en gr~nsestilling

T+ for At 4 0+, nemlig halvlinien fra punktet z(t) ensrettet

med vektoren z' (t) . For -- 6.t < 0 er den variable halvlinie ensret-

tet med b.z
- ~t ' sAledes at vi for 6.t .... 0 far en gr~nsestilling

T ehsrettet med -~'(t) . Det fremgAr, at der i z(t) er en s~d-

vanlig tangent T sompastaet.

Vi har stiltiende forudsat, at t ikke er endepunkt for pararne

terintervallet; for et endepunkt bliver der naturligvis kun tale am

den ene halvtangent.

Opfattes en parameterfrernstilling z = z(t) I t E !, for en

nC -kurve, n ~ 1 t ~om beskri~else af et pUhkt~ bev~gelse, viser

s~tningen, med kinematiske ord, at til ethvert tidspunkt_ tEl,

hvor hastigh~den z' (t) ikke er O~ har banekurven to fuodsat rettede

halvtahgenter, og tangenten erensrettet med<hastigheden.

EKSEMPEL. Det skra kast.

Et projektil affyres - eller mere fredeligt: ~t bo~d kastes 

skrat opad under en vinkel ~, 0 < ~ < I' med vandret. Farten i

start¢jeblikket kaldes v.

Vi vil bestemme bevcegelse og banekurve, idet vi ser bort fra luft

mods t.and , Accelerationen i bevcegelsen er da tyngdeaccelerationen, der

er rettet .lodretnedad og har st¢rrelsen g.

F¢rst bem~rkes, at projektilet/bolden vil forblive i den lodrette

plan ,der LndehoLde r s t.art.has t Lqheden . Vi forbigar begrundelsen, ikke

fordi den er vanske1i9, men fordi vi har besluttet at holde os til

planen i denne §.
I "or Lodre t t.e plan vcelges et sa:dvanligt retvinklet kborqinat

system, f.eks~ kan vi tage startpunktet som begyndelsespunkt,

Y-aksen lodret opad og X-aksen vandret med orientering, sA start-

hastigheden e r (v cos tP, v sin c.p) • Vi regner tiden ud fra s t.ar t.e j e-'

blikket og viI forel¢big ga ud fra, at der er "plads nok", til at
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bevcege1sen kan fortscette ubegrCEnset i tid.

y

x

111.53

(

Idet projekti1ets/bo1dens position til tiden t betegnes

(x,y) :=: (x (t) ,y (t» , har vi sa

x (0) = 0 x' (0) = v cos <.P x" (t) = 0
og for t ~ a .

( y (0) = 0 y' (0) = v sin ~ y"(t) = -g

Dermed er

x' (t) = v coos <P

y' (t) = v sin qJ - gt

og videre

x (t) = vt cos <p

Y (t) t' 1 gt2
= v· Sln lP - --2

for t ~ a

for t ~ 0 .

He rmed e r bevregelsen beskrevet, og samtidighar vi en parameterfrem

stilling for banekurven.

For banekurven kan x bruges sam parameter: ved parameterskiftet

. ( t = t;/ (v cos tp) fas fremstillingen

Kurv~n er ~Aledes

x = ~

1 2 2 2
Y = ~ tan <.p - 2" g t:: 1 (v cos tP)

gra£ for en funktion af form

x -+ ax + bx2, x ~ 0 ,

E; ~ 0 •

og dermed en parabelbue.

I parablens toppunkt, hvor y er st¢rst, er der vandret tangent.

Nar projektilet/bolden passerer her, er hastigheden {x' (t),y' (t»

derfor vandret, dvs. y' (t) = o. Tidspunktet er f¢lgelig t =
v sin <p /g , der ved -ind~~ttelse i udtrykket for y giver kasteh¢jden

"Nedslaget ", hvor y = 0, indtrceffer for t = 2v sin qJ /g . Den ti1

svarende v~rdi for x, kastevidden, findes til



(

Mat 102, 1981/82, III §5

v 2 sin 2q> jg .

III.54

(

(

(

Bemcerk sluttelig, hvorledes kastevidden varieres med qJ og v.

For'givetv fas den st¢rste kastevidde med tp::: 45° og for givet

(() vokser kastevidden med kvadratet pa. v. Bust det,na!ste gang du

skal kast~ ~n bold.

Taylor'sgrcenseforrnel kan ofte give gode oplySrtinger om en given
kurves forl¢bi omegnen af et kurvepunkt. Vi udn\¢nter dette j. Siet

nd nqe rrie 5.2 og 5 .~3.

SJETN'!NG5.2. Lad en ctl;.;okurve i planen, n ~ 1 t ,,;:ere gi"et ved en

parameterfremstillOing z:= Z (t) , tEl. Antag, at pa.raIl\etervcerdi-'

en t ikke eretendepunktfor parameterinterval1et I, Samt at

de afLe dede

zF(t) , ••• ,z(n) (t) Lkke alle erO (L tilfiEldet n E IN) ,

resp. z "( t) ,z n( t), .• -' Lkke aIle er 0 (i tilfceldet n ceo)

Idet p betegner det f¢rste tal ~ 1, for hvilket

z (p) (t)* 0, gcelder del:

(1) HviS p erulige, Sa har kurven to modsat rettede halvtangenter

ipunktet z(t) ., og tangenten har retning efter vektoren

z (p) (t) •

(2) Hvis p er lige,saharkurven en spids i punktet z(t) , og

spidi£arigente~har retnin~ eftervektoren z(p) (t)

p ulige: p lige:

BEMJF;RKN!NG. Til£a!ldet p == 1 er dcekketindaf SCEtning 5.1, men det

d~kkes ogsA af b~Viset fi~denfbr.

BEV~S. If¢lge Taylors grcenseformel har vi

Az == z (t+At) - z (t) = (A:l p (z (p) (t) +e (At) >_ ,
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hvor e(at) ~ 0 for ~t ~ 0

IIi.55

Vi slutter da f¢rst, at ~z ~ 0 ,

(

dvs. z{t+~t) * z(t) , blot I~tl er tilpas li11e. For all~ nurne-

risk tilpas smA at * 0 kan vi alts! tale om halvlinien frapunktet

z(t) gennempunktet 2 (t+6t) . Den har samme retning som AZ •

H~is p er,ulige, er h~lvlinien alts&1 ensrettet ~ed'vektoren

z (p) (ti) ... teAt) for At > 0 09' ensrettet med ... z (p) (t) ... t (t) for

At < o.~ avis p er 11ge, erhalvlinien ensrettet med

z (p) (t) +e(At) uanset; forte9'net for At. Idet z (p) (t) ... e (At) ...

z{p} (tl fOr At ... ~, fAs plstanden heraf~

aEM1ERKNING~ Der er ikke i scetnin.gensagt noget orn kurvel1s forl¢b om

kring ~(t) i tilf~ldet, hvor aIle z(q) (t) = O. Da kart der f.eks.
vcere kncek, ja.det kan endda ske, at derslet ikke er halvtangenter 1

z(t), selv nar z(t+~t) :1= z(t) for aIle (numer1sksma) At.O.

BEMiERKNING.:Hvad hidtil·er sagt omkurven i planen gteldet ord til
andec for kurver i rUlllinet, b Lo t; rna vi /afstA fra denkomplekse skr tve

madeog holde os tilparameterfremstillinger pc! formen

(X,y,Z), = (f(t) ,g(t) ,'h(t») , t € I •

Undtagelse: I rummet har en kurve uendelig mange norm.aler i et kurve~

punkt P, hvor der er tangent. De udfylder ktirvensnonnalplan i ,P •

De begreber~ der nu §kal indf¢res, er derimod spedielle for ktir~

ve~ iplanen.

Konveksitetspuhkt.- Vendepunkt. En plan kurves forl¢b i omegnen af

et kurvepunkt med modsat; rettede haLvt.anqerrt.e r kan ofte, men ikke

altid,beskrives rttetmere ved etaf disse' to ord.

DEFINITIONER. Lad en kontinuert kurve i planen va!re givet ved en

parameterfremstil1ing z == z(t) , tEl, og antag, atkurven i

punktet z(t) svarende til en parametervferdi t har modsat rettede

ha1vtangenter.

Kurven siges da at v~re konveks i z(t) hvis nabopunkterne

z(t+~t) for aile numerisk tilstr~kkeligt sma ~t * 0 ligger pa
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samme side af tangenten T i z(t)

III.56

Kurven siges at have at

vendepunkt i z(t) , hvis z(t+6t) for aIle tilstr~kkeligt sma

.at > 0 liggerpA den ene side og for aIle numerisk tilstrcekkeligt

smA ~t <0 ligger pa den anden side af T. Tangenten i et vende

punkt kaldes en vendetangent.

SlETNING 5.3. Forudsa:!tningerne i Scetning 5 .. 2 udbygges her: vi. antager

n ~ 2, og vi antager, at vektorerne

z' (t) , (n) (i tilfCEldet e: IN)••• ,z(t) n

resp. z' (t) ,z" (t) , ... (i tilfceldet n = 00)

ikke aIle ligger pa sanune linie. Antag!endelig, at det f¢rste tal

er ulige, sAledes at S~tning 5.2.(1)p ~ 1 for hvilket z(p)* 0

kan bruges.

Idet q betegner det f¢rste tal efter p, hvor z(q) (t)

ligger pA SCl.IIlIlle lin!e sorn z(p) (t) , 9~lder da:

ikke

(1a) avis q er lige, sA er kurven konveks i z(t) •

(1b) avis q er ulige,sA har kurven at vendepunkt i z(t) ~

I begge tilfmlde er kurvens lokale forl¢b i forhold til,tangenten T

i z(t) bestemt ved, 'at z(t+~t) for tilstrmkkeligt smA ~t > 0

( ligger pA den ved retningen af z (q) (t) bestemte side at T.

p ulige

q Iige

p ulige

q ulige

BEVIS. If¢lge Taylors gr~nseformel har vi

z (t+~t) -z (t) = (~p\)p z (p) (t)+ .•. f" (t
q
tJ

1

q
)- :1 z (q-"1) "(t)+ (A;lq (z(q) (t)+& (At»,
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hvo~ e(~t) ~ 0 for ~t ~ o. Samtlige led pa h¢jre side pan~r det

sidste ligger pa tangenten i z(t) , og det sidste ligger for nume-

risk tilstr~kkeligt sma ~t * 0 ikke pa tangenten, men pa samme side

af tangenten Som vektoren (At)qZ(q) (t) , altsa pa samnle eller mod

sat side af tangenten som vektoren z(q) (t) , efter som (At)q > 0

e11er (~t)q < 0 .

BEWERKNING. Er p lige istedet for ulige, saledes at kurven har en

spids i z(t) , viI kurvens lokale forl¢b i forhold til spidstangen

ter v~re som vist nedenfor. Beviset er det samme som ovenfor.

p lige

q ulige

Spids af 1. art

p lige

q 1ige

Spids af 2. art

BE~RKNING. Nar man viI skaffe sig overb1ik over forl¢bet af en plan

Cn-kurve, n ~ 2, har det srerlig betydning at bestemme eventuelle

vendepunkter ogspidser samt eventuelle helt udartede punkter.

Er kurven givet ved en Cn-parameterfrernstilling z = z(t) =

x (t) + iy (t) , tEl, rna parametervcerdierne t for s adanne kurve

punkter s¢ges blandt l¢sningerne til ligningen

(
X I (t)

det x " (t)
yl (t)\ _
y"(t») - 0 ·

Thi for ethvert t, hvor vektorerne Zl (t) og z"{t) , - rned

kinematiske ord: hastighed og acceleration, - ikke ligger pa samme
j

Iinie, ef kurven konveks i z(t) , if¢1ge S~tning 5.3.(1a). med

p=1,q=2.

EKSEMPEL. Vi betragter kurven givet ved parameterfrernstillingen

'6" 4 3 2x =; 2t - 3t + 1 , y = 2t + 3t - 3, t E :m .

l Kurven er en Coo-kurve, og vi har

x ' = 12t5 - 12t
3

x " = 60t
4

- 36t2

2Y I = 6t + 6t

y" = 12t+6 ,
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altsa

IIJ;.58

i
Ii , '. t-1

~ 72t
3

l t +1}de t (... 2
, 5.t -3

6t (-6+ 1) ,

6(2t+1»)

1

) -12t3(t+1)2(3t-2),

2t+1 =

,I
(

sA at eventu~ll~ vendepunkter og spidser rnA s¢ges for parameterV2rdi~

erne t ~ -1,O,~ FOr hveraf disse vcerdier beregner vi
(x, y) , (x I ,y' ) (x ", y") I. _. I idet beregningerne f¢res sa langt fr~m,

at p og q ~r furtdet. Idet

(

X iii .::: 2 40 t 3 - 72 t YIII ~ 12

~indervi de 1 tabellen opstillede

resultater

t ...1 0
2
"3

(X,Y) (0 ,~2) (1 , -3) 425 29
(729' ....27)

(x' ,y' ) (0 ,0) (0 0) (_160 20),
81 .' 3

(x ' , ytl) (24, ... 6 ) (0, 6) (_ 112 1 4)
27 '

(x .11 ,s" ) (-1 Qa,12) (0, 12) (208 12)
9 '

(x (4) ,y(4) ) ~. (-72 0),

':J
.--'~--..-..... -----

--.3.........-......_._ ...........

-Ii

.For hver af vmrdierneaf t er i s¢j len af talpar

(x ' ,y') , (x",y,"), • 41. understreget det f¢rste, der er :1= (0,0) , 09

derefter det f¢rste, dar ikke er proportionalt med dette. Man ser,

at kurven har en spids.af f¢rste art i det til t = -1s"arende

punkt A::: (0, ....2).; spLds t anqerrten er bestemt ved vektbren (24,--6),

og vektoren (-168, 12) bestemlller kurvens for19lb i forhold t:j.l tan

genten;. Kurven har enspidsaf ·anden art idet til t =:'··0 svarende

punkt B:::: (1,;...3) ; spidstangenten er bestemt ved vektoreri (0,6) ,

og kurven ligger i en, omegn af 'B pa samme side af tangenten sam

vektoren (~72,O) . Kurven har et vendepunkt i det til t = ~ sva-
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425 29 ... . _
rende punkt C = (729'-27) ; veride t anqerrt.en er bestemt ved vektoren

160 20 208(-BT'3) , og vektoren (g-,12) bestenuner kurvens forl¢bi for-

hold til tangenten.

Ved tegningen er foruden det s a.Le.de.s fundne benyttet noq l.e f1ere

punkter med tangent, blandt andet det til parameterv~rdien t = 1

·svarende punkt D = (0,2) , hvor kurven har y-aksen til tangent.

Det bemrerkes, at der gcelder

/
II

og

x ..... +00

x -+ +00

og

og

y -+ -00

Y -+ +00

for t -+ -00

for t -+ +00 •



Mat 102, 1981/82,III§6

§6. Kurversl~ngde.

III.60

(

(

Ligesom i §5 til1ader vi os - gennem valg af et s~dvanligt ret-

vinklet koordinatsy~tem XY at identificere planen med ~2

eller <C.

L~ngde af 'kontinuert kurve. Vi betragter en kontinuert kurve i pla-

nen givet ved enparameterfremstilling

(x,y) = (x(t),y(t» eller z = .z(t) = x(t) +iy(t) , t E [a,b] ,

med begr~nset, afsluttet parameterinterval. Vi ¢nsker at tilskrive

kurven et l~ngdetal t.

For enhver inddeling D af [a,b] ved de1epunkter a = to <

t 1 < t 2 < ••• < t k - 1 < t k = b betragtes l~ngden

k
1(D) = L Iz(t.)-z(t·_1) 1

j=1 J J

af den brudte linie bestemt ved punkterne z(a),z(t1)~.•. ,z(tk_1),z(b).

z(h)

x

Det er et rimeligt ¢nske, at 1 ~ 1(D) for enhver inddeling . ,

D, og ligeledes at 1 k an rt.Ll.nearme s med tal R,(D). V"i definerer:

DEFINITION. Ved lCfngden 1 af kurven forstAs supremum af talm~ng-

den {l(D)}, hvor D genneml¢ber af inddelinger af [a,b] ,

altsa

R, = sup{ D} •

Bemcerk, at 0 < R,.~ ee e: Hvis

(eller rektificerbar) .

R, < ~, kaldes kurven rektifikabel
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Her hal: vi st¢ttet os til en bestemt paramet.e r f r ems t Ll.Lf.nq , men

som man letg¢r sig klart, cendres t.a Lmenqden {R, (D)} ikke ved et

parameterskift, ogdet er f¢lgelig uden betydning, hvilken parameter

frernstilling der benyttes.

EKSEMPEL.. Der findeskontinuerte kurver med begrCEnset, afsluttet

pararneterinterval, der ikke er rektifikable, dvs. har lCEngden R, = 00 •

Som et simpelt eksempel ncevnes grafen

for funktionen f : [ 0 , 1] -+ m, hvor

I
\

£(0) = 0

f(~) = (-1) n""1~ for alle n E :IN ,

ogsom har retlinet graf i hvert af

Lnt er va Ll.erne rnl~ ,~] , nE IN.

Det er k La r t , at f: [0,1] -+ lR er

kontinuert. (Overvej specielt punktet

o .) Grafen~ hvor vi viI benytte x

sam parameter, er altsA en kont~nuert

kurve. At

R, == Sup{D} = 00 ,

o

/
/ I

~/ I
,,1' I

/ I
~" I

/ I
I
I'
I

, ,

)(

kanman seved specielt at betragte f¢lgen

af parameter~ntervallet [0,1], hvor On

D
1,D2, ••. af inddelinger

har delepunkterne

. o. < 1"2 < 1

( ~ l~ngden 1 (Dn) af den brudte linie bestemt ved punkterne

(0 , 0) , (~, (""1 ) n --1 ~), (n~ 1 r (-1 ) n ""1 n~1 ) , • • Of (1 , 1 )

. 1 . 1.. . 1
g~lder abenbart 1 (On) > 1 + 2 + •.• + n-1 + n Da den harmoniske

r~kke e r divergent, er a Ll.e r ede sup{On I n E IN} = 00 •

Et par simple, generelle r-e s u Lt.at.e r s

SlETNING6 .1.. Lcengden R,' af en delkurve af en kontinuert kurve med

begr~nset afsluttet parameterinterval er mindre eller lig l~ngden t

af hele kurven, t' ~ t .

Pr~cist: Lad en kontinuert kurve v~re givet ved en parameter-
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fremstilling z = z(t) I t E [a,b]

er
R,I < g"= '

III.62

og lad a ~ a l < b l
~ b. Da

hvor R,' er 1cengden af delkurven z = z(t) , t E [al,b'], og t·

er l~ngden af hele kurven.

BEVIS. For en vilkarlig inddeling D I af [al,b'] fas ved tilf~jel-

se af . a (hvis a < a') og b (hvis b' < b) er inddeling D

(

af [a,b], og for l~ngderne 1(D I
) og 1(0) af de tilsvarende

brudte linier 9~lder Abenbart 1(D 1
) ~ 1{D) . Da sAled~s l(D') ~ t

for enhvet inddeling 0' af [a',bl] I sluttes

~. ~ sup{~(D')} ~ t • D

(

(

Bem~rk specielt , at en delkurve af en rektifikabel kurve lige~

ledeser rektifikabel. Thi hVis R, < ~ I sA erjo dg~A i' < ~ •

SJETNIMG6.2. Oeles. en kontinuert kurve med begrcenset,afsluttet pa-

rameterintervali to, er lcengden i 1ig sUInmen 11 + R,2 af delenes

lcengder.

prcecist: Lad en kontinuert kurve v~re givet ved enparameterfrem-

stilling z ~ z(t), t E [a,c] I og lad a < b < c. D~ er

er kurvens l~ngde, medenshvor 1

delkurver Z = z (t) t € [a,b] ,

R,1 og ~2

henholdsvis

er Imngderne af de to

z = z(tt , t e [h,e]

(

:aEVIS. 1°. R, ~ R. 1 + 12 . '1'0 vilkarlige inddelinger D' og DII

af henhbldsvis [a,b] og [h,e] besternmer en inddeling D af

[a,b] , og for lcengderne ~(D')" R,(OU) ,R,(D) a£ de tilsvarende

b rudt,e Li.n Le r gcelder Abenbart R, (D') + Jl, (On) == R, (D) • F¢lgelig er

~(D')+R,(D") ~t.
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For fastholdt On f¢lger heraf (da D' var vilkarlig)

R,1 + i{D") = sup{~(D')} + i(D") < t ,

og heraff¢l'ger vd.dere (da Oil var vd Lka r Lf.q )

~1+R,2 == R,1 + supLz (D" l} s R, •

III.63

'0
2. R,-~ 11 + R,2 ., For en vilkarlig inddeling D af [a, c] fas

ved indf¢jelseaf b scm delepunkt en ny inddeling D*. (Hvis b

alleredeer deLepunkt, ved D r scettes D* == D.) For lcen9d~rne af

r de tilsvc:irende bruCite linier gcelder abenbc:irt 1(0);a 1(0*) • Indde

lingen b* besteIfuner en inddeling 0' tif [a,b] og en inddeling

bn af [btc] , og for l~ngderne af de tilsvarende brudte linier

ga!lder R,(D*) =R,(D') + Jl,(D n ) AltsA er

Da D var v~lkarl~g, f¢lgerheraf, at

o

Somwniddelbar konsekvens af Scetning 6.2bemcerkes, at en kontinu

ert kurve er:rektifikabel, hvis den kan deLes i to rektifikab'le del-'

kurver. 'Thi hvf.s £1< co oq R,2 < 00, sa er j o ogsa 11 + t 2 < co •

Mere raffineret er

SJETNING6.3. Lad en kontinuert kurve vcere givet ved en parameterfrem--
I!

stilling z = z (t) , t E [a , b], og lad 1 vesre kuzvens l~ngde.,

Til hvert tal A < 1 findes da et 6 E ::IR+ ' saledes at

R,(D) > A

for enhver inddeling D af [a,b] af finhed < 6

Ved finheden afen inddeling D med delepunkter

forstAr v~ tallet max {t... t1 -t · . ·1J J-
j = 1, ..• ,k} j f. §1.
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BEVfS. Betragt et vilkarligt A < ~. Vrelg et e E lR+ ' saledes

at A + e < k" og derefter en LnddeLi.nq D* af [a, b l med

Idet delepunkterne ved D* betegnes a =

For hV~rt i·~ {O,1~~.~,p-1,p} udnytte~ nu, at z = z(t) er konti~

nuert i -t*·
i · Vi vielger saledes at

f Iz (t) -z (tf") I < 2~ for aIle t E ]t.*-6.,t.*+6;] n [a,b} .
1. 1. J. 1

Vi viLvise, at6. mirif61, ••• ,6p} er brugbart. ~ertil bstragtet

vi en VilkArlig inddeling D af [a,b] af finhed < 6 og skal

vise, ~t t(D) > A ~ Delepunktetne ved D betegnes a ~ to <

t 1 .< t 2 < < t k"'1 < t k = b. For det, e nkeLt.e i € {1 ,2, .... ,p}

g~lder, idet t ,. Ii • t t er de delepunkter ved D"u . v der tilh¢rer

(

(

]ti~1,ti*(' at den brudte linie bestemt ved punkterne

z(ti~1),z(tu),•.• ,z(t.v),z(t(i<) har en lcengde ~ Iz(ti*)"'z(ti~1)1 ·

ba t u - ti~1 ~. t u "" t U- 1 < 6 s 6i-1 ' ved vi, at I z (tu)"'z (ti~1) I <

2~' bg tilsvarende incises Iz(ti*)-z(tv) 1< 2~. ben brudte linie

besternt ved putikterne z(t ), .•• ,z{t) har derfor en l~ngde st¢rreu v

end
* ·1· &Iz(t~*)~~(t~ ) - - •

~ 1-1p

F¢lgelig er

BEMJERKNING. Det hidtil sagte kan gentages ord til andet for kontinu~

erte kurve r i rutnmet e Ll.e r eridda i et vilkarlig't inetrisk rum (M, d) ,

j~. beIt1a!rkning i §5, p. 48. Kun rna man i sidste tilfa:!lde indf¢re

R,{D) paformen

R,(D) ==
k
I:d(z(t·_1) ,zCt

J
, » )

j=1 J

og give afkald pa at fortolke dette som lcengden af en brudt linie.
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(

(

I ¢vrigt vil den skarpsindige lceser have bemcerket, at kontinui .....

teten af z = z(t) kun er benyttet i Scetning 6.3.

Det f¢lgende, hvor vi betragter Cn-kurver i planen, kan umiddel

bart overf¢res tilrununet (men naturligvis ikke til et vilkarligt

metrisk rum).

L~ngde af c1~kurve. Om C
1- k u r ve r g~lder f¢lgende hoveds~tning:

S~TNING 6.4. Enhver C1 - k u r ve med begr~nset, afsluttet parameter~nter-

val er rektifikabel. Er (x,y) = (x(t) ,yet»~ "eller z = z(t) =

x(t) ~iy(t) , t E [a,b], en parameterfrernstilling for kurven, da

er kurvens l~ngde

b
= I I z' (t) Idt ·

a

BEVIS. Vi s~tter

I = I: /x. (t)2 +y' (t)2 dt = J:IZ' (t) Idt ·

For enhver inddeling D af [a,b] ved delepunkter a = to <

t 1 < t 2 < •.. < t k- 1 < ~k = b har vi for l~ngden' 2(D) af den til

svarende brudte linie

k
L I z( t · ) -z (t. 1) I =

j=1 J "J-
f

(

JL (D) =

< .~ Jt
j

Iz' (t) Idt
J -1 t 0 1"' J-

k Jt
o

.: I J z ' (t)dtl
J-1 t

j
_

1

b
= J Iz'(t)ldt = I.

a

F¢lgelig g~lder ~ < I •

Skrives i(D) pa forrnen

fas ved brug af differentialregningens middelvcerdiscetning (S~tning

2 • 7) :

hvor j,,= 1, ..• ,k Skrives I pa formen



Mat 102, 1981/82 111.66

fas ved brug af integralregningens middelvcerdiscetning (Scetning 1.8):

hvor ~j £ lt j _
1,tj [ , j = 1, ••• ,k F¢lgelig g~lder

(0 ~)I - R,(D) = ~(·/x'(1;.)2+Y'(r,;.)2_!x,(s.)2+Y'(n.)2)\ (tJ0-r-tJ.-1) •
j=1 J J J J

!
\

Vi bemcerker nu , at f unk t.Lorren

er kontinuert og dermed uniformt kontinuert if¢lge Sretning I1.4.4,

da jo [a,b] x [a,b] er kompakt, if¢lge S~tning 11.4.5. Til ethvert

£ E lR+ findes altsa et 6 E lR+ i saledes at

I'V I'V

for a Ll.e par (~,n), {~,n} E [a,b] x [a,b] , for hvilke IE;:-~I < 6 ,

= e •
(

~

In-nl < 6. Benyttes en inddeling D med finhed ~(D) =
l max{ t j -t j -1 I j = 1, ... , k} < 6, g~lder f¢lgelig

k
f,

L b-a l{tJo-tJo_1}
j=1

Al tsa er I - ~ ~ e, for ethvert e E lR+. F¢lge1ig er

(0 ~)I- ~ ~ 0, altsA 1 = I . o

« Det frerngAr af S~tning 6.4, idet x 'benyttes som parameter.
<,

Buelcengde Som funktion af paramet~r. Idet (x,y) = (x(t),y(t» e1

Ier z = ~(t) , t E 1, er en parameterfremstiIIing for en kontinu-
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ert 'kurve med vilkarligt parameterinterval I, viI vi for hvert

beg~~nset, afsluttet del~nterval [t 1 , t 2 ] c I betegne l~ngden af

den ti1svarendedelkurve med ~(t1,t2) ·

Vce1ges et to E I, er buelrengden s = s(t) langs kurven fra

det faste kurvepunkt z(tO) til det l¢bende punkt z(t) , regnet

med fortegn, givet ved

R,(to,t) for t > to , t E I

s = 0 for t = to
(

-~(t,tO) for t < to , t E I .
Deter "bueltt!ngdensom funktion af parameteren t, med z(tO) sam

tidgangspunkt".

Cet er klart, at man ved atsanrrnenscette s(t) , t € I, med et

voksendeparameterskift t = ~(u) far "buel~ngden som funktion af

den nye pararneter u WI, regnet ud fra samme kurvepunkt.

Antag nu, at (x,y) = (x (t) ,y (t) ) eller z = z (t) , tEl, er

en parameterfremstilling for en.Cn-kurve, n ~ 1. Da er buel~ngden

s = s(t) , tEl, som funktion af parameteren t (regnet fra et

vilkArligt kurvepunkt z (to)) af klasse og

~~ = 12:' (t) 1 = ~··(t)2 +y'(t)2

Thi if¢lge Hoveds~tning 6.4 er

tEl .

s = ft IZ'(T) Idt =

to

og differential- og integralregningens hovedsretning (S~tning 2.11)

giver sA, at s = s(t) er d~fferentiabel med

~~ = I Z ' (t) I == £. (t)
2 + y' (t)

2 t E· I .

BEMmRKNING. Ligningen 51 (t) = Iz' (t) I har et interessant geome

trisk indhold, nAr den f~lles v~rdi

ikke er 0, nemlig:

forho1det mellem kordel~ngde 16z1 =
Iz(t+6t) -z(t)1 ,og buelcengde 1681 =

Is (t+6t) - s (t) I gar mod 1, na r nabo-

punktet z(t+~t) rykker ind mod z(t) langs kurven.
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Dette f¢lger af, at

1I1.68

(
\

I nz 1 I~z I 18s I
1681 = I~tl I~tl ~ Iz' (t) f : Sf (t) for 8t ~ 0 •

Nar z::: z(t) opfattes som beskrivelse af et punkts bev~gelse,

er s = s(t) den tilbagelagte vejlcengde~ Ligningen silt) = Iz' (t) I

vdser da, at farten, som vi L §5 definerede som I z I (t) I == lim :~~: '

oqs~ kan fAs ved differentiation af den tilbagelagte vej s med hen
syn tiltiden t.

Naturlig .. para~eterfrernstilling .

DE~INITION. · ~n parameterfremstilling (x,y):::: (x(t),y(t) eller

z = zLt.) = x(t) + iy (t) , t EI, for en kontinuert kurve meed vilkar--

ligt pa~ameterinterval I kaldes naturlig, hvis

for aIle t 1 , t 2 € I med t 1 < t 2 • Her star 1 (t1 ,t2 ) som i det .

foregaende afsnit for l~rtgden af delkurven svarende til parameterin-

~etingelsah er ~nsbetydende med,. atbuel~ngdert sornfunktion af

parametereh - med et tilf~ldigt kurvepunkt z(tO) sam udgangspunkt 

har formen

s == s (t) =: t + konstant t e: I

-.

Thi kravet R, (t1 i t 2) = t 2 - t 1 rnedf¢rer apecf.e Lt, s (t) ::: t ... to '

og om\Tendt giver Scetning 6.2 ved gennemgang iif de forskellige belig-

genhedsmuligheder af t 1 < t 2 i forhold til to' at

I ennaturlig parameterfremstilling z == z(t) I tEl, har pa....

rameteren t sAledes en simpel geometrisk betydning: pan~r en kon

stapt er t lig kurve~~ngden fra et fast kurvepunkt zeta) til det

l¢bende punkt z(t) . Kurvelrengden regnes her med fortegn i overens~
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stenunelse med gennernl~bsretningen pa kurven ..... Parameterv~rdierne

"str¢et udlangs kurven" danner en lrengdeskala. - Ofte ser m~n da

ogs~ begrebet naturligparameter'fremstilling kart forklaret som en

"fremstilling medbuelcengden som parameter", og det er g~ngs

at kalde parameteren s •

En given kurve rnedgiven gennemlc;6bsretning ,har n~turligvis h¢jst

en naturligp_aramete:rfremstilling, nar bortseS fra parameterskif,taf

'typen t == u + konstant. Betingelsen for, at et voksende parameter

skiftt=,q>(u) i en naturlig parameterfremstilling z = z(t) igen

£¢rer til en naturlig p~rameterfremstilling, er jo, at buel~ngden

som funktionafden nye parameter, s (<,p (u) = q> (u) + konstant, har

formen u+ konstant, dvs , at <.p(u)·= u + konstant "
J'. .,' ,

Ehdnu har vi ikke udtalt as om eksistensen afnaturlige parame~

terfremstiliinger for en given k~rve.Det er Abenbart n¢dvendigt,

at enhver delkurve !ned begrcenset, afsluttet parameterinterval er

rekti£ikabel, altsa at aIle lcengder ~(t1,t2) er endelige, men det

er ikke tilstrCEkkeligt: tcen]~ blot paCoo-kurven givet ved en fremstil

l~ng z(t) = konstant. Vi vil n¢jes med f¢lgende hovedtilfmlde.

SJE'rNING 6., $ ~
nNar en C -kurve, n ~ 1, har en parameterfremstilling

f

l

(x,y) == (x(t),y(t») eller z = z{t) = x(t)+iy(t) , t € I, hvor

'It E I: (x'(t) ,y' (t») =1= (0,0) eller vt € I: Zl (t) =I: 0 ,

da har den ogsa en naturlig parameterfremstilling. Denne frernstiller

nkurven Som C -kurve.

VCElges altsA et kurvepunkt Zo pA en.Cn-kurveaf den beskrevne

art, og "brugesbuel~ngden.regnetfra Zo som parameter", da fAs

en "pien" parameterfremstilling, dvs.en Cn-fremstilling, af kurven.

BEVIS. L*d en Ch-kurve v~re givet \Ted en par~terfremstillifigsom

beskrevet. Buelcengden s = set) 1 tEl, fra et fast kurvepunkt

i(ta) til det l¢bende punkt z{t) regnet med fortegn er.da som

Vist i foregAende afsnit af klasse en ~ed
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If¢lge foruds~tning er x' (t) 2 + y' (t)2 > 0 og dermed ds
dt > 9 for

o

aIle t. Funktionen s = s(t) afbilder derfor intervallet I vok-

sende og bijektivt pa et interval J, og den omvendte funktion

t = t(s) er af klasse en med ~~ = 1 : ~~, altsa med afledet

> o. Med t = t(s) , s E J, som parameterskift far vi derfor en

nriy fremstilling afvor C -kurve, og netop en naturlig parameterfrern-

stilling: buel~ngden scm funktion af den nye parameter s uotrykkes

jo ved s(t(s) = s, - parameteren er lig buel~ngden fra det faste

kurvepunkt.

EKSEMPEL. Den ved lighingen y2 = x 3 bestemte kurve kaldes en semi

kubisk parabel. Den i f¢rste kvadrant

liggende del er grafen af funktionen

y ::: x 3/ 2 • Dette er en C1- f unk t i on

pa [0,+00[. Idet x benyttes som

parameter, fAs for buel~ngden regnet

fra begyndelsespunktet udtrykket

hvoraf fremgar den naturlige parameterfremstilling

(x,y) ::: (~(1+287S)2/3 -i, [i(1+287S)2/3,.... ~]3/2)

BEMlERKNING.. Ved teoretiske unders¢gelservedr¢rende Cn"'kurver er

det ofte en fordel at benytte naturlig parameterfrernstilling. I kon

krete eksernpler er det scm regel uhensigtsm~ssigt; man viI her fore

trrekke en parameterfremstilling, der giver simple regneudtryk.

BEMmRKNING. En parameterfremstilling z = z(t) , t € I, for en
1

C -kurve er naturlig, netop hvis s' (t) = Iz' (t) I = 1 for aIle

tEl. Thi kravet var jo s(t) = t + konsta11t/. Med kinematiske

ord er betingelsen, at kurven genneml¢bes med den konstante fart 1.

Enhedscirklen. Som et vigtigt eksempel viI vi studere enhedscirklen

~'- L JR2. Sam punk.t.rresnqde er det

S = {(x, y) E JR2
2 - 2

x +y = 1} •

Vi skal se, at punkterne falder pa en lukket Coo-kurve r.
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(

Faktisk har vi allerede i en bern~rkning i §5, p. III.48, rn¢dt

r som vort f¢rste eksempel pa en lukket kurve, med fremstil~ingen

x = cos U I Y = sin U med parameterinterval [a,a+2n]. Vi viI

imidlertid senere, i kapitel V, g¢re rede for dens~d~anlige indf¢

relse af funktionerne cos og sin, der netop bygger pa cirkel

buers l~ngde, eventuelt forkl~dt sam vinkelmaling, og vi skylder der

for en behandling af enhedscirklen uden st¢tte i trigonometriske

funktioner.

Berncerk f¢rst, at

8 = {(x,y) E S I x 2 ~ i ~ y2} u {(x,y) E 8 2 l' 2
Y ~2<x}.

1 - 1 betragtet pA intervallet I = [-2V~'2V~] .
Det er saledes toCOO-kurver. Vi tcenker

Den f¢rste ~ngde falder i to dele 8 2 og

84, nemlig graferne for de to funktioner

Y = A-x2 og y = -A-x2
~ X
1---+--- ---....

Sf

S~Ias 54 genneml¢bet efter voksende v~rdier

af x, ·S2 efter aftagende vcerdier af x, svarende til parameter

skiftet x = -t , tEl. Den anden mcengde falder tilsvarende i to

Coo-kurver 8 1 og 8 3 med fremstillinger

(x,y) = (!J-t2 , t ) , tEl og (x,y) = (-it-t2 , - t ) , tEl.

Taget i den cykliske r~kkef¢lge 51' 8 2, 8 3, S4' 51 er slutpunktet

for hver kurve = begyndelsespunktet for den f¢lgende. De f¢jer 8ig

derfor s amme n ·til en Lukke t; kontinuert kurve, r ..

Der er herefter klart, at to vilkar~

lige punkter A og B pa S bestemmer

en cirkelbue, 'JAB, nemlig delkurven

af r fra A til B. - Vi betragter

r med de.t genneml¢b, der stenuner med de

valgte gennernl¢b af 8 1, 8'2' S 3 og S 4 ·

Kurven r er rektifikabel, da 8
1,

8 2, 8 3 og 54 er det.

(S~tning 6.2.) Og dermed er enhver cirkelbue rektifikabel. (S~tning 6.1.)

DEFINITION. Tallet n defineres sam den halve l~ngde af enheds-

cirklen r .
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Da 8
1

, 8 2, 8 3 og 8 4 kan f¢res over i hinanden ved sp~jlinger,

1har de sarrune lcengde, som sa rna VCEre 2" n. Hver af buerne Sl' 82,
8 3, 8 4 har if¢lge S~tning 6.5 en naturlig parameterfremstilling,

med frihed til parameterskift af typen u = v + konstant. Vi vcelger

den naturlige parameterfremst~lling (x,y) = (x(v),y(v» for 51
Tt rtrned udgangspunkt·i (1,0) . Den har parameterintervallet [~4'4] ·

;Den fortsCEttes i den naturlige parameterfremstilling for 8 2 med

parameterinterval [i,~TI] og videre i naturlige parameterfremstil-

( linger for 8 3 og 8 4. Fra 8 4 kan man igen forts~tte til 8 1 '

men parameterv~rdierneher ligger nu 2n over de oprindelige. Ved

dels at forts~tte fremad og dels pa sarnme made arbejde sig den mod-

satte vej opnAr man en afbildninq ~: v ~ (x(v) ,y(v» af hele m
pA enhedscirklen med periode 2n. Den kaldes opviklingen af m
pa r.

(

Opviklingen ~ kan mAske anskue

ligg¢res pA f¢lgende mAde: T~nkes

linien x = 1 "b¢jelig",rnen sat

fast til r i punktet (1,0) , er

billedet ved <.p af v E· lR det

punkt pa r I som v falder i, nar
linien " Vikles" strarnt op rundt om

r .

Det er nu klart, at r er en

Coo-kurve, med en naturlig parameter

fremstilling af klasse Coo, idet

opviklingen ~ eren Coo-afbildning

af hele lR. Det; er kun ved sammen-
n

f¢jningspunkterne, der er problemer. Ser vi f.eks. pA v = ~, har

vi imidlertid, at ~ betragtet pA det abne interval ]O,n[ er af

klasse COO if¢lge Sretning 6.5; det er nemlig en naturlig parameter

fremstilling for den Abne cirkelbue fra (1,0) til (-1,0) , som

er graf for COO-funktionen y = ~_x2 , x E ]-1,1[ .

Det skal be~rkes, at de fi~e sammenf¢jningspunkter pa r ikke

reelt indtager nogen srerstilling. Delingen i 8 1, 52' 53' 54 er

fo~etdaget af rent bevistekniske grunde. (Hvorfor har Vji~Vrigt ikke

n¢]e es med at stykke r sammen af de to grafer y = 1-x· ,

x E [-1,1], og y = -V;-x2 , x E [-1,1] ?)

Det skal til afslutning r¢bes, at cos og sin i dette kursus
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defineres som de to koordinatfunktioner for opv~klingen

~: v -. (x (v) IY (v» • Denne kan sa skrives q): v ... (cos v, sin v) ,

v E m. En n~rmere behandling af de to funktioner vil blive givet

i Kapitel V. Forel¢big noteres, at de er af klasse- COO og periodi

s ke med periode 21T, samt at cos2v + sin2v = 1 for a l.Le v E 1R.

V~nkelmAl~ Polretekootdinater. Da vi nu behersker begreberne cirkel

bue og l~ngde af cirkelbue, kan vi uden vanskelighed definere mAltal

for vinkler.

En halvlinie i planen ud fra (0,0) er en ~ngde af form

(
J
\

h = { (at, bt) I t E [0 1 00 [} ,

hvor (a, b) E m2 ..... { (O, O)}. Den har ne t.op et punkt; fa:!lles mad err

hedscirkleh, kaldet retningspunktet for h, nemlig

Gennero hvert fra (O,O) forskelligt punkt i planen gAr neto~ ~n

halvliniee

x
Leenqde af ~ pp I + p2n, p. E tz ,

Vinklen mellem to halvlinier h og h' ud fra (0,0) defineres

sam lcengden af den korteste af de to buer '-' pp I log ~P 'P pa en

hedscirklen r, hvor P og pi er retningspunkterne for h og

hi • Det er et tal tilh¢rende [O,n] .

Man taler ogs~ om (den med fortegn

regnede) vinkel ft'a h ill h' , med

hvert af tallene

som mAlta!.- Deter lrengden regnet med

fortegn af ~PP' fulgt af et antal oml¢b h'

af r med eller mod genneml¢bsretningen.

Hvert maltal v for vinklen fra den positive X-akse til en

halvlinie h ud fra (0,0) kaldes enretningsvinkel for h. Ret

ningsvinklerne for h er abenbart de tal v E lR, der ved oprul-

ningen ~ f¢res over i retnirigspunktet P for h ~(v) =
« (cos v , sin v) = P
<,

'Ved pol~re koordinater for e~ElUnkt (x,y) E JR'{O,O} forstas

ethvert (r IV) hvor 2 2 medens en retnings-par , r = x+y - , v er
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x

x = r cos v

y = r sin v

vinkel for halvlinien fra (0,0) gen-

nero (x , y) • Salnmenhcengen er al tsa

hvor r E JR+ og v E IR.

Nar man arbejder med ¢ i stedet
2for :ffi, ka l.des vpoIsare koordinater

r = I z I og v for z = x + iy * 0

henholdsvis modulus og argument for z .

BEMJERKNING. To resIle Cn-funktioner r = r (t) > 0 og v = v (t) I

defineret pa at interval I ~ JR bes t.ernme r en parameterfremstilling

for enCn-kurve i planen nemlig

x = x(t) = r(t}cos v(t)
{*} t € I ,

y = Y(t) = r(t} sin v(t)

hvor kurvepunktet (x(t) ,yet)~ for hvert tEl er givet ved sine

polcere koordinater r(t) og v(t) . Man siger, at- r ==r(t),
v = v(t) J t € I, er en fremstillingaf kurven ipol~re koordina

ter. ~ S~tterman sig ud over kravet ret) > 0, viI (*) stadig

frernstille en Cn-kurve.

Etvigtigt specialtilf~lde er

r
\

x = x (v) = r (v) cos v ,
v e: I ,

y = y (v) = r (v) sin v ,

hvor parafueteren v er en retningsvinkel for kurvepunktet

(x (v) ,y(v)) • Her siger man, at kurven er givet i pol~re koordinater

vedligningen r::: r(v) vEl.

EKSEMPEL. Kurven givet i polcere koordinater ved r -- av , v E [O,oo[

hvor a E m+, kaldes Arkim~des' spiral. Den starter i (0,0) og
bvhar uendelig mange vindin~er. Kurven givet ved r ~ ae

v E ] ....oo,co[ , hvor a,b E m+, kaldes en logaritmiskspiral. Den

har uendelig mange vindinger, ikke blot udad, men ogs! ihdad mod

(0,0) •

Arkimedes' spiral Logaritmisk spiral
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Cirkelskivens areale Vi vii vise, at arealet af enhedscirkelskiven

K == K ( (0 , 0) , 1) = {(x, y) E ]R2

er lig den halve orokreds af enhedscirklen r, - som vi jo per

definition har sat til n .

BEVIS. Vi benytter, at

K = {(x,y) E IR
2 I x E ]-1,1 [ , -1t-x2 < y < A-x2

}

( har arealet

f
\

A = 2 J1 ~_x2 dx == 4 J1~-x2 dx •
-1 0

Da cirkelbuerne i de fire kvadranter kan f¢res over i hinanden
1ved spej linger, har de sanune leengde, som sa rna. vrere 2' n •

~For vilkarligtn E ]Oi1[ vil ·punktet p = (J1-n· ,n) ligge
n

p& buert 11. kV~drant og dermed dele den itO. (Tegn selv.) De to

de Lbuer, der t.Ll.aammen har Lzenqden t n (Scetning 6. 2) j 'kan frernstil-

les

henholdsvis

(x,y) == (;;..;:;. , y)

(x,y) == (x,~Xi) ,

~ genneml¢bsretningen

giver' sa

( 1 )

er her uden betydning - , og Hoveds~tning 6.4

(Gennemf¢r selv udregningen.) Sidste led p& h¢jre side, l~ngden af

buen fra P t:Ll.. (0,1) v i.L - ikkeoverI:askende - ga mod 0 for

n .... 1_" i~et /;7n
2 ..... 0+., Altsa har vi

(2) In __1__ dy .... ~ for n » 1
o ;;_;2

1/!1=i2 -'/> 00 for y.... 1 Derfor har vi ikke skrevet
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= IA-~2(y2_ 1 + 1 )d
Y

o l1-y 2 A-y 2

(3 )

altsa

(

(

(

(

1j~ . A-r?12 J},_;2 1·Jt;V1-X· dx + J0 V1-y'" dy = 0 Q dy •

For ; .. 0 VilV~.1.-~.2" -+ 1_ ag' dermed vilh¢jre side i (3) gamod, +i .if¢lge (2), medens hvert af leddene pa venstre side gar mod

f6 ..!1...x2
d X == ~. AltsA er ~ + ~ =I' dvs . A = n •

BEWERKN!NG. Resultateter, somman k.unne

venteud fr~ f~lginde l¢sebetragtning:

Delenhedscirklen r ,1 Sma buestykker

og del'cirkelskiveni de tilsvarende: ud ....

Sflit.,Det 'enkelteudsniter omt.rent.Lf.q

en trekant med'h¢ide 1 og grundlinie ~s

og har derfotarealet

1 .... 1. aA :::: '2 ·····1 -/1s - 2 88 ..

Ved addition over a Ll.e de Le fas, at det samlede areal == t ·omkr'edsen ,
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§7. funktioner med vCErdier i mk eller ¢k .
Lad E vcere et vektorrum over JR eller <t En norm II • II

0. pa

E eX- en afbildning II • II : E -+ ]R sam opfylder

(i) \Ix EE: II xII > 0 og II xII = 0 ~ x = 0 (nulvektoren i E) ,

(

(

(ii) v»: E E VA E J m. (eller ¢): II Axil = I AI UxII

(iii) Vx,y E E: Ux+yll < IIxll + lIyll •

En vilkarlig norm 11·11 pa E giver ved definitionen

d(x,y) = IIx-yU for x,y E E

anledning til ert metrik diE. Det er nemlig klart, at

d Ix sy ) ~ 0 og at d(x,y) = 0 netop hvis x = y 0 Videre gCElder, at

d(x,y) = IIx-yll = 11(-1) (y-x) II = lIy-xll = d(y,x) ,

og t'rekantsuligheden f¢lger af (iii),,. idet

d(x,z) = IIx-zll == IIx-y+y-zll ~ IIx-yll + lIy-zl = d(x,y) + d(y,z)

For k E·~ be~tAr det k-dimensionale reelle (henh. komplekse)

( talrum:IRk (henh. ¢k) af scet af k reelle (herih . komplekse) tal

hvor x. E JR (henh.
J

<1:) for j = 1,2, ... ,k •

(
Scm fcelles betegnelse for og viI vi benytte v. Med

s~dvanlig koordinatvis addition og skalarmuitiplikation er t~lrummet

V et vektorrurn over lR (henh. ¢) 1 og ved

1I.?f1l = max{l x11, ••• ,l xkl} for ~ E V ,

defineres en norm, maksimumsnormen, pA V. Vi skal benytte den ved

d(~,y') = 1I~~yll for ~,y E V ,

bestemte metrik pa V, sam kaldes maksimumsmetriken i V = :IRk

eller V = ~k •
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BEMlERKNING. En mAske ~ere naturlig norm pa V, den euklidiske

-? norm,er givetved

(

k \ ~

\I~12 == I: Ix.1
2)\

j=1 J
for x E V ,

og den hertil 8varende metrik, den euklidiske metrik, er

Denne metrik d2 er dog ofte vanskeligere at benytteved vurderin

gar end d og vi foretrcekker derfor at arbejde med maksirnum$metriken.

Lad X *0 v~re en mrengde. For en afbildhihg f:X ~ V bete9~

ner vi fued fj{x) f6r j = t,2, ••• ,k deb j'te koordinat af

Carved er fastlagt k funktioner f .: X .... lR (henh •
J

¢) ,

som kaldes koordinatfunktionerne for !., sa1edes at

f(x) = (f
1

( x ) , ••• ,fk ( x ) ) for xEX. (4)

(

Er dar omvendt givet k reelle (henh. komplekse) funktioner

(f j ) j =t , 2 , •.• ,k defirieret pa X, fastltegger (4) en afbildnihg

f: X ~ V, der har koordinatfunktionerne (f.). 1 .k···
J J = ,it ••.~

En afbildning f: X -+ Y vilofte blive kaldt en funktion ~

vektorielle v(frdier( i V) , men f: X .... V er alt'sa blot en kart

skrivemade fotets~t af k reelle (henh , komplekse) f unkt.Lone.r pa X.

Kontirtuite,t. AntaghU, at X er forsynet med enmetrlk dx . En

afbildnirig 1: X ~ V $~ da kontin~ert hVisog kunhvis hVer af d~

k koo~dirtatfunktioner f.: X -+ JR (henh •
J

(tJ e rikorrtLnuer t,

Er X et interval i lR I bestenuner en, korttinuert afbildn::lng

f: X 4 V enkontinuertkurve iV, nemlig kurven medparameter"

(- fremstillingeri t ... i(t) •
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Inte
i
g r a,l . - Lad [a,b] SJR v~re et kompakt interval og

i: [atb] ~ V en kontinuert afbildning. sA er hver af de k koordi

natfunktioner f~ ,j = 1; .•• , k, kontinuert, og dermed er integr-a-
J .

b .' ,-
let fa fj(t)dt for j = 1,2, .•. ,k et veldefineret reelt {henh.

komplekst) tal. Elementet af V givet ved

(5)

kaldes integralet af f over [a,b] og betegnes kart

Jb !,(t)dt E V •
a

Med denne $k~1vemAds g~lder f¢lgende vigtige vurdering=

(6)

Bemrerk t at der pEL h¢jre side i (6) er tale om et scedvanligt integral

af enikke-rtegativk6ntinuert funktiondefineret pA [a,b], nemlig

fuhktionen(se p. I:t.41)

t ... II! (t) II == max{ I f 1 (t) I , • • • I I f k (t) I }

Nu f¢lger (6) af, at der for j = 1, ... ,k g~lde~

og derrned

Svarende ~il definitionen af integralet for en §tykke~is konti

nuert funktion f: [a,b] ~ ¢ ~ kan en stykkevis kontinuert ~fbild

L ning i: [a,b] -+ V tilskrives et integral, nemlig det ved (5) be

stemte element af V.



(
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Oifferentiabilitet. Lad I c JR vcere et interval. En afbildning

f: I 4V kaldes ~ifferentiabel i punktet to E I med differential

kvotient ~ -E V, hVis

lim
t~to' tEI'{tO}

d.v.s. hvisdertil hvert e > 0 findes et () > 0 sa

lor al1~ t ~ I~rto} som opfylder It-tol.~ 6 0 Detts e~lbenbart

ensbetydende mSdj at £o~ hv~rt j = 1,2, •.. ,k den j'te koordihat~

fUhktion- f,. af ! er differentiabel i punkt e t, to· E! med diffs-J .-

relrttial1<:vot.iertt fj( to) == x j ., hvor ~ =

nelsafdrdiffer~riti~lkvotisnfen benyttes

(~1~ •• oiXk) ~ SO~ beteg
.. -·- .. d '---'-

!' (to> eller dt !<to' •

I

(

Oet sesspec!elt,at hvis f: I -+ V er differefitiabel i

to E I sa er ! koritinuert ito € I .

,En- a£bil'dni'tlg £:1 ... v somer differentiabel i a,11e punktera£

I kaldes dlfferentiabel i I 0 Med c1 (l,V) betegnes rn.:engdert af

differentiable' afbildninger f: I ... V for hvilke afbildrtingen

i': I .... V givet ved t .... l' (t) er kontinuert. Scmi tilf~ldet

V == ¢ defirteres klasserne Cn(I,V) og C«J(I,V}.

Afntiddel'V(erd<i.s-~-trtingel1for differentiablereelle i funktioner pA

fAs f¢lgeride ve r sLoner for differentiable a fbLl.dnLnqe r i: I -+ V .

Tilf~ldet V == mk
0 For hvert par s ,tEl f Lndea tal

9 1, •• 0 ,ekE 10,1'[ sa

!. (t) -!. (5) :::: (£1 (t)o:..:f1 (s ) to 0 0' f k (t) -fk (s) )

= (f
J
! (8+8), (t-s)) (t-s) )... '-1 k'_ J- , •.. ,

Tilfild~t V ~~k. For hvert par s,t E ~ findes tal
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Jb f(x)dx = f(~) (b-a)
a

11I.1.1. Vis at det i s~tning 1.2 omtalte tal I er entydigtbestemt.

I11.1'.2. (Sk~rpelse af integralregningens middelv~rdis~tning).
o

Lad f € C ([a,b]',lR) '. Vis da, at, der findes et'punkt ~ E ]a,b[

for hvilket

111.1,..3. ~,a) Bevis korollar 1;.6 .b) som en konsekvens af korollar 1.5

og 1 .eai; i(.V~'lgi fa E ¢, a'a 'Ial = 1 og aff(x)dx> 0' .)

b): Lad ;,flE C:o([a,bl,¢) .' Vis da, at

r
~ ;) ,

,I ,iI' .~

i'l! ,:

t: :

i ; Ir f (~) dx I ==
,a .;

bJIf(x)!dx
a '

n .... eo •

f(x) ~ 0 for aIle

f. Vis da, at

hvis 09 kun hvds der findes et a € ¢ med I aI = 1 ,. saledes at

f(x) = alf(x) I for aIle x E[a,b]

!II.1.4. 'Lad "f € to(la,b] ,:R)' og antag at

x E [a,b] • Lad M v<ere st¢rstevcerdien af
1

[J: f(X)~dX]n ~ M for

III.1.5.:, Lad f,gE CO([a,b],m) og antag, at g(x) > 0 for alle

x E [a,b) II Vis da, at der findes et ~ € [a,b] , saledes at

b b'
fa f(x)g(x)dx = f(~) fa g(~)d~ •

G¢r rede for, at s~tning 1.8 er et specialtilf~lde af dette.

111.1.6. Lad f E CO([a,b]) Vis da, at hvis

J
b

f(x)g(x)dx == 0
a

for aIle funktioner 9 ~ CO([a,b]) , sA er f - 0 ~

III.1.7. Vis at 1 6 ,· 3
< ..--!!

3

(I
I I! • 1 It 8 0 La.d

bfa g(x)dx ,

f,g E CO([a,b]) • Vis da, at hvi.s fb f(x)dx ::::a
sa findes et ~.E [a ,b] , for hvilket f (~) = 9 (~) •
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-
I

(

(

(

111.2.1. Bevis pAstandene om o-funktioner pA side I11.14.

I11.2.2. Lad f(x) ~ x~ sin 1 for x + 0 og f(O) = 0x
i) Vis at f er differentiabel i ethvert ptinkt, a 4: 0, og

beregn f· (a) •
il-•. . '

ii)Benyt definitionen afdifferantiabilitet til at vise at f

er differentiabel lOmed f' (0) = 0 •

iii) Vis, at £' ikke er kontinuert i o.

1t1.2.3. Lad f(x) =x 2 for x > 0 og f(x) = 0 for x < 0 •

i) Skit~er grafen for f.

i1) Visl at f ~r differentiabel i o.
iii) Find f' 09 skitser dens graf.

iv) Er f' kontihuert pa :m? Er f' d ifferentiabel pa JR?

,III~2.4~ tad f 09 ,g v~re n gange differentiable ftinktioner i

sammeinterval. 13enyt Lndukt.Lon til at vise j 'at

(fg) (n) =.~. (n) f(n ....k)g(k)
k==O k "

(her blt~a~t r{01 09 g(O) ftinktionerne f og g ~elv).

11t.2.5. Vis, at den afledede af f(x) == ~ + xl1 + X~3 er nE!gativ~
n&r deti eks1~terer. Benyt dette til at Vise, at ligningen f(x) = a
for givet a h~r enl~sningi hv~rt af ihtervallerne ]~3/-1[ 09

]-1,O[ i o9~~t den har en l¢sning i ]O,+~[, hvis a > 0, ogen

l¢sning i ]-00,--3 [ , hvds a < a 41

III.:2. 6.. Vis,,. at hvi.s f: [0,1] ... lR er differentiabel,f(O) =: 0 ,

og f' el:' voksende, da er dE!n ved g(x) = f(x) definerE!de ftinktionx
g: ] 0 ,tl .... m. ligeledesvoksende.

111.2.7. Vis, at hV!s f: [a,b] .... JR e r kon.t.Lnu.ezt; pa [a,b] og

differentiabel pA la,h], og f' (x) har en grcensevmrdi c for
x ... a fra h~jre, da er f ogsa differe:ntiabel i punktet a, og

der g~lder f· (a) =0 •

III.2.8. Vis, at hvLs f: [a,b] .... lR er kontinuert pa
dif£erenti~bel pA la,b] , og f' (x) ~ +~ for x ~ a

da er f ikke differentiabel i punktet a.

[a,b] og

fra h¢jre,
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III,. 2.9.. Vis, at for enhver differentiabel funktion f: A -+]R er

v~rdim~n~den f' (A)' af den afledede etinterval ..

111.2.10. Giv et bevis for korollar 2.10.

IIl.2.11. Vis, at gr~nsev~rdierne

eksisterer og find deres vmrdi.
(

-x .:2
11m ~. J. . et dt
x....0 0

1 J3

3+h

e t 2
09 rlim h dt

h-.O

lIlt",'i III. 2 .12. IJad f va!re kontinuert p! JR og s~t

\

F(x) =J::: f(t)dt

for aIle x € m. Vis at F er differentiabel p! lR oq udregn F'.

III • 2 .1 3 • 13eregn /6 x0t ...x2 dx •

111.2.14. Lad 9 v~re en'kontin~ert bijektion af [0,1] pa [0,1] ·

Glv et geametrisk bev!s for at

f
\

11t.2.15. Udled forfulen

1n' Jn
o
.·. sin2n d dx = 1.

22n
n > ,0· ..

111.2.16. I hvert af nedenstaend~ tilfCElde skal (pI beregnes

J
2 ..x

b) q) (t) = . 1e+ xt dx
> 1

t x = 1

f,

t
= sin(xt)dx

t
2d)

(1: . , , .: ,
== j o f (x,t) dx

2cos(x )dx

hvor f(x,t) ==

e). tP(t)

xt ·_-l.
log X

o

x + 0,1
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III.2.17. Lad for x € lR

dg
1

g (x) ::: -J
. 0

dt •

a) Vis at; f "{x) .... 9 r (x) = 0 for a Ll,e x E:m og slut heraf at

f +9' e r koriat.an t , (Vi skal senere Lndae at f + 9 .. 1 .)
b) Vis at Lf.m J6e-'t

2
dt = V; .

x~

III.3.1 it Unders¢g den ved

q,(x) = l02(1+x) + 3 sin2x'" x

sin x + x 2
- x

definerade furiktionfor x ~ 0 •

111.3.2. Ond~rs¢gd~n ved

lP(x) 1 1
== ;C-=:r - x log x

definerede funktion for x ~ 1 •

III.3 .3.. E'ind ned.el1Staende grcensevcerdier, hvisde eksisterer

x
V1+x "1--)(1 ira ...........-- -----

x-+O
b)a) lim exp(2x); .... cos x

x-+O x

III.3. 4 ~ Fi,nd nederlst&ende grainsevcerdier, _I hvLs de,·eksisterer

a) b) lim tah-J( .. x
x .... 0 x 3

c) limo· (~1~X -~) ·
x..... ·

III~4.1~ Betragt funktionen f: [0,1] 4 m ~ivet ved

fOe) == 2x2 + 8x'" 3 for x € [0,1].

(
\

Hvilk~n inddelingsfinhed srdet rimsligt at b~nytte nAr ihtegralet

f~ f(x)dx ¢nskes biregrtet approksimativt,fued~hfejl derh¢j~t er
10-3 ved hjCElp af rniddelsummer, trapezformlen henholdsvis Simpson's
formel? .
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III.4.2. Vis t at der for a,b E lR med a < b g~lder

Ib
x

3
dx =

a

og k: J -. C af

vi her SiEtte h ~ k

q>: J -) I , saledes

(

(

111.4.3. Lad p: [a,b] -. IR vcere et poLyriomi.um af grad < 3 .

Vis, ved udregning, at Simpson's formel giver den eksakte, v~rdi

for J~ p(x)dx •

Hvordan kunne dette ellers indses?

III.5.1 ~ For kontinuerte afbildninger h: I·~ C

Lnt e r va Ll.er I ~m og J ~ JR ind i planen vil

hvis der findes en bijekt~v, kontinuert funktion

at h 0 <.p = k •

G¢r rede for, at ~ er en ~kvivalensrelation. (I hvilken mcengde ? )

Dette retfte:cdigg¢rsprogbrugen, at h og k fremstiller samme kon

tinuerte kurve, nAr h ~ k ~ Jf. p. III.46.

I I I . 5 • 2 • (a) Lad I ~ ill 0 g J ~ IR

h: I ~ C og ~: J ~ I v~re af klasse

klasse en.

v~re intervallet og lad
nC G Vis da , at h 0 tP er af

(
\

(b) Lad I ~ lR og J C;; ]I(

en bijektiv Cn-funktion med
--1. .at ~ : I ~ J er af klasse

v~re intervaller og lad ~:

~. (u) * 0 for aIle u E J .

en .

J ..... I VCEre

Visda,

(
Vink. Benyt s~tningerne 2.5 (kredereglen) og 2.6.

og Jc: J -i'>

her sCEtte

rued (f) I (u)

An tag nE:IN' eller n == co For CX:--afbi ldninger h: I -+ <C

C af Lnt.e rva Lke r I c: JR og J ~ L.q, ind i planen v I l, vi

h k I hvis der findes en bijektiv Cn-funktion ~: J ~ I

* 0 for aLl,e u E J, saledes at h 0 tP == k •

G¢r rede for, at ~ er en ~kviv~lensrelation~ (I hvilken m~gde ? )

Dette retf~rdigg¢r sprogbrugen, at h og k fremstiller sanune C
n

kurve , nar h ~ k ~ Jf. P> III.49~

Vink. Benyt opgave III.5~2.

IIIG5.4~ Et punkt P udf¢rer en Cn~bev~gelse i planen, n ~ 1 ,

hvor hastigheden aldrig er 0 og 'aldrig vinkelret pA X-aksen. Vis,
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at x kan bruges som parameter for banekurven, dvs. at denne er graf

for en reel Cn-funktion.

111.5.5. Et punkt genneml¢ber parablen y = _x2/p, saledes at

hastighedens projektion pa X-aksen har den konstante st¢rrelse c .

F~nd accelerationens st¢rrelse ogretning.

III~5.6. Betragt kurven givet ved parameterfremstillingen

5 .2Y = y(t) = t (1-t) t E JR.

(

Vis, at (GiO) er et dobbe Lt.punkt , og at kurven har en spids i dette

ved begge passager.

Vink. Bem~rk, at parameteren t for hvert kurvepunkt

(x(t),y(t» * (0,0) er h~ldningskoefficientenfor linien gennem

( 0 , 0) og (x (t) , Y (t) •

2 3 . 3
1II .. 5.7. Unders¢g kurven gi'\tet ved (xv y ) == (t +t ,1+t) , t E ID.,

for tangenter, spidser og konvekspunkter.

11I.5.8. Unders¢g grafen for funktionen y = rxl a , x E~, hvor

a E lR+, for tangenter, spidser, knzek og konvekspunkter.

III.5~9. Unders¢g grafen for funktionen y = sin x , x E ]-oo,oo[ ,

for konvekspunkter og vendepunkter~

I11.5.10. underS¢g grafen for funktiohen

. 1

{

X

o

S1n X
y ::::

for

for x := 0

for tangenter, konvekspunkter og vendepunkter~

111.5.11. Unders¢g kurven givet ved (x,y) = (t2,t3) , t E JR., for

tangenter, spidser, kn~k og konvekspunkter.

III. 5.12. b Unders¢g og t.eqn kurven q i.ve t; ved parameterfremstillingen

3 2 2x=t -t +1, y=t. -1, t Em..

Bevis, at tangenterne i to punkter med samme ordinat sk~rer hinanden

pA spidstangenten.
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1III.5.13. Betragtba~ekurven for en C -bev~gelse i planen, hvor ha-

stigheden aldrig er o. Antag, at aIle tangertter er parallelle, og

vis da, at bev~gelsen er retliniet.

Vink" Brug et hensigtsmcessigt koordinatsystem.

1111.5Q14, (a) Et punkt P udf¢rer en C -bev~gelse i rummet. Dets

retvinklede projektion Q pa en fast plan bev~ger sig da i denne.

Vis, at Q udf¢rer en c1-bev~gelse i planen, og at Q's hastighed er

1ig projektionen af;P's hastighed.

'link. Indlceg et koordinatsystem XYZ i rumrnet med den faste p Lan som

XY--plaJl.

(b) En c1 - k u r v e i rummet projiceres pc! en plan. G¢r rede for, hvad

man kan uddrage af {a) om tangenter til den projicerede kurve.

1I1.6.1. Vis, at grafen for funktionen

{:
sin 1 for 0 < x ~ 1/T{x

y =
for x = 0

ikke er rektifikabel.

III.6.2~ Beregn buelcengden s = s(x) aom funktion af x for parab-

Len
2 Toed t.oppunkt.e t; (0,0) udgangspunkt.y = x som

Vink. Scet
1 1 <

t ]O,co[ find ds ds dx
x == 4(t-t') , E , og dt som dx Q dt

111.6.3. Vis uden brug af trigonometriske funktioner, at

2t
Y =: 1+t2 '

fremstiller enhedscirklen r med rigtigt genneml¢b ~ punktet (-1,0)

dog undt.aget. (J,f fC eks empe L s. III. 47. )

Vink. Vi har defineret r ved sammenf¢jning af fire buer

8
1,82,5 3,5 4 med givne fremstillinger (s. III.71). Foretag passende

parameterskift.heri.

III If 6.4. La'd <.p: v -.. (x (v) ,y (v)) , v E JR, varre opviklingen af :m
pa enhedscirklen r .
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1° Vis ved differentation af 2 2
x(v) +y(v) = 1 , at

og vis herved, at2° Begrund; at

(x' (v) , y' (v») = ex (v) • (-y (v) , x (v) )

2 2
x'(v) +y'(v) = 1,

Vv Em.: ( a Tv) = 1 v ' a (v) = -1) •

3° Benyt fortegnet for

ne 5 1,52.,8 3,54 - se s .

v E m. og dermed

x eller y og genneml¢bsretningen pa buer

III.71 - til at vise, at a(v) = 1 for aIle

x'(v) = -y(v) y' (v) = x(v) for aile v Em.

( NB. D~ cos og sin defineres som koordinatfunktionerne for ~)

e.r r esuLtatet

ados v
dv

= ~ sin v , d sin v
dv = cos v for aIle v E lR lit

III.6.5~ En kurve et ftemstillet i polmre koordinater

r = r(t) > 0 i V = v(t) , tEl,

hvor de to funktioner er af klasse c1 . Scm hj~lpest~rrelser ind

f¢res enhedsvektorerne

hvor s er buel~ngden pa kurven~

! ···2 .......•...•~
ds = j(.dr) -+ ( ... dv\ ~
dt ·dtrdtj

R =R(t) = (cos v(t) , sin v{t))

N = ~(t) = (-sin v(t), cos v I t ) ) .

2° Vis, at.

og

pA radiusvaktor og dennes positive norm~l. Vi opfatter t sam tiden

og r (t) , v (t) aom poLare koordinater til et p unk t; P ibeviegelse.

1° Vis, at hastighedeh i bevcegelsen

er

(

3° For hvert t € I 1 hvor

radiusvektors str~kningshastighed r' (t) og.vinkelhastighed Vi (t)

ikke begge er 0, skal man vise, at kurven har to modsat rettede halv

tangenter, og at
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dr ds.... dr
cos 1..1 = dt : dt - ds

0velser 11I.9

dv ds dv
sin 11 = r · = r -

to"' dt · dt ds '

hvor ~ er vinklen fra radiusvektor til den positive halvtangent .

. III.6.6. En bev~gelse at et punkt P pA en cirkel er beskrevet

r ~ koristant > 0, v = v(t) , tEl ,

(

(

med v = vet) af klasse c2 . Beregn hastighed og acceleration.

III.6.7. Et punkt P bevceger sig pa cirklen med centrum (O~O) og

radius. r, med retningsvinkel v = vet). Et punkt Q med abscisse

x := x(t) er bundet .til X--aksen og forbundet med P ved en stang
dx dvaf lcengde R, >r • Find hastigheden dt udtrykt ved v og dt.

(Rrumtap ogdrivstang.)

III.6.8~ Beskrivkurven givet i pol~re' koordinater ved

r = i?
cos (v-«) ,

hvor p E m+ og ex Em.

III.6.9. Beskriv for a E m+ kurven givet i pol~re koordinater ved

r = 2a cos v

[
for henholdsvis v E ]-co,oo[ It

111.6.10. En kurveer givet ipol~re kootdinater'ved ligningen

r = r (v) 1 v € 1 , ., hvorfunktionen er af klasse C1 •

10 ViS, at ~~ = 1(~~)2 +r~, hvor s er bueLanqden pc! kurven.

2° Vis, at kurven i hvert punkt har to modsat rettede halvtangenter,

samt at vinklen ~ fra radiusvektor til den positive halvtangertt kan

vcelges i ]O,n[ og sA er besternt ved

Vink. Se opgave 6.5 ..

cot 11 == cos ~
i'" sin II

1 dr= r dv •

III.6.11. Arkimedes' spiral, - givet i polcere koordinater ved

r = av , v E [O,m[, med a E m+. (Fortscettelse af opgave III. 6 .. 10. )

vis, at Arkimedes' spiral i begyndelsespunktet (0,0) har X-aksen som
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fra radiusvektor til tangenten
1
·v

tahgeht, ogAt vinklen ~ E ]O,n[

for v E ]O,~[ er givetved cot ~ =

III ft 6 .12. l2.enlogaritmiske .spiral, - givet i po Lesne koordf.nat.e r ved

r == r (v) == ae
b v

i v E ]-oo,oo[ rned a,bE lR+. (Fortsillttelse af opqave

1II9 6 • 10 .)

1° Vis, at ~lhklen ~E lO,nE fra radiusvektor til kurverts positive

halvtan~ent er konstaht.

2° Beregn lrengden 11v1,V2) af kurvestykket svar~hde til et para
meterinterval [v1 ,v2] ogvis, at

3° Find erlnaturiig parameterfremstilli.ng for kur'ven , med pazame t.er>

Lncer va L JO,oo[ , .. g'erneudtrykt i poLeare koordLnat.e r r = r (s) ,

V= v (s ) •

o4 Vis, at man ved at f¢j e begyndelsespUIlktet til den Loqa r L tmiske

spi.ra l , ,sv'arendetil s..« 0, far en kont.Lnuer t; kurve • Vis, at

kurves sykke t; svareride til et pararneterinterval [0, SO] e r r ekt.LfLka-r :

belt, og opskriven naturlig parametetfremstillingfor h~le kur~en.

Unders¢g sluttelig t ofu ktirven h~ren (halv)tangent i endepunktet (0,0) .

:tI:t~6.;13. Cyk!9:i:der1, .... kurven, der besk'r-Lves a.f et punkt P pa en,

f,' cirkelperif~ri, nAr cirklen ruller pA en ret linie.
\

Vlb~nytter at kdo~dinat~rstem XY i pl~neri, hVor ,X er den rette li~

nie, hvor'begyndelsespunktet oer et af de punkterpA X, hvori

'p falder engallg under sin bev~gelse, og hvor 'r' er orienteret, Sa
den rtill~nde cirkel befinder sig over X-aksen. Cirklens radius kal

des a •

. 1° Vis, at koordfnat.erne x == x (t;) ,

y = yet) til P 1 den stilling af

den r ul.Lende cirkeli hvor r¢rings

punkt~t A har abs~issen at, er

x ~ a (·t - sin t)
t t E ] .....00 ; ee [. •

y == a( 1 ~ cos t)

r

2° unders¢g kurven for konvekspunkter og spidser.

3° Beregn den af P beskrevne vejl~ngde s = s(t) fra 0 sam funk~
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(

(

(

tion af t og vis, at·lcengden af cykloidebuen mellem to pa hinanden

f¢lgende spidser er 4 gange den rullende cirkels diameter.

4° Vis, at arealet afgr~nset af cykloidebuenog liniestykket mellem

to spidser er 3 gange den rullende cirkels areal.

111.6.14. Giv for vilkarligt ~ E JO,1[ en geornetrisk fortolkning

af hvert af de tre led i ligning (3), s. III.76 og bevis herved, at

-arealet af et cirkeludsnit af enhedscirkelskiven svarende til en bue

af enhedstirklen £ra (1,0) til et retningspunkt i 1. kvadrant er
'"" · 1.. 1 dL1g 2' ~ bue ffing en.

III.6.15. Skruelinien, - kurven, der beskrives af et punkt P i

r umme t , hvis proj~ktion· pi pa XY-planen udf¢rer en jcevn cirkelbevce
gelse

x = a cos t

y = a sin t

medens p ro j ek t.Lorien P" . pa Z-aksen udf¢rer en jCEvn retliniet beV'CE~

gelse

Her er a > 0 afstanden fra skrueaksen Z til punktet P, medens

h * 0 kaldes den reducerede skrueh¢jde.

1° Bestem pt s hastighed og acceleration til et vilkArligt tidspunkt

t; ~ Besk.r i.v de t.o vek t.ore r og kurvet.anqent.en geornetrisk.

2° F'indden naturlige parameterfremstilling for skruelinien med

( (a,O,O) som.udgangspunkt.

III. 7 . 1 • Vis, at maks Lmumsnorrnen pa V =:IR
k e Lf.e r ¢k faktisk op-:

fylder betingelse iii) i definitionen af en norm.

III _7 II 2. I V == ffi,k e Ll.e r <tk defineres

G¢r rede for at II· II 1 er en norm 0

l Idet 11·11 2 betegner den euklidiske norm pa V og II- II betegner

maks Lmumsnormen skal det vises at

'Ix € V: Dxll ~ IIxU 2 < IIxll1 ~ kllxl •
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III. 7 • 3. Bevis pastanden "S. III. 78, linie +6 - +4 .

0velser III.12

III.7.4. Formuler definitionen at differentiabilitet af f: I ~ V

(¢verst s. III.80) ved hj~lp af g-funktioner i analogi med situa

tionen i §2.

(

rI

(

III.7.S. Lad 2f: [0,1] -. e v~re defineret ved



~1I1at 102, \ 1981/82

KAPITEL IV.

UNIFOPM KONVERGENS.

Indho1d:

§1. Konvergens af funktionsf¢lger 1
Punktvis konvergens (1), Uniform konvergens (2), Uniforme
fundamentalf¢lger (6).

§2. Weierstrass I approks Im a tionsscetning . .. . . . . . . . . . . . .. .. . . . .. . . .. 8

§3 . Den uniforme metrik. . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . .. 13
Funkt.Lons rumme t; F

b
(X,q~) (13), Funkt.Lon s r'umm e t; ~' (X ,¢;)

(14), Funktionsrummet cO (X, <t) (1 8 ) •

§4. Unifonn konvergens iforbindelse med integral og differen-
tiation 21
Uniform konvergens under integraltegnet (21), Differentia
bilitet og gr~nseovergang (23).

§S. Uendelige rcekker af f unk t i.orie r .' ".. 28
Definitioner og konvergenskriterier (28), R~kker af konti
nuerte funktioner (31), Ledvis integration og differentia
tion (32).

§6. Konvergens af f¢lger af afbildninger e •••••••••••• 35
Afbildningsrmnmet F (X, Y) (35) I Un.iforrn konvergens og
kon t Lnui.t.e t. (37), Afbildningsrununet F'b(X,'Y) (37), Funk-

tioner med varrd i.e r i JRk eller <tk (39).

( 0velser IV.1 - IV'. 9 .
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§1. Konvergens af funktionsf¢lger.

I mange situationer viI en funktion f v~re givet ve¢, eller

kan beskrives ved, en f¢lge (f) af funktioner der approksimerer
n

f "bedre og bedre" for n ~ 00 Vi skal i denne paragraf p r aic i-:

sere dette og is~r interessere os for et konvergensbegreb for funk

~ionsf¢lger, som er kontinuitetsbevarende, i den forstand at gr~n

sefunktionen for en f¢lge af kontinuerte funktioner autornatisk bli~

ver kontinuert.

Punktvis konvergens. Lad I c m v~re et interval og (fn) en

f¢lge af komplekse funktioner f: I 4 et •n

DEFINITION. F¢lgen (f )
n kaldes punktvis konvergent med gr~nse-

funktion f: I ~ ~, hvis det for aIle x E I g~lder at den korn-

plekse talf¢lge

altsa

(f (x)) er konvergent med gr~nsev~rdi f(x)n

Vx E I: lim f (x) = f(x)n
n~-

Dette kommer ud pa at talf¢lgen (f (x))
n i ~ er konvergent for

alle x E I, idet der i sa fald ved

f(x) ~. lim f (x)nn-4CO
for x E I ,

defineres en funktion f: I ~ ~, og det er herefter klart at

(f) er punktvis konvergent med gr~nsefunktion f.
n

EKSEMPEL. La,d I = [0 , 1 ] og lad (f ) vcere f¢lgen af funktioner
n

f I -4. ill. q i.ve t. ved f (x)
n for- E I E IN. For: ::::: X X og nn n

hvert x E I er f¢ 1ge11 (xn)

konvergent med gr~nsev~rdi 0

hvis 0 < x <1 og gr~nsev~rdi

·1 for x = 1

punktvis konvergent med gr~nse-

funktion f givet ved
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o
f(x) == {1 for 0 < x < 1 ,

for x = 1

IV.2

Vi bem~rker, at selv am aIle funktionerne f er kontinuerte ern

gr~nsefunktionen f diskontinuert i punktet 1. 0

Udtrykt rned logiske symboler er betingelsen for at

vergerer punktvis mod f at

(f )
n kon-

(
Vx E I Vg > 0 3N E ~ Vn E ~: n> N ~ If (x) - f (x) I < e • (1)- n

Dette tal N, som kan be s t.emme s for lrve r t. £ > 0 og x E I ,

viI i almindelighed afh~nge af bAde E og x .

EKSEMPEL. Som foregAende eksernpel. Vi ser, at talf¢lgerne (f (0))
n

(
)i

~,

og (fn (1 ) ) er konstante (= 0 og = 1), rnedens (fn(x)) for

0 < x < 1 blot er konvergent med grCEnsevcerdi 0 . Lad £ E ] 0 t 1 [

VCEre givet og betragt x E ]a, 1 [ .. Lad N = N (x, e ) E IN VCEre et

tal 0 ( 1) opfyldt. Sa N eller log logsa er h a r vi l x I < E. N x < t.

hvoraf da log x < 0 ,

N > log~
log x

og vi ser, at N(x,£) for x t~ttere og tCEttere ved 1 skal vCElges

st¢rre og st¢rre, eller anderledes sagt, at den punktvise konvergens

bliver langsorrunere, nar x "ncermer" sig 1.

Uniform konvergens. Lad igen I c m v~re et interval og lad

v~re en punktvis konvergent f¢lge af funktioner f : I -+ <t
n

med gr~nsefunktion f og antag, at hver af funktionerne f ern

kontinuert i punktet X o E I. Hv i Lkeri ekstra betingelse pa "kon

ver~gensen" vii sikre, at f er kontinuert i x O ? Det drejer sig

om at kunne vurdere s t.e r r e Ls eri I f (x) --f (x O) J for x E I "tCEt" ved

X o · Ved hj~lp af trekantsuligheden fa.s

If(x)-f(x
O

) 1< If(x)-f (x) I + If (x)-f (x
O

) I + If (xO)-f(xO) I (2)- n n n n
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g~ldende for n E Thl og x E I. Lad £ > 0 0 Sa findes N E m

sa Ifn(xO)-f(xo) I < ~ for n > N. De andre led pa h¢jre side

kan derimod volde kva1er! Til hvert fast x £ I findes NEill sA

If(x)-fn(x) I < £ for n ~ N, men her afh~nger N af x (og na-

turligvis af £) Tilsvarende findes til hvert fast n E lli et

6 > 0 sa If (x)-f (xO) I < £ hvis blot x E I opfyldern n

f

Ix-xOI < 6, men her afh~nger 6 af n (og naturligvis af £)

Venstre side i uligheden ovenfor kan imidlertid vurderes hvis

If(x)-fn(x) I kan vurderes uafh~ngigt af x, altsa hvis den

punktvise konvergens er "lige hur t Lq i aile punkter" x E I (eller

DEFINITION. En f¢lge (fn ) af funktioner fn: I ~ ~ siges at kon

vergere u11iforn1t pJ: I med gr<ensef~~~k'~~~fJn f, hvis der til h ve r t;

£ > 0 findes et N E Jt~ sa det for" a.lle n E IN gCElder at:

n > N ~ Ifn(x)-f(x) I < E for alle x E I ·

Skrevet med logiske sympoler er betingelsen for at f¢lgen (fn )

konvergerer uniforrnt mod f p~ I, at

V £ E 0 3N E IN vn E IN: n > N =--> V}{ E I: I f n (x ) .-- f (x) I < £ • ( 3 )

(-
Det er klart, at hvis konvergerer uniformt pa I mod

f , sa konvergerer (f )n punktvis mod f ~

Begrebet uniform konvergens kan illustreres pA en tegning i til-

f~lde af reelle funktioner. Lad f: I ~ ill v~re en funktion 09 lad

E. > o. I".1CEngderl

:tvl
f

( g ) = {(x,y) E IxJR I f(x) - £ < Y < f(x) + e}

er da et "bze I te H a.f "1~ t>jde H 2 e omk.ring grafen for' f .
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.,~..

/

l F¢lgerl af funktioner f : I 4 :rn.
n

I
I u >

er uniformt konvergent pa

I med gr~nsefunktion f hvis der til hvert E > 0 findes et

N E :N sa grafen for f er .i.rideho Ld.t; i. Mf (e)-
n

for aile n > N .

SJETNING 1 .1. Lad (f )n v~re en f¢l~e af funktioner f : I --)0 et
n

som er uniforrnt konvergent pa I og lad X o E I. Hvis f forn

aIle n E ill er kontinuert i x o ' sA er gr~nsefunktionen f kon-

tinuert i

BEVIS. Lad e > 0 vcere givet. Vi skal finde 6 > 0 sa det for

aIle x E I med l x-ix I < 6 gcelder at - I f (x ) --f (x
O

) I < Et . Idet
0

(f ) konvergerer un i.fo rrnt. mod f kan vi \lCElge N
0, sa

n

eIfn(x)-f(x) I ~} for aIle x E I og aIle n > N ·

Da f
N

er kontinuert i X o kan vi v~lge 6 > 0 sa det for

aIle x E I med lx-xol < 6 g~lder at

For x E I med Ix-xOI < 6 har vi sA if¢lge (2), at

If(x)-f(x O) < ~ + ~ + ~ £,333
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hvilket viser, at f er kontinuert i Xo E I. 0

IV.5

KOROLLAR 1.2. Gr~nsefunktionen for en uniformt konvergent f¢lge

af kontinuerte funktioner af lind ¢ er kontinuert.

EKSEr"1PEL. F¢lgen af funktioner f : [0 , 1 ] ~ ]R givet ved f (x) ==n n

lJ+x for n E 1'J og x E [ 0 , 1 ] er punk t.vLs konvergent med gr<En-,
n

s e f unkt i.on f (x) = VX (x E [ 0 t 1 ] ) Konvergensen er un i f o rrn , idet

vi har vurderingen

o ~ f n (x ) -f (x ) = j~+x - VX .- (Ji+X+X-2 VX 1*+X)~

< (-42x- 2 v'XVX)' J:i = A for x E [0, 1] •- ,rl n.

Til et givet e > 0 g~lder derfor at

If (:}{)-f(x) I < e for alle x E [·0,1]n

nar blot

For en f¢lge (f )
n

af kontinuerte funktioner er den uniforme

f
konvergens mod f en !7ilstJ:~!<~kelig be'tingelse til at sikre at f

er kon t Lnue r t , Merl SOIn e k s ernpLe t; 11.e~1enfor viser kan gr~nsefunktio-

nen v~re kontinuert selvorn kopvergensen ikke er uniform.

EKSEMPEI.1o Lad f: [ 0 , 1] -~ n:( f o r n E ~l
n

vcere givet 'red

1
.nx

f (x) -- 2-nx fo:r x E [1 ~ I
n n'nJ

a for E [2 1x n' 1 J •

Man ser, at f er k ont.Lriue r t. for n E IN ,
n

at konvergerer

punktvis mod 0 funktionen, sam er kontinuert, og at konvergensen
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ikke er uniform, idet f n(*) = 1 for aile n E lli .

IV.6

Uniforme fundamentalf¢lger. Det vil ofte v~re nyttigt at kunne ef

tervise uniform-konvergens uden at skulle inddrage gr~nsefunktio

nen, og med henblik herpa indf¢rer vi begrebet uniform fundamental

f¢lge (sml. det almind~li~e ~onvergens princlp).

DEFINITION. En f¢lge (f) af funktionern
kaldes en

uniform fundamentalf¢lge, hvis der til hvert E > 0 f i ride s et

(
N E IN sa

Ifn(x)-frn(x) I < E for alle x E I og aIle m,n > N e

Hvis (f) er uniforrnt konvergent med gr~nsefunktion f sa
n

er (f) en uniform fundamentalf¢lge. Thi lad E > 0 v~re givet.
n

V~lg N E IN sa

Ifn(x)-f(x) I < ~ for aile x E I og aile n > N .

For n,m > N har vi sA if¢lge trekantsuligheden

I f n (x) - f m(x) I < i f n (x) - f (x) I + I f (x) - f m(x) I ~ i + i = E

f

(

g~ldende for aIle x E I, hvilket viser; at

fundamentalf¢lge.

Det omvendte er ogsa rigtigt~

(f )
n

er en un i.fo rrn

Slt;TNING 1.3. En f¢lge af f unkt.Lorie r f : I 4 <t
11

er uniforrnt

konvergent hvis og kun hvis (f) er en uniform fundamentalf¢lge~
n

BE\lIS . An tag at (f) er en uniform fundamentalf¢lge. Vi starter~
n

med at vise, at for hve r t; x E I er f e Lqen (f (x ) ) en fundamen-
n

t.alf¢lge i tt Til hvert 0 findes et N E ill
0 (let for. & > sa

alle n,m > N g{Elder at-

If (y)-f (y) I < £ for aile y E I .
n m -
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For fast x E I har vi sA

IV.7

hvilket viser, at (f (x))
n

er en fundamentalf¢lge it. AltsA

er (fn(x)) konvergent, og ved

(
f(x) = lim f (x)

n
n~

for x E I

ag. vi skal se, at (fn ) konvergerer uni-(
defineres en funktion f: I ~ ¢. Det er klart, at

gerer punktvis mod f

(f .)
n

konver-

formt mod f La.d E > 0 vcere givet og vCElg N E ]t\1 0 vi forsa

alle x E I og alle n,m > N har-

I f (x) -f (x) I < E .n m -

Denne ulighed gi€lder, for fastholdt x E I og n > N , for

aile In > N , og derfor har vi ved at lade m -+ 00 at-

Ifn(x)-f(x) I < E for x E I og n > N

(

(~

(,- \

hvilketnetop udtrykker, at (f )
n

konvergerer uniformt mod f. o
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§1. Weierstrass' appr:oksirnatio,nss(£tni~0

Vi skal nu illustrere begrebet uniform konvergens med et ber¢mt

resultat, der gar tilbage til K. Weierstrass (1815-1897), nemlig at

enhver kontinuert funktion pa et begr~nset afsluttet (altsa kompakt)

interval kan approksirneres vilkarligt godt med polynornierv

SlETNING 2., 1 GLad f: [a, b] -+ et vcere en konti.nuert kompleks f unk t.Lon

( pA et begr~nset afsluttet interval. Til hvert E > 0 findes et po-
"

Ly riom.i.um q (x) rned komplekse koefficienter sa

(

(

If(x)-q(x) I < ~ for alle x E [a,b] .

Resultatet kan ogsA formuleres: til enhver kontinuert funktion

f: [a,b] ~ ~ findes en f¢lge af polynomier (qn) med komplekse

koef ficienter SOTIl konve r qe r e r uni f o rrnt; mod f pa [a, J)]

Vi bem~rker f¢rst, at det er nok at vise pastanden i tilf~lde

af intervallet [0,1], thi er pAstanden vist i dette tilf~lde og

er f: [a,b] ~ ~ kontinuert, sa definerer

f,,(t) ~f(a+t(b'-a)) for tE [0,1] I

k t i t f kt i f [0 .... -I ~ "';1 et q i.vet e > 0 findeserl on l.rlUer .lIn de. 1_011 '"1: , i c ~ \~., J- - v

osa If
1(t)-q1(t)!

< g for t E [0,1] . Poly-

nomiet q defineret ved

opfylder da

w. (x-a)If (x ) ..... q Lx ) I = If ---
oj, 1 b"'-a

for alle x E [a,b] som ¢nsket.

(x-a)-- a -~ l:11,b-a < £

I be~iset fAr vi brug for f¢lgende hj~lperesultat.

LE~1MA 2. 2 • For p E: [0 I 1] I' n E ~1 og 6 > 0 gcelder u Li q h ede n
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(
In,), i n- i 1

1

2:T . P (1-p) ~ --
E 4n6 2 '

1 ~6 1

I ihvor-' 1 6 = {i E {Of 1, ... ,Il} Ip-nl ~ o} •

IV.9

( 1 )

BEVIS. Lad p E [0,1] og 6 > 0 v~re givet. Af binomialforrnlen

fas for aile n E IN, at

1 , ( 2 )

n .(n-1)~ i-1+1 n-1-(i~1)
2.: .:L \ • p , (1-p)

i=1 i-1 1

f
og derfor, idet for i = 1,2, ... ,n at

hvoraf ved at s~tte j = i-1 ,

11-1 (n-1.. ,
= ,L np . )pJ(1_p)n-1- J

J=O J

som ved at benytte (2) for n - 1 q i.ve r

Videre f Lride r vi for n E ]N', at

~ ,2(n)~ i{1 _)n-i ~ .2\/n-1'\n i-1+1(1' )n,',-',1,,-(i-1)
2.. 1£) -p = L._ 1 -;- p -p; ~,

1" = 0 ' 1 1 (1}11 1= 1-

rn - 1 (n-1'\ 1 l' n-1 (n-1)\ j n~1-j)'= np\ L j pJ (1_p)n- -J + L P (1-p)
'j=O j) j=O j

som under brug af (2) og (3) giver

( 3 )

np ( (n-1 ) p+ 1 )
2= np + n(n-1)p . (4 )

Af (2), (3) og (4) far vi
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n ( · ')2 (n\ · · n (2 2' ·2)(n\ · ·. ~ \ p_~ . ) P l ( 1__ p) n - 1 == i: \ p _ ~ 1 +~ , ) P 1 ( 1_p ) n - 1

1-0 1 i=O n 1

= p2 ~ np + ~ (np+n(n-1)p2) = ~(1-p) .
n

Idet 1
p(1-p) ~ 4" for p E [0, 1 ] (grafen for funktionen x ~ x(1-x)

er en parabel med toppunkt i x == 1)
2

og da aIle leddene i summen

(
er > 0 fas

1
4n

hvoraf uligheden (1), idet(p-*)2 > 6
2

for i E 1 6 . 0

BEVIS for S~tning 2.1~ Som n~vnt er det nok at betragte tilf~ldet

[a,b] = [0,1] . Lad f: [0,1] ~ ~ v~re kontinuert. I beviset skal

vi benytte, at f er uniforrnt kontinuert. For n E ~ betragter

vi polynorniet.

q (t) = ~ \(n\ f(1:) t i ( 1_ t ) n - i for t E JR,
n · (~J.J n1::; -'1

sam kaldes det n'te Bernstei~ Eolynornium for f. Vi skal se, at

til et givet E > 0 findes et N E IN sa det for a Ll.e n E IN rned

n > t~ gCElder at ~ f(t) -q (t) I
n

< E for aIle t E [0,1], alts& at

(q) konvergerer uniformt pA [0,1] mod f. Idet
n

(

f(t)

har v i.

f ( t.) - qI1 (t) =

hvoraf

n
L

i=O
t i ( 1_ t ) n - i

for

for

t E [0,1] ,

t E [0,1] ,

n . 11

[ f t t lr-q ( t ) l < 2: If(t)-f(~') I( ) t.i(1_t)n-i
n -. 0 11,
. 1= '1

for t E [0, 1] .

,(/

~ Ideen e r n u , at for fast t E [0,1] }~aI1 de led i s umme n pa h¢jre

side med i1- - tln
1i11e vurderes fordi f er kontinuert og resten
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kan vurderes ved hj~lp af (1) 5 Mere pr~cist: Lad

IV.11

'"~ > 0 v~re giv~t.

S~t M = sup{lf(t) I I t E [O,1]} og v~lg, idet f er kontinuert

og dermed uniformt kQntinuert et 6 > 0 sa det for alle

t,t' E [0,1] med It-t'l < 6 gcelder at If(t)-f(t') I < l' Sa

har vi for fast t E [0,1] og nEE at

(~

n .
I f (t) -q (t) I < 2: I f (t) - f (.!.) 1

n - .. 0 n
1=

(
< I:

g

(~) t i ( 1_ t ) n - i + L 2M(~) t i ( 1 _ t .) n - i
- 2

iEll o 1 iEI 6 1

e n r. t i ( 1_ t ) n - i 1 .M
< L -r 2M 4n62= ~ +
- 2 i=O \.J 2 2n6 2

1

Denne vurdering er ua f hsenqLq af t E [0, 1] . . Lad N E:IN' vzere

valgt. sa Dermed har vi s~ for n > N at

If(t)-qn(t) I < E foralle t E [0,1] ,

hvilket skulle vises~ 0

Man ser, at hvis f er en reel funktion)~A bestAr f¢l-

(
BEMJERKNING.

af Bernstein polynomier for af po1ynornier med reelle

(
f koefficienter.

EKSEMPELe Lad os udreqne Bernst.e Ln poLynomf.e r ne for funktionerne

f (x ) = 1a f I} f (x 21\x. = x og 2 x) = x for x E [0,1] .

For £0 finder vi

oq (t.) ~=
n

n
L

i=O
for t E [0,1] •

og for f 2 f i.nde r vi h j ze Lp af (4)
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n
2:

i=O
(~)

1

(~) 2 t i (1-t) n-i = 1
2

(nt+n (n-1) t 2)

n

= !: + n-1 t2 =
n n t 2 + I t (1-t)

n for t; E [0,1] .

BEMJERKNING. For n E IN betragtes de n + 1 polynomier af grad n

givet ved

np. (t)
J

r-.= t j (1- t ) n - j
'.JJ

for t E m og

Disse polynornier opfylder

Pj(t) > 0 for t E [0,1] og j = O,1, ..• ,n ,

og
n
r pn

J
. (t) = 1 for t E :m.

j=O

Det n'te Bernstein polynornium for f er dermed linearkoniliinationen

q (t) =n

n
L

j=O
for t E JR ,

og heraf $es specielt at

qn(t) > 0 for t E [0,1],

hvis f(t) > 0 for t E [0,1] .
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§3. Den uniforme rnetrik.

IV.13

Begrebet uniform konvergens for f¢lger af funktioner defineret

pA et interval I c ~ kan indordnes sam et konvergensbegreb i et

passende metrisk rum. Samtidig kan det almindeligg¢res t~l f¢lger

affunktioner defineret pA en vilkarlig rn~ngde. Vi starter med til

f~ldet af begr~nsede funktioner.

Funktionsrununet Fb(X,etl . Lad X vcere en vilkarlig ikke tom
(

m~ngde og lad Fb(X,<r) betegne ffiCEngden af begrcensede komp Le.k s e funk-

tioner f: X ~ <t . At en funktion f: X -. <t er begrcenset betyder at

s up { I f (x) I I x E X} < 0:> •

M~ngden Fb(X,¢) er et vektorrum ved den s~dvanlige addition og

skalarmult~plikationaf funktioner. Specielt er for f,g E Fb(X,~)

funktionen x ~ f(x)~g(x) begr~nset»

DEFINITION. For f,g E Fb(X,¢) s~tter vi

/ -

(

do:>(f,g) = sup{lf(x)-g(x) I I x E X} •

SJETNING 3.1. Afbildningen d
oo

: Fb (X,et) x Fb (X,et) -+ JR. givet 'ved

(1) er ell metrik i Fb(X~<t)

BEVIS. Dette er vist i eksemplet p. 11.5-6. 0

( 1 )

BE~RKNING. Lad f E Fb(Xl~) og r > O. Den abne kugle K(f,r),

al t.s a memqden

d (f,g) < r} ,
co

bestar netop af de begr~nsede funktioner g: X ~ ~ for hvilke

sup{ I f (x) -g (x) I I x E x j < r ,

som er opfyldt hvis og kun hvis der findes et r' E ]O,r[, s~ det

for alle x E X g~lder, at

g( x ) E {z E et I I f (x) - z I < r t} •
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SJErrt-JING 3. 2 . Lad I c lR v~re et interval og lad (f )
n

IV.14

og f

v~re en f¢lge af beg~~nsede funktioner henholdsvis en begr~nset

funktion af lind i ~. konverge~er uni-

formt pa I med gr~nsefunktion f hvis og kun hvis (f )n opfat-

·tet sam punkt f e Lqe i (Fb(I,(t) ,dex» konvergerer mod f (med hen-

syn til metriken d )
00

,/
\

BEVIS. Lad £ > 0_ og n E ill v~re givet. Sa g~lder:

(

(

I f (x) -f (x) I < f, for a l l.e x E I ,n -

hvis og kun hvis

d (f , f) < e ,
00 n

hvilket gOdtg¢r pastanden. n

PunktLorrs r umme t; F (X f <t) Lridho Lde t; af Scetning 31112 ovenfor er , at

uniform konve r qens af ~egr~nsede f unkt.Lone r pa et interval I er

ensbetydende med konvergens i det me-triske rum (Fb(X,~) ,d
oo

) For

at forrnulere uniform konvergens af vilkArlige (begr~nsede eller ej)

funktioner som konvergens i et rnetrisk rum rna vi modificere defini

tionen (1).

For en ikke t.om mcengcle ,K be t.eqner F (X, (C) vektorr'urnmet af

samtlige funktioner af X ind i ¢ ~

d ( f , g) -,- mi 11 { sup { I f (x) --g (x l ] I x EX}, 1} ·

For f,g E F(X,¢) er d(f,g) altsA det mindste af tallene 1 og

( 2 )

s up { I f (x) -~g (x) I

me t.rLk iL }'(X.,(T;)

x E x} ~ +~. Som vi skal se nedenfor er d en

og d kaldes den uniforrne eller ligelige me t r i.k

( I

~ S~TNING 3.3. Den ved (2) definerede afbildning

d: F(X,ct) xF(X,<C) ~ JR er en me t.r i.k .
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BEVIS. Lad f,g E F(X,¢) . Det er klart at d{f,g) > 0 og

d(f,g) = 0 hvis f = g. Hvis omvendt d(f,g) = 0 sa g~lder

sup{ I f (x) -g (x) I x E x} = 0

e11er ander1edes skrevet f(x) = g(x) for aIle x EX, altsA

f = 9 e Videre er det klart at d(f,g) = d(g,f) . For at vise tre-

( kantsuligheden betragter vi funktioner f,g,h E F(X,~) 9 For alle

x E X gcelder sa
/
~

l I f (x) -h (x) I ~ I f (x) -g (x) I + I g (x) -h (x) I . ( 3 )

(

Hvis der findes et x E X sa et af leddene pa h¢jre side i (3) er

> 1, da er d(f,g) +d(g,h) > 1 og sa gCElder kla.rt

d Cf s h ) < 1 ~ d(f,g) + d(g,h) .

I rnodsat fald g~lder

d(f,g) - sup{lf(x)-g(x) I I x E x)

og

d(g,h) = sup{lg(x)-h(x)I I x EX}

og dermed

l f I x l r-h I x ) I < d(f,g) + d(g,h)

( hvoraf

d(f,h) ~ sup{lf(x)-h(x) I

hvilket viser trekantsuligheden for d

x E xl ~ d(f ,g) + d(g,h) ,

Dermed er d en metrik. 0

BEMlERKr'~II\lGER.. 1) De t; kurme ma s ke se ud til at ',~re uhensigtsmcessigt

sorn rnal for "afstanclen" mellern f r g E of (X 'o<C) at benytte t.a Ll.e t;

d(f,g) , idet d(f,g) jo altid er < 1 ~ Hvis f.eks. f og g

begge er konstante funktioner

f (x) = a, g (x) -- a

hvor ex r ~ Ed:, sa har vi

for alle x E X /
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d(f,g) = rnin{1,la-al} ,

IV.16

(

(

saledes at d(f,g) = 1 for alle a,~ E ~ med 10-01 > 1 . Med

henblik p~ begrebet konvergens af f¢lger og et begreb sam fundarnen-

talf¢1ge er det irnidlertid kun "de srna" afstande der spiller en

rolle, og her er d(f,g) et 90dt mal for afstanden mellem f og 9 e

2) For f,g E F(X,~) er udsagnet

d(f,g) < 1

altid sandt, medens udsagnet

d(f,g) < e

for g E lO,1[ er ensbetydende med

sup{ I f (x) -g (x) I x E X} ~ e •

3) Lad f E F(X,~) og r > O. Den abne kugle K(f,r) i

(F(X,~),d) er m~ngden

{g E .~-. (X, <t ) d I f jq) < r} 4t

(
Hvis r > 1 er K(f,r) = F(X,~) fordi det for aIle 9 E F(X,¢)

g~lder at d(f,g) ~ 1 . Hvis derimod r ~ 1 , sa g~lder at ~:

9 E F(X,t) tilh¢rer K(f,r) hvis og kun hvis d(f,g) < r, al~s~

(- hvis og kun hvi.s

s up l l f Ix l r-q rx) t I x E X} < r

hvilket er opfyldt hvis og kun hvis der findes et r' < r sA det

for alle x E X g~lder at

g (x) E {z E tt lz-f(x) I < r'} . n

Pa sarnme made som i beviset for S~tning 3.2 ses, at for et inter-

val I c 1R og en f¢lge af funktioner f : I ~ ~ g~lder,
n

at (f) konvergerer uniformt pA I med gr~nsefunktion f: I ~ ¢
n

hvis og kun hvis (f) konvergerer mod f i det metriske rum
n
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(F(I,<t:) ,d) Derfor kaldes metrikken d i F(X,¢) for·metriken

for uniform konvergens ~ X, og vi siger fra nu af ogsa kart, at

en f¢lge i F(X,¢) konvergerer uniformt mod f E F(X,¢)

pa X safremt d(f If) ~ 0
n

for n ~ 00 •

(

Tilsvarende ser man, at for et interval, I c ~ og en f¢lge

(fn ) af funktioner fn: I 4 ~ g~lderiat (fn) er en uniform fun

darnentalf¢lge hvis og kun hvis (fn ) er en fundamentalf¢lge i det

rwn (F,X,¢),d) kaldes derfor en uniform fundamentalf¢lge. Dette kom~

mer ud pa, at der til hvert g > 0 findes et NEE

(
ffietriske run (F(I,~),d). En fundamentalf¢lge

alle h,m E E med n,m > N g~lder at

d I f ,f ) < g •. n m ._-

(f )n i det me t r i.ske

sa det for

sen

Hvis g E.]O,1[, er denne betingelse ensbetydende med betingel-

s up i l f {x)-f (x) I I x E X} < e en In

SlETNlr~G 3. 4 • Det metriske r um (F (X, <t), d) er fuldst~ndigt.

f¢lge i (F(X,t) ,d) For hvert fast x E X er f¢lgen (fn(x))

en fundarnentalf¢lge i ~, idet der til hvert E E ]O,1[ findes

( BEVIS. Cf. beviset for S~tning 1.3. Lad (f )
n

v~re en fundamental-

et N E IN sa det for n,rn> N g~lder at d(fn,fm) ~ ~ , og der-

med specielt (e < 1)

I f (x) -if (x ) I < d. ( f , f ) < g Itn m 11 In --

Altsa er (f (x) )
n og ved

f(x) .- lim f(x)
nn-+oo

for x EX,

defineres et element f E F(X,t) Lad as vise, at (fn) konverge-

rer mod i (F (X,<c) , d) Bet.ragt et. e > a . 'Vi kan gerne

antage at e < 1 og kan, da (f )
n

er en fundamentalf¢lge, finde

N E IN sa det for n,m > N g~lder at
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Heraf fas ([, < 1) at

sup{ I f
n

(x) - frn (x) I x E X]- < £ ,

specielt for hvert fast x EX, at

If (x)-f (x) I < e for n,m > Nn ill - -

Heraf s 1u tt.e s , idet lim f (x) = f (x) atmm---+co

If, (x)-f.(x) I < e for n > N ,
n - -

og derrned da dette gcelder for hvert x E X , at

d(fn,f) < s upI Ifn (x)-f(x) I I x E: X} < E

IV.18

for n > N 1 hvilket viser at

metriske rum (F(X,¢) ,d) 0

(f) konvergerer mod f i det. n

Funktionsrtlmmet cO (Xrct)

1 d d I , CO(X,~)a sam SCE van J_g \.1.-

Lad nu (X,dx ) v~re et metrisk rum og

betegne vektorrununet af k.on t.Lnue r t e

( ,

kornplekse funktioner pa m~ngden X. S~tning 1.1 kan almindelig-

(
SlETNING 3.5.

og ant:ag a.t

Lad

(f )
n

(f) v~re en f¢lge af funktioner f E F(X,tt)
n n

er konvergent i det rnetriske rum (F(X,~) ,d)

med gr~nsepunkt (gr~nsefunktion) f E F(X,tt) Hvis hver af funk-

t Lone r ne f er kontinuert i punktet x E X sA er f kontinuert
n 0

l

BEVIS. Dette gAr p& sarrm~ m&de som beviset for 1.1. tad £ E ]O,1[

vaire give t. og 'Jc.elg N E l'J sa

a (f 1 f) <
g

for aIle n E ~ med n > N"3 .
n - -

Dette betyder specielt at

IfN(x)-f(x) I <
t: for aile E X
3

x .
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Nu er f N kontinuert i Xo E X og der findes derfor 0 > 0 sa

det for aIle x E X med dx(xO'x) < 6 g~lder at

For aIle x E X med dx(xO'x) < 0 har vi sa ved hj~lp af trekants

uligheden (i ~) at

f: e e
< 3 + 3 + 3 = £ ,

hvilket viser at f er kontinuert i Xo EX. U

KOROLLAR3. 6. Grcensefunktionen for en un.i f o rmt; konve r cent, f¢lge af

kontinuerte funktioner er kontinuert.

BE~RKNING. Benyttes karakteriseringen fra S~tning 1.5 i Kap. II

af afsiuttede delrn~ngder af et rnetrisk rum, kan Korollar 3.6 kart

udtrykkes, at delm~ngden CO(X,~) af F(X,~) er en afsluttet del-

rn~ngde af det rnetriske rum (F(X,~) ,d)

I mange tilf~lde er gr~nsefunktionen f, for en punktvis kon-

vergent f¢lge (f )
n

af kontinuerte funktioner pA et interval

( I ~ JR, kontinuert, selvom konvergensen ikke er uniform. Dette

indtrceffer specieIt, hvis der til hvert punkt x E Io f i nde s et

Hlille" interval ]a' ,b G
[ c I ornkring X o (d.v.s. at <x <b')o

sA (fn ) konvergerer uniforrnt pA ]a',b'[ mod f ·

EKSEMPEL. Lad (f )
n vcere den ved

n
x bestemte f¢lge af

kon tinuertefunkti()ner f: [0, 1] -+ JR. For hvert a E ] 0 , 1 [ gJ:l
n

der at (fn) konvergerer uniformt pa intervallet [O,a] mod 0-

( funktionen. Vi har nemlig

sup{ I f n (x) I x E [O,a]}
n= a
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og idet a E JO,1[ findes til hvert e > 0 et N E ~ . sa
na < E for n > N .

EKSEMPEL. Som et mere indholdsrigt eksempel betragtes den ved

f (x) = _x_ + -}-{- + ... +
n x 2+ 1 x2+4

x
2 2x +n

besternte f¢lge
(

n E I\J har vi

(f )
n

af funk.tioner f· JR -) IR. For x E JR
n 09

( If +1(x)-f (x l l = 2 Ixl ·2'::: Ixl
2

<
n n x + (n+ 1 ) (n+ 1 ) n Ln-r l )

For n,p E E og x E ill fas hermed

If (x.)-f (x) I < J2U _ l x l < l x l
n+p . n . - n n+p n

For et fast ,1 E E+ gcelder altsa

aIf (x)-f (x ) I < -N r
ill n. -

nAr m,n > N og x E [-a,a] , og derfor har vi

( s u.p { I f (x) - f . (x) Im n I x E [-a,a]} < a
N

for aIle m,n E E rned m,n ~ N 0 Dette viser at (fn ) er en

( uniform fundamentalf¢lge pA intervallet [-a,a] , og dermed er

(f) uniformt konvergent pA [-a,a] med en gr~nsefunktion
n

f: [-a,a] '--?t lR s om er kon t Lnuer t ..

Det·te karl qennemfer e s f o r hv'e r t; a E lR+, og der findes a Lt.s a

en funktion f::m. ~ m sa (f
n

) konvergerer p unkt v i.s pa ill. mod

f, og konvergensen er uniform pA hvert interval af formen

(-a,a] for a E m+, hvilket specielt giver at f er kontinuert.

(
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§4. Uniform konvergens i forbindelse rned integral 09 di.fferentiation~

I denne paragraf skal vi unders¢ge i hvilken udstr~kning "inte~

q r a.Le t " af grcensefun~tioneI1 f for en f¢lae (f) af f urik t Lorie r
..J I1

pa et interval, kan beregnes som It griEnsevcerdien" for f¢lgel1 af .i.nt e-:

graler for f n , og tilsvarende om differentialkvotienten fW

for f kan beregnes som gr~nsefunktionen for f¢lgen (f') af dif~
11

ferentialkvotienter'af f
n

(- Uniform konvergens under integralteg~e~~ Lad [a,b] v~re et kornpakt

interval i JR., og lad som sCEdvanlig CO([a,bJ,<r:) bet~gne vektor-

f
rummet af kontinuerte funktioner f: [a,b] ~ ~. Elementerne i

CO([a,bJ,¢) er begrCEnsede funktioner, og for fig E CO([a,bl,<r:)

g~lder, cf. Kap. III, Korollar 1~6, den fundamentale vurdering

"

r
b Jb I' Jbf(t)dt- g(t)d·t.~ If(t) --g(t)ldt

Ja a 'a

~ (b-a) s up ] If (t) -g (t) I I t E [a/·b]}.

SlETNING 4.1. Lad v~re en f¢lge af funktioner f E CO([a,b],Q:)
11

som konvergerer unLfo rrnt; pa [a, b] mod f (som da oqs a t.Ll.hor e r

af integraler

Der gtElder ogsa
(

oC ([a,b] ,<1:) ).

med gra;nsevCErdi

Da er f¢lgen

J: f(t)dt ·

Li.m Jr
b

f n (t ) dt -
11--+00 a

(Jb f (t)dt)
a n

bJ 11m fn(t)dt
an~

konvergent

(2 )

BEVIS. Lad c > 0 v~re givet. Idet (f) konvergerer uniformtn

pa [a,b] mod f findes et tal NElli

sam opfylder n > N g~lder at

sa det for a Ll.e n E IN

£
t E . [ a, b]} < b-a •

For aIle n E ill med n > N har vi derfor ved hj~lp af vurderingen

(1), at

IJb fn(t)dt-r f(t)dtl .s. (b-a)i:mp{lfn(t)-f(t) I tE [a,b]} < £. ,

a a

hvi.Lke t; viser p a s t a nden . 0
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BE~RKNING. Idet integralet af en kontinuert funktion er defineret

SOITI grcensevcerdien for mi dde Ls ummer s va r errde til f Ln e r e og fin.ere

inddelinger af [a, b ] r er den ret te fortolJ<.ning af dell Husky ldigt H

udseende ligning (2), at de to "grcenseprocesser u

f ~-)o f
n

og
b

g » I..., g(t)dt ,
a

under de anf¢rte foruds~tninger, er ombyttelige~

Vektorrummet CO([a,b],~) ~ Fb([a,b],~) forsynes nu med metriken

givet ved

(
d ·

00

d (f,g) = s up Ll f Lt.j r-q f t.) I
ex>

It E [a, b] }

o
for f,g E C ([a,b],¢) , og vi betragter den line~re afbi1dning

o
L: C ([a,b],¢) ~ ¢ defineret ved

j
~ b

1J(f) .~. f(t)dt
a

S~TNING 4.2~ Afbildningen L er en Lipschitz afbildning med kon-

stant b - a, af in.d i. <C (med den sredvanlige

metrik) _ Specielt er L kontinuert.

( BEVIS. For
o£,g E C· ([a,b],¢) giver den fundamentale vurdering (2),

(

at b b
IL(f)-IJ(g') I ::--= IJ f(t)dt. - Jf g{t)dtl

a a

2 (b-a)sup{lf(t)-g(t)I It E [a,rJ]} = (b-a)d (f,g)
00

hvilket godtg¢r pAstanden~ 0

BEr1lER.KNING. Seetning 4.2 .i nde ho Lde r Scetnirlg 4 .• 1: hvi.s f¢lgen (£11)

(f
n

der

E CO([a,b]i¢)) konvergerer uniformt pA [a,b]

f 4 f i det metriske rum (CO([a,b],~),d)n ~

mod f sa g~l-

oq derfor da L

. E~r kontinuert

r
b

f (t)dt
J n

a f
b

- L(fn ) ~ L(f) = .. f(t)dt
a

BEMlERKNING. Hvis en fg)lge (f )
n

af funktioner
o

fEe ([a,b] fer)n

blot konvergerer punktvis med gr~nsefunktion f kan man i alminde-
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(

lighed ikke slutte t~lsvarende. For det f¢rste er f ikk~ n¢dven-

digvis kontinuert, eller stykkevis kontinuert og dermed er det ikke
b

i a~mindelighed muligt at till~gge r f(t)dt en mening. For det
Ja

andet, selv am gr~ns~funktionen tilh¢rer CO([a,b],~) kan man ikke

r
b Jblim f (t) dt == fI t ) dt

n~ Ja n a
(

slutte at

Pa den anden side findes f¢lger (f )
n

( 3)

af kontinuerte funkt~oner~

som konvergerer punktvis men ikke uniformt mod en funktion

f E CO([a,b],~) og saledes at (3) g~lder.

EKSEMPEL. Lad f: [0,1] -4 lRn v~re funktionen givet ved

vzer e d e f ine-h
n

:= n 2 f (x)
n

h (x )
n

og lad gn og

ret ved

(>gg (x) = n f (x)
n n

1

11X for x E [O,*l
1

f
n

(x)
2

for [1,~]== n(--x) x E
£1

n 11 n

0 for x E [~, 1 ] ,

-~- '- "'-'__m""

(

Da g~lder for hvert x E [0,1]

g (x) 4 a
n

og h (x ) -+ 0
n

for n -+ 00 ,

men konve r qens en er i alle tre ·ti Lfe l.de ikke unLfo rrn , Videre ha r

vi

J: f (t)dt 1 r1
g (t)dt == 1

r1
h (t)dt = n for n > 2= ,

J0
,

J0n n n n -

Differentiabilitet og gra:nseove.r.~" Lad I c ill ViEre et in-terval

og (f ) en f¢lge af funktioner f : I ~ f! som aIle er differen-
n n

tiable i et punkt X o E I , og ant.aq at (fn) konvergerer punkt-
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vis pA I med gr~nsefunktion f: I ~ ¢. Som nedenst~ende eksem-

pier viser, er grcensefunk'tionen f ikke n¢dvendigvis differentia.-

bel i (heller ikke hvis (f )
n

konvergerer uniforrnt pa I

mod f) og hvi.s f er differentiabel i X o EI g~lder .bkke Il¢d-

vendigvis at

f' (xO) = lim f~(xO)

n~

(fn) v~re den ved fn(x) = ~+* definerede f¢lge

f : ill. -+ ill. 6 For hvert n E IN" er f af k.lassen n

(

(

EKSEMPEI.J II Lad

af f unk t i.orie r
-;:/

c1
med

f '(x) =
n

2x

21x2+1
n

for x Em.

F¢lgen (fn) er uniformt konvergent rned gr~nsefunktion f(x) = lxi,

idet vi for x E ill og n E Jr\l. ha r

0x2+_1 !2 ( 2 •. 2 /2 IT-i) ~2= - Vx~ == . (x t·_) +x - 2 yx Vx +-n n n

2 1 '2 Fi k f1< (2x +-- 2Jx \Ixc-.) 2 ='1-:: D

n n

Gr~nsefunktionen er imidlertid ikke differentiabel i punktet

( x = 0 .

EKSEMPEL. (f )\ n 'VCEre deI1 ved
1 nf(x) = x

n n
definerede f¢lge

( af f unkt Lone r f: [0,1] -) JR.n For hvert n E ~ er f
n

af klas-

se rned
n--1

f'(x) =x f o r xE [0,1].
n

F¢lgen (fn) konvergerer uniformt pA [0,1] mod funktionen f

som er konstant 1ig 0, idet

if (x)-Ol = 1 xn
< 1 for n E ~n n - n og x E [0, 1] .

(

Endvidere korrve r qe r e r (f ' ) punktvis (men ikke un.t f o rmt.) pa
n

wod funktionen
fa for x E [ 0 , 1 [

g(x) = 11 for x -- 1 .
Man ser at £' (1) * g(1)

[ 0 , 1 ]
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(

og

Derimod g~lder, sam vi nu skal se, at hvis en f¢lge (fn) af

C
1-funktioner

konvergerer uniformt og f¢lgen af afledede ligeledes

konvergerer uniformt da er gr~nsefunktionen f af klasse C
1

f I = lim f' .
nn-K:o

SlETNING 4.3~ Lad (f )
n

1 .
v~re en f¢lge af C -funktioner f : I ~ <t

n

pa et begr~nset interval I c JR , og antag, at

(
(i) der findes et X o E I sa talf¢lgen (fn(xO)) er konvergent.

Sa findes der en C1-funktion(
(L i) f¢lgen af afledede (f' )

n konvergerer uniformt p~ I .

f: I ~ ~ sa (fn ) konvergerer uni-

formt pa. I mod f og f' = g, h vor g er grCEnsefunktionen for

f¢lgen (f' )
n

BEVIS. Idet f' er kontinuert for aIle n E llin og k.onverge-

rer uniformt pA I mod g, er 9 kontinuert. Lad k betegne

f (x) = k + JX 9 (t) dt for x E I·.
Xo

( 4 )

Idet der£' = g •og at

Lad funktionen f: I ~ ~ v~re

1
Cf er a.fklasse

gr~nsev~rdien for f¢lgen (fn(x O))

givet 'led

Det er da klart, at(
for a Ll.e n E IN ga;lder

f (x ) = f (}{.o) + Jf.
X

f'(t)dt for xE I,n n n
X o

og (fl) konvergerer uniformt pA intervallet med endepunkter x og
n

mod g' , -f0
~as af S~tning 4.1, at

lira
fl--XX>

:E' (t) dtn g(t)dt for x E I ,

og derrned at (f )
n

konve:rgerer punk t.v.i s
opa I mod f Lad as vise,

at (fn) konvergerer uniformt pA I mod f GLad E > 0 v~re gi-

'vet og v~lg NEill sadet for alle 11. E lli 'med n > N qzeLde r at
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I s; (t) - g (t) I ~ 2~ for tEl ,

~V.26

hvor c > 0 er l~ngden af I. For n > N og x E I har vi s~

r

og de rrne d

fn(x) -f(x) = fn(x O) -k+ IX (f~(t)-g(t»dt
X o

Ifn(x) -f(x)1 < Ifp(xo)-kl + IJx (f~(t)-g(t»dtl
X o

< ~ + IJx If~ (t) -g (t) Idt I
X o

da Ix-xol ~ c, og dette viser at (fn) konvergerer uniformt pa
I mod f. U

BEMERKNING. Intervallet I c ill er i S~tning 4.3 forudsat begr~n~

set, og dette blev i beviset brugt til at v~se, at (fn) konvergerer

uniformt pa I mod f.

For et v i.Lk a r Ld qt; (begr<Enset eller ej) interval I ~ JR, kan

vi af de ¢vrige foruds~tninger i 4.3 slutte, at der findes en

c1 - f u n k t i on , nemlig f givet ved (4), saledes at f' = g (dettel
er klart) og sa (f) konvergerer punktvis mod f. ~f beviset sesn

videre, at for ethvert begr~nset delinterval J cIvil

vergere uniformt pa J mod f ~

(f) kon
n

Pa sarnme made giver bevi set f at hvi.s (fn ) er en f¢lge af

C1-funktioner f: I -+ <t pa et interval I c ill. som opfylder (i)
11

og betingelsen

(ii)' for ethvert begr~nset delinterval J c I er f¢lgen af aflede-

de (f') uniformt konvergent pa J ,n

l
sa findes en C1 - f u n k t i o n f sa f' = lim [f~] , og sa (fn) pa

rl~

ethvert begrcenset Ln t e rva L ~,- c I konvergerer uniformt mod f

(Overvej dette~).
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Ved anvendelserne af S~tning 4.3 er det i reglen sale~esf at

f¢lgen (f) vides at konvergere uniformt pA I, hvilket specieltn

medf¢rer at foruds~tning (i) er opfyldt.

KOROLLAR 4.4. Lad I c ill v~re et begr~nset interval. Hvis en

f¢lge (fn ) fo: I ~ ¢ er uniformt konvergent pA
n

I og hvis f¢lgen (fl) af afledede ligeledes konvergerer uniformtn

I, sa er grcensefunktionen f = lim f : I ~ <C af klasse C1 ,
nn-+co

og dens afledede er gr~nsefunktionen

altsa

1 im f I: I --. <C •
n

Der gcelder

(lim f )' = lim f'n nn-+co n~

(5 )

(

BEMlERKNING. Afbildningen der til en C1- f un k t i o n h knytter hI

er defineret via en gr~nseovergang, og ligningen (5) kan altsa for-

tolkes at de to "grCEnseprocesser"

under degjorte antagelser, er ombyttelige.
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De foranstAende resultater vedr¢rende konvergens af f~nktions

f¢lger skal udnyttes (eller omformuleres) i tilf~ldet af uendelige

rtEkker, hvis led er kompleksefunktioner.

Def initioner og konv!3rgenskri terier ~ Lad 2{ veere ell Lk k e tom

m~ngde og lad (fn )

altsA f n E F(X,¢)

v~re en f¢lge af -komplekse funktioner pA

Den forme lIe sum

x ,

r

00

r. feller f 1-+£ 2+ . G 0 +fn '+
n=1 n

kaldes den uendelige r~kke af funktioner med n'te led

funktionen (n E E)
n

X 3 x ~ s (x) = L f, (x)
n j=1 ]

f n

( 1 )

og

kaldes de t, n I t:e a.fs11i t:. i den ueride Ld qe rcekke (1). F¢lgen (sn) af

f unkt.Lon e r sn: X ~ ct kaldes afsrl~~'tsf£1-_~11 f o r den. uendelige r eskke

(1 ) .

BEMlERKNING !? En vilkArlig f¢lge af f unkt.Lorie r

er afsnitsf¢lge for en uendelig r~kke af funktioner. Med f. = q11 -

for n > 2 fas nemlig

(

Inds~ttes et punkt x E X i (1) fAs den (s~dvanlige) uendeli~
ex')

hvis afsnitsf¢lge er den kaf

plekse talf¢lge ( s (x))
n

L f (.:K)
1

nn.:::':,
og vi siger derfor, at den uendelige

pun~tvi~ konvergent$ I s~ fald defineres ved

(5) er
n

en f unk t.Lon f E F' (X, <t) som kaldes sumfunktionen for den uendel
(

f (x) _._. lint S (x)
11

rl-400

for x E X ; l
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r~kke (1), og vi skriver

f(x) =: I: f (x )
nn==1

punktvis.

00

Dette er ensbetydende .med, at den uendelige r~kke L fn(x) for
n.=1

hvert fast x E X er konvergent rned sum f(x)

EKSEMPEL. Lad f n VCEre dell ved f (x) ==
n

nx definerede

( funktion ogbetragt den uendelige r~kke ~ f nnv l
Af s n I ts f¢lgen.

(
(8) beregnes til

n

for x E JR"-{ 1 }

s (x) =
n

11 for x = 1 .

Heraf ses at ( 5 (x l )n " er konvergent hvis og kun hvis x E ]-1,1[

med grcerlsev~rdi.

lim s (x )
11

for

Den uendelige r~kke

0::>

~ f er dermed, opfattet somen uendelig
n>1 11.

punk ter af JR.'] r>--1 f 1 [ .

i..kk~ pU11k t.vIs korive r qen t. );1(1 noqen de Lmsenqcle af JR

00

L f nn=1

der indeholder

punktvis konvergent

Derirnod erx
= l~x (x E ]-1,1[)med sumfunktion f(x)

rcekke af funktioner

(

(

EKSEMPEL. Lad ~: E ~ ~ v~re en bijektiv afbildning og lad

f
·O hvis x * ~(n)

f (x ) = ~

[1 l1 11\T i S x == l() (n )

Den uendelige r~kke r f
n

er da punktvis konvergent med sumfunk
I1=1

tion f: 1Ft ~ (f q i.ve t; ve d

'1 for x E t2 ,
f (x ) -- {o for x E JR '-·tld
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(:

Ligesom i tilf~ldet rned k~nvergens af funktionsf¢lger f&s et

nyttigere konvergensbegreb ved at sk~rpe (2) til at v~re '~lige hur

tig" i a.lle punkter x E X e

DEFINITION. Den uen.delige rcekke (1) siges a.t 'va:re ~.!!.j.for.@_1:: )<.onver.--

gent med sumfunktion f: X ~ ~ hvis afsnitsf¢lgen (s )
I1

konver-

gerer uniformt pa X mod f e

Dette betyder, at for hvert £ > 0 findes ,et N E m sa det

r
for a Ll.e n E IN med n > N g~lder at

d(s ,f) ~ £ ,n

eller hvis £ E ]0,1[, at

sup I l s (x)-f(x) I x E X} < E •
n

00

Det er sAledes klart, at hvis r~kken ~ f n konvergerer uniformt
rl=1

med sumfunktion f er den punktvis konvergent med sumfunktion f.

S~TNING 5.1. (Udsnitskriteriet for uniform konvergens~) Den uende-

co
~ f er uniformt konvergent, hvis qg kun hv~s der til

n=1 11

[
lige rcekke

hvert ~ > 0 f indes N E 1\I
osa

(
I £11+ 1 (x) + ... + f + (x) I < en'p -

for alle n > N, aile p E ~ og a Ll.e x E X ..

BEVIS. Dette f¢lger af S~tning 3~4 idet den anf¢rte betingelse

k omme r lldpa, at af s n i t.s f e l.oen
(s )

11
er en fundamentalf¢lge i det

metriske rrnn (F(X,~) ,d) 0

hvis led er positive reelle

If (x) I < b for aIle n E ~
n n

hvis der gCElde.r

og alle x EX.

00

" fL n'
n==1

En uendelig r2kke
00

L Dnn=1

tal, kaldes en ~a.joran~.ra2kke for rcekken

DEF.INITION, n

( I
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SJETNING 5.2. (Major~ntkriteriet.) Hvis der findes en konvergent

majorantra;kke
00

L b nn=1
for rCEkken

00

L f ,
nn=1

sa er r-ekke n
00

uniformt konvergent~

findes et N E IN", sa at

BEVIS. Lad £ > 0 v~re givet. Idet r~kken L b
nn=1

er konvergent,

for aIle n > N og alle p E ~. For ethvert n > N, ethvert

p og ethvert x E X g~lder dermed

I f
n
+1 (x) +. +fn+p (x ) I < If +1 (x) 1+ .... + If + (x) In n p

R~kken E f er altsA uniformt konvergent if¢lge udsnitskriteriet
n=1 n

for uniform konvergens. 0

BEf\1lERKN·Il'JG. Som (let ses af b evi.se t. for Scetning 5.2, er det nok at

foruds~tte, at den konvergente r~kke

et vist trin n •

00

L
11.= 1

b
n

er "rnajorantrCEkke fra

(

R~kker af kontinuerte funktioner.

styret med en metrik dx ~

Antag nu at m~ngden X er ud-

S~TNING 5.3. Lad ~ f vxre en uendelig r~kke af kontinuerte funk-
:::::.=:::--~,,-~.....=;:.; n == 1 n

tioner f E CO(X,¢) og antag at r~kken er uniformt konvergent.
n

BEVIS. For hvert n E ~ er f unk t.i.onen

(
kontinuert, og det f¢lger derfor af Korollar 3e6 at sumfunktionen

er kontinuert~ 0
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Ledvis integration ~ differentiation. Vi skal nu betragte uendelige

r~kker hvis led er komplekse funktioner defineret p~ et interval

SlE11NING 5.4. Lad I = [a,b] VCEl.'e et
O

k omp ak t. interval i JR, og

lad (f )n v~re en f¢lge af kontinuerte funktioner f : I ~~o \t
n.

for
00

(

hvilken den uendelige r~kke E f kon~ergerer uniformt pA I rnedn
n=1

sumfunktion f (som da ligeledes er kontinuert). SA er den uende-

lige r~kke rned kornplekse led
/

\ ( 3)

konvergent og der g~lder

~ (fb . . \ -_ Jb J'b ( ~ \L.J fn.(t)dt) f(t)dt == L fn(t) ,dt ·
n=1 a a a n=1 /

BEVIS. Det n'te afsnit i r~kken (3) okan if¢lge regnereglerne for

integralet skrives

n (Jb \" s: (t\~+- \L 1.. •• ,floJL)

j =1' a J - 0 r
b · n \

= (r f. (t))\dt
· a \ j =1 J

r
b

-- s (t)dt 1Jan

hvor (8)
11

un i.fo rrnt; pa

ex>

er afsnitsf¢lgen for ~ f Idet
11=1 n

I mod f giver Sretning 4~1, at

konvergerer

r b b
lira

Ja
s (t)dt - f11 .

:n~"X) vi a
( f(t)dt

hvilket viser pAstanden. 0

BE~1JERKtJINGn Konk Lue Lorie n i Sre-tning 5.., 4 k an o q s a kart udtrykkes, at

Ln t e qr a Le t; for s umfunk.:tionen kan beregnes ved n Ledvi.s H integration e

SlErrNING5
~ Sa Lad I c JR_.__._--- v~re et begr~nset interval og lad

v~re en f¢lge af C'-funktioner f:lo,~ct
n

saledes, at

(i) der findes Xo E I for hvilket den uendelige r~kke (med kom-

plekse led)
co

~ f. (x O) er konvergenti
n='1 f1



Mat 102, 1981/82 IV.33

00

(ii) den ved ledvis differentiation dannede r~kke

formt konvergent pa I med surnfunktion g: I

L fV
nn==1

-> <t "'

er uni-

co

SA er den uendelige r~kke

surnfunktion f: I ~ ~ I

r f uniformt konvergent p~ I rued en
n=1 n

der 1ige1edes er en C1-funktion og der g&l-

der f' = g, a1tsa

d ( ~ f (x) \ == . ~ d f (x)
dx n=1 n ) n=1 dx n

BEVIS. Det er let at se, at afsnitsf¢lgen (s )
n

for rCEkker1

(s ' )n
00

r f
n

n=1
de

opfylder betingelserne fra S~tning 4.3, idet f¢lgen oaf aflede-

netap er afsnitsf¢lgen for den ledvis differentierede

PAstanden er sAledes en konsekvens af S~tning 4.3. 0

vis begrcensede intervaller henvi.ae s t.Ll benl~rJ(nin.gen efter Scetlling

4 • 3 •

Ved anvendelserne viI det i reglen v~re saledes, at r~kken

00

{

L f pa fo rhand vides a t; vtere unI f o rrnt; konvergent pa I e Vi forn
n=1
mulerer derfor s~rskilt f¢lgende svagere form af s~tningen:

KOROLhz\R 5. 6 • Lad I c: JR VCEre et be q rren s e t; interval. Hvis Leddene

00

2: f I "
[1

11:=:1

00

co

L f n og
n.=1

er uniformt kon-
co

L f 'n
n=1

for r~kJ<.enf L f
1

n
n=

er s umfunkt.Lorien for r aikkenf'

da er sumfunktionenI ,

funktion, ogde?s afledede

vergent pa

co

L f er c1 - f unk t i one r pa I, og bade r&kken
1

nn=
den ved ledvis differentiation dannede r~kke

Der g~lder altsA formlen

i ra:kken

(

00

d ( ~ f (x ) \ =:

dx \n=:1 n )
d

L dx fn(x)
n='l

EKSEMPEIJ. En uerrde lig rcekke af f o rrne n

( "o + L (a cos nx -;- b sin n x )n 11
rl=1

for x E JR 1 ( 4 )
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00

og

00

(b )
n

rv , 34

er komplekse talf¢lger, kaldes en

Antag at r a n
n=1

og L b
nn=1

er absolut konvergente~ Vurderingen

I a cos nx + b s .i n nx I < I a I + I b In n - n n
for x E IR og n E IN' f

viser at r~kken (4) konvergerer unifor~t pA. ill. Sumfunktionen

(
f(x) = a o + L (a cosnx+b sinnx)

n=1 n n
for x E IR

( er kontinuert, idet leddene i (4) er kontinuerte funktioner.

Den ledvis differentierede r~kke er

00

i: (1'1 b cos nx - n a sin nx)
n=1 n n

for x E ill (5 )

og pa samme made som o ven f o r ses, at hvis rCEk]<erne L n a og
n=1 n

~ n b er absolut konvergente, s~ er (5) uniforrnt konvergent ogn
n=1
dermed er f af klasse C1 og der g~lder

(

f' (x ) = L (n b cos nx -- n a sin nx )
n=1 n n

for x E IR.
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§6. Konvergens af f¢lger af afbildnipger~

IV.35

Vi har tidligere, rned henblik P~ begrebet uniform konvergens for

f¢lger af komplekse f unkt.Lorie r de f i ne r e t; pa. e11 mamqde X, studeret

det metriske rum (F(X,t) ,d) , 09 vi skal nu pA tilsvarende m&de

behandle begrebet uniform konvergens for f¢lger af afbildninger af

X Ln d i et metrisk r um , I-Iovedsigtet s k a L vaire at kun.ne be harid Le

f¢lger af afbildninger rned v~rdier i et talrum JRk eller ~k .

Afbildni~~Furnm~t F(X,Y} Lad X vcere en ikke tom ffiCEngde og

(Y,dy ) et metrisk rum~ Mcengden af afbildninger f: X ~ Y betegnes

F(X,Y)

EKSEMPEL. Med denne notation betegner F([O,1],ffi) al tsa nlcengderl

bestAende af samtlige reelle funktioner defineret p& [0,1] e

DEFINITI01:'l e En f¢lge (f ), n af a fb Ll.dn i.nqer f : X -4 Y
n

(altsa

f n E F (X, Y) ) siges at konvergere pun.ktvis rHad grcen§eafbildningel)

f E F(X,Y} , hvis det for hvert x E X g~lder, at punktf¢lgen

(fn(x)) er konvergent i (y,dy) med gr~nsepunkt f(x)

Vx E X: lim fn(x) = f(x)
n·~

altsa hvis

( 1 )

Videre siges f¢lgen (f
r1

) at l«)nvE:.rg~!"~ tl~iformt ~ X mod f

sAfremt (fn) konvergerer punktvis mod f, og konvergensen i (1)

yderligere er "lige hur t.Lq " i a l l.e punkt.er x EX, hvi.Lke t. prcecist

udtrykt betyder, at der til hvert E > 0 findes et NEill

nar blot n > N •

c
sa.

Dette konvergensbegreb - }l1~.~f.2r~ k011ver-..9.ens. pa X-

d(f,g) = min{sup{cy(f(x) ,g'(x)) I x E X},1} ,

kan f o rrnu-:

(2 )
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og pa sarnrne rnade som i beviset f01.- SCEtning 3.3 s e s . at d eren

metrik i F(X,Y)

Lad (f
n)

v~re en punktf¢lge i F(X,Y) Hvis (fn) er kon-

vergent i det metriske rum (F(X,Y) ,d) med gr~nsepunkt f E F(X,Y) "

(

sa findes specielt til hvert e E ]O,1[ et NEill

for alle n E IN rned n > N,o eller

sa d(fn,f) < E-

(
sup{dy(fn(x),f(X) I x EX} < f; for n >. N!

hvoraf

hvilket betyder at (f
n)

konvergerer uniformt pA X mod f

omvendt (f
n)

konvergerer uniformt p~ X mod gr~nseafbildningen

f (E :E'(X,Y)) s& findes til hvert e > 0 et NEill

Vx E X: dy(fn(x) ,f(x» < & for n > N ,

hvoraf f¢lger, at

sup{dy(fn(x),f(X» I x EX} < e for n > N ·(
Dette viser specielt, at d(f ,f) <: E;n

f o r 11 ~ N r a Ltsa at

( konvergerer mod

,rI,1E:~trLkeri d

,,~rgens_
0

X~ '"

f .i det me t r Lake rum (13' (X, Y) jYd)

i F(X,Y) kaldes derfor metriken for unifor~ kon~

EKSElvlPEI.. It Mcen~3"den af afbi Ldni.riqe r med vcerdier i enikk,e t.om del-

rnsariqde Y af eller k<t (forsynet med mak~imumsmetriken, 5e

Og8& nedenfor) er sAledes udstyret med en metrik.

SA:TNING 6. "1. Hvi.s (y,dy) er et fuldsta:ndigt metrisk rum, sa er

afbildningsrurnmet (F (X, Y) I d) et f u.l dst.send t.q t; me t.rLak rUTI1.

BEVIS. F~s af beviset for S~tning 3.4 ved at erstatte ~ rned Y

og den s~dvanlige metrik i ¢ med d y ~ 0
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(

EKSEHPLER. 1) For en v i.Lka r Li.q mcengde X =I: (/) og Y:::: JRk eller

y = <t k (k E IN'), er (F(X,Y) ,d.) et f u Lds tzan d Lqt; me t.rLsk rum.

2) For en v i.Lka r Li.q TIlcengde X * \7> tlg en afsluttet .ikke t.om delm~ng

de Y af :IRk (eller ~k) er (F(X,Y) ,d} et fuldstcendigt metrisk

rum (thi i sa fald er (y,dy) nemlig fuldst~ndigt) ·

Uniform konvergen~_konti~~ite~8 Antag nu yderligere, at m~ngden

X er forsynet med en rnetrik.

Hviskonvergerer mod f E :t'(X,Y) i det me t.r I ske rum (F(X,Y) ,d)

( SETNING 6.2. Lad (fn) vcere en f¢lge i F(X,Y) og antag af (fn)

hver af afbildningerne f
n

er kontinuert ipunktet Xo EX, sa er

f kontinuert i

BEVIS. FAs af' beviset for S~tning 3.5 ved at erstatte ¢ med Y

og metriken i ¢ med d y . D

Idet vi med CO(X,Y} betegner mcengden af kontinuerte afbildnin-

ger af X ind i Y, fas af S~tning 6.2 specielt:

( KOROLLAR 6~3o MCEngden oc (X, Y) er en afsluttet delm~ngde af det

metriske rum (F(X,Y) ,d)

SlETNING 6. 4. Hvis (Y, dy) er e·t fuldstcendigt metrisk rum, er del-

rumrnet (CO (X, Y) I d) af (F (X" Y) , d) et fuldst":CEndigt met.r i s k rUIH.

BEVIS. Dette f¢lger af Korollar 6~3 og S~tning 11.1.11. 0

EKSE.t-1PEL. For et vd.Lka r Li.qt; metrisk ru...'U (X, d x ) og Y = JRk eller

¢k (forsynet med maksimucismetriken) er (CO(X,y},d) et fuldst~n-

digt metrisk rum.

Afbildni~gsrurr~et ~~X,y) Lad igen X v~re en ikke tom m~ngde

og (y,dy) et metrisk rum. I en r2kke tilfcelde er det i (2) optrced

ende supremum endeligt for aIle afbildninger f,g E F(X,Y) , eller
,~
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i det rnindste for de afbildninger fra F(X,Y) som unders¢ges, og

det er da n~rliggende at benytte tallet

sup {dy (f (x) ,g (x)) I x EX} , ( 3)

som "afstand" rnellern f,g E F(X,Y)

ved (2) 0

i stedet for d(f,g) givet

( Tallet (3) er endeligt for f,g E F(X,Y) hvis feeks. de to

(
billedrncengder f (X) og g (X) er begrce11s-ede delmcengder af det rae t.r i.>

ske rum (Y,dy )

Lad Fb(X,Y) betegne mcengden af afbildninger f: X ~ Y med be

grCEnset billedmcengde, d.v.s.

d i arn ( f (X» = s up {dy ( f (x 1 ) r f (x2 » I x 1 r x 2 EX} < oo •

Ved for f,g E Fb(X,y) at scette

d~(f,g) = sup{dy(f(x) ,g(x» I x E X} ,

defineres en afbildning dco : P
b

(X, Y) x F
b

(X, Y) ~ [0 ,co[ , d.er pa sanune

mAde som i beviset for S~tning 3.1 ses at v~re en metrik i Fb(X,Y)

gent i det metriske rum (Fb(X,Y) ,d
oo

) med gr~nseafbildning

f E Fb(X,Y) hvis og kun hvis (fn ) , opfattet som f¢lge i

(F(X,Y) ,d) , konvergerer mod f.

,(
\

(

Videre g~lder (vis det~), at en f¢lge (f )n i Fb(X,Y) er konver-

Pa s arnme made sorn ovenfor indses, at hvis (Y,dy ) er et fuld

stcendigt metrisk rUIn sa er (Fb(X,Y) ,doc} et fuldstcendigt rnetrisk rum.

EKSEIvlPLER. 1) Hvis det metriske rum (y,dy) er b~rcerlse_t, a Lt.s a

diam(Y) < 00 sa gcelcler

F (X f Y) == F b (X, Y)

2) Hvis (X, d x ) er et ~.~!!.1Eak.t rnetrisk rum, sa gce1der

3) For en vi Lk a r Li q ~112rlgde X * 0 og en kompakt ikke torn de lmcengde



4) For et kompa~!: metrisk rum (X,dx) og Y = ]Rk

(CO(X,y),d) et fuldst~ndigt metrisk rum.
co
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(eller <tk ) er (F(X,Y),d )
00

IV" 39

f u Lds t amd Lq t. ..

( e Ll.e 1.- ck ) er

5) For et kompakt interval I c IR (med dell scedvanlige me t.r i.k ) og

kompakt ikke tom delmCEngde Y af
k (eller '(tk)en ill er

(CO (I,Y) ,d) og (CO (I, Y),d ) fuldstCEndige metriske r um .
00

Funktioner med vCErdier i mk eller <t
k . Lad. for et k E IN

V betegne det k-dimensionale reelle (eller komplekse) talrum ]Rk

(eller <tk ) Dette talrum udstyres med maksirnurnsmetriken givet ved

Lad X * 0 v~re en rn~ngde. For en afbildning f: X ~ V betegner

vi med (f 1, ... ,fk) s~ttet af koordinatfunktioner for f hvor

al tsa f.: X -+ IR
]

opfylder

(henhe ¢) for j = 1,2, ... ,k er funktioner som

! (x ) == (f 1 (x) , • • • , f k (x ) ) for x EX.

Vi skal nu behandle f¢lger (f )
-n

af funktioner rue d vcerdier.i V,

J ved h j ze Lp af resultater anvend.t pa de k f¢lger af koordinatfunktio-
\

nero

SlETNING 6.5. En f¢lge af a f b i LdnLnqer f : X -+ V-n
k onve r q e>

rer uniformt.pA X mod ~fbildningen f: X ~ V hvis og ~un hvis for

hvert j E {1,2, ... ,k} f¢lgen af j'te koordinatfunktioner (fn j )

f.
J

\

(!n) konvergerer uniformt pa
for f 0

x mod den j'te koordinatfunktion

BEVIS. Antag f¢rst, at. (f) konvergerer uniformt pa X mod i,
-·n

og lad j E {1,2, ... ,k} og E > 0 V2re givet. Der findes NElli

sA det alle n E ill med n > N g~lder, at

d(fn(x) ,f(x)) < £ for aile x EX.

For a Ll.e n E IN med n > N gCElder sa
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I f n j (x ) -f j (x) I < max l I f n 1 (x ) -f1 (x ) I, · · • , I fnk (x) -fk (x) I}

for alle x EX, hvilket viser, at (f .)
nJ

konvergerer uniforrnt p~

X mod f. •
]

Antag nu ornvendtl' at (f .) for j == 1,2, ... ,k k onve r qe r e r uni-
n]

formt pa X mod f. r og lad f, > 0 vcere givet. Der findes tal
J

(
N1 ' · " · ,Nk E IN sa det for aile n E ill med n > N. (j = 1 r 2 , . 1ft • r k )- J

gCElder at
If. (x ) -f · (x) I < f, for a Ll.e x EX.n j J -

For n > rnax{N 1 , ... ,N
k

} har vi s~

d (in (x ) ,! (x l ) = max l i f
11

.1 (x ) -f1 (x ) I, · · · , I f r1k (x ) -fy~ (x ) I} ~ £

for aile x EX, hvilket viser, at (f) konvergerer unifo~mt p&-n

X mod f ~ 0

Lad nu I = [a, b] vcere et kompakt. Ln t.e r va L i :ill..

af kontinuerte afbildninger f : I -?' V ,-n altsa

For e~ f¢lge

f E cO (I,V)
~rl

(

sam konvergerer uniformt pa I mod afbildningen f: I ~ V (sam

ogs~ tilh¢rer CO(I,V» g~lder, at f¢lgen af integraler

(J~ in{t}dt) . sam er en f¢lge af elementer iV, konvergerer

mod J~ !(t)dt E V, altsA

b b
lim J !n(t)dt = J i{t)dt
n~ a a

(V er forsynet med rnaksimumsmetriken) .

Dette f~s af S~tning 4~1 ved at betragte koordinatfunktionerne

for f-n og f .

(eller

lad (!.rl) nE IN VCEre

f E C 1 (l,V))
-n

er konvergent i

Lad I c ill. varr e e t; v.i Lk a r Li qt; in.terval og

f¢lgeaf c1- a f b i l dn i n g e r f: I ~ V (alts~-nen

l Hvis der findes to E I s~ f¢lgen (!n(tO»nElli

V og tillige f¢lgen (i~)nElli konvergerer uniformt pA I
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(

(

l

blot for ethvert begr~nset delinterval J c I konvergerer uniformt

pa J) mod gr~nseaf9ildningen g: I ~ V, sa findes en afbildning

f E C
1

(I,V) sa (!n)nEID for hvert begr~nset delinterval J c I

konvergerer uniforrnt pa J mod f og f opfylder f' = ~ .

Dette fas af det ti1svarende resultat for komplekse funktioner

pa I, S~tning 4.3, ved betragtning af koordinatfunktionerne~
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IV.1 .1. Lad (f) v~re en punktvis konvergent f¢lge af funktioner
n

f : I ~ JR, hvo r I c JR er et Lrrt.e rva I , med g:r<EnSeftll1.ktionn
f: I -,~ JR., Vis, at hvis f er voksende for 11 E IN (d c v v s ,

n
x ,x' E I , x < x' ~ f (x ) < f (x')) sa er f v ok s end e tvn n

(

IV.1.2. Lad (fn) og (g) v~re punktvis konvergente f¢lger af
n

funktioner f ,g : I .~ JR, hvo r I c JR e r et Ln t.e rva I r med grcen
n n

sefunktion f henhoLd svLs g. Vis, .at; hvi.s f < g~", for n E ]t~
n - 11

(deV.S. fn(x) ~ gn(x) for aIle x E I) sA g~lder f ~ 9 ~

f (x ) =
n

2) 4 '
1+n Ix I

nx 2
4) f (x) = ---2---

n 1 +n l x I

2x
1 +n l xl

3n x= Un4x 2

Unders¢g nedenst&ende f¢lger (f) af funktioner
n

:rn. rued henblik pa punkcv i.s og un i.fo rm konvergens
3n x

f (x)
n

3 )

1 )

IV • 1 .3 ..

f : JR ~
n(

IV.1.4. Vis, at den ved

1'+x
4

f n (x ) === --2--'---~4 f o r x E 1R, n E 1N t

(1-~x ) (n+x )

definerede f¢lge af funktioner f~: m ~ lli ~onvergerer uniformt
.t1

~od funktionen 0 ,

f
IV III 1 .5. Vis , at gra:;n,sefun)<tionen f: ] 0, 1 [ ~ <t for en u n i.f o rmt;

konve:rgent. f¢lge (f) af uniforrnt. kontinuerte f u nkt Lone r
n

f : ] 0,1 [ ~.' ~~ selv er un Lfo rm t. kontinuert.
1"1

(
IV .1 .6. En f oLq e af fu nk t i.one r f n: [0,1] -) JR k a Ld e s stigende,

hv Ls t.aLf'o Lq en (f (x ) ) er voks ende for a Ll.e x E [0,1] • Angivn .
en stigende, punkt.vis konverqerit; f¢lge af kontinuerte f u nk t.Lone r

fn: [0,'1] ~ lR, saledes at g'raenSefU!lkt.ionen f: [0,1] .~]R ikke

er begr~nset"

IV "1 " 7 • Lad

tal, og lad
a1 ' a 2 I • " •

g ~ JR-~ 1I<" n

v~re en f¢lge af parvis forskellige reelle

vcel-:-e den ved

f O for x < a
g n (~< )

- n
= L ~-n

2 for x > a
11

besternte funktion. V.~'.s 1 at f¢lgen af funktioner
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f = g1+ ... +g : m ~ m konvergerer uniformt mod en rnonotont vok-n n
sende funktion f: ~ ~ ~, som er diskontinuert i ethvert af

punkt e r ne an og kontinuert i ethvert punk t; x E JR ,{a1 f a 2 f." ~}. ~

Vis endvidere, at der L hvert af punk t.e r ne a gcelder
n

= f(a )
n

og f(a +0) = f(a) + __1
n n ~n

L

(

Bestem endelig gr~nsev~rdierne lim f(x) og lim f(x) .
x~-oo x~+~

IV.1.8. Vis, at den ved

f : :ill. ~ lR er uniformt konvergent.
n

definerede f¢lge af funktioner

(
f (x) =

n
1+ex

( '1 +x 2 ) (n+ex )
for xElR,nEJN,

IV.1.9. Lad F: [0,1] x ]0,1] -+ JR vcere en uniformt kontinuert

funktion 4> Lad for 11. E]N' fu nk t Louen g : [0, 1 ] -4 JR veere g i vet ved
n

1
g' (x) = F{x,-) •n n

Vis, at f¢lgen (g) er un i.f'ormt; konvergent ..
n

(

(

IV.1.10. Lad F: E ~ m v~re kontinuert og lad (fn) v~re en

uniformt konvergent f¢lge af kontinuerte funktioner f [0,1] ~llin
Vis, at. f¢lgen. (Fof) af f unk tLorier FbI : [0, 1] -+ JR er u n Lf o rm t;

n n
korrv erq errt .

IV III 2.1. Be r eq n f¢lgen afBerrlstein poLynorn i.e r for f u nkt.Lonen
3f: [0,1] ~JR gi'{,ret ved f(x) == x g

d e t; n t te Berns·t.ein po Lynom Lum for' f sa gcelder

IV .2 . 2 4t Vis, at, hvis f . [0,1] -)- JR er k.on tinuert og q betegner
n

min f < qn(t) ~ max f for t E [0,1] 0

rJs2.3 .. Bet.raq t.v fo r n E IN ()g' j E {O,1, ... ."n} funktionen
np .: [0, 1 ] --:; 1R givet. ved
J

Find
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sup{p;<t) I t E [O,1]} .

Vis, at hvis (k) er en f¢lge af na t.u r l.f.qe tal for' hv I l k e n d e rn.
findes c E ]O,~[ Sa

nPk (t) ~ 0 uniformt pA [0,1] for n ~ ~ ·
n

sa g~lder

en < k n < (1 -c ) n for n = 2,3, ... ",

n!

(

(

Vink. Man kan benytte at

lim
n+~ -n

n~ ne
(§_t.irli.ngs formel)

(

1\7 .3 .1. Vis , at afbildningen af ('F b (X , (t) ,d
co

) ind i JR g i vet ved

f ~ sup{ If (t) I I t EX}

er kontinuert.

Ang iv en f¢lge (f
n

) i F b ( [ 0, 1 ] r d~) s om er punk t.v is konv e r-qen t

rned gr~nsefunktion f E Fb ( [ O, 1 J , Q) og s~

sup{ Ifn(t) I I t E X} ~ sup[ If(t) I , t E X} •

IV.3.2. Vis, at der v ed

!Ifli = d (f,O) for f E Fb(X,d~) ,
0')

(
def ineres en no rm pa v ekt.o r rumme t; (cf. 0velse II.1~20)

IV.3.3. Lad (X,dx ) v~re et metrisk rum og lad f: X ~ tt v~re

diskontinuert. Find et tal r > 0 sA aIle funktioner tilh¢rende

d.erl apne kug le

K (f , r ) ::.: {g E E"V (X , (c )

er diskontinuerte~

d I f s q ) < r l

IV.3.4. Lad f: [0,1] ~ m v~re en funktion og antag at f ikke

(I er monotont voksende (d.v.s. 3x 1 , x 2 E [0,1]: x 1 < X 2 A f(x 1) >

f(x 2 ) ) • Find et tal r > 0 sA m~ngden

{g E F([O,1],]{) I d(f,g) < r l
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bestAr af funktioner der er ikke-voksende.

0velser IV. 4

IV.3.5. Lad I c m v~re et begr~nset afsluttet interval og lad

(f
n)

veere en f¢lge i cO (I, JR) sam konvergerer punktvis mod en
ofunktion fEe (I, JR)., Vis, at hvis for hvert : x E I t.a l f e Lq en

(f (x)) er monotont voksende sa konvergerer. (f) uniformt pa I
n n

mod f. (Hvad kan man slutte hvis (f (x)) er monotont aftagende
11

for aIle x E I ?)

( Vink. Beviset kan f¢res indirektee Antag at talf¢lgen (an) hvor

()( sup{f (-f:) -f (t) i t E r l
n n

ikk~ konvergerer mod

af (ex) sa a > En n
sa P

o ..
for

Sa findes

P E IN •

e > 0 og en delf¢lge

Dern~st v~lges x E I
n p

(ex )
n p

f(x ) .-·f (x ) =
n n 11

p P rJ
ex

n p
for P E IN Q

F¢lgen. (x ) liar erlkonvergent deLfe Lq e med grCEnsevcerdi x E I ·
n

p
Nu kan man na til en rnodstrid med at fn(x) ~ f(x) for n ~ ~

IV .3 .6. Betragt f¢lgen (u) af fu nk t.Lorie r u : [0, 1] -4' ill. f ast-
n n

lagt induktivt ved u
1

(t) = 0 for t E [0 11] og

u
n
+

1
(t) = un(t) +; (t-u~(t)) for n E ill og t E [0,1].

Vis, at (u )
n

Vink.

konvergerer u n i.f o rmt; pa [0 f 1 ]

Benyt foregaende opgave.

mod fU.nktionen

IV • 3. 7 I»

a t; f¢lgen

Lad (ex) og
n

(f) hvor
n

v~re f¢lger af reelle tal og antag

f (x) = a x + p for x E [0,1] 1n n 11

konvergerer punktvis mod en f unktLon f; [0, 1 ] ~ 1R. Vis, at d.er

find e sex, a E IR sa.

f(x) ox + B for x E [O,1]~

IV.3.8. Lad f: m ~ m v~re en funktion, og betragt f¢lgen

af funkti.oner f : JR ~ JR givet "led
n'

(f )
n

f (t)
n

'1f (t·t-~)
n
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Vis, at hvis f er kontinuert sa konvergerer

f.

(f) punktvis mod
11

Angiv en diskontinuert funktion f sA
mod f.

(f) konvergerer punktvis
n

Vis, at hv is f er unifonn t kontinuert sa konve r q e r e r

f o rm t. pa :rn. mod f .

(f) uni
n

Angiv en diskontinuert funktion f sa
mod f.

(f) konvergerer uniformt
n

IV.4.1. Lad

unifonnt mod

(f) v~re en f¢lqe i CO([O,1],~) der konvergerer
n a -

fEe ([O,1] ,(C) • Vis, at

r1 _1 r1
J

O
n fn(t)dt ~ J

O
f(t)dt for n ~ 00 •

IV.4 .2. Lad f: lR. -+ Q~ vcere kon t.Lnu e r t; og lad

af f u nk t.Lorie r f : JR --t CC givet vedn

(f) v~re f¢lgen
n

f (x)
n

1
fn= n f(x+t)dt u

J0

kon-(f )
n

og atn E :INfor' a Ll.eVis, at f er af klassen
vergerer punktvis mod f .

Vis, at (f n ) konve r qe r e r unifonnt pa IR mod f hv Ls f er uni

formt kontinuert.

(

'IV.4.3. Lad f: [a,b] x [c,d] -;. t! VCEre kon t Lnue r t, pa pr-odu k t.mzenqd eri

af to afsluttede begr~nsede intervallera

Vis, at funktionen g: [c,d] ~ ~ givet ved

g(t) r
b

-- f{x,t)dx
Ja

for t E reid]

er k.orrt.Lnu e r t; . Vink. Udnyt at f er u n i.fo rm t; k ont.Lnu e r t. ti.l at

vise at hvis t n E [c,d] opfylder t n ~ to s& g~lder

VCEre en f¢lge af

Vis, at f¢lgen af

og lad h
n

E [c,d] .

t E [c,d]

og ·t+·h.
n

f ( · , t n) ~ f ( · , to) un i. formt Pa [a , b ]

aft , at: [a, b] x [c, d] ~ q:har en partiel afledet efterf

som er kontinuert. I,ad

tal h E lR sa h ~ 0
n .~l

differenskvotienter

Antag, at

l'
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f ( · , t+h ),-f ( It , t)
n
h'

n

konvergerer uniformt pa [a,b] mod

Vis, at g er differentiabel og at

0velser IV.6

g' (t) ~t f(x,t)dx for t E [e,d] G

IV . 4. 4 .

tragt

Lad [a,b] vcere et begrcenset.afsluttet interval og be
o

fEe ( Ja , b l , et ) • Vis, a t hv L s

(
J

b
f(t)p(t)dt = 0

a

for aIle polynomier p sa er f(x) = 0 for aIle x E [a,b] ·

IV.4.5. Lad I c m v~re et begr~nset afsluttet interval~ Vis, at

funktionen d
1:

~1 (I,lt) x c ' (I,C) ~ lR givet ved

d
1

{f , g ) =d (f,g) +d (f',g')
00 00

for
1f,g E C (I,'!) ,

er en rnetrik i 1
C (r,ce) • Her be·tegner

for tp,lJ; E

i Vis, at; en
l rer mod f

0

I modpa

Vis, at det

d
eo

(tp, 1jJ) = sup { Iw (t.) ~1jJ (t) I I tEl} « (0)

o
C (1,4:) •

1
f¢lge (fnJ i det metriske rum (C (I,¢),d1) konverge-

(E C1(I
f
( t) ) hvis og kun hvis (fn) konverger~r uniformt ..

o d f' .f og tillige (£1) konvergerer unifonnt pa I rno '
1

n
metriske r~ (C (I,¢),d

1)
er fuldst~ndigt.

af funktionerIV • 5 • 1 •

ved

Lad f¢lgen (f )
n

f (t)
n

1
= fn

La
for

f : JR ~]R vcere q i ve t;
n

t E [n,n+1 [

ellers .

Vis, at den uendelige r~kke

00

2: f er uniformt konvergent.
n==1 n

IV . 5 .2. Lad

f:JR~JR
n

( f ) v~re en f~lge af kontinuerte funktionern YJ

som opfylder

f (t) = 0 for alle t ~ [n,n+1] ·
n
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Vis, at den uendelige r~kke ~ f er punktvis konvergent og at
n

aumfu nk t.Lorieri er kon t Lnu e r t . n==1

IJad talf¢lgen (a )
n vcere givet ved ex = sup{ I f n (t.) I

n
t E JR}

Vis, at

n --. (X') ..

L: f.. n
n=1

er uniformt konve~gent hvis og kun hvis ex -..;.- 0
n

for

IVo5~3. Vis, at den uendelige r~kke

00

r 1 sin x
n=1 n n

for hvert a>O er unifoImt konvergent pa intervallet [-a,a] ·

Vis , at reek.kens sumfunktion f: JR ~ JR er af klasse cO:>

IV.5.4. Vis, at den uendelige r~kke

L
n=O

sin

er uniformt konverqen t, pa :m a

Vis, at rCEkkens sumfunktion f tilh¢rer C
1

(lR)
TT

I
2

Ud:r:lf.gn .. f (t)dt •
-. 0

og find f' (0)

IV.S.S. Vis, at den uendelige r~kke

00

L
n=O

er u n Lfo rmt .. konverqen t. pa :rn. CJ

Vis, at sumfunktionen f: m ~ m ikke er differentiabel i o. Ud
11

J
2
0

regn f (,t)dt. al

IV.5.6. Vis, at den uendelige r~kke

i:
n=1

2 2-un X
rlX e

er punktvis konve rqent, pa JR.

Vis 1 at rce](ken konvergerer uniformt pa e t.hve r t; begrcenset a f s Lu t.t.e t.

interval [a, b ] SOIn ikke indeholder O.

( Vis, at sumfunktionen er kontinuert pa m,{O} men ikke kontinuert
"'--

i punktet O.
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IV • 6 • 1 • Lad X VCEre en endelig ikke tom rncengde og ~f ) en f¢lge~ D.

af afbildninger f : X -+ Y hvor (Y , d y ) er et metrisk r um .n
Vis, at (fn) konvergerer un i f o rmt; pa X mod f : X --+ Y hvis

(og kun hvis) (fn ) konvergerer punktvis mod f G

IV.602. Lad X v~re en ikke tom rn~ngde og lad

synet med den s~dvanlige metrik. G¢r rede for at

og at

Y = ]O,1[

F(X,Y) ==

VCEre for-

Fb(X,Y)

d (f,g) = d(f,g) for f,g E F(X,Y)
00

Vis, at (F(X,Y) ,d) er ikke fu1dst~ndigt.

f IV.6.3. Lad X v~re en ikke tom m~ngde og (Y,dy ) et fuldst~ndigt
metrisk rum.

Vis, at (Fb(X,y),d~) er fuldst~ndigt.

Vink: Udnyt f. eks ., at (E' (X', Y) , d) er fuldstrendigt til at vi se , at

en fundarnentalf¢lge (fn) i (Fb(X,Y) ,d
oo

) opfattet som f¢lge i

(F(X,Y) ,d) er konvergent og start med at vise at gr~nseafbildningen

f (E F (X, Y) ) faktisk tilh¢rer Fb.(X, Y)

IV. 6 . 4 . Lad X,*,0 vzer e en mzen qde og lad f: X -+ JR
k

og-n
f: X -+ IRk veez e afbi Ldni nqe r .

Vis, at (f) konvergerer punktvis pa X mod f hvis og kun-n
hvis for hvert j E {1, ... ,k} f¢lgen (f.) af j'te koordinatfunk

nJ
tioner for f konvergerer punktvis pA X mod den j'te koordinat-n
funktion f. for f.

J

( IV.6.5. Lad (!n) v~re en f¢lge af parameterfremstillinger

f : [0, 1] -+ IR2 af klasse C1 for plane kurver y og antag, at-n n
f (0) = (0, 0) for aLl,e nE IN' og at f¢lgen (In' ) konvergerer uni r-n
forrnt pA [0,1] ~

Vis, at f¢lge11 (in) kcnve r qe r-e r uniformt pa [0 g 1] mod en

parameterfremstilling f: [: I 1] -+ IR
2

af klasse C1 for en plan

kurve y, og at der f o r Lsmqde r ne L ( · ) af k urver ne gcelder

Betragt nu f¢lgen (f) givet ved-n

f (t) = (t, -n
1

sin(nnt) for t E [0,1] .-n
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Vis, at (f) konvergerer uniformt pa-n
meterfremsti11ing for en rektifikabel kurve

kurvel~ngderne g~lder

[ 0 , 1 ]

y ,

0velser IV.9

omod en C -para-

og at der for

r1 /1 2
= V" + (cos (TIt)) dt > L(y)

J0

(

(

(

for a Ll.e n E lli .
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KAPITEL V

ELEMENTJERE FUNKTIONER, POTENSRlEKKER OG FOURIERRJEKKER

Indhold:

§ 1 • Potensrcekker. Almen teari. . • . .. . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 1
Konvergenscirkel (1), Uniform konvergens (5), Ledvis
differentiatianog integration (6).

§2. Eksponential-og logaritmefunktion. Potensfunktioner. 11
Logari t.meEunkt.Lonen (11) , Logari tmefunktionermed vil
karligt grundtal (14), Eksponentialfunktionen (15),
Eksponentialf-unktionen i det komplekse (18), Patens
(19), Eksponentia1funktioner med vilkAr~igt grundtal
(20), Poceris funk t.Loner (2 2), St¢rre1sesorden (27).

§ 3. De trigonometriske funktioner ••••••..••..•..•• e • e_'. •• • • 30
Cosinus og sinus (30), Eulers forml~r (33) ~ Tangens og
cotange~s(39),Kritikaf skolematematikkens behandling
af de t.rLqonome t r.t ske funktioners differentiabili tets
forhold (40).

§4. Arcus funktionerne. De hyperbolske funktioner .••..••. 42
De trigonometriske funktionersomvendte funktioner:
Arcus funktionerne. (42), Hyberbolsk cosinus og hyper~

bolsk sinus (47), Hyperbolsk tangens og hyperbolsk CO~

tangens (49), Formler for de hyperbolske funktioner
(51 ) •

§s. Potensrcekkefremsti11inger. Eksempler og anvendelser 52
Potensrcekkefremsti11inger (52), COO-funktioner, der-ikke
kan fremstilles ved potensr~kke (58), Funktioneraf
formf (x) /g (x) (60) ,Tilncermet beregning af e· oq rr
(61) •

§ 6 • Four i errcekke r e e e • • • •• • •• • • • • 63
Definitionaf Fourierrcekker (63), Fourierrcekkens kon
vergens (67), Punktvis konvergens (69), Integrationog
differentiation af Fourierr~kker (70), 'Uniform konver
:gens (72).

0velserV.1-V.16.
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§1. Potensr~kker. Almen teori.

De e1ement~re funktioner som eksponential- og logaritmefunktion,

potensfunktioner, trigonometriske og hyperbolske funktioner (se sene

re i kapi tlet), savel sam funktioner dannet ud fra disse ved sammen

s~tning og ved de almindelige regneoperationer, kan alle fremstilles

ved potensr~kker, dvs. r~kker af form

(
+ ....

i hvert fald i et interval omkring e t.h.ve r t; indre punkt X o i de

finitionsm~ngden. Dette v~re sagt for straks at give en fornemrnelse

af r~kkevidden i studiet af potensr~kker. Det er her underforstaet,

at X o E ill. , og at x er en reel variabel; potensrcekkerne kommer

dog f¢rst rigtig til deres ret i det komp1ekse, rnen det kan vi kun

i begr~nset omfang kornme ind pa i dette kursus.

I §1 behandler vi potensr~kker alment, indledningsvis i det kom~

plekse.

DEFINITION. Ved en potensr~kke forstas en uendelig r~kke af formen

00
i

I e1ler .... 0 ,

ka1des potensr~kkens

(

(

hvor

kompleks variabel.

koefficienter.

Ta1lene

er kornp Lek s e tal, medens z er en

For sirnpelheds skyld viI vi i de f¢lgende a

holde os til tilf~ldet Zo = 0, hvor r~kken er

ne betragtninger

00

L
n=O

na z
n

eller + ... +. na Z + It.

n

Resultaterne kan umiddelbart overf¢res til det generel

Konvergenscirkel~ Vi viI unders¢ge konvergensforholdene for en
00

potensrcekke l:
n=O

For z = 0 ,

na z
n

a o + 0 + . · . + 0 + · .. , er der sf.;lv-
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f¢lgelig konvergens, med sum a O • For et givet z E~'{O} er det

n~rliggende at anvende rodkriteriet (8. r.67) pa r~kken

al t.sa 5e pa

co

r
n==O

na roy
c.n

lim sup (n~-. I z I)
n

ll~

== I z \ · lim sup nv'Tan I .
n~

Idet vi sCEtter L::.:: Li.m sup n~
nn-KlO

( de: IJ == 0 , 0< L < oo og I,::.:: 00

skelnes mellem tre tilf~l-

I t.Ll f e Ld e t; L = 0 giElder for e t.hve r t; z E <C, at.

t n f n
lim sup via z I = lzl · 0 =nn-KX'J

o < 1 ,

00

nog dermed at L a z
n=O n

I ti IfCEldet L == (X)

er absolut konvergent.

qzeLde r for e t.hve r t; z E <C '" {O } at

er

og dermed at L a zn
n=O rl

I ti Lfre Lde t; 0 < L < 00

er divergent.

lim sup n/1a zn\ == [z l- L ~ 1 ,
n >

n~

efter

er derfor absolut konvergentna z
11

00

RCEkken<I z I = 1/L .
>

L
n=O

for hvert z E <C med I z I < 1/L og divergent for hvert z med

som(

Izl > 1/L. For Izi =1/L giver rodkriteriet ingen oplysning.

Vi samier resultaterne i f¢lgende hoveds~tning:

gende tre tilfrelde:

SlETNING 1.1. For enhver ,potensr~kke

00

L
n==O

na zn
indtr~der et af f¢l-

1) Rcekken er absolut konvergent f or h.vert Z "E c .

2) Der findes et tal p, 0 < p < 00, s a Lede s at rcekken er a b s o>

lut konvergent for b.vert z E <C rned I z I < p, dvs. for hvert

punkt z i den aben cirkelskive {z E <C liz I < p}, diver-

gent for hvert z med I z I > P .
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3) Rcekken er kun konvergent for z = 0 .

I tilf~lde 2) kaldes tallet p konv~rgensradius for potensr~k-

00

I

og i tilfcelde 2)

1
- = 0 har manco .

p = 00

1o =:: 0:> og

kaldes konvergenscirklen.{z c e I Izi <p}og
na z

n
L

n=O

tilf~lde 1) taler man om konvergensradius

ken

om konvergensradi us p = o. Regner man

sa i aile tilf~lde

n rt=--
P = 1 / lim s up v I a I •n

n~

{

t I praksis viI man aftest s¢ge at bestemme p ad anden vej end

ved denne formel. Saledes giver f¢lgende regel, der bygger pa kvo

tientkriteriet, ofte en simpel bestemmelse af p.

Ia~+1 I -- c E m*
n n-KXJ

SlErrNING 1. 2 .

a * 0 ogn

Hvis potensr~kken

00

2:
n=O

n
a z

n
har aIle koefficienter

If¢lge kvotientkriteriet (8. 1.67) er rcekken L
n=O

konvergent i et punkt z * 0 hvis clzl < 1 ,

z * 0 41
for

a zn da absolut
n

og divergent i z,

00

n+1

Ian+1 Z I --_....-, clzla zn n
f¢lgerAfBEVIS.

sa er konvergensradius p = 1/c

a
I ~~I -+ c

n

(

hvis c I z I > 1 . D

BEMmRKNING. I tilf~lde 2) kan r~kken v~re konvergent i aIle, i visse

eller i ingen punkter pa konvergenscirklens rand~

00
n n

EKSEMPLER. Potensrcekken L zeller 1 + z + .... + z +... er for
n=O

hvert z Etten k vo t.i.errt.rekke med kvotient z , altsa konvergent

hvis og kun hvis I z I < 1, 5e s , 1.65. Potensrcekken ha.r saledes

konve r qens r-adi, us p = 1 , som det. ogs& frerngar s ave L af Scet11ing 1.2

som af det alrnene udtryk for p. Den er divergent i aIle punk t e r

af konvergenscirklens rand. I konve r qens c i.rk Len {z E ~ I I z I <1} har

den s umfunkt.Lonen 1 / (1 - z)

00

1 L zn = 1+ Z + ... + zn + " ..T-=z =
n=O

for I z l < 1 it
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er kon-1 n1 + z + ... + -I; Z + ....n.
eller

thi

00

Potensrcekken 1 n
r: n! Z

n=O
vergent for echver t; z E <C ,

1 1 1
(n + 1 ) f / n ~ == n + 1 -. 0 for n ~ co ,

Den er altsA divergent for ethvert z 4: 0

if¢lge S~tning 1~2.
00

for potensr~kken L
n=O

p=1/0=oo
p == 1/00 = 0

hvorfor konvergensradius

Tilsvarende findes

00

00

Det er klart, at po t e n sr-ekkerrie I:
n=O

na z
n

og
00

L
n=O

n-i-1
a z

n
dvs ~

(
n

L a 1z er konvergente i de samme punkter. For det enkelte
n=1 n-
z E <t,{O} er jo blot hvert rCEkkeled rnultipliceret med t.a Ll.e t; z .

ex>
nTilsvarende gcelder r~kken L caz for vi.Lk a r Li.q t; c E <t,{O} .

n==O n
Om summerne i et konvergenspunkt z g~lder

00 00
n-t l

00

L
n

L z nz· an z == anz = a z
n=O n=O n=1 n-1

00 ex>

L
n

L
nog c · a z == ca z

n=O n n=O n
, i

00 00

Har pot.ens rtekkerne L
n

L b
n

korrve r-qen s r adLe ra z og z p
n=O n n=O n

00

0

2:
n konvergent for hvert medog a , sa er (a + b ) z z

n=O n n

Iz I< min {p , a} og

·00

L
n=O

na z +
n

00

2:
n=O

00

n
2: (a +b )z

n=O n n
for I z I < min { p , a} w

00

SJETNING 1.3. Lad potensr~kkerne L
n=O

n
a z

n
og

00

1:
n=O

have pos.i.-

tive konvergensradier p og a, og lad sumfunktionerne v~re f(z)

og g(z) Produktet £(z)g(z) fremstilles da i cirkelskiven

{z E et I Izi < min{p,o}} ved potensr~kken

00

:E
n=O

11
C Zn hvor

BEVIS. For hvert zEct med I z I < min { p , o } er rcekkerrle 2;
n=O
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'(X)

og L b zn absolut konvergente med summer f (z ) og g (z) Ved
'n=O n

Cauchy multiplikation (S~tning 4.9, s. 1.77) f~s da

f(z)g(z)

=

(X)

L
n=O

nc z
n o

(l Uniform konvergens. Med S~tning 1.1 er den punktvise konvergens af

en potensr~kke klarlagt. Vi skal nu se pa sp¢rgsmalet uniform kon~
ex>

vergens. Det skal straks bem~rkes, at en potensr~kke L a zn med
n==O n

konvergensradius p > 0 ikke i almindelighed er uniformt konvergent

i he Le konvergensci rklen {z E <J: I I z I < p} It

P n
EKSEMPEL. Da hvert afsnit L Z

n=1
grcenset i konvergenscirklen {z E <t

1/ (1 - z) ikke er det, sluttes, at

gent i sin konvergenscirkel.

co

af potensr~kken L zn er be
n=1

I z I < 1}, medens s umf unkt.Lonen
00 n
L z ikke er uniforrnt konver-

n=1

( Der gCElder irnidlertid f¢lgende

00

SlETNING 1 It 4. En potensrcekke L a zn med konvergensradius p > a
n=O n

er uniforrnt konvergent i enhver afsluttet cirkelskive

{z E <C I I z 1 ~ r}, hvor 0 < r < p •

absolut konvergent. For ethvert n E ilia

121 < r gcelder

BEVIS. Da punktet r tilh¢rer konvergenscirklen, er r~kken

og ethvert z med

00

L
n=O

ra r
11

Potensrcekken har al tsa i cirke lskiv eri {z E <t I I z 1 ~ r} den korive r-:
00

gente majorantrcekke ~ la Irn , og pastanden f¢lger af majoran't~
Yl=O n

kriteriet (s. IV.31). 0
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co

KOROLLAR 1.5. Sumfunktionen for en potensr~kke L a zn ~ed kon
n=O n

vergensradius p > 0 er k.ont.Lnue r t; pa korrve r qen s c Lrk Len

{z Eet I l z l <p}

BEVIS. Da potensr~kkens led er kontinuerte funktioner, giver S~t-

ning 1.4 i forbindelse med S~tning 5.3 s. IV.31 umiddelbart, at surn-

.funktionen er kontinuert i enhver afsluttet cirkelskive

( {z Eet I Izi ~r} med 0 <r -c p , Men dette Lndebeare r , at s umfunkt.Lorien

er kontinuert i aIle punkter ~ af konvergenscirklen: For hvert

{ punkt r; i denne findes jo et r, s a Le de s at I r; I < r < p. Punkt.e t;

~ Iigger da i det indre af {z E et I I z I ~ r} og kont.Lnu i.t.et. er jo

en lokal egenskab. o

Ledvis differentiation 09 integration. Det n~rmere studium af sum-
ex> n

funktionen for en potensr~kke L a z rned konvergensradius
n=O n

p > 0 betragtet pa konvergenscirl<len ho r e r hjemme i den. kom.plekse

funktionsteori. I det f¢lgende indskr~nker vi as til studere sum

funktionen pA intervallet ]-p,p[ . For at dette skal springe i ¢j

nene, viI vi betegne den variable med x.

(
co

For en potensr~kke L
n=O

bel, rnedens koefficienterne

a x n betragtet med x som reel varian

a
1,a2, ... fortsat kan v~re komplekse,

(

kaldes p ogsa konvergenstallet og for p >0 kaldes ]-p,p[ for

konvergensintervallet.

00

SlETNING 1 .6. En patens rreJ<.ke 2:
n den ved ledvis differen-anx og

n=O
00 n-1tiation dannede potensrcekke L na x har samrne konvergenstal ..

n=1 n

BEVIS. Da nyn -+ 1 for n -4 00 , 5e s . 1.45, gcelder

lim sup nv'1 na I
n

n~

= lim sup (nyn . nvra=t)
n

n~

00

== lim sup n~ •
n4O:)

n nDette viser, at L a x og L na x har sarnme konvergenstal.
n=O n n=O n

Og det er kla+t, at den sidste r~kke er konvergent i de samme punk-

ter x E :rn som
00

L
n=1

n-1na xn
jf .. s. Vib 4 •
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Med denne hjcelpesCEtning til radighed er vi nu i stand til at an-

konvergensintervallet ]-p,p[ for en

vende Korollar 5.6 s. IV.33 om ledvis

konvergenstal p > 0 men pa ethvert
00

differentiation, ikke pa se1ve
co

potensrc.ekke L
n.

rnedanx
n=O

interval ]-r,r[ med o < r < p

Pointen er, at ikke b10t L a x n men og5a den ledvist differentie-
~ n=O n

rede r~kke L a nxn- 1 er uniformt konvergent i ]-r,r[, if¢lge
n=1 n

SCEtning 1.6 og 1.4. Vi slutter da, at sumfunktionen f(x) for

L
n=O

na xn er differentiabel i hvert punkt x E ]-r,r[ med f (x) =

~ n-1
L na xn

n=O
for hvert

Da differentiabilitet er en lokal egenskab, og da der

x E ]-p,p[ findes e t; r, hvor 0 < r < p og x E ]-r,r[ ,

holder resultatet imidlertid for hvert xE ]-p,p[ . Hermed har vi

vist:

00
n

SJETNING 1. 7 . For en potensrcekke L a x med konvergenstal p > 0
---------.- n=O n

er sumfunktionen f(x) differentiabe1 i hvert punkt x af konver-

00 n-1
gensintervallet ]-p,p[ med £' (x) = L a nx kart

nn=1

~(~ a xn\ =
dx n=O n )

EKSEMPEL. Af

00

L
n=1

n-1na x
n

x s ]-p,p[ •

{
\

f¢lger

1
1-x

00

= L
n=O

n
x

2 n= 1+x+x + ... + x + •.. , xE ]-1,1( ,

1
2( 1-x)

00

= L
n=1

n-1nx
n-1= 1 + 2 X.·+ ••• + nx + . .. , xE ]-1,1[ .

Resultatet i SCEtning 1.7 kan straks anvendes pA den ved ledvis

differentation dannede potensr~kke

findes ved induktion:

00

L
n=1

n-1
na x

n
lviere generelt

l S~TNING 1.8. Sumfunktionen

co

f(x) = L anxn = a O +a
1x+

... +anxn+ •.• , x E ] ..... p,p[ ,
n=O
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for en potensr~kke med konvergensradius p >0 er en COO-funktion pa
konvergensinterval1et ]-p,p[ . For ethvert p E ill teer dens p

afledede lig med sumfunktionen for den ved p gange ledvis diffe-

rentiation dannede r~kke, altsa

00

n-p
~ n(n-1) ••• (n-p~t-1)a x

nn=Fp
= (p+1): (p+n)! n

p: a p + 1 : a p+1x + · .. + n : a p+n x + .•.

f{P) (x) =

(

00

r
n=O

f (n) (0)

n~

n f I (0)
X = f(O)+ 1~

f(n) (0)
X+ ••• + n !

n
x + ...

funktionens Taylor r~kke h¢rende til punktet O. (8ml. III.§3.)

(

De element~re funktioner, hvor 0 er indre punkt i definitions

m~ngden, fremstilles aIle i et st¢rre eller mindre interval ornkring

o ved deres Taylor rrekke, som vi skal 5e i de f¢lgende paragraffer.

Men lad det v~re sagt straks, at dette ikke g~lder for COO-funktioner

i almindelighed. Her er Taylor r~kken blot, som Korollar 1.9 viser,

den eneste chance for potensr~kkefremstilling. Eksempler pa en

COO-funktion f, hvis Taylor r~kke er konvergent pa hele JR~ men

ikke har summen f(x) i noge.t punkt x E m,{O}, v i.L blive givet i

§s.
00

n
KOROLLAR 1. 9. En potensrcekke L a x med konvergenstal o > 0

nn=O
er Taylor rcekke h¢r~nde til punktet 0 for sin sumfunktion f(x) ,

dvs.

an = n\ f (n ) (0)

Her har vi ladet £(0) betegne f, medens O! betyder 1.

BEVIS. Scet x = 0 i udtrykket for f (p) (x) i Scetning 1.8.

KOROLLAR 1 • 10 . Identitetss~tningen for potensrcekker. I-Ivis sumfunk-
co co

tionerne for to pot.eris rrekke r L
n

L b
11

TIled positivea x og x
n=O

n
11=0

n
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konve r-qe ns r adf.e r stemmer overens pa et interval, d e r Lndetio Lde r 0,

sA ~r potensr~kkerne identiske, dvs.

a 0 = b 0' a 1 = b l' ... 1 a = b 1 ... III

n 11

BEVIS. Benyt Korollar 1.9.

EKSEMPEL. Det er oplagt, hvad der menes med Taylor r~kken h¢rende

til punktet X o for en COO-funktion f: I -+ <t pa et interval I ~ ill. f

der indeholder x O:

F(X) =

n!

f (n) (x )
o

2:
n=O

x = X o + (x - X o)
n
Lb. (x - x o) j

j=O J
giver ved tilf¢jelse af O-led er potensr~kkefremstilling F(x) =

n
Et polynomiurn F(x) = L a.x j kan skrives pa formen

n j=O J
L b

J
. (x - x O) j . Det f r emqa.r ved Lnd.ste t t.e Ls e af

j=O
og brug af binomialformlen. Fremstill{ngen F(x) =

(

~ b
J
. (x - x o) j f som if¢lge Korollar 1. 9 rna veere Taylor rcekken for

j=O n
F h¢rende til punk.tet x

O.
Frernstillirigen F (x ) = L b

J
. (x - x O) j

j=O
er altsa entydig, nemlig

kendt under navnet Taylors formel for et po Lynorru.um af grad ~ n .
(

. .. +
F (n ) (x )

o

00

(
n

BE~RKNING. En potensr~kke L a x og den ved ledvis integratio~

n=O n
c; an n+1

dannede potensrcekke z: -- x har natu:rligvis ogsa sarnme kon-
n=O n + 1

vergensradius p, jf. Scetning 1.6. Antag p>O og lad f og F

veere surnfunktionerne f o r de to rcekker. For h ve r t; t E ] -p, p [ er
00

r~kken L a t
n uniformt konvergent i det afsluttede interval med

n=O n
endepunkter 0 og x, iflg. S~tning 1.4, og S~tning 5.4, s. IV.32,

om ledvis integration giver da

F(x) -
00 an n+1
i: n+1 x

n=O
f(t)dt

Resul ta tet stemmer Ilaturligvi.s med SCEtning 1" 7 .
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EKSEMPEL. Af

§1 V.10

,1 =
1 - x

f¢lger

co

L
n=O

nx n
:= 1+x+ ..• +x + ... , xE ]-1,1[

-log(1-x) r
x 1= - dt:=J0 1-t

00 n+1
x

L n + 1 =
11=0

2
xx+-+
2

n+1x
+n+T+ ... xE ]-1,1[.

(

(

f

l

I de f¢lgende paragraffer skal vi behandle de element~re funk

tioner og deres potensr~kkefrernstillingerog sluttelig· se nogle ek

sempler pa anvendelser.
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(

l

§2. Eksponential- 09 logaritmefunktion. Potertsfunktioner.

De n~vnte funktioner er velkendte fra skolen og har ofte indgaet

i eksempler og opgaver i det foregaende. Vi vil irnidlertid her be

handle denl fra grunden for at vise, hvorledes det kan g¢res. Vi viI

saledes definere funktionerne og udlede deres fundamentale ~genska

ber, i princippet sam om det var nyt for l~~eren. - Dit for~Andskend

skab viI naturligvis lette opfattelsen, saledes at vi kan stramrne

fremstillingen, men det rna ikke direkte bruges, f¢r der er d~kning i

de viste s~tninger.

Sanune beraerkni.nq gcelder de "trigonometriske funktioner, sam vi

skal behandle i §3.

Eksponential- og logaritmefunktion indf¢rtes i begyndelsen af

16-hundredtallet (J. Neper, J. Burge, H. Briggs).

Logaritrnefunktionen. Herved forstAs i teoretisk matematisk littera-

tur al tid den naturlige logari tmefunkti0rl: log: lR+ -+ JR. Vi define-

rer den som den starnfunktion til

dien 0, altsa ved petingelserne

1
x

i der for x = 1

( 1 )

eller ved formlen

log 1 .- 0 , d log x _ 1
dx - x

(2 ) log x

(

o x

y
'j :: loqx

o

Funktionen udfylder s~ at sige et hul i analysen: For ~vert

n E 2Z, n * -1 , kendes jo en stamfunktion til x
n

nemlig

x n +1/ (n + 1) •
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En v~sentlig egenskab ved logaritmefunktionen er, at fu~ktional-

li9ningen

( 3 ) log ab = log a + log b

giElder for v i.Lka r Li.qe a,b E ffi+. Vi har nemlig

log a. Andet led omskrives ved substi-

log ab
fab 1

= - dx
J1 x

fa 1 Jab 1::::: - dx + -dx .
x x

1
a

He r er f¢rste led pa h¢jre side lig

(

(
a tutionen x = at til f b 1 dt

1 t
og e r

al tsa lig log b e (Berncerk den simple

geometriske betydning af denne omskrivning.)

Af (3) f¢lger

(4) n
log a = n log a

for a E JR+ og n E 2Z., Det fas ved .induktion for n E :IN, og de r p a

n -11 n -n
bemcerkes, at log a + log a = log a a . = log 1 = 0 .

Logaritmefunktionen er strengt voksende, da jo

(En genera-

( lisering til n E ill. f¢lger i afsnittet Patens, s , V.19.)

1 > 0
x for

(~ x E lR+, og der gCElder

log x -+ 00 for x -+ 00 I log x -+ - co for x -+ 0+ .

Det er abenbart nok at vise, at funktionen antager vilkarligt h¢je

og vi Lka r Li.qt; lave varrdi.e r . Vcelges a > 1 , er log a > 0 , og der

grelder sa iflg. (4), at

nlog a -+ - 00 for n .... co •

nlog a = n log a -+ 00 for 11 -0+ to og

Ved brug af kontinuiteten (S~tning 3.4 s. 11.54) f¢lger~ at v~r-

C d i.menqden er hele lR, s a Le.des at log: lR+ -+:IR er en bijektion.

Speciel t findes et og kun et tal x E JR+ I for hv i.Lke t; log x = 1 ..
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(

Dette tal betegnes e ~ Ved siden af TI er det analysens vigtigste

konstant~ - At log: ill+ ~ m er en bijektion, der opfylder (3), kan

som bekendt udtrykkes:

Afbildningen log: ill. ~:R er en Lsomo.r f L af
+

(IR,+) e

x

(

BEMlERKNING.

til grafen

A

Ligningen

y = log x

p

d log x = 1 betyder geometrisk, at tangenten
dx x

i punktet (x, log x ) s kere r Y-aksen i p unk t.e t;

(0, logx -1) a Lt.s a at det stykke AB

af Y-aksen, der afsk~res mellem tangen

ten i kurvepunktet P og den vandrette

linie gennem P, har den konstante

1cengde 1.

Dette kan_ man benytte til at tegne

kurven med star n¢jagtighed. Man benyt

ter millimeterpapir og v~lger sam enhed

f.eks. 100 nun. Man tegner n u f¢rst

tangenten i (1,0) og benytter af denne stykket i strimlen -0,01 ~

y ~ 0,01 . Gennem dettes endepunkter tegnes linier henh. ttl punk

tet (0, -1,02) og til punktet (0, -0,98) og af disse benyttes

stykkerne henh. i strimlen -0,03 < Y < -0,01 og i strimlen 0,01 <

y < 0,03. Saledes forts~ttes.

Til afslutning viI vi vise, at logx kan udvikles i potensr~kke

00

(

nL an(x -1) i intervallet ]O,2[ eller som man gerne udtrykker
n=O ~

det: log (1 + x) k.an fremstilles ved en potensrcekke L a x
n

i
n=O n

interval1et ] -1 , 1 [ . Af s umformlen for en kvo tLent.r-ekke (s II I. 65)

1
1 + x

2 n-1 n-1= 1-x+x - •.. +(-1) ·x + ... , xE ]-1,1[ ,

og heraf f¢lger ved ledvis integration (Bem~rkning s. V~9)

J
x 1 2 3 n-1 n

log(1 +x) = 0 1+t dt:;= x_x2 +-\ - ... + (-1) ~1-+ ••• , xE ]-1,1[.

Der er altsa(SCEotning 1. 6) •

00

PotensrcekkeI:1EKSElv1PEL.

genstallet 1, ligesorn

1
nn- x2: (-1) n for log (1 +. x) har konver-

n=1
~ (_1)n-1 xn-1

n=1
divergens for hvert x med Ixl >1 . Sidstn~vnte r~kke er diver-

gent i begge endepunkter af konvergensintervallet, den f¢rste kun i

(
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x = -,1 , hvor den er "d.en ha rrnon i s ke rcekke med mod s at; fortegn",
00

r
n=1

medens r ekkeri i x = 1 , altsa

(

1 1 n-1 1
1- 2- +"3 - · · · + (-1) n +. 1O... I

er en betinget konvergent alternerende r~kke (se s. 1.64).

Sidstn~vnte r~kke har faktisk summen log 2 · n
co 11-1 x

For at .i nds e dette bemse r k e r vi, at rce]<](en i: (-1) f o r
nn=1

hvert x E ] 0, 1 [ opfylder Fo.r ud s etn Lnqe r ne i (a) s • I. 64, h vor f o r

vi for hvert n E IN" har vurde r Lriqen

( I ( 2 3 1 x
n

n.) Ilog (1 + x) - x - x
2·

+ x
3-

- ... + (-1) n-
nf·1

x
~ n+1

Ved gr~nseovergangen x~1+ for fastholdt n fAs heraf

1
~ n+1 '

og da denne vurdering g~lder for aIle n, f¢lger

1 1 n-1 1
log 2 = 1- 2" + 3" - • • • + (-1) Ii + · · ·

Generelt kan man vise, at hvis en potensr~kke er konvergent i et

endepunkt af konvergensil1tervallet, sa har den oqs a "den rigt.ige s um " ~

( Logaritmefunktioner med vilk~rligt grundtal. Enhver funktion

x -+ k log x , x E ill, hvor k =I: 0 er en reel konstant, er na t u r Li.qv i s

tioner kaldes logaritmefunktioner. Man serf at der for hvert
(

ogsa en Lsomo r f afbildning af (JR+, .) pa (ffi,+). AIle disse fU.I1k-

findes en logari tmefunktion, som for x = a h a r vzard i.e n

1, nemlig

log' xa
= log x

log a

Den kaldes logaritmefunktionen med grundtal a. Den er voksende

eller aftagende, eftersom a > 1 eller a < 1 Vi h a r log x =:

riseret blandt aIle logaritmefunktionerne derved, at dens afledede
(

log x
~

Man bern~rker, at den naturlige logaritmefunktion er karakte-

for x = 1 har vcerdien 1 ..
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Figuren viser log x
a

§2

for vCErdierne a==e ,'a=:2

---

og

V .. 15

'1a =:::
'e

(

o 1
e

e

(

J
\

Eksponentialfunktionen. Herved forstas i teoretisk maternatisk lit-

teratur al tid den naturlige eksponentialfunktion y = exp x: JR -+ lli.+ •
\

Vi definerer den sam den ornvendte funktion til funktionen x-

log y: ill. ~ JR •
+

Af kendte egenskaber ved logaritrnefunktionen afledes da straks

en r~kke egenskaber ved eksponentialfunktionen:

Eksponentialfunktionen er strengt voksende og har hele ffi+ som

v~rdi~ngde. Specielt g~lder da

e xp x ~ 0:> for x -+ 00 1 e xp x -+ a for x ~ - 0'.) •

Vi noterer, at exp 0 = 1 og exp 1 = e ..

(
Afbildningen exp: IR ~ JR+ er en isomorfi af

Der g~lder altsa funktionalligningen

(IR, +)

(5 ) exp (a + b) = exp a · exp b

for v.i.Lka r Li qe a, b E ill. lIeraf f¢lger

(6 ) n
exp na = (exp a)

for a E lR og n E ZZ • Specielt er
n

exp n = e,xp (n· 1) = e £01- a Ll.e

n E ZZ; det q Lve r anledning til, at man for a Ll.e x E m. benytter

( betegnelsen xe for exp x , se ogsa V.20. Med denne skrivemade

har eksernplvis funktionalligningen (5) udseendet

a+b a b
e = e -e
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Eksponentialfunktionen

sig selv sam afledet,

§2

xy ::= exp x = e

V.16

er differentiabel med

d exp x de x
( 7 ) = exp x eller - e x E ill. ..

dx dx
,

Thi da x = log y differentiabel me d
dx 1

=*= 0 for aIle y E IR.+ 'er = -
dy Y

giver S~tning 2.6 s. 111.19 om differentiation af ornvendt furiktion,

at y = exp x er differentiabel med
dv
.::.:::..L = Y == exp xd x . for hvert x E IR ~

x

o

x = log Y

y = exp x

+y

o

y = exp x

I
\.

(

BEMERKNING. Ligningen (7) betyder geometrisk, at tangenten til gra

fen y = exp x i punktet (x, exp x) s keare r X-a]<sen L punktet

(x-1 ,0) , al tsa at det s t ykke AB af X-aksen, der af skeere s mellem

tangenten i kurvepunktet P og den lodrette linie gennem P, har

den konstante lrengde 1.

Resultatet (7) kan suppleres til f¢lgende nyttige karakterisering

af eksponentialfunktionen:

S~TNING 2.1. Der findes en og kun en differentiabel funktion f pa
lR, som opfy~der betingelserne

f(O) = 1, f'(x) = f(x) for a Ll.e xEill,

nem~ig eksponentialfunktionen, f = exp e

Med .en sprogbrug vi senere skal indf¢re, men som jo nok er l~se

l ren bekendt, kan s~tningen formuleres: Differentialligning~n

~ = y
dx
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har erl og kun en l¢sning y = f (x) defineret pa ill rned f (0) = 1 ,

nemlig funktionen y = exp x == eX, x E ]R •

BEVIS. Vi ved allerede, at eksponentialfuIlktioIlen e xp e JR ~. JR op-

fylder betingelserne i S~tning 2.1. For at godtg¢re, at det er den

eneste sadanne funktion, betragter vi en vilkarlig differentiabel

funktion f pA ~, som ,opfylder s~tningens betingelser, og skal

( da vise, at f =exp, dvs , at f (x) == exp x for a Ll.e x E lR, e1

ler anderledes udtrykt at

( c.p(x) = £~
exp x

er konstant med v~rdien 1. Dette f¢lger imidlertid af, at ~(O) = 1

og at

<'pI (x ) = f' (x) exp x - f (x) exp_?i ==

(exp x ) 2

f' (x) - f (x) =
exp x

o •

(

BEMlERKNING. Det nytt:ige ved en. scetriing som Scetning 2. 1', der karakte

riserer en funktion ved nogle af dens egenskaber, er, at den giver

as et middel til at genkende eller identificere funktionen, nar man

rn¢der den, ligesorn et menneske kan genkendes pa sit fingeraftryk.

Vi skal straks udnytte S~tning 2.1 pA denne mAde og herved vise,

at eksponentialfunkt-ionen exp x kan fremstilles ved en potensrcekke
co

Den eneste chance er if¢lge Korollar 1.9 Taylor r~kken
, n.
L a x

n=O n
h¢rende til punktet a for exp x , altsa

00

1:
n=O

1 ' n
n: x eller

n
+.?i-+

n!

Opgaven er derfor at vise, at denne potensr~kke, som kaldes ~Lkspo~~n

tial.rcekken, er konvergent med s umf unk t Lonen exp ..

At r~kken er konvergent pa hele JR, ses let af S~tning 1.2

(se et eksernpel s. V.4).

altsa

Idet vi betegner s umf unk t.Lonen med f,

f (x)
n n+1x x

+n! +(ll+1)! ~.... I x E lR ,
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stAr tilbage at vise, at f = exp ~ Dette f¢lger imidlertid af S~t-

ning 2.1, idet £(0) =1, og S~tning 1.7 om ledvis differentiation

af en potensr~kke giver, at f er differentiabel med

n
f ' (x ) =: 1 + x + +~ +

II .... n ~

Hermed er vist

= f (x ) x E IR ..

BE~RKNING. Lad as ogsa pa dette sted notere resultatet (7) s. I.45~

Det bern~rkes, at beviset nu forl¢ber inden for, hvad vi har l~rt

(ogs~) i dette kursus.

(

(

SJETNING 2 .. 2 .. For hvert x IR
---~--._----,_.._---

co nx
L

xe -- exp x = n:n=O

gcelder

2 n
1+x+

x
2 + ••• +~!+

(1 ~\n

" + n)
x----... e

n~

for alle x E JR ..

l
(

Eksponentialfunktionen i det komplekse. Sk¢nt vor interesse i dette.

kursus er funktioner af reel variabel, viI det give enorme lettelser

at inddrage eksponentialfunktionen i. det komplekse, exp: et ~ <I: .

Vi definerer eksponentialfunktionen exp
0

<C vedpa

00 n 2 n
z

L
z

1
z

+~+ zEt!e = exp z --
n~

= +z +2-1- .... ,
n=O n~

00 n
zDefinitionen har mening, idet eksponentialr~kken L n~ er konver-

n=O
gent for hvert z E '<C , se s .. V. 4, og dener t.Ll.Lade Li.q , idet det

fremgAr af S~tning 2.2, at f~nktionen er en udvidelse af den tidlige-

re definerede e k s porrerrt.LaLfunk t.Lon t)a IR.

Med denne definition g~lder funktionalligningen (5) ogsA i det

komplekse:

SlETNING 2. 3 II For alle a, b E <t gcelder

exp(a +b) - exp a + e xp b eller
a+b a b

e == e ·e
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BEVIS. Da r~kkerne

te, f~r vi ved Cauchy

co
1

00

1
L

11
1: b

n absolut konve r-qerr-nT a og
n~

er
n==O n==O
mul tiplik.ation (s e ek s ernpe L s . 1.77)

b

(n~o
1 an). ( ~ 1 oo ( n 1 1 b n - p \a ,n) n:o p~o

a Pe ·e == nT n~
11 _.

p~ (rl-p)Y' )
n=O

Den inderste sum kan omskrives ved b Lnomi.aLfo r mLeri r

(

n 1 1
L a P b n - p

P ~ (ll-p)p=o
1 n

n~
==

n~
I:

p~ (rl-p) r
p=o .

p n-p
a b

, !

r
1

== n! (a+b)11

Altsa er a b
e -e

00

== L
n=O

1
nT (a + b) n a+b

== e

Vi rnA uds~tte en n~rmere unders¢gelse af e Z til senere. (Se

afsnittet Eulers formler i §3.) Dog kan vi allerede nu bem~rke, at

me d z = x + i Y , x ,y E ill., e r

z x+iy x iy
e == e == e -e

if¢lge S~tning 2.3.

en besternmelse af

Da
iye ,

xe er velkendt, mangler vi egentlig kun

dvs. af eksponentialfunktionens v~rdi i

f
punkter p& den irnagin~re akse.

Tilbage til det reelle:

(~ Patens. Sam konsekvens af funktionalligningen log ab = log a + log b

noterede vi reglen

n
log a = n log a

for a E IR+ ag n E 2Z. Den er errsbet.ydende med

an == exp (n log a)

Vi definerer nu potensen

n ent; b E JR ved

b
a for og vilkarlig eksEQ-

(
altsa saledes, at reglen

( 8 )

ba = exp (b log a)

b
log a = b log a
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gcel(Jer for a Ll.e a E JR+, b E IR . Der er abenbar ove r ens s t ernme Lse

rned den element~rt definerede patens

o t b bogsa, a e == exp .

n
a n a r 1) = n E Z;Z • Bemcerk

SlETNING 2.4. Potensregle:r-. For v i Lk a r l.dqe a,bEJR+ og c,dEIR

gcelder

(i)
c+a c d

a == a a (i i)
a

a = 1 r (iii)
-c

a
1
c

a

(iv) 1 ,
cd

a

BEVIS. (i) fremgar af

c+d d
log a == (c + d) log a == c log a + d log a == log a c + log b

(ii) er klar, og (d i L) f¢lger af (L) og (ii).

(iv) er umiddelbar f¢lge af log 1 ==0 .

(v) og (vi) fremgar af

c
log (ab) == clog ab = c (log a + log b) == c log a + clog b

.cdc cd
log (a) == d log a == de log a == log a 0

Vi bemcerker, at a 1/n = n va for a E ill+ I n E IN. 'I'h i. nya er

defineret som positiv l¢sning til ligningen

for a E ffi+, P E ZZ

ved brug af (vi). Tilsvarende er

q E IN, idet (aP/ q) q = a P .

og vi ria r jon
x = a

== a ,1
== a1/n 0a > og

aP/ q = qj;;P

(

BEMlERKNING. Potens a b betragtes o q s a for a = 0 , b ~ 0 samt for

a <0 og visse b, men her kan ovenstaende definition ikke benyt

tes. Vi kommer t.ilbage til s po r q sraa Le t; i afsnittet Po t en s f unk t.Lorie r .

Eksponentialfunktioner med vilkarligt· grundtal. Den funktion pa JR,

der fas ved i potensen aX at fastholde et a E ill+ og lade ekspo

nenten x gennernl¢be JR, kaldes eksponentialfunktionen nled_.gl~und-"
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tal a . Den be t.eqries expa og er altsa givet ved

xexp x = aa
::: exp (x log a) ::: eX log a , x E lR •

Man bem~rker, at eksponentialfunktionen med grundtal e er den

nat~r1ige eksponentialfunktion, ~xPe = exp ,

funktionerne netop er funktionerne af form

kx
x -+ e xp (kx) = e , x E ill ,

og at eksponenti~l-
",

med k E IR • Bemarrk , at exp 1 = a .
a

Funktionen eXP1 er konstanten 1 . For a > 1 er eXP a voksen-

de, og for o < a < 1 er eXP a
aftagende; i begge tilf~lde er vcer-

dirncengden IR+, saledes isomorfi af (JR, +)
0

og eXP a er en pa

(IR+, .) i kraft af potensregel (L) ,

x
1+x2 x

1
x

2a = a ·a

For g~lder videre, at eXPa
er den omvendte f unkt.i.on

til logaritmefunktionen med grund-

xFiguren viser exp x = aa
for vcerdierne a = e , a = 2

1
a =e og a = 1 •

tal a, loga: lR+ -+ lR

jo for x e m , yEffi+:

x
y = exp x = aa

~ logy = x Loq a

X ::: log Y::: log y
log a .a

Vi har

For hvert a E lR+
x

er exp x = a = exp (x loga) , x E IR , if<;61ge
a

kcedereglen differentiabel med den afledede log a · exp (x log a), al t-·

sa
(9 )

d.ax

dx
x= a log a , x E JR •
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Man bemrerker, at den naturlige eksponentialfunktion x
exp x = e

karakteriseret blandt a1le eksponentialfunktioner aX derved, at

BEMlERKNING. Den simple og historiske baqq r und for eksponential- og

logaritmefunktioner (de to ting korruner jo ud pa et) er f¢lgende:

( VCElges et tal h E ffi.+ og et- tal k E ffi.+ og betragtes tabellen

f
\

x

y

-3h -2h -h 0 h 211 3h

k_ 3 k_ 2 k- 1 1 k k 2 k 3

ser man, at der til addition i f¢rste r~kke svarer multiplikation i

anden rCEkke. VCElges h =1 har man en tabel med interval 1 for
n n

funktionen y = aX hvor a = kn. for n stor og k = 1 + 1. altsa
11

praktisk tal t en ·tabel' for y = eX e11er x = log Y .

Potensfunktioner. Den funktion pa der fas ved i potensen ax

at fastholde et a E IR og lade x genneml¢be lR+, al tsa funktio-

nen

x -+
a a log xx = exp(alogx) = e· r

l kaldes potensfunktionen med eksponent a. For a=O er det den

konstante funktion 1" For a >' 0 er funktionen voksende, og for

a < 0 er den aftagende; i begge tilfcelde er viErdimcengden JR+ 1 og

potensfunktionen ax er saledes en isomorfi af

selv i kraft af potensregel (v),

For a E m ........ {O} har potensfunktionen med eksponent a som omvend t;

f unk t i.on potensfunktionen med eksponent 1/a; thi forx,y E JR
r
+

-l

gCElder
ay = x 1/ax = y .

Pilen mod h¢jre fas ved brug af potensregel (vi),



(

Mat 102, 1981/82

a
y = x

§2

= x a.. 1/ a = x 1 = x ,

\1.23

pilen mod venstre er analog.
I'

For hvert a E JR er potensfunktionen a
x = exp (a log x) , x E ill.+ f

f

(

Lfe l.qe keede req Len differentiabel med ·den af1edede exp (a log x ) ·a/x ==

a -1 a-1
x ax = ax altsa

o -n
og man scetter x = 1 . For x E lR' {O} og n E :IN Sliettes x =

n a
1/x ,. Den s a Le de s e Leme n tze r t; definerede patens x med a E ?Z

stemmer som bemcerket i afsni ttet Patens overens med exp (a log x)

for x E JR+ og alle a E ?Z •

Sam tidligere vist (Eks empe L s c II I . 15 og s , I II . 19) er pot.errs>

funktionen x...,. x a differentiabel pa hele JR nar a E ]No, hen

holdsvis pa ]-~,O[ og ]O,~[ nar a er negativ hel, med den af-

ledede axa- 1 (idet ° ox- 1 skal lceses sam ° o q s a for x = ° ).

For et rationalt a, der kan skrives som en br¢k E (p E ~ ,q
q E ill) _ med u1ige n~vner, benytter vi ligningen

der gcelder for x E JR+ (se s , V.20) til definition af x a for alle

x E ill hvis a ~ 0, he riho Ld s v i.s x E ]-oo,O[ og x E ]O,oo[ hvis

a < 0 • (Der er et 1i11e problem at overveje, da fremstillingen - a ==

E ikke er entydig.) Som man let efterviser, er x a i disse tilfielq
de differentiabel pa m, hvis a > 1 , og pa ]-oo,O[ og ]O,+co[,

a-1hvis a < 1 , med den afledede ax (Opgave V. .)

For de ¢vrige a, a Ltsa for rationale a, der ikke kan skri.ves

som en br¢k rned ulige n~vner, og for irrationale a, defineres x
a

ikke for negative x, men for a > 0 defineres Oa som 0" Den sa
ledes udvidede funktion er da differentiabel i 0 rned den- afledede 0,

hvis a > 1 0 (NB. Vi ha r sat Oa = ° for a E lR+, men 0°:= 1 0)

Sa~~enfattende har vi: Funktionen x a er differentiabel med

den afledede
a-1

ax i netop de punkter af definitionsmrengden, i
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hvilke a-1
ax er defineret.

for

Figurerne viser grafen for
124

a =3'3'3 ·

a
x for 1 -

a == - 2 , -1 ! 0 , 2ft

, 1 1 '12 r 2' og

y

-f
"',

.... ,

" ""
, ~ - - - ~ - - -:1

\
\

\

'.

"'-:1

-2

x

23 -
, .............

....

1~

3

Vi viI vise, at potensfunktionerne
00

ax med vilkar1ig eksponent

a E IR

]O,2[ ,

kan udvikles i potensrcekke L a (x - 1 ) n i intervallet
nn=O

eller som man _gerne udtrykker det: (1 + x) a kan fremstil-

(
les ved en potensr~kke L

n=O
Af (10) fas, at (1 +x)a

a x n i intervallet ]-1,1[ .
n

er vilkarligt ofte differentiabel pa

d
n (1 + x) a

'dx = a(a-1) ••• (a-n+1) (1 +x)a-n t nEJN.

Taylor r~kken h¢rende til 0 er altsA

1 + ax + a(a-1) 2
+ .+ a Ia-i t ) ••. (a-n+1) n

+2 x o •• n! x

eller (a\
+ (a) + (a\ 2 + + (:)xn

+\oJ \1 x 2J x ... . .. ,

hvor vi for at fa bekvemme betegnelser har indf¢rt de generalisered~

(

an · )binomialkoeff~cienter for vi Lka r ligt a Em., n E INO

a (a-1 ) ..• (a-n+1)
1 • 2 • .•• •n

for n E IN , (~) = 1 •
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Binomialr~kken, SO~ den kaldes,

I '

00

I:
n=O

eller 1 + ax + ... + (:)xn+ . .. ,

er if¢lge Korollar 1.9 eneste chance for fremstilling af (1 +x)a i

et interval omkring O~

I t.Ll.fes Lde t; a E lNO ender binomialrcek.ken pa lutter 0 I er, idet

for n > a, og

if¢lge binomialformlen (8. 1.11).
(

for a1le x E JR

a
(1+x)a= L

n=O
L

n=O

I tilfceldet a E lli'JNO er aile koefficienter (:) i binomial

r~kken forske11ige fra 0, og

If¢lge Scetning 1.2 er konvergensradius da 1. Idet vi betegner sum-

funktionen med f a altsa

star tilbage at vise, at
(

f (x ) =
a

00

2:
n=O

1 + ax + .•. + (:)xn
+ ..•

f (x) = (1 + x) a for
a

x E ] -1 ,1 [ ,

x E ]-1 ,1 [ . Dette

(
kan indses ad samme vej, som vi benyttede for eksponentialfunktionen:

Vi bemcerker f e r s t , at der for q.i.ve't; a E JR findes en og kun en

differentiabel funktion f pa ]-1,1[, som opfylder betingelserne

f (0) = 1 ,

nemlig potensfunktionen

f (x)£1 (x) = a for
1 +x

a
(1 +x) •

x E ] -1 I 1 [,

At (1 +x)a opfylder betingelserne, er klart, jf. (10). For at

godtg¢re, at det er den eneste sadanne funktion, betragter vi en

vilkarlig differentiabel funktion f
opa ]-1,1[ , sam opfylder be-

tingelserne, og skal da .vi.se , at f (x ) = (1 + x) a for a I Le x E ] -1 , 1 [,

a -aeller anderledes udtrykt, at tp(x) = f(x)/(1 +x) = (1 +x) f(x) er
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konstant med v~rdien 1. Dette f¢lger imidlertid af, at ~(O) = 1 09

at

4)' (x) = (-a) (1 + x ) -a-1 f (x) + -a
(1 + x ) f' (x)

= - a (1 + x) - a f (x) / (1 + x) + (1 + x) - a a f (x ) / (1 + x) '0.

Det er klart, at fa(O) =1 . Og ved ledvis differentiation af bino

mialrcekken (Scetning 1. 7) fas for x E ] -1 , 1 [ :

At s umf unk t Lonen

vallet ]-1,1[ er

for binomialr~kken n~o C:)xn
i inter

kan vi nu godtg¢re ved at vi~e, at

x E ]-1,1(for
f (x)

a
1 + x== af' (x )

a

f (x )
a

a
(1 + x) ,

1 ,f (0) =
a

(

(

(1+x)f'(x)
a

+ x ~ (a\n-1
L n\n)x

n=1 \

00 ( a co

n(:)x
n= L (n + 1) 1 )xn + L

n=O n+ n=1

= a +
00 [(a-1, (a-1\] n

n:1 a\ n ) + a ) xn-1

= a(1 + ~ (a\xn\
= af (x ) .\ n=1\n) ) a

Her har vi benyttet, at

(a-1 + (a-1) __ (a\
\ n) n-1 \n)

for n E ill ,

hvilket fremgar ved udregning (sml. s~ I.12).

Vi har hermed vist

SJETNING 2. 5 . For hvert a E ill fremstilles (1 -t- x ) a ved binomial-

rcekken

for a Ll.e x E ]-1 ,1 [. For a E lR"'JN
O

har rcekken l<.onvergenstallet 1;
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er formlen efter bortkastning af nulleddene, svarende

og

hvis

I:
; ,

I

til n >a, et specialtilf~lde af binomialformlen og g~lder for

a Ll.e x E IR •

St¢rrelsesorden. Indledningsvis skal vi minde om 1i11e o-notationen,

supplere rued en a-notation og fast12gge en beskrivelse i ord. Vi

knytter an til gr~nseovergangen x~~, da det er det indbyrdes

st¢rrelsesforhold for logaritme-, potens- og ekspvnentialfunktioner

ved denne gr~nseovergang, vi viI vise "resultater om, men terminolo

gien finder analog anvendelse ved andre gr~nseovergange.

Lad f og 9 v~re (reelle eller komplekse) funktioner define

ret pa en halvlinie ]a,~[. Vi viI her holde as til tilf~ldet,

hvor ingen af funktionerne antager v~rdien 0, sAledes at begge br¢-
I

ker f(x)/g(x) og g(x)/f(x) kan dannes.

Man siger da, at f(x) er af lavere st¢rrelsesorden end g(x)

for X~OO, eller g(x) af h¢jere s~¢rrelsesorden end f(x)

skriver f(x) = o(g(x)) l~s: f(x) er 1ille 0 af g(x)

I f (x ) /g (x ) I ~ 0 for x -+00, eller hvad der kommer ud pa det sarnme,

hvis I g (x ) /f (x) I ~ ex> for x ~oo •

Man siger, at f (x) er af h¢j st samme st¢rrels-esorden som 9 (x )

for x ~co, eller 9 (x) af mindst s amme st¢rrelsesorden som f (x ) ,

og skriver f(x) = O(g(x)) l~s: f(x) er store 0 af g(x)

hvis der findes et b ~ a og et K > 0, s a Le de s at I f (x) I ~ KI 9 (x) I

for x > b, eller hvad der kornmer ud pa det sarrune, hvis der findes

et b ~ a og et k > 0, s a Le de s at I g (x) I ~ kif (x) I for x > b ·

Hvis f(x) er bade af h¢jst samme og mindst Samme st¢rrelsesor

den som g(x) for X~(X), a Lt.s a 11Vis f(x) =O(g(x») og g(x} =
O(f(x)) siger man, at f(x) og g(x) er af samme st¢rrelsesorden

for x ~ co. Det be t yde r abenbart 1 at der findes b ~ a og k f K > 0 ,

s a Le de s at k ~ I f(x)/g(}{) I ~ K for x >b .

Det er ligetilat overbevise 8ig om, at sprogbrugen er valgt

"foJ:"nuftigt", saledes qt eksempelvis f(x) af sanune st¢rrelsesorden

som g(x) og g(x) af sarnme st¢rrelsesorden som h(x) medf¢rer

f(x) af samme st¢rrelsesorden som h(x) Men man rna naturligvis

ikke tro 1 at t.o f unk t.Lorie r al tid kan II s amme nLd qne s II m, h. t. s t.e r r e Lr

sesorden: If(x)/g(x)] kan jo i ethvert interval ]b,~[ antage bAde

vilkarligt store v~rdier og v~rdier vilkarligt t~t ved o.
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l

{

l

De ti1f~lde, som is~r har interesse, er dem, hvor f(x) og g(x)

begge gAr mod 0 for x~~, eller begge er reelle og g&r mod +~

for x -+0:> I f¢rste tilftElde s i.qe r man, hvi s £ (x) er af Lave r e

st¢rrelsesorden end g (x ) at f (x ) gar l1ur·ti_gere,~}n09. 0 e nd 9 (x)

for x -+00, eller at g (x) ~r langsomnlere mod 0 end f (x) I

andet tilf~lde siger man, igen hvis f(x) er af lavere st¢rrelses

orden end g(x) at f(x) gar lang~ommere mod 00 end g(x) for

x -)CO, eller at g (x ) gar hurtigere nl0~ 00 end ft x )

Sikkerhed i at k unrie bedomrne f unkt Lorie r s st¢rrelsesorden ved en

gr~nseovergang er af meget star betydning i analysen. I tilf~lde af

funktioner givet ved sarnrnensatte udtryk er det ofte saledes, at kun

st¢rrelsesordenen spiller en rolle, eller man er interesseret i at

udskille et hovedled, der er af h¢jere st¢rrelsesorden end de ¢vrige

led.

Efter ovenstAende redeg¢relse for begreberne tager vi nu fat p~

afsnittets egentlige emne. Vi vil unders¢ge, hvad man kan sige om

indbyrdes st¢rrelsesforhold for logaritme-, potens- og eksponential

funktioner ved grc£nseovergangen x -) co •

Alle logari trnefunktionerne log aX = log x / log a er Lrrdby r d e s

proportionale og derrned speciel t af samme st¢rrelsesorden.

Potensfunktionen x b er af h¢jere st¢rrelsesorden end x a for

b a b -a b-ax ~ co, na r a < b. Thi x Ix = x x = x -+ 00 for x -+ co •

Eksponentialfunktionen b X er af h¢jere st¢rrelsesorden end
(

for x -+ co , nar O<a<b. Thi
x x xb /a = (b/a) ~ ~ for

xa

Nar vi nu skal sammenligne funktioner af f o r-s ke Ll.Lqe af de tre

typer, kan vi holde as til den naturlige logaritmefunktion, til po-

tensfunktioner ax med eksponent a>O og til eksponentialfunktio-

ner TIled q r und t a L b > 1 hvor jo log x -+ co ,
ax -+ (X) og

x -+ oo (Man kan for a < 0 udriy t.t.e
a -ax - 1/x og for

o < b < 1 udnyt.te b X
= 1/ (1 /b) x .)

S~TNING 2.6. Logaritmefunktionen er af lavere st¢rrelsesorden end

enhver potensfunktion med positiv eksponent:
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log x ~ 0 f
-y or x-.+ co ,

ax
na.r a > 0 •

BEVIS. For a Ll.e x > 1 er

log x = J~ ~ dt < J~ 1 dt = x - 1 < x

og dermed, idet vi vcelger et fas t tal bE] 0 ,a [

b log x
b

= log x
b

< x

f¢lgelig 109 x
ax

b
x< -- =

bxa
1
a-b ·bx

Da h¢jre side gar mod a for x~~ 1 rna venstre side, sam jo er posi-

tiv, ogsa g¢re det.

S~TNING 2.7. Enhver eksponentialfunktion med grundtal > 1 er af

h¢jere st¢rrelsesorden end enhver potensfunktion med positiv ekspo-

nent:

~ 00 for nar b > 1 og a > 0--.

b X y- = =
( a a

x (logbY)

BEVIS. S~ttes
xb =y har vi x == log Y / log b = logbY

( y
1
/a ) a for x > 0 •

lo9bY

og dermed

For x -~ co gcelder y.-+oo og derrned i f¢lge S~tning 2. 6

( 1/a
= Y . log 9 ~ ex> ,

log y
altsa ..... 00 • D

Af S~tning 2.6 og 4.7 f¢lger naturligvis, at

I

for X'-+OO , nar b > 1 .
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§3. De trigonom~triske funktioner.

,..~
,-.a--.---....-.¥----'------I-----~

Cosinus 09 sinus. I skolen indf¢res

cosinus og sinus, to af analysens vig

tigste funktioner, i tilknytning til

en figur som hosstAende pA grundlag

af intuitive geometriske forestillin-

'ger om cirkel og buel~ngde, ligesom

udledelsen af funktionernes differen-

tiabilitetsforhold tager sit udgangspunkt i intuitiv geometri (se(

(

s. V.40).

Med vor behandling af kurver i JR2 i III, §§ 5 og 6, har vi imid

lertid skabt mulighed for at undgA denne svaghed. Og afsnittet

Enhedscirklen i III, §6, er en direkte forberedelse til indf¢ring og

behandling af cosinus og sinus. Vi har der gjort rede for, at en-
2hedscirklen i JR , der som punktnRngde er

2
S == {(x,y) EIR

2 2x +y =1} ,

(

kan opfattes som en lukket C~-kurve r uden dobbeltpu~kter, og vi

har defineret tallet TI som den halve l~ngde af f. Kurven r frem

korn med en bestemt gennernl¢bsretning, hvorved buen fra (1,0) til

(0 , 1) har lamgden ¥ (og ikke 3
2
11 ) . Vi definerede videre den sakaldte

opvikling c.p: JR~ S ved at samrnenf¢je naturlige pararneterfremstil

linger for cirkelbuer, rned fasts~ttelsen ~(O) = (1,0) For hvert

t > 0 er tp(t) saledes det punkt P =P
t

pa S, hvor t er bue

l~ngden fra (1,0) til P
t

langs r, evt. med flere genneml¢b af

r, rnedens punktet lp(-t) fas ved at u g a lige sa langt den rnods a t r

te vej II. Opviklingen <.p er pe r.i od i sk med periode 2n \J 5e s.

111.70-72.

Med beherskelsen af buel~ngder p~ cirklen er det ligetil at defi

nere maltal for vinkler, sam vi har gjort det s. III.73. Med de der

indf¢rte ord er hvert t E ill. en r e t.n Lnq s v i.nke L for h a Lv l Ln i.en h == llt

ud fra (0, 0) med r e t.n i nqapunkt. P == P ~ to (t)
t

Da alt dette er bragt i orden, har den garnmelkendte defini~ion

af cosinus og sinus nu en pr~cis rnening:

DEFI~JlrrION" For hver t. t E IR de f i.ne r'e s cos t og sin t som koor-

dinaterne til retningspunktet p
·t

for halvlinien h t ud fra (0,0)

med retningsvinkel t.
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Mere direkte sagt defineres cos: JR~ JR og s Ln : JR ~ JR SeJlTI d.e

to koordinatfunktioner for opviklingerl lP: IR ~ S ,

Pt = tp(t) == (cost, sint) t E IR •

(1 )

Sam umiddelbar konsekvens af definitionen noteres, at

2 2
cos t + 5i11 t == 1

for a Ll.e t E lR, at cos e JR~ JR og Si11: IR~ JR er pe r i.od i.sk e me d

perioden 2n,

I
\

sarnt at

cos(t+2n)

cos(-t)

cos t

cos t

sin(t+2n) == sin t,

sin(-t) == -sint

Endvidere bernCErkes, at

cos a '= 1

sin 0 == 0

cos.!!. = 0, cos TT == -1 ,
2

sin.!!. = 1 sin rr == a
2

3n
cos T == 0 ,

· 3n 1slnT=- ,

og at fortegnsvariationen for cos: JR ~ lR og sin: JR ~ JR er den

velkendte. Thi da cirkelbuerne i de 4 kvadranter kan f¢res over i

hinandert ved spejlinger, har de sarnme lcengde, som sa rna vcere ¥ .

SlETNING 3 .1. Funktionerne cos::IT( ~:ill. og sin: lR -+ lR er vi Lk a r li gt

ofte differentiable med

d cos t =-sint,dt
d sin t

dt -- cos t , t E lR

BEVIS. Opviklingen er naturlig parameterfremstil1ing for

en COO-kurve, hvor Scetning 6. 5, s. III. 69, kan anvendes I lo](altJ<aI1

co

jo x el1er'y bruges sam parameter. Deh er f¢lgelig af klasse C

og det sarnme er sa koordinatfunktionerne cos: lR ~ JR og sin: JR -+ JR

Desuden gcelder (s e Bernarrkn i.nq s . 111.70) :

(2 ) (d ~~s t)2 + (d ~itn t)2== 1 t E JR •

Ved differentiation af (1) findes

som viser, at (cos't, sin't) for hvert t E IR er proportional t
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med (-sin t, cos t) , a Lt.s a

§3 V.32

(
d cos t

dt
d sin t\

dt )- k (t) (-sin t, cos t)

Det er nemlig oplagt, at (-sin t, cos t) for givet t E: ]R er en

egentlig l¢sning til ligningen x cos t + y sin t = 0 •

I kraft af (2) og (1) sluttes 2k (t) = 1 , a 1 t s a k (t) = ±1. De s -

/ uden er k: ffi.-+ lR kontinuert, idet vi ved udnyttelse af (1) finder
\

{

t

k (t) == - sin t d ~~s t + cos t d s1;t

F¢lgelig (Scetning 3.4, s. 11.54) er fortegnet i k(t) = ±1 det samme

for a Ll.e t. Faktisk skal der lceses +, thi for t = 0 kan

d sin t
dt = k (0) • cos O' = k (0)

ikke vcere negativ, i betragtning af forteqnsvariationen for sin t

omkring t = 0 (se s . III. 71, hvor buen S 1 blev ordnet efter vok

sende vcerdier af anden koordinat) .

Med godtg¢relsen af at k (t) ='1 for a Ll.e t E JR, er beviset

fuldf¢rt. o

(

De velkendte mono t on i f o r ho Ld for cos: m -+ JR og sin: JR .... lR

kan afledes direkte af unders¢gelsen af enhedscirklen r s. 111.71,

men fremgar ogsa af Scetning 3.1 i forbindelse med fortegnsvariatio

nen for cosinus og sinus. Figuren viser graferne for de to funktio~

ner.

(

,
I
I

~..............--( cos i , Slh t)

t
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Eulers formier. Til. I~serens formentlige overraskelse komrner ekspo

nentialfunktionen i det kornp1ekse (se s. V.18) nu afg¢rende ind i

billedet. Blandt de"mangfoldige opdagelser, der skyldes Leonhard

Euler (1707-1783) er sarnmenhcengen mellem eksponentialfurlktionen og

de trigonometrisl<.e funktioner en af de ll1£Erkeligste.

Ligesom i III, §§ 5 og 6, identificerer vi :m2 med ec ved kor

respondancen

(x,y) ~ z z = x + iy

med (}t,y) E:m2, z E <t, og opfatter dermed opviklingen ,(I)

afbildning tP: ill. ~ <C pa enhedscirklen i den komplekse plan,

som en

<.p (t) = cos t + i sin t , .tEIR.

Vi kan sa gi ve f¢lgende karakterisering af lP: ill ~ <t •

S~TNING 3.2. Der findes en og kun en differentiabel funktion

11: lR -+ <t, som opfylder betingelserne

h(O) = 1, hi {t) = Lh Ct ) for aile t Em,

nemlig opvikiingen tp af TIt pa enhedscirklen i <C,

h (t) = tp (t) = cos t + i sin t , t E JR •

l Ved delin~i reelt og imagin~rt giver s~tningen en karakte~ise
ring af f ==cos ': JR -+ lR og 9 = sin: lR -+ lR inden for. det reelle ved

betingeiserne

f (0) = 1

g(O) = 0

f I (t) ::::: -g (t)}, for a I Le t E lR ,

g'(t) = f(t) ,

eller, anderledes sagt, som l¢sningspar til differentialligningspar

ret
dx
dt = -Y , Qy-dt - x, t Em,

rned begynde lsesbetingelserne f( 0) = 1 , g (0) = 0 .

BEVIS. Det er klart, at tp: JR ~ <k opfylder betinge lserne, idet j 0

c.p ( 0) = 1 + i 0 = 1 og, if19. Scetning 3. 1 ,

c.p' (t) = -sin t + ieos t = i(cost + i sint) = ic.p(t) .
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For at godtg¢re, at det er den eneste sadanne funktion, betragter vi

en v i Lk a r Ld.q differentiabel funktion 11: IR-+ <t, sam opfylder s~t-

ningens betingelser, og skal da vise, at h =tp, dvs. at 11(t) =<.p(t)

for a Lle t E ]R • Da tp (t) * 0 for a LLe t Em., k omme r det te ud pa,

at h(t)/~(t) er konstant med v~rdien 1. Og det f¢lger af, at

(

(

h(O)/tp(O) = 1 og at

d(h(t)\ _ hi (t)tp(t) .;..spl (t)h(t) =

dt ~(t») - (~(t))2

Nu hovedresuitatet:

SlETNI~G 3. 3 . For hvert t E ill. er

ih(t)tp(t) -itp(t)h(t) =

(q>(t» 2
o • o

( 3 ) 'it
e = exp it = cos t + i sin t .

Anderiedes udtrykt~ Afbildningen itt-+e ,tEJR, er netop opvik--

lingen tp af JR pa enl1.edscirklen i <t.

Da hvert t E IR er enretningsvinkel for halvlinien h t f r a 0

gennem <.p(t) dvs. (se s . 111.74)/ et argument for tp(t) =
cos t + i sin t, kan resultatet ogsa formuleres:

ite karakteriseres vedFor h ve r t. t E lR

le i tl=1

kan

t er et argument til ite

BEVIS. Idet vi udnytter S~tning 3.2, er opgaven at vise, at funktio

itnen t ~ e , t Em, opfylder seet.nLnqeris betingelser. Det er klart,

at iO 0
e =e =1. Og for hvert t Em har if¢lge defihitionen af

eksponentialfunktionen i det komplekse s. V.18, at

it
00 (it)n (it)

2 (it)n
e :::: L = 1 + it + + + +n: 2

. . . n: ...
n=O

00 .n
i

2
t 2

In
L

1
t

n 1 + it + + + ~tn +=
n~

= . . . . . .
n=O 2 n:

potensr~kken med koefficienter in/n: og dermed if¢lge S~tning 1.7

(
'<,

Funktionen itt-+e , tEIR, er altsa sumfunktion pa hele lR for

om ledvis differentiation af en potensr~kke differentiabel rned
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de it 00 In n-1
00 .n+1 CX) .n it

L
1 1 til i

1 11
i 0dt (n-1 ) , t L

~
= L

11Y t. E:

n=1 . n=O n==O

BE~RKNING. Vi kan nu - oms Lde r ! - bevise, at t.anqen ten i et v i Lk.a r r

1igt punkt af enhedscirk1en r er vinke1ret p~ radius: Med udnyt

telse af (3) og funktiona11igningen for eksponentialfunktionen i det

komplekse (S~tning 2.3, s. V.18) har vi nemlig

t
T

(S~tning 5.1, s. 111.51.)

tp' (t) = i tp(t) = exp(i¥)exp(it) = exp(i (t: +~.» = tp(t +¥J

TIOpfattet sam vektor er ~'(t) = ~(t +2) ensrettet med den orientere-

de tangent T til r i punktet ~(t)

Og den med fortegn regnede vinkel

fra halvlinien h t til halvlinien
11

har naturligvis ma Lt.a I Le t; +"2.

parameterfremstilling.

h
t+.!!.

2
Cirkelbuen fra retningspunktet ~(t)

til retningspunktet (p(t +¥) har jo

Leriqde = par ame t.e r t.LLvsek s t; ,

da opviklingen ~ er en naturlig

(

Ud fra S~tning 3.3 og funktionalligningen for eksponentialfunk

tionen i det komplekse (S~tning 2.3 , s. V.18) fas urniddelbart f¢l

gende karakteriseringer af' eksponentialfunktionens v~rdi i et vilkar

ligt punkt z = x + iy E <t, dels ved real- og irnagincerdel, dels ved

( modulus og argument:

SJETNING 3. 4 • Fo r hvert z == x + iy, x, Y E JR, qzeLde r

{

\- (4 )
z x + iy x . x Ie == e = e cos x + 1 e s In y .

(5 ) z
y er et a r qumo n t. til e

BEVIS 0 Vi udnytter, at eX + iy = eX oe i y
0 Ligning (4) f a s da s t.rak s

xiy . x iy xle·e I =e -Ie I =e . ,af (3),

samt at

xog da e E:lR+, er det klart, at

xiye·e ligger pa samrne halvlinie ud fra 0 . som iye

og derrned har y som argument. o

( Vi samler pany oprn~rksomheden om eksponentialfunktionen i punk-

ter it pa den imagincere akse. Som specialtilfCElde a f f unk t i oria Lr-

ligningen for eksponentialfunktionen i det komplekse (Scetning 2~3,
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s. V.18) har vi her

( 6 ) i(u+v)e

§3

iu iv
e ·e u,vEJR.

V.36

Dette udtrykker, at funktionen t -. e i t , t E IR, dvs . opviklin-

gen tp af IR pa enhedscirklen i <t

ind i (<r,.) ,

lP (u + v) = qJ (u ) -<!> (v)

er en hornomorf i, af (JR,+)

BEMJERKNING. Ethvert kornplekst tal z * 0 kan abenbart skrives

it
z = r e hvo r r = I z I > 0 og hvor t E JR er et v i.Lk a r Ld q t. argu-

(

(

ment til z. Den velkendte regel om modulus og argument til et pro-

dukt af tokornp1ekse tal * 0 f¢lger da af en 1i lle regning baseret

pa (6):

Bem~rk,at dette bevis, i mods~tning til tidligere du har m¢dt, ikke

bruger skolematematik, der i den sidste ende bygger pa intuitiv geo

rnetri.

Addi tionsformlerne for cos: JR -+ lR og sin: lR -+ lR er en umid-

de1bar f¢lge af (3) og ·(6):

SlETNING 3. 5. For v i.Lk a r Ld qe u, v E lR qeeLde r--------_ ..__._--

cos(u+v) = cosucosv - sinusinv

sin (u + v) = sin u cos v + cos u sin v

BEVIS. Split venstre og h¢jre s~de i (5) i reelt og imagin~rt:

ei(u+v) = cos(u+v) + i sin (u+v)

iu iv
e · e = (cos u + i sin u) (cos v + i sin v)

= (cos u cos v - sin u sin v) .+ i (cos u sin v + sin u cos v) 0

Ud fra S~tning 3.5 kan sam bekendt udledes en lang r~kke formler,

dels specialtilf~ldesomcos og sin til komplementvinkler og supple

mentvinkler - der ogsA kan indses e1ementrert og erindres i tilknyt-
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l
(

ning til figuren s. V.30 - og til dobbelt vinkel, dels de s~kaldt

logaritmiske formler for sununer som f. eks . cos u + cos v. Al t det te

viI vi ikke gentage her.

BEMlERKNING.. Lad a = (a
1

' b 1) og b = (a2 , b
2)

vcere to enhedsvektorer i
2

IR og lad e veere vinklen me Ll.ern dem, 0 ~ 8 ~ IT , dvs. v i.nk Le n mellem

haLvl.Ln i.e r ne fra (0,0) gennem p unk t.e t; (a
1

,b
1

) , henholdsvis (a2,b2),
se s. 111.73. Da er

cos e = a 1a2 + b 1b2 '

hvor h¢jre side udtrykker skalarproduktet a·b.

Thi (a
1

,b
1)

= (cos t
1

, sin t
1

) og (a
2

, b
2

) = (cos t
2

, sin t 2) ,

hvor t 1 , t 2 E ill k an vves Lqe s , sa I t 2 - t 1 I ~ TT. Da er e = I t 2 - t 1 I ,

og additionsformlen for cosinus giver

cos e = cos (t 1 - t 2 ) = cos t 1 cos t 2 + sin t 1 sint2 = a
1a2 + b 1b2 • D

Resultatet almindeligg¢res let til det kendte udtryk for skalar

produktet af to egentlige vektorer: l a l lb l cos 8 = a· b .

P.s. I skolematematikken gar man sam bekendt den modsatte vej:

Additiortsformlerne f¢res tilbage til formlen for cos(t1 -t
2

) , og

denne fAs ved at udtrykke et skalarprodukt ved hj~lp af to koordinat

systemer i planen,

cos(t 1 -t2 ) ·1 + sin(t 1 - t
2

) ·0 = cos t 1 cos t
2

- sint
1

sint2 ·

Skulle vi f¢lge denne vej, mAtte vi enten f¢rst diskutere koordinat

systemer i IR2 (hvor vi hidtil blot har sagt, at talparret (x,y)

har koordinaterne x og y) eller lade os n¢je rned at bygge pa in

tuitivgeometri i "planen".

Sammenhzenqen me Ll.em cos: ill -4 lR , sin: m. -+ lR

kan ogs& bringes til udtryk ved Eulers formler:

itog t ~ e , t Em,

SJETNING 3. 6. Eulers formler. For hvert t E m. er

cos t =
it + -ite ·e

2

it "'ite - e
sin t = 2i

BEVIS. Formlerhe frerngAr urniddelbart af

og

ite = cos t + i sin t

-ite cos t - i sin t ,
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· 4 tSIn =

hvor den sidste ligning f~s af den f¢rste ved at erstatte t med -t ·

EKSEMPEL. Eulers formier giver et simpelt middel til omskrivning af

trigonornetriske udtryk. For eksempel finder man

(
i t -it)4 4it 42it+6 4-2it+ -.4ite -e _8 - 8 - e e

2i - 16

1 4it+.-4it 1 2it+ -2it
= e e e e +1

8- 2 2"- 2 8

{ 1"8 cos 4t ~cos2t + l.
Pa tilsvarende made kan ethvert produkt cosnt sinmt, hvor n, TIl E lNo '
ornskrives til en linearkombination af .funk t Lorie r 1, cos pt, sin pt .

Af ovenstaende finder man

rTf 4
J0 sin t dt = r 1 . 4t 1. 3]TT 3LTIs 1 n - Lfs i n 2t + at a = an ·

f
'~

Eulers formler s~tter as umiddelbart i stand til at udvikle cosi

nus og sinus i potensr~kker pa lR:

SlE'TNING 3. 7 . For hve r t; t E JR qzeLde r

cos t 1
t 2

+ t 4
+ (~1 ) n t

2 n
+= - 2T 4T - ...

(2n) I.

sin t t
t

3
+ t 5

+ (-1 i"
t 2n+1

+= - 3T 5T - . -. (2n+1) • ...

f BEVIS. Benyt Eulers formier og fremstillingerne
\

-i t t
2

i t 3
t

4
. t 5

e = 1 - it - 2T + 1)T + 4T - lST-

Funktionerne cos: (~~ <C ogBErvvERKNING.

cos z =
iz + .-ize e

2
sin z =

sin: <t -. <c

iz +.. -ize ·e
2i

defineres ved,

z E ~ ,

a l.t.s a s a Lede s at Eulers formler gcelder for a Ll.e z E <t. Po t e ne r-ekke>

frernstillingen i S~tning 3.7 g~lder sa, med samme bevis, ogsa nar

t e r s t.a t t e s med z E <t •
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Simple regninger viser, at form1erne (1) og (3) s~vel sam addi

tionsforrnlerne for cosinus og sinus og derrned mange afledede form

ler ogsa g~lder i det komplekse.

I §4 skal vi, rned andre betegnelser, mode cos it og ~ sin it
l

men ellers viI vi ikke besk~ftige os med cosinus og sinus i d~t kom-

plekse. Lad as dog advare am, at medens de trigonometriske formler

er de velkendte, har afbi1dningerne helt uvante tr~k, fweks. er

cos: <t ~ <t og sin: <C ~ <C beggesurjektive.

Tangens 09 cotangens. Disse funktioner defineres ved

sin ttan t =
cos t

cos tcot t = sin t

Defini t.Lonsrnenqde r'ne er henholdsvis IR,-{ 1rr + pn I p € ZZ} og

IR ,{ pn I p E 2Z}. De har den velkendte geornetriske be t.ydn i.nq . De har

periode TI, og deres grafer har det velkendte udseende.

\

\

t

Funktionerne er differentiable med de afledede

d tan t
dt = 1

2cos t

2= 1 + tan t ,
d cott

dt
1 2=-(1+cott)

· 2 t {Sln .

Desuden g~lder for vilkArlige u,v i de respektive definitions

mcengder, nar ogsa u + V tilh¢rer definitionsmrengden,

tan u + tan v
tan (u + v) = 1 - tan u tan v '

cot u cot v ...;. 1
cot (u + v) = cot u + cot v
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Af Eulers formler fas

§3 v It 4 a

(

1 e
2 i t

- 1 , e 2 i t + 1
tan t = , ----- , co t; t == 1 e 2 1' t 1

1 e 2 i t + 1

Kritikafskolernatematikkens behandling aide trigonometriske funk

tioners differentiabilitetsforhold.

Med vor behandling i III ,§6, af buelcengder pa enhedscirklen og

af vinkelrnal har vi som omtalt i indledningen af indev~rende § bragt

grundlaget i orden for sko1ematematikkens definition af cos: lR~m

og sin: TIl ~ lR •

Disse funktioners differentiabilitetsegenskaber £¢res i sko1en

tilbage til
sin t 1·t -+ for t ~O

ved hj~lp af de logaritmiske for~ler

sin t - sin to = 2 sin~(t - to) cos t(t + to)

cos t - cos to = -2 sin.1 (t -- t ) 'sin .1 (t + t . )
2 0 2 0

Og at sin tit ~ 1 for t -+ 0, hvilket L. ¢vrigt betyder, at sinus

er differentiabel i 0 med differentialkvotienten 1, vises som s.

11.46 ud fra ulighederne

f
sin t < t < tan t ,

Disse "aflceses" af figuren.

At korden 2 sin t er kortere

end buen 2t er ganske rig

tigt en urniddelbar konsekvens

af vor buelcengdedefinition

(a .: 1I:r.60). Men kan roan

virkelig "aflcese"

2t < 2 tan t

af figuren? Der er lidt celdre

skoleb¢ger, hvor dette er bragt i orden, (f.eks. afrer Aridersen!Mo;.,.

gensen~ Lcerebog i matematik II, 3. udg., 1953, fire s~der med petit,

s. 7-11, pa forberedelser), men det er nok mere gjort af herrs yn til

l forfatternes samvittighed end til elevernes interesse. I hvert fald

har man nu s~nket fanen, og det ville den, der skriver disse 1iniet,

ogsa g¢re pa det pagceldende trine Men l~reren b¢r vide, hvor hart
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snyder! Og heIst hvordan sagen kan bringes i orden.

Sam en besn~rende rnu1ighed

(brugt f.eks. i Juu1/R¢nnau: L~re

bog i matematik II, 4. udg. 1951,

s. 95) skal n~vnes area1sammenlig

ning for cirkeludsnit og retvink

let trekant·:

1 1
"2t < 2· 1 · tan t ·

Sk¢nt vi har beregnet arealet af

cirkelskiven (s. 111.75-76), er

vort grundlag her dog l¢st: vi g¢r ikke i dette kursus fors¢g pa en

seri¢s behandling af arealbegrebet.

nAt uligheden t < tan t, t E ] 0'2 [ , faktisk er rigtig, er let

at bevise eksakt, £.eks. ved rniddelv~rdis~tningen: Idet ~ =~t er

et passende tal i ]O,t[, har vi

tan t - tan 0 = (1 + tan 2 ~) (t; - 0) < t .

Men dette bevis er naturligvis ubrugeligt, f¢r differentiationen af

tangens er behandlet.

Selve den efterstrcebte grcenseovergangsformel sin t It -4 1 for

t -+ 0 _kan vi derimod "aflcese" af

guren i den rette linie gennern

(0,0) og lp(t/2) = (cos~, Sin~)

ses nemlig, at korden fra (1,0) til

(!) (2t) == (cos 2t, sin 2t) l1arlceng

den 2 sin t. Og da bue Lzenqden jo

er 2t, har vi straks 2 sin t / (2t) -+ 1

s . 111.67.

/)
___»>t:p(- t )

j f. Berncerkning

q;(2_t)--r--__Det er jo n6k

Spejler vi £i-

den f er s t.e figur

at betragte t > 0 •
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§4o Arcus funktionerne. De hyperbolske f unkt.Lorie r .

I denne paragraf viI vi udvide det arsenal af funktioner, vi er

fortrolige med. De nye funktioner er blandt andet af betydning ved

stamfunktionsbesternrnelser, som vi skal se i Kapitel VI.

De trigonometriske funktioners omvendte funktioner: Arcus funktioner-

ne. Restriktionen af funktionen x = cos y til intervallet [0, TI] er

j'l

en bijektiv afbildning af [D,n] pa intervallet [-1,1]. Funktionen

er aftagende og differentiabel med den afledede ~; = - sin y, sam

er a i endepunkterne 0 og TT, medens den er negativ og al tsa

lig - /1 - cos 2
y = - 11 - x 2 i intervallet ]0, TT [ •

Den ornvendte funktion, der betegnes y = Arccos x, lees Arcuscosi-

nus x, er s~ledes en bijektiv afbildning af intervallet {-1,1] pA

intervallet [D,n]; den er aftagende, og if¢lge S~tning 2.6 5.111.19

er den differentiabel i ]-1,1( med den afledede ~~ = ~1 _

/1 - ~2

'j:: ArC(OS x

'1 lJ _ ___._,1
-;j--Jt-x'l.

-1 1
-.......---~----,--~)(,,

-1 ,
I,,,

---- - 1r
I
I
I
I
I,
I
I
I

_l-_.~._----1Jt
-lOxo

x z: cos y

I:J =Arccos X

1

·-1 - - - - - - - - - - -

x

(

I I

I'

Restriktionen af funktionen x = sin y ti 1 Ln t.e r vaLl e t;

er en bijektiv afbildning af [-1,1] . i"unk-

tionen er voksende og differentiabel rned den afledede cos y ,
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- (

som er 0 i endepunkterne

lig )1 - sin2y = )1 - x 2

rnedens den er positiv og altsa

i interval let

Den omvendte funktion, der betegnes y:= Arcsin x, lCES Arcus-

sin~s x, er saledes en bijektiv afbildning af intervallet [-1,1]

I' pa interval let den er voksende, og den er differentia-

(

bel i ] -1 , 1 [ rned den afledede 9L:=
dx

1

~= _1_
v1-x1

t

-1

Jrr
1

y:: Ar c.s i.n x

-1_~__~__-..L- ~

X

x= sin \j

y:= Arcstn X

x

( Funktionerne Arccos og Arcsin er ikke differentiable iinter-

valendepunkterne -1 og 1. I de hertil svarende punkter har graf~r-

ne lodret tangent.

Restriktionen af funktionen x = tany til intervallet

er en bijektiv afbildning af

ende og differentiabel med den afledede

]R. Funktionen ervoks-

2 21 + tan y == 1 + x ,

sam er positiv i hele intervallet.

Den omvendte funktion, der betegnes y = Arctan x, iCES Arcus-

tangens x, er saledes en bijektiv afbildning af ~ pa intervallet

den er voksende, og den er differentiabel rned den aflede

1
2 •

1 + x



(
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x
X: tan y
y ~ Arc to.n X

'-iff,
I
I
f
I,
I
I·,
I
I

, ~ = Arctan x

fJr
~_ .... _ -.--.. __ ............... _ ...... .-- ....... ...- --i..

---o-i'------------·--~)(.

Restriktionen af funktionen x =' cot Y til Lnt.e r va l Le t; ] 0, n [

er en bijektiv afbildning af ]O,n[

og di£ferentiabel med den afledede

pa JR. Funktionen er aftagende

dx . 2 2
dy = - (1 + cot y) = - (1 + x ) ,

(
sam er negativ i he1e intervallet

Den ornvendte funktion, der betegnes y = Arccot x, lcesArcus-

cotangens x, er saledes en bijektiv afbildning af R painterval-

let ]O,rr[; den er aftagende, og den er differentiabel med den af-

I,

ledede 9.Y'_
dx

1 .
2 •1 + x
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/
\

(

)(

o

x;:: cot Cd

y::::- Arccot X I,
I
I
I

I
I
t

I
I,

~ :: Arccof. X

--.............

0 >
X

Y 1
y= - 1+x1

---------._-+------_.'------~)(

-1

Vi samrnenstiller differentiationsformlerne:

d Arccos x 1 dArcsin x 1= , . =

(
dx /1 2 .dx 11 2-x -x

d Arctan x 1 d Arccot x 1
= , = ,

dx 1 +x2
dx 1 +x2

x E ]-1,1[ ,

x Em..

BEMJERKNING. For hvert x E [-1 , 1 ] gce1der

Arccos x + Arcsin x = i ·
Thi seet.t.e s v = Arcsin x ,

TT
cos (2 - v) = sin v = x og

har vi sin v = x og
TT2" - v E [0,,,.] • Men sa er

altsa

Ud fra reglen

(

TI IT A ·Arccos x = "2 - v = 2" - r c s a.n x

TT
cot (2" - v) = tan v fas tilsvarende

11
Arccot x + Arc t.an x = 2" x E ]R

Geornetrisk betyder de to resultater, at graferne for funktioner~

ne y = Arccos x og y = Arcsin x e r symrnetriske med hensyn til
1linien y = 4TI, og ligesa graferne for funktionerne y = Arctan x
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I '

(

og y = Arccot x. Vikunne alts& have n¢jedes medat indf¢re f.eks.

Arcsin x og Arctan x I idet de to andre funktioner udtrykkes ved

disse.

BEMlERKNING. Man skriver ofte ar-coo s x for en hvilken s om he Ls t;

l¢sning y E m. til ligningen cos y == x I undertidenskrives det for

mesnqden af l¢sningen til ligningen. Arccos x er sa den veerd i, af

arccos X'I der tilh¢rer intervallet [O/n] . Tilsvarende bruges be

tegnelserne arcsin x I arctan x, arccot x .

Vi skal til afslutning give potensrCEkkefremstillinger for
,

(
Arcsin og Arctan. I begge tilfcelde udnyttes kendskabet til den af-

Ledede

Af sumformlen for en kvotientrCEkke (s. 1.65) fas

1 2 4 n 2n
2 == 1 - x + x - ... + (-1) x + · · ·

1 + x
x E ]-1,1[ ,

~ .

(

og hera£ f¢lger ved ledvis integration (BemCErkning s.V.9)

X' 3 5 2n+1

I 1 x x, nx ]
Arctan x = 2 dt = x- 3 + S - · · · + (-1) 2n+1 + .. " , xE -1,1[.

o 1 + t

Bem~rk, at konvergenstallet er 1, sk¢nt Arctan er vilkArligtofte

differentiabel pa hele ~.

For hvert x E ] -1 , 1 [ far vi ,ved at sret.t.e t = _x2 i b i.nomi.aLrakken

(1 + t) -1/2 = ~. {-~ \tn at
\ n } 'n=O

1

2-x

=
00

L
n=O

ex:> (-1/2\ n 2n
L \ n )(-1) x

n=O

og heraf f¢lger ved ledvis integration (Bem~rkning s.V.9)

Arcsin x ~(-1/2')" (-1)n
n=O n

2n+1x
2n+1 " xE ]-1,1[ ·

Idet for n E IN' benytter omfo rmn i nqen

(
- 1/ 2\ (_ 1 ) n _ (-:1/2).(-3/2) ·C1-2n)/2 (-1)n =
n) - 1·2· ·n-

kan resultatet skrives

1 · 3· ... · (2 n-1 )
2·4· ••• ·2n
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Arcsin x = x +
00

1·3· , ..• (2n-1)
L 2·4·· •.. ·2nn=1

2n+1x '
2n+1

x E ]-1,1[ •

. Rcekken

rcekken

har konvergensta11et 1. Det f¢lger f.eks. af, at binomial

~ (-~\tn har det.
n=O n)

Hyperbolsk cosinus og hyperbols~ sinus. Vi definerer disse funktio-

ner cosh: IR ~ JR og sinh: JR ~ ~ ud fra eksponentialfunktionen ved

Man ser I at cosh er en lige <?g sinh en ulige funktion, dvs.

(

r

t -t
cosh t = e + e

2

t -te -e
sinh t = 2 t E IR •

cosh (-t) = cosh t , sinh(-t) = - sinht .

Endvidere, at cosh t > 0 for a l.Le t E IR+, medens s i.nh t for t =I: 0

har samme fortegn sam t. For

t =0 har vi

Funktionerne er differentiable

Heraf frerngar, at cosh er aftagen-

de pa ]-co, 0 ] og voksende pa [ 0 ,00 [ , t

= cosh t .
d sinh t

dt

sinh 0 = 0 .

sinh t ,

cosh 0 = 1 ,

Da t -t
0 for te ~ 00 og e -+ -+ ex>

ses, at cosh t -+ 00 for t ~ ex> og

altsa 0 for t og atogsa ~ -00,

sinh t -+ 00 for t -+ 00 og altsa

medens sinh er voks eride .

d cosh t =
dt

rned hinanden sam afledede,

(

sinh t -+ -co for t -+ - co. VCErdim~ngden for cosh er derfor

[1 ,00 [ , og vCErdim~ngden for sinh er hele JR.

Funktionernes 'grafer skitseres let pa basis af graferne for
. . 1 t 1-t

f unkt.Lonerrie 2" e og '2e
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Af defini tionen pa cosh t C?g sinh t f<t>lger uma.dde Lbar t;

2cosh t · ,2 t 1- Slnrl =

Af denne grundrelation, i forbindelse med at cosh t >0 og at

sinh: JR -+ JR er b i jekt i, v med

d sinh t
dt >0, f r ernqer , at

(

(x,y) = (cosh -t , sinh 1:f) r. t E JR ,

er en parameterfremsti~ling

for h¢jre gren af enhedshyp~r-

blen

genneml¢bet efter voksende

v~rdier af ordinaten.

BEMJERKNING. Parameteren t har en siropel geometrisk betydning :

For t > a er ~ t lig arealet af hyperbelsektoren h¢rende til buen

fra (1 ,0) til (cosh t, sinh t).

BEVIS. Forarealet A af sektoren finder vi de to udtryk

(

A i cosh t sinh t
rCOsh t

jx2 -1 dx~ ='" J 1

A =
rSinh t jy 2 + 1 dy - i cosh t sinh t
J 0

hvoraf

2A = fSi n h
t j y 2 + 1 dy _ rCos

h
t jx2 - 1 dx .

a J1

I det f¢rste integral anvender vi substitutionen y = sinhu, i

det andetsubstitutionen x = coshu. Vi far da

(
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2A rt
h i dsinhu d It. h dcoshu du

J
cos U d U - s i,n U do U 0 u

It 2 2 rt
=0 (cosh u - sinh u ) du = J0 1 du t. o

Vi de f i.nenede co s t; og sin t som koordinaterne til det punkt

Pt pA enhedscirklen r, hvor t er l~ngden regnet rned fortegn af

cir~elbuen fra (1,0) til P
t

, evt.

med flere genneml¢b af f.

Karakteriserer vi i stedet P
t

~

1 ~m(cos t,sin t) ved, at 2" t er area-

let regnet rned fortegn af cirkelsek

tor~n h¢rende til n~vnte bue, ser

man" at (cosh t 1 sinh t) 'fas pa prCE

cis samme made ud fra h¢jre gren af enhedshyperblen. Dette er grun

den til navnene hyperbolsk cosinus og sinus.

Ud fra eksponentialfunktionens potensr~kkeudvikling finder man

umio.delbart

I' (

cosh t 1 + t
2

+ t
4

+ +
t 2 n

+ t E lR= iT 4T ...
(2n) ~

... , ,
""'l

t
5 t 2n +1

sinh t t +
t.J

+ + + + t ~ lR= 3T ~
. . .

(2n+1r~
... ,

BEMJeRKl~ING. Funktionerne cosh: <C -) <C og sinh: <C --) ¢ defineres ved

z E <C •
-z-e

2

z
· h eSln z = ----. ,

z -z
cosh z = e + e

2

Det er k1art, at potensr~kkefremstillingerneovenfor g~lder, ogsa

nar t E JR erstattes med z E <t •
I det komplekse er de trigonometriske og de hyperbolske funktib

ner n~rt forbundet:

cosh z = cos iz

i sinh z = sin iz

cos z = cosh iz

i sin z = sinh iz

Hyperbolsktangensog hyperbolsk cotangens. Disse funktioner

tanh t' = sin~l t.
cosn t

t.anh : IR~::IR. og coth: m,{O} 4lR

e 2 t - 1

e 2 t + 1 '

defLne r e s ve d

th t = cosh. t =
co . sinh t

e
2 t + 1
2t ·

e - 1
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De har en geometrisk betydning svarende til den geometriske betyd-

ning af tan og cot. (5e figur.) De er begge ulige,

t.arih f-r t.) = - t.arih t; , coth (-t) = - cot.h t .

De er differentiable med de afledede

Funkt.Lone.n tanher voksende og har for x ~ oo og X 4 -ex> grcense-
(

d tanh t

dt
=

1
2cosh t

2 d coth t= 1 - tanh t , -------
dt

1=----
sinh

2 t

2
1 - coth t .

(
v~r4ierne 1 og -1. Dens v~rdim~ngde er derfor intervallet ]-1,1[ .

Fun~tionen coth er aftagende i hvert af intervallerne ]-ex>,O[ og

]O,~ex>[ og har for x ~ (Xl og x ~ -(Xl gr~nsev~rd~erne 1 og -1,

rnedens den gar mod 00 og - co for x ~ 0 fra h¢j re og venstre.

Dens v&rdimcengde i de to intervaller er derfor ] -co, -1 [ og ] 1 , +co [

Det er nu let at skitsere de to funktioners grafer.

, I

(

(

,,
'\

'\
\ ,

\
\

\
\
\,

x

I

1 I
---------- - - -I- - -----

I

-1

t
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Formler for de hyperbolske funktioner. Vi har al1erede n~vntgrund-

relationen

2cosh t · 2 t- Sln = 1 ,

sam afspejler funktionernes forbindelse med enhedshyperblen

{ (x,y)
2 2I x -y = 1}, pa sarnrne made sam relationen

2 t · 2 1cos + Sln t= afspejler de trigonometriske funktioners for-

bindelse rned enhedscirklen {(x,y) I x 2 + y2 = 1} .

Dern~st fremh~ves additionsformlerne

cosh (a + b) cosh a cosh b + sinh a sinhb

sinh (a + b) = sinh a cosh b + cosh a s i nh b

De verificeres umidde1bart udf'ra defini tionerne. Videre fap

tanh a + tanh b .
tanh (a +b) = 1 + tanh a tanh b '

c o t.h (a +'b) = ,1+' coth. a Goth iJ
·,coth a + coth b

(

hvor det naturligvis i den sidste formel rnA foruds~ttes~ at intet

af tallene a, b , a + b er o.

Man bem~rker, at aIle formlerne svarer til analoge formler for

de trigonometriske funktioner, b'Lo t, med et fortegnsskifte ve d led,

der er produkt af to' sin11- ,tanll- eller coth-faktorer. Dette er

let at forst~, nar man bet~nker, at de trigonometriske formlerkan

verificeres ud fra Eulers formler. Fortegnsafvigelserne ko~~er

fra faktorer i 2 =-1 , hidr¢rende fra den faktor ~, der optr~-
1

der i Eulers formel for sin .

Af de fundne formler kan man udlede en r~kke andre, der pa til

svarende made rnodsvarer formler for de trigonometriske funktioner.
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§5. Potensrcekkefremsti11inger. Eksempler oganvendelser.

Potensr~kkefremstillinger. F¢rst en o~ersigt over potensrcekkefrem-

stillinger kendtfra §§ 1-4

x
e = exp x = 1 + x

2x
+~+ +

n
x
11 :

+ . ... , x Em

(

2 4 2n
1

x + x + (-1) n x
x Emcos x = - 2T 4T - +-. . (2n) I · .. ,.

3 5 2n+1
sin x +

x. - + (-1 ) n x
+ x erax = x - -rr Sf .. . (2n+1) I · . - ,.

cosh x +
2n,x

(2n) _~
+ · .. , x E IR

sinh x
3 5

x x'
= x+-rr+Sf+ -,- . - ... + (2n+1 ) ~

+. .. , x EJR

1
1 - x = 1 + x 2

+ x' + + nx + .. _. , ~E]-1, 11

2 3
(-1) n-r l

n
log(1+x) x + x

+
x + xE ]-1,1[= x - 2 3 - ... ·.. ,
n

3 5 2n+1
Arctan x + x + (-1 ) n x

+ E]-1 , 1 [x = x - 3 - (2n+1) ·.. , x
5

f (1+x)a 1 + + (~}x2 + + (:) n + xE ] -1 ,1[
l = ax ... x . - ... ,

00

1 • 3 (2n-l) 2n+1
(

. . x xE ] -1 ,1 t.Arcsin x = x + L 2-4 2n 2n+1
n=1

.

Fr~msti11ingerne af exp, cos, sin, cosh og sinh g~lder som tid-

ligere be~rket ogsa for hvert x E C. De ¢vrige rcekker har konver>

geQstallet 1, dog g~lder fremstillingen af (1 +x)a for aIle x,

nar a E INa. Derer ikke medtaget oplysninger om forholdenei kon

ve~gensintervallets endepunkter.

De anf¢rte potensr~kkefremstillingerer fundet af I. Newton

(0. 1665, jf.· s.1.85). UaEheanqLqt; af ham blev r~kken for

log(1 +x) fundet af N.Mercator(1667) og rcekkenfor Arc t anx af

J. Gregory (1670) og G.W. Leibniz (1673).
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Derpa en oversigt over nogle metoder,

nar man s¢ger en potensr~kkefremsti11ing

lagt funktion.

der ofte kan anvendes,
00

L
n af fore-a x en

n=O n

n
anx for x E ] -p, p [ f¢lger urniddelbart, at

00

I. Af f(x) = L
n=O

00

f (ex) = L
n=O

n nc a x ,
n

spec. f (-x) =
(X)

n nL (-1) ax ,
nn=O

-p -2....
x E ]TCI' lei [

(

\

r
\

for vilkarligt c Em, samt at

00

f(xP) = L a pnx ,
n=O n

for vilkarligt p E :IN •

EKSEMPLER.

x E ] ~1 ,1 [,

2 3 n
Af log(1 +x) = x _x

2
+\ - .•. + C_l)n-1 x

n
+

£¢lger f.eks.

. .. ,

-x

2n
~'+ •••

n

log(.1 _·x) =

2log (1 + x ) =

2 3
x x- --2 3

4 6
2 _..~ + x

x 2 3

nx· . n

, n-1
· •• + (-1)

... , , xE ]-1,1L

xE]-1,1[.

s ..V • 38. )

II. S¢ges potensrrekkefrernstilling af en funktion f(x), der kan

fa,S ud fra en eller flere f unkt.Lone r med kendte potensrcekkerved

[ rnultiplikation rned konstant eller rned x, ved addition eller ved

muItiplikation ,byder betragtningerne s.V.4 sig til.

EKSEMPLER. Vi brugte metoden, da vi fandt fremstillingerne af

cos x, sin x , cosh x og sinh x ud fra eksponentialfunktionens po

tensr~kkeudvikling. (Hvad cos og sin angAr, mAtt~ vi for at udnytte
00 n

Eulers forrnler benytte e Z = L ~: rned Z = ix og med z = -ix, se
n=O

Ud fra frernstillingerne

2 3
(-1) n-1

n
log (1 + x)

x + x +
x + xE ] -1 ,1 [- x - 2 3 - · . . ... ,
n

2 3 n
10g(1 - x)

x x - x
x E: ] -1, 1 [= -x - 2 ·.. ....... '... ,

3 n

finder vi for hvert x E ] -1 , 1 [ :

Loq 1~ ~ = log (1 + x) - log (1 - x) ( . x 3 2n+1
= 2 + + +x + \\.x 3 ... 2n+1 ••. )
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(

finder, xE] -1 ,1 [ ,
n

x
n

00

L
n=1

00 nx
L n-1

n=2
=

Ud fra frernstil1ingen Loq (1 - x) =
vi for hvert xE]-1,1[ f.eks.

00 m+1
-x log (1 ... x) = L x

m=1 In

og videre

(1 -x)log(1 - x) = log (1 - x) - x log (1 - x)

00 n co n,
oo (1 1) 00

L
x + L

x + I: -.-_. - - x n + L= -x- - n-1 = -x = ~x

n=2 n n=2
n-1 n n=2n=2

n
x

(n~1)n ·

fl

Ud fra fremstillingerne af log (1 ... x) og (1 -x) -1 finder vi

ved multiplikationsreglen (Scetning 1. 3 s , V.4) for hvert x E ] -1 , 1 [

log (1 -x) ( (1)'2 (1 .1) n . )'1-x = -1x+ 1~ x + •.. +,1+¥ ••• +n x + •••. •

III. Ledvis integration og differentiation. Har f en afledet

f unkt.Lon i T' med kendtpotensrCEkkefremstilling, fas en fremstilling

af f simpelthen ved ledvis integration fra o til x og tilf~jelse

af det konstante led f (0), j f. Bemcerkning s. V •.9 • Har f en stam

funktion F med kendt potensriEkkefremstilling, fas en frernstilling

af f sirnpel then ved ledvi s differentiation, j f. SCE!tning"1 •7,s. V.7 •

(

EKSEMPEL$ Fremstillingerne af log (1+ x ) I Arc t anx og Arcsin x

fandt vi ved ledvis integration afpotensrcekkerne for (1 + x ) -1,

(1 +x2 ) - 1 og (1 -x2)-~,.

Da (1 - x) log (1 - x) har den afledede funktion

00

-1 - log (1 - x) = -1 + L
n=1

n
x
n ' x E ] -1 ,1 [ ,

og da (1 - 0) log (1 - 0) = 0 finder vi (jf. II):

00 n+1 00 n
(1 - x) log (1 - x) = -x + L x = -x 4- L x x E ] -·1 ,1 [ •

n=1 n (n+1 ) n=2 (n-1) n '

Da (1 - x) -2 som stamfunktion har (1 - x) -1 = ~ xn
n=O

xE ]-1,t[, finder vi som s.V.7: (1 -x)-2 = E nxn-1 for
n=1x E ] -1 , 1 [ .
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IV. Deubekendte koefficienters rnetode.

(a) Differentialligningsmetoden. Som bekendt er Taylor r~kken

00 f (n) (0) n
E n! x den eneste chance for potensr~kkefremstillingaf

n=O
en given funktion f, se s.V~8. En direkte beregning af f(n) (01

for a l.l,e nElliO er imidlertid gerne uoverkomme l Lq , Ran f k a.rakt.e>

riseres som l¢sning til en homogen line~r differentiall£gning med

( begyndelsesb.etingelse, hvor koe f f Lc i.ent.erne er polynomier (se

s.VI.31), viI det ofte vcere lettere at udnytte dette til at finde

( nen pot ensr-ekke I: a x, som er eneste kandadat . Og hvis r~kkens

n=O n
konvergensradius er positiv, v i.L der tilmeduden nye regninger

v~re mulighed for at slutte, at sumfunktionen faktisk er f '.

Somillustration betragtes funktionen (1 + x) a for vilkarligt

a E ffi, hvor vi ganske vist allerede kender resultatet. I e t.hver t

interval I, hvor o EIe ]-1,00[, er f(x) = enestel¢s-

ning til differentiallign~ngen

(1 + x)~ - ay = 0

jf. s.V.25-26.

medf( 0) = 1 ,

Vi s¢gernu atbesternme koefficienter
00

a O' a1 ' .. ., an' ...• , sale ......

(
{

des at potensrcekken L a xn har en konve rqensraddus P >0, og
n=O n

saledes at der findes et interval I med OEI;;]~1,0?[ n]-p,p[ I

hvor sumfunktionen f(x) tilfredsstiller differentialligning og

begyndelsesbetingelse.

F¢rst foretages,en analyse: Vit~nker o~ opgavenl¢st, og ser,

hvad vi kan slutte om For x E I harvi

og

f (x) + + 2 += a O a
1x

a 2x

f' (x) + 2a2x + 3a 3x
2 += a

1

n+ a x +n
n-1

. •• + na x + •.•• · • • .. .• ,n

sAledes at indsrettelse i differentia~ligningens venstr~ side giver

(1 + x) f' (x) - af (x) = f '(x) + xf' (x) - af (x )

=(). n~1a 1-aaO· + (2a
2-(a-1)a1)x

+ ••• + (na
n-(a-n+1)an_1)x

+ .•• •
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Da f: I ~t· if¢lge antagelse ~ilfredsstiller differentialligpingen,

mA r~kken fremst~llenulfunktionenl og identitetss~tningen (s~V.8)

giver sA rekursionsformlerne

, ., ... , na, = (a ....n+1)a . '1" ,n . n-

Og daaO == f (0) =1, sluttes a
1

=a, a 2 = a (a-r l) /2 oggenerelt

vedinduktion

Rcekken
00

L
n=O

na xn

an = a(a-1) ••• (a-n+1) = fa').,
1 • 2· ••• ,. n \n'

rna 'altsa v~re. binomialrcekken

n ,EJN O •

Analysen viser, at opgaven harhc;6jst enl¢sning, binomia1ra!kken.

Men den viser ikke, at denne 'rcekke ·faktisker'en l¢sning~·Vi.be.. ,

gyndte medat tcenke os en l¢sning - detkan umuli,gtgive:'et bevLa

for, at dereren.Men analysen har givet as en eneste mulig karr-

didat, og sa kan vi jo "g¢re p,r¢ve":

Vi be'tragter da rrekken n~o anx
n,

hvor an = (:), n € IN. Fct>rst

besternmeskonvergenstallet o . Viforu,dscetter a EJR'lNO,og f Lrrde r

sa p =1,ses.V. 25. Indscettelsea'f sumfunktionen{
\:

00

f(x) = 1:
n=O

naxn XE] -1 ,1,[ ,

'r-

i dit£ferentialligningens venstre sLde giver if¢lge de gamle reg-

ninger enfunktion med fremstilling

og da tallene an passer i rekursionsformlerne., er koefficienterne

i denne potensrcekke aIle o. Altsa er f: ]-1,1 [ ...m ,enl¢s~ing,

ogda f(O) = a O = (~) = 1 , slutt~s

a 00, (a)' n
(1 + x) =1: x

n=O n

af(x) =(1 +x), dvs,

x E 1-1 , 1 [ ..
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(b). Rekursionsformler til bestemmelse af koefficienterne 'L en

potensrcekkefremstilling kan fremkonunepa anden vis end via diffe-

rentialligninger.

EKSEMPEL. Funktionen 1/ (1 + x + x 2) s¢ges fremstillet ved en po....
00

tertsrcekke· L anxn i et interval I omkring 0 . Idet vi tcenkeros·
n=O ~

op9'aven l¢st (anaLysel), har vi for hvert x E I

2
00 00 00 00

1 (1 + n n n
L

n= x+ x ,) L a x = L anx + L a " 1x + an-2xn==O n
n=O n=1

n- n=2
00

n= a O + (a1+aO) x + L (an+an-1+an--2)X,
n=2

og dermed if¢lg.e entydighedssretningen

a o = 1 , a 1 = -an ,a2· =' -a1'~-"ao, ... , an -, -an-1' - a n-2 , · .. tt;

der giver rcekken

10
X ,+ ••• - •

Denhar konvergenstallet 1,og forhvert x E ] --1,1 [ har vi med

de fundne vcerdie·r af an og med brugaf regningen ovenfor, at

2 00 00 n
(1 +'x +X ) L a x

n = a'O + (a1+aO)x '+ L", fa +a' 1,+a ·"'2',)x· = 1""n ,n n- . n- .
n=O n=2

hvor det sidste lighedstegn denne gangf~lger'af rekursions'formler

nee Den fundne rtEkke fremstiller altsa 1/(1 +x +x2 ) isit kon-i

vergensinterval ]-1,1[.

P. S. Med opfindsomhed kan opgaven ogs:al¢sesved' ·'~6ntsk:r'ivnirtgen.

1 1
00

3n
00 3nx

L 1:::: - = X - .X x
1 + + 2

1 3 1 x:3 n=O n=Ox x -x -
x'E" ] ~1 ,."1,.[

Til 'sidst nogle ord om problemet at bestemrne sumf'unkt Lonen
00

f(x), xE ]-p,p[ ,

vergenstal p >0

funktionstegn.

for en forelagt potensrcekke L a xn med kon~
n=O n

Man s¢ger at udtrykke £(x) vedhj~lp af ~endte'

Herkan man ogsa spillepa I, II' 'ogIII, blot er det nu den

forelagte ra:!kke, man rnapr¢ve atf¢retilbage til'<pctensrcekker med

kendt sum.



Mat 102, 198~/82 §5 V.58

EKSEMPLER. [,e under I, II, III givne eksemp1er kan Laise s "baq f r a!".

Bernarrk , at ud,nytte1se af ledvis addi tion og af Cauchy mul tiplika

tion (II) krcever mere opfindsomhed "bagfra", ligesom man rna VCEre

ornhyqqe Li.q vedr¢rende konvergens. Tag eksempelvis rcekken

Da koefficienten til nx kan dekomponeres (opfindsomhed):

00 noon
fremgarrCEkken ved ledvis subtraktion af L x 1 og L n:2 .

n=2 n- n=2
Man finder let ,at den fore lagtercekke har konvergensradius p = 1 ,

men det berettigerikke til at skrive

(

(

2
(n-1) (n+1)'

= _1_ _ 1
n-1 n+1'

co 2xn
I:

n=2 (n-1 ) (n+1 )

00 n
x= L --n-1n=2

00 n
x

L n+1 '
n=2

XE]-1,1[ ,

der rna f¢rst argumenteres for konvergensen af rcekkerne pa h¢jre

side. Nar de som her beggeerkonvergente for x E ] ~p., p [, og sum

men kan besternmes, er opspaltningen lovlig og hensigtsmCEssig.

For x E ] -1 , 1 [ " {O} har vi.

00 n 00 n-1 00 n
-1L- x

L
x

- x log (1-x)L = x L = x =
n=2 n-1 n=2 n-1 n=1

n

00

1 L
x n=2

n+1x
n+1

1 (. 2 00= - -x -~ + L
x\ 2 n=1

x
n\ =
n)

x 1-1 -2" ... xlog (1 -x)

altsaer
~ 2xn = {01 +1+(~-X)109(1-X)

n=2 n 2 - 1

for xE ]-1,1['{O}

for x = a .

BEMlERKNING. Fremgangsmaden i IV (a) kan ogsa bruges over for en

differentialligning uden·kendte l¢sninger. Lykkes det at finde en

potensrcekke, hvis sumfunktion tilfredsstiller differentialligningen,

kan man yderligere fors¢ge at udtrykke l¢sningen ved hjcelp af kend~

te funktionstegn. Der er eksempler s.VI.53.

COO""funktioner, der ikke kan fremstilles ved potensrcekke. 1 aIle

hic;ltil betragtede tilfcelde af COO-funktioner f:1 -4 <c pa et inter-:

val I, der indeho1der 0, har det vist 8ig, at funktionen kan frem-

stilles ved en potensrcekke
00

L
n=O

n
a xn om ikke i hele intervallet,
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sa dog 'i et de Lf.n t.ezvaLc Som vistaf Cauchy er dette ikk·ealtid

til-fCEldet.

Vi minder am, at Taylor r~kken med a = f(n) (O)/n: er denn
eneste mulighed. (Korol1ar 1.9, s.V.8). Vi viI her give eksempler

o ex>. '
pa C -funktioner f: ffi-+lR, hvor Taylorrcekken har konvergenstallet

p =00, men ikke har f som sumfunktion.

Med T betegner vi k1assen af funktioner f: m. ..... :IR af formen

J p(~) exp (--;) for x =1= 0
f (x) = 1. 0 x for x = 0

hvor .P eret polynomiurn.

Vi betragteren vd Lkar Li.q funktion fET. For x==Oer f diffe

rentiabelmed f ' CO) =0. Vi har nemlig

f(x) -f(O)
x-a for x-+a ,

For x * 0 er f diffe-
2

idet jo tP (t) exp (-t ) -+ 0 for I tl -'+00.

rentiabe1 med den afledede

f I (x) = [-p I (~)x~ + p(~)x23] exp (- xi) ·
AltsA er f differentiabel pA he1e Rrned

for x =1= 0
f '(x) =

for x = 0

Q er poLynomf.e t; Q(t) = -p I (t) t 2 + P (t) 2t3• Der g~lder

f' E T. F¢lge1ig er f I differentiabel, og dergc:e1der

hvor

altsa

f " E T ,etc.

( Enhver funktion f E T er altsa af klasse coo, og' da f (a) =0 ,

f' (0) =0, f " (0) = 0, , er dens Taylor rcekke h¢rende til punk t.et,
00 no rcekkeh L Ox, som er konvergent for a Ll.e xnledsurnmen 0 .

n=O
Vce~ges' f. eks , P = 1 , er f (x ) * 0 for x:t= 0 . ,Summenaf. Taylor r~kken

er altsa kun lig med f{x) for x=O.

BEMlERKNING. Ud fradette eksempel kan dannes andre interessante

eksempler.pa COO-funktioner. Saledes ser vi, at funktionen

for x > 0

for-x'~ 0

er af klasse Coo. Det samme g~lder derfor for et vi1karligt
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f: E m+ om funktionen g (x) g (g-x), som ses at vzer-e positiv for

x E ]O,e[ og lig 0 for x EE ]0·,£[ .

o

g(xJ g(t-x)

o c

hex)

---.....,IJ_f~
o c a av s

h(x-a) h(h-xJ

f

o-e b

h (x)

Funktionen
J~ g (t) g (E-t) dt

= Jgg (t) g( &-t) dt

er derfor afklasse ct» og lig 0 for x ~ 0, strengt vokse~de for

o ~ x ~ e og 11g 1 for x ~ E. Betragtes nuet vilkArligt~nterval
~ 1 -

J.a, b [ og vrelges E < '2 (b - a), ser vi, at funktionen h (x - a) h (b - x)
00 '

er af klasse C og lig 0 for x ~ a, strengt voksende for

a ~ x ~ a + E, lig 1 for a + E ~ X ~ b -e, strengtaftagend~ for

b - £ ~ X ~ b og 1ig 0 for x ~ b •

SAdanne Ct»-funktioner spiller en vigtig rolle i forskelligarte-

de unders¢gelser, som vi skal se i Matematik 2 og·3.

Funktioner af form f (x)
g (x)

Det er let at udtale 5ig, om, hvorledes

en funktion afnrevnte form opf¢rer s Lq ved grcenseovergangen x -+ 0.,

9 er givet s om s umf unkt.Lone r a f potensrcekker0

fnar og
00

L a xn

n=O n og
00

L
n=O

n
b x •

n
Vi viser metodenpA et partypiske tilf~lde.

EKSEMPLER.

1 -,qOS x =
~2

sin x =x

(a ) For x E m "{ O} gcelder

2 4
1 - (1 -h +n -·..) = 1 _ x 2 +x 4 _

2 TI 4: 6!
x

3 5
x x

x. - 3: + 5 1 - • • • x 2 x 4
x = 1 ... 3T + 5T ....

Idet sumfunktionerne forpotensrcekkerne pa h¢jre side er'kontinuerte
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sin x
xog

1-cos x
i punk t.e t, x= 0, har funktionerne x2

1x ~ 0 grrensevcerdierne 2" og 1, og tillcegger vi dernfor x =0

disse vcerdier, gcelder formlerne for aIle x E lR •

(b) F.or

q>(x) =
... )-"1

\... )

=

2x x
1 1 +2' +""6 + • • •
x 2i -~4 + •••

1+ ~+
2 4

=

Idet sumfunktionerne for potensrcekkerne i den Sidste br¢k er kon

tinuerte i punktetx= 0 ,ses, at denne br¢k konvergerer mod 2

for x -+ o. F¢lgelig g~lder l<.p (x) I -+ + 00 for x ....·0. Og dar-.
2 .. . . . ···2

2 __ 1 ( 1 + I + x6 + ...) - 2 (~ - ~4.+ ••• )
<.p(x)- - - - - L

X x 1 x 2

2 -24 + • • •

ses, at <.p (x) 2 -+ 1 for x -+ o. Vi har altsAx

~(x) = ~ + 1 + .(x) ,x

hvor tIJ (x) -+ 0 for x -+ O.

Tilncermet beregning ate 09 . n . F¢rst e. Udfra eksponential

rtekken fas

1 + 1 + 1 + + 1 +e = TI 2f n!

1 + 1 + 1 + + l'
+= TI sr n! r n

hvor vi for fejlen r ved brug af sarnmenligningskriteriet finder
n

= 1(1 1 1 + \
n! \n+1 + (n+1) (n+2) + (n+1) (n+2) (n+ 3) • • • }

1 ( 1 1 ·1 . )' 1 . 1
< n! n+1 + (n+1)2 + (n+1)3 + •••. =n· n! ·

Vcelges n =13, fas
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(--
\

1 1 1 0,000198 412698= 7T =
1 1 1 0,000024 8015861: = aT =

1 0',5 1 0,000002' 755731IT = 9T =
1 0,166666 666666 1 0,000000 2755733T = 1 O! =
1 0,041666 666666 1 0,000000 025052iT =

11 ! =
1 0,008333 333333 1 '

0,000000 002087TI = 12 : =

1 0,001388 888888 1 0,000000 000160/ rr =
1 3! =(

har vi

e = 2,718281.8284

(
altsa

len.

e = 2,718281 828440 +a + r13' hvor a er af r und.Lnqs fej «
Idet 0 < a +r 1'3· < 11.10-12 + --.!-.161-10- 12 < 24.10- 12 ,

13·

Tallet eer irrationalt (J.H'. Lambert 1761), se opg. V.2.11·,

ja endog transcendent (Ch. Hermite, 1873).

For IT kan vi fa en tilncermet beregning ud fra poceria r-ekken

for Arctan x ,

1_1--.!-+1--.!-_1.-1.+1 1_ p
5 3 53 5 55 7 57 9 59

1 1 1
239 - "3 2393 + q ,

3 5 2n+1
Ai:ctan,x=x - x3 + \ + .00 + (_1)n (~n+1) + 000·' x E ]-1,1 I ,

Rcekken er konvergent i konvergensintervallets endepunkter m~d den'

"rigtige" sum (opg. V.4.13),

n 1 1 14 = 1- 3 + 5 - 7 + •.•

men pa grund af rtekkens "langsommekonvergens", er denne .formel

ueqne't; til beregning. For x = 1/V'3 . fas

~ == V~ ( 1- ~~ + ,~ 31- ~ 3~ + 0 0 0 ) ,

som hurtigt giver n med et antal decimaler. Endnu bedre er det·

at benytte en af de mange formler, der forbinder v~rdierne af

Arc;tan x for simple rationale vtt!rdier af x . Et velegnet eksempel

pA ensAdan formel (opg. V.5.16) er

n' 1 14" = 4 Arctan 5' - Arctan 239 •

ved brug af afsnittet i en alternerendeAf vurderingen pA fejlen

r~kke (s.I.64)fAs

1
Arctan 5" =

1
Arctan 239 =

l
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hvor 1 1 -9o < P < TI 5 1 1 < 2·10 og
1 1 ~9

O < q < - -- < 10 '.. . 5
2 39

5

0,004184 075 + b',

hvor 0 < l b l < 3-'10-9 .

0,004184 100

0,000000 024

1
239 =

1 1
=

"3 2393
1

Arctan 239 =

= 0,2

= 0,000064

En udregning giver
.1
5
1 13" 53 = 0,002666 666 ...

1 1
5 55

1 1
'7 57 = 0,000001·828

1 19" 59"- 0,000000 056

1Arctan ~ = 0,197395 558 +a ,

hvor 0 < lal < 6-10- 9
(
I

~

Vi har saledes

4 Arctan 1 0,789582 232 + 4a 0 14al 24-10- 9
5 = , < <

Arctan 1 0,004184 075 + b" 0 < Ibl < 3-10- 9
239 =

TT 0,785398 154 + ° lei < 27-10-9
4" = c <

n = 3,141592 616 + 4c ° < 14cl < 108-10-9

Altsa·er
, TT = 3,141592 .•••

Tallet TT er irrationalt (J .H. ,. Lambert 1761), ja endog trans

cendent (F~ Lindemann 1882).



(

\

Mat 102, 1981/82 §6 V.63

§6. Fourierr~kker.

I sine unders¢gelser over varmeteori gjorde J.-J. fourier (1768

1830) den skels~ttende opdagelse, at enhver funktion f: m ~ ~ med

periode 2n" der blot opfylder visse simple betingelser, k~n frem

sti~les ved en trigonometrisk r~kke. Man taler i denne forbindelse

om harmonisk analyse, eller-man siger, at funktionenkan opl¢ses i

rene svingninger, eller at den kan dannes ved superposition af rene

sVingninger. Resultatet er af stor betydning ogsA for andre problerner

i den matematiske fysik. Pa grund af de krav en eksakt behandling

stiller mad hensyn til analytisk teknik har teorien for harmonisk

analyse ¢vet stor indflydelse pA analysens udvikling. I denne forbind

else kan bemCErkes, at Riemanns prCEcisering af det klassiske integral

begreb{jfr. kap. III) skete i forbindelse med enunders¢gelse af

trigonometriske r~kker. F¢rst med Lebesgues integralbegreb har teori

en faet sin naturlige ramrne. Vi rna derfor her give afkald pa en mere

dybtgaende behandling af teorien,og indskr~nker os til at bevise

nogle af de klassiske resultater under $imple antagelser vedr¢rende

de betragtede funktioner.

Definition af.Fourierr~kker. Ved en trigonometrisk r~kke med periode

2n forstas en r~kke af formen

CJO

12" a
O

+ L (a cos nx + b sin nx)
n=1 n ~

med kornplekse koefficienter a og bn n Den variable x er reel.

( Ved hj~lp af Eulers formler kan dette omformes til et udtryk affor-

men
00

Co + L (c e i n x + c e- i n x)

n=1 n -n
.eller kort

n=-oo

inx
c e

n

Overgangen fra den ene skrivemade til den anden sker ved formlerne

C' = l(a -ib ) c = .1 (a +,ib ) n E :IN,
n 2 n n -n 2 nn

a = c +c b = i(c -c ) n E :IN.
n n -n n n -n

er bekvemmere at operere med end funktionerne

foretr~kker vi her sidstniEvnte form. R~kkens

inxeDa funktionerne

cos nx og sin nx I

n t e afsnit er
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=

Det'er klart, at hvis en trigonometrisk r~kke med periode 2n er

punktvis konvergent, viI dens sumfunktion v~re periodisk med periode

2n

Vi kommer adskillige gange til at benytte at der for funktionerne

inxx ~ e , n E 2Z, gCElder

Hvis en trigonometrisk r~kke L

(~

(
SJETNING 6.1.

1
2n

inx
de . x

= f: n = 0

n * 0 .

00

n=-oo

inxc e
n

er uniformt

konvergentmed sumfunktion f(x) , som da er en kontinuert funktion

rned perioden 2n, er r~kkens koef£icienterbestemt ved

c (f)
n

1 J21T -inx= c = --2 f(x)e dx, n E ~
n IT 0

P ikx
~ eke konvergerer uniformt mod

k=-p
k f kt · f 1 ( .) - inxonvergerer un lons ¢ gen s x ep

s (x ) =
p

n E 2Z

Afsnitsf¢1gen

For et fastf (x ) •

BEVIS.

altsa uniformt mod f(x)e- i nx, og der g~lder derfor

Altsa ernar p > Inl

_1_ J2TI f(x)e-inxdx = lim -f- J2 TI
s (x)e-inxdx

2TI 0 p-xx> TI 0 P

ckei(k-n)x. F¢lgelig er-inx p
Nu er s (x) e = L

P k=-p
1 J~TI -inxs (x)e dx = C

2TT P n

1 f2TI f(x)e-inxdx = c
2TT

.
-0 n

BEMlERKNING. lntegration over et v i.Lka r Li.q t; interval af Leenqde 2.11

viI give samrne resultat.

Denne s~tning motiverer f¢lgende:

DEFINITION. For enhver stykkevis kontinuert funktion f: m ~ ~ med

perioden 2n betegnes den trigonometriske r~kke

00

n=-co

inxc e .,
n

hvis

koefficienter c
n

er bestemt ved



.:
(

Mat 102, 1981/82 §6 V? 65

C
n

1
= 21T

f(x)e-inxdx n E Zl

som Fourierr~kken for f. Vi udtrykker dette ved at skrive

C9

f (x) r-J l:
n=-oo

inxc e
n

BEMmRKNING. Med brug af denne definition kan S~tning 6.1 udtrykkes

n=-oo
vergent, er den Fourierrcekke for sin sumfunktion f(x) .

(
sa1edes: Hvis en trigonometrisk rcekke

00

inxc e er uniformt kon-n

Skrives Fourierr~kken p! formen

00

1
f (x) f'of."2 a O + r (ancox nx + bnsin nx) ,

n=1

lyder udtrykkene for koefficienterne (som man umiddelbart efterregner

ved brug af de ovenfor anf¢rte overgang$forrnler)

1 r2 rr
f (x) cos nxdx 0,1 ,2,.••.a ::::;:

J0
n ==n TI

b 1 f: rr
f (x) sin nx dx 1 ,2, .••= - n =n TT

(

Tallene" c n resp. an' b n kaldes funktionens Fourierkoefficienter.

St¢rrelsen Co = 2
1
rr f~rr f (x ) dx kaldes ogsa middelvCErdien af f.

Vi minder am at definitionen af en stykkevis kontinuert funktion

stAr pA s. 111.10. Vi kan s~ formulere og bevise f¢lgende

(

S~TNING 6.2. (Bessels ulighed.) For en stykkevis kontinuert funktion
00

f: JR -+ <t med perioden 2n og Fourierr(Ekken
inxc e gcelder

n

for ethvert n EID uligheden

n 2
L I ckl

k=-n
1

< 2n J
2 1T 2
o I f (x) I dx.

BEVIS. Bemcerk f¢rst, at der for n,m E ~ gcelder

n = m

n * m .

fas nu

1
f

2 11 . ·lnx -lmxd211 e e· x
o

s (x) = ~ ikxn eke

= 2
1
rr f: rr

e
i

(n-m) x d x = {: :::

hvor 1 f2TI f(x)e-ikxdxc k = 21T 0
s=-n 2

for den ikke-negative funktion If(x)-sn(x) I :

Idet
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1 r2TI
2 1 J2TI0 < 211 J I f (x) -sn (x) I dx = (f(x)-s (x)) (f(x)-s (x))dx- 2n n n'0 0

1 r2TI
2= J ( I f (x ) I - f (x ) s (x ) ~ s (x ) f (x ) +S (x ) s (x ) ) dx211 o n n n . n

1 J2TI 2 n
1 J: TI

f(x)e-ikxdx= 211 I f (x ) I dx L c k0 k=-n 211

J
2 TT Lk

f(x)e- 1 x d x +
o

/

t

1=
2ft

1= 2TT

Heraf afl~ses uligheden. 0

BE~RKNING. Af Bessels ulighed f¢lger straks, at r~kken

00

L Ie 12
n

1 J2rr 2 n=-oo
er konvergent, og at dens sum er ~ 2n 0 If(x) I dx. Uden bevis

_1 f2Tt 2
n~vner vi, at summen faktisk er 2n' 0 If(x) I dx. Ligningen

er kendt under navnet Parsevals ligning.

KOROLLAR 6 •.3 • For Fourierkoefficienterne c
n

(resp. a , b )n n for

( en vilkarlig stykkevis kontinuert funktion f: ill ~ ~ med periode

Ikl ~ 00. Heraf f¢lger pastanden for an'

~ I C k 1
2

< 2
1

TI f~TI I f (x) ,2 d x er rCEkken
k=-n'

Ick , 2 ~ 0 for Ikl ~ 00, hvoraf fas at

(

211 'g~lder

n -+ oo •

BEVIS. Nar

vergent, sa

c -+ a
n for Inl -+ 00 , resp. a -+ 0n

resp.

og

b
n

b -+ a
n

2r ICkl
k=-oo

for

kon-

for

o

EKSEMPEL. Vi betragter den funktion f: lR ~ <t med periode 2rr der

pa [-11,11[ er givet ved

f(x) = {a
b

-TT < X < a

o < x < 11 ,

hvor a og b er givne komplekse tal. Da f er stykkevis kontinu-
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ert kan vi uden videre udregne Fourierkoefficienterne c n for f

1 fIT -inx a rO -inx . b r
il -inxc = 2n f(x)e dx = e dx + e dxn J-n 2rr J -TT

2n Jo
.

Heraf far vi at a+b vi for * 0 farCo = -2- mens n

a
2TT •

-inx 0e
-in

-11

b
-inx IT

+ __ • _e__
211 -in 0

-L+.l =
rrin nin

b-a
nin

n lige

n ulige,

saledes at d~nne funktion har som Fourierr~kke

a+b + b-a
-2- ni L

nEll
n ulige

inxe
n

x E JR •

- R~kken kan i¢vrigt ved brug af Eulers formler ornskrives til

a+b + 2 b-a
-2- 11'

co

I:
n=1

i(2n-1)x -i(2n-1)xe' -e
2 i (2n-1')

= a+b + ~(b-a) ~
-2- n n=1

sin(2n-1)x
2ri-1

Specielt kan vi heraf afl~se at Fourierr~kken for

konvergent med sum a+b
-2- At dette tal ogsa er

f i punktet -0 er'

£(0+)+£(0-) er ikke
2

nogen tilf~ldighed. Mere herom senere.

(
Fourierrcekkens konvergens. I aria Loq L med begrebet stykkevis kontinu

ert siger vi, at en funktion f: [a,b] ~ ~ er stykkevis differentia

bel hvis der findes en deling af [a,b] ved delepunkter a ~

I x • 1'x.] ,
J~ J

lx. 1'x.[ · En funktion f: I ~ ¢ pa et vilkArligt interval I em
J- J

kaldes stykkevis differentiabel, hvis den er stykkevis differentiabel

'Xo < x1 < ••• < xk - 1 < xk = b og for hvert j E {1, ... ,k} en diffe

rentiabel funktion f,: [x'.1'x.] ~ ¢ pA det afsluttede interval
J J- J

som stemmer overens med f pa det abne interval

(~ pa ethvert kompakt delinterval [a,b] af I.

En stykkevis kontinuert funktion f: I ~ ~ kaldes norrnaliseret,

hvisdens v~rdi f(x) i ethvert diskontinuitetspunkt x, der ikke



Mat 102, 1981/82

er endepunkt for I,

§6

er lig med middeltallet f(x+)+f(x-)
2

V.68

af gr~n-

sevcerdierne fra ho j r e og venstre. En v.i Lka r Li.q stykkevis korrt i.nuer t;

fun~tion f: I ~ t normaliseres ved at man erstatter funktionsv~rdi-

en i ethvert diskontinuitetspunkt, der ikke er endepunkt for I,

med f(x+)+f(x-)
2 (sml. situationen i Eksemplet efter Korollar 6.3).

BE~RKNING. Hvis f: m ~ ~ er en funktion kan man betragte for-

skydningen fa' hvor a E E er et givet tal, defineret ved

f (x ) = f (a+x)a fo r x E JR.

Det er k1art, at hvis f er periodisk med periode 2n b1iver f
a

periodisk med periode 2n. Endvidere viI stykkeviskontinuitet e1-

ler differentiabilitet af f umiddelbart overf¢res til fa Hvis

f er stykkevis kontinuert og 2n-periodisk og har Fourierkoeffici-

enter c (f) ,_n sa viI det om Fourierkoefficienterne c (f )n a for

l
Det f¢rste udtryk er det n t e led i Fourierrrekken for fa i punktet

0, udtrykket til sidst er det n t e led i Fourierrrekken for f i punk-

tet a, d.v.s. Fourierr~kken for f i punktet a er den'samme

sam Fourierr~kken for fa i punktet o. Vi kan derfor afg¢re konver

gensforholdene for Fourierr~kken for f i et punkt a ved at under-

s¢ge konvergensen af Fourierr~kken for fa i 0

BE~~RKNING. Det er en umiddelbar konsekvens af integralets linearitet

at hvis f har Fourierkoefficienter (cn(f))nE~ og ghar Fourier-

koefficienter (cn(g)nE~ sa viI of +Bg (0, a komplekse konstan-

ter) have Fourierkoefficienter (acn(f)+Bcn(g)nE~ Heraf f¢lger

ogsa at hvis Fourierr~kkerne for f og g er konvergente i et punkt

X o ' sa er Fourierrcekken for o f + ag konvergent i X o (jvf.

s . I.63).
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Punktviskonvergens. Vi vil nu vise f¢lgende s2tning om punktvis

konvergens af en Fourierr~kke.

S~TNING 6.4. For enhver stykkevis differentiabel funktion f: lR ~ t

med periode zn er Four Le.r rtekken punktvis konvergent, og s umf unk>

tionen er den funktion der fas ved normalisering af f.

BEVIS. Lad f have Fourierkoefficienterne (cn(f) )nE2Z og lad
(X)

a Em VCEre givet. Vi skal vise at ! c (f) e i n a = f (a+)+f (a-)n . . 2
n=-oo

F¢rste etape af beviset gar ud pa at .. specificere yderligere forud-

s~tninger om f, som muligg¢r en smidigere bevisgang, uden at tabe

styrke i konklusionen.

For det f¢rste kan vi udnytte Bemcerkning s , V·.68: Erstattes f

med forskydningen f ,
a kan vi i resten af beviset foruds~tte at

a ~ 0, altsa at vi unders¢ger konvergensen i punktet O.

For det andet kan vi s¢rge for at f er kontinuert i punktet 0:

Betragt den type funktion der blev unders¢gt i eksernplet s. V.

Mere pr~cist, lad

f (0-)
h(x) ::::: {

£(0+)

-n < x < 0

o < x < TT •

Vi kan'uden at ~ndre pA foruds~tningerne om f vedtage at f(O) =

( f(O+) Lad sa F::::: f -h pa [-TT,TT[ og udvid F til hele m,

saledes at den er 2n-periodisk. Be:mcerk at F er stykkevis differen-

tiabel (da bade f og her). Endvidere er

lim F(x)
X~O

= lim (f(x)-f{O-) = 0 ,
X~O

lim F(x) = lim (f(x)-f(O+) ::::: 0 ,
x-).Q x-+O

+ +
og da F(O) = 0 er F altsa kontinuert i O. Vi ved allerede, at

Fourierr~kken for h er konvergent i 0 med sum
f(O+)+£(O-)

2

(eksemplet s . V. 66). Hvi.s vi kan vise, at Fo ur'Le r r ekkeri for F er

konvergent i 0 med sum 0, sa.f¢lger det af Bem~rkning s. V.G8,
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at Fourierr~kken for f er konvergent i 0 med sum £(O+)+f(O-)
2

Vi definerer sA en 2rr-periodisk hj~lpefunktion g ved at s~tte

og bem~rker at

g (x)
F (x )

=
ix 1e -

x =1= 2pTT , P E 2Z

lim g(x) = lim
x-'O+ X'" 0+

og at tilsvarende

F (x) = lim
ix 1 ae - X-+

+

F (x)
x

x =-i lim F(x)-F(Q)
e

i, x _ 1 x-a '
X~O+

lim g (x)
x-+O_

= -i lim F(x)-f(O)
X~O x <O

Heraf slutter vi, at da F er stykkevis differentiabel, er g styk-

kevis kontinuert. For Fourierkoefficienterne

vi umidde1bart udregne at

c (g)n og kan

I
\

c (F) 1 J:n
F(x)e-inxdx 1 f:n

g (x ) (eiX_1)e-inxdx= 2TT =n 2TT

1 J:n

( ) -i(n-1)xd
1 I:n

-inx
= g x e x -, 211 g(x)e dx2TT

= c n-1 (g) - c (g) .
n

Altsa er
n
L c k (F) =

k=-n

n
L [C k - 1 (g) - c k (g)] = c-n- t (g) - c n (g)

k=-n

Men af Korollar 6.3 til Bessels ulighed f¢lger sa at

L c (F) = lim (c-n- 1 (g)-cn(g)) = 0 ,
nE2Z n n~

hvilket var, hvad vi skulle bevise. D

BEI~RKNING. Man kan vise, at der findes kontinuerte funktioner

f: JR -+ ~ med perioden 2n, hvis Fourierr~kke er divergent for

visse x.

Integration o~ differentiation af Fourierr~kker. Lad f: JR ~ ¢

v~re stykkevis kon-tinuert og have periode 2n. Hvis f har middel-
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v~rdi 0, er Fourierkoefficienten Co = 0, d.v.s.

00

f (x) ~ L
n=-oo

inxc e
n

n*Q

En stamfunktion F(x) = J~ f(t)dt er da kontinuert og stykkevis

differentiabel, og da f har middelvcerdi 0 er F periodisk med

periode 2n. Vi kan finde Fourierr~kken for F; lad Cn(F) =

-1. J2n F ( ) -inxd (n E r'1f7). For n * 0 b tt' d 1 i · t2n 0 x ex, . ~ eny es e v S In egra-

tion pa hvert af kontinuitetsintervallerne for f; hvis
(I
I x 1,x2,···,xk- 1 er diskontinuitetspunkterne for f i [O,2n] og

Xo = 0 , xk = 2n har vi

k ([ -inX1Xj= L ._1 F (x) e " __1_
"=1 21T -u.n x. 2n
J. J-1

c (F)n
1 f2TI "= -- F(x)e-1nxdx =

2TT 0

1 J2
0

TI -inx
= 2n f(x)e in dx =

k 1
L 2 TT

j=1

c
n

in

fX j
F(x)e-inxdx

x . 1J-

x . ")r J e -J.nx
J f (x)-in ,dX

x . 1J-

Af Scetning 6. 4 far vi da, at for a Ll,e x E IR. er

F(x) = CO(F) +
00

n=-oo
n=l=D

en inx
in e

d.v. s. Pour Le r r-ekken for F fremkonuner ved ledvis integration af

Fourierr~kken for f.

Vi har vist

SETNING 6.5. Hvis f er stykkevis kontinuert, periodisk med periode

2TI og har rniddelv~rdi 0, og hvis Fourierrcekken for f er givet ved

00

n=-oo
n=l=O

inxc e
n

\

sa er enhver stamfunktion F til f periodisk og opfylder at
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CX) c
inx-F (x) Co + L

n
= einn=-oo

n*O

V.72

(hvor Co er en konstant) .

I lighed med definitionen af "stykkevis differentiabel" viI vi

sige at en funktion f: [a,b] ~ ~ er stykkevis c1
I hvis der fin-

des en inddeling a = Xo < x
1 < < xk = b af [a,b] og k funk-

r

C1\ tioner f . : I x , 1'x.] ~ <C som aIle er og som sterruner overens
J J- J

med f pa ]x· 1,x.[ Vi viI 0 sige at funktion f: I -. et
J- J

ogsa en

hvor I er et vilkarligt interval i IR, er stykkevis C
1 , hvis

den er stykkevis C1 pa aIle kompakte intervaller [a,b] c I •

Med denne sprogbrug kan vi ornformulere ovenstaendes~tning til

et udsagn om en funktion og dens afledede.

KOROLLAR 6.6. Lad f: lR ~ ~ v~re periodisk med periode 2n, kon

tinuert og stykkevis c1 . Hvis f har Fourierkoefficienter c n

og f' har Rourierkoefficienter c'
n sa gce1der at

-;> incn for a Ll.e n E 2Z ,

altsa Fourierr~kken for f' fas ved ledvis differentiation af Fou

riep/~kken for f.

Uniform konvergens. En tilstrcekkelig betingelse for, at en trigono-
ex;). •

t · k kk " (c e 1 n x + c e-J.nx) · f t k tme rlS rce e c + L er unl arm onvergen,o n -n -
n=1 00

er if¢lge majorantkriteriet, at r~kken IcOI + L (Icnl+lc_nl) er
co n=1

konvergent. Denne r~kke skrives kart L lenl i averensstemrnelse
00. n=-co

med skrivernaden L c e 1nx for den trigonometriske r~kke.
nn=-co

Lad f: ill ~ ~ v~re en stykkevis differentiabel funktion med

·perioden 2n og Fourierr~kken

CX) •

" :LnxLee •n If¢lge S~tning 6.4 er
n=-oo

(, r~kken punktvis konvergent, og sumfunktionen er den funktion, der

fas ved no rma.lLs e r i.nq af f. Da rcekl<.ens led er kon t i.nue r t.e , ser vi

derfor, at en n¢dve~dig betingelse for, at Fourierr~kken
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inx
L c e

nn=-co
er uniformt konvergent, er, at den funktion, der fas ved

norma1iser~ng af f, er kontinuert. NAr f er kontinuert, viI kon-
00

vergens af r~kken L Ie I if¢lge ovenstaende medf¢re, at Fourier-
nn=-oo ,

r~kken er uniformt konvergent med sumfunktionen _ f. Vi sk~l her

give en tilstr~kkelig betingelse for, at dette finder sted.

S~TNING 6.7. NAr f: m ~ C er kontinuert og stykkevis C1 og har

formt konvergent med sumfunktionen f.

perioden 2n da er den tilh¢rende Fourierr~kke

CX) •

L c e 1n x
nn=-oo

uni-

BEVIS. For en funktion- af den angivne type har vi fra Bessels ulig-

hed og fraKoro11ar 6.6, at der for ethvert n em g~lder

n . 2 1 r2 lT 2
L , kC

k
I < - If' (x) ! dx.

k=-n 2lT J o

Ved brug af den i 11.2 viste Ca~chy-Schwarz's u1ighed

fas nu, at der for ethvert n E ill g~lder

n
L Ickl

k=-n

n 1
= IcOI + L' kick' ok

k=-n

(

hvor rncerke pa s ummat.Lon st.eqrie t; angiver, at k = a skal overspringes.
co

Altsa er L lenl konvergent. Vi har imidlertid ovenfor gjort rede
n=-oo

for, at nar f er kontinuert og stykkevis differentiabel, vil kon-
00

ve r qen s af rcekken I: I c Inn=-co
konvergent med sumfun.ktionen

medf¢re, at Fourierr~kken er uniformt

f. 0
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E~SEMPEL.

§6 V .. 74

(

(
Funktionen x ~·Isinxl er periodisk med periode 2n og endvi

dere kontinuert og stykkevis C1 . Dens Fourierr~kke konvergerer

derfor uniformt mod I sin x I :

l s i.n x ] ::

hvor

L
n=-oo

inxc en x E ill. ,

1 J1T -inxc n = 2n I sin x I e dx
-n

Da -inx
e = cos nx - i sin nx og da I sin x l er en lige funktion vil

den ulige funktion I sin x I sin nx ikke bidrage til integralet og vi

far a1tsa at

c
n = 2~ JIT I s in x I cos nx dx

-TT

1 r11= sin x cos nx dx •
TT J0

( (Der l~gger i¢vrigt et par almene fakta om Fourierkoefficienterne

for en lige (hhv. u1ige) funktion og 1urer i baggrunden her. Pr¢v

at overveje, hvad der rna g~lde.) For J~ sin x cos nx dx far vi ved

delvis integration at

In TT rll

O
sin x cos nx dx =-cos x cos nx I - n J cos x sin nx dx

o 0

= cos nrr + 1 -n[ sin xsin nx I: -n J: sin xcos nXdx]

2 rTI
= cos n rr + 1 + n J0 sin x cos nx dx ,

hvoraf
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~ J: sin x cos nx dx =

o

2·
2-n (n. -1)

n ulige

n lige

I:

Altsa er og for n =1= 0 gcelder at c = cn -n og derfor, med

n = 2k , k E lli ,

sa

4
2 .

TT(4k -1)
cos 2kx ,

00

I sin xl =
2
TT

4
rt L

k=1
x E lR II

Denne r~kke er a1ternerende. Vi kan derfor angive med hvilken n¢jag-

( tighed n kan beregnes ud fra afsnit af r~kken. G¢r det!

(
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•

nBetragt f¢lgen (anz )nElli af r~kkeled for potensr~kken

hvis kOhvergensradius betegnes p.

V.1.1.
00

a zn n

Vis, at f¢lgen er begr~nset i hvert z E d~ med I z I < P •

2° Vis, at f¢lgen er ubegrcenset i hvert z E (~ med I z I > P .

3° Hvad kan man s lutte, hvis f¢lgen er begrcenset i et punkt z?

ogz ,

2n
z

00

L
n=1

2
n

n
2 z

n

00

L
n=1

p ~Izi , hvis f¢lgen er begr~nset i punktet
na z er divergent i punktet ..n

00

L
n=O

Find konvergensradius for hver af potensr~kkerne

Vis, at

For givne a, b E JR+ skal man finde konvergensradius for po

tensrcekken

( rCEkken

V • 1 . 2 •
~ .

f

v. 1 . 3 .

2 2 2n-1 2n-1 2n .2n
az - b z ' + ... + a z - b z +. .. ·

V.1.4. Vis, at potensr~kken

genscirklens afslutning.

00 n
L ~ konvergerer uniformt pa konver

n=1 n

na z
n1:

n==p

konvergent, og hvad

co

er rcekken n~1 (1 ~ x)n
er s umme n ?

V. 1 .6. For hvilke x E lR

V.1.5. Lad f(z) v~re sumfunktion for en potensr~kke

med konvergensradius o » 0 •

G¢r rede for, at funktionen f(z)/zP, som jo er defineret pA den

udprikkede c LrkeLsk i.ve {z E <C I O. < I z I < p} I kan udvides til en kon

tinuert funktion pa hele den abne cirkelskive.
(

(
,
~
)

~
~
I

I

V.1 .7. 1
0

For hvilke x ElR er rcekken

eller
00 . n
L nx

n=1
konvergent, og hvad er summen ?

2 nx + 2x +... + nx + •••

2n2n x ..
00

Samme sp¢rgsmal for r~kken :r:
n=1

Samme sp¢rgsroal for rockken t n(~)n
n=1 1 + x

(
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V.1.8. a
1 For hvilke x E F.. er rcekken

,,: 00

L (n-1)nxn eller
n=2

'2 3 n1·2·x" + 2·3·x + ... + (11-1)n x + ...

konvergent, og hvad er summen ?

20 Sartune ~p¢rgsmal for rrekken
00

r
n:=O

2 nn x

00

Ii

n
V.1.9. Vis, at surnfunktionen f for en potensr~kke L anx med

n=O
positivt konvergenstal er en lige funktion, dvs. opfylder betingel-

sen f (-x) = f (x) hvi.s og kun hvis a = 0 for a Ll.e ulige n,
n

og en ulige funktion, dvs. opfylder betingelsen f(-x) = -f(x) ,.

hvis og kun hvis an = a for a Ll.e lige 'n.

00
nV.1.10. Idet ~ ax eren potensr~kke med reelle, ikke negative

n=O n
koefficienter og konvergenstal 1, skal man vise, at s~~funktionen

f er voksende pa intervallet [0,1[, og at f¢lgende g~lder:

c for x ~ 1 sa er rcekken

L
n=O

2°

Hvis f (x) har en grcensevtErdi

a konvergent med slim c .n

Hvis f (x) -+ 00 for x ..... 1 sa er rrekken
00

L
n=O

a
n

divergent.

v .. 2 .1. Find stamfunktioner til x log x, log x ,
log x

og x 2

2(log x) , 1
2

x(log x)

(- V.2.2. Find en potensr~kkefremstillingaf (1+x)log(1+x) fbr

xE ]-1,1[, deis ved direkte udregning, dels ved f¢rst at finde en po

tensr~kkefremstillingaf den afledede ftinktibn.

V. 2 .. 3 . For hvilke x E lR

og hvad er summen ?

er rcekken ~ (_1)n-1
n=1.

(2x2+ x) n
'n

konvergent,

v . 2 .4. For hvi.l.ke x E lR er rcekken

hvad er summen ?

CXJ 1 ( x )n
L n' 1 + x

n=1
konvergent, og

V.2.5. Find konvergenstallet og sumfunktionen i konvergensinterval

let for,hver af potensr~kkerne
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oo n
L

x

n=2
(n -1 ) 11

CQ n
L

x-
(n-2) (n-1)n

n=3

co 11

L
x'

n=3
(n-2)n

2 3 4
eller x

+
x

~+-
x

1~ 2· 3 3·4 + · .. ,

3 4 5
eller

x
+

x
+

x
T:2:J

._--- + · .. I

2 • 3 • 4 3· 4 - 5

3 4 5
el1er x

+ x
+

x
+T:3 2·4 3·5 · .. .

(

V.2 .6. E'ind korrve rqen s t a l Let. og s umf unk t.Lone n i konvergensintervallet

for hver af potensr~kkerne

00 n 00

2
n 00

2
n 2n

L
x

L
n

~2" , -x -x
n==1 n=1 2 n=1 2

n n n

V.2. 7. Bevis, at r~kken

1 _ 1 1 + 1 1 1 1 1 1+1
2 4 3 6 8 + 5 - TO - 12 7

1
er k onve r'qen t; med summen "2 log 2 •

1
14

V.2 .8.
o1 Lad f: JR ~ IR vzer e erl korrt i.nue r t; funktion, der tilfreds-

stiller funktionalligningen

f(a+b) == f(a) + f(b)

for alle a,bEJR. Vis da , a t, der f Ln de s et kEJR, s a Le de s at

(
V'i.rik . Scet

k.!!.~ for
11

k=f(1)

m,nEJN.

f (x )

Vis sa, at

Vis ogsa, at

kx , x E JR

f( ~d == k.*
f (0) = 0 og

for nEJN, og at

f(-x)=-f(x) .

(
2° ,Vis, at logaritrnefunktionerne log er de eneste kontinuerte funk

c
t.Lone r g: ID.+ ~ IR ud over nulfunktionen, der t.d Lf r eds t i.Ll.e.r funktio-

nalligningen

9 Cab) = g /( a) + g (b) ,

"\Ji11k. Lad g :JR+ 4 IR vzere en kontinuert funktion, der tilfredsstiller

Licn i.nqen , og betragt g 0 exp .

har anc1re k on t.Lnue r t.e l¢sninger f: JR ~ 1R end funktionerne f (x) = kx ·

Kan' en s&dan l¢sning v~re differentiabel ?

l

V.2.9. 1° Vis, at funktionalligningen

f(2x) == 2 f(x) , xEJR,
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2° Find aile differentiable funktioner g: JR+ -+ IR, der t.LLf r c ds s t.I J

ler funktionalligningen

(
2.

g x ) == 2 g (x ) ,

V.2.10. Find stamfunktioner til

xxe 2 -xx e
2

xxe
23 -x

x e

(
V.2.11. Bevis, at tallet e er Lrr a t i.one.Lt.,

Vink. Antag, at e er r-a t Lona Lt , e = p/q med p,q E:N, o q benyt, at

00

e ==
00 1
L -T

n=O n.

q
L _1_ +

O
n !

n=

1
L -, •

1 n :n=q+

MUltiplicer rned q! og vis, at sidste led dels rna v~re et helt tal,

dels falder i ]0,1 [ .

Resultatet blev f¢rst vist af J.R. Lambert (1761). Beviset ovenfor

tilskrives J.-J. Fourier.

V.2.12. 1° Angiv lim !{Y for x ~ 0 for hvert fast y E ]:{ .
+

o y
2 Kan funktionen (x,y) -+ x , (x,y) E lR+ x lR, udvides til en konti-

nue r t; funktion' med defini t.i.orrsmenqde

(L) ffi+ x IR U {( 0 , O)} ?

xV. 2 .1 3. Vis, at eksponentialfunktionerne x -+ a med a E ]R_~ er de

eneste kontinuerte funktioner g: :n.~ -+ IR+, der tilfredsstiller funk ....

tionalligningen

V.ink . Betragt olog 0 g og se opgave V. 2 . 8 . 1 .

V.2. 14. Find samtlige kontinuerte l¢sninger h e JR+ -+ IR+ til f unk t.i.o-:

nalligningen

V.2.15. Vis for hvert x E JR_
1
_ , atl_ 1

for n -+ 00 •
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Vink. Vis og benyt for x:t= 1 I a t;

exp(*log x} - 1

1
~ log' x
n

0'vTe l s e r v.»

for n -+ 00 •

V. 2.16 . Med Oa -- 0 for a E JR+ skal man vise, at f unk t.Lorien

a
x -.. x xE JR+ U {O} ,

er differentiabel L 0 med den afledede 0, h v i.s a > 1, O~:T at q r a-:
( fen har lodret tangent i. (0 , 0) , h.vis 0 < a < 1 .

(
V.2.17. 10 G¢r rede for, at defihitionen af po t.en s eri x P /

q
,

x p / q = q&

for v i.Lka r Ld.qe x E JR og p, q E n rned q ulige er tilladelig.

Vis, at funktionen ax -) x hvor a kan skrives a == p/q med

p,qE.IN,

]-co, 0 [ og

q u.l Lqe,

]O,co[ ,

er differentiabel pa JR, hvi.s a > 1, og pa
hvis 0 < a < 1 I med den afleded.e axa-1.

Vis ogsa, at grafen har lodret tangent i (0, 0) , hvis 0 < a < 1 .

3
0

Hvad sker, n a r p E:N_ i stedet for p E IN ?

(
V. 2 .18. Vis for hvert a E JR, at

(x+a)1/3 - x 1/3 ~ 0 for x -+ co •

(

V.2.19. Vis for v i Lk a r Li.qe a,b E JR og n ElliO' at

Vink. Indf~or potehsr~kkerne for de tre funktioner, der indgar i form~

len

(1 + x) a+b = (1 + x ) a (1 + x) b

2
X"1 0 0 3 C"e - 6 x - 1003 e- x )V . 2 .20 • Unders¢g ,for x -) 00 •

V.2 • 21 • 1
0

Lad f og g vaire reelle f unk t.Lorie r de f Lrre r e t; pa en h a Lv-
i linie] a, oo[ og antag, at f (x ) og g (x ) begge gar mod +00 for x -+ 00 •

"--

Betragt udsagnene

(a) g (x) gar hurtigere mod 00 end f (x) for x ..... co •
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(b) g (x ) - f (x ) -4" 0:> for x --). 00

Vis, at (a) ~ (b)

almindelighed.

men at den modsatte implikation ikke g~lder i

Vis, at
2x 0 x

e gar hur t i qe r e mod OJ end x for x ,~ co •

V.2.22.

x ~ - co

10 Vis, at b X er af lavere s·t¢rrelsesorden end

n a r 0 < a < b .

xa for

( Vis, at Xn b x
--'L 0 f-,. or x ~ - 00 , n a r n E IN og b > 0 ..

V.2.23. 1° Vis, at b
af lavere st¢rrelsesorden end.

a forx er x

f
x 0+

0 a<b.~ , nar

2° Vis, at a
0 for 0+

0 0x log x ~ x ~ \, nar a > II

V .. 2.24. Vis, at x
x - 1 er af samme st¢rrelsesorden som xlog x for

V.2.25. Skitser grafen for funktionen

x
x ~ x e x E JR ..

V.2.26. Skitser graferne for funktionerne

I (

l

(Unders¢g funktionen for

forhold og find ekstrema.

tangenter for grafen.)

x ~ 00 og for x -. - 00, unde r s eq monotoni

Find konvekspunkter, vendepunkter og vende-

( x ~ x log x, x E IR_... ' og
xx -+ x , I X E lR+ •

Vis specielt, at hver af funktionerne kan udvides til en kontinuert

funktion pA [0,00[, og unders¢g, om graferne har halvtangent i ende

,punktet.

V. 2 .27. 1
0

Vis for hvert a E JR+ ....... {1}, at funktionen (x , y) -+ x Y er

kons t an t; pa grafen for y =: 1/10g x, x E ] 0, 1 [ •
a

2
0

Vis for hvert a E JR+, at der findes en kontinuert kurve fra

(0,0) ud i JR+xJR, s a Le de s at x Y -+a for (x,y) -+(0,0) Lanq s kur

ven.
(

rum

Vis, at funktionen (x,y) 4 x y

{(x,y) I x > 0 1\ bx ~ y ~ ex}

betragtet i et vilkarligt vinkel

med b, c E JR, b < C I har gr~nse-
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vrerdien 1 for (x,y) ~ (0,0)

4° Vis, at xY ~ 'l : for (x,y) ~ (0,0) langs erihve r kontinuert kurve

ira (0,0) ud i JR+x JR , sornhar en ikkelodret halvtangent i ,(0,0).

Jf~ apgave V.2.12.

v . 3 . 1 . 10 Vis, at sin t 1 for t 0~ ~ .
t

if 2° Unders¢g vt log sint for t ,.... 0+ .

zV .. 3., 2 • Betragt afbildningen z = x + iy ~w = e = exp z af d: ind

i sig selv. Benyt til illustration to skitser af <t, en "z-plan"

og en "w-plan".

1
0

Bestem for givet YO E ra billedet af lini.en {x + iyO I x E ra) . Tegn

linien i z-planen og bi,lledeti w-planen, beggemed r¢dt. Hvad sker

med billedet, nAr YO genneml¢ber m ?

2° Bestem for givet x o Em billedet af linien {xo + iy i y Em}. Tegn

med blAt. Hvad sker med billedet, n&r X o gennernl¢ber m "?

3
0 Vis, at e Z * 0 for alle z E <C, og find for givet w E et , w *0 ,

samtlige l¢sninger Z := X + iy til Li.qnLnqeri e Z = w. (De betegnes

a Ll.e log z .)

r 4
0 Vis, at exp: <C ~<t har periode 2ni, dvs. at

t
e xp (z + 2 ITi ) = e xp z for aLl.e z E et ,

og g¢r rede for, at' restril<.tionen til strimlen {z;:;x + iy I -n <y~. n}
(

er en bijektion pa
funktion z = Log w ,

<C'{O}. Giv et explicit udtryk for den omvendte

w E <C'{O} . Er den kontinuert ?

zV.3.3. Vis, at afbildningen z ~ w = e zE¢, f¢rer enhver ret

linie gennem 0 bortset fra den reelle og den imaginare akse over i

enlogaritrnisk spiral. (5e 5.111.74.)

Vink. SkrLv linien Lz = (a + ib) tit E ill} og brug po l.eer e koordinater

i ~-planen.

V.3.4.

V.3.S.

Find

Find

s Ln 5 t s in 4
t d t ,

6 '
cos t dt .
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n

0velser V.8

(

V.3.7. 10 Vis grundformlen cos 2z +sin2z
= 1 samt additionsformler

ne for cosinus og sinus i det komplekse.

2 0 Vis for z E c forrn1erne

cos (z + 2n) cos(z+n) TI -sin z= cos z = -cos z , cos (z + 2") =

sin (z + 2n) = sin z sin(z+TT) = -sin z , sin(z +~) = cos z
2

cos(-z) cos (n - z ) TT sin z= cos z = -cos z cos(--z) =2

sin(-z) -sin z , sin (n - z) sin z sin(.!!.-z) = cos Z
2

V. 3.8 .-Find samtlige l¢sninger z E <C til hver af 1igningerne

sin z = 0 . 1
s i,n z = "2 ' sin z = 1

2° sin z = a for givet a E] 1 ,co[ .

V.3.9. Vis, at sin z
z

~ 1 for z gaende mod 0 i ¢ .

V.4.1. Vis, at Arccos x = Arg(x+i!J-x2) , xE [-1,1], og find

tilsvarende udtryk for Arcsin x, Arctan x og Arccot x .

[ V.4.2. Vis, at

for Arg (x +iy)

Arg (x + iy)

nar y > 0

= A~ctan Y, n a r x > o. Find oq s a udtryk
x

henh. y < 0 Hvad rned ti Lfre Lde t; x < 0 ?

i V. 4 • 3. Find Arcsin (cos x ) for hvert x E JR •
"-

V.4.4. 10 Vis, at cos (Arcsin x) = A-x2 , xE [-1,1] .

2° Find ogsa simple udtryk for tan ( 2 Arctan x) og sin ( 2 Arctan x) •

V.4.5. 1° Vis, at Arccos j1-x2
= IArcsin xl, x E [-1,1] .

20 Pr¢v at finde entilsvarende formel for Arcsin A-x2 .

V.4.6. Vis, at forholdet mel1em
TT"2 - Arc t an.x og

1
x gar mod 1 for

(-
X ~ ex> •

Vink. s~t t = ¥ - Arctan x og udtryk forholdet ved t .
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V.4.7. Vis, at f = Arctan : JR ~JR opfylder funktionalligningen

V. 4. 8. Vis ,at der for allex.1 , x 2 E JR+ gcelder

Arctan (X 1 + x 2 ) < Arctan x 1 + Arctan x
2

•

( V.4.9. Vis, at 2 Arctan x = Arccos
21 - x
')

1 + x"
for x ~ 0

(
1

V.4.1 o. 1° Find J Arcsin x dx ved en arealbetragtning.

J
1 0

2° Find, 0 Arctan x dx ·

V.4.11. Find stamfunktioner til Arcsin og Arctan.

V.4.12. Udled formlen
n

lim L n
n-)(X) k=1 k 2 + n

2
11

= 4

(

ved·at fortolke summen som rniddelsurn for enfunktion pa intervallet

[0 , 1] •

V.4.13. 1° Kritiser f¢lgende: R~kken

n+1
.1- 2 +.3 - ••• + (-1) n + ..•

e.r konvergent med sum ~, thi for x E ] -1 , 1 [ er

x

(1 + x) 2

og pastanden fremgar sa ved gr~nseovergangen x ~ 1

2° Bevis med udgangspunkt i potensr~kken for Arctan x, at

11 1 l' n1
"4 = 1 - 3" + 5" - •••.+ (-1) 2n+1 of: ••• •

Vink. Se Eksempel-s.V.13-14 omen rcekkefremstilling af 10g2.

V.4.14. Anvend opgave V.1.10 pa potensr~kken for Arcsin x.

V.4.15. Vis, at 1- tanh x er af sarnme st¢rrelsesorden som
-2xe

vedgr~nseovergangen x ~ 00 •
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(

l

V.4.16. Eftervis additionsformlerne for cosh og sinh.

V.4.17. 1° Vis for x,yEIR, at

I sinh y I ~ I c os (x + i y) I ~ cosh y •

2° Vis,' at samme vurdering g~lder for cos (x - iy) og sin (x ± iy) .

V.4.18. 10 Vis for x,y E IR, at

cos (x + iy) = cos x cosh Y - i sinx sinh y •

2° }?etragt afbildningen z = x + iy --. w = cos z af <C ind i <C •

Bestem for givet YO E JR billedet af linien {x +iy 0 I x E IR}. Tegn.

Hvad sker, nar YO genneml¢ber JR? (L~g mcerke til, tilfceldet YO = 0.)'

Bestem ligeledes billeder af linier {x
O

+ iy I yE lR} •

V.4.19. De hyperbolske funktioners omvendte: Areafunktionerpe.
\

I '

1
0

Find for givet x E [1,oo[ et explicit udtryk for l¢sningen, y =

Arcoshx E [O,oo[ tilligningen coshy = x. Vis, at Arcosh er

differentiabel i ]1,oo[ med den afledede

1 / jx2
- 1 •

2
0

Bestem lige1edes

f
y = Arsinh x ,

ved l¢sning af henholdsvis

s i.nh Y = x ,

y = Ar t anh x ,

tanh y = x ,

y = Arco t.h X

for givet x. Vis, at Arsinh, Artanh og Arcoth er differentiable

i deres respektive defintionsm~ngdermed de afledede

1 1
21 - x

1
2

1 - x

V.4.20. Find stamfunktioner til Artanh og Arsinh.

V .. 4 .21. Find potensrcekkefremstillinger af Artanh og Arsinh.

( V.4.22. Find den naturlige parameterfremstilling for grafen for

y = cosh x ("ka:delinien"), rned (0,1) som udgangspunkt.
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V.~.1. Find en poten~r~kke

1
(x+1) (x+2) (x+ 3)

V~5.2. Find en potensr~kke

00

L
n=O

na x
n

0velser V·.11

sa1edes at

for x E ] -1 ,1 [

sa1edesat

for x Em.

d
2

} + y = 0
dx

J
l

V.5.3. Find potensr~kkeudviklingenfor exp: m~ R ved diffe

rentialligningsmetoden, idet exp karakteriseres s om l¢sning til

differentialligningen

~ - y = 0dx

medbibetingelse y (0) == 1 •

V.5.4'. Find potensr~kkeudvik1ingenfor cos: m~E ved differ~n

tialligningsrnetoden, ~det cos karakteriseres som l¢sning tildif~

ferentialligningen

med bibetingelse y (0) = 1 , y' (0) = 0 •

2x +2x+2
l

V.S.5. S¢g en potensr~kke

fremsti11er funktionen

Hvor 'start kan cxv~lges ?

00

L
n=O

1

n
a x

n
sam i et' Ln t.e r vaL ] -ex, 0[,

(
V.5~6. Vis, at s umfunkt.Loneri f: ]-p,p[ -+ <C for en potensrcekke

00 n
L anx med konvergenstal p > 0 kan fremstilles

n=O
00

f ( x ) = L b (x - x ) p
p=o p 0

i intervallet ]xo-(p-Ixol), xo+(p-lxol) omkring et vilkArligt

X o E ]-p,p[ •

L

Vink. SCEt t·= x - X o
00

og omregn :r an (xO+ t) n til
n=O

~ (tP ~ a (n\x
o
n-p\ •

p=O n=p n \p) }
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V.~.7. Bestern konvergenstallet p for potensr~kken

00

L (_1)n 2n+1 xn+2
n=2 ' (n-1) (n+2)

og ',find r~kkens sum i konvergensinterva11et ] - p, p [

v. 5. 8. Bestem konvergenstallet p for potensrcekken

00

L (-1)n n+1 x 2n
n=1 n(2n+1)

og find rcekkens sum' i koriver-qen s Ln t.ervaLl.e t; ] -p, p [.

V. 5.9. Bestem konvergenstallet p for potensrcekken

00

L . • 1 ... x 2n
n=O (2n+1) (2n+2) .

og find r~kkens sum i konvergensintervallet ] - p,p [ .'

nx

p, fo~ potensr~kkenV.5.10. Bestem konvergenstallet

00 (n+1)2
L n:

n=O

og find rcekkens sum i konvergensintervallet ]-p,p[

{
\

v. 5 • 1 1 • Ide t a 1 < b 1 < c 1 < d 1 og a 2 < b 2 < c 2 < d 2 '

rede for, at der findesenfunktion f: m2
-+ [0, 1 ]

saledes at

skal man g¢re
00

afklasseC ' ,

f(x,y) = 1 for (x,y) E [b
1

,c
1

] x [b
2

, c
2]

0 < f(x,y) < 1 for (x,y) E (]a
1

, d
1

[ x ]a
2,d2[),([b1

, c
1

] .x [b
2,'d2])

f(x,y) 1 for (x,y) 2
= E JR,(]a

1,d1[ x ]a
2

, d
2

[ ) •

for x*O
= {:

~ cos x for x*o
og 9 (x) x 2

for x = 0 for x = 0

og bestem f(n)(O) og g (ri) (0) for aIle n E IN •

V.5.12. G¢r rede for, atfunktionerne

f (x ) = {:i~ x

er af klasse Coo,

V.5 .13. For et vilkarligta E lR+ skal man vise, at

j a 2+ x 2 - a . ,
1 - cos x

har en grcensev~rdi for x -+ 0, og finde denne.
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V.5.14. Vis, at

(2 - 2 cos xl A:r:ctanx
. 5' -

x

· h 2S1.n x
4

x

har en grrensevrerdi for x ~ 0 , og find denne.

V.5.15. Vis, at

(

3) 5 + x 5 - 3VS
, x 5 (ex -1)

kan skrives po! formen i + g (x) , hvor

tion pa m. Find a og 9 (0) .

xE m '{O},

9 eren kontinuert funk-

V.5.16. Bevis formlen n 4 Arctan 1 'Arctan 1
4" = 5 - 239 .

V.5.17. Bevis formlen TT
2 Arctan 1 + Arctan 1

4 = 3 7 .

(-

V.5.18. Beregn

potens.rcekken· for

log 2 med tre (e l l.er fLe r'e ) decimaler ved brugaf

log ~ ~.~
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V.G.1. a) Vis athvis f: ill ~~ er en lige stykkevis kontinuert

funktion med periode 2n sA g~lder

an = ; J: f(x)cos nxdx

b == 0n

for aIle Fourierkoefficienterne a I b ..n n

b) Vis at a= 0 for a Ll.e n E ill I
n

kontinuert funktion med periode 2n.

hvis f er en ulige, stykkevis

Find en formel for b n

l
V.6.2. Lad f: [0,-11] -+<C vcerestykkevis kontinuert. Vis at f kan

udvides til en ulige funktio~ med periode 2n hvisog kun hvis

f (0) ::;: f en) ::;0. Vis oq s a at i sa fald er udvidelsen entydig. Benyt

dette til at vise at enhver normaliseret stykkevis differentiabel

f unkt.i.on f: [D,lT] -+<1:, for hvilken f(O) ;:::f(n) =0, kan frernstil

les ved en sinusr~kke:

f (x) =
00

L b sin nxn
n=1

h vor b n
2 rn

== f (x ) sin nx dx •
TT J 0

V.6.3. Idet r E ]~1,1[, skal man vise, at den trigonometriske

rcekke

1 + 2rcos6 + 2r
2co·s

28 + ..• + 2rncosne + It ••

er uniformt konvergent, og at dens sumfunktion er

2 ·
1 - 2r cos 8 + r

cos n8

Vis herved, at

J
n

a
de =

1 - 2r cos e + r
2

n
nr

2 '1 - r

l

Vink. Benyt Eulers formler.

V.6.4. Idet r; E ]-1,1[, skal man vise, at den trigonometriske

r~kke

. 8 .. 28 2. 38 n-1. 8 +Sln + r Sln + r Sln + ... +r . Sln n ...

er uniformt ko~vergent, og at dens sumfunktion er

sin e
1 - 2r cos e + r

2

Visherved, at
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JTT sinn8sin8 de-

o 1 - 2 r cos e + r 2

n-1TTr
2

nEThi.

Vink. Benyt Eulers forrnler.

V.6.S. Find Fourierr~kken for den ved

f(x) = Ixl for -TI < X < TI

bestemte funktion med perioden 2n.

(
Ve6.6. Find Fourierr~kken for den ved

O<X<ll

TT<x<2n

for

for

1
-TT
4
1

-'4 11

o for x:::;:: 0 og x > n

f(x) ==
(

bestemte funktion rned perioden

1 -1+1_
3 5

2n • Udled herved forrnlen
1
4" IT ==

V.6.7. Fremstil cos x i intervallet ]D,TI[ ved en r~kkeudvikling

af formen
00

cos x ::;: L b sin nx ..
n=1 n

(Benyt Opgave V.6.2.)

I V.6.S. Find Fourierr~kken for den ved
t

{

IT sin ox
f(x) = 1

- TI sin Zo rr
2

for 0 < x < 2 TT

for x = 0

bestemte fupktion med perioden 2n, hvor a E ~,~ .

V.6.9. Vis, at der for xE [O,lT] gcelder

sin x sin 3x sin 5x sin 7x- ----
3 1 · 3· 5 3 · 5 · 7 5·7·9

at der for xE 1 1 gCElderog [-"2 TT ' i TT ]

cos x
+

cos 3x cos Sx + cos 7x --
3 1 • 3· 5 3·5·7 5·7·9

TI • 2
= 8' s i.n x ,

TI 2
= 8 cos x ;

V.6.10. Lad p v~re et positivt helt tal, og lad

en CP-funktion med perioden 2rr, som er stykkevis

f : ill. ~ <C vaire

cp + 1 • Idet
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00

inx
Lee

n
betegner Fourierr~kken for f, ska1 man for hvert

n=-oo
j E {1 , •.• ,p}

nede r~kke

f (j )

vise, at den ved j gange 1edvis differentiation dan-

~ (. ) jinx · f t k d f kt ·L. In c e er un i. arm onvergent me sum un a.orien
nn=-oo

, ; V. 6 • 11 • Lad f: JR ~ <C vcere en s t.ykkevi.s differentiabel, normalise--

t f kt · d · d 2 F' kl 00, inx V·re un a on me per i.oc en TT og -4 oura e r r e (en Lee . 15,
n

(

t :

(

\
I

(

at hvi s rcekken
00

n=-oo
In1 3/ 21c 12

n

n=-ex>
er konvergent, da er f kontinuert.
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KAPITEL VI

STAMFUNKTIONSBESTEMMELSER

Indhold:

§ 1 . Polynomier it •• • • • • ••• • • •• •• • 1
Polynomier over <C (1) ,Polynomier over :lR(7).

§2. Rationale' funktioner ..•.... ~........................... .9
Rationalefunktioner over <C (9), Rationale funktiorter
over ]R (12).

§3 ~ Integration af r.ationale funktioner ......•••..........• 15
Rationale funktioner over¢ (15), Rationalefunktioner
over lR (1 6) •

§4 . Ln t.eq'ra t.Lon af forskellige typeraf funktioner 20
En rational funktion af cos' og sin (20 ) ,Specielle til
f~lde (22), En rational funktion 'af cosh og sinh (24),

n ax+ aEn rational funktion af x og en rodst¢rrelse Vyx + 6

(25),. En rational funktion af x og en rodst~rrelse

lax2 +bx +C (26).

§5. Simple typer af differentialligninger ..•............... 31
Line~redifferentialligninger (31), Line~r d~fferential

ligningaff¢rste orden(33), Line~rdi£ferentialligning

af andenorden (38), IIomogen ligning medikons t.ant.e vkoef>
ficienter (39) , Inhomogeneligning med konstantekoeffi-
c Lerrte r . "GCEttemetoden" (41), Harmonisk svingning (44),

.Dcempet 'svingning (45), Separation·af de variable (50),
L¢sn~ng vedpotensr~kker (53). '

§6. Kurveintegral. Stamfunktionsproblemet imk • ~ • ••• • • •• 57
Kurveintegral (57), Stamfunktionsproblemeti m ... (6·2),
Stamfunktion og kurveintegral (65), En simpelbetingelse
for eksistens afstamfunktibn(70), Stamfunktionsbestem....
melse (74).

0velser VI.1-VI.9
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§1. Polynomier.

Pol.ynomier over <C. r.1cengden af p o Lynomi.e r med komp Le k se koefficien

ter, altsa m~ngden af funktioner p: ~ ~ ~ af formen

hvor a O,a 1, ... ,an E ~, betegnes med ~[x] .

Med den s~dvanlige metrik pa ~ er ~[x] abenbart en m~ngde af

kontinuerte funktioner.
/

l Vi har en identitetss~tning for polynomier i analogi med situati-'

onen for potensr~kker: Det eneste polynomium der fremstiller nulfunk-

tionen er nulpolynomiet (aIle koefficienter er nul) 0 (Dette f¢lger

direkte af identitetss~tningen for potensr~kker, idet jo ethvert po

lynomium er en potensr~kke; bevi~et kan ogsA f¢res direkte. Pr¢v:)

Betragt for givet helt tal n > 0 m~ngden af polynomier af

grad < n. Bertil medregnes nulpolynomiet (sam strengt taget ikke

till~gges nagen grad). Denne mrengde er et vektorrum over ~ (hvor-

f
\

dan indses det?) .

For at finde dette rums dimension betragter vi k polynomier

er i-

af indbyrdes f o r ske Ll.Lq grad (k er al tsa

polynomier er line~rt uafh~ngige, thi p =

P1,···,Pk < n + 1)
k-
L a.p·

j =1 J J

dentisk nul hvis og kun hvis aIle koefficienter i p er nul. Ved at

Disse k

betragte f¢rst det polynomium Pj blandt P1, ... ,Pk' der har

h¢jst grad, slutter vi at a. = 0 Ved gentagelse af dette argu-
J

ment fas at 01 = ... = ok = 0 ·

Vi slutter heraf at rummet af polynomier af grad < n har dimen-

sian n + 1 og at ethvert SCEt af n + 1 polynomier indeholdende et

polynornium af hver af graderne O,1, ... ,n er en basis for dette rum.

Ved hjcelp af disse beInCErkning'er kan vi vise
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SlETNING 1.1. (Interpolationss~tningen.) Lad n > 1 Fo r givne

parvis forskellige tal Xo' ... 'X E ~ og· cj!ivne tal v y y E ~n ..lO'·1'~c., n

findes pr~cis et polynomium F af grad < n for hvilket

F(xO) = yo' F(x1 ) = Y1'·~o F(x ) = Y .
n n

BEVIS. 'Som basis for vektorrummet af polynomier af grad < n kan

( vi benytte

Hvis F er et givet polynomium, grad F < n, sa findes netop et

seet

IndsCEt rnaF (xO) = YO 'Sa fas at hvisx = X o
IndsCEt derncest

x E <C •for aIle

gcelde

og derfor

c ==1
Y1- YO
---x1-xO

Saledes fortscettes: ved successiv indsCEttelse af x 2, ... ,xn ser vi

at betingelserne F(XO) = YO, ... ,F(xn ) = Y
ri

opfyldes af pr~cis et

seet . (c 0 ' · · · , en)

BE~RKNING. En anden version af sarnme resultat kan ofte give mere

bekvemme regninger. Lad xO' ... 'xn, YO' ... 'Yn v~re givet som oven-

for~ Betragt polynomierne

(X-XO) (x-x2 ) • • • (x-xn)
=

(x
1-xO

) (x
1-x2

) · o. (x
1-xn)
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(X-Xo) (X-X 1 ) · · · (X-x
n_ 1

)
F (x) =n (x -xO) (x -X

1
) ••• (x -x 1) Gn n n n-

VI.3

Disse n + 1 polynomier rna vaire linecert ua f hseuq i.qe 1 fordi

en basis for rumrnet af polyno-

Fj(X j ) = 1 og Fk(x j ) = 0

gument herfor!) Altsa er

for j,k = O, .•. ,n og j * k . (Giv ar~

mier af grad < n og polynomiet

F = Y0F 0 .+ Y1F 1 + · • · + Yn F n

Lag~anges interpolationsformel. Den i beviset for S~tning 1.1 kaldes

Newtons interpolationsforme1.

(
er netop lig y.

J
i punktet x.

J
(j = O, ••• ,n) Denne forrnel kaldes

KORQLLAR 1'.2. Hvis to polynomier af grad < n stemmer overens i

v~rdi for n+1 v~rdier af ~ er de identiske. Specielt g~lder at

hvi$ to polynomier stemmer overens for uendelig mange v~rdier af x

er de identiske.

BEVIS. Skriv selv beviset her:

t 0

KOROLLAR 1.3. Et polynomium af grad n > 1 har h¢jst n r¢dder.

(~
BEVIS. Antag at p er af grad n > 1 og har n + 1 r¢dder. Sa
stemmer p overens med nulpolynomiet i n+1 forskellige p~nkter

og ,rna derfor v~re nulpolynomiet. Denne modstrid beviser korollaret. 0

Faktisk g~lder en meget bedre s~tning for komplekse polynomier,

nernlig

S~TNING 1.4. (Algebraens fundamentals~tning.) Ethvert polynomium

l_ F(x) i ~[x] af grad > 1 har en rod, d.v.s. der findes et

X o E .~, sa at F (xo) = 0 .
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(

Det f¢rste bev i s Eor s aq skyldes Jean lie Rand d I Alembert (1746) 1

og s~tningen kaldes ogsA d'Alemberts s~tning. 'De f¢rste egentlige

beviser skyldes C. F. Gauss (1799) og R. Argand (1815). De er dog

ikke fuldst~ndige, idet'de bygger pa s~tninger om kontinuerte funk-

tioner, som man den gang tog for indlysende. Vi gengiver he~ Argands

bevis (i fuldst~ndiggjort form).

BEVIS. Lad

F(x) n > 1 , a * a .n

Da er F(O) = a O . For Ixl = R > a g~lder

IF (x) I n
laOI - I a x l - I . 11-1 I> lanx I - - a x- 1 n-1

n - I a I Rn - 1
= la IR -Ia I -Ia IR-

n 0 1 n-1

n( I a O I I a 1 I _Ia n- 1 I)
= R la 1-------

n Rn Rn-1 R·

For R ~ +~ konvergerer st¢rrelsen i parentesen mod I a I > 0 ogn

h¢jre side altsa mod +~. Vi v~lger R, sa at h¢jre side er

( > I a OI

{x I x l

Restriktionen af IF(x) I til den afsluttede cirkelskive

< R} er en kontinuert reel funktion pa en kompakt delm~ng-

(
de af et. Den har altsa en mindste vCErdi, d. v .. s. der findes et

punkt X o i skiven, s~ at IF(XO) I ~ IF(x) I for ethvert punkt x

i skiven. Specielt g~lder IF(xO) I ~ IF(O) I = laOI, hvoraf f¢lger,

da IF(x) I > laOI for Ixl = R I at IXOI < R. Vi vil vise, at

F (x O) = o. Beviset f¢res indirekte. Vi antager al tsa, at F (x O) * 0 ..

Vi sCEttE~r' x = X o + h og finder F (xO + h) = b + b h + +o 1 ~ · ·

Lad b.
J

v~re det f¢rste af

tallene b 1, ... ,bn, der er * o. Da er

b. * 0 •
]

Vi betragter nu et tal -r E ffi+, am hvilket vi forel¢big blot for-
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/-~'

r~~_/il~
..',.,

+/··~)+t~1o . J

udscetter, at r .s R - I "o I bg I b j I r
j .s IF (xO) I , og vi Lade r h

genneml¢be cirklen {h I I h I = r}. Herved genneml¢ber x = X o + h

cirklen {x I I x-xOI = r}, som tilh¢rer skiven {x I Ixl < R} .

Endvidere genneml¢ber h j
cirklen {y I Iyl = r j}, og F(XO) +

bjhj genneml¢ber derfor cirklen {y I y-F (xO) I I b j I r j
} r Det

er derfor rnuligt at vcelge et h rned I hi = r 1- s a l.edes cat;

(

(

IF(XO) +bjhjl =

vcerdier af h,

IF (X O) I - I b j I r j [Der findes i¢vrigt j s adarme

thi nar h genneml¢ber cirklen {h I Ihl = r}

r~ een gang, viI h j genneml¢be cirklen {y I Iyl = r j } ikke een, men

j gange.] Da fas

(
IF(XO +h) I

j j+1 n
= I F (x0) I - I b j I r + I b j + 11r + • • • + Ibn I r

'= I F (x ) I - r
j

( lb. I - I b I r - - I b I r
n- j)

·a J j +1 · · · n

St¢rrelsen i parentesen konvergerer mod lb. I > 0 for r ~ o. Vi
J

kan derfor vCElge r i overensstemmelse med de betingelser, der for-

an er palagt r, saledes at st¢rrelsen i parentesen er > o. Da

I hi R er vi naet til enC fas IF(XO+h)1 < IF(XO)I , og da x O + ~

modstrid. 0
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(

Vi minder om polynomiers division: Hv~s F,G E ~[x] og G ikke

er nulpolynomiet (man siger ogsa at G er et ~entli51! poLynomi urn)

sA findes polynomier Q og R I hvor graden af R er mindre end

graden af G, saledes at

F = QG + R

Heraf f¢lger bl.a. at et tal Xo E ¢ er rod i et egentligt poly

namium p hvis og kun hvis "p(x) = (x-xO}q(x) , hvor q er et po

~ynomium~ Thi for ethvert Xu E ¢ g~lder at p(x) = (x-xO)q(x) +

r(x) , hvor grad(r) < 1 , d.v.s. r er en konstant. Altsa er

p(xO) = 0 hvis og kun hvis r = 0, altsA hvis og kun hVis polyno

miet x - X o er en divisor i polynomiet p .

Vi kan sa give en ~kvivalent formulering af algebraens fundamen

t.a Laart.nLnq ,

SlETNING 1.5. (Faktorisering af polynomier over ~.) Ethvert poly-

nomium F(x) i ~[x] af grad > 1 kan pa en og, bortset fra f¢r

stegradsfaktorernes r~kkef¢lge, kun pa een made skrives pa formen

( 1)

(
Denne sretning indeholder naturligvis algebraens f undemen t a Lseet>

ning. pA den"anden side f¢lger den, som vi skal se, meget let af den~

BEVIS. (1) Fremstillingens eksistens. Lad F(x) have· graden n,

og lad 01 veer e en rod i F (x) .. Da er x - cx
1

d i.vLsor i F (x ) ,

a Lt.s a F (x ) = (x-0 1 ) F 1 (x ) , hvor F 1 (x ) har graden n - 1 . Nu

forts~ttes med. F
1

(x) , og i n skridt er vi frerdige.

(2) Fremstillingens entydighed.· Lad

Da de to polynomier har henh. nax og som h¢jeste grads l~

er n = m og a = b . Da er rod pa venstre side, og altsa
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ogsa pa h¢jre side, er a
1

§1

et af tallene ~. 1

J
f.eks.

VI.?

£1-

lers ~ndres r~kkef¢lgen af tallene Bj . Ved division med

fas a (x - a 2) · · · (x - an) = b (x - B2 ) · •. (x - Bm> • Efter n

vi fcerdige. D

x-a
1

skridt er

De n ikke n¢dvendigvis parvis forskellige tal a
1

,a 2, ... ,a
n

er abenbart samtlige r¢dder i F(x) . Idet en rod regnes rned mul

tiplici.tet bestemt ved antallet a f ga.nge, den forekorruner i udtrykket

(1), kan vi sige, at et polynomium af grad n > 1 har netop n

( r¢dder. Er a 1, ... ,ar de parvis forskellige r¢dder i F(x) og

\)1'··· ,vr deres muLt.Lp l.Lc i.t.e t.e r , har vi \>1 +.••• + v r = n, og

fremstillingen lyder

(2)

I stedet for at sige, at ex er rod i F(x) med multiplicitet

\>, kan man sige, at a er \) gange rod i F(x) Hvis v == 1,

kaldes ex en siropel eller enkelt rod, hvis \) > 1 en multipel rod,

specielt hvis v = 2 en dobbelt rod.

l Fremstillingerne (1) og. (2 r kan naturligvis og9a benyttes

for polynomier af grad 0, idet sa blot f¢rstegradsfaktorerne mangler.

Polynomier over ]R. Med m[x] betegner vi delrn~ngden af ~[x]

bestAende af aIle reelle polynomier, d~v.s. polynomier med reelle

koefficienter.

HVis p E m[x] , gcelder abenbart at p (x) E JR nar x E lR.

Hvis pa den anden side p E ~[x] har den egenskab at p(x) E m

for alle x E IR sa gcelder at p (x) = p (x ) for ethvert x E 1R

(- betegner kompleks konjugering). Skriver vi p(x) =
na O+a1x+ ••. +anx fas

betingelsen p(x) = p(x)

p (x) = ao + a 1 x + • · · + anx
n

for x E JR, sa

for a Ll.e x E JR medf¢rer Lf Lq , Korollar
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1.2 at = a n
altsa at P E JR[x]

Er p E JR[x] skrevet pa formen (1.6), p(x) = a(x-01) .~. (x-an) ,

(

(hvor a E JR), fas ved kompleks konjugering, at for x E lR er

Denne formel rna sa (iflg~ Korollar 1.2) g~lde for alle x E ¢ og af

S~tning 1.5 slutter vi at {o1, ... ,on} = {o1, ... ,on}. Skriver vi

f¢rst de reelle og dern~st de ikke-reelle r¢dder, kan m~ngden af r¢d-

der i P skrives

For et par af konjugerede tal ~ ± in er

2 2 22 .. 2
(x- ( ~+in) ) (x- ( ~ - Ln l ) = (x.- ~ ) + n = x - 2 ~ x + f;, + n ·

Vi har dermed vist at et reelt polynorniurn kan faktoriseres over m

i f¢rste og andengradspolynomier. Mere pr~cist

SlETNING 1.6. (Faktorisering af polynomier over JR.) Ethvert poly-

torernes r~kkef¢lge, kun pa een made skrives pa formen(
nomi urn F (x) i JR[ x ] af grad > 1 kan pa en og, bortset fra fak-

(
F (x) 2 2

= a (x - 01 ) · · · (x - a ) (x + a 1- x + b 1) ••• (x + a x + b .) ,r S $

hvor a * 0 , 01, ... ,or ' a 1 , b 1 , ... ,as , bs' er reelle, og anden

gradsfaktorerne har ikke-reelle r¢dder.

BE~~RKNING. Man kan ogsa betragte polynornier af flere vari~ble.

F.eks. forstas ved et polynomium af to variable x og y et ud-

2 2
= a 0 , 0+ a 1 I OX +. a 0 , 1Y + a 2 , OX + a 1 , 1xy + a 0 , 2Y

(

n
L

i, j=O

i ja .. x y
1,J

+ ... n n-1 n
+a OX +a -1 1x y+ eo. +00 y11, n, , n

hvor aIle koefficienterne a. ·1,J
er komplekse (eller reelle) tal.
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§2 .. ,Rationale funktioner.

§2 VI.9

Rationale funktioI1er over <t.. M.ed. tt (x ) betegner v i, rna:n(~den af

funktioner af en kompleks variabel x af formen

x ~ f (x)
F(x)= G(x) ,

hvor F og G er polynomier med komplekse koefficienter, altsA til-

h¢rer ~Ix], og G er egentligt, 09 F(x) og G(x)

ikke beggeer 0 for noget x. Sadanne funktioner kaldes rationale

( funktioner. Man ser, at polynomierne fremkommer for G = 1 • Hvis

derirnod Ghar grad > 1 , er f kun defineret pan~ri den ende-

lige ~ngde, der udg¢res af r¢dderne for G; det er abenbart en

kontinuert funktion pa denne mcengde II HvLs a er rod i G, gcelder

If(x) I ~ +~ for x ~ a. Polynomierne kaldes hele rationale funk-

tioner, medens rationale funktioner, der ikke er polynomier, kaldes

brudne rationale funktioner.

Vi viI ogsa til lade as for et vilkarligt par af polynomier P

og Q i ¢[x] , hvor Q er egentligt, at tale om den rationale

funktion

x ~ f (x) = P(x)
Q(xf

(
Vi mener hermed den funktion, der beste~mes ved den br¢k af ovenn~vn-

te art, der dannes ved forkortning.

Denne vedtcegt :far betydning, idet vi definerer s um og produkt af

to rationale funktioner

ved

F 1
f 1 = G

1

F 1G2 .+ F 2 G1

G1G2

og

00'
...J
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Ved en stambr¢k i <t (x) f o r s t.a s en rational fun.ktion af forrnen

d
v '(x-ex)

hvor d , 0: E <C og v E IN e

SJETNING 2.1.

F(x)
f(x) = G(x) i

(Dekomposition i t(x) .) Enhver rational funktion
v v1 r<t (x) rned neevrie r G(x) := (x - °1 ) •• • (x - or)

hvor 01, ... ,or er parvis forske11ige, kan pa en og kun een made de

kornponeres som

(

d
r ( d d 2 pv .

f (x) = Co + c 1x + ... + cqX
q + L I -2..L + e 2 + .•. + ,p\) )

p=1 'x-ex (x-a) (x-a,) P
p P P

d.v.s. som sum af et polynomium og stambr¢ker med n~vnerne

2 \)
x - ex , (x - a ) ,..., (x - ex ) P h vor p = 1,.... I r •

p' p p

BEVIS. (1) Fremstillingens eksistens. For G = 1 er sagen triviel.

d =hvord
\) I

(x-a
1

) 1

Vi antager nu, at g~aden af G er > 1 Vi Sffitt~r G
1

(x) =
\)2' \)r

(x - cx2) • • • (x - or) og subtraherer fra f stambr¢ken

F(cx
1)

G
1

(<X
1

)

Resten bliver

f (x ) _ d
(x-a) \)1

1

F 1 (x)
:=--

G(x)

( Her er F 1 (01) = o. Altsa kan F1 (x) skrives pa formen F1 (x ) =

(x - 01 ) F 2 (x ) , hvorefter x - a 1 kan bortforkortes. Herved fas en
\)1-1 v v

br¢k rned neevne ren (x - 01 ) (x - ( 2 ) ,2 ... (x - ar) r Denne f o rkor>

tes og behandles analogt. Efter h¢jst \)1 skridt er vi nAet til en
\>2 .' v r

br¢k med ncevneren (x - °
2

) • · · (x -- Or) , der behandles pa samme

made. Efter h¢jst v
1
+ ...+v r skridt har vi en rest med nffivn~r 1,

altsa et polynomium.

(2) Frernstillingens entydighed. Hvis 'f er skrevet pa qen ah-

givne form rna grelde

'F (x)
G

1
(x)

== d
1

+g(x)
\)1
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Ved mul tiplilcation af de.kompos Lt.Lorrs forlnlen med G-(x) f Ln de r man

0.. Der rna

og saledes videre, indtil vi

F (ex'1)

G1 T01f
er netop det ovenfor i f¢rste skridt subtra-

Det i andet skridt subtraherede led ~& da pA

d 1v -1
1

(x-ex )vr1
1

U

(x-ex
1

) V1

hvor 9 er en rational funktion, for hvilken g(01)

altsa gcelde

lierede led

d.v.s. leddet

tilsvarende made VCEre

nar til restpolynomiet.

f
~,

· (

F(x) = H(x)G(}~) +R(x) hvor Ii (x) er poLyriomi.e t. Co + c1x + .. (I +

og R(x) er et polynomiuffi af lavere grad end G(x) (evt. nul-

polynorniet). Ved division af F med G kan man altsa straks finde

H , hvorefter det kun drejer 5ig om at dekomponere
R (x)
G(x) hvor R

er den principale rest ved divisionen.

Ved den praktiske udf¢relse af dekompos t tionen star man sig i reg-

len ved at fraskille flere led ad gangen, nemlig i hvert skridt et

Herved fas resten

(X1 = 1 og e11

disse er ikke r¢dder i F (x) = x 4 + 2. Fo r

og for x = -1 . er F (x) = 3 Vi fraskiller
(x-1)2 4".

3
4

x+1

3
2: '

-1 ;

og

for hvert af de tilbagev~rende nulpunkter i n~vneren.

F(x) x 4+ 2
EKSEMPEL. For at dekomponere --(--) = 2 . bern~rker vi, at

Gx x 3-x -x+1
G(x) =x3-x2-x+1 = (x-1)2(x+1) hardobbeltroden

keltroden cx2 =
F (x)

x = 1 er x+1 =
3
2derfor

(x-1)2

('
11

~

3 2x -x -x+1

3
2

2(x-1)

3
4

x+1

4 3 - 3 2
x +2-2 (x+1 ) - 4 (x - 1 )

=
2(x-1) (x+1)

=
432 1x --x -4 4

2
(x-1) (x+1)

x
2
+1

__4, :=

x-1

5

x + 1 + _4_
x-'l

Altsa er
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3 2x -x -x+1

§2

5 3 3
4" "2 4= 1-l-x+-.-·+-----+--

x-1 (x-1) 2 x-+-1

VI.12

~ol. Principal de~. N~vnerens nulpunkter 01, ... ,or' altsa punkter,

hvori den rationale funktion f (x ) = F (}{l_ ikke er clef in.eret I kaldes
G (x)

[.Joler for f , og det til polen ex
p

he r eride bidrag

d
--12.l +
x-a

p

(1
d 2 pvP + + .2-_

2 • • • v
(x-a ) (x-ex ) p

p p

til dekornppsitionsudtrykket kaldes den principale del af f h¢rende

fremkommer en- rational funk-

Man bem~rker, at hvis man fra

(
! til polen ex

p

principale del h¢rende til polen a
p

f subtraherer den

tion, som er defineret ogsA i ex
p

Rationale funktioner over ill.. t1ed lR (x)

rationale funktioner

betegner vi m~ngden af

x -+ f(x) F(x)
.- G(x) ,

('

I

hvor F og G tilh¢rer m[x], og i¢vrigt opfyld~r de ovenfor an-

givne betingelser.

IR(x) .)

F (x)
f(x) = G(x) i m(x) med nzevne r

"2 ~1 2 ~t
(x +a1x+b1)

•.• (x-+atx+b t ) , hvor f¢rstegradspolynomierne

(

SlETNING 2.2. (Dekomposition i

G (x)

Enhver rational funktion
\.'1 V s

-- (x - ( 1 ) · • · (x - cxs) II

h¢rer til de forskellige reelle r¢dder i G(x) og andengrad$poly-

nomierne til de forskellige par af konjugerede imagin~re r¢dder i

(

G(x) ,

f(x)

kan pa en og kun een made dekomponeres som

hvor alle de optr~dende koefficienter er reelle.
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(

BEVIS. For en rational funktion i m(x) f~s af S~tning 2.1 ved

konjugering at f(~) = f(}:) for aIle reelle x i Jefinitionsffi2ng-

den, cl.v.s.

f (x)

d
r (d 1 d 2 ov ,

= Co + c1x + · · · -I- C xq + 1: ~ + p + ... + . Pv ) •
q p=1\x-a (x-a)2 (x-a )P

p P P

Da to rationale funktioner, der stemmer overens i v~rdi for uendelig

( mange vcerdier af x, er den samme f unkti.on , fila de nne f o rrne I gc:elde

for aIle x i definitionsrn~ngden. Af dekompositionens entydighed

( fremgAr da, at koefficienterne c O,c 1, ... ,cq rnA v~re reelle, ligesA

t~llerne d 1,d 2, ... ,d i aIle stambr¢ker h¢rende til reellep p PV p
r¢dder a i G(x) , rnedens bidraget fra et par af konjugerede imap

q Lneere r¢dder ~ + in og E;, - in af multiplicitet 11 v i.L h ave for-

men

d
lJ

(x-: (~"'in) ) 1.1
+ . • • -f. ------'---

d ll + d 1

(x-(~+in))1J x-(~-in)

Ved forl~ngning af br¢kerne til br¢ker med den f~lles n~vner

[(x-(~+in)) (x-(~-in))]~ = (x2+ax+b)~ omskrives dette bidrag til

(2 • 1 )

hvor polynomiet T(x) abenbart har reelle v~rdier for reelle x og

altsa tilh¢rer lR[x] Man ser, at dets grad er < 2~. V~ viI

vise, at bidraget (2.1) kan skrives pa forrnen

(2 .2) ... +
k x+l

11 11
2 . '(x +ax+b)1J

hvor t~llerne tilh¢rer lR[x]. Hertil dividerer vi T(x) med

x 2 + ax + b og betegner resten (sam viI veere af grad. < 1) med

( kx + 1. Vi har da

T (x) kx+l
2 11(x +ax+b)

'I' (x) - (kx-f- 1. )
== 2 u ,

(x +ax+b)
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hvor den sidste br¢k k~n forkortes med 2
x + ax + b . Med d e n forkor-

tede br¢k gas frem pa sarrune made, og i 1J -.. 1 ak r I dt; far vi den ¢n-

skede omskrivning. Man bem~rker, at omskrivningen af (2.1) til (2.2)

kun er mulig pA en mAde. Thi hvis (2.1) har f~emstillingen (2.2), ses

ved rnultiplikation rned (x2+ax+b)~, at T(x) ved division rned

x2+ax+b rnagiveresten kx+l d.v.s.detsidsteledi (2.2)
lJ 11

er netop det led, vi subtraherede i f¢rste skridt. Det i andet skridt

subtraherede led mapa tilsvarende made v~re det n~stsidste led i

f (2.2), og saledes videre. 0
11

\

I m(x) betegnes udtryk af de to former

d
v

(x-a)

som stambr¢ker.

og kx+l
2 lJ '(x +ax+b)

EKSEMPEL. For at dekomponere

x
3 - 1 = (x-1) (x

2+x+1)
" hvor

F(x) 3x_._(--) = 3 bem~rker vi, at G(x) =
G x x -1

x 2 + x + 1 har LmaqLnarre r¢dder. Da

F(x) er af lavere grad end G(x) , rnA vi have

3x
-3- =
x -1

d + kx+l

x-1 x 2+x+1

Multiplikation med

tes x = 1, fas

3x -1

d = 1 ,

giver 3x = d (x2+x+1) + (kx+l) (x-1)

og derrned -(x-1)2 = (kx+l(x-1) ,

Sret-

hvor-

af k = -1 , 1 = 1 . Vi har altsa

3x
3x -1

1
= ---

x-1

x-1
2

x +x+1
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§3. Integration at rationale funktioner.

Rationale funktioner over <t • x -)0
F (x)

f(x) == G(x) vzer e en. ratio-

(

(

nal funktion i <C (x) r og bet.ra q t. den alene for reel1e x. Funk-

tionen er Abenbart differentiabel i den del af m, der tilh¢rer de-

finitionsmcengden, d v v c s , i deintervaller, de r fas vecl af ill. at

udelade de eventuelle reelle nulpunkter i n~vneren~ Den afledede

F' G - FG'
ft = er ligeledes en rational funktion~ Hvis f er givet

G2

pa dekomponeret form

fas
v d

q-1 r (dp1 2d 2 P ov )
f I (x ) = C 1 + • · • + qcqx - L 2 + P 2 + · · · + (x-ex ) \lpP+1

p=1 (x-'a) (x-a)
p p p

sa Le de s at f' a Lt.s a ogsa forelig·ger dekomponeret II Man bemeerke.r , at

der if' ikke forekommer stambr¢ker, i hvilke eks porien t en i nzevne-:

ren er 1, og at omvendt enhver rational funktion, i hvis dekomposi-

tion s adanrie stambr¢ker ikke forekommer, er afledet af en r e t.Lona L

f funktion.
\

For at finde en stamfunktion til en vilkArlig rational funktion

( mangler vi altsa blot at finde starnfunktioner til stambr¢ker 1
x-a

Hvis a er reel, drejer det 8ig om at finde en stamfunktion p&

hver af de to halvlinier ]-oo,a[ og Ja,+~[. Man ser, at

f_1---..- dx = log (x-a) 0 Jex ,+-00 [Jx-a pa ,

f_1_ dx = log (a-x) 0 ]-00, ex [Jx-a
pa r

sa at vi som f~lles udtryk kan benytte

\ 'J_1- dx = log I x-ex I , x 4: ex •x-a

Hvis a ikke er r e e L, lad as sige ex = l; + in (n * 0) , er
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1 1
= defineret pa hele IR. For at finde en stamfunktionx-a x-~-in

skriver vi funktionen pa formen

1 =
x-~"-in

(

og ser, at den har starnfunktionen

J 1 1 2 2. ~-.s.
~. dx = -2 log [ (x-: ~) +n ] + J_ Arc t.anx- -In n

Vi har saledes f¢lgende s~tning

SJETNING 3.1. Eri stamfunktion til en funktion F (x)
f (x ) = G(x) i <t(x)

kan i ethvert interval pa ffi, der ikke indeholder noget nulpunkt

for n~vnerpolynomiet, skrives sam sum af en rational funktioA og en

Udtrykket er detsamme i aIle sadanne intervaller, men vi kan na--

turligvis i de forskellige intervallerdisponere forskelligt over den

additive konstant.

Ration'ale funktioner over m.. Hvis F(x)
f(x) = G(x) tilh¢rer JR(x),

( kan resultatet af integrationen skrives pA reel form.

Polynomiurnsdelenaf f har reelle koefficienter og voIder derfor

intet problem. Stambr¢kerne h¢rende til reelle r¢dder i n~vneren har

reelle t~llere og voIder derfor heller intet problemo Tilbage er

stambr¢kerne h¢rende til de imagin~re r¢dder i n~vneren. For et par

af konjugerede irnagincere r¢dder ~ + in og r; - ill har bidraget til

f forrnen

(

Stambr¢kerne med n~vnereksponent > 1 bidrager til stamfunktionen
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rned udtrykket

§3 VI.17

d
2- -----

x-(l;+in)

1 d_ }J

11-1 (x- (~+ i 11) ) 11-1 x-(~-in)

1

11-"1

d_....... L __. _

(x-(l;-in»p-1

I'

der som tidligere vist (se. formel (2.2), s. VI.13) kan skrives pA

formen

(
\ hvor t~llerne tilh¢rer m[x]. Tilbage er stambr¢kerne med n~vner-

(a+ib) (~ log[ (x-O 2+ n2] + i Arctan ],(~~)

(
1 2 2 X:5.)+ (a r Lb ) "2 log [(x-i;) +n ] + i Arctan -n

(
eksponent 1. Scettes d 1 = a + ib

starnfuhktionen bliver

er d 1 == a - ib, og bidraget til

(

(

der omskrives til

2 2 .. x- t;
a log [ (x-~) +n ]. - 2bArctan

n

Hermed er stamfunktionen sam ¢nsket udtrykt pa reel form.

EKSEMPEL. I simple t.Ll.faiLde vii det ofte vcere s a Lede s , at man hur-

tigt finder dekampositionen pA reel form, og det vil da v~re natur-

ligt ogsa at foretage integrationen uden at forlade det reelle omra-

de. Saledes ha r vi tidligere (Eksempe 1 s. VI. 14) fundet

Vi har altsa

3x
3x -1

= _1__

x-1

x-1
2x +x+1

J ~}{ dx = log I x- 'I I - J 2
x

- 1 dx.
x -1 x +x+1

For at finde det sidste integral foretager vi omskrivningen

(

x-1----2x +x+1
og far

1

f
x+2

x-1 dx - ..1 log[x2+x+1] - y3 Arctan -- '"
x 2+x+1 - 2 Y3;4
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EKSEMPEL. Unqertiden kan det v~re en fordel at udelade deko~positi-

onen Qg i stedet benytte sig af, at man kender stamfunktionens forme'

Som eksempel viI vi bestemme

5 3
I(x) = .J3X+SX +x-1 dx .

x 2(x2+ 1 ) 2

Da t~lleren i funktionen under integraltegnet er af lavere grad e~d

ncevneren, optr~der i dekompositionen i 42(x) kun stambr¢ker rned

nCEvnerne 2x , x , x-i , (x-i) 2 , x + i
?

(X+i)Lo Af den almene

diskussion ovenfor fremgAr derfor, at der find~s en starnfunktion af

formen
C 2 2 c Sx+c 6c

1
10g1 x l +-x + c 3 log (x +1) + c 4 Arctan x + \

x
2+ 1

med reelle koefficienter. Ved differentiation fas ligningen

C
1

c
2

c 32x c 4 c s(-x
2+1 ) - C62x---+--+--+ =

x x 2 x 2+1 x 2+1 (x 2+1) 2

5 33x +Sx +x-1

x2(x2+ 1 ) 2

(

til bestemmelse af koefficienterne. Multiplikation med x 2(x2+1)2

giver
2 2 2 2 3 2 2 2c

1x(x
+1) -c2(x +1) -t-c 32x (x +1) +C 4X (x +1) +

2 2 353+ csx (-x +1) - c 62x = 3x + 5x + x - 1

x = 0 giver -c 2 = -1 , altsa c 2 = 1 .

x = i altsa

Inds~ttes disse v~rdier fAs

534 332 223
= 3x +2"x +4x +2"x +x=x(x+1)(3x·+2x+1)

hvoraf ved forkortning

2 2 2 3
c 1 (x +1) + C 3 2 x + c 4 x = 3x + 2"x + 1

x = 0 giver c 1 = 1 .

-c 2 + c i 3. altsa 1
3

x = i giver = -2 +21 c 3 = , c 4 = 2" .
3 4
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Vi har altsa

§3 VI.19

==

(

(

(

(

1 1
,1 2 + l. A 2~x-2

I (x) == log Ixl + - + log (x +1) 2 .rctan x + '-2-~
x xJ+1

3x2-x+2 3 3
2 -f- log I x +x I + 2" Arctan x ·

2x(x +1)

EKSEMPEL. En stamfunktion til en rational funktion kan i mange til-

f~lde findes (eller bestemmelsen k~n tilbagef¢res til en simplere

opgave) ved brug af de almene integrationsregler. SAledes finder man

3

J~J(X 2: 1 ) 3
dx = 2 2x dxx

(x2 + 1 ) 3

1 2 .(_1) 1 + J 1 1
dx== x -2"2 \ 2 (x2+ 1 ) 2 x (x2+ 1 ) 2

1 2 1 1x
==

(x2+ 1 ) 2 44 x 2+ 1

•
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§4. Integration af forske1lige tYEer at funktionerc

For en rrekke funktionstyper kan integrationen udf¢res, idet man

ved en egnet substitution reducerer opgaven til integration af en

rational funktion.

En rational funktion at cos 09 sin. Lad R v~re en rational funk-

tion af to variable, altsa en funktion af formen

(u,v) -+ R(u,v) = P(u,v)
Q (u s.v) ,

I hvor P og Q er polynomier, og Q ikke er nulpolynomiet. Inds~t
'\

tes (u,v) = (cos x, sin x) fas en funktion

x -+ f (x ) = R(cos x, sin x) = p (cos X, sin x)
Q(cos x , sin x) ,

sam naturligvis kun er definer~t for de x, for hvilke

Q (cos x, sin x) * o. En s a dan funktion f kaldes en rational funk-

tion af cos og sin den har Abenbart perioden 2n, og den er

kontinuert i ethvert interval, hvori den er defineret.

Idet vi forel¢big ser bart fra pumkterne (2p+1)n, p E ~ ,

( selv om funktionen skulle VCEre defineret i disse punkter, betragter

vi den i periodeintervallet ]-n,n[ . Vi anvender substitutionen

x
t = tan 2" '

x = 2 Arctan t, dx 2= --2 dt ,
1+t

-n < x < n

-00 < t < +00 •

Da x er en strengt voksende differentiabel funktion af t, og

t-intervallet ]-~,+oo[ afbildes pa x-intervallet ]-n,n] , er

forudsoctningerne for integration ved substitution opfyldt. Idet

1-tan2 x
1-t2 2 tan x

2 2 2t
cos x = -

1+t2
, sin x :::: =

1+t2
,

1+tan2 x 1+tan2 x
2" 2'

finder vi
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/

'{

g~ldende i ethvert delinterval af ]-n,n(, hvorl f er defineret.

Opgaven er saledes reduceret til integration af en rational funktion~

Scettes

kan G if¢lge §3 udtrykkes vedhj~lp af rationale funktioner og

funktionerne log og Arctan, og F bliver altsa udtrykt ved

( hj~lp af disse funktioner og funktionen tan. Da udtrykket F(x) =

G(tan~) har perioden 2n, er den herved bestemte funktion F

starnfunktion til f pa ethvert interval, hvori f er defineret,

og som ikke indeholder noget af punkterne (2p+1)n, p E ~. I et-

hvert sadant interval fas samtlige stamfunktioner til f ved addi-

tion af en vilkarlig kQnstant. I tilf~lde af, at f er defineret og-

sa i punkterne (2p+1)n, kan de additive konstanter v~lges saledes,

at denfremkomne funktion F* far samme grcensevrerdi fra vens t.re og

h¢jre i disse punkter. Nar F* i disse punkter till~gges denne

l v~rdi, bliver F* stamfunktion i ethvert interval, hvori funktionen

f er defineret. (Det kan man indse f.eks. ved hj~lp af S~tning

~ 111.2.11. Pr¢v at gennemf¢re argumentationen:)

EKSE~'1PEL• V~lges R(u,v) = 21u ' fas

F (x)
= I2 + c~s xdx - J ~-t2

2+-
')

1+tL.

1 dt
1+t2

2 tArctan
'13 '13

= 2

\13

x
t.an "2

Arctan

fra ven-
IT

griensev~r·diern.e(2p+1) n

er stamfunktion pa hvert interval ](2p~1)n, (2+1)n[,
2

Arctan

Funktionen 2 + ~os x er defineret pa hele JR. Den f undr«. hmktion
tan~

2

'13 \/3
og har i hvert af punkterne

'13
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fra h¢jre. En stamfunktion pa hele

x f ] (2P -1 ) H r (2 i)+ 1 ) 11 [

stre og

F*(x) =

TT

'13
2

'13
Arctan

tan ~
2 2n

+ P
'13

for

]}{ er derfor

n
(2p+1)~

Y3
for x = (2p+1)n .

1

( L t COS X

,,
t------...---·--~

3n X

I,,
---; ----+--------.+-..-------- .. ···-------·---4--···--

-3n -n 1T

Spesie11e t~lf~lde. Den anvendte substitution f¢rer ofte til lange

regninger. I specielle tilf~lde kan f¢lgende metoder anbefales:

A. Hvis udtrykket for f(x) kan omformes til

S(cos x)sin x eller S(sin x)cos x ,

hvor S er en rational funktion af ~n variabel, kan integrationen

( ~ udf¢res ved substituti6nen t = cos x eller t = sin x I idet inte-

gration ved substitution giver
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fS(COS x)sin x dx = [-JS (t) dt ] t = cos x

JS(Sin x)cos x dx = (J S (t ) d t ]
t == sin x

B. Hvis udtrykket for f(x) kan omformes til

1
S(tan x) 2 eller

cos x

1
S (c o t; x)---;j~-

s Ln " x

hvor 5 er en rational funktion af ~n variabel, kan integrationen

ser man

f(x) kan omformes

hvor 8 1 er en rational funk-

t cot Idet 1 1 + tan 2 1= x . = x og -
2 2cos x sin x

i¢vrigt, at de ·to former k.omrner ud 0 et med, atpa

pa tilsvarende made udf¢res ved substitutionen t = tan x eller

1 +cot
2x

til 51 (tan x) eller 8 1 (cot x)

(

I
\:

(
I

:!

tion. Da tan x og cot x er reciprokke, kan man naturligvis komn1e

fra hver af de to former til den anden.

c. Hvis f er et polynornium i cos og sin, kan integratio-

nen udf¢res ved, at man (i reglen enklest ved brug af Eulers formler,

jfr. kap. V) omforrner udtrykket til en linearkombination af funktio-

nerne cos nx og sin nx .

( Vi viser rnetoderne pA en r~kke eksernpler.

EKSEMPLER.

( 5cos x + cos x
2

2 - cox x

(cos 4
X+ 1 ) cos x

=
2 - cos 2x

(1-sin 2x ) 2 + 1= cos x .
1 + sin2x

t = sin. x

[cos
5

f(1-t
2)2+ 1 r2 -2t2 + t 4 r 2· 5x + cos x d dt2 x = = = (t -3+--) d t; =

J 2- 1 + t
2 J 1 + t

2 J 1+t 2
cos x

1 sin3
3 sin + 5 Arctan (sin x)= x - x

3

J1 + 3

dx J dx r 1 dx
:::

J1
- ----

sin 2 cos 2x + 4 sin2 +4 t.an 2 2
x x x cos X

[J 1

1
dt]

1
Arctan (2 tan x)== = 2 ..

+ 4t
2 t=tan x
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Denne regning er gyldig i ethvert af intervallerne](p-~)rr,(p+~)rr(

II I.) E za • En starnfunktion pa hele IR bestemmes ,red

! I

F(x)
[21 (2 ) 1Arctan tan x + -pTT

2

=
\ (p+.!)ln

2 2

for

(Skitser graferne for
-1 + 3

1
. 2s i.n x

1, 2" Arc-tan (2 tan x) og F (x) ~)

dx---
2cos x

(

(

2freos x sin x\ d
J\i 2 3) X

'cos x+sin x

2
= r ta11 x

J (1+tan 3x)2

1 1
= - 3" 3

1 + tan x

1
3

= 1 rd(1+tan
2x)

3 J (1+tan3x) 2

3
cos x

3 '. 3 ·
cos x + s i.n x

I,

I'

Pa den sidst anf¢rte form er resultatet en stamfunktion pa ethvert

interval, hvor den integrerede funktion er defineret.

f · 4 2 d = f(ei~-e-iX)4 (e
i X+e- i X)2

d
s i.n x cos x x 2i 2i x

= 1 rr 6ix + .-6ix 2 ( 4ix+ -4ix)
64JLe e - e e

= 3~ I (cos 6x - 2 cos 4x - cos 2x +2) dx

= 1 (.1 sin 6x _.1 sin 4x _.1 sin 2x + 2x\
32 6 2 2 )

( 2 ix + . .-2ix) + 4 1 dx
e e -.I

En rational funktion af cosh 09 sinh. Her kan man benytte metoder

analogs til de ovenfor omtalte, eller TIlan kan bem~rke, at funktionen

kan skrives om en rational funktion af xe og benytte substitutionen

t = xe

2 .
r~(1 - tanh

2
x + 1 \dx =

J 1 + tanh x )

l

EKSEMPEL.

J
1

2 dx
1 + tanh x

1f d tanh x + Ix
2 1 + tanh2x 2

- ~ Arctan (tanh x) + 1x



Mat 102, 1981/82

r 1
Jcosh x dx

§4

= r cosh x
J 2

1 + sinh x
dx == Arct.an I s i nh x)

VI.25

r 1
Jcosh x

dx

(Det bem~rkes, at x 12 Arctan(e ) = Arctan (Si11h x) +211 .)

En rational funktion af x 09 en rodst¢rrelse n

( v~re et helt tal > 2, og a , ~ , Y I 6 reelle tal. Vi vil for-

udscette at

l 06 - ~y * 0 ,

idet i modsat fald enten at af talparrene (a,a) og (y,6) er (0,0),

eller talparrene er proportionale. Lad R v&re en rational funktion

af to variable. Funktionen

x -+ f(x) == R(X , o/~X U)-'
yx + 6

er abenbart kontinuert i ethvert interval, hvor den er defineret. For

sadant interval anvender vi substi-

l
\

at finde dens integral i ethvert

tutionen

t = n/a x + ~
yx + 6

x = 6t
n

- t?-
t n "-y +a

dx
n-1

== n (cx6-@y)t
n 2

(-y't +0)
dt .

Selve udregningen viser, at x-interval let ved t = Vax + (? afbildes
yx + 6

injektivt, altsa bijektivt pa et vist t-interval; orrtvendt afbilder

X
__ 6tn -@

altsa t~intervallet bijektivt pa x-intervallet. Da x er
-ytn+cx

en differentiabel funktion af t, er foruds~tningerne for anvendel-

se af integration ved substitution opfyldt. Vi finder

F(x) = ff(X)dX = [J"R(6t
n;

B t\ (a6-~I)tn-1 dt] )"
\ ' -) n _ n 2 _ 11 ax + @ •
-yt +0. ( yt +0.) t - yX + 6

Opgaven er saledes reduceret til integration af en rational funktion.
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er defineret pa intervallerne1F'unk t i on.enEKSEMPEIJe

X2(jX:1 + 3j~:1)

]-~l-1[ og ]O,+~[ e For at integrere den anvender vi substitutio-

nen
t "" 6Jx+1

x
1

x == dx
t 6 - 1 '

6t 5

6 2 dt ·
(t --1)

Til de to x-interval1er svarer t-intervallerne ]O,1[ og ]1,+~[.

Vi finder

Jx 2(jX:1+ 3jX:1)

f t
3

·r 2 1 [1 3 1 2 ]== -6 - dt == ...;.6 (t -t+1--) dt == -6 -3t - -2t + t - log (1+t)
Jt+1 J t+1

r dx

\

Ii

l
ti

I

"" _2!x+1 + 3 3j~+1 - 6 6F+l- + 6 log (1 + 6/x+"f)
x x x x

En rational funktion at x 09 en rodst¢rrelse Lad

a , b , c v~re reelle tal. Vi viI antage, at a og b 2 - 4ac er * 0 G

Af omskrivningen

. line~r substitution, overf¢res rodst¢rrelsen i eller

benyttes sam ny variabel, hvilket blot er en

2
2 . [b 2 b -4ac1ax + be + c == a (x+ 2a) - 2

4a .

ses, at hvis(

hvor k * o. Disse to tilf~lde viI vi behandle hver for sig.

A. Rational funktion at x og Q. Her kan vi antage, at k > a

idet rodst¢rrelsens definitionsm~ngde ellers er tom. Vi s~tter Vk = a

'Opgaven er da at integrere funktionen

hvor R er en rational funktion af to variable~ Funktionen er konti-

nuert i ethvert interval, hvori den er defineret; disse intervaller

er naturligvis indeholdt i rodst¢rrelsens definitionsinterval [-a,a] ~

NAr x genneml¢be~ intervallet [-a,a], viI (x,y) =
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(x , V-X2
) genneml¢be en halvcirkelbue. At

finde en egnet substitution kommer derfor ud

pa at finde en simpel p a r ame t.e r f r ems t.d L'l i.nq

for halvcirkelbuen. N~rliggende er den trigo-

,/
ij

l

_______________-..L_,__...,

(n,o) X nometriske parameterfremstilling

x = a cos t
} a < t < TI 4!

Y == a sin t

Benyttes i stedet tan ~ sam parameter, fas en rational parameter

fremstilling

x == a

o < t < -t-oo ,

2t
Y == a

1+t
2

hvor punktet (-a,O) dog ikke kommer med.

Disse parameterfremstillinger modsvares af substitutionerne

x == a cos t ,

1-t2
x = a

1+t2 '

j 2 2 2ta -x - a
- 1+t2 '

x
·t == Arccos

a

dx == -a sin t dt;

/a-xt·= --
a+x

dx = -a

-a < x < a

o < t < TI

-a < x < a

o < t < +00 •

Ved anvendelse af substitutionerne redu~eres opgaven til integration

af en rational funktion af cos og sin I resp_ en rational funk-

tion.

EKSEMPEL. f dx , x E ] -1 , 0 [ ,

»i:
tionen x == cos t I fAs

x E ]O,1[ . Benyttes substitu-
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r dt ==

J 2~
X v'1-x-'

r -sin i::
J 2 .
cos t. sin t

dt = -tan t

Opgaven er at integrere

= _ j1-x~
x

2t
= - -'--

1-t2
1

'l r t;

1

1+t

4t

Benyttes substitutionen

J 2Q = -J
x 1-x

- -f(, 1 + 1 \dt =
- (1+t)2 (1-t)2)

B. Rational funktion af x 09 ~

f: funktionen

x ... f (x ) = R (x , jx2+k ) ,

hvor R er en rational funktion af to variable. Funktionen er konti-

nuert i ethvert interval, hvori den er defineret; disse intervaller

er naturligvis indeholdt i rodst¢rrelsens definitionsm~ngde, som for
I'

k > 0 er hele :m og for k < 0 er de to Lnt.e rva Ll.e r ] -00, -V-k [

I og ] y-k , +0)[ •

f

Man at 0 genneml¢ber rodst¢rrelsens definitionsm~ngde,ser, nar x

viI (x,y) == (x , /x2+ k ) gennernl¢be den del af den ligesidede hyper-

bel med ligningen
2 2 k der beliggende i halvplaneny -x == , er

{(x,y) I y ~ O} .

(

k > 0

(llO) )( -(-H,O)
k <.0---

Scettes x+y = t , er (t, 0) skCEringspunkt mellern x-aksen og Lf.m.en

l
qenriern (x,y) med h~ldningskoefficient --1 . Idet (x--y ) (x·_y) =

2 2 -k finder vi k
derrned parameterfremstillingenx -y = , x-y = ogt

x = 1 k
- (t --)
2 t
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f
\

Til den betragtede del af hyperblen svarer f¢lgende pararneterinter-

valIer

for k > 0: 0 < t < +00

for k < 0: -V-k ~ t < 0 og V-k < t < +00 ~

Den til parameterfremstillingen svarende substitution er

1 k t x+ t2~~x = - (t --) =
2 t

lx2
+k = .1(t +~) dx = 1(1+~) dt

2 t 2 t2

Ved anvendelse af substitutionen reduceres opgaven til integration

af en rational funktion.

I tilf~ldet k > a kan vi, idet vi s~tter Vk = a, ogsa benyt-

te parameterfremstillingen

x = a sinh t}
-ex> < t < +0'.)

y = a cosh t

for hyperbelgrenen. Den giver substitutionen

x = a sinh t

a cost t , dx = a cosh t dt .

( I tilf~ldet k < 0 kan vi, idet vi s~tter V-k = a, for den h¢jre

halvhyperbelgren ogsa benytte pararneterfremstillingen

x = a cosh t}
a < t < +00 •

Y = a sinh t -

Dette giver substitutionen

x = a cosh. t

I: l
a sinh t , dx = a s i.nh t dt .



(
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stitutionen

EKSEMPEL. r 1J ~ dx · x E ]-oo,O[ og

xvx2
+ 1

x = ~ (t -i) , t = x + jx2
+1

x E: ] 0 , +-00 [ ..

fas

Be ny t.t.e s sub-

J( 1 1\ It-11·· Ix+y{2~1-11 ~-1= t-r-t+1 jdt = log t+1 = logj- _._._..--:::-': log '--I~'

x+vx2
+ l + 1

Benyttes substitutionen x = sinh t. fas

r__1_
dx r cosh t dt r 1 dt JSinh t dt= = =J - Jsinh t cosh t Jsinh t · h 2

xjx2+ 1 Sln t

Id cosh t rr du 1 1
loS

cosh t ... 1
=

cosh2t-1
=

LJ u 2-1 Ju=c o s l1
- 2"t cosh t + 1

1 ~inh2t+1 - 1 1 ~2~ - 1
= 2 log = 2 log

~inh2t.+1 + 1 Ix 2+1 + 1

1 1 (~-1j 2 _ 1 ~ - 1
= '2 og 2 - og I x I

x

f
\

Benyttes substitutionen x = tan t I

r 1 dt = JSin t dt
Jsin t · 2ts i,n

(

J
d cos t =
1-cos2t [ _ f~] = [-~J(1~U + 11u)'dU]

. J1- u 2 u=cos t -u=cos t

1 1_

j;2;;

(

= [~log ~:~Jl
u=cos

== ~ log
1 + 1

jx2+1

1 1-cos t
t = 2 log 1+cos t

1 £2+ 1 _-1
= 2 log

jx2+1 + 1

= log
/ 2

Vx +1 - 1
l x l
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§5. Simple typer at differentialligninger.

Line~re differentialligninger.Ved en s~dvanlig differentialligning

forstAs en ligning, der udtrykker en relation mellem en (reel eller

kompleks) funktion af en reel variabel og nogle af dens afledede.

Differentialligningernes teori er opstAet samtidig rned differential-

og integralregningen; dens store betydning for anvendelserne beror
/

. ~ pA, at naturlovene i vid udstr~kning udtrykkes ved differentiallig-

ninger. Den almene teori for differentialligninger viI blive behand-

l let i n~ste kapitel; pa dette sted indskr~nker vi os til at omtale

l¢sningsmetoder for visse simple typer af differentialligninger.

Ved en line~r differentialligning af n t e orden. forstaes en lig-

ning af formen

n
p (t) 9-~ +

n dtn
( ) dx ')+P1 t dt -f-PO{t x = q (t)

er konstanten 1. Ved de l¢sningsmetoder, vi i det f¢lgende skal

hvor PO,P1, ... ,Pn,q: I .~ ~ er kontinuerte funktioner pa et interval

I ~ m, og hvor Pn ikke er nulfunktionen. Ved en l¢sning eller et

integral til ligningen p~ et interval J c I forstAs en Cn-funktion

[ x = ~(t): J ~ ~, for hvilken

Pn(t)~(n) (t) + ... +P1 (t)~1 (t) +PO(t)tp(t) = q(t)

(
for hvert t E J. At l¢se ligningen viI sige at finde aIle dens l¢s-

ninger. Ligningen kaldes homogeg, hvis funktionen q er nulfunktio-

nen, ellers inhomogen. NAr vi i forbindelse med en inhomogen line~r

differentialligning taler om den tilsvarende hOlnogene ligning , mener

vi den ligning, der fAs ved at erstatte funktionen q med nulfunktio~

nen.

Hvis funktionen Pn ikke antager v~rdien 0, kan ligningen ved

division med Pn bringes pa normeret form, hvor koefficienten til

dnx

dtn

omtale, viI vi hovedsagelig betragte normerede ligninger. I den alme-
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ne teori bevises, at enhver l¢sning til en s&dan ligning er restrik-

tion af en l¢sning pA intervallet I. Dette viI vi i det f¢lgende

tage for kendt, og vi viI, nAr talen er om l¢sninger til en normeret

ligning, simpelthen rnene l¢sninger pa I .

Hvis funktionen kun har LaoLerede nuLpunkt.e r , d v v v s , hvi.sPn

der for ethvert nulpunkt for findes'en omegn af

( hvori ikke har andre nulpunkter end to (og andre tilf~lde viI

t

vi ikke rn¢de), rna man opdele intervallet I ved nulpunkterne for

Pn og s¢ge l¢sningerne i hvert af delintervallerne. L¢sninger pa in

tervaller, der indeholder nulpunkter for Pn, viI da kunne findes

ved hj~lp af f¢lgende ·be~rkning: Hvis
n

er e11 C -funk-'

I!
tion, der tilfredss·tiller differentialligningel1 L etllver1: d e Li.n t e r va L

af J, hvori Pn ikke antager v~rdien 0, da er ~ en l¢sning til

differentialligningen pA J. Dette f¢lger af, at vi ved inds~tning

af ~ i ligningens venstre side fAr en kontinuert funktion pA J

der stemmer overens rned q i ethvert punkt t E J, der ikke er nul~

punkt for Pn; da q ligeledes er kontinuert, rna den ogsa ster~e

Den simpleste type er ligningen

( overens med q i nulpunkterne for p •n

dx
dt == f(t)

hvor f: I ~ ¢ er en kontinuert funktion. L¢sningerne er stamfunktio~

nerne til f. Betegner F: I ~ ¢ en af disse, er samtlige l¢snin-

ger besternt ved

x = F (t) + c , c E et ~

Man siger I, at l¢sningen indeholder den arbi trcere konstant c (arbi-

tr~r = vilkar1ig) .

(~ BEMlERKl'JING 501. I det f¢lgende skal vi bruge en df.f f e r ent.Lat.Lons-:

regel for eksponentialfunktionen med kompleks eksponent:

Hvis f: I ~ ~ er en differentiabel funktion pA et interval
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I ~ IR, da er funktionen exp f f eller
i f (t)
1: ~ e di f f e r e n t i.>

abel med den afledede
f ~ f

(e) = e * f ' .

BEVIS. Vi h a r f Re film fe = e III e hvor funktionerne Re fe og

e i Lm f er differentiable rned de afledede eRe f (Re f') ()g

i e i Ern f (Tm f ' ) Altsa er f
e d i.f f e r e n t i abe I rned c1en a f Leded.e

1.
, L Lm f rr: f ,e l.TI1

= eRe f e i Imf • (Re f ' ,+ilnl f') :::: e f . f ' o

Line~r differentialligning af f¢rste orden. Vi betragter en normeret

line~r differentialligning af f¢rste orden

dx ()- + pt x =dt
q (t) ,

hvor Plq: I ~ ( er kontinuerte funktioner. Lad P: I 4 ~ v~re en

stamfunktion til funktionen p:

P(t) = Jp(t)dt ·

(
Ved inds~tning ses, at funktionen

til den hornogene ligning

t ~ c1>(t)
.._p (t)

= e er ell Lo s ni.nq

dx t) 0dt + P {t x = ·

I den oprindelige ligning s~ttes nu x = ~ • y . Idet <1l
1er ell C '<='

funktion, og 0(t) * 0 for aIle tEl, svarer herved til enhver

C1- f u n k t i o n y = W(t): I ~ ~ en C
1

- f u n k t i o n x = W(t) = ~(t)W(t)

og enhver C1
- f u n k t i o n

(nemlig ved at v~lge

x = <.p (t): I .... ce fremkommer pa den ne rnade

<.p(t) ,
W(t) ="01> (t) i , Ved udregning fas

dx-+pxdt
dell.9Y ... dv

= dt Y + cI1dt + P<I>y - ~ ..

( Funktionen x = ~(t) = o1>(t)W(t) er altsa l¢sning til den oprindelige

ligning, hvis og kun hvis y = ~(t) er l¢sning til ligningen
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£y
dt

§5

S1l.li
<D(t)

Vle34

Lde t; denne lignings l¢sninger be s t.ernme s ved

c E <t I

ser vi, ' at l¢sningerne ti.l den givne lign.ing er bestemt ved

(

x == e-P(t) JeP(t)q(t)dt+C

hvor P(t) == Jp(t)dt .

-P(t)
e

l BEMmRKNING 5.2. Af l¢sningsformlen afl~ses:

1. L¢sningerne til den homogene ligning· er funktionerne
-p (t)

c e

(

En l¢sning til den hornogene ligning er alts& enten nulfunktionen,

eller den har ingen nulpunkter.

2. Hvis ~O: I ~ ¢ er en l¢sning til den givne-ligning, 09 ~1

er en fra nulfunktionen forskellig l¢sning til den homogene ligning,

v i.L tp == tpO + ctp1' c E <C, veare samtlige l¢sninger til den givne

ligning.

3. For ethvert to E J og ethvert Xo E ~ findes en og kun een

l¢sning ~: J ~ ~ til den givne ligning, for hvilken ~(tO) = Xo •

4. Hvis funktionerne p og q er reelle, fAs sarntlige reelle

( l¢sninger ved i Le s n Lnqs f o rml.en at vce1ge reelle stamfunktioner og

vcelge c E ]R. For ethvert to E ~J og ethvert X o E ill er den ved

~(tO) = X o besternte l¢sning da reel.

EKSEMPEL. Vi s¢ger ree11e l¢sninger til ligningen

dx 3
t dt + x = 4t , t E JR.

I hvert af intervallerne ]-~,O[ og ]O,+oo[ betragter vi den til-

svarende normerede ligning

dx 1-- +- xdot t
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Vi finder pa ]O,+~[

altsa 1¢sningerne

1c
t e11er ,eEIR.

l
a1tsa l¢sningerne

e11er 3 1
x=t +c;t' c E lR

(idet det naturligvis er ligegyldigt, om vi erstatter c med -c)

Man ser, at l¢sninger, der svarer til et c * 0 1 gar mod +~

eller -00 for x ~ o. Ud over disse l¢sninger (og restriktioner

af dern) har den givne ligning den

gennem ethvert punkt (t,x) med

striktioner af den). Der gar a1tsa

(og re-

t * a og gennem (0,0) een l¢sning,

ene l¢sning x = t 3 pa ill

nero et punkt (O,x) med x * 0 .

rnedens der ikke gar Dagen l¢sning gen-

Man kunfie natur1igvis let have g~ttet

l¢sningerne x = t 3 + c t pa ]0, += [

og ]-~,O[ og derefter af punkt 2 i bem~rkningen ovenfor sluttet,

at der ikke er andre l¢sninger.

EKSEMPEL. Raqioaktivt henfald. Hvis x betegner ~ngden af et

radioaktivt staf til tiden t I vil m~ngden af stof, der henfalder

i tidsinterva~let [t,t+dtJ v~re proportional rned x og dt. Pro-

portionalitetsfaktoren A kaldes henfa1dskonstanten. Udtrykt i pr~-

cis form betyder dette, at x tilfredsstiller' differentialligningen



dx
- := -- AX ,
dt

hvis l¢sninger er funktionerne
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x

((0)

1-((0) --~
7.. : ~_--. . _
-. - ._l. __.__. --.--_.-.\.

o ~r 't

§5

x = f(t) = c

VI.36

-Ate

Man finder f(O) = c M~ngden f (t) af staf til ·tiden t bestemrnes

a Lt.s a ud fra mcengde11 f (0) af staf til tiden 0 ved Ld qn Ln qe n f (t) =
-At -AT 1

f(O)e Betegner T l¢sningen til ligningen e = ~ ,

altsa T = log 2 ser man, at der for ethvert t g~lder f(t+T) =
A

EKSEMPEL. I oktober 1947 blev en hallandsk kunstmaler, H. A. van

Meegeran, d¢mt for at have fremstillet og solgt adskillige malerier

som kunstv~rker fra det 17. &rhundrede, bl.a. fire billeder der til

syneladende var malet af Vermeer. Blandt bevismaterialet fremlagdes

at to af billederne indeholdt koboltblA, en farve der ikke kendtes i

det 17. Arhundrede. Endvidere indeholdt rnalerierne en kunstharpiks af

fenolformaldehydgruppen, som f¢rst blev opdaget i slutningen af det

19. arhundrede.

Men navnlig om billedet "Disciple ved Emmaus" forblev meningerne

stcerkt delte, og det var f¢rst i 1.967 ved en unders¢gelse foretaget pa
Carnegie Mellon universitet i USA at sp¢rgsmAlet fandt sin endelige

l¢sning.

Hvidt bly (Pb 210) er radioaktivt med en halveringstid pa 22 ar
(se eksernplet ovenfor). Det er et pigment af s t.o r betydning i kunst

maling. Det fremstilles af ma Lme der Lnde.ho Lde r uranisotoper og andre

grundstoffer der opstar ved urans naturlige spaltning. En af de ind

gaende isotoper er radium 226 med en halveringstid pa 1600 ar, hvoraf

Pb 210 frernkommer ved en spaltningsproces hvis detaljer ikke er af be

tydning her. I malrnens " n aturtilstand" dannes derfor he Le tiden

Pb 210, men ved fremstillingen af farvestoffet fjernes det meste af

den radi urn der op r e t.ho Lde r tilstedevCErel.sen af Pb 210 og rnamqden af

Pb 210 viI derfor falde.

Lader vi x(t) betegne mcengden a.f Pb 210 pre gram. almindeligt

bly til tiden t og r= r (t) den tilf¢rte mcengde Pb 21 0 fra he n-:

fald af Ra 226 pre tidsenhed pre gram alrnindeligt bly, til tiden t

Sa er (jvf. eksemplet ovenfor).

I'

I,

(

(

~ f (t) Tallet T k a Ldes halveringstiden.
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dx
dt = -Ax + r ,

(hvor A er henfaldskonstanten for Pb 210) 1 der som l¢sning har

hvor c er en konstant.

Uden n~rmere kendskab til r kan vi ikke komme meget videre. Men

da halveringstiden for Ra 226 er 1600 ar og maleriet h¢jst er ca.

400 ar gammelt er der h¢jst forsvundet

e

log 2 . 400
1600 -4= 2

1
=16

af det oprindelig tilstedev~rende Ra 226, dvs. det forekomrner rirneligt

at antage at henfaldet til Pb 210 har kunnet forega i j~vn takt,

altsa at r kan antages konstant.

Heraf fas
-At r

x(t) = c e +-
A

Lader vi to betegne farvestoffets fremstillingstidspunkt far vi

Ii

saledes at

x(to) = c

[X(to) -fJeAt o
= c ,

-At
O+re -

A

altsa

r -":\ (t-tO)
x(t) = (x(t

O
) --)e +!.A A

er malt til 0,8. MenrmensI denne formel er A - log 2- 22
x(t O) er ikke kendt, sa to kan ikke beregnes direkte.

Imidlertid er Pb 210 i "naturtilstanden" som ncevnt opstaet ved

spaltning afRa 226 og befinder sig i rAmalmene i en radioaktivt 1ige

v~gtstilstand, dvs. hvis x(t) er rn~ngden af Pb 210 pre gram alminde

ligt bly og R:(t) dens tilf¢rte mCEngde Pb 210 fra henfald af Ra 226

pr. tidsenhed pre gram bly, da er ligningen for henfald af Pp 210

f¢r farvestoffets fremstilling

(

I:

dx
dt = - i\x+ R

Specielt fas at

l
og ligev~gtstilstandenytrer sig ved ~ =

R(t) = AX(t)

R(t O)

x

o I altsa
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l
/

Malinger viser, at R varierer med malmtyp~n, men som argurnente

ret ovenfor med r kan tidsafh~ngigheden negligeres. Vi kan derfor

antage, at R(t O) er af samme st¢rrelsesordeIl som n u t.i.d i.qe malinger

angiver, d.v.s. 0 < R(t O) < 200. Heraf fas at

O < (t) 200·22
x 0 < log 2

Antag nu at IIDisciple ved Emmaus" er ca. 400 ar gammelt.. Sa fas

af (*):.

"-A-400AX = (Ax(tO)-r)e +r AX(t
o)e-

4 0 0 A+r(1_e-400 A)

-400 log~
22 +0,8"\ 200-22

AX < log 2 · e

1 - e- 4 0 0 A op til 1. Heraf faB atidet vi vurderer

altsa

(

AX < 4400 .2- 2 0 + 0,8 •
log 2

Men mAlinger viser at Ax = 8,5 altsA mindst 10 gange den v~rdi

der beregnes pA grundlag af antagelsen om at farvestoffet i maleriet

er ca. 400 ar gammelt. Vi rna konkludere at "Disciple ved Emmaus" e r

et falskneri.

Line~r differentialligning af anden orden. Vi betragter en normeret

( line~r differentialligning af anden orden

d 2x dx
-2 +P1 (t)dt +PO (t)x = q(t)
dt

hvor PO,P1,q: I 4_~ er kontinuerte funktioner. Der findes-ingen

formel, hvorved bestemmelsen af l¢sningerne til en sadan ligning kan

reduceres til bestemmelse af stamfunktioner for funktioner dannet ud

fra funktionerne Vi viI imi~lertid vise, at hvis vi ken-

der en nulpunktsfri l¢sning ~: I ~ ~ til den tilsvarende hornogene

ligning

d
2x

dx
-2+ P1(t)dt+ PO(t)x = 0,
dt

kan bestemmelsen af samtlige l¢sninger til den oprindelige ligning

ske ved bestemmelse af starnfunktioner. For at vise dette s~tter vi i
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den oprindelige ligning x == <l> • y. Idet G> er en c 2- f u n k t i o n , og

~(t) * 0 for aIle tEl I svarer herved til enhver C
2-funktion

y = ~(t): I ~ C en c2- f u n k t i o n x = G>(t)~(t} , og enhver C
2-funk-

tion

w(t)

x = ~(t): I ~ ¢ frernkornmer pa denne made

tp (t)= ~(t) ). Ved udregning fas

(nemlig ved at v~lge

x"+p x' +p x1 0

Funktionen x = tp(t) = ~(t)W(t) er altsa l¢sning til den oprindelige

ligning, hvis og kun hvis funktionen y = ~(t) er l¢sning til 1ig-

ningen

sill
<I> ( t )

Dette er imid1ertid en norrneret1ine~r differentia11igning af f¢rste

orden i .s!Y
dt · Ved brug af den ovenfor fundne l¢sningsformel finder

vi, at dens l¢sninger bestemmes ved

hvor funktionerne h O og h
1

er udtrykt ved starnfunktioner. Sa er

hvor HO og H
1

er stamfunktioner til h O og h
1

. Samtlige l¢s

ninger til den oprindelige ligning er a1tsa bestemt ved

x = <!> (t) HO(t) + C 1cI> (t) H (t) + c
2

<1> (t)

altsa pa formen

c 1 ' c 2 E -<1: ,

l
Homogen ligninq D~d·konstante koefficienter.

tilf~lde betragter vi denhornogene ligning

Som et s~rlig vigtigt



(
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med konstante koefficienter

Ved inds~tning ses, at

a O,a 1 E et. I-fer er I == lR.

Atx = e hvor A E ~, er l¢sning,

(

hvis og kun hvis A er rod i andengradsligningen.

Lad denne have r¢dderne A
1

og A2 (hvor eventuelt A
1

= A2 ). Vi
Azt

kan da anvende den ovenstaende rnetode rned ~(t) = e Idet vi

s~tter x = ~.y far vi ligningen

o •

Da A1 + A2 = -a 1 ' har vi 2A 2 + a
1

= A2 - A1

2
d v dv
~ + °2 - 1I 1 ) dt: =

Dens l¢sninger be s t.ernme s ved

Ligningen lyder altsa

9:Y
dt

y
(

Unders¢gelsen grener sig nu i to tilf~lde:

1) To forskellige r¢dder A1 og A2 ·

c
1

(A
1-A 2

) t

11
1-112

e +c2 I

Vi far da

L¢sningerne til den oprindelige ligning bestemmes da (idet vi erstat
c 1ter med c) vedA1-A 2 1

2) En dobpeltrod A. Vi far da

L¢sningerne t.Ll. den oprindelige Ld qn i nq be st.emmes da ved

At At
x == c 1 te + c 2e , c 1 ' c 2 E <C •
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(

Reelle koefficienter. Hvis koefficienterne a O,a 1
er reelle, fore

_ligger f¢lgende muligheder:

1a) To forskellige reelle r¢dder ~1 og ~2. L¢sningsfbrmlen
A1t .. A2t

x = c
1e

+c 2e giver da, som man let indser, de reelle l¢sninger

for c
1,c 2

E m ,

1b) To konjugerede irnagincere r¢dder A1 -- cx+ir3 og A2 = ex - iB .
L¢sningsforrnlen kan da skrives

at
(3t + sin ~t)

ext
Jjt - i sin at)x = c

1e
(cos + c

2c
(cos

= (c
1+c2)e

cx t cos at + i(c
1-c2)e

cx t sin at .

Nar (c
1,c2) genneml¢ber ¢2, genneml¢ber ((c1+c2) ,i(c1-c2 » og-

sa ¢2. L¢sningsformlen kan derfor ogsa skrives

De reelle I¢sninger fas da, sam man let indser, for c
1,c2 E lR. S~t-

tes fas de reelle l¢sninger pa formen

r E ffi+ U {O} , 4J E ]R.

2) En reel dobbeltrod A • L¢sningsforrnlen At Atx = c te + c e1 2

( giver da, som man let indser, de reelle l¢sninger for c 1 ' c 2 E JR.

Inhornogen ligning med konstante koefficienter. "G~ttemetoden". For

en inhomogen ligning

2
d x + a dx + aOx = q(t)
dt2 1 dt

rned konstante koefficienter a O,a 1 E ¢ kan man naturIigvis ligesom i.
A

2
t

tilf~ldet q = 0 anvende den ovenstaende rnetode med ~(t) = e .

l Idet vi s~tter x = ~.y, far vi ligningen

-A t
= q(t)e 2
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hvis l¢sninger kan opskrives. Regningerne bliver dog selv for simple

valg af funktionen q ofte ret lange. Da vi kender l¢sninger til

den til den oprindelige ligning svarende homogene ligning og ved, at

aIle l¢sninger til den inhomogene ligning f~s ved til en l¢sning ~O

til ligningen at addere l¢sningerne til den homogene ligning, drejer

det 8ig blot om at finde en enkelt l¢sning ~O til den inhomogene

ligning, og dette· kan man ofte opn& ved g~tning. Hvis q(t) er en af

eller er dannet ved addition"og muitiplikation af sadanne funktioner
f

f¢lgende former

1) et polynomium it, 2) a e k t 3) a cos kt + b sin kt ,

(

inds~tter man en funktion, der er af sarnnle type som q(t) , men hvor

de enkelte led er forsynet med ubekendte koefficienter, og pr¢ver at

tilpasse koefficienterne saledes, at ligningen tilfredsstilles.

EKSEMPEL. For ligningen

inds~tter man x = at2 + bt + C og fAr

2at 2 + (2b-6a)t + (2c-3b+2a) _= 2t2 + 3 .

(
Funktionen er altsa l¢sning hvis a = 1 b = 3 c = 5 Da 1i9---

ningen A
2

- 3 A + 2 = 0 har r¢dderne A1 = 1 og A2 = 2

l¢sninger til differentialligningen bestemt ved

er samtlige

EKSEMPEL. For ligningen

2
d x + dx + 3x = -5 sin t
dt2 dt

inds~tter man x = a cos t + b sin t og far

(2a+b)cos t + (-a+2b)sin t ~ -5 sin t .
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Funktionen er altsa l¢sning, hvis a = 1 , b = -2. Da ligningen

A2 + A + 3 = 0 h a r. r¢dderne A1, A2 = -1 ± i i~ 1 er samtlige l¢snin-

ger til differentialligningen bestemt ved

-kt
x = cos t - 2 sin t + c 1e 2

EKSEMPEL. For ligningen

cos
'1'11

2 t +
-kt

c e 2 sin
2

VTI
2

t ,

I
I;

f
\

svigter g~ttemetoden. Man skulle efter metoden fors¢ge med en funktion

af formen a cos t + b sin t, men enhver sadan funktion er l¢sning

til den homogene ligning.

Vi anvender derfor her den almene metode. Ligningen A2 + 1 = 0

har r¢dder A1 = i og A2 = -i. V~lges ~(t) = e-i t og s~ttes

x = ~.y fas ligningen

d 2
y dv it e 2 i t+1

- 2i =..J.... = cos t · e =
dt

2
dt 2

L¢sningsformlen for en differentialligning af f¢rste orden giver

(

= 1 t 2.lt; __1_ + 2 it
2 e 4i c 1e

hvoraf(med ~ndret betydning af c 1)

1 t 2it 1 t 2it
Y = 4i e - 4i + c 1e + c 2 '

Altsa er samtlige l¢sninger til differentialligningen bestemt ved

-it 1
it -it it -it

t
e -e + +x = e y = "2 c

1e c2~2i
11

ell~r

(
1 t sin t + t + -sin tx = "2 c 1 cos c 2 I

<,

I stedet for at v~lge <1> (t)
-it

= e kunne vi f.eks. have valgt
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~(t) = cos t (nulpunkterne for cos t skader ikke, da de er isole-

rede). Regningerne bliver dog da besv~rlige.

EKSEMPEL. En partikels bev~gelEe pa en ret linie. For en partikel,

der kan bev~ge sig pa en ret linie, hvis punkter pa s~dvanlig made

fastl~gges ved en koordinat (abscisse), er bev~gelsen bestemt ved,

at koordinaten x er en funktion af tiden t:

(
x = f(t) .

Det antages, at f er en C2-funktion. Hastigheden og accelerationen

dx d 2
til tiden t er dt = f I (t) og _x = f " (t) If¢lge I. Newtons

dt 2

anden lov (Philosophi~ naturalis principia mathem~tica, 1687) er

kraften K til tiden t bestemt som produkt af partiklens masse m

og accelerationen, altsa

K •

(

T~nkes kraften givet som funktion af tiden, stedet, og hastigheden,

er bev~ge1sen altsa l¢sni.ng til en differentialligning~ Er kraftloven

af formen
dx

K = a(t)x + b(t) dt + c(t) I

hvor a,b,c er kontinuerte funktioner af tiden, er talen om en line~r

differentialligning af anden orden.

Harmonisk svingni.E!1- Partiklen antages f~stnet til en pa linien

fastsp~ndt fjeder, saledes at den i

rn

o K

hvilestillingen er i begyndelsespunktet. Fjederkraften K er propor-

tional med ~nqringen i fjederens l~ngde og af modsat fortegn. Den er

( altsA besternt ved K = -kx, hver k ~ 0 er en konstant. Bev~gelsen

tilfredsstiller derfor differentialligningen
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-kx eller

hvilket er en homagen 1ine~r differentialligning af anden orden med

2konstante koe£ficienter. Ligningen rnA +k = 0 har r¢dderne A

± 1" ~ V10 s~tter w -- ~. D 11 l~' d 1 t t dy= ~ V~ e ree e ~snlnger er a )es em vem ill

x = r sin (wt,+tp) r E IR+ LJ {O} , to E lR.

Idet vi ser bart fra tilf~ldet r = a (hvile), kaldes en sadan

bev~ge1se en ret1inet harmonisk svingning eller ren svingning med

amplituden r . BevCEgelsen har perioden 2n mT = -.- = 2 TTV- ,
tD k

der angi-

ver tiden for en fuld svingning (~: frem og tilbage) og kaldes svi~-

ningstLden. Tal1et w kaldes den cykliske frekvens; det angiver an-

af systemets konstanter rn og k, og a Lt.s a er ua f heenq Lq af arnpli-

tallet af svingninger pre tidsinterval af l~ngden 2n 0 St¢rrelsen

tuden. Man udtrykker dette ved at sige, at svingningerne er isokron~

sving~~ngstid og cykliske egenfrekvens.

T = 2nV~ kun afh~ngerkBem~rkelsesv~rdigt er, at svingningstiden

wt + ~ kaldes fasen.

eller ligetidige. St¢rrelserne T og w kaldes ogsa systemets ~~~n~

I,

ti
I

I

I;

Ii

:I:

~ : (
DCEmpet svingning. Det antages nu, at partik1ens bev~gelse h~mmes af

( en gnidningskraft, der er proportional med partiklens hastighed og

modsat rettet denne. Foruden af fjederkraften K
1

= -kx pavirkes

dx
partiklen altsa af en gnidningskraft K2 = -a dt' hvor a > 0 er

en konstant, og ialt altsa af kraften
dx

= -kx -:a dt Be-

v~gelsen ti1f~edsstiller da differentialligningen

-kx -a dx
d~

eller d 2
x dxm --- + a + kx =

dt 2 dt
o t

hvilket atter er en homogen line~r differentialligning af anden orden

med konstante koefficienter. Vi viI kun betragte det tilf~lde, hvor

gnidningen er 1i11e, n~rmere besternt, hvor
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2a < 4 ill k .

VI.46

r E JR+ U {O} , lP Em.

2Dette er betingelsen for, at Li.qn i.n.qe n rnA + aA + k = Ollar imagina:re

r¢dder A = - a ± i j~ - (~) 2 Vi s ait.t.e r w = A- (~) 2. De
2m m 2m TIl Zrn

reelle l¢sninger er da besternt ved

-_E--t
2m

x = r e sin(wt+~)

Idet vi ser bart fra ti1f~ldet r = 0 (hvile), kaldes en sAdan

be vseqe Lse en dCEffiEet svingniE.9.' St¢rrelserrie T = 2
w
!!. , w og wt + tp

kaldes atter svingningstiden, den cykliske frekvens, og fasen. Man

ser, at tidsafstanden m~11em to ~a hinanden f¢lgende passager af

hvilestillingen er og q.t T er tidsafstanden rnellem to p&

hinanden f¢lgende passager i samm~ retning af hvilestillingen. Hastig-

heden er bestemt ved

dx
dt

-~t
2m [= r e w cos (wt+c.p) 2~ sin (wt+ljJ)] •

(

S~ttes (w -~) =, 2nl

/wr-2- +- (-2a-
m-)

---2 = V~ ,
ago f¢lgelig

har man r 1 =

(
Heraf ses, at partiklen rnellem to p& hinanden f¢lgende passager af

hvd Le s t.Ll.Ld.nqen bevceger sig monotont til en yderstillillg og monotont

dxtilbage. Yderstillingerne er bestemt ved dt = o. Man ser, at tids-

afstanden rnellem to pA hinanden f¢lgende yderstillinger er og

at T er tidsafstanden rnellern to pa hinanden f¢lgende yderstillinger

til samme side:. Tidsintervallet fra en passage af hvilestillingen til

den pAf¢lgende yderstilling er en konstant

Man ser, at svingningstide11 T ved da:mpet svLnqn l nq J<\111 a f hseriqe r

af systemets konstanter m, k , a. Ligesom ved harmonisk svingning

siger man, at svingningerne er isokrone eller liqetidige. St¢rrelser-
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r

(

(

ne T og w kaldes atter systemets egensvingningstid og cykliske

e qen f r-e kvens ,

EKSEr~EL. I en person med sukkersyge er legemet ude af stand til at

forbr~nde en normal indtagelse af kulhydrater. Dette skyldes et un

derskud af insulin. Sukkersyge diagnosticeres som regel med en glu

kose-tolerance test (GTT). En rimelig god fortolkningsrnetode for GTT

resultater blev udvik1et i 1960'erne ved University of Minnesota.

Man opstillede en rnatematisk model for blodets glukoseregulering med

f¢lgende foruds~tninger:

1. Glukose er en energikilde for legemet og hvertindivid har en

optimal glukose koncentration i blodet. store afvigelser fra den opti

male koncentr~tion har alvorlige konsekvenser.

2. Glukosekoncentrationen p~virkes af en r~k~e faktorer, bI.a.

tilstedev~relse af diverse andre stoffer, f.eks. insulin, cortison,

thyrozen, v~ksthorrnoner.

Den opstillede model er ganske simpel og fordrer kun nogle fa
blodpr¢ver i l¢bet af en GTT. Man mAIer to koncentrationer, nemlig
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i) G, glukoseindholdet i blodet

og

ii) H, nett.o hor monkoncerrt r a t.Lone n ..

H er , 1¢st sagt, den sarnlede virkning af aIle vigtige hormoner. Man

mener at insulin for¢ger H, mens cortison mindsker H. Den grund

l~ggende model er da beskrevet ved

F1,F2 ~r funktioner hvis form vi ska1 vende tilbage til, mens

angiver takten i tilf¢rsel af glukose udefra.

Vi antager at G og H er i ligev~gtstilstande GO og HO
den fastende patients ankomst pA hospitalet, altsA

(
og

(
hvor

J- (t)

ved

dG
dt = F1 (G,H) + J(t)

dII
dt = F 2 (G,H) ,

( 1 )

(2)

Vi interesserer as rnest for afvigelserne i G og H fra ligev~gts

tilstanden og sretter derfor

(

(-

hvor g

s~ttes i

og

G = GO + g

H - H O + 11

h antages a t;
0 i forhold til GOog veere sma

(1 ) og (2 ) fas

9:g = F
1

(GO+g,H O+11) + J (t) = £1 (g,h) + J(t)dt

dh
dt = f 2 (g , h )

og H
O•

Ind-

med ~benbare betegnelsesskift.

Den v~sen~lige matematiske sirnplifikation ligger nu i en antagelse

om at f
1

og £2 er line~re:

~ --
dt -ag - bh + J(t) ( 3)

(
dh

== -c11 + eg .dt

De fire konstanter er aIle positive med f¢lgende begrundelser

(4 )
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(5)

a > 0 fordi ~ < 0 for h == 0 pa grund af v~vsoptagning af

glukose fra blodet,

b > a fordi positivt h er tilb¢jeligt til at s~nke glukoseind

ho1det i blodet,

c > 0 fordi hormonkoncentrationen falder p.gr.a. hormonmetabo

lisme,

e > 0 fordi posi tivt 9 f or a r s a qe r k Lrt.e La f s ondr Lnq af ho rmo ne r r

a Lt.s a ¢get 11. •

og inds~ttes disse to udtryk i (4) fas

d d ~2 d
-a ncr + J ri(1
~ -c (-ag + J _.=.:2.) + beg ,
dt dt dt 2 dt

hvoraf

2
~ + (a+c) ~ + (ac+be) g = dJ" + cJ •
dt 2 dt dt

Her er h¢jre siden identisk nul undtagen i den korte periode hvor

tilf¢rsel af glukose udefra finder sted. Lader vi t = 0 svare til

afslutningen af denne tilf¢rsel udefra har vi altsA

(
2

d g + (a+c) dg + (ac+be)g == 0
dt 2 d t;

(6 )

2 2A +2CXA+tu = 0,

for t > 0 .

Med 2 ex = a + c og

ligning s k r Lves

2
w ac + be kan den tilsvarende aride nq r ads-:

der har r¢dderne
ri»A = -0 ± Va~-w .

Hvis 2 2o < w har (6) den alrnindelige l¢sning

hvor go og ~ er arbitr~re konstanter. Heraf fas
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G G + '-ext · (r~ t )= a goe ,Sln VfJJ -0 +(p.

VI.50

Af de fern ubekendte st¢rrelser

kan GO naturligvis mAles ved GTT's begyndelse. De ¢vrige st¢rrelser

kan i princippet bestemrnes ved maling af G til fire forskellige

tidspunkter.

Unders¢gelser har vist at selv smA fejl i mAling af G kanfor-
/ 2 2Arsage store fejl i v~rdien af a, hvorimod st¢rrelsen Vw -0 vi-

ser sig at VCEre ltmeget robust over for experimentelle fejl ved G.

Det er derfor w2- a2 der benyttes ved fortolkning af GTT mAlinger-

ne .

Bem~rk, at TO er et mAl for frekvensen af den cykliske varia

tion af G. Det har vist sig at TO < 4 timer angiver det normale

individ, mens TO v~sent1ig st¢rre end 4 timer er tegn pa mild suk

kersyge.

BemCErk, at hvis
2 2

ex > w fas l¢sninger af formen

(

/22
(-ex ± -J« -w ) t

g = g eo.

altsa exponentielt henfald af g. Dette svarer ikke til de experi

mentelle erfaringer.

Separation af de variable. Ofte m¢der man (evt. ikke-line~re) diffe-
dxrentialligninger dt = f(x,t) , hvor f er af en sadan form at man

kan isolere de to variable t og x pa hver sin side ~f lighedsteg

net. Ved integration af venstresiden og h¢jresiden hver for sig kan

l¢sninger beregnes. Denne metode, der kaldes separation at de varia

ble, illustrerer vi f¢rst med et eksernpel, og retf~rdigg¢r dern~st i

SCEtning 5.1.

EKSEMPEL. Vi s¢ger aIle reelle l¢sninger til ligningen

dx t
dt = x

i h a 1vp lanen t > 0 . Antag x (t) er en l¢sning. Sa er x ' (t) =

t t d [; X(t)2] fas
x (t)

og derfor x(t)x' (t) t . Da = x(t)x' (t)dt
d [j X(t)2] t ved integration heraf 1 x(t)2 1 2 el-= og == ..-.- t + c 1dt 2 2
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ler 2 2
x(t) =t +c. Da venstresiden er positiv, ses det at valget

,af c influerer pa definitionsintervallet for x(t): x er define-

ret for t 2
> max(O,-c) Heraf fas

x (t) = ±!t"2+c

=> JXdX :::::

1 2
=> i X ==

(

(

hvoraf vi slutter, at da x er kontinuert og forskellig fra nul rnA

vi v~lge det samme fortegn for alle v~rdier af t (gennemt~nk be

grundelsen he r f o r l ) , Altsa rna vi have x(t) = Jt2+~ eller x(t) =

_~2+c. Differentiation viser, at begge disse funktioner l¢ser lig-

ningen. Af regningerne f¢lger at vi har fundet samtlige l¢sninger.

Bem~rk at l¢sningsrnetoden forrnelt forl¢b pa f¢lgende made:

dx t
dt = x

=> xdx == tdt

Itdt

1 22" t + c 1

x
2

= t 2 + c

x =

(

At den forme lIe argumentation ovenfor er foretaget pA et korrekt

grundlag er indholdet af

SmTNING 5.1. Lad f: I ~ lR og g: J ~ JR v~re kontinuerte funktio-

ner defineret pa abne Lnt.e rva Ll.e r I, J 0 Antag g (t) - * 0 for alle

t E J. Lad (to'xO) E I x J og betragt differentialligningen

dx f(t)
dt = g(x) , for (t 1 x) E I x J . (7 )

x(t) = (G-- 1
0 F) (t)

hvor G(y) og = J~ f (t) dt;
o
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BEVIS. Da g er forskellig fra nul i hele og kontinuert, er g

enten positiv eller negativ i J og G er derfor strengt rnonoton~

Betragt f¢rst

F- 1 (G (J)) . Lad

Heraf fas at
-1

G er defineret (og ligesom G differentiabel) e

x(t) = G- 1(F(t)) , defineret pa ~ngden

t E F-1 (G(J)) og v~lg s sa F(t) = G(s) . Sa er

(

x ' (t) 1 F' (t) f (t) f (t)
= G' (s) = g(G- 1 (F(t))) - g(xmT '

-1 -1
og da x(t O) = G '(F(tO) ) - G (0) = x o ' er .x en l¢sning til (7)

der opfylder at x(tO) = Xo
Antag omvendt at x er en reel funktion defineret pa et abent

interval K indeholdende to' for hvilken x(tO) = Xo og for hvil-

ken

.og da

x'(t) = f(t)
g (x(t))

for aIle t E K. Sa er g(x(t))x' (t) = f(t)

(

(

( Go x ) , (t) = G' (x ( t) ) x' (t) = g (x ( t) ) X I (t) = f ( t ) = F' (t)

rna der gcelde at G 0 x = F pa K (idet bade (Gox) (to) og F (to)

er nul). Altsa er
-1 '

x(t) =G (F(t)), for tEK. 0

BEMmRKNING. I eksemplet ovenfor kan vi for t > 0 og x > 0 lade

f(t) = t og g(x) = x, mens vi for t > 0 og x < 0 kan lade

f(t) = -t og g(x) = -x

If¢rste tilf~lde er

~ og l¢sningen derfor

F(t) =.1 t 2
2

x(t) = y{2+c

og sa -1
G (y) ==

I andet t.Ll.fe Lde er F (t) = - i t
2

{2iog vi ~ar

1 2
og G(x) = -- 2~x osa

-1
G (y) =

(
x (t) = -/t2+c .

BE~mRKNING. Det st¢rst mulige definitionsinterval for l¢sningen

x(t) = G- 1 (F(t)) er abenbart det st¢rste interval i J omfattende
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to som er indeholdt i IrliEngden F- 1 (G(J)) . Vi skal i ncp.ste kapitel

komrne n~rmere ind pa disse sakaldt rnaksimale 10sninger.

(

f

x

L

L

---------;.a t

]1,oo[
.J

L¢sning ved potensr~kker. I forbindelse med anden ordens line~re dif-

ferentialligninger

a(t)x" +b(t)x' + c(t)x = 0 , (8 )

hvor a,b,c er polynomier viser det sig ofte muli.gt at finde l¢snin-

ger x It ) , givet ved en pot e ns reakke . Ldeen er at vi antaser at en

gensradius pantages positive Da
f

l¢sning x(t) er givet ved x(t) ==
co

nL ant ,
n=O

hvor r~kkens konver-

00 co

x'(t) = n
2: (n+1)an +1tn=O

x" (t) -
n

L (n+1) (11+2) a n +2 t
n=O

(9)

ogsA har konvergensradius p (jvf. kap.V) 1 kan vi ved inds~ttelse i

(7) f~ en potensr~kkefremstillingfor nulfunktionen, altsA en potens-

r~kke hvor aIle koefficienter er nul. Herved opnAr vi rekursionsform-

ler for de ukendte koefficienter a O,a 1, ...

Vi illustrerer metoden med et par eksempleru

EKSEMPEL. Vi s¢ger en l¢sning til differentialligningen

(1-t2)x"-2tx'+ 2x = 0, for It I < 1. (10)
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(

(

00

Hvis x(t) = ~ a til (med positiv konvergensradius) skal v~re en
n=O n

l¢sning, rnA der if¢lge (9) g~lde at

2 00 ~ ~

o = (1-t ) L (n+1) (p+2)a
n+ 2

t
n - 2t L (n+1)a

n+ 1
t n + 2 L

n=O n=O n=O

hvilket efter omd¢bning af visse indices kan reduceres til

co

== ~ (11+2) ( (n+1 ) a 2 - (n~1 ) a ) t n .
n=O n+ n

Af identitetss~tningen for potensr~kker f¢lger da at

n == 0,1,2, .....

Vi s e r at. hvis er kendt, sA giver rekursionsformlerne as

aIle ¢vrige koefficienter, idet

a 3
= 0 og derfor as - a 7

mens vi for n lige far at

n-3 n-3 n-5a == n-1 a = n-1 a ==n n-2 n-3 n~4

== 0 ,

r
altsa at

(
Denne l¢sning har ~benbart p = 1 og er alts~ defineret pA ]-1,1[ ~

(Imidlertid kan vi i dette tilf~lde f¢re regningerne lidt videre,

idet (jvf. kap. V)

co

x(t) = a O+a1t-aOt L
n=O

for I t I < 1

Dette udtryk har mening for aIle t * ±1 og for It I > 1 far vi

a O 1+t
x(t) = a O+a1t - 2 t log t-"'I · Ved differentiation heraf og indsc:et-

telse kan man direkte konstatere at vi ogsa har fundet en l¢sning til

(10) for t < -1 , hhv. t > 1 .)
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BemCErk i¢vrigt oqs a at hvis vi specificere:c t o og v-er d Le r ne

x(t
o

) , x' (to) da vil x(t) VCEre entydig be s t.ernt: (i det af .i n t e r va I>-

Ierne ]-0::>, -1 [ , ]-1,1 [ , ] 1 ,co[ 50111 to t.LLho r e r r .

EKSEMPEL. Hvis ligningen

x " + tx' -t- x o ( 11 )

f

co

som l¢sning har en funktion x(t) = L a t n hvor potensr~kken
- Tl 'n=O

har positiv konvergensradius, da vil vi ved inds&ttelse af udtrykke-

ne (9) fa at

1
n+2 an n == 1,2, ....

(

(

Vi konstaterer ogsa her at a O og a1 kan v~lges frit og at an

(n ~ 2) derefter er entydig bestemt.

Scettes f¢rst a O = 1 og a 1 = 0 fas at an for n ulige er

nul, mens vi for n = 2k k = o, 1 , ... far

1 1 1 (_1)k+1
a =

(_1)k+1

a 2k +2
= - 2k+2 a 2 k == ·~k a 2 k - 2 = =

2 k +1 (k+1) ~ 2 k +1 (k+1) ~2 (k+ 1 ) 0

saledes a t;

00 (-1 ) n
t 2n

00 {:ll
exp(- t:)x(t) = r = L = for aIle t E ill It

n=O 2
n

n~ n=O n~

s~ttes dern~st a
O

= 6 og a 1 = 1 f&r vi for x(t) f¢lgende udtryk

(

a 2 k
= 0 , k = a, 1 , ...

-1
a 2 k + 1

_.
2k+1

a ==
.2k-·1

=
(_1)k-t-1 2kk !

(2k+1) ~

(_1)k+1 a
= (2k+1) (2k-1) ~.~3 .. 1 1

saledes at

x(t) = L
k=O



Mat 102, 1981/82 §5 VI.56

/
\

(

Denne r~kke har Og8& konvergensradius p = 00. Vi skal i n~ste kapi-

tel 5e at enhver l¢sning til (11) er en linearkombination af de to

her fundne.

I¢vrigt kunne vi ogsA have fundetsamtlige l¢sninger til (11) ud
2

fra den f¢rst fundne l¢sning exp(- \-) (der jo er nulpunktsfri pa

ill) ved hj~lp af den metode der stAr beskrevet i dette kapitels af-

snit om anden o r-den s Ld.qnLnqe r (5. VI. 38) .
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§6 . Kurveintegral. Stamfunktionsproblemet i mk .

Kuryeintegral. F¢rst ~t eksernpel, det er bekvernt at have itankerne.

EKSEMPEL. F¢res en paJ;:"tikelretliniet fra et punkt A til e~ punkt

B i rummet under pavirkning af en konstant kraft ~, udf¢rer ,'denne

arbejdet k·AB. Det er ikke underforstaet, at k erresultanten;

der kan virke andre kr~fter.

F.¢respartiklen langs en kurve y og/e11er varierer kraftvektoren

( k, udtrykkes arbejdet ved et kurveintegral

(
'It

J ~·dr = J k 1dx+k2dy+k3d z
. YY1

der l¢st sagt er en sum af bidrag fra sma kurvestykker. Det sidste

udtryk refererer til s~dvanlige retvinklede koordinater.

Den pr~cise definition af kurveintegral gives nedenfor~ For

simpelheds skyld betragter vi kurveintegral i p1anen. Alt ~Qrl¢ber

dog ganske tilsvarende i r'ummet; og ligesa i mk for vilkarligt

kE :IN .•

f

Idet en kurve y i planen t~nkes

givet ved en pararneterfremstilling

t -.(x(t) ,y(t) , tEl, beskrives

et vektorfelt langs y ved en vektor

funktion t .... ~ (t) = (f (t) ,g (t» .

ven.

(

For hvert tEl t~nker man sig gerne

vektoren ~(t) afsat fra kurvepunktet Pt(x(t),y(t» . Det forlanges

ikke, at ~(t1) =~(t2) , nar P t =Pt er et dobbeltpunkt pa kur-
1 2

Efter overgang til en ny parameter u ved et parameterskift

t = <P (u) , u E J, a Lt.s a overgang til parameterfremstillingen

u -. (x (q> (u) ) , y (<.p(u) ), u E J, beskrives v'ekt.or f e Ltet langs Y ved

vektorfunktionen u .... ~(~(u» = (f(<'p(u» ,g(<'p(u»)

Et vektorfelt (x,y) -. ~(x,y) defineret i en mamqde A .~planen

giver naturligvis anledning til et vektorfeltlangs enhverkurve y,

der forl¢ber i A, nemlig feltet beskrevet ved t .... k(x(t),y(t» ,

tEl, nar t.-. (x (t) ,y (t» , tEl, er en p ar-amet e r f rems t.Ll.Li.nq

for y.
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SlETNING 6.1.
I

- '" 1
Lad yv~~e en C ~kurve i planen givet ved en pararneter-

(

frexnstilling t ~ (x(t),y(t)) med begrcenset, afsluttet parameter-

interval, [a s b l . Kurvepunktet (x.I t ) ,y(t» kaldesogsa P = P t "

medens (sted)vektoren betegnes E=~(t) w Lad endvidere t ~ ~(t) =
2

(f(t),g(t» E IR , t E [a,b], veere en kontinuert vekt o r f unkt.Lon,

Der findes da etog kun et t.al I E lR med f¢lgende e qenakab s

Til ethvert g E m+ findes et 6 E JR+, s a Le de s at

n
I I - . L ~ (T i ) · tiEi' < g

1=1 '

for enhver inddeling a = to < t
1

< • ... < t n =b af [a, b] med indskudte

punkt.er T If t I 1 < T I < t. f hvor
1. 1.- = 1 =1

At. = t. - t I 1 < 6 ,
1. 1 1-

i =1 , .•• , n ,

(

(

dvs. hvor f Lnheiden max{t1t., I i=1, ... ,n} < 6.
1.

Her er Ar i = E(t i ) -~(ti-1), vektoren fra kurvepunktet

(x(t i - 1),y(t i - 1 » til kurvepunktet (x(ti) ,y{t i » , og k,{Ti)eAEi er

skalarproduktet af de to vektorer.

Rt o
1.-(

DEFINITION. Det ved Scetning 6.1 bestemte tal I kaldes kurveinte-

gr&let langs Y af vektorfeltet k og betegnes

J ~.d!:
y

eller f fdx + gdy
y

Kurve~ntegralet er knyttet til Y som orienteret kurve: Ved et

strengt voksende parameterskift t = tp (u), u E I cjd l , flls de s amme

approksimerende summer ogdermed den samme grcensevcerdiI, rnedens vi
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fAr etfortegnsskift, nAr ~ er strengt aftagende. Lad vi -y beteg

ne kurven med modsat gennernl¢b, g~lder alts~

BEVIS for S~tning 6.1. Det er klart, at der er h¢jstet tal I med

den ¢nskede e qen akab . Hvis nemlig 1 1 og ~2 begge har egenskaben, rna

der for ethvert gEJR+ gce1de 11
2 - 1 1 1 < e , da 1 1 og 1 2 jo kan

approksimeres med n¢jagtigheden ~ af en og samme sum.

Probl~met er sAledes eksistensen. F¢rst viI vi ved en l¢s

overvejelse s¢ge en kandidat til tallet I. Opfattes r ' (T. )l\t.
- 1. 1

som

en approksimation til txx . , f¢res man ti 1 'at betragte summer
-1

,n
r.k (T. ). r' (T . ) ~ t .

. - 1- 1 1
1=1

Det er midde1surnmer af det scedvanlige integral

bI ~(t).£'(t)dt
a

b
= r (f(t)dx + g(t)QYdd

t
' )dt,Ja dt

som derfor er et n~rliggende bud p~ I. (Da integranden er enkont~-

l
(

n uert funktion fra [a, b] ti 1 JR., har integralet menLnq,)

Nu bevis for, at tal1et

1= r ~(t)·rl(t) dt
a

har den i s~tningenn~vnt~ egenskab. 'Ved denne lejlighedbenytter

vi den euklidiske norm II (a,b)1I 2 = /a2+b2 af vektorer, da det er

bekvemt vedvurdering af skalarprodukter (Cauchy/Schwarz' ultghed) .

Vi udnytter, at~: [a,b] ~ m2 er uniforrnt kontinuert; det

f¢lger af, at koordinatfunktionerne f': [a,b] -+m og g: [a,b]-+JR er

det i£¢lge hoveds~tningen S~tning3.1 s.II~51. Til et vilk~rligt

EEm.+ findes derfor et 6 E m+, sa Ledesia t.
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for a11e t 1 , t 2 E [a, b] med I t 2 - t 1 I < 6 - Her betegner .~ kurvens

1cengde.

For enhlver inddeling a = to <t1 < · o. < t n = b af [a, b ] med

indskudte punkter li'

gcelder da

t· 1<T.<t.,1- = 1 = 1
hvor t. -r t.: 1 < 6, i=1! ... ,.n,

1 1-

lIb ~(t) o£' (t)dt - .~~(Ti) ot.£il
a, 1=1 .

t. t.

= li~1 J
t

1

k(t) or' (t)dt - i~1(~(Ti) 0 J
t

1

£' (t)dt)l
i-1 - i-1

t.

= '1'~1 Jt

1

(~ (t) - ~ hi» 0 £' (t) d t:I
i-1

t.

~ ~ Jf 1 1(k (t) -~hi» 0 E' (t) I d t
i=1 t ~ 11-

t.

s ~ Jf 111~(t)-~hi)1I211£' (t)1I 2 dt
i=1 t i - 1

. Af beviset for Scetning 6.1 ogdefinitionen pA kurveintegral

( frerngar

S~TNING 6.2. Med forudscetninger og betegnelser sam i Scetning 6.1

gcelqer

anderledes skrevet

I k· dr
y I

b dr
= ~ (t ) · d t d t,

a

J I
b d d

fdx + gdy = (f,(t) d~ + g (t)*> dt •
y a

Udregning af et kurveintegral sker i alrnindelighed ved S~tning

6.2 ellerevt. Scetning 6_,7 nedenfor, ikke ved brug af definitionen.
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Atkurveintegra1et er ~n grcensevcerdi for summer sombeskrevet i

Scetning 6.1 er derimod baggrunden for dets brug i mange anv~ndelser,

eksempelvis sam udtryk for en krafts arbejde. (Eksempel s.VI.S?).

Undertiden kan man dog st¢tte 8ig dir~kte til definitionen,

hvad vi- straks skal illustrere.

S~TNING 6.3. Med forudscetninger og betegnelser som i Scetni~g 6.1

gcelder
(

= II fdx + gdyI ~
y

t max 1Il5.11 2
y

= ~ max 1t.2 + g2
y

hvor !L er lcengden af kurven y •.(
BEVIS. For enhver approksimerende sum

n
L k(T,).6.r.

. - 1 -l
1=1

har vi

I! n n

I L k (T · ) • Dar,. I <__ L I k (T , ) • sx • I ~_
. - 1 -1 . - 1 -1
1=1 1=1

n

. L It ~ ( T i) II 2 II 6.Ei II 2
1=1

~ (m~xn ~U 2) i~111l1.!:ill 2 ~

F¢lgelig er II ~ ·d.!: I ~ (max] k1l 2 ) ~ •
y y

(maxll~II\2) ~ •
y

I det f¢lgende m¢der vi kun den situation, at vektorfeltet

langs kurven Y fremgar af et givet kontinuert vektorfelt

(x,y) ~ ~(x,y) = (f(x,y),g(x,.y» defineret i en memqde A i planen,

hvori Y for1¢ber. Kurveintegralet-skrives da ogsa

(

(

J ~ (x, y) • d.!:
Y

eller J f(x,y)dx+g(x,y)dy
Y

og det kan if¢lge S~tning 6.2 udtrykkes ved det scedvanligeintegral

Jb dr Jb( )
. ~ (x (t) , Y (t) ) • d~ d t = f (x ( t) , Y ( t» ~~ + g ( x ( t) , Y (t) )* d t ..
a a

I denne situation omtales kurveintegralet ogsa som integralet

langs Y af differentialformen

f (x, y) dx + g (x ,y) dy ,

et udtryk, der har ,form som et differential, men i almindelighed

ikke er det. Mere herom nedenfor.
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EK~EMPEL. Kurveintegra1et

§6 VI.62
l.

I = r y2d x + (x+y)dy ,
Jy

hvor y er den ¢vre bue £ra (1,0), ti1(-1,O) pA enhedscirklen, kan

udregnes ved brug af parameterfremstillingen (x,y) = (cos t, sin t) ,

t E [D,lT]

I =
(

(

Da rTT

J
O

sin2t(-sint)dt

J: cos
2t

dt = ¥ og o ,

finder vi

l

BEMJERKNING. Kurveintegral langs kontinuerte kurver, som kun stykke

vis er C1-kurver, kan defineres og behandles ved addition af bidrag

fra C1-de 1e . Mange resultater, som f. eks. Sretning 6.3, grelder

ucendret.

Stamfunktionsproblemet i

ter vi tilfceldet k = 2 .

kEJN,k~2.

En differentiabel funktion u: n -+ JR defineret pa en Aben mamqde
2n ~ m har som bekendt fra Matematik 101 et gradientfelt

~ = qra d-u i n defineret ved

~ (x, y ) = (D 1u (x , y) , D2u (x , y) ) - (u~ (x , y) , u~ (x , y) ) ,

og et differential

du = u~(x,y)dx + ~(x,Y)dY •

(x, y) En,

Ornvendt kan man for et givet vektorfelt ~ defineret pa en aben·

rn;:engde n c::rn.2 sp¢rge efter en funktion u: n » m ,. saledes at

grad u = k .

Har k koordinatfunktionerne f, g: n -+ JR , er betingelsen
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u' (x,y) = f (x,y) , u' (x,y) = g (x,y) ,
x y

el1er anderledes sagt,

du = f(x,y)dx+g(x,y)dy .

- (x,y)E S1,

Enhver sadan funktion u: S1 ~IR kaldes en stamfunktion til vektor~

feltet keller til differentialformen ~(x,y)·dE = f(x,y)d~+

g(x,y)dy. (Et udtryk f(x,y)dx'+g(x,y)dy omtales egentlig sam en

differentialform af 1 • grad, men vi skal ikkebeskeeftigeos med

and.re ,) Nar der findes en stamfunktionu: n ·-.lR, 'dvs. n a r vektor-

feltet k er et gradientfelt, siges differentialformen at veere

eksakt. En eksakt differentialform er altsa blot et andet ord for

et differential.

\

I tilfcelde af at den abne ~ngde n bestar afflere adskilte

abne dele, er det rimeligt at betragte hver del forsig. Vi viI

derfor ofte an t aqe, at Q er sammenhcengende.

DEFINITION. En aben 1l1iengde Q ~ JRZ siges at vcere sanunenhcengende,

hvishvilkesomhelstto punkter i n kanforbindesmed enkontinuert

kurve, derhelt forl¢ber i S1.

En s ammenheenqende aben mesnqde kaldes et omrade .

( LEMMA 6.4. Hvilkesomhelst to punkter (c 1 , d 1) og (cZ,dZ) tilh~rende

2et ornrade n ~ ill' kan f orbi.nde s med en trappelinie I der forl¢ber

in. (En trappelinie eren brudt linie bestaende afakseparallelle

liniestykker.)

BEVIS. · k - 2V1. an antage n c JR , thi hvis n 2 . '= m er derintet pro--

blame 'Da n er sammenheengende, findes der enkontinuert kurve y,
\-

somforbinder (c1,d1 ) med (c 2,d2) og forl¢ber i n. Vi tcenker os

y givetved parameterfremstillingen (x,y) = (x (t),y(t)), t E l avb l .

. Som kontinuert funktion af t i intervallet [a,b]har afstan~en



(

Mat 102, 1981/82 §6 VI.64

2d (x (t) ,y (t) ), lR ,n) en mindstevcerdi g > 0, og da kontinuiteten
00

er uniform, findes der et 6 > 0, saledes at

blot t 1 , t 2 E [a, b] og I t 2 - t t < 6. Vcelges nu en inddeling

a =to < t'1 < t 2 < ••• < t n ~ 1 < t n =b med I t i - t i -1 I < 6, i = 1 , • • • , n ,

v.i.L liniestykket f r a (x (ti -
1

) ,y (t i -
1
) )

til (x("t i ) ,y(t
i

- 1 ») og ligeledes l~nie

stykket herfra til (x(ti) ,y(t i »)

1igge i n, i=1, ... ,n . D

SlETNING 6. 5. Hvis en funktion ue n -+ m er differentiabel med gra

dienten grad u = 0 eller differentialet du =" 0 i ~t omrade '~l~ .

sa er u konstant.

BEVIS. Nar u l = 0,
X

er u konstant pa ethvert Iiniestykke i n

parallelt med X-aksen, og nar U I = 0,
y er u konstant pa liniestyk-

(

ker i n paralle11e med Y-aksen. Da hvilkesomhelst to punkter

(c 1 , d 1) og (c 2 , d 2 ) i Q kan forbindes med en tr~ppelinie i n, f¢lger,

at u(c 1 , d 1) = u(c 2 , d 2 ) . D

KOROLLAR6.6. Hvis et vektorfelt ~, respektive en differentialform

f(x,y) dx + g (x,y) dy, har en stamfunktion u i et omr ade Q~ m,2,

da er s amt.Li.qe stamfunktioner i n netop funktionerne u + konstant.

BEVIS. Hvis u er en stamfunktion, Sa er u + konstant det ogsA.

Hvis u og v er starnfunktioner, sa er d (v - u) = dv -rdu =0, og

fct>lgelig v - u konstant, n a r defini t.Lonsmenqderi n er et omrade ,

Hvad angar entydighed af stamfunktion, er farholden~for ~ektor

felter eller differentialfarmer i et omrade Q ~ m,2 altsa ganske

t, sam for funktioner af en variabel i et interval I ~m.

Hvad eks is t.ens ariqa r , er det hel t ander1edes. Medens enhver

kontinuert funktion f: I ~ IR har en stamfunktion, er eksistensen
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af stamfunktioner til et kontinuert vektorfelt k elleren CO-diffe

rentialform k·dr = f(x,y)dx+g(x,y)dy enundtagelse, amend en

vigtig undtagelse. Herom nedenfor.

stamfunktion 09 kurveintegral. Som vi skal se, h~nger stamfunk

tionsproblemet i JR2 ne j e sammen med kurveintegraler, - i analogi

med at stamfunktionernefor en kontinuert funktionaf en variabel

jo er n~rt forbundet med integralet defineretso~ gr~nsev~rdi for

surruner (Differential- og integralregningens hoveds~tning 5.11I.23) •

Vi begynder med den fundamentale

( SlETNING 6. 7 • Lad ~ (x, y) =(f (x , y) , g(x, y) ) vcereet kontinuert

vektor£elt defineret i en Aben m~ngde n c m2 , elleranderledes

udtrykt,lad

f (x , y) dx + 9 (x , y) dy

v~re en CO-differentialform i n, og antag, atder findes en stam-

f
th . 1 .. ' '.' . . '. '

unkt.Lon u: n ... IR • For en ver C -kurve y l¢bende infra et punk t

(

(

J ~(x,y) ·d~ = J f(x,y)dx +g(x,y)dy = u(x 2'Y2) ... u(x1'Y1)
y y

Resultatet genera1iseres umiddelbart til kontinuertekurver y ,

som kun stykkevis er c1- k u r v e r .

N'ar der findes en stamfunktion, er kurveintegralet fra et

punkt til et andet altsa" lig starnfun~tionens tilvrekst, g~nske sva

rende til hvad man kender for kontinueite funktioner af €n varia

bel (hvor dog eksistensen af en starnfunktion er s Lkker l ), Bevd se t;

for Scetning 6.7 bygger da ogsa pa Differential- og integralregnin~

gens hoveds~tning (5.111.23).

BEVlS forS~tning 6.7. Lad t ~ (x(t),y{t), t E [a,b}, v~re en

c 1- p a r a me t e r f r e ms t i l l i n g for y, med (x(a),y(a» = (x1'Yt l og

(x{b)ly(b» = (x2'Y2). If¢lge S~tning 6.2 er da
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J
y

k·dr = J
y

f(x,y)dx+g(x,y)dy

b '
= J (f(x(t),y(t))x'(t) +g(x(t),y(t))y'(t))dt

a

Nu er funktionen t ~ u(x(t),y(t) if¢lge k~dereglen {Maternatik

101 s~Diff.29) differentiabel i [a,b] med den kontinuerte afledede'

, dx + ,~=
u}c: dt uy dt f (x (t) , Y (t») x I (t) + 9 (x ( t) , Y (t) ) y' "(t) ,

Det sidste integral erderfor if¢lge Differentia1- og integralreg-

l ningens hoveds~tning lig tilv~ksten

Resultatet i S~tning 6.7 er nyttigt ikke blot til udregni~g

af visse kurveintegraler, men ogsa omvendt til besternmelse af

stamfunktioner:

KOROLLAR6.8. En eventue1 stamfunktion u: n-.m til et kon~inuert·

vektorfelt ~(x,y) = (f(x,y),q(x,y)) eller en CO-differentialform

f(x,y)dx+g(x,y)dy i et omrade n, med given vtt!rdiu(xO':¥YO) =uO

( i et punkt (xO,yO) E Q, er bestelilt ved

u(x,y) = "o" J ~·d.!:. = uo+J f(i;,n)di;+g(~,n)dn,
y y

(
hvor der for hvert enkelt punkt (x,y) En sam y benyttes en konti

nuert kurve, so~er stykkevis c1 og l¢ber ~ n£ra (xo~YO) til

(x,y), meni ¢vrigt kan vcelges som man viI.

BEVIS. Oplagt.

I praksis benyttes ofte en sirope1 trappe1inie fra (xO'YO) til

(x,y),se f.eks. beviset for Scetning 6.10, m~n der kanvcere andre

rnuligheder, seEksempel 3 nedenfor. Om en funktion u: n ... m fun~

det i henhold til Korollar 6.8 faktisk erstamfunktion, unders¢ges

ved pr¢ve.
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(

fl.

Som en umidde1bar konsekvens af SCEtning 6.7 noteres,ati et

kont.Lnuer t; gradientfelt er "kurveintegra1et uafhcengi.gt afveje·n",

dvs.

Jk.dE = J ~.dE'
Y1 Y2

nar kurverne. Y1 og Y2 begge l¢

ber i den abne definitionsmceng

·de n fra samme·punkt (x 1'Y1)
til samme~un~t (x2 ' Y2 ) .(

(
Det erbemcerkelsesvcerdigt, at denne egenskab er karakteristisk

for gradientfelter:

S~TNING 6.9. Lad ~(xIY) = (f(x,y),g{x,y)] veere et kontinuert

vektorfelt defineret i et omrSde n S ]R2, eller anderledes udtrykt,
-J -

lad f{x,y)dx +g{x,y)dy Vcl:!re en CO-differentialform i n. En n¢d-

vendig og tilstr~kkelig betingelsefor, atder findes en stamfunk-

tion i n, er da, at "kurveintegra1et er uafhcengigt af vejen".

Kurveintegralet J ~.dE af vektorfeltet ~ langs en lukket
y

kurve yin kaldes feltets cirku1ation langs y. Betingelsen i

( Scl:!tning 6.9 kan abenbart (overvej) ogsa udtrykkes, at feltet k

har cirkulationen 0 langs enhver lukket kurve i D.

( BEVI.S for S~tning 6. 9. At betingelsen er n·¢dvendig, ved vi som

sagt fra Sretning 6 ..7. Vi antager nu betingelsen opfyldt og skal

sA vise, at der findes en stamfunktion. Ledet af Korollar 6.8

vcelger vi et punkt (x O' yO) E n og seatt.e r fo.r hvert (x, y) E n

u (x , y ) = J k • dr ,
y

hvor y er en kontinuert kurve, som er stykkevis C1 ogl_ber in

(
fra(xo'Yo) til (x,y). If¢lge foruds~tning har kurveintegralet

s amme vcerdi, uanset hvilkety der vee Lqe s , saledes at .u (x sy ) he r

er entydigt fastlagt uden n~rmere specifikation af y.
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Vi viser f¢rst, at u: n ~m er differentiabel efterx i et

fra (x1'Y1) til (x'Y1) ligger i D.

Da u(x'Y1) = kurve~ntegralet af k

langs en kurve i n fra(xo'YO) til

(x'Y1)' ligegyldigt hvilken, kan vi

specielt benytte en kurve fra

vilkArligt punkt (X 1 ' Y1 ) En, og at u~(x1'Y1) = f(x1'Y1). Hertil

bet:ragtes funktionen x -. u(x'Y1) , idet vi indskrcenker as til vcer

dier af x, hvor hele liniestykket

(Xf/j,) (;(.,y,)

(

(1(0/ Jo)
.12

(xo'Yo) til {x1 ' Y1 ) fulgt af liniestykket herfra til (x'Y1) . Vi

har derfor (overvej tilfCEldenex > X o og x <xo)

U(X'Y1)

og Differential- og integralregningens hoveds~tning (s.III.~3)

giver, at x ~ u(x'Y1) er differentiabel med afledet f(x'Y1~'

specie1t u~(x1'Y1) = f(x1 ' Y1 ) ·

Analogt indses, at u: Q ~ m er differentiabel efter y i

(

Om stamfunktion og kurveintegral g~lder ganske tilsv~rende re

sultater i m.k for vd Lkar Lt.q t; k E IN, k ~ 2, som vist i tilfceldet

k =·2, og med tilsvaren¢le bevis.

Med ord lAnt fra fysikken kaldes et kontinuert gradientfeltk

oqsa et poten:t.ialfelt, og er u en stamfunktion, a Lt.s a grad u = ..15:,

kaldes -u en potentialfunktion eller et potential for ~~

EKSEMPEL 1. E~ektrostatisk felt. let elektrostatisk felt i rum

met er feltve)<.toren k(x,y,z)ihvert punkt den kraft, hvormed en

enhedsladning anbragt i punktet ville pavirkes. F¢res en enheds~
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(

(

ladning fra et punkt til et and~t langsen kurve y i feltet t udf¢

rSr feltkraften arbejd~t

J ~ (x , y , z) • dE "
y

Feltetscirku1ation lapgs enhver lukket kurve m& ventes at v~re O~

Kunneder nemlig vindes et arbejde ved at f¢re en ladning rundt

Lan.qs en lukket kurve, havde vi et perpetuum mobile, en evLqhe.da-:

maskine. Et elektrostatisk felt k er f¢lgelig (S~tning 6.9) et

gradient- eller potentialfelt, med en stamfunktion u eller poten

tialfunktion -u, hvor ~ :::gradu. Vcerdien -u (x , y, z) kaldes

potentialet eller sp~ndingen i punktet (x,y,z). For en vi~kArlig

kurve y i feltetfra et punkt (x1 ' y 1 ' z 1) ,til et punkt (x2' y 2' z 2)

,gcelder (Scetning 6.7)

= J ~(}(,y,z) .dE,
y

"spcendingsfaldet er det arbejde, feltet ville udf¢re pA en enheds

ladning, der blev f¢rt fra det ene punkt til det andet".

EKSEMPEL 2. Konservativt kraftfelt. Der foreligger et kraftfelt'

k i et omrade i rummet, nar en given partikelville pavirkes'med

kraften ~ (x,y, z), hvis den blev anbragt i (x,y, z l ; Feltet kaldes

konservativt (dvs. bevarende, - det erpartiklens mekaniske energi,

der bevares,se opgave VI.6.4), hvis cirkulationen langs enhver

lukket kurve er O. I sa fald findes en potentia1funktion -\l,med

grad u= k , kaldet partiklens potentielle energi. Ogfor en for

skydning af partiklen langs en kurvey i feltet fra (x1 ' Y1 , z1 ) til

(x2 ' Y2 , z 2 ) g~lder

f~(X'Y'Z) .dE = u(x2 ' Y2 , z 2 ) - u(x1 'Y1 ,z1) ,
y

"det af feltkraftenudf¢rte arbejde pa partiklen er 1ig faldet i

dennes potentielle energin.

Gravitationsfelter (tyngdefe1ter) er - ligesom elektrost~tiske

felter - konservative som f¢lge af umuLd.qheden af et perpetuum

mobile.

EKSEMPEL 3. Gravitationsfelt om en central masse. En partikel, der

( bevceger sig omkring en masse i ·(0,0,0), tiltrcekkes if<t}lgeNewtons

gravitationslov mod dette punkt med en kraft, hvis st¢rrelse er

d · 1 d k d 0 f d r -_ (x2+'y2+z2)~ .•omvent propartl0na me va ratet pa a stan en
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Feltvektoren ~(x,y,z), der har st¢rrelsen

c
2=
r

.c
2+ 1+.·2x y z

(x,y,z) :* (0,0,0),

er altsa

~(x,y.,z) = ( -:~ (X, Y , z ) * (0, 0 , 0 )

(

f

Stamfunktionen u: IR
3 , { ( O, O, 0 ) } ~ IR med u(1,0,0) =c er (Korollar

6.8) bestemt ved .

u(x,y,z) = c + J ~(x,y) ·d!:. ,
y

hvorvi sam ykan bruge hvilken kurve vi viI fra (1,0,0) til

(x,y,z). V~lger vi liniestykket fra (1,0,0) til (r,O,.O) fulgt af

en storcirkelbue fra(r,O,.O) til (Xty,z)pA kuglefladen med cen~

truro (0,0,0), finder vi

altsa

rr
u(x,y,z) = c + J

1

u(x,y,z) =

ct dt + 0
t

3

c
(x,y,z) * (0,0,.0) .

Som potentiel energi finder ~i sAledes c-u··= - - •
r

ViI man ikke bygge pa umu1igheden af et perpetuum mobile, se

Eksempel 2, kan man ved pr¢ve verificere, at grad u = ~, dvs.

( ex
u~ = -3 '

r
u ' -_EY

y - 3'
r

CZ
U

I =--
2 3 'r

(

og saledes godtg¢re l at der findes en stamfunktion.

En siropel betingelse. for eksistens af stamfunktion. Skal man vise,

at et forelagt vektorfelt ~ er et gradientfelt, kan man s¢geat

bestemme' en eventuel stamfunktion, f.eks. vedKorollar 6.8, og sa

g¢re pr¢ve, sam i Eksempel 3 Qvenfor. Derimod kanman normalt

ikke dr¢nune omen direkte pavisning af, at kurveintegralet er uaf

hcengigt af vejen (Scetning 6. 9). Heldigvis er der en simpel met.odee

Vi: minder om, at u" = u " for enhver funktion u:Q .... m af
xy yx

klasse C2 defineret pa en aben mcengde Q ~ m2 (Matematik 1 01,

s. D~ff. 18.) En n¢dv~ndig betingelse for. at en given C1-4iffe-

rentialform
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f (x,y) dx + g (x,y) dy

i n har en starnfunktion, er derfor, at f' - g'Y - x·

BemCErk, at vi nu betragter C1-differentialformer i stedet for

som hidtil CG. Herrned ~nes blot, at f og 9 begge er af

klasse C1 .

Betingelsen f' =g' er dog ikke i sig se1v tilstr~kkelig:y x

x

y

EKSEMPEL. I omrade t; ]R2,{ (x,y) I x ~ 0 , y == O}, planen opskar e t;

langsden negative X-akse, betragtes funktionen u , hvds vcerdi i

hvert punkt (x,y) i omradet er

retningsvinklen u(x,y) E ]-rr,n[

.for halvlinien fra (0,0) gennem

(x,y) .

I halvplanen {(x,y) I x > O}

er u(x,y) = Arctan (y/x) , i halv-

planen {(x,y) I y >O} er u(x,y) =

Arccot(x/y) og i halvplanen {(x,y) I y<O} er u(x,y) = Arccot(x/y)-n.

Altsa er u en COO-funktion, og vi finder

(

(

x
2 ' 2 dy

x +y

grad u = 1
22(-Y'x)

x +y

du ==.... y dx + 2 x 2 dy ·
x2 + y2 x + Y

1
~(x,y) = 2' 2(-Y'x) eller differentialformen

x +y
Vektorfeltet

e11er

(

er irnidlertid defineret og af klasse Ca:J i hele 51 == m2 , { (0, O)} og

opfylder
~ (_y .)' _.y2 ~ x

2
== ~ ( x \

ay .2+ 2, - (',2+ 2)2 ax ,2+ 2) ..x ' y, x y x' y

~n der er ingen starnfunktion i m2 , { (O, O) } . Thi en starnfunktion

i m2,{o,o} matte i den opaka.rrie plan have form u+konstant, men

ukan ikke udvides til en kontinuert funktion pa m2 , { (O, O) } .

At k ikke er et gradientfelt, resp. differentialformen ikke er

eksakt i m2 , { (O, O) } , fremgar ogsa ved udregning af cirku1ationen

langs en cirkel y med centrum i (0,0). Idet feltvektoren i hvert
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(

f

pu~kt (x,y) er drejet n/2 i forholdtil radius og harst¢rr~lsen

1/r = 1/k2+y 2 finder vi

J k (x,y) -dr
y

Feltet k kan i ¢vrigt tolkes som hastighedsfelt for en'sta

tionrert roterende v~ske.

I eksernplet bemcerkes, at differentialformen nok har ven stam

funktion i en opskaret plan, men ikke i hele m2
, { ( 0 , O)}, sk¢nt

f' = g' .' At det gar galt i sidste tilfrelde,h~nger sammen med,yx -
at derer et·hul i omradet. Da begrebet "omrade udenhuller",

eller sam det kaldes "enkeltsammenhcengende amrade", er lidt raf

'fineret, vf.L viimidlertid lade asn¢je med

SJETNING 6.10. En n¢dvendig betingelse for, at en C1-differential-

form

f(x,y)dx +g(x,y)dy

er eksakt i en aben meenqde Q ~ IR
2 , dvs, har en stamfunktion i Q,

er, at
f ' (x,y) = g' (x,y),yx (x, y) EO.

(

Betingelsen er ogsa tilstrcekkelig, nar n er et abent interval i

2m , dvs , har formen n = I x J, hvor I og J erabne intervaller pa

m.

En C1-d i f feren tialform f (x, y) dx + 9 (x , y) dy , der opfylderbe-

tingelsen f ' (x,y) = g' (x,y), siges at vcerelukket. I etAbenty x

intervai I x J er dette altsa ensbetydenc;1e med, at formen er eksakt.

BEVIS. At betingelsen er n¢dvendig~ har vi allerede begrundet

evenfor.

Vi antager derfer nu , at n er et abent interval I x J, og at

differentialfarmen er lukket, dvs. £1 = g'. Idet vi v~lger ety x

C punkt (xO'YO)' E I x J, betragter vi for hvert (x,y) E I x J kurveIl

T bestaende af liniestykket fra (xo'YO) til (xo'y) fulgtaf ~inie-
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stykket fra (xo,y) til (x,y) og s~tter

'u(x,y) = kurveintegralet 1angs y, alts!

y x
u(x,y) = I g(xo,t)dt + I f(t,y)dt

Yo. Xo
En eventuel stamfunktion har formen

y

J

I

u + konstant (Ko.roLla r 6 .. 8) ~ Vi rna al tsa hAbe pa u ,

For fastholdt y erf¢rste led konstant,medens andet led ~f¢lge

Differential- og integralregningenshovedsretn~nger en different±~

abel funktion af x med afledet f(x,y).

'for a Ll,e (x,y) E I x J .

Altsa er u' (x,y) =f(x,y)x

F¢rsteled er if¢lge Diff~rential-og integra1regn~ngens

hovedsretning en differentiabel funktion afy med afledetg(xo'Y)~

medens andet led for fasth61dt x er et integral med parametereny.

Da f (t,y) i I x J er en kontinuert funkt.ionaf (t,y) med en korrtL-

nuert afledet f~ (t; , y), f~nger af Scetning 2 .14, s. III .27, om diffe

rentiation under J-tegn, at ogsA dette led er differentiabelt~fter

y,med

Med benyttelse af f ' = g' ,y . x dvs. har vi sa

u~(x,y) = g{xo'y) +I x
D1g (t , y ) d t

. Xo
t-x

= g(xo'y) +[ g(t,y)] - = g(x,y) ·
t=xO

o

Det foregaende gcelder mutatis mutandis i rummet og mere alment

i IRk for vilkAriigt k € :IN, k~ 2, med tilsvarende beviser. SAle

des siges
f 1 (~)dx1 + ..• +'fk (~)dxk

at vcere lukket, hvis

aft
1

dX ·
J

aft
= ----.l

dX.
1

for i,jE {1, ... ,k},
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og en lukket C1-differentialform. i et abent intervalT1. lC ••• lC I k
er eksakt.

Stamfunktionsbestemme1se. Foret fore1agt vektorfelt keller til-
/ -

svarende differentialform f (x, y) dx + g(x, y)dy kan manvtLl.baqev i.ae

eksistensen af en stamfunktion ved atgodtg¢re, atdifferen~'ia1for-,

rnenikke er lukket (SCEtning 6 ..1OJ, el1er at. cd rkul a t.Lonerr Lanqs en

eller anden lukket kurve, eventuelt omkring et hul, ikke er '0

(S~tning 6.9). Har man derimod formodning om, at der findes en

stamfunktion,kan man s¢ge atbestemme dennei henhold til Koro11ar

6.8 og.sa g¢re·.pr~ve. Ofteer det dog .nemmere at·benyttef¢1gende

f r'emqanqsmade i bemcerk, at det afsl¢res underve j s , om, di.fferential

formen er eksakt.

Vi s¢geren funktion ,u: n ... m

med u l =f, u' =g, hvor f og 9 erx y

givne kontinuerte funktioner, men

begynder beskedent: Vi s¢ger,f¢rst

en C1-funktion v: n -+ :m, deropfyl-

der Vi = f. Dette kaldes "integra,x

tion efter x", idet'vi jo for fast-

y

ho1dt y ,s¢ger en stamfunktion x ... v(x,y) til x ... f(x,yJ. Ved denne

integ.ration optrceder kun funktioner afen variabel, x , s.a1edesat

hele,;:'vorintegrationsteknik. star til radighed.
)

.Om en eventuel stamfiunkt.Lon u til f(x,y)dx + g(x,y) dy gcel,der

nu u' = v' dvs (u - v)' = 0, s.aledes at u ... v er konstant. pax ~. x ' · . x

vandrette liniestykker i n. Hvis, ethvert vandret snit i n er et

interval, afhcenger w= u - v alene afy, 'ogda

dw
dy = uy-'Vy = g(x,y) -vy(x;y),

JJ

kan w findes ved scedvan1ig integration af h¢jr.e side, der rna ven-

tes at vcere en f unkt Lon af yalene.

Det er nok bedst at gennemga et eksempel.
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EKSEMPEL. Betragt dd.ffe r en t La Lfo.rmen

f (x,y) dx + g(x, y) dy =(x2 +y2 )dx + (2xy + y)dy

/

(
\.

i m.2 • For fast y har x -+ x 2 + y2 stamfunktionen x -+
1 3 2 1 2og v(x,y) = 3x +xy ti1h¢rer C(ffi ,JR). Da nu

g (x,y) - v~ (x,y) = 2xy + Y - 2xy= y

kun afh~nger af y, kan vi finde en stamfunktion w(y)

er nu klart, at

l' . 3. 2
3"x+xy

1 2= 2" y ~ Det

u(x,y) = v(x,y)+w(y), (x,y) E m2 ,

,er en stamfunktLon ti'1 f(x,y) dx + g:(x,y) dy,idet jo

(

u' = Vi +0 = f
xx,

,og u~ (x,y) = v~(x,yr +w'(y) g(x,y} .
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VI.1.1. Find sAvel ved Newtons som ved Lagranges interpolationsfor

mel det polynomium af grad < 3, som for x = -1,0,2,3 an t aqe r

v~rdierne y = 2,-1,3,1 .

VI.1.2. G¢r rede for, at polynomierne

x
1, n x(x-1)

2 ~

x(x-1) (x-2)
3 ~

x (.x-1 ) " •• (x-n+ 1 )
, •• e, 1 ----- n l

er en basis for vektorrummet bestaende af alle polynomier af grad

< n. Vis, at der for et polynomiurn

x x(x-1) + x Ix-r l ) (x-2)
F(x) =cO+c 1 n+ c 2 2~ c 3 3~ + ... + c n

x (x-i l ) •.. (x-n+1)
n!

gcelder F (x) E?l for alle x ( 2Z, hvis og kun hvis

c
O,c 1

, ••• ,cn E 2Z.

Vlo1.3. Bestem a og b

x
4 + 3x 3 + Sx

2 + ax + b .

saledes, at 2x + x + 1 er divisor i

VI 1 4 E te d 1'· t n nOt t. o. n n -gra S a.qn i.nq aOx +a1x +... +an-1x+an =: an ,ages a

opfylde betinge1serne a k = a n-k for k = Q, .•• ,n. Vis, at hvis

01, ... ,on [som abenbart aIle er * 0] er 1igningens r¢dder, er

1 1--, ... ,-- en permutation af a1,~ .. ,an
01 an

( VI . 1 .5. Idet F er et normeret polynomium med reelle koef f i.c i.en t e r

af grad n > 1 , ska1 man vise, at F (TIt) = JR., hvi.s n er u I Lqe ,

og at F (IR) er af formen [a , +00 [ , hvi.s n er 1ige.

VI.1.6. Vis, at de eventuel1e reelle r¢dder i et normeret polynornium

xn + a 1x
n- 1 + ... + an med reelle koefficienter tilh¢rer intervallet

[-1 - K ,1 + H] , hvor H = rnax{-a 1 , ... ,-an,O} og K =
n-1

max { a 1 ' - a 2 ' • • ~ , (-1 ) an ' 0 } •

VI.1.7. Idet F E lR[x], skal man vise, at F(x) > 0 for alle

x E JR, hvis og kun hvi.s der findes polynomier G E m[x] og
2 2

H E JR[x] sa at F = G + H •

VinJe. a 2 +b2. = (a+ib) (a-ib)
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1

VI.2.3.

m(x} Q

s orn i<t:(x)savel i

(f)
1

(e)
(x2+1 ) 2 (x2-t-2) 2

5x4- 1 2x 3+94x2-156x+369

(x-r l ) (x2+ 9 ) 2
Dekornponer

222
x (x -1) (x ~-1)

(d)
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VI.4.9. F'i.nd JjX~1 dx

VI.4.10. Find r 1
dx

Jvx+ 3Vx
.

VI . 4 . 11 . Find x
dx

4/(x-1)3 ·

VI.4.12. Find J -2/3 Arctan x dxx .
2

VI.4.13. Find J-)1~x2 dx .

VI.4.14. Find Jx
2

A+x2 dx ·

VI.4.15. Find r dx

J (x+1) V2x-x2 ·

VI.4.16. Find Jcosv'X dx .

VI . 4 . 17. Find JArctanv'X dx ·

0velser VI.4

(

VI.5.1. Find sarntlige l¢sninger til hver af differentialligningerne

dx
t 2 + 1

dx t--x dt - x == cos 1dot

dx t dx -t
dt - x == e dt - x == e

VI.5.2. Find samtlige l¢sninger til hver af differentialligningerne

( dx
t

3t dt - x ==

t dx (log t) 3dt - x =

t dx t--x ==dt

t E ] a , +CXJ [ ,

t E ] 0 , +co [ ,

t E ] 0 , +0=:> [ •

VI.5.3. Find en genvej til l¢sning af differentialligninger af for-

men
dx dx

a (t ) d t + a I (t) x ~ q (t.}. og a (t.) d t - a' (t) x = q (t) •

Formuler resultatet som en s~tning.
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VI.5.4. Find samtlige l¢sninger til differentialligningerne

dx t 3 d · 2 tt -.- + x = ---.- og (s I n t)~.- (cos t) x :=: 5111
dt (1+t 2)2 dt -1+t2

Vink. Benyt opgave VI.S.3.

VI.S.S. Tabellen viser maleresultater for en r~kke malerier der pa
stas at v~re af Vermeer. Afg¢r ved metoden i eksemplet side VI.36

om disse billeder er falsknerier

, ,

"Fodvask"

"Kvinde der lceser noder"

"Kvinde der spiller
madolin"

"Kniplingsrnager"

"Leende pige"

Pb 212 henfald
(Ax bestemt
ved maling)

12 , 6

10,3

8,2

1 , 5

5,2

Ra 226 hen f a Ld
(r)

0,26

0,3

0,17

1 f 4

6,0

t E ]O,+oo[ e

(

(

VI.S.G. En partikel med massen m synker lodret ned gennem en sej

v~ske. Dens afstand fra overfladen til tiden t betegnes x eDen

pavirkes af den nedad rettede tyngdekraft mg og af en rned hastig-
dxhed propor t.Lona L opad rettet kraft -k .dt hidr¢rende fra vzes k en s

modstand. Idet bev~gelsen s~ttes i gang til tiden t = 0 med x = 0

og ~~ = 0, ¢nskes hastigheden og stedet bestemt sam funktioner

af tiden. Skitser graferne for de fundne funktioner.

VI.S.? Find samtlige l¢sninger til differentialligningen

d 2 dx
~ + 3 dt + 2x = 3 cosh t ·
dt2

VI.S.8. Find sarntlige l¢sninger til differentialligningen

2 d 2x d 2(1-t) N__ -t ~+4x = t,t E ]-1,1[ •
dt 2 dt

Vink. Benyt u = Arcsin t som ny uafh~ngig variabel.

VI.S.9. Find sarntlige l¢sninger til differentialligningen

t 2 d
2x

_ 4t dx + 6x = 6 (log t) 2 + 2 log t + 4 ,
dt_2 dt

(forts~ttes)
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Vin~. Benyt u = log t somny uafhcengig variabel.

VI.~ •.10. Benyt separationaf de variable til at l¢se d~fferential

ligningen

dx
sin t dt- cost x ::: -1 ·

VI.5.11. Find, udtrykt ved en potensr~kke, en l¢sningtil differen

tialligningen
(

2
(t - t 2) d x - 3 t dx .... x = 0

dt2 dt

( som oPfyIder at x (0) = 0 , x' (0) = 1 • Angiv rcekkenskohvergensra.

dius og dens sum •. L¢s derncest ligningen i Lnt.e.rva.l.l.e.rne .]-oO,O[

]d,1[ .og ]1,00[. Unders¢g l~sningernes opf¢rse1 n~r 't= 1 •

VI.5.12. Givet differentiallign~ngen

2
t dx+ t dx+ x =0.

dt2 dt

Find i pot.ens r'ekkefrems t.Ll.Li.nq en l¢sningtil ligningen. forhvilken

x( 0) = 0 , x' (0) = 1 • Angiv rcekkerls sumfunktion.

{t VI.6.1. Udregn kurveintegralet

J. (x + 2y) dx + (y - 2x) dy ,
y .

idet y er ellipsen (x,y) = (4co'st, 3sint) , t E [0,2n].

VI.6.2 •.Udregn kurveintegralet

J (x2 - y2)dx - (x +y) dy ,
y

dels nar y er ellipsebuen (x,y) = (acos t ,bsin t) , t €[o,±n],
dels nar y er dennes korde (x,y) = (a'" at,bt) , .. t E[O., 1].

VI.G.3. Udregn

J
2u (x , y) = ~ ·d£, (x , y} Em.,

y

hvor ]s(x,y) = (2x,2xy) , og hvory forhvert (x',y) Em'er lihie--
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hinanden med kr~fter

(

{

l

(

sty~ket fra (0,0) til (x,O) fulgt af liniestykket fra (x,O) til

(x,y). Er ~ et qradLerrtfe Lt; ?

oVI.6.4. 1 Betragtbev~gelsen ~f en partikelmed massen m. Til

hvert tidspunkt t befinder 'partiklen sig i et punkt (x,y,z) =
(x (t) ,y (t) ,z (t.) og er pavirket af en .re suLt.ereride kraft

~ = k(t) = (f(t),g(t),h(t». Partiklens kinetiske energi er

~ mv2 , hvor v = v (t) er farten.

Vis ved brug af Newtons 2. lov, k = m(x·I,y",·z"), atdet af k ud

f¢rtearbejde i et tid~rurn [a,b] er ligtilvceksten ipartiklens

kinetiske ~nergi·.

2
0 Antag nu,at partiklen bevceger 5ig i et konservativt kraffelt,

kun pavirket af feltvektoren ~ = ~(x,y,z). (Se Eksempel 2,

s.VI.69.)

Vis da ,at partiklens mekaniske energi, 'dvs . summeri af dens poten

tielleog dens kinetiske energi, er konstant.

VI.6.5. To elektriske ladningerq1 og. q2 i afstandenrpavirker

q1 q 2
c --2'-

r

pA forbindelseslinien, frast¢dning eller tiltrrekning efter som qt~2

er positiv eller neg~tiv. (Coulombs love Konstanten d afh~nger af

de benyttede enheder.)

10 F±nd potentialet (sp~ndingen) -u i det elektrostatiske felt

ornkring en negativ enhedsladningi (0,0,0), med bibetingelsen

u -+ O~ for r = (x2+y 2+ z 2 ) ~ -+ 00. (se Eksempel 1 s .VI. 68 og benyt

Ek aernpeL 3.)

2° G¢r rede for, at potentialet(s.p~ndingen) 'i det elektrostatiske

felt ornkring punktforrnede ladningerQ1,Q2, .•. ,Qn er

-u (x,y, z)
q1 q2

= c +'-- + •••,r
1

r
2

hvor r 1 ,r2 , ••• ,r:n er a f s t.anderie.cf r a (x,y,z·) -til henholdsvis

Q1,Q2,···,Qn •
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°VI . 6 .6. 1 Vis', at v ekt.or f e Ltet

~ (x, y) = ( ~ , -\)\
r r:

0velser Vt.8

= (x y \
\ 2 2' 2 2)x +y x +y

(

er et gradientfelt i R
2

<, { (O,O)}, og find en stamfunktion.

2° Find kurveintegralet

J~ (x,y) ·d£ '
y

nAr y er en vinding af en logaritmisk spiral giv~t i pol~rekoor~

dinater ved
bv '

r = ae

VI.6.7. Lad f(x,y)dx+g(x,y)dy vzere en lukket C1-differential

form i R 2.......{(O,O)}. Idet y(r) betegner cirklen (x,y} =
(rcost ,rsint) , tE [O,2TT], skal det vises, at kur-ve Ln teqr a Le-t;

J f(x,y)dx + g(x,y)dy
y (r)

af uafh~ngigt af r.

VI. 6.8. Bestem de C1-funktioner (j): IR -+ lR, for hvilke differen

tialformen
2 3

[2x +Y<P(Y) ]dx + [3y +2x(lP(Y)+Y ) ]dy

er eksakt i IR2.

VI.6 .,9. Vis, at vektorfeltet

(
-2x

. '2' 2
2-x -2y

+ -x -4y
2· 22-x -2y

er et gradientfelt i omradet, {(x,y) I x 2+ 2y2 < 2}, og find den

stamfunktion, der i punktet (1,0) har v~rdien o.

VI.6.10. Vis, at differentialformen

2
x 2 dx - . x . dy

(x-y) y(x_y)2

er eksakt i ethvert af de ved linierne x = y og y =0 besternte

vinkelrum. Find samtlige stamfunktioner i hvert af disse vinkel-

rum.
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VI~6.11. Vis, at differentialformen

~_ •~- dx + '. _1 • VX dy
Vx 1 + xy' . VY 1 + xy

er eksakt i ffi+ x lR.+' og find qen s t amfunkt Lon

hvor u(1,1) = rr/2 .

0velser V;I:.9

u: JR. x JR ..... JR.,+ .+-

VI.6.12. Vis, at vektorfeltet

i(
\.

(

2 2 2 2 2· 2
(2xz exp (x +y ) , 2yz exp (x +y ) , exp(x +y ))

3er et gradientfel t i JR 1 og find e11stamfunktion.

*VI.6.13. Vis, at differentialformen

er lukket, men ikke eksakt, pa m~ngden

*VI.6.14Q Vis, at diff~rentialformen

22
x(x +X-1 ) dy

(x2+y2+ 1) 2 _ 4x2

2
JR '"{ (- 1 ,O) , (1, 0) } QI

(

I (

2 2
2xy dx + x -'y'-::'_1--- d ~l

(x2+y2+ 1) 2 _ 4x2 (x2+y2+ 1) 2 _ 4x2

er eksakt pa mamgden JR
2, { (x , y) I -1 ~ x ~ 1, y = O} •
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(

§1. Eksistens~ og entydighedss~tningen for f¢rste ordens systemer.

I denne paragraf ska1 vi studere differ~rltial~igningeraf f o rmen

dx
dt == !.(t,~)

hvor f er en given kontinuert funktion. Efter at have pr~ciseret be

grebet l¢sning til en sadan ligning vii vi vise, at ~ er en l¢sning

hvis og kun hvis ~ opfylder en vis integralligning_ Derefter vises 

under den ekstra antagelse at f opfy1der en ~ipschitz betingelse

loka1t - ved hjre1p af fikspunkts~tningen fra Rap. II, at denne inte

gralligning lokalt har en og kun en l¢sning. Derved har vi fundet l¢s

ninger til den oprindelige differential1igning lokalt, og vi skal til

slut sammenstykke sadanne lokale l¢sninger til en sakaldt maksimal

l¢sning ..

Indledning. Tidligere er f¢lgende typer af differentialligninger ble~

vet behandlet

dx _
dt - p(t)x+q(t) ( 1 )

( 2 )

Her b~tegner p , q , P1 og Po givne kontinuerte (reelle eller kom-

( plekse) funktioner pa et interval I:: ill. , og x star for den s¢gte,

ubekendte funktion af tEl . Vi minder om, at der findes en f~rdig

l¢sningsformel for (1), mens dette ikke g~lder for (2).

Ligningen(1) er et speciaitilfffilde af f¢lgende mere almene f¢r-

ste ordens ligning

~~ = f{t,x) ( 3)

Her betegner f en given, reel eller kompleks, kontinuert funktion

af (t,x) En, hvor ~ er en delrn~ngde af lRxlR, henholdsvis

:ffix<C. Specialtilfceldet" (1) svarer til f(t,x) = p(t)x+q(t) og

&1 = I x:rn., hhv . I x <C •

l
At s¢ge en l:.~sning til (3) v i.L sige at s¢ge en reel hhv , komplek.s

funktion x = ~(t) med definitionsinterval J, sa at (t,~(t» E Q
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for t E J, og ~ er differentiabel rned

<.p' (t) == f (t,tp (t) ) for t E: J ..

Anden ordens 1igningen (2) kan ligeledes bringes pa forrn~n (3),

n&r vi tillader f og x at have vekto~v~rdier (dvs. v~rdi~r i
2

IR

eller ~2). At ~(t): J ~ IR (hhv. ¢) er en l¢sning til (2), be-

tyder, at

e " (t) P1 (t)tP' (t) +PO(t)tp(-t) +q(t) for t E J ·

l
(~1(t)) (~(t) )Dermed har vi,at vektorfunktionen ~ (t) == = opfylder

lP2 (t ) tP' (t)

d(~1(t)) ( 0 1 )(~1 (t)) (q (Ot))
for t E J . (4 )

d t ~2 (t) . = Po (t)
+

P1 (t) tP2 (t)

Omvendt, hvis vektarfunktionen ~(t) opfylder (4), sA vil f¢rste ko-

ordinat tP
1

(t) Vc:Ere en l¢sning til (2) • Idet vi indf¢rer be t e qne Ls e r>

ne

(Po:t) P1 :t)) (q (:) )~ (t) Sl(t) =

(
kan (4) kart skrives

d~ (t)

dt = E(t)~(t) +g(t) for t E J

og denne ligning udtrykker at ~: J ~ IR
2 (hhv. (2) er en l¢sning

til differentialligningen

dx
dt = ~(t)~+g(t) • ( 5 )

Ligningen (5) er et specialtilf~lde af den almene vektorielle

f¢rste ordens differential1igning

dx
if = i(t,~) , (6)

l
hvor x =

Q ~ IR x IRk

(x 1 ' · · · , xk ) 0 g f = (f 1 ' · · · , f k )

khhv. 1R x ce og har vcerdier i

er defineret pa en l~ngde

JRk eller (Ck. Lignin-

gen (3), svarende til tilf~ldet k = 1, siges ofte at v~re skal~r.
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At 1igningen (6) er vektoriel udtrykkes ogsA ofte ved at kalde

den et differentialligningssystem, idet den udskrevet i koordinater

tager formen $om et "system"

Specialtilf~ldet (5) (hvor vi mere alment kan lade x betegne en

k-vektor x = (x.). 1 k (k E ill) lade R(t) betegne en kxk-- J J= , ••• ,

matrix af funktioner R (t) = (p .. (t) ). . -1 k' og lade g (t) be-- 1J 1,J- ,efle,

tegne en k-vektor af funktioner g(t) = (Qj(t))j=1, ..• ,k ), kaldes

et line~rt differentialligningssystem - eller en line~r vektoriel dif~

ferentialligning - fordi !(t,~) her er en line~r funktion af x

for hvert t:

!(t,~) = .~(t).?i+g(t) ,

og vi~ skal studere denne ligningstype n~rmere i §§3 og 4.

(7 )

I §2 vises, hvordan differentialligningssystemer af vilkarlig

h¢j orden omskrives til (st¢rre) f¢rste ordens systemer.

/ BE~RKNING. De n~vnte differentialligninger kaldes s~dvanlige (pa
~

engelsk : "ordinary"), hvor dette refererer til at den ubekendteer eli

funktion af een ua£h~ngig variabel t differentialligninger hvor

den ubekendte er en funktion af flere variable kaldes almindeligvis

partielle differentialligninger. En ligriing (eller et ligningssystem),

hvor der optr~der differentiationer af til og med p-te orden kaldes

en p-te ordens differentialligning. Ld.qni.nqen (6) k.aldes !~.!. eller

kompleks, eftersom f og x betragtes med v~rdier i et reelt vektor

rum JRk eller et komplekst vektorrum ~k. Ligningen (6) kaldes

line~r, pr~cis nar f er af forrnen (7). Nar f ikke foruds~ttes at

C VCEre af denne form, kaldes ligningen gerne ikke-lineCEr.

Lad as endelig be~rke, at vi i n~rv~rende tekst omhyggeligt kal-

der en l¢sningsfunktion x = ~(t) altsa skelner mellem punkter x

og funktionen ~: J ~ mk eller ~k. Det er ogsa almindeligt at
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bruge betegnelsen -}{ bade for punktet x 93, funktionen ~: t \-+ x (t) ;

dette er et typisk eksempel pa. "nu.s b r uq at' notationen It, 80m karl vzare

prakti~k, og sam man derfor m~ leve med. (Den rnatematiske korrekthed

opretholdes da ved at man f()rtolker s ymbo Le r ne korr ek t . )

Ligningen (6) skrives ogsa ofte

x ' = i(t,~) I

og der er tilsvarende omskrivninger for de andre ligninger. Man m¢der

af og til betegnelsen net integral II for en Les n i.nq ,

BEMJERKNING. Ligningen (6) kan tolkes geometrisk i rununet lRxIR
k el

ler lRx~k pa f¢lgende made: Ud frahvert punkt (t,~) i Q afs~t-

tes vektoren (1,i(t,~)) Herved fAs et vektorfe1t pA n. Det dre-

jer sig da om at bestemme de kurver in, der har en parameterfrem~

stilling af formen (t,~(t)) , t E J, og som i hvert af deres punk

ter tangerer den i punktet anbragte feltvektor.

~¢sning.Omskrivning til integrallignill-.9. Idet vi sam scedvanlig benyt

ter V sam fzeLl.e s betegnelse for lRk og ~k (k ~:IN) betragter vi

i det f¢lgende vektordiff~rentialligningeneller differentiallignings-

systemet af f¢rste orden (6), altsa

dx

dt

(

hvor vi altid antager, at i(t,~) er en given kontinuert funktion

fra en aben rneriqde n c JR x V ind i V.

Her er V og n c: m. x V f o r s yrie b med de af maksimumsnormerne

II (t,~) II =:: max { I t I , I x 1 I , • • • , I x k I }

inducerede metrikker.

DEFINITION. Lad J v~re et interval af JR

(t,~) E IRxV ,

(begr~nset eller ube-

gr~nset; abent, halvabent eller afsluttet). En funktion ~: J ~ V

siges at v~re en l¢sning til (6) i ~ 1 hvis der g~lder
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(i) (t,~(t)) E n for t E J ;

(ii) ~ er differentiabel i J

(iii) ~'(t) = .!.(t,SQ(t)) for t E J .

siges en l¢sning ~: J ~ V til

(6), at ~ ~ennem (to'~O) , nar ~(tO) = ~O e Ofte benyttes sprog-

brugen at ~ tilfredsstiller ~ndelsesbetingelsen 4)('t ) := X ($

-- 0 -0

BEMERKNING. I almindelighed har ligningen (6) uendelig mange l¢snin-

( ger, men ofte e'r der net..Q.£ en l¢sning der gar gennem et givet punkt

(to'~O) E ~ •

Be~rk ogsa, at hvis ~ er en l¢sning til (6), sa er ~ automa-

tisk af klasse c1 , idet 2' (t) = i(t,2(t)) og f er kontinuert.

Vi viser nu, at p er en l¢sning til (6) og gar gennem (to'~O)

hvis og kun hvis ~ opfylder en vis integralligning.

LEMMA 1.1. Lad (to'~O) En, lad J v~re et interval, der inde-

holder to og lad ~: J ~ V v~re en kontinuert funktion, for

f hvilken (t'2(t)) E n nar t E J. Da er 2 en l¢sning til (6) som

gar gennem (to'~o) hvis og kun hvis ~ opfylder

(
for t E J . (8)

(

BEVIS. Bemrerk, at den sammensatte funktion T ~ i(T,~(T)) er en vel-

defineret og kontinuert funktion af J ind i V og dermed er inte-

gralet i (8) veldefineret for hvert t E J og bestemmer et eleme~t

af V.

Antag f¢rst, at .92 opfylder (8). Sa er .y? differentiabel med dif«

ferentialkvotient ~' sam opfylder ~I (t) = !(t,~(t)) for t E J

og da ~(to) = ~O er ~ altsa en l¢sning til differentialligningen

(6) som gar gennem (to'~O) •

for t E J .)

(Vi ·har jo forudsat at (t,~(t») E n
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Hvis omvendt ~ er en l¢sning til (6) med ~(tO) = ~O fAs for

t E J

~ (t)

altsa at ~ opfylder (8). 0

Lipschi tz betingelse. Vi skal nu f o rmuLe re den ekstra ant aqe l.se om

h¢jresiden i ligningen (6) som vi vi1 benytte i eksistens- og entydig-

hedss~tningen nedenfor.

( DEFINITION. Lad ... veere en delmcengde af lR x V og lad f: E -. V

v~re en funktion. Vi siger at f opfylder en Lipschitz betingels~ i

~, hvis der findes en konstant C > 0 sa det for aIle

DEFINITION. Lad rt v~re en Eiben delmcengde af lRxV og lad f: Q -+ V

v~re en funktion. Vi siger, at f opfylder en Lipschitz betiIl~else.

lokalt i g, hvis der til hvert punkt (to'~O) E n findes en omegn

M af (to'~O) af formen

(
sa f opfylder en Lipschitz betingelse i

Eksplicit krrever vi altsA, at der til hvert (to'~O) E n findes

a,b,C > 0
0 det for t E ill og ~1'~2 E V gcelder at hvissa

It-tol < IIx -r x II < b 1l~2-~OIl b 0 er (t'~1) , (t'~2) E rta og , < sa-1 .....·0 -
og der gcelder II i (t, ~1 ) - ! (t, ~2) II < CII~1-~211 .-

Bemcerk, at denne betingelse prim~rt vedr¢rer opf¢rselen af f

som funktion af ~, men dog kr~ver en vis uniformitet mht. t.

NedenstAende scetning viser, at for en rneget omfattende klasse af

ligninger af formen (6) opfylder h¢jresiden en Lipschitz betingelse

loka1t in.
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LEMMA 1.2. Lad kf: n ~ JR v~re en kontinuert funktion defineret

pa en Aben m~ngde
kn == lRx]R , og antag at f har partielle afledede

med hensyn til (x1' ... ,xk) som er kontinuerte i n

Sa opfylder f en Lipschitz betingelse i enhver i Q indeholdt

meriqde af formen ((to'~O). E Q , a,b > 0)

(9 )

{
'~

BEVIS. Lad v~re givet ved (9) og betragt

Det drejer sig om at vurdere differensen mellem v~rdierne af fide

( to endepunkter af liniestykket

e E [O,1]} •

"-

Dette liniestykke er indeholdt i ~, thi for e E [0,1] g~lder nem-

lig

1I~2 + e (~1-~2) - ~Oll = II e (~1-~O) + (1-8) (~2-~O) II < eb + (1-8) b -- b •

For i = 1,2, ... ,k er funktionen F i(8) = fi(t'~2+e(~1-~2)) diffe

rentiabel pa [0,1], og der findes derfor if¢lge middelvrerdis~t-

(
ningen tal 8. E ]O,1[

1

esa

( Her kan h¢jresiden beregnes ved k~dereglen

Idet hver af funktionerne

og dermed begr~nset pa den

k af.
1= I

L ax. (tf~2+e(~1-~2)) (x 1J·-x2J, )
J =1 J

Iaf 'IdX~ i,j = 1, ... ,k er kontinuert i n
J

kompakte mcengde ~, vcelger vi nu et tal

A 2' supremum over 3 af hver af disse funktioner, og de rmed karl vi

vurdere

I f i (t,~ 1) - f i (t,~2) I I k af. I
= ,L ()x~ (t'~2+ei(~1-~2» (x 1J,-x 2 j )

J =1 J

k
< ,L AIl~1-~211 = kAIl~1-x2U

J =1

for i = 1,2, ... ,k, og dermed
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l

BEMlERKNlt1G. I tilfce1det V = <tk h a r v i, f¢lgende ve r s i.on af Lenuna

1.2: Lad f: n ~ ¢k v~re en kontinuert funktion defineret p~ en Aben
- k

mCEng"de ~ ~ m. x <C 1 og antag 1 at f opfattet som f unk t.Lon a f

(t,Re x 1 ,Imx1 , ... ,Re xk,Irnxk) har partielle afledede rned hen s yn til

de variable (Re x 1 ' . · . ,1m X k ) Sa opfylder f en Lf.p s chi. t.z beting-

else i enhver i Q indeholdt m~ngde H af formen (9). Beviset er

en modifikation af det foregaende: Punkterne i ¢k opfattes som punk-

ter i m2k , idet ~ = (x1' ... ,xk) = (u1+iv1, ,uk+ivk) E ~k hvor

Uj,V j E m. identificeres med (u1' ... ,uk,v1' ,vk) E m2k .

Dermed giver f: ~ 4 ~k anledning til en funktion f af en aben

delmcengde i mXIR
2k ind i ¢k, nemlig

og foruds~tningen om f kan udtrykkes, at f har kontinuerte parti-

el1e afledede efter .(u1 , · · · , u]c , v 1 , · · · , vk ) af
,.., Vi gar nu frem som ovenfor. Idet hver af funktionerne lau~1 '

af Jla-EI for p,j = 1, ... ,]( er begrcensede pA H vcelges A > supremum
V j

over af hver af disse funktioner. Derrned kan vi vurdere

l
(~1 = -~1 + iY1 ' ~2 = .!:!2 + i~2) for p = 1, ••• , k

hvor vi benyttede

svarende fas

I u 1 · -u2 · I , I v 1 . -v2 · I <
J J J J

Til-

og derrned

som giver det ¢nskede, at
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Eksistens- ~entydighedss~tningen8 Vi betragter nu differentiallig

ningen (6) og viI under foruds~tning af at f opfylder en Lipschitz

betingelse lokalt i n vise, at de r til hve r t; p unk t; (to ,.?iO) E S1

findes et interval I omkring to og en funktion ~: I ~ V sA ~

er en l¢sning til (6) sam gar gennem (to'~o) og sa p er den ene

ste pA I definerede l¢sning til (6) der gAr gennem (to'~O)

De nne indskrcenkning til "small defini tionsintervaller omkring to
ligger i sagens natur som f¢lgende eksempel viser.

EKSEMPEL. Lad V = JR og ~ =:= ffix V = :ffix JR. Betragt funktionerne

dx 2
dt = 1 + x ,

n i.nqe n

altsa l¢sninger til differentiallig-

som er af formen (6) med f(t,x) =

)

for It-al < 1 her er a en parameter, der gen

neml¢ber IR. For hver af f unk t Lo-:

d
nerne ~a g~lder, at dt ~a(t) =

1 +tan2(t-a) =1 +<.p (t)2; de er
a

11a+2

TTa--
,2

<.p (t) = tan(t-a)
a

(

2
1 + x . Det v i.L f r emqa sen.ere, cf .. p. VII .14, at denne differential-

(
ligning ikke har andre l¢sninger end funktionerne ~a og deres re

striktioner. Bemre rk , at hvert de f i.n i, t.Lon s Ln t.e r va L er begrce~set1 til.

trads for at rl = IR x ill.. De t. f¢lger af Lemma 1. 2, at f opfy lcler en

( Lipschitz betingelse lokalt in.

S~TNING 1.3. Lad V = mk eller (Ck lad ~ v~re en aben del~ng-

de af lRxV, og lad f: ~ ~ V v~re en kontinuert funktion sam op~

fylder en Lipschitz betingelse lokalt i ~. For ethvert (to'~O) EQ

ag enhver delm~ngde Hen af formen

It-t Io < a , II ~-~Oll ~ b}

hvor a > 0 og b > 0, findes et a E ]O,a], sa at der for hvert

interval I c m med to E I" ~ [to-a,tO+a] findes en ag kun een

l¢sning ~: I ~ V til differentialligningen
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80m g~r genne~ (to'~O) og for hvilken (t,~(t)) E H for aIle

tEl .

BEVIS. Lad vcere en mamq de

I t-toI < a,

af f o rrnen

( hvor a,b > 0 er valgt sa H C ~. Med B c V givet ved

(
B = {~ E V

har vi altsa H = [to-a,t6+a] x B. For et delinterval I C

[to-a,tO+a] med to E I betegner CO(I,B) sam s~dvanlig m~ngden af

kontinuerte afbildninger ~: I ~ B og CO(r,B) er et metrisk rum

med den s~dvanlige metrik

t E I} .

f

Ideen i beviset er nu at betragte afbildningen T af CO(I,B) ind i

m~ngden af funktioner af lind i V givet ved

Som vi ska1 se g~lder, at hvis intervallet I er tilpas lille (og

to E I)

(i)

sa har denne afbildning T f¢lgende egenskaber:

T afbilder CO(I,B) ind ~ sig selv, d.v.s. for hvert

~ E cO (I,B) er T~ E cO (I,B) a Lt.s a rr~ er kontinuert 09

grafen for T~ e r Lndeho Ldt; i ~,

(ii) T er en kontraktion i det metriske rum o(C (I,B),d ) I
00

(-

d.v.s. der findes en konstant 6 E [o,1[ sa det for alle

o
~1'~2 E C (l,B) g~lder at
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Da o
C (l,B),d )

OJ
er fuldst~ndigt, f~s af fikspunkts~tningen i

Kap. II, at T har et 09 kun eet fikspunkt, dvs. der findes en og

kun een funktion ~ E CO(I,B) .:£ dvs.

If¢lge Lemma 1.1 er ~ da den e n t yd.Lqt. gesternt.e Lo s n i nq til d i f f e-:

rentialligningen som gar gennem (to'~o) ·

If¢lge foruds~tningerne om f findes positive tal C og M, s~

for

V~lg et tal 6 E ]0,1[. Lad a v~re et tal med 0 < a ~ a; vi

viI l~gge yderligere band pa a senere. Lad I v~re et delinterval

af [to-a,tO+a] med to E I .

Betragt nu ~ E CO(I,B) og lad T~e vaire funktionen T~: I -7 V

givet_ved

T~ (t)
t

~O + I i (T ,~:Q (r ) ) d r for tEl •
to

Det er klart, at T~ er kontinuert, og ved hj~lp af de s~dvanlige

( vurderinger af integraler ses,at for tEl

Dermed har vi, at hvis aM < b

If: lIi(T'~(T))lIdTI~ It-to l £>1 <

a
o

sa g~lder T~ E C (rIB) ·

~1 og .Y22 ti Lho r e r cO (l,B) , og

finder vi, for tEl,

t
1I]!.1 (t) - ~2 (t) II = II J [i (T , ~1 (T) ) - i (T , ~2 (L ) ) ] d T II

to
t

< If 1I!(T'~1(T))-i(T'~2(T))lIdTI
to

< Clt-tol supll~2(T)-~1 (T)II •
TEl
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Vi vil nu yderligere l<rceve om

ste ulighed udtrykkes, at for

§1

6
ex, at ex < C

o
~1 ' ~2 E C (I,B)

VII.12

Sa kan den netop vi-

g~lder

(

SupIlT(~2) (t_)-T(~1) (t)1I .s 6Sl1pll~2(t)--~1 ('t)U t

tEl . tEl .
eller

Kravene pa a opsumrneres i betingelsen

og vi har dermed set , at for I c [to -ex, to+a] med to E I er afbi Ld-:

ningen T af CO(I,B) ind i sig selv en kontraktion, hvilket giver

pastanden. 0

BE~RKNING. Fikspunktet ~ for T og derrned den s¢gte l¢sning kan

if¢lge beviset for fikspunkts~tningenkonstrueres ud fra en vilkarlig

funktion o
~O E C (I, B) ,

hvor

som gr~nsefunktion for funktionsf¢lgen

(

(

Mere eksplicit be~or konvergensen af denne f¢lge pa omskrivningen

P
~(t) = ~O(t) + .~ (~n(t)-~n-1 (t)) , for tEl,

n=1
00

hvor r~kken r (~n(t)-~n-1 (t)) har den konvergente majorantr~kke

rl=1

P -n
~ 6 doo(~1'~O).

n=1

BEMmRKNING. Bevismetoden kaldes de "successive approksimationers me·

tode". Den almene teari for s~dvanlige differentialligninger, omfat

tende eksistens- og entydighedss~tninger, blev f¢rst udviklet af

Cauchy og videre udfarrnet gennem unders¢gelser i l¢bet af 18-hundred

tallet bl.a. af R. Lipschitz og E. Picard.

Maksimale l¢sninger. Viskal herefter se, hvorledes S~tning 1.3 kan

bruges til at vise eksistens og entydighed at l¢sninger med maksiffialt

(og abent) definitionsinterval.
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er funktioner, siges ~1 som be

nAr J 1 ~ J 2 og ~1 (t) -

~2(t) for t E J 1 (og ~2 siges at v~re en udvidelse af ~1) · Re

striktionen (hhv , udviclelsen) kaldes .a:9:l~1 n a r J 1 * J 2 ·

DE~FINITlor~. Lad Q VCEre Eiben ~ IR x V. f og lad f: S1 -+ V vzere kon-
dx

tinuert. En l¢sning ~: J -+ V til differentialligningen d~:::: f.(t,~)

( siges at v~re maksimal in, nar der ikke findes nogen l¢sning til

ligningen i Q, som er en ~gte udvidelse af ~.

f SlETNING 1.4. Lad V = mk eller ¢k, lad n varre en aben del-

meenqde af :rn x V, og lad f: r~ ~ V veere en kontinuert funktion som

opfylder en Lipschitz betingelse lokalt i Q. For ethvert

( 1 0)
dx
dt -- f (t,~) in,

(to'~o) E ~ findes en og kun een maksimal l¢sning ~: J ~ V til

differentialligningen

med to ,E J og ~ (to) = ~O. Enhver maksirnal l¢sning har abent defi-

nitionsinterval J; og enhver l¢sning til ligningen er restriktion

f
af en maksimal l¢sning.

BEVIS. Vi starter med at vise, at hvis ~1: J 1 ~ V og ~2: J 2 4 V

( er l¢sninger til (10) som gar gennem (to'~o) Sa giElder

~1 (t) :=: .Y22(t) for aIle t!- J 1 nJ2
( 11 )

Lad B1,B2 E [to'~] betegne de h¢jre endepti~kter af J 1 og J 2 og

definer

13 :::: sup{t> to I ~1 (s ) = ~2 (s) for s €c [to,t] n J 1 n J 2 } ·

Vi skal se, at a = min{a 1 , S2 } eller anderledes udtrykt at ~1 (t) =

~2 (t ) for alle t E [ to' ex> [ n J 1 n J 2 Hvis a1 = to e 11e r ~ 2 = to

er der intet at vise. Antag a.< a1 'og 6 < a2 . s~ g~lder, da

~1 og ~2 er kontinuerte, at ~1 (a) = ~2(a) • If¢lge S~tning 1.3
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f i.ride s til hveri S1 indeholdt mcengde 3 af f o rrnen (9) omkring

(f3f~1 ([3)) E n et interval 1 1 == [~-a,[3+a] omkring (3 og en l¢sning

~: I 1 ~ V til (10) som gar gennem

at

I 1 definerede l¢sning til (10)

(13 , ~1 (B)) og S<)In er .£:~~ .erl~E~~e

gennem (aj~1 (B)) Heraf f¢lger

(

~1(S) =~2(s) =~(s) for s E I 1 n J 1 n J 2

hvilket strider mod definitionen af a. AltsA g~lder

og pa salWle made ses at

~1 (t) = ~2 (t) for t E ] -co , to] n J 1 n J 2

hvoraf (11).

Vi ser af ovenstaende, at vi kan definere en funktion ~(t) pa

J 1 U J 2 ved at s~tte ~(t) = ~1 (t) for t E J 1 og ~(t) = ~2{t)

for t E J 2 og dermed er ~: J 1 U J 2 ~ V en l¢sning til (1 0) qermern

(to'~O) · Det sesdavidere, at hvis vi definerer J som forenings

miEngden af s amt.Ldq e definitionsintervaller for l¢sninger gennem

(to'~o) , stemmer samtlige disse l¢sninger overens i de punkter, hvor

de er defineret, og de definerer derfor pa entydig made en l¢snihg

~o med definitionsinterval J. Funktionen ~O er klart en maksimal

l¢sning in, og det er den eneste maksimale l¢sning i Q ~

Endelig slutter vi, at J er et Abent interval af ~,' ved at

bem~rkej at for ethvert punkt t' E J findes (ved brug af S~tning

1.3) et interval [t'-a',t'+a'] med a' > 0 ~ pA hvilket der er de-

fineret en l¢sning ~ gennern (t'/~O(t')) da stemmer ~ Qverens

med SQo J n [t I -ex ' 1 t ' +cx '] , som rna indeholde [ t 1 -ex 1 r t I +cx ' ] pa

grund af maksimaliteten af ~O· 0

EKSEMPEL (fortsat fra p. VIr 19) • Om de angivne funktioner lPa (/t)

gcelder abenbart, at der for hvert (to' x o) E JR)( ill findes netop eet

a E~, sA ~a(tO) = xO; endvidere kan ~a{t) ikke udvides til en
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rr 'IT
kontinuert funktion p~ noget interval, der indeholder ]a~~la+~[ som

""' h....

~gte delm~ngde. Vi har alts~ fundet sarntlige maksimale l¢sninger~

EKSEMPEL. Betragt_differentialligningen

dx 2/3
dt = 3x

for (t, x) E lR x lR. ~ I hver af halvplanerne JR, x ill. og mxIR_.~ op f y L--t-. ._--

der funktionen f(t,x) = 3x2/3 en Lipschitz betingelse lokalt, men

( dette g~lder ikke i nagen amegn af punkter (t,O) (idet (x2/3_0)/

-1/3(x-O) = x for x * 0 er ubegr~nset n~r x = 0 ). Det ses ved

inds~ttelse, at funktionerne

(t-a) 3 for t E ]a,+co[ (hvo r

x ==

a

r2 = lR)( lR+; de er endda maks LmaLe ,

idet kontinuerte udvidelser f¢rer

udenfor n. Tilsvarende er funk-

vcelges i m) er l¢sninger for

tionerne 3x = (t-a) for t E ]-oo,a[ maksirnale l¢sninger for

lR x 'ffi_ •

Funktionerne 3x = (t-a) for t E IR er maksimale l¢sninger for

n = m x :IT{, men det er f¢lgende funktioner o q s a e ViElg a og b rned

b < a, og s~t

(t-b) 3 for t E ]-~Ib[

~(t) = 0 for t E [b,a]

3(t-a) for t E ]a,co[

(pr¢v efter!). AltsA er der ikke entydighed af maksimale l¢sninger i

]Rxffi..

I det f¢lgende eksempel skal vi udnytte metoden "separation af

de variable" der i en rCEkke si t.uat.Lorie r kan benyttes t:il den ekspli-

citte beregning af l¢sninger. Senere vil denne metode blive n~rmere

uddybet, 5e §5'.

EKSEt@EL. vi betragter df.fFe rent.LeLl.LqnLnqen

dx
dt

2= x for 2
(t,x) E JR

Det ses, at h¢jresiden f(t,x) 2= x er kontinuert differentiabel
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efter x 1 og f opfylder alts~ en Lipschitz betingelse lokalt i m~,

og fra S~tning 1.4 ved vi dermed, at der gennem hvert punkt (to'xO)

g&r netop ~n maksirnal l¢sning. Idet x(t) = 0 er en l¢sning

har vi dermed samtlige maksimale l¢sninger gennem punkter af formen

x * a e Ved e n formel omskr Lvn i nq tager(to'O) E m2
• Antag nu at

--2
Li.qn Lnqen forrnen x dx- dt som ved at tage stamfunktioner til -2x

m.h.t. x og 1 mv.h i t , t f¢rer til f¢lgende r-e La t.i.on ITlellemx 00

hvor c E ill er en konstant. Vi betragter derfor mrengden af funktio-

~

l

t ,
-1

-x == t + C ,

ner
-1

x(t) = t+c for t E ]-oo,-c[ U ]-c;oo[ @

Det er umiddelbart at konstatere,at disse funktioner er l¢sninger

til den oprindelige ligning.

ved at

c = .::1- t ;.
),{O 0

ser vi, at den maksimale l¢sning gen-

Idet der gennem hvert punkt (to'xO)

E m.2 rned X o * a gar netop en af

disse fu~ktioner, nemlig den bestemt

(

l

-c nero punktet er q i.ve t.

ved

x(t) =

o

1
1t +---to X o

for t E JR., hvis Xo = 0

for t E
1 11Vis 0]-00 t +-[ Xo >, 0 x
0

1 for hvis x <: 0 eo

L¢sningens afhcengighed af begyndel·sesvcerdien-2g at ligningens h~jre

side~ Lad as betragte en differentialligning
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dx
dt == !(t,~)

vr I ~ -I 7

(

hvor f opfylder en Lipschitz betingelse lokalt~ If¢lge S&tning 1e4

gAr der da gennem hvert punkt (to'~O) af n en og kun een maksimal

l¢snirtg ~. Man kalder ~O begyndelsesv~rdien for ~ svarende til

det givne to. I visse forbindelser er det af betydning at vide,

hvad der sker, hvis man ~ndrer begyndelsesv~rdien ~O lidt, eller

~ndrer ligningens h¢jre side lidt, eller foretager begge ~ndringer

sarntidig. Vi viI indskr~nke as til ~t udlede et resultat vedr¢rende

forholdene i en omegn af (to'~O) , og under sadanne foruds~tninger

at bevisf¢relsen bliver enklest mulig.

Foruden den givne ligning betragter vi en ligning

dx
d~=i1(t,~) ,

hvor 1 1 : n
1

~ V ligeledes opfylder en Lipschitz betingelse lokalt i

~1 · Vi antager, at (to'!SO) E Q n ~1 ' og vcelger e n ornegn

M = {(t,~) II·t-tol <a , II~-~O" ~ 2b} S n n n1 '

hvori f og 11 hver for sig

as sige rned konstanter C og

Scetning 1 • 3 benyttede tal 6 E

vcelges > 0 , Sa at

opfylder en Lipschitz betingelse, lad

C1 > 0 ~ For det ovenfor i beviset for

]O,1[ v~lger vi ~4 Idet M og M1
~

og sup lli1(t,~)1l < M1 '
(t,~)E3

D~finitionsintervallet for den maksimale l¢sning ~ til ligningen

x' = i(t,~) gennem (to'~O) vii da if¢lge beviset for S~tning 1~3

Lndeho Lde intervallet [to-cx/tO+a] , og der gcelder n~(t)--~On.s- b

for alle t E [to-a,tO+cx] · Vcelges et ~1 ' saoaot 1I~1-~O" ~ b r

viI definitionsintervallet for den maksimale l¢sning til ligningen

~I =i1 (t,~) gennem (to'~1) ligeledes Lrrdeho Lde Lrrt.e r v a Ll.e t,

[to .... cx,tO+a], og vi ha r 1I~1 (t)-~111 ~ b og f¢lgeligo IISQ1 (t)-~Oll <

2b for aIle t E [to-a,tO+oJ .

~ Som mal for ~ndringen af differentialligningen tager vi
'<.,

s up II ! 1 (t, ~) - i (t , ~) II = p ,
(t,~)E~
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og som mal for ~ndringen af 1¢sningen tager vi

For ethvert t E [to-a,tO+a] finder vi (if¢lge Lemma 1.1)

~1 (t) -.c:e(t) =:: ~1 +r !.1 (T,.c:e1 (T»)dT -~O - r f(T,~(T)dT
to La

== ~1 -~o + ft [!.1 (T,.c:e1 (T») - !.(T,.c:e1 (T» j d t

to

rt .
+ J [!. (T , se1 (T» - f (1: , .c:e (T) ) ]d T ,

hvoraf to

Ilse1 (t)"'-p(t)II < U~1-~OIl + 1f
t

1I!.1 (T,:e1 (T» - !.(T,P1 (T) )lldT I
to

+ 1f
t

1I!.(T,.c:e1 (T» -f(T,P.(T»lIdTI
to .

t
< 1I~1-~oll + pa + If. CII.c:e1 (T) -~(1:)lIdTI

to

< 1I~1-~O" +pa+Cacx ·

r

F¢lgelig gcelder a < II ~1-~oll + o o + Coo

(J < 211~1-~oll + 2ap it Vi har a Lt.s a

og da Co < ~, giver dette

( Heraf ses: Nar 1l~1-~O" og p begge er sma, er cendringen

~1 (t) -~(t) i l¢sningen lillep& hele intervallet [to-a,to+o]

Hvis vi ~ndrer begyndelsesv~rdien, men ikke ligningeh, falder led~

det 2ap i vurderingen bart. Hvis vi kun ~ndrer ligningen, men ikke

begyndelsesvCErdien, falder leddet 211 ~1-~O II .i vurderingen bor t; ~
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§ 2. Different i a 11 i gnln g e r og d i. f ~e ~~_~tJ-_~l.1l-SI.~~i~~~ s y ~ t ~_~er~.5?:-f _11¢_1~§~~

orden.

Som allerede antydet, i tilf~ldet af en anden ordens differential

ligning, karl l¢sning af en h¢j ere orC!.§:.ns 9i_gferen:t.:l..al.lig,nillg- f e r e s

tilbage til l¢sning af et system af sa~nenh¢rende differential lignin

ger af f¢rste orden, og vi skal nu behandle denne reduktion.

En differentialligniE.3.-af kite orden. De t; drejer sig om en d i.f f e r en-:

tialligning af forrnen

(
dx d

k- 1x)

= f t I X, dt I • • • I dtk- 1· I
(1 )

hvor f: n -+ ill eller <t

aben mamgde Q c: JR x JRk

er en kontinuert funktion defineret p& en

hvis f har reelle vzerdi.e r og n c :m x lt
k

hvis f har kornplekse v~rdier.

DEFINITION. Lad J c ill vre r'e et interval. En f unkt.i.on <.p: J -) IR

(henh. Q:)kaldes en l¢sni~ til differe11tialligningen (1) i ~"

hvis der grelder

(i) ~ er k gange differentiabel i J,

(L i)

( iii)

(t/(.p(t) , •.• /(.p(k-1) (L) E n for t E J I

(k). (k-1) ,
tp (t) = f (t,tP(t), ••• ,t{) (t)) for t E J 0

( Bern~rk, at en l¢sning ~ til (1) i n automatisk er af klasse

ck , idet f er forudsat kontinuert.

En l¢sning ~ til (1) i Q kaldes maksimal in, hvis der ikke

findes nagen l¢sning til (1) i ~ sam er en.~gte udvidelse af ~.

Ligningen (1) har i almindelighed uendelig mange l¢sninger, men

ofte vi 1 en l¢sning tp veere fastlagt entydi gt ved sin. varr-d i, og varr-:

dien af de k - 1 f¢rste afledede af tp i et punkt to E J to

DEFINITION. Lad tp: J -+ ill (henh. q:) VCEre en l¢sning til (1 ) i n

lad (to'~O) E n med to E J Vi siger, at 0

~nnem linie-og . tp gar ---
elementet af kite orden (to ' ~O ) eller l at tp opfylder den ved
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Lad nu f: S1 -+ JR
(

(eller ~) v~re en given kontinuert funktion

defineret pa en abeh m~ngde ~ ~ llixV, hvor V som s~dvanlig beteg-

mKner (hvis f har reelle v~rdier) eller ~k (hvis f har kom-

ple]~se vcerdier) .. Ved fastscettelsen

i (t , ~) = (x 2 ' x 3' • · · , x]\:. f f (t 1 X 1 ' .. • • ; X k ) ) E V 1

for (t,~) En, definere~ en afbildning f: n ~ V, og det er

klart, at f er kontinuert.

( 2 )

Denne funktion f giver anledning til differentialligningssyste-

met af f¢rste orden

l
(

eller skrevet i koordinater

dX
k

_
1

dt = xk '

dXk
d t = f (t, x 1 ' · .. .. , xk )

( 3)

( 4 )

Vi har f¢lgende relation rnellem l¢sninger til k'te ordens lignin-

ger (1) og l¢sninger til f¢rste ordens systemet (3) eller (~) 0

SJETNING 2. 1 . Lad J c:ffi VCEre et vi Lk a r Ld q t; int.erval.

(L) Hvis to: J ~ JR (henh. ¢) er en l¢sning til (1) sA er funk-

tionen ~: J 4 V givet ved

t (k-1 )
~(t) == (tp(t) Itp (t), ..... ,tp (t)) for t E J

en Lo s n t nq ti 1 (3) eller (4)"

(ii) Hvis ~: J ~ V er en l¢sning til (3) eller (4) sA er den f¢rste

koordinatfunktion i ~ en l¢sning til (1).
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BEVIS. Det.t.e f¢lger ved .i.nds art n i.nq .. Ant.a q f e r st , at: .1!.(t) -~

(~1 (t) '···'~k(t)): J ~ V er en l¢sning til (3) eller (4). S~ er

og den f¢rste ligning i(4) giver ~~-

er af klasse k
C F

~J (k) (t.)
1 for

hvilket netop betyder, at ~1 er l¢sning til (1).

Hvis omvendt ~: J ~ m

det let at se, at

(eller ~) er en l¢sning til (1) er

:y!. (t) = (tp (t) ,tp' (t) , ... ,tp (k-1) (t) ): J -. V

er l¢sning til (4). 0

BEr~RKNING. En l¢sning ~: J ~ ill feller ¢) til (1) gAr gennem

{

(

linieelernentet af (k-1.)-te orden (to'~O) (to E J '0 (to,:iO) E Q) hvis

og kun hvis den til ~ svarende l¢sning til systemet (4) altsA

_ ' I (k--1) .
~ -- (tp,tP , .... ,4J ). loT -+ V

gar gennem punktet (to'~O) •

Ved hj~lp af S~tning 2.1 og resultaterne for f¢rste ordens syste~

mer i §1 anvendt pa systemet (3), kan vi nu behandle ligningen (1).

For at kunne anvende S~tning 1.3 og S~tning 1.4 rna funktionen f an-

tages at opfylde en Lipschitz betingelse lokalt i ~, hvilket korn-

mer ud pA, at der til hvert punkt (to'~O) E n findes en omegn

af (to'~o) af formen

H {(t,~) E JRxV It-t Io

og en konstant C > 0 sa
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for aIle (t'~1)' (t'~2) E ~, Der findes en konstant s& dette g~lder,

hvis og kun hvis der findes en konstant 1C > 0 sa

1
If(t,x11,···,x1k ) ~f(t,x21'···fX2k)I_~C 1l~1-x21l

for alle (t'~1) t (t'~2) E S. Dette beror p~ formen af systemet (3) e

Vi liar nemlig

lIi(t'~1) ~i(t'~2)11

= rnax{ Ix 1 2- x 2 2 I , · • • , I x 1k-x 2k I ,I f (t, x 1 1 ' · · · , x 1k) - f (t I X 21 I • • • , x 2k I} ·
Det. f¢lger af Lemma 1.2 (me d bernerkn t nq ) , at de t.t.e vs pec i.e Lt; er op-

fyldt hvis f (i tilf~lde af reelle v~rdier) har partielle afledede

efter de variable som er kontinuerte i eller hvis

f (i tilf~lde af kornplekse v~rdier) har partielle afledede efter de

var~able Re x 1,Irn x1,~ .. ,Re xk,Im xk' som er kontinuerte in.

S~TNING 2.2. Antag at funktionen f pA h¢jre side i ligningen (1)

har egenskaben at funktionen f: n 4 V givet ved (2) opfylder en

( Lipschitz betingelse lokalt i Q. For hvert punkt

(to I ~0 ) :::: ( t. 0 1 X 0 1 r • • to , X 0 k ) E ~

findes netop ~n rnaksimal l¢sning ~: J ~ ill (hvis f har reelle v~r-

dier) eller ~: J ~ ¢ (hvis f har komplekse v~rdier) til differen-

tialligningen af kite orden (1) for hvilken ,to E J og som opfylder

Enhver rnaksimal l¢sning til (1) har ~bent definitionsinterval, og

enhver l¢sning til (1) er restriktion til en maksimal l¢sning.

EKSEMPEL. I stedet for t og x

betegne differentiation efter x,

skrives x og y In~rker skal

og y skal v~re reel. I halv-
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p Larien {(x, y) I 'y > O} betragtes s amtLf.qe h a Lvci r k l.e r rned C211t.r'UH1

pA x-aksen; de bestemmes ved funktionerne

12 2Y = -Js:'> (x-ra ) x E ]a-r,a+r[ (a E TI:t t 1-:- E ill.+) •

Vi s¢ger en differentialligning med disse SO~ l¢sninger. Funktionerne

er abenbart v i.Lka.r Li.qt. ofte differentiable. Ligningen (x-a) 2 + y2 = r 2

giver ved at differentiere to q ariqe 1 + Y I 2 + yy" = o. F'unk t i one r ne

er altsA l¢sninger til differentialligningen

2
-'1 + tv I )Y is = _ ~_l:L__~

Y

og de er abenbart maksimale l¢sninger. Funktionen

2
1+ (y 2)

= - -----
Y1

pa mzenqde n n = {(x'Y1 'Y2) ::l1 > O} har kontinuerte partielle af-

ledede efter y 1 og y 2· Der gar altsa qe nriem hve r t, liniee lemen t

(x O'Y01'Y0 2 ) med Y01 > 0 en og kun een maksirnal l¢sning. Men m~ng

den af de betragtede halvcirkler har den egenskab, at der for ethvert

s~t (xO' Y01 ' Y0 2 ) med Y01 > 0 gar en halvcirkel gennem (x O'YOI) ,

hvis tangent i (xO'Y01) har h~ldningskoefficienten Y02. De givne

funktioner er derfor samtlige maksimale l¢sninger til differential

ligningen.

( Differentialligningssystemer af h¢jere orde~. Problemet at bestemrne

m~ngden af l¢sninger til et system af sarnmenh¢rende differentiallig-

( ninger af 11¢j ere orden kan, pa s amme made som det o ve n f o r er ud f o r t;

for en enkelt ligning af kite orden, reduceres til bestemmelse af

mCEngden af l¢sninger til et system a.f s ammenhe r ende d i f f e r e n t.i.a Ll.Lq-:

ninger af f¢rste orden. Vi n¢jes med at antyde fremgangsmaden i f¢l-

qende :

EKSEMPEL. Newtons diffel-erltialli~inger for eI! ~tikels bevCEgelse.

Idet vi opererer i et fast koordinatsystem i m3 viI vi opskrive

bev~gelsesligningen for en partikel med massen ill, der nar den til

tiden t befinder sig i punktet x med hastigheden y =~' er pa
virket afkraften i(t,~,y) hvor f = (f1,f2,f3): n ~ m3

er en
7

given kontinuert vektorfunktion defineret pa en aben mcengde ~t c; lR II
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If¢lge Newtons anden lover accelerationen x" og kraften knyttet

sarnrnen via Ld qn i.nqen
1

x" == - f.('t,~,.?S')111 ._-

L¢sningerne til denne ligning er de mulige partikelbev~gelser. Skre

vet ud i koordinater x = (x
1,x2,x3) f~s systemet

XU 1 f
1

(t,x
1,x2,x3,x1,x2,x3)=1 TIl

XU 1
f2(t,x1,x2,x3,x1,x2,xj) (6 ).;; 2 =

rn

x" 1
£3 (t,x1 ,x2,x3,x1,x2,x3)=3 m

af tre samrnenh¢rende differentialligninger af anden orden.

Ved erl lct>sning til ~temet (6) defineret pa et interval J c m
vil vi forsta en funktion ~: J ~ m3 hvis koordinatfunktioner

~1'~2'~3: J ~ ill er to gange differentiable og desuden opfylder at

(t,(f.)1 (t) '~2 (t) ,tD3 (t) ,tP1(t) ,4)1 (t) '~3 (t)) E st for aIle t E .r 1

samt passer i ligningerne (6) d.v.s.

~ ~I (t)
1

1
= mf i (t,~(t) '~' (t)) for i = 1,2,3 og aIle t E J .

, (

(

Vi betragter nu differentialligningssystemet af f¢rste orden

Xl == Y'l1

Xl = Y22

Xl
Y33 ( 7)

\T I := 1
f 1 (t, x 1 ,x2 ' x 3 ' Y 1 ,:}'T 2 ' Y 3 ).J. 1 ill

yl 1
f 2 (t , x 1 , x 2 , x 3 ' Y1 ' Y2 ' Y3):=

2 ill

yl 1
f 3 (t , x1 , x 2 , x 3 ' Y1 ' Y2 ' Y3)=3 m

Under antagelse af, at funktionerne £1,f2,f 3 har partielle af

ledede efter x 1,x2,x3'Y1'Y2'Y3' der er kontinuerte i ~, findes

for givet (to'~o'YO) E ~ en og kun een bev~gelse, ved hvilken par-
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tiklen til tiden to befinder sig i punktet ~O med hastigheden

yO. Man kan imidlertid let udt~nke mekaniske problemer, hvor den

n~vnte betingelse ikke er opfyldt, og hvor faktisk flere bev~gelser

er mulige. For eksempel hvis n == JR
7 , og kraften er bestemt ved

1/3
(f 1 , f 2 , f 3) = (m 6 x 1 ,0,0) I da findes for (to'~O'YO) =
(0,0,0,0,0,0,0) foruden hvile bl.a. l¢sningen (x

1,x2,x3)-3
(t ,0,0)

For enhver l¢sning har vi

m(x1' x 1" + X2' X2" + X3' X3" ) f x' +f x ' t f x'.. .... == 1 1 2" 2 ~ - 3 3 '

[. 1· 2 ] ,
2mv

l altsa, idet vi s~tter v =

og f¢lgelig, hvis [t
1

, t
2

]

definitionsinterval, og v
1

er et afsluttet delinterval af l¢sningens

og v
2

er v~rdierne af v for t = t 1
og t == t 2

1 2 1 2
2 rnv 2 - 2" mV1

(

(

Nar x 1,x2,x3 er s~dvanlige retvinklede koordinater i rummet, er
1 2v farten i bevteqe Ls en , og '2 lUV er partiklens kinetiske energ'~,

mens integralet pA h¢jre side, er det af kraften under bev~gelsen ud

f er t.e arbejde i tidsint.ervallet. [t'
1
,t

2
] . Det.te a rbe j de er a l.t.s a

lig rned tilvCEksten i partiklens kinetiske energi.

BEMlERKNING. Et generelt differentialligningssystem af h¢jere orden

for n funktioner har formen

(k )
x n (t) =

n

(k
1-1)

(k-1)
f n

1 (t, x 1 (t) , • · · , x 1 ( ·t) r 0 • • , x r1(t) , • Co 4 , x n ( t) )

(k
1-1)

(k -1)
f n (t , x 1 (t) , · · · , x 1 (t.) , •.• , xn (t) , ... , xn n (t) )

hvor k 1, •.. , k n E IN (og mindst et k i > 1 , da det ellers er et

system af f¢rste orden) og f
1

, ... ,fn : ~ ~ lR

erte funktioner defineret pa en aben m~ngde

k 1+ · · ·+}<:n
ler c JR x ~ •

eller ~ er kontinu~

k
1

+ o•• +k
~1 c IRx]R n el-
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(8 )

f

(

Sorn overrfo r kan et s adan t; sy st.ern rec1uceres t.Ll, et f¢rste ordens

systernved at indf¢re differentialligninger der s ammenkobLer d.i.f f e-:

rentialkvotienter af lavere ordene

EKSEMPEL.. Betragt de to s ammerihe r eride di.fferent.ialligninger

,2 d·a x
2

x
2

dt 2 ::: 2x1 - x 2 + 2 dt

Her er r.l::: JR x JR3 eller r.l = JR x <t 3 • Det til (8) svarende system

af f¢rste orden er

dZ A
I

dt - 4z 1 +z2 -z3 '

(9 )

Pr~cist g~lder, som man let ser, at (x1,x2 ) er en l¢sning til (8)

hvis og kun hvis (2 1 , z 2 , z 3 ) = (x
1,x2,x2) er l¢sning til (9) a Vi

skal senere give l¢sningen til (8).



(

Mat 102, 1981/82 §3 VII.27

§ 3. Linecere dif feren·tiall!:.9ninge~.

Vi skal nu udnytte de foreg~ende resultater til behandling af en

s~rlig vigtig klasse af differentialligninger, nemlig de line~re dif

ferentialligninger, hvor vi kan opnA skarpere resultater vedr¢rende

de maksimale l¢sninger og desuden pr~cisere strukturen af m~ngden af

rnaksimale l¢sriinger.

Line~rt differentialligningssystem at f¢rste or~en. Lad V

eller ~k lad I c ill v~re et begr~nset eller ubegr~nset a.berlt

interval, lad ~ = I x Vag, lad i (t, ?~): rl ~ V vcere en kont.Lnue r t.

( funktion.

DEFINITION. Differentialligningen (eller rettere differentiallignings-

systemet)
dx
dt = !(t,~) (1 )

f

kaldes et linecert differentiallignin..s.ssystem (af f¢rste orden) 11Vis

koordinat funktionerne f
1

, .. &,fk for f er f¢rstegradspolynomier

i x 1 ' ... ,xk ' altsa hvis systemet har forrnen

(2 )

hvor funktionerne

I med vcerdier i

p .. (t)
1)

lR eller

og q. (t) er kontinuerte funktioner pA
1

<t, eftersorn V er mk eller q:k.

Hv~s funktionerne

inhomogent.

q. (t)
1

aIle er 0, kaldes systemet homogent, ellers

Det f¢lger llmiddelbart af Lemrna. 1. 2, at for et linecert differeh.-

tialligningssystem (1) (eller (2)) opfylder funktionen i(t,~) en

Lipschi tz betingelse lakal t i Q = I x V.. Men som vi skal se opf:y'l-

( der f en skarpere betingelse.

LEMMA 3.1. For et linecert differentialligningssystern af f¢rste or den
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opfylder funktionen ! (t,~) i enhver mainqde lOx V, hvo r 1 0 er

et kompakt delinterval af I, en Lipschitz betingelse.

BEVIS. Lad 1 0 v~re et kompakt delinterval af I og s~t

c = maX{nlaX{ I p. · (t) I
1J

t E I a} I i,j E {1,2, •.. ,k 1} « 00) •

Derrned har vi for ethvert t E 1 0 og vilkarlige punkter ~1 E V og

~ ~2 E V for ethvert i = 1, ... , k

(

:F<t>lgelig er

En skcerpelse·af eksistens- o3.-entydighedsscetningen. I beviset for

Scetningo 1.3 sa vi, at den maksimale l¢sning ~ tilligningen x· =
i(t,~) gennem punktet (to'~O) E Q i et tilpas lille interval om

kring to kan f i ride s ved de "successive approksimationers metode U ,

cf. Bem~rkningen p. VII.12.

I almindelighed vil denne metode kunne benyttes til bestemmelse

af l¢sningen i et st¢rre interval. Vi vii vise dette i et s~rlig

simpelt og vigtigt tilf~lde.

( SlETNING 3. 2 . Hvis i (t,~) e r ko:ntinuert pa I x V, h'70I.'" I er et

vilkarligt abent interval i ill, og i(t,~) i enhver ~ngde

1 0 xV, hvor 1 0 er et kompakt delinterval af I, opfylder en

Lipschitz betingelse, da har enhver maksimal 'l¢sning ~ til diffe-

rentialligningen
dx

dt = ! (t/~)

definitions interval let I, og den maksirnale l¢sning ~ gennem et

~~ v I Lka r Li.qt; punkt (to'~a) E I x V kan findes ved successive approksi

mationer, idet man v~lger en vilkarlig kontinuert funktion ~o: I 4 V
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og derefter definerer

§3

~1 I ~2 ' " • • ved

VII~29

t
4J (t) == x + f f ('[ , In (T) ) d T-n -0 J - ~n-1

to
t. E I

da vil ~n(t) ~ ~(t) for n ~ 00, uniformt pa ethvert kornpakt del

interval 1 0 af I .

BEVIS. Vi kan n¢jes med at betragte intervaller 10, der indehol~

der to. Vi v~lger et sadant. I m~ngden 1 0 xV opfylder !(t,~)

en Lipschitz betingelse, lad as sige rned konstanten C. For ethvert

( n E:IN og ethvert t E 1
0

g<elder derfor

( 3)

Da ~o og ~1 er kontinuerte, og er kompakt, findes der et tal

M, saledes at

II SQ1 (t) - ~0 (t.) II 5: Ivl for a 11e tEl 0 ..

1I~3(t) -~2(t)1I

1I~2{t) - se1(t)1I

t [med s um-

(

l

Af (3) fas derfor successivt, g~ldende for t E 1 0 '

t
< II CMdT\ == CMlt-tol

to ,
t It-tol

2

< II CCMIT-toldT\ == C
2M

2!
to

og almindeligt

t IT-t In-1
II (t) (t)·11 < If CC

n
- 1M

0 d I =~n+1 -~n -- J (n-i),! t
to

00 I t-toIn
Nu er r~kken ~ CnM konvergent for aIlen!n=O

men Mexp(Clt-tol)] og uniform konvergent pa ethvert begr~nset in-

terval. Til ethvert E. > 0 findes altsa et N E :IN o saledes at
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q-1 I t-toIn
-;: CnM

n=p
< € fa 1:" a Ll.e

§3

og al1e DqEJt\J
.L , . 0

VII~30

me d

NO ~ P < q. F¢lgelig g~lder -

1141 (t) -to· (t) 11< lit[) (t) - tD .1 (t.) 11+ ••• +II(J). +1· (t,) -- <.p (t.) II..:-q _.p - ~-q -q- -p --p

It-t ,q-1 It-t I P
< cq - 1

M --( _0
1)

-,~ + ... +. CPM ,0. < E
q ~ p~

(
for aIle

at f¢lgen

tEl o og aIle p,q E l-JO med NO :5- P < q It

er uniformt konvergent pA 1 0 "

Dette v i.s e r f

har vi for et-

II f ( t , lP ( t) - f ( t,l? ( t) ) II < C I {JJ ( t) - tp . (t) II •
- /- - -11 - - -n

F¢lgelig konvergerer

Vi far derfor

f (t,tP (t.))
- ·-rl

. t

~ ( t) = 1 im ~n (t) = 2fo + 1 Lm J .i h t ~n -1 h) ) d
n --JOO n -+OJ t 0

g~ldende for ethvert t E I I idet vi blot v~lger 1 0 sAledes, at

Hermed er vist, at ~ er en l¢sning til differentialligningen,

[ for hvilken ~(tO) = ~o' og da dens definitionsinterval er I, er

det abenbart den maksimale l¢sning gennem (to'~O). 0

(
~¢sning af line~re differentiallignin9'~. Fun~amentalmatrix. Lad der

nu igen v~re givet et line~rt differentialligningssystem af formen

(2). Af Lemma 3.1 ses, at ligningssysteroet er af den i Sffit.ning 3102

behandlede type, og vi f~r derfor

SlETNING 3. 3 . Gennern hver t, punkt (-to r ~O) E I x V gar ell og k un een

maksimal l¢sning til (2). Enhver maksimal l¢sning har definitions-

intervallet I. Enhver l¢sning er restriktion af en maksimal l¢s~

ning. Den rnaksimale l¢sning gennem et vilkArligt punkt (to'~O)

k ari bestemmes ved successive approksimationer til
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EIZSEMPEIJ .. (Tilf~ldet k ='1 .) Vi har tidligere (Kap~ VI~34) fund(

l¢sninger til den line~re ligning

~~ p ( t ) x + q ( t )

gennern (to'xO) E IxV (V == JR eller <1:)

Betragt f¢rst den 110~og~rle.li.,gning hvor al tsa q O. Idet vi

(

definerer

er f unk t Lorren

t;

0(t) = exp(I
t

P(T)dT) for tEl,

o

og samtlige maksimale

( 4 )tEl ,

en p~ I defineret l¢sning gennem (to'xO)

l¢sninger er der~ed givet ved (4).

For den, inhomogene lig11ing er

t
x Ct.) = (x + r sIJ.ll dL)\~(t) for tEl, (5)

\ 0 Jt,o <D h)

(
\

en p~ I defineret l¢sning gennem (to'x
O

) , og santlige maksirnale

l¢sninger er dermed givet ved (5).

I det almindelige tilf~lde hvor }~ > 1 og eller

har man ingen fCErdig l¢sningsformel, b.vorved be st.ernme l s en af Lo s n Ln-:

I gerne tilbageft;6res til stamfunktionsbesternmelse. Man kart dog opstil

levisse resultater. Ved forrnuleringen er det hensigtsm~ssigt i

(
stedet for den hidtil brugte vektorbetegnelse at benytte matricer~

Vi sa:tter

~l = £L I (t)

Da kan systemet skrives

( 6 )

Vi betragter f¢rst det til (6) svarende homogene system.

S~TNING 3.4. De maksirnale l¢sninger til et line~rt, homogent lig-

n i nqs s y s t.ern
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(
dx
3at p ( ·t) x

=::= • ::::.-= I (7 )

best~ende af k ligninger med k ubekendte funktioner udg¢r et

k-dimensionalt vektorrum af funktioner af lind i V (over det

til gru.nd lagtetallE?gerne lR eller <t) ..

B~EVIS . Det er klart, at hvis to er en Le s n i.nq , er a~1 en l¢s-
=~~ I

( a. E m eller Q:) og hvis ~p I og w er Lo s n i nqe r f er
~~ I

<±>-! +. _1JJ. I en Lo sri i nq . De t.t;e v i.s e r , at Lo s nLnqer ne udg¢r et unde r r urn
--- i -- - I

i vektorrurnmet af aIle funktioner I -+ V .

V i betegner vek t.o r r uromet. best.ae11de af a Ll.e maksimale l¢sninger

med S. Vi v~lger nu et fast to E I og betragter den ved

~I ~ ~I (to) bestemte afbildning af Sind iV, altsA den afbild

ning, der til hver l¢sning ~I lader svare dens v~rdi i to .

Dette er Abenbart en line~r afbildning, og da der for hvert x E V
~-'o I .

findes en og kun een maksimal l¢sning ~I for hvilken ~I (to) -

x I er den bijektiv. Den er alts~ en isomorfi. F¢lgelig har S
~-O I

dimensionen k . 0

1 igningssystem (7) er en basis for Le s n i.nqs r umme t , hvi.s og k un
(

gene

Man ser, at et s~t af k l¢sninger ~1 I' ... '~(I til det homo-

er en basis for

f o r eet~1 I (t 0) , • • • ,~k I (t0 )

V og at disse vektorer da for ethvert

vektorerne

for
(

\l .. Den ved k l¢sninger ~ ~ bestemte matrix
~.~1 I ' • • • , =-~k I

(P1 1 (t) .. .. · tok 1 (t)

~(t) =

hvis s¢j ler er P'1 I r • • • '~k I

.
lP1 k ( t) · .. · tPk k (t.)

(sa at f¢rste index bliver s¢jleindex

og anden index r~kkeindex) t er altsA r€gul~r for aIle tEl, hvis

f Le s n i nqo r no darme r en basis for, Lo s n i.nqs r umme t , ellers s i nquLarr for
<.

aile t· E I ~ I det f e r s t.e tilfcelde kaldes ~(t) en fundamental-

n1a!ri}~ .. Ud fra en fundamentalrnatri.x besternro.es samtlige l¢sninger til
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det homogene ligningssystem ved

§3 VII.33

V~lger man specielt

l~11 (t) · · · <.pk 1 (t) a 1 )

: j
t(J1 k ~) · · · \.Pk k (t), a k l,

~(t) sAledes, at ~(tO) = § I d.v~s .. vcelger

(

man sam basis :£1 I ' •· • I~{;k I for Loan i.nqs r ummet; de k I¢sninger,

for hvilke ;e1 I (to) , · · · ;l;r (to) er de k enhedsvektorer I v i.L

~I = ~(t)~ol for et vilk~rligt ~ol € V v~re den l¢sning, der gar

genr1em (to ' ~o)

Herefter kan vi behandle det almindelige inho~ene systeIT. (6).

SlETI-JING 3. 5 . Ud fra en fundamentalmatrix !(t) for det homogene

ligningssystem bes t emme s samtlige Les n i.rice r til det :L11homog-e11..E:: lig-

n i.nqs s y s t.ern

fas for

idet to E I, ved

V~lqer man specielt ~(t) saledes, at 2(to) = E

~I = ~Ol den l¢sning, der gar gennem (to/~O) •

( BEVIS. Vi benytter "de arbi trcere k on s t.an t.e r s va r La t.Lonsrne t.ode v •

(Sammenlign med fremgangsmaden fra Rap VI for tilf~ldet k = 1 .)

Da ~(t) er regul~r for aIle tE I, kan enhver funktion

~I (t): I ~ V pa en og kun een made skrives pa formen ~I (t) -

-1
~(t)~1 (t) , nemlig ved at s~tte t! (t) = ~(t) ~I (t) Da elemen-

terne i 2(t) er differentiable, bliver ~I (t) og ~I (t) samtidig

differentiable. Betingelsen for, at ~I er l¢sning til det inhomo

gene system er nu, at

d~. I (t) d~ (t)
__m_-=-_ (t) -,-~-+ --,-.- ~'I (t) -c.t; a t ._-.=
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Nu er hver s¢jle i 2(t) l¢sning til det homogene system; alts&

er

(

::-.:: Pf,t)r!>(t)<it

Den fundne ligning antager derfor formen

dtJ(t) _ . -1
- (it - ~(t~) £Ii (t)

I

Sa.J11tlige l¢sninger til denn.e Ld qri Lnq bestemmes ved

. iq (t) = ~'I + It <t>(T)-1 S j (T)dT ,

to
hvoraf det ¢nskede resultat. 0

BEr-1lERKNING. A.f SiE'tning 3. 5 ses , at. (ligesom i tilfceldet k = 1)

samtlige l¢sninger til det inhomogene system fas ved til een l¢sning

t.J ll..L systemet at addere samtlige l¢sninger til det homogene system.

Som n~vnt ovenfor findes ingen eksplicit l¢sningsformel for

k > 1 og i praksis rnA man derfor udnytte specielle egenskaber ved

systemet for at finde l¢sningerne_

EKSEMPEL~ Vi betragter det homogene system

(

(

dX 1 1
dt = t(x'1 - x 2 ) ,

Her er 1::=] 0 ,oo[ og V ==:rn.2 eller

tion af de to ligninger f&s

dx2 _ 1
dt - t(-x1 .f- x 2 )

¢2. Ved addition og subtrak~

og

hvor c,d E IR

(

sam har l¢sningerne x 1 + x 2 = a og x 1 - x 2 == bt2 hvor a, b E JR

(eller et) og c1errned fas den fuldstcenclige Le s n i.nq

2

(X 1.: == (C + dt2) for t > 0 ,
x

2
( t ) c-dt

(eller ~) er konstanter. Den fundamentalmatrix

som for t = 1 er enhedsrnatricen er altsA

1(1-t)2

J
2 for tEl .

}(1+t)2
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EKSEMPEL. Vi ¢nsker at finde den fuldst~ndige l¢sning til det inho-

mo qene s y s tern

dX1 1 ~
d t- :::: t (x 1 - x 2) +t L..

dX2 1
-eft - I{-x

1
+. x 2 ) -~ 2

h vor

Det tilsvarende homogene system blev behandlet oven for hvor vi fandt

de to line~rt uafh~ngige l¢sninger

(
x1 (t))' = ( 1)

.x~ (t) 1
c.

(1
t

2

)

~1 _t 2 for t > 0 ,

det ! (t) ::::: -2t 2)

1

i )(; -2 for t 0
1 --2 > ...

--+- - -t2-- 2

For at finde en partikul~r l¢sning til det inhornogene system benytter

vi S~tning 3.5, og betragter (for at lette regningerne) f¢lgende

fundarnentalmatrix

rned invers matrix (idet

(

Med (
I \ _ t 2

~11 T.:.J - udr-eqrie r' vi

(
rt( 1 - 2 1 - 2 )-T q (T)--T q (T) d
J

1
2 "1 2 2 I

og dermed finder vi f¢lgende partikulcere l¢sning til systemet

t.
3

7\ ~t3 327
(6+ t -6) - -t + 2t --3 2 6

==
1) t) tIt + 1 _1 _1.t 3 + lt2 7

2 t; 2 3 2 -6

Den ful d s t~CEll.di ge Le s n i.nq til det hornoqerie system kan a Lt.s a skrives

for t > 0

hvor c,d E m (eller ~) er vilkArlige konstanter.
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Lad V Vttre

Le r
kct , lad I c JR v~re et vilk~rligt &bent interval, 09 lad

f: I x V 4 JR eller <t vaire en k o nt.Lnue r t f unk t.Lo n ~ l)ifferent,i-al"""

ligninge11
k(Ix

~tk

kaldes en line~r differentia~ligningaf k
t e

orden, hvis funktionen

( f er et f¢rstegradspolynornium i de sidste k variable, alts~ hvis

ligningen har forrnen

dkx dx dk-1x
dtk = Po (t) x + P1 (t) dt + · · · + Pk-1 (t) dtk - 1 + q (t) (8 )

hvor funktionerne PO(t) ,P1 (t), .~.,Pk-1 (t) ,q(t) er kontinuerte

funktioner pa I rued v~rdier i ill eller ~, eftersom V er

mk eller ~k. Ligningen kaldes horn~en, hvis funktionen q(t)

er 0, ellers inhomogen.

Idet ligningen i.f¢lge Lenuna 2.1 er ensgyldig med det Li.nezere dif-

ferentialligningssystem af f¢rste orden

( rd~~l
0 1 ) x 1

0 1
dX

2
0cit x 2

( = 1 +

0 1
dXk Po (t) p 1 (-t) P2 (t) • • ·Pk-2 (t) Pk-1 (t) x

kdt /

o

(hvor der star nuller pa de ubeskrevne pladser i den kvadrati.ske

matrix) i den forstand, at systemets l¢sninger netop er alle s¢jler

tp (t)

to' (t)

(9 )

tp (k-1 ) (t)
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I

~,

hvor lP(t) er en 1 os n i.nq til Li.qn Lnoeri (8), s Lut t.e r 'vi s t r a k s af

de foranstaende resultater:

SlETNlr~G 3.6. For et.h'vo r t; t.a Ls.at. CtO'X10".X20, ••. ,xk.O) E I x \l fin

des en og kun een maksimal l¢sning ~ til den line~re differential

ligning af k t e orden, for hvilken

Enhver maksimal l¢sning har definitionsintervallet I. Enhver l¢s

l ning er restriktion af en maksimal l¢sning.

Vi behandler f¢rst den til (8) svarende homogene ligning.

SmTNING 3.7. De ~aksimale l¢sninger til den homogene ligning

k
d x

dtk

k-1
dx ( ,d x

= PO(t)x+P'1(t)df~~ .1I.+ Pk - 1 t) k-1
d t,

udg¢r et k-dimensionalt vektorrum af cek-funktioner af lind i 1R

eller ~ (over det til grund lagte tallegerne m ell~r t

BEVIS. Det er klart, at l¢sningerne udg¢r et vektorrum. At det er

k-dimensionalt f¢lger af, at der til den homogene ligning af k
t e

or-

den svarer det homogene ligningssystem af f¢rste orden, og at den

te
( bijektive afbildning af l¢sningsrumIT.et for liqnihgen af k orden

pa l¢sningsrurrmet f o r ligningssystemet af £¢rste orden, der best.ar

i, at vi til en l¢sning ~(t) lader svare s¢jlen (9) I er en line~r

a fb i Ldni.nq, 0

For et vilkarligt s~t af k l¢sninger ~1 (t) ' ... '~k(t) til

teden homogene ligning af k orden kan vi danne matricen

l
~ (t) =

tp1 (t)

(.01(t)

• <-Pk(t)

• • - tPk(t)

tfl
1

(k-1) (t) (Pk (k-1) (t)
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Denne er regul~r for aIle t E It hvis og kun hvis s~ttet er en

b . f l' t fl" f k t e
a s i.s or os n i.ncs r umme - or 19n1flgen, a orden. E~llers er den

singulmr for aIle tEl. Dens determinant W(t) = det ~(t) kal-

des Wronskideterminanten h¢rende til s~ttet. Ved hj~lp heraf kan den

generelle ligning (8) behandles.

SJE'rNItJG 3. 8 . Ud fra en basis, ~1 (t), ... ,wk(t) for l¢sningsru~met

for den homogene ligning bestemmes samtlige l¢sninger til den inhoTI10-

_ te
gene ligning af k orden ved

X :::::
\1'1. (T)

w\ T) q (T) d'r

hvor W. (t) er determinanten for d~n matrix, der fremgar af ~(t)
1

ved at slette k t e r~kke og i
t e

s¢jle.

BEVIS. S~tningen fremg~r af S~tning 3.5 idet man benytter, at ele-

. i d 'I f =-~.(t)-1 (_1)k+i Wi(t) 0menterne 1 81 ste s¢] e a ~ er W(t)

BElv1lERI~NING. Vi ser specielt, at samtlige l¢sninger til den .i nhomo-:

gene ligning af k t e orden f~s ved til een l¢sning til ligntngen at

l l~gge sarntlige l¢sninger til den homogene ligning.
\

(j

\
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§4. Line~re differentialligninger med_konstante koef~icienter.

I denne paragraf skal vi anvende resultaterne fra §3 i tilf21det

hvor det line~re differentialligningssystem henholdsvis den line~re

kite ordens differentialligning har konstante koefficienter. If¢lge

S~tning 3.5 og S~tning 3.8 kan l¢sningen i det inhomogene tilf~lde

findes ved en. stan~funk·tionsbestenunelse ud fra de n fuldstcendige lc;bS

ning til det tilsvarende homogene system (henholdsvis homogene kIte

ordens ligning), og vi n¢jes derfor med at betragte det homogene

tilfCElde.

( 1 )P x
=~: I

dXl
=~: I
dteller

Line~rt, homogent system med k9nstante koefficienter. Vi betragter

l et line~rt, homogent differentialligningssystem af f¢rste orden

dX
1

dt - P11 x 1 + · · · + P1 kXk

v

He r er

e f t.e r s om

p .

<t 1eller]R(i

ellerer

rned konstante koefficienter p ..
1J

altsa wed konstant matrix

JR x V •

Ved den eksplicitte l¢sning af (1) skal vi udnytte strukturen af

den line~re afbildning af V ind i sig selv der har rnatricen P I

og vi starter med et vigtigt specialtilf~lde.

EKSEMPEL. Vi betragter differentialligningssystemet (1) hvor matri-

cen ghar den simple form

A 1
A 1

p =

TIled et tal A E IR (eller <r) i hoveddiagonalerl, 1 i s k r a l Ln i e n lige

over, og ellers o.

Skrevet ud er differentialligningerne alts~

( 2 )
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Disse ligninger kan l¢ses eksplicit ved successivt at anvende

l¢sningsformlen for en f¢rste ordem line~r ligning, cf. p$ VII.31,

startende rned den sidste ligning. Nemmere er det maske at indf¢re

funktionerne

u . (t) = x . (t)e-.\t for t E JR og j = 1,2, •.• ,k
J J

og bemCErke at

(
du.

J _
dt - (~ ) -At =dt - ,\x j e

for

for

j = 1,2,,, •• ,k-1

j = k ..

(
Der'me.d gcelder

Uk (t) == C k ' uk-1 (t) == C k t + C k -1 ' · · ·

t k .... 1
u 1 (t) = c k (k-1)~+ .•• +c2t+c1 '

for kons t ant e r c 1' c 2, ._. · ,ck E JR (eller <t)

stemet (2) er altsa givet ved

L¢sningerne til sy-

(Ck

k-1
) Atx

1
(t)

t
== + .... + c

2
t + c

1
e(k -1 ) ~

(Ck

k-2
) Atx

2
(t)

t
(k-2) ~ + · · · + c 2 e I

X k - 1 (t)

( hvor er konstanter. Betegner e.
1

den s~dvanlige i'te

basisvektor i V er l¢sninqen ~I
( t) gennem ( 0 , e . ) som man let

1

ser givet ved c. == 1 og c. == 0 for j * i altsa med koordina-
1 J

terne

(
ti-1

(i-1 ) ~

Ate
i-2

t
I (i-2) ~

At At At )e , ... , te , e , 0 , .... , a

(

hvor der star 0 pa pladserne i+1 , ... ,k .

Det generelle ligningssystern (1) kan nu behandles ved en reduk-

tion til den i eksemplet behandlede type. Vi foretager en koordi-

nattransformation

S regulcer,
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i rurnrne t. V. Herved ers·tattes Ld qn i.nqs s y s t emt; med systemet

eller §~1 p S

Vi benytter nu det fundamentale resultat fra algebraen, at man

i tilfCEldet

norrna l.fo rrn

v = crk kanvCElge

B
=1

s saledes, at 8-'1 PS
__ ._ __0----- fa.r.- JlJ.rdans

I\

~2

B
=q,

hvor !1'!2'.'.'!q er kvadratiske matricer langs hoveddiagonalen,

uden for hvilke der stAr lutternuller, og som hver for 5ig er af

f o r rnen
1

A. 1

A
I
I

:)
med et tal ~ i hoveddiagonalen, 1 i skrAlinien lige over, og el

lers nuller. 8amtlige tal i hoveddiagonalen i 8-1 P 8 er samtlige

r¢dder i polynorniet det (E: -- Ali) hver skrevet sA ofte som multi-

/

~ pliciteten angiver, men samme rod kan forekomme i flere af matricer-

ne B=p

Efter en s~dan transformation viI ligningerne i det nye system

falde i klasser, en klasse svarende til hver af matricerne B=p

Hvis de af de variable Y1' .e.'Yk' der svarer til de i et "bestemt

~p figurerende r~kkenumre, betegnes z1, •.. ,zm er den pag~ldende

klasse af ligninger af den i eksemplet oven f o.r behandlede ty'pe, og

vi har derfor
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2 1!
2 2 1

~mj -

§4

(

l? (t)

:F' (t)I -

I? (m-1) (t)

,
I

exp At ,

VI I .. 42

hvor :E' (t) e r et v i.Lka r Lf.q t; poLynornLum af grad <: ill - 1

For det oprindelige ligningssystem finder vi samtlige l¢sninger

skrevet pa formen

( r
X1

1
(F~ (t)exp A1t

I

I (m1-1)I
I F~ (t) exp A1 t

S I
F (t)exp A tq q

h vor It
P

betegner det i matricen B (p = 1 , ... , q)
=1)

optrtEden.d_e A ,

< ill - 1 . Ialt optrceder i disse po Lynond.e r k koeffici-en
p

k l¢sninger, der opnas ved at v~lge alle disse koefficien-
(

og mp

af grad

ter. De

denne matrix's orden, og F (t)
p'

er et vilk~rligt polynomium

(
ter pan~r een = 0, og denne ene = 1

l¢sningsrurnmet.

viI udg¢re en basis for

Hvis P har reelle elementer, kan Jordans normalform opnAs ved

et S med reelle elementer, hvis og kun hvis polynomiet det(£ -A~)

har lutter reelle r¢dder, og metoden er derfor under denne antagelse

anvendelig ogsA i tilf~ldet
k

V = JR .. . Ellers rna man operere med v ==

~k. Herved f~s aIle komplekse l¢sninger, blandt hvilke man derefter

kan udskille de reelle.

En line~r, homogen kIte ordens ligning med konstante koefficienter.

L¢sningen til en line~r, hornogen ligning
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( 3 )

med konstante koefficienter kan if¢lge §3 f&s ud fra l¢sningen til

det line~re homogene differentialligningssystem af f¢rste orden og

konstante koefficienter

d~L
dt

hvor matricen ~ er givet ved

A 2S1 ( 4 )

A

a 1

o 1

o
1

o 1

For at udnytte teorien for l¢sninger til dette system skal vi ken~

de nulpunkterne i polynomiet det (~ - .A~) •

DEFINITION. Polynomiet

kaldes det karakteristiske ES?1-ynomium Jar lignin~ (3)_

(

PanCEr fortegn er K (A) lig det (~ - A]) idet vi har

Dette kan for eksempel indses pA £¢lgende mAde. Idets¢jlerne i

~ - Ai,; betegnes ~1 I r • • • ,'uk I
minanten for rnatricen

er de t.e rmi.nant.eri for ~ - ;\~ lia deter-
_1

Den £¢rste s¢jle i B har irnidlertid 0 pa aIle pladser pan~r den

kite hvor elernentet er

2-a - a It - a A -o 1 2
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og den matrix der fremg&r af ~ ved at slette f¢rste s¢jle 09 neder-

ste r~kke er enhedsmatrix (orden k - 1) . Ved udvikling efter f¢rste

s¢jle fas derfor

som ¢nsket.

Idet vi opererer med V = ~k viser det foranstaende resultat,

at enhver l¢sning (x1, ... ,Xk ) = (~1 (t) ' ... '~k(t) til systemet (4)

rnA bestA af funktioner af formen

hvor hvert G (t) er et polynomium af grad < m - 1 . Da l¢sninger-p p
(k-1 )

ne til systemet (4) er a I l.e scet (tp(t) ,tD' (t), .... ,tD (t)), hvo r

~(t) er en l¢sning til ligningen af k t e orden (3), ma specielt enhver

l¢sning til denne ligning havde den n~vnte form. Da imidlertid l¢s

teningsrununet for ligningen af k orden har dimension k, er dette

kun muligt, nar A1, .•. ,A q er parvis forskellige, idet der ellers

ikke er k line~rt uafh~ngige l¢sninger, og l¢sningsrummet bestar af

( aIle funktioner af den pAg~ldende form. Matricerne B=p i .Jor dans

normalform rna altsa i det her foreliggende tilf~lde indeholde parvis

( f o r s k e Ll.Lqe A,

multipliciteten af

og for hvert p = 1, ... ,q rna m simpelthen v~rep

\ sam rod i det karakteristiske polynomium K(~)
p

Hermed er vist:

SJET~lING 4.1. L¢sningsrummet for den linecere, hornogene d i f f e r-ent.La Lr

ligning af kteorden med konstante koefficienter (3) har som basis de

k funktioner af JR ind i <t
m -1

A1t t 1 A1texp , exp A1t, · · · r t exp ,

l_ m -1
(5 )

exp A t t exp A- t, ... , t q exp A tq I q q
,

hvor A
1,

... ,A q er de parvis forskellige r¢dder i ligningens karak

teristiske polynomium, og m1, ... ,mq er disses multipliciteter.
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Hvis koefficienterne

§4 VII.,45

er reelle, og K(A)

lutter reelle r¢dder, giver s~tningen ogsA en basis for l¢sningsrurn

met svarende til, at vi opererer med V::: JRk nernlig de k Le s n Ln 

ger (5). Ellers rnA vi operere med V = ¢k. Ud fra de komplekse ba-

sisfunktioner er det dog let at fA en basis bestAende af reelle funk-

tioner. Thi nar K(A) har reelle koefficienter, vil de ikke~-reelle

( r¢dder falde i par af konjugerede med samme multiplicitet. Er a + iB

og ex - i~ et s adarit; par af r¢dderhver filed muLt.Lp Ld c i.t.et; n1, ser

rnan( at vi i stedet for de 2m basisfunktioner

exp(a+i~)t, t exp(a+i~)t, ... ,tm-1exp(a+i!3)t

exp(a+i~)t, t exp(a-i~)t, ... ,tm-1exp{a-i~)t

kan benytte de 2m ~eelle funktioner

m-1
exp(cxt)cos(f3t) , t e xp Irrt j cos Ifst.) , ••• ,t exp tct.I cos tst ) I

e xp lc t.j s Ln Ijst ) , t e xp Cc t.l s i.n Ifs t l , ••• ,tm-1exp(at)sin(~t)

Betegner vi med A
1,

... ,A de reelle r¢dder ir
med mu Lt1-·

l
pliciteter m1~ ... ,mr og Ar+1,

.•• ,Aq de ko~lekse r¢dder Ap =

ap+i~p med a p , 13p E IR og multipliciteter mr+ 1, ..• ,mq fas a Lt s a

f¢lgende s~t af k reelle l¢sninger til (3)

A1t m1-1 A1t
e I ••• ,t e

e
In -1 A tr r

I .. • • I t e

·0 t rn -1 a t
e q sin(a t) , ... ,t q e q sin(B t)

q q

BE~RKNING. Medens vi tidligere har reduceret en kite ordens ligning

eller et system af ligninger af h¢jere orden til et system af f¢rste
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orden, og udnyttet eksistens- og entydighedss~tningen for sAdanne,

kan det ved den eksp1icitte beregning af l¢sninger ofte l¢nne sig at

g~ den modsatte vej. Idet man udnytter strukturen af ligningssystemet

opstilles en Lf.qn i.nq af he j e re orden hvis Le s n i.nqo r karl be s t.emmes ,

f.eks. ved hjCElp af SCEtni.ng 4.1, og blandt disse "udskilles" sa l¢s

ningerne til systemet.

EKSEMPEL (fortsat fra p. VIr ~:26). Vi betragter sy s t.eme t.

2
d x 2 ~ dX 2
dt 2 = 2x1 - x 2 + 2 dt- (6 )

Antag at (x
1,x2):

ill ~ m2 (eller (2) er en l~sning til dette sy

stem. SA er (x1,x2'x~) l¢sning til et system af f¢rste orden rned

konstante koefficienter og derfor er x
1

, x2 af klasse C=. Af den

anden ligning i (6) isoleres x 1 hvoraf ved differentiation

3 2dX
1

d x 2 dX2 d x 2
2 dt = dt 3 + dt - 2 dt 2 '

som indsat i den f¢rste ligning i (6) giver, at

differentialligningen af tredie orden

x~t- 6x2+ 11x2- 6x2 = 0 ·

x 2
tilfredsst.iller

(7 )

l
Det karakteristiske polynomium for ligningen (7) er

A3 - 6A 2 + 11A - 6 = (A-1) (A-2) (A-3) ,

og den fuldst~ndige l¢sning til (7) er derfor

(
t E lR (8 )

(eller ~) er konstanter. Heraf beregnes

sam inds~ttes i den f¢rste af ligningerne (6),

og heraf finder vi

(9)
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hvor c 4 E ill (eller ~) er en konstantw L¢sningerne

til (6) skal altsA s¢ges blandt de ved (8) og (9) givne.

\lI1,.47

( ~.. ( t- ) <" + I t \ 'J'

~.i\·1 '-,.1 ·Xo. 2 \ }

Idet.

og

2x
1

( t ) -x
2(t)

+2x2(t) = 2(c
4e

4t+ c22 oe2t+2c3e3t)

(
t 2t 3t \ . (t 2t 3t \

- c 1e +c 2e +c 3e j+2"c 1e +2c 2e +3c 3e )

4t 3t 2t t= c 4e +9c
3e

+4c 2e +c
1e

,

(X
1

(t) ,x2 (t ) ) givet ved (8), (9) opfylder (6) hvis og

c 4 = 0, og den fuldst~ndige l¢sning til (6) er derforI\
ser vi, at

kun hvi.s

t E JR ,

(

(

hvor c 1 ' C 2 ' C 3 er konstanter ..
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(

i.5 · ,Oi f fe,re11tialligninger at f o rmen . f (x, y) dx + 9l-~,;') dy == 0 .

AIle de hidtil betragtede differentialligninger har haft (eller

kunne reduceres til en differentialligning af) formen x' = i(t,~)

11\Tor f: r2 --)t V var en given kontinuert f unk t.Lon af en aben n1~rlgde

S1 c :rn. x V ind i V (=:rn.k eller <tk ) En l¢sning ti 1 ligningen e r

sa en funktion af den reelle variable t med v~rdier i V. I et

specialtilf~lde, nemlig hvor V = ill og de to variable t og x

dermed begge er reelle, er det ofte liges& nyttigt at l¢se ligningen

ved at s¢ge t som en funktion af x. Vi skal nu behandle en type

differentialligninger hvor de to reelle variable spiller helt analoge

roller (og hvo r betegnelsen. diffe,rentialligning ma s ke er sarr Li.q veI-l begrundet). (De hidtil betragtede ligninger kunrte sA kaldes differen

tialkvotient ligninger.)

DEFINITION. Lad der vzere givet en Aben m<£ngde S1 c :rn.2 og tokonti-

nue r t e funktioner f: S1 ~ IR oq g: r2 ~ JR. Idet vi i .ethvo r t. purik t.

hvilkE tangenten i ethvert kurvepunkt (x,y) er vinkelret pa felt-

hvert t i parameterintervallet, og for

hv i Lk e (x ' (t) ,y' (t)) * (0,0) for et-

frem.kommer et kontinu-(f (x,y) ,g (x,y))

ert vektorfelt in. Vi s¢ger samtlige

c1 - k u r v e r t ~ (x(t),y(t)) E S1, for

(x,y) E n t~nker as anbragt vektorenI ) (f (x,y) ,g(:x,y))
t/t (x ' (t) ,y' (t))

II -~.
\. i

~ "

+~~:~~,-~2(

(
\

vektoren (f(x,y) ,g(x,y)) Dette betyder, at der for ethvert t

skal gCElde

f(x(t) ,y(t))x' (t) +g(x(t) ,y(t))y' (t) = 0 •

De ~¢gte kurver kaldes derfor ,l¢sninger (1¢S11ingskurver) eller Ln t.e>
/

.(Jraler i mseriqden Q til differentialligningen.

f(x'l')dx+g(x,y)dy = 0 . ( 1 )

Lad y og Y1 v~re l¢sningskurver til (1) i n rued pqrameter-

fremstillinger (x,y): I 4 rt og 'r 1

er en udvidelse af y safremt



Mat 102, 1981/82 §5

{(x(t) ,y (t)) I tEl} :-: {(X 1 (5) 'Y1 (s)) ,--. c I }
.0 '- - '1 f

og y 1 er en cegte udvidelse af '( h v i.s de to ffiCEligder af ku r ve punk>

ter er forskellige.

En l¢sningskurve y til (1) i n kaldes maksimal hvis der ikke

findes nagen l¢sningkurve til (1) som er en ~gte udvidelse af y ~

Enhver scedvanlig differentialligning

~-dx - F (x , y) , (2 )

l hvor F: g ~ ill er en kontinuert funktion, giver anledning til en

differentialligning af typen (1), nemlig differentialligningen

F (x , y) dx - d Y == 0 , ( 3 )

som formelt fas af (2) ved at multiplicere med dx.

LEr1MA5.1 . Le s n i nqsku r-ve r ne til ligningen (3) er netop graferne for

l¢sningsfunktionerne til ligningen (2).

BEVIS. Antag f¢rst, at ~: I ~ ill er en l¢sning til (2) I d.v~s. W

er af klasse C1 og opfylder at (x,~(x)) E g samt ~'1x) =

l F(x,~(x) for x E I. S~ er t ~ (x(t) ,y(t» = (t,~(t)) parameter-

fremstilling for en C1 kurve med parameterinterval I, og det er

( klartat (x'(t),y'(t)) = (1,~j(t)) =1= (0,0) for tE I ogat

F(t,<.p(t))l-<.p'(t) =0 for tE I,

altsA er grafen for ~ l¢sningskurve til (3).

Hvis ornvendt t ~ (x(t) ,y(t)) , tEl, er parameterfremstilling

for en (C 1_) l¢sningskurve til (3) g~lder

(x' (t) ,';.l' (t) ) * (0 , 0) og E' (x (t) ,y (t) ) x ' (t) - "J.7 I (t) = 0 f o r t E I .

l
Dette medf¢rer, at x' (t) =1= 0 for alle t E I , d.v.s. x I (t) h a r

k ons t an t. fortegn og x er derrned enten strengt voksende eller

strengt a f t.aqe nde . Lad 11 : J ~ I betegne den inverse funktion ti.l x .
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y(h(s)) af klasse

(

Da er funktionen ~: J ~ IR givet ved ~(S)

C
1,

(s,lO{S» E r.l for s E J og

lO' (s) = y' (h{s) )h' (s) - F(X(h(S» ,y(h(s» )X' (h(s) )h' (5) = F(s,\p(s»

for s E J, hvilket viser, at tp: J ~ lR er l¢sning til (2). 0

Bestemmelse af l¢sningskurver. Ved hj21p af Le~~la 5.1 kan vi nu finde

l¢snihgskurver til (1) under brug af de tidligere resultater for

ligninger af typen (2).

Vi bemcerker f¢rst, at ligningen f (x, y) dx + g (x, y) dy == 0 og en-

hver ligning, der fas af denne ved at gange f og g med sanmle kon-

tinuerte nulpunktsfri funktion, har de samme l¢sningskurver. Lignin-

gen (1) har derfor i dgn abne m~ngde n = {(x,y) E ~ I g{x,y) * OJ'g

som l¢sningskurver netop graferne for l¢sninger til den s~dvanlige

differentialligning
.9.Y __ f(x,y)
dx - g(x,y) (4 )

Ved at lade x og y bytte roller, ser vi, at ligningen i den Abne

rn~ngde n~ = {(x,y) E n I f(x,y) *O} som l¢sningskurver netop har

graferne for l¢sninger til den s~dvanlige differentialligning

dx __ g(x,y)
dy - f(x,y)

(
Under foruds~tningen at funktionerne f og g

(5)

begge er c1- f u n k t i o -

ner pa n, kan vi pa hver af disse ligninger (4) og (5) anvende

eksistens- og entydighedss~tningen for s~dvanlige differentiallignin-

ger. Ved eventuelt at samrnens~tte maksirnale l¢sninger med f~lles

stykker til d~ to ligninger (4) og (5) fas maksimale l¢sninger til

ligningen (1) i :rncengden r.l* == Qf U r.l
g

= {(x,y) E Q I (f (x s y ) ,g{x,y»)

* (O,O)}. Derrned har vi bevist

l SETNING 5.2. NAr f og 9 er ~1-funktioner, g~r der genne~ hvert

punkt af ~ng~en n* netop en maksimal l¢sning til ligningen (1) i

Q* .
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Enhver l¢sning i n* er del afen maksirnal l¢sning~ Det bem~rkesr

at ~n maksimal l¢sning kan v~re en lukket kurve~

Punkterne af m~ngden n,~*, alts& de punkter (x,y) E Q ,

(f (x,y) ,g (x,y)) == (0,0) kaldes singul~re punkter for diffe-

rentialligningen (1). Gennem et singul~rt punkt kan der ga ingen,

een, eller flere l¢sninger. For de ligninger, vi skal betragte, er de

singul~re punkter i reglen isolerede (d.v.s. i en omegn findes ikke

f
andre singul~re punkter). Om der gennern et sadant punkt gar l¢sninger,

beror pa, om man ved til rnaksirnale l¢sninger i n* at f¢je punktet

kan danne kurver af den ¢nskede art in.

(x,y) for ethvert

er beliggende pa linien

og (x,y) ser man

(f (x , y) ,g (x,y) )

(x,y) :f: (0,0)

gennem (0,0)

har det ene singu

Punk t i.one r ne f

Coo) Ge nriem

1 t kt f d n* - JR2 !' (0 0) 1-l.ver pun a IDCEDg en (){j - <. '1.. , .)

g~r alts~ een maksimal l¢sning til 11g

ningen i n*. Da vektoren
.r

X

EKSEMPEL. Ligningen x dx + Y dy = 0 i ~ == m.2

lCEre punkt (0 , 0)

og g er C
1

(endda

umiddelbart (pr¢v med en parameterfremstilling), at cirklerne med

centrum (0,0) udg¢r de maksirnale l¢sninger til ligningen i n*.
( Gennem det singul~re punkt (0,0) gAr ingen l¢sning til ligningen~

x

2-y dx + x dy = 0 i Q:=: 1R har det erie s i.nqu-:

l~re punkt (0,0) Funktionerne f

og g er C
1 (endda Coo) Gennem

'J

h ve r t; punkt af mzenqde n ~1* = JRL. <, { (0 , 0) }

gar altsa een rnaksimal l¢sningen til

ligningen ~*. Da vektoren

(-y,x)
y

EKSEMPEL. Ligningen

(f(x,y) ,g(x,y» = (-y,x) for ethvert

(XtY) * (0,0) er vinkelret p~ linien

gennem (0,0) og (x,y) ser man

umiddelbart, at halvlinierne ud fra (0,0), punktet (0,0) ikke med-

regnet, udg¢r de maksirnale l¢sninger til ligningen i Q* Ved til-

f¢jelse af det singul~re punkt (0,0) samrnens~ttes halvlinierne til
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helelinier gennem (0,0) 1 og man serf

i }R2 er sarntlige lin,ier gennem (0 , 0)

at l¢sningerne til ligningen

og de Le h.e r a f .

Samn1enhceng rued eksakte d.Lf f e r entLaLfo rme r . Vens·tre side ~ ::1 • r" J:::1 en G1.L.Le-

rentialligning af den betragtede type (1) er en CO-differentialform

af f¢rste grad in, og hvis denne differentialform er eksakt, kan

l¢sningskurverne til (1) bestemrnes via en stanlfunktion til differen-

tia1forrnen.
(

S~TNING 5.3. Antag at CO-differentialformen

( w = f(x,y)dx+g(x,y)dy

er eksakt i ~, altsa er differentialet af en C1- f unk t i on

H: ~ ~ JR. Da er l¢sningskurverne til differentialligningen

f(x,y)dx+g(x,y)dy = 0

netop niveaukurverne for funktionen H. N¢jagtigt udtrykt: L¢snin

gerne er de c1 - k u r ve r t ~ (x(t) ,yet»~ E Q med (x' (t) ,y' (t» *
(0 , 0) langs hvilke H er konstant, d.v.s. som er indeholdt i en

niveaukurve {(x,y) E n H(x,y) = k ] .

( BEVIS. For en C1-kurve t ~ (x(t) ,y(t» E n rned parameterinterval

I c ill gcelder nemlig for tEl ,

d~ H ( x ( t) ,y (t.) = H' (x ( t) ,y (t) )x' (t) + H' (x (t) , Y (t)) y' (t)x y

= f(x(t) ,y(t) lx' (t) +g(x(t) ,y(t) )y' (t)

og ligningen

f(x(t),y(t))x'(t) +g{x(t),y(t))y'(t) = 0

er altsA opfyldt for aIle t, hvis og kun hvis H(x(t) ,y(t)) er

konstant. 0

Ved hj~lp af S~tning 5.3 kan vi l¢se differentialligningen

f (x , y) dx + g (x, y) dy = 0, hvis differentialformen u} pa venstre side

er eksakt. Som ovenfor bem~rk~t ~ndres l¢sningerne ikke, selv om f



Mat 102, 1981/82 §5 \II I ,~ 5

(

(

(

og g muLtipliceres med samme k on t.Lrrue r t.e nu.Lpunk t.s f r i, f unkt i.on ..

Hvis vi kan finde en kontinuert funktion h: n ~ ill, s~ at differen-

tialformen hto = h(x,y)f(x,y)dx+h(x,y)h{x,y)dl''' e:r: eksakt, k a n vi

a Lt.s a l¢se ligningen i mamqde n {(x,y) I h(x,y) * (O,O)}. En s a d an

funktion h kaldes en integrationsfaktor for w.

En differentialform med adskilte variable

w = f(x)dx+g(y)dy ,

hvor f: I ..... ill. , og g: J ..... IT{ er kontinuerte f unk t Lone r pa abne

intervaller I og J .i, JR, er eksakt i ffiCEngden ~.= I x J-, idet

den er differentialet af funktionen

H(x,y) == Jf(X)dX+ Ig(Y)dY ·

L¢sningerne til differentialligningen

f (x) dx + g (y) dy = 0

bestemmes altsa ved

J f (x) dx + Jg (Y) dy == k ,

hvor k er en konstant. Differentialligningen

£1 (x) £2 (y) dx + g1 (x)g2 (y) dy = 0 ,

( hvor f l' g 1: I -+ IR og f 2' g2: J -+ IR er kontinuerte funktioner,

overf¢res i en ligning med adskilte variable ved division med

f 2 (y ) g 1 (x) · De eventuelle nulpunkter for f 2 og g1 kr~ver natur

ligvis en s~rskilt unders¢gelse, men man ser umiddelbart, at et nul-

punkt b E J for £2 giver anledning til l¢sningskurven

t ~ (t,b) ,t E I og at et nulpunkt a E I for giver anled--

ning til l¢sningskurven t ~ (a,t) , t E J .

EKSEMPEL. For ligningen x dx + Y dy = 0 L m.2 er venstre side en

eksakt differen~ialforrn (de variable er adskilt). Venstre side er dif-
, 122

ferentialet a f funktionen "2 (x + y ) . L¢sningskurverne er a Lt.s a

niveaukurverne for funktionen x 2 + y 2 d.v.s. de er bestemt ved

x 2 + y2 = k. Kun k > 0 giver l¢sninger.
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(

EKSEMPEL. I..Lqn.inqen -y dx + x dy 0

rned xy .i. liqningen _. d){ +~ =: 0
- x y

skildt. I hver af de Abne kvadranter

l¢sningerne altsa ved

overf¢res ved d i v iston

i hvilken de variable er ad-

x * 0 og y *= 0 be s t.ernrne s

- rdx +. J~. =J x Y k, d.v.s. -log I x I + log I y I == k

ill -eller Ixl - k (> 0)

halvlinierne ud fra

(med en ny betydning af k) Herved bestemmes

(0,0) bortset fra dem pA koordinatakserne,

hvormed, idet (0, 0) medtages, er fundet a Ll.e Los n Lnqe r pal1cer koor ....

dinatakserne, der trivielt er l¢sninger.

kurver er altsa l¢sningerne

x

Q~_.---fo--"~~--
\

EKSEMPEL. Vi s¢ger de kurver, hvis tangent i ethvert kurvepunkt P =
(x,y) * (0,0) er halveringslinien for

vinklen dannet af halvlinien gennem P

parallel med den positive del af x-ak

sen og f6rl~ngelsen af liniestykket

OP, hvor 0 = (0,0) Afs~ttes vekto~

ren PO = (_(x2+y2)~,O) vii vektoren

00 = (x-(x2+y2)~,y) ¢jensynlig v~re

vinkelret pA tangentretningen. De s¢gte

til differentialligningen

Venstre side i denne ligning er ikke en eksakt differentialform, men

man ser, at funktionen (x2+y2)-~ er en integrationsfaktor i

m2 , { ( O, 0 ) } , idet

d (,,(2+y2_ x) = ( x - 1)dX + __y dy

Jx2+y2 ~2+y2

for (x,y) =1= (0, 0) L¢snings]<.urverne bes temmes a Lt.s a ved

J:i+ y 2 - x = k .

(

(

f22
(x-v'x"+y") dx + Y dy = 0 • (6 )

Her kornmer kun vzerd i.e r J<. > a i betragtning. For k = 0 fas den po·'·

s iti.ve del af x-aksen (som s amme n med (0,0) udg¢r La qnLnqen s singu

l~re punkter). For k > 0 kan ligningen for l¢sningskurven omformes

til
x > -k , eller

og man ser, at den fremstiller parablen med br~ndpunkt (0,0) og

ledelinie x = -k .
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Opgaven Les e s rnas k e enklere i po Laire k oor-di.nat.e r (r 1(.0)

stEtter vi

I 11d ~.-

x = r cos tfJ

y = r sin <.p

i ligning (6) fas ligningen

dx - cos ~ dr - r sin ~ d~

dy = sin ~ dr + r cos ~ d~

r (cos lP - 1 )(cos.tp dr - r sin lP dip) + r sin tP (sin <.0 dr + r cos c.p dtp ) --- 0

eller
?

r(1 - cos <.p) dr + r~sin <.pd~ ~ 0 ,

hvori de variable kan adskilles ved division med r 2 (1 - cos tp). Her

svarer r = 0 blot til begyndelsespunktet f medens 1 - cos to = 0 gi

ver den positive del af x-aksen som l¢sningskurve. De ¢vrige l¢snings

kurver bestemmes af

sin <.p
- cos (!)

k ,

ellyr (med en ny betydning af k)

k
r = 1 - cos 4J

hvilketer en parabelligning i pol~re koordinater.

Separation af de variable. En differentialligning af formen

~ = F(x,y)

kan ofte l¢ses derved, at de variable i den tilh¢rende ligning

F(x,y)dx-dy = 0, ved ffiultiplikation med en passende funktion bli-

ver adskilt, d. v , s , at ligningen bringes 11a forrnen f (x ) dx + g (y) dy = 0 ..

Derved kan l¢~ninger og l¢sningskurver findes ved stamfunktionsbestern-

melse.

EKSEMPEL. Differentialligningen

(x,y) E (JR'{O}) x lR,

(~ har l¢sningen y = 0

2
~-L
dx - 2'

x

De ¢vrige l¢sninger bestemrnes af

dx _~ _2 2 - 0 ,
x y



Mat 102, 1981/82

altsa

eller

§5

x
y = 1+kx

For k = 0 fas linien y = x

til

For k * 0 kan ligningen omformes

(

I
\

I\

der fremstiller en ligesidet hyperbel med asymptoterne

y = ~ og gaende gennem punktet (0,0)

1
x = k -og
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ApEendiks. L¢sningsmetode~.

VII,,57

Det teoretiske f undament; for be s t emme Lseri af Le s n Lnq srneenqde n til

en differentialligning er eksistens- o q el1tyclighedssiEtningern.e SiEt:-

ning 1.4 og S~tning 3.2 (denne sidste kan specielt anvendes for line-

~re ligninger). I beviserne benyttes de s uc ce s s i.ve ~proks~~ati(~l)er's

metode, og denne rnetode kan i simple t.Ll.f ral.de bruges ved. den ek~sL~l~~-

citte l¢sningsbestelumelse. I a Lrru.nde Li.qlred giver disse s e t.n i.nqe r "kun "

oplysning om strukturen af l¢sningsm~ngden og de benyttes derfor nar

det skal godtg¢res, at et system af l¢sninger udg¢r den fuldst~ndige

l¢sning.

Eksistens- og entydighedss~tningernevedr¢rer ligninger af formen

dx

dt
( 1 )

(

og det erafg¢rende, at ligningen er normeret d.v.s., at ko~fficien-

ten til x' er 1~ For en kite ordens ligning, sam kan reduceres til

et system af formen (1), svarer dette til, at koefficienten til
dkx
dt k .e r 1.

For en ik~e-normeret ligning spiller de singul~re punkte~

(t,~) En, d.v.s. de punkter hvor koefficienten til x' (eller i
k

k'te ordens tilf~ldet: til d x) er lig 0, en s~rlig rolle. Ved di-
dtk

vision med denne koefficient k an ligningen gives forrnen. (1) i mairiqde n

af ikke~singul~re punkter og derved l¢ses i denne m~ngde. Eventuelle

l¢sninger gennem de singul~re punkter rna sa bestemmes s~rskilt~

I den f¢lgende oversigt er det stedse forudsat, at differential-

ligningen eI- normeret, og at "koef ficienterne rr er kont.Lnue r t.e e

Ligninger for €n ubekendt funktion.

a) Line~r kite ordens lign~: M~ngden af l¢sninger til en homo~e~

ligning udg¢r et k-dimensionalt vektorrum over ill eller ¢,

og den fuldst~ndige l¢sning til en inhornogen ligning kan fas ved
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l

stamfUl1ktionsbestermnelse ud fra en b a a.i s fC)I~ Le s n i nqs r umme r t.i.I

den tilsvarende hornogene ligning. Se S~tning 3.7 og S~tning 3.8.

b) Linecer _f¢rst(:; _o~rderl~ ligrling: Den f u Ld s t.endi.qe Lc s n i.nq }:aI1 fas

ved stamfunktionsbesteilluelser. Se p. VII.31.

c) Line~r ande~Qrdens .!igning: Der findes ingen metode der giver

Lo s n i.nqe n ved. stanlfunk~tionsbesternn1elser.Ofte v i.L man dog ku.nne

konune igennenl vedhjcelp aff¢lgencle:

a) Ud fra en nulpunktsfri l¢sning til den tilsvarende hQffiogene

ligning kan den fuldst~ndige l¢sning findes ved starnfunktions-

besterrunelser. Se I(aI). VI IJ. 38. Denne rnetode er forrnaliseret .i

opgave VII.3.5. Ofte er det dog lettere at benytte

den", se Kap.. VI p.. 41 ..

"ozet, t.erne t.o-:
.~-----

d)

J3) Hvis koefficien.terne er simple poLy nomi.e r i den ua f heenq i q e vari-

abel. t, kan Eot.ensrcek]{emetode~, se Kap VI POI 53, ofte give

den fuldst~ndige l¢sning.

Linecer k' te or.~de11s ligni.ll.g med konstante koe f f i.c i.errte r t De n f u Ld-:

st~ndige l¢sning til en homoge~ ligning kan findes ud fra r¢dder-l ne i det karakteristiske polynomium. Se Scetning 4.1. (Visse lig'-

ninger kan ved at indf¢re en QY variabel t = v(s) overf¢res i

en ligning med konstante koefficienter. Se Opgave VI~5.8 og

VI.S.9.)

e) Ikke-linecere ligninger: En ligning af formen

dx
dt

f(t)
g(x}

(g(x) 4: 0)

kan l¢ses ved separation af de variable, se S~tning Vlo5.1, og en

ligning af formen

f(x,y)c]x+g(x,y)dy = 0

kan ofte l¢ses ved hj~lp af en int~grationsfaktor, se §5~
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Ligpingssystemer.

'JIIJ>S

a) .~inea:r·t d~fferen,t:ialli.gp.ings_§J!sterna.f .~¢r~t~ or=.-den: !~cengd(2n af

l¢sninger t.Ll. et 11C?mo.gent_ ~tem af k Liqn i nqe r udqe r et J<.

dimensionalt vektorrurn over m eller ~, og den fuldst~ndige

l¢sning til et inhomogent ~stem kan fas ved en stamfunktions-

bestemmelse ud fra en basis for 1¢s11i.ngsrtlInmet til det t.Lls var e rr-

( de homogene system. Se S~tning 3.4 og S~tning 3.5.

b) Et linecert differel7-tiall~gningssysterrlat h¢jere ol:-den kan omfor-

( roes til et (st¢rre) system af f¢rste orden. Se §2.

c) LineCErt differentialligningssystem at f¢rste ord.en rned konst:ante

koefficienter: Den f uLds t endi.qe l¢sning til et ~orn09.ent s y s tern

kan findes ved hj~lp af en koordinattransforrnation der giver ko-

efficientmatricen Jordan's normalform. Se §4.

l
\

(

(
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VII.1.1. G¢r rede for, at h¢jre side af differentialligningen

dx
dt

.3_. x (t, x)

(t,x) E ffix ]--1,1 [ r(

opfylder en Lipschitz betingelse lokalt (i m2 ) I og find samtlige

mak~imale l¢sninger.

VII.1.2. G¢r rede for, at h¢jre side af differentialligningen

9_25 == /1 _·x 2
cit. \/: r

opfylder en Lipschitz betingelse lokalt, og find samtlige maksirnale

f l¢sninger.
\

VII.1.3. Find en differentialligning

dxdt = f(t,x) I

2
(t,x) E JR

der som l¢sninger har f¢lgende funktioner pA ill:

x = a(1+cos t) 1 a E [0,1]

x - b + cos t ,

x := C

bE] 1, +00 [

c E ] -00, 0 [

f
"

Angiv sarntlige rnaksimale l¢sninger til ligningen.

VII.1.4. Lad I v~re et begr~nset eller ubegr~nset Abent interval

pa IR, og lad f(t,x): I xlR-+ li{ VCEre en kontinuert funktion, der

opfylder en Lipschitz betingelse lokalt~ Vis, at hvis ~: ]a,b[ ~ ill

er en maksimal l¢sning til differentialligningen

dx
dt = f(t,x) I

og hvis bEl, da g~ider ~(t) ~ +~ eller ~(t) ~ -00 for t ~ b

fra venstre.

VII.1~5. Find de rnaksimale l¢sninger til differential1ign~ngen

dx
= I xl ,dt (t,x) E ]Rx]R I

(
og bestem specielt l¢sningen gennem (0,1)



Mat 102, 1981/82

VII~1.6~ Find samtlige l¢sninger pA hvert af intervallerne ]~OOfO[

og ]O,~[ til differentialligningen

dx
Arc t.an t; dt _. (t, x)

Find dern~st samtlige maksimale l¢sninger til ligningen og vis,

at der til hve r t, ex E IR f Lride s n.etop en Lo s n i.riq x: m. -+ JR s om

opfylder
x(O) == 0 , x ' (0) = ex ..

Er dette i ove re ns s t.emme Lse med eksistens- O<J errt.ydLqheds seet.n.i.nqen?

VII.2.1. Vis, at enhver halvcirkel

x E ]a-r,a+r[ ,

(

tilfredsstiller differentialligningen

21'\.1 'v u_.Y It' == .l--~

1 + y,2

Find samtlige maksimale l¢sninger til denne ligning.

Vink. (1) Differentier ligningen (x-a) 2 + (y-b) 2 = r 2 tre gange

og eliminer a 1b,r. (2) Godtg¢r og benyt, at der gennem hvert linie~

element af anden orden gar en og kun een maksimal l¢sning.

VII.2. 2. Opskri v for vilkarligt. a E ill. og P E JR+ ligningen for
1parablen med br~ndpunkt (a,O) og toppunkt (a'2P) Vis, at de

funktioner y = ~(x) , hvis graf er den i halvplanen {(x,y) I y > O}

liggende del af en sadan parabel, er maksimale l¢sninger til diffe-

rentialligningen
2

Y· ' . -1y" :::: -
2y

og at disse og deres restriktioner er samtlige l¢sninger til differen

tialligningen, der opfylder betingelsen ly'l < 1 .

VII.3.1. Bestem l¢sningen til

l
dx- = 1 - xdt;

(t,x) E lRxlli,

qenriern (Ora) (a E IR) I ved successive approksimationer.
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VII~3.2. Find l¢sningen til

0"f;Jels2~r \711.3

dx'CIt := t.x -}~ t. , ( ) .- -IR2t,x. E #

(

gennem (0,0) ved successive approksimationer.

VII~3.3e Find sarntlige l¢sninger til differentialligningssysternet

dX
1

-dt :.{1 (~OS t ..... X 2 Sill t

Vink. Betragt z = X.1 + iX 2 ·

VII.3.4. Find sarntlige l¢sninger til differentialligningssystemet

dX
1-dt =: -x 2 cos t

VII.3.5~ Vis, at hvis ~1 (t) er l¢sning til den line~re, homogene

differentialligning af anden orden

po(t)x + Pi (t)~~

( og~1 (t) * 0 for aIle t i det betragtede interval, er samtlige

l¢sninger bestemt ved

( h vo r

4)2 (t) '== (-Pi (t) r __1_2 (exp JPi (t) dt) dt •
J 4)1 (t)

Vis, at hvi.s 4J 1 (t) , 4J 2 (t) er ell basi.s for Le s n Lnqs r urnmet; til den

homogene ligning, er samtlige l¢sninger til den line~re, inhomogene

differentialligning af anden orden

- Po (t) x + P 1 (t) ~~ + q (t)

besternt 'led

X =:

(

lP1 (t)
W(t) '== det

<-P1(t:)

~2(t)1

4)2(t))
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[Overalt stAr f~ .. dt for en vilk&rlig valgt af de uendel

manqe s t.arnfunkt.Lone r til (len, IJa~JcelclenL1e f unk t i.on ~I J

VII.3.6Q Vis; at differentialligningen

2
. 2 d \1 3 ') dv 3

cos x s i.n x _:.:.-....L -f- (Sill X - 2cos':'''x sin ~.t).=::..,.{...J- 2y cos x ~ 02 ,.- dx I .

dx

har l¢sningen y = sin x ~ Find derefter samtlige l¢sninger i

JO,irr[ x IR. Find endelig samtlige l¢sninger i ]Of~rr( x ill til dif

ferentialligningen

l
2

.. 2 d \1 (. 3 2 2cos x s i n x ~.-L + s i.n x - cos x
d 2

x
sin dv 3 2

x)~ +'2y cos x -- cos x sin x «-

VII.3.7~ Bestem samtlige l¢sninger til differentialligningen

ide·t det opq.i.ve s , at x:=·t e r en. Lo s n.i.nq ..

VII~4~1. Find samtlige l¢sninger til differentialligningssystemet

(

dt'

og find den fundamentalmatrix for systemet, sam for t - 0 er enheds~

ma t r i.x ,

Vink. Systemet kan ved en koordinattransforrnation f¢resover i

et system med diagonalmatrixe

VII_4.2 .. Fin~ samtlige l¢sninger til differentialligningssystemet

c_

og opskriv den fundamentalmatrix for systemet, som for t - 0 er en-
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h.edsrnatrix .. F'Lrid de r.n.ns t; de n I d\S J1 i Jl g ('v (t)· III .1+-") '1 t:.il d i.f f e r en t La IY ::J \ l, 1 . r »I 2 \ "", J /

d x.,
L.

dt

1 igni 11gS s ys t.ernet;

3 __
dt

(-1 t 2)

VII.4.3. Find den l¢sning til differentialligningen

'1 -t-L.e
2

(t,x) E ill

for hvilken man for t o har

VII.4.4~ Find samtlige l¢sninger til differentialligningen

2c1 x
-~·+x

d t "
cr~2 cos t

og den l¢sning. ~(t)

VII~4~5. Betragt det line~re homogene differentialligningssystem

med konstante koefficienter

t E IR t n E IN

(

(

!io I E V og definer f¢lgen (~Ill (t) ) nEJN
O

t

~nl (t) = ~Ol + fa E~(W'1) I h-hh

ved ~o I (t) ::: X I

~Ol
og

Vis, at for n E JJ>J o q t E IR ga:lder

Vis, at f o Lqe n IE ("t)) af mat.r LxEunk t.i.one r'=n -

B (t)
=D,

.n
t n

=: E .+ tP .+ ~ 0 .. .+ '~-r T?' f
11. ~ =~::

t E JR.

konvergerer pu~ktvis p~ ill og uniformt pA ethvert kompakt interval

( 1 0 c::: JR mod en matrixfunktion ~(t) f og at t /-+ ~(t)~al er den

e n t.yd Lq t; bestemte l¢sning ti 1 (*) gennem (0 1 ~o I) (FormeJ:..1. ga::lder

(for·ts~ttes)
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Vink. Benyt S~tning VII.3.2 i tilf~ldet hvor ~Ll! er basisvek
. I

torerne i V.

VIr.5.1. Find Les n i.nqs k.u.rve r ne til d.i f Ee r e n t La Ll I.qn i.nqen

Skitser den l¢sningskurve, der gAr gennem (1,0)

VII.5.2. Find ~e plane kurver, for hvilke tangenten i hvert kurve

punkt (x,y) gar gennern punktet (2x,O)

VII.5.3. Idet a > 0 er e11 q i.veri konstant, skal man be s t.ernme de pla

118 kurver, for hvi Ike linien gennern beqyndeLs e spunktet; 0 paralle 1. mecl

kurvenormalen i det vilkArlige kurvepunkt P afsk~rer et liniestykke

af l~ngden a p~ den pA OP vinkelrette halvlinie ud fra P .

(x,y) E (JR'{O}) xlR.

VII.5.4.

VII.5.S ..

Find l¢sningerne til differentialligningen

~--Pdx - x

L¢s differentialligningen

.9Y
dx

Angiv den l¢sning y = f(x) for hvilken £(1) - -1 .'

VII.5.6. Find samtlige l¢sninger til differentialligningen

ydx + xdy = 0 "

VII.5.7. Find en differentialligning af formen

f(x,y)dx+g(x,y)dy == 0 f

hvis l¢sninger er linierne y = ax og y = -ax, hvor a > 0 er en

given konstan~, og aIle hyperbler med disse linier som asymptoter.
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Nogle bem~rkninger til Mat 102, 1981/82, III. S~tning 2.6.

Som det fremgar af beviset for denne s~tning om differentiabilitet

af omvendt funktion, er hovedsagen at vise f¢lgende:

SlETNINGI. (Kontinuitet af omvendt funktion.) Lad A c IR v~re

et interval, f: A ~ IR en kontinuert funktion og B = f(A)

Safremt f: A ~ B er bijektiv, er f- 1 : B ~ A kontinuert.

I noterne er dette bevist uden, at det bliver klart, at bade s~t

ning 2.6 og S~tning I handler om strengt monotone funktioner. Der

g~lder nemlig:

SlETNING II. Lad A c IR v~re et interval, f: A ~ IR en kontinu

ert funktion og B = f(A) . Da er f: A ~ B bijektiv, hvis og kun

hvis f er strengt monotone

Ved beviset for denne s~tning ma man indledningsvis g¢re sig klart,

at f: A ~ IR er strengt monoton, hvis og kun hvis

At f: A ~ IR ikke er strengt monoton er derfor ensbetydende med,

at

Vi vil f¢rst vise f¢lgende:

LEMMA. Lad f: A ~ B v~re bijektiv og kontinuert. Da g~lder

Va,b,x1 ' X 2 E A: a ~ x 1 < x 2 ~ b => (f(b)-f(a)) (f(x2)-f(x1)) > 0 .

BEVIS. Ved eventuelt at erstatte f med -f kan vi antage, at

f(b) ~ f(a) og dermed f(b) > f(a) , da a < b og f er bijek

tiv. Vi skal derfor vise, at f(x2) > f(x1) . Dette g¢res indirek

te, idet vi antager at f(x2) ~ f(x1) ogdermed f(x2) < f(x1) ,
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da x1 < x 2 og f er bijektiv. Vi skelner nu mellem tre tilf~lde:

2) f(x1) > f(a) . Her er f(x1) > max(f(a) ,f(x2)) , og ethvert

y E ]max(f(a) ,f(x2 ) ) ,f(x1) ( er da tilsvarende billede ved

f af savel et s E ]a,x 1[ som et n E ]x
1,x2 [ , mods t.r'Ld !

3) f(x1) < f(a) . Her er f(x1) < f(a) < f(b) , og ethvert

y E ]f(x1) ,f(a)[ c ]f(x1) ,f(b) [ er da tilsvarende billede

ved f af s ave L et s E ]a,x1 [ som et n E ]x1,b( ,

modstrid: II

BEVIS for S~tning II. "Hvis"-delen er oplagt, og vi skal derfor

blot vise, at f rna v~re strengt monoton, nar f: A ~ B er konti-

nuert og bijektiv. Dette vises indirekte, idet vi antager, at der

findes x
1,x2,x3,x4 EArned x

1
< x 2 ' x 3 < x 4 og (f(x2)-f(x1))

(f (x4 ) -f (x3 ) ) ~ O. S~t

Da g~lder if¢lge lemmaet

Heraf f¢lger imidlertid,at

og dermed, at
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i strid med antagelsen. o

BEVIS for S~tning I. If¢lge S~tning II er f stren~t,monoton,
I

og ved eventuelt at erstatte f med -f kan vi antage,' at f er

strengt voksende. Lad y 0 vee.re et v i.Lka r Li.qt; indre punkt i inter

vallet B, da ~r Xo = £-1 (YO) et indre punkt i intervallet A.

Lad E; > 0 vse.re v.i Lka r Ldq men dog salille, at Xo - E;, Xo + E; EA.

8cet YO + 0+ ~ £(XO+E) , YO - 0-"- = £(XO-E)

sende, er 6 = min(6_,6+) > 0 og

Da f er strengt vok-

-1 -1 . '
f (]yo-6'YO+6[) c f (]Yo-6_'YO+6+I) = ]xo-g,XO+E;[ ·

Dette viser, at
-1

f er kontinuert i' ethvert indre punkt YO i

B, og beviset er derfor f~rdigt, nar B er et abent 'interval.

Det over1ades til l~seren atvisekontinuiteten af

elle endepunkter af B tilh¢rende B.

-1
f i eventu-

o

Bern~rkning 1. Det kan vises, at f: A ~ IR er strengt monoton,

hvis og kun hvis

og r~sonnementet - anvendt tie gange- i lemmaet viser da - anvendt

en gang - at S~tning II er opfyldt. Imidlertid rna denne lettelse af

beviset sa betales med et ret sa ,omst~nde1igt bevis for, at (*) med

f¢rer, at f er strengt monotone

Bem~rkning 2. I kapitel III, §5 (111.47, linie 6 0
) benyttes stil

tiende S~tning II.
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Nogle rettelser til Kap. r og Kap. II.

K~pitel I.

f(X)2

overtal

skal vrere:

skal v~re: undertal

36
4-36 12

en bedre formulering:

af mind i IR*, ~onvergerer mod x E JR*. Ved definitionen skel

nee mellem tilf~ldene x e lR og x = t~ •

PEJrINITION,

<;Ircensevcerdi

En talf¢lge (Xn ) L JR*

x E JR, , hvis der til hvert

siges at v~re kQnvergent med
_.-Y .., A. ' "" -.-

e > 0 findes at tal

N E IN sa det for a LLe n E m med n > N grel'derat

I x n -x I < e •

Talf¢lgen (xn) siges at ~ mod (eller have gr~nsevcerdien) C:)

(herih , -00) , hvis dertil hvert a E' m fLnde s et tal N E IN sa

det for a Ll,e 'n E IN med n > N gcelder

(

(henh. xn < a) .

skal Viere: z > a,
n

64 8

65 1 2

tilf¢j: (p. V. 14)

efter (sn) tilf¢jes: i tilfceldet' , a * 0

Kapitel II.

1 4

2·5

61 0,;

(
26

1 2

efter liniestykket tilf¢jes:

skal rettes til: viI

netop fjernes

eller vektoren

VEND!



skal Va3re:

- 2 -

Af (*) fA. specielt, at en punktf¢lge

28 5-8

CM,q)

at et element x € X. som "ligger teet" ved at element X o E X af

bildes i et element f (x) sam "ligg~r, teet" ved f (xO) • udtrykket

"ligger teet" kan 9i ve s en prCEcis petydning, nar X og Y er metri-
ske rum.

29
7

skat v~re:

hvis (Xn' er konvergent med griEngep~kt a, 51 e~ £.lgen(f(~n»

(

·tilf¢j ~

rettes til:

D

rettes. til:

If(X)-zOI < e for aIle x E ]a,a+c5[ nA

Det ses let, at f h¢j st har en grcensevCErdi for x gaende mod a.

fra h¢jre, og at f har greenseveerdi.en Zo for x glendemod a

46>1 skal vcere:
""-J

fr:a h¢jre ne t op hvisfunkt.ionen f: "[a, b [ ~ ¢ givet ved

(

53
1

54 12,13

55 1 2,13

s~tninger rettes til:

skal v~re: fra venstre.

sin (x) skal v~re:

< skal vcere:

X skal ycere:
n

resultater

Hermed er vist (i) ~ (ii) ·

sin x

skal v~re: af (x) . Altsa er K ikke kompakt.
n

2n Vx

2nx

ska l.vvee re .

skal.·,vcere:
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Nogle rettelser til Kap. III og IV.

Kap. III.

:43-1 4 erstattes med:

,BEVIS. Det er klart, at der h¢jst kan v~re et talmed den angivne

egenskab. Thi er I og I' sAdanne tal, findes jo for ethvert

e E m+ en middelsum S, s a Lede s at IS - I I < 1 ' IS - I' I < 1
og dermed I I - I 'I < & .

For at fremskaffe et tal I som beskrevet v~lger vi for hvert

n E ill et tal S E M(f,l)
n n F¢lgen (Sn) viI da v~re en funda-

mentalf¢lge. For e t.hvert. e > 0 findes nemlig i'f¢lge S~tning 1.1

t C'" 0 t) 1 d t d' M(f ° ) f 1 1 < 6e 00> , sa e es a, lam .', 0 ~ &, og or m'n = 0'

1dvs. for m,n ~ -0 ' g~lder da IS - S I ~ &. F¢lgen (Sn) ero n m
altsa konvergent. Vi kalder gr~nsev~rdien I .

Vi mangler at v'i.se , at t.aLl.e t, I = lim S har den i s~tningen
n

n~

beskrevne egenskab. Lad & > 0 v~re givet, lad °0 > 0 v~re

valgt, saledes at diam M(f,oO) ~ &, og betragt en vilkarlig

middelsum

ogderme.d

S E M(f,oO)

IS -S I < &n- =

For'hvert n ~

Men sAer ogsA

1 er j 0 Sn E ~J1 (f , °0 )

°0
IS - lim Sn I = IS - I I

D

b bIf f (x) dxI ~ I I f (x) I dx •
a a

S~tning 1.2

skal v~re

S~tning 1.7

rettes til

skal v~re

Bern~rkning s.III.4.

Kor'oLl.ar 1. 6

og s~tter &(0) = 0 slettes

13 5

14 1 3

x ~ 0

ncer

skal vcere

skal v~re

6.x ~ 0
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overskueligheden tilf¢je's et s

skal v~re Ved en E-funktion pA I viI vi forstA

en funk-

CO(A,CC) skal v~re cO (A,CC)

g, (xO+ x) skal v~re g(xO+~x)

kontinuert rettes til kontinuert i YO .

[XO-':O,XO+O] rettes til [xO-o,xO+O] nA

skal v~re

udgar

f~(x,t) rettes to steder til

f~(x,t) rettes til

u ~ ---u
~
V1.~u .

slettesvel

skal v~re

a (n) m--n:- (x-x O) skal v~re

Ix-xOI < 0 rettes til o < Ix-xO I· < 0

Taylors formel rettes til middelv~rdis~tningen

< niDI slettes

fremstillinger

slettes

- L~s.: forestillinger

korrespondence - Lees: korrespondance

P -+ v - L~s: P ~ v

spec Le Lt er - L~s: specielt et
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55 1 4 kurven - Lees: kurver

60 5 af inddelinger - Lees: aIle inddelinger

60 3
sup{D} - Lees: sup{t(D)}

61 1 3 c
sup{D} - Lees: sup{t(D)}

61 6 sup{D - Lees: sup{ t (Dn)n

67
1 1

dt - Lees: dT

67
4 forholdet - Lees: Forholdet

67
2_ 6 Figur mangler:

oprulningen' - Lees:

- Lees:

opviklingen

dt - Lees: dy

<0 111.1 III. 1 . 1 er nu irrelevant og udgar.

'If; ,> 0

altsarettes .til

skal veere

Da er (fn) uniformt konvergent pa

r, grcensefunktionen f: r ~¢ er en c1- f un k t i on , og

ff = g, hvor g er greensefunktionen for f¢lgen (f~) .

Kap. IV.

3 8 'If, E 0

21 1 0
0ogsa

25 9-1 1 skal veere

<0 410-1 2
skal veere

f, > 0 med

saledes at

ikke konvergerer mod o. Sa findes

a > f, for a Ll,e n E ill. Veelges x E In - n

f (x ) - f (x ) = a for n E ill,n n n n

har f¢lgen (xn) en konvergent delf¢lge med greenseveerdi

x E I, og der g~lder f (x) ~ f(x) for n ~ ~, hvil
n

ket giver en rnodstrid.

r1 I 2 2
L (y ) = J \/1' +'TI . (cos (TIt)-) . dt

n 0

induktivt

skal veere

rettes til rekursivt
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Nogle rettelser til Kap. V, VI og VII.

cos t
1

cos t 2 - sin t
1

sin t
2

• Ret - til +

Kap. V.

14
1 0

1+

18 6 x JR

20 6 (i) c+a c da = a a

dx

(a\
\0)

x . x .e cosx + 1.. e sa,n y

(5)

-Lees: 1

-Lees: x E JR

-Lees: (i) c+d c d
a = a a

-Lees: dxn

-Lees: (:)
-Lees: x + . x .e COS y 1.. e s i.n y

-Lees: (6)

71 De to linier 6 og 7 fra neden ombyttes med de to forega

ende linier.

78 Side V. 78: skal vanre side V. 75.

2(x-a )
p

Kap. VI.

15 1 1 rettes til (x-x». ) 3
p.

det sidst :forekommende sted.

30

1 skal
2

1+t2 veere
1+t2 .

den f¢rste skal 2-cos 2
ncevner veere x.

2 . 3 skal 3x+sin
3

cos x+S1..nx veere cos x.

Side VI.30 er forkert angivet som IV.30.

x = 8,5 henfald pre rninut pre gram aIm. b~y.

2cD'(t) £y (2cI>'(t) \~
eI>(t) + P1 (t) dt -L~S:. <I>(t) + P1 (t~ dt,·

mens r

.92. = °dt

er mAlt til 0,8 henfald pre minut pre gram aIm. bly.

dx
skal veere dt = o.

49 6 horrnonmetabolisme

50 12-17 TO ska1 v~re T.

g(t), t E J

-Lees: hormonstofskifte.

-Lees: g(x), x E J.
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-1 .' ° f(to)
t E F (G (J) )0 0 0 0 0 = g (X ( t) , erstattes af:

-Lees: defineret

-Lees: kontinuert

Sa er G(x(t)) = f(t) og dermed

Of' (t)
g(x(t) )x' (t) = f(t), dvs, x ' (E) = g(x(t))

Vlo§6o Adskillige steder (so 57 9, 59 3, 605' 61 8)

dr -L~s: dr

57
9

Y1 -Lees: y

59 1 Lad -Lees: Lader

68 11 x > xo og x -c Xo ska1 vcere x > x1 og x < x1 •

Kap. VII.

37 et ree1t vektorrum JRk -Lees: JRk

36 et kom~1ekst vektorrum cek -Lees: CC
k

41 x (t) ska1 vcere ~ (t)

58 ve1defineret og kontinuert

57 ve1defineret

613- 8 erstattes af:

1oka1t i n, hvis f opfylder en Lipschitz betinge1se i

enhver i n indeholdt m~ngde H af formen

H = {(t,x) E JRxV I I t-toI < a, II~-~O II < b} ,

hvor (to'~O') E n og a,b E m.+ •

Eksp1icit krcever vi a l.t.s a , at der for enhver sadan mcengde

~ c;;;: n findes et C E JR+, Sa de t for t E JR ~g

x1,x2 E V gce1der, at hvis

-n
cS ska1 vcere

erstattes af:

-n
cS ,'; •

mer ud pa, at der til enhver i n indeho1dt meengde

af forrnen

~ = {(t,x) E JRxV I I t-to I < a, Il~-~O II < b}

findes et C E JR+ -, s a Le des at
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30 2,5 NO skal v~re N

i st. f.

L~s: en trekantsmatrix med 1~er i og O'er over diagonalen.

'i st. f. a + is.a - is
betegnelsen

Besternrnelse

-Lees: navnet

-L~s: Eksistens

504 "Dermed har vi bevist" rettes til "Sanunenfattende har"vi"

Opgaverne:
00 00

V.I.I. ~ -L"ces: L
na z a z

n=O n n n=O n

0 ikke lodret -Lees: ikke-lodretV.2.27.4

VI.4.1. 2 + sin x -Lees: 2 + cos x

VI.6.5 3 skal -u(x,y,z) rq
1 +

q2
+ ... +

qn'l
vcere = c \i1 - r)r 2 n
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