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§o. Funktioner med vrerdier i et Banachrum.

Lad E v~re et Banachrum over ~ med norm II II Det du-

ale rum altsa vektorrummet af kontinuerte linearformer pa E ,

betegnes E' og for x E E og ~ E E' er <X,~> vrerdien af

q) pa x.

Lad X vrere et lokalkompakt rum og ~ et positivt Radon

mal pa X, altsa en positiv linearform pa C (X) ,
c rummet af

kontinuerte funktioner X ~ m medkompakt st¢tte.

0.1. Definition. En kontinuert funktion f: X + E kaldes

(svagt) ~-integrabel med ~-integral a E E hvis'

tp 0 f E L1(1l) og <a,tp>:;: f<f(x),tp>dll(X) for tp E E'. (*)

Om to elementer a,b E E der opfylder (*) grelder

<a-b,~> = 0 for ~ E E' og dermed a = b, og ~-integralet af

en kontinuert funktion f: X ~ E er saledes entydigt bestemt

hvis det eksisterer. Det skrives kort a = Jfd~

0.2. Sretning. Hvis X er kompakt er enhver kontinuert funktion

f: X ~ E ~-integrabel, og der grelder

IISf du II < f IIf(x) ll du t x )

Bevis. M~ngden f(X) er kompakt i E og dermed er det afsluttede,

stjerneformet symmetriske konvekse hylster K af f(X) kompakt

i E o~ K er derfor ogsa kompakt i den svage topologi pa E .
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Antag f¢rst at ~(X) = 1 , alts~ at ~ er et sandsynlig-

he darndL, For <.p E E' er ma-ngde n

A~ = {y E K I <y,~> = f~ 0 f(x)d~(x)}

en svagt afsluttet, altsa svagt kompakt delmrengde af E .

Vi skal se at vilkarlige endelig mange A har ikke tomtp

frellesmrengde. Lad tp1,···,tpn E E' og betragt den kontinuerte

linerere afbildning ~: E ~ ~n defineret ved

Det er klart at

n
n A~. * ¢ ~ (1l(~1 0 f)""'~(~n 0 f)) E lI>(K)

i=1 l

Hvis v = (li(~P1 0 f),···,1l(lP r1 0 f)) (<t>(K), sa findes en konti
n

nuert linearform (~1' .". · , ~n)·~ L a.l;. pa lCn sa
i=1 l l

w(v) * W(u) for u E ~(K) •

Nu er 1/J(~(K)) en kompakt, stjerneformet s ymme t r-i ak konveks

delmcengde af ~, altsa en afsluttet cirkelskive

ljJ ( c1> (K)) = {z E lcI I z I < R}

og derfor gcelder

w(v) > R .

Pa den anden side har vi

,

n : [ n 1
Iw(v)I=1 La- ll(tp· 0 f)1 = 111( I:a.q>'.J of)1

-1 l l -1l ll= l~

= III ( (1/J 0 ~) b f) I < 11 ( sup I (1/J 0 (1)) 0 f I) < R ,
xEX
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hvilket er en modstrid. Altsa er A n• • •n A * 0 for vil-
tp1 <.On

l{arlige 4'1 ' • ., • )lPn
t. E ~ ~

Da K er kompakt f i.nde s et punkt a E n A og dette
(pEE, ' <P

a E E har den ¢nskede egenskab.

For vilkarligt ~ * 0 er ~(X) > 0 1
og u ' :;: lJTXTlJ er

da et sandsynlighedsmal pa X. Hvis a E E er ~'-integralet

af f sa er ~(x) • a E E) ~-integralet af f .

I et Banach rum grelder for hvert a E E

II a II :;: sup{l<a,<p > II <P E E " II <p II < 1}

hvoraf

ll j f'du II :;: sup I l-c fdlJ,<p>I I<p E E' II ({) II ~ 1}

< I II f ( x ) II! du (x) • 0

0.3. Sretning. En kontinuert funktion f: X ~ E for hvilken

Jllf(x) il du I x ) < 00

er ~-integrabel og der grelder

II Jf'du II < f II f II du

Bevis. Da t'unkt i.one n XH II f(x) II er u-d nt.e gr-ab e I findes til

nEIN en kompakt mcengde K c X 0sa
n =

JX'K II f( x ) ll du Cx ) 1
< -

( nn
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FOl~ hvert n E [N vcelges gn E C (X) sa 0 < g ~ 1 og ft = 1c = -")

0 K Ivlalet lln = gnlJ har kompakt st¢tte og f e r de r-f'o r-pa n

11 -integrabel for n E IN og punktf¢lgen (a ) €IN 0 E gi-n n n pa

vet ved

er en Cauchy f¢lge. For m,n > N grelder nemlig

Grrensepunktet a for (an)nEIN er et ll-integral af f, thi

for ~ E E' nar vi

<a,(jl> = lim <an,c.p> = lim I<f(x),<ll> gn(x) du I x )
n~ n~

,

idet

1I<p II f(1-g (x ) ) ll f'{x ) ll du Cx )
n

< II c.p II I X,K II f (x) II dl.l ( x ) <
n

II qJ II
n

Uligheden vises ligesom i beviset for 0.2. B

0.4. Bemrerkning. Lad f: X ~ E vrere kDntinuert og opfylde

f II f(x) II d1J(x) < 00 og lad T: E -+ F vcere en begrrenset ope-

rator af E ind i et Banachrum F . Da er funktionen

T 0 f: X -+F kontinuert og opfylder fliT 0 f(x) II dll(X) <.-

liT II f II f'{x ) II dp(x) < co og T o f er derfor ll-integrabel
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og der gcelder

T(f f d~) = JT 0 f(x) d~(x)

Betegner T': F' ~ E' den transponerede operator gcelder

nemlig for ~ E F'

0.5. 0velse. (Majoriseret konvergens af integraler). Lad

( f ) v~re en f¢lge af kontinuerte funktioner f : X ~ E
nn~ n

og lad f: X ~ E v~re en kontinuert funktion sa

lim f (x) = [(xl for x E X
nn-+CO

Hvis der findes en kontinuert funktion g: X ~ to,oo[ med egen-

sk-aberne

(i) \Ix E X: 'In E IN

(ii) fg(x) d~(x) < 00

sa er f og f n for n E ~ ~-integrable, og der g~lder

lim If d~ = If d~n

Vink. Man kan starte med at vise at (Jf
n

dvlnSN en en Cauchy

f¢lge pa E .



0.6 Definition. En funktion f: I ~ E

0.6

pa et abent inter-

val I ~ E kaldes differentiabel i punktet x E I med diffe

rentialkvotient f'(x) E E hvis

lim f(x+h)-f{x) = f'ex).
h-+O h

Differentiabilitet fra h¢jre (h > 0) og venstre (h < 0) de-

fineres analogt.

For en funktion f: I -+ E som er differentiabel i aIle

punkter af I er funktionen ~ a f: I ~ ~ for ~ E E' diffe

,rentiabel med differentialkvotient

(q> 0 f)'(x) = q> 0 f"(x) for x E I.

Heraf s~s specielt (de kontinuerte linearformer pa E skiller

punkterne) at hvis f: I -+ E er differentiabel pa I med

. f'(x) = 0 for x E I sa ~er f konstant.

0.7. 0velse. a) For en kontinuert funktion f: [a,b] -+ E er

funktionen F: [a,b] -+ E givet ved

x
F(x) = f f(t) dt

a

differentiabel pa [a,b] (fra h¢jre i a, fra venstre i b)

med

F' (x) = f ( x ) for x E [a, b ]

b) Hvis f: [a,b] ~ E er differentiabel pa [a,b] med

kontinuert differe~tialkvotient f': [a,b] -+ E grelder

b
feb) - rea) = f f' (t) dt.

a
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0.8. 0~_§~. CDelvis integration). Hvis f: [a,b] ~ ~ er

differentiabel med kontinuert differentialkvotient f' og

g: [a,b] ~ E er kontinuert grelder

Jb f(t) get) dt = [rCt) GCt)]b - r
b

fl(t) G(t) dt
a a ~a

hvor

t
G(t) = J g(x) dx for t € [a,b] .

a
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§l. Kontraktionssemigrupper og deres frembringere.

Lad E veere et Banach rum over rc, og lad L(E) betegne

Banach algebraen af begrrensede operatorer pa E .

1.1. Definition. En kontraktionssemigruppe pa E er en familie

(Pt)t>o af begrrensede operatorer.pa E (altsa {Pt It> o} c

L(E)) der opfylder

(i) Po = I (identiteten pa E)

(ii) P = PsP t for s,t > 0s+t

(iii) II P t II < 1 for t > 0 (P t . er en "kontraktion") .

Det er klart at operatorerne i en kontraktionssemigruppe

kommuterer indbyrdes.

1.2. Definition. En kontraktio~ssemigruppe (Pt)t>O pa E

siges at vrere strerkt kontinuert hvis for aIle x E E

lim IIPtx - x II = 0 .
t-+O

1.3. Sretning. For en strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe

(Pt)t~O pa

[O,co[ ind i

E

E

og x E E er afbildningen

kontinuert.

af

Bevis. Lad to > o. For h > 0 grelder
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og for h E ]O,t O[ gcelder

IIPt x - Pt _hx II = IIP t -h(Phx - x) II < IIP
h

x - x II
0 ·0 0

hvilket .viser at t .... Ptx er kontinuert l to I

Sretningen viser, at for en strerkt kontinuert kontraktions-

semigruppe (Pt)t>O p~ E er afbi1dningen t ~ Pt af [O,oo[

ind i L(E)- "strerkt kontinuert", a Lt sa kontinuert nar LeE)

udstyres med topologien for punktvis konvergens.

1.4. ¢velse.

er mrengden

For en kontraktionssemigruppe ( P ) pa Et-t>O
=

E = {x E Eo lim II PtX -" x II = O}
t-+O

et afsluttet underrum af" E og familien (Pt\E )t>O a~
o =

restriktioner af Pt til EO er en strerkt kontinuert kontrak- ~

tionssemigruppe pa Banach rummet EO ·

I det f¢lgende betragter vi en fast strerkt kontinuert kon

traktionssemigruppe (Pt)t~O pa E ·

1.5. Definition. Operatoren (A,D(A») p~ E med domrene

DCA) = {x € E I lim tCPtX - x) eksisterer i E}
t ....o

og givet ved·

Ax = lim }CPtx - x) for x € D(A) ,
t-+O

kaldes den infinitesimale frembringer (kort frembringeren) for

=
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Det er klart at D(A) er et underrum af E og at

(A,D(A)) kommuterer med aIle operatorerne (Pt)t>o' altsa

Pt(D(A)) c DCA) for t > 0

og

1.6. Lemma. For x E D(A) er afbi1dningen t ~ Ptx af

[O,oo[ ind i E kontinuert differentiabel med differentialkvo-

tient

Bevis. Lad x E D(A) . For t > a og h >0 grelder

x ) - Ax)1I

og for t > 0 og h E ]O,t[ grelder

hvilket viser at t ~ Ptx er differentiabel fra h¢jre og fra ven~

stre med differentialkvotient

1.7. Sretning. Den infinitesima1e frembringer (A,D(A)) for

(Pt)t~O er en tret defineret og afs1uttet operator.
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Bevis. Lad E E For > 0 scetter vi a Ja P xds E Ex a x =---- s

if7>lge 0 . 4 gcelder 0 f'o r t > 0 0
og sa

1 Jax a) = - ( p x x ds -
t 0 s

x ds)

1 Ja+
t Ja 1 Ja+

t
= -( P xds - P xds) = t Psxds

t t s 0 s a

for t ~ 0 konvergerer i E mod P Altsa a
E D(A)sam x - x . x

a

for a > 0 og endvidere

lim 1 ax = x
a~O

a

hvilket viser at x E E er grrensevcerdi for elementer fra D(A) ,

altsa at D(A) er teet i E .

Vi skal nu se at (A,D(A)) er afsluttet. Lad (xn)neN

veere en f¢lge pa D(A) og antag at ·x,y E E opfylder

x = lim x og y = lim Axn nn-+OO n~

vi skal indse at x E D(A) og y = Ax If¢lge 1.6 og 0velse

0.7 har vi for n E tN og t > 0

Ptxn - x =J: P (Ax ) dsn s n '
,

hvilket giver

som da (Pt)t>O er st~rkt kontinuert giver

1It= lim t 0 Psyds = Y ,
t~O

a 1t sa at xED ( A) 0 g Ax = y. D.
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1.8. Scetning. Den "s vage' frembringer (AO,D(AO)) med dorucene

topologi pa E}

og givet ved

lim
t-+O

eksisterer i den svage

AOX = svag-1im t(Ptx - x) for x E D(AO) ,
t-+O

er identisk rued frembringeren for (Pt)t~O

Bevis. Det er k1art at D(A) ~ D(AO) . Lad x E D(AO) . For

~ E E' er ~ionen t ~ <PtX,~> differentiabel fra h¢jre

med (h¢jre)afledet <Pt(AOx),~>, thi for t > 0 og h > 0

har vi

som konvergerer mod 0 for h -+ O. Da funktionen

t ~ <Pt(AOX)'~> er kontinuert giver Lemma 1.9 nedenfor at

t ~ <PtX,~> er kontinuert differentiabe1 med differentia1kvotient

<Pt(AOx),~>, og derfor er

t
<PtX,~> - <X,~> =: f0 <Ps (AOx) ,~> ds for t > 0

hvoraf

1 1 It .
f(P t X - x ) = foPs (AOX)ds for t > 0 ,

og h¢jresiden konvergerer for t -+ 0 mod AOx

at x E DCA) og 'Ax = AOX n

hvilket viser
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1.9. Lemma. Lad f : I -+ Ie van-e en kontinuert f'unk t ion pa

et abent interval I ~ E bg antag at den h¢jreafledede

D+f(x) = lim k(f(X+h) - f(x» for x E I ,
h~oO

eksisterer og er kontinuert pa I. Sa er f kontinuert diffe-

rentiabel.

Bevis. Vi kan n¢jes med at se pa tilfreldet hvor f er en reel

funktion da det almindelige resultat sa f¢lger ved at betragte

realdelen og imaginrerdelen af f

Hvis det grelder at +
D f(x) ~ 0 pa et delinterval [a,b] c I

sa har vi

sa

f (b) - f (a) > o ·, thi i modsat raId findes 6 > 0

feb) - r Ca ) < --o(b-a) ,

og for funktionen g:[a,b] ~E °defineret ved

get) = ret) - f(a} + oCt-a) for t E [a,b]

grelder

,

(

og dermed findes, da g(a) = 0, et to E la,b[ s~ g(t O) > 0 .

Da g er kontinuert og g(b) < 0 findes videre et t
1

E ltO,b[

sa



1.7.

+ i modstrid med +og dermed er D g(t
1

) < 0 D g(t1)
~

=

D+f(t
1) + 6 > 0 .

Pa samme made vises, ved at betragte C(t) - ext -' henh.

at - f(t) ,

grelder ex <

a t h vis D+f E [ ex , a, ]
feb) - f' Ca ) <

(3 •b - a

pa et interval [a,b] sa

For to E I og E > 0 findes da D+f er kontinuert i

to et t 1 < to sa

ID+f(t) + ]t1 ,to [- D f Cto) I < e for t E

Dermed grelder if¢lge det lige viste at

altsa

f(tO)-f(t)
t -to

hvilket viser at f er differentiab~l med differentialkvotient

D+f (som er kontinuert). I

1.10 ¢velse.

fylder

En kontinuert funktion ~: [O,oo[ ~ ~ der op-

lP(O) = 1 og lP(s+t) = lP(s) • lP(t) for s,t > 0,

har formen

lP~t) = exp(at) for t > 0 ,

hvor a E ~ er givet ved

a = ~'(O) = lim ~(t)-~(O)
I t~O t



tp ( s )

Vink.
6

VCElg 6> 0 S8. ex = f <.p(s)ds =1= 0 og s kr i v
o

s+o
=1 f q>(u)du

ex s

1. B.

De strerkt kontinuerte kontraktions:semigrupper (Pt)t>O

p~ E = ill (udstyret med den sredvanlige norm) er derfor givet

ved

a taPtx = e x for t > 0 og x E ~ ,

hvor a E ~ opfylder .Re a < 0 •

Find den infinitesimale frembringer for

Re a < 0 .

hvor

1.11. 0velse. Lad A E L(E) . For t > 0 defineres ved
:::::

00
t n

P t = exp(tA) = I: nT
AD

n=O

en tiegrrenset operator pa E og familien (Pt)t~O opfylder

P = Io og p = p P
s+t s t for s,t ~ 0

Endvidere er afbildningen t ~ Pt af [O,oo[ ind i LeE) konti

nuert i normtopologien p~ L(E) og der g~lder

1A = lim t (Pt-I) i normtopologien pa LeE)
t-+O

1.12. 0velse. Lad Cb(JR) ,1!Cb (R ) og Co(JR) betegne vektor

rummene af kontinuerte begrrensede, 1igeligt kontinuerte begr~nsede

og kontinuerte funktioner der gar mod 0 i ~, p~ E. Ud-

styret med supremumsnormen

IIf 11
00

= sup If(t)1 for f E Cb(JR)
tElR



1. 9

er disse rum Banachrum (CO (R) C;; UC; (R) <;; Cb (R)) · Ved

Ptf(x) = f(x-t) for x E ~, t ~ 0 og f E Cb(JR) ,

er en

og ved

Co CRy

af operatorer pa C'
b

CIR) ,

Co~) , OR (Pt)t~O

pa DC
b

(F) og pa

defineres en fami1ie (Pt)t~O

restriktion ogsa pa UCb(E) og

kontraktionssem~gruppepA Cb(E)

Denne semigruppe, sam kaldes translationssemigruppen (pa

Cb(E),UCb(E) , CO(E)) , er s t.ser-kt kontinuert pA UCb(E) og

CO(R) men ikke pA Cb(E)

Frembringeren for (Pt)t~O b1iver beregnet i ¢ve1se 2.12.

1.13. 0velse. Lad ~,~ > O. For t > 0 defineres en begrren-

set operator Pt
0 C

b
(R) ved'pa

-~t
00 CAt)k

Ptf(s) = e 2: kl
f(s -kll) for s E JR og f E C

b
CR)

k=O

Familien (Pt)t>O eren strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe

og den infinitesima1e frembringer for (Pt)t~O er

differensoperatoren A pa Cb(E) defineret ved

Af(s) = A(f(s-~) - f(s)) for f E Cb(E) og sEE.
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§2 Potentialoperatoren og resolventen.

Lad (Pt)t>o vrere en strerkt kontinuert kontraktionssemi

gruppe pa E og lad (A,D(A)) betegne den infinitesimale frem-

bringer for (Pt)t~O

2.1. Definition. Operatoren (N,D(N)) med domrene

D(N). = {x E E

og givet ved

t
Nx = lim I

t~ 0

t
lim f
t~ 0

P xds
s

P xdss

for

°eksisterer i

x E D(N) ,

E}

kaldes potentialoperatoren for (Pt)t~O

Det er klart af D(N) ~ er et underrum af E •

00

tilh¢rer D(N) .

2.2. 'Lemrna • Et element x E E der opfylder f
o

II P x [( ds < 00
S

Bevis. If¢lge 0.3 er s ~ P x integrabel med hensyn til Lebes-s

gue-malet 0 ] 0 ,oo[ 'og for 't > 0 har vipa

00 t 00 00

IIf P xds - I P xds II < III Psxds II < I II P x II ds ,
0

s 0 s t t s

00

og idet I ll P x II ds -+ 0 for t -+ 00 far vi x E D(N) og
t s

00

(

Nx = f
o

P'xdss I
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2 • ,3. Lemma. Potentialoperatoren (N,D(N)) har egenskaberne

(i) Pt(D(N)) ~ D(N) for t > 0

(ii) Pt(Nx) = N(Ptx) for t > 0 og x E D(N)

t
(iii) Pt(Nx) - Nx = f P xds for t > 0 og x E D(N)

0
s'

(iv) D(N) ~ N(D(N))

(v) lim Ptx :: 0 for x E N(D(N),)
t-+eo

(vi) N(D(N)) c D(A) og A(Nx) = -x for x E D(N) .
=

Bevis. Lad t > 0 og x E D(N) . For a > 0 har vi (1.4)

a
f P (Ptx)ds
o s

P xds)s ,

og da h¢jre side konvergerer mod Pt(Nx) for a ~ oo , gcelder

Ptx E D(N) og N(Ptx) = Pt(Nx) hvilket viser (i) og (ii)

Lad t > 0 og x E DeN) . Ved hjcelp af (ii) har vi

a a+t
Pt (Nx ) :: lim f Pt +s xds :: lim f P xds '

0 t s
a~ ·a~

a+t
:: lim (f P xds
a~ 0 s

t

f P xds) ::
o S

t
Nx - f

o
P xds

s'

altsa (iii) , hvoraf (under brug af (iil)

- l(p Nx-Nx) = N(l
t

(x- p t X } }t t ','
1 t

= t I
o

P xdss

og da h¢jresiden konvergerer mod x for t ~ a fas at x er

grcensevcerdi for elementer fra N(D(N)) altsa (iv), og videre at
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N(D(N)) c D(A) samt

A(Nx) = -x for x EDeN) ,

hvilketer (vi) . Endelig er m~ngden {x EEl lim Ptx = OJ
t~

afs lut tet (da II Pt II < 1) og den indeholder .if¢lge (iii)

N(D(N)) hvoraf (v) . B

2~4. Korollar. Potentialoperatoren er injektiv.

Bevis. F¢lger af 2.3 (vi) D

2.5. 0velse. Potentialoperatoren (N,D(N)) er en afsluttet

operator, altsa og Nx -+ y
n medf¢rer

x E D(N) og Nx = y

Vink. Man kan udnytte at (A,D(A)) er afsluttet.

2 .6. Lemma. For x E D(N) og a > 0 gcelder

aa f p xds E D(N)x =
0 s

Be v is . For t > 0 har vi

t t a a t
f p a f (f P xds)du f (J P xdu)dsx du = =

0 u 0 0
u+s

0 0 u+s

a s+t a s+tf (f P xdu)ds f (x s
= = - x )ds

0 u 0s

a s+t a
f ds f s= x - x ds

0 0



Til f: > 0 findes sa II Nx - x
t II < f: for

2.4

og for t > ~O har Vl derfor

a
II f xs+tds - aNx II =

o

a+t
III

t

s
(x -. Nx)ds II

t
hvilket viser at lim J p a eksisterer, altsa a

E D(N)x 'ds x
t~ 0

s

og

t a
Nxa lim f p xads aNx f s= ;: - x ds

t~ 0 s 0

2.7. Sa:tning. F¢lgende tre betLnge Ls e r- er ensbetydende:

( i ) D(N) e r t a:t i . E ,

(ii) N(D(N)) er ta:t iE,

(iii). lim Ptx = 0 for x E E
t~

Nar (i), (ii) og (iii) er opfyldt er (N,D(N)) en tret de-

fineret afsluttet operator 0 E og frembringeren (A,D(A))pa

er injektiv og· opfylder

N
..,1

A -1
= -A og = ~N

Be·vis. Af Lemma 2.3 fas (i) => (ii) => (iiil. Antag at (iii)

er opfyldt, Sam i beviset for 1.6; har vi for x E DCA) og

t > 0

t
f Ps(Ax)dS = Ptx-x ,
o

hvoraf



t
lim f
t~ a

P (Ax) = -x
s ( * )

2.5

Vi skal nu til (Pt)t~O

nuerte kontraktionssemigrupper

altsa Ax E D(N) og N(Ax) = -x. Specielt er A en injektiv

afbildning af D(A) . ind i D(N) , hvilket sammen med Lemma 2.3

(iv) viser at

N = _A- 1 A N- 1
og =-

Da (A,D(A)) er afsluttet f¢lger beraf at (N,D(N)) er afsluttet,

og (*) viser at x E D(A) er grrensev~rdi for vektorer tilh¢-

rende D(N) (Lemma 2.6) , altsa

D(A) c: P(~}

hvoraf ses at D(N) er tret i En.

knytte en familie af strerkt konti
A

(Pt)t~O med Qveralt definerede

og kontinuerte potentialoperatorer. For A > 0 definerer vi

p x =
t

for t > 0

A
og hermed er (Pt) t ~

tionssemigruppe pa E .

for A > 0 en strerkt kontinuert kontrak~

Den infinitesimale frembringer~ henholds-

vis potentialoperatoren for

henholdsvis (N A' D(N A)

2.8. S~tning. For A > a g~lder

(ii) D(N A) = E og NA er en begr-sense t operator pa E, rued
1

norm liN A II ~ 1: givet ved

= f
'0

00

e- AS P xds
s for x E E



(iii) for x E E

2.6

Bevis. For x E E har vi for t > 0

(

'~

hvoraf (i) ses; (ii) f¢lger af Lemma 3.2 og (iii) er klar. I

2.9. Koro11ar. Reso1ventm~ngden peA) for operatoren A inde

holder ]O,oo[ og _N;\ =(;\1 :- A)-1 er for ;\ > 0 en bijektiv

afbildning af E pa D(.A) . Endvidere g~lder

Bevis. For' A > 0 er injektiv Qg ~N = (A-AI)-1
A

er begrrenset og overa1t defineret pa E, a~tsa A E peA) (i a1ge

braen L(E)) . For ~,A > 0 har vi

N;\ - N~ = (;\1-A)-1 - (~1-A)-1

= (;\1-A)-1«p1-A) - (;\1-A»(~1-A)-1

2.10. Definition. Fami1ien (NA)A>O kaldes resolventen for

(Pt)t>O og ligningen (**) kaldes resolventl~gningen.

Det f¢lger af (**) at operatorerne (N;\);\>o kornrnuterer ind

byrdes altsa N;\N~ = N~N;\ for ;\,~ > 0 .



2.11. 0velse.

2.7.

Find potentia1operatoren og resolventen for

kontraktionsemigruppen (P~)t>O pa ~ med a E ~, Re a < 0 ,

fra 0velse 1.10 .

2.12. ¢ve1se. For trans1ationssemigruppen (Pt)t>O pa CO(lli)
=

givet ved

Ptf(x) = f(x-t) for' f E CO(lli) , t > 0 og x E lli,

(
grelder D(N)"= {OJ

hvor

Resolve.nt en for er

00 \ -Atf e f(x-t)u = HA * f(x)
o

for f ~CO(lli) og x E lli. Her er HA funktionen pa lli ,

-AX
HA( x ) =1 ]0, co [ ( x ) e ,<' f or x E lli ·

Frembringeren (A, D(A) ) for· (p t) t~O er differentia1operatoren

og

d
Af = - dt f f'or- f"E D (A)

For at indse dette gar vi frem pa f¢lgende made: For hvert A > 0

er NA en ~ijektiv afb11dning af E pa D(A), og g E D(A)

har derfor formen g = AN f
A for. fEe0 (JR) , og der grelder

Pa den anden side har vi



get)
00

= AI
o

-AS '
e f(t-s)ds

At t A'·
= Ae- J e rf(ln)dr

-qo

2.8

hvilket viser at g er differentiabel og at

d 2 "\t t . "\ r
dt get) = -A e- A J e A f(r)dr + Af(t) = Af(t) ~ Ag(t)

-00

,

altsa og

d
Ag ::: - dt g •

Omvendt er det nemt at se, at hvis f E CO(~) er differentiabel

dog dt f € Ca(E.) sa .e r- f € D(A) •

Ptf(x) = f(x-t) for f € E , x ~ 0 og t ~ 0 ,

en strerkt kontinuert kontraktionpsemigrupp~~ Der grelder

og

D(N) = {f E E
o

lim I f(s)ds eksisterer}
t-._oo t·

x x
Nf(x) =J f(s)ds( = lim I f(s)ds) for x ~ 0 og f E D(N)

_00 t~_oo t

Resolventen (NA)A>O er bestemt ved

~AX IX
NAf(X) = e

_00

Endvidere er

AU
e f(u)du for x~O, fE:E og A > 0 •

og

D(A) d= t r € E I dt f € E}

d
Af ':; ~dt f for fED (A) .



3.1.

§3. Den Brownske semigruppe.

Lad nEE. Vi skal betragte familien (gt)t>O af funk-

tioner 0 JRn givet vedpa

2
2x.

exp(- II x II) n exp(-4%-)4t
gt(x) = = IIn i=1 V1+"TIt

(4rrt)2

for x E En og t > 0 "

hvor II x II er den sa=dvan1ige euklidiske norm af x =

(x ,..., x ) E JRn .
1 n

.Y' og specielt er

Hver af funktionerne

gt (og ethvert produkt af

ti1h¢rer rummet

gt og et po-

lynomium) integrabe1. Af formlen

f exp(-x2)dx = Vi
E

fas let at

for t > 0 (1 )

(2)nfor y E R ,

Den Four~er transformerede af gt er for t > a

2
exp(-. IIx II )

=f 4t exp(-ix.yXbc = exp(-t lIy 11
2 )If n

(4rrt)2

F ~(y)

hvilket f~s ved' gentagen anvendelse af resultatet for n = 1 ,

se ¢velse 3.1. nedenfor,

f
It

2

exp(-~) exp~ix.y)dx =
V4nt

2exp(-ty ) for Y E JR og t > a

Da Fourier transformationen er injektiv og vi for s,t > a har



3.2.

opfylder funktionerne (gt)t>O foldningsligningen

gt * gs = gt+s for t,s > O.

3.1. 0v e1 s e • Vis for t > 0 formlen

J
R

2x
exp(-1ft)

e xp ( - Lx- y ) dx =
v'2TTI

exp(- t y 2 ) , y € E .

Vink. Betegnes vens t.r-e s i.den <.p(y) ser man ved partiel inte-

gration at ~ opfylder differentialligningen

~'(y) = -2ty ~(y)

og da, if¢lge (1), ~(O) = 1, fas den ¢nskede formel.

3.2. !Dvelse. Vis formlen (3) ved direkteudregning.

Vi skal nu se hvorledes familien (gt)t>O ved fo1dning

inducerer strerkt kontinuerte kontraktionssemigrupper pa for-.
ske11ige Banachrum af funktioner pa nJR •

Rummet C· (En) af korrt Lnuer-t e funktioner f: En" ... rc ,
o

der gar mod 0 i det uendelige, er et Banachrum under supremum-

normen

II f II = sup { I f ( x ) I : x E JRn}
co

Rummet L2(En) af €ekvivalensklasser af) kvadratisk inte-

grable funktioner

rum) under normen

nf: JR -+ rc er et Banachrum (endda et Hilbert-

= (J If (x ) 12 dx) ~
JRn



3.3

3.3. ¢velse. Lad f: En ~ ~ v~re en integrabel funktion

med L1 norm

II f 11 1 = I If(x)1 dx
JRn

(i) For g E C (En) er g * f E C (En) og
0 0

IIg * f II < II g II nr 11 1Q)= co

(ii) For g E L 2 (En) er g * f E L 2 (JRn) og

3.4. Definition. Den Brownske semigruppe pa er

familien af operatorer pa givet ved

P = Io
og P f = g * ft t

for t > 0 og

Formlen (1) i forbindelse med ¢velse 3.3 (i) viser, at Pt
,for t > a er en begrrenset operator pa C (JRn) med norm < 1 ,a

og for t,s > a finder vi ved hjcelp af (3) at

a1tsa at (Pt)t>o er en kontraktionssemigruppe.

kontinuert og lim P f = 0 for fEe (En)
t~ t 0

Sretning. Den Brownske semigruppe pa

Bevis. Lad

Lad e > 0 ••

fEe (En) . Vi skal se at lim IIPtf - f 11
00

= 0
o t~O

Da f er uniformt kontinuert findes 6 > a sa



3.4.

l r Cx ) - fey) I < e for nx ,y E JR med IIx-y II < 6 ,

og dermed har vi for t > 0 og

If(x)- Ptf(x) I = If n gt(y)(f(x) - f(x-y»dyl
JR

~ f ~(y) If(x) - f(x-y)I dy + f ~(y) If(x) - -f(x-y)I dy
lIy 11<6 lIy 1I~6

< e + 2 IIf II
00

For t > 0 og Y E En grelder endvidere

2
lIy II - 2nt gt(Y)

4t2--

lIy II ~ <5

hvilket viser at t ~ gt(y) er voksende p~ intervallet
i 2

io, lI~nll [, a l t sa specielt at

I

: gt (y) -+- 0 for t ~ 0 fl~r
i

Sretningen am monoton konvergens af integraler viser derfor,

at integralet ovenfor konvergerer mod 0 for t ~ 0, alts&

at lim II f
t-+O

For at se at

R > 0 sa
lim P f = 0 ,
t-K:O t

vcelges til givet e > 0 et

If(x)1 < e for x E En med

og dermed grelder for x E En

II x II > R



3.5

IPtf(x) I ~ f l f'(y) I ~(x-y)ely + f· If(y) I ~(x-Y)dy
- lIy II>R Jly II~R

n

<__ e + II f II f (4rrt)2" ely ,
·00 II yll~

hvor integra1et konvergerer mod 0 for t ~ 00. I

Vi skal nu i 3.6-3.10 beregne den infinitesima1e frem-

bringer (A,D(A)) for den Brownske semigruppe pa

I
!
I
I

3 • 6 • Lernma •

!
I

j

(her elr ~g
I t
I

Y f-+ gt; (y )) •

Lap1aceoperatoren anvendt pa COO-funktionen

En simpel udregning viser at for t > 0 og y EEn

For h > 0 grelder



3.6

og det sidste integral kan derfor vurderes ved

For h'" a konvergerer integranden punktvis mod a og idet

2
II y II +2nt (. () ( ))

2 gt+8h Y + gt Y
4t

har vi for h E ]a, 1 [ at

2
lIy 11 2 ~ 2n(t+1)lIy II +2nt

2~+1 (y) for
4t2

1~+eh(Y) - ~(y) I <

2n(t+1)+2nt 2 for lIy U2 < 2n(t-t1)
4t2 n ,

(41Tt)2

hv,ar.-:v_i~ ...hanibeny t t e t at t H gt (y) er voksende .f'or-

lIy 11 2 ~ 2n(t+1) , og da funktionen { er integrabel f¢lger

det af sretningen ommajoriseret konvergens af integraler at

3.7. Sretn·ing. Der grelder og

(-

Bevis. Lad f E C2 (E ) . Ved partiel integration fas (vi sretterc

s"> (Y2'··-··'Yn))



3.7

(_d_ g ) * f'{x )
dX

1
t

=

= g * d f(x)
t dX 1

,

hvor det integrerede. led er 0 da f har kompakt'st¢tte.

Pa samme made far vi

2 ~ 2
(~ ) * f = gt * (~f) ,

dX
1

dX1

ogde analoge ligninger

2
(_d_ g ) * f
ax~ t,

1.

d2
= gt * (- f)

a ,2
x.

1-

for i = 1 , '.". • , n ,

hvoraf ved addition

Sretter vi g = ~f ,

Lemma 3. 6 for m E E

har vi gEe (JRn) ,
o og derfor er if¢lge

og g1 * ~f = P1 g

m m

For m -+ 00 gcelder

P1 f ~ f og A(P1f) -+ g

rn m

(i

( og da (A,D(A)) er afsluttet, cf. l.7, viser dette at



3.8

f E D(A) og Af = g = ~f I

En prrecis afgrrensning af D(A) forudsretter for n > 2 dis-

tributionsteori. Tilfreldet n = 1 kan klares lidt mere ele-

mentrert, se ¢velse 3.10.

3 . 8 . Sretning.· Der grelder

og

Af = ~f for f E D(A)

(f € C (En) de f'Lner-er- en distribution (eridda en· temperereto

distribution) og med menes at distributionen

af er defineret ved et element af C (En) , i ligningen Af =
0

af betegner ~f det entydigt bestemte element g E C (JRn)
..

0

sa ~f = g (som distributioner)) .

Bevis. Lad f E D(A) . Sa grelder if¢~ge 1.6 at

og derfor, cf. 3.6,

Den sidste ligning grelder i distributionsforstand (~f er en

tempereret distribution, altsa Af E~' »s gt E J) .



3.9

Ved Fouriertransformation (af tempererede distributioner) fas

heraf

altsa idet F(gt) > 0 overalt,

F(Af) = F(~f)

og dermed Af = ~f • Altsa grelder

Lad ntl'omvendt opfylde at den Laplaceafledede

af af f i d i at r-Lbut.Lonsror-s t.and "er"

3.6 har vi' for t > 0 at Ptf E· D(A) og

gEe (En) •
o If¢lge

Specielt g~lder sa for m~ 00

og A(P1f) ~ g

m
(i

hvilket da (A,D(A)) er afsluttet medf¢rer at

f E D(A) og Af = g = 6f n .

Hvis en distribution T p~ E, opfylder at den anden

afledede i distributionsforstand er en kontinuert funktion,
2sa er TEe (E) , T er altsa to gange kontinuert differen-,

tiabel i sredvanlig forstand. Sretning 3.8 giver derfor for

n = 1 at

D(A) = t r E C (JR) n C2(JR.) If" E C (JR.)}o 0



3.10

Dette kan ogsa indses uden brug af distributionsteori. Hertil

beh¢ves et bestemt integral sam vi ogsa far brug for senere.

VTI -2 c
~ee

co

f
o

For c > 0 er

2 c 2
-(0 +2)

a do =

3.9. Lemma.

Bevis., Ud fra formlen

00

vn = f
~ o

2-xe dx

findeJ vi ved substitutionen
I

i
i

'I
I
!

I

I
i
I
i

·VTf
~

cx = a-a

i2c
= e

2' 'c 2 2' . 2
-(0 +2) Joo -(a +c2)c

e 0 do + e ,a ~

VC a

hvoraf ved i det andet integral at substituere c
0 = t

. _(a2+~)
2

Vi 2c [I: VC _(t2 +.;.) ]~
= e e 0 2 do + J e t dt ,

0

hvilket er den ¢nskede formel.D

3.10. ¢velse. Frembringeren for den Brownske semigruppe pa
C (E)o er bestemt ved

D(A) = {u E C (E) n C2 (E ) I un E C (E)}
o 0



3.11

og

Au = u" for u E DCA)

For A > 0 er NA (reso1ventoperatoren af index A) en bi-

jektiv afbildning af C (E) pa D(A) . Lad h E DCA)
o

Der findes da f E eo(E) sa h = ANAf og endvidere

Pa den anden- side har- vi, under benytte1se af 3.9, lige

som i udregningen i 3.2t, Tor x E E ,

= JX .Yf fey) e-V"A(x-y) dy + Joo V; fey) e-V"A(Y-x) dy •

-= x

Ved at differentiere to gange (under integraltegnet,
I

fECi (E))- finder vi for x E JR.
<:) .

-(X)

og

fey) e-..;A(x-y) dy + ~ Joo fey) e-..;A(y-x) dy

x

-.

A A..;A
_.x

-..;A(x-y): hIt (x ) = -"2 f(x) + -2- f fCy) e dy
-00

A A..;A
00

-..;A(y-x)
- 2" f(x) + -2- f fey) e dy

x

= - Af ex) + Ah (x)

hvilket viser at

Ah = h" .

h E C2(R)(n C (R))o . a g h " E C0 (R) , samt



3.12

Hvis omvendt h E C (JR) n C2(E) opfylder hit E: C (JR) ,
0 0

sa viI funktionen (for et fast A > 0)

f(x) 1 - h"(x)) for x E R ,= -(Ah(x)A

Definerer vi

finder vi som ovenfor

h~ = -Af + AhA '

og den to gange kontinuert differentiable funktion

tilfredsstiller derfor differentia11igningen

(h-h )" = A(h-h )A . A '

h - h A

hvilket da h - h A
e r- begrcenset (E C (11))

o
medf¢rer at

h-h A er nulfunktionen. Altsa grelder

Vi skal nu i 3.11 - 3.23 bestemme potentialoperatoren

(N,D(N)) for den Brownske semigruppe pa n
C (E ) • If¢lgeo

3.5 er (N,D(N)) tret defineret ogdermed den inverse operator

til (A,D(A)), cf. 2.7, og vi har derfor umiddelbart fra 3.7

at

og fra 3.8



3.13

g = 6f} ,

~m betydningen af af se bemrerkningen i 3.8).

En explicit beskrivelse af (N,D(N)) kendes kun for n = 1,

medens det for n = 2,3,- _. er mu Lig t at angive ·"store" de1-

mrengder af D(N) og det n¢jagtige udseende af N pa disse

delmrengder.

~ ~.!_~_~._ Sretning.

hvis

En funktion fE C (E)a tilh¢rer D(N) netop

(i)

(ii)

00

I f(x)dx = 0
-00

[b -a 00

f(X)dX]lim I xf(x)dx - aI f(x)dx + bI = 0 ,
a,b~ -a -00 b

og i.bekrreftende fald grelder

Nf(x) = ~~ ~[ -~:IY-XI f(y)dy + a~: f(Y)dY] for x € E

(her og i det f¢lgende bevis betegner 1ntegraler over uende1ige

intervaller, uegentlige integraler. Saledes er (i) en kart

'akr-Lvemade for

b
lim f f(x)dx = 0 ).

a,b-+oo -a

Bevis. Lad f E D(N) . Sa viI u = Nf E D(A) og idet

D(A) = {v E C (JR) n·c2 (E ) v" E C (E)} og Av = v" f'or
0 0

v E D(A) , far vi heraf

f = -A(Nf) = -u" ,



altsa specielt u'' E C (ll)
o '

3.14

hvilket medf¢rer, se 0velse 3.13,

r:

at u' € C (E) •o . Idet for a,b > 0

b b
f f ( x) dx = - f U 1t ( x) dx = u' ( - a) - u' (b ) ( * )
-a -a

hvilket viser at f opfylder (i)

a,b > 0

Endvidere har vi for

b
f xf(x)dx
-a

b
= -f xu"(x)dx =

-a

b

[ -xu' ex) ]

x=-a

b
+ f u ' (x ) dx

-a

= -bu'(b) - au'(-a) + u(b) - u(-a)

b 00

= b f f(x)dx - af f(x)dx + u Cb ) - u( -a)
-00 -a

00 -a
= -b f f(x)dx + af f(x)dx + u(b) - u (-'a)

:. b~ -00

hvor vi har benyttet (*) og (i) . Dette viser (ii) . Lad

nu omvendt fEe (E)o opfylde (i) og (ii) .

Vi sretter for X E E

00'

g1(x) = f f(y)dy
x

x
g2(x) = f f(y)dy

-00

[fb

X

00]= lim yf(y)dy + bIb f(y)dy
b-+oo

= ;~ [£: yf(y)dy - a ~: f(y)dY]

( Herved defineres kontinuerte·runktioner g1' g2' h1, h 2 pa E



som if¢lge (i) og (ii) tilfredsstiller

Funktionen u defineret ved

3.15

u(x) = lim 1[_ I
a

a-+co 2 -a
for xEJR

opfylder

u(x) :: lim;f- IX (x-y) f(y)dy 
a-+co t -a

a
f (y-x)f(y)dy

x

00

f(y)dy + a~: f(Y)dY]+ af
-a

x x a
= lim ;[-x f ,f(y)dy + f yf(y)dy - f yf(y) dy

a-MX) -a -a x

+ xI: f(y)dy + a~: f(y)dy + a~: f(Y)dY]

::';[ -xg2(x) + ;~ (~: yf(y)dy - a~: f(Y)dY)

+ xg1(x) - ;~ (I:Yf(y)dY + aI: f(Y)dY)]

Idet for et fast xo '

x 00

h 1 (x ) = I yf(y)dy + xI f(y)dy
Xo x

lim [I
b

yf(y)dy + bI~ f(Y)dY]
b~ Xo b

ses at u(x) = xg1(x) - h1(x) ~ 0 for x~· + 00 •



Pa samme made ses at u(x) ~ 0 for x ~ - 00,

3.16

a 1t sa u € C (E) •o

. Nu er u E C2
(JR) og u" = -f, thi for a > 0 er

a a
fly-xl f(y)dy + af f(y)dy)
-a -a

for x E JR

kontinuert differentiabel (som man let· ser) og

x a
u'(x) = !( - f f(y)dy + f f(y)dy) .a -a· x

Funkt~onerne ua konv~rgerer for a ~ 00 mod u ligeligt
I

og lim u'(x) = g1(x) = -g2(x) ligeligt, hvilket viser at
a-ko a

u € C1 (E) og.

00

u'(x) = g1(x) = f f(y)dy
x

Det t e vlser sa at u' E C1 (JR) ... og

i un (x ) = -rex) for xEJR
I

,
i
I
I

I
f C (11) at D(A) Au -f hvilket netopaltsaJ da E u E og =

0
,

betyder at f E D(N) og Nf' = u I .

3.12. Korollar. Lad fEe (E) opfylde ato

f lyf(y)1 dy < 00

E

Da grelder at f E D(N): netop hvis

I

f yf(y)~y = f f(y)dy = 0
JR E

og for f E D(N) har v i
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Nf(x) = -~ f" l y -x l f(y)dy for x E JR •
11

3.13. ¢ve1se. Lad u vrere en to gange kontinuert differen-

tiabel funktion pa JR. Hvis u,u" E Co(JR) sa u' E C (E)
a

Med betegnelsen h 1 (x) = -~Ixl for x E E kan 3.12

specialiseres til f¢lgende: Lad fEe (JR)
c

Sa grelder

f E D(N) ~ .I
JR

yf(y)dy = f
E

f(y)dy = 0

og i bekrreftende fald er

Nf(x) = h1 * f(x) for x E E

Tilsvarende kan potentialoperatorerne i de h¢jere dimen-

sioner opfattes sam foldningsoperator pa passende rum af kon-

tinuerte funktioner med kompakt st¢tte. Nu bliver funktionen

h1 erstattet af f¢lgende funktioner:

1 1
2n log II x II for x E JR2 , {OJ

og for n > 3

+00 for x = ,

+00

h (x ) =n

• 1 for x E En , {OJ

for x = 0 E JRn

l Vi starter med at vise nogle hjrelperesultater am funktioner-

ne h , n > 2 .
n
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3.14. Lemma. Lad f E C (]12). Funktionen h 2 * f er konti-c

nuert og der grelder at P2 * f E Co (]12) hvis og kun hvis

f
JR2

f(y)dy = 0

Bevis .1 Idet II y IIh 2 (y) ... 0 for y ... 0 er h
2

( y ) majo-
i - 1riseret ved II y II i en omegn af 0 , hvilket medf¢rer at
!

h2 e~ lokalt integrabel pa E 2 hvoraf specielt at h 2 * f,

har m~ning og definerer en kontinuert funktion.

,f\.ntag at f E C (]12) opfylder f 2 f(y)dy = 0 . Lad
:

c
11

i
f"t - C+ (]12)f 1 = Re f. og lad , f -E vcere valgt sa f

1 =c
f+ ' + If- (y) dy. Lad, dermed er f f (y) dy = . R > 0 vsere valgt sa

f(x) = a for IIx II > R

er

1
IIx-y II dy

:= 2~ .(- f r" (y) log II x-y II dy + f f- (y) log II x-y II dY)
! II Y II~R : II y II ~R
I
I
!

hvoraJf for IIx II > R + 1
i

I

I 1 + .
:h * f (x ) < 211 (, -log ( II x 11.;-R ) + log. ( II x II'" R) ) J 2 f ( Y) dy
! 2 1 = . E

Iog analogt

= 2~ (J 2 f+(y)dy) log
E

IIx II+R
IIx II~R

I 1 I + II x II +R
jh 2 * f 1 (x ) ~ 2TI ( 2 f (y)dy) log IIx II+R

JR

altsa h
2

* f E C (]12) • Pa samme made ses at
1 0
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h * 1m f E C CR 2 )
2 0

altsa h * f E C (JR2)
2 0

Hvis omvendt J 2 f(y)dy * 0 sa viser tilsvarende over
E

vejelser at h
2

* f (Co (JR2 ) .1.

3.15. ¢velse. Lad n ~ 3 . gcelder
i

h * ~ € C (JRn)
n I 0 .

I
I

!

i

3.16. i Lemma. Den' Laplaceafledede (i distributionsforstand)
: -===
!

af futiktionen h 2 pa JR2 (som er lokalt integrabel) er
I-to ~to er Diracmalet i 0), altsa
I

I

I

Bevis~ Funktionen: h2 er af klasse C~ i den abne mrengde

:R2 ...... ;iO} ogder gcelder (i scedvanlig forstand)

b.h2 (x ) = 2~(·a
2

2 (-log Jx~+x~) + a
2

2 (-log Jx~+x~.))
aX1 aX2

.. ( x
2_x2 2 2

112 +
x 2-x1 )

0 for=
2n (xi+x~)2 222 =

(x
1+x2)

x = (x1 ' x2 ) E :R2
" {a}

Lad nu f E jQ (af klasse COO og med kornpakt st¢tte) . Vi har

da

- lim
I

£-+0
R-+oo

JJ h 2 ( x ) b.f ( x ) dx l

e<II xii < R

og da b.h
2

= 0 i {x E JR2 I e < IIx II < R}



= lim
£-+0
R-+eo

II (h2 ( X) ~f(x) -f(x) ~h2(x))dx

s-cll x II<R

3.20

hvoraf ved hjrelp af Greens formel, idet b±draget fra den

"yderste" rand falder bart da f (og 8f) har kompakt

st¢tte

f df d~/= lim (h2 (x) dn(x) - f(x) ~x)) da(x)
£-+0 IIx II =e

hvor ddn betegner den normalafledede efter den mod o

rettede normal og do betegner "buelCEngden" pa

II x II = e l , Idet Idfl ~_ M har vi for £ < 1dn

J h 2 ( x ) ~~(x) do Cx) I < 2~ logt • M • 21TE
IIx 11=£

altsa

lim J h 2 (x) ~~(x) da(x) = 0
e-+0 II x II =e

Da

dh 2 ( x ) 1 d 1 1 1
dn = -21T dr log. -I = 21Tr r= II x II Ilx II

finder vi

lim I f(x)
dh 2 ( x ) do(x) fCO)dn = ,

£-+0 IIx II < e

altsa

<~h2·f> = -fCO) ,

hvilket var pastanden . I
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3.17. 0ve1se~ Pa analog made kan man vise at den Laplace

afledede i distributionsforstand af funktionen hn
o JRnpa

(for n > 3) er

·3.18. Sretning. Domrenet for potentialoperatoren for den Brown-

ske semigruppe pa indho1der: mrengden

og I

grelder if¢lge 3.16 at den Laplaceafledede af

Lad

-f ,erg

If¢lge 3.14 er

for . fED
o

fED o

i

Nf =

I
~evis1
og det

I
I

altsa

8g = ~(h2 * f) = -f ,

hvoraf if¢lge 3.8, idet f E Co (E 2)
, g E D(A) og

Ag = 6.g = -f ,

hvi1ket viser at f E D(N) og Nf = g . I

Lad Hvis f E D(N) sa grelder

J 2 f(y)dy = 0
JR

(
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3.20. 0velse. Domrenet for potentialoperatoren for den Brown-

ske semigruppe pa indeholder for n > 3 mrengden

C (En) og der grelder
c

Nf = hn * f for

Resultatet i 0velse 3.20 kan dog ogsa opnas uden brug af

distributionsteori. Hertil f¢rst et lemma.

3.21. Lemma. For n > 3 grelder

n 2·00

C4nt)2gt(y)dt = f exp(- IIyll ) dt4t
0

-n+2 n
-2 n

"II y II
00 --2rr f -s 2

= .4 e s ds
0

rC¥-1)
h (y)= =n n-2 n

4n2
II y .11

I

i

I

I
I

B · IeVls,
I

findet
I

J
:0
!

i

00

f
o

For

h (y)
n

for y E En

substituerer vi s = IIy II 2
4t og

Endvidere er

Nf = h * fn

. I

og

= + CX)

o

1-g 00

t 2

nf-2

for

gCElderFor, n > 3

n n
= (4n) -'2 /10 t -'2 d t =

00

I

I
I

3.22.1 Scetning.
I
!

I gt:C 0) dt
o !

!
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Bevis. Lad f¢rst For fast nx E JR og t > 0

har vi

It g * f(x)ds = I f(x-y) (It g (Y)dS)dY
o s En 0 s

hvoraf, da udtrykket i p~rantesen for t ~ 00 konvergerer

voksende mod h (y)
n

t t
lim I g * f(x)ds = sup I gs * f(x)ds = I n f(x-y) hn(y)dy. (*)
t-+eo O. s t>O a JR-

Det e~ nu afg¢rende at denne konvergens faktisk er ligelig for
i

X E :Rtl
!

For hvert t > 0 'er

(**)

I

i .

og der g~lder (om dette element af
!

for

0 C (En) 0
integ~alet (**)pa

0 J pa

t t

= <ft,lPz> = J <g * f· q:> >ds =J gs * f(z)ds
s , z

0 a

t
= I gs * f(z) ds ,

o
i
i

hVilk~t ses ved at anvende den kontinuerte linear form

tn
z
. i !

'I' i i

g )-+ : g(~)
I· I
I

I

Lad e > a . Da if¢lge ¢ve-1se 3.15, h * f E C (JRn) findes
n 0

,
j

i K c JRn 0

en k°fnpaktmrengde sa

a < h * fey) < e for y E JRn <, K
n

iPa den kompakte mesngde K er konvergensen i (*) punktvis
i

og voksende med kontinuert grcensefunktion og derfor if¢lge
i

• I

Dini'is sretning unLf'or-m, Der findes aLt s a t > 0o
sa

for x E K og t > t o



Alt i alt har vi s~ at

II h * fn for t > t ,
a

hvilket viser pastanden. For vilkar1igt

resultatet ved linearitet. I

fas

3.23. ¢velse. For n = 1,2 gcelder

00

J gt(y)dt = +00 for Y E En
a

Her-af" f¢lger at den eneste funktion f E C+ (JRn)
0

D(N) er nulfunktionen. Sml. 3.12 og 3.19.

der tilh¢rer

For at beregne resolventen (NA)A>O for den Brownske

· semigruppe pa Co(En) bemrerker vi f¢rst at resolventopera-

taren af index A > 0

givet ved

er overalt defineret pa og

00 -At
= f e gt * f dt

o
for

hvor integralet er taget i Banachrumsforstand. Ved for x E En

(ligesom beviset for 3.22) at anvende den kontinuerte 1inear-

form pa fas

00 -At '
= f e gt * f(x) dt

o

00 -At= f n f(x-y)(f e gt(y) dt) dy
JR 0

,

nog .x E JR • Dette viser at N
A

"ern fold-

ning med funktionen
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co -At 2
h

n
A(y) = J e exp (- II y II ) dt ,

o n 4t
(4tTt)2

altsa

= hA * f(x)n
for og

I d~ explicite udtryk for funktionerne hA
n indgar i de

lige dimensioner Besselfunktioner, og vi n¢jes med at angive

hA for n = 1 og n = 3 .n

3.24.: I "

S~tning. For A > a er

I A() 1, h 1 Y . = 2\I"f:
-VAlyl

e for y E JR ,

finder vi ved sUbstitutionen

2

-1 -At -h
(4TTt) 2 e e dt

2
t = aT

for

for y == o.

"-VAllyll
e1

+00

Lin II y II

Y E JRBev i.s, For
I

I
I
I
I

: I 00

h~ (r) = J
!' 0

1
= vrn J

o

-2..fi
= 1 VTi e -rr-=

VAn ~
1 -v'Alyl

"2Vr e ,

hvor v i .!har benyttet 3. 9 .

i

Fo~ y E JR3 ...... {OJ har vi analogt



-Ate e

lIy 11 2

4t dt

3.26

z-r: 00 1
= VI\3 J 2

- 0 a
(4n)2

2-(0 +
e

Ally 11
2 -2

4 cr)
do

hvoraf ved sUbstitutionen
~
J4~

a = ----t

_ ( All y II 2 - 2 2
2 , 1'1 . 00 t 2 e 4 t + t )I' .2.= v,,:. 2. I

o
--~ All Y4 Jr' t -2 dt

All y II 2
(4n)2 4

=
, '4' , .

4
3
2"( 4n ) II y II

f
o

')

All y II L- - 2 2-(, 4 t, + t )
e dt

= "1 e-vr. IIY II
4TT II Y II

hvor vi igen benyttede ,3.9,

co -At I

= I e· . dt
o 3

(4rr t) 2"

-i\ 1 3
> ..e J t -2" d t = +co

3 0
( 4n )"2

B•

3.25. ¢velse. Funktionerne y ~ hA(y) af JRn ind i [0,00]n

afhrenger kun af afstanden II y II fra y til 0 . Med f¢lgende

(
(lidt sjuskede) skrivemade

hA (s) = h A (y) hvcr- s = II y II for Y E En
n n ,
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grelder for n > 3 ) A > a og s ~ 0 ,

Den Brownske semigruppe pa CeRn) er s em.igr-uppen af_ 0

foldningsoperatorer pa bestemt ved funktionerne

(gt)t>o. Disse funktioner inducerer ligeledes en semi-

gruppe af foldningsoperatorer pa 2 nL (E ..') , og for denne

semigr4Ppe skal vi nu, under brug af Fouriertransfarmationen,

beregne den infinitesimale frembringer og potentialoperatoren.

Ved denne metode opnas de r- simple, f'uLds t endi.ge kar-akt er-Lae -

ring af domrenerne, der dog ikke er til sa star nytte i 'praksis".

3. 26. Definition. Den Brownske semigruppe 0 L2 (JR2)pa er

familien (Pt)t~O af operatorer 0 L2 (JRn) givet vedpa

p = I og Ptf = gt * f for t > Q og f E L~ (JRn)
0

Ligesom i Co(JRn)-tilf~ldet ser man let at (Pt)t>o er en

kontraktionssemigruppe pa L2(JRn)

3.27. Sretning. Den Brownske semigruppe pa L2(JRn) er st~rkt

kontinuert og lim Ptf = 0 for f E L2(JRn) .
t~

Bevis. Lad f E L2(JRn) . Af Plancherels s~tning far vi for

t > 0



1\ gt * f - f II ~ =

3.28

1\

II (exp(-t II .1\2)-1)f I\~

~.

= J I ~ ( x ) I 2 (1 - e xp ( - 2 t II x II 2 )) dx
JRn

Da 11 - e xp ( - 2t 1\ x 1\ 2) I < 1 for og

lim (1 - exp(-2t IIx 11
2 ) ) = 0 punktvis for x € En

t-.O

f¢lger,det af sretningen am domineret konvergens af integraler

at

f 11
2 = 02

Analogt fas for t > 0

1\

= f n If (x ) 1
2 exp ( - 2t II x 1\ 2) dx

JR

og da integranden konvergerer punktvis nresten overalt mod 0
1\ 2

for t -. m, domineret af If(x)1 , fas

lim 1\ Pt f 1\ ~ = 0 • I
t-.oo

3 . 27 . Sret'ning. Den infinitesimale frembringer (A~D(A))

for den Brownske semigruppe pa. L2.(En) er

og

A

Af =- 1\. 1\ 2 f for f E L2 (En)

1



Beviso Lad f E D(A) . Sa gaLde r-

. 1 ( * f - f) = Af i L2 (En,)Ilm t gt
t-+O

altsa. if¢lge Plancherel's sCEtning

lim t (exp( -t II· 11 2
)

. t-+O

Men sa findes en f¢lge sa t -+ 0. m og

1 2 A ~
lim(t(exp(-tm IIx II )-1)f(x)) = Af(x) ,
m-+oo m

for nresten aIle x ~ mn Nu er imidlertid

lim _1 (exp(-t IIx 11 2 ) _1 ) = - IIx 11 2
t mm-+OO m

for

og det .f¢lger at
A

11.11 2
f = ""Af i specielt

Antag omvendt at f E L2
(E n ) opfylder

Idet

1 2 A 2 A
liril- (exp(-t IIx II )-1)f = - IIx II rex)
t-+O t

for nresten aIle x E lli
n , og vi har majoriseringen, se ¢velse

3.30

It (exp(-t IIx 11 2 ) _1 ) I < IIx 11 2
for x E En

f¢lger det af sretningen om domineret konvergens af integraler

at
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1 '1
11 2) _1 )

1\

lim F(I(Ptf - f)) = lim -(exp(-t II • f
t-+O t ....o t .

11
2 A

L2(JRn)= II • f i

og derfor ved Plancherel's scetningat

lim 1 f) eksisterer i L2 (JRn)[(Ptf ,
t-+O

altsa,'at f E DCA) . I II

3.29. Bemrerkning. Resultatet ovenfor kan ogsa udtrykkes pa

f¢lgende made. f E L2(JRn) tilh¢rer D(A) netop hvis ~f

(den Lap~ace afledede idi~ributionsforstandaf den tempererede,
distribution (bestemt ved) f) tilh¢rer L2(JRn) og Af er

i bekrreftende fald ' ~f

3.30. 0velse., For a > 0 grelder

It(e- t a - 1)1 ~ lal for aIle t > 0 .

Uligheden grelder faktisk for aIle a E m med Rea > 0 .

3.31. Scetning. Potentialoperatoren (N,D(N)) .for den Brown-
e

ske semigruppe 0 L2 (JRn) erpa

E L2 (JRn) 11- 2 1\
L2(JRn)}

DeN) = {f II • f E

og

A
Nf

1 1\
= f-117 for f E D(N)

Bevis. Lad f E D(N) . S& grelder if¢lge 2.3 at Nf E D(A) og
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A(Nf) = -f, altsa if¢lge 3.28 at

A

altsa tiIh¢rer funktionen H·· 11-2 f (somer defineret nresten

overalt ) L2 (JRn) og ,_

A
Nf =

og

A

H. II - 2 f E L2 (JRn ) , sa
A

11.11-2 f tiIh¢re D(A)

Hvis omvendt f E L2(JRn) opfylder
A

viI g E L2(JRn) defineret ved at g =
. A A

if¢lge 3.28 (11.11 2 g = f E L2(JRn))

" 2 A A
Ag = - II ~ II g = - f ,

hvoraf Ag = -f, altsa f E D(N) if¢lge 2.7 : I

(



4.1.

§4. Abstrakte reso1venter.

Lad igen E vrere et Banachrum over ~ .

4.1. Definition. En (abstrakt) resolvent pa. E er en

familie (Rl)l>O af begrrensede operatorer pa E, altsa

(Rl'l>O c L(E), der opfylder

( 1 )

.Ligningen (1) ka1des resolventligningen. Det f¢lger

umiddelbart af·· (1) at operatorerne i en resolvent (Rl)l>O.

kommuterer indbyrdes. Endvidere er billedrummet RA(E) og nul

rummet Ker(Rl) for en resolvent (Rl)l>O pa E uafhrengigt

af A > 0, thi for A,~ > a har vi

R
A = R (I + (ll-l)Rl).' 11 .

altsa Rl(E) c R (E) , og hvis x E Ker(R
A

) har vi= ~

!( R x = RAx - (ll-l)RllRlX = 0
11

altsa x E Ker(R ) .
11

RA = for . AO > 0

og A tilh¢rende en omegn af AO.



aIle A > 0, og pastanden er rigtig.

- (~

Bevis. Hvis der findes et sa R = 0
AQ

4.2

for

Antag.at II R
A

II > 0 for aIle A > o. Lad AO > 0 •

For A > 0 og nEE fas ved gentagen anvendelse af resol-

RA = RA + O'O-A)RA RA. 0 . 0

2 (AO-A)2
2

= RA + (AO~A)RA + RA RA0 0 0

=

n -+ 00 thi

For fA - AI <o . konvergerer "restleddet" mod o for

4. 3'. Lernma , Lad (RA)A>O vrere en resolvent 0 E Da erpa .
(RA)A>O "r-esoLverrt for en afsluttet operator pa. E" , ~: der

findes en afsluttet operator (T,D(T)) pa E 0 ]O,oo[ peT)sa c

og

hvis og kun hvis R
A

er injektiv for (etog dermed for) aIle

A > 0 •



4.3

Bevis. Antag at RA er injektiv for A > 0, og betegn

Fbr A,~ > 0 har vier uafhrengig af A

af formen

Ved TA AI -1
= - RA

ind i E , og TA

nemlig for x E R

med B det frelles billedr~ RA(E) for operatorerne RA ' A > 0 .

defineres for A > 0 en operator af B

= R zu
for y,z E E , ..

at

R Yu

= (A-v)RvRAy - RvY + VRvRAy

= VR11R,y - R,y = VR x - R R- 1x
~ 1\ 1\ ~ ~ ~

hvoraf TAx = T x da R er injektiv. Operatoren (T,B) (med
1..1 ~

T = TA) er afsluttet og ]O,co[ ~ peT) og der gcelder

RA = (AI-T)-1 for A > 0 .

(
Hvis omvendt (RA)A>O er "restriktionen" til ]O,co[ af

resolventen for T (med ]O,co[ c p(T)) grelder klart at RA

er injektiv for A > 0 . I

Hvis (RA)A>O er "resolventll for (T,D(T)) gcelder

Endvidere har vi, idet I - ARA = -T(RA) ,

(I-ARA)(E) = T(D(T))



4• 4 •

og videre at

Ker(I-ARA) = Ker(T) ;

thi hvis x € Ker(I-ARA) har vi -T(RAx) = -RA(Tx) = 0 hvoraf

da RA er injektiv Tx = 0 hvis omvendt x E D(T) opfylder,
Tx 0 sa grelder -T(RAx) = x - AR x = a ., A

4.4. Definition. Lad (RA\>o vrere en resolvent pa E. Lad

M > o. Vi siger at (RA)A>O er M-begr~nset hvis

V A > 0: II ARA II ~ M ..

og (RA)A>O siges at vrere begrrenset hvis (RA)A>O er M-be

grrenset for et M > 0·. Hvis (RA)A>O er 1-begrrenset kaldes

(RA)A>O en kontraktionsresolvent. Endvidere siges (RA)A>O

at v~re af'type-Lo safremt

v x E E: lim ARAx = 0
A-+O

(

og af type-L
-- co

hvis

v x E E: lim ARAx,= x
A~

I stedet for af type-L siges ogsa strerkt kontinuert.
-- 00

4. '5 . ¢velse. Lad (RA)A>O vrere en resolvent 0 E Forpa .
A > 0 defineres en begrrenset operator ,SA

0 E vedpa

SA 1(1 1 )= - - RA A 1
X

og familien (SA)A>O er en resolvent 0

E iflt..pa



4.5.

Betegnes afbildningen, der til (RA)A>O knytter (SA)A>O'

ved ~ grelder at ~ 0 ~ = identiteten.

Endvi.de r-e g~lder

er be~rrenset

er af type - L ~
oe

4.6. ¢velse. Lad (RA)X>O vrere en resolvent pi "E og lad

~O > O. Familien (SA)A>O af operatorer pa E givet ved

RA+Aa
for A > a ~

er en resolvent af type-La pa E ~ og der grelder:

af type-L
co

I det f¢lgende betegner symbolet w-lim ~ grrensevrerdi i

( den svage topologi pa E .

4.7. Scetning. For en begrrenset resolvent (RA)A>O pa E

grelder for AO > 0 ·

(i) R). (E) = Ix € E
o

limA.RAx = x} =
A-.00 "

{x € E I w-lim ARAx = x}
:o.A~

(ii) Ke r ( R, ) n R, (E ) = {a} .
1\0 01\0 0 •

(iii) Den algebraisk direkte sum

. afsluttet underrum af E

E = Ker(R, ) $ R(E)
co 1\0 oAo· . 0

givet ved

er et

E
00

=0 {x € E I lim ARAx
A-tOO

eksist.l = {x € E I w-lim ARAx eksist.}
:\-.00



4.6.

Bevis (i). Vi har klart at

{x EEl lim ARAx = x} ~ {x EEl w-lim ARAx = x}
A~ A~

Lad x E E opfylde x = w-lim ARAx . Dermed tilh¢rer x den
A-+oo

s vage afslutning RA
(E)w af R (E) , som da R (E) er

0 An AO
et underrum er den sCEdvanlige afslutning af RA (E) , altsa

.0

{x E E w-lim ARAx = x} ~ RA (E)
A~ - 0

. Lad x E RA (E) , ~.eks.

o
A > AO har vi sa

x = for Y E E For

hvoraf, da II ARAy II ~'; M II y II for et M > 0 ,

lim ARAx = RA Y
A~ 0

(

Dette viser at

RA (E) ~ {x EEl lim ARAx = x} ,
o A~

og da mcengden pa h¢jre side er afsluttet fordi (RA)A>O er be

grCEnset, fas (i) .

(ii) .. For x E Ker(RA ) n RA (E) gcelder if¢lge (i) ,
o 0

x = lim ARAx = a
A-+OO

(iii). Det er klart at

E
00

{x EEl lim ARAX
"--.00

eksist.}

c {x EEl w-lim ARAx eksist.}
A-.oo



Lad x E E opfylde at w-lim ARAx = y E E
A-MX>

4 •7 ·

Sa grelder

Altsa grelder x = x-y+y hvor· x-y € Ker(RA )
o

thi y tilh¢rer klart den svage afslutning af

er lig afslutningen af RA (E) fordi RA (E)
0 0

Dette viser at

{x € E I w-lim ARAx eksist} c: E. ,
A-MO 00

og E er afsluttet, thi mrengden
co

{x E E lim ARAx eksist.}
A-Kn

er afsluttet fordi (RA)A>O er begrrenset . I

og Y € kA (E) ,
a

R
A

(E) som
o

er et underrum.

4.8. Kor-oLLar-. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent pa

E. Sa er f¢lgende tre betingelser ensbetydende:

(i) (RA)A>O er af type-L
00

(ii) V x E E: w-lim ARA)(: = x .
A-KX)

(iii) RA (E) er tret i E for A
O > 0

a

. 4. 9.° Kor-o l l ar-. For en begrrenset resolvent (RA)A>O pa E

grelder for AO > 0 :

(i) (I-XORA
) (E) = {x E E I lim ARAx = O}

0 A-'O

= {x E E I w-lim ARAx = a} •
A-+O



4 .8.

(iii) Den algebraisk direkte sum

er et afsluttet underrum af E givet ved

EO = {x € E lim ARAx eksist.}
A-+O

= {x € EI w-lim ARAx eksistJ
A-+O

Bevis. Dette f~s af sretning 4.7 anv~ndt pa resolventen

(SA)A>O fra ¢velse 4.5, idet man bemrerker at

, og

Ker(S 1 l
AO

S 1 (E)

AO

. I

(

4.10. Korollar. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent pa
E. Sa er f¢lgende tre betingelser ensbetydende:

(i) (RA)A>O er af type-La .

(ii) \Ix € E: w-lim ARAx, = 0
A-+O

(iii) (I-AORA ) (E) 'er tret i E for AO > 0
. 0



4 .9.

4.1'1. ¢velse. Pa Banachrummet rc findes foruden nul-resol-

venten f¢lgende resolventer

hvor z E ill "'" lO,co[

Hvilke af disse er af type-La henholdsvis type-L .?co

Pa Banachrummet m2 er familierne

1 ax::z
(Rz ) = for z E rc "'" lO,co[ .

i\ i\>O
a 0 i\ > 0

og
1 0

z1,z2,a "X"""-z1
(Ri\ ,) = for a € ill og

i\>a a 1
(A-Z

1)(A-Z2) i\-z z1~Z2 E m "'" la,oo[
2 i\>a

(

resolventer. Hvilke af disse er af type-La henholdsvis type-L ?co



(
5.1.

§'5. Hille-Yosida' s sa2tning.

Vi skal starte med at dmtale Laplace-transformationen.

5.1. Definition. Et m~l ~ p~ [O~oo[ med egenskaben at

funktionen -sx
X 1-+ e for s > 0 af [O,oo[ ind i [0" 1 ] er

I~I-integrabel siges at have en Laplace transformeret og

funktionen L~ af [O~oo[ ind i ~ givet ved

Lll(S) = f·
o

-xse for s: > 0 (1)

kaldes den Lapla'ce transformerede af u .

5.3. ¢velse. For a ~·O har rn~let

en Laplace transformeret giv~t ved

Lll(S) -a rea) for 0= s s >

For Z E {C med Re 0 har vi le-xzl -xRe Z forZ > < e

x ~ 0 , og Lll kan derfor udvides til en holomorf funktion

p~ {Re Z > O} givet ved



(
00

L11(Z) I -xz for {Re o} (2)= e dll(X) z E z > .
0

For e t begrrenset mal 11 kan Lll udvides til en konti-

nuert funktion pa {Re z > O} givet ved integralet i (2) .
For z = s + iy med s > 0 og Y EE finder vi

00
-iyxL11 ( z) I -xs dll(X) -xs (3)= e e = F(e d11 (x)) (y).

0

5.,4. Lemma. Laplace tran~formationen er injectiv ~: hvis

mal 111 og 112 pa [O,~[, har Laplacetransformerede sam op

fyldep

Sa grelder 111 = 112

Bevis. Funktionerne L111(·) og L11 2(-) er holomorfe i den

abne mrengde Re z > 0 og de stemmer overens pa ]O,oo[ altsa

(

l
\

er de ens. Specielt er de ens pa den lodrette linie 1 + iy ,

Y E E hvilket viser, (3) J at

altsa er da Fouriertransformationen

er injektiv, hvoraf 111 = ~2. I

Lad nu E betegne et Banachrum ov~r ~ .

5.5. Lemma. En strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe pa

E er entydigt bestemt ved sin resolvent.



kontraktionssemigrupper pa

(

Bevis. Lad

5 · 3 ·

(Qt)t~O vrere strerkt kontinuerte

E sa det for aIle A > 0 og aIle

x € E· grelder

00
-At

00

-AtJ e Ptx dt = J e QtX dt
0 0

Lad x € E . For .tp E E' har vi da

00
-At

00
-Atf e <Ptx,ql>dt = J e <Qtx,tp>dt

0 0

hvilket viser at <Ptx,tp>dt og <Qtx,tp>dt ,

for A > 0 ,

som mal pa

[0,00[, har samme Laplace transformerede, altsa if¢lge 5.4

og den strerke kontinuitet

( I

\

5.6. Lemma. Resolventen (NA)A>O

kontraktionssemigruppe (Pt)t~O pa

vent af type-L
00

for ~n strerkt kontinuert

E er en kontraktions~esol-

Bevis. Dette f¢lger af 2.9 og 4.8 idet bil1edrummetfor

NA ' A > 0, er lig domrenet for frembringeren for (Pt)t~O'

hvi1ket if¢lge 1.7 er tret i E. I.

5.7. ¢ve1se.

at

Vis ved. en passende domineret grrenseovergang

for en strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe (Pt)t;O pa E ·

00 -At
= lim A f e Ptx dt = x

A-+co 0
for x E E ,



(
5 • 4 •

Vi ska1 nu formulere og bevise Hille-Yosida's sretning.

5.8. Scetning. Der bestar en entydig korrespondance mellem

strerkt-kontinuerte kontraktionssemigrupper (Pt)t~O pa

og kontraktionsresolventer af type-L
oo

(RA)A>O pa E ·

respondancen er givet ved

E

Kor-

Bevis. Vi mangler at vise at enhver kontraktionsresolvent

at type-L er resolvent for en strerkt kontinuert
CX)

kont r-akt.Lons semi.gr-uppe pa E. Dertil gar 'vi frem i en rcekke

skrio.t.

(a) ~or fast A > 0 betragter vi den begrrensede operator

Ved for t > 0 at srette

fas en strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe

¢velse 1.11; for t,s ~ 0 har vi ne~lig

P~ P; = e-At e-AS (~ (A~)n (AR )n)( ~ (A:~m (ARA)m)
n=O I A rn=O .



(

5. 5 ·

-(t+S)A 00

(q~O
q p-q)

= e L (At) (As) . CAR )p
p=O ql(p-q)l A

-(t+S)A
QO

1 ( P (~)(At)q(AS)r>-q)= e L - . L (ARA)P
P=,O pI q=O

-(t+S)A co (A(t+S))n x= e I: (ARA)n = Pt+s
n=O nl

Der grelder klart pA = I og for t > 0 har vi
0 ,

II pA -At
co (At)n -At

00 (At)n
II < e I: II ARA II n < e I: = 1

t n=O nl n=O nl

Endvidere grelder

II I - pA II <t

og h¢jresiden konvergerer mod 0 for t ~ 0 idet

co

II I:
n=1

( At )n (AR )n II <
nl A

00

L
n=1

At
e - 1 •

(
\

Frembringeren for(p~)t>O er operatoren AA = A(ARA - I) ,
=

thi for t E ]0,1] har vi

11.1 (pA II.!
00

'tn n
~ I) - AA II = L sr AA - A"A IIt t t n=1

co n-2
t II I:

t An II t exp( II AA II )= ---nr- < .
n=2 A

a t idet (RA) A>O er af type-Leo' sa er aIle operatorerne

(b) Vl- skal nu se at (pA) ft t>O or

~od den s¢gte semigruppe (Pt)t>~ .

A ~ 00 "konvergerer"

Hertil bemrerker vi f¢rs~



5.6 ..

RA ' A > 0 injektive. Betegner (T,B) operatoren med B =
RA(E) sam domcene og sam tilfredsstiller, cf. lemma 4.3,

RA = (AI - T)-1 for A > 0 ,

sa har vi

Tx = lim AAX for x E B .
A-)OO

(4) .

(

\

Der g~lder nemlig for x E B at RA(AX - Tx) = x eller

hvoraf (4) .. da er af type-L
00

(c) Afbildningen A J-+ R). er differentiabel og

d 1- 1 (R RA) _R2
dA RA = lm -- - =11-A 11 A ,

l1-'A

dermed er A ~ A). d.i f'f'er-errt Labe.e og

d d (A2R AI) 2A R,A A2 R2
I

-1 (A )2dA AA = dA - = - - =~A A A A

Heraf fas for t > 0

(d) Lad 11 > 0 v~re fast. For x E E har vi for t > 0 og

A > 0

211R·) x
11

( hvoraf



d pA R
2 II t

1 111 - lJR U2 IIx IIIl d A
x ~.

A
2t u 11

Men dette giver for .A1 > AO > 0

~) II I - llRII2 II x II
A1 1.1

Ma:'ngden 'E' = {R2x I x E E} er tCEt i E :og der ga:lder
0 1.1

~ A AO I--L _1,IIPt1y - Pt y II < ct (5)
= Ao A1

for y E EO ". AO , A1 > 0 og t > 0 , hvor C > 0 er en kon-

stant, der afhcenger af y E EO

(e) Af uligheden (5) ses at

Y E Eo er et Cauchy-net (n&r

A
(PtY)A>O for fast t. > 0 og

A ~~) og dermed konvergent.

Idet IIP~ II < 1 for A > 0 og t > 0 er IDcengden

{x € E I lim pAx eksisterer} afsluttet~ og
A~ t

vergerer alts& for aIle x E E , t > 0 n&r

nes gra:nsevrerdien

APtx = lim Ptx for t > 0 , x E E ,
A-KO

A
(Ptx)A>O kon-

A ~ ~. Beteg-

defineres herveden familie (Pt)t>O af operatorer p& E ~

=
og (P t) t.s-O er den 's¢gte stcerkt kontinuerte kontraktions

semigruppe pa E. Vi har nemlig klart at

I.' P t II < 1 for t > 0 og P 0 = I •

For t,s > 0 og x E E har vi for aIle A > 0 ~



5.8

II p~p~x

hvilket, da h¢jre side konvergerer mod 0 for ~ ~.~, viser

at ( p )" er en s~ml"·g.rup·pe.
t· t c-O

=

Denne semigruppe er st~rkt kontinuert, thi ved at lade

1""1 pA P II C+ 1'tY - t Y < v I

for .Y E EO , t > 0 og It > ·0 . Altsa er funktionen t t+ ptY.

for y E EO ligelig gra:nsevcErdi 0 begra=nsede intervaller, pa

fOI~ kontinuerte funktiorier, og dermed kontinuert.. Specielt

gCElder

lim ptY = Y for y E EO '
t~O

hvilket da . for t> 0 , viser at ·er

strerkt kontinuert.

(f) Frembringeren (A,D(A)) for (Pt)t>O er operatoren

<.T,B) Frembringeren for (pA)
>0

er AA , og derfor. t

gzeLder, cf. .1. 6

t
p~x - x =fP~(A~X)dS for x E E , t > 0 og ~ > O~

o

Nu har vi for x E B , "A > o~ bg s E [o,tl



-----_. .._~---_._----_...-----

5.9

hvilket konve r-ger-er- mod 0 ligeligt for s E [O,t] nar .. A -+ o:l,

cf. (4), og vi bar derfor

PtX -x
t

:; f "p. (Tx)ds
. 0 s

·for x E B ,

hvilket viser at x E DCA) og Ax = Tx

Omvendt I T. bijektiv af'b iLdn i.ng af B 0 E oger - en pa

der findes derfor til E D(A) netop et E B
0

x y sa

(I~A)x = CI--T)y ,

men if¢lge det netop vi.st e grelder .Y 'E D.(A) og Ay = Ty

altsa

(I-A) (x-y) = O.

hvilket da I-A er injektiv medi¢rer x=y, alts~ D(A) c B'·.

g) Resolventen (WX)l >O for (Pt)t>O er (RX)X>O'

thi ~f¢lge 2.9 og 4~3 har vi



6.1

§6. Frembringere for resolventer.

Lad E vrere et Banachrum over ~.

6.1. Sretning. For en begrrenset resolvent (R~)~>O p~ E

er f¢lgende tre betingelser ensbetydende:

(i) (R~)~>O er af type-Lo '

(ii) {x E E lim RAx eksisterer} er tret iE,
A-+O .

(iii) {x EEl w-lim RAx eksisterer} er tret i E.
A-+O

I bekrreftende fald grelder for AO > 0

{x EEl lim RAx
A-+O

eksisterer}

(1)

= {x EEl w-lim ~Ax eksisterer} .
A-+O

Bevis. Antag f¢rst at (RA)A>O er af type-Lo . Vi starter·

med at godtg¢re identiteterne (1) . For x E (I-AOR~ )(E) ,
o

altsa x = y-AORA y for y E E, har vi for aIle
o

A > 0

lim R x = R"\ Y
A-+O A 1\0

Hvis x E E opfylder y = w-lim RAx, sa grelder
;\-+0



(

6.2

. A
1 - · 0 (R.- w- lm -- x
A-+O AO-A A

hvi1ket viser at

x =

Der~ed er (1) vist nar (RA)A>O er af type-Lo ·

( (i) ~ (ii)

(ii) ~ (iii)

f¢lger af (1) og Koro11ar 4.10.

er klar.

(iii.) ~ (i) Antag at mrengden .F = {x E E w-1im RAx eksisterer}
A-+O

er tret i E. For hvert ~ E E' har vi

lim < ARAx ,~> = 0 for x E F ,
A-+O

konvergerer.mod 0 for A -+ 0, pa den trette mrengde F, og

idet

l<x,lJJ~>1 < IIARA·II IIlP 1111 x II < C II~ 1111 x II for x E E og A> 0

medf¢ter·· dette at

lim <ARAX,~> = lim <x,W A> = 0 for x E E ,
A-+O A-+O

a1tsA at (RA)A>O er at type-Lo ' if¢lge 4.10. B



(

6.2. Scetning.

6 •3 •

For en begrcenset res~lvent (RA)A>O pa E

er f¢lgende tre betingelser ensbetydende:

(i) er af type-L
oe

(ii) {x E E lim 1(lR1x-x) eksisterer} er t~t iE,
A-Kx>

(iii) {x EEl w-lim A(ARAX-x) eksisterer} er tret i E.
A-KO

I bekrreftende fald gcelder for AO > 0

{x EEl lim A(ARAX-x) eksisterer}
A-KO

(2)

= {x EEl w-lim A(ARAx-x) eksisterer}
A-+oo

Bevi.s . Dette fas umiddelbart af Scetning 6.1 ved overgang til

resolventen 1 1(-(I--R ))
A A.1 A>O

A

• D

Vi skal nu indf¢re to tret definerede operatorer, der gene-

raliserer potentialoperatoren henholdsvis den infinitesi-

male frembringer for en stcerkt kontinuert kontraktionssemi-

gruppe pa E. Se ogsa 6~13 nedenfor.

6.3. Definition. Lad .(RA)A>O vrere en begrrenset resolvent

af type-~o pa E. Operatoren (V,D(V)) pa E defineret

ved

D(V) = {x EEl lim RAx eksisterer i E}
A-+O

Vx = lim RAx for x E D(V) ,
A-+O

kaldes co-frembringeren (eller den O-te resolvent) for (RA)A>O



6.4. Definition.

6.4.

Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent

af type-L pa E . Operatoren (A,D(A)) pa E defineret
co

ved

'D(A) = {x EEl lim A(ARAX-X) eksisterer i E}
A-+oo

Ax = lim A(ARAx-x) for x E D(A) ,
A-.oo

kaldes frembringeren for .(RA)A>a ·

6•5 • Bemesr-kni.ng, Lad (RA)A>O v~re en begr~nset resolvent

'af type-La med co-frembringer (V,D(V)) Sa er operatoren

(-V,D(V)) frembringer for (.!(I-'.!R)) sam er en begrcen-
A A! A>O '

set resolvent af type-L pA E ..~~ Cf. ¢velse 4.5.
00

6.6. Bemrerkning. For en begrrenset resolvent (R)
~'A>O

(

af type-La pa E e r- den ''''s'vage ". 'co'~fr'e'mbr'i'riger altsa ope

ratoren (V· D(V'))) ,defineret ved
w' / W

D(Vw) = {x EEl w-lim RAx eksisterer}
A""0

v x
w

lig med co-frembringeren for (RA)A>O. Dette f¢lger umiddel

bart af Sretning 6.1 ligning (1).

Pa samme made er den "svage" frembringer for en begrren-

set resolvent

bringeren for

(RA) A~>O

(RA)A>O ·

af type-L pa E identisk med frem~
co

Sammenlign med Sretning 1.8.

(
6.7. ¢velse. For en begrcenset resolvent (RA)A>O af type-Lo



(

6.5

pa E med co-fre~bringer (V,D(V) grelder

og

samt den udvidede resolventligning.

6.8. Sretning. En operator (A,D(A)) pa E er frembringer

for en begramset resolvent ~RA.)A>O af type-Leo pa E,

hvis og kun hvis den opfylder:

(i) 'D(A) er tret iE,

(ii) (A,D(A) er afsluttet og ]O,oo[ c peA) ,

(iii) sup
A>O

II A(AI-A)-1 II < 00 •

( i

I bekrreftende fald er (RA)A>O entydigt bestemt ud fra

(A,D(A)) ved formlen

- 1. RA = (AI - A) for A >: 0 .

Bevis., Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent af type-L~

pa E, og lad (A,D(A)) betegne frembringeren for. (RA)A>O

Vi skal inds~ at (A,D(A) har egenskaberne (i), (ii) og

(iii) . Da (RA)A>O er ~f type-L
oo

er aIle operatorerne RA,
,A > 0 , inj ektiv e. og der findes sa if¢lge Lemma 4. 3 en afsluttet

operator (T,D(T)) pa E med D(T) = RA(E) og ]O,co[ c peT)



(

(

6.6.

som opfylder

-1RA :: (AI -T) for A > 0 .

Der grelder nu (A,D(A» = (T,D(T», thi vi har, cf. 6.2,

at

D(A) = {x EEl lim A(ARAx-x) eksisterer} = RA(E) = D(T)
A.-.oo

og .for xED (T) fas, ligesom i beviset for 5 . 8 ,punkt (b),

Ax = lim A(ARAx-x) = Tx .
A~

Det er he rmed klart at (A,D(A» har egenskaberne (i),

(ii) og (iii) (IIA(AI-A)-1 II = IIA(AI-T)-1 II = IIARA II ~ M < 00 ) •

Hvis omvendt operatoren (A,D(A» pa E har egenskaberne

(i), (ii) og (iii) sa findes if¢lge Lemma '4. 3 en resolvent

(RA)A>O p! E sa

RA = (AI-A)-1 for A > 0 .

Denne resolvent er begrrenset (betingelse(iii» og idet

RA(E) = D(A) er teet iE, er af type-L ,
00

cf. Korollar 4.8. I

6.9. Scetning. En operator (V,D(V)) er co-frembringer for

en begrrenset resolvent (RA)A>O af type~Lo pa E, netop

hvis den opfylder:

(i) D(V) er tret iE,

(ii) (V,D(V) er afsluttet og ]-oo,O[ c p(V)

(iii) sup II (I+AV)-1 II < 00 •

A>O



6.7

(

I bekr~ftende fald er (RA)A>O entydigt bestemt ved (V,D(V))

og givet ved formlen

RA = V(1+AV)-1 for A > 0 .

Bevis.
--

Lad (V,D(V)) vrere co-frembringer for den be-

gr~nsede resolvent (RA)A>O af type -LO p£ E. Vi skal

se~ at (V,D(V)) har egenskaberne (i), (ii) og (iii) .

If¢lge bem~rkning 6.5 er operatoren (-V,D(V)) frembringer

for resolventen (1(1-1 R )) pa E, sam er begr~nset og
A A '* A>O

af type-L . Heraf ses at (V,D(V).) opfylder (i) og (ii)
00

Endvidere har vi fra 6.8 at

hvilket viser at

sup II (1+AV)-1 II < 00.

A>O

I-ARA for A > 0

Hvis omvendt (V,D(V)) er en operator p! E med egenskaberne

( (i), (ii) og (iii), s! er operatoren (-V,D(V)) frembringer

for en begrrenset resolvent af type-L p! E,
00

thi

det er klart at (-V,D(V)) opfylder (i) og (ii) fra Sretning

6.8, og da

sup !IA(A1+V)-1 II 1= sup II (1+±V) "'"1 II < co ,

A>O A>O

er betingelse (iii) fra 6~8 opfyldt.

Dermed er (V,D(V))

(1( 1-18 )) · idet
A A 1 A>O '

A

co-frembringer for resolventen



(
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SA :: (AI+V)-1 for A > 0 ,

er (V,D(V)) altsa co-frembringer for resolventen (RA)A>O'

hvor

1 1
RA :: X(I-XS1 )

r

:: l«I+AV)(I+AV)-1 - (I+AV}-1) :: V(I+AV)-1 for A > 0 I

co-frembringeren

·Scetning.
(

6.10.

af type-Lo
(RA)A>O og

Lad

og type-L
00

(RA)A>O

pa E·.

vcere en begrcenset. resolvent

Frembringeren (A,D(A)) for

begge injektive og der gcelder

Bevis. For x € D(A) har vi

for A > 0, og heraf fas lim RA(Ax) = -x, altsa
A-'O

Ax € D(V) og V(Ax) = -x .

For x € D(V) har vi pa samme made

A(ARA-I)~ :: A{AV(I+AV)-1_ I)Vx

:: A(AV(I+AV)-~- (I+AV)(I+AV)-1)Vx

:: -A(I+AV)-1 Vx :: -AV(I+AV)-1 x :: -ARAX



(
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for A > 0, og heraf f&s lim A(~RA-I)Vx = -x, alts!
A-tCO

Vx ED(A) og A(Vx) = -x . I

6.11. Korbllar. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent

af type-L p& E med frembringer (A,D(A» . Sa er
co

(RA)A>O af type-Lo netop hvis bi11edrummet A(D(A» er teet'

i E •

Bevis. Hvis (R~)A>O er af type-Lo er A(D(A» lig domrenet

for co~frembringeren for (RA)A>O og dette er tret i E .

For x E D(A) har vi

hvoraf

for ~ > 0 ,

(

lim ARA(Ax) = 0 for x E D(A) ,
A-+O

hvilket, hvis A(D(A» er toot i E medf¢rer

lim AR~x = 0 for x E E ,
~-+O

da (RA)A>O er begrrenset, altsa at (RA)A>O er af type-La . I

6 .12.' '~veTse. Lad (RA) A>O ' vere en begreenset resolvent af

type-La pa E, med. co-frembringer (V~ D(V)) . S& er

(RX)A>O af type-Leo netophvis billedrummet V(D(V» er teet

i E •



(
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6.13. S~tning. Lad (Pt)t~O v~re en st~rkt kontinuert kon

traktionssemigruppe pa E medreso1vent (NA)A>O' Frem

bringeren for (NA)A>O er lig den infinitesimale frembringer

for (Pt)t>O' Hvis (Pt)t~O har egenskaben, at

lim Ptx = 0, for aIle x E E, sa er (NA)A>O af type-Lo '
t-MO
og co-frembringeren for (NA)A>O er lig potentialoperatoren

for

for (NA)A>O er identisk med den afsluttede operator (T,D(T))

fra Lemma 4.3, der opfylder

(
Bevis. I beviset for 6. 8 blev det godtgj ort, at -frembringeren

og if¢lge beviset for 5.8 er (T,D(T)) netop den infinitesi

male frembringerfor (Pt)t~O

Antag, at lim,Ptx = 0 for aIle x E E. For x ~ E og'
t-+oo

A > 0 har vi

{
\ ANAx = e~'1Jt P x du ,

u
I

og for A ~ a konvergerer integranden punktvis mod 0 , majo

riseret af den integrable funktion u t+ e -u· IIx II , hvilket

d.v.s. (NA)A>O er af type-LO. Om potentialoperatoren
-1(N,D(N)) for (Pt)t~O vides at N = -A og af s~ning 6.10

fas nu at (N,D(N)) er lig co-frembringeren for (NA)A>O. I
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(

Af ¢velse 6.14 nedenfor fremg&r, at der findes strerkt

kontinuerte kontraktionssemigrupper for hvilke potentialope-

ratDren ikke er tret defineret oghvor samtidig den tilh¢rende

resolventer af type-La' hvilket medf¢rer at der eksisterer

en (tret defineret) invers til -A hvor (A,D(A» er den

infinitesimale frembringer.

6.l4. ¢velse. Resolventen (NA)A>O for trans1at~onssemi-

gruppen pa Co (JR) , cf. ¢velse 2 .12, er af type-LO· • For

·f € C+ (JR) grelder nemligc

lim ANAf = 0 ligeligt,
A-+O

(* )

hvi1ket da IIANA II ~ 1 for A > a medf¢rer at (NA)A>a

er af type-La. Lad f € C~(:R) have st¢tte i interva11et

[a,b] . For A > a og x E JR har vi da

co

'N f() x ] e- A·t f(x't)dt1\ A x = 1\ -

a

a1tsa

(
sup I ANA rex) I
xER

hvi1ket viser (*) .

< A II f II (b-a)= co

At (NA)A>a er af type-La kan ogsa fas af Korol1ar 6.11,

idet bi11edrummet\ for den infinitesimale frembringer (A,D(A»

for translationssemigruppen er tret i COCR) . Lad nemlig

f € Ca(E) og t: > a vrere givet. Sa findes f 1 € Cc(R) sa

co

II f-f1 "00 < e og J
-00

f 1 ( X) dX = a

( og funktionen g: E ~.~ defineret ved
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00

g(x) = I f 1(t)dt,x

er af klasse C1(E) og g' = -f1 € Co(R) hvilket medf¢rer

g € D( A) .0 g Ag = -g , = f 1

6.15. ¢velse. Lad (Pt ) t >0 vsere en stcerkt kont.inuer-t 'kOBtraktions-

semigruppepa E med resolvent (NA)A>O. Lad (AO,D(AO))

vrere den infinitesimale frembringer fo~ (Pt)t>O. og lad

(A1,D(A1 ) ) betegne frembringeren for (NA)A>O. For

x € D{AO) og A > 0 g~lder

00

og da

u 'IIPu x-x II ~ I IIAoX II for U,A > 0
I

fas ved majoriseret konvergens af integraler, at

QO -u·lim A(AN,x-x) = f ue Aoxdu ~ Aox ~
A~ A 0

(
Dette viser D(A

O) ~ D(A 1) AOX A1x for D(A O)og = x €

Hvis x e: D(A1) = RA(E) altsa x = Roy for y € E , har,
A

vi for t > 0
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som konvergerer mod ARAy-y for t ~ a, altsa x E D(Aa) ,

og dermed (Ao,D(Aa)) = (A1,D(A~)) ·

6.16. &ye1se. Lad (Pt)t~a vrere en strerkt kontinuert kon

traktionssemigruppe pa E med resolvent (NA)A>O og poten

tialoperator. (N,D(N)). Der grelder

(
og

.,D(N) c {x € E lim NAx eksister~r}

A"'O

Nx = lim NAx for x E D(N) .
- A"'O

Lad nemlig x € D(N) For a > 0 sretter' vi

a a
x = f P xds ,

0 s

og dermed har vi Nx = lim xa Ved partiel integration fas
a~

.f'or- a > 0 og A > 0

(

a -ASJ e Psxds =
o

og ved grrenseovergangen a'" ~

tion)

s(s ... x er en begrrenset funk-

u
= Joo e-u xX du

o

og heraf ved majoriseret konvergens af integraler

00

. lim NAx = J e-u Nx du = Nx
A"'O 0

6.17. Sretning. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent

af type-La pa E, med co-frembringer (V,D(V))

gende betingelser ensbetydende:

Sa er f¢l-



(
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(i) V e L(E) ,

(ii) D(V) = E ,

(iii) V, er begrrenset,

( i v) sup 1\ RI... II < co ,

X>O

(v) lim AR
A =.0 i L(E) ,

:\-.0

(vi) der findes AO > 0 sa. IIAORA II < 1
0

(
(vii) lim R

A
eksisterer i L(E) .

A-'O

Bevis. (i)'~ (ii) ~ (iii) er en f¢lge af afs1uttet-grar sret

ningen, da (V,D(V)) er ·tret defineret og afsluttet.

(i) • (iv), thi for A > 0 har vi

hvoraf if¢lge 'Sretning 6.9

( IK~ II sup
A>O

1\ (I +AV) -1 II < +00

(

(iv) • (v) ~ (vi), er·klare.

(vi) • (vii), af resolventligningen fas for V ~ ]O,AO[ I idet

II(A
O

- V ) RA 1\ <1, at
a

hvor rrekken konvergerer ligeligt for V € ]O,AO[' Qg ved at

lade ~ ~ 0 har vi derfor at



(

(vii) ~ (i) er klar. I

i L(E) .

6.15

/

\

(

6.18. ¢ve1se. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent

af type-L, pa E, med frembringer (A,D(A» . Sa er f¢l-
co

gende betingelser ensbetydende:

(i) A € L(E)

(i i ) ~ ;~ D( A).:: E

(iii) A begrrenset

(iv) .sup IIl(ARA-1) II < 00

A>Q
\

(v) lim AHA .= I i L(E)
A-.co

(vii) A(AH~-I) konvergerer i L(E) for A ~ ~ .

6.19. S~tning. Lad (Pt)t~O vrere en strerkt kont~uert kon

traktionssemigruppe pa E med infinitesimal frempringer

(A,D(A» . .F¢lgende be.tingelser er ensbetydende.

(i) A € L(E) ,

(ii) D(A) = E , .

(iii) lim !(P -I)
t-.O t t

eksisterer i L(E) ,

(iv) lim Pt = I i L(E) ,
t ...O

(v)



(
\

I bekrreftende fald grelder Pt = exp(tA) for

(Pt)t~O siges at ~re normkontinuert (t ~ Pt
L(E) er normkontinuert).

t >0

af

6.16

og

[0 ,00[' ind

(

Bevis. (i) ~ (ii)' f¢lger af afsluttet-graf sretningen.

(i)- (iii) . Familien (exp(tA))t~O er en strerkt kontinuert

kontraktionssemigruppe pa E med infinitesimal frembringer

A, og derfor, se beviset for Hille-Yosida's sretning, grelder

Pt = exp(tA) for t ~ 0 ,

hvilket let medf¢rer (iii), se ¢velse 1.11.

(iii) ~ (v) ~ (~v) er klare.

(iv) ~ (i) . Afbildningen t ~ Pt af [e,oo] i L(E), er

under betingelse (iv) kontinuert nar L(E) er udstyret med

normtopologien, og om resolventen (NA)A>O for (Pt)t~O

grelder derfor

00 -At 00

lim ANA iim f Ptdt lim f -u P du I i L(E)= Ae· = e =u
,

A~ A-.oo a A-.oo 0 X
hvilket if¢lge ¢velse 6.18 viser at A € L(E) . I .



§7. Dissipative og co-dissipative operatorer.

Lad E vrere et Banachrum over ill.

7.1. Definition. En funktion [.,.]: E x E ~ ill med egenska-

berne

Vy E E': x J-+ [x,y] er en linearform pa E

v x , Y E E: I [x, y] I ~ II x II II y II
(

~

'Ix E E: [ x , x ] = 2II x II ,

kaldes et semi~indre produkt pa E .

Der findes semi-indre produkter pa E. Til hvert x E E

kan vi nemlig vrelge ~x E E' sa

<x,lP > =x
IIx II 2 og IIx II , (1)

og dermed er [x,y] = <x,~ > for x,y E E 1 sam man let ser J ~-..
Y

et semi-indre produkt pa E. Eksistensen af et sadant

q)x E E' h¢rende til x E E fas af Hahn-Banach" s sretning pa

f¢lgende made. Lad x E E " {O} . Ved AX l-+ A IIx 11 2 define-

res en linearform ~ pa underrummet ~x af E, der opfylder,

IlIJ (y) I = lIy II IIx 11 2 ::
II x II IIx II lIy II for y E rex .

Der findes en udvide1se <Px af til E der opf'yLder

Iq)x ( y ) l < II x II II y II for y E E ,

og dermed (1) .



(
7.2. '¢velse. Lad E vrere et Hilbertrum med indre produkt

(.,.) . Sa: er .[ .',.] = .( .',.) et semi-indre pr-odukt pa E

og det er det eneste semi-indre produkt pa E ·

7.3. Sretning. Lad A E L(E) . N¢dvendigt og tilstrrekkeligt

for at A er infinitesimal frembrin~er for en strerkt kon-

tinuert kontraktionssemigruppe ( p ) pa E er at
t t~O

(

Re[Ax,x] < o for x E E ,.

for et (og dermed for ethvert) semi-indre produkt [.,.]

pa E .

(2)

(

Bevis. Hvis A er infinitesimal frembringer for (Pt)t>O'
=

altsa

Ax = lim) t( Pt X - x) :_for x € E
t-+O

sa grelder for ethvert semi-indre produkt '[~,.] pa E, at

Re[Ax,x] lim 1
= Re[t(Ptx-x),x]

t-+O

lim 1 IIx 11
2) 0 for x E E= t Re([Ptx,x] - < .

t-+O

Hvis omvendt A E L(E) opfylder (2) for et fast semi-indre

produkt [,] pa E skal vi nu konstruere en strerkt konti

nuert kontraktionssemigruppe (Pt)t~O pa E med infinite

simal frembringer A.

Af ulighed (2) fas f¢rst at

1\

if--"'" , ~·_(· -&\j"'-"f"··--'· ':- .. " ! ~ ~
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II AX'II < II Ax-Ax II for A > 0 og x E E .

Vi har nemlig

A IIx 11 2 = Re[Ax,x] ~ .. Re I Xx-Axjx l < II Ax-Ax II IIx II

U1igheden (3) viser at operatoren AI-A er injektiv med en

begrrenset invers for A > 0, thi hvis y = Ax-Ax for x E E ,

har vi

-1 1
II (AI-A) y II = IIx II ~ Illy II

Endvidere er . (AI-A)-1 E L(E) for A> IIA II (Neumann's

rrekke) og da II (AI-A)-1 II ~ *for A > IIA II ses at

lO,oo[ ti1h¢rer resolventmrengden for A. Dermed er fami1ien
-1«AI-A) )A>O en kontraktionsreso1vent pa E og den er af

type-L , .da A er overalt defineret, og dens frernbringer er A .co .

Den if¢lgeHille-Yo~ida' s sretning eksisterede. strerkt kontinuerte
"'':;;'-1

kontraktionssemigruppe pa E med «AI-A) )A>O som resol-

vent har A som infinitesimal frembringer, cf. 6.13. I

Vi ska1 nu give .'.. tilsvarende karakteriseringer af

(ikke n¢dvendigvis overalt definerede og begrrensede) operatorer

der er frembringer henholdsvis co-frembringer for en begrrenset

resolvent, og det viser sig praktisk at benytt~ uligheden (3)

Qvenfor som udgangspunkt.

7.4~ Definition. Lad M ~ O. En operator (A,D(A)) pa

E ~iges at vrere M-dissipativ hvis

(

v»: E D(A) VA > 0: II AX II < M II Ax-Ax II ,



(
og en operator (V,D(V)) pa E siges at vrere M-££-dissipativ

hvis

Vx E D(V) VA> ,0: IIAVx II ~ M IIx+AVx II

I stedet for t-dissipativ, henholdsvis 1-co-dissipativ siges

blot dissipativ henholdsvis ££-dissipativ.

Det er klart at hvis (V,D(V» er M-dissipativ (henholdsvis

M-co-dissipativ) s£ er ethvert positivt multiplum af

(V,D(V» li~eledes M-dissipativ (M-co-dissipativ).

7.5. ¢velse. Lad M E [0 , 1 [ . Hvis (A,D(A» er M-dl.ssi-

pativ gcelder D(A) = {a} og hvis (V,D(V» er M-co-dissi-,

pativ gcelder V(D(V» = {a}.
<,

I det f¢lgende betragtes kun tilfceldet M > 1 .

7~6. Lemma. Lad M ~ 1 , a >:::0· og (V,D(V» vrere en

operator pa E. Sa grelder

(a) V M-dissipativ ~ -V. (M+1)-co-dissipativ

(b) V M-codissipativ ~-v (M+1)-dissipativ

(c) V injektiv og M-dissipativ ~ -V-1 M-co.-di.ssipativ

(d) V injektiv og Md· · t· V-1 M-dissipativ-co- lsslpa lV ~ -

(e) V M-dissipativ ~ V-aI M-dissipativ

(f) V M-~dissipativ ~ V+aI M-co-dissipativ.
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Bevis (a). Hvis V er M-dissipativ grelder for A > 0 og

x E D(V) . at "i-x II < M II~X-VX II eller IIx II < M IIx-AVx II

og derfor

IIA(-V)x II < IIx+A(-V)x II + IIx II < (M+1) IIx+A(-V)x II ·

(b). Hvis V er M-co-dissipativ grelder for A > a og

x E D(V) at U~vx II < M II x+{VX II eller IIVx II < M II AX+VX II

og derfor

II AX II < IIAX-(-V)x II + IIVx II < (M+1) II AX-(-V)x II ·

(c). Hvis V er injektiv og M-dissipativ har vi for A > a

og x E D(-V-1) = V(D(V)) , altsa af formen x = Vy med-

y E D(V) , at

IIA(-V-1)x II = IIAy II < M II Ay-Vy II = M IIx+A(-V-
1)x

II •

(d). Hvis V er injektiv og M-co-dissipativ har vi for

A > 0 og x E D(-V-1) = V(D(V)) , altsa x = Vy med y E D(V) ,

at

II AX II = II AVy II < M II y+ AVy II = M II AX- ( - V-
1

) x II

(e). Det er nok at vise at V-I er M-dissipativ hvis V er

M-dissipativ, thi heraf f¢lger at a(~V-I) = V-aI er M

dissipative For A > a og x E D(V) har vi

II AX II < II(A+1)x II < M II (A+1)x-Vx II = M IIAx-(V-r)x II
\



7.6

(f). Som under (e) er det nok at vise at V+I er M-co-dissi

pativ hvis V er M-co-dissipativ. For A > a og x E D(V)

grelder

II A(V+I) x II = II AX+AVX II = A~1 II (A+1)x + AVx + Vx II

A~1 II (A+1)x + AVX II A
< + A+1 IIVx II

A
AVxll +M II x + A~1 Vx II< A+1 II (A+1)x +

A+M .
< A+1 II (A+1)x+AVX II < M IIx+A(V+I)x II ,

hvor vi tilsidst benyttede at A+M
A+1 < M fordi M > 1 . I

7.7. ¢velse. Lad E vrere et Hilbert rum med indre produkt

.( .~, '. ) For en operator (V,D(V)) pa E og M > 1 grelder:

V er M-dissipativ netop hvis -v er M-co-dissipativ, og

videre er en operator (V,D(V)) pa E dissipativ hvis og kun

hvis Re(Vx,x) < 0 for x E D(V) .

7.8. Lemma. Lad M > 1 , A > a og (V,D(V)) vrere en ope-

rator pa E •

(a) Hvis V er M-co-dissipativ sa er (AI+V) injektiv og

operatoren (V(AI+V)-1,(AI+V)(D(V))} er begrrenset med norm

~ M .

(b) Hvis V er M-dissipativ sa er (AI-V) injektiv og ope

ratoren (A(AI~V)-1,(AI-V)(D(V))) er begrrenset med norm

< M •
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Bevis. (a) . For x E D(V) med II AX+Vx II = a har vi

1 .
M

1
II

M
II aII I Vx II < IIx+r Vx = r II AX+VX =

altsa Vx = a og dermed AX = AX+VX = a altsa x = a .,
Lad y = AX + Vx med x E D(V) Sa har vi

. IIV(AI+v)-1 y II = IIVx II = Alit Vx II < AM IIx+~VX II = M lIy II.

(b). For x E D(V) med II AX-VX II = 0 gcelder klart x = a .

(
\.,

(

Lad y = AX - Vx . med x E D(V) . Sa har vi

IIA(AI-v)-1 y II = II AX II < M II AX-VX II = M lIy II. I

7.9. ¢velse. Lad M > 1 ~g (V,D(V)) vcere M-co-dissipati.v.

Sa er (I+AV) ·injektiv for It > a og (I+AV)-1 er b.egrcen-

set med norm < M+1 , d.v.s. for x E (I+"AV) (D(V» grelder

II (I+AV)-1 x II < (M+1 ) II x II

7.10. Definition. Lad M ~ 1 . En operator (V,D(V)) pa

E siges at, vrer-e maksimal M-co-·dissipat"iv (henholdsvis mak

simal M-dissipativ) hvis (V,D(V» er M-co-dissipativ (hen-

holdsvis M-dissipativ) og hvis enhver M-co-dissipativ ud-

videlse (henholdsvis M-dissipativ udvidelse) af (V,D(V»

er lig (V,D(V) •

Af Zorn's lemma fas at enhver M-co-dissipativ (henholds

vis M-dissipativ) operator pa E kan udvides til en maksi-

mal M-co-dissipativ (henholdsvis'maksimal M-dissipativ)

operator pa E .
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7.11. Sretnin~. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent af

type-La 'pa E med co-frembringer (V,D(V» og lad

M ~ 1. Sa er (RA)A>O M-begrrenset hvis og kun hvis

(V,D(V» er M-co-dissipativ og i bekrreftende fald er

(V,D(V» maksimal M-co-dissipativ.

Bevis. Antag at (RA)A>O er M-begrrenset, altsa II ARA II < M

for A > 0 . Da ARA = AV(I+AV)-1 = V(.!I+V)-1 har vi for
A

( x E D(V) med y = (ix + Vx) at

eller'

II Vx II = II A.R AY II < M II y II 1= M IIXx+Vx II

(

II"AVx II ~ M IIx+AVx II

Hvis omvendt (V,D(V» er M-co-dissipativ fas af Lemma 7.8

at

II ARA II = IIV(~I+V)-1 II ~ M .

A A

Antag nu at (V,D(V» er en M-co-dlssipativ udvidelse af
A

(V,D(V» , og lad x E D(V) . Nu ~r operatoren I+V surjek-

tiv (V(I+V)-1 = R1) og der findes derfor y E D(V) sa

A

x + Vx = y + Vy

A A

hvoraf da '(V,D(V» c; (V,D(V»

A A

x + Vx\ = y + Vy

A A

Nu er (!+V) injektiv da V er M-co-dissipativtcf Lemma 7 ..8,
A A

hvoraf y = x E D(V) , altsa (V,D(V» = (V,D(V» . I
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7.12. ¢velse. Lad (RA)A>O vrere en begrrenset resolvent af

type-L .pa E med f'r'embr-Lnger (A,D(A» og lad M > 1 .
()()

Sa er (RA)A>O M-begrrenset netop hvis (A,D(A)) er M-

dissipativ, og i bekrreftende fald er (A,P(A) maksimal

M-dissipativ.

7.13. Sretning. Lad (RA)A>O vrere en resolvent pa E og

lad M > 1 • F¢lgende tre betingelser er ensbetydende:

(
(i)

(ii)· RA er M-co-dissipativ for aIle A > OJ

(iii) A(ARA-I) er M-dissipativ for aIle A > a .

(

Bevis. Af resolventligningen f~s f¢lgende tre identiteter grel-

dende for A,~ > a :

(***)

(

(i) ==0- (ii) . Hvis (RA) A>O er M-begrrenset. grelder

II11RA+ll II < M for A,ll > 0 og af (*) fas for x E E at,

II~RA x II < M II x + llRAx II for A,ll ~ a ,

hvilket viser at R
A

er M-co-dissipativ for It > 0 .



(

(i) ~ (iii)

A,lJ > 0 .

. 7 .10

Hvis (RA)A>O er M-begrrenset har vi for

(

II + All R All' II
II + 2L ll+M MII ll+11 < II +1 = II +1

< ,
(1l+1)2 1l+1

ii+T
hvor vi-tilsidst benyttede at M > 1 , og for x E E giver

(***) derfor

hvilket viser at ARA-I og derfor ogs& A(ARA-I) er M

dissipative

(ii) => (i) . Af ligning (**) fas at I + llRA er surjektiv

for A,ll > 0 . For x E E af formen x = y + rRAY med

y E E far vi, hvis RA er M-co-dissipativ, af ligning (*)

at

IIllRA+llx II = IIllRAY II ~ M II Y+llRAY II = M II x II for A,ll > 0 ,

( altsa IIllRA+ll II < M for A,ll > 0 , hvilket medf¢rer

IIllRll II = lim II11RA+ II < M for II > 0 .
A-+O II

(iii) ~ (i) . Af ligning (***) f&s at (1l+1)I - ARA er

surjektiv for A,ll > o. For x E E af formen x = (~+1)y 

ARAy for Y E E far vi, hvis ARA-I (eller A(A~A-I)).

er M-dissipativ, at

eller



(
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For fast ~o > a vrelger vi ~~~ > a s~ ~~ = ~a' og ulig

heden ovenfor bliver da til

(

altsa

II~ORA II = lim IIlJ~11 +
AO

R- A.. II M I
(lJ+1)2

< .
0 lJ-'O .'. o

1l+1

7.14. ¢velse. Lad (RA)A>O vrere en M-begrrenset (M > 1)

resolvent pa E og lad AO > 0 .

Familien (RA +A)A>O er en M-begrrenset resolvent af
a

type-La pa E med co-frembringer RA (E L(E)) , og RAa 0
er dermed if¢lge Sretning 7'.11 M-co-dissipativ.

Familien er en M-begrrenset

resolvent af type-L pa E
00

med f'r-emb r-Lnger- A-' (A- R -I)
" O· OA-. a

som

dermed if¢lge Sretning 7.11 er, M-dissipativ.

7.15. Sretning. Lad M > 1 ~g lad (V,D(V) vrere en tret

defineret M-co-dissipativ operator pa E. Sa er (V,D(V))

prreafsluttet og afs1utningen af (V,D(V)) er M-co~dissipativ.

Bevis. Lad (Xn)n€ E vrere en f¢lge pa D(V) sa

og antag at lim Vx = y E E. Vi skal se at y = a
n

n~

lim x = 0nn-+oo
For
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hvert x E D(V) og A > 0 har vi da V er M-co-dissipativ

II AVX +A2v x II = II AV(X +AX) II < M II x +AX+AVX +A2Vx IIn n n n

hvoraf ved at lade n ~ 00 ,

2
< M II i\x+i\y+i\ Vx II ,

ved at dividere med i\ og derefter lade i\ ~ 0 fas

II y II s M II x+y II

Da D(V) er tret kan h¢jresiden g¢res vi1kar1ig 1i11e (~O)

og derfor gre1der y = 0 .

At operatoren (V,D(V))

ved q.t grafen for (V,D(V)) ,

{(x,y) E D(V) x E y = Vx} ,

er M~co-dissipativ kan udtrykkes

a1tsa ma=ngden

er indeho1dt i mrengden

(

(

c = {(x,y) E E x E I Vi\ > 0: lIi\y II ~ Mllx+i\yU } .

A A

Da C er afs.luttet er grafen for afslutningerl (V,D(V)) af
A A

(V,D(V)) indeholdt ie, hvi1ket netop betyder at (V,D(V))

er M-co-dissipativ. I

7.16. ¢ve1se. Lad M > 1 og (A,D(A)) vrere en tret define

ret M-dissipativ operator pa E. Sa er (A,D(A)) prreaf

sluttet og afs1utningen af (A,D(A)) er M-dissipativ.

7.17. Sretning. Lad M > 1 og lad (V,D(V)) vrere M-co-dissi-

pativ e11er M-dissipativ. Sa grelder

V(D(V)) n Ker(V) = {O}"



(

og den algebraisk direkte sum V(D(V)) ~ Rer(V) er afsluttet.

Bevis. If¢lge Lemma 7.5 (a) er det nok at betragte tilfrel

det hvor (V,D(V)) er M-co-dissipativ. Lad x E Ker(V) og

Z E D(V) . For A > 0 er AX + Z E D(V) og derfor da

(V,D(V)) er M-co-dissipativ

IIAVz II = II AV(AX+Z) II ~ M II AX+Z+AVZ II ,

ved division med A og derefter at lade A ~ 00 fas heraf

"II Vz II ~ M IIx+Vz II

Af denne ulighed fas
I

lIy II < M IIx+y II for x E Ker(V) og y E V(D(V)), (*)

hvilket viser den f¢rste pastand, thi hvis y E V(D(V)) n Ker(V).

grelder x = -y E Rer(V) og derfor if¢lge (*) , II y II = 0 .
(xn) n EE (Yn)n EE ° Rer(V)Lad nu og vrere f¢lger pa hen-

. , . . . ~

holdsvis v(D tv) ) og antag at (xn +Yn )nE o1J er konvergent.

Af (*) fas for m,n EE

og dermed er (Yn)nE E en Cauchy-f¢lge, altsa konvergent.

Sa er ogsa.o () k t der ldxn nE E onvergen og er gre er

lim(y +x )n nn-.co
= lim Y + lim x . E V(D(V)) mKer(V) ,n n 000 - • -n -.00 . n-+oo

hvilket viser at V(D(V)) ~ Ker(V) er afsluttet.

7.18. Konollar. En M-dissipativeller M-co-dissipativope

rator med t~t billedrum er injektiv, og afbildningen V ~ _V- 1



(

er en bijektion af mrengden af tret definerede, M-co-dissi-

\pative operatorer (V,D(V)) med tret billedrum pa mrengden

af tret definerede M-dissipative operatorer med tret bil1ed-

rum.

Bevis. Lemma 7.6 og Sretning 7.17.

7.19. ¢velse Sumrnen V(D(V))·~ Ker(v) fra 7.17 er

( topologisk direkte.

7.20. Lemma. Lad M > 1 . Hvis (A,D(A)) er M-dissipa-

tiv og der findes AO > 0 0 (AOI-A) er surj ekt:iv, sa ersa

(AI-A) surjektiv for aIle A > 0 . Hvis (V,D(V)) er M-

co-dissipativ og der findes AO > 0 s~ (I+AOV) er surjek

tiv, sa er (I+AV) surjektiv for aIle A > 0 .

(

Bevis.

norm

Operatoren -1RA = (AOI-A) - :. E -+ E er begrcenset med

°cf. Lemma 7.8 (b), og operatoren

som er defineret (og tilh¢rer L(E)) for 11 E ] rlI-1 A M+1 A [ ,
M 0'

M °
idet for sadanne 11 ,

11-A
II (11- 1. 0 ) R

A II < 1__°1M < 1 ,

°
AO

opfylder
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\

hvilket medf¢rer S (E) c D(A)
11 =

og

7.15

(

Specielt er (~I-A) altsa surjektiv for ~ E ]M~1AO' M~1AO[ ,

"hvilket medf¢rer at (AI-A) er surjektiv for A > 0 .

Hvis (V,D(V)) er" M-co-ctissipativ og (I+AOV) er surjek

tiv sa er (-V,D(V)) M'-dissipativ (M' = M+1) og

(iL I - (-V» er surjektiv, hvilket if¢lge det allerede viste
o

medf¢rer at (AI-(-V)) er surjektiv for A > 0, e11er at

(I+AV) er "surjektiv for A > o. I

7.21. Sretning. En operator (V,D(V)) er co-frembringer for

en M-begrrenset resolvent af type-La pa E hvis og kun hvis

(i) DTVT = E ,

(ii) (V,D(V)) er M-co-dissipativ,

(

(iii) der findes AO > 0 sa (I+AOV)(D(V)) = E .

Bevis. Hvis (V,D(V)) er co-frembringer for en M-begrcen-

set resolvent af type-Lo pa E, sa er D(V) tret if¢lge

6.9, og (V,D(V)) er M-co~dissipativ if¢lge 7.11. Endvidere

er (I+AV) surjektiv for aIle A > 0, idet (V,D(V)) er

afs1uttet og ]-oo,O[ ~ p(V) .

Hvis omvendt (V,D(V)) opfylder (i), (ii) og (iii)

sa er if¢lge 7.20 (I+AV) surjektiv for A > 0, og d~med

grelder ~f¢lge 0velse 7.9 at (I+AV)-1 E L(E) for A > 0 og
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II (I+AV)-1 II < M+1 for A> 0 .

Specielt er (V,D(V)) afsluttet og ]-oo,O[ c p(V) , og der

med er (V,D(V)) if¢lge Sretning 6.9 co-frembringer for

en begrrenset resolvent (RA)A>O af type-Lo pa E givet ved

RA = V(I+AV)-1 = iV(iI+V)-1 for A > 0 ,

og Lemma 7.8 giver

og (RA)A>O er saledes M-begrrenset. I.

7 .'22. Sretning. En operator (A,D(A»)

M~begrrenset resolvent af type-L pa
00

(i) DTtT = E ,

(ii) (A,D(A) er M-dissipativ,

er frembringer for en

E hvis og kun hvis

(

(iii)

Bevis.

der findes AO > 0 sa (AoI-A)(D(A) = E .

Belt analogt til beviset for Sretning 7.21.1 .

7.23. Korollar. En operator (A,D(A» er infinitesimal

frembringer for en strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe

pa E hvis og kun hvis

']){If) = E ,

(ii) (A,D(A») er dissipativ,

(iii) der findes Ao > 0 s~ (AOI-A) er surjektiv.
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Bevis. Sretning 7.22, Sretning 6.13 samt beviset for Sretning

5.8. D.

7.24. Korollar. En overalt defineret operator V pa E er

co-frembringer for en M-begrrenset resolvent af type-La

pa E hvis og kun hvis V er M-co-dissipativ. En overalt

defineret operator A pa E er frembringer for en M-be-

grrenset resolvent af type-L pa E hvis og kun hvis A
00

er M-dissipativ.

Bevis. En overalt defineret M-co-dissipativ operator V pa

E er afsluttet if¢lge Sretning 7.15, og dermed begrrenset, og

hvert A E 10, IIV 1I-1 [ tilh¢rer- p(V) og betingelse (iii)

fra Sretning 7.21 er saledes opfyldt. Resten fas analogt. I.

Det viI ofte vrere nyttigt at kunne afg¢re om en fore-

Lagt cpe r at.or- Hi det vresentlige" er frembringer eller co-

frembringer for en resolvent, uden at kende det maksimale
» ';

definitionsomrade for operator~n.

7.25. Korollar. Lad M > 1 . For en operator (V,D(V)) pa

E er f¢lgende to betingelser ensbetydende:

(a) (V,D(V)) er prre-afsluttet og afslutningen af (V,D(V))

er co-frembringer for en M-begrrenset resolvent af type-

(b) (V,D(V)) har egenskaberne

(i) D(V) er tret,

(ii)
I
I

V I er M-co-dissipativ,

(iii) der findes 1..
0

> 0 sA (I+AOV) har tret billedrum.
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A A

Bevis. (a) ~ (b). Lad (V,D(V)) betegne afs1utningen af
~

(V,D(V)) . Idet E = D(V) ~ D(V) er D(V) teet og da V er

M-co-dissipativ er ogsa V M-co-dissipativ. Grafen for
A

(I+AV) er en teet delmeengde af grafen for (I+AV) og da
A A

der findes AO > 0 sa (I+AaV)(D(V)) = E sa findes Aa > a

sa projektionen pa anden koordinaten i E x E af grafen for

(I+AaV) er teet iE, altsa (I+AaV)(D(V)) ="E .

(b) ~ (a). Betingelse (i) og (ii) medf¢rer at (V,D(V))
A A

er pree-afs1uttet, cf. Seetning 7.15, og afs1utningen (V,D(V))

af (V,D(V)) er tret defineret og M-co-dissipativ. Spe-
A

cie1t er (I+AaV) injektiv med tret defineret begrrenset in-
A

vers sam, da V er afs1uttet, ti1h¢rer L(E) , hvilket
A A A

medf¢rer at (I+AOV) er surjektiv, og (V,D(V)) er saledes

if¢lge Sretning 7.21, co-frembringer for en M-begrrenset re-

solvent af type-La pa E. I

7.26. Koro1lar. Lad M > 1 • For en operator (A,D(A))

pa E er f¢lgende to betingelser ensbetydende:

(a) (A,D(A)) er prre-afs1uttet og afslutningen af (A,D(A))

er frembringer for en

pa E .

M-begrrenset reso1ventaf type-L
00

(b) (A,D(A)) ihar egenskaberne

(i) D(A) er teet.

(ii) A er M~dissipativ,

(iii) der f' i.ndes AO > a sa (AaI-A) har tret b i Ll.edr-um.



Bevis. Analogt til beviset for Korollar 7.25. D •

7.27. Korollar. En operator (A,D(A)) p~ E er pree-af

sluttet og afslutningen af (A,D(A)) er infinitesimal frem

bringer for en strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe p~

E hvis og kun hvis den opfylder

(i) D(A) er teet,

(ii) A er dissipativ,

(iii) der findes AO > 0 sa (AoI-A) har tret billedrum.

(

'Bevis. Resultatet fas ved kombination af 7.27 og 7.23. B •

7.28. Definition. En operator (V~D(V)). pa E kaldes en

abstrakt potentialoperator hvis V er injektiv og .tret defi

neret og hvis (_V-1 , V(D(V))) er infinitesimal frembringer

for en strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe pa E •

7.29. Sretning. For en operator (V,D(V)) pa E er f¢lgende

tre betingelser ensbetydende

(a) (V,D(V)) er en ahstrakt potentialoperator.

(b) (V,D(V)) har egenskaberne

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

D(V) er t set ,

V(D(V)) er teet,

V er co-dissipativ,

der findes ~o >0 sa (I+AOV) i er surjektiv.

(c) (V,D(V)) er co-frembringer for en kontraktionsresol

vent af type-La og type-l~ pa E .
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7.20.

Bevis. (a) => (b). (i) er klar og (ii) og (iii) f¢lger

da _V- 1 er infinitesimal frembringer, specielt tret defi-

neret og dissipativ, hvilket medf¢rer, Lemma 7.6, at V er

co-dissipativ. ·Idet der for x E D(V) grelder

er billedrummet for (I+AOV) lig billedrummet for
-1(AOI-(-V » , og der findes AO > 0 s~ operatoren

(AOI-(-V-
1» er surjektiv.

(b) => (c) . F¢1ger af Sretning 7.21 og ¢velse 6.12.

(c) ~ (a;. Hvis (V,D(V)) er co-frembringer for en kon

traktionsresolvent (RA)A>O af type-Lo og type-Leo p~ E ,

s~ er (-V- 1,V(D(V») infinitesimal frembringer for den strerkt

kontinuerte kontraktionssemigruppe p~ E der bar (RA)A>O

som resolvent; cf. Sretning 6.13. I .

7.30. Bemrerkning. Potentialoperatoren (NyD(N)) for en

strerkt kontinuert kontraktionssemigruppe (Pt)t>O p~ E er
=

ikke n¢dvendigvis en_abstrakt potentialoperator. Operatoren

(N,D(N)) er imidlertid en abstrakt potentialoperator hvis

og kun hvis det for aIle x E E grelder lim Ptx = 0 .
t~

7 •31. ¢velse.! En operator (V, D (V) ) pa E er prre-afsluttet

og afslutningen af (V,~(V)) er en abstrakt potential ope

rator hvis og kun hvis den opfylder

(i) D(V) er tret,

(ii) V(D(V)) er teet,

(iii) V er co-dissipativJ

(iv) der, findes ~n > 0 s& (I+~oV) har tretbilledrum.



8.1.

§8. Principper am maksimum i module

Lad E = Co(X) vrere Banachrummet af kontinuerte kom

plekse funktioner der gar mod 0 i det uendelige pa det

lokalkompakte rum X. Normen pa E er den ligelige norm

II f II = II f II
00

= sup If (x ) I
xEX

for fEE .

(

( I

(

Vi skal se hvorledes dissipativitet og co-dissipativitet af

operatorer pa E kan udtrykkes ved h.j zeLp ·af visse "maksi-

mum principper".

Lad U betegne enhedscirklen U = {z E rG I I z I = 1} •

Etpunktskompaktifikationen af X betegnes X og enhver

funktion fEE kan opfattes som en kontinuert funktion pa

X (med f(oo) = 0 ).

8.1. Definition. En operator (A,D(A)) pa E siges at

tilfredsstille det svage princip om maksimum i modul hvis

Vf E D(A) 3(X,z) E X x U: z f'{x ) = IIf II og Re(zAf(x)} ~ 0 ,

og vi skriver sa (A,D(A)) E SPMM .

En operator (V,D(V)) pa E siges at tilfredsstille

det svage co-princip om maksimum i modul hvis

Vf E D(V) 3(x,z) E X x U: zVf(x) = IIVf II og Re(zf(x)) > 0 ,

og vi skriver sa (V,D(V)) E SCMM .

8.2. Lemma. Lad f,g E E v~re funktioner der opfylder
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VA > 0: II Af II ~ II Af+g II .

Sa findes (x,z) E X x U med egenskaben

Re ( zg (x ) ) > 0 0 g z f ( x ) = II f II

Bevis. For hvert A > 0 findes (XA,ZA) E X x U sa

hvoraf da venstre side er reel

, Specielt grelder

Lad (x,z) E X x U vrere et fortretningspunkt for nettet

(XA,ZA)A>O nar A -+ CD. Ved grrenseovergang i ulighederne

ovenfor finder vi

Re(zg(x)) ~ 0 og Re(zf(x)) = IIf II

Hvis f - 0 er pastanden klart rigtig og i tilfreldet

II f II > 0 rna det fundne x tilh¢re X (og ikke b lot X) ,

og ligningen Re (zf(x)) = II f II rnedf¢rer zf(x) = II f II

idet z E U . I .

8.3. Sretning. En operator (A,D(A)) pa E er dissipativ

hvis og kun hvis (A,D(A)) opfylder det svage princip om

rnaksirnum i module
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8.3.

En operator (V,D(V)) pa E er co-dissipativ hvis

og kun hvis (V,D(V)) opfylder det svage co-princip om

maksimum i module

Bevis. Hvis operatoren

Lemma 8.2 for f E D(A)

(x,z) E X x U sa

(A,D(A)) er dissipativ fas af

og g = -Af E E, at der findes

z f ( x ) = II f II 0 g Re ( zAf (x)) = Re ( - zg (x )) < 0 ,

altsa (A,D(A)) E SPMM .

Hvis omvendt (A,D(A)) E SPMM sa findes til f E D(A)

og A > 0 et punkt (x,z) E X x U sa

zf(x) = IIf II og Re(zAf(x)) < 0 ,

hvoraf

IIAfli = Azf(x) = Re(Azf(x))

( I

< Re ( z ( Af (x ) - Af (x) ) ~ II Af - Af II

hvilket viser at (A,D(A)) er dissipative

,

Hvis operatoren (V,D(V)) er co-dissipativ fas af

Lemma 8.2 for g E D(V) og f = Vg E E, at der findes

(x,z) E X x U sa

Re zg(x) > 0 og z f'{x ) = zVg(x) = IIVg II

hvilket viser at (V,D(V)) E SCMM .

,

Hvis omvendt (V,D(V)) E SCMM, sa findes til f E D(V)

og A > 0 et punkt (x,z) E X x U sa



Re z f(x) > 0 og zVf(x) = IIVf II

og derfor

,

8.4

II "AVf II = "Az Vf'{x ) ~ Re(z("AVf(x)+f(x))) ~ II xvr-r II ,

hvilket viser at (V,D(V)) er co-dissipativ. I

8.4. ¢velse. Operatoren (A,D(A)) pa CO(E) givet ved

,

Af = f' for f E D(A) ,

er dissipative

8.5. ¢velse. Operatoren (V,D (v) ) pa Co (JR) givet ved

00

(-

D(V) = t r E Co(:R) If E Cc(:R) , f f(t)dt = O} ,
-00

x
Vf(x) = J f(t)dt for x E R og f E D(V) •

-00

er co-dissipativ.

Det svage princip (co-princip) om maksimum i modul

for en dissipativ (co-dissipativ) operator pa E kan skrer

pes for operatorer som er tret definerede (har tret billedrum).

8.6. Definition. En operator (A,D(A)) pa E siges at

tilfredsstille princippet om maksimumi madul hvis

Vf E D (A) Vx EX: f (x ) = II f II i => Re Af (x) < 0

og vi skriver sa (A,D(A)) E PMM.

En operator (V,D(V)) siges at tilfredsstille co-prin-
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Vf E D(V) Vx E X: Vf(x) = IIVf II ~ Re f'{.x ) > 0 ,

og vi skriver sa (V,D(V)) E CMM

Der opnas herved skrerpelser af de "svage" principper.

Lad (A,D(A)) E PMM, og lad f E D(A) . Sa findes

If (xO) I = s up If (x ) I = II f II,
xEX

og der findes sa z E U med egenskaben zf(xO) = II f 11=

IIzf II , og idet funktionen zf E D(A) fasif¢lge PMM

at

hvilket viser at (A,D(A)) E SPMM. Pa samme made ses at

(V,D(V)) E ,CMM medf¢rer (V,D(V)) E SCMM .

8.7. SretnLng. En tret defineret dissipativ operator (A,D(A))

pa E tilfredsstiller princippet om maksimum i module

Bevis. Lad f E D(A) og x E X opfylde: f(x) = Ilf II > 0 •

For hver kompakt omegn K af x findes, da peA) er tret

iE, g E D(A) sa g(x) = 1 og Ig(y) I ~ ~ for

Y EX' K. For hvert e > 0 grelder f + eg E D(A) og

endvidere rna maksimum i modul for f+eg ~ntages pa K •

Der findes derfor if¢lge S~tning 8.3 et par (xe,ze) E K x U

sa

z (f(x ) +" eg(x )) = II f+eg II
e e e

og



(
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Lad (xK. ,~T) betegne et fortretningspunkt for (x,z) 0
-J:\. f, f, f, >

nar £ ~ o. Sa har vi .

Heraf fas z =
K

.11 f II
f(~ )

K
og denne kvotient konvergerer mod

II f II = 1
f(x) nar K ~ {x}, altsa

Re(Af (x ) ) = lim Re ( zKAf (XX)) ~ 0 ,
K.~{x}

hvilket viser at (A, D(A)) E PMM. I.

8.8. ¢velse. En co-dissipativoperator . (V,D(V)) med tret

( !

billedrum ti1fredssti11er co-princippet om maksimum imodu1.

8.9. ¢ve1se. Lad (A,D(A)) og (B,D(B)) vrere dissipative

operatorer pa E hvoraf den ene·er tret defineret. Sa er

summen A+B (mere prrecist (A+B, D(A) n D(B))) dissipative

8.10. ¢velse. For hvert fEE vrelges et punkt xf E X

sa If(xf)1 = IIf II, og ved

[f,g] = f(x )g(x ). g g for f,g E E ,

defineres et semi-indre produkt pa E (cf. 7.1). For en

operator (A,D(A)) E PMM grelder med dette semi-indre pro-

dukt at

Re [Af , f] < 0 for fED (A) .



/
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8.7

For en funktion fEE indf¢res mrengden

M
f

= {(x,z) E X x U I Re(zf(x))> O}

8.11. Definition. En operator (V,D(V) pa E siges at

tilfredsstil1e det fuldstrendige princip om maksimum i modul

hvis

yf E D(V): Re zVf(x) ~ 1 for (x,z) E Mf => IIVf II < 1 ,

og vi skriver sa (V,D(V» E FPMM .

8.12. Lemma. En operator (V,D(V» pa E, der tilfreds-

stiller det fuldstrendige princip om maksimum i modul er co-

dissipative

Bevis. Lad f E D(V)· og antag at II Vf II > O. Der grelder

IIVf II = sup{Re(z Vf(x)) I (x,z) EMf} ,

thi hvis der findes a > a sa

Re[z Vf(x)] < a < II Vf II for aIle (x,z) , E Mf ,

sa har vi

Re[z V(.1f) (x)] < 1 for aIle (x,z) E M
f

,a

og derfor IIV(.! f) II = .1 .IIVf II < 1 i modstrid meda a ,

a < IIVf II Men 0 gcelder ogsasa

IIVf II = sup{Re (zVf(x)) I (x,z) E Nf} ,



(

8 .8.

og da Nf er en kompakt delmrengde af X x U findes x E X

og z E U sa

Re (zf(x)) ~ 0 og IIVf II = Re (zf(x)) = zf(x) ;

det saledes fundne x E X tilh¢rer imidlertid x, idet

zf(x) = IIVf II > 0, og dette viser at (V,D(V)) E SCMM ,

altsa if¢lge Sretning 8.3 at (V,D(V)) er co-dissipativ. I

8.13. Sretning. En tret defineret co-dissipativ operator

(V,D(V)) pa E tilfredsstiller det fuldstrendige princip

om maksimum i module

Bevis. Lad f E D(V)·. Beviset er indirekte, og vi an-

tager at

Re (zVf(x)) ~ 1 for (x,z) E Mf .

og at a = IIVf II > 1 Mren-gden

(

"

1+aco = {(x,z) E X x U I Re[zVf(x)] > '-2-}

er aben og disjunkt med Mf. Da D(V) er tret i E findes

g E D(V) sa

a
IIg-Vf II < 2"

For A > 0 sretter vi gA = f-Ag, og dermed har vi

Re(z VgA(x)) = Re(z Vf(x)) - Re(zA Vg(x))

(
\

1+a
< -2- + A II Vg II for (x,z) ~ w •
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Endvidere har vi af a = IIVf II < IIVg"A II + II "AVg II at

IIVg"A II ~ a - A IIVg II

For et fast valgt A > 0 med egenskaben

a- A IIVg II > 1~a + A IIVg II ,

aLtaa sa A IIVg II < a-1 , (a > 1) geelder at

(x,z) ~ Re[z VgA(x)]

idet co n M· = ¢. f
har vi men pa den anden

(

side geelder

hvilket giver den s¢gte modstrid. I

8.14. Lemma. Lad (V,D(V)) veere en teet defineret co-

dissipativ operator pa E og lad ~ veere en ikke-negativ

kontinuert funktion pa X.

med

Operatoren (V ,D(V))
~ ~

pa E

D(V ) = {g'EEl ~g E D (V) }
~

er co-dissipativ.
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Bevis. Vi skal se at (V, D(V )) E FPMM. Lad g E D(V )
~ ~ ~

og antag at

Re [z V g (x)] = Re [z V (~g) (x)] < 1 pa ~1 ( *)
~ g

Nu grelder

M~g = {(x,z) E X x U I Re(z(~g)(x)) > O} ~ Mg ,

og da (V,D(V)) E FPMM kan vi derfor slutte af (*) at

IIV~(g) II = IIV(~g)1I s 1 I

8.15. ¢velse. Lad (A,D(A)) vrere en dissipativ operator

pa E og lad ~ vrere en ikke-negativ kontinuert funktion

pa X. Operatoren ( A, D( A)) pa E medtp tp

D ( A ) = {g E D ( A ) I tp (Ag ) E E }tp

Ag = tp(Ag)tp

er dissipativ (idet ( A, D( A)) E SPMM) .tp tp ,

(
\

F¢lgende generelle version af et ber¢mt resultat af G.A.

Hunt skyldes F. Hirsch.

8.16. Sretning. Lad (V,D(V)) vrere en co-dissipativ opera-

tor pa E og antag at Cc(X) c D(V) Sa er (V,D(V))

prre-afsluttet og afslutningen af (V,D(V)) er co-frembringer

for en kontraktionsresolvent af type-La pa E .

Bevis. If¢lge Korollar 7.25 skal vi blot vise at der findes

et osa har t~t billedrum, hvilket specielt

( er opfyldt hvis



( (I+V)(Cc(X)) = E .

Lad ~ vrere et begrrenset Radon Mal pa x sa

8.11

(**)

f(I+V)g d~ = a for gEe (X) .c

Vi ska1 indse at ~ = a, hvilket viser (**) .

For vi1kar1igt med tP ~ 1 er operatoren

(

(V~, D(V~)) overalt defineret (Cc(X) ~ D(V)) og co-dissi

pativ if¢lge Lemma 8.14, og derfor co-frembringer for en kon-

traktionsreso1vent af type-La pa E, if¢lge Koro1lar

7.24. Specie1t gre1der altsa

(I +V ) (E) = E ,
tP

jrevnf0r Sretning 7.21 og Lemma 7.20.

For hvert g E E findes a1tsa f E E 0sa
tP

g = f + V~(f~) ,
tP

og da V er co-dissipativ har vi
tP

Hf~ \I < II f +V f II + IIV f II < 2 IIg II
tP tP tP tP tP

Endvidere har vi

fgq~ = r(r +V f )d~
tP tP tP

hvoraf

og idet h¢jresiden kan g¢res vilkArligt lille (~O) for

( i
passende valgt med lP ~ 1 , grel de r



~. !

( I

Jgd~ = 0 for gEE,

alts~ er ~ = 0, hvilket viser (**) .

8.12
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