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Mat 313, 1975 L

§0. Indledning. Dette s®t noter udggr sammen med

(store dele af) kapitel 1-9 i bogen:
W. Rudin: "Functional Analysis" = McGraw-Hill, 1973
indholdet af kurset Mat 313.

Stoffet i disse noter tenkes at skulle indpasses

i gennemgangen af bogen mellem kap. 3 og kap. 4.

De kontinuerte reelle (resp. komplekse) funktioner
med kompakt stgtte CC(X) (resp. Cc(x)m) p& et lokal-
kompakt topologisk rum, udggr et vektorrum over R
(resp. ). Hovedformdlet med disse noter er, at beskrive
det duale rum CC(X)* s hér Cc(X) udstyres med
passende vektortopologier. Dette g@gres ved hjelp af

teorien for Radon-mdl p& X.

For ikke at skulle forudsatte kendskab til
abstrakt m8lteori har vi indfgjet §1l. For den, der har
kendskab til kurset Mat 212 (M8l og integralteori), vil

indholdet af §1 vere velkendt.

I §2 indfgres de positive Radon-mdl, som et
abstrakt md1l p& Borellegemet med en vis regularitets
egenskab m.h.t., de kompakte delmengder. Vi viser Riesz'
representationssetning, der giver en bijektiv forbindelse
mellem positive Radon mdl p& X og positive linezre

funktionaler pé CC(X).

g g ey Y v
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Som et vigtigt eksempel pd et Radon-mdl indfgres
Lebesgue-mdlet i R" . Dette midl, og det tilsvarende
integral, spiller en vasentlig rolle i Rudin's bog

kapitel 6 og 7. (Distributioner og Fourier transformation).

I §3 indfgres relle (og komplekse) Radon-mdl og

de duale rum til CC(X) (og GC(X)E) beskrives ved

hj&lp heraf,

Jeg vil gerne takke Flemming Topsge for idéer

og vejledning til udarbejdelse af §2.

Nervaerende udgave er i det vasentlige et genoptryk
aff 1974-udgaven. Dog er rettelseslisten indarbejdet i
teksten. Dette giver sig iser udslag 1 endringer side

34 opg. 3 og side U40-50.

Juni 1975, Mogens Flensted=-Jensen
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§1. Abstrakte mal.

1.1. Malelighed og mal. Lad i det Tglgende X

betegne en vilklrlig mengde. Et wdl pd8 X  skal, l¢gst
sagt, vere en forskrift, hvorved vi %an beskrive
"stgrrelsen", "vegten" eller "ladningen' af en given
delmengde. Det viser sig at give visse vanskeligheder,
hvis vi vil mdle alle delmengder, VI starter derfor
med at praecisere, hvilke delmangder af X og hvilke
funktioner X - R , vi vil betragte som mélelige,

LN

Definition 1.1, En familie B af delmengder af X

kaldes en o¢-algebra, hvis

(1.1) ¢,X € B ,

(1.2) Hvis A € B, sé gelder X ~ A & B,
(1.3) Hvis for alle' n € N A_ € B, =8 gelder
4] A€ B,

=l n

Parret (X,B) kaldes et mdlbart rum.

En funktion f: X + [ -e,w] kaldes B-mdlelig, hvis

(1.4) For alle o €R : {x € X | f(x) > a} € B

M(X,B) betegner mengden af B-médlelige funktioner, og
M*(X,B) de ikke negative funktioner i M(X,B) . En

funktion ¢ € M(X,B), kaldes simpel, hvis den er endelig
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og kun antager endelig mange forskellige vardier,
Bemaerk, at M = M(X,B) 1ikke er et vektorrum, da det for
A €R , f,g €M kun giver mening at tale om A + g ,

s&fremt f og g kun antager endelige vardier. Defineres

too for 0 < X < o

og for A €R Ato = o

sd giver det rimelig mening at danne Af og f ° g.

Ndr vi skriver et udtryk af formen f + g ,vil vi stil-
tiende forudsatte, at der ikke gelder f(x) = =-g(x) = to
for noget x € X .

Vi fér brug for de fglgende to lemmaer.
Lemma 1.2,

-~

(1.5) Hvis for alle n € N A, €EB, s& pelder N A €B
n=1

(1.6) Hvis for alle n € N f, € M(X,B) , s& vil
funktionerne sup fn - inf fn , lim sup fn og 1lim inf fn

tilhgre M(X,B) . Specielt gelder for f € M(X,B) at
£* = max {£,01 og £~ = max {-f,0} tilhgrer M (x,B)
(1.7) Hvis f,g € M(X,B) og X €R sd vil

AP+ g € M(X,B) og f . g € M(X,B) .
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Bevis: (1.5) fglger af (1.1), (1.2) og (1.3) idet

T AL = XN ? (X~ A)

n=1 n=1

Lad o € R da gelder

{x € X | sup fn(x) > o} U {x € X | ro(x) > ol
n neN

{x € X | inf f_(x) > a} U n{xeXx | f(x)>a+i}l,
n meN nelN
Heraf ses,at sup fn og inf fn er B-mdlelige. Ved at

benytte dette f&8s at 1lim sup fn = inf {sup f_} er
neEN m>n "

B-m&lelig, tilsvarende for 1lim inf fn ., Hermed er (1.6)
vist.
Det set let,at Af er B-mdlelig. f + g er B-mdlelig
idet
xeX | £f(x) +gx)>a = U(xeEX I f(x)>rIn{x€eX | glx)>a-r}.
red

For at vise af f « g er médlelig, antages fgrst,at
og £ kun antager endelige verdier. Da
£fogs= %((f + g)2 - (£ - g)?) er det nok, at vise at
f2 er B-mdlelig, og dette fglger af

X for a<O

{x € XIf(x)?> a} =
{x € XIf(x) > valu{x € XI-f(x) > Va} for a« > 0

Hvis f og g antager uendelige verdier,defineres
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fn > B € M(X,B) ved

f(x) for |f(x)]

A

n

1
=

fn(x) for f(x) > n

-n ~ for f(x) € -n

og tilsvarende for g . f o g er da B-mdlelig ifglge

(1.6) idet f e« g(x) = lim (1lim fn(x) . gm(x)). Q.e.d.

n-+c©  m-o

Lemma 1.3. Hvis f € M+(X,B) sd8 findes en voksende

fé¢lge af simple funktioner o € MT(X,B) , s&ledes at

;1m g, # £
Bevis. Fglgende funktioner ses klart at opfylde kravene:
n hvis f(x) 2 n

e, (x) =
-n : -n -n
kK o 2 , hvis k 2 < f(x) < (k + 1)2 <n

Bogatls

Definition 1.4. Et md1 u pd et mdlbart rum (X,B)

er en afbildning u : B +»[0,»] , sdledes at u(@) =0

og u er tellelig-additiv d.v.s. hvis En € B er en

fglge af indbyrdes disjunkte mengder sa gelder

(1.8) w8 B = fouE)

n=1 n=1

Triplet (X,B,u) kaldes et mdlrum. u siges at vare

endeligt, hvis p(X) < + o, og u siges at vere
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-~

o-endeligt, hvis der indes en fglge En € B, sédledes

at u(En) <+w og X = U FE

I
n=1

Eksempel 1.5. X = N , B = alle delmengder. Lad u;

3

U2 08 u3 vere givet ved py(n) =1 , up(n) = p™h

og u3(n) =« . Daer yu,; o-endeligt, "tzllemdlet" pa
N ; yu, er endeligt, idet u(@®W) =1 ; og wps er ikke

o-endeligt.

Lemma 1.6. Lad (X,B,u) vere et mdlrum, da gelder

(1.9) Hvis E,F € é », ESF og u(F) < + o, daer
H(E) < u(F) og u(FSE) = u(F) - u(E)

-~

(1.10).Hvis En’ F. E B, (En) voksende og (Fn) dalende

og W(F1) < + o da gelder

w(® E) = 1imuE) , u(® F ) = lim u(F )
n=1 i n 1 n=1 L n i

Beviset gives som ¢gvelse nr. 1

Definition 1.7. N € B siges at vere en nulmengde, hvis

u(N) = 0 . Lad p(x) vare et &8bent udsagn, p(x)

siges at gelde n:sten overalt ( uy-n.o.) , hvis der

findes en nulmengde N sdledes, at p(x) er sandt for

alle x € XN\N . £ € M(X,B) siges at vere en nulfunktion,

hvis f(x) = 0 p=n.o.
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Eksempel 1.8.

{x € X | f(x) #*
£ s T8
{x € X | 1lim sup

er nulmengde.

i (- % Integral

f , g€ M(X,B) , £ =g p-n.o, hvis
g(x)} er en nulmengdce.
M(X,B) , £ =»f u-n.o. hvis

n

fn(x) # f(x) eller 1im inf fn(x) £ f(x)}

af positive funktioner.

Definition 1.9,

funktion i M+(X

hensyn til et md

n
Lad ¢ = X oy XE vere en simpel
. i=1 i
,B). Vi definerer integralet af ¢ med

1l u ved

En kort overveje

Jo du =

nM3

oy u(Ei) :

i=1

lse viser, at [¢ du er veldefineret,

at [ dp € [0,»] , samt at fglgende gazlder

(1.11) Hvis o,y € M'(X,B) , o©,p er simple og A 2 O,

da er

(1.12) Hvis ¢
21

ma um

(B

”m( )

Definition 1.10.

af £ m.h.t. u

J(A@ + v)du = Ao dn + [y du .

€ M+(X,B) er simple, da defineres et

pd B ved
% jw-xE duy for E € B .

Lad f € M+(X,B). Vi definerer integralet

ar

ved

ff dp = sup{fo dy | @ € M'(X,B), ¢ simpel

og 9 < f
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Hvis E € B defineres integralet af f over E ved

jEf du = If~XE du

Lemma 1.11. Hvis f, g € M (X,B) og E, F € B da

gelder:

(1.13) f < medfgrer at [f du

Jg dau .

A
15}
nA

(1.14) E ¢ F medfgrer at [p £ du g [, £ du .

m

Bevis. Lad ¢ M+(X,B) vere simpel og ¢ < f , da

gelder ogsd o

RA

g , hvoraf (1.13) fglger.

(1.14) fglger af (1,13) idet foXE < f-XF . Q.e.d.

1.3. Monoton Konvergens og Fatou's lemma.

Setning 1.12. Hvis r, € M+(X,B) er en monotant

voksende fglge af funktioner, og f = lim fn da gelder

£ dy = 1lim ffn du

Bevis: Ifglge (1.6) er f € M'(X,B) . Da det for alle

n gelder at f_ < f

I f f&s af (1.13) at

[£, du g Ifn+1 du ¢ Jf dp . Hvilket viser at 1im an du
eksisterer og 1lim ffn du < ff du . For at vise den modsatte

ulighed veelges en simpel funktion ¢ i M+(X,B) , < £ og et
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a , 0<a<1. Sat

An = {x € X | fn(x)

nv

a o(x)} .

-~

Det er klart, at A € B , A ¢ A og X = U A

n n+1

Det fglger nu af (1.13) og (1.14) at

(1.15) jA o @ du < jA £,du g jfn dp
n n

Ifglge (1.12) og (1.10) gelder da

lim IA @ dy = [ @ du = o du .
n ﬁ An

n=1

Ved at benytte dette i (1.15) f&s
a fo du g lim [f  du
Da dette gelder for alle 0 < o < 1 fé8s

[f du = sup [ du < lim Ifn duy .
9

Korollar 1.13. Hvis f, g, g, € M+(X,B) og A >0

s gelder
(1.16) f(Af + g) du = A [f du + [g du
(1373 Jt 2 g, )du = 3 g, du
n=1 n=1
(1.18) Der defineres et mil M pé B ved

uf(E) :IE f dy for E € B
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Bevis. (1.16) fglger af satning 1.12, lemma 1.3 og (1.11).
n
(1.17) fglger af (1.16) og satning 1.12 med fn = I g
% 121

For (1.18) er det klart, at He: B - [0,o] og
uf(¢) = 0. Vi mangler at vise, at Hp er tellelig additiv.
Lad E € B vare indbyrdes disjunkte, da fglger af (1.17):

uf<n‘6 E) = If-(ng

0 Xp Jdu = ? [£eXg du = ? ne(E )
=1 n n= n=1

1 1 n

R.e.d.

Fatou's lemma 1.14: Hvis (fn) er en fglge fra M+(X,B) :

da gelder

flim inf £, du g lim inf ff du .

Bevis. Definer By ® inf £ . Da gzlder for m < n
n>m

Jg, du g J£_ adu ,
og derfor Igm du < lim inf jfn du .

(gm) er en voksende fglge og 1lim 8y = lim inf £

setningen 1.12 giver derfor

f(1lim inf fn)du = lim fgm dp < lim inf jfn dp .

Q.e.d.

Korollar 1.15. Lad f € M(X,B) , da er f en nulfunk-

tion hvis og kun hvis [|f|dy = 0 .
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Bevis: Vi kan gerne antage,at  c¢1 positiv,
Hvis f er en nulfunktion,er E = {x € X | 1'(x) > 0} eu
nulmengde. Definer fn = n-XE . Da f < lim inf )

fglger af Fatou's lemma at 0 < [f dp < lim inf ffn du =

altsd at [f du = 0 .

Antag omvendt at [f dpy = 0

. b |
Definer E = {x € X | f£(x)> ﬁ} , da er (E ) voksende

og

1

0 = [fdu 3z« u(E)

=
nv
o

altsa er u(En) =0, og dermed er

{(x € X | f(x) >0} = U E

en nulmaengde. Q.e.d.

Bemarkning 1.16. Det er ofte praktisk at identificere

funktioner, der er identiske p-n.o. Det vil sige, at
vi danner zkvivalensrelationen i M(X,é) A
defn.
f~ g @ f =g wu-n.o.
I mange tilfelde vil vi benytte samme skrivemdde for
en funktion f , og dens a&kvivalensklasser. For
eksempel kan f = 0 betyde, at f er en nulfunktion,

altsd at £~ 0 .
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1.4, Integrable funktioner. Vi skal nu udvide inte-

gralbegrebet til ogsd at gaelde funktioner, der antager
negative verdier. Af praktiske grunde indskranker vi os

til funktioner, der ikke antager vardierne it oo

(Det ville vare nok, at forudsztte at funktionerne var

forskellige fra e p=-n.o.). Vi minder om at, for

+ +

£ e MX,B) er £, f €M (X,B) og £ =¢" - ¢

Definition 1.17. f € M(X,B) siges at vare integrabel,

hvis f ikke antager verdierne * o , og jf+ dy og

[f7 du begge er endelige. Integralet af f defineres

i s8 tilfelde ved

fE(x) du(x) = [£Fau - f£7 au .

il

J£ du

Med J(==7:(X,B ,u) betegnes samlingen af integrable

funktioner

Lemma 1.18. Lad f € M(X,B) . Da gelder at f € fi

hvis og kun hvis |f]| Ef. . I bekraftende fald gelder

Iff dul JIfl dap .

A

Bevis. Hvis f e X er £V, 7 e f og I1fl =% + £

3

hvorfor [Ifl| du = If+ du + [f du <+ o . Omvendt hvis

Ifl e, sder 0 < £f < Ifl , og dermed er f
integrabel ifglge lemma 1.11. Q.e.d.
Korollar 1.19. Hvis f € M(X,B) , g€ X og Ifl < Igl

s& gelder f € K og  Iff dul < [lgl du
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Korollar 1.20. ?C er et vektorrum over R og integralet

er en linear funktional pé& A

Lebesgues sa@tning om domineret konvergens. 1.21. Lad

(fn) vere en fglge af integrable funktioner, der konver-
gerer u-n.o., mod en reel, mdlelig funktion f . Hvis
der findes en integrabel funktion g , sd8ledes at

lfnl < g for alle n €N , sd er f integrabel og

£ dy = 1lim Ifn du .

Bevis., Ifglge korollar 1.15 @ndres integralerne ikke
ved,at funktionerne @ndres pd en nulmengde. Vi kan derfor
antage, at f = lim fn . Ifglge korollar 1.19 er f € J:,
Da g + fn >0 og g- fn > 0 gelder, ifglge Fatou's

lemma,
Je dux [f dp = [(g+ f)du < lim inf [(g ¢ fn)du "
= [g dp + 1lim inf Itfn du .
Heraf ses, at
lim sup Ifn dpy = - lim inf f—fn dy < Jf dp < lim inf jrn du

Altsd er ]fn du konvergent med grenseverdi ff du

Q.e.d.

Bemerkning 1.22. En funktion f: X » @ kaldes milelig,
henholdsvis integrabel, hvis realdelen Ref og imaginar-

delen Imf hver for sig opfylder egenskaben.
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Vi benytter ogsd betegnelserne M(X,B) , )C ete.

(evt. ME(X,B) 5 7{E etc.) for komplekse funktioner. For

f € ﬁ(]! defineres

ff du = [Ref du + i [Imf dp

Herved bliver integralet en linezr funktional p& det
komplekse vektorrum Jc . P4 ner mindre omformuleringer
er alt det tidligere viste gyldigt for komplekse funk-

tioner ogsd. F.eks. gelder:

(L.19) For alle f € M(X,B) : f € 7€¢ o If] € 1{m

1.5 Lﬁ-rummene og deres dual rum. Med hensyn til de

fglgende paragraffer, behgver vi ikke g8 videre med

den abstrakte mé&lteori. Vi vil dog i afsnit 1.5 og 1.6,
uden fuldstendige beviser, indfgre en razkke begreber og
citere en rekke setninger fra mdlteorien. Det er praktisk
iser med henplik p& eksempler og opgaver i Rudin's bog,
at have kendskab til disse. Angdende beviser henvises

til Mat 212.

Eksempel 1.23%., Det er klart, at f = [If]l du definerer

en seminorm pé Jﬁ . Ifglge Rudin 1.43, bliver herved

L =x/'n et normeret rum, hvor 1 = {f € ﬁ, | JI1£l du. = 6} .
Vi ser, at kvotient afbildningen 1: -+ L er givet ved,

at en funktion gér over i dens zkvivalensklasse (se

bemzrkning 1.16).
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Definition 1.24. For 1 < p < «» defineres

£P = (feMX,B) | IfIP e £

For p = o defineres

jiw 2 i € M(X,B) | 3a € [0, [ : |Ff] < & u.n.o.}

For 1 <p g e defineres '"p-normen" af f EJ(P ved
;A

el = [f1£1P auiP for p < +es

Nl = inf {a € [0,«f | If]l ¢ & u-n.o.} .
H8lders ulighed 1.25. Lad p, q € [1,0] og
1 1 g p o} y
-p-+a-1.Hv1s fEt og geﬂ,sévu
f - g €L og

e « glly g Hfl% Hglh
for p = q = 2 er denne ulighed ogsd8 kendt under navnet:

Cauchy-Schwarz' ulighed. 1.26. Hvis f, g E;Cé , s&

vil f . g vere integrabel og

Iff « g dul < JIf « gldu < IIfH,lgll 5.

Mirkowski's ulighed 1.27. Lad p € [1,0] og .f, g € Kp )

da er f + g € jtp og

Ne + glly g NI + gl .

s
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Bemerkning 1.28. For p = 1 eller p = o er

H8lders og Minkowski's uligheder oplagte at vise. For

p = 2 fglger Minkowski's ulighed af Cauchy-Schwarz'

3

idet
IIf + gHi =JIf +gl*>du=[If12 au+ flgl*du + [f - gdu+ [T.gdng
2 2 2 2
e, + ligl, + 200, lgll, = £, + Ngll,)” .
" . » C- p
H6lders ulighed viser, at || ”p er en semi-norm pé ji.

Som i eksempel 1.23, defineres de normerede rum

1P = IP(X,B,u) = RPm.

Riesz - Fishers sztning 1.29. For 1

< e er Lp

A
kel
A

et Banach rum.

Bevis. Se gvelse nr. 3.

Velg nu p, q € [ 1,o] sdledes at + = 1 og valg

1
q
@ € 14 Ifglge HOlders ulighed vil afbildningen

ol -

(1.20) Sp: £ = [f « @ du

s Py* : P
vere et element i det duale rum (L%) ti1l LY .

For p < o kan vi sige mere:

Riesz' reprasentationssetning for P, 130 .

Hvis 1 < p <o og (X,B,u) er o-endeligt sé er

*
@ =S¢ en isometrisk, isomorfi af L4 pé (LPy .

vy s ———————s
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1.6. Produktmdl. Lad (X3, By, u1) og (X, By, uy)

vere to o-endelige mdlrum. Lad B va@re den mindste

o-algebra i X = X; x X, s8ledes, at B indeholder

alle delmenger A; x A, , hvor A, € B, og A, € B,

-~

Setning 1.31. Der findes et éntydigt m&81 . p& B

S

s8ledes at u(A; x Ay) = u;(A;) u,(A,) for alle

A1€B1 og A2€B2.

Om produktmdl skal vi blot citere en sztning, der viser,
at vi for integrable funktioner kan integrere "efter de

variable hver for sig", og at der gelder, lgst sagt:

(1.21) JXIXX2 F(x1,X2) du(xy,xp) = JXI sz F(x1,x2) duz(xz) duy(x;) =

sz Jx, F(x1,%x2) dip(x1) dua(xz2) .

Fubinis s@tning 1.32. Lad u vare produktmdlet af to

o-endelige md1l (X1, By, u1) og (X2, Bz, uz2) .

Hvis F € jt(x; x X2, W) , defineres FX1(X2) = F(xy,%2)
og der galder: Fx1 € ji(Xz, M2) Hi1-n.o., sdledes

at f(x;) = IFXI du, er defineret up;-n.o.

Der galder, at f € f()h, u1) og JF duw = [f du, .
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1.7. @velser

1. Bevis lemma 1.6.

2. Lad (X,B,u) vere et mdlrum. Lad N vare samlingen
af nulmengder, og N1 = {Ac X | 3 N € N: A c N}
Vis, at fglgende familie B; er en o-algebra
Bl = {(A V] Nl)\Nz | A € B 9 Nl, Nz € Nl} .

Vissat u;((A U N;)SNz) = u(A) definerer et mdl u,
pd By . (X, By, ui1) kaldes fuldstendigggrelsen
af (X, B,u) . Vis,at hvis f; € M(X,By) s& findes
f € M(X,B) s8ledes at fy = f wu;-n.o.
3. Bevis Riesz~Fischers satning 1.29 efter fglgende skitse:

Lad fn vere Cauchy-fglge 1 ILP . For p < o

-%

vaelg delfdlge &y sdledes at < 2

ey ,, - gkllp
Vis, ved hjelp af Fatou's lemma og Minkowski's ulig-
hed, at rakken gi(x) + 4 (gk+ (x) - gk(x)) er
k=1 s
absolut konvergent u-n.o., samt at greznsefunktionen
1

f opfylder [flf‘lp du]B < Hg1|£ + 1 . Benyt
Lebesgues s@tning om domineret konvergens til at vise,
at g, er konvergent i LP . Slut heraf at fn er
konvergent i L . Tor p = o : velg en nulmengde

N s8ledes at fn konvergerer uniformt i X~N sy Slut

heraf at fn erfkonvergent { L



Mat 313, 1974 20.

Vis, at L2?2(X,p) er et Hilbertrum (se Rudin 12.1)

med skalarproduktet (f,g) = [f < g du

Betragt mdlene uy og U, pad N i Eksempel 1.5.
Hvad betyder det, at en talfglge (n - an) er
integrabel m.h.t. u;, o8 u;

Formuler Fubinis s&tning for produkt mdlet af u; med

sig selv, som en sa@tning om konvergens af talfglger.



Mat 313, 1974 &1 .

2. Positive Radon-mal.

2.1. Indledning. Lad i det fglgende X vare et

Hausdorff, topologisk rum. Lad B = B(X) betegne

og-algebraen- af Borelmengder, d.v.s., at B er den mindste

o-algebra der indeholder alle afsluttede (eller akvivalent
hermed alle 8bne) delmengder af X . Lad k = k(X)

vere familien af kompakte delmazngder af X . Bemerk

at R — é , at K ikke er en o-algebra, men at R
tillader endelig foreningsmengde-, og vilkdrlig faelles-
mengde-dannelse. Et Radon-m&l er, lgst sagt, et mil

jof:3 é » der er bestemt ved sine verdier pd kompakte
delmazngder. Vi definerer ogsd et Radon-indhold, som et
"m&1l" pa K . I afsnit 2.2 viser vi, at der en én-én-
tydig korrespondance mellem Radon-mdl og Radon-indhold.
I afsnit 2.3 indskrenker vi os til at betragte lokalkom-
pakte rum X . I denne paragraf betegner CC(X) de

kontinuerte, reelle funktioner med kompakt stgtte. En

line®r afbildning T: C (X)=- R kaldes positiv, hvis

nwv o

f >0 medfgrer at Tf 0 . Vi viser, at en sddan lineer

afbildning bestemmer et Radon-indhold A ved
(2.1) A(K) = inf {Tf | £ € C_(X), Xy ¢ f} for K € K .

Det herved bestemte Radon-mdl, giver anledning til et
integral, hvis restriktion til CC(X) giver os T

tilbage.
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Leg merke til, at vi i §1 ikke har pdvist eksistensen

af andre mdl end "diskrete mdl" (jvf. Eksempel 1.15). Ved

hjzlp af ovennavnte kan vi i 2.4 indfgre Lebesgue-milet
n

i X =R , der er et mdl hvor "massen er jevnt lordelt"

og ingen punkter har positivt mal.

2.2. Radon-m&l og Radon-indhold. Lad X vare et

Hausdorff, topologisk rum.

Definition 2.1.Et (Positivt) Radon-mdl p& X er et mil

u pd B(X) , sdledes at
(2.2) u(K) < +o for alle K € K

(2.3) wu(A) = sup{u(K) | K€ K, K« A} for alle A € B .

Et (Positivt) Radon-indhold pd8 X er en afbildning

At K> [0,0 [, der opfylder

o

(2.4) X(Ky) = A(K;) = sup{A(K) | K€ K , K

nn

K~ Ky}
for alle K;, K, € K, med K, o Ky o

Bemerkning 2.2. Det fglger let af (2.2) og (2.3), at

restriktionen af et Radon-m8l til K er et Radon-indhold.
Desuden er det klart, at hvis A er et Radon-indhold,
sd& kan det hgjst vere restriktionen af ét Radon-mdl,

der i sd fald er givet ved:

[

(2.5) A,(A) =sup {A(K) | K€ K , Kc A} for A E€EB
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Vi skal nu vise, at (2.5) definerer et Radon-mil for
ethvert Radon-indhold. Men fgrst drager vi nogle lette
konsekvenser af (2.4). Bemark, at modularitet (2.7)

medfgrer at A er endelig additiv: Hvis K; N Ky, = @

s& er A(K;-U Kz) = A(K;) + A(Ky)

Lemma 2.3%3. Lad A vere et Radon-indhold p& X , da

er A monoton, moduler og glat d.v.s. for alle

Kl: Kygsooe EE{ .
(2.6) Ky c Ky = A(Ky) < A(Ky)
(2.7) A(Ky U Ky) + A(Ky; N Kp) = A(Ky) + A(Kp) .

(2.8) Ky 2 Koot K 2ove = Mn?:?l K ) = inf A(K)
Bevis: (2.6): A(@) = 0 fé&s af (2.4) med K, = K,

A(Ky) < A(Kp) fé&s af (2.4),idet hgjre siden er >0 .

(2.7): MKy U Kp) = A(K2) = sup {A(K) |K€ K, K c(K-U K}nKa} =

= sup (A(K) | K€K, Ke Ky 0 Kb = A(K1) = A(Ky N Kyp) .

og K' € Ki~Ko . Fglgen

(2.8): Lad Ko = B K
sl

K' n Kn gdr dalende mod @ . P& grund af

kompakthed findes et N 88 K' n Ky = ¢ , og vi

har ifglge (2.6) og (2.7):

inf A(Kn) + A(K") g A(Ky) + A(K') = A(Ky U K') + 0 2 A(Ky)
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da dette gelder for alle K' , K'c K~NK, f8s ifglge
(2.4) , at

(K1) = A(Ke) = sup A(K') < A(Ky) - inf A(K )

og derfor inf A(Kn) < AM(Ky) . Den modsatte ulighed
fglger af (2.6). Q.e.d.

Setning 2.4. Lad )\ vare et Radon-indhold p& X .

Der findes et éntydigt bestemt Radon-m&1 yu pd& X ,

s8ledes at u's vrestriktion til K er lig med A

Bevis: Ifglge bemerkningen ovenfor mangler vi blot at
vise, at (2.5) definerer et Radon-mdl u = A, . For
en vilkdrlig delmengde D c X defineres A*(D) ved

(2.5),Vi danner nu et mengde system

D={DcX| A(KND) + A (KD) = A, (K) for alle K€ K} =

= {D cX | Ax(K N D) + A, (KD) > A, (K) for alle K€ K} .

uv

Det er klart, at hvis D € D s& vil ogsd
X~D €D . Hvis D er afsluttet, s er D n K kompakt,
og derfor D € D ifglge (2.4).

Pdstand: Hvis (Dn) er en fglge fra D , s8 er

1) Dn € D . Péstanden medfgrer altsd, at D er en
n=1

o-algebra, der indeholder de afsluttede delmengder, og

dermed B(X) .
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Bevis for pastand: Lad K € K og ¢ > 0 vare givet.

a

Velg to fglger (KA) og (K;) i K s8ledes at

nn

K~D og

K' <K ND s KI
n = n n n

(2.9)

A(K) g ACKD) + ACKY) 271

+
™
o

Ved at benytte (2.7) fd8s fglgende for alle n € N

n+l n n
' ! Py = ! 1
A(igl‘Ki) ' A(Kn+1 ! igx Ki) A(igl Kl) ' A(Kn+‘ )
(2.10)
n+1
n Y+l KD =A(N K + AR )
A(n K'vuK" + At n KVY) = n K" + 5
i=g » B j=m * {1 * fn
n n
1 1 o= gt 1 "W o= n "
Bemerk, at L' = Kn+l n igx Ki og L i21 Ki U Kn+l

er disjunkte, kompakte mengder indeholdt i K , hvorfor
A(L') + A(L") < A(K) . Ved at benytte dette og (2.9) ,
og ved at addere de to ligninger i (2.10) f&s

n+1 n+1

n n -(n+1)
(2.11) (U Ki) +A( N KE) > A(C U Ki) +A( N KE) - g o 2
i=1 123 - i=)

Af (2.11) f&s for alle n , ved induktion, at

n n n i
(2.12) ACu K& +2a(n KY)>A(K) -¢ % 2
i=3 4= * iz

Lader vi her n oo og benytter vi (2.6) og (2.8) fés

n
(2.13) A(K) - ¢ g sup AC U KI) +2a(® KY) <
n 1=1 1=1

< A (KN ’ﬁl D) + A, (T D)
1= 1=1
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Da K€ K og €& >0 er valgt vilkdrligt s

Hermed er péstanden vist.
Vi kan benytte (2.13) til at vise, at X, er o-additiv
pd D . Antag at (Dn) er indbyrdes disjunkte, og at

ke U D, daer ifglge (2.7)
n=t

n
sup A( U Ki) = ¥ ax
. ig

} % 4 Ay(D:) , og desuden
n i=1 =

1 i

er B K' =@ . Vi f8r da af (2.13):

i=1 %

[

sup {A\(K) | KeK, ke ¥ D} < & 2D .

>
¥*
—~
=3
\w)
~
1

Den modsatte ulighed er klart opfyldt.

Smettes til sidst w = A,y fds , at u er et Radon-mil
pd X . Q.e.d.
2.3. Riesz' reprasentationssatning. Vi antager fra nu

af, at X er lokalkompakt. Lad u vere et Radon-mdl
p8d X . Ifglge §1 kan u udvides til et integral pé
R (X,B,u) .

Lemma 2.5. ¢ (X) « £1(X,B,n)

Bevis. Det er klart, at enhver kontinuert funktion pé
X er mdlelig Lad f € CC(X) og K = st(f) = stgtten for

Da gelder |Ifl < sup {If(x)I | x € X} « X og dermed

K

DI e F s

JI£l du g sup {I£(x)] | x € X} » u(K) < +e. Q.e.d.
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Vi ser altsad, at et Radon-m&1 u , eller akvivalent
hermed et Radon-indhold A, giver anledning til en
positiv, linear funktional p& CC(X) ¢ I, = Tu : £ [f dp.
Vi skal nu vise det modsatte. Vi far brug for fglgende

lemma fra den generelle topologi:

Lemma 2.6. Lad X vere et lokalkompakt rum.

(2.14) Hvis X er kompakt, G er dben og K c G ¢ X

b

sd findes en kontinuert funktion f: X =[0,1]

med kompakt stgtte, sdledes at f(x)

]
-

for

x €K og f(x) =0 for x € X~NG .

(2.15) Hvis K;, K, er kompakte, disjunkte delmangder,

og f € Cc(x) opfylder f > X + X , da

K, K,
findes fi, f, € C (X) sdledes at f = f) + f,

b

£y » X og [y > X

Ky Ky °

(2.]6) Hvis f: fl’ f‘2 € CC(X)og Oéf;fl +f2, ngl 3 Oéfz s

da findes g;, g € C (X) s8ledes at f = g, + g,

3

c
0<gr gfh og 0<8g <f,

Bevis: (2.14): er setning 12.6 i Mat 222's noter om

topologi.
(2.15): Velg £, ifglge (2.14) med K = K, og G = X~K,
Velg £, = min {f, £, } og f, = - f,

(2.16): Valg g,

max {0, £ - £f,} og g, = f - g, . Q.e.d.

g —
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Korollar 2.7. Lad u vere et Radon-mdl pd et lokal-

kompakt rum X , og K en kompakt delmengde. Da gelder

(2.17) u(K) = inf {u(G) | G &ben, G > K}.
(2.18) u(K) = inf {ff dau | f € CC(X) s £ > xK}
(2.19) C (X) er tet i L' (X,n)

Bevis: Velg € > 0 og K, € k , S8ledes at

K, SK . Velg dernmst K, € K , K, < KinK  sdledes

at w(K,) + ¢ > u(%l\K) 2 u(%l) - p(K) . Det er nu
klart,at G = %I\Kz er &ben, G 2 K og u(G) < u(K) + e.
Heraf f&s (2.17). (2.18) fglger nu let af det lige

viste, idet vi ifglge (2.14) kan velge f s8ledes at

Xp s T 2 X5 Lad nu A € B og u(A) < +o , da

K
u(A) = sup {u(K) | X € XK , K c A} fglger det at for
€ >0 findes f € CC(X) sdledes at HXA - £l < €.

Da de simple funktioner ligger tet fglger (2.19) . Q.e.d,

Setning 2.8. ° Lad T vare en positiv lineer funktional

pa CC(X) " AT = A defineret ved (2.1) er et Radon-

indhold p8d X .

Bevis: Af (2.14) fglger let,at A(K) er veldefineret
og tilhgrer [0, [ for alle K € K . Det er klart at
A er monoton. Vi skal nu vise (2.4). Lad K,, K, € K

Ki € K, og velg vilkdrligt K € K , K c K,~NK, . Ifglge
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(2.15) er {f, + £, | £, £, € CC(X) » 12X

= Kl, f‘z zx } -

K

={rec (X)X }

Ky, U K

Dette viser at A(K;) + A(K) = A(K; U K) < A(Kp) , og
dermed, at . A(Kz) - A(K;) > sup {A(K) | K€ K, K< K,~K; } .
For at vise den modsatte ulighed velger vi ¢ > 0 ,

0<a<1 og f € CC(X) sdledes at £, > XKl og
A(Ky)

nv

Tfy - € . Vi definerer Ka €E X, Ka c K,~K,

ved Ka = {x € Ky | £f1(x) g a} . For ethvert f € CC(X)

gelder X, < f + o f,
Ky =

K

der opfylder f > X
: o

Heraf slutter vi at

(2.20) A(Kz) g A(K,) + o Tf

A

[

< sup {A(K) | KEK, K € Kp~Kid + a” (A(Ki) + &) .

Da dette galder for alle & > 0 og O < a < 1, slutter

oo g

vi at }\(Kz) - )\(Kl) § sup {}\(K) | K € s K E Kz\Kl}. Q.e.d,

Riesz' reprasentationssatning. 2.9. X er et lokalkom-

pakt rum. Der er én-éntydige korrespondancer mellem

fdlgende tre mengder:

1. De positive Radon-indhold A pd X .
2. De positive Radon-mdl p pd X .

3, De positive lineazre funktionaler T pé CC(X) R

s8ledes at fglgende galder
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u(A) = sup {A(K) | K€ K, K c A} for A€ é
(2.21) A Tf = [f du for f € CC(X).

A(K) = inf {2f | £ € C(X) , £ > X,} for K€K .
Bevis: Sammenh#ngen mellem Radon-indhold A og

Radon-m&1 u er vist i satning 2.4. Desuden har vi til
hvert A knyttet et T = TA (lemma 2.5.) og til hvert
T knyttet et A = AT (s@tning 2.8). Afbildningen
A~ TA er injektiv ifglge (2.18). Lad nu T vare
givét, og W det til AT svarende mdl. Vi er fardige,

ndr vi har vist, at Tf = [f du for alle f € CC(X) ;

Det er nok, at vise dette for f > 0 . Velg ¢ > 0
n

og en simpel funktion ¢ = I «, X , hvor alle .
=1 1 Ki 1

er positive og alle Ki er indbyrdes disjunkte kompakte

mengder, sdledes at
@ < f og [Jodu> [fdu - e

Vaelg disjunkte, &bne mengder Gi , 88ledes at Ki < Gi "

og funktioner f. ifglge (2.14) s8ledes, at

K. 1= 1

n
X < f.<a, ' f . Dagelder idet f, = ¥ a,f, <
- i= -

n n
Jfau-egfodn= T auK)g I o Tf, = T(fy) g T(F)
- i=1 1= i=1 1 1 =

da dette gelder for alle € > 0 , slutter vi at

J£ du < T(f) .
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For at vise den modsatte ulighed, kan vi gerne antage

at o0 f <1, Set K =st(f) € K, vaelget ¢ >0

A

og et h € CC(X) » hvor h > XK og h(x) =1 for
x € K. Velg n €N sd stort at T(h) < ne

For v = 0,1,¢++,n-1 defineres

= \Y
K, = {x € XK | £(x) 3 3}

n=1
Da gelder f > X % XK s hvorfor
v=1 v
n-1
(2.22) ffdu > £ = u(K.) .
» ey B v

Velg nu ifglge (2.14) for v= l,ees,n-1 fv svarende

0
til K = Kv og G = Kv_1 . Vi kan desuden ifglge (2.1)
velge fv s8ledes at “(Kv) 2 Tf - ¢ . Indsattes

n=1

i
v

Bl= <

dette i (2.22) fds med h; =
v

n M

1

J£ au > T(hy) - ¢

1 i
Da £ - h €= (overvej dette) fds at

o

Jf au 3 T(hy) - & 3 T(£) = = T(h) - ¢ 3 Tf - 2¢ .

Dette gelder for alle ¢ > 0 , og den ¢gnskede ulighed

fglger, Q.e.d.

2.4, Lebesgue-mdlet i R" . I dette afsnit vil vi

indfgre Lebesgue-mdlet (og Lebesgue-integralet) som det

Radon-mdl der er bestemt ud fra Riemann-integralet.
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Lemma 2.10. Der defineres en positiv line@r funktional

pé CC(Rn) ved for f € Cc(Fn) , at satte

(2-23) I(f) = {a;o'-mf(xl,ooo’xn)dxloo-dxn

Hvor de sucessive integrationer er Riemann-integrationer.

Bevis: Vi bemzrker fgrst, at hvis f € C,(R*) s&

tilhgrer x, » [ f£(x;,x,)dx, CC(B) , idet f er

ligelig kontinuert. Benyttes dette successivt, ses at

I er veldefineret. I er da klart positiv og linear.

Q.e.d.

Definition 2.11. Det Radon-m81 m , eller blot dx,

der svarer til den positive linezre funktional I ,

kaldes Lebesgue-mdlet, og det tilsvarende integral

kaldes Lebesgue-integralet.

Bem@rkning 2.12. Det ses umiddelbart af definitionen

af Lebesgue-mdlet m i R" , at m&let af et interval
er produktet af kantlengderne, d.v.s. for
A = [x1,y1]x---x[xn,yn] er m(A) = (y;-x1)"°(yn-xn) ’

Det fglger ogsd let,at m er translationsinvariant,

d.v.s. hvis B € B(R") og X € R" s& er m(x+B) = m(B) .

Setning 2.13. Lebesgue-médlet m pé R" er entydigt

bestemt ved
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N
\N

a) m er ot mil pad B®R")
b)  m([o,10") = 1

c) m er translationsinvariant.

Beviset for n = 1 skitseres i gvelse 3.-5. For vilkirligt

n gdr det tilsvarende.

Korollar 2.1U4: Lebesgue-médlet er uafhangig af den

Valgte integrations rekkefglge i (2.23%).

Korollar 2.15. Hvis n = k + 1 og mo o, Mmoo, My er
Lebesgue-mdlet i R" . Rk og Rl . S& er m. produkt-
médlet af m og m i R" = Rk X Bl .

k 1
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2.5. @velser.

1. Lad B vare Borellegemet pad et topologisk rum X

Lad Y < X vare en vilkidrlig delmazngde. Vis at

By = {BnY | B ¢ B)

er Borellegemet pd Y med delrumstopologien.

2. Lad X v&re lokalkompakt. For a € X defineres
Ta: CC(X) -R ved Taf = f(a) . Beskriv det til-
hgrende Radon-mél €,

P Lad @ v&re et &bent interval i R . Lad uy veare

et endeligt mdl pd& B(Q) , vis at p er et Radon-

mal.

Vink: f - jf du er positiv line&r funktional
pa CC(Q) . Lad yu,; vere det tilhgrende Radon-mél.
Vis for G A&ben, at G = 31 Kn » hvor X € i og

n=

{Kn} er en voksende fglge. Vaelg for hvert n

fn € CC(Q) , sS8ledes at XKn s f, g Xy » 08 fn,ﬂ Xg -

w1 (G) .

u,(B) for alle B € B .

Vis herved, at wu(G)

Vis dernest at u(B)

i, Lad u vaere et mdl p4 B(R) , der opfylder (2.2).
Vis, at u er et Radon-mél.

Vink: Benyt forrige gvelse.
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Vis setning 2.13 forr n =1

Vink: Benyt ¢gvelse U til, at vise, at m er et
Radon-md&l. Benyt b) og e¢) til at vise, at milet
af et vilkdrligt &bent interval er intervallengden.
Slut heraf, at mdlets vardier p& de &bne mzngder

er entydigt fastlagt. Benyt korollar 2.7.

Benyt Fuhinis s@tning 1.32 til at vise, at ethvert
@gte underrum i R" har m&l nul m.h.t. Lebesgue-

médlet.
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§3. Topologier pd CC(X) , og det duale til CC(X)

3,1. Reelle Radon-mél. Lad (Ay, 1, Ty) og

(A2, M2, Ty) vare sammenhgrende tripler ifglge Riesz'
repraesentations s&tning 2.9. Det giver god mening, at

danne

(A1 = A2)(K) = A, (K) = A,(K) for K € K og

£y = g J(T)

Ty(f) = T,(f) for f € CC(X) "

mens (up = w2)(B) = u(B) = uy(B) for B € B(X)
kun giver rimelig mening, hvis bdde u,(B) < +«o og

Definition 3.1. Ved et reelt Radon-indhold, vil vi

forstd en differens mellem to positive Radon-indhold.

Ved et reelt Radon-m&l, vil vi forstd en differens

mellem to positive Radon-md&l. (Dette sidste er en
noget formel og upracis definition. Den kan ggres mere
praecis ved at sztte definitions mzngden for et reelt

Radon-m81 til By = {B € B | B er kompakt} .).

Bemerkning %.2. Det er klart, at korrespondancen mellem

positive Radon-indhold, positive Radon-mdl og positive
linezre funktionaler pé& CC(X) , udvides til.bijektive
korrespondancer mellem reelle Radon-indhold, reelle Radon-
mil og differenser mellem positive linezre funktionaler

pé CC(X) . Dog bevarer formlerne (2.21) ikke deres gyl-

dighed.
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Vi skal nu give en alternativ karakterisering af mengden
af differenser af positive lineare funktionaler p& CC(X)

Lad stadig X v&re lokalkompakt. Lad for K € K(X)
CC(X;K) = {f € CC(X) | st(f) < K}. Da er

CO(X) = U{CC(X;K) | K € K} . P& CC(X;K) defineres normen

Px ved
(3.1) pg(f) = sup {[f(x)]| | x € K}

CC(X;K) bliver herved et normeret vektorrum over R
For et positivt Radon-m81 u er f + [f du en kontinuert

linear funktional pé CC(X;K) , idet
Iff aul g JIf1 au g pyp(f) = u(K) .

For et reelt Radon-mdl u = p; = u, er sdledes ogsé
f + ff du = [f du, - [f du, en kontinuert lineer funktional

pé CC(X;K) . Vi skal nu vise det modsatte:

Setning 3.3. Lad T: CC(X) -+R vere en linear

afbildning med den egenskab, at restriktionen til CC(X;K)
er kontinuert for alle K € k . Da findes to positive
linezre funktionaler T' og T p& ¢, (X) , s&ledes

at T =T -1

'I‘+ 0g T er éntydigt bestemt ved, at T+ er den mindste

positive linezre funktional sdledes at

T(f) ¢ T'(f) for alle £ € C(X) , £ 320

A
\‘-\\'\
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Bevis: For f € CC(X) r 0 defineres

nv

7 (f) = sup {T(o) | @ € CC(X) 0 <o < f}

T (f) > 0 , idet T(0)

0 . Lad K = st(f) , da er
f € CC(X;K) . Da T's restriktion til CC(X;K) er

kontinuert findes en konstant M , sdledes at

IT(@)] 2 M pp(®) g M py(f)

for ¢ € C (X) og 0 g® g f . Hvilket viser at
T (f) < + o,
P&stand: r* opfylder for f, g € CC(X) s £ 20,820

(3.2)  TY(AF) = ATT(f) for A

nv
o

(3.3)  TH(f +g) = T(E) + T (g)

Bevis for pdstand: (3.2) er oplagt. (3.3) fglger af

(2.16), der viser at
lpec, X 10gogrgl={or+0 10go g ,020 58

og Y1, Y2 € CC(X)}

Hermed er pdstanden vist.

Det ses nu let, at 7" udvides til en positiv linear
funktional pd hele CC(X) . Af definitionen af TV
fglger, at for f > 0 -er T+(f) > T(f) . Altsd er

T = 1" -7 en positiv linear funktional pé& CC(X)
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Antag endelig, at T; er en positiv linear funktional
pé CC(X) , sdledes at T(o) < T, (p) for alle
>0, @€ CC(X) . Af definitionen p& T+(f) ses at

for £330 ;€ CC(X) er
T7(f) < sup {Ti(w) | v € C,(X) , 020 gf}gT(f) .

Q.e.d.

Bemaerkning 3.4. Hvis p er et reelt Radon-mdl, viser

setningen at der findes en éntydig opspaltning som

differens af to positive Radon-m&1 u = p* - u~ , nér
der kraves, at u+ er mindst muligt. Malet

lul = u+ + 4 kaldes den totale variation af yu .

3.2. Vektortopologier pé& CC(X) . Vi vil nu angive fire
familier P; - Py, af semi-normer pé CC(X) . Hver

af dem skiller punkter. De tilsvarende lokalkonvekse topo-

logier (Rudin 1.37) pé CC(X) betegnes T1 = Ty .

P, : pX;,"',xn(f) = max {|f(x1)l,-°-,|f(xn)|} "

n €EN , X1,°°° 5%, € X

71 kaldes topologien for punktvis konvergens.

P, : pK(f) = sup {|[f(x)||]x € K} , KE k

T, kaldes topologien for ligelig konggfgens pé

kompakte mangder.
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Py : p (f) = sup {If(x)IIx € X}

T3 kaldes den ligelige topologi.

P, : mengden af semi-normer pa CC(X) » for hvilke restrik-
tionen til CC(X;K) er kontinuert for alle K € K

Ty, kaldes den induktive topologi.

Bemerkning 3.5. En semi-norm p pé CC(X) er med 1 Py

hvis og kun hvis:

VK € K M, > 0 V£ € C (X;K) : p(f) g Myp, (f)

Heraf fglger let, at Pi cPy for 1i=1,2 o0g 3 . Det er

heraf klart, at topologien T4 er finere end Ti1, T2 og Ts3.

P& den anden side ses det, at for K € K er delrums
topologien pé CC(X;K) den samme for T2, Ty Og Ts. Og

dermed er T, = Ty = Ty, hvis X er kompakt.

Baggrunden for at kalde T, den induktive topologi er,

at 714 er den fineste lokalkonvekse topologi pd CC(X) , for

hvilken alle indlejringerne CC(X;K) - CC(X) er kontinuerte.

Man kan ogs& beskrive T, ved en lokal basis

By = {We CC(X) | W konveks, balancerende og
(3.4) wn Cc(X;K) dben i CC(X;K)
for alle K € K

Se igvrigt gvelse 9 og 10.

I ———————
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Vi skal nu beskrive de duale rum til (CC(X), Ti),
i:l,oun,u

Men fgrst et lemma.

Lemma 3.6. Lad u vere positivt Radon-m8l. Der findes

en stgrste, &ben nulmengde Gu .

Bevis: Definer Gu = U{G ¢ X | G &ben og n(G) = 0} ,
Da er wu(Gu) = sup (u(K) | K< Gu , K€ K} = 0, idet
et K € k » K< Gu , pd grund af kompaktheden kan over-
dekkes med endelig menge, &bne nulmazngder og dermed

selv er en nulmaengde. Q.e.d.

Definition 3.7. Stgtten, st(u) for et positivt Radon-mdl

p , defineres som X~Gu . Stgtten, st(u) , for et

reelt Radon-mdl n , defineres som

st(|u])(= st(u™) u stu™)) .

Setning 3.8. Idet et reelt Radon-mdl og den tilhgrende

linezre funktional pé& CC(X) identificeres, fds f@glgende

beskrivelse af de duale rum til (CC(X), Ti), i=1, 2, 3, U,

(CC(X), T1) {Reelle Radon-m&l med endelig stgtte}

(CC(X), To) {Reelle Radon-m&l med kompakt stgtte}

(CC(X), Tj3) {Reelle Radon-m&1 u med |u|(X) < + )}

(C,(X), tv) = {Reelle Radon-mil.}
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Bevis: I alle fire tilfalde er inklusionen o5 1let at se
ud fra definitionen af topologien. Antag nu for i =1, 2, 3
eller 4, at T € (CC(X), Ti)* . Da T er kontinuert

(se Rudin, Chap. 1, gvelse 8) findes en seminorm p € Pi

og en konstant M > 0 , sdledes at
£5.5] IT(£)l ¢ M p(f) for alle f € C_(X) .

Dette viser, i alle fire tilfelde, at for K € K er re-
striktionen af T ¢til CC(X;K) kontinuert. Altsd er T
et reelt Radon-mil, og T = T' - T ifglge sztning 3.3.

For i = 4 er vi ferdige.

Alle semi-normer p 1 P;, P, og P3; opfylder for

@ £ E CC(X) og lwl < Ifl at

p(p) = p(lel) < plIfl) = p(f) < p_(f)

Ifglge definitionen af T og ved hjelp af (3.5) f&s

derfor for f € CC(X):

ietee) = ety - e < e =

= sup {T(e) | 0 << Ifl, @€ CC(X)} <
= sup {Mp(¢) | 0 g0 g Ifl, ¢ € C_(X)} g Mp(f) .
Da T = (-T)" f£&s tilsvarende IT (f)I < Mp(f) . Vi ser

alts8, at vi kan benytte (3.5) med Tt og T 1istedet for

T . Dette giver os for K € K:

WK = inf (TH(P) | X < £ g1, T EC (X)) g M,

K
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+ LY
og dermed ui(X) = sup {u (X) | X € K} <M.

: + - + -
Dette viser, at n , u og |u| =u + p er ende-

lige mdl. For i = 3 er vi ferdige.

For i =2 (resp. i =1) er semi-normen p i (3.5)
af form pKo , hvor Ko € K (resp. K, endelig). Formel
(3.5) med ¥ giver derfor for f € CC(X):

St(f) N K, = @ =» T*(f) = 0

Hvilket viser at st(u) € Ky . Q.e.d.

3.3. Komplekse Radon-mdl. I dette afsnit betegner

CC(X) = CC(X)m det komplekse vektorrum af gontinuerte,

komplekse funktioner med kompakt stgtte.

Lad U vere et reelt Radon-mdl og f € CC(X)

Vi definerer integralet [f dp ved
Jf du = fRef du + i [Imf du .

Det er nu naturligt at definere et komplekst Radon-mél

u som u =y + iy, 4, hvor u; og us er reelle

Radon-m&81 . (p(B) er kun veldefineret for visse
Borelmengder, men integralet [f du er veldefineret
for alle f € CC(X).). Det er nu ikke svart at gentage
raesonnementerne i de foregdende afsnit, og opnd satning

3.8 med komplekse Radon-m8l i stedet for reelle.
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3.4. @velser.

; Lad W vere et reelt Radon-mdl pd et lokalkompakt
rum X . Vis, at der for f € CC(X) og £ >0

gelder

(3.6) Jf dlul = sup {Ifo dull lol < f , ¢ € ¢, (X))

2. Lad u vere et komplekst Radon-m&l pd& et lokal
kompakt rum X . Vis at formlen (3.6) i gvelse 1.
definerer et positivt Radon-m&1 |u| p& X .

|lu| kaldes wu's totale variation.

Vink: Lad p(f) vere defineret ved hgjresiden

i (3.6). Det vanskelige er at vise at

p(fy + £2) = p(fy) + p(f2) . For "»" benyt, at for
g € CC(X) findes et a € T , s& Jal =1 og

|fg dul = fag du

For "g" benyt, at hvis |h| ¢ £, + £, sd er

h=hy, + h, ,, hvor for i =1, 2

h(x) fi(X) (F1(x) + £2(x))™"  for f£,(x) + £5(x) # 0
hibd =

0 for f(x) + f,(x) =0

B Lad u vazre et Radon-mdl pd et lokal-

kompakt rum X (f.eks. X = R")
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a)

b)

c)

d)

e)

f)

Definer de lokalt integrable funktioner ved

;Ll = {f € M(X,B) | feX, € 1, for alle K € K}
lok
Vis at £} er et vektorrum.
lok
Lad BEB og ¢ = Xg » Vvis at B givet ved
uw(A) = u(A nB) for AEB
er et Radon-mél.
. > 0 is at i
Lad ¢ € 1thh og ¢ > » vis at wug givet ved
uw(A) =f,®du for AEB

er et Radon-m&l. (Benyt f.eks. Db) og lemma 1.3).

Lad ¢ vere somi c) og lad f € M'(X,B) , vis at

frau, = [f « @ du .

Y

Lad € L . Vis at ivet ved
©® ﬁw‘ Hp 8

Jf du, = Jf - odp for f € C, (X)

er er reelt Radon-mdl; og at

Lad ¢, v, € ﬁ;*, vis at u_ =y . hvis og kun hvis

® = ¢ pP-n.o.

Lad v og u vare endelige Radon-m8l p& et lokal kompakt

rum X
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Antag at v < n (d.v.s. at for alle A € é er

v(A) < u(B)) . Vis at der findes et ¢ € L'(u)

0 g0 <1 sdledes at v = uw , altsd at

v(A) = IA @ duy for A € B .

Vink: Vis ved hjelp af Cauchy-Schwartz' ulighed 1.26
at f - [f dv er kontinuert: L?(py)+ € . Benyt sat-

ning 1.30 for p =q = 2 . (Sztning 1.30 er igvrigt

let at vise for p =q =2 , idet L? er et
Hilbertrum, se gvelse 4 i §1 og Rudin 12.5). Benyt til

slut, at L2(n) c L'(u) , da u er endeligt.

Lad (X,B) vere et mdlrum. Lad v og u vere mil

p8& X . v siges at vere absolut kontinuert m.h.t.

g (v << u) , hvis det for alle A € B gelder, at
u(A) = 0 medfgrer at v(A) = 0 .

Vis fglgende s&tning:

Radon-Nikodym's s&tning. Hvis v og u er endelige

Radon-mdl p8 et lokal kompakt rum X og Vv << p , da findes
@ € L'(y) sdledes at v = T (For definition af Mo
se gvelse 3).

Vink: Benyt gvelse U til at vise, at der findes
Yy € L'(p + v) , sd8ledes at 0 <y <1 og

v o= (p + v)w . Definer ¢ = U v
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Vis ved induktion efter n , at

n s
frav=fre"dv+ fr I ¥ du, for f € C_(X)
1=1

Slut det ¢gnskede ved granseovergangen n = o ,

6. Lad u vare et endeligt,reelt Radon-mdl pd et
lokalkompakt rum X . Vis at der findes

en Borelmezngde A sdledes at,
p*(B) = w(B N A) og u(B) = u(BNA )
for alle B € B .

Vink: benyt ¢gvelse U4, til at vise at der findes
fi, fo € L*(|u|) , s8ledes at ut o= Iulfl og
b = |u|f2 . Benyt gvelse 3 til at vise at

+ -
(fy = £,) = f;, og (fy = f2) = £, |u|-n.o.

Set endelig A ={x € X | f,(x) > 0} .

Bemerkning. @velserne 4, 5 og 6 generaliseres let til

o-endelige m81l, (ikke ngdvendigvis Radon-m&l). Dog skal

il ogs5 L!'(u) erstattes af icéﬁ(U)

T s Beskriv en omegnsbasis om 0 for topologierne
T1, = sT3 . Hvad er polaren til en typisk basis
omegn 1 disse tilfelde. Se Banach-Alaoglu's satning

(Rudin 3.15).
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>

Lad X va&re kompakt. Et sandsynlighedsmdl p& X

er et positivt Radon-md1 pu p8 X , med masse 1

d.v.s. u(Xx) =1,

Vis, at mezngden M,;(X) af sandsynlighedsmdl p&8 X

er w*-kompakt og konveks som delmzngde af (CC(X),Tg)*.
Vis, at ekstremalpunkterne i M;(X) netop er punkt-
mélene €, » @ € X .

Vink: For at vise at et extremalpunkt u i M;(X) er

et punktmdl, kan man f.eks. begynde med at vise, at st(u)
ikke kan dgles i to disjunkte dele, begge med positivt
mél.

Lad X veere lokalkompakt. Lad for K € k CC(X;K) have
den ligelige topologi (induceret af normen pK) , Of

lad Cc(X) have topologien T4 :

Vis, at Bs (3.4) er en lokal basis for Ty .

Vink: Vis at en semi-norm p tilhgrer P, hvis og

kun hvis wp = {f € CC(X) | p(f) < 1} tilhgrer Buy.

- Lad jK : CC(X;K) -+ CC(X) vere den identiske af-

bildning for alle K € k . Vis, at jK er kontinuert.
Antag at T er en lokalkonveks topologi pé CC(X) s, Of
at alle jK er kontinuerte m.h.t. T . Vis, at =

er grovere end Ty (T © T} «

Vink: Lad G v&re en balancerende, konveks omegn af 0

i T-topologien. Vis at G € By .

Lad X =R (eller blot X o -kompakt).

Vis,at en lokal basis for topologien T, pé CC(X) er
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givet ved
Vf = {g € CC(X) I Igl < £}

hvor f gennemlgber de strengt positive, kontinuerte
funktioner pd X .

Vink: Vis fgrst, at Vf € By (se (3.4) og gvelse 9).
Lad dernast V € By, . Valg en dalende fglge c af

n
positive tal, sdledes at der for alle n € N gelder

{g € CC(X) | st(g) = [-n,nl, lgl < 2ncn} — % v .

Velg f: X - 10,o[ , kontinuert og s8ledes at

f(x) < c, for alle x & [-(n=1),n=-1] og alle n €N .
Vis at Vf c V f.eks. pd fglgende méde:

Lad g € Vf og antag fdrst at g >0 . Velg n €N
s8ledes at st(g) < [-n,n]

Definer succesivt:

gn = inf{g:cn}: gn-l = inf{g-gns cn-l}’...’
g2 = inf{g-(g *t**+g3), c,} og &1 = g - (gt *+g2)
Vis, at 21gi € Lv. pa V er konveks og 0 € V

sluttes heraf at g € + V .

Lad endelig g € V vere vilkdrlig. Skriv g som en

3

sum af hgjst 4 positive funktioner fra Vo . Slut deraf

at g€ V.
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Topologi og Net

Et net i et topologisk rum X er en afbildning A - Xy
fra en mengde A, der er partielt ordnet og opad filtrerende
ved en relation =, ind i rummet X. Vi benytter den korte
notation {XA IX€ A} eller blot {XA}' Net kaldes ogsd gene-

raliserede fglger.

Et net {XX} er efterhanden i en m@&ngde V, hvis der fin-

des et p i AN s& {XA A u} < V. Nettet er ofte i V,
hvis der til ethvert p i A findes et X > pu sé Xy € V.
Bemaerk at {XA} er ofte i V, hvis og kun hvis der ikke ef-

terhdnden er i X\V.

Et net {Xk} siges at konvergere mod et punkt x i X,

hvis det efterhdnden er i enhver omegn of x.
For ethvert net {XAI A € A} vil m@ngdesystemet
Fy = {XUI U >}, X € AN udggre en filterbasis. Omvendt vil

enhver filterbasis indeholde et net. Ud fra dette (eller di-

rekte) viser man let fglgende sztninger:

1. Et punkt x 1ligger i afslutningen af en mengde V,

hvis og kun hvis der findes et net i V som konvergerer

mod X.



Do

En funktion f: X - y mellem topologiske rum X og Y
er kontinuert hvis og kun hvis den afbilder konvergente
net i X til konvergente net i Y. Altsa hvis

{x

A | X € A} og Xy = X (dette er den korte skrivemdde

for at {XA} konvergerer mod x) da vil f(xA) - f(x).

|w

Et topologisk rum X er Hausdorff hvis og kun hvis intet

net konvergerer mod mere end &t punkt.

Et delnet af et net {xx | A€ A} er et net {xu | u € M}

som tillader en funktion f: M - A der opfylder:

(i) .{xu} = {XA} ;
(ii) Hy <y = £(uy) < £y
(i1d) VA 3wz £(u) 7.

Sammenlign denne noget besverlige definition med begrebet
delfglge (og indrgm at det er den korrekte generalisering).
En fglge kan have delnet, der ikke er delfglger. Et trivielt
delnet af ({x

A | X € A} £fds ved at fixere u og definere

M= {Xx €Al X >» u} og delnettet {XA | A € M}. Sammenlign

dette med begrebet afsnitsfglge.

Et net {XA | A € A} er universelt hvis det for enhver

mengde V i X gelder at nettet efterhdnden helt ligger i
enten V eller X\V. Et sddant net er naturligvis svert at
visualisere (medmindre det efterhdnden er konstant). Siger

vi, at et punkt x er et gr@ensepunkt for et net, hvis nettet

kommer ofte i enhver omegn af x, ser man let, at et univer-

salnet md konvergere mod ethvert af sine gransepunkter.

JET R



S@tning. Ethvert net indeholder et universelt delnet.
Bevis. Lad O betegne systemet af me@ngder A < X saledes

at nettet {xA | A € A} efterhd&nden ligger i A. Da er O
et filter p4 X (hvis A, € Ot, i= 1,2, findes \; sa

[, | A» 2} e Ay Valg Ay € A s& Ay > Ay Ay 7 Ay

Da vil ({x n A2)' Lad ‘ﬁs vere et ultra-

AIA)"AB’}CA,I

filter p& X som forfiner Ol. For ethvert B € 9% vil
{x

X} komme ofte i B. Thi ellers var {XA} efterh&nden
i X~B, d.v.s. x~B € OU. pba O c Jé; er dette umuligt

@ € D).

Hvis B,, B, € G settes B, < B

2 hvis B2 c B

er SB en partielt ordnet mengde og vi definerer

1° Da

M={(,B) €AxB I x, €Bl.

Med produktordningen (A,,B,) < (A2,B2) hvis A1di A, o©9
B1-( B2 bliver M en partielt ordnet ma&ngde. Ordningen
er endvidere opad filtrerende: thi hvis (Ai,Bi), i=1,2
er givet valges AO i A og B3 i 5Q sa AO >-Ai og

B, >-Bi for i =1,2. Da {XA} kommer ofte i B, findes

A3 >-A0 sa x>\3 € B3; d.v.s. (AB,B3) € M. Vi definerer

et net {xu | w € M} ved at satte x

g Xy hvis u = (A,B).

Lader vi nu f: M » A vere givet ved £f(A,B) = A ser vi

at {xu | 4w € M} er et delnet af {x, | X € A} (delnets-

A
betingelserne (i) og (ii) er oplagt opfyldt og (iii) £f@lger

af at {XA} kommer ofte i ethvert B fra 35 ) .

e



Givet Bj € P valg et \g € A s& (Ay/B,) € M. Hvis
nu py = (\,B) >‘(A0,BO) sd vil B c B0 hvormed XU € BO'
Nettet {xil | 4 € M} er derfor efterhdnden i BO' For en-
hver me#ngde V < X har vi enten V € kﬂﬁ eller X~V € 5&,
da Gﬂ& er et ultrafilter. Dette viser at {xu | p € M}

‘efterhanden ligger enten i V eller i X\V, d.v.s. er et

universalnet.

Satning. Et topologisk rum X er kompakt hvis og kun hvis et-

hvert wuniversalnet i X er konvergent.

Bevis. Antag at X er kompakt og lad {x, | A € A} vare et

A
universalnet. Sat

F, = {xu | u > A}

Da er {FA | A € A} et nedad filtrerende system af lukkede
ikke tomme delmengder af X. Da X er kompakt findes der
et punkt x i deres gennemsnit. For enhver omegn V af x

og ethvert A vil

{XHIU>)\}0V*¢I

idet x € FA' Dette viser at nettet {XA

V , og da det er universelt ma det efterhdnden ligge i V.

} kommer ofte i

Argumentet gar for ethvert V og viser at Xy = X

Antag omvendt at alle universalnet konvergefer i X og
lad X = L}Oi vaere en &ben overdakning. Lad A betegne

systemet af endelige delmengder A of" {Oi}, partielt ord-



net ved inklusion. Hvis ingen m&ngde UOi overdaekker X
iex
(altsd hvis X ikke er kompakt) kan vi ved brug af udvalgs-

aksiomet for ethvert )\ i A finde

(*) x)\EX\ Uoi,
i€
Nettet {XA I A € A} har ifplge foregdende s@tning et

universelt delnet {xu | w € M} som ifglge forudsatningen
konvergerer mod et x i X. Lad f: M -» A betegne ind-

lejringen af {x } i {x,} og, for et givet Oi’ vaelg et

A

A\ i A s& O, € \. For ethvert y i M sé £(p) >

vil da xu ¢ Oi ifglge (*). Da XN -» X 0Og X\Oi er lukket

ser vi at x ¢ Oi' Men argumentet afha&nger ikke af i og

viser at x ¢ L)Oi i modstrid med at X var overdakket.

Korollar (Tychonoff) Produktet af kompakte ma&ngder er kom-

pakt (ndr det udstyres med produkttopologien) ,

Bevis. Lad X =1 Xi' Hvis {x, | A € A} er et universal-

A

net i X sd vil {xA(i) | A\ € A} vere et universalnet i X,

for ethvert i. Fglgelig vil xA(i) -» x(i). Dette giver et

element x i T X; o9 X, @ X (thi dette er @kvivalent med

xx(i) - x(i) for alle iL

Setning. (Ascoli) Lad X va&re et kompakt rum og F en

‘lukket delmangde af C(X) (med norm topologien) som opfylder:

(a) For ethvert x wvil Sup{lf(x)I| 'f € F} = Mx < oo}

(b) Fdr ethvert x og ethvert ¢ > 0 findes en omegn V



af x saledes at

Sup{lf(y) - f(x)| |y eV, f € F} < ¢.

Da er F kompakt i C(X).

Bevis. (a) kaldes punktvis begra&nsning, (b) er @®kvikontinui-
tet. Lad {fk | A € A} vere et universalnet i F. For et-
hvert x 1 X er da {fA(x)l A E A} et universalnet i
den kompakte ma&ngde {t € ¢ ‘ lt] < Mx}, idet F er punkt-
vis begrenset. Nettet er derfor konvergent og definerer et

tal £(x). Vi har vist at {f. | X € A} konvergerer punkt-

A
vis mod en funktion f.

Givet € > 0 kan vi udnytte &kvikontiuiteten samt rum-

mets kompakthed til at finde punkter x ce Xy med til-

1°°

svarende omegne V1""’Vn sd X = L)Vk og

IfA(y) - fA(xk)l < ¢ for alle X i A og alley i Vk'
Da fk -» f punktvis ser vi at ogsd |[f(y) - f(xk)ls ¢ for
alle y i Ve Vaelger vi nu Ao sS4 lf(xk) - fx(xk)l < ¢
for alle k= 1,...,n sa&fremt ) >-A0 kan vi vurdere

1£(y) = £,(y) |

< IE(y) = £ |+ 1E(x ) = £,(x )| + lfA(xk) - fx(yYI < 3¢

for ethvert y i Vk. Men vurderingen afhanger ikke af k
og da l)vk = X ser vi at |If - fﬂl < 3¢ for A >’A0. Dette
viser at fA -» f 1 norm, hvormed f € C(X). Da F er lukket

vil f € F, og derfor er F kompakt idet ethvert universal-

net er konvergent.



