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I,17,1.1. 6.

- 7.
I,1,2.- 14.
I’1,3._ 2-
I,1,4.- 11.
IL,1,5.- 4.

- 16.
1,2,2.- 16.

- 17

1,2,6.- 2,

positiv les: positivt

dylep(x "), (x") < & las: dY(so(x'),QD(X")) <E

der endelig lzs: der en overdakning aij;bestéende

af endelig

Man kan ikke i almindelige topologiske rum slutte fra,
at enhver fglge har et fortztningspunkt, til, at en-
hver fglge har en konvergent delfelge. Men har topolo-
gien i hvert punkt en numerabel basis for omegnene om
punktet, gdr det godt, og dette er netop opfyldt i me-
triske rum.

P j les: p > j

tes: <yl (x\9),¢ ((3))) + 285,

T

p,q >z m les: p >m
oSchwarz's les: Schwarz!
(K s",t) les: (K(s",t)

se I,2,2.1.16.

I,2,6.- 7. sup K(s,t) les: sup|K(s,t)|

1,3,2.- 1 f.n. 8t les: Det

I,3,7.- 14.

f les: T

-3 f.n. ) l®s: ))

I,4,2.- 6 f.n. x" les: x"

I,473-_ 3-

f les: £

I,4,0ev. 2,3. Libschitz les: Lipschitz

ov. 3.1. 3. adledes les: siledes

I1,1,17.1. 6 f.n. &ben l®s: abent

IT,1,3.- 11 f.n. % les: g

IT,1,4.-

10. Der hentydes til s®tningen: Enhver lgsning, som til-

herer en kompakt delmengde fq:£% kan forlznges til
begge sider; d.v.s. der findes en lgsning i et til
begge sider udvidet interval, som i det oprindelige

interval stemmer overens med den pagmldende lesning.
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Bevis: En lesning er defineret pd et interval I.

hojre

venstre trivielt.

endepunkt b

1) Hvis I indeholder sit e

. . . . heojre b -
2) Hvis I ikke indeholder sit venstre endepunkt a° Med beteghelser:

it
(1) 99(17) =§ + S f(u,(jl)(u))du for alle t € I; M = sup|£(t,x)]|

T t,X)éi?1
er for t1, t2 €I, t1 < t2

t
. . 2
'%’(t»]) ‘(f‘(t2), = S‘t lf(uy’-f(u)),du s M',t1“t2|;
1
hvor den sidste ulighed feglger af, at (u,?(u)) é-ga,nér ti<u <t,.
Men heraf far vi, at der eksisterer limb@(t) = f; vi definerer nu
t—=
a

?(b) = B og ¢Ka) = A, da gelder (1) ogs& for t = 2. Men s& er vi

tilbage i situation 1). Hermed er beviset for satningen afsluttet.

X

/
1

t

{ p
/ !

{

i

i

!

Q T b t

11,1,9.1. 1 f.n. J. M. Hoene-Wronski (1778-~1853)
I1,2,1.- 8 f.n. hejre lzs: hejre side
IT,2,4.- 18 f.n. j=1 les: i=l

- 9 f.n. arbitre-—- l®s: arbitre-

I1,2,0v. 1-3. 1. 1, kap. III, l®s: kap. I1I,
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Kap.I. Eksistens-_ og_entydighedssztninger

et ettt S e el e e e e et e e e e g e}

§ 1. Ascoli's saztning.

Lad X og Y vere metriske rum med distancer'ne,dX og dY’ og
lad der vzre givet en delmzngde O af X. En afbildning ¢:0 - Y

siges at vare ligelig kontinuert, hvis der for hvert positivt

tal ¢ findes et positiv tal §, sdledes at
dylp(x"),p(x") < €
for alle x',x" € 0, for hvilke dx(x',x") ¢ 63 i tegn
VR+8 3R+€ Vﬂx',x” [dX(x',x”) {6 = dY(¢(x'),¢(x”» < el

En mangde ¢ af afbildninger ¢:0 - Y siges at vere gnsartet lige-

lig kontinuert, hvis der for hvert positivt tal ¢ findes et posi-

tivt tal 4, sadledes at den samme implikation gzlder for samtlige
funktioner tilhgrende ¢, altsd hvis
. ' ] ' 1t ' ] 1

VR+8 3R+€ VoX',x" Voo [dX(x x'") < 8 = dY(¢(x Yop(x")) < el

En afbildning ¢:0 —» Y siges at vare begranset, hvis der
findes en kugle i Y, sdledes at ¢(x) tilhgrer denne for alle
X € N; 1 tegn

EN 3R+r VX [dY(c,¢(x)) ¢ rl.

En mengde & af afbildninger ¢:) - Y siges at vaere ensartet be-

granset, hvis der findes en kugle i Y, sdledes at ¢(x) tilhgrer
denne for alle x € 1 eg alle ¢ € &, altsd hvis
ER 3R+r Vox Vao [dy(c,0(x)) ¢ rl.

Ascolib sztning handler om ensartet ligelig kontinuerte
og ensartet begransede me&ngder af afbildninger ¢:0 —» Y, hvor det
forudsattes, at afslutningen {1 af N er kompakt og at de afslutte-
de kugler 1 Y er kompakte.

En delmengde M 1 et topologisk rum siges som bekendt at

vaere kompakt, hvis enhver &ben overdzkning af M (d.v.s. en over-
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dzkning bestdende af &bne mangder) har den egenskab, at der
findes endelig mange blandt dens mengder, som udggr en overdzk-
ning af M. Er M en kompakt delmzngde af et me trisk rum, gazlder
alts8 specielt, at der for hvert positivt tal p findes endelig
mange kugler med radius p, hvis centrer tilhgrer M og som til-
sammen overdszkker M; thi samtlige &bne kugler med radius p og
centrum i M danner en &ben overdzkning af M. Har en delmzngde
f af et metrisk rum en kompakt afslutning 9, findes der altsa
for hvert tal p > O endelig mange kugler med radius p og cen-
trum i I, som danner en overdzkning af 0.

Lad 9 vare en delmasngde i et metrisk rum X, sdledes at af-
slutningen Q er kompakt. Lad der endvidere vere valgt en fglge
ppr D€ N, af positive tal, som konvergerer mod O, altsi f.eks.
Pp = 1/p. For hvert Pp findes derei?i?ii%wwﬂzf%e(épée kugler med
radius pP og centrum tilhg¢rende ﬁ, Dervead féé‘en(ﬁumerabel
maengde af kugler., Hver af dem har punkter felles med . Ordnes
disse kugler i en fglge K;p 1€ N, idet man f.eks. fgrst tager

1 en eller anden razkkefglge,
de endelig mange med radius p1,/dernmst de endelig mange med
radius Po 0e8.Ve, 08 velges 1 hver af kuglerne et punkt til-
hgrende 1, f4s en fglge x(i) € N, i € N. Om denne fglge skal
vises, at den er overalt tet i Q, d.v.s. at hvert punkt i 0 er
fortetningspunkt for fglgen. Lad a vere et vilkarligt punkt af
0 og K(a,e) kuglen med centrum a og en vilkarligt opgiven radius
e > 0., Da talfglgen pp konvergerer mod O, findes der et nummer
g, sdledes at Pq < %+e. Blandt kuglerne K, med radius Pq findes
der mindst een, K., som indeholder a. For denne galder Kj -
K(a,e), og man har altsa x(j) € K(a,e). Hver kugle med centrum

a indeholder altsi et punkt af fglgen x(i), i € N, Dermed er pa-

standen bevist,
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Endvidere nzvnes, at hvis C er en kompakt delmzngde 1 et
topologisky—alisdi—gpecielitet metrisk rum Y, vil hver fglge af
punkter y(i) € C, i € N, have en delfglge, som konvergerer mod
et punkt af C. Padstanden er ensbetydende med, at mindst eet punkt
af C er fortetningspunkt for fglgen. Antag, at dette ikke var
tilfeldet. Hvert punkt yc C ville da have en &ben omegn U(y),
s8ledes at y(i) € U(y) kun for endelig mange numre i. Omegnene
U(y), ¥y € C, ville udggre en overdzkning af C. Da C er kompakt,
ville endelig mange af dem overdskke C, og dette ville medfgre,
at der kun fandtes endelig mange numre i, for hvilke y(i) € G,
i strid med, at hele fglgen tilhgrer C.

Efter disse forberedelser bevises Ascoli's saztning:

Lad X vare et metrisk rum og N en delmezngde af X, hvis af-

slutning 1 er kompakt. Lad endvidere Y vare et meirisk rum, hvis

afsluttede kugler er kompakte. Lad endelig & vare en ensartet

ligelig kontinuert og ensartet begranset mengde af afbildningee

¢:0 » Y. Da_indeholder enhver fglge o € &, p € N, en delfglge,

som _konvergerer ligeligt mod en ligelig kontinuert afbildning

af 0 ind i Y.
Bevis: Som omtalt ovenfor findes der en fglge x(i) € 0,

i € N, som er overalt tet i Q. Da & er ensartet begranset, finde.

der en afsluttet kugle K ¢ Y, sdledes at ¢(x) € K for alle x € Q

og alle ¢ € & . Ifglge forudsaztningen om Y er K kompakt.

2;‘

Pgrst vises, at den givne fglge af afbildninger o_, p €

bl

"D
har en delfg¢lge , v € N, sfledes at (X(J)), v € N, for
p p
v v

hvert fast j er en konvergent punktfglge i Y. Til dette formal
betragtes punktfglgen ¢p(x(1)), p € N. Idet ¢p(x(1)) € K, og K
er kompakt, har denne punktfglge en konvergent delfglge. Der

findes altsa en delfglge Pp1 2 p € N, af ¢p, p € N, siledes at
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¢p1(x(1)), p € N, er konvergent. Dernast betragtes punktfglgen

¢p1(x(2)), p € N. Da dens punkter tilh¢rer den kpmpakte mzngde
K, har den en konvergent delfglge. Der findes altsd en delfglge
LY L o - 1

¢p2’ P € N, af ¢P1’ p € N, sdledes at ikke blot ¢P2(x( )), men
ogséa ¢p2(x(2>), p € N, er konvergent. P4 tilsvarende made ses, at
¢p2’ p € N har en delfglge ¢p3’ p € N, siledes at punktfglgerne
¢p3(x(1)),gap3(x(2)), ¢p3(x(3)), p € N, konvergerer. Fortsattes
p& denne méde, fas efter J skridt en delfglge Pp 5 p € N, af alle
de foregiende, sdledes at punktfglgen ¢Pj(x(l)), P € N, konver-

gerer for i = 1,...,3. Om "diagonalfglgen" ¢__, p € N, gmlder da,

pp
at dens elementer - for p é J tilhgrer fglgen Y p e N, og
fglgelig konvergerer punktfglgen ¢PP(X(J)), p € N, for hvert j
€ N. For gransepunktet indfgres betegnelsen ¢(x(j)),altsé

. (3) (3)
1 ( ) = ¢( ).
. imm¢pp X X

Dernwsﬁ vises, at der for hvert punkt x € N gelder, at punkt-
fglgen ¢pp(x), p€ N, er konvergent, og at denne konvergens er
ligelig. Idet fglgens punkter tilhgrer den kompakte mengde K og
den fglgelig har et fortetningspunkt, er det tilstrazkkeligt at
vise, at den er enfundamentalfglge. Lad der vare givet et tal
g > 0. Da funktionsmaengden & er ensartet ligelig kontinuert,
findes der et tal 4§ ) 0, sdledes at

dY(¢(X’),¢(X")) < e/3 for 9 € 3, x',x" € Q, dX(x',x") < &
Lad K1”"’Kr vaere endelig mange &bne kugler med radius %§, som |
overdszkker Q. I hver af disse kugler vazlges eet af punkternc x(i’i
hvilket er muligt, da punktfglgen x(i), i€ N, er overalt tat i Q.
Lad J betegne ma&ngden af de r numre for disse punkter. For hvert
punkt x € ) findes der da et nummer j € J, si&ledes at
dx(x,x(j)) < 6

For p,q € N har man fglgelig
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(x)) (x(3)y)

d

o Dy ()
d (¢qq(x(35ypqq ))

’goqq
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d
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’q)qq

+

/A

Idet punktfglgen ¢Pp(x(j5, p € N, er konvergent og altsid en
fundamentalfglge, findes der e t nummer m(Jj), siledes at
1o (x o X)) ¢ e/3 ror b0y m(y).
Betegnes med m det stgrste af de r tal m(j), j € J, gelder
denne ulighed for p,q > m og alle j € J. Fglgelig er
dylepp(x)50,4(x)) ¢ & for p,q 2 m,
hvor m er uafhazngig af x. Dermed er vist, at @pp(x), p € N, for
hvert x € 1 er en fundamentalfglge. Som allerede nzvnt, medfgrer
dette under de gjorte forudsztninger, at den e konvergent.
Grznsepunktet betegnes med ¢(x). Grenseovergangen q — « 1 den
sidste ulighed giver
dY(¢pP(x),¢(x)) < & for p,q 2 m og alle x € Q,
hvilket viser, at konvergensen er ligelig.
At den herved definerede afbildning ¢:0 - K ¢ Y er ligelig
kontinuert, fglger af, at man med ovenstaende betegnelser har
Ay (o (x") 50, (x")) < /3
for alle p € N og alle x',x" € q, for hvilke dX(x',x“) < &
Graznseovergsngen p —» « giver nemlig
dy(p(x"),p(x")) ¢ e/3

for de samme x',x". Dermed er beviset for satningen afsluttet.

I s:tningens anvendelser i de I'¢glgende paragraffer vil
rummene X og Y vare endelig-dimensionale normerede talrum, X et
recelt og Y et reelt eller komplekst. I hvert endelig-dimensio.--

nalt (reeclt eller komplekst) normeret talrum er de begransede

afsluttede mzngder (og kun disse) kompakte (Borel's overdsknings-
setning). Forudsstningerne om Qog Y vil da vaere opfyldte, nar 0

er en begrznset delmazngde af X,
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Gvelser til kap.I,8 1.

Om en mangde § af differentiable afbildninger ¢ af inter-
vallet [0,1] ind i talrummet 12(n,R) antages det, at der
cksisterer en konstant M, shledes at [[Dp(t)||, ¢ M for alle
9 € ¢ og alle t € [0,1]. Vis, at & er ensartet ligelig

kontinuert.

En i et interval J defineret reel funktion ¢ siges at vaere

konveks, hvis
pl(1=)t, +vt,) ¢ (19)g(t,) + volt,)
for O < v ¢ 1 og alle to,t1 € J., Vis, at der for en s&dan

funktion g=zlder

p(tg) —o(t))  o(tz) - o(ty)

t2 - t1 t3 - t2

17N

nar t1,t2,t3 € J og t1 < t2 < t3.

Lad J vere et (begrenset eller ubegraznset) 8bent interval,
og lad ¥ vare en m&ngde af 1 J definerede konvekse funktio-
ner, som er ensartet begranset pa hvert afsluttet og begrazn-
set delinterval af J. Vis, at 7 er ensartet ligelig konti--
nuert pad hvert afsluttet og begrenset delinterval af J.
(Vis fgrst, at differenskvotienterne for funktionerne i ¥
er ensartet begrensede pa et interval [a,b] ¢ J ved at be-
nytte at funktionerne er ensartet begrensede pa et interval
[a=k,b+k] c J, k > 0.) |

Vis, at hver fglge af funktioner fra ¢ har en delfglge, som
konvergerer i hvert punkt af J, og at gransefunktionen er

konveks.
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§ 2. Linemre integralligninger

med symmetrisk kerne.

De fg¢lgende undersggelser vedrgrer vektorrummet Cz[a,b]
bestédende af de i et givet begranset interval [a,b], a < b,
kontinuer te reelle funktioner med det indre produkt

Py = /b () (t)dt.
Foruden den dertil h¢ren§; 2-norm

loll, = (pro)?

vil det vare ngdvendigt at inddrage normen

ol = sup [o(t)].
[a’b

Der gelder uligheden
1

b2 2 1
nw2=q o(1)%at)" ¢ floll (o - )t
a =
En mangde & af funktioner i Cz[a,b] kan vere ensartet begranset
med hensyn til den ene eller den anden af de to normer. Hvis
”¢”2 er begranset for ¢ € &, siges funktionsmgngden ¢ -at vare

(ensartet) norm-begrenset. Hvis [lp]|  er begrenset for ¢ €., siges

funktionsmengden & at vere (ensartet) ligelig begranset. (Ordet

"ensartet" kan uden fare for misforstielser udelades her, idet
hver enkelt funktion i Cz[a,b] jo er begrmnset.) Af ovenstiende
ulighed ses, at hvis en funktionsm&ngde er ligelig begrznset
er den ogs& norm-begranset. Det omvendte gzlder derimod ikke,
da der findes funktioner med en given 2-norm, som antager vil-
kadrlig store vardier., Tilsvarende er det ngdvendigt at skelne
mellem 2 slags konvergens af funktionsfglger. Hvis det for eh

fplge ¢, € Cz[a,b], i € N, og en funktion ¢ € Cz[a,b] gzlder

at |lo - ¢i”2 konvergerer mod O, siges fglgen at konvergere i
norm mod ¢. Hvis [lp - ¢i”m konvergerer mod O, siges fglgen at

konvergere ligeligt mod ¢. Ovenstaende ulighed viser, at ligeélig
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konvergens medfgrer konvergens i norm. Det omvendte er ikke
rigtigt.

Da der i denne paragraf kun vil vere tale om et fast inter-
val [a,b] og alle integrationer udstrakkes over dette, betegnes
det betragtede rum kort med 02’ og integrationsgrenserne ude-
lades.

Lad der vare givet en reel og kontinuert funktion K(s,t)

defineret i [a,b] x [a,b]. For hver funktion ¢ € C, er da

J(s) = /K(s,t)¢(t)dt

en kontinuert funktion i [a,b]. Da [a,b] x [a,b] er en begrzn-
set og afsluttet delmzngde af Rz, er nemlig K ligelig konti-
nuert. For hvert tal € > O findes der altsd et tal § > O, sa-
ledes at

|K(s",t")-K(s',t")] < €
for s',t',s",t" € [a,b], |s" - s'l + | t" -t < 8. Med benyt-
telse af Cauchy-Schwarz's ulighed fis da for |s" - s8'| ¢ &, at

(") =y (s = | [x5",8) - K(s',0))p(t)at

< </.(K(S”yt) - K(s';ﬁ))zdt>%”¢“2 < e(p - a)%”¢“2,

Heraf ses, at ¢ er kontinuert, som pastéet. Ved ¢ —» k(p) = ¢
defineres fdlgelig en afbildning k:C2 - 02, som ¢jensynlig er en
linesr operator. Den er fuldstendig bestemt ved funktionen K og

kaldes en linezr integraloperator med kernen K.

Af den fundne ulighed f@glger imidlertid meget mere, Lad &
vere en norm-begranset mengde af funktioner i 02, og lad y vare
en konstant, sdledes at [lpll, ¢ ¥ for ¢ € &. Om mengden k() af
de funktioner ¢, som ved k svarer til funktionerne ¢ € ¢, g®lder,
at der for hvert tal € > O findes et tal § > O, siledes at

ly(s") = ¢(s")] < e (b-a)Zy
for alle ¢ € k(®) og alle s',s" €la,b], for hvilke |s" - s'| ¢ §.
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Dette vil sige, at funktionsmzngden k(&) er ensartet ligelig
kontinuert. Den er ogsi (ensartet) ligelig begraznset; thi med
betegnelsen

M= sup |K(s,t)]
s,tc[a,b]

haves for hvert ¢ € k(®) og hvert s € [a,b]

ly (s)] l/K(S,t)w(t)dtl

[[7aN

(/K<s»t>2dt)% loll, < M(® - a)Z[gll,,
altsa | |

lpll, < M(b = a)2y.
Funktionsmengden k(&) opfylder altsi forudsetningerne i Ascol?'
s@tning, nemlig for X = Y = R med den numeriske verdi som norr
og 0 = [a,p]. Ifglge denne s@tning har altsd hver fglge
gy = k(¢i) € k(p), i € N, en delfpglge, som konvergerer ligelig.
altsd ogsd i norm, mod en kontinuert funktion ¢ . Dette viser, a.
hver norm-begrenset fglge ¢, € C,, 1€ N, har en delfglge

p; sV E N, s&ledes at de tilsvarende funktioner gy = k(@i )
% % v

konvergerer i norm mod en funktion i 02. Dermed er bevist:

Hver linemr integraloperator i 02[a,b] med kontinuert kerne

er totalkontinuert,

Ved en linesr integralligning af anden art eller en Fred-

holmsk integralligning forstas en ligning af formen
N (s) - /K(s,t)¢(t)dt = a(s),

hvor A er et givet reelt tal, @ en given funktion tilhg¢rende 02

og kernen K en given kontinuert funktion i [a,b] x [a,b]. Der
spges de funktioner ¢ < 02, der tilfredsstiller ligningen for
alle s € [a,b]. (Ved en linemr integralligning af fgrste art
forstas en tilsvarende ligning uden leddet Np; en sddan forelig-

ger f.ecks., nar det drejer sig om at bestemme en funktion med
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en given Fouriertransformeret., Disse ligningers almene teori
frembyder store vanskeligheder.) Med betegnelserne e for den
identiske afbildning af 02 og k for integraloperatoren kan den
betragtede integralligning kort skrives
(ne - x)(p) = a.

De almene s@tninger om lineare afbildninger af et vektorrum ind
i sig selv giver fglgende oplysninger om ligningens lgsnings-
mengde: Den homogene ligning (Ae - k)(p) = O har et underrum i
02 som lgsningsme&ngde. Det bestar kun af nulfunktionen, hvis
N ikke er egenvardi for k, og er ellers det til egenvzrdien \
hgrende egenrum. Hvis den inhomogene ligning overhovedet har
en lgsning, fas samtlige lgsninger vedt il en a dem at addere
samtlige l¢gsninger til den homogene ligning. L¢sningsmzngden cr
altsd et sideunderrum. Hvis N\ ikke er egenvardi for k, har lig-
ningen altsd hgjst een lgsning. Eksistensspgrgsmidlct behoardles
i det fglgende kun for en symmetrisk operator k.

Det forudszttes nu, at kernen K er symmetrisk, d.v.s. at
K(s,t) = K(t,s) for s,t € [a,b]. Operatoren k er da symmetrisk,
idet der for vilkéarlige funktioner ¢,) € 02 g=lder

K(p)+ [//K(s,t)¢(t)dt>¢(s)ds

1l

l

/./K(s,t)go(t)¢/(s)dt ds
/<p(t)</K(t,s)¢(s)ds>dt = oek(y).

Spektralsztningen for totalkontinuerte symmetriske operatorer

(AG 111,16) kan fglgelig anvendes pa k. Idet der ses bort fra
tilfeldet, at K er identisk O, findes der ifglge denne satning
en endelig eller numerabel mazngde af fra 0 forskellige egen-
vardier for k, som hver har endelig multiplicitet. De betegnes
med x1,%2,..n, idet hver *ages med sa4 mange gange, som dens

multiplicitet angiver. Der findes endvidere et endeligt eller
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numerabelt ortonormalsystem af funktioner Uy sUgseee i 02,
siledes at uy er egenfunktion hgrende til egenvardien Nge Lad
U vaere det af funktionerme Uy udsp&ndte underrum i 02. Hvis
og kun hvis det til U ortogoénale underrum Ul indeholder fra
nulfunktiohen forskellige funktioner, altsi hvis og kun hvis
ortonormalsystemet ikke er maximalt, er ogsé& O egenvaerdi, og
Ul er det tilhgrende egenrum. Dette kan va@re uendelig-dimen-—

sionalt.
Hvis der findes uendelig mange egenvardier A\; s konvergerer

disse mod O, Por 1ntegraloperatorer gazlder endda, at egenvar-
diernes kvadratsum er konvergent. For hver egenfunktion uy h@-

rende til egenvardien %i er nemlig
»/K(s,t)ui(t)dt = %iui(s),

hvilket viser, at %iui(s) for hvert fast s er Fourierkoefficien-
ten for K(s,t) som funktion af t med hensyn til ortonormalsy-
stemet UyslUoyecs o Ifglge Bessel's ulighed har man altsa for

hvert s € [a,b] og hvert n € &
n

2 2
Xxi uy(0)” ¢ [K(s,0)%at,
i=1

og integration med hensyn til s giver
n

vai‘z < [/K(s,t)st at,

i=1
hvoraf pastanden fglger.

De tidligere resultater viser endvidere, at hvis der findes

uendelig mange %i’ vil rakken

co

) Moy duy

i=1

for hvert ¢ € 02 konvergere i norm mod k(¢). Det skal vises, at
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den konvergerer ligelig. For p,q € N, p < q, fas ved hjzlp af

Cauchy-Schwarz's ulighed

4 2 . 2 © . 2 >
‘ Ej N loeuduy(8) ) ¢ §j(¢-ui) Ej N Tuy (8)°,
i=p+1 i=p+1 i=p+1

Den anden sum p& hgjre side kan vurderes ved hjelp af den fgrste

af ovenstéende uligheder:
g a
) N0 ¢ ) N (007 ¢ [r(a, 0t g 10 - ),
i=p+1 i='il
hvor M = sup'K(s,t”. Til et givet positivt tal ¢ findes der et

nummer m, siledes at

a 5 )
E? (¢.ui) < —§—§——— for ¢ > p > m;
M (b-a)
l=p+1

thi ¢.u;, 1 € N, er Pourierkoefficienterne for ¢ med hensyn til

ortonormalsystemet Uy s ie N, og har altsé en konvergent kva-

dratsum,., Dette viser, at

q
‘ }i\ xi(¢.ui)ui(s) { € for g >p 2 m
1=p+1
og alle s € [a,b]. Dermed er den ligelige konvergens og dermed
(p& ny) konvergensen i norm af razkken bevist. Summen i norm vides

at vere k(p). Pplgelig gzlder med ligelig konvergens i s € [a,b]

/K(s,t)go(t)dt - Z‘%iui(s)[¢(t)ui(t)dt
izt '

for hver funktion ¢ € C,. Hvis der kun findes endelig mange

2
egenvardier %i’ gelder ligningen, ndr den uendelige rakke er-

stattes med den tilsvarende endelige sum.
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Er N et tal forskelligt fra O og fra de fra O forskellige
egenvardier %i’ har operatoren Ne-k, som vist tidligere, en i
hele rummet 02 defineret invers (7\e—k)—1° Med andre ord, lig-

ningen N¢ - k(p) = a har for hver funktion a € C, en (og kun

2
een) lgsning 9. Denne har en fremstilling af formen

p = 7\—1lO(. + '}\-1 Z 7\i(7\"7\i)_1 ((x.ui)ui,
i=1

hvor rakken konvergerer i norm, hvis der findes uendelig mange

Ns s 0g skal erstattes med den tilsvarende endelige sum, hvis

i’
der kun findes endelig mange xi. I det fgrste tilfslde vil denne
razkke vaere ligelig konvergent. Beviset forlgber ganske som
ovenstaende for den ligelige konvergens af razkken for k(g).
Bortset fra, at ¢ er erstattet med o, bestér forskellen mellem
de to rzkker bare i faktoren (N - xi)-1 i den sidstes led.
Ifplge foruds@&tningerne om N\, og da %i - 0 for i -5 «», konverge-

rer fglgen Ix—kiﬁl mod |%|_1 og er altsd begraznset. Lad ¢ vare

dens ¢vre grense. Man har da
q

2 -2 2 2 2. 2
Z NTOVN) TuyT g e i N,
i=p+1 i=p+1

og vurderingerne kan gennemf¢res som for. Integralligningens

l¢gsning fremstilles altsd ved den ligelig konvergente rakke

o(s) = N a(s) +n™

P\/jg

O ) Ty (8) fat)ug (#)as.
=1

Er N\ 1lig med en af egenverdierne %j’ har integralligningen

e

kun l¢gsninger, nar o er ortogonal til de til %j hgrende egenfunk-
tioner; thi er u en sédan egenfunktion, f&s af N - k(w) =
ved indre multiplikation med u, at Np-u - k(¢p).u = g.u, og den
venstre side er 0, da k(p)-u = ¢.k(u) = xj¢.u pa grund af opera-

torens symmetri. Denne ngdvendige betingelse for lgsbarhed er



som vist tidligere (III,§16) ogsd tilstrazkkelig. En lgsning ¢
fas ved simpelthen i ovenstéende rakke for ¢ at udelade de
meningslgse led svarende til de endelig mange numre i, for
hvilke %i = N. Den resterende rakke vil ogsd vare ligelig kon-
vergent, idet N\ for denne opfylder den forudsatning, under
hvilken den ligelige konvergens af razkken for ¢ blev vist.
Enhver anden lgsning fis ved til ¢ at addere en egenfunktion
hgrende til egenverdien \.

Sammenfattende kan altsid siges:

Hver 1inewr'integraloperator k i Cz[a,b], hvis kerne er

kontinuert, symmetrisk og ikke identisk O, har en ikke tom og

h¢jst numerabel mazngde af fra 0 forskellige egenvardier, der

hver har endelig multiplicitet. Desuden kan O vare egenvardi

med endelig eller uendelige multiplicitet.

De fra O forskellige egenvardier %1,%2,~o-, hver taget med

88 mange gange som multipliciteten angiver, har en konvergent

kvadratsum, nar der er uendelig mange af dem, Den til en funk-

tion ¢ € 02[a,b] svarende funktion k(¢) kan udvikles i en ende-

lig eller ligelig konvergent rekke efter funktionerne u1,u2,...

i et ortonormalsystem af egenfunktioner hgrende til henholdsvis

%1,%2,... . Operatoren k afbilder altsa Cz[a,b] ind i den lige-

lige afslutning ﬁ; af det af funktionerne Uy frembragte under—

rum U ¢ Cz[a,b].

Integralligningen g - k() = a har, ndr A er forskellig

fra O og fra alle %1’ en og kun een lgsning. Nar N\ er lig med

en af egenvardiernefxi, har ligningen uendelig mange eller in-

gen lgsninger, efter som o er eller ikke er ortogonal til alle

til N hgrende egenfunktioner. Lgsningerne kan fremstilles ved

hjslp af endeligéeller ligelig konvergente rzkkeudviklinger ef-

ter egenfunktionerne u; . Ngdvendige betingelser for, at lignin- -
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gen har en lgsning for A = 0, er at o € i} y 0g atqg er ortogonal

til de til O hgrende egenfunktioner, hvis sidanne findes. Disse

betingelser er i almindelighed ikke tilstrazkkelige.

Bestemmelsen af egenvardier og egenfunktioner for en inte-
graloperator k kan reduceres til et algebraisk problem, nér k er
af endelig rang r, d.v.s. nar k afbilder 02 pad et r-dimensionalt
underrum. En operator er af rang r, hvis og kun hvis dens kerne

kan skrives r

K(s,t) = }j aiKi(S)Ki(t> ’
i=1
hvor KysesssiCy, ET lineazrt uafhengige funktioner i 02 08 845000,

a, konstanter. At en operator af denne form har rangen r, fglger

aff, at -

k(p) = y a; (s o)y

i=1
for hvert ¢ € 02 er en linearkombination af g9 ooesky, o Det om-—-
vendte ses sdledes: Hvis k har rangen r, findes der et ortonor-
malsystem bestdende af r egenfunktioner Uygeeesl, hgrende til
. fra O forskellige egenvardier %1,...,xr . Alle til Uyseeest,

ortogonale funktioner i 02 er cgenfunktioner til egenverdien O.

Formlen for k(o) (side I, 2, 6) kan da skrives

/<K((B,t) - i‘%iui(s)ui(t))o(t)dt = 0.
i=1

Funktionen i parentesen er alts& for hvert fast s ortogonal til

alle ¢ € 02, altsa identisk O, hvilket viser, at K har en frem-

stilling af den forlangte form.

De til fra O forskellige egenvardier hgrende egenfunktioner
u for en kerne af ovenstéende form ma v@re linearkombinationer
af Kyseoesk,e Settes

u = +o¢o+X
XKy or 2



o

drejer det sig om at bestemme et tal N\ samt tallene XyseessX, 98-

ledes,at

ol r Ej

= x.k.(8) .
f;ixaiKi(s)Ki(t)zztijj(t) at %: JKJ( )

i=1 j:1 i=1
Da funktionerne Ki(s) er linemrt uafhzngige, er dette ensbetyden-
de med r

J=1

Der foreligger altsa egenvaerdiproblemet for matricen med inte-
gralerne i parentesen som elementer.

Man kan vise, at hver kontinuert kerne k kan approksimeres
med kerner af endelig rang, og at de sidstes egenvardier og egen-

vektorer tilnermer egenverdier og egenfunktioner for k.

Ovenstaende resultater kan generaliseres i forskellige ret-
ninger. For det fgrste kan man erstatte Cz[a,b] med Cz(ﬂ), hvor
1 er et afsluttet og begranset omrdde 1 et endelig-dimensionalt
talrum. Teorien kan da gennemfgres uden vaesentlige @ndringer.

For det andet giver mangfoldige anvendelser anledning til at tage
ubegransede intervaller, f.eks. [@,c] 0g ]-w,el, eller ikke-kon-
tinuerte kerner i betragtning. Man gar da over til Lz—rumf Inte-
graloperatorer i disse er totalkontinuerte for en meget omfat-
tende klasse af kerner, og for symmetriske sadanne kerner gzlder
sztninger, der ganske svarer til de ovenfor beviste,

Vedrgrende ikke-symmetriske integraloperatorer k i C2[a,bJ
med kontinuert kerne K(s,t) nevnes fglgende: Enhver sadan inte-
graloperator har en adjungeret k', som ogsd er en integraloperator
nemlig med kernen K'(s,t) = K(t,s). De to operatorer k og k'
har de samme egenverdier med de samme multipliciteter. (Men egen-

funktionerne er i almindelighed forskellige.) Der gm:lder fglgende,
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fgrst af I. Fredholm beviste saztning: Integralligningen

n¢ = k(¢) = o har, ndr N er forskellig fra O og fra alle
eventuelle egenverdier for k, for hver funktion ¢ € Cz[a,b]
en og kun een 1lgsning ¢. Er N\ en egenverdi for k, har lig-
ningen l¢sninger, hvis og kun hvis ¢ er ortogonal til alle
til N hgrende egenfunktioner for den adjungerede operator k',
Beviset for eksistensen af lgsninger kan ikke fgres med de

i det symmetriske tilfelde benyttede hjzlpemidler, og specielt
vil 1gsningerne ikke kunne udtrykkes ved egenfunktioner, da
sidanne ikke behgver at eksistere. Fredholms bevis beror pa
et af ham udviklet modstykke til determinantteorien. Et andet
bevis benytter approksimation af kernen ved kerner af endelig
rang. Om en rekkeudvikling efter "itererede kerner! (C. Neu-

mann's rskke),som giver lgsningen for tilstrakkelig store |A},

handler ¢gv. 3. Ogsa for ikke symmetriske kerner kan teorien

udvikles i L -rum.

2
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Pvelser til kap.I,$ 2.

1, I rummet 02[0,1] betragtes integraloperatorerne k med ker-
nerne K(s,t) = 8t, K(s,t) = s+t. Find i hvert af tilfszldene
egenvardierne og egenfunktionerne for k og diskuter inte-
gralligningen N-k(¢) = o.

Lg¢s den samme opgave for integraloperatoren k i 02[-%w,%w]

med kernen K(s,t) = cos(t-s).
2, Vis, at den i [0,1] x [0,1] definerede funktion

t-ts for O < t { 8 1

174N

a(s,t) ={

s—-st for O < 8 < t 1

LVaN

er symmetrisk og kontinuert. Vis endvidere, at den er dif-
ferentiabel for s £ t, og at, der for den venstre og den

hgjre differentialkvotient med hensyn til t i (s,s) gzlder

R(s,5-) - Rls,e4) = 1.

Integraloperatoren i 02[0,1] med kernen G betegnes med g.

Lad der vare givet en funktion f € C[0,1]. Vis, at differen-
tialligningen D2¢ = f har en og kun een l¢gsning ¢, som til-
ngrer C-[0,1], og for hvilken ¢(0) = ¢(1) = O, og at denne
lgsning er ¢ = g(f).

Find samtlige egenvardier og egenfunktioner for g, og angiv
for et givet reelt tal A + 0 og en given funktion ¢ € 02[0,1],

for hvilken ¢(0) = (1) = 0, ved rakkeudviklinger lgsningerne

til integralligningen ¢ - g(¢) = a.

3. Lad k vsre en integraloperator i Cz[a,b] med en (ikke ngd-
vendigvis symmetrisk) kontinuert kerne K(s,t). Vis, at hvis

den uendelige rszkke

A7 }? N it (o)

i=0
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for en funktion o €C[a,b] og et reelt tal A\ konvergerer
ligeligt i [a,b], vil dens sum vare en lgsning ¢ til in-
tegralligningen Np - k(p) = a.

Vis, at dette er tilfzldet, nadr |A\| er stgrre end et tal,

der kun afhanger af M = sup|K[og b - a.
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8§ 3. En eksistenssatning for szdvanlige

differentialligningssystemer.

Med V. betegnes et af de n-dimensionale talrum 1 (n,R)

eller 1 (n,l) med normen

Il = omex flxgll,  x = Ggpeeeny) € Vo
-— ,...’

I rummet R x V_ indfgres den tilsvarende norm

()1 = max{]t], Izl tek, xe V.
Lad der vere givet en aben delmangde O af R x Vh samt en kon-
tinuert afbildning £:0 - Vh, altsd en kontinuvert funktion
£(t,x) = (f1(t,x1,...,xn), ces ,fn(t,x1,...,xn))
defineret for (t,x) € N og med vardier i R? eller O".
Det drejer sig om at bestemme differentiable funktioner
@:J - V,, hvor J € R betegner et interval, sdledes at (t,p(t)) €
og
Dp(t) = £(t,p(t)) for alle t € J,
i koordinater
D¢i(t) = fi(t,¢1(t),...,¢n(t)), i = 1,000y
Denne opgave skr ives kort
Dx = £(t,x)
eller
Dx; = fi(t,x1,...,xn), i = 1,e00,n,

og man taler om en s®dvanlig vektordifferentialligning eller et

sedvanligt differentialligningssystem af fgrste orden, hvor

ordet ”éwdvanlig” refererer til, at der kun er een "uafhangigig

varisbel" t. Enhver funktion ¢ med de navnte egenskaber kaldes

en 1l¢gsning eller et integral til vektordifferentialligningen.
Differentialligningssystemer af "hgjere orden", ficks. de i

mekaniken optradende systemer af anden orden
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D°x = £(t,x,Dx),
hvor f£(t,x,y) nu er en funktion defineret i en &ben delmsngde
aff R x V, x V, og med vardier i V_, kan fgres tilbage til syste-
mer af fgrste orden. Den opskrevne vektordifferentialligning er
pjensynlig zkvivalent med systemet

Dx = ¥

Dy = £(t,%,y)
i den forstand, at hvis ¢ er en lgsning til ligningen af anden
orden, vil (g,Dp) vere en lgsning til systemet, og omvendt, hvis
(p,¢) er en lgsning til dette, vil ¢ tilfredsstille ligningen
af armien orden. Tilsvarende galder for systemer af hgjere orden.

Her skal blot fremhzves tilfzldet, hvor systemet bestédr af een

(skalzr) ligning af n-te orden

Dx = f(t,x,Dx,.a.,Dn_1x),

hvor f er en funktion fra en &ben delmzngde af R « Vh til V1, Fn

sadan ligning kan erstattes med systemet

Dx1 = X5
Dx2 = X3
Dy 4 = %y
DXn = f(t’x1,o--,xn),

idet (@(t),D¢(t),.o.,Dn_1¢(t)) vil vere en lgsning til systemet,
nir ¢(t) er en 1lgsning til ligningen af n-te orden, og ¢1(t) en
1gsning til denne, nar (¢1(t),...,¢n(t)) er en lgsning til sy-
stemet.

I rummet R x V,, kan vektordifferentialligningen Dx = £(t,x)
for tolkes pa fglgende méde: Ud fra hvert punkt (t,x) € 0 afset-

tes vektoren (1,f(t,x)). Derved fas et vektorfelt i 0. Bt drejer
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sig da om at bestemme de kurver i 0, der har en parameterfrem-
stilling af formen (t,p(t)), og som i alle deres punkter tan-
gerer de 1 disse anbragte feltvektorer. Ved siden af denne geo-—
metriske fortolkning er fglgende kinematiske af betydning: Den
varisble t opfattes som tiden og en funktion x = ¢(t) som en
partikels bevagelse i V_ . At en sddan bevagelse o(t) er en 1gs-
ning, er ensbetydende med, at partiklen, nar den befinder sig
pa stedet x = g(t) til tidspunktet t, har den foreskrevne hastig-
hed £(t,x). Partiklens banekurve er projektionen af kurven
(t,p(t)) i R x v, p& V_ . Serlig simpel og adzkvat bliver denne
fortolkning, nir det drejer sig om et sékaldt autonomt system

Dx = £(x), hvor funktionen f ikke afhsnger af t, og den &bne mang-

L
R

de @ ¢c R x Vh er af formen x ', hvor n'er en Aben mazngde i

V- Til hvert punkt x € ' er da knyttet en foreskreven hastig-
hedsvektor £(x). Et system ng = £(t,x,Dx) af anden orden tilla-
der ogsad en simpel kinematisk fortolkning i Vn' At bevaegelsen
¢(t) af en partikel er en lgsning, er ensbetydende med, at par-
tiklen, nir den passerer stedet x = @(t) til tidspunktet t med ha-
stighedsvektoren y = Dp(t), har akcelerationsvektoren £(x,y).
Den geometriske fortolkning ggr det plausibelt, at der gir
en lgsning til Dx = i(t,é) gennem hvert punkt af . Med andre ord,
til et givet punkt (7,£) € o findes der et interval J, som inde-
holder 7, og en 1¢sning ¢(t) defineret i J, for hvilken ¢(7) = &£.
At dette er rigtigt, er eksistenssaztningens indhold. Beviset for
den baseres pa en omskrivning af differentialligningen til en
(almindeligvis ikke line=r) integralligning. Antag, at den diffe-
rentiable funktion ¢(t), t € J, er en 1lgsning til vektordifferen-
tialligningen, for hvilken ¢(7z) = £. Ved integration fis da af
Dp(t) = £(t,0(t)),

at
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o(t) = &+ /tg(s,g(s))ds, te J.
T
Omvendt, er o(t), t € J, en kontinuert funktion, som tilfreds-
stiller denne integralligning, har man ¢(7) = £ og @(t) vil va-
re differentiabel, da ligningens h¢jre side er det, og tilfreds-

stille differentialligningen. Udfgrligt lyder Cauchy-Peano's ek-

sistenssatning sdledes:

Lad der vere givet en aben mangde 2 ¢ R x V., en kontinuert

afbildning £ : Q0 - vV, Q& et punkt (7,£) € . Br_da o og S8 posi-

tive tal, s&ledes at

= {(t,x) € R x Vi I 1t=l ¢ a A llz=gll ¢ B} c 0,

og sattes

=
it

sup ||£(t,x)]]
t,x)el

o' = minfa,8/M},

findes der en differentiabel funktion ¢ : [7-a',v+a'] -V, for

hvilken ¢o(7) = & , (t,9(t)) €T og
Dp(t) = £(t, o(t)) for 7-a' ¢ t < T+a',
Bevis: For hvert positivt tal h < a' konstrueres en "til-
nzrmelseslgsning" Qh(t), 7=h ¢ t ¢ 7+a', pa fplgende made: Lad
k betegne det mindste tal, for hvilket kh » a'. Funktionen de-

fineres sukcessivt i intervallerne

[z+(kx-1)h,z+at ],

1l

JO = [T—h,T],oca, Jq = [T+(q_-1 )h,T"’qh],oo., Jk

hvor q = 0,1,...,k-1. For t € J, szttes Qh(t) = £, og under an-

tagelsen af, at g, allerede er defineret 1 J, u Jy U wee U Jq

for et q < k, s&. at. (t,@h(t» € I', defineres gh(t) for t € Jq+1

ved

t
(%) op (1) = g + / £(s,9, (s-h))ds,
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og man har da for disse t

]

t
ey, (£) - n[ £(s,0,(s-h))as]|

t
/ I£(s g, (s-h)) lds

T

178N

HA

Mit-t] ¢ Ma' ¢ B,

(t,9,(t)) € I'. Konstruktionen kan da fortszttes til det namste
interval. P4 denne made fas for hvert h € ]JO,q'[ en funktion

o * [z~h,7+a"] -V, hvis restriktion til [T,7+a'] tilfredsstil~
ler ligningen (%). Mzngden af funktionerne P [z,0"] -V,
h € ]O,d[, er ensartet begraznset. Den er ogsa ensartet ligelig

kontinuert; thi for t',t" € [z,7+a'] har man

.tH

lep (") = @, (+)]I = n/ £(s,0, (s-n))ds|
/.,
-t!l

¢ [ 1£(s,0,(sn))llas
.tl

< MIt" - t'].
Velges en fglge at tal h, som konvergerer mod O, vil denne ifgl-
ge Ascoli's saztning indeholde en delfglge hi’ i€ N, sdledes at
th(t), i€ N, konvergerer ligelig for t € [7,7+a'] mod en kon-
tinuert funktion ¢(t), sdledes at (t,p(t)) € I', da I’ er afslut-
tet, Men da vil ogsé& fglgen af funktioner th(t~hi), i € N, kon-—

vergere ligelig mod ¢; thi til ¢ > O findes et m € N, siledes at
”glhi(t) - fﬁh'(t"hi)“ < € for i > m, t € [T’T+OC']’
i

da hi konvergerer mod O og funktionerne @ €T ligelig kontinuerte
i intervallet. Da endvidere g(t,ﬁ) er ligelig kontinuert i I', fés
af

t
op (V) = £+ / £(s,0, (s-h,))ds
1 . 3
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for i - «, at

t
o(t) = £ + / £(s,p(s))ds.

T
Dermed er vist, at ¢ er en lgsning af den forlangte art i in-
tervallet [7,7+a']. P4 samme mide vises eksistensen af en 1gs—
ning i intervallet [7~a',7]. Tilsammen udggr de to funktioner
en lgsning i [7-o',z+a']. Dermed er eksistenssetningen bevist.
Lad f£(t,x,y) vere en kontinuert afbildning af en &ben del-
mengde 0 af R x V, x V, ind i V_. Eksistenssztningen giver da
for vektordifferentialligningen D2§ = i(t,g,D&) af anden orden
fplgende udsagn: Lad der vare givet et punkt (T,g,g) € 1, og

lad o« og B vere positive tal, saledes at mazngden I' af de punk-

ter (t,%,y), for hvilke |t-z| ¢ a, [IX¢ll ¢ B> llx-nll ¢ B, er in
deholdt i n. S@&t o' = min{a,B/M}, hvor M er supremum af ||f|| i
' Der findes da en to gange differentiabel funktion

¢ t [z-a',r+a'] » V_, sdledes at (t,p(t),De(t)) € I'y o(v) = &,
Do(7) = 1 og Dp(t) = £(t,0(t),Dp(t)).

For en (skalazr) differentialligning af n-te orden antager
eksistenssatningen fglgende form: Lad f(t,xo,...,xn_1) vere en
kontinuert reel eller kompleks funktion defineret i en &ben del-
mengde O af R x V., og lad der vare givet et punkt

(t,§o,...,§n_1) € Q. Idet &« > 0 og B > O er valgt sdledes, at

(17N

mengden I' af punkter (t’XO""’Xn-1)’ for hvilke [t—Tol Oy

i

|%g=Eql § Brooes 1% 4€q 4| & B, tilherer g, szttes o'
min{a,3/M}, hvor

M = Sup{lf(t,xo,...,x )| l (t,xo,..-,xn_1) € I‘zo

n-1
Der findes da en n gange differentiabel funktion ¢ :
[v-a'yz+a'] » V,, sBledes at
(t50(),Dp( )00, D" p(t)) € T
o(t) = Eos D@(T) = §1’ poo :Dn—1¢(1) = fn—1
og PP (t) = £(,0(t),Dp (%) .., 0" Tp(t)).
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Differentialligninger foreligger tit i en anden, mere al-
mindelig formulering. Lad = betegne en aben mzngde i det (1+20)-

dimensionale rum V., x Vi, 08 lad der vaere givet en konti-

Rox v,
nuert afbildning F:5 - Vh. Man betragter vektordifferentiallig-
ningen
F(t,x,Dx) = 0.
Opgaven bestar i at bestemme et interval J - R og en differen-
tiabel afbildning ¢:J "V, séledes at F(t,p(t),Dp(t)) = 0 for
alle t € J. Eksistenssaztningen vil kun kunne anvendes, hvis
ligningen F(t,x,y) = 0, i hvert fald "lokalt'", kan lgses med
hensyn til y i fglgende forstand: Der findes en aben mzngde
0 ¢ R x V ogen kontinuert afbildning f:q0 - V _, sdledes at
(t,x,f(t,x)) €= og F(t,x,f(t,x)) =0
for alle punkter (t,x) € Q. En lgsning til Dx = f(t,x) vil da
ogsd vare en lgsning til F(t,x,Dx) = O. Sgtningen om implicite
funktioner giver i det reelle tilfelde en tilstrakkelig betin-
gelse for, at vektorligningen E(t,z,z) = 0, altsd ligningssy-
stemet
Fy(tsX,p0eesX 5y 500055,) = O, i=1,...,n,
kan lgses med hensyn til y = (y1,...,yn): Antag, at F er dif-
ferentiabel med kontinuerte partielle afledede. Antag endvidere,
at der findes et punkt
(7:&5m) = (TsE4s0eesEsnyseessny,) € &,
sdledes at F(7,£,n) = 0, altsd
Fj(¢,§1,...,gn,n1,...,nn) = 0, J = 1,50.,n0,
og
det(D;i Fj(¢,§1,..u,§n,n1,...,nn)i’j:1;&°.’n + 0.
Da findes der en omegn N af (¢ 5) € R x Vn og er differentiabel

afbildning £:0 - Vo altea funktioner fi(t,x1,...,xn), i=
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15+..yn, med kontinuerte partielle afledede, siledes at

£(z,g) = n, (t,x,£(t,x)) € = og

F(t,x,£(t,x)) = 0 for (t,x) € 0.
Eksistenssaztningen giver altsd under disse forudsatninger, at
der findes et interval omkring v og en 1 dette defineret lgs-
ning ¢, for hvilken ¢(7) = &.

Tilsvarende gelder for differentialligningssystemer af
hgjere orden. Her skal blot omtales en skalar differentiallig-
ning af n-te orden af formen

F(t,%,DX,.0.,D"x) = O,
hvor F er en kontinuert reel eller kompleks funktion defineret

i en &ben mazngde i R x V_,q- Fksistenssatningen kan anvendes,

+7

hvis der findes en &ben mangde N ¢ R x V_ og en kontinuert

funktion £f:0 - V sdledes at

1’

(t,xo,...,xn_1

,f(t,xo,...,xn_1)) € =
og
F(t,xo,.,.,xn_1,

for (t,xo,...,x ) € Q. Hver lgsning til an =

n-—1

£(t,%,DX,y 000, D

x) er da ogsd en lgsning til den givne lig-
ning. Under forudsztning af, at F er reel og differentiabel med
kontinuerte partielle differentialkvotienter, fas af sztningen
om implicite funktioner fglgende tilstrazkkelige betingelse for,
at ligningen F<t’xo’°"’xn) = 0 kan lgses med hensyn til X,
Der findes et punkt (T’fo"’°’§n) € =, for hvilket ligningen

er opfyldt, og

D}’Q F(Trggyann’é:ll) :*: Op'

Spgrgsmdlet om eksistens af l@gsninger gennem punkter, hvor
de nzvnte tilstrazkkelige betingelser ikke er opfyldt, kraver

serskilte unders¢ggelser i de enkelte tilfzlde.
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Forholdene belyses ved nogle simple eksempler,

1) xDx + t = 0, ® = R x R x R. For Dy(xy +t) =x $ 0, alt-
sd for (t,x) € 0, hvor 9 = {(t,x) € B2 | x 4 0}, f&s Dx= -4/x.
Gennem hvert punkt (t,&) med & + O gdr altsd en lgsning. Der-
imod findes der ikke nogen l¢sning ¢(t) defineret i et inter=-
val omkring ¢, for hvilken ¢(7) = O. Dette ses let ved direkte
at bestemme samtlige lgsninger til den givne ligning. For hver
lgsning ¢(t), t € J, har man

p(t)Dp(t) = EDp(t

altsa ¢(t)2 = k—tz, hvor k er en (ngdvendigvis positiv) konstant.

)% = -t,
De eneste differentiable funktioner, som tilfredsstiller denne
ligning er ¢(t) = VKk-tZ) og o(t) = ﬁ/(k—tz) i intervallet
“/k < t < vk, og ingen af dém antager verdien O 1 dette inter-
val. En pr¢ve viser, at de virkelig er l¢gsninger. Disse udggres
altsd af de i halvplanerne x > O og x < O beliggende halvcirk-
ler med centrum i (0,0).

2) thx - x = 0, ® = R x R x R, For Dy(ty - x) =t 4 O fas
Dx = %¥/t. Gennem hvert punkt (7,£) med 7 4+ O gir altsd en lgs-
ning. For hver 1gsning ¢(t), t € J, har man

D(p(£)/4) = £ (tDp(t)-p(t)) = O,

altsd ¢(t) = kt, hvor k er en konstant. En prgve viser, at de
alle er lgsninger. Disse udggres altsd af alle fra aksen t = O
forskellige rette linier gennem (0,0). Gennem et punkt (0,£),
& + 0, ghr ingen af lgsningerne, gennem (0,0) gar de alle.

3) x2+(Dx)2 -1 =0,%2=Rx Rx R. For Dy(x2 + y2 - 1)
= 2y 4 O har ligningen x> + y° - 1 = O de differentiable lgs-
ninger y =\/(1—x2) og y = 1/(1-x2) i intervallet -1 < x < 1.
Som omréde 0 kan her altsd velges R x ]-1.1[. Eksistenssatningen
kan anvendes p& hver af differemtiallignimgerne Dx = v(1—x2)

og Dx = 1/(1-x2). Gennem hvert punkt (7,£) € Q ghr fglgelig
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mindst to lgsninger. Ved at integrere de to sidstnavnte lig-

ninger finder man, at

o(t)
9p(t) = sin (t - 7 + 7 - Arcsin &) t € R,

]

sin (t = 7 + Arcsin &)

er lgsninger gennem (7,f), og at der ikke eksisterer andre (bort-
set fra dissesrestriktioner til intervaller J ¢ R). Den givne
differentialligning x3+(Dx)2-1 = 0 tilfredsstilles imidlertid
ogsé af konstanterne ¢(t) = 1 og ¢(t) = -1. Man ser, at der
gennem hvert punkt (7,1) og hvert(r,-1) glr uendelig mange lgs-
ninger sammensat af stykker af linierne x = 1 og x = -1 og af

kurver x = sin(t+k) med passende konstanter k.



Mat.2, 1961-62 DL I, 3, ¢v. 1-4

Gvelser til kap., I, § 3.

Vis, at differentialligningen Dx = 38/x® for een ubekendt
funktion x = ¢(t) har uendelig mange, to gange differentiab-

le lgsninger ¢ : R - R, for hvilke ¢(0) = O.

Funktionen f(t,x) = x° er kontinuert i 0 = 2%, Med de i ek-
sistensbeviset indfgrte betegnelser, specialiseret til dif-
ferentialligningen Dx = x2 for een ubekendt reel funktion
x = ¢p(t), velges ¢ = 0, & = 1. Rektanglet

r= {(t,x) € ° | Jt] <a A |x€l < B)
er her brugbart for vilkérligt store o og pg. Find det til-
hgrende o', og bemazrk, at det altid er mindre end 1. Gor

rede for, at det md forholde sig s&dan, ved at betragte lgs-—

ningernes forlgb.

Ved ligningen X4X5 = Cy hvor ¢ er en reel konstant, bestem-
mes en kurve kC i planen R2 (nemlig en ligesidet hyperbel
for ¢ £ O og et par af rette linier for ¢ = 0). Gennem hvert

punkt i planen g&r een af disse kurver, En differentiabel

kurve i R2\§(O,O)} kaldes en ortogonal trajektorie til "kur-
veskaren" kc’ c e P, hvis tangenten i hvert af dens punkter
er vinkelret pa tangenten i samme punkt til den gennem punk-
tet géende kurve kc' Opstil et autonomt system DX1 =
f1(x1,x2), Dx, = fz(x1,x2), hvis lgsninger x, = @1(t), X, =
¢2(t) er parameterfremstillinger for de ortogonale trajek-—
torier til den givne kurveskare. Find den ortogonale trajek-

torie, som gir gennem et givet punkt (§1,§2) + (0,0).

Der er givet et reelt tal r. Gennem hvert punkt (X1,X2) i
halvplanen P+ x R glr en og kun een kurve af skaren med lig-
ningen X5 = cx1r, c € R. Bestem denne kurveskares ortogona-

le trajektorier.
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5. Bestem en differentiabel kurve x = ¢(t), t € P+, p(t) - a
for t - 0, 1 planen med den egenskab, at afstanden fra et
punkt pé& kurven til skaringspunktet mellem tangenten i det-
te punkt og aksen x = O er konstant 1lig med et givet posi-
tivt tal a (traktrix).

Vis, at kurven er ortogonal trajektorie til en skare af
kvartcirkler.

Vis endvidere, at traktricen er ortogonal trajektorie til
skaren af tangenter til den "halve" kadelinie x = a cosh(t/a),
t € P+. Vis endelig, at afstanden fra en tangents rd¢rings-
punkt til dens sk@ringspunkt med traktricen er 1lig med l&ng-
den af kadeliniens bue fra punktet (0,a) til rgringspunktet.
(Traktricen er en evolvent eller afvikler for kadelinien.)

6, Lad J vare et &bent interval og ¢(t) en reel funktion de-
fineret i J, som er to gange differentiabel med kontinuert
anden afledet. Ved krumningen af den plane kurve med lig-
ningen x = ¢(t) i det til t svarende punkt forstéds stgr-

relsen g D2¢(t) (1+(D¢(t))2)_3/2. (Den regnes altsi med

fortegn.) Nar D2¢(t) O, kaldes dens reciprokke vaerdi

o = 1/k for kurvens krumningsradius i det pigazldende punkt,
Med n(t) betegnes afstanden fra det til t svareﬁde punkt
pa en sadan kurve til skaringspunktet mellem dennes normal
i punktet og aksen x = 0. Der s¢gges de kurver af den be-
tragtede art, for hvilke ¢(t) > 0 og p(t) = kn(t), hvor k
er et givet reelt tal. Vis, at for en monoton kurve med
disse egenskaber kan ¢—1(x) bestemmes ved kvadratur (d.v.s.
den kan udtrykkes ved stamfunktioner af kendte funktioner).
Bestem de pagzldende kurver for k = 1, k = -1, k = 2 og

sk

k = -2, saledes at ¢(0) = a, Dp(0) = O, hvor a > O er givet.
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I

Om differentialligningen Dx = f(t,x), hvor f er konti-
nuert i en aben delmengde af Rz, forudsettes, at hvis
¢(t) er en i et interval defineret lgsning, er for hver
konstant ¢ € R ogsd 1° ¢(t) + ¢, 2° g(t+c), 3° co(t)
en lgsning. Bestem i hvert af de tre tilfzlde de funk-
tioner £, for hvilke differentialligningen har den pa-
gnldende egenskab.

Lgs den samme opgave, nar det forudszttes, at hvis @(t)
er en lgsning, er for hver reel konstant ¢ $ O ogséa

L o(t/c) 5° cp(t/c) en lgsning.

Vis, at 1lgsningerne i alle fem tilfaelde kan findes ved
kvadratur (eventuelt efter indfgrelse af en ny ubekendt

funktion) .

Om funktionen £:J x ®™ 5 R™, hvor J er et interval, an-
tages, at den er kontinuert, og at der findes en konstant
K, séledes at [[£(t,x)|| < K(||x||[+1) for (t,x) € T x R". Vvis,
at der gemnem hvert punkt (7,&) € J x R g&r en i hele in-
tervallet J defineret l¢gsning til differentialligningen
Dx = £(t,x). (Benyt, at lgsninger i intervaller med et
fzlles endepunkt og med samme verdi i dette kan sammen-

settes til en lgsning.)
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§ L. En entydighedssatning for smdvanlige

differentialligningssystemer.

Som det fremgar af simple eksempler, kan det ske, at en
differentialligning Dx = £(t,x) med kontinuert hgjre side har
uendelig mange (i samme interval definerede lgsninger. gennem
samme punkt (7,g)(jfr. f.eks. I,3,¢v. 1). Forudsetter man imid-
lertid noget mere om f, kan man bevise en "entydighedssatning",
som udsiger, at der i et givet interval hgjst kan findes een
l¢sning, der for et tal 7 i intervallet antager en given ''be-
gyndelsesvardi' £.

Lad @ betegne en &ben delmzngde af Vn‘ En funktion

Fiw — Vh siges at opfylde en Lipschitzbetingelse i en delm&zngde
y af w, hvis der eksisterer et positivt tal L(y), en til y h¢-

rende Lipschitzkonstant, siledes at

IE(x") - F(x")Il ¢ Li)lx" - x'l for x',x" € y.

Funktionen F siges at opfylde en lokal Lipschitzbetingelse i w,

hvis den opfylder en Lipschitzbe#%ingelse i hver i ¢ indeholdt
"kugle!
y=1fx|lx-gl<opl

hvor ¢ € w og p > 0. (Det kan vises, at dette vil vare tilfal-
det, ndr blot hvert punkt i @ har en omegn, i hvilken F opfyl-
der en Lipschitzbetingelse; se ¢v. 1.) Det er klart, at hvis en
funktion F:w - Vﬁ opfylder en lokal Lipschitzbetingelse i w, er
den kontinuert i . Det omvendte kan ikke sluttes.

Skrevet i koordinater bliver Lipschitzbetingelsen i ¢

max (P, (%Y s eeesx!) = Fo(x1,000,x' )1 < L(y) max x4 - xi|}
‘—'1,aon,m 1 1 n 1 L n - j=1,...,1’1 J J

Anvendes dette specielt pa punkter x" og x', hvis koordinater
stemmer overens p& ner den j-te, fas for hvert i=1,...,m og

hvert j=1,...,n
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|Fi(x1,...,xj_1,xg,xj+1,...,xn) - Fi(x1,...,xj_1,x3,xj+1,.;.,xn)|
¢ Lly)|xy-x}l .

Lipschitzbetingelsen i y medfgrer altsa, at hver af koordinat-

funk i onerne Fi som funktion af hver enkelt variabel Xj har

begrensede differenskvotienter med et overtal, som ikke afhznger

af de ¢gvrige variable (nar blot de pagmldende punkter tilhgrer

v). Med benyttelse af uligheden

lFi(X!{, ...,X;;) - Fi(X,; 900 ’Xr'l)l

IFi(X{’---’X3_1sXS:-°°:X£) - Fi(x;,...,xs,xg+1,...,xg)l
1

[ 17N
T r% o

slutter man let, at ogsd det omvendte galder.

Har funktionen F:y - Vﬁ kontinuerte partielle afledede

DEF, J=1,...,n, 1 w, opfylder den en lokal Lipschitzbetin-

&)

gelse i w. Er nemligy = {x | ||x-€]l ¢ p} en "kugle" i w og x'

og x" to vilkarlige punkter i y, har man

1
a_ _ 1 i
é dSE((1 s)x' + sx')ds

/

da ¢y er begranset og afsluttet, findes der en konstant K(y),

P(x")-F(x")

1 n
. ;ﬁ DXjE((1—s)§' + s&”)(xg-xé)ds;

j=1

siledes at
1D, F(x)l ¢ K(v) FOr X € v, J = 1y000,n,
J
og fglgelig er
IB(x") = B(x")Il ¢ nk(»)|x" - x'

Om en i en &ben mangde 0 ¢ R x Vv, defineret funktion

£(t,x) med verdier i vV vil vi sige, at den opfylder en lokal
Lipschitzbetingelse 1 0 med hensyn til x ligeligt i t, hvis der
for hver delmzngde

r={(t,x) | Itr| ¢a A llx=€ll < B3,
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hvor (T,g) € N og oo og B er positive tal, for hvilke I' c Q,

eksisterer et positivt tal L(a,B8), siledes at
N£(t,x") = £(t,x") £ Lla,p)lix" = x'|| for (t,x"),(t,x") € r.

Det er vigtigt at bemarke, at der ikke kreves nogen Lipschitz-
betingelse med hensyn til t, men kun at Lipschitzkonstanten for
I' xan valges uvafhangig af t. En sadan Lipschitzbetingelse vil
vare opfyldt, nir f(t,x) har partielle afledede med hensyn til
XjyseeesX,, SOM €T kontinuerte i Q. Funktionen behgver ikke at
vere differentiabel med hensyn til t.

I det fglgende forudsattes, at funktionen f:0 - v, er kon-
tinuert og opfylder en lokal Lipschitzbetingelse i 0 med hensyn
til x ligeligt i t, Lad (o,£) vere et punkt i 0, og lad o > O og
B > O vare valgt séledes, at

r={(t,x) | |tol ga A lx-gll ¢ 8} ca.
Lad J ¢ lo=oi,0ta] vere et interval med l®ngden N, som indeholder
o; o8 (7,n) et punkt i I', sdledes at = € J. Antag, at ¢(t) og
¢(t), t € J, er to lgsninger til differentialligningen Dx =
£(t,x), for hvilke (t,p(t)) € I og (t,y(t)) € I, og som opfylk
der
2(09 = £, w(T) = e

Man har da

t
dﬂ=§+[ﬂ&ﬂ@ﬂ&
a
t
p(t) = n + [ £(s,y(s))ds.

T
Heraf fas for t € J
L(t) = o(t)
t
=n-§-fﬂ&ﬂ®M8+[@®¢wﬂ—zwﬁwﬂha

o T
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altsd med betegnelsen M for supremum af [[f|] i T

le(t) - ()l

< llg - €l + Mz = o] + L{a,8)N supllg(s) - a(s)ll.
- scJ

Denne ulighed omskrives til

(1 = L(a,p)n) supllg(s) = o(s)ll < lln - &l + M|z - o}
scd

For hvert interval J, som indeholder ~ og 7 og har en lzngde
T 1/2L(a,B) g®lder fglgelig
() lg(t) -l € 2llnp -l + 2mle -0, te I

Af denne ulighed drages fgrst fglgende konklusion:
Er n =& og 7 =0, mad der gelde ¢(t) = ¢(t) for alle t € J.
Dette betyder, at hvis to lgsninger ¢(t) og ¢(t) er defineret
1 samme begransede eller ubegransede interval I og stemmer
overens 1 et af dets punkter ¢, vil der findes en omegn af
dette, hvori de stemmer overens. Heraf kan sluttes videre,
at de to lgsninger ma stemme overens i hele intervallet I.
Delmazngden af de tal t € I, for hvilke g(t) = ¢(t), er nem-
lig ifglge det viste aben relativ til I, men ogsa afsluttet
relativ til I, da funktionerne er kontinuerte., Da I er sam-
menhe&ngende og mangden ikke tom, m& den udggre hele interval-

let I. Dermed er den f@glgende entydighedssztning bevist:

IR

Lad 0 € R x Vh vere &ben, og antag, at f:0 - Vh er kon-

tinuert og opfylder en lokal Lipschitzbetingelse i § med hen-—

syn til x € vV, ligeligt i t € R. Da_vil to lgsninger o(t) og

¢(t) til differentialligningen Dx = f(t,x), som er definerede

i_samme_interval og som stemmer overens for en vardi af t i

dette, vere identiske.
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fvelser til kap. I, § L.

Om funktionen f : w—>Vm, hvor @ er en &ben delmzngde af Vn,
forudssttes, at hvert punkt i w har en omegn, i hvilken f
opfylder en Lipschitzbetingelse., Vis, at f opfylder en Lip-
schitzbetingelse i hver kompakt og konveks delmengde y af we.

u/jtg X2> af w =

Vis, at afbildningen (X1,X2) - (|x1—x22|,x1
R x ]-tw,iw[ ind i R? opfylder en lokal Libschitzbetingelse
i w.

Lad (S,dist) vare et fuldstendigt metrisk rum. En afbild-

ning & : S » S kaldes en kontraktion, hvis der findes en

positiv konstant k ¢ 1, adledes at
dist(e(p),e(q)) ¢ k dist(p,q)
for hvilkesomhelst to punkter p,q € S. Vis, at enhver kon-
traktion af S har et og kun eet fikspunkt. (Betragt for et
vilkarligt valgt punkt p € S fglgen @i(p), iekl,)
Lad £(t,x) vere en kontinuert afbildning af en &ben mangde
a g-h X Vn ind i Vn’ som opfylder en Libschitzbetingelse
med hensyn til x ligeligt i t i den ved (7,£) € 0 og a > O,
B > O bestemte mangde I (jfr. teksten). Med y betegnes
{x | llxz-€ll ¢ B} c V. For et afsluttet interval
J c [T—a,f+a] betragtes det fuldstendige metriske rum
(SJ,dist) bestéende af alle kontinuerte afbildninger
@ + Jd - vy med
dist(g,y) = supllg(t) - @(t)
tcd

|
Vis, at der findes et tal " > O, sdledes at den ved

«t
3(p) = & +/£(t,se(t))dt, te g, = [ra",ra],
T

bestemte afbildning ¢ : Sy - SJ. er en kontraktion af
) o}
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T

5,

(SJb,dlst).
Benyt dette til at bevise en eksistens—- og entydighedssat-

ning for differentialligningen Dx = £(t,x). (De_sukcessive

approksimationers metode, £. Picard, E. Lindelof.)

Benyt de sukcessive approksimationers metode (jfr. ¢v. 3)
til at finde den l@sning (¢1(t),¢2(t)) til differentiallig-
ningssystemet
DX,l = X5
DX2 = X1,
for hvilken (¢1(o),¢2(o)) = (1,0). (s=t
(901,0(13)’ @Q,O(t)) = (1,0)
og definer induktivt
t t
(94 et (8392 g (8) = (1 4 soz,n(S)dS,/ oy n(s)ds),
0 ‘0
og beregn (@1,n2¢2,n>~)
Vis, at alle reelle lgsninger til differentialligningen

D°x = -sin x + a(t), hvor q:R » R er kontinuert, er de-

finerede i hele R, og at der for hvert talsat (1,50,51)

findes en og kun een 1lgsning ¢(t), for hvilken ¢(T) = fo

og Dp(7) = Eq-
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§ 1. Homogene linezre differentialligningssystemer.

Et differentialligningssystem
DXi=fi(t,X1,..-,Xn), i=1’ooo,n
siges at vere lineert, hvis de hgjre sider er fgrstegradspoly-

nomier i XyseoesXpy hvis de alts&d har formen

n

fi(t,x1,...,xn) = }Z‘pij(t)xj+qi(t), i = 1,s00,n,

=1
hvor pij(t) og q;(t) er givne funktioner af t. I stedet for den
tidligere brugte vektorbetegnelse er det her hensigtsmessigt at
indfgre matricer. Saettes

P=(2y5)i,521,00um
og skrives sattene (x1,...,xn) og (q1,...,qn) som sgjler §| og
gl, kan differentialligningssystemet skrives som matrixligningen
Dzl = E(t) §|+gl(t).

Det forudszttes, at funktionerne pij(t) og qi(t) er defi-
nerede og kontinuerte i det samme (begransede eller ubegransede )
interval. Har dette interval et venstre endepunkt a, som til-
hgrer det, udvides de navnte funktioner ved at smtte pij(t) =
Pij(a)’ qi(t) = qi(a) for t ¢ a. Tilsvarende defineres de for
t > b, hvis intervallet har et hgjre endepunkt b, som tilhgrer
det. Man kan derfor antage, at det interval J, hvori funktionerne
er definerede og kontinuerte, er ébed; Det linemre differential-

ligningssys tem siges at vere homogent, nar g|(t) = gl for alle

t € J, ellers inhomogent.

Med de i eksistenssztningen brugte betegnelser (side I,3,4)
er her = J x% Vh, hvor Vh er R% eller Cn. For 7 € J og

él €V, vil den ved de posi%ive tal o og B bestemte mangde I' for
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hvert 8 > O vare indeholdt i 0, nir blot [r-a,7+n] c J. Da de
givne h¢jre sider ¢jensynlig er kontinuverte i Q, kan eksistens-
s@tningen anvendes. Nar (¢,§|) € N er givet, kan der altsi af-
grenses et interval omkring 7, hvori der eksisterer en lgsning
gl(t), for hvilken g|(T) = gl.

Lad I vere et begrenset og afsluttet delinterval af J, og

set

L(I) = n maxfmax{|p; ()]} | 1,3 = 1,.00m)

Da fas for (t,gf),(t,gr) € IxV, at

HP(t)xT - P(t)x|u = HP(t)(xI - zi)“
= max (t (x"—x') i =1,00eyn
17 s 15 2]
n
{ max {2_ Ipij(t)l |xg—x5| ‘ i= 1,...,n}
5=1
¢ Oz -zl

Dette viser, at differentialligningssystemets hgjre sider op-—
fylder en Lipschitzbetingelse med hensyn til gl ligeligt i t,
og dette i mangden I x V_. Entydighedssatningen (side I,L,4)
kan &l tsd anverdes. Der gar fglgelig kun een lgsning gennem et

givet punkt (¢,§|) € N.

Enhver legsning til et linemrt differentialligningssystem

Dél = g(t)gl + g'(t), hvor P(t) og gl(t) er definerede og kon-

tinuerte i et (begraznset eller ubegrznset) dbent interval J,

¥
eksisterer i hele intervallet J.

Beviset herfor vil i denne paragraf kun blive fort for
homogene systemer. For inhomogene vil det fremgd umiddelbart
af en metode til bestemmelsen af lesningerne ud fra lesningerne

til det tilsvarende homogene system. Denne metode omtales i den
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f¢lgende paragraf.

Lad [7¢,T], hvor T > 7, vare et afsluttet delinterval af J,
og lad L(I) vere den som ovenfor bestemte Lipschitzkonstant for
et vilkadrligt og begranset interval I ¢ J, som omslutter [T,T].
Med r betegnes det mindste positive hele tal, som er stgrre end
eller lig med 2L(I)(T-7z). Intervallet [z,T] inddeles ved dele-
punkter

T=TO<T1<..-<Tr_1<Tr=T
i r lige store intervaller. Hvert af disse har da l®ngden
(T-7)/r ¢ 1/2L.

Er nu gl(t), t € [7,T], en 1gsning til differentiallignings-
systemet, sattes

gl(fﬁ) = élp ’ 0 = 0,1500e,r.
Foruden lgsningen g|(t) betragtes lgsningen ﬁl(t) = gl ,
som Jo eksisterer i1 hele intervallet. Pa hvert af intervallerne
[+ _1,Tp] kan da uligheden (%) (side I,4,4) anvendes, nemlig

p
med

€= E)pm1 = glpg)y n= gy () =
Den udsiger da, at der for glp = gl(r ) gzlder

o
L]

P
”Zglp” é 2”@'[0—1 ” L p = 1,00.,:['0
Ved induktion sluttes heraf, at
llg) (DI = g0l ¢ 27l oll = 27l (1.

Iiet r ¢ 2L(I)(T-7)+1, fas

Hg'(T)H < 22L(I)(T-T)+1Hg|(r)|.

P4 samme mdde vises, at der for T < 7, [T,7] ¢ I gélder
2L(I)(z-T)+1
oy ()] ¢ MDDy

Disse to uligheder sammenfattes til

oy (I g 2HENETI+ e (o), 7€ I

g'(T)
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Antag nu at eksistensintervallet for den betragtede lges-
ning g| ikke var hele intervallet J, men havde for eksempel
et hgjre endepunkt b € J. I dette punkt b selv kunne lé@sningen
da ikke eksistere, idet det ellers var muligt at fortsaztte den
ud over b ifglge cksistenssetningen. Af den beviste ulighed
fglger, at der findes et tal K, siledes at Hgl(t)n < K for
T ¢ t < Db. Hele 1gsningen for t > 7 ville f¢lgelig tilhgre den
kompakte delmangde

{(t,§|) | te [z,06] A Izl ¢ K3

af . Dette strider imidlertid mod en tidligere vist seztning
(1,$ L4L). P4 samme mide vises, at det interval, hvori lg¢sningen
ek sisterer, ikke kan have et venstre endepunkt a, som ligger
inden for J. Dermed er beviset for sztningen afsluttet.

En differentialligning af n-te orden

D% = £(t,%,DX,.e0,D %)

siges at vere linear, hvis f(t,x,x1,..,,xn_1) er et fgrstegrads-
polynomium 1 de variable XyXyseno, Xy 4o En sadan differential-
ligning har altsa formen

D% = pn_1(t)Dn—1x + eoe + 0 (DX + p(t)x + q(t),
hvor funktionerne po(t),...,pn_1(t),q(t) er givne. De forud-
settes at vare definerede og kontinuerte i et &bent interval J.

Ligningen er ensbetydende med det linezre differentiallignings-—

system
Dx = x1
Dx1 = x2
DXy o = ¥y
DXp_g = Bo® FPyXy 7 oeee TPy g%y Y O

med de tilh¢rende matricer
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Den lineszre differentialligning siges at vere homogen, hvis

g(t) = 0 for alle t € J, ellers inhomogen. Dette er ensbetydende
med, at det tilsvarende differentialligningssystem er henholds-
vis homogent eller inhomogent. Af den ovenfor beviste saztning
fglger, at hver lgsning til den homogene differentialligning

af n—-te orden eksisterer i hele intervallet J.

Lgsningerne til et linezrt homogent differentiallignings-

system
px, = P(t)x, , t e J,

bestiende af n ligninger med n ubekendte funktioner danner et

n-dimensionalt vektorrum.

Bevis: Det er klart, at hvis gl og g‘ er lgsninger, vil
ogsa gl + £| vere en lgsning. Endvidere ses, at hvis gl er en
lgsning og a et tal fra det tallegeme R eller C, som er lagt til
grund, vil agl ogsd vere en l@gsning. Dette viser, at lgsningerne
udggr et underrum i vektorrummet af alle afbildninger af J ind
i Vn' Er nu v et tal i J ogf§|1,...,§|n linexrt uafh®engige vek-

torer i V_, vil lgsningerne Qg 7012 p? for hvilke gIU(T) =
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§lv, v=171,.0e,n, vere linezrt uafhzngige; thi en for alle t € «
gyldig egentlig line®r relation imellem dem matte specielt gzl-
de for t = 7, altsd besta mellem §'1,...,§In, i strid med disse
vektorers linezre uafthangighed. L@gsningsrummets dimension er
altsd mindst n. At den ikke kan vazre stgrre end n, ses saledes:
Lad gl vere en vilkarlig lgsning. Idet §|1,...,§In danner en
basis for V_, har sgjlen QI(T) en fremstilling
QI(T) = c1§|1 + eee + Cn§|n’

hvor ¢, ,+..,c  er reelle (komplekse) tal. De to l@gsninger Q'(t)
og 01@'1(t) + eee + cn@|n(t) stemmer alts& overens for t = 7.
Ifglge entydighedssatningen stemmer de da overens for alle t € J
Dette viser, at lgsningerne @|1”“’9|n danner en basis for 1lgs-
ningsrummet. Dermed er satningen bevist.

Anvendelse pa systemet, der er ensbetydende med en homogen
line®r differentialligning af n-te orden, giver fglgende: Til

hver lgsning ¢ svarer en sgjle

og alle disse sgjler udggr et n-dimensionalt vektorrum., Heraf
kan sluttes, at lgsningerne ¢ selv udggr et n-dimensionalt vek-
torrum, nemlig et underrum i vektorrummet af alle funktioner
fra J til R eller &. At lgsningerne danner et vektorrum, er
klart, og er lgsningerne PrsesesP, linezrt uafhengige, vil de
tilhgrende sgjler selvfplgelig ogsé vere det. Dimensionen af
lgsningsrummet for differentialiigningen af n-te orden kan alt-
sd ikke vare stgrre end dimensionen n af systemets lgsningsrum.
Omvendt, af en egentlig linear relation

c1§01(t’) T oeae F CI.QOI,(t) = O! t € J!
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mellem lgsninger til differentialligningen af n~te orden fés

ved differentiation linesre relationer med de samme koefficien-
ter mellem lgsningernes afledede til og med den (n-1)-te, hvil-
ket viser, at de tilhgrende s¢jler er linezrt afhengige. Dermed

er vist: L¢gsningerne til en homogen linear differentialligning

aff n—-te orden udggr et n—-dimengionalt vektorrum.

Sgjler @|1(t)""’9|r<t) af funktioner, der er definerede
i samme interval J, kan vere lineert uafhengige, skgnt de for
hvert enkelt t € J er linezrt afhzngige. Det sidste betyder Jjo
blot, at der findes en egentlig linezr relation med koefficien-
ter,der kan afhznge af t, og dette kan vere tilfszldet, uden at

der findes en egentlig linemr relation med konstante koefficien-

(cos t sin t
0 0

mogent lineazrt ligningssystem D§| = Egl, forholder det sig imid-

ter; cksempel: ). Er sgjlerne lgshinger til et ho-

lertid anderledes. Er nemlig

C1§_(_)|1(T) + ee. + Cr@'r‘("[) = 9
en egentlig linear relation mellem lgsningernes verdier for den
ene verdi t = 7, vil lgsningen
for t = 7 stemme overens med nullgsningen og altsd ifglge enty-

dighedss®tningen vere identisk med denne. Dette viser: Lgsninger

til et homogent lineart differentialligningssystem er linemrt

afhengige, hvis deres vaerdier for en enkelt verdi af den uaf-

hzngige variable er lineazrt afhangige.

Sammenfattes sgjlerne 9|1(t)""’@|r(t) til en (n x r)-ma-
trix §(t), udsiger matrixligningen
Dg(t) = B(t)2(t),
at hver af sgjlerne er en l¢gsning til det homogene line=zre dif-

Terentialligningssystem D§] = Px,. Matricen ¢ kaldes da for en
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lgsningsmatrix til systemet. Multipliceres matrixligningen fra

hgjre med en konstant (r x s)-matrix C, fis

p(gg) = P2g,
hvilket viser, at (n x s)-matricen ¢C, hvis sgjler er linearkom-
binationer med konstante koefficienter af sgjlerne i §, ogsé er
en lgsningsmatrix (i overensstemmelse med, at lgsningerne dan-—
ner et vektorrum). En (n x n)-lgsningsmatrix ¢, hvis sgjler er
linesrt vafhangige, altsd danner en basis for lgsningsrummet,

kaldes en fundamentalmatrix for systemet. Af det ovenfor viste

fglger, at en saddan er regulsr for hver vardi t € J, og omvendt
g@lder, at en (n x n)-lgsningsmatrix, som er regulzr for mindst
een verdi af t, er en fundamentalmatrix. Heraf sluttes videre,
at hvis ¢ er en fundamentalmatrix og C en konstant regular
(n x n)—matrix, vil gg ogsa vare en fundamentalmatrix. Ifglge
eksistens—- og entydighedssaztningen findes der en og kun een fun-
damentalmatrix, som for et givet ¢ € J er 1lig med en vilkarlig>
given reguler matrix. Er nu ¢(t) og ¥(t) to fundamentalmatricer,
vil g(t)g—1(f)g(r) for t = 7, altsd for alle t € J stemme over-
ens med ¥(t). Dette viser, at hver fundamentalmatrix ¥ kan fas
ved hgjremultiplikation af o] med en konstant regulsr matrix,
nemlig C = §—1(T)g(w).

Lad ¢(t) vare en (n % n)-lgsningsmatrix, for hvilken (<) =
&, hvor & er en given konstant (n x n)-matrix. Determinanten

f @ kan da beregnes pa fglgende madde: Man har

v

D(det @) = D det(p, _se--r0, )

n
= ydet(@1—"...,'(—91—1-’])@1—,@14—1—,.."'(_Qn-*).
i=1
Nu er rakken Do, . i matricen D@ " 1lig med den i-te

regkke i P®, al ts& 1lig med ;. %> hvor R;- betegner den i-te rakke
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i matricen P, og man har

N n
R;.8 = <2L pij¢j1""’}j Pij¢jn> =

J=1 3=1

Pijgj_
1

TP

Denre ra&kke er altsd linearkombination af rakkerne i §. Indsat
for Dg; 1 determinamten 1 ovenstiende sum kan den erstattes med

P;ijQ > idet subtraktion af

P3421- % ¢o0 T P33 4@59- T Piip@ipg- T oc0 T Pigln-

),
ikke @ndrer determinaten. Man far altsé

n
D(det g) = Ej sy det & = tr P det ¢.

i=1
Lgsningsmatricens determinant tilfredsstiller fglgelig den homo-—
gene linezre differentialligning
Dy = tr E Yo

Den lgsning til denne, som for t = 7 antager vardien det

N7
AT )

[}

L}

t
det ¢(t) = det g exp / tr g(s) ds, T,t € J.

T

Heraf ses, at en (n x n)-lgsningsmatrices determinant enten er
0 for alle t € J eller forskellig fra O for alle t € J. (Dette
kunne ogsa sluttes af det, der blev vist ovenfor om den line®re
afhazngighed af lgsninger.) En (n x n)-lgsningsmatrix er en fun-
damentalmatrix, hvis og kun hvis dens determinant er forskellig
fra O,

Anvendt pa det linezre differentialligningssystem, der sva-
rer til den homogene linemre differentialligning
1

DnX =D Dn—

n—1 X + sae + p1DX + PoX

af n—-te orden, giver dette fglgende: Er PgseeesPy lgsninger, vil

disses Wronski-determinans
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(p1 ¢ s 0 gon
]}/)1 e 00 DgDn
W(§D1,oao,(pn) = '

.

o n=-1
D §D1 o-‘D (pn

vere en funktion af t € J, som tilfredsstiller differential-
ligningen

DW(¢15'--y¢n) = Py W(¢13'°°’¢n)r
idet nemlig her tr P = Py (se side 11,1,5). For den til t
svarende verdi af W fis altsa

L
W(¢1”°"¢n)(t) = W(¢1"°',¢n)(T) CXp / Pn_1(S)dS.

En basis for l¢sningsrummet, altsa et sat af n linezrt uaf-

hangige lgsninger @1,...,¢n,kaldes et fundamen talsat for dif-

ferentialligningen af n—-te orden. Ngdvendigt og tilstrakkeligt
for, at n lgsninger danner et fundamentalsat, er, at deres
Wronski-determinant er forskellig fra O.

Er @ en (n x r)-1gsningsmatrix til det homogene linezre
different ialligningssystem D§| = £§| og § en konstant (n x n)-
matrix, vil gg i almindelighed ikke va@re en l¢sningsmatrix til
det samme system. Ved venstremultiplikation af Dg = Bg med §
fas D(§g) = SPg. Under forudsztningen af, at § er regulsr, kan
dette omskrives til

D(sp) = 828" (82),
hvilket viser, at §2 er en lgsningsmatrix til systemet

Dx, = §E§_1§ . Omvendt, hvis ¢ er en lgsningsmatrix til dette
1

===

¢ vere en lgsningsmatrix til det oprindelige.

system, vil 8
Dette kan benyttes til en forenkling af integrationen af syste-
met Dé = Eél, dersom det er muligt at finde en konstant regular
matrix S, séledes at §£(t)§—1 er simplere end P(t). Nar g(t)

er en 1kke konstant funktion af t, vil dette almindeligvis ilke
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vere tilfzldet. Men nér matricen P er konstant, kan der opnés

betydelige forenklinger (jfr. § 3). Fremgangsmiden kan opfattes

som en koordinattransformation i rummet Vh med koordinattrans--

formationsmatricen S.
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@velser til kap, II, & 1.

Om den komplekse (n x n)-matrix P(t) forudsazttes, at den er
en 1 et interval J kontinuert funktion, der er begranset
(i den forstand, at alle dens elementer er begransede funk-

tioner fra J til C). Vis, at der for hver lgsning 2| til det

homogene linesre differentialligningssystem le = E(t)§|
gelder

Dlg_gey) =~“§éyl(£(t)+3§*(t) )| >
hvor P* = E' er den til P konjugeret komplekse og transpo-

nerede matrix.
Den Hermitetk symmetriske matrix P(t)+P*(t) har lutter reel-

le egenvardier. Lad “max(t) og (t) betegne henholdsvis

Hmin
dené stgrste og den mindst af dem, og sat

M = i‘lelg- #max<t), m = ?t;Eng umin(t)a

Vis, at der for hver lgsning @‘ og t,te€ J, v < t, gaelder
M( t—7)
’

ey (™ ) ¢l ()11, < gy ()il
hvor ”Q|”22= §_@|.
Det forudszttes nu, at P(t) = p(t)E + 8(t), hvor p(t) er en
kontinuert funktion fra J til R og §(t) er kontinuert i J
og Herr-tegk skavsymmetrisk (S' = -8). Beregn ”Q|(t)”2 son:
funktion af t, idet @|(T) = £) tenkes givet.
Fksempel : Dx1 = X,co08 t - Xzsin t

Dx

x,8iln t + xzcos t.

2 1
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Lad p(t) vere en kontinuert funktion fra R til R. Man betrag-
ter differentialligningen D°x = p(t)x.

a) Forudset, at p(t) > O, men ikke identisk 0, for t € R.
Vis, at hver fra nullgsningen forskellig 1lgsning ¢(t) hgrer
til een af fglgende tre typer: 1) ¢ er strengt monoton og
antager alle reelle vardier; 2) ¢ er strengt monoton, har
fast fortegn, og |p(t)] » = for t - « eller for t - =w;

3) ¢ har enten eet positivt minimum eller eet negativt maxi-
mum, og |p(t)]| - ~ for t 5w 0g t » ~=.

%b) Forudsat, at der findes et tal k > 0, shledes at p(t) ¢
—k2. Vis, at hver 1l¢gsning ¢ har uendelig mange nulpunkter,
nemlig mindst eet i hvert interval af l&ngden é/k. (Velg et
vilkarligt tal = € R, antag, at ¢(z) = & > 0 og Dp(7) =

§1 < O for en lgsning ¢, integrer differentialligningen fra
T til t > 7, benyt, at ¢ er konkav i [z,t], s&fremt ¢ > O

i dette interval, og integrer endnu en gang.)

Lad p(t) og q(t) vere kontinuerte funktioner fra et interval
J til R, og lad o vare et reelt tal forskelligt fra O bog:
1. Om "Bernoulli's differentialligning"
Dx = p(t)x + q(t)x* , Q=JxR,
gelder da fglgende: Der findes en linesr differentialligning

1o er en l¢gsning til denne,

af fgrste orden, siledes at ¢
nar ¢ er en lgsning til Bernoulli's lignhing. Bevis dette.
Hvis g er et positivt rationalt tal med ulige nezvner, kan
velges 0 = J x R for Bernoulli's ligning. Unders¢g, hvor-
ledes dennes l¢sninger da kan bestemmes ud fra den lineazre
lignings lgsninger, og for hvilke g entydighedssatningen kan
anvendes.

Eksempler: Dx = ~x—x_1, (1—t2)Dx = tx—txz, Dx =

3t—1x+3t—1x2/3.
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L.

5.

Differentialligningen

xD°x - (Dx)2 + axDx + bx° = o,
hvor a og b er givne reelle tal, opfylder i m@ngden 9 =
R x (R\fo]) x R eksistenssztningens og entydighedssztningens
forudsatninger. Vis, at hver positiv 1l¢sning ¢ kan skrives
pé formen exp ¢, hvor ¢ er en lgsning til en linexr 4if-

ferentialligning. Find derved samtlige lgsninger til den

givne differentialligning.

Angiv den mest omfattende delmzngde af RB, i hvilken 4if-
ferentialligningen

txDPx = 2t(Dx)2+axDx,
hvor a er et givet reelt tal, opfylder eksistenssztningens
forudsatninger. Vis, at hver fra O forskellig l¢sning ¢
kan skrives pa formen 1/y, hvor ¢ er en lgsning til en 1i-
near differentialligning. Find derved samtlige l@gsninger
til den givne differentialligning.
Find endvidere den lgsning ¢, for hvilken ¢(1) = 1, Dp(1) =

1, og bestem dens eksistensinterval.
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6.

rettelser til ¢v.1-2

Lad der vare givet komplekse tal B seecy e Bestem den (kom-

plekse) fundamentalmatrix for differentialligningssystemet
vazavxv, v=1,aao,n,

som for t = O er 1lig enhedsmatrix.

Lad A vare en konstant kompleks (n x n)-matrix. Vis, at dif-

ferentialligningssystemet

Dg__{ = Ax

har en l¢sning af formen glexp At, hvor A er et komplekst
tal og gl en spjle bestaende af komplekse konstanter.
Angiv en fundamentalmatrix for systemet under forudsatning
af'y at der eksisterer en konstant matrix S, sAledes at
§§§—1 er en diagonalmatrix.

Eksempel:

W O

(53

Vis, at matricen exp(td), t € R, hvor A er en konstant (kom-

oF O

3
0]
L

pleks) (n x n)-matrix, er en fundamentalmatrix for diffe-

rentialligningssystemet D§| = égl. (se AG III,16,¢6v.9.)

Rettelser.

@velse 1: Linie 7 l®s ¢ i stedet for QI til hgjre for =.

s 2 2 .
Linie 8-7 f.n. las ”gl(T)”2 R “gI(t)”2 , “QIUZ2 i stedet

for “gI(T)”z! “gl(t)”29 ”£|H2.

Pve.2:Linie 8-9 lms '"een positiv minimumsvardi eller een negativ

maximumsverdi'" i stedet for "eet positivt minimum ...".

Linie 12 1l®s L/k i stedet for 2/k.
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§2. Inhomogene lineare differentialligningssystemer.

Lad D¥| = g(t)¥|_+ g'(t), t € J, vare et inhomogent diffe-
rentialligningssystem, hvor (n x n)-matricen P og (n x 1)-ma-
tricen gl er givne kontinuerte funktioner i det abne interval
J. Det blev pastaet ovenfor, at alle systemets lgsninger eksi-
sterer i hele intervallet J. Dette vil nu blive vist, idet lgs-
ningerne angives eksplicit, udtrykt ved en fundamentalmatrix

til det tilsvarende homogene system Dg = Eg

Man s@ger en lgsning Q+(t) til det inhomogene system af
formen g(t)gl(t), hvor @ er en fundamentalmatrix til det homo-
gene system og gl(t) en s¢jle bestiende af funktioner, som er
differentiable i J. (Hvis gl er konstant, fas, som vist i $1,
en lgsning til det homogene system.) Om en s&dan sgjle gl(t)
findes, kan naturligvis ikke vides p3i forhé&nd. Men hvis den

findes, ma der gzlde

1K
1o

+
o

v}
P
=)
no
T
i
)
I

N
)
=
g
+
7Y
W)
P
1
g
e
"o
+
11
w)
ne

altsd ngl = gl(t),

De| =2

ife

l [
Idet fundamentalmatricen @ antages kendt, og gl er givet, star

der pa hgjre en s¢jle, som er en kendt funktion af t € J.

Som de eneste sgjler gl(t), som kan opfylde de stillede krav, fés

t
o (®) =y + [ a7 (s)g(e)as,
. = 2
hvor den konstante sgjle XI = 9|<T) kan foreskrives vilkarligt.

Disse s¢gjler er @gjensynlig differentiable i hele intervallet J.
De eneste sgjler @g', som kan vare lgsninger til det inhomogene

system er feolgelig

b -
(+) ¢ (6) = 2(0)y) + 2(v)[ 27 (e)g, (o)as,
T
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Nu er det let at verificere, at alle disse s¢gjler virkelig er
l1gsninger. Ved differentiation af hgjre side fas nemlig

b~ -1
pe(ty)) + (02)[ ¢ (2)g (2)as + 2(0)g™ (1) (¥)
T

t .
P(t)g(t)y) + (e8] ¢7 (o)g (s)as + g ()
T

i

P(t)g (t) + g (t).
Dermed er fundet uendelig mange lgsninger til det inhomogene
system. Blandt disse findes der en, der for t = 7 antager en
vilkarlig opgiven vaerdi QI, nemlig den med zl = 2—1(T)Q|n Ifglge
entydighedssatningen findes der kun een sadan l¢gsning. Det
fundne udtryk (%) fremstiller altsi samtlige lgsninger til det
inhomogene system. Specielt ses heraf, at alle lgsninger eksi-
sterer 1 hele intervallet J, som pastaet.

Det andet led i l¢sningsformlen (%) er den lgsning til det
inhomogene system, som er 1lig g for t = 7, og det fgrste er en
l1gsning til det homogene system. Lader man ¥| gennemlgbe Vﬁ,

vil %Z{ gennemlgbe samtlige l@gsninger
til det homogene system, da ¢ er en fundamentalmatrix. Heraf

sluttes:

Samtlige l¢gsninger til det inhomogene linezre differential-

ligningssystem Dy' = Py + gl fas ved til een af dem at addere

samtlige lgsninger til det homogene system Dgl = Eg . Med andre

ord, l¢gsningsmangden for det inhomogene system er et sideunder-
rum, i vektorrummet af alle afbildninger af J ind i Vn’ til
1gsningsrummet for det homogene system. Dette indses ogsé let
direkte som ved linezre ligningssystemer: Adderes en lgsning
til det homogene system til en lgsning til det inhomogene sy-

stem, fas igen en lgsning til det sidstnzvnte, og differensen
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For den lgsning

Vo

Dy
0

g'o = E

n-1
D wo

til systemet, for hvilken
n—1

¢O(T) = D¢O(T) = e = D

giver dette

¢O(T) = 0,

%
£|o(t) = g(t)./ @ln(s)q(s)ds,
T

altsd for det fgrste element ¢O i s¢gjlen ﬂlo’ som Jo er den til-

svarende lgsning til (#=x),

n
¢o(t) = X(-1)n+i¢i(t)/t' W(¢1,...’¢i—1’¢i+1““’¢n)(8) a(s)ds.
J=1 T

WGy seens0,)(5)

Wronski~determinanten i nzvneren kan erstattes med det i § 1
fundne udtryk for den. Den lgsning ¢ til (**), for hvilken

g(z) = n, DY(z) = Nys eee ’Dn_1‘l’(’77) = MNp-1°?
hvor NsNysesesNyy ©T givne tal, fas ved til ¢o at addere den
lgsning ¢ til den tilsvarende homogene ligning, som opfylder de
samme betingelser for t = <,

Den beskrevne mdde at bestemme lgsningerne til et inhomo-
gent linesrt differentialligningssystem p& ud fra en fundamen-
talmatrix for det tilsvarende homogene system kaldes de arbitre--

re konstanters variationsmetode. Den kan ogsaé anvendes direkte

pa4 en inhomogen linesr differentialligning (%%) af n~te orden.
Er @ 500050, et fundamentalset for den tilsvarende homogene lig-
ning, sgger man at bestemme n gange differentiable funktioner
c1(t),...,cn(t) sdledes, at

p(t) = cy(t)o, (t) + oo + c (t)o (t)
bliver en lgsning til (%%). Funktionerne C1""’Cn underkastes

n-1 yderligere betingelser.
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Pvelser til kap. III, § 2.

1. Bestem den fundamentalmatrix g(t) for differentiallignings-
systemet Dx,| = X5, Dx2 = X,, som for t = 0 er 1lig med en-
hedsmatrix. Find dernazst den lgsning (¢1(t),¢2(t)) til daif-
ferentialligningssystemet

Dx = X +t2 3

1 2 (t,x1,x2) € R

sz = x1 + 1

for hvilken ¢1(C) = -1, ¢2(O) = 2.
2. Lgs differentialligningen

D°x + Lx = sin at (t,x) € R x R,
hvor a er et givet reelt tal.

5. Anvend de arbitrzre konstanters variationsmetode direkte pa

differentialligningen

D°x = p,y (£)Dx + pg(t)x + a(t),

hvor P,sPysQ €T givne, i et interval J kontinuerte funktioner.
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6.

I

rettelser til gv.1-2

Lad der vzre givet komplekse tal Bpyeecsdp e Bestem den (kom-

n
plekse) fundamentalmatrix for differentialligningssystemet
va = avxv, V= 1,600,

som for t = 0 er 1lig enhedsmatrix.
Lad A vare en konstant kompleks (n x n)-matrix. Vis, at dif-
ferentialligningssystemet

Dx| = AxX
har en lgsning af formen g'exp At, hvor N er et komplekst
tal og gl en sgjle bestdende af komplekse konstanter.
Angiv en fundamentalmatrix for systemet under forudsatning
af', at der eksisterer en konstant matrix S, sAledes at
sas™! er en diagonalmatrix.

Eksempel:

) -

O J
)y t € R, hvor A er en konstant (kom-

oW

=

= (-
\
(t

0
-3
0
Vis, at matricen exp(tA

pleks) (n x n)-matrix, er en fundamentalmatrix for diffe-

rentialligningssystemet D§l = égl. (Se AG II1I1,16,0V.9.)

Rettelser.

@velse 1: Linie 7 la@s ¢_ i stedet for QI til hgjre for =.

. . 2 2 2 .
Linie 8-7 f.n. las Hg'(T)H2 R Hgl(t)ll2 , ”2[“2 i stedet

ror g (v)ll» llgy (t)ll5s ligll5-

#v.2:Linie 8-9 las ''een positiv minimumsverdi eller een negativ

maximumsverdi" i stedet for "eet positivt minimum ...".

Linie 12 1l®s L/k i stedet for 2/k.
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