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!§.p. r. MC3ngder 9 afq,ildninger? relationer.,

§1. Indledende bemærkn~nger om matematisk logik.

For på utvetydig og koncis måde at kunne formulere de
udsagn, der udgør matematikken 9 indføres som bekendt et
stort antal tegn med nøje aftalt betydning. Men de logi
ske forbindelser mellem sådanne udsagn? de måder på hvilke
vi ifølge lovene for vor tænkning danner nye udsagn ud
fra andre, plejer man at udtrykke i sædvanlige ord. Blandt
de mange vendinger, der er i brug, kan nævnes~ "'~"'9

•• 'SJJ.,ler ••• , •.• gælder ikke ••• , •.•!ølger ~ ••• ,
••• al t.~å ••• , ••• mec1f0.!..~••• , •. '''§''~l1.f2betyden.9-,e meg..••• ,
••• det Jil:.__s.ige ••• , fo~ hver.t •••.gEalde~••• , §.er fin~•••
således at ... ~

I almindelighed fremgår en sådan vendings matematiske
betydning klart af dens brug i daglig tale. Dette i for
bindelse med, at sproget råder over flere måder at udtryk
ke den samrne mening på, gør sådanne vendinger velegnede
til beskrivelse af de skridt 9 der foretages i matematiske
beviser. I enkelte tilfælde kan der dog være tvivl om ven

dingens eksakte mening, Dette gælder især ordet "eller".
Et udsagn som "tallet a er lige eller et primtal" kan for
stås således ~ "a er enten et lige tal elle:c det el' et prim
tal, men det er ikke begge dele"? og udsagnet er da ikke
sandt for a:::2. Men udsafinet kan oe;så forstås såledee : "a
har mindst en af egenskabe~~ne a';, v&Jl'e et lige tal og at
være et primtal", og udsagnet vil da være sandt for a=2.
Skønt der i mange tilfælde ikke vil kunne opstå en sådan
tvivl, idet de to udsagn forbundet ved "eller" udelukker

hinanden, som f. eks. i "tallet a er positivt eller nega
tivt", er det i matematikken uomgc3ngeligt at prcacicere,
hvad der menes. Det har vist sig at være hensigts1~Jssigt

at holde sig til den anden af de nævnte fortolkninger, så
ledes at "eller" altid betyder "det ene eller det andet
eller begge dele"9 med andre ord "mindst en af delene".
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Skont maYl, r.>JE1 J.1C8C{:"lt, ved f.t8L1CJtLL:Lingen af E':l:temati

ske emner i regle . h3tjeJ::.8r sig 8.:f r:. oglige "(T,:'llc1j.nger

som de ovenfo:::, llf3vnte, har man fundet c~etnytt..Lt-"~ at

indføre tegn, som lC-'

er a -P "lc"c'nryy, r,!.T.(.~:J n'll eS }:' cJ.e2:'7AcT de13 J.: Jennlle E.eC.oe~j..L v L lC., cct.,- J. • ~.(, CA

matematiske s[Jt::'lill;,c;:;:' 0c:'; "::~Cj :Tlr:8LVJ::',.T,:, som fOl"L,lle:r.e[;

ved h~:',"'p af det; ::.:.nl.igt., sp.;'og ville VU3re omctc<3nde~

lige eller uoverskuel.i~e, i utvetycti~ og koncis form,

dels at kunne undersoge selve c.1e logiske fOl~binc.1eJJjers

10vmc3ssigheder og indbyn1es relationer med mateu.e:tiske

metoder. Dette sid ste sker i den ~mat~~1~__~i._~.t~_.loLL~~~.

Her skal kun omtales d elille s begyndelsesgrunde, 30~ gi

ver en nyttig insigt i de matematiske rU3sonnementers

logiske struktur.

Når der i c1et følgende tales om uc1sag~, tænkes pil

matematiske udsag::1 som f. eks. rl2 er storre end _1 11 ,

112 2309 _1 er et primtal", "der findes iTTationelle talfl,

"trekant ABC el" retvinklet 11, rlalle trekanter er lige

benede". Det foruc1smttes, at hvert af (b,sS e ud sagn 8r

enten sand t eller t~>l.[']~? men 5kke begge de le. Det kOJr.1

mer herved slet il;:ke 1':1:'.1 p€1, om vi er istand til at af

gøre, om et forelfl,3t udsagn i lfvil'}::e liglJoc1en l1 er sandt

eller falsk; fore løbig behø7el" vi e:'.lc1 ik1ce at tcmke på,

hvad "sanc1t lt og llfo.lr:,];:!1 i t~l"r:..nc1en lJetyder.

Ikke specificerede udsagn betegnes ved bogstaver el-

ler ved symboler so~rrJenGat af bogstaver og visse andre

tegn efter regler der angives i det følgende. Hvert ud

sagn kan og skal tænkes tillagt en Il sandhedsvordi fl ? nem

lig enten tf sand t" e llel~ tffals};:: Il •

Er p et udsagn? dannes e-:~ Dyt uc1,sagn, neG~ti01~.~ af

p, betegnet non p. (eller p), der er ialsk, når p er

sand, og serndt, L~~ ? eT falsk. Negationerne af de an

forte ekS8LlIJJ_cr på udsagn er; 1/2 el" ikke større end _1 1;,

2309"2 -1 el" ikke et primtal 1f
) Ilder findes ikke 11.0gen ir-

rationelle tal tf, tft:r8kant ABC er ikke retv:;_nklet 11, llik_

ke alle trekanter er ligebenede II. I sc.x1vanligt Sl):"og ud

trykkes negationen al t:=å ved hjD3J p af ol"clet flikka". AJ.-",

hvad vi behover at vide om cperatiGnen >,)n 9 el' imid18:r-



AG I 1 1 1 3 o

tid dens såkaldte sandhedstabel~

p non p

sandt falsk

falsk sandt

Man kan endvidere danne udsagnet non non p (eller P)1

som er sandt 1 når non p er falsk, altså p sandt, og som

er falsk, når non p er sandt, altså p falsko I en sand

hedstabel ville altså de to colonner svarende til p og

non non p ste~ne overens. Idet vi tillader os ved et .
lighedstegn at betegne, at de to udsagn p og non nonp

har samme sandhedsværdi for hvilket som helst udsagn,
kan vi altså skrive non non P= p_

Man siger at operationen iJnon fi er involutorisk.

Ud fra to udsagn p og q kan der dalTI1eS et nyt udsagn

betegnet pAq og kaldet deres konjunktion, som er sandt
når både p Qg q er sande, og ellers falsk. BeteV1er p

f. eks. udsagnet li22309_1 er et printal il og Cl udsagnet

"trekant ABC er retvinklet il, vil PAq være udsagnet

112 2309 -1 er et pri1Tltal og trekant ABC er retvinklet Il o

Sandhedstabellen for A kan skrives~

sand t sandt sanc1 t

sandt falsk falsk
_ ..................,.I>'~ ~_...._ .....-...._ ....._.-...."""""......

_~ls4J;j sandt _4fa~
falskt falsk!/falsk
~_jj ...."""""'.""" Td,,"","

Man overbeviser sig umiddelbart Oll, at der for kon

junktionen gE3lder den kommutative lov

P/" q=q".,\p

og at den er idempotent

P/\P=P·
Her som i det følgende benyttes lighedstegnet til

at ud trylcke at to sammensatte udsagn er samtidig sande

og samticlig falske, hvilke enkelte udsagn der end indgår

i dem, og hvad enten disse er sande eller falske. Dette
viser sig simpelthen derved, at de to sammensatte udsagns

sanc1hedstabeller stemmer overens.
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Endvidere ses, at PAnonp er falsk, hvad enten p er sandt

eller falsk. Et sammensat udsagn, der altid er falsk, hvad

enten de indgående enkelte udsagn er sande eller falske,
kaldes en ?elvmodsigelse eller abs~~Eitet. En sådan be

tegnes med ø, altså PAnonp=0.
Er p, q, r udsagn, kan man dalTIle udsagnene PA('lAX) og

(p~'l)Ar, hvor parenteserne har den velkendte funktion,

nemlig at angive, at det sa~nensatte udsagn i parentesen
er trådt i stedet for et enkelt udsagn. Det ses, at de to
novnte udsagn stemnler overens~ idet begge er sande, når

både p og Cl og r er s~nde, og ellers begge falske. For

konjunktionen gælder altså den associa~ive_J22, og paren
teserne kan udelades;

P/\( q,A,r) =(pl\q) /\r=pl\'ll\r.

Tilsvarende gDldel' for flere end tre udsagn. Specielt kun

ne :Elan danne PAP/I, •• •AP o Men alle dis se Ilpotenser II er ens,

nemlig lig p som følge af PAP=P, hvilket har givet anled

ning til dannelsen af ordet l1idempotent il •

Ud fra to udsagn p og Cl kan der dannes et nyt udsagn

betegnet pvq og kaldet deres disjunktion, S0111 er sandt,

når p~~ e Iler _SL er sandt, det vi l sige ~ når mindst et af ud

sagnene er sandt, og ellers falsk. Sandhedstabellen for v
kan skrives~

Ij
P q' pv'l
~-r--'--~=--!'---~..~'-

sandt sandt sandt

sandt falsk l sandt
~'-- ~._--,+........._-~,~,
falsk sandt sandt
~-~"''''''''''''''''''---Tl-'~~.

falsk falsk

Heraf sluttes umiddelbart, at der for disjunktionen'
gælder den kommutative lovg

pvq .- 'lvp,

og at den er ~~mpotentg

pvp ~ p.

Endvidere ses, at pvnonp er sandt, hvad enten p er
sandt eller falsk. Et sammensat udsagn, der altid er sandt,

hvad onton de indgående el~celte udsagn er sande eller fal
ske kaldes en tautologi. En sådan betegnes med e, altså

pvnonp :;;:: e,
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Også for disjunktionen gælder den asso~iative lov, så

at parenteser ved disjunktioner mellem flere udsagn er

overfløc1igez
pv(qvr) = (pvq)vr = pvqvro

Alle tre udsagn er sande, når mindst et af udsagnene p, q,

r er s c:md t , og ellers falske o

OperatiOl1erneA og v kan naturligvis kombineres på mang

foldig måde. Blandt de relationer 7 som består mellem sådan

ne kombinationer freml12ves de to distributive love z
pA(qvr) = (p~g)v(PAr)

pv( gAr) = (pvq)l\(pvr) ..

n1an overbeviser sig om deres gyldighed enten ved at gøre

sig indholdet af de fire udsagn klart eller ved at opstil

le sandhedstabeller for demo Det ses, at ligningerne frem
går af hinanden ved ombytning af tegnene A og v. Dette er

et specielt tilfælde af en almindelig lov, som vil blive

om.tal t nedenfor.
Af s~rlig interesse er kombinationerne af A og v med

non o Man har dualitetsloven~

non(PAq) = nonpvnonq)
non(pvq) ~ nonpAllonqo

Den første ligning udsiger nemlig, at udsagnet Hikke (p og g) II

er sand t når mindst et af udsagnene °ikkep II og II ikke g fl

er so'ndt, og O,t udsagnet flikke (p og q)" er falsk når
begge udsagn flikke pif og Hikke q" er falske o Tilsvaren-

de indses gyldigheden af den anden li~1ingo Begge bekræf-

tes også let ved hjælp af sandhedstabellero
Som specielt tilf@lde fremhæves

non0 ~ e, none = 0,

der udoiger henholdsvis, at det altid er sandt 7 at en mod

strid er falsk 7 og at det altid er falsk, at en tautologi

er falsko
Det ses, at de to dualitetslove er specielle tilfælde

O,f følgende almindelige rege1 7 der kan vises at være en

konsekvens af demz
Et ved hjælp af tegnene non. 1\ og v sammelll?.?-t udsagns

negation fås ved at erstO,tte de enkelte u~sagn2 der inc1

går_~e~~~ed deres negationer og samtidi~ at ombytte

tegr~e!\ og Vo
, .
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Som eksempel på reglens anvendelse udledes den anden di
stributive lov af den førsteg Denne anvendt på udsagnene

nonp, nonq, nonr i stedet for p, q, r giver

nonp/\(nonqvnonr) = (nonp/",nonq)v(nonpl\nonr).

For negationen heraf fås vod hjælp af reglen og med be
nyttelse af nOlu10np=p og de tilsvarende netop den anden

distributive lov.
Helt generelt kan det vises på samme måde, at enhver

ligning, der gC:Jlder mellem to udsagn, ved ombytning af

A og v (og dermed også ombytning af ø og e),går 'over i

f en ligning, der ligeledes er gyldig. To ligninger,der

fremgår 8f hinanden ved denne ombytning, siges at være

indbyrdes duale. Hele den "logiske algebraIl, baseret på

de hidtil indførte operationer forbliver 8åledes uæn-
)

dret, når man lader konjunktionen og disjunktionen byt-

te rolle. Man siger, at der gC:Jlder et duali tetspr,incip

i denne algebra.

En for matematikken særlig b.etydningsfuld forbindelse
mellem to udsagn p og q er implikationen, for hvilken

der findes en hel række sproglige udtryksformerg l1af
p følger gll, fip, følgelig q", "p,. altså g", "hvis p

gælder, da gælder også gli, i1 p medfører qf/, fip implicerer
q II, "p er en tilstrække lig betingelse for g li, il Cl er en

nødvendig betingelse for pli og flere andre. Meningen

er altid den salIDne, nemlig, at hvis p er sandt, da er

.9 også sandl-. Denne relation melle,,,udsagnene p og g

skrives
p ~ Cl·

Dens eksakte definition, det vil sige fasts~ttclsen af,

hvornår den betragtes som sand og hvornår som falsk,

sker simplest ved sanc1hedstabelleng

P l q l p =}q
, ....,.'4'....-= ..i--2-
sandt sandt sandt
snndt falsk falsk

"'....., - • ?

falsk sandt sandt---
fo.lsk \ falsk so.ndt

DGlIDe ses let at v@re identisk med sandhedstabollen
for nonpvq. Relationen ~kan nltså udtrykkes ved de



AG I? 1, 7.

tidligere indførte: p ~ q = nonpvq.
Heraf sluttes umiddelbart, at

p ~ q = nonq =7 nonp;
thi den sidste implikation er jo qvnonp

TIet er vigtigt at gøre sig klart, at når p =>q er
sandt og q vides at v@re sandt, kan man ikke slutte

noget om p; det kQn v@re sandt eller falsk. TIerimod kan

man slutte, at p Ol' falsk, når p ~ q Ol' sandt og q vides

at vu:31~e falsk.
TIet kum10 synes urimeligt og ste~ner vel heller ikke

helt med swQvanlig sprogbrug, at implikationen p ~ q

også betr2gtGEJ som et sand t udsagn, når blot p er falsk.

TIet er imidlertid i fuldkomwen ovorenssteJMlelse med den

måde, implikationen optr@der i matematikken. Et bevis be
står netop i efter matematikkens love at eftervise, at

hvis et vist udsagn p er sandt, da er et vist andet q det

også, og demLo eftervisning kan og bør også være rigtig,

når p er falsk ellol', S OrD. det sker vec1 indirekte beviser,
når det slet ikke vides på forhånd, om p er sandt,eller

falsk. Et direkte bevis for en s@tning forløber efter
fø 1gende skOTJla ~

det vides at
det oftervises at

Ji'oruc1sDtning ~

Bevis:

Konklusion:
TIette aflæses uDiddelbart af

p er sandt

p :fr 9. er sand t
q er sandt

sandhedstabellen for impli-

det vides at p er sandt

det eftervises at nonq::y nonp er

sandt

kationen.
Derimod forløber et indirekte bevis i sin simpleste form

således:

Forudsætning:

Bevis~

Konklusion~ q er sandt.

TIa nonp er falsk ifølge forudsætningen, afl@sos nemlig af

sandhedstabellen for implikationen, at nonq må VDre falsk

og følgelig q sandt. I stedet for nonq ~ nonp kan man

også eftervise nonq =i> r, hvor r betegner et ellerandet

udsagn, der vides at være falsk. Dette benytter man sig
hyppigt af til forenkling af indirekte beviser.
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BIDl'lc1t reglerne? der gælder for implikationeny nævnes

ø=}p=e y Pg e =e

i ord henholdsvis lion selvmodsigelse medfører et hvilket

somhelst udsagn ll og "et hvilketsomholst udsagn medfører

on tautologiflo
Endvidere er implikationen transitiv. Dermed Denes? at
udsagnet flhvis p Iaedfører q og q medfører ry do, vil p med

føre r II er altid sand t ? altså en to,utologi ~

( (p ~, q)/\ (q ~ r)) => (p => r) = e o

Negationen af et SE.1Jl1IJ18nSGt udsagn, hvori der indgår =;>
kan findes ved hjælp af don tidligere nævnte generelle

regel, efter at ••• ~.oo er erstattet med nonoo.vooo .
For eksempel

non( (p 7- q)Ar) = non( (nonpvq)/i r) = non( nonpvq) vnonr

=(pI\Honq) vr,

Hvis det for to udsagn p og q gælder, at p medfører q

og q medfører p, siges IIp og q er ensbetydende", "p og q

er ensgyldige", fip gælder hvis (når) og kun hvis (når)
q gC31der II y IIp er en nødvendig og tilstr<::2kkelig betingel

se for qfl eller lignende. Også vendingen op er ækvivalent

med q il er i brug~ her vil den iLlidlel"tid blive undgået i

denne forbindelse, da glosen li8Jkvivo,lent" hyppigt anvendes

i andre sannne~11-.1smg. For demle forbindelse mellem to ud

sagn indføres en kort betegnelseo Man definerer~

p (=) Cl = (p => q)1\ (q => p) o

Udsagnet p 4=) q betyder? at p og q begge er snnde eller

begge er falske. At der g<::21der = mellem to nf enkelte ud

sagn py q? 00' sammensatte udsagn, hvilket jo vil sige,

at de fer hvilkesollilelst udsagn p, qy '00 snmtidig er

sande og samtidig er falske? kOTImler altså ud på y at de

forbundet med <==) danner en tautologi o

Den logisko algebra i det hidtil beskrevne omfang til

lader on interpretation ved visse sin~le typer af elektri

ske netvC:3rko Et enkelt udsagn p repræsenteres ved et led

ningsstykke med en afbryder Py der tillader strøm? når p

ar sandt, 'og ikke tillader strøm? når p er falsk. Udsag

net nonp repræsenteres tilsvarende ved et lednings stykke
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tillader strøm, når og kun når p

udsagn repr[esenteret ved lec1nings

stykker med afbrydere P og Q,

repræsenteres p,q og pv~ ved de

to ledningsstykker forblu1det

henholdsvis i serie og parallelt.

Når der inden for et sammensat

ud tryk forekommer et samElCnsat
udtryk i parentes 9 tQnkes denne

først erstattet med et enkelt ud

sagn, og derlK0st i stedet for
det tilsvarende lednings stykke

indsat det net, der repræsente
res af udsagnet i parentesen.

Udsagnet p/\( qvr) , for ()ksempel,
tænkes først erstattet med P~S9

der repræsenteres ved et lednings-

stykke Bcd afbry&crene P og S i
serie, og dernæst insættes led

nigsstykkerno Eec1 afbryderne Q og R forbundet parallelt

i stedet fOl' ledningsstykket S. Forekommer et udsac;n p

flero gange i et sanmlensat udtryk, repræsenteres dot ved

et tilsv<:n~ende [U1tal afbrydere, der alle betegnes P og

tænkes koblet således, at de samtidig tillader strøm og

[:k~l;::~e_~-saLliiidig tillader stram. Forekommer afbrydere P og
p, skal disse tænkes koblet således 9 at den ene tillader

strøm, nål~ den anden ikke gør det. På denne måde kan et
hvert samrlensat udsagn repræsenteres ved et net. Når det

te forbindes ll1ec1 to poler med sp&ndil1gsfol~skel, vil der

løbe strøm, når og kun når udsagnet er sandt.
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De i begyndelsen nævnte eksempler på matematiske udsagn
falder tydeligt i to klasser. Dels er der udsqgn, der
udtaler sig om ganske bestemte, specificerede matematiske
ob j ekter: "2 er større end -1 ", 22309_ 1 er et primtal",
"trekant ABC er retvinklet", og dels er der udsagn, hvor
talen er om hele samlinger af objekter: "der findes irra
tionale tal", "alle terkanter er ligebenede". Udsagn af
den sidstnB3vnte art spiller en dominerende rolle i matema
tikken. Det er karakteristisk for dem, at de indledes med
vendinger som "(for) alle ••• ", "(for) hver(t) ••• ", "der
findes ••. ", "der eksisterer ••• ", "(for) mindst en (et) ••• ",
eller disses negationer. For at få et bedre indblik i

deres natur formuleres de to eksempler lidt mere udførligt:
(1) Lad b betegne en vilkårlig trekant. Hvert u er lige-

benet.
(2) Lad x betegne et vilkårligt reelt tal. Mindst eet x er

irrationalt.
Sætningerne ",~) er ligebenet II og liX er irrationalt" er i

og for sig ikke nogen udsagn, der er sande eller falske,
men de bliver det, hver gang der indsættes for den "varia
ble" .{.\ en bestemt trekant og for den "variable x et bestemt
reelt tal. Hver af dem står altså for uendelig mange udsagn.
Man kan kalde dem for "udsagnsfururtioner ".

Hvis der fandtes kun endelig mange trekanter .....;:11' d 2' ••• ,
~m og kun endelig mange reelle tal x 1 ' x2 ' ••• , xn ville
udsagnene (1) og (2) kunne skrives
(1.1 1 er ligebenet) A, (l\2 er ligebenet) /\ .'. /\

1\ (~) m er ligebenet)
(x1 er irrationalt) v (x2 er irrationalt) v ... v

v (xn er irrationalt).
Det ses, at "(for) alle ••• " eller "(for) hver(t) ••• "
står for en konjunktion af vilkårlig (Gndelig eller uen
delig) mango udsagn, og at "der eksisterer ••• " eller
"(for) mindst een (eet) ••• " står for en disjunktion
mellem vilkårlig (endelig eller uendelig) mange udsagn.

Man har indført særlige tegn, al tegnet V og eksistens
tegnet ':3 herfpr. Disse såkaldte kvantorer bruges på føl
gende måde g Efter V eller :3 skrives tegn for den eller
de "variable" objekter ofterfulgt af "udsagnsfunktionen"
(i reglon i parentes for at undgå misforståelser.
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Udsagnene (1) og (2) skrives altså
Vd (t.";, er ligebenet), x (x er irrationalt) ,

hvor det er underforstået, at .t'~~ betegner en vilkårlig
trekant og x et vilkårligt reelt taL Det er uv&sentligt,
hvilko tegn der bruges for de "variable" (jfr. integrations
variablen i et bestemt integral). Andre eksempler på
(sande eller falske) udsagn med kvantorer er følgende, hvor
det er underforstået, at x og y betegner reelle talg

\1 2 2 '" 2I:x,y(x -y =(x+y)(x-y)), .:\x(x>x),

'Vix,y (x2 + y2 = (x + y)2), ::3x (x2 < O).

Negationerne af udsagn med kvantorer kan igen skrives
ved hjælp af kvantorer. For det første af de ovenfor om
talte eksenpler er negationen "ikke alle trekanter er
ligebenede", hvilket er det samme som at sige "der findes

trekanter, dal' er ikke ligebenede" eller "mindst een tre
kant er ikke ligebenet". I formler

non "'ti l:, (l\ er ligebenet) = ':':!,i', none:.J er ligebenet).
Idet det er underforstået, at talen er om reelle tal,

haves for det undet eksempffil negc.tionen "der findes ikke
nogen irrationQle tal", hvilket er det samme som at sige
"hvert reelt tal er rationalt (ikke irrationalt)". I
formler

non .:lx (x 01' irrationalt) = \lx non(x 01' irrQtionalt).
For negationerne af de fire undro udsagn fåsg

, 2 2
non t/ x, y (x - y = (x + y) (x - y))

= :3 x,y non(x2 - y2 = (x + y)(x - y))
= ,3 x,y (x2 - y2 } (x + y)(x - y)),

non:3x (x ::> x2) = \';ix non(x > x2 ) == \/x (x ~ x2 ),
, I (2 2 2non 'l! x, y x + y == (x + y) )

== 3 x,y non(x2 +
_o, (2 2

== _'] x, y x + y

non ~J x (x
2 < O) = \o/x non(x2 <

Man ser, at der for \/ og ] gwlder dualitetslove sva
rende til dom for /\ og v, nemlig

non ~!x (p(x)) = 3 x non p(x),
non ~J x (p(x)) = ,\1 x non p(x),

hvor x står for det vQriable objekt og p(x) for en udsagns-
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funktion. Heraf ses for resten, at een af kvantorerne
kunne undværes, da den kan udtrykkes ved den anden og non.

For at vise, hvilken nytte man kan have af kvantorerne,
anføres et Dere komplioeret eksempel, udsagnet, at en
funktion er kontinuert i et punkt af definitionsinter
valiliet. Følgendo betegnelser fastsættes,: J er et inter
val på tallinien, x er et vilkårligt og x et giveto
reelt tal tilhørende J, f(x) er en given funktion defi-
neret i J, og ~ og J er vilkårlige positive reelle tal.
Udsagnet, at f(x) er kontinuert i x kan da skrives sålodes:

o
\it~:J ,;j' \ix ( IX-Xol < S :::)' lf(x)-f(xo)! ,-;;:: e. ),

i ord: Til hvert E;> (underforstået? O) findes et S ( ;> O),

således at for hvert x (tilhørende J) uligheden Ix-x I < So
medfører, at uligheden \f(x)-f(xo)! < 0 gælder. For udsag-
nets negation findes ved gentagen anvendelse af dualitets
lovene

u~ ~ r
t \7~) .:}-'6 non( Ix-xol <. 0 => lf(x)-f(xo)\ <., f.- ).

Nu gælder for to vilkårlige udsagn p og q, at

non(p => q) - non(non p v q) = P A non q,
og følgelig fås

r ,

3 e~3 x L( Ix-xol .( S) /\ ( {f (x) - f (xo)I ~ t: )J'
i ord: Der findes et ~ ( 0), således at der til hvert
l ( ;> O) rffindos et x (tilhø:bende J), således at ulighederne
Ix-x l <S og lf'(x)-f(x )! > t~ begge gælder. Dette er alt-o f o '
så indholdet af udsagnet Ilf(x) er ikke kontinuert i x •

o
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Øvelser til kap.I~ 1.

1. Eftervis de distributive love ved hjælp af sandhods

taboller.(En sådan vil hor bestå af 8 linier). Tegn

ledningsnot~ der repræsenterer de 4 udsagn, der op
trcJc10r i lovene.

2. Vis, at

(p v q)/\((P/\q) v r) :::: (p 1\ q) V ((p V q)l''\r).

.. Togn de reprcJsenterende ledningsnet.

3. Vis, Ctt der for vilkårligo udsagn p og q gælder, at

ø A p :::: ø, 0 v p :::: p,
e ,A p ::::: p, e v p - 8,

P J\ (p V q) :::: p, p V (p A q) :::: p.

4. Tegn ledningsnet, der ropr83senterer p ::::)- q og P~ q.

5. Vis, 8t
(p /\ q) v non p :::: p ~ q.

6. Eftervis implikCttionens transitivitet.

7. Vis, at relCttiollcm ~) er trCtnsitiv, d.v.s. Ctt hvis

p ~ q og q 0-r, eLa gEdder også p (::;>. r.
8. Angiv udsagn, der repræsenteres ved følgende lednings

net:

...--------+-P__ l~- T- ~ l
~_---I l ~~)-_ ?~,__

F'l Ti et I
L.......!--........-jl------a+-l _ll'~---+~'-

~'---+-''''='--'''} • ,

.,----+j------o4
Q

Undersøg, om udsagnene kan sinplificeres, og tegn i

bekræftende fnld ledningsnet, der reprcGsenterer de

simplificerede udsagn. (J3åc1e do i teksten og i opg. 3
llC3vnte regler lwn benyttes.)
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9. En porson ønsker at flyve fra København til Rom på en
bostemt dag. Der er på demlO dag følgende forbindelserg t

i

København - ROD

Købonhavn - ZUrich
København - Frankfurt

Frankfurt - Zlirich
zUrich - Ham

ZUrich - Rom

(p)

( q)

(r)
(s)

(t)

(u)

Hvert af bogstaverne i parontos står for et udsagn,

der betragtos SOB sandt eller falsk, ofter som der er

plads på dot pågældende fly ellen' det or optaget. An

givet udsagn, som er sandt, når og kun når porsanens

ønoke kan opfyldoo.

10. Ved afstemningor i et udvalg betragtes et Bodlems
steDueafgivolse som et udsagn, der er fIsandtIl eller

"falsk", ofter som medlenmwt stmll1jler "j a" e ller "no j".
Angiv for et udvalg af tre medloIDmer et udsagn (sammen

sat af de til de elikelte medlen~er svarende udsagn),
som er sandt, når et forslag vedtages D3d simpel majo
ritet, og ellers falsk. Tegn et ledningsnet, der ved
sruntidig betjening af afbrydere vod medlerMlerne til
lader strøm, når og kun når et forslag vedtages.

Løs den tilsvarende opgave for et udvalg af fire med
l enrr.ler , hvoraf et er formand, hvis steYlilll0 giver udslag

vod ste~nelighed.

11. Udtryk A vod tegnene non og v.

Vis, at tegnone A , v kan udtrykkes ved non og ~ •

12. Udtryk ved de logiske tegn udsagnet "enten p eller q,

nen ikke begge dolo ". Vis, at det er negationen af p (=:> q.
Te@l et ledningsnet svarende til udsagnet, og gør redo

for, at nettot kan bruges i ot belysningsanlæg, der
skal kumle t;:cmc1os og slukkes fra hvert af to forskel

lige stoder.
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13. Lad p Iq betegne udsngnet "p og q er ikke begGe sundo".

Opskriv snndhedstabollen for dette udsagn, og udtryk

det ved hjolp af non og v.
Vis, O,t nIle tegnone non, /\, v (og dermod også 7> og

<~) ketn udtrykkes vod I alene. (betragt først pip.)

14. Hvort O,f udsngn p og/eller q sammensat udsagn har en

sandhedstcbel, der knn skrivos på formen

_..12...-
scmdt sand t

sandt fnlsk

falsk sandt

foJtsk fLlsk

Bestom antallet af måder, på hvilke do fire plo'dser i

sidste kolonne kan bes03ttes med "sandt" og "falsk",

og o'Ilgiv for hver nf disso muligheder et tif p og/eller

q sCLlli1ensat udsagn, der netop har den påg031dende sand

hodstabel. (Hernf sluttes, at hvort nok så indviklet

udsagn sarunensqt af p og q må være ens gyldig med et nf

de således fundne.)

15. Givet direkte og et indirekte bevis for følgende
scatningg

a) For hvert reelt tal x, for hvilket ixl~ 1, gwlder

,1
2

"\ = x-ic2-1'. -
x+Vx -1

b) For hvert reelt tnl x, for hvilket O $ x ~ 1, gælder

/1 + J"i-=i' + J1-="J1-x = j 2+2{X •

16. Givet direkte og et indirekte bevis for følgondo
scatningg

For hvert reelt tal x gcclder det, at uligheden x > O
medføror uligheden

/-~ --
" 1+x .~ 1+x.

Undersøg, OY.1 den omvond te sotning gælder, og giv i

bekroftende fald et bovis for den.



17. Opskriv negationen af udsagnet

Va3x (xex = et)~
hvor et og x betegner vilkårlige reelle talø Gengiv

begge Uc1S8bf'J.l i sproglige vendinger~ og afgør, hvilket

af dom der er sandt.

18. Gengiv i sproglige vcndinger udsagnet

Va [( lal;;' 1) <=).jx (sinx := et)] ~
hvor Q og x betegner vilkål~lige reelle tQ1.

19. Opskriv i logiske tegn udsetgnet "funktionen tg x

ant2.ger i intervnllet -~(X<l enhver rool vE3rdi li.

20. OPSkl~iv i logisko tegn udsagnet flen tilstrEJkkelig

bo tingelse for, c,t sinx(x for et reo l t tal x, or at x)O".

21. Op skriv i logiske tegn udsagnet "en nødvendig betingel-
.')

se for? at ligningen x~- ax + 1 = O? hvor et er et reelt

tal? har eD. ncgativ rod~ er? at a)OI1

22. Opskriv i logiske tegn uc1sc,gnet lian nødvenclig og til

strækkelig betingelse for, at ligningen x2+ ax + b = 0,

hvor a og b er vilkårliga reelle tnl, har en reel rod,
er at 8,2_ 4b ~ Oll.

23. Lnc1 x betegl1.e et vilkårligt positivt reelt tal og f(x)

en funl-cti an defineret for x>O • Skriv fø 19onc1e udsagn

Ded logiske tegn~

fif (x) er opo..c1 ti l begrmnsot II,

lif (x) -:H:'::J for x,;,>vo l1 •

Find udsagnenes negationer i logiske tegn? og gengiv

dem i sproglige vendinger.
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ME3ngd eJ? c.:.g der e s d e lr:xDngder •

Ved en ~~nKde forstås en samling nf indbyrdes forskel

lige objekter opf2ttet som en helhed. Det skal være utve

tydigt fastlagt, OD et forelagt objekt hører med til mæng

den eller ej. Dette krav vi l ikke altid kumle opfyldes

ved ikke-matematiske objekter (eksempler~ samlingen af

alle tanker, samlingen af alle molekyler, der udgør et

bestemt dyrs krop). I det følgende vil der kun være tale

om matematiske objekter som tnl, punkter, linier, funk

tioner o.s.v. De objekter, som udgør en mængde, kaldes

dens ~lementer. Både mængder og elementer betegnes med

bogstaver eller nndre aftalte tegn. At et objekt a er
element 2f mængden A (tilhører A, er indeholdt i A),

skrives

a E:: A,

og at a ikke er element af A (ikke tilhører A, ikke er
indeholdt i A) skrives

a~A.

At det ovenfor mavnte kraver opfyld t? kOLIEler ud på, at

a E A for ethvert forelagt objekt a er et udsagn, som er

sandt, når a tilhorer A, og falsk, når a ikke tilhører
A. Dette udsagns negation er aEj: A.

En mmngde kem V23re givet ved en oprerasning af dets
elementer, og den angiven 00. ved at sætte elementerne

(i en eller ælden orden) i en krøllet parentes. For ek
sempel

{a, b, 5, Z, 3, 9, i\'
~ J

betegner mængden, hvis elementer er bogstaverne a, b, z,

i og cifrene 3, 5, 9. DelUle betegnelsesmåde kan dog i
reglen kun bruges ved endelige n<:3llgder, e1.v.s. m~mgder,

der består af endeligt mange elementer. En ~endelig mæng

de må fastlægges ved angivelse af en eller flere egenska

ber, som dens elementer, men ikke nogen andre objekter

har. Dette kan ske i almindeligt sprog eller ved hjælp
e,f symbolet
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hvor der i parentesen til venstre for den lodrette streg

sættes et tegn, som reglen et bogstav, der står for et

vilkårligt objekt (af en bestemt slags), og til højre for

stregen angives de for L~3ngden karckteristiske egenskaber.

Lad x være betegnelsen for et vilkårligt objekt, og lad

p(x) betegne det udsagn, der er sc'ndt, når objektet x
har den eller de påg&ldonde ogenskaber, og ellors falsk.

Idet x tænkes vnrinbel, er p(x), hVlld vi tidligere har
kaldt for on uc1sngnsfunktion. Bete~lelsen for mængden

af de objekter, som har egensknben (egensknberne) bliver

da

{xl p(x)} ,

og dette 1[3ses g flmc::mgden nf do objekter x, for hvillw p(x)

er s:::mdt li eller fisom hnr egensknborne ••. 11 eller llSOTIl

opfylder betingelserne ••• ll eller lignende.

Eksempel ~ 11ængden nf nlle reelle to,l x, son opfylder

ulighederne 1 ~ x < 2 skrives

}xJ (x el" et reelt tal);\(1 5x< 2)}.
Det er kl2.rt, nt der i stedet for x kcm scattes et vilkår
ligt o,nc1et tegn, SOD ikke er brugt til et andet formål;

{ 0, I (c, er et ree l t tal) A (1 ~ a < 2)}

betegner 0,1tså den se,mme mc;mgde. Hvis det klart fremgår

på fo:rhånc1, at t2.1el'2. er om DDl1gder nf reelle tnl, s.kri-
l 1ver mml son regel blot l x I 1 'S x < 2 r ·

En J;~ngdes elementer kan selv være mængder. Idet en

ret linie kem opfnttes SOTa mængden af sine punkteJ7, vil

en E'k"3ngde nf retto linier W3re et eksompel herpå.

A = B,

To m@ngder A og B siges nt være lig med hinQnde~, og

skriVerman

n d l,Le, )'
lige] =

når de indeholder de semne elementer, d.v.s. når hvert

i B 08 omvendt.olement indeholdt i A også er indeholdt
I logiske tegn kan dette skrives

V x ( (x E A) <=:> (x EB)) .
Mon har altså for eksempel 7.

{e" b, c, c11 = {b, c,

{p I p er et primtal og
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{x I (x et reelt tal) 1\ (x2
-3x 2 O))er + =

{r I (r 2 0)5= er et rationelt tal) 1\ (r - 3r + 2 =
) 2 }= 1 1 ,

{x I (x er et reelt to'l) 1\ (sinx = O) ~
= i y I (y ex' et reelt tal) 1\ (cos2y = 1)}. l
= {z l :3 n (( n er e t he l t t a l) A (z = n1T)) J.
At to mængder A og B ikke er lig med hindandon, er

forskellige? d.v.s. at der findes mindst eet eleuent i
en af m::m.gc1erno, SOLl ikke tilhorer den anden? skrives

A =1= B.
Om lighedstegnet ben~3rkes, at det benyttes hor til

. nt ud t ryklcc, at to SYElboler er no..vne for den samme ting.
Det er do' klart, nt der gælder følgende regler for dets

brug~

Refloksivitet~ Der gDlder altid A = A.--- -..,-'-'--........,.-_._-~.--
~lun~tr~~ Hvis A = B, gE3lder også B = A.
TrGnsitivitet~ Hvis A = B og B = C, gEJlder----_._-

også A = C.
I §1 blev lighedstegnet benyttet på en lidt o..nden

måde, nemlig til o:t udtrykke at to sammensntte uds
har overensstenrrncnde so..ndhec1stabeller, uden at udsagne

ne selv behøver at være identiske. Man overbeviser Sig
umiddelbart om, at de tre regler også golder i dette til
fælde. De er også blevet benyttet stiltiende, idet dot

f. eks., ved en skrivemåde som A = B = C er underforstået,
at også A = C, hvilket netop er en benyttelse af transi

tiviteten.

Af formelle grunde er det hensigtsmæssigt at indføre
begrobet lom mEJngde. Horunder forstås en mængde, der ik

ko indcholder noget element, f.eks. mængden ctf alle lige
sidede? retvinklede trekanter i planen. Hvilkesonli~elst

to tomme L~0ngc1or sættes lig hinGnden, hvilket jo også
harmonerer 1~1ed ovenstående definition Gf lighed? idet

to toml~1e I:.længc1er indeholder de samE1e elol:.lenter, nemlig
ingen. man tQlel' altså om den tomme mmngde. Don betegnes
Ded 0. Man har altså f. eks.;

{x I (x er et l'oelt tal);\ (x2< O)} = 0.
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Det bemærkes, at det er nødvendigt at skelne mellen

cm mængde, der kw'l indeholder et element~ og dette ele

ment selv~ altså mellem \3} og a. Mængden tø}, for ek
sempel? indeholder et eleElent, nOIlllig 0, medens 0 selv

ifølge definition ikke indeholder noget element. I mange

tilfælde, hvor d81~ ikke er fare for misforståelser, til

lader man sig dog nt skrive Q i stedet for \a\.

En mængde A siges at være en delmængde af mængden
B, når hvert element af A også tilhører B, i logiske

t cgn \I x (( x ~ A) :9 (x f B)) o

Man skriver da

A~ B eller B~ A
og siger da, at A er indeholdt i B, eller at B indehol

der A. Det er vigtigt at lCJgge mærke til, at ifølge den

ne definition er enhver mængde delmængde af sig selv,
altså at der for enhver mængde B gælder

BeB.

At mwngden A ikke er en elelmCJngde af TJDmgden B, skrives

A$B eller B~A.
Dette betyder altså, at der findes mindst eet element

i A, som ikke tiihorer B.

Til en n~ngdes uelmwngder regnes også den tOTIllile mæng

de, hvilket harmonerer med delmængdens definition, idet

udsagnet \/ x ((x E ø) ~> (xE B))
er sand t for enhver me-mgc1e B, da xE- 0 j o er falsk for

ethvert objekt x.llnn har altså for hver mGmgele B

Ø~B.

Vil mm'l udtrykke, at A el~ en ægte (oller egentlig)

delli~ngele af B, el.v.s. en fra B solv forskellig delmæng
de, skriver man

Ae B eller B':)A.
Dotte er altså ensbetydende med, at A er delmængde

nf B og eler findes mindst eet element af B, som ikke
tilhøl~or A, At li ikke er en Q3gte delmLJngde [tf B skrives

Aq:B eller B.:pAo

(Mange tmtematikere bruger ikke tegnene ~ og ? , Den

kw'l C og ~ til at betegne, at en r~ngele er on (ægte el-
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ler ikke ægte) c1elmG3mgcle [',f en o'nc1en. At A er ægte del

mængde af B må do' skrives Ae,B, A f B. I det følgende

bruges ~ og ~ for stedse at minde om, at B S B.)

For brugen af tegnet ~ gmlder nog18 simple rogler,

der enten allerede er nævnt oller umiddelbart følger

af defil1itionorne~

Rofleksivitet~ :Der gæld8r altid A~ A.

Hvis A~ B og B~ A, gCJld8r

A :::: B.
TrQl1sitivitet~ Hvis A:;': B og B -:= C, gnlder

Af:. C.

Tilsvcrencle [;cJlc1er no,turligvis for ~ • l\'IO,n h:;gger mEer

ke til, o,t disse regler gnl1ske svO,rer til den, der gæl

der for henholdsvis < og ~.

l;'or C og =::; he,r nan lidt afvigonde rogler, dor svo,rer

til dem, der gE31der for < og >.
Endeligt n[Jvnos, nt li1Ctn o.f Afi B C C eller c,f Ae B S C

k etn s l lit t e , o.t A r::::. C•

Ud fret en given li18ngde A kem mo.n dQnne 011. ny r;lo-mgde,

nemlig ~~'l.æ]lgg81?- o,f Qlle dens delmG3ngde~. Vi vil b8tegne

den med V (A). Er f. Gks •
.r lA -- to', b, c J,

fås
11-, () r 0 ,,- (1 l f' j bf {' '.} \ ( b ~ l';;I) A =\ I, {2'3' tOf,iCJ? la, I,D,ChlCjCi,1. Q , 'C J ..! •
Opgo'ven c.t bestemme antQllet Qf delmængder i 811. L18ng-

do A beståendo af et endelig-o o,nto.l n o,f elementer hæng

8r nøje so.mmen med et kendt kombino.torisk problOIll. Mo.n

kQn tæruce sig, Qt olementerne af A er n plQdser

0.1 ' n2 , .•• , o,n' som skul b8sættes med to sletgs brikker

(f. eks. hvide og sorte) 8 110r? lcd os sige med cifrene

O og 1. lVIo.n sporg8r, på hvor lilCtnge forskellige lllåc1er

dette ko,n gores. fl'il hver fordeling [tf O og 1 på de n

plQdser svo,rer en bestent c1elrm:Jne;de :::tf A, beståonde o.f

netop do plo.dsor, som er beso.t med 1, og oI'lvenc1 t høl"er

der til olulver delmCJugde nf A en bestemt fordeling nf O

og 1, nemlig den, hvor delmwngdens plndser er bosnt med

1 og de øvrige med O; specielt svo,rer til den tomme mæng-
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de den fordeling, ved hvilken o,lle pladser er besat med

O. Hernf ses, at det omspurgte antal er lig rlled antal

let Qf delmængder i A.

Lad der være givet en endelig mængde A bestående af

n elementer 0,.1' 0,2' D o D , Qn' og lnd p betegne et bestemt

nf tQllene O, 1, DD' , no En delmængde nf A bestående af

p elementer plejer mnn et knlde en kombino.tion cd p e18-

menter blm1.dt de n. At bestemme c.mtellet K [~f dissen,p

kombino.tioner er eltså ensbetydende med bestemmelsen af

nntnllet nf d8 delmængder nf A, som hver består af p ele

menter.

1) Bestel~l nntallet nf delmc3l1.Gder af en mængde bestående

nf nelenonter.

2) Vis ud fro, definitionen af K som nntnllet nf den,p
delmwngder nf en hvis mængde bestående af n elementer

SOD indeholder p elementer, at der gælder folge~deg

1S1,p = I~ + 1\1.-1 , p-1 ?-1 ? P

P K = nKn,p n-1 , p-1 ,

P ISl, P
=: (n-p+1) IS1, p-1 •

Benyt en nf disse formler til DJt vise, nt

K = (lpl) =11.,p
1]- (11.-1 ) __ • ~.: . (n-p+ 1)
1 .2 • • •• p
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3. Mængdealgebra.

AG I, 3, 1

Ved L18.tematiske undersøgelser l:J.øder Dan hyppigt

følgende situGtion~ Der foreligger en mængde E, og man
interesserer sig for delmængder af tIden. I plcmgeometrien,
for eksempel, vil E være mængden af Gllo planens punkter
og de geometriske figurer delmængder Gf den. Hvis man

ikke viger tilbage for kunstige formuleringer, vil man
endda kulTIle give enhver matematisk undersøgelse en såden

rallrme. I delli1e paragraf tc.:mkes derfor givet on mængde E,
og der undersøges forskellige forbindelser mellem dennes
delmængder. Mængden E kaldes universnlmængdeg for ill1dor

søgelsen, idet der sos bort fra alt uden for den. Det
vedtnges for denne pnraGrafs vedkooonende, at små latinske
bogstaver beteVIer elementer af E, når andet ikke er frem
hævet. Idet dette er underforstået, er x E E et udsngn,

cl.er er sandt for hvert x, og x t E et udsngn, der er falsk
for hvert x. store lntinske bogstnver betegner i denne

paragraf altid delmængder af E. Vælger mm1 som E mængden
nf planens punkter, og tænker mc.n på delmængder begrænset

af simple kurver, f. eks. på cirkelskiver, kan man nnskue
liggøre nlle følgende betragtninger ved diagrnmmer.

Ud fra en mængde A kan der dannes en ny mængde, knl
det dens komplementærmængde eller konplement. Den består

af alle de elementer af E, som ikke tilhører A. Den be
tegnes med [A. Mc.n har altså

(A = {x \ non( x E. A) J = i.x I x ~ AJ'
Ud fra to givne mængder A og B kan der dnnnes en ny

n~ngde, som består af alle de elementer, der tilhører
både A og B. Den kaldes fællesmængden (eller gennemsnittet)
af A og B og betegnes med At1 B. Dens definition kan skrives

AnB = txl(XEA)I\(XEB)J.
Endvidere kan mnn dC.lTI10 n~ngden af de elementer, som til
hører mindst en oS mængderne A og B. Den ko,ldes de to

mængders foreningsmE3ngde og betegnes med A U B. Dons defi
nition knn skrivos

AtlB = {x I (xf A) v (xE B)} •
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gcalder

ud

(C er involutorisk)

o=CE

For ele forskrifter til dt:mnelse af nye mængder

frQ givne, som symboliseres ved tegnene C,n og U ,

følgende rogler:

(CA == A

(0 == E,

A (IB == B f1 A

AVB = BuA
( n og lJ er kOlmnutntive)

Ai1(B fl e) == (AilB)fle

AU(Bue) (AVB)ue
( r1 og li er nssocio.tive)

==

AnA = A
'.0 ( n og U er idempotente)

AUA = A

An(Bve) == (AnB)V(Ane) ( ri er distributiv m.h.t.V)

AU(Bne) == (A VB) "(Ave) ( u er distributiv m.h.t.f!)

0nA == 0, E IlA = A

E uA == E, o tJA = A

AIi(AV E ) == A

AU(AnB) == A

A .', (A == 0il _

A U CA == E

C (A (1 E) == CA VeB

C(A UB) r -= ~A (IlE

Det ses, nt disse regler steMner overens med dem,

der gældor for udso'gn, idet dor til (, n ,u svnrer

henholdsvis non, /I , V • Denne overensst01:1melse kuune slut

tes nf den mådo, på hvilken de logiske forbindelser op

truder i komplenentwrmcJngdens, fEollesTIl&ngdens og forenings

mængdens definition.

Ifølge de nssocio,tive love er der mening i nt tnle

om f&llesE1wngcl.en A n B n e og om foreningsmGmgden A li E U e
nf tre YJ)E3ngder. De kan dog nCtturlie,"Vis også defineres

direkte, ncnlig henholdsvis som illo:m.gden nf nlle e lemen

ter nf E, SOD tilhører CLl18 tre D2:mgder, og SOE1 Tl1&ngden

nf de elemonter nf E, dor tilhører mindst en nf de tre

m28ngc1er. Disse defini tione1' kem genorD.liseres til et

vilkårligt, endeligt ellel~ uendeligt ['.ntnl mængder.
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{xl \1 A \( Af L'») =) (JU:A))j'
- {X\\/A((,iI,E~'I;",) v (x;::A));-

."-"~
f fA:::

Af~'b.

Lnd A betegno on mængde I2f delmængdor af E. Vod ~~les.

~1~31~gden nf Elcmgc1erne tilhorenc1e l::,. forstås Dr311cclell O,f de

elcliwntor ef J~~ dor hvert tilhoror [~lle L183l1[:;der IcEc'.

I tegn

Ved f9~_q2~~:i.13..s.!:~c;:).~}gc1en [tf DE3ngc1erno tilhor'cnc1e L\ forstås

nr::mgden I2f de eloDontGr, del' hvert tilhorer ninc1st Gen

o.,f LlE3l1gc1orne A,:.:l'J.. I teGn

'ej A ::: ilX Ij A ( U0~ ~;) 1\ (XfA ))} •
A\~ L.\

Hvis L\ består I2f onQGlig ffio'nge mængder A1 ? A
2

? ••• , An

oller o.,f uondelig mCllgo nmngc1el'~ der (1.o'11.ner en folge

A1 ~ A2 ? ••• , skrives fællesI1DJngc1en og forel1ingsmD3ngc1en

også på følgende Dåder~
n
n" A A ('., r" f'l'i:::~'l i == - l' U;'2 j •• 'j iAn'

n,
! ' -- '" A, A1t.Jl!..2U ••• LAn'i<;;1 l

o o o ,i f A - 11.'1'11 1(
i\~1 ' i - 1~.f 2''''

hvor bogstavet i (lige som en sur~tlQtionsindex) kan ersto.,t

tes med et vilkårligt Ctnc1et, der ikke forekoEllllOr i den

pågcJlc.ende E'm:1Llenhæng. Det ti lsvnre:nde gc31c1er for A i

synboler11.e ,,(\ A og Al) A.
Ar;: 6 -:l:l

altså

Tilsvnrende findes
(\ l 1f \..,j 11.
\,_,f Af:, 6
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TIisse to fornler, dor genere,liserer to ovenfor nævnt o ,

kaldes e,f nogle forfattere de Morgc,ns forll1~er. Deres

indhold km~y oHonel. uprE2cist, gongives således ~ ilFcJl

lesIilcangc1ens komplelIlent er kocplementernes forenings

mEmgde II og iiFore:ningsILlwngdcms komplement er kOLlplenenter-

nes fullesme311gde il.

Det hnr vist sig Gt veJre hensigts11lC3ssigt Gt indføro

en særlig betegnelse og et n[:tVn for nængdon o..f de ele1J.en

tor o..f E, der tilhører en given tlc'.3l1gdo B, non ikke til

hører en given nængc1e A. Det ses y at denne nængde, der

betegnes med B\A og knldes overskuc1s1~Jngden nf B over Ay

c1ifferen~.:r;lD31lgdon nell81l1 B og A ellel~ kOElplemontet nf A

!,elntiv til By ikke er nndet end fælleslil@ngden c,f B og tA:

H"'A == {xl (XEB);\ (X~A)} == B(1fA.

Specielt hnves
CA == E\lJ.

og

Mellem
sionen S;

Det el~

Idet

fås

J\--' A == A"" E == ø.

de indførte I'JE:mgc1eopero.tioner C, n,u og inklu
består der nogle sinple forbindolser.

indlysende, at
c::. f (11.:;= B <;::} vB S; vA.

A == TI <='; (A~B) A. (B'; A),

A == B z::c) ( i,B ~ (l~) t\ (B~ A)

<8> (A;; B) " ((:A~(B)
<;9 (()~ (A) 1\ (CA <;;; (8) .

Man benytter sig hyppigt hernf i beviser for, nt to på

forskellig måde definerede mængder stemlr1eT overens • liAt

bestemme et geometrisk stec1 1i (en nntikveret og overflø

dig glose) går uc1 på at vise nt mængden A af pilllkt eT ,

der hc,r on vis eGensknb, OgEi{l., km~ knrakteriseres på

anden måde, f. eks. SOLl nmngden B [tf pun.kter på en vis

kurve. At vise f. eks., nt hvert punkt y (1er hnr egenskG

bon, ti lhører B, og e,t h.vert p un.k t , der ikke h2,r ogcmskn-
~~.

ben, li[';ger udenfor B, vi l sigo o.,t V:4@o, nt A~ B og
CA~(:B. tf '-

..~"
" 'I

",'.,.. '.'
"
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Af definitionerne følger, nt der for vilkårlige del
mængder A og B af E gælder

ø~AflB~ {~}~AUB~E.
Tilsvnrende gælder for fællesmængden og foreningsn~ngden

af vilkårlig (endelig eller uendelig) mange mængder~

hver ef disse m8ngder indeholder fællesmængden og er
indeholdt i foreningsmængden.

Hvis det for to mængder A og B g8Jldor, at An B -- ø,
siges de nt være disjunkte (eller elemontfroTIilllede).
Vilkårlig (enclelig eller uendelig) nmnge mængder siges

at være pnrvis disjunkte eller bare disjunkte, når hvil
kesonmelst to forskellige nf dem er disjunkte.

Ved en overdækning af en mængde M~E forstås en n~ngde

~ uf delmængder af E, for hvilken

MCU A.
= AEt:;;.

En overdmkning 6. nf M siges nt være en klusseindc1eling
af M, når ingen af JIlIangderne i 6 er tom, mængderne i A
er disjunkte og M = l.J A.

AEt::...

De to sidste betingelser er ensbetydende med, at hvert

element af ]/f tilhorel" e11 og kun en af tQfJngderne i 6. .
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1) Lnc1 universo,lmc:mgden E VEare mængden c,f nlle reelle

teL

~) Gør rede for? nt

{X\X2
(1} == i x!x<1tf!{xlx>-1}o

Ållgiv et lignende uetryk for {x\ x
2 ~ 1J.

b) riGeL e <. b < c VEare givne ree lle t [',L Udtryk mængden

\xl(x-e) (x-l)) (x-c) O} ved Elc3ngder c~f formon

{xl=~~c1J? hvor eL er et eof tc~llen 2? b ellor c.

Angivet lignende ucl tryk for komplemcntc.3rLlE.311gclcu.

2) Leod E være mængden nf punkter i plnuen.

Angiv for to Givne punkter Q og b mr:3ngden nf de punk

ter P? hvis nfstnnd pn frn n er mindre en 2fstnndell

l)b fro.. l) o

Lnc1 der væro bivet on trokcmt [~bc og et punkt m.

Bestom DE3ngc1en P o.f de punkter p i plc'l'1.G'n, for hvil

ke f-.:.fstc,nden Pl~l er minc1re end hver c,f afsto.ndene pa?

pb, pc o ~re [:;Il figurer? der viser nt P ko.n '1[31'0 tom,

begrænset eller ubegrænset nlt efter beliggenheden

L~f m.
Given til definitionen nf P svnrende knrnktcrisering

nf komplenentærnEngden til P.

3) Lnd E VCJre Elwngc1en nf 0.110 pc..r (x?y) af reelle tal,

og fortolk dem som p2r ef sædvanlige retvinklede ko

ordinuter for punkterne i planen. Angiv vod figurer

mængderne

{(x,y) l (x+y+1:> O) i\ (xy~o)L
122
i (x, y) l (x;;: y) V (x +y <" 1)},
f( )I( 2 2 )( 2 2) !,, x,y , x +y -1 x -y == Ol?
i 22 0 222l(x,y)! (x +y _1)L+(X-_Y ) = O}o

4) Lad E VDre 111E3n[:(len [lf punkter i pletnOll? og lm1 A og

B V8re to cirkelbuer (f. oks. med rund)? dor har in

dre punkter fælles. Ved de to porinetre inddeles pla

non i 4 oml":=\ Qer . Giv for hver cd' disse mE;:mgder 8Il

fremstilling ved lJ.., TI OB togl1Glle f. og ().

Los den tilsvarende 0pC8ve for tro cirkelskiver A,B O.
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5) Lad E være en endelig n~ngde. Antallet ef elementer

i en mc:;mgde M'=.E betegnes med n(M). Lm1 A, B og e

v~re vilkårlige delL~3ngder af E; hvilken relation
består da mellem antallene n(A), n(B), n(A~B) og

n(AUB)?
Hvordan udtrykkes n(B'Ji) ved disse tal?

Er tallene n(AllBUe), n(CAO(B\Je), n(tAU(BOe)) bestemt,
når tallene n(A), n(B) , n(e), n(Aræ) , n(Bne), n(enA)

og n(Af!Bne) er givne? Når desuden n(E) er givet?
Angiv i bekræftende fald fremstillinger Qf dem ved

de givne to.l.

6) Om resultatet af en eksamination bestående nf tre

provel' &:, f~ og r, eler skal bestås hver for sig, fore
ligger følgende oplysninger~ Af ialt 100 eksiminanter

har 86 bestået ~, 82 har bestået f' og 76 her bestå
et ;r. Endvidere har 16 ikke bestået hverken ,B., eller ir,

< f LI'

13 hverken ~ eller l:!" 12 hverken C{ eller F' og 11 har
ikke bestået nogen nf prøverne. Hvor mengo har bostå

et alle tre prøver?

7) Verificer ved hjwlp af diagrammer de ikke helt oplagte

blandt reglerne for f,r-log U (side I, 3, 2). Eftorvis

med benyttelse af den logiske algebra gyldighedon af
en af de distributive love samt nf ((AllB) =: (AU(.;a og

{,(AUB) =: (An,J3. Udled ved hj81p af en af de to sidst
nwvnte regler den anden distributive lov.

8) Både A""(B()O) og A"'.,(Bue) kan bestemmes når l\'-B og A'O
kendes. Hvorledes?

9) Verificer ved hjælp nf diagrnr@ler og bevis vod hjælp

nf reglerne på side I, 3, 2 den eller de rigtige blandt
ligningerne

(A"'. B) U (B'"11.) =: (AUB)".(AnB),

An (B"". o) =: (An B)" (An e),

lI.U(B".C) =: (AUB)""(Al/O).

(Overs·tl~eg på dotte bInd den eller de fOl"kerte ligninger.)
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10) Vis, at

(ACB) <.;:;. (AnB = A) (~ (AUB == B) .~ (A'-.B == ø)

(~(CSc: (A) 9

og at

(A = B) <:::;> (AVB = AnB).

11) In a very hotly fought battIe, at least 70 per cent

of the combatants lost an eye, at least 75 per cent
an ear, at least SO per cent an arn, at least S5 per
cent a leg. How many lost all four members? (Opgaven
skyldes Lewis Oarroll, forfatteren til "Alice in
Wonc1erlancl", lektor i matematik i Oxford.)

12) En fabrik producerer tre slags varer 9 Ol", (3 , )( i. I
r u

løbet af et bestemt år har 70~ af fabrikkens kunder

købt {x. , 60~ har købt ~) 9 og SO% har købt 'j • End-
.•J

videre vides det, at 40~ har købt både ~ og ø, og
50~ har købt båc1e (3 og il' Vis, at mindst 30~ har
købt alle tre varer. Procenttallet af de kunder,der
ikke har købt nogen af varerne, kan ikke overstige
en vis værdi r. Bestem det mindste tal r, for hvilket
dette er rigtigt.

13) Lad E VDre mængden af reelle tal. Bestem mængderne
= f"i,'l'(l ,c' l 1'. U~, )' \ 1 11-1 )f i x ozx?i- t ,' )x -~X<-t.

n=1 n J n=1 Ic . n n .1

14) Lad E være mængden af alle reelle talpar fortolket
som par af retvinklede koordinater for punkterne i
planen, og lad t betegne et reel~ tal. Bestem f@lles
lU3ngc1en og foreningsmængden for hver af folgende

\

mC3ngder ,.6 af punkt:mGmgder ~ .

a) MC3ngden af 3,lle cil'kellinier med loac1ius 1 og
centrun på x-aksen~

å = {A13t (A = {(x,y)l(x_t)2+y2 = 1})1.
b) ~3ngden af alle cirkelskiver, hvis perimetre

går gelU1.enpunkterne (0,1) og (0,-1), '"
Li = {A j.3 t (A = {(x,y)Ix2_2tx+y2 ~ 1}) f .

c) For hvert positivt tal t bestemmer uligheden
tx+y/t ~ 1 en halvplan. Lad b være nængdeh af
alle disse halvplaner,

e\ == -tA 13 t ((t;> O),A(A:::: {(x,y) J



Mat. 1, 1960-61

§._4. Afbildninger (funktioner) "

AG I, 4, 1

Lad A og B være to mængder (ikke nødvendigvis for

skellige). En forskrift, der til hvert element x E A
lader sval'e eet bestemt element ye B, kaldes en afbild
ping af A ind i B eller en funktion fra A til B. (Glosen

"funktion ll foretrækkes isc3r, når B er en mængde af tal.)

En afbildning (funktion) betegnes i reglen TIed et enkelt
bogstav, i nogle tilfælde også med ordforkortelser (log,
exp, sin, arctg, ••• ). Betegner f en afbildning af Aind i

B, skrives
f~A ind i B eller f~A"7B eller A1.,..B.

Mængden A kaldes afbildningens (funktionens) definitions
mængde og B dens dispositionsmængde. Det til et element

x E A svarende element af B betegnes med f(x), undertiden
også med andre symboler, som viili blive omtalt senere.
Det kaldes billedelementet af x eller den til x svarende
fwuctionsværdi. At f(x) svarer til x skrives også hyppigt

x -7" f(x) •
(DelllLe brug af pilen har naturligvis ikke noget Ded kon

vergens at gore.) Mængden af alle billedelementer (fumc
tionsvDrdier) kalc1es billedmængc1en (værdimængden) og be

tegnes med f(A). Den er en (ægte eller uægte) delmængde
af c1ispositionsmængden B.

To afbildninger f~A ind i B og g~A ind i B siges at
være lig med hinanden, at sterune overens, når f(x) = g(x)
for hvert element x ~A.

Er AI en delmængde af A, vil der med fgA ind i B

tillige være givet en afbildning af A' ind i B, som kaldes
restriktionen af f til AI. I reglen giver det ikke an
ledning til misforståelser, når denne også betegnes med f.
Man skriver altså fgA' ind i B.

Er BI en fra B forskellig mængde, som også indeholder

f(A) SOTI delmængde, vil der med fgA ind i B tillige VDre
givet en afbildning af A ind i B'. Den kan i reglen be

tegnes med f ~A ind i B' uden fa:re for misforståelser.
En afbildning fgA ind i B, ved hvilken der til alle

elementer af A svarer et og saru~e element af B, siges
at VEJre konstant.
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Eksempler~

Lad R betegne mængden af alle reelle tal. De fra den
elel~lentære differential- og integralregning kend te funk

tioner er afbildninger af en mængde A S R ind i R. Defi
nitionsmængden A er hyppigt en ægte delrx3ngde af R, nemlig

et interval eller foreningsmængden af disjunkte interval
ler. Værdimængden f(A) kan være en ogte delmmngc1e af R.
Som dispositionsmængde kan da i stedet for R eksempelvis
vælges f(A) eller en vilkårlig anden mængde B, for hvil

ken f(A) ~ B ~ R.
Lad A være n~ngden E2 af alle punkter i planen og

MS E2 en ret linie. Lader [,lan til hvert pun1d p ~ E2
svare dets retvinklede projektion på linien M, fås en
afbildning fgE 2 ind i E2 eller f~E2 ind i M. Er L S E2
en anden ret linie, vil restriktionen af f til L være en

afbildning fgL inG i M.
Lad N betegne mængden af de nat~~lige tal 1, 2, ••• ~

og lad B være en vilkårlig mængdeJ En afbildning f~N ind
i B kaldes en følge af elementer af B. Det til et natur
ligt tal n svarende element f(n) plejer man at betegne
med et bogstav forsynet med mærketallet n for neden,
f. eks. f(n) = b • Hele afbildningen, altså følgen, an

n
gives davecl (b 1 , b2 , ••• ) eller (b) -1\'\- eller (b), n =

n ne-.L'J n
1, 2, •••• Det er nødvendigt at skelne mellem en følge

af elenenter (b1 , b2 , •.• ) og mE3ngden tb1' b2 , ••• } af
disse elementer. (For følgen n~(_1)n vil n~3ngden af dens

elementer være {,.-1, 1} .) Eftersom B er en Inl:3ngc1e af tal,
punkter, funktioner o.s.v., taler man om talfølger, punkt

folger, funktionsfølger GS.V. Er A en uendelig delnv~ngde

af N, kaldes restriktionen af f til A for en delfolge

af følgen fgN ind i B.
Lad A være den endelige mængde {1, 2, 0.0 , ml ,hvor

m betegner et naturligt tal, og B en vilkårliG mongc1e.
Enhver af'bildning af A ind i B knlc1es et m-swt af ele
nenter af B og betegnes f. eks. ned (b1 , b2 , ••• , b ).

m
Koordinatparret for et punkt i planen kan altså opfattes

som en afbildning af mængden L1,2}- ind i R.
Lnc1 A :; R betegne intervnllet a ~ t ~ b. Mc:mgc1en af

alle konti~uerte funktioner o/~A ind i R betegnes Ded ~(A)~
Ved til Iii nt lac1e svare funktionen) ((! (t) dt e, t(A)

l u a r
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defineres en afbildning af t (A) ind i t(A). Ved til tf
at lade svare tallet J~ <f{ t) Cl. t defineres en afbildning

af e(A) ind i :R.
Lad A ~ R betegne intervallet a ~ t ~ b og E2 mæng

den af punkter i planen forsynet med et retviruclet koor
dinatsystem. Lad endvidere ~ og ~være kontinuerte furu{

tioner fra A til :R. Ved t -~(r(t),11t)) defineres da en
afbildning af A ind i E2 , der kaldes en paroxleterfrem
stilling for en kontinuert kurv~. (Fortolkes t som tiden,
kan afbildningen siges at fremstille et punJets kontinu-
erte bevægelse i planen.)

Lad E
2

igen være mængden af punkter i planen f 01'-

synet med et retvinklet koordinatsystem. Idet a og b er

givne reelle tal, fås en afbildning af E2 ind i E2 , en
"translation" (parallelforskyc1ning) af E2 ved til punk
tet (x, y) at lade svare punktet (x+a, y+b). En 1:.1Jldml [tf··

bildning af E
2

ind i E2 , en"homoteti il (multiplikation),
fås ved til (x,y) at lade svare (nx,my), h'lor ID er et
givet reelt tal.

Lad E være en vilkårlig mængde og A en af dens del··

mængder. Ved dennes karalcterist~skg.f~g~tiulJ. forstås
fuructionen XAgE ind i \0, 1}defineret ved

( 1 hvis x E A
XA (x) :::: ~lO hvis x!:t A o

Ved til hver delIlængde af E at lade svare dens karakte
ristiske funktion fås en afbildning af mcJngc~Gn ~~J(E) [J,f
delmængder af E ind i TI~ngden X

E
af funktioner fra E til

{0,1}. Omvendt, er der givet en sådan flli1ktion XgE ind
i {0,1}, kan man til dem1e lade svare DE:Jl1gc1en af de ele···
menter x af E, for hvi~ke {(x) :::: 1. Derved fås en af
bildning af XE ind i t)(E).

Lad der VDre givet tre Yl10311gder A, B, C og afbi.ld-

ninger fgA ind i B og ggB ind i C. Man kan da definere
en afbildning af A ind i C ved til eler:.18ntet x E A at
lade svare elementet g(f(x)) af C. Denne af f og g
sammensatte afbildning betegnes med gef (når forvekslins
med et produkt er udelukket, også Bed Gf). I tegn

gvfgA ind i C eller X "-7 (gof) (x) :::: g(:f(x)) c
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Er A, B, 0, D mængder og f~A ind i B, g~B ind i 0,
h:O ind i D afbildninger, kan man danne afbildningerne

h\" (g l,lf) ~ A ind i D og (h'" g) (,t f gA ind i D.
For den første fås, idet x A,

x -)o ( (ho g) tJ f) (x) = h.( (g9f)' (x)) = h( g( f(x)) L
og for den anden

x~((h<!g){1f)(x) = (htlg)(f(x)) = h(g(f(x))),
altså det samrne. Følgelig kan vi skrive

h~(gof) = (hog)of = h9g 6 f.
For sammensætning af afbildninger golder den~ssocia~i~e lov.

Er der givet afbildninger f:A ind i B og g:B indi 0,
kan man i almindelighed ikke damle fog. Dette vil vore

muligt, hvis ° ~ A. Idet g da kan opfattes som en afbild
ning af B ind i A, har man gof~A ind i A og f~g~B ind i B.

Almindeligvis er altså disse to afbildningers definiti
onsmængder indbyrdes forskellige, og alene af denne grund

kan afbildningerne ikke steLme overens. Men også hvis
A = B = 0, således at gaf~A ind i A og fog~A ind i A, vil
de i almindelighed være fæskellige. Den kOlmnutative l~v

gC:3lder ikke for smmnensotning af afbi lc1ninger. Eksempler,
der viser dette, dannes let ved hjælp af elementaTe
fUl1ktioner. Hvis det for to afbildninger f~A ind i A og

g:A ind i A gælder, at gef = fag, d.v.s (føg)(x) = (gof)(x)

for hvert element x E A, siges de at være ombyttelige.
Blandt afbildningerne af en mængde A ind i sig selv

fremhæves den identiske afbildning eA ' ved hvilken
hvert element xE-A svarer til sig selv~ x -) x. For hver
afbildning f:A ind i B gælder

foeA = eB"f = f.
En afbildning f:A ind i A kan sammensættes m.ed sig

selv. Man får da en ny afbildning f ..f:A ind i A. Denne
kan igen sammensættes med f. På grund af den associative
lov bliver resultatet ffjf"f uafhængigt af "fra hvilken
af siderne II det sker. På demle måde kan man fortswtte og

får da efter i alt p-1 sammensættinger, hvor p er et na
turligt tal, afbildningens p-te itererede eller p-te
l?0tens

"pf = f"fo.oo<Jf (p "fC1ktorer l1 ).

Når forveksling med en sDdvanlig potens er udelukket,
skrives simpelthen fP. Som for potenser af tal indses
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::;: eA •
"Potensreglen" gælder da for 122:°, q~O.

02
Det kan hænde, at den anden itererede f af en

afbildning f:A ind i A steLlli1er overens med f selvg
02

f = f •

Da gælder fGp ::;: f for p); 0, og afbildningen kaldes
idempotent. Det er klart, at den identiske afbildning
samt enhver konstant afbildning af A ind i A er idempotent.

Men derfindes mindre oplagte vigtige ekseuplor. Hor kan
nævnes den ovenfor omtalte projektion af planens punk-
ter på en ret linie.

(med gentagen benyttelse nf den assooiative lov), at

der for hvilke s oLllle 1st naturlige tal p og q gælder, at
fOp fcq = fo(p+q)

Det eT indlysende, at to itererede af den sarmne afbild
ning er ombyttelige. Af formelle grunde er det hensigts

mæssigt at definere
f cO

En fra den identiske forskellig afbildning fgA ind i A
kaldes involutorisk eller on involution, når

- 02
f = eA •

Eksempler på involutioner er ~ den ved x --)o -x definerede

afbildning af R ind i sig selv, den ved x -+1/x defi
nerede afbildning af R'\ {O} ind i sig selv, den ovenfor
omtalte homoteti af planen E2 , når m = -1.

Når der foreligger en afbildning fgA ind i B, kan man
til hver delmængde A' af A lade svare dens billede,
altså en delmængde af f(A) og dermed af B. Afbildningen
f bestemmer altså en afbildning af 'ti (A) ind i ;;U(B).
Uheldigvis er det sædvane at betegne også deIDle afbild
ning mod f og folgelig den til A' ~ A svarende delmængde
af B med f(A') (i overensstemmelse med den allerede ind
forte betegnelse f(A) for billedmængden ved fgA ind i B).
Afbildningen f g cO (A) ind i Jj (B) vil vi kalde den til
f:A ind i B hørende !.fiC:3ngc1ea:Q2,ildning. Bemærk, at for
Xc A e:;:'

f ( {xJ) ::;: 1f ( x)1 ,
hvor f på højre side står for den oprindelige af
bildning og på venstre side for den tilhørende mængde
afbildning. (Her udelades i reglen de kroIlede parente-
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ser; det må da sluttes af sammenhængen, om talen er om

den ene eller den anden afbildning f.)
Ved en afbildning f~A ind i E bestemmes også en

afbildning af ;1; (E) ind i ::fJ (A), nemlig ved til delmceng

denEt af E at lade svare den (muligvis ton~e) mængde af
alle de elementer x af Ay hvis billedelenent f(x) horer

Q-1 (l 'til Bl. Denne afbildning betegnes med f e ler 1

reglen blot med f-1 ). Vi har altså
f a -1 : (j) (B) ind i il (A) , f" -1 (E I) = {x \ f (x) €. B l.} •

Delmængden fv-1 (Bl) af A kaldes den til BI ~ E hørende

origi,nalmængde. I stedet for fo-1 (~i.yJ) skri';:es i reglen
f~-1(y), men det er vigtigt at gøre sig klart, at f~-1
i almindelighed ikke kan fortolkes som en afbildnihg
af E ind i A. Ved til elementet y € f(A) at lade svare

0:;-1 (' 1_) t) -1 ( ) 1 l ooriginalmængden f 1YJ = f Y til ~y~ fas en af-
biilldning af f(A) ind i J:J (A) •

Mængden af originalmængderne fo-1 (y) til elementerne

y .: f(A) (bedre delm2~mgderne 1.Y} af f(A) danner en klasse
inddeling af A. Ingen af disse mængder er nemlig tom,
idet y rE f(A) netop betyc1er y at der findes mindst eet
x E A, for hvilket f(x) = y. Endvidere tilhorer hvert

0-1 <.7-1elenent xE'A en af mEJngderne f (y), nemlig f (f(x».
, (/-1()n o-1() o -I-Og endellg er f Y1 f Y2 = 0 y nar Y1 f Y2 '

idet et fælles element af de to mængder ville have for
skellige billedelementer Y1 og Y2 ved f, hvilket strider
mod afbildningens definition.

Hvis det for en afbildning f~A ind i E gælder, at
billedmængden f(A) udgør hele dispositionsmængden B,
hvis altså f(A) = Ey siges den at være en afbildning af
A på E, og man skriver

f ~ A på E. Iltful
Det fremgår heraf y at man i dette sYl:lbol .m.~ erstatte
"på" med tJind i"y idet det sidste jo siger mindre om
afbildningen, men i almindelighed ikke omvendt. Enhver

afbildning f~A ind i E kan dog betragtes SOD en afbild
ning af A på f(A).
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Øvelser til kap. I, 4.

AG I, 4, av. 1-5

1) Lad A og B vore delmængder af en universalm@ngde E

og XA og XB deres karakteristiske funktioner. Find,

udtrykt ved disse, de karakteristiske funktioner

'XCA ' XMIB' XAlID , og XA"-B·

2) Vis, at to vilkårlige translationer f 1 og f 2 af planen

E2 givet ved (x'Y)-7(x+a1~y+b1) og (x,Y)-j(x+a2 ,y+b2 )

er ombyttelige. Besten det punkt, der svarer til (x,y)
"p:I. t> p"

ved afbildningen f 2 of1 ,hvor P1 og P2 er naturlige

tal, og vis derved, at denne afbildning også er en trans

lation.
Los den sanrrle opgave for homotetierne g1 givet ved

(x,y) --1'(m1x,m1y) og g2 givet ved (x,y) -:>(m2x, m2y).

Vis, at f 1 og g1 kun er ombyttelige, når mindst een

af dem er den identiske afbildning.

3) Vis, at der ved
x y

(x,y) -;,.( 2 2' 2 2)
x +y x +y

bestemmes en afbildning f af E2"-J( 0, O)} på sig selv,
som er involutorisk. Søg en geometrisk beskrivelse af
afbildningen (som kaldes inversion i enhedscirklen).

Lad C~E2 betegne en cirkellinie, der ikke går gennem.
(0,0). Vis, at f(C) også er en cirkellinie. Angiv og8å
billedet af don ved C begr@nsede cirkelskive.

4) Lad f ~ R ind i R betegne den vod x ~x2 bestonte funk
tion. Find f"P, hvor p er ot naturligt tal, samt ori

ginalmC:Jngc1erne f"-'( {y I -2 ,y<4 )) og fC)-\ fy J Ll, ~ y;: 9})

5) Lad f~ R ind i R betegne funktionen sin. Jillgiv original-
0-1 'I

LlE3ngderno f (y) for y = 0,"2.., -2.

Los den tilsvarende opgave for fWLktionens restriktion

til intervallet fx I -:t ~x ~ 1~ }



Mat. I. 1960-61. AG. I, 4, ov. 6- 9

6) Lad A VG3re IllCGngc1en af alle i et intorval J = \t l a <t (b 1
vilkårlig ofte differentiable funktioner 1J ~ J inc1 i R.
Lad f ~ A ind i A VE3re bestemt ved <f --7 epl. Angiv den funk

tion, der svarer til ep ved f91', hvor p er ot naturligt

tal, samt originalT'.1cangden fO~ 1 (11) til IJIEA.

7) For don til en afl)ildning f g A ind i B horende nc:3ngde

afbildning gælder, når Al og A" betegnor vilkårlige

delmE3ngder af A, at

f(A'UAll) = f(A') U f(AII).

f (A ' (lA Il) ~ f (AI ) nf (AIl) •

f(A"A") :;; f(A' ) "'f(A").

Vis ved angivelse af oksenpler, at inklusionstegnene

i de to sidste relationer ikke kan erstattes med lig

hedstegn.

8) Med de sarme betegnelser som i forrige opgave gEalc1er

for vilkårlige delmcangder BI og Bil af B, at
f Q ->1 (B IUB I' ) = f f,J -I ( B' ) U f .-;-1 (B ") ,

f Q-l (B'nB") = f"-I (B i) () f O-l (Bil),

f"1 (B"B") = fU--1(Bl) "-...fO-I(B"),

f u-l (f (A' ) ) ~ Ay ?

f ( f Q-I ( B' ) ) ~ B' •

Bevis disse relationer, og at der g821der lighed i den

sidste iw{lusion når f er en afbildning af A på B.

9) Lad f~ E2 ind i E2 betegne afbildningen der til (x,y)
lader svare (x2_ y2,2xy).
Vis, at f er en afbildning af E2 på E2 •

Find billodm82ngderne til folgende I~angdcr;

x- aksen, y- aksen, IDCJngdon t(x,y) I (y~O)I\(X~Y)} 9

liniornc x = 1 og y = 1 og halvplm'lerne x >1 ae; y?; 1 •

Find originalmængderne vod f til følgende r1CJngder~

linierne x = 1 og y = 1? halvplC:11'lerne x;"'1 og y ~ 1 sant

kvadranten x ~ O, Yf Oo
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§ 5 • Enentydige afbildninger. NUnlerable L1ængder ._

En afbildning fgA ind i B siges at være enentydig,

i tegn 1-1, når to forskellige elementer af A altid har
forskellige billedelementer, altså, når

'ifAx1 VAX2 ((Xi =I x2 ) => (f(x1 ) =I f(X2 )>> '
(hvor der for korthed ens skyld er sat A som index til

kvantorerne, for at udtrykke, at udsagnet vedrører ele
menterne tilhørende A). Idet udsagnet p ~ q er ensbety
dende med non q ~ non p, kan Lmn erstatte ovenstående
uc1sl!J.gn med

\tAXi VAx2 ((f(X1 ) = f(X2)) =9 (Xi = x2 )) ,
altså med, at to elementer af A sten~er overens, når
de har sa~ne billedelement. Dette kan også udtrykkes
således: For hVQrt element y E B indeholder original-

0-1 .
mængden f (y) højst eet element, d.v.s. den er tom
eller den består~f netop eet element af A. Det sidste
tilfælde foreligger, nliT og kun når y E f(A) •

Er f:A ind i :8\ (1-1) og g:B ind i C (1-1), vil gof
være en enentydig dfbildning af A ind i O. Af g(f(X

1
))

= g(f(x2 )) følgeT nemlig, at f(x1 ) = f(x2 ), da g er 1-1,
og deraf, at Xi = x2 ' da f er 1-1.

Når der foreligger en enentydig afbildning f:A ind i B,
kan man definere en afbildning af f(A) på A vod til
Y E f(A) at lade svare det entydig bestemte elenont af

A, der udgør originalmængden f
Q

-
1 (y). Idet dette elenent

" ~ -1 (ogsa betegnes med f y), kan man skTive
f c -1 f () " ~ -1: A po. A, y -r f (y) •

Afbiilidningen kaldes den til f inveTse eller omve~.

Det er klart, at den også e~ enentydig, idet to fOTskel
lige elementer af f(A) ikke kan have sanTJe origin~l

element.

Idet det til y ti; f(A) ved den inverse afbildning
svarende element fo-1(y) af A ifølge definition er det
element af A, hvis billede ved f eT y, gælder

f(fo-1(y)) = y for y€f(A),
altså

Er X € A, vil det
svarende element

t-i
fcf = ef(A) •

til f(x) ved den inverse afbildning
være det, hvis billede ved f er f (:x:.) ,
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altså x. Folgelig gælder
fo-1 (f (x) ) = x

altså

AG I, 5, 2

f
C

- 1,_ f- = eA ,.

Don til fo-1 gf(A) på A inverse afbildning er fgA på f(A).

Er f en afbildning af A på B, altså f(A) = B, vil
0-1 .. B-O A H' ~ f' ~f være en afblldnlng af pa·. V1S Cter lnc,es en

enentydig afbildning af en mængde A på en n~ngde B,
siges de to mængder at være lige mægtige (eller ækviva
lente), og man skriver

A ,,-.,..IB •

Det er klart, at denne relation mellem to mængder er

ref leksiv: A rv A,
idet eA er en enentydig afbildning af A på A,

.symr:18triskg hvis A ."", B, da gælder B 1'-' A,
idet f~-1 gB på A (1-1), når fgA på B (1-1), og

tra~sitivg hvis A ~ B og B ~O, da gælder A ~ O;
thi hvis fgA på B(1-1) og g:B på O (1-1), vil gof være
en enentydig afbildning af A på O. På grund af den syn
metri, med hvilken A og B optræder her, plejer man om
to lige mægtige mængder også at sige, at der æ står en
enentydig korrQspondanoe imellem den, hvorved det så er
ligegyldigt, om man tænker på afbildningen f eller dens

inverse.
At to endelige mængder er lige mægtige, er ensbety

dende med, at de indeholder det samne antal elementer.
At tælle elementerne i en endelig mængde A består jo i
at etablere en enentydig korrespondance mellem A og en
vis mængde af naturlige tal {1,2, ••• ,n}. Dette kan na
turligvis ske på mange forskellige måder, men det er en
forudscC:Jtning for, at vi ovorhovedet kan tale on antallet
af elementer i en endelig mængde, at tallet n forbliver
det sa~~e, hvordan denne korrespondance end vælges. ER
nu A "'-' B og A"'" 1..1 ,2, • H, n}, har vi også B rv { 1 ,2, ,. •• , n}
på grund af ækvivalensrelationens symmetri og transi
tivitet. Omvendt, er A og B lige ~gtige med saDDO tal-

mængde i1 ,2, ••• ,n}, er de indbyrdes lige mægtige på
grund af ækvivalensrelationens transitivitet og symL1etri.
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Heraf kan sluttes, at en endelig L~ngde A og en ægte
delmængde Ai nf den ikke kan være lige mægtige. Antag,
at 11.'rv11. og at A-r\.J{1, 2, 00&' n} o Do, ville Lmn også

have A',~{1, 2, ••• , n}, d.v.s. der fQndtes en onenty-
r "l

dig Qfbildning af Ai på 11, 2, ••• , nS, Men da der

findes elementer i A, som ikke tilhører A', kunne man
lade disse svare til n+1, n+2, ••• m og dorved få en

enentydig korrespondance mellem A og (1, 2, •• ~, m1,

hvorn)n, i stridnedAN{1, 2, •.• , n}.

Helt anderledes forholder det sig Lled uendelige raæng

der. Idet vi til hvert helt tal p lader svare tallet
2p, får vi en enentydig korrespondance mellem mængden

Z af alle hele tal og mængden af alle lige tal, der jo
er en ægto delmængde af Z. Dette lægger det nær at spørge

om alle uendelige mængder er indbyrdes lige mægtige.
Svarot herpå er negQtivt.

En r~ngde A siges at være pume!abel (eller tællelig),

når den og mængden N = { 1, 2, ••• } af naturlige tal er
lige mægtige, d.v.s., når der findes en enentydig af

bildning af Npå A, med andre ord, når der findes en
følge af elementer af A, hvori hvert element af A fore

kommer en og kun een gQng. Eksopoler på numerable mæng
der er N selv naturligvis, mængden Z Qf Qlle hele t~l,

idet (O, 1, -1, 2, -2, 3, -3, IO') er en følge med den
nævnte egenskab, mængden af alle rationale tal (jfro

opgaverne), endvidere enhver uendelig delmængde [tf en
numernbel mængde. For at indso dette antages, at den

numerable mængde A er skrevet som en følge (Q1' Q2' .o.)~

ikke ende?

efter an ' som tilhorer A', a
1 n 3

ter a , som tilhorer A', o.s.v. Dette kann2

hvori hvert element forekoL~er en og kun een gang.
Lad 8 n være det første element, der tilhører den giv
ne uendelige delmængde Ai af A, an dot første elomont

2
det forste element ef-

da A'

til 2

er uendelig. Lader man nu a svare
n

1

o.s.v., fås en enentydig afbildning

til 1, a
11

2
af N på A' o
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Vi har nltså~

En~ver delmængde a~ en numerabel n@ngde er højst

numernbel, d.v.s. numero.bel eller endelig (hvorved
den tocffile D@ngde regnes til de endelige).

Lad der være givet en vilkårlig uendelig L~ngde A.
Et vilkårligt valgt element af A betegnes ned 0.1 ' et

vilkårligt valgt element af A"lQ1~betegnes nec1 0.2 '
et vilkårligt valgt element af A" ?a1 , a2~ b~tegnes Y,1ed _

0.3 ' ••• , et vilkårligt valgt element af A"... {o.1 ' n2 , ••• , an} i

ned nn+1' Dette kan fortsættes ubegrænset, thi ingen '
af nængderne A" {a1 ,0.2 , •• , an} kan være tOD, da A er
uendelig. På denne L~de fås en følge af indbyrdes for

Skellige elemeneor af A. Idet L~3ngden af en såd2n føl-
ges elementer er numorabel, har vi~

Enhver uendelig nængde har nunerable oe±Dængder.

Et ekseDpel på en ikke nmnerabel uendelig nængde

er ~(N), mængden af alle dolmængder af naturlige tal.
For at beviso dette bemærkes, at der består en enenty

dig korrespondanoe mellem delmængderne af N og deros
karaktoristisko funktioner (side I, 4, 3). M@ngden (N)

og mængden XN af karakteristiske funktioner er altså

lige r~Jgtige. Påstanden vil altså folge, når c1et er

vist, at XN ikko er numer,J,bel. Lad ~1' r2' ••• være en
vilkårlig følge af karakteristiske funktioner. Hver
af den er en følge bestående af O og 1. Indføres be

tegnelsen (Xin) , n=1,2, ••• , for Xi' kan nun stille
følgen af fo:.ger op i et skemQ~

41 (x11 ,x12,x13'···)

,t2 (x21,x22,x23"")

1,. 3 ( x31 ' x 32' x33 ' ••• )
•
•

•
Idet hvert xin er lig med O eller 1, gwlder dette også
for 1-xin " Vi betragter nu følgen

1: g (1 -x11 ' 1-x22 , 1-x3 3' ••• ).
Den er ifølge det sagte også en karakteristisk funktion
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defineret i N. Den kan ikke stewile overens med nogen

af følgernoX'1,t2' ••• ,thi elen afviger fra~1 i hvert
fald i det første element, frat2 i det andet, fra ~3

i det tredie o.s.v. Ved denne såkaldte Cantors diago

nalmetode fus altså følgende resultat~ Ikke nogen føl
ge af karakteristiske funktioner fra XN kan indeholde

dem alle, og dette betyder netop, at Xli (og derDed roeN»~
ikkr er numerabel. Heraf kan sluttes:

J)®:mgdell R af alle reelle tal er ikke lltl.J:ler&i.bel.
Dette folger af eksistensen af en enentydig afbildning

f~ XN ind i R. Man har da nemlig XNfVf(XN), hvilket vi
ser, nt R har en ikke numerabel delmc3ngde, og dermed

at R ikke kan være numerabel. En sudan afbildning fås
ved til fu.nktionen X: (x1 ,x2 , ••• ) fra XN at lade
~vare det reelle tal, der fremstilles ved den uendelige
decimalbrøk 0,x1x 2•••• Da to forskellige decimalbrøker,

der kun indeholder cifrene ° og 1, fremstiller forskel
lige reelle tal, er afbildningen enentydig.

En lm:3ngdo, der er C:8kvivalent med mr:mgden :li siges
at have kontinuets mægtighed. Af det sagte fremgår,

at R har såvel de lr,1U311gder , SOEl har kontinuets illE3gtig
hed, som nUDorable og endelige delmængder. Dot er et

beromt ulost problem, kontinuitetsproblemet, om ellhvor

delmængde af R horer til en af de tre nævnte kategorier.
På den [mdon side kan man vise, at der findes uendeli
ge mængdor, som hverken er numerable eller af kontinu

ets nægtighec1. En sådan er mængden af alle fuructioner
f~ R ind i R.

~1c:311gden E1 2"f punkter på en ret linie har kontinuets

mægtighed. At der findes on enentydig korrespondance
mellem mc:angden af reelle tal og InEJngden af punkter på

on ret linie, er et velkendt faktum, som er fundamen
talt for den annlytiske geometri. Et bevis herfor for

udsætter en prDeisering af geometriens grundlag, som
ikke skal gennemføres her.

Endelig anføres uden bevis, at mængden E2 af punkter
i planen og mængden E

3
af punkter i rurunet også har

kontinuets mægtighed.
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Øvelser til Kap. I~ 5.

AG. I ~ 5, av. 1 - 5

..... ..'

1) For hvilke v~rdier af konstanten k er den ved
x~kx + sinx bestemte afbildning af mængden li af reel

le tal ind i R enentydig?

2) Idet x E,;, R, betegnes Ded [x;] det største hele tal,

der er mindre end eller lig med x. (sættes x ~ il + r,

hvor I:l ar et helt tal og O ~r <1, er [J9 = m.)
Tegn de grafiske billeder af funktionerne x .......:,. \]c] ,
x --? x - [x] og x ~2 ex] - x fra Rtil R. Vis, Q t den
sidstnævnte afbildning er en enentydig afbildning af

R pEt R.

3) Bestem billedn~ngden for hver af følgende afbildninger

af E
2

ind i sig selv, hvor E
2

betegner planen forsynet

med et retvinklet koordinatsystem~

(x,y) '~1 (x2+y2,x2 _y 2)?

(x,y) __~(x3+y3,x3_y3),
(X'Y)"4(Ox+ey , eX_eY),

(x,y)--7(Aretgx + Aretgy , Aretgx - Aretgy ).
Undorsøg, hvilke Gf afbildningerne der er enentydige
og angiv deres inverse afbildninger.

4) Angiven nødvendig og tilstrækkelig betingelse (ud

trykt ved tallene a, b, e, d) for, at den ved

(x,y)-~(ax + by , ex + dy)
givne afbildning af E2 ind i sig selv er enentydig.
Vis, at når og kun når denne betingelse er opfyldt,

er den on afbildning af E2 på E2 •

5) Lad f ~ A ind i B og g ~ B ind i 'C v~re afbilc1ningar

såledas at gof~ A ind i C er enentydig. Vis, at

f~ A ind i B er enentydig. Vis, at når det yderligere

forudsCJttes, at f er en afbildning af A på B, Då og
sEt g være enentydig.
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6) Vis, at on involutorisk afbildning f~ A ind i A

(e1.v.s. en afbildning f =1= eA' for hvilken fof =: el\.)

er en enentydig afbildning o,f A på A, der stemmer

overens med sin inverse.

7) Lad Gfbilc1nine,erno f ~ A på B og g ~ B på C veJre en-
O-j

entydige. Vis, at for afbildningen (gof) ~ C på A
,;-! Q-I:'>-I

gCJlder, at (gof) =: f og •

8) Vis, Gt hvis A er en endolig delmængde af on uendelig

mængde B, do, er B"-ANB. (Benyt, at enhver uendelig

mængde har en numerabel delmængde.)

9) Vis, at hvis A er højst numerabel (endelig eller nu
nernbel) DK3ngde og B en uendelig mængde, do, er

AUBNB.

10) Vis, at hvis mængden A er numerGbel og der findes en

afbildning af A på mængden B, da er B højst numorabel.

11) Vis, at mængden o,f o,lle par (m,n) af naturlige tal er
numol~Qbel.

Vis (f.oks. mod benyttelse af opg. 9), at mængden af

alle positive rationGle tal er numerabel.

Vis, at mængden af alle rationale tal er numerabel.

12) Vis, at følgende mængder af reelle tal er indbyrdes

lige m[Jgtige~ fx'O~x~1 }, txI0~x<1 L{xlo<xs1},

{x IO<x <1 }, t x Ix >O }, {x Ix 2 > 1 J og li. (Bonyt .~p g •
7 el.8)

13) Vis, at mængden af alle endelige delmængder af TI1cJngc1en
N af naturlige tal er numerabel.

14) Vis, 2t enhver mængde af disjwlkte åbne intervaller på

tallinien og onhver mængde o,f disjunkte cirkelskiver
i planen er højst nuoerabel.
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~6. Transformationsg~uEper.Je!illutationsgrupper.

Enentydige afbildninger af en L~ngde A på sig selv

spiller en væsentlig rolle i mange undersøgelser. De

kaldes for transfo~~ationer eller, især når A er en

endelig mængde, for ~~~atione~ af A.
Mængdeh r af alle enentydige afbildninger af en

v

mængde A på sig selv har, som det umiddelbart fremgår
af tidligere resultater, følgende egenskaber~

G1. Hvis f fE; 3J 0E g E;§ , da er også gof <E ~.
G2. For f,g,h €o:§ gælder fc(goh) =:: (f>lg)vh.

G3. Der findes e ~ J . således a~f = f~e = f
for hvert f s"~ (nemlig e = eA, den identiske

afbildning) o

G4. For hvert f E- s: ,findes cler f I e::§' , således at

(
0-1.f'of = f~f' = e nemlig fl = f ,den tll f

inverse afbildning).
Enhver mængde ~ af enentydige afbildninger af en mængde
A på sig selv, for hvilken G1-4 gælder, kaldes en gruppe
af transformationer (permutationer) af mængden A. Den
betragtede mængde af alle enentydige afbildninger af A

på sig selv kaldes den fuldstænqige transformationsgrEPpe
for A eller, hvis A er en endelig mængde bestående af n

elementer, den symmetriske gruppe af graden n. (I den
sidste benævnelse ligger der en hentydning til, at denne
gruppe i en vis forstand kun afhænger af antallet af
elementer i A. Dette vil blive præciseret senere.) Idet
man ved en undergruppe. af en transformc,tionsgruppe
forstår en c1elmængd e af 51 (al tsa. en mængde af transfoJV
majdoner indehold t i ~ ), der selv har "gruppeegenska-v
berne ll G1-4, kan man sige, at enhver trcmsformntions-

gruppe for A er en undergruppe af den fuldst03ndige.

Idet mængden teA\ med den identiske afbildning som

eneste element har gruppeegenskaberne, hvilket følger
af eAoeA = eA, har enhver transformationsgruppe for A,

foruden sig selv, {e~\ SOD undergruppe o

Undergrupper af en transformationsgrnppe cg for

en :mzmgde A (dog nlminc1elic;vis ikke de::1 alle) kan fås
på følgende måde. Lad A' være en delmængde af A~ Man
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betrngter r:1G3l1gc1en nf nIle c~e afbildninger fE :5 ,
som ufbildor dolmængden AI på sig selv, for hvilke

altså f~ AI på Al. Den identiske nfbildning 0A op

fylder naturligvis denne betingelse. Muligvis findes

der ikke andre i 5 . Men hvis f c ~ hnr denne eGensknb?
1.)-1 r "t:

vil f også have den, og hvis f 1E::t og f 2 (:- v har

den? vil også f20f1 have den. Da den associntive lov
G2 j o altid W,Jlder for afbildninger nf en Llængc1e ind

i sig selv? ses heraf, at mængden nf nfbildninger i
S , som afbilder Al på sig selv, danner en undergrup

tf f Cpe ,_1 D: d •

Denne måde at udskille undergrupper på kan varieres.

Idet et element xEA kaldes et fixelement ved en afbild
ning f~ A ind i A, når f(x) ~ x, knn man betrc,gte mæng

den uf de ufbilelninger f G~? for hvilke alle olOlllOn-

ter i en foreskreven mængde A'C:A er fixelementer, d.v.s.

ele afbildninger iS, for hvilke restriktionen til A'
er don identiske afbildning eA,. Det ses let som før?

r'at disse danner en gruppe, nemlig en undergruppe af ..:1
r.:,

og dermed af -0 •

Eksempler:

Lad R være mængden [tf reelle tal, og Ind f :R på li,
n

hvor a betogner et reelt tal, være den ved fn(=:)=x+a
bestemte funktion. Mængden f f IaE:R.1 er da en'-'trcmsfor-

1 a
mationsgruppe J for R. Det samme ge,Jlder for { fo.l a<:QS\
hvor Q beteb~er mængden af alle rationale tal, og for

{f"I aEZ L hvor Z betegner mængden af alle hole tal.
G' .- 1

Do to sidste er undergrupper af Ir"' . De består af de

afbildninger af ~1, der afbilder henholdsvis Cl og Z
på sig selv. Derimod er i fnl a~lIl}, hvor I~ betegner Ii1C,Jng~
den af nnturlige tal ikke nogen gruppe. Alt dette føl

ger let nf f n of = f n +n • I geometrisk fortolkning
L'2 0.1 L'1 '-'2

'dro j er det sig om tro.nslationer nf linien E1 •

For fWlktionerne g : R på R defineret vodm
gro (x) ::; mx gælder det, c..t (gm lmER '-,Ao} t danner en tl'ar.cs-

formntionsgruppe Jt6 for R. HviS m~O tillades" fås ikke
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nogen gruppe, do, go ikke hnr nogen invers.
e '-u 1 (I -AlEksempler pa undergrupper af (;t- O Gr i gn1 l mEn. ! ,

.... l +J
hvor R betegner mængden af positive reelle tal,

+ l'{gml mEQ"-{OlJ, \g:ml mEQ+~ , hvor Q-{- 'betogner
mængden nf posi tive rntionale t;l, ,og {g1' g-1}.
Derimod er hverken 5g I mE'Z? , ~ g, I mEN} eller
J . l D ro
19m1 mER_}, hvor R_ betegner mængden nf negative
reelle tnl~ grupper o Alt dette følger let nf
g og - rem2 m1 - 0m1D2" I geometrisk fortolkning drojer det

sig om homotetier af linien E1 i1mod centrum i nulpunkt
tet" •

Tilsvnrende gælder for translationerne og homoteti

erno af planen E2 • Lnd fa,b betegne transIntionen

(x, y) 4 (x + a , y + b). Mængd en i f b I a, b € RJ er
2 a,

en transformationsgruppe 7~ for E2 " Erstattes R med

Q eller Z fås undergrupper. Translationern~, der afbil

der en given linie på sig selv, danner en rrnden under

gruppe. For linien med ligningen x = y findes rf laER}.t a, a
For homotetierne g nf E2 "med centrum i nulpunktetIl

m
defineret ved (x~Y)~(111X,my) gælder det samnl0 som for
hODotetiorne nf linien.

For hver nf de omtalte specielle transformations

grupper gælder det, at hvilkesoL~elst to afbiluninger

hørende til en af dem er ombyttelige. En trnnsformations
gruppo mod denne egenskab siges at være kODnlutativ el

lor abelsk"

Et eksempel på en ikke kommutativ gruppe er Jt1 =
ifa,m I (aE.R) !\(mER'\o})}, hvor fa,m~ R ind i :R er
definoret ved f 1U(X) = mx + a. At der virkelig for~a,
ligger on gruppe, ses således: For a = O, m = 1 fås

den identiske nfbilc1ning. :Den inverse til 8.fbilclning-
,~ "

en x -)..lnX -{- a er x"",> r"'1""1 -.;;;;:., altså f Q 1, der tilhørerm --,-m El

den betrQgtodo mængde. Por f () f findes
['°2 ' m2 2 1 , m1

x -.:,. T112 (m1x -{- [L,) + <:':2 = Ill1T112X + rn.2o,1 + [1.2' 01 ts@,
f 1 , der ogsa tilhører den betragtede mængde.
~ a 1+Q2 ' 11111.12
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Dermed er gruppeegenskaberne eftervist. Det sidste re
sultat viser tillige, at der i almindelighed gQlder

f of l- f af •n1 ,m1 u2 ,m2 a2 ,m2 a1 ,m1
For m l- 1 hnr afbile1ningen f et og kun et fixele-

" a, m
ment (fixpunkt) x = m~' som findes ved at løse lig-

ningen llL"'C + n = x. SQttes f (x) = fiX + na,m :::: Xi, har

mnn for Hl l- 1
x i u = m( x - 9:....

1
L- m-1 m-

hvilket viser, at afbildningen er en homoteti (multi

plikation) med centrum '~1 (ud fra punktet 0,1)'
1:1- m-

Gruppen }t1 består nltså, foruden nf den identiske af

bildning, nf homotetierne med nlle mulige centrer og
fakto~relil3m l- 1 og translntionerne af linien (m = 1).

For grupper gælder nogle simple sætninger, som

følger nf (de understregede dele af ) G 1-4, uden

benyttelse af, nt bogstaverne f, g, ••• betegner af

bildninger og o snmmensc:atning. G 3 udsiger, at der

findes mindst eet element e E. '5, således o..t e Qf=fo e=f

for hvert feS. Det kunne tænkes, Gt der i gruppen
fandtes flere elementer med den samme egensko..b. (Der
blev kun konstateret, at den identiske afbildning

opfylder krnveto) Der gælder imidlertid~

I en gruppe 5 findes kun eet element e, således

at eof = feie = f for hvert f €i S.
Bevi s ~ A t t 'l 'l t l bn ag, a e og e lnr elen nævn o egensea.

Da gælder e~e' = el, da e har den, og ooe' T G, da

e' har den. Følgelig gælder e = e', som påstået.
Elementet e kaldes gruppens neutrale element.
G 4 udsiger, C1t dGr til hvert ele1l1ent f E 5' fin

dos mindst eet element fie S , således at fiof =

fOf i =i' o. Dot kUIUlG tc:ankes, a17lH::J. v..t:.'3- _.I. -CO" "Tr,,+ ofr- ~

fandtes flore .såc1cmne elomenter. (Dor b lev kun sagt,
at f""-f opfylder kravet). Dor g[31der iraic11ertic1 ~
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J en gruppe ~ findes der ~il ethvert element-!

Q-1 ..
kun eet element fl :::: f , således at flQf ~ fofl ::; e,
~-- - ..

hvor e .e~....B~PJ?ens neutr..9:le element.

Bevis: Antng, at flag f" opfylder kro,vet. Idet
flof :::: e, fås ved at sarmnensætte begge sider med

f"
(flOf)of" ::; eofll,
fia (fof") :::: fil,

f'oe = f u,
fl :::: fil,

hvilket skulle bevises.

I resten af denne paragraf udelades for overskue- .'

lighedens skyld o i eksponenterne.

B.~lder "forkort-

h o f 1 :::: h e f 2 ~

g1 rs h :::: g20 h ~

Bevis: Af hof1 :::: h of 2

h-1()(hO f
1

) ::::

(h-1oh)f:lf1 ::::

f 1 =: f 2
g1 :::: g2

fås

h-1o(h of
2

) ,

(h-1" h) of
2

,

foa :::: b,

e o f 1 :::: e.,f2

f 1 :::: f 2 •

Den anden regel bevises analogt. vod at sammensætte med
h-1 "fra højre".

Til to vilkårligt opgivne elementer a o{~ b af en

Ljlru:ppo !J fi:qdes der et ot,Lkun eet element f, således
,

at

nemlig f -1 et kun et element således-- b'l'JQ , og og g,

at aQg b,:;:

nemlig -1 b0' :::: n c •t?
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Bevis: At "ligningerne" ikke kan have mere end een løs-

ning f henholdsvis g, udsiger forkortningsreglerne. At

f = bøa-l virkelig er en løsning til den første ligning, ses

af

( -l) l (-l)boa oa =bc a oa
-lTilsvarende bekræftes, at g = a c b

anden ligning.

=b<>8=b.

er en løsning til den

Af disse simple sætninger kan man drage følgende slut

ning: Sammensættes alle elementer i en gruppe ~ med et og
'r

samme element a, dannes altså f"" a for f € :f;, fås igen al-

le elementer i ~ og hvert een gang. Med andre ord, ved

f -7 f Cl a bestemmes en enentydig afbildning af f på sig

selv. Til hvert element b E,~finde8 nemlig et og kun eet

element f, således at f a a = b. Tilsvarende gælder for g

-) a c g, g E!f .
Er f: A på A (l-l), altså f et element" af den fuldstæn-

dige transformationsgruppe for "A, kan man danne de iterere

de af den inverse afbildning fc-l: A på A. Er n et positivt

helt tal, gælder

(l) (f-l)n = (fn)-l,

hvilket er ensbetydende med, at

fn o (f-l) n = e.

E'or at vise dette, skrives venstre side udførligt:
-l -l -lf o f e> • •• øf ø f 61 f Q. •• of

(--~,r-~-' L..-.._ . .-1
h --)(-

Idet f of-l = og gOe = g for hver afbildning g af A ind

i A, kan de to midsterste " Faktorer" tilsammen erstattes

med og dette derefter udelades, så længe der er "faktorer"
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f og f-l tilbage. Gentages dette, ender man med e, som på

stået.

MRn definerer nu f-n ved

Da gælder

-p (-l)P (p)-lf = f = f

med

e ifølge en tidligere definition (side I,

for hvert helt tal p. For p> ° er dette rigtigt, dels iføl

dels ifølge (l). For p = ° er det rigtigt,ge definition (2),

idet f ° = (f-l)Q =
-l4,5) og e = e. For p<° fås ifølge definition (2)

l -l ln = -p og f- i stedet for f, og da (f )- = f, at

(f-l)p = ((f-l)-l)-p = f-P,

og ifølge definitionen (2) med n = -p og (l), at

(fP)-l = ((f-l)-P)-l = ((f-l)-l)-p = f-P,

hvoraf påstanden følger.

Endvidere gælder " potensreglen"

( 4) f P (I fq = f P+q •

Bevis: Først vises, at hvis reglen gælder for to bestem-

te hele tal p og q og alle afbildninger af den betragtede

art, da vil den også gælde for -p og -q. Dette ses af

f-Pof-q = (f-l)Po(f-l)q

= (f-l)P+q = f-(P+q) ,

hvor reglen med p og q er anvendt på f-l i stedet for f.

Det er altså tilstrækkeligt at bevise reglenunder forudsæt

ningen p+q ~ O. Specielt kan altså antages, at højst eet af

tallene p og q er negativt. Er de begge større end eller lig

med 0, foreligger det tidligere omtalte simple tilfælde (si

de 1,4,5,). Antag, at f. eks. q<O, men p+q ~ O. Da er
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fP+q o f ...q = f P+q- q = f P

= fl" Q fq o (fCl) -l = f Po f Cl Q f-q,

AG I, 6, 8

=

hvor der er benyttet reglen med p+q .f:; O og -q> O i stedet

for p og q samt (3). Ved hjælp af forkortningsreglen fås

så (4) også i dette tilfælde. Tilsvarende behandles til

fældet p<O.

Endelig nævnes, at der for vilkårlige hele tal p og

q gælder

}t'or q = O er begge sider lig med e. For q., O fås (5) ved

gentagen anvendelse af potensreglen. For q< O, haves der

for

(fP)-q = f-pq,

altså ifølge (3)

og dermed (5) også i dette tilfælde.

Lad ~betegne den fuldstændige transformationsgrup
J'

e for en mæn de A lad f E 'tf} være ivet. Da er

{ f P i p f Z}, hvor Z betegner mængden af alle hele tal,

en undergruppe af ~. Den kaldes den ved f frembragte

cykliske gruppe.

Bevis: Det drejer sig om at vise, at GP, altså mæng

den af alle potenser af f, tilfredsstiller GI - 4 (side I,

6, l). At GI er opfyldt, aflæses af potensreglen (4). G2

er endda gyldig i hele rf! . G3 er opfyldt, fordi f O = e,y
og G4 på grund af (3) , der jo blandt andet udsiger, at den

inverse til en potens er igen en potens.
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Eksempler:

Lad f : A på A være en involutorisk afbildning, alt

så f =~ eA, men f2 = eA• En sådan afbildning er enentydig;

thi af f (xl) = f(x2 ) følger

xl = f(f(xl )) = f(f(x2)) = x2 ·

-lEndvidere ses, at f = f ,da f o f = e. For potensen af f

med en vilkårlig hel eksponent p finder man

når p er lige,

når p er ulige.

Den ved f frembragte gruppe består altså kun af to trans-

formationer, nemlig e og f. Den siges at være af ordenen 2.

Lad f betegne den ved (x,y) --7 (-y,x) bestemte enen

tydige afbildning af planen E2 (forsynet med et retvink

let koordinatsystem) på sig selv. For denne afbildnings

potenser fås

Idet f4 = e =

fl: (x,y) --)(-y,x),

f2: (x,y) .._-;) (-x,-y),
'7

f): (x,y) ~-} (y,-x),

f4 : (x , y) -) (x , y) .

sluttes af potensreglen, at f P ikke

ændres, når eksponenten ændres med et multiplum af 4. Man

kan altså erstatte den med den rest, den giver ved divi-

Den siges at være af ordenen 4. Afbildningerne
2

f danner en undergruppe af ordenen 2.

sion med 4, altså med 0,1,2 eller 3. Den ved f frembrag-
O l 2gruppe består følgelig af e = f ,f = f,f og

e =

te cykliske

f3 = f-l.

fO og

Lad a være et fast reelt tal, og lad f a :!{ på !{ beteg

ne translationen x -;)- x+a. Den ved fa frembragte cykliske
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gruppe består da af translationerne x-? x+pa, hvor p

gennemløber mængden Zaf hele tal. Her er alle potenser

indbyrdes forskellige. Gruppen siges at være af uendelig

orden.

Vi betragter nu det tilfælde~ hvor mængden A er en-

delig. Lad den bestå af n elementer al' a2 , ... , a . En
n

enentydig afbildning f af A på sig selv, altså en permu

tation af A, plejer man at angive på følgende måde:

I den øverste række skrives elementerne af A i en eller

anden orden~ og under hvert element skrives dets billed

element; Det kommer altså ikke an på kolonnernes række-

følge. Idet afbildningen er l-l på A, vil der også i den

nederste række stå alle elementer af A, hvert eeh gang.

Når der en gang for alle vælges en rækkef~lge: af elemen

terne i den øverste række~ svarer der til hver afbildning

f af den betragtede art en bestemt rækkefølge af elemen-

terne i den nederste række, altså en "permutation" i den

velkendte betydning. Omvendt svarer der til enhver sådan

"permutation" af elementerne i den nederste række den

enentydige afbildning af A på sig selv, ved hvilken der

til hvert element i den øverste række svarer det element,

der står under det. Idet der findes n! "permutationer",

er antallet af enentydige afbildninger af en mængde bestå-

ende af n elementer på sig selv, altså af permutationer

i den her indførte betydning, lig med n~. Dette bekræftes

også let direkte.



Mat. l, 1960-61 AG I, 6, 11

Med den ovenfor indførte betegnelse kan man finde

sammensætningen g o f af to permutationer

f =
·..
·..
·..

a )
g(a:)

på følgende måde: Ved afbildningen f har elementet a i
billedelementet f(a.), som står under a. i permutationen

l l

f. Nu er f(ai)et af elementerne al' a2 , ..• , an' lad os

sige f(a.) = a .• Dette opsøges i den øverste række af
l J

permutationen g. Derunder. findes så. elementet g(a.) =
J

g( f( a. )), der svarer til a. ved permutationen g Cl f.
l l

Eksempel:

Il 2 3 4 5 46 )
\32516

"

~)G2 345
o

2 541

= (l 2 345 ~) .\ 4 2 6 l 3,

Den inverse til en permutation fås ved at ombytte øverste

og nederste række:

, ai a2 rI ((al) f(a2 ) f(::J....
f(::)

...
=

f(al ) f(a2 ) al a2

Ordnes her kolonnerne således, at elementerne i øverste

række optræder i rækkefølgen al' a2 , •.• , an' vil de i

den nederste række optræde i rækkefølgen f-l(al ), f- l (a2 ),

-l )•.• , f (a . Eksempel:
n
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(
I l 23 4 5) -l = (2 4 3 5 l)

2 4 3 5 l \1 2 3 4 5
:::: ('1

5
23 4 5)
l 3 2 4 .

AG I, 6, 12

En permutation f, ved hvilken to forskellige ele

menter a. og a. ombyttes, d.v.s. ved hvilken f(a.) :::: a.
l J l J

og f(a.) = a., medens hvert af de øvrige elementer svarer
J l

til sig selv, altså f(ak ) :::: ak for k ~-i,j, kaldes en trans-

position. Den betegnes kort med

a j )'. ,
a.

l

idet de kolonner i det indførte symbol, der består af to

ens elementer, udelades. For sammensætningen af en vilkår

lig permutation g med en transposition findes, hvis i<' j,

...

hvor prikkerne står for kolonner i g, der forbliver uæn

drede. Den sammensatte permutation fremgår altså af g ved

ombytning af elementerne g(a.) og g(a.) i den nederste
l J

række. Eksempel:

(
l 2 345) {}
2 5 l 3 4.

:::: (l 2345)
2 3 l 5 4

Det er indlysende, at en transposition er involutorisk.

Den er altså identisk med sin inverse. For enentydige af

bildninger f l , f 2 , .•. , f r af en mængde ind i sig selv

gælder

(f ." f o
r r-l ... -l -l

"f l Cl f ,r- r

hvilket aflæses af

fro f r _l c ... Øf2.o f l ,gfl - l " f 2- 1 -:;; D f l-l", f -l ;::: e.
r- r
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Heraf sluttes, at den invsrs'3 til en permutation sammen-

sat af transpositioner fås ved at sammensætte de samme

transpositioner i den omvendte orden .

.' l
Bevis (ved induktion): En mængde {al' a2] bestående

af to elementer tillader kun to permutationer, nemlig

og

Her er påstanden altså rigtig. Antag, at hver perrnutation

af en mængde {al' a2 ,
...,

... , an~l) ? n __l- 3, kan sammensæt-

tes G1.f transpositioner. Lad

I a a 2 a \+' ( l n
-'-

\,f (a'l ) f(a2 ) f(a ) )
ti, -- n

være en permutn.ti.on af {al' 8 2 , .-., an'} Antag først,
j

at f(a ) = an" Da fremg3r f af permutationen
n

f'
l' al a 2

\f(8]_) f(a2 )

\

a \
n-ol )

f(a 1)/n- f

af {:-al' ;:"2 'J ••• ~ 2.'\n_.;} ved tilføjelse af kolonnen :;:1
n

Ifølge induktiunsforudsætningen kan f' s81~~ensættes af
a

transpositioner. Tænkes til disse føjet kolonnen an" som
n

jo ikke skrives, fås f sammensat :l,f de ~! samme" transposi--

tioner. Ant8.g dernæst, at f(a ) f- a o Da findes et nmmnern n
k f- n, sålodes at f(ak ) = 8.n ' og følgelig er

(ak a \ I al al a 2., \
n i K n···l n \

f \
.D

G , ..- t - .LO
J f ( , .f(a ) :f(s. ) I

\. a eik ~ -- 8 1 ) . , a J
\ n ! \ n n-l n/

en permutation .. deT ifølge det lige viste kan sammensæt··

tes af transpositioner. Man får da
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idet transpositionen stemmer overens med sin inverse.

Dermed er vist, at f kan sammensættes af transpositioner.

:J:i'remstillingen af en permutation som sammensætning

af transpositioner er ikke entydig bestemt. For eksempel

_ (l 3)
-l

\3 11 o (~~) -o (l 3)
3 l)

viser to forskellige fremstillinger af en permutation af

{ 1,2,3,) .

Antallene af transpositioner i de forskellige frem-

stillinger af en og sam~ permutation som sammensætning

af transpositioner er enten alle lige eller alle ulige,

Bevis: Lad

f = s '.:'} So
P p-l

være to fremstillinger af permutationen f ved transposi-

s ~
p

= S (;l

P

tioner SI' .•. , sp' tI' .. ,' t q , Påstanden, at p og q en

ten er begge lige eller begge ulige, er ensbetydende med,

Nu følger af ovenstående
-loSl <) (tq (lI ••• otl )

p sl Cl tI e ••• <:> t q

at p + q er lige.

-le = f (/ f

altså, at den identiske permutation e kan sammensættes

af p + q transpositioner. Det er altså tilstrækkeligt at

vise, at antallet af transpositioner i en fremstilling

af e altid er lige.

Dette ses let ved hjælp af et kunstgreb. Man vælger

en enentydig afbildningy) af elementerne i den m~ngde A =

{al' a2 , .• ,' an} , hvis permutationer studeres, på mæng-
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f }den ll,2, ... , n· , for eksempel a i ~ i, i :::: 1,2, ... , n.

Er f en permutation af A, betegnes med f(i) det af talle

ne 1,2, ... , n, som ved yo svarer til f(ai ). For hver per

mutation f betragter man nu tallet

Nf :::: ;r;r; (f(j) - f(i)), i,j :::: 1,2, ... , n.

rigtigheden heraf ses ved at omskrive Nf således, at de

faktorer, som indeholder f(A) eller f(r) skilles ud:
--'

Nf :::: (f~) - f (,t) ) i j.~ ). (f (A ) - f ( i) ) (f Vv) - f ( i) )

'f:lIJj (f ( j) - f (tt) ) (f ( j) - f (A) )

_'T1 (f ( i ) - f (A ))( f (f<.) - f ( i) )). <~41.

.'J). (f ( j) - f ( i) ) .
l"'J

. itf~f'i'
j tf A., t~

Transpositionen t bevirker en ombytning af f(~) og f~).

Herved skifter den første faktor fortegn, medens hvert

af de derpå følgende fire produkter forbliver uændret.

Dermed er (6) bevist. Lad nu en fremstilling

e:::: t <::tt····lo:) ••• <:JtI
r r-

af e ved transpositioner være givet. Da gælder ifølge (6)

N :::: -N ::::
e t r

Nt v t ::::
r r-l

altså r lige som påstået.
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Dermed er sætningen bevist, og mem kem opstille f>.7jl--

gende definition: En permutation kaldes lig~ eller ~ljg~,

efter som den kan sarnmensættes af et lige eller et ulige

antc,l transpositioner. Af formlen (6) følger, at Nf er

positiv eller negativ, efter som f er lige eller ulige,

og dette gælder for 'J';:;h'l(;Y't v,:;,lg cl,f afbildningen y: A på

rI ')~ ,L,
L '

nes mea

-)
, .. , nl"' al tså hvordan elementerne af A end beteg-·

1,2, o •• , n. Efter at y'; er valgt, kan man altså
.'

afgøre om permutationen f er lige eller ulige ved at be-

stemme fortegnet for Nf . At en faktor f( j) - f( i), i <j,

i N-D er negativ, kommer -u.d pi, ::li:; det største af tallene
J.

f(i) og fej), nemlig f(j.) konmler før fej) i den nederste

række af s~nbolet

I l

tf(l)

')
L n \

i f n) )
\ / '

at der forE;ligger en sålcc\ldt "inversion". En permutation

er følgelig lige eller ulige, efter som antallet af sådan-·

ne "inversioner" er lige 81~_er ulige. Eksempel:

1123~t;)\
\3 l 5 4 ~

er ulige, idet der er følgende 5 tI inversioner": 3 før 1,

3 før 2, 5 før 1, 5 før 2; 4 før 2.

Til h:L::: r permutation f lader man S\12,re eet af talle·..

ne l og -1, nemlig l, n~r f er lige og -l, når f er ulige.

sgn f (læs: signmY1 eller forcegn f.) Ved f---) sgn f defi-·

nere') en :::tfbildning af mcenc:del:C af a~le pe:rnmtationer rtf

A, aJ.tså af den symmet~~nisln: gr":9jJG' S." a;{:' graden n på m?mg··
H

den ,rl.
L '
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For to permutatiorer f g E S gælQer..--..--------.----.--------~.-.-.--:i~-~--.

sgn (gof) = sgn g sgn f,

AG· T li ,

ICa11 :nerulig j: og g saIl.\111ens8?ttes 8,f henholdsvis p og :: trc't,~ls~~,

posJ.tioner, vil g -D f kl.Æ.lme s~-l:[j:nE;nsættes al. p + Cl transpe -

Endvide:!."e gc8lder

+,--1
sgn -. sgn f~.

hvilkec følger af} -la t f ~;::CJ.n sCJmrnensætte s af de samr.le

transposi tioner SOlfl f) blot t[),get j. omvend .\~ cr~'.e'.1..

Heraf sluttes ~ at S8.1.oIJenscetni.nger af li~e permutatio--

:0.(;1' og G.en inverse til en l:i,cs8 pe:cmuts"tiO:.l er i,;en liD.'

permutationer. Da endvidere den identiske permutation eI'

lige, l1ar vi:

be s t .3-eJl(1~,

des den a] te:cnerellde

.A .
n

( TJ'o-; ..... a"cnLL J ..LD:... .

der væ:r-,~ anledning b.:). at sk'31ne mellem numerabe l og i~dr.--:

I ,
'-
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Eksempel:
Lad et regulært tetraeders hjørnespidser i en eller

anden fast valgt orden være betegnet med betegnet med l,

2,3,4. Der findes flytninger af tetr8edret, efter hvilke

det kommer til at dække sin oprindelige stilling, uden at

hjørnespidserne behøver at indtage deres oprindelige plad

ser. Hver sådan flytning giver anledning til en permutation

af mængden {1,2,3,4] af hjørnespidser bestemt ved, at der

til hver hjørnespids svarer den hjørnespids, hvis plads

den indtager efter flytningen. Flytninger af denne art er:

dre jningerne med dre jningsvinklerne 2 'Ti' /3 og 4 'TI /3 om

tetraedrets højder samt drejningerne med drejningsvinkler

ne 'fT om de linier, der forbinder modstående kanters midt

punkter. Idet det kun kommer an på tetraedrets slutstilling,

må f. eks. dre jninger vinklen 2 7f /3 den ene ve j og 4·11 /3
den anden vej betrages som ens, og tilsvarende drejninger

vinklen 'TI den ene og den anden ve j. Talt på denne måde

findes der 12 sådanne flytninger, når den "identiske flyt~

ning", ved hvilken hver hjørnespids forbliver på sin plads,

medregnes. De danner en transformationsgruppe, kaldet te

traedergruppen. Til hver af dens 12 flytninger svarer en

lige permutation af mængden af hjørnespidser, og omvendt,

hver lige permutation svarer til een af flytningerne~ Der

foreligger altså en enentydig korrespondance mellem tetrae

dergruppen og den alternerende gruppe af graden 4. Det ses

let, at der herved til sammensætningen af to flytninger

svarer sammensætningen af de tilsvarende permutationer (i

samme orden). Sådanne korrespondancer mellem grupper kal

des isomorfier og vil blive undersøgt senere.
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øvelser til kap. I, 6.

AG I, 6, øv. 1- 4

a e- R.
a 6 N.
k E. R.
k rf.' R+.
k (7 R •

1) Undersøg for hver af følgende mængder af afbildninger
af planen E

2
ind i sig selv, om den er en transfor

nations gruppe~

a) (x,y) -+ (x+ay, y) ,
b) (x,y) ~ (x+ay, y) ,
c ) (x, y) --7> (x, ky) ,
cl ) ( x, y) -}' (x, ky) ,
e) (x, y) ~ (x,-ky) ,
(R+ og R betegner henholdsvis mængden af alle positive

og mDngden af alle negative reelle tal.)

Angiv i de tilfælde, hvor afbildningerne ikke danner
en gruppe, det elle de af kravene G1-4 (side 1,6,1),

son ikke er opfyldt.

2) Vis, at cirklen Eled ligningenx2+y2 = 0..2, a>O, af

bildes på sig selv ved afbildningerne f t :E2 på E2
bestent ved
(x,y) -'7 (x cos t - Y sin t, x sin t + Y cos t), t E:R.
(Parameterfromstillingen x = a cos u, y = a sin u,
u E R, for cirklen kan benyttes med fordel.)
Vis, at I.1C3ngden {ft lt E: R} er en transformationSGruppe
(gruppen af drejninger om nulpunktet).

3) Vis, at hver af grenene af den ligesidede hyperbel

med ligningen x2_y2 = .'1
2 , a )'0, afbildes på sig selv

ved afbildningerne gt~E2 på E2 bestent ved

(x,y) -~ (x cosh t - Y sinh t, -x SiWl t + Y cosh t),
t ER.

(Parameterfremstillingerne x = a cosh u, y = a sinh u,
li ER, og x = -a cosh u, y ;::;: a sinh u, u E-R, for de to
hyperbelgrene kan benyttes med fordeL)
Vis, at illGmgden t.gt! t t:f: R er en transformntionsgruppe
(gruppen af Lorentztransformationer).

4) Vis, at følgende 4 afbildninger af planen E2 på sig
selv dmmer en konmutc,tiv transforIi.1ationscruppe g
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g3 g

&;4 :
Angiv denne

AG l, 6, øv. 5-12

(x,y) -:r (x,y) ,

(x,y) ~ (-x,y) ,

(x,y) ~ (-x,-y),

(x, y) ~ (x, -y) •

gruppes undergrupper.

5) Permutationerne

(
1234) (1234) (1234') (1234)
1 2 3 4,' 3 2 1 4' 3 4 1 2 ' 1 L1, 3 2

nf 111&mgd'en}1,2,3,4} danner en kommutativ gruppe.

Vis dette ned benyttelse af opg. 4 ved at betragte

restriktionerne af" ;G1"";g2 , g':3';"" 'g4' til mængden bestående

[tf de fire punlcter (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1).

(Betegn disse pUl~cter i den angivne orden med 1,2,3,4.)

6) Lad ~ vC:Jre en konmmtntiv trnnsformationsgruppe. Vis,

at der for f ~ :y, g ~ 'f! og P E Z gælder

(f ..,g)P = fP~gP.

7) Vis, nt hvis alle frn den identiske afbildning for

skellige afbildninger i en transformntionsgruppe er

involutoriske, da er gruppen kOLvnutntiv.

8) Lad;) VE3re en transfOrmQtio~SgrU~peOgn'!/' og ~ftf
undergrupper af :9' . Vis, at~' n !i tf ogsa er en undergruppe.

Afgar, om det tilsvarende 6:.1 tid g[31der for ~?' lU /)",

enten ved at bevise det eller ved at Qngive et limodeksempel".

9) Angiv samtlige potenser af hver af permutationerne

(~~ ~ ~)
10) Fremstil hver af

(i 2 3 4 5)
\2 3 4 5 1

og

permutationerne

og (1 2
3 4

11) Find ("" 1 2 3
sgn 2 3 4

12)

som Sali1rlOnsc8tning nf transpositioner.

• • • n-i n) og sgn (1 2 • o •
• •• n 1 n n-i • • •

Lad J veJre en trnllsformationsgruppe og X mC:Jngden

af de transfornationer i:5, der .~:er er omb!tte lig
med saDtlige trQnsforLmtioner i y. Vis, at Z er en

undergruppe af :!/ (;§' s eentrun).

n)
1 •
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kan

, n •• • •i = 2, 3,

Vis, at hver permutation af mængden {a1,a2 , ••• ,an'
sammenswttes af transpositioner af formen

(
a1 a i ) ,
a

i
a1l

14) Man betragter de flytninger af en given terning (deri

blandt den identiske) , efter hvilke den dækker sin op
rindelige stilling. (To sådanne flytninger betragtes

som ens, når de fører til samme slutstilling.) Bestem

antallet af sådanne flytninger. Vis, at de damLer en

transformationsgruppe af mængden af terningens pururter.

Efter de samnle flytninger, og kun efter disse, vil også

det regulære oktaeder, hvis hjørner er midtpuructerne

af terningens sideflader, kormne til at dække sin oprin

delige stilling. Derfor kaldes den omhandlede gruppe

for oktaedergruppen.

Terningens rumdiagonaler betegnes med I, II, III, IV.
Til hver af de betragtede flytninger svarer en permutation

af mængden {I,II,III,IV}, således at der til sammensæt

ningen af to af flytningerne svarer sammensætningen af

de tilsvarende permutationer. Vis, at alle permutationer

af mængden vil fremkomme. (Benyt f.eks. at hver permuta
tion kan sammensættes af transpositioner; resultatet

af opg. 13 tillader en yderligere lille forenkling.)

Man betragter nu kun de flytninger af oktaedergruppen,

ved hvilke hvert af de tre linie stykker, der forbinder
midtpururterne af to modstående sideflader af terningen

(altså oktaedrets diagonaler) afbildes på sig selv. Vis,
at de danner en undergruppe, og angiv de tilsvarende

permutationer af {],II,III,IV}. (sa~nenlign med opg. 4
og 5) given geometrisk forklaring af overensstemmel
serne.)

Givet geometrisk bevis for, at tetraedergruppen er en

undergruppe af oktaedergruppen.
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~ 7. Mængdeprodukt. Relationer •

AG I, 7, l

.§:
Lad A og B være vilkårlig mængder. Vi betragter par

(a,b), hvis "første komponent" a tilhører A, og hvis "anden

komponent" b tilhører B. Vi fastsætter, at (a,b) = (a',b')

skal betyde, at a = a' og b = b'. Hvis a ~ b, er altså

(a,b) ~ (b,a). Her kommer det altså an på den orden, i hvil-

ken de to elementer optræder, medens den jo ikke spiller no

gen rolle, når talen er om mængden bestående af de to ele-

menter: ta, b}
a E. A og b ti; B,

(' t
= l\..b '~j . Mængden af alle par (a, b), hvor

kaldes mængde produktet eller det kartesiske

J)rodu:1d af A og B. Idet det betegnes med A>( B, kan defini-

tionen skrives

AxB = {(a,b) la .EA /\ b~ BJ •

Det er tilladt, at A = B. I stedet for A)'A skrives også A2 •

Er A f. B, vil også AxB f. B XA, idet der da finde s elementer

a~A og bE:B, for hvilke a ~ b, og følgelig (a,b) f. (b,a).

Den ko~nutative lov gælder altså ikke for denne multiplika-

tion. Men der gælder øjensynlig, at

A XB rv B XA;

thi ved (a, b) -) (b,a), a f.A, b €:.B, bestemmes en enentydig

afbildning af den ene mængde på den anden. Der findes i al

mindelighed mange sådanne korrespondancer. Men den nævte ud-

mærker sig ved, at den umiddelbart frembyder sig, og at der

ikke er nogen vilkårlighed i dens definition. Skønt det ikke

er muligt at sige helt nøjagtigt, hvad man mener dermed, si-

ges en sådan afbildning af en mængde på en anden at være den

naturlige eller kanoniske. Det kartesiske produkt af to mæng-

der A og B kan anskueliggøres, hvis hver af dem er en delmæng

de af mængden af punkter på en ret linie. Lad L og M være to
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hinanden skærende linier i planen. (Det kan antages, at li

nierne er vinkelrette på hinanden). Er A ~ L og B S-M, vil

mængden af alle skæringspunkter mellem de med M parallelle

linier gennem punkterne af A og de med L parallelle linier

gennem punkterne af B kunne fortolkes som AXB. Er A :=: L og

B :=: M, kan AXB fortolkes som hele planen.

Idet der, som nævnt tidligere, findes en enentydig kor-

respandance mellem mængden El af reellIe tal og mængden af

punkter på en ret linie, kan også det kartesiske produkt af

to mængder af reelle tal fortolkes på den angivne måde. Spe

cielt kommer man således til fortolkningen af RX11. :=: 11.2 som

mængden af punkter i planen. Nu findes der mange enentydige

afbildninger af R på en linie. Ethvert "koordinatsystem",

altså valg af et nulpunkt og et enhedspunkt på linien, bestem

mer en sådan. Omvendt kan man sige, at enhver enentydig kor

respondance mellem punkterne på linien og en delmængde af'11.,

specielt hele R, kan i principet tjene som koordinatsystem.

Ganske tilsvarende forholder det sig med mængden af punkter

i planen og mængden 11.2 af par af reelle tal. Et retvinklet

koordinatsystem er i grunden ikke andet end en forskrift,

der giver en enentydig korrespondance mellem de to mængder.

Omvendt vil enhver sådan korrespondance kunne tjene som ko-

ordinatsystem for planen. I det følgende vil der også i be-

tegnelsen blive skelnet mellem mængden El af punkter p'i en

ret linie og mængden R af reelle tal, mellem mængden E af
2

punkter i 2 af par af reelle tal.en plan og mængden R

Begrebet mæ-ngdeprodukt kan udvides til et vilkårligt

antal af mængder. Lad der være givet mængder Al ,A2 , ... , An'

Man betragter sæt af n elementer i en bestemt orden, det
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første fra Al' det andet fra A2 o.s.v., i tegn

(al ,a2 , ..• , an) al E Al' a2~ A2 , ..• , anE An'

To sådanne n-sæt Jal ,a2 , ..• , an)og (al ',a2 ', .•. , an') si

ges at være lig med hinanden, når og kun når al == al' , a 2

= a2 ', ... , a == a '. Mængden af alle sådanne n-sæt kaldesn n

mængde produktet eller det kartesiske produkt af mængderne

Al ,A2 , ... , An' Idet det betegnes med Al X, A2 X ••• XAn , kan

definitionen skrives

A1X A2 X ••• XAn =

{ (al ' a2 , •.• an) Ial G.. Al·/\" a2 E. A2 /\ •.. A anE An.:} .
Er Al == A2 == ••• = An = A, betegnes produktet også med An.

Som omtalt tidligere (side 1,4,2), er et m-sæt af elementer

af A ikke andet end en afbildning af mængden ~1,2, •.• , ~

ind i A. Derfor kan An opfattes som mængden af alle disse

afbildninger. Mængden Rn af alle n-sæt af reelle tal kaldes

det n-dimensionale (reelle) talrum eller kort det (reelle)

n-talrum.

Er mængderne Al' A2 , •.. , An endelige, og er antallene

af elementer henholdsvis Pl,P2' .•. , Pn ' vil antallet af ele

menter i A1X A2 X ••• x, An være PlP2' • •Pn'

Når der foreligger tre mængder A,B,C, kan man efter den

lige opstillede definition danne AX BX C. Men man kan også

danne (AAB)XC og AX.(BXC). Det er klart, at det drejer

sig om tre forskellige mængder. Medens den første består af

tripler (a,b,c), består den anden af par ((a,b),c), hvis

første element selv er et par, og tilsvarende den tredie.

Den associative lov gælder altså ikke for kartesiske pro

dukter. Men der består naturlige enentydige korrespondancer

mellem to og to af de tre mængder. Tilsvarende gælder for
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flere end tre mængder.

Er der givet en følge (Al ,A2 , ••• ) af mængder, forstår
~ct;&

man ved det kartesiske produkt\ ~l ,A
2

, ••• m(Y)ngden Al X. A2 X

:::: {( al ' a 2 ' ••• ) IV1J i (aiE Ai)J '
altså mængden af alle følger (al' a 2 , .•• ), hvor al E Al'

a 2 f.. A2 , ••• • Er Al - A2 :::: ••• = A, skrives produktet også

A1J • Er specielt A :::: ~, fås mængden ~.r:r af alle følger af

reelle tal. For A :::: .r:r fås mængden 1JN af alle følger af na

turlige tal.

Er Al X. A2 X . .• et produkt af endelig eller uendelig

mange mængder, og er A. en bestemt af dem, kaldes afbildnin
l

gen af AIX A2X ••• på Ai bestemt ved

(al ' a2 ' ••• ) "~ a i

produktets i-te projektion. Den betegnes med pr.
l

..• på A .•
l

Såvel i den elementære matematik som i det foregående

findes der mange eksempler på, hvad man generelt og uden

præcisering plejer at kalde for en relation mellem elemen-

terne i en mængde A og elementerne i den samme eller en an-

den mængde B. Sådanne eksempler er:

l) li. :::: mængden af punkter i en plan, B :::: mængden af rette li

nier i samme plan. Relationen er: et punkt a (A ligger

på en linie b E.B.

2) li. :::: B :::: mængden af rette linier i planen. Relationen er:

linien a €. li. er parallel med linien b E: A, i tegn a II b.

3) A = B :::: mængden af alle liniestykker i planen. Relatio-

nen er: liniestykket aE: A har samme længde som liniestyk-

ket b €:A.



Mat.l, 1960-61 AG I, 7, 5

4) A =: B =: mængden af alle trekanter i planen. Relationen

er: trekant a EA er kongruent med trekant b €. A. (r ste-

det for "kongruent" kan træde "ensvinklet".)

5) A = mængden af trekanter i planen, B = mængden af cirk-

ler i samme plan. Relationen er: trekant a E. A er indskre'·..

vet i cirklen b E:. B .

6) A = B = N. Relationen er: det naturlige tal a er divisor 1

det naturlige tal b,i tegn alb.

7) Ii = B =: N. Relationen er: det naturlige tal a har en di·

visol') l fælles med det naturlige tal b.

8) A = B =: 11.. Relationen er: det reelle tal a er mindre end

eller lig med det reelle tal b, i tegn a < b. (r stedet

for < kan træde > <,).)

9) A

10) Ii

= B = ~, Relationen er: a 2 + 3b2
=: 4.

N
=: ~ mængden af alle følger af reelle tal, B = ~. Re-

grænsevær-·• •• ) € A harlationen er: følgen a =

dien b EB, i tegn lim
i~O'o

11) A = B = mængden af alle udsagn sammensat (ved hjælp af

tegnene non, 1\ , v') af to givne udsagn p og q. Relationen

er: udsagnet a€ A har samme sandhedstabel som udsagnet

b E. A, i tegn a = b.

12) A er en vilkårlig mængde, B =()f(A) mængden af alle del-

mængder af A. Relationen er: elementet aE.A tilhører mæng-

den b € B, i tegn a E b.

13) E er en vilkårlig mængde, A = B =c@(E) mængden af alle

delmængder af E. Relationen er: mængden a~A er delmæng

de af mængden b E2 A, i tegn a C b. (r stedet for:;; kan

træde ..:J , c, ;::;> • )
=

14) A = B er en vilkårlig mængde. Relationen er: elementet
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aEA er lig med elementet b€A, i tegn a = b.

15) E er en vilkårlig mængde, A = B = cW(E) mængden af alle

delmængder af E. Relationen er: mængden a E A er komple

mentærmængde til mængden b f: B, i tegn a = (b.

16) A og B er vilkårlige mængder, f:A ind i B en given af

bildning. Relationen er: elementet a ~ A afbildes ved f

i elementet b E,B, i tegn f( a) = b.

Foruden sådanne rent matematiske findes der talrige

andre eksempler på relationer, f.eks. de forskellige slægt

skabsrelationer mellem mennesker. Endvidere kan nævnes føl

gende: Lad A = B være mængden af alle sporvognsstoppesteder

i København, og lad relationen være: der findes en sporvogns

linie, der fører fra stoppestedet a til stoppestedet b. Lad

A betegne mængden af alle mennesker i Danmark og B mængden

af alle købmandsforretninger i Danmark, og lad relationen

være: personen a har(inden for en bestemt periode)købt varer

i købmandsforretningen b.

Ved hjælp af de ovenfor indførte begreber er det mu

ligt at give en generel og præcis definition af relations

begrebet. Det, der er fælles for alle de nævnte eksempler
J

er, at for hvert par (a,b) af elementer aEA og bEB er ud

sagnet "a står i den pågældende relation til bil enten sandt

eller falsk ~ Mængden R af alle de par (a, b), for hvilke

udsagnet er sandt, er en delmængde af A)<"B, der omvendt be

stemmer relationen fuldstændig. Man opstiller derfor føl

gende definition:

En relation fra en mængde A til en mængde B er en del

mængde R af Ax.. B. (Er B = A, taler man også om en relation i A) •

At et element a E: A står i den pågældende relation til B er

ensbetydende med (a,b)E R.
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Skønt en relation fra A til B ifølge denne definition

ikke er andet end en delmængde R afAX B, kan det være mere

suggestivt rent sprogligt at skelne mellem relationen og

mængden R. Denne mængde kaldes da relationens graf. Når A

og B er mængder af reelle ta~ og relationen er bestemt ved

en funktion f:A ind i B (eksempel 16), vil relationens graf

som delmængde afAX B kunne fortolkes som funktionens gra

fiske billede i sædvanlig forstand. I et tilfælde som 9),

hvor relationen er en ligning mellem reelle tal, vil grafen

kunne fortolkes som den kurve, der fremstilles ved den på-

gældende ligning.

Er R en relation fra A til B, forstås ved den til R in
-lverse relation den relation R C. BXA fra B til A, for hvil-

ken

R-l::: {(b,a) l(a,b)if.R}.

Den er altså bestemt ved billedmængden af R ved den naturlige

afbildning (a, b) ~---1(b,a) afAx B på BXA. De to udsagn "a

står i relationen R til bil og "b står i relationen R-l til

a" er ensbetydende.

I mange tilfælde har man et andet sprogligt udtryk for

en relations inverse end for relationen selv. Blandt de oven-

for anførte eksempler gælder dette følgende:

l) Linien b o gennem punktet a.gar

5) Cirklen b er omskrevet om trekant a.

6) b er et multiplum af a.

8) b er større end eller lig med a, i tegn b ~ a.

10) b er grænseværdi for følgen a ::: (al ,a2 , ... ) .
12) b indeholder a, i tegn b ~ a.

13) b indeholder a, i tegn b-=:> a.
:::

16) b er billede af a ved f.
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Som nævnt under eksempel 16.) bestemmer enhver afbilning

f:A ind i B en relation fra A til B, hvis graf er mængden

af alle par (a,f(a)), a fA. Denne relation har den særlige

egenskab, at der til hvert a~ A findes et og kun eet element

bEB, således at a står i relationen til b, nemlig b = f(a).

Heraf ses, at ikke enhver relation fra A til B kan være be

stemt ved en afbildning af A ind i B. Af de ovenfor nævnte

specielle relationer har 1)-4),6)-9),11)-13) ikke den nævnte

egenskab. I disse tilfælde findes der flere, almindeligvis

uendelig mange, elementer b €:. B, til hvilke et givet a t A

står i den pågældende relation. Men der gælder følgende:

Lad R ~ A XB være en relation fra mængden A til mæng

den B, således at

'vIAa VBbl , b2 ( (a, bl) E R A (a, b2 ) € R ~ bl = b2 ),

altså således at der til hvert a (..A findes høj st eet b E... B,

for hvilket (a,b)~R. Dette er ensbetydende med, at hvert

element aEA forekommer i højst eet par (a, b), der tilhører

R. Lad A' være mængden af de elementer af A, som forekommer

i et par tilhørende R, altså billedet af R ved den første

projektion afAX B:

A' :::: prl (R) •

Til hvert element a f A' svarer da et og kun eet element b~ B,

således at (a,b)€R. Derved defineres en afbildning f:A' ind

i B, som bestemmer den givne relation. Ovenstående betingelse

er nødvendig og tilstrækkelig for, at relationen R bestem

mes ved en afbildning af en delmængde af A ind i B.

Relationerne 5),10),14),15) bestemmes ved afbildnin

ger af A ind i B.
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Relationsbegrebet er overordentlig omfattende. Der er

imidlertid forskellige specielle klasser af relationer, som

optræder hyppigt, og som derfor undersøges særskilt. Foruden

den lige omtalte klasse af relationer, som bestemmes ved af-,

bildninger, og som er blevet behandlet i de foregående para·..·

graffer, drejer det sig hovedsagelig om to klasser af rela···

tioner i en mængde, ækvivalensrelationer og ordningsrelationer ,;

Er A en vilkårlig mængde, kaldes den delmængde L'). af A)', A;

der består af alle par (a,a), a €A, for .9:1-agonalt~.D. i, A 'xA"

Opfattet som relation er den lighed mellem elementer af A,

idet (a,b) € L1, når og kun når a = b. (jfr. eks. 14)c En

relation R S. A XA siges at være refIe ks:1.Y.: s når L~ S R, d,v. s,

(a,a)C':R for hvert aEA, med andre ord, 11:3,1' hvert element af

A står i den pågældende relation til sig selv. Blandt eksem

plerne er de under 3),6),8)(~,l)' 11), l)) (S',2) og 14) 'Olngivne

relationer refleksive. Det er hensigstmæssigt også a-c betragte

de to under 4) nævnte som refleksive, altså at sige om en

trekant, at den er kongruent (ensvinklfJt) med sig selv" Det

er endvidere i reglen hensigtsmæssigt at gøre den undel' 2)

nævnte relation refleksiv ved at erstatte i'parallel;l n~ed '0J;2>-

rallel eller sammenfalende" eller også ved at fastsæ·tte, at

II parallel" skal inkludere "sammenfaldende"" Den undcr l6)

nævnte relation er kun refleksiv, når A = B og f-eA'

En relation R c;, AX A siges al; VEere ,?:VI':lf!~8trJ§~; hvif3 det

for alle a,bEA gælder, at (a,b)E.R medfører (b,a)E.R" alts~~.

at når a står i relationen til bi vil også b stå i relationen

tila. Blandt eksemplerne er de under 2)-A) y11) ,14) ,15) nævn,..
symmetriske

te~ under 16) nævnte relation er ki)..::1 symxet:ci8k, :cLE".r A =
-l

B og f = f
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En relation R C A>< A siges at være trøansi t:1Y, når det

for alle a, b,c E: A gælder, at (a, b) E R og (b,c) E R medfører

(a,c)~R, altså at når a står i relationen til b, og b står

i relationen til c, da vil a stå i relationen til c. Blandt

eksemplerne er de under 2)-4),6),8),11),13),14) transitive.

(Bemærk, at dette ikke gælder for 2) og 4) uden de ovenfor

nævnte vedtægter, der gør de pågældende relationer reflek

sive.) Den under 16) nævnte relation er kun transitiv, når

A :::: B og f er idempotent, altså f o f :::: f.

Det kunne synes, at en symmetrisk og transitiv relation

altid er refleksiv, idet (a,b)tR ifølge symmetrien medfø

rer. (b,a) f.R og dette ifølge transitiviteten (a,a) t: R.

Dermed er imidlertid ikke vist, at (a,a)E. R for al~ a(;,A,

men kun for de a t: A, som står i relationen til mindst et ele-

ment b €.A.

En relation R i en mængde A kaldes en ækvivalensrel~-

tion, hvis den er refleksiv, symmetrisk og transitiv, alt

så hvis den opfylder følgende tre betingelser:

Æ l. V
A

a ( (a, a) E R) •

Æ 2. VAa,b((a,b) tR~ (b,a) €.R).

Æ 3. 'v'A,a,b,c(((a,b)E..R /\ (b,a) f R) ~ (a,c) ER) .

Når R er en ækvivalensrelation, skrives i reglen arvb

eller a = b i stedet for (a,b)(R, og man siger, at a er

ækvivalent (lig) med b, eller, idet Æ 2 gælder, at a og b

er ækvivalente. I visse tilfælde bruges også andre tegn.

Angående brugen af lighedstegnet bemærkes, at det normalt

udtrykker, at de to symboler, som det forbinder, er (almin-·

deligvis forskellige) betegnelser for den samme ting. Lig-·

hedstegnet udtrykker da identiteten (jfr.eks.14». Der er

imidlertid tilfælde, hvor det kun tilsyneladende bruges på
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denne måde. Det mest kendte er vel følgende: Vi skriver

4/12 = 6/18, skønt der jo ikke står den samme brøk på beg

ge sider af lighedstegnet. Alment, når p,q,p,q betegner po

sitive hele tal, skriver vi p/q = p/q, hvis og kun hvis

pq = qp. Det sidste lighedstegn udtrykker identitet af de

to positive hele tal pq og qp. Herved defineres der en re

lation R i mængden af alle positive brøker: p/q står i re

lationen R til p/q betyder, at pq = qp. Det ses let, at R

er en ækvivalensrelation. Et andet eksempel er følgende:

Betegner A,B,1,~, punkter, skrives ofte AB = AF for at ud

trykke, at de to liniestykker AB og AE har samme længde,

uden at de derfor behøver at være identiske. Her foreligger

også en ækvivalensrelation (jfr.eks.3)).

Blandt de nævnte eksempler på relationer er 2) (parallel

eller sammenfaldende),3),4),11),14) ækvivalensrelationer.

En ved en afbildning f:A ind i A bestemt relation (16)),

er kun en ækvivalensrelation, når f er den identiske afbild

ning eA•

Til disse eksempler kan føjes den tidligere (side I,

5,2) indførte ækvivalens af mængder. For ikke at tale om

begrebet "mængden af alle mængder", som ikke kan gives no

gen præcis mening, betragtes kun delmængder af en given uni

versalmængde E. Relationen er da en ækvivalensrelation i

mængden 2(E) af alle delmængder af E.

Lad A og B være vilkårlige mængder, og lad der være

givet en afbildning f:A ind i B. En relation R i A define

res på følgende måde: Elementet a E A siges at stå i relatio

nen R til a' A, når f(a) = f(a). Det er indlysende, at R

er en ækvivalensrelation. Den under 3) nævnte relation er
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af denne art, idet.f er den afbildning af mængden af linie

stykker i planen ind i R, der til et liniestykke lader sva

re dets længde.

Lad A være en vilkårlig mængde, og lad der være givet

en klasseinddeling af A (side 1,3,5), d.v.s. en mængde SP
af disjunkte, ikke tomme delmængder F ~ A, kaldet klasser

ne, hvis foreningsmængde er lig med A. Hvert element acA

er da indeholdt i en og kun een af klasserne F, og denne

betegnes med F . Af klasseindelingens definition følger,a

at Fan Fa::J. ø medfører, at Fa = Fa . En relation R p i A

defineres på følgende måde. Elementet a E A siges at stå i

relationen R ptil elementet a €.A, når a E. Fa. ' eller, hvad

der ifølge det sagte kommer ud på det samme, når Fa = F~ ,

altså når a og a tilhører samme klasse. Det er indlysende,

at R d) er en ækvivalensrelation. [Idet der ved a -7 Fa defi

neresLen afbildning f:A på d), kan denne måde at definere
L

en ækvivalensrelation på opfattes som et(tilsyneladende spe

cielt) tilfælde af den foregående. Men da originalmængderne

f-l(y),y ~f(A), ved en afbildning f:A ind i B danner en klas

seinddeling af A (jfr.side 1,4,6), kan man også slutte det

omvendte .J
Lad der nu være givet en vilkårlig ækvivalensrelation

R i en mængde A. For et givet element a e A defineres

Ga =&i(a,x) E.,RJ = [x1at'vxJ,

hvor der er skrevet arvx i stedet for (a,x)E R. Mængden Ga

består altså af de elementer af A, der er ækvivalente med

a. Vi skal vise, at

T= {Ga larvA},
altså mængden af de indbyr(l.es forsKellige blandt mængderne
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G , er en klasseinddeling af A. Idet arva ifølge Æ l, era
a E: G , hvoraf ses, at ingen af mængderne er tom, og at hverta

element af A er indeholdt i mindst en af dem. Antag, at Ga
og G"har et element al! fælles. Da gælder aNal!, a 'ri.! a" ,a

altså ifølge Æ 2 også a"rva', og ifølge Æ 3 også aA/a'. Er

nu x et vilkårligt element af Ga , , altså a'rvx, fås af Æ 3,

at atiJX, altså xEGa . Dette viser, at Ga , S: G-a • Idet roller

ne af a og a' kan ombyttes, fås Ga , = Ga • Dermed er vist,

at to af mængderne G er enten disjunkte eller identiske.

Mængdeny er altså en klasse inddeling}og på den ovenfor an

givne måde bestemmer denne den givne ækvivalensrelation R.

To elementer x og x' tilhører nemlig da og kun da den sam-

me mængde G, når de er ækvivalente; thi af XAlX' følger x'E

Gx ' og af x,x' E Ga følger alVx, al"Vx', altså XNX' (hvor

ved Æ 2-3 er benyttede).

Dermed er følgende sætning bevist:

Enhver klasseinddelingaf en mængde A bestemmer en ækvi-

valensrelation i A, således at to elementer af A er ækviva

lente, nåp og kun når de hører til samme klasse. Omvendt be-

stemmer enhver ækvivalensrelation i A en klasseinddeling af

A, således at to elementer af A hører til samme klasse, når

og kun når de er ækvivalente.

Klasserne af den ved en ækvivalensrelation bestemte

klasseinddeling af A kaldes ækvivalensklasser. Et element

a~A siges at repræsentere eller at være en repræsentant

for den ækvivalensklasse, som det tilhører.

En relation R i en mængde A siges at være antisymmetrisk,

når det for alle a, b f A gælder, at a 1= b og (a, b) eR med

fører (b,a)~ R, med andre ord, når højst eet af parrene
l



Mat.l, 1960-61 AG I, 7, 14

(a,b) og (b,a), hvor a! b, tilhører R. Blandt eksemplerne

er de under 6),8) og 13) nævnte antisymmetriske.

En relation R i en mængde A siges at være en refleksiv

ordningsrelation, hvis den er refleksiv, antisymmetrisk og

transitiv, altså hvis den opfylder følgende tre betingelser:

Ol. ~a"( (a,a) ER).

02. 'v~a,b ((a! b l\(a,b)€R) ::"'~';"(b,a)iR). stll
IJ
III:\12llo.) Cl lli

03. \:ia; b, c «(( a, b) E~ R /\ (b, c) f: R) =9 (a, c) E R) •

Det er her ikke krævet, at der for hvilke som helst to ele

menter a og b af A gælder enten (a, b) f R eller (b,a) f:R.

Efter som også dette, altså

04 . 'lAa, b « a , b) f R V (b, a) ~ R)

gælder eller ikke gælder, siges R at bestemme en total (fuld

stændig) eller en partiel (delvis) ordning af elementerne

i A.

Er R en refleksiv ordningsrelation, skrives som regel

a ~ b i stedt for (a, b) C R, når der .ikke er vedtaget et sær

ligt tegn for relationen.

Blandt eksemplerne er de under 6)·,8)($,2) og 13)(~,2)
-$- - -

nævnte refleksive ordningsrelationer, 6) og 13) partielle

og 8) totale.

Erstattes Ol med kravet

Ol. ~a «a,a)~R),
,

erstattes altså R med ~ = R ~ 4, fås en ikke refleksiv ord-

ningsrelation. Man skriver da a",<b i stedet for (a,b)E.~,

når der ikke er vedtaget et særligt tegn for relationen.

Eksempler på ikke-refleksive ordningsrelationer er de med

<, > , C, :J betegnede. Ud fra en ikke-refleksiv ordning ~
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fås en refleksiv ved at erstatme R med R = R t).6. En ikke-

refleksiv ordning siges at være total eller partiel, efter

som den i denne forstand tilsvarende refleksive er total

eller partiel. De ved <, > betegnede ordninger (eks.8) er

totale, de ved e, J betegnede (eks.13) er partielle.

Hidtil har der kun været tale om relationen mellem to

elementer. De kaldes derfor binære relationer. Der forekom-

mer imidlertid hyppigt relationer, hvori der indgår tre el

ler flere elementer. Eksempler: Lad A være mængden af punk-

ter i en plan. "Tre punkter a,b,c ligger på ret linie" og

"fire punkter a,b,c,d ligger på en cirkel" er da sådanne re-

lationer. Lad A være mængden af punkter på en ret linie. Da

er "punktet b ligger mellem punkterne a og c" en sådan re

lation, der i modsætning til de to førstnævnte ikke er "sym

metrisk". Lad f(x,y,z) være en funktion fra en delmængde af

~3 til k. Da vil f(x,y,z) = O være en relation. Uden at gå

ind på en almindelig teori for sådanne II ternære"', "kvaternæ-

re~ ..• relationer skal det bemærkes, at de defineres ana-

lagt til de binære som delmængder af kartesiske produkter

A XB XC O.s.v.
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Øvelser til kap. I, 7.

l) Fortolk hver af mængderne .R x 1Z+' 11.+ X .R+, .R 'X Z, 1t+X Z,

Z x Z, Z X 11 og Nx 11 som en punktmængde i planen.

2) Lad A betegne mængden af punkter tilhørende et liniestyk-

ke, B mængden af punkter på en ret linie, C mængden af

punkter i en halvplan, D mængden af punkter på en cirkel-

linie og E mængden af punkter tilhørende en cirkelskive.

Angiv punktmængder i rummet, der kan fortolkes som mæng-

derne Ax.C, BXC, AXD, BXD, C>"D, AXE, BXE, D><D og

D XE.

3) Lad A og B være vilkårlige mængder, A/S; A, A".;, A og B'~ B.

(A 'lJ A" ) X B = (A'x B) U (A Il X B)

(A'nA") xB = (AxB) 11 (A" XB)

(AXB)' (A 'XB') =

[(A '-.A') x (B'B'~I IJ ITA 'A') XB]lJU!.'x (B'-B')].

4) Skitser grafen for hver af følgende relationer i .R:

a)

c)

d)

e)

b)

R = {(x,y)Ix ~ Y}.

R = {(x,Y)lx)y').
~-'

r. ) 2 2 ,1
R = 'lix,y Ix - Y = 0J

R = ~x,y) ix2 _ y2 ~ ot .
J( 2·J

R = l~x,y) Ix - Y = O} •
2 ~.

R = ~x,y) Ix - Y >01 .
..J

Angiv for hver af disse relationer følgende mængder af

f)

reelle tal:
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5) Angiv ved en figur en punktmængde i planen, som kan for

tolkes som AXA, hvor A = {1,2,3,4,5,6}.

Angiv ved figurer graferne for følgende relationer i A:

a) {(a,b) ia+b er lige),

b) ((a, b) la er lige Ab er lige},

c) [(a, b) lab = 6},

d) t(a, b) la = 6 v b = l} ,
e ) ~ a, b) Ia ? b+2],

f) Ua, b) Imax ~,6-b) ~ ~ ,

hvor a, b ~A. Undersøg, hvilke af relationerne der er reflek~..

sive, symmetriske, antisymmetriske, transitive, og hvilke

der er af formen f(a) = b, hvor f er en afbildning af en

delmængde af A ind i A.

Angiv ækvivalensklasserne for eventuelle ækvivalensrelatio-

ner blandt de givne relationer.

6) Afsæt i planen endelig mange punkter. Mængden af disse punk

ter betegnes med A. Forbind visse par af punkterne med linie

stykker (eller kurver). (For overskuelighedens skyld må

det undgås, at de får andre fællespunkter end de givne.)

Vælg for hvert af liniestykkerne een eller begge oriente

ringer, og angiv dem ved pile. Man kan da tale om et linie-

stykkes begyndelses- og endepunkt. Har et liniestykke begge

orienteringer, kan hvert af de punkter, det forbinder, be-

tragtes sbm begyndelses- eller som endepunkt. Ved en vej i

en sådan figur forstås et ordnet sæt af liniestykker blandt

de tegnede, således at det første liniestykkes endepunkt

er det andets begyndelsespunkt, det andets endepunkt er det
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tredies begyndelsespunkt o.s.v. En relation R defineres i

A ved fastsættelsen, at (a,b)~R betyder, at der findes en

vej, der fører fra a til b.

Vis, at R er transitiv. Vis, at R er antisymmetrisk, hvis

og kun hvisher ikke findes nogen lukket vej i figuren.
~

Tegn figurer af den betragtede art således, at R er henholds-

vis en ækvivalensrelation, en total ordningsrelation, en

partiel, men ikke total, ordningsrelation.

7) Lad A betegne en mængde af tegn, nemlig alfabetets (små)

bogstaver samt et mellemrums- eller tomrumstegn, f.eks. en

prik. Ved 4en alfabetiske orden sammen med fastsættelsen,

at mellemrumstegnet skal gå forud for bogstavet a, bestem

mes en ikke refleksiv total ordningsrelation i A. Ved et

"ord" af længden .1, hvor .2 er et positivt helt tal, for

stås et ;L-sæt af elementer af A. Lad M betegne en mængde

af "ord" af længden A., altså M C. At).... I M defineres en rela

tion R på følgende måde: Et ord <p E M siges at stå i re

lationen R til ordet TI';. M, hvis ~ =!= Tog det første tegn

i ep, som er forskelligt" fra det på den tilsvarende plads
...

stående tegn i l:~ går forud for dette i den for tegnene

i A fastsatte orden. Vis, at R er en ikke refleksiv total

ordningsrelation i M. (Leksikografisk ordning).

8) I mængden Z af alle hele tal defineres en relation R på

følgende måde: Idet m er et givet positivt helt tal, siges

a E.. Z at stå i relationen R til b e Z, hvis b-a er deleligt

med m, altså

R =: [(a, b) I mj (b-a~ .
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Man skriver da

a - b (mod m),

AG I, 7, øv. 9-10

hvilket læses a er kongruent med b modulo m. Vis, at R er

en ækvivalensrelation. Angiv ækvivalensklasserne samt et

sæt af repræsentanter for disse.

9) Lad E være en vilkårlig mængde og ~en gruppe af transfor

mationer af E. En relation R i mængden cV(E) af delmængder

af E defineres på følgende måde: Delmængden Ae E siges at

stå i relationen R til delmængden B ~ E, hvis der findes

en transformation f ~ ~(ikke nødvendigvis den samme for

alle (A,B) E.R), således at f(A) = B. Vis, at R er en ækvi--

valensrelation.

10) Lad A være en totalt ordnet mængde, d.v.s. en mængde, hvori

der er givet en total refleksiv ordningsrelation. Denne be

tegnes med 5, den tilsvarende ikke-refleksive med <. Lad

a,b,c, være tre forskellige elementer af A. Vis, at et og

kun eet af dem "ligger mellem de to andre". (At et element

e ligger mellem elementerne d og f betyder, at d~e ~'f eller

f<e<d.)

Ved afsluttede, åbne og halvåbne intervaller i en totalt

ordnet mængde il. forstås delmængder af formerne

[a ,bJ = (x Ia :S x ~ b},
[a, bt = Lxlaix~b],

Ja, b[ = ~ la --< x -< b},

Ja, b] = ~~ ia '< x ~ b}.
Vis, at hvis J er et interval og c,d E, J, da gælder [~,d]

~ J. Bevis endelig følgende sætning: Hvis det for endelig

mange intervaller i en totalt ordnet mængde gælder, at
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fællesmængden for hvilke som helst to af dem ikke er tom,

da er fællesmængden for dem alle ikke tom. (Betragt f.eks.

først tre intervaller, og anvend induktion.)

Il) Lad A = ~al,a2, ... ,aJ være en endelig mængde, hvis elemen

ter tænkes repræsenteret ved n punkter i planen, således

at ikke tre af punkterne ligger på ret linie. For hvert af

de liniestykker, der forbinder to af punkterne, vælges på

vilkårlig måde een orientering, der angives ved en pil.

Derved defineres en relation R i A, idet (a. ,a.)E R, hvis
l J

a. ~ a. og liniestykket, der forbinder de to punkter er
l J

orienteret fra a. mod a .. Denne relation opfylder betingel-
l J

serne 02, 04 og Ol (side I, 7, 14), og omvendt kan enhver

relation i en endelig mængde, som opfylder disse betingel-

ser, anskueliggøres på den angiven måde.

Vis, at der findes mindst eet blandt punkterne i A, fra

hvilket man kan komme til hvert andet punkt i A enten ved

at gennemløbe eet af linie stykkerne i den foreskrevne ret-

ning eller ved at gennemløbe to af dem i træk i de for dem

foreskrevne retninger. Formuleret som et udsagn om relatio-

nen R er påstanden: Der findes mindst eet element ~jkEA, så

ledes at der for hvert element a i ~ ajLaf A gælder, at

(a;" ai ) '- R eller der findes et element a j €. A, for hvilket

(aJ.,i.,a.)E.R og (a.,a.)tR. (Betragt et eller det af punkter-
I J J l

ne i A, for hvilket antallet af de punkter i A, som kan nås

fra det på den forlangte måde, er størst muligt, og slut

indirekte.) Slut af resultatet, at påstanden gælder for en-

hver relation i en endelig mængde, som blot opfylder betin-

gelsen 04.
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Kap. II. Algebraens grundbegreber.

§ l. Kompositionsregler.

AG II, l, l

." "

I den elementære matematik såvel som i det foregående

forekommer mangfoldige forskrifter til dannelse af et objekt

ud fra to givne taget i en bestemt orden. Eksempler på sådan-

ne forskrifter er : at danne summen, differensen, produktet,

kvotienten af to tal, at danne potensen af et tal med et andet
n

tal som eksponent, at danne konju~tionen, disjunktionen, im-

plikationen af to udsagn, at danne foreningsmængden, fælles-

mængden, overskudsmængden af to mængder, at danne den sammen

satte af to afbildninger, at danne det kartesiske produkt af

to mængder. I hvert af disse tilfælde svarer der til et par

af objekter, hvert tilhørende sin mængde, et bestemt objekt

tilhørende en tredie mængde. Betegnes disse (ikke nødvendig

vis forskellige) mængder med henholdsvis K,L og M, drejer det

sig altså om en afbildning af mængden KX L (eller en delmæng

de af den) ind i M. Er K = L = M = R, vil

~(x,y) = x + y, xy, x - y, x / y, xy

være de afbildninger af henholdsvis Rx .It, R x..It, .It x n, R:l< (R "

[o]) og n+x R ind i n, der giver de ovennævnte regneoperatio

ner. Lad K = L = M være en mængde af udsagn med den egenskab,

at når to udsagn tilhører den, vil også de af disse sammensat

te udsagn tilhøre den. Eksemplerne vedrørende udsagn, er da

de ved

0/( p, q) = p v q, P A q, P~ q

bestemte afbildninger af M.l\ M ind i M. Er E en vilkårlig mæng

de og K = L = M = r!iJ (E) mængden af dens delmængder, drejer det

sig ved eksemplerne taget fra mængdealgebraen om afbildningerne
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C/(A,B) = A UB, A n B, A" B

af MXM ind i M. Er A,B,C vilkårligemængder , K mængden af alle

afbildninger f:A ind i B, L mængden af alle afbildninger g:B

ind i C og M mængden af alle afbildninger af A ind i e, er

sammensætningsforskriften givet ved afbildningen

y( f ,g) = g Q f

af K X L ind i M. I det sidste af de nævnte tilfælde kan man

vælge K = ~(E), L = [jI(F), M = oV(EXF), hvor E og F er vil-

kårlige mængder, og talen er da om den ved

Y;(A,B) = AXB, A~E, B~F,

bestemte afbildning yj :KX L ind i M.

En afbildning </ af det kartesiske produkt KX L af to

mængder ind i en mængde M kaldes en kompositionsforskrift. I

stedet for )O(x,y), hvor x€ K og yE'L, skrives, som det frem

går af de nævnte eksempler, i reglen x, et vist tegn, y. De.r-

for er det hensigtsmæssigt ved betragtning af ikke specifice

rede kompositionsforskrifter at bruge en lignende skrivemåde

med et tegn, som ikke har fået nogen speciel betydning af den

her betragtede art. Når ~ betegner en ikke specificeret kom

positionsforskrift, vil vi skrive x $ y i stedet for YO (x,y).

Foreløbig betragtes tilfældet K = L = M. En kompositions-

forskrift er da en afbildning 7O:Mx M ind i M. Man taler da

om en kompositionsforskrift inden for M.

En kompositionsforskrift $ inden for en mængde M kan være

associativ, d.v.s.

~Mx,y,z(x $ (y $ z) = (x $ y) $ z).

Additionen og multiplikationen er associative kompositionsfor

skrifter inden for ~ (også inden for Q,Z og N). Differensen

er en ikke associativ kompositionsforskrift inden for ~ (Q,Z,
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men ikke N). Tilsvarende gælder for divisionen i ~ ,{O} og

for potensdannelsen i ~+' Dannelse af foreningsmængde og fæl

lesmængde af to delmængder af en mængde E er associative kom

positionsforskrifter inden for ~(E); dannelsen af overskuds-

mængden er ikke associativ. Sammensætning af afbildninger er

en associativ kompositionsforskrift inden for mængden af alle

afbildninger af en mængde A ind i sig selv.

En kompositionsforskrift $ inden for en mængde M kan væ-

re kommutativ, d.v.s.

VMX , y (x $ y = y :$ x).

Det ses umiddelbart, hvilke af de nævnte specielle kompositions-

forskrifter der 8r kommutative. Der findes kommutative komp~

sitionsforskrifter, som ikke er associative, f.eks. x $ y =
(x + y)/2 inden for ~.

For en kompositionsforskrift $ inden for en mængde M kan

der finde~ et neutralt element, d.v.s.

JMe 'VMx (x ~S e = e $ x = x).

Ved additionen og multiplikationen i ~ (~,Z) er det henholds-

vis tallet O og talletl. Ved dannelse og foreningsmængde og

fællesmængde er det henholdsvis den tomme mængde ø og univer-

salmængden E. Ved sammensætning af afbildninger er det den iden-

tiske afbildning. Der findes ikke associative kompositionsfor-

skrifter, for hvilke der findes et neutralt element, f.eks.

x ~~ y = (x3 + x2y + y3)1/3 inden for ~.
For en given .kompositionsforskrift inden for en mængde

M findes der højst eet neutralt element i M.

Bevis: Betegner e f...M og (:)' E. . lVI neutrale elementer, fås

e $ e' = e, da e' er neutralt element, og e $ e' = e', da e

er neutralt element, altså e = e'.
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Lad $ være en kompositionsforskrift inden for en mængde

M, for hvilken der findes et neutralt element e IC. M. Et ele

ment x E;. M siges at være regulært med hensyn til $, hvis der

findes et element x'~ M, således at

x $ x' = x' $ x = e.

Et element x' med denne egenskab kaldes et til x inverst ele

~. Er M = k, ~ eller Z, og er kompositionsforskriften ad

dition, vil hvert element x~M være regulært, og x' = -x vil

være inverst til x. Med multiplikationen som kompositionsfor

skrift inden for de samme mængder M vil hvert x ~ O være re

gulært med x' = l/x som inverst. Er M =J} (E) og kompositions-

forskriften dannelse af foreningsmængde, er ikke nogen delmæng

de A ~ 0 af E regulær, da der ikke findes nogen delmængde af
•

E, der forenet med A giver 0. Tilsvarende gælder for dannel-

se af fællesmængden, hvor E er det eneste regulære element i

M. Er M mængden af alle afbildninger af en mængde A ind i sig

selv med sammensætning af afbildninger som kompositionsfor-

skrift, vil de enentydige afbildninger af A på A være de re-

gulære elementer i M med de inverse afbildninger som inverse

elementer. Der findes kompositionsforskrifter med neutralt

element, hvor et element kan have flere inverse, f.eks.

x $ y = (x3 _ x2y _ xy2 + y3)1/3

inden for ~, hvor tallet O er det neutrale element, og hvor

x og -x er inverse til x.

Ved en associativ kompositionsforskrift med neutralt ele-

ment har hvert element højst eet inverst.

Bevis: Lad x' og x" være inverse til x. Da gælder specielt,

at

x' $ x = e, x $ x" = e,
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hvor e er det neutrale element. Heraf fås

x' = x' $ e = x' $ (x $ x")

= (x' $ x) $ x" = e $ x" = x".

AG II, l, 5

Forkortningsreglerne siges at gælde for en kompositions

forskrift $ inden for en mængde M, hvis

'tiMX , y , z (( x $ z = y $ z) V (z $ x = z $ y) ~ x =. y) .

Dette ses let at være ensbydende med, at hver af ligningerne

a $ x = b og y $ a = b ":for vilkårligt opgivne a, b~ M har højst

een løsning x henholdsvis y. For additionen" eller subtraktionen

som kompositionsforskrift inden for en talmængde gælder for-
Ql.

kortningsreglerne, for multiplikation~ellerdivisionen kun, hvis

den pågældende talmængde ikke indeholder tallet O. For dannel-

se af foreningsmængde og fællesmængde er forkortningsreglerne

ikke gyldige. For sammensætning af enentydige afbildninger

af en mængde på sig selv er de gyldige (jfr. side 1,6,5).

I det følgende undersøges mængder, inden for hvilke der

er defineret en eller flere kompositionsforskrifter og/eller

relationer. En sådan mængde siges at være organiseret ved kom

positionsforskrifterne og/eller relationerne. En organiseret

mængde angives ved til tegnet for selve mængden at føje tegn

for de pågældende kompositionsforskrifter og relationer. Er

M en mængde og $ en kompositionsforskrift inden for denne, be

tegnes den ved $ organiserede mængde med (M,$). Er der desuden

f.eks. givet en ordningsrelation -<i M, skrives (M,$,~ o.s.v.

En og sa~ne mængde kan i almindelighed organiseres på mange

forskellige måder. Det er derfor vigtigt ved hver undersøgel-

se af en organiseret mængde at præcisere, hvilke kompositions

forskrifter og/eller relationer den tænkes organiseret ved. Så

ledes skrives (n,+), når det drejer sig om at undersøge den
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ved additionen organiserede mængde af reelle tal, tilsvarende

(~,,), når multiplikationen, (~,+,.), når begge kompositions

forskrifter, og (~,+,',~), når desuden ordningen efter stør

relse indgår i undersøgelsen.

Lad der være givet to mængder M og M' samt kompositions

forskrifter $ og $' inden for henholdsvis M og M'. En afbild

ning f : M ind i M' siges at være en homomorf afbildning eller

en homomorfi af den organiserede mængde (M,$) ind i den or

ganiserede mængde (M',$'), hvis

~MX,Y(f(X $ y) = f(x) $' f(y).

Er (M,$), (M' ,$') og (M",$") ved kompositionsforskrifter or-

ganiserede mængder, og er f og f' homomorfier henholdsvis af

(M , $) ind i (M', $ ,) og af (M', $ ,) ind i (Mt'! $"), vil f' o f

være en homomorfi af (M,$) ind i (M",$"). For vilkårlige ele

menter x, y €o M fås nemlig

f'(f(x $ y» = f'(f(x) $' f(y)

= f' (f (x)) $" f' (f (y) ) •

En enentydig homomorfafbildning af (M,$) på (M',$') kal

des en isomorf afbildning eller isomorfi af (M,$) på (M',$').

Den inverse til en isomorfi af (M,$) på (M',$') er en

isomorfi af (M' ,$') på (M,$L.

Bevis: Idet f er en enentydig afbildning af M på M', er

f-l en afbildning af M' på M. Lad x' og y' være vilkårlige

elementer af M'. Da fås, idet f er en isomorfi,

f(f-l(x') $ f-l(y'» = f(f-l(x')) $' f(f-l(y'»

=x' $' y',

hvoraf ses, at

hvilket skulle vises.
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Hvis der eksisterer en isomorf afbildning af (M,$) på

(M' ,$'), siges (M,$) at være isomorf med (M' ,$'), og vi skri

ver (M,$) isom (M',$'). Betegner A en mængde af mængder, der

hver er organiseret ved en kompositionsforskrift, defineres

herved en ækvivalensrelation i A. Relationen er nemlig reflek-"

siv, da den identiske afbildning af M er en isomorf afbildning

af (M,$) på (M,$). Endvidere er den symmetrisk; thi hvis f

er en isomorf afbildning af (M,$) på (M',$'), er f-l en iso

morf afbildning af (M',$') på (M,$). Endelig er relationen

transitiv; thi er f en isomorf afbildning af (M,$) på (M',$')

og f' en isomorf afbildning af (M', $') på (M", $" ), da vil f' o f

være en isomorf afbildning af (M,$) på (M",$").

Eksempler:

M :; M' :; N (eller" ~ ~~,!t). Da er f : ]VI ind i M' bestemt

ved f(x) :; ax, hvor a er et givet tal tilhørende den pågæl

dende talmængde, en homomorfi af (M,+) ind i (M,+).

M :; R, M' :; !t+. Da er f : M ind i M' bestemt ved f(x) :; aX
,

hvor a er et givet positivt tal, en homomorfi af (!t,+) ind i

(n+,·). Er a ~ l, foreligger en isomorfi.

(M,~) :; S den symmetriske gruppe af graden n, altså
n

mængden af alle permutationer af en mængde bestående af n ele-

menter med sammensætning som kompositionsforskrift. Ved til
s o

permutationen x at lade svare den fortegn sgn x fas en homo-

morf afbildning af (M,o) ind i (n,') eller på ((1, - l),').

Lad f være en homomorf afbildning af (M,$) på (M',$').-
Da gælder følgende:

Hvis kompositionsforskriften $ er associativ, da er også

$' associativ.
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Bevis: Lad x' ,y' ,z' være vilk"irlige elementer af M'. Da

f afbilder på M' , findes der elementer x,y,zE:.M, således at

f(x) = x', f(y) = y' , fez) = z' . Vi har da

x' $'(y' $' z' ) = f (x) $' (f(y) $' f( z»

= f (x) $' f(y $ z) = f(x $(y $ z»

og på den anden side

(x' $' y') $' z' = (f(x) $' f(y» $' fez)

= f(x $ y) $' fez) = f((x $ y) $ z).

Da $ er associativ, stemmer de højre sider overens, og påstan""

den følger.

Tilsvarende indses, at hvis $ er kommutativ, er også $'

kommutativ.

Findes der et neutralt element eEM for $, vil f(e) være

neutralt element for $'.

Bevis: Lad x' være et vilkårligt element af M' og x et

element af M, således at f(x) = x'. Da fås

x' $' f(e) = f(x) $' f(e) = f(x $ e) = f(x) = x' ,
og tilsvarende f(e) $' x' = x'.

Findes der et neutralt element e E M for $, er xE. M regu

lært med hensyn til ~S, og er y et til x inverst element, da

vil f(x) være regulært med hensyn til $', og f(y) vil være et

til f(x)·inverst element"

Bevis: Da x $ y = y $ x = e, ..00_Las

f(x) $' f(y) = f(x $ y) - f(e);

f(y) $' f(x) = f(y $ .x) = f(e),

som påstået.

Lad der være givet to kompositionsforskrifter $ og ~ in-o

den for en mængde M. l'lan siger, at J:: er distribut:;ly med hensyn
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til ~P, hvis de distribut i ve love

x ~(y $ z) = (x ~ y) $ (x ~ z),

(y $ z)~ x = (y ~ x) $ (z ~ x)

AG II, l, 9

gælder for alle x,~z~M. Er ~ kommutativ, følger den ene af

den anden. I mængder af udsagn er hver af kompositionsforskrif-

terne /\ og \/ distributiv med hensyn til den anden. Det sam-

me gælder i mængden af alle delmængder af en Uhive~salmængde

for kompositionsforskrifterne n og U. I talmængder derimod

er multiplikationen distributiv med hensyn til additionen,

men ikke omvendt. Bortset fra de to førstnævnte vil alle for

os vigtige tilfælde være af den sidsthævnte art. Man plejer

da at kalde den kompositionsforskrift, som er distributiv med

hensyn til den anden for en multiplikation og også at betegne

den som en sådan, medens den anden kompositionsforskrift kal-

des for en addition og betegnes som en sådan. Lige som ved

regning med tal vedtages, at når der ikke er angivet andet

ved hjælp af parenteser, går multiplikation forud for addition.

Herved reduceres antallet af nødvendige parenteser betydeligt.

Den første af de ovenfor nævnte distributive love, f.eks., an

tager da det velkendte udseende: x(y + z) = xy + xz.

Lad (M,$,~) og (M',$',~') være to mængder M og M' hver

organiseret ved to kompositionsforskrifter. En afbildning f M

ind i M' siges at være en homomorf afbildning eller en homo

morfi af (M,$,~) ind i (M',$' ,~'), hvis den er såvel en homo

morfi af (M,$) ind i (M' ,$') som af (M,~) ind i (M',~'), med

andre ord, hvis

itMx,y(f(X $ y) = f(x) $' f(y))

A VMx,y(f(x ~ y) = f(x) ~, f(y)).

En enentydig homomorf afbildning af (M,$,~) på (M',$',~') kal-
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des en isomorf afbildning eller isomorfi.

AG II, l, 10

Af resultaterne for mængder med een kompositionsforskrift

fås umiddelbart de tilsvarende for mængder med to kompositions-

forskrifter. Der gælder desuden, at hvis der findes en homo

morf afbildning af (M,$,~) på (M' ,$',~'), og hvis ~ er distri-

butiv med hensyn til $, da vil også ~' være distributiv med

hensyn til $'.

I nogle tilfælde, især ved undersøgelser af t almængder ,

er det af betydning foruden kompositionsregler at betragte

ordningsrelationer i de pågældende mængder. Lad (M,~) og (M',~')

være mængder, der er organiseret ved ikke-refleksive ordnings-

relationer. En afbildning f : M ind i M', for hvilken

~X,y(x -< y =~f f(x) -«' f(y»

siges at være ordenstro.

Eksempler:

M mængden af endelige delmængder af en mængde E og M' = N.

Lader man til mængden xEM svare antallet af dens elementer,

fås en ordenstro afbildning af (M, C) ind i (N, <) .

M S ~ og M' = ~. De ordenstro afbildninger af (M, <) ind

i (~, <) er da netop de i M definerede strengt voksende funk

tioner, og de ordenstro afbildninger af (M, <) ind i (~, >)
de strengt aftagende.

Er f : M ind i M' en ordenstro afbildning af (M,~') ind

i (M',-<'), og er -< en total ordningsrelation, da er f enen-

tydig. Er nemlig x og y to forskellige elementer af Mj gælder

enten x -<'y, og da f(x) -<, f(y), eller y -< x, og da f(y) ""<,

f(x), altså i begge tilfælde f(x) f f(y), hvilket skulle vises.

Er to mængder M og M' organiseret ved refleksive ordnings-
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relationer ~ og ~', defineres en ordenstro afbildning af (M,~)

ind i (M',~') som en afbildning f : M ind i M', for hvilken

Y'MX,y(x ~ y 9 f(x) ~' f(y)).

Det er klart, at enhver afbildning, der er ordenstro for to

ikke-refleksive ordningsrelationer, også er det for de tilsva

rende refleksive, idet jo x = y altid medfører, at f(x) = f(y).
og M' = 1?,

Det omvendte gælder imidlertid ikke. Er M,.~ll lviI de ordenstro

afbildninger af (M,S) ind i (1?,~) være de i M definerede vok

sende funktioner, og ved en sådan kan det hænde, at x <y,

men f (x ) :::: f (Y) •

Det er klart, hvad man vil forstå ved en ordenstro homo

morfi (isomorfi) af en mængde M ind i (på) en mængde M', når

hver af de to mængder er organiseret såvel ved en eller to
xkompositionsforskrifter som ved en ordningsrelation. Ved x~a ,

hvor a)O, bestemmes en ordenstro isomorfi af (1?,+,<) på

(1?+,.,<), en ordenstro homomorfi af (1?,+,~) ind i (R+,·,~) el

ler en ordenstro isomorfi af (1?,+,<) på (1?+,.,»), efter som

a> l, a :::: l eller a <'1. For a 1= l bestemmes den inverse iso

morfi ved x --..j logax.

Homomorfier af en organiseret mængde ind i sig selv kal

des også endomorfier. Isomorfier af en organiseret mængde på

sig selv kaldes også automorfier.
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Øvelser til kap. I, 8.

AG II, l, øv. 1-3

l) Undersøg for hver af følgende kompositionsforskrifter $,

~ inden for de angivne mængder Mmed elementer x,y, ••• , om

den er associativ, kommutativ, om forkortningsreglen gæl

der, om der findes et neutralt element,og i bekræftende

fald, hvilke elementer der er regulære:
2 2 1/2a) M :::: n, x $ y :::: (x + y) •

b) M == n+ U {o}, x $ y :::: (x2 + y2)1/2•

c) M~ n+, x $ y :::: (Xy)1/2.

d) M:::: n, x $ y :::: største fælles divisor for x og y.

e) M :::: mængden af alle funktioner x : A ind i R, hvor A er

en given, ikke tom mængde, x $ y :::: X + y, d.v.s. funktio

nen bestemt ved t -4 x(t) + y(t), t~A, endvidere x i.'., y ::::

xy, d.v.s. den ved t 4x(t)y(t), t~A, bestem~funktion.

2) Om en kompositionsforskrift $ inden for en mængde M for-

udsættes, at den er associativ, og at der findes et neu

tralt element.e. Vis, at,hv~s a~M ~~ et regulært element,

gælder dat for ethvert element b €M, at hver af ligningerne

x $ a :::: b, a $ y :::: b

har en og kun een løsning x henholdsvis y.

3) Inden for en mængde M er defineret to kompositionsforskrif

ter $ og i.'.,. Det forudsættes, at $ har et neutralt element

n, at forkortningsreglerne gælder for $, og at i.'., er distri

butiv med hensyn til $.

Vis, at n i.'., x = x i.'., n :::: n for hvert element x E M. (Benyt,

at n $ n :::: n.)

Heraf sluttes, at forkortningsreglerne ikke kan gælde gene

relt for i.'.,. Forudsættes det, at x i.'., z :::: y i.'., z eller z i.'., x ::::

Z i.'., Y for z En medfører x :::: y, gælder "nulreglen"
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\iMX , y ( (x cL y ::::: n)' ~ (x ::::: n) V (y ::::: n)).

Bevis dette. (Som vejledning kan benyttes det specielle

tilfælde M::::: Z, $ ::::: +, cL ::::: " n::::: O.)

4) Om to kompositionsforskrifter $ og cL inden for en mængde

M forudsættes, at $ er associativ, at forkortningsreglerne

gælder for $, at der findes et neutralt element e for cL,

og at cL er distributiv med hensyn til $. Vis, at $ er kom-

mutativ.

5) Vis, at følgende afbildninger af de angivne organiserede

mængder er homomorfier, og undersøg, hvilke af dem der er

isomorfier:

a) f (N,') ind i (N,·) f(x) n nf N., ::::: X ,

b) f (~, .) ind i (~, .) f(x) ::::: xn n E. Z.,
c) f (11.+, • ) ind i (11.+' • ) f(x) ::::: a a fR., x ,

d) f (C,+) ind i (11.,+), fez) ::::: (z + z)/2.

e) f (C, • ) ind i (11.,.) fez) ::::: Iz! .

f) f (t] '" [O},.) ind i (C ,,(O),·) , fez) ::::: z/I zl .

g) f (C,+) ind i (C, • ) , ,fez) z::::: e •

h) f (C,+,·) ind i (C,+,·) , fez) ::::: z.

C betegner mængden af komplekse tal.

6) Lad (M,$,cL) og (M',$',cL') være to mængder, der hver er or-

ganiseret ved to kompositionsforskrifter. Det forudsættes,

at der findes en homomorf afbildning af (M,$,cL) på (M',$',cL'),

og at cL er distributiv med hensyn til $. Vis, at cL' er di

stributiv med hensyn til $'.

7) Med M og M' betegnes mængderne af alle reelle tal henholds

vis af formen r + s V2 og r + sV3, hvor r og s er ratio-

nale tal.

Vis, at addition og multiplikation er kompositionsforskrifter
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inden for hver af de to mængder.

AG II, l, øv_ 7-8

r,se ~,

Undersøg om de ved

- I"::r + s )'2 ~ r - s V2,

r + s ti~ r + s 13,
bestemte afbildninger er homomorfier af (M,+,') ind i hen-

holdsvis (M,+,') og (M',+,·).

8) Lad f være en homomorf afbildning af (Z,+) ind i (Z,+),

som altså tilfredsstiller "funktionalligningenll f(x +y) =

f(x) + f(y) for alle x,YI! Z. Vis, at der findes et tal c E Z,

således at f bestemmes ved x ""'+ cx.

Bestem alle homomorfe afbildninger af (~,+)

ind i (~,+).

Bestem alle ordenstro homomorfier af (R,+,<) ind i (R,+,<).

(Benyt f.eks., at hvert irrationalt tal er grænseværdi så-

vel for en strengt voksende som for en strengt aftagende

følge af rationale tal.)

Benyt resultatet til at vise:

a) Enhver ordenstro homomorfi f af (R,+,<) ind i (R+,·,<),

altså enhver strengt voksende funktion f, som tilfredsstil

ler funktionalligningen f(x + y) = f(x)f(y) for alle x,yeR,

er positiv og af formen f(x) = aX
, hvor a )1. (Sammensæt

f med en passende isomorfi.)

b) Enhver ordenstro homomorfi g af (R+,-,<) ind i (R,+,<),

altså enhver strengt voksende funktion g, som tilfredsstil

ler funktionalligningen g(xy) = g(x) + g(y) for alle x,y~

R+, er af formen g(x) = logax, hvor a)- l.

c) Enhver ordenstro homomorfi h af (R+,·,<) ind i (R+,-,<),

altså enhver strengt voksende funktion h, som tilfredstil

ler funktionalligningen h(xy) = h(x)h(y) for alle x,YE R+,
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er af formen h(x) = xb , hvor b> O.

AG II, l, øv. 8-9

Angiv endelig alle , ordenstro homomorfier af (~,+,<) og

9) Lad E være en vilkårlig ikke tom mængde, og lad XE betegne

mængden af alle funktioner X: E ind i (O,l}. Idet Xl og

~2 € XE , forstås ved Xl + ~ og ~X2 henholdsvis den ved

X--7A:i(x) + X2 (x) og den ved X-7~(x)X2(X) bestemte funk

tion fra E til Z. Vis, at

X~ ~ ~ = Xl + ):2 - 'X l 2

er en kompositionsforskrift i XE (d.v. s • at hvis Xl' X2 e XE ,

vil også Xl -+. X2 EXE) •

Idet A betegner en vilkårlig delmængde af E, defineres ved

A ~ XA' hvor XA betegner den til A hørende karakteristiske

funktion (side 1,4,3), en afbildning af J) (E) ind i XE • Vis,

at denne er en ordenstro isomorfi af (Z(E) ,U ,n- ,~) på

(XE'+'·'~' hvor den partielle ordningsrelation ~ inden

'for XE er defineret ved, at Xl ~ X2 betyder Xl (x) ~ X.2 (x)

for alle xGE.• (Jfr. I, 4
J
opg. l .• )
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§ 2. Grupper.

En ved en kompositionsforskrift $ organiseret mængde M

kaldes en gruppe, hvis $ er associativ, der findes et neutralt
er

element e og hvert element~regulært. Det drejer sig her om

en generalisation af det tidligere (I,§ 6) indførte begreb

"transformationsgruppe" (permutationsgruppe). Ovenstående krav

kan nemlig også formuleres således:

G l. 'iMX'y (x J~ y-(. M) •

G 2. VMx,J4z (x $ (y $ z) == (x $ y) $ z) •

....". G 3. 3Me VMx (e $ x = x $ e = x) .

G 4. VMx ~x' (x' $ x == x $ x' == e).

Kravene G 2-4 er jo ikke andet end definitionerne af associa-

tivitet, eksistens af neutralt element og regularitet, medens

G l udsiger, at $ skal være en kompositionsforskrift inden

for M.

Ved en gruppe af transformationer (permutationer) er M

en m~ngde af enentydige afbildninger af en mængde A på sig

selv, og $ er sammensætning af afbildninger symboliseret ved o.

Af de i den foregående paragraf beviste sætninger sluttes,

at der for enhver gruppe (M,$) gælder:

Der findes kun eet neutralt element,og hvert element i

M har kun eet inverst.

Dette fremgår dog også af tidligere resultater (side I,

6, 4-5); thi de der førte beviser var udelukkende baseret på

gruppeegenskaberne G 1-4 (side 1,6,1), som kun adskiller sig

fra ovenstående i betegnelsen for mængden og kompositionsfor

skriften. Af samme grund har de nedenfor nævnte, i kap. I,§ 6

beviste sætninger også gyldighed for vilkårlige grupper.

Det er sædvane også i vilkårlige grupper (M,$) at betegne
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det inverse til et element x E. M med x-l (dog med -x, når kom

positionsforskriften er addition (af tal) eller betegnes som

addition). Endvidere bruges potensbetegnelsen: For p€ ~ de-

fineres

De pågældende

for p) O,

for p = O,

for p( O.

på følgende måde:

I enhver gruppe gælder forkortningsreglerne.

Er a og b vilkårlige elementer af en gruppe (Mt$)t findes

der et og kun eet element x€M, således at x $ a = b, nemlig
-lx = b $ a , og et og kun eet element yE Mt således at a $ y =

b, nemlig y = a-l $ b.

I enhver gruppe (M t$) gælder potensreglerne

xP $ xq = xp+q , (xP)q = xpq

for hvert x €: M og alle. p t g E Z.

Følgende talmængder med de angivne kompositionsforskrif

ter er eksempler på grupper: (Z,+),(~,+),(~,+),(~+,·),(~+,·),

(~" (o},.), (~'-.(o],.), (\o},+), ({l),.), ((l,-l},.),

((m z Iz E.. Z} ,+) og ({mZ Iz €. Z) , .), hvor m betegner et fast posi

tivt helt tal. Derimod er f.eks. (N,+), (N,·), (~,.), (~,.),

({O,l},+) ikke grupper.

Ved en undergruppe i en gruppe (G,$) forstås en delmæng

de H af G, som organiseret ved restriktionen af kompositions

fo~riften $ til H er en gruppe. Dette indebærer især, at

$ skal være en kompositionsforskrift inden for H, d.v.s. at

for hvilkesomhelst:.elementer x og y tilhørende H skal x $ y

også tilhøre H. Endvidere skal det for hvert element x til-
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hørende H gælde, at x-l også tilhører H. Disse øjensynlig

nødvendige betingelser viser sig også at være tilstrækkelige.

Der gælder med andre ord:

Er (G,$) en gruppe og H en ikke tom delmængde af G, vil

(H,$) være en undergruppe af (G,$), hvis og kun hvis følgen

de betingelser er opfyldt:

UG l: VHX' y (x $ y € H) •

UG 2: Y'Hx (x-lE H).

Bevis: Nødvendigheden af disse betingelser fremgår af

det sagte. Tilstrækkeligheden ses således: UG l udsiger, at

$ er en kompositionsforskrift inden for H. Da den associative

lov gælder for elementerne i G, gælder den specielt for ele

menterne i delmængden H. Af UG l og UG 2 følger, at når x er

et eller andet element af H, vil x $ x-l = e tilhøre H. At

hvert element x E H har et inverst i H, er sikret ved UG 2.

Dermed er godtgjort, at H har alle gruppeegenskaber G 1-4.

Enhver gruppe (G,$) har sig selv samt (~e},$) som under

gruppe.

For hvert element c af en gruppe (G,$) gælder det, at

(( ePl p{ ~}, $) er en undergruppe i (G,$), kaldet den af c

frembragte cykliske gruppe.

Bevis: Idet (cPlp~~} betegnes med e, er påstanden, at

eP $ cqf e for alle p,qE ~ (UG l), og at (cP)-l{ e for alle

p f ~ (UG 2). Det første følger af eP ~S cq = cp+q , det andet

( p)-l -p ( " 6)af c = c . Jfr. slde I, ,8.

Det er indlysende, at hvis (K,$) er undergruppe i (H,$)

og (H,$) er undergruppe i (G,$), da vil (K,$) være undergrup

pe i (G,$).
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Eksempler:

(Z,+) er undergruppe i (~,+) og også i (1t,+). Er eE Z

(eller ~ eller 1t), vil den ved c frembragte cykliske under

gruppe af (Z,+) (eller (~,+) eller (~,+)) bestå af tallene

pc, p E Z. (Er kompositionsforskriften addition eller beteg

nes den som addition, skrives naturligvis pc i stedet for eP.)

(~+,.) er en undergruppe i (~"(O],·), i (!t+,.), i (1t'-.

(O},·). Den ved c = -l frembragte cykliske undergruppe af

(~,:) består kun af tallene l og -l.

Eksempler på transformationsgrupper samt på cykliske og

andre undergrupper i sådanne blev nævnt i kap. I, § 6.

Lad (H,$) være en undergruppe i (G,$). Man definerer da

i mængden G en relation R på følgende måde: Elementet x ~ Gv .

siges at stå i relationen Rv til elementet y E G, hvis der

findes et element h €H, således at x $ h = y, eller, hvad der

kommer ud på det samme, hvis x-l ~p yEH. Denne relation er en

ækvivalensrelation. Den er nemlig refleksiv, da x $ e = x og

eE..H. Den er symmetrisk, da x $ h = y, h~ H, medfører y $ h-l =
-lE $ $x, h H. Endelig er den transitiv, da x h = y og y h' = z,

hvor h,h'E H, medfører

(x $ h) $ h' = x $ (h $ h') = z, h $ h'E H.

Ifølge en sætning om ækvivalensrelationer (side 1,7,13) bestem-

mer Rven inddeling af G i ækvivalensklasser. Den ækvivalens

klasse, der indeholder et givet element xEG, består af alle

med x ækvivalente elementer, altså af alle elementer, der kan

skrives på formen x $ h, hvor hEH. Mængden af disse elemen-

ter, kaldes den ved x bestemte venstre sideklasse til under

gruppen H. Man plejer at betegne den med x $ H, sætter altså

x $ H =(x jp h Ih E: HJ •
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Undergruppen H selv er altså en af sine sideklasser; den frem-

kommer f.eks. for x = e.

Af den anførte sætning fremgår, at to venstre sideklas-

ser x $ H og y $ H er enten disjunkte eller identiske. Det
-lsidste indtræffer, hvis og kun hvis x $ y ( H. Heraf sluttes

specielt, at ikke nogen fra H forskell~g sideklasse kan være

en undergruppe af (G,$), da H er den eneøte sideklasse, der

indeholder e.

Analogt til relationen R kan man definere en relation
v

Rh i G ved at fastsætte, at x (G står i relationen Rh til Y E: G,

hvis der findes et element h t;. H, således at h $ x = y, d. v. s.

-lEhvis y $ x H. Denne relation Rh ses ligeledes at være en

ækvivalensrelation og giver således anledning til en klasse-

inddeling af G. Den ækvivalensklasse, der indeholder et givet

element x EG, er her den ved x bestemte højre sideklasse

H $ x = th ~S xIh €" H) •

To højre sideklasser H $ x og H $ y er identiske, hvis y ~p
-lx

~ H, og ellers disjunkte.

Dermed er følgende sætning bevist:

Til hver undergruppe (H,$) i en gruppe (G,$) svarer to

klasseinddelinger af G, hvis klasser er henholdsvis de ven

stre sideklasser x $ H, x ~G, og de højre sideklasser H $ x,

xE G. To elementer y,zEG hører til samme venstre sideklasse,

-lnemlig til y $ H = z $ H, hvis og kun hvis y $ z f H, og til
til

samme højre sideklasse, nemligyH $ y = H $ z, hvis og kun hvis

-lz $ y E: H.

Hvert til en sideklasse hørende element kaldes en repræ-

sentant for denne.

De to til undergruppen hørende klasseinddelinger er i al-

mindelighed forskellige fra hinanden. Men det kan hænde, at de
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stemmer overens, d~v.s. at x ~p H = H $ x for hvert element

xEG. I så fald siges (H,$) at være en normal (eller inva

riant) undergruppe i (G,$)~

En undergruppe (H,$) i en ,gruppe (G;$)er normal, hvis

og kun hviS

for hvert h EH og ,hvert x E.G i

Bevis: Hvis (H,$) er normal~ d.v.s. x ~S H = H $ x for

hvert x E G, vil hvert element x $ h af x $ H tilhøre H $ x,

altså kunne skrives på formen h' $ x, hvor ht~ H. Men af x $ h

= h' $ x fås

x $ h $ x-l = h'E H,

hvilket viser betingelsens nødvendighed. Omvendt, lad det væ

re givet, at x ~S h $ x-lE H for hvert hE. H og hvert xE G. Til

givne h og x findes der altså et h'~H, således at x $ h $ x-l

= h'. Heraf fås

x $ h = h' ~S x~ H $ x,

hvilket viser, at hvert element af x $ H er indeholdt i H $. x,

altså at x $ He H $ x. Da det givne gælder for hvert x(G,

kan det anvendes på x-l i stedet for x, hvilket giver x-l $ h

$ o o -l $ $x ~ H. Der findes altsa et hil E.. H, saledes at x h x = hil.

Heraf fås

h $ x = x $ h" €: x $ H,

og dette viser, at også H $ x ~ x $ H. Dermed er også betingel-

sens tilstrækkelighed bevist.

I en kommutativ gruppe er alle undergrupper normale.

Af x $ h = h $ x sluttes jo umiddelbart, at venstre og

højre sideklasser er identiske.
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Eksempler:

AG II, 2, 7

Den alternerende gruppe A af graden n er en undergruppe
n

i den symmetriske Sne Den ene (til H svarende) sideklasse er

A , består altså af alle lige permutationer. Er x en vilkårlig
n

ulige permutation, er x (:I A den venstre sideklasse , der inde
n

holder~, og denne må ifølge en tidligere bemærkning (side 1 9

6,17) bestå af samtlige ulige permutationer. Det samme må imid-

lertid gælde for den højre sideklasse An '" x. Heraf sluttes 9

at venstre og højre sideklasseinddeling stemmer overens, altså

at A er en normal under-gruppe i S . Der findes kun to side-n n
klasser.

Lad m være et givet positivt helt tal, og lad Z betegne
m

mængden af de med m delelige hele tal, altså

Zm = [mz Iz ~ ZJ.

(Zm'+) er en undergruppe i den kommutative gruppe (Z,+). Det

er altså ikke nødvendigt at skelne mellem venstre og højre si

deklasser. Den sideklasse, der indeholder tallet x(Z er

x + Zm = (x + mz Iz E- Z).

Den består af alle hele tal, som ved division med m li kan give

resten x II. Betingelsen for, at tallene x og y tilhører sam

me sideklasse er, at y - xE Z , d.v.s. at der findes et tal
m

z E Z, således at y - x = mz, med andre ord, at m er divisor

i y-x. For denne relation i mængden af hele tal, der iføl-

ge de fundne generelle resultater er en ækvivalensrelation

(hvilket også let bekræftes direkte; jfr. I, 7, ong. 8), har

man indført en særlig betegnelse

x E Y (mod m)

(x er kongruent med y modulo m). At to sideklasser x + Zm og

y + Zm stemmer overens, er altså ensbetydende med, at x =y
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(mod m). Nu er hvert helt tal kongruent modulo m med et og

kun eet af tallene 0,1, ... ,m-l ( hvert helt tal giver ved

division med m en og kun een af disse rester). Heraf sluttes,

at der findes netop m sideklasser, de såkaldte restklasser

modulo m. Tallene 0,1, ... , m-l er repræsentanter for dem.

Lad (H,$) være en undergruppe i (G,$). Idet g betegner

et fast element af G, defineres ved h ---1 g $ h en afbildning

af H på sideklassen g $ H ("på" ifølge sideklassens definition).

Denne afbildning er enentydig; thi af g $ hl = g $ h2 følger

hl = h2 , da forkortningsreglerne gælder i (G,$). Hver venstre

sideklasse er altså lige mægtig med H. Det samme gælder for

hver højre sideklasse. Alle sideklasser til en given undergrup

pe er altså lige mægtige. Heraf kan drages en vigtig slutning

for grUpper af endelig orden (d.v.s. med et endeligt antal ele

menter). Lad ord(G) og ord(H) betegne ordenen af henholdsvis

G og H. Idet alle sideklasser til H indeholder det samme antal

elementer, nemlig ord(H) , og de indbyrdes forskellige venstre

sideklasser er disjunkte og tilsammen udgør hele G, fås

j ord(H) = ord(G).

Her betegner jundergruppens index, d.v.s. antallet af venstre

sideklasser (og som det ses af ligningen tillige antallet af

højre sideklasser). Af ligningen aflæses Lagrange's sætning:

For hver undergruppe i en endelig gruppe gælder det, at

dens orden er divisor i hele gruppens ord.en.
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Af de i § l, side 11,1, 7-8, beviste sætninger sluttes u-

middelbart:

Lad (G,$) være en gruppe og (G' ,$') en ved en kompositions

forskrift $' organiseret mængde. Hvis der findes en homomorf

afbildning f af (G,$) p:i (G' ,$'), så er (G' ,$') ligeledes en

gruppe. Er e' dennes neutrale element, haves f(e) ==

( ) ( -l) -lg' == f g , haves f g == g' .

e' , og er

I det følgende betragtes homomorfe afbildninger af en grup

pe (G,$) ind i en gruppe (G' ,$'). Er f en sådan homomorfi, fås

f(e) == e',

hvor e og e! betegner det neutrale element i henholdsvis G og G'.

Af e $ e == e sluttes nemlig, at

f(e $ e) == f(e) $' f(e) == f(e),

og da ligningen r ~p' f(e) == f(e) kun har een løsning, nemlig

Xl::: e', fås f(e) == e'. Endvidere gælder for hvert xfG, at
-l l

f(x ) = f(x)- ;

thi af x $ x-l == e fås f(x) $' f(x-l ) == e', hvilket viser, at

f(x-l ) er det til f(x) inverse element i G'.

Om homomorfier af en gruppe ind i en gruppe gælder følgen

de sætning:

Lad f være en homomorf afbildning af en gruppe (G,$) ind

i en gruppe (G' ,$') med det neutrale element e'. Da er (K,$),

hvor K == f-lee') en normal undergruppe i (G,$), kaldet homomor-

fiens kerne.

For hvert element g'e G' gælder det, at originalmængden

f-leg') er en sideklasse til K, nemlig g $ K, hvor g betegner

et element af G, for hvilket f(g) == g'. Herved bestemmes en en-

entydig korrespondance mellem sideklasserne til K og elementer

ne af G'.
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-l() oBevis: Er x og y elementer tilhørende K = f e', altsa

f(x) = f(y) = e', fås

f(x $ y) = f(x) $' f(y) = e' $ e' = e',

altså x $ y EK, og

f(x-l ) = f(x)-l = e,-l = e',

o -l.......altsa x ~ K. Dette viser, at K opfylder betingelserne UG l og

UG 2 (side 11,2,3) og er følgelig en undergruppe. Endvidere gæl-

der for hvert element gEG og hvert element k E K, at

f(g $ h ~'S g-l) f(g) $' f(h) $' f(g-l) '"=

= f(g) $ e' $ f(g)-l = e' ,
-l -l

hvilket viser, at g $ h ~t g E K, og altså at K = f (e') er en

normal undergruppe i (G,S). Dermed er sætningens første del be-

vist.

Idet gI og g2 betegner elementer af G, haves

f(gl $ g2-l ) = f(gl) $' f(g2-l ) = f(gl) $ f(g2)-1,

og dette er lig med e', hvis og kun hvis f(gl) = f(g2)' Heraf

ses, at gI $ g2-lE K, altså at gI og g2 tilhører samme sideklas

se til K (jfr. side 11,2,5), hvis og kun hvis f(gl) = f(g2)' Al

le elementer" i samme sideklasse har altså samme billedelement

ved f, og elementer af forskellige sideklasser har forskellige

billedelementer. Heraf sluttes rigtigheden af sætningens anden

del.

Et vigtigt eksempel er følgende: Lad

(C,S),

være en af et element c frembragt cyklisk gruppe. Ved p ~cP

defineres en afbildning af Z på C. Ifølge potensreglen cp+q =
eP $ cq er den en homorfi af (Z,+) på (C,$). Kernen K består af

alle de hele tal p, for hvilke eP = e, altså

K = [ p l (p e Z) /\ (eP = e)}.
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(K,+) er ifølge ovenstående sætning en undergruppe i (Z,+). Nu

er det let at bestemme alle sådanne undergrupper.

Lad (H,+) være en undergruppe i (Z,+). Enten er H = (O},

eller der findes i H et tal p f O. Da hører også det inverse,

d.v.s. -p til H. Heraf sluttes, at H indeholder mindst eet posi

tivt tal. Lad a være det mindste positive (hele) tal, der tilhø-

rer H. Da vil også alle II potenser" pa, hvor p ~ Z, altså den ved

a frembragte cykliske undergruppe af (Z,+) være indeholdt i H.

Det påstås, at den er identisk med H:

H = (pa Ip E Z}.

For at vise dette betragtes et helt tal y t.. H. For hvert p E Z er

da y + pa E. H. Med andre ord, hele den restklasse modulo a, som

indeholder y, tilhører H (jfr. side 11,2, 7-8). Nu findes der.i

denne restklasse eet af tallene 0,1, ... ,a-l, og det kan kun

være O, da a var det mindste positive tal i H. Følgelig er y de

lelig med a, altså indeholdt i {pal pE. Z}. Dermed er påstanden

bevist, og vi har følgende sætning:

Hver undergruppe i (Z,+) er af formen ({pmlpGZ}.+). hvor

m er et helt tal.

For m = O fås nemlig (tO},+), og for hver af de andre un

dergrupper er det lige blevet vist, at de har denne form.

Dette resultat giver oplysning om kernen K i den homomorfe

afbildning p~ eP af (Z, +) på den cykliske gruppe (e, $). Idet

(K,+) er undergruppe i (Z,+), findes der et helt tal m, som kan

vælges større end el~er lig med O,således at K består af alle

multipla af m. Er m = O, består kernen kun af O, og eP = e, hvis

og kun hvis p = O. Er m> O, fås eP = e, hvis og kun hvis p er

delelig med m, altså

eP = e (-;.., ~ p == O (mod m).

Heraf eller af den generelle sætning (side 11,2,9 nederst) slut-
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tes, at for p, q €" ~ gælder

c
p

= c
q
~ p = q i tilfældet IP- = 0,

c
p = c

q
~ p - q (mod m) i tilfældet m) O.

Når m = 0, er altså alle potenser cP , pc~, indbyrdes forskelli

ge, og den cykliske gruppe (0,$) er af uendelig orden. Når m) 0,

findes der så mange indbyrdes forskellige potenser, som der er

restklasser modulo m. Den cykliske gruppe (0,$) er altså af or

denen m. Specielt er e - cO, cl, •.. ,cm- l indbyrdes forskelli-
m

ge, medens c = e. En endelig cyklisk gruppes orden er altså den

mindste positive eksponent, for hvilken potensen af det frembrin-

gende element er lig med det neutrale element. Vi har altså:

I en cyklisk gruppe ( cPJ p E ~}, $) af uendelig orden er alle

potenser c? indbyrdes forskellige. I en cyklisk gruppe af den

° l m-l "endelige orden m( >O) er potenserne e = c ,c ! ••• ,c lndbyr-

des forskellige, og hver potens cP er lig med een af disse, nem

lig den, hvis eksponent er resten r, O~ r<m, som p giver ved

division med m.

Den af et element frembragte cykliske gruppes orden kaldes

også kort elementets orden ..

Lad (G,$) være en gruppe af den endelige orden n. Da vil

hvert element g~ G frembringe en cyklisk undergruppe af endelig

orden, og ifølge Lagranges sætning vil denne være divisor i n.

I forbindelse med ovenstående fås altså:

I en gruppe af den endelige orden n gælder det for hvert

element g, at dets orden er divisor i n, og specielt, at gn = e.

Som nævnt tidligere (side 11,1,7) er isomorfi mellem mæng-

der, der hver er organiseret ved en kompositionsforskrift, en

ækvivalensrelation. Dette gælder specielt ~or grupper. Man kan

derfor inddele mængden af alle grupper i klasser af indbyrdes
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isomorfe. Er grupperne (G,$) og (G',~S') isomorfe, og er g, gl'

g2 vilkårlige elementer i G og g',gl',g2' de til disse ved en

i den ene gruppe og tilsvaren
tilsvarende
ad. Ved en isomorfi vil endvi-·

isomorfi svarende elementer af G', haves gl $ g2 = g, hvis og

-l
g2 = gl ,hvis og kun hvis g2' =kun hvis gl' $J g2 ' = g', og

,-l .
g~ • 1\'led andre ord "regnlnger"
:~gr1inger" i den anden med de

dereIementer følges fuldstændigt

dere til hver undergruppe i den ene gruppe svare en undergruppe

i den anden. Kort sagt, interesserer man sig kun for kompositionE,'

forskrifterne, men ikke for gruppeelementernes konkrete betyd

ning (tal, afbildninger, . .• ), må man betragte isomorfe grupper

som ens, idet de fra dette synspunkt kun adskiller sig i gruppe·-

elementernes og kompositionsforskrifternes betegnelser. Man si-

ger derfor, at isomorfe grupper er den samme ".§.bstrakte_..B~12.Dg.;l.,

Alle cykliske grupper af uendeltg.-.2K9:en er indJ~y:rde~isQ-

morfe. Hver af dem er isomorf ~~d (ZLil.

Det samme gælder for de cykliske grupper af en given ende

lig orden m. Er (0,$) og (O' ,$'), hvor O = {cPI p E Z] og G' ::::

(c'Plp~ Z}, to sådanne grupper, defineres ved cP~-). c'P en en

entydig afbildning af O på O'; thi to potenser af c stemmer over··

ens, hvis og kun hvis de tilsvarende potenser af c' stemmer over-

ens. At denne afbildning er en isomorfi, følger umiddelbart af

potensreglen.

Også blandt de cykliske grupper af ordenen m findes der

en "standardgruppe" svarende til (Z,+) blandt de uendelige. Som

vist består der en enentydig korrespondance mellem elementerne j

en cyklisk gruppe af ordenen m og restklasserne modulo m" IJad Z

(mod m) betegne mængden af disse restklasser. Denne organiseres

ved en kompositionsforskrift, som betegnes med + og defineres ~L

. ~ ( ~

følgende måde: Er (Pl + mzll zlE ZJ og 1:2 + mz21 z2 E ZJ to rest-

klasser, vil mængden bestående af alle summer af \3t tal fra den
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første og et tal fra den anden, altså

{PI + P2 + m(zl + z2) I zl,z2 t Z}

være indeholdt i (endda være identisk med) en bestemt restklasse,

idet zl + z2 E Z (og zl + z2 gennemløber hele Z, når zl og z2

gør det). Denne restklasse kaldes de to givnes sum, og man skri-

ver med den tidligere indførte betegnelse for restklasserne

(PI + Zm) + (P2 + Z) = PI + P2 + Zm'

hvor Z = {mz Iz E.. Z} er mængden af de med m delelige hele tal.
m .

Repræsenteres restklasserne ved tallene '.0, l, .•. ,m-l, findes

summen af to af dem ved at addere repræsentanterne og, hvis

disses sum ikke findes blandt 0,1, ,m-l, at erstatte den med

resten, som den giver ved division med m. Den således organise-

rede mængde (Z(mod m),+) er en gruppe. Dette bekræftes let direk

te. Men det følger også af en ovenfor vist sætning (side 11,2,9),

idet der ved P ---7 P + Zm defineres en afbildning af gruppen

(Z,+) på (Z(mod m),+), som er en homomorfi ifølge ovenstående

definition af summen af to restklasser. At (Z(mod m),+) er en

cyklisk gruppe af orden m, sluttes af, at hver restklasse p + Zm'

p E. Z, er en II potens", nemlig den p-te, af l + Zm' Gruppen (Z

(mod m),+) kaldes den additive gruppe af restklasserne modulo m.

Alle cykliske grupper af samme endelige orden m er indbyr

des isomorfe. Hver af dem er isomorf med (Z(mod m),+), den addi-

tive gruppe af restklasserne modulo m.

Er nemlig (C,$) en sådan gruppe og c ~ C et element, der

fre$bringer den, bestemmes ved p + Zm--7 cP ifølge det tidlige

re viste en enentydig afbildning af Z(mod m) påC. At den er en

isomorfi aflæses af
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En abstrakt endelig gruppe (altså en klasse af indbyrdes

isomorfe endelige grupper) kan angives fuldstændigt ved en

såkaldt gruppetavle. Lad (G,jp) være en sådan gruppe, og lad

dens elementer være gl,g2, ... ,gn' For at lette oversigten noget

vælges gI = e, det neutrale element. Man opstiller en kvadratisk
2

tavle bestående af n felter:

:P
i gI l g2 Li • •• j gj I .. . l gn:'

g;-"; ~'g;r--':'~~'t=g~l"~-. ~-. -=,..'g:- '- 4----~----~---1----Ll-----~----r·-~-fg?-tg2 ~--J----~,-._--, , .j~ ,

: l, : I I I I I
- --U--.---I-.----+--,----,.,-~--+_-~------ ~>__ •

I' + t'l I , $ .

~4-:+-j---~--~~g j +-------"t--I
: 1,:1 : I I \! ! I
·--·--';j----,..--r-···..-i·-·----'~; ~~l-----+-t~
:~J_L. __~n -h_. "'j-:==~L=L __=::::-~~_1-...4

I

Rækkerne mærkes med gl,g2, ... ,gn i en eller anden orden, og

ligeledes kolonnerne (ikke nødvendigvis, som angivet, i den

samme orden). I det felt, der er fælles for rækken mærket gi

og kolonnen mærket gj' skrives det af elementerne gl,g2, .•• ,gn'

som er lig med g.$g .• Gøres dette for alle i,j = 1,2, . .• ,n,
J. J

fås en tavle, som gengiver kompositionsforskriften fuldstændigt.

I den med g. mærkede række står elementerne g. $g, g ~ G, altså
l l

G's samtlige elementer, hvert een gang. I den med g. mærkede
J

kolonne står elementerne g$gj' geG, altså G's samtligeelemen-

ter, hvert een gang. Specielt findes det neutrale element gI

een gang i hver række og een gang i hver kolonne. At to ele-

menter gi og gj er indbyrdes inverse, er ensbetydende med, at

gI står i feltet, der er fælles for rækken g. og kolonnen g.
l J

(og også i feltet, der er fælles for rækken g. og kolonnen g.,
J l
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da indbyrdes inverse elementer er ombyttelige. En mindre over·

skuelig egenskab ved gruppetavlen følger af den associative

lovs gYldighed. Denne omstændighed bevirker, at det kan være

meget besværligt at afgøre, om en forelagt tavle med de ovenfor

nævnte egenskaber er en gruppe tavle ,

Som eksempel betragæes den symmetriske gruppe S3' Dens

elementer betegnes således:

gl = (i ~ §),

( l 2 3)
g4 = l 3 2 1

(J 2 3
g2 = l) ,2 3

(l 2 :5
g5 = 3 2 1) ,

g3 = (~ i ~),

g6 = (~ i §).
Det ses, at gl,g2,g3 er de lJge permutationer. De ulige er her

alle transpositioner. Man finder følgende tavle:

Udfyldningen af første række og kolonne er oplagt. Idet g2 Qg3

er en lige permutation og hverken kan være g2 eller g3' må.'den

være gl' Følgelig er også g3og2 ~ gl' Da g3og3 er lige og gJ.

og g3 allerede står i tredie række, må den være g2' Dermed er

kvadratet øverst til venstre med 3 :;:"'ækker og 3 lr.olonneT udfyJ.clt ,.

Det er gruppetavlen for undergruppen A
3

i S3 . At trannpositio-·

nerne g4,g5,g6 er involutoriske, giver placeringen af gl i de

tre sidste rækker. Man finder g2og4 = g6< Derefter kan de to

sidste felter i anden række ~dfyldes, Der mangler nemlig g~ og
·t
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g5' og g5 kan ikke stå i femte kolonne. Endvidere ses uden reg

ning, at g3og4 = g5' da denne permutation vides at være ulige,

og g4 og g6 findes allerede i fjerde kolonne. På denne måde kan

man fortsætte og får hele tavlen udfyldt efter ganske få regnin-

ger.

Lad A være en mængde bestående af n elementer. Den fuld

stændige permutationsgruppe for A kaldes "den symmetriske grup

pe af graden n" og den betegnes med Sn uden angivelse. af selve

mængden A (jfr. side I,6,1). Berettigelsen heraf ligger i, at

de fuldstændige permutationsgrupper for mængder, som indeholder

det samme antal elementer, er indbyrdes isomorfe. De er altså

den samme abstrakte gruppe. Dette indses let således: Lad A =
~al,a2, .•• ,a~ og B = (1,2, ••• ,n), og lad f være en permutation

af B. Lader man til f svare den ved a i~ af(i)' i = 1,2, ••• ,n,

bestemte permutation f' af A., for hvilken altså

f' ( ai ) = af (i) ,

fås en enentydig afbildning af den fuldstændige permutations

gruppe for B på den fuldstændige permutationsgruppe for A. At

det er en isomorfi følger af, at når f og g er permutationer

af B, vil der til gof svare (gef)', hvor

(gof)'(ai ) - ag~f(i) = ag(f(i))

= g'(af(i)) = g'(f'(ai )) =

altså (gof)' = g'of'.

g'of'(a.),
1.

I det følgende vises, at enhver gruppe er isomorf med en

transformationsgruppe, specielt at enhver endelig gruppe er iso

morf med en permutationsgruppe. Lad (G,$) være en vilkårlig grup

pe, og lad]f betegne den fuldstændige transformationsgruppe for

mængden G af den givne gruppes elementer. Er g et vilkårligt
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element af G, defineres ved x -7' g $ x, hvor x €o G, en enentydig

afbildning af G på sig selv; thi er y et vilkårligt element af G,

findes der et og kun eet element x € G, således at g $ x = y (jfr.

side 11,2,2). Idet denne afbildning, som er et element af y?,
betegnes med g' : G på G(l-l), haves

g' (x) = g $ x.

Det drejer sig om at vise, at der ved g --7 g', g€ G, bestemmes

en enentydig homomorf afbildning ,YJ af (G, $) ind i <§ (underfor

stået: med sammensætning o som kompositionsforskrift). At denne

afbildning JO er enentydig sluttes af, at gl' = g2', altså gl $

x = g2 $ x for alle xEG (endda for et enkelt, f.eks. x = e) med

fører, at gl = g2' At 50 er en homomorfi, altså at

(g2 $ gl)' = g2'o gl' for gl,g2 e=:G,

ses af

(g2 $ gl)'(x) = (g2 $ gl) $ x = g2 $ (gl $ x)

= g2 $ gl'(x) = g2'(gl'(x» = (g2'ogl')(x).

Betegner )V (G) ~ y billedmængden af G ved afbildningen r;o ,
vil denne være en homomorfi af (G,$) ~ den organiserede mængde

(~(G),ø). Denne er følgelig en gruppe (jfr. side 11,2,9), alt

så en undergruppe i >? Da ~ er enentydig, er (G,$) isomorf

med ('/ (G) ,o). Dermed er følgende sætning bevist:

Enhver gruppe (G,$) er isomorf med en transformationsgruppe,

nemlig med en undergruppe i den fuldstændige transformationsgrup

pe for mængden G af gruppens elementer. Specielt er hver endelig

gruppe af ordenen n isomorf med en undergruppe i den symmetriske

gruppe Sn.

Ved en endelig gruppe (G,$), hvor G = {gl,g2'.·. ,gn}' kan

den til et element gi svarende permutation af mængden G aflæses

af gruppetavlen. De til gl,g2, ..• gn svarende elementer står under
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dem i den med g. mærkede række.
l

Ved gruppen (R,+) svarer til aER afbildningen x~ a + x

af It på sig selv. Den tilsvarende transformationsgruppe er altså

gruppen af translationer af tallinien. Ved gruppen (R '{Ol,')
svarer til mEn "{O} afbildningen x -7 mx. Den tilsvarende trans

formationsgruppe er gruppen af homotetier af tallinien med cen

trum O. (Til disse eksempler se side 1,6, 2-3.)

Lad (G,$) igen være en vilkårlig gruppe. I stedet for til

elementet g e: G at lade svare afbildningen x~ g $ x, en såkaldt

venstre translation af G, kan man til g lade svare højre trans

lationen x ~ x $ g. Hvis gruppen (G,$) ikke er kommutativ, fås
,m~

på denne måde en andenY1G,$) isomorf undergruppe i j? . Er grup-

pen endelig, aflæses disses permutationer af gruppetavlens ko-

lonner.

Rettelse til II, 2, øv. 16. De to sidste linier erstattes med:

Vis ved hjælp heraf, at for hvert primtal m og hvert helt tal a,

som ikke er deleligt med m, er am- l =l (mod m) eller, hvad der

kommer ud på det samme, for hvert primtal m og hvert helt tal a

er a
m =a (mod m) (Fermats "lille" sætning).
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Øvelser til kap. II. 2.

AG II, 2, øv. 1-5

l) Lad n være et positivt helt tal. Vis, at mængden bestående

af de n-te enhedsrødder, d.v.s. de komplekse rødder i lignin

gen zn = l, med multiplikationen som komposition danner en

cyklisk gruppe af ordenen n, og angivet element, der frem

bringer gruppen.

Angiv for n = 6 alle undergrupper. Vis, at de alle er cykli-

ske, og angiv frembringere for dem.

2) Vis, at en endelig gruppe, hvis orden er et primtal, er cyk

lisk.

3) Med (H,o) betegnes den af (~ f 5) frembragte cykliske under

gruppe i den symmetriske gruppe 83 af graden 3. Angiv såvel

de venstre som de højre sideklasser til H.

4) Den tidligere indførte gruppe ~l (side I,6,3)

(G, tØ) = ({fa , mf(a ~ li) /\ (m Eli ..... \,o})}, o) ,

hvor fa,m er den ved

fa,m(X) = mx + a

bestemte afbildning af n på li, har som undergrupper

(H,o) = ((ta,lla€n}, o)

og

(K,t») = ({fo,mlmE li'{..o}}, o).

Angiv for hver af disse den venstre og den højre sideklasse,

som indeholder elementet f b , n f: G. Undersøg, om nogen 'af dis

se undergrupper er normal.

5) Lad (G,$) være en endelig gruppe og H en ikke tom delmængde

af G, for hvilken UG 1 (side II,2,3) gælder. Vis, at (H,$)

er undergruppe i (G,$).
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Angivet eksempel på en uendelig gruppe (G,$) med en del·

mængde H af G, som opfylder UG l, men for hvilken (H,$) ik

ke er undergruppe i (G,$).

6) Lad G være en endelig mængde og $ en associativ kompositions

forskrift inden for G, for hvilken der findes et neutralt

element e ~G, og for hvilken forkqrtningsreglerne gælder.

Vis, at (G,$) er en gruppe.

7) Lad G være en ikke tom mængde, hvori der er defineret en

associativ kompositionsforskrift $. Det forudsættes, at for

vilkårligt opgivne elementer a og b af G har hver af lignin-

gerne

x $ a == b, a $ y == b

mindst een løsning x henholdsvis y. Vis, at (G,$) er en grup

pe. (Betragt en løsning til en ligning af formen x $ a = a,

og vis, at den er neutralt element.)

8) Lad a og b være elementer af en gruppe (G,$). Vis, at de

cykliske undergrupper, der frembringes af a $ b og b $ a en

ten er begge af uendelig orden eller begge af den samme en

delige orden.

9) Idet A == R" {O}, betragtes de i A definerede funktioner

flet) = t, f 2(t) = l/t~ f 3{t) == -t,' f 4(t).= -l/t.

Vis, at ({fl ,f2 ,f"f4}, o) er en transformationsgruppe i A,'

som er isomorf med den i 1,6, opg. 4 omtalte transformations-

gruppe.

10) Idet A = R '(o,Jj, betragtes de i A definerede funktioner

flet) = t f 2(t) = l/t f,et) = l-t,

f,et) == tIet-l), f
5
(t) = l/(l-t), f 6(t) = (t-l)/t.
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Vis, at ((fl,f2,f3,f4'~5,f61,O) er en med den symmetriske

gruppe 33 isomorf transformationsgruppe i A. (Giv interval-

lerne (ti-co (t(o}, ttlO <t <.l) og (t{l<t <ooJ, hvis

foreningsmængde er A, numrene l, 2 og 3, og undersøg, hvor

ledes de afbildes ved funktionerne f .. )
l

Il) Idet c betegner et givet positivt tal, defineres i interval-

let M = {v l-c <v <c] en kompositionsforskrift $ ved

vI + v 2
vI $ v2 == 2

l + vl v2/c

(Einsteins lov for sammensætning af parallelle hastigheder).

Vis, at (M,$) er en gruppe.

Vis, at denne er isomorf med (R,+). (Dette går ud på at

finde en funktion F : R på M(l-l), således at F(xl + x2 ) ==

F (xl ) ~p F (x2 ), xl' x2 € R. )

12) Lad (G,$) være en gruppe, (H,$) en undergruppe, og g et fast

-l -lelement af G. Vis, at (g $ H $ g ,$), hvor g $ H $ g

betegner delmængden Cg $ h $ g-llhGH} af G, er en med (H,$)

isomorf undergruppe i (G,$). (Den kaldes en til (H,$) kon

jugeret undergruppe.)

Er (G,~) en transformationsgruppe for en mængde A, og er~

et fast element af A, vil de transformationer tilhørende G,

ved hvilke ~ svarer til sig selv (som har ~ til fixelement),

udgøre en undergruppe (H~, Q) i (G,~) (jfr. side 1,6,2). Vis,

at hvis g er et fast element af G, består den til (H ,~)
IX

konjugerede undergruppe (g o :Hcx. <:> g-l, <;» netop af de trans-

formationer i G, som har g(~) som fixelement, altså at
-l

g o Ik (> g = Hg(c,c).

(i stedet for en vilkårlig transformationsgruppe må betrag-
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tesen speciel, f.eks. den sid~ 1,6,3-4 og Lovenstående

opg. 4 omtalte.)

13) 8e 1,6, opg. 2. Ved til det reelle tal t at lade svare af-

bildningen f t af planen på sig selv, defineres en homomorf

afbildning af gruppen (R,+) på drejningsgruppen ({fti t E !L},

o).Vis dette, bestem homomorfiens kerne, og angiv sideklas-

serne.

(Den 1,6, opg. 3 definerede gruppe ((gt l t E:.!LJ, o) er isomorf

med (!L,+).)

14) 8e 1,6, opg. 14. Oktaedergruppen er ifølge denne opgave iso-

morf med den symmetriske gruppe 8
4

, Oktaedrets diagonaler

gives numrene 1,2,3. Til hver flytning tilhørende oktaeder

gruppen svarer da en permutation af (1,2,3J. Vis, at der

herved bestemmes en homomorf afbildning af oktaedergruppen,

og dermed af 84 , på 8
3

, hvis kerne er den i den nævnte opga

ve angivne undergruppe.

15) Lad der være givet to hele tal, der ikke begge er O. Mæng

den H = (ax + by Ix,y f: Z) med additionen som komposition er

en undergruppe i (Z,+). Vis dette. Ifølge en ovenfor bevist

sætning (side 11,2,11) findes der et positivt helt tal d,

således at H = {Pd Ip E Z}. Vis, at d er den største fælles

divisor for a og b.

Opstil en nødvendig og tilstrækkelig betingelse, som et helt

tal c må opfylde, for at den "diofantiske ligning tl ax + by =

c har en løsning (x,y) bestående af hele tal. (En ligning

med ubekendte, for hvilke der søges heltallige værdier, kal-

des en diofantisk ligning efter den græske matematiker Dio

fantos, ca. + 250, der har behandlet sådanne opgaver.)
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Antag, at ligningen har en heltallig løsning (x ,y ). Vis,o o
at den da har uendelig mange andre, og find dem alle udtrykt

ved xo ' Yo og en heltallig parameter t. (Find først alle

heltallige løsninger til ligningen ax + by = O.)

Eksempler: 3x - 4y = l og 6x - 8y = 4.

16) Definer, analogt til den på side 11,2, 13-14 indførte addi-

tion af restklasser modulo m, en multiplikation af restklas-,

ser modulo m. Den ved denne organiserede mængde (Z(mod m),')

er ikke nogen gruppe. Vis,dette.

Lad m være et primtal. Vis, at de fra Zm forskellige rest

klasser modulo m med multiplikationen som komposition dan

ner en gruppe. (Sætningen i ovenstående opgave 6 kan benyt-o

tes til forenkling af beviset. Man får brug for sætningen,

at et primtal, som er divisor i et produkt af to hele tal,

er divisor i mindst een af disse' faktorer.)

Vis. ved hjælp heraf, at forhvert-·helttal~aog hvert prim-

m-l (d) (F ' " ) hAtal m er.a ::;:1· mo ",m·, ··:....ermats 'lille . sætning.

17) Blandt de tidligere nævnte eksempler på grupper findes 2 ik--

ke isomorfe grupper af ordenen 4. Opstil gruppetavler for

dem.

Vis, at en gruppetavle for en gruppe af ordenen 4, bortset

fra rækkernes og kolonnernes rækkefølge samt betegnelserne

for elementerne, må stemme overens med en af de to fundne,

altså at der findes netop 2 forskellige abstrakte grupper

af ordenen 4. (Antag først, at gruppen indeholder et element

af ordenen 4.)

18) De flytninger efter hvilke et givet regulært ikosaeder dæk···

ker sin oprindelige stilling, danner en gruppe, kaldet ikQ-
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s
saedergruppen. (Efter denY;flytninger og kun efter disse vil

også det regulære dodekaeder, hvis hjørner er midtpunkter-

ne af ikosaedrets sideflader, komme til at dække sin oprin

delig stilling.) Vis, at ikosaedergruppen er isomorf med den

alternerende gruppe A
5

. (Studer en model.)



Mat.l, 1960-61

Kap. III. Analytisk geometri

i det euklidiske rum.

AG III, l, l

§ l. Om geometriens grundlag: Incidens og parallelitet.

Den elementære geometri i planen og i rummet kan baseres

på relativt få såkaldte aksiomer, d.v.s. ikke beviste sætninger,

der tjener som grundlag for lærebygningen. Erkendelsen af, at

geometriens mangfoldige sætninger kan udledes af nogle simple af

dem ved rent logiske ræsonnementer uden benyttelse af anskuelsen,

skyldes oldtidens græske matematikere. En for hele matematikken

forbilledlig udformning har geometriens systematiske opbygning

fået i Euklid's "Elementer" (ca. -300). (Visse mangler i Euklid's
~i......§.lutningen

aksiomsystem er dog først blevet klarlagtYaf forrige århundrede.)

En opbygning af geometrien på så få aksiomer som mulig kan ikke

gennemføres her. For hurtigt at kunne nå hovedmålet, vektoralge

braen og den analytiske geometri,forudsættes mange flere geome

triske sætninger end nødvendigt.

Rummet opfattes som en uendelig mængde, betegnet med E3,

hvis elementer kaldes punkter. Visse uendelige delmængder af E3
kaldes rette linier, og visse uendelige delmængder af E3 kaldes

planer. Er A et punkt, a en linie og ~en plan, siges i stedet

for A~a også, at II punktet A ligger på linien a" eller "linien

a går gennem punkt A", i stedet for AfC~ også, at punktet A lig-

ger i planen O<.. JI eller "planen o< går gennem punktet A", i stedet'

for a <; A også, at "linien a ligger i planen ex " eller "planen

o<. går gennem linien a". Er a og b linier, a 1= b og a n b 1= ø,

siges at "linierne a og b skærer hinanden", tilsvarende for to

planer ex. og (3 ,<x 1=(3 , og for en linie a og en .plan O<. , a *0<'
To linier a og b siges at være parallelle, og man skriver a U b,
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hvis de falder sammen eller ligger i samme plan og ikke har no

gen punkter fælles. To planer O<. og f3 siges at være parallelle,

og man skriver O( II 13' hvis de falder sammen eller ikke har

nogen punkter fælles.

Om rummet E
3

og de som linier og planer betegnede delmæng

der forudsættes foreløbig kun gyldigheden af de følgende 8 aksi-

omer, der kaldes incidens- og parallelaksiomer, idet de udeluk

kende handler om relationer, der udtrykkes ved "ligger på", "går

gennem" eller lignede og som sammenfattende kaldes incidensrela-

tioner, samt ved "parallel".

J l: Til hvilkesomhelst to forskellige punkter findes

der en og kun een linie, der indeholder dem.

J Til en hvilkensomhelst plan og en hvilkensomhelst

linie i den findes der mindst eet punkt i planen, som ikke

ligger på linien.

J 3. Til hvilkesomhelst tre punkter, som ikke ligger

på samme linie, findes der en og kun een plan, der indehol-

der dem.

J 4: Til en hvilkensomhelst plan findes der mindst eet

punkt, som ikke ligger i den.

J 5: Hvis en linie har to forskellige punkter fælles

med en plan, ligger den helt i planen.

J 6: Hvis to planer har et punkt fælles, har de mindst

eet fra dette forskelligt punkt fælles.

J 7: Til en hvilkensomhelst linie og et hvilketsomhelst

punkt findes der en og kun een linie, der er parallel med

den givne linie og går gennem punktet.

J 8: Til en hvilkensomhelst plan og et hvilketsomhelst

punkt findes der en og kun een plan, som er parallel med

den givne plan og går gennem punktet.
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Det bemærkes, at disse aksiomer kan skrives ved hjælp af

logiske tegn og tegnene € , ~, II, på samme måde som f •eks.

"gruppeaksiomerne" G 1-4 (side 11,2,1). Ovenstående formulerin

ger svarer mere til det anskuelige og erfaringsmæssige indhold,

som de udtrykker i idealiseret og præciseret form.

For at undgå forvekslinger, som de sædvanlige betegnelses

måder for linier og planer kan give anledning til, benyttes her

de følgende~ Den ved to forskellige punkter A og B bestemte linie

betegnes med li(A,B). Er M en punktmængde, som vides at ligge på

samme linier'og som indeholder mindst to forskellige punkter, be

tegnes linien, der indeholder M,med li(M). Den plan, som indehol

der tre punkter A,B,C, der ikke ligger på samme linie, betegnes

med pl(A,B,C). Er M en punktmængde, som vides at ligge i en pla~

og som indeholder mindst tre punkter, der ikke ligger på samme

linie, betegnes planen, der indeholder M,med pl(M). Den ved en

linie a og et punkt A uden for denne bestemte plan betegnes med

pJlta,A) O.s.v.

Af aksiomerne J 1-8 udledes let en række simple sætninger,

der formuleres her til senere brug. (Ved sætninger, der er umid

delbare konsekvenser af visse aksiomer, angives disse i parentes

i stedet for et bevis.)

l. To forskellige linier har højst eet punkt fælles.

(J l)

~. To planer er enten parallelle eller de har netop

een linie fælles. (J6, J5, J3)

2. En plan og en linie, der ikke ligger i den, har

højst eet punkt fælles. (J5)

En plan~ og en linie a siges at være parallelle,

i tegn 0-..11 a, hvis a ligger i O< eller ikke har noget punkt

fælle s med eX •
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~. Der findes en og kun een plan, der går gennem en

given linie eg et givet punkt uden for denne.

Bevis: Ifølge J3 findes der en og kun een plan, som går gen

nem det givne punkt og gennem to forskellige punkter på den giv

ne linie. Denne plan indeholder linien ifølge J5.

1. Der findes en og kun een plan, der indeholder to

givne, hinanden skærende linier.

Bevis: Ifølge J3 findes der en og kun een plan, som går gen

nem liniernes skæringspunkt og gennem et fra dette forskelligt

punkt på hver af linierne. Denne plan indeholder begge linier

ifølge J5.

Heraf og af parallelitetens definition sluttes umiddelbart:

Q. To linier ligger i samme plan, hvis og kun hvis de

skærer hinanden eller er parallelle.

To linier, som ikke ligger i samme plan, siges at være vind-

skæve.

1. Er a og b to parallelle linier, vil enhver plan p{ ,

der går gennem a være parallel med b.

Bevis: Er pl(a,b) =~, er påstanden rigtig. Ellers har de

to planer kun linien a fælles (~). Da a og b ikke har noget punkt

fælles, kan altså ~ og b heller ikke have noget punkt fælles .

.§. En linie b er parallel med en plan ~ , hvis og kun

hvis den ligger i en plan parallel med ex. (Def. og 1)
med

.2,. Er.0( en plan, A et punkt i O( og b en linie parallel

,vil den med b parallelle linie a gennem A ligge helt i

Bevis: pl(a,b) har punktet A fælles med ~ . Falder de to

planer sammen, vil a ligge i ~ som påstået. Ellers har de to pla

ner netop een linie gennem A fælles. Denne må være parallel med

b, da or.. n b = ø. Ifølge J7 er den identisk med Et.
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Af parallelitetens definition og ~ sluttes specielt:

10. En linie b er parallel med en plan 0<, hvis og kun

hvis der findes en linie iO< , som er parallel med b.

ll. Er a og a' hinanden skærende linier og b og b' hin

anden skærende linier, således at al/b og a' 1/ b', da er pl

(a , a ' ) 11 pl (b , b ' ) .

Bevis: Lad ex betegne den med pl(b, b') parallell€l plan gen-

nem skæringspunkt A mellem a og a'. Da er ifølge 10 begge linier

b og b' parallelle med 0<.• Ifølge forudsætningerne a II b og a' II b'

samt 8 ligger både a og a' iO< • Følgelig er fX = pl(a,a').

12. Er a, b, c tre linier i samme plan, a IIb, og skærer

c linien a, vil c også skære b. (J?)

13. Relationen Il er en ækvivalensrelation såvel i mæng-

den af alle linier i en plan som i mængden af alle linier i

rwnmet.

Bevis: At relationen er refleksiv og symmetrisk, fremgår u-

middelbart af dens definition. Lad a, b ,c være tre linier i sam

me plan, all b og bil c. Er a = c, haves all c. Er a ~ c, og var li-

nien c ikke parallel med a, ville den ifølge 12 heller ikke være

parallel med b, i strid med det givne. Følgelig er allc. Dermed

er parallelitetens transitivitet bevist for linier i en plan. Lad

nu a, b, c være tre linier, der ikke ligger i samme plan, all b

og b II C. Disse linier er da indbyrdes forskellige. På c vælges

et fra det eventuelle skæringspunkt med a forskelligt punkt C.

Den ved linien a og punktet C bestemte plan p er ifølge 1 paral

lel med b. Ifølge b IIc og § ligger c da helt i;9. Linierne a og

c ligger altså i samme plan~3. Hvis de havde et skæringspunkt
!

B, måtte dette tilhøre både den ved de parallelle linier a og b

bestemte plan og den ved de parallelle linier b og c bestemte

plan. Disse to planer har imidlertid kun linien b fælles. Punk-
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tet B måtte altså også ligge på b, hvilket strider mod a U b,

a ~ b. Følgelig er a Uc, og parallelitetens transitivitet er bevist,

14. Errx'ICJi,O tre planer, o<. Il P, og skærltr' t planen 0<..,

vil 1 også skære r ' og de to skæringslinier vil være par

allelle. (J8)

15. Relationen H er en ækvivalensrelation i mængden af

alle planer i rummet.

Bevis: At relationen er refleksiv og symmetrisk, fremgår
Antag, at (;Il 1\ (5 og 13 It J •

umiddelbart af dens definitiori:)(Er fX:= f, haves C\!l/' Er o< ~ O '
og var planen Oikke parallel med ~, ville den ifølge 14 heller

ikke være parallel medp, i strid med det givne. Følgelig er ~Ilo'

Dermed er relationens transitivitet bevist.

Den følgende sætning spiller en grundlæggende rolle i geome

triens opbygning. Den er et specielt tilfælde af den såkaldte

Desargues' sætning (jfr. III, l, opg. 7).

16. Lad a,b,c være indbyrdes forskellige, parallelle

linier, A og A' punkter på a, B og B' punkter på b og O og O'

punkter på c. Er li(A,B) 1\1i(A' ,B') og li(B,O) Illi(B' ,O'),
.'

da er også li(A,O) li li(A' ,O').

Bevis: Først antages, at linierne a,b,c ikke ligger i samme

plan. Punkterne A,B,O kan da ikke ligge på samme linie; thi ellers

ville pl(a,b) (jfr. Q), som jo indeholder li(A,B) (ifølge J5), og

så indeholde O og dermed den med a parallelle linie c (ifølge J7).

Endvidere ses, at pl(A,B,O) ikke kan indeholde nogen af linierne

a,b,c; thi hvis den indeholdt en af dem, måtte den også indeholde

de to andre (ifølge J7). Da li(A,B) nli(A',B') og li(B,O) !lli(B',O')l

er pl(A,B,O) JJ pl(A' ,B' ,O') (ifølge 11). Falder disse to planer

sammen, er A := A', B := B', O = O', altså li(AO) II1i(A' ,O'), idet

pl(A,B,O) ifølge det viste kun kan have A,B,O fælles med henholds-
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Øvelser til kap. III, l.

l) Om en mængde af rette linier i rummet forudsættes, at hvilke

somhelst to af linierne skærer hinanden. Kan man heraf slutte,

at alle linier i mængden går gennem samme punkt?

2) Hvilke muligheder for den indbyrdes beliggenhed af tre forskel

lige planer findes der? (Angiv for hvert tilfælde antallet og

den indbyrdes beliggenhed af eventuelle skæringslinier.)

3) Givet to forskellige rette linier a og b samt et punkt P, som

ikke ligger på nogen af dem. Under hvi~ke betingelser findes

der netop een linie, der går gennem P og skærer både a og b.

Samme spørgsmål, når der er givet tre forskellige linier a, b,

c og der forlanges eksistensen af netop een linie, der er pa

rallel med c og skærer både a og b.

4) Givet to forskellige planer o<.. og /3 samt en ret linie p. Under

hvilke betingelser findes der en plan gennem p, der skærer~

og f> i parallelle linier?

5) Vis, at aksiom J8 er en følge af aksiomerne Jl-7.

6) Det blev forudsat, at rummet E
3

, planerne og linierne er uen

delige mængder. Der findes imidlertid også endelige mængder,

der opfylder aksiomerne Jl-8, hvis en sådan mængdes elementer

kaldes for "punkter", visse ikke tomme delmængder for "lini

er" og visse andre ikke tomme delmængder for "planer". Det

mindste antal "punkter", et sådant "rum" må bestå af, kan vi

ses at være 8 (når det kræves, at der findes mindst een "plan",

der indeholder mindst to "punkter", og at der findes mindst to

"punkter" på hver "linietl).

Lad "rummet" bestå af 8 "punkter". Hver delmængde bestående af

2 "punkter" kaldes en "linie", og visse 14 delmængder hver be-
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stående af 4 "punkter" kaldes "planer". For på overskuelig

"måde at kunne angive disse, tænkes de 8 "punkter" repræsente

ret ved en ternings hjørnespidser. "Planer ll er da for det

første de 6 delmængder, der hver består af en sideflades hjør

ner, for det andet de 6 delmængder, der hver består af to mod

stående kanters endepunkter, og for det tredie de 2 delmæng

der, der hver består af fire af terningens hjørner, som til

lige er hjørner i et indskrevet regulært tetraeder.

Vis, at dette "rumIl tilfredsstiller aksiomerne Jl-8.

7) Desargues'sætning lyder således: Lad a, b, c være indbyrdes

forskellige linier, som enten går gennem samme punkt P eller

er parvis parallelle. Om 6 punkter A, B, O, A', B', O' forud

sættes, at de og P er indbyrdes forskellige, at A og A' ligger

på a, B og B' på b og O og O' på c. For hvert af linieparrene

AB og A'B', BO og B'o', Ao og A'o' gælder det da, at dets to

linier ligger i samme plan, altså at de to linier skærer hin

anden eller er parallelle. Skærer hvert pars linier hinanden,

ligger de tre skæringspunkter på ret linie. Skærer kun to pars

linier hinanden, er skæringspunkternes forbindelseslinie pa~

rallel med det tredie pars linier. Er to pars linier parallel

le, er også det tredie pars linier parallelle, og alle seks

linier er parallelle med samme plan.

Bevis denne sætning under forudsætningen af, at linierne a, b,

c har et punkt fælles, og at linierne i hvert af de tre nævnte

par skærer hinanden. (Antag først, at linierne a, b, c ikke

ligger i samme plan, og benyt dette tilfælde til at bevise sæt

ningen i det plane tilfælde.)

8) Benyt Desargues'sætning til at løse følgende konstruktionsop

gave (med linealen alene): På tegnepapiret er givet to linier,
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vis a, b og c. Er pl(A,B,C) ~ pl(A~,B~,C') har disse to planer

og derfor også linierne li(A,C) og li(A',C'), som de indeholder,

ikke noget punkt fælles. Da de to linier desuden ligger i pl(a,c),

er de parallelle, som påstået. - Dernæst antages, at a,b,c lig

ger i samme plan. Lad D være et punkt uden for denne plan (J4) og

d linien parallel med b gennem D. Da er også d II a og d II c (iføl

ge 12). Gennem B' læggea linien parallel med BD. Denne linie lig

ger i planen pl(b,d), da B,D og B' ligger i den, og skærer følge

lig d i et punkt D' (ifølge 12). Anvendes nu den allerede beviste

del af sætningen for det første på linierne a,b,d og punkterne

A,A',B,B',D,D', for det andet på linierne c,b,d og punkterne C,C',

B,B' ,D,D', fås henholdsvis li(Ay~)) llli(A' ,D') og li (a,D) lili

(C',D'). Derefter kan den beviste del af sætningen anvendes på

linierne a,d,c og punkterne A,A' ,D,D',C,C', hvilket giver li(A,C)

Uli(A',C'), hvormed sætningen også er bevist i tilfældet, hvor

a,b,c ligger i samme plan.

Ifølge 12 er parallelitet en ækvivalensrelation i mængden

af linier i rummet E3 • Denne mængde falder altså i klassen af ind

byrdes parallelle linier. En sådan klasse kaldes hyppigt et paral

lelknippe af linier. Et sådant omfatter altså alle linier af en

bestemt "retmingtl
, og er fuldstændig bestemt, når en repræsentant,

altså een af dets linier er givet. Det parallelknippe, der inde

holder en linie a, betegnes med kn(a). Ifølge definition er kn(a)

= kneb), hvis og kun hvis atlb. Da parallelitet også er en ækvi-

valensrelation i mængden af linier i en given plan, kan også en

sådan mængde inddeles i klasser af indbyrdes parallelle linier.

Hver klasse kaldes et parallelbundt af linier og betegnes med

bt(a), når det indeholder linien a i den givne plan.
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Ifølge J7 går der gennem hvert punkt i rummet en og kml een
r:--

linie tilhørende et givet parallelknippe kn(a). Er /1 en plan~

som ikke er parallel med a, vil enhver linie i kn(a) skære <Jt ?

thi var b E kn( a) parallel med 11 , måtte a ifølge .2 ligge i <JI
i strid med det givne. Lad P være et vilkårligt punkt i rummet og

P' det punkt, hvori den gennem P gående linie fra kn(a) skærer ~T.
(~

Ved til P at lade svare P' fås en afbildning f af rummet på /1

("på", da der gennem hvert I)l.,ukt af ~i7 går en linie fra kn(a)),

Denne afbildning kaldes Earall~lp~:Qi~kttQ~e~~_~i ret~ingQU
.--

~. Hvert punkt af 11 svarer herved til sig selv. For hvert pmlkt

P i rummet gælder altså f(f(P)) = f(P); afbildningen er altså .~~,-'

dempotent: f.., f = f. Originalmængden f-l(P') til et punkt P' E 'Ii
er den gennem P' gående linie fra kn(a).

Er M en delmængde af E
3

, kan man betragte afbildningens re--
f"""-=

striktion til M. Man taler da om parallelprojektioneu af M pu Il

i retningen a. Er M speci.elt en linie b, vil billedet f (b) være

et punkt, hvis b tilhører kn( a) ~ og en linie, hvis b ikke tilhø··,

I'er kn(a). Det sidste ses sålede3: De med a parallelle linier gen ..

nem punkterne af b ligger ifølge parallelitetens definition i den

ved en af dem og b bestemte plan, og denne skærer 'JI i billedet

af b. Det ses også let, at to parallelle linier, der ikke tilhø-"
r--

I'er kn( a), afbildes i parallelle linier o Er M en plan /I?; DCLl
er _-

ikke "vparallel med a, fås (~n enentyd:J.g afbildning af '/i" P~1 '/1

hvis inverse er parallelprojekttonen af 71 på 'it' i retningen EL

,"--"
Er M en plane< li a, og betegnes li.nien, hvori den skærer II ? med

p, vil restriktionen af parallelprojekt:ionen f være en afbilning

af O<. på den i o< beliggende linie p, En linie i ex , :som er ikke

parallel med a, afbildes eYientydigt på p,

Ifølge l5 er parallelitet en æy-vivalensrelation i mæncden ~f

plane:- i E
3

• Denne mængde falder ~cltSEt i klasser af indbyrdes
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parallelle planer. En sådan klasse kaldes et ~arallelblmdt af

planer og er fuldstændig bestemt, når en af dets planer er givet.

Det parallelbundt , som indeholder en plan ~ betegnes med bt (O<) n

Ifølge definition er bt(D') = bt V)) , hvis og kun hvisO{IIf3.

Ifølge J8 går der gennem hvert punkt i rummet en og kvn een

plan tilhørende et givet parallelbundt bt(~). Er p en linie, som

ikke er parallel med ex:. , vil enhver plan i bt(o<) skære p; thi el··

lers måtte p ifølge .2 ligge iD<." i strid med det givne. Lad P

være et vilkårligt punkt i rummet og P' det punkt, hvori den gen

nem P gående plan fra btt<) skærer p. Ved til P at lade svare p'

fås en afbildning g af rummet på p ("på", da der gennem hvert

punkt af p går en plan fra bt(~)). Denne afbildning kaldes pa

rallelpro:iektionen på p i planretningen ...2(. Den er idempotent:

g'o g = g. Originalmængden g-l(p,) til et punkt P'e: p er den gen

nem P' gående plan fra bt (c<) • Blandt denne afbildnings restrik

tioner til delmængder M af E3 fremhæves de, hvor M er en ret li

nie q. Er q Ii~, vil billedet g(q) være et punkt. Er q ikke pa

rallel med O{, fås en enentydig afbildning af q på p, hvis inver

se er parallelprojektionen af p på q i planretningen ~.

Rettelse til side 111,1,2: Ordlyden af J2 erstattes med:

J2: Til en hvilkensomhelst linie findes der mindst eet punkt,

som ikke ligger på den.
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hvis skæringspunkt ligger uden for papiret, samt et punkt.

Konstruer en linie, der går gennem dette punkt og de givne

liniers skæringspunkt.

9) Lad ABC være en trekant, som hverken er ligebenet eller ret

vinklet. Med A' ,B' ,C' betegnes fodpunkterne for de fra hen

holdsvis A,B,C udgående højder. Vis, at skæringspunkterne mel

lem li(B,C) og li(B',C'), mellem li(C,A) og li(C' ,A'), mellem

li(A,B) og liCA' ,B') ligger på ret linie.

Gælder noget tilsvarende, når højderne erstattes med vinkel-

halveringslinierne, med medianerne? Søg at formulere en al-

men sætning.

10) Lad E2 betegne en plan. Det vedtages at kalde hvert parallel

bundt af linier i E2 for et uegentligt punkt. Mængden u af

uegentlige punkter kaldes planens uegentlige linie. ForeniLgs

mængden E
2

U u, hvis elementer altså dels er punkter og dels

parallelbundter, kaldes den projektive plan og betegnes med

p . Det vedtages endvidere at sige, at en (egentlig) linie a
2

i E2 går gennem (indeholder) det uegentlige punkt U, hvis

bt(a) = U. Elementerne af P2 kaldes under eet for " punkterne lt
,

og den uegentlige og de egentlige linier under eet for "lini-

erne" i P2 •

Vis (udfra'aksiomerne Jl-8 og deres konsekvenser), at der i

P2 gælder: Til hvilkesomhelst to forskellige "punkter" fin

des der en og kun een "linie", der indeholder dem begge. Til

hvilkesomhelst to "1inierlt findes der et og kun eet "punkt",

som er indeholdt i dem begge.

Lad C være et punkt uden for E2 . Vis, at der findes en enen

tydig korrespondance mellem P2 og mængden af alle linier gen

nem C, således at der til "punkter" på en ltlinie" i P2 sva-
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rer linier gennem C, der ligger i en plan.

Idet E3 betegner rummet, vedtages at kalde hvert parallel

knippe af linier i E
3

for et uegentligt punkt. Mængden 0U af

uegentlige punkter kaldes rummets uegentlige plan. Forenings

mængden E
3

U Cv, hvis elementer altså dels er punkter og dels

parallelknipper, kaldes det projektive rum og betegnes med P3'

En mængde af uegentlige punkter kaldes en uegentlig linie,

hvis den består af parallelknipperne, hvis linier er parallel

le med en og samme (egentlige) plan. Det vedtages at sige, at

en (egentlig) linie a i E
3

går gennem (indeholder) det uegent

lige punkt U, hvis kn(a) = U. Elementerne af P3 kaldes under

eet for "punkterne", de uegentlige og egentlige linier under

eet for "linierne" og den uegentlige og de egentlige planer

under eet for "planerne" i P
3

•

Vis (ud fra aksiomerne Jl-8 og deres konsekvenser), at der i

P
3

gælder:

Til hvilkesomhelst to forskellige "punkter" findes der en og

kun een "linie", der indeholder dem begge.

Til hvilkesomhelst to forskellige "planer" findes der en og

kun een "linie", der er indeholdt i dem begge.

Til hvilkesomhelst tre "punkter", som ikke er indeholdt i

samme "linie", findes der en og kun een "plan", som indehol-

der dem alle tre.

Til hvilkesomhelst tre "planer", som ikke indeholder samme

"linie", findes der et og kun eet "punkt", som er indeholdt i

dem alle tre.

Til to "linier" findes der en "plan", som indeholder dem beg-

ge, hvis og kun hvis der findes et "punkt", som er indeholdt

i dem begge.

Bemærk, at de forskellige tilfælde af Desargues'sætning (opg.?)
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i det projektive rum tillader samme formulering. Det i opg.

7 forlangte bevis kan overføres ordret til P3 og dækker da

alle tilfælde.
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§ 2. Translationer og vektorer.

AG III, 2, l

En enentydig afbildning t af rummet E
3

på sig selv kaldes

en translation (eller parallelforskydning), hvis den enten er

den identiske afbildning e eller tilfredsstiller følgende betin-,

gelser:

T l: t(p) oP P for alle PGEy
T 2: li(P,t(P)) 11i(Q,t(Q)) for alle P,Q~E3.

T 3: li (p, Q) U li (t (p) , t (Q)) f ar alle P, Q EE3' p oP Q.

Om translationer gælder følgende hovedsætning:

Er A og A' to vilkårligt givne punkter i E3, findes der en

og kun een translation t = t AA , , for hvilken teA) = A' •

Bevis: Er A = il..', er den identiske afbildning t = e den ene·

ste, der kommer i betragtning, da enhver anden translation op

fylder T l. på den anden side er e en translation ifølge defini

tion. I det følgende antages, at il.. oP A'. - Først vises, at der

findes en translation af den forlangte art. Lad P være et vil

kårligt punkt, som ikke ligger på li(A,A'). Linierne gennem P

parallel med li(A,A') og gennem A' parallel med li(A,P) skærer

hinanden; thi de ligger i samme plan, nemlig pl(A,A' ,p), og kan

ikke være parallelle, da dette ville medføre, at A,A',P ligger

på samme linie. Idet de to liniers skæringspunkt betegnes med P',

haves li(A,A') Illi(P,P') og li(A,P) 1l1i(A' ,p'). Endvidere bemær

kes, at P' oP P, og P' oP A', da P' = P eller P' = A' igen ville

medføre, at A,il..',P ligger på samme linie. Lad nu P oP A være et

punkt på li(A,A'). Man vælger da (J2) et fast punkt B uden for

li(A,A'), bestemmer som angivet det punkt B' oP B, for hvilket

li(B,B') /I1i(A,A') og li (A,B) 1I1i(A' ,B'). Punkterne B,B' og P

ligger da ikke på samme linie. Dernæst bestemmes på san~e måde

det punkt P' oP P, for hvilket li(P,P') 1I1i(B,B') og li (B,::') Il
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li(B' ,p'). Det bemærkes, at P'€. li(A,A'), da li(A,A') 1/ li(B,B')

1I1i(P,P'), og li(A,A') og li(P,P') har punktet P fælles. Lader

man nu til hvert punkt P f A svare det på de angivne måder be

stemte punkt P' og til A punktet A', fås en afbildning f : E
3

ind i E
3

, som skal vises at være en translation. - At f er enen

tydig, ses således: Er f(P) = f(Q), altså P' = Q', for to punkter

P og Q, fås af li(P,P') 1I1i(A,A') og li(Q,Q') = li(Q,P') 1/ li(A,A'),

at P og Q må ligge på en linie p parallel med li(A,A'). Er disse

to linier forskellige, sluttes af

li(A,P) /Ili(A',P') = li(A',Q') Hli(A,Q),

at P = Q. Er p = li(A,A'), slutter man på samme måde med B,B' i

stedet for A,A'. Dermed er enentydigheden bevist. At f er en af

bildning på E
3

, ses således: Lad R være et vilkårligt punkt. Lig

ger R ikke på li(A,A'), vil linierne gennem A og R parallelle

med henholdsvis li(A' ,R) og li(A,A') skære hinanden i et punkt

S, og for dette gælder åbenbart f(S) = S' = R. Ligger R på li

(A,A') lader man træde B,B' i stedet for A,A'. Dermed er vist,

at f afbilder på E
3

• At TI er opfyldt for f, altså at P' ~ P for

hvert P blev allerede bemærket. I det følgende betegnes li(A,A')7

li(B,B'), li(P,P'), ... med henholdsvis a,b,p, At f opfyl-

der kravet T 2, er oplagt; thi for hvert punkt P er p /I a, og der

gælder altså for vilkårlige punkter P og Q, at

li(P,f(P)) = pli q = li(Q,f(Q)).

At f opfylder kravet T 3, ses således: Lad P og Q, p f Q, være

vilkårlige punkter. Er p = q, haves også li(P,Q) = li(P' ,Q') og

dermed påstanden li(P,Q) 1/ li(P',Q'). Det kan derfor antages, at

p f q. Er nu begge disse linier forskellige fra a, følger påstan

den af Desargues~ sætning 16 anvendt på de tre li~ier p,a,q, idet

det vides, at li(A,P) 1\ li(A' ,p') og li(A,Q) II li(A' ,Q'). Noget

mere inviklet er det tilfælde, hvor en af linierne p og q, f.eks.
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p, falder sammen med a. Her får man brug for det valgte punkt B,

ved hjælp af hvilket P' blev bestemt i dette tilfælde. Er q ~ b

= li(B,B'), kan man af det lige beviste (med B,B' i stedet for

P,P') slutte, at li(B,Q) 1I1i(B' ,Q'). Derefter giver De sargue s '

sætning anvendt på linierne p(=a),b,q, at li(P,Q)ff li(P' ,Q'), i

det man jo har li(B,P) II li(B' ,P') ifølge bestemmelsen af p' og

li(B,Q) 1I1i(B' ,Q'). Er endelig q = b, vælges et punkt R uden for

linierne p = a og q = b (hvilket er muligt ifølge J4). Det alle

rede viste giver da dels li(Q,R) li li(Q' ,R'), dels li(P,R) lili.

(p' ,R'), og af Desargues 'sætning følger, at li(P,Q) II1i(P' ,Q')

også i dette tilfælde. Dermed er beviset for, at f er en trans

lation, afsluttet. - At der ikke kan findes mere end een trans

lation, ved hvilken A afbildes i A', indses således: Lad t være

en sådan translation. Er P et punkt uden for li(AfA') = li(A,t(A)),

må t(p) ifølge T 2 ligge på linien gennem P parallel med li(A,A')

og ifølge T 3 på linien gennem t(A) = A' parallel med li(A,P).

Men da der kun findes eet sådant punkt, nemlig P', er t(p) = P'

= f(P). Dette viser, at t må stemme overens med f i alle punkter

uden for li(A,A'). Specielt er altså t(B) = B'. Heraf sluttes nu

på samme måde, blot med B,B' i stedet for A,A', at t(p) = P' = f(P)

også må gælde for hvert punkt P pi li(A,A'). Dermed er hovedsæt

ningen fuldstændig bevist.

Ved en translation t ~ e afbildes hver linie p på en linie

t(p) Il p og hver plan 71 på en plan t(1T) II 7/. Hver linie, som for

binder et punkt med sit billedpunkt afbildes på sig selv, og alle

sådanne linier udgør et parallelknippe, hvis retning kaldes trans

lations- eller forskydningsretningen. En plan afbildes på sig

selv, hvis og kun hvis den er parallel med denne retning.

Alt dette følger næsten umiddelbart af translationens defi

nition: Lad p være en vilkårlig linie og P et punkt på p. For
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hvert andet punkt Q på p gælder da ifølge T 3, at t(Q) ligger på

den med p parallelle linie p' gennem t(p). Heraf sluttes~ at p

afbildes ind i p' ved t. På den anden side kan et punkt R uden

for p ikke have sit billede t(R) på p', da jo linien gennem t(p)

parallel med li(P,R), på hvilken t(R) må ligge, ikke har andre

punkter end t(p) fælles med p'. Da t afbilder E
3

på E
3

, må hvert

punkt af p' være billede af et punkt af p. Dermed er vist, at t

afbilder p på p'. - Hvis og kun hvis t(p) ligger på p, er p' = p.

Ifølge T 2 er linierne, der forbinder et punkt med sit billed

punkt, indbyrdes parallelle, og idet der gennem hvert punkt i rum

met går en af dem, udgør de et parallelknippe, som påstået. -
r-'

Lad Il være en plan og P et punkt i den. Billedet t(Q) af et fra

p forskelligt punkt Q i 'li ligger ifølge T 3 på den med li(P,Q)
;:::-:-

parallelle linie gennem t(P), altså (§) i den med li parallelle
c- c

plan 11 ' gennem t (p). Planen II afbildes alt så ind i <'il '. At t af-

bilder err på <j(', ses som for linier. Hvis og kun hvis t (p) ligger

i 'il, er <IJ' ' = 'Ti . Heraf sluttes rigtigheden af den sidste på

stand.
r

Translationerne danner en transformationsgruppeY3 for E3 "

Bevis: Da den associative lov gælder for sammensætning af

afbildninger, drejer det sig kun om at eftervise GI, G3 og G4

(side 1,6,1 eller 11,2,1). G3 er opfyldt, da den identiske afbild-

ning er en translation ifølge definition. G4 : Er t en translation,

vil t-l være en enentydig afbildning af E
3

på E
3

. At den er en

translation, følger af, at TI-3 forbliver uændrede, når de der

nævnte punkter og deres billedpunkter ombyttes. GI: Lad t og t'

være translationer. Det skal vises, at t'o t også er en transla-

tion. Er t = e eller t' = e, er intet at bevise. Det forudsættes

derfor, at t ~ e og t' ~ e. Er P og Q to forskellige punkter, fås

af T 3 for t og for t', at
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li (p, Q) II li ( t (p) , t (Q)) II li ( t ' ( t (p) ) , t ' ( t (Q) ) ) ,

altså, at T 3 gælder for t'a t. Antag først, at der findes et

fixpunkt, altså et punkt P, for hvilket t' ot(p) = P. Da er t(p)

-l( ) -l= t' P, d.v.s. ved de to translationer t og t' har P samme

billedpunkt. Ifølge hovedsætningen stemmer de da overens, og føl-

gelig er t'o t = e, altså en translation. Endvidere ses heraf, at

T l er opfyldt, når t'o t ~ e. At T 2 gælder i dette tilfælde,

ses således: Lad P og Q være vilkårlige punkter. Antag, at li

(p,t"(p)) og li(Q,t"(Q)), hvor t" = t'Q t, ikke var parallelle,

og lad R betegne deres skæringspunkt. Da T 3 allerede vides at

gælde for t", ville man have

li(P,t"(p)) = li(P,R) ali(t"(P),t"(R)),

såfremt P ~ R. Heraf aflæses, at t"(R) måtte ligge på li(P,t"(p));

og dette gælder selvfølgelig også, hvis R = P. Tilsvarende ses,

at t"(R) også måtte ligge på li(Q,t"(Q)) og følgelig være skæ

ringspunktet R. Men t"(R) = R ville være i strid med, at T l gæl-

der for til. Antagelsen, at T 2 ikke gælder, må altså forkastes.

Dermed er sætningen bevist.
e-

Gruppen Y er kommutativ.
3

Bevis: Lad t og t' være translationer. Det skal vises, at

de er ombyttelige. Herved kan det antages, at begge er forskellige

fra e, da påstanden ellers er oplagt. Først betragtes det tilfæl

de, hvor de har forskellige forskydningsretninger. Ifølge hoved

sætningen er det tilstrækkeligt at vise, at t' o t(p) = to t'(p)

for eet punkt P, idet translationerne t' e:. t og t c t' da må stem

me overens. Under den gjorte antagelse ligger P,t(p) og t'(p) ik

ke på ret linie. Ifølge T 2 anvendt på t' er li(P,t~P)) Vli(t(P),

t' (t(p))), og ifølge T 3 anvendt på t er li(P,t' (p)) Illi(t(P) ,t.

(t'(P))). Heraf ses, at punkterne t'(t(p)) og t(t'(p)) ligger

begge på den med li(P,t'(P)) parallelle linie p gennem t(p).
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Ombyttes rollerne af t og t' ,ses, at disse punkter også ligger

på den med li(P,t(P)) parallelle linie p' gennem t'(p). De fal-

der altså begge i skæringspunktet mellem p og p'. Dette viser, at

t'~ t = t et' i det foreliggende tilfælde. - Dernæst betragtes

det tilfælde, hvor t og t' har samme forskydningsretning . Lad den·

ne være repræsenteret ved linien a, og lad A være et punkt på a.

Da ligger også t(A) på a. Man vælger et punkt B uden for a (J2).

Ifølge hovedsætningen findes der en translation u, for hvilken

u(a) = B, og en translation v, for hvilken v(B) = t(A). Begge diE-

se translationer har fra a forskellige forskydningsretninger, e~

altså ifølge det allerede viste ombyttelige med t', og der gælder

v o- u = t (ifølge hovedsætningen). Følgelig er

t'ot = t'ovou=vot'ou=vouot' = t'f.it'.

Dermed er sætningen også bevist i dette tilfælde.

De translationer, som afbilder en given linie a--p'å I?k.~

danner en undergruppe o;. (a) i Y;.
De translationer! som afbilder en given plan O<. på .9J:&...seJY

\;- '\
danner en undergruppe Y2 (O<) i J 3'

Det drejer sig her om to specielle tilfælde af en simpel

sætning om transformationsgrupper (jfr. side I, 6, 1-2).
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Lad t ~ e være en translation. Alle potenser t P, hvor p er

et helt tal forskellig fra O, har samme forskydningsretning. Med

andre ord, for hvert punkt P gælder det, at punkterne tP(p), p€.Z;,

ligger på samme linie, nemlig li(P,t(P». Ifølge T 2 fås nemlig

••• lIli(t-3(P),t-2 (P» 1I1i(t-2 (P),t-l (P» Hli(t-l(P),P)U

li(P,t(P» 1I1i(t(P),t2 (P» Uli(t2 (P),t3(P» II . .. ,
og to på hinanden følgende af disse linier har altid et punkt fæl ..

les. Følgelig falder de sammen. Betegnes denne linie med p, kan

dette også formuleres således: Den af t frembragte cykliske under-,

gruppe i J; er en undergruppe i ~ ( p) •
ne

For potense~af t med vilkårlige heltallige eksponenter gæl-·

der potensreglerne

(l) t P o t q = t p+q ,

(2) (tp)q = t pq ,
r;-

(se side I,6, 7-8). Da gruppen~3 er kommutativ, gælder for vil-

kårlige translationer s og t og p E Z

(3) (t os)p = tPo sp.

Idet s og t er ombyttelige fås nemlig for p) O

t () s ot (I s Q t (\; s " ... o t o s

= tøto ... -otosnSo ... os.

For p = O er (3) rigtig, da e = eoe, og for p<O fås ved at an-

vende (3) med -p) O i stedet for p og ved at benytte (2) og ,

( ) -1 -l -lt o s = s () t ,at

(t o s)p = ((t o s)-l)-p = (s-l(;l t-l)-p

= (s-l)-P -o (t-l)-p = SPI.) t P = tPo sp.

Hermed er (3) bevist for alle hele tal p.

I det følgende forudsættes:

Enhver cyklis~ undergruppe i~, der frembringes af en fr~
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den identiske afbildning forskellig translation. er af uendelig

orden.

(Det vil blive vist i den følgende paragraf, at denne til-

syneladende komplicerede forudsætning er en følge af nogle simple

aksiomer. )

Af en tidligere bevist sætning.(side 11,2,12) kan da slut

tes, at alle potenser t P, PE Z, af en translation t ~ e er ind-

byrdes forskellige. Hovedsætningen viser da, at det for hvert

punkt P gælder, at punkterne tP(P), p lE: Z, er indbyrdes forskelli-

geo

Til enhver translation t og hvert positivt helt tal n fin

des der en og kun een translation t ! således at t n = t.. n n

Bevis: Er t - e, opfylder t = e det stillede krav. Det an-, n

tages derfor, at t ~ e.Lad P være et vilkårligt punkt, og lad

punktet Q ~ p være valgt således, at li(P,Q) ~ li(P,t(P». Med li

betegnes den translation, for hvilken u(p) = Q. Punktet R = un(p)

er da forskelligt fra P, ligger på li(P,Q), men ikke på li(P,t(P»,

da disse to linier ellers ville falde sammen. Gennem Q lægges li-

nien parallel med li(R,P(t». Denne parallel må skære li(P,t(P»,

da li(R,P(t» gør det.Skæringspunktet kaldes S. Med v betegnes

den translation, for hvilken v(Q) = S. Det påstås, at t n = vo u

opfylder det stillede krav. Idet S = t (p) ligger på li(P,P(t»,
n

må tnn(P) også ligge på denne linie. Af (3) fås t n
n = vno un , alt-

så
n n n nt (p) =V (u (p» =V (R).

n
nNu har v og v samme forskydningsretning, så at

li(R,vn(R» I/li(Q,v(Q) = li(Q,S),

og S var bestemt således, at li(Q,S) IIli(R,t(P». Heraf sluttes,

at vn(R) også må ligge på li(R,t(P», altså at vn(R) = t n(p) må
n

være skæringspunktet mellem li(P,P(t» og li(R,t(P», d.v.s.
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tnn(P) = t(p). Af hovedsætningen sluttes da, at t n
n = t, som på

stået. - For at vise, at der ikke kan findes mere end een trans

lation, der opfylder kravet, antages, at både t n og sn gør det.

Af t n = s n = t sluttes da ved hjælp af (2) og (3), atn n
e = t n", (s n)-l = t n ( -l)n (t -l)nn v n n o sn = n Q sn .•

Men da alle potenser af en fra e forskellig translation er ind-
-l n l obyrdes forskellige, kan (tn (I sn ) kun være lig med e = (tn o sn- ) ,

-lhvis t
n

o sn = e, altså t n = sn0 Dermed er sætningen bevist.

Idet n og q er positive hele tal, betragtes de to transla

tioner t og t nq , for hvilke t q = t og t nq = t, hvor t er enq q nq
vilkårlig given translation. Det skal vises, at

(4) t P = t np
q nq

for hvert helt tal p. Ved hjælp af (2) fås

(t p)q = t pq = (t q)p = t P
q q q

og

Da der ifølge den ovenfor beviste sætning kun findes een trans

lation, hvis q -te potens er t P, må (4) gælde. Hvert rationalt

tal kan skrives på formen p/q, hvor p ~ Z og q E N. Hvis p/q er

uforkortelig, vil hver brøk, der har positiv nævner og er lig

med p/q kunne skrives np/nq, hvor nEN. Derfor kan man af (4)

drage den slutning, at t p kun afhænger af det rationale tal p/q.q

Dette viser, at det er tilladt at definere

t p/ q = t P,
q

idet (4) da udsiger, at t p/ q = t np/ nq .

For de således definerede potenser med rationale eksponen-

ter gælder de til (l), (2) og (3) svarende potensregler. Man har

,.namlig·~f.Q;p.'Pr-~r··Er&···og~~~r~·~.l\:J:-

( t r/Sl..o ···t:rL§).Q.§.==.(.1r.J~.o..t :"J9..~ ;;::;4f•..•=l:>Sl.§..e~t .. :1;'9$.
q s q s
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nemlig f or p t Z og q E: n
(tp/q)q = (t p)q = t P,

q

som vist ovenfor, og ved hjælp heraf og af (1),(2),(3) fås for

me: Z og n eS 1if:

(tp/qotm/n)qn = (tp/q)qno(tm/n)nq = tpnotmq = tpn + mq

og

(tp/ q + m/n)qn = (t(pn + mq)/qn)'ln = t pn + mq.

Idet translationerne tp/qotm/ n og t p/ q + m/n således har den sam-

me qn-te potens, sluttes af sætningen ovenfor, at

(5) tP/qQtm/ n = t p/ q + min

Endvidere haves

((tp/q)m/n)qn = (tp/q)mq = t pm

og

hvoraf som før

(6)

Endelig haves for to translationer t og s

( (t (} s) p/q) q = (t o s) p = t P o sP

og

hvoraf som før

(7)

Ifølge hovedsætningen i begyndelsen af denne paragraf sva

rer der til hvert punktpar (p,p') en og kun een translation t =

~P' , for hvilken t(p) = P'. Omvendt, givet en translation t,

findes der punktpar (P,P'), således at t(p) = P', og herved kan

p endda vælges vilkårligt. Der foreligger altså en afbildning ~,-
af mængden E3 X E3 af alle punktpar på mængden .J 3 af alle trans-

lationer. Denne afbildning giver anledning til en klasseinddeling
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af mængden af alle punktpar på følgende måde (jfr. side 1,4,6):

For en given translation t betragtes originalmængden ~-l(t),

d.v.s. mængden af alle punktpar (p,p,), for hvilke tCp) = P'. Af

det anførte fremgår, at to forskellige sådanne originalmængder

er disjunkte, og at hvert punktpar tilhører en af dem. Mængden

{y-l(t)ltEJ;} af mængder af punktpar er altså en klasseind

deling af E3x E3 . Hver af klasserne kaldes en vektor. Til hver

translation t svarer altså en og kun een vektor, nemlig \f-let).

Denne betegnes med Yt . Et punktpar (p,p') betegnes i denne for

bindelse med pp~ og angives på figurer ved en pil fra P til P'.

At to punktpar ppf og'~ repræsenterer (tilhører) samme vektor,

er en ækvivalensrelation (jfr. side 1,7, 11-12). Til betegnelse

af denne plejer man at bruge lighedstegnet. Man skriver altså

PP') = QQ ,~

når de to punktpar tilhører samme klasse, altså samme vektor,

d.v.s. når der findes en translation t, således at P' = tCp) og

Q' = t(Q). I stedet for pp~~Y, hvor y er en vektor, tillader

man sig den ukorrekte skrivemåde

pp? = v

og siger, at pp7 er vektoren v afsat fra eller bundet til punktet

P. Da en vektor er fuldstændig bestemt ved eet punktpar , der re

præsenterer den, giver skrivemåden ikke anledning til misforstå-

elser.

Idet mængden af alle vektorer betegnes med V3, defineres en

enentydig afbildning 9? :~ på V3 ved til hver translation t at

lade svare vektoren Yt' Er også t' en translation og Yt' den til-

svarende vektor, kaldes den til t'o t svarende vektor v for-t; o t
su~men af vektorerne Yt og Yt' , man sætter altså

Yt~ct = Yt~ + Yt"



----)
Er PP' vektoren Yt

,
Yt' afsat fra P ,
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~
afsat fra P, altså P' == t(p), og P'P" vektoren

~
altså pli := t'(p'), vil PP", hvor pli := t'(t(p»,

..
, '

være vektoren Yt' + Yt afsat fra P.

På denne måde er der defineret en kompositionsforskrift + i

v3' og dette på en sådan måde, at afbildningen <f: t-j Yt er ho

momorf. Da y; :J; på V3(l-l), er den specielt en isomorfi af grup-,
r:-

pen (~3' o) på (V3,+). Af en tidligere sætning (side 11,2,9 øverst

sluttes, at (V3,+) er en gruppe, og at den til det neutrale ele-
r o ~

ment e i J 3 svarende vektor bestaende af parrene PP, P E: E3 , er

det neutrale element i V3. Denne vektor kaldes nulvektoren og be·,

tegnes med Q. Endvidere svarer til den inverse t-l til en trans

lation t vektoren y -l' som i (V3 ,+) er invers til Yt. Den beteg-
t

nes derfor med -Yt og kaldes den til Yt modsatte vektor. Det er

indlysende, at gruppen (V
3

,+) er kommutativ, da (y;, o) er det.

Er n et positivt helt tal og t en translation, vil der ved
n

SOtil t svare en sum af n ens vektorer Yt. Det ligger nær at be-

tegne denne sum med nYt eller Ytn. (Begge betegnelser vil blive

brugt.) Tilsvarende vil der til t-n == (t-l)n svare en sum af n ens

vektorer -Yt. For denne indføres analogt betegnelsen -nYt := Yt(--n)

Almindeligt defineres et rationalt multiplum af en vektor Yt ved

v == rVt := vtr,- r - -t
Med denne definition svarer der til reglerne (6),(5) og (7) for

translationers potenser med rationale eksponenter følgende regler

for vektorers multiplikation med rationale tal, hvor ~ og y beteg··

ner vilkårlige vektorer og r og s vilkårlige rationale tal:

r(sy) := (rs)y,

(r+s)y == rv + sy,

r(~+y) == ru + ry.

Endvidere medfører definitionen, at
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l~ =~, O~ = Q, (-l)y ~ -X,

idet det jo for den til v svarende translation t gælder, at t l =
t og tO = e, og at t-l er invers til t.

Sammenfattende kan siges, at mængden V
3

af vektorer er or

ganiseret ved to kompositionsforskrifter. Den ene, betegnet med

+, er en kompositionsforskrift inden for V
3

' således at (V
3

,+) er

en kommutativ gruppe. Den anden er en "ydre ll kompositionsforskrift

der til hvert par bestående af et rationalt tal r og en vektor ~

lader svare en vektor ry, der siges at fremgå af ~ ved multipli

kation med r, således at ovenstående regler gælder. Denne kompo-

sitionsforskrift er altså en afbildning af ~~V3 ind i V
3

• Når

V
3

betragtes som organiseret ved begge kompositionsforskrifter,

skrives (V
3

,+,Q).

Der foreligger her et eksempel fra en klasse af organisere-

de mængder, der benævnes vektorrum eller lineære rum, og som spil-

ler en fremtrædende rolle i det følgende og i matematikken og dens

anvendelser overhovedet. Ved et tallegeme L forstås en mængde af

tal med følgende egenskaber: L indeholder mindst eet fra O for

skelligt tal, og a,b(:.L medfører a+bEL, a-bEL, ab<:;..L og, hvis

b ~ 0 9 alb E L. Eksempler på tallegemer er mængden ~ af rationale

tal, mængden ~ af reelle tal og mængden ~ af komplekse tal. Ved

et vektorrum over tallegemet L forstås en ikke tom mængde V, hvis

elementer kaldes "vektorer ll
, organiseret ved to kompositionsfor-

skrifter, den ene inden for V, betegnet som addition, den anden

fra L x V ind i V og betegnet som multiplikation, således at føl-

gende er opfyldt:

Vl: Vv~,~(~+y <:: V) .

V2: 'V'V~,~(~+~ = ~+~) .

V3: yv~'~'~(~+(~+}:~) = (:~+~) +}y:) •
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V4: 3vQ Vvy..cy+Q == y) .

V5: \1vy 3v-y(y+( -y) == Q).

V6: \7La \ivy( ay == ya G. V) •

V7: \iLa, b "'vy(a(by) = (ab)y).

V8: \iLa, b 'tIvY.,( (a+b)y" = ay+by).

V9: VLa tiV:3:,y( a(:3:+Y) == al!+ay).

VIO: Vvy( ly == y) .

Af disse 10 regler udtrykker Vl og V6 blot, at det drejer

sig om kompositionsregler, og V2-5 udsiger, at (V,+) er en kom

mutativ gruppe. Fra sætninger om grupper (side 11,2,1) vides, at

det neutrale element, "nulvektoren lt Q og den til y inverse, mod-

satte vektor er entydig bestemt. V7 er en slags associativ lov

for multiplikationen. (Da der ikke er defineret noget produkt af

vektorer, kan der ikke være tale om andre former for associative

love, hvori der indgår vektorer.) Der findes to væsentlig forskel

lige distributive love, da faktorerne i et produkt kan, som i ek

semplet ovenfor, være elementer af helt forskellig art. De nævn

te regler Gy == Q og (-l)y = -v kan vises at være konsekvenser af

VI-IO (se 111,2, opg.6).

En delmængde V' ~ ø i V siges at være et (lineært) ~derrum

i et vektorrum (V,+,L), hvis (V',+,L) er et vektorrum. Nødvendig

og tilstrækkelig herfor er, at Vl og V6 er opfyldt med V' i ste

det for V. Nødvendigheden er oplagt, og tilstrækkeligheden ses

således: Regnereglerne V2-3 og V7-10 gælder selvfølgelig i V' ,

da de endog gælder i V. Ifølge V6 og Vl og regnereglerne er for

en eller anden vektor y €. V'

Q = (1+( -l))y = ly+( -l )yl'! V' ,

og

-v = Q+( -l)y €V' ,
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hvormed også V4-5 er vist for V' .

Eksempler på underrum i et vektorrum (V,+,L) er V'= lQT'
V' = V, V' = iaylaE:: L} for enhver given vektor y (iV.

I det ovenfor definerede vektorrum (V3'+'~) danner mængden

af nulvektoren og alle vektorer parallelle med en given linie

eller alle vekto-

rer parallelle med en given plan et underrum.

Rettelse til side III, 2, 9:

De to sidste linier slettes.
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Øvelser til kap. III, 2.

AG III, 2, øv. 1- 4

l) Givet to parallelle planer ~ og r,f' samt to linier a og b,

som ikke er parallelle med dem. Lad f betegne parallelprojek-
~ 0

tionen af II på 1/ ' i retningen a og g parallelprojektionen

af ~/ ' c;'i på II i retningen b. Vis, at g (,'I f er restriktionen af
r;.

en translation til 1/. Undersøg, om denne påstand også er rig-

tig, hvis <yj og ~, skærer hinanden.

2) Vis, at en enentydig afbildning t af rummet E
3

på sig selv er

en translation, når den blot opfylder kravene Tl og T3, altså

at T2 er en følge af de øvrige egenskaber ved en translation.

(Jfr. beviset for, at sammensætningen af to translationer er

igen en translation, side III, 2,5.)

3) Lad s og t være translationer. Danner {sPo tqlp,qE.Z} en un-
C~~4

dergruppe iV!3? Findes der linier eller planer, som ved alle

disse translationer afbildes på sig selv?

4) Idet der i beviset for hovedsætningen og for, at translatio-

nerne danner en gruppe, kun blev benyttet aksiomerne Jl-8

(og konsekv8nser deraf), gælder disse sætninger også for det

i III, l, opg. 6 definerede "rum" bestående af 8 I1 punkter".

Bestem for dette "rum" translationsgruppens orden, vis, at

alle fra den identiske afbildning forskellige translationer

er involutoriske, og opstil en gruppetavle.
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5) A. Lad nn betegne det n-dimensionale reelle talrum, altså

mængden af alle n-sæt af reelle tal. Idet e; (x1, ••• ,xn ) og

X = (Yl, .•• ,Yn ) er elementer af ~n, defineres en addition i

nn ved

e + x = (xl + YI,···,xn + Yn )

og en multiplikation med tal Å G: ~ ved

Ae = O,xl ,.·· ,lxn).

Vis, at (nn,+,n) er et vektorrum. Undersøg, om mængden af al

le talsæt e, som tilfredsstiller en ligning af formen

<Xixl+•.• +t><nxn = p, hvor ex l , · . • , ex: n,;3 er givne reelle tal,

er et underrum. (Skeln mellem tilfældene!' = O og (J -t O). Ge

neraliser til mængder af talsæt, som tilfredsstiller flere

ligninger af den angivne form.

B. Lad ~N betegne mængden af alle følger e = (Xl 'X2 ' ••• ) af

reelle tal. Idet addition af to følger og multiplikation af

en følge med et reelt tal defineres som for talsæt, er

cnN,+,n) et vektorrum. Undersøg, om følgende delmængder af

~N er underrum deri:

a) Mængden af alle konvergente følger.

b) Mængden af alle følger, der konvergerer mod et givet tal.

e) Mængden af alle følger e = (xl ,x2 , ••• ), for hvilke rækken

x1
2 + x2

2+ ..• er konvergent (Hilberts talrum).
r-:-

C. Lad \f M betegne mængden af alle funktioner 5": M ind i n,
hvor M er en given mængde. Addition af funktioner og multi

plikation af en funktion med et reelt tal defineres på sædvan

lig måde. Vis, at (~,+,n) er et vektorrum, og undersøg om
~ (J

følgende delmængderd'M i VM for de angivne definitionsmæng-

der M er underrum deri:

a) M vilkårlig, SZ;M mængden af alle i M begram~ede funktio-
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ner; Y'M mængden af alle funktioner t ~t:jJ (t), for hvilke

} <f (t)/ <k, tE M, hvor k er et givet tal.

b) M et topologisk rum, ~M mængden af alle i M kontinuerte

funktioner.

e) M et interval i R, ~'M mængden af alle i M differentia

ble funktioner.

d) M et interval i R, ~ 'M mængden af alle i M to gange dif

ferentiable funktioner y = 1O(t), som tilfredsstiller diffe

rentialligningen

Yti + a(t)y' + b(t)y = f(t),

hvor a(t), b(t) og f(t) er givne, i M definerede reelle funk

tioner. (Betragt tilfældet f (t) = O for t ~M særskilt .)

e) M = R, '~M mængden af alle reelle polynomier, mængden af

alle polynomier af en given grad m, mængden af alle polyno

mier af højst m-te grad. (heri indbefattes "nulpolynomiet",

d.v.s. funktionen, der er identisk O).

6) Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum. Vis følgende (på

grundlag af VI-IO), hvor ~ og y betegner elementer fra V og

a og b tal fra L:

a) aQ = Q (d.v.s. y + aQ = v for mindst eet, og da for alle,

y fE V) •

b) Ov = Q.

e) Løsningen til ligningen II + ~ = y, hvor ~ og Y er givne,

betegnes med y -~. (Den eksisterer og er entydig bestemt,

da (V,+) er en gruppe.) Da er v - ~ = y + (-~).

d) (b-a)y = bv - aye

e) a(y-Q.) = av - a~.

f) ay = Q medfører a = O eller v = Q.
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7) En afbildning h af rummet E
3

ind i E
3

defineres på følgende

måde: Givet et punkt C og et rationalt tal r. Til hvert punkt

PEE
3

lader man svare det punkt P' = h(P), for hvilket 'CP~ :::::
~

rCP. En sådan afbildning kaldes en homoteti eller dilatation

(eller også "multiplikation") med centrum C og multiplikator

r.

Vis, at hvis r ~ 0, vil h være en enentydig afbildning af E3
på E3 , og at h for r ~ l har et og kun eet fixpunkt.

Visimed benyttelse af regneregler for vektorer, at for hvil

kesomhelst to forskellige punkter P og Q er li(h(P),h(Q)) /I

li(P,Q). Slut heraf for r ~ 0,1: For hver linie p er h(p)U p,

og der gælder h(p) = p, hvis og kun hvis p går gennem C. For-

muler og vis det tilsvarende for planer.

I det følgende betegnes den ovenfor definerede homoteti med

h C.r, .

Vis, at (\hr,C Ir ~ ~ ,(O}, 0.) er en transformationsgruppe for

E
3

, som er isomorf med (~,{ O},.).
Lad t ~ e være en translation og y den tilsvarende vektor.

Vis, at h C ot og te> h C er homotetier med multiplikatorenr, r,
r, og angiv deres centrer. Vis, at h C o t oh -l er en trans-r, r,C
lation, og angiv den tilsvarende vektor.

Slut af disse resultater, at

( { h r , C Ir ( ~ ,,{°J!'C E E3}
~

og en transformationsgruppe med ~ 3

(se side 11,2,6).

~

U :}3'0)

som normal undergruppe



Mat.l, 1960-61 AG III, 3, l

§ 3. Om geometriens grundlag: Ordning og kontinuitet •
. ' ' ..

Den videre opbygning af den sædvanlige geometri kræver ak

siomer~ der blandt andet vedrører punkters indbyrdes beliggenhed

på "en linie. Det drejer sig her om at give udsagn som "et punkt

ligger mellem to andreIt, "punkterne på en linie ligger i en be-

stemt orden", "en linie kan orienteres på to måder" og lignende

et præcist grundlag. Dette udgøres af såkaldte ordningsaksiomer.

I det følgende betragtes mængden af alle punktpar pp~, be

stående af to forskellige punkter , altså mængden.f'L= E3x E
3

" IJ.,

hvor,6 = (:i?~lp~E3} er diagonalen i produktmængden (jfr. side I,
-) -7

7,9). Ved at fastsætte at PP' UQQ' skal betyde, at li(P,P') "

li(Q,Q'), defineres åbenbart en ækvivalensrelation iSl; thi re

fleksiviteten og symmetrien er oplagt, og transitiviteten følger

af, at parallelitet mellem linier er transitiv. En ækvivalens

klasse består af de punktpar pp7, for hvilke linierne li(P,P')

udgør et parallelknippe. Idet et sådant knippe fastlægges ved en

af sine linier a, betegnes den pågældende klasse af punktpar med

_CL • De fire første af de følgende aksiomer udtaler sig om en
a

relation inden for hver af disse klasser, medens det femte, som

først vil blive brugt senere, handler om forbindelsen mellem to

klasser. For denne relation, som beskrives ved ordene ensrettet

eller ens orienteret, bruges tegnet ~, for dens negation modsat

rettet eller modsat orienteret tegnetp ,der skrives altså hen-
~~ --IJ~

holdsvis PP' e QQ' og pp' ø QQ'.

Or l: For hver linieretning a er a en ækvivalensrelation i

,[ta.
~ -.:, ~ ~

Or 2: For punktpar PP', QQ'~ ~ er PP' ~ QQ' ensbetydende
"--+ 4

med P' p ~ QQ'.
--+ ~ ~ --'"

Or 3f For punktpar PP', QQ' e n medfører PP' = QQ', ata
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ppt ~ QQ~.
---) ~ -.;. ~

ar 4: For punktpar PP' ,P'P" €. .o.a medfører PP' ~ P'P', at
~ ~

p 1= P" og PP" ~ PP'.
-7-~ ~ ~

ar 5: Er PQ,RS t; n a og P'Q' ,R'8' f.: n a , , og findes der li-

nier p Ilqllr lis, som hverken er parallelle med a eller a',

således at P,P'( p, Q,Q'~ g, R,R'E r og S,S'~ s, da vil ~
-7' ---" ~

~ RS medføre, at P'Q' ~ R'S'.

En simpel konsekvens af aksiom ar 2 er, at der findes netop

2 ækvivalensklasser. Det udsiger nemlig, at pp1 og p'~ hører til

forskellige klasser, og at hvert punktpar , som ikke tilhører sam

me klasse som p7f, vil tilhøre samme klasse som pp?,. Endvidere
--.::, ~ ~ ~

sluttes, at PP' ~ QQ' er ensbetydende med p'p ~ Q'Q. Hver af de

to klasser kaldes en orientering af parallelknippet kn(a). At

orientere knippet (eller dettes linier) vil sige at udvælge een

af disse klasser.

Aksiom Or 3 udsiger, at punktpar, der repræsenterer samme

vektor er ensrettede.

Aksiom ar 4 udsiger, at hvis tre punkter P,P',P" ligger på

samme linie, og ~ og p;~ er ensrettede, da vil P" være for-
~ --}-

skellig fra P og PP" vil være ensrettet med PP'. Den i forrige

paragraf (side 111,2, 7-8) gjorte forudsætning, at alle (fra{e}

forskellige) cykliske undergrupper i translationsgruppen Jf; føl

ger let heraf ved induktion. Lad t 1= e være en translation og P

et vilkårligt punkt. For hvert positivt helt tal n betegnes punk

tet tn(P) med Pn ' Det er tilstrækkeligt at vise, at Pn 1= Pj thi
n

dette medfører, at t f=. e for n E. rI, og ifølge en sætning om cyk-

liske grupper (side 11,2,12) kan den af t

gruppe ikke være endelig. Antag, at Pn- l
et n) l. For n=:2 er dette rigtigt, idet

frembragte cykliske
~ 4

f=. P og PPI ~ PPn- 1 for·
~

PI =: t(p) f=. P. Da PPI
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--; ---') ~
= P IP, altså PPI 0 P IP (ifølgen- n n- n
P--:Pl' (ifølge Or l), fås af Or 4, atn- n
ge Or l). De.rmed er induktionsbeviset

AG III, 3, .3

~
Or 3t og derfor PP5.-1 ~

P
n

~f= p'~i PlI JPfil ~ (iføl-

ført.

hørende
-...+

med, QP

Som en anden simpel følge af aksiomerne nævnes, at ved en

parallelprojektion af en linie p ~ kn( a) på en anden linie qE. kn( a)

vil et punktpar på p afbildes på et dermed ensrettet punktpar på

q. Da p IIq , repræsenterer de to punktpar nemlig den samme vektor.

Lad P,Q,R være indbyrdes forskellige punkter på en linie til
~ -4-

kn(a). Hvis PQ ~ QR eller, hvad der er ensbetydende her-
-:,

~ RQ, siges Q at ligge mellem P Qg R.

Iblandt tre indbyrdes forskellige punkter på en linie fin

des et og kun eet, som ligger mellem de to andre.
~ --3)

Bevis: Lad punkterne være P,Q,R. Hvis PQ ~ QR, kan der ikke
~ -"lt -? -7

gælde PR ~ RQ; thi dette ville ifølge Or 4 medføre, at RQ ~ PR I

---? ~ -? "..
~ PQ, altså RQ e QR, i strid med Or 2. Tilsvarende ses, at P ikke

~~ ~-.l;
kan ligge mellem Q og R. Hvis PQ ø QR, haves PQ ~ RQ. Endvidere

-) -) -).....; ---t ~

er enten PR e RQ, altså PQ e PR, altså QP ~ PR og påstanden føl-

gelig rigtig eller Fn p Ra, altså RE ~ ~, altså Rt ~ PO og på

standen også rigtig i dette tilfælde.

Svarende til hver af de to orienteringer af parallelknippet

kn(a) kan der defineres en ~otal ordningsrelation i mængden af

punkter på en vilkårlig linie p~kn(a) på følgende måde: Lad orien-
~ oteringen være fastlagt ved punktparret POPl pa p. Er Q og R, hvor

Q f= R,punkter på p, siges Q at komme før R eller at gå forud for
-~ -~

R, i tegn Q-'<R, hvis QR ~ PoPl . Denne relation opfylder betingel-

serne for en ikke refleksiv, total ordningsrelation (jfr. side I,

7, 14-15):

O l: 'v'pP(P -kP).

O 2: '9'pP,Q(P f= QI\P-.<Q ~ QiP).

O 3: V'pP,Q,R(P"",QAQ-<R =9' P-(R).
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o 4: VpP,Q(P 1= Q~ P-<QvQ-<p).

Før dette eftervises, bemærkes, at O 2 er en følge af O l

og O 3; thi er p 1= Q og P-<Q, og var også Q--<P, ville man af O 3

få P-<P i strid med O l. Det er altså tilstrækkeligt at vise, at

O l, O 3 og O 4 gælder. Ifølge definitionen forudsætter P~Q, at

p 1= Q, altså O l. At O 3 gælder, ses således: Idet pQ :Q PO:?l og
4::-:11 -+~ ,~~
QR Q POPl medfører PQ :Q QR ifølge Or l, fås af Or 4, at PR :Q PQ

Q ~l' hvoraf P-<R. At O 4 gælder ses således: Antag, at P :f:. Q
~ ~ ~ -~

og Pi<Q, altså PQ ~ PoP1 • Da gælder ifølge Or 2, at QP e PoPl ,

altså Q-<P.

Det fremgår umiddelbart af definitionen, at ordningsrelatio
~

nen på linien p forbliver uændret, når det givne punktpar PoPl
erstattes med et andet 'Po';:Pi' e ~l; thi Qt e ~,p~, er jo iføl-

~ ~
ge Or l ensbetydende med QR e PoPl • Ordningsrelationen afhænger

altså kun af den valgte orientering. Erstattes PO~l med et punkt

par po,pi' p ~l fås en anden ordningrelation -< '. Da i dette
~ -----:-? ~ ~ ,..:,.

tilfælde PIFo e Po'Pl ', vil Q-<'R, altså QR e Po'Pl ' ifølge Or 2

være ensbetydende med lit e p~p~, altså med R-< Q. Ordningsrelatio

nen <' siges at være den til '~modsatte ordningsrelation, og

man skriver også Q> R i stedet for Q,"",'R.

Lad a og a' være to forskellige linier beliggende i samme

plan, og lad f : a på a' betegne en parallelprojektion i en fra

både a og a' forskellig retning. Af aksiom Or 5 fås da, at hvis
4 -4 . '>

Po :f:._ PI' Q~ R er punkter på a, vil QR e PoPl medføre, at f(Q)f(R)

e f(Po)f(Pl)~ Med andre ord, t~es en orientering, og dermed en

ordning -<, fastlagt på a ved P PI samt en orintering, og dermed
o _ =>

en ordning -< " på a' ved et punktpar Po'Pl ' , vil Q-<R medføre
"' ,) --+

f(Q) -<.'f(R) eller f(R) -<'f(Q), efter som f(Po)f(Pl ) e Po'Pl ' el-

ler f(Po)f(P~) ~ Po'P~" Altså:
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En parallelprojektion af en orienteret linie a på en orien

teret linie a' et.en ordenstro afbildning af (a.--() på (a' .-<,) el

ler på (a' t'~) t e;f.ter som de to orienteringer "svarer eller ikke

svarer til hinand~n ved projektionen". Her betegner -< og..(' de

til de givne orienteringer svarende ordningsrelationer på a og

a', og ~>- er den modsatte til-=:'.

Umiddelbart følger dette ganske vist kun for linier a og a'

i samme plan. Men hvis de ikke ligger i samme plan, lægges en med

a' pairallelog ens orienteret linie aU gennem et punkt på a. Pa

rallelprojektionen f : a på a' kan da sammensættes af to parallel.

projektioner, en af a på a", på hvilken det viste kan anvendes,

og en af a" på a', der ifølge en tidligere bemærkning (forrige

side, øverst) er ordenstro.

og PI på en li

og kun ee t punktl
I
l

Lad der være givet to forskellige punkter Po

nie p. Til hvert rationalt tal r findes der da et

Pr på linien, således at

P~fr :::: r P
0
:11 ,

nemlig punktet Pr:::: tr(Po)' hvor t betegner den translation, for

hvilken t(Po) :::: PI' Ved r~Pr defineres altså en afbildning

5ti: tJ ind i p. Det skal vises, at)Oer en ordenstro afbildning
--+af (tJ,<) ind i (p,.-<), hvor -<. betegner den til orienteringen PoPl

hørende ordning på p.

Bevis: Først bemærkes, a t hvis n <:;;';. N og Q og R er to forskel
-4 -T

lige punkter på p, vil nQR ~ QR. Dette blev vist ovenfor (med P

min, hvor
-~

~ PoPl ' idet

2-3).Err=
~

deraf PoPlinpositivt rationalt tal, fås
---::; .
PoPl . Endvldere haves

-.....,. m --'t' ----:;
PoPr:::: Ti PoPl:::: m poPl / n '

og PI i stedet for Q og R, side 111,3,

m,nEN, et

n PoPlin ::::
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.--:, .., ............,.
hvoraf man slutter tilsvarende, at PoPr ~ PoPlin ~ PoPl • Er nu r

og Ijl,hvor r<s,rationale tal, fås af det viste med s ..r i stedet
~ ~ -':)' ~

for r, at P P ~ P Pl. Nu er P P~ ~ p p ; thi betegner t deno s-r o o o~r r s

ved't(PO ) = PI bestemte translation, haves

tr(Po) = Pr og tr(Ps _r ) = tr(ts-r(Po)) = tS(Po) = Ps.
---;Jo. ~

Af r<s følger altså PrPs ~ PoPl , d.v.s. Pr~Ps' hvormed påstan-

den er bevist.

Som bekendt går man i den elementære geometri ud fra, at

der findes enentydige, ordenstro korrespondancer mellem mængden

af alle reelle tal og mængden af alle punkter på en linie. Eksi

stensen af sådanne korrespondancer følger ikke af de hidtil op

stillede aksiomer. Den sikres ved at tilføje såkaldte kontinui

tetsaksiomer. Her vil blive opstillet to. Det første går tilbage

til oldtidens græske matematikere og benævnes efter Eudoxos

(ca. -400 til -350) eller (historisk ukorrekt, men saglig ikke

uberettiget) efter Archimedes (-287 til -212). Det anskuelige ind

hold er følgende: Er der givet to liniestykker, findes der et po

sitivt helt tal n, således at det ene liniestykke taget n gange

er større end det andet. Aksiomet formuleres her med benyttelse

af de indførte begreber således:

K l: Er Po og PI forskellige punkter på en linie, og er Q

et vilkårligt punkt på linien, findes der et helt tal m, så-
--'lI- ~~

ledes at der for det ved P P = mP PI bestemte punkt Pm gæl~o m o
~ ~

der QPm ~ PoPm.

Ved hjælp heraf bevises følgende sætning, der udsiger, at der

mellem to vilkårlige punkter Q og R, Q ~ R, på en linie ligger

mindst eet punkt Pr' som ved den ovenfor indførte afbildning JO
svarer til et rationalt tal r.

Er Po f:. Pi' Q 1= R punkter på en linie, findes der et ratio-
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~
nalt.·,tal r, således at der for det ved PoPr

--7' -)
J2unkt Pn gæld§A QPr e PrR.

Med andre ord, mellem hvilke somhelst to forskellige punk-

ter på linien ligger mindst eet af de "rationale punkter" P <>
II

Disse ligger altså "overalt tæt" på linien.

Beviset for denne sætning føres i flere skridt.

Først bemærkes, at enhver translation t bevarer orienterin·-·
--:-7 -).

gen. Er nemlig Q,R to forskellige punkter, haves Qt(Q) = Rt(R),

altså

-7
hvoraf QR =
tes videre,

~ .,. .,. --~
QR + Rt(Q) = Rt(Q) + t{Q)t(R),

---~.;s ---7).
u(Q)t(R), altså specielt QR e t(Q)t(R). Heraft slut-

----?
at hvis en ved punktparret PoPi orienteret linie

væne
Q t R "de givne punk-

~ ~
antages, at QR e PoPi ,ter på linien. Uden indskrænkning kan det

afbildes på sig selv ved t, vil denne afbildning være ordenstro?
~ -+

thi er Q og R punkter på p og Q-'<R, d.v.s. QR e PoP1 ' fås
- ~ ~ )
t (Q)t (R) e QR e PoPi' alt så t (Q) -< t (R) •

Lad nu Po ,Pi ,Q og R, hvor Po t Pi og

da dette ellers kan opnås ved ombytning af betegnelserne Q og Ro

Ved den translation t, ved hvilken Q går over i Po' vil R gå
----? -'7 ~ ~

over i et punkt Rl, for hvilkett P R' = QR, altså P R' e P P, oo o o I

Det første skridt består i at vise, at der findes et positivt

og Q findes der
->

= n P R' bestem·~
o

helt tal n, således at Pi/n ligger mellem Po og R'. Ifølge K 1

anvendt på Ri og Pi i stedet for henholdsvis P1
-->et helt tal n, således at der for det ved P RIo n

---? ~ _.~ .. ~ . --"-)
tel Ptunkt R~ gælder PiR~ e p oPi " Da følgelig PoRi ~ PoR~ = n.PåR;
s u -

(t'e.S; at n > O. Nu er
~ --) ~ ---? -7 )
PoPi + PiR~ = PoR~ - n PoRI - n(POPi / n + Pi/n R')

----t -7 ~ ')
= n poPi / n + n Pi / nR' = PoPi + n Pi / nR',
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~,. --:7 ----7' ~ ,
hvoraf P1R~ = n P1/ nR'. Heraf sluttes, at nPoP1/ n ~ PoP1 ~ nP1/ n '

altså da n > O, at pop{/n e P1/n·~f, hvilke~ er påstanden. HViis

nu Q = p og dermed R = R', er sætningen allerede bevist.
o

Er Q *Po' vises dernæst, at der findes et helt tal m, så-

ledes at Q ligger mellem P(m-1)/n og Pm/n. Dertil bemærkes, at

K 1 anvendt med Pi/n i stedet for P1 viser, at der findes hele

tal p~ for hvilke

(1) ~ I ~~.p n o
---->r =--::? --7 ---7-

Er nu PoQ e: PoP1' :fl.ås (ifølge Or 4), at popp/ n ~ PoP1 ~ altså at

p > O. Betegner da m det mindste positive hele tal p, for hvil-

ket (1) gælder, haves
----:::.>~ ~ ~

(2) P(m-1)/nQ ~ PoP1 e QPm/ n •

Er derimod P t ~ P~1' fås P ~! J P P~1" altså p < O. Betegnero o opn/o

da m-i det største negative hele tal p, for hvilket (1), altså
--:,.. --7

i dette tilfælde QP! ~ P Pi gælder, fås ligeledes (2). Af (2)p n o

ses, at m har den ønskede egenskab.

Nu afsluttes beviset på følge~de måde~ Ved translationen

t, for hvilken t(Q) = Po og teR) = R', :føres P(m-1)/n og Pm/n
~-7 -:;. -+

over i punkter S og T, således at SP e: P T. Endvidere er ST =o o
----'~ -~
P(m-1)/nPm/n = PoF1/ n , altså, som nævnt i begyndelsen af beviset,
........:r -+ ---;. -;>- ~ ~
SPo = TP1/ n o Dette sammen med SPo ~ PoT viser, at PoT e TP1/ n o

-+ ";to

Nu var n bestemt således, at PoP1/~ e P1/ nR'. Ved hjælp af Or 4
-) ~

sluttes, at PoT ~ TR', altså at T liggen mellem Po og R'o Da

translationen t-i er ordenstro, må Pm/n ligge mellem Q og R.

Dermed er beviset for sætningen afsluttet.

I det andet kontinuitetsaksiom kræves, at mængden af punk-

ter på en linie har en "kontinuitetsegenskab lt , der ganske svarer
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til en velkendn ved mængden an reelle tal (jfr. Apostol: Mathe~

maticaI Analysis, side 7, Axiom 10). For at forenkle aksiomets

formulering indføres følgende definition:

Lad vtLvære en mængde af punkter på en orienteret ret li

nie. Findes der et punkt K på linien, således an X <K for hver~
=

X IS vi/.. , siges citat være fremadtil begrænset og K at være skran

ke for et{. •

K 2: Er o/.t en ikke tom, fremadtil begrænset punktmængde på

en orienteret. linie, så findes der en skranke sup et! for

c4t.., som går forud for enhver. anden skranke for c1i.
Den sidstnævnte egenskab ved sup~ kan også udtrykkes så

ledes: Ikke noget punkt L-< supctt: på linien er skranke for ~"

d.v. s li- der findes mindst eet punkt XE cif, for hvilket L ...(X.

Det bemærkes, at det kan vises, at K 1 er en følge af K 2

(jfr. øv.). Man kan altså nøjes med det ene kontinuitetsaksiom

K 2.

På grundla~ af K 2 kan følgende hovedsætning bevises:

Lad der være givet to forskellige punkter Po Q& P1 på en

linie P? og lad < betegne ordnin1@n hørende til den ved PoP~

fastlagte orientering af p. Der findes da en og kun een Or~enst~~

af~itldrn:~!l{gjt~1...<)på QD)v<;X~ hvis restriktion til mængd\3n Qaf

rationale tal stemmer overens med den ved r ----7 Pr bestemte.

Bevis: Først bevises eksistensen. Lad O være et vilkårligt
')

reelt tal, og lad ~~ betegne mængden af alle rationale tal r ~ ~.

Mængden

dI.~ = (Prlr ~ ~'5}
af punkter på p er da fremadtil begrænset; thi for et rational~

tal s > ~ haves Pr -<,Ps for. r E.. Q~, da afbildningen r -~ Pr af Q
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ind i P er ordenstro • Ifølge K 2 findes der eu' punkt sup vii 'S

med de i K 2 angivne egenskaber. Sættes nu r(~) = SUP~~1 ftås

en afbildning rv~ ~ ind i p. Er ~ specielt et rationalt tal?

haves øjensynlig sup Q~ =~' altså ~ (~) = P'S'~ Det er derfor

tilladt at betegne <P (~) med P3 for ethvert reelt tal ~. Dernæst

skal det vises, at ~ er ordenstro • Lad ~ og 7" være reelle tal?

~ <?"'; og lad a og b være rationale tal, for hvilke 5> < a < b < '<:

Da r-7Pr er ordenstro for r(Q? haves Pa...;(Pb " Da r < a for

nE ~~, fås af Sanllile grund Pr<Pa for disse r, hvilket viser, at

Pa er skranke forcU~. Heraf sluttes, at sup~~ = Pg $ Pa (jfr.

K 2). Da b (; Qt? haves PbS cUT og følgelig Pb ;5 supcUT = Ez-.
Der gælder altså PS" ~ Pa <Pb ~ Pr hvoraf P~ '< P-z-; hvilket viser,

at afbildningen er ordenstro. Dette medfører, at den er enenty

dig (jfr. side II, 1,10 nederst). Endvidere skal vises? at y?
er en afbildning af R på p. Lad altså P være et vilkårligt punkt

af p. Med Qp betegnes mængden af alle rationale tal r, for hvil

ke Pr ~ P. Denne mængde er hverken tom eller hele Q, d.v.se der

findes "rationale punkter" både før og efter P. Er nemlig R et

vilkårligt andet punkt på p, vil P ligge mellem R og det ved

lit = P~bestemte punkt S? og ifølge den foregående sætning fin-

des der "rationale punkter" såVlel mellem R og P som mellem P og

S. Endvidere ses, at talmængden Qp er begrænset opadtil; thi er

s et rationalt tal? for hvilket p--(ps ' haves for hvert rE,..Qp?

at Pr ~ P<Ps ' altså r < s. Talmængden Qp har følgelig en øvre

grænse ~. Lad u være et rationalt tal? som ikke tilhører Qp,

for hvilket altså P -<P .. Ifølge den foregående sætning findes
u

der et "rationalt punkt" P , således at P -<P .-:(P • Man har das s u

r < s for hvert rf: Qp, altså? ;? s, da 5' er den øvre grænse for
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,
Idet fås f < u. Dette vil sige, at ethvert rationaltQp. s < u,

tal, som ikke tilhører Qp, er større end ~ , med andre ord,

mængden Qp indeholder alle rationnle tal mindre end eller lig

med q, men heller ikke andre, da '5 er dens øvre grænse. Man

har altså ~p = ~~, og dette viser, at P svarer til ~ ved den

indførte afbildning r o Dermed er eksistensen af en afbildning

af den ønskede art bevist.

At der ikke kan findes mere end een sådan afbildning, er

indeholdt i følgende sætning:

!!.ad p være en orienteret linie og -< den tilhørende ordnings

relation. Er da ]pog JVto ordenstro afbildninger af (R,<) på

( ~ således at '(r) = for hvert rationalt tal r da

erØ = y.
J

Bevis g Lad ~ være et reelt tal, og antag, at y? (f) ~ ~(!),

f.eks. reS') -<y(~). Idet y? afbilder på p og er ordenstro, fand
<-

tes der da et reelt tal t > r' for hvilket ;I (<Z) = y(~). For

et rationalt tal r, for hvilket S< r < T, ville man da :flå

'yr (r) = f (r) -< et (7) = yr (g)

i strid med, at lf er ordenstro •

På dette grundlag kan produktet af en vektor med et vilkår-

ligt reelt tal defineres o Lad v være en vektor. Hvis v = O de

fineres S-V = pO = O for ii e R. I det følgende antages, nit v ~ Q.•
.J -4- .

Idet punktparret P P1 er en repræsentant for v, betegnes deno ~

----?
ved PoP1 bestemte og orienterede linie med p. Ved den oven~or

svarer der til tallet o 6 R eit
~ ~

repræsentant for y, altså P~P1 =

indførte afbildning yoaf R på p
~

p~ på p. Er P~P1 en andenpunkt
---..,..
PoP1~ og p' den derved bestemte og orienterede linie, haves en
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tilsvarende afbildning f' g (R,<) på (p',..('). Sættes Pj =' 9"(5')
---.;;. ---., ~(

haves P~P~ =' PoPg' hvilket viseJnedenfor. Idet den vektor, som
~

repræsenteres ved PoP~' således er uafhængig af valget af repræ-
~ ~~

sentanten PoP1 for y, kan ~v defineres som den ved PoPg repræ-

senterede vektor. For rationale f stemmer denne definition over

ens med den tidligere.
~ ---~

At pIp' = P P ses således~ Ved den translation t. der fø-
o f o 3:' ,

rer P over i P' , afbildes (p ,<) ordenstro på (p' ,<l ), og mano o

har n(P ) = P' for hvert rationalt r. Heraf sluttes, at to ~r r r

og r' er to ordenstro afbildninger af (R,<) på (p' ,...('), som stenL-

mer overens for rationale tal. Ifølge den sidst viste sætning

er de følgelig identiske.
-~ --'::"

altså poP~ = P~Pi' hvoraf

III,3,7)~

Der gælder altså t(Pg ) = P~ for g E R"
-..,. -----.:;..
P P = pip' (J'iT bemærkningen på side

o 5' o g •

Det drejer sig nu om at vise, at mængden V
3

af vektorer i

E
3

med den indførte multiplikation med reelle tal er et vektor

rum over de reelle tals legeme, med andre ord, at reglerne V1-10

( side 111,2, 13-14) også gælder, når de i V6-9 optrædende fak-

tDrer a,b er vilkårlige reelle tal o Idet V6 er sikret ved defi-

n~tionen af produkte~, forbliver kun V7-9 at bevise.

Den indførte afbildning JOg R på p afhænger af o~ er ~uld

stændig bestemt ved de ~o givne punkter Po og P1 på p, altså de

to punkter, der svarer til tallene O og 1~ Den betegnes nu med

tfp P , da også tilsvarende afbildninger bestemte ved andre punkt.-
o 1

pall v;il blive betragtet. Er R og S forskellige punkter" betyder

yDRS den af disse afbildninger på li(R,S), ved hvilken R svaren

tilO og S til 1. Det er endvidere hensigtsmæssigt vedy?RR a~
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forstå den konstante afbildning, der. til hvert reelt tal lader

svare punktet. R.

Endvidere vil der være brug for følgende hjælpe sætning:

Lad q betegne en orienxeretr linie, C et fast punkn på q og

r ~ ° et rationalt t.al. Den "homoteti II (multiplikation) af q

med "centrum" C, der til punktet Qeq lader svare Q' == :m. (Q)r.
.......,. .~

bestemt ved CQ' == r CQ, er da en ordenstro afbildning af (q,~)

på (q,~ eller (q,r), efter som r > ° eller r < O~

Dette indses således: Er Q' et vilkårligt givet punkt på

q og Q det ved 1 CQ~ == CQ~ bestemte, vil h (Q) == Q'; thir r

r Cr! == r (1 CQ~) == ( n1)CQ " == 1 • cq', == C'et'
]l r

ifølge V7 (for ratio~ale faktorer) og V10. Dette viser, at rur
er en afbildning på q. Lad nu Q1 og Q2' Q1 <Q2' være to forskel,

lig~ punkter på q8 For deres billeder Q1' og Q2 ved Dr haves

~ ~C ~. ~
CQ1 == r Q1' CQ2 == r CQ2'

altså, idet V9 gælder for en rational faktor,.
--:;,. ---"" ~ -----:; ~ ~

r CQ1 + r Q1 Q2 = r( CQ1 + Q1 Q2) == r CQ2 = CQ2
........,. -> ' ---+' '(

== CQ1 + Q1 Q2 == r CQ1 + Q1 Q2'

Heraf sluttes, at r ~2 = Q1Q)o~ og følgelig at 'Q"1 Q~ e Q1 Q[' el-

ler~2 ø Q1Q2~ efter som r > ° eller r < O. Dermed er også

påstanden, at h er ordenstro , bevisu.
]l

Idet). 0€R og Y. \S V
3

, gælder

V7: J. YAY) == ().fi--)Y'

linie

hvor

Bevis: Er Z = 0, er dette rigtigt, da ifølge definition
-'"""""7

og lad PoP1 være en10 == ° for hvert reelt tinl ~. Lad Y.. ~ 0,
---:,

repræsentant for y. Den ved PoP1 bestemte og orienterede
-7

betegnes med p. Vektoren C<r Y.. repræsenteres ved Po~"
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P~~, = TP
O

P
1

CAt')' Vektoren A(t,..y) repræsenteres ved :P;-(P~·t.. ,
hvor (P\,),\c = f p p (J\.). Det drej,er sig altså om at vise, at,

°tl.
(PrJ A = PA'fL' Dette vides at gælde for rat-ionale )<.. og r. Endvi-

dere gæld;er det for A = o ~ Først antages, at A = r =1= ° er et

rationalt tal, som tænkes ::trast. Ved f"L ........,,';> P bestemmes da en a:f-
t r~,

bildning ait ~ på p Q Denne er sammensat a:fi tt- -+ rf, som er en or,-

denstro a:fibildning af (R,<) på (R,<), hvis r> 0, og på (R,»"

hwis r < 0, og den ordenstro afbildning t2 p ~ (k,<) på (p,~)
01-

eller (R,» på (p,>-), hvilke it kommer ud på det samme. Heraf ses,_

at ved den sammensatte afbildning (.~ ~P afbildes (R,<) or-
r~ .

denstro på (p,~), hvis r > 0, og på (p,~), hvis r < O. Nu har

afbildningen t{ -+ (PrJ r de samme egenskaber. Den er nemlig

hr, <' fp
O

P
1

' hvor h r betegner homotetien indført i ovenstående

hjælpe sætning, og ifølge denne er hr en ordenstro afbildning ~f

(p,-<) på (p,-<), hvis r > 0, og på (p,r), hvis r < O. I :forbin

delse med, at ~p p aftbilder (R,<) ordens tro på (p,~), fås her-
O 1

af, at~_~(P~)r afbilder (R,<) ordenstro på (p,~), hvis r > 0,

og på (p,>-), hvis r < O. Idet de to afhildningertv~PrfA"Og

tt~(Pr)r stemmer overens for rationale t~ (da jo V7 gælder for

rationale A ,r), er de ifølge den sidste viste sætning identiske,

d.v.s. P = (p~) for alle reelle ~ og hvert rationalt r. Nu
rr- \.. r t

tænkes det vilkårlige reelle tal t'-" fast, og man betragter CN-"'_'J...L..J..L',

ningerne A-7 P, og A~(PtJA af li på p. Her kan antages, at'-'r' - ,
~' =1= 0, da V7 gælder for tt = ° ifølge definition. Afbildningen

A --). P). er sammensat af J~ -> Attl og (OP P , og det ses som før,
fA l. ° 1

at den afbilder (R,<) ordenstro på (p,~), hvis ~ > 0, og på

og, da POP ~

har den de
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samme egenskaber. Som vist, er P~fL::: (~~~ ftor ratioNale A, og

man kan slutte som før, at detne ~å gælde for alle reelle A 9

Dermed er V7 bevist i alle tilfælde.

Idet Ar!~ og VE V3 , gælder

V8: (It +},Oy. == ÅY], +.rv •

Bevis: For y ::: O er dette øjensynlig ri~tigt; det antages
~

derfor" at y t O.. Lad POP1 være en repræsentant for y'. Den ved
~

POP
1

bestemte og orienterede lime hetegnes igen med p. Vektoren
~

(A +r)y repræsenteres ved PoPi\.+t' hvor P/l. +(k== fp
O

P
1

Ol. + ,~). For

hvert, fast A defineres ved f t. "-"P'j + en ordenstro afbildning af
, "1. jU

(R,<) på (p, -<), da/I. -f..2 +;<er en ordenstro afbildning af (R;<)

på sig selv. Lad t A betegne den translation, der fører Po over
,- 7-

~. vektore~~)ov +7:~ repr~se;tere~__~a ~e: Pot/l(PfJ' idet::ty.:::

PoPiL og/J::!..::: poP(r== t;t(Po)t;t(Pr-J == Plt,/P~. ved/{~tA(P~ de

fineres igen en ordenstro afbildning af (R,<) på (p,<J, idet

denne afbildning er t Ao fp P , altså srnmnensat af en ordenstro
o 1

afbildning af (R,<) på (p,~) og en ordenstro aftbildning aft (p,~

på sig selv. Er. Æ ::: r et rationalt tal, haves Pr +r::: tr(~u2

for alle rationale 1-'4 altså og-så for alle reeLlIe f'. Da). Y.. + fY. :::

f!.Y; + J. v, haves tf(P..i) ::: t;l(P
f

), og man kan slutte, at P~+JL.:i::

t :i;) for alle reelle Æ og alle rationale f" Ifølge den flere

gange benyttede sætning må dette da gælde for alle reelle~.

Dermed er V8 bevist.

Idet, 1 E ~ og };l, y. <:: V3' gælder

V9: .A (~ + Y:,) :::A.~ + Ay'.

Bevis: Er minds~ een af vektorerne nulvektoren, er dette

øjensynlig
-,. ~
POP1 , POQ1

rigtigt. Der antages derfor, at ~ t O og y ~ O. Lad
~

og POR1 repræsentere henholdsvis ~,y. og };l + y. De
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ved V1 og poc1; bestemte linier betegnes henholdsvis med p og

q. Først betragtes tilfældet, hvor p ~ q8 Da er R1 +PO' thi

R1 = Po ville betyde ~ + ~ = O, altså y = -~, og dette ville
-7

medføre, at PO~P1 og Q1 lå på samme linie p = q. Ved POR1 besten

mes og orienteres følgelig en linie, der betegnes med r. Idet
~

POP;p hvor P A. = CPp P (A.) ligger.
O 1

hvor QA = epp Q (;() ligger på q og
O 1

hvor R;( = fp R et) ligger på r. Få
O 1

vektoren A:!;!, repræsenteres ved
--7

på p~ vektoren .ly. v:ed PoQJ.'
--=;.

vektoren A (l::. + y) ved POR
rl

,

standen er, at

og dette er ensbetydende med ~ at RA ved parallelpro j ektionen i

retningen q afbildes i PA på p og ved parallelprojektionen i

retningen p afbildes i QA på q. Dette vides at gælde for ratio

nale Æ • Betegnes for vilkårligt reelt Æprojektione:rme af RA i

retningen q på p og i retningen p på q med henholdsvis R~ og R~~

vil de ved ,l ~R'A og A ----fr R~ bestemte afbildninger af (R,<)

på henholdsvis (p,-<) og (q,-<) være ordenstro, da A.--':"R.1 og pro

jektionerne er det. Idet også il. ~Pll og ).. -7 Q,,'t er ordenstro ,

fås R '1 = P
Æ

og R~ = QA for alle reelle /l og dermed V9 i det be

tragtede tilfælde. Det resterende tilfælde, hvor p = q, altså

specielt Q1 € p, kan føres tilbage til de allerede beviste reg-,

ler. Der findes her et tal r, således at Q1 = Pf' altså y = ~:!;!,.

Med benyttelse af V10~ V7, V8 og V7 fås da

!t(ll + v) = /t (!l + )~) = ;{(1:!2-. + f31) = ;(((1+f)l!:.)

= (~ + )f)!l = 1u + O)~ = Al!:. + A(~:!f!) = )l!. + .{Y..

Dermed er vg også bevist i dette tiliælde.
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Rettelser~

Side III,3~2, linie 8 f.n. læs [lY; er uendelige, :ftøl-" i ste
r:-

det for 11/3 føl-".
~ ~

Side III,3,3, linie 13 fen. læs "altså RP ©: PQ og" i stedet :flor
~ ~

"altså RP ø- PQ og".

Side III,3,6, linie 9 f.n. læs

linie 6 f.n. læs

il er Q t PO" i
....-..,.

IIPOQ" i stedet

stedet for "en Q~' ,

----+for fiP P il
O m •
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Øvelser til kap~ III, 3.

AG III, 3, øv. 1-3

1) Lad P,Q,R,S være punkter på en orienteret linie,

Vis, at hvis Q ligger mellem P og R, og R ligger mellem Q og

S, så vil R ligge mellem P og S.

Vis, at hvis Q ligger mellem P og S, og R ligger mellem Q og

S, så vil R ligge mellem P og S,

Vis, at hvis både Q og S ligger mellem P og R~ og Q =1= S, så

vil S ligge enten mellem P og Q eller mellem Q og R (men ik

ke begge dele)&

2) Er P og Q forskellige punkter i rummet, forstås ved det åbne

liniestykka Jp, QCmængden af punkter på li (p, Q), som ligger

mellem P og Q. Ved Jp,p( forstås den tomme mængde 0.

Lad A,B,C være punkter, som ikke ligger på samme linie, 1/

planen, som indeholder d,em, og p en linie i 11, som ikke går

gennem noget af punkterne A,B,C. Vis, at hvis p n JA,BC =1= Ø

og p () ]B,CC == 0, så gælderr pf'\ JA,C( =1= 0. (Pasch's aksiom ..

Dette kunne træde i stedet for Or 5, som beviset må baseres

på. )

3) Lad Ti være en plan og p en linie i IT, I mængden af de punk

ter i Tf, som ikke ligger på p, defineres en relation ved at

fastsætte, at punktet A står i relationen til pill1ktet B, hvis

og kun hvis p nJA,B[ == 0. Vis, at der foreligger en ækviva

lensrelation, og at der findes netop to ækvivalensklasser

(de ved p bestemte halvplaner af 'Tf ) .. (Benyt resultatet i op

gave 2.)

Gennemfør det tilsvarende for mængden af de punkter i rummet,
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som ikke ligger i en given plan.

AG III, 3, øv. 3-6

4) Lad p være en linie. Idet en delmængde af p kaldes åben, hvis

den er foreningsmængde af (endelig eller uendelig mange) åb-

ne liniestykker 1P, Q[ , P, Q 4; p. Herved bliver p et topologisk

rum (jfr. MA,9,1).

Vis dette, og undersøg om der foreligger et Hausdorffr~.

Vis, at en translation, ved hvilken p afbildes på sig selv,

er en kontinuert afbildning.

Vis, at en parallelprojektion af en linie på en anden er en

kontinuert afbildning, hvis begge linier betragtes som topo-

logiske rum på den angivne måde.

5) Et topologisk rum T kaldes samoenhæng_.ande, hvis det ikke kan
v

inddeles i to ikke torrr.le, disjunkte og åbne delnængder 1 med

andre ord, hvis der ikke findes åbne delrlærrgder 01 og 02' som

opfylder betingelserne: 01 ~ 0, 02 ~ 0, 01 n 02 = ° og

01 U 02 = Te

Vis, at aksiom K2 er ensbetydende med, at hver linie, op~at-

te~ som topologisk run (SOD angivet i opg. 4), er sammewTæn

gende. (Dette vil sige, at aksiomerne inklusive K 2 medfører,

at linien er sammenhængEUJr.d e , og omvendt, aksiomeJ7.ne eksklu-

sive K2 og forudsætningen, at linien er sammenhængende, med-

fører K2.)

6) Vis, at K1 er en følge af K2 og de øvrige aksiomer. (Antag~

at. mængden {Pnl/n e N} v:ar begrænset fremadtil, og søg at kom

me til en modstrid ved hjælp af ordningsaksiomerne og trans-·

lationernes egenskaber.)
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§ 4. Vektorrum_

AG III, 4, 1

Før geometriens opbygning fortsættes, omtales en række

simple hegreber og sætninger, som vedrører vilkårlige vektorrum

For at lette oversigten gentages definitonen:

En mængde V ka11es et vektorrum over et tallegeme L, hvis

der inden for V er defineret en kompositionsforskrift + samt en

kompositionsforskrift LXV ind i V, betegnet som multiplikation:

således at følgende gælder:

V1 : For alle l!"y. t V er l!+ y!'€.V.

V2 : For alle g"y €o V er g, + Y.. = Y.. + :!l-

V3: For alle !!,y,yy, E V er :!:! +(Y+!.) = (:!:!.+Y) + yy,-

V4: Der findes i V et element O, således at

v + O = Y:. for hvert y '€.V•

V5: Til hvert y € V findes der et element -y cc:. V, således at

y +( -y) = Q..

V6: For hvert aE: L og hvert v E. V er av = Via ~V.,- --
V7: For alle a, bE. L og hvert YG. V er a(by) = (ab )y..

V8: For alle a, b E L og hveril v l! V er (a+b)y = avr + by-

V9: For hvert a €.L og alle ~,y'E V er a (:9:,+y) = au + ay.

V10: For hvert y€V er 1y' = y-

Elementerne ~v kaldes for vektorer og tallene i L i denne for

bindelse hyppigt for skalarer_ Vektorrummet betegnes med (V,+,L)

Ved induktion ses, at V2,V3,VS og V9 kan udvides til et

vdlkårligt (endeligt) antal af summander. Tilsvarende kan V7 ud-

vides til mere end to skalære faktorer.

Idet V1-5 udsiger, at (V,+) er en kommutativ gruppe, kan

følgende sluttes umiddelbart af tidligere resultater



Mat.1, 1960-61

(side 11,2, 1-2):

AG III, 4, 2

Der findes kun eet neutralt element, nulvektoren 0, og til

hver vektor v findes kun een modsat vektor -~.

Der gælder forkortningsreglen: ~ + ~ = y + ~ medfører ~ = ~.

For vilkårligt givne ~,y GV har ligningen 11 + 2S. = Y. en og

kun een løsning, nemlig!. = ~ +(~), som også skrives v -l!.

Specielt er altså ° -v = -v og v - v = O.-===o 11::=00 _ "=""" ~ """"'"

A~ løsningens entydighed sluttes specielt, at hvis x blot

for eenvektor y. tilfredsstiller ligningen y. + 2f.:::: vr, så er x := °
Hvad angår vektorers multiplikation med skalarer, bemærkes

først, at ethvert tallegeme L indeholder alle rationale tal. I

følge definition (side 111,2,13) indeholder L nemlig minds~ eet

tal a t- 0, altså aja =01, altså 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3, ••• , alt

så alle positive hele tal, endvidere 1 - 1 = ° og O-n:::: -n

for hvert. n ~N, altså alle hele tal, og endelig min for hvert

m€. Z og hvert n€ N.

Er l1'€N, haves ifølge VB og V10

ny, :::: (1+1+ ••• +1)y' = 1:Y1, + 1y, + ••• + 1y = Y. + Y. +.0'0+ y.,

således at ny' stemmer overens med den n-te "potens" af y. i grup-

pen (V,+).

Der gælder Ov = ° for hvert y'6 V, således at Over det neu

trale element, altså den O-te "potens" af v i gruppen (V,+). 1-

følge V10, VB og V10 fås nemlig

y. + Oy = 1y + 0y = (1+0)y, = 1~ = y.

Endvidere gælder (-1)v = -Vi for hvert y If V; thi ifølge V10,

V9 og det lige viste fås

y. +(-1)'Y. = 1y +(-1)v = (1-1)'Y. = Oy:::: O.

Heraf og af V7 sluttes let, at (-n)y:::: n(-y), altså at (-n)v
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for n€'N er den -n-te potens fI..f y i (V,+).

Der gælder aO = O for hvert tal a E L; thi ifølge V9 er

aO + aO = a(O+O) = aO&

Nulreglen: Af ay = O følger a = O eller v = o.

Bevis: Er a ~ 0t fås ifølge V10 t V7 og det lige viste t at

v = 1v = (ia)v = l(av) = 10 = O.a - a - a- -

Er v
1
,v2 , ••• ,v vilkårlige vektorer i V og a 1 ,a2, ••• ,a

- - ~ p

vilkårlige tal i L, ~ås en ny vektor i V ved at danne udtrykket

a 1v 1 + a2v 2 + ••• + apvp "

som kaldes en lineaRkombination af vektorerne v .• Ifølge den
-l

(som antydet udvidede) associative lover parenteser overflødi-

ge, og iføl~e den (udvidede) kommutative lover leddenes række-

følge ligegyldig. Sådanne linearkombinationer kan adderes, sub-

traheres og multipliceres med skalarer efter de sædvanlige reg-

ler. Dette gælder også for eventuelt optrædende minustegn, idet

et led af formen -av jo ifølge det: sagte kan oTIskrives til (-1)

(ay") = (-a)y. Flere led, der indeholder samme vektor so~ faktor

kan sammenfattes til eet (ifølge V9). Alt i alt kan det siges,

anvendelsen af de nævnte regneoperationer på linearkombinatio-

ner flOrer igen til lineankombina~ioner.

Som allerede nævnt (side 111,2,14) siges en delmængde V' t ø

i V at være et underrum i vektorrummet (V,+,L), hvis den orga-

niseren ved de samme kompositionsforskrifter er et vektorrum

(V',+,L).

En delmængde V' af V er et underrum (V",+,L) i vektorrum

met (V,+,L), hvis og kun hvis u + yE. V' 2.& ayr;;V' for alle l!,y'€'V

og alle a e: L.
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Bevis: Betingelserne er ensbetydende med, at V1 og V6 gælder for

VI i stedet for V. Dette viser deres nødvendighed. Tilstrække

ligheden følger af, at de medfører, at ~ = y +(-1)y og -~ = (-1)y

hører til VI 9 når yf;.V1 9 således at V4 og V5 er gyldige for VI ..

De øvrige regneregIer gælder i V'9 da de endog gælder i V~

Det ses umiddelbart 9 at Vi = ~OJ og V' = V er underrum i

(V,+,L)~

Er M ~ V en vilkårlig mængde af vektorer, vil hvert under

rum, som indeholder M, indeholde enhver linearkombination af

(endelig mange) vektorer tilhørende Me På den anden side danner

mængden af alle sådanne linearkombinationer selv et vunderrum

V(M); thi summen af to af dem og produktet af en af dem med en

skalar kan igen skrives som en linearkombination af vektorer

tilhørende M. Dette viser, at V(M) en det ilmindste H underrum,

som indeholder M. Det kaldes det aL M frembrag~e uJ}rrum" Af o

venstående karakterisering af underrum_fremgår det 9 at fælles

mængden for vilkårlig (også uendelig) mange underrum er ligele

des et underrum. Heraf sluttes videre, at V(M) er fællesmæng

den for alle de underrum, som indeholder M; thi V(M) er selvet

sådant ill~derrum og er indeholdt i den~alle.

Er M speoielt en mængde bestående af endelig mange vektorer,

kan hver linearkombination af nogle af dem skrives som en line-

arkombination af dem alle, idet de eventuelt manglende kan til-

føjes med faktoren O. Det af en endelig delmængde M frembragte

underrum består altså af alle linearkombinationer af samtlige

vektorer tilhørende M.
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Eksempler på ~ektorrum~

AG III, 4, 5

1) De i § 2 (side 111,2,11) indførte vektorer i rummet E
3

vil blive betegnet som geometriske vektDrer, når der er mulig

hed :6or fLorv1ekslingen. Det blev vist, at de med den i § 2 ind-

førte addition og den i § 3 indførte multiplikation med reelle

tal danner et vektorrum (V3,+,k) over de reelle tals legeme. I

det følgenda bestemmes dette vektorrums underrum. Med henblik

på senere anvendelser og også for overslrnelighedens skyld tæn-

kes samtlige ViBktorer afsat fra et fast p~~t

tet eller begyndelsespunktet~Hver vektor ~ i

o i E3 , n;;;;;3=I,&pu=n;;;;;;k- ..

V
3

tænkes altså
........,.

repræsenteret ved et punJctpar OP. Herved hestemmes en enentydig

korrespondanoe mellem V
3

og E
3

, idet der til hver vektor y sva

rer et punkt, nemlig endepunktet P for repræsentanten ():t, og
ved·

omvendt svarer der til hvert punkt P i E
3

en vektor, nemlig d~
~

OP repræsenterede. Den kaldes sted~ektoren for punlctet P

(ud fra O). Vælges et andet punlct O' som nulpumct, fås en anden
~

korrespondanoe_. Stedvektoren for punJctet P vil da være O'P =
-~ ~
0'0 + OP. Den fremgår altså af stedvektoren ud fra O ved addi-

tion aff en af P uafhængig vektor.

I det følgende tænlces nulpunJctet. O fast valgt .. For korthe~·

dens skyld skelnes her ikke mellem: en vektor og den stedvektor

ud fra 0, ved hvilken den repræsenteres.

Mængden V bestående af nulvektoren alene er som nævnt eto

underrum.

En mængde V
1

S V
3

, som består af vektorer på en linie gen

nem O og som indeholder mindst een vektor ~ t Q, er et underrum,

hvis og kun hvis den består af samtlige vektorer på linien. Det
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er åbenbart nødvendigt, at V1 indeholde]? alle vektorer tiu,"!tE. L..

På den anden side udgør de et underrru~, nemlig det ved u frem-·

bragte, og er netop samtlige vektorer på den ved E bestemte li-

nie gennem O.

En mængde V2 ~ V
3

, som består af vektorer i en plan gennem

° og som indeholder to vektorer u1 og ~2~ der ikke ligger på sam·

me linie gennem O, er et underrUQ, hvis og kun hvis den består

af samtlige vektorer i planen. Det er åbenbart nødvendigt, at

V2 indeholder alle vektorer t1~1 + t 2u2 , t 1 , t 2 €:. L. På den anden

side udgør de et underrum, nemlig det ved ~1 og ~2 frembragte,

og er netop samtlige vektorer i den ved ~1 og u2 bestemte plan.

Det er nemlig klart, at ~ver linearkombination af ~1 og ~2 lig

ger i denne plan, og omvendt er hver vektor y i planen en sådan
~ --:;

linearkombination. Det sidste ses således~ Lad u1 = OP1 , u 2 = OP~

--'1'
og y = OQ. Idet 0,P1 ,P2 ikke ligger på samme liEie, vil linien

gennem Q parallel med li(OP2) skære li(OP1 ) i et punkt Q' .. Da
-) --~ --+ 0:-7

er y = OQ = OQ' + Q'Q, og påstanden følger ali~ at OQ' er et ska-
--+ --7J- ~ ,

lært multiplum ali OP1 = !.2-.1' og Q'Q 1/ OP2 er et skalært multiplum
~

af OP2 = ~2.

En nængde af vektorer, som indeholder tre vektorer ll1 JB2

og u
3

, som ikke ligge~ i sarune plan gennem 0, er kun et under

rrun, hvis den er V
3

, altså består af santlige vektorer. Det er

åbenbart nødvendigt, at den indeholder alle linearkombina~io-

ner t 1~1 + t2~2 + t 3u3 " t 1 , t 2 , t 3E L. På den anden side er en

hver vektor y en sådan linearkombination. Lad ~1 = 0~1' u 2 =
--')o ----}o ~

OP2, u
3

=oOP
3

og v = OQ~ Idet 0,P1 ,P2,P
3

ikke ligger i samme

plan og derfor 0,P1 ,P2 ikke på sarune linie, vil linien gennem

Q parallel med li(0,P
3

) skære pl(0,P1 ,P2 ) i et punkt Q". Da er



Mat.1, 1960-61 AG III, 4, 7

--'!I' ~ ---7- ~
Vi ::: OQ ::: OQ" + Q"Q. Ifølge det ovenfor viste er OQ" en linear-o

~ ....-+
kombrination af 'l!1 og ~2' 0& Q"Q /I OP3 er et skalært multiplum

~:::j
af OP

3
u

3
• Dermed er påstanden bevist~

Idet de betragtede tilfælde udtømmer alle muligheder, er

hermed alle underrwn i (V3'+'~) bestemt.

2) Lad L være et tallegeme og n et positivt helt tal. Mæng~

den· Ln af alle talsæt ~ ::: (x1' li ••xn ), hvor xi E L for i ::: 11, ....n,

kan organiseres til eit vektorrum (Ln,+,L) over L ved følgende

defini tioner ~ Er !. ::: (x1 , ••• ,Xn ) E. Lll1
, Y.. ::: (yl' •.• , Yn) ~ Lili og

a ~ L, sættes

x + Y.. ::: (x1 + Y1 ' • • • , xn + yn) ,

ax ::: (ax1 , ••• , axn ) ,.

Det ses uden vanskelighed, at samtlige regler V1-10 er gyldige,

idet O ::: (O, ••• ,O) og -!. ::: (-x1 ' ••• , -xn ). For n::: 1 fås legemet

L fortolket som et vektorrum over sig selv.

De vigtigste tilfælde fås ved for L at vælge mængden R af.

reelle eller mængden C af komplekse taJ,.. Man taler da henholds-·

vis om deit n-dimensionale reelle eller komplekse talrum. Når

denne henævuBlse, som jo ikke bringer til udtryk, at det netop

drejer sig om Rn og en, organ~sereit som vektorrum Vied definitio-

nerne ovenfor, kan give anledning til misforståelser, vil der

blive brugt "talvektorrum li i stedet for.

UnderrWMlene i (Ln,+,L) vil blive bestemt senere.
eT

3) Lad M være en vilkårlig mængde, og lad ~M betegne mæng-

den af alle funktioner definerede i M og med værdier i et tal-

legerna L. Denne mængde af funktioner kan organiseres til et vek

torrum (~,+,.L) på følgende måde ~ Lad f ~ M ind i L og g ~ M

ind i L være to sådanne funktioner og a et tal fra L. Ved ff + g
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florstås da den ved .ti;~ :tt( t) + g( t), t f. M, og ved ag den ved

t -.....)- ag( t), t E. M, bestemte funktion. Det er indlysende, at r_eg-

lerne V1-10 er gyldige. Nulvektoren er her funktionen, der er

konstanu lig med O.

Den således definerede klasse af vektorrum er overordent

lig omfattende. Vælges for M den endelige mængde {1, ••• ,n),
q- n

fås vM = L , og vektorruw~et bliver det under 2) omtalte. For
("7' N

M = N, mængden af naturlige tal, er ~ M = L , d.v.s. mængden

Naf alle talfølger med elementer fra L. Vektorrununene (R.,+,R)
Nog (o ,+,0) af reelle og komplekse talfølger har mange for ana-

lysen vigtige underrum. Det aamL~e gælder, når M er et topologisk

eller metrisk runl, en debnængde af R,O eller et flerdimensionalt

talrum (se III,2,øv. 5).

Lad (V,+,L) være et vektorrwn. Endelig, mange vektore~

Y.1 , ... ,vp fra V siges at være lineært afhængige,. hvis der fin

des skalaror x1 , ••• ,xp ' som ikke alle er lig 0, således at

x 1v 1 + .... + xpvp = O.

Hvis der ikke findes sådanne skalarer, med andre ord, hvis lig-

ningen kun tilfredsstilles af x1 =•••= xp = 0, siges vektorer

ne at væne lineært uafhængige. En ligning af ovenstående form

kaldes en lineær relation mellem de p vektorer; den kaldes egent-

lig, hvis ikke alle koefficienter x1 , ••• ,x . er lig O..
P

At een vektor y. er lineært afhængig, altså at der findes

en skalar x =l= 0, således at xy. = 0, er ifølge tidligere resul

tater (deriblandt nulreglen) ensbetydende ned, at y = O.

Når en del af vektorerne i et vektorsæt er lineært afhæn-

~, altså specielt når ° forekommer blandt sættets vektorer,
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er hele sættets vektorer lineært afhængige; thi i en egentlig

lineær relation mellem en del af vektorerne, kan sættets reste-

rende vektorer tilføjes med koefficienten, O~ Dette er ensbety-

dende med, at ~år vektorerne i et sæt er lineært uafhængige,

vil vektorerne i hvert delsætt også være det.

Vektorer Y.1" •• 'vp er lineært afhængige, hvis og kun hvis

mindst een af dem er en linearkombination af de øvrige.

Bevis~ Betingelsen er nødvendig. Er nemlig x1Y1 + ••• + xpvp

= O en egentlig lineær relation mellem vektorerne, altså f.eks.

x1 t O, fås ved additio~. af -x1Y.1 på begge sider og påfølgende

multiplikation med -1/x1x 2 x
Y.1 = --Vi _ . ••• _..J2. vr •x

1
-1 x

1
-p

Betingelsen er også tilstrækkelig. Er nemlig f.eks.

v1 := y 2v2 + ••• + y p}Cp ,

~ås ved addition af -Y.1 := (-1)Y1 på begge sider

( -1 )'Z'1 + Y2Vi2 + • tO' + YPV'P = O,

og dette er en egentlig lineær relation mellem vektorerne.

Herefter er to vektorer lineært afhængige, hvis og kun

hvis mindst een af dem er et skalært multiplum af den anden.

Dette udtrykkes i reglen kort ved at sige, at en af vektorerne

er proportional med den anden.

Hvis en vektor v kan fremstilles som en lineærkombinatioru

af vektorer v1 , ••• ,vp ' hvis den altså tilhører det af disse vek

torer frembragte underrum, vil den fremstilling, altså koeffien-

terrr.e, være entydig bestemt z når og kun når v
1

, •• • ,vp er line

ært uafhængig~.

Bevis~ Lad

v := x1v 1 + ••• + x v.. " v :=- p~p'
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v;ære·to fremstillinger af. y. Ved subtraktion fås

AG III, 4, 10

(X1- Y1 )v1 + ...+ (xP-Yp)vp = O.

Er Y1' ••• 'Yp lineært uafhængige, kan heraf sluttes, at ~

x1- Y1 =•.• = x -y = O, altså at de to fremstillinger af v stem·p p

meI' overens. Dette viser, at betingelsen er tilstrækkelig. Fin-

des der en egentlig lineær relation

O = z1v1 +•••+ z v ,- - p-p

fås ved at addere den til f.eks. den forste fremstilling af v

en fra de1ll1e forskellig fremstilling. Dette viser, at betingel-

sen også er nødvendig.

Eksempler g

1) I rummet E
3

tæw{es valgt et begyndelsespunkt O, og de

geometriske vektorer tænkes repræsenteret ved stedvektorerne ud

fra O. Der gælder dag

To geometriske vektorer er lineært afhængige, hvis og kun

hvis de ligger på samme linie gennem O.

Tre geometriske vektorer er lineært afhængige, hvis og kun

hvis de ligger i samme plan gennem O.

Hvilkesomhelst fire geometriske vektorer er lineært afhæn-

~.

Bevisg Den første påstand er indlysende; thi ifølge det

viste er udsagnet, at en af vektorerne er et skalært multiplum

af den anden, 8nebetydende såvel med, at de to vektorer ligger

på saL~e linie gennem O som med, at de er lineært afhæmgige.-

Er tre vektorer Y.1,Y.2,v3 lineært afhængige, altså f.eks. v 3 an

linearkombination af Y.1 og v 2, vil Y3 ligge i den ved v 1 og ~2

bestemte plan eller linie, efter som Y.1 og v 2 ikke ligger eller
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liggen på samme linie gennem.O. Omvendt, ligger ~1'Y2'Y3 i s~

me plan, vil enten Y1 og v 2 og dermed også Y1,v2'~3 være line

ært afhængige eller Y1 og v 2 er lineært uafhængige altså iføl

ge. det allerede viste ikke beliggende på samme linie. Da v3 i

følge forudsætning ligger i den ved Y1 og v 2 bestemte plan gen

nem O, er v3 en linearkombination af Y1 og Y2' altså de tre vek

torer også lineært afhængige i dette tilfælde. - Er tre af ~ire

vektorer Y1,v-2,v3,v4 lineært afhængige, er de det alle fire.

Antag, at Y1,v2,v
3

er lineært uafhængige. Ifølge det allerede

viste ligger de da ikke i samme plan, og so~vist tidligere er

v
4

en linear~ombinationaf dem. De fire vektorer er altså også

lineært afhængige i dette til~ælde.

2) Lad der være give~ vektorer

§;.1 == (a11 ,a21 , ••• ,am1 ),

a2 == (a12,a22,···,am2)'

a = (a1 ,af) , ••• ,a .)
-IL. n c:.n mn

i et talrum (Ln~+,L). En lineær relation

x1a1 + x2af) + ••• + x a = O
- -c:. nt-TIJ

er da ensbetydende med

(h)

a11 x1 + a 12x 2 +

a 21 x1 + a 22x2 +

• ••

• ••

• ••

+ a1 x = Onn

+ a x = O2n n

+ a x = O,mn Ilt

som kan opfattes som et system af m homogene lineære ligninger

med de n ubekendte x1 , •••xn • Ved en løsning til systemen forstås

et talsæt (x1 , ••• ,xn ), for hvilket ligningerne er opfyldt. At
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vektorerne ~1, ••• ,an er lineært uafhængige er ensbetydende med,

at systemet kun har nulløsningen (0, ••• ,0). At de er lineær~

afhængige er følgelig ensbetydende med, at systemet også har

andre, egentlige løsninger.

Det viser sig at være hensigtsmæssigt,at betragte løsnin-·

gerne som vektorer i talrwnmet (LR~+,L).

Er x1_a1 +•••+ x a == ° og· x'a1 +•• 0 + x'a == ° to lineære
n~ - n= n-n

relationer mællem ~1, ••• ,anJ fås ved addition en ny, nemlig

+ (x + x 'Ja == 0,n n, -ll, -

og ved multiplikation af den første med en vilkårlig skalar

k~L

+ kx a == O.n-n. -

Heraf sluttes, at hvis x == (xi' ••• ,xn ) og x' == (x1,. •• ,x~) er

løsninger til systemet (h), vil ~ + ~' og k~ ligeledes være løs-

ninger, altså~

Mængden af løsninger til et homogent lineært ligningssl-'

stem med n ubekendte er et underrum, i talrummet (Lru?+?L)~

At en given vektor b == (bi' •••bro) E. (Lllll
, + , L) er en linear

kombination

af vektorerne ~1, ••• ,an' er ensbetydende med det inhomogene li

neære lign~ngssystem

(ih)

a 11 x1 + a 12x2 +

a 21 x1 + a 22x2 +

•• e

• o •

+ a i x. == binm

+ a 2 X = b 2nn.

At dette ligningssystem har en løsning, er ensbetydende med,
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at vektoreren bo tiThører det af a i , ••• '~m frenbragte underrum.

i (Lm,+,L). Idet dette underrum ikke behøver at være hele vek

uorrillm~et, findes der ligningssystemer (ih), som ingen løsnin-

ger har.

Antag, at (ih), altså (ih), har en løsning ~, og lad x væ

re en vilkårlig løsning til (h), altså til (h). Da er også x + ~

en løsning til (ih), altså (ih), hvilket ses ved at addere (h)

til (ih). Ved til een løsning ~ til det inhomogene system at

addere vilkårlige løsninger ~ til det honogene, fås altså igen

løsninger til det inhomogene, og på denne nåde fås dem alle.

Er nemlig ~ en vilkårlig løsning til (ih), altså zi a i + H. + zn~

== b, fås ved at subtrahere (ih) fra denne ligning, at x = ~ - ~

tilfredsstiller (h). I forbindelse med resultatet vedrørende

mængden af løsninger til (h) &iver dette~

Hvis et inhomogent lineært ligningssystem ned n ubekendte

har mindst een løsning, fås alle løsninger ved at addere ean

af.. dem til alle løsninger til det tilsvarende homogene systea.

Mængden af løsninger til det inh~~ogen~~ysten fås altså ved

at addere en og SamTIle vektor til vektorerne i et underrum i

(Ln ,+, L) ..
d

Idet et ud~rrum i et ~ektorrum (V,+,L) kan opfattes som

en undergruppe i den kOLllilutative gruppe (V,+), vil løsningsmæng-

den være en sideklasse (se side 11,2,5) til den undergruppe i_

(Ln~+), som udgøres af løsningerne til det honogene syste~~

Løsningsmængden vil derfor kunne kaldes for et II sideunderrumIl •

Om antallet af løsninger til (ih), og dermed (ih) kan si-

ges følgende:

Hvis b ikke tilhører det af ~1, •• ~,an frenbragte underrill~
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i (LmL,+,L), findes der ingen løsningere Hvis b tilhører dett.e

underrum, findes der een løsning eller uendelig mange løsninger j

efter som ~1, ••• ,an er lineærit uafhængige eller lineært. afhæn-

gige.

Spørgsmålet om, hvorledes det afgøres, hvilket af tilfælde·,·

ne der foreligger ved et givet lign±ngssysuen, og hvorledes even·-

tuelIe løsninger findes, vil blive behandlet senere.

Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum og M en delmængde

af V. Der foreligger da to muligheder. Enten findes der et helt

tal r ::- 0, således at hvilke somhelst r + 1 vektorer tilhørende
- '-'

M er lineært afhængige, medens der findes i M et sæt af r vek-

torer, som er lineænt uafhængige, ellen der eksisterer ikke no-

get tal med disse egenskaber, d.v.s. hvor stort et positivt helt

tal p man end vælger, findes den minds~ p vektorer i M, som er

lineært uafhængige. I det første tilfDlde siges M at have ran-

gen r = rg M, og hvert sæt af r lineært uafhængige vektorer fra

M kaldes et maximalsæt for M. I det andet tilfælde siges M a~

have uendelig rang, og man skriver rg M = 00 •

Er mængden M et vektorrum, altså et underrum (V' ,+,L) i

(V,+,L), speoielt hele (V,+,L), kaldes dens rang for v~ktorrura-

mets dimension og betegnes med dim(V',+,L) eller kort dim V'~

Vektorrummet bestående af nulvektoren alene har dimensionen 0,

da der ikke findes nogen linear uafhængig vektor i det.

Ved en basis for et vektorrum (V,+,L) forstås en deJJnængde

B af V, således at hver vektor i V kan fremstilles på en og kun

een måde som en linearkombination af vektorer tilharende B. (Me-

re udførligt g Er der givet en vektor ~ i V, skal der findes et
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og kun eett sæt af endelig mange vektorer tilhørende B, således

at y på en og kun een måde. kan skrives som linearkombination
~d r

af disse fra O forskellige koefficienter. (Vektore fra B LDX-

synet med koe~ficienter O kan naturligvis tilføjes eller ude

lades i en sådan linearkombination.) Det er herefter klart, at

en mængde B ~ V er ~ basis for (V'+9L)~hvis og kun hyis den

frembringer hele rummet og hvilkesolnhelst endelig mange vekto-

rer fra B er lineært uafhængige.

Man kan vise, at hvert vektorrwn har en basis, Her vil det-

te imidlertid kun blive godtgjort for endelig-dimensionale vek-

torrum.

Ethvert maximalsæt for en delmængde M af endelig rang r i

et vektorrum er en basis for det af l! frembragte underrum v(Mio

Bevis~ Er v 1, ••• ,v et maximalsæt for M og y en vilkårlig
~ -r

vektDr tilhørende M, vil Y1""vT,y være lineært afhængige. I

en egentlig lineær relation mellem disse vektorer kan koeffi-

cienten til v ikke være O, da der ellers fandtes en egentlig

lineær relation mellem Y1""'vr " Følgelig er v en linearkombi

nation af Y1""'vr • Ifølge defin~ion mæ. V(M) er hver vektor

~EV(M) en linearkombination af vektorer fra M. Da nu hver af

disse er en linearkombination a~ ·v1""'Yr' fås ved indsættel

se, at 2S. er en linearkombination af Y1""'vr , At denne frem

stilling er entydig bestemt følger af, at disse vektorer er li

neært uafhængige (jfr. side 111,4,7). Dervmed er påstanden be-

vist.

Som specielt tilfælde fås, at hvert maximalsæt i et ende-

lig-dimensionalt vektorrum er en basis for rurrmlet. At omvendt

hver basis for et sådant rwn er et maximalsæt} vil vise sig at
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v;ære en konsekvens af følgende "udskiftningssætning tt :

Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum, V1 ,e •• ,Yq vekto

rer i V og VI det af dem frembragte underrum. Lad endviderB

~1""'up være lineært ua~hængige vektorer i VI. Da er p ~ q,

og der findes-9 - p blandt vektorerne ~1' "',Yq , som sammen med

~1""'up frembringer underrummet VI.

Bevis: Ifølge forudsætning er ~1 som vektor i VI en line

arkombination af v 1 , ••• ,v • I denne må mindst een af vektorer-
- -q

ne v~ optræde med fra O forskellig koejIicient, da li1 som vek-

tor i et sæt lineært uafhængige er forskellig fra O. Man kan

tænke sig vektorerne v. nummeret således. at v1 har en koeffi-
-l ' -

cient forskellig fra O. Da kan v 1 fås som en linearkombination

af ~1,v2, ••• ,Vq. Men dette medfører, at hver vektor x i VI er

en linearkombination af disse vektorer; thi ifølge forudsætning

er ~ en linearkombination af Y1"'.'~' og deri kan vektoren Y1

erstattes med den linearkombination af ~1 ~v2""'Yq' som den i

følge det sagte er lig med. I sættet Y1""'~ kan altså v1 er

stattes med ~1' uden at det mister egenskaben at frembringe VI.

Speciel~ er altså u2 en linearkombi

nation af ~1,v2""'~~ I denne må mindst een af vektorerne

Y2""'~ optræde med fra O forskellig koefficient; thi ellers

ville ~1 og u2 være lineært afhængige. Lad nummereringen være

valgt således, at dette gælder for v 2 • Da kan v 2 skrives som li-

nearkombination af ~1'li2,v3,••• ,Vq' og ~an ser som før, at dis

se vektorer frembringer VI. På denn~ måde fortsættes. Var nu

p > q, ville man ~å vektorerne Y1"",Yq erstattet med li1""'~'

og de resterende vektorer u +1'o •• ,u ville være linearkombina--q -p

tioner af ~1'.'.'~' hvilket er umuligt, da ~1"."up er line-
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ært uafhængige. Dermed er sætningen bevist.
e

Udskiftningssætningen har en række vigtige konskvenser.

Et sæt ao~vektorer i et n-dimensionalt vektorrum er en ba-

sis for rummet, hvis og kun hvis det består af n lineært uaf-o

hængige vektorer.

Bevis g At betingelsen er tilstrækkelig er allerede vist,

idet den udsiger, at sættet er et maximalsæt. At den lineære

uafhængighed er en nødvendig betingelse, er ligeledes vist. Lad

~1' ••• 'Yq være en vilkårlig basis for rummet og ~1, ••• ,un et

maximalsæt. Udskiftningssætningen (anvendt med VI = V) viser da,

at q ~ n. Men da n er maximaltaIlet af lineært uafhængige vek-

torer

påstået.

, kan q ikke være større end n~ Følgelig er q = n, som

Er M en vilkårlig delmængde af et vektorrum, vil rg M væ

re lig med dimensionen af det af M frembragte vektorrum V(M).

Bevis g Er rg M ~ 00, haves øjensynlig også dim V(M) = 00 •

Er rg M = r endelig, vil et maximalsæt for M, som vist ovenfor,

wære en basis for V(M), antallen r af vektorer i sættet altså

ifølge den foregående sætning lig med dim V(M).

~ ~1' ••• '~p lineært uafhængige v~torer i et n-dimensio

nalt vektorrum V, og er p < n, findes de~ vektorer up+1 , ••• ,un

i V, således at sættet ~1j ••• ,un er en basis for V.

Bevis g Lad Y1, ••• ,vn være en vilkårlig basis for V. Erstat

tes visse p af disse vektorer med ~1' ••• 'up' fås ifølge udski~~

ningssætningen et sæt af n vektorer, som frembringer V. Ifølge

den foregående sætning en sættets rang lig med rummets dimension

n. De n vektorer, hvoriblandt ~1' ••• 'up' er altså lineært uaf

hængige og danner derfor en basis af don forlangte art.
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Eksempler g

1) Det geometriske vektorrum (v
3

,+,k) har dimensionen 3;

thi der findes tre lineært uafhængige vektorer, nemlig tre vek-

torer, der afsat fra et begyndelsespunkt ° ikke ligger i samme

plan, og på den anden side er hvilkeso~~elst fire vektorer li-

neært afhængige. Tre lineært uafhængige vektorer danner en basis

for rummet. Der findes et og kun eet underrum af dimensionen 0,

nemlig det, der kun består af nulvektoren. (Dette gælder jo for.

hvert vektorrum.) Et underrum i (v
3

,+,k) har dimensionen 1,

hvis og kun hvis det består af alle vektorer, der afsat fra be-

gyndelsespunktet ligger på en og samme linie. Enhver fra nul-

vektoren forskellig vektor på denne linie danner en basis. Et

underrum har dimensionen 2, hvis og kun hvis det består af alle

vektorer, der afsat fra begyndelsespunktet ligger i en og samme

plan. To lineært uafhængige vektorer i denne plan danner en'

basis.

2) For talsættene

~1 = (1,0,0, ••• ,0,0)

~2 = (O, 1 , 0, •• 4 ,0,°)
•

•

e 1=(0,0,0, ••• ,1,0)-n-

en = (O,°,0, ••• ,°,1 )

og et vilkårligt talsæt (a1 , ••• ,an ) i talrummet (LTh,+,L) gælder

øjensynlig, at

a 1~1 + ••• + a e = (al' ••• ,a ).n-n n

Heraf ses ,. at hvert talsæt er en linearkombination af a 1 , .... , en'

og at en linearkombination af disse talsæt kun kan være nulsæt-·
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tet, når alle koefficienter er O. Med andre ord, talsættene ~1,

••• ,en frembringer hele rummet og er lineært uafhængige. De

danner altså en basis for (Ln,+,L). Dette rum har følgelig di-

mensionen n, hvilket harmonerer med benævnelsen Ildet n-dimensi-

onale talrumli.

N3) I rUllilllet (L,+,L) af alle talfølger med elementer fra L

er hvilkesomhelst endelig mange af følgerne ~1 = (1,0,0, ••• ),

~2 = (0,1,0, ••• ), e •• lineært uafhængige. Men de danner ikke

nogen basis, idet f. eks. følgen (1,1,1, ••• ) ikke kan fås som~

en linearkombination af endelig mange af dem.

4) Polynomierne med reelle (komplekse) koefficienter danner

et underrum i vektorrummet af alle reelle (komplekse) funktioner,

der er definerede i mængden R af alle reelle tal (mængden C af

2alle komplekse tal). Polynomierne 1, x, x , ••• danner en basis

for dette undenrum, som altså har uendelig dimension. Ethvert

polynomium er nemlig ifølge definition en linearkombination af

endelig mange af funktionerne 1, x, x 2 , ••• , og en sådan linear-

kombination kan kun være identisk 0, når alle koefficienter er

@, da jo et egentligt polynomium kun antager værdien ° for ende-

lig mange værdier af den variable. Polynomierne af højst n-te

grad danner et underrum, for hvilket funktionerne

danner en basis. Det har altså dimensionen n + 1.

n
1, x, ••• "x

Der findes uendelig-dimensionale vektorrunI med ikke-nume-

rabel bmds
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f?Jyelser til kap l> lIL 4:..

AG III, 4, øv. 1-4

1 )

lY, u/It

2)
I)~~I{/

Undersøg om vektorerne i de følgende vektorsæt tilhørende
}

de angivne vektorrwn er lineært afhængige, og fremstil i

bekræftende fald en af dem som en linearkombination af de

øvrige:

a) (-1,1), (2,2), (0,3) i (R2,+,R).

b) (i, 1), (1 +i,°), (O, i-i) i (O 2, +, ej) •

c) (1,1,1), (0,2,2), (0,1,3) i (R3,~,R).
d) (1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,-1,1,-1), (0,0,1,1) i (:R4 ,+,R).

For hvilke tal t er:
2a) vektorerne (1,t) og (t,1) i (R ,+,R)

b) vektorerne (1,t,0), (t,O,1) og (0,1,t) i (k3 ,+,k)

c) de samme vektorer i (03,+,0)

lineært afhængige?

Angiven betingelse, som tallene a .. , i = 1, ••• ,n,
lJ

j = i, ••• ,n,oPfylder, hvis og kun hvis vektorerne

(a11 , 0,

(a12 , a22 ,
°
°

, ....
, ~'"

, 0),

, O),

i vektorrummet (Ln,+,L) er lineært uafhængige.

4) Vis, at hvis vektorerne Y1'Y2, •• e,Vp i et vektorrum (V,+,L)

bh t'} i er lineært uafhængige, vil også vektorerne Y1 + av2'

Y2'" • • ,vp' hvor a betegner et tal fra L, være lineært ua:t'.

hængige.
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5)
bh(J

I

Gælder det, at når tre vektorer u, y, Y!. i et vektorrum er
l

lineært uafhængige, vil også vektorerne y. + YJ., Y:!. + ,g, l!. + ;ti

være lineært uafhængige? Gælder det omvendte?

. :..

6) Vis, at to vektDrer (x1 ,x2) og (Y1 ,Y2 ) i (L2,+,L) er line
b!),/l-\ l

ært afhængige, hvis og kun hvis x1Y2 - x2Y1 == o•

. .

,':. Il ...

, .....

... ....

:.':. l.:



Maii" 1, 1960-61

(3,0,1,2) og (-1,2,0,-1).

AG III, 4, øv. 9-15

10) Vektorerne (1,0,0,018")' (O,1,0,Op •• ), (0,0,1,0, ••• ), ••• i
lh/l V,{f .N-

v runrnet (R ,+,R) af alle reelle talfølger frembringer et un-

derrum. Hvorledes kan det ses på en talfølge, om den tilhø-·

rer dette underrum?

11) Lad (~(R),+,R) betegne vektorrwmnet af alle funktioner

{l f( t), t G: R~ Funktionerne 1, cos t, sin t, cos2t, cos t sin t,

sin2t frembringer et underrum~ Bestem dettes dimension, og

angiven basis for det.

12) For hvert reelt tal r og hvert reelt tal a ~ ° er a cos(t-f)

~~ ~ åen funktion defineret for t €..J:L. Vis, at alle s danne :1Iunk-

tioner af t danner et vektorrw~ bestem dettes dimension,

og an~tv en basis for det.

13) Vis, at hwis et underrum Vi i et vektorrum V a~ endelig di-

mension har den SamTIle dimensi on som V, så er V' = V. Vis.---
ved angivelse af. et eksempel, at dette ikke kan sluttes,

når V har uendelig dimension.

14) Lad V' og VII være underrum i et endelig-dimensionalt vektor-
/,

rum Ve Idet

dim V = n, dim V' =: n', dim Vii = n ll , dim(V' n V") = r,

skal det vi s es , a t r > n' + n" - n.

(Betragt tilfældet r = ° for sig. I tilfældet r > ° star~

med en basis :tior V, n Vil • )

15) Lad P betegne vektorTIllinnlet af alle polynomier af højst n-te
n

bM'i;' g~ad af een reel (kompleks) variabel med reelle (komplekse)
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koef~ioienten. Lad der endvidere være give~ n + 1 indbyrdes

forskellige reelle (komplekse) tal t ,ti"'" t _,O Man betrag-o IT

ter polynomieRne

f;,(t) = (t-"t )···(t-it .)(t-t )···(t-it)
~ o i-i ·1+1 n

for i = O,1, ••• ,n. (Hvert af disse fremgår altså af produk-

tet

f(t) = (t-tQ) ..• (t-t
rr

)

ved udeladelse a~ een af ~aktorerne.)

Vis, at f i ( t), i := 0,1, •• o ,n, danner en basis for P1JIJo

Vis, at der findes et og kun eet polynomium af højst n-te

grad, som for t ,t1 , ••• ,t, antager givne reelle (komplekse)
o.' n

værdier ao ,a1 , ••• ,an' og angiv dette polynomium (udtrykt

ved lii(t». (Lagrange's interpolations-for~el.)

Bestem polynomiet. p(t) af højsit tredie grad, således at

p(-1) = 3, p(O) = 1, p(2) = -1 og p(4) := 2.

Benyu formlen til, at udlede følgende relationer, der gælder

for vilkårlige indbyrdes forskellige komplekse tal og for

de angivne hele tal mg

n
L

i := O
for O < m < ~ - 1

for m:= n.

16) Bestem dimensionen af vektorrummet (Cn,+,R), og angiven

basis for det. (Betragt først tilfældet n:= 1.)

17) Vis, at vektorrummet (R,+,Q) har uendelig dimension. (Benyt,

)J/lAlf at mængden Q af rationale tal er numerabel, eller opgavens

sidste resultat.)

Hvad betyder det for det reelle tal a, at 1 og a er lineært
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uafhængige i dette vektor- rum ?

AG III, 4, øv. 17-18

Vis, at 1, '12, 1'3 er lineært uafhængige i (R, +, Q) •

Vis, at log P1' ••• ,log Pu' hvor P1, ••• ,Pn er indbyrdes

forskellige primtal, er lineært uafhængige i (R,+,Q). (Be-

mærk, at hvis vektorer i et vektorrum over Q er lineært a~-

hængige, består der en egentlig lineær relation med heltal-

lige koefficienter mellem dem.)

18) Der betragtes kontinuerte reelle funktioner definerede i

intervallet O ~ x ~ 1. En sådan funktion siges at være

stykkevis lineær , hvis der findes en inddeling af inter-

vallet, O :::: to < t 1

aix+bi , således at

t :::: 1, og førstegradspolynomier
n

f(x) :::: a.x + b. for t. 1 < x < t. i. :::: 1 , .... ,n,
2 2 2- =: :::: 2

"a.t. + lb. = ai +1t i
+ b·+1 , :L.:::: 1 , ••• ,n-1 •

2 J. ::L 2 ?

For n :::: 1 fås specielt de i hele intervallet lineære funk-

tioner.

Vis, at mængden af stykkevis lineære funktioner f(x) 1

O ~ x ~ 1, dalU1er et vektorrum ( t:l,+,R).

For hvert tal t, O < ~ < 1::: , er

gt(x) ~ lfC ~ t

for O<x < t
::::

for it<x < 1
:::

en stykkevis lineær funktion i intervallet O <x< 1 • Vis"- -- -
at funktionerne gt (x), O ~ U < 1, sammen med konstanten

g1 (x) :::: 1 danner en basis for ( :P::u' +, R). Dette vil sige'J

at der til hver stykkevis lineær funktion f(x) findes et og
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kun eeiL talsæt O = t < t 1 < •• 0- < t n-1 < t = 1 og et o_g
o n

kun eet talsæt co' c1 ' • • • "
cn 1, hvor c1 ' • • • , cn-1

er

forskellige fra O, således at

ft(x) = cogt (x) + ••• + cngt (x).
o n

(Benyt ved beviset for en sådan fremstillings eksistens

induktion efter antallet af IIknækti af f(x).)

For hvert t, O ~ t ~ 1, er ht(x) = Ix - ti ligeledes en

stykkevis lineær funktion i intervallet. Vis, at disse

funktioner danner en anden basis for (lsl ,+,R), altså at

hver stykkevis lineær funktion f(x) har en og kun een frem-

stilling af formen

f (x) = do Ix _. t o I + ,.. + dn Ix - t n I,
hvor O = to < t 1 < ••• < t n = 1 og d1 , • o o , dn_1 er for-

skellige fra O. (Fremstil hver funktion gt(x) som en line

arkombination af fR~ktioner ht(X~ og omvendt.)
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§ 5. Indledning i den affine geometri.

AG III, 5, 1

Lad der være valgt en basis ~1'~2'~3 for det geometriske

vektorrum (V3'+'~). Hver vektor yE:.V3 har da en og kun een frem .....

stilling af formen

y = v1~1 + v2~2 + v3~3'

og omvendt er enhver linearkombination af ~1'~2'~3 en vektor i

V3 • Der består altså en enentydig korrespondance mellem vekto-·

rerne. y 6 V3 og talsættene (v1 ,v2' v3) € :8.3 • Denne enentydige af

bildning af V
3

på :8.3 har følgende egen~kaberg Til summen af to

vektorer svarer summen af de tilsvarende talsæt, d.v 8 s. hvis

vil

u + y~ (u1 + v 1,u2 + v2,u
3

+ v
3
).

Er a et reelt tal, gælder endvidere

ay'~ ( aY1' av2 ' av3 ) •

Heraft sluttes let, at der til en linearkombination af geometri-

ske vektorer svarer linearkombinationen med de samme koefficien,-

ten af de til vektorerne svarende talsæt, og omvendt. Herved

kan undersøgelser af det geometriske vektorrum føres tilbage

til undersøgelser af talrummet :8.3 •

I denne forbindelse kaldes en basis (~1,e2'~3) også for

et.> koordinatsystem for vektorrummet (V3' +,:8.) og basisvektorer

ne ~1'~2' e3 også for dets grundvektorer. Tallene i det til en

vektor svarende talsæt er vektorens koordinater. Tilsvarende

kan der i et underrum, som ikke består af nulvektoren alene,

vælges et koordinatsystem, altså en basis, der alt efter under

rummets dimension består af een eller to grundvektorer. Eetrag~
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tes kun vektorer på en given linie, svarer der til hver vektor

een koordinat, og man har en enentydig afbildning af mængden

af disse vektorer på talrummet (n,+,R), d.v.s. mængden R af

reelle tal. Betragtes kun vektorer i en given plan, svarer der

til hver vektor to koordinater, og man har en enentydig afbild

ning af mængden af disse vektorer på talrummet (n2,+,R).

Som omtalt i den foregående paragraf (side 111,4,5) fås

en enentydig korrespondance mellem vektorrummet V
3

og "punkt
Q

rummet" E
3

ved at vælge et begyndelsespunkt?' ait afsætte alle

vektorer fra O og til hver sådan stedvektor at lade svare dens

endepunkt. Vælges desuden et koordinatsystem e1'~2'~3 for vek

torrummet V
3

, fås en enentydig afbildning af punktrummet E3 på

talrummet R3 ved til hvert punkt X € E
3

at lade svare koordinat-
- -?>

sættet (x1,x2 ,x
3

) for stedvektoren OX. Tallene x1 ,x2 ,x
3

kaldes

punktets koordinater i det affine koordinatsystem (eller paral

lelkoordinatsystemet) .(O;~1~~2'~3). Man har altså
~

OX = x1~1 + x2~2 + x3~3·

Tilsvarende forstås ved et affint eller parallel-koordinatsy-

stem i en plan E2 et sæt (0;~1'~2)' hvor O er et vilkårligt,

fast valgt punkt i E2 og e~ '~2 er en basis for det underrum i

V
3

, som består af de med E2 parallelle vektorer. Afsat fra O

er ~1 og ~2 altså beliggende i E2, men ikke på samme linie, og

for hvert punkt XE E2 haves
......;..

OX = x1~1 + x2~2'

hvor x1 og x2 er entydig bestemte reelle tal. Omvendt svarer

der til hvert talpar (x1 ,x2) et punkt X i planen. Ved et affint

koordinatsystem på en linie E1 forstås et sæt (O;~), hvor O er

et fast valgt punkt på linien og ~ en basis for underrummet i
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V
3

bestående af de med E1 parallelle vekto~er. Afsat fra O er

~ altså en fra O forskellig vektor på E1, og for hvert punkt

X EE1 haves

hvor det reelle tal x er entydig bestemt. Omvendt svarer der

til hvert reelt tal x et punkt X på linien. (Sættes Po = O og
.-4

repræsenteres e ved P P1 , er denne afbildning x~ X = P åben-- o x

bart den side III, 3, 9 og følgende omhandlede afbildning yoaf

R på mængden af punkter på linien.)

Det er vigtigt at skelne mellem en vektors og et punkts

koordinater. Forskellen gør sig gæ~dende dels ved overgangen

til et nyt begyndelsespunkt, dels ved translationer af rummet

(planen eller linien).

Lad (0;~1'~2'~3) og (0';~1'~2'~3) være to affine koordinat

systemer med de samme grundvektorer. Er X et vilkårligt punkt,

haves
-:-:7. ----7 ~ ~-~
O'X = 0'0 + OX = OX -00',

altså

x1 = x1 - 0 1 , x2 = x2 - O2 , x3 = x3 - 0 3 ,

hvor (01 ,0 2 ,03) og (x1 ,x2 ,x3) er koordinatsættene for O' og X

i det førstnævnte koordinatsystem og (x1,x2,x3) koordinatsæt~et

for X i det andet. På den anden side har en vektors koordinater

ifølge definition ikke noget med valget af et nulpunkt at gøre.

Dette bekræftes også, når vektoren tænkes repræsenteret ved et

punktpar. Lad nemlig v være en vektor med koordinatsættet
~

(v1,v2 ,v3 ) i koordinatsystemet (e1'~2'~3)' og antag, at PQ = y.

Da fås
-4 ~ -'7 -.J;. ~

V = PQ = PO + OQ = OQ - OP,
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altså i koordinater

i = 1,2,3,

AG III, 5, 4

hvor Pi og qi betegner koordinaterne for henholdsvis P og Q i

koordinatsystemet (0;~1'~2'~3)' For disse punkters koordinater

pi og qi i systemet (0;e1,e2'~3) haves ifølge ovenstående

q'.- p! = q.~ p., i overensstemmelse med at vektorens koordina-
J. J. J. J.

ter ikke kan afhænge af valget af nulpunktet. Er altså et affint

koordinatsystem (0;~1'~2'~3) valgt, kan en vektors koordinater

i koordinatsystemet (~1'~2'~3) fås som differenserne mellem ko

ordinaterne for endepunktet og begyndelsespunktet af et vilkår-

ligt punktpar, der repræsenterer vektoren.

Lad der være valgt et affint koordinatsystem (O;~1'~2'~3)'

i rummet E
3

• Lad t være en translation og ~ den til denne sva-·

rende vektor. For det til et vilkårligt punkt X svarende punkt

2 = t(X) haves da
~ ..-..., ---:t ~
02 = ox + xx = ox + ~,

altså i koordinater (med nærliggende betegnelser»

i = 1,2,3.
~

Er v en vektor og PQ et punktpar, der repræsenterer den, vil
~

punktparret PQ, hvor P = t(p) og Q = t(Q), repræsentere den sam-

me vektor. Dette kan sluttes let af translationernes egenskaber.
--;f

Men det følger også umiddelbart af, at den ved PQ repræsentere-

de vektor har koordinaterne

gi - Pi = qi + ai - (Pi+ai) = qi - Pi' i = 1,2,3.

En vektors koordinater ændres altså ikke ved en translation af

runnnet.

Lad l være en linie i rummet, A et fast valgt punkt på l

og y ~ O en med l parallel vektor. Er da X et vilkårligt punkt
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t €. R,

-4
på l, findes der et reelt tal t, således at AX = ty. Omvendt

vil vektoren tv for et vilkårligt reelt tal t afsat fra A ende

i et punkt X på l. For stedvektoren til X ud fra et fast valgt

nulpunkt ° haves
--t ~
OX =OA + tv-,

og når t gennemløber alle reelle tal, vil X gennemløbe l på en

sådan måde, at hvert punkt på l kommer med en og kun een gang.

Man siger, at der foreligger en lineær parameterfremstilling

af l. Betegnes koordinatsættene for punkterne X og A i et affint

koordinatsystem (0;~1,e2'~3) og for vektoren y i koordinatsyste

met (~1'~2'~3) med henholdsvis (x1:x2,x3 ), (a1,a2,a3 ) og

(v1 ' v2' v 3), fås

X. = a. + tv.,
l l l

t~R, i = 1,2,3.

Man kan opfatte (A;~) som et affint koordinatsystem på linien

l, hvor altså A er nulpunktet, y grundvektoren og t koordinaten

til punktet X.

Omvend~ er der valgt et affint koordinatsystem i rummet

E3~ og er der givet to talsæt (a1,a2,a
3

) og (v1,v2,v3 ) +(0,0,0),

vil mængden af de punkter, hvis koordinater er Xi = ai + tVi'

hvor t €. R, være en ret linie, nemlig den, der er parallel med

vektoren med koordinaterne v. og går gennem punktet med koordi
l

naterne a .•
l

Med parameteren t fortolket som tiden angiver parameter--

fremstillingen en jævn bevægelse af punktet X på linien, idet
-4
OX for hvert tidspunkt t er stedvektoren til det sted, hvor

punktet befinder sig til dette tidspunkt. Bevægelsens hastig-

hedsvektor er y.

Er en linie l bestemt ved to forskellige punkter A og B
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4
på den, vil AB repræsentere en fra nulvektoren forskellig vektor

parallel med l, og man har derfor parameterfremstillingen
-~ ~ -7
OX == OA + tAB,

-~ --? -.....,.
som med betegnelserne ~ == OX, a == OA og Q == OB

kan skrives

~ == (l-t).§: + tQ,

eller i koordinater

t ~ R,

t ER, i == 1,2,3.

Indskrænkes t til intervallet O < t <l, fremkommer mængden af

punkter mellem A og B, altså det "åbne liniestykke" JA,B[. For

O ~ t ~ l fås det "afsluttede liniestykke" [A, B) • For t> O fås

den "åbne halvlinie" ud fra A

af punkter X på l, for hvilke

rettede halvlinie, ,som består

i retningen mod B, d.v.s. mængden
""""? -7 o

AX ~ AB. For t < O fas den modsat
-* ..-4

af de punkter X, for hvilke AX ~ AB.

Tages værdien t == O og dermed punktet A med, fås de tilsvarende

"afsluttede halvlinier". Mere alment gælder det, at når t gennem

løber et interval, vil punktet X gennemløbe et liniestykke på l

eller en halvlinie, efter som intervallet er begrænset eller en-

sidigt ubegrænset.
~

Er A og B forskellige punkter, siges et punkt P at dele AB

i forholdet f, hvor f €:o R, hvis
-')- -?
AP == fBP.

(Dermed er tillige bragt til udtryk, at P er et punkt på li(A,B).)

Er P det ved
-.::;.. ~.--7

OP == (l-t)OA + tOB,

bestemte punkt på li(A,B), haves

t E:R,

~ -~ ~
AP == OP - OA ==
~ -) ~
BP == OP - OB ==

For t ~ l fås heraf, at

~ -.;;> .......;J>

t(OB - OA) ==tAB,
-7 ~

(t-l) (OB - OA) ==
~

(t-l)AB.
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~ t-:'
AP == t-l BP.

-?
Hvert fra B forskelligt punkt P på li(A,B) deler altså AB i et

i == 1,2,3,p. ==
l

bestemt forhold, og er t den til P svarende parameterværdi ved

den valgte parameterfremstilling, er delingsforholdet f T t/(t-l)

Punkterne mellem A og B, som jo fås for O<t <ljdeler i et nega

tivt forhold, punktet A deler i forholdet O, og punkterne uden

for liniestykket [A, B] , som fås for t <O og for t> l) deler i et

positivt forhold. Der findes et og kun eet punkt P på linien,
--7>-

der deler AB i et givet forhold f ~ l, nemlig det til parameter-

værdien t == f/(f-l) svarende. For dette punkts stedvektor fås
~ -l.......:.:t f ~
OP == f_lOA + f_lOB

og for dets koordinater

fbi - a i
f - l

hvor a i og bi betegner koordinaterne til A og B. For f == -l fås

midtpunktet af liniestykket [A,BJ.

Lad ]f :::: § + s~, s IS R, og Y:. == Q + ty, t iS R, være parameter

fremstillinger for to linier l og m i rummmet. Her er ~ og y fra

Q forskellige vektorer, §,1f og 12.,y:. er stedvektorer til punkter

på henholdsvis l og m, § og Q til givne og ~ og Y:. til variable.

Liniernes indbyrdes beliggenhed kan bestemmes på følgende måde:

l) Linierne l og m er parallelle, hvis og kun hvis ~ og Y

er lineært afhængige.

2) Linierne l og m skærer hinanden, hvis og kun hvis vekto-

rerne Q - ~~ ~ og y er lineært afhængige, men ~ og y lineært u-

afhængige.

3) Linierne l og ID er vindskæve, hvis og kun hvis vektorer-

ne b - ~, ~ og y er lineært uafhængige.

I tilfældene l) og 2) ligger linierne i samme plan. Nødven-

dig og tilstrækkelig herfor er, at vektorerne Q - ~, ~ og y er
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lineært afhængige. At finde skæringspunktet i tilfældet 2) går

ud på at bestemme tallene s og t således, at § + su

altså

b + ty,

b - § - sg + ty = Q.

Da b - §, g og v er lineært afhængige, findes der tal Æ'f'V' som

ikke alle er O, for hvilke

}..(Q-§) + f4g + vy = Q,

og her er ~ t O, da g og y er lineært uafhængige. Multipliceres

med 1/;L, ses, at s :::: -JAIA. og t = VIII tilfredsstiller kravet. At

s og t er entydig bestemte (i overensstemmelse med, at linierne

kun har eet punkt fælles) følger af, at g og y er lineært uafhæn

gige (jfr. side III, 4, 13-14). Opskrives ovenstående vektorlig

ning i koordinater, ses at opgaven går ud på at løse et system

af tre (almindeligvis) inhomogene lineære ligninger med de to u-

bekendte s og t.
("-... f::":'"

Lad II være en plan i rummet, A et fast valgt punkt i /I og

v' og Vil to lineært uafhængige vektorer, der er parallelle med

11. Er da X et vilkårligt punkt i 7.1, findes der reelle tal t'
-4

og t", således at AX :::: t'y' + t"y". Omvendt vil vektoren t'y'+t"y"

afsat fra A ende i et punkt X på l. For stedvektoren til X ud fra

et fast valgt nulpunkt O haves
-)o- ->;. 2
OX = OA + t'y' + t"y", (tI ,til) ER ,

og når (t', t") gennemløber hele talrummet R2 , vil X gennemløbe 7T
på en sådan måde, at hvert punkt i 71 kommer med en og kun een

gang. Man siger, at der foreligger en lineær parameterfremstilling
~

af II. Betegnes koordinatsættene for punkterne X og A i et affint

koordinatsystem (0;'§'1'~2'~3) og for vektorerne y' og v" i koor

dinatsystemet (~1'~2'~3) med henholdsvis (xl ,x2,x3 ), (al ,a2,a3 ),

(vl',v2',v3') og (v" v" v'') fåsl' 2' 3 /
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x. == a. + t'v! + triVI.',
l l l l

AG III, 5, 9

Man kan opfatte (A;Y~y"lI) som et affint koordinatsystem i planen

7J~

Omvendt, er der valgt et affint koordinatsysten i rummet,

og er der givet et talsæt (a1,a2 ,a
3

) samt to lineært uafhængige

ttalsæt (v1,v2,v3) og (V;I,V21 v3), vil mængden af de punkter, hvis

koodinater er x. = a. + tlv! + t"VI.', hvor (tl,t")e R2
, være en

l l l l

plan, nemlig den, der går gennem punktet med koordinaterne a i

og er parallel med vektorerne med koordinaterne v~ og v~.
l l

c-
Er en plan fi bestemt ved tre punkter A,B og 0, som ikke

4 4
ligger på samme linie, vil AB og AO repræsentere to lineært u-

.,,-
afhængige vektorer parallelle med II, og man har derfor paræne-

terfremstillingen
-!;. -4 -?'
OX == OA + tlAB +

-4<
som med betegnelserne ~ == OX, a

1 - tf - t" kan skrives

~
t"AO,
~

= OA, b ==
~

OB,
-4-

S1. == 00 og t :=

x := ta + tlb + tilo=,
eller i koordinater

t + t' + til := 1,

x. == tao + tlb. + tilO., t + ti + til := 1.
l l l l

Her gennemløber (t, t' , tf' ) alle de talsæt . k3 for hvilkel ,

it+ t I + til := 1 .. Den overskydende parameter t, ved hvis indfø-

relse der opnås større symmetri, kan naturligvis elimineres igen

ved hjælp af den sidstnævnte ligning.

Lad x := a + s~, SER, være en parameter~remstillingfor en

linie l og Y.. = b + it'v' + t liy" , (t', til) E: R?, en parameterfrem-
.-

stilling for en plan fi • Linien l er parallel med planen, hvis

og kun hvis u er en linearkombination af Vi og y". Idet disse

to vektorer er lineært uafhængige, er dette ensbetydende med,
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at l!"y I ,y" er lineært afhængige. Når og kun når desuden §;, - b

er en linearkombination af :L' og y" , altså §;, - b ,y;',y" lineært

a~hængige, ligger l i ~. Er dette tilfældet, og er l!, =

u 'y I + u"y", §;,-b = a 'v I + a"y", vil l i koordinatsystemet

-+hvor OB = b, have parameterfremstillingen

t I = a I + su I, t " = a II + su", s ~ R.

Linien l og planen IT skærer hinanden. hvis og kun hvis u v' v", -'- ,-
er lineært uafhængige • .At finde skæringspunktet går ud på at

hestemme tallene s,t',t" således, at

Der findes netop et talsæt (-s,t',t ll ), som opfylder denne lig

ning, idet ~,Y'y''' danner en: basis for ihrektorrummet (V3'+'~)'

Opskrives vektorligningen i koordinater, fås et system, af tre

(almindeligvis) inhomogene lineære ligninger med de ubekendte

s,t',t ll • Dette system vides at have en og kun een løsning~ Det

er klart, at det er tilstrækkeligt at beregne s.

En punktmængde K S E
3

siges a~være konveks, hvis det for

hvilkesomhelst to punkter tilhørende K gælder, at også hele det

liniestykke, som forbinder dem, tilhører K. Er der valgt et be-

gyndelsespunkt 0, og fastlægges punkterne ved deres stedvekto-

rer, kan denne definition også fonlluleres således~ Er ~ og ~

stedvektorer til punkter i K, skal også punkterne med stedvek

torerne (1-9)~ + e~ for O < e < 1 tilhøre K. Idet vi tillade~

os skrivemåden x ~ K :for at ud trykke, at det punkt, hvis stedvek-

tor er ~, tilhører K, kan definitionen kort skrives

YK!.,~(0;;e;;1 -:;;:. (1-8)2S.+ 8Y..EK).

(Bemærk, at den indførte skrivemåde kun har en mæning nor sted-o
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I

vektorer ud fra et fast valgt nulpunkto)

En mængde, der kun bestån af eet punkt, regnes også til de

konvekse. Det ses let, at hvert liniestykke (åbent, "halvåbent H

eller afsluttet), hver (åben eller afsluttet) halv.linie og hver

linie er en konveks mængde. Andre konvekse delmængder af en li-o

nie findes ikke. Endvidere er plarrerne og naturligwls hele r~

met konvekse mængder. Flere eksempler vil blive omtalt nedenfor.

Det følger umiddelbart af definitionen, at fællesmængden

for on vilkårlig mængde af konvekse mængder er en kon~kse mæng

de, såfremt den ikke er tom~ Dette muliggør følgende definitiong

Ved en ikke tom punktmængdes konvekse hylster forstås ~æl

lesmængden for alle konvekse mængder, som indeholder den. Er M

den givne punktmængde, betegnes dens konvekse hylster med konv M,

Dette kan siges at være den flmindste fl konvekse mængde, som in

deholder M, idet det er indeholdt i enhver anden konveks mæng-

de, som indeholder M. Det er klart, at MI S M med~ører, at

konv MI c konv M.

I fysikken har man ofte anledning til at betragte punkter

til hvilke der er ID1yttet tal ø Således er en partikel, altså

et legeme, der (i den pågældende undersøgelse) kan betragtes

som meget lille, karakteriseret ved angivelsen a~ dens sted,

idealiseret til et punkt, og dens masse, altså et positivt tal.

En "punktformet" elektrisk ladning er karakteriseret ved dens

sted, idealiseret til eu punkt, og ladningens størrelse, altså

et reelt tal. Det til et punkt X knyttede tal e kaldes i reg

len en skalar og siges at være bundet til X. Ved et skalarsystem.

forstås en endelig mængde (X1'~1), ••• ,(Xr'~~) af punkter
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"\'l

X1 $" to .. ,Xr med til disse budne skalarer t/"'1'''''' tl)]- Det forudsæt~

tes i det følgende, at

tI.- = tL1+" .+rr t O.

Er der ~~agt et begyndelsespunk~O, bestemmes ved

et punkt X, som er

1 --:l> :-2
- (1#1 OX1+••• +~ O.x. )
~ l er r

uafhængigt af dette valg. Dette sidste beror

på, at stedvektoren til X er en linearkombination med koe:ff'fici-

emtsummen 1 aft stedvektorerne til de givne punkter. Man har nem-

lig for et aIDrlet begyndelsespunkt O'
1 -..........:;.
=v (t{1 O'X1+... •+~O' Xr )
t 1 ~-'i>" ~-= ~·(r1(010 + OX1)+"'+fr(O'O + OXr ))

--4 ......;r --+= 0'0 + OX = O'X.

Det således bestemte punkt X kaldes skalarsysitem..ets md.dtpunkt

eller, når det drejer sig om~ et system af partikler med masser-

ne M1'."'~" partikelsystemets massemidtpunkt eller tyngdepunkt
i vr .

Den sidstnævnte benævnelse vil blive brugt i det følgende, når

skalarerne er større end eller lig med O (og følgelig kan for-

tolkes som masser).

Et skalarsystems midtpunkt. ændres øjensynligt ikke, når al-

le skalarer multipliceres med et og samme fra O forskellige tal.

Specielt kan man multiplicere dem med 11~' Derefter bliver deres

sum lig Ined 1. Man kan altså ved bestemmelse af midtpunkter i

~Drvejen antage at skalarsummen er l~g med 1, hvilket ofte med-

fører forenklinger.

er midtpunktet X, bestemt ved

........ fX fL2 -'>1 --.OX =
~i1 +~2

OX1 +
tÆ1+tt2

OX2 ,
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----+
et punkt på li(X1 ,X2 ) og deler X1X2 i forholdet -t~/~1' For

tt.1 := ° haves X := Xi. Er tt1 ;; 0, tt<2 ~ 0, f 1 + tL'2 > 0, vil X lig

ge på liniestykket [X1 ,X2]. Tyngdepunktet for to partikler lig

ger altså på liniestYIDcet, der forbinder dem~

Er t(X1 ' t~ ), · ae , (Xr ' t'r )}, tL~ + • • •+t~ := tL =t= 0, og

{(Y1,V1)"'.'(Ys'vs)~' V1+o,.+~s:= V =t= 0, to skalarsystemer med

midtpunkterne X og Y, og er t~ + v =t= 0, vil skalarsystemet

1(xi' e(1 ) , Il • • , (Xr , t'r) , ( Y1 ' vi ) , • • ., (Ys ' Vs ) }

have midtpunktet Z bestemt ved
-!If 1 -+ -~

OZ := tt+ 11 (~,OX + y OY) •

Dette sluttes let af midtpuructets definition.

Ty~depunktet X for et skalarsystem med positive skalarer

~lhører det konvekse hylster af mængden aft systemets punkter.

(Dette gælder også, når skalarerne blot vides at være ikke-nega-

tive, idet punkter, hvis tilhørerrde skalarer er 0, kan udelades

uden at tyngdepunktet ændres.)

Bevis (ved induktion efter antal af punkter i systemet)g

Består systemet kun af eet punkt Xi' er tyngdepunktet identisk

med Xi' og det S~le gælder for det konvekse hylster. Antag, at

sætningen gælder for alle skalarsystemer mBd r-i p~.nkter, hvor

r > 1, og lad der være givet et skalarsystem {(X1 'f1)"",(Xr 'fr

hvor ri > 0, i := 1, ••• ,r. Er X systemets tyngdepunkt og XI tyng

depunktet af det delsystem, som fås ved at udelade (Xi' ~1 ), vil

X ifølge ovenstående være tyngdepunktet af systemet

t(X1 't<1),(X"t"') , hvor {ie l
:= (L2+08 .+tr' Af antagelsen følger,

XI ti; kOl1v \ X2 ' •• • ,Xr ~ ~ konv jXi ' • • • , Xr J•
Da også Xi il!: konv ix1, ••• ,Xr \' og X ligger på liniestykket

(XiXI] , følger påstanden for det betragtede system med r punkter.
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Der gælder omvendt, at hvert punkt X i det konvekse hylster

af en endelig punktmængde {X1' ••• 'Xr~ er tyngdepunkt for et ska

larsystem f(X1 ' ri ),···,(Xr ' rI' )\, hvor (lii ~ O, i = 1, ••• , r, og

f1+ ••• +t~ = 1. Sammen med den foregående sætning udsiger dette,

at mængden af tyngdepunkter for de skalars~temer9 der fås ved

iiI punkterne X1 , •••Xr at knytte alle mulige ikke-negative ska-,

larer med summen 1, er identisk med konv iX1, •••XrJ-

Bevis~ Mængden T af disse tyngdepunkter indeholder punkter-

ne X1 ' ••• ,Xr ? thi hvert af dom fås ved at knytte 1 til det og

O til de øvrige. Endvidere er T konveks. Er nemlig X og Y to

tyngdepunkter bestemt ved
-." -- ~'>
OX = tL1' OX1+•••+ p_.. OX ,. .r r
--;>o' ->.. _".

Oy = 'Y 10X1+ • •• + vrOXr "

og er O ~ e ? 1, fås ~ed multiplikation af den ~ørste vektorlig

ning med 1-8, af den anden med 6 og påfølgende addition
-~ -">

( 1-6 ) OX + 60Y
~ -.;..

= (( 1-6 )H1 +8 v 1 )OX1+• • •+ ( ( 1-6 )fr-+8 Vr )OXr •

Idet koefficienterne (1-8) tli + 8 Yi er større end eller lig med

O (da ~i ~ O og Vi ~ O) og har summen 1, viser denne ligning,

at det vilkårlige punkt på liniestykket [X,y] med stedvektoren

(1-8)OX + 80Yer et tyngdepunkt af den betragtede art. Idet T

altså en konveks og

konv

konv

lX1' ... 'XrJ
1X1 ' .. • 'Xr~

.' 'lindeholder tX1' •• "XrJ, gælder

( T. På den anden side følger T ~

af den foregående sætning. Dermed er påstanden

bevist.
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Den omtalte parameterfremstilling for en linie bestemt ved

to forskellige punkter A og B kan fortolkes således: Mængden af

midtpunkter af skalarsystemer {(A,).), (B, lt)} , hvor ()"f<\) E. R2 og

)+ tL-;i O, er li(A,B). Underkastes skalarerne betingelsen A +(J-'o::::;

l, vil hvert punkt på linien være midtpunkt af netop eet sådant

skalarsystem (idet der da findes et og kun eet tal t, for hvil

ket A= l-t og f = t). For A ~ O, ~.~ O fås liniestykket (A,BJ

i overensstemmelse med, at dette er konv[A,B}.

Parameterfremstillingen for en plan bestemt ved tre punkter

A,B,C, som ikke ligger på samme linie, kan fortolkes tilsvaren

de: Mængden af midtpunkter af skalarsystemer {( A,A) , (B, tt) , (C, y)} ,

hvor (A'l"i,\I)E k 3 og A+f' +v ;i O, er pl(A,B,C). Underkastes

skalarerne betingelsen A+ e + y = l, vil hvert punkt i planen

være midtpunkt af netop eet sådant skalarsystem. For A~ O, tt~g

V ~ O fås konv1A,B,O}, trekanten ABC. Betegnes stedvektorerne

for A,B,C og X ud fra et nulpunkt O med ~,Q,Q og ~, har man føl

gelig parameterfremstillingen

-\ 2; O, fol;; O, )I:? O, ;\ + tI. + V=1 ,

for trekantskiven. Ligger punkterne A,B,C på samme linie, frem-

stilles herved det mindste liniestykke, som indeholder dem.

Lad der være givet fire punkter A,B,O,D, som ikke ligger i

samme plan, og lad ~,Q,Q,~ betegne deres stedvektorer ud fra et

nulpunkt O. Vektorerne Q - ~,Q - ~ og ~ - ~ er da lineært uafhæn

gige. Betegner ~ stedvektoren til et vilkårligt punkt X, vil føl-

gelig x - a være en linearkombination af disse tre vektorer:

~ - a = f~(Q-~) + )J(Q-~) + f(~-~)'

hvor koefficienterne er entydig bestemte. Heraf fås

x = A ~ + ttQ + y Q + C; ~,

hvor A= l - r - v -) , altså

A + {t + Y +) :::: l.



Mat.l, 1960-61 AG III, 5, 16

Dette viser, at hvert punkt i rummet er midtpunkt af et skalar

system {(A,..l.), (B, t~) , (O,)J) , (D,r)}, og kun af eet med skalarsummen

l. Underkastes skalarene betingelserne A ~ 0, tl.. :?; O, V ~ 0, f ~ 0,

fås konv{A,B,O,D}, tetraedret ABOD. Ligger punkterne A,B,O,D i

samme plan, men ikke på samme linie, fås en firkants- eller tre-

kantsskive.

Lad der være givet et punkt A med stedvektoren ~ samt to

(tre) lineært uafhængige vektorer y og y' (y,y' og y"). Mængden

af punkter X, hvis stedvektorer ~ er givet ved

x = a + ty + t'y,(+t"y"), ° ~ t ~ 1,0 ~ t' ~ 1,(0 ~ til ~ l),

er parallelogrammet (parallelepipedet), som udspændes af de fra

A afsatte vektorer y og y' (y,y' og y"). paralllelogrammets vin

kelspidser (parallelepipedets hjørnespidser) er punkterne med

stedvektorerne ~, .§: + y, .§: + y' og .§: + y + y' (desuden.§: + y",

.§: + y + y",.§: + v' + v" og .§: + v + y' + y"). Parallelogrammets

sider fås ved at sætte en af parametrene t,t' konstant lig med

° eller l (parallelepipedets sideflader og kanter fås ved at sæt

te henholdsvis en eller to af parametrene lig med ° eller l).

Parallelogrammet (parallelepipedet) er det konvekse hylster af

mængden bestående af vinkelspidserne (hjørnespidserne). Parallelo

grammet (parallelepipedet) er nemlig indeholdt i dette konvekse

hylster, idet dette gælder for siderne (sidefladerne)jog hvert

af parallelogra~nets (parallelepipedets) punkter ses at ligge på

et liniestykke, hvis endepunkter tilhører sider (sideflader).

Endvidere er parallGlogrammet (parallelepipedet) en konveks punkt

mængde (øv. 13) og følgelig identisk med det konvekse hylster.

Er der valgt et affint koordinatsystem (O;~1'~2) i planen,

og er et parallelograms sider, altså vektorerne y og y', paral

lelle med henholdsvis ~l og ~2' vil koordinatsættene (xl ,x2 ) for
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parallelogrammets punkter udgøre det ved ulighederne

al ~ xl ~ al + vI' a2 ~ x2 ~ a + v2
bestemte interval i talrummet R2 , idet koordinatsættene for vek-

torerne ~,y,y' er betegnet med henholdsvis (al ,a2 ),(vl ,0),(0,v2)
og det er antaget, at vI og v2 er positive (ellers skal visse

eller alle ulighedstegn vendes). Tilsvarende gælder det, at hvis

e~parallelepipeds kanter er parallelle med grundvektorerne i et

affint koordinatsystem i rummet, vil koordinatsættene for paral

lelepipedets punkter udgøre et interval i talrummet R3•

Rettelser:

Side III, 4, 12 nederst. Iligningssystemet (ih) læs Yl'Y2"'.'Yn

i stedet for xl ,x2 ' ••• ,xn •

Side III, 4, øv. 5-8, linie 2, læs ~ + y i stedet for ~ + N.

Side 111,4, øv. 9-15, linie 2, læs (0,1,0,0, •.• ) i stedet for

( ,1,0,0, ••• ).

Side III, 4, øv. 15-17, linie 7 f.n. I brøkens nævner læs

f. (t. ) i stedet for f(t.).
l l l

Side III, 4, øv. 18. I sidste linie kan "og omvendt" stryges.

Side III, 5, øv. 19-20. Efter linie 4 tilføj "eller er indbyrdes

parallelle".
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Øvelser til kap. III, 5~

AG III, 5, øv. 1- 5

1) I planen E2 tænkes valgt et affint koordinatsystem (0;el'~2)0

Angiven parameterfremstilling for linien 11 gennem punktet

med koordinatsættet (3,2) og parallel med vektoren med ko

ordinatsættet (-1,-2), for linien 1 2 gennem punkterne med

koordinatsættene (0,-1) og (-2,1) og for linien 13 gennem

punkterne med koordinatsættene (2,4) og (0,0). Bestem lini-

ernes indbyrdes beliggenhed, og find eventuelle skærings

punkters koordinatsæt o (Tegn en figur -,med et koordinatsy

stem, som ikke netop er et sædvanligt retvinklet.)

2) I rummet E
3

tænkes valgt et affint koordinatsystem

(0;~1'~2'~3). Undersøg, om linierne givet ved parameterfrem-

stillingerne

x1 = 5 + s Y1 = 3

x 2 = -2 - s og Y2 = 2 + 2t

x
3 = -1 + s Y3 = -1 + 2t

skærer hinanden, og bestem i bekræftende fald koordinatsæt~

tet for skæringspunktet o

3) Med P,Q,R betegnes midtpunkterne af siderne BC,CA,AB i en.
~ ~ -)

trekant ABC. Vis, at AP + BQ + CR = O.

4) Lad A,B,C,D være fire indbyrdes forskellige purutter i rum-

met, og lad P,Q,R,S betegne midtpunkterne af henholdsvis
----7 --') 4 ~ ......:;,. -.-..:;.
AB,BC,CD,DA&o Vis ved regning med vektorer, at PQ = SR og
~ ---?
QR = PS.

5) To punkter A og B i planen E2 har i et affint koordinatsy.a.
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stem koordinatsættene (5,2) og (-1,-1). Find koordinatsæ1
~

tene for de punkter P og Q, som deler AB i forholdene -3
~

og 3. Bestem dernæst de forhold, hvori A og B deler PQ.

6) Lad A,B,P,Q være indbyrdes forskellige punkter på en linie
-4 -40

E
1

• Punktparret PQ siges at dele punktparret AB harmonisk,
-7

hvis P og Q deler AB i numerisk lige store, men modsatte
-4

forhold, altså hvis der findes et tal f, således at AP =
--) ~ -+ '.

f BP og AQ = - f BQ8 Bemærk, at hvis dette er tilfældet,

vil også QP dele AB harmonisk, og vis, at ~ deler pQ har

monisk og angiv de tilhørende delingsfQroo.ld., Idet de to

1 nktpar følgelig kan bytte rolle og det ikke kommer an på

punkternes rækkefølge i de enkelte par, siges punktparrene

~2B qg ?,Q at værJ harmonisk forbundne.

Vis, at der til indbyrdes forskellige punkter A,B,P, hvor
-).

P ikke er midtpunktet af AB, findes et og kun eet punkt Q,

således at A,B og P,Q er harmonisk forbundne b

Lad punkterne A,B,P,Q have koordinaterne a,b,p,q i et affint

koordinatsystem (O;e) på linien. Vis, at punktparrene A,B

og P,Q er harmoniske forbundne, hvis og kun hvis tallene

a,'b,p,q er indbyrdes forskellige og

2(ab+pq) - (a+b)(p+q) = O.

7) Lad O,A,B være punkter, som ikke ligger på samme linie, og
-? ~

lad punktet C være bestemt ved AC = OB. Punktet D antages
"""'7

at dele AC i forholdet i. Angiv de værdier af f, for hvilke

li(O,D) og li(A,B) skærer hinanden. For en sådan værdi af
-+

f betegnes disse liniers skæringspunkt med E. Find OD og
~ ~--il"
OE, udtrykt ved ~ = OA, b = OB og f, samt det forhold, hvori
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-4
E deler AB.

AG III, 5, øv Il 7-1C

Y1 == 2 -2t

og Y2 = O

Y3 == t.

8) Med ~,b,~ betegnes stedvektorerne til en trekants v~el-

spidser. Angiv parameterfremstillinger for trekantens medi-

aner, og vis, at disses skæringspunkt er punktet med sted

vektoren ~(a+b+.sJ.

Med ~,b,~,~ hetegnes stedvektorerne til et tetraeders hjør

nespidser. Angiv parameterfremstillinger for de liniestyk-

ker, som hvert forbinder to modstående kanters midtpunkter,

og for de liniestykker, som hvert forbinder en hjørnespids

med medianernes skæringspunkt i den modstående sideflade.

Angiv stedvektoren til et punkt, som ligger på alle disse

liniestykker og bestem de forhold, hvori det deler dem~
I

9) I rummet tænkes valgt et affint koordinatsystem. Der er gi

vet et punkt (2,-1,3) samt to linier med parameterfremstil-

lingerne

X 1 == 1 + s

x2 == s

x
3

== -1 + s

Ang~v en parameterfremstilling for planen, der går genn~

det givne punkt og den førstnævrute linie.

Angiven parameterfremstilling for linien, der går gennem

det givne PUW{t og skærer begge de givne linier.

10) Lad der være givet to ~ndskæve linier l og m samt et tal
~

f ~ 0,1. Man betragter alle liniestykker PQ? som forbinder

et punkt P på l med et punkt Q på m. Bestem mængden af (det

geometriske sted for) de punkter, der deler disse liniestyk-



Mat.1, 1960-61 AG III, 5, øv. 10-15

ker i ftbrholdot f. (Benyt vektorielle param:eterfremstillin-

ger for linierne.)

11) Vis, at en nødvendig og tilstrækkelig betingelse for, a~ tre

punkter ligger på ret linie, er, at der består en egentlig

lineær relation med koefficientsummen O mellem deres sted-

vektorer ud fra et vilkårligt valgt nulpunkt.

Formuler og bevis en analog betingelse for, at 1ire p~er

ligger i en plaA.

12) Lad to planer være givet ved parameterfremstillingerne x =
a + s 'g + S"1!," og Y:. = b + t':::' + tHy" .. Angiw i form af ud-

sagn om lineære afhængigheder eller uafhængigheder mellem

de givne vektorer a b u' u" v' v" en nødvendig og tilstræk--'-'- ,- '- ,-
kelig betingelse for, at 1) planerne skærer hinanden, 2) ~al-

der sammen.

13) Bevis den L_,teksten fremsatte påstand, at parallelogrammer

og parallelepipeder er konvekse punktmængder.

14) Overfør definitionen på konveks punktmængde til det n-dimen

sionale talrum Rn •

Vis for hver af de følgende uligheder, at mængden af de tal

sæt (x1 , ••• , xn ) E; Rll', som tilfredsstiller den, er konveks:

Ix 1 I+ • • •+ Ixn I :::: r,

max{x1 ' ... & ,xn } < r,
=

2 2 2
x1 + 4 • .+xn < r .

=

Her betegner r et givet positivt tal.

15) En punktmængde S ~ E
3

siges at være stjerneformet med hensyn
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til et punkt A, hvis det, for hvert punkt X e.- S gælder, at

hele liniestykket ~,XJ tilhører Se Vis, at mængden af de

punkter, med hensyn til hvilke en mængde S er stjerneformet,

er konveks, hVtis den ikke er tom.

16) Afsæt fire (feml) punkter. i planen og konstruer tyngdepunktet

for skalarsystemæt bestående a~ disse punkter med skalaren

1 lblyttet til hvert af dems

17) Til en trekants vinkelspidser knyttes som skalarer de mod
si~

ståend~længder. Angiv skalarsystemets tyngdepunkt.

Søg et analogt resulta~ ~or et tetraeder.

(Benyt fra gymnasiet kendtie elementargeol1Letriske sætninger.)

18) Angiv skalaren, som knyttet til en trekants vinkelsp~dser

udgør et skalarsystem, hvis midtpunkt er 1) højdernes skæ

ringspunkt, 2) den omskrevna cirkels centrum. (Benyt trigo~

nometri.)

19) Lad ABC være en trekant og P et punkt i dennes plan, som ik

ke ligger på nogen af linierne li(B,C), li(C,A), li(A,B).

Skæringspunktet melle~ li(A,P) og li(B,C), mellem li(B,P)

og li(C,A) og mellem li(C,P) og li(A,B) betegnes med hen-

holdsvis A',B' og C'. Er da f,g og h de forhold, hvori Af
~ --+ --;.

deler BC, B' deler CA og Cf deler AB, gælder fgh = -1.

(Ceva fs' sætning.) (Benyt, at P er midtpunktet af et skalar-

system, som fås ved at knytte passende skalarer til A,B og

C. )

Bevis også den omvendte sætning: Er ABC en trekant, og lig-
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ger punkterne A',B' og C' på henholdsvis li(B,C), li(C,A)

og li(A,B) således, at produktet af de tre forhold, hvori
-? -4- --+

A', B' og C' deler henholdsvis BC,CA og AB, er lig med -1,

så vil li(A,A'), li(B,B') og li(C,C') gå gennem samme punkt~

20) Lad { (X1 'f<1 ), ••• , (Xr'f"r)] være et skalarsystem med et midt-
.......

punkt X. Lad der endvidere være givet en plan "Vag en linie
r--'

p, som skærer li. Idet X1,••. ,X; betegner projektionerne af
<":"-'

X1 ' ••• ,Xr på II i retningen p, skal det vises, at midt punk-

tet X' af skala~.ystemet ((X1~f1 ), ••• , (X; 'h )] fås ved at

pro jicere X på II i retningen p. (Benyt f. eks. et passende

affint koordinatsystem.)
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§ 6. Koordinattransformationer. Matricer.

Lad (V,+,L) være et vektorrum af den endelige dimension n.

Er (~1""'~n) en basis for rummet, svarer der til hver vektor

y€V et talsæt (v1 ' ••• ,vn ) og omvendt til hvert sådant talsæt en

vektor y, således at

v=v1 e1+···+ve •- - n-n
Tallene v1 , ••• ,vn kaldes vektorens koordinater i koordinatsyste-

~ eller med hensyn til basen (~1""'~n)' For denne enentydige

korrespondance mellem (V,+,L) og talrummet (Ln,+,L) gælder øjen

synlig, at hvis

11:~ (u1 '··· ,un ), :Y:~ (v1 , ••• ,vn )

og a <;';L, så vil

11: + Y +--7 (u1+v1 ' • • • ,un+vn ), . ay. ~ (av1 ' • • • , avn) •

Dette indebærer specielt, at afbildningen er en isomorfi mellem

grupperne (V,+) og (Ln ,+). Desuden svarer multiplikation med

en skalar til multiplikation med samme skalar. En sådan enenty

dig korrespondance mellem to vektorrum over samme tallegeme kal

des ligeledes en isomorfi.

Det følger af egenskaberne ved en isomorfi mellem grupper,

og det bekræftes også let direkte, at nulvektorerne i de to vek

torrum svarer til hinanden. Endvidere er det klart, at der til

en linearkombination af vektorer i det ene vektorrum svarer line-

arkombinationen med de samme koefficienter af de tilsvarende vek-

torer i det andet vektorrum. Heraf kan sluttes, at der til line

ært afhængige vektorer svarer lineært afhængige, og da dette gæl

der begge veje, at der til lineært uafhængige svarer lineært uaf

hængige. To vektorsæt bestående af til hinanden svarende vektorer

har altså samme rang. Endvidere svarer der til et underrum i det

ene vektorrum øjensynlig et underrum i det andet, og disse to
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underrum har altså samme dimension. Det ses heraf, at alle under-

søgeIser vedrørende det vilkårligt givne n-dimensionale vektor

rum (V,+,L) efter valg af en basis kan føres over i undersøgelser

af talrummet (Ln,+,L).

Man har imidlertid tit anledning til at skifte koordinatsy

stemet, d.v.s. ved siden af den oprindelig valgte basis (.§.1""'§.n

at betragte en anden (f1 , ••• ,fn)' En og samme vektor ~ ~ V vil da

have (almindeligvis) forskellige koordinatsæt (v1 (e), ••• ,vn(e»

og (v
1

(f), ••• ,vn(f» med hensyn til de to baser. Det drejer sig

om at finde relationen mellem disse koordinatsæt. Dette kan lade

sig gøre, hvis man kender fremstillingerne af vektorerne i den

ene basis som linearkombinationer af vektorerne i den anden, med

andre ord, hvis koordinatsættene for vektorerne i den ene basis

med hensyn til den anden er givet. Antag først, at

§.1 :::: t11f1 + t 21 !2 + ... + t 1fn -n

§.2 :::: t12f1 + t 22!2 + ••• + t 2fn -n

·•·
e :::: t 1 f 1 + t 2 f 2 + ••• + t f,-n n- n- nn-n

hvor talsættene (t11,t21, ••• ,tn1),(t12,t22, ••• ,tn2)"'"

(t1n,t2n, ••• ,tnn)' altså koordinatsættene for vektorerne

.§.1'.§.2""'§.n i koordinatsystemet (!1 ,f2 , ••• ,fn ) er givet.
(e) (e) (e)v = v1 e1 + v2 e2 +••• + v e- - - n-n

en vilkårlig vektor i V, fås ved indsættelse

( (e) (e)
~:::: t 11 v1 + t 12v2 + ...

( (e) (e)+ t 21 v1 + t 22v2 + •••

+ •.•

Er da

+ (t v (e) + t v (e)+ .•• + t v (e)~
n1 1 n2 2 nn n ~.

Heraf sluttes, at koordinatsættet for ~ i koordinatsystemet
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(f1 ,12 , • • • , In) er

v (f) (e) (e) + t v (e)= t 11 v1 + t 12v2 +1 1n n
v (f) (e) (e) + t v (e)= t 21 v1 + t 22v2 + ...

2 2n n

v (f)
n

= t v (e) + t v (e) + •.• + t v (e)
n1 1 n2 2 nn n •

Omregningen af en vilkårlig vektors koordinater til det nye koor
2dinatsystem sker altså ved hjælp af de n tal t ij -

Når der er valgt en bestemt nummering af vektorerne i de to

baser, fremtræder disse tal i ovenstående ligninger ordnet i et

kvadratisk skema

t t n2, n1

...

... t nn

med n "rækker" og n "søjler". Lignende gælder f,eks. for koeffi

cienterne i lineære ligningssystemer, når der er valgt en bestemt

orden såvel for de ubekendte som for ligningerne. Koefficienterne

i det homogene ligningssystem (h) (side 111,4,11) fremtræder i

det rektangulære skema

a11 a12 a1n

a 21 a22 a2n

med m rækker og n søjler_ Et sådant rektangulært, specielt kva

dratisk skema kaldes en matrix eller, når det er nødvendigt at

angive antallet m af rækker og antallet n af søjler, en
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(mxn)-matrix. Angående brugen af dobbeltmærker ved betegnelsen

af matricers elementer har man vedtaget, at første indeks an-

giver rækkenummer og anden søjlenummer. Elementerne i en matrix

kan være vilkårlige matematiske objekter. Men da andre elementer

end tal kun vil optræde undtagelsesvis, underforstås i det følgendl

når andet ikke udtrykkeligt fremhæves, at matricerne består af tal

fra det betragtede tallegeme L.

Det har vist sig at være hensigtsmæssigt at indføre korte be

tegnelser for matricer. Dette sker enten ved enkelte bogstaver,

som her for tydelighedens skyld vil blive dobbelt understreget,

eller ved at angive det ~almene" element samt de værdier, de to

mærker gennemløber. Ovenstående to matricer vil altså f. eks.

kunne betegnes således:

T = (t .. ) .. 1 A ( )= lJ l, J= , ••• n = a. 1 fl, 1= Oi-{:t 0<1= , ••• ,m;r= , ••• ,n

Talsæt, specielt koordinatsæt (lejlighedsvis også sæt af vektorer)

kan betragtes som matricer med een række, altså (1 xn)-matricer,

kaldet rækkematricer eller kort rækker, eller·også som matricer

med een søjle, altså (mx1 )-matricer, kaldet søjlematricer eller

kort søjler. Idet det er vigtigt at skelne mellem de to fortolk

ninger af et sæt, indføres følgende betegnelser for henholdsvis

rækken og søjlen bestående af tallene x1 ' x2 ' .•. , xn :

x ~I =

I de i denne paragrafs begyndelse opstillede udtryk for de

oprindelige basisvektorer ~1' •.. '~n som linearkombinationer

af de nye f 1 , ••• ,fn optræder de samme tal t ij som i matricen

~, men ordnet som en anden matrix ~', som fremgår af ~ ved, at

dannes søjler og rækker skrives henholdsvis som rækker og søjler.
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Alment hører der til hver (m J( n) - matrix A == (aij)' i ==

l, .... ,m; j == l., ••• ,n, en (n )( m) - matrix A' == (a .. '), j ==
J~

l, ••• ,n; i == l, ••• ,m, den transponerede af A, hvis rækker

og søjler er henholdsvis søjlerne og rækkerne i A. Det er

klart, at den transponeredes transponerede (A')' er den op-

rindelige matrix 4. For en søjlematrix ~I haves specielt

~ I' ==!_ og derfor også !' :: !I_... -.
Inden for mængden)q.(L) af matricer med tal fra L

som elementer defineres to "partielle kOlll[)ositionsforskrif

ter; som ikke kan finde anvendelse på hvilkesomhelst, men

kun på visse par af matricer. Desuden defineres en kompo-

sitionsforskrift fra L x fl((L) til j(,.·(L).

For at begynde med den sidste, lad k være et tal fra

L og A == (a .. ) en matrix. Produktet af k med A defineres
== ~J

da som matricen, der fås ved at multiplicere hvert element

i A med k:
==

kA = Ak = (ka .. ).
== = ~J

Er A == (aij ) og ~ == (bij)' i == l, ••• ,m; j == l, ••• ,n,

to (m x n) -matricer, forstås ved deres sum (m,lf. n) - matricen

A+B==(a .. +b .. ).
== = ~J ~J

For matricer, som ikke stemmer overens i såvel

række- som søjleffital defineres ikke nogen sum. Hvad an-

går regneregler for de to hidtil indførte kompositionsfor-

skrifter, er det tilstrækkeligt at bemærke, at for givne

m og n vil mængdenJ'-1 (l) af (mx n)-matricer med disse.' "nl., n

kompositionsforskrifter danne et vektorrum over L. Tænker
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man sig nemlig en sådan matrices rækker sat i forlængelse af

hinanden og elementerne fortløbende nummereret fra 1 til lun,

b1iver kompositionsforskrifterne identiske med dem for talrummet

(LIDn,+,L). Vektorrummet (Jrt (L),+,L) er altså på oplagt mådem,n

isomorf med dette talrum. liNulvektoren" i dette vektorrum af

natricer er (m)( n) -matricen, hvis samtlige elementer er lig O.

Den betegnes med Q og kaldes nulmatrix •. (Række- og søjleantal

optræder ikke i denne betegnelse og må altså angives på en eller

anden måde, hvis de ikke fremgår af sammenhængen, hvilket ganske

vist er tilfældet i almindelighed.)

Den anden partielle kompositionsforskrift inden for mæng

den af matricer kaldes m~tr"ixmultiplikation. Er ~ en (m x: n)

matrix og I2 en (n ,X.p)-matrix, dannes en (m xp)-matrix ~ = ~~

på følgende mådeg Idet

A = (a .. ). 1 . 1 ' B = (b 'k)' 1 k 1 '= lJ l= , •••m;J= , ••• ,n '= J J= , ••• ,n, = , ••• ,p

sættes

AB = C = (c. k)' 1 k 1-- = l l= , ••• ,m, = , ••• ,p

hvor
n

Cik = L aijb jk = ai1 b1k + ••• + ainbnk •
j=1

Man finder altså produktmatricens element i den i-te række og

k-te søjle ved at multiplicere hvert element i den første fak

tors i-te rækk+led det litilsvarende placerede" element i den

anden faktors k-te søjle og at addere alle disse produkter.

Produktet af to matricer defineres altså kun, hvis den førstes

søjleantal er lig med den andens rækkeantal. Kan produktet !~

dannes, vil produktet I2! i almindelighed ikke kunne dannes$

nemlig kun hvis rækketallet i A er lig med søjletallet i I2.
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s
Det se7også, at hvis ~ kan dannes, vil ~'~'også kunne dan-

nes (med almindeligvis ikke ~'~'), og der gælder

(~)' :::: ~'~';

i ord: den transponerede af et produkt af to matricer er lig_~~i
I

de transponerede matricers produkt taget i omvendt orden. Dette

følger umiddelbart af produktets definition, idet række- og søj·-

lenummer far et element i en matrixer henholdsvis dets søjle-o

og rækkenumner i den transponerede matrix.

For matrixmultiplikationen gælder den associative ±QY: Er

A ::::: (aij ) en (m x n)-matrix, ~ :::: (b jk ) en (n xp)-matrix og S ==

(ckl ) en (pxq)-matrix, kan både ~(~S) og (~)S dannes, og der

gælder

Elementet i den i-te række og den l-te søjle i matricen ~(~S)er
r. tz:. a .. bjkckl ,

J == 1 lJ k ::::: 1
og elementet o plads i matricen (~).Qpa samme er

kf1

n

(j~1 aijbjk)ckl·

Påstanden følger af, at begge di.sse summer kan omskrives til dob-

beltsummen
~

.2-.-1J ::;:

Er A ::::: (aij ) en (m x n)-·matrix og ~ == (b jk ) og S ==

(nXp)-matricer, gælder de distributive love

(~ + .Q)~ == ~~ + .Q~.- ----

,:Il....
a ..b·k + ./ al' J'CJ'k'
lJ J j "-::?"""1

Dette ses for den førstes vedkommende af

~n tL- a .. (b 'k + c 'k) :::::
j ::::: 1 lJ J J j == 1

og tilsvarende for den anden"
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Som første eksempler på matrixregningens anvendelse nævnes

følgende g

Det lineære homogene ligningssystem (h) (side III, 4, 11) kan

med de ovenfor (side III, 6, 4) indførte betegnelser skrives

~~I == 2/ eller x A' == O::::.-= --o

Formlerne (side III, 6, 3), som giver en vektors koordinater

i koordinatsystemet (f1 ••• '!n) udtrykt ved dens koordinater

i koordinatsystemet (~1' ••• ,en ), kan med nærliggende betegnel

ser skrives

Søjlerne i matricen ~ er, som det fremgår af dennes oprindelse

koordinatsættene for vektorerne ~1 •• "~n i koordinatsystemet

(!1 ••• ,fn)· Er der givet en tredie basis ('&1' ••• ,gn) i det

betragtede vektorrum, har man for vektorens koordinater i dette

system en tilsvarende matrixligning

Xfg) == ~~ I(f) ,

hvor søjlerne i matricen S er koordinatsættene for vektorerne

f 1 ,··.,fn i koordinatsystemet (g1' ••• 'Bn)'

Ved indsættelse fås med benyttelse af den associative lov

~ I(g) = ~ (~~ I(e)) = (~~)~ I (e) •

En kvadratisk matrix E = (b. .), hvor det såkaldte KroneckerlJ

t: ( 1 for i=j
symbol J'. . er defineret ved v - l ' kalde s enheds-,..

lJ ij - O for it j ,

matrix. Er A = (a .. ) en (m xn)-matrix og E(m) og E(n) henholds-
lJ =

vis (m .xm)- og (nx n)-enhedsmatricen, gælder
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w
Dette sluttes af L.~ .ajjk' ==

j==1 lJ
1, •• ,n.

AG III, 6" 9

t a .. J k for i == 1, ••• ,mt k ;;:::
. 1 lJ JJ:=

Inden for mængden J.{ af alle (n x n)-matricer med elemenn,n

ter fra tallegemet L er matrixmultiplikationen en kompositions-

forskrift, og ifølge det viste er E et neutralt element for denne.

Som vist tidligere (side 11,1,3) kan der ikke findes nogen anden

(n xn)-matrix ~9 for hvilken ~~ := ~~ for hver (nx n)-matrix ~.

Er ~ en kvadratisk matrix, kan man for hvert positivt helt

tal p danne potensen

(p faktorer).

Sættes desuden

o
~ == ~"

gælder for enhver kvadratisk matrix A og vilkårlige i~re-nBgati-

ve hele tal p og q potensreglerne

~p~q := ~p+q, (~p)q = ~pq.

Derimod gælder (~~)p := ~p~p ku~ hvis ~ og ~ er ombyttelige

(nxn)-matricer~ d.v.s. kun hvis ~~ = ~~.

En kvadratisk (nxn)-matrix ~ siges at have en, invers eller

at vær.e regulær, hvis der findes en (nx n)-matrix :g;, således at

~~ == ~ == ~. Idet matrixmultiplikationen er en assoc,iativ kompo

sitionsLorskrift, er X ifølge en tidligere sætning (side 11,1,4)

t t A A-i.en ydig bestem. wed =~ og man skriver derfor :g; == For en re-

gulær matrix gælder altså

~-1 == A-1A == ~.

Heraf se~, at hvis A er en regulær matrix, er også ~-1 regulær

og der gælder

Af det sagte sluttes umiddalbar~,at mængden af regulære
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(nxn)-matricer med elementer fra tallegemet L danner en gruppe

med matrixmultiplikationen som komposition. Er nemlig ~ og ~

regulære (nxn)-matricer, vil også ~~ være regulær med ~-1~-1

som invers matrix, da jo

~~-1~-1 ~ ~~~-1 =~-1 =~,

~~1~-1~ = ~-1~~ = ~~1~ = ~.

Matrixmultiplikationen er altså en kompositionsforskrift inden

for mængden af regulære (n)(n)-matricer. Da ondvidere matrix-

multiplikationen er associativ, der findes et neutralt element,

nemlig ~, som øjensynlig er regulær, og enhver regulær matrix

ifølge definition har en invers, der også er regulær, er de

fire gruppeaksiomer G1-4 (side II, 2, 1) opfyldt. Denne gruppe

kaldes den generelle lineære gruppe af graden n over tallegemet L

og betegnes med GL(n,L).

Ved anvendelse af sætninger om grupper fås specielt, at de

ovenfor nævnte potensregler gælder for regulære matricer med

vilkårlige hele eksponenter. Endvidere ses, at

( ) -1 -1 -1-1
~1 ~2 .. •~p = ~p • • '~2 ~1

for vilkårlige regulære (n f'. n) -matricer ~1 '~2' ••• '~p'

~ ~ en regulær matrix? vil også den transponerede At ~

regulær, og der gældor

(~,)-1 = (!-1),.
- -

Af ~~-1 = E slut~es nemlig (jfr. side III, 6, 7), at (~-1)'A' =~,

idet E' =~, og tilsvarende fås af ~-1~ =~, at ~,(~-1)1 =~.

~ ~ en regulær (nXn)-matrix, ~ en (n,)( p)-matrix og ~ ~

~m.x n)-matrix, findes der en og kun een (nx p)-matrix. ~ og en
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og kun een (m tn)-matrix X, således at

AG III, 6~ 11

Multipliceres nemlig den første ligning fra vonstre og don anden

fra højre med ~-1, ses at de eneste matricer, der kan være løs

ninger til disse matrixligninger er

-1 -1
~ = ~ ~ , X ::: ~~ •

Ved indsættelse ses, at de virkelig tilfredsstiller ligningerne.

En (n.x n)-matrix ~ er regulær, hvis og kun hvis dens søjler

~11, ... ,gln er lineært uafhængige talsæt.

Bevis g Først bemærkes, at en linearkombination af søjlerne

i ~ ned koefficienterne X1 ,M •• ,Xn kan skrives som et matrixpro

dukt, nemlig

• • • + al x ::: AXI::: n n ;::='

hvor ~I betegner søjle~atricenmed elementerne x1~::~~xn:

At søjlerne i A er lineært uafhængige er altså ensbetydende med,

at matrixligningen ~~I ::: ~I kun har løsningen ~I = ~I. Men

dette vil ifølge den foregående sætning være tilfældet, når A

er regulær. Dermed er vist, at søj~ernes lineære uafhængighed

er en nødvendig betingelse for, at ! er regulær. For at vise

tilstrækkeligheden antages nu at søjlerne ~1' ••• '~ln er lineært

uafhængige. Som vist tidligere (side III, 4, 17 - 19) danner

de n lineært uafhængige talsæt ~11' ..• '~ln en basis for det

n-dimensionale talrum Ln , d.v.so hvert n-talsæt g, som tænkes

skrevet som en søjlematrix, kan på en og kun een måde skrives

som en linearkombination af dem~
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Denne ligning er ikke andeu end et 1irrBært inhomogent lignings

system (ih) (side III, 4, 12) bestående af n ligninger med

n ubekendte, som altså under den gjorte forudsætning har en og

kun een løsning. Systemet kan skrives

~~I= g,.
Er B en vilkårlig given (n.x.p)-matrix med søjlerne gI1" ••• ,glp'

har altså hver af matrixligningerne

~Y-11 = Q11' • • • ,J:::.Y-I = QI-- - -- p - p

en og kun een løsning henholdsvis ~11' ••• '~I p. Betegnes (nxp)-

matricen bestående af disse saj1er ned X, kan de p matrixlignin-

ger sammenfattes til ~X = ~. Når søjlerne i ~ er lineært uafhæn-

gige, har denne matrixligning altså en og kun een løs~ng X.
Anwendes dette specielt på .~ =~, ses, at der findes en (nxn)

matrix X, således at ~X = ~. For at vise, at der for denne matrix

også gælder X~ = ~, multipliceres ligningen ~X = ~ med ~ fra høj

re, hvilket giver ~X~ = ~~ = ~. Denne ligning omskriwes til

~X~ - ~ = ~X~ - ~ = ~ (X~ - ~) = ~.

Da ligningen ~~ = ~, hvor ~ og ~ er (nxn)-matricer, kun har een

løsning, nemlig ~ = ~, sluttes, at X~ - ~ = O, d.v.s. !~ = ~ som

påstået. Dermed er sætningen bevist.

Da den transponerede til en regulær matrix ~, aom vist oven

for, også er regulær, kan sluttes, at en (n><.n)-matrix er regulær,

hvis og kun hvis dens række~ er lineært uafhængige talsæt.
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Idet vi vender tilbage til koordinattransformationerne, be

tragter vi som før to baser (~1""'~n) og (f1 , ••• ,fn ) for et n

dimensionalt vektorrum (V,+,L). Tillader man sig også at bruge

matricer med vektorer som elementer, kan ligningerne (side III,

6,2), som giver de oprindelige grundvektorer ~i udtrykt som line

arkombinationer af de nye f j' sammenfattes til matrixligningen

(~1 ••• ~n) = (11 ••• fn)~'

hvor matricen T = (t .. ) er regulær, idet dens søjler er koordi-
= lJ

natsættene for de lineært uafhængige vektorer ~1 '."'~n og følge-

lig lineært uafhængige. Endvidere er

(y) = (~1 ••• en )~ fe) = (f1 ••• f n )~ ff )

fremstillingerne af vektoren y som linearkombinationer af de to

sæt basisvektorer. På venstre side står (1x 1)-matricen, hvis ene

ste element er vektoren y. I stedet for (v) kan man også skrive

y.

Hvad angår regning med matricer, hvis elementer er vektorer,

bemærkes følgende: To (m x n)-matricer bestående af vektorer fra

samme vektorrum (V,+,L) kan adderes, en sådan matrix kan multi

pliceres med et tal fra L, og det følger umiddelbart af de for

vektorrummet (V,+,L) gyldige regler, at også disse matricer dan

ner et vektorrum over L. Definitionen af et produkt af to matri

cer kan uden videre overføres til det tilfælde, hvor ~ af fak

torerne er en matrix, hvis elementer er vektorer. En (n x p)-ma

trix af vektorer kan altså multipliceres med en (m X n) -talmatrix

fra venstre og en (pxq)-talmatrix fra højre. Resultatet er i beg

ge tilfælde en vektormatrix, og denne kan igen multipliceres med
r-,

passende talmatricer, o.v.s. Man kan altså sige, at produktet af

flere tal- og vektormatricer kan dannes, når de nødvendige betin-

gelser vedrørende række- og søjleantal er opfyldt og højst een

af dem er en vektormatrix. Dem associative lover også gyldig her,
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idet den regning, ved hvilken den blev bevist (side III, 6, 7),

bevarer sin gyldighed, når elementerne i een af de tre matricer

er vektorer. Begreberne "regulær matrix" og "invers matrix" de-

fineres ikke for vektormatricer.

Af den første af ovenstående matrixligninger fås ved multi

plikation med T-i fra højre

(f1 ••• f n ) :::: (Q1 ••• ~n)~-1
eller transponeret

(1)
(

f ) (e )-1· -1t = (~-1), ~n •

hvilket giver de nye grundvektorer som linearkombinationer af de

gamle. For en vektors koordinater i det nye system udtrykt ved

dets koordinater i det gamle system blev fundet (side 111,6,8)

(2) ~ff) :::: ~ ~fe).

Man ser altså, at der til hver overgang fra et givet koordinatsy

stem (~1' ••• '~n) i et n-dimensionalt vektorrum til et nyt svarer

en bestemt regulær (nxn)-matrix ~, ved hjælp af hvilken de nye

basisvektorer kan findes ud fra de gamle efter formel (1) og en

vektors nye koordinater ud fra dens gamle efter formel (2). Om

vendt, er der givet en basis (~1' •••~n) samt en regulær (n ~n)

matrix T med elementer fra L, vil matricen (~-1), eksistere, være

regulær og altså have lineært uafhængige søjler. Ved (1) bestem-

mes da n lineært uafhængige vektorer f 1 , ••·• ,fIi ' altså en basis,

og (2) giver en vektors koordinater i denne basis.

Gennemløber v vektorrummet V, vil talsættet ~re) gennemløbe

hele talrummet Ln , og ved (2) er der givet en enentydig afbild

ning af dette talrum på sig selv. Da ~ jo er regulær, findes der

til hvert talsæt ~ff) et og kun eet talsæt ~fe), til hvilket det

svarer, nemlig ~-1 ~ff).
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Øvelser til kap. III, 6.

AG III, 6, øv. 1 -3

1) Lad (0;~1'~2) og (0;f1~f2) være to affine koordinatsystemer

i planen E2 , således at

f = e1 - .22'-2 -

Find .21 og.22 som linearkombinationer af 11 og 1 2 ,

En linie har i koordinatsystemet (0;.21,.22) parameterfremstil

lingen

X1 = 3 - t, x2 = -2 + 2t.

Omregn denne til koordinatsystemet (0;11 ,12 ).

Lad Q betegne punktet med koordinatsættet (3,-4) i systemet

(0;~1'~2). Angiv liniens parameterfremstilling i koordinat

systemet (Q;11 ,12 ).

2) I et tredimensionalt vektorrum (V,+,L) er givet et koordinat

system (.21,.22,.23)' Vis, at de tre vektorer

11 = .21 + a.§.2 + b.§!.3' 12 = §,2 + c.§.2' 13 == .§.3'

hvor a,b,c er givne tal fra L, danner en basis.

Find koordinaterne til en vilkårlig vektor y i koordinatsy

stemet (f1 ,f2,f
3

) udtrykt ved dens koordinater i systemet

(.21,.22'~3)' Find også omvendt de sidstnævnte koordinater ud

trykt ved de førstnævnte.

3) I rummet E3 er valgt et koordinatsystem (0;.21'~2'~3). To pla

ner har i dette koordinatsystem parameterfremstillingerne

x1 = 2 + s' Y1 = 3 + 2t'

x2 = S'-s" Y2 .,.. 1 + 2t"

x3 = 1 -s" Y3 = 1 - 2t' + 2t".

Vis, at de er identiske. Til et punkt i denne plan svarer

altså såvel et parameterpar (s' ,Sil) i den første som et para

meterpar (t' ,til) i den anden parameterfremstilling. Find t'

og t" udtrykt ved s' og s".
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4) Beregn alle produkter med to faktorer, som kan dannes af

matricerne

"2 1) 'I~ = (-~ ~,]j =
( -~ -2")

1 3
,

== ( 13).~ == (1 -1 1), ~

5) Beregn matrixproduktet, (: :)(_: -:) , hvor a,b,c,d beteg

ner vilkårlige tal.

(0

1

" -01)p
6) Beregn de indbyrdes forskellige potenser \ , hvor

p == 0, 1, 2, ..•• Vis, at disse potenser danner en gruppe

med matrixmultiplikationen som komposition.

7) Beregn produkterne ~t~s og ~t~t" s,tE R, hvor

~t == (COS t
- sin t

-sin tt)
cos

Vis, at matricerne ~t,t€ R, med matrixkompositionen som

komposition danner en gruppe, der er homomorft billede af

gruppen (R,+).

8) Reducer
n n
)' ;--
i~ 5;,""'

s..lJ r
\} ..Jl

("

hvor cl .• er Kronecker-symbolet.lJ
n n

Reducer også ,~ "~==r Sij bkl a jk, hvor ~ == (a jk ) er en

(n x n)-matrix, og omskriv den fremkommende ligning til en

matrixligning.

9) Ved en ~iagonalmatrix forstås en kvadratisk matrix ~ == (dij)'

hvor dij == O for itj.
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Multiplicer en vilkårlig (mxn)=matrix med en diagonalmatrix

1) fra venstre, 2) fra højre.

forstås
n

L
i=1

10) Er A = (a .. ) en (nx n)-matrix,= lJ

og fransk: trace) tallet tr A =

ved dens spor (engelsk

a ..
ll.

Vis, at der for en (mx n)-matrix B og en (nx m)-matrix O gælder

11) Vis, at der for to vilkårlige (m;;< n) -matricer A og B gælder

=A'+ B' og (~)' = ThA' for hvert tal k.
= = =

12) En kvadratisk matrix ~ kaldes symmetrisk, hvis den stemmer

overens med sin transponerede, altså hvis ~' = ~. En kvadratisk

matrix O kaldes skævsymmetrisk, hvis ~' = -O (d.v.s. (-1)0).

Angiv eksempler på symnletriske og skævsymnletriske (2 A2)- og

(3 x3)-matricer, som ikke er nulmatricer.

Vis, at AA', hvor A er en vilkårlig matrix, er symnletrisk.

Undersøg, om der gælder ~~' = ~'~ for hver kvadratisk matrix 4~

Vis, at hvis 4 er en vilkårlig (m x n) -matrix og ~ en symnletrisk

(skævsymnletrisk) (nx tl.)-matrix, vi l ~ ~ *=' være symmetrisk

(skævsymmetrisk).

Undersøg om matricerne ~~ + ~~ og ~~ - ~~, hvor ~ er en symme

trisk og ~ en skævsymmetrisk (nx n)-matrix, er symmetriske eller

skævsymmetriske.

Vis, at hver kvadratisk matrix på en og kun een måde kan frem-

stilles som en sum af en symmetrisk og en skævsymmetrisk matrix.

13) Vis, at der til en given (nX n)-matrix !. med elementer til

hørende tallegemet L findes tal co ,c
1
,c2 , ••• ,cp fra L, hvor p~,
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æåledes at

AG III, 6, øv. lJ"~18

14) Med ~C(f3 betegnes den (m)( n)-matrix, hvis elementer alle

er lig O med undtagæLse af elementet i O\. -te række og

~-te søjle, som er lig 1.

Vis, at matricerne ~O<{)' 0'\ = 1, ••• ,m; ~ = 1, ••• ,n, danner

en basis for vektorrummet (M ,+,L) af (mx'n)-matricer*fu,n

med elementer fra tallegemet L.

Find for rJ. =::;n- l:c1atrixprodukterne ~''''fb~ og ~~lXP' hvor ~ =
(p .. ) er en vilkårlig (n x n)-matrix.

l.J

Bestem alle (n x n)-matricer ~, der hver er ombyttelig med

alle (nxn)-matricer ~, altså såledeæ ait ~~ = ~~ for alle

disse matricer A. (Betragt eventuelt først n = 2.)

15 ) Find en nødvendig og tilstrækkelig betingelse for, at en

(2 x 2 )-matrix (: :) har en invers, og angiv denne for

det tilfælde, at betingelsen er opfyldt. (Se øv. 5'. )

16) Under hvilke betingelser har en diagonalmatrix en invers,

og hvorledes bestemmes denne, når betingelsen er opfyldt.

17) Vis, at hvis en symmetrisk (skæv-symmetrisk) matrix (jfr.

øv. 12) har en invers, vil denne også være symmetrisk (skæv-

symmetrisk) •

18) Vis, at en skævsymmetrisk (3 x3)-matrix ikke har nogen

invers. (Vis, at søjlerne er lineært afhængige). Søg en

generalisation.
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19) En (nx n)-matrix A == (a .. ), hvis elementer er reelle tal,
== ~J

siges at være en ortogonal matrix, hvis ~'~ == ~.

a) Angiv relationerne, som består mellem elementerne aij

i en ortogonal

loos
b) Vis, at .

s~n

gonal matrix.

matrix, og vis, at la .. ' < 1.
~J ::;;

t ' -sin t)
t oos t)for hvert reelt tal t er en orto-

c) Bestem tallene a 13 , a 23 , a 33 således, at matricen

-4/13

12/13

-3/13

bliver ortogonal.

d) Vis, at hver ortogonal matrix er regulær. (Benyt, at

søjlerne i en matrix A er lineært uafhængige, hvis (og lDXn

hvis) man af ~~I = ~I' hvor ~l er en søjlematrix, kan

slutte, at ~I = ~I·)

e) Vis, at hvis matrioen A er ortogonal, er også dens

transponerede ~' ortogonal.

f) Vis, at de ortogonale (nXn)-matrioer danner en under

gruppe O(n,R) i den generelle lineære gruppe GL(n,R).

20) Lad S betegne en skævsymmetrisk matrix, altså en matrix,

for hvilken ~' = - ~, således at ~ + S er regulær.

~ =(~ - ~ l (:!) -1< !ilt1 en- ortogonaJJ. Find A for g {~
hvor s er et reelt tal.

Vis, at

-s \
O l '

21 ) En (n;<.. n) -matrix 1:=_ = (a .. ), hvis elementer er komplekse
~J

tal, siges at være unitær, hvis A'A = E. Her betegner
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Aden til ~ konjugeret komplekse matrix (åij ). En unitær

matrix med reelle elementer er ortogonal. Søg at genera-

lisere a), d), e), f) i øv. 19 til unitære matricer.

22) Angiven (4 X 4 )-matrix bestående af tallene ~ og -~, som er orto

gonal og symmetrisk (d.v.s. lig med sin transponerede).

23) Lad zi; f i (Y1' •• "Yn )' i = 1, ••• ,m, være et sæt af reelle

funktioner, der er definerede og differentiable i en åben del

mængde af Rn • Ved sættets funktionalmatrix forstås (m~n)-
OZ.

matricen (bY~)' Er Yj = gj(x1 , ••• ,xp )' j = 1, ••• ,n, et sæt af
J

funktioner, som er definerede og differentiable i en åben del-
i

mængde af RP og hvis værdisæt (Y1"'.'Yn ) tilhører defintions-

mængden for funktionerne f i , kan man danne sættet af sammen

satte funktioner

Vis, at

dZ.
(ox:) =

k

24) Lad ~ være en (2~2)-matrix med elementer fra et tallegeme L.

Vis, at der ikke findes nogen (2 X. 2 )-matrix X med elementer

fra L, således at ~ - ~ = ~.

25) For et vilkårligt tal x og et positivt tal p defineres

(x) _ x(x-i )···(x-p+1) (x)_
p - 1.2••••• p 'O - 1.

Vis, at ~2 = ~, hvor ~ betegner ((n+1) X (n+1 ) )-matricen

( ( -1 ) j (~ )). . O 1 •l l,J=, , ••• ,n

26) Vis, at (n)(. n) -matricen

! = (n-1/
2
exP(2TripQ/n»)p -O 1 n-i- ,q- , , ••. , ,
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hvor i betegner den imaginære enhed og n et givet positivt

helt tal, er unitær (jfr. øv. 21).

27) Matrixadditionen og matrixmultiplikationen er kompositions

regIer inden for mængden af alle reelle (2)(' 2 )-matricer

(aij)' der opfylder betingelserne a11 = a22 , a12 = -a21 • Ef

tervis dette, og vis at a +ib -~ (_~ ~) er en isomorf af

bildning af de komplekse tals legeme på denne mængde af ma

tricer. (Jfr. side II,1,9-10.)

2$) Lad ~ = (~ ~) være en t almatrix, og for hvert tal p E" N

sæt AP = (a(p) b(P») Opstil rekursionsformler til bestem-= c(p) c(p)'
melse af a(p),b(p),c(p),d(p) (d.v.s. formler som tillader at

beregne disse tal, når a,b,c,d og a(p-1),b(p-1),c(p-1),d(p-1)

kendes).
a, b 9 C og d~

Find derefter a(p),b(p),c(p),d(p) udtrykt ved pjVBestem samt-

lige reelle (2 K2)-matricer ~ , som tilfredsstiller lignin

gen ~p = X, hvor p € N er givet.

Rettelser til ovenstående øvelser:

øv. 2) , linie 3: Læs 1:2 = Q2 + c.§.3 i stedet for 1:2 = Q2 + cQ2·

øv. 13) , linie 2: Læs "hvor cp f O og p ;; n2" i stedet for

"hvor p ~ n
2
".

øv. 18) , linie 2-3: Stryg "Søg en generalisation".
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Rettelse jil 111 9 6, øv. 28.

De tre sidste linier erstattes med:

AG III, 6, øv.28

Find derefter a(p), b(p), c(p), d(p) udtrykt ved p, a,b og d,

når det er givet, at c = O.

:Bestem samtlige reelle matricer A ~ (~ ~), som tilfredsstil

ler ligningenAP =~, hvor PEN er givet.

Rettelse til III, 6. øv. 19 c).

Læs: 3/13 i stedet for -3/13.



Mat. 1, 1960-61 AG III, 7, 1

§ 7. Lineære afbildninger.

Lad der være givet to vektorrum (U,+,L~ og (V,T,I} ,

over det samme legeme L. (De to additioner plejer man at be-

tegne på sanrne måde, skønt de jo er kompositionsforskrifter i

forskellige mængder.) Ved en homomorf afbildning f:(U,+,L)

ind i (V,+,L) vil man forstå en afbildning, der opfylder føl-

gende betingelser:

LA 1 : tlUU
1 ' u2 (f(u1 + u2 ) := f(!!i + f(~2)) Cl

LA2: V L a ''v!u~ (f(a~) := a f(~)).

(Jfr. side II, 1, 9, hvor det dog drejede sig om mængder orga-

niseret ved to indre kompositionsforskrifter.) Homomorfe af-

bildninger af vektorrum kaldes i reglen lineære afbildninger,

lineære vektorfunktioner, ~ensorer eller (især, når det drejer

sig om uendelig-dimensionale vektorrum) lineære operatoreF. Så-

danrre afbildninger haren række vigtige egenskaber.

~illedet f(U'Laf et. underrum U' i (U'+2L) er et underrum

i (V,+,L); thi LAi og LA2 viser,at hvis Y1 := f(~1),v2 := f(u2 )

f(~1 + ~2) og ay:= f(a~) ligeledes tilhøre f(U'), da

~1 + ~2' a~ E U'. (Jfr. karakteriseringen af underrum side III,

4, 3 - 4).

Ved induktion sluttes af LA 1 - 2, at

f(a
1
u1 + ••• + a u ) := a 1f(u1 ) +
- p-p -

.... + a f(u )
p -p

for vilkårlige vektorer u1' ••• '~p fra U og skalarer a i , ••• ,ap

fra L. Idet
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(hvor der er brugt samme betegnelse for nulvektorerne i U og i

V), ses, at lineært afhængige vektorer afbildes i lineært af

hængige, med andre ord, hvis billedvektorerne f(u1), •• ~,f(~p)

af vektorer i U er lineært uafhængige, må vektorerne ~1'& •• '~p

være lineært uafhængige. (Derimod kan lineært uafhængige vek

torer have lineært afhængige billedvektorer). Heraf kan sluttes

videre, at ±Qr hvert underrum U' i (U,+,L) gælder

dim f(U') ;: dim U'.

(Hvis dim f(U') = QO, skal dette betyde, at også dim U' =(;><).).

Findes der nemlig p lineært uafhængige vektorer i f(U') må der

ifølge det sagte findes mindst p lineært uafhængige vektorer

i U'.

Eksempler på lineære afbildninger:

1) Lad U være talrunooet Ln og V talrummet Lm, og lad der

være givet en (mX n)-matrix A med elementer fra L. Er da ~I et

talsæt fra Ln skrevet som søjlematrix vil

være en (m~1)-matrix, altså et talsæt tilhørende Lm• Ved denne

matrixligning beste~nes altså en afbildning ~I~~I af Ln ind i

Lm• Denne afbildning er lineær; thi er ~I1'~12 € Ln og

k1,k2~L, fås

~(k1~11 + k2~12) = k1~~11 + k2~~12.

2) Lad (U1+,R) være vektorrummet bestående af alle reelle

konvergente talfølger og V = R. Ved
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lim x.
J.

i....."J.>;:;;>

AG III, 7 1 3 •

bestemrnes ifølge regnereglerne for konvergente talfølger en

lineær afbildning af (U,+,R) på (R,+,R).

3) Lad (U,+,R) = (V,+,R) være vektorrummet af alle i et

interval definerede og kontinuerte reelle funktioner ~(t).

Er da a et fast tal i intervallet, bestemmes ved

t
'f( t) -> S'P('t') dr

a

en lineær afbildning af (U,+,R) ind i sig selv.
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4) Lad der være givet p + 1 reelle funktioner~i(t),

i := 0,1,~ •• ,p, af en reel variabel t, definerede i et interval

J. Lad endvidere (U,+,R) og (V,+,R) betegne henholdsvis vek-

torrummet af de i J p gange differentiable og vektorrummet af

alle i J definerede funktioner ~(t). Ved

ep(t)t 0(.( t) CL~_i2.
i:=O l dt l

(hvor der ved dOf(t)/dtO forstås ~(t))defineres da en lineær

afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R). En sådan afbildning siges

at være en sædvanlig lineær differentialoperator af p-te orden.

(Tilsvarende afbildninger af vektorrum bestående af funktioner

af flere variable betegnes som partielle lineære differential-

operatorer.)

Lad f:(U,+,L) ind i (V,+,L) være en lineær afbildning.

Mængden af de vektorer liE U, som afbildes i nulvektoren Q.E V,

udgør et underrum (K,+,L) i (U,+,L), som kaldes afbildningens

kerne eller nulrmn. Er nemlig ~1' u2 og ~ vektorer i K og

k~ L, har man

altså ~1 + u2€K og ku~K, og heraf følger påstanden (jfr. side III

4, 3).

En nødvendiE og ti~1rækkelig betingelse for, at en lineær

afbildning f~ (U 9 +,L) ind i (V,+,L) er enentydig, er at kernen K

kun består af nulvektoren.

Bevis: At betingelsen er nødvendig, er indlysende, da jo

nulvektoren i V ved en enentydig afbildning ikke kan have mere

end eet orginalelement. At den er tilstrækkelig, ses således:
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Antag, at f(~1) ~ f(U2). Da er

f(~2 - ~1) ::: f(u2 + (-1)u1 ) = f(~2) + (-1)f(~1) ::: f(u2) - f(~1):::2.

Dette viser, at u 2 - ~1EK. Ifølge forudsætningen er altså

1!:.2 - li1 = Q., d.v.s. ~1 ~ u 2 som påstået.

Er fg(U?+9L) ind i (V 9 +?L) en enentydig ~ineær afbildning,

er også den omvendte f-1 lineær? lineært uafhæ~ige vektorer af-

bildes i lineært uafhængige? og for hvert underrum U' i U gælder

dim f(U') ~ dim U' •

lige vektorer i f(U). Da fås ved hjælp af LA1-2

f-1(v1 + Y,2) ~ f-1(f(:!2:.1) + f(u2 )) ::: f-1 (f(311 + ~2)J

= u 1 + ~2 = f-
1 (Y,1) + f-

1
(v2 )

og for en vilkårlig skalar k~L

f-1 (kv) ::: f-1(kf(li)) = f-1(f(1~)) ::: ku ::: kf-1(y,).

. -1Dermed er Vlst, at f opfylder LA1-2. At lineært uafhængige

vektorer i U ved f afbildes i lineært uafhængige vektorer i V,

følger af, at lineært afhængige vektorer i V ved f-1 afbildes i

lineært afhængige vektorer i U. At dim f(U') = dim U, er her

efter indlysende.

Sætningen udsiger blandt andet, at en nødvendig betingel

se for en lineær vektorfunktions enentydighed er, at hvert under

rum afbildes på et underrum af samme dimension. Denne betingelse

er imidlertid også tilstrækkelig. Ifølge den foregående sætning

er det endog tilstrækkeligt, at eet bestemt underrum, nemlig ker-

nen K, har samme dimension O som sit billedrum.
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Kernerne ved de ovenfor nævnte eksemRIer på lineære afbild

ninger er:

1) Løsningsrummet til det lineære homogene ligningssystem

~~I ::: ~I·
2) Mængden af følger, der konvergerer mod O.

3) Funktionen, der er konstant lig O i intervallet. Afbild

ningen er altså enentydig i dette tilfælde.

4) Mængden af løsninger til differentialligningen

t 0<. (t) d i<p ( ~) ::: O.
i=O l dt].

Er (U,+,L).(V,+.L) og (W,+.L) vektorrum og f: (U.+.L) ind i

(V,+,L) og g: (V,+,L) ind i (W,+,L) lineære afbildninger. vil

også afbildningen g • f: (U.+.L) ind i (W,+,L) være lineær. For

22:1,:9:2,22: €"U cg k E: L fås nemlig

g(f(:9:1 + :9:2)) ::: g(f(:9:1) + f(:9:2)) ::: g(f(:9:1)) + g(f(g2))'

g(f(ku)}::: g(kf(g)) ::: kg(f(g)).

Samtlige enentydige lineære afbildninger af et vektorrum

~U.+tL) Rå sig selv danner en transformationsgruRpe. Dette følge}~

af, at den sammensatte af to sådanne afbildninger er af samme art

at den associative lov gælder for sammensætning af afbildninger,

at den identiske afbildning er lineær, og at den inverse til en

lineær afbildning også er lineær.

Lad (U,+.L) være et vektorrum af den endelige dimension n

Qg (~1t""~n) en basis for det. Er da (V.+.L) et vilkårligt vek

torrum og Y1""Yn vilkårligt opgivne vektorer i V. findes der

en og kun een lineær afbildning f : (U.+.L) ind i (V.±.L). såle

des at f(e.)::: v., i::: 1, ••• ,n.
-]. -].

Bevis: At der ikke kan eksistere mere end een sådan lineær

afbildning, ses på følgende måde: Er :9: en vilkårlig vektor i U,
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findes der en og kun een fremstilling

AG III, 7, 7

u_ ::: u1e1 +••• + u e •- n-n
Ved en lineær afbildning f, der opfylder kravet, må der følgelig

til ~ svare vektoren

= f(u1e1 +••• + u e )- n-n
:::u1f((e1 ) +•••+uf(e) :::u1v1 + •••+uv.- n -n - n-n

Den eneste afbildning, der kan opfylde kravet bestemmes altså ved

u ::: u1e1·;+ ••• + U e -~ u1v1 +••• + U v •- - n-n .--r - n-n

På den anden side ses det let, at denne afbildning har de forlang

te egenskaber.

Antag nu, at også (V,+,L) er af endelig dimension. Er denne

lig m, og er (i1 , ••• ,im) en basis for dette vektorrum, kan bil

ledvektorerne v. ::: f(e.) på en og kun een måde skrives som line-
-J. -J.

arkombinationer

+•••+ a 1fm -ro

+•••+ a fmn-m

Til hver lineær afbildning f : (U,+,L) ind i (V,+,L) hører der

altså en (m x n)-matrix

A :::

hvis søjler er koordinat sættene i koordinatsystemet (t1 , ••• ,im)

for billedvektorerne f(e.) af basisvektorerne e .• Den lige bevi-
-J. -J.

ste sætning viser, at der til enhver (m~n)-matrix med elementer

fra L hører en og kun een lineær afbildning f : (U,+,L) ind i

(V,+,L), såfremt der er valgt baser i de to vektorrum.
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Betegnes koordinatsættet for en vektor ueU skrevet som

søjle med~1 og koordinatsættet for vektoren ~ ~ f(~)€V skrevet

som søjle med ~I' har man ifølge ovenstående matrixligningerne

(y) ~ (f1 ••• !m)~1 ~ (f(§.1) ••• f(en»~I'

(f(~1) .... f( en» ~ (f1 o •• !m)~'

hvoraf

I denne ligning er såvel den venstre som den højre side en

linearkombination af vektorerne f 1 , ••• ,fm. Koefficienterne er

henholdsvis elementerne i søjlen ~I og i søjlen ~~I' Da

f 1! ... ,fm er lineært uafhængige, kan man altså slutte, at

Herved bestemmes ifølge eksempel 1) en lineær afbildning af

talrunmlet (Ln,+,L) ind i (Lm,+,L). Sammenfattende kan man

altså sigeg

Lad (U,+,L) være et n-dimensionalt og (V,+,Ll et m-dimen

sionalt vektorrum. Er der valgt en basis (~1, ••• ,en) for U og.

en basis (!1, ••• ,fm) for V, hører der til hver lineær ajbild

ning fg (U,+,L) ind i (V,+,L) en (m;<n)-matrix ~ ~~d ~lementer

fra L, således ~t koordinatsættet ~I for billedvektoren

v = f(~)eV er billedet af koordinatsættet ~I for uEU ved den

lineære afbildning ~I ~ ~~I af (Ln,+,L) ind i (Lm,+,L). Søj

lerne i matriceg ~ er koordinatsættene for billedvektorerne

f(e1 ), ••• ,f(~) i koordinatsystemet (f1,··· '.:Km).
Omvendt svarer der til en vilkårligt given (mx"n)-matrix ~

en lineær afbildning af (U,+,L) ind i (V,+,L)~ nemlig den, ved

hvilken ~1, ••• ,en afbildes på de vektorer, som i koordinatsy-
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stemet (!1' •• ~'!m) h2E søjlerne i ~ ~m koordinatsæt.

Billedrummet f(U) ved en lineær afbildning af det n-dimen

sionale vektorrum (U,+,L) er et underrum i (V,+,L), der frem

bringes af vektorsættet (f(~1), ••• ,f(en))' da jo hver billed

vektor y = f(~), ~~U, er en linearkombination af disse vektorer.

Ifølge en tidligere sætning (side III, 4, 17) er altså

(hvor vektorsættets rang er defineret som maximaltaIlet af

lineært uafhængige blandt sættes vektorer). Om denne dimension

har man følgende sætning:

Er f en lineær afbildning af det n-dimensionale vektorrum

(U,+,L) ind i et vektorrunI (V 9 +,L), og er K afbildningens kerne,

dim K + dim f(U) = n.

Bevis g I kernen K vælges en basis (~1, ••• ,ek)' hvor

k = dim K. Er k = n, afbildes alle vektorer ~ på O, og man har

dim f(U) = O som påstået. Er k < n, kan der til denrre basis

fø~es vektorer ek+1 , ••• ,en , således at der fremkommer en basis

for U. Det drejer sig om at vise, at maximaltaIlet af lineært

uafhængige blandt vektorerne f(~1), ••• ,f(en) er n-k. Nu er

f( ~1) = ••• = f ( ek ) = O,

da ~1, ••• ,ek tilhører kernen. Påstanden kommer altså ud på, at

de n - k vektorer f(ek+1 ), ••• ,f(fn) er lineært uafhængige.

Nu er for vilkårlige tal u1 ' ••• ,un fra L

f(u1~1 + ••• + ukek + uk+1ek+1 t ... + unen )
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At denne vektor er nulvektoren, vil sige, at vektoren

tilhører K og følgelig er en linearkombination af ~1' •• "~k.

Men da ~1, ••• ,en er lineært uafhængige, kan dette kun være

tilfældet, hvis uk+1 = fl~' =u =0.n Heraf sluttes, at

f(~k+1), ••• ,f(en) er lineært uafhængige. Dermed er sætningen

bevi st.

Dimensionen af billedrummet f(U) ved en lineær af-

bildning f kaldes også afbildningens rang.

Idet man ved en matrices søjlerang forstår rangen af

sættet af dens søjler, altså maximaltaIlet af lineært uaf-

hængige blandt søjlerne, vil rangen af en lineær afbildning

af et n-dimensionalt vektorrum ind i et m-dimensionalt være

lig med søjlerangen af den (mfn)-matrix, som den efter

valgaf baser i de to vektorrum bestemmes ved. Heraf og af

den foregående sætning fås følgende resultat vedrørende

dimensionen af løsningsrumnet for et homogent lineært lig-

ningssystem:

Er 4 ~ (m Xn) -matrix, vil dinensionen af løsningsrum

met for ligningssystemet ~~I = ~I med n ubekendte være lig

n - r, hvor r er søjlerangen af matricen 4.

Er r = n, altså søjlerne i ~ lineært uafhængige, findea

altså kun nulløsningen i overensstemmelse med et tidligere

resultat (side III, 4, 11 - 12). Da søjlerne i A tilhører

mL , haves r < m. Er altså ID < n, findes der altid egentlige

løsninger.
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Kernen K for en lineær afbildning f:(U,+,L) ind i (V,+,L)

var defineret som originalmængden til nulvektoren ~ i V og kan

derfor også betegnes ned f-1(~). For en vilkårligt given vek

tor d E. V betragtes originalmængden f-1(d). Hvis d ikke til

hører billedrummet f(U), er f-1(d) = 0. Er Q;. E f(U), findes der

al tså en vektor .2. €. U, for hvilken f(,2,) = d, fås for hver vektor

Sættes

.Q. + K =&0 + k Ik € K} ,

haves altså c + Ke f-1(d). På den anden side sluttes af- = "="

}l, Q.E:f-1(d), at f(}! - 2) = f(g) - f(.Q.) = d - d = O. Heraf ses,

at g, - Q.€K, altså ~E:2. + K. Dette viser, at f-1(d)S:2.. + K, og

følgelig

f-1 (d) = Q. + K.

O ' 'l d f-1(d) tl'l kt d V t t Il trlglna mæng en en ve Ol' _ E er en" en om e er e

"siderumH til ker.:9-.§ln K, d.v.s. den fås ved til smltlige vektorer

i underrrumuet K at addere en fast (men vilkårlig) vektor

.2.,E.f-1(d)"

Anvendt på den v ed en (m x n)-matrix ~ bestente lineære af

bildning af Ln ind i Ln giver dette den tidligere viste sætning

om losningsmængden for et inhomogent lineært ligningssystem

(side III, 4, 13).

Anvendt på en lineær differentialoperator (side III, 7, 4,
4

eksempel/) giver det sætningen, at samtlige løsninger til en

inhomogen lineær differentialligning fås ved at addere een af

dem til samtlige løsninger til den tilsvarende homogene differen-

tialligning.
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Lad der være givet tre vektorrunl (U,+,L),(V,+,L) og (W,+,L)

af dimensionerne n,m og p, og lad der være valgt baser

(~1' ••• '~n),(f1" •• '!m) og ('&1'.'.''&p) for disse rum. Koordinat

sættene for vektorerne !lt::.U, y.~V og wt-.W betegnes med

~ I '~ I og ~ I' Er da f d U, +, L) ind i (V, + , L) og g g( V, +, L) ind i

(W,+,L) lineære afbildninger og .f:. (mxn) og ~ (p)(.m) de til-

svarende matricer, haves ~I = ~~I og ~I = ~~I' hvoraf

~I = ~~1i1

som den til g o f svarende matrixligning. Ved sammensætning af

lineære afbildninger multipliceres altså de tilsvarende matricer

i samme orden.

Tilsvarende eller ved hjælp heraf besvares spørgsmålet om,

hvorledes den til en lineær afbildning hørende matrix ændres ved

koordinattransformationer i de to vektorrum. Lad (~1 '."'~n) og

(~1, ••• ,in) være to baser i det n-dimensionale vektorrum (U,+,L)

og (f1 , ••• ,fm) og (i1 , ••• ,im) to baser i det m-dimensionale vek

torrum (V,+,L). Med nærliggende betegnelser for koordinatsættene

for vektorer g E U og Y.. E V med hensyn til de nævnte baser haves

'" '"
~I = g~I' ;; = ~~ I '

hvor § er en regulær (n xn)-matrix og 22 en regulær (m xm)-matrix

(jfr. side 111,6,14). Er nu f : (U,+,L) ind i (V,+,L) en lineær

afbildning, som med hensyn til baserne (~1' ••• '~n) og (f1 , ••• ,fm)

fremstilles ved matrixligningen

fås

'" -1 '"
~I = ~~g gi '

Ved passende valg af baserne kan den til en vilkårligt gi-

ven lineær afbildning hørende matrix ! bringes på en særlig sim

pel "normalform". Lad r betegne afbildningens rang. Man vælger
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en basis (8 1, ••• ,8) for afbildningens-r+ -n
(

A A A A )

til en basis l?1'"'' '.§.r'&'r+1 ' • • • '§.n for

AG III, 7, 13

kerne K og supplerer den

U (jfr4 side III, 4, 17).

Vektorsættet (f C§.1 ),,, ~ ~ ,fC~n)) vides at have rangen r. Da.J.-1

f(~r+1) ==, ~ 1= f(in ) == Q, må 11 == fC&1)" 4. ,ir == f(~r) være line

ært uafhængige ti Sættet C!1'';' o·· ,ir) suppleres om fornødent til en

basis (i1 , ••• ,lm) for V. Idet den til afbildningen hørende matri

ces søjler er koordinatsættene for vektorerne f(§.1) , ... ,f(~) i

koordinatsystemet (i1 , ••• ,lmh fås for matricen

4 = (~r,r ~r,n-r)
~m-r,r ~m-r,n-r

hvor ~ betegner (rXr)-enhedsmatricen og Q (p xq)-nulmatri-
-r,r -p,C

cen. Denne matrix betegnes i det følgende med E r). (Er f.eks.==m,n
r == m, falder de to nederste nulmatricer naturligvis bort, og til-

svarende gælder for de andre grænsetilfælde r == O eller n.)

Heraf kan drages flere vigtige slutninger vedrørende matri

cer med elementer fra et givet tallegeme L:

Er ~ en vilkårlig (m x: n) -matrix, findes der en regulær (m ><. m)

matrix E og en regulær (n xn)-matrix Q, således at E~9 == ~~:~.
Med ovenstående betegnelser vil nemlig E == ~ og 9 == ~-1 opfylde

kravet.

Er ~ en (mxn)-matrix, E en vilkårlig regulær (mx.m)-matri~

Qg 9 en vilkårlig regulær (n Xn)-matrix, vil matricen E~9 ~

samme søjlerang som~. Idet ~ == Eog ~ == Q-1 opfattes som koor

dinattransformationsmatricer, vil nemlig ~ og E~9 kunne fortolkes

som matricer hørende til den samme lineære afbildning. Begge ma

tricers søjlerang er altså lig med denne afbildnings rang.

Det er indlysende, at den transponerede E(r)' == E(r) til ma-
==m,n ==n,m

tricen E(r) har samme søjlerang som denne. Idet man ved en matrl==m,n
ces rækkerang forstår maximaltaIlet af lineært uafhængige blandt



rækkerang stemmer overens. Af ovenstående

Mat.1, 1960-61

dens rækker, gælder altså for matricen

AG III, 7, 14

E(r), at dens søjle- og
=m,n
kan sluttes, at dette

gælder for enhver matrix A. Har ~ søjlerangen r og er E og 2 re

gulære matricer, for hvilke RAQ = ~~~~, fås nemlig ~'~'E' = ~~~~.
Da pI og Q' også er regulære, sluttes, at A' har samme søjlerang

r som A. Altså:

For enhver talma1r.i~ A st'§':rnIller sø.ilerang og rækker.§illg over···

~, og dette tal kaldes matricens rang og betegnes med rg ~.

Særlige forhold gør sig gældende ved lineære afbildninger

af et vektorrum (U,+,L) ind i sig selv.

Har (U,+,L) endelig dimension n, hører der til sådanne afbild··

ninger (n X. n)-matricer ~. Vælger man to baser i rummet og fremstil·

ler originalvektorerne i den ene og billedvektorerne i den anden~

gælder det ovenfor sagte naturligvis også i dette tilfælde. Man

vil dog her almindeligvis foretrække at fremstille original- og

billedvektorerne i den samme basis. Udføres en koordinattransfor-

mation med den regulære (nXn)-matrix §, vil A nu blive erstattet

med §A§-1. En (n;>(,. n)-matrix ~ siges at være regulær-ækvivalent

eller ligedannet med (n X n) -matricen A, hvis der findes en regu

lær (n Xn)-matrix g, således at ~ = gA§-1. Skrives ~rv~1 hvis det·~

te er tilfældet, er ~ faktisk en ækvivalensrelation i mængden af

alle (nxn)-matricer (med elementer fra L). Refleksiviteten føl

ger af, at ~ = ~~-1. Syrunetrien følger af, at B = ~~~-1 medfører

~ = g-1 ~ (g-1 )-1. Transiviteten følger af, at ~ = SAS-1 og g TBT..··j

medfører

Regulær-ækvivalente matricer har samme rang.

Foreligger der en lineær afbildning af et n-dimensionalt vek-·

torrum ind i sig selv, ligger det nær ved passende valg af basis
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at søge at opnå en så sinpel matrixfremstilling som muligt.

Forholdene er dog her betydelig mere indvinklet 9 end når to

koordinattransformationer er til rådighed. Man kan opstille

visse normalformer 9 som imidlertid ikke er så simple som den

ovenfor nævnte. Spørgsmålet vil kun blive behandlet under visse

specielle forudsætninger.

Lad (U,+,L) og (V,+,L) igen være vilkårlige vektorrru~.

Er f og g to lineære afbildninger af (U'+9L) ind i (V'+9L)9 for-

stås ved deres sum f + g afbildningen 9 der til ~ ~ U lader svare

f(~) + g(~) GV. Det er indlysende, at f + g også er en lineær

afbildning. Er k et vilkårligt tal fra L, forstås ved kf den

afbildning, der til u €" U lader svare kf(~) E V. Også denne af-

bildning er øjensynlig lineær. Med disse kompositionsforskrifter

danner de lineære afbildninger af (U 9+,L) ind i (V,+,L) et vek-

torrum.

Har (U,+,L) og (V'+9L) endelige dimensioner n og m, og

vælges en basis i hvert af de to rrun, svarer der til lineære

afbildninger f og g (m'xn)-matricer ~ og B. Til f + g og

kf vil da svare henholdsvis ~ + ~ og~. Er nemlig (~1, ••• ,en)

den valgte basis for U, vil billedvektoren af e. ved f + g og
=1

ved kf være henholdsvis f(e.) + g(e.) og kf(e.). Søjlerne i
=1 =1 =1

den til f + g svarende matrix fås altså ved at addere tilsvarende.

søjler i ~ og B og søjlerne i den til kf svarende matrix ved

at multiplicere søjlerne i ~ med k. Idet der (efter at baserne

er valgt) består en enentydig korrespondance mellem de lineære

afbildninger og matricerne, sluttes, at vektorrumnlet bestående

af alle lineære afbildninger af (U,+,L) ind i (V,+,L) er iso-
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morft med det tidligere (side III, 6, 5) omtalte vektorrum

M (L) af (mx n)-matricer med elementer fra L."f)m,n

Er specielt U = V og benyttes den SatMe basis ved frem-

stillingen af original- og billedvektorerne, strækker sig denne

isomorfi videre, idE:t der nemlig til sammensætningen g o f af

to lineære afbildninger af (U,+,L) ind i sig selv svarer pro

duktet ~~ af de to til f og g hørende matricer ~ og ~ (se side

III, 7, 12). Idet f er en enemydig lineær afbildning af

(U,+,L) på sig selv, hvis og kun hvis den tilsvarende matrix er

regulær, ses, at gruppen af enentydige lineære afbildninger af

et n-dimensionalt vektorrun (U,+,L) på sig selv (jfr. side III,

7, 6) ~somorf med den generelle lineære gruppe GL(n,L)

(j fr. s i de I I I , 6, 1O) •

Dybere gående undersøgelser af lineære afbildninger ba-

seres på de vigtige begreber Ilegenvektortl og "6genværdi". Lad

(V,+,L) være et vilkårligt vektorrunI ~ (U,+,L) et underrum i

dette. En vektor ~ t O fra U siges at være en egenvektor for

den lineære afbildning f:(U,+,L) ind i (V,+,L), hvis dens

billedvektor f(~) er proportional med den selv, hvis der altså

findes et tal A.E L, således at

Tallet Å, kaldes den til egenvektoren ~ hørende egenværdi • Op

gives tallet Avilkårligt , vil der i alliindelig ikke findes

nogen fra Q forskellig vektor ~, som tilfredsstiller ligningen.

Betegnes den identiske afbildning af U på sig selv med e,

vil
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være en lineær afbildning af (U,+,L) ind i (V,+,L), og lig

ningen kan skrives ~~ (~) = O. Heraf ses, at hvis kernen Kf=

ved afbildningen f~ indeholder fra O forskellige vektorer, vil

disse og kun disse være egenvektorer med egenværdien Heraf

sluttes for det første, at ~ er en egenværdi, hvis og kun hvis

dim KA > O, og for det andet, at de til en egenværdi )"hørende

egenvektorer samnen med O udgør et underrum, nemlig K~, som

kaldes det til ~hørende egenrum. Dets dimension kaldes multi

pliciteten af egenværdien I-- og betegne s med mIt )".• Et tal?--,

som ikke er egenværdi, siges at have multipliciteten O. Man

har da for hvert tal)l E. L, at mlt A = dim K/l'

Som simple eksempler kan nævnes følgende g

Er k et fast tal fra L, vil ke, hvor e betegner den iden-

tiske afbildning af U, have A- = k som eneste egenværdi, og det

tilhørende e.genrum er hele rummet U.

Lad (U,+,R) være det tredimensionale geometriske vektorrum,

U I et endimensionalt og U" et todimensionalt und errUL'l , som ikke

indeholder Ul. Afsat fra et og samme punkt O vil vektorerne

i U I ligge på en linie p og vektorerne i UH i en plan 1i"-; som

skærer P. Ved til hver vektor u 6 U at lade svare dens parallel
i retningen

projektion f(~) på '~-)ydefineres en lineær afbildning af (U,+,L)

ind i sig selv. Den har O som egenværdi med Ul som egenrunlog

1 som egenværdi med U" som egenrum. Der gælder altså mIt O = 1

og mIt 1 = 2. Der findes ikke andre egenvektorer; thi projek-

tionen f(~) af en vektor li, som hverken tilhører U' eller U",

er ikke parallel med u~

Lad (V,+,R) være vektorrummet bestående af alle i li define

rede reelle funktioner p (t) med perioden 211, og lad (U,+,R)
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være underrummet bestående af de to gange differentiable blandt

disse funktioner. Ved til tf E. U at lade svare den anden aflede

de fJ " fås en lineær afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R). For at
er

bestemme denne lineære differentialoperators egenværdi!bg "egen-

funktioner" løses differentialligningen f " ==)... tf} for et vilkår

ligt givet reelt tal IL . Det vides, at for,Å> O er løsningerne

ikke periodiske. Man kan derfor forudsætte). < O~ Sættes A = _k2 ,

hvor k ~ ~, kan løsningerne skrives

rJ(t) ~ 01 + 02t for k = O,

1; (t) = 0100S kt + 02sin kt for k > 0,

hvor 01 og 02 er arbitrære reelle konstanter. Blandt løsningerne

for k = O er kun konstanterne ,v (t) = 01 periodiske med perioden

2~~. Idet disse danner et endimensionalt underrum, er/l = ° egen

værdi med multiplioiteten 1 og de fra O forskellige konstanter

som egenfunktioner. Løsningerne for k~> 6 er periodiske med perio-

den

A.=
27/, hvis og kun hvis k er et helt tal p = 1,2, •• 1. Tallene

_p2, p ~ 1,2, ••• , og kun disse~er altså ligeledes egenværdi
2Egenrummet hørende til Jp består af funktionerne

01COS pt + 02sin pt. Da cOS pt og sin pt er lineært uafhængige
j

(ikke proportionale), har hvert af disse egenrum dimensionen 2,
,2

d~v.sl mlt(~p ) = 2 fo~ p e 1~2'4~ ••

ia~nvektorerne ~1"'.'~p hørende til indbyrdes forskellige

egenværdier Å 1 , ••• ').p for en lineær afbildning er lineært uafhæn-

~.

Bevis: Lad r betegne rangen af sættet (~1' •.. '~p). Det drejer

sig om at vise, at r = p. Antag, at r < p. Nummeringen af egenvek

torerne (og de tilhørende egenværdier) tænkes valgt således, at

u1 , •••u er lineært uafhængige, altså danner et maximalsæt. Da er
- -r

~p en linearkombination
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111' == k1Jd1 + ••• + krJdr'

For billedvektoren f(~p) fås

f (gp) ;:; A.~p =: k1A1l:!1 + • li li + kr~r"
Sammen med den foregåehde ligning multipliceret med ),.'1' giver det-

te

k1 (Ar> -).,1 )~1 + ••• + krO..p - )..r)~r = O,

hvoraf k1 (itp ... }..1) :=: ••• =: kr (i\.p - )..r) ::: Q, da ~1 ' • • • ,~r er li..;.

neært uafhængige, og følgelig k1 ;:; ••• = kr = O, d,v.s. ~p ::: Q,

da A~; li ••'-'Ap er indbyrdes forskellige. Dette strider' imidleftid

mod; at ~p som egenvektor er forskellig fra Q. Dermed er sætnin

gen bevist.

Som en umiddelbar konsekvens af sætningen (eller også let

direkte) fås, at to egenrum hørende til forskellige egenværdier

har kun nulvektoren fælles.

Er 1\"1 ~ ••• ,~ indbyrdes forskellige egenværdier med multipli

citerne m1 , ••• ,mp for en lineær afbildning f, og vælges for i =

1 ,. ... ,p en basis for det til Il. hørende egenrum K., vil de
1 1

m1 + ••• + ml' således valgte vektorer være lineært uafhængige.

En linearkombination af disse vektorer med koefficienter , som

ikke alle er O er nemlig en sum _U1 + ••• + u , hvor u. tilhører-p -1

Ki , og ikke alle ~i er lig Q. Ifølge ovenstående sætning kan en

sådan sum ikke være nulvektoren. Dermed er påstanden bevist.

I eksemplet ovenfor omhandlende differentialoperatoren ~~

d2/dt2 anvendt på funktionerne med perioden 2'1r'danner f (t) = 1

en basis for det til egenværdienA :::: O hørende egenrum og funktio

nerne cos Pt' sin pt en basis for det til/~ =: _1'2 hørende egen

rum. Af det lige beviste følger den vigtige kendsgerning, at hvil

kesomhelst endelig mange blandt funktionerne

1 , cos t, sin t, cos",2t, sin 2t, .... , cos pt, sin pt, •••

er lineært uafhængige.
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Nu betragtes specielt et vektorrurl (U,+,L) af den endelige

dinensian n og en lineær afbildning f af dette ind i sig selv.

Vælges der en basis for U, svarer der til f en (nXn)-Llatrix !::.,

således at ~I = ~gl? hvor gi og ~I son før betegner koordinat

sættene (nu i samr.le koordinatsysteD) for 1l~ U og y. = f(~) G. U.

At tallet il c L er en egenværdi , er ensbetydende ned, at lig-

ningen ~~I =~ ~I eller

(~ - il ~Pg I = ~ I
har en løsning ~I ~ ~I o LøsningsrurIT.let til dette homogene

lineære ligningssysten er det til Å hørende egenrmn og har ifølge

en tidligere sætning (side III, 7, 10) dinensianen n - rg(~ -;~, E)

Følgelig gælder for hvert reelt tal)~

LIlt A = n - r g (~ -:A. ~) .

Dette tal er nul, hvis og kun hvis natricen A -il ~ er regulær.

Afbildningens (eller natricen !::.'S) spektrULl, d.v.s. nængden af

dens egenværdier, består altså af de tal ~ , for hvilke

natricen ~ - ~ ~ er singulær, d.v.s. ikke regulær.

Af den foregående sætning følger, at en afbildning af den

her betragtede art højst kan have n indbyrdes forskellige egen

værdier )\ 1'.' o, i\p'p < n. Er Di?.' ,Dp egenværdiernes LlUlti

pliciteter, haves endda

Di + ••• + rJ.p ~ n;

thi vælges i hvert af egenrurzlene en basis, fås ialt ni + ••• + n, p

vektoner, SOD ifølge det viste er lineært uafhængige. Suppleres

(an fornødent) disse vektorer ~1".o'~q' hvor q = Di + ••• + np'

til en basis (~1, •• o,en) for U, vil den tilhørende natrix ~ have

en forn, der kan beskrives GQledes~ I de q første søjler er alle

elementer uden for hoveddiagonalen (diagonalen fra øverste venstre
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til nederste højre hjørne) lig 0, og i diagonalen står egenvær

dierne hver så mange gange som dens multiplicitet angiver.

De resterende n - q søjler kan der ikke siges noget om.

Er specielt sru:men af egenværdiernes Dultipliciteter,

altså q, lig Ded n, findes der en basis, son kun består af

egenvektorer, og den til afbildningen hørende natrix vil da være

en IIdiagonalnatrix ll I:18d egenværdierne i hoveddiagonalen, hver

taget ned så mange gange SOD dens Dultiplicitet angiver, og

nuller på de øvrige pladser. Der gælder altså (jfr. side III,

7, 14)~

Hvis en (n)( n) -L.latrix har egenværdier , hvis multipliciteter

har sru~len n, er den regulær-ækvivalent med en diagonalnatrix.

Rettelse g

III, 7, øv. 5 slettes. Den der fremsatte påstand er forkert.
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Øvelser til...tap. III, 7.

1) Lad (V2 ,+,R) betegne det todimensionale vektorrum be

stående af alle geometriske vektorer i en given plan,

og lad (~1' e2 ) være en basis for det.,

a) En lineær afbildning f:V2 ind i V2 bestemmes ved

f(~1) ~ ~2,f(~2) ~ ~1. Angiv afbildningens matrixfrem

s 1illing. Bestem santlige vektorer ~, for hvilke f(~) = g.

Afsæt to basisvektorer (ikke netop lige store og vinkel

rette på hinanden) samt en vilkårlig vektor u ud fra et

punkt O i planen og konstruer billedvektoren f(u) afsat
I -

fra O.

b) Gennemfør det tilsvarende for afbildningerne f 1,f2,f
3

bestemt ved f1(~1) ~ ~2,f1(~2) = -~1,f2(§..1) = -~1'

f2(~2) = -e2,f3(~1) =-e2,f3(~2) = §..1. Vis ved hjælp af

matrixregning, at de tre afbildninger sammen med den

identiske afbildning danner en cyklisk gruppe af ordenen 4.

2) Ved

3

1

1

1 -1

1

1

O

..,.12

1

O=

x4
bestemmes en lineær afbildning f af k4 ind i k3 • Angiv

en basis for billedrummet f(R4), og bestem en basis for

afbildningens kerne (altså en basis for løsningsrummet

for det lineære homogene ligningssystem, der fremkommer,

når man sætter Y1 = Y2 = Y3 = O).
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3) Find samtlige løsningssæt til det homogene lineære lig-

ningssystem

-a3x2 + a2x
3

:::: °
a

3
x1 - a1x3

:::: °
-a2x1 + a 1x2 :::: °,.

hvor talsættet (a1 ,a2,a3 ) t (0,0,0) er givet. (Jfr. III,

6, øv. 18, og vis, at derblandt koefficientmatricens søj

ler findes to lineært uafhængige.)

4) Om en lineær afbildning f af et n-dimensionalt vektorrum

ind i sig selv forudsættes, at hver vektor ~ t 2 er en

egenvektor, d.v.s. til hver vektor ~ ~ Q svarer der en

skalar k(~), den til ~ hørende egenværdi, således at

f(~) :::: k(~)~. Vis, at k(~) ikke kan afhænge af E, og

angiv afbildningens matrixfremstilling i en vilkårligt

valgt basis for rummet.

5) Om en lineær afbildning f af et todimensionalt vektorrum

ind i sig selv forudsættes, at der findes en egenvektor ~,

al tså en vektor ~ t ° og en skalar ~, således at f(~) :::: A~.

Vis, at hvis A:I= 1, findes der (mindst) en fra ~ lineært

uafhængig egenvektor b. Undersøg, om man kan drage samme

slutning, hvis A:::: 1. (Benyt f.eks. en basis bestående

af ~ og en anden vektor.)

6) N'En lineær afbildning f af vektorrunm1et (R ,+,R) af alle

reelle talfølger ind i sig selv defineres ved

hvor
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Vis, at f er en enentydig afbildning af RNpå sig selv,

og angiv den inverse afbildning.

Vis 9 att.ved restriktionen af f til underrummet bestående

af alle konvergente talfølger vil dette underrum afbildes

ind i, men ikke på sig selv.

[bette går ud på at vise 9 at hvis følgen (u1 ,u2 , ••• ) er

konvergent 9 vil også (vi ,v2 , ••• ) være konvergent (med

samme grænseværdi), og at det omvendte ikke jgL~~Eel!lgæider'.

(Beviset for den første påstand er ikke helt simpelt~]

7) Med ~n betegnes vektorrummet af alle reelle polynomier af

højst n-te grad. Ved til polynomiet

p(t) = Po + Pit + P2t2 + .•. + Pntn , t E"R,
at lade svare dE:ta differentialkvotient fås en lineær afbild

ning D ::P- ind i ~ • Angiv afbildningens kerne og billed-n n
rummet D(]P ). Find afbildningens matrixfremstilling, idet

n

der som basis benyttes (1 ,t,t2, •.• ,tn ). Angiv kernen og bil-

ledrummet ved afbildningen D2, og bekræft ved matrixregning,

at D2 er afbildningen, der til et polynomium p(t) lader sva-

re dets anden afledede.

Idet h er et givet reelt tal, defineres ved Fh(p(t)) =

p( t + h) en afbildning Fh : :P ind i tp. Vis, at den er
n n

en enentydig lineær afbildning af rp på ?, og find dens- n n

matrixfremstilling i den nævnte basis. (Begynd med at bestem-

me de til basispolynomierne svarende polynomier.)

Vis, at polynomierne

t(O) = 1, t(i) == t(t-h)(t-2h)···(t-(i-1)h), i == 1, ••• ,n,

danner en basis for l' . Angiv matrixfremstillingen for denn
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øjensynlig lineære afbildning Li h : 9n ind i \..9n bestemt ved

~h(P(t) = p(t+h) -pet) og for afbildningen Fh i denne basis.

8) Lad (V,+,R) betegne vektorrummet bestående af alle reelle funk·

tioner ~(t), som er definerede i intervallet O ; t ~ 71. Lad

endvidere (U,+,R) betegne underrummmet bestående af de to gan

ge differentiable blandt disse funktioner, for hvilke desu

den tf (O) = f (Ji) = O. Ved til <pc t) at lade svare ep" (t) de

fineres en lineær afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R). Bestem

denne afbildnings egenværdier og tilhørende "egenfunktioner'! ,

d.v.s. de reelle tal~, for hvilke der findes en funktion

~(t)E U, som ikke er identisk O og for hvilken 9'''(t) =
A ]O(t), samt for hver sådan værdi af ~de pågældende funk

tionerAEegynd med at bestemme samtlige løsninger til differen

tialligningen r" - Æep = o for et vilkårligt l.)

9) En lineær afbildning af et tredimensionalt vektorrum (U,+,L),

hvori der er valgt en basis (~1 '~2'~3)' ind i et todimensio

nalt vektorrum (V,+,L), hvori der er valgt en basis (f1 ,f2 ),

er med hensyn til de nævnte baser givet ved

(:: )~ (~ a:1 : ) (::).

hvor a er et givet tal. Angiv for hver værdi af a afbildnin-

gens rang r. Bestem dernæst nye baser i de to rum, således

at den til afbildningen hørende matrix antager normalformen

med (rxr)-enhedsmatricen i øverste venstre hjørne og nuller

på alle andre pladser. Angiv også de tilsvarende regulære ko

ordinattransformationsmatricer § og ~ og gennemfør en kontrol- -
d t d T A S·-1 o ( )ve a u regne = = = ' hvor A er ovenstaende 2 X3 -matrix.
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10) Lad (U,+,L) være et vilkårligt vektorrru~ ogfen lineær af

bildning af (U,+,L) ind i sig selv.

Vis, at hvis f er involutorisk, d.v.s. f2 den identiske af-

bildning, vil 1 og -1 være de eneste tal, der kan være

egenværdier for f.

2Vis, at hvis f er idempotent, d.v.s. f = f, vil O og 1

være de eneste tal, der kan være egenværdier for f.

Antag dernæst, at (U,+,L)har den endelige dimension n. Vis,

at det da for enhver involutorisk eller idempotent afbild-

ning f gælder, at summen af egenværdiernes multipliciteter

er lig med n. (Påstanden går, som det let ses, ud på, at

hver vektor ~ E U kan fremstilles som. en linearkombination

af egenvektorer. Benyt f.eks. i det involutoriske tilfælde,

at

u = ~ (u + f (u)) + 1 (~- f (~) )
- 2- - "2- -

og i det idempotente, at

Giv i det tilf~lde, hvor U er det tredimensionale geometriske

vektorrru~, en geometrisk beskrivelse af alle involutoriske

og idempotente afbildninger.
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§ 8. Affineafb~ldninger"

I dennB paragraf undersøges en klasse af afbildninger af

punktrummet E
3

, en plan E2 eller en linie E1 ind i E
3

"

En afbildning tf ind i E
3

, hvis definitionsmængde M er E3 ,

en plan E2 eller en linie E1 , kaldes en affin afbildning, hvis

den opfylder følgende betingelseg
Li (---Y ~AA ~ \1'MP, Q, R, S V:R).. RS =: ;\ PQ

~
For ~ =: 1 kræver dette specielt, at hvis to punktpar RS

,--'}
og PQ repræsenterer samr.le vektor, skal de to billedpunktpar lige-

ledes repræsentere samme vektor. Dette vil sige, at en affin af-

bildning tillige bestemmer en afbildning f~ af deu tre-, to

eller endimensionale vektorrwn V(M) bestående aft alle geometriske

vektorer i M ind i det geometriske vektorrwn V
3

• Er nemlig
.~

v E V(M), og er PQ, hvor P,Q ~. M, en repræsentant for y, vil

~~P)1'TQ~ repræsentere en vektor, som kun afhænger af vektoren y,

men ikke af den for d enne valgte repræsentant, og som derfoc kan

betegnes med ff (y). Af AA følger wniddelbart 1 at f~ (AY) =
/l.ff' (y) for hver vektor y e V(M) og hvert reelt tal A. Endvidere

gælder f r (~ + y) =: ~; (:9;) + ff' (v) for hvilkesomhelSt to vek

torer ~, Z E V(M). Repræsenteres nemlig:!! ved 'PQ' og y ved QR,
~

vil u + y repræsenteres ved PR. Da endvidere

10(1)-)1) (Q Y+ 1) (Q) p~=: Il (p) P (R)7,

og (J (pl 'P (QY, 7jTQJ1) (RP og J:;-(P)f)[ttr repræsenterer henholdsvis

fp (~), ~) (Z) og f? (~+ Z~ er påstanden rigtig. Til hver affin

afbildning rp af M ind i E3 hører altså en lineær afbildning :Lp

af vektorn~net V(M) ind i V
3

, som vil blive betegnet som den

ved? inducerede lineære vektorfunktion.
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Omvendt" lad der være givet en lineær afbildning f:V(M) ind

i V3 , et punkt AE. M og et punkt A' eE3. Der findes da en og

kun een affin afbildningq;:M ind i E
3

, for hvilken f(A) = A',

og som inducerer f. Er nemlig X et vilkårligt punkt i M og
..~

x = AX dets stedvektor ud fra A, er det punkt XI, hvis stedvektor
~-~
AIX' ud fra A' er f(~), det eneste der kan være billedpunkt af X

ved en affin afbildning af den forlangte art. Sættes på den anden

side f! (X) = X', fås en affin afbildning af M ind i E
3

. For at

vise dette betragtes fire punkter P,Q,R,S i M, for hvilke

J.Wi =A P'et, hvor )~ er et reelt tal. Disse punkters billedpunkter

ved den lige definerede afbildning? betegnes med P',Q',R',S'.

Idet

-~ ~ ~PI,J 0:= AQ - Al!,
-~ .....;;. -:-:::?
RS = AS - AH,

haves o grund af lineariteten af vektorfunktionen fpa

f(PQ)
--"7 fOa) = jfTQ~ - A:fi#i o:=piQi= f(AQ) -

---"1 ,........;:;. --'7 .,-,,..,.-~

- A-' Rf\' = R'S'*?,f(RS) = f(AS) f(AR) = A'S'

og derfor

hvormed påstanden er bevist.

Disse resultater srnnmenfattes til følgende sætning:

Lad M betegne punktrUITilllet E
3

, en plan.E2 eller en linie E1,

Lad endvidere V(M) betegne det tre-, to- eller endimensionale

vektorrunI bestående af de geometriske vektorer i M. Enhver affin

afbildning rf :M ind i E3 inducerer ved f1) (P~) =y;"l"P)79-roT7en

lineær vektorfunktion ff g V(M) ind i V
3

• Omvendt induceres en

hver lineær vektorfunktion f:V(M) ind i V
3

af mindst en affin

afbildning af M ind i E3 , og denne er entydig bestemt, hvis der

foruden f foreskrives billedpunktet for eet punkt af M.
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Lad n = 1, 2, 3 betegne dimensionen af vU,1) , og lad der

være valgt en basis (~1' ••• ,en ) for V(M). Som vist tidligere

(side III, 7, 6 - 7) findes der netop een lineær vektorfunktion f,

for hvilken f(~1) = ~1"G.,f(en) = vn ' hvor Y1""'Yn er vil

kårligt opgivne vektorer i V
3

• Er endvidere Ao et punkt i M og

A~ et punkt i E3 , findes der altså en og kun een affin afbild

ningtp ~M ind i E3 , således at

rp(Ao ) = A~', 7) (~'1) = v 1,··· ,fq.J~) = vn •

Afsættes vektorerne e1 , ••• ,e fra A og vektorerne v1'oo"v~
= -n o J..1.

fra A~ , og sættes
~ --"7

~1 = AoA1,···,en = AoÆn 'Y1 -A 'A=f1 -"= 1" •• 'v = A'A(o -n o n'

ses, at de nævnte opgivelser kommer ud på for den affine af-

bildningf at foreskrive billedpunkterne A' ,A1' , ••• ,A' af punkterne
o n .

llneære
A ,A1 , ••• ,A. Tager man i betragtning, hvad den forudsattB/uaf-o n

hængighed af ~1, ••• ,en betyder for den indbyrdes beliggewled af

punkterne Ao ,A1 , ••• ,An , får man~

I. Der findes en og kun een affin afbildning f af en linie

E1 ind i E3 , ved hvilken der til to givne forskellige punkter Ao

2K A1 E! E1 svarer to vilkårligt givne punkter q; (A~) = A~ 2f!;.

f(A 1 ) = A; i E3 <

II. Der findes en og h~n een affin afbildning <f af en plan

E2 ind i E
3

, ved hvilken der til tre givne punkter Ao ,A1 Qg A2

i E2 , som ikke ligger på smmne linie, svarer tre vilkårligt givne

punkter lP (Ao ) = A~, (p (A1 ) = A1~p (A2) = A2<

III. Der findes en og kun een affin afbildningfaf run®et E3
ind i sig selv, ved hvilken der til fire givne punkter Ao ,A1 ,A2

Qa A
3

i E
3

, som ikke ligger i samme plan, svareL~.fire vilkårligt

givne punktert) (Ao ) = A~, 1) (A1 ) = A1"p (A2 ) = A2 Qg f') (A3 ) ... A3·
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Idet de tre

begyndelsespunkt

AG III, 8, 4

tilfælde igen behandles samnlen, vælges Ao som
~ .,..-.-+

og e1 = A Æ1 , •••. e = A A som grundvektorer- o '~n o n

for et affint koordinatsystem i Mo Er da (x1 ' ••• ,xn ) koordinat

sættet for et vilkårligt punkt X ~ M, haves
''''- ---:'h ~

AoX = x1AoA1 + ••• + xnAoAn = x1~1 + '0' + xnen •

For billedpunktet XI = ~X) ved en affin afbildning faf M gælder

da med de ovenfor indførte betegnelser

+ ••• + x v •n-n

Omvendt vil der ved denne ligning for vilkårligt opgivne punkter

A~,A1, ••• ,A~ i E
3

bestenlilles en affin afbildning X ->'XI af M ind

i E
3

,

Ved ra~gen af en affin afbildning forstås rangen r af den

induoerede lineære vektorfunktion f r ' altså maximaltaIlet af

lineært uafhængige bland t vektorerne vi = f 0/ (~1 ) , • • • ,vn =

f~ (~n)' Man har øjensynlig r ~ n. Der kommer altså kun vær

dierne r = 0,1,2,3 i betragtning.

Er r = 0, d.v,s. Vi = ••• = vn = 0, består billedmængden

~(M) kun af punktet A~. Da M indeholder mere end eet punkt, er

afbildningen ikke enentydig.

Er r = 1, altså n = 1, 2 eller 3, og er ~.eks. Y1 ~ 0, vil

de øvrige vektorer v. (i tilfældet n > 1) være skalære multipla
-l

af Y1' Billedmængden ~(M) er da den med Y1 parallelle linie gen-

nem A~. At hele denne linie kOllliller med, ses ved at lade Xi gennem

løbe mængden af reelle tal og at sætte eventuelle andre x. = O.
l

Hvis n > 1, er afbildningen ikke enentydig, idet Y1, ••• ,vn da er
--~

lineært afhængige og ovenstående fremstilling af AIX' følgelig
o

ikke entydig bestemt. I tilfældet n = r = 1 foreliggar en afbild-
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ning af en linie E1 på en linie E1 = sP(E1 ). Vælges A; som begyn-
--)

delsespunkt og A;A1 = ~1 som grundvektor for et affint koordinat-

system på E1, får billedpunktet XI = f (x) for et punkt XE. E1 sam

me koordinat x1 ' som X har med hensyn til koordinatsystemet
~

(Ao ;AoA1 ). Heraf ses, at afbildningen er enentydig i dette tilfæl-

de.

Er r = 2, altså n = 2 eller 3, og f.eks. Y1 og Y2 lineært

uafhængige, vil Y3 (i tilfældet n = 3) være en linearkombination

af Y1 og Y2. Billedmængden ~(M) er da den med Y1 og Y2 parallelle

plan gennem A;. At hele denne plan kommer med, ses ved at lade

(x1 ,x2 ) gennemløbe mængden af reelle talpar og i tilfældet n = 3

at sætte x
3

= O. Hvis n = 3, er afbildningen ikke enentydig. I til

fældet n = r = 2 foreligger en afbildning af en plan E2 på en plan
----:? ~

E2= ~(E2). Vælges A; som begyndelsespunkt og A;A1 = Y1 og A;A2
= Y2 som grundvektorer for et affint koordinatsystem i E2, får

billedpunktet XI =~(X) for et punkt X~E2 samme koordinatpar
~ ~

(x1 ,x2), som X har med hensyn til koordinatsystemet (Ao; AoA1 ,AoAn )

Heraf ses, at afbildningen er enentydig i dette tjlfælde.

Hvis r = 3, altså også n = 3, er vektorerne Y1'Y2 og Y3 li

neært uafhængige. Billedpunktet XI = 1(X) for et punkt XEE
3

har

da samme koordinat sæt med hensyn til det affine koordinatsystem

(A;;Y1'Y2'Y3)' som X har med hensyn til koordinatsystemet

(Ao;~1'~2'.§.3). Heraf ses t at der foreligger en enentydig afbild

ning af E3 på sig selv.

Lad M igen betegne e. linie E1 , en plan E2 eller rummet E
3

,
~}t)},/

og lad n være henholdsvis 1, 2 eller 3. Lad endvidere MI betegne
',I,

en linie E1, en plan E2 eller rummet E
3

, og lad m'være henholdsvis

1, 2 eller 3. I M vælges et affint koordinatsystem (Ao ;.§.1 ' ••• '.§.n)
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og i Ml et affint koordinatsystem (Bo;f1 , ••• ,fm). En affin afbild

ning ~: M ind i Ml tænkes bestemt ved billedpunktetA~ == SO(Ao )

samt den inducerede vektorfunktion f sP • Er
~
AoX == ~ == x1~1 + ••• + xn~n

stedvektoren ud fra Ao for et vilkårligt punkt X i M og
~ ~
BoA~ == .§; == a1.11 + ••• + amfm, BoY == Y.. = Y1 f 1 + ••• + ymfm

stedvektorerne ud fra Bo for henholdsvis A~ == ~(Ao) og Y = )O(X),

haves

.'~ t == .Si + f f (~) ·
Den lineære vektorfunktion f 90 har med hensyn til de to baser

(~1 , ••• '~n) og (f1 ,··· ,fn) en matrixfremstilling ~I = ~~I ' hvor

~ er en (m)( n)-matrix, hvis søjler er koordinatsættene for Y1 =

f f(~1 )" •• 'Yn == f f(~n) i koordinatsystemet (f1 , ••• ,Im). Idet

~I =(~1), gi ~ (1). ~I ~r:1),
xn \ aml \Ym

har man følgende matrixligning for den affine afbildning ~:

~I == gi + ~~I ·
Omvendt bestemmer enhver matrixligning af denne form en affin af-

bildning af M ind i Ml. Afbildningens rang stemmer overens med

rg &:.

Der foreligger en enentydig afbildning yo af M på Ml, hvis

og kun hvis m = n == rg ~, altså hvis ~ er kvadratisk og regulær.

Er M' :::: M, altså <I en afbildning af M ind i sig selv, er !

ligeledes kvadratisk (men ikke nødvendigvis regulær). Ved en sådan

afbildning vil man i reglen fremstille original- og billedpunkter
\ == ~1 t

i samme koordinatsystem, altså vælge Bo == Ao ' f1~'fn == ~n.

Ved overgangen til nye koorainatsystemer (Ao;i1 , ••• ,in ) og

(~o;11 , ••• ,1m) i henholdsvis M og M' fås for den samme affine af-
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bildning 'f en ny matrixligning. Betegnes med § den regulære

(n ,X n)~rratrix, hvis søjler er koordinnts@ttene for de oprinde

lige grundvektorer e 1 , ••• oe i den nye basis (81 , ••• ,8 ) og med- '-n --n

~I koordinatsættet for punktet Åo i det oprindelige koordinat-

system (Ao;~1, ••• ,en)' haves relaiionen

~I ::: ~(~I - ~I)
mellem koordinatsættene ~ Iog ~ I for et pUnki X E M i henholdsvis

det oprindelige og det nye affine koordinatsystem; thi ~I _. ~I

---.:;.
er det oprindelige koordinatsæt for vektoren Å X, hvis nyeo

koordinat sæt er ~I. Med tilsvarende betegnelser gælder for over-

gangen fra det oprindelige til det nye koordinatsystem i Mt

~I ::: ~(~I - ~I)o
Af ~I ::: ~I + ~~I og de to koordinattransformationsligninger fås

efter en kort regning

~I ::: ~(~I _ ~I + ~~,) + ~~~-1~1
som matrixligning for afbildningen ...(J i de nye koordinatsysteli18r.

1

Ved passende valg af disse kan matrixligningen bringes på SaLITJB

simple normalform som ved en lineær afbildning af vektorrum

(side 111,7, 13). Vælges nemlig for B specielt billedpunkteto

f (Ao ) af Ao ' antager matrixligningen formen ~, ::: ~~I' og si

tuationen bliver formelt den samme som ved lineære afbildninger,

når kun de to sæt af grundvektorer ændres, men begyndelsespunltter-

ne bibeholdes. Drejer det sig om afbildninger af M ind i sig

selv, og vil man benytte det salillilB koordinatsystem for original-

og billedpunltterne, kan noget tilsvarende kun opnås, hvis af-

biJJdningenfl har mindst eet fixpunkt , d ov. s o hvis der findes

et pmlld A, for hvilket'f(A) = Ao Et sådant kan da ElGd fordel

benyttes som begyndelsespunkt. Forenklinger af matricen A opnås
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ved at vælge eventuelle egenvektorer for den inducerede lineære

vektorfunktion som grundvektorer (jfr. side III, 7, 20 - 21).

Er fg E
3

ind i E3 en affin afbildning og E2 en plan, vil

restriktionen af 0/ til E2 være en afjln afbildning af E2 ind i

Ez • Dette følger umiddelbart af den definerende betingelse AA,
:J

idet denne jo forbliver opfyldt, hvis kun punkter P,Q,R,S be-

liggende i planen E2 tages i betragtning. Tilsvarende gælder

for restriktionen af en affin afbildning, der er defineret i

rmJ.met eller i en plan, til en linie E
1

• Billedmængden ved en

affin afbildning af en plan (en linie) er som vist ovenfor, en

plan, en linie eller et punkt (en linie eller et punkt) og dette

gælder altså også, når planen (linien) kun er en del af afbild,,·

ningens definitionsmængde.

Lad M igen betegne rummet E
3

, en plan E2 eller en linie E1 ,

og lad ep:M ind i E3 være en affin afbildning. En linie a ~ M

tænkes fastlagt ved et punkt A og en vektor ~ +O på den.

Vælges et begyndelsespunkt O i M, og betegnes et variabelt punkt

på a med X, haves altså parameterfremstillingen

at = OK + tu

for a. For billedpunktet Y =<p(X) fås da med betegnelserne

O' = 'P (O), B = tfl (A) og y. = f~ (!::!) :
-~ --> ~
O'Y = fT(OX) = O'B + tY.'

Er y. +O, er dette igen en parameterfremstilling for en linie b.

Der foreligger en enentydig afbildning af a på b, og tilsvarende

punkter på de to linier hører til samme parameterværdi t. Heraf

(eller også direkte af AA) kan drages følgende slutning: Er

X1 ,X2 ,X3 tre indbyrdes forskellige punkter på a og Y1 'Y2 'Y
3
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-7
deres billedpunkter på b, vil Y3 dele Y1Y2 i srnmne forhold som

--+ ...--Jlt
X

3
deler X1X2; thi vælges A = X1 , altså B = Y1 , og ~ = X1X2,

--.:;..

altså v ;::; Y
1
Y2, og betegnes den til X3 og Y3 hørende parameter-

værdi med t, haves for begge delingsforhold f = t/(t-1) (se
som

side III, 5, 6-7), TIa vektoren ~ = ff(~);tastlægger retningen

af b, kun afhænger af vektoren~, som fastlægger retningen af a,

men ikke af punktet A, ses, at de med a parallelle linier i M

afbildes på linier, der er parallelle (eventuelt sruwJenfaldende)

med b.

Er ~ = f (~) ;::; ~, afbildes a på et punkt, og det sanmle

gælder da for hver med a parallel linie i M. Mængden af de så-

ledes fremkoDTInende punkter er billedet r(M) af hele M, udgør

altså en plan, en linie eller et pUYU{t, idet ~(M) = E
3

jo er

udelukket ved en ikke enentydig affin afbildning,

Lad M nu betegne rUDTIJet E
3

eller en plan E2 , Med til

svarende betegnelser tænkes en plan ~ i M fastlagt ved et

punkt A og to lineært uafhængige vektorer u1 og u 2 • Man har da

parameterfremstillingen

oi =Cit. + t1~1 + t 2u2

for ~ o For billedet Y = r(X) findes

Oli = Fa + t 1Y.1 + t 2v 2 t

hvor ~1 = f't'(~1) og v 2 = ff(u2 )· Er:Y:.1 og v2 lineært uafhængige,

er billedet af ~ en plan ~ • Afbildningen er enentydig, og til

svarende punkter i de to planer hører til samme parameterpar

(t1 ,t2 ). Planer i M, som er parallelle med ~ afbildes på planer

parallelle med p .
Er v 1 og v 2 lineært afhængige, men f.eks. v1 t 0, altså

v2 et skalært multiplum af :Y:.1' er billedet af ~ en linie med
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retning Y.1' og det samme gælder da for alle med <X parallelle

planer i M. Foreningsmængden af de linier, der således frem-

kommer, er feM), altså en plan eller en linie, idet ~(M) = E3 jo

erudelukket ved en ikke enentydig affin afbildning.

Er Y.1 == v2 == O, vil billedet af ~være et punkt, og det

san1ffie gælder da for alle med O( parallelle planer i M. Mængden

af de således fremkommende punkter er ~(M), altså en linie eller

et punkt, da rangen af r i dette tilfælde højst kan være 1.

Af det, der blev sagt om affin afbildning af en linie,

følger lli~iddelbart, at et liniestykke PQ ved enhver affin af-

bildning afbildes på et liniestykke eller på et punkt. Heraf

sluttes, at enhver konveks mængde afbildes på en konveks mængde

(jfr. side III, 5, 10).

Er ]/J igen definitionsmængden for en affin afbildning <f'
og er der givet et skalarsystem

(X1 ' ~<1 ) , • • • , (Xp ' ~\p ) , ti == tL-1 + '>.. + ~p ~ O,

hvis punkter tilhører M, fås et nyt skalarsystem (Y1 , ~1 ) , o • • , (Yp' tlp)

ved til billedpUl1kterne Y. == ~(X.) at knytte de samme skalarer
1.. . . 1.

(Jfr. side III, 5, 11-12.) Dette skalarsystem siges at

skalar-

være billedet ved f af det givne system.. Vælges i M et begyn

delsespunkt 0, haves for det givne systems midtpunkt X

at == ~(e1 0X; + ••• + ~påX'p).
== O' og (X) = Y, fås

Ory == f (OX) == ~tt1otT; + ••• + t\.p°··t
y;) ,

at ved enhver affin afbildning afbildes et

Idet (O)

hvoraf ses,

2Ystems midtpunkt i billed§xstemets midtpuruct. Specielt gælder

dette for tyngdepunkter (ikke-negative skalarer). Heraf kan

sluttBs videre, at det konvekse hylster af en endelig punktmængde
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afbildes på billedmængdens konvekse hylster (jfr. side III, 5,

11 og 14). Således vil en trekant afbildes på en trekant, et

liniestykke eller et punkt, og tilsvarende gælder for et tetra-

eder, et parallelogram O.S.v.

Af særlig interesse er de enentydige affine afbildninger

af en linie, en plan eller I'Ul11Llet på sig selv. Lad M igen be-

tegne en sådan definitionsmængde. Det fremgår af diskussiomen af

de enekelte tilfælde (side III, 8, 4-5), at en afftin afbildning

af M~ sig selv nødvendigvis er enentydig. Er ~ og y affine

afbildninger af ]f[ på sig selv, vil også y" r være en sådan

afbildning. Dette sluttes direkte af AA. Endvidere er det

blevet vist, at den inverse til en enentydig affin afbildning er

en affin afbildning. Da den identiske afbildning øjensynlig er

affin, ses, at de affine afbildninger af M på sig selv danner en

transformationsgruppe, der kaldes den affine gruppe for linien,

planen eller rurrmlet.

Lad der være valgt et affint koordinatsystem (A ;e1o •• o,e )o - , -n

i M. En affin afbildning f) gI\[ ind i M har da en matrixligning

af formen

~ I ;:= ~ I + ~~ I '
hvor ~I ?~I og ~I er koordinatsættene for henholdsvis billed-

punktet (f) (Ao )' originalpunktet X og dettes billedpunkt Y ;:= f) (X) ,

og hvor! er en (nI n)-matrix. Eventuelle fixpunkt~ved '1-1 har

koordinatsæt ~I' som tilfredsstiller ligningen

~I = ~I + ~~I .
Denne kan omskrives til det inhomogene lineære ligningssysten
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som vides at have netop cen løsning ~I = _ (~ _ ~)-1~1 '

hvis og kun hvis ~ - ~ er regulær, d.v.s. hvis og kun hvis ma-

tricen ~, og dermed den inducerede lineære vektorfunktion ikke

har egenværdien 1. Har ~ egenværdien 1, er altså ~ - ~ ikke

regulær, villigningssystemet have uendelig mange eller slet

ingen løsninger.Ifølge et tidligere resultat (side III, 4,13)

fås de eventuelle løsninger ved til een af dem at addere samt-

lige løsninger til det tilsvarende homogene system. De sidste

udgør egenrillllnet hørende til egenværdien 1 for den inducerede

lineære vektorfurU{tion ~D' Stedvektorerne for fixpunkterne fås
/

altså ved at addere stedvektoren for eet af dem til vektorerne i

et underrrun i V(M). De udgør altså et sideunderrum, hvilket i

det foreliggende tilfælde betyder, at mængden af fixpunkter er

en linie, en plan eller hele run1illet, efter som egenrUIl1Llets di-

mension, d.v.s. multipliciteten af egenværdien 1)er 1, 2 eller

3. Man har altså~

Hvis mængden af fixpunkter ved en ikke identisk affin af·-

bildning ~~M ind i M ikke er tom, består ~en9 hvis IVr er en lini~,

af ee~ punkt 9 hvis IVr er en pl~9 af eet punkt eller een_linie,

og hvis IVr er hele rW~letJ af eet punk~ een linie eller een p~a~o

Dette kan også indses på følgende måde~ Antag, at ~ har to

forskellige fixpunkter F1 og F2 0 Linien, der forbinder dem, må

da afbildes ind i sig selv, og denne afbildning er som restriktion

til linien af en affin afbildning selv affin. Men der findes

kun een sådan afbildning af linien, ved hvilken F1 svarer til

F
1

og F2 til F29 nemlig den idsntiske. Hele linien består altså

af fixpunkter. Tilsvarende ses, at hvis en affin afbildning har

tre fixpunkter , S 01,1 ikke ligger på Sallll:le linie, (fire fixpunkter ,
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son ikke ligger i sanm1e plan,) vil hele den af dem bestemte

plan (hele rur.1illet) bestå af fixpunkter.

Eksempler~

1) Translationer af rULunet (og følgelig også deres restrik-

tioner til en plan eller en linie) er øjensynlig affine afbild-

ninger. De er karaktexiseret ved, at den inducerede lineære

vektorfunktion er den identiskeo

tioner har formen ~I = ~I + ~I .
har ikke nogen fixpunkter.

Matrixligninger for transla-

Ikke identislretranslationer

= ~I + ~~I· Man

= ~~I og '"C na-

Det ses, at hver affin afbildning \.f ~M ind i E
3

kan sammen·

sættes af en affin afbildning fFgM ind i M E1ed et vilkårligt

opgivet fixpunkt F € M og en translation L. Vælges F som be-

gyndelsespunkt for et koordinatsystem i M, aflæses dette nenlig

mniddelbart af den tilsvarende natrixligning ~I

har ~ :::: Z '" <pF ' hvor 'ti F har natrixligningen ~ I
trixligningen ~I = ~I + ~I o

2) En enentydig affin afbildning f af rummet E
3

på sig selv,

hvis inducerede lineære vektorfunktion f p består i multiplikatio

nen af vektorerne med et fast reelt tal ~ +0, kaldes en homoteti.

For ~ = 1 fås en translation; en sådan regnes altså til homoteti

erne. Vektorfunktionen f r har egenværdien ~ med hver fra ° for

skellig vektor som tilhørende egenvektor. For ~ +1 findes der

altså ifølge det ovenfor viste netop eet fixpunkt F, og afbild-

ningen er en "multiplikation" med \J ud fra F.

Fremstilles originalpunkterne X og billedpunkterne Y i sam-

me koordinatsystem i E
3

, har matrixligningen for en homoteti

formen
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Omvendt vil enhver matrixligning af denne form med ~ *O frem

stille en homoteti. For den inverse afbildning p-1 fås

~I =-~ ~I + ~ ~I; denne er altså ligeledes en homoteti. (TIette

sluttes også let direkte af definitionen, når det bemærkes, at

den ved r-1 inducerede lineære vektorfunktion er (f~)-1J

Er y en homotet~ som med hensyn til det sarrrae koordinatsystem

fremstilles ved matrixligningen

~I = gi + G~I'

fås for den sar.lmensatte afbildning ,y (I T frenstillingen

~ I = gI + v~ I + er ~ ~ I•
Heraf aflæses, at 0/ \) 'f er en homoteti. (Også dette sluttes

let direkte af definitionen, når det beraærkes, at f y "t' = fy" fep. )

TIisse resultater viser, at hODotetierne i E
3

danner en under

gruppeJe
3

i den affine gruppe.

Analogt defineres homotetier i en plan eller på en linie.

Homotetierne i en plan da1l11er en undergruppe ~2 i planens affine

gruppe. Enhver affin afbildning af en linie på sig selv er en

homoteti.

3) En fra den identiske forskellig affin afbildning 'f af

en plan på sig selv kaldes en (aksial) affinitet, hvis dens

fixpunkter udgør en linie. TIenne linie kaldes dens ~se. TIer

findes en og laxn een affinitet med en given akse a, ved hvilken

der til et givet punkt P uden for a svarer et fra dette forskel-

ligt, givet punld pi uden for a. Vælges nemlig to forskellige

punkter A
o

og A
1

på a, findes der jo netop een affin afbildning

af planen, ved hvilken der til de tre punkter Ao ,A1 ,P, som ikke

ligger på sarWle linie, svarer heruLoldsvis Ao ,A1 ,pi, og ved denne

afbildning er alle punkter på li(Ao~A1) = a fixpunkter. TIer
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skelnes I'lellem to tilfælde~ I) li(P,Pl) skærer a, II) li(P,P') /I a.

I tilfældet I lad A være de to liniers skæringspunkt. Idet

0/ (A) == A og 'f(P) == pI, afbildes li(P,P') == p på sig selv. Det

sarnne gælder da for enh-ver med p parallel linie q; thi dens bil-

lede f(q) må være parallel med r(p) == p /I q, og skæringspunktet

mellem q og a afbildes på sig selv. Endvidere afbildes hver med

a rarallel linie på en med o/(a) == a parallel linie. De med a

parallelle vektorer er egenvektorer til egenværdien 1, og de ned

f1affinitetsretningenfl, d.v.s. retningen af p, parallelle vektorer

er egenvektorer til en egenværdi A , som er forskellig fra 1, da

p *Pl. Vælges A som begyndelsespunkt samt ~1 på a og ~2 == IP

som grundvektorer for et koordinatsystem i planen fås som matrix-

ligning for afbildningen

Tallet Akaldes hyppigt affinitetsforholde1.

I tilfældet II afbildes p == li(P,P') " a på sig selv; thi

r (p) "f(a) == a, og p og o/(p) har punktet pi fælles. Lad Q være

et punkt, som hverken ligger på a eller på p. Er A skærings~

punktet mellem li(P,Q) og a, haves AQ == k AF, hvor k *O er et

reelt tal. Idet ~(A) == A, r(p) == pi og r(Q) betegnes med QI, fås
-) -......

heraf Ar;;, I == k AP I. Subtraktion af de to vektorligninger giver

-+ -+
QQ' == k ppi, altså q == li(Q,Q') IIli(P,P') II a. Heraf sluttes,

at hver ned a parallel linie q afbildes på sig selv. tlAffini-

tetsretniP"g,enfl falder her sammen J.:led aksens retning. En sådan

affinitet kaldes hyppigt en lige~affinitet. Hver Ded a parallel

vektor er egenvektor til egenværdien 1, og der findes ikke andre
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egenvektorer. Vælges et punkt A på a som begyndelsespunkt sant

~1 på a og ~2 = IP som grundvektorer for et koordinatsystem i

planen, antager affinitetens matrixligning formen

(

y1) = ( 1 ;.;e.)r1 )

y 2 O 11 \. x 2 '

hvor ("it, 1) er koordinatsættet for P I i det valgte koordinat-

system. Vælges specielt ~1 = ~l, fås ~ = 1.

En ikke identisk affin afbildning t.p af rummet på sig selv

kaldes en affinitet, hvis dens fixpunktnængde er en plan tX,

affinitetsplanen. TIer findes netop een sådan afbildning med en

given affinitetsplan 0(, ved hvilken der til et givet punkt P

uden for ~ svarer et vilkårligt givet punkt pi uden for ~.•

TIer skeb1es igen mellen tilf@ldet, hvor p = li(P,P') skærer ~

og tilfældet hvor p "iX.. TIet vises SOlll i planen, at hver Eled

p parallel linie afbildes på sig selv. TIisse liniers retning

kaldes igen affinitetsretningen. I begge tilfælde er alle med~

parallelle vektorer egenvektorer til egenværdien 1, som altså har

multipliciteten 2 (da denne kun er 3 ved den identiske afbildning).

I det første tilfælde er desuden vektorerne parallelle med af-

fini tetsretningen egenvektorer til e n egenværdi A ~ 1, medens

der i det andet ikke findes andre egenvektorer~ Ved passende

valg af koordinatsystemet kan matrixligningerne i de to tilfælde

bringes på formerne

(Y1 \ ( 1
O 0')(x1 \ (Y1\ I 1 O 1 \ (X1 \

l t '\

f O
tf Il l J\, J ' - , I F

i Y21 = ;0 1 O i I X2 ' , i Y2 ) -- -1
O J ' x 2 J\ I ' ! l

j,
\ i \ ( \ ,l i \

1 J \X7.)lY l to O 'l. I \ f' . \0 O, 3'" It ,x3/ .Y3)
:J
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4) Parallelprojektioner af rW~let på en plan eller en linie,

af en plan på en plan eller en linie, af en linie på en linie

er affine afbildninger.

5) I den såkaldte deskriptive geometri udvikles metoder til

afbildning af rwnfigurer ved tegninger, som enten kan tjene til

at aflæse en figurs mål, f.eks. som grundlag for fremstillingen

af en genstand, eller til at give et anslcueligt billede af rwn-

figuren. Her spiller affine afbildninger af rUDlJ:let på e n plan

en fremtrædende rolle. De såkaldte aksonometriske afbildninger,

som i reglen tjener det sidstnævnte formål/defineres således~ I

rwnmet vælges et koordinatsystem (A;~1'~2'~3) (i bekvem belig

genhed i forhold til den figur, der skal afbildes). I tegne-

planen vælges billedpururtet B af A samt billedvektorerne v1,v2,~af

-e 1 '~2 '~3 (bedst således? at ikke to af dem er lineært afhængige).

Derved bestemnes, som vist~ netop een affin afbildning af rULn~et

på tegneplanen. Til punktet X i rULu~et? hvis stedvektor ud fra

A er

AY: = x1~1 + x2~Q + x3e3 ,

svarer herved punktet Y, hvis stedvektor ud fra B er
--;:.
BY = x1~1 + x2v 2 + x3~3'

To punktmængder L og M i rurilllet (i samr.le plan, på saLune

linie) siges at være affin-ækvivalente (eller kort affine), hvis

der findes en enentydig affin afbildning af rWMlet (planen, li-

nien) på sig selv, ved hvilken L afbildes på M. At der virkelig

foreligger en ækvivalensrelation, følger ULliddelbart af, at de

pågældende affine afbildninger danner en gruppe. Hvilke sonilie lst

to tetraedre, hvilkesomhelst to trekanter, hvilkesoLilielst to
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liniestykker er affin-ækvivalente.

AG III, 8, 18.

f ..
To punktmængder J A,B, C~ og

l__ )
/,
.~ A I ,B' ,C l ~ , hver bestående af tre forskellige punkter på samme
I ,
~. /

linie er almindeligvis ikke affin-ækvivalente. Nødvendig (og,

SOI:ll:1Bn let ser, også tilstrækkelig) for, at der findes en

affin afbildning tp, for hvilken tf (A) = A', f9 (B) = B' og
-I-.......,.-~~

(l,J(C) = C', er, at C' deler A'B' i sarnne forhold som C deler
f

. .-::.
AE. Dette forhold siges at være en ~Q=invariant af mængden

tA,B,c1. Egenskaben ved en punktmængde L at være konveks er

affin-invariant, d.v.s. enhver med L affin-ækvivalent mængde har

den SaLTI~e egenskab. I den affine geometri studeres de affin-

invariante egenskaber ved de geometriske figurer.

To punktmængder L og M i runutiet (i saru~e plan) siges at

være homotetiske, hvis der findes en homoteti i rurmet (planen),

ved hvilken L afbildes på M. Idet de pågældende homotetier

danner en gruppe, defineres herved en ækvivalensrelation mellem

punktmængder. I den elementære geometri siges homotetiske

punktmængder at være Hligedannede og ligedan beliggende".
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Øvelser til kap. III. 8.

1) På en linie E1 er valgt et affint koordinatsystem. En affin

afbildning af E1 på sig selv er bestemt ved, at de to punkter

med koordinaterne p og q, hvor ~ t q, har billedpunkter, hvis

koordinater er henholdsvis p' og q'. Find afbildningens "ma-

trixligning".

2) I en plan E2 er valgt et affint koordinatsystem. En affin af

bildning yo af E2 ind i sig selv er bestemt ved, at punkterne

med koordinat sættene (1,1),(1,2),(2,-1) har billedpunkter, hvi~

koordinatsæt er henholdsvis (0,3),(0,0),(2,-2). Find afbild

ningens matrixligning. (Begynd f. eks. med at bestemme matrix-

ligningen for den inducerede lineære vektorfunktion.)

Bestem den inducerede lineære vektorfunktions egenværdier og

egenvektorer, og angivet koordinatsystem, i hvilket den affi

ne afbildnings matrixligning bliver særlig simpel.

3) I en plan E2 er givet to hinanden skærende linier li og 12
samt to punkter P og P', som ikke ligger på nogen af disse li

nier. Vis, at der findes en og kun een affin afbildning af E2
på sig selv, ved hvilken P afbildes på pI og hver af linierne

li og 12 1) på sig selv, 2) på den anden.

Find i hvert af tilfældene afbildningens matrixligning i det

affine koordinatsystem med liniernes skærings-punkt ~som begyn-.

delsespunkt og grundvektorer ~1 og ~2 på henholdsvis li og 1 2 ,

der er valgt således, at P har koordinatsættet (1,1). Koordi

natsættet (P1,P2) for pI tænkes givet.

4) I en plan E2 er givet tre punkter A1 ,A2 ,A
3

, som ikke ligger

på samme linie. En affin afbildning ~ : E2 på E2 bestemmes

ved ep (Ai) = A2 , ep (A2 ) = A3, 'P(A3 ) = Ai. Angivet fixpunkt

F for afbildningen, og vis, at der ikke findes andre.
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Angiv afbildningens matrixligning i det affine koordinatsystem

(F;~ ,F12 ).

5) I rummet E
3

er givet fire punkter A1 ,A2 ,A3 ,A4, som ikke lig

ger i samme plan. Find for den ved ~(A1) = A2, ~(A2) = Ai'

f(A3 ) = A4, ep(A4 ) = A3 bestemte affine afbildning ep: E3
på E3 mængden af fixpunkter samt egenvektorer og egenværdier.

(Undersøg, hvorledes midtpunkterne af de seks liniestykker,

der forbinder de givne punkter, afbildes ved 1.)

6) I en plan E2 er givet tre punkter Ao ,A1 ,A2 , som ikke ligger

på samme linie, samt et punkt A2+A2, som ikke ligger på

li(Ao ,A1 ). Ved ~(Ao) = Ao' YO(A1 ) = Ai' ~(A2) = A2 bestem

mes en affinitet med aksen li(Ao ,A1 ). Konstruer billedet af

en vilkårligt opgiven trekant 1) hvis li(A2 ,A2) skærer

li(Ao,A1 ), 2) hvis li(A2 ,A2)1111.(Ao,Ai ).

7) Lad E
i

og E1 være to linier, der skærer hinanden, og lad der

være givet en affin afbildning 9' : E
i

ind i E1. Vis, at ~ kan

sammensættes af en translation, ved hvilken E
i

afbildes på

sig selv, og en parallelprojektion af E1 ind i E14

8) I en plan E2 er givet en affinitet ~ med aksen l. Vis, at der

findes en plan E2, således at ~.,kan sammensættes af en paral

lelprojektion af E2 på E2 og en ~allelprOjektionaf E2 på E2•

9) Konstruer et aksonometrisk billede af en terning og af et re

gulært oktaeder. (Et sædvanligt retvinklet koordinatsystem i

rummet tænkes anbragt i hensigtsmæssig beliggenhed i forhold

til terningen eller oktaedret. De tre grundvektorers billed

vektorer i planen vælges således, at ikke to af dem er lineært

afhængige.)
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10) Et polyeders 15 hjørnespidser har i et koordinatsystem

(O; ~1,Q2,Q3) (som man bedst tænker sig sædvanligt retvinklet)

koordinatsættene A(0,0,0),B(2,0,0),C(2,1,0),D(1,1 ,0),E(1,3~O),

F(O, 3 , O) , A1 (O, O, 1 ) ,B1 (2, O, 1 ) , C1 (2, 1 , 1 ) , D1 (1 , 1 , 1 ) ,E1 (1 , 3 , 1 ) , ,

F1 (0,3,1 ),G(3/2,1/2,3/2),H(1/2,1/2,3/2),I(1/2,5/2,3/2). Polye

dret har 13 sideflader: ABCDEF,ABB1A1,BCC1B1,CDD1C1 ,DEE1D1 ,

EFF1E1,FAA1F1,A1B1GH,B1C1G,C1D1HG,D1E1IH,E1F1I,F1A1HI. Tegn

et aksonometrisk billede af polyedret. (Vælg billedvektorerne

Q1,Q2 og Q3 af Q1,Q2 og Q3 omtrent som angivet,på næste side.)

11) Søg nødvendige og tilstrækkelige betingelser for 1) at to tra

pezer i planen, 2) to firkanter i planen, 3) to tresidede pris

mer, 4) to tresidede dobbeltpyramider er affin-ækvivalente.

(Ved en tresidet dobbeltpyramide forstås her et polyeder sam-
r

mensat af to tret~edre, som har en sideflade fælles og ligger

på hver sin side af denne.)

12) Søg nødvendige og tilstrækkelige betingelser for, at en seks-

kant i planen er affin-ækvivalent med en regulær sekskant. Kon

struer en sådan sekskant, når tre på hinandBn følgende af dens

vinkelspidser er givet vilkårligt, dog således, at de ikke lig-

ger på sa@ne linie.

13) Samlingen af alle affine afbildninger af rummet på sig selv,

ved hvilke en given delmængde D af E
3

afbildes på sig selv,

danner en transformationsgruppe GD. Bekræft dette. Vis, at hvis

D er en endelig mængde {A1,..• ,Aq1, findes der et punkt, som

er fixpunkt for alle afbildninger tilhørende GD. Vis, at hvis

det desuden forudsættes, at D ikke er indeholdt i en plan, vil

GD være af endelig orden, og angivet kun af q afhængigt over

tal for denne orden.
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14) Vis, at hvis en affin afbildning q0 : E3 ind i E3 er af ende

lig orden, d.v.s. hvis der findes et positivt helt tal p, så

ledes at ~p er den identiske afbildning, vil den afbilde E3
på sig selv, have mindst eet fixpunkt, og tallene 1 og -1 vil

være de eneste (reelle) tal, som kan være egenværdier for den

ved 9' inducerede lineære vektorfunktion.

(-

Vis, at gruppen ~ 3 af translationer i rummet E3 danner en nor-

mal undergruppe i gruppen af alle affine afbildninger. (Jfr.

side II,2,6. Det drejer sig om at vise, at hvis .~ er en trans

lation og ~ en vilkårlig affin afbildning af E3 ~å sig selv,

vil et o Z"' o tfJ -1 være en translation.)

Vis dernæst, at der består en enentydig korrespondance mellem
C

sideklasserne til Cl
3

og de af de affine afbildninger induce-

rede lineære vektorfunktioner.

Undersøg, om gruppen ~3 af homotetier i E2 er en normal un

dergruppe i gruppen af alle affine afbildninger af E
3

på sig

selv.

10)

e i

-3
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§ 9. Linearformer. Lineære uligheder.

De lineære afbildninger af et vektorrum (V,+,L) ind i tal

legemet L, opfattet som det endimensionale vektorrum (L,+,L), kal

des linearformer eller (især når V er uendelig-dimensionalt) li

neære funktionaler i (V,+,L). En sådan er altså en i V defineret

funktion A med værdier i' L, som for alle vektorer Y1 'Y2'Y E. V og

alle tal a fÆ: L opfylder betingelserne

A{av) = aA.(v).- ....
Den konstante funktion, der for hver vektor y € V har værdien O,

er øjensynlig en linearform. Den kaldes nulformen eller ~lfunk

tion?le~ og kan uden fare for misforståelser betegnes med O.

Eksempler:

1) Lad (V,+,L) være talrummet (Ln,+,L), og lad der være gi

vet et talsæt (Æ
1

, ••• ,An ), hvis tal tilhører L. Ved til vektoren

y = (v1 , ••• ,Vn )ELn 'at lade svare tallet

A(y) ::::: 11v1+.·.+AnV n

fås en linearform. Nulformen fremkommer, hvis og kun hvis

J 1::::: ••• :::::Jn ::::: O. Det vil fremgå af en sætning nedenfor, at hver li

nearform defineret i Ln er et sådant homogent førstegradspolyno-

mium.

2) Lad V betegne mængden af alle komplekse talfølger

(v1 ,v2, ••• ), for hvilke rækken IV1 1+lv21+ ••• er konvergent, d.v.s.

for hvilke rækken v1+v2+••• er absolut konvergent. Med de sædvan

lige definitioner

(u1 ,u2,···) + (v1 ,v2 '···) ::::: (u1+v1 ,u2+v2,···),

a(v1 ,v2 ,···}::::: (av1 ,av2,···)

er V et vektorrum (et underrum i (ON,+,b)); thi er rækkerne

u1+u2+••• og v1+v2+••• absolut konvergente, vil også
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(u1+v1 )+(U2+v2)+ ••• være det, idet Iui+vil ~ luil+lvil, og for

hvert tal aEb vil av1+av2+ ••• være absolut konvergent, når

v1+v2+~" er det.

Er (Å 1 ,Æ2, ••• ) en begrænset følge af komplekse tal, vil ræk

ken Å
1

v1+).2v2+ ••• for hver følge (v1 ,v2 ' ••• ) E V være konvergent

(endda absolut konvergent). Ved til (v1 ,v2, ••• )EV at lade svare

det komplekse tal
/\ I (-

L.l1. V1 ,v2,···) :=A.1V1 +A2V 2+···

defineres en linearform i (v,+,b).

3) Lad [a'-l?JCR være et interval, og lad (V,+,R) være vek

torrummet af de i [a,b] definerede kontinuerte reelle funktioner.

For en given reel funktion~ af begrænset variation i [a,b] er da

b
A(f) := Saf dO<,

en lineær funktional~(V,+,R).

fE. V,

Er Ll 1 ,1\.2 og A linearformer i et vektorrum (V,+,L) og k

et tal fra L, vil de ved y-~.lJ.1(Y) + A 2(y) og.Y~ kit(y)

definerede funktioner.il.
1

+ A2 og k il fra V til L også være li~

nearformer (jfr. side III, 7,15). Linearformerne i (V,+,L) dan

ner altså et nyt vektorrum (et underrum af funktionsrummet
r;-
(YV,+,L) indført side 111,4,7). Det kaldes det til (V,+,L) duale

vektorrum og betegnes med (V~,+,L). (1 uendelig-dimensionale vek-

torrum over de reelle eller komplekse tals legeme indføres i reg-

len topologier, og man har ofte anledning til specielt at betrag

te de kontinuerte linearformer. Ved et sådant vektorrums duale

forstås derfor almindeligvis vektorrummet bestående af alle kon

tinuerte linearformer. Det her betragtede, bestående af alle li

nearformer overhovedet, betegnes da som det "algebraisk duale").
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Nulvektoren i det duale vektorrum (V*1+,L) er naturligvis nul-

formen.

Linearformer i\1, .. o,l\p er lineært afhængige, hvis og kun

hvis der findes k1 ,o •• ,kp i L, som ikke alle er O, således at

k1i\1+ ••• +kpJ\p er nulformen, d.vns. således at

k1Il1 (v) +•.• +k j\. (v) == O- P p-

for hver vektor y. E V. Det er herefter klart, hvad begreber som

lineær uafhængighed, maximalsæt, rang kommer til at betyde, når

talen er om sæt af linearformer.

Lad linearformen J\. være forskellig fra nulformen, hvilket

kort skrives 1\ +O (medens 1\ (y) =1= O betyder, at den til y. SV8,-.

rende værdi af J\ er forskellig fra O). Værdimængden vednJ\ er da

hele tallegemet L, d.v.s. ~l er en afbildning af V på L. Er nem

lig g en vektor, for hvilkenJ\(§) =1= 0, og gennemløber k hele

tallegemet L, vil A(kg) == k.Å.(§:.) ligeledes gennemløbe hele IJ"

Nulrummet eller kernen ved il, altså Jl--] (O), d.v.s. underrummet

bestående af alle y <i. V, for hvilke J\. (y) == O, er da ikke hele

rummet V, og for hvert be L er ~-1(b), d.v.s. mængden af alle

y€.V, for hvilke .Jt (y) == b, et sideunderrum til.A_-1 (0) (jfr.,

side 111,7,11). Et sådant sideunderrum jl-1 (b), specielt altså

nulrummet A -1 (O), kaldes en h:y:p.2rpl~ i V. Ligningen A (y) == b 9

der for et givet b E L tilfredsstilles netop af alle y'6A -1 (b),

kaldes hyperplanens ligning.

Lad der være givet en linearform J\_ =1= 0, og lad §(=I=Q) være

en fast valgt vektor, for hvilken _~(§:.) =1= O. Hver ve~tor y. EV

kan da på en og kun een måde $.kri~"s på forme~

Yo ~ /\-1 (O) , rx € L,

altså som sum af en vektor v i nulrummet og en vektor propor--o

tional med g. Med andre ord V er den direkte sum af nulrummet
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1\-1(0) og det af g frembragte endimensionale underrum V(a):

V = il -1 (O) Ef,! V(g)

( j fr. side III, 4, 20). Dette sluttes af, at der for C< € L gælder

j\(y"-<;<g) = 1\.(Y..) - O( i\.(g) = O,

altså Y..o = y. -IX g E:A-1 (O), hvis og kun hvis O< = Å (Y..) / f\.(g).

Dette giver tillige udtrykket

v = v - I\~Y~ a-o - /\. g -

for parallelprojektionen i retningen § af den vilkårlige vektor

YEV på hyperplanen 1\.-1(0) (jfr. side 111,4,21).

To linear,former /\. 9= O og A' t O har samme nulrum, hvis og

kun hvis de er lineært afhængige. hvilket her vil sige proportio

gale. At proportionale, fra nulformen forskellige linearformer

har samme nulrum. Det omvendte følger af, at hvis f\ og i\. , har

samme nulrum. medfører ;\(v ) = O. at i\'(v ) = O. Af det fundne, -0'-0

udtryk for Y..o fås da nemlig

!\!. (y) ... Xf~~ Il' (g) = O,

hvoraf påstanden aflæses, idet ~ '(~)/!\(§) er uafhængigt af y.

Som originalmængder til elementerne i billedmængden L ved

afbildningen j'L danner hyperplanerne .A-1 (b), b E. L, en klasse

inddeling af V (se side 1,4,6), d,v.s. to hyperplaner j\-1(b1 )

og J\.-1(b2 ) er disjunkte eller identiske, efter som b1 t- b2 eller

b1 = b2 , og hver vektor YE.. V tilhører een af hyperplanerne. Man

siger, at originalmængderne ved en linearform .I\. 1= O danner et

bundt eller en skare af parallelle hyperplaner.

To fra nulformen forskellige linearformer bestemmer den sam

me skare af parallelle hyperplaner, hvis og kun hvis de er ~rQ-

Eortional§..

Bevis: Lad .1\. og A 1 = k 1\, hvor k t- O, være to proportio-
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-nale linearformer. Af ~(y) = b følger da ~t(y) = kb, og

omvendt. Dette viser, at j\. -1 (b) = A' -1 (kb) for b €. L, altså at

A og 1\' bestemmer de samme hyperplaner. Omvendt, hvis A og l\'

bestemmer de samme hyperplaner, har de specielt samme nulrum og

er ifølge det ovenfor viste proportionale.

Det er muligt og ofte hensigtsmæssigt at bestemme en fra

nulformen forskellig linearform ved en ftfigur" i selve vektorrum

met V. Lad l\.. t O være en linearform • Nulrummet A -1 (O) og side

underrummet J\ -1(1), som udgøres af de vektorer i V, for hvilke

i\antager værdien 1, er to disjunkte, parallelle hyperplaner,

hvoraf den første indeholder nulvektoren. Ved disse to hyperpla-

ner er linearformen fuldstændig bestemt; med andre ord, hvis det

for to linearformer .I\. og A I gælder, at .Il -1 (O) = A l-i (O) og

A-i (1) = A ,-1 (1), gælder A == A'. Idet .fLog A' har samme

nulrum, er nemlig som vist A' = k A, hvor k€ L, og for en vek

tor y, for hvilken}\(y) = ~'(y) = 1, fås

1 = l\'(y) = kA(y) = k.

Der foreligger her en vis analogi med bestemmelsen af en geome

trisk vektor (specielt en stedvektor) ved et punktpar (ved et

punktpar med nulpunktet som første punkt). Linearformerne, d.v.s.

vektorerne i det til V duale vektorrum V*kan altså fremstilles

i V ved par af parallelle hyperplaner. De kaldes i denne forbin-

delse ofte for kovariante vektorer i V, medens de vektorer, der

ifølge definition udgør V, da benævnes kontravariante vektorer.

Motiveringen for disse benævnelser vil blive omtalt nedenfor.

Det forudsættes nu, at vektorrummet V har den endelige dimen

sion n. Idet billedet af V ved en linearform ~ f O er det endi

mensionale vektorrum (L,+,L), har kernen 1\-1(0) dimensionen n-i
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(se side III, 7, 9) o Idet nan tilskrivor si derm:ll:1Gne til et un-

derruD den saLrr~e dinension son dette (dinensionens definition,

side III, 4, 14, vedrører kun underrun), kan nan sige, at hyper-

planerne i et n-dinensionalt vektorruD er (n-1)-dinensionaleo

(Er din V ~ Do, vil også /\-1(0) være uendelig-dinensionalt o

Det faktun at billedrru:rrlet vcd~\ er endinensionalt og derned,

at kernen 1\.-1(0) har en dincnsion, "der er 1 nindre end rum-

I.18ts it
, plejer Dan at udtrykke ved cd tilskrive hyperplanen

.l\-1 (O) kodinensionen 1 o)

1ad der være valgt en basis (e1 ,0 •• ,e ) i det n-dinensionale- -n

vektorrUD (V ,+,1). Erj~ en linearforn, gælder for hver vektor
n

y. ~ v1~1 + ••• + vnen EVn'

at

A(y.) ~ v 1 !\(.§.1) + o. o + v .l\ (e ) on -n

Det ses heraf, at linearforI.len er entydig bestent ved de værdier,

den amager for de n lineært uafhængige vektorer e.. Er der på
·=1

den anden side givet vilkårlige tal a 1 , ••• ,an fra 1, og lader

nan til vektoren v = v1~1 + 0.0 + vnen svare tallet

fås øjensynlig en linearforn, og for denne gælder, son det let

bekræftes, at

a. ,
l

Heraf sluttes~

I et n-dioensionnlt vektorrurl (Vn,+,L) findes der en og kun

cen linearforn, son for n givne lineært uafhænGige vektorer an-

tager givne værdier fra L.

Dette kan opfattes son et specielt tilfælde af sætningen OD

besteI.u:'1elsen af en lineær afbildning af et vektorrml ind i et andet
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(side III, 7, 6). Koefficiemsættet (a1 , .•• ,an ) er ikke andet

end den til afbildningen hør ende Datrix, son i det foreliggende

tilfælde er en række.

Af ovenstående aflæses endvidere, at efter valg af en ba-

sis i Vn er linearfornerne netop de honogene førstegradspolynonier

i den variable vektors koordinater. Der består altså en enen-

tydig korrespondance Ile lIen linearfornerne og koefficientsættene

(a1 , ••• ,an ). Da denne øjensynlig er lineær, kan sluttes, at det

til et endelig-diDensionalt vBktorruD Vn duale vektorrurl v: er

isonorft ned talruIll~et Ln . Da også V selv er isoDorft Ded Ln ,
n

gælder~ gyert endelig~~~Q~nsionaltvektorrlli~ er isoDorft Ded sit

duale. (For uendelig-dinensionale vektorrun gælder ildce noget

tilsvarende.) Koefficientsættet (a1 , ••• ,an ) for en linearforD

+ a vn n

kan opfattes SOD koordinatsæt for vektoren l\i det duale rurl

~ * "*Vn ' hvis Dan SOD basis for dette TIITJ vælger (~1, ••• ,en)' hvor

~;,~~, ••• ,e:betegner linearfornerne ned koefficientsættene

(1,0,.oe,O), (0,1 p •• ,O), .. q(O,0, ••• ,1). For disse linearfor-

mer gælder følgelig

e~(e.) ==J.. , ., 1
-J. -J J. J J. ,J::: , ••• ,n "

og de er herved fuldstændig bestente. Anderledes udtrykt, e1 er

den linearforn, der til vektoren y:::. v1~1 + ••• +

svare dens i-te koordinat v., nI tså e!" (v) :::. V .•
J. -J. - J.

ve lader
n-n

Til hver basis

(~1 ? • • • , en) for Vn hører således en bestemt basi s (e~, •.. , e~)

for Vn ? SOD kaldes den til (~1? •.• ,en ) duale basis.

Son nævnt ovenfor, kaldes linearforDerne også for kovari-

ante vektorer i V. Disse kan ganske SOD de kontravariante
n

vektorer, d.v.s. vektorerne, der udgør V , besteLll~es ved koordi
n
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natsæt bestående af n tal. Forskellen imellen den træder inid-

lertid fren, når der skiftes basis i V. Med de tidligere ben

tegnelser (side III, 6, 13) lad en ny basis (f1 , ••• ,fn ) være

bestemt ved

(~'19"··,en) = (f19"··,fn)~'

hvor T er en regulær kvadratisk matrix. For koordinatsættene

xfe) og xf f ) for en vektor y ~ Vn ned hensyn til de to baser

gælder da (jfr. side III, 6, 14)

xf
f

) = ~ xf
e

).

Lad f~ være en lineærform, og lad a(e) og a(f) betegne koeffi-
:::- :::-

cientsættene, skrevet som rælckelJatricer, ved frenstillingerne af

!\son honogene førstegradspolynomier, når henholdsvis (Q1"o.'~n)

og (f1 , ••• ,fn ) benyttes son basis. Man har da for hver vektor

v E V- n

altså

Da dette gælder for hver søjlenatrix

a(e) = a(f)T
-- =- =

kan man slutte, at

eller udførligere

(e) (e) (f) (f)
(a1 , ••• ,an ) = (a1 ,. •• ,an )~.

Det ses, at denne transfornationsformel har sm.me forn son den

for basisvektorerne. Koefficientsættene for lincarforner trans-

forn eres ned (på sarme nåde son) baserne? derfor nvnet kovariant

vektor for en linearforn. Derinod transformeres koordinatsæt-

tene for vektorer på en anden/ iinodsat ll nåde. Omskrives nenlig

den pågældende ligning for saruJenligningens skyld ved at gå over

til de transponerede natricer og at løse ned hensyn til X~e)~
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Qyelser til kap. III. § 98

1.. I rummet E
3

med basis (~'§.2,Q3)er givet vektoren y med ko

ordinatsættet (2,-1,3) og vektoren ~ med koordinatsættet

(1,0,-3).

Idet A er den ved

A(§.1) = 1

AC~2) = 1

A(§.3) = 1

bestemte linearform, skal man vise, at A(~) t- ° og skrive

y. på formen

hvor A(v ) = O.-o
Bestem samtlige linearformer At for hvilke en opspaltning af

y på formen (1) giver det samme Yo E At - 1 (0).

2. Bevis, at ethvert underrum i et endeligdimensionalt vektorrum

er gennemsnit af endelig mange hyperplaner.

3. Vis, at vektorrummet (V,+,L) er isomorft med et (ægte eller

uægte) underrum af (V**,+,L).

4. Lad (V,+,L) være et endeligdimensionalt vektorrum og VI og

V" to underrum i V, og lad U betyde det af V' u V" frembrag-

te vektorrum.

Vis, at

dim U + dim (V t n V") = dim VI + dim V".

Find v. hj. heraf dimensionen af det af VI u V" U VIII frem-

bragte vektorrum udtrykt ved dimensionerne af VI, V", V"I ,

Vt n V", VI n V1Il , V" n Vm og VI n vtt n Vttl •

Søg at generalisere resultatet.
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§ 12. Bilineære og kvadratiske former.

Lad der være givet to vektorrum (U,+,L) og (V,+,L) over sam

me tallegeme L. En funktion B : U x V ind i L siges at være en

bilineær form (bilinearform), hvis den for alle ~'~1'~2eU, alle

Y'Y1 'Y2 E: V og alle ~';U eL opfylder følgende krav:

BL1 : B (~1 +~2 ,y) :::: B (111 ,y) + B(~2 ,y) ,

BL2: B(Å~,y) ::::}.B (~,y) ,

BL3: B(11'Y1+Y2) :::: B(11,Y1 ) + B(11'Y2)'

BL4: B(11,fY) :::: fB (11,Y) ,

med andre ord, hvis B (11,Y) for hver fast vektor y E. V er en linear

form i U og for hver fast vektor g€ U en linearform i V (jfr. si-

de III,9,1)~ Er der givet en bilineær form B(g,y), vil der altså

til hver vektor v€. V svare linearformen _I\. bestemt ved, at A (u) ==- y v-
B(~,y). Der foreligger altså en afbildning y~j\-v af V ind i det

til U duale rum U~(se side III,9,2). De to sidste af ovenstående

ligninger udsiger, at denne afbildning er lineær. Er der omvendt

givet en lineær afbildning y~ llv af V ind i U*, for hvilken alt

så Av +v = Av +h v og A MV =;U'\-, fås en bilinearform ved at
-1 -2 -1. -2 t - -

definere B(g,y) :::: }\v(g). På tilsvarende måde kan en bilineær form

fortolkes som en lineær afbildning af U ind i V~.

Eksempler:

1) Lad (U,+,L) være det m-dimensionale talrum (Lm,+,L) og

(V,+,L) det n-dimensionale talrum (Ln,+,L), og lad der være givet
med

en (m xn)-matrix ~ :::: (b ij )'<8lementer fra L. For u == (u1 , ••• ,um) 6Lm

og y == (v
1

, ••• , vn) E. L
n er da

en bilinearform. Af en sætning nedenfor vil det fremgå, at enhver
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bilineær form defineret i endelig=dimensionale vektorrum efter

valg af baser i disse kan fremstilles på denne måde.

2) Lad (U,+,C) være vektorrummet bestående af alle komplekse

talfølger ~ == (U1 ,U2,e •• ), således at rækken u1 + u2 + ••• er ab

solut konvergent, og lad (V,+,C) være vektorrummet bestående af

alle begrænsede komplekse talfølger Y.. == (v1 , v2' ••• ). For ~ E: U og

Y.. €. V er da rækken

B(~, y..) == u1 v1 + u 2v 2 + •••

konvergent og definerer en bilineær form i UX V (jfr. eksempel 2)

side 111,9,1).

3) Lad (U,+,R) og (V,+,R) henholdsvis være vektorrummet be

stående af alle reelle kontinuerte funktioner f(x) defineret i

a < x < b og alle reelle kontinuerte funktioner g(y) defineret i

c < y ~ d. Er der givet en reel funktion K(x,y), der er defineret

og kontinuert i rektanglet a ~ x ~ b, c ~ y ~ d, vil

b
B(f,g) == S

a

d
S K(x,y)f(x)g(y) dx
Cl

dy

være en bilineær form defineret i Uy.. V.

I det følgende forudsættes, at (U,+,L) og (V,+,L) har de en

delige dimensioner m og n. Lad der være valgt baser (~1""'~m)

og (f1 , ••• ,fn ) i henholdsvis U og V. Idet

u = u1
e
1+•••+u e , v = v1f 1+••• +v f ,- - m-m - - n-n

fås for en bilineær form B(~,y") ved gentagen anvendelse af BL1-4

Sættes

\'"rrJ.,
B(~,y") = L-:

i=1

B(e.,f.) = b ...
-l -J 1J'

~L, B (e. , f . )u. v. •
j ==1 -l -J l J

(b .. ). 1 . 1 = B1J 1= , ••• ,m;J= ,.,",n =

kan dette skrives som matrixligningen
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koordinatsættet for

hvor g_ betegner

B(R,Y) == g_ ~ ~I ·
Heraf ses, at en bilinearform er fuldstændig bestemt, når de vær-

dier, som den antager for de fin par (Qi,f j ) af basisvektorer, alt

så (mXn)-matricen ~ kendes. Omvendt vil der for en vilkårlig op

given (m X n)-matrix B == (b .. ) 1 b .. f: L, ved ovenstående matrixlig-
=:: lJ lJ

ning defineres en bilinearform B i U;X.. V, for hvilken B(e. , f .) =::
-l -J

b ..• Vi har altså:
lJ

Lad (U,+,L) være et m-dimensionalt og (V,+,L) et n-dimensio

nalt vektorrum. Er. der valgt en basis (~1' •• "~m) for U og en ba

~ (f1 ' ••• '!n) for V, hører der til hver bilinearform B defineret

i U>"... V en (mx n)"'matrix ~ meQ. elementer fra L, således at dennes

værdi B(:!1tY); :!1€.U~ y GtV, er givet ved gJ~~1 '
.!f.oordinatsætte,t for u skrevet som række og ~I

v skrevet som søjle.

Omvendt svarer der til en vilkårligt given (mXn)-matrix ~

en bilinearform givet ved B(~,y) =:: g_~~1 .
Som omtalt tidligere (side 111,7,8) svarer der på lignende

måde til hver lineær afbildning af et n-dimensionalt ind i et m

dimensionalt vektorrum en (mxn)-matrix, og omvendt. Efter valg

af baser i de to vektorrum U og V kan altså en og samme matrix

fortolkes som hidrørende såvel fra en bilinearform defineret i

UXV som fra en lineær afbildning af V ind i U. Forskellen mellem

de to fortolkninger viser sig imidlertid ved overgangen til andre

baser i de to.vektorrum. Af formelle grunde er det her at foretræk-

ke at antage koordinattransformationsformlerne løst med hensyn

til de oprindelige koordinater. De kan da skrives

gi == ~ gi ~I == ~ ~I
... ...

hvor gi og ~I er de nye koordinat sæt for ~ og y, og hvor ~ er en

regulær (m X. m)-matrix og ~ en regulær (n.x. n)-matrix. Ved trans-
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ponering af den første ligning fås ~_ = ~_~', altså
....

= u
....

S' ~ ~ ~I .

Heraf ses, at matricen, som ved de nye baser hører til bilinear-

formen, bliver

[For den ved ~ bestemte lineære afbildning ~I = ~ ~I af V ind i

U ville B ved de samme koordinattransformationer blive erstattet

med g-1~ ~. Hvis der til en bilinearform i Ux V og til en lineær

afbildning af V ind i U ved et bestemt valg af baser i U og V hø-

rer den samme matrix, vil der altså ved valg af andre baser i al-

mindelighed høre forskellige matricer til dem. Uden at 'gå ind på

enkeltheder skal det bemærkes, at der dog består en nøje sammen

hæng mellem de to transformationslove. Som bemærket ovenfor, kan

en bilinearform fortolkes som en lineær afbildning af V, ikke ind

i U, men i det duale rum U*, ved hvilken der altså til hver (kon

travariant) vektor i V svarer en kovariant vektor i U. Forskellen

i transformationsloven fremkommer ved, at en koordinattransforma

tion i U bestemt, som ovenfor, ved matricen S bevirker en koor

dinattransformation med matricen S'-1 i det duale rum U*(se si-

de III,9,8).J

Da §' og ~ er regulære matrioer, har ~ og ~ samme rang r

(se side III, 7,13). Dette tal afhænger altså kun af den givne

bilinearform, men ikke af valget af baser. Det kaldes derfor bili-

nearformens rang og kan betegnes med rg B. En af basisvalget uaf-

hængig bestemmelse af r fås ved at bemærke, at n-r er dimensionen

af kernen ved den til bilinearformen hørende lineære afbildning

af V ind i U*. Ved denne svarer der nemlig til vektoren med koor-

dinatsættet

som søjle).

~I linearformen med koefficientsættet ~~I (skrevet

Kernen, som jo består af de vektorer ~I' til hvilke
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der svarer nulformen, udgøres altså af løsningsrummet til det ho-

mogene lineære ligningssystem ~ XI = ~I' som har dimensionen n-r,

som påstået. Idet de to vektorrum kan bytte rolle, gælder følgelig:

Er B(11,Y) en bilinearform defineret i U><' V, hvor (U,+,L) er

et m-dimensionalt og (V,+,L) et n-dimensionalt vektorrum, og er

r :::: rg B dens rang, vil de vektorer Y~V, for hvilke B(11,Y) :::: O
\

for alle 11 lE: U, udgøre et (n-r )-dimensionalt underrum i V og de vek

torer 11 EU, for hvilke B(g,y) :::: O for alle yEV, et (m-r}-dimen-

sionalt underrum i U. Disse underrum kaldes bilinearformens nul-

rum i henholdsvis V og U.

I det følgende antages specielt, at (U,+,L) og (V,+,L) er

det samme vektorrum. Som betegnelse for det vælges (V,+,L). Ind-

til videre forudsættes derimod ikke, at det har endelig dimension.

En bilinearform defineret i VXV kaldes kort en bilinearform i V.

Restriktionen af en bilinearform B i V til diagonalen i VX V,

altså B (y, y) , y E V, kan betragtes som en funktion defineret i V

med værdier i L. Er Y1 , ••• ,Yp vektorer fra V og Å1""'Åp tal fra

L, fås ved gentagen anvendelse af BL1-4

B(A1~ +. • '+).pYP'~1Y1 + •••+ApYp)

n
=L

i:=:1
A B(v. ,v.)A.). .•~ -l -J l J
J=1

For hvert fast sæt af vektorer v1 , ••• ,v er dette et homogent an-- -p

dengradspolynomium, en kvadratisk form, i de variable ~1, ••• ,Ap.

Tænker man specielt på lineært uafhængige vektorer Y1' ••• 'Yp og

opfatter disse som basisvektorer for det af dem udspændte p-dimen

sionale underrum og dermed A~ , •.. ,A som koordinater for dettes
I p

vektorer, udsiger det fundne resultat følgende: Inden for hvert

endelig-dimensionalt underrum af V og for hvert valg af basis i
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dette er B(y,y) et homogent andengradspolynomium i koordinaterne

for vektoren y.

En funktion defineret i et vektorrum (V,+,L) og med værdier

i L, som har den omtalte egenskab kaldes en kvadratisk form i V.

Det vil vise sig at være tilstrækkeligt at kræve ovenstående for

to vektorer. Dette leder til følgende definition:

En funktion Q : V ind i L kaldes en kvadratisk form i V, hvis

der til hvert par Q,y af vektorer fra V findes tal a,b,c fra L,

således at

for alle

Q(AQ +f-Y) == a)..2 + 2bA.f- +

A'f-e.L. (Faktoren 2 er tilføjet

2
c~

af formelle grunde.) Koef·

(4 )

ficienterne a,b,c afhænger naturligvis af g og y. Ved at sætte

A == 1 ,p. == O og il == O, f-== 1 fås

(2) a == Q(g), c == Q(y),

og /l == 1, )'-- == 1 giver derefter

(3) 2b == 2b(~,y) == Q(~ + y) - Q(~) - Q(y).

Det ses heraf, at

b (y,:!:i) == b (:!:i,y) •

Det blev vist ovenfor, at restriktionen B(y,y) af en bilinear

form B(:!:i,y) til diagonalen i VX V er en kvadratisk form. Der gæl-

der imidlertid også det omvendte, nemlig at enhver kvadratisk

form Q(y) kan fås på denne måde. Det vil nemlig vise sig, at

b (:!:i,y) er en bilinearform, og at b(y,y) == Q(v). Denne bilinear

form har desuden symmetriegenskaben (4), der giver anledning til

definitionen:

En bilinearform B i et vektorrum V siges at være en symme

trisk bilinearform, hvis

B(y,g) == B(:!:i,y)

for alle par :!:i,y af vektorer i V.
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Herefter kan den sætning, der skal bevises, formuleres på

følgende måde:

Til hver kvadratisk form Q i et vektorrum V findes der en

og kun een symmetrisk bilinearform B i V, således at B(y,y) ==

Q(y) for alle yEVj og omvendt, for hver bilinearform B i V er

B(y,y) en kvadratisk form.

Bevis: Først vises, at b(y,y) == Q(y). Af (1) for A== O og

(2) fås

(5) Q0y ) ==f2Q(y)

for aller .z,L. Herefter giver (3) for g = y

2b(y,y) == Q(2y) - 2Q(y) == 2Q(v).

Dernæst vises, at b(g,y) er en bilinearform, og dermed eksisten

sen af en bilinearform af den ønskede art. På grund af (4) er det

tilstrækkeligt at vise, at BL1-2 gælder for b. - Ifølge (1) med

jA= 1 og (2) har man

Q(,l g+y) == Q(g))..2 + 2b (g, y )A + Q(y) ,

men også

Q(Ag+y) == Q(A11) + 2b(ÆY,y) + Q(:g).

Med benyttelse af (5) fås heraf ved subtraktion

(6) b (.Å11,y) == Ab (11,y) ,

altså BL2. - Ved i (3) at erstatte y med -y og at benytte, at

b(y,-y) == -b(ll,y) ifølge (4) og (6), fås en ligning, der sammen

med (3) ved addition og subtraktion giver

(7) Q(y+y) + Q(y-y) == 2Q(11) + 2Q(y),

(8) 4b(11,y) == Q(11+Y) - Q(11-y).

Ved hjælp heraf kan BL1 bevises på følgende måde: For vilkårlige

vektorer 111,112 og Y fra V fås med betegnelserne

~ == 111 + g2' Y. == 111 - 112'

at
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8b(g1'y) + 8b(g2'Y) = 4b(~+~~y) + 4b(~-~,y)

= Q(~+~+y) - Q(~+y-y) + Q(~~y+y) - Q(~-~-y)

= 2Q(~+y) - 2Q(~-y) = 8b(~,y) = 8b(g1+g2'y).

Her er benyttet: (6) ved det første skridt, (8) ved det andet,

(7) ved det tredie, hvorved to led 2Q(~) hæver hinanden, og en

delig (8) ved det sidste. Dermed er eksistensen af en bilinearform

med de forlangte egenskaber bevist. - At der højst kan findes een

symmetrisk bilinearform i V, hvis restriktion til diagonalen i

VXV er en given kvadratisk form, følger af, at der for en sym

metrisk bilinearform B gælder

B(g+y,g+y) = B(g,g) + 2B(y,y) + B(y,y).

Heraf sluttes nemlig, at bilinearformens værdi B(g,y) for det

vilkårlige par g,y af vektorer kan udtrykkes ved værdier, som

formen antager på diagonalen i VXV. To symmetriske bilinearformer~

som stemmer overens på denne diagonal er altså identiske. - Idet

det allerede blev vist (side 111,12,5), at enhver bilinearforms
i

restrktion til diagonalen i VXV er en kvadratisk form, er beviset

for sætningen hermed afsluttet.

Af sætningen fremgår den allerede fremsatte påstand, at det

for hver kvadratisk form Q gælder, at Q(A1 Y1+ ••• +ApYp)' hvor

Y1' •• "yp er vilkårlige, fast valgte vektorer, er et homogent an

dengradspolynomium i Å1,o •• ,Ap~L; thi dette vides at gælde for

en bilinearforms restriktion til diagonalen i VX V.

Den symmetriske bilinearform, som ifølge sætningen hører til

en given kvadratisk form Q, og som kan bestemmes ved hjælp af (3)

eller (8), siges at fremgå af Q ved polarisering~ Ved undersøgel

ser af kvadratiske former spiller de tilhørende symmetriske bili-

nearformer en fremtrædende rolle. En kvadratisk form vil derfor

i almindelighed blive betegnet B(y,y), hvor B er en symmetrisk

bilinearform.
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Har vektorrummet V den endelige dimension n, svarer der til

hver bilinearform B i V efter valg af en basis (~1' ••• '~n) en

kvadratisk matrix

B = (b .. ). . 1 '= 1J 1,J= , ••• ,n b .. = B(e.,e.).1J -l -J

nemlig B symmetrisk, gælder B(~i'~j) ==

Det omvendte følger af, at (1)( 1 )-matri
cen

Hvis ~I == ~, har man altså

Bilinearformen B er symmetrisk, hvis og kun hvis den tilhørende

matrix ~ er symmetrisk. Er

B(e ., e . ) , altså b .. = b ..•-J -l 1J J1

B(ll,Y) == ~J~XI

er lig med sin transponerede.

Er B en vilkårlig bilinearform og ~ den tilsvarende matrix,

fås for den kvadratiske form

~ b ..v.v.
i, J=1 1J l J

'" 2= /.....;. b .. v.
i 11 l +L

i<j
(b .. + b .. )v.v .•

1J J l 1. J

Er B symmetrisk, kan dette skrives

B(v, v) = / ""1, b .. v. 2 + ~ 2b ..v. v .•
- - . 11 l ~<. 1J l J

l l J

Af det ovenfor viste følger blandt andet, at hver kvadratisk form

i V kan skrives på denne måde, altså at den er et homogent anden

gradspolynomium i vektorernes koordinater. Ved polarisering af

en kvadratisk form givet på denne måde fås

B(u,v) = L b .. u.v. + LI b .. (u.v. + u.v.)
i 11 l l i<j 1J l J J l

~= L...-.-i b ..u.v.
i, j=1 1J l J

Lad (V,+,L) igen være et vilkårligt (ikke nødvendigvis en

delig-dimensionalt) vektorrum, og lad B være en symmetrisk bili-
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nearform. Ovenfor (side III, 12,5) blev en bilinearforms to

nulrum omtalt. Idet bilinearformen B er symmetrisk, bliver

disse underrum identiske; thi

bll VVy(B(ll,y) = O)} := lyl VV2:!(B(ll,yJ = O» = NB'

hvor der tillige er indført betegnelsen NB for den symmetriske

bilinearforms nulrum.

En vektor 11 E V siges at være konjugeret til en vektor v ~ V

med hensyn til den symmetriske bilinearform B, hvis

B(2:!,y) = O.

Da B(ll,y) = B(y,ll), defineres herved en symmetrisk (men almin

deligvis hverken refleksiv eller transitiv) relation i V. Der

er altså mening i at tale om to med hensyn til B konjugerede

vektorer.

De til e n given vektor 11
0

konjugerede vektorer v udgør et

underrum i V, nemlig kernen

KB(llo) = tyIB(llo'y) = ot
for linearformen B(llo'y). Dette underrum er hele V, hvis llo~ NB~

og ellers en hyperplan (se side III, 9,3). Det er klart, at

NB ~ KB (110 )

for enhver vektor 11
0

, Er der givet en mængde M af vektorer i V,

vil de vektorer y, som er konjugerede til hver vektor 11 E M, ud-

gøre et underrum, nemlig

Det vil blive kaldt det fuldstændige til N konjugerede underrum.

Idet man af B(ll',y) = O, B(ll",y) = O for X,,.,\" f. L kan slutte,

at B(A'll' + /I."ll",y) = O, vil vektorerne i det af r.l frembragte

underrum VeN) være konjugerede til de samme vektorer som vek

torerne i N. Der gælder altså
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\.

KB (V(M)) = KB (M) .

Kaldes to underrum V' og V" i V konjugerede underrum med hensyn

til den symmetriske bilinearform B, hvis

'VV,-y' VV,,:y:"(B(:y:' ,:y:") == O),

gælder øjensynlig, at hvert af to konjugerede underrum V' og V"

er indeholdt i det andets fuldstændige konjugerede underrum.

Det forudsættes nu, at vektorrummet (V,+,L) har den endelige

dimension n. Det følgende går ud på ved passende valg af en

basis at simplicifere den til en given symmetrisk bilinearform B

hørende matrix~. Først bemærkes, at hvis en basis (~1""'~n)

består af parvis konjugerede vektorer, vil B være en diagonal

matrix. Man har da nemlig

b .. = B(e.,e.) - O
1J -l -J

og for bilinearformen fås

for i f j,

Det skal vises, at der altid findes en sådan basis:

For hver symmetrisk bilinearform B i et n-dimensionalt vektor

rum (V,+,L) findes der mindst een basis (e1"'.'~n) bestående

af vektorer, som er parvis konjugerede med hensyn til B.

Bevis (ved induktion): For n = 1 er påstanden intetsigende,

men rigtig. Det antages, at sætningen gælder for (n-1)-dimen

sionale vektorrum. Lad B være en symmetrisk bilinearform i det

n-dimensionale vektorrum (V,+,L). Hvis rg B = O, d.v.s.

B(~,:y:) == O for alle ~ og:y:, er påstanden rigtig, idet hvilkesom

helst to vektorer er konjugerede. Er rg B > O, findes der mindst

eenvektor ~1' for hvilken B(~1'~1) f o; thi var den kvadratiske

form B(:y:,:y:) identisk O, ville

4 B(~,y) == B(g +y,~+:y:) - B(u-Yll-:Y:)
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ligeledes være identisk O i strid med rg B > O. Underrummet

KB(~1) bestående af de til ~1 konjugerede vektorer er en hyper

plan, altså (n-1 )-dimensionalt (og ikke hele rummet V, da ~1

ikke kan tilhøre dette underrum). Restriktionen af B til

KB (~1 ) ;( KB (~1) er åbenbart en bilinearform B1 , og to vektorer

i KB(~1)' som er konjugerede med hensyn til B1 , er det også med

hensyn til B. Ifølge induktionsforudsætningen findes der en

basis (~2' •.• '~n) for KB(~1) bestående af vektorer, som er par

vis konjugerede med hensyn til B1 , altså B. Ifølge definitionen

af KB(~1) er alle disse vektorer konjugerede til ~1. Sættet

(~1 '···'~n) består altså af parvis konjugerede vektorer. At

det er en basis, følger af, at hver vektor i V kan skrives på

formen(X~1 + Y1' hvor Y1 C. KB(~1) og (te L(se side III,9,3).

Dermed er sætningen bevist.

Heri er indeholdt en sætning om symmetriske matricer. Lad

B være en symmetrisk (nx n)-matrix med elementer fra L. I det

n-dimensionale vektorrum (V,+,L), hvori der er valgt en vilkår

lig basis (~1" •• '~n)' defineres ved

B (g,y) := ~J~xl

en bilinearform. Lad (Q1 ' •• "~n) være en basis bestående af

vektorer, som er parvis konjugerede med hensyn til B. Der findes

da en regulær matrix T, således at

(~1 ••• ~n) := (~1 §.n )~ .

For koordinatsættene ~I og ~I for vektorerne u og y i den nye

basis haves da

~ I := ~~I ' XI := ~~I .
Den til B hørende matrix bliver

:B := T'BT= := =='
(jfr. side III, 12,3-4), og denne er en diagonalmatrix. Der

gælder altså:
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Til hver symmetrisk (n~n)-matrix ~ med elementer fra et

tallegeme L findes der en regulær (n X n)-matrix ~, således at

!I~~ er en diagonalmatrix.

Denne diagonalmatrix vides at have samme rang r som~. Føl-

gelig er netop r blandt de n diagonalelementer forskellige fra O.

Det er klart, at de nye basisvektorer kan nummereres således, at

dette gælder for de r første diagonalelementer.

I det følgende betragtes de to specielle tilfælde, hvor L

er henholdsvis de komplekse tals legeme b og de reelle tals

legeme R. I begge disse tilfælde er det muligt at opnå skarpere

resultater.

Lad (V,+,b) være et n-dimensionalt vektorrum over de kom

plekse tals legeme, B en symmetrisk bilinearform af rang r i V

og (~1 ' • .. '~n) en basis, for hvilken

b .. == B(e.,e.) +O for i == 1, •.• ,r,
II -l -l

b .. == B(e. ,e.) == O for i == r + 1, •.• ,n,
II -l -l

b .. == B(e.,e.) == O for i +j .
lJ -l -J

Der findes komplekse tal 131 ' •••,Pr' således at
2 == 1 for i == 1, ••• ,r.biil'i

Vektorsættet (~1~1 ' .• • '0r~r'~r+1 ' • •• '~n) er da en ny basis, og

idet

B( Il. e .• n. e .) ==
I"l-l' I"l-l

2I1.B(e.,e.) == 1
Pl -l-l

fori==1, ••• ,r,

vil den matrix, som i denne basis hører til B være en diagonal-

matrix, hvis r første diagonalelementer er lig 1 og de øvrige

lig O. For bilinearformen fås i dette koordinatsystem

B(u,v) == u1v1 + ••• + urvr '

Ved passende valg af en basis kan altså hver kompleks symmetrisk

bilinearform af' rang r .l2.r inges , "På. d~~normalform.



Mat. 1, 1960-61 AG I I I, 1 2 , 14

Idet E og _Qp,q betegner henholdsvis (rx r)-enhedsmatri-=r,r
cen og (Pxq)-nulmatricen, kart den sætning om komplekse matricer,

som dette er ensbetydende med, formuleres på følgende måde~

TAI hver kompleks symmetrisk (n~n)-matrix findes der mindst

een regulær kompleks (n ..)(, n)-matrix ~, således at

. E O \

[
=r,r =r,n-r )

~'~T = O O
- - =n-r,r =n-r,n-r

Ved reelle symmetriske bilinearformer bliver det analoge

resultat ikke helt så simpelt, idet den tilhørende kvadratiske

forms værdiers fortegn kommer til at spille en rolle.

Lad (V,+,R) være et n-dimensionalt vektorrum over de reelle

tals legeme, B en symmetrisk bilinearform af rang r i V og

for i =l= j.

1, •.• ,r,

r+1 , ••• ,n,

for i =

for i --

(~1""'~n) en basis, for hvilken

b .. = B ( e . , e . ){t O
II -l -l = O

b .. =B(e.,e.) = OlJ -l -J

Antallet af positive blandt tallene b11 , .• ,brr betegnes med p.

De øvrige q = r - p er da negative. (Det udelukkes ikke, at

p = O eller q = O.) Det kan antages, at basisvektorerne er

nummererede på en sådan måde, at

{

. > O
b .. = B(e. ,e.)
II -l -l

< O

fori=1, ... ,p,

for i = p+1, .•• ,r.

Der findes da reelle tal ~1 ""'~r' således at

.. 2 i 1 for i = 1, ••• , P

bii~i = ~-1 for i = p+1, ••• ,r .

Med vektorsættet (P1~1""f~~r'~r+1,••• ,Qn) som basis vil den

til bilinearformen B hørende matrix være en diagonalmatrix,

hvis to første diagonalelementer er lig 1, de næste q = n - r

lig -1 og de øvrige lig O. For bilinearformen fås i dette
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koordinatsystem

B(u, v) = u1v1 + ... + u v - u 1v 1 - •.. - u v .- - p P p+ p+ r r
Ved passende valg af en basis kan altså hver reel symmetrisk

bilinearform af rang r bringes på en sådan form. Nu findes der

uendelig mange koordinatsystemer, for hvilke dette gælder; thi

vektoren ~1 kunne vælges frit blandt vektorerne ~, for hvilke

B(~,~) > O, hvis sådanne findes, og ellers blandt dem, for

hvilke B(~,~) < O (det oplagte tilfælde r = O ladet ude af be

tragtning). Der rejser sig derfor spørgsmålet, om antallet p

af led med plustegn er uafhængigt af koordinatsystemet. At

dette er tilfældet (Sylvester's sætning) vil blive bevist ved

angivelsen af en af kOordinatsystemet uafhængig bestemmelse af

tallet p.

Til dette formål indføres følgende definitioner:

Den til en symmetrisk bilinearform B i et vektorrum (V,+,R)

hørende kvadratiske form siges at være positiv definit eller kort

positiv (negativ definit eller kort negativ) i et underrum V' i V,

specielt hele rummet V, hvis B(~,~) > O (B(~,~) < O) for alle

vektorer ~ +Q fra V'. Den kvadratiske form siges at være posi

tiv semidefinit eller kort ikke-negativ (n8gativ semidefinit eller

kort ikke-positiv), hvis B(~,~) > O (B(~,~) < O) for alle vek-

tarer ~ fra V' •

Et underrum, hvori den kvadratiske form er positiv definit

(negativ definit) kaldes et PQsitivitetsrum (negativitetsrum) for

formen. Det bemærkes, at hvis der overhovedet findes en vektor v~

for hvilken B(~,~) > O, vil det af v bestemte endimensionale un-

derrum være et positivitetsrum, da

B(k~,k~) = k2B(~,~) > O

for hvert reelt tal k f o. Formen er altså negativ semidefinit,

hvis der ikke findes andre positivitetsrum end {Q}. Af
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B(~,~) > O og B(y,y) > O kan man almindeligvis ikke slutte, at

det af ~ og y udspændte underrum er et positivitetsrum. Da nega-

tivitetsrummene for B er positivitetsrummene for formen -B, over-

føres alt, hvad der blev sagt om disse, uden videre til negativi-

tetsrummene.

Lad P være et positivitetsrum, Q et negativitetsrum og

NB nulrummet for en symmetrisk bilinearform. Det skal vises, at

det af de tre underrum frembragte underrum af V er deres direkte

sum (se side III, 4, 20). Tilstrækkelig herfor er, at man af

Yp + YQ + YN ::= Q

hvor Yp E. P: ,YQtC:Q 'YN..e. NB' kan slutte, at

Yp ::= YQ ::= YN = Q.

At dette er tilfældet følger således: Man har

B(yp,Yp) ::= B(-yp,-Yp) = B(YQ + vN'YQ + YN)

::= B(YQ'YQ) + 2B(YQ'YN) t B(YN'YN) ::= B(YQ'~)'

da B(Y'YN) = O for hver vektor y e V. Nu er B(yp'Yp) :::: O og

B(YQ'YQ) ~ 0, altså begge disse værdier lig O. Idet den kvadra

tiske form er positiv definit i P og negativ definit i Q, følger

heraf Yp = YQ =Q og dermed også YN ::= O. Har vektorrummet (V,+,R)

den endelige dimension n, og betegner r den givne symmetriske

bilinearforms rang, har nulrummet NB dimensionen n-r. Nu er

dim(P + Q + NB) = dim P + dim Q + n - r

(se side III, 4,21-22), og denne dimension kan ikke være større

end dim V = n. Heraf fås

dim P + dim Q ~ r

for hvert positivitetsrum P og hvert negativitetsrum Q.

Det største naturlige tal, som forekommer som et positi

vitetsrums (negativitetsrums) dimension, kaldes den kvadratiske

forms eller også den symmetriske bilinearforms positivitetsindex
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(negativitetsindex) ogbewgnesmed ind B (ind B). Et positivitets-
+ -

rum (negativitetsrQm) af dimensionen ind B (index B) siges at
+ -

være maximalt. Der findes almindeligvis uendelig mange sådanne

2
- v ,r...

det af (~1"'.'§p) udspændte

af (e 1, ••• ,e) udspændte-p+ -r

underrum. Af det viste følger, at

ind B + ind B < rg. B.
+ - =

Her gælder imidlertid lighedstegnet. For at vise dette benyttes,

at der findes et koordinatsystem (~1"'.'~n)' i hvilket den kva

dratiske form er givet ved
.2 2 2

B(y,y) = Vi + ••• + vp - vP+1
hvor r = rg B. Det ses umiddelbart, at

underrum er et positivitetsrum og det

et negativitetsrum for formen. Dette viser, at

p -;: ind+B, q .= n-r -;: ind_B ,

hvilket sammen med ovenstående ulighed giver

r = p + q ~ ind+B + ind B -;: rg B = r.

Heraf fås

p = ind B, q = ind_B, ind B + ind B = rg B,
+ +-

altså den ønskede, a·f koordinatsystemet uafhængige fortolkning

af p og q og dermed Sylvester's sætning. Resultaterne formuleres

såvel som en sætning om reelle symmetriske bilinearformer som en

sætning om reelle symmetriske matricer:

Til hver symmetrisk bilinearform B i et n-dimensionalt

vektorrum over de reelle tals legeme findes der baser, i hvilke

B(~,y) = u1v1 + ••• + upvp - up+1vp+1 - ••• - up+qvp+q •

'or alle sådanne baser er tallene p og g de samme, nemlig hen

holdsvis formens positivitetsindex ind B og dens negativitetsin
+

~ ind_B, 9g p + g er formens rang rg B.

Til hver reel symmetrisk matrix B findes der reelle
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regulære matricer ~, således at T'ET er en diagonalmatrix. hvis

diagonalelementer er 1 9 -1 eller O. For alle disse matricer T

har ~I~~ det samme antal elementer lig 1 og det samme antal lig

-1 9 og disse to antals sum er lig med rangen af~.

De fundne resultater tillader en anden betydningsfuld for-

tolkning.

Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum og y -+1: = f(y)

en lineær afbildning af V på sig selv. Er da B(~,y) en bilineær

form i V, vil

Bf(g,y) = B(f-1(~)Jf-1(y)) ,

som det runiddelbart ses, ligeledes være en bilineær form i V. Den

siges at fremgå af eller at svare til B ved afbildningen f. Man

har også

r
hvoaf ses, at billedvektorerne ved f af to med hensyn til B kon-

jugerede vektorer er konjugerede vektorer med hensyn til Bf. End

videre er det klart, at hvis en af formerne er symmetrisk, er den

anden det også.

En bilinearform B siges at være lineær-ækvivalent med en bi

linearform B, hvis der findes en enentydig lineær afbildning f

af V på sig selv, således at B= Bf' altså hvis B fremgår af B

ved en eller anden afbildning af den betragtede art. Det er let

at vise, at der foreligger en ækvivalens relation i mængden af

bilinearformer i V. Specielt falder altså mængden af symmetriske

bilinearformer i ækvivalensklasser. Ved hjælp af de fundne sætnin-

ger kan disse klasser let angives for endelig-dimensionale vek-

torrum over de komplekse eller de reelle tals legeme.
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Lad (V,+,L) være et vektorrum af den endelige dimension n~

og lad der være valgt en basis (~1 ""'~n)' En enentydig lineær

afbildning f af V på sig selv er da bestemt ved
•
~I = ~~I '

•
hvor h: er en regulær (n Xn)-matrix og ~I og ~q, koordinatsætt'et' for

henholdsvis y~V og f(y). Er nu B en synwetrisk bilinearform i

V, altså

B(~,y) = M-~~I '
hvor ~ er en symmetrisk matrix, fås (med nærliggende betegnelser)

for den til B ved afbildningen svarende form Bf

( •.. ) . ( -1) -1 •
Bf 11, Y = M- ~ ,~~ ~ I •

Lader man her h: og dermed også A-1 gennemløbe alle regulære- -
(n)'.n)-matricer med elementer fra L, fås netop alle med B lineær-

ækvivalente symmetriske bilinearformer.

Er L specielt de komplekse tals legeme b, og har B rangen r,

findes der ifølge en af de viste sætninger en kompleks regulær

matrix ~, således at
• •

Dette viser:

Hver kompleks symmetrisk bilinearform af rang r er lineær

ækvivalent med den form, som i et vilkårligt valgt koordinatsy

stem er givet ved

u1v1 + ••• + urvr '

Idet lineær-ækvivalente bilinearformer har samme rang, sluttes

heraf: To komplekse symmetriske bilinearformer er lineær-ækviva-

lente. hvis og kun hvis de har samme rang. Der findes altså

n + 1 ækvivalensklasser svarende til værdierne r = 0, 1 ~ ••. ,n.

Er L de reelle tals legeme R, og har B positivitetsindex p

og negativitetsindex q, findes der ifølge en af de viste sætninger
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en reel regulær matrix ~, således at

Bf(~'v) = u1v1 + •.• + uv - u 1v 1--- pp p+ p+

Dette viser:

AG III, 12,20

• •
.. .. -

Hver reel symmetrisk bilinearform med positivitetsindex p og

negativitetsindex g er lineær-ækvivalent med den form, som i et

vilkårligt valgt koordinatsystem er givet ved

u1v1 + ••• + upvp - up+1vp+1 - up+qvp+q '

Da et positivitetsrum (negativitetsrum) for en reel symmetrisk

bilinearform ved en enentydig lineær afbildning f af V på sig selv

afbildes på et positivitetsrum (negativitetsrum) for den tilsva-

rende form Bf' har lineær-ækvivalente former saMne positivitets

index og samme negativitetsindex. Man har følgelig~ To reelle

symmetriske bilinearformer er lineær-~kvivalente, hvis og kun

hvis de har samme positivitetsindex og sammenegativitetsindex.

Der findes altså (n+1)(n+2)/2 ækvivalensklasser svarende til

parrene (p,q) af hele tal,for hvilke O ~ P ~ n, O ~ q < n ,p+q < n.- - - =..
I stedet for tallene p = ind B og q = ind B bruges hyppigt rangen

+ -
rg B = p+q og formens såkaldte signatur sgt B = p-q som kendetegn

for klassen. Disse fire tal kaldes den reelle symmetriske biline-

arforms invarianter ved li~eære afbildninger. Ved to af dem er

formens klasse bestemt.

En symmetrisk bilinearform B eller den tilhørende kvadratiske

form siges at være udartet eller singulær, når rg B < n, og ikke

udartet eller regulær, når rg B = n. Ved p = n (q = n) karakteri

seres de positiv definite (negativ definite) reelle kvadratiske

former. Disse er ikke-udartede. De positiv (negativ) semidefinite

reelle kvadratiske former er karakteriseret ved q = O (p = O).

Hvis sådanne er ikke-udartede, er de positiv (negativ) definite.
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Som vist ovenfor hører der efter valg af et koordinatsystem

i (V,+,R) til lineæJ>··ælcvivalente symmetriske bilinearformer B og

Bf matricer ~ og ~1 fOT hvilke ~ = (~-1)1~~-1, hvor ~ er den til

den lineære afbildning hørende matrix. For determinanterne fås

det ~ = (det A-1 )2det B.

Idet det ~ er O eller forskellig fra O, efter som B er udartet

eller ikke-udartet, sluttes heraf, at det :å = det B = 0, hvis

rg B < n, og at det ~ og det ~ har sarnme fortegn, hvis rg B = n.
- -

Antages ~ at have ovenstående normalform, ses dette fortegn i

det sidste tilfælde at være (-1)q = (_1)n-p. Der gælder altså

uafhængigt af det valgte koordinatsystem: Matric~rne hørende til

lineær-ækvivale_n_t_e_jk}~~~c~~rt~dereelle ~ymmetriske bilinearfor~~r

har determinant~r IY'~.1-...'~.§.,-æÆ.Q...iorJ.§.gD., nemlig (-1)Q, hV9r g er

formernes negativit~tsj~ndY~1. Specielt haves: Matricerne hørende

!~l ~9sitiv definite kvadratiske former har positive determinante~.

For positiv semidefinite former kan sluttes at determinanterne er

større end eller lig med O.

En interessant anvendelse af disse resultater fås på følgende

måde: Lad (V,+,R) være et vilkårligt (endelig-eller uendelig

dimensionalt) vektorruJn over de reelle tals legeme, og lad der

være givet en positiv semidefinit kvadratisk form B i V. For

vilkårligt givne vektorer Y.1 ' ... ,Y.~l fra V er da
1--'

S Ej s
B(Y-x.v.o2~x.v.) = 2: B(v.,v.) x.x. =,IS(x.x),-;-- l-l' i,- l-l .. --l -J l J -,-l=1 l=1 l, J=1

hvor x1 , •.. ,xs er reelle tal, også en positiv semidefinit kva

dratisk form, nemlig i talrurunet (Rs,+,R.). Er B positiv definit

og vektorerne Y1""'YU lineært uafhængige, er j3(]f,1f) > O for

alle]f = (x1 '."'Yo) +QJ ab;8å (.i ligeledes positiv definit.

Er vektorerne Y1' ""Ys lineært afhængige, findes der et talsæt

!. f Q, for hvilket x1~~1+" .-t,xsYs = Q, altså {)(1S,,]f) = O.
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I dette tilfælde er formen 0 følgelig ikke positiv definit, og

idet den er positiv semidefinit, nødvendigvis udartet. I for

bindelse med ovenstående resultater vedrørende de til positive

kvadratiske former hørende determinanter fås heraf Gram's sæt-

ning~

Er (V,+,R) et vilkårligt vektorrum over de reelle tals legeme

Qg B(y,y) en positiv semidefinit kvadratisk form i V, gælder for

vilkårlige vektorer Y1 ""'Ys fra V

det(B(v. ,v.)) .. 1 > O.
-l -J 1,J= , •.. ,s -

En nødvendig betingelse for 2 at vektorerne Y1""'Ys er lineært

afhængige, er at lighedstegnet gælder. Hvis B er positiv definit,

er denne betingelse også tilstrækkelig.

I det speCielle tilfælde s = 2 fremkommer 0euchy-Schwarz's

ulighed:

B(Y1 'Y2)2 ~ B(Y1 'Y1) B(Y2'~2)'
Er B positiv definit, gælder lighedstegnet, når og kun når vek-

torerne Y1 og Y2 er lineært afhængige.
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Øvelser til kap. III, 12.

1) Find parameterfremstillinger for nulrummene for den i

R3XR4 definerede bilinearform

u1v1+4u2v1+2u3v1+3u1v2-2u2v3-u3v3+u1v4'

og angiv dens rang.

2) Er B en bilinearform defineret i de vilkårlige vektorrum

(U,+,L) og (V,+L), udgør de vektorer y'cV, for hvilke

B(~,y) =: O for alle u CU, formens nulrum i V. Tilsvarende

defineres nulrummet i U.

Hvilke talfølger udgør nulrummene for den i eksempel 2

(side III, 12,2) definerede bilinearform?

Hvilke funktioner udgør nulrummene for den i eksempel 3

(side III,12,2) definerede bilinearform, når den givne

funktion K(x,y) er positiv i hele sin definitionsmængde?

Hvad kan der siges om Fourierrækkerne for de funktioner, som

udgør nulrummene , når a =: C =: .:J~~ b =: d =: Vog K( x, y) =:

sin(2x-y)?

3) Bilinearformerne i et vektorrum (V,+,L) danner (med de sæd

vanlige definitioner af SQmmen af to af dem og produkt af en

af dem med et tal fra L) et nyt vektorrum (W,+,L).

De symmetriske bilinearformer i (V,+,L) danner et underrum

i W. Det samme gælder for de antysymmetriske bilinearformer.

(En bilinearform B i V siges at være antisymmetrisk eller

alternerende, hvis B(y',~) =:-B(n,y) for alle ~ og y. fra V.)

Vis, at W er den direkte sum af de to nævnte underrum (d.v.s.

at hver bilinearform i V på en og kun een måde kan skrives

som en sum af en symmetrisk og en antisYmmetrisk bilinear

form) •
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Bestem dimensionen af W og af de to underrum, når V har

dimensionen n.

4) Vis, at en bilinearform B i et vektorrvÆ (V,+,L) er anti

symmetrisk, hvis og kun hvis den tilhørende kvadratiske

form B(y,y) er identisk O.

5) I et todimensionalt vektorrum (V2,+,L) er hvert arealmål

en antisymmetrisk bilinearform af rangen 2.(Se side III,

10,2.) Findes der andre antisymmetriske bilinearformer i

et sådant vektorrum ?

Hvilke værdier kan rangen af en antisymmetrisk bilinearform

i et tredimensionalt vektorrum (V
3

,+,L) antage? Er F et

volumenmål og ~ en fast valgt vektor i V
3

, vil F(~,g,y)

være en antisymmetrisk bilinearform i V
3

, (Se side 111,10,12.)

Kan hver antisymmetrisk bilinearform i V3 fås på denne

måde?

6) Vis, at en bilinearform defineret i to endelig-dimensionale

vektorrum er et produkt af en linearform i U og en linear

form i V, hvis og kun hvis dens rang er 1 eller O.

7) Polariser de kvadratiske former
2

v1v2 - v3,
2(v1+v2+v3 ) ,

i (li3 ,+,li), og angiv

v2v3 + v3v1 + v1v2 '

(V1+2v2 ) (3v1-v
3

)

for hver af dem rangen og den tilhø-

rende symmetriske matrix.

Bestem endvidere for hver af de fundne bilinearformer det

fuldstændige konjugerede underrum til det af vektorerne

(1,-1,0) og (0,0,1) udspændte underrum.

8) Bestem en basis for vektorrummet (03,+,0), med hensyn til

hvilken bilinearformen
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u2v2 - iu2v3 - iu3v2
antager normalformen.

AG 111,12 , øv. 8-13

9) Bestem en basis for vektorrummet (k4,+,R), med hensyn til

hvilken den kvadratiske form
2 2vi + 4v1v4 - 2v2v3 + 2v2v4 + 2v3v4 + 4v4

antager normalformen.

10) Bevis følgende sætning: En kvadratisk form i et endelig-

dimensionalt vektorrum over de komplekse tals legeme er et

produkt af to indbyrdes og fra nulformen forskellige linear-

former, hvis og kun hvis dens rang er 2, og den er kvadratet

på en fra nulformen forskellig linearform, hvis og kun hvis

dens rang er 1 .

Opstil en tilsvarende sætning for kvadratiske former i vek

torrum over de reelle tals legeme.

11) Lad (V,+,R) være et vilkårligt vektorrum over de reelle

tals legeme og B en bilinearform i V.

Vis, at hvis vektorerne Y1' ••• 'Ys er parvis konjugerede og

B(Y1 'Y1) > 0, •.. ,B(~,ys) > 0, vil disse vektorer være

lineært uafhængige, og det af dem udspændte underrum vil

være et positivitetsrum for B.

12) Lad B være en bilinearform med positivitetsindex 1 i et

vektorrum (V,+,R). Vis, at der for to vektorer u og y, for

hvilke B(~,~) > ° og B(y,y) > 0, gælder uligheden

B(~,y)2 ~ B(~,~) B(y,y).

(Betragt B(A~ + (I.{Y, )~ + ~y), ),,' ti. E: R. )

13) IJad!:'J være en vilkårlig reel (m x n) -matrix. Vis, at den

kvadratiske form med (n x n) -matricen Ml M er positiv semide-
- -

finit, og at den er positiv definit, når og kun når rg M = n.
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Vis~ at der til hver reel symmetrisk (n»;n)-matrix~, hvis

tilhørende kvadratiske form er positiv definit, findes en

reel regulær (nxn)-matrix ~, således at ~'~ = ~.

14) Vis, at hvis ~ er en reel symmetrisk matrix~ hvis tilhørende

reelle kvadratiske form er definit, vil alle hovedunderdeter

minanter i ~ være forskellige fra O. Bestem disses fortegn,

når formen er positiv definit, og når den er negativ definit.

15) Angiv nødvendige og tilstrækkelige betingelser, som de

reelle tal a,b,c må opfylde~ for at den reelle kvadratiske

form med matricen {~ ~)er positiv (negativ) definit.

Undersøg, om der findes reelle tal a,b,c, således at d.en

reelle kvadratiske form med matricen

er positiv definit.

16) Bekræft ved hjælp af Gram's sætning, at funktionerne 1,

cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, ••• , cos pt, sin pt i inter-

vallet [- {'t,7r} er lineært uafhængige. (Jfr. side III, 7,19. )

17) Lad~ betegne en reel voksende funktion defineret i et inter

val \a,b]. Ved denne funktions i-te moment forstås

b

ci = ~tid\X(t),
a

i==0,1, ••••

Vis, at der gælder ulighederne
2

c2 · 1 < c2 · 2 c2 · , i == 1,2, ••••1- . == 1- l

Vis endvidere, at der for determinanterne

Dk == det (c. . ). .-O 1 k l' k == 1, 2, o.. ,l+J 1,J- , "'0' -
gælder følgende: Enten er Dk > O for alle k, eller der findes

et naturligt tal m, således at D~O for k<m og Dk=O for k~mr
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Det sidstnævnte tilfælde indtræffer, hvis og kun hvis

funktionen ~ kun antager endelig mange forskellige værdier

(er stykkevis konstant).

18) Om en reel funktion f defineret i en åben delmængde il af

Rn forudsættes, at den har kontinuerte partielle afledede

Dijf, i,j = 1, ••• ,n, af anden orden. Lad ~ = (a1 , ••• ,an )

være et punkt i 12 , for hvilket funktionens første differen-

tial er nulformen, altså
n

df(~,dE) = ~ Dif(~)dXi = O
l=1

for alle dE~(dx1, ••. ,dxn) ~ kn. Bevis følgende: En nødven

dig betingelse for, at f har et lokalt minimum (maximum)

i a er at det andet differential
n

d2f(~,dE) = L D.. f(a)
i, j=1 lJ -

er en positiv (negativ) semidefinit kvadratisk form. En

tilstrækkelig betingelse er, at denne kvadratiske form er

positiv (negativ) definit.
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§ 13. Kvadrikker.

AG III, 13, 1

I denne paragraf betragtes bilineære og kvadratiske former

i det geometriske vektorrum (V3 ,+,R) og dens underrum. Alle vek

torer tænkes afsat fra samme punkt O i punktrummet E3 , planen

E2 eller linien E1 • (Det uinteressante endimensionale tilfælde

tages under tiden med af formelle grunde.) Formerne bliver da

funktioner af stedvektorer og derved af disses endepunkter. For

i videst mulig udstrækning at kunne behandle det todimensionale

og det tredimensionale tilfælde under eet, tales om det n-dimen

sionale punktrum En. (Et sådant kan defineres for hvert natur

ligt tal n. Men de fØlgende resultater er med "vektorer" i ste-

det for "punkter" gyldige i vektorrum af vilkårli@: endelig di

mension over de reelle tals legeme.)

Lad B(~,~) være en kvadratisk form og c et reelt tal. Mæng

den af de punkter ~ E En' for hvilke

B(~,~) = c

kaldes en c~ntrumskvadri~ (for n = 2 keglesnit med midtpunkt,

for n = 3 keglesnitsflade med midtpunkt). Idet nemlig B(-~,-~) =
B(~,~), har denne mængde (for så vidt den ikke er tom) nulpunktet

som midtpunkt. Idet tilfældet rg B = O er ganske uden interesse,

forudsættes i det fØlgende rg B > O.

Ved en homoteti ~~ ~ = m~, m ~ O, vil kvadrikken B(~,~) = c

afbildes i kvadrikken B(~,~) = m2c. Heraf ses, at for c = O, af

bildes kvadrikken på sig selv ved hver homoteti med centrum O.

Med andre ord, hvis et punkt ~ ~ Q tilfredsstiller ligningen

B(~,~) = O, vil alle punkter på linien, der forbinder O med ~

også gØre det. Kvadrikken

består altså enten kun af Q, nemlig hvis og kun hvis B er defi-
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nit, eller den er en foreningsmængde af rette linier gennem Q.

Den kaldes en andengradskegle og linierne gennem Q, som den be

står af, dens frembringere. Endvidere kan sluttes, at alle kva

drikker B(~,~) = c, hvor B er fast og c gennemlØber alle positi-

ve tal, er indbyrdes homotetiske, og det samme gælder for kvadrik-

kerne, der fås for negative c.

Lad der være givet en kvadrik B(~,~) = c og en ret linie

med parameterfremstillingen

~ = ~ + t~, Y f Q, t E R.
Eventuelle fællespunkters parameterværdier er da rØdderne i lig-'

ningen

B(~+t~, a+tv) = B(~,~) + 2t B(~,y) + t 2 B(~,y) = c.

Hvis

eller

(B(~,~) - c)B(~,~) > B(~,y)2 ,

B(~,~) t- c, B(~,y) = B(y,~) = 0,

B(~,y)
t = - 2 B(y,~) •

og kun i disse tilfælde, findes der ingen fællespunkter. I de

andre tilfælde kan det antages, at ~ er et fællespunkt, altså

at

Ligningen bliver da

t(2B(~,y) + t B(y,~)) = O.

Når B(~,y) *O og B(y,y) ~ O og kun da, findes der foruden

roden t = O, der svarer til fællespunktet ~, en og kun een fra

denne forskellig rod

B(!a,y)
Linien har altså to punkter ~ og ~ - 2 B(y,y) Y fælles med kva-

drikken. Liniestykket, der forbinder de to punkter, kaldes en

korde. Kordens midtpunkt har stedvektoren
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og for denne findes

AG III, 13, 3

Heraf sluttes: Midtpuructerne af de med. en vektor y t Q parallel

le korder ligger i den til y konjugerede hYQerplaJ1 gennem Q.

(At det fuldstændige til I konjugerede underrum er en hyperplan,

fØlger af B(y,y) t O.)

Dernæst betragtes tilfældet B(~,y) t 0, B(y,y) = O. Da

y. t Q, kan det kun foreligge, når B ikke er definit. Linien er

altså parallel med en frembringer af keglen B(~,~) = O, og vek-

toren y på linien er ikke konjugeret til ~. Ligningen reduceres

da til en fØrstegradsligning, der kun har roden t = O. Linien

har altså kun punktet ~ fælles med kvadrikken.

Er B(~,y) = 0, men B(y,y) t O, er altså y konjugeret til

~, men ikke parallel med nogen frembringer af keglen B(~,~) = 0,

foreligger der en andengradsligning med dobbeltroden t = O. Lini

en har kun punktet ~ fælles med kvadrikken og kaldes en tangen1

til denne i punktet ~. Dette punkt kaldes tangentens r2rings

~~nkt. Motiveringen for denne betegnelse vil blive givet nedenf

for.

Er både B(~,y) = ° og B(y,~) = 0, hvilket kun kan indtræf

fe, når B ikke er definit, er ligningen opfyldt for alle t E R.
Hele linien tilhØrer altså kvadrikken og kaldes en frembringer

af denne af grunde, som vil blive omtalt senere. Frembringerne

regnes med til kvadrikkens tangenter. Hvert af en frembringers

punkter betragtes som et rØringspunkt.

Det fremgår af det sagte, at en linie er tangent til en

kvadrik i et punkt ~, hvis og kun hvis B(~,y) = ° for hver vek-

tor ~ på linien, altså hvis og kun hvis vektorerne på linien er

konjugerede til vektoren ~. Disse vektorer udgØr det fuldstæn-
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dige til ~ konjuge~ede urtderrum, når alle tangenter i ~ tages i

betragtning. Hvis ~ ikke tilhører nulrummet for formen B, vil
J

det konjugerede underrum være en hyperplan, og tangenterne i ~

vil udgøre den med denne parallelle hyperplan gennem å, kvadrik

kens taggenthYQerplan i punktet~. I de ptinkter ~ på kvadrikken,

som tillige tilhØrer nulrummet, og som kaldes kvadrikkens ~inIDl

1ære Qunkter, defineres ikke nogen tangenthyperplan. Tangenterne

i et sådant punkt udfylder hele rummet. Singulære punkter kan på

grund af B(~,~) == c kun forekomme, når c == 0, ~ltså hår kvadrikken

er en kegle. Toppunktet ~ = Q er i hvert fald et singulært punkt.

Men der kan også forekomme andre. Det ses umiddelbart, at hver

tangenthyperplan til en kegle indeholder alle singulære punkter,

altså hele nulrummet for formen B.

Lad ~ være et regulært (d.v.s. ikke singulært) punkt på en

kvadrik B(~,~) == c. Et punkt ~ vil ligge i tangenthyperplanen

i ~, hvis og kun hvis vektoren e - ~ er konjugeret til ~, altså

hvi s og kun hvi s

~pgenthyPerplane~s ligning kan fØlgelig skrives

B(~,~) == c o

At den her givne algebraiske definition af tangenthyperplanen

harmonerer med den i analysen givne, ses på følgende måde: Lad

~(~), a ~ ~ ~ ~, være en parameterfremstilling for en fra ~ ud

gående kurve, der forløber på kvadrikken, så at ~(ex) == å og

for ex ~ ~ ~ ~.

Man har da f or ex < 'b ~ f3.

B(~('b),~('b» - B(~(ex),~(ex»
o =

'b - ex
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Antages, at

lim
rr~a rr-{X

= ~'(a).

AG III, 13, 5

eksisterer, altså at kurven er differentiabel i punktet ~(a) = ~,
i

vil den højre side/ovenstående ligning for rr ~ a konvergere mod

2B(2!;.(a) ,x' (a)). IndfØres et koordinatsystem i En' ses nemlig

B(~,~) at være en kontinuert funktion i Rn
x Rn = R2n med hensyn

til dette talrums sædvanlige topologi. Man har altså B(~,~'(a)) =
0, hvilket viser, at hvis ~'(cx) ~ ° og kurven følgelig har en

tangent i ~, vil denne tangent ligge i tangenthyperplanen.

Lad B(~5K) = c, hvor c ~ 0, være en kvadrik. Antag, at der

på keglen B(~,~) = ° findes et punkt Q ~ Q, som ikke tilhØrer

nulrummet for formen B. Det skal vises, at den gennem Q gående

frembringer af keglen er en asymptote for kvadrikken B(~,~) = c.

Der findes mindst een vektor ~, for hvilken B(g,g) ~ 0, og

som ikke er konjugeret til b, som altså hverken ligger på keglen

eller i keglens tangenthyperplan i Q; thi der findes i hvert fald

en vektor 11, for hvilken B(Q,ll) +O, da Q ikke tilhører nulrum

met, og hvis B(~,g) skulle være 0, vil f.eks. II + Q i stedet for

11 som det let ses opfylde de stillede krav. Lad nu li være en

sådan vektor og ~ et reelt tal. Linien med parameterfremstil-

lingen

t E R,

skærer da kvadrikken i to forskellige punkter, når I~I er til

stræ~{eligt stort. Andengradsligningen

B(~Q+tll~~Q+tll) - c = t
2
B(1l,g) + 2t~B(Q,ll) - c = °

har nemlig to indbyrdes og fra ° forskellige rødder, når

cB (g,l1) < ~ 2B (Q,y) 2 •

For hvert ~, der opfylder denne betingelse, betegnes rØdderne med
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Idet

AG III, 13, 6

er
1

I t 1 (13 ) I ~ l B (~ill ") 1

2

,

altså t
1

(13) begrænset som funktion af 13, og

Iti (l3) + t 2 (13)1 == Iti (l3) - ti (I3YB(Y.,llJ! ~ ex> for 1131 ~ ex>.

Heraf sluttes ~ a t ti (13) ~ O for 1131 ~ 00 o Vektoren ti (13)11. for

binder punktet I3Q på keglens frembringer med et punkt på kvadrik

ken B(~~~) == c, og da denne vektor konvergerer mod Q for

1131 ~ 00, er frembringeren altså asymptote til kvadrikken såvel

for 13 ~ 00 som for 13 ~ -00. Af denne grund kaldes keglen B (2f,2f.) == O

i de tilfælde, hvor den har punkter, sonl ikke tilhØrer nulrummet

for formen B~ for den til "kvadrikkerne B(~,~) == c hØrende asym

J2.totekegleo

Lad B(x~x) == c være ~-2ilkårlig_~~lk9 2S-laQ~Q§teg~e

~~J21~nl..~8&!1~nLl1Ulpunkteb. $om_,;lfk\2,,, er ta~:t:ll:hYJ2~ægn til

!f§,glen B(1f,~) == Oo J2UindeELd~.,..§JL.linie l-E!llill~TILJ:m].12ll1!kt§..i,

.f3om~L:konjug~ret .t:i,J-..2-ill~illi=Qel!~nde i .1L..-QK-lf'y§;g.r1.kk§1l

~§U::~Jlf~!I!~ H paralle1~~~~J2.1an_~.t....j. c~n.1r..\!!lllik:y:adr .;iJ5;k~

~g 2..~nJ;I'~r btligl~Qng~. 12å-lo

Bevis: FØrst bevises, at der findes en vektor ~, som er kon-

jugeret til, men ikke beliggende i Ho Indeholder H ikke hele

nulrummet, vil en vilkårlig vektor ~ i dette, som ikke ligger i H,

opfylde kraveto Antag nu, at hele nulrummet tilhØrer Ho Da dets

dimension er n - r, hvor r == rg B, kan der vælges en basis

(~1 ~o··~~_1) for H, hvis n - r sidste vektorer udspænder nulrum

rumeto DeTh.'1e basis suppleres med en vektor e til en basis for-n
hele rummet o En vektor

v en-n
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er da konjugeret til H, hvis og kun hvis ligningerne

B(v . e.) = v1B( e1e .) + ••• + v B(e oe .) = O
~'~J. ~ -1 n -n '-1

er opfyldte for i = 1,o •• ,n-1. De n-r sidste af ligningerne er imid·

lertid opfyldt for alle vektorer v, idet e o••• ,e 1 tilhØrer
- -r' -n-

nulrummeto Disse ligninger kan fØlgelig udelades, så at der fore-

ligger et system af r - 1 lineære homogene ligninger med de n

ubekendte v1, .•• ,vn0 LØsningsrummet har altså mindst dimensionen

n - r + 1. Det må derfor indeholde en vektor ~, som ikke til

hØrer nulrummet. Denne vektor ~ kan heller ikke ligge i H; thi

da B(~,~) = O for alle vektorer y E H, ville man ellers også have

B(~,g) = O, og H ville være tangenthyperplan til keglen B(~,~) = O

i strid med forudsætningen. Dermed er eksistensen af en vektor ~

med de Ønskede egenskaber bevist. For et vilkårligt reelt tal. a

betragtes nu den med H parallelle hyperplan H med parameterfrema

stillingen

*x = ag, + ~

Stedvektorerne for fællespunkterne af Ha og kvadrikken B(~,~) = c

er altså dem, der tilfredsstiller ligningen

B (a§.+~ ,a~+~*) = a 2B(~,~) + B(~ ,'3:,*) = c,

hvor det er benyttet, at B(§.,~*) = O for f! E: H. Nu er B(~* ,~ * )

ikke andet end restriktionen af B(~,~) til H, altså en kvadratisk

form i H. Skrives ligningen

B (.!.*,x*) = c - a 2B (~, ~) ,

ses, at fællesmængden er en kvadrik med centrum ~* = Q, dov.s.

~ = a~o Centrerne svarende til de forskellige værdier af a ligger

altså på den ved a bestemte linie gennem Q. Dermed er sætningen

bevist.

Fællesmængden af en kvadrik og hyperplaner, som er parallel-

le med en tangenthyperplan til den tilhØrende asymptotekegle, vil

blive undersØgt senere.
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Lad B(~,~) = c igen være en vilkårlig centrumskvadrik og

~ et ikke singulært punkt på den. For de punkter ~, som er fæl

les for kvadrikken og dens tangenthyperplan i punktet ~ gælder

da

B(~,~) = c, B(h,~) = c

(se side 111,13,4). Heraf fås

B(~-h,~-Q) = B(~,~) - 2B(h,~) + B(h,h) = O.

Vektorerne ~* = ~-Q fra rØringspunktet til fællespunkterne for

kvadrikken og tangenthyperplanen tilfredsstiller altså lignin-

gen B(~*,~*) = O, som fremstiller en kegle i tangenthyperplanen,

hvis den i~Z3 er opfyldt for alle ~* i tangenthyperpl~nen. Heraf ees,

at der i et bundt af parallelle hyperplaner, som ikke er paral

lelle med en tangenthyperplan til keglen B(~,~) = O, hØjst kan

findes to ~angenthyperplaner til kvadrikken B(~,~) = c. Med oven

stående betegnelser kan nemlig Ha kun være tangenthyperplan, når

a tilfredsstiller ligningen

c - a2B(~,~) = O,

d.v.s., når

B(ag,a~) = c,

altså punktet a~ ligger på kvadrikken. For et sådant a er Ha vir

kelig en tangenthyperplanj thi for hvert punkt f i Ha gælder

B(ag,f) = B(a~,ag + (~-~» = B(~,a~) = c,

da dem_med Ha parallelle vektor ~-~ er konjugeret til~.

Lad f være en enentydig lineær afbildning af vektorrummet

(Vn,+,R) på sig selv. (En sådan kan også opfattes som en affin

afbildning af punktrummet på sig selv, ved hvilken nulpunktet sva

rer til sig selv.) Ved f svarer der til-en symmetrisk bilinearform

B en symmetrisk bilinearform Bf' for hvilken

Bf(f(~),f(~» = B(li,~)
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for alle ~,~ E Vn (se side 111,12,18). Billedpunktet f(~) af et

punkt ~ på kvadrikken BC~,~) = c ligger altså på kvadrikken

BfCi,i) = c, og hvert punkt ~ på denne er ifølge definitionen
-1 •

af Bf billedpunkt af et punkt ~ = f (A) på den fØrste. Ved f

afbildes altså kvadrikken ffC~,~) = c på kvadrikken BfCi,i) = c

og altså også asymptotekeglen for den fØrste på asymptotekeglen

for den anden. Lad BC~,~) = c være ligningen for tangenthyper

planen til BC~,~) = c i punktet ~. For billedpunkterne ~ = fC~)

og ~ = fCf) gælder da Bf Ci,1) = Co Heraf sluttes, at den givne

tangenthyperplans billede, som jo er en hyperplan, må være tan

genthyperplanen til BfCi,x) = c i det til rØringspunktet ~ sva

rende punkt. Endelig mindes om, at med hensyn til B konjugerede

vektorer at~ildes i med hensyn til Bf konjugerede vektorer.

Multipliceres en ligning for en kvadrik med et fra O for-

skelligt tal, fås en ligning af samme form, som fremstiller den

samme kvadrik. Enhver centrumskvadrik har derfor en ligning af

en af formerne B(~,~) = 1 og BC~,~) = O. Af sætningen om lineær

-ækvivalens af reelle symmetriske bilinearformer Cside 111,12,20)

fås da: Hver centr~mskvadrik kan ved en enentydig lin~~r afbild

Uing overfØres t-en, der i et vilkårligt valgt koordinatsystem

har en lig~ing af en af formerne

2 2 X 2_ _ 2 _ [1
Xi +••• +xp - p+1 ••• xP+

Q
- O •

Dette leder til den fØlgende såkaldte affi~~ klassifikation af

centrumskvadrikker~i en-, to- og tredimensionale reelle rum:
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Qy§r§igi ~~r Qentrumskyadrikker~

r

nlrg B Isgt B I ligning navn ligning navn

- -ft-- - ~-------.,..
.-.,.....- - --

i 1 1 II x
1

2 =1 punktpar ~ x 2 dobbelt-
2

=0 punkt
-1 =1 ø 1

-xi
'. - _.....- - - - -
2 2 2 2 2 =1 ellipse

~xi +x2 2 2 dobbel t-
2 2 xi +x2 =0 punkt

-2 -Xi -x =1 ø2

O
2 2 =1 hyperbel 2 2 =0

par af skæ-
xi -x2 xi -x2 rende linie

1 1
2 =1

par af paral-

~xi lelle linier 2 =0 dobbelt-

-1
2 =1 ø

xi linie
-x
I 1

-1--
li

= -""""- .
II

lU xi 2+X2
2+x3

2
=0

3 3 3 " 2 2 2 ellipsoidexi +x2 +x3 =1 dobbelt-

-3
I 2 2 2 ø punkt
l-Xi -x2 -x3 =1

1
222 hyperboloide Ixi +x2 -x3 =1 med eet net J 2 2 2 keglesnits-

-1 222 hyperboloide I Å1 +x2 -x3 =0 kegle
-Xi -x2 +x3 =1 med to net I2 2 elJ.iptisk2 2 Ixi +x2 =1 cylinder ~ 2 2

dobbel t-
2 2 xi +x2 =0 linie

-2 l-xi -x2 =1 ø

O
2 2 =1

hyperbolsk 2 2 =0
par af skæ-

Xi -x2 cylinder Xi -x2 rende pJlane

1 1
2 =1

par af paraJ:.
Xi lelle planer

Jx1
2 dobbel t-

2
%:lO plan

-1 -x =1 ø
II 1 II
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Øvelser til kap III. § 13.

AG III, 13, Øv.1-7

1. Angiv ror hvert ar de i oversigten (side III,13,10) oprørte

kvadrikker mængden ar dens singulære punkter.

2. Vis, at planen med ligningen 2x1 - 2x2 - 3x3 = -8 er en tan

gentplan til keglesnitsrIaden med ligningen 4x1
2 + x2

2 9x32 =
16, og rind røringspunktets koordinatsæt.

3. Find ligningerne ror de tangentplaner til keglesnitsrIaden
222med ligningen 2x1 - 6x2 + 3x3 = 5, som hver går gennem

de to punkter med koordinatsættene (O,~,1) og (3,-~,-1).

4. Lad B(~,~) = 1 være ligningen ror en ellipse (ellipsoide)

og ~ og g stedvektorer til to rorskellige punkter på denne.

Vis, at linien, der rorbinder disse punkter, er en tangent

til ellipsen (ellipsoiden) med ligningen B(~,~) = ~, hvis

og kun hvis vektorerne ~ og ~ er konjugerede med hensyn til

rormen B.

5. En ellipsoide, en hyperboloide med eet net og en hyperbolo

ide med to net, som antages at have de i oversigten (side

III,13,10) angivne ligninger, skæres med de med koordinat-

planerne parallelle planer. Beskriv og diskuter snitkurver-

net Angiv specielt eventuelle tangentplaner blandt de betrag

tede planer samt deres rællesmængder med rladerne.

6. Vis, at der i en plan rindes et og kun eet keglesnit, som

har et givet centrum O og som går gennem tre givne, rra O

rorskellige punkter, som ikke ligger på samme linie gen-

nem O.

7. I rummet er givet et tetraeder P1P2P
3

P
4

• Midtpunktet ar kan

ten PiP j betegnes med Mij • De tre rorbindelseslinier ar
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modstående kanters midtpunkter går gennem samme punkt O. Der

findes en og kun een ellipsoide med centrum 0, som går gen-

nem de seks punkter Mij , og med hensyn til hvilken vektorer

ne oM12 ' oM13 og oM14 er parvis konjugerede. Vis, at tetrae

drets seks kanter er tangenter til denne ellipsoide.

8. Lad B(~,~) = c være ligningen for en centrumskvadrik og Q

et punkt, som ikke ligger på denne. Vis, at hvis der gennem

Q går tangenter til kvadrikken, vil deres røringspunkter lig

ge i en hyperplan, der er parallel med den til stedvektoren

Q konjugerede hyperplan.

Formuler og bevis en tilsvarende sætning om tangenter, som

er parallelle med en given vektor.

9. Om den kvadratiske form B(~,~) antages: a) at den er positiv

semidefinit, b) at den har positivitetsindex 1. Angiv i hvert

af de to tilfælde typerne af de kvadrikker i en-, to- og

tredimensionale rum, som har en ligning af formen B(~,~) = 1 o

Vis i tilfældet a), at mængden

af kvadrikkens "indre punkter" er konveks.

Vis i tilfældet b), at mængden af It den'3ne grens (det ene

nets) indre punkter", d.v.so

hvor ~ er en fastFektor, for hvilken B(g,~) > 0, er konveks.

10. Vis, at hvis en keglesnitsflade skæres af en plan ff i en hy-

perbel, vil den med ff parallelle plan gennem fladens centrum

skære dennes asymptotekegle i to linier, der er parallelle

med hyperblens asymptoter.



Mat. 1, 1960-61 AG III, 14, 1

~ iH. Vektorrum med indre produkt.

Lad (V,+,L) betegne et vektorrum over de reelle eller de

komplekse tals legeme. (I det rØlgende er altså L = ~ eller

L ::: ~.) I et sådant vektorrum kan man på mangroldig måde til

skrive hver vektor 2S en "længde" 112SII, d.v.s. man kan definere

en funktion 2S -+ 112S11 rra V til R. Til denne vil man stille visse

krav, der medrØrer, at den kan betragtes som en naturlig gene

ralisering ar en geometrisk vektors længde i sædvanlig forstand.

Det har vist sig at være hensigtsmæssigt at forlange:

Ni: 'tIvx,y [II~ + ~II ~ IIxll + II~II].

N2: 'tlv!' 'tIL /\ [11?\x1l = f /\1112&11) •

N3: 'tI~ [2f ~ O "* 112S11 ~ O].

Af N2 sluttes, at 11011 = 1I0QIl = O, og at II-~II = 11(-1 )2&11 = lIxII.
Ved hjælp af Ni fås da

Dette sammen med N3 viser, at

Ilxll [~ ~ for A ~ Q,
for x = o.- -

En funktion fra V til R med disse egenskaber kaldes en no~m og

et vektorrum sammen med en bestemt valgt norm et normeret ~ek~

,:tor:r'um. Et sådant betegnes med (v,+,L,1I II).
Et normeret vektorrum bliver til et metrisk rum ved den

nærliggende definition

idet jo

di st (]f,~) ::: II~ - ]fil = O,

dist(~,X) e lix - ~II > O for ]f :to ~,

dis t(~,~) = II~ - ~II ::: IIæ. - ~II == dis t(~,æ:),
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dis t (~,~) = II!. - III = II~ - ~ + il. - t&11

~ II~ - ~II + II~ - .ill
= dist(tf,~) + dis t(~,&).

Derved bestemmes tillige en topologi i V, for hvilken kugle-

omegnene

K (.€l:., r ) = ffi E V I IItf - .€ill < r l
med centrum a E V og radius r E R danner en basis.- +

Eksempler:

1) De endimensionale talvektorrum (R,+,R) og (~,+,~) er

normerede vektorrum med den numeriske værdi som norm.

2) I de n-dimensionale talvektorrum (Rn,+,R) og (Cn,+,~)

kan man for hvert tal p ~ 1 definere en norm, den såkaldte ~-norÆ,

( ) . 'n >,nved for hver vektor ~ = Xi' ••• 'Xn l R eller l.i at sætte

At N2 og N3 er gyldige, er klart. At Ni gælder, er ensbetydende

med Minkowski's ulighed

(~IXi + YiIP)1/P ~ (~IXiIP)1/P + (~ IYiIP)1/P,

hvor summationerne over i udstrækkes fra 1 til n. Den kan be

vises på følgende måde: FØrst bemærkes, at funktionen tP, t ~ O,

for hver konstant p ~ 1 er konveks, d.v.s. at

((1-~)to + ~t1)P ~ (1~)toP + ~t1P

for to ~ O, ti ~ O og O < ~ < 1. Dette, og at lighedstegnet,

når p > 1, kun gælder for to = ti vil blive vist nedenfor. Idet

Minkowski's ulighed øjensynlig er opfyldt med lighedstegnet,

hvis ~ = O eller Y:. = O, kan man antage, at Ilxll > O ogp

11;i11,. > O. Sættes

,
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og summeres over i fra 1 til n, fås

(lIlflIp + 1I~lIp)-P 2 (lXi I + 1Yi I)P ~ 1

og heraf ved at oplØfte til (1/p)-te potens på begge sider

(1I]fllp + 1I~lIp)-1 (Lj( lxii + /Yi ' )p)1/p ~ 1,

altså

ulighed hermed bevist.

(Lj( lXi I)P)1/p ~ 1I~llp + IIYllp '

yil ~ lXii + 1Yil er Minkowski'sDa Ix. +
l

Når p > 1, er det ifølge det sagte nØdvendigt for lighedstegnets

gyldighed, at

for i = 1 , o •• ,n.

Deusde.n er det nØdvendigt, at lXi + Yi ' = lXii + Iyi ' for

i = 1 , ••• ,n, altså at tallene xi og Yi har samme argument, så

fremt de begge er forskellige fra O. I så fald er altså

Yi/Xi > 0, så at IYil//xil = Yi/xio Den fØrste betingelse giver

da

Xi 1I~lIp = y i IIJIllp ,

hvilket også gælder, når x. = y. = O. En nØdvendig og, som det
l l

let ses, også tilstrækkelig betingelse for, at lighedstegnet i

Minkowski's ulighed med p > 1 gælder for to vektorer ~ og ~ er,

at mindst een af dem er Q eller de er proportionale med en positiv

proportionalitetsfaktor.

Den ovenfor benyttede konveksitet af funktionen t P , t ~ O,

fØlger af, at dens afledede ptp- 1 er voksende, når p ~ 1, og

strengt voksende, når p > 1. Der gælder nemlig, at hver i et

interval J E R defineret reel, differentiabel funktion ~ med

volmende afledet ~' er konveks i J, d.v.s. at der gælder

~((1-11)to + eJt1 ) ~ (1-11) ~ (to) + eJ~(t1)

for t o ,t1 E J og O < eJ < 1. Er ~'(t) strengt voksende, gælder

lighedstlglet kun for to = t 1 .
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Bevis: Man kan antage, at to < ti' da der ikke er noget at be

vise for to = ti. Sættes

t~ = (1~)to + ~t1'

haves

t~ - to = ~(t1 - to) > 0, ti - t~ = (1~)(t1-to) > 0,

og påstanden

kan omskrives til

IfØlge differentialregningens middelværdisætning er den venstre

side lig med ~I(~O)' hvor to < ~o < t~, og den højre side lig

med ~I ('t7'I)~ hvor t~ < ~1 < ti· Da 1:
0

< ~1 og altså ~I (~o) ~

~I (~1) ifØlge forudsætning~ er påstanden hermed bevist. Det ses

også, at lighedstegnet ikke kan gælde, når ~I er strengt voksende.

Til de indfØrte p-normer i rummene (Rn~+,R) og (Cn~+,C)

føjer sig endnu en på naturlig måde, nemlig

1I~1I00 = max f IXi I , •••, Ixn I J •

Det bekræftes umiddelbart, at N2 og N3 er opfyldt, og gyldigheden

af Ni sluttes let af Ix·+y·1 < Ix. I + ly· I· Betegnelsen II 11
0011= 1 1

er motiveret ved, at der for hver fast vektor ~ gælder

lim Ilxll = lix II •-p -00p ~ 00
Dette ses af den for K ~ Q gyldige omskrivning

11:Kllp ~ 11.!11=(~~tP •

Summen i parentsen har nemlig for hvert p ? 1 en værdi større

end eller lig med 1 og mindre end eller lig med n. Dens

(1/p)-te potens konvergerer altså mod 1 for p ~ 00.

De med p-normen forsynede vektorrum (Rn,+~R) og (Cn,+,C)

betegnes med henholdsvis l (n,R) og l (n,C). De normerede rum
p p
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lp(n,~) ~or de ~orskellige værdier af p er indbyrdes forskel~

lige, skØnt det underliggende vektorrum er det samme. Tilsvarende

gælder ~or Ip(n,C).

De vigtigste specielle tilfælde er p = 1, P = 2 og P = ~.

3) For et ~ast reelt tal p ~ 1 betragtes mængden af de

reelle eller komplekse talfØlger ~ = (x1 ,x2 , ••• ), ~or hvilke

~IXiIP er konvergent. (Her som i det fØlgende udstrækkes summa

tionen over i fra 1 til ~.) Er ~lxilP og ~IYiIP konvergent, vil

også ~Ixi + Yil P være konvergent, og der gælder Minkowski's ulig-
ved

hed i den ovenfor angi vne ~orm. Dette ses)(i uligheden for ræk-

kernes n fØrste led på højre side at lade n gå mod ~, af den

fremkomne ulighed at slutte konvergensen af ~(IXil + 1Yil)P og

derefter at lade n gå mod ~ på venstre side. Mængden af følger

~ = (x1 ,x2 , ••• ), ~or hvilke ~lxilP er konvergent, er et vektor

rum, nemlig et underrum i vektorrummet af alle reelle henholdsvis

komplekse talfølger, og

er en norm deri. Man får således normerede vektorrum Ip(R) og

Ip(C). Mængden af reelle eller komplekse tal~Ølger, som hver

~or sig er begrænset, danner ligeredes et vektorrum, og i dette

er

en norm. Forsynet med denne norm betegnes det med henholdsvis

1 (ft) og l (O).
~ ~

4) Lad M være en vilkårlig mængde og (B(M),+,L) vektorrummet

af alle begrænsede ~unktioner ~:M ind i L, hvor L er R eller O.
Det er let at se, at

II~ II = sup I~(t) I
~ t E M

er,en norm i dette vektorrum. Er M et topologisk rum vil de i M

kontinuerte, begrænsede ~unktioner danne et underrum C(M) i B(M),
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og II 11
00

vil også være en norm i dette. I vektorrummet af alle

kontinuerte funktioner ~ i et afsluttet interval [a,b] ~ R er
b

II~IIp = (/ I~(t) IPdt)1/P

a
for hvert p ~ 1 en norm, idet Minkowski l,S ulighed

1I~+ø IIp ~ II~ IIp + IIø IIp

også gælder for integraler. Den kan bevises på samme måde som

for endelige summer. Det med denne p-norm forsynede vektorrum

af de kontinuerte funktioner i [a,b] betegnes med Cp[a,b]. Det

er imidlertid muligt at definere II~II :for en mere omfattendep

klasse af funktioner, nemlig alle i [a,b] målelige funktioner,

for hvilke 1~(t)IP er Lebesgue-integrabel. At mængden af disse

funktioner er et vektorrum, fØlger af Minkowski's ulighed. Den

ne udsiger tillige, at II~lIp opfylder Ni. At N2 er gyldig er klart.

Derimod er N3 ikke opfyldt, idet man af Il~(t)IPdt = O ikke kan

Slutte, at ~(t) = O i hele intervallet, men kun på nær en nul-

mængde. Man indfØrer derfor en ækvivalensrelation i den betrag-

tede funktionsmængde ved at sætte ~ ~ ø, hvis ø(t) - ~(t) = O

for alle t E [a,b] med eventuel undtagelse af en nulmængde. Man

viser let, at ~ ~ ø medfører A~ ~ AØ for A E L, og at ~1 ~ ø1
og ~2 ~ ø2 medfØrer ~1 + ~2 ~ ø1 + ø2 • Heraf kan man slutte,

at mængden af ækvivalensklasser med nærliggende definitioner

af sum og produkt med et reelt eller komplekst tal danner et vek

torrum. Da ~ ~ ø endvidere medfØreJf' II~IIp = IIØllp' afhænger II~lIp

kun af den ækvivalensklasse, som ~ tilhører, og ses let at være

en norm i vektorrummet af ækvivalensklasser. Det således defi-

nerede normerede vektorrum betegnes med Lp[a,b]. Rummene Lp for

p ~ 1 undersØges i mål- og integral teorien.
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5) En særlig betydningsfuld klasse af normerede vektorrum,

som vil være hovedemnet i denne paragraf, defineres på fØlgende

måde: Lad (V,+,R) være et vektorrum over de reelle tals legeme

og B(~,~) en positiv definit kvadratisk form i V. Da er
1

~ -.' II~II = B(~,~)"2' en norm i V. At Ni er opfyldt, fØlger af

Cauchy-Schwarz's ulighed (side III, 12, 22), idet

II~ + ~112 = B(~+~,~+;yJ = B(~,2~;) + 2B(.!,~) + B(u,~)
1 1

~ B(~,~) + 2B(~,.!)2B(~,~)2 + B(~,~)

= (B(Ji,~)"~ + B(~,;yJt)2 = (II.!II + IIYln 2 •

At N2 er opfyldt, aflæses af

1I~112 = B(AJi,~) = A2B(~,x) = A
2

11.!11
2

,

og at N3 gælder, fØlger af B(.!,.!) > O for Ji t O~ Da

B(.!+~,~+~) + B(.!-~,~-~) = 2B(Ji,.!) + 2B(~,~)

for den kvadratiske form B, har man

(*) 222 2
II.! + ~II + II~ - ~II :::: 211.!11 + 211~11 •

Dette kan opfattes som en generalisering af den elementærgeome

triske sætning: I et parallelogram er summen af kvadraterne på

diagonalernes længder lig med summen af kvadraterne på sidernes

længder. Beviset for denne sætning kan fØres ved hjælp af

Pytagoras' sætning. Det specielle tilfælde, hvor parallelogram-

met er en rombe (II.!II :::: IlyII) er så god t som ensbetydende med

denne sætning. Man kan omvendt vise, at hvis (*)gælder i et

normeret vektorrum over de reelle tals legeme for alle par ~,~

af vekt orer, :for hvilke II~II = Ily II , så er kvadratet på normen en

positiv definit kvadratisk form. De betragtede normerede vektor

rum udmærker sig altså ved, at der i dem gælder Pytagoras' sæt-

ning ganske som i det sædvanlige "euklidiske rum". Bland t de

ovenfor omtalte "p-rum" er de reelle for p :::: 2, men ikke for

nogen and en vær di af p, af denne ar t •
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Lad (V ,+ ,L, /I II) være et vilkårligt normeret vektorrum. Som

allerede nævnt, er V med dist(x,y) ::: /lx-~/I et metrisk, og der

med også et topologisk rum. I dette er normen /I~/I en ligelig

kontinuert funktion. Dette aflæses af uligheden

II~ /I - I~ /II ~ IlY: - ~ /I ::: di s t (~,X) ,

som følger af

/Ix - ~ /I + /l2f /I ~ /ly II , /lK - X/I + /Ix /I :; IIÆ /I.

M normens kontinui tet følger, at fJi E: V I II~ - ~II ~ r 1, hvor

r E: R+, er afslutningen K(~,r) af kugleomegnen K(~,r). Såvel kug

leomegnene som deres afslutninger er konvekse mængder. (En mængde

M ~ V kaldes ~onv~~~, hvis det for alle K,X E: M og alle tal

~ E: [0,1] gælder, at (1~)K + ~X E: M.) Er nemlig ~,x E: K(~,r),

altså IIK - ~ll < r og lix - ~II < r, haves

/I (1-~)K + 1J;L - ~ II ::: /I ( 1-~)(K-g~,) + ~(X-~) /I

~ /I (1-~) (K-'§&) II + II~C~-fa) /I

::: (1-~)II2i-g,1I + ~/lx-~1I < (1-~)r + ~::: r.

Tilsvarende bevises påstanden for K(~,r).

To normerede vektorrum (v,+,L,1I ID og (V',+,L,/I /I') sigea

at være isomorfe, hvis der findes en enentydig lineær afbild

ning f af V på V', således at

for alle K E: V. Idet f er lineær, sluttes heraf, at

altså f er en isometrisk, d.v.s. afstandsbevarende afbildning.

Det er klart, at den således definerede isomorfi mellem normere-

de vektorrum er en ækvivalensrelation. Isomorfe normerede vektor-

rum har "samme struktur" og adskiller sig kun i betegnelserne.

En isomorfi f og dens inverse f-i er øjensynlig kontinuerte af-

bildninger.

En lineær afbildning (operator) f af et normeret vektorrum
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(v,+,L,1I II) ind i et normeret vektorrum (V' ,+,L, II 11') behøver

ikke at være kontinuert. Men der gælder, at hvis afbildningen f

er kontinuert i O, er den kontinuert i hele rummet V. Hvis der

nemlig til hvert positivt tal E findes et positivt tal o, således

at

for II~II ~ o,
fås for hver fast vektor ~ E V

< E.;; for II~ - ~ II ~ o.
En lineær afbildning (operator) f af et normeret vektorrum

(V,+,L, II /1) ind i et normeret vektorrum (V' ,+,L, II II') siges at

være begræ~, hvis der findes en konstant M, således at

lif (x) II ' ~ Mlix II- - - for ~ E V.

eller, hvad der kommer ud på det samme,

sup IIf(~) II' ~ M.
II~ 1I~1 -

Af denne definition fremgår umiddelbart, at hver begrænset li

neær afbildning er kontinuert. Der gælder imidlertid også det

omvendte. Er nemlig f kontinuert, findes der et tal o > O, så-

ledes at IIf(~)II' ~ 1 for II~II ~ o, og for II~II ~ 1 har man da

Ilf(~)II' = IIf(}o~)II' = tllf(o~)II' ~ ~'
Hver lineær afbildning f af et endelig-dimensionalt norme

ret vektorrum (Vn ,+ ,L, II II) ind i et normeret vektorrum

(V' ,+,L," II') er kontin~.

Beviset baseres på fØlgende specielle tilfælde:

Lad 11 (n,L), hvor L = R eller C, være det ovenfor (side III,

14, 2-4) indførte normerde talvektorrum Ln med normen

Lad der endvidere være valgt en basis (~1 ""'~) for Vno Med ~

betegnes den enentydige lineære afbildning af 1
1

(n,L) på

(Vn,+,L, II II), ved hvilken der til talsættet (x
1

' o•• ,x
n

) E Ln
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svarer vektoren x1§.1 + ••• + xn~ E Vn • Denne afbildning ~ er be

grænset, altså kontinuert, da

IIx i $li + ••• + xn~ II ~ Ixi 1I1f.1 II + ••• + Ixn III~ II

~ M( Ixi I +" •• + Ixn I),
hvor M ::;: max f 1.If.1 II, ••• , I~ /Il. Ikke hel t så oplagt er, a t også

den inverse afbildning ~-1 :(Vn,+,L, /I II) på li (n,L) er begrænset,

altså kontinuert, hvilket vil sige, at der findes en (nØdvendig

vis positiv) konstant M*, således at

lXii +t- ••• + Ixn ' ~ M*/lx1
e

1

for alle (xi , ••• ,xn ) E Ln • Sættes

+•••+ X e IIn-n

y i ::;: lXi' + •••+ Ix in
for i ::;: 1, ••• ,n,

ses dette at være ensbetydende med

Y e II > O.n-n+ • ••+inf /lY1f.1
ly1 I+ •• .+ lYn' :::: 1

Nu er IIY1f.1 + ••• + Ynf.nll ::;: /I~(Y1' ••• ,Yn ) /I en kontinuert funktion,

da såvel ep som normen II Ir er kontinuert. Da " enhedskuglefladen"

fCY1'···'Yn) I 1Y1' + ••• + lYni:::: il ~ li (n,L)

er afsluttet og begrænset, altså kompakt, har funktionen

/I~(Y1 , ••• ,Yn ) II på denne et minimum. Da f.1' ••• '§.n er lineært

uafhængige, er Y1 f.1 + ••• + Yn~ t O, altså /lY1f.1 + ••• + Ynf.n II > O,

når /Y1 I + •••+ lYn' :::: 1. Minimet må altså være positivt. Dermed

-1er viet, at også ~ er kontinuert.

Herefter kan påstanden, at hver lineær afbildning f :

(Vn,+,L, II II) ind i (V' ,+,L, II II') er kontinuert, bevises på fØl

gende måde: I V vælges en basis (e
1

, ••• ,e ). For hver vektorn --n

x1f.1 + ••• + xnf.n gælder da

IIf (X1f.1 + ••• + Xn~) /I' :::: IIx1
f (§.1) + ••• + Xnf(~) II'

~ M' ( Ixi I + •••+ Ixn I) ~ M' M* /lxi f.1 + •••+ xnf.n II,

hvor M' :::: max f IIf(§.1) 11', ••• , IIf (§.n) Wl og M* er den konstant, hvis
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eksistens blev vist ovenror. Afbildningen f er altså begrænset

og dermed kontinuert.

Er (Vn,+,L, II II) og (V~,+,L, II II') to vektorrum over samme

legeme R eller b og af samme endelige dimension n, vil hver en

entydig lineær afbildning f af Vn på V~ være en homeomorfi, idet

den selv og dens inverse ifølge det viste er kontinuerte. Ved at

anvende dette på den identiske afbildning ses, at alle normerede

vektorrum med samme underliggende endelig-dimensionale vektorrum

(Vn,+,L) er indbyrdes topologisk ækvivalente. De forskellige

normer i et sådant vektorrum bestemmer altså samme topologi. For

uendelig-dimensionale rum gælder ikke noget tilsvarende.

Lad nu (V,+ ,L,II II) igen være et vilkårligt normeret vektor-

rum. Linearformerne i V er lineære afbildninger ind i det endi

mensionale vektorrum (L,+,L). Forsynes dette med den numeriske

værdi som norm, kan man specielt betragte de kontinuerte linear

former. Disse udgØr, som det let ses, et underrum vt i det til

V (algebraisk) duale rum V* (se side III, 9,2). Har V endelig

dimension, er vt = V* ifØlge det viste. I uendelig-dimensionale

vektorrum kan der findes ikke-kontinuerte linearformer. (Som et

simpelt eksempel nævnes rummet c1 [a,b] af de i intervallet [a,b]

kontinuerte funktioner Wmed normen

b
1I~1I1 = I I~(t) Idt.

a

Lader man til hver funktion ~ i dette rum svare den værdi ~(c),

som den antager for et i forvejen givet tal c E [a,b], fås en

linearform. Denne kan ikke være begrænset, da der til hvert nok

så stort positivt tal K findes kontinuerte funktioner W, for hvil

ke I~(c) I > K, men 11~(t) Idt ~ 1.) Er A en begrænset linearform

i V, sættes
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Herved defineres der en norm i vt. Er nemlig Ai og ~ to linear

former i V, gælder

~ sup (I Ai (~) I + 111.2 (2f) I )
IlJiIl ~1

~ sup IAi (2f) I + sup 111.2 (2f) I
1I~1I~1 112f1l~1

= 1111.1 Ilt + 1111.11 t •

Endvidere gælder for hvert tal A E L

1111.11 t =

Endelig medfØrer

sup IA(2f) I = O,
112f 1I~1

at 11.(;&) = O for alle 2f E V, for hvilke 112f1l ~ 1. For en vilkår-

lig vektor il. ~ Q, fås da ligeledes

A(yJ = ilY IIA(llirr) = O.

Dermed er,N1-3 eftervist. Det normerede vektorrum (V t ,+,L,1I Ilt)

af de kontinuerte linearformer i V kaldes det til (V,+ ,L, II II)
norm-duale.

Som et fØrste eksempel betragtes rummet 11(n,L), hvor L =
R eller C. Hver linearform A i 11(n,L) er et homogent førstegrads

polynomium

A(2f) = ~ xi + ••• + AnXn

(se side III, 9, 6-7). Ifølge definition er

sup IA1x1 + ••• + 'fnxnl.
txi I+ • • •+ lxn ' ~ 1

For Ixi I + ••• + Ixn I ~ 1 har man

IA1X 1 + ••• + 'fnxnl ~ maxfI A1 I, ... ,I'fn1 1,
og er lA. I det største, eller et af de største, blandt tallene

J.
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I~ IJ"'J I~I, gælder lighedstegnet ror x1=, •• =xi _1 = 0, Xi = 1,

xi +1=".=xn = O. Dette viser, at

ilA II t = max ~ IAi I , •••, I'tn I J•

Lader man altså til hver linearrorm svare dens koerricientsæt,

fås en isomorr afbildning af det til 11(n,L) norm-duale vektor

rum på l (n,L).
00

Som andet eksempel betragtes rummet 12(n,L), hvor L = R

eller C. Hver linearform i l2(n,L) kan skrives

A(;~,) = Ai Xi +. • .+AnXn ,

og irølge derinition er

hvor

sup IA1x1+.· • +AnXn I,
IIJf II 2 ~1

2 2 ..i
I~ 112 = (Xi + •• '+Xn ) 2. Nu gælder ror lix 112 '§; 1

IA1x1+···+'tnxn l ~ I~ Ilx11+ •••+I'tnllxnl
2 2 ..i

~ (I ~ I + •••+ I~ I ) 2 = IlD 112
irØlge Cauchy-Schwarz's ulighed, og ror et givet sæt A =

(~ , ••• , ~) gælder begge lighedstegn, når

)\i
x. = ~-,

2 Ill\i 112

hvor '\ betegner det til Ai konjugeret komplekse tal. Dette vi

ser, at

Lader man altså til linearformen A svare koerrici&ntsættet 1,

rås en isometrisk afbildning af det til 12(n,L) norm-duale vek

torrum på l2(n,L). Herar sluttes, at det normerede vektorrum

l2(n,L) er isomorf med sit norm-duale. '
I

I nogle tilfælde kan uendelig-dimensionale normerede vektor-I

rums norm-duale bestemmes på lignende måde, f.eks. for fØlge-

rummene lp(L), i ~ p < 00, derimod ikke for loo(L). For funktions

rum er bestemmelsen i almindelighed vanskeligere.
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Et normeret vektorrum (v,+,L,1I II) siges at være et Banach

~, hvis det er fuldstændigt. Dette betyder følgende: Til hver

fundamentalfølge, d.v.s. til hver fØlge ~i E V, i E N, for hvil

ken

vR E 3Nm [i, j > m =* IIlf j - ~i II ~ sJ,
+

findes der en vektor ~ E V, således at lim IIlfi - Jfll :::: O. Alle
i~

endelig-dimensionale normerede vektorrum er Banach-rum. (Dette

er en følge af Bolzano-Weierstrass' sætning.) Endvidere kan det

vises, at f.eks. følgerummmelp(R) og lp(t), 1 ~ p ~ 00, samt

funktionsrummet C[a,b] af alle i det afsluttede interval [a,b]

kontinuerte funktioner ep med normen 1I<p1I:::: max I<p( t) I, er Ba-
tE[a,b]

nach-rum.

Der gælder endvidere, a t det norm-duale (vt,+ ,L, II II t) til

et vilkårligt normeret vektorrum CV,+,L, II II) er et Banach-rum.

Bevis: Lad ~, i E N, være en fundamentalfØlge af linearformer

i V. Til hvert E > O findes der altså et m E N, således at

ilA. - A·ll t :::: sup IA,(x) - AJ.' (~) I ~ E
J J. IIlf II ~1 J-

For hvert fast Jf haves da

for i,j > m.

IAj (lf) - 1\ (Ji) I ~ E IIlfll

for de samme i,j. TalfØlgen Ai(lf) er altså konvergent for hvert

lf. Dens grænseværdi betegnes med W(lf). Det drejer sig om at vise,

at den således definerede funktion w : V ~ L er en kontinuert

linearform, og at IIAi _ wIlt konvergerer mod O for i ~ 00. For

A E L er Ai (~) :::: M. (x), altså for hvert fast ~J. -
w('Ax) :::: lim A. (Ax) :::: lim M. (x) :::: AW(lf) •. J.- . J. -

J.~ J.~

For hvert par ~,~ E V er Ai(lf +

W(Æ + ~) :::: ~im Ai(lf + ~) ::::
J.~

;y:) :::: Ai (~J + Ai ty), al tså

~im (Ai (lf) + Ai CZ» :::: W(lf)
J.~

Dermed er vist, at wer en linearform i V. Af
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IA.(x) - A.(x)l < E for i,J' >mJ ... 1 - =
og hvert Ji, for hvilket lliill ~ 1, fås ved grænseovergangen i -+ 00

at

IAj(Ji) - q,(~) I ~ E

Heraf sluttes for det fØrste, at

for /Ix II ~ 1, j > m.

hvilket viser, at

for j > m,

lim
j-+oo

og for det andet, at der for 112S11 ~ 1, et fast E > O og et fast

j > m gælder

Iq,C~)1 ~ IAj (2S)I + IAjC~) - \p(~)1 ~ IIAjllt + 8,

hvilket viser, at q, er begrænset og dermed kontinuert.

Med henblik på senere anvendelser tilfØjes fØlgende bemærk-

ninger:

Er V' et underrum i et normeret vektorrum (v,+,I;11 II), vil

restriktionen af II II til V' være en norm i V', og når andet

ikke fremhæves, betragtes underrummet som normeret ved denne.

Afsluin1ngen V' af et unde~um V' i et nQtmeret ~ekto~tYm

(V,+ ,L, II II) ~~t underrum. Er nemlig Jd,y E V', findes der fØl-

ger u., i E N, og v., i E N. af vektorer i V, som konvergerer
=1 -1'

mod henholdsvis Q og y, for hvilke altså

~im lilli - Jd II == O,
1-+00

Heraf sluttes, at også

lim IIYi - yll ::: O.
i-+oo

II(Jdi+Yi) - (:9:.+Y) II ~ IIlli -llll + IIYi-yll

og for hvert 'AE R

II'AYi-'Ayll ::: I'A I IIYi -y II

konvergerer mod O. Dette viser, at også Jd + v E Vi og 'Ay E V' ,

da u. + v, E V' og 'Av. E VI o
-l -l -l
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Hvert fuldstændigt und~rruml altså s~ecielt hvert e~~e)ig

~imeQs}onalt underrum, i et normeret v~kt2E!um, er afslutt~.

Lad Vi være et fuldstændigt underrum i det normerede vektorrum

(V, + ,L,,, II), og lad v være en vektor i underrummets afslutning
-,V • Der findes altså en fØlge v., i E N, af vektorer i VI, for

-l

hvilken liv - v.11 ---? O for i ---? 00. Denne fØlge er en fundamental-
- -l

fØlge. På grund af fuldstændigheden af Vi konvergerer den mod

en vektor i VI. Da vektoren, mod hvilken den konvergerer, er y,

må v tilhØre VI. Dette viser, at VI er afsluttet.

Hvert afsluttet underrum i e!-~anach-rum er,et B~nash-~~.

Er nemlig Vi et afsluttet underrum i det fuldstændige normerede

vektorrum (V ,+ ,L, II II), vil hver fundamentalfølge af vektorer i

Vi konvergere mod en vektor i V, og denne vektor må tilhØre V',

da VI er afsluttet.

En delmængde T af et normeret vektorrum (v,+,R,II II) siges

at være ~otal~ hvis det af T frembragte underrum V(T) er overalt

tæt i V. Dette betyder, at der til hver vektor! E V og hvert

tal € > O findes en linearkombination A1v1 + •••

delig mange vektorer tilhØrende T, således at

+ A v af ens-s

II! - (A1::L1 + ••• + AS."Y
S

) II ~ €.

Er hvilkesomhelst endelig mange vektorer i en total mængde T

lineært uafhængige, vil T være en basis for underrummet V(T) og

kaldes da en .:tilnærmelsesb~is for hele rummet V. En basis for

V er naturligvis også tilnærmelsesbasis. I endelig-dimensionale

rum gælder også det omvendte; thi det af en tilnærmelsesbasis T

frembragte underrum er da afsluttet og, idet det er overalt tæt

i hele rummet, identisk med dette.

Som et vigtigt eksempel nævnes: I rummet C [a,b] af alle
00
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i det endelige interval [a,b] kontinuerte reelle funktioner ~

med normen

II~II = sul' I~(t) I
00 t E[a,b]

er mængden f1, t, t 2, ••. J af restriktionerne til [a,b] af den

variables potenser med ikke-negative eksponenter en tilnærmel

sesbasis. Dette er ensbetydende med Wei~~stra~~~ok~}~ations

sætning, som udsiger, at der til hver i [a,b] kontinuert funk-

tion ~ og hvert tal E > O findes et polynomium

Ao+A1t + ....

I~(t) -

+ A t S således at
s '

(A +A1 t + ••• + A t S
)

o s fa r t E [ a , b ] •

Sætningen skal ikke bevises her.
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1 o Bestem samtlige normer i de endimensionale talrum (R,+,R)

2. Vis, at der for hver vektor x = (x1 , ••• ,x ) i de n-dimensio-
- n

nale talrum (Rn,+,R) og (Cn,+,C) gælder

11!lIp ~ 1I~llq'
når 1 ~ P < q ~ =, og angiv de vektorer, for hvilke de to

normer stemmer overens. (Betragt fØrst vektorer, for hvilke

IIxll =: 1.)-p

Skitser iienhedscirklerne" Ilxll =: 1 for p = 1,2,3,00 i (:R2 ,+,R).-p

3. Med (C1 [a,b],+,R) betegnes vektorrummet bestående af de i in-

tervallet [a,b] differentiable reelle funktioner med konti-

nuerte afledede. Vis, at der ved

II ep II (1 ) = sup Iep ( t) I + sup Iep l ( t) I
= tE:[a,bJ tE[a,b]

for ep E C1 [a,b] defineres en norm i dette vektorrum.

For givne, i [a,b] kontinuerte og i ]a,b[ positive funktioner

p og q er også

en norm i det betragtede vektorrum. Bevis dette.

4. Lad K være en konveks delmængde i et vektorrum (V,+,:R) over

de reelle tals legeme. Det forudsættes, at der til hver vek-

tor x E V findes mindst eet tal t > 0, således at tx E K

(d.v.s. på hver halvlinie ud fra Q ligger mindst eet fra O

forskelligt punkt tilhØrende K). Vis, at funktionen

F(~) = inf t ' x E V,
t2SEK, t>O

opfylder Ni og N2 for A ~ O.
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Vis, at F er en norm, hvis K er symmetrisk med hensyn ti l .Q

(d.v.s. hvis x E K medfØrer, at -,! E K) og der til hver vek-

tor x =/: ° findes et tal t > 0, således a t tx Ej: K (altså K

ikke indeholder nogen halvlinie ud fra Q).

5. De i et interval [a,b] definerede reelle funktioner af begræn

set variation danner et vektorrum BV[a,b] over de reelle tals

legeme. Vis, at man ved til hver funktion a E BV[a,b] at lade

svare dens totale variation va(a,b) får en norm i dette vek

torrum.

6. Vektorrummet (C1 [a,b],+,R) af alle i intervallet [a,b] dif-

ferentiable reelle funktioner med kontinuerte afledede er et

underrum i vektorrummet (C[a,b],+,R) af alle i [a,b] konti

nuerte reelle funktioner. Ved til hver funktion ~ E C1 [a,b]

at lade svare dens afledede ~' fås en lineær afbildning

D:C1 [a,bJ på C[a,bJ. Forsynes C[a,b] med normen

11t/J11 = sup It/J(t) I,
00 tE[a,bJ

t/J E C[a,b],

og underrummet C1 [a,bJ med denne norms restriktion, er D ikke

kontinuert. Forsynes derimod C1 [a,b] med normen" II (1)
00

(se opg. 3) vil D være en kontinuert afbildning af dette nor

merede vektorrum på C[a,b] med normen II II • Bevis disse
00

pås tande.

7. Vis, at mængden U af reelle talfølger (Xi ,x2 , ••• ), for hvilke
00

)' i
2xi

2 < 00,

:[;1

er et underrum i talfØlgerummet 12(R).

Vis, at der ved

defineres en lineær afbildning af (U,+,R," "2) på 12(R), som

ikke er begrænset.
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8. Bestem de norm-duale til de endelig-dimensionale normerede

vektorrum l (n,R) og 1 (n,C).
00 00

9. Bestem de norm-duale til rummene lp(n,R) og lp(n,C) f'or

1 <p < 00 ved hjælp af ~~lder~ ulighed

I~XiYil ~ (~IXilp)1/p(~IYilq)1/q,
som er gyldig f'or 1 < p < 00, 1/q = 1 - 1/1' og alle par af'

komplekse talsæt (xi'''.'' .xn ), (Y1'··· ,Yn ). Lighedstegnet gæl

der, når og kun når talsættene opf'ylder f'ølgende betingelser:

Tallene xiYi' i = 1, .... ,n, er reelle og enten alle ikke-nega

tive eller alle ikke-positive, og talsættene lXiiI' og IYi lq ,

i = 1, ••• ,n, er proportionale.

For at bevise Holder's ulighed slut af', at f'unktionen -log t,

t > O, er konveks, at

s1/pt1/ q ~ s/p + t/q f'or s,t ~ O,

og indsæt s = IXilp/~IXjIP og t = IYilq/~IYjlq.

10. Vis, at hver kontinuert linearf'orm A i talfølgerummet lp(R),

hvor 1 ~ p < 00, har en f'remstilling af f'ormen
00

A(X1 ,x2,···) =~ AiXi ,
1=/1

hvor (Ai ,~, ..... ) er en reel talfølge, således at den uendelige

række på hØjre side konvergerer absolut for hver talfØlge

(X1 ,x2 ,.·.) E lp(R).

Bestem det norm-duale til rummet l (R).p

11 .. De reelle talfØlger, som hver f'or sig kun har endelig mange

f'ra O forskellige elementer, udgØr et underrum (U,+,R," " ) i
00

talf'Ølgerummet loo(R). For hver reel talfØlge (A1 ,A2 , ••• ) defi-

neres ved
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00

A(X1 ,x2 ' • • .) ::: ~ixi
_I

i:::1

en linearform A i U. Vis, at hver linearform i U har en sådan

fremstilling.

Vis, at det til (u,+ ,R, II II ) norm-duale rum er isomorft med
00

De reelle talfØlger, som konvergerer med 0, udgør et U om

fattende underrum (v,+,R,11 II ) i l (It). Vis, at dette har sam-
00 00

me norm-duale rum som (U,+,R, II II ).
00

12. Med C [a,b] betegnes vektorrummet af alle i inter-
00

vallet [a,bJ kontinuerte reelle funktioner med den numeriske

værdis supremum som norm. For hver i [a,bJ defineret reel

funktion a af begrænset variation bestemmes ved

en linearform A i dette rum. Vis, at den er begrænset, og

find dens norm. (At hver kontinuert linearform i det betrag-

tede rum har en sådan integralfremstilling, er indholdet i

en sætning af F. Riesz, hvis bevis er ret vanskeligt.)

13. Lad (v,+,R,1I II) være et normeret vektorrum over de reelle

tals legeme. Med A betegnes en fra nulformen forskellig line

arform i dette rum. Vis, at hyperplanen A(!) ::: ° er en afslut

tet delmængde af V, hvis og kun hvis A er kontinuert.

Vis, at en hyperplan, som ikke er afsluttet, er overalt tæt

i V.

14. Er M en delmængde og y en vektor i et normeret vektorrum

(v,+,L,1I II), defineres afstanden mellem M og y ved

dist(M,y)::: inf
x E: M

liv - xII.- -
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Vis, at hvis M er en hyperplan H med ligningen A(X) = 0,

hvor A er en fra nulformen forskellig, begrænset linearform,

gælder

diet(H v) = ~)l
'- lIAIlt '

(Benyt, at hvis y t H; kan hver vektor i V skrives som line

arkombination af ! og en vektor i H; se side 1II,9,3.)

Er M en afsluttet delmængde og 1 en vektor i et endelig

dimensionalt vektorrum, findes der mindst een vektor x E M,-o

for hvilken liv - x II :::: dis t (M; v) /o luendel ig-dimensionale- .....0 ...

rum er dette ikke altid tilfældet~ I det i opg. 11 indfØrte

normerede vektorrum (u,+,R,1I II ) erco

= ()

ligningen for en afsluttet hyperplan H. Når y. E U ikke ti 1-

hØrer H, findes der ikke nogen vektor x E H, for hvilken-o

liv - x II = dis t(H,y). Bevis dette.- -o

15. Vis, at alle talfØlgerum lp(R) og lp(C), 1 ~ p ~ co, er

Banach-rum.

16. Lad T være et topologisk rum og C (T) vektorrummet af alle i
00

T definerede, begrænsede og kontinuerte reelle funktioner

med co-normen. Vis, at C (T) er et Banach-rum.co

Rummene C [a,b], hvor [a,b] er et interval og 1 ~ p < co, er
p

derimod ikke fuldstændige. Bevis dette for p = 1.

17. Lad (v,+,L,11 II), hvor L står for R eller C, være et vilkårli

normeret vektorrum og (vt ,+,L,II Ilt) dets norm-duale. For en

fast vektor v E V defineres en funktion i vt ved til hver

begrænset linearform A på V at lade svare den værdi A(y), som
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den antager for y. Vis, at denne funktion ~ :vt ind i R er
v

en begrænset linearform, altså et element af det til vt norm-

duale rum vtt, hvis norm

1I~;[IIt t = IIAUr~ 1 IA(y) I

tilfredsstiller uligheden lI~vllt t ~ Ilyll.

Ved til hver vektor at lade svare linearformen ~ fås en na-v
turlig afbildning f:V ind i vtt. Vis, at f er lineær.

Det er en konsekvens af en fundamental sætning, ~ahn=Banach~

§~tninE (som her benyttes uden bevis), at der for hver vek

tor v E V findes en begrænset linearform A E vt, for hvilken

IIAII t = 1 og IA (y) I = lizli. Blut heraf , at II~)I t t = Ilyii, og

dermed at f er en isomorf afbildning af (v,+,L,1I II) på et

underrum i (vt t ,+,L,II Iltt).

Hvis dette underrum er hele rummet v tt , altså f en isomorf

afbildning af V på v tt , siges det normerede vektorrum

(v,+,L,11 II) at være inorm-)ref~fsivt. Et sådant er nØdven-

digvis et Banach-rum. Alle endelig-dimensionale normerede

vektorrum samt følgerummene l (L), 1 < p < ~, er refleksive.
p

Underrummet i l (R) bestående af alle reelle talfØlger, som
~

konvergerer mod 0, er et eksempel på et Banach-rum, som ikke

er refleksivt. Bevis disse påstande. (Benyt bl.a. opg. 10

og 11 • )
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2_15. Vektorrum med indre progg~.

I det følgende betragtes normerede vektorrum (v~+,R,1I II)
i

over de reelle tals legeme med normen II~II = B(~,~) 2, hvor B(~,~:,

er en positiv definit kvadratisk form i V. Til denne kvadratiske

form hØrer en symmetrisk bilinearform B(~,~). Den værdi, som

denne bilinearform antager for et par af vektorer ~ og ~, kaldes

de to vektorers lUQ~~~ro~~k1 og betegnes ~·X. I stedet for ~.~

skrives også ~2. Idet det indre produkt er en symmetrisk biline-

arform, hvis tilhØrende kvadratiske form er positiv definit, har

det fØlgende egenskaber:

IP1: VV~,æ [~·æ = ~.~J.

IP2: V x' X ti 1T [( X ' +X I t ) • ,T = x'· y + X II • 1T J•V- ,- 'Il- - - Il- - ~ - Il-

IP3: VRA VV~'y. [(~).;y = A(~·;yJ]'

IP4: VV~ [~ ~ Q ~ ~.~ > OJ.

Omvendt vil et indre produkt, d.v.sø en funktion ~.;y fra V x V

til R med disse egenskaber være en symmetrisk bilinearform, hvis

tilhØrende kvadratiske form ~.~ er positiv definit. De betragte

de normerede vektorrum kaldes derfor for ~el~_vekto~rumm~

inqre produkt, de endelig-dimensionale også for euklidiske v~~-

~ og de uendelig-dimensionale Banach-rum iblandt dem for reelle

Hilbert-rum. Et vigtigt eksempel på et Hilbert-rum er følgerum-

met 12(R).

I det ved dist((~,;yJ,C~',æ')) = II~'-~II + II;y'-,yll for ~,'y':,~',

;y' E V metriserede rum V x V er det indre produkt en kontinuert

funktion; thi ved hjælp af Cauchy-Schwarz's ulighed fås for g,h,

IE·~ - g·h I == I (~-g). (;y-h) + El' (~-l?) + l?. (~-.§.) I

~ I(;~-§J . (~-Q) I + Ig' (~-l?) I + ll?' (~-g,) I

~ 111i-gllll~-QII + IIgllll~-12.ll + Ilhllll~-gll ,
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og dette er mindre end eller lig med et vilkårligt tal

E E JO,1[, når

,,~ - ~II + 1I;i - 1211 ~ T:;:-IIa II+ IIb /I •

Specielt fremhæves, at for hver fast vektor a E V er linear-

formen g'~, ~ E V, kontinuert. Heraf følger videre, at en

hyperplan med en ligning af formen~.. ~ = a, a E R, som original

mængde af a ved den kontinuerte afbildning x ~ ~.~ af V ind i

R er en afsluttet delmængde af V.

To med hensyn til bilinearformen ~·Z konjugerede vektorer

~ og ~, for hvilke altså

siges at være ortogonale. Den eneste vektor, som er ortogonal

til sig selv~ er Q. Bilinearformens nulrum består altså kun

af nulvektoren. (Jfr. side III, 12, 10.) Er M og N delmængder

af V, således at

VMx VNZ [A·~ = OJ,

siges M og N at være ortogonale, og man skriver

Ml N.

Det fuldstændige til M konjugerede underrum (side III, 12, 10),

som altså består af alle vektorer, som hver f'or s ig er ortogo-

nal til alle vektorer i M, kaldes ~t fuldstændige til M orto

gonale underrum og betegnes med Ml. (Det understreges, at

brugen af orden "fuldstændig" i denne forbindelse naturligvis

ikke har noget at gøre med dets brug i "fuldstændigt metrisk

rum".) For hver mængde M ~ V er underrummet Ml en afsluttet

delmængde af V. For hver vektor ~ E M er nemlig hyperplanen

fÆ I ~.~ = OJ afsluttet, og Ml er fællesmængden for disse hyper

planer. Det er klart, at det fuldstændige til Ml ortogonale
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Der findes en fØlge

underrum Ml! indeholder M, altså det ar Mrrembragte underrum

V(M) og dermed dettes afslutning VTMT. For hver mængde M ~ V

gælder altså

~ U være ~afsluttet up~er~um i_~~ Hilbert-r~ V, Qg

~ y. v~~. ,en vykårlig 'Lektor...l V. ;Q~Lfia~~~n og kun een

vekt~ ~ E U, således at

y. - ~ l u,
9.E. ily. - ];11~_,afstanden m~~ y. 2E. U i den forsta:gQ.L....~.!

liv - ull = min liv - xii.
- - xEU- -

Bevis: Opfylder både]; og ~' kravet, er

(I -~) - (y. - ~') =~' - ~ l u,
altså specielt ~' - ~ ortogon~l til sig selv, hvoraf u' - ~ = Q.

Der findes alt~ hØjst een vektor u af den forlangte art. Idet

der indfØres betegnelsen

d = inf liv - x II ,
xEU- -

bevises fØrst eksistensen af en vektor ~ i U, for hvilken

Ily. - ~ II = d.

x., i E N, af vektorer i U, således at
-l

lim liv - x.11 = d., --l
l ~ 00

Det skal vises, at denne fØlge er en fundamentalfØlge. Der gæl-

der

II~j - Xi 11 2 = 211y. - 2Si 112 + 2111 - 2fj 11
2 - 4111 - i-(2Si + lSj) 11 2

(jfr. (*), side III, 14, 7). Idet Ily - 2Sk"2 konvergerer mod d2

for k -+ 00, findes der til hvert tal E: >O et tal m E: N, således

at

for k > m.
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Da endvidere ~(x. + x.) tilhØrer U, er ifølge definitionen af d
-~ -J

Ily - ~(2fi + 2fj) 112 ~ d
2

•

For i,j > m fås altså

2 2 1 2) 2 1 2 2 2lix. - x. /I < 2 ( d + -4E + 2 ( d + I.E ) - 4d = E ,-J -~ ::: Lj.

hvoraf sluttes, at ~i' i E N, er en fundamentalfØlge. Da rummet

er fuldstændigt, findes der en vektor ~, mod hvilken den konver'

gerer. Idet x. E U, og U er afsluttet, må _u tilhØre U. Endvider(
-~

må gælde

Ily - ~II = d,

da normen er en kontinuert funktion i V. At y - ~ er ortogonal

til hver vektor 2f i U, fØlger således: Idet d er den mindste

afstand mellem y og en vektor i U, gælder

(
22v - u) < (v - u - Ax)- - =- - -'

altså
2 2

2~(v - u).x < ~ x- - - = -
f'or hver vektor x E U og hvert tal ~E R. Heraf fås

2 (y _ ~).!. ~ ~!.2

2(y - ~).2f ~ A!,2

og grænseovergangen ~ ~ O giver

(v - u).x = O.- --

for ~ >O,

for ~ <O,



Ma t o 1, 1960-61 AG III, 15, 5

Vektoren ~ - Q er altså ortogonal til alle vektorer i U. Dermed

er sætningen bevist.

Den vektor 11" hvi s eksistens og entydighed er blevet be-

vist, kaldes QRtogonalprojQf~ionenaf veftoren y på det afslY1=

tede underrum U. Den til U ortogonale vektor y - 11. kaldes også

en normalvektor til U. Da hver vektor y ifØlge sætningen på en

og kun een måde kan fremstilles som en sum af en vektor u E U

og en vektor y - Q E ul, er V den direkte sum af disse to under

rum (jfr. side III, 4, 20): For hvert ~sluttet underru~U i et

Hilbert-rum V gælder

= 0, altså J:. =

til ul er U.

U Æ:> ul ::: v,

og ul siges da at være det ortogonale komplement til U. Under

disse forudsætninger gælder endvidere

uJl ::: u.
Er nemlig y en vektor ortogonal til ul, har den ifølge sætnin

Y-Q E ul. Mangen en fremstilling y. ::: y. - 1l + 11., hvor 1l E U og

y· (y-1!) Oogu·(v-u) 2har da ::: ::: O, hvoraf (v-u)- -- - -
11. E U. Dette viser, at det ortogonale komplement

Afbildningen pU : V ind i U, ved hvilken der til hver vek

tor y E V svarer dens ortogonalprojektion 11. på U, er parallel

projektionen af V på U parallel med ul (jfr. side III, 4, 21).

Den kaldes ~togonalprojektionenaf V Q! U. Den er idempotent,

PU o PU ::: Pu '

og for de to projektioner pU og pul gælder

Pu o pul ::: Q,

hvor O står for den afbildning, der til hver vektor lader svare

nulvektoren, samt
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Det sidste udsiger, at hver vektor y er summen af sin projektion

~ på U og sin projektion på ul, med andre ord, at projektionen

af y på ul er y - ~. Dette sluttes af, at u E U ifølge U = Ull
er ortogonal til hver vektor i ul.

Ortogonalprojektionen pU er en kontinuert (og som parallel

projektion) lineær afbildning af V ind i sig selv. Idet der for

~ = PU(y) gælder ~.(y-~) = O, har man nemlig

PU(y)2 = ~2 ~ u2
+ (y_~)2 = y2 •

Det betragtede afsluttede underrum antages nu specielt at

være en hyperplan H, altså nulrummet for en fra nulformen for

skellig linearform A. Er v en vektor, for hvilken A(y) t O, som

altså ikke tilhØrer H, og u dens ortogonalprojektion på H, vil

v - u være forskellig fra O og ortogonal til H. For hver vektor

x E H gælder altså (y - ~).~ = O. Omvendt vil hver vektor y:l.. ,

som opfylder denne ligning, tilhØre H. Som vist tidligere

(side III, 9, 3) kan ~ nemlig skrives på formen

~ = x + ex (y - ~),

hvor x E H og ex E R, og da

= 0, altså a ~ O, altså ~ = ~ E li,

(y - ~). y =

2sluttes heraf, at ex(y - ~)

(v - u).x = O- - - ,

som påstået. De to linearformer A(~) og (y - ~).~ har følgelig

samme nulrum H. Dette medfØrer, at de er proportionale (se side

III, 9, 4), d.v.s., at der findes et reelt tal A, således at

A(~) = A(y - ~).~

Sættes A(Y - ~) = ~, har man altså

A(x) = ~.~

for x E V.

for x E V.

Denne fremstilling af A viser specielt, at A er kontinuert. Da

omvendt en kontinuert linearforms nulrum er en afsluttet, kan

man slutte af det viste, at hver fra nulformen forskellig kon-
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tinuert linearform har en sådan fremstilling som indre produkt.

Da Q"~ = O for alle ~ E V, gælder dette også for nulformen. End

videre bemærkes, at denne fremstilling er entydig bestemt, altså

at der til en given kontinuert linearform A kun kan findes een

vektor ~, således at A(~) = ~.! for ~ E V. Af ~.~ = ~'.~ for

alle! E V, altså specielt for ~ = ~' - ~, følger nemlig

(~' - §:.)2 = O, altså a' = a. For normen lIAIIt af linearformen

A(~) = ~.! findes

IIAII t = sup l!l·~ I = II.§;U ~
II~II ~ 1

idet der i Cauchy-Schwarz I s ulighed I§."!I ~ II§.IIII!1I gælder lig-

hedstegnet for! = §./II§.II. Dermed er vis t:

For hver ~2.nt~~:L1i~rformA i et ~Hilbert-ru!l2 (V, + ,R, II II)

findes der en o~~~n ee~~~ §. E V, §åled~s at A(~) = a"x

f.<2!: ! E V. Ved til A at lade svare a defineres en isomorf af----.-;;.. ..-- -
llidni~g 1T af det norm-duale rum (Vt,+,R,11 Ilt) på (v,+,R,1I II).

Afbildningen 1T kan beskrives geometrisk på fØlgende måde:

Som omtalt tidligere (side 111,9,5) bestemmes en fra nulformen

forskellig linearform A ved de to parallelle hyperplaner A-1 (O)

og A-i (1). Er A kontinuert og fremstillet som indre produkt §..~,

drejer det sig om hyperplanerne med ligningerne §..~ = O og §..~ = 1.

Vektoren a/lla 11
2 er normal til hyperplanerne, og idet §." §.I11§.1I 2 = 1,

vil den, tlafsat fra begyndelsespunktet, ende i hyperplanen ~.! =

1 ti. Dens længde 1/II~II er lig med "hyperplanernes afstandtl. Den til

A svarende vektor a er altså den fra A-i (O) mod A-1 (1) rettede

normalvektor til A-1 (O), hvis længde er lig med den reciprokke

værdi af afstanden mellem de to hyperplaner. At hyperplanen A-i (1)

har ligningen §..~ = 1, viser, at ~ er denne hyperplans pol med

hensyn til enhedSkuglen!2 = 1, som jo i vektorrum med indre pro

dukt er en kvadrik. Afbildningen 1T-
1 kan altså fortolkes som po-
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lariteten med hensyn til enhedskuglen.

AG III, 15, 8

Da de endelig-dimensionale euklidiske rum er fuldstændige

og alle deres underrum afsluttede, gælder de omtalte sætninger

for alle underrum i sådanne rum.

Lad (V,+,R, II II) være et vilkarligt vektorrum med indre pro-

i V, for _hY1:.:h!~e_.~l~§.å

t ° for p = a-
u • u [ P,(J = 1, ••• ,s,
-p """("} =

° for p ·i· a-..

er lineært ua~hæng!g~. Af A1~1+••• +AS~S = Q, hvor A1,.~o,AS er

reelle tal, fås nemlig ved indre multiplikation med ~, at Aa-~

= 0, altså A(J = ° for (J = 1, ••. ,s.

En indiceret mængde u , ~ E J, af vektorer fra V, hvor J er
-~

en endelig eller uendelig indexmængde, kaldes et srt?pormalt

~ystem, hvis

u • u = [0
1

-f, -I(;

for 1- = K

for 1- t K

Et ortonormalt system i et endelig-dimensionalt vektorrum med

indre produkt kan kun bestå af endelig mange, nemlig hØjst n

vektorer, når n er rummets dimension. I talfØlgerummet 12(R)

danner vektorerne (1,0,0, ••• ), (0,1,0, ••• ), (0,0,1, ••• ), ••• et

numerabelt ortonormalt system. Der findes vektorrum med indre

produkt, som har ikke-numerable ortonormale systemer.

Et ortonormalt system i et vektorrum V, som tillige er en

basis for V, kaldes en ortonormal basis. I det af et ortonormalt

system frembragte underrum er det en ortonormal basis, idet

hvilkesomhelst endelig mange vektorer i systemet er lineært uaf-

hængige.
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Lad u., i = 1 , ••• ,r, være et endeligt ortonormalt system i
-l

et vektorrum V med indre produkt og y en vilkårlig vektor i V.

Ortogonalprojektionen y' af y på det af ~1 ' ••• '~r udspændte un

derrum U er den linearkombination A1~1+ ••• +Ar~r' for hvilken

v - (Ai u1+••• +A u ) l u. for i = 1, ••• , r.
'- r-r-1

IfØlge de tidligere resultater findes der et og kun eet sæt

(Ai , ••• ,Ar ), for hvilket kravet er opfyldt. Dette bekræftes og-
"",,,,J:lllQI;,W

så let direkte: Indre multiplikation af differensen på venstre

side med u. viser, at kravet er opfyldt, hvis og kun hvis
-l

i = 1, ••• ,r.

9rt2g2ll~IEr2je~~i~~~~afy Eå det af ortonoEmalsystemet

(~1 '···'~r) :Y<1§'l2.~~_~nd~E~U er alts§.

r' = (Y'~1 )~1+···+(Y·~r)~r·

Tallene Y'~1 ' ••• 'Y·~r er koordinaterne for vektoren v' i den

ortonormale basis (~1 ' ••• '~r) for U. Hvis y E U, altså v' = y,

er disse tal koordinaterne for vektoren v selv.

Da (y - y') .y'

(y _ yl)2

= O og (:,y - yl)2? O, fås
2= (:,y - :,y I ) • Cy - :,y') = v - v'· v

2
= v ~ O.

Denne ulighed er et specielt tilfælde af Beesel's ulighed,

omtales nedenfor. Lighedstegnet gælder, når og kun når :,y =

som

altså når og kun når y E U. Kvadratet på normen (længden) af en

vektor i rummet U med den ortonormale basis (u1 , ••• ,u ) er alt-
- -r

så lig med kvadratsummen af vektorens koordinater med hensyn til

denne basis.

At 1I:,y - y' II er den mindste afstand mellem v og en vektor x

i U (se side III,15,3), altså at

ilY - ~ II ~ 111: - .! I II for x E U,
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bekræftes også let direkte i det foreliggende tilfælde. Idet

x - 1:' E U, har man nemlig (y - y'). (1.S - y') = O og følgelig

(y - ~
)2 = (ty: - v' ) - (1.S _ y'))2

=: (y - y' )2 + C~S - y' )2 ~ (y _ y')2 ,

hvor lighedstegnet kun gælder for x =: v'. Dette resultat kan

også formuleres således: Blandt alle linearkombinationer

1.S :::: X1~1 + ••• + Xr ~r

af ortonormalsystemets vektorer tilnærmes v bedst af den med

koefficienterne x. = v·u., når afvigelsen måles ved normen af de
1 --1

to vektorers differens. Tallene v.u. kaldes Fourier-koeffici-
- -1 ---

enterne for vektoren y med hensyn til ortonormalsystemet

(u1 ' • • • ,u ).- -r

Det antages nu, at der findes et numerabelt ortonormalsy

stem (~1 '~2"") i rummet V. Er y en vilkårlig vektor i V,

sluttes af det lige viste, at der for hvert r E Ngælder

r

LIly - r (v.u.)u.11 :::: v? - (v. U. )2 ~ O.
- -1 -1 - -1

i=1 i=::1

Heraf ses, at den uendelige række ~(Y'~i)2 med ikke-negative

led er konvergent, og at der gælder Bessel's ulig~ed
00I (YO}!i)2 ~ v2.

i=::1

Lighedstegnet gælder, når og kun når fØlgen af vektorerne

i=1

(v.u.)u.,
- -1 -1

r E N,

konvergerer mod v.

Konvergensen af' rækken ~(V'U.)2 medfØrer, at v r E N, er- -~ -r'
er en fundamentalfølge. For p < q har man nemlig 'i,
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2liv - y II-q -p -- (Lg, . )2(v-u. )u. ::;- -~ -~
\

i=p+1

AG I I I, 1 5, 11

~1(V'U.)2,G --~
i=p+1

og for hvert tal E > O findes der et tal m € N, således at sum

men på hØjre side er mindre end eller lig med s2 for q > p > m.

Vektorerne v er lig med afsnittene af den uendelige række
-r

~(Y·~i)~i. Hvis der findes en vektor y', mod hvilken Yr , r € N,
konvergerer, siges denne såkaldte ~ourierr~kke for y med hensyn

til ortonormalsystemet (:!d1 ':!d2 " .... ) at være konver·gent, og man

skri ver
OQ

v, =\ (v.u. )u .•L - -2 =2

i=1

Vektoren v' tilhØrer afslutningen TI af det af ortonormalsystemet-
(:!d1 '~2' • • .) udspændte underrum U og er ortogonalprojektionen af

. U. I!'or hvert r E: N og hvert i ~ har man nemlig ifølge be-y pa r

stemmeIsen af vektorerne v , at (v - v ).u. = O, og for r ~ OQ-r - -r -2

fås heraf (1 - Y')'l!i = O for hvert i € N, altså v - v' 1 U og

dermed y - y' l U. Er det betragtede vektorrum specielt et

Hilbert-rum, altså fuldstændigt, er hver vektors Fourierrække

konvergent.

Af særlig interesse er de tilfælde, hvor man har lighed i

Bessel's ulighed, hvor altså ~~r~eval's formel!!

00

2 \Ilyll = L.t
i=1

gælder. NØdvendig og tilstrækkelig herfor er (som nævnt ovenfor),

at fØlgen v , r E: N, konvergerer mod v_, altså at-r
00

v = \. (v-u. )u .•
/. - -2 -2
-~,

i=1

Dette kræver, at v E: TI. Omvendt kan af v E: TI sluttes, at
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Parseval's formel gælder for v: For hvert tal E > O findes der

da en vektor ~ E U, altså en linearkombination ~ =
x

1Jd1 + ••• + xs~s' således at II.:Y: - 2.S11 ~ E. Nu kan x for hvert

r ~ s opfattes som en linearkombination af ~1 , ••• ,ur ' idet de

r - s sidste vektorer tænkes tilfØjet med O som koefficienter.

Da Ir er ortogonalprojektionen af y på det af (~1 "'.'~r) ud

spændte underrum, er

liv - v II S liv - xii S E for r ;{ s o
- -r - - - -

Dette viser, at v , r E N, konvergerer mod v. Sammenfattende kan
-r

man altså sige: Hvis en vektor v E V for et givet ortonormalsy-

stem opfylder en af betingelserne

1) Y E U,

2) Parseval's formel gælder for y,

3) Fourierrækken for v er konvergent med summen y,

opfylder den også de to andre.

En nØdvendig og tilstrækkelig betingelse for, at 1), 2) og

3) gælder for alle vektorer i V, er øjensynlig, at TI = V. Dette

kommer ud på, at (Q1 '~2"") er en tilnærmelses basis for V (se

side III,14,16). (En sådan kaldes i denne sammenhæng ofte kort,

men ukorrekt, for en ortonormal basi~.) Man har altså fØlgende sæt-

ning:

Hvis et numerabelt-2r1~normalsys~~m(~1 '~2' ••• ) i et vektor

~~~ V ~~-ingre Q~odukt~r en af fØlgen~~_~g~skaber! har det

o~~å de to andre:

a) (~1'~2"'.) ~~~g_1i±gærq~1~~sbasisfOE v.
b) Parseval's formel

222Y = (Y'~1) + (Y'~2) + •••

a~der for hver v~~i~~ y E V.

c) f2E hver vektor v ~urierrækken ~onvergen~_Qg

v = (Y'~1)~1 + (yoB2)~2 + ••• •
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Er systemet (~1 '~2" •• ) en ortonormal tilnærmelsesbasis

for V, vil det være maximal! eller fuldstæ~di~1 (en tredie an

vendelse af ordet inden for dette område). Dermed menes, at der

ikke findes noget ortonormalt system, som indeholder (~1'~2' ••• )

som ægte delsystem, eller, hvad der kommer ud på det samme, at

der ikke findes nogen enhedsvektor i V, som er ortogonal til al

le vektorer ~i' i E N. Af Parseval's formel aflæses nemlig, at

den eneste vektor y, som er ortogonal 'til alle vektorer ~i' hvis

Fourierkoefficienter v·u. altså alle er O, er nulvektoren O.
- -l -

Man kan imidlertid ikke slutte det omvendte; det kan hænde, at

et maximalt ortonormalsystem ikke er en tilnærmelsesbasis. Det-

te beror på, at afslutningen U af det af systemet frembragte un-

derrum kan være forskellig fra V, uden at nogen egentlig vektor

i V er ortogonal til U. Er V et Hilbert-rum, kan dette dog ikke

indtræffe. Hver vektor y E V har da nemlig en ortogonalprojek

tion ~' på U (side 111,15,3 og 5), og hvis v ikke tilhØrte U,

havde man J.. - y' = Q og y - y' l U. Systemet

((J.. - 'y') /1I:y - y' II, 311 '~2' • • .) ville da være ortonormal t og

(~1 '~2'···) ikke maximalt. Ovenstående sætning kan altså supple

res med:

Et numerabelt ortonormals~stem (311'312' ••• ) i. et Hil~ert

~~_~ar ege~skaRe~~e a), bL og cJ! hvis og kun_pvi~.de_t-er.m~

2f..ima~.

At et numerabelt ortonormalsystem er maximalt, er som nævnt

ensbetydende med, at Q er den eneste vektor i V, hvis samtlige

Fourierkoefficienter med hensyn til systemet er O. Dette er igen

ensbetydende med, at den såkaldte ent~dighedss~!-~~gælder for

systemet: To vektorer med de samme Fourierkoefficienter stemmer

overens. I Hilbert-rum gælder altså denne sætning for et nume-

rabelt ortonormalsystem, hvis og kun hvis det har en af egenska-
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berne a), b) og c).

AG III, 15, 14

Som allerede valget af benævnelserne antyder, finder de

omtalte sætninger om numerable ortonormalsystemer anvendelse i

teorien for periodiske funktioners "trigonometriske" Fourier-

rækker. Man betragter vektorrum bestående af reelle funktioner

med en given periode, f.eks. alle kontinuerte funktioner med

perioden 2ff. Er f og g to sådanne, defi~eres deres indre pro-

dukt ved

1 r2ff
f·g = rr L f(t)g(t) dt.

O

Derved fås, som det let bekræftes, et vektorrum V med indre pro

dukt. Funktionerne
i

2- 2 , cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, •••

danner et ortonormalsystem i dette rum. Fourierkoefficienterne

for en funktion f med hensyn til dette system er

1 [2ffav = ff f(t)cos vt dt
O

v =1,2, ••• ,

1 [2ffb v = ~ f(t)sin vt dt
'0

og Fourierrækken bliver

iao + a1cos t + b 1sin t + a 2cos 2t + b 2sin 2t + ••••

Idet n E N, indfØres betegnelsen

n

sn(t) = i ao + L(avcos vt + bvsin vt)

v=1

for dens afsnit, og desuden sættes so(t) =

ses, at fØlgen af rækkens middelsummer
i-i

Mi (t) = t L Sn(t)

n=O

I analysen bevi-
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konvergerer ligeligt mod f(t) (Fejer's sætning). For hvert tal

E > O findes der altså et tal m E: N, således at

sup If(t) - Mi (t) I ~ E for i f m.
0~t~21T

Nu gælder for hver kontinuert funktion g, at

ligll == (~121Tg(t)2dt)t ~ -/2 sup \g(t) I.
O 0~t~21T

Anvendt på g(t) = f(t) - Mi(t) giver dette

IIf - Mi" ~ w2 for i f m,

og da funktionerne Mi er linearkombinationer af ortonormalsy

stemets funktioner, viser denne ulighed, at systemet er en til

nærmeIsesbasis. IfØlge den beviste sætning gælder altså Parse-

val's formel

1i
1 12 2f(t) dt =

O

00

t a 0
2

+ L(av
2

+bv
2

),

v=1

og Fourierrækkens afsnit sn konvergerer mod f i den forstand,

at IIf - sn ll -7 O for n -7 00. Man siger, at afsni ttene ~er~

rer i norm eller i-lliddel mod f for at understrege, at dette

ikke medfØrer, at sn(t) for hver værdi af t konvergerer mod

f(t). Det sidste er uden yderligere forudsætninger om funktio

nen f (f.eks. stykkevis differentiabilitet) heller ikke rigtigt.

For dyberegående undersØgelser over trigonometriske Fourier-

rækker er det imidlertid hensigtsmæssigt at lægge rummet'

Som allerede nævnt, findes der vektorrum med indre produkt,

som har ikke-numerable ortonormalsystemer. Lad V være et sådant

rum og u , ~ E: J, et ortonormalt system, hvor indexmængden J
-~

ikke er numerabel. Er (u , ••• ,u ) et vilkårligt endeligt
- ~1 - ~r

delsæt og ~ en vilkårlig vektor i V, har man ifØlge Bessel's

ulighed
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2 2 2(vou ) + ••• + (vou ) < v •
- -Z,1 - -(,r =

Antallet af de Fourierkoefficienter v·u , for hvilke- -(,

lyoE;(, I 6 Ilyllln, er altså hØjst lig med n
2

, når y. *Q. Heraf kan

sluttes, at delmængden

J' = f (, E J I vo U L 0'2
V ~ - -(, T 5

af indexmængden J er hØjst numerabel, endvidere, at rækken

2
L} (v. u) med posi tive led, hvor (, gennemløber J'v og leddenes

- -r"

orden er ligegyldig, er konvergent (såfremt den er uendelig),

og at Bessel's ulighed

\' 2 2
G(Y.B.r,,) ~ v

(,EJv-
gælder. Om lighedstegnets gyldighed har man sætninger, som

ganske svarer til dem for numerable ortonormalsystemer, og som

bevises på samme måde. Vektorrum med indre produkt, hvori der

findes ikke-numerable ortonormalsystemer,.finder anvendelse i

H. Bohr's teori for næstenperiodiske funkti~nero

Hidtil har spørgsmålet om eksistensen af ortonormale til-

nærmeIsesbaser i et forelagt vektorrum med indre produkt ikke

været berØrt. Den fØlgende sætning indeholder et positivt svar

for de rum, der har en hØjst numerabel tilnærmelsesbasis. Også

i alle andre vektorrum med indre produkt eksisterer der orto-

normale tilnærmelsesbaser, men dette vil ikke blive bevist her.

~ad V ~~et vilkårligt vektorrum med indE~Eodgft, o~

1§;.<1 (Y1 'Y2' • • .) ~ ~t endel i8" t eller numerabelLsæ.!-af""yek=
iorer i V, således at rver~_~deligt=~~l§æ1-eE_lineærtuat=

~ngigt. Da findes der i V et ort~ormalt~~~~ (Q1 '~2' ... )

med samme i~xmængde~._§å~d~ (Q1 , ••• ,Qr) fQt_~ver~il

hØrende indexmæn8"den frembringer det samme underrum Ur ~

(Y1 ,. •• ,Yr ) o
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Bevis: Idet :Y.:1 ~ Q, vi l sættet bestående af' vek toren ~1 ==

~1/lIv111 være et ortonormalsystem, som f'rembringer det samme

underI'um Vi som:Y.:1. Antag, a t der for et r ti IhØrende index

mængden eksis terer e t or tonormalsystem (l:!1' ••• ,~J, således at

(u
1

, ••• ,u ) for hvert p _~ r frembringer det samme underrum V
- ~ p

som (v1 , ••• ':Y.:p ). Findes der nu i det givne sæt en vektor :Y.:r +1'

vil vektoren

~r+1 ~ :Y.:r +1 - (Yr+1·~1)~1 - ••• - (:Y.:r+1·~r)~r
være ortogonal til ~1 ' ••• '~r og tilhØre Ur +1 • Endvidere er

~r+1 ~ Q; thi ellers ville :Y.:r +1 være en linearkombination af'

u1 , ••• ,u og altså tilhØre Ur i strid med f'orudsætningen. Sættes
- -r

u +1 = w 1/llw +1"' fås følgelig et ortonormalsystem-r -r+-r

(~1 '···'~r+1) tilhØrende Ur +1 • Da dets vektorer er lineært

uaf'hængige, må det udspænde Ur +1 • Sætningens påstand f'Ølger nu

ved induktion.

Den i beviset angivne fremgangsmåde tillader ud f'ra det

givne sæt (:Y.:1':Y.:2' ••• ) successivt at bestemme ortonormalsystemets

vektorer ~1'~2' ••• og kaldes Gram-Schmidt's ortogona1Jseri~.

Som en umiddelbar anvendelse fås: Hvert endelig-dimensio

nalt yektorru~ med indre prQQ~~_h~r orto~ormale ba~; thi ud

fra en vilkårlig basis fås ved ortogonalisering en ortonormal

basis.

Lad (V ,+,R, /I II) være et vektorrum med indre produkt og denn

endelige dimension n, og lad (~1 ' ••• '~n) være en ortonormal ba-

sis f'or det. Lader man til den vilkårlige vektor

x = x1e1+••• +x e E Vn- n-n
svare koordinatsættet (Xi , ••• ,xn ), fås en enentydig lineær af-

bildning af' Vn på talrummet 12(n,R). Da

2 2 2
112f 1/ = Xi + ••• +xn '



Mat.1, 1960-61 AG III, 15, 18

er denne afbildning isometrisk. For to vektorer x og y fra V
- n

finder man med nærliggende betegnelser

~.~ = x1Y1 + •• ~ + XnYn ,

hvilket viser, at afbildningen er en isomorfi i den forstand,

at hvilkesomhelst to vektorer i Vn afbildes på vektorer i 12(R)

med samme indre produkt. Der gælder altså: liL~E1.n-dimensio~

vektorrum med indre produkt er isomorft med talrummet 12(R).

Alle n-dimensionale vektorrum med indre produkt er indbyrdes

isomorfe.

Lad (v,+ ,R, Il II) være et uendelig-dimensional t vektorrum

med indre produkt, som har en numerabel tilnærmelsesbasis. Ved

ortogonalisering fås af denne en numerabel ortonormal tilnærmel

sesbasis (~1 '~2"")' For en vilkårlig vektor ~ E V gælder med

betegnelsen x. == x·e. for Fourierkoefficienterne Parseval's
J. --l

formel

x
2

+ ••• •

x == Xi e1 + ••• + x e ,-r - r-r

Denne viser, at der ved x ~ (x1 ,x2 ' ••• ) defineres en isometrisk,

altså kontinuert, lineær afbildning af V ind ifØlgerummet

12(R). Heraf sluttes, at hvert vektorrum med indEe produkt, som

har en numerabel tilnærmelsesbasis, er isomorft med et under

rum i 12 (R) •

Er det betragtede rum fuldstændigt, altså et Hilbert-rum,

vil det være isomorft med hele rummet 12(R). Dette kommer ud

på, at hver fØlge tilhØrende 12(R), altså hver fØlge med kon

vergent kvadratsum, er fØlgen af Fourierkoefficienterne med hen-

syn til (~1 '~2"") for en vektor i V. For at bevise det betrag

tes for en given fØlge (x1 ,x2' ..• ) E 12(R) vektorfØlgen

r E N.

For p,g E N, p < g, har man
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2Da rækken ~xi er konvergent, findes der til hvert 2> O et tal

m E N, således at summen på hØjre side for g > p > m er mindre

end eller lig med 2
2 • Heraf sluttes, at fØlgen x , r E N, er en-r

fundamentalfØlge. Da V er fuldstændigt, konvergerer den mod en

vektor x E V. Denne har Fourierkoefficienterne x., j E N: thi
- J '

fo r r ~ j er !r' ~j = x j' og for r ---+ 00 fås heraf på grund af det

indre produkts kontinuitet, at x.e. = x .•
- -J J

Der gælder også det omvendte. Hvert vektorrum med indre pro-

dukt, som er isomorft med 12(R), er fuldstændigt. Idet isomorfien

mellem de to rum e1' en kontinuert afbildning, følger d ette af, at

fuldstændigt,hvilRet~an indses på fØlgende
(1) (1) (1) (1)

! = (xi ,x2 , ••• ,xi , ••• )

(2) (2) (2) (2)x = (xi ,x2 , ••• ,xi , ••• )

måde: Lad

være en fundamentalfØlge af vektorer i 12(R). For hvert 2 > O

findes der altså et

II!(g) - ! (p) 11 2

tal m E N, således at
00

= )' (xi (g) - xi (p))2 ~ 2
2

r;;i
for g > p > m. Da den uendelige rækkes led er ikke-negative,

gG3lder uligheden fo r hvert af dem. Man har altså

lXi (g) - xi (p), ~ 2

for de nævnte p og g, og dette viser, at xi (r), r E N, for hvert

fast i E N er en fundamentalfØlge af reelle tal. Den har altså

en grænseværdi x .• Det skal vises, at fØlgen x., i E N, er en
l l

vektor i 12(R), altså at den har konvergent kvadratsum, og at

den givne fØlge !(r), r E N, konvergerer mod den. Af ovenstående
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ulighed for den uendelige række fås for hvert j E N

~ (xi (Q) - xi (p»)2 ~
i=1

2
E ,

og græns eovergangen Cl. ~ 00 gi ver

j

';' (x. - x.(p))2 ~ E
2

/_,4 l l

i=1

for hvert p > m. For j ~ 00 fås heraf, at fØlgen x. - x. (p),
l l

i E N, tilhØrer l2(R), og da også !(p) E l2(R), kan sluttes, at

x = (x1 ,x2 ,. o.) E l2(R), og tillige at II! - 2S(P)11 ~ E for p > m.

Dermed er fuldstændigheden af l2(R) bevist.

Ri~sz-Fischer's s~!ning (som ikke skal bevises her) udsiger,

at rummet L2 [a,b] (jfr. side 111,14,6) er fuldstændigt og iso

morft med l2(R).
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Øv~lser til~~11l~ § 15.

1. UndersØg om bilinearformerne

Bi (~,X) == 2X1Y1+2x2Y2+2X3Y3-X2Y3-X3Y2+x3Yi+xiY3-XiY2-X2Yi'

B2(~'X) == 2X1Y1+2X2Y2+2X3Y3-X2Y3-X3Y2-X3Y1-X1Y3-XiY2-X2Yi'

hvor ~ == (Xi ,x2 'X
3

) og X = (Yi ,y2 ,y3 ), er indre produkter i

talrummet :R3 •

2. Lad (V I ,+,R,II III) og (V",+,R,II 11") være vektorrum med indre

produkt. Idet 2S,1 ,Xl E VI og ~" ,~' E V", bliver V' x V" ved

defini ti oner ne

(2S,',2S,") + (il.',y") = (2S,'+,;y:1 ,2S,"+XJl ), . I\(~' ,2S,") == (~I ,i\2S,")

for 1\ E R til et vektorrum. Vis, at (VI x V",+,R,II II), med

normen II II defineret ved

lI(x l x")1I = (lIx'II,2 + IIxIIII"2)~- '- - -
ligeledes er et vektorrum med indre produkt.

3*. Om et normeret vektorrum (v,+,R,1I II) forudsættes, at

II! + illl 2
+ 112S, - zll2 = 2(112S,1I

2
+ lIil11 2

)

for alle 2S"il. E V. Vis, at (V,+,R,II II) er et vektorrum med

indre produkt [nemlig t(ll.! + xll 2
- 112S,1I 2 - 11.;y1l2) J.

4. Vis, at der for hvilkesomhelst to vektorer 2S, og il. i et vek

torrum med indre produkt gælder

.! l y ~ 112S, + il!!== II! - illl <=} II! + xl1 2 = 112S11
2

+ IIxl/
2

•

5. Vis, at når ~ og Q er to forskellige vektorer i et vektor-

rum med indre produkt, vil mængden af de vektorer E i rum-

met ,for hvilke IL~ - ~II = 112S, - !?II, være en afsluttet hyper-

plan.

6. Lad U1 og U2 være underrum i et vektorrum V med indre pro

dukt. Idet V(Ui u U2 ) betegner det af U1 u U
2

frembragte
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underrum, gælder

V(U1 u u2 )1 ~ u11 n u2
1

*Bevis dette, og undersØg, om også ligningen

(U1 n u2 )1 ~ v( u11 u u21)

er almengyldig.

7. Med °2[-1,1] betegnes vektorrummet af alle i intervallet

[-1,1 J definerede reelle og kontinuerte funktioner med det

indre pr oduk t
1

~.~ ~ f ~(t)~(t) dt.
-1

Vis, at rummet ikke er fuldstændigt.

De ulige funktioner i °2 [-1,1], som altså opfylder ~(-t) =

-~(t) for -1 ~ t ~ 1, udgør et underrum U. Bestem underum

met ul.
Vis, at underrummet bestående af funktionerne ~, for hvilke

~(O) = 0, er overalt tæt i °2 [-1,1 J.

8. Lad U være et afsluttet underrum i et euklidisk eller Hil-

bert-rum (v,+,R,1I II). Vis, at der til hver vektor x E V fin-

d k kt * ·1 * 1es en og un een ve or x E V, sa edes at! - ~ U og

!(2f + !*) E U.

Vis, at der ved ~ ~ !* defineres en isometrisk afbildning af

V på sig selv (s~ejli~g i unde~~ U).

9. Find ortogonalprojektionen af vektoren (1,1,1,1,1) på det af

vektorerne

(1,0,1,1,0) , (2,1,0,1,1) , (1 ,2,°,-1 , 1 )

udspændte underrum i talrummet 12(S,R).

10. I et vektorrum med indre produkt er

x = a + s~, s E: R, il. = E + ty, t E R,

hvor .§!:" Q;, E, v er givne vekt orer, u =/: Q, y :~ 9" parame ter-

fremstillinger for to linier. Find den mindste afstand mellem

linierne udtrykt ved de givne vektorer.
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11. Vis, at mængden af de funktioner ~ E °2[-1,1] (jfr. Øv. 7),

for hvilke
1fa ~(t) dt = 0,

er et afsluttet underrum U c C2 [-1,1 J. Vis endvidere, at

ul = ø.

12. Anvend Gram-Schmidt's ortogonaliseringsmetode på vektorerne

(9,12,0,-20), ( -1 ,-18, 0,20) ,

og bestem derved en ortonormal basis for det af disse vek

torer udspændte underrum U i talrummet 12(4,R). Angiv også

en ortonormal basis for ul.

Opstil matrixligningerne [med hensyn til basen (1,0,0,0),

(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,0,0,1)] for ortogonalprojektionerne

Pu og pul af 12(4,R) på U og ul. (Som kontrol kan PUoPU = PU'

PUoPU1 = ° og Pu + pul = e verificeres ved matrixregning.)

13. Find ved ortogonalisering en ortonormal basis for det af

funktionerne 1, t, t 2 udspændte underrum i 02[-1,1] (jfr.
2Øv. 7), og bestem Fourierkoefficienterne for t med hensyn

ti l det fundne sys tem.

Vis, at funktionerne

n = 0,1,2, ••• ,

hvor

p (t) = (2nnl)-1Dn (t2 - 1)n
n

er de såkaldte Legenqre-E~omier, danner et ortonormalsy-

stem i C2 [-1,1 J. (Begynd med at vise, at Pn(t) er ortogonal

til alle polynomier af hØjst (n-1 )-te grad.) Af Weierstrass'

approksimationssætning sluttes, a t or.tonormJ-~ystemet er en

tilnærmelsesbasis.

14. Med C2[a,b;c,dJ betegnes vektorrummet bestående af alle i

rektanglet [a,bJ x [c,d] definerede og kontinuerte. funktioner
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(
rb rd 2 )t

IIf'II 2 :::: JaJc f'(s,t) ds dt

som norm. Vis, at hvis ~i(s), i E N, og ~j(t), j E N, er

a) ortonormalsystemer, b) tilnærmelsesbaser f'or henholdsvis

C2 [a,b] og C2 [c,d], vil ~i(s)~j(t), i,j E N, være a) et orto

normalsystem, b) en tilnærmelsesbasis f'or C2 [a,b;c,d].

15. Vis, at hvis ~i' i E N, er en numerabel ortonormal tilnær

melsesbasis f'or et vektorrum med indre produkt, gælder f'or

hvilkesomhelst vektorer ~ og ~ i rummet den generaliserende

Parseval's f'ormel
00

,,'Z ~ ~1 ("'l!i)(Z'l!i)'

16. Vis, at enhedskuglen [! E V I II~II ~ 1 J i et uendelig-dimen

sionalt vektorrum V med indre produkt ikke er kompakt.

17. Er den delmængde af' f'Ølgerummet 12(R), som består af' f'ølgerne

(x1 ,x2 ' ••• ) med ~Xi2 < 00 og xi > O f'or i E N, åben?

18. Lad C2 ]a,b[ og C1 ]a,b[, hvor -00 ~ a < b ~ 00, betegne de nor

merede vektorrum bestående af' de i intervallet ]a,b[ konti-

nuerte funktioner ~,

i
b 211~1I22 ==a ~(t) dt

f'or hvilke henholdsvis
b

og 11~II1::: Ja I~(t) Idt

eksisterer. UndersØg i hvert af de tre tilf'ælde

-00 < a < b < 00, a ::: -00, b ::: 00, a ::: O, b ::: 00,

om et af disse rum er et underrum i det andet.

19:1;. Der er givet en reel funktion w(t), som er defineret, kon

tinuert og positiv i det åbne interval ]a,b[,

hvor -00 ~ a < b ~ 00, og f'or hvilken integralerne
- b -

,L w( t) It Ind t , n ::: O, 1 ,2, ••• ,



Ma t ø 1, 1960-61 AG I I 1,1 5, Øv .1 9 •

alle er konvergente. I vektorrummet P]a,b[ bestående af de

reelle polynomiers restriktioner til intervallet ]a,b[ de-

fineres et indre produkt ved

b
p.q = ,L w(t)p(t)q(t)dtø

Vis, at dette vektorrum med indre produkt har en og kun een

ortonormal basis (~O'~1' •• ')' således at ~n for hvert

n = 0,1, ••• er et polynomium af n-te grad, hvori t n har en

positiv koefficient.

Vis, at polynomiet ~n har n forskellige reelle rØdder, som

alle ligger i intervallet ]a,b[ø (Benyt, at der findes po

lynomier af (n-i) -te grad, s om har n-i foreskrevne rØdder ø)

De til visse specielle "vægtfunktioner ll w hØrende ortonormal-

systemer af polynomier spiller en fremtrædende rolle i ana-

lysen og dens anvendelser.

For a = -1, b = 1, w(t) = 1 fås de ovenfor (øv. 13) omtalte

polynomier, som fremgår ved normering af Legendre~Q1~i-

erne P (t).
-- n
For a = -1, b = 1, w(t)

() -~
~o t = 1T ,

hvor

2 _i= (i-t) 2 fås
1

~n(t) = (~)-2Tn(t), n = 1,2, ••• ,

T (t) = cos(n Arccos t),
n

v v'
er de såkaldte Cebysev-E2l~gQ~ier.

For a = 0, b = ~, w(t) = e-t fås

~ (t) = nl-1L (t),
n n·

hvor

L (t) = etDn(tne- t ),
n

er de såkaldte b~gse~-pol~~mi~r.

n = 0,1,2, ••• ,

n = 0,1,2, ••• ,
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-t2
e fåsFor a == -~, b == ~, w(t) ==

1

== (2nnlvrr)-2H (t),
n n == 0,1,2, ••• ,

H (t) == (_1)net2Dne-t2
n

er de såkaldte Her~~olyn2~'

Eftervis, at disse polynomfØlger er ortonormalsystemer

hØrende til de angivne vægtfunktionero
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Lad (V ,+,R,II II) være et vektorrum med indre produkt, somn
har den endelige dimension n. Som vist ovenfor, har et sådant

rum ortonormale baser. Med henblik på anvendelser i det følgende

betragtes koordinattransformationer svarende til overgangen fra

en ortonormal basis (e
1

, ••• ,e ) til en anden (fi , ••• ,f ). Er T
- -n --n

koordinattransformationsmatricen, for hvilken

C.~'1 ••• ~n ) = (f 1 • o. f n )~ ,

vil dens sØjler jl1, ..• ,jln være koordinatsættene for vektorerne

e1 , ••• ,e i koordinatsystemet (f1 ,o •• ,f ) (se side 111,6,2 og
- -n - -n

13). Når (fi , ••• ,f
2

) er et: ortonormalsystem, har man

e .• e1r = (ti .)'t 1k = ti .tik + .'0 + t .tnk-l -A = l = l nl

for i,k = 1 , ••• ,n (se side 111,15,18). HØjre side er elementet

på pladsen i,k i matricen ~'~. Heraf ses, at også ~1 , ••• ,en ) er

et ortonormalsystem, altså at e .. e1r = o'k for i,k = 1, ••• ,n,
-l -"'- l

hvis og kun hvis

TIT = E.

En (nØdvendigvis kvadratisk) matrix ~, som tilfredsstiller denne

ligning, kaldes en ~~togo~l ~tri~o En sådan er altså karakteri

seret ved, at dens søjler danner et ortonormalsystem i talrum-

met 12 (n,R) •

Da matricerne TI og ~ har samme determinant, fås for en
2ortogonal matrix (det~) = 1, altså

det T = ±1 •

Alle or togona le ma tricer er fØlgelig regulære. Af ligningen

TIT = ~ fås ved multiplikation med ~-i fra hØjre

T I = T-i- -,- -
al tså: .;mI1 ortogonal ma trices inverse er li€L, lll.~ den s_ ,ttanspo

!terede. Ensbetydende hermed er, at hvert element t ij i en orto

gonal matrix T er lig med sit komplement T. " hvis det T = 1, og
1J

-.
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lig med -T .. , hvis det T := -1 (jfr. side 111,10,20).
J.J

Er T ortogonal, har man

T'T := T-iT := TT-1
:= TT' := (J;')'J;' := gJ,

::: ::: := - --
hvilket viser, at T' også er ortogonal, altså: ~n orto~~~

m~ice~ transponerede t altså dens inver§~_er nrtogona1.

S'T'TS := S'S := E
= ==- - --- - --

Anderledes udtrykt, hvis en kvadratisk matrices sØjler danner

et ortonormalsystem i l2(n,R), gælder det samme om dens rækker,

og omvend t.

Er (n x n)-matricerne g og T ortogonale, har man

(TS) 'TS ::::
:=- ==

al tså: Et vrodukt af_to ort.Q.gona le ma tricer er en or.toJLona:l;.....!!2;:~

~. Idet ~ og en ortogonal matrices inverse er ortogonale,

sluttes heraf, at de reelle ortogonale (n x n)-matricer danner

en undergruppe i den generelle lineære gruppe GL(n,R)(se side

111,7,16). Den kaldes den ~2~ale gr~~e og betegnes med

O(n,R). De ~~gen~lig or1ogonale matriceE~ med determinanten 1

danner en undergruppe O+(n,R) med indeks 2 i denne. Den fra

undergruppen forskellige sideklasse udgØres af de ~u~gentlig

QrtQ.KonS11:Lill§...!~"med determinanten -1 •

Lad A være en karakteristisk rod for den reelle ortogonale

matrix T, altså en (reel eller kompleks) rod i ligningen

det(~-~) := O. Det homogene lineære ligningssystem

har da en (reel eller kompleks)

til de konjugeret komplekse tal

~I ):11l ~n)
løsning ~I t 81· Ved at gå over

på begge sider af lighedsteg-

net fås ~~l := A~I {da ~ er reel), altså i transponeret form
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Sammen med den oprindelige matrixligning giver denne

~-~I = ~-~'~~l = 7\A~_~1 •

Da ~_~I = IX1 1
2

+ ••• + Ixn l 2 > 0, sluttes heraf, at AA = IAI
2

= 1, altså: En ~el orto~9~1 ~!r!~karaki~ristiS~ rødd~

~J.~ell~_eller_komplekse) tal med de~~2lutte værdi 1.
Da det(~ - A~) er et polynomium medreelle koefficienter,

kan man slutte, at hvis det har en kompleks rod A , vil også
o

det konjugeret komplekse tal 7\0 være r.d. Der gælder mere præ-

cist, at de to tal er rØdder med samme multiplicitet. Dette kan

ses således: Er A
O

en rod med roultiplicitBten m i et. polynomium P

med reelle koefficienter, har man

A E: C,

hvor Q betegner et polynomium, som ikke har roden A • Antageso

nu først, at A E: R, vil den venstre side være reel, og man får

ved overgang til de konjugeret komplekse tal

A E: R,

hvor Q betegner polynomiet, der fremgår af Q ved at erstatte

koefficienterne med de konjugeret komplekse tal. De to polyno-

mier, som ifØlge den sidste ligning stemmer overens for alle

reelle tal A, må være identiske, da deres differens ellers ville

være et egentligt polynomium med uendelig mange rØdder. Lig-

ningen viser altså, at A
O

er rod i P med en multiplicitet, der

er mindst m. Ved at lade A
O

og A
O

bytte rolle ses, at den heller

ikke kan være større end m. Dermed er påstanden bevist.

Anvendt på det karakteristiske polynomium for en ortogonal

matrix giver dette sammen med den foregående sætning: 1 og -1

er de eneste reelle tal, der kan være karakteristiske rØdder

for en ortogonal matrix; eventuelle ikke-reelle karakteristiske

rØdder optræder i lige antal og kan samles i par af indbyrdes
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konjugeret komplekse tal med d en absolutte værdi 1. For hvert

sådant par findes der et reelt tal a (som ikke er entydig be

ia -iexstemt), således at parrets tal kan skrives e ,e •

Lad p ~ O og q ~ O være rodmultipliciteterne af henholds

vis 1 og -1. Idet en matrices determinant er lig med de karak

teristiske rØdders produkt (se side 111,11,18) og to konju-

geret komplekse tal med den absolutte værdi 1 har produktet 1,

finder man for en ortogonal matrices determinant

Heraf ses, at ~v~T uegentlifL.2rtC?gs>n~~~Q~1l-~a~.!&:

ristiske rod -1. Er T en ortogonal (n x n)-matrix, hvor n er
~l;..o<....~=,<=,""--+-,-"",,••~_=-~ =
ulige, vil dens karakteristiske ligning være af ulige grad og

fØlgelig have et ulige antal reelle rødder, d.v.s. p+q vil være

ulige. Hvis det ! ~ 1, altså q lige, må p være ulige, altså:

;HVE3~e,.&t~ntlig ortogonal martrE af.~lige orden har ~!Llf~t~r~

s tiske rod 1 o
~.=-.....~~=~~-~.

De ortogonale (2 x 2) -ma tricer lader s ig le t frems tille

ved hjælp af en parameter a. Idet
2 2 2 2

t 11 + t 21 ~ 1, t 12 + t 22 ~ 1,

findes der reelle tal ex og~, således at

t 11 ~ cos x, t 21 ~ sin a, t 22 ~ cos ~?

og disse to tal må tilfredsstille ligningen

cos ex sin ~ + sin ex cos ~ ~ sin(a + ~) ~ O.

Heraf fås ~ ~ -a + :Prr, P E Z. For lige p og ulige p fås hen

holdsvis

(cos a
\sin a

-sin

cos

(cos exog .
\sin ex

sin ex\ •
-cos ex)

Det ses umiddelbart, at begge matricer er ortogonale for enhver

reel værdi af ex, den fØrste egentlig, den anden uegentlig. Den

io: -iafØrstes karakteristiske rØdder er e og e ,den andens-1 og 1 •
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Lad (V,+,R, II II) være et vilkårligt vektorrum med indre pro-

dukt, og lad f være en lineær og i~o~etrisk afbil~~ing af V ind

i sig selv, altså en lineær afbildning med den egenskab, at

IIf (!) II ±:: 11.2S11 for alle 2f E: V. En sådan afbildning er Øjensynlig

begrænset, og den er enentydig, da jo f(~) ~ f(~), altså

Ilf(2,S) - fe;}!) II ~ O, medfØrer, a t IL~ - xII ~ O. Idet man for !",;z E:

V har
. 2 2 2

~. ~ ::: !( 112f + ;zll - II~II - II~II ) ,

kan man endvidere slutte, at hvis f er isometrisk, gælder

Specielt fås heraf, at et ortonormalsystem afbildes på et orto-

normalsystem. Er rummets dimension endelig, vil en ortonormal

basis ved f blive afbildet på en ortonormal basis, altså V

~ sig selv. I det uendelig-dimensionale tilfælde forholder det

sig anderledes. Ved (Xi ,x2 ' ••• ) ~ (O,x1 ,x2 ' ••• ) defineres en

lineær isometrisk afbildning af l2(R) ind i sig selv, hvor bil

ledrummet er hyperplanen bestående af de talfØlger tilhØrende

l2(R), hvis fØrste element er O.

Lineære isometriske afbildninger af et vektorrum V med in-

dre produkt ~ sig selv kaldes ortogonale operator~ i V. En

sådan har en i hele rummet defineret invers afbildning, og denne

ar åbenbart også en ortogonal operator. Bemærkes desuden, at

såvel den identiske afbildning som den sammensatte af to orto-

gonale operatorer er ortogonale operatorer, ses, at de ortogo-

nale operatorer i V danner en gruppe.

Det foruds- ættes nu, at det betragtede vektorrum har den

endelige dimension n. Det betegnes derfor med V • Er (e1 , ••• ,e )n = -n
A

en ortonormal basis for V , bestemmes en lineær afbildning x ~n

f(x) af V ind i sig selv ved en matrixligning af formen
= n
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llvor ~I og '~I betegner koordinatsættene for ~ og i skrevet som

sØjler og ~ en reel (n x n)-matrix. Afbildningen f er en orto

gonal operator, hvis og kun hvis i.E = ~.~ , altså

for alle

~-~'~~I = ~-~I
~I' Denne ligning udsiger, at de to kvadratiske former

i Rn med de symmetriske matricer ~'~ og ~ er identiske. Dette er

ensbetydende med, at de tilhØrende symmetriske bilinearformer

er identiske (jfr. side III, 12, 7) og altså med

AIA = E •

Dermed er vist: ~g-lig~~~~fb!ldging_afe~ epde!ig:~~9n§jL~g~lt

v~r~m meq. indre~J21:0dl!kt ind...! si€LseIY_~E._2.!2....Q..~B.2-1lc:::1.~()J2.~

rI?- ~2Lz.~h:Yi s og _k~;ll-hY i s~me d h~§.;yn ~ i l ~rL2.L~onQE.m~.;L~Qas~

Q~s~mmes ved en or~ogo~a1~atrl~. Heraf sluttes videre, at

gruppen af ortogonale operatorer i et n-dimensionalt vektorrum

med indre produkt er isomorf med den ortogonale gruppe O(n,R).

Ved overgangen fra den ortonormale basis (Q1" ••~n) til en

anden ortonormal basis (f1 ,o.ofn ) bestemt ved

( E.1 ••• E.n ) = ( f 1 ••• f n ) ~ ,

hvor altså T er en ortogonal matrix, erstattes den til en lineær

afbildning f:V ~ V hØrende matrix A medn n

TAT-1
= 1~~"

To matricer ~ og ~ siges at være ortogonal-ækvi~e~,hvis der

findes en ortogonal matrix ~ , således at B = ~~~i. (Denne re

lation mellem (n x n)-matricer er virkelig en ækvivalensrelation;

den er refleksiv, idet A = EAE' og E er ortogonal, den er sym-
=== =

metrisk, idet man af B = TAT' kan slutte, at ~ = ~-1~(~i)-1 =

~-1~(~-1)" og ~-1 er ortogonal, den er transitiv, idet man af

~ = ~~~' og S = Q~Y', hvor også ~ er ortogonal, kan slutte, at

~ = ~~~~'~' = (~~)~(~~)', og ~~ er ortogonal.) Ortogonalækviva

lens giver anledning til en finere klasseinddeling af de kva-
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dratiske matricer end regulærækvivalens. Som ved denne foreligger

der opgaven i hver klasse at finde en særlig simpel repræsentant.

Anderledes udtrykt drejer det sig om til en given lineær afbild

ning af et endelig-dimensionalt vektorrum ind i sig selv at be

stemme en ortonormal basis, med hensyn til hvilken den til af

bildningen hørende matrix får en simpel "ndrmalform". Denne op

gave vil her blive behandlet for visse specielle typer af afbild

ninger.

Selvom man kun er interesseret i de her betragtede vektor

rum over de reelle tals legeme, er det af formelle grunde ofte

hensigtsmæssigt at inddrage vektorrum over de komplekse tals

legeme. Dertil kommer, at disse rum har stor selvstændig interesse,

ikke mindst på grund af deres anvendelser i kvanteteorien. Lad

(V,+,C) være et vektorrum over de komplekse tals legeme. En

funktion ~.~ fra Vx V til C kaldes et indre produkt i (V,+,C),

hvis den opfylder

IP1*: V~,~ [~.~ = ~]

samt IP2-4 (side III, 15,1), (Overstregning betyder kompleks

konjugering.) Dette indre produkt er altså ikke symmetrisk.

Af IP1* og IP3 sluttes, at

Ji' (A;~) ::: ~(~.~),

hvilket viser, at et komplekst indre produkt heller ikke er en

bilinearform; det er ikke lineært i den anden faktor, idet en

talIaktor til denne erstattes med den konjugeret komplekse, n~r

den træder uden for produktet. En funktion H(Ji,~) fra V x V til C,

som opfylder de til IP1*, IP2 og IP3 svarende krav
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HF1: V~,Z [H(~,~) = H{~,~)].

HF2: Vil:. t ,~"'il. [H(!' +.!." 'l.) = H(2S. t ,Z) + H(~" ,Z) ] •

HF3: Vbit.' ":Iv2S.,J:. [H(A~,l.) = AH(!,Z)]

kaldes en Hermitesk symmetrisk form eller kort en Hermitesk form

i V. En sådan forms restriktion til diagonalen i Vx V, altså

H(~,~), er en reel funktion i V, idet H(~,~) = H(K,K) ifølge

HF1. Formen H siges at være positiv semidefinit, hvis H(X,K) > O

for alle ~ E V, og positiv definit, hvis H(K,K) > O for ~ t- Q.

Et indre produkt i et komplekst vektorrum kan herefter defineres

som en positiv definit Hermitesk symmetrisk form. Med henblik på

en anvendelse nedenfor bemærkes, at Cauchy-Schwarz's ulighed

gælder for hver positiv-semidefinit, Hermitesk symmetrisk form.

Dette kan ses på følgende måde: Til givne ~,x E V bestemmes det

komplekse tal c således, at ce = I c 1
2 = 1 og I H(~,X) I = cH(;&,;~).

Da er

H(cx,cx) = ceH(~,E) = H(E,~),

rH(~,x)1 = H(CE,X) = H(cE,X) = H(X,CE),

og for A,~ E R fås

H(AC~ +~ X, AC~ +~x)

:::: A 2H(E,E) + 2~1 H(E,X) I +~ 2H(X,X).

Uligheden følger af, at dette er en reel, positiv semidefinit

kvadratisk form i de variable A og ~.

Lad (V,+,C) være rt komplekst vektorrum med et indre produkt

~·X. Da er IIE II = (~ ..!)'2 en norm i V. At kravene N2 og N3 til en

norm (side III, 14,1) er opfyldt, er klart. At også N1 er gyldig,

ses ved hjælp af Cauchy-Schwarz's ulighed som i det reelle til

fælde (side III, 14,7):
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~ ~.~ + 21~'xl + X'~1

~ ~.~ + 2(~'~)~(X'X)2
= (II~II + Ilxll)2.

+ ~.~

Det med denne form forsynede komplekse vektorrum (V ,+, C,II II)

kaldes et unitært rU!Q, og hvis det er uendelig-dimensionalt

og fuldstændigt, et komplekst Hilbertrqm. Eksempler på unitære

rum er talrummene 12(n,C) og talfølgerummet 1 2 (0) med de indre

produkter

~·x = x1Y1 + ••• + xnYn '

~.~ = x1Y1 + x2Y2 + '0'

(jfr. side III, 14,4-5). Endvidere kan nævnes rummet ej a,bJ

af de kontinuerte funktioner fra intervallet [a,bJ til b (se

side III, 14,6) med det indre produkt

b
CP'ljJ = / Wi(t)f(tTdt.

a

To vektorer ~ og ~ i et unitært rum siges at være l'llitær·-:

ortogonale eller, hvis misforståelser er udelukket, blot orto

gonale, når ~'X = O. Alle i §15 omtalte begreber, sætninger og

beviser vedrørende reelle vektorrum med indre produkt kan næsten

uden ændringer overføres til unitære rum. (I stedet for kvadrat~

summer af reelle tal, som i Bessel's ulighed, træder her kvadrat

SUlnmer af komplekse tals absolutte værdier. I anvendelsen på

periodiske funktioners Fourierrækker (side III, 15,14-15) er-

stattes det trigonometriske ortonormalsystem med det unitære

-~ 21Tviortonormalsystem (21T) e ,v E Z.) Her vil kun blive benyttet,
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at ortogonaliseringen af et endeligt sæt af lineært uafhængige

vektorer kan gennemføres på ganske samme måde som i det reelle

tilfælde, at der følgelig eksisterer unitær-orgonormale baser

i ethvert endelig-dimensionalt unitært rum, og at hvert unitær

ortonormalt system i et sådant rum kan suppleres til en unitær-

ortonormal basis.

Er (~1""'~n) en unitær-ortonormal basis i et n-dimensio-

nalt unitært rum (V , +, O, /1 11), fås for det indre produkt af ton

vektorer

Som ovenfor i det reelle tilfælde (side III, 16,1) ses~ Er

(f1 , ••• ,fn ) en unitær-ortonormal basis og

vil også (Q1, ••• ,Qn) være unitær-ortonormal, hvis og kun hvis

den komplekse (nxn)-matrix U tilfredsstiller ligningen
=

U'U = E= = ='
der udsiger, at søjlerne i ~ danner et unitær-ortonormalt system

i talrummet l2(n,O). Her betegner ~ matricen, hvis elementer er

kompleks konjugeret til de tilsvarende elementer i Q. Idet g
er reel og ur = U', er ligningen ensbetydende med

Matricerne, der tilfredsstiller den, kaldes unitære matricer.

De reelle iblandt dem er præcis de ortogonale.
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For en unitær matrices determinant fås

AG III, 16,11

det Il det Il = 1,

altså Idet III = 1. Endvidere har man U-1 =

Il ~' = (~')'~' =~,

U'- , altså

hvoraf ses, at en unitær matrices inverse også er unitær. Som

for ortogonale matricer bevises, at produktet af to unitære ma

tricer er unitær. (Herved benyttes, at der gælder ~ = ~ ~ for to

matricer, hvis produkt kan dannes.) De unitære (n x n)-matricer

danner altså en gruppe, den såkaldte unitære gr~~~ U(n).

Ved overgangen fra en unitær-ortonormal basis (~1' ••• '~n)

til en anden unitær-ortonormal basis (i1 , •.• ,fn ) bestemt ved

hvor altså ~ er unitær, erstattes matricen A, der hører til en

lineær afbildning af (Vn,+,c,11 \I) ind i sig selv, med Il ~ ~-1 =

~ ~ ~'. Dette giver anledning til begrebet unitær-ækvivalens

mellem komplekse (n x n)-matricer • .1I1atricen ~ si.ges at være

unitær-ækvivalent med matricen ~, hvis der findes en unitær

matrix Il, således at ~ = Il ~ ~'. At der virkelig foreligger en

ækvivalensrelation, ses som for ortogonal-ækvivalens. Herom

gælder følgende sætning:

~nhver kompleks (nx n)-matrix er unitær-ækviv§~en1-~Q_~n

trekantsmatrix med nuller under hoveddiagonalen.

Bevis ved induktion: For n = 1 er intet at bevise, Lad A=
være en (n x n)-matrix og /\1 en af dens karakteristiske rødder.

Der findes da en søjle ~11 +~I ' således at ~~11 =/\1~11·

Denne søjle kan antages at være normeret, altså at opfylde
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danner en unitær-ortonormal basis for 12(n,C) (ortogonalisering).

Matricen U med disse søjler er da unitær, og man får

hvor delmatricerne b og B er henholdsvis af typen 1 x (n-1) og
;:=-

(n-1)x (n-1). Den første søjle i & ~ er nemlig &g/1 := ~g11 '

og multipliceres rækkerne g. i QI med den, fås ~,g, g/1 := A10 '1.-J- - 'l-J-- J

Matricen & er altså unitær-ækvivalent med matricen på ovenstående

lignings højre side. Det er altså tilstrækkeligt at vise, at denne

matrix er unitær-ækvivalent med en trekantsmatrix. Forudsættes nu,

at påstanden er rigtig for (n-1)x (n-1 )-matricer, findes der en

unitær (n-1) x (n-1)-matrix y, således at y ~ VI er en trekants

matrix med nuller under hoveddiagonalen. Det ses umiddelbart, at

(n x n)-matricen

er unitær, og ved udregning findes

o 1 O b (~I O-- :=- --
:=

V ~I V B V,

= Gi ~i:)·
Idet den sidste matrix er en trekantsmatrix, er sætningen her-

med bevist.

Da en trekantsmatrices diagonalelementer er dens karakte

ristiske rødder, og regulær-ækvivalente (altså specielt unitær

ækvivalente) matricer har samme karakteristiske polynomium, vil

diagonalelementerne i enhver med en matrix ~ regulær-ækvivalent

trekantsmatrix være de karakteristiske rødder for A. Af indwc-
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tionsbeviset fremgår, at man kan opnå, at de karakteristiske

rødder optræder i trekantsmatricens diagonal i en vilkårlig

valgt orden.

Hvis en reel matrix ikke har lutter reelle karakteristiske

rødder, kan den herefter i det reelle talrum (hn,+,R) ikke være

regulær-ækvivalent (og dermed specielt ikke ortogonal-ækvivalent)

med en trekantsmatrix. Der gælder imidlertid:

En reel (nx n)-matrix er ortogonal-ækvivalent med en tre

kantsmatrix, hvis og kun hvis alle dens karakteristiske røddeL

er reelle.

At betingelsen er nødvendig, fremgår af det sagte. Tilstræk-

keligheden kan indses ved at gennemgå ovenstående bevis for det

komplekse tilfælde: Er ~ og ~1 reelle, kan søjlen ~11 vælges

reel og suppleres til en ortogonal matrix, og induktionsslut-

ningen forløber da som før.

Af særlig betydning er spørgsmålet om matricers ækvivalens

med diagonalmatricer. I det komplekse område tillader det et

simpelt svar.

En kompleks kvadratisk matrix ~ kaldes en normal matri~, hvis

altså hvis den er ombyttelig med den transponerede konjugeret

komplekse. Specielt er en reel matrix normal, hvis og kun hvis

den er ombyttelig med sin transponerede.

Hver med en normal matrix unitær-ækvivalent matrix er no~.

Bevis: Er ~ normal, ~ unitær og ~

har man

:::: D A U'- ,- - -
altså B'

::::
-- DA'D'

:::: :::: :::: '

- - - -- - - - D A A'U'- - - -- - - -
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(En med en normal matrix regulær-ækvivalent matrix behøver

ikke at være normal; (6 g) er

er ikke normal.)

(1 1) (1 O) (1 1) -1 (1 --1 \normal, men O 1 O O O 1 = O 0/

En trekantsmatrix er nOFm~ hvis og kun hvis den er e11

diaEonalma:trix.

Bevis: At hver diagonalmatrix er normal, er indlysende.

Antag, at

=

ann

(a
11 a12 ... a1nIO a 22 a2n

~
···

O ... ann

Udregning af det første diagonalelement i de to produktmatricer

giver

altså a12 = ... = a1n = O. Derefter fås for det andet diagonal

element

altså a23 = o •• = a2n = O. Ved at fortsætte på denne måde ses, at

alle elementer over hoveddiagonalen i A må være lig O.=



J.Vlat.1, 1960-61 AG III, 16,-15

Af de beviste sætninger følger nu umiddelbart:

En kompleks kvadratisk matrix er unitær-ækvivalent meg 2Q

diagonalmatrix, hvis og kun hvis den er normal.

Bevis~ En normal matrix er unitær-ækvivalent med en tre-

kantsmatrix, som må være normal, altså en diagonalmatrix. Om-

vendt, en matrix, som er unitær-ækvivalent med en diagonalmatrix,

må være normal, da diagonalmatricen er det.

Er ~ en normal matrix og ~ en unitær matrix, for hvilken

~'~ Q er diagonalmatricen A med de karakteristiske rødder

~' ... '0n for ~ som diagonalelementer, har man

Denne ligning udsiger, at søjlerne i U danner et unitær-ortonor-

malt system af egenvektorer for den ved matricen A hesternte li

neære afbildning af l?(n,C) ind i sig selv. Når de karakteristiske
'-

rødder for ~ kendes, kan altså søjlerne i ~ bestemmes som løs

ninger til lineære ligningssystemer.

Til klassen af normale matricer hører vigtige, mere specielle

klasser af matricer. Det fremgår umiddelbart af definitionerne,

at hver unitær matrix er normal. Endvidere er hver Hermitesk

s..ymmetrisk matrix, d.v.s. hver matrix !J:, for hvilken &' :::: tE,
øjensynlig normal. Det samme gælder for hver Hermitesk skævsymme

trisk matrix, d.v.s. for hver matrix !J: , for hvilken ~' = -!J:.

Specielt er altså blandt de reelle alle ortogonale, symmetriske

og skævsymmetriske matricer normale. (Bemærk, at den symmetriske,

men ikke reelle matrix (1 6) ikke er normal.)

Hvis en matrix ~ har en af egenskaberne at være unitær,

Hermitesk symmetrisk, Hermitesk skævsymmetrisk, vil enhver q~q

~ unitær-ækvivalent matrix have den samme egenskab.



Mat .1, 1960-61

Bevis: Er ~ unitær, følger dette af, at et produkt af uni

tære matricer er unitær. Er A Hermitesk symmetrisk, altså ~t ~ A~

og U unitær, har man

(U A U'), :.= U A'U' ~ U A U'
=~= =-- -,

som påstået. På samme måde sluttes i tilfælde af Hermitesk skæv-

symmetri.

For reelle matricer fås heraf:

Hvis en reel matrix ~ ha~~§~enskabe!neat være
h

or12=

gonal? symmetrisk? skævsymmetrisk. vil enhver med A Qr~9~E~

ækvivalent matrix have den samme egenskab.

En di~gonalmatrix er åbenbart unitær, hvis og kun hvis dens

diagonalelementer har den absolutte værdi 1. Da hver unitær ma

trix ifølge det viste er unitær-ækvivalent med en sådan diagonal

matrix, kan sluttes, at en unitær matrices karakteristiske rødder

er tal med den absolutte værdi 1.

En diagonalmatrix er Hermitesk symmetrisk, hvis og kun hvis

den er reel. Dette i forbindelse med de foregående sætninger

giver~

En kompleks mal~ix er unitær-ækvivalent med en reel diagof~~=

matrix. hvis og kun hvis den er Hermitesk symmetrisk. Hver Her

mitesk symmetrisk matrix har lutter reelle karakteristiske rødder c_ .s. _ ...__

For reelle matricer fns specielt:

En reel matr~ er ortogonal-ækvivalent med en diagonalmatri~,

hvis og kun hvis den er sYlnmetrisk. Hver reel symmetrisk rnatri~

har lutter reelle karakteristiske rødder.

Denne vigtige sætning vil nedenfor blive belyst, bevist og

generaliseret til uendelig-dimensionale rum ud fra et andet

synspunkt.
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Først omtales imidlertid en anvendelse af ovenstående re-

sultater på en undersøgelse af de ortogonale operatorer i et

endelig-dimensionalt reelt vektorrum (Vn,+,R,,, ID med indre

produkt.

I Vn vælges en ortonormal basis (~1' ••• '~n). En ortogonal

operator f:Vn~ Vn bestemmes med hensyn til denne ved en orto

gonal matrix ~. Denne er unitær-ækvivalent med en (nx n)-diago

nalmatrix af formen

•

• e=a
r

hvor ~ betegner en ((n-2r)x (n-2r))-diagonalmatrix, med diago

nalelementer, der er 1 eller -1, og

e = (eia 0.),
=a ,O e-la

(jfr. side III, 16,3-4). Idet

a E R,

1(1g =-72 1

findes

hvor

(

oosa
d ===a .

Sln a

-sin a) .
oos ex

Man har derfor

•

=

h

E

e
=CXr

h

h

---~-=-=-t
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~e1ser til kap. III, § 16.

AG I I I, '1 6, Øv. 1-4

1 e Bestem en reel ortogonal (3 x 3)-matrix, hvis fØrste sØjle

består af tre lige store tal, eg hvis determinant er lig 1 •

2. Med §, ~ og g betegnes reelle matricer, som er henholdsvis

af typen m x m, n x n og m x n. Vis, at den af disse og

s U
(n x m)-nulmatricen sammensatte matrix (Q ~i) er ortogonal,

hvis og kun hvis ~ = Q og g og ~ er ortogonale.

Vis, at en ortogonal trekantsmatrix er en diagonalmatrix, og

angiv alle reelle ortogonale diagonalmatricer.

3. Lad (~1 ' ••• '~n) være en ortonormal basis i et n-dimensio

nalt vektorrum med indre produkt og rr en permutation af

f1 , ••• ,nJ. Beskriv den ortogonale koordinattransformations

matrix ~rr svarende til overgangen til basen (~(1 )'···'~(n)

"Permutationsmatricerne" P , rr E: S , danner med matrixmul-
=rr n

tiplikationen som kompositionsforskrift en gruppe, der er

isomorf med S •n

Bestem alle ortogonale (n x n)-matricer, hvis elementer er

hele tal, og vis, at de ligeledes danner en gruppe. Beskriv

de koordinattransformationer, som de svarer til.

5. Vis, at en reel skævsymmetrisk matrix g, altså en matrix g,
for hvilken g' = -g, ikke kan have fra O forskellige reelle

karakt~ristiske rødder. Slut heraf, at :El - Q er regulær.

Vis, at for hver reel skævsymmetrisk matrix 8 er matricen

T= (~ + g)(~ - g)-1 ortogonal, dens determinant er 1, og

T + E er regulær.
=

Vis, at hver reel ortogonal matrix med disse egenskaber har

en og kun een sådan fremstilling. (Ca~l~'s Qarameterfrem-

~illing for de ortogonale matricer.
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5. Lad (~1 '~2'~3) være en ortonormal basis for det tredimensio

nale euklidiske rum (V3' +,:R, II II), og lad f være en lineær af

b~ldning af rummet ind i sig selv. Vis, at den til f hØrende

matrix ~ er skævsymmetrisk, hvis og kun hvis hver vektor ~ E

V
3

er ortogonal til sin billedvektor f(~).

Lad f være en afbildning med positiv rang, som har denne egen

skab. Vis, at der findes en og kun een vektor ~~ således at

f(~) er ortogonal til a for hver vektor y, og at

F(§,~,f(y)) = f(y)2,

hvor F betegner det volumenmål i rummet, for hvilket

F(~1 '~2'~3) = 1.

Angiv elementerne i ~ udtrykt vem koordinaterne for ~o (yektor-

produ~: f(y) = § x ~, når (~i '~2'~3) er et højresystem.)

6. Der er givet reelle tal di' d2~ d3 og a, således at

~2+~2+da2=i.

Med D betegnes matricen

O -d3 cl:a
D = ( °a O -~).

-<1:3 di O

Vis, at (3 x 3)-matricen

p = E + sin a D + (1 - cos a)~2

er ortogonal.

Find billedvektoren f(~) af vektoren y udtrykt ved y~ d og a.

(Benyt vektorprodukter; jfr. Øv. 5.)
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7. I et n-dimensionalt vektorrum med indre produkt vælges en or

tonormal basis (~1 '~2' ••• '~n). Med F betegnes det volumenmål

i rummet, for hvilket F(~1 ' ••• '~n) ~ 1. Vis, at for vilkårlige

vektorer vi' ••• ,v er... -n

IF (Y1 ' •• • ,Yn ) I ~ IIY1 II ••• IIYn II ,
hvor lighedstegnet gælder, når og kun når vektorerne er parvis

ortogonale. (Betragt fØrst parvis ortogonale vektorer, og benyt

i det almindelige tilf<?3lde ortogonalisering uden normering.)

Formuler udsagnet som en sætning om determinanter (H~da~~d's

Q.~te!.:!l2i~tsætning)•

8. Bestem for en given kompleks (2 x 2)-matrix A alle unitære ma

tricer ~, for hvilke ~~~' er en trekantsmatrix med O under

diagonalen.

9. I vektorrummet af alle komplekse (n x n)-matricer ~ ::: (aiyJ,)

defineres en norm ved

Il~ll"" ~ max IaAj.L I •
A, fJ,=1 , ••• ,n

Bevis fØlgende påstande: For hvert k E N er

IIAk II ~ n
k

-
1 ilA II k.

- ex:> - ....... 00

FØlgen af matricer

S = E + ilA + i A2 +
=p 1 .= 2!= ... P E N,

det (exp {;):::: exp (tr ~), hvor tr ~ betegner matricens

er konvergent. Idet den matrix, mod hvilken den konvergerer,

betegnes med:exp ~, gælder for ombyttelige (n >< n)-matricer

~ og ;§, at

exp(A + ~) = exp ~ exp B.

Heraf følger, at exp ~ er regulær, og at exp(-~) = (exp ~)-1 •

Er A reel og skævsymmetrisk, vil exp ~ være ortogonal.

*Vis, a t

spor, al"tså summen af elementerne i dens hoveddiagonal.

*Vis, at med de i Øv. 6 indfØrte betegnelser er exp(a~) = ~.
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10. Bestem for

AG III,16,Øv. 10-15

A = (g 6~ g)
::: O O O 1

1 O O O

en unitær matrix U, således at Q'~g bliver en diagonalmatri4 •= - --
11. Vis, at gruppen U(n,C) af unitære (n x n)-matricer er isomorf

med en undergruppe i den ortogonale gruppe 0(2n,R).

12. I et vektorrum (V, + ,R, II II) me d indre produkt er givet to

vektorer ~ ~ Q og ~ ~ O. Ved f(~) = (~'~)Q defineres en

lineær operator f:V ~ V. Vis, at den er begrænset. Bestem

dens egenværdier og egenrum. Vis, at den har en adjungeret

operator f' (for hvilken f(2f).~ = ~.f'(ilJ, 2f,il: E V), og angiv fl ~

13. Lad f:V ~ V være en lineær operator i et vektorrum (V,+,R II II)

med indre produkt. Det forudsættes, at f har en adjungeret

operator f'. Vis, at hvis et underrum U c V er invariant=
ved f, altså f(U) ~ U, vil ul være invariant ved f'.

14. Vis, at hvis en lineær operator f i et n-dimensionalt vektor-

rum roe d indre

produkt har n egenvektorer, som danner et ortonormalt sæt,

vil den være symmetrisk

alle vektorer ~ og il: i rummet).

15. Med C2[a,b] betegnes vektorrummet af alle i intervallet [a,b]

definerede kontinuerte reelle funktioner med det indre produkt

~·ø = (ab ~(t)Ø(t)dt.
Lad der være givet en reel funktion K, som er defineret og

kontinuert i kvadratet [a,b] x [a,b], og som er "symmetrisk":

K(s,t) = K(t,s) for s,t E [a,b]. Vis, at der ved ~ ~ ~, hvor
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</J(S) =I: K(s,t)<p(t)dt,

defineres en lineær, begrænset og symmetrisk operator i

16. Lad C2 [ -1 ,1 ] have samme be tydning s om i øv. 15. r

Med C~ [-1 ,1 J betegnes under'rummet bestående af de i interval-

let [ -1 ,1 J definerede reelle funktioner med kontinuert af-

ledet af anden orden. En lineær differential operator

L:C~[-1 ,1J ~ C2 [-1 ,1J defineres ved

Lep(t) ::: D[(t2-1 )Dep(t)L ep E: C~[-1,1 Jo

Vis, at L er symmetrisk (d.v.s., at Lep'Ø ::: ep.LØ for

2
ep,ø E: C2 [ -1 ,1 J) •

17. Bestem for hver af fØlgende kvadratiske former en ortogonal

koordinattransformation, ved hvilken den reduceres:

B(X,x) 2
E: l2(2,R)::: x1 - x1x2 x- -

B(~,2f)
2 2

+ 3!3x1x2 !E: l2(2,R)::: 5x1 + 7x2

B(x,x) 2 x E: l2(3,R)::: x1 - x2x3- -
B(x,x) 2 + 2x2

2 - 4x1x2 - 4x2x3 x E: l2(3,R)::: xi

B(2S"ZS)
2 2 2 4x2x3 l2(3,R)::: 2x .- 2x - x3 + 4x1x2 + ]fE:1 2

Angiv i hvert af de fem fØrste tilfælde typerne keglesnit

og keglesnitsflader med ligningerne

B(!,;~) ::: c, c E: R.
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18. Lad f : Vn -;lo Vn og g : Vn -;lo Vn være tn ombyttelige symme

triske lineære ~peratorer i et n-dimensionalt vektorrum Vn
med indre produkt. Vis, at der findes en ortonormal basis

i Vn , hvis vektorer er egenvektorer for både f og g. (Vis

fØrst, at hvert egenrum for f er invariant ved g, d.v.s.,

at det afbildes ind i sig selv ved g. Benyt dernæst, at re

striktionen af g til et sådant egenrum også er en symmetrisk

operator. )

*Vis det tilsvarende f~r totalkontinuerte, ombyttelige ng

symmetriske lineære ~peratorer f : V ~ V og g : V ~ V, hvor

V er et vektorrum med indre produkt, som har en numerabel or-

tonormal tilnærmelsesbasis.

19. Om en lineær nperatoI' f : Vn ~ Vn i et n-dimensionalt vek

torrum Vn med indre produkt forudsættes, at den er symmetrisk

og pnsitiv semidefinit, hvormed menes, at den kvadratiske

form f(~).~ er positiv semidefinit. Vis, at der findes en og

kun een symmetrisk ng positiv semidefinit operator
2 1

g : Vn ~ Vn , således at g = f. Den betegnes med f2. (Hver

symmetrisk matrix, hvis tilhØrende kvadratiske form er po-

sitiv semidefinit, har netop een "kvadratrodII, som er symme-

trisk, og hvis tilhØrende kvadratiske form er positiv semi

definit.) (Benyt, at der findes en ortonormal basis i Vn ,

således at f bestemmes ved en diagonalmatrix, og for enty

digheden, at en operator g af den forlangte art må være om-

byttelig med f; jfr. øv. 18.)

*Vis det tilsvarende for en totalkontinuert og posi tiv semi ."

definit symmetrisk operator f:V ~ V i et vektorrum V med

indre produkt, som har en numerabel ortonormal tilnærmelses-

basis.
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20. Lad ~ være en enentydig lineær a~bildning a~ et n-dimensio

nalt vektorrum Vn på sig selv. Vis, at der ~indes en og kun

een symmetrisk lineær afbildning s : Vn ~ Vn og en og kun

een is.metrisk afbildning i : Vn ~ Vn , således at f ::: soi.

(Hver regulær (n x n)-matrix kanpå en og kun een måde skri

ves som produkt a~ en symmetrisk med en ortogonal matrix.)
1

(Betragt (fcf')2; se øv. 19.)

21. Lad ~ være en symmetrisk lineær operator i et n-dimensio

nalt vektorrum med indre produkt og B(!,x) ::: f(~)"! den til

hØrende kvadratiske ~orm. Lad endvidere

være dens egenværdier, hver taget med så mange gange, S0m
•

dens multiplicitet angiver. Da gælder

Vis , at

max B(x,x),
1I!1I~1 --

A :::n min B(x,x) •
1I!J1~1 --

min max B(x,x)
Vi-1~Vn !lVi _1 --

::: max min B(!,!)
V .cv xlV .n-J..::: n - n-J..

i ::: 2, ••• , n-1,

hvor V. 1 og V . gennemlØber alle underrum i VIl af dimensio-J..- n-J..

nen henholdsvis i-1 og n-i.

22. En ellipsoide i det tredimensionale rum V
3

har halvakserne

a1 ~ a 2 ~ a
3

• En plan gennem centrum skærer ellipsoiden i

en ellipse med halvakserne b 1 ~ b 2 , Vis, at

a1 ~ b1 ~ a2 ~ b2 ~ a3"

Generaliser dette til en kvadrik med ligningen B(Æ,!) ::: 1

i et n-dimensionalt vektorrum med indre produkt.
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23. Der er givet en ellipsoide med halvakserne a1 ~ a2 ~ a3 .

Vis, at der ~indes mindst een plan gennem ~ladens centrum,

som skærer den i en cirkel, og bestem antallet af sådanne

planer. Angiv samtlige planer, som skærer ellipsoiden i en

cirkel.

Gennem~Ør en tilsvarende undersØgelse ~or hyperboloiderne

og en ke glesni t ske gIe.

24. Lad ~:V ~ V og g:V ~ V være to symmetriske lineære ope-n n n n
ratorer i et n-dimensionalt vektorrum med indre produkt.

Deres egenværdier betegnes henholdsvis med

••• > II •= t-"n

Om de tilhØrende kvadratiske ~ormer ~orudsættes, at

f(~).~ ~ g(!).! ~or alle! E Vn • Vis, at Ai ~ /-li ~or

i ::: 1, ••• , n • (Benyt Øv. 21).

Fortolk dette, når n ::: 3 og begge kvadratiske ~ormer er po-

sitiv de~inite, som en sætning om halvakserne i to ellip-

soider med ~ælles centrum, hvoraf den ene omslutter den anden.

25. l/ad ~ være en begrænset lineær afiildning a~ et vektorrum

V med indre produkt ind i sig selv. Det antages, at der

~indes

f.l *O,

mod O.

et ortonormalsystem e., i E N, og et reelt tal
-l

således at ~Ølgen af vektorer ~(e. )-/-le. konvergerer
-l -l

UndersØg, om ~ kan være totalkontinuert.

26. De begrænsede lineære afiildninger af et vektorrum med indre

produkt ind i sig selv udgØr med additionen og sammensæt-

ningen som kompositions~orskri~ter en ring. E~tervis dette.

Vis, at de totalkontinuerte blandt disse a~bildninger dan-

ner et ideal i denne ring.

27. Lad ~ :V ~ V, n E N, og ~:V~ V være lineære operatorer in
et vektorrum V med indre produkt. Det ~orudsættes, at
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lim sup IIf(x) - f (x)1I = O.
n -? ooll2SII=1 - n -

AG III, 16, øv. 27-28

Vis, at hvis rummet V er fuldstændigt og operatorerne f ,n
n E N, er totalkontinuerte, vil f også være totalkontinuert.

28. Om en lineær operator f':V -? V i et fuldstændigt vektorrum V

med indre produktforudsættes, at den har en adjungeret fl:

V -? V. Vis, at hvis en af operatorerne f, flof, f' er total-

kontinuert, er de to andre også totalkontinuerte.
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II vektor
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nulløsning III, 4,12
nulmatrix III, 6,6

nulpunkt III, 4,5
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II gruppe elements II, 2112,
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ordningsrelation I, 7,14
organiseret mængde II, 1,10
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\I parallelknippe III, 3,2
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overdækning af nængde I, 3,5

overskudsmængde I, 3,4
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parallelaksiom
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parallelknippe
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parallelogram
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parameterfremstilling for en linie

parametre, elimination af
partiel (=delvis) ordningsrelation
parvis disjunkte mængder
permutation

" , lige, ulige
permutations fortegn
permutationsgruppe
plan, ligning for en

" , orienteret
ti , parameterfremstilling for en

polyederflade
polyederflades volumen
polygon
polygons areal
polynomium, karakteristisk
potens, afbildnings

" ,gruppeelements
potensregler for afbildninger

" "translationer
" i gruppe

produkt af matricer

Il planer

III, 1 , 1
III, 1 , 2
III, 1 , 2
III, 1 , 7
III; 1 , 9
111 I 5,16
III ~ 1O~ 26
III, 2, 1
III, 1 , 7
III, 5, 2
III, 5,16
111,10, 5
111,10,10
111,10,23
III, 1, 8 og 9
III, 5, 5
III, 5, 8
111,11, 7

I, 7,14
I, 3, 5

1,4 , 1 ; I, 6,10
I, 6,16
I, 6,16
I, 6, 1

111,11 ,1O
111,10, 5
III, 5, 8
111,10,28
111,10,28-29
111,10, 6
111,10, 6-7
111,11 ,13

I, 4, 4
II, 2, 2

I, 4, 7; I, 6, 7-8
III, 2, 7 og 10
II, 2, 2

III, 6, 6
I, 7, 1

ti plan""

" mængder

Il

"



Mat. 1, 1960-61 AG, indeks

relations graf
repræsentant for sideklasse

Il antisymmetrisk,
Il

~ binær
ti invers
Il ordnings-;

Il refleksiv,
Il symmetrisk,
Il transitiv

" ækvivalens-

gang, affin afbildnings
Il , lineær afbildnings
Il matrices

" , vektormængdes
reduktionsdeterminant
reelt talrum
refleksiv relation
regulær matrix
regulær-ækvivalente matricer
regulært element
relation

restklasse
restriktion, afbildnings, funktions
rod, karakteristisk

" , multiplicitet af
rodmultiplicitet af egenværdi
rum, punkt-

Il , tal-
li , vektor-

række (i en matrix)
rækkematrix
rækkerang, matrices

III, 8, 4
III, 7,10
III, 7,1 0,1 3-1 4
III, 4,14
III~11 ;12
III, 4, 7

I, 7, 9

III, 6 f 9
III; 7,14
II, 1, 4

I, 7, 6
I, 7~13

I, 7t15
I, 7, 7
I, 7;14
I, 7, 9
I, 7, 9
I, 7,10
I, 7,10
I, 7, 7

II, 2, 5

I, 7,13
II, 2, 8

I, 4, 1

111,11,13
111,11 ,13
111,11 ,14
III, 1, 1
III, 4, 7
III, 4, 1
III, 6, 3-4
III, 6, 4
III, 7,13

ækvivalensklasse"Il

Sammenhørende orienteringer
sammensætning af afbildninger
selvmodsigelse
sideklasse
sideunderrum
singulær matrix

111,10,27
I, 4, 3
I, 1, 4

II, 2, 5
III, 4,13
III, 7,20



Mat ~ 1, 1960-61

skalar
skalarsystem
skalarsystems midtpunkt
skævsymmetrisk bilinearform

" multilinearform
speciel lineær gruppe
spektrum

spor) mat:rices
stedvektor
symmetrisk gruppe

11 relation

søjle (i en matrix)
søjlematrix
søjlerang, matrices

AG, indeks

III, 4, 1; III, 5,11
III, 5,11
III, 5,12
111,10, 2
111,10,12
111;10,26
III, 7,20
111,11 ,16
III, 5,11

I, 6, 1

I, 7, 9
III, 6, 3-4
III, 6, 4
III, 7,10

trekants areal
trekantsmatrix
tyngdepunkt
tællelig (=numerabel) mængde

11 ~1 højre, i gruppe
ti , venstre, i gruppe

translationsretning
transponeret matrix
transposition (speciel permutation)
trekant

Tallegeme
tautologi
tensor (= lineær afbildning)
tetraeder

" , o~:'ienteret

tetraedergruppe
tetraeders volumen
tom mængde
total (= fuldstændig) ordningsrelation
transformation
transformationsgruppe
transitiv relation
translation

il , orienteret

III, 2,13
I, 1, 4

III, 7, 1

III, 5,16
111,10,27

I f 6,18
111,10,27

I, 2, 3
I, 7,14
I, 6, 1

I, 6, 1

I, 7,10
III, 2, 1

III, 2,19
III, 2,19
III, 2, 3
III, 6, 5

I, 6,12
III, 5,15
111,10, 6
111,10, 6
111,10,16
III, 5 7 12

I, 5, 3



Mat n 1, 1 960-61 AG, indeks

Qdsagn
ud skiftningssætning

uendelig mængde

ulige permutation

underdeterminant

undergruppe

11 ? normal (= invariant)

undergrup:;:J9s indeks

underrum (i 'Tektorrum)

unimodnlar gruppe

u:':livSTsalmængde

I, 1, 2

III, 4,16

I: 2, 2

I, 6,16

III ~ 10,21
,

I, 6, 1; II, 2, 2 og 6
II, 2, 6

II, 2, 8
III j 2,14; III, 4, 3

111,10,26

I ~ 3, 1

vektorfunktJon~ lineær

Vandermonde ·-det erminant

vekcor

vindskæve linier

volumen, polyederfJ.ades

volumenfaktor

volumenmål for parallelotoper

volumsntro afbildninger

III, 2 b11 ;

III, 2,11 ;

III, 2,12 ;

III, 2,12 ;

111,10,22

III, 4, 1
III, 4, 5
III, 4, 2

III, 4, 2

III, 5 ~ 11

III; 7, 1

III, 8, 1

III, 2,13; 111, 4, 1

111,10,24

III ~ 4,14
III, 5, 1

II, 2, 4

II, 2,19

III, 1, 4

111,10,28-29

111,10,27

111,10,25 og 30

111,10,10

111,10,26 og 30

, induceretIlIl

trans~.ation i gruppe

.' tO'i~raec1ers

? geometrisk
laodsat

,) ulll,o,

sted·-

II

It

It

Il

II

Il or5.enteret
vektorrum

vektorrwns dimension

vektors koordinater

7eu8t1'e s::i.deklasse

Wrorski-determinant I I I , 10, øv < 29

;{~gte de1:æ'X::Dgde
ækvivalensk=_asse
ækvivalen81~elation

ækvivalente (=lige mægtige) mængder

I, 2, 4

I, 7,13

I, 7,10

I, 5, 2



Mat.,1, 1960-61 AG III

Rettelser.
-)

1IL,8,,10, linie 6-5 f.,n. læs: 1(0), f(X), :Jr.ep(OX) il. stedeit :ilor
~

(O)" (x) ,:fi (ox) li>

rlI,8" øv li> 7, linie 2 1Jæs: E1 på E1 :il stedet for E1 ind i El/)

111,10,2, l:Lx:rd.e 1 ms: = F(~+::t:!2';~2) = i stedet for

= F(!!;11+).~ ,,111) :::: ..

111"10,,3,, liJmie 3 læs: F(~1'~2) i stedet for :t'·(~1,Q.2);

ltmi.e 4 læs: u 21u 22 :il stedet for lJL'2 ,,1JL22 ()

III ,,1 0"11,, sidste li.ir:rlie læs: Ar,§.. og Il ll,t :iL sitedet :fior r.§; og "~O'

111.,,10,,12, limrrie 5-4 f~nlF skal wære:

F( ••• ,Uc.+,AR.. , ••• ,U., .,~.)
'-JL -J]' -J '

= F( .... ,~ ,...... ,. u'J': "O •• ) + AF( ..... "u~J~ " • a • " 'uv-jj" O lO' .,) •
~ ~i --~

L1I,,10,;19, l:Lmie 4 læs: g/i iL stedet for =l:iL"
, . . 1 -,..... -)-:::-t

111".10, øv. 'Z" lJ.11l1.6- 3 fan.. læs: = - '6 F(AB"CD"PQ) :ii sitedet for

1. F== 6 •.•.

II1~10~ øw. æ4: de~ ~edie elenent i deteroi!k~ntens mæstsidste

række skal v~re (~;)! i s~edet ~or (n:1)! &

111,.10, OVe 29, sidste linie JJæs: (BeniVt ov. 28) i. stedet :Jr.or

( ••• 27).

III, 11 ,3" linie 4 f.m", skal wære

de~(~ 1.···'~ r)x. = __--'-.;......__.....~:__:_;.....,.-b~..:-.._.......;..-~_-J",;~;;;...........J.,,;;;;...,..;---~-
IL

IU,11,,8, li:rm.e 6 f.rr. læs (wt ,w2)=!=(0,0) i stedet for (ai ,a2 )

~ (0,,0»).

III~1i". OWe 3. Til:1loj efter natricem: idet de konplekse tals

legene lægges til grund ..

1.>
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