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Kap. I. Mængder, afbildninger, relationer. 

§ 1. Matematisk logik. 

I matematikken benytter man som bekendt et stort antal tegn 

med nøje aftalt betydning. Formålet er dobbelt; dels tilstræbes 

overskuelighed og bekvem udfØrelse af maternatiske udregninger, 

dels utvetydighed og nøjagtighed i formuleringen af matematiske 

sætninger. 

Ved nedskrivningen af en matematisk sætning benyttes foruden 

matematiske symboler sædvanligvis ord og vendinger fra daglig

sproget, tjenende til at bygge sætningen op af mere elementære 

dele. Som eksempel kan nævnes: ••• og ••• , ••• eller ••• , ••• ikke 

••• , hvis ••• så ••• , ••• netop hvis ••• , for ethvert ••• gælder ••• , 

der findes et ••• således at •••• Der er imidlertid intet til hin

der for, at man også for sådanne vendinger benytter særlige tegn. 

Formålet er det samme som for anvendelsen af de sædvanlige 

matematiske symboler. Specielt benytter man ved indførelsen af 

sådanne tegn lejligheden til nøje at præcisere betydningen af 

hvert enkelt, således at den tvivl, der undertiden kan være om 

den nØjagtige mening med den tilsvarende sproglige vending, ik

ke opstår for symbolets vedkommende. Det understreges, at der 

således ikke blot er tale om stenografi. 

Læren om brugen af disse tegn kaldes matematisk logik, un

dertiden symbolsk logik eller logikkalkyle. Begrundelsen er, at 

der er tale om logik udtrykt i formelsprog efter matematisk for

billede. Som grundlægger af den matematiske logik regner man 

George Boole, -1847 udkom "The mathematical analysis of logic, 

being an essay towards a calculus of deductive reasoning 11
• 

Den matematiske logik falder i to hovedafsnit, udsagnskal

kylen og prædikatkalkylen. 
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A. Udsagnskalkælen 

er læren om sammenknytning af udsagn til nye, mere sammensatte 

udsagn. 

Vi vil i første række tænke på matematiske udsagn uden her 

at gå ind på, hvad der skal menes hermed. Som eksempler kan nævneE 

11 2 er større end -1", "223°9-1 er et primtal 11
, "alle trekanter er 

ligebenede 11
• For de udsagn, der tages i betragtning, går vi ud 

fra, at hvert kan siges at være enten sandt eller falsk, men ik

ke begge dele. Det kommer herved slet ikke an på, om vi er i 

stand til at afgøre, om et forelagt udsagn "i virkeligheden;' 

er ~ndt eller falsk; forelØbig behøver vi end ikke at tænke på, 

hvad 11 sandt 11 og "falsk" i grunden betyder. 

Af udsagn dannes nye udsagn på fØlgende måder: 

1. Ethvert udsagn har en negation. Negationen til "2 er større 

e~1d -1 11 skrives 

"-.(2 er stø:rre end -1)" eller "non(2 er større end -1) 11 

og læses 11 2 er ikke større end -1 11
• 

2. Af to vilkårlige udsagn dannes et nyt, kaldet deres konjug!

tion. Man skriver konjunktionenved at sætte tegnet 11
/\

11 mellem 

de to udsagn, f. eks. 

11 (2 er større end -1) 1\ (223°9-1 er et primtal) 11
• 

;r/\ 11 læses 11 og". 

3. Af to vilkårlige udsagn dannes et nyt~ kaldet deres dis

junktion. Man skriver disjunktionen ved at sætte tegnet 11 v 11 mellem 

de to udsagn, f.eks. 

11 
( 2 er s tørre end -1 ) v ( 223°9-1 er et primtal)". 

11v 11 læses neller 11
• Hertil er at bemærke, at i dagligsproget 

bruges ordet "eller" i to betydninger: "netop en af delene 1
' og 

11mindsten af delene 11
; man har valgt at give "v" den sidste be-
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tydning, idet det giver de mest bekvemme "regneregler 11 (se især 

stykket om dualitet længere fremme). En disjunktion er altså 

sand, når mindst et af de to sammenknyttede udsagn er sandt. - I 

matematikken holder man sig gerne til at benytte ordet 11 eller" 

med samme betydning som "v' 1
; "2 er et lige tal eller (2 er) et 

primtal 11 er således et sandt udsagn. 

4. Af to vilkårlige udsagn dannes et nyt, kaldet en implikation 

Herved er de to udsagns rækkefølge væsentlig. Man skriver impli

kationen ved at sætte tegnet "=>" mellem de to udsagn, f.eks. 

"(2 er større end -1 )=>(2 23°9-1 er et primtal) 11 
e 

i
1=> 11 læses "medfØrer", 11hvis ••• så ••• 11 el. lign. Disse ord må ikke 

forlede til den forestilling, at talen er om, hvorvidt det andet 

udsagn logisk fØlger af, er en konsekvens af det fØrste, - tvært

imod kan en implikation dannes af hvilkesomhelst to udsagn; hvor

når den skal regnes sand, hvornår falsk skal vi gøre rede for om 

lidt .. 

5. Af to vilkårlige udsagn dannes et nyt, kaldet deres biim

plikation. Man skriver biimplikationen ved at sætte tegnet 11<=>" 

mellem de to udsagn, f.eks. 

11 (2 er større end -1 )~(223°9-1 er et primtal)". 

"<==>" læses 11hvis og kun hvis", . "da og kun da hvis 11 el. lign. 

En konjunktion er sand, netop hvis begge de indgående udsagn 

er sande. En disjunktion er sand, når mindst et af de indgående u 

sagn er sandt. Et afgØrende trCBk er, at 11 sandhedsværdien11 af det 

sammensatte udsagn i hvert af disse tilfælde er bestemt alene ved 

sandhedsværdierne af de indgående udsagn, nemlig efter fØlgende 

skemaer: 

1\ f s v f s 

f f f f f s 

s f s s s s 
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Vi ~astsætter nu, at sandhedsværdien a~ en implikation og en 

biimplikation ligeledes skal være bestemt alene ved sandhedsværdi· 

erne a~ de indgående udsagn, nemlig e~ter ~Ølgende skemaer: 

==} 

1. udscgn{ ~ 

s 

2. udsagn 
,..--"'----. 
~ s 

s s 

~ s 

<= ~ s 

~ s ~ 

s ~ s 

Også ~or en negation er sandhedsværdien bestemt ved sandheds 

værdien a~ det udsagn, der negeres; de to udsagn har modsatte 

sandhedsværdier. 

Det bemærkes, at udsagn, der er bygget sammen a~ andre, igen 

kan benyttes som byggesten i punkterne 1 .-5., hvorved man kan ~å 

mere og mere sammensatte og komplicerede udsagn ~rem. F.eks. kan 

man a~ de to udsagn "2.2==5" og "3 går op i 9" danne udsagnet 

"2.2=5 <= (2.2=5 ==} -,(3 går op i 9))"; 

dette kan gengives "2.2==5 netop hvis 2-2=5 meMører, at 3 ikke 

går op i 9". røvrigt er det let at danne sammensatte udsagn, som 

det er ganske håblØst at gengive sprogligt på en sådan måde, at 

meningen træder frem; specielt savner man et bekvemt udtryk for 

parenteser. 

Sandhedsværdien a~ et sammensat udsagn afhænger kun af 

11 grundudsagnenes 11 sandhedsværdier, ikke af deres indhold. Kendes, 

som i ovenstående eksempel, "grundudsagnenes" sandhedsværdier, 

kan man nemlig let bestemme det sammensatte udsagns sandhedsværdi 

hertil erstattes hvert "grundudsagn11 med sin sandhedsværdi, hvor

på skemaerne ovenfor bruges som tabeller for "regning" med de to 

sandhedsværdier s og ~. 
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F.eks. er 

11 2·2=5 ~ (2·2=5 =} 1 (3 går op i 9)) 11 

et ~alsk udsagn, hvilket ~remgår a~ udregningen 

~~(~=}~s) = ~~(~~~) = ~~s = ~. 

Foruden de an~ørte tabeller benyttes ved sådanne udregninger 

's=~ og T=s. 

Udsagns~ormer og deres sandhedstavler. 

Udsagnsvariable er blot nogle bogstaver, som ikke i sig skal 

tillægges nogen betydning. Vi vil benytte p,q,r, ••• ; ved at til.-

~Øje indices kan man ska~fe sig så mange udsagnsvariable, man vil 

p 1 ,p2 , •••• Navnet hidrører ~raden anvendelse, vi o~te vil gØre: 

midlertidigt at lade nogle udsagnsvariable betegne bestemte ud-

sagn. 

Udtryk, der er bygget op ved hjælp a~ tegnene 11..,. ti 
,A,V~=}'<==} 

ud ~ra udsagnsvariable i stedet ~or ud fra udsagn, vil vi kalde 

udsagns~ormer. Eksempler: 

11 q il ' "p=} q 11 ' 11 p<==} (p=} q) 11 • 

En udsagnsvaribel regnes også ~or en udsagnsform. 

Man ser, at en udsagnsform, idet Øjeblik man lader hver a~ 

de indgående udsagnsvariable betegne et bestemt udsagn, selv vil 

udtrykke et bestemt (sammensat) udsagn. 

Lader man i stedet hver af de indgående udsagnsvariable 

betegne en bestemt sandhedsværdi, dvs. indsættes sandhedsværdier, 

~år man en bestemt sandhedsværdi ud. For en vilkårlig ~orelagt ud· 

sagns~orm kan man opstille en sandhedstavle, der angiver resulta-

tet ~or hver af de mulige indsætninger a~ sandhedsværdier. F.eks. 

har p~(p~~) sandhedstavlen 
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p q p~(p~ ..... q) 

s s f 

s f s 

f s f 

f f f 

' 

som man bekvemt kan danne ved at indskyde nogle mellemkolonner: 

p l q 11 ...,q l p~ -'~q l p~(p~""'~q) 

s s f f f 

s f s s s 

f s f B f 

f f s s f 

Vi understreger: Når et sammensat udsagn fremgår ved at 

indsætte enklere udsagn for de udsagnsvarible i en u~~sfor2g, 

da fås det sammensatte udsagns sandhedsværdi ved i stedet at ind

sætte de respektive sandhedsværdier. 

F.eks. fremgår udsagnet 

n2.2=5 ~ (2·2=5 ~ 1 (3 går op i 9))", 

når man i udsagnsformen 

"p~(p~•q) 11 

indsætter 11 2•2=5" for p og 11 3 går op i 9" for q, medens udsag

nets sandhedsværdi 

f~(f~~s), dvs. f, 

fås ved for p og q at indsætte sandhedsværdierne af "2·2=5 11 og 

11 3 går op i 9 11
, dvs .. henholdsvis f og s. - Når, som i dette ek

sempel, udsagnsformens sandhedstavm allerede er udregnet, kan 

man naturligvis aflæse det sammmensatte udsagns sandhedsværdi på 
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den plads i tavlen, der hører til de foreliggende udgangsværdi

er, her (p,Q)=(f,s). 

En praktisk bemærkning: Ved parenteser angives, hvorledes 

en udsagnsform eller et sammensat udsagn skal læses. For at illld

gå for mange parenteser har man fastsat, at "A" og "v" binder me

re end "=*rr og"~"; f.eks. er "pvQ=*r" det samme som "(pvQ)=*r". 

Står der ingen parentes efter 11
,

11
, hØrer tegnet til den umiddel

bart fØlgende udsagnsvariabel; ""J>vQ" er det samme som 11 (ip )vQ". 

Tautologier. 

Vi skal nu forklare, hvad der menes med, at et (sammensat) 

udsagn er sandt "af rent (udsagns-)logiske grunde". Til indled

ning et par eksempler på sådanne udsagn: 111r=>/2 eller 1rfV2'11
, alt

så 

11 
( TT=\12 ) V -; ( TT=\/2) 11 

; 

''hvis 2+2=4 eller 2+2=5, så vil, hvis 2+2 ikke er 4, 2+2 være 5", 

altså 

11 
[ ( 2+2=4 )v ( 2+2=5) ]=*[-,( 2+2=4 )=*( 2+2=5) J 11

• 

En udsagnsform kaldes en tautologi, når dens sandhedstavle 

har lutter s'er. Der vil da fremkomme et sandt udsagn, ligegyldi~ 

hvilke udsagn, der indsættes for de udsagnsvariable. 

Eksempler på tautologier: 

''pv-.p", "(pvQ)=*(~Q)". 

Vi anfØrer bestemmelsen af sandhedstavlen for den sidste udsagns

form: 
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p q_ pvq_ 'P -"~p=} q_ ( pvq_)=}(-tp=}q_) 
. ~ __ , 

-· 
s s s f' s s 

---· 
s f' s f' s s 

- --·· - •c- f-·----
f' s s s s s 

~- -
f' f f' s f' s 

- - -·----·----~ 

Et (sammensat) udsagn, der kan f'remkomme ved indsættelse 

af' enklere udsagn i en tautologi, er nu netop, hvad man regner 

f'er et udsagn, som er s:::.c1dt af rent (ud.sagns-)logiske grunde. 

Indsættes 117T=·./2" f'er p i tautologien 11pv'P", fås udsagnet 

1111-\/'2 eller 11+!2"; det andet indledningsvis novnte udsagn f'rem-

kommer 7 når man indsætter 11 2+2=4" og 11 2+2:-::5 11 f'er p og q_ i 

Undertiden taler man også om en tautologi efter, at ind·-

sætning er foretaget. 

En udsagnsform, hvis sandhedstavle har lutter f''er, kaldes 

Ækvivalen~e uds~gnsfo!P~~· 

To udsagnsformer kaldes ækv~JL~lente~ når deres biimplikation 

er en tautologi: Eksempelvis er "-"'CPvQ) 11 ækvivalent med 11'1;>A-"'q11
, 

da 

er en tautologi: 
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p q -,(pvq) ...,p/\""""'~q '(pvq)=('PA~) 
....... ~ . 

s s f' f' s 

s f' f' f' s 

f' s f' f' s 

f' f' s s s 

Betingelsen for, at man får lutter s'er, når man danner 

biimplikationens sandhedstavle, er åbenbart, at de to udsagnsf'9L" 

mer har ens sandhedstavler. Dette kunne derfor også være benyt

tet som definition af' ækvivalens. -Heraf' fremgår umiddelbart, 

at to udsagnsf'ormer, som er ækvivalente med samme tredie, er 

indbyrdes ækvivalente. -Den sidste definition må dog fortolkes 

på passende måde, når de to udsagnsformer ikke rummer helt de 

samme udsagnsvariable. Eftervis som eksempel 

"'( (p=}q)Ar )=}'q" eq '' q=}r 11
• 

11 ey_" benytter vi her i udsagnskalkylen (senere også i prædikat

kalkylen) som forkortelse for 11 er ækvi valer:t; med 11
• 

Det er vigtigt at være fortrolig med en række ækvivalen

ser mellem simple udsagnsformer. Foretages nemlig en samtidig 

indsætning af' udsagn i to ækvivalente udsagnsf'ormer, fås sam

mensatte udsagn , der "siger___E!:et samme", eller, anderledes ud

trykt: hvor det ene kan opfattes blot som en omf'ormul~ing af' 

det andet; sådanne omf'ormuleringer må en matematiker være for

trolig med. 

Eksempelvis: Idet 11 '(pvq)" eq 111pA-1q 11
, kan "det er ikke 

tilfældet, at 2 er lige eller 7 et primtal 11 omformuleres til 

il2 er ikke lige, og 7 er ikke et primtal 11
ø 

Vi fremhæver især fØlgende ækvivalenser: 
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1 • ' 

Den fælles sandhedstavle er 

p q 

s s s 

s f f 

f s f 

f f s 

Eksempel. For en given trekant ABC med sider a, b og c kommer 

det ud på et at sige "a=b netop hvis LA=LB" eller 11 hvis a=b' så 

erLA=LB, og hvis LA=LB, så er a=b 1
'. (Den fælles påstand er 

iØvrigt sand, ligegyldigt hvilken trekant vi betragter, men det 

er her uvæsentligt). 

2. 

Den fælles sandhedstavle er 

p q 

s s s 

s f f 

f s s 

f f s 

Disse ækvivalenser angiver den betydning, vi ti l lægger ;r=>", 

11hvis ••• så •• • 11
, brugt mellem Ud.§.agn. At påstå 

"hvis 7 går op i 1797, så er 1797 et sammensat tal;' 

kommer ud på at hævde, at ikke begge de fØlgende udsagn er san

de: 11 7 går op i 1797" og 11 1797 er ikke sammensat", altså at hæv

de 

~~'""'(7 går op i 1797 1\ 1797 er ikke sammensat)". 

Dette kan også formuleres: 

"7 går ikke op i 1797 v 1797 er sammensat 11
• 
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Denne brug af "hvis ••• så ••• ", som vi her gørj altså som gan-

ske ensgyldigt med "ikke ••• eller ••• ", virker i reglen stødende 

påbegynderenø Han accepterer gerne, at "hvis ••• så ••• 11 kan over-

sættes til 11 ikke ••• eller ••• 11
, men ikke det omvendte: det fØles 

unaturligt at danne implikation af hvilkesomhelst to udsagn, 

f.eks. 

"hvis 2. 2= 5, så går 3 op i 9", 

medens han ikke har noget imod 

"2·2 er ikke 5 eller 3 går op i 9". 

De ekstra betingelser, han fØler bØr være opfyldt for dan-

nelsen af en implikation, det være sig en logisk sammenhc.Jng el-

ler hvad han nu vil forlange, er imidlertid så vage eller så 

komplicerede (jvf. slutningen af stykket om prædikater længere 

fremme), at man har bestemt sig for at skyde dem helt til side. 

Kun herigennem opnås en udsagnskalkyle, som er til at arbejde mec 

Han må altså vænne sig til, at "hvis ••• så ••• " bruges som binde-

middel mellem vilkårlige to udsagn, hvorved altid fås et nyt ud-

sagn; dette kan så være sandt eller falsk. 

Af ækvi valenserne 1. og 2. fremgår, a t tegnene 11~ 1 ' og li=>" 

kunne undværes. Idet 

3a. 

3b. 

ser man i Øvrigt, a t yderligere et vilkårligt af tegnene 11
/\

11 og 

11 v 11 er undværligt, således at man kan nøjes med u-,,v11 eller med 

4a. 

4b. 

de Morgans regler, der kan opfattes som regler for negering af 



Mat.1, 1962-63 AG I, 1 , 12 

en konjunktion, henholdsvis en disjunktion, indses som sædvanlig 

ved opskrivning af sandhedstavler. De kan dog også afledes af 3a 

og 3b. ved benyttelse af 

5. 

6a. 

6b. 

I kraft af 

11 pA(qAr) 11 eq "(pAq)Ar 11
, 

·"pv(qvr) 1
' E:.q "(pvq)vr", 

(associativitet) 

behøver man i en konjunktion, henholdsvis disjunktion, af flere 

udsagn ikke at bekymre sig om parenteser; rækkefØlgen er også 

ligegyldig, idet tillige 

7a. 

7b. 

At hævde 

"pAq'' e q "Q/\P Ir' 

upvq" e q 11 qvp". 
(kommutativitet) 

vil sige at påstå, at hvert af de enkelte udsagn er sandt; at hæ' 

de 

11 (2.2=5)v(7T=V2)v(7 er lige)v(2·3=6)" 

vil sige at påstå, at mindst et af de enkelte udsagn er sandt. 

Lad os til slut notere fØlgende ækvivalenser: 

8a. "(pAq)v(pAr) 11 e q 11 PA ( qvr) 11 
, 

8b. 11 (pvq)A(pvr)" e q "pv(qAr)", 
(distributivitet) 

9. "p=}q'' e q 11--,q=} 'P 11 ' (kontraposition) 

10. "p=}( q=}r) ,, e q ,,p/\q=}r", 

11 • "p~ q" e q li q~plf. 

Dualitet. 

de Morgans regler, 4a. og 4b., er specielle tilfælde af 

fØlgende almindelige regel (der iøvrigt kan afledes af dem): 
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For en vilkårlig udsagnsform dannet g!ene ved hjælp af teg-

nene 11 ...,,/\,v 11 fås en med negationen ækvivalent udsagnsform ved, 

at man erstatter hver udsagnsvariabel med dens negerede og 

samtidig ombytter tegnene 1
'/\" og "v 1

'. 

Som eksempel på reglens anvendelse vil vi aflede rekvivalen-

sen 8b. af 8a. Anvendes sidstnævnte på '"p,-"~q,--,r 11 i stedet for 

IfØlge vor regel er nu 

og 

"-,[ (pvq)A (pvr) J 11 eq 11 (--.PA-'\q)vC'pA_,r)" 

"...,[pv(qAr)]" eq "'""~p/\(-.qv-,r)", 

hvorfor 

og dermed 

'' (pvq)A(pvr) tr eq t'pv( qAr)" • 

På samme måde kan det vises helt generelt, at en ækvivalens 

mellem to udsagnsformer, som begge er dannet alene ved hjælp af 

tegnene "....,,A,v 1
', atter går over i en ækvivalens ved ombytning 

af 11
/\

11 og ;'v". To ækvivalenser, der fremgår af hinanden på den-

ne måde, kaldes duale. Eksempler er alle med a og b mærkede par 

~f ækvivalenser ovenfor. 

(Udsagnslogiske) konsekvenser af givne forudsætninger. 

Logikkens hovedemne er problemstillingen: forudsætninger -

konsekvenser. 

Nu er udsagnskalkylen kun den allerenkleste del af den mate 

matiske logik og slet ikke dybtgående nok til i almindelighed at 

kunne gøre rede for matematiske fØlgeslutninger; begrænsningen 

ligger i, at man ikke indenfor udsagnskalkylen analyserer et ud-

sagn dybere end til de udsagn, det evt. er bygget op afo 
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Visse enkle slutninger foretages dog på udsagnskalkylens 

grund. Lad os som eksempel studere, hvilke konsekvenser der kan 

drages af forudsætningerne 

a. "hvis 2·2=3 og 7+5=8, så er 9 et lige tal", 

b. 11 9 er ikke et lige tal", 

når man ser bort fra indholdtl af udsagnene "2· 2=3'', "7+5=8 11 og 

"9 er et lige tal''. Specielt kan vi spØrge: kan man slutte 

c. "2·2t3 netop hvis 9 er lige". 

Hertil bemærkes: a., b. og c. fremgår af udsagnsformerne 

når man lader p, q og r betegne henholdsvis "2. 2=3'', 11 7+5=8" og 

11 9 er et lige tal''. Vi opskriver sandhedstavler: 

li 

s s si s f f 

s s f f s 

l 
s 

s f s s f f 

s f f s B s 

f s s s f s 

f s f s s f 

f f s s f s 

f f f s s f 

det givne er, at vifur p,q,r har at gØre med en af kombinatio

nerne sff, fsf, fff, og spØrgsmålet er så, om der herved sikres, 

at ;r.,p~r" har værdien s. Det er, som et blik på nederste række 

i tavlen viser, ikke tilfældet, Vi vil derfor ikke regne 111p~r" 

for en (udsagns)logisk konsekvens af 11 p/\q=*r" og "'r", og dermed 

heller ikke c. for en (udsagns)logisk konsekvens af a. og b. 
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En udsagnsform siges altså at være en udsagnslogisk konse

kvens af visse andre udsagnsformer (forudsætninger) 1 når den har 

s i sandhedstavlen overalt, hvor alle forudsætningerne har det 

(gerne endnu flere steder). -Danner man konjunktionen af alle f 

forudsætningerne og forbinder denne til den formodede konsekvens 

med et implikationstegn, i eksemplet 

" [ (pAq_=>r )A-<~r J => ['"lp<=::>r] 11
, 

er betingelsen altså, at der opstår en tautologi. 

Man taler ~gså om udsagnslogisk konsekvens, efter at 

udsagn er indsat for de udsagnsvariable. 

Vi anfører et par hyppigt benyttede slutningsmåder: 

1. Af 11 p 11 og "p=>q11 kan sluttes 11 q" (modus ponens), 

thi 

er en tautologi. 

2. Af 1'eqrr og 11 q=>r 1
' kan sluttes "P=>r" (kædeslutningsregel), 

thi 

er en tautologi. 

Endvidere bemærkes: Idet 11 (pX4 p )=>q11 er en tautoløgi, har 

man, at af et udsagn og dets negation er et hvilketsomhelst ud

sagn en konsekvens. Et helt afgørende spørgsmål vedrørende en 

matematisk teori er derfor, om den rummer en modstrid; gør den 

det, vil den være uden nogensomhelst værdi. 
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B. Prædikatkalkylen. 

Prædikater (åbne udsagn). 

Lad os eksempelvis betragte den velkendte matematiske sæt

ning: "hvis et primtal går op i et produkt (af to naturlige tal), 

så går det op i mindst en af faktorerne 1
'. 

Sætningen kan også formuleres: 11hvis x er e t primtal og 

x går op i yz, så går x op i y eller x går op i z 11
, - når det 

tilfØjes (eller underforstås), at x, y og z refererer til de 

naturlige tal 1,2, •••• Denne sidste formulering vil vi studere 

lidt nøjere: 

Man bemærker, at de dele, der er knyttet sammen ved hjælp 

af 11hvis ••• så ••• 11
, "og11

, "eller", nemlig "x er et primtal'', 

"x går op i yz", 11 x går op i y", "x går op i z", slet ikke er 

udsagn; ingen af dem kan siges at være sand eller falsk. Dette 

hænger sammen med, at de indeholder individvariable, nemlig x, 

y og z. 

Vi kan f.eks. betragte 11 x er et primtal". Ganske vist er de1 

ikke et udsagn, men i det Øjeblik man lader den individvariable 

x betegne et bestemt naturligt tal, dvs. indsættes for x et na

turligt tal, da får man et (sandt eller falsk) udsagn: a3 er et 

primtal'', "4 er et primtal 11
, 

11 1 5 er e t primtal 11
• Vi vil sige, a t 

11 x er e t primtal" er e t åbent udsagn eller e t prædikat med Em 

individvariabel refererende til Q.ndi vid) området de naturlige tal. 

- Tilsvarende er "x går op i yz 11 et prædikat med tre individva

riable: så snart der for x, y og z indsættes naturlige tal, fås 

et (sandt eller falsk) udsagn, f.eks. 11 7 går op i 2.6 11
• 

Også prædikater forbindes med tegnene 11 ',A ,v,~ ,=1
' eller 

med de tilsvarende ord, hvorved igen fås åbne udsagn. Af ;rx er 

et primtal", 11 X går op i yz 1
' kan man således danne 
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( 1 ) "x er et primtal og x går op i yz''; 

af "x går op i y'', "x går op i z" dannes f .eks .. 

(2) itx går op i y eller x går op i z·'. 

Videre kan man danne "(1 )=>(2)", altså 

(3) "(x er et prirntal)A(X går op i yz) 

=> (x går op i y)v(x går op i z)", 

i ord: "hvis x er e t primtal og x går op i yz, så går x op i y 

eller x går op i z". 

For såvel (1) som (2) forholder det sig således, at visse 

indsætninger for de variable giver et sandt, visse et falsk ud

sagn. For (3) derimod giver en hvilkenso~he~§t indsætning et 

sandt udsagn: Enhver indsætning, der gør (1) sand, gØr også (2) 

og dermed (1)=>(2) sand, medens indsætninger, der gØr (1) falsk, 

jo automatisk gør (1 )=>(2) sand ifØlge tabellen for ;v=>n. Vi vil 

sige, at (3) er gyldig inden for de naturlige tals område. 

Generelt vil vi sige, at et prædikat er g~§igS, når det 

går over i et sandt udsagn for en hvilkensomhelst indsætning for 

udsagnets individvariable. Herved må det$ medmindre misforståel

ser er udelukket, for hver variabel angives, fra hvilket individ

område indsætning skal tages i betragtning. 

Eksernpelv:is er 

"x(y+z) = xy+xz" 

gyldig i de naturlige tals område, ligeså inden for de rationale 

tal. 

er gyldig, når f.eks. x refererer til positive tal, m og n til 

hele tal (positive, negative samt O). 

Mange maternatiske sætninger formuleres, ligesom den sætning, 



\. 
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hvori vi tog vort udgangspunkt, som gyldige implikati~, alt

så på formen (1)~(2), hvor (1) og (2) er åbne udsagn. Gyldighe-

den kommer her ud på, at enhver indsætning, der tilfredsstiller 

(1), også tilfredsstiller (2). 

Eksempler: 

"a<b 1\ c >0 => ac<bc 11 
, 

altså 11 hvis a<b og c>O, så er ac<bc", er gyldig f.eks. i de ra-

tionale tals område. 

11 f er differentiabel i x ~ f er kontinuert i x;' 

er gyldig, idet f refererer til reelle funktioner defineret på 

et interval I, medens x refererer til I's punkter~ 

Anvendelsen i gyldige implikationer er nok den brug af 

iihvis ••• så 11
, "~", som fØles mest naturlig af' den ikke speciel t 

logisk skolede. Det ville imidlertid være meget ubekvemt kun at 

benytte " i l ~ 

Kvantorer. 

i denne sammenhæng. 

Hyppigt forekommende vendinger i matematikken er 11 f'or enhve 

gælder ••• " og "der findes (mindst)et ••• således at ••• ;r. De angive 

i den matematiske logik ved tegnene 11 V" og 113", kaldet henholds-

vis alkvantor og eksistenskva~~· 

Som eksempel kan vi betragte udsagnet 

"ligningen 2x
2

-3x+1=0 har en reel rod 11
• 

Det betyder 

"der findes (mindst) et reelt tal x, således at 

2x
2

-3x+1 =0'', 

hvilket skrives 

Man må dog, hvis det ikke fremgår af sammenhængen, yderligere 
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anføre det individområde 9 - her mængden R af reelle tal -, hvor-

om talen er. Man skriver da 

113RX [ 2x
2

- 3x+1 =0] 11 eller 113xER [ 2x
2

- 3x+1 =0] ;r. 

Betydningen af 

ifV'Rx[2x
2

-3x+1 =0 ]" eller 11 \ixER[2x
2

-3x+1 =0] 11 

2 
er: "for ethvert reel t tal x gælder 2x - 3x+1 =0 1

', dvs. "ligningen 

2x
2

-3x+1=0 tilfredsstilles af ethvert reelt tal 11
• 

Medens 11 2x
2

-3x+1=0 11 er et prædikat med en variabel, x, har 

vi 9 når "3Rx", henholdsvis "VRx 11
, sættes foran, et udsagn, sandt 

i fØrste tilfælde, falsk i andet. Vi siger, at den variable x hel 

optræder bundet. Når vi vil understrege, at en individvariabel 

ikke er bundet af en kvantor, siger vi, at den er fri. 

Binder man i et prædikat med to frie variable den ene med 

en kvantor, fås et prædikat med en fri variabelo Eksempelvis er 

der i "x2 +y2 >1", hvor både x og y tænkes at referere til de reel· 

le tal, de to frie variable x og y, medens 

"V'y[x2+y2>1]" 

er et prædikat med den ene frie variabel x, iØvrigt falsk for 

-1~x~1 9 ellers sandt. Bindes også x, fås et udsagn; således er 

113x\iy[x
2 

+y
2

>1 ] 11 

et sandt udsagn. 
~ 

Generelt anbringes en kvantor foran et prædikat, hvorved en 

af de frie variable "forsvinder" eller 11bindes". Det er uvæsent-

ligt, hvilket bogstav der bruges for en bundet variabel, blot 

man vælger et, som ellers ikke forekommer i den pågældende sam

menhæng (sml. integrationsvariablen i et bestemt integral og 

summationsindex i en sum som f.eks. 
00 

Når flere kvRntorer fØlger efter hinanden, får man i reglen 
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bedst overblik over meningen som angivet ved fØlgende eksempel: 

11 'dx13x23x33x4vx5vx6 .•• " 

læses "for ethvert x1 findes x2 , x
3 

og x
4 

, således at for et

hvert x 5 og x6 gælder ••• ". Undertiden vil vi også skrive 

Vi bemærker, at en matematisk sætning, der er formuleret 

som et åbent udsagn gyldigt inden for en mængde M, også kan ud-

trykkes som et egentligt udsagn blot ved, at hver af de frie vari 

a ble bindes med kvantoren 11 \fM ;; • 

Gyldigheden af 

"x(y+z) = xy+xz'' 

inden for de reelle tal kan således udtrykkes ved, at udsagnet 

11 \f:RX'v':RY'v':Rz[x(y+z) = xy+xz]" 

er sandt; tilsvarende kan 

"a<b A c>O =:- ac<bc" 

erstattes af 

"Va'v'b'v'c [ a<b A c> O =:- ac<b c J" • 

Prædikatkalkylens regler 

kan angives under benyttelse af prædikatvariable, for hvil

ke konkrete åbne udsagn så kan indsættes. F.eks. angives ved 

"'v'y'dx p(x,y)" eq 11 \fx'v'y p(x,y)", 

113y3x p (x,y) n e q "3x3y p (x, y)", 

at to på hinanden fØlgende kvantorer af samme art uden videre 

kan ombyttes. Her optræder en prædikatvariabel p med to argumen-

ter, x og y. Udtryk som 

"p(x,y)", "vx p(x,y)", "Vy'dx p(x,y) 11 

kalder vi prædikatformer (også når der, som i sidste tilfælde, 
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ved indsætning for de(n) prædikatvarible fremkommer et udsagn). 

I prædikatkalkylen kan man på tilsvarende måde som i udsagns

kalkylen føre begreberne ækvivalens samt prædikatlogisk konsekve~ 

af givne forudsætninger tilbage til prædikatlogiske tautologier 

eller, som man gerne siger, logiske identiteter. I modsætning 

til, hvad tilfældet var i udsagnskalkylen (sandhedstavler! ), 

findes der imidlertid ingen simple kriterier til afgØrelse af, 

om en forelagt prædikatform er en identitet, hvorfor det vil føre 

for vidt at gå nærmere ind på disse begreber. 

Lad os blot nævne, at de ovenfor anfØrte ækvivalenser kommer 

ud på, at 

11 VYVX p(x,y) <=* 't;/x't;/y p(x,y)", 

"3y3X p(x,y) <=* 3x3y p(x,y) 11 

er logiske identiteterG For to kvantorer af modsat art er der 

ikke ombyttelighed: kun 

:r3yVx p(x,y) ~ Vx3y p(x,y) 11 

er en identitet. "Vx3y p(x,y)" er altså en konsekvens af 

11 3YVX p(x,y)'', men ikke omvendt. (Find selv en indsætning, en "in

terpre_t:ation~1, hvor "Vx3y p(x,y):; er sand, mon ''3y't;fx p(x,y)" falsk)-

To vigtige ækvivalenser er 

'''~Vx p(x)" eq "3x ..,p(x)", 

,,.......3x p (x) 11 e q 11 \fx "1p (x) 11 , 

kaldet de Morgans regler, idet de kan opfattes som generalisa

tioner af reglerne med samme navn i udsagnskalkylen. Skrevet på 

formen 

"Vx p(x)" eq """13x '~p(x)", 

11 3lc p(x);' eq "..,Vx .,p(x)" 

viser de i Øvrigt, a t man kunne undvære et af tegnene "V", 113 11
• 

Som eksempel på, hvorledes man af kendte ækvivalenser kan 
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aflede andre, anføres, at 

.,.,'v'X:3y p (x, y) 11 e q 11 3x'v'y lp (x, y)" 

fås ved succesiv anvendelse af de Morgans regler, nemlig 

u-1 'v'x3y p(x,y)" eq 11 3X'-~3y p(x,y)" eq 113x'v'y """1p(x,y);'. 

Generelt har man fØlgende regel: For en vilkårlig prædikat 

form dannet alene ved hjælp af tegnene w-,,1\ 1v ,'v' ,3; 1 fås en med 

negationen ækvivalent prædikatform ved, at hver prædikatvaria

bel (og hver udsagnsvariabel) negeres, medens tegnene 11
/\

11 og "v 

og ligeledes tegnene "'v'" og 113" ombyttes. 

Eksempel: 

"..,'v'x3y[p(x,y)v3z q(x,y,z) ]" eq 113xVy[1 p(x,y)A'v'Z 'q(x,y,z)] 

(Ved hjælp af denne regel kan man overføre udsagnskalkylen 

dualitetsprincip til prædikatkalkylen. de Morgans regler er et 

eksempel på duale .ækvivalenser). 

I almindelighed vil vi i matematikken foretrække det mere 

smidige sædvanlige sprog for den matematiske logiks symboler. 

Det er dog herved en forudsætning, at hver vending, der bruges 

vort "matematiske sprog'' tillægges en eksakt mening, som godt 

kan afvige mere eller mindre fra betydningen i dagligsproget. 

I tvivlstilfælde kan det imidlertid være nyttigt at oversæ 

te til den matematiske logiks symboler. Ved nogle eksempler vil 

vi således vise, hvilken støtte man kan få ved det ellers ofte 

vanskelige problem at finde en korrekt formulering for negatio

nen af mere komplicerede matematiske udsagn: 

1 • Lad E2 betegne mængden af punkter i en plan og 6 mængden 

af trekanter i planen. Afstanden mellem to punkter P og Q i pla 

nenbetegner vi IPQI. Udsagnet 
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"V ABC 3 D ( l AD l= l BD l= l CD l J 11
, ti E2 

dvs. 11 for enhver trekant i planen findes et punkt i planen, 

som har samme afstand fra hver af trekantens vinkelspidser", er 

som bekendt sandt. Negationen, som altså er falsk, kan formule-

res 

"36ABC VE D [ IADI=fiBDI v IBD=fCDI ]"; 
2 

herved er benyttet, at 11 IADI=IBDI=ICDI" er en kort skrivernåde 

f o r 11 l AD l = l BD l A l BD l = l CD l' 1 
• 

2. Med C betegnes mængden af alle komplekse tal, med N mæng

den af alle naturlige tal. Udsagnet 11 hver binom ligning har 

(mindst) en kompleks rod" kan skrives 

"ve:aVf.f13cz[zn = a] 11
• 

Negationen, som er falsk, er 

"3ca3NnVe:z[zn =f a]", 

dvs. 11 der findes et komplekst tal a og et naturligt tal n, så

ledes at zn =f a for ethvert komplekst tal z". Erstattes mæng

den C af komplekse tal med mængden R af reelle tal, bliver ne

gationen sand (a= -1, n= 2), altså det oprindelige udsagn 

falsk. 

3o Vi tænker os givet en reel funktion f defineret på et in

terval I samt et punkt a tilhØrende I. Udsagnet 11 f er kontinuer 

i a 11 kan skrives 

11VE36\fx[ lx-al<å => lf(x)-f(a) I<E]", 

~~or E og å refererer til positive reelle tal, medens x refere

rer til tal i I; i kraft af ækvivalensen 11 p~q" eq 11 pvq11 kan vi 

omformulere til 

11VE3å'ilx[lx-alfå v lf(x)-f(a) I<E]". 

Negationen er da 
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113EV6'3x[lx-al<6' 1\ lf(x)-f(a)fE]", 

dvs. i'der findes et t:)O, således at der til ethvert 6'>0 findes 

et punkt x tilhØrende I, for hvilket ulighederne 

lx-al<6', lf(x)-f(a)lft: 

begge er opfyldt 11
• Dette er altså indholdet af udsagnet 11 f er 

ikke kontinuert i a 11
• 

En matematj_sk teori består af visse forudsætninger, ak~i..: 

~~erne, samt konsekvenser deraf. Forudsætninger og konsekvenser 

kaldes under et for teoriens sætginger eller teor~mer. At bevise 

en sætning vil sige at aflede den ud fra aksiomerne ved hjælp 

af visse slutningsregler; det vil dog (ifØlge kædeslutningsregel) 

være tilstrækkeligt at føre en sætning tilbage til nogle allerede 

kendte. Et par eksempler på hyppigt anvendte slutningsregler~ 

Et teorem af formen i'(1 )~(2) 11 kan vises ved, at man (mid

lertidigt) til teoriens forudsætninger f Ø jer 11 
( 1 ) ;; og derpå 

fØrer et bevis for 11 (2) 11
, 

antag: ;r(1)", bevis: 11 (2) 11
• 

For sætningen "hvis x er et primtal og x går op i yz, så går 

x op i y eller x går op i z 11 (se side 16-17) ser opstillingen 

således ud: 

antag: 11 X er et primtal og x går op i yz", 

bevis: 11 x går op i y eller x går op i z 11
• 

Under beviset behandles eventuelle frie variable i 11 
( 1 )~(2) :r 

som konstanter; - i eksemplet tænker man sig således under be

visfØrelsen, at x,y og z betegner bestemte tal, hvorom man dog 

ikke ved andet, end antagelsen siger. 

Bemærkning. Idet il ( 1 )~( 2) 11 jo kan omformuleres til 

""'"""( 2 )=} 1 ( 1 ) 11 (kontraposition) 9 kan man i stedet ti l teoriens 
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forudsætninger f' Ø j e "'( 2) 11 og derpå f' øre et bevis f' o r 11 ~( 1 ) 11
, 

antag: 11 ..,(2);', bevis: 11 """"~(1) 11 • 

I vort eksempel: 

antag: 11-,(x går op i y eller x går op i z) 11
, 

dvs. 11 x går ikke op i y og x går ikke op i z il; 

bevis: 11 x er ikke et primtal eller x går ikke op i yz 11
, 

dvs. 11 hvis x er et primtal, så går x ikke op i yz 11
• 

Et indirekte bevis (reductio ad absurdum) fØres ved, at 

man (midlertidigt) til teoriens forudsætninger fØjer negationen 

af' det formodede teorem og derpå søger at udlede en modstrid. 

Eventuelle frie variable i teoremet behandles herunder som kon

stanter. 

For et teorem af' typen 11 
( 1 )=>( 2) 11 b es tår et indirel{te bevis 

således i udledelse af en modstrid ud fra teoriens forudsætnin

ger med tilfØjelse af' antagelsen """"'~[(1 )=>(2)] 11
, dvs. 

11(1) 1\ "~(2)11. 

I vort eksempel ovenfor ville antagelsen i et indirekte bevis 

være 

11 x er et primtal og x går op i yz, 

men x går ikke op i y og x går ikke op i z"; 

her skal x, y og z behandles som konstanter, dvs. under udledel

sen af' en modstrid tænker man sig, at x, y og z betegner bestem

te tal. 



Mat.1, 1961-62 AG I, 2, 1 

§ 2. Mængder og deres delmæpgge4. 

Ved en mængde ~orstås i daglig tale en, undertiden ikke 

særlig vela~grænset, samling a1 in4byrdes ~orskellige objekter~ 

Når der i maternatikken tales om skal det være utve~ 

tydigt ~astlagt, hvilke objekter der hØrer med til den (et k2av.1 

som ved jkke-rnaternatiske objekter ikke altid vil kunne op~yldes)o 

De objekter, som udgør en mængde kaldes dens ~1e~~~e Både 

mængder og elementer betegnes med bogstaver eller andre a~t~lte 

tegn. At et objekt a er element a~ mængden A (_:11ilhØre::c, A, .~:r.-2-.n.··

deholdt i A), skrives 

a € A, 

og at a ikke er element a~ A (ikke tilhØrer A, ikke er indeholdt 

i A) skrives 

a f!: A. 

At det oven~or nævnte krav er op~yldt, kommer ud på, at a E A 

~or hvert ~orelagt objekt a (blandt dem, som overhovedet tages 

i betragtning ved den pågældende undersøgelse) er et udsagn, 

som er sandt, når a tilhører A, og ~alsk, når a ikke tilhØrer 

A. Dette udsagns nega~ion er a ~ A. 

En mængde kan være givet ved en opremsning a~ dens elemen

ter, og den angives da ved at sætte elementerne (i en eller an

den orden) i en krØllet parentes. For eksempel betegner 

{a,b,5,z,3,9,i} 

mængden, hvis elementer er bogstaverne a,b,~iogci~rene 3,5,9~ 

Denne betegnelsesmåde kan dog i reglen kun bruges ved ~ndeli~~ 

mængder, d.v.s. mængder, der består a~ endelig mange elernentero 

En uendelig mængde må ~astlægges ved angivelse a~ en eller ~le

re egenskaber, som dens elementer, men ikke nogen andre objekter 

har. Dette kan ske i almindeligt sprog eller ved hjælp a~ syrnbo-
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let 

{··· l···}. 

Til venstre for den lodrette streg sættes et tegn, i reglen et 

bogstav, for eksempel x, som står for et vilkårligt objekt til

hØrende samlingen af de objekter, som tages i betragtning. Så

fremt det ikke er klart på forhånd, hvilken samling M af objek

ter talen er om, skrives x E M. Til hØjre for stregen angives 

ved en udsagnsform p(x) de for mængdens elementer karakteristi

ske egenskaber. For hvert enkelt objekt a fra M er altså p(a} 

et udsagn, som er sandt, når a har de pågældende egenskaber, og 

ellers falsk. Betegnelsen for mængden af de objekter fra M, som 

har egenskaberne, bliver da 

[x E: M l p(x)} 

eller, når det fremgår af sammenhængen, hvilken slags objekter 

der tages i betragtning, blot 

[x l p(x)J, 

og dette læses: "mængden af de objekter x fra M (elementer i M), 

for hvilke p(x) er sandt" eller" ••• , som har egenskaberne ••• " 

eller " ••• , som opfylder betingelserne ••• " eller lignende. Man 

kan også tale om "sandhedsmængd§.n" for udsagnsformen p(x). Det 

er klart, at der i stedet for x kan sættes et vilkårligt andet 

tegn, som ikke er brugt til et andet formål; [f E M l p(f)} el

ler [f l p(f)l betegner altså den samme mængde. For hvert en

kelt objekt a fra M er a E: [x l p(x)J det samme udsagn som p(a). 

Som et eksempel nævnes, at mængden af de reelle tal x, som op

fylder ulighederne 1 ~ x < 2, kan med betegnelsen R for mængden 

af alle reelle tal skrives 

[x E R l 1 ~ x < 2} 

eller [x l 1 ~x< 2}, hvis misforståelser er udelukket. At 
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a E f x l 1 ~ x < 2} , betyder ikke ande·t end 1 ~ a < 2. 

En mængdes elementer kan selv være mængder. Idet en ret li-

nie kan opfattes som mængden af sine punkter, vil en mængde af 

rette linier være et eksempel herpå. 

For nogle hyppigt forekommende mængder indføres betegnelser, 

som uden videre forklaring vil blive brugt overalt i det fØlgen-

de: 

= mængden af alle naturlige (d.v.s. positive hele) tal, 

:N0 = mængden af alle il\:ke-negative hele tal, 

z 
Q 

= 

= 

mængden af alle hele tal, 

mængden af alle rationale tal) 

Q+ = mængden af alle positive rationale tal, 

R = mængden af alle reelle tal, 

R+ = mængden af alle positive reelle tal, 

b = mængden af alle komplekse tal. 

Når en undersøgelse kun vedrører een ret linie (een plan), 

betegnes mængden af dens pun..K:ter med E1 (E2 ). Mængden af rummets 

punkter betegnes med E
3

• 

To ill@ngder A og B siges at være lig~ed hinanden, og man 

skriver 

A = B, 

når de indeholder de samme elementer, d.v.s. når hvert element 

indeholdt i A også er indeholdt i B og omvendt. I logiske tegn 

kan dette skrives 

Man har altså for eksempel 
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fa,b,c,d} = fb,c,a,d}, 

fp E~ p er et primtal og lige} = [2)) 

fx E R x
2 

- 3x + 2 = O J = f r E Q l r
2 

·- 3r + 2 = O J -- f 1 , 2 J, 
f x E R l sin x = O J = f y E R cos 2y -· 1 J 

= f z E R 3 z P [ z = piT J ~ -. 

At to mængder A og B ikke er lig med hinanQen, er forskel-

lige, d.ves. at der findes mjndst eet elemen~ ~ en ar m~ngderne, 

som ikke tilhører den anden, skrives 

A± D-, . 

Idet lighedsteg!let :r .. er br:;nyttes ti_l at udtrykke, at to sym-

boler er navne f'or den s2.m:ne tj_n3 J Gr det klart, a t man har f'Ø.:;_-

gende regler f'or dets brug: 

Der gælder altid A = An 

Hvis A = B~ så gælder også B = A. 

H vi s A - B og B = C, s a gælder og:coå A = C., 

Det bemærkes, at der f'or tegnet ~~ f'or logisk ækvivalens gæl-

der de samme regler, hvilket fremgår af'} at det udtrykker over-

ensstemmeise af' sandhedstabeller for sammensatte uclsagno I § 1 

blev disse regler benyttet stiltiende. 

Af' formelle grunde er det hensigtsmæssiGt a t j_ndf'øre 'begre~ 

bet tom mængde. Herunder forstås en mængde? der ikke indeholder 

noget element, f.eks. mængden af' alle liges:idede) retvi:nklede 

"trekanter i planen. Hvilkesomhelst to to'Jlme mængder cættes lig 

hinanden, hvilket jo også harmonerer med ovenotående def'i~ition 

af' lighed, idet to tomme mængder indeholder de samme elementer·' 

nemlig ingen. Man taler al t så om g~n tO.J!!!!l~LÆM..~~-. Den betegne e 

med Ø. Man har altså f'.eks.: 

fx E R l x2 < o} = Ø. 
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Det bemærkes, at det er nødvendigt at skelne mellem en mæng

de, der kun indeholder eet element, og dette element selv, alt

så mellem faJ og a. Mængden fØJ, for eksempel, indeholder et ele

ment, nemlig Ø, medens Ø selv ifØlge definition ikke indeholder 

noget element. I mange tilfælde, hvor der ikke er fare for mis

forståelser, tillader man sig dog at skrive a i stedet for fa}. 

En mængde A siges at være en delmængde af mængden B, når 

hvert element af A også tilhører B, i logiske tegn 

~~ [(x E A)~ (x E B)]. 

Man skriver da 

A~ B eller 

og siger, at A er indeholdt i B, eller at B indeholder A. Det 

er vigtigt at lægge mærke til, at ifØlge denne definition er en

hver mængde delmængde af sig selv, altså at der for enhver mæng-

de B gælder 

B ~ B. 

At mængden A ikke er en delmængde af mængden B, skrives . 

A~ B eller B~ A. 

Dette betyder altså, at der findes mindst eet element i 'A, som 

ikke tilhØrer B. 
\ 

Til en mængdes delmængder regnes også den tomme mængde, hvil-

ket harmonerer med delmængdens definition, idet udsagnet 

~~ [(x E Ø)~ (x E B)] 

er sandt for enhver mængde B, da x E Ø jo er falsk for ~thvert 

objekt x. Man har altså for hver mængde B 

Ø ~ B. 

Vil man udtrykke, at A er en ægte eller egentlig d§~mængde, 

skriver man 

Ae B eller B :::> A. 
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Dette er altså ensbetydende med, at A er delmængde af B, og der 

findes mindst eet element i B, som ikke tilhØrer A. At A ikke 

er en ægte delmængde af B skrives 

A <t B eller B :!> A. 

(Mange matematikere bruger ikke tegnene ~ og ~ , men kun c og 

~til at betegne, at en mængde er en (ægte eller ikke ægte) del~ 

mængde af en anden. At A er ægte delmængde af B må da skrives 

A c B, A t B. I det fØlgende bruges ~ og ~ for stedse at minde 

om, at B ~ B.) 

For brugen af tegnet ~ gælder nogle pimple regler, der en

ten allerede er nævnt eller umiddelbart fØlger af definitioner 

ne: 

Refleksitivitet: 

Asymm~t~,i: 

Trans i ti vtt~.1: 

Der gælder altid A ~ A. 

Hvis A ~ B og A~ B, gælder B i Ao 

Hvis A~ B og B <; G, gælder A~ C. 

Tilsvarende gælder naturligvis for ~ • Man lægger mærke til, 

at disse regler ganske svarer til dem, der gælder for henholds-

vis ~ og ~ • 

For c (og~ ) har man regler, som svarer til dem, der gæl

der for< (og>), og som afviger fra de nævnte ved, at reflek

siviteten erstattes med: Der gælder altid A i A. (Asymmetrien 

forenkles til: Hvis A c B, gælder B <tAo) 

Endelig nævnes, at man af A <;: B c C eller af A c B <;: C ka ~. - -
slutte, at A c c. 

En relation mellem to mængder, som ud trykkes ved et af teg·· 

nene ~ , ~ , c , ~ , kaldes en jnklusiono 

Lad p(x) og q(x) være to udsagnsformer vedrØre~ule objekter-

ne x tilhØrende en mængde M og 

A= {x E M l p(x)}, B= {x E M l q(x)J 

deres sandhedsmængder. At A er delmængder i B kommer da ud pår 
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at det for hvert x fra M gælder, at hvis p(x) er sandt, så er 

q(x) også sandt. Med andre ord, A ~ B er ensbetydende med 

'v'Mx [p(x) ~ q(x) J. 
Dette _benytter man sig af ved lØsning af ligninger og uligheder. 

Mængden af de tal, talpar, ••• , som tilfredsstiller en ligning, 

en ulighed, et system af ligninger eller uligheder, kaldes 122-

ningsmængden. Når man foretager en omformning, en reduktion af 

en given ligning, erstatter man den med en anden, om hvilken 

man ved, at den er opfyldt for alle de værdier af den ubekendte, 

for hvilke den oprindelige er opfyldt. Den oprindelige lignings 

løsningsmængde er altså en delmængde af den nye lignings lØsnings

mængde. Tilsvarende gælder for uligheder og systemer af ligninger 

og uligheder. Dette illustreres ved et eksempel: Man har 

'v'Rx [(x+ v1 -x= -1) ~ (x2 + 3x =o)], 

hvilket viser, at løsningsmængden for x + v1 - x = -1 er en del

mængde af lØsningsmængden f-3,0} for x2 + 3x = o. En prøve viser, 

a t den er f - .3} • 

Ud fra en given mængde A kan man danne en ny mængde, nemlig 

mængden af alle dens delmængder. Vi vil betegne den med~(A). 

Er f.eks. 

A= fa,b,c}, 

fås 

Opgaven at bestemme antallet af delmængder i en endelig mæng

de A bestående af n elementer hænger nøje sammen med et kendt 

kombinatorisk problem. Man kan tænke sig, at elementerne af A er 

n pladser, som skal besættes med to slags brikker (f.eks. hvide 

og sorte) eller, lad os sige, med cifrene O og 1. Man spørger, 
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på hvor mange forekellige måder dette kan gøres. Til hver for

deling af O og 1 på d~ n pladser svarer en bestemt delmængde af 

A, bestående af netop de pladser, som er besat med 1, og omvendt 

hører der til enhver delmængde af A en bestemt fo~deling af O og 

1, nemlig den, hvor delmængdens pladser er besat ·med 1 og de øv

rige med O; specielt svarer til den tomme mængde den fordeling, 

ved hvilken alle pladser er besat med ~ og til selve mængden A 

den, ved hvilken alle pladser er b~sat med 1. Heraf ses, at det 

omspurgte antal er lig med antallet af delmængder i A. 

Lad der være givet en endelig mængde A bestående af n ele

menter, og lad p betegne et bestemt af tallene 0,1 , ••• ,n. En del

mængde af A bestående af p elementer plejer man at kalde en ~

bination af p elementer blandt de n. At bestemme antallet Kn,p 

af disse kombinationer er altså ensbetydende med bestemmelsen 

af antallet af de delmængder af A, som hver består af p elemen-

ter. 
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Øvelser til kap. I, § 2. 

1, Søg simple beskrivelser af fØlgende talmængder: 

{x E z 3zm [x = 2m + 1 J 1, 
{x E z 3zm [x = 3m]}, 

f x E N V'Nm,n [(x = mn) => ((m = 1 ) v (n ;: 1 ) ) n ' 
f x E Q l 3fif [ 1 Onx E Z]} , 

f x E R l V' zm V' Nn [x t~]]. 

2. Bestem lØsningsmængderne 

fx l x - 1 l * lx + 1 l = 2], 

fx l2x + 1 l = xl, 

fx l2x - 1 l < 3L 

f x l lx
2 

- 21 ~ 2}, 

fx l lx(x-2) l > ol, 

hvor det er underforstået, at xE R. 
Sammenlign de tre sidste med henholdsvis [x l 2x- 1 < 3] 1 

fx l x2 - 2 ~ 2] og fx l x(x-2) >o], og gør rede for even-

tuelle inklusioner. 

3. Der er givet to forskellige punkter A og B i en plan E2 , og 

det er underforstået, at P E E2 • Afstanden mellem to punk

ter P og Q i planen betegnes med IPQI. Giv geometriske be-

skrivelser af punktmængderne 

f P l l AP l + l BP l = l AB l J, 

{p l l :AP l - l BP l ~ l AB l L 
f P l l AP l 

2 
+ l BP l 

2 < 21 AB l 2 J • 

4. I det fØlgende betegner (x,y) et vilkårligt par af reelle 

tal. Efter valg af et sædvanligt retvinklet koordinatsystem 

i planen E2 svarer der til hvert sådant par et punkt i pla

nen, og omvendt. Angiv ved figurer de punktmængder, som 
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svarer til fØlgende mængder af talpar: 

a) f (x, Y) l x = Y l 
b) [(XIY) x+y=1J 

og f(x,y) 

og f (x,y) 

c) Hx,y) 2 x -2y + 1 = ol og 

AG I, 2, øv. 4-6 

lxl = IYil, 

lxl * IYI = 11, 

~(x,y) l 3Rt [(x= cos 2t) A (y= cos t)]}, 

d) f( x , y) l xy = 1 ~ og 

~ (x,y) l 3Rt [(x= tg t) A (y = cot t) n' 
e) [(x,y) l x2 + Y2 "" 1] og 

[ (x, Y) l 3Rt [x = 

Konstater i hvert af tilfældene a) - e) eventuelle inklusio-

ner, og eftervis dem. 

5. Et system af to fØrstegradsligninger med to ubekendte 

a1 x + b 1 y - c1 

a.2x + b2y = c2 

løses hyppigt ved "de lige store koefficienters metode". Den

ne består i, at man ved multiplikation af ligningerne med pas-

sende tal og påfØlgende subtraktion udleder et nyt system af 

to ligninger, som hver kun indeholder een af de ubekendte x 

og y. Vil lØsningsmængderne for de to ligningssystemer (d.v.s. 

mængderne af de talpar (x,y), som tilfredsstiller dem) stem-

me overens, hvilke værdier de givne tal a1 ,b1 ,c1 
,a2 ,b2 ,c2 end 

har? 

6. I planen tænkes valgt et sædvanligt retvinklet koordinatsy-

stem. Der er givet to cirkler 

[(x,y) l (x+1) 2+ y2 = 41 
Find for mængden af de punkter i planen, hvorfra tangenterne 

til de to cirkler er lige store, en fremstilling af formen 

{(x,y) l p(x,y)J, hvor p(x,y) er en udsagnsform om punkternes 

koordinatpar (x,y). 
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7. Bestem antallet af delmængder af en mængde bestående af n ele-

menter. 

8. Vis ud fra definitionen af K som antallet af de delmæng-n,p 
der af en mængde bestående af n elementer, som indeholder p 

elementer, at der for 1 ~ p ~ n gælder 

K = K n-1 ,p + K 1 1' n,p n- ,p-

p K = n K n-1 ,p-1' n,p 

p K = (n-p+1) K n,p-1 • n,p 

Benyt en af disse formler til at vise, at 

K _ (n) _ n(n-1) • · • (n-p+1) 
n,p - ,P - 1• 2 · • • p 
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§ 3, Mængdealgebra. 

Lad der være givet en mængde E. I det fØlgende drejer det 

sig om at undersøge forskellige forbindelser mellem denne mæng

des delmængder. Idet der herved ses bort fra alt uden for E, ple

jer man i denne sammenhæng at kalde E for universalmængden. Det 

vedtages for denne paragrafs vedkommende, at små latinske bogsta

ver betegner (når andet ikke er fremhævet) elementer af E. Idet 

dette er underforstået, er x ~ E et udsagn, som er sandt for 

hvert x, og x ~ E et udsagn, som er falsk for hvert x. Store la

tinske bogstaver betegner (når andet ikke er fremhævet) delmæng

der af E. Vælger man som universalmængde mængden af planens punk

ter, og tænker man på delmængder, der er begrænsede af sim~le kur

ver, f.eks. på cirkelskiver, kan de fleste af de fØlgende betragt

ninger anskueliggØres ved diagrammer. 

Ud fra en mængde A kan der dannes en ny mængde, kaldet dens 

komplementærmængde eller komplement. Den består af alle de elemen

ter af E, som ikke tilhører A. Den betegnes med CA. Man har alt

så 

CA = f x l non(x E A) J = f x l x ~ A} • 

Ud fra to givne mængder A og B kan der dannes en ny mængde, 

som består af alle de elementer, der tilhØrer både A og B. Den 

kaldes fællesmængden (eller gennemsnittet) af A og B og betegnes 

med A n B. Dens definition kan skrives 

A n B = [x l (x E A) 1\ (x E B)} • 

Endvidere kan man danne mængden af de elementer, som tilhører 

mindst een af mængderne A og B. Den kaldes de to mængders ~ 

ningsmængde og betegnes med A u B. Dens definition kan skrives 

A U B = [x l (x E: A) v (x E B) J. 
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For de forskrifter til dannelse af nye mængder ud fra givne, 

som symboliseres ved tegnene C,n og u, gælder fØlgende regler: 

An B = B n A (kommutative love) 
Au B = B u· A 

An (B n C) = (A n B) n c (associative love) 
Au (B u C) = (A u B) u c 

A n A= A (idempotenslove) 
Au A= A 

A n (B u C) = (A n B) u (A n C) (distributive love) 
A u (B n c) = (A u B) n (A u C) 

A n (A u B) = A (absorptionslove) 
A u (A n B) = A 

CCA = A (C er involutorisk) 

C(A n B) = CA u «Bl (dualitetslove) 
((A l:.J B) = CA n (B 

ø = A n CA (tom mængde) 

E = A u CA (universalmængde) 

cø = E 

(E= Ø 

ø n A = ø 
E U A = E 

Det ses, at disse regler stemmer overens med dem, der gælder 

for udsagn, idet der til C, n , u og = svarer henholdsvis non, 

A , v og~~ (jfr. side I,1 ,8). Denne overensstemmelse er ikke 

tilfældig. Den fremgår umiddelbart af den måde, på hvilken de 

logiske forbindelser optræder i komplementærmængdens, fællesmæng

dens og foreningsmængdens definition. Til hver udsagnsform p(x) 

om elementerne i E svarer en delmængde af E, nemlig sandhedsmæng

den for p(x). Til logisk ækvivalente (sammensatte) udsagnsformer 

svarer den samme delmængdeo Omvendt er hver delmængde A af E sand-
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bedsmængde for en udsagnsforrn, nemlig f.eks. x E A. Er 

A= ~x l p(x)J, B= ~x l g_(x)l, 

har man 

CA= fx l non p(x)}, 

A n B = [x l p (x) J\ g_(x)}, A u B == [x l p (x) v g_(x) J • 

Opfattet som "bogstavregning" foregår altså "regning med mængder~.', 

bortset fra betegnelserne, efter de samme regler som "regning 

med udsagn". For hver universalmængde E er altså "mængdealgebra

en" et eksempel på en Boole'sk algebra (se side I,1 ,8). 

To mængder A og B siges at være disjunkte (eller element

fremmede), hvis de ikke har noget element fælles, hvis altså 

A n B = Ø. 

Det har vist sig at være hensigtsmæssigt at indfØre en sær

lig betegnelse og et navn for mængden af de elementer af E, der 

tilhØrer en given mængde B, men ikke tilhØrer en given mængde A. 

Det ses, at denne mængde, der betegnes med B\ A og kaldes Q~

skudsmængden af B over A, differensmængden mellem B og A eller 

komplementet af A relativ til B, ikke er andet end fællesmæng

den af B og CA 

B\ A= [x l (xE B) J\ (x~ A)J = Bn CA. 

Specielt haves 

E\ A = CA, 

og 

A\ A = A\ E = Ø, A\ Ø = A. 

To mængder A og B er disjunkte 1 hvis og kun hvis B\ A = B. 

Mellem de indførte mængdeoperationer C, n , u og }.nklusio

~ ~ består der nogle simple forbindelser. 
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Det er indlysende, at 

A ~ B <===> (:g ~ CA. 

Idet A = B er ensbetydende med A ~ B og B ~ A, haves fØlgelig 

A = B <===> (A ~ B) A (B <;;;: A) 

~ ((B- ~ (A) J\ (B ~ A) 

<===> (A~ B) J\ (CA ~ CB) 

<==> (CE ~ CA) A (CA ~ (B). 

Man benytter sig hyppigt hf:.raf' i beviser f'or~ at to på forskellig 

måde definerede mængder stemmer overens. 11At bestemme et geome

trisk sted 11 (en antikveret glose) går ud på at vise, at mængden 

A af' punkter, der har en vis egenskab, også kan karakteriseres 

på anden made, f.eks. som mængden B af' punkter på en vis kurve. 

At vise f.eks., at hvert punkt, der har egenskaben, tilhØrer E, 

og at hvert punkt, der ikke har egenskaben, ligger udenfor B, 

vil sige at vise, at A~ B og CA ~ CBo 

Af' definitionerne f'Ølger, at der for vilkårlige delmængder 

A og B af' E gælder 

Ø c A n B ~ [ ~ J ~ A u B <;;;: E. 

If'Ølge de associative love er der mening i at tale om fæl

lesmængden A n B n C og om foreningsmængden A u B u C af' tre 

mængder. De kan dog naturligvis også defineres direkte, nemlig 

henholdsvis som mængden af' alle elementer af' E, som tilhØrer al

le tre mængder, og som mængden af' de elementer af' E, der till!.ø~· 

rer mindst een af' de tre mængder. Disse definitioner kan genera

liseres til et vilkårligt, endeligt eller uendeligt antal mængder. 

Lad <P betegne en mængde af' delmængder af' Eo Ved f'ællesm~ng-

den af' mængderne tilhØrende w forstås mængden af' de elementer af' 

E, der hvert tilhører alle mængder A E <Po I tegn 
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n A = n {A l A E: q> J = f x l V q>A [x E A ]j 
Æ w 

Ved foreningsmængden af mængderne tilhØrende w forstås mængden 

af de elementer, der hvert tilhØrer mindst een af mængderne 

A E 1?. I tegn 

U A = U f A l A E if! J = f x l 3if!A [x E: A )l • 
Æ w 

I disse symboler kan A (lige som et summationsbogstav) erstattes 

med et andet bogstav, uden at deres betydning ændres. For fælles-

mængdens komplementærmængde fås 

altså 

C n A= fx 
AE w 

c n A= 
Æ_ w 

non V q>A [x E: A] J 

U CA. 
AE w 

Tilsvarende findes for foreningsmængdens komplementærmængde 

C U A= 
Æ w 

n CA. 
PE.if! 

Disse formler, der svarer til dualitetslovene (de Margan's form

ler) for kvantorer, kaldes af nogle forfattere ligeledes for 

de Margan's formle~. Deres indhold kan kort gengives således: 

Fællesmængdens komplement er komplementernes foreningsmængde, og 

foreningsmængdens komplement er komplementernes fællesmængde. 

En samling af delmængder af E kan være bestemt ved, at der 

efter en eller anden forskrift til hvert element ~ i en såkaldt 

indexmængde J (som almindeligvis ikke er indeholdt i E) svarer 

en mængde A~ ~ E. Det er herved ikke udelukket, at der til for

skellige elementer fra J svarer den samme mængde. Mængden af de 

indbyrdes forskellige blandt mængderne A betegnes med 
~ 

fA~ l ~E: Jj, og dens fællesmængde og foreningsmængde skrives 
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U f Ar, l 1. E J} == U A • 
!.EJ r.. 

I de specielle tilfælde J= f1 ,2, ••• ,m} og J= N bruges henholds-

vis også skrivemåderne 

og 

m 
n Ar.. = A1 n ••• n Arn, 

!.=1 

00 

n A = A
1 

n A2 n ••• , 
!.=1 [, 

m 
U Ar.. = A1 u ••• u A 

r-=1 m 

00 

U A = A
1 

u A
2 

u... • 
r-=1 [, 

I alle disse symboler kan r.. (lige som et summationsbogstav) er-

stattes med et andet bogstav, uden at deres betydning ændres. 

Ved en overdækning af en mængde M ~ E forstås en mængde ~ 

af delmængder af E, for hvilken 

M~ U A. 
AEill 

En overdækning @ af M siges at være en klasseinddeling af M, når 

mængderne i ~ er disjunkte (d.v.s. hvilkesomhelst to af dem er 

disjunkte) og 

M = U A. 
AEill 

Dette er ensbetydende med fØlgende: Mængderne i ~ er delmængder 

af M, og hvert element i M tilhØrer en og kun een af disse mæng

der (som da benævnes klasser). 
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Øvelser til kap. I. § 3. 

1. Lad universalmængden E være mængden af alle reelle tal. 

a) GØr rede for, at 

{x l x
2 < 1 J = {x l x < 1 l n f x l x > -1 l . 

Angiv et lignende udtryk for {x l x2 ~ 1}. 

b) Lad a < b < c være givne reelle tal. Udtryk mængden 

fx l (x-a)(x-b)(x-c) > o} ved mængder af formen fx l x~ d}, 

hvor d er et af tallene a, b eller c. 

Angiv et lignende udtryk for komplementærmængden. 

2. Lad E være mængden af alle par (x,y) af reelle tal. Fremstil 

hver af fØlgende mængder som fællesmængde eller forenings-

mængde af to mængder med simplere definitioner: 

f(x,y) (x+y+1 > O) 1\ (xy ~ O) l, 
f(x,y) (x~ y) v (x2+y 2 < 1 ) L 
{(x,y) ( 2 2 2 2 x +y -1 ) (x -y ) = o l ' 
{(x,y) 2 2 2 2 2 2 (x +y -1 ) + (x -y ) = o l . 

~giv mængderne ved figurer~ idet talparrene fortolkes som 

par af sædvanlige retvinklede koordinater for punkter i pla-

nen. 

3. Lad E være mængden af punkter i planen. 

Angiv for to givne punkter A og B mængden af de punkter P, 

hvis afstand IPAI fra A er mindre end afstanden IPBI fra Bo 

Lad der være givet en trekant ABC og et punkt D. Bestem mæng

den M af de punkter P i planen, for hvilke afstanden IPDI er 

mindre end hver af afstandene IPAI, IPBI J IPCI. Tegn figurer, 

der viser, at M kan være tom, begrænset eller ubegrænset alt 

efter beliggenheden af D. 

Giv en til definitionen af M svarende karakterisering af 

komplementærmængden til M. 
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4. Lad E være mængden af punkter i planen, og lad A og B være 

to cirkelskiver, hvis perimetre inddeler planen i fire om

råder. Giv for hver af disse fire mængder en fremstilling 

ved A, B og tegnene C og n~ 

Løs den tilsvarende opgave for tre cirkelskiver A, B og c. 

5. Verificer ved hjælp af diagrammer de ikke helt oplagte blandt 

reglerne for C , n og u (side I,3,2). Eftervis med benyttel

se af den logiske algebra gyldigheden af en af de distributi

ve love samt af C(A n B) = (A u (B og ((A u B) = CA n (B. 

Udled ved hjælp af de to sidstnævnte regler den anden distri

butive lov. 

6. Både A\ (B n C) og A\ (B u C) kan bestemmes, når A\ B og 

A\ C kendes. Hvorledes? 

7. Verificer ved hjælp af diagrammer og bevis ved hjælp af reg

lerne på side I, 3, 2 den eller de rigtige blandt ligninger-

n e 

(A\ B) U (B\ A) = (A U B)\ (A n B), 

A n (B\ C) = (A n B)\ (A n C), 

A u (B\ C) = (A u B)\ (A u C). 

(Overstreg på dette blad den eller de forkerte ligninger!) 

8. Lad E være en endelig mængde. Antallet af elementer i en 

mængde M~ E betegnes med n(M). Lad A, B og C være vilkårli

ge delmængder af E. Hvilken relation består da mellem antal

lene n(A), n(B), n(A n B) og n(A u B)? 

Hvordan udtrykkes n(B \ A) ved disse tal? 

Er tallene n(A u B u c), n(CA n (B u c)), n(CA u (B n C)) 

bestemt, når tallene n(A), n(B), n(C), n(A n B), n(B n C), 

n(C n A) og n(A n B n C) er givne? Når desuden n(E) ~~_givet? 
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Angiv i bekræftende fald fremstillinger af dem ved de givne 

tal. 

9. Om resultatet af en eksamination bestående af tre prøver a, 

~ eg y, der skal bestås hver for sig, foreligger fØlgende 

oplysninger: Af ialt 100 eksaminander har 86 bestået a, 82 

har bestået~, og 76 har bestået y. Endvidere har 16 hverken 

b~stået ~ eller y, 13 hverken y eller a, 12 hverken a eller 

f3, 'og 11 har ikke bestået nogen af prøverne. Hvormange har 
. ' 

' 
bestået alle tre prøver? 

10.\Vis, at der for vilkårlige delmængder A og B af universalmæng-

11 • 

l 
~en gælder 

\A ~ B) ~ (A n B = A) ~ (A u B = B) ~ (A\ B = 

og \ 
(A= B)~ (A u B= A n B). 

\ 

Under~Øg, om nogen af inklusionerne 
l 

\ 

\A n (B n G) u (CA n B n C) ~ (A u B) n C, 
\ 
(A n (B n C) u (CA n B n C) ~ (A u B) n C 

Ø), 

gjelder for hvilkesomhelst delmængder A, B og C af en univer-
1 

,almængde. . 

Angiv en nødvendig og tilstrækkelig betingelse, som A, B og 
l 
l 

~ må opfylde, for at begge inklusioner gælder. 
l 

l 
12. In a very hotly fought battle, at least 70 per cent. of the 

l 
l 

\combatants lost an eye, at least 75 per cent. an ear, at 
l 

teast 80 per cent. an arm, at least 85 per cent. a leg. How 
l 

n}any (at least) lost all four members? (Opgaven skyldes 

Lewis Carroll, forfatteren til "Alice in Wonderland", lek

tor i matematik i Oxford.) 
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13. En fabrik producerer tre slags varer a, ø, y. I lØbet af et 

bestemt år har 70 ~o af fabrikkens kunder kØbt a, 60 ~o har 

kØbt ø, og 80 ~o har kØbt y. Endvidere vides det, at 40 ~o 

har kØbt både a og Ø, og 50 <J'OJ har kØbt både Ø og y. Vis, 

at mindst 30 ~o har kØbt alle tre varer. Procenttallet af de 

kunder, der ikke har kØbt nogen af varerne, kan ikke oversti-

ge en vis værdi r. Bestem det mindste tal r, for hvilket det-

te er rigtigt. 

14. Vis, at der for hvilkesomhelst delmængder A og B af en uni-

versalmængde gælder 

J)(A) n ~(B) = J}(A n B). 

UndersØg, om også mængderne ~(A) u~\B) og ~A u B) altid 

stemmer overens, eller om der gælder en inklusion imellem 

dem. 

15. Eftervis, at der for hver delmængde A og hver mængde ~ af del-

mængder af en universalmængde gælder 

A n U B = 
EE~ 

U (A n B), 
EE<I? 

AU n B= 
EE<I? 

n (A u B). 
EE~ 

(Generaliseringer af de distributive,love.) 

16. Lad E være mængden R af reelle tal. Bestem mængderne 
00 

1 
00 

1 n-1J u fx l o <x~ iiJ, u fx l - < x < 
n=1 n=1 n= n ' 

00 

1 00 

1 < n-1 J. n fx l o <x~ IiJ, n fx x < 
n=1 n=1 n = n 

17. Lad E være mængden af alle reelle talpar fortolket som par 

af sædvanlige retvinklede koordinater for punkterne i pla-

nen. Bestem fællesmængden og foreningsmængden af hver af fØl- __ 

gende mængder af punktmængder. 
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a) cirkellinierne med radius 1 og centrum på x-aksen, alt-

så 

A-r; = [ (x,y) l (x--1:") 2 
+ y

2 =- 11, '7: E R· 
' 

b) cirkelskiverne, hvis perimetre går gennem punkterne (0,1) 

og (0,-1), altså 

A-r: =- [ ( x , y) 

c) halvplanerne 

A-r; = [ (X, Y) l '7:X + ~ ~ 2j , 

(Bevis og benyt f.eks. den for alle positive tal -r:, x, y 

gyldige ulighed 

18. Lad~ være en mængde af delmængder af en universalmængde E, 

og lad Y betegne mængden af disse delmængders komplementer, 

altså (A E <P) ~ (CA E i"). Angiv en nØdvendig og tilstrække-

lig betingelse, som fællesmængden for Y må opfylde, for at 

a) ~ er en overdækning af E: b) ~ er en overdækning af en 

given mængde M~ E. 

19. Om en fØlge An' n E N, af delmængder af E forudsættes, at 

den er en overdækning af E. Vis, at de fra den tomme mængde 

forskellige blandt mængderne 

n E N, 

danner en klasseinddeling af E. 

Find på lignende måde ud fra en fØlge An' n E N, som er en 

overdækning af en given mængde M, en klasseinddeling af M. 



Mat. 1, 1961-62 AG I, 4, 1 

§ 4. Afbildninger (funktioner}. 

Lad A og B være to (ikke nØdvendigvis forskellige) mængder. 

En forskrift, der til hvert element x E A lader svare eet be-

stemt element y E B kaldes en afbildning af A ind i B eller en 

funktion fra A ill B. (Glosen "funktion" foretrækkes især, når 

B er en mængde af tal.) En afbildning (funktion) betegnes i 

reglen med et enkelt bogstav, i nogle tilfælde også med ordfor

kartelser (log, exp, sin, Arctg, ••• ). Betegner f en afbildning 

af A ind i B, skrives 

f:A ind i B eller f :A -+ B eller 

Mængden A kaldes afbildningens (funktionens) definitionsmængde 

og B dens dispositionsmængde. Det til et element x E A svarende 

element af B betegnes med f(x), undertiden også med andre syrn-

boler, som vil blive omtalt senere. Det kaldes billedelementet 

af x eller den ti l x svarende funktionsværdi. At f( x) svarer 

til x skrives også hyppigt 

x -+ f( x) e 

Mængden af alle billedelementer (funktionsværdier) kaldes Qil~ 

ledmængden (værdimængden) og betegnes med f(A). Den er en 

(ægte eller uægte) delmængde af dispositionsmængden B. 

To afbildninger f:A ind i B og g:C ind i D siges at være 

11& med hinanden, at stemme overens, hvis og kun hvis A = C, 

B = D og f(x) = g(x) for hvert element x E A. 

Er A' en delmængde af A, vil der med f:A ind i B tillige 

være givet en afbildning af A' ind i B, som kaldes restriktionen 

(eller indskrænkningen) af f til A'. I reglen giver det ikke 

anledning til misforståelser, når denne også betegnes med f. 

Man skriver altså f:A' ind i B. 

Er B' en fra B forskellig mængde, som også indeholder f(A) 
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som delmængde, vil der med f:A ind i B tillige være givet en 

afbildning af A ind i B'. Den kan i reglen betegnes med f:A 

ind i B' uden fare for misforståelser. 

En afbildning f:A ind i B, ved hvilken der til alle ele-

menter af A svarer et og samme element af B, siges at være 

konstant. 

Eksempler: 

1) Lad R betegne mængden af alle reelle tal. De fra den 

elementære differential- og integralregning kendte funktioner 

er afbildninger af en mængde A~ R ind i R. Definitionsmængden 

A er hyppigt en ægte delmængde af R, nemlig et interval eller 

foreningsmængden af disjunkte intervaller. Værdimængden f(A) 

kan være en ægte delmængde af R. Som dispositionsmængde kan da 

i stedet for R eksempelvis vælges f(A) eller en vilkårlig anden 

mængde B, for hvilken f(A) ~ B ~ R. 
2) Lad A ~ R betegne intervallet a ~ t ~ b. Mængden af 

alle kontinuerte funktioner ~:A ind i R betegnes med e(A,R). 

Ved til ~ at lade svare funktionen L ~(t) dt E e(A,R) defineres 

en afbildning af e(A,R) ind i C(A,R). Ved til~ at lade svare 

tallet ~~(t) dt defineres en afbildning af C(A,R) ind i R. 
3) Lad A være mængden E2 af alle punkter i planen og 

m~ E2 en ret linie. Lader man til hvert punkt P E E2 svare 

dets retvinklede projektion på linien m, fås en afbildning 

f:E2 ind i E2 eller f:E2 ind i m. Er l~ E2 en anden ret linie, 

vil restriktionen af f til l være en afbildning f:l ind i m. 

4) Lad der være gi ve t to for slcellige punkter P 
0 

og Q
0 

i 

planen E2 • Til et vilkårligt punkt P i planen lades svare det 

punkt Q, for hvilket det orienterede liniestykke fra P til Q 

har samme længde som og er parallel og ensrettet med liniestyk-
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ket fra P til Q (hvorved liniestykker beliggende på samme o o 
linie betragtes som parallelle). Herved defineres en afbild-

ning af E
2 

ind i E
2

, som kaldes en translatiQn eller parallel

forskydning). 

5) Lad der være givet et punkt C i planen E2 og et reelt 

tal m + O. Til et vilkårligt punkt P~ C i planen lades svare 

det punkt Q, for hvilket ICQI =!ml ICPI og som ligger på 

linien CP på den samme eller den modsatte side af C som P, efter 

som m > O eller m < O; til C lades svare C. Herved de~ineres 

en afbildning af E
2 

ind i E
2

, som kaldes en homoteti (eller 

multiplikation) med ~~rum (ud fra) C og med faktoren m. 

6) Lad~ betegne mængden af alle trekanter i en plan. Ved 

til hver trekant at lade svare dens areal, defineres en funktion 

fra 6 til :R+. 

7) Lad A være en endelig mængde. Ved til hver delmængde 

A'~ A at lade svare antallet n(A') af dens elementer, define-

res en funktion fra (A) til N (mængden af alle ikke-negative o 

hele tal). 

8) Lad E være en vilkårlig mængde og A en af d ens del-

mængder. Ved dennes karakteristiske funktion forstås ~unk

tionen xA:E ind i {0,1j defineret ved 

( ) _ f 1 hvis x E A 
XA x - l O hvis x E (A, 

9) Lad A være den endelige mængde {1, 2, ••• , mj, hvor 

m betegner et naturligt tal, og B en vilkårlig mængde. Enhver 

afbildning af A ind i B kaldes et m-sæt af elementer af B og 

betegnes f.eks. med (b1 , b
2

, ••• , bm). Her er rækkefølgen 

væsentlig, idet der på første plads står det til 1 svarende 

element, på anden plads det til 2 svarende o.s.v., medens den 

ikko er det i {b ,b 2 , •.• ,b 1, som jo blot betegner mængden af 
1 m 

de indbyrdes forskellige bland t elementerne b 1 ,b2 , ••• ,bm. 
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10) Lad B være en vilkårlig mængde. En afbildning f:N ind i B 

kaldes en fØlge af elementer af B. Det til et naturligt tal n t 

svarende element f(n) plejer man at betegne med et bogstav for

synet med mærketallet n for neden, f.eks. f(n) =b • Hele af-n 

bildningen, altså følgen, angives da ved (b
1

, b 2 , ••• ) eller 

(bn)n E N eller bn' n= 1, 2, •••• Det er nØdvendigt at skelne 

mellem en fØlge af elementer (b1 , b 2 , ••• )og mængden {b1 ,b 2 , ••• } 

af disse elementer. (For fØlgen n~ (-1 )n vil mængden af dens 

elementer være lig med f-1 ,1} .) Eftersom B er en mængde af tal, 

punkter, funktioner o.s.v., taler man om talfølger, punktfØlger 

o.s.v. 

Også i andre tilfælde kan det være hensigtsmæssigt i stedet 

for den sædvanlige betegnelse for funktionsværdien at bruge en 

indexbetegnelse. Lad J og B være vilkårlige mængder og f en 

afbildning af J ind i B. Det til et element ~ E J svarende 

element f(!.) E B betegnes da f.eks. med b~. Defini tionsmæng-

den J kaldes i så fald ror indexmængden, afbildningen skrives 

(b!.)!. E J eller blot b~ , !. E J, og man taler om en indiceret 

mængde. (Derrred menes altså selve afbildningen og ikke billed-

mængden f(J) = fb l !. E J}. IfØlge de side I, 3,5-6 givne de-!. 

finitioner forstås imidlertid ved fælles- og foreningsmængden 

for en indiceret mængde (A~)!. E J af mængder henholdsvis fælles

og foreningsmængden for mængden fA!. l ~E J}.) 

Lad der være givet tre mængder A, B, C og afbildninger 

f:A ind i B og g:B ind i C. Man kan da definere en afbildning 

af A ind i C ved til elementet x E A at lade svare elementet 

g(f(x)) af C. Denne af f og g sammensatte afbildning betegnes 

med gof (når forveksling med et produkt er udelukket, også me~ 

gf). I tegn 

gof:A ind i C eller x~ (gof) (x) = g( f( x)). 

• 
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Er A,B,C,D mængder og f:A ind i B, g:B ind i C, h:C ind i 

D afbildninger, kan man danne afbildningerne 

ho(gof):A ind i D og (hog)of:A ind i D. 

For den første fås, idet x E A, 

x~ (ho(gef))(x) ~ h((gof)(x)) = h(g(f(x))), 

og f ar den anden 

x~ ((hog)of)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))), 

altså det samme. Følgelig kan vi skrive 

ho(gof) = (nog)of = hogof. 

For,.sarnmensætni;gg af afbildninger gælder den associative lov. 

Er der givet afbildninger f:A ind i B og g:B ind i C, kan 

man i almindelighed ikke danne fog. Dette vil være muligt, 

hvis C ~ A. Idet g da kan opfattes som en afbildning af B ind 

i A, har man gof:A ind i A og fog:B ind i B. Almindeligvis er 

altså disse to afbildningers definitionsmængder forskellige, 

og alene af denne grund kan afbildningerne ikke stemme overens. 

Men også hvis A = B = c, således at gof:A ind i A og fog:A ind 

i A, vil de i almindelighed være forskellige. Den kommutative 

lQV gælder ikke for sammensætning af afbildninger. Eksempler, 

der viser dette, dannes let ved hjælp af elementære funktioner. 

Hvis det for to afbildninger f:A ind i A og g:A ind i A gælder, 

at gof = fog, d.v.s. f(g(x)) = g(f(x)) for hvert element x E A, 

siges de at være ombyttelige. 

Blandt afbildningerne af en mængde A ind i sig selv frem

kæves den identiske afbildning eA' ved hvilken hvert element 

x E A svarer til sig selv: x~ x. For hver afbildning f:A ind i 

B gælder 
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En afbildning f:A ind i A kan sammensættes med sig selv. 

Man får da en ny afbildning fof:A ind i A. Denne kan igen 

sammensættes med f. På grund af den associative lov bliver 

resultatet fofof uafhængigt af "fra hvilken af siderne" det sker. 

På denne måde kan man fortsætte og får da efter i alt p-1 sam-

mensætninger, hvor p er et naturligt tal, afbildningens p-te 

itererede eller p-te potens 
op 

f = fofo ••• of (p "faktorer"). 

Når forveksling med en sædvanlig potens er udelukket, skrives 

simpelthen fP. Som for potenser af tal indses (med gentagen 

b~nyttelse af den associative lov), at der for enhver afbild

ning f af en mængde ind i sig selv og for hvilkesomhelst natur-

lige tal p og q gælder, at 

fopofoq = fo(p+q) • 

Af formelle grunde er det hensigtsmæssigt at definere 
o O 

f = eA. 

"Potensreglen" gælder da for p ~ o, q ~ o. Det er indlysende, 

at to itererede af den samme afbildning er ombyttelige. 

Er to afbildninger f :A ind i A og g :A ind i A ombytteJ-J:.ge 

gælder for hvert helt tal p ~ O også 

(gof)op = gopofop• 

Det kan hænde, at den anden itererede f
02 

af en afbildning 

f:A ind i A stemmer overens med f selv: 
o2 

f = f. 

Da gælder f
0
p = f for p > O, og afbildningen kaldes idempotent. 

Det er klart, at den identiske afbildning samt enhver konstant 

afbildning af A ind i A er idempotent. Men der findes mindre 

oplagte eksempler. Her kan nævnes den ovenfor omtalte projek-

tion af planens punkter på en ret linie. 
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En fra den identiske forskellig afbildning f:A ind i A 

kaldes involutorisk eller en involutiQn, hvis 

f o2 = eA • 

Eksempler på involutioner er: den ved x~ -x definerede af

bildning af R ind i sig selv, den ved x~ 1/x definerede af

bildning af R \ [O J ind i si g se l v, den ovenfor om tal te homo-

teti af planen E2 , når m = -1. 

Når der foreligger en afbildning f:A ind i B, kan man til 

hver delmængde A' af A lade svare dens billede, altså en del

mængde af f(A) og dermed af B. Afbildningen f bestemmer altså 

en afbildning af D(A) ind i iJ(B). Uheldigvis er det sædvane 

at betegne også denne afbildning med f og følgelig den til A' 

~ A svarende delmængde af B med f(A') (i overensstemmelse med 

den allerede indførte betegnelse f(A) for billedmængden ved 

f :A ind i B). Afbildningen f: JJ(A) ind i 2)(B) vil vi kalde 

den til f:A ind i B hørende mængd§afbildning. Det bemærkes, at 

for x E. A er 

f([xJ) = [f(x)J, 

hvor f på hØjre side står for den oprindelige afbildning og på 

venstre side for den tilhØrende mængdeafbildning. (Her ude

lades i reglen de krØllede parenteser; det må da sluttes af 

sa.mmenhængen, om talen er om den ene eller den anden afbildning 

f.) 

For den til en afbildning f:A ind i B hØrende mængdeafbild-

ning gælder, når A' og N' betegner vilkårlige delmængder af A, 

at 

f(A' n A")~ f(A') n f(A"); 

thi for hvert element x E. A' n A" haves f( x) ~ f (A' ) og 
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f( x) ~ f( A"). Inklusionstegnet kan i almindelighed ikke er

stattes med lighedstegnet. Findes der nemlig to forskellige 

elementer x
1

, x
2 

€ A, for hvilke f(x1 ) = f(x2 ), og vælges 

A' = {x
1

j og A" = {x
2
l, vil venstre side i inklusionen være tom, 

medens hØjre side er {f(x1 )l = {f(x2 )j. Med de samme betegnel

ser gælder endvidere 

f(A' u N')= f(A') u f(A"). 

At mængden på venstre side er en delmængde af mængden på hØjre 

side fØlger af, at hvis x € A' u A11
, vil der gælde f(x) € f(A') 

eller f( x) € f(N'). Gyldigheden af den omvendte inklusion ind

ses således: At y er et element af f(A') u f(A"), altså 

y € f(A') eller y€f(N'), vil sige, at der findes et element x 

tilhørende A' eller A", altså A' u A", for hvilket f(x) = y. 

Men dette betyder netop, at y € f(A' u N'). 

Til en afbildning f:A ind i B er også knyttet en afbild

ning af .tJ(B) ind i !J(A) defineret ved, at der til delmængden 

B' af B svarer den (muligvis tomme) mængde af alle de elementer 

x af A9 for hvilke f(x) tilhØrer B' 9 altså ved 

B'~ {x l f(x) € B'~. 

Mængden f x l f( x) € B' 1 kaldes originalmængden til B' • Den de-

finerede afbildning kan derfor kaldes den til f hørende original-

mængdeafbildning. Den betegnes 

fo-i: ;t'}(B) ind i 1J(A) 

eller, når for vekslinger er udelukket, i reglen f- 1 : 1) (B) ind i 

Jj (A). 

Det fØlger umiddelbart af definitionen, at man for hver 

delmængde B' af B har 

f(fo-1 (B t)) c B 1
• 

:;:: 

Lighedstegnet gælder, hvis B'~ f(A), og, idet f(f 0
-

1 (B')) ~ f(A), 
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kun i dette tilfælde. For hver delmængde A' af A har man 

f 0
-

1 (f(A 1
)) :J A'. 

;;;; ' 
thi for hvert element x E. A' er f(x) E. f(A') og fØlgelig 

x E. f 0
-

1(f(A' )). Heller ikke her gælder lighed generelt, hvilket 

ses af fØlgende ekstreme eksempel: Lad A være en mængde, som 

indeholder mindst to elementer, og f:A ind i B den konstante 

afbildning x~ f(x) = b, hvor b er et fast valgt element i B. 

For et vilkårlig t element a E. A har man da f 0 
-

1 (f({ a 1 ) ) = 

f 0 -1 (~b}) =A :J fa}. Endvidere gælder for hvilkesomhelst del-

mængder B' og B" af B, at 

fo-1(B' n B") = fo-i (B') n fo-1(Bu), 

f 0
-

1(B 1 U Bi') = fo-1 (B r ) U fo-1(B"). 

Den fØrste relation kan bevises således: At et element x E. A 

tilhører mængden på venstre side, betyder, at f( x) E. B' n B". 

At x hØrer til mængden på højre side, altså såvel til fo-1 (B') 

som til f 0
-

1 (B''), betyder, at f(x) E. B' og f(x) E. B". De to 

udsagn er Øjensynlig ensbetydende. Tilsvarende indses gyldig-

heden af den anden relation. 

Ved til hvert element y E. B at lade svare originalmængden 

f 0
-

1 (fy}) til mængden fy1 ~B, fås en afbildning af B ind i 

:iJ(A). I stedet for f 0 
-

1 (f y} ) skrives i reglen blot f 0
-

1 (y), 

og denne mængde kaldes originalmængden til elementet y. Herom 

gælder fØlgende: 

For hver afbildning f:A i~d i B danner mængden af~original

o-1 ( ) mængderne fy til elementerne y E. B en klasseinddeling 

af A. 

o-1 ( ) Bevis: Hvert element x E. A tilhører en af mængderne f y , 

nemlig fo-1 (f(x)), og for to elementer y 1 ,y 2 E. B er 

o-1· ) o-1( ) f (y1 n f y2 = Ø, når Y1 i= y2 • Dette kan sluttes af 

ovenstående formel for originalmængden til en fællesmængde eller 
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o-1 ( ) o-1 ( ) ved at bemærke, at et fælles element for f y
1 

og f y
2 

måtte have de forskellige billedelementer y 1 og y 2 ved f, hvilket 

strider mod afbildningens definition. 

Hvis det for en afbildning f:A ind i B gælder, at billed

mængden f(A) udgØr hele dispositionsmængden B, hvis altså 

siges den at være en afbildning af A ~ B eller en surjektiv 

afbildning, i tegn 

f:A på B eller f :A~ B sur j. 

Hver afbildning f:A ind i B kan betragtes som en afbildning af 

A på f(A). 

Eksempler (jfr. side I, 4,2-3): 

1) Den ved x~ x3 bestemte funktion fra R til R er surjektiv. 

den ved x~ x 2 bestemte er ikke surjektiv. 

2) Den ved~~ J:(t)dt bestemte afbildning af C(A,R) ind i 

C(A,R) er ikke surjektiv, da integralet af en kontinuert funk-

tion er differentiabel, og ikke alle kontinuerte funktioner er 

differentiable. Den ved~~ ~~(t)dt bestemte afbildning af 

C(A,R) ind i R er surjektiv, da hvert reelt tal kan fås som det 

bestemte integral af en passende (f.eks. i intervallet konstant) 

funktion. 

3) Den retvinklede projektion af planens punkter på en li-

nie m er en afbildning af E2 på m. Men dens restriktion til en 

linie l er kun surjektiv, hvis l ikke er vinkelret på m. 

4) Enhver translation af planen E
2 

er en surjektiv afbild-

ning. 

5) Enhver homoteti af planen E
2 

er en surjektiv afbildning. 

6) Afbildningen, der til hver trekant i planen lader svare 
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dens areal er en afbildning af 6 på R+. 

7) Afbildningen, der t il hver delmængde A' af en endelig 

mængde A lader svare antallet n(A') af elementer i A', er en af

bildning af ~(A) ind i N
0

, som ikke er surjektiv. 

8) Den karakteristiske funktion for en delmængde A a.f en 

mængde E er en afbildning af E på fo,1} , hvis og kun hvis A er 

forskellig fra både Ø og E. 

Er f en afbildning af en mængde A på en mængde 

B, gælder for hver mængde B' ~ B, at 

f(f"-1 (B')) =B'. 

Idet her f(A) =B, fremgår dette af det, der blev sagt (side I, 

4, 8-9) om lighedstegnet i cen for vilkårlige afbildninger gyl-

dige inklusion. 

Er f en afbildning af A på B og g en afbildning af B på C, 

vil gof være en afbildning af A på C; med andre ord, ved sammen

sætning af surjektive afbildninger fås igen en surjektiv afbild

ning. Da g er surjektiv, findes der nemlig for hvert element 

z E C mindst e et element y E B, for hvilket g (y) = z. Da f er 

surjektiv, findes der mindst eet element x E A, for hvilket 

f(x) =y, og for dette element x er g(f(x)) =z. 

Hvis det for en afbildning f:A ind i B gælder, at hvilkesom

helst to forskellige elementer af A har forskellige billedelemen

ter, hvis altså 

eller, hvad der kommer ud på det samme, 

siges f at være en enentydig eller injektiv afbildning.(Til den 

ældre, men endnu overvejende brugte glose "enentydig" bemærkes, 

at den opstod på en tid, da man kaldte en afbildning som defi-
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neret her for en "entydig afbildning". Man talte også om 

"flertydige afbildninger", ved hvilke der til et element af de-

finitionsmængden kunne svare flere elementer i dispositionsmæng-

den. Man har imidlertid forladt dette begreb, da det har vist 

sig at være uhensigtsmæssigt i den overvejende del af matematik-

ken. Ifølge den her givne definition gælder 

for hver afbildning f:A ind i B.) At en afbildning f:A ind i B 

er injektiv angives ved 

f:A ind i B (1-1) eller f:A ~ B inj. 

Eksempler (jfr. side I, 4, 2-3): 

1) Den ved x~ x3 bestemte funktion fra R til R er injektiv. 

Den ved x~ x2 bestemte er ikke injektiv, men dens restriktion 

til f x l x ~ O l er det. 

2) Den ved ep ~ { ep (t) d t bestemte afbildning af (J (A, R) ind i 
la rb 

sig selv er injektiv. Den ved q>~ Ja q;(t)dt bestemte afbildning 

af CJ(A,R)ind i R er ikke injektiv, -idet der findes forskellige 

kontinuerte funktioner i intervallet A, for hvilke det bestemte 

integral fra a til b har samme værdi. 

3) Den retvinklede projektion af planens punkter på en linie 

m er en ikke injektiv afbildning. Dens restriktion til en linie 

l er injektiv, hvis og kun hvis l ikke er vinkelret på m. 

4) Enhver translation af planen E2 er en injektiv afbildning. 

5) Enhver homoteti af planen E2 er en injektiv afbildning. 

6) Afbildningen, der til hver trekant i planen lader svare 

dens areal er ikke injektiv. 

7) Afbildningen bestemt ved A'~ n(A') af :iJ(A) ind i N er o 
ikke injektiv, når A indeholder mindst to elementer. 
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8) Den karakteristiske funktion for en delmængde A af E er 

kun injektiv, hvis E består af to elementer og A af eet af disse. 

Er f:A ind i B en injektiv afbildning, gælder for hvilke

somhelst to delmængder A' og A" af A, at 

f'(A' n A")= f(A') n f(A"). 

Da dette med ~ i stedet for = er rigtigt for vilkårlige afbild

ninger (se side I, 4, 7), er det tilstrækkeligt at vise, at 

mængden på højre side er en delmængde af mængden på venstre side. 

At elementet y E B tilhører f(A') n f(A") betyder, at der findes 

et element x1 E A' og et element x2 E A", således at f(x1 ) = f(x2 ). 

Da f er injektiv, medfører dette, at x1 = x2 E A' n A". Heraf 

ses, at y er billedelement af et element i A' n A" og følgelig 

tilhører f(A' n A"), som påstået. Er f:A ind i B en injektiv 

afbildning, har man endvidere for hver delmængde A' af A 

fo-1 (f(A')) =A'. 

Da dette med ~ i stedet = er rigtigt for vilkårlige afbildninger, 

er det tilstrækkeligt at vise, at mængden på venstre side er en 

delmængde af A'. At elementet x E A tilhører fo-1 (f(A')) betyder, 

at f(x) E f(A'), og dette vil sige, at der findes et element 

x' E A', for hvilket f(x') = f(x). Da f er injektiv, medfører 

dette, at x = x' E A', som påstået. 

Er f en enentydig afbildning af A ind i B og g en enentydig 

afbildning af B ind i C, vil gof være en enentydig afbildning af 

A ind i C; thi af g(f(x1 )) = g(f(x2 )) følger f(x1 ) = f(x2 ), da g 

er injektiv, og heraf x1 = x2 , da f er injektiv• 

At en afbildning f:A ind i B er injektiv er ensbetydende med, 

at originalmængden fo-1 (y) for hvert element y E B består af højst 

eet element af A. Idet fo-1 (y) er tom, når y Ej= f(A), kommer dette 

ud på, at fo-1 (y) består af netop eet element, når y E f(A). Ved 
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til hvert y E f(A) at lade svare det entydig bestemte element 

af A, som udgør originalmængden f
0

-
1 (y), og som kaldes original~ 

elementet til y, defineres en afbildning af f(A) ind i A. Denne 

o-1 ( -1 betegnes ligeledes med f . eller i reglen f ) • [Derved kommer 

f
0

-
1 (y) altså til at betegne såvel originalmængden som det ele

ment denne består af.] Den således definerede afbildning 

f
0

-
1 :f(A) ind i A 

kaldes den til f inverse eller omvendte afbildning. Det ses 

umiddelbart, at den er surjektiv, da jo hvert element x E A er 

originalelement til et element i f(A), nemlig f(x). Det er også 

klart, at den er injektiv; thi to forskellige elementer i f(A) 

kan ifØlge afbildningens definition ikke have samme original-

element. 

Lad f:A ind i B være en injektiv afbildning. Det til 

y E f(A) ved dens inverse afbildning svarende element f
0

-
1 (y) 

af A er ifØlge definition det element af A, hvis billede ved f 

er y. Der gælder altså 

for y E f(A), 

d.v.s. 

o-1 
fof = ef(A) • 

Er x E A, vil det til f(x) ved den inverse afbildning svarende 

element være det, hvis billede ved f er f(x), altså x. Følgelig 

gælder 

f
0

-
1 (f( x)) = X for x E A, 

d.v.s. 

o-1 
f of = eA • 

Den til fo-i :f(A) på A inverse afbildning er f:A på f(A), altså 

(fo-1)o-1 = f. 

Eksempler (se ovenfor): 
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1 ) Den injektive funktion x ~ ~ fra R ti l R har den om

vendte y~ ~y. Funktionen x~ r fra R til R er ikke injektiv. 

Men dens restriktion ti l R u f O J er det og har værdimængden 
+ 

R+ u {o J o Dens om vend te funktion er y~ vy . Restriktionen 

til R_ u foJ, hvor R_ betegner mængden af negative tal, er lige

ledes injektiv. Dens arnvend te er funktionen y 4-- /Y fra 

~+ u .fol til R_ u f oJ. Funktionen sin fra R til R er ikke injek

tiv. Men dens restriktion til intervallet·-% ~ x ~ ~ er det. 

Idet værdimængden er intervallet -1 ~ y ~ 1 , er den arnvend te 

funktion Aresin defineret i dette interval. (Det ses, at den i 

den engelske og amerikanske matematiske litteratur brugte beteg

nelse sin-1 for denne omvendte funktion er i overensstemmelse med 

betegnelsen f-1 • Da imidlertid sinpx i betydningen (sin x)P, 

o -1 1 h å hvorefter altsa sin x = aln x' ar gammel hævd, undg s brugen 

af sin-1 i betydningen Aresin x.) 

2) Billedmængden ved den injektive afbildning ep~ /:(t)dt 

af C(A,R) ind i sig selv består af alle i intervallet A define

rede funktioner ø, for hvilke Ø(a) =O, og som er differentiable 

med kontinuert differentialkvotient Ø 1 
o Den inverse afbildning 

er defineret i denne mængde og bestemt ved Ø~ Ø'. 

3) Den inverse afbildning til den retvinklede projektion af 

en linie l på en linie m, som ikke er vinkelret på l, lader til 

hvert punkt Q på m svare skæringspunktet mellem l og den vinkel-

rette på m gennem Q. 

4) Den inverse afbildning til den ved punktparret P
0

,Q
0 

bestemte translation af planen er den ved punktparret Q
0

,P
0 

be-

stemte translation. 
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5) Den inverse afbildning til homotetien af planen med cen

trum C og faktoren m t O er homotetien med samme centrum og 

faktoren 1 
m 

En afbildning f med definitionsmængden A og dispositions-

mængden B, som er såvel surjektiv som injektiv, siges at være 

bijektiv eller at være en enentydig afbildning af A ~ B. For 

sådanne afbildninger har altså alt, hvad der blev sagt om sur-

jektive og injektive afbildninger, gyldighed. Specielt fremhæves: 

yed sammensætniug_af bijektive afbildninger fås en bijektiv af

bildning. Den inverse til en bijektiv afbildning er en bijektiv 

afbildning. Er f en enentydig afbildning af en mængde A på en 

o-1 
mængde B, altså f en enentydig afbildning af B på A, siges 

disse to afbildninger at bestemme en enentydig korresponda~ 

mellem (elementerne i) A og (elementerne i) B. 

Er f en enentydig afbildning af A på B og g en enentydig af

bildning af B på C, gælder for den enentydige afbildning gof af 

af A på C, at 

( ) o-1 o-1 o-1 gof ~ f og . 

Dette indses således: Begge afbildninger har definitionsmængden 

o o -1 . 
C, og denne afbildes ved begge pa A. Ved g svarer der tll 

o-1 
z E C det element y E B, for hvilket g(y) = z, og ved f svarer 

der til y det element x E A, for hvilket f(x) = y. Dette element 

o -1 o -1 
x svarer altså til z ved den sammensatte afbildning f og • 

( ) ( ) 
o -1 

Men da g f(x ) = z, er x også billedelementet af z ved gof • 

Bijektive afbildninger af en mængde A på sig selv kaldes 

hyppigt for transformatio~ eller, især når A er en endelig 

mængde, for permutationer af A. Til disse hØrer den identiske 

afbildning eA. Den sammensatte af transformationer af A er en 

transformation af A, og det samme gælder for den inverse til en 

transformation af A. 
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Er f 1 ,f2 ,oo.,fn transformationer af en mængde A, fås ved 

gentagen anvendelse af ovenstående relation for den inverse 

til en sammensat afbildning (og af den associative lov) 

(f o • o • nf
2

of1 
) 

o -1 o-1 of • n n 

Specielt har man altså for hver enentydig afbildning f af en 

mængde A på sig selv og hvert n E N 
(fon)o-1 = (fo-1 )on • 

o-n ( ) Denne afbildning betegnes med f og kaldes den -n -te potens 

eller itererede af f. Sammen med tidligere indførte giver dette 

fØlg end e definition af en transformat ions p o tens med en vilkårlig 

eksponent p E Z: 

ro~o o •• o f (p "faktorer") for p > o 
f op = e A for p = o 

( fo-p) o-1 = (fo-1 )o-p for p < o. 

Det vi l blive vi s t s ener e, a t "potensregle rne" 

fopofoq = fo(p+q)' (fop)oq = fopq 

gælder for vilkårlige hele eksponenter p og q. Er transforma-

tionerne f og g af A ombyttelige, gælder også 

(fog) 0 P = f 0 Pog 0 P 

for hvert p E z. 
Eksempler: 

Det fremgår af det, der blev sagt om de behandlede eksem-

pler, i hvilke tilfælde der foreligger bijektive afbildninger 

og specielt transformationer. I det fØlgende omtales nogle en-

entydige korrespondancer, som har betydningsfulde anvendelser. 

Lad E være en universalmængde og XE mængden af alle funk

tioner fra E til {0,1}, altså mængden af alle i E definerede 

funktioner, som kun an tager værdierne O og 1. Ved ti l hver 

delmængde A ~ E at lade s vare dens karakteristiske funktion 
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XA € XE fås en afbildning af ~(E) ind i XE. Denne afbildning 

er surjektiv; thi hver funktion xEXE er karakteristisk funk

tion for en delmængde af E, nemlig for mængden af de elementer 

x € E, for hvilke x(x) = 1. Afbildningen er også injektiv. 

To forskellige delmængder af E har nemlig forskellige karakte

ristiske funktioner, idet den ene af disse har værdien 1 og den 

anden værdien O for et element, som tilhører den ene, men ikke 

den anden delmængde. Der består altså en enentydig korrespon

dance A ~ XA mellem mængden JJ(E) af delmængder af E og mængden 

XE af funktioner fra E til {O, 1 }. 
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Øvelser til kap. I, § 4. 

1. Bestem de sammensatte gof og fog samt de itererede f 0 n og 

on ' ( ) g , n E: N, af de ved x -+ f x = x2 og x-+ g(x) = ex bestem-

te funktioner fra R til R. 

Angiv de fundne funktioners værdimængder. 

2. Med A betegnes mængden R\ ~ 0,11 af de fra O og 1 forskel-

lige reelle tal og med f og g de ved henholdsvis x -+ 1 - x 

og x-+ 1 bestemte funktioner fra A til R. 
x 

Angiv værdimængderne f(A) og g(A). 

Find de sammensatte funktioner gof og fog, værdimængderne 

ved disse samt de itererede funktioner f 0 n,gon,(gof) 0 n,(fog) 0
r. 

for n E: N. 

3. Bestem funktionen f 02 og dens værdimængde for den ved 

x-+ ~~~ bestemte funktion f:R ind i R. Find værdimængden 

on ' ved f for n E: N, n > 2 • 

4. I planen E2 er givet tre rette linier l, m og n gennem 

samme punkt, således at hverken l eller n er vinkelret på m. 

Med f:l-+ m og g:m-+ n betegnes den retvinklede projektion 

af henholdsvis l på m og af m på n. SØg en simpel geometrisk 

karakterisering af den sammensatte afbildning gof:l ~ n, 

når l ~ n, og når l = n. 

5. Lad der være givet to forskellige punkter C og D i planen 

E2 samt et fra O og 1 forskelligt tal M· Med f:E2 -+ E2 
centrum 

betegnes homotetien medv-c og faktoren M, og med g:E
2 

-+ E2 

den translation, for hvilken g(C) =D. Vis, at såvel gof 

som fog er en homoteti med faktoren M• 

Konstruer disse hornotetiers centrer for M = 2 og M = -1. 
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6. Lad A og B være delmængder af en universalmængde E og xA 

og XB deres karakteristiske funktioner. Find, udtrykt ved 

disse, de karakteristiske funktioner X(A' XAnB' XAuB og 

XA\E" 

7. Mængden f (x,y) l (x E: R) 1\ (y E: R) 1 af alle par af reelle 

'2 . tal betegnes med R • V1s, at der ved 

(x,y) ~ ( 2 x 2 ' 2y 2) 
x +y x +y 

bestemmes en afbildning f af :R2 \ f(o,o)1 ind i sig selv, 

som er involutorisk, og bestem billedmængden. 

Bestem billedmængderne ved f af fØlgende mængder, hvor a, b 

og c ~ O er givne reelle tal: 

f (x,y) a x +by + c = o 1' 

f (x,y) a x +by = o 1\ (x,y) ~ (o ,.o) L 

f (x,y) 2 2 by+ c = o 1' x + y + ax + 

f (x,y) 2 2 + ax +by o 1\ (x,y) ~ (o,o)1. x + y = 
SØg en geometrisk beskrivelse af afbildningen f, idet tal

parrene (x,y) fortolkes som par af sædvanlige retvinklede 

koordinater for punkterne i planen. (Afbildningen kaldes 

inversion i enhedscirklen.) 

8. Find for funktionen f(x) = x2-1 fra R til R originalmængderne 

f 0
-

1 (fo1), fo-i(fy l -3 <y< 21), f 0
-

1 (fy l 2 ~Y~ 61). 

9. Find for funktionen f(x) = cos x + v3 sin x fra R til R vær

dimængden f(R) samt originalmængderne 

Find endvidere værdimængden og ~e tilsvarende originalmæng

der for funktionens Pestriktion til intervallet [O,JT] = 
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10. Bestem værdimængden for funktionen f(x) = x2 - 6x + 5 fra 

R til R samt mængderne 

f([-2,4]), f 0
-

1 (f([-2,4])), f 0
-

1 (]-5,5[), f(f 0
-

1 (]-5,5[)) 

hvor [-2,4] =fx l -2 ~x~ 4J og ]-5,5[ ={y l -5 <y< 51. 

11. Ved 

( x, y ) --+ ( l o g i (x+ y ) , x y ) 

defineres en afbildning f af delmængden 

A= { (x,y) l x+ y> oJ 

'2 . . '2 af mængden R af alle par af reelle tal 2nd 2 R • 

Find billedmængderne 

f(A) , f(A n { (x,y) l x = yJ), f(A n f (x,y) l x~ yJ) 

og originalmængderne 

hvor a er et givet reelt tal. 

12. Mængden af de i et interval ]a,b[ = f t l a< t< bJ vil-

kårlig ofte differentiable reelle funktioner betegnes med 

G=(]a,b[,R). Ved til hver sådan funktion~ at lade svare 

dens afledede~· defineres en afbildning D:C:(]a,b[,R-+ 

G"'(]a,b[,R). Bestem originalmængden (D 0 n)o-1 (tJ;), nE N, 

til en funktion tf; E~(]a,b[,R) ved den itererede afbildning 

Don. 

13. Lad f og g være afbildninger af en mængde A ind i sig selv. 

Vis, at hvis gof = eA' så er fog idempotent. 

Eksempel (jfr. opg. 12): A= C00

(]a,b[,R), g= D og f= I, 

hvor I er den for et givet tal c E ]a,b[ ved tf;--+ Ltj;(t)dt 

bestemte afbildning af ~(]a,b[,R) ind i sig selv. 

* 14 • Lad A være en endelig mængde og f en afbildning af A ind i 

sig selv. Vis, at der findes et tal n E N og et element 

a E A, således at f 0 n(a) = a. 

Undersøg, om en tilsvarende sætning gælder for uendelige 

mængder. 
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15. Undersøg, om følgende funktioner er surjektive: 

~:N~ N, hvor ~(n) er antallet af indbyrdes forskellige po

sitive divisorer i tallet n (1 og n medregnet); 

f: b ~ b, hvor f (z) = z n, n E N 

g: C \ {o l ~ b, hvor g (z) = z + 1 
z n 

h:R ~R, hvor h(x) = a
0 

+ a
1

x + a 2x2 + ..• + anx 

.•• ,a er givne reelle tal, a l O, n E N. (Skeln n n l 

mellem ulige og lige n.) 

16. For hvilke værdier af konstanten k E R er den ved f(x) = 

k x + sin x bestemte funktion f:R ~ R surjektiv? 

For hvilke værdier af k er den injektiv? 

17. I planen E2 er givet to forskellige punkter A og B. Med M 

betegnes mængden af de punkter af E2 , som ikke ligger på 

linien AB. 

En afbildning f af M ind i E2 defineres ved til punktet 

P E M at lade svare centret for den i trekant ABP indskrevne 

cirkel. Bestem billedmængden f(M), og undersøg, om afbild-

ningen er injektiv. 

*En afbildning g af M ind i E2 defineres vedtil punktet P E M 

at lade svare højdernes skæringspunkt for trekant ABP. Be

stem billedmængden g(M), og undersøg om afbildningen er in-

jektiv. Vis, at der findes en delmængde M' af M, således 

at restriktionen af g til M' er en involutorisk afbildning af 

M' på M. 

18. Angiv en nødvendig og tilstrækkelig betingelse, som reelle 

tal a,b,c,d må opfylde, for at den ved 

(x,y) ~ (ax+by, cx+dy) 

bestemte afbildning af mængden R2 af reelle talpar ind i 

sig selv er injektiv. 
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Vis, at når og kun når denne betingelse er opfyldt, er af-

bildningen surjektiv. 

19. Vis, at en afbildning f:A ~B er surjektiv, hvis og kun hvis 

den tilhørende originalmængdeafbildning f o-1 : JJ(B) ~ D(A) 

er injektiv, og at f:A ~ B er injektiv, hvis og kun hvis 

f
0

-1: J)(B)--> ;fjf..A) er surjektiv. 

20. Lad A, B og C være mængder og f:A ~B, g:B~ C afbildninger, 

for hvilke gof:A ~ C er injektiv. Vis, at f er injektiv. 

Vis under den yderligere forudsætning, at f er surjektiv, 

at også g er injektiv. 

21. Lad A, B og C være mængder og f:A ~ B, g
1 
:B~ C,g2 :B ~ C 

afbildninger, for hvilke g1 of = g2 of. Man kan da i almin

delighed ikke slutte, at g1 = g2 . Angiv et eksempel, der 

viser dette, og bevis, at g1 of = g2af medfører g1 = g2' 

såfremt f er surjektiv. 

Lad f 1 :A~ B, f 2 :A ~B, g:B ~C være afbildninger, for hvilke 

gof1 = gof2 . Man kan da i almindelighed ikke slutte, at 

f 1 = f 2 . Angiv et eksempel, der viser dette, og bevis, at 

gof1 = gof2 medfører f 1 = f 2 , såfremt g er injektiv, 

22. Med f' betegnes en afbildning af' en mængde A ind i A. Vis, 

at 

Ø D O ' 

og at der f'or f'ællesmængden 

00 

M = n f' 0 n(A) 
n= O 

gælder f'(M) ~ M. 

Vis, at f'(M) =M, såf'remt f' er injektiv. Angiv eksemP-ler 

på injektive af'bildninger, der viser, at både M = Ø og 

M :j: Ø kan forekomme. 
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23. Lad f :A -) B være en afbildning, A' ,A" ~ A og B' ,B 11 ~ B. 

Vis, at der for den tilhØrende mængdeafbildning f: J)(A)-) 't:J(J 

gælder 

f ( A"\ A ' ) -:;J f (A" ) \ f ( A' ) , 

og a t lighedstegnet gælder, når f :A-) B er injektiv. Vis 

endvidere, at der for den til en vilkårlig afbildning 

f:A-) B hØrende originalmængdeafbildning fo-1 : .:D(B) -) tJ (A) 

gælder 

fo-1 (B"\B') = fo-1 (B")\ fo-1 (B'). 

24. Bestem billedmængden for hver af fØlgende afbildninger af 

mængden R2 af reelle talpar ind i sig selv: 

(x,y)-) (x2+y2, x2-y2), 

(x,y)-) (x3+y3, x3-y3), 

(x,y) -) (ex Y +e ' eX-eY), 

(x,y) -> (Are tg x + Arctg y, Arctg x - Arctg y)' 

(x,y) -) (sin x + sin y, sin x - sin y). 

Undersøg, hvilke af afbildningerne der er injektive, og angiv 

disses inverse afbildninger. 

25. Vis, at en involutorisk afbildning f:A-) A er bijektiv og 

identisk med sin inverse. 

26. Idet x E R, betegnes med [x] det største hele tal, der er 

mindre end eller lig med x. (Sættes x = m + r, hvor 

m E Z og O ~ r < 1, er [x] = m.) Vis, at funktionen 

f:R-) R bestemt ved f(x) = 2[x] - x er bijektiv. 

27. Lad n E N være gi ve t, og lad f: C -) C være den ved z -) zn 

bestemte afbildning. Angiv en delmængde M af c, således at 

restriktionen f:M-) C er bijektiv. 

*LØs den samme opgave for den ved z -) z + 1 bestemte afbild
z 

ning g: C \ f O} -) C • 



M a t • 1 , 1 96 3-64 AG I, 5,1 

~5. Relationer. 

Dot cartesiske produkt A x B. 

Det ordnede par af to (ens eller forskellige) objekter a 

og b vil vi betegne (a,b). Begrebet er således at forstå, at __ 

den ordenj i hvilken de to objekter optræder, spiller en rolle, 

altså 

(a,b) = (c,d) ~ a= c 1\ b =d. 

Vi advarer mod forveksling med symbolet ~a,b} for mængden 

af indbyrdes forskellige blandt objekterne a og b. Medens {a,b} 

= {b,a}, så er (a,b) + (b,a) medmindre a= b. 

Vi vil også betragte ordnede sæt af flere objekter. Her er 

rækkefølgen ligeledes væsentlig: 

(a,b,c) = (d,e,f) ~ a= d 1\ b= e 1\ c= f. 

Ved det cartesiske produkt eller mængdeproduktet A x B af 

to mængder (eller klasser) A og B forstås mængden (klassen) af 

alle ordnede par (a,b), hvis første komponent a tilhører A, og 

hvis anden komponent b tilhører B, altså 

AxB = [(a,b) l aE:A/\bE:B}. 

Det er tilladt, at A= B. I stedet for A x A skrives også A2• 

Ganske tilsvarende defineres det cartesiske produkt af fle

re mængder (eller klasser); eksempelvis 

A x B x C = {(a, b, c) l a E: A 1\ b E: B A c E: C}. 

I stedet for A x A x A skrives også A3 , etc. 

Er A og B endelige mængder med henholdsvis p og q elemen

ter, vil A x B have pq elementer. Er også a endelig med r ele-
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menter, vil antallet af elementer i A x B x C være pqr; etc. 

I visse tilfælde kan man anskueliggøre sig det cartesiske 

produkt af to eller tre mængder: 

Lad l og m være to hinanden skærende linier i planen, A en 

delmængde af (mængden af punkter på) l og lige~edes B ~ m. Mæng

den af skæringspunkter mellem de med m parallelle linier gennem 

punkterne af A og de med m parallelle linier gennem punkterne af 

B kan da opfattes som en illustration af A x B. Er A og B spe

cielt liniestykker, fås punkterne i et parallelogram (tegn); for 

A = l, B = m fås hele planen. 

Denne illustrationsmåde for A x B lader sig også anvende på 

to mængder A og B af reelle tal, idet man først repræsenterer A 

ved den tilsvarende punktmængde på x1-aksen og B ved den tilsva

rende punktmængde på x2-aksen i et sædvanligt retvinklet koordi

natsystem x1x2 i planen. Specielt kommer man på denne måde til 

fortolkningen af R x R = R2 som mængden af punkter i planen. 

Mængdeproduktet R x R x R = R3 kan man, ved brug af et sæd

vanligt retvinklet koordinatsystem x1x2x3, illustrere ved mængden 

af punkter i rummet. 

Relationsbegrebet. 

Ved en relation fra en mængde (eller klasse) A til en mængde 

(klasse) B forstås en delmængde (delklasse) R af det cartesiske 

produkt A x B. - Med en mere primitiv sprogbrug kan man sige, at 

en relation fra A til B foreligger, når visse ordnede par (x,y) 

af et element x fra A og et element y fra B er udmærket eller ud

valgt frem for de øvrige. 
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En relation fra A til A omtales også som en relation i A. 

I stedet for (x,y) E R vil vi ofte skrive xRy, hvilket læ-

ses: x står i relationen R til y. 

Relationer spiller en fundamental rolle inden for alle om-

råder af matematikken. Vi nævner en række eksempler: 

1° Allerede i den mest elementære geometri optræder den rela-

tion R fra mængden E2 af punkter i planen til mængden af rette 

linier i planen, hvor xRy udtrykkes: punktet x ligger på linien 

y (eller: linien y går gennem punktet x). 
,.. 

2 En vigtig relation R i mængden R af reelle tal er den, hvor 

xRy skrives x < y. 

3° En relation R (lighed) i klassen af alle (matematiske) ob-

jekter er den, hvor xRy skrives x = y. 

4• En relation R fra klassen af alle (matematiske) objekter til 

klassen V af alle mængder er den, hvor xRy skrives x E y. 

5° En relation R (inklusion) i klassen V af alle mængder er 

den, hvor xRy skrives x ~y. 

En relation R fra en mængde (eller klasse) A til en mængde 

(klasse) B vil oftest være givet ved et prædikat e(x,y) med to 

variable x og y, hvor x refererer til A og y til B: 

R= f(x,y) E A x B j ®(x,y)}, 

dvs. R er den delmængde (eller delklasse) af A x B, hvor for 

x E A, y E B gælder 

(x,y) E R <==> ®(x,y), 

eller anderledes skrevet 

xRy ~ e (x, y) • 

Det forekommer hyppigt, at forskellige prædikater ®(x,y) og 
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~(x,y) bestemmer en og samme relation fra A til B, nemlig når 

der for x E A, y E B gælder 

®(x,y) <=} ~(x~y). 

6° En vigtig relation i mængden N af naturlige tal, kendt fra 

barneskolen, defineres ved 

x l y <=} 3 N z [y = z x] • 

xly læses: x går op i y, x er divisor i y, y er delelig med x. 

7° En relation i mængden N af naturlige tal defineres ved: x 

har ingen divisor f 1 fælles med y, i tegn 

-.3 Z (Z f 1 A Z l X A Z l Y ]. 

At x står i denne relation til y, udtrykkes: x er primisk med y. 

8° En relation i mængden af rette linier i planen defineres 

ved: linien x har intet punkt fælles med linien y. At x står i 

denne relation til y, udtrykkes ofte: x er parallel med y. I 

reglen vil det dog være mere hensigtsmæssigt (jfr. side 13) også 

at regne sammenfaldende linier for parallelle; med brug af den 
n 

under 1 nævnte grundlæggende geometriske relation "punkt på li-

nie" defineres relationen "parallelitet" i mængden af rette li-

nier i planen da ved 

X li Y <=} ~ 3E Z (z på x A z på y) v X = y. 
2 

Vi bemærker, at den samme relation kan defineres ved ganske andre 

prædikater, f.eks. ved: linierne x og y har en fælles normal. 

9r En relation (kongruens) i mængden t(E2 ) af punktmængder i 

i planen defineres ved x ~ y <=} punktmængden x kan føres over 

i punktmængden y ved en isometrisk afbildning f:E2~ E2• 

Definitionen overføres umiddelbart fra planen til rummet. 

10° En relation fra mængden ~N af alle følger x= (x1,x2, ••• ) 

af reelle tal til mængden ~ af reelle tal y defineres ved 
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lim xn =y ~ VR E 3NN VNn [n> N~ lY- xnl < E]. 
n~ + 

Man læser: talfØlgen x= (x1 ,x2 , ••• ) er konvergent med grænsevær

dien y. 

Foruden relationer R, som har fået et særligt navn, eller 

hvor man har indført en fast betegnelse eller en særlig sprog

lig vending for xRy, vil vi træffe utallige 11 navnløse 11
• Et vig-

o 
tigt tilfælde nævnes i 11 • 

o 
11 Lad f:R 2 ~ R være en reel funktion af to variable. En re-

lation R i mængden R af reelle tal defineres da ved 

xRy ~ f(x,y) = o. 
o 

12 I mængden E3 af punkter i rummet tænkes valgt et punkt o. 

En relation R i E3 defineres da ved: x og y ligger på en ret 

linie gennem o. 

I stedet for den korrekte vending 11 den ved prædikatet 

e(x,y) bestemte relation fra A til B11 benyttes ofte den løse 

sprogbrug "relationen ®(x,y) fra A til B11
• Når man vil pointere, 

at man ikke tænker på prædikatet e(x,y), men på selve mængden 

[(x,y) l e(x,y) }, omtaler man da denne som relationens graf. 

·2 ~ Som delmængde af R kan en relation i rt (eller relationens 

graf) anskueliggøres som en punktmængde i planen. For "rela

tionen" x< y i R er grafen således halvplanen {(x,y) l x< y}. 

For en vilkårlig mængde (eller klasse) A kaldes mængden 

6, = { (x,x) l x E: A} 

for diagonalen i A2 • Hermed har vi en betegnelse og e t nyt navn 

:for relationen 11 lighed 11 i A, - eller for relationens graf. 
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Lad R1 være en relation fra A1 til B1 og R2 en relation fra 

A2 til B2 , hvor A1 ~ A2 og B1~ B2 • I tilfælde af at 

R1 = R2 n (A1x B1 ), 

dvs. hvis 

siger man, at R1 er restriktionen af R2 til en relation fra A1 
til B1 , eller at R2 er en udvidelse af R1 • 

Som eksempel kan nævnes, at relationen "<" i R er en udvi

delse af relationen i N med samme betegnelse. - Betegnelser og 

navne for relationer bevares ofte uændret efter restriktion el-

ler udvidelse. 

Hidtil ha·r der kun været tale om "binære" relationer, dvs. 

relationer mellem to objekter. En almideliggØrelse af relations-

begrebet er imidlertid nærliggende. 

Ved en ternær relation forstås en delmængde af et cartesisk 

produkt A x B x C, ved en kvaternær relation en delmængde af et 

cartesisk produkt A x B x C x D, osv. 

Også relationer mellem flere objekter vil oftest være givet 

ved pri..~dika ter. En kvaternær relation i mængden E2 af punkter i 

planen bestemmes således ved: punkterne v, x, y og z ligger på 

en cirkel. Relationer i R vil hyppigt være givet ved systemer 

af ligninger og/eller uligheder med flere eller færre reelle ube-
o 

kendte (jfr. 11 ovenfor). 

Som delmængde af :R3 kan en ternær relation i R anskuelig-

gøres som en punktmængde i rummet. 

Også uden for matematikken møder man talrige relationer. 

Som eksempel kan nævnes de forskellige slægtskabsrelationer mel-

lem mennesker. 
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Invers relation. Sammensat relation. 

Ved den inverse relation til en relation R ~ A x B for

stås den reiation R-1c B x A, hvor for x E A, y E B gælder = 
-1 yR x ~ xRy. 

Definitionen kan også udtrykkes 
-1 

R = [(y,x) (x,y) E R}. 

(R-1) -1 Det er klart, at = R. 

I nogle tilfælde har man faste betegnelser både for xRy og~ 
-1 o o o 

for yR x. Således i eksemplerne 2 , 4 og 5 

x < y ~ y > x, x E y ~ y 3 x, x ~ y ~ y ~ x. 

Når der i stedet for "relationen R, hvor xRy <=- e(x,y) 11 si

ges 11 relationen udtrykt ved e(x,yJ' eller blot "relationen e(x,y)", 
-1 kan man i almindelighed ikke vide, om der tænkes på R eller R • 

11 Relationen i N udtrykt ved 3Nz [y = zx]" kan lige vel være den 
o 

i 6 definerede relation og dens inverse. I tilfælde af at præ-

dikatet er en sproglig sætning med en af de to variable som sub-

jekt, menes dog sædvanligvis relationen S bestemt ved 

.s. ~ prædikatet, 

hvor den pågældende variable skrives i stedet for første prik. 
o 

Efter dette princip udtrykkes relationen i 6 ved "x går op i y", 

dens inverse ved "y er delelig med x" eller "y er et multiplum 

af x", o 
relationen i 1 ved "punktet x ligger på linien y", dens 

inverse ved 11 linien y går gennem punktet x". 

Lad R være en relation fra A til B og S en relation fra B 

til c. Ved den af R og S sammensatte relation forstås da den 
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relation SoR ~ra A til C, hvor for x ~ A, z E C gælder 

(x,z) E SoR ~ 3BY (xRy A ySz]. 

Er specielt A = B = C og R = s, skrives også R2 i stedet for 

RoR. 

Eksempler. 

1) Lad A, B og C være mængden af henholdsvis punkter, rette 

linier og cirkler i planen. Med R betegnes relationen fra A til 

B udtrykt ved 11punktet x ligger på linien y", med S relationen 

f'ra B til C udtrykt ved "linien y er tangent til cirklen z". At 

punktet x står i relationen SoR til cirklen z, betyder da, at der 

findes en linie ~ennem x, som tangerer z, altså at punktet x 

ligger uden ~or eller på cirklen z. 

2) Lad R være en relation f'ra A til B. Da er R-1oR en rela-

t ion i A, medens -1 RoR er en relation i B, og vi har 

(x,z) E R-1oR ~ 3BY (xRy A zRy] for x E A, z E: A, 

(x, z) E RoR-1 ....... 3AY (yRx A yRz] for x E: B, z E B. 

Betegner R eksempelvis relationen i ~bestemt ved 

xRy ~ X ~ 1 A X l Y 1 

vil "x E: ~ står i relationen R-1oR til z E ~~~ betyde, at x og z 

begge er + 1 og har et fælles multiplum, altså at x og z begge 

er f 1, medens "x E: N står i relationen RoR-1 til z E: N" bety

der, at x og z har en fælles divisor+ 1. Den i 7° betragtede 

relation er ~2 \ RoR-1 • 

3) Flere slægtskabsrelationer defineres som sammensatte rela

tioner, hvilket i nogle tilfælde direkte udtrykkes i benævnelsen. 

Betegner R relationen udtrykt ved 

xRy ~x er barn a~ y, 
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vil xR2 z betyde, at x e~ barnebarn af z, medens (x,z) E R-1 oR 

betyder, at x og z er (hel- eller halv-)søskende. 

For tre relationer R ~ A x B, S ~ B x C og T ~ C x D 

gælder 

hvor relationen ToSoR ~ A x D kan karakteriseres ved 

(x, u) E To So R *"* 3BY 3
0

z. (xRy A ySz A zTu]. 

For relationer R ~ A x B og S ~ B x C haves 

(SoR)-1 = R-1 os-1 , 

thi for x E A, z E C gælder 

dvs. 

3BY [ xRy A ySz J 

(z,x) E (SoR)-1 

[ -1 -1 J 3BY zS y A yR x , 

Betegner R som i 3) relationen "x er btarn af' y", vil R3 = 

RoRoR og R-1o(R-1oR)oR = (R2)-1 oR2 være velkendte slægtskabsre-

lationer. 

Enentydig korrespondance. Afbildningsrelation. 

En relation R f'ra en m@ngde (eller klasse) A til en mængde 

(klasse) B kaldes en enentydig korrespondance mellem A og B, 

hvis der f'or hvert x E A findes et og kun et y E B, således at 

xRy, og ligeledes f'or hvert y E B et og kun et x E A, således 

at xRy. En enentydig korrespondance mellem A og B er altså en 

mængde (klasse) R af par (x,y) E A x B, hvor hvert x E A er rør-
, 

ste komponent og hvert y E B anden komponent i netop et par 

(x,y) E R. 
, 

Betragtes kun en enentydig korrespondance R, vil vi i stedet 

f'or xRy ofte skrive x~ y, hvilket læses: x og y er sammenhø-
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rende. 

Eksempler. 

1) På et dansegulv foreligger en enentydig korrespondance 

mellem mængden af dansende herrer og mængden af dansende damer. 

2) Lad A være mængden af punkter på en kugleflade med undtagel

se af et punkt O ("nordpolen"), medens B er mængden af punkter 

i tangentplanen til kuglefladen i det diametralt modsatte punkt 

C' sydpolen") • En enentydig korrespondance mellem A og B define-

res da ved 

x~ y ~ x og y ligger på en ret linie gennem O. 

Vi bemærker, at denne korrespondance er restrLktionen af den i 

o 
12 betragtede relatio~R i E3 til en relatiam fra A til B. 

3) Relationen i R defineret ved 

xRy ~ x3 + y5 = 1 

er en enentydig korrespondance. 

4) 
~ o o 

Kun i et af eksemplerne 1 -10 optræder en enentydig kor-
o 

respondance, nemlig i 3 . 

En relation R fra en mængde (eller klasse) A til en mængde 

(klasse) B kaldes en afbildningsrelation, hvis der for hvert 

x E A findes et og kun et y E B, således at xRy. 

At en relation R ~ A x B er en enentydig korrespondance, 
-1 er således ensbetydende med, at R og R begge er afbildnings-

relationer. 

Begreberne afbildning og afbildningsrelation hænger nøje 

sammen: 
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Er ~ en afbildning ~ A ind i B, ~:A~ B, vil relationen 

R c A x B bestemt ved = 
xRy <==* ~(x) = y 

være en afbildningsrelation, medens der omvendt for en vilkårlig 

afbildningsrelation R ~ A x B findes netop en afbildning 

~:A~ B, således at (*) gælder for x E A, y E B, nemlig den, hvor 

til hvert x E A er tilordnet det y E B, for hvilket xRy. - Den 

til en afbildning ~:A~ B svarende relation R ~ A x B, altså 

R = Ux,y)l ~(x) = y j, kaldes afbildningens gra~. Er speciel t 

A c;: R og B = R, vil grafen, fortolket som e n punktmængde i pla

nen~ være det velkendte grafiske billede af ~unktionen f. 

Egentlig er det overflØdigt at opretholde begrebet afbild-

ning som et selvstændigt begreb: man kan indordne det under re-

lationsbegrebet ved overalt, hvor talen er om afbildninger, at 

betragte de tilsvarende afbildningsrelationer. 

Idet den indgående behandling af afbildninger, der er givet 

i de to ~oregående paragraffer, kan fortolkes som vedrØrende af-

bildningsrelationer, skal vi her kun gøre ~Ølgende bemærkninger: 

Sammensætning har vi defineret både ~or afbildninger (I,3, ) 

og for relationer (I,5,7). Der kan dog ikke opstå misforståel-

ser, thi er R ~ A x B og S ~ B x C afbildningsrelationer svarende 

til afbildninger f:A ~B og g:B ~ C, da svarer den sammensatte 

relation SoR ~ A x C til den sammensatte afbildning go~:A ~ C. 

At en afbildning f:A ~ B er bijektiv, er ensbetydende med, 

at dentilsvarende relation R ~ A x B er en enentydig korrespon

dance. Den inverse relation R-1 c B x A vil da svare til den in-= 
verse afbildning ~-1 :B ~ A. 



Mat. 1 , 1963-64 AG I, 5, 12 

Eksempler. 

Den a:fbildning af kugleflade \ 11 nordpol" på tangentplanen i 

ilsydpolen", der svarer til den i 2) betragtede enentydige korre-

spondance, altså afbildningen, der til hvert x E A tilordner 

skæringspunktet y mellem nævnte tangentplan og den rette linie 

gennem O og x, kaldes stereografisk projektion. 

Til den i 3) betragtede enentydige korrespondance R, hen

holdsvis til R-1 , svarer de bijektive afbildninger af R på R 

x~ ?1 - x3 og y ~~1 - y5. 

Ofte træffes en relation R c A x B, hvor til hvert x E A 
::; 

, o 

findes hØjst et y E B, saledes at xRy, dvs. hvor der for x E A, 

Y1 E B og y 2 E B gælder 

xRy1 A xRy2 ~ Y1 = Y2• 

Betragtet som relation fra {x E A l 3BY: xRy} til B vil R da 

være en afbildningsrelation. 

Eksempler. 

Relationen i R defineret ved 

xRy ~ 4x
2 

+ y
2 = 1 A y ~ O 

er, betragtet som relation fra intervallet [-t,tJ = {x l 3y: xRyf 

til R, en afbildningsrelation. Den tilsvarende afbildning af 

[-t,tJ infi i R er 
2 

x ~ v1 - 4x ' 

Den i 10° definerede relation fra RN til R er af den her be-
, 

tragtede type; enhver talfØlge har nemlig hØjst en grænseværdi. 

Betragtet som relation fra mængden af konvergente reelle talføl

ger til R er det da en afbildningsrelation; ved den tilsvarende 

afbildning tilordnes til hver konvergent reel talfØlge dens 
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grænseværdi. 

Ækvivalensrelation. 

En relation R i en mængde (eller klasse) E siges at være 

refleksiv, hvis der for x E: E gælder 

xRx, 

altså hvis hvert element af E står i relationen R til sig selv. 

Dette er ensbetydende med~~ R, hvor~= {(x,x) 1 x E: E} er 

diagonalen i E x E ( jfr. side 5 ) • 
o o o o o o 

De i 3 , 5 , 6 , 8 , 9 og 12 betragtede relationer er re-

fleksive. 

En relation R ~ E x E siges at være symmetrisk, hvis der for 

x E: E, y E: E gælder 

xRy =} yRx. 

Dette er ensbetydende med R-1 = R. 
o o o o o 

De i 3 , 7 , 8 , 9 og 12 betragtede relationer er symme-

triske. 

En relation R~ E x E siges at være transitiv, hvis der for 

x E E, y E E, z E E gælder 

xRy A yRz =} xRz • 

Dette er ensbetydende med R2 ~ R. 

o o o 60, 80 o De i 2 , 3 , 5 , og 9 betragtede relationer er 

transitive. Det bemærkes, at parallelitet mellem rette linier 
o 

kun er en transitiv relation, når man, som vi har gjort i 8 , reg-

ner sammenfaldende linier for parallelle. 

Man kunne tro, at en symmetrisk og transitiv relation 
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R ~ E x E altid er refleksiv, idet man af xRy ved brug af sym

metrien kan slutte yRx og vider8 ved brug af transitiviteten 

xRx, Dette viser imidlertid ikke, at xRx for alle x E E, men kun 

for de x E E, der står i relationen R til mindst et y E E. 

En relation R i en mængde (eller klasse) E kaldes en ækviva-

lensrelation i E, hvis den er refleksiv~ syrnmetrisk og transitiv, 

altså hvis der for x E E, y E E, z E E gælder 

E1 • xRx, 

il,2. xRy => yRx, 

xRy A yRz => xRz. 

Betragtcs lcun en ækvival0nsrelation R, skrives i stedet for 

xRy oftest x ~ y, hvilket læses: x er ækvivalent med y, eller: 

x og y er ækvivalente; den sidste sprogbrug afspejler symmetrien. 

Undertiden bruges også andre tegn. 

De i 3°, 8° og 9° betragtede relationer er ækvivalensrela-

tioner. Det samme gælder restriktionen til E
3 

\ fOj af relationen 
o 

i 12 • 

Vi skal nu behandle en vigtig sag, etablering af en enenty-

dig lcorrespondance mellem ækvivalens re la tione rne i og klasseind-

delingorne af en vilkårlig mængde E. 

Idet vi tærucer os givet en mængde E, vil vi med a,b, ••• ,x,y, ••• 

betegne elementer af E, med A,B, ••• delmængder af E, med~,~, ••• 

mængaer af delmængder af E og med R,s, ••• relationer i E. 

Er w en klasseinddeling af E, altså en mængde af ikke tomme, 

parvis ais junk te delmængder af E med E som foi'cningsmængde (I, 2,18), 
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vil den ved 

(*) xRy ~ x og y ligger i samme mængde tilhØrende ~' 

dvs. ved 

xRy ~ 3~ A [x E: A A y E A] , 

bestemte relation R i E være en ækvivalensrelation. Dette veri-

ficeres umiddelbart. 

Omvendt vil vi nu vise, at der for hver ækvivalensrelation 

R i E findes en og kun en klasseinddeling ~ af E, således at 

(~:) gælder for x E E, y E E. Dermed vil være godtgjort, at der 

foreligger en enentydig korrespondance mellem mængden af ækvi-

valensrelationer i E og mængden af klasseinddelinger af E. 

Lad da R være en ækvivalensrelation i E. For xRy skrives 

x I'V y. 

Først foretages en analyse. Vi tænker os en klasseinddeling 

~ af E, således at (*) gælder for x E E, y E E. 

For hvert a E E ses nu ved brug af ( *), at d en klasse fra ~, 

som a tilhører, består af de med a ækvivalente elementer, dvs. 

klassen er fx E E x~ aJ. Videre fås for A E D(E) 

A E~~ 3Ea: A= ~x l x~ aJ, 

eller, idet vi for fx l x I'V aJ indfører betegnelsen F , a 

A E ~ ~ 3Ea: A = Fa' 

dvs. ~ er mængden af indbyrdes forskellige mængder Fa = fx l x I'V aJ, 

~ = ~Fa l a E EJ. 

Dette lcan også opfat tes således: ~ er billedmængden ved afbild

ningen af E ind i D(E) defineret ved 

a---+ fx l x"' aJ. 

Hermed er analysen ført til ende. Den viste, at en mængde ~ 
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af delmængder af E, som dels er en klasseinddeling af E, dels 

sammen med den givne relation R opfylder (*), kun kan være 

fFa l a E EJ. Specielt har vi da, at der findes hØjst en sådan 

mængde q,. 

Det bemærkes, at vi endnu ikke har benyttet, at R er en 

ækvi valensrela tion. Var dette il'Jce tilfældet, kunne vi dog på for

hånd vide, at ingen mængde af delmængder af E, og altså heller 

iklw f F l a E E J, ville være en klasseinddeling af E, som sam-a 

men med R opfylder (*)• 

Nu er det imidlertid forudsat, at R er en ækvivalensrela-

tion, og det kan da bevises, at {F l a E E} virkelig har de øn
a 

skede egenskaber. 

For {Fa l a E E} indfØres for kortheds skyld betegnelsen y. 

Mængden y af delmængder af E karakteriseres da ved, at der for 

A E D(B) gælder 

A E y~ 3Ea: A= {x l x~ a}, 

dvs. m~ngderne tilhØrende y er de delmængder af E, som kan skri-

ves på formen fx l x~ aJ. 

Først vises, at y er en klasseinddeling af E. At mængderne 

tilhørende y er ikke tomme og har E som forening, fØlger af, at 

R er reflelcsi v, hvilken egenskab kan udtrykkes: for a E E gælder 

a E fx l x "' a} • 

Endvidere skal godtgøres, at mængderne tilhØrende y er parvis 

disjunkte, altså at der for A E Y, B E y gælder 

A i B ~ A n B = ~~ 

dvs. 
A n B i Ø ~ A = B. 
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Af c E ~x l x~ a} A c E ~x l x~ b}, dvs. c~ a A c~ b eller, 

idet symmetrien benyttes~ a ~ c A c ~b, sluttes imidlertid, 

ved brug også af transitiviteten, a~ b. Heraf fås videre 

x~ a~ x~ b (ifØlge Æ3) og x~ b~ x~ a (ifØlge d2 og R3), 

altså for x E E: x ~ a ~x ~b~ hvilket er ensbetydende med 

~x l x~ a}= ~x l x~ b}. 

Endelig vises gyldigheden af 

( *) a "' b ~ :::J "'l" A [a E A A b E A J • 

Er a"' b, haves jo a E ~x l x~ bJ~ men ifØlge Æ1 også 

b E ~x l x"' b}. Omvendt: er a E ~x l x,.,., c} A b E ~x 

dvs. a "' c A b ~ c, fås a "'b ved brug af Æ2 og Æ3. 

Herme d e r fØlgende vigtige sætning b e vi s t: 

x ~ c J' 

Mellem mængden af klasseinddelinger 4> af en vilkårlig mællli-

de E og mængden af ækvivalensrelationer ~ i E består en enent~-

di_g_ korrespondance, bestemt ved 

l:..t ækvivalensrelationen ,.,., svarer til klasseinddelinge!1 <I>, 

vil således sige, at x ~ y er ensbetydende med, at x Q& y til

hØrer samme klasse. Den ti l en ælcvi valens relation ~ svarende 

klasseinddeling <I> kan omvendt karakteriseres som den mænltd~ <I> §f 

delmængder af E, hvor 

VD(E)A [ A E <I>~ 3Ea: A= [x l x~ aJ], 

dvs. klasserne er de delmængder af E, som kan skrives på formen 

~x l x~ a}. 

Når en klasseinddeling <I> af E betragtes sammen med den til-

svarende ækvivalensrelation ~, kaldes mængderne tilhørende <I> 

gerne ækvivalensk lasser. Et element a E E siges at repræsentere 

eller at være en repræsentant for den ækvivalensklasse, det til-

hører. 
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For restriktionen til E3 \ {O} af relationen i 12° er ækvi

valensklasserne de rette linier gennem o, dette punkt ikke med-

regnet. For relationen lighed, x = y, i en vilkårlig mængde E er 

den tilsvarende klasseinddeling den, hvor hvert element danner 

o 
en klasse for sig. Til relationen i 8 svarer en inddeling af de 

rette linier i planen i klasser af indbyrdes parallelle; en 

ækvivalensklasse kaldes her et parallelbundt, medens en ækviva

lenslclasse ved rcla tionen paralle li te t for rette linier i rummet 

o 
kald0s et parallelknip~e. Til relationen i 9 svarer en indde-

ling af alle punktmængder i planen (rummet) i klasser af indbyr-

des leongruen te. 

FØlgende eksempler fremhæves særligt: 

1) Lad f være en afbildning af en mængde E ind i en mængde B. 

Relationen i E defineret ved 

x ~ y ~ f(x) = f(y) 

er da en ækvivalensrelation i E. /Bcvi valensklasserne er de fra 1u 

..,..o-1(z) ( forskellige originalmængder ~ til elementer z E B, sammen-

lign I, 3, ) • 

i~vivalensrelationer defineret på denne måde mØdes ofte. 

Som eksempel fra den elementære geometri nævnes for polygoner 

relationen: x og y har samme areal. At to liniestykker har samme 

længdetal, er ensbetydende med, at de er kongruente; at to vinkler 

har samme måltal (mellem O og 1T), er ensbetydende med, at de er 

kongruente. 

I øvrigt svarer enhver ækvivalensrelation i en mængde E på 

den betragtede måde til en afbildning, nemlig til afbildningen 

f:E ~ D(E), hvor til hvert a E E er tilordnet den ækvivalensklasse, 
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der indehold~r a. 

2) Hvis en mængde T af transformationer af en mængde E er en 

transformationsgruppe, vil relationen i D(E) defineret ved 

A ~ B ~ 3Tf: f(A) = B 

være en ækvivalensrelation i D(E). 

Indeholder T nemlig den identiske afbildning eE' vil rela

tionen være refleksiv, idet eE(A) = A for hvert A ~ E. Gælder 
o-1 

f E T ~ f E T, vil relationen være symmetrisk; er nemlig 

f(A) =B og f E T, haves jo f
0

-
1 (B) =A. Gælder f E T A g E T~ 

gof E T, vil relationen være transitiv; er nemlig f(A) = B, 

g(B) = C, f E T og g E T, haves jo (gof)(A) = C. 

Til transformationsgruppen af isometriske afbildninger 

(kongruenser) f:E2 ~ E2 af planen svarer på denne måde relationen 

kongruens i mængden D(E2 ) af punktmængder i planen, jfr. 9°. -

To puructmængder i planen siges at være egentlig kongruente, hvis 

den cn0 kan fq.Jres over i den anden ved en flytning (egentlig kon

gruens) f:E2 ~ E2 • Også h~r foreligger en ækvivalensrelation, idet 

mængden af flytninger af planen er en transformationsgruppe. -

Hvad hL:r er sagt om planen, overføres ord til andet til rummet. 

Bemærkning. Undertiden træffes en afvigende sprogbrug: I 

stedet for 11 egentlig kongruent 11 siges blot "kongruent", medens 
o 

11kongruent 11 i vor betydning, jfr. 9 , gengives ved 11 isometrisk 11 

ellci' 11 egentlig eller uegentlig kongruent". 

3) Geometriske vektorer. 

Til ethvert ordnet par (P,Q) af punkter i rummet svarer 

(jfr. I,3,3) en translation af rummet, specielt svarer til et 

par (P,P) den identiske afbildning. Ved 
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(P,·~) "' (R,S) -==> (P,Q) og (R,S) bestemmer samme translation 

defineres da, ifØlge 1), en ækvivalensrelation i mængden E
3 

x E
3 

af ordnede punktpar. Til hver translation t svarer en ækvivalens-

klasse bestående af alle punktpar, der bestemmer t; det er i øv-

rigt punktparrene (P,t(P)), P E E
3

• 

I fremstillingen af elementær vektorregning er side EV,1,1, 

givet fØlgende definition: Ved en geometrisk vektor forstås et 

liniestykke i rummet forsynet med en bestemt ge~~emløbsretning. 

To sådanne liniestykker skal dog opfattes som samme vektor, så-

fremt de blot har samme størrelse og retning. - Tilføjelsen inde-

bærer, at en geometrisk vektor dog ikke er det samme som et ori-

enteret liniestykke. Hvad er det da? 

Først bemærkes, at man i stedet for orienterede liniestyk-

ker kan betragte ordnede par af punkter, idet opgivelse af et 

orienteret linie styklce kommer ud på et med op gi vel se af begyndel-

sespunkt og endepunkt. Hermed er vi imidlertid lige vidt: en geo-

metrisk velctor er nu et ordnet punktpar; dog skal to punktpar op-

fattes som samme vektor, såfremt de bestemmer samme translation. 

Mystikken hæves, når dette opfattes som en lØs formulering 

af fØlgende definition: Ved en geometrisk vektor forstås en 

ækvivalensklasse af ordnede punktpar ved den ovenfor indførte 

ækvivalensrelation. Et punktpar (P,Q) er herefter ikke en vektor, 
-+ 

men det repræsenterer en vektor. Betegnelsen PQ skal betyde den 

vektor, som repræsenteres af punktparret (P,Q); vektorer betegnes 

også med et enkelt understreget bogstav. 

En fordel ved at gå ud fra punktpar i stedet for liniestyk-

ker er det, at nulvektoren kommer med på naturlig måde, Q = 
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Vi noterer, at der mellem mængden a~ geometriske vektorer og 

mængdon a~ translationer a~ rummet består an naturlig enentydig 

korrespondance. 

Man møder o~te, som i 3) 9 en situation, hvor indbyrdes ækvi

valente elementer ved en ækvivalensrelation i en mængde E op~attes 

som uvæsentligt ~orskellige, hvor~or man 11 identi~icerer 11 dem, 

regner dem som blot ~orskellige eksemplarer a~ samme tinge Dette 

kan tillægges den mening,at det i virkeligheden er ækvivalensklas

sorne, der har interesse; de enkelte elementer i E betragtes blot 

som repræsentanter ~or disse. 

Når man ~or en opgave vedrørende konstruktion a~ en tre

kan t anfører t:. eks., a t der e r to lØsninger 9 mene s i reglen: 

påmJr kongruens to løsninger, hvilket betyder, at lØsningerne 

udgØr to ækvivalensklasser ved relationen kongruens, ~ • 

Undertiden (mis)bruges lighedstegnet til at udtrykke ækvi

valens. I elementære geometribØger betyder LA = LB således ikke, 

at der er tale om samme vinkel, mon blot at de to vinkler har 

samme måltale 

Ordningsrelation. 

En relation R i en mængde (eller klasse) A siges at være 

~metrisk, hvis der ~or x E A, y E A gælder 

x =l= y 1\ xRy => --yRx 

eller, ensbetydende hermed, 

xRy 1\ yRx => x = y. 

At der blot ~r tale om en om~ormulering, beror på den ud-
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sagnslogiske ækvivalens 

som f.eks. kan vises således: 

"...,r A p =>.....,q" eq d-.r => (p => ...,q) 

eq 11-.r => (._,p v ~q) 11 eq 11p 1\ q => r 11 • 

At en relation R ~ A x A er asymmetrisk, betyder med andre 
-1 

ord, at R n R ~ 6, hvor 6 = {(x,x) l x E AJ er diagonalen i A x A 

Med R vil derfor også enhv8r relation S c R være asymmetrisk, 

ligesom asymmetri bevares 9 når der til R fØjes elementer (x,x) 

af diagonalen. 

Transitivitet for en relation R c A x A definerede vi 
::: 

(side 13) ved for x E A, y E A, z E A at kræve 

xRy 1\ yRz => xRz • 

Da denne betingelse Øjensynlig er opfyldt for x = y v y = z, vil 

det være nok at betragte tilfældet x f y 1\ y f z; betingelsen er 

altså ensbetydende med 

x ~ y 1\ y ~ z 1\ xRy 1\ yRz => xRz, 

dvs. 
(x,y) E R \ 6 1\ (y,z) E R \ 6 => (x,z) E R. 

Det fremgår heraf, at transitivitet bevares, når der til en 

relation R ~ A x A fØjes elementer af diagonalen 6. Fjernes fra 

en r(jlation 0lementer af diagonalen, kan transitivitet derimod 

gå tabt ( jfr. 8°); vi slcal imidlertid se, at transitivitet sammen. 

~asymmetri bevares: 

Lad R~ A x A være transitiv og asymmetrisk, og lad 

R \ 6 ~ S ~ R. Det påståo da, at S er transitiv; (at S er asym

metrisk, ved vi på forhånd). -Det vil være nok nt vise, at 
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R\~ er transitiv. Vi fører beviset ved ud fra antagelserne R 

transitiv, men R\~ ikke transitiv at 

slutte, at R ikke er asymmetrisk. Tænker vi os nemlig, e~ter an-

tagelsen R\~ ikke transitiv, clementer a, b og c a~ A, ~or 

hvilke 

(a,b) E R \ ~ A (b,c) E R \ 6 1 men (a,c) ~ R \ 6, 

~ås, da R er transitiv, at (a,c) E R og dermed (a,c) E~~ dvs. 

a = c, således at 

aRb A bRa A a f b. 

Medens en relation R c A x A som nævnt (side 13) kaldes re-
= 

~leksiv, hvis VAx: xRx, vil vi sige, at R er irrefleksiv, hvis 

VAx: 'xRx, dvs. hvis R n ~ = Ø. 

En relation R i en mængde (eller klasse) A siges at være 

en refleksiv ordningsrelation i A, hvis den er refleksiv, asym-

metrisk og transitiv, altså hvis der ~or x E A, y E A, z E A 

gælder 

OR1 • 

OR2. 

OR3. 

xRx, 

X f y A xRy ~ '"""~yRx 1 

xRy A yRz ~ xRz, 

medens R siges at være en irrefleksiv ordningsrelation, hvis den 

er irrefleksiv, asymmetrisk og transitiv; her forlanges altså i 

stedet ~or OR1 1 at der ~or x E A skal gælde 

OR1. 

Vi nævner, at det ved de~initionen på irre~lekaiv ordnings

rela-tion ville være nok at ~orlange OR1 og OR3 gyldige; thi hvis 

en relation R~ A x A er irrefleksiv og transitiv, så er den også 
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asymmetrisk. Beviset herfor kan føres ved ud fra antagelserne R 

transitiv, men ikke asymmetrisk at slutte, at R ikke er irreflek-

siv. 

Refleksive og irrefleksive ordningsrelationer i A hØrer 

sammen parvis: fra en ordningsrelation af den ene type f'ås en af 

den anden ved at f'jerne, henholdsvis tilrøje diagonalen i A x A; 

herved bevares nemlig transitivitet og asymmetri, som nærmere om-

talt ovenfor. 
... 

Betragtes kun en refleksiv ordningsrelation R og den til-

svarende irrefleksive R, vil vi, når der ikke er indfØrt særlige 

tegn for relationerne, i stedet for xRy og xRy skrive henholdsvis 

x ~ y og x -< y. Sammenhængen mellem de to relationer, R= R \ 6 

og R = R u 6, kan da udtrykkes 

x -< y <==} x :;< y 1\ x f y, 

henholusvis 
x -3: y <==} x -< y v x = y. 

::r 

Man bruger den vending, at en (ref'leksiv eller irref'leksiv) 

ordningsrelation i A bestemmer en ordning af elementerne i A. 

Ordningen siges at være total (fuldstændig), hvis der for x E A, 

y E A gælder 

x t y =* x -;< y v y -~ x .. 
eller, ensbetydende hermed, 

x t y ~ x -< y v y -< x' 

altså hvis hvilkesomhelst to forskellige elementer af A kan "sam-

menlignes" ved den pågældende ordning. Vil man understrege, at 

en betragtet ordning ikke nødvendigvis er total, omtales den 

også som en partiel (delvis) ordning. 

Ved en vilkårlig ordning haves 
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x-< y ~ ~(y;< x), dvs. y -;< x ~ _,(x -< y), 

medens det er karakteristisk ~or total ordning, at også det om-

vendte gælder, således at 

-.(y -;.< x) ~ x -< y, d v s • ~ x - < y) <==* y -=< x • 

Thi x -< y med~Ører x t y i~Ølge OR1 og videre '(y -< x) i~Ølge 

OR2, men x t y A _,(y -< x) er ensbetydende med --ex = y v y -< x), 

dvs. med ~Y~< x). At ordningen er total vil sige 1 at der ~or 

vilkårlige x og y gælder 

x = y v x -< y v y -< x, dvs. y~< x v x -< y, 

hvill{0t jo er ens b e tydende med ""1Y -< x) x -< y. /..t't· 
~ 

::: 

-"' "~~' 
o 

Den i 2 betragtede relation < er en irre~leksiv ordnings-

relation; den tilsvarende re~leksive ordningsrelation i R skrives 

~ ; ordningen a~ R er total. 
o o o 

Relationerne i 3 , 5 og 6 er re-

~lelmi ve Ordningsrola tioner; den til = svarende irre~leksi ve 

ordningsrelation er 0, den til~ svarende skrives c (j~r. I,2,7), 

medens vi ikke vil ind~øre nogen særlig betegnelse for xly A x + y; 

i intet a~ de 3 til~ælde ~oreligger en total ordning. 

Den inverse relation til en re~leksiv eller irre~leksiv 

ordningsrelation er en ordningsrelation a~ samme type. Eksempel-

vis gælder dette de inverse til relationerne <, ~ og c, ~' som 

skrives >, ~ og ~. ~· 

Er B c A, vil restriktionen til B a~ en ordningsrelation i = 
A igen være en ordningsrelation a~ samme type. Når ordningen a~ 

A er total, vil restriktionen til B også være det; derimod ~ore-

kommer det ofte, at hvilkesomhelst to ~orskellige elementer i B 

kan sammenlignes ved ordningen, uden at det tilsvarende gælder 

~or A. 
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I det følgende defineres en række vigtige begreber i tilknyt

ning til en given ordning af en mængde (eller klasse) E. For den 

betragtede refleksive ordningsrelation skrives~, for den irre

flaksive -<. Elementer af E betegnes med små latinske bogstaver, 

delmængder (delklasser) af E med store. 

Et element a E E siges at være en minorant for mængden (klas

sen) X ~ E, hvis a -< x for ethvert x E X, altså hvis 

'r/xx [ a -~ x] , dvs. 'r/ Ex [ x E X '* a -_< x J • 

Tilsvarende siges b at være ma.iorant for X, hvis x-:...< b for ethvert 

x E X. 

Findes der en minorant for X, siges X at være nedad begræn-

set, findes en majorant for X, siges X at være opad begrænset. At 

X er begrænset, skal betyde, at X er både nedad og opad begrænset. 

Hvis X har en minorant a, som tilhører X, siges X at have a 

som første element, og man skriver a = min X. At X højst kan have 

et element med denne egenskab, følger umiddelbart af, at relatio-

nen ~< er asymmetrisk. Hvis X har en majorant b, som tilhører X, 

siges X at have b som sidste element, og man skriver b = max X. 

Der findes højst et element med denne egenskab. 

Det kan hænde, at mængden (eller klassen) af mineranter for 

en nedad begrænset mængde (klasse) X c E har et sidste element ae = 
Man siger da, at X har den nedre grænse a, og betegner denne 

in~ X (i~imum X). At a= i~ X betyder altså, at a er minorant 

~or X, samt at der ~or enhver minorant x ~or X gælder x-~ a. Det 
, 

er e~ter de~initionen klart, at et X~ E højst kan have en nedre 

grænse. 

Tilsvarende ind~øres :e._vre grænse ~or X ~ E som "~ørste majo

rant11 ~or X. Der er højst en. Nødvendigt, men i almindelighed ik-
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ke tilstrækkeligt for eksistensen er det, at X er opad begræn

set. Som betegnelse bruges sup X (supremum X). 

At X har et fØrste (sidste) element, er åbenbart ensbety

dende med 1 at X har en nedre (øvre) grænse, som tilhØrer X; i 

så fald er inf X= min X (sup X= max X). 

Et element m tilhørende X siges at være et minimalelement 

af X, hvis der ikke findes noget x E X, for hvilket x -< m. I 

tilfælde af, at ordningen er total, falder begreberne minimal-

element og første element sammen; thi da gælder 

~ex -< m) ~ m -< x og dermed 
IS 

'3xx [x -< m] ~ vxx [m ~< x]. 

Er ordningen ikke total, vil som før et eventuelt første element 

af X også være et minimalelement af X, og der vil ikke være 

andre; men har X intet første element, kan der dog være et mini-

malelement i X, ja der kan være flere, endog uendelig mange. -

Ganske tilsvarende bemærkninger gælder begrebet maksimalelement, 

der indfØres ved definitionen: et element m siges at være et 

maximalelement af X, hvis 

Eksempler. 

1) Mængden Z med den sædvanlige totale ordning, ~,<. Enhver 

nedad (opad) begrænset mængde X ~ Z har et første (sidste) ele-

ment. 

2) Mængden Q med den sædvanlige totale ordning, ~,<. Her 

findes nedad (opad) begrænsede mængder X ~ Q uden nedre (øvre) 

grænse. F.eks. har fx E Q l x2 < 2} både minaranter og majoran-

ter, men hverken en nedre eller øvre grænse. Mængden 
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~1/n l n € NJ har et sidste element, 1; den har ikke noget før

ste element, men nok en nedre grænse, o. 
3) Mængden R med den sædvanlige totale ordning, ~,<. Enhver 

nedad (opad) begrænsst.mængde X~ R har en nedre (øvre) grænse. 

Dette er en af de fundamentale egenskaber ved de reelle tal. 

4) Mængden b(A) af delmængder af en mængde A, ordnet ved inklu

sion, ~,c. Enhver mængde X~ b(A), altså enhver mængde af del

mængder af A, er såvel nedad som opad begrænset, idet Ø er en 

minorant og A en majorant. Enhver mængde X ~ b(A) har en nedre 

grænse, nemlig nfx l x E Xj, og en øvre grænse, nemlig 

U~x l x E Xj. Disse kan være (men behøver ikke at være) henholds

vis første eller sidste element. En mængde m E X er minimalele

ment (maximalelement) af X, hvis ingen mængde x E X er ægte del

mængde af m (har m som ægte delmængde). Som eksempel nævnes, at 

når elementerne af X er fra Ø forskellige, parvis disjunkte 

mængder, er hver af disse såvel minimal- som maximalelement af X. 

5) Mængden N ordnet ved den refleksive ordningsrelation xly, 

x er divisor i y. Enhver mængde X ~N er nedad begrænset, idet 

1 er en minorant, og har endvidere en nedre grænse, nemlig stør

ste fælles divisor for tallene i X (se øvelse 21). En mængde 

X ~ N er opad begrænset, hvis og kun hvis den er endelig. I så 

fald er f.eks. produktet af tallene i X en majorant for X, og 

tallenes mindste fælles multiplum er øvre grænse. Mængden 

f12, 18, 36! har nedre grænse 6, der ikke er første element, og 

øvre grænse 36, der er sidste element. Et element m i en mængde 

X ~ N er minimalelement (maximalelement) af X, hvis intet andet 

tal tilhørende X er divisor i m (er et multiplum af m). I en 
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mængde X~ N, som ikke indeholder tallet 1, vil eventuelle prim

tal tilhørende X være minimalelementer, men muligvis ikke de 

eneste. 

Lad f være en afbildning af en mængde (eller klasse) A ind 

i en mængde (klasse) A', og lad der være givet en ordning af A 

såvel som en ordning af A'. For den refleksive ordningsrelation 

i A skrives -~, for den tilhørende irrefleksivs -<, medens der 

for ordningen af A' bruges betegnelserne -~ 1 , -<'. Man siger 

da, at f er monoton, hvis der for x E A, y E A gælder 

x~ y ~ f(x) ~<'f(y) 

eller, ensbetydende hermed, 

x-< y ~ f(x) -~ 1f(y), 

medens f siges at være ordenstro eller strengt monoton, hvis der 

for x E A, y E A gælder 

x-< y ~ f(x) -<'f(y). 

Medens endog en konstant afbildning f er monoton, gælder 

det, at hvis ordningen af A er total og f strengt monoton, så 

vil f være injektiv. Thi for vilkårlige to forskellige elementer 

x og y af A haves da enten x~ y og dermed f(x) -<'f(y), eller 

y-<.x og dermed f(y) -<'f(x); i begge tilfælde er f(x) + f(y). 

Eksempler. 

1) Tilordner man til hver endelig mængde antallet af dens ele

menter, fås en strengt monoton afbildning af klassen af endelige 

mængder ordnet ved inklusion ind i (N0 ,<). 

2) Den identiske afbildning af N er en ordenstro afbildning af 

(N,j) ind i (N,<), idet 

x l y 1\ x + y ~ x < y. 
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3) De (strengt) monotone afbildninger af (I,<) ind i (k,<), 

hvor I ~ R er et interval, er netop de på I definerede (strengt) 

voksende funktioner, medens de (strengt) monotone afbildninger 

af (I,<) ind i (k,>) er de på I definerede (strengt) aftagende 

funktioner. 

Det bemærkes, at vi i disse eksempler såvel som senere an

giver en ordnet mængde, dvs. en mængde A samt en refleksiv og 

den tilhørende irreflaksive ordningsrelation i A, ved at anføre 

mængden og en af de to relationer. Således betegner både (N,<) 

og (N,~) mængden af naturlige tal med den sædvanlige ordning. 

Velordning. 

En ordning af en mængde (eller klasse) M, givet ved en re

fleksiv eller den tilhørende irreflaksive ordningsrelation i M, 

siges at være en velordning, hvis hver ikke tom delmængde (del

klasse) af M har et første element. 

En velordning er altid total, idet definitionen heraf (side 

24) kommer ud på, at enhver delmængde bestående af to elementer 

skal have et første element. 

Er M velordnet, er det endvidere klart, at en vilkårlig del

mængde (delklasse) ligeledes vil være velordnet ved restriktio

nen af ordningen i M. 

I det følgende forudsættes M velordnet; vi skriver som sæd

vanlig -~ og -< for de to sammenhørende ordningsrelationer. 

Til ethvert element x E M, som ikke er sidste element i M, 

findes et (og selvfølgelig kun et) umiddelbart følgende, dvs. et 

element x', således at x-(x' og at der for ethvert y E M, for 
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hvilket x-< y, gælder x'-~ y. 

Bevis: Da ordningen er total og x ikke er sidste element, 

er mængden ~y E M l x -< y J ikke tom~ Den har følgelig et første 

element x', og dette opfylder de stillede krav. 

Med det ved a E M bestemte afsnit M af M menes a 

Ma = {x E M l x -< a J. 
Ved anvendelse af dette begreb kan den vigtige sætning om trans

finit induktion formuleres således: 

Er X en delmængde (delklasse) af M, der stadig forudsættes 

velordnet, gælder de,t, at hy;i.a 

V'Ma [Ma ~ X => a E X], 

så el:' X = M. 

(Bemærk, at kravet omfatter, at det første element a
1 

af M 

tilhører X, idet jo Ma =Ø og Ø~ X.) 
1 

Bevis: Påstanden kan også udtrykkes 

X c M => ~a [rvra ~ X A a Ef: X J. 
Vi antager, at X c M, dvs. at M \X ikke er tom, og betegner 

med a det første element af M \ X. Vi har da a E M \ X og der

med a ~ X. Endvidere er Ma ~X, hvilket ses således: idet a er 

minorant for M \ X, gælder for x E M 

x E M \ X => a -< x 

og dermed 
x E M \ X => 

1 (x -< a), 

dvs. 
x -<=t ..,.. x E X, 

altså 
x E M => x E X. a 
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Eksempler. 

1) Enhver totalt ordnet endelig mængde er velordnet. 

2) Den ordnede mængde (N,<) er velordnet. Det umiddelbart e~

ter et tal x E N fØlgende er x + 1. Sætningen om transfinit in

duktion udsiger i dette tilfælde: En mængde X~ N vil være he

le N, hvis 1 E X og der for a > 1 gælder 

{1, ••• ,a-1} ~X ~ a E X. 

Den sædvanlige induktionsslutning beror på, at en mængde X c N = 
vil være hele N, hvis 1 E X og der for a > 1 gælder 

a - 1 E.: X ~ a E.: X. 

Denne sætning fås af den foregående, idet man benytter 

{ 1 , ••• , a -1 } ~ X ~ a - 1 E.: X. 
.. 

Eksempelvis er det nu ligeledes indlysende, at en mængde X ~ N 

vil være hele N, hvis {1,2} ~X og der for a> 2 gælder 

{a-2,a-1} ~X ~ a E.: X. 

3) Den ordnede mængde (Z,<) er ikke velordnet, men enhver ned-

ad begrænset delmængde er det. Ligeledes er enhver opad begræn

set delmængde af (Z,<) velordnet ved >· 

Det cartesiske produkt X A • 
t-E.:J [, 

Lad der være givet en indiceret mængde af mængder, 

(A~)t- E.: J; hermed menes, jfr. I,3, , en afbildning af indexmæng

den J ind i klassen af alle mængder. Det givne er med andre ord, 

at der til hver index ~E.: J er tilordnet en mængde A~. 

Ved detcartesiske produkt eller mængdeproduktet X A for
t-EJ c.. 

stås mængden a~ alle afbildninger (at-)t- E.: J' hvor VJt-: at- E.: At-. 
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Et element i X A er altså 
r,EJ r, 

et element a E A • 
[, (. 

AG I, 5,33 

en tilordning: til hver index r:. E J 

m 
Er J= f1,2, ••• ,mj bruges også skrivemåden X A .• Mellem 

t.=1 r, 

denne mængde og A1 x A2 x ••• x Arn består en naturlig enentydig 

korrespondance, idet der til en afbildning (ar,)r, E J svarer det 

ordnede sæt (a1 ,a2 , ••• ,am). Ofte skelner man ikke mellem 

m 
XA 

r,=1 r, 
= 

Er J = N bruges også skrivemåderne 
00 

XA 
r,=1 r... 

= 

ligesom et element i produktmængden betegnes (a1 ,a2 , ••• ). 

Når A er en og samme mængde A for 
(, 

simpelthen mængden af alle afbildninger 

o J .... ( ) mængde betegnes ogsa A eller F J ~ A • 

alle r... E J, er X A 
r,EJ r, 

af J ind i A. Denne 
. ~:R Eksempelvls er ~ = 

F(R ~ R) mængden af reelle funktioner af en reel variabel, RN 

mængdenaf fØlger af reelle tal. 

Afbildningen af X A på den til en index v E J svarende 
r...EJ r:. 

mængde A bestemt ~ed 
v 

kaldes den til v svarende projektion af X A og betegnes pr • 
t.EJ r, v 

Navnet hidrører fra fortolkningen af elementerne i R2 = R x R = 

Rf 1 , 2 1 og R3 som koordinatsæt for punkter. 

Ved brug af begrebet mwngdeprodukt kan vi udtryklce et af 

mængdelærens fundamentale principper, det såkaldte udvalgsak

§i2ill, i fØlgende form: Er hverken indexmængden J eller nogen af 
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mængderne A tom, så er også X A t ~. Dette betyder, at der 
~ --- ~EJ ~ 

findes en tilordning: til hver index ~ E J et element a~ E Ar., 

eller, med en lØs sprogbrug, at man på en gang :for hvert r, 11kan 

udvælge" et element af den tilsvarende mængde A,. 
Dette princip (som i parentes bemærket er blevet betragtet 

med skepsis af enkelte fremstående matematikere) blev fØrste 

gang explicit formuleret af E. Zermelo (1904). Han udnyttede det, 

i en tilsyneladende lidt mere speciel form, i et bevis :for vel-

ordningssætningen, der udsiger~ at enhver mængde kan velordnes. 

Denne sætning har, som det antydes i næste paragraf', vigtige 

konsekvenser inden for læren om (uendelige) kardinaltal. - Zer-

roelos udgangspunkt var, at der for en vilkårlig mængde ~ af ik-

ke tomme mængder findes en tilordning: til hver mængde M E ~ et 

af dens elementer. Dette fØlger af princippet ovenfor, idet man 

sætter J = ~ samt AM = M for hvert M E ~. 

Når man bruger ordet aksiom, beror det på, at udvalgsprin-

cippet, i en eller anden form, virkelig optræder blandt aksio-

merne i de forskellige forslag, der er gjort til opstilling af 

mængdelæren som en formal, matematisk teori (I,1,24). Det fØr

ste skyldes Zermelo (1908)~ -Andre aksiomer vedrører udsorte

ringen af mængder blandt klasser (jfr. I,2,5); således svarer 

begge de to side I,2,9 nævnte regler til aksiomer hos Zermelo, 

hvor det ligeledes er et aksiom, at U A er en mængde (og ikke 
~EJ ~ 

kun en klasse), forudsat at såvel J som samtlige A er mængder, 
r, 

medens det er et teorem, at X A er en mængde. I de :forskellige 
~EJ r. 

systemer optræder altid et aksiom vedrØrende eksistensen af uen-

delige mængder; en mulighed er: klassen N af naturlige tal er 

en mængde; det kan derefter sluttes, at også Q, R og C er mæng-

der. 
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~velser til kap. I, § 5. 

1. Fortolk hver ar mwngderne R x R+' R+ x R+' R x z, R+ x Z, 
Z x z, Z x N og N x N som en punktmængde i planen. 

2. Lad A betegne mængden ar punkter tilhØrende et liniestykk~ 

B mængden ar punkter på en ret linie, C mængden af punkter 

i en halvplan, D mængden af punkter på en cirkellinie og E 

mængden af punkter tilhØrende en cirkelskive. Angiv punkt-

mængder i rummet, der kan rortolkes som mængderne A x C, 

B x C, A x D, B x D, C x D, A x E, B x E, D x D og D x E. 

Idet A og B er vilkårlige mængder, A' ~ A A'' 
' ~ A og B' ~ B, 

skal man vise 

(A' u A'') x B = (A' x B) u (A" x B) 

(A t n k') x B = (A' x B) n (A'' x B) 

(A x B)\ (A' x B') = 
[(A \ A 1 ) x (B \ B 1 ) J u [(A \ A 1 ) x B 1 J u (A 1 x (B \ B 1 ) J. 

4o Skitser graren ror relationen R i R bestemt ved 

a) xRy = x ~ y, 

b) xRy = x > y, 

c) xRy = 2 2 o, x - y = 

d) xRy = 2 2 o, x - y ~ 

e) xRy = 2 o, x - y = 

r) xRy = x - y 2 
> o, 

og angiv i hvert tilfælde rølgende mængder ar reelle tal: 

{y (O,y) E: RJ, {y l (1 ,y) E: R}, 

{x (O, x) E: R - 1 l , {x l ( 1 , x) E: R - 1 l . 
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5. Idet A og B er mængden a~ punkter, henholdsvis rette linier 

i planen, medens R betegner relationen ~ra A til B, hvor 

xRy ~ punktet x ligger på linien y, 

2 
og 6B er diagonalen i B , skal man angive betydningen a~ re-

lationerne 

RoR-1 , R-1 oR og 6B u (B2 \ (RoR-1 )). 

6. Vis, at ~or to ikke tomme mængder A og B er A x B t B x A, 

medmindre A= B. Gør rede ~or, at der består en naturlig en-

entydig korrespondance mellem A x B og B x A. 

Gør endvidere rede ~or, at der mellem produktmængder 

(A x B) x C, A x (B x C) og A x B x C, taget to og to, be-

står naturlige enentydige korrespondancer. 

7. Hvorledes giver det sig til kende i gra~en ~or en relation 

R ~ R x R, at R er henholdsvis en a~ildningsrelation, en 

enentydig korrespondance, re~leksiv, symmetrisk? 

8. li1ind betingelser vedrørende en a~ildning ~:A ~ A, som er 

nødvendige og tilstrækkelige ~or, at den tilsvarende a~ild-

ningsrelation R ~ A x A er henholdsvis re~leksiv, symmetrisk, 

transitiv. 

9. For en vilkårlig relation R~ A x A gælder 

R transitiv 

Vis, at dette kan ~øres tilbage til den logiske ækvivalens 

"VY [p(x,y,z) => q(x,z)]'; eq 113Y p(x,y,z) => q(x,z)" 

og dermed til 

"vy [p (Y) => q]" eq 113Y p(y) " .. => ':1. • 

Vis endvidere, hvorledes sidstnævnte logiske ækvivalens kan 

a~ledes a~ ækvivalenser kendt ~ra I,1 samt 

''vy [p(y) v qJ" eq "vy p(y) v q.;. 
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10. En mængde E med mindst to elementer tænkes givet. 

1) Til enhver mængde~ af delmængder af E svarer en rela

tion R i E bestemt ved 

Gør rede for, at R kan være en ækvivalensrelation, uden at 

~ eller ~ \ Ø er en klasseinddeling. 

2) Til enhver relation R i E svarer en mængde ~ af del

mængder af E bestemt ved 

A E -t <==> 3Ea : A = f x l xRa } • 

Gør rede for, at -t kan være en klasseinddeling, uden at R 

er en ækvivalensrelation. 

11. Angiv den ækvivalensklasse ved relationen sin x= sin y i 

R, der har det reelle tal a som repræsentant. Angiv en 

mængde af reelle tal omfattende netop en repræsentant for 

hver klasse. 

12. Find en nødvendig og tilstrækkelig betingelse for, at to 

trekanter er ækvivalente ved den til transformationsgrup-

pen af alle translationer og hornotetier af planen E2 sva

rende ækvivalensrelation i D(E2 ). 

13. Angiv ved en figur en punktmængde i planen, som kan for

tolkes som A x A, hvor A= {1 ,2,3,4,5,6}. 

Angiv i en sådan figur graferne for følgende relationer i 

A: 

a) 

b) 

c) 

d) 

{ (a, b) 

[(a, b) 

{Ca, b) 

f(a,b) 

ab = 6}, 

a+b er lige}, 

al b}, 

a og b er indbyrdes primiske}, 
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e) {(a, b) 2[~a] = b 1' 
f) f( a, b) la-bl ~ 1 }" 

g) f(a,b) la-bl = 3}, 

h) [Ca, b) max[a,6-b} = 4}! 

Undersøg, hvilke af relationerne der er refleksive, irre

fleksive, symmetriske, asymmetriske, transitive, og hvilke 

der er afbildningsrelationer, enentydige korrespondancer. 

14. Giv en nødvendig og tilstrækkelig betingelse for, at en 

relation R ~ A x A er både symmetrisk og asymmetrisk. 

15. Ud fra en relation R~ A x A bestemmes to relationer R1 og 

R2 i A ved 

xR1y ~ x Ry 1\ ';yRx, 

xR2y ~ x Ry 1\ x + y. 

a) Vis, at hvis R asymmetrisk, o 

R1 = R2. er sa er 

b) Vis, at hvis R er transitiv, så er R1 en irrefleksiv 

ordningsrelation. 

c) Som vist side 22 gælder det, at transitivitet sammen 

~ asymmetri bevares, når man fra en relation R ~ A x A 

fjerner de eventuelle elementer af diagonalen. Giv et nyt 

bevis. 

16. Afsæt i planen endelig mange punkter. Mængden af disse 

punkter betegnes med A. Forbind visse par af punkterne med 

liniestykker (eller kurver, - undgå for overskuelighedens 

skyld, at disse får andre fællespunkter end de givne). 

Vælg for hvert af liniestykkerne en eller begge oriente-

ringer, og angiv dem ved pile. Man kan da tale om et linie-

stykkes begyndelses- og endepunkt. Har et liniestykke begge 
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orienteringer, kan hvert af de punkter, det forbinder, be-

tragtes som begyndelses- eller som endepunkt. Ved en vej 

i en sådan figur forstås et ordnet sæt af liniestykker 
blandt de 

tegnede, således at det første liniestykkes endepunkt er 

det andets begyndelsespunkt, det andets endepunkt er det 

tredies begyndelsespunkt, osv. En relation R i A define-

res ved fastsættelsen, at aRb betyder, at der findes en 

vej, der fører fra a til b. 

Vis, at R er transitiv. Vis endvidere, at R er asymmetrisk, 

hvis og kun hvis der ikke findes nogen lukket vej i figu

ren. Tegn figurer af den betragtede art, således at R er 

henholdsvis en ækvivalensrelation, en total ordningsrela-

tion, en partiel, men ikke total, ordningsrelation. 

17. Lad A være en mængde af tegn, nemlig alfabetets (små) bog-

staver samt et mellemrums- eller tomrumstegn, f.eks. en 

prik. Ved den alfabetiske orden sammen med fastsættelsen, 

at mellemrumstegnet skal gå forud for bogstavet a, bestem-

mes en total ordning af A. Ved et "ord" af længden 'A, 

hvor 1\ er et naturligt tal, forstås et 'A-sæt af elementer 

af A. Lad M betegne en mængde af "ord" af længden A, al t

så M c A". I M defineres en relation R på følgende måde: = 
Et ord ~ E M siges at stå i relationen R til ordet y E M, 

hvis ~ f Y og det første tegn i ~. som er forskelligt fra 

det på den tilsvarende plads stående tegn i Y, går forud 

for dette i den for tegnene i A fastsatte orden. 

Vis, at R ar en irrefleksiv total ordningsrelation i M. 

(Leksikografisk ordning). 
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18. Lad der være givet en total ordning af en mængde A. For 

den refleksive ordningsrelation skrives -i, for den irre-

fleksive -<. Idet a, b og c er tre forskellige elementer 

af A, skal man vise, at et og kun et af dem "ligger mellem 

de to andre". (At et element e ligger mellem elementerne 

d og f betyder, at d-< e-< f eller f-< e-< d.) 

Ved afsluttede, åbne og halvåbne intervaller i en total t 

ordnet mængde forstås delmængder af formerne 

[a, b] = fx a -_< x -< b l' J a, b [ = fx a -< x -< b l, = 
[ a, b[ = [x a -:_< x -< b l, ]a, b] = fx a -< x -< b l. 

Vis, at hvis J er et interval og c,d E: J, o er [ c ,d] f J. s a 

Bevis endelig følgende sætning: Hvis det for endelig mange 

intervaller i en totalt ordnet mængde gælder, at fælles

mængden for hvilkesomhelst to af dem ikke er tom, så er 

fællesmængden for dem alle ikke tom. (Betragt f.eks. først 

tre intervaller, og anvend induktion.) 

19*. Lad A= fa1,a2 , ••• ,anJ være en endelig mængde, hvis elemen

ter tænkes repræsenteret ved n punkter i planen, således 

at ikke tre af punkterne ligger på ret linie. For hvert af 

de liniestykker, der forbinder to af punkterne, vælges en 

orientering, der angives ved en pil. Derved defineres en 

relation R i A, idet (a.,a.) E: R, hvis a. f a. og linie-
l J 1 J 

stykket, der forbinder de to punkter er orienteret fra ai 

mod a .• Denne relation er irrefleksiv og asymmetrisk, og 
J 

der gælder 

( * ) a
1
. + a J. => ( a . , a . ) E: R v ( a . , a . ) E: R, 

1 J J J. 

sml. side 24. Omvendt kan enhver relation i en endelig 

mængde, som opfylder disse betingelser, anskueliggøres på 

den angivne måde. 
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Vis, at der findes mindst et blandt punkterne i A, fra 

hvilket man kan komme til ethvert andet punkt i A enten 

ved at gennemløbe et af liniestykkerne i den foreskrevne 

retning eller ved at gennemløbe to af dem i træk i de for 

dem foreskrevne retninger. Formuleret som et udsagn om re

lationen R er påstanden: Der findes mindst et element 

a E: A, således at der for hvert element ai f a~ af A gæl-
~ 

(a ,a.) 2 (Betragt f.eks. et der, at E R eller (a~ , a i) E: R • 
~ l 

punkt i A, for hvilket antallet af punkter i A, som kan 

nås fra det på den forlangte måde, er størst muligt.) 

Slut af resultatet, at påstanden gælder for enhver relation 

i en endelig·mængde, som b.lot opfylder betingelsen(~). 

20. I mængden R2 af par af reelle tal defineres en relation 

-< ved 

(x1,x2) -=< (y1,y2) <==} x1 ~ y1 A x2 ~ y2. 

Gør rede for, at ~< er en refleksiv ordningsrelation. 

Idet R2 betragtes med den herved bestemte ordning, skal 

man for nedennævnte delmængder af R2 angive eventuelle før-

ste og sidste elementer, minimal- og maximalelementer samt 

nedre og øvre grænser: 

21. Lad X være en, eventuelt uendelig, mængde af naturlige tal. 

Mængden A= fa E N l Vxx: alxJ af minaranter for X i (N, l), 

altså af fælles divisorer for tallene i X, har, da den er 

opad begrænset i (N,~), et sidste element d ved den sædvan-

lige ordning < • Vis, at ethvert a E: A er divisor i d, og 
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dermed, at d er nedre grænse for X i (N, l). -Det forudsæt

tes kendt, at mindste fælles multiplum for to tal er divi

sor i ethvert fælles multiplum. 

22 ~::. Idet R er en refleksiv og transitiv relation i en mængde 

E, skal man vise, at relationen i E givet ved 

a tv b ~ aR b A bRa, 

, o R R-1 E altsa relationen n , er en ækvivalensrelation i • 

Vis endvidere, at 

aRb 1\ a tv a 1 1\ b ,..., b 1 
q a 1 Rb 1 

• 

I kraft heraf findes en (og naturligvis kun en) relation 

--_< i mængden E af ækvivalensklasser ved tv ~ således at der 

for a E E, b E E gælder 

Ka -? Kb ~ aRb, 

hvor Ka og Kb betegner ækvivalensklasserne repræsenteret 

ved henholdsvis a og b. Vis, at -~ er en refleksiv ord-
~ 

ningsrelation i E. 

I en lidt løsere formulering kan ovenstående sammenfattes 

således: En refleksiv og transitiv relation R i en mængde 

E går over i en refleksiv ordningsrelation, når man identi

ficerer sådanne elementer a og b, for hvilke både aRb og 

bRa. 

Betragt følgende specielle tilfælde: 

1 ) E = C er mængden af komplekse tal, og R er givet ved 

aR b ~ lal < l b l • 

2) E = Z er mængden af hele tal, og R er givet ved 

aR b ~ al b. 

3) E = P(A ~ B) er mængden af afbildninger af en mængde A 
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infi i en mængde B, og R er givet ved 

aR b <=='} a(A) ~ b(A) • 

4) N og R er givet E = R er mængden af reelle talfølger, 

ved 

aRb <=* 3Nm 'VNn [ n ) m ~ an < bn J , 
hvor a= (a1,a2 , ••• ) og b= (b1,b2 , ••• ). 

23. Er delmængderne 

fp + 1/q l p,q E N}, fp - 1/q l p,q E N} 

af Q velordnede ved ~ ? Ved ~ ? 

24. Lad M være velordnet ved relationen -<. Vis, at der for 

hver ordenstro afbildning f:(M,-<) ~(M,-<) gælder 

x ~< f(x) for alle x E: M. 

Slut heraf, at den eneste surjektive ordenstro afbildning 

af (M,-<) på (M,-<) er den identiske, og at der ikke fin-

des nogen surjektiv ordenstro afbildning af et afsnit Ma = 

{x E: M l x-< a} på et fra dette forskelligt afsnit eller 

på (M,-<). 

25. Bevis ved induktion i den velordnede mængde ( N \ f 1 } , <) : 

a) Ethvert naturligt tal n f 1 kan opløses i primfaktorer, 

dvs. n er et primtal eller et produkt af primtal. 

b) Ethvert naturligt tal n + 1 har, bortset fra faktorer

nes rækkefølge, højst en primfaktoropløsning. 

Ved beviset for b) forudsættes det kendt, at et primtal, 

der går op i et produkt, vil gå op i mindst en af faktorer

ne. Vedrørende b) bemærkes endvidere, at det vil være be

kvemt i sætningen om induktion side 31 at tænke sig 

Ma ~X ~ a E: X kentrapeneret ,alt så erstattet med a ~ X ~ 

Ma ~x. 
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n 
26. For naturlige tal p og n sættes sp(n) = ~vP. 

v=1 

Find sp(n) udtrykt ved s 1(n), ••• ,sp_1(n);- hertil anven

des binomialformlen på (v+ 1)P+1• Vis, at der for hvert 

p E N findes et polynomium Pp+1 af graden p + 1 og med ra

tionale koefficienter, således at V~: sp(n) = Pp+1(n). 
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AG I,2,188 
11 hvi lke somhelst to 11

, læs: 11 hvilkesomhels t to forskellige 11 o 

4 
AG I,2,Øvo6 

11 tangenterne 11
, læs: "tangentstykkerne". 

2 
AG I,3,øv.7 

11 på side I,3,2", læs: 11 1a-10b side I,2,12 ff. i forbindelse 

med B \ A = B n (A". 

AG I ,4,411 

i i I, 3, 5-6 11 
, læs: 11 I, 2, 1 7 11 • 

1 
AG I,4,16a 

11 En mængde", læs: "En ikke tom mængde" o 

4 AG I ,4, Øv .12 

ucoo(]a,b[,R 11 , læs: C00 (]a,b[,R) 11 o 

AG I,G,7
7 

11 delmængder 11
, læs: "ikke tomme delmængder 11

• 

AG I,8,11 5 (1962-63) 

''endelige", læs: "endelige mængder". 

AG I , 8, 1 2 7 f'f'. ( 1 961 -62) 

"F(J)", læs: 11F(J--) R)"; ;'C(J) 11
, læs: ''C(J ~R)". 

AG I, 8,12
1 

(1961-62) 

11 (se øv .1 5) 11 
, læs: 11 (se øv. 1 6) 11 

• 

4 AG I, 8.øv.3 

tiax +by= O (mod m)", læs: 11 mj(ax +by)". 

"(Jf'r. I,7,øv.7.) 11 slettes. 
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§ 6. Mængders ækvipotens. 

Ækvipotensbegrebet. 

En mængde A siges at være lige mægtig eller ækvi&~tent med 

en mængde B, hvis der findes en bijektiv afbildning af A på B, -

sagt med andre ord: hvis der findes en enentydig korres~ndance 

mellem A og B. 11A er okvipotent med B11 udtrykkes også "A er 

(i Cantors forstand) ækvivalent med B"; man skriver A N B" 

Den herved definerede relation, ækvipotens, er en ækvivalens

relation i klassen af alle mængder, dvs. for vilkårlige mængder 

A, B og C gælder 

A ..., A, 

A IW B ~ B IV A, 

A IV B 1\ B "' c =} A ,., c. 

Thi den identiske afbildning eA er en bijektiv afbildning af A 

på A; er f en bijektiv afbildning af A på B, da vil den omvendte 

afbildning f-1 være en bijektiv afbildning af B på A; er f en 

bijektiv afbildning af A på B og g en bijektiv afbildning af B 

på C, da vil den sammensatte afbildning g•f være en bijektiv af-

bildning af A på C. 

Bemærkning. Idet klassen V af alle mængder ikke selv er en 

mængde, kan vi ikke anvende resultatet side 1,5,17 vedrørende 

sammenhæng mellem ækvivalensrelation og klasseinddeling. Til re

lationen ~ svarer da heller ikke i strengeste forstand nogen klas

seinddeling af V; dette beror dog kun på, at klasserne 

[ X E V J X "' A } ikke er mængder, og derfor ikke kan samles som 

elementer i en klasse ~ • 

At to endelige mængder er lige mægtige, kommer ud på, at de 

har lige mange elementer. Det er ikke nødvendigt at foretage 

nogen optælling for at konstatere, at der er lige mange damer og 
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herrer på et dansegulv, -· her foreligger nem.J_i..g en enentyd.ig 

korrespondance mellem de to mængder" Tilsvarende kan mar1 under··· 

søge, om der er lige mange elementer i to vi_lkårlige endelige w.:eng= 

der ved at prøve, om det er muligt at danne par 1 uden at; noget 

element bliver tiloverse Georg Cantor (1845~·-19'18) har skabt 

ækvipotensbegrebet ved at overføre denne ide også -tJ.l uendelige 

mængder o Som allerede den enentydige korrespondance 

1!;'11 oo o • ,2n, 

viser~ optræder dog nye momenter: en ægte de1 af en uendelig 

mængde kan være ækvipotent med mængden selv o· l\1an har derfor :-r:o::·e.~ 

trukket at indføre en ny sprogbrug~ at tale om samme mægl.:;j_ghed 

eller ækvipotens i stedet for f.ekso at sige~ at der er lige så 

mange positive :Uga tal. som pm~i tive hele tal overhovedet;., 

Ende]l-:~IIJæ!].gd,e_!. 

En ikke tom mængde siges at være §.P.-9&6.:1-,g, hvis den er ækvi·" 

.Antallet af elementer i en mængde M siges at være my hv.i..s 

M,.... {1,2,..,.,.,m}., 

Denne definit ion er i overensstemmelse med sædvanlig optælling<. 

At tælle elementerne i en mængde M kommer jo ud på at tilvejebringe 

en injekt:i,."if afb~dning af mængden ind i N~ således at billedmæng...,., 

den b~iver et afsnit: til et vilkårligt valgt element i M knyttes 

te.Ilet 1, til et fra det første forskelligt element knyttes tal·-
/ 

let 2, osvo til M måtte være udtømt" 

Fundamental t er det nu. i at har man ved en optælltng fundet an~·-

tallet m af elementer i en mængde, da kan man ikke ved at _tælk ______ ~ 
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elementerne i en anden rækkefølge nå til et andet antal; en mæng-

de kan. ikke være ækvipot~nt med to forskellige afsnit af talrækken. 

Dette, som vi allerede stiltiende har benJ1tet i ·de foregående 

paragraffer (specielt ved undersøgelsen af permutationer), kan 

siges at bero på, at to· forskellige afsnit af talrækken ikke kan 

være ækvipotente. Så fundamental denne sætning om de naturlige 

tal end er, plejer man dog ikke at tage den som et særskilt 

aksiom, idet den kan bevises ud fra andre grundlæggende egenska

ber; herom senere (Matematik 3). 

Enhver ikke tom endelig mængde M har således et bestemt 

antal elementer, - der findes netop et naturligt tal m, således 

at 

M .... A = f1,2, ••• ,mJ. m 

Dette tal m kaldes også kardinaltallet for mængden M. - Den 

tomme mængde Ø regnes endelig og tilskrives kardinaltallet O. 

Dette indordnes under de almene definitioner, idet man sætter 

Vi noterer: 

1. To endelige mæpgder er ækvipotente, hvis og kun hvis de har 

sarnrq.e kardinaltal. 

Ved de orienterende bemærkninger ovenfor om ækvipotensbegre-

bet regnedes dette for indlysende. Efter at der nu er givet en 

nøjagtig definition af alle de indgående begreber, vil det imid

lertid være rimeligt at bevise sætningen. Lad da M og N betegne 

to endelige mængder, m og n deres kardinaltal. Vi har altså 

M IV A og N "' A m n· Er nu M IV N, slutter vi A IV A og dermed m n 
m = n, idet to forskellige afsnit af talrækken ikke kan være æk-

vipotente. Forudsættes omvendt m = n, altså A = A , sluttes m n 
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De følgende påstande om sammenligning af endelige mængders 

kardinaltal indser man uden vanskelighed ved benyttelse af endnu 

en sætning om naturlige tal, hvis bevis ud fra andre grundlæg

gende egenskaber udskydes til senere (Matematik 3), nemlig: 

En ægte delmængde M af et afsnit An = p, 2,. 4 • •• ,n 1 af talræk~ 

vil altid vmre ækvipotent med et afsnit Am = f1,2, ••• ,m}, ~ 

m< n, dvs. M er endelig med kardinaltal m <n. 

2. En ægte de1roængde M af en endelig mængde N, er selv endelig 

og har mindre kardinaltal end N. 

Ved en bijektiv afbildning af N på et afsnit A af talrækken n 

vil M nemlig gå over i en ægte del af A • 
n 

Corollar af 1 og 2: En endeltg mængde er i~ke ækvipotent med 

nogen af sine, ,ægt@ delmængde,r. 

3a. Lad M og,, N Ymire ikke tomme, ehdelige mængder med kardinal t§J.-

1ene m og n. , Da, asvlder m ~.11, hvi$, ,og kun hvis der findes en in

jekt:i.v afbildning .af, M ind i N,. 

Thi ved en injektiv afbildning af M ind i N vil M føres over 

i N eller i en ægte del af N, hvorfor m = n eller m < n. 

sættes omvendt m~ n, da kan den idGntiske afbildning eA 
m 

Forud-

af A m 

på sig selv opfattes som en injektiv afbildning af A ind i A • m n' 
betegnes med f en 

jektiv afbildning 

bijektiv afbildning af M på A ; med g en bi. m 
o ~1 f af N pa A, vil derfor g oeA of være en injektJ.v 

n . ~in 

afbildning af M ind i N. 

Som corollar nævnes det såkaldte skuffeprincip: Er M og N 

endelige mængder med kardinaltal m og n, hvor m >n >O, da vil 

der 7ed enhver afbildning af M ind i N findes et element i N, 

som er billede af mindst to elementer i M~ - Ifølge sætningen 

vil nemlig ingen afbildning af M ind i N være injektiv. - Idet 

elementerne i N kaldes skuffer, og en afbildning af M ind i N 
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fortolkes som en fordeling af M's elementer i disse skuffer~ kan 

princippet formuleres: Er flere end n ting anbragt i n skuffer, 

da findes en skuffe med m!gdst to ting. (Øvelserne 1-3 handler 

om anvendelser heraf.) 

3.b Lad M o,g N være ikkE( tomme, endelige mængder med kardinal

tallene m og n. Pa gælder m ~Jl, hvis og kun hv~s der find§S en 

surjektiv afbildning af ~ på M. 

3b. følger af 3a., idet man bemærker, at hvis der findes en 

injektiv afbildning af M ind i N, findes der også en surjektiv 

afbildning af N på M, og omvendt. Dette indses således: Lad 

~=M~ N være injektiv. Afbildningen ø:N ~M defineret ved 

[

ep - 1 (y) f'or" y E ep (M), 
Ø(y) = 

a f'or y E N \ ep (M), 

hvor a er et vilkårlig valgt element af M, er da surjektiv, idet 

j o allerede ep - 1 : ep (M) ~ M er det. Om vend t, lad tfJ :N --+ M være suL'"-

jektiv, hvilket jo betyder, at ingen originalmængdE ·ø-1 (x), 

x E M, er to~. For hvert x E M v.ælges et element tilhØrende 

Ø - 1 (x). Betegnes dette med ep (x), vil x --+ ep (x) være en afbildning 

af' M ind i N, som er injektiv, da originalmængderne ø-1 (x) er 

parvis disjunkte. 

Uendelige mængder. 

Vi har allerede set (side 2), at en ægte del af' en uendelig 

mængde kan være ækvipotent med mængden sel"~A; af' det fØlgende v.il 

endda fremgå, at enhver uendelig mængde er ækvipotent med ægte 

delmængder af' sig selv. Det ligger da nær at spØrge, om alle u .... 

endelige mængder er indbyrdes ækv.ipotente. At dette ikke er til

fældet, er en fundamental opdagelse af' G. eantor (1873)~ som vil 

blive omtalt nedenfor. Det er derfor motiveret at opstille f'Øl-
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gende definition: 

En mængde A siges at wære nurnerabel (eller tællelig), hwis 

den er ækvipotent med mængden N af naturlige tal, hvis der alt

så findes en 1Hjektiw af'bildning af N på A. Dett~ kommer ud på, 

at der findes en fØlge (a1 ,a2 , ••• ) af elementer ·af A, som inde

holder hvert element af A en og kun en gang. 

Eksempler på numerable mængder, foruden N selv, er: 

~' idet (0,1,-1,2,-2, ••• ,n,-n, ••• ) er en følge af den forlangte 

art; endvidere N·x N, idet følgen 

((1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3), ••• ), 

der er dannet på følgende måde, indeholder hvert par 

(p,q) E N x N en og kun en gang: Man tager først det par (p,q), 

for hvilket p + q = 2, dernæst de to par, for hvilke p + q = 3, 

ordnet efter voksende p, ••• , de n par, for hvilke p+ q= n+ 1, 

ordnet efter voksende p, •••• Der gælder altså 

N x N ~ N. 

Hvis A og B er numerable mængder, vil A x .B også være nume

rabel. Af A ~ N og B ~ N kan nemlig sluttes, at A x B ~ N x N; 
thi er f:A~ N og g:B ~N bijektive afbildninger, bestemmes ved 

(a,b) ~ (f(a),g(a)) en bijektiv afbildning af A x B på N x N. 
Specielt har man altså Z x Z~ N. 

~ver delmængde af en numerabel mwngde er højst numerabel, 

dvs. numerabel eller endelig. 

Bevis: Lad ( a
1 

, a
2

, ••• ) være en følge, som indeh o:.der hvert 

element af den numerable mængde A netop en gang, og lad A' t Ø 

være en delmængde af A. Med a betegnes det første af elementerne 
n1 

a 1,a2, ••• , som tilhører A', med an
2 

det første element efter an
1

, 

som tilhører A', med a det første element efter a , som til-
n3 n2 

hører A1 , osv~ Ender dette ved, at der efter m skridt ikke er 
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flere elementer af A' tilbage, bestemmes der ved i~ a en bi
ni 

jektiv afbildning af p,2, .•. ,mJ på A', som da er endelig. Ellers 

fås en følge, som indeholder hvert element af A' netop en gang. 

Heraf kan sluttes, at mængden ~ af rationale tal er nume

rabel; thi der består en enentydig korrespondance mellem Q og en 

uendelig delmængde af den numerable mængde Z x Z, nemlig mængden 

af parrene (p,q), hvor p E Z, q E N og p og q er relativ prime 

(har største fælles divisor 1). 

Enhver uendelig mængde har numerable delmængder. 

Bevis: Lad A være en uendelig mængde. Et vilkårlig valgt 

element af A betegnes med a 1 , et vilkårlig valgt element af 

A \ f1:t1J ;:ned a 2 , et vilkårlig valgt element af A\ f a 1 ,a2 J med 

a 3 , ••• , et vilkårlig valgt element af A\ f a 1 , ••• ,anJ med an+1• 

Dette kan fortsættes ubegrænset; thi da A er uendelig, kan ingen 

af mængderne A \ fa1 , ••• , an 1 være tom. Man får al t så en følge af 

indbyrdes forskellige elementer af A, og mængden af dennes ele-

menter er numerabel. 

(Det bemærkes; at man i dette ræsonnement, og også i mange 

andre, går ud fra den forestilling, at uendelig mange udvalg som 

de beskrevne kan foretages uden angivelse af en forskrift, der 

tillader at udpege de pågældende elementer. Dette finder sit ud

tryk i et af mængdelærens aksiomer, det såkaldte ;udvalgsaks,fLom, 

som kan formuleres således: Er~ en mængde af delmængder af en 

mængde M, eksisterer der en afbildning f:~~ M, således at 

f(A) E A for hver mængde tilhørende~.) 

!ngen mængde M er ækvipotent med mængden~\(M) af sine del-

mængder. 

Bevis: For en vilkårlig mæ~gde M er, som tidligere vist, 

.J:J (M) ækvipotent med mængden XJVI af funktioner x :M~ f O, 11. Det 
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er altså tilstrækkeligt at godtgøre, at M ikke er ækvipotent 

med XM. Beviset fØres ved G. Cantors diagonalmetode. For at 

ideen kan træde tydeligt frem, vil vi først gennemfØre ræsonne

mentet for tilfældet M = N. 

En funktion x:N ~ f0,1} vil jo (AG I, 4, 4) sige en fØlge 

(O, 1, 1, 1, O, 1, ••• ), 

hvor vi på hver plads har O eller 1. Vi skal vise, at mængden 

XN af sådanne fØlger ikke er numerabel, dvs. ikke selv kan or"

nes i en fØlge. Dette indses derved, at ingen fØlge 

x1' x2, ••• , Xn'. • • af elementer i XN kan udtømme XN. For en 

hvilkensomhelst fØlge 

x1 ;:: (o, 1 ' 1 ' 1 ' . . . ) ' 
x2 = ( 1 ' 1 , o, o, ... ) ' 
x3 = ( 1 ' 1 ' 1 ' o, ... ) ' 
x4 = ( 1 ' o, 1 ' o, ••• ) ' . . 
• • • ~ 

kan man nemlig angive et element x i XN' som ikke er med; hertil 

ud tages "diagonalfØlgen•• 

(o, 1, 1, o, •.• ), 
te 

som på n plads stemmer overens med Xn, n = 1 , 2, ••• ; derefter 

udskiftes på hver plads O med 1 eller 1 med O: 

x= (1, o, o, 1, ••• ). 

Den således bestemte fØlge x er virkelig forskellig fra alle 

Xn' n= 1 ,2, ••• : den afviger 

plads, fra x2 i hvert fald på 

f ld o te 1 d a pa n p a s, •••• 

fra x1 i hvert fald på 1ste 

den 2 plads, ••• fra Xn i hvert 

For en vilkårlig mængde M var det som nævnt vor opgave at 

vise, at M ikke er ækvipotent med mængden XM af funktioner 

x:M ~.f0,1}. Dette indses derved, at ingen afbildning af M ind 

i XM er surjektiv. Betegner vi nemlig for en vilkårlig afbildning 
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~:M~ XM den til elementet a E M ved ~ everende ~unktion ~a 

XM med Xa' vil de~ ved 

x~ 1 - Xx(x), x E M, 

bestemme~ en funktion x:M ~ f0,1}. Denne funktion x E XM svarer 

ikke ved f til noget element i M: x er forskellig ~ra hver &~ 

funktierterne Xa' thi funktionsværdierne for elementet a er 

henholdsvis x(a) = 1 - Xa(a) og Xa(a). -Hermed er beviset 

fuldfØrt. 

Da mængden af delmængder af en endelig mængde med kardinal

tallet n E N
0 

ha~ kardinaltallet 2n, siger sætningen i dette 

til~ælda, at 2n t n ror n E N • Det specialtilfælde af sætnin
o 

gen, hvor be~dset blev gennemført særskilt , ~remhæves som sær-

lig betydnings~uldt: 

Mængden af,dtlmængder a~ mængden N~~ naturlige tal er ik-

ke numerabel. 

Faktisk viste vi det hermed ensbetydende: mængden XN a~ 
funktioner x:N ~ fo,1J, dvs. a~ talfølger, hvis elementer er 

O eller 11, er ikke numerabel. Lader man nu til hv.er sådan ~Øl

ge X= (a1 , a2 1~ •• ) svare den uendelige decimalbrØk O,a1a2 ••• , 

fås en bijektiw afbildning a~ XN på mængden a~ de reelle tal i 

intervallet [0,1[, som har en deeimalbTØkudvikling, hwori kun 

ci~rene O og 1 ~orekommer. Mængden a~ disse Feelle tal er altså 

ikke numerabel. Da en numerabel mængdes delmængder er hØjst nu

merable, ~Ølger heraf: 

Mængden R a~ reelle tal er ikke numerabel. 

Idet der findes ikke ækvipotente uendelige mængder, li&ger 

det nær at søge kardinaltalbegrebet udvidet, således at og~ 

uendelige mængder tilskrives kardinaltal. 
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Hvert endeligt kardinaltal n hØrer som omtalt nøje sammen 

med en "standardmængde", hvis kardinaltal netop er n, nemlig 

mængden f1,2, ••• ,nJ. Det har vist sig muligt at udvide forrådet 

af 11 standardmængder 11 på en sådan måde, at der for enhver mængde 

A findes netop em 11 standardmængde 11 ækvipotent med A. Hver 

"standardmængde" opfattes så som repræsenterende sit kardinaltal. 

Eksempelvis er N= f1 ,2, ••• J den simpleste uendelige standard

mængde; kardinaltallet betegnes~.~: (alef nul). At en mængde har 
. '0 

et vist kardinaltal betyder nu blot, at den er ækvipotent med 

den pågældende standardmængde. At en mængde A er numerabel, altså 

ækvipotent med f1 ,2, ••• J, kan således udtrykkes: A har kardinal

tallet ~ · man skriver 
J •o' 

kt A t ' = ·r\_ o • 

Det skal nævnes, at man ikke har betegnelser til alle kardinal

tal (der er "for mange 11
). 

Af det sagte fremgår umiddelbart: 

To mængder er ækvipotente, hvis og kun hvds de har samme 

kardinaltal. 

Det er muligt at sammenligne også de uendelige kardinaltal 

efter størrelse. 

Definition: For to kardinaltal a og~ fastsættes a ~ ~' 

hvis der findes en injektiv afbi~dning af den til a svarende 

standardmængde Sa ind i den til~ svarende s~andardmængde S~. 

Eksempel: 7 ~ }-{
0

, thi den identiske afbildning af 

f1 ,2,i.,,7J kan opfattes som en injektiv afbildning ind i 

f1,2, ••• ,7, ..• J. 
Lad A og B være vilkårlige (ikke tomme) mængder med kar

dinaltal a og B. Da gælder a~ g, hvis og kun hvis der findes 

en injektiv afbildning af A ind i B, - med andre ord: hvis og 

kun hvis A er ækvipotent med en delmængde af B. 
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Thi lad f:A ~ Sa og g:B ~ S~ være bijektive afbildninger. 

-1 
For en injektiv afbildning ~:A~ B vil da go~of :Sa ~S~ være 

injektiv, ligesom for en injektiv afbildning ø:sa ~S~ også 

g-1 oøof:A~ B er injektiv. 

Ganske som for endelige ses, at sætningen har et modstykke: 

~~~netop hvis der findes en surjektiv afbildning af B på A. 

For at undgå paradnkser må man afstå fra at regne samlingen 

af alle kardinaltal for en mængde. Dette forhindrer dog ikke, 

a t man omtaler a ~ ~ som en relation. \Ted betegnelsen har vi 

allerede forudgrebet, at det er en refleksiv ordningsrelation. 

Hertil må eftervises gyldigheden af 

1 • a ~ a, 

2. a ~ ~ 1\ ~ ~ a => a = ~' 

3. a ~ ~ 1\ ~ ~ y => a ~ Y• 

1. er umiddelbar; den identiske afbildning es 
a 

jektiv. Også 3. er klar; er f:Sa ~ S~ og g:S~ 

afbildninger, så er også gof:S ~ S injektiv. 
ex_ y. 

:S ~ S er in
a a 
~ S injektive y 

At relationen 

er asymmetrisk, altså at 2. gælder, er indholdet af F. Bern-

steins ækvivalenssætning: 

To mængder, hvor hver er ækvipotent med en delmængde af 

den anden, er ækvipotente. 

Beviset er ikke helt simpelt (jfr. øv. 17) og vil ikke 

blive gennemgået her. 

Endnu står tilbage spØrgsmålet, om det er muligt at 11 sam-

menligne størrelsen" af hvilkesomhelst to kardinaltal a og~' 

altså om der gælder 

At dette virkelig er tilfældet, dvs. at ordningen er total, er 

indholdet af sætningen: 
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Er A o.g B .. vilkårlige mængdss;c, vil A være ækvipotent med en 

delmængde af B .eller B ækvipotent med en delmængde af A, 

Dette ville fØre alt for vidt her at gå nærmere ind på be

viset. vi skal blot nævne, at det afgØrende punkt er velordn!ngs

sætningen: EnhVer mængde kan velo~dnes (E. Zermelo, 1904). 

Af det foregående kan drages nogle konsekvenser wedrørende 

specielle kardinaltal. Da enhver uendelig mængde har numerable 

delmængder, erH det mindste uendelige kardinaltal. Idet man o 

med~~ betegner ka~dinaltallet for mængden R af reelle tal, er 

u 1/ \'.LI/ \1 \{ specielt ,,,
0 

~(t' og da ;r\_
0 

i" .. ~,._, kan man skrive ri_
0 

<n.,. Det er et 

endnu uløst p~oblem, det såkaldte kontinuumsproblem, om der fin

des kardinaltal imellem de to, altså cm enhver uendelig delmæng

de af R er numerabel eller af uko:ratinuets mægtigl:).ed", dvs~ æ

kvipotent med R• 

Vi afslutter denne indledning i læren om uendelige mængder 

med nogle vigtige resultater om specielle mængder og deres kar-

dinaltal. 

Som allerede fundet, er mængden R af reelle tal ikke nume

rabel. For denne vigtige sætning vil vi give endnu et bevis, 

meget anskueligt og direkte; beviset skyldes Cantor. Lad 

(r1 ,r2 , ••• ) være en fØlge af' indbyrdes forskellige reelle tal. 

Det drejer sig om at vise, at den ikke kan indeholde alle reelle 

tal. Lad [a1 ,b1 ], hvor a1 < b 1 , være et afsluttet interval, som 

ikke indeholder r 1 • Der findes da et interval [a2 ,b2 ] ~ [R1 ,b1 ], 

hvor a 2 < b 2 , som.ikke indeholder r 2 • Dette interval har et del

interval [a
3

,b
3

], hvorr 
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a
3 

< b
3

, som ikke indeholder r
3

• Fortsættes på denne måde fås en 

fØlge af intervaller [a. ,b.], i = 1 ,2, ••• ~ der hvert er indeholdt 
l l 

i det foregående. Der findes mindst eet reelt tal r, som er inde-

holdt i alle disse intervaller, nemlig r = sup a .• Dette tal kan 
l 

ikke forekomme i den givne fØlge, da jo hvert ri ligger uden for 

mindst eet af intervallerne, nemlig [ai,bi]. 

Et åbent interval ]a,b[ ~R, a <b, er ækvipotent med R 

(2x-a-b ) selv, idet funktionen x ~ tg 2b-2a~ afbilder det bijektivt på 

R. Det samme gæld~r for halvåbne og afsluttede intervaller, hvil

ket kan sluttes direkte (jfr. øv.B) eller ved hjælp af ækvivalens

sætningen. Heraf fås endvidere, at hvis J ~R er et vilkårligt 

interval (som ikke kun består af eet punkt), gælder J x J~ R x R; 

thi er ~:J~ R bijektiv, bestemmes der ved (x,y) ~ (~(x),~(y)) 

en bijektiv afbildning af J x J på R x R. 
Der gælder endvidere R x R ~ R. IfØlge det sagte e~ det 

tilstrækkeligt at bevise J x J ~J for et interval J. Lad J være 

det halvåbne interval ]0,1]. Hvert tal i dette interval har en 

og kun een fremstilling som uendelig decimalbrØk, som ikke ender 

med lutter nuller. Lad x= O,x1x2 ••• være denne decimalbrØkfrem

stilling af et tal x i intervallet, hvor dog x1 ,x2
, ••• i almin

delighed ikke skal betegne de enkelte cifre, men sæt af på hin

anden fØlgende: x1 består af de fØrste decimaler til og med den 

fØrste, der er forskellig fra O; x2 består af de derpå fØlgende 

decimaler til og med den første~ der er forskellig fra O, o.s.v. 

(Hvis alle decimaler er forskellige fra o, betegner altså 

x1 ,x2 -~ •• de enkelte cifre.) Er også y~ 0 1y 1y2 ••• E J, hvor 

y1 ,y2 , ••• har den tilsvarende betydning, kan man til parret 

(x,y) E J x J lade svare tallet z E J med decimalbrØkfremstillin

gen z= o,x1y1x2y2 •••• Derved fås en bijektiv afbildning af 

J x J på J. (Lader man x1 ,x2 , ••• betegne de enkelte cifre, får 
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man på denne måde en injektiv, men ikke surjektiv afbildning, idet 

f.eks. decimalbrøker, hvor hvert andet ciffer er O, ikke kan fås 

ved den angivne "blanding".) 

Ved hjælp af et koordinatsystem sluttes af det fundne resul-

tat, at mængderne E1 ~ E2 og E3 af punkter på en linie, i en plan 

og i rummet alle er ækvipotente med R. 
Endelig nævnes, at mængden F(J) af alle i et interval J defi

nerede reelle funktioner har et kardinaltal større end R. Mæng

den F(J) har nemlig som delmængde mængden XJ af alle i J definere

de funktioner, som kun antager værdierne O og 1, og om denne mæng

de, der er ækvipotent med ~(J), blev det vist, at den ikke er 

ækvipotent med J ~ R. På den anden side er det klart, at kt R ~ 
kt fiJ(J), idet !iJ(J) har den med J "' R ækvipotente delmængde bestå-

ende af de delmængder af J, som hver kun indeholder eet tal fra 

J. Der gælder altså 

k t R = kt J < k t ~(J) < kt F(J). 
:: 

Man kan vise, at kt {j)(J) = kt F(J). Det er værd at bemærke, at 

mængden C(J) af i J kontinuerte funktioner er ækvipotent med R 

(se øv.15)~ 

J 
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Øyelser tiL kap. I, § 8. 

1 • Den hele del c og o cifrene c1 ' c2' • •• i decimalbrøkudviklingen 

for en brØk p/q, p,q E N, bestemmes successivt som kvotienter 

ved division med rest efter fØlgende skema: 

p = c q+ r 1 ' o o ~ r1 < q, 

1 Or 1 = c1 q + r2, o ~ r2 < q, 

Hvis decimalbrØkudviklingen ikke er endelig, har den en 

periode bestående af hØjst q - 1 cifre. Hvorfor? 

2. Lad a være et irrationalt tal. Vis, at der for hvert tal 

n E N findes tal p E Z og q Ef1 ,2, ••• ,nj, således at 

la-~ l < ~ ~ ~ 
(Inddel intervallet [0,1] i n lige store delintervaller, 

betragt tallene ka- [ka], k= 0,1 , ••• ,n, og anvend skuffe

princippet. For x E R betegner [x] det største hele tal, som 

er mindre end eller lig med x.) 

3>:c.Der er givet tallene a,b E Z og m E N. Vis, at der findes. 

mindst et par (x,y) 4 (0~0) af hele tal, således at 

l x l ~ v'm' l y l ~ vm og 

ax + by _ o (mod m). 

( Jfr • I , 7 , øv • 7 • ) 

4. Vis, at enhver uendelig mængde af parvis disjunkte åbne 

intervaller i R er numerabel. 

Vis, a t enhver uendelig mængde _af' _parvis diS-junkte__q_J~kel skiver 
-------....., 

i en plan er numerabel. 
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5. I en plan tænkes valgt et sædv&rtligt retvinklet koordinat-

system• Vis, at mængden af alle ~ette linier, som hver går 

gennem to forskellige punkter med rationale koordinater, er 

numer>abel. 

6. Vis, at hvis A er en endelig delmængde af en uendelig mæng

de B, så gælder B \ A ..... B. 

7. Vis, at hvis A er en højst numerabel mængde og B en vilkår

lig uendelig mængde, så er A u B ~B. 

8. Vis, at de fØlgende mængder af reelle tal er indbyrdes ækvi

potente: ~x l O ~ x ~ 1 }, fx l () ~ x < 1 l, ~x l O <x < 1 l, 
{x l x> o], ~x l x2 > 1]. (Benyt f.eks. øv. 6 eller 7.) 

9. Er mængden af alle endelige delmængder af en numerabel mæng-

de numerabel? 

10. Er mængden af alle fØlger af naturlige tal, altså mængden 

:NN numerabel? 

11*.Vis, at mængden af alle polynomier med heltallige koefficien-

ter er numerabel. 

Et reelt eller komplekst tal, som er rod i et pglynomium med 

heltallige koefficient~r, der ikke alle er o, kaldes et alge

br.ais~~· De øvrige tal kaldes transcendente tal. Vis, at 

mængden af algebraiske tal er numerabel; og at mængden af 

transcendente tal er ikke numerabel. 

12. Vis, at mængden af alle cirkler i en plan er ækvipotent med 

:R. 
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13. Vis, at ved en vilkårlig deling af R i to klasser vil 

mindst en af disse have kardinaltallet){. (Benyt R~ R x R). 

14*. Vis, at mængden1)(N) af alle delmængder af N er ækvipotent 

med R. (Benyt f.eks. udviklingen af de reelle tal mellem 

O og 1 i "dualbrØker".) 

15*. Vis, at mængden RN af alle reelle talfØlger e-r ækvipotent 
N . 

med R. (Vis først R ~ JN, hvor J= ]0,1], og bestem derpå 

ved brug af decimalbrØkfremstillinger for tal i J (sml. s. 

13) en bijektiv afbildning af~ på J.) 

16*. Vis, at mængden af reelle kontinuerte funktioner i et in

terval, f.eks. [O, 1 J, er ækwipotent med R. (Benyt, at en 

i et interval kontinuert funktion er fuldstændig bestemt 

ved sin restriktion til mængden af rationale tal i inter

vallet, samt ækvivalenssætningen.) 

1 i~. GennemfØr beviserne for på s tandene i den fØlgende beskri vel-

se af et bevis for Bernsteins ækvivalenssætning: Om to 

mængder A og B forudsættes, at hver af dem er ækvipotent 

med en delmængde af den anden, altså at der findes injek-

tive afbildninger f:A ~ B og g:B ~ A. Det skal vises, at 

der eksisterer en bijektiv afbildning h:A~ B. 

For delmængden Q af A defineret ved 

00 

Q =n~O(gof)n(A \ g(B)) 

gælder A\ Q~ g(B). Dette gØr det muligt at definere en 

afbildning h:A ~ B ved 

((a) for a E Q, 
h(a) = 

g-1(a) for a E A\ Q. 

Denne afbildning h er injektiv, fordi man af f(a1 ) = 



Mat. 1 , 1962-63 

-1 ) 
g (a2 ' a1 E Q og a2 E g(B) kan slutte, 

surjektiv, fordi man af b E B \ f(Q) kan 

AG I, e.~ 

at a2 E 

slutte, 

' \ 
l 

1 
_f 

,1 \ 
l \ 

t ~ 

.\' 

- "•'' 

•• 1"7 

Q. Den er også 

a"'·i15(b) E: A\ Q. 
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§ 1 o Kompositioner·" 
---~=----·--·---·~~ 

~egrebet komposition. 

En afbildniP_g, hvis defini tionrmængde (eller de:'j_n.::i_ ·cionGl~~~;o, f:. 

se) er et cartesisk produkt K x L, kaldes ogeå en korgp~~?1~ ~12_;;_ · 

I algebraen, som er læren om kompositioner 1 betegnes d~:.Gsc :i_ 

reglen med tegn som+, ., o, t o e a 

ret på K x L~ skrives i stedet for ~((x,y) oftest z:,;~ ~T scm te·· 

tegnelse for det til et ordnet par (x,y) E K x L svarende ~bjekt., 

En komposition ~: K x L~ M er såJ.ed0s e·n tilorc.:J.h1g, h-/('-~--

ved til hvert ordnet par (x,y) af et x E: K og et y E: Ij -::.·rare~· r=:-~ 

bestemt element af M; dette betegnes x * y. En kom~ositioil 

*: M x M ~ M, altså en komposition * med def:ini t::\_r;nsmæn .. c:?;de 

M x M, for hvilken 

vMx,y: x * y E M, 

kaldes en kompositton inden_~.' 

Eksempler. 

1 ° Sædvanlig addition og multiplikation af ta::_ 

(x,y) ~ x + y og 

er, når vi tager R x R som definitionsm;:zngde~ kompol:dt-tr:·)T'..\~r }.n.cJr'?-~1 

for :R. Det samme gælder subtraktion 

(x,y) ~ x - y. 

Restriktionen tj_l N x N af de to fØrstnævnte kompoc.i.t.ionc:~~ •-'i,:s. 

addition og multiplikation af naturlige t.F.J.l.~ e:>:' l\.ompcs5.ti.c·n::.::• 
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inden for N, medens restriktionen af sidstnævnte er en lcomposi-

' ~T ' ti o n N x l'l ~ Z. 

Regneoperationerne (x,y) ~ xjy og (x,y) ~ xy er kompositio

ne~, når vi tager R x (R\ {0}), henholdsvis R+x R som defini

tionsmængde. 

2° I elementær vektorregning behandles 4 kompositioner: 

Addition af vektorer er en komposition inden for mængden 

v
3 

af vektorer i rummet; til hvert par af vektorer ~ og ~ svarer 

en vektor betegnet ~ + v. 

Multiplikation af vektorer med tal er en komposition 

R x v
3 
~ v

3
; til hvert par af et reelt tal a og en vektdr v sva

rer en vektor betegnet av. 

Slcalarprodulct af vektorer er en komposition v
3 

x v
3 
~R; 

til hvert par af vektorer ~ og ~ svarer et t~l betegnet ~·Y· 

Vektorproduktet er en komposition inden for v
3

; til hvert 

par af vektorer ~ og v svarer en vektor ~ x ~· 

o 
3 Tre kompositioner inden for klassen V af alle mængder er 

(A,B) ~A n B, (A,B) ~ A u B og (A,B) ~ A \ B. 

Tages for A og B kun delmængder af en (uni~ersal)mængde E i be

tragtning, fås kompositioner inden for mængden D(E) af delmæng-

der i E; disse kompositioner er behandlet i I, §2. 

4
0 

Sammensætning af afbildninger, 

(g,f) ~ gof, 

er, når man for f tager i betragtning afbildninger f: A~ B af 

en m03ngde A ind i en mængde B og for g afbildninger g: B~ C af 

B ind i en mwngde c, en komposition F(B ~c) x F(A ~B)~ F(A ~c). 
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Specielt er sammens@tning (g,f) ~ gof en komposition inden 

for mængden F(A ~ A) af afbildninger af en mængde A ind i sig 

selv. 

Er K og L endelige IJ1ængder, kan en komposition ::: defineret 

på K x L angives ved en kompositionstavle, dvsø en tabel med 

dobbelt indgang: 

y 

x X* Y 

Elementerne i K anføres ud f' o r tavlens rækleer; el em en terne i L 

over kolonnerne, og for hvert (x,y) E K x L angives det tilord-

nede objekt x * y på den fælles plads for rækkeh ud for x og søj-
' 
len under y. 

Alle skolebørn stifter bekendtskab med en sådan tavle, nem-

lig kompositionstavlen for restriktionen af sædvanlig multipli-

kation til ~0,1, ••• ,9J x ~0,1, ••• ,9J, den 11 lille tabel''• 

Som et yderligere eksempel betragtes 

sammensætning af permutationer af mængden ~1 ,2,3J. Idet vibe

nytter betegnelserne 

p1 = (~ ~ §), 
p4 = (~ ~ ~)' 

p2 = (~ ~ f), 
p5 = (; ~ f), 

p3 = (; ~ ~)' 

p6 = (~ ~ §), 
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angives den nævnte komposition fuldstændigt ved tavlen 

~ 

p1 p2 p3 p4 P s p6 

p1 p1 p2 p3 p4 P s p6 

p2 li p2 p3 p 1 p6 p4 PI) 

p3 p3 pi p2 p5 p6 p4 

p 
4 p4 P s p6 p1 p2 p3 

p5 P s p6 p4 p3 p1 p2 

p6 p6 p4 P s p2 p3 p1 
. 

Det er naturligvis uvæsentligt, at permutationerne er nævnt i 

samme rækkefølge i tavlens to indgange. 

Af tavlen fremgår bl.a., at sammensætning er en komposition 

inden for mængden fp 1 ,p2 ,p
3

,p
4

,p
5

,p6 J, såvel som inden for hver 

af mængderne fp 1 ,p 2 ,p3 J, fp 1 ,p4 J, {P1 ,p 5
J og fp1 ,p6J .. 

Komposition inden for en m@ngde. 

Lad M være en mængde og* en komposition inden for M. 

Som betegnelse for M betragtet med kompositionen* eller, 

som man s.iger, for mængden M organiseret ved. kompositionen ~::, 

benyttes (M,*) e 

Kompositionen* siges at være associativ, hvis der for 

x E 11:, y E: M, z E: M gældel' 

(x* y) *z= x* (y* z). 

Dette udtrykkes også: for (M,*) gælder den assocjative lov. Vi 

bemærker, at når kravet tager sig så simpelt ud, beror det på 
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algebraens særlige skrivemåde; kaldes kompositionen f og benyttes 

de for afbildninger gængse betegnelser, er betingelsen 

f(f(x,y),z) = f(x,f(y,z)). 

Et udtryk som x1 * x2 ~~ ••• * xn' hvor x1 ,x2 , ••• ,xn E M, 

har ikke i sig nogen mening når n > 2, men kan få det, om man 

på passende måde anbringer parenteser. Er * associativ, kan man 

nu, ved et induktionsbevis som vi vil forbigå, godtgøre, at 

får samme værdi, hvorledes man end sætter fornødne parenteser; 

vi kan da tillade os helt at udelade dem, ligesom vi kan hæve 

og sætte parenteser efter behag~ 

Kompositionen* siges at være kommutativ, hvis der for 

x E M, y E M gælder 

x * y = y * x. 

Dette udtrykkes også: for (M,*) gælder den kommutative lov. 

Æ!: * både :associa ti,V og, kommutativ, vil; som man kende:r det 

fra sædvanlig addition eller multiplikation af tal, udtryk som 

hvor x1 ,x2 ,~ •• ,xn E M; ikke blot h~ve mening, men yderligere vil 

rækl<:efØlgen af elementerne være ligegyldig. 

Et element e E M siges at være neutralt ved kompositionen 

PJ:, hvis 

V'MX [e ~:~ x = x * e = x], 

Dette udtrykkes også: e er neutralt element i (M 1 *)• 

Der findes hØjst et element af M, som er neutralt ved kom-

EOsitionen *· Her er* en ganske vilkårlig komposition inden 

for en mængde M. 
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Thi an tages e E: M og e' E M neutrale ved ~:, haves dels 

e ~:e' =e', da e er neutralt, dels e *e' =e, da e' er neutralt, 

og dermed e = e'. 

Vi forudsætter nu, at der findes et, og dermed netop et, 

element e E M7 som er neutral t ved kompositionen ~: ~ 

Et element x' E M siges da at være et invers.t til elementet 

x E M ved kompositionen ~, hvis 

x * x' = x' * x ~ e. 

Da der åbenbart er tale om en symmetrisk relation, benytter man 

også vendingen: x og x' er inverse ved *· 

Et element x E M siges at vcare regulæd eller ~nverij~bel t 

ved kompositionen ::~, hvis det har et inverst, dvs. hvis 

3 x 1 [x * x' = x' :;: x ::::: e J. M 

Det kan forekomme, at et element har flere inverse (se det 

fØlgende eksempel 5°), dog aldrig når kompositionen er associa-

ti v: 

Findes der et neutralt element e ved en associativ kompos~-

tion :~: inden for en mængd.e M, da har hvert elemen~ x E M h2.i:2~ 

et inverst. 

Thi af 
(x 1 

:;: x ) ~:' x 1 1 = x 1 
::: ( x * x 11 

) 

fås, når x' og x" begge antages at være inverse til x, 

og dermed x" -- x' " 

Vedrørende en S!ssocia ti v ko~129si ~i ol! ::< inden for en mængde 

M med neutralt element e vil vi endnu notere fØlgende: 

Er a regulært .• da gælder for x E: M, y E M 
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a * x = a ~ y ~ x = y 

og ligeledes 
x ~ a = y * a ~ x = y. 

Dette udtrykkes kort: et regulært element kan bortfork0p~~2· 

Af a ~:' x = a >:: y fås nemlig, idet vi med a' betegner det til 

a inverse element, 

a' )'• (a ... x) = a' ~~ (a ... y) .. ., . . .. 
og dermed (a' ... a) •'• x = (a' ... a) * YJ ... .,. ... 

dvs. e ~~ x = e •'· y, ... 

altså x = y. 

Den anden forkortningsregel eftervises på tilsvarende måde. 

Vi bemærker; a t resul ta te t også kan formuleres: for et re·· 

gulært element a E: M og vilkårligt b E: M findes hØjst et x E.: M, 

således at a * x = b, og ligeledes hØjst et x E: M, så x * a = b) 

eller 1 som man gerne udtrykker det, hver af ligningerne a .... x =b ... 

hØjst 
, 

og x ... a = b har en løsning. ... 

Idet man af a ·'· x = b slutter a' * (a ..... x) = a' ·'· b~ dvs. ... ... ... . 

x = a' •'· b, ses endvidere, at elementet a' * b er den eneste ... 

mulige lØsning til ligningen a * x =b. En prøve viser, at det 

virkelig er en lØsning: 

a* (a' *b) =(a* a')* b= e* b= b. 

Ligningen x * a =b behandles ganske tilsvarende. Vi noterer: 

Er a regulært med inverst element a' ved den associative 

kompositi~ *~b y~Arli~!, da har hver af lignin~E~ 

a ::• x = b og x "' a = b 

netop en lØsning, nemlig henhol~~~ a 1 * * a'. 

En komposition ~:: inden for en mængde M siges a t være en 

gru;ppekomposi tion, og (M~·::) kaldes en &~'212.~., hvis :{: er asso-
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ciativ, der findes et neutralt element e E M, og hvert element 

2f L er regulært. 
. ; 

I en gruppe flndes kun et neutralt element, hvert element 

har netop et inverst, og de oven~or noterede resultater om for-

t:ortning og om lØsning af ligninger kan naturligvis anvendes på 

vilkårlige elementer a og b i gruppen. I §2 vil vi gå nØjere 

ind på gruppernes teori. 

En gruppe (M,*), hvor kompositionen* er kommutativ; kal-

des en kommutativ eller Abelsk gruppe. 

Eksempler. 

1° (R,+), (Q,+) og (Z,+) er kommutative grupper, O er det neu-

trale element, og det inverse til et tal x er ~x. 

For (N,+) gælder den associative og den kommutative lov, 

der er intet neutralt element, men ethvert element kan bortfor-

1\:ortes: 

a + x = a + y ~ x = y. 

Por (R,.), (Q,.), (z,.) og (fJ,.) gælder den associative 

og den kommutative lov, og 1 er neutralt element. I (R,.) og 

(Q,.) er ethvert tal x f O regulært med det inverse x-1 , i (z,.) 

er der ikke andre regulære elementer end 1 og -1, i (N, •) ilcke 

andre end 1, men i alle tilfælde kan et tal f O bortforlwrtes: 

a t O A ax = ay ~ x = y. 

(R\ fOl~·), (Q\ fOl,.), (R+,.) og (Q+'') er kommutative 

grupper. 

2° Mængden v
3 

af geometriske vektorer er med vektoraddition 

en kommutativ gruppe, nulvektoren O er det neutrale element. o~ 

det inverse element til en vektor x er den modsatte vektor -xo 



Mat. 1 , 1 963-64 AG II, 1, 9 

Vektorproduktet er hverken associativt eller kommutativt, 

der er intet neutralt element, og en ligning~ x~= Q har en

ten ingen eller uendelig mange løsninger (jfr. III,2,6), til-

svarende gælder ligninger ~ x ~ = Q· 
o 

3 Kompositionerne n og lj er associative og kommutative, den 

tomme mængde Ø er neutral ved U, og betragtes kompositionerne 

inden for mængden D(E) af delmængder i en mængde E, er E neutral 

ved n; ingen fra E forskellig delmængde er regulær ved n, lige

som kun Ø er regulær ved U. 
o 

4 Sammensætning af afbildninger af en mængde A ind i sig selv 

er en associativ, men, når A har mindst to elementer, ikke kom-

mutativ komposition inden for F(A ~A). Den identiske afbild-

ning eA er neutral~ med~ns de bijektive afbildninger er de re

gulære eismenter med de inverse afbildninger som inverse ele-

menter. 

Inden for mængden af bijektive afbildninger af A på sig selv, 

også kaldet transformationer af A, er sammensætning en gruppe-

komposition, som, når A har mindst tre elementer, ikke er kom-

mutativ (betragt kompositionstavlen side 4). 
o 

5 Som eksempel på en komposition, der er kommutativ, men ik-

ke associativ, kan nævnes 

(x,y) ~ (x + y)/2, ' x,y E R, 

samt kompositionen 

(x,y) 4 (x3- x2y- xy2 + y3)1/3~ ' x,y E R, 

hvor O er neutralt element, og både a og -a er inverse til a. 
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Er en komposition * inden for en endelig mængde M givet 

ved en kompositionstavle, vil kommutativitet ytre sig ved, at 

tavlen er symmetrisk om "hoveddiagonalen", forudsat elementerne 

i M er nævnt i samme rækkefølge i tavlens to indgange. Associa

tivitet giver sig ikke til kende på en tilsvarende overskuelig 

måde. Et neutralt element udmærker sig ved, at den tilsvarende 
sin 

række og søjle er identisk med hvervaf tavlens indgangej er et 

neutralt element fundet, er det let at overse, om to elementer 

er inverse; eksempelvis fremgår af tavlen side 4, at p1 er neu-· 

tralt, p 2 og p
3 

inverse, og hvert af p
1

, p
4

, p
5 

og p6 inverst 

til sig selv. At hvert element af M forekommer netop en gang i 

rækken ud for et givet a E M, er ensbetydende med, at ligningen 

a * x = b for hvert b E M har netop en løsning~ og ligeledes 

enebetydende med, ~t forkortningsreglen 

vMx , y [a * x = a ~~ y "". x = y J 

gælder for det givne a, Tilsvarende gælder naturligvis det ti1-· 
, 

fælde, at elementerne forekommer hvert en gang i en søjle. 

En kompositionstavle for en gruppekomposition kaldes også 

en gruppetavle. 

Betegnes en komposition inden for en mængde med · skrives 

for det eventuelle neutrale element gerne e eller 1 • Vi vil næ

sten udelukkende betragte associative kompositioner; entydighed 

af inverst element er da sikret; ved multiplikatj_v skrivemåde, 

-1 og ofte ellers, benyttes betegnelsen x 

Betegnelsen + forbeholdes gerne kompos i t5.o~J.er ·' hvor foruden 

den associative også den kommutative lov gælder. Her skrives o 

eller O for neutralt element, -x for inverst, eller som man ved 

denne skrivemåde ofte siger, modsat element. 
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Isomorfi. 

Lad * være en komposition inden for en mængde L og § en kom-

position inden for en mængde M. 

En enentydig korrespondance mellem L og M siges da at være 

en isomorfi mellem mængden L betragtet med kompositionen * og 

mængden M betragtet med kompositionen §, altså mellem (1,*) og 

(M,§), hvis der for x 1 ,x2 E: L og y1 ,y2 E: M gælder 

x1 ~ Y 1 A x2 ~Y 2 '* x1 * x2 ~ Y 1 § Y 2* 

Udtrykt i ord er betingelsen, at anvendelse af de to kompo-

sitioner * og § på korresponderende elementer igen giver korre-

spenderende elementer. Dette medfører naturligvis en fuldstændig 

parallel i t et mellem alle regninger i (L,*) og (ri[,§). 

Findes der en isomorfi mellem (L,*) og (M,§), siges de to 

organiserede mængder at være isomorf§• 

I så fald haves, at gælder den associative eller kommuta-

tive lov for den ene, så også for den anden af de to kompositio

ner. Findes et neutralt element ved den ene komposition, så også 

et ved den anden; ved enhver isomorfi mellem (L, ~~) og (ri[,§) vil 

da det ved * neutrale element af L og det ved § neutrale element 

af M korrespondere, ligesom der til to inverse elementer ved den 

ene komposition vil svare to inverse ved den anden, til regulært 

element vil svare regulært element. Er en af de isomorfe, organi

serede :nængder (L,*) og (M,§) en gruppe, så er den anden det også, 

Disse påstande verificeres umiddelbart. Antages eksempel-

vis *associativ, få8 

(y1 § y2)§ y3 = y1 § (y2 § y3) 

t'Br vilkårlige y1 ,y2 ,y
3 

E: M, idet man betragter de korresponde·-
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rende x 1 ,x2,x
3 

E L ved en isomorfi mellem (L,*) og (M,§) og benyt

ter dels 

(x1 * x2) * x3 ~ (y1 § y2) § Y3' 

x1 * (x2 * x3) ~ Y1 § (y2 § y3)' 

dels (x1 * x2 ) * x3 = x1 * (x2 * x3 ). 

At den ved en bijektiv afbildning f: L~ M bestemte enenty

dige korrespondance mellem L og M er en isomorfi mellem (Ly •::) og 

(M,§), er ensbetydende med, at der for x1 ,x2 E L gælder 

f(x1 * x2 ) = f(x 1 ) § f(x 2 ). 

Thi dette er blot et forenklet udtryk for, at der for x1 ,x2 E L, 

y1,y2 E M gæ.lder 

f(x1) = y1 1\ f(x2) = y2 =? f(x 1 * x2) == Y1 § y2' 

dvs~ x1 ~ y1 1\ x2 ~y?.. =? x1 * x2 ~ y1 § y2. 

En bijektiv afbildning f: L ~M, hvor for x 1 ~x2 E L gælder 

f(x 1 * x 2 ) = f(x 1 ) § f(x 2), 

kaldes en isomorf afbildning af (L,*) på (M,§). Af ovenstående 

bemærkning fremgår, at det konrner ud på et at betragte isomorfi

er mellem (L,*) og (M,§) eller isomorfe afbildninger af (L,*) på 

(M,§). SQ~cielt kan_ . .PlaB._§9L9-efinition p~_, __ _g,:!_;_ (L,::~) ~:!-somo~f.. 

med (M,§), h~nY.t.te, ~g.~e_r_findes en isomorf' afbi.ldning af (L,*) 

~ (M,§) • 

I betingelsen for, at en enentydig korrespondance mellem L 

og M er en isomorfi mellem (L,*) og (M,§), indgår de to organise-

rede mængder tydeligvis på ensartet måde. Er f en isomorf afbild

" --1 ning af (L,*) på (M,§), vil derfor den omvendte afbildning f 

være en isomorf afbildning af (M,§) på (L,~~), 
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Også san~ensætning af isomorfe afbildninger fører igen til 

en isomorf afbildning: Er f: L~ M og g: M ~N isomorfe afbild

ninger af (L,•) på (M,§), henholdsvis (M,§) på (N,6), hvor*, § 

og 6 er kompositioner inden for mængderne L, M og N, da vil den 

sammensatte afbildning gof være en isomorf afbildning af (L,~~) 

på (N~6). Thi g"f: L ---tN er bijektiv, og for x 1 ,x2 E: L haves 

g(f(x1 * x2)) = g(f(x1 ) § f(x 2)) = g(f(x 1)) 6 g(f(x2)). 

Relationen "(L,*) er isomorf med (M,§)" ~n ækvivalensre-

lation i klassen af alle ved en komposition organiserede mængder. 

Af de to foregående bemærkninger følger nemlig, at relatio-

nen er symmetrisk, henholdsvis transitiv, og den er tillige re-

fleksiv, idet den identiske afbildning 

ning af (L,*) på sig selv. 

Eksempler. 

eL er en isomorf afbild-

" 1 (R+'·) er isomorf med (R,+); funktionen log: R+~ R er nem~ 

lig bijektiv, og for x 1 ,x2 E: R+ haves 

log(x1x 2) = log x 1 + log x 2• 

Logaritmefunktionens omvendte, eksponentialfunktionen, er tilsva

rende en isomorf afbildning af (R,+) på (R+,·), dvs. exp: R~ R+ 

er bijektiv og for y1 ,y2 E: R haves 

y1+y2 y1 y2 
e = e e 

I øvrigt bestemmes for hvert a E: R+' a f 1, en isomorfi mellem 

(R+,·) og (R,+) ved funktionen loga; isomorfien 

x ~ y ~ log10x = y ~ x = 10Y 

udnyttes på velkendt måde til udregninger ved logaritmetabel. 
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2° Mellem mængden v3 af geometriske vektorer og mængden T3 af 

translationer af rummet består som tidligere omtalt (1,5,21) en 
~ 

naturlig enentydig korrespondance; vektoren v = PQ hører samman 

med den translation t, der fører punktet P over i Q. Denne korre-

spondance er en isomorfi mellem (v
3

,+) og (T
3

,o), dvs • 

.Y1 ~ t1 1\ .Y2 ~ t2 => .Y1 + .Y2 ~ t1 ot2' 

Idet vektoradditionen er en kommutativ gruppekomposition, er sam-

mensætning af translationer det ligeledes; de neutrale elementer, 

nulvektoren O og den identiske afbildning eE af rummet, svarer 
3 

til hinanden, og der gælder 
o -1 

=> -v ~ t • 

At (L,*) er isomorf med (M,§), hvor *og§ er kompositioner 

inden for endelige mængder L og M, kommer ud på, at * og § ved 

passende valg af betegnelser for elementerne af L og 11.1 kan angi-

ves ved samme kompositionstavle. 

Homomorf afbildning. 

Lad * være en komposition inden for en mængde L og § en kom-

position inden for en mængde M. 

En afbildning f: L~ M, hvor for x 1,x2 E L gælder 

f(x 1 * x2 ) = f(x 1 ) § f(x 2 ), 

kaldes en homomorf afbildning af (L,*) ind i (J'.'I, §), Hvis f: L ~ l\1 

tillige er bijektiv, er f en isomorf afbildni:r.!.g af (L,~~) på (M,§), 

jfr. side 12. 
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I det følgende antages, at f: L~ M er surjektiv samt hQmQ

morf, idet L betragtes med kompositionen *1 M med kompositionen 

§. Vi har da: 

Hvis * er associativ, så e :r: også § associativ. 

Bevis: Lad y1 , y2 og y
3 

være vilkårlige elementer af M. Da 

f er surjektiv, kan vi tænke os x1 tx2,x
3 

E: L valgt, så 

f(x 1) = y1 , f(x 2) = y2 og f(x
3

) = y
3

• 

Idet f er homomorf, har vi da 

(y1 § y2) § Y3 = (f(x1) § f(x2)) § f(x3) 

= f(x 1 * x2 ) § f(x3) = f((x1 * x2) * x3 ) 

og ligeledes 
Y1 § (y2 § y3) = f(x1 * (x2 * x3)). 

Er * associativ, haves imidlertid 

og dermed 

(x1 * x2) * x3 = x1 * (x2 * x3) 

(y1 § y2) § y3 = y1 § (y2 § y3). 

Hvis * er kommutativ, så er også § kommutativ. 

Beviset føres på tilsvarende måde som det foregående. 

Hvis et element e E: L er neutralt ved *, så er f(e) n.e~tralt 

ved §. 

Bevis: Lad y være et vilkårligt element af M og x et ele

ment af L, således at f(x) = y. Da er 

f(e) § y = f(e) § f(x) = f(e * x) 

og ligeledes 
§ f(e) y = f(x * e). 

Er e neutralt, haves imidlertid 

e :!<x = x ~: e =x 

og dermed f(e) § y = y § f(e) = y. 
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Forudsætter vi, at (L,*) har et, og dermed netop et, neu

tralt element eL' vil (M,§) således også have et neutralt ele

ment eM= f'(eL)' og der gælder: 

Hvis_et element X E: L er regulært ved ::c, så er f'(x) regulært 

ved§. ~x' E L er inverst til x E L ved*' så er f(x') in

verst til f'(x) ved §. 

Thi af' x * x' :::: x' * x -· eL 

fØlger f(x * x l) :::: f(x' * x) = f'( eL), 

dvs. f'(x) § f(x 1 ) = f(x 1 ) § f'(x) :::: eM. 

Vi afrunder rækken af resultater med fØlgende, der frem

går af de foregående: 

Hvi,e (L,*) er en (kommutativ) gruppe, så er også (IVI,~) en 

_(kommutativ) gruppe. 

Vi bemærker, at de viste sc:atninger ikke kan vendes om. Simp-

le modelcsempler fås ved a t benyt te, a t for enhver organiseret 

mc:mgde (L,*) vil den konstante afbildning x~ O med L som defi-

nitionsmængde vc;::re en sur jelc ti v, homomorf afbildning på den kom-

mu ta ti ve gruppe U O J , +) • 

Lad nu f': L -7 M veJre en homomorf afbildning af (L,~c) ind i 

(M,0), som ikke forudsættes surjektiv. Sætningerne ovenfor kan 

da ikke opretholdes. 

Restriktionen af § ~il f'(L) x f(L) vil imidlertid være en 

komposition inden for f(L); ror vilkårlige y1 ,y2 E f(L) findes 

jo elementer x1 ,x2 E L, således at f'(x1 ) = y1 og f'(x2 ) = Y2 og 

dermed 

f(x1 * x2) = f'(x1) § f(x2) = Y1 § Y2' 

hvorfor y 1 § y2 E f'(L). Og betragtet som afbildning af (L,*) 



Mat. 1, 1963-64 AG II, 1 , 17 

på (f(L),§) er f både homomorf og surjektiv, således at de fore-

gående resultater kan finde anvendelse her: hvis * er associativ 

(kommutativ), så er§ associativ (kommutativ) inden for f(L); 

hvis e er neutralt ved *, så er f(e) neutralt ved § inden for 

f (L); osv. 

Sammensætning af hornamorfe afbildninger fører igen til en 

homomorf afbildning: Er f: L~ M Qg g: M~ N hornamorfe afbild

ninger af (L,*)~ (N,§), henholdsvis (M,§) Jlli (N,6), hvor*, § 

Qg 6 er kompositioner inden for mængderne L, M Qg N, da vil den 

sammensatte afbildning g•f være en homomorf afbildning af (L,~::) 

~ (N,6). Thi for x1 ,x2 E L haves 

g(f(x1 * x2 )) = g(f(x1) § f(x 2)) = g(f(x1 )) 6 g(f(x2 )). 

Eksempler er allerede nævnt side 13 -14; vi anfører yderli-

gere: 

• 1 For ethvert a E R er afbildningen x -~ ~~, x E R, en homomorf 

afbildning af (R,+) ind 1 sig selv, idet 

a(x1 + x 2 ) = ax1 + ax2, 

medens x~ xa, x E R+' er en homomorf afbildning af (R+,·) ind 

i sig selv, idet 

( )a a a 
x1x2 = x1 x2 • 

Begge afbildninger er isomorfe, medmindre a = O. 

Afbildningen x~ x 2 , x E R, er en homomorf afbildning af 

(R,·) ind i sig selv, og en surjektiv homomorf, men ikke isomorf 

afbildning af (R,·) på (R+ u ~Oj,·). 

o 
2 Projektion af geometriske vektorer på en given plan eller 

linie er en homomorf afbildning af (v
3

,+) ind i sig selv. 



Mat. 1 , 1963-64 AG II, 1 , 18 

3~ Tilordner man til hvert x E R drejningen vinklen x om et gi-

vet punkt O i en orienteret plan, fås en surjektiv homomorf, men 

ikke isomorf afbildning af (R,+) på mængden af drejninger om O 

med sammensætning som komposition. (Til x og x + 2~ svarer samme 

drejning.) 

4° Tilordner man til hver permutation x af en given mængde A 

med n elementer, n ~ 2, fortegnet sgn x, altså 1 eller -1 efter-

som x er en lige eller ulige permutation, fås en surjektiv homo-

morf afbildning af den syrnmetriske gruppe S , dvs. mængden af per
n 

mutationer af A med sammensætning som komposition, på gruppen 

(~1,-1J,·). 

En homomorf afbildning kaldes også en homomorfi; en homomorf 

afbildning af en organiseret mængde ind i sig selv siges også at 

være endamorf eller en endomorfi; en isomorf afbildning af en or-

ganiseret mængde på sig selv siges også at være automorf, medens 

ordet isomorfi tilsvarende erstattes af automorfi. 

Ækvivalensrelation og komposition. 

Lad * være en komposition inden for en mængde M og ~ en ækvi

valensrelation i samme mængde. Vi betegner med ~ mængden af ækvi

valensklasser, med Kx klassen repræsenteret af et element x E M 

(jfr. side I,5,17). 

Vi vil sige, at ækvivalensrelationen "' harmonerer med kompo-
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Dette er ensbetydende med, at ligegyldigt hvilke repræsen

tanter x og y man betragter for to ækvivalensklasser A og B, vil 

x * y tilhøre samme ækvivalensklasse. Man kan da indføre en kom

position * i M ved for A,B E~ at sætte A * B = K * , hvor x og x y 

y er vilkårlige elementer af A og B. Der gælder åbenbart for 

x,y E M 

Kx ;:; K -K y - X*Y' 
og ~ er den eneste komposition i M med denne egenskab. Vi til-

føjer, at harmoni mellem ~ og *, som man let ser, også er en nød

vendig betingelse for eksistensen af en komposition i ~ med nævn-

te egenskab. 

Idet vi nu forudsætter, at "' harmonerer med ~::, og bemærker, 

at betingelsen 

VMx,y: Kx * K - K y - X*Y' 
hvorved kompositionen * i M er bestemt, netop udtrykker, at den 

naturlige afbildning x~ K , x E M, af M på~ er homomorf, kan x 

vi anvende resultaterne side 15-16: Hvis :t' er associativ (kom-

mutativ), så vil *også være det; er e E M neutralt ved*, så er 

Ke neutral ved *; hvis x er regQlært ved *, så er K regulær x 

ved *; hvis x' er inverst til x ved *, så er Kx' invers til Kx ved ~; 

hvis (M,*) er en gruppe, så er (M,*) en gruppe. 

Overgangen fra (M,*) til (M,*) kan siges at bestå i, at man 

ophører med at skelne mellem indbyrdes ækvivalente elementer i M. 
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Eksempler. 

1° Ved 

AG II, 1, 20 

' defineres en ækvivalensrelation i R, som harmonerer med addi-

tion, men ikke med multiplikation. Vil man identificere tal, der 

afviger med et heltalligt multiplum af' 2~, kan man derfor stadig 

addere, dvs. i mængden R2~ af' ækvivalensklasser kan man addere 

ved re:pr~sentanter, hvorimod multiplikation bryder sammen. Den 

Abelske gruppe (R2~,+) er isomorf' med gruppen af' drejninger af' 
o 

:planen om et fast :punkt (sml. 3 , side 18). Erstattes 2~ med et 

vilkårligt reelt tal a > O, fås en med (R 2~,+) isomorf' Abelsk 

gruppe (Ra,+)~ Vi bemærker, at medens de reelle tal jo ofte re

præsenteres ved :punkterne :på en ret linie, kan elementerne i Ra 

:på naturlig måde repræsenteres ved punkterne :på en cirkel:perif'e-

ri af' længde a, for hvilken begyndelsespunkt og gennemlØbsret-

ning er valgt. 

2° For et vilkårligt helt tal m > O defineres ved 

dvs. ved 

x1 "' x2 ~ m l x2 - x1' 

' en ækvivalensrelation i Z, som harmonerer 

m l x2 - x1 1\ ml y2 - y1 

men også med multiplikation, 

m l x2 - x1 1\ m l y2 

==} 

- y 1 

som man indser ved omskrivningen 

ml (x2 

ikke blot med addition, 

+ Y 2) - ( x1 + y1), 

Relationen kaldes kongruens modulo m, medens man for 

m l x2 - x 1 skriver 

x
1 

_ x2 (mod m) , 
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hvilke t læse s: x1 er kongruent med x
2 

modulo m. Ækvi valenskl.as

sen repræsenteret af et tal x E ~ vil vi betegne (x)m' 

(x)m =~x+ hm l h E ~J. 
Ækvivalensklasserne kaldes restklasser modulo m, idet hver af dem 

består af alle hele tal, som ved division med m kan give en be-

stemt rest. Da hvert hel t t·1l ved Jivisi on meJ. m k31 give 

netop e~ af resterne o, 1, •.• 'm-1, findes der m forskellige 

restklasser modulo m; blandt tallene o, 1, ••• 'm-1 er der en 

repræsentant for hver. Mængden af restklasser modulo m vil vi 

betegne ~(mod m) eller Zrn. - Man bemærker, a t Zm er en delmængde 

af R (se eks. 1°), og føres herved til at repræsentere de m m 

restklasser modulo m ved m punkter liggende ækvidistant på en 

cirlce lperiferi. 

Da kongruens modulo m harmonerer med addition og multipli

kation af hele tal, kan man i mængden Z af restklasser modulo m m 

addere og multiplicere ved repræsentanter. De to kompositioner, 

der kaldes ~gdition og myltiplikation modulo m og gerne betegnes 

+og •, er bestemt ved 

og (x) (y) = (xy). m m m 
ForelØbig skal vi kun beskæftige os med addition modulo m og 

bemærker her, at (Zm,+). er en Abelsk gruppe med (O)m som neutralt 

element. For forskellige værdier af m fås naturligvis grupper 

(~m'+), der ikke er isomorfe; elementantallene er jo forskellige. 
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§ 2. Grupper. 

GrupEe og undergruppe. 

En.komposition • inden ~or en mængde G siges, som allerede 

nævnt side II,1,7, at være en gruppekomposition, og (G,·) kaldes 

en gruppe, hvis • er associativ, der ~indes et neutralt element 

a E Gp og hvert element a~ G er regulært. 

En mængde G med en komposition • inden ~or G er således en 

gruppe med elementet e tilhørende G som neutralt element, hvis 

~Gx,y,z [(xy)z ~ x(yz)], 

~Gx [ex = xe ~ x], 

~Gx 3 0Y [~x= xy =e]. 

Som a~ørt side II,1,8 ~indes der i en gruppe (G,·) kun et 
~ -1 neutralt element e, og hvert x E: G har netop et inverst x , be-

stemt ved 
-1 -1 

X X = XX = e. 

For Vilkårlige a,b E G har endvidere hver a~ ligningerne 

ax =b og xa =b 
~ -1 -1 netop en lØsning, nemlig henholdsvis a b og ba ; specielt gælder 

forkortningsreglerne 

ax = ay ~ x = y og xa=ya ~ X=Y 

for a,x,y E G. Bemærk, at man kan slutte, at x = e, blot~man 

for et element a ved, at ax = a eller xa = a. Allerede a~ xy = e 

fØlger, at x og y er inverse. 

En gruppe kaldes som nævnt side II,1,8 kommutativ eller Abelsk 

(efter N.H. Abel), hvis kompositionen er kommutativo For kommu

tative grupper benyttes ofte additiv skrivemåde (jfr. IIp1,10); 

kompositionen betegnes da med+, for det neutrale element skrives 

o eller O, det inverse til x betegnes -x, og løsningen b + (-a) 

til de ensbetydende ligninger a + x = b og x + a = b betegnes b -- ae 
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En gruppe (G,·), hvor G har et endeligt elementqntal n, si-

ges at væ?e en ~_J}_q~]-ig__gruppe af' orden n. 

l!'=Lndes der et neutralt element e ved en associativ komposi-

tion " inden f'or en mcngde M, vil gruppeteorien kunne bringes i 

anvendelse på de rst,uJ.ære elementer. Der.gælder nemlig: 

Er x cg y regulære elementer af' M, ds vil xy ligeledes være 

( )-1 -1 -1 regulært. neml.ia meQ 1XY ~y x , idet 

(xy)(y-ix- 1 ) = (y-ix-1 )(xy) =e. 

Endvidere er e regulært med e- 1 = e, og er x regulært, vil x-1 li

geledes væ:-f•e regnlært og (x - 1 r·i = x. 

Idet vj_ mGd G betegner mængden af' regulære elementer Etf' H, 

indebærer den f'ørste bemærkning, at restriktionen af' • til G x G 

er en komposition lnden f'or G, Denne restriktion er naturligvis 

associat~_,,r, Da e E G7 er det endvidere klart, at e er stelement i 

(G 9 " ) 9 og idet det i (M,·) inverse element x-1 til et vilkårligt 

x E: G igen tilhØrer• G ;c ser man, a t det også i ( G.7 ·) er inverst til 

x~ Specielt er vist, at (G~') er en erup~e. 

1 0 

. 
r: 

EksemplGro 

S&clvanlj_c n;,ul ti};>l:i.lc tion er inden f'or hver af' mængder1'l.e f;!, 

Q og ~ en associativ ~omposition med 1 som neutralt element. 

Gr_7.J?pen n_:r :--eguJ.<xf"'':: eleme~tGr er henholdsvis (f 1 J, • ) , (f 1,-1 J , • ) , 

(Q\ foJ,·) og (R\ foL·). 

2° Sam.lllensætning e:c- inden f'or mængden P(A -+ A) af' af'bildninger 

·.:n ·~n mængde .i\ ind _ si g s el v en associativ komposition med den 

identiske a:iciJ.dning e A som neutral t element. Gruppen af' regulære 

·"'l' (r o ;' '-'-· I\."' ' hvor rA betegner mængden af' transf'ormationer 
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Lad (G, • ) være en gruppe og H en ikke tom :iElma::n:S'cle e_:f G. 

Man siger da, at H er en undergruppe af' (G,·) J ~vis res tril:--

tionen af' • til H x H er en komposition inden :for H, og hvis H 

med denne komposition, (H,·), er en gruppe. 

Egentlig er det (H,·) og ikke H, der bØr kaldes undergruppe; 

vi vil dog :foretrække ikke at l&Jgge sprog"'.::::::>use:tl ~-:'::is-c .• :r1::n l:(td.t:.:e · 

tiden bruge ordet i den ene, undertiden i den anden oetydningo 

Idet vi :forudsætter, at H er en undergruppe af' g:e·~·rp:;:.eYl (G,")~· 

vil det neutrRle element e i (G,·) tilhøre H og være neutralt i 

(H,·). Thi betegnes det neutrale element i (H,·) med eH og vælges 

et element a E H, har vi aeH = ae og f'Ølgelig, ved forkortning, 

eH = e. Det inverse element x- 1 til et element x E H vil da også 

være det sA.mrne, hv8.d enten vi regner :i (H,·) eller (G~·). 

Der kan herefter opstilles simple nødvendige betinr~t-;lser f'or, 

at en delmængde af' en gruppe er en undergruppe~ betingelser, der, 

som vi skal vise, tillige er tilstrækkelige: 

Idet (G,·) er en gruppe og H en ikke torn d~}rnængd~t G, ~~ 

det nødvendigt og tilstrækkeligt ~2.~.1 H §}~.~-g_ un<ie_~K'2.!J.J?J2e a%._ 

(G,• ), at der gælder 

xy E H og -~i 
x E H, 

eller 2 anderledes skrevet, at 

og 

Den :første betingelse kommer nemlig ud på, at restriktionen 

af' • til H x H er en kornposition inden f'or H, og nødvendigheden 

af' den anden betingelse fremgår af' det ovenfor sagte, Vi vtl nu 

antage de to betingelser opfyldt og vi se, at (H~ c) de. er en grup·

pe. Det er klArt, at den associative lov gælder f'or (H,·). Idet 

det neutrAle element e i (G,·) kan skrives på f'ormen e= aa-1 rned 

a E H, ser man, at e tilhØrer H og dermed naturligvis er neutral~ 
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element i (H,·). Videre bemærkes, at det i (G,·) inverse x-1 til 

et vilkårligt element x E H tillige er inverst til x i (H~·)~ så

ledes at x er regulært i (H~·). 

Er~ en mængde af' undergrupper af' en given gruppe (G,·), vil 

nfH l H E ~J igen være en undergruppe af' (G,·). Dette ses straks 

ved brug af' de fundne to betingelser; at f'calJ.esm03nt.<den ikke er tom, 

sikres ved, at den i hvert fald indeholder det neutrale element e 

Blandt undergrupperne af' en gruppe (G,·) findes en mindste, 

feJ, og en største, G. For enhver mængde A~ G findes en mindste 

blandt de undergrupper qf' (G,· ) 9 som indeholder .:\., nemlig deres 

fællesmængde. Den består, når A f Ø, af' de elementer af G, der kan 

skrives som produkt qf' endelig mange faktorer, hver tilhØrende A 

eller invers til et element qf' A. Et sådant produkt vil nemlig 

tilhØre enhver undergruppe af' (G,·), som indeholder A, og mængden 

af' de nævnte elementer er selv en undergruppe af' (G,• ), som inde-

holder A. 

Eksempler. 

1° Mængden v1 Rf vektorer på en given linie l og mængden v2 af 

vektorer i en given plan rr er undergrupper i gruppen (v
3

,+) af 

geometriske vektorer med sædvanlig vektoraddition. Ligger l i~, 

vil v1 tillige være en undergruppe af' (V2,+). 

I (v
3
,+) findes også undergrupper af' en helt anden kara~ter; 

eksempelvis nævnes den mindste undergruppe indeholdende to.givne 

vektorer ~og v, som åbenbart er fp~ + ~ l p, q E zJ. 

2° I hver af nedenstående rækker er en gruppe, der er nævnt tid-

ligere end en anden, undergruppe i denne~ 

a) (Z,+), (Q,+) 9 (R,+). 

b) (Q+' • )y (R+,.), (R\ foL·). 

c) (Q+, • ), (Q\ foL·), (R\ foL·). 
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For et vilkårligt m E: JJ er (Z,+) en undergruppe af (R ,+), m m 
jfr. II, 1, 20-21. 

Relationen "(H,·) er en undergruppe af (G,· ) 11 er en refleksiv 

ordningsrelation i klassen af alle grupper. Specielt noteres: 

hvis (K,·) er en undergruppe af (H,·) og (H,·) en undergruppe af· 

(G,·), så er (K,·) en undergruppe af (G,·). 

Transformationsgruppe. 

Som flere gange nævnt (II, ·1, 9 og II, 2,2) er mængden r E ai' 

transformationer af en mængde E, dvs. bijektive afbildninger af 

E på sig selv, med sammensætning som komposition en gruppe,(rE,o). 

Denne kaldes den fuldstændige transformationsgru12J2e f'or E. Den i-

dentiske afbildning eE er neutralt element, og den inverse afbild

ning f- 1 til en transformation f er dennes inverse element. 

En transformatiohsgruppe for en mængde E er i I,§3 defineret 

som en ikke tern mængde T af transformationer a:f E, hvor 

og 

Definitionen kan nu også udtrykkes (jfr. side 3): En transforma-

tionsgruppe f'or en mængde E er en undergruppe af den fuldstændige 

transformationsgruppe (rE,o), altså en mængde T af transformationer 

af E, som med sammensætning som komposition er en gruppe, (T, 0
). 

Ege~tlig er det gruppen (T,o) og ikke mængden T, de~ bør kaldes 

transforma ti ensgruppe; vi vi l dog fore trække ikl<:e a t lmgge sprog-· 

brugen fast. 

I stedet _for transformationsgrupp8 siges også perii!}ltation~:. 

gruppe for E, især når E er endelig, 
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Eksempler. 

1° Idet G er en transformationsgruppe f'or en mængde E, og A er 

en delmængde af' E, vil 

H = (f' E G l f'(A) =A) 

være en undergruppe af' (G, 0 ), altså igen en transf'ormationsgruppe, 

ligesom 

K = (f' E G l VAx: f'(x) = x) 

vil være en undergruppe af' (H,o). 

Thi idet eE € K, haves 0 c K ~ H; endvidere er det klart, at 

f' E H A g E H ~ f' 0 g E H, f' € H ~ f'- 1 E H, 

og analogt f'or K. 

Mængden af' isometrier af' rummet E
3 

er en transf'ormationsgruppel 

mængden a:f flytninger (egentlige kongr'J.enser) af' E
3 

ligeledes. 

Mængden af' isometrier, henholdsvis flytninger, der lader et givet 

punkt gå over i sig selvy er da igen transf'ormationsgrupper, og 

det samme gælder mængden af' isometrier, henholdsvis flytninger, 

hvorved f'.eks. et givet regulært polyeder går over i sig selv (jf'r. 

1°). For isometrier af' planen haves ganske tilsvarende f'orhold. 

Mellem gruppen af' flytninger af' rummet E
3

, hvorved en given plan 

E2 går over i sig selv, og gruppen af' alle isometrier af' E2 be

står en naturlig isomorf'i, f'astlagt ved at en isometri af' E2 op

fattes som restriktion af' en f'lytning af' E
3

. 

En enentydig korrespondance mellem to mængder A1 og A2 giver 

på naturlig måde anledning til en enentydig korrespondance mellem 

mængderne P(A1 --+ A1 ) og P(A2 --) A2 ) af' afbildninger af' A1 , henholds

vis A2 , ind i sig selv, idet f' 1 : A1 --+ A1 og f'2 : A2 --+ A2 regnes at 

leerrespondere, hvis der f'or x 1 E A1 , x2 E A2 gælder 

x1 ~ x2 => f' 1 ( x1 ) ~ f' 2 ( x-2 ) • 

Idet denne betingelse kan skrives 
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hvor~: n
1 
~ A 2 er den bijektive afbildning avarende til korre

spondancen mellem A1 og A2 , ser man, at f 1 : A1 ~ A
1 

og f 2 : . .\~ ~ .h..2 

korresponderer, netop hvis 

dvs. hvis 
~O f 1 = f 2 Oep o 

Det er da indlysende, at der til hver afbildning f 1 ~ A
1 
~ ri

1 
svar-

t ' f'b'ld i ~ A A l' ~ o~ o -i l' er ne op en a 1 n ng .~. 2 : 2 ~ 2
, nem 1g .~. 2 =ep .~. 1 ep 9 og lge-

ledes til hver afbildning f 2 : A
2 

-) A2 netop en afbildning f 1 : 

-i A
1

, A
1

, nemlig f
1 

=ep of
2

°ep. 

Til transformationer svRrer åbenbart transformationer, og i-

det man umiddelbart efterviser, at 

er korrespondancen mellem r'\. og r en j_som0'7fi me~ >::11 dE: fu,_:l·· 
1 1 .i\2 

stændige transformationsgrupper (rA ,o) og (rA , 0 )" 

i 2 
Vi noterer detikkeoverraskende resultat: 

De fuldstændige trans~atiq!!§grupper (r A , o) _Qg (rA , o~ :for 
i 2 

ækvipotente mængder A
1 
o~ A2 er isomorf~~-

I mange forbindelser regnes isomorfe grupper for uvæsentligt 

forskellige. Undertiden bruges vendingen, at de er "eksemplarer af 

samme abstrakte gruppe". 

Den netop viste sætning berettiger da til, at man omtaler den 

fuldstændige permutationsgruppe (rE 7 °) for en vilkårlig mængde E 

med n elementer som den symmetriske gruppe af grad.en n og tilsvar

ende benytter en betegnelse (S ,o)) hvor mængden E ikke er anført n 

( jfr. I, , ) • 

Eksempler. 

1 o En gruppetavle for (Sy o) er opski•evet side II, 1 Y 4, 
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2° De lige permutationer af' en mængde E med n elementer danner 

en transf'orma t ionsgruppe (A 9 o), ~en. al te~:neremlc E~r·upr;e af gr2 · 
n 

den n (jf'r. I, ' 
). Gruppen af' permutationer af E7 hvorved et 

gi ve t element a E E a:f'bilde s på sig se l v, er tydeligvis isomorf' 

med rE\ faJ og kan da sie,es at C• ': 
l ~ 

Den symmetriske gruppe (S ,o) indeholder således 9 f'or n> 2, i det n 

mindste n eksemplarer e.f' ( Sn-··l? o) som undergrupper, 

Gruppeteorien udvikledes i lØbet af' det 19. århundr3de, læn-

ge - til henimod 1880 - næsten udelukkende som en teori om trans

formationsgrupper (A.-L. Cauchy~ E. GaloisJ C. Jo~dan), Det almene 

gruppebegreb går dog tilbage til 1854 (A. CayJ.ey), Ved generalise-

ringen f'ro. transformationsgrupper til vilkårlige grupper blev der 

(som Cayley straks bemærkede) i en vis forstand ikke f'lere grupper 

a t under.søge; 

menter.. §peciel t er enhver. e.pdelig grUJ?.Q.~~~--orq._~~ n }.0...Q!!.l.~rf_},!!8~ 

~:g_~s'J.el~~-r'LlJ:?.P_~ ~!_der~- SYFJilej;r:_.i._ske g_I_'~~P.l~·:::. ( sn·' (;)' 

Bevis: Er g et element af' G, defineres ved x~ gx, x E G, en 

afbildning 'f' g: G -> G7 som er l1i ,ielcti v, 5.det der f'or hvert y E G 

findes et og kun et x E G, således at gx = y. Ved g~ ~g; g E G, 

defineres således en afbildning ep af' G ind i mængden :!:'0 af' trans-
'~-t 

formationer af' G. Nu e.ælder åbenbart 

thi f'or hvert x E G EI· 

Sammensætning er de. en komposition inden :Lor r:p(G) ::..: 
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Det er endvidere klart, at ({J er injektiv: er g1 =l= g2 haves endoc 

f'or hvert x E G, at e1x ~ g2x, dvs. rr: (x) ~ rr: (x).. FØlgelig e~ 
g1 g2 

qJ: (G,•)-+ (([J(G),o) isomorf' og (([J(G),o) en gruppe, hvormed sæt·· 

ningen er vist. 

Den bijektive afbildning rr: : G-+ G def'ineret ved x-+ gx~ g 

x E G, kaldes den ved g bestemte venstre translation af' gruppen 

(G,·). Den isomorf'e afbildning g-+ rr: af' (G,·) på gruppen g 

(frrg l g E Gj ,o) af' venstre translationer kaldes den regul~~ 

f'remstilling (repræsentation) af' gruppen (G,· )c 

Er (G,·) en endelig gruppe, kan venstre translationerne, som 

jo er visse permutationer af' G, af'læses af' en gruppetavles rækkel'. 

For Abelske gruppers vedkommende vil man naturligvis oEtest 

i stedet f'or "venstre trRnslation" blot sige "translation". 

Eksempler. 

1 o Den ved en vektor a bestemte translation rr: : V_ -+ v
3 

af' gi'u.p-· 
- ?. ) 

pen (v
3
,+) af' geometriske vektorer med sædvanlig vektoraddit:i.on. .::;:-::-· 

af"bildningen 2S_ -+ x + a, x E V 
3

• Overføre s rr: a e f' ter valg a~ e t rje·· 

gyndelsespunkt O f'or stedvektorer til mængden E
3 

a:f :J?Un1Cc8::." t rum··· 

met (jf'r. side 6), f'ås den ved vektoren a bestemte translation af 

E
3 

- ordet translation her brugt i sin hidtidige betydniiJ.g ( j:;:·.L'? 

I,3,3). Gruppen (v
3
,+) er således isomorf' med gruppen af' tl•ar_;_sla

tioner af' rummet E
3

, hvad vi i øvrigt tidligere har bemær};:et 

(II,1,14). 

2° Den ved et a E R bestemte translation af' gruppen u~~+) c;r af'·-· 

bildningen x-+ x + a, x E R, og (R,+) er isomorf' med grup:Qen af 

sådanne translationer af' tallinien. Den ved et a E H\ foJ 

bestemte translation af' gruppen (R \ f O j , · ) er homotetieE x -> ax, 

x E R \ f O 1 , og (R \ f O 1 , • ) er isomorf' med gruppen af' homo·:~eti er 

af' tallinien med centrum o. 
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3° For en gruppe med 6 elementer p1 ,p2 ,p
3

,p4,p5,p6, hvor kom

positionen er angivet ved gruppetavlen side II,1,4, er eksempelvis 

den ved p5 bestemte venstre translation 

4° Ved til hvert element g af en gruppe (G,·) at tilordne den 

ved g-1 bestemte hØjre translation x~ xg-1, x E G, fås en iso-

morf afbildning af (G,·) på gruppen af hØjre translationer af 

(G, " ) • 

Potensregler •. 

Idet · er en komposition inden for en mængde M, defineres 

potenserne xn1 n E N, af et element x E M ved rekursionsform-

lerne n+1 n x =x x. 

Vi vil forudsætte~ at ~ er associativ. For x,y E M og 

P; q E' N gælder da 12.2.1~t:nsreglerne 

( 1 ) xpxq = 
p+q 

x ' 

(2) (xp)q = xpq 
' 

(3) xy = y x =} (xy)q = x~q. 

Regel (1) bevises ved induktion efter q~ idet man tænker sig 

x og p fastholdt, V~. har 

xPx1 = xpx = xP+1 , 

og ud fra induktionsantagelsen xpxq = xp+q sluttes 

xpxq+1 = xP(xqx) = (xpxq)x = xp+qx = xp+q+ 1 ~ 
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Derpå kan regel (2) bevises, ligeledes ved induktion efter q. 

Vi har 
(xp)1 = xP = xp·1, 

og ud fra induktionsantagelsen (xp)q = xpq sluttes 

(xp)q+1 = (xp)qxp = xpqxp = xpq+p = xp(q+1 ). 

Med henblik på beviset for regel (3) bemærkes f~rst, at 

xy = yx ~ xyq = yqx. 

Antages xy = yx, fås nemlig ~Nq: xyq = y~ ved indruction. Vi 
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har jo xy1 = y1x, og ud fra induktionsantagelsen xyq = yqx 

slU'ttea 

Regel (3) fremgår nu, idet vi under antagelse af xy = yx 

viser V~q: (xy)q = x~q ved induktion. Vi har jo (xy) 1 = xy ~ 

x::1y1, og ud fra induktionsantagelsen (xy)q = x~q sluttes 

(xy)q+1 = (xy)~y = x~q~ = x~y~ = xq+iyq+1 • 

Vi forudsætter nu, at der ved den associative komposition· 

inden for mængden M findes et neutralt element e € Me 

For hvert x: € M sættes da ved definition 
o 

x = e .. 

Det -verificeres umiddelbart, at potensreglerne (1 ), (2) og 

(3) herefter er gyldige for alle x::.,y E M og p,q E :N0 • 

For elementer af M, der er regulære ved •, defineres også 

potens med negativ hel eksponent .. 

FØrst bemærkes, at er x regulær, så er også enhver potens 

xn, n E N, neg_ulær. Ud f'ra! indulctionsantagelsen at xn er regulær, 

sluttes jo straks, at xn+1 = xnx er regulær (jfr .. side 2). 

Vi kan da for regulære elementer x E M og negative hele tal 

n sætte 
n ( ""'ll)-1 x = x • 

For regulære elementer x,y E M vil potensreglerne (1), (2) 

og (3) herefter* som vi skal se, gælde for alle p,q E z. Idet 

mængden af regulære elementer af M med restriktionen af · er en 

gruppe, som omtalt side 2, og der nu i reglerne kun indgår nævnte 

restriktion, kan påstanden bringes på en mere bekvem form: 
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I en grup~ (G,·), hvor jo xn er defineret for hvert x E G 

og h~ert n E ~~ gælder potensreglerne 

( 1 ) xpxq = xp+q 
' 

(2) (xP) q = xpq 
~ 

(3) xy = y x :=> (xy)q_ = x~q_ 

for alle x,y E G og alle p,q E ~. 

Til beviset minder vi (jfr. side 2) om reglen 

(4) (xy)- 1 = y'"" 1x-1_ 

n -'!i Videre bemærker vi, at x og x er inverse for ethvert 

n E z, nemlig for n< O ifØlge definitionen på xn, for n> O 

ifØlge definitionen på x-n, ligesom påstanden er klar for n= O • 

..A.d(1): Er (1) rigtig for et eksponentpar p,q, da også for 

eksponentparret -q,-p, idetr 

x-qx-·p = (xq)-1 (xp)-1 = (xpxq)-1 

det betyder derfor ingen indskrænkning at antage p + q ? O. 

Idet (1) vides at gælde for p ? o, q? o, skal vi da blot be

tragte tilfældene p + q ? O, p > O, q < O og p + q ~ O, p < O, 

q_ > O; eksempelvis tages fØrstnævnte: 

xpxq = x(p+q)+(-q_)xq = xp+q_x-qxq = xp+q. 

Ad(2): For q> O kan (2) nu bevises ved induktion efter q, 

ganske som side 11n For q= O er (2) Øjensynlig rigtig, qg for 

q < O har vi 

(xp)q = ((xp)-q)-1 = (x-pq)-1 = xpq• 

Ad(3)~ Her mangler kun tilfældet q < O, hvor vi imidlertid 

under antagelse qf xy ~ yx har 
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For en komposition betegnet + skrives nx i stedet f'or• n x ~ 

o Specielt er 1x = x, medens x = e erstattes af' Ox = o. Potens-

regierne (1) og (2) antager udseendet 

px + qx = (p+q)x, q(px) = (qp)x, 

og f'erudsat + er kommutativ, kan (3) skrives 

q(x + y) = qx + qy. 

Qyklisk gruppe. 

En gruppe (c,·) siges at være cyklisk, hvis der f'indes et 

element c E C1 således at 

hvert sådantelement c E C kaldes da en f'rembringer f'or gruppen 

(C,·). 

Man bemærker straks, at enhver cyklisk gruppe er kommutativ, 

idet jo 

Lad j1t:. ( G- 7 ") være en vilkårlig. gruppe og c Gt element af G. 

Sætter vi {eP l. p E zJ =C, er gyldigheden af' undergru::;>pe

betingnloerne (jf'r. side 3) 

x E C A y E C =:. xy E c og x E C =:. x -1 E C 

en umiddelbar konsekvens af' reglerne 

ep c q = cp+q og (cp)-1 =c-P. 

FØlgelig er (c' . ) = (f ep p E z J ' • ) en gruppe, som åben-

bart er cyklisk med c som f'rembringer. Den kaldes den af' c f~

bragte cykliske under5ruppe af' (G,·). 
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Eksempler. 
o 

Gruppen (z,+) er cyklisk. Hvert af' tallene 1 og --i er 1 

bringer~ og der er ikke f'lere. Den af' et tnl m E Z freli~ragt~ 

cykl i ske undergruppe ( f pm l p E Z 1, +) har også ~~IIl s cm i'! 'C IT! o·,-'~- .. 

men ikke f']e:Ire o. 

For hvert n E N er gruppen ('zn' +) cyklisk; hver &J' re s i·:'>:~. 

aerne ( 1 )n og ( -1 )n er f'tlembringer~ i almindelighed er deT· :::·::_~.Ts, 

(Jf'r. II,, 1, 2_1.) 
o 

2_ Som andre eksempler på cykliske gruppe:;." nævnes gru.::;;pe·.l 

( {z E C l zn = 1 j,·) af' komplelme rødder til lignj_ngen zn. = 1 -·~'•':'.:' 

givet n E: N, samt gruppe-n af' f'l.ytn.inger (d!lejninger) af' planen.~ 

hv;orved en gi ven regulær polygon g&r over i s:i.p; selv·" 

Vi skal se,_ a t der pånær i somorf'i ikke f'inde s anc1.re c;y1.:J.L:-:~: 3 

grupper end (z,+) og ( Zn~+), n = 1 !i 2,.,. o e Først vi ser v:i_ d8-~ 

vigtige resultat, at (Z, .. +) kun har cyklis]ce undergi•uppeP! 

Ehhver undergruppe i (z,+) er af' f'orme:q { pn l P. E: Z 1, b;:S?l'. 

m E N0 • 

Bevis. Undergruppen f O j kan sl.:ri ves fpo l i-l 
p c=: .:J; •• L.il 

• .., ·, 0 

,.,: .......... - .:_·. 

lig undergruppe H :J f C J indeholder et tal n ~ O, men dermed og.s~ 

-n og f'Ølgelig mindst et positivt tal, nemlj_g l ni o L9.c1 m y:;c·-1 e · -· ·· 

mindste positive tal i H. Enhver "potens" pm 1 p E Z) tilr.Ø::.."el' dj 

H1 og skrives et tal x E H på f'ermen 

x = qm + r, O ~ r < m, 

må resten r = x - qm tilhØre H og f'Ølgelig være O; altså e~.~ 

H = fpm l p E zj. 

Lad atter (G,") være en vilkårlig gruppe og c et elemen·(, 

af G. 
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Vi bemærker først, at 

= cqc-p = e, dvs. = cq-p = e. 

Mængden K = ~n E Z l en = el af eksponenter n, for hvilke 
n c er det neutrale element e af (G,·), er imidlertid en undergrup-

( · ) r s . r+ a r s pe af Z,+ ; thi af c = e og c = e fØlger JO c = c c = e og 

c-r~ (cr)-1 =e, således at 

r E K A s E: IC => r + s E K og r E K => -r E K. 

Vi har da 
ep = c q - q ... p E K, 

hvor ifØlge sætningen ovenfor K = f o j eller K = [hm l h E z J med 

m E :N, al t så: 

eller der findes et m E N, så 

ep = cq ~ p= q (mod m). 

I fØrste tilfælde er alle potenser eP, p E z, indbyrdes for

skellige, eller Eagt med andre ord, afbildningen p ~ eP, p E z, 
er injektiv. 

I sidste tilfælde er afbildningen p--+ eP, p E z, periodisk 

med perioden m, og potenser ep svarende til m på hinanden fØlgende 

eksponenter~ f:,ekso c, c 2 ~ noO') cm= e er indbyrdes forskellige. 

Tallet m kaldes 9yden af elementet c i gruppen (G,·). Det er lig 

med ordenen af' den cykl:'.. sl<::e undergruppe (C, · ) = ( f ep l p E Z j, •) 

frembragt af c; bemærk også, at 

m= min[n E t l en= el. 

I kraft af potensreglen 

ep+q = cpeq 
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er afbildningen p ~ eP, p € Z, en homomor~ afbildning a~ (Z,+) 

ind i (G,"). Er c ikke ar endelig orden, nævnte afbildning ~ltså 

injektiv,. ~oreligger således en isomer~ afbildning a~ (Z,+) på 

den cykliske undergruppe (C,·)= (fcP l p € Z~,·). 

Er c a~ endelig orden m, ~ås ved til hver restklasse modulo 

m at tilordne den ~ælles værdi a~ ep ~or eksponenter p tilhØrende 

restklassen en injektiv afbildning a~ Z ind i G. Denne afbildning 
m 

er i kra~t a~ potensreglen 

ep+ q_ == ep c q 

en isomer~ afbildning a~ (Zm,+) på den cykliske undergruppe 

(C, •) b (fcP l p € Z},·), thi ~or p,q € Z haves jo 

(p)m ~ eP, (q)m ~ cq og (p)m +. (~) = (p + q)m-+ cp+q. 

Vi noterer specielt: 

Enhver c,;yklisk g_ruppe er isomer~ med en 2 og naturligvis kun 

a~ grupperne(~,+) QB (~ ,+), m= 1,2, •••• 
m 

Uendelige cylcli ske grupper er således indbyrdes i somor~e" 

ligesom endelige cylcliske grupper a~ samme orden er isomor~e. 

§i deklasser~ 

Idet H er en undergruppe af en gruppe (G,·) og a et element 

a~ G, kaldes mængden fah l h € H} den ved a bestemte venstre side-

_:lda§~ ti~. undergruppen H;; den betegnes aH, 

aH= fah l h € H}. 

Sideklassen aH er således billedet a~ undergruppen H ved 

den ved a bestemte venstre translation x~ ax~ x € G,(jfr. side 9). 

Forskellige gruppeelementer kan bestemme en og samme venstre 
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sideklasse til en given undergruppe. Om mængden af indbyrdes forskel· 

lige v.enstre sidekl"lSol';.L' gælder fØlgende vigtige sætning: 

Mængdyp_ f xH l x € GI a:t__y_epstre ~ideklasse-.c til~.!L.illJ9-e~Jr2e· 

H at: en grUPJ?.~ (G: • ) _e...!'3.J:?._ kla_~seinddelina af G~ 

Vi beviser sætningen ·v-ed a t godtgøre~ a t gvert x E G _!;_!lhØ:r;....e_R 

en og kun e~y~nstre sideklasse til H, ~emlig xH. 

Vi skal da for x~y E G vise, at 

x E xH og x E yH "* y H = xH. 

Idet det neutrale element e i (G~ •) tilhører H, ses straks~ at 

x = xe E xRo 

Antag nu.? at x E YH~ dvs .. x = yh; hvor h E H~ For k € H har vi da 

xk = yhk E yH, 

-1 
idet jo hk E H; dette viser, Bt xH ~ yH. Idet y = xh , hvor jo 

·-·1 
h E H, er im:!.dlertid også y E xH og fØlgelig yH ~ x..li, således 

at yH = xH., 

Da de venstre sideklasser til H udgØr en klasseinddeling af G) 

øg da den sideklasse, der indeholder et element :z. E G, lmn skriwes 

xH, vil hver af betingelserne 

xH = ;yH og y € xH 

wære nødvendig og it.:.ilstrækkelig for, at de to elementer x og Y af 

G tilhØrer samme sideklasse. Da endvidere y E )æ vil sige: at y 

kan skrives y= xh med h E H) hvilket·atter er ensbetydende med 

-1 x y E H, har vi~ 

Idet H ~F en undergruppe af en gruppe (G, • ) ~- vi=h._!o el~æ-en-· 

ter :;-:: _og y af G _!;il_:q_øre samme venstre sideklasse til H~ hvis og_ 

-1 
~un hvis. x y E H, ~~&~~ 

xH=yH = -1 
x y E: H. 
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Den ækvivalensrelation R i G, der svarer til klasseinddev 

lingen f xH l x E G1 af' G i venstre sideklasser til H:, jf'r ~ I, 5~- 17: 

er således bestemt ved 

x R vY -1 x y E H~ 

Bemærlc., at den venstre sideklasse til H, som indeholder det 

neutrale element e i grup-pen (G~") r er undergruppen H selv j;; j_det 

jo eH = H •. En f'ra H f'orslcellig sideklasse kan ikke være undergrup-

pe af' (G~·)~ idet den ikke indeholder e. 

HØjre sideklasser til en undergruppe H af' en gruppe (G,·) de-

fineres i analogi med venstre sideklasser 9 ligesom ganske tilavaren 

de sætninger gæl.der: 

Den ved et e]ement a E G bestemte hØ.~~~~-de~_l_~~ Ha til 

undergruppen H defineres ved 

Ha= [ha ~h E H)e 

Mængden fHx l x E G 1 af' hØjre sideklassertil H e::· en klr:':28~ 

inddeling at' G, idet hvert x E G tilhØrer en og kun en hØjre side-

klasse til H, nemlig Hxn 

To elementer x og y af' G tilhØrer samme hØjre sideklasse til 

H, hvis og kun hvis yx-1 E H. 

Hx. == Hy ~ -1 -;y-x E H. 

Ækvivalensrelationen Rh i G, der svarer til klasseinddelingen af' G 

i hØjre sideklasser til H~ er altså bestemt wcd 

-i yx E Ho 

Vi skal senere angive betingelser f'or, at klasseinddelingerne 

af' en gruppe i venstre) henholdsvis hØjre sideklasser til en given 

undergruppe falder sammen. Her skal blot nævnes, at i en kommuta--

ti v gruppe ei' der selv:-.fØlgeL_g ingen an.Lcdn:Ln.g ti~:_ ,: t s::_~;~ :ne. 
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For en ordens skyld bemærkes, at ~or en gruppekomposition 

betegnet ~.eks. med * skrives naturligvis a * H og H * a i stedet 

~or aH og Ha. 

EksempJ.Ler. 
o 

I gruppen (v3,+) a~ geometriske vektorer med sædvanlig wektor~ 
en 

addition kan en sideklasse til undergruppen v1 a~ vektorer pålgiv-

1 

en linie l e~ter valg a~ et begyndelsespunkt O beskrives som mæng-

den a~ stedvektorer til punkterne på en linie parallel med l. 

Klasseinddelingen a~ v
3 

i sideklasser til v
1 

modsvarer altså delin

gen a~ rummet E
3 

i linier parallelle med 1. På samme måde svarer 

delingen a~ v
3 

i sideklasser til undergruppen v2 af vektorer i en 

given plan~ til delingen a~ rummet E
3 

i planer parallelle med~~ 

o 
2 For hvert m E N er sideklasserne til undergruppen Fpm l p E zJ 
a~ (Z,+) netop restklasserne modulo m, dvs. elementerne i z • m 

For hvert m E R er sideklasserne til undergruppen fpm 1 pE zJ + 
a~ (R,+) netop elementerne . R 

l m (j~r. II,1,2D). 

o 
3 For gruppen (S n'· o) a~ alle permutationer a~ en mængde E med 

n elementer ~alder delingerne i venstre og hØjre sideklasser tUL 

undergruppen A a~ lige permutationer sammen; foruden A selv. er n n 

der kun 

~or p,g_ 

en sideklasse, 

E S vil p - 1 0 g_ 
n 

nemlig mængden a~ ulige permutationerc Thi 

-1 og ligeledes g_ 0 p være lige, hvis og kun 

hvis p og q begge er lige eller begge ulige. 

På tilsvarende måde ses, at i gruppen a~ isometrier a~ rummet~ 

E
3

, henholdsvis planen E2, har undergruppen a~ ~lytninger ~oruden 

sig selv kun en sideklasse·, nemlig mængden a~ uegentlige kongru-

enser. 

o 
4 Lad (G,o) være en trans~ormationsgruppe ~or en mængde E, og 
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lad H være undergruppen bestående af' de transformationer h E G, 

hvorved et givet element c E E går over i sig selv. To transforma

tioner f',g E G vil da tilhØre samme venstre sideklasse til H, netop 

hvis f'- 1"g E: H, dvs. hvis f'- 1(g(c)) = c, eller, hvad der kommer ud 

på det samme, hvis. f'(c) = g(c); tilavarende findes, at f' og g tilhØ·· 

:tre!!' samme hØjre sidek]_as:se til H, netop hvis f'·- 1 (c) = g - 1 (c). Inddee 

lingen af' G i venstre sideklasser til H kan således karakterisere~ 

&om delingen efter de mulige billeder af' c ved transformationer ti1-

hØrende G, inddelingen i hØjre sideklasser som delingen efter ele-

menter, dP.r kan f'Øres over i c. En sideklasse f' 0 H består af de tran~ 

formationer tilhørende G, ved hvilke c har samme billedelement f'(c) 

som ved f, medens sideklassen H0 f' består af de transformationer til· 

hØrende G, ved hvilke c har samme originalelement> f- 1 (c) s.om Vied :f c 

Tager man som (G, 0 ) gruppen ( s
3

, o) af' permutationer af' en 

mængde med 3 elementer eller gruppen af' flytninger af' planen, f'åa 

eksempler, hvor inddelingerne i venstre og hØjre sideklasser tiL 

en undergruppe er forskellige. 

Lad atter (G,n) være en vilkårlig gruppe og H en undergruppe 

af' G. Da en sideklasse aH er billede af' H ved venstre translati-

onen ~~ ax, som jo er en injektiv afbildning~ idet a~ = ax2 ~ 

x1 = x2 , fremgår, at enhver venstre sideklasse til H er ækvipotQgt 

med H. T'ilsvarende gælder enhver hØjre sidelclasse tiJ :rr,. 

Dette· resultat har en vigtig lconsel\:vens f'or gruppel' af' ende-· 

lig orden. Forudsættea G endel:Lg, og betegnes antallet af' elemen

ter af' G og H henholdsvis [G] og [HL mede!l.R v:i s]~:river [G:H] f'('!:' 

antallet af' venatre sideklasser til H i (G, .. ), er klas.seindde:lin

gen Rf' G i venstre sideklasser til H jo en deling af G i [G:H] kJas

aer, hver med [H] elementer, hvorfor 

[G:HJ[H] = [G]" 
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Specielt har vi: 

Enhver undergr~PJ2.e_af ~p endelig gruppe har en orden, de!:_~.!: 

Denne sætning er særde~es nytti& når man søger undergrupperne 

af' en gj.ven endelig gruppe. Da et gruppeeleoents orden er lig med 

ordenen af den cykliske undergruppe frembragt af e~ementet (se 

side 16): gælder specie]t~ 

I en endelig gruppe er hvert elements orden divisor i grup-

pens orden .. 

en 
J?or en unde1·gruppe H af l endelig gruppe (G, ·) er antallet af 

v.enstre og af hØjre sideklasser det sammet nemlig [G]/[H]; thi 

ovenfor l'::unne vi libe så godt ræsonnere på hØjre som på venstre 

sideklasser~ net. fælles antal [G:H] kaldes undergruppens i~ 

i (G,<) .. Uden forudsætning om at G er endeligs kan mængden af 

wenstre og mængden af hØjre sideklasser til en undergruppe H dog 

vises at være ækvipotente ( se øvelse ), og inde~~ [G:H] kan der-

for defineres generelt som det fælles kardin~ltal for de nævnte 

to klasseinddelinger af G. 

Eksenpelo 

En endelig gruppe (G,· )s hvis orden er et primt9.L er cykJl.isk 

med hvert gruppeelement c ~ e som frembringer. Der er ikke andre 

undergrupper end f e l og G., 

Vi sammenstiller fØrst nogle simple resultater vedrørende en 

homomorf afbildning f af en gruppe (G,·) ind i en gruppe (G\·). 
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Som man ofte gør, hAr vi brugt samme betegnelse for de to gr~pre-

kompositioner, skønt de i ~lmindelighed vil være forskellige. 

Det neutra+e el~!Pelli e i (G,") har f?:Oip__!>_illede_Q_~[teUtrale 

element e' i (G~·), 

f(e) = e' , 

Billedet f(H) af en undergruppe H af (G,·) er en undergruppe 

af (G'~ ") ~ _g_g__en sideklC!.§Be_ aH til_ H j._ (G: ·) §fbilde s .,l?å sid.~_

klassen f(a)f(H) til f(H) i (G',"), J-j_gesom f(Ha) = f(H)f(a)" 

At f(e) =e' fremgår, efter valg af et element a € G, af 

ligningen 

f(e)f(a) = f(ea) = f(a) = e'f(a) 

wed bortforkortning af f(a)~ derpå har vi straks 

f'(x)f(x-· 1 ) :::f'('JCt''"1 ) =f(e-) :.:e' og f'(x- 1 )f(x) =e'. 

Ery1 ,y2 € f(H)~ eltså y 1 = :r(x1) og y 2 = f'(x 2 ), tYer :v.: 1 ~x2 € H:

har vi nu 

og 

hvilket viser, at f(H) er en undergruppe af (G', • ), jf'r." side 3 ... 

Endelig er eksempelvis 

f(aH) = {f'(ah) Ih € H) = (f(a)f'(h) l h € H) = f'(a)f(H)o 

Vi fremhæver, at uden forudsætningen om, at (G',·) er en 

gruppe~ gælder dog, at if(G)~ ·) er en gruppe, jf'r. II,1,16-17~ 

Men er f': G~ G' ikke surjektiv, kan det da f.,eks.forekomme, at 

f'(e)~ som jo er neutralt element i (f'(G)~"), ikke er det i (G 1 ,o),, 
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I det fØlgende undersøges hornamorfe afbildninger af grupper 

nærmere. Herved spiller undergrupper med den særlige egenskab, 
sideklasser 

at de vens tre og hØjreVstemmer overens en fremtrædende rolle. 

En undergruppe (H,$) i en gruppe (G,$) siges at være en normal 

(eller ~nvariant) u~dergru~, hvis x $ H = H $ x for hvert 

element x E: G. 

En undergruppe. (H,$) i en gruppe (G,$) er normal, hvis og 

kun hvis 

VGx VHh [x $ h $ x -1 E H]. 

Bevis: Hvis (H,$) er normal, vil hvert element x $ h af 

x $ H tilhøre H $ x, altså kunne skrives på formen h' $ x, 

hvor h' E: H. Men af x$ h =h' $ x fås 

x $ h $ -1 =h' E: H, x 

hvilket viser betingelsens nØdvendighed. Omvendt, lad det være 

givet, at x $h $ x-1 E: H for hvert x E: G og hvert h E H. Til 

givne x og h findes der da et h 1 E: H, således at x $ h$ x-1 = 

h 1 
• Heraf fås 

x$ h= h' $x E: H$ x, 

hvilke t viser, a t hvert element x $ h af x $ H er indeholdt i 

H $x, altså at x$ H~ H$ x. Anvendes det givne på x-1 i ste

det for x, fås x-1 $ h$ x E: H, og heraf sluttes på samme måde, 

at H $ x ~ x $ H. Dermed er også betingelsens tilstrækkelighed 

bevist. 

I en kommutativ gruppe er alle undergrupper normale. 

Lad f være en homomorf afbildning af en gruppe (G,$) på en 

gruppe (G',$'), hvis neutrale element betegnes med e'. Original

mængden K= f-1 (e'), altså mængden af de elementer af G, som ved 

f har billedet e', kaldes ho:nomorfiens kerne. Om denne gælder 

fØlgende sætning: 
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Kernen K = f-1 (e') ved en homomorf afbildni:q~~St.~_grup_

E!! (G,$) på en gruppe (G',$') med det neutrale element e' ~n~.

normal undergruppe i (G,$). 

For hvert element g' E G' er originalmængde~ f-1 (g') ~ 

sideklasse til K, nemlig g $ K = K $ g, hvoE_ g beteg~E__et e~~_-·· 

ment af G, for hvilket f(g) = g'. Herved bestemmes en enentyd~g 

korrespondance mellem sideklasserne til K og elementerne i G'. 

Bevis: Er x og y elementer tilhørende K= f-1 (e'), altså 

f(x) = f(y) =e', fås 

f(x ~ y) = f(x) $' f(y) = e' t e' = e' ~ 

altså x $ y E K, og 

f(x-1 ) = f(x)-1 = e•-1 = e', 

altså x-1 E K. Dette viser, at K opfylder betingelserne UG 1 og 

UG 2(side II,2,"5) og er fØlgelig en undergruppe. Endvidere gæl

der for hvert element g E G og hvert element h E K, at 

f(g $h$ g-1 ) = f(g) $' f(h) $' f(g-1 ) 

= f(g) $ e' $ f(g)-1 = e', 

hvilket viser, at g$ h$ g-1 E K, og altså at K= f-1 (e') er 

en normal undergruppe i (G,$). Dermed er sætningens første del 

bevist. 

Idet g1 og g2 betegne-r---elementer af G, haves 

f(g1 $ g2-1) = f(g1) $' f(g2-1) = f(g1) $' f(g2)-1~ 

og dette er lig med e', hvis og kun hvis f(g1 ) = f(g2). Heraf' 

ses, at g1 -$ g2- 1 E K, altså at g1 og g2 tilhØrer samme side

klasse til K (jfr. side II,2,9), hvis og kun hvis f(g1 ) = f(g2 ). 

Alle elementer i samme sideklasse har altså samme billedelement 

ved f, og elementer af forskellige sideklasser har forskellige 

billedelementer. Heraf sluttes rigtigheden af sætningens anden 

del. 
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Lad (G,$) igE;n være en vilkårlig gruppe og H en normal 

undergruppe i den. Da inddelingerne i venstre og hØjre sjde-

klasser til H stemmer overens, vil også de to ved H bestemte 

ækvivalensrelationer Rv og Rh (side II~2,8-9) stemme rYverens, 

X
-1 cl< d.v.s., at ~x' E H for to elementer x 1 x' E G medfØrer 

dt -1 x' LJ> x E H, og omvendt. Lad x ~ x' betyde, at x står i de:me 

relation til x'. Det skal vises, a t denne ækvi valen8relatl.GI1 

harmonerer med kompositionsforskriften & (se side II)1 ;12); 

d. v. s a t man af x "' x' og y "' y' kan s lu t te, a t x $ y ~ x' ~; y' 

Forudsætningen udsiger, at der findes elementer h og k i H} ~å

ledes at x-1 ~x' =h og y' ~ y-1 =k. Man har da 

(x' ~y') ~ (x~ y)-1 =x' $y' $ y-1 ~ x-1 _ 'r ~ h ' -·[f ~ 
··1 

.~.T .. ,_ 

og den hØjre side ses at tilhØre H, idet h $ k E H og E e··· E' .1 

normal undergruppeo Men dette betyder, at x $ y "' x' $ y'. I·· 

fØlge et tidligere resultat defineres altså ved 

(x $ H) S (y $ H) = (x $ y) $ H 

·en kompositionsforskrift i mængden G/H af sideklasser til :;:::, og 

den naturlige afbildning v:G -7 G/H, ved hvilken der til hv0rt 

element x E G svarer sideklassen x $ H, det er .i..ndeilo1u t i 1 er· 

en surjektiv homomorfi. Heraf fØlger, a t (G/H:,:~) er en gruppe. 

Den kaldes kvotientB:r,l,!_.'QR.ell (eller fa~torgr_~2_2-~~l.) af (G,~) ove:;:· 

(eller med hensyn til) den normale undergruppe H~ Det er W?·:..•-" 

vane at betegne kompositionsforskriften i kvotientgrup~en p~ 

samme måde som kompositionsforskriften i selve grFppell. 

Kernen ved homomorfien v: ( G1 $) -7 (G/H,$) er den gi v.n8 nor-

male undergruppe H; thi H er det neutrale element i (G/~-1 7 ~1)) og -

det er netop elementerne i H, som ved v har 't:'.lledet H. EnJ:.v;:.-r 

normal undergruppe i en gruppe er altså kerne ved en homomor~ 

afbildning af denne. De ved en gruppes norm'3.le undergrupper· 

bestemte kvotientgrupper er fra et abstrakt synspunk1~ cle ene:::;te 
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homomorf'e billeder, gruppen kan have. Dette er indholdet af 

gruppeteoriens homomorf'isætning: 

;§.!:(G,$) og (G',$') grupper, f' : (G,$) --7 (G' ,f~') ~sur·· 

jektiv homomorfi og K~ G ~IJileS kerne. vil (G',$') Y?:.E:;; l.s..c?..-· 

morf' med (G/H,$). 

Bevis: If'Ølge sætningen om kernen (side II,2)19) fås en 

bijektiv afbildning af' G/B på G' ved til sideklasFer. x q K at 

lade svare elementet f'(x) ' x' E G'. (Elementerne i siG.eklassen 

har alle det samme billede ved f'.) Denne afbildning er -en lwmo

morf'i, altså .. en-isomorf'i, da der tillclassen (x f~ K)$ (y~;; K) 

.--~-1~ $y) $K svarer f'(x $y) = f'(x) $ f'(y). 

Ovenstående sæ~ning om cykliske grupper er et specielt 

tilf'@lde af homomorf'isætningen. 

Som eksempel betragtes gruppen af' de egentlige flytninger 

af' rummet~ ved hvilke et givet regulært tetraeder A
1

A2A
3

A
4 

af

bildes på sig selv. Den kaldes tetraedergr~~g og betegnes 

med T. For hver f'lytning f' E T vil dens restriktion til mængden 

fA1 ,A2 ,A3 ,A4 J være en permutatio:d) af' denne mængde, Ved til f' at 

lade svare denne_ permutation, f'ås Øjensynlig en homomorf af'-· 

bildning af' T ind i s4 . Denne-af'bildnin~ er injektiv; thi er 

f' og g flytninger, f'or hvilke f'(Ai) ~ g(Ai)' i= 1 ,2,3,4, vil 

g-
1

of' have de f'ire hjØrner som fixpunkter og fØlgelig være den 

identiske afbildning, hvoraf' f'= g. '1\etraedergruppen er altså 

isomorf' med en undergruppe i s4. For at bestemme gruppen nær

mere bemærkes, at centret C f'or tetraedrets omskrev~e kugle må 

være fixpunkt ved alle gruppens flytninger, idet det er det 

eneste purnet i rummet, som har lige store af'stande fra tctra-

edrets hjØrner. Hver f'ra den identiske f'erskellig f'lytning til-

hørende T må f'Ølgelig være en drejning om en al<: se gennem C. 
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De drejninger, ved hvilke et af hjØrnerne Ai er fixpunkt, 
o 

ffiE. 

have den fra dette hjØrne udgående hØjde h. som akse. De udgØr 
l 

en cyklisk gruppe c
3 

af ordenen 3, som altså indeholder 2 fra 

den identiske afbildning e forskellige drejninger. Der findes i 

T 4 sådanne cykliske undergrupper, som to og to kun har e fælleo 

og fØlgelig tilsammen indeholder 8 fra e forskellige drejninger. 

Lad nu f E T være en drejning, ved hvilken ikke noget hjørne 

forbliver fast. Antag f.eks., at f(A
1

) = A2 . Drejningsaksen må 

da være vinkelret på linien A
1

A2 . Var nu f(A2 ) t A1 ; altså 

f.eks. f(A2 ) = A
3

, måtte dei.1 også være vinkelret på linien A2A
3

, 

altså på trekanten A
1

A2A
3

. Endvidere måtte den gå gennem denne 

trekants omskrevne cirkels centrUf1 ,og al.ts! v~r~ h4 , hvilket 

ville være i strid med f(A4) f A4. FØlgelig er f(A2 ) = A
1

• 

HjØrnerne A
1 

og A2 ombyttes altså ved f, og det samme gælder 

for A3 og A4 . Drejningsaksen må være forbindelseslinien mellem 

midtpunkterne af de to modstående kanter A
1

A2 og A
3

ALJ,.' r.g drej-

ningsvinklen må være lig med 1T. Idet der findes tre linier, 

der forbinder modstående kanters midtpunkter, indeholder T 

foruden e •)g de 8 nævnte drejninger 3 drejninger, der hver frem-

bringer en cyklisk undergruppe af ordenen 2. Tetraedergruppen 

T har altså ordenen 12. Idet de til dens flytninger svarende 

permutationer alle er lige, er T isomorf med den al ternerende 

gruppe A4 . (Den regulære fremstilling af T er en undergruppe i 

812.) 

fad m1 , mi og m
3 

betegne linierne, som hver forbinder to 
i 

modstående kanters midtpunkter. Ved hver flytning tilhØrende T 

permuteres disse linier. Ved til flytniP~en at lade svare denne 

permutation f~s en homomorf afbildning af T ind i 8
3

• Kernen 
l 

består af de flytninger, ved hvilke hver af de tre linier af-

' 
bildes på sig selv, altså foruden af e af de tre nævnte drej-

' 

l 
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ninger med drejningsvinklen ~ om m1 , m2 og m
3

. Denne gruppe af 

ordenen 4 (som ilcke er isomorf med den cykliske gruppe af orde

nen 4) kaldes firgruppen og betegnes med V (fra tysk "Vierer

gruppe") eller med D2 • Kvotientgruppen T/V har ordenen 3 og ses 

let at være isomorf med A
3

, der (som enhver gruppe af ordenen 3) 

igen er isomorf med den cykliske gruppe af denne orden. Firg::.:·up-

pen er den eneste fra fej og T forskellige normale undergruppe 

i T. Dette kan indses på følgende måde: Lad d E T betegne en f:r·a 

e forskellig drejning og a dennes akse. For hvert punkt A E a 

er da d(A) = A. Er ~u f en vilkårlig flytning tilhØrende T, har 

man altså 

hvilket viser, 

fodof-1 (f(A)) = fod(A) = f(d(A)) = f(A), 

-1 
at df = fodof 1 e har punkterne på linien f(a) 

som fixpunkter og er fØlgelig en drejning om denne linie. Er 

H ~ T en normal undergruppe, kan man af d E H slutte, at df E H 

(if'Ølge sætningen på side II,2,18). Bemærkes nu, at der for hvil

kesomhelst hØjder hi og hj findes en flytning f E T, for hvilken 
' 

f(h.) =h., 
l J 

ses, at hvis H indeholder en af drejningerne d, og 

Cj.ermed også 2 .d , af ordenen 3, må alle 8 drejninger af denne or-

den tilhØre H. Da 12 ikke har nogen ægte divisor større end 8, 

må H være hele gruppen T. En tilsvarende betragtning viser, at 

hvis en normal undergruppe indeholder en af drejningerne af or-

1enen 2, indeholder den alle 3, altså V. Da den ifØlge det viste 
\ 

m,å være identisk med T, h.vis den indeholder andre elementer, er 

plqtanden ?evist. 

Gruppen af alle isometrier (egentlige og uegentlige flyt

ninker) af rummet, ved hvilke tetraedret A
1

A2A
3

A4 afbildes på 

siF selv, kaldes den udvidede tetraedergruppe og betegnes med Td. 

Sådanne isometrier er bl.a. spejlingerne i de 6 -"E:iagonalplaner") 

som hver forbinder en kant med den modstående kants midtpunkt, 
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8p0jlingernes restriktioner til fA
1 

,A2 ,A3 ,A4 J er denne mængdes 

transpnsitioner. Alle permutationer af hjØrnerne kan altså fås 

som restriktioner af passende sammensætninger af dj_sse spe jlin-

ger. Da på den anden side to forskellige isometrier ikke kan 

fremkalde den samme permutation, ses, at Td er isomorf med s4, 

altså af ordenen 24. Foruden T og de nævnte spejlinger indehol-

der Td 6 såkaldte drejspejlinger, som hver kan tænkes sammen

sat af en drejning med drejningsvinklen ~rr (til den ene eller 

den anden side) om en af linierne m. og en spejling i dennes 
l 

normalplan gennem C. 

At [Td] = 2[T], kan også sluttes af en almindelig sætning 

om gruppe~ af isometrier (af rummet, en plan eller en linie): 

Er (G, o) en gruppe af egentlige og uegentlige flytninge1:~ vi l de 

,i G indeho).dte egentlige fl~ninger udgøre en undergruppe af 

index 2. Lad u0 E G være en fast uegentlig flytning og F mæng

den af egentlige flytninger i G, som udgØr en undergruppe, da 

jo sammensætninger af og inverse til egentlige flytninger igen 

er egentlige flytningero For hver uegentlig flytning u er da 

uo-1ou en egentlig flytning f, altså u= uoof indeholdt i side

klassen u
0

oF. Der kan altså ikke findes andre sideklasser end F 

og u0 oF. (Det ses, at u 0 oF må tillige være hØjre sideklasse. 

Alment: Enhver undergruppe af index 2 er normal.) 
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§ 3. Ringe og legemer. 

Ring, integritetsring og legeme. 

Lad * og § være kompositioner inden for samme mængde M. 

Som betegnelse for M betragtet med kompositionerne * og § eller, 

som man siger, for mængden M organiseret ved komposit ionerne * 
og§, benyttes (M,*,§). 

Man siger, at § er distributiv med hensyn til *' hvis de 

distributive love 

og 

x § (y* z) = (x § y) * (x § z) 

(y* z) § x = (y § x) * (z § x) 

gælder for x,y,z E M. I tilfælde af at § er kommutativ, kommer 

de to love naturligvis ud på et. 

Eksempler. 
o 

1 For tal er sædvanlig multiplikation distributiv med hensyn 

til sædvanlig addition, men ikke omvendt. 
o 

2 For geometriske vektorer er vektorproduktet distributivt 

med hensyn til vektoradditionen, men ikke omvendt. 
o 

3 For mængder er hver af kompositionerne n og U distributiv 

med hensyn til den anden. 

I de fleste tilfælde, der er af betydning for os, vil for-

holdene være som i 
o o 

og 2 . Den komposition, som er distribu-

tiv med hensyn til den anden, kalder man da gerne en multiplika-

tion, den anden en addition; som betegnelse for lcompositionerne 

benyttes sædvanligt multip1ikations- og plustegn, · og +, med-
o 

mindre dette kan give anledning til misforståelser (jfr. eks. 2 ); 

fra talregning overføres endvidere tilvante skrivemåder: antallet 
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af nødvendige parenteser reduceres ved vedtægten, at mutiplika

tion går forud for addition, og man tillader sig at udelade teg

net "·" De distributive love antager da det velkendte udseende 

x(y + z) = xy + xz, (y + z)x = yx + zx. 

En mængde M organiseret ved to kompositioner + og · inden 

for M kaldes en ring, hvis additionen + er en kommutativ gruppe

komposition (II,1 ,7), hvis multiplikationen · er associativ, og 

hvis de distributive love 

x(y + z) = xy + zx og (y + z)x = yx + zx 

gælder for x,y,x E M. 

Er tillige multiplikationen kommutativ, siges (M,+,·) at 

·:;~:ce en kommutativ ring. 

I en ring (M,+,·) kaldes det neutrale element ved additio

nen for ringens nulelement og betegnes oftest med o. Det inverse 

til et element a E M kaldes det modsatte element til a og beteg

nes -a. Da additionen er kommutativ, er ligningerne a + x = b 

og x+ a= b ensbetydende; løsningen (jfr. II,1 ,7) betegnes b- a. 

Idet 

b- a= b+ (-a), 

kan vi uden mulighed for misforståelse bruge korte skrivemåder 

som f.eks. -a+ b- c i stedet for (-a) +b+ (-c). 

I kraft af de distributive love spiller nulelementet en sær

lig rolle også ved multiplikationen: for x E M gælder 

ox = xo =o. 

Vælges et element 1a E M, f.eks. a = o, har vi nemlig a + o =a 

og dermed (a + o)x = ax, dvs. ax + ox = ax, hvilket viser, at 

ox = ax - ax = o. På tilsvarende måde indses xo = o. 
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Ved fornyet anvendelse af de distributive love fås, at der 

for x,y E: M gælder 

x(-y) ~ -xy og (-x)y = ~xy. 

Den første regel følger af 

xy + x(-y) = x(y + (-y)) = xo =o, 

den anden indses på tilsvarende måde. Ved brug af de to regler 

fås videre for x,y E: M 

(-x) (-y) = xy. 

Vi nævner yderligere reglerne 

x(y - z) = xy - xz og (y - z)x = yx - zx. 

Den første fremgår af regningen 

x(y- z) = x(y + (-z)) = xy + x(-z) = xy + (-xz) = xy- xz, 

den anden fås analogt. 

Man kan i det hele taget "gange parenteser ud" ligesom for 

tal, f.eks~ 

(v+ x)(y- z) =vy+ xy- vz - xz. 

Medmindre multiplikationen er kommutativ, må man dog ved en så

dan udregning huske i produkterne på højre side at tage faktoren 

fra den første parentes først. 

I en ring (M,+,·) er, som vist ovenfor, et produkt o, når 

en af faktorerne er o, 

x = o v y = o => xy == o. 

Derimod gælder ikke i almindelighed det omvendte, nulreglen 

xy=o => X=o v y=o, 

der også kan skrives 

x i o Å y i o => xy i o. 

Idet elementer x i o og y i o med produkt xy = o begge kaldes 
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nuldivisorer, kommer nulreglens gyldighed i en ring ud på, at 

ringen ikke har nuldivisorer. 

Nulreglens gyldighed i en ring (M,+,·) er nødvendig og til

strækkelig for, at forkortningsreglen 

a x = ay 1\ a t o ~ x= y 

gælder for a,x,y E M. 

Skrevet på formen 

ax = o 1\ a f o ~ x= o 

ses nulreglen nemlig at være et specialtilfælde af forkortnings

reglen, svarende til y = o. Omvendt er forkortningsreglen ens-

betydende med 

a(x - y) = o 1\ a t o =~t x-y=o 

og dermed en følge af nulreglen. På tilsvarende måde indses: 

Nulreglens gyldighed i en ring (M,+,·) er nødvendig og til

strækkelig for, at forkortningsreglen 

xa = ya a t o x= y 

gælder for a,x,y E M. 

Et eventuelt neutralt element ved multiplikationen i en 

ring (M,+,·) kaldes ringens etelement. Findes et sådant, kaldes 

det inverse til et ved multiplikationen regulært element a E M 

-1 for det reciprokke element til a og betegnes a . 
, 

Bortset fra det tilfælde, at M kun har et element, altså 

M= fol, er nulelementet o ikke samtidig etelement, og det har 

intet reciprokt. 

En kommutativ ring (M,+,·) medetelement e t o, hvor nulreg-

len 
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XfO A YfO =* xy ~ o 

gælder for x,y E M, kaldes en integritetsring (integritetsområde). 

En ring (M,+,·) medetelement e f o, hvor ethvert fra o 

forskelligt element af M er regulært ved multiplikationen, kal-

des et legeme. 

Er (M,+,·) et legeme, da har hver af ligningerne 

ax = b og xa = b 

for vilkårlige elementer a ~ o og b af M netop en løsning, nem

lig henholdsvis a-1b og ba-1 , jfr. side II,1 ,7. Specielt gælder 

forkortningsreglerne 

ax = ay A a ~ o ~ x = y, xa = ya A a ~ o ~ x = y 

og dermed nulreglen. Inden for M\ ~ol er multiplikationen en 

gruppekomposition. 

Man bemærker, at ethvert kommutativt legeme er en integri-

tetsring. 

Eksempler. 
o 

(Z,+,·) er en integritetsring, (Q,+,·) og (R,+,·) er kom-

mutative legemer. Begreberne integritetsring og legeme er dannet 

med disse eksempler som forbillede. 

2° Mængden [2n j n E zJ af lige hele tal er med sædvanlig addi-

tion og multiplikation en kommutativ ring uden etelement, i hvil-

ken nulreglen gælder. 

o ' ? 3 Mængden R~ af par af reelle tal med kompositioner defineret 

ved 

( x1 ' x2 ) + (Y 1 ' Y 2 ) = ( x1 +Y 1 ' x2 +Y 2 ) ' 

( x1 'x2) (Y 1 'Y 2) = ( x1 Y 1 'x2y 2)' 

hvor + og • på højre side står for sædvanlig addition og multi-
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plil;:o.tion, er en kommutativ ring. Nulelementet er (0,0), det 

modsatte element til (x1 ,x2 ) er (-x1 ,-x2 ). Ringen har et etele

ment, (1 ,1), men da der er nuldivisorer, nemlig alle elementer 

(x_
1 
,o), x

1 
~ O og (o,x2), x2 ~ o, er det ikke en integritets

ring og fØlgelig heller ikke et legeme. Talparrene (x1 ,x2), 

hvor x
1 

og x
2 

begge er forskellige fra O, er de regulære elemen·

tcr ved multiplikationen. 

4° Idet (M,+,o) er en ring, L en vilkårlig, ikke tom mængde, 

indføres på nærliggende måde kompositioner inden for mængden 

fl(L -~ M) af' funktioner f'ra L til M: f'or f' og g tilhørende 

F(L ~ M) forstås ved f' + c, henholdsvis f'g afbildningerne 

t~ f'(t) + g(t), t E L, og t~ f'(t)g(t), t E L. 

Man verificerer umiddelbart, at (F(L ~M),+,.) er en ring, kom

mutc:ttiv hvis (M,+,.) er kommutativ. Nulelementet e:::- den konstante 

afbildning t~ o. t E L; det mods&tte element -f til f er afbild

ningen t~ - f'( t), t E L. Hvis 0,-1, +,.) har et e telemen t e, vil 

t~ e, t E L, være etelement i ringen (F(L ~M),+,·) af f'unk-

tioner. 

Har L mere end et element, vil (F(L ~M),+,.) have nuldivi

sorer; er (M,+,n) et integritetsområde eller et legeme, vil nul

divisorerne i (F(L ~ M),+,~) være de funktioner, som antager vær-· 

dien o uden at være identisk o. Er (M,+,~) et legeme, vil de 

ved multiplikationen i F(L ~M) regulære elementer være de f'unk-

tioner, der ikke antager værdi en o • 

Som et vigtigt tilfælde f'renULæves addition og multiplika

tion af' reelle funktioner, svarende til (M,+,.)= (R,+,.). Her-

under hører også add~- tion og multiplikation af' reelle talsæt og 
l 

talf'Ølger,idet et talsæt (x1 ,~ •• ,xn) kan opfattes som en afbild-

'· 
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ning af [1 , ••• ,nJ ind i R, medens en talfØlge (x1 ,x2 , ••• ) er en 

afbildning af N ind i R. For talfØlger kru1 definitionen af addi-

tion og multiplikation skrives 

(x1,x2, ••• ) + (y1,y2, ••• ) = (x1+y1,x2+y2'ooo), 

( x1 'x2' • • •) (Y 1 'Y 2' • • •) = (x i Y 1 'x2y 2' • • ·) ' 

for talsæt er tilfældet n= 2omtalt ovenfor (eks.2°). 

Vi vil senere møde eksempler på ringe, der ikke er lcommutati-

ve (III, §2). I Matematik 2, algebra og talteori, nævnes et ikke 

kommutativt legeme. 

Isomorfi. 

Lad+ og • være kompositioner inden for en mængde L, medens 

* og§ er kompositioner inden for en mængde Me 

:Gn enentydig korrespondance mellem L og M siges da at være 

en isomorfi mellem (L,+,.) og (M,*,§), hvis der for x1 ,x2 ~L og 

y1 ,y2 ~ M gælder 

x1 ~ y1 1\ x2 ~ y2 =} x i + x2 ~ y1 * y2 

og x1 ~ y1 1\ x2 ~ y2 =} x1x2 ~ y1 § y2, 

altså hvis korrespondancen er en isomorfi såvel meliem (L,+) og 

(M,*) som mellem (L,.) og (M,§). 

Findes der en isomorfi mellem (L,+,.) og (M,*,§), siges de 

to organiserede mængder at være isomorfe. 

I så fald finder naturligvis bemærkningerne side II,1 ,11 

anvendelse på kompositionerne + og*' såvel som på • og §. 

Yderligere verificeres umiddelbart, at hvls .. er distributiv 

med hensyn til +, så er også 8 distributiv med hensyn tj_l ~:: .• og 
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omvendt& Er en af de organiserede mængder (L,+,.) og (M,*,§) 

en ring, så er den anden det også·' og ved enhver isomorfi mellem 

dem vil nulelement svare til nulelement, nuldivisorer til nul-

divisorer, et eventuelt etelement i den ene ring vil svare til 

etelement i den anden, regulEare elementer ved en af komposi tio

ncrne • og § til regula~e elementer ved den anden. Er en af de 

isomorfe, organiserede mængder (L,+,.) og (M,*,§) en integritets-

ring, henholdsvis et legeme, så er den anden det også. 

Bn bijektiv afbildning f:L ~M, hvor for x1 ,x2 € L gælder 

f(x1 + x 2 ) = f(x1 ) * f(x2 ) og f(x1x 2 ) = f(x1 ) § f(x2 ), 

lc:J.ldcs en i so morf afQ_:iJil.nigg_ af' (L,+,.) på (M,*,§) • De t kommer 

ud p~ et &t betragte isomorfier mellem (L,+,·) og (M,*,~) eller 

isomorfe afbildninger af (L,+,.) på (M,*,§), jfr. side II,1 ,12. 

§.J>_e_<:!_i.elt kan man som definition på 2 at (L,+,.) er isomorf med 

(l.i,~:1 §)ben:vtte, at der findes en isomorf afbildning af (L,+,.) 

1?..~ (M:> * ) §) . 

Er f en isomorf afbildning af (L,+,.) på (M,*~§), vil den 

omvendte afbildning f
0

-
1 være en isomorf afbildning af' (M,.;~,0) 

på (L,+,.), jfr. side II 3 1;12. Også sammensætning af isomorfe 

afbildninger fører igen til en isomorf afbildning, jfr. side 

11,1,13. Herved fås: 

Relationen "(L,+,·) er isomorf med (M,*,§)" er en ækvivalens-

relation i klassen af' alle ved to kompositioner organiserede 

mongder. 

Som et malende udtryk for overensstemmelsen benytter man 

undertillenvendingen, at (L,+,.) og (M,),'(,§) er 11 eksemplarer af 

samme dobbelt organiserede mængdei', i stedet for at sige, at de 
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er isomorfe. 

De komplekse tal. 

-2 De lwmplekse tal kan ineifØres som mængden R af par af 

reelle tal med kompositionerne 

(x1 ,x2) + (y1 ,y2) = (x1 +y1 ,x2+y2)' 

(x1 ,x2)(y1,y2) = (x1y1-x2y2,x1y2+x2y1) . 

• 2 
Vi vil fØrst gøre rede for, at R med denne addition og mul-

tiplikation er et kommutativt legeme: 
o 

Additionen er den samme som i eks. 3 , side 5; det er en 

lcommutativ gruppekomposition med (o,o) som neutralt element. 

Det ses straks, at multiplikationen er kommutativ; den er også 

associativ, idet 

[(x1,x2)(y1,y2)](z1,z2) = (x1y1-x2y2,x1y2+x2y1)(z1,z2) 

= ((x1y1-x2y2)z1 - (x1y2+x2y1)z2, (x1y1-x2y2)z2 + (x1y2+x2y1)z1) 
og 

(x1,x2)[(y1,y2)(z1,z2)] = (x1,x2)(y1z1-y2z2,y1z2+y2z1) 

= (x1(y1z1-y2z2)- x2(y1z2+y2z1)' x1(y1z2+y2z1) + x2(y1z1-y2z2)) 

stemmer overenso Ved udregning bekr@ftes ligeledes, at multipli-

kationen er distributiv med hensyn til additionen. Hermed er 

vist, at R2 med de betragtede kompositioner er en kommutativ 

ring. 

Idet (1,0) ses at være neutralt ved multiplikationen, dvs. 

ct(:;lement, mangler vi at godtgøre y at der til et vilkårligt par 

(a_i ,a2 ) :f (o,o) findes et reciprokt, altså et par (x1 ,x2) således 

at (a1 ,a2 )(x1 ,x2 ) = (1,0), dvso 

a1 x 1 - a2x 2 = 1 

a 2x1 + a 1x2 = O; 
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2 2 for a 1 + a
2 

4 O har dette ligningssystem imidlertid virkelig 

en løsning. 

Vi betragter dernæst kompositionerne anvendt på par af 

forr.1en (x,O), x E: R: 

(x,O) + (y,O) = (x+y,O), (x,O)(y,O) = (xy,O)e 

Man ser~ at det er kompositioner inden for f(x~O) j x E: R), 

hvilken mængde vi for kortheds slcyld vil b e tegne R 1 ~ og a t af-

bildningen x~ (x,O), x E R, er en isomorf afbildning af 

(R,+,•) på (R',+,~), således at R',+,·) blot er et nyt ekcemplar 

af de reelle tals legeme. 

Betegner vi endelig med i parret (0,1)~ har vi dels i
2 = 

-(1,0), dels er for et vilkårligt par (x1 ,x2) 

(x
1
,x2 ) = (x1 ,o) + i(x2 ,o), 

i hvilken fremstilling (x
1 

,o) og (x2 ,o) naturligvis ikke kan 

erstattes af andre elementer af R'. 

Vi opsummerer det væsentlige: Der findes e t kommu ta ti vt 

,lc?.R~!~ (C,+,.) 9 §..21!!. indeholdel" et cksemJ2lJ:l:t. (R,+,·) af 9-e_r~le. 

tals .legeme samt et element i ~ i 2 = -1, §åledes_~._2.thyer~ 

z E: C !:J...§r e.!!.. og k~_in fremstilling ~f f~~ 

:Ct sådan t legeme kaldes (et eksemplar af) <!~~ .. Is~-~p~~~~':.. 
tal_s~_J_egeme og betegnes (C,+, o), dets elementer kaldes kgmplek,§2. 

tal. 

Efte::r eksistensbevisets afslutning er der, når talen l3r om 

komplekse tal, ingen fordel ved specielt at tænlce på det under 

beviset leonstruerede eksemplar; more anbefalelsesværdigt er det 
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at tage si t udgangspunkt i de komplekse: tals ovenfor opswnmerede 

egcmslcaber. I opsummeringen nmvnes kun et eksemplar af de 

reelle tals legeme 1 hvorfor vi har skrevet R og ikke R'; med 1 

menes naturligvis ~t0lementet. 

Ved unders~gelser vedrØrende reelle tal er det i øvrigt 

ofte nyttigt at tænke på et eksemplar, der på den beskrevne måde 

indgår i de komplekse tals legeme. Dette gør man i praksis uden 

kommcntar 1 så snart der er behov for det; tilsvarende skrives 

R ~ c. 

::c;ksempler. 
o 

1 ' '2 Iviellem mængden C af komplekse tal z og mængden R af reelle 

talpar (z1 ,z2
) b0stemmes ved 

z = z1 + iz2 

en enentydig korrespondance, hvorfor de komplekse tal ved hjælp 

af et sædvanligt retvinklet koordinatsystem kan repræsenteres 

ved purile terne i en plan. De reelle tal z1 og z2 kaldes den reelle, 

henholdsvis imaginære del af det komplekse tal z = z1 + iz2 • -

Det e;r lclart, at man her tænker på reelle tal indeholdt i C; 

ellers har jo z1 + iz2 ingen mening. 

Omregner man 

(x1 + ix2 ) + (y1 + iy2) og (x1 + ix2 )(y1 + iy2 ) 

til formen z1 + iz2 , vil det tydeligt fremgå, hvorledes man 

har fået ideen til kompositionerne side 9. 

2° Idet (-i) 2 = -1 og ethvert z E C har en og lcun en fremstil

ling af formen z= z1 + (-i)z2 , z1 $z2 E R, er de to rØdder i 

ligningen x2 = -1 i virkeligheden ganske ligeberettigede til be-

tegnclsen i; man må blot tmnke sig et valg truffet. 
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' Det kan vises, at der kun findes en isomorfi mellem to 

eksemplarer af de reelle tals legeme, eller, hvad der kommer 

ud på det samme, 1-::un Em automorfi for (e t eksemplar af) de 

reelle tals legeme~ nemlig identiteten. For de komplekse tals 

legeme er derimod ud over identiteten også den enentydige kor-

re sp o nuance 

z = z1 + iz2 ~ z = z1 - iz
2

, 

en automorfi. 

Vi understreger, at for konstruktj.onen ovenfor af (et elcsem-

plar af) de komplekse tals legeme var det en forudsætning, a t 

vi på forhånd rådede over (et eksemplar af) de reelle tals 

legeme. Ved kurserne Matematik 2 og 3 vil det blive vist, hvor

ledes (et eksemplar af) de reelle tal kan konstrueres ud fra 

(c!t .:::ksC.:!mplar af) de rationale tal, de rationale ud fra de hele 

tal~ de hele ud fra de naturlige tal. Af disse successive udvidelser 

af tal sys terne t fra de naturlige til de komplekse tal er skridtet 

fr·a de reellt.; til de lcomplelcse tal det simple s te. 

Homomorf afbildning. 

Lad + og • VE3re kompositioner inden for en mængde L~ medens 

* og§ er kompositioner inden for en mængde M. 

En afbildning f:L ~ M siges da at være en homomorf afbild-

]ling af (L,+,.) ind i (M,*,§), hvis der for x1 ,x2 E L gælder 

f(x1 + x2 ) = f(x1 ) * f(x2 ) og f(x1x2 ) = r(x1 ) § f(x2 ), 

altså hvis f ep en homomorf afbildning såvel af (I,,+) ind i 

(M,~::) som af (L,.) ind i (M,§). Hvis f:L ~ M tillige er bijek-· 

tiv, er f en isomorf afbildning af (L,+,.) på (M,*,§L jfr. side <3, 
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idet L betragtes med kom:posi tionerne + og • , M med l:om::;.'o3::_ tio-· 

nerne * og §. 

su-~ningerne si de II, 1 , 15-16 kan da anvendes pa konrpos_;, ~.:.c)· 

nerne +og*~ samt ligeledes på • og §. Yderligere haves: 

Hvis • er distributiv med hensyn ti! +} .så e:c>_(_2gså '-8 dh3tr:i_-· 

bu ti vmed hensyn til ~:<. 

Bevis: Lad y
1 

~ y 2 og y
3 

være vilkårlige cl~mGntcr a:l I:I. DE. 

f er surjektiv, kan vi tænke os x1 ,x2 ,x
3 

E L valgt, så 

f(x
1

) = y
1

, f(x2 ) = y 2 og f(x
3

) = y
3

o 

Idet f er homomorf J har 

y1 § (y2 

og (y1 § Y2) * (y1 

hvorfor x1 (x2 

medfører y1 § (y2 

vi nu 

* y3) 

§ y3) 

+ x3) 

... y3) .,. 

= 
= 

= 
-· 

f(x
1

(x2 + x
3

)) 

f'( x
1 

x
2 

+ x
1 

x
3

) .. 

x1x2 + xix3 

(y1 § y2) ~:' (y1 § y3). 

Tilsvarende behandles den anden distributive lov. 

Af det ovenfor sagte fremgår specielt: 

liYi s (L~+~ ·) ~E.-~l.lc2F:!I!!ll!:~!i v 2. ring... §~ .. -~E-~&§.~. (M,*~ ·3) en 

(kommutativ) ring. Nulelementet oL i ringen (L,+,.) afbildes 

da i nulelementet oM i (M~~:,,§), og for x E L er :f(-x) det :nod·

satte element til f(x). Et eventuel t etelement i (L,+,,.) afbildes 

i etelement i (M,*,<.;.); er x E L regulær ved ·, så er ::C(x) regu:J.ær 

-1 
ved§, og f(x ) er det reciprokke element til f(x). 

Selv om vi ser bort fra tilfældet, hvor M =: f(L) kun har 

et elements kan (L~+,<) derimod V[JI'e en integritetsring, uden at 

(M,~::,§) er det (se side 16-17); nt nulreglengælder for (L,+,~)~ 

siln"er nemlig ikke, at de-l_:;te også er tilfældet for (M,::•,§). På 
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den anden side kan ringen (L,+,·) have nuldivisorer, uden at 

(M,*,§} har det (jfr. eksemplet nedenfor). 

Er (L,+,·) et legeme, må f være en isomorf afbildning af 

(L,+,•) på (M,*,§), medmindre M= f(L) kun har et element, oM. 

Thi er f ikke injektiv; findes jo elementer a 1 ~ a 2 tilhØrende 

L, således at f(a 1 ) = f(a 2 ), dvs. f(a 1 - a2 ) =oM; idet vi sæt

ter a = a 1 - a2 , har vi a ~ oL og f(a) = oM. For ethvert b E L 

findes nu et x E L1 så ax = b, hvorfor 

f(b) = f(ax) ~ f(a) § f(x) = oM § f(x) = oM. 

Vi understreger, at det er væsentligt for resultaterne 

ovenfor, at f: L ~ M ikke blot er en homomorf afbildning af 

(L,+,•) ind i (M,*,§), men tillige er antaget surjektiv. Udela

des sidstn~vnte forudsætning, må man overalt erstatte (M,*,§) 

med billedm~ngden f(L) betragtet med restriktionerne af de to 

kompositioner* og§, jfr. side II,1,16. 

Eksempel. 
. . .. 2 .. ProJektlonen pr1 : R ~R, bestemt ved (x1,x2 ) ~ x1, er ho-
• .. 2 f) 

momorf, nar R betragtes med de side 5, eks. 3 indførte kompo-

sitioner+ og ·, medens R betragtes med sædvanlig addition og 

multipli~tion. Her afbildes således en ring med nuldivisorer 

surjektivt og hornamorft på et legeme. 

Lad nu+ og • være kompositioner inden for en mængde L, og 

lad~ være en ækvivalensrelation i samme mængde. Vi betegner med 

t m~ngden af ækvivalensklasser, med Kx klassen repræsenteret af 

et element x E L. 

Vi forudsætter, at~ harmonerer både med+ og med·, jfr~ 
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side II,1,18, således at der inden ~or t bestemmes kompositioner 

+ og r: ved betingelserne 

~Lx,y: K + K = K og V.Lx,y: K ~Ky = Kxy• 
X y X+Y X 

Idet disse betingelser netop udtrykker, at den naturlige af'bild-

ning x ~ Kx' x E L, a~ L på L er en homomorf a~bildning a~ 

(L,+, e) på (t,+,~), kan resultaterne oven~or anvendes. Eksempel

vis vil (t,+,~) være en (kommutativ) ring, hvis (L,+,•) er det. 

Overgangen ~ra (L,+;") til (t,+,~) kan siges at bestå i, at 

man ophører med at skelne mellem indbyrdes ækvivalente elementer 

i M. 

Vi nævner sluttelig, at sammensætning a~ homomor~e af'bild

ninger naturligvis igen ~ører til en homomor~ af'bildning, også 

når talen er om mængder med to kompositioner. 

Restklassering og restklasselegeme. 

Vi minder om en række de~initioner og resultater, i det 
o 

væsentlige ~ra eks. 2 , side I I, 1, 20-21o 

Idet x1 og x2 er hele tal og m et positivt helt tal, siges 

x1 at være kongruent med x2 modulo m, i symboler 

x1 = x2 (mod m) , 

hvis m går op i x2 - x1 , altså 

x1 = x2 (mod m) ~ m l x2 - x 1• 

I det ~Ølgende tænkes m ~astholdt. 

Relationen udtrykt ved x1 = x2 (mod m) er da en ækvivalens

relation i z, kaldet kongruens modulo m. For ækvivalensklassen 

(x)m·repræsenteret a~ tallet x har vi 

(x)m =fx+ hm l h E zJ. 
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Ækvivalensklasserne kaldes restklasser modulo m, idet hver af dem 

består af alle hele tal, som ved division med m kan give en be-

stemt rest. Der er m forskellige restklasser modulo m; blandt 

tallene O, 1 , ••• , m-1 er der en repræse n tant for hver. Mængden 

af restklasser modulo m betegner vi Z(mod m) eller zm. - Vi be

mærker, at (O)m = fhm h E zJ er en undergruppe i den Abelske 

gruppe (Z,+), 05 at restklasserne modulo m er de tilhørende side-

klasser. 

Kongruens modulo m harmonerer ikke blot med additionen, men 

og så med multiplikationen i Z ( jfr. II, 1, 20): 

x1 - x2 (mod m) 

x1 - x2 (mod m) 

A y1 - y2 (mod m) 

A y 1 - y2 (mod m) 

x1+Y1 - x2+y2 (mod m), 

x
1

y
1 

_ x2y2 (mod m). 

I mængden Z af restklasser modulo m kan man altså både addere m 

og multiplicere ved repræsentanter. De to kompositioner, additio~ 

og multiplikation modulo m er bestem t ved 

(x) + (y) = (x + y) m m m og 

Vi nøjedes side II,1,21 med at konstatere, at (Zm,+) er en 

Abelsk gruppe. Idet den naturlige afbildning x~ (x)m af Z på 

Z er en homomorf afbildning af (Z,+,") på (z,+,·) og tillige m m 
surjektiv, finder vi nu, at (z ,+, ·) er en kommutativ ring, jfr. m 

side 13; nulelementet er (O), og der er et etelement, (1) • m m 

Under navn af restklasseringen modulo m spiller (Zm,+,") en 

vigtig rolle i talteorien. 

Overgangen fra (Z,+,") til restklasseringen (Zm,+,") kan 

siges at bestå i, at man ophØrer med at skelne mellem tal, der 

er kongruente modulo m. 
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Elcsempel. 

Vi anfører kompositionstavler for addition og multiplika-

tion i restklasseringen (z6 ,+,.); i stedet for (0)6, ( 1 ) 6' ... ' 
(5)6 er der skrevet O, 1 ' ... ' 5, eller, om man vil, restklasser-

ne modulo 6 er repræsenteret ved hver sit af' tallene o, 1 ' • o • ' 

5 . . 

+ o 1 2 3 Lj. 5 . l o 1 2 3 4 5 

4 o o 1 2 3 5 o o o o o o o 
1 1 2 .3 4 5 o 1 o 1 n 3 4 5 c.. 

2 2 3 4 5 o 1 2 o 2 4 o 2 L~ 

3 3 4 5 o 1 2 3 o 3 o 3 o 3 
4 4 5 o 1 2 3 4 o 4 2 o 4 2 

5 5 o 1 2 3 4 5 o 5 4 3 2 1 

Man bemærker, at (2)6, (3)
6 

og (4)
6 

er nuldivisorer, medens ( 1 ) 6 

og (5) 6 er regulære ved multiplikationen. 

Er m et sammensat tal, gælder nulreglen ikke i restklasse

ringen (Z ,+,. ); af' xy =m, hvor x> 1, y> 1 og dermed x< m, m 

y < m, følger jo (x) (y) = (o) med (x) f (o) , (y) f (o) • 
m m m m m m m 

Restklasseringen modulo et primtal p er derimod en inte-

gritetsring; nulreglensgyldighed i (z,+,.) kommer nemlig ud 
p 

på, at der for x,y E Z haves 

dvs. 

xy = O (mod p) => x = O (mod p) v y _ O (mod p), 

p l xy => p l x v p y • 

For et vilkårligt primtal p er restklasseringen (z,+,.) 
p 

endda et komrnutativt legeme og kaldes derfor også restklassele-

~emet modulo p. Der gælder nemlig alment sætningen: 

Enhver endelig integritetsring er et legeme. 

Bevis: Lad (M,+,,) være en. endelig integritetsring; nul- og 
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etelement betegnes o og e, medens a
0 
=o~ a1 =e~ a 2 , .•. , an er 

samtlige elementer af M. Ifølge forkortningsreglen (se side 4) 

a + o A x + y ~ ax + ay 

vil for et vilkårligt a f o elementerne aa
0

, aa1 P ···~ aa være n 
indbyrdes forskellige og dermed samtlige elementer af M; et a:f 

dem må da være e, dvs. a har et reciprokt. 

Delring og dellegeme. 

Lad (M,+,.) være en ring og L en ikke tom delm<Jngde af M. 

Man siger da, at L er en delri_gg a:f (M,+,.), hvis restrik-

tionerne a:f +og • til L x L er kompositioner inden for L, og 

hvis L med disse kompositioner, (L,+,.), er en ring. 

Egentlig er det (L,+,.) og ikke L, der bØr kaldes delring; 

vi vil dog :foretrække ikke at lægge sprogbrugen fast, men under-

tiden bruge ordet i den ene, undertiden i den anden betydning. 

Er (L,+,.) specielt en integritetsring eller et legeme, si-

ger man i stedet :for delring også delintegritetsrinE, henholds

vis dellegeme. 

Idet vi :forudsætter, at L er en delring af ringen (M,+,.), 

vil nulelementet o i (M,+,.) tilhøre L og være nulelement 1 

(L,+,.). Thi betegnes nulelementet i (L,+,.) med oL og vælges 

et element a E L, har vi a + oL = a + o og :fØlgelig oL = o. Det 

modsatte element -x til et element x E L vil da også være det 

samme, hvad enten vi regner i (L,+,.) eller (M,+,.). 

Er (M,+,.) et legeme og L et dellegeme, vil endvidere et

elementet e i (M,+,.) tilhØre L og være etelement i (L.+,.). 

Thi betegnesetelementet i (L,+,.) med eL og vælges et fra o 

:forskelligt element a E L, har vi aeL = ae A a + o og :fØlge-
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lig eL = e. Det reciprokke element x-1 til et fra o forskelligt 

0lement x E L vil da også være det samme, hvad enten vi r0gner i 

(L,+,.) eller (M,+,.). 

D,~:;r lcan herefter opstilles simple nødvendige betingelser 

for, at en delmængde af en ring er en delring, henholdsvis for at 

en delmængde af et legeme er et dellegeme, betingelser, der, 

som vi skal vise, tillige er tilstrækkelige: 

Er (M,+ 1 .) en ring og L ~-ikke; tom delmængde af M, er det 

nØdvendigt for, at L er en delring af (M,+,.), at der gælder 

x E L A y E L ~ x + y E L, x E L A y C: L ~ xy E: L , 

x E: L ~ -x E L. 

Disse betingelser er også tilstrækkelige •. 

De to første kommer nemlig ud på, at restriktionerne af + 

og . til L x L er kompositioner inden for L~ medens tilfØjelsen 

af den sidste betingc::lse sikrer, at (L.+) er en gruppe, jfr. §2; 

at additionen er kommutativ, multiplikationen associativ samt 

distributiv med hensyn til additionen i (L,+,.), er en umiddel-

bar fØlge af, at dette er tilfældet i (M,+,.). 

;Er (M,+,.) ~t legeme og L en delmængde af M med mindst to 

elementer, er det nødvendigt for, at L er et dellegeme af (M,+,.), 

a t der gælder 

x E L A y E L ~ x + y E L, x E: L A y E L 

x E L -x E L, samt for x =f o : x E: L 

Disse betingelser er også tilstrækkelig~ 

xy E L, 

-1 
x E L. 

De tre første sikrer, at L er en delring af (M,+,·). Idet 

elementet e i (M,+,·) kan skrives på formen e= aa-1 , hvor a er 

et fra o forskelligt element af L, ser vi ved at inddrage den 

sidste hetingelse, at e tilhØrer L og dermed naturligvis er et-
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element i ringen (L,+,.), ligesom jo nulelementet o i (M,+,o) 

tillige er nulelement i (L,+,.). Videre bemærkes, at det i (M?+,o~ 

reciprokke x-1 til et fra o forskelligt element x E L tillige 

er reciprokt til x i (L,+,.), således at x er regulært ved multi

plikationen i (L,+,.). 

Eksempler. 
o (Z,+,.) er en delintegritetsring, (Q,+,.) og (R~+,.) delle-1 

o 
2 Er L delring af en ring (M,+,.), så er L specielt undergrup-

pe af gruppen (M,+). Det omvendte gælder i almindelighed ikke; 

dog er enhver undergruppe fhm l h E 2], m E Z, af (Z,+) tillige 

delring af (Z,+,.). 

4° De to restklasser (o) 6 og (3) 6 udgør et dellegeme af reGt-· 

klasseringen (26,+,.); dellegemet ({(0) 6,(3) 6],+,.) er isomorft 

m~d restklasselegemet (2
2

,+,. ). Man bemærker, at medens nulele

mentet (o) 6 i ringen (z6 ,+,.) jo tillige er nulelement i dell8·

gemet, så har ring og dellegeme her forskellige ct(:;lom...::nter, nem·-

lig henholdsvis (1)
6 

og (3)
6

• 

Dellegemer af de komplekse tals legeme (C,+,.) kaldes tal-

Et tallegeme L indeholder tallene O og 1. Idet 

1 E L og n E L ~ n + 1 E L, 

fås endvidere ved induktion N ~ L. Da nu L med et tal n også ln·

deholder. -n, finder vi Z~ L, og da ethvert rationalt tal r kan 

skrives på formen 

r = p/g_ 
-1 

= pg_ 

sluttes endelig Q ~ L: 

p E z, g_ E N' 
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~ rationale tal er indeholdt i e,thvert tallegeme. 

Idet·~ selv er et tallegeme, kan resultatet også udtryk:Kes: 

De rationale tals legeme er det mindste tall0geme. 

Eksempel. 

For enhver mængde A ~ C findes et mindste tallegeme inde

holdende A, nemlig fællesmængden af alle tallegemer, der inde

holder A. I visse tilfælde kan det angives på simpGl måde. Eksem

pelvis er {r + sv2 l r,s E QJ det mindste tallegeme, der inde-

holder v2; det er nemlig klart, at tallene r + sv2 ' ' r,s E Q, 

tilhører ethvert tallegeme, som indeholder v2, og ved brug af 

betingelserne side 19 indses, at de nævnte tal selv udgØr et tal-

le;geme. 

De t manglende eksempel side 20 : 

3° Mængden C(I 4 R) af kontinuerte reelle funktioner på et 

interval I~ R er en delring af ringen (F(I 4 R),+,•) af alle 

reelle funktioner defineret på I. De i I differentiable funk

tioner udgØr atter en delring af (C(I 4 R),+,•). -I ringen 
~l~ (~ ,+,•) af alle reelle talfØlger udgØr·f.eks. de konvergente 

talfØlger en delring. 



Mat. 1, 1965-66 AG II, 1; ØV• 1-3 

Øvel;ser til Algebraens grundbegreber, § 1 .• 

1. Gør rede for, at hver af fØlgende kompositioner 
2 2 1 

a) x * y o (x + y )2, x,y E R, 

b) 
1 

c) x * y - (x y) 2 ~ x, y E R+, 

d) x* y- største fælles divisor for x og y, x,yE ~~ 

er en komposition inden for den nævnte mængde~ og undersøg, 

om kompositionen er associativ, kommutativ, om der findes 

et neutralt element og'i bekræftende fald, hvilke elementer 

der er invertible; undersøg endelig, hv~lke elementer der 

kan bortforkortes. 

2. I mængden F(E ~ R) af reelle funktioner med en given mængde 

E~ Ø som definitionsmængde indføres kompositioner+ og., 

idet man for f~g E F(E ~ R) ved f + g, henholdsvis fg, for-

står funktionerne 

t ~ f( t) + g( t) , t E E, og t~f(t)g(tL tEE. 

Gør rede for, at + er en kommutativ. gruppekomposition inden 

for F(E ~R), medens • er en associativ og kommutativ kom

position med neutralt element inden for F(E ~R). Bestem de 

ved • invertible elementer af F(E ~R). 

3. Lad E være en ikke tom mængde og XE mængden af alle funk

tioner fra E til ~0,1J. Idet addition og multiplikation af 

reelle funktioner med E som definitionsmængde tænkes indført 

som i øvelse 2~ sætter vi for x1 ,x 2 EXE 

.. 
x 1 + x 2 = x 1 + x 2 - x 1x 2 • 

Vis, at • og+ er kompositioner inden for XE' og vis, at den 

enentydige korrespondance mellem mængden D(E) af delmængder 
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af E og XE' hvor A E :b(E) -t+ X E XE betyder 

[ 
1 for x E A 

~(x) = O for x E CA, 

er en isomorfi såvel mellem (D(E),n) og(~,.) som mellem 

(D(E),U) og (XEi+) D 

4. Idet n er et givet naturligt tal, skal man vise: at den ved 

x~ xn bestemte furuttion med definitionsmængde Q, henholds

vis~' er en homomorf afbildning af (Q,• ), henholdsvis (R~~) 

ind i sig selv. Undersøg i hvert af de to tilfælde, for hvil-

ke værdier af n afbildningen er i~omorf. 

5· Gør rede for, at 

a) z ~ z, z E C; 

er en endamorf af'bildning så vel af u~'+) som af (b,. ) ' 
b) z~ (z + z)/2i z E C, 

er en homomorf afbildning af (G,+) ind i (R,+), 

c) z~ lzl, zE C, 

er en homomorf afbildning af (C,.) ind i (R,.), 

z ~ z/ l z l , z E C \ [ O 1 , 

er en endamorf afbildning af [c\ [01,• 1. 

I hvilke tilfælde er afbildningen isomorf ? 

6. Idet c er et givet positivt reelt tal, sættes 

(Einsteins lov for sammensætning af parallelle hastigheder.) 

Vis, at* er en komposition inden for intervallet ]-c,c[, og 

at (]-c 1 c[ 1 *) er en gruppeG 
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*Vis, at (]-c,c[,*) er isomorf med (R,+). (Dette går ud på 

at finde en bijektiv funktion f: R~ ]-c,c[ 1 således at 

V R x , y : f (x + y) = f (x) * f ( y) • ) 

7. Er (R,+) isomorf med (R,.)? med (R\ {oJ,.) ? 

8. Bestem samtlige automorfe afbildninger af(~,~). (Undersøg, 

hvad et primtal kan føres over i ved en sådan afbildning.) 

9. Vis, at enhver endemorf afbildning f' af (~;+)~ d.v.s. en 

funktion f: Z ~ z, der tilfredsstiller "funktionalligningen'' 

Vzx,y: f(x +y) = f(x) + f(y), 

er af formen x ~ ax, x E Z, altså at 3za V Zx: f( x) ::: axe 

Vis samme påstand, idet Z overalt erstattes med Q. 

Vis, at enhver endemorf af'bildning f af (RI+), som tillige 

er voksende, d•v.s. 

vRx,y: x< y ~ f(x) ~ f(y), 

er af formen x 4 mt; x E t?., hvor a 2 O. (Man kan f .. eks• be-

nytte, at hvert irrationalt tal er grænseværdi såvel for en 

voksende som for en aftagende fØlge af rationale tal .. ) 

10. Benyt det sidste resultat i øvelse 9 til at vise: 

a) Enhver homomorf afbildning f af (:ti.,+) ind i (R+,.), d.v.s~ 

en funktion f: R~ R+' der tilfredsstiller funktionalligningen 

V:t~.x,y: f(x +y) = f(x)f(y), 

er, hvis den tillige er voksende, af formen x ~ ax, x E R, 

hvor a~ 1. (Sammensæt f med en passende isomorf afbildning.) 

b) Enhver homomorf afbildning f af (R+,.) ind i (R,+), d.v~s. 

en funktion f: R+~ R, der tilfredsstiller funktionallignin

gen 

V:t~. x,y: f(xy) = f(x) + f(y), 
+ 



er, hvis den tillige er voksende, enten af formen 

x~ log x, x E~~ hvor a> 1, eller den er identiak O, a 

c) Enhver endemorf afbildning f af (R+~··' ) 1 dovos~ en funk-

tion f: R+~ R+' der tj_lfredsstiller funktionalligningen 

VR x,y: f(xy) = f(x)f(y), 
+ 

er, hvis den ti:Llige er voksende, a:': formen x ·· > 

hvor a z_ 0., 

Angiv endelig alle aftagendEJ, homomorL·; af'bild.ninger <J:i' 

11 o Opskriv komposj_tionstavler for (Zm,+) og (zm,~) :.?or 

m = 2, 3, 4 og 5 og undersøg i hvert af de 4 tilfælde, om 

multiplikation modulo m er en komposition, evt. en gruppe·· 

komposition inden for Z \ (O) o m m 

12. For x1 ,x2 E R+ sættes x
1 
~ x

2
, hvis de to tal kan skrives 

som evt. uendelige decimalbrØker med samme cifre i samme 

rækkefØlge~ altså af'v:i.gende hØ j s t ved kommaets placering o 

Gør rede for, at deJ.' herved er defineret en ækvi.valensrela

tion i R+' som harmonerer med multiplikation. Mængden a? 

ækvivalensklasser med multJplikation ved reprc:zse:ntanter er 

da en gruppe; angiv en hermed isomorf gruppep 

1J3o I :N2 
defineres en kom:posi tion + -;red 

(:p,q) + (r,s) = (p+r,q+s) 

og en relation ..... ved 

(p1 7 q_1) "' (:u2~·CJ.2) ~ pi + q2 = p2 + g_1 p 

Vis, at"' er en ækvivalensrelation 5. 1~ 2 ,9 som harmonel'er· 

med+~ Vis, at mængden af ækvivalensklasser med additio11 

ved repræsentanter er en gruppe, isomorf med (Z,+) .. 
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1.4o Om en associativ og konmutativ komposition:':: lnden f'or eL 

mængde M forudsættes, a_t hvert element af M kan bortforl:::oJ>·-· 

tes. I M2 defineres en komposition, som vi også vil beteg~1e 

med *, ved 

og en relation ~ ved 

Vis, a t ,.. er en ækvivalensrelation i M2 , som he.rmonerex· 

med*· Vis, at mængden af' ækvivalensklasser organiseret 

ved regning med repræsentanter er en kommu ta ti v gruppe·: 

GØr rede for, at 11konstruktionen 11 f'or (M~~:-:) = (l~,.) :førar 

til en med (Q+,.) isomorf gruppe. 
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0velser til Algebraens grundbegreber 2 § 2. 

1. Lad· være en associativ komposition j_nden f'or en mængde G. 

Det forudsættes, at hver af' ligningerne 

ax =b og ya =b 

f'or vilkårligt opgivne 8. 2 b E: G har mindst en lØsning. Vis, 

at (G,·) er en gruppe. (Begynd f'.elcs. med at vise, at en lØs·

ning til en ligning af f'ormen ya =a må v~re neutralt element.) 

2. Lad · være en associativ komposition inden f'or en end~lig 

* 

mængde G. Det f'crudsættes, at forkortningsreglerne 

ax = ay ~ x = y og xa = ya 

gælder f'or a,x,y E G. Vis, at (G,·) er en gruppe,. (Resul

tatet f'ra øv.1 kan benyttes.) 

Vi s ved e t modeksempel, a t tilsvarende ild:e gælder f'or uen-

delige mængder. 

3. Lad • være en associativ komposition inden f'or en mængde G, 

og lad e være et element af' G. Vis, at det er tilstræklæligt 

f'or, at (G,·) er en gruppe med e scm neutralt element, at 

VGx: ex = x og 

altså R.t e er "venstre neutralt 11
2 og .qt hvert element Rf' G 

har et "venstre inverst". 

4. For hvilke grupper ( G2 ·) er q.f'bildningen x -t x -i x E G, 

automorf' ? 
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5. Lad (G,· )være en gruppe og H~ Ø en endelig delmængde a~ 

G~ hvor 

Vis, at H er en undergruppe a~ (G,·). 

Vis ved et modeksempel, at tilsvRrende ikke gælder ~or H 

uendelig. 

6. Lad H og K være undergrupper a~ en gruppe (G,·). Vis, at 

7. 

H tJ K ikke er en undergruppe a~ (G,·), medmindre H~ K el-

ler K ~ H. 

Beskriv den mindste undergruppe a~ (Q,·), der indeholder en 
+ 

given mængde P a~ primtal. 

Vis, at mængden a~ undergrupper a~ (Q,.) ikke er numerabel. 
+ 

8. Idet H er en undergruppe og g et element a~ gruppen (G,o), 

skal man vise, at (gHg-1 ,. ), hvor 

er en med (H,·) isomor~ undergruppe a~ (G,•). (Den kaldes 

en til (H,·) konjugeret undergruppe a~ G.) 

Lnd specielt (G,o) være en trans~ormationsgruppe ~or en mængde 

E, og lad H betegne undergruppen bestående a~ de trans~orex 

mationer tilhØrende G, der lader elementet ex E E gå over i 

sig selv. Idet g E G, skal man da vise, at 

-1 
goH og = H ( ) o ex g ex 

9. Vis, at de isometrier a~ en plan, ved hvilke et givet kva

drat i denne a~bildes på sig selv, danner en gruppe (D4,o) 
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af orden 8 (som er isomorf med gruppen af de flytninger af 

rummet, ved hvilke liTadratet afbildes på sig selv). Undersøg, 

om gruppen er kommutativ. 

De til D
4 

hørende flytninger af planen udgØr en undergruppe 

c
4 

af orden 4. De til D
4 

hørende isometrier, ved hvilke hver 

af kvadratets diagonaler afbildes på sig selv, danner en an-

den uPdergruppe V af' orden 4 (som er isomorf med gruppen qf 
parvis 

flytninger af r"WTimet, ved hvilke hver af tre gi vne,fvinkel-

rette linier arbildes på sig selv). Vis, at de to undergrup-

per ikke er isomorfe. 

10. Opstil g~uppetavler for de to i øv.9 omtalte grupper af or-

den 4, og angiv undergrupper af (s
4

,o), som de er isomorfe 

med. 

11. Idet M= R\ [0,1J, betragtes de for t E M definerede funk-

12 o 

t ioner 

f1(t) = t f2(t) = 1/t .9 f3(t) = 1-t 

f4(t) = t/(t-1L f's( t) = 1/(1-t), fe( t) = (t-1 )/t, 
o 

Vis, at (ff1 ,f'2,r
3
,f

4
,f59 f6J,o) er en med den symmetriske 

gruppe (s
3

,o) isomorf transformationsgruppe for M. (Giv in

tervallern.e ]-ex>,O[~ ]0,1[ og ]1,oo[, hvis foreningsmængde er 

M, numrene 1, S2 og 3, og undersØg 9 hvorledes de afbildes ved 

funktionerne f~.) 
-l 

givet 

Lad der værelet tal c E R . For et vilkårligt a E R be
+ 

tragtes afbildningen .f' a~ R2 
-t :R2 

9 hvorved til hvert (x, t) E :R 2 

8Varer talparret (x',t') bestemt ved 

~~l = x cosh a - et sinh a 

Jt' -·-x sinh a+ et cosh a 
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13. 

Vis, at ~a: R2 ~ R2 
er bijektiv. Idet (x,t) og (x',t') ~ar

tolkes som sædvanlige retvinklede koordinater ~or punkter i 

planen, skal man tillige vise, at hver a~ linierne x = et 

og x = -et og ligeledes ~or vilkårligt r E R+ hver gren a~ 

hyperblen med ligningen 

a~ildes på sig selv. (Parameter~remstillingerne 

x = r cosh u 

et = r sinh u, 
u E R, x = -r cosh u 

et = r sinh u, 

~or hyperblens grene kqn benyttes med ~ordel.) 

u E R, 

Vis, at der ~or a,~ E R gælder faof~ = 

(~fala E RJ ,o) er en med (R,+) 

~ Q' og begrund her
a+l-' 

ved, at isomor~ transformfl.-

tionsgruppe. (Gruppen a~ specielle Lorentz transformationer. 

Fortolk c som lysets hastighed, t som tiden og v = c tgh a 

som den konstante hastighed af x 1-koordinatsystemet i for

hold til x-koordinatsystemet på en linie.) 

Hvilke funktioner ~= R 
+ 
~R 

+ svarer til translationer 

x~ x + c, x E R, og hornotetier x~ ex, x E R, af R ved den 

enentydige korrespondance x = y mellem R og R+ ? e 

14. a) Idet ~ er en drejning a~ planen om et punkt A og s spej-

lingen af planen i en linie l, skal man gøre rede ~or, at 

sofos er en drejning om spejlbilledet s(A) af punktet A med 

hensyn til linien l. Er planen orienteret, og ([J et vinlcel-

tal for drejningen f, vil -qJ være et vinkeltal ~or drejningen 

so~os • 

b) Idet~ er en drejning af rummet om en linie l og s spej-

lingen af rummet i en plan~, skal mqn gøre rede for, 



Mat. 11 1965-66 

at sof'os er en drejning om spejlbilledet s(l) af' linien l 

med hensyn til planen~. Tænkes linien l orienteret 1 hvil

ket giver anledning til en orientering også af' spejlbilledet 

s(l) gælder der endvidere 1 idet omlØbsretningen om en orien

teret linie modsat urvisernes, set f'rA liniens positive ende, 

regnes positiv: er~ et vinkeltAl f'or drejningen f', vil-~ 

være et vinkel t:=tl f'c-w drejningen sof'os. 

c) Lad g og h være drejninger qf' rummet om to hinanden skæ

rende linier m og n. Idet spejlingen i den ved m og n bestem

te plan betegnes med t, skal man påvise 1 at tog-1 ot = g 1 og 

at 

samt ud f'ra det sidste resultat beskrive sammenhængen mellem 

goh og hag geometrisk. 

15, Planen tænkes delt~- kongruente lcvadrater ved et netværk af' 

rette linier. Vis, at enhver flytning af' planen, hvorved 

netværket går over i sig selv, kan sammensættes af' en drej

ning om midtpunktet i et givet af' l;:vadraterne og en trans

lation. Vis, at gruppen af' !'lytninger af' planen, hvorved. 

netværket går over i sig selv, kan karakteriseres som den 

mindste trancf'o~rmationsgruppe indeholdende to passende !'lyt

ninger, nemlig dels en drejning og en translation, dels to 

drejninger. 

16. Planen tænkes del t j_ kongruente regulære sekskanter (som en 

bikage) ved et netværk af' rette liniestykker. Vis 1 at grup

pen af' f'lytninge~ af' ~lanen, hvorved netværket går over i sig 

selv, kan karakteriseres som den mindste transformationsgruppe 
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indeholdende to passende flytninger, nemlig dels en drejning 

og en translation, dels to drejninger. Vis, at gruppen og
af planen 

så kan opf'a t te s som bestående af' de flytninger,, hvorved e t 

netværk 9 der deler planen i kongruente ligesidede trekanter, 

går over i sig selv. 

17. Idet a og b er hele tal, som ikke begge er O, skal man vise, 

at H = ~ax +by l x,y E zJ er en undergruppe af (Z,+) og fØl-

gelig kan skrives på f'ermen H= ~zd l z E zJ, hvor d E N . 
-j 

Vis videre, at d er største f'ælles divisor f'or a og b. 

Idet også c er et helt tal, skal man angive en nØdvendig og 

tilstrækkelig betingelse for, at den "diofantiske ligning 11 

ax + by = c 

har en l~sning (x,y) bestående af' hele tal. (En ligning med 

ubekendte, f'or hvilke der søges heltallige værdier, kaldes 

en diefantisk ligning efter den græske matematiker Diof'antos, 

ca. +250, der har behandlet sådanne opgaver.) 

18. Lad a, b og c være hele tal, a og b ikke begge O. 

GØr rede f'or, at mængden af' heltallige lØsninger (x,y) til 

ligningen 

ax + by = O 

kan skrives på formen ~(pt,qt) l t E zJ. Under forudsætning 

af', at ligningen 

ax + by = c 

har en heltallig lØsning (x ,y ), skal man dernæst angive alle 
o o 

dens heltallige løsninger. 

Eksempler: 3x- 4Y = 1, 6x- 8y = 4. 
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19a Vis, at enhver undergruppe (H,.) ar en cyklisk gruppe (G,·) 

ligeledes er cyklisk. (Lad c være en rrembringer ror (G,.) 

og betrae;t mængden f n E Z l en E H1 • ) 

20. Idet c er rrembringer ror en cyklisk gruppe med m elementer, 

skal man vise, at elementet ck har ordenen m/d, hvor d er 

største rælles divisor ror m og k. 

Eksempel: Angiv samtlige rrembringere i (210 ,+). 

21. Hvilke el~menter ar (R 1,+) har endelig orden? 

22. Gør rede ror, at mængden fz E C l 3Nn: zn = 11 ar samtlige 

komplekse enhedsrØdder med multiplikation som komposition 

er en uendelig kommutativ gruppe, hvor hvert element har en

delig orden. 

~:~ Giv et eksempel på en uendelig kommutativ gruppe 9 hvor hver 

ægte undergruppe er endelig. (SØg en passende undergruppe af 

ovennævnte. ) 

23. Vis, at hvis alle rra det neutrale element rorskellige ele~ 

menter ar en gruppe har orden 2, vil gruppen være lcommutativ. 

Angiv en gruppe med rørstnævnte egenskab bestående af' L~ i so

metrier af planen, henholdsvis 8 isometr~er af rummet. 

24. Vis, at antallet af elementer ar orden 2 i en endelig gruppe 

af lige orden er ulige, i en endelig gruppe ar ulige orden 

er lige. 

Vis, at i en endelig kommutativ gruppe er kompositionen af' 

alle elementer, hvis orden er større end 2, lig med det neu-

trale element. 
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25. Angiv såvel de venstre som de hØjre sideklasser til den af 

. ( 1 2 31 permutat2onen \ 2 1 3
) frembragte cykliske undergruppe H af 

den symmetriske gruppe (s
3
,o) af alle permutationer af mæng

den f 1 , 2, 3 J • 

26. Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af planen i ven

stre (hØjre) sideklasser til undergruppen af translationer. 

(Benyt, at enhver flytning af planen er en translation eller 

27. 

en drejning. ) 

8.1 l a2 l 3.3 l a4 a5 a6 

l l 
-= ._",.....,.,.,._ 

8.1 
i 

8.5 
l i 

f-1.2 l l --
8.3 i 
a4 8.1 8.2 8.3 

-
8.5 8.4 8.1 

8.6 

Ovenstående er en delvis udfyldt gruppetavle for en ko~mu

tativ gruppe (G,.) med elementerne a
1 
,a2 ,aya4,a

5
,a6 • 

Opskriv den fuldstændige gruppetavle for (G,·). Undersøg, om 
venstre 

den ved a5 bestemtejtranslation x~ a
5

x, x E G, er en lige 

eller ulige permutation af G. Find samtlige undergrupper af 

(G, •) • 

28. Vis, at der pånær isomorfi findes netop to grupper af orden 4. 

(Am1lysen af en ikke cyklisk gruppe med 4 elementer knyt tes 

med fordel til en kompositionstavle.) 
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29. En transformationsgruppe (G,a) for en mængde E siges at vxre 

t!:_~nsi ti v, hvis 

Vis, at ordenen af en transitiv gruppe (G,o) p_f permutationer 

af en mængde E med n elementer er delelig med n. (Søg en un

dergruppe med index n.) Vis endvidere, idet n forudsættes 

? 2, "lt G- må indeholde en permutation, hvorved intet element 

qf E går over i sig selv. (Foreningen af n undergrupper med 

index n kqn ikke være hele G.) 

30. Vis, at de inverse til elementerne i en venstre sideklasse 

til en undergruppe H Ri' en gruppe (G,·) udgØr en hØjre side

klasse til H. Vis, at mængden qf venstre og mængden ~f hØjre 

sideklasser til H i (G,•) er ækvipotente. 

31. I gruppen (G,·) siges et element x E G at være konjugeret 

med et element y E G, hvis 

Vis, at der herved defineres en ækvivalensrelation i G. Ækvi

valensklasserne kaldes klasser af konjugerede elementer. 

Vis, at en undergruppe af (G,·) er normal, hvis og kun hvis 

den er forening af klasser af' konjugerede elementer. 

,/ 

32. Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af pl8nen i klas

ser af konjugerede. !~gør herved, om undergruppen af transla

tioner, henholdsvis 'lf drcjnin6 er om et givet punkt, er nor-

mal. (Se øv. 31 • ) 
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33. Idet* er en komposition med definitionsmængde L x M og 

N <;;;: L, P <;;;: M, sæt te s 

N >:• P = f n >!< p l n E N, p E PJ • 

Vis, at 

N >:• P = U f n >:• P l n E N J = U f N <• p l p E PJ • 

(Som det t.: r sædvRne, er her skrevet h ~(K i stellet for 

~hJ * K og B.nalogt.) 

LRd nu H og K være undergrupper qf en gruppe (G,• ). 

Vis, qt HK er en un.iergruppe ~1.:f (G, • ), hvis og kun hvis 

HK = KI-I. Vis, at HK er en unc::J.ergruppe, hvis H eller K er 

en norm'1l undergruppe af (G,· ) , og '1. t HK er en normsl under

gruppe af (G,·), hvis H og I\ begge er det. 

Vis, at hvis undergrupperne H og K er endelige~ vil HK be

stå af qr/s elementer, hvor q, r og s er arttRllet af elemen-

ter i H, K og H n K. 

34. Vis, at mængden fa E G l VGx: ax = xal af elementer af en 

gruppe (G,·), som hvert er ombytteligt med alle elementer af G, 

er en normal undergruppe af (G,·). Den kaldes gruppens 

centrum. 

Vis, at hvis gruppen har netop et element af orden 2, må det-

te tilhØre centret. 

35. Idet a * O og b er reelle tal~ betegnes med f afbildningen 
A., b 

x ~ ax + b, x E R. 

Gør reae for, '1.t f er en homoteti eller translqtion af n, b 

tal linien. 
gerne 

Vis, at r-tfbildnin :f b' a E R\ fol, b E R, udgØr en 
r-t, 
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trans~orm~tionsgruppe, og at der ved ~ ~ a de~ineres en 
R 9 b 

homomor~ qfbildning a~ denne på (R\ foJ,·J; ~ngiv kernen 

og beskriv den tilsvn.r<::.nc1e incldeling R~ tr8.ns~ormationsgrup-

pen i sideklasser. 

36. Lad (G,.) V'a:Jre en gruppe, og 1·1.c1 J.er i G være givet en a:Jkvi-

valensrelqtion ~ , som hn.rmoncrer med kompositionen. Idet 

gruppens neutrale element betegnes med e, slml mRn vise, a.t 

H= fx E G l x,..., eJ 

er en normal undergruppe af (G, • ) • Vi s endvidere, R t den givne 

ækvivalensrelation svarer til kl[-lsseinddelingen a~ G bestå-

ende a~ siJ.eklasserne til H~ 

Hvilke ækvivalensrelationer harmonerer med kompositionen i en 

gruppe med 13 elementer? 

37. Idet H er en normal un;1ergruppe med endelig index n i en grup

pe ( G9 • ) , skr-tl m:1n vi se, a t xn tilhØrer H ~or hvert x C:: G. 

Slut hera~, at ingen a~ grupperne (Q,+) og (R,+) har ægte un-

dergrupper med endelig index. 

38. Gruppen a~ ~lytninger a~ rummet, ved hvilke et givet regu-

lært oktaeder afbiLles på sig selv, kalJ.es oktaedergruppen 

og betegnes med O. (Den er iJ.entisk med gruppen a~ ~lytninger, 

ved hvilke terningen, hvis hjØrner er midtpunl{terne a~ oktae

L1rets siJ.e~lader, afbiLles på sig selv, og kunne derf'or også 

kal,le s f'or hexaedergru_ppen. ) 

Find de cykliske unuergrupper a~ (O,o) og bestem gruppens or

den. Vis, at (O,o) er isomor~ med den symmetriske gruppe (SI.J-'o) .. 

Giv et geometrisk bevis ~or, at tetraedergruppen (T,o) er en 

undergruppe a~ (O,o). 



l:iat. 1, 1965-66 AG II~2~øv.38- 41 

Vis 9 at der f'inJes en homomorf a:fbilJning af' (O~o) på (Syo). 

Bestem denne homomorfis kerne og unclersØg 9 om (:.er findes an·1re 

fra fe1 og O forskellige normale undergrupper af (0 9 o). 

39:' Gruppen af' flytninger af rummet, ve:..1 hvilke et givet regu-

lært ikosaeJer afbildes på sig selv 9 kaldes ikosaedergrl!J?~!l 

og betegnes med I. (Den er Llentisk med 11~kaec1ergruppe~ 11 9 

idet midtpunkterne af ikosaedrets sideflader er et regulært 

elodekaeders hjørner.) 

Find de cykliske undergrupper af (I,o) og bestem grupyens 

orden. Vis, at (I,o) er isomorf med den alternerende gruppe 

(A
5

, o). 

Vis 9 at (I,o) ikke har andre normale undergrupper end fe1 og 

I selv (at (I,o) er en "simpel gruppe"). 

* 40. Bevis, at hvis en gruppe af isometrier (af planen eller rllill-

met) er endelig, vil alle dens isometrier have et fælles f'ix-

punkt. (Benyt f.eks. fØlgende sætning: Til endelig mange 

givne punkter findes der blandt rummets punkter et og kun et) 

for hvilket kvadratsummen af· dets af'stande fra de givne punk-

ter antager den mindst mulige værdi. Dette kan sluttes af' den 

f'or vilkårlige vektorer v,v
1

, ••• ,v gyldige ligning 
- - -11 

n 

~ (;: 
V=1 

hvor 

2 - v ) -v 

"' .,. 
v = 1 -n 

n 

= :.' (;:* - ~v )2 + n(;: - -y_* )2 9 

V=1 

n 

"' ) v . 
-· -v 

V=1 

41. Vis, at hver fra fe1 forskellig endelig gruppe af flytning-

ger af planen er cyklisk og består af drejningerne, ved 
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hvilke en regulær polygon (i tilfældet af ordenen 2, et li~ 

niestykke) afbildes på sig selv. (Benyt sætningen i øv.40, 

og betragt den drejning i gruppen, der har den mindste po

sitive drejningsvinkel.) 

''( 

42: I rummet findes der fØlgende fra feJ forskellige endelige 

grupper af flytninger: 

1) De cykliske grupper en' n= 2, 3, ...• Gruppen en er af' or-

den n og oestår af drejningerne, ved hvilke en regulær 

n-sidet pyramide (for n = 2 en ligebenet, men il~e ligesidet 

trekant) afbildes på sig selv. (For n= 3 må pyramiden ikke 

være et regulært tetraeder.) 

2) Diedergrupperne Dn' n= 2,3, •••• Gruppen Dn er af orden 

2n og består af drejningerne, ved hvilke et regulærtn-sidet 

prisme (for n = 2 en rektangulær, men ikke kvadratisk skive) 

afbildes på sig selv. (For n = 4 må prismet ikke være en ter--

ning. For n > 2 kan prismet erstattes med en regulær n-kant, 

der kan opfattes som et regulært 11polyeder 11 med to sideflader, 

et "dieder 11
.) 

3) Tetraedergruppen T, oktaedergruppen o, ikosaedergruppen I. 

Gennemfør det nedenfor skitserede bevis for, at der ikl{e fin--

des andre endelige grupper af flytninger af rummet. 

Lad N v~re en sådan gruppes orden. De fra e forskellige 

N - 1 elementer er da drejninger om akser gennem et fast 

punkt F(se øv.40) og afbilder derfor en vilkårlig valgt kug-

leflade med centrum F på sig selv. Skæringspunkterne mellem 

kuglefladen og gruppens drejningsakser kan fordeles på klas-

ser ved fastsættelsen, at to af dem skal hØre til samme klas-

se, hvis der findes en drejning i gruppen, der fører det ene 

over i det andet. Lad K1 , ••• ,Km betegne di s se klasser og nf.L 
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antallet a~ punkter i klassen K~. Hvert punkt i K~ er ~ix

punkt ~or en cyklisk undergruppe, og dennes orden v~ er den 

samme ~or alle punkter i klassen, idet de pågældende under

grupper er indbyrdes konjugerede (øv.8). Heraf' kan man slut-

te, at n v = N og 
~ ~ 

m 

2(N - 1 ) ""' n (v 1 ) ' = ' 
) -

"--1 ~ ~ 
~= 

hvilket giver 
m 

2 ( 1 1 = ~ (1 v1 ) • - -) -N ~· 

~=1 ~ 

Da N E N og v E N, kommer kun værdierne m = 2 og m = 3 i 
~ 

betragtning. For hvert N> 1 kan talsættene (v
1

,v 2 ) eller 

(v
1

,v
2

,v
3

), som tilfredsstiller ligningen, bestemmes, og 

det kan vises, at de kun kan forekomme hos de ovenfor nævn-

te grupper. 

* 43. Lad (G,o) være en endelig gruppe a~ isometrier a~ rummet, 

og lad H være undergruppen bestående af' ~lytningerne i G. 

Alle isometrier tilhØrende G har et fælles f'ixpunl{t F(se 

øv.40). Med s betegnes spejlingen i punktet F. Nu skelnes 

mellem to tilfælde: s E G og s t G. I det ~ørste tilfælde 

kan den f'ra H ~orskellige sideklasse skrives soH, og man har 

G = H IJ (soH), hvor H er en a~ de i øvelse 42 bestemte ~lyt-

ningsgruppep. I det andet til~ælde kan sideklassen skrives 

uoH = Hou, hvor u er en uegentlig isometri i G. Da s er om-

byttelig med hver isometri med fixpunkt F (vis dette), vil 

mængden G1 =H IJ (souoH) a~ ~lytninger være en gruppe, altså 

en af' de i øvelse 42 bestemte. Den forelagte gruppe G lmn 

altså ~ås ved i en a~ disse grupper med en undergruppe H af' 
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lndex 2 at erstatte den f'ra H forskellige sideklasse goH 

med sogoH. Disse resultater tillader at bestemme samtlige 

endelige grupper af' isometrier af' rummet. 



0velser til Algebraens grundbegreber 2 § 3. 

1. Om to kompositioner+ og • inden f'or samme mængde M er gi

vet, at + er associativ, at hvert element af' M kan bortf'er

kortes ved +, at der f'indes et neutral t element e ved • 9 ot:· 

at · er distributiv med hensyn til +. Vis, at + er kommu

tativ. 

2. Lad (hl,+,·) være en ring. Vis, at der f'or n,b E M, m,n E~ 

gælder 

(na)b = n(ab) = a(nb) og (m:=t)(nb) = (mn)(ab), 

hvor potenser i gruppen (M,+) er betegnet som anf'ørt side 

II,2,14. 

3. Lad (M,+,·) vc..ere en ring, hvor nulreglen gælder. Det f'orud

sættes, at M llar mindst to elementer. Vis, at der f'or 

a,b E M\ (o), n E~ gælder 

na = o = nb = o, 

og begrund herved, at alle f'ra o f'erskellige elementer af' M 

har samme orden i gruppen (M,+). Den f'ælles orden kaldes rin

gens karakteristik. Vis, at hvis karakteristikken er ende

lig, må den være et primtal. (Benyt øv. 2.) 

4. Lad (M,+, •) være et kommutativt legeme. }i,or .':l, b E M, b ~ o, 

betegnes med a/b lØsningen til de ensbetydende ligninger 

bx = a og xb = R. Idet også c,d E M, d ~ o, skal m'tn vise: 
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a/ b = e/d <==> ad = bc~ 

a/ b + e/d = (nd + bc)/(o1); 

(a/b )(e/d) = (ac)/(bd), 

samt for c ~ o 

( a/b )/ ( c/ d) = (ad)/(bc). 

5. Lad (G,+) være en kommutativ gruppe. Mængden af homomorfe 

afbildninger af (G,+) ind i sig selv betegnes med Hom(G,G), 

og for f,g E: Hom(G,G) forstås ved f + g 11fbildningen 

t ~ f( t) + g( t), t E G. 

Vis, at (Hom(G,G),+~o) er en ring. (Den kaldes ringen af 

endomorfier af (G,+).) 

S. Vis, at mæn5den af reelle, henholdsvis komplekse polynomier 

med sædvanlig addition og multiplikation er en integritets

ring, m~ngden af rationale fuructioner et legeme. (En ratio-

nal funktion er en kvotient mellem to polynomier; den er de

fineret overalt pånær i hØjst endelig mange punkter. Punkter~ 

hvor kontinui t('~ t kan opnås (ved "plombering" L medtages i 
som 

definitionsmængden for en rational funktion såvellfor en sum 

og et produkt af sådanne.) 

7. a) Hvor mange gruppekompositioner med o som neutralt element 

findes der inden for en mængde med 3 elementer o, p og q ? 

Opskriv kompositionstavle(r). 

b) GØr rede for, at derpånær isomorfi hØjst findes et lege-

me med 3 elementer. (Eksistens fremgår af et resultat side 

II,3,17.) 
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8. Vis, at ringen af endornorfier af (Z,+) er isomorf med 

(Z,+,.). (Se øv.5 og II,1,øv.9.) Vis samme påstand, idet~ 

erstattes med Q. 

9. GØr rede for, at mængden c2 af par af komplekse tal med kom-

positionerne 

(x1,x2) + (y1,y2) = (x1+y1,x2+y2), 

(x1,x2)(y1,y2) = (x1y1-X2Y2,x1Y2+x2y1) 

er en kommutativ ring med etelement. Bestem de elementer, der 

ikke er invertible ved multiplikationen. Gælder nulreglen ? 

10. Bevis, at der findes en og pånær isomorfi kun en kommutativ 

ring (M,+,-), som indeholder et eksemplar (R,+,·) af de reel

le tals legeme samt et element 8 med 8
2 = o, såleies at et

hvert x E M har en og kun en fremstilling af formen 

(Betragt passende kornpositioner +og· inden for R2 .) 

Faernen terne af en ring med de nævnte egeusleaber kaldes duale 

tal. 

11. Ved undersøgelser vedrØrende reelle tal kan man tæru{e på et 

eksemplar (R,+,·), som på den i øv.10 beskrevne måde indgår 

i de duale tals ring. For et polynomium P med reelle koef

ficienter har da P(x) mening for ethvert dualt tal x. Vis, at 

hvor x 1,x2 E R og DP betegner den afledede af P. 
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12. Inden for mængden D(E) af delmængder af en mængde E define·~ 

res en komposition+ ved 

A + B - (A u B ) \ ( 1\. n B ) " 

a) Vis, at (D(E),+,n) er en kommutativ ring med etelement. 

(Benyt figurer") 

b) Hvilken egenskab ved en afbildning f: E1 ~ E2 er nødvendig 

og tilstrækkelig for, at den tilsvarende mængdeafbildning er 

en homomorf afbildning af (D(E1 ),+) ind i (D(E2 ),+) ? af 

(D(E1 ) ,n) ind i (D(E2 ) ,n) ? 

13. Vis, at der i~ce findes andre endamorfe afbildninger af 

(Z,+,•) end nulfunktionen z~ O, z E Z, og identiteten 

z ~ z, z E Z. 

Vis det tilsvarende for (Q,+,·), henholisvis (R,+,·). (Slut 

i sidste tilfælde, at en endamorf afbildning må være vok-

sende, ved at benytte, at hvert positivt tal er lcvadrat på 

et reel t.) 

14. Hvilke ækvivalensrelationer harmonerer både med additionen 

og med multiplikationen i et legeme ? 

15. For et vilkårligt primtal p er multiplikation modulo p en 

gruppekomposition inden for mængden af de p- 1 fra (O)p 

forskellige restklasser modulo p. (Hvorfor ?) 

Vis ved hjælp heraf Fermats ;'lille" sætning: For hvert helt 

tal a og hvert primtal p er 

a P _ a (mod p)" 
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16. i'mvend det sidste resultat i II,2,øv. 24 på gruppen 

17. 

(ZP \ f(o)PJ,· ), hvor p betegner et primtRl, og bevis derved 

Wilson_Lsætn~QB_: For hvert primtal p er 

( p - 1 ) ! = -1 (m od p ) o 

Vis, at restklassen (a) , hvor m E N og a E Z, er invertibel 
m 

ved mul tiplika ti onen modulo m, hvis og kuE hv-is a er pPi-· 

misk med m. (Ma~ lcan betragte den diofantiske ligning 

ax + my = 1 ~ se II, 2, øv. 17. ) 

18. !nilen f'or mængden D(E) af' delma3ngder af' en m&ngcle E def'ineres 

en komposition+ ved 

A + B = (A IJ B ) \ (A n B) • 

... 
Vis, at (D(E),+,n) er isomorf' med ringen (F(E ~ z2 ),+, ·) af' 

f'unktioner f'ra E til restklasselegemet (22 ,+,· ). Beskriv 

mængden A1 + A2 + •• o + An' hvor A1 ,A2 , ••• ,An er delmængder 

af' E. 

19. Vis, at A = fm + n/3 

t~ls legeme (R,+,·). 

m,n E zJ er en delring af' de reelle 

I A def'ineres en ækvivalensrelation ~ ved 

m + nv'3" ~ m 1 + n 'vl3 = m = m' (moL1 2) 1\ n = n 9 (mod 2). 

Vis, at~ harmonerer med kompositionerne i ringen(_,'\.,+,·). 

Mængden A af' ælcvi valensklasser organiser e s da som en ring 

(A,+,:) ved regning med repræsentanter • 

.i\.ngi v antallet af' ækvivalensklasser samt en mængde bestående 

af' en repræsE;ntant f'or hver lclasse. Opslcri v lwmposi tians

tavle for (A,:), Er (A,+,:) en integritetsring ? 
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20. Idet m og k er naturlige tal og A en restklasse modulo m, 

skal man vise, at mængden fka l a E Al er en restklasse mo-

dulo km. 

Idet nu m er et givet naturligt tal, skal man undersøge~ ~or 

hvilke k E N afbildningen ~: zm ~ zkm bestemt ved 

(x) ~ (kx)k , x E Z~ m m 

er en homomor~ a~bildning a~ restklasseringen (Zm 9 +,·) ind 

i restklasseringen (Zkm 9 +,• ). 

Vis som en anvendelse, at restklasseringen (212 ,+,·) har et 

med (z3,+,·) isomor~t dellegeme. 

21. Find den mindste delring L
1 

a~ de rationale tals legeme 

( • ) . 1 
Q~+,· , som 1ndeholder tallet TO· \ngiv endvidere de in-

vertible elementer ved multiplikationen inden ~or L1 • 

Find den mindste delring L2 a~ (Q,+,·), som indeholder beg

ge tallene ~ og t· Angiv de invertible elementer ved mul

tiplikationen inden ~or L2 • 

Er ringene (L1 ,+,•) og (L 2 ,+,·) isomor~e? Er grupperne 

(L1 ,+) og (L2 ,+) isomor~e? 

22. Lad (M,+,·) være en ring medetelement e. Beskriv den mindste 

delring, som indeholder e, og vis, at den er isomor~ med 

(Z,+,•) eller med en restklassering (Zn,+,• ), n E N. 

Det ~orudsættes nu, at (M,+, •) er en integri tetsring. Vis, 

at en delring da og kun da er en integritetsring, når den 

indeholder e, og begrune derved, at (M,+,•) har en mindste 

delintegritetsring, isomor~ med (Z,+,·) eller med restklasse

legemet (ZP,+,·) modulo et primtal p. 

Endelig ~orudsættes, at (M,+,•) er et kommutativt legeme. 
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Vis, at det minaste dellegeme er isomorft med(~,+~·) eller 

med restklasselegemet (Z ~+~·)modulo et primtal p. 
p 

23. Gør rede for, at der pånær isomorfi kun findes en ring med 

etelement~ hvor antallet af elementer i ringen er et givet 

primtal p. 

24. En integritetsring, der ikke har nogen ægte delintegritets-

ring~ kaldes en primintegritetsring. Et kommutativt legeme, 

der iklw har noget ægte dellegeme, kaldes et primlegeme. 

Gør rcue for, at der blandt c1elringene i en vilkårlig inte

gritetsring er netop en primintegritetsring, blandt delle

gemerne i et vilkårligt kommutativt legeme netop et prim-

legeme. 

Vis, at enhver primintegritetsring er isomorf' med (Z,+,·) 

eller med restklasselegemet (Z ,+,•) modulo et primtal p. 
p 

Vis, "lt ethvert primlegeme er isomorft med (Q,+,•) eller med 

restklasselegemet (Z,+,·) modulo et primtal p. (Benyt øv.22.) 
p 

25. Lad L ~ C være et tallegeme og s E C et tal, hvor s t L, 
2 men s E L. Det mindste tallegeme indeholc1ende L og s be-

tegnes L(s). Vis, at 

L(s) = fx+ ys l x,y E L}, 

og at afbildningen (x,y) ~ x + ys, x,y E L, er en bijektiv 

afbildning af' L2 på L(s). Vis videre, at der ved 

x + ys ~ x - ys, x,y E L, 

defineres en automorf afbildning af' (L(s),+,·). 

Eksempler: R( i) = C~ Q(v'2). 
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Findes der et s t ~med s
2 E~' så ~(s) = ~ ? Findes Qer 

en fØlge af tallegemer L1 ,L2 , •• e og en følge af tal s 1,s2 , ••• , 

2 
hvor sn ~ Ln' s E L og L (s ) =L 1 , n= 1,2, •.• , så-n n n n n+ 

00 

ledes at L1 = ~ og U L = R ? 
n=1 n 

26. Vis, at tallegemer (Q(s),+,·) og (Q(t),+,· ), hvor s,t t Q, 

men s
2
,t

2 
E Q, kun er isomorfe hvis T E ~' -i hvilket til

fælde jo Q(s) = Q(t). (Se øv.25.) 
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Kap. III. Lineær algebra og analytiek geometri •. 

§1 • Vektorrum. 

Definition. 

Lad (V,+) være en kCHUinutativ gruppe, hvis kompositi-On beteg

nes ~om addition. Elementerne i V betegnes (på samme måde som ge

ometriske vektorer) med understregede bogstaver. Gruppens n;utra-
-

le element skrives O og det til et element v ~V inverse -v. For 

vilkårligt givne ~'! ~ v har ligningen ~ + x = v en og kun en løs

ning, nemlig~= v+ (-~), som også skrives~-~· Specielt er alt

så Q - y = -y og y - y = Q for hvert element y E V. Hvis Æ ~V blot 

for et element y E V tilfredsstiller ligningen y + Æ = y, kan man 

altså slutte, at x = Q. Forkortningsreglerne udsiger her, at man af 

u + 1v = y + !!_ kan slutte, at l! = .Y· 

Lad (L,+,·) være et legeme, hvis kompositioner betegnes som 

addition og multiplikation. Skønt meget af det følgende også er gyl-

digt for legemer med ikke kommutativ multiplikation, vil vi her kun 

tage kommutative legemer i betragtning. 

Det antages, at der er defineret en komposition L ~ V ~V, som 

altså til hvert par (A,y), A ~L, y E V, lader svare et element af 

V, som skrives AY eller YA og kaldes produktet af A og y. Når denne 

komposition opfylder visse nedenfor angivne krav, siges V at være 

et vektorrum over legemet L og betegnes da (V,+,L). Elementerne af 

V kc.ldes fo:c vektorer og clementerne .'l.f L i denne forbindelse hyp-

pigt for sk2-l8"rer. Brugen af diss-:: gloser er notivoret vod, :~t T!1<:0ng-

den V 
3 

af geometriske vektorer i r11D.Bot ned vcktorn,ddi t ionen so-::1 

koTJ.poci't:i!cn opfylder kr:.vcne EJ.ed .1 = R, når produktet c.f st reel t 

tal og en geometrisk vektor defineres på den velkendte PJ2-do. DE 

geometriske vektorer uanner altså· et vektor-



Mat. 1 , 1962-63 AG III, 1, 2 

rum (v
3

,+,R) over de reelle tals legeme. 

Den fuldstændige definition på et vektorrum (V,+,L) kan for- . 

muleres således: 

Definition. En mængde V ~ Ø siges at være et vektorrum over 

et legeme L, hvis der er defineret en komposition + i V, 

VR1 . Vv-g_,y 

for hvilken 

VR2. vv-g_,y 

VR3. vv-g_,y,JI.. 

VR4. 3vQ VvY 

VR5. vvy 3~-y 

u + v E V, 

u + v = v + -g_, 

u + (y + J!.) = (-g_ + y) + li· 

v + .Q = y, 

. v + (-y) = Q, . 
og hvis der er defineret en komposit ion L x: V ~ V, betegnet som 

multiplikation, 

VR6. VL/\ '\IvY }:y_ = y/\ E V, 

for hvilken 

VR7. VLA,J.l- V vY l\( f.l-Y) = ( Jv.t)y, 

VR8. VL/\,f.l- V vY ("A + f.l-)y = 'NL.+ JÆ., 

VR9. V1/\ Vv-g_,y /\(Q + y) = tg+ '&_, 

VR10. VvY : EY = y, 

hvor E betegner etelementet, dvs. det neutrale element for multi-

plikationen i L. 

Af VR3 følger, at man ved additionen af flere end to vektorer 

kan undvære parenteser til angivelse af den orden ,hvori o.ddi tion;;;·rnc 

udføres. Tilsvarende gælder ifølge VR7 for multiplikationen af en 

vektor med flere skalarer. I almindeliggøreise af VR2 haves, at en 

sum af flere vektorer ikke afhænger af disses rækkefølge. DP distri

butive love VR8 og VR9 kan udvides til et vilkårligt (endeligt) 

antal summander. 
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Om multiplikationen af vektorer med skalarer gælder nogle 

simple regler, som ofte vil blive anvendt. Med o betegnes nulele-

mentet, dvs. det neutrale element for additionen i L, med ~'~ 

vilkårlige skalarer og med g,y vilkårlige vektorer. 

~.Q == .Q 

Bevis: ~Q= ~(.Q+ Q) == 1\Q +~Q. 

ov == .Q 

Bevis: ov = (o + o)y = oy + ov. 

Nulreglen: 1\y = Q ~ 1\ = o v y = Q. 

Bevis: Er ~ f o, fås af O =~y, at 

.Q= ~-1.Q = ~-1(~y) = (/\-1~)y = EY =y. 

(~ - 1\ )y = p.y - ~y, 

specielt(~= o) 

(-~)y = -(~y). 

Bevis: (~ -~)y+ 1\y = ((~- ~) +/\)y= ~Y· 

~(y - g) = AY - 1\g, 

specielt (y = Q) 

~(-g) = -(N:~). 

Bevis: ~(y - ~) + 1\g = ~((y - ~) + ~) = /\Y• 

Eksempel. 

En meget omfattende og overordentlig vigtig klasse af vektor-

rum over et legeme L fås på følgende måde. 

Lad der være givet en vilkårlig mængde T. Med F(T ~ L) beteg-

nes mængden af alle funktioner med T som definitionsmængde og med 

værdier i L. For ep ,tf; E F (T ~ L) forstås ved ep + tf; den ved 

t~ ep(t) + tj;(t) for t c: T 

bestemte funktion tilhørende F(T ~L). Det er indlysende, at 

F(T ~L) med denne addition som komposition er en kommutativ gruppe. 
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Dens neutrale element er den konstante funktion bestemt ved t ~ o 

for t E T, og det til ~ modsatte element er funktionen bestemt ved 

t ~ -~(t) for t E T. For ~ E F (T ~ L) og A. E L forstås ved A. ep 

den ved 

for t E T 

bestemte funktion tilhørende F(T ~L). Det er indlysende, at med 

den således definerede ko.CJ.posi t ion L x F(T ~ L) ~ L er kravene 

VR6-10 opfyldt, så at 

(F(T ~L) ,+,L) 

er et vektorrum. 

Af særlig betydning er de tilfælde, hvor T er en endelig mæng-

de. Er n antallet af dens elementer, betegnes disse med 1, •.. ,n, 

og elementerne i F(T ~L) kan da skrives som n-sæt (x1 , ... ,xn) 

med elementer fra L. Her er altså F(T ~ L) = Ln, vektorrummets be

tegnelse .bliver (Ln,+,L) og kompositionerne 

( x1 ' • • • ' xn ) + (Y 1 ' · · · ' Y n ) = ( x1 + Y 1 ' · • · ' xn + Y n ) ' 

1\ ( x1 ' •.• 'xn) = (A. x1 ' ' .• '/\xn) • 

For n = 1 fås sel-ve legemet L som et vektorrum over sig selv. Dets 

elementer _skal da fortolkes som både skalarer og vektorer. 

Andre for analysen vigtige tilfælde fås for T = N. Elemen~erne 

i F(T ~L) er da følgerne (x1 ,x2, ••. ) af elementer fra L. Komposi

tionerne bliver 

( x1 'x2' • · • ) + (Y 1 'Y 2' • · · ) = ( x1 + Y 1 ' x2 + Y 2' · · · ) 

N x1 ' x 2 ' . • • ) = (A. x1 ' 1\x 2 ' • • • ) 
fir Dette følg~rum over L betegnes med (L 1,+,L) 

I det følgende vil vi nøjes med at undersøge vektorrum over 

tallegemer, dvs. dellegemer af de komplekse tals legeme (b,+,·) 

med sædvanlig addition og multiplikation som kompositioner. Et 
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tallegeme (L,+,·) udgøres altsh af en delmængde L af b; som inde

holder mindst et fra o forskelligt tal, og for hvilken det gælder, 

a t når 'A og J) tilhører L, vil 'A + J) , 'A- J) , At-t og, såfremt J) =f O, 

også 'A/J.) tilhøre L. Heraf kan sluttes, at ethvert tallegeme (L,+,·) 

indeholder de rationale tals legeme (Q,+,·) som dellegeme. Er nem

lig'/\ et fra O forskelligt tal i L, vil 'A/'A = 1, altså også 1 + 1 = 

2, 2 + 1 = 3, ..• , altså alle tal n E N, endvidere 1 - 1 =O og 

O - n for n E: N, al t så alle tal p E Z, og endelig p/n for p E Z 

og n E N, altså alle rationale tal tilhøre L. 

Lad (V,+,L) være et vektorrum over et tallegeme L. I VR10 

og de udledte regler kan da skrives 1 i stedet for E og O i stedet 

for o. For n E N og v E: V haves ifølge VR8 og VR10 

nv = (1 + 1 + ... + 1)y = 1y + 1y + •.. + 1v 

=Y+Y+ ···+Y 

med n summander. Dette viser, at ny er den n-te "potens" af y i 

gruppen (V,+). Idet Oy =Q, som vist ovenfor, er Oy det neutrale 

element,altså den O-te "potens" af v i (V,+). Af (-n)y =-(ny) for 

nE: N sluttes, at (-n)y er den -n-te "potens" af y i (V,+). Spe

cielt haves (-1)y = -(1y) =-y. 

Linearkombinationer. 

Lad (V,+,L) være et vektorrum. Er y1 , ••• ,yp vilkårlige vek

torer i V og 'A 1 , ••• ,'A vilkårlige tal i L, vil også 
p p 

Y.. = 'A1 L + • • . + l\ v = \ 1\ . v . 
-l p -p /..__; ]. -]. 

i=1 
være en vektor i V, som kaldes en linearkombination af vektorerne 

y1 , ••• ,yp. Er to-eller flere af vektorerne y1 , .•. ,yp ens, kan de 

pågældende led ifølge VR9 sammenfattes til et. Forekommer nulvek-

torenOblandt vektorerne y1 , ..• ,yp eller O blandt tallene 
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A
1

, •.• ,Ap' kan de pågældende led udelades. I disse tilfælde kan v 

altså skrives som en linearkombination af færre vektorer. På den 

anden side kan man altid tilføje Q med en vilkårlig taDcoefficient 

og andre vektorer med koefficienten O. 

Produktet af en linearkombination med en skalar kan ifølge 

VR9 og VR7 skrives som en linearkombination af de samme vektorer, 

Summen af to linearkombinationer kan skrives som linearkombination 

af de vektorer, der forekommer i de givne. Det sawne gælder for 

differensen af to linearkombinationer, hvilket ses ved hjælp af 

omskrivningen~- v= u+ (-1)y. 

Underrum. 

Lad (V~+,L) være et vektorrum. En ikke tom delmængde U af V 

kaldes et underrum eller delrum af det, hvis den er et vektorrum 

med restriktionerne til U x U og L x U af det givne vektorrums 

kompositioner. Nødvendige betingelser for, at en delmængde U af 

V er et underrum, er øjensynlig 

UR1. VU~,y : ~ + y € U, 

UR2 • V LA V uY : A. y E U, 

idet disse jo udsiger, at de næ~1te restriktioner er henholdsvis 

en komposition i U og en komposition fra L x U til U. Disse be

tingelser er også tilstrækkelige. Er nemlig~ en vilkårlig vektor 

i U, vil -~ = (-1 )~ € U ifølge UR2, hvorpå Q = u + (-~)E U følger 

af UR1. Heraf fremgår, at VR1, VR4, VR5 og VR6 er opfyldt for U. 

De resterende krav til et vektorrum er regneregler, som er selv-

følgelig gyldige for vektorerne i U, da de er det for alle vekto~ 

rer i V. 

UR1-2 ses let at være ensbetydende med 
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En delmængde U af V er altså et underrum, hvis alle linearkombina

tioner: af hvilke.somhelst to vektorer i U tilhører U. 

Det ses umiddelbart, at ~Ql og V er underrum af vektorrummet 

(V,+,L). 

Et underrum af et underrum af (V,+,L) er også et underrum af 

(V,+,L). 

Ved hjælp af UR ses, at fællesmængden for vilkårlig (endelig 

eller uendelig) Qangc underrum af et vektorrum cr ligel2des et un

derrum af dette. 

Lad der være givet E:t velderrum (V,+,L) og en ikke tom delmæng

de M af V. Der findes mindst et underrum, som indeholder M, nem-

lig V. Fællesmængden for alle underrum, som indeholder M, er det 

"mindste" sådanne underrum i den forstand, at det er indeholdt i 

ethvert andet. Dette underru..rn, som betegnes V(JVI), kan og,:-·.!\. bestem

mes på en anden måde, Hvert underrum, som indeholder M, vil inde

holde hver linearkombination af endelig mange vektorer tilhørende 

M. Mængden U af alle disse linearkombinationer er altså en del

mængde af V0-1). På den anden side indeholder U øjensynlig vektorer

ne i M og er et underrum; thi idet summen af to linearkombinationer 

af vektorer tilhørende M såvel som produktet af en skalar og en 

linearkombination af vektorer tilhørende lY! igen kan skrives som 

linearkombination af vektorer i M, er UR1-2 opfyldt. Følgelig gæl

der V(M) ~ U, al t så V(M) = U. JYian kalder V(M) det af M frembragte 

underrum af (V,+~L). 

Er ~1 specielt en mængde bestående af endelig mange vektorer, 

kan hver linearkombino.tion af nogle af dem skrives som en linear

kombination af dem all2, idet de eventuclt manglende kan tilføjes 

med faktoren O. Det af en endelig delrnængde M frembragte underrum 

består altså af alle linearkombinationer af samtlige vektorer til-
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hørende N. 

Det geometri~ke-vektorrum (V3,+,R) har foruden fQ} og sig 

selv to slags underrum. Et underrum af den ene slags udgøres af 

alle geometriske vektorer, som,.afsat fra samme punkt, ligger på 

en linie. Det fr~mbringes af en hvilkensomhelst egentlig vektor 

parallel med linien. Et underrum af den anden slags udgøres af 

alle geometriske vektorer, som, afsat fra samme punkt, ligger i 

en plan. Det frembringes af hvilkeso1ru1elst to egentlige vektorer, 

som er parallelle med planen, men ikke indbyrdes parallelle. Det 

er let at se, at der ikke kan findes andre underrum. 

Funktionsrum (F( T~ L) ,+,L) har i almindelighed mange for

skelligartede underrum. Der anføres nogle eksempler. 

De funktioner ep : T ~L, som på en opgiven delmængde T' af T 

er konstant lig O, udgør et underrum i (F(T ~ L),+,L). Erstattes 

O med et andet tal i L, fås ikke noget underrum. 

En funktion(/) : T ~L, siges at være begrænset, når der fin

des et positivt tal k, således at ICfJ (t) l ~.k for t E T. De funk

tioner ep: T~ L, som hver for sig er begrænset, udgør et underrum 

i (F(T ~ L),+,L). Derimod er mængden af funktioner, som er begræn

set ved et og san~e tal k > O, ikke noget underrum. 

Er T et topologisk, specielt et metrisk, rum, og tænkes tal

legemet L forsynet med den sædv8.nlige metrik, dist(/\,,u) = l.u - /\l, 
vil mængden C(T ~ L) af de kontinuerte funktioner ep: T ~ L være 

et underrum i (F(T ~L) ,+,L). 

Lad T ~ R være et interval og L = R. For hvert naturligt tal 

p er da mængden nP(T ~ R) af de i T definerede reelle funl(tioner, 

som er p gange differentiable, et underrum i (F(T~ R),+,L). _Det 

samme gælder for mængden cP(T ~ R) af funktioner, som er p gQnge 
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kontinuert differentiable (dvs. har en kontinuert p-te afledet). 

Mængden af vilkårlig ofte Ci.ifferentiable funktioner e.r __ ligeledes 

et underrum. Tilsvarende gælder for funktioner~: T~ C. 
l J Et ekseapel på et underru.n1 i følgerummet (R , +,R.) s r :næng-

den af alle konvergente følger. Et underrum i dette er mængden ·· 

af alle følger, d2r konvergerer mod O, og et underrum heraf er 

mængden af alle følger ( x
1 

, x
2

, ..• ) , for hvj lke den uendelige ræk--

+ ... er konvergent. Tilsvarende gælder for (C:N,+,C). 

Underrumraene i talrmamene (Ln,+,L) vil blive behandlet i de 

følgende paragraffer. 

Lineær afhængighed og uafhængighed. 

Lad (V,+,L) være et vektorrum. Et sæt (y
1

, ••• ,yp) af ende

lig mange vektorer fra V kaldes lineært afhængigt, hvis der fin-

skalarer ~, ... ,lp' sera ikke a:'_le:; er O, således at 
\ 

des 

~ .Y1 + • • • + VP = Q. 

Hvis der ikk~ findes sådanne skalarer, med andre ord, hvis lig-

ningen kun er tilfredsstillet; når A = ••• =A =O, siges sæt-
1 p 

\ 
tet at være linea3rt uafhængj.gtr En ligning af ovenstående form 

kaldes en lineær_ :J:.elgtioi_1 mellem de p vektorer; den kaldes ~gent-
' 

lig, hvis ikke alle koefficienter A
1 

, .•• , A er O. Vekton;rne 
\ p . . 

y
1 

, ••• ,yp er alts~ lineært afhængige eller lineært uafhængige, 
beetår 

efter som der best,år en eller ikkeinogen ege:r}.tlif; lineær relation 

imellem dem, 

At en vektor v er lineært .afhængig, altså at der findes en 

skalar A f O, såled~s at A .Y = Q_, er ensbetydende med, at v O. 

Når et dGlsæt af et vektorsæt er lineært afhæn.gigt ~- er hele 
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sættet lineært afhæn&igt; thi i en egentlig lineær relation mel

lem en del af vektorerne kan sættets øvrige vektorer tilføjes ned 

koefficienten O. Ensbetydende hermed er: Hvert delsæt af et li-

neært uafhængigt sæt er lineært uafhængigt. 

Et vektorsæt, hvori nulvektoren forekommer, er altså line-

ært afhængigt. Det samme gælder for et vektorsæt, hvori der fore-

kommer to ens vektorer. Når talen er om lineær afhængighedy må 

fØlgelig vektorsættet (v
1 

, ••• ,v) ikke sammenblandes med mængden - -p 

fy
1 

, ••• ,ypJ bestående af dets indbyrdes forskellige vektorer. 

Lad J være en l''Er.del:l,tS indcxiJ.ængdo. En indiceret mængde 

(v ) c J af velctorer i V siges a t være lineært afhængig, hvis 
-[, [, '=-

der findes et lineært afhængigt endeligt delsæt, og lineært uaf-

hængigt, hvis ethvert endeligt delsæt er lineært uafhængigt. 

Vektorer y
1 

, ••• ,~p er lineært afhængige, hvis og kun hvis 

mindst en af dem kan fremstilles som en linearkombination af de 

øvrige. 

Bevis: Betingelsen er nØdvendig. Er nemlig 

~1 v1 + ••• +~v =O - p-p -

en egentlig lineær relation mellem vektorerne, altså f.eks. ~1 t O, 

fås ved additionen af -~1 y1 på begge sider og påfØlgende multi-

plikation med -1/'A1 
~2 

y1 = (- -) 
~1 Y1 + • • • + ( - ? ) Yp • 

1 

Betingelsen er også tilstrækkelig. Er nemlig f.eks. 

y1 = ~2y2 + .•• +~pY-p' 

fås ved addition af -y1 = (-1 )~1 på begge sider 

(-1 )Y1 + ~2Y2 + ••• + ~pYp =Q, 

og dette er en egentlig lineær relation mellem vektorerne. 

Herefter er to vektorer lineært afhængige, hvis og kun hvis 

en af dem er et skalært multiplum af den anden. Dette udtrykkes 
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ofte ved at sige, at den pågældende vektor er proportional med 

den anden. 

Hvis en vektor v kan fremstilles som linearkombination af 

vektorer v1 , ••• ,v, vil fremstillingens koefficienter være en-
- -p --

tydigt bestemte, hvis og kun hvis v1 , ••• ,v er lineært uafhæn-
- ~----·~--------- - -p 

gige. 

Bevis: Lad 

• • • + !l v !-"p-p 

være fremstillinger af y. Ved subtraktion fås 

(;.;,1 - A1)y1 + ••• +(;.;,P- AP)yp =o. 

Er y 1 , .•• ,yp lineært uafhængige, kan man heraf slutte, at ;.;, 1 - A1 

= ••• = Mp- ~=o, altså at de to fremstillinger stemmer over

ens. Dette viser, at betingelsen er tilstrækkelig. Findes der 

en egentlig lineær relation 

O= v 1y1 + ••• + vp~' 

f'ås ved at addere den til en fremstilling af y en ny fremstilling, 

forskellig fra den forrige. Dette viser, at betingelsen er nød-

vendig. 

Som eksemplEh"·nævnes følgende: 

To (tre) geometriske vektorer er lineært afhængige, hvis og 

kun hvis de, afsat fra samme punkt, ligger på samme linie (i sam

me plan). Hvilkesomhelst fire geometriske vektorer er lineært af'-

hængige. 

Vektorerne 

y1 = ( 1 ' o ' o ' . o o ' o ) ' 

y2 = (o ' 1 'o ' . o . 'o ) ' 

v = (o,o,o,.o.,1) 
-n 
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i talrummet (Ln,+,L) er ~ineært._uaf'hængige, idet 

A1v1 + ••• +A v = (A1 , ••• ,A) - n-n n 

kun er lig (o, ... ,o), når A1 = •.. =~=o. 

Konstanten 1 og funktionerne cos og sin er tre lineært uaf

hængige vektorer i (F(R ~ R),+,R). Er nemlig A,~,v reelle tal, 

for hvilke 

vRt : A + ~ cos t +v sin t = o, 

fås ved at indsætte t = O og t = rr henholdsvis A + ~ = O og A - 1-~ 

= O, altså A = p = O, og derefter ved at indsætte f.eks. t = ~---rr, 

at også v = O. 

Potenserne tP, p= 0,1, •.• , udgør et uendeligt, lineært uaf

hængigt sæt i vektorrummet (F(T ~ c),+,C) eller (F(T ~ R),+,R), 

når T er en uendelig delmængde af henholdsvis C eller R~ En li-

nearkombination af endelig mange potenser er nemlig et polynomi-

um, og hvis ikke alle koefficienter er O, vil det kun have ende-

lig mange rØdder og fØlgelig ikke være O for alle t E T. 

Rang, dimension, basis. 

Lad (V,+,L) være et vill{årligt vektorrum og M en ikke tom 

delmængde af V. Der foreligger da to muligheder. Enten findes der 

for hvert naturligt tal p et sæt af mindst p lineært uafhængige-

vektorer i M. I dette tilfælde siges M at have rang uendelig, og 

man skriver 

rg N = oo. 

Eller antallet ~f vektorer i lineært uafhængige delsæt af M er 

opad begrænset. Det største af disse antal er et helt tal r 2 O~ 

for hvilket det gælder, at der findes r lineært uaf'hængige vel{-

torer i M, medens hvilkesomhelst r + 1 vektorer i M er lineært 

afhængige. Man siger da, at M har rang r og skriver 
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rg rvr = r. 

Hvert sæt af r lineært uafhængige vektorer fra H kaldes et maxi

malsæt for r·'I. At r = O, er ensbetydende med, at M - f ..Q J • 

Er mængden M et vektorrum, altså et underrum U i (V,+,L), 

specielt hele V, kaldes dens rang for vektorrummets dimension og 

betegnes dim (U,+,L) eller ofte kort dim U. 

Et vektorrum bestå.ende '-l:f en vektor, som så r~å være nulvek-

tor, og kun et sådant, har dimensionen O. 

Lad M være en vektormængde af endelig rang r i et vektorrum 

(V,+, L), og lad (y1 , ... ,yr) være et maximalsæt i r!_I. Da kan hver 

vektor y i M på en og kun en måde fremstilles som linearkombina-

tion af v1 , .•. ,v. - -r 

Bevis: De r+ 1 vektorer y1 , ••. ,yr,y er lineært afhængige. 

I en egentlig lineær relation mellem dem kan koefficienten til y 

ikke-være O, da der ellers ville bestå en egentlig lineær relation 

mellem y1 , •.• ,yr i strid med, at disse vektorer er lineært uafhæn

gige. Følgelig kan v fremstilles som en linearkombination af 

y1 , •.• ,yr. At fremstillingen er entydig bestemt, fremgår af en tid

ligere sætning. 

Anvendes dette speciel t på M = V, hvor V er et endelig--dimen-

sionalt vektorrum, fås: 

Hvert maximalsæt i et endelig-dimensionalt vektorrum frembrin-

ger dette rum. 

For hvert underrum U i et vektorrum (V,+,L) gælder 

dim U ~ dim V, 

og hvis dim V er endelig, består lighed kun for U= V. 

Bevis: Hvis dim V=·= er intet at bevise. Hvis dim V= n 

er endelig, kan der i delmængden U af V ikke findes lineært uaf-
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hængige 'sæt bestående af flere end n vektorer. Heraf følger ulig

hedens gyldighed. Er dim U = dim V = n, vil et maximalsæt i U til

lige være maximalsæt i V. Ifølge den foregående sætning er da både 

U og V det af et sådant sæt frembragte underrum, altså U = V. 

Hvis V = ~, kan man af dim U = dim V for et underrum U ~ V 

ikke slutte, at U = V. Som eksempel kan nævnes, at mængden af re-

elle talfølger, som konvergerer mod O, er et uendelig-dimensionalt, 

( ,N "') ægte underrum i følgerummet R ,+,h . 

Ved en basis for et vektorrum (V,+,L) forstås en indiceret 

mængde af vektorer fra V, som er lineært uafhængig og frembringer 

v. 
Hvert endelig-dimensionalt vektorrum har baser, nemlig maxi-

malsættene, idet et sådant, som vist ovenfor, frembringer rummet 

og ifølge definition er lineært uafhængigt. Det er oplagt, at an-

tallet af vektorer i en basis er højst lig rummets dimension. Det 

vil fr.:rre:å af nedenstående udskiftningssætning, at det altid er lig 

med dimensionen, altså at hver basis er et maximalsæt. 

Også hvert uendelig-dimensionalt vektorrum har baser. Dette 

vil imidlertid ikke blive bevist her. 

At et sæt (~1 , .•• ,~p) af endelig mange vektorer i et vektor

rum (V,+,L) er en basis, er ensbetydende med, at hver vektor i V 

på en og kun en måde kan fremstilles som en linearkombination af 

~1 , •.• ,~p· Dette er en umiddelbar følge af sætningen om entydighe

den af en vektors fremstilling som linearkombination (side III,1, 

11 ) • 

En uendelig indiceret mængde (y~),~ E J, af vektorer i et 

vektorrum (V,+,L) er en basis, hvis og kun hvis hver vektor i y 

har en og kun en fremstilling som linearkombination af endelig 
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mange vektorer v' med fra O forskellige koefficienter. - [, 

Som allerede antydet, følger vigtige egenskaber ved baser af 

følgende "udskiftningssætning" (H. Grassman..YJ., 1844, E. Steini t z, 

191 o): 

Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum, y
1

, ••• ,yq vektorer 

i V og U det af disse frembragte underrum. Lad endvidere~~ , ..• ,gp 

være lineært uafhængige vektorer i U. Da er p ~ q, og der findes 

q- p blandt vektorerne y
1 

, ••• ,yq' som sammen med g
1 

, •.• ,gp frem

bringer U. 

Bevis: Ifølge forudsætning er g
1 

som vektor i U en linearkom

bination af y
1

, ••• ,yq. I dem1e må mindst en af disse vektorer op

træde med fra O forskellig koefficient, da g
1 

som lineært uafhæn

gig vektor er forskellig fra Q. Man kan tænke sig vektorerne y r, 

nummeret således, at y
1 

har en koefficient forskellig fra O. Da 

kan y
1 

fremstilles som en linearkombination af g
1

,y2 , •.• ,yq. Men 

dette medførerr at hver vektor ~ E U er en linearkombination af 

disse vektorer; thi ifølge forudsætning er ~ en linearkombination 

af y
1 

, ••• ,yq' og i denne kan vektoren y
1 

erstattes med den nævnte 

linearkombination af g
1 

,y2 , ••• ,yq. I sættet (y
1 

, ... ,yq) kan føl

gelig y
1 

erstattes med g
1 

, 't.:tden at det mister egenskaben at frem

bringe U. Specielt er altså g2 en linearkombination af 

g
1

,y2 , ••• ,yq. I denne må mindst en af vektorerne y2 , ••• ,yq optræ

de med fra O forskellig koefficient, da ~~ og g
2 

er lineært uaf

hængige.Lad nummereringen af vektorerne være valgt således,at det-

t-e-gælder _for y 2 . Da kan y 2 fremstilles som linearkombination af 

~1 ,~2 ,y3 , ••• ,yq' og man ser som før, at disse vektorer frembrin

ger U. På denne måde fortsættes. Var nu p > q, ville man få 

vektorerne y1 , •o•'Yq erstattet med~~ , ••• ,gq, og de resterende 



\. 
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vektorer u 1 , ••• ,u ville være linearkombinationer af u1 , ••• ,u, -q+ -p -~ -q 

hvilket er umuligt, da Q1 , ••• ,~p er lineært uafhængige. Dermed 

er sætningen bevist. 

En ~iddelbar følge af sætningen er: 

Dimensionen af et vektorrum, som frembringes af et sæt af q 

vektorer, er højst q; thi antallet af vektorer i ei lineært uaf-

hængigt sæt er højst q. 

Ved hjælp heraf fås~ 

Antallet af vektorer i en basis for et endelig-dimensionalt 

vektorrum er lig med rummets dimension. Da en basis frembringer 

rummet, kan dettes dimension ikke være større end antallet af vek-

tarer i den. Men dimensionen kan heller ikke være mindre, da vek-

torerne er lineært uafhængigew 

Sammen med et tidligere resultat giver dette: 

Et sæt af vektorer i et endelig-dimensionalt vektorrum er en 

basis, hvis og kun hvis det er et maximalsæt. 

For hver delmængde M af et vektorrum (V,+,L) gælder 

r g· M = dim V(r,T). 

Bevis: Er rg M = oo, haves øjensynlig også dim V(M) = oo. Er 

rg M= r endelig og (:y:1 , ••• ,yr) et maximalsæt i M, kan hver vektor 

i .l\1 fremstilles som en linearkombination af y1 , ••• , Yr. Det saiTL.rne 

gælder da for hver vektor i V(JYI), da den jo er linearkombination 

af vektorer tilhørende M. Sættet (y1 , ••. ,yr) frembringer altså 

V( M), og idet det er lineært uafhængigt, er det en basis for V( 1~). 

Ifølge den foregående sætning er antallet r af vektorer da lig 

med dim V(M) som påstået. 

Hvert lineært uafhængigt sæt (u1 , ••• ,u) i et n-dimensionalt -- - -p--

vektorrum (V,+,L) kan, når p < n, suppleres til en basis for V 
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ved tilføjelse af passende vektorer ~P+1 , •.. ,~n fra V. 

Bevis: Lad (~1 , ••. ,~n) være en basis for V. Erstattes vis

se p af dens vektorer med ~~ , •.• '~p' fås ifølge udskiftningssæt-

ningen et sæt af n vektorer, som frembringer V. Ifølge den fore

gående sætning er dette sæts rang lig med dimensionen n af V. 

Sættet er altså lineært uafhængigt og dermed en basis for V. 

Eksempler. 

1) Det geometriske vektorrum (v3,+,R) har dimension 3. Hvert 

sæt af 3 vektorer, som afsat fra samme punkt ikke ligger i sam-

me plan, er en basis for v
3

. Underrummene kan altså kun have di

mensionerne O, l, 2 eller 3. Det eneste O-dimensionale underrum 

er foj • Hvert 1-dimensionalt underrum har som basis en vektor 

.§.l f Q og bestå1· af alle vektorer "A1 ~1 , 'A 1 € R, altså af alle 

vektorer, som afsat fra samme punkt ligger på linien parallel med 

.§.1 gennem punktet. Hvert 2-dimensionalt underrum har en basis be

stående af to vektorer ~~ og ~2 , som afsat fra samme punkt ikke 

ligger på samme linie. Det består af alle vektorer 'A 1..§.1 + ~.§.2 , 

"A 1 ,"A 2 € R, altså af alle vektorer,som afsat fra samme punkt lig-

ger i planen parallel med ~1 og ~2 gennem punktet •. Det eneste 3-

dimensionale underrum er v3 selv. Dermed er alle underrum af v3 
bestemt. 

2) Vektorerne 

~1 = ( 1 ' o ' o ' ... ' o ' o ) 
~2 = (0,1,0, ••. ,0,0) 

e ..,= (o, o, o, ... ,1 ,o) 
-n-~ 

~n = ( O , O , O , • . • , O , 1 ) 

i talrummet (Ln~+,L) er, som vist tidligere, lineært uafhængige, 
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og hver vektor (v1 , .•• ,vn) E Ln kan fremstilles som linearkombina

tion af dem: 

+ ••• + v e • n-n 

Dette viser, at sættet (~1 , ••• ,~) er en basis, og derved at rum

met har dimensionen n. Det kaldes derfor det n-dim~nsionale talrum 

over L, for L = R og L = C også kort det n-dimensionale reelle, hen

holdsvis komplekse talrum. 

N 3) I følgerummet (1 ,+,L) er 

~1 = ( 1 ' o , o ' . . . ) 

~2 = (o, 1 'o' ... ) 

lineært uafhængige. Men disse følger danner ikke nogen basis, idet 

f.eks. følgen (1,1,1, .•. ) ikke kan fremstilles som en linearkombi-

nation af endelig mange af dem. 

4) Polynomierne af' hØjst n-te grad (herunder "nulpolynomiet", 

dvs. konstanten O, som ikke tilskrives nogen grad) med komplekse 

koefficienter danner et underrum P i vektorrummet (F(c ~ c),+,c). n 
Dette underrum frembringes af potenserne tv, v= 0,1, •.• ,n, og da 

disse, som omtalt tidligere, er lineært uafhængige, danner de en 

basis for det. Dimensionen af Pn er altså n + 1. 

Lad der være givet n + 1 indbyrdes forskellige komplekse tal 

t t t For O 1 n er o' 1'"""' n" f-l= ', ••• , 

f (t)= (t- t) ••• (t- t 1)(t 
{l o {l-

og_ 
et polynomium af n-te grad~or alle 

- ttJ-+1 ) .••• (t- tn) 

tJ- 1 V = 0,1, ••• ,n gælder 

:rttCt) ~ [ :Ct) t o 
for v = {l 

for v :f {l• 

Heraf kan sluttes, at de n + 1 polynomier f er lineært uafhængi
{l 

ge og dermed danner en basis for p • 
n 

Er nemlig c ,c
1 

, ••• ,c kom-
o K 

plekse tal, således at 
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Vct : c
0

f
0
(t) + c1f 1 (t) + ••• + cnfn(t) =o, 

fås ved at sætte t= t for v= 0,1, ••• ,n, at c f (t ) =O, alt-
v v v v 

så c = O. v 

Til hvert polynomium g af hØjst n-te grad findes der altså 

et og kun et sæt af komplekse t.:11 a ,a1 , •.. ,a' således at 
o n 

n 
\1 

vct : g(t) = ~ a~f~(t). 

w=:;. O 

Ved at sætte t= t for v= 0,1 , ••• ,n fås g(t) =a f (t ). 
v v v v v 

Der gælder altså for alle t E C 

g( t) = 
g(t )f (t) 

/.! u 
-f (t ) 
~ ~ 

Denne ligning, der kaldes Lagranges interpolationsformeh udtryk

ker et polynomium g af hØjst n-te grad ved de værdier g(t ), som 
~ 

det antager for n + 1 givne, indbyrdes forskellige værdier 

t ,t1 , ••• ,t af den variable. Da o n 

b f (t) 
y, u 
f (t ) 
~ ~ 

for vilkårligt opgivne tal b ,b
1

, ••• ,b er et polynomium g af 
o n 

hØjst n-te grad, for hvilket g(t ) = b , har man: Der findes 
~ ~ 

netop et pol~1omium af hØjst n-te gra~, som for n + 1 givne, ind-

byrdes forskellige værdier af den variable antager givne v~rdier. 

Lad f være et polynomium af (n + 1 )-te grad med hØjeste ko

efficient 1 og indbyrdes forskellige rødder t ,t1 , •• o,t , altså 
o n 

f( t) = ( t - t ) (t - t1 ) • • • ( t - t ) ' o n 

og lad g være et polynomium af hØjst n-te grad. Med ovenstående 

betegnelser fås da for t f t,~= 0,1, ••• ,n, 
~ 
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= 
g(t ) 

f' (t ).1( t -"tl" 
J-l J-l J-l 

Man ser, at hver brudden rational funktion, hvor nævneren har ind-

byrdes forskellige rØdder t , og tællerens grad er mindre end næv
;..t 

nerens, har en og kun en fremstilling som linearkombination af' 

funktionerne 1/(t- t ). En sådan fremstilling kaldes en p.ekom
J.l 

QOsition. (Om generaliseringen til tilfældet, hvor nævneren har 

multiple rØdder se øvelse 22). 

Alt, hvad ovenfor er sagt om polynomier med komplekse koef'-

f'icienter og af' en l{ompleks variabel, gælder ordret f'or polynomi-

er med reelle ko.ef'f'icienter af' en reel variabel. 

Koordinater. 

Lad (V,+,L) være et vektorrum med den endelige dimension n, 

og lad der være valgt en basis (~1 , ••• ,~n). Hver vektor~ E V 

har da en og kun en fremstilling af formen 

2f = x1 ~1 + • • ' + x n~ 

hvor (x1 , ••• ,xn) er et talsæt tilhØrende Ln. Det kaldes koordinat-

sættet f'or vektoren ~ med hensyn til basen eller koordinatsyste-

met (e
1 

, ••• ,e ). Tallet x. kaldes vektorens i-te koordinat. Idet - -n 1 

der til hvert talsæt (x
1

, ••• ,xn) E Ln findes netop en vektor, 

hvis koordinatsæt det er, nemlig x
1

e
1 

+ ••. +x e , f'ås en bijek-- n-n 

tiv afbildning k af' V på Ln ved til hver vektor 2f at lade svare 

dens koordinatsæt: 

k(2f) = (x1 , ••• ,xn). 

Idet der f'or to vektorer 

+ • • • + x e n-n' Y= y1e1 + ••• +Y e - n-n 
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gælder 

(1 ) x+ Y = (x1 + y1)~1 + ·•· + (xn + yn)~n' 

altså 

k(~+ y) =k(~) + k(y), 

er k:V ~ Ln en isomorf afbildning af gruppen (V,+) på gruppen 

(Ln,+). Endvidere gælder for 

+ •.. + x e n-n 

og 1\ E L, at 

(2) = /\x1 e1 + ·~~ + Ax e , - n-n 

altså 

En bijektiv afbildning f af et vektorrum (V,+,L) på et vek

torrum (W,+,L) over det samme legeme L, således at 

f(~ + y) = f(~) + f(y)' 

for alle J,.,y E V og alle /\E L, kaldes en isomorf afbildning. Hvis 

der findes en isomorf afbildning af et vektorrum (V,+,L) på et vek

torrum (Vff+,L), siges (V,+,L) at være isomorft med (Vf,+,L). Oven-

stående kan derfor formuleres således: 

Hve!_i n-dimensionalt ve~iqTr~ (V,+,L) over et tallegeme L 

er isomorft med talrummet (Ln,+,L). Til hvert valg af en basis for 

V svarer der en isomo_!fi, nemlickoordinatafbildningen" k af V E§: 
Ln. 

Som følge af (1) og (2) vil lineære regninger med vektorer fra 

V afspejle sig i ganske tilsvarende regninger med deres koordinat

sæt med hensyn til en basis: Koordinatsættet for en linearkombi-

nation af visse vektorer er lig den tilsvarende linearkombination 

af disses koordinatsæt. Lineært afhængige (uafhængige) vektorer i 

V har lineært afhængige (uafhængige) koordinatsæt. 
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Elmempel. 

Lad (~1 ,~2 ,~3 ) være en basis for det geometriske vektorrum 

(v
3

,+,R), og lad der være valgt et punkt O i rummet. Sættet 

(0;~1 ,~2 ,~3 ) kaldes et parallelkoordinatsystem •. Af'sættes vekto

rerne ~1 ,~2 ,e3 fra O, vil hver af dem bestemme en orienteret 

linie gennem O, der kaldes heholdsvis fØrste, anden og tredje 

koordinatakse eller kort 1-aksen~ 2-aksen og 3-aksen. De ved O 

og parrene (~2 ,~3 ), (~3 ,~1 ) og (~1 ,~2 ) bestemte planer, 23-pla

nen, 31-planen ng 12-planen, kaldes koordinatplaner. 

For en vilkårlig vektor y E v
3 

har man 

v = v1~1 + v2~2 + v3~3' 

hvor (v1 ,v2 ,v
3

) er vektorens koordinatsæt. Afsættes v fra O til 
~ 

punktet P, så at y = OP, kan denne fremstilling af v som en sum 

af vektorer v1 ~1 9 v2~2 og v3~3 , der er henholdsvis parallelle 

med 1-, 2- og 3-aksen, fås geometrisk på fØ~gende måde. Gennem 

P lægges de tre planer, der hver er parallel med sin koordinat

plan. Hver af disse planer skærer en af koordinatakserne. Lad 

skæringspunkterne være P1 på 1-aksen, P2 på 2-aksen og P
3 

på 

3-aksen. Skæringslinien mellem de to planer gennem P, som er 

parallelle med 23-planen og 31-planen, er parallel med 3-aksen 

og skærer 12-planen i e t punk t P 1 2 • Man har da 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

OP = OP1 + p1p12 + p12p = OP1 + OP2 + OP
3

, 

altså 

~ ~ ~ 

OP1 = v1~1' OP2 = v 2~2' OP
3 = v3~3· 

Er X et vilkårligt punkt i rummet, forstås ved koordinat-
~ 

sættet for punktet X koordinatsættet for stedvektoren OX. 

En linie l tænkes bestemt ved et punkt A på den og en vektor 

v f Q parallel med den. Er a = OA stedvektoren til A og ~ = OX 
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stedvekt~ren til et vilkårligt punkt X, vil 

!. = ~ + tY., t E R, 

være en parameterfremstilling for linien, idet t ~ g + t~ er en 

bijektiv afbildning af R på mængden af stedvektorer til punkter

ne på 1. Med betegnelserne (a1 ,a2,a3), (v1 ,v2,v3 ) og (x1 ,x2,x3 ) 

for koordinatsættene for henholdsvie ~~ ~ og !. er· parameterfrem

stillingen ensbetydende med 

x1 = a1 + tv1 , 

x2 = a2 + tv2 , 

x3 = a3 + tv3 , 

t E R. 

Det bemærkes, at (A;v) er et parallelkoordinatsystem på linien 
-4 

l, i hvilket vektoren AX og dermed punktet X på l har koordinat-

sættet (t). 

En plan ~ tænkes bestemt ved, at den går gennem et givet 
-4 

punkt A med stedvektoren ~ = OA og er parallel med to givne li-

neært uafhængige vektorer Y.1 og ~2 • Betegner ~ igen stedvekto
-4 

ren OX til et vilkårligt punkt X, vil 

~ = ~ + t1y1 + t2y2, (t1,t2) E R2, 

være en parameterfremstilling for u, idet (t1 ,t2 ) -4 

~ + t 1y1 + t 2y2 er en bijektiv afbildning af R2 på mængden af 

stedvektorer til punkterne i~. Med betegnelserne (a1 ,a2 ,a3 ), 

(v11 ,v12 ,v13), (v21 ,v22 ,v23 ) og (x1 ,x2 ,x
3

) for koordinatsættene 

for henholdsvis ~~ y1 , y2 og!. er parameterf'remstillingen ensbe

tydende med 

x1 = a1 + t1 v11 + t2v21' 

x2 = a + 2 t1 v12 + t2v22' ( t1 't2) E: :R2. 

x3 = a3 + t1v13 + t2v23' 

(A;y_1 ,y2 ) er et parallelkoordinatsystem i planen ~, i hvilket 
-4 

vektoren .AX og dermed punktet X i~ har koordinatsættet (t1 ,t2). 
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Lad (V,+ ,L) være et viJ*1 i gt-vekt-oi'Tum- og M' og M" del

mængder af v. Mængden af alle vek~r, som hver er sum-~ en 

vektor tilhørende M' og en vektor tilhØI'ende M", kaldes de ,!2. 

delmængders sum og be-tegnes med M' + M": 

M' + M" = f];!' + ];! 11 l ~ 1 E: M 1 
A u 11 E M" J • 

Hvis en af' mængderne M' eller M" er tom, er M' + M" også tom. 

Herved er der def'ineret en komposition i mængden af' alle 

delmængder af v. Det er klart, at den er kommutativ og associa

tiv, idet vektoradditionen har disse egenskaber. Der f'indes et 

neutralt element, nemlig Q . Men en mængde M', der indeholder 

mindst to vektorer har ikke no~en "modsat" mængde; thi f'or hver 

ikke tom mængde M" vil M' + M" indeholde mindst to vektorer. 

Forkortningsreglen gælder heller ikke. 

For to underrum U' ,_a U" af' (V + L) er ·u' + U" det mindste 
.;...J;!. - , , -

underrum, der indeholder dem begge 2 altså 

u' + u" - v( u' u u"). 

Bevis: V( U' u U") er mængden af' alle linearkombinationer 

af' endelig mange vektorer tilhØrende U' u un. For~· E U' og 

u" E: u'·' er ];! ' + ~~~ en sådan linearkombination. Dette viser, a t 

U' +U"~ V(U' u U"). På den anden side er U' +U" et underrum; 

thi f'or 1\,J.l E L, ~·,y' E: U', !!",y.'' E U" har man 

!\(~' + ~") + J.l(Y.' +y_") = ('Au' +l-lY.') + (/\1!, 11 + 1-lX.") E U' +U", 

hvilket viser, at UR (side III,1 ,6) er opfyldt f'or U' + U". 

Idet 

u' = u' + fQJ 
U" = { O J + U" 

J ~ U' + U", 
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og V(U' u Ulf) er fællesmængden for alle underrum, som indehol

der U' og U", ka.I'.. man slutte, at V(U' u Ulf)~ U' +U", og dermed 

at U' + Ulf ::: V(U' u Ulf) som :påstået. 

For endelig-dimensionale underrum U' og U11 af (V,+,L) gæl

der dimensionsformlen (H. Grassmann, 1844) 

dim(U' +U") + dim(U' n U") ::: dim U' + dim U". 

Bevis: Der indfØres betegnelserne 

dim U' = :p~ dim U" = q, dim(U' n Ulf) = r. 

I U' n Ulf vælges en basis e1 , ••• , e • Denne su:p:ple~es til en ba-
- -r 

sis 

l l e1 , ••• , e , e +1 , o •• , e - -r -r -p 

for U' og til en rasis 

lf 11 e1 , ••• , e , e +1 , ••• , e - -r -r -q 

for Ulf. (Hvis r= o, menes hermed, at der vælges en basis 

e' 1 , ••• ,e' for U' og en basis e 1

1
1 , ••• ,e" for U''.) Hver vektor i - -:p - -q 

U' +U" kan da fremstilles-som en linearkombination af de 

:p + q - r vekto~r 

l l 11 11 e1 , ••• , e , e +1 , ••• , e , e +1 , ••• , e • - --r -r -:p -r -q 

Disse- vektorer er lineært uafhængige. Lad nemlig 

"' e + + "' e + "' 1 e 1 + + 'A 'e' + 'A 11 elf + ••. + "' 11 e" -- O "1-1 • • • '\r-r '"r+1-r+1 • • • · p-p · 'r+1-r+1 '\q-q 

være en lineær relation mellem dem. Den udsiger, at vektoren 

-"'" e" - "'"eu '\r+1-r+1 • • •- "q-q' 

som jo tilhØrer U11
, også må tilhøre U', altså U' n U11 • Den er 

fØlgelig lig o; hvis r= o, og en linearkombination af e1 , ••• ,e , 
- -r 

hvis r > O. Der må altså bestå en lineær relation af formen 

~1e1 + ••• +~rer + 1\~1~~+1 + ••. +"~~~==Q, 
hvor leddene med e1 , ••• ,e falder bort, hvis r= o. Da de ind-

- -r 

gående vektorer er lineært uafhængige, kan man heraf slutte, at 
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~+1 = •• " = /\~ := O. Deref'ter 

a t ~ = • , • = "r = /\~+ 1 = •• • 

f'Ølger af' den foregående ligning_~ 

O , i de t e 1 , ••• , e , e ' + 1 , •• ~ , e - ~r -·r -'1 

er b.n3ært uaf'hæ:1gige. Dermed er vist, atvektorerne (*) er li-

neært ·1af'hængige 1 og da de frembringer U' + U", danner de en b a-

sis f'o~ dette underrum. Dettes dimension er f'Ølgelig p + q - r, 

som påGtået. 

Et underrum U i et vektorrum (V,+,L) siges at være direkte 

sum af' underrummEne U' ~ U og U" ~ U) h vi s hver ve k tor i U har 

har e~"1 og kun en f'rems tilling af' f'ormen u' + ~", ~' E U', ~11 E U''··> 

Man hu· da naturligvis U= U' +U". Ønsker man at f'remhæve, at 

summ6~l er direkte, skriver man 

U = U' ~ U". 

Ji~~af' de fØlgende_betingelser, hvoraf' den f'Ørste er selve 

def'ini t ionen, ~nØdvendig og tilstFække]jg f'or:_, at SUJ]_!!l~n af' . .!.~ 

underpu-æ. U 1 Qg U11 ~r di~kte: 

o 
1 • For ~',y' E U 1 , ~",y" E U" g~lder 

u' + u" = v' + v11 u' =v' 1\ u" =v". 
o 

2 • For u' E U 1 
, ~" E U" gælde!:_ 

o 
3 $ 

u' +u" = O u' = u" 

U' n U" = f QJ • 

o. 

Bevis· Hvis 1° er opf'yldt, f'ås 2° f'or y' =v" =O. Omvendt, 
o o 

hvis 2 er opf'yldt, f'ås under forudsætningerne i 1 , at 

(~' - y') + (~" - :y:") = Q., 

altså u'- v'= ui'- v"= Q., idet u' -v' E U' og~"- y 1
' E U". 

o 
Dette viser, at 1 

o 
og 2 er ensbetydende. 

o 
Hvis 2 er opfyldt, 

kan man af' ~ E U' n U11 slutte, at !! = Q, idet !! + ( -~) = Q og 

u E U 1 - , o o 
-}! E U". Dette viser, at 2 medf'Ører 3 • Omvendt, hvis 
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3° er opfyldt, kan Man af J;!' E U', :!:!:" E U" og u' + u" = Q slutte, 

at u' = -u" =Q, idet jo:!::!;' = -u" E U' n U". Dermed er påstan-

den bevist. 

Er U' og U" endelig-dimensionale, viser dimensionsformlen, 
o o o o 

at 3 , og dermed ogsa 1 og 2 , er ensbetydende med 

dim(U' +U") = dim U' + dim U". 

Hvis det for to underrum U' og U11 i et vektorrum (V,+,L) 

gælder, at 

V = U' & U", 

siges de at være komplementære. Hver vektor :!l E V kan dh på en 

og kun en måde sk~ives 

+ u" - ' u' E U', :!::!; 11 E U". 

Vektoren u' kaldes komponenten af u efter U' med hensyn til U" 

eller også projektionen af!! på U' langs U11 , og tilsvarende for 

u". 

Spørgsmålet, om der til hvert underrum U' i et vektorrum 

(V,+,L) findes et komplementært, kan let besvares bekræftende, 

hvis V har endelig dimension n. Man vælger en basis e
1 

, ••• ,e , - -p 

p = dim U', for U' og supplerer den med vektorer e 1 , ••• ,e til -p+ -n 

en basis for V • Sættes 

U" = V( e +1 , ••• , e ) , -p -n 

haves Øjensynlig F' + U" = V, altså dim(U' + U") = n, og da dim U; 

= p , diæ U" = n - p , gi v er 4 o 

V = U' ~ U11
• 

Til et givet underrum U' findes der i almindelighed uendelig man·-

ge komplementære. 

Tilsvarende gælder for uendelig-dimensionale vektorrumc Men 

dette vil ikke blive bevist her. 
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IdEt additionen af delmængder af et vektorrum er associativ 

og komrm.tativ, er summen af flere end to mængder uafhængige af den 

orden J i. hvilken additionerne foretages og af mængdernes rækkeføl

ge, Specielt kan. altså sådanne summer skrives uden parenteser. 

Er u( 1 )~ •.. ,u(p) underrum af et vektorrum (V,+,L), vil 

u= u( 1 )+ + u(p) 

være mængden af vektorer 

u= y(1)+ ... + y(p)' 

Har hver vektor y ~ U netop en sådan fremstilling, siges summen at 

være d:._rekte, og m:1n skrive r 

u = u( 1 ) EB 

En tilutrækkelig (Jg selvfølgelig også nødvendig) betingelse her

for er; ::tt Q kun hlr en sådan fremstilling, altså at 

:!:!(1)+ .•. + Y(p) =Q, Y(1)E u(1), ••• ,y(p)Eu(P), 

medfører Q; (-l ) = • • . = u (P) = Q. Dette ses på tilsvarende måde som 

i tilf.:Dl iet p = 2. 

For endelig-dimensionale underrum u( 1 ) , ••• ,U(p) af et vektor

rum (V 5 +,L) er 

dim(u( 1 ) __ .. r + u(p)) ~ dim u( 1 )+ .•• + dim u(p). 

LighedstC)gnet gældnr, hvis og kun hvis summen af u( 1 ), ••• , U(p) 

er direkte. (Se øvelse 30) • 

Som første ekBempel betragtes det geometriske vektorrum 

(v3 ,+,~). Vektorerne tænkes afsat fra samme punkt. Endimensionale 

underrum kaldes her kort for linier og todimensionale for planer 

(gående gennem det pågældende punkt). Summen af to forskellige li-

nier er den plan, de bestemmer. Summen er direkte. Summen af tre 

forskellige linier, der ikke ligger i samme plan, er rummet. Sum-

men er dJ . .rekte -. Ligger de i samme plan, er summen denne plan og 
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ikke direkte. Summen af en plan og en linie, som ikke ligger i den, 

er rumrret. Summen er direkte, linien og planen altså komplementære. 

Ligger linien i planen, er denne summen, men ikke direkte sum. To 

forskellige planers sum er rummet og aldrig direkte. 

Som andet eksempel betragtes vektorrummet (P (C~ C),+,C) af 
n 

alle polynomier af højst n-te grad. 

nomium d(t) af graden o, 1 ~ o ~ n. 

Lad der være givet et poly-

Mængden af alle med d(t) de-

lelige polynomier i Pn' altså alle polynomier af formen q(t)d(t), 

hvor o(t) er et polynomium af højst (n - o)-te grad, er øjensyn

lig et 1mderrum U' i P . Polynomierne d (t) = t 0 d (t), td (t), ••• , 
n 

tn- 0d (t) danner en basis for det, De frembringer nemlig U' og er 

lineæTt uafhængige; thi en linearkombination af dem har formen 

q(t)d(t 1 , hvor q(t) er et polynomium, og af q(t)d(t) =O for alle 

t følge:·, at q(t) er nulpolynomiet, da d(t) f O for uendelig man

ge væi'"'d::_er af t. Dimensionen af U' er følgelig n - o + 1 • Desu

den betragtes underrummet U" = P0 _
1 

bestående af alle polynomier 

af højst (o- 1 )-te grad. Dette har dimensionen o. Nu har U' og 

U" kun ro.ulpolynomiet fælles, idet· hvert fra dette forskelligt po-

lynomiurr_ i U' har mindst graden o. U' og U" danner al t så direkte 

sum, og idet dim(U' (!}U") = dim U' + dim U" =n+ 1 = dim P , ha-
n 

ves P n = U' Efl U'', d.vs. de to underrum er komplementære. Heraf 

sluttes, at hvert polynomium p(t) har en og kun en fremstilling 

af forme~ p(t) = q~t)d(t) + r(t), hvor q(t) og r(t) er polynomier, 

og grade~ af r(t) er mindre.end graden af d(t). (Division med rest 

af p(t) med d(t).) 
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-Normerede vektorrum. 

Undertiden er det ønskeligt at kunne tilskrive hver vektor 

v i et vekt~rrum (V,+,L) over et tallegeme L en 11 længde 11 11~11, 

der har lignende egenskaber som en geometrisk vektors sædvanlige 

længde. Man ønsker al t så en funktion Y. ~ IIY.II fra V til R, som op-

fylder visse krav. Det har vist sig at være hensigtsmæssigt at 

stille de fØlgence, som Øjensynlig er opfyldt for geome~riske 

vektorers længder: 

N1 • ''vY. : ~- + o => II:Y-11 > o. 

N2. v vY. v LI- ii:Ayll = l :A IIIYII· 

N3. '~vll.'Y. : 1111. + Yll ~ ll~li + IIY.II· 
M N2 sluttes, at 

11211 = IIOQII = o, 11--yll = ll(-1)yll = IIY.II· 

En fu1Ll{tion 11 11 fra V til R med egenskaberne N1 , N2, N3 

kaldes en norm i (v,+,L), og vektorrummet sammen med en bestemt 

norm kaldes et normeret vektorrum. Et sådant kan betegnes 

(V,+,L,II 11). 

Ved til hvert tal 1 L at lade svare dets absolutte værdi 

fås en norm i det eridimensionale talrum (L,+,L). Dette således 

normerede vektorr·,~m betegnes sædvanligvis kort med L. Det under-

forstås altså (om fornØdent), at L er organiseret som normeret 

vektorrum med den absolutte værdi som norm. 

Et normeret ·rektorrum (V,+,L,II il) bliver til et metrisk rum 

ved afstandsdefin:. tionen 

Ved hjælp af N1--3 'Jg de anførte konsekvenser fås nemlig for l~, y' 

w v. 
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dist(y,y) = IlY - Yii = o, 

dist(J:!,y) = IlY- !!il > o for l! + y, 

dist(y,}!) = li:!:!- Yil = IlY - :!!11 = di s t (y,:!!) ' 

dis t(!!,!) = 11! - !!il = 11! -y+ y - !!il 

~ li!- yll + Ily - ~11 

= dist(:!!,y) + dist(y,!). 

Ved den indfØrte afstandsfunktion bestemmes en topologi i 

V, og man kan tale om kontinuerte afbildninger af det normerede 

vektorrum ind i et topologisk (specielt metrisk) rum, f.eks. ind 

i R. Normen selv bliver herved en (endda ligelig) kontinuert 

funktion fra V til R. Man har nemlig ifØlge N3 for !!'Y E V 

altså 

altså 

IlY - ~" + "~" ~ IIYII' 

11:!:11 - ll!lll J 
11:!!11 - IIYII 

III:Y:II - 11:!!111 ~ dist(:!!,y). 

For hvert positivt tal E er således IIIYII - Iillii I < E , når blot 

dist(:!!,y) < E o 

Eksempler. 

I talrummet (Ln,+,L) bestående af alle talsæt 

vil 

x. E L for i~ 1, ... ,n, 
l 

il~ 111 ~ l x1 l + • • • + l x n l 
være en norm; thi N1 og N2 er øjensynlig opfyldt, og at N3 gælder, 

sluttes af 
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for xi'yi E L, i= 1, •.. ,n. 

I samme vektorrum er også 

li ~lloo = max f l x1 l , · · · ' l xn l 1 
en norm. At N1 og N2 er opfyldt er ligeledes klart, og at N3 gæl-

der, sluttes af, at man ifølge ovenstående ulighed for hvert 

i = 1 , ••• , n har 

l x i + y i l ~ max f l x1 l ' ••• ' l xn l J + max fly 1 l ' .•• ' l y n l J • 

En tredie, hyppig anvendt norm i (Ln,+,L) defineres ved 
2 .., 1 

11~112 = (lx11 + ... + 1xnl,c)2 

Også her er det klart, at N1 og N2 er opfyldt. At N3 gælder, vil 

fremgå af et senere, mere alment resultat. 

Motiveringen for betegnelsen 11 l lu' p = 1 , 2, oo for disse nor--
"" 

mer er følgende: IVfan kan vise, at 

11~ l~ = ( l x1 l p + • · • + l x n l p) 
1 
/p 

for hvert reelt tal p ~ 1 er en norm, den såkaldte p-norm, i 

(Ln,+,L), og at ll~llp for hvert fast~ konvergerer mod 11~/loo, når 

p går mod uendelig. For normerne 11 Il kaldes N3 l\Hnkowskis ulig-
p 

hed. 

I et vilkårligt n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) ltan man ind-

føre normer ved at vælge en basis (~1 , ... ,~n) og for~= 

x1 ~1 + ..• + xn~n definere 11~1/p' specielt 11~1/00 , ved ovenstående ud

tryk. På grund af friheden ved valg af basis findes for hvert p u-

endelig ~ange p-no::-mer i et gi ve t vektorrum. 

Disse begrebe:~ finder især anvendelse på vektorrum over de 

reelle eller de komplekse tals legeme. 

Normer, der er analoge med de omtalte kan også defineres i 

visse uendelig-dimensionale funktionsrum. Vi vil her betragte vek-

torrummet (C([a,b] ~ R),+,R) af allo på et afsluttet interval 
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reelle 
[a,b] c R, a < b, definerede kontinuert~unktioner. (Det følgen-

de gælder ordret )gså for (C([a,b]-+ C),+,C), altså vektorrummet 

bestående af de på [a,b] kontinuerte funktioner med komplekse vær~ 

dier.) 

For~ E C([a 7 b] ~R) defineres 

b 

11~111 = l l~(t)jdt, 
a 

b .:!... 

llc;oll2 = (j lc;o(t)j2dt)2' 
a 

JJcpiJOO = sup! J~( t) J 
l 

l t E [a, b n. 
I stedet for s up }an der også skrives max, idet den kontinuerte 

funktion 1~1 har Et maximum på det afsluttede og begrænsede inter-

val [a, L] . 

At 11~11 1 og ll<fll
00 

er normer, ses som i det endelig-dimensio

nale tilfælde med benyttelse af 

l~(t) + if/(t)l ~ l~(t)j + lø(t)l 

for~ ,ifl ::: C([a,b] ~R) og t E [a, b], At IJ~IJ2 opfylder N1 og N2 eT 

også let at se, og at N3 er gyldig i dette tilfælde vil fremgå af 

et senere resultat. 

Vektorrum med indr3 produkt. 

I det geometriske vektorrum (V7 ,+,R) har man foruden de kom-·· 
J . 

positioner, som indgår i definitionen på vektorrum, det skalære 

produkt, altså en komposition fra v3 x v3 til R. Også dette'begreb. 
. . 

general~sercs. Vi skal her kun betragte vektorrum over de· reelle 

eller de komplekse tals legeme. Den følgende definit ion er formu-.. 

leret for det kompleks~ tilfælde. Overstregningen af et bogstav) 

som står for et komplekst tal, betyder overgang til det komplekst 

konjugerede tal. Definitionen i det reelle tilfælde er den samme~ 
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idet overstregningerne dog kan bortfalde. 

Vel et indre produkt i et vektorrum (V,+,C) (eller (V,+,R), 

forstås en komposition fra V x V til C (eller R), (~,y)~ ~·y, for 

hvilken der gælde::'~ 

IP·J. V V~'y ~ y·~ = u·v. 

IP 2 • V V~, y, }E : ( ~ + y) ·!!. = l!·~ + y·!'!_. 

IP3. V vl!,Y 'v' c"A (/\~·y) = /\(~·y). 

IP4. V vY : :_: f Q =:- v· v > O. 

I clet reelle tilfælde, hvor overstregningen i IP1 bortfalder 

og R treeder i steC-et for C i IP3, er dette velkendte egenskaber 

ved geonetriske VE,ktorers skalære produkt. 

Egenskaben IP1 betegnes ofte som Hermitesk symmetri (Ch. Her

mite, 1822-1901 ). Ved hjælp af denne fås af IP2 for g,y,!!. E V 

!!.•(y +y)= (g+ y)·!!.=~·!!.+ v·w 

= ~·~ + Y'!!. = !!.'~ + w·v 

og af IP3 for ~,y E V og f-LE C (eller R) 

~ • (f-L y ) = (f-L y ) • ~ = f-L (y • g ) = il (y . g ) = il ( ~ . y ) • 

Af dette med f-L -= O, y == O og IP3 med "A == O, u == O sluttes 

u==Q v v==Q =:- g·y = o. 

I et vektorrum (V,+,C) (eller (V,+,R)) med indre produkt de-

fineres en norm ved 

Egenskaben N1 ved en norm er sikret gennem IP4, og da 
1 1 1 

li"AYII == ("Ay·"Ay)'2 = ("A::;.,y·y)2 = I"AI (y·y)'2 = I"AIIIYII, 

er N2 opfyldt. 

Ved beviset for N3 benyttes en generalisation af Cauchv-Sch1v_arz' 

ulighed: 
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For ~·y = O er den øjensynlig rigtig. Det kan herefter antages, 

at ~·y + O, så at ~ t Q og y + Q. For ~'~ E C gælder 

( ~~ - /k Y) • ('A l! - ~Y.) 

= ~)\~·~ - Ajj,y·y - ~·y + ~~y·y 

= ~~u·u - 2Re(~~·y) + ~~y·y ~ O 

med betegnelsen Re for reel del, idet 

"N-ty·~ = ~J.Ig·y. 
1 1 

Sættes her~= (y·y) 2l~·yl/(~·y) og~ = (~·g) 2 , fås, da~ er reel, 
1 1 

( l! . ~ ) (y . Y. ) - 2 ( ~ • l! )2 (Y. • y )2 l ~ . Y! + ( ~ . l! ) (Y. • Y. ) ~ O ' 
1 1 

hvoraf den ønskede ulighed fremgår ved division med (JJ.•JJ.) 2 (y·y) 2 • 

Vi bemærker, at lighedstegnet i uligheden gælder, hvis og 

kun hvis y og y er lineært afhængige. Ved indsættelse af f.eks. 

u = vy i ulighedens to sider fås nemlig samme resultat, og ud fra 

lighedstegnets gyldighed sluttes i tilfældet u·v = O, at u = O el

ler y = O, i tilfældet JJ.'Y. + O, at ~Y. - ~Y. = O med de ovenfor an

førte værdier for ~ og ~ • 

1 

At N3 gælder for IIYII = (y·y)2 , aflæses nu af 

IlY. + Yll
2 = (JJ. + y)· (]d + y) = y·g + 2Re(JJ.•y) + y· v 

~ JJ.'JJ. + 2ly·yl + y·y 
1 1 

~ g . l! + 2 (g·· g )2 (Y. • Y. )2 + Y. • Y. 

= < (~·JJ.P + (y·y)t )
2 

= (llgll + liYII )2 
• 

Det sidste af tegnene ~ står for=, netop når g og y er.li

neært afhængige. Er y+ Q og g= vv, fås senbetingelse for, at-også 

det første ~ kan erstattes med =, at Re v = l v l , dvs. at v er re-

el og ikke ~egativ. 

Lighedstegn i N3, altså i 

11 g + Y. 11 ~ 11 uj l + 11 vil , 
gælder derfor her, hvis og kun hvis en af vektorerne u og y frem-
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går af' den anden ved mul tiplikat~.on med et reel t tal v > O, 

Det ses umid.delbarty at der ved 

+ x y n n 

definer es et indre produkt i det kom:plekoe talrum (d\+, C) og og

så i ilEt reelle i.alrum (R.i\+,R), hvor overstregnin&;erne dog er o-· 

verf'l:zlcige. Den til dette indre produkt hØrende norrn 112:f.ll = (25.·~)~-

s temr.1e1 overens n ed der. oven!'' o r (side III, 1 ;1 32 ) i~1dførte :Lunk-

tion dz.ll 2 , og derne er altså en norm, som p&stået. De to talrum 

med d,.::tte ~ndre rrodukt betegnes 1
2

(n,C) og 1
2

(n,R). 

~)Er k:.J.n ogs& defineres andre indre produkter i de to talrum, 

f'.eks. ved f'or faste positive tal y
1 

, ••• ,yn at S@tte 

-· -
~·l~ y 1 x~y1 + ••• +y X y . 

1 n n n 

:L 3t viU;:årligt vektorrum (V,+_~C) eller (V~+,R) af' endelig 

dimensLm n kan d·3f'ineres et indre produkt ved at v::Jlgc: en basis 

og f'or vektorer ~ og y_ med lwordinatsDttene (u
1

, r •, ;;lin) og 

(v
1 

).,.,vn) med hensyn til denne at s::Jtte f'.eks. 

-· -u. v= u
1

v
1 

+ •.• +u v • - -~ n n 

V&::lgep 11an i det seometriske vektorrum en basis boJstående af' tre 

parvi::. vinl::elrett~~ enhedsvektorer ~ f'ås p2. denne måde !to vektorers 

skalarp .:>odnkt. 
de 

] ~Ølgerummet (cfu,+,6) eller (~~,+,R) er m&::ngden af' f'Ølger 

x= (~ 1 ,x2 ~ ••• ), ~or hvilke den uendelige række 

l x1 l 2 + l x2 12 + •• -

er ko~:: v ;rgent, et underrum 1
2 

( 6) ~ hen..~oldsvis 1
2 

(R)" M konver

genser:. :tf' l'&;kl{ern; i l x. i 2 
og L. l y. !2 

f'Ølger nemlig konvergensen ai' 
l l 

2 
L. l x i ·l .r i l , idet der f'or vilkårlige kom-plekse tal x og y gCJlcJ•.::r 

~ l :~y l = l x 12 
+ l y l 2 

- ( l x l - l y l ) 2 ~ l x 12 
+ l y ! 2 
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og fpl~elig 

1~ + Yl
2 ~ lxl

2 
+ IYI

2 
+ 2lxyl ~ 2(lxl 2 

+ IYI 2
). 

Af den fØrste af disse uligheder sluttes endvidere, at rækken 

,6x.y. 3r absolut konvergent. Sættes 
l l 

- -
!·Y.= x1y1 + x2y2 + ••· 

for ve-{torer x·= (x
1 

,x
2

, •• ·) og il = (y
1 

,y 2 , • • ·) 

fas et indre produkt i lr(c) eller 
~ 

tilhØrende 1
2

(c) 

1
2

(:R). (Disse to 

vektor:_ .. um er eks·::!mpler på Hilbert rum, hvorved forstås fuldstæn-

dige U·3ndelig-dinensionale vektorrum med indre produkt over de 

komple]:se elle r de reelle tals legeme.) 

I funktionsr•ummet (C([a,b] ~ C),+,C) eller (C([a,b] ~ R),+,R) 

bestående af de på et afsluttet interval [a,b] c k definerede og 

kontinnerte funktioner med henholdsvis komplekse eller reelle 

værdier defineres ved 
b 

((J• tjJ = J a ep( t)VJ[t) d t, 

hvor cp,t/J € e([a,b] ~c) eller qJ,tfi € e([a,b] ~:R), et indre pro-

dw{t. De betragtede vektorrum med dette indre produkt betegnes 

I det fØlgende betragtes et vill{årligt komplekst eller reel t 

vektorrum med et indre produkt. Det betegnes med (V,+,L, ·), hvor 

altså L= C eller L= :R. Den ved det indre prodw{t bestemte norm 

betegnes 11 11· 

En vektor y_ E V, for hvilken ll:dl = 1 , kaldes en normere t 

vektor eller enhedsvektor. Hver vektor y_ f Q. l{an 11 normeres 11 på 

netop ~n måde ved multiplikation med et positivt reelt tal, nem-

lig 1/IIY...II· 

En vektor u siges at W3re ortogonal (i det komplekse til-
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fælde også unitær-ortogonal) til en vektor y, hvis 

U•V = 0. 

Da V•U = U·V og ~·Y er samtidig O eller ikke O, er ortogonali

tet en symmetrisk relation i V. Nulvektoren O er ortogonal til 

hver vektor i V, og den er den eneste vektor, der er crtogonal 

til sig selv. I stedet for ~·Y= O skrives også 

~l v. 

(I det geometriske vektorrwn med skalarproduktet som indre pro-

dukt er ~ l v for ~ f Q og y f Q ensbetydende med, at vektorerne 

u og v er viru{elrette på hinanden.) 

For hvilkesomhelst vektorer ~'~ i et vektorrum med indre 

produkt gælder 11 Pythagoras' sætning": 

~lY 11~11 2 2 2 
=> + IIYII = 11~ + Yll o 

Dette sluttes af 
2 

(~ + y).(~ + y) 11~ + Yll = = U•U + V•V + U• V + V•U -- -- ~-

11~11 2 IIYII
2 --= + + U• V + U• V. -- --

(Heraf ses tillige, at i reelle vektorrum gælder også den omvend

te sætning.) Ved induktion fås, at der for parvis orto8,onale vek

torer ~1 , ••• .,~p i et vektorrum med indre produkt gr3lder 

To delmængder M og N af V siges at v::we ortogonale, og man 

skriver 

M l N, 

hvis V M~ V Ny : ~ l y o 

Er M f Ø en delmængde a:( V, vil mængden 

af vektorer, som hver er ortogonal til samtlige vektorer i M, 
--
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være et underrum af V; thi af 

VM~ : B·~ = o A v.w = o 
sluttes ved hjælp af IP2-3, at 

VLA.,f.l Vrvr! : (A.:!;! + f.1Y)·Yf. = 0 • 

M.l kaldes fie.t maximale til M ortogon,~le u.nde!'rum. Man har spe c i~ 

elt fQJ.l =v og v.l = iQJ. 
Det maximale til Mj_ o!'togonale underrum Mil indeholder M og 

dermed det af M frembragte underrum V(M). Der gælder altså 

V( M) <;: Mil 
. ' 

specielt for et underrum u af' V 

u ~ uil. 

Har vektorrummet endelig dimension, gælder lighedstegnet for hvert 

underrum, hvilket bevises nedenfor. I uendelig-dimensionale vek

torrum behøver dette ikke at være tilfældet (jfr. øv. 50) 

Fr~ O forskell~~' parvj§ ortogogale vektorer ~1 , .•• ,~r i et 

vektorrum med indre produkt er lineært uafhængige; thi af 

)\1U1 + ••• +A u + - p-p 
• • • + 

fås f'or hvert p= 1, ••• ,r ved indre multiplikation med u -p 
A u •U = o, 
p-p -p 

altså A.p = O, da ~p +Q. 

En indiceret mængde (u ), ~E J, af vektorer i et vektorrum 
-~ 

med indre produkt siges at være et ortonormeret eller ortonormalt 
·-~-.-c~ 

§.Y.Stem, hvis alle dens vektorer er normerede og hvilkesomhelst to 

af dem,svarende til forskellige indices, er ortogonale, altså hvis 

f'or ~ = K 

f'or ~ + K 

Idet et crtanormalt system er lineært uafhængigt, er det en basis, 

dersom det frembringer hele vektorrummet. Det kaldes da en orto-



Mat. 1, 1962-63 AG III, 1, 40 

normeret eller ortonormal basis. 

Ved undersøgelse ar vektorrum med indre produkt er det ofte 

fordelagtigt at benytte ortonormale baser (i det geometriake vek

torrum sædvanlige retvinklede koordinater). Hvert endelig-dimen

sionalt (men ikke hvert uendelig-dimensionalt) vektorrum med in-

dre produkt har ortonormale baser, hvilket vil fremgå ar den fØl

gende ortonormaliseringssætning (J.P. Gram, 1879, E. Schmidt, 

1907) : 

Lad der i et vektorrum med indre produkt være givet et en

deligt eller numerabel t, line[art uafh&mgigt vektorsæt (y[,), {., E J, 

hvor J= f1, •.• ,pJ ~ller J= N. Da findes et ortonormalt sæt 

(~{.,), {., E J, således at sættene (y
1

, ••• ,y_p) og (~1 , ••• 1 E;p) ror 

hvert p E J frembringer det samme underrum. 

Bevis: Med U , p E J, betegnes det af ( v
1 

r ••• , v ) frembrag-p - -p 
te underrum. Antag, at vi for et r E J har et ortonormalt sæt 

(~1 , ••• ~~r), der frembringer Ur. Under rorudsætning af at 

r + 1 E J, vil vi søge at udvide til et ortonormalt sæt 

(~1 , ••• ,~r'~r+i ), der frembringer Ur+1 • Vektoren Yr+1 kan ikke 

tilhØre U, idet v1 , ••• ,v ,v 
1 

er lineært uafhængige. r - -r -r+ 
Heraf slut

frem-
tes, at u1 , ••• ,u ,v 

1 
er linecart uafhængige og fØlgeligbringerUrt 

- -r -r+ 

idet dette underrum har dimensionen r+1 • Her kan nu v 1 erstat--r+ 

tes med en vilkårlig vektor w 1 ar rormen -r+ 

w ~ v + A u + 
-r+1 -r+1 1-1 •• < +A u r-r 

med koefficienter A1 , ••• ,Ar fra L, idet Yr+1 er en linearkombina

tion ar u1 , ••• , u , w 1 o Vi søger sådanne koerf·icienter A1 , ••• , A...,, - -r -r+ ..., 

at ~r+i bliver ortogonal til ~1 , ••• ,~r· Dette vil være tilfældet, 

hvis(og kun hvis) der ror p = 1 ' •.• ,r gælder 

w 
1
.u =v 

1
,u +A =o, -r+ -p -r+ -p p 
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altså 
'Ap = -v 1.u • -r+ -p 

AG III, 1, 41 

Da u
1

, ••• ,u, v 
1 

er line~rt uaf'h<:cngige, er den således beste-m-- -r -r+ 

te vektor ~r+1 f Q og kan normE.:res. Sættes :!-.!r+1 = Y!r+i/ll!.r+ill, 

vil (:!-,!1 , ••• ,~r+i) være et ortonormalt sæt, som f'rembringer Ur+1 • 

Idet y
1 

f Q, vil sættet bestående af' :!l1 = y1/llv 111 vwre or

tonormalt og f'rembringe u
1

• Bestemmes nu successivt ~2 ,:)d3 ,.". 
på den oveni'or angivne måde: ~2 ved normering af' 

~2 = y2 - ( y2. ~1 ) ~ ' 

dern~st ~3 ved normering al 

~3 = y3- (y3.~1):!l1 - (y3.~2):!l2' 

osv., f'ås et ortonormalt swt (u), ~E J, med den ønskede egen
~ 

skab, ( u
1 

, ••• , u ) f'rembringer U for hvert p E J. Metoden kal-
- ~ p 

des Gram-Schmidts ortonormalisering. 

Er det givne vektorsæt (y
1 

,::!.2 , ••• ) en basis for det betrag

tede vektorrum, vil også (:!;l
1 

d!2 , ••• ) være en basis. Man har al t-

så: 

Hvert vektorrum med indre produkt, som har endelig~imensi-

on eller en numerabel basis, har ortonormale baser. 

I det f'Ølgende betragtes ot vektorrum (V,+,c,.) eller 

(V,+,R,.) med indre produkt og den endelige dimension n. 

For hvert underrum U af' V gælder 
l_ u ('!) u = v. 

Bevis: Det er klart, at U n u1 = f.Qj, altså nt summen 

U + Ul_ er di re l<: te, idet Q er den enes te vektor, der er ortogonal 

til sig selv. Der gælder fØlgelig 

dim(U ~ Ul_) = dim U + dim Ul_ ~ n. 
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Sættes dim U = p, er det altså tilstrækkeligt at vise, at 

dim u..l ~ n - p • En basis (e
1

, ••. ,e ) for U suppleres med vekto-
- -p 

rer e 
1 

, ••• ,e til en basis (e1 , ••• ,e) for V, og denne ortonor~ 
-p+ -n - -n 

maliseres. Derved fås en ortonormal basis (f
1

, ••• ,fn) for V, hvor 

(f1 , ••• ,f) frembringer U. De n- p vektorer f 1 ,: •• ,f tilhØ-- . -p -p+ -n 

rer u..l, idet hver af dem er ortogonal til vektorerne f 1 , •.. ,f - -p 

og dermed til det af disse frembragte underrum U. Da u..l således 

indeholder n - p linec3rt uafhængige vektorer, er dim u..l { n - p, 

som påstået. 

Vi bemærk~r, at u..l er det eneste underrum, som er både orto

~nal t t~l u og komplementært til u o u..l kaldes derfor det ortoB2.

nale komplement til u. 
For vilkårlige underrum U og U' af et vektorrum V med indre 

produkt (gerne af uendelig dimension) gælder nemlig 

(*) U :l U' A U + U' = V 

thi af U l: U 1 fØlger U 1 ~ ~, og skrives en vektor v E: ~ på for·-

men y_ = l! + l!', :!:! E: U, l! 'E: U', haves dels v - u' = };!, dels 

v - u' .l :!:!,-fØlgelig v - u' = Q. og dermed v = :!:!'E u', hvilket vi

ser u..l ~ u'. 

(Også når V har uendelig dimension, siges et underrum U' at 

være ortogonalt komplement til et underrum U, hvis U l U' og 

U + U' = V. IfØlge (*) l{an et underrum U ikke have andre ortogo

nale komplementer end u..l. Når dim V = ~, kan det imidlertid fore-

komme, at et underrum slet iklte har noget ortogonalt komplement, 

jfr. øvelse so.) 

Det er nu klart, at vi for hvert underrum U af et endelig-~ 

dimensional t vektorrum med indre prod-ulet har 

u = uil, 
thi U er jo ortogonalt og komplementært til u..l. 
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Lad der være givet et underrum U af det n-dimensionale vek-

torrum V med indr3 produkt. Hver vektor v € V har da en og kun 
, 
en fremstilling af formen 

v ~ v' + v" - - ' 
Vektoren~·, alts~ projektionen af y på U langs U~, kaldes orto-· 

genalprejektionen af y på U. Den kan også karakteriseres som den 

vektor ~ € U, hvis afstand fra v er mindst: 

IlY. - Y 'li min IlY - :!:lli· 
~€U 

For hver vektor ~ € U er nemlig v - v' ~ v' - u € u, fØlgelig 

IlY - ~11 2 = Ily - v' + v' - }!11 2 

=Ily- y'll 2 
+ liy'- ~11 2 ~ 11~- y'll 2

, 

hvor lighedstegnet gælder, hvis og kun hvis u= v' . 

.A:f v = v' + v" og y_'~ ~t' fås 

og dermed 

11~'11 ~ IIYII' 
hvor lighedstegnet gælder, hvis og kun hvis y" = Q, altså v E: U. 

Kender man en ortopormal basis (e1 , ••. ,e ) for U, kan man 
- -p 

finde ortogonalprJjektionen 

y' = A1~1 + ••. + lp~p 

af v ved at beste_nme A1' A. n 'lp således, 8.t v - v' bliver ortogo-·· 

nal til e
1

, ••• ,e . Ligningerne 
- -p 

(v - A
1 

e
1 

-- • • • - A e ) . e. = O, - - . p-p -l 
i= 1, •.• ,p, 

er opfyldte, hvis og kun hvis A· =V· e., hvilket giver 
l ~·-l 

v' = (y·~1 )~1 + neo + (y·~p)~p· 

For 11~'11 2 finder man 

-- PL v'·v' [(v.e.)e.].[(v.e.)e.] 
- -l -l - -J -J 

i' j=1 
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p~ 
~ 

=) (v-e.)(v.e.)e .. e. = 
-· - -l - -J -l -J 

i _::i 

~~=1 

AG I I I , 1 , 44. 

2 l V• e. l • 
- -l - -·-- ----

i=1 

Uligheden--fly'-~-i 'ltyll giver-nu Bessels ulighed (ei'ter F.W. Bescel, 

der 1828 beviste den tilsvarende ulighed for et specielt funktions 

rum): 

For hvert ortonormalt sæt (e1 , .•. ,e ) og hver vektor v i et - -p 

endelig-dimensionalt vektorrum med indre produkt gælder 

Lighedstegnet gælder, hvis og kun hvis y tilhØrer det af 

(e
1

, ••• ,e) frembragte underrum U, specielt for hver vektor _v, - -p 

hvis U= v. I dette tilfælde fås Parsevals ligning (efter M.A. 

Parseval, der i 1806 beviste en analog ligning for et specielt 

funk.tionsrum): 

·- . ·-. 
For hver ortono,rmal basis (e

1 
, ••• ,e ) og hver vektor v i et - -n 

n-dimensimlalt_v:e.k:torrum-med indre produkt gælder 

2 2 2 
l Y· ~1 l + • • • + l Y· ~n l = IIYJL.~ ---

Idet her v' ~ v, er 

v = (y-~1)~1 + •·· + (y·~n)~n' 

dvs. de indre prolukter v. = V•e. er koordinaterne for v med hen
l - -l 

syn til den orton•)rmale basis. Parsevals- ligning er altså ikke 

andet end en gene:,alis&.tio.n 

IIYII 2 
= 

af det geometrisk(~ vektorrums 11 afstandsformel 11 • Også skalarpro-

duktets udtryk i nædvanlige retvinklede koordinater kan genera-

liseres: 

For vektorer u og v i et n-dimensionalt vektorrum med indre 

produkt haves 
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= 

hvor (u
1

, ••• ,un) .Jg (v1 , ••• ,vn) er koordinatsættene for u og y 

med hensyn til en ortonormal basis (e
1
,, •• ,en). 

Dette fremgår af følgende regning: 

U• V 

n n 
= (\'u.e.).(\'v.e.) L l-l L; J-J 

i=1 j=1 

n n 

=L (u.e.).(v.e.) = \u.v.(e .. e.) 
1-1 J-J L 1 J -1 -J 

\j=1 :i,j=1 

n 

= Lui v: i. 
i=1 

I Ieell~ vektorrum med indre produkt defineres en vinkel~, 

O < ~ :;_ 1T, mellem to vektorer :!! =l= .Q og y f .Q ved 

u•v 
~ = Arecos li :!!~~ l ~Y li , 

hvilket er muligt på grund af Cauchy-Schwarz 1 ulighed. Vinkler-

ne .J' i mellem en vektor y_ =f .Q og vektorerne ~i, i = 1 , •••• , n, i 

en ortonormal basis kaldes vektorens retningsvinkler med hensyn 

til de1me basis. Vektorens koordinater v. kan da skrives 
l 

i = 1, ••• ,n, 

og "afstandsformle~1." giver relationen 

co3 2~ 1 + ••• + cos 2~n = 1 

mellem vektorens "~etningscosinusser". 

End3lig-dimen8ionale reelle vektorrum med indre produkt kal-

des ofte euklidiskr~ rum, for komplelcse bruges navnet unitære rum. 
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Øvelser til kap. III, § 1. 

1. Vis, at VR10 ikke fØlger af de øvrige krav, der er stillet 

til et vektorrum. (F.eks. kan man for geometriske vektorer 

i planen erstatte det sædvanlige produkt AY af et reelt tal 

A og en vektor y med dettes projektion på en fast linie.) 

2. Undersøg hvilke af fØlgende delmængder af F( e ~ e)' der er 

underrum i (.F( c~ c) ,+,c): 

Mængden af alle polynomier med komplekse koefficienter, mæng-

den af alle polynomier af en given grad m > o, mængden af al

le polynomier af hØjst m-te grad (herunder nulpolynomiet). 

Mængden af alle funktioner f:C ~ C, der opfylder betingel-

sen 3f(i) = f(-i), henlioldsvis Vcz : f(z) = f(1-z). 

3. Undersøg, om de monotone (dvs. de aldrig aftagende og de al

drig voksende) funktioner defineret på et interval I udgØr 

et underrum i (F(I ~ R),+,R). 

4. Vektorerne ( 1 , O, O, O, ••• ) , (O, 1 , O, O, ••• ) , (O, O, 1 , O, ••• ) , ••• 
N frembringer et underrum i rummet (R ,+,R) af alle reelle tal-

fØlger. Hvorledes kan det ses på en talfØlge, om den tilhØrer 

de t te underrum ? 

5. Undersøg, om vektorerne i de fØlgende vektorsæt tilhØrende 

de angivne vektorrum er lineært afhængige, og fremstil i be

kræftende fald en af dem som en linearkombination af de øv-

rige: 

a) (-1,1), (2,2), (o,3) i (:R2 ,+,:R). 

b) (i' 1 ) ' ( 1 +i' o)' (o' 1-i) i ( c2
' +'c) . 

c) ( 1 , 1 , 1 ) , (o, 2, 2) , (o, 1 , 3) i ( p3, +~:R) • 
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6. 

7. 

( ( ) ( .. 4 ') d) ( 1 , O, 1 , O) ~ O, 1 1 O, 1 ) , 1 , -1 , 1 1 -1 ) 1 (O , O, 1 , 1 i R , +,R J 

For hvilke tal t er 

a) vektorerne ( 1 't) og (t,1) i (R2 ,-+-,R), 

b) vektorerne (1,t,o), (t, O, 1 ) og (0,1 ,t) i c3 .. ) R ,+,R , 

c) de samme vektorer i (c3 ,+,c) 

lineært afhængige? 

.Angiv en betingelse, som tallene a .. , i = 1, ••• ,n, j = i, ••• , 
~J 

n, i < j, opfylder, hvis og kun hvis vektorerne 

( a
11 

, O , O , • • • , O ) , 

( a1 2' a2 2' O ' • • • ' O ) ' 

• 

(a1n' a2n' a3n' • • • ' ann) 

i vektorrummet (Ln,+,L) er lineært uafhængige. 

8. Vis, at hvis vektorerne y1 ,y2 , ••• ,~ i et vektorrum (V,+,L) 

er lineært uafhængige, vil også vektorerne y1 + a~2 , y 2 , ••• , 

Yp' hvor a betegner et 

ge. 

tal fra L, være lineært uafhængi-

9. Gælder det, at når tre vektorer~' ~~ ~i et vektorrum er li-

neært uafhængige, vil også vektorerne v + ~' ~ + ~, ~ + y væ

re lineært uafhængige? Gælder det omvendte? 

10. Vis, at to vektorer (x1 ,x2 ) og (y1 ,y2) i (12 ,~,1) er lineært 

afhængige, hvis og kun hvis x1y 2 - x2y1 = O. 

11. For ethvert positivt reelt tal a betragtes funktionen bestemt 

ved t~ at for t E R. Vis, at denne mængde af funktioner til

hØrende_yektor-runuQej;_ R( R__-~- R) 1 + ,-R}-er_lineær t uafhængig. 
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12. Angiv rangen og alle maximalsæt for mængden 

~(1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1)l af' vektorer i (:R 2 ,+,R). 

13. Bestem rangen af mængden l (-2,4,0), (0,3.·1), (2,~1 ,1) 1 af' 

vektorer i (R 3 ,+,R), og angiv et maximalsæt. Undersøg, om 

det af' disse vektorer frembragte under~um indeholder vekto-

rerne (1,0,0) og (2,2 1 2). 

14. For hvert reelt tal ep og hvert reelt tal a~ O bestemmesen 

funktion ved t ~ a cos (t - ø") 1 JL' t E R. Vis, at mængden 

af' sådanne funktioner er et'underrum i F(R ~ R,+,R), ~g an-

giv en basis f'or dette un~Grrum. 

15. Bestem dimensionen a1' !fet underrum :i. F(R ~ R,+ ,:R), som f'rem- · 

bringes af' funktionerne 
' 

. ! 2 2 
t ~ 1. 96s t~ sin t, cos t, cos t sin t, sin t f'or t E R, 

o~ ,angl v en basis f'or det. 

16. Angiv en b2sis tor (:R4,+,R), som indeholder vektorerne 

(3,0,1,2) og (-1,2,0,-1). 

17. 

18. 

\ 
Bestem dimensio\!en af' vektorrumm-e.t (cn,+,R) og angiv en basis 

f'or det. (Betra~t f'Ørst tilfældet n~ 1 .) 

\ 
Vis, at vektorru$net (R,+, Q) har uendelig dimension. (Benyt,_ 

at mængden Q af' r~~nale tal er numerabel, eller denne op- ' 

gaves sidste resultat\) 

Hvad betyder det f'or d\t reelle tal a, at 1 og a er lineært 
l 

uafhængige i dette vekt~rum? 

Vis, at 1, v2, v3 er line~t uafhængige i (R,+,Q). 

Vis, at log p1 , ••• ,log pn' 'Q-vor p1 , ••• ,pn er indbyrdes f'er

skellige primtal, er lineært~f'hængige i (R,+,Q). (Bemærk, 
l 
l 

\ 
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at hvis vektorer i et vektorrum over Q er lineært afhængige, 

består der en egentlig lineær relation med heltallige koef

ficienter mellem dem.) 

19: En reel fur.ktion f defineret. :på intervallet I = 

~x E R l O ~ x ~ 1 J kaldes stylrY:·~vis lineær, hvis der findes 
.. 

en inddeling af I, O= t
0 

< t 1 < ••• < tn = 1, og polynomier 

aix +bi af hØjst 1. grad, i= 1,2, ••• n, hvor 

a.t. +b. =a. 1t. + b
2
.+1 ' 

l J. l l+ J. 
i= i, ••. ,n-1, 

således at 

f(x) = a.x + b. 
l J. 

i = 1 , ••• ,n. 

Vis, at mængden Fsl = Fs1 (I ~R) af stykkevis lineære funk

tioner defineret på I er et underrum i vektorrummet F(I ~R,+,R) 

af alle reelle .funktioner på I. 

For hvert t, o ~ t < 1 ' er funktionen gt' hvor 

[ 
o for o ~ x ~ t, 

gt(x) == 
x - t for t ~ x ~ 1 ' 

en stykkevis lineær funktion på I. Vis, at disse funktioner 

gt, O~ t< 1, sammen med den konstante funktion g1 == 1 dan

ner en basis for Fsl" (Benyt ved påvisningen af, at hver funk

tion f tilhørende Fsl kan skrives som linearkombination af en

delig mange af funktionerne gt' O~ t~ 1, indw{tion efter an

tallet af knæk for f.) 

For hvert t, O~ t< 1, er funktionen ht' hvor 

for O ~ x ~ 1, 

ligeledes en stykkevis lineær funktion på I. Vis (under benyt

telse af det allerede fundne) at også funktionerne ht' 

O ~ t ~ 1 , danner en basis for F sl. (Med andre ord vil da væ

re vist, at enhver stykkevis lineær funktion f på [O, 1 J har en 
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, 
og kun en fremstilling 

f(x) = c
0

jx- t
0

1 + c1 lx- t 1 l+ ••• +cnlx- tnl 

for O ~ x ~- 1, 

hvor O = t
0 

< t 1 < ••• < tn = 1, og c1 , ••• ,cn_1 alle er for

skellige fra O.) 

20. Bestem polynomiet g af hØjst tredie grad således, at g(-1) =-..-c·. 

3, g(O) = 1, g(2) = -1 og g(4) = 2. 

21: Bevis ved hjælp af Lagranges interpolationsformel, at der for 

vilkårlige, indbyrdes forskellige komplekse tal t ,t1 , ••. ,t o n 

og de angivne hele tal m gælder 
n 

t m 

[ ~ 
for o ~ m ~ n - 1 

I _JL_ = 
f (t ) for m :;: n, 

J.L=O f.L f.L 

hvor 

f (t)= (t- t) ••• (t- t 1)(t- t 1) ••• (t- t). 
f.L o f.L- J.L+ · n 

22: Der antages givet et naturligt tal n, naturlige tal 

m ,m1 , ••• ,m, o r således at 

• • • + m = n + 1 , r 

samt r+ 1 indbyrdes forru(ellige komplekse tal t ,t1 , ••• ,t " o r 
Polynomiet 

er da af graden n+ 1. Med f , p= 0,1, ••• ,r, f.L = 1,2, •.• ,m, 
~ p 

be-tegnes· -det -J!Olynomi:um,.---~--t.o.r....~t. t- t p' p = O, 1 , ••• , r, er 

bestemt ved 

f (t)= f(t) (t- t )-f.L. 
PJ.L p 

Disse n + 1 polynomier er alle af hØjst n-te grad. 

Vis, at de danner en basis for P (C~ C). (Benyt f.eks., at 
n 

hvis et tal er m-dobbelt rod i et polynomium, vil .det være 

(m-1)-dobbelt rod i polynomiets afledede.) 
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Slut heraf, at hver brudden ratinnal funktion g/f, hvor g 
, 

er et polynomium af hØjst n-te grad, har en og kun en de-

komposition af formen 

f~ Pt~~ == L L 

hvor a E c. 
PI-l 

a (t - t ) -/-l 
PI-l p ' 

Bevis, at der for givne komplekse tal b , p= 0,1 , ••• ,r, 
P /.L 

J-l= 1,2, ••• ,m' findes netop et polynomium g af hØjst n-te p 
grad, for hvilket 

m -J.L 
D l' g( t ) = b , 

p PJ.L 

(for hvilket altså værdien og de m - 1 første afledede i 
p 

hvert tp er foreskrevet). Betragt specielt tilfældet r== o, 

m =n+ 1 (Taylors formel for polynomier). 
o 

23. I vektorrummet (v
3

,+,R) af de geometriske vektorer er givet 

fra O forskellige vektorer ~,Q,~ 1 1,~. Det forudsættes, at 

Q'~'~'~ er parallelle med samme plan, at ~ ikke er parallel 

med denne plan, at Q f ~' og at ~ og ~ er indbyrdes vinkel-

24. 

rette enhedsvektorer. Alle vektorer tænkes afsat fra samme 

punkt. Giv geometriske beskrivelser af fØlgende delmængder 

M1 

Lad 

M n 

+ M1' M1 

M,M 1 ,M 11 

M1 = f/\~ 

M2 = fJ.LQ 

M3 = fv.2. 

1\E:RJ, 

f-L E [o ,oo [ L 
v E: [0,1 n, 

2 2 
M4 = f p~ + o-~ l p +er 

+ M2' .l\11 + M2 + M3' M3 + M4' 

~ 1 J ' 

M2 + 

være delmængder af et vektorrum. 

(M' + M") og (MnM') + (M n M") stemmer 

M3 + M4' M4 + M4. 

Mængderne 

almindeligvis 
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ikke overens. Vis dette ved angivelse af et eksempel, og 

undersøg, om en inklusion mellem de to mængder er almengyl-

dig. 

25. Idet U, U' og U'' betcgnt:;r- endelig-dimensionale underrum af 

et vektorrum, skal man vise 

U'~ Ui' 1\ U n U 1
::: D n U'' A U+ U'::: U+ U11 ~ U'= U". 

26. Hvilke direl<:te su.mmer l<:an der dannes af underrummene 

u ::: v((1 ,1 ,1 ,1 )), 

U' ::: v( (0,1 ,o,-1), (1 ,2,1 ,o)), 

U" ::: v ( ( -1 'o' 1 'o) ' ( 1 '1 'o' o) ) 

i talrummet (L4 ,+,L)? 

27. En funktion f:R ~R kaldes lige, hvis 

v:Rt : f(-t) ::: f(t), 

og ulige, hvis 

Vis, at m<:3ngden af lige i'unkti6ner og mængden-af' ulige 

funktioner er underrum i (F(:R~:R),+,R), og at de er komple-

men tære. 

2.8. Angiv en b.s.sis for et komplementært underrum U11 til under

rummet U' ::: V((3,-2,1)) i (L3 ,+,L). Find derefter prajek

ti o n en af vektoren ( 2, 2, 2) på U 1 langs med de-t :fundne--under-

rum U11
• 

29. Vis, at et fra fQJ og V forskelligt underrum i et endelig

dimensionalt vektorrum (V,+,L) altid har uendelig mange 

komplementwre. 

30. Vis, at for endelig-dimensionale underrum u( 1 ) , ••• ,u(p) af 
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et vektorrum er 

dim(u( 1 ) + ••• + u(p)) ~ dim u( 1 ) + ••• + dim u(p), 

samt at lighedstegnet galder, hvis og kun hvis summen ar 
(1) (p) . U , ••• ,U er d1rekte. (V2lg en basis i hvert ar under-

rummene u( 1 ) , ••• ,u(p) .) 

31. Vis, at summen U + U' + U'' af tre underrum ar et vektor·-

rum er direkte, hvis og kun hvis 

U n (U'+ U11
) =U' n (U+ U")= U" n (U+ U')= ~Q.}., 

32~ Lad U være et underrum i et vektorrum (V,+,L). En vektor 

y' E V siges a t være lwngruent modulo U med en vektor y E V 1 

hvis y' -y E u, og man skriver da y'_ y (mod U). Vis, 

at den herved derinerede relation i V er en mkvivalensre-

lation, som harmonerer med vektorrummets kompositionsror-

skrirter, dvs. 

v' 
1 - v1 1\ v' 2 - v2 => v' 1 + v' 2 - v1 + v2, 

v' - v => /\v' - /\v. 

Deriner kompositionsrorskrirter i mængden V/U ar ækviva-

lensklasser, således at dette "kvotientrum" bliver et vel<;::-

torrum (V/U,+,L). (Jrr. ~'.G II, §1.) 

Gi v en geometrisk beslcri vel se ar relationen, rak vi valens-

klasserne og kompositionsrorskrirterne ror disse i det til-

rælde, hvor U er et endinensionalt underrum i vektorrummet 

(v2 ,+,:R) ar geometriske vektorer i en plan. c·.11e vektorer 

t&mke s af s a t fra samme punk t. ) ~·...ngi v en i somor:fi mellem 

(V2/U,+,R) og et vilkårligt til U komplementært underrum 

ar (v 2 , + , :R) • 

33::; Idet U og U 1 er komplementrare underrum i et vektorrum (V,+ ,L) 

skal man angive en isomorfi mellem U' og kvotientrummet 

(V/U,+,L). (Se øvelse 32o) 
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34. 

35. 

Beskriv "enhedskuglerne" L~ l ll~ll:p= 1 J for p = 1 ,2,0Q i tal-

( ·2 ') ('3 ') rummene R ,+,R ~g R ,+,R • 

Vis, at den i (R2 ,+,R) ved 

( x1 'x2) ----) 

definerede funktion ilcke er en norm. 

- - ·-

36. Bestem samtlige normer i det endimensionale talrum (L,+,L). 

37. I det todimensionale talrum (Q2,+,Q) over de rationale tals 

legeme defineres en norm ved 
2 2 .1. 11 ( x1 , x2 ) l! = ( x

1 
+ x2 ) 2 • 

Angiv et endimensionalt underrum, som ikke indeholder nogen 

vektor med norm 1 . 

38. Vis, at der for hver vektor ( x1 ' • •• , xn) i talrummet (,n , ) R ,+,R 

gælder 

"~"OQ ~ li2SII 2 ~ 11~11 1 ' 
-.l.. 1 

n 2 11~11 1 ~ 11~112 ~ n2 llxll • -oo 

.:~UndersØg_, _.hvilke ~J.ignende ._:ul.igb.B.de.r.._de~J der mel l eiiLD.O:r:'_::-__ _ 

merne 11~11 1 , 11~11 2 og llcpiiCXJ i vektorrummet (c( [a,.b J -} R),+ 9:R). 

39. Vis, at der ved 

= sup l~ (t) l 
t E[a,b] 

+ s~ I_D~( t) l 
tELa,bj 

for ep E c1 ([a,b]----) R) defineres en norm i vektorrummet 

(c1 ([a,b]----) :R),+ 1R) bestående af de :på intervallet [a,b] 

definerede--og kontinuert differentiable reelle funktioner. 

40. Vis, at for to lineært af'hængiger--ve:;.k-tcwer_ ~ og v i et nor

meret vektorrum gælder lighedstegnet i N3, altså i 

11~ + :Y li ~ 11~11 + II:YII, 
da og kun da, hvis en af vektorerne fremgå~-af--d.en-.an.den----



Mat. 1, 1962-63 AG III, 1, Øv. 40-44 

ved multiplikation med et reelt tal v ~ O. 

Giv et eksempel på, at lighedstegn i N3 kan indtræf'f'e for li

neært uafhængige vektorer ];! og y. (Benyt normen 11 11 1 i 

(:R2 ,+,:R).) 

41. Undersøg, om der i (:R2 ,+,R) d~fineres et indre produkt ved, 

at man til (~,~),hvor~= (x1 ,x2 ) og~= (y1 ,y2 ), lader sva-

re 

( 1 ) x1y2 + x2y1 ' 

. ( 2) x1 Y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2, 

(3) 2x1 Y1 - x1y2 - x2y1 + 2x2y2. 

42. Vis, at der for vilkårlige vektorer u og v i et reelt vek-

torrum med indre produkt gælder 

1:! _i Y. = 111:! + Yli = li~ - Y.ll· 
Hvilken elementærgeometrisk sætning udtrykkes herved i det 

tilfælde, hvor !l og y er lineært uafhængige geometriske vek-

torer? 

43. Vis, a t der for vi lieårlige vektorer u og v i et komplekst 

vektorrum med indre·· produkt gælder 

LJ.4. Vis, at der for vilkårlige vektorer u og v i et velctorrum-· 

med indre produkt_gælder 

li~ + Yll 2 
+ li!! - Yll 2 

= 211~11 2 + 2 IlY li 2 
o 

Hvilken elementærgeometrisk ·sætning udtrykkes herved i det 

tilfælde, hvor ~ og y er lineært uafhængige vektorer i vek

torrummet (v
3

,+,:R,.) af geometriske vektorer med skalarpro

duktet som indre produkt? 

Vis, at ingen af normerne 11 11 1 og 11 IL i (:R2 ,+,R) udspringer 
~---

af et indre produkt. 
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j 

J <p(t)dt =o, 
o 

som ortogonal t komplement i c2 ( [o, 1] ~ R) har underrummet 

af de på intervallet [ 0,1] konstante reelle funktioner. 

* Mængden af funktioner t/1 E: C ([ -1,1 J ~R), for hvilke 

1 J tfi(t)dt =o, 
o 

er et underrum U af c2( [-1,1] ~R). Vis, at Ul_= fQj, og 

begrund herved, at U ikke har noget ortogonalt komplement. 

51. Mængden af lige funktioner tilhørende C([-1,1] ~R) er et 

underrum U af c2([-1,1] ~R). Vis, at U har et ortogonalt 

komplement, og angiv dette. 

52. Vis, at der for hvilkesomhelst underrum u1 og u2 af et vek-· 

torrum med indre produkt gælder 
l_ l_ l_ (u

1 
+ u

2
) = u

1 
n u

2
• 

Undersøg, om også ligningen 
l_ l_ l_ (u

1 
n u

2
) = u

1 
+ u

2 

er almengyldig, når vektorrummet er endelig-dimensionalt, 

··-~og når det er uendelig-dimensionalt (jfr. øv. 50 og 51). 

53. Vis, at funktionerne 

1, cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, •••• , t E: [-rr ,'IT L 
er parvis ortogonale i c2 ( ~1T,1T] ~R) såvel som i 

c2 ( [ --rr ,'IT J ~ c), og dan ved normering af funktionerne et or-· 

tonormalsystem. 

Vis, at man ved normering af funktionerne 

-i2t -it 1 it i2t ••• ,e , e , e , e , ••• t E [ -1T, 1T] ~ 

ligeledes får et artanormalsystem i d2 ([-'IT, 'IT] ~a). Frem

bringer. dette samme underrum som det forrige? 
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54. I vektorrummet (P([-1,1 J~ R),+,R) bestående af de reelle 

polynomiers restriktioner til intervallet [-1,1] defineres 

et indre produkt ved 

* 

.1 
p·q = J p(t)q(t)dt. 

-1 

Find ved ortonormalisering en ortonormal basis for det af 

1, t, t 2 udspændte underrrun bestående af polynomierne af 

højst anden grad. 

Vis, at funktionerne 
1 

~n(t) = (n+ ~) 2 Pn(t), n= 0,1,2, ••• , 

hvor 

P (t)= (2nn!)-1 Dn(t2 - 1)n 
n 

er de såk~dte Legendre-]olynomier, danner en ortonormal ba-

sis for det betragtede vektorrum. (Begynd med at vise, at 

Pn(t) er ortogonal til alle polynomier af højst (n-1)-te 

grad.) 

55~* Der er givet en reel funktion w(t), som er defineret, kon

tinuert og positiv i det åbne interval ]a,b[, hvor 

~ < a < b < =, og for hvilken integralerne 

n= 0,1,2, ••• , 

alle er konvergente. I vektorrummet (:P(]a,b[ -+:R,+,R) be-

stående af de reelle polynomiers restriktioner til inter• 

vallet ]a,b[ defineres et indre produkt ved 

b 
p•q = J w(t)p(t)q(t)dt. 

a 

1) Vis, at dette vektorrura med indre produkt har en og kun 

en ortonormal basis (~0'~1, ••• ), således at ~n for hvert 
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n= 0,1, ••• er et polynomium af n-te grad, hvori tn har en 

positiv koefficiGnt. 

2) Vis, at polynomiet ~n har n forskellige reelle rødder, 

som alle ligger i intervallet ]a,b[. (Benyt, at der findes 

polynomier af (n-1)-te grad, som har n-1 foreskrevne rød-

der.) 

3) De til visse specielle "vægtfLmktioner" lv hørende crto

normale sæt af polynomier spiller en fremtrædende rolle i 

analysen og dens &~vendelser. 

a) For a= -1, b= 1, w(t) = 1 fås de ovenfor (øv. 54) om-

talte polynomier, som fremgår ved normering af Legendre

Rolynomierne P (t). n 

) ( ) ( 
2 _.1 

~ For a= -1, b= 1, w t = 1-t ) 2 fås 
1 

\ 

~ (t) = (ty-)~T (t), n n n=1,2, .•• , 

hvor 

T (t) = cos(n Arecos t), n 

er de såkaldte CebySev-pol;v:11omier. 

) F ( ) -t o y or a = O, b = =, w t = e fas 

hvor 

~n(t) = (-1)~!- 1 Ln(t), 

L (t) = etDn(tne-t), 
n 

er de såkaldte Laguerre-Rolynomier • 

.f' ) ( ) -t2 o u For a = -=, b = =, w t = e fas 
1 

~n (t ) = ( 211n !V ?T) - 2 Hn ( t ) , 

hvor 

Hn(t) = (-1 )net2Dne-t2' 

er de såkaldte Hermi te-polynomir~. 

n= 0,1,2, ••• 

n= 0,1,2,. .... : 

n= 0,1,2, .•. , 

.n = O , 1 , 2 , • • • , 

Eftervis, at disse polynomfølger er ortonormale sæt hørende 

til de angivne vægtfunktioner. 
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§ 2. Lineære afbildninger og matricer. 

Definition af lineær afbildning. Billedrum. Kerne. 

Lad der være givet to (ikke nødvendigvis forskellige) vek

torrum (U,+,L) og (V,+,L) over det samme tallegeme L. (De t("l ad-

ditioner plejer man at betegne på samme måde, skønt de jo er kom

positioner i forskellige mængder.) 

En afbildning f:U ~ V siges at være en homomorf afbildning 

af (U,+,L) ind i (V 7 +,L), hvis den opfylder betingelserne 

LA1 • Vu~1 ,:!:!;2 

LA2. v1r- Vu~ 

f(~1 + :!:!;2) = f(:!:!;1) + f(~2), 

f ()\U) = )\f (U) , - -
som tilsammen er ensbetydende med 

LA. VLJ\1 ,J\2 VU~1 '~2 : f(J\1~1 + J\2~2) = 'A1f(:!:!;1) + 'A2f(~2) 

Hornamorfe afbildninger af vektorrum kaldes i reglen lineære af-

bildninger, også tensorer eller, især når det drejer sig om u-

endelig-dimensionale vektorrum, lineære operatorer. 

Ved enhver lineær afbildning f:U ~ V er 

f(Q.) = Q, 

billedet af nulvektoren i U er nulvel\:toren i V. (Man plejer at 

bruge samme betegnelse for de to nulvektorer; når der er fare 

for misforståelser, kan man slcri ve Q.U og 2.v·) Påstanden fØlger 

f.eks. af LA2 med 'A = o, ~ = Q.: 

f(Q.) = f(OQ.) = Of(Q.) = O. 

Den konstante afbildning, der til hver vektor i U lader sva-

re nulvektoren i V, er øjensynlig lineær. Den kaldes nulafbild

ningen og betegnes hyppigt med O. Man skriver da O (~:~J = O for 

J:l E U. 
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Af LA sluttes ved induktion, at der for hver lineær afbild

ning f, vilkårlige vektorer u1 , ••• ,u i U og vilkårlige skalarer 
- -p 

A1 , .•. ,Ap gælder 

f(A1~1 + ··• +A u ) = A1f(u1 ) + ••• +A f(u ). p-p ...... p -p 

Ved en lineær afbildning svarer altså til en linearkombinatioh 

af vektorer den 11 samme 11 linearkombination af deres billedvektorer. 

Idet f(Q) = Q, kan heraf sluttes, at billedvektorerne til vekto-

rer, mellem hvilke der består ~n egentlig lineær relation, til-

fredsstiller den samme relation, fØlgelig: 

Ved enhver linecar afbildning afbildes lineært afhcangige v~-

torer på lineært afhængige vektorer. 

Med andre ord: 

Hvis vektorer ved en lineær afbildning har lineært uafhæn-

gige bill~dvektorer, er de selv lineært uafhængige. 

Derimod kan lineært uafhængige vektorer have lineært afhæn-

gige billedvektorer. Dette vil f.eks. være tilfældet ved nulaf-

bildningen. 

Ved hver lineær afbildning f:(U,+,L) ~ (V,+,L) ~illede~ 

f(U') af et underrum U' af U et underrum af V, og der gælder 

dim f(U') < dim U'. 

Bevis: Er ~1 ,~2 E f(U'), altså ~1 = f(~1 ), y 2 = f(~2 ), hv~r 

111 ,,g2 E U' , gælder for A1 , A2 E L 

A1Y1 + A2~2 = A1f(~1) + A2f(~2) = f(A1~1 + A2~2) E f(U'), 

idet A1 ~1 + A2~2 E U'. Dette viser, at UR (side III, 1, 6) er op

fyldt for f(U'). Dermed er den fØrste påstand bevist. Den anden 

fØlger af, at hvis der findes p lineært uafhængige vektorer i 

f(U'), må der ifØlge den foregående sætning også findes p lineært 

uafhængige vektorer i. U' • 
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Specielt ~r billedet f(0) af hele rummet U et underrum af 

v, hvis dimension er hØjst lig med dimensionen af U. Det kal-

des billedrwnmet ved f. Dets dimension kaldes også qen lineær~ 

afbildnings rang. 

Originalm&mgden 

f-1 (Q) = f~ E U l f(:!d) = Qj 

til nulvektoren i V ved en lineær afbildning f:(U,+,L) -4 (V,+,L) 

kaldes den lineære afbildnings kerne og betegnes med Kf eller 

kort K, når det er klart, hvilken afbildning talen er om. (Idet 

LA1 udsiger, at en linewr afbildning er en homomorfi af gruppen 

(U,+) ind i gruppen (V,+), er denne definition på kerne i over

ensstemmelse med den tidligere.) 

Ke~ K for en lineær afbildning f:(U,+,L) -4 (V,+,L) er et 

underrum af U. 

Bevis: Er ~1 ,Q2 E K, altså f(~1 ) = f(~2 ) =Q, fås for A
1

, 

A
2 

E L 

f(A1~1 + A2~2) = A1f(~1) + A2f(~2) =Q, 

altså A1 ~1 + A2g 2 E K. 

Kernen K kaldes også den lineære afbildnings pu~r~. 

Lad v være en vektor i V. Originalmængden -o 

f-
1 (v) = fu E U l f(u) =v l -o - - -o 

er tom, hvis v ikke tilhØrer billedrummet'f(U). Antag, at -o 

v
0 

E f(U), altså at der findes en vektor ~o E U, for hvilken 

f(u ) = v • For -o ~o 
hver vektor u E f- 1(v) gælder da - -o 

f(u - u ) = f(u) - f(u ) = v - v = _o, - -o - -o -o -o 

dvs. u - u E K. Vektoren u fås altså af u ved at addere en vek--o -o 



Mat. 1, 1962-63 AG III, 2, 4 

tor tilhØrende K. Dette kan også skrives ~E f~0 J + K eller (u

den fare ~or mis~orståelser) 

Vi har altså 

+>-1 (v ) .1. c u + K. 
-o "' -o 

Omvendt, er 1!o + !S' f. E K, en vilkårlig vektor tilhørende ~ t KJ 

fås 

f(:!4o + Jf.) :: f'(u ) + f(f_) = v + o = v -o -o -o' 

hvilket viser, at 

-1 ) u + !f E f' (v • -o -o 
Vi har altså o og s a 

-1 ) u + K ~ f (v • 
-o -o 

Dermed er bevist: 

For hver vektor v i bill.edrummet f(U) ved en linecar afbild-
------------~-- -o 

ning f:(U,+,L) ~ (V,+,L) gælder 

f-1 (:!o) = f~o· + k l ~ .. E.: KJ = u + K, -o 
-1 . 

hvor u er en af vekt.orerne i f (v ) oo- K er afbildningens ker------ -o -o ~ --

ne. 

Dette udsiger, at man af en løsning u til ligningen f(~) 
-o 

= v igen får en lØsning ved at addere en vilkårlig vektor i ker-o 

nen, og at man på denne måde kan få alle. lØsninger. 

Kernen K kan opf_s,ttes som en undergruppe af gruppen (U,+) 

og u
0 

+ K fØlgelig som en sideklasse til K. Tilsvarende gælder 

for et vilkårligt underrum U' af u. En delmængde af et vektor-

rum U af formen u + U', hvor U' er et underrum, vil blive kaldt -o 

et sideunderr~ eller kort et siderum til underrummet U'. To 

forskellige siderum til U' er disjunkte og siges også at være 

parallelle. Hver vektor i U er indeholdt 1 netop et siderum til 

u l. 
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Den beviste sætning kan herefter gengives således: For 

hver vektor !o E ~(u) er lØsningsmængden for ligningen f(~) = Yo 
et siderum til kernen for f. 

-1 ) Det fremgår af sætningen, at f (~) for hver vektor ~ E f(U 

kun består af en vektor, hvis og kun hvis kernen K kun består af 
, 
en vektor, som så må være Q. Altså: 

En lineær afbildning f:(U,+,L) ~ (V,+,L) er injektiv, hvis 

og kun hvis der for kernen K golder K = f O~. 

Om injektive lineære afbildninger gælder fØlgende sætning: 

For en injektiv lineær afbildning f:(U,+,L) ~ (V,+,L) ~ 

den inverse f-1 :f( U) -7 U ligeledes lineær; lineært uafhr;mgige 

vektorer afbildes ved f Eå lineært_ uafhængige vektorer, og for 

hvert underrum U' af U gælder dim f(U') = dim U'. 

Bevis: For vilkårlige vektorer ~1 = f(~1 ) og y 2 = f(~2 ) i 

f(U) og vilkårlige skalarer ~1 ,~2 E L gælder 

~1~1 + ~2Y2 = ~1f(~1) + ~2f(~2) = f(A1~1 + ~2~2) 

og dermed 

f-
1

(A1Y1 + A2y2) = A1~1 + A2~2 = ~1f- 1 (y1) + ~2f-i(y2). 
. -1 

Dette viser, at f er line@r. At lineært uafhængige vektorer i 

U afbildes på lineært uafhængige vektorer i f(U) ~ V, fØlger nu 

af, at de fØrstnævnte er billeder af de sidstnævnte ved den lirie------

@re afbildning f-1 (jfr. side 2.). At der for hver-t_underrum U' 

af U gælder dim f( U') = dim U' e:f herefter indlysende. 

En nødvendig betingelse for, at en lineær afbildning 

f:(U,+,L) -7 (V,+,L) er surjektiv, altså at f(U) =v, er Øjensyn

lig dim f(U) = dim v. Hvis V er endelig-dimensional, er betin~ 

gelsen også tilstræhl{elig. Det fØlger umiddelbart af en tidligere 
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sætning (side III, 1, 13). Vi har altså: 

En lineær afbildning f af et vektorrum (U,+,L) ind i et en

delig-dimensionalt vektorrum (V,+,L) er surjektiv, hvis og kun 

hvis dim f(U) = dim v. 

Eksempler. 

1) En afbildning f af det geometriske vektorrum (v
3

,+,R) 

ind i sig selv defineres ved for en given vektor ~ + O at sætte 

At f er lineær, fØlger af velkendte egenskaber ved vektorproduk-

te·t. Alle billedvektorer y = ~ x ~ er vinkelrette på ~' og om

vendt er hver vektor y ~ ~ billede af en vektor ~' nemlig af Q, 

hvis v = Q., og af Em af de to på ~ og v vinkelrette vektorer med 

længden IIYII/11~11, hvis v + Q· Billedrummet består altså af alle 

på ~ vinkelrette vektorer. Tænkes alle vektorer afsat fra samme 

punkt O, kan man sige, at f~v3 ) er den på a vinkelrette plan 

gennem O. Kernen K består af de vektorer ~' for hvilke ~ x ~ = 

O, altså af vektorerne parallelle. med _§;, så at K = f t.§. l t E R l . 

Afsætttes vektorerne fra o, kan K siges at være den ved~ bestem

te linie gennem O. For en vektor y
0 

= f(~0 ) E f(v3), som altså 

er vinl<:elret på §_, har ligningen f(~) = y_
0

, dvs. 

-axu=v, - -o 
som lØsningsmængde siderummet 

f :!::!
0 

+ t§: l t E R l . 
Afs@ttes vektorerne fra o, kan dette fortolkes som en parameter-

fremstilling for den med~ parallelle linie gennem endepunktet 

af u • -o 
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2) Lad der være givet to naturlige tal m og n samt mn tal 

aij' i = 1, ••• ,m, j = 1, ••• ,n, tilhØrende et tallegeme L. Ved 

til talsættet x= (x1 , ••• ,xn) E Ln at lade svare talsættet~= 

(y1 , •.• ,ym) ELm bestemt ved 

eller kort 

Y1 = a11x1 + a12x2 + 

Y2 = a21x1 + a22x2 + 

n 

••• + a
1 

x n n 

••• + a2 x n n 

.•• +a x mn n 

Yi = L aijxj, 

j=1 

i= 1, ••. ,m, 

fås en line@r afbildning f:(Ln,+,L) ~ (Lm,+,L). Det er nemlig 

klart, at der til A~, A E L, svarer A~, og hvis der til x' = 

(x1, ••• ,x~) svarer il.' = (y1, ... ,y~), vil der til ~ + !. ' svare

Y:. + il'. 

Tallene a .. , ved hvilke den lineære afbildning f er bestemt~ 
l J 

opstilles i et rektangulært skema, en såkaldt matrix, 

l a11 a12 a1n 

a21 a22 a2n 
., 
., 

\ i 
'• 

\ fC j 

\ ,f·' 

am1 a ,.., a m c: m n 

Den har m "rækker" og n "søjler". For at angive dette taler man 

om en (m x n)-matrix.. "Elementet" a .. står i den i-te række og 
l J 

den j-te søjle; den første indeks angiver altså rækkenummeret, 

den anden søjlenummeret. Hver søjle er et talsæt tilhørende Lm, 

skrevet som en (m x 1)-matrix, hver række et talsæt tilhørende 

Ln. 
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Talsættet il. :::: f(,~) er linearkombinationen af rna tricens søj

ler med koefficienterne x1 , ••• ,xn. Billedrummet f(Ln) er det af 

søjlerne frembragte underrum af (Lm,+,L). Kernen for f er mængden 

af de talsæt ~ = (x1 ; •• • ,xn), som tilfredsstiller det b-.9.!!!0~!}.~. 

line.a,1re ,, ~;L.gn,i\.ngf? syg; ;tern 

••• 

+ å1 x :::: o n n 

+ a 2 x n n = o 

+ ••• +a x =O. mn n 

Et sådant systems løsningsmængde er altså et underrum af 

(Ln,+,L). Originalmængden f-1 (g) til et talsæt Q= 

(b1 , ••• ,bm) ELm er løsningsmængden til det inhomogene lineære 

ligningssystem 

a11x1 + a12x2 + ••· + a1nxn = b1 

a21x1 + a22x2 + ••• + a2nxn = b2 

• 
a 

1
x1 +a 2x 0 + ••• +a x m m ~ rnn n = b • 

m 

Hvis b ikke tilhører billedrummet f(Ln), er lØsningsmængden torn. 

Hvis b E f(Ln), er lØsningsmængden et siderum til kernen Kf~ Man 

får da samtlige lØsninger ved til en af dem at addere løsninger-

ne til det homogene system. Dette viser, at hvis et lineært 

ligningssystem overhovedet har lØsninger, har det enten en, nem-

lig når kernen for f er nuldimensional, eller uendelig mange. 

3) Lad (U,+,R) betegne vektorrummet bestående af alle kon

vergente reelle talfØlger (x1 ,x2 , ••• ). Ved 

(x1 ,x2 , ••• ) ~ ~irn xi 
1--K>o 

defineres en afbil~~ing f:U ~ R. Denne er en lineær afbild-
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ning af (U;+:R) på (R 1 +;R), hvilket fØlger umiddelbart af regne-

reglerne for konvergente talfØlger. Den er surjektiv, da hvert 

reelt tal er grænseværdi for en talfØlge. Kernen for f består 

af alle talfØlger, som konvergerer mod~. Originalmængden f-1 (b) 

til et reelt tal b består af alle reelle talfØlger, som konverge

rer mod bo Alle sådanne talfØlger fgfs ved til en af dem at adde-

re samtlige fØlger med grænseværdien O. 

4) En afbildning f af mængden c 1 (I ~R) af de i et inter-

val I ~ R kontinuert differentiable reelle funktioner ind i mæng

den C(I ~ R) af de i samme interval kontinuerte funktioner fås 

ved til hver funktion ~ tilhØrende den første mængde at lade 

svare dens afledede D~. Af velkendte differentiationsregler 

sluttes, at f er en lineær afbildning af (c1 (I ~ R),+,R) ind i 

(C(I ~ R),+,R). 

Kernen for f er mængden af funktioner ~' for hvilke ~ = O, 

altså det endimensionale underrum af c 1(I ~R), som består af de 

i I konstante funktioner. Originalmængden f-1 (~) til en funktion 

~ € C(I ~ R) består af stamfunktionerne til~· Alle disse fås 

ved til en af dem at addere samtlige konstanter. Idet hver i I 

kontinuert funktion har en stamfunktion, er f surjektiv. 

5) Lad der være givet tre funktioner ao,a1,a2 € C(I~ R), 
2 .. 

hvor I ~-R er et interval. En afbildning f af mængden C (I ~. R) 

af de i in·tervallet I to gange kontinuert differentiable reelle 

funktioner ~ ind i c(I ~ R) defineres ved 
. 2 

<p ~ cx
0

<p + a 1D<p + a 2D <p. 

Ved hj~lp af differentiationsregler ses, at f er en lineær af

bildning af (c
2

(I ~ R),+~R) ind i (c(I ~ R),+,R). Den kaldes en 
.. 

lineær differentialoperator af anden orden. 
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Kernen ~or f er mængden af lØsninger ~ til den homogene li-

neære differentialligning 
2 

a0~ + a 1 D~ + a 2D ~ = o. 

Originalmængden f-1 (~) til en given funktion~ E C(I ~R) består 

af lØsningerne ~ til den inhomogene lineære dif~erentialligning 

2 
a0~ + a 1 D~ + a 2D ~ = ~· 

, 
Er der en løsning, fås samtlige ved til en af dem at addere alle 

løsninger til den homogene ligning. 

Under forudsætning af, at a 2 (t) f O for alle t E I, kan man 

bevise, at der til givne reelle tal t
0 

E I, c og c' findes netop 

en lØsning ~ til den sidst opskrevne differentialligning, for hvil

ken ~(t ) = c og D~( t ) = c'. Idet dette gælder for enhver op-o o 

given ~unktion ~E C(I ~R), sluttes, at~ er surjektiv. End-

videre fØlger, at kernen, altså løsningsmængden ~orden homogene 

dif~erentialligning, er et todimensionalt underrum af c2
(I ~R). 

Er nemlig ~o og ~ 1 de lØsninger til den homogene ligning, for 

hvilke 

~~(t0 ) = 1, 

~1(to) =o, 

D~0 (t0 ) = o, 

D~ 1 (t0 ) = 1, 

vil~ = c~0 + c'~ 1 være lØsningen, ~or hvilken ~(t0 ) = c og 

D~(t0 ) = c'. Dette viser, at ~0 ,~ 1 ~rembringer kernen. De to 

funktioner er også lineært uafhængige, idet man for A
0

,A1 E R a~ 

vit : A0~0 (t) + A1 ~ 1 (t) =o 

kan slutte, at 

v1 t A0D~0 (t) + A1 D~ 1 (t) =O, 

og, ved at sætte t = t
0 

i de to ligninger, at Ao = O og A1 = O. 

Er (U,+,L) et vilkårligt vektorrum, bestemmes ~or hvert 

tal a E L ved 
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:!:!. E: u' 

en lineæar afbildning af vektorrummet ind i sig selv. For a ~ O 

er den nulafbildningen. For a f O er den bijektiv og kaldes en 

homoteti eller også multiglikation med ~tiplikatoren a. For 

a = 1 fås den identiske afbildning e af u. 

Lad U' og U" være komplementære underrum af et vektorrum 

(U,+,L), dvs. 

U = U 1 6J U". 

Ved til hver vektor ~E U at lade svare dens projektion ~' på 

U' langs U" (jfr. side III,1 ,27) fås en afbildning 

Den er lineær; thi er 

-u1 == u ' + u" ' -1 -2 

opspaltningerne af vektorer ~1 ,~2 E: U i komponenter efter U' og 

U'', vi l der for A.1 , A.2 E L gælde 

.,. .,. ("" r , r) ('). u" , ,. ) /\1 2:!1 + /\2:!:!.2 = /\1 2:!1 + /\2.:!:!2 + /\1-1 + /\2:!:!2 ' 

hvor 

/\1.:!:! r + /\2~~ E U r ' 

og dette viser! at 

A. u" + A. u" E: U" 1-1 2-2 ' 

p l ( "1 .:!:!1 + ~~2 ) = "1 p l ( ~1 ) + l\2p l ( 1!2) • 

Billedrummet p 1 (U) er U', idet p'(~) for hver vektor~ E U ifØl

ge definition tilhører U', og hver vektor~' E U' er billedvek

tor, nemlig af sig selv. Kernen for p' er mængden af vektorer 

O + u" u" E: U" altså U11 • - ·' - ' 
Afbildningen p 1 kaldes parallelprojektion _på U 1 langs U11

• 

Tilsvarende defineres parallelprojektionen på U'' langs U'. 

Lad f være en lineær afbildning af et vektorrum (U,+,L) 

ind i et vektorrum (V,+ ,L). Lad U' være et til kernen K komplemen-· 

tært underrum af U. (Et sådant findes i hvert fald, når U har 
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endelig dimension; jfr. side III,1,27.) Er u= k+ u' opspalt-

ningen af en vilkårlig vektor ~ E U i komponenter efter K og 

u', f'ås 

f(u) = f(k) + f(u') = f'(u') • - ·- - -
Dette viser, at hver vektor f(~) i billedrummet f(U) tillige er 

billede af en vektor u 1 E U', al t så a t f( u) = f(U'). Nu har re

striktionen f:U' ~V af f til U1 kernen (Q), idet K n U' = (Q)e 

Denne restriktion er fØlgelig injektiv, hv:ilket medfører, at 

dim f( U') = dim U' ( jfr. side III, 2, 5). Forudsættes, at U har 

den endelige dimension n, har man endvidere 

dim K + dim U1 = n , 

idet K® U1 = U(jfr. side III,1,27). Dermed er bevist: 

Ved hver lin~~bi~dning f af et vektorrum (U,+,L) af 

endelig dim~.§iQ!l n ind i et vektorrum (V,+,L) består mell~ 

kernens og bill~~mets dimension relationen 

dim K + dim f(U) = n • 

Kvotientrum. 

Lad.U være et underrum i et vektorrum (V,+,L), En vektor 

v' E V siges at være kongruent modulo U med en vektor y E V, 
---

hvis y' --y E U; man skriver da v' ~y (mod U), eller blot 

v' =v. Ved benyttelse af, at U er et underrum, vises let, at 

den herved definerede r~lation i V er en ækvivalensrelationo Det 

fremgår af definitionen, at ækvivalensklasserne er sideklasserne 

til U; ækvivalensklassen, som indeholder en vektor v E V, er side

klassen y + U. Mængden af ækvivalensklasser betegnes V/U. 

Den indførte ækvivalensrelation harmonerer med vektorrummets 
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kompositionsforskrmfter i den betydning, at 

v' -1 - Y1 1\ v' -2 - Y2 
l + t -

~ Z1 v2 = Y1 + Y2 ' 

v' - v =} AV' = AV . - _, 

dette viser let ved benyttelse af, at U er et underrum. A~ den 

~ørste af disse ~ormler fremgår, at summen af en vilkårlig re

præoentent ~ra klassen v + U og en w.ilkårlig repræsentant fra 
klassen y2+U altid vil tllhøre 
klassen (y_1 +y2 ) + U. Af den andt-n formel fremgår, a t produktet 

af en skalar A E L og en vilkårlig repræsentant fra klassen 

v+ U altid vil tilhøre klassen AV+ U. Dette viser, at der ved 

( 1 ) 

defineres en indre komposition i V/U, betegnet + og kaldet ad-

dition, og at der ved 

(2) A(y+U) = AV + u 

defineres en komposition fra L x V/U til V/U, kaldet mul tipllka~ 

tion. Det eftervises uden besvær, at V/U herved er organiseret 

som et vektorrum (V/U,+,L) over L, kaldet kvotientr~met af' 

(V,+,L) over (eller med hensyn til) underrummet U. Nulvektoren i 

kvotientrummet er lelassen Q + U = u, den modsatte til v + U er 

- v + u. For V= U bliver kvotientrummet et vektorrum kun j_ndehol·· 

dende nulvektoren, for U = {Q} bliver kvotientrummet isomorft med 

Lad afbildningen rr:V--+ v/u være defineret ved rr(y) = y + U,. 

Afbildningen, som oplagt er surjektiv, kaldes den kanoni~ 

projektion af V på V/Uo Af (1) fremgår, at 

rr(y1 +y2) = (y1 +y2) + U = (y1 +U) + (y2+U) 

= rr(y1) + rr(y2) ' 
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og af (2) fremgår, at 

~(A~) = AV + U = A(~ + U) 

= A~(y) ' 

AG III, 2, 12c 

hvilket viser, at d~g tanoniske ~rojekti~ ~lin~~· Kernen 

for ~ er netop underrummet U; er V af endelig dimension, gælder 

fØlgelig (smlgn, III.2.12a) 

Lad nu f være en surjektiv lineær afbildning af et vektor

rum (V,+,L) på å vektorrum (W,+,L), og lad K være kernen. Fo~ 

vilkårlige vektorer ~1 ,y2 E V er da f(v1 ) = f(y2 ) ensbetydende 

med ~1 - y2 E K. Heraf fremgår~ at der ved y + K~ f(y) define

res en afbildning <I> af V/K ind i W, og at denne afbildning er 

bijektiv. Den er endvidere lineær; thi 

Og 

1?(A(y+K)) 

= f(y1+y2) =f ~1)+f(y2) 

= <I>(y1 +K) + <I>(y2+K) ~ 

= <I>(Av+K) 

= f(A:~) = Af(~) 

:- A<I>( v+K) , 

Hermed er godtgjort, at hvis f:(V,+,L) ~ (W,+,L) ~!:.~:g ~je~~.2-.Y 

lin~ i!fJ2ildning ~ ~3~ K, så er kvotientrummet (V/K,+,L) 

iso!Jl.Qrft med (W,+,L); afbildningen <I> gi~ ved <I>(x+K) = f(y) 

~~g isomorfi ~f (V/K,+,L) ~ (W,+,L). 

Som en konsekvens af denne sætning fås, At er U et R~de!:_-
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~i et ·vektorrum (V,+,L), .§! ~ kvotieQ.!:rummet (V/U,+,L) 

isomorft ~~hvert til U komplementært ~errum i V. Thi er 

U1 et til U komplementært underrum, og betegner p projektionen 

af V på U1 langs U, d.v.s. p(~+~')= p(~') for~ E U,~' E U', 

så er p en surjektiv lineær afbildning af V på U' med U som 

kerne. 

Lineære ~fbildninge.!.:,!Lbesj:_~~yed matricer. 

~Q (U,+,L) ~~ et ~o~ at ~ e;ndeli~ Qllliension n 

!2E_ (~1 ,···,~n) 21} basi~ f2E det, g_g ~ (V,+,L) ~et vilkår

ligt vektorrum. For vilkårligt opgivne vektorer y1 ,•··,yn E V 

.f!EQ~ ~ ~ 2.8. ~ en lig~ afb11.Qlling f: (U,+ ,L) --+ (V,+ ,L), 

således~ f(~i) = Yi for i= 1,•••,n. 

, 
Bevis: At der ikke kan findes mere end en sådan afbildning, 

ses på fØlgende måde: Er u en vilkårlig vektor i Ung (u1 ,···,un) 

dens koordinatsæt med hensyn til den givne basis, må der for en 

afbildning f af den forlangte art gælde 
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-· f ( u
1 

e 
1 

+ ~ Q • + u e ) - ~n 

- u1 f' (c: .
1 

) + . ,. o + u f' (e. ) 
·~ n ·~1 

= u~, .Y.1 + • '· ., + U.nY.n ~ 

Den enes te af'bildnin.g af U il~d. i V, som Y: an komme i betragt-

På den anden sicle ses .1Jet Jet..) at d$n så.1.edes def'j.n-e.r-ede af-

bildn..i....ng f' er lineær . .., cg j_.det 1~-oo-rd.inatsættet .for e. er 
·~-l 

(o, ... ,0,1,0, ••• ,o), hvor 1 står på den i-te plads, fås. 

f(-e.) = v. " Dermed eJ:' S::8t,njngen bevist,. 
-l -l 

Dimensionen af billedrummet ved f er lig med rangen af vek-

torsættet (y
1 
~. & • ,yn), idet f(U) jo består af alle lin.earkom

bina tioner af disse vektorer, dvs c er det af y
1 

; .•• '~-n frembrag

te underrum. For enhver lineær afbildning i' af det n-dimensio

nale vektorrum (U,+:L) med basen (.~_1 , •• ,. ,~J. gælder altså 

dim r(u) = rg(f(~1 ),b •. ,f'(~n))~ 

Dette tal kaldes også Q~!.L;J;.~~~r~.fb.JJ~-~~1-n@_~g. 

Det forudsættec: nu, at (Vy+,L) også har endelig dimension. 

Lad denne være m~ og lad der være VJ.lgt en basis Cf:1, •... ,fm) 

for V. Billedvektorerne v. = 1(e.) ved en lineær afbildning f': 
·-::!. ~l 

u~ v kan da på en og kun en m3.de skrives som linearkombinatio-

ner af f.1 , ••• ,fm: 

f'(_e_
1

) =a f +a ~ + ·11--1 21 =--2 

f(~-2) = 2 12f1 .. a22!~2 + 

eller kort 

+ a :f 
m1~m 

+ a t· 
m 2-m 
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m 

f' (e . ) = \ a .. f'. , -J ) l ---·1 
~ --J 

j= 1, •.. ,n. 

i=1 

De mn tal a .. , som optræder her, opstilles i f'orm af' en (m x n)
lJ 

matrix (se side III, 2, 7) 

/ a11 a_l2 . . . a1n 
l \ l a21 a22 . . . a2n l \ 
l \ = (a .. ) . 1 . j=1 , ••• ,n ' i 

1 J l= , ••• ,m , 

\ l 
\ 

8. J \ a m2 . . . a m1 m n 

hvis sØjler er koordinatsættene i koordinatsystemet (f1 , .•. ,fm) 

af b.illedvektorerne f'(!'2,1 ), • • • ,f'(~n) • 

Af' den ovenfor beviste sætning fremgår, at der omvendt til 

hver (m x n)-matrix 

baser ( e1 , ••• , e ) og 

(e. .. ) . 
1 

.. . 
1 

•1 efter valg af' 
1 J l= , ••• , m; J = , ••• , n 

- -n (f'1 , ••. ,f' ) f'or U og V hører en bestemt li-
- -m 

neær afbildning f' af' U ind i V, nemlig den, ved hvilken billed-

vektorerne af' c~ , ••• ,e er givet ved (*)• 
-~ -n 

Er u= u e + ••• +u e en vilkårlig vektor i U fås f'or 
- 1-1 n-n 

billedvektoren v = f'(:!:~) ved hjælp af' (:(:) 

n 
v = f'tu) = f'( Lu.e. ) '- J- J 

j=1 

n m 

= [uj L a .. f'. lJ-1 
j=1 i=1 

m n 

= L ( ~ aijuj 

i=1 j=1 

Heraf ses, at den i-te koordinat v. l 
natsystemet (f'1 , ••• ,~) er 

n 

n 

= L u .f'(e .) J -J 
i=1 

) f'. -l 

f'or v med hensyn 

vi = i aijuj, 

j=1 

i= 1, ••• ,m. 

til koordi-
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Koordinatsættet (v
1

, ••• ,v) for billedvektoren v= f(~) af en m -
vektor u med koordinatsættet 

v1 = a11 u1 + 

v2 = a21 u1 + 

( u1 , ••• , u n) bestemmes 

a12u2 

a22u2 

+ ... + a
1 

u 
n n 

+ ••• + a
2 

u 
n n 

+ •.• +a u 
mn n 

altså ved 

Disse resultater kan sammenfattes på fØlgende måde: 

Lad (U,+,L) være_etn-~im~sionalt og (V,+,L) et m-dimensio

nalt vektorrum, ~?d der være valgt en basis (~1 , ••. ,~) for 

U ~g en basis (f1 , .•. ,fm) for V. Der består da en enentydig k~~

respondance mellem de lineære afbildningeL f:(U,+,L) ~ (V,+,L) 

(a .. ) · . , ... ·· med ele-
l J i ::i1, ••• , m; J =t , ••• , n · · · ' 

menter fra L, såle~~t søfler_n~ i matricen~?Varende til en af-

bildninz f er koordina~s8ttene med hensyn til koordinatsystemet 

([1 , ••• ,fm) for billedvektorerne f(~) af basisvektorerne 

e
1

, ••• ,e: - ~n m 

f( e . ) = \a .. f. , 
-J L lJ-l 

i=1 

j=1, ••• ,n. 

Koordinatsættet (v
1

, ••• ,vm) for billedvektoren y = f(l!) af 

en vektor u med koordinatsættet (u
1

, .•• ,un) er bestemt ved 

n 

v i = L aijuj' 

j=1 

i = 1 , • • ;_.: , m • 

Er specielt U= Ln og V= Lm, og vælges som basisvektorer 

for U n-sættene ~j= (0, .•• ,0,1 ,o, ... ,o), hvor 1 står på den j-te 

plads, og som basisvektorer f. de analoge m-sæt, ses heraf, at 
-l 

enhver lineær afbildning f:(Ln,+,L) ~ (Lrn,+,L) kan fremstilles 
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på den tidligere angivne måde (side III, 2, 7, eks. 2). 

Dimensionen af billedrummet f(U) er som nævnt lig med ran

gen af vektorsættet (f(~1 ), ••• ,f(~n)), dvs. maximaltallet af li

neært uafhængige blandt disse vektorer, og dette tal er lig med 

maximaltallet af lineært uafhængige blandt vektorernes koordinat

sæt (jfr. side III, 1, 21). Idet disse koordinatsæt er sØjlerne 

i den til afbildningen hørende matrix, drejer det sig altså om 

maximaltallet af lineært uafhængige blandt sØjlerne (hvorved dis

se sl-cal betragtes som vektorer i L m). Idet dette tal kaldes ~ 

tricens søjlerang, får vi med benyttelse af tidligere sætninger 

( s i de I I I , 2 , 12 o g 5) : 

For billedrummet ved og kernen for en lineær afbi~ilning f 

af et n-dimensionalt vektorrum (U,+,L) ind i et m-dimensionalt 

vektorrum (V,+,L) gælder 

dim f(U) = r, dim K = n - r, 

hvor r betegner søjlerangen af den (m x n)-matrix, der efter 

valg af baser for U og V bØrer til afbildningen. 

Afbi~~ f er injektiv, hvis og kun hvis r = n. 

Fegning med lineære afbildninger. 

Af lineære afbildninger kan på flere måder dannes andre li

neære afbildninger. 

Br f:(U,+,L) ~ (V,+,L) en lineær afbildning og a et tal i L, 

bestemmes der ved 

:!;!E U, 

en afbildning af U ind i V, som Øjensynlig også er lineær. Den 

betegnes af. Som eksempel nævnes, at en homoteti af (U,+,L) med 



M a t. 1 , 1962-63 AG III, 2, 17 

multiplikatoren ex kan betegnes ex e, hvor e er den identiske af'-

bildning af U. 

Er f. :(U,+,L) ~ (V,+,L), i = 1 ,2, lineære afbildninger, 
l 

bestemmes der ved 

:9:E U, 

en af'bildJ1ing af U ind i V, son: Øjensynlig også er lineær. Den 

betegnes f
1 

+ f
2

• Som eksempel nævnes: Er U' og U" underrwn af 

U, således at U' ~U" = U, har man for parallelprojektionerne p' 

på U 1 langs U" og p'' på U" langs U 1 

P l + p" = e, 

hvor e er den identiske afbildning af U. 

Idet mængden af lineære afbildninger (homomorfier) f: 

(U,+,L) ~ (V,+,L) betegnes Hom(U,V), er der defineret en komposi

tion L x Hom(U,V) ~ Hom(U,V), betegnet som multiplikation, og en 

komposition i Hom(U,V), betegnet som addition. Det ses let, at 

Hom(U,V) med disse kompositioner er et vektorrum. Dets nulvektor 

er nulafbildningen. 

Det forudsættes nu, at U og V er endelig-dimensionale med 

dimensionerne n og m, og det antages, at der er valgt baser for 

U og V. Er da 

(a . .). 1 . 
1 J l= , ••• ,m ; J=1 , ••• ,n 

eller kort (a .. ) den til en lineær afbildning f hØrende (m x n) lJ m,n 

-matrix og ex E L, vil der til afbildningen ex f hØre matricen 

(exa .. ) • Denne fremgår altså af den oprindelige ved, at hvert lJ m,n 

element multipliceres med ex. Man definerer 

Er 

(exa .. ) • 
lJ m,n 

lineære afbildninger r
1 

og f
2 

hørende matricer, vil der til afbildningen f
1 

+ f
2 

høre matricen 

(a~ 1.) + a~~)) . Denne fremgår af de givne ved, at tilsvarende 
lJ lJ m,n 
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elementer i disse adderes. Man definerer 

(ai~))m,n + (ai~))m,n = (ai~) + ai~))m,n 
Organiseret ved disse kompositioner er mængden M (L) af m,n 

alle (m x n)-matricer med elementer fra L et vektorrum over L. 

Dets nulvektor or . .tnulmatricen11
, hvis elementer alle er O. Det 

har dimensionen mn, idet de mn matricer, som hver har et element 

lig 1 og de øvrige lig O, danner en basis. 

Ved til hver lineær afbildning af U ind i V at lade svare 

den tilhØrende matrix, fås en bijektiv lineær afbildning, dvs. 

en isomorf afbildning (se sid0 III, 1, 21) af Hom(U,V) på M (L). m,n 

Er (U,+,L), (V,+,L) 2..8: (vV,+,L) vektorrum over det samme tal

legeme L, og er f:(U,+,L) ~ (V,+,L) 2..8: g:(V,+,L) ~ (W,+,L) line

ære afbildninger, vil o~så afbildningen gof:(U,+,L) ~ (W,+,L) 

være lineær, 

Bevis: F'or :!2:1 ,:!2:2 E: U og "A1 ,"A2 E: L gælder 

g(f(/\1:!2;1 + /\2~2)) = g("A1f(:!2;1) + 'A2f(:!2;2)) 

= 'A1g(f(u1)) + 'A2g(f(:!2;2)). 

Har de tre vektorrum (U,+ ,L), (V,+ ,L) og ('.'1, +,L) de endelige 

dimensioner n, m og l, og er der valgt baser (~1 , ~ •• '~n), 

(f1 , ••• ,[m) og (~1 , ••• ,~1 ) for dem, hører der til en lineær af-

bildning f: (U,+,L) --+ (V,+,L) en (m x n)-matrix (a .. ) og til en 
lJ m,n 

lineær afbildning g: (V,+,L) --+ (Yl,+,L) en (l x m)-matrix (bh. ) 1 · 
l ,m 

Man har da 

m 

f(e.) =), a .. f., -J l J-l 
L_} 

j= 1, ••• ,n, 

i=1 
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l 
-~ 

g(fi) = Lbhigh, 

h=1 

fØlgelig 

m 

· g(f(e.)) = \a .. g(f.) 
-J ~ 1J -1 

i=1 

l 

=L ( 
h=1 

m 

L bhi aij) gh, 

i=1 

AG III, 2, 19 

i=1, ••• ,m, 

Heraf ses, at den til gof hørende (l x n)-matrix (ch.).
1 

har e
J ,n 

lernenterne 
m 

chj = Lbhiaij' 

i=1 

h= 1 , ••• ,l; j= 1 , ••• ,n. 

Denne matrix kaldes produktet af matricerne (bh.)l og 
1 ,m 

(a .. ) , og man skriver 
1J m,n 

(ch .)l = (bh. )l (a .. ) • J ,n 1 ,m 1J m,n 
Det bemærkes, at den fØrste faktor har lige så mange søjler, som 

den anden har rækker; kun når dette er tilfældet, defineres pro-

duktet. Produktmatricens element chj i h-te række og j-te sØjle 

fås ved at multiplicere hvert element i den første falctors h-te 

række med uet "tilsvarende placerede" element i den anden falctors 

j-te sØjle-og addere disse produkter. 
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For sammensætning af lineære afbildninger 

f (U,+ 1 L) -+ (V,+,L) f' (U,+,L) -+ (V,+,L) 

g (V,+,L) -+ (1fi,+,L) g' (V,+,L) -+ (W,+,L) 

gælder 

go(f + f'' ) = gof + gof 1 

' 
(g + g 1 ) o f = gof + g 1 of 

' 
A.(gof) = (A.g)of = go(A.f) , A. E L. 

For hvert u E U har man nemlig 

g((f +f')(~))= g(f(~) +f'(~))= g(f(~)) + g(f'(~))' 

(g+ g')(f(~)) = g(f(~)) + g'(f(~))' 

A.g(f(u)) = (A.g)(f(~)) = g(A.f(~)) 

I vektorrummet Hom(U,U) af alle lineære afbildninger af 

(U,+,L) ind i sig selv er o en komposition. Ovenstående regler 

viser, at (Hom(U,U),+,L,o) er en algebra. Den har et etelement? 

nemlig den identiske afbildning af U, og er associativ, men,hvis 

dim U > 1, ikke kommutativ. Man kalder den endomorfialgebraen for 

vektorrummet (U,+,L) eller, idet lineære afbildninger, især af 

uendelig-dimensionale vektorrum, også betegnes som lineære ope

ratorer, vektorrummets operatoralgebra. 

Matrixregning. 

De indførte regneoperationer for matricer finder også an

vendelse uden for teorien for lineære afbildninger. De tages der

for som grundlag for en regning med matricer. 

I det fØlgende betragtes matricer med vilkårlige tal tilhØ-
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rende et tallegeme L som elementer. Foruden de allerede benytte-

de betegnelser 

. . . 
= ( a · · ) · 1 · · 1 = ( a J.. j ) m , n J. J J.= 1 ••• ,m , J= , ••• ,m _ 

. . . a m n 

:for en (m x n)-matrix p~~e_r _ _jJ}JlU_sqm betegnelse at bruge et en-

kel t bogstav, i det :fØlgende :for tydelighedens s.kyld dobbelt un-

derstreget, :f.eks. A"' eller A hvis det er nØdvendigt at an-=a,n' 

give rækketal m og sØjletal n. 

I s te det :for· en ( 1 x 1 ) -matrix ( a11 ) kan man i reglen uden 

:fare :for misforståelser skrive tallet a11 • 

Det er o:fte hensigtsmæssigt at opfatte et talsæt (a1 , ••• ,an) 

som en rækkematrix, dvs. en (1 x n)-matrix, eller som en swjle

matrix, dvs. en (n x 1)-matrix. Vi skriver da henholdsvis 

Den i-te række i en matrix A = (a ) on:fattet som ij m,n ' .t' 

(1 x n)-matrix, vil blive betegnet a. og den j-te søjle, op-
= J. -

:fattet som (m x 1)-matrix, ~l j" 

Nulmatricerne, dvs. de matricer, hvis elementer alle er O, 

betegnes O eller, hvis angivelse a:f 11 typen;r er nØdvendig, O • =m,n 

En matrix med lige mange rækker og sØjler siges at være kva-

dratisk. 

For hvert naturligt tal n defineres (n x n)-enhedsmatricen 

ved 
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E= E = = =n,n 

1 o 
o 1 

o o 
o o 

• 

• 
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o o 
o o 

~· 1 o 
• o 1. 

Ved hj2lp af det såkaldte Krorreckersymbol 

[0
1 

6' r..K = 
for L- = 1<:: 

9 

for L- + K 

hvor J betegner en vilkårlig indeksmængde, kan man også skrive 

E = E = (6' . . ) . . 1 = (6' . . ) • = =n,n lJ l,J= , ••• ,n lJ n,n 

Elementerne a .. , i= 1, ••• ,n, i en kvadratisk matrix kaldes 
. 11 

dens hoveddiagonalelementer eller kort diagonalelementer. En 

(n x n)-matrix (a .. ) ,hvor alle elementer 11 over hoveddiagonalJ n,n 

len" er O, al t så a .. = O for i < j, kaldes en g~ d!' e trekan tsma
lJ 

trix. Tilsvarende kaldes (a .. ) ·en øvre trekantsmatrix, hvis lJ n,n · 

a .. = O for i > j. Endelig forstås ved en diagonalmatrix en kva
lJ 

dratisk matrix (a .. )n n , hvor alle elementer uden for hoveddia
lJ ' 

gonalen er O, altså a .. = O for i f j. En diagonalmatrix med dia
l J 

gonalelementerne a1 , ••• ,an betegnes undertiden (a1 , ••• ,an)diag· 

Er A= (a .. ) en vilkårlig matrix og a E L, defineres som 
= lJ m,n 

om tal t pro_dukte t af a og .f:. ved 

aA = .Aa = (aa .. ) • = = lJ m,n 
Er A= (a .. ) og~= (b .. )m n to matricer af samme type, = lJ m,n lJ , 

defineres som omtalt summen af A og B ved 

A+ B = (a .. +b .. ) • 
lJ lJ m,n 

For to matricer af forskellig type defineres ikke nogen sum. 

Hvad angår regneregler, er det tilstrækkeligt at bemærke, 
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at for givne m og n er mængden M (L) af (m x n)-matricer med m,.n 
disse kompositioner et vektorrum. 

Er A = (a .. ) og B = (b 'k) to = l.J m,n = J n,p matricer, hvor den 

fØrstes sØjletal er lig med den andens rækketal, defineres pro

duktmatricen AB som (m x p)-matrieen 
--

n 

AB = ( [a i j b jk). . 
j=1 J.=1, ••• ,m;k=1~···,P 

For andre par af matricer defineres ikke nogen produktmatrix. 

Hvis produktet ~ kan dannes, vil ~~ almindeligvis ikke kun-

ne dannes. Alene af denne grund kan der ikke være tale om kom

mutativitet. Men selv om begge produktmatricer er definerede, ja 

selv om ~ og B er kvadratiske matricer med samme rækketal, gæl-

der almindeligvis ~ + ~~· 
Matrixmultiplikationen er associativ i den forstand, at når 

A = (a .. ) er en (m x n)-matrix, B = (b jk) en (n x p)-matrix og 
= l. J = 

c = (ckl) = 
en (p x q)-matrix, kan (~)g og ~(I~g) dannes, og der 

gælder 

Dette kan sluttes af, at sammensætning af lineære afbildninger 

er associativ. Men det fØlger også af 

n 

L_~i j b jk )ckl 

j=1 

= 

p 

:L b jkckl 

k=1 

idet venstre og hØjre side er elementet i den i-te række og l-te 

sØjle af henholdsvis (~)g og A(BC}. Produkter af flere end to 

matricer kan altså skrives uden parenteser. 

Når AB er defineret og a E L, gælder 

(a~)~ = :Ø,(a~) = a(AB). 
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Matrixmultiplikationen er distributiv med hensyn til additio

nen i den forstand, at når A= (a .. ) er en (m x n)-matrix og = lJ 

B = (bjk) og ~ = (cjk) er (n x p)-matricer, kan ~(~ + g) og ~ + 

AC dannea,og der gælder --
~(~ + g) = AB + AC. 

Dette fØlger af 
n 

[ a i /b jk + c jk) = 

j=,/i 

Tilsvarende ses, ~t der gælder 

n 

\a .. b 'k + L lJ J 
j=1 

( ~ + 2 ) ~ = BD + g~ , 

når D er en (p x q)-matrix. 

n 

L aijcjk • 

j=1 

For multiplikationen af en (m x n)-matrix A med nulmatricer 

gælder 

o A = o1 , =l,m=m,n = ,n A O = O =m,n=n,p =m,p 

For multiplikationen af en (m x n)-matrix A= (a .. ) med en
lJ 

hedsmatricer gælder 

E A =A E =A. =m,m=m,n =m,n=n,n =m,n 

Dette fØlger af 
m 

\ 6' . . a 'k L lJ J 

j=1 

Idet der for en enhedsmatrix E og a E L gælder 

a~ = (a , ••• , a ) d . , lag 

har man for hver matrix A 

a. A= = a EA = (a , ••• , a ) d . A • == 1ag~ 

For et givet naturligt tal n betragtes nu mængden M (L) n,n 

af (n x n)-matricer. For hvert par af sådanne matricer er såvel 

summen som produktet defineret og tilhØrer M (L). Additionen og n,n 
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multiplikationen er altså kompositioner i M (L), og af de viste n,n 
regler fremgår, at der foreligger en (ikke kommutativ) ring. Den 

kaldes matrixringen af graden n over L. For additionen er O neu

tralt element, for multiplikationen er E neutralt element, og der 

kan ikk~ findes andre. 

For hver (n x n)-matrix A defineres potenserne 

E 
f}p = [~ 

' • • • .ti. (p faktorer) 

for p = O 

for p E N. 

Da gælder for ihl{e-negative hele tal potensreglerne 

og dersom ~og B er ombyttelige (n x n)-matricer, dva. dersom 

AB = ~~, også 

Idet matrixmultiplikationen er associativ, findes der til 

en (n x n)-matrix ~hØjst en (med hensyn til multiplikationen) 

invers, dvs. der findes hØjst en (n x n)-matrix ~' for hvilken 

.AX. = XA = E. = 
Hvis der findes en, siges f} at være regulær eller invertibel, og 

den inverse matrix betegnes A-1 • For en regulær matrix A og dens 

inverse gælder altså 

-1 -1 !!!:: =~ /}:=~· 

Heraf ses, at den inverse til en regulær matrix ligeledes er re-

gulær, og at der gælder 

C~--1 ) -1 = f}. 

Det er klart, at ~ er regulær. Er A og~ regulære (n x n)-ma-

tricer, vil også AB være regulær med den inverse 
--

(:@)-1 = ~-1~-1; 

thi 
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~~-1 ~-1 = .A.EA -1 = AA-1 = ~' --

-1 -1 -1 -1 
B A AB = ~ ~~ = ~ ~ = ~· 

Matrixmultiplikationen er altså en kom_pos].tion i m::.ani:_;den af re-

sul~re (n x n)-matricer, og det fremgår af det sn~te, at de re-

gul~re (n x n)-matricer med elementer fra L danner en gruppe med 

~ultiplikationen som komposition. Den kaldes den generelle line-

3re gruppe af graden n over tallegemet L og betegnes GL(n,L). 

J\:t: sætninger om grupper· sluttes, at de overrfor n:zvnte po

tensregler gælder for regulære matricer med vilkårlige hele eks-

ponenter. og at 

( . )-1 -1 -1 -1 A1 A2 • • • A = A ~ • • A
2 

A
1 = = =p =p = = 

fer vilkårlige regulære matricer ~1 , ••• ,~p· 

Er~ en regulær (n x n)-matl'ix, !:? en (n x p)-matrix og g en 

(m x n)-matrix, findes der en og kun en (n x p)-matrix ~' som til

fredsst]ller ligningen 

A X = 

O[; en og kun en (m x n)-matrix Y._, som tilfredsstiller ligningen 

YA = c 
= 

Multipliceres nemlig den første ligning fra venstre og den anden 
-1 fra højre med ~ , ses, at de eneste matricer, der kan være løs-

ninger til disse matrixligninger, er 

x = = 
,.-1 B 
~ -' - -

y = g ~-1. 
= 

Indsættelse viser, at de virkelig tilfredsstiller ligningerne. 

Skriver man for eksempel ligningen~~ = !:? elementvis, ser 
- - -

mnn, at det drejer sig om et lineært ligningssystem bestnende af 

np ligninger og med de np elementer af X som ubekendte. For p = 
= 

1 er 
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(b1 
• 

~ ~, • Q ~, = = ' = = • 

P n 

sØjlematricer, og matrixligningen 

er ensbetydende med et ligningssystem 

• • 
• • • 
o • • 

+ • • •+a. x =b nn n n 

med lige mange ligninger og ubekendte. Ovenstående sætning udsi-

ger, at hvis 11 koef'f'icientmatricen11 ~ er regulær, har ligningssy-
, . -1 

stemet f'or hver søjle~~ en og kun en 1øsn1ng ~~ = ~ ~~·Det-

te resultat er imidlertid uden betydning f'or bestemmelsen af' løs

ningen til et forelagt ligningssystem, sålænge man ikke råder o-

ver metoder til afgørelse af', om en kvadratisk matrix er regulær, 

og til bestemmelse af' den inverse til en regulær matrix. (If'Ølge 

den inversæ definition kommer beregningen af den ud på lØsning af' 

et lineært ligningssystem med n2 ubekendte.) Sådanne metoder vil 

blive omtalt senere. Her vil der ved hjælp af' sætninger om line-

ære afbildninger blive opstillet en nødvendig og tilstrækkelig be-

tingelse f'or, at en kvadratisk matrix er regulær: 

En (n x n)-matri! ~ ~-!:egulær, ~_Qg kun h:_y:is ~s sØjler 

~~ 1 ,···,~1n er lineært uafhængige talsæt, dvs. hvis dens sø~~

rang er n. 

sø jlerang~g n og Cl.§~ er re@lær, ~l:~ red.§_, 1!:L.Q~ f'indes ~ 

~n x n)-ma.trix Q:, f'or hvilken 4 ~ = ~' eller en (n x n)~Jl'ix 'f, 

f'or hvilken ~ ~ = ~· 
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Bevis: I talrummet (Ln,+,L) vælges som basissæt (1,0, •.• ,0), 

(0,1, .•• ,0), ••• , (O,Q, .... ,1). Til hver (n x n)-matrix A hører 

da den lineære afbildning f af (Ln,+,L) ind i sig selv, der til 

sættet~~ lader svare sættet~~~· Specielt hører til enhedsma

tricen E den identiske afbildning e, idet dens søjler netop er ba-

sissættene. 

Antag, at søjlerne i f1 er lineært uafhængige. Afbildningen 

f har da rangen n og billedrmnmet f(Ln) dimensionen n. Men idet 

f(Ln) ~ Ln, medfører dette f(1n) = Ln, altså at f er surjektiv. 

Endvidere følger, at kernens dimension er O (jfr. side III, 2, 12), 

og dermed, at f er injektiv. Der eksisterer altså en invers af

bildning f- 1 :Ln~ Ln. Denne er lineær og følgelig bestemt ved eu 

(n x n)-matrix K· -1 -1 Idet f·o:f = f •f = e, gælder for denne .f'!:! = 

X A = ~' hvilket viser, at A er regulær. -- -

Antag, at der findes en (n x n)-matrix X, for hvilken .f'!: ! = ~. 
Betegner f og g de ved ~ og ~ bestemte afbildninger, er f~g = e. 

Da f•g er surjektiv, må også f være surjektiv; f har altså r~ngen 

n, hvorfor også søjlerangen for A er n. 

Antages, at der findes en (n x n)-matrix Y, for hvilkEn X A = 

~, og betegnes med h og f de ved X og A bestemte afbildninger, er 

h•f = e. Da h•f er injektiv, må også f være injektiv; kernen for 
. n 

f har altså dimensionen O, hvorfor dim f(L ) og dermed søjleran-

gen for A er n - O = n. 

Dermed er sætningen bevist. Vi bemærker: 

For (n x n)-matricer ~ og ~ gælder, at blot A B = ~, så er 
. - - - - -

A og ~ regulære og hinandens inverse, 

A B= E ~ A B = B A = E. ... = = ·- - -- -=- --= = = 

Thi af A ~ = ~ sluttes, at ~ er regulær. Ifølge den forrige 

sætning har ligningeh .~ ! = ~ da kun en løsning, hvorfor ~ = A-1
" 
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Foruden de omtalte måder at danne nye matricer ud fra givne 

er den såkaldte transponering af en matrix af betydning. Den be~ 

står i, at man skriver rækkerne i en matrix ~ i samme orden som 

søjler og sammenfatter disse til en ny matrix. Denne kaldes den 

transponerede af f}:_ og betegnes med ~'. Er ~ en (m x n)-matrix, 

vil ~· være en (n x m)-matrix. Den transponerede til en rækkema-

trix er en søjlematrix, og omvendt. 

Med betegnelserne 

A = (a .. ) . 1 . 1 lJ l= , ••• ,m; J= , •.• ,n, 

har man 

Det er indlysende, at 

(~')' - A, 

at der for hvert tal A E L gælder 

( AA) ' = A !l: ' 

og at 

= A' + B' 
- ' = 

når ~ og ~ er af samme type. - -

Er A= (aij) en (m x n)-matrix og~= (bjk) en (n x p).matrix, 

altså A' en (n x m)-matrix og ~· en (p x n)-matrix, kan produkter-

ne ~ ~ og B' A' dannes, og der gælder 

(A B)' = B' A' 
= = ' 

den transponersde:af et produkt af to matricer er lig med Rro-

duktet af de transponerede matricer taget i omvendt ord~ 
l -

Med betegnelserne~· = (aji) og~~ = (bkj) fås nemlig for e-

lemente t i den k-te række og den i-te søjle af matricen B' A' = = n n 

~bl~j a' .. = L aij bjk' J l 

j=1 j=1 
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altså elementet i den- i-te række og den k-te søjle af matricen 

Idet ~' · m_, fås for en regulær kvadratisk matrix -A af lig-
-1 -1 

ningerne ~ ~ = ~ og ~- ~ = ~~ _at 

(A-1 ) 'A' =;m, - -
Heraf sluttes: 

·Er ~ ~~~YE:<lW:J:&i.lc_.rget~ix, ,vil ogs!.,8&}s transwn~ 

~ ~~ være re~lær, og der gælder 

= 

Idet søjlerne i ~' er rækkerne i ~' har man som modstykke 

til en tidligere sætning: En kvadratisk matrix er regulær, hvis 

og kun hvis dens rækker er lineært uafhængige. 

En kvadratisk matrix A= (a .. ) siges at være SYffiilletrisk, = lJ n,n 
hvis 

A' = ~, = 
altså hvis a .. =a .. for i, j = 1,,,. ,n. 

lJ Jl 

Enhver (1 x 1)-matrix er selvfølgelig symmetrisk. 

En kvadratisk matrix A= (aij)n,n siges at være skævsymme

trisk _e.ller_antis;vrrugetrisk, hvis 

\ A' = -&_, 

\ al t så hvis a .. = -a. . for i, j = 1 , , , • ,n, I en skævsymmetrisk ma-
\, l J J l 

,_.-

trix er aii =O for i= 1, ••• ,n. 

Man har undertiden anledning til at benytte matricer, hvis 

el~mAnter ikke er tal, men visse andre størrelser, for hvilke pas

sex_;_d't kompasit.ioner er definerede. 
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Bestemmelsen af et produkt ~ ~ af en (m x n)-matrix & og en 

(n x p)-matrix ~ kan ofte gøres mere overskuelig ved at opdele 

disse matricer i delmatricer, såkaldte blokke. Er m1, ••• ,mM' 

n1, ••• ,nN, p1, ••• ,pp naturlige tal, for hvilke 

p1 + ••• + Pp =p, 

kan man skrive A og B som "blokmatricer": 

n1 n2 n N 

A ~12 • • • ~1N) m1 J =11 
l 

( ~21 ~22 . . • ~2N m2 
A ; 

== i· .. • • = l • • 

~J \ . • 

\ fuJI1 ~12 • • . mM 

p1 p2 P p 

/~11 ~12 • • • @1P n1 

~21 ~22 • • . ~2P n2 

B = = 

\ ~N1 ~N2 • • . ~NP j n N 

hvor blokkenes- række--og aøjletaL-er angivet henholdsvis til høj-

re og foroven. Blokken A (:J er (m x n _)-matricen bestående af de· 
==a a {3 

elementer af~~ som står i rækkerne med numre fra m1 + ••• + ma_1 
+ 1 til m1 + •.• ma og i søjlern8 med numre fra n1 + ••• +~-f 1 

til n1 + ••• + n(3, og blokken ~(:JY er (~x py )-matricen bestående 

af de elementer af~~ som står i rækkerne med numre fra n1 + ••• 

+ n(:J-1 1 til n1 + ••• 

py-1+ 1 til p1 + ••• 

som en blokmatrix 

+n og søjlerne med numre fra p1 + •.• + 
(:J 

+ p . Produktmatricen A B kan da skrives 
y 
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A B = 

og her er 

c 
=ex y = 

p1 p2 

s11 ~12 . 
s21 ~22 . 

N 

\A B • G =cx{3 ={3y 

{3=1 

AG III, 2, 31 

P p 

• • ~1P m1 

• • s2P m2 

Produktet fås altså i form af en blokmatrix ved at multiplicere 

de to blokmatricer, som om deres blukke var tal. Rækkefølgen af 

faktorerne i de enkelte produkter er her væsentlig. 

Rigtigheden heraf kan indses på fØlgende måde: Med de sæd-

vanlige betegnelser A = (a .. ) , 
n = J. J 

B = (b .k) er = J L- aijbjk 

j=1 

det element af ~ ~' som står i den i-te række og den k-te sØjle. 

Ved den angivne blokinddeling af ~ ~ vil cik tilhøre en af blok

kene, C {3. Elementerne a .. , j = 1 , ••• , n1 , udgØr da en række i 
=ex J.J 

blokken ~cx 1 ' elementerne aij' j= n1 + 1, ••• ,n1 + n2 , udgØr den 

tilsvarende række i ~cx 2 ' de n
3 

fØlgende elementer den tilsvarende 

række i ~cx 3 ' osv. De n1 fØrste af elementerne bjk' j= 1 , ••• ,n, 

udgør en sØjle i ~ 1 {3, de næste n2 den tilsvarende søjle i ~2{3, 

osv. Ovenstående swn spaltes nu i N summer, den fØrste beståen-

de af de n1 fØrste led, den anden af de n2 næste led, den tre

die af de n
3 

derpå fØlgende led, osv. Den første af disse sum-

mer er da et element i produktet ~cx 1 ~ 1 {3, den anden sum det til

svarende element i ~cx2 ~2{3, den tredie det tilsvarende element 

i ~cx3 ~3{3, osv. Dette viser, at 
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l 

Mat.l, 1962-63 

c = =cx{3 
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matricer, hvis elementer er vektorer tilhØrend_~ et vektorrum 

(V,+,L). 

Det er klart, hvad man vil forstå ved produktet af en så-

dan matrix med et tal fra L, og endvidere, hvad man vil forstb 

ved summen af' to vektormatricer af samme type. .t-J: de i vektor· 

rum gyldige regneregler sluttes, at for givne m,n E N danne~ 
(m x n)-matricerne, hvis elementer er vektorer fra (V,~jl), 

et vektorrum over L. 

Definitionen på produktet af en (m x n)-matrix ~og en 

(n x p)-matrix ~ kan uden videre overføres til det tilfælde, 

hvor ~ af faktorernu er en vektormatrix. Produktet bliver da 

en vektormatri;x_,_ __ _gg_ denne kan igen multipliceres fra vc;nstre ell 

hØjre med en talmatrix af passende type. Man kan sige, at et 

produkt af flere tal- og vektormatricer kan dannes, når de 

nødvendige betingelser vedrØrende række- og sØjleantal er op·

fyldt og hØjst en af matricerne er en vektormatrix. Den as-

sociative lov er også gyldig her, idet den r~.:;gning, ved hvil·· 

ken d~;:;n blev bevist for talmatricer (side III, 2, 22), med b e··· 

nyttelse af regnereglerne for vektorrum kan gennemfØres på sam

me m~de, når elementorne i en af de tre matricer er vektorer. 

Begrebe-t ----rt-trans.p_o_~eret matrix'' bruges også ved vt:ktor'IDa

tricer, og der gælder (~Y~~:,:-~_når _en af ma tric<::rne A 

og ~ er en vektormatrix. 

Begreberne "regulær matrix;' og 11 invers matrix;' d~;:;fineres 

ikke for vektormatricer. 
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.l!ir :y,1,•u ... ;lp vektorer fra (V;+,L) , kan deres linearkombi

nation med koefficienter A
1

, ••••• ,Ap fra L på to måder skrives 

som matrixprodukt, nemlig 

og transponeret 

= 

Her skal venstre side i begge ligninger opfattes som (1 x 1 ).-

vektormatrix. 

Er vektorerne v
1 

, ••••• ,v lineært uafhængige, kan man af - -p 

ligningen 

eller den dermed ensbetydende 

slutte, at 

= ... J.l ) • p 

Dette er bare en anden måde at udtrykke på, at koefficienterne 

i en vektors fremstilling som linearkombination af lineært u-

afhængige vektorer er entydigt bestemte. 
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Lineære afbildningers matrixligninger. Koordinattransformation. 

Vi betragter igen en lineær afbildning f af et n-dimensio

nalt vektorrum (U,+,L) ind i et mwdimensionalt vektortum (V,+,L). 

Er (~1 , ••• ,~n) en basis for U og (f1 1 ••• ,~) en besis for V, fin

des der som omtalt tidligere (side III, 2, 15) en (m x n)~matrix 

A = (a .. ) med elementer fra L, således a t 
l J 

m 

f(e.) =\a .. f., 
-J G lJ-l 

j=1, ••• ,n. 

i=1 

Disse ligninger, som kan sammenfattes til matrixligningen 

(f ( ~1 ) • • • f ( ~) ) = ( f1 • • • ~ ) f; ' 

udsiger, at sØjlerne i ~ er koordinatsættene med hensyn til 

(f1 , ••• ,~) af billedvektorerne f(~), ••• ,f(~). 

Betegner ~~ det som sØjle skrevne koordinatsæt for en vek

tor~ E U med hensyn til (~1 , ••• ,~) og~~ det som sØjle skrevne 

koordinatsæt for billedvektoren 

~=f(~)= u1 f(~1 ) + ••• + unf(~n)' 

gælder matrixligningerne 

u = (~1 . . . e ) ~, , -n 
v = (f1 . . . f ) ~, -m 

= (f (~1 ) ... f(e )) ~, , -n 
hvor de venstre sider skal opfattes som (1 x 1)-matricer. 

Af den sidste ligning fås ved inds@ttelse 

( !1 · • · fm ) ~ l = ( !1 · · · fm ) f} ~ l • 
Idet r

1
,.••;f er lineært uafhængige, kan man heraf slutte 

- -m 

~, = ~ ~, • 
Denne ligning er ikke andet end en sammenfatning af de tidligere 

(side III, 2, 15) fundne ligninger 

n 

vi = L aijuj, 

j=1 

i= 1, ••• ,m. 
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Den udsiger, at man ved multiplikation af matricen ~med en vil

kårlig søjle ~~ får koordinatsøjlen ~~ for billedvektoren af vek

toren u med koordinats~jlen gi. Vi bemærker, at ~ er den eneste 

matrix med denne egenskab. Er nemlig ! en (m x n)-matrix, og be

tegnes med ~-J' l den j-te søjle i enhedsmatricen E , altså koordi-==n,n 

natsøjlen for ~j med hensyn til (~1 , ••• ,~n)' bliver~ gjl den j-te 

s~jle i K; er derfor~ ~j l koordinatsøjlen for f(~j) med hensyn til 

(f1 , ••• ,fm)' sluttes, at den j-te søjle af Å stemmer overens med 

den j-te søjle af ~· 

Ligningen 

XI =~~l 
kaldes den lineære afbilili1ings matrixligning med hensyr til bas~ 

(e 1 , ••• , e ) o ø (f 
1 

, ••• , f ) • - -n .::;c - -m 

Er (W,+,I~) et tredie vektorrum med den endelige dimension l, 

(g1, ••• ,g1 ) en basis for det og g:V ~W en lineær afbildning, vil 

dennes matrixligning med hensyn til (f
1 

,' ••• ,fm) og (g
1 

_, ••• ,g
1

) ha

ve formen 

~, = ~ ~, , 

hvor ~ er en (l x m)-matrix med elementer fra L. Sættes heri ~~ = 

& ~ 1 , fås matrixligningen 

~, = ~ ~ g' 
for den sammensatte afbildning g• f :U ~W med hensyn til baserne 

(~1' • • ·,en) og (g1 '• • • ,gl) • 

Den lineære afbildning f:U ~v med matrixligningen ~~ == & ~~ 
er bijektiv, hvis og kun hvis U og V har samme dimension n = m og 

A er regulær. Er dette tilfældet, fås 

-1 
M:j = ~ ~, 

som matrixligning for den inverse afbildning f- 1 :V ~ U med hensyn 

til baserne (f
1

, ••• ,f) og (e
1

, ••• ,e ). - -m - -n 
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Ved opstillingen af en matrixligning for en lineær afbildning 

af et vektorrum U ind i sig selv vil man i reglen henføre billed

vekto~erne til den samme basis som originalvektorerne. Man kan i

midlertid også i dette tilfælde bruge to forskellige baser. Vi skal 

benytte os af denne mulighed til at besvare det vigtige spørgsmål, 

hvilken sammenhæng der består mellem koordinatsættene for en og 

samme vektor med hensyn til to forskellige baser. 

Lad der i det n-dimensionale vektorrum (U,+,L) være valgt to 

baeer, den "oprindelige" (.§.1, •.• ,2_n) og den "nye" (~1 , ••• ,~n)' og 

lad ~~ og Ql betegne koordinatsøjlerne for en vektor ~ E U med hen-

syn til disse to baser. 
A 

Den søgte relation mellem ~~ og ~~ er da 

matrixligningen for den identiske afbildning eU af U med hensyn til 

baserne (.§,1 , ••• ,.§_n) og (~1 , ••• ,~n)' idet vektoren!! henføres til 

den oprindelige eller den nye basis, efter som den betragtes som 

originalvektor eller billadvektor eU(g) = g. Der gælder altså 

~, = ~ ~, ' 

hvor ~. er en (n x n)-matrix, som er regulær, idet eU er bijektiv. 

Søjlerne i~ er koordinatpættene for billedvektorerne af .§.1 , .•. ,.§_n' 

altså af selve disse vektorer, med hensyn til basen (~ 1 , •.. ,~n)? 

(.§.1 • • • .§.n) = (~1 • • • _in) ~· 
Overgangen fra koordinaterne med hensyn til basen (~1 , ••• ,.§.n) 

til koordinaterne med hensyn til basen (_i1 , ••• ,~n) kaldes en koor

dinattransformation og den tilhørende matrix e koordinattransfor

mationsmatricen. Hver regulær (n x n)-matrix kan forekomme som en 

o ,". A ) ( ) s sadan; thi vælges basen- \.§.1,. .• ,.§.n -og en regulær n x n -matrix _ 

vilkårligt, vil der ved den sidst opskrevne matrixligning bestemmes 

en basis (.§.1' ••• ,.§.n), således at e er koordinattransformationsma·

tricen for overgangen fra denne basis til (~1 , ••• ,~n). 

Koordinattransformationsmatricen § kendes, når de oprindelige 

basisvektorer er givet som linearkombinationer af de nye. Ofte vil 
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det omvendte være tilfældet. Idet 

(§.1 §,n)= (~1 ···~n) g-1
, 

vil dette sige, at man kender matricen g-1, og S må da bestemmes 

som dennes inverse. 

Vi betragter igen en lineær afbildning f af et n-dimensionalt 

vektorrum (U,+,L) ind i et m-dimensionalt (V,+,L). Lad 

~, = ~ ~, 

være afbildningens matrixligning med hensyn til basen (~ 1 , ••. ,~n) 

for U og basen (f1, ••• ,fm) for V. Vælges der nye baser (81 , ..• ,.§.j) 

og (!,1, .... ,fm), vil afbildningen f i almindelighed få en anden ma·· 

trixJjgning. Denne kan bestemmes på følgende måde: Mellem koor

dinatsættene ~~ og ~~ for en vektor R E U med hensyn til den op

rindelige og den nye basis for U består relationen 
·· . 

.... 
~, =~~,, 

hvor S er koordinattransformationsmatricen. Tilsvarende har man 

for koordinatsættene for en vektor v E V 

" ~, =~~,, 

hvor T er den til koordinattransformationen i V hørende koordinat-

transformationsmatrix. Af de tre opskrevne ligninger fås ved eli-

mination af ~~ og ~~ 
A -1A 
~, = ~ ~ g ~,' 

og dette er afbildningens matrixligning med hensyn til de nye ba-

ser. 

" Mellem matricerne A og A, som hører tiL-af-b-ildningen, efter 

som de oprindelige eller de nye baser benyttes, består altså re-

la t ionen 

= 
A §-1. 

-1 (Dette ~an også sluttes af, at f kan skrives eVofeeU , hvor eU og 
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eV betegner de identiske afbildninger af U og V. Henføres nemlig 

eu til baserne (~1, .•• ,~) og (Q1, ••• ,Qn)' f til baserne (~1'"""'~n 

og (!1 , ••• ,!m) og ev til baserne (f1 , ••• ,fm) og (f.1 , ••• ,fm), fås 

for den sammensatte afbildning ev•f•eu1 = f henført til baserne 

(~1 , ••• ,~) og (f1, ••• ,fm) matricen~ & ~- 1 .) 

Matricerne ~ og ! har samme søjlerang, idet denne for begge 

er lig med afbildningens rang, dvs. billedrummets dimension • 

..... 
Ved passende valg af de nye baser kan opnås,- at!::: antager en 

særlig simpel "normalform". Lad r betegne afbildningens rang. 

Man vælger en basis (ir+1 , ••• ,in) for afbildningens kerne K og sup

plerer den (hvis r> O) til en basis (i1, ••• ,in) for U. Vektor

sættet (f(~1 ), ••• ,f(~n)) har rangen r. Da 

. . . = f(e ) = o, -n -
må f(~1 ), ••• ,f(~r) være lineært uafhængige. Vælges disse vektorer 

(i denne orden) som de r første vektorer i en basis (f1, ••• ,fm) for 

V, fås 

'E A ;:::;( =r,r 

~ Qm-r,r 

Qr,n-r \ , 
o jj 
=m-r,n-r J 

idet søjlerne i A jc er koordinatsættene for vektorerne 

f(i1) = f1' · • · ,f(ir) = fr' f(ir+1) =·.Q, • • • ,f(in) = .Q. 

Denne matrix betegnes i det følgende med E(r). (Er r = O, r = m =m,n 
eller r = n, falder naturligv:is_ nogle af blokkene bort.) 

Rangen af en matrix. 

Af disse resultater kan udledes vigtige sætninger om søjle

rangen af matricer med elementer fra et tallegeme L. 
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Er ~ en (m x n)-matrix 2_ E en rezylær (m x m)-matrix og ~ !illc 

regulær (n x n)-matrix, da har matricerne ~ Q& E~ g samme søjle-

rang. 

Bevis: Man f'ortolker A som matrix hørende til en lineær af'-

bildning af' et n-dimensionalt vektorrum (U,+,L) ind i et m-dimen

sionalt vektorrum (V1 +,L) med hensyn til valgte baser i disse rum. 

~\nvendes koordinattransf'ormationer i U og V med henholdsvis S = g-1 

og ~ =E som koordinattransf'ormationsmatricer, f'ås ~ ~ ~ som matrix 

hØrende til den samme af'bildning. 

Idet man ved rækkerangen af' en matrix f'orstår maximaltallet 

af' lineært uaf'hwngige blandt dens rækker, gælder: 

For hver matrix A € M (L) stemmer søjlerang og rækkeranE 
= m,n 

overens. Den f'ælles værdi lmldes matricens rang og betegnes med 

Bevis: Lad P og g være regulære matricer, f'or hvilke 

f i:= g= ~(r). 
- - - -m,n 

Eksistensen indses, idet A f'ortolkes som matrix hØrende til en li-
= 

neær af'bildning f'; overgangen til E(r) sker da ved, at f' henf'Øres =m, n 

til nye baser (jf'r. side 38). Ved transponering 

Q' ~t P' = E(r)t = E(r). 
= =1n,n =n,m 

Idet E' og ~'er regulære, har A' samme søjlerang 

som A har samme sØjlerang som E(r). Men E(r) og 
-· =m,n =m,n 

f' ås 

som E(r) 
=n, m 

E(r) har 
=n, m 

lig samme sØjlerang, nemlig r. Følgelig har A og~ 1 samme 

, lige-

Øjensyn-

sØjle-

rang, og da sØjlerangen af' 1\ 1 er rækkerangen af'~, er påstanden 

hermed bevist. 

En matrix, som f'remkommer ved udeladelse af' rækker og/eller 

søjler af' en matrix ~, kaldes en delmatrix af' A. 

Rangen af' en f'ra nulmatricen rorskellig matrix 4 E M (L) m,n 
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er de·t største blandt de naturlige tal p, f'or hvilke der f'indes 

en regulær (p x p)-delmatrix af'~· 

Bevis: Først bemærkes at rangen af' en matrix ikke kan f'or

mindskes, når der tilf'øjes rækker (eller sØjler), De sØjle~ af'~' 

der indeholder en regulær (p x p)-delmatrix, er f'Ølgelig lineært 

uaf'hængige. Dette viser, at rg ~ ~ p, når der f'indes en sådan del

matrix. På den anden side har A en regulær (r x r)-delmatrix, 

når rg ~ = r. Der f'indes nemlig r lineært uaf'hængige rækker i ~. 

Disse udgØr en delmatrix, hvis rang også er r, og som altså inde

holder r lineært uaf'hængige søjler. Delmatricen bestående af' dis

se søjler er af' den f'orlangte art. Dermed er sætningen bevist~ 

Lineære afbildninger af' normerede vektorrum. 

I det f'Ølgende står L f'or de reelle eller de komplekse tals 

legeme. Lad (U,+,L,II llu) og (V,+,L,II liv) være normerede vektor

rum. De er da metriske rum med distancerne 

(jf'.side III,1.30-31 ). Vi betragter lineære afbildninger f' af' U 

ind i V. 

Det kan hænde, at der f'indes en normbevarende lineær af

bildning f':U ~V, f'or hvilken altså 

Idet der da f'or ~1 ,~2 E U gælder 

er den en isometrisk, altså specielt injektiv, afbildning af' U 

på et underrum af' v. Er en sådan afbildning surjektiv, vil dens 
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inverse være en lineær isometrisk afbildning a~ V på U. De to 

normerede vektorrum er da isomor~e. 

Homotetien a~ U med faktoren -1 er en lineær isometrisk a~-

bildning af (U,+,L,II llu) på sig selv, idet 

I almindelighed findes der, bortset fra identiteten, ikke andre. 

En vigtig klasse af lineære afbildninger af et normeret 

vektorrum ind i et normeret vektorrum udgøres af de såkaldte be-

grænsede. En lineær afbildning 

f: (U,+,L,II llu) -+ 

siges at være begrænset, hvis der ~indes et tal M ~ O således, at 

Dette medfører 

sup f llf(!_!)llv j ll~llu ~ 11 ~ M , 

altså at ~unktionen llf(~)llv er begrænset, med majorant M, på 

"enhedskuglen" ll~llu ~ 1. Omvendt, hvis dette er til~ældet, er 

den lineære afbildning f begrænset; thi for u ~ O har man da 

altså (ifØlge N2,side III, 1,30) 

og denne ulighed er også opfYldt ~or u = O • 

Idet rummene U og V som angivet ovenfor er metriske rum, kan 

man tale om kontinuerte afbildninger f af U ind i Vo At f er kon-
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tinuert i u betyder, at der til hvert e > O findes et o > O, -o 

således at der for u E U gælder 

Idet f(~) - f(~0 ) = f(~ - ~0 ), er det tilstrækkeligt at kræve 

dette opfyldt for ~o = O. Hvis en lineær afbildning f: U ~ V er 

kontinuert i Q, er den altså kontinuert (endda ligelig) i hele 

rummet u. 

En lineær afbildning af et normeret vektorrum ind i et nor-

meret vektorrum er begrænset, hvis og kun hvis den er kontinuert~ 

Bevis: Hvis f: U~ V er kontinuert, findes der til e = 1 et 

o > O således, at der for u E U gælder 

altså 

Dette viser, at f er begrænset. 

Hvis f er begrænset, hvis der altså eksisterer et M ~ O så-

ledes, at der for ~ E U gælder 

har vi for hvert e > O 

Dette viser, at f er kontinuert i O, altså i hele U e 

Alle lineære afbildninger af et endelig-dimensionalt nor-

meret vektorrum ind i et normeret vektorrum er kontinuerte. Ved 

beviset herfor får vi brug for fØlgende sætning. (Den har som 
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simpel konsekvens, at f'orskellige normer i et endelig-dimensio-

nalt vektorrum gØr dette til ækvivalente metriske rum, altså til 

rum med samme topologi (jf'eMA 8.17.1-2). For uendelig-dimensio

nale vektorrum gælder ikke noget tilsvarende.) 

Lad (U,+,L,II llu) være et normeret vektorrum af' den endelige 

dimension n gg (e
1

, ••• ,e ) en basis f'or det. Ved f'or 
- -n 

at sætte 

def'ineres en norm 11 11
1 

i U • Der f'indes da tal k,K E R+ , således 

at der f'or u E U gælder 

Bevis: Ved gentagen anvendelse af' N2 og N3 (side III,1,30) 

f' ås 

og heraf' f'Ølger den hØjre af' de påståede uligheder med 

For at bevise den venstre ulighed betragter vi den ved 

bestemte f'unktion ~:Ln ~R. Den er kontinuert hvis Ln og R f'or

synes med de sædvanlige metrikker. For (a
1

, ••• ,an) E Ln og 

(u1 , ••• ,un) E Ln gælder nemlig if'Ølge det allerede viste 
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~ K( l u1 - a 1 1 + • • • + 

~ nK(Iu1 - a112 + ••• 

Idet mængden 
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+ (u - a )e llu n n -n 

E = { (u 1 , ••• , u n) l l u 1 l + • • • + l u n l = 1 l c L n 

er begrænset og afsluttet, altså kompakt, har restriktionen af 

~ til E et minimum k , som må være positivt, idet~ er positiv 

på E (jf.MA 11.9.1 og 11.12.2). For 

sluttes heraf, idet 

Et t 

altså 

1 

u 
~ k , 

11~111 u 

Dn dette også gælder for ~ = Q, er sætningen hermed bevist. 

Enhver lineær afbildning af et endelig-dimensionalt norme

ret vektorrum ind i et normeret vektorrum er begrænset, altså 

kontinuert. 
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Bevis: Med ovenstående betegnelser antages, at (U,+,L, 11 llu) 
har dimensionen n, og qt der er valgt en b~sis (~ 1 , ••• ,~n) for U. 

Lad r være en lineær afbildning af U ind i v. For 

~ås da ved hjwlp af den foregående sætning 

hvor 

Hernf aflæses, at f er begrænset. 

For lineære afbildninger af uendelig-dimensionale vektorrum 

gælder sætningen ikke. 

Vi beviser endnu en sætning om afbildninger af reelle nor-

merede vektorrum, som undertiden finder anvendelse: 

Hvis en afbildning f af et normeret vektorrum (U,+,R,II llu) 
ipd i et normeret vektorrum (V, +,R, li liv) er kontinuert i O og en 

homomorri af gruppen (U,+) ind i gruppen (V,+), da er den lineær. 

Bevis: Det er givet, at der ror ~1 ,~2 € U g~lder 

og nt der til hvert e > O findes et o > O, således at 

" li ~li u ~ o => li r ( ~ ) li v ~ e • 
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Det skal vises, at der ~or u E U og A E R gælder 

Idet p~ ~or p E Z er den 11p-te potens" a~~ i gruppen (U,+) 

og ~ er en homomor~i a~ denne har vi 

p E Z • 

For q E N gælder der~or 

. 1 
q~(Eu) = pq~(-u) = p~(u_) , q- q-

altså 

~ ( 12-u ) = E~ ( u ) • 
q- q -

Påstanden er altså rigtig ~or rationale A • Lad nu u E U og 

A E R være vilkårligt givne. For hvert rationalt tal p gælder da 

= 11~( (A - p)~) + (p - A)~( ~)liv 

~ II~((A- p)~)llv + IA-PIII~(~)IIv. 

Til hvert 8 > O ~indes nu et p E Q så nær ved A , at 

og 

Han ~år da 

Idet dette (med ~aste ~ og A) gælder ~or hvert 8 > O, må vi have 
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altså (N1,side III,1,30) 

som påståeto 

Som speciel t tilf'ælde (n = 1, U = V = R med normen l l) 

f'remhæves: 

De eneste f'unktioner f':R ~ R , som er kontinuerte i O og 

opf'ylder 11 Cauchys f'unktionalligning 11 

V x,y : f'(x + y) = f'(x) + f'(y) , 
R 

er f'unktionerne f'(x) = ex, hvor c er en konstant. 

Det bemærkes, at tilsvarende ikke gælder f'or de komplekse 

tals legeme; f'unktionen f'(x) =x , x E C, opf'ylder sætningens 

f'orudsætninger, men er ikke lineær. 

Endelig nævnes uden bevis, at der f'indes f'unktioner 

f':R ~ R, som tilf'redsstiller Cauchys f'unktionalligning, og som 

ilcke er kontinuerte i noget x E R • 

Lineære afbildninger af' vektorrum med indre produkt. 

Lad (U,+,L,•) og (V,+,L,*), hvor L= C eller L= :R, være 

to vektorrum med indre produkte Man kan da betragte lineære af'-

bildninger f' af' U ind i V , ved hvilke det indre produkt be-

vares, dvs. f'or hvilke 

For de ved de indre produkter bestemte normer 

1 

ll~llu = (~·~)2 ' 
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gælder da 

En sådan af'bildning er f'Ølgelig isometrisk og dermed injektiv. 

Endvidere vil der til ortogonale vektorer svare ortogonale vek-

torer, til et ortonormeret system et ortonormeret system. Hvis 

en sådan afbildning f' er surjektiv, er den inverse af' samme art. 

Afbildningen siges da at være unitær i tilf'ældet L = C og orto

gonal i tilf'ældet L =R • Hvis en sådan eksisterer, er de to velc-

torrum med indre produkt isomorf'e. Det er klart, at sammensæt-

ningerne af' to unitære (ortogonale) Ribildninger er igen unitær 

( or toganal ) • 

Har de to vektorrum U og V sqmme endelige dimension n , 

f'indes der unitære (ortogonale) qf'bildninger f': U~ V • Vælger 

man nemlig ortonormerede baser ( ~ 1 , ••• ,~n) og (f1, ••• ,fn) f'or 

henholdsvis U og V, vil den lineære afbildning f': U ~ V bestemt 

ved, at f'(e.) =f'. f'or i= 1, ••• ,n, være unitær (ortogonal), da 
-l -l 

de to indre produkter jo har samme koordinatudtryk med hensyn 

til de ortonormerede baser (jf'.side III,1,44-45), og en vektor 

i U og dens billedvektor har samme koordinatsæt. 

Specielt gælder, at to vektorrum med indre produkt, der 

f'ås ved i samme endelig-dimensionale vektorrum at indfØre to f'or-

skellige indre produkter, altid er isomorf'e. 

I det f'Ølgende betragtes lineære af'bildninger af' et vek

torrum med indre produkt (V,+,L,•) ind i sig selv, kort omtalt 

som lineære afbildninger af (V,+,L,·). Det forudsættes, at V har 

den endelige dimension n. (Begrebsdannelser, der svarer til de 

nedenf'or omtalte, f'or af'bildninger af' uendelig-dimensionale 
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vektorrum med indre produkt, specielt Hilbert rum~ spiller gan-

ske vi s t en betydning sf'uld rolle i den ma temq ti slz::e ::malyse, men 

overf'Ørelsen til det uendelig-dimensionale tilf'celde er ikke helt 

simpel og kan ikke gennemf'øres her.) 

Hed henb:J_lk på en anvendelse nedenfor bemærkes 9 Rt det indre 

produkt af' to vektorer ~ og ~ i V, som med hensyn til en ortonor

meret basis har koordinatsættene (u
1

, ••• ,un) og (v1 , ••• ,vn)' kan 

skrives -
~1 
• 

-v 
n 

hvor overstregning som sædvanlig betyder overgqng til det kon

jugeret komplekse tal og bortf'alder i tilf'ældet L = R. 

Når der i det f'0lgende tqles om den mqtrix 9 der med hensyn 

til en valgt basis f'or vektorrummet V hører til en lineær af'bild-

ning V, menes matricen, der f'ås ved at henf'øre såvel original-

som billedvektorerne til denne basis. 

Til hver lineær af'bildning f' af' (V 9 +,L,•) f'indes der netQE 

en lineær af'bildning f'* qf' (V, +,L,•), f'or hvilken 

Denne af'bildning f'* kaldes den til f' adjungerede. 

Bevis: Lad (~ 1 , ••• ,~n) være en ortonormeret basis f'or V, 8g 

lad A være den matrix, der med hensyn til denne basis hører til 

f' • For 

v = 
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gælder da 

idet~~~ er koordinqtsøjlen, og fØlgelig~-~' koordinatrækken 

for f(~) • En lineær ~fbildning g af V med tilhørende matrix ~ 

vil altså tilfredsstille det til f* stillede krav, hvis og kun 

hvis der for alle u og v i V gælder 

altså 

( - l)-g_ ~ - ~ ~l = o o 

Man ser let, at dette er opfyldt for alle rækker u , hvis og kun 
=-

hvis 

-og dette for alle sØjler ~~, dvs. alle sØjler ~~, hvis og l\:un 

hvis B = = 
A' 
- ' altså 

B = A l • 

Den lineære afbildning f* der med hensyn til den valgte basis 

er bestemt ved matricen~', og kun denne, opfylder altså de stil-

lede krav. 

Af beviset fremgår: 

Hvis der til en lineær afbildning f~ (V,+,L,•) med hensyn 

til en ortonormeret basis hører matricen i:=, vil der til den ad-· 

jungerede afbildning f* hØre den 11adjungerede" matrix 

A''(. =E'' 

altså i tilfældet L =R den transponerede ~ 1 
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For hver lineær afbildning af' (V,+,L;) gælder 

thi :for ~'~ E V har mqn 

For lineære afbildninger f' og g nf' (V,+~L,·) og 'A E L gælder 

(f' + g)* = :r* + g>.'< 

('A:r r:: = ~f'* ' 
(gof')* = f'* og* 

og, hvis f' er bijektiv, 

Disse regler k::m sluttes af', at de tilsvarende relRtioner Øjen-

synlig er gyldige :for de matricer, der med hensyn til en orto·
hører 

normeret basis til a:fbildningerne. Men de :fØlger også let direkte 

a:f definitionen på adjungeret afbildning. For~'~ E V har mqn 

nemlig 

(f' + g)(~)·;::: = f'(-~~)·;::: + g(~)·~ 

=~·f'*(;:::)+ ~·g*(;:::)= ~·(f'*+ g~c)(;:::)' 

og
1
hvis f' er bijektiv 
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Et underrum U a~ et vektorrum (V,+,L) siges at være ·in-

variant ved en lineær afbildning ~ : V~ V9 hvis det ved ~ a~-

bildes ind i sig selv, altså hvis 

~(U) ~ U. 

Underrummene fQJ og V er invariante ved enhver 3fbildning ~. 

Endvidere er kernen K~ invariant. Almindeligvis ~indes også andre 

invariante underrum. 

Om den adjungerede til en lineær a~bildning a~ et vektor-

rum med indre produkt gælder: 

Hvis et underrum U a~ (V,+,L,.) er invariant ved en lineær 

afbildning ~ : v ~ v, vil dets ortogon~le komplement ur være in

* variant ved dsn adjungerede afbildning ~ • 

Bevis: Idet ~(~) E U ~or u E U, gælder ~or hvert v E ur 

Dette viser, at ~*(~) er ortogonal til hver vektor u E U og til

hører ~Ølgelig Ul., som påstået. 

En lineær afbildning~ a~ (V,+,L,·) siges at være normal, 

hvis den er ombyttelig med sin adjungerede, hvis altså 

Er ~ matricen, der med hensyn til en crtenormeret basis hører 

til ~, er dette ensbetydende med 

A'A=M'. 

Er A en di3.gonalmatrix, vil også ! ' være en. Da hvilket·

somhelst to (n x n)-diagonalmatricer er ombyttelige, er altså 
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afbildningen f normal~ dersom der findes en ortonormeret basis, 

med hensyn til hvilken dens matrix er en diagonalm8trix. (Vi 

skal vise senere, at der i tilfældet L = C også gælder det om

vendte.) Heraf fremgår specielt, at hver homoteti er normal. 

Er f en normal afbildning og~'~ ~ V , har man 

.~ * * * f(u).f(v) = u.f .. (f(v)) = u·f(f (v)) =f (u)•f (v) • - -- - - - - -

For v= u sluttes herqf, Rt f(~) =O ~ f*(~) =Q , altså at 

* * f og f h:tr samme kerne K. D'1 K er invariant ved f og f , er sora 

vist ovenfor også kernens ortogonale komplement K~ invariant ved 

f cg f*. Restriktionerne af f og f* til r (som er bijel\:tive, da 

K n r = ~Q1) er adjungerede til hinanden og selvfølgelig om

byttelige. Vi har altså: 

Er f en normal afbildning af (V,+, L, • ) og K dens kerne, 

~ vil dennes ortogonale komplement K være invariant ved f~ Qg_re-

striktionen af f til K~ vil være normal. 

I almindelighed er hverken summen eller sammensætningen 

af to normale afbildninger normal. Men det bekræftes let~ at 

mul tiplik.qtion af en normal afbildning med en skalar fører til 

en normal afbildning, og nt den inverse til en bijektiv normal 

afbildning er normal. 

Med henblik på en senere r-mvendelse bemærkes yderligere: 

~f en normRl afbildning af (V,+,L,•) Qg e den identiske 

afbildning af V , da er f - Ae for hvert A ~ L normal. 

* Da e = e, fØlger dette '1f 

:>\e)o(f Ae) >1< * = f o f - )\f - Af,. + ):,Ae 

~ * * (f - Ae)o(f'" -)\e) = fof -Af -)\f + A)\e 
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En lineær ~fbildning af (V,+,L,• ), for hvilken 

::.ltså 

siges at være selvadjungeret. I tilfældet L = C siges også 

Hermitesk symmetrisk eller kort Hermitesk, i tilfældet L =R og

så symmetrisk. (Det bemærkes, at man i teorien for uendelig-di-

mensional~ vektorrum med indre produkt tillægger "Hermitesk syrn-

metrisk"en noget mere omf'1ttende betydning end "selv8.djungeret". 

I stedet for "Hermi tesk symmetrisk" bruges ofte i;symmetrisk" og-

så i det komplekse tilfælde. Dette kan imidlertid give anledning 

til. forvekslinber.) 

Det er klart, at hver selvadjungeret afbildning er normal. 

For en lineær afbildnings matrix A med hensyn til en orto-

normeret basis gælder 

A' =A 
= = 

hvis og kun hvis afbildningen er selvadjungereta For matricen A 

betyder dette, at diagonalelementerne er reelle, og elementer, 

der står symmetrisk med hensyn til hoveddiagonnlen, er konjugeret 

komplekse. En matrix !, der opfylder denne ligning, kaldes 

Hermitesk syrnmetrisk eller Hermitesk. I tilfældet L= R er dette 

ensbetydende med, at matricen er symmetrisk, dvs. lig med sin 

transponerede. 

Er~ en reel diagonalmatrix, gælder Øjensynlig E' =A • 

Afbildningen f er altså selvadjungeret, dersom der findes en or-

tonormeret basis, med hensyn til hvilken dens matrix er en reel 
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diagonalmatrix. (Vi skal vise senere, at det omvendte også gæl-

der.) Hera~ ~remgår, at hver homoteti med reel multiplikator er 

selvadjungeret. Endvidere ~Ølger, at ortogonalprojektionen p a~ 

V på et underrum U, dvs. paralelprojektionen langs U~ (j~r. side 

III,1,43 og 2,11), er selvadjungeret. Vælges nemlig en ortonor-

roeret basis ~or U og suppleres denne til en ortonormeret basis 

~or V (hvilket er muligt i~Ølge ortonormaliseringssætningen, 

side III,1,40), vil den til p hØrende matrix være en diagonal-

matrix, hvis diagonalelementer er lig 1 eller o. 

I~Ølge et tidligere resultat gælder: 

Hvis et underrum U a~ (V,+,L,·) er invariant ved en selv

adjungeret Rfiildning ~ a~ V, er også det ortogonale komplement 

u~ invariant ved~. 

Summen a~ to selvadjungerede a~bildninger a~ (V,+,L,• ) er 

selvadjungeret. Det samme gælaer om a~bildningen der ~ås ved at 

multiplicere en selvadjungeret a~ildning med en reel skalrrr 

(reel, hvadenten L = R eller L = c). Hera~ sluttes, at tle sym-

metriske a~bildninger a~ et vektorrum V over de reelle tals le

geme udgØr et underrum i vektorrummet (Hom(V,V),+,R) a~ alle li-

neære a~bilQninger a~ V • 

Sammensætnjngen go~ R~ to selvadjungerede n~bildninger ~ 

og g a~ V er i almindelighed ikke selvacljungeret. Men hvis ~ og 

g er ombyttelige, er det til~ældet, idet da 

>:c * * (go~) = ~ og = ~og = go~ 0 

For hver lineær afiildning ~ a~ (V,+,L, ·) er ~ + ~':• selv-

adjungeret. 
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En lineær afbildning~ a~ (V,+,L,. ), ~or hvilken 

al t så 

kaldes anti-Hermitesk, i til~ældet L= R også antisymmetrisk. 

Nødvendig og tilstrækkelig ~or~ at en afbildning har denne egen 

skab, er, at dens matrix A med hensyn til en ortonormeret ba~is 

til~redsstiller 

A.' = -A 
= = 

Matricen kaldes da anti-Hermitesk. I til~ældet L= R er dette 

ensbetydende med, at matricen er antisymmetrisk, altså modsat 

sin transponerede. 

De antisymmetriske a~bildninger a~ et vektorrum (V,+,R) 

udgØr et underrum i (Hom(V,V)~+,R) • 

For hver lineær afbildning~ a~ (V,+,L,•) er f- f* anti

Hermitesk. Idet 

kan hver lineær afbildning fremstilles som sum a~ en Hermitesk 

og en anti-Hermitesk. Det ses let, at dette kun kan ske på en 

måde. 

Som eksempel på en antisymmetrisk afbildning nævnes a~-

bilc1ningen ~ af det sædvanlige geometriske vektorrum bestemt ve1 

hvor a er en gi v.en vektor. For alle u og v i rumme t hetr man 
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nemlig 

a x u•v - - ~·(-~x y) = ~·(-f'(y)). 

En<lelig betragtes lineære af'bildninger af' (V,+,L, • ), ved 

hvilke J.et indre produkt, og dermed normen, bevares. Som allerede 

nævnt er en sådan afbildning f' injektiv. Billedrummet har altså 

samme dimension n som V (jf'.side III,2,5) og må derf'or som under-

rum af' V stemme overens med V. Heraf' fØlger, at f' er bijektiv, 

altså unitær (ortogonal). Idet f' således er en transformation af' 

V, taler man også om en unitær (ortogonal) transformation. 

Der findes netop en unitær (ortogonal) tranformation af 

V, ved hvilken en vnlgt ortonormeret basis afbildes på en vil-

kårligt given ortonormeret basis. 

Er f' en unitær (ortogonal) afbildning af' V , gælder for 

hvilket viser, at 

* -1 f' = f' . 

Omvendt, hvis den adjungerede til en bijektiv lineær afbildning 

f' af' V stemmer overens med den inverse, har man for ~,y E V 

* f'(~)-f'(y) =~·f' (f'(y)) =~-y ' 

altså at f' er unitær (ortogonal). 

Idet f' og f'-1 er ombyttelige, er de unitære (ortogonale) 

afbildninger af' V normale. 

For en lineær afbildnings ml'l trix A med hensyn til en ort•J-
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normeret basis ~or V gælaer 

hvis og kun hvis afbildningen er unitær (ortogonsl). Matricen 

A er da regulær. Ligningen er ensbetydende med, nt sØjlerne i ~ 

d8nner et ortonormeret system i talrummet Ln med det indre pro-

duk: t 

Idet mRtrixligningen med~Ører 

';"'t 
AA = ~ , 

+ • • • + 
-u v n n 

danner også rækkerne i !::. et ortonormeret system. En sådB.n mA.trix 

kaldes i det komplekse til~ælde ~or unitær og i det reelle, hvor 

ligningen udsiger, at den transponerede~' er lig med den inverse 

•\ -1 
~ ' ~or ortogonal. Idet ~~~ = ~ , ~Ølger a~ den sidste mA.trix-

ligning, at ~en inverse til en unitær (ortogonal) matrix også 

er unitær (ortogonal). 

Koordinattrans~ormationsmatricen hØrende til overgangen 

~ra en ortonormeret basis (~ 1 , ••• ,~n) ~or V til en ortonormeret 

bnsis (~1 , ••• ,~n) ~or V er unitær (ortogonal). Dette ~Ølger a~, 

at matricens søjler s0m koordinatsæt ~or vektorerne i et artc

normeret system (e 1, ••• ,e ) med hensyn til en ortonorrneret basis 
- -n 

(~1 , ••• ,~n) må danne et ortonormeret sæt i Ln (j~.sidc III,1,44 

-45 og III,2,36). Omvendt gælder, at hvis koordinattrans~orma-

tionsmatricen er unitær (ortogonal) og en q~ baserne er orto-

normeret, er den an~len rlet også. 

Hvis en lineær afbildnings matrix med hensyn til en orto-
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normeret b a si s er en diagonalmatrix ( a 11 , ••• , a ) . 1 vil den 
nn dJ.ag 

være uni tær ( or t ogonal ) ' hvi s og kun hvis a .. a . . = 1 ' 
ll ll 

i= 1, ••• ,n, altså hvis og kun hvis diagonalelementerne har den 

absolutte værdi 1, i det reelle tilfælde, hvis og kun hvis de 

har værdierne 1 og -1. (~en allerede nævnt sætning om normale 

af'bildninger fremgår, at der til hver unitær afbildning af et 

vektorrum (V,+,C 1 .) over de komplekse tals legeme findes en or-

tonormeret basis, med hensyn til hvilken afbildningens matrix 

er en diagonalmatrix. For ortogonale afbildninger af' vektorrum 

over de reelle tals legemer gælder dette almindeligvis ikke.) 

Af definitionen på unitær (ortogonal) afbildning sluttes: 

Er et underrum U af' V invariant ved en unitær (ortogonal) af'-

bildning f' af' V, vil restriktionen af' f til U være en unitær 

(ortogonal) afbildning af' U, og det ortogonale komplement U1
. 

til U vil også være invariant ved f' • 

Summen af' to unitære (ortogonale) afbildninger af' V er 

i almindelighed ikke unitær (ortogonal). Afbildningen, der fås 

ved at multipli~licere en unitær (ortogonal) med en skalar ~, 

er unitær (ortogonal), hvis og kun hvis !Al = 1 (A= ±1). 

Af definitionen sluttes umiddelbart, at sammensætningen af' 

to unitære (ortogonale) afbildninger og den inverse til en uni

tær (ortogonal) afbildning af' V atter er unitær (ortogonal). 

De unitære afbildninger af' et vektorrum (V,+,C,·) over de kom-

plekse tals legeme danner altså en transformationsgruppe, der 

kaldes vektorrummets unitære gruppe. Tilsvarende danner de orto

gonale afbildninger af et vektorrum (V,+,R,.) over de reelle 

tals legeme en transf'armationsgruppe, der kaldes vektorrummets 
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ortogonale gruppe. Hver a~ disse grupper er undergrupper i det 

pågældende vektorrums generelle lineære gruppe, dvs. gruppen a~ 

alle lineære trans~ormationer (bijektive lineære afbildninger) 

a~ vektorrummet. 

Vælges en ortonormeret basis ~or vektorrummet (V,+~L,·) 9 

~ås en isomor~ a~bildning a~ rummets unitære (ortogonale) gruppe 

på mængden a~ unitære (ortogonale) (n x n)-matricer med matrix-

multiplikation som komposition ved til hver a~ildning i gruppen 

at lade svare den tilhØrende matrix (j~.side III,2,15). De uni

tære (n x n)-matricer danner altså en gruppe, betegnet U(n,C) , 

der kaldes den unitære gruppe a~ graden n, og de reelle ortogo

nale (n x n)-matricer en gruppe, betegnet O(n,R) , der kaldes 

den reelle ortogonale gruppe a~ graden n • Dette bekræftes også 

let ved matrixregning. (At legemerne C og R indgår i gruppernes 

betegnelser, hvilket i betragtning a~ definitionerne synes over-

f'lØdigt, skyldes, at analoge grupper også kan de~ineres ~or an

dre legemer.) U(n,C) er en undergruppe af den generelle lineæ~e 

gruppe GL(n,C) , og O(n,R) er en undergruppe af GL(n,R) (jf.side 

III,2,25). 

De ortogonale grupper for 2- og 3-dimensionale reelle vek-

torrum med indre produkt er isomor~e med grupperne af de isome-

trier a~ henholdsvis en sædvanlig plan og det sædvanlige rum, 

som lader et valgt punkt ~ast. 
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Øvelser
1
til kap. III. § 2. 

1. Der er givet to lineært uafhængige geometriske vektorer~ 

og ~. Vis, at den ved 

bestemte afbildning af det geometriske vektorrum v3 ind i 

R samt de ved 

u~ u+gxu 

og 

bestemte afbildninger af v
3 

ind i sig selv er +ineære, og 

angiv i hvert af tilfældene billedrum og kerne. 

2. Ved til talsættet (x 1 ,x2 ,x~) E R3 at lade svare talsættet 
. ) 

(y1 ,y2 ) ~ R2 bestemt ved 

y1 = 2x1 - x2 + x3 

Y2 = x1 + x3 

defineres en lineær afbildning af (R3,+,R) ind i (R2,+,R). 

Bestem billedrum og kerne, og diskuter det lineære lignings-

system 

2x1 - x2 + x3 = b1 

x1 + x3 = b2 

for vilkårligt givne b1,b2 E R. 
Gennemfør det tilsvarende for den ved 

y1 = 2x1 + x2 

y2 = -x1 

y3 = x1 + x2 

bestemte lineære afbildning af (R2 ,+,R) ind i (R3 ,+,R). 
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3. Bestem samtlige lineære afbildninger f:(R,+,R) ~ (R,+,R), 

samtlige lineære afbildnli1ger f:(Rn,+,R) ~ (R,+,R) og ende

lig samtlige lineære afbildninger f:(Rn,+,R) ~ (Rm,+,R). 

4. Idet f 1 ,f2 , ••• ,fm er lineære afbildninger af et vektorrum 

(U,+,L) ind i det endimensionale talrum (L,+,L), skal man 

vise, at den ved 

~ ~ (f 1 (~),f 2 (~), ••• ,fm(~)), ~E U, 

bestemte afbildning f: (U ,+,L) ~ (Lm ,+,L) er lineær, samt 

• • •' Kf • 
m 

5. En lineær atbildning f af vektorrummet (RN,+,R) af alle 

reelle talfølger ind i sig selv defineres ved 

( u1 , u2 ' • • • ) ~ (v 1 'v 2' • • • ) , 

hvor 

v = l (u1+ ••• +u ), n n n n= 1,2, •••• 

Vis, at f er bijektiv, og angiv den omvendte afbildning. 

*Vis, at underrummet U bestående af alle konvergente reelle 

talfølger ved f går over i et ægte underrum af sig selv; 

f(U) c u. (Dette går ud på at vise, at hvis følgen 

(u
1

,u2 , ••• ) er konvergent, vil også (v
1

,v
2 , ••• ) være konver

gent (med samme grænseværdi), og at det omvendte ikke gæl

der generelt.) 

6. Idet t
0 

er et fast tal tilhørende et interval I ~ R, skal 

man vise, at der ved 

ep ~ ep( to) 

defineres en lineær afbildning f:(P(~R),+,R) ~ (R,+,R) af 

vektorrummet bestående af de i I definerede reelle funktio-

ner på det endimensionale talrum (R,+,R). Angiv afbildningens 
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kerne, find et til kernen komplementært underrum og verifi

cer, at restriktionen af f til dette underrum er injektiv og 

har samme billedrum som f. 

7. Vis, at der ved 

b 
ep ~ 1 ep(t)dt 

a 

defineres en lineær afbildning f:(C([a,b] ~ R),+,R) ~ (R,+,R) 

af vektorrummet bestående af de på det afsluttede interval 

[a,b]c R, a< b, kontinuerte reelle funktioner ind i talrum

met (R,+,R). Find et til afbildningens kerne komplementært 

underrum og verificer, at restriktionen af f til dette under-

rum er injektiv og har samme billedrum som f. 

8. Idet t
0 

er et fast tal tilhørende et interval I ~ R, skal 

man vise, at man ved til hver kontinuert reel funktion ep de

fineret på I at tilordne funktionen bestemt ved 
t 

L w (u) du, t E: I 
o 

får en lineær afbildning f:(d(I ~ R),+,R) ~ (d(I ~ R),+,R). 

Angiv billedrum og kerne for f. 

For et om O symmetrisk interval I og t = O skal mruL bestemme 
o 

billedrummene svarende til underrummene af lige, henholdsvis 

ulige kontinuerte funktioner på I. 

For I=[~,~], t
0 

=O skal man angive en basis for f(U), 

hvor U er underrummet frembragt af funktionerne 1, cost, 

sin t, cos2t, sin2t, ••• , t E L-n- ,1T J. 

Vis endelig, at når I er et afsluttet interval, og d(I ~ R) 

forsynes med den til normen l l ep 11 = sup fl ep (t) l j t E I 1 svar en-
""' 

de metrik, da vil den lineære afbildning f være (ligeligt) 

kontinuert. 
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9. For vektorrummet (V2,+,R) af geometriske vektorer i en given 

plan vælges en basis (~1 ,~2 ). (Alle vektorer afsættes fra 

et fast punkt O; tegn ~1 og ~2 som vektbrer af forskellig 

længde, ikke vinkelrette på hinanden.) 

1 o. 

Konstruer den til en vilkårlig vektor~ E v2 hørende billed

vektor ved den lineære afbildning f:(V2,+,R) ~ (v2,+,R) be~ 

stemt ved 

a) 

b) 

c) 

f (§.1 ) 

f(.§.1) 

f (.§.1 ) 

= ~1' 
= .§.2, 

= .§.1 -

f(~2) = -.§,2, 

f(.§.2) = .§.1 , 

.§.2' f(§.2) = .§.2 - .§.1 • 

Bestem i hvert tilfælde billedrum og kerne, samt mængden 

f~ E v2 l f(~) =~J af vektorer, der afbildes i sig selv. 

Vis, at de lineære afbildninger f1' f 2 og f
3 

af vektorrummet 

(v2,+,R) ind i sig selv bestemt ved 

f 1 (~1 ) = ~2' f 1 (Q2) = -,§.1' 

f2(.§.1) = -.§,1' f 2 (.§.2) = -e ' -2 

f3(Q1) = -,§.2' f2 (.§.2) = .§.1' 

hvor (.~1'.§.2) er en basis for (v2,+,R), sammen med den iden-

tiske afbildning af v2 danner en transformationsgruppe. 

11. Opskriv matricerne hørende til de i øvelserne 9. og 10. be

tragtede lineære afbildninger af (v2,+,R) ind i sig selv, 

idet basen (.§.1 ,.§.2 ) benyttes også for billedvektorer. Angiv 

koordinaterne til billedet af 3§.1 + 2§.2 ved hver af afbild

ningerne. 



Mat.. __1,--19-62-63 AG III, 2, øv. 12-15 

12. Rumfigurer gengives som bekendt ofte på papiret, id.et man teg

ner et billede, som kan tænkes fremkommet ved en parallelpro

jektion. Hvorledes gengives vektoren y med koordinatsættet 
1 (2, 2 ,-1) med hensyn til en basis (~1 ,~2 ,~3 ) for de geometriske 

vektorer, når billederne af ~1 , ~2 og ~3 er kendt? 

13. Idet (~1 ,~2 ,~3 ) er en basis for et vektorrum (U,+,L) og 

(f1,f2) en basis for et vektorrum (V,+,L), skal man angive 

koordinatfremstillingen for den lineære afbildning f:(U,+,L) 

~ (V,+,L) bestemt ved 

f(~1) = f1' f(~2) = f2' 

finde kernen Kf samt f- 1 (f1 + f 2). 

14. Lad (~1 ,~2 ,~3 ) være en ortonormal basis for del geometriske 

vektorrum (V3 ,+,R)~ og lad ~1 , ~2 og ~3 V<Bre i højrestilliLg, 

For en given vektor~ med koordinatsættet (g1 ,~2 ,§3 ) betrag

tes den lineære afbildning af (v
3

,+,R) ind. i sig selv bestemt 

ved Q~ ~ x Q, Q E v
3

• Find den tilhørende matrix, idet vek

torer og billedvektorer henføres til basen (~1 ,~2 ,~3 ). 

Angiv en nødvendig og tilstrækkeJjg betingelse for, at det li-

neære ligningss:,rstem 

-a3x2 + a2x3 = b1 

a3x1 - a1x3 = b2 

-a2x1 + a1x2 = b3' 

hvor a1,a2,a3 f 0,0,0 og b1,b2,b
3 

er re .elle tal, har en lø-s-

ning, og bestem i bekræftende fald samtlige løsninger. 

-15. Lad (~1 ,~2 ) være en ortonormal basis for vektorrummet (v2 ,+,R) 

af geometriske vektorer i en given plan, og lad f og g være 

de lineære afbildninger af (V2,+,R) ind i sig selv bestemt 

ved 
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f (.§.1 ) = .§.2' f(§.2) = -~1' 
g (§.1 ) = 2§.1' g(§_2) = ~2' 

medens e er den identiske afbildning af v2 .. F-ind (evt. med 

støtte i regninger med matricer) geometriske beskrivelser 

følgende afbildninger: ({2)"~ 1 (f + e), ~(g + e), g - e, 

(g- e)•f~(g- e), f•gof- 1 • 

af 

16. Udregn alle produkter med to faktorer, som kan dannes af ma-

trioerne 

2 

~ = (-; -1 1), ~ =(; ) .. 
17. Dan matrixprodukterne 

l • .. . . b ) n og • • • 

18. Multiplicer en vilkårlig (m x n)-matrix med en diagonalma

trix 1) fra venstre, 2) fra højre. 

19. Hvad kan siges om produktet af to (n x n)-matricer, der beg-

20. 

ge er øvre trekantsmatricer? 

Er A= (a .. ) en (m x m)-matrix,,forstås ved dens spor (en-
= lJ 

gelsk og fransk "trace") tallet 
m 

tr A= \a. i. ::.: L ]. 
i=1 

Vis, at der for hver (m x n)-matrix B og hver (n x m)-matrix 

Q gælder 

tr(E Q) = tr(Q ~). 
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21. Reducer t I tf i l j i ' t ~ .(6' i l k l - 6' i k 6' j l) O i j • 

i=1 j=1 i::t:1 j=1 
22.* For et vilkårligt tal x og et pdsitivt helt tal p defineres 

23. 

( x) = x(x-1 t ... J:~t--pt1) . 
p ·2·.~. •p , (~}== 1 

Vis, at der for ((n+1)x(n+.1))-matricen 

A= ( -1 ) J . ( '(j )) 
i ,J."j=O, ••• ,n 

2 
gælder * = E. 

Idet A. er en given (n x n)-matrix med elementer fra tallege--= ··man 
met L, skal~vise, at der findes tal 'A

0
,'A1 , •.• '''na E L, som 

ikke alle er o, således at 

Beregn 

kårlig 

2 n2 

'Aog: + 'A1~ + 'A2~ '+ •. • + \_s~ = ~· 

matrixprodukterne ~a(3 ~ b~ ~ g:a(3' hvnr ~ er en vil

(n x n)-matrix, medens E (3. betegner den (n x n)-ma
=a 

trix, hvor elementet i a-te række og (3-te sØjle er 1, alle 

øvrige elementer O. \ 

Bestem samtlige (n x n)-matricer, som hver er ombyttelig 

med alle (n x n)-matricer, altså samtlige matricer AE M n,n 

hvor 

'VM . 
n,n 

x 
= 

25. Vis, at .matrixaddi tionen og matrixmul_tiplikationen er kom
a b 

positioner i mængden af (2 x 2)-matricer ( )' a,b E :R, 
-b a 

og vis, at mængden med disse kompositioner er isomorf med 

de komplekse tals legeme (C,+,·). 

26. Angiv en nØdvendig og tilstrækkelig betingelse for, at en 

diagonalmatrix er regulær. Hvorledes bestemmes den inverse, 

når betingelsen er opfyldt? 
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2]. Udregn matrixproduktet 
·( a · b)( d -b) 

c d -c a , hvor a,b,c,d be-

tegner vilkårli€e tal fra L. 

Find en nØdvendig og tilstrækkelie betingelse for, at en 

( 2 x 2 ) -matrix ( : 

fald dens inverse. 

:) er regulær, og angiv i bekræftende 

( o -oi )n' n E z' , og ( 01 28. Beregn samtlige potenser 1 
1 )n 
1 l 

n E Z, og angiv ordenen af de to undergrupper af GL(2,L), 

der udgøres af disse potenser. 

29. Idet ~ = ( : :) , medEms vi sætter ~P = ( :P :P) for 

.P p 

hvert p E N, skal man opstille rekursionsformler til bestem-

melse af a ,b ,c ,d (dvs. formler som tillader beregning af p p p p . 
l 

disse tal, når a,b,c,d og a 1 ,b 1 ,c 1 ,d 1 kendes). p- p- p- p-

Find derefter a ,b ,c ,d udtrykt ved p,a,b,d, når det er p p p p 

givet, at c = O. 

Bestem samtlige reelle matricer ~ ;:;, ( ~ :) ~ som tilfreds

stiller ligningen ~P = ~~ hvor p E N er givet. 

30. Idet ~er en vilkårlig (2 x 2)-matrix, skal man vise, at der 

ikke findes nogen (2 x 2)-matrix ~' som tilfredsstiller lig-

ningen 

A X - X A= E. - - - - ~· - - - - -

31. Vis, at fer enhver matrix A vil ! ~' være symmetrisk. Vis, 

"at når -A er- en "vilkårlig ·fm-x-n-1-matrdx. og B en (skæv) syrn-= -
metrisk (n x n)-matrix, da vil ~~~'.være (skæv)symmetrisk. 

Idet B er en symmetrisk, g en skævsymmetrisk (n x n)-matrix, 

skal man undersøge, om matricerne ~ ~ + ~ ~ og ~ ~ - ~ ~ er 

syrnmetriske eller skævsymmetriske • 
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Vi.a , . .at.-·~ matrix. på.-en og._~måde--kan- r.em•· 

stilles som en sum at en ·symmetrisk og en skævsymmetrisk ma~ 

trix. 

32. Vis, at når en symmetrisk (skævaymmetriak) matrix er regulær, 

v'il. den inverse øatrix lige lede a være symmetrisk ( skævsynUne

triek). Vis, at ingen skævsymmetrisk (3 x 3)-matrix e~ ~e

gulær. 

(A B) 
33. Om en blokmatrix at f'ormen e ~ forudsættes, at blokke--

ne ~ og ~ er kvadratiske. Vis, at matricen er regulæ1", hvis 

.og kun hvis ~og ~ er regulære, og angiv i bekræftende fald 

den inverse i form af en tilsvarende blokmatrix • 

34. Idet _(U,+,~) er et todimensionalt og (V,+,R) et t:.edimenaio

nalt vektorrum, hvori er valgt batter (~ ,~2 ) og ([1 ,!2,!3 ), 

er en lineær afbildning f:(U,+,R) ~ (V~+,R) givet ved ma

trixligningen 

Beatem matrixligningerne for samtlige lineære afbildninger 

g:(V,+,R) ~ (U,+,R)._tned den egenskab, at gof er den identiske 

afbildning af' u.· 

Vi betragter vektorrummet (~ (~~~),+,R) af alle reelle po-n . 
lynemier af hØjst n-te grad. 

Ved til hvert polynomium 

p(t) =Po + p1t + p2t2 + ••• + pntn, t € ~. 

at lade svare dets differentialkvotient fås en lineær af

bildning D:Pn ~ P n. Angiv a:f"bildningens kerne og billedrum-



(____ 

Mat. 1, 1962-63 AG III, 2, øv. 35-36 

met D(P ). Find afbildningens matrix, idet der som baP1s 
n 

( 2 n) benyttes 1 , t, t , ••• , t .• .Angiv kernen og billedrummet 

ved afbildningen n2 , og bekræft ved matrixregning, at n2 er 

afbildningen, der til hvert polynomium p(t) lader svare dets 

anden ai'ledede. 

Idet h er et givet reelt tal, defineres ved Fh(p(t)) ; 

p(t +h) en afbildning Fh:.Pn-+ Pn. Vis, at Fh er en bijek

tiv lineær afbildning, og find dens matrix i den nævnte ba

sis. (Begynd med at bestemme de til basispolynomierne sva

rende polynomier.) 

Vis, at polynomierne 

t(o) == 1, t(i) = t(t-h)(~-2h) ••• (t-(i-1)h), i= 1, ••• ,n, 

danner en basis for P • Angiv matricerne hørende til den 
n 

Øjensynligt lineære afbildning 6h:P ~ P bestemt ved n n 
6h(p(t)) == p(t+h) - p(t) og til afbildningen Fh, når denne 

basis benyttes. Vis, at der, når h f o, for ethvert poly

nomium q(t) E P 1 findes et polynomium p(t) E P 1 som til-n- n 
fredsstiller 11 differensligningen 11 

VRt : 6h(p(t)) = p(t +h) - p(t) == q(t), 

og angiv, ·hvorledes samtlige lØsninger p(t) E P bestemmes 
n 

ud fra en vilkårlig. 

36. Lad f være en afbildning af en mængde A~ Rn ind i Rm med 

k.oordina tf'unk tioner ..t:_1 ., ..... _._,.f ·: 
.. 111 

(y1''""'ym) == f(x1, ••• ,xn) ~ Yi = fi(x1, ••• ,xn)' 

i = 1 , ••• ,m.,. 

Vi forudsætter, at f er differentiabel i et indre punkt 

(a1 , ••• ,an) E A, hvilket er ensbetydende med, at f'1 , ••• ,f m 

alle er differentiable i punkte~. Ved funktionalmatrioen 

for afbildningen f i punktet (a1 , ••• ,an) forstås (m x n)-
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matricen 

( 
oY·' 
ax~)i:;:;1, ••• ,m; j::::1, ••• ,n, 

hvor de partielle afledede alle er taget i (a1 ,, •• ,an). 

Lad 2ndvidere g være en afbildning af en mængde B~ 

f (A) ~ B ~ ii:m, ind i :R1 med koordinatfUI'..ktioner g1 , • • • ,g1 : 

h= 1, ••• ,1. 

Vi forudsætter, at (b1 , ••• ,bm) = f(a1 , ••• ,an) er indre punkt 

i B, og at g er differentiabel i.dette punkt. Den sammensat

te afbildning gof:A ~ R1 er da differentiabel i (a1 , ••• ,an). 

Vis, at funktionalmatrioen for gof i (a1 , ••• ,an) er lig ma

trixproduktet af funktionalmatricen for g i (b
1

, ••• ,bm) = 
r(a1, ••• ,an) og funktionalmatrioen for f i (a1, ••• ,an): 

( o z h\ _ ( a z h) ( o Y i ) • 
oxjh.,n- dyi l,m OXj m,n 

37. I et tredimensionalt vektorrum (V,+,L) er givet en basis 

(~1 ,~2 ,~3 ). Vis, at de tre vektorer 
... 
§.3 = ..§.3' 

hvor a,b,c er givne tal fra L, danner en basis. 

Find koordinaterne til en vilkårlig vektor ~ med hensyn til 

( ... .... ... ) basen ~1 ,.§.2 ,.§.3 
(.§.1 ,.§.2,..§.3). Find 

udtrykt ved dens koordinater med hensyn til 

også omvendt de sidstnævnte koordinater ud· 

trykt ved de førstnævnte. 

38. Lad (0;.§.1,§.2) og (O;i1,i2) være to parallelkoordinatsystemer 

i en plan E2, således at 
.... 
~1 = §.1 + §.2' 

... ... 
Find .§.1 og ~2 som linearkombinationer af ~1 og .§.2 • 
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En linie har i koordinatsystemet (0;~1 ,~2 ) parameterfrem

stillingen 

x1 = 3 - t, x2 = -2 + 2t, t E R. 

Omregn denne til koordinatsystemet (0;~,~2 ). 

Lad Q betegne punktet med koordinatsættet (3,-4) i systemet 

(0;~1 ,~2 ) •. Angiv linit::ns parameterfremstilling i koordinat

systemet (Q;i1 ,~2 ). 

39. I rummet b
3 

er valgt et koordinatsystem (0;~1 ,~2 ,~3 ). To pla-

.. ner har i dette koordinatsystem paramete~fremstillingerne 

-------

-f ~ 
40. 

x1 = 2 + si y1 = 3 + 2t' 

x2 = s'-s" y2 = 1 + 2t 11 

,j 

~- =- 1 -s y3 -· 1 - 2t' + 2tll. 

Vis, o. t ci.et er samme plan, der fremstilles. Til et punkt i 

denne plan svarer altså såvel et parameterpar (s' ,si') i den fØr

ste som et parameterpar (t 1 , t") i den anden parameterfremstil- ~. 

ling, Find t' og t 11 udtrykt ved s' og s". 

En lineær afbildning af et tredimensionalt vektorrum (U,+,L), 

hvori der er valgt en basis (~1 ,~2 ,e3 ), ind i et todimensio-

nal t vektorrum (V, +.,.L) , hvori der er valgt en basis (f1 ,f2 ), 

er med hensyn til de nævnte baser givet ved matrixligningen 

\:~)=t 
o :) \:;) , 

a-1 

hvor a er e.t gi ve t tal tilhØrende L. Angiv for hver værdi 

af a c.fbildningens rang r. Bestom dernæst nye baser i de to 

rum, således at den til afbildningen hØr~~x antager 

normalformen med (rxr)-eru1edsmatricen i øverste venstre 

hjØrne og nuller på alle andre pladser •. Angiv også de til-

s~arende regulære koordinattr&nsformationsmatricer 8 og T 
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41. 

-1 og gennemfør en kontrol ved at udregne ~ ~ § , hvor A er 
- - - == 

ovenstående (2x3)-matrix. 

I mængden M (L) m,n af (mxn)-matricer med elementer fra tal-

legemet L defineres en relation v~d at fastsætte, at ~ står 

i relationen til ~' hvis der findes en regulær(mxm)-matrix 

P og en regulær (nxn)-matrix ~' således at E ~ ~ = ~· 

Vis, at der foreligger en ækvivalensrelation, og angiv an-

tallet af mkvivalensklasser. 

42. Vis, Gt matricen 

(b ••• b ) ' 
1 n 

hvor a1 , ••• ,am,bi , ••• ,bn ~L, har rangen O eller 1. Vis 

omvendt, at hver matrix m~d elementer fra L, hvis rang er O 

eller 1, kan skrives som produkt af en sØjlematrix og en 

rækkematrix. 

43. Om en lineæ~ afbildning f af et n-dimensionalt vektorrum 

(U,+,L) ind i sig selv forudsættes, at hver vektor ~ + O 
l er egenvekto~, dvs." til hver vektor ~ + Q svarer et tal 

Å(~) E L, den til~ hØrende egenværdi,· således at f(~) = 
"-(]!)~. Vis, at 'A(:!;~) ikke kan afhænge af' :!;!, al ts~ at f er 

en homoteti eller nulafbildningen, og angiv afbildningens 

matrixfremstilling med hensyn til en vilkårlig basis • 
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52. Lad (V,+,R,•) være et 2-dimensionalt vektorrum med indre 

produkt, lad f være en lineær afbildning af (V,+,R,•), og 

lad 

være den til f horende matrix med hensyn til en ortonormal 

basis. Vis, at f er normal, hvis og kun hvis b = c, eller 

b = -c og a = d. Vis, at hvis f er normal, og ad ~ b 2 , så 

er f regulær. 

53. Lad f være en bijektiv selvadjungeret afbildning af et en

delig-dimensionalt vektorrum (V,+,L,·) med indre produkt. 

Vis, at f- 1 er selvadjungePet. 

54. Lad f være en involutorisk unitær (ortogonal) afbildning 

af et endelig-dimensionalt vektorrum (V,+,L,•) med indre 

produkt. Vis, at f er selvadjungeret. 

55. Lad f være en anti-symmetrisk afbildning af det 3-dimen

sionale geometriske vektorrum (v
3

,+,R,· ). Vis, at der fin

des en vektor v E v
3

, således at f(~) = y x ~for alle 

!. E v3 • 

56. Lad (V,+,R,·) være et n-dimensionalt vektorrum med indre 

produkt, hvori der er valgt en ortonormal basis. Vis, at 

der for enhver ortogonal transformation f af (V,+,R, ·) gæl-

der 

l tr !!:l ~ n, 

hvor tr ~ betegner sporet af den til f h~ren~e matrix A 
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med hensyn til den valgte basis. Bestem endvidere samtlige 

ortogonale trans~ormationer ~ ~or hvilke 

l tr ~~ = n. 

(Ved sporet a~ A ~orstås som bekendt summen af A's diago

nalelementer.) 

57. Lad (V,+,L,·) være et endelig-dimensionalt vektorrum med 

indre produkt, og lad ~ være en normal afbildning a~ 

(V,+,L,·) med kerne K. Vis, at f(V) =~.Vis, at for hvert 

• n n E N har f samme rang som f. 

58. Lad ~ være en idempotent selvadjungeret afbildning af et 

endelig dimensionalt vektorrum (V,+,L,•) med indre produkt. 

Vis, at f er ort:)gonalprojektionen på underrummet f(V). 
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§ 3a. Løsning ~f lineære ligningssystemer. 

Skal man bestemme de eventuelle lØsninger (x1 ,x2 ,. • • ,xn) E L n 

til et forelagt lineært ligningssystem 

a11x1 + a12x2 + ... + a x = b1 1n n 

a21x1 + a22x2 + ... + a x 2n n = b2 

a31x1 + a32x2 + ••• + a x = b3 3n n 
• • 
• 
• • 

am1x1 + am2x2 + ... + a x = b mn n m 

hvor alle koefficienter a .. 
l J 

er givne tal tilhØrende et tallegeme 

L, ligesom alle b. tilhØrer L, vil det i reglen være det letteste 
l 

fØrst at skaffe sig et nyt ligningssystem med samme lØsninger, af 

formen 

l + ' + + c x' + l + + c x' d1 c11 x1 c12x2 • • • c1 , r+1 xr+1 • • • = 1 r r 1n n 
l + + c2r x' + c x' + + c x' = d2 c22x2 • • • • • • r 2 ,r+1 r+1 2n n 

• 
• • 

• • • • • 
c x' + c x' + ••• + c x' = d rr r r ,r+1 r+1 rn n r 
o x' + o l + + o x' = d xr+1 • • • r n r+1 
• 
• • • • 
o x' + o ' + + o x' d xr+1 • • • = r n m 

" 
hvor c11 ' c22' ... ' c alle r r er forskellige fra o; her står 

l l l f x1 ,x2 , ••• ,xn or de o:prindelige ubekendte, blot måske i en ny ræk-

kefØlge; eventuelt er r = n eller r = m. 

At ethvert lineært ligningssystem, hvor koefficientern8 a .. 
l J 

ikke alle er o, kan reduceres til den nævnte form, inds0s således: 

De t kan an tages, a t a11 + O; elle r s fore tages blot en :pas- -· 
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sende arnordning af ligninger eller af ubekendte med tilhØrende 

koefficienter. Findes der nu koefficienter ai
1 

f O med 2 ~ i ~ m, 

går man over til et nyt ligningssystem ved til den ite ligning, 

i = 2, ••• ,m, at addere den første ligning multipliceret med 

-ai
1
/a

11
; det er klart, at enhver lØsning til det gamle lignings

system er løsning til det nye; at også det omvendte er tilfældet, 

fremgår S1,.i"aks, når man bemærker, at det gamle ligningssystem kan 

fås ud fra det nye ved til den ite ligning, i= 2, ••• ,m, at adde-

re den første ligning multipliceret med ai
1
;a

11
• Herefter er a

11 

den eneste fra O forskellige koefficient til x
1 

• 

Har ligningssystemet nu ikke allerede den ønskede form, vil 

opgaven dog være reduceret til at omforme et lineært ligningssy-

stem med m - 1 ligninger og n- 1 ubekendte, nemlig de m - 1 sid

ste ligninger i de ubekendte x2 , ••• ,xn. Kan nemlig disse l.ignin ... 
. . " 

ger bringes på ~en tilstræbte form, mangler der blot, at m~n fØ-
......... 
'. ......... 

rer en eventuel arnordning af x2 , ••• ,xn med også i den fØrste lig

ning. 

At ethvert lineært ligningssystem, hvor koefficienterne aij 

ikke alle er o, kan reduceres til den ønskede ferm, fØlger da ved 

induktion. Dennes ''start" sikres ved, at lineære ligningssyste

mer med kun en ligning eller en ubekendt let bringes på reduce-

ret form. 

Ved den praktiske udførelse af reduktionen af et forelagt 

lineært ligningssystem foretages første skri~t som under beviset 

ovenfor, hvorved opnås, at i fØrste koefficientsøjle alene den Ø

verste koefficient er forskellig fra O. Har ligningssystemet nu 

ikke allerede den ønskede form, arnordnes om fornødent de m - 1 

sidste ligninger eller de n - 1 sidste ubekendte med tilhørende 

koefficienter (i samtlige ligninger), således at man får en koef-
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ficient c22 + O; findes der nu i anden koefficientsØjle under 

c
22 

koefficienter forskellige fra 0 1 bortskaffes disse, idet man 

til de pågældende ligninger adderer anden ligning multipliceret 

med passende konstanter. Efter dette andet skridt i udførelsen 

af reduktionen fØlger om nØdvendigt et tilsvarende tredje skridt 

med sigte på tredje koordinatsøjle, osv. 

~r nu et line~rt ligningssystem omdannet til et ensbetyden-

de af den ønskede form, volder bestemmelsen af de eventuelle løs-

ninger ingen vanskeligheder: 

I tilfælde af, at r< m og dr+1 , ••• ,dm ikke alle er O, er 

der åbenbart ingen lØsninger. Er r< m og dr+1 , ••• ,dm alle O, 

kan de sidste m - r ligninger i det reducerede ligningssystem 

bortkastes. 

Har ligningssystemet nu formen 

l + + c x' + c1 r x' = d1 c11 x1 ••• 1 ,r-1 r-1 r 
• • 
• • 
• . 

c x' + c x' = d r-1 ,r-1 r-1 r-1,r r r-1 

crr x' ::: d 
' r r 

hvor c
11

, ••• ,c 1 1 , c alle er forskellige fra o, er der r- ,r- rr 
netop en løsning; de ubekendte x' ,x' 1, ••• ,x1' kan bestemmes r r-

successivt. 

Er ligningssystemet derimod af formen 

---~--- .,.-
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l + + c x' + c11 x1 ... 1 ,r-1 r-1 c x' 1r r + • • • + c x' 1n n = d1 
• 

• • 
• • • 

c x' r-1 , r-1 r-1 + c x' r-1,r r + • • • + c x' r-1,n n = d r-1 
c x' + • • • + c x' = d r r r rn n r 

hvor c11 , ••• , cr_1 ,r-1 , crr alle er forskellige fra O og 
, 

r < n, da findes der for vilkårlige t 1 , ••• ,t E L netop en n-r 
= t1 ' ••• , x l = t ; n n-r de øvrige u-

d l t l k beken te x ,x 1 , ••• ,x1 an bestemmes successivt; r r- herved fås 

samtlige lØsninger på formen 

x' 
1 

x' = k r r 

x~+1 = 

.. 

x' n 

eller 

x' 
1 

• 

x' r 

= 

l 

xr+1. 

l 

:.J 
n 

+ •••. + 

• 
• .. 

+ •• ~ + 

l t 1 ,n-r n-r 
• 
• 
• 

l t r,n-r n-r 

t n-r ' 

t
1 

, ••• , t E L, n-r 

t 

l 
/ 1 ,n-r 
l • 
i • 
i • 
l 
i l r,n-r 

n-ri 
i 01,n-r 
\ . 

\ 
!'· 
'tf 
J• 

\; ! 
n-r ,n-r· • 
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Vi bemærker, at medmindre lØsningsmængden er tom, er den, 

scm vi på forhånd vidste (III,2,8), et siderum i det n-dimensio

nale talrum (Ln,+,L). Siderummets dimension er n- r; thi for 

r = n er der netop en løsning, og for r < n er de n - r koeffici-

entsØjler til t 1 , ••• ,t i udtrykket for lØsningsmængden lineært n-r 
uafhsngige. Det tal r, der fremkommer ved ~eduktion af et line-

ært ligningssystem, er fØlgelig koefficientmatricens rang (jfr. 

III,2, side 8 og 16). 
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Øvelser om lineære ligningssysteme~. 

1 e Find eventuelle lØsninger (x1 ,x2,x3) E :R3 til ligningssyste

met 

x2 + 2x
3 

= 3 

x2 + 4x
3 

= O 

x + 3x - 2x = 3 
1 2 3 

-3x1 - 2x2 + x
3 

= O 

2. Pind eventuelle lØSilinger (x1 ,x2 ,x3 ,x
4

) E R4 til ligningssy

stemet 

x - x2 + 2x
3 + x4 = 1 1 

-4x - 5x2 + 7x3 - 7x4 = -7 1 
2x1 + x2 - x3 + 3x4 = 3 

-x - 5x + 8x
3 

- 3x4 = -3 1 2 

3. -':.f[;Ør for hvert af de fØlgende tre lineære ligningssys terner 

med samme venstre side, om det har lØsninger (x
1 

,x2 ,x
3

) E :R3 , 

og angiv i bekræftende fald disse: 

-2x 
1 

+ 2x
3 = o = 1 = 2 

4x1 + 3x2 - x3 = o = o = 2 

x2 + x = o = o = 2 
3 

L~. I et parallelkoordinatsystvm (0;~1 ,~2 ,~3 ) i rummet er to 

planer givet ved ligningerne 

Find en paro.meterf'rems·Ulling for planernes skæringslinie. 
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Øvelser om linerure ligningssystemer. (fortsat) 

5. I et vektorrum 01, +,L) med basis (~1 ,~2 ,~31~4 ) er fire vekto

rer givet ved koordinatsættene 

(O, 1 1 3,-1 ) 1 ( >1, 2 1 1 , 2), ( 3 1 -5,-4,-1 ) , (-L~, 1 1 6,1). 

Undersø~ om vektor~rne er lineært ~fhængige eller lineært 

uafhængige. 

y1 2 -1 1 _j x1 

y2 = o 1 1 -1 x2 

y3 1 o 1 1 x3 

x4 

Bt;Stcm afbildninge::-:"3 kerne Kf og angiv en basis for denne. 

~mgiv også ~n busis for billedrummet f(R4 ). 

( 
, L~ , 7. Bestem en basis for det underrum i R ,+,R), som udgØres af 

lØsningerne til ligningssyst~met 

x1 + x2 - x3 - x4 = o 

x1 - x2 + x-z - x4 = o, 
:J 

og angiv samtlige lØsninger. 

~;.ngiv også samtlige lØsninger til ligningssystemet 

x1 + x2 - x3 - x4 = 2 

x1 - x2 + x3 - x4 = o. 

8. I11ind de (reelle) tal a 1 for hvilke ligningssys ternet 

x + 2y + z = a 

3x + 4y + 2z = a - 3 

-4x + 2y + z = 2 

fiar en løsning (x,y,z) E og angiv for hvert sådant tal a 

SulTitlige l0Sl1il1f:,er til lig~1.ingssystemet. 
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Definit ion af volumøtl!!~. 

Et parallelogram ABCD i planen er på nær parallelforskydning 

bestemt ved de to geometriske vektorer ~1 = Xs og ~2 = M), der 

siges at udspænde det~ Parallelogrammets areal er en reel funk-

tion F af vektorerne ~ og ~2 • Simple geometriske sætninger vi

ser, at der for vilkårlige vektorer ~1 ,~2 , vilkårlige reelle tal 

A1 ,A2 og vilkårlige reelle tal A ? O gælder 

( 1 ) F (~1 '1!.2 +?~1 ~1 ) = F ( u1 +/\2~2 ::E2) = F (1!,1 J·',:.~) ' 

(2) F(~1'~2) = F(~1'A~2) = AF(~1 ,g2)~ 

Det har vist :3ig at være hensigtsmæssigt, at skelne mellem 

de af velctorparren•3 (:!:!,1 ,~2 ) og (g2 ,~1 ) udspændte parallelogram

mer. Til et par (~!1 ,u2 ) af lineært uafhængige vektorer lader 

man svare omløbsre·~ningen bestemt ved den korteste drejning, der 

fØrer den fØrste vektors retning over i den andens. Er der valgt 

en orientering af planen, altså en omlØbsretning, som regnes som 

den positive, tilskrives det af (~1 ,!!2 ) udspændte parallelogram 

positivt eller negativt areal, efter som den ved· (~1 ,~2 ) bestem

te omløbsre tnihg stemmer overens med eller er modsat planens o-

rientering. Man har da 

F(~2'~1) = -F(~1'~2), 

og man ser let, at (2) nu er gyldig for alle reelle tal A· 

I det sædvanlige rum udspænder tre geometriske vektorer :!d1 ~

~2,;!!3 et parallel~pipedum. Dettes volumen er lig med den abso

lutte værdi af rumproduktet [g1 Q;,2~3 ]. Selve rumproduktet er vo·

ltimenet regnet med fortegn. Hvis ~1 ,~2 ,!!3 er lineært uafhængige, 

er det positivt ell3r negativt, efter som ~1 ,~2 ,~3 taget i denne 

orden er i hØjre- eller venstrestilling. At orientere rummet 

vil sige at vælge m:3llem hØjreekr~:r:.i:Jg og venstreskruning og reg-

ne de valgte som d·3n pos i ti ve. Sædvanligvis vælges hØ j re skru--
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ning. Dette valg indgår i vektorproduktets og dermed i rumpro

duktets definition. Man tilskriver altså et parallelepipedum 

udspændt af vektorsættet (~1 ,~2 ,~3 ) positivt eller negativt vo

lumen, efter som den ved sættet bestemte skruning, den korteste 

drejning, der fører retningen af g1 over i retningen af ~2 , sam

men med forskydning i retningen af ~3 , stemmer overens med eller 

er modsat rummets orientering • 

.. ·.f' rumproduktets egenskaber eller også direkte sluttes, at 

der for :funktionen F(~1 ,~2 ,~3 ) = [~~2Q;3J gælder.de .til (1.) o.g 

(2) analoge ligninger, (2) :for alle reelle tal 1\. Endvidere ses, 

at F(J;!1 ,~2 ,u3 ) _skifter :fortegn ved ombytning af .to af vektorerne 

~1,u2,~3· 

Det :fØlgende går ud på at generalisere volumenbegrebet til 

vilkårlige endeligdimensionale vektorrum. 

Lad (V,+,L) være et vektorrum af den endelige dimension n. 

En funktion F:vll ~ L kaldes et volumenmål i V, hvis den opfylder 

:følgende betingelser: 

VOL1: For hvert sæt (~1 , ••• ,~n) E r, hvert 1\ E L og 

i, j= 1 , ••• ,n, i f j, gælder 

F(u1 , ••• ,u.+f\u., ••• ,u., ••• ,u) = F(u1 , ••• ,u., ••• ,u., ••• ,u ). 
- -1 -J -J -n - -1 -J -n 

VOL2: For hvert sæt (u1 , ••• ,u) E yll, hvert 1\ E L og - -n 
i= 1 , ••• ,n gcalder 

F ( u
1 

, • •• , l\ U . , ••• , u ) = 1\F ( u
1 

, ••• , u. , ••• , u ) • 
- -1 -n - -1 -n 

VOL3: ·Der :findes et sæt (~1 ? ••• ,gn) E r, :for hvilket 

F ( u
1 

, ~ •• , u ) -1- O • - -n T 

At der :for hvert vektorrum :findes en :funktion, der opfylder 

kravene, er ikke oplagt og vil blive bevist nedenfor. Vi begynder 

med at drage konklusioner a:f VOL1-2. 
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Volumenmål og alternarende n-linearformer. 

I det følgende forudsættes, at F :Vn ~ L er en funktion, der 

opfylder VOL1-2. For vilkårlige vektorer u., u!, u~', i = 1, ••• ,n, 
-J.. -J.. -J.. 

fra V gælder da: 

(I) F(~1 , ••• ,~i'"""'~n~ ændres ikke, når der til ~i adderes 

en vilkårlig linearkombination af de øvrige vektorer g
1

, ••• ,~i_1 , 

Bevis: Ifølge VOL1 kan linearkombinationens led et efter et 

adderes til u., uden at værdien af F ændres. 
-J.. 

(II) F(u1 , ••• ,u. 1,o,u. 
1

, ••• ,u) =o. 
- -J..- - -J..+ -n 

Bevis: Ifølge VOL2 for A = O har man 

F(~1, ••• ,o, ... '~n) = F(~1 '• • .,OQ, • •• '~n) 

= OF (g1 , ••• , Q, ••• , 11.n) = O. 

(III) Hvis sættet (~1 , ••• ,gn) er lineært afhængigt, er 

F ( ~1 ' : • • , }!n) = O\: 

Bevis~ Forudsætningen er ensbetydende med, at en af vekto

rerne, ~i' er en linearkombination af de øvrige. Ifølge (I) kan 

denne linearkombination trækkes fra u., uden at værdien af F æn
-J.. 

dres. Da ~i herefter er erstattet med O, følger påstanden af (II). 

Som specielt tilfælde fremhæves: 

(III') Hvis to af vektorerne ~1 , ••. ,gn stemmer overens, er 

F(~1' •• .,~) = O. 

(IV) For hver permutation p af ~1, ••• ,nj gælder 

~'.(· F(u (, )•••••u ( )) = sgn p F(u1 , ••• ,u ) .. .. :. -p -p n - -p 

Bevis: Idet _hver permutFtion kan sammensættes af transposi

tioner, og en sådan har fortegnet -1, er det tilstrækkeligt at 
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vise, at F(~1 , ••• ~~n) skifter fortegn, når to af vektorerne, ~i 

og ~j' i < j, ombyttes. Ved at anvende VOL1 tre gange og dernæst 

VOL2 fås 

(V) 

= F ( ••• , u. . ..1.11 • , •• ~ i u. , ••• ) -J .;;aJ. '-J. 

= F( ••• ,u.-ui, •••• u.+(u.-u.), ••• ) -J - -J. -J -J. 

= F( ••• ,u.-u., ••• ,u.,.4.) -J -J. -J 

== F ( ••• , (u , -u
1 

) --u . , •• ,· , u . , • • • ) 
-J - -J -J 

= F( ••• , .... u.~.i.,u., .• J) 
-J. -J 

F ( u1 , , •• , u! +u'.'. , ••• , u ) 
- . -J. -J. -n 

= F(u1 , ••• ,u!, ••• ,u) + F(u1, ••• ,u~, ••• ,u) 
- -J. · -n - -J. -n 

Bevis: Er ~1 , ••• ,~1•1 ,~i+ 1 , ••• ,~n lineært afhængige, følger 

påstanden af (III). Er disse vektorer lineært uafhængige, supple-

res de med en vektor e til en basis for vektorrummet V. Man har da 

fremstillinger 

gj_ = 'A 1 .§. + • • • , :!!j_ = 'A".§. + • • • , 

hvor 'A', 'A" E L, og hvor prikkerne står for linearkombinationer af 

u1 , ••• ,u. 1, u. +1, ••• ,u • Efter indsættelse for u! og u'·' kan disse 
- -J.- -J. -n -J. -J. 

linearkombinationer ifølge (I) trækkes fra uden ændring af de på-

gældende værdier af F. Påstanden reduceres derved til 

F(:!;!1, • • • ,XA'~+ 'X'.§., • • • '~n) 

= F(g1 '• • •' 'A'.§., • • • '~n) + F(g1 '• • • ''A".§., • • • ,gn) 

og at dette er rigtigt, følger af VOL2, idet man på venstre side 

kan sætte /\1 +X' og i leddene på hø j re side henholdsvis 'A' og 'A" 

uden for F. 

Tilsammen udsiger (V) og VOL2, at F(g1, ••• ,:!:1n) for faste 

:!:!1 , ••• ,~i- 1 '~i+ 1 , ••• ,~n er en linearform defineret på V med ~i 

som variabel vektor. Man kalder en funktion af et givet antal p 

af vektorvariable og med værdier i L, altså en funktion G:VP ~ L, 
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en multilinearform eller, når man vil fremhæve antallet af variab

le vektorer, en p-linearform (for p= 2 bilinearform), hvis den, 

betragtet som funktion af hver af vektorerne for sig, er en line

arform på V. En multilinearform G(~1 , ••• ,~p)' som har værdien O, 

når to af vektorerne ~1 , ••• ,~p stemmer overens, siges at være al

ternerende. Idet (III') gælder for funktionerne, der opfylder VOL 

1-2, er disse alternerende n-linearformer. 

Der gælder også det omvendte, dvs. en funktion F:vn~ L, for 

hvilken (V), VOL2 og (III') gælder, opfylder også VOL1. For en så-

dan funktion har man nemlig 

F(u1, ••• ,u.+/\u., ••• ,u., ••• ,u) 
- -J. . ·-J -J -n 

= F (~1 '• • • ':!:li' • • • ':!:l j'· • • ':!!n) + F (~1 '• • • ,t,..]; j'··· ':l! j'··· '~n) 
= F ( u1 , ••• , u. , ••• , u . , ••• , u ) + 'A F ( u1 , ••• , u . , ••• , u . , ••• "u ) - -1 -J -n - -J -J -n 

-- F(~1 '• ··':!!i'··· '~j'·'· '~n) 
' Tager vi VOL3 i betragtning, har vi altså vist: 

Volumenmålene i et n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) er iden

tiske med de fra konstanten O forskellige alternerende n-linear

f_Qrmer på V. 

Definition af determinant. 

Lad der være givet en (n x n)-matrix f!_ = (a .. ), a .. E: L. 
lJ lJ 

For et vilkårligt sæt (~1 , .... ,~n) af vektorer i V betragtes de 

n linearkombinationer 
n 

v_j = \a .. u., L_; J. J-J. 

j=1 

Disse danner et nyt sæt 

j=1, ••• ,n. 

••• u )A. 
-n= 

Er F:~ ~ L en n-linear~orm, rås ved gentagen anvendelse a~ (V) -

og VOL2 
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F(v
1

, ••• ,v) 
- -n 

n 

=L 
i =1 

1 

AG III, 4, 6 

. . . , 

• • • 

Forudsættes nu, at F er alternerende, forsvinder alle de led 

i den n-dobbelte sum, hvor (mindst) to af mærkerne i 1 , ••• ,in har 

samme værdi, idet den sidste faktor da er O ifølge (III'). Det er 

altså tilstrækkeligt at udstrække summationen over de mærkesæt 

(i1 , ••• ,in)' som består af indbyrdes forskellige numre, dvs. over 

{
1 ••• 

alle permutatione . 
l1 ••. 

n) . 
in af (1,.~.,n). Tager man (IV) i be-

tragtning, får man altså 

hvor p betegner en permutation af (1, ••• ,n} og S den symmetriske 
n 

gruppe af graden n. 

Ligningen viser, at F(y1 , ••• ,Yn) fås af F(~1 , ••• ,~n) ved mul

tiplikation med et tal, som kun afhænger af matricen A. Det kaldes 

denne talmatrice~ieterminant ~betegnes 

a11 • • • a1 n 
• 
• 

••• a 
nn 

' 

hvor ~~ 1 , ••• ,gln er søjlerne i~. Determinanten er altså define

ret ved 

det A = L sgn p ap ( 1 ) 1 • • • ap (n)n 

p E: s 
n 
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(G.W. Leibniz, 1678). Summen på højre side har n! led. Hvert af 

disse er et med et vist fortegn forsynet produkt af n af matricens 

elementer, nemlig et fra hver søjle, således at også hver række er 

repræsenteret netop en gang. 

Herefter kan den ovenfor fundne egenskab ved en alternerende 

n-linearform F formuleres således: 

(VI) Er (:9;1 , ••• ,:9;n) et vilkårligt n-sæt af vektorer i det n

dimensionale vektorrum (V,+,L) og~= (aij) en vilkårlig (n x n)

matrix med elementer fra L, gælder for det ved matrixligningen 

(y1 • • • Yn) = (E1 • • • !:bn)~ 

bestemte vektorsæt (y1 , ••• ,yn) 

F(y1 , ... ,yn) =det~ F(E1'"""':l!n). 

Af determinanters egenskaber fremhæves foreløbig to, som føl

ger umiddelbart af definitionen: 

• 1 En kvadratisk matrix A og dens transponerede A' har samroe 

determinant: 

det ! l = oot !· - -

Bevis: Ifølge definition er 

det A' = L sgn q a1q( 1 ) • • ·anq(n) • 

g_ E: sn 

Da faktorernes orden i de enkelte led er ligegyldig, kan de ordnes 

efter søjlenumret. Rækkenumrene vil da optræde i den orden, der 
-1 bestemmes ved den til q inverse permutation p = q 

så skrive 

det A' = 
= ~ sgn q ap ( 1 ) 1 • • • ap (n) n • 

q E Sn ~ 

Man kan alt-
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Men da q og -1 -1 
q = p hHr samme fortegn, og da p = q gennemløber 

hele gruppen Sn' når q gør det, er summen på hØjre side lig med 

det A • 

• 2 Determinanten af en ovre eller nedre trekantsmatrix er 

lig med produktet af elementerne i hoveddiagonalen. 
o 

Bevis: IfØlge 1 er det tilstrækkeligt at betragte en øvre 

tr.ekantsrnatrix .A.= (a .. ), hvor altså a
1
.J. =l for i > j. Ved hver 

o = 1. J 

fra den identiske forskellig permutation p af {1, ••• ,n1 findes 

der mindst et nummer j, således at p(j) > j, nemlig det laveste, 

for hvilket p(j) t j. Hvert led af determinanten, som svarer til 

en fra den identiske forskellig permutation, indeholder således 

mindst en faktor a ( ') ., der er lig o. For determinanten fås alt
P J J 

så a11 a 22 ••• ann som påstået. 

Volumenmålets entydighed og eksistens. 

I et n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) findes et og kun et 

volumenmål, som for en given basis for V antager en given v~rdi 

k t O. (H. Grassmann, 1844, K. Weierstrass, 1864.) 

Bevis: Lad (e1 , ••• ,~n) være den givne basis og (u1, •.• ,un) 

et vilkårligt n-sæt af vektorer. Med Q betegnes (n x n)-matricen, 

hvis sØjler ~ 11 , ••• ,~ln er koordinatsættene for ~1 , ••• ,un med hen

syn til basen (~1 , ••• ,~n). Hvis der findes et volumenmål F, som 

opfylder det stillede krav, må dets værdi for (~1 , ••• ,un) ifØlge 

(VI) være 

F(g1 , ••• ,11n_) =det~· F(~1 , ••• ,~n) =k det U. 

Dette viser, at hvis der overhovedet findes et sådant volumenmål, 

kan det kun være den ved 



Mat, 1, 1962-63 AG III, 4, 9. 

bestemte funktion G:Vn ~ L. 

Påstanden om eksistensen går herefter ud på, at den så

ledes definerede funktion G faktisk er et volumenmål, hvis værdi 

for (e1 , ••• ,e ) er k. - -n 
o 

Da det E = 1 ifølge 2 , er 

G(~1 , ••• ,~n) =k det~= k, 

altså det sidste krav og, idet k f O, også VOL 3 opfyldt. Det er 

derfor tilstrækkeligt at vise, at G er en alternerende n-linear

form. 

I hvert af de n! led af det g findes, som nævnt, netop en 

faktor, der er element i den j-te søjle ~~j af~· 

skrive 

det u = u1 . u1 . + • • • + u . u . , = J J nJ nJ 

Man kan altså 

hvor koefficienterne u1 ., ••• ,u . kun afhænger af elementerne i 
J nJ 

søjlerne ~~ 1 , ••• ,~1j- 1 '~lj+1 , ••• ,~in• Idet ~~j er koordinat~ 

sættet for ~j' viser dette, at 

G(~1 , •• 1,~n) =k det U 

for faste ~1 , ••• ,~j- 1 '~j+ 1 , ••• ,~n er en linearform som funktion 

af u .• 
-J 

At ·vise, at G er alternerende, kommer ud på at vise, at det. U 

=O, når to søjler ~li og ~lj' i < j, stemmer overens. For de 

to givne naturlige tal i og j, 1 < i< j ~n, inddeles permuta

tionerne af ~1, ••• ,n} i to klasser. il den første, s~, regnes 

de permutationer p, for hvilke p(i) < p(j), og til den anden, 

S", de permutationer q, for hvilke q(i) > q(j). Ved n , 

p~ q= p 0 \3 r) ~estemmes en enentydig korrespondance mellem 

S' og S", hvor permutationer p og q, der svarer til hinanden, n n 

har modsat fortegn, Man kan derfor skrive 

det\!~ L sgn p (up(1)1::•'lp(n)n- uq(1)1'"'Uq(n)n) 
IJE~ 



JVIat. 1 , 1963-64 

vor q = p.• . . • u er h ·.(i j). N 
' J l 

uq(1)1•••uq(i)i•••uq(j)j•••uq(n)n 

= up(1)1•··up(j)i···up(i)j···up(n)n 

= up ( 1 ) 1 • • ·up (i) i·· • ·up (j ) j" • i up (n) n ' 

AG III, 4, 9a 

idet up(j)i = up(j)j og up(i)j = up(i)i" 

sum er altså lig o. 
Alle led i ovenstående 

Dermed er sætningen bevist. 

Uden forudsætningen k t O havde vi fået resultatet: 

I et n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) findes en og kun en 

alternerende n-linearform, som for en given basis for V antager 

en given værdi k. 

En alternerende n-linearform, der antager værdien O blot for 

en basis, må derfor være identisk O. Som modstykke til III har 

vi således: 

Er F et volumenmål i et n-dimensionalt vektorrum, da er 

F(~1 , ••• ~n) t O for ethvert lineært uafhængigt sæt (g1 , ••• ,gn). 

Volumenmålene i et n-..dimensionalt vektorrum er da de funk

tioner F: vn ~L, som, efter valg af en vilkårlig basis 

(~1 , ••• ,~n) for rummet, kan skrives 

F(~1 , ••• ,~n) =k det~' 

hvor (~1 , ••• ,gn) og~ er sammenknyttet ved 

(u., .•• ,u) = (e1 , ••• ,e )U, 
-J -n - -n = 

medens k er en konstant t O. Der er således uendelig mange volu-

menmål, men de er indbyrdes proportionale. 
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Sætninger om determinanter. 

Determinanten af en (n.~ n)-matrix A, betragtet som funk

tion af sættet(~l 1 , ••• ,gln) af søjlerne i A, er det volumenmål i 

talrummet (Ln,+,L), som antager værdien 1 for sættet af ellileds

matricens søjler. Af egenskaber ved volumenmål fås altså egen

skaber ved matricers determinanter. Ifølge den ovenfor beviste 

• sætning 1 , hvorefter det A' = det A, kan matricens rækker træ-

de i stedet for søjlerne, Man får således: 

3e En kvadratisk matrices determinant forbliver uændrei, 

når der til en af matricens søjler (rækker) adderes en linear·

kombination af de andre søjler (rækker), 

4• Multipliceres en af søjlerne (rækkerne) i en kva~ 

tisk matrix med et tal, vil matricens determin~t_mul~iR+~~~§ · 

med samme tal, 
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~et bemærkes, at dette for en (n x n)-matrix A og et tal ~ 

medfØrer 

det(~) = Andet ~· 
- -

5° Er en af søjlerne (rækkerne) i en kvadratisk matrix A 

en sum af io sØjler (rækkerl, 

l li 
a

1
.=ali+al. = l = = l 

(a. = a. 1 + a. 'l) 
=l- =l- =l- ' 

vil matricens determinant være summen af determinanterne hØrende 

til de to matricer, der fremgår af ~ ved at erstatte den i-te 

søjle (ræ~\:lce) med henholdsvis~~~ (~i~) Sli;i ~Il (~h~) • 

. . o o 
TiLJdmlllen uds1ger 4 og 5 , at determinanten, betragtet som 

funlction af en enkelt sØjle (r<Jlcke), er en linearf'orm. 

6° Hvis sØjlerne (rækkerne) i en kvadratisk matrix er li

neær~ afhængige, specielt hvis en af sØjlerne (rækkerne) eL__~ 

len (nulrækken) eller to aL_~Ø;i_=\:_~rne (rækkerne) ste'nmer ov~rel);§, 

er matricens determinant lig O~ 

Endvidere gælder multiplikationssætningen for determinante~: 
o 

7 Determinanten af et p-rod~ af' to (n x n)-.!!!_c,tri~er er 

~~med_produktet ~f de to matri~_determinanter. 

Bevis: Lad ~og ~ være vilkårlige (n x n)-matricer med 
- -

elementer fra tallegemet L. Med F betegnes det volumenmål i tal

rummet (Ln,+,L), som for en valgt basis (e
1

, ••• ,e ) antager vær-
- -n 

dien 1 • Sættes 

( :!:11 • • " 3dn) = ( f-1 e ) AJ 
-n = 

( Y1 Yn) = ( :!:11 • • • u )B, 
-n = 

fås ved gentagen anvendelse af (VI) 

F(v '"""'v)= F(u
1

, ••• ,u) det B= det A det B. -1 -n - -n 
Idet 
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fås også 

F(v
1

, ••• ,v) =det(~) 
- -n 

hvilket viser, at 

det(~) = det g det ~ • 

Er ~ en regulær matrix, sluttes af' 1\..A-
1 = ~ og det -E = 1, at 

det A det A-1 = 1, 
= 

altså: 

\.!o 
u Indbyrdes inverse regulæ~e matricer har indbyrdes r~ 

prokke determinon_!:~ 

Heraf aflæses endvidere, at en regulwr matrices determinant er 
o 

forskellig fra O. Sammen med 6 giver dette: 

o 
9 En kvadr~tisk matrix er regulær 2 hvis og ku» h~is dens 

determinant er forskellig fra O. 

l.ad .[2. være en vilkårlig (ikke nØdvendigvis kvadratisk) tal

mc.trix. Determinanten af en (p x p)-delmatrix af' A kaldes en :!:!!!.= 

derdeterminant af' p-te orden af A. 
= 

En tidligere sætning (sine III, 2, 38-39) og 9° giver f'Øl-

gende sætning om rangen af' en matrix: 

R?J._ng_~ r af' en matrix, som ikke er nulmatrix, er det største 

~~f ~le nc.turl~g8 ·t,g.l p, for hvilke matricen har en fra O forskel-

lig und~rC:lc:terminu.nt a:f p-te ord~ 

l•1or en ortogonal m.:...trix, dvs. en kvadro.tisk matrix -0-, for 

hvilken A'A = ~' har man 

(det A) 2 = det A det ~ = det(~'~) = 1 , 

altså; DetGrminanten ~f en ortogonal matrix er 1 eller -1. 
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For en uni tær matrix, 0.vs. en kvadratisk matrix ./i:, :for 

hvilken ~'4 = ~' har man 

jdet ~! 2 
=det A' det~= det~~ det~= det(~'~) = 1 , 

altså: Determinanten af en unitær matrix har den absolutte værdi 

Determinants udvikling. Bestemmelse af invers matrix. 

Lad A= (aij) være en (nxn)-matrix med elementer :fra et 

tallegeme. Er K og M ikke-tomme delmængder af mængden 

N = ~ 1, 2, ••• ,nJ, .betegnes med ~C, M den delmatrix af ~' hvis ræk

kenumre og søjlenumre er elementerne i K hhv. M. To sådanne del-

matricer {hc M og .f:.:K M siges at være komplementære, d.er ,J'l 
- 1, 1 - 2' 2 

både mængderne K1 og K2, og mængderne M1 og M2 er komplementære 

delmængder af N. 

Lad nu I og J være :fast valgte ikke-tomme komplementære 

~elmængder af N, 

I = ~i1,i2, ••• ,ikl , i1 < i2 < . . . < i k' 

J = fj1,j2, ••• ,jlJ j1 < j2 < ... < jl. 

Sættes 

P = f1r E sn l 7T(i 1 ) < ••• < 7T(in) 1\ 7T(j 1 ) < "· • < 7T(jl)J, 

cælder Laplace 1 s udvikling: 

( 1 ) 

hvor 

(2) 

det A = ~P sgn 1T det ~I,7T(I) det ~ J,7T(J)' = 

sgn 1T 
i1+ ••• +ik+7T(i1 )+ ••• +7T(ik) 

= ( -1) 

j1+ ••• +jl+7T(j1 )+ ••. +7T(jl) 
= ( -1) 



Mat. 1, 1"96.7-6..8 AG III, 4} 14. 

Formlen (1) viser, at det~ kan udregnes som en sum af 

produkter af formen ~ det 1):1 K det ~J K , hvor !:=1 1r og !::J K 
- 9 1 - ' 2 - ? '1 - 9 2 

er komplementære kvadratiske delmatricer af A med rækkenumre i 

I hhv. J; det er klart, at hvert af de (~) sådanne par af delma

tricer giver netop et bidrag til summen. 

Det bemærkes, at (1) anvendt på li:' giver 

det A = 
= ~P sgn rr det ~(I)~I det ~(J),J' 

i~et en kvadratisk matrix har samme determinant som den trans-

ponerede matrix. 

Bevis for ( 1 ) • 

For a.= (a1 .,a2 ., •.• ,a .) E Ln, j= 1,2," .. ~n, sættes 
-J J J nJ 

hvor A er matricen (a .. ). 
1 

. 1 2 • Det påstås, 
= lJ l= ,2, ••. ,n;J=, , ••• ,n 

at G er et volumenmål med G(~1 ,~2 , ••• ,en) = 1, hvor 

~1 = ( 1 , O, ••• , O ) , ~2 = ( O , 1 , O , ••• , O ) , • • • , ~n = (O, ••• , O , 1 ) • 

D8. det på forhånd vides, at llen ved 

L.efinerede afbildning F er det eneste volumenmål i (Ln,-r,L),som 

på sættet (~1 ,~2 , •.• ,~n) antae;er værdien 1, vil (1) .2ermed være 

bevist. 

If.;Jlge kendte sætninger om determinanter er for hvert 

rr E P den ved 

L:.efinerede afbildning Grr en n-linearform. Da summen af endelig 
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mange n-linearformer oplagt er en n-linearform sluttes, at G 

er en n-linearf.:Jrm. 

Det skal herefter vises, at G er alternerende. Lad i 

sættet (~1 ,~2 ~···'~n) vektoren ~r være identisk med vektoren 

a, hvor r< s. Er 1T E P en permutation med r E 7T(I) og s E 7T(I)s -s 

eller r E 7T(J) og s E 7T(J), fås sgn 1T det ~I,7T(I) det ~J,7T(J) = O, 

thi determinanten af en matrix med to ens s0jler er O. De ~vrige 

permutationer i P deles i to klasser Q' og Q'', hvor C:~' indehol-

<ler de 7T 1 E P for hvilke r E 7T 1 (I) og s E 7T 1 (J), og Q" inde

holder de 7T 11 E P for hvilke r E 7T 11 (J) og s E 7T 11 (I). Idet der 

for enhver delmængde M af N= [1,2, ••• ,n} med k elementer fin

des netop et 1T E P med 7T(I) =M, og dermed 7T(J) = N\M, findes 

til hvert 7T 1 E Q1 et og kun et 7T 11 E Q11 med 

7T 11 ( I ) = ( 1T 1 
( I ) \ [ r } ) lJ [ s } , 

(3) 
7T 11 

( J ) = ( 7T 1 
( J ) \ f s 1 ) l J [ r J ~ 

ot:, den herved definerede afbildning af Q1 ind i Q11 er bijektivo 

Vi får fplgelig 

= h (sgn 7T
1 det A 1 det ~J.7T'(J) + 7T'E~' =I,7T (I) , 

sgn 7T
11 

det ~I ,7T" (I) det ~J ,7T 11 (J)) , 

hvor for hvert 7T 1 E Q' permutationen 7T 11 er det vecl (3) bestemte 

element af Q11 • Det er derfor tilstrækkeligt at vise, at 

sgn 7T
11 

det ~I,7T 11 (I) det ~J,7TII(J) 

= -sgn 7T
1 

det ~I,7T'(I) det ~J,7T'(J) 

for ethvert 7T 1 E Q'. 
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Vi bemærker f\Jrst, a t er 1T 
1 

en vilkårlig :permu ta t ton i P~ 

t en trans:posi tion, som ombytter to elementer af' 1T 
1 
(I), og sæt-· 

tes 1r2 = t o 1T 1 ' gælder 

sgn 1r
1 

det A =I,1T1 (I) det A 
=J,1T1 (J) 

= sgn 1r2 det A =I,1T2(I) det A . 
=J,1T2(J)' 

thi sgn 1T2 = -sgn 1r1 , ~J,1r2 (J) = ~J,1T 1 (J)' 8~ 

det ~I,1T2 (I) =-det ~I,1T 1 (I)' idet ~I,1T2 (I) f'remgår af' ~I,1T 1 (I) 
ved ombytning af' to søjler. Tilsvarende gælder, hvis t oTibJrtter 

to clementer af' 1r
1
(J). 

Det er klart, at sættet (7r 11 (i
1

), ••• ,1T 11 (ik)) f'remgår af' 

sættet (1T 1 (i 1 ), ••• ,~r 1 (ik)) ved f'orst at f'jerne elementet r, der-· 
, 

næst rykke de af' de ef'terf'0lgende elementer, som er < s, en po-

sition til venstre, og endelig indf'pje s :på den herved ledigblevne 

:position. Tilsvarende f'remgår sættet (1T 11 (j 1 ),.oq1T 11 (j1 )) af sæt-

tet (1T'(j 1 ),:,.,1T 1 (j
1

)) ved f'Ørst at f'jerne elementet s, Qer-
, 

nCJ:3st rykke de af' de f'oranstående elementer, som er > r, en po-· 

sition til hØjre, og endelig indf'sJje r :på den herved ledigblevn3 

position. Sammensættes derf'or 1T 11 successivt f'ra venstre, dels 

med transpositioner .• som ombytter s med naboen til venstre i sætf; .. -. · 

tet (1T 11 (i 1 ), ••• ,1T 11 (ik)), indtil s er placeret i den position~ 

som indtages af' elementet:::::> i sættet (1T 1 (i 1 ), •.• ,1T 1 (i1c)), og dels 

m e cl trans:po sitioner, som ombyt ter r med nabo en ti:~ h( j .:--e i sæt-

tet (:u 11 ( j 1 ), •.• ,1T 11 ( jl)), indtil r er placeret i den position~ 

som indtages af' elementet s i sættet (1T 1 (j 1 ), ••. ,7T 1 (j 1 ))~ f'ås som 

resultat permutationen 1T =(~ ~)o 1T 1
• Ved gentagen anvendalse af' 

bemærkningen ovenf'or ses, at 



sgn rr
11 

det ~I~rr 11 (I) det ~J,rr"(J) 

= sgn rr det ~I,rr(I) det ~J~rr(J) • 
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Enuvidere har vi åbenbart sgn rr = -sgn rr', samt 

~et ~I,rr(I) = det ~I,rr'(I) og det ~J,rr(J) = det ~J,rr'(J)' thi 

gir= ~Is i~. Dette giver ved indsættelse det ønskede. 

Vi mangler here~ter blot at vise 9 at 

Betegner _c den iuentiske p,ermutation,. fås åbenbnrt 

sgn e det ~I,e(I) det ~J,e(J) = 1. 

Alle ovri&,e bidrag til summen er imidle:J;'ti_d O; thi er 

rr E P\[eJ, ~indes et i E I med rr(i) ~ I, og dermed en 0-sojle 

i ~I, rr( I) • 

Bevis f'or ( 2). 

Det påstås, at 1T E P kan fremstilles som sammensætning af' 

k 
h ( rr( i ) + i - 2v) 

V=1 V V 

transpositioner. Da dette tal er kongruent modulo 2 med 

k 
~ (rr(iv) + iv), 

V=1 

og da det åbenbart er tilstrækkeligt at vise rigtigheden af' 

det f'Ørste lighedstegn, f'olger (2) heraf'. -I sættet (1~2, ... ,n) 

kan rr(i1 ) f'ores til f'Ørste position, mens alle øvrige elementer 

bevarer deres indbyrdes rækkefØlge, ved rr(i 1 )-1 ombytninger. 

Derefter kan rr(i 2) ~øres til anden position ved rr(i 2)-2 ombyt

ninger, etc. Herved f'ås ef'ter ialt 

k 
~ ( rr( i ) -v) v 

V=1 
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ombytninger rr(iv) på v-te position ~or v= 1,2, .•• ,k. Idet 

r~sten a~ elementerne har bevaret deres indbyrdes række~olge 1 

h&r sættet here~ter udseendet 

I dette sæt kan nu rr(ik) ved ik-k ombytninger ~øres til den 

ik-te position, dernæst rr(ik_ 1 ) ved ik_1-(k-1) ombytninger til 

den ik_1-te position, etc. Herved ~ås e~ter ialt 

k 
~ (i -v) 

V=1 V 

ombytninger elementerne rr(iv) på iv-te position ~or v= 1,2, ..• 1 k. 

Da <le øvrige elementer har bevaret deres indbyrdes r~akkef'olge, 

hnr vi også rr(j ) på j -te position,~ = 1,2, ••• ,1. Vi har altså 
~ ~ 

e~ter ialt 
k k k 
~ ( rr( i ) -v ) + 

V=1 V 
~ (iv-v) = ~ (rr(i )+i -2v) 

V=1 V=1 V V 

ombytninger fået sættet (1,2, ••. ,n) ~ort over i sættet 

(rr(1),rr(2), ••• ,rr(n)). Hera~ ~remgår, at permutationen rr som 

påstået kan sammensættes a~ dette antal transpositioner& 

Et vigtigt specielt til~ælde a~ Laplace's udvikling ~ås 

ved at vælge et ~ast i E [1,2, •.• ,n1 og sætte 

Vi f'år da 

I = fiL J= f1, ••• ,i-1,1+1, ••• ,n). 

P= frr E S l rr(1)< ••• <rr(i-1)<rr(i+1)< ••• <rr(n)), n 

( 1 )i+rr(i) sgn rr = - • 

Ic~et vi med ~;)' betegner den delmatrix a~ ~' S.)JT, ~ås ved i ~ 

at slette k-te række og l-te s~jle, ~år vi endvidere 



og 

A =I,7T(I) =(a.(')) l ,7T l 

~J, 1T( J) = ~t ;;zk.rJ' 
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hvor (a. (' )) er en (1x1)-matrix. Ved indsættelse i (1) får 
l' 1f l 

vi c-:!.erefter 

n .. 

= 
( ) l+J 

~ -1 a. . J e t !y . A 
. 1 l J .....:,a. ,;J 
J= 

det A = 

Deltrykket ( -1 )i+j det ~/- ;,.6 kaldes komplementet til elementet 

a .. , og betegnes A ..• Vi får d3. 
l J l J 

= 
a .... \ ..• 
lJ lJ 

(4) det A = 

Denne fremstilling af det ~ kaldes determinantens ulvikling ef

ter den i-te række. Ved anvendelse af (4) på ~' fås, idet 

det~' = det ~' determinantens udvikling efter den j-te s~jl~ 

(5) det A = = 
a .. A ..• 
lJ lJ 

Erstattes i ~ elementerne i den j-te s~jle med elementerne 

i den k-te, hvor k t j, og udvikles determinanten af den herved 

fremkomne matrix efter den j-te sojle, fås 

idet determinanten af en matrix med to ens sojler er O~ 

Sammenholdes dette med (5) ses, at der gælder 

(A .. )'(a .. ) = (Aij) '~ = (det ~)~. lJ lJ 

Er 
,, regulær, altså det A ~ o, fås ,l-J.. 

= 

' 
( A. ') lJ A = E llet A = = = 
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hvoraf sluttes, at 

l 

{;-
1 

= (d:~jA) 
= 

Vi har dermed: 

Den inverse til en regulær matrix ~ er den transponered~ 

af den matrix, der fås ved at erstatte hvert element i A med sit 

komplement divideret med det A. 

Eksempel. 

Som eksempel udregnes den såkaldte Vandermonde determinant 

(N.Vandermonde, 1779, A.Cauchy, 1815) 

1 

1 

D (a
1

, ••• ,a) = n n 

1 

2 
a1 

2 
a2 

2 a a n n 

... 

. . . 

n-2 
a1 

n-2 
a2 

n-2 
a 

n 

hvor a
1

, ••• ,an er vilkårlige tal. Der gælder 
n 

D ( a
1 

, ••• , a ) n n =.-1.1 (aj-ai). 
l' J=1 
i<j 

n-2 
a1 

n-1 
a2 

n-1 a 
n 

Beviset f0res ved induktion. Man finder D2 = a 2 - a1 • Antag, 

8t ligningen er rigtig for n-1 ~ 2 i stedet for n~ Adderes i Dn 

C.en (n-1)-te s~jle efter multiplikation med -a1 til den sidste, 

dernæst den (n-2)-te s0jle efter multiplikation med -a1 til den 
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(n-1)-te, ••• , den første sØjle efter multiplikation med -a1 
• 

til den and.en_, ___ f'.å.s ·-ved .. deref.te.r at udvikle efter den fØrste ræk--·---. . - .... _ 

k e 

1 o o • • • o o 

1 a2-a1 a2(a2-a1) • • • n-3( ) a2 a2-a1 
\ -2 

a2\ (a2-a1) 
\ • • • • = • • 

• 

a (a -a1 ) a n-3 (a -a ) li 2 1 a -a • • • • a - (a -a ) 
n 1 n n n n 1 n n 1 

l 

a2-a1 a2(a2-a1) • • • • n-3( ) a2 a2-a1 
'n-2 ) a2 (a2 -a1 

• • • 
= • • • 

' • i 
l 

a (a -a1 ) n-3( 1 
) n-2 ) a -a • • • an an -r1 an (an -a1 n 1 n n 

n ! 

= (11 (aj-a1 ))Dn_1 (a2 , ••• 1an). 
j=2 

Ved hjælp af induktionsantagelsen fås da det ønskede resultat. 

---
Differentiation af determinant. 

En determinant det(u .. ) af en reel (n x n)-matrix kan op
lJ 

~n2 , 
fattes som en :funktion det:J:( ~ R med de n2 elementer uij som 

variable. Som funktion af hver af disse variable uij for sig er 

den et fØrstegradspolynomium, hvor koefficienten til uij er Uijo 

For den partielle afledede med hensyn til uij har man altså 

o(det u) 
-~-:::~-=U. ·• ·au. . lJ 

l. J 

Antag, at elementerne u .. t matricen !!_ er differentiable 
l J 

funktioner uij:J ~R, hvor J ~.R betegner et interval. Idet D 

betegner differentiation med hensyn til den variable t E J, fås 
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D det U = 
= 

= 

= 

n 
~ Ui. DuiJ' 

i,j=1 J 

n n 
~ ~ U .. DuiJ' 

j=1 i=1 lJ 

n 

AG III,4,18 

~ de t ( ~ l 1 ' • • • ' ~ l · -1 ' D~ l · ' ~ l · 1 ' • • • ' ~ l ) • j=1 - - J - J - J+ - n 

Determinantens afledede er altså summen ar determinanterne ar de 

matricer, der fremgår ar U ved, at ~n søjle ad gangen erstattes 

med sin afledede. 

Orientering ar vektorrum. 

Lad (~1 , ••• un) og (y1, ••• yn) være lineært uafhængi6e sæt 

i et n-dimensionalt vektorrum (V,+,R)over de reelle tals legeme. 

Idet F er et volumenmål i V, siges (:9;1 , ••• ,!;!n) og (v 1 , ••• _,yn) at 

være ~ orienterede eller modsat orienterede efter som 

F(u1, •• ~!;!n) og F(y1 , •• ~yn) har samme eller modsat fortegn; da 

alle volumenmål er indbyrdes proportionale, er definitionen uar-

hængig ar det valgte volumenmål F. Herved inddeles mængden ar 

lineært uafhængige n-sæt ar vektorer i V, d.v.s. mængden ar ba-

ser for V, i to klasser. At orientere V vil sige at udmærke en 

bestemt ar de to klasser; vektorrummet V siges da at være orien-

teret ved den pågældende klasse. Man kan tale om, at V er orien

teret ved et lineært uafhængigt u-sæt (u1 , ••• ,:9:n)' hvorved menes, 

at V er orienteret ved den klasse, som indeholder (!;!1 , •• ~!;!n). 

Er V orienteret, siges sættene i den udmærkede klasse at være 

positive eller positivt orienterede, sættene i den anden klasse 

siges at være negative eller negativt orienterede. 
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To baser (.§_1 , ••• '~n) og (![1, ••• ,![n) er ens eller modsat 

orienterede efter som den tilhørende koordinattransformations-

matrix S har positiv eller negativ determinant. Thi af 

fØlger 

for ethvert volumenmål F. 

Ved valg af en basis i et orienteret vektorrum vil man 

oftest vælge en positivt orienteret basis. Ved valg af et vo-

lumenmål vælges gerne et, der er positivt på de positive sæt; 

er der allerede valgt en positiv basis (e
1

, •.. ,e ), vælges ger-- -n 

ne det volumenmål F for hvilket F(e1 , ••• ,~n) = 1. 

Evis vektorrummet er forsynet med et indre produkt, 

(~1 , ••• ,~n) er en positiv ortonormal basis, og F er bestemt ved 

at F(Q1, ••• ,~n) = 1, så gælder F(~1 , ••• ,~n) = 1 for enhver po

sitiv ortonormal basis (€
1

, ••• ,~). Betegner vi nemlig med S 

den tilhørende koordinattransformationsmatrix, har vi som oven-

for 

( *) F ( ~1 , ••• , e n) = de t ~ F ( e 1 , •• .- , ~n) • 

Matricen S er åbenbart ortogonal, hvormed Idet~~ = 1 (jf.side 

12). Idet (Q1, ••• ,Qn) og (~1 , ••. ,~n) er ens orienterede, har vi 

endvidere det~> o, og dermed det S= 1. Påstanden fØlger da 

ved indsætning i (*). 

Når der tales om volumenmålet i et orienteret vektorrum 

med indre produkt, menes det, der har værdien 1 for de positive 

ortonormale baser. 
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Er (U,U') et ordnet par af komplementære underrum af et 

n-dimensionalt orienteret vektorrum (V,+,R), siges orienterin

ger af U og U' at være sammenhørende, hvis en positiv basis for 

U efterfulgt ar en positiv basis for U' giver en positiv basis 

for v. 
Dette finder hyppig anvendelse, når V er forsynet med et 

indre produkt, U er en hyperplan, d.v.s. et underrum af dimen-

sion n-1, og U' dennes ortogonale komplement, altså dens nor~al. 

Er V orienteret, hØrer der altså til hver orientering af U en 

orientering af normalen. Den således orienterede normal kaldes 

den orienterede hYPerplans positive normal (jf. definitionen ar 

veJetorproduktet ar to vektorer i det tredimensionale geometri ske 

veJetorrum). 

Volumen og lineære af'bildninger. 

Lad (~1 , ••• ,~n) være et n-sæt af vektorer i et n-dimensio

nalt vektorrum (V,+,R), og lad delmængden P af V være defineret 

ved 
n 

P = f ~ t. u. l O ~ t
1
. ~ 1, i = 1, ••• , n1 • . 1 l-l 

l= 

Knytter vi til P sættet (~1 , ••• ,~n)' vil vi kalde P et oriente

ret parallellotop, og vi vil da sige, at P er udspændt af sættet 

( ~1 , • o o , un). 

Er nu F et volumenmål i V, kan vi tilskrive ethvert orien-

teret parallelletop P et volumenmåltal ("volumen"), nemlig tal

let F(~1 , ••• ,un)' hvor P er udspændt af sættet (~1 , ••• ,un). Her

vedfås den ønskede generalisation ar begreberne 11areal af paral-

lelloE;,ram 11 og "volumen af parallellepipedum 11 til vilkårlige en

delig-dimensionale vektorrum over R (jf. side 2). 
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Lad (U,+,R) og (V,+,R) være to n-dimensionale vektorrum 

og f' en lineær af'b i l dni ng af' u på v. Er (e 1' • • • '~n) en basis f'or 

u1, og vælges (f.1' • • • ,f.n), hvor f'. = f'(e. ), som basis f'or v, vil -l -l 

ti l sv:7,rE:nde vektorer g og y = f'(u) i de to vektorrum have ens 

koordinatsæt. Er (u1, ••• ,gn) et n-sæt af' vektorer i u, 

(y1?••·Yn) sættet af' billedvektorer og U matricen, hvis sØjler 

er lcoordina t sæt tene f'or vektorerne u., har vi altså 
-l 

( g1 • • • gn) = ( ~1 • • • §.n) ~ 

og 

For et volumenmål F i U og et volumenmål G i V f'ås f'Ølgelig 

og 

hvormed 

Idet vi ved billedet af' det orienterede parallelletop udspændt 

af' S&3ttet (g1 , ••• ,gn) f'erstår det orienterede parallelletop ud-· 

spændt af' sættet (f'(g1), ••• ,f'(un)), fØlger af' (*), at forholdet 

mellem volumenet af et orienteret parallelletops billede og vo-

lumenet af' selve parallellotopet er uafhængigt af det betragtede 

parallellotop. Heraf' sluttes videre, at forholdet mellem volu-

merne af' to orienterede parallellotoper i U er lig med forholdet 

mellem valurnerne af de to billedparallellotoper; man lmn ud trykke 

dette ved at sige, at volumenforholdet er invariant ved lineære 

afbildninger. 
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Er specielt U= V, altså~ en lineær afbildning a~ U på 

sig selv, og F = G, kan vi slutte 

G(f1' • • • 'fn) 

F( e1 '• •• '~n) 
= 

F(e 1 , ••• ,en) 
= det A , 

= 

hvor A er matricen hØrende til~ med hensyn til basen (~1 , ••• ,~n)• 

Thi a~ 

(f1 ... fn) = (~1 . . . en)~ 
~Ølger 

( '4 •'• ) j ..... F(f1' ••• 'fn) = det~ F(e 1 , ••• ,~n). 

Indsættes i ( *) ~ås 

F ( y_1 , • • • , v n ) = det~ F(!!1 , ••• ,un). 

Forholdet mellem volumenet a~ et orienteret parallelletops bil-

lede og volumenet a~ selve parallelletapet er altså ikke alene 

ua~hængigt a~ det betragtede parallellotop, men også a~ det be

tragtede volumenmål. Endvidere er det klart, at ~orholdet er 

ua~hængigt a~ den valgte basis, - hvilket iØvrigt kan bekræf'tes 
o o 

vod :J.nvendelse a~ 7 og 8 , idet matricen-! ved koordinatski~te 

-1 erstnttes med en matpix a~ ~ormen ~ ~ ~ • Tallet det~ kaldes 

afbildningens determinant eller dens volume~aktor. A~ ( ):1 ':~) a~

læses, at baserne (~1 ,o•·'~n) og (f1 , ••• ,~n) bestemmer samme el

ler modsat orientering a~ U e~ter som detAer positiv eller ne-

gativ; dette kan udtrykkes ved at sige, at afbildningen bevarer 

eller ski~ter vektorrummets orientering e~ter ~ volumen~aldo-

ren er positiv eller negativ. 
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Som tidligere omtalt (side III,2,25) danner de regulære 

(nxn)-matricer med elementer fra ~ en gruppe med matrixmultipli

kation som komposition. Gruppen kaldes den generelle lineære 

gruppe af grad n over~' og betegnes GL(n,~). Man overbeviser 

sig let om, at de matricer, hvis determinant er positiv, danner 

en undergruppe GL+(m,~), samt at de matricer, hvis determinant 

er 1, danner en undergruppe SL(m,~); gruppen SL(n,~) kaldes den 

§Qecielle lineære gruQQe af grad n ~~ ~o Er (U,+,~) et n-dimen

sionalt vektorrum, og vælges i U en basis, så fås en isomorfi 

mellem grupp,en af bijektive lineære afbildninger af U på sig selv 

og GL(n,~) ved til en lineær afbildning at lade svare den til

hØrende matrix med hensyn til den valgte basis. Ved denne iso

morfi svarer til gruppen GL+(m,~) gruppen af lineære afbildnin

ger med positiv volumenfaktor, de såkaldte orienteringsbevaren~ 

afbildninger. Til gruppen SL(n,~) svarer gruppen af lineære af

bildninger med volumenfaktor 1, de såkaldte yolumentro ~!~d-

ninger. 
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Løsningerne ~il vilkårlige lineære ligningssystemer kan an

gives ved hjælp a~ determinanter. 

La·:i (Vm,+,L) være et m-dimensionalt vektor~ .@:1 , •• • 1~ 

lineært uafhængign vektorer og ,Q en vilkårlig vektor i V o Idet . m 

(a1 , ••• Ja) er en basis for V, har ligningen 
- -m m· 

x
1 

a
1 

-i· • • • + x a = b . - m-m 

en og kun een løsr~ing (x1 , ••• ,xm) € Lm. Er F et volumenmål i V m, 

fås ved hjælp af rO} -1--'Z (side III, 1 O, 1 O) 
/ 

F(a{-;~ •. ,a. 1 ,b,a. 1 , ... ,a) r1 -1- - -l+ -m 
.. F ( a1 , •.• , a. 1 , x1 a1 + ••. +X a , a. 1 , •.• , a ) 

- -1- - m-m -l+ -m 

= F ( a1 , • • • , a . 1 , x . a . , a . 1 , • . • , a ) 
- -1- 1-1 -1- -m 

= x . F ( a1 , • . . , a . 1 , a . , a . 1 , • . • , a ) • 
1 - -1- -1 -l+ -m 

Idet F(a1-fc ........ ,_gm) f O, giver dette for ligningens løsning 

F(a1 , ... ,a. 1 ,b,a. 1 , ••• ,am) 
- -1- - -l+ -

x. = F( · J' i = 1, •• • ,m .. 1 a1 , ... , a . 1 , a . , a . 1 , • . • , am 
- -1- -l -l+ -

Anvendes dette specielt på talrummet (Lm,+,L), fås for et 

lineært ligningssystem 

med en regulær (m~m)-koefficientmatrix ~løsningen 

_ det(gl1 '· • • 'gi i-1 ,gi 'gi i+1 '· • • 'glm) 
XL- " det A ' i= 1,øo·;m, 

= 

Den i-te ubekendte er altså en brøk, hvis nævner er koefficient-

matricens determinant, og hvis tæller er determinanten hørende 

til matricen, som fås ved i koefficientmatricen at erstatte den 
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i-te søjle med søjlen bestående af ligningernes højre siderc 

De fundne udtryk :for de ubekendte kaldes Q::ramer~~:(Q!l!LJ,J:.!:• 

For et vilkårligt lineært _ligningssystem 

a11x1 + ... + a1nxn = b1 
. 
• 

am1x1 + ... + amnxn = b m 

kan opgaven at finde de eventuelle løsninger føres tilbage til 

det ovenfor behandlede specielle tilfælde. En nødvendig og til-

strækkelig betingelse for eksistensen af løsninger er øjensynlig, 

at søjlen gi tilhører det af koefficientmatricens søjler 

gl1 _,_._. .• ,gln udspændte underrum i Lm, og dette er ensbetydende 

med, at rangen af sættet (g 11 , ••• ,gln) ikke forøges, når gi 
tilføjes: 

Der foreligger al t så i første række o:pgav..en--at bes.temme 

_;:-.ang.en __ af en vilkårlig matrix. Herom~-grelder: 
_, ... - - --·- ~--~-------

Lad ~.være en fra nulmatricen forskellig (~x~}-ma~~~-~ 

_ _,_,;;.-· ---·-· 

j 

elementer fra tallegemet L. Da er rg ~ lig med det __ §~.!it~, .. .P.2.:: 

sitive hele tal p, for hvilket der findes en fra O forskel:Lig 

underdeterminant af p-te orden i ~· 
/ 

Bevis: Man betragter en (p X p )-delmatrix af A, hvis de·-

terminant er forskellig fra O. Dens p søjler er da lineært 

uafhængige. Disse søjler er enten tillige søjler i A (nemlig 

hvis p= m) eller dele af søjler i A (nemlig hvis p< m). De 

pffi,gær~-:P--&øj_ler { A ms da også være lineært uafhængige; thi 
~~~~~~- . = 

lineært afhængige søjler forbliver lineært afhængige, når der 

------~--slettes rækker ~m. Dette viser, at der for rangen r af A --
må gælde r ~ p. For at bevise den omvendte ulighed benyttes, at 
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en matrices rækkerang er lig med dens søjlerang. I en delmatrix 

af ~' som udgøres af r lineært uafhængige rækker, må der altså 

findes r lineært uafhængige søjler. Disse udgør en regulær 

(r x r )-delmatrix af .A, og da dens determinant er forskellig fra 

O, må p ~ r, altså p = r, som påstået. 

Koefficientmatricen ! for ligningssystemet har altså en 

fra O forskellig underdeterminant af ordenen r. For overskue

lighedens skyld antages at søjlerne, og dermed de ubekendte, 

er nummereret således, at denne underdeterminant er indeholdt i 

de r første søjler. Endvidere antages, at rækkerne er nummereret, 

altså ligningerne ordnet således, at underdeterminanten er inde-

holdt i de r første rækker. Dette kommer ud på antagelsen, at 

t o. 

De r første af ligningerne skrives da 

• • • 

+ ••• + 

+ ••• 

a x = b
1 1r r 

• . 
• 

- a x 1 , r+1 r+ 1 

= b - a x -r r,r+1 r+1 

• . 
- a x • rn n 

For vilkårligt opgivne værdier af xr+1 , ••. ,xn har dette lignings

system en og kuncenløsning (x1 , •.• ,xr)' som ifølge Cramers 

formler er givet ved 

A A 

for i= 1, ••• ,r. Her betegner ~~ 1 , ••• ,~in de til de r første 

elementer afkortede søjler ~~ 1 ,•:·'~1n i 

tilsvarende afkortede søjle gi 
koefficientmatricen A 

= 

af de højre sider i 
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det oprindelige ligningssystem. De fundne værdier for 

x
1

, ••• ,xr sammen med de opgivne xr+1 , •.• ,xn tilfredsstiller det 

oprindelige ligningssystems r første ligninger. Det skal vises, 

at de også tilfredsstiller de øvrige m-r. 

Da de r første rækker i ! er lineært uafhængige, vil de r 

første rækker i den,med ligningernes højre sider udvidede matrix 

(~ Rj) også være lineært uafhængige. Nu har denne matrix ifølge 

forudsætning den sanwe rang r som ~· Følgelig er dens m-r sidste 

rækker linearkombinationer af de r første. Men dette betyder, 

at man kan få hver af de m-r sidste ligninger ved at addere de 

med passende tal fra L multiplicerede r første ligninger. Hvert 

talsæt (x
1

, ••• ,~), som tilfredsstiller de r første ligninger, 

vil følgelig også tilfredsstille de øvrige. Dermed er den frem

satte påstand bevist. 

Sammenfattende kan altså siges: 

Et lineært ligningssystem ~~ ~ Rj , ~ ~ er en given 

(mxn)-matrix, Rj en given (m ... x1)-matrix og~! en (nx1)-matrix, 

hvis elementer er de ubekendte, har mindst een løsning 

(x1 , ••• ,xn), hvis og kun hvis 

r~ rg A~ rg(~ gi). 

Er denne betingelse opfyldt, har systemet de samme løsninger som 

et delsystem bestående af r ligninger udvalgt således 1, !ji;t ~~~:rr,· 

(r X n)-koefficientmatrix ~ har en fra O forskellig underdetermi ·. -
nant af r-te orden. Samtlige løsninger fås da ved at tildele 

de n-r ubekendte, hvis tilhørende søjler i! ikke optræder i 

underdeterminanten, vilkårlige værdier og dernæst at bestemme de 

resterende r ubekendte ved h.iælp af Cramers formler. 
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3etingelsen for et systems lØsbarhed kan bringes på en an-

den, tit hensigtsmæssig form. Lad 

være er. lineær relation mellem rækkerne g1_, ••• ,~m- i koeffi

cientmatricen A. Antages nu, at systemet har en lØsning 
:o::! 

(x1 ,.e.,xn)' og multipliceres den rørste ligning med k1, ••• , den 

m-te lisning med ~ , fås ved påfØlgende addition af ligningerne m 

ox1 + ••• + Oxn = k1b 1 + ••• + kmbm. 

Dette vLser, at fDlgende er en nØdvendig betingelse f'or, at sy

stemet i1ar en lØs:·1ing: Enhver lineær relation, der består mel

lem lin ~arf'ormernl:l på ligningernes venstre sider, tilfredsstil

les _ogslt af' de hØ.ire sider. Denne betingelse er også tilstrække

lig, hvilket ses uåledes: Et delsystem bestående af' r ligninger 

med lineært uafhængige venstre sider (koefficientrækker) har i 

hvert f'2ld mindst een lØsningo Lad disse ligningers koefficient-

rækker f.eks. være g1 _,~•·zgr-· Hver af de øvrige ligningers 

koeff'iecientrække er da en linearkombination ar disse, og dens 

højre side er, hvis betingelsen er opfyldt, den samme linear

kombination af b 1 ~ ••• ,bro Hver af' de Øvrige ligninger kan altså 

fås som en linearkombination af' de r valgte, og vil derfor til-

fredsstilles af disses lØsningero 

For at undersøge de (side III,11,3) fundne lØsninger nær-

mere, omskrives udtrykket f'or x. ved at benytte, at determinan-
1 

ten i tælleren, hvis i-te sØjle er en sum af' n-r+1 sØjler, kan 

skrives som en sum af' lige så mange determinanter. Dette giver 

n-r 

+~ 

hvor 

c .. x . ' lJ r+J i= 1, ••• ,r, 
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c .. 
l J 

de t c a 
11 

, • G • , a 
1 
. 1 , a 

1 
. , a.

1 
. 

1 
, ••• , a 

1 
) = = l- = r+J = l- = r = -- ~ . . . .. • n 

det(~l1 ~n •• ,~, r) 

Indføres. d·:: s 1den beteg1.elserne 

t. = x . 
J r+J 

lcan løsninge:"'ne skri ve13) 

x = !'·+· 

x = n 

.. 

j = 1 , ••• ,n-r, 

D ~ O + c t 1 ,n-r n-r 

••• +c t r,n-F n-r 

t n-r 
hvor t

1 
, " •• , ., er paJ' arne tre, der uaf'hængigt af' hinanden kmm. ' ' n-r 

gennemløbe L,. Dette skri veffi.i kortere 

( ) n-r 
~l = ~l + ~ 11 t1 + .. ~ + ~l n-r tr' t1 '· • • 'tn-r E. 1 ' 

hvor der er sat 

c1 . 
o J 
o 
Q 

c . 
r J 

6' 1 . 
o J 
" o 

6' . 
n-r~ J 

j = 1, .•• ,n-r. 

De n-r IBlØ j ler c l . er linemrt uart'hængige 7 da dereffil n-r sidste ræk-= J 

ke udgør ((n-r)x(n-r))-enhedsmatricene Det ses på ny, ~t mængden 

~ lØaninger er et IBlideunderrum til et (n-r)-dimensionalt under

rum i Lna SØjlen~~ er en løsning til det givne ligningssystem~ 

nemlig den 1 der fremkommer f'or t 1 = ... = tn-r =O, og ~, 1 , ••• , 

~In-r danner en basis for løsningsrummet f'or det tilsvarende ho

mogene system, 
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Øvelser til kap. III, §4. 

1 • I en plan er valgt et begyndelsespunkt O fcur s tedvekte-

rer samt et arealmål F. Idet der er givet to lineært uaf-

hængige vektorer g og ~ samt et reelt tal c, betegnes med_A, 

B og C mængden af punkter i planen, hvis stedvektorer x 

tilfredsstiller henholdsvis ligningen 

F(g,~) = c, F(b,~) = c og F(g,~) + F(h,~) = c. 

Beskriv mængderne A, B og C, og angiv, hvorledes C kan kon

strueres, når A og B kendes. 

2. I rummet er valgt et volumenmål F. Idet A, B, C og D er 

3. 

4. 

hjørner i et tetraeder, skal man vise, at 

-lo -+ -+ -+ -lo -+ 
-F(AB,AC,AD) = F(AB,CD,PQ), 

hvor P er et vilkårligt punkt på linien gennem A og B, og Q 

et vilkårligt punkt på linien gennem C og D. 

Udregn den til matricen 

o o ••• o c1 
o o ••• :2 

o 

o c n-1 ... o o 
c o n .... o o 

hørende determinant. 

Udregn determinanterne 

3 o 2 -2 1 2 3 4 
5 -1 o 3 2 3 4 1 .. 
1 2 o 1 3 4 1 2 
2 4 -1 -2 4 1 2 3 
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5. 

6. 

Udregn determinanten 

1 2 3 ••• n 

n+1 n+2 n+3 ••• 2n 

2n+1 2n+2 2n+3 ••• 3n 

(n-1 )n+1 (n-1)n+2 (n-1)n+3 ••• n2 

I en (nxn)-matrix er alle elementer i hoveddiagonalen lig 

med tallet a, og elementerne uden for hoveddiagonalen er 

alle lig med tallet b. Udregn matricens determinant. (Be

gynd f .• eks. med at addere de n-1 sidste rækker til den før-

ste.) 

7. Vis, at determinanten for en skævsymmetrisk (nxn)-matrix er 

O, når n er ulige. 

8.. Vis, at 

o 

-al2- · 0.- --- - a23 a24 

o 

9. Udregn determ:..nanten 

an a an-2 • • • a1 a n-1 o 
-1 x o . • • o o 
o -1 x • • • o o 

, 

o o o . • • x o 
o o o .. . • .:..1 x 

hvor a
0

, .... ,an og x er vilkårlige tal. 
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10. Beregn den inverse til hver af matricerne 

(-~-~-n c 1 

2 

1 . . 
11. Vis, at den inverse til en regulær trekantsmatrix igen er en 

trekantsmatrix, og angiv dennes elementer i hoveddiagonalen. 

12. Bestem, under forudsætning af at c1, c2, ••• , en alle er for-

t skellige fra O, den inverse til matricen i øvelse 3. 

" 
13. I et tredimensionalt vektorrum (V,+,L) benyttes en basis 

(~1 ~~2 ,~3 ). Bestem de værdier a .. ~ L, for hvillce den ved 

14. 

matrixligningen 

{ y1 
a+1 o 

y2 = 1 a 

\y3 -1 -a 1 

givne lineære afbildning af (V,+,L) ind i sig selv er bijek-

tiv, og find for sådanne a den omvendte afbildnings matrix-

ligning. 
\ 

Vis, at hvis en (nxn)-matrix (u .. ) har rangen n-1, vil ma
~J 

trioen (Ui . ) , hvor U .. er komplementet til u .. , have rangen 
J ~J ~J 

1. Hvad kan der siges om rg(Uij), når rg(uij) < n-1 ? 

15. Lad F være et volumenmål i et m-dimensionalt vektorrum (V,+,L) 

og (a ,a1 , ••• ,a) et m+1)-sæt af vektorer i V med rangen m. -o - -m 

Vis, at ligningen 

m 

\ x. a. == O tilfredsstilles af G ~-l 

i=O 

\ 
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x
1 

= ( -1 ) i F( a , o o • , a. 1 , a. 
1 

, ••. , a ) , 
-o -1- -l+ -m 

og angiv samtlige lØsninger (x ,x
1

, •.• ,x ). o m 

Benyt dette til at l~e et homogent lineært ligningssystem 

bestående af m ligninger med m + 1 ubekendte, hvis koefficient-

matrix har rangen m. 

16. Vis~ at der f:_ndes netop et reel t polynomium af høj.st anden 

grad 

som for givne indbyrdes forskellige reelle tal x1 , x2 , x
3 

antager givne værdier y1 , Y2 1 y
3

: 

p(x1) ~ Y1' p(x2) = Y2' p(x3) = Y3' 

og Bnfør udtryk for koefficienterne. 

Generaliser til polynomier af højst n-te grad. 

17. Tre linier i en plan er givet ved lineære ligninger i henhold 

til et-parallelkoordinatsystemo Opstil ved hjælp af dete.rmi-

nanter nødvendige og tilstrækkelige b.etingelser for, at lini

erne har et og kun et punkt fælles. 

(_ 
1 

Løs den tilsvarende opgave for fire planer i rummet. 

18. To linier i rummet har i et parallelkoordinatsystem parameter-

fremstillingerne 

x1 = a1 su1 y1 = b1 + tv1 

x2 = a2 + su2 , s E. R, y2 = b2 + tv2 ' t E R. 

x3 = a3 -j- su
3 y3 = b3 + tv

3 

AngiY ved hjælp af determinanter nødvendige og tilstrækkelige 

betingelser for, at linierne skærer hinanden, samt under for-

udsætning af, Et disse betingelser er opfyldt, udtryk for 
\ 

skæringspunktets koordinater. 
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19. 

20. 

21 • 

Lad 
a11 x1 + a12x2 -(· a13x3 = b1 

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3 

være ligning'3r i et parallelkoordinatsystem for tre planer 

i rummet. Med r betegnes ra:nesn af koefficientmatricen (a .. ) 
l J 

og med r' ra:1gen af den matrix~ der fås ved at tilføje de 

højre sider hi som sidste søjle" Angiv de 'talpar (r,r') 1 

J 

som kan foretomme, og beskriv i hvert af disse tilfælde pla~-

nernes indbyrdes beliggenhed n (Ant:ac; fe_::at 7 .at b.
1 

_::-: ~2 

Find rangen af matricen 

/. 1+i 2 2-i \ 
( 2:i 3 3-2i 2--3i l -

l 
1 1 1 l 

Angiv et maximalsæt af rækker (søjler) og udtryk de øvrige 

rækker (søjler) som linearkombinationer af disse,, 

Find for hvert talpar (a~ b) samtlige løsninger til lignings·-· 

systemet 

ax1 
bx2 + ax

3 
- bx4 = -1 

ax
1 

+ bx2 - 2.X3 + bx4 == 1 

ax
1 

+ bx2 + ax
3 

bx4 == o 

a~ + bx2 + ax
3 

+ bx
4 = 1 o 

== o.,) 
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~ 5. EgenværdiEroblemet. Normalformer. 

Invariante underrum. 

Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum og V' et under

rum af V. Vi betragter en lineær afbildning f:V' -t V. Et under-~ 

rum U af V' siges at være invariant (eller stabilt) ved f, hvis 

f(U) ~ U . 

Det er klart, at U = {QJ og kernen Ker f ved f opfylder dette 

krav. 

Eksempler: 

1) Lad (V 1
,-:- ,L) = (V Jl +,L) være et vilkårligt vektorrum, og 

lad f:V -t V være homotetien med multiplikatoren a E L, altså 

f(:9) = a:1! for R E: V • Da er ethvert und6rrum af V invariant ved f', 

2) Lad (V' ,+,L) = (V,+JlL), og antag, at V er direkte sum 

af to underrum u
1 

og u2 , altså 

Lad f være parallelprojektionen af V på u1 langs u2 (jf.side 

III,2,11). Da er underrummet u1 invariant ved f, da det er ker

nen ved f, og u2 er invariant, idet restriktionen af f' til u2 

er den identiske afbildning. 

3) Lad (V,+,L) være vektorrummet (C(R -t R),+,R) bestående 

af' de på R definerede kontinuerte reelle funktioner og (V' ,+,L) 

underrummet (c1 (R -t R),+,R) bestående af de kontinuert dif'feren-

tiable blandt disse funktioner. Ved den lineære afbildning 

D:V' -t V, der til hver funktion ~ E U lader svare den afledede 
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D~ € V, er bl.a. følgende underrum af V' invariante: det uende

lig-dimensionale bestående af alle reelle polynomier, det 

(n + 1 )-dimensionale bestående af alle reelle polynomier af' hØjGt. 

n-te grad, det endimensionale frembragt af' funktionen cat, hvor 

a er et givet tal, det uendelig-dimensionale, fr~mbragt af alle 

at ~ fUnktioner e , a € h, det modimensionale frembragt af cos og si~. 

Derimod er det endimensionale underrum frembragt af' cos ikke in

variant ved D, men det er invariant ved D2 • 

4) Ved drejningen med drejningsvinkel ~ af det todimon-

sionale vektorrum bestående af' de geometriske vektorer i en plan 

er fQJ og hele vektorrummet de eneste invariante underrum. 

Vi betbagter igen lineære afbildninger af' et underrum V' 

af' et vilkårligt yektorrurn V ind i v. Er underrummene u1 og u2 

af' v' invariante ved en sådan afbildning f', vil også u1 n u2 og 

u1 + u2 være invariante ved f'. l!,or l! E u1 n u2 gælder nemlig 

Er et underrum U af V' invariant ved de lineære afbildninger f 

og g af' V' ind i V, vil det også være invariant ved af, hvor 

a E L, og ved f' + g, idet 

af'(U) c aU <; U , 

(f'+ g)(U) <; f'(U) + g(U) <;U+ U= U. 

Endelig bemærke;s, at hvis et underrum U af' (V,+,L) er in~ 

variant ved lineære afbildninger f' og g af' V ind i V, vil det og--

så være invariant ved gof' • 
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Lad nu (V' ,+,L) = (V,+,L) være et vektorrum af den ende-

lige di:nension n, og lad f være en lineær afbildning af V ind i 

v. Efter valg af en basis for V hører der til f en (n x n)-

matrix A • Hvis et underrum u1 c V af dimension p, O < p < n, er 

invariant ved f, kan man ved passende valg af basis opnå, at 

matricen~ får en ((n- p) x p)-nulmatrix som delmatrix. Vælger 

man nemlig en basis (e1 , ••• ,e) for u1 og supplerer til en basis 
- -p 

(~1 , •.• ,~)for V, vil vektorerne i u1 netop være de vektorer, 

hvis n - p sidste koordinater er o. Idet u1 er invariant ved f, 

gælder dette for vektorerne f(e 1 ), ••• ,f(e ), hvis koordinatsæt - -p 

er de p første søjler i A o Heraf sluttes, at A må have formen 

(
~11 

A= = b 
~12) 
~22 

Her er ~11 den (p x p)-matrix, som med hensyn til basen 

(~1 , ••• ,~) hører til restriktionen af f til u1 • 

Er også et til u1 komplementært underrum u2 invariant ved 

f, kan e +1 , ••• ,e vælges således, at de danner en basis for u2 • -p -n 
Matricen antager da formen 

~ = (~11 ~ ) 

~ ~22 

hvor ((n- p) x (n- p))-matricen ~22 hører til restriktionen af 

f til u2 • 

Det fremgår h~raf, at invariante underrum er af betydning, 

når det drejer sig om at finde en simpel matrixligning for en 

given lineær afbildning af et endelig-dimensionalt vektorrum ind 

i sig selv. 
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Egenvektorer og e~enværdier. 

Lad (V,+,L) være et vilkårligt vektorrum og V' et under

rum af V. Lad endvidere f betegne en lineær afbildning af V' ind 

i v. Det kan hænde, at der findes ved f invariante underrum U 

med den egenskab, at restriktionen af f til U er en homoteti. Så-

danne underrum er af s~rlig betydning ved en nærmere undersøgel-

se af f. I d~t fØlgende undersøges bl.a. spørgsmålet om eksi-

stensen af sådanne underrum. 

Et tal A E L siges at være en e~nværdi for afbildningen 

f:V' ~V, hvis der findes en vektor~ E V', således at 

Enhver sådan vektor u kaldes en til egenværdien A hørende egen

vektor. 

Sammen med Q udg~r de til en egenværdi A !Q! f høre~ 

egenvektorer et underrum i V' • Restriktionen af f til dette er 

homotetien med multiplikatoren A• 

Den sidste påstand er oplagt. Den fØrste bekræftes let di-

rekte. Men den fØlger også umiddelbart af, at egenvektorerne til 

A netop er de fra Q forskellige vektorer i kernen 

~ = Ker(f - Ae) 

ved ~en lineære afbildning f - Ae:V' ~ V, hvor e betegner den 

identiske afbildning af V' • 

Et tal A E L er altså egenværdi, hvis og kun hvis afbild-

ningen f -Ae ikke er injektiv. Specielt er O egenværdi, hvis og 
ikke 

kun hvis f selvler injektiv. 
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For hvert A € L kaldes kernen ~ ved f - Ae for det til 

A hørende egenrum og dettes dimension dim ~ for egenværdimul

tiEliciteten af A • Denne betegnes også em A• At A er egenværdi 

for f er ensbetydende med em A > o. 

Eksempler: 

1) Homotetien med multiplikatoren a af et vektorrum V af 

dimension større end O har a som eneste egenværdi og det til-

hØrende egenrum er V selv. 

2) Er V = u1 ~ u2 og f parallelprojektionen af V :på u1 

langs u2 , vil 1 være egenværdi med u1 som tilhørende egenrum, og 

O vil vEare egenværdi med u2 som tilhørende egenrum. Det ses let, 

at der ikke findeR andre egenværdier. 

3) Ved den 1 eksempel 3 (side III,5,1-2) betragtede afbild

ning D:C1 (R~ R) ~ C(R ~ R) udgør funktionerne ceAt, c € R, det 

til A hørende egenrum, idet disse funktioner netop er løsnin-

gerne til differentialligningen D~ =A~· Hvert reelt tal A har 

således egenværdimulti:pliciteten 1. 

4) Lad (V,+,R) være underrummet af (C(R ~ R),+,R) bestående 

af de :på R kontinuerte funktioner med :perioden 2rr, og lad V'bestå 

af de to gange kontinuert differentiable blandt disse funktioner. 

Ved til hver funktion~ E V'at lade svare dens anden afledede 

D 2~ defineres en lineær afbildning af V1ind i V. For at bestem-

me dennes egenværdier og 11 egenfunktioner' 1 løses differentiallig

ningen D2~ =A~ for et vilkårligt givet reelt tal A• For A > O 

er de fra O forskellige løsninger ikke :periodiske og tilhører 

derfor ikke V~ -Man kan altså antage A< O. Sættes A= -k2 , hvor 

k ~ O, kan løsningerne skrives 
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f'or k = O, 

hvor c
1 

og c
2 

er arbitrære reelle konstanter. Blandt løsninger

ne f'or k = O er kun konstanterne ~(t) = c1 periodiske med pe

rioden 2rr. Idet disse danner et endimensionalt underrum, er 

A = O egenværdi med multipliciteten 1 og de f'ra O forskellige 

konstanter som egenf'unktioner. Løsningerne f'or k > O er perio-

diske med perioden 2rr, hvis og kun hgis k er et naturligt tal. 

2 Tallene A = -k , k E N, og kun disse, er altså f'ra O forskel-

lig~ egenværdier. Egenrummet hørende til A = -k2 
, k E N, har 

dimensionen 2, idet cos kt og sin kt er lineært uafhængige. 

Egenvektorer hørende til indbyrdes forskellise eg~nværdier 

f'or en lineær afbildning f' af' et underrum V' af' vektorru~ 

(V,+,L) ind i V er lineært uaf'hængi6e• 

Bevis: Beviset f'øres ved induktion ef'ter antallet p af' 

betragtede egenværdier. For p = 1 er påstanden klar, idet hver 

egenvektor er forskellig f'ra Q. Antag at påstanden er rigtig f'or 

p- 1 egenværdier, og lad A1 , ••• ,Ap være indbyrdes forskellige 

egenværdier f'or f' og u
1

, ••• ,u egenvektorer hørende til henholds-
- --p 

a
1 

u
1 

+ • • • + a 
1 

u 
1 

+ a u = O 
- p- -p- p-_p -

en lineær relation mellem disse vektorer, f'ås 

f'(a 1g1 + •·• +a 1u 1 +a u) p- -p- p-p 

Multipliceres den givne relation med Ap og subtraheres den der-
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efter fra den sidste, fås 

Ifølge induktionsantagelsen kan heraf sluttes, at 

for i = 1 , ••• ,p - 1 , 

= o for i = 1 , ••• ,p - 1 • 

Af den givr.e relajion og u +O følger, at også a =o. Dermed er 
-p p 

sætning(m bevis t. 

SJ~l~.!L§.f eg~prum" K.A , ••• ,~ hørende til indb:yrdes f'or-
1 p 

§.!f_el!i~~.§l!.YærQ.~~ 'A 1 , ••• ,/\P for en lineær a:Cbildnin~ f af et 

underr-~!l v' ~~~:tQ.E:~met (V,+,L) ind i V er direkte. 

Bevis: Påstanden er ensbetydende med, at man af 

v. E K"' . , i = 1 , ••• ,p , 
-]. /\]. 

kan slutte, at y1 = ... = Yp =Q. Fandtes der fra Q forskellige 

blandt vektorerne v., måtte de ifØlge den foregående sætning væ
-J. 

re linea;rt uafhængige og kunne fØlgelig ikke have summen Q· 

Drr eganværdiens og egenrums forhold ved re~ning med lineære 

a:fbildnjnger gældEr nogle simple sætninger. For det til et 

'A E L ~1~ rende eger_rum for en lineær a:fbildning f benyttes nu den 

udførliee b~tegnelse Ker(f - 'Ae) • 

Er f:V' ~ V, hvor V' ~ V en lin8ær afbildning og a t O et 

tal fra L, har afbildningerne f og af de samme egenrum, og der 
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gælder for 1\ E L 

Ker(f - /\e) = Ker(af - a/\e) • 

Er f:V' ~ V og g:V' ~ V lineære afbildninger, og er u e-

genv~ktor for f til egenværdien 1\ og egenvektor for g til egen-

værdien~' vil ~ være egenvektor for f + g til egenværdien 1\ + ~· 

Der gælder altså for /\,~E L 

Ker(f -/\e) n Ker(g -~e) ~ Ker(f + g - (/\ +~)e) • 

Er f og g lineære afbildninger af V ind i sig selv, og er 

u egenvektor for f til egenværdien 1\ og egenvektor for g til 

egenværdien ~' vil ~ være egenvektor for gof til egenværdien ~/\. 

Der gælder altså 

Ker(f - /\e) n Ker(g - ~e) ~ Ker(gof - ~/\e) • 

For f = g fås specielt 

og ved induktion 

Ker(f - /\e) ~ Ker(f2 )\ 2 e) ~ .. • • ~ Ker ( iP - )\p e) 

for p E N. Er)\ egenværdi for f, er altså~ egenværdi for fp 

med mindst samme rnultiplicitet. 

Er f:V ~ V en bijektiv lineær afbildning og 1\ en egenværdi 

for f, altså 1\ =l= o, kan af f(l~) =/\~sluttes, at f-1 (:gJ = (1//\)}!, 

og omvendt. Dette viser, at der for 1\ E L gælder 

( ) ( -1 1 ) Ker f - )\e = Ker f - ~e • 

Er)\ egenværdi for f, vil altså 1//\ være egenværdi med samme mul

tiplicitet for f-1 • 
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Ovenstående sætninger benyttes til at bestemme egenværdier-

ne for visse typer af lineære afbildninger af et vektorrum ind i 

sig selv. 

En lineær afbildnihg f:V ~ V kaldes nil~otent, hvis der 

findes et p € N således, at 

p -f - o , 

hvor O her står for nulafbildningen, som til hver vektor i V la-

der svare nulvektoren. Under forudsætning af, at dim V > o, er 

nulafbildningen ikke injektiv, og f kan da heller ikke være in-

jektiv. Tallet O er altså egenværdi for f, og det tilhørende e

genrum, altså kernen ved. f, er et (mindst endimensionalt) ægte 

underrum af V, medmindre f er nulafbildningen. Idet Ap for en-

hver egenværdi A for f er egenværdi for nulafbildningen, altså 

lig O, har f ikke andre egenværdier end O. 

Lad f:V ~ V være en idemEotent lineær afbildning, for hvil

ken altså 

2 
f = f • 

For hver egenværdi A og tilhørende egenvektor ~ har man da 

A2~ =A~, altså A2 = A• Kun O og 1 kan altså være egenværdier for 

f. Om de tilhørende egenrum K0 og K1 påstås, at 

Da summen af K0 og K1 vides at være direkte, er det tilstrække

ligt at vise, at hver vektor y € V er sum af en vektor i K0 og 

en vektor i K1 • En sådan fremstilling er 

v= (e - f)(y) + f(y) . 

Man har nemlig 
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altså (3- f)(y) _ K0 , og 

f(f(y)) = f(y) ' 

altså f:y) E K1 • Heraf ses, at f(y) er parallelprojektionen af 

y på K
1 

langs K0 

Idet hver parallelprojektion er idempotent, er hermed vist~ 

at de idempotente lineære nf'bildninger af et vektorrum ind i sig 

selv er præcis pa~nllelprojektionerne på et underrum langs et til 

dette komplementært (herunder nulnfbildningen og den identiske 

af'bildn:.ng ~o 

Ll,d f:V ~ V være en involutorisk lineær afbildning, for 

hvilken altså f~ e og 

e • 

For hver egenværdj A har man da A2 = 1, altså A= 1 eller A= -1" 

For de \.ilhørende egenrum gælder 

Dette sluttes af fremstillingen 

v ::o ~(e+ f)(y) +~(e- f)(y) 

af en vilkårlig vektor y E Vo Sættes y'= ~(e + f)(y) og 

vtn = ~ (e - f) (y), fås nemlig f(y') = v 1 og f(y 11
) = -v" " 

Billedvelctorcn f(y) af en vektor y_ E V fås ved at bibehol-· 

de komponenten af y efter K
1 

og erstatte komponenten efter K_1 

med den modsatte vektor. Enhver involutorisk line8r afbildning 

af' et vektorrum tnd i sig selv er nltså en 11 (skrå) spejling 11 i 
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et (ægte) underrum parallel med et til dette komplementært un-

derrum .. Omvendt er enhver sådan spejling involutorisk. 

Vi betragter nu en lineær afbildning f af et vektorrum 

(V,+,L) af endelig dimension n ind i sig selv. Da summen af egen-

rum hørende til indbyrdes forskellige egenværdier er direkte, og 

da denne sum er underrum af V, kan der kun findes endelig mange 

egenrum. Summen af deres dimensioner kan nemlig hØjst være n. 

' 
Betegner 'A

1
, ••• ,'A:,) de indbyrdes forskellige egenværdie~, gælder 

\ 

altså \ 
\ 

'· 
+ ••• +em n • \ 

·, 

\ 
\. 

Af særlig "\;>EJtydytlng er tilfældet, hvor der gælder lighede 

For egenrummene 

man da 

K., , • , • ,K 
\1 ; p 
l l: 

l ' 
l ' 
l l 
; l 

. i 

hørende til henholdsvis /,1 , ••• , ~ har 

Idet restriktionen ,af f til K., i =:1, ••• ,p 1 er homotetieh med 
l • 

. 1 

multiplikatoren A··i kan afbildningen i dette tilfælde beskrives 
. . l· 

på fØlgende mådEt"~ For en vilkårlig vektor ~ E V sættes 

Man får da 

i 

<' 

u = - 1!1 + ••• + ~ ' u. E K. 
-l l 

Lad. :p:r. betegne pa::-allelpro jektionen af V på K. langs 
' l l 

J 
f 

K
1
! = K1 ® • • • ~ K. 

1 
G} K. 

1 
EB • • • E!1 K 

l- l+ p 
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Da er 

pr. u = u. , 
l- -l 

og afbildningen kan skrives 

AG III, 5.12 

Man ser let, at der for afbildningerne pri,i = 1, ••• ,p, gælder 

[

p

0

ri 

pr. o pr. = 
J l. 

for j = i 

for j + i • 

Mængden [A1 , ••• ,~J af egenværdier for afbildningen f kal

des dens SEektrum og (*) dens spektralfremstilligg. (For afbild-

ninger af uendelig-dimensionale vektor~um er definitionerne på 

spektrum og spektralfremstilling mere kompliceret.) 

Idempotente og involutoriske afbildninger har ifølge oven-

stående spektralfremstillinger, medens dette, bortset fra nul-

afbildningen, ikke gælder for nilpotente. 

Regulær-ækvivalens. 

Vi betragter igen lineære afbildninger af et vektorrum 

(V,+,L) af endelig dimension n ind i sig selv. Efter valg af en 

basis (e1 , ••• ,e ) for V hører der til en sådan afbildning f en - -n 

(og kun ~n) (~ x n)-matrix !, således at der for koordinatsøjlen 

~~ for en vilkårlig vektor u E V og koordinatsøjlen ~~ for bil

ledvektoren y = f(~) gælder 

~, = ~gi • 
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Med hensyn til en ny basis 

( ~1 ' • • • ' ~n) = ( E.1 ' • • • '~n) ~ - 1 
' 

hvor S er en vilkårlig regul~r (n x n)-matrix, hører til samme 

afbildning f matricen ~~~-1 (jf.side III,2,37). Dette giver an

ledning til den følgende definition (hvor M ,L) betegner mæng-n,n 

den af (n x n)-matricer med elementer fra L): 

En matrix B E (M ,L) siges at være ~gulær-ækvivalent = nrn 
(eller ligedanne.!) i (M ,L) med en matrix A E (M ,L), hvis n,n = n,n 
der findes en regulær matrix S E (M ,L), således at 

= n,n 

B = SAS-1 
= 

Den herved definerede relation i mængden af (n x n)-matricer med 

elementer fra L er en ækvivalensrelation. Den er nemlig reflek

siv, idet ~ = ~~-1 , symmetrisk, idet ~ = ~~~- 1 medfører 

~ = ~- 1 ~(~- 1 )- 1 , og transitiv, idet~= SAS-1 og~= TBT-
1 med

fører 

At to matricer ~ og ~ er regulær-ækvivalente betyder, at de 
- -

med hensyn til hver sin passende valgt basis hører til samme li-

neære afbildning af V ind i V. Sådanne afbildningers egenskaber 

må altså give sig til kende ved de egenskaber ved matricer, der 

er fælles for regulær-ækvivalenteo Man søger derfor i hver klas-

se af indbyrdes regulær-ækvivalente matricer en sr-1rlig simpel re-

præsentant, en 11 normalform 11
, af hvilken afbildningens egenskaber 

let kan aflæses. Den tilsvarende opgave for lineære afbildninger 

af et vektorrum ind i et andet blev løst tidligere (side III,2, 

37-38) med et særdeles simpelt resultat. Ved at disponere over 
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to baser, nemlig en for hvert af de to vektorrum, blev der fun

det en normalform, der er fuldstændig bestemt ved afbildningens 

rang (og de to vektorrums dimensioner). Ved en nærmere undersø

gelse af lineære afbildni~ger af et vektorrum ind i sig selv hen

fØres imidlertid original,- og billedvektorer til samme basis, 

som sket ·ovenfor. Relationer mellem original- og billedvektorer 

ved sådanne afbildninger, som f.eks. eksistensens af egenrum, vil 

nemlig kun da afspejle sig i egenskaber ved de tilhørende matri-
, 

cer. At der således kun kan disponeres over en basis, medfØrer, 

at der for hvert dimensionstal findes uendelig mange ækvivalens-

klasser og altså normalfortr.er. 

Karakteristisk volynomium. 

Lad f være en lineær afbildning af et n-dimensionalt vek

torrum (V,+,L) ind i sig selv, og lad~ være matricen, der med 

hensyn til en valgt basis for V hører til f. Et tal A E L er 

egenværdi for f, hvis og kun hvis afbildningen f - Ae ikke er in-

jektiv. Idet der til denne fu4bildning hører matricen~ - A~, er 

dette ensbetydende med, at denne matrix ikke er regulær, altså 

med 

det(~ ~ A~) = O • 
- -

Betegner t en kompleks variabel, vil det(A - tE) ifølge deter-
l = = 
\ 

minantens definition være et po+ynomium af grad n, hvis koeffi-

cienter tilhører L. Skrives 

det(~ - t~) = 

ses, at 

c
0 

= det {; , 

c
9 

+ c1 t + ••• + 
\ 

c l = ( -1 )n • 
n 
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Dette polynomium kaldes det karakteristiske polynomium (også ~~ 

duktionsdeterminanten) for matricen ~ og dets rødder dennes 

karakteristiske rødder. Idet der for hver regulær (n x n)-matrix 

S gælder 

' -1 ( ) -1 §Q§ - t~ = ~ ~ - t~ ~ , 

sluttes af multiplikationssætningen for determinanter, at regu-

lær-ækvivalente matrig~r har samme karakteristiske polrgomium. 

Man kan derfor tale om den lin~ a:fbildnings karakteristiske 

nollnomj~g r~dc~. Herefter kan siges: 

~enværdierne for en lineær a:fbildning f af et n-dimensio

nalt vektorrum (Vs+,L) igd i sig selv er ~ræcis de karakteristi-

ske røddeLfsE. f, der tilhører L • 

Lad A. være en egenværdi for f. Det til A. hørende egenrum 

er Ker(f- A.e). Koordinatsættene ~~ for dets vektorer med hen

syn til basen, for hvilken afbildningens matrix er ~ , er altså 

løsningerne til det homogene lineære ligningssystem 

Da løsningsrummet har dimensionen n- rg(~- A.~), gælder 

em A.= dim(Ker(f- A.e)) =n- rg(~- A.~) • 

(Denne ligning kan også opretholdes, når A. E L ikke er egenværdig 

idet A- A.~ da er regulær, har altså rang n .) 

Antallet p af' indbyrdes forskellige egenværdier A. 1 , ••• ,A.p 

for a:fbildningen f er højst n, da et n-te grads polynomium højst 

kan have n forskellige rødder. Men der gælder endda 

en A. 1 + • • • + em A. p ~ n • 
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Venstre side er n·~mlig lig med summen af' egenrummenes dimensio-

ner~ altså lig med dimensionen af' egenrummenes sum 9 da denne sum 

er direkte. Uligheden f'Ølger derf'or af', at egenrummenes direkte 

sum er et underrum af' V. 

Det til Ai' i= 1 , ••• ,p, hørende egenrum betegnes kort Ki. 

Endvidere sættes 

m. = em A· 
l l 

samt 

Der vælges m vektorer ~1 , ••• ,~m E V således, at de f'ørste m1 dan

ner en basis f'or K1 , de næste m2 en basis f'or K2 , ••• ,de sidste 

m en basis f'or K • Disse m vektorer er lineært uaf'hængige, da 
p p 

egenrummenes sum er direkte. De kan altså (om f'ornødent) supple-

res til en basis (e1 , ••• ,e) f'or V. Idet e. f'or i= 1 9 ••• ,m1 er - -n -1 

egenvektor til A1 , altså f'(~i) = A 1 ~i' f'or i= m1+1 , ••• ,m1+m2 

egenvektor til A2 , altså f'(~i) = A2~i osv., f'år den til f' høren

de matrix ved dette basisvalg f'ølgende udseende: 

li. = = 

• 

o 
o 

o 

o 

• • 
o • • 

. . . o 

a m,m+1 
a m+1 ,m+1 

o • o 

o • • 

• o • 

o • • 

• 

a n n 
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(m x m)-delmatricen i øverste venstre hjørnB er en diagonal-

matrix, hvis diagonalelementer er egenværdierne~ hver taget så 

mange gange~ som dens egenværdimultiplicitet angiver; og 

((m-n) x m)-matricen i nederste venstre hjØrne er en nulmatrix. 

Matricen i: - t~ f'ås ved at subtrahere t f'ra alle diagonal-· - -

elementer i A. Udvikles det(~ - tE) ef'ter f'ørste søjle, dernæst 

den f'remkommende determinant af' (n- 1)-te orden ef'ter f'ørste 

søjle osv.~ f'ås ef'ter m skridt 

m
1 

m 
de t ( ~ - t~) = ( "-1 - t) ••• ("-p - t) P Q ( t) , 

hvor Q(t) er et pJlynomium af' grad n - m (nemlig det karakteri

stiske polynomium f'or ((n-m) x (n-m))-delmatricen af' A i nederste 

hØjre hjØrne). He~af' ses, at "i' i= 1 , ••• ,p, er mindst mi-dob

belt rod i det(~ - t~). Bete!!9nes ''rodmul ti]2lici teten;' af' Ai med 

rm "i' gælder altså f'or hver egenværdi Ai 

Det f'remgår af' ovenstående~ at hvis der f'indes en basis f'or 

V, som består af' egenvektorer f'or f', altså hvis 

em A1 + ••• +em "-p= n , 

vil af'bildningens matrix med hensyn til denne basis være en dia-

gonalmatrix, hvis diagonalelementer er egenværdierne, hver ta-

get med så mange e;ange som egenværdimul tiplici teten angiver. På 

den anden side er det klart~ at hvis der f'indes en basis~ med 

hensyn til hvilken f' har en diagonalmatrix~ er basens vektorer 

egenvektorer med Ci.iagonalelementerne som egenværdier~ og summen 

af' egenrummenes dimensioner er n. Dette tilf'ælde f'oreligger, hvis 

og kun hvis af'bildningen f' har en spektralf'remstilling. Vi kan 
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altså slutte: 

En lineær afbildning f:V--+ V, til hvilken der med hensyn til ~ 

basis for V ~rer matricen ~' har en sEektralfremstiJling, hvis 

og kun hvis ~ er regulær-ækvivalent med en diagonalmatrix. Oven

stående resultater fører til fØlgende kriterium herfor: 

En matrix A E: (M ~L) er re:gulær-<akvivalent i (M ,L) mci = n,n - ------ n,n ~~ 

en diagonalmatrix, hvis og kun_hvis der for dens indbyrde~for-

skellige karakteristiske rødder A., i= 1, ••• ,p, gælder 
l 

rm A. + ••• + rm A =n , 
l p 

§Eecielt, hvis~~ n indbyrdes forskellige karakteristiske rød-

der tilhØrende L. 

Hvis en klasse af regulær-ækvivalente matricer indeholder 

en diagonalmatrix, er denne entydig bestemt på nær diagonalele-

menternes r::akkefølge, idet di s se jo er de karakteristiske rødder, 

hver taget i et antal svarende til multipliciteten. Nu er diago-

nalmatricer, der kun adskiller sig ved diagonalelementernes ræk-

kefølge, regulær-ækvivalente, nemlig ved koordinattransformatio-

nor, ved hvilke basisvektorerne permuteres. Man kan derfor fast-

sætte en rwkkefØlge for de karakteristiske rØdder og vralge den 

pågældende diagonalmatrix som repr8sentant for klassen. Som nor-

malfQ.EJ!!. for den tilhørende lineDre afbildning matrixligning fås 

da 
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Vedrørende lineære afbildnihger, som ikke har nogen spek

tral~remstilling - hvis tilhørende matricer altså ikke er regu-

lær-ækvivalente med diagonalmatricer - vil vi ~orelØbig nøjes 

med ~Ølgende bemærkninger. 

I~Ølge den såkaldte algebraens fundamentalsætning (der ik

ke vil blive bevist her) har hvert komplekst polynomium p(t) a~ 

grad n~ 1 mindst en kompleks rod t 1 • Idet der da gælder 

hvor p1(t) er et polynomium a~ grad n- 1, indes:s let ved in

duktion9 at p(t) kan skrives 

hvor en t O er koe~~icienten til tn. Dette viser, at p(t) har 

rØdder, hvis rodmultipliciteter har summen n. 

For endelig-dimensionale vektorrum over de komplekse tals 

legeme kan hera~ sluttes, at hver lineær a~bildning a~ et sådant 

rum ind i sig selv har mindst en egenværdi. Men om egenværdimul-

tipliciteten kan i almindelighed ikke siges mere end, at den er 

mindst 1. Som eksemple, der viser dette, nævnes en (nilpotent) 

lineær a~bildning a~ et tredimensionalt vektorrum (over et vil

kårligt tallegeme), der med hensyn til en valgt basis har ma-

tricen 

~=r::~) 
\ o o o 

Det karakteristiske polynomium er- t3, har altså roden O med 

rm O= 3. Men da~~(~- O~)= rg ~ = 2, er em o= 1. 
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Idet hvert reelt polynomium af ulige grad har en reel rod, 

har hver lineær afbildning af et vektorrum af ulige dimension 

over de reelle tals legeme mindst en egenv~rdi. Derimod tillader 

hvert velctorrum af lige dimension ( > O) over de reelle tals le-

gerne lineære afbildninger uden egenv~rdier. Som eksempel i det 

todimensionale tilf&lde nævnes en afbildning med matricen(_~ 6) . 
2 Det lmrakteri sti ske polynomium er t + 1 og har al t så ingen ret& l-

le rØdder. 

Det er undertiden nyttigt at have eksplicite udtryk for 

koefficienterne c ,c
1

, ••• ,c 
1 

i det karakteristiske polynomium o n-
for en matrix A = (a .. ). 

l. Q. 

Den j-te søjle i matricen A 
= 

tE kan skrives som en sum 
= 

af to søjler, nemlig 

hvor ~~j og ~~j betegner de j-te søjler i henholdsvis ~ og ~ • 

Benyttes dette for j = 1, ses, at det(~- t~) kan skrives som en 

sum af to determinanter, hvoraf den ene har ~~ 1 og den anden 

-t~l 1 som første søjle, medens de ellers har de samme søjler 

a
1

. + (-to
1

.), j= 2, •••. n. Dernæst skrives hver af de to frem-= J = J T 

komne determinanter som sum af en med ~1 2 som anden sØjle og en 

med -t~ 12 som anden søjle, og således fortsættes. M8.n får da det 

karakteristiske polynomium fremstillet som en sum af ialt 2n de-

terminanter, som fremgår af det A ved at erstatte en del af søj

lerne (specielt ingen eller alle) med de tilsvarende sØjler 

i -tE • Forekommer i en sådan determinant netop p sØjler fra ~' 

altsci n- p søjler fra -t~ , kan faktoren (-t)n-p sættes uden-

for, o~ den determinant, som denne er multipliceret med, fremgår 

af det A ved at erstatte n - p søjler med de tilsvarende søjler 
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= 
n-:p • ( )n-:p Koefficienten c til t er altsa -1 multipliceret n-:p i E 

med summen af alle ( n ) = (n) determinanter af den sidstnævnte n-:p :P 

art. Ved at Udvikle successivt efter de n - :p sØjler fra ~ ses, 

at disse determinanter stemmer overens med hovedunderdeterminan-

terne af :p-te orden i matricen~. (Ved en sådan forstås deter

minanten af en delmatrix af ~ , der fås ved at slette søjler og 

rækker med de samme numre.) Der gælder altså for :p= 1~···~n 

a. a. 
l1i1 o •• l1i:p 

c = (-1)n-:p L n-:p 
1~i 1 < ••• <i ~n a. a. i - p- lpi1 ... l :p :p 

For p = n har man~ som allerede nævnt, 

c = det A 
o = 

og for p = 1 

c n-1 
= ( _1 )n-1 

n 

"' L aii = ( -1 )n- 1 tr A 
= 

i=1 

o 

hvor altså summen af elementerne i hoveddiagonalen af matricen 

~~, denne matrices spor, er betegnet tr ~ • 

Da regulær-~kvivalente matricer har samme karakteristiske 

polynomium, kan mar1 slutte, at for to sådanne matricer har sum-

men af hovedunderdeterminanterne af en given orden p den samme 

værdi. Specielt gælder: Regulær-ækvivalente m~tricer har samme 

determinant og samme spor. 

IfØlge algebraens fundamentalsætning kan det karakteristiske 

polynomium skrives 
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det(~- t~)= (t1 - t)(t2 - t) ••• (tn- t) , 

hvor t 1 , ••• ,tn betegner de karakteristiske rØdder, hver taget så 

mange gange, som rodmultipliciteten angiver" Idet dette gælder 

f'or alle t E C, f'ås ved udregning af' hØjre side og sammenligning 

af' tilsvarende koef'f'icienter, at c f'or hvert p= 1, ••• ,n er n-p 
(-1)n-p gange summen af' alle de produkter af' p blandt tallene 

t 1, ••• ,tn' hvis f'aktorer har indbyrdes f'erskellige mærketal. Vi 

kan altså skrive 

c n-p 
= (-1)n-p L t .••• t. 

1~i 1 < ••• <i ~n 1 1 1
n - p- .!:' 

hvor summen udstrækkes over alle (n) kombinationer af' p mærker 
p 

udtaget blandt 1, ••• ,·""J.. Betragtet som f'unkti on af' n variable 

t 1, ••• ,tn er denne sum den såkaldte p-te elementarsymmetriske 

fururtion .) Specielt f'ås f'or p= n 

det A = t 1 ••• tn ' = 

og f'or p = 1 

t r A = t1 + ... + t 
= n 

Egenværdiproblemet f'or normale afbildninger. 

Lad (V,+,C,·) være et vektorrum med indre produkt over de 

komplekse tals legeme med dim V = n. Blandt de lineære afbild-

ninger af' et sådant vektorrum ind i sig selv udmærker de normale 

(jf'.side III,2,52) sig ved at have spektralfremstillinger med par-

vis ortogonale egenrum. Ved beviset herf'or benyttes algebraens 

fundamentalsætning samt f'Ølgende to egenskaber ved normale af'-

bildninger, der blev vist tidligere (side III,2,53): 

Er f' en normal afbildning og e den identiske afbildning, 
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vil f - Ae for hvert A E C være normal. 

Ved en normal afbildning f er kernens ortogonale komple-

ment invariant, og restriktionen af ~ til dette er normal. 

~en lineær afbildning f af et vektorrum_ (V,+,C, ·) med 

indre produkt og endelig dimension n > O findes en ortonormeret 

basis bestående ~f egen,:ektorer, hvis og kun hvis f er normalo 

Bevis: Først vises ved induktion ef'ter np at betingelsen er 

tilstræl~elig. For n = 1 er intet at bevise, idet et endimensio-

nalt vektorrum er egenrum for hver af sine lineære afbildninger. 

En vilkårlig af' rummets to enhedsvektorer opfylder altså kravet, 

Vi antat:,er, at pårtanden er rigtig for alle dimensionstal mindre 

end et givet n E N. Lad f:V ~V, hvor dim V = n, være en normcli 

afbildning. IfØlge algebraens fundamentalsætning har den en egen

værdi A1 • Lad K1 være det tilhØrende egenrum, altså kernen ved 

f - A1e. Da også denne afbildning er normal, er K~ invariant ved 

den. Endvidere er restriktionen af f - A1e og fØlgelig også re

strilctionen af (f - A1 e) + A1 e = f til ~ normal. If'Ølge induk

tionsantagelsen f'indes der en ortonormeret basis for K~, der be

står af egenvektorer f'or restriktionen af r. Disse vektorer er 

da også egenvektorer for f. Idet 

vil de sammen med vektorerne i en ortonormeret basis for K1 dan-

ne en ortonormeret basis for V, som består af egenvektorer. 

Nødvendigheden fØlger ar, at en lineær afbildning af V er 

normal, dersom der findes en ortonormeret basis, med hensyn til 

hvilken dens matrix er en diagonalmatrix (side III,2,52-53). 

Hermed er sætningen bevist. 
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Det ~remgår a~ den, at enhver normal afbildnips a~ 

(V,+,C,•) har parvis ortogonale egenrum, hvis direkte sum er V, 

og den har ~Ølgelig en spektral~remstilling ved ortogonalprojek-

tioner. 

Det er hensigtsmæssigt (lige som tidligere, (side III,2, 

48 og ~Ølgende))at henføre lineære afbildninger a~ vektorrum med 

indre produkt til ortonormale baser. To matricer ~'~ E (Mn,n't) 

hører til samme afbildning ~ med hensyn til hver sin crtenorme

rede basis, hvis og kun hvis der ~indes en unitær matrix U (~or 

hvilken altså U1U = E), således at 

B = UAU-1 = UAU' 
= 

(jr.side III,2,58). I så ~ald siges~ at være unitær-ækvivalent 

med B • At der ~oreligger en ækvivalensrelation, ses som ved re-
= ~n 

gulær-ækvivalens med benyttelse ar, at~nverse til en unitær 

matrix og produktet ar to unitære matricer er unitære. Unitær-

ækvivalente matricer er naturligvis regulær-ækvivalente. Hver 

klasse ar unitær-ækvivalente er altså indeholdt i en klasse ar 

regulær-ækvivalente. 

En lineær afbildning r af (V,+,C,•) er normal, hvis og kun 

hvis matricen !, der hører til den med hensyn til en crtenorme

ret basis, er "normal'', dvs. hvis og kun hvis~~~=~' (jf.side 

III,2,52). Hvis en ar to unitær-ækvivalente matricer er normal, 

er den anden altså ligeledes normal. (Dette bekræftes også let 

ved matrixregning.) 

Ovenstående sætning om normale afbildninger gi.ver herefter 

~Ølgende sætning om matricer: 
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En matrix A E (M ,c) er unitær-ækvivalent med en dian,n 
gonalmatrix, hvis og kun hvis den er normal, dvs. hvis og kun 

l'lvi s A'A = M'. 
- -

Formale afbildninger af et n-dimensionalt vektorrum 

(V,-:-,:R~ •) med indre produlct over de reelle tals legeme bellØver 

ildce o.t have spektral:fremstillinger, end iklce egenværdier. Men 

der gCJlder som. ·i det komplekse tilfælde: Egenrum hørende til ind-

byrdos :forskellige egenværdier er parvis ortogonale. 

I beviset herfor benyttes ikke, at det drejer sig om et 

vclctorrL-1ffi over R. L8.d altså :f være en normal afbildning af et 

endelig-dimensionalt vektorrum (V,+~L,.) med indre produkt, og 

lo.d A og p, være to :forskellige egenværdier :for f. Vi skal vise, 

at 

f(:!:"!) =AU 1\ :f(v) = p,y_ => u • v = O. 

Idet afbildningen :f - p,e er normal, medfØrer (:f - p,e)(y_) = O , 

o.t (:f~: - p,e)(y_) =O (j:f.side III,2,53), altså at :f(y) = f-1-Y.. o 

Vi ho.r derfor 

AU • 
•:< 

= u • :f .. ( v ) = l!.. (p, y_) = p,:!:! • y_ • 

Da 1\ ~ p,, fØlger h3ra:f u • v = o, som påstået. 

Overgangen :fra en ortonormeret basis :far (V,+,R,·) til en 

anden sker ved hjælp af en reel ortogonal matrix (j:f.side III,2, 

58). To matricer A~B E (M ,R) hØrer til samme lineære afbild-= = n,n 
ning med hensyn til hver sin ortonormerede basis, hvis og kun 

hvis der findes en ortogonal matrix Q, således at 

B = U.AU-1 = UAU'. 
= 
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I så fald siges ~ at være ortogonal-ækvivalent med ~· At der fo-
- -

religger en ækviv3.lensrelation fØlger af', at de ortogonale 

(n x n)-matricer danner en gruppe. 

Af en bemærkning ovenfor fremgår, at ikke alle reelle nor-

male matricer er ortogonal-ækvivalente med diagonalmatricer. 

e Egenværdiproblemet for unitær/og ortogonale afbildntnger. 

Vi betragter j_gen først det komplekse tilfælde, altså en 

unite:er af'bildning f' af' et vektorrum (V,+,C, ·) af dimension n j_nd 

i sie_" selv (jf. side III,2,57). Idet det indre produkt, og der·" 

med normen, bevares ved f, må der for hver egenværdi A og til-

hørende egenvektor ~ gælde 

Da ~ ~ Q, fØlger heraf I'AI = 1. Tages i betragtning~ at en urLl-· 
ses~ 

tær afbildning er normal,yat f har en spektralf'remstilling med 

parvis ortogonale egenrum og egenværdie r, der• alle har absolut 

værdi ·1. 

Jt:Ied hensyn til en ortonormeret basis hØrer til e11 lineær 

af'bildning f en unitær matrix, altså en matrix~' for hvilken 

-~~~ = Jj; 9 hvis og eeun hvis f er unitær. Da en diagonalmatrix, - - -

hvis dia,?,onaleleme n ter har absolut værdi 1, ø jensynlig er uni-· 

tær, har vi ialt: 

En lineær arJildning f af et n-dimensionalt vektorrum 

(V,+,C, •) er uni tæ:? 2 hvis og kun hvis der findes en ortonormeP8t 

basis bestående af' egenvektorer og alle egenværdier har absolut 

værdi 1. 
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En matrix A E (M ,C) er unitær, hvis og kun hvis den er n, n 
unitær-ækvivalent med en diagonalmatrix, hvis diagonalelementer 

har ab sol u t værdi 1. 

Vi betragter nu ortogonale afbildninger af et n-dimensio

nalt velctorrum (V,+,R, ·) på sig selv. Vi har tidligere (side III, 

2,59) bemærket, at hvis U er et invariant underrum ved en sådan 

afbildning f, vil også u~ være invariant ved f, og restriktio-

nernc af f til disse underrum vil være ortogonale. Hvis en orto-

gonal afbildning f har et egenrum, vil altså dettes ortogonale 

komplement være invariant ved f. 

Efter valg af en ortonormeret basis hØrer der til en orto-

gonal afbildning f en ortogonal matrix, altså en matrix~' for 

hvilken ~'4 = ~' og omvendt. Idet en ortogonal matrix kan opfat-
- - -

tes so1r: en reel uni tær matrix, har alle dens karakteristiske :raød-

der absolut værdi 1. Kun 1 og -1 kan altså være reelle karakte

ristislæ rØdder og dermed egenværdier. (Dette fØlger også umid

delbart af, at en ortogonal afbildning er normbevarende.) Det 

karakteristiske polynomium for 4 har reelle koefficienter. Hvis 

det har en ikke-reel rod a, vil altså også a være rod og med 

samme rodmultiplicitet. Da aa = 1 for hver sådan rod, er produk-

tet af de ikke-reelle rødder lig 1. Da endvidere produktet af al-

le karakteristiske rødder er lig med det~= ±1, kan vi heraf 

slutte, at rodmultipliciteten af -1 er lige (specielt O) eller 

ulige efter som det~= 1 eller det A= -1. Endvidere bemærkes, 

at der for ulige n altid eksisterer en reel karakteristisk rod. 

Idet man kalder en ortogonal afbildning for egentJllLorto-

gonal, hvis dens determinant er lig 1, og for uegentlig ortogonal, 
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hvis dens determinant er lig -1, kan man sammenfatte de fundne 

r~sultater således: 

Enhver uegentlig ortogonal sfbildning af et endelig-dimen

sionalt vektorrum (V,+,R,•) på sig selv har egenværdien -1. En

hver egentlig ortogonal afbildning af et vektorrum (V,+,R,·) af 

ulige dimension på sig selv har egenværdien 1. 

Der gælder endvidere i alle tilfælde 

em 1 = rm 1 , em -1 = rm -1 • 

Dette kan indses på fØlgende måde: Lad K1 og K_ 1 være de til 1 

og -1 hørende egenrum og m1 = em 1 og m_ 1 = em -1 deres dimen

sioner. Endvidere sættes 

Vælges ortonormerede baser for K1 ,K_ 1 og U, vil disse basers 

vektorer tilsammen udgøre en ortonormeret basis for v. Den til 

den ortogonale afbildning f hørende matrix vil da have formen 

o ) 

A = o -E o = = =m-1,I!1-1 = 

o o A J 

hvor A er matricen hØrende til restriktionen af f til u. Por dot 

karakteristiske polynomium fås da 

m m ~ 

det(~- t~) = (1 - t) 1(-1 - t) - 1 det(~- t~) • 

... 
Hvis 1 eller -1 var rod i det(! - t~), ville restriktionen af f - -

til U have en egenværdi. De tilhørende egenvektorer ville også 
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være ogenvoktorer f'or f og måtte derf'er tilhØre K
1 

eller K_
1

, 
"' 

hvillwt er llii1Uligt. Polynomiet det(~ - t~) har altså hverken 

roden 1 eller roden -1, og heraf' f'Ølger påstanden. 

Vi betragter specielt det todimonsionale og det tredimen-

sionnle eecmetriske vektorrum. Idet vektororne tæruces e~snt fra 

samme :punlct O, kan de ortogonale a:rbildninger f'ortollccs som cle 

konrrruonser af' planen henholdsvis rummet, ved hvilke O er f'ix-

:purllct, 

At en (2 x 2)-matrix ! 

dendo mud 

= (ex .. ) er or toganal, er ens b e ty
lJ 

Af' den f'Ørste ligning ses, at der f'indes netiDp et ex E [0,2rr[, f'or 

hvilleet 

a 11 = cos ex, a 21 = sin ex • 

-~ de to øvrige ligninger sluttes, at 

* = ( cos a -sin ") 

sJ.n ex cos ex 
eller * = ( c~s ex 

sJ.n ex 

sin ex) 

-cos ex • 

Det ~ørste tilf'ælde, hvor dot ~ = 1, svarer til en egentlig lwn

gruens, nemlig drejningen om O med drejningsvimelen ex. Egenvær-

dier f'indos kun f'or ex = O og ex = rr, nemlig henholdsvis 1 med 

em 1 = 2 og -1 med em -1 = 2. Det andet tilf'ælde, hvor det ! 

= -1, svarer til en uegentlig kongruens. Af det generelle re

sultat ovenf'er (eller af', a t det learakter i sti ske polynomium er 

t 2 - i) sluttes, at -1 og 1 er egenværdier f'or hvert ex. Vektorerne 
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med Loo rclina tparr ::me (-sin -?z-ex, cos -!-ex) og (cos -!-ex, sin -!-ex) er 

normereie egenvektorer til henholdsvis -1 og 1. Afbildningen er 

involut·)I'i sk, nemLig en sp3jling i linien, der danner vinlclon 

-?z-a. mod den første koordinatakse. 

IfØlge ovenstående genorolle resultater har en kongruens 

f mod fixpunkt O af det sædvanlige rum egenværdien 1, hvis den 

er o[;cntlig, og egenværdien -1, hvis den er uegentlig. Lad d bo-

tegne linion (eller en af linierne) gennem O, der indeholder en 

egonvektor til 1, hvis f eP egentlig, en egenvektor til -1, hvis 

f eP ueGentlig. I begge tilfælde er normalplanen til d gennem 

O invo..Pinnt, og restriktionen af f til don er en kongruens. Den-

nc må være egentlig i begge tilfælde, da dens determinant mul ti-

plicerut med den pågældende egenværdi er lig med determinanten 

for f. Heraf sluttes, at enhver egentlig kongruens med fixpunkt 

O er Oc.l d.re jning o:n en alcse d, og a t enhver uegentlig kongru

ens med fixpunlct O er en drejspejling, dvs~ sammensat (i en eller 

~11don or:len) af en drejning om en linie d og en spejling i dennes 

normnlpl::m gennem J. 

Egenv~rdiproblomet for selvadjungerede afbildninger. 

:Grii1vor selva.ljungerot eller Hormi tesk symmetrislc afbild-

ning f a:: et n-dimensionalt velctorrum (V,+,C, •) ind i sig selv.? 

som if~l.;o clefini t:~on (side III, 2, 54) stemmer overens mod sin 

adjungcPudo $ er nm'Illal og har fØlgelig en spektralfremstilling 

med pnrvJs ortogonale egenrum" 

l.: o c. hensyn tj l en ortonormerot basis hØrer til en lineær 

o.fbildnir .. g f en Hermi tesk symmetrisk matrix, altså en matrix ~' 

for' hvilken ~Å' = 
= 

-f'=:· hvis og lcun hvis f er Hermitask symmetrisk. 
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Idet diagonalelementerne i en sådan matrix er reelle og enhver 

reol diagonalmatrix er Hermitask symmetrisk, har vi: 

~n lineær afbildning f af et n-dimensionalt vektorrum 

(V,+ 9 C,.) er Hermitesk symmetrisk, hvis og kun hvis der findos 

en crtenormeret basis bestående af egcnvoktore~ og alle ogcn

y_ærdior or reelle. 

En matrix A E: (M ,å) er Hermitesk symmetrislc, hvis og_ n, n 
kun hvis den er unitær-ækvivalent med en reel diagonalmatrix. 

Som en f'Ølge heraf .t'remhæves, at det karakteristislce po-

lynomiun: for en Hermitesk symmetrisk matrix har lutter reelle 

rødder og altså (jf.side III,5,22) reelle koefficienter. 

For symmetriske afbildninger af et endelig-dimensionalt 

vektoPrum med indre produkt over de reelle tals legeme gælder 

tilsvarende sætninger. De kan dog ikke sluttes uden videre af 

resultaterne i det komplekse tilfælde. En reol syrnroetrisle matrix 

A er ganske vist Hermitesk symmetrisk, og der findes fØlgelig 

en unitær matrix~ således, at ~~~-i er en reel diagonalmatrix. 

U en n t dmme mat ri x ~ kan vælge s reel, al t så ortogonal, er ildce 

klart på forhånd. Vi kan imidlertid slutte på fØlgende måde. 

Lad f være en symmetrisk afbildning af det n-dimensionale 

vclcto1,rum (V,+,R,•) ind i sig selv. Afbildningens matrix A med 

hensyn til en crtenormeret basis er reel og symmetrislc, altså 

Hermito slc syrnroe t ri sk. Dens karakter i s ti ske polynomium har ifØlge 

ovenstående reelle rødder. Afbildningen .t' har altså mindat en 

egonvwrdi A1 • Er K1 det tilhørende egenrum, vil dets ortogonale 

komplement være invariant ved f' (j.t'.side III,2,55L og restrik

tionen af' f' til ~ vil være symmetrisk. Som for normale afbild-
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ningcr i det komplekse tilfælde (side III,5,23) kan man nu ved 

induktion efter n slutte, at der f'indes en crtenormeret basis 

bestående af egenvektorer f'or f'. Da endvidere en lineær aroild-

ning af' V, der med hensyn til en ortonormeret basis har en sym-

mctri slc matrix, er symmetrisk, gælder: 

En lineær afbildning f af et n-dimensionalt vektorr11~ 

(V,+,TI,•) ind i sig selv er symmetrisk, hvis og kun hv~er 

f'in<los en ortonormeret basis bestående af' egenvektq_!:_~~ 

En matrix A E (M ,:R) er symmetrisk, hvis og kun hv:ir~df;'J} = n,n 

i (Un,n'R) er ortogonal-ækvivalent med en diagonalma~ri-7:, 
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22. En lineær afbilding af et 4-dimensionalt vektorrum 

(Y,+,n) ind i sig selv er givet ved ~in matrixligning med 

:Y.. en syn til en ba~i~: 

y1' /1 1 o 0\ :' x1 \ 
l i i '· 

i l 

i y2 ·, 1 o o 1 x2 ' 
l 

l i • i = o o 1 1 
l l y3 

\ 
l l x3 ! 

\ ·o) \ ' 
Y4/ 

\ \o 1 1 , x4 . l l 

'· . 

Find afbildningens egenværdier. 

23. En lineær afbildning f af et tredimensionalt vektorrum 

(~,+,~) ind i sig selv er bestemt ved 
l 

f(~1) = 2~3' f(~2) = ~1 + 3~3' f(~3) = ~2' 
hvor (~1 ,~2 ,~3 ; er en basis for V. Find egenværdi~rne samt 

~n basis for hvert af de tilhørende egenrum. Undersøg, om . . . . ... -
man ved paseende valg af basis kan opnå, at den til f sva

~rix bliver en diagcna±matrix. 

24. En lineæ-r -afbilding f af et to-dimensional t vekt-o·rrum 

(U,+,R) ind i sig selv er givet ved matrixligningen 

/ y1 icosh a sinh al / x1 i: 
l ' ' l' 

l = l! i 

\ sinh 
l 

.. y2/ ex cosh at: f \ . x2; 
\ 

/ •, 

l 

med hensyn til en basis. a er et reelt tal. Bestem afbild-

ningens egenværdier og egenvektorer og vis, at man ved basis

skifte kan opnå, at den til f svarende- matrix bliver en dia

gonalmatrix. 

Undersøg ligeledes en lineær afbildning g af et to-dimensio

nalt vektorrum (V,+,C) it\ i sig selv givet ved 

/ y1 \ 

l l == 
·. y2 j 

/cos a 
l 
! 

~sin a 
·, 

. . . ' 
-sln a· .. r'x1 \ 

. ' l 

COS rv ! \X j 
...... '· 2 
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44. Find egenværdier og egenvektorer for den lineærEt afbildning 

af vektorrummet (P(R ~ R),+,R) af alle reelle potynomier 

ind i sig selv, hvor til hvert polynomium p(t), t E R, sva

rer t D p (t ) , t E R. 

45. En lineær afbildning f af ~t todimensional t vekforr~ 
(V,+,L) ind i sig selv er bestemt ved f(~1 ) = ~~' f(~2 ) ~ 

~~, hvor (&,p~2 ) er en basis. Find afbildningehs invariante 

underrum, egenvektorer og egenværdier. 

* En lineær afb:_ldning f af et tredimensional t vektorrum 

(V,+,L) ind i sig selv er bestemt ved f(~1 ) = ~2 , f(~2 ) = 

&,
3

, f(.§.
3

) = &.-,, hvor (.§.1 ,.§.2 ,.§.
3

) er en basis. Find afbild

ningens invarjBnte Ullderrum, egenvektorer og egenværdier. 

46. Om to lineære afbildninger f og g af et vektorrum (V,+~L) 

ind i sig selv forudsættes, at de er ombyttelige, dvs. at 

fog= g•f. Vis, at hvert egenrum ved en af afbildningerne 

er invariant ved den anden. 

47. Med (V,+,R) betegnes vektorrummet (d([0,7T]~R.),+,R) af alle 

på intervallet [0,7T] kontinuerte reelle funktioner, medens 

U er underrummet bestående af de to gange kontinuert diffe

rentiable fu.nktioner ep E V, for hvilke ·<p(O) = <p(1T) = O. Be~ 

stem egenværdier og tilhørende egenfunktioner for den line·

___ .---ære afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R), hvor til hver funk

tion ep E U svarer dens anden afledede D
2<p. 

48. Givet en oversigt over alle idempotente og alle involutori~~ 

ske -J.ineære afbildninger af det geometriske vektorrum 

(v3 ,+,R) ind i sig selv, og beskriv de forskellige typer 

geometrisk. 
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49. Vis, at hvis f er en idempotent lineær afbildning af et vil-

kårligt vektorrum ind i sig selv,- vil g = 2f - e være invo-

lutorisk, og vis, at hver involutorisk lineær afbildning 

kan fås på denne måde. 

Giv en geometrisk beskrivelse af forbindelsen mellem afbild

ningerne f og g, når vektorrummet er det geometriske vek

torrum (v
3

,+,R). 

50. Lad (~1 ,~2 ) være en basis for det todimensionale geometriske 

vektorrum (v2 ,+,R) bestående af vektorerne i en plan~ Idet 

alle vektorer tænkes afsat fra samme punkt, :forudsættes om 

en lineær. afbildning f af (v2,+,R) ind i sig selv, at bil

ledvektorerne f(~1 ) og f(Q2 ) b.egge falder i det .. indre af 

det mindste af de to vinkelrum, der bestemmes af ~1 og ~2 . 

Vis, at f har to forskellige egenværdier. (Nødvendigt og 

tilstrækkeligt for, at en (2 x 2)-matrix c J ikke er re

gulær, er ad -· bc = O, jfr. øv. 27.) 

l 

5·~. Vis, at Legendre ·.Polynomierne 

11=0 ' 1 ' 2 ' ••• ' 

er egenf1.mktio:1er for den lineære differentialoperator 

(t2 - 1)D2 + 2tD, 

der til hver fnnktion cp(t) E 62 (:R --7 R) lader svare funktio

nen '(t 2 - 1 )D~~cp(t) + 2tDcp(t) E 6(R --7 R), og angiv· de til-

-h-ørende· egenværdier, (Differentier identiteten 

(t
2

- 1) ~(t 2 - 1)n = 2nt(t 2 - 1)n 

n+1 gange ved benyttelse af Leibniz' formel 

p p L (i) Di(u) Dp-i(v) 

i=o 
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~orden p-te a~ledede a~ et produkt a~ to ~unktioner.) Gør rede 

~or, 2t Legendre-polynomierne danner en basis ~or vektorrummet 
~ 

(P(R ~ R)?+,R) a~ reelle polynomier, og vis derpå, at der ikke 

er andre polynomier end de med Legendre polynomier proportiona-

le, som Gr egenfUnktioner ~or den betragtede di~~erentialopera-

tor. 
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~ 12. Blline~re og kvadratiske former. 

Lad der vL::re givet to velctorrum (U,+,L) og (V,+,L) over 

samme tallegeme L. En funktion B: U x V ind i L siges at V<Jre 

en pilinearform, hvis B(u,v) for hvyr fast vektor ~E V er en 

linearform på U, og for hver fast vektor ~E U er en linearform 

på V, eller med andre ord, hvis der g8lder 

B(u1+:!;!2,y) = B(~ ,v) + B(1!,2 ,y) 

B(/\u,v) = 1\ B ( 1!. '~:.) 

B(!;!_,y1+r2) = B(:!:!,,y1) + B (!;!; ' :y2 ) . 

B(l!,J.LY) = J.l B (1!;,y) • 

HviE man adderer to bilinearformer på U x V får man åben-

bart igen en bilinearform på U x V, og på samme måde går det, 

dersom man multiplicerer en bilinearform med en skalar fra L. 

Man ser altså, a t gi linearformerne på U x V udgør et vektorrum 

Dersom U' og V' er underrum i henholdsvis U og V, vil re-

striktionen af en bilinearf'orm B til U' x V' åbenbart vore en 

bilinearform på U' >< V', idet de ovenfor opskrevne betingelses-

ligninger jo specielt gwlder for underrummene. 

Det antages nu~ at (U,+,L) og (V,+,L) har de endelige di

mensioner m og n. Lad der V@re valgt baser(~, ••• ,~) og 

(fl, ••• ,~) i henholdsvis U og v. Idet 

u = u1~1 + 

v = v t!i + 

••• + u e , 
m-m 

••• +v f ' n-n 
får man ved en gentagen anvendelse af de ovenfor opskrevne linea-

ritetsbetingelser, at 

~ 
\~ u.v. B(e. ,f.). G 1 J -1 -J 

j=1 
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Swttes 

B(e.,t:.) b .. , 
-~ -J ~J 

AG III, 12,2 

(b. . ) i 1 . 1 = B 
~,J = , ••• ,m;J= , ••• ,n = 

kan formlen kort skrives som matrixligningen 

Heraf ses, at en bilineart:orm er t:uldstrmdig bestemt ved 

de vEJrdier. som den antager for de mn par (e. ,t:.) af basisvek-, -~ -J 

torer, idet disse VEJrdier bestemmer (m x n)-matricen ~· Omvendt 

vil der for en vilkårlig opgiven (m x n)-matrix B= (bij), 

bij E L, ved ovenstående matrixligning defineres en bilinear

form B over L nå U x V, for hvilken B( e. ,t:.) = b. . • Og man 
J:' -~ -J ~J 

ser, at velctorrummet af bilinearf'ormer på U x V over L bliver 

isomorft med vektorrummet af (m x n)-matricer B over L. 

Man beroorker også, at for en fastholdt vektor y E V er 

B(~,y) netop den linearform på vektorrummet u, hvis koeft:ici

ents[Jt (skrevet som sØjle) er ~XI, og tilsvarende, at for en 

fastholdt vektor ~E U er B(u,v) netop den linearform på vek

torrummet V, hvis koefficientsut (skrevet som r[Jkke) er u B. =-= 

For at undersøge, hvorledes matricen B &Jndres ved overgan

gen til nye baser (~1 , ••• ,~m) og (f1 , •.• ,fn) i U og V, antages 

koordinattransformationsformlerne løst med hensyn til de oprin

delige koordinater. De kan da skrives 

M l = ~~l ' 
..... .... 

hvor ~l og X l er de nye koordinc. ts~Jt for u og y_ og hvor ~ er 

en regulrJr (m x m)-matrix og T en regulrJr (n x n)-matrix. Ved 

transponering af den første ligning fås ~ = g_§', - -
B(!a;,~) =_~~~Y-f _=-~~'-~~~l" 

Heraf' ser man, at den matrix, som ved de nye baser hØrer til 

bilinearformen bliver 

B = S' BT. 
= = 
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Man bØr bemEJrke, at denne formel f'or [Jndringen af' en bilinear-

_forms matrix ved bisi.sskifte er en vmsentlig anden end formlen 

for undringe~ af on lineær afbildnings matrix ved basisskifte: 

Dersom B er matrix for en liner:Jr afbildning g. l = ~~l af' V ind i 

U, så vil. de samme basisskif.ter som ov-enfor gi ve en matrix ~-l~ :f 

~\" 11 for den liner.;re afbildning (se. AG III, 2, 37, hvor dog S og 

T har en anden b0 tydning end her). 

Ved rangen af bilinearformen .. B(u, v) forstår man rangen af 

matricen~' idet man bemEJrker, at denne rang er uafh@ngig af de 

anvendte baser for u og v,. thi matricerne e (og dermed~') og~ 

er jo. regulLJre kvadratislce .matricer, så at B og B har samme rang. 

I alt .det _følgende vil vi antage, at (U,+,L) og (V~+,L) er 

det samme vektorrum, betegnet (V,+,L), og bilinearf'ormerne de

~ineret på V x V vil vi kDrt kalde.f'or bilinearformer på V. Af' 

tidligere betragted3 eksempler på .sådanne kan ru:Jvnes dels volu

menmålet. (arealmålet) i et 2-dimensional t vektorrum~ og dels 

det indre produkt i et vektorrum over det reelle tallegeme. 

Man kalder en sådan-bilinearform !3ymmetrislc, dersom 

B(u,v) = B(v,u) -- . --
for alle vektorer u.v E V. Man kalder en sådan bilinearf'orm -·-
antisymmetrisk (~EJvsymmetrisk) elle;r alternerende, dersom 

B(u,v) = -B(v,u) -- --
for alle vektorer ~,y E V; den sidste ligning medfører specielt, 

at B(y,y) =O :for alle .Y. E V i overensstemmelse med en tidligere 

definition af' "alternerende multilinearform 11
• 

Dersom V er endeligdimensional, kan B(u,v) efter valg af en 

basis angives ved sin matrix B. Da en (l x 1)-matrix er lig 
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sin tranGponerede, bliver 

B(~,y) ~ ~- ~ ~~ = ~~ ~' ~~ ' 
hvoraf man ser, at B(Q,y) er symmetrisk netop når:§= :§ 1

, dov.s. 
- -

netop når :§ er symmetrisk, og at B(~ 9 y) er antisymmetrisk netop 

når ~ = -~', d. v. s. netop når :§ er an ti symmetrisk. 

Enhver bilinearform B(~,y) på et vektorrum V kan på en og 

een måde skrives som sum af en sypmetrisk og en antisymmetrisk 

bilincarform, nemlig henholdsvis Bs(~,y) = t(B(~,y) +B(~,~)) og 

Ba(~,y) ~ t(B(~,y) - B(y,ll)). Thi man ser umiddelbart, at disse 

er henholdsvis symmetrisk og antisymmetrisk og har summen 

B(~,y); f'remstillingen er entydig, for hvis B 
s l 

får man I· - B =: B - B , og denne bilinearform skal altså 
s1 s2 a2 a1 

vrJre bådE.' symmetri8k og antisymmetrisk, hvilket kun er opfyldt 

af nulfo1·men. For endeligdimensionale vektorrum ses dette a t v<Jre 

i overenc:stemmelse med a t en kvadratisk matrix ~ på en og kun 

ecn måde kan skrives som sum af en symmetrisk og e n antisymme~ 

trisk matrix, nemlig henholdsvis ~s= t(~+~') og ~a= 

~(~- ~'). 

Ved den til en bilinearform B(~,~) hørende kvadratis~e form 

forstår vi funktionen B(v,v), som afbilder V ind i L~ eller med 

andre ord: den kvadratiske form er bilinearformcns restriktion 

til diagonalen i V x V. Når B er spaltet i symmetrisk og anti

symmetrisk del B = B + B , bliver den kvadratiske form B(v,v) = s a 
B (v,v) +B (v,v) =B (v,v} og den er altså bestemt alene ved s-- a-- s--
B ; men på den anden side er B (u,v) bestemt entydigt ved den s s ~ -

kvadratiske form, altså ved sin restriktion til diagonalen i 

V x V, thi ved at benytte linearitetsbetingelserne og at Bs er 

symmetrisk, finder man, at 
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Vi har altså, at enhver kvadratisk form B(v,v) hØr~.;r til en 

klasse af bilinesrforrner B(ld;,y), og enhver sådan klasse inde:nol ,_ 

der netop een synmetrisk reprwsentant. 

Ved den TIQrrr,erer undersøgelse af kvadratiske former i det 

fØlgende vil vi derfor kun betragte symrgetriske bilinearfor,W .. Q.!. 

B(u,v). 

( ) ( ,2 ') Eksempel: Dersom V,+,L = R ,+,R og 

så er den tilsvarende bi linearform B (:!:!,,y) = 3u1 v 1 + 6u1 v 2 -i- 2L· 1i,, 
2 og den ~{Vadratisk0 form B(y,::c) = 3v1 + 8v1v 2 , og den symrnetri;;t~'~ 

matrix for denne og for den tilsvarende symmetriske bllinearf'oi'lll 

er 

Når V er endeligdimensional, så er efter valg af ;::,r:_ tu.u.i.s 

v = v1 ~1 + ••• + vnen' og B(y,y) = ~-~;;l bliver åbenbart en S1.i.i1 

af led b .. v. v . , altså e t homogen t andengradspolynomium i 1-:ool'· .. 
lJ l J 

dinaterne, og arnvend t ser man;, a t ethvert sådant polynomium åben·-

bart kan skrives på formen X-~~ l med en :passende koefficientma-

trix ~. Derfor: I et endeligdimensional t vektor~1!!!11}rY.Q_rj:.~der-~. 

valgt en basis 1 er mongden af kvadratiske fo~ B(y.?y) J9-~gtJ-s~~ 

v. 

den symmetriske bj_linearform B, dersom B(Q,,y) ~--= O o Da b(~):y:) =--

B(~,~) Er dette en symmetrisk relation i V (og talernåden 

er konjvgerede" er altså berettiget),_ 

11 u ocr v 
~~· o 
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Mr.mgden af de med hensyn til en vis bilinearform til en gi-

ven vektor~ konjugerede vektorer betegnes K(~0 ), (eller 1~(~0 ) 

hvis man vil fremh,ave, at det er med hensyn til bilinearformen B). 

Da K(~) netop er kernen ved den line~re afbildning B(~0 ,~), 
y_ E V af V ind i L, må K( u ) vrJre et underrum i V. - -o 

Er der givet en m~ngde M af vektorer i V, så vil de vekto-

rer ~, som med hensyn til en vis bilinearform er konjugerede med 

samtlige vektorer ~ E M udgØre et underrum, nemlig 

K(M) = fl K(:!;!), 
:!::!,EM 

og dette kaldes det fuldstr.Jndige til M konjugerede underrum med 

hensyn til den givne linearform. Man ser, at K er en operation, 

der afbilder mtmgden af delmwngder af V ind i mungden af delmmng-

der af V. Man har 

( 1 ) M ~ KoK(M), 

thi blandt de vektorer, som er konjugerede med K(M) rindes jo 

speciel t velttorerne i M. Endvidere vil åbenbart 

(2) 

Af (1) og (2) fås K(M) :;? l:oKoK(M), medens man ved at indsotte 

K(M) i stedet for M i (1) får, at K(M) ~ KoKoK(M), så at 

(3) K(M) = KoKoK(M). 

Heraf ser man, at man har inklusionsk<-Jderne M c K
02

(M) = K
0 4(M) 

0 4( ) ( ) 0 3( ) 0 5( ) · K M = ••• og K M =K M =K M = ••• , og at operat1onen 
o2 

K er idempotent. Specielt ser man ved at benytte (1) og (3), 
o2 ) at for enhver mDngde M1 , hvor M~ M

1 
~K (M), bliver K(M1 = 

K(M); da K
02

(M) er et vektorrum, vil det af M frembragte underrum 

V(M) (som er det mindste vektorrum, der indeholder M) vore en 

sådan mCJngde M
1

, og vi har derfor 

K(M) = K(V(M)). 

Man kalder to underrum for konjugerede underrum med hensyn til 
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bilinearf'ormeJtU., hvi~s enhver vektor i det e!l.G}~r:':kbnjtigeret ·med 

enhver vektor i det andet, og så gælder Øjensynlig, at hvert af' 

to konjugerede underrum er indeholdt i det andets fuldstændige 

konjugerede underrum. 

Ved nulru~met N = NB f'or en bilinearf'orm B defineret på 

vektorrummet (V,+,L) forstår man K(V). For ethvert M~ V har man 

N~- K(M). Man kan også b~skrive N som mængden af de vektorer u , -o 

for hvilke B(u ,v) - betragtet som linearform i v - er nulfor--o-

men. 

En vektor y_ kan være selvkonjugeret, altså opfylde B(y_,y_) = 

O s Selvkonjugerede vektorer kaldes også isotrope for bilinear-

formen (eller f'or den kvadratiske form). Enhver vektor tilhØren-

de nulrummet NB er åbenbart isotrop for B, men der kan også fin

des andre. Mængden af isotrope vektorer er ikke i almindelighed 

noget underrum. 

Når V er endeligdimensional, dimV = n, kan vi præcisere re-

sultaterne. Vi ska~ her benytte sætningen: Lad~~ = g
1
være et 

lineært homogent ligningssystem over legemet L, således at koeL

ficientmatricen ~~r en ~xn)-matrix, og~~ er en (D~1J:søjle 

a:f ubekendte (en vektor i (Ln,+,L)), og gi er en (mx1)-nulsØjle, 

så _til lØsningsvektorerne x udgøre et underrum af dimension n-r 

~ndenfor (Ln2+,L), idet r= rg ~·Denne sætning står implicit 

f'ermuleret i AG III, ~ 11 • 

Nulrummet N er m~ngden af vektorer y_, for hvilke B(~,y_) = 

u -~XI = O for alle~' og det ses netop at være mængden af y_, 

for hvilke ~Xj = g
1

, og af den ovennævnte sætning ser man, at 

dim N = n - rg ~· Dersom nulrummet kun består af nulvektoren si

ges bilinearformen at være regulær eller ikke-udartet, og dette 

indtræffer altså netop når rg B = n. Dersom rg B < n vil nul-
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rummet bestå af mere end nulvektoren, og så siges bilinearfor-- . ) 

men at være singylær eller udartet. 
"f . j\" 

Vi lcan f'or V yælge en basis ved først at vælge n-r basisele-

menter e 1 , ••• ,e for nulrummet, og så sunplere dem med ele--r+ -n ±' 

menter ~1 , ••• ,2r til en basis for hele V. I matricen~ er bij 

= B(e.,e.), og man ser, at med den valgte basis får B udseendet 
-l -J = 

B 
!' = (~r,r 

=n-r,r 

o 
~r,n-r ) 

=n-r,n-r 

m e~ O overalt undtagen i det øvre venstre hjørne, hvor B -r,r er 

en (rxr)-matrix, cg dennes rang er r, da jo rg ~ = r. 

Lad nu M1 være en delmængde af v, vi vil betragte K(M1). 

Det er ovenfor viEt, at K(V(M1 )) = K(M1), og da nulrummet er 

konjugeret med alle vektorer, er endda K(M1 ) = K(V(M1 ,N)). Vi 

sætter V(M1 ,N) =M, og vil så undersøge K(M), hvor altså M er 

et underrum som indeholder nulrummet. Vi sætter dim M = n-s, 

hvor n-s ~ n-r = dim N, så at s ~ re 

Ved det foregående valg af basis kunne vi, efter fØrst at .. 

hve valgt ~r+1 , ••• ,en som basis for nulrummet, sup.plere med r-s 

elementer e +1 , ••• ,e til en basis for M, og så endelig supple--s -r 

re til en basis for hele V. Nødvendigt og tilstrækkeligt for at 

y er konjugeret med M er, at B(e.,v) =O for samtlige basisvek-- -J-

tarer c . for M, altså at 
-J 

e. Bvl =O =J-== for j= s+1, ••• ,n. 

Her er e. en rækkematrix med 1 på den j'te plads og O på de øv=J-
rige pladser. Disse n-s matrixligninger kan samles i en matrix-

ligning ~~XI = Ql' hvor R består af de nævnte rækker, og altså 

er en ((n-s)xn)-matrix 

R - (o = - =n-s,s 

(sammensat af en nulmatrix og en enhedsmatrix). 
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IfØlge den nævnte sce '-' !J.Ilg om 11gn1.ng'ssys terner bl i ve r nu 

ker af' (nxn)-matricen ~~ og af den angivne form for ~ ser man, 

at R B indeholder de underste r-s rækker af ~ , og har O på = = -r;r 
alle de øvrige pladser. Disse r~s rækker er lineært uafhængige 

(da rg B =r), så at rg(R B) =r-s. Vi har dermed fundet, at =r,r = = 
dim K(M) = n-(r-s), og dim M+ dim K(M) = (n-s)+(n-r+s) = 

n+(n-r) = dim V + dim N, uafh@ngigt af M. Hvis man i den sidste 

formel erstatter M med K(M), får man at dimKoK(M) ::i dim M, og 

da M ~ KoK(M) bliver M = KoK(M). For en regulær bi linearform 

bliver di m M + dim K(M) = dim v, og at man så i almindelighed 

finder di m M + dimK(M) = dim V + dim N kan forekomme ret natur-

ligt, da N er indeholdt i både M og K(M); man skal ikke lægge 

for meget i denne betragtning (smlgn. øv. 18). 

Lad os sammenfat te resultatet: Hyis man .i et endeligdimensio

nal t vektorrum V har et underrum .M som indeholder nulrumme.t N; 

så er dim M + dim K(M) = dim V + 4im N; og endvidere er KoK(M) 

=M; hvis man har en vilkårlig vektormærtgde M1 ~ så er .KoK(M1.1_ 

l~g det af. M1 og N t;rembragte underrum. V(M1 ,N), pg enslnvidere }3r 

dim V .S ,!1L!1 + dim K(M
1
l ~ dim V + dim N. (Den sidste ulighed 

fØlger af at rg M1 ~ dim V(M1 ,N) ~ rg M
1 

+ dim N). 

Vi har foran set, at man ved et specielt valg af basis kun-

ne opnå et simplere udseende af matricen ~· Vi vil nu vise, at 

man endda kan vælge basis således, at B bliver en diagonalmatrix. 

Da e.lementerne i B er b .. = B(e. ,e.), er dette åbenbart ensbe-= l.J -J. -J 

tydende med at vise, at man l{an vælge basisvektorerne indbyrdes 

l{onjugerede. 
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For enhver symmetrisk bilinearform B på et n-dimensionalt 

vektorrum (V,+,L) findes der minds~ en basis (~1 , ••• ,en) bestå

ende af vektorer, som er parvjs konjugerede med hensyn til B, 

dvs. for hvilken matricen~ er symmetrisk. 

For n = 1 gælder påstanden, da en ~1 1 )-matrix altid er syrn-

metrisk. Sætningen bevises nu ved induktion, idet vi for at vi-

se den gyldig ~or vektorrummet V vil antage den gyldig for alle 

vektorrum U, hvor dim U= dim V- 1. Hvis B(v,v) er nulformen, 

så er B en nulmatrix, og altså diagonalmatrix. Hvis B(~,y) ikke 

er nulformen ~indes en vektor ~1 , således a t B ( ~1 , !11 ) f o, og 

derfor ~1 ~ K(~1)' og specielt e -1 Ej: N. Vi har dim V(~1 ,N) = 

di m N + i' og derfor dim K(~1) = dim V + dim N - (dim N + 1 ) = 

dim V- 1. Restriktionen a~ B(~,~) til K(~1 )xK(e1 ) er en symme

trisk bilinearform, og i~Ølge induktionsforudsætningen findes 

der i K(~1 ) en basis (e2 ,e
3

, ••• ), for hvilken B(~i'~j) =O for 

i 4 j; i,j = 2,3, •••• Endvidere er B(~1 '~j) =O for j= 2,3 1 ue 

da ~j E K(~1 ). Og ~1 ,~2 ,e3 , ••• er en basis for hele V, thi da 

~1 Ej: K(~1 ) er dim V(~1 ,K(~1 )) > dim K(~1 ) = dim V- 1, så at 

dim V(~1 ,K(~1 )) = dim V. Dermed er sætningen bevist. 

Vi har foran (side 2) fundet 9 hvorledes en bilinearforms 

matrix ændres ved basisski~te; i den nu foreliggende situation 

er B(~,y) en symmetrisk bilinearform, og ~ og y ligger begge i 

det samme vektorrum, således at begges koordinatsæt ændres ved 

den samme matrix ~; basisskiftet bevirker altså, at den symmetri

ske matrix~ overføres i matricen~' ~ ~ (som også er symmetrisk)~ 

Den foregående sætning kan så udtrykkes som en sætning om 

matricer: Til enhver symmetrisk (nxn~-matrix ~ med elementer 

fra et tallegeme L findes der en regulær (~xn)-matr~x T med 
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elementer fra Lz således at T' ~ ~ er en diagonalmatrix. 

Denne diagonalmatrix vides at have samme rang r som ~· Føl~ 

gelig er netop r blandt de n diagonalelementer forskellige fra 

o. Det er klart, at de nye basisvektorer kan nummereres således, 

at dette gælder for de fØrste r diagonalelementer. 

Hvis man betragter de to specielle tilfælde, hvor L er hen

holdsvis de komplekse tals legeme C og de reelle tals legeme R, 

er det muligt at opnå skarpere resultater: 

Hvis (V,+,b) er et n-dimensionalt vektorrum over de komplek-

se tals .legeme, og B er en symmetrisk bilinearform af rang r på 

v, så kan vi ifØlge det forrige finde en æ sis, således at B 

har 

b. . = B( e. , e. ) J. O 
J.1 -J. -J. i for i= 1, ••• ,r, 

medens alle øvrige b i j er O. Der findes komplekse tal 131 , ...... , 13-r, 

sål.e<iesat(3.~ .• = 1 for i= 1,._ •.•• ,r. Vektorsættet 
1 11 

(p1~1, ••• ,13rer'~r+1 , ••• ,en) er da en ny basis, og da 

B(13ie.,a.e.) = 13. 2bi. = 1, vil den tilhørende matrix være en -J. ~1-1 1 1 

diagonalmatrix, hvis første r diagonalelementer er 1 , medens al-

le øvrige elementer er o. For bilinearformen fås i dette koor-

dinateystern 

••• + u v • r r 

Ved passende valg af basis kan altså enhver kompleks symmetrisk~ 

bilinearform af rang r bringes på denne ''normalform 11 • 

Udtrykt som et matrixresultat bliver sætningen: 

Til enhver symmetrisk (nxn)-matrix ~ af komplekse tal findes der 

mindst een regulær (nxn)-matrix -~ af komQlekse tal, således at 

E 
1 , ~ 1 = (cr,r 
- - - o 

=n-r,r 

o 
~r,n-r )' 

=n-r ,n-r 

d.v.s. lig en (nxn)-matrix, der har en (rxr)-enhedsmatrix i øvre 
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venstre hjØrne, og O på alle øvrige pladser. 

For reelle syrnmetriske bilinearformer får man analoge re

sultater; de bliver knap så simple, men mere nuancerede: 

Når (V,+,R) er et n-dimensionalt vektoPrum over de reelle 

tals legeme, og B er en bilinearform med syrnmetrisk matrix ~' 

hvor 

b .. = B(e.,e.) -L O 
ll -l -l i for i = 1 , ••• , r, 

medens alle øvrige bij er O, så findes der reelle tal f31, ••• ,f3r' 
o 2 . l saledes at f3· Ib.. = 1 for i = 1, ••• ~r. Vektorsættet 

l ll 

(f31e1, ••• ,f3 e ,e 1 , •••• e) er da en ny basis, og da B(f3.e. ,f3.e.) - n-r -r+ ~-n 1-1 1-1 

= ~i 2bii =! 1, vil den tilhørende matrix være en diagonalma-

trix, hvis fØrste r diagonalelementer er +1 eller -1 , medens 

alle øvrige elementer er o. Ved arnnummerering af' basisvektorerne 

kan man altid opnå, at de første diagonalelementer b 11 ,, ••• ,bpp 

bliver +1 (hvor p l o), medens de påfØlgende bp+1,p+1 , ••• ,brr 

bliver -1 (hvor p~ r), og sluttelig kommer diagonalelementerne 

br+1 ,r+1 , ••• , bnn (hvor r = rg ~ ~ N), som er lig O. For bilinear

formen fås i dette koordinatsystem 

- ••• -u v o r r 

Ved passende valg af' basis kan altså enhver reel symmetrisk bi-

_linearf'orrn af' rang r bringes på en sådan form. 

I almindelighed vil der være uendelig mange koordinatsyste-

mer i hvilke en given bilinearf'orm har en sådan fremstilling. 

Dette fremgår bl.a. af', at der i beviset (side 10) allerede var 

en overordentlig stor frihed i valget af' det første basisele

ment ~1 (og vi skal også senere i denne § se, at vi kan stille 

stærke yderligere krav til basisvektorerne). Men vi skal vise, 

at ligesom tallet r = rg B for en given bilinearf'orm B er uaf'-

hængigt af' basisvalget, så er også for en given bilinearf'orm 
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antallet p af plusled i fremstillingen uafhængigt af basisval

get (og dermed altså også antallet r~p af minusled), således at 

man kan sige, at disse antal er af koordinatsystemet uafhængige 

11 invarianter" for bilinearformen (Sylvester's træghedssætning; 

Sylvester 1814-1893). 

For den tilsvarende kvadratiske form får vi fremstillingen 
2 + ••• +v 2 

- ••• - vr • 

På underru~~et P frembragt aT 

striktionen a~ B(y,~) lig v1 
2 

p 

de fØrste p basisvektorer er re-
2 + ••• +v , og derfor B(v,v) 2 O 

p - - -

og kun lig O f'or y = Q (formen er :'pos~ ti v def'ini i/ på det te 

underrum). På underrummet S frembragt af' de sidste n-p 

vektorer er restriktionen af B(y,y) lig ~vp+1
2 - ·•· -

basis-
2 

vr , og 

og da dimensionen af et underrum hØjst kan være n, får vi p' ~p; 

analogt f'ås p< p', og derfor p= p', hvormed Sylvester's sæt-

ning er bevis t. 

Et underrum, på hvilket restriktionen af en kvadratisk form 

er positiv definit (altså f O og kun lig O for v= Q), kaldes 

et positivitetsunderrum for formen. Dersom man i det forrige 

bevis (de sidste fem linier) i stedet for P' benyttede et vil-

kårligt positivitetsunderrum, fandt man, at dets dimension var 

mindre end eller lig p. Et underrum, på hvilket restriktionen 
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af en kvadratisk fo-rm _ _.er negativ definit (altså~ O og kun lig 

O for~= Q), kaldes et gegativitctsunderrum for formen. Ved i 

stedet for B(~,~) at betragte -B(~,y) finder man, at dimensio-

nen af et vilkårligt negativitetsunderrum er mindre end eller 

lig antallet r-p af minusled i fremstillingen ovenfor. 

Tallet p kan dePfor uafhængigt af koordinatsystemet karakte-

riseres som den maximale dimension for et positivitetsunderrum 

for den kvadratiske form; det kaldes også for formens vositivi-

tetsindex, og betegnes ind+B~ Tallet q = r-p kan uafhængigt af 

koordinatsystemet karakteriseres som den maximale dimension for 

e t neg a ti vi te tsunderrum for den kvadratiske form; de t lcaldes og-

så for formens ll§Eativitets~pd~~' og betegnes ind_Bø Resultatet 

af det foregående kan derfor formuleres som fØlger: 

Til enhver symmetrisk bilinearform B på et n-dimensionalt 

vektorrum over de reelle tals legeme findes der baser~ i hvilke 

+ <>e • + u v - u v -p p p+1 p+1 . . . - u v • p+q p+q 

For alle sådanne baser er tallene p og g de samme, nemlig hhv. 

form~ns positivitetsindox ind+B og dens negativitetsindex ind_B, 

og p+g er formens rang rg B. 

Og som resultat om matricer: Til e~.~r reel symmetrisk ma

trix ~ findes der reelle regulære matricer ~' således at ~~ ~ ~ 

er en diagonalmatrix, hvis diagonalelementer er +1, -1 eller O. 

For alle disse matricer T har T' B T det samme antal elementer 
::::::---...-=: ::::::::: 

+1 og det samme antal elementer -1, og summen af disse to antal 

er lig rangen af B. 

Eksempel: Lad B(v~:yJ vEare en kvadratisk form med matricen 

på et 3-dimensionalt vektorrum over et tallegeme; man ser, at 
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nulrummet N er mængden af 

velctorer (o,o,t). Dersom tallegemet er c, kan man eY"statte e2 

med i~2 , og derved bringe B(~,y) på normalformen B(y,y) = 
2 2 

v
1 

+ v2 • Dersom tallegemet er ~' er dette ikke muligt, og som 
2 2 

"normalform" har man v1 - v2 ; har man så ind+B.= 1; udover 

fQJ, som er både positiviteteruro og negativitetsrum, er positi

vitetsunderrummene de 1-dimensionale vektorrum, der består af 

alle multipla af e.n fast vektor (a ,b ,o), hvor la
0
1 > lb

0
l, og o o 

et negativitetsrum vil tilsvar(.:::nde bestå af alle multipla af en 

fast vektor (a
0

,b
0

,0), hvor la
0
1 < l b

0
l. 

D0 fundne resultatGr kan udnyttes på en måde, som bliver 

af b.:;tydning for det senere. 

Lad (V,+ ,L) v~are et vektorrum over et tallegeme L, og lad H 

være m@ngden af funktioner F:V ind i L. Vi vil sige, at F1 er 

lin~ær-ækvi valent (eller kort "ækvivalent") med F 2 (idet- begge 

tilhører H), såfremt der findes en lineær bijektiv afbildning 

f' af' V ind på V, således a t F 2 (~) = F 1 (f(y.:)) for alle y (eksem

pel: på(~,+,~) er sin 3x lineær-ækvivalent med sin x). 

Denne relation er virkelig en ækvivalensrelation. Lad os 

et q)jeblik kort "betegne mængden af lineære bijektive afbildninger 

f af V ind på V for G; da vil 1 ) identiteten tilhØre G,hvilket 

modførcr, at relationen er refleksiv, 2 ) hvis f E G vil f-1 E G 

hvilket medfØrer at relationen er symmetrisk, og 3) hvis f E G 

og g E G vil gof tilhØre G hvilket medfØrer at relationen er 

transitiv. Manbemærker i øvrigt, at 1 ), 2 ) og 3) netop udtryk

kcr_,_at (G,o) er en gruppe ... Ved __ dennc relation vil H altså blive 

opdelt i ækvivalensklasser. 

8Qfr0mt F1 er lineær på (V,+,L), vil alle dens @kvivalcnte 

v~rc lin0ærc på (V,+,L), da jo så F2 (y) = F1of(y) er lineær. 
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Såfremt F1 (:yJ er en kvadratisk f'orm på (V,+,L), vil alle 

dens ækvivalente være kvadratir? former på (V,+,L). Thi at 

F1 (~) er en kvadratisk form netyder jo, at F1 (y) = B(y,y), hvor 

B(~,y) er en symmetrisk oilinearform på V x V, og betragter man 

nu B(f(:!;!) ,f(y)) er denne åbenbart lineær i :!:! og lineær i y, altså 

en bilin~arform, og endvidere symmetrisk (den ændres ikke når 

~og y ombyttes), og F1 (f(y)) = B(f(y),f(y)) er da en kvadratisk 

form på V. I øvrigt siger man også, at B1 (~,y) og B2 (~,y) ~r 

lineær-ækvivalente, og når B2 (~,y) = B1 (f(];!) ,f(y)) for et f' E: G. 

For endelig-dimensionale vektorrum (V,+,L) kan man f'å præ-

cisere resultater. 

Mængden af linearformer (lineære afbildninger af (V,+,L} 

ind i L) på et n-dimensionalt vektorrum udgør netop to ækvivalens-

klasser 9 den ene bestående af nulformen alene, og den anden af 

alle øvrige linearformer. 

At nulformen udgØr en klasse for sig er klart, og vi skal 

olot vise, at to vilkårlige andre linearformer er ækvivalente. 

Lad F1 (y) vwre en egentlig linearform; vi kan vælge en basis 

således at F1 (y)= v1 = ~1 - ~~,hvor ~1 - = (1,0, ••• ,0); så er 

F2(!) af formen ~2 - ~~· Vi søger en afbildning f(y), på matrix

form~~~~~~ med en regulær matrix~' således at F2 (y) = F1 (f(y)) 

eller på matrixform ~2 - ~~ = ~1 - ~~l' d.v.s. vi søger f:: så 

~2 - = ~ 1 -~; men hØjresiden h~ ri er netop den første række i .[2., 

så vi skal blot tage ~2- (der iklce består af lutter O) som fØrste 

række i en regulær matrix, hvilket altid er muligt. 

De kvadratiske former (og dermed de symmetriske bilinear

former) på et n-dimensionalt vektorrum over de komplekse tal ud-

gør n+1 ækvivalensklasser, idet to form~r er lineær-ækvivalenta- · 

hvis og kun hvis de er af samme rang. Som rel?ræsentant for lclas-
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+ • • • + v 2 (henholdsvis r 

Thi lad ·i et vist koordinatsystem formen have matricen B. 

En lineær bijektiv a:fbildning af vektorrummet på sig selv kan i 

lcoordina terne ud trykkes ved a t X l -+ ~X l , hvor -Ø: er en regulær 

matrix~ og indsætter man f(y) for v i formen, vil formens matrix 

blive A' B A. Ifølge de foregående resultater kan man derved 

få ført formen over i en og kun en af' de anførte repræsentanter 

(nemlig den med r = rg B). Da O ~ r ~ n ses, at der er n+1 c.akvi-

valensklasser (af hvilke den med r = O kun består af nulformen:•, 

De kvadratiske former (og dermed de symmetriske bi_line:§!..l:.fg_r..-

~er) på et n-dimensionalt vektorrum ovor de reelle tal udgØr 

(n+1)(n+2)/2 ækvivalensklasser,_idet to former er lineær-wkv~~~-
og samme ne~a ti vi tetsinJ.c,:: 

Le~e hvis og kun hvis de h~ samme positivitetsinde~ Som re~ 

I2r[Jsen tant 
2 

v1 + ••• 

o.s.v.). 

for klassen med indices p ,q kan man tage for_mel}; 
2 2 2 

+ v p - vp+i ••• - vp+q (henholdsvis u1 v1 + ••• 

Dette fØlger på ganske samme måde som det foregående af de 

ticUigere resultatGr. At antallet af par p,q af ikke-negative 

hele tal med p+g_ ~ n har den. i sl:3tningen anfør te værdi, fremgår 

v~d opt1:3lling. Tallene p og g_ kaldes som tidligere anført~-

rianter for formen, og de bestemmer altså dens klasse. 

De positiv defini te kvadratislce former e r karakteriseret 

ved at (p,q) = (n,O), og de udgør altså en klasse. Ligelodea 

udgØr de negativ definite former en klasse. De positiv semidefi

nite udgØr (n+1) klasser (af hvilke nulklassen er en og klassen 

af defini te en anden), learakter iseret ved a t g_ = O, og ti lsva·-

rende for de negativ semidefinite. For de kvadratiske former i 

de øvrige klasser vil værdiområdet bestå af alle reelle tal. 
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I et euklidisl<: rum, d.v.s, et reelt endeligdimensionalt 

vektorrum (V 9 +,R) med indre produkt ~·Y vil som nævnt det indre 

produkt være et eksempel på en bilinearform. Det ved det indre 

produkt definerede normkvadrat IIY.II 2 
er en positiv definit kva-

dratisk form, og for en ortonormal basis bliver formens matrix 

en enhedsmatrixo Ortogonal bliver det samme som konjugeret, og 

formens nulrum består kun af nulvektoren. Omvendt ser man, at 

dersom man i et endeligdimensiona1t vektorrum har en positiv 

definit kvadratisk form, så kan man mat te formens værdi lig 

2 II:YII , oe; får derved gjort rummet til et euklidisk· rum med et 

indre produkt, som er den til formen svarende bilinearf'orm. Og 

resultatet om at en positiv definit form er ækvivalent med en 

form, hvis m&trix er en enhedsmatrix, beviser endnu engang 1 at 

man i et euklidisk rum kan vælge en ortonormal basis. 

Vi skal nu vise en sætning om en bilinearform på et ew<:li-

disk rum, og den kan al.tså egentlig siges at omhandle et vek-

torrum på hvilket man har to bilinearformer, men det bliver 

vu;sentligt, at den til den ene af' dem svarende kvadratiske form, 

2 nemlig IIYII , er positiv definit. 

For enhver symmetrisk_bilinearform B på et n-dimensionalt 

eW<:lidisk rum (V,+~R) findes der mindst en ortonormal basis be

stående af vektorer, so~_r._parvis leonjugerede med hensyn til 

B2 d.v.s. for hvilken matricen ~R ~r en diagonalmatrix. 

Sætningen betyder for de euklidiske rum en skærpelse af 

s&'Jtningen si de 1 O. A t der eventue l t kan f inde s flere baser med 

de11 søgte egenskab '-'"r klart, f' .eks. vil jo for B(:!:;!,:Y) = :!d· y en-

hver ortonormal basis have egenskabene 

li'or n = 1 gc,;ld.er påstanden, da en ( 1 x 1) -matrix al tid er · 

en diagonalmatrixo Sætningen bevises nu ved indul<:tion, idet vi 

for at visE: 0.en gyldig for vektorrummet V vil antage den gyldig 
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for alle vektorrum U, llvo:r:' dim U == dim V - 1, og erindrer, at i 

et euklidisk rum V vil ethvert underrum U være euklidisk, idet 

man som indre produkt tager restriktionen af det indre produkt 

på v. 
Som basisvektor ~1 udtager vi nu blandt de normerede vek

torer w en, for hvilken B(~,~) er maximal. En sådan forefindes, 

thi i ut ellur andet ortonormalt koordinat~ystem (hvad der jo 

findes i det euklidiske rum) er de normerede vektorer karakteri

seryde ved at w1
2

+ •• n+Wn
2 

= 1 ~så at deres koordinatsæt udgør 

en kompakt mængde i koordinatrummet Rn, og i denne mængde vil 

der fore~~ndes et talsæt (w1 , ••• ,wn)' for hvilket den i Rn kon

tinuerte funktion ~~b .. wiw. = B(w.w) er maximal. Vi skal om 
J.J J ---

lidt godtgøre, at e1 l y medfører B(~1 ,y) =o, og så kan beviset 

let fuldføres, thi dim(~1 1) = dim V- 1, og ifØlge induktions

forudsætningen vil der i e1l findes en ortonormal basis 

(~2 ,~3 , ••• ) for hvilken B(~i'~j) =O, i f j; i,j = 2,3, ••• ; 

suppleret med ~1 bliver det en ortonormal basis for V, og da 

også B(~1 ,~j) =O for j= 2,3, ••• er dens vektorer parvis kon

jugerede med hen.syn ti l B. 

For enhver vektor :!;! gælder B(Q,:!;!) ~ II:!:!II 2B(~1 ,~ 1 ); thi for 

:!:! = O er dt::t klart, og for en egentlig vektor :!:! vil !f. = .1Y'll~ll 
( ) 

2 . 2 
være normeret, og derfor B u, u = 111!.11 B(Y!,:!) ~ 111111 B(~1 ,~1 ) • 
Uligheden anvendes nu på u= ~1 +y, idet vi antager 211y, og 

vi finder 

da 

B(~1 +y,~1 +y) = B(~1 '~1 )' + B(y_,y) + 2B(~1 ,y.)' 

fås v0d subtraktion 

2B ( ~1 'y.) ~ ll!II2B ( ~1 '~1 ) - B (y' v) = q:> (y) • 
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Ærstattes y med -y vil venstre side skifte fortegn og hØjre 

side v~rc uændret, så j2B(~1 ~y) l~ ~(y), og erstattes y med /\v 
2 

fås j2B(~1 , /\y) l = 2j/\ li B(~1 ,~:)l ~ ~ (1\y) = 1\ ~(y_), hvoraf for 

1\ +O fås 2jB(Q1 ~y)l ~ l/\l~(y), og da man heri kan vælge 1\ vil

kårlig nær O fås B(~1 ,y) = O, hvormed sætningens bevis er fuld

fØrt. 

Vi skal nu vise, a t der er mar forbindelse mellem den hGr 

bGviste s~tning og tidligerG resultater om egenværdier og egen-

vektorer for en lineær afbildning at· et vektorrum ind i sig selv 

(AG III,§2,40-48a): Lad (V,+~R) være et n-dimensionalt VGktor-

rum, hvori der er valgt en basis, og lad f:~l ~ ~~~ være en li

neær afbildning af V ind i sig s el v; her er A en (n x n) -matrix, 

og til den hører der en reduktionsdeterminant det(~-~), som 

udregnet bliver et polynomium af n'te grad i 1\, det krakteristiske 

polynomium for A. RØdderne i det krakteristiske polynomium Gr 

netop de tal /\, for hvilke rg(~ - /\~) < n, og det er også netop 

egenværdierne for den linewre afb ildning, og for enhver egen

værdi 1\ er n - rg(~- ~) lig egenværdiens geometriske multipli

citet, d.v.se dimensionen af underrummet af de tilsvarende egen-

vektorer. 

Lad der på et n-dimensionalt euklidisk rum være givet en 

syrnroetrisle bi linearform B., som for en vis artanormal bas is har 

matricen B. Hvis man skifter til en ny artanormal basis for 

hvilken bilinearformens matrix er en diagonalmatrix,(hvilket er 

muligt ifØlge forrige sætningl 2 da vil diagonalelementer~e i 

denne netop VcJre rØdderne i detkarakteristiske poly;nomium for ~' 

endda i den ( 11 algebraiske 11 ) forstand 9 at 

~ /\1 , •• q,"n er diagonalelementerne i diagonalmatricen. 
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Beviset fØlger nedenfor. Sætningen viser specielt, at 

selvom der er flere (og hyppigt mange) ortonormale baser, i 

hvilke bilinearformens matrix er en diagonalmatrix, så er diago

nalmatricens elementer bestemt entydigt (pånær rækkefØlgen), da 

d~ karakteristiske polynomium jo hØjst på een måde kan skrives 

som produkt af linearfaktorer. Da endvidere enhver symmetrisk 

matrix kan opfattes som matrix for en kvadratisk form~ viser sæt

ningen det (lar~tfra trivielle) resultat, at for enhver symme

trisk (n x n)-matrix B over R vil det korakteriske polynomium 

~(~ - ~) have n reelle rØdder; f.eks. vil reduktionsdetermi-

nanterne 

0-)\ 1 l 0-)\ 1 l 2-'A 4 
1 0-)\1 

, 
-1 0-)\1 

og 1 2-)\ være henholdsvis 

K1 ('A) = "2 - 1 (som har to reelle rØdder, matricen er symmetrisk), 

K2 ('A) = /\2+1 (som ikke har nogen reelle rØdder, matricen er ikke 

syrometrisk) og K3(/\) = /\2-4/\ (som har to reelle rØdder, selvom 

matricen er ikke-symmetrisk, hvilket naturligvis er meget vel 

foreneligt). 

Bevis: Basisskiftet kan udtrykkes ved en regulær matrix ~' 

således at hvis envektor i den oprindelige basis har koordinat-

sættet ~~, så vil den i den nye basis have koordinatsættet 

~ ~~. Den kvadratiske form, som i den oprindelige basis havde 

matricen ~' vil i den nye basis have matricen ~' ~ ~~ og her er 
- - -

altså T således at der er fremkommet en diagonalmatrix 

• 
o ....... "n 

Men samtidig betød ~ jo et skifte fra en ortonormal basis til 

en ortonormal bais, og da den kvadratiske form Y•Y for enhver 



\ 
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artanormal basis lig 2 2 hvis matrix ~, så er v1 + • • • +v , er er n 
T' E T = ~' hvoraf' f'ås (det±)

2 
= 1 • Så er 

hvilket er lig 

o 
det 

hvormed sætningen er bevist. 

Lad d~r på et n-dimensionalt euklidisk rum være givet en 

bilinearform B. Der eksisterer en og kun een lineær af'bildnlng 

---v~ f'(~) af' rummet ind i sig selv, således at B(1!,y) = !;!·f'~) 

for alle u og y. Dersom B er symmetrisk gælder også B(!:!,y) = 

f'(~)·y, og f' kaldes den til bilinearf'ormen svarende symmetriske 

tensor. Thi lad os vælge en vilkårlig artanormal b-asis e
1 

, ••• ,e ; 
- -n 

i denne vil bilinearf'ormen have en matrix B, og den pågældende af-

bildning f' vil i koordinaterne kunne angives ved at~~~~~~. 

For dels ser man umiddelbart, at B(~,y) = ~ (~~~)kan fortolkes 

som det skalære produkt af' vektoren med koordinatræhlcen ~- og 

vektoren med koordinatsøjlen (~~~),og dels ser man, at hvis 

B(~,y) = Q·f(y), hvor f(~) er givet som Xj ~ ~ Xj med en (n x n)

m,-:.trix C, så vil u= e., v= e. give c .. = B(e. ,e.) =b .. , så at = - -1 - -J 1J -1 -J 1J 
~ = ~· For et symmetrisk B er B(~,~)= B(y,~) = y.f(g). 

Lad der på et n-dimensionalt 0uklidisk rum være givet en 

S]lmmetrisk bilinearform B, og la..Q. (~1 , ••• , en) være en artanormal 

basis, ved hvilken B har en diagonalmatrix ~med diagonalelemen-

, ... ,"o n Da gælder, at ved den til bilinearformeg 

svarende symmetriske tensar er ~i egenvektor for egenv@rdien Ai' 

Beviset er umiddelbart, hvis vi benytter den pågældende basis, 

f'or så er den symmetriske tensar givet ved at~~~~ ~l' som di-
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rektc viser, at e.~ )\.e .• 
-:I.c ~-J__ 

Enhver rod /\* i reduktionsdeterminanten er egenværdi, og 

vi kan definere dens 11 algebraiske mul tip li c i te,t.11 a-ml t D :fi som 

det antal gange den optræder som diagonalelement ~ 4, hvilket 

ifØlge det foregående er det samme som det antal gange faktoren 

( /\:;:._ /\)) findes i det karakteristiske polynomium. Da de t·il-

svarende basisvektorer er indbyrdes ortogonale egenvektorer foD 

~= * 1\ , vil den g0.o·metriske mul tipliei te t g-mJ.. t 1\ for egenværdien 

/\~::ved den symmetriske tensor være større end eller lig a-mlt >.*. 

* Hvis man summeror over de forskellige egenværdier er ~ a-mlt X ~n, 

oc; da desuden :8 g-mlt /\* ~ n (se AG III,§ 2,45), ser vi, at f.9.!: 

9~~9r egenværdi 'O* for en symmetrisk tensor i et eukliqi§~rum 

* .Q.X:_Cl.en algebraiske multiplici<tet a-mlt D lig den geometriske 

~ltiplicitet g-mlt 2>*. 

Endvidere ses, at egenvektorer hørende til forskellig0 egen-

værdier for den symmetrislce tensor er ortogonale, Dette kan også 

let ses direkte, thi hvis f(1!) = D ~og f(y) = f:LY., fås ved at be

nytte symmetriligningen 1!::f'(y) = f(~) .. y at> ~·MY= D11_• y, eller 

U•V= 0 
-~ ' hvilket viser påstanden. 

Man ser, hvorledes de foregående resultater kan benyttes til 

den praktiske løsning af opgaven : Givet en symmetris~: bilinear-

form i et euklidisk rum, bestem en ortonormal basis i hvilken 

bilinearformens matrix er en diagonalmatrix ~· Th~ man kan først 

tage bilinearforrnens matrix ~i et vilkårligt ortonormalt system•, 

så udregne det karakteristiske polynomium det.(~ - /:-... ~), o.g fin

uc rØdderne i dette, idet vi ved, at der er n reelle rØdder; 

* dermed har vi diagonalelementerne i 4-• For en rod/\ udtages 

blant egenvektorerne for /\* ved afbildningen ~~B v (i den valg
=~ ==l 

te basis) så mange ortonormale som muligt, og ved at gøre dette 
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for de forekommende værdier af "A* har man opnået e.n basis af 

den søgte art. 

Af metoden fremgår,~ at hvis det karakteristiske polynomium 

hnr n forskellige rødder, så er basisvektorerne entydigt bestemt, 

dog pånær deres fortegn. Hvis der derimod er "multiple rØdder 11 , 

så har rummene af de tilsvarende egenvektorer dimension større 

encl 1, og så er d~r uendelig mange muligheder for valg af orto-

normal basis i dem. 

:Gnd.viderc får man sætningen: Hvis f er en li:q.eær afbildni.ng 

ar: et n-dimensionalt vektorrum (V,+,R) ind i sig S<:Jlv, og den i""et 

y_~st leoordinatsystem er givet VC;;d v ~B ~-·l, t!vor!? ep en pymme;;tri~~ 
=l = 

mjltrix, så findes der n lineært uafhængige egenvekto_~Gr::_• Den er 

indlysonde af det foregåend(;;, idet vi jo blot kan indfØre den 

ellielidiske metrik i koordinatrummct. Uden forudsætning om at B 
= 

er symmetrisk gælder sætningen iklw; f.eks. vil i en sædvanlig 

ellielidisk plan afbildningen med matricen. 

(-~ ~) 
betyde en drejning om begyndelsespunktet, og der findes ingen 

cgenvektorer. Omvcmdt er det klart, at dersom der .findes n line-

ært uafhængige egenvektore~ så kan man benytte dem som basis, 

hvorved afbildningens matrix bliver en diagonalmatris (og altså 

symmetrisk). 

Lad der være givet en ikke-udartet symmetrisk bilinearform B 

på det n-dimensionale vektorrum (V,+,R). Vi har tidligerG bctrag-

tut lineczrc bijektive a:fbildningcr af rummet på sig selv, hvorved 

B overførtes i derm~d ækvivalGnte bilinearformer. Vi skal nu 

Sj)c;ciclt undersøge de lineære: bijektive afbildninger, ved hvil

lec B ove;rføres i sig selv. Som tiCliligere omtalt er en symmetrisk 
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bilincarEorm bestemt ved den tilhØrende kvadratiske form K(y) = 
.. 

B;(.~~y) ,_ og vi skal altså betragte afbildninger ]: ~ f(y:), for 

hvilke K(y) = K(f(y) }. Geometri.sk kan af'bildning,erne anskuel.ig-

. -1 ( ) gøres ved at niveaufladerne K a. for den kvadratiske form skaL~ 

afbildes ind på sig selv. Afbildmdngerne af den betragtede art 

kaldes ortogonale med hensyn til den kvadratiske form (eller med 

hensyn til bilinearformen). 

1 ): 
Man ser, at- ' identiteten er en afbildning af de:n betrag-

t d t 2 ) h i f d t o f-1 t o 3 ) . f e c ar , v s er e , sa er de ogsa og hvls og g 

er det, så er gof det også. Dermed er vist, at afbildningerne 

udgy..\r en gruppe, en undergruppe i den ;'generelle lineære gruppen. 

af alle linerelle bijektive afbildninger af vektorrummet på sig selv. 

Grupyen kaldes den til den kvadratiske form R(yJ,!) (på det n-d:h

mensionah .. reelle rum) gprende~oJ:..~QKonale gruppe, og kan betegnes 

O{n,:R ,B). 

Lad os betragte forholdene i et koordinatsystem: BilineaF ... 

formon har en symmetrisk matrix ~' og den lineære afbiLdning y ~

f(y) af vekto;r.1rummet på sig selv udtr];lkkes Vied. 'W~ S; w hvor S 
~~ T ~~ ' ± 

e.r en regulær matrix, og så kan ortogonali tetebetingelsen B(f'(,Q), 

:r(y)) = :B( :!J.., y) skri.ves som ~'';!?§.y :::. g_] y_ , Hvoraf ses, .a t·· de 
- -- ---·1 ·--- -1· . -

brugb are af'bildningers matricer § netop er de regulære nxn-ma-

tr iccr, som for det givne~ opf'yld.cr ortogonalitetsbet.inJ?;elscn 

(O) S'· B S = B. - -- -- -- -
Og if'Ølge det f'oregående resultat vil mængden af disse matricer 

merl matrixmultiplikation udgøre en gruppe. 

_Ti]_ lineær-ækvivalente kvadratiske f'orme:m hØrer isomorfe orto=-

a_ona~s__grupper. 'Tihi ækvivalente kvadratiske former kan jo ved 

valg af passende (:forskeLlige) baser udtrlr.-:ekeB ved den S3.ITime ma

trix B (f.eks. diagonalmatricen svarende til ækvivalensklassen~, 
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og de tilsvarende ortogonale grupper bliver derfor isomorfe med grLlp·

pen af matricer §:, som. opfylder ortogonali t.et:s~igningen. (O). For 

e.t gi ve t dimensionstal n kunne man derfor f'å ligeså mangG væsentlig 

forskellige ortogonale grupper, som antallet af' ækvivalensklasser 

af ikke-udartede kvadratiske former (dette: antal er n* 1), dog ser 

man umiddelbart, at f.eks. klassen af' positiv def'inite former og 

klassen af negativ definitc former har isomorfe ortogonale gr~ppar. 

Men man kan :flor forskellige klasser f'å ortogonale grupper af' væsent

li.g forskellig struktur (eksempe~ senere). 

For bilinearformen B på der n-dimensionale vektorrum ovaP ~ er 

det_, ifØlge de ti11ll:i:.gere resultater muligt at bestemme en bas,is, 

e_1 , ..••• ,e_n'· for hvilken B (e.,e.)i:::;.!. 1, medens JB1(e. ,e.) =O fo:nr· i t- j, 
. -J -J -~ -J 

En sådan basis betegner man som ~tonormal basis meQ_g~n§~ til bJd~·-

near:formen C eller med hensyn til den tilhørende kvadratiske form) .. 

Ved en ortogonal afbildning, hvor v ~ v e~ if'Ø~e afbildningens de

finition B(y,]!) = R(i,.i), og alment B(~1 y))= B( u, v). Man ser heraf', 

at en af'bildnina, so~ e~ ortogonal med hen~til B fØrer en orto-

norm~ basis for B over i en ortonormal basis for B,. 

Det ovenstående generaliserer det tidligere indførte bGgreb 2..!::1&:: 

normal basis i et euklidisk rum, idet en sådan er i den nye forstand 

o.rtonormal med hensyn til det indre produkt. Den tilsvarende 1-cva-

drQtiske form er· afstandskvadratet llY\r, og de tilsvarende ortogo

nale afbildninger er netop de afstandsbevarende lineære afbildning

er (. med fastholdt begyndelsespunkt);; n1Lveaufladerne, som går over :h. 

2 sig selv ved afbildningerne, er kuglefladerne ~:!.\\ =a. Afstandskva-

dratet er· en positiv definit kvadratisk form, og i en ortonormal 

basis bliver matricen~ netop en enhedsmatrix ~. Ortogonalitetslig

ninc.en (O) vis.e.r så.~ a:lt.:. i en ortonormal basis for et euklidisk rum 

er matricerne S: for de ortogonnle afbildninger kæJ~akteriseret ved 
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a~~~'g =~'~.~.s. at matricens transponerede er lig dens reciprok

ke (dette resultat er en passant nævnt i s.2.2, hvor der jo netop 

var tale om ortogonale afbildninger af et euklidisk rum). 

Lad os igen i det almind~ligo tilfælde antage, at vi har valgt 

en ortonormal basis, og betragte matricen ~; denne kaldea så kor-t 

for en 2rtogonaR matrix._ Ved i ortogonalitetsligningen (o) at tage 

determinc-.ntcrne og benytte, o.t det~ :j O, findes, ait (det:§_) 2 
=- 1, 

al ts.l n t detS = +1 eller de t§_ = -1 • Bc_gge. muligheder kan forekomme 

(mnn ser :r.eks. let, at hvis man i en matrix § der opfylder lignin

gen (O) slcifter fortegn i on enke::lt. række, så vil den nye matrix og

så opfylde (.o), men dens detc:rmimant har skiftet fortegn). De ortio-

gono.lc 8.fbildninger hvis determinant e.r + 1 kaldes de 11·egentlig 

ort ogonale afbildninger"', og udgØr åbenbart en undergruppe, den 

egoptlj__g_ ortogonale gruppe O+(n,R,B) L gruppen O(n,R,B). '!lkldergrup-

pens index er 2., og sideklassen udgøres af de ortogonale o.fbildnin-

ge,r, hvis determinant en -· 1 , de 11 uegentlig ortognnale afbildninger 11
• 

Definitionerne. er uafhængige af basisvalget, thi determin8.nt.Gn for 

en lineær vektorfunktion er jo uafhængig af basis. Specielt kaldor 

man i det euklidiske rum de egentlig ortogonale afbildninger for 

drejnjnger (om begyndelsespunktet), og de uegentlig ortogonale af

bildninger for spejlinger (om en hyperplan gennem begyndelsespunk

tet). 

Tilfældet n= 2: For en positiv definit form kan man benytte 

forml!n som afstandskvadrat, og får derved et 2-dimensionalt eukli

disl\: rum. Matricen§_ skal opfylde ligningen §_ 1 ~ = ~;ved at opskri

wo bc:ting~.;;lsesligningerne for dens elGmenter og lØse, finder man 

som paramenterfremstilling for § 

s 
( 

cost 
+ sint 

sint ) 
:!: cost ' o ~ 1t < 2 7Ti 
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hc.ri vil de øverste forte.gn gi ve de egentlig ortogonale afbildninger, 

og de underste giver de ue.gentlig ortogonale. For en indcfini t_ form1 

vil ~ i on artanormal basis have diagonal,elementerne + 1. og - 1; som 

po.r ame:rlierf'remstilling for S finder man i dette tilfælde 

s ::: ( + cosh t 
+ sinh t 

+ sinh t) 
~ cosh t. ' -oo<t<oo-i 

heri vil samme fort~gn i de to rækker give de egentlig ortogonale 

afbilru1inger, medens modsat fortegn giver de uegentlige. Struk

turen o.f cl.e ortogonale grupper i.;;r væsentlig forael·.' ig i de to til-

fælcJ.c, f.eks. kan man se, at der i den første gruppe findes uende

lig mo.nge elementer af' endelig grad ( for t lig et rationalt multi-

plum o.f 27T) 1 medens der i den anden gruppe kun findes e t par tri.·

vielle elementer af endelig grad. (Smlgn. iøvrigt AG II, 2,øv.26-2.7). 
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Nogle trykfejl i AG III, § 12 

Side 2, linie 2 f.o. 
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øv.35 
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17, 

27, 

2 f.o. 

15 f .o. 

4 f.o. 

6 f.o. 

9 f.o. 

5 f.o. 

5 f.o. 

9 f.o. 

1 f.n. 

7-11. f .n .. 

1 

1 

1 

4 

4-5 

6 

står = Xj 

li øv • 1, 8 ) • 

ti symmetrisk 

" symmetrisk 

·~ B 

11 1893 

11 har man 

11 og når 

tilfØj = 

læs 
,, 

1æs 

11 

li 

11 

11 

tJ, 

= v =-

Øv.1,5, der 

viser, at!: 

M og K(M~ 

ikke altid 

udspænder V) 

diagonalmatrix 

diagonalmatrix 

B 
= 

1897 

man har 

når 

tilføj: disse former kaldes indefinite 

erstattes af : I det sædvanlige 3-di-

mensionale euklidiske rum kan man 

som exwm:pel :på en egentlig og en u-

egentlig ortogonal afbildning tage 

hhv. en dr0jning (om begyndelsespunkt

et o) og en spejling (i en :plan gen

nem O). 

står B(~,y) 

11 Ø·V .20 

11 øv. 20 

11 u =-

læs B(v,y) 
,, 
11 

" 

øv. 23 

øv. 23 

~, 

læs: kan samles i :par af reciprokke, 

eller er +1 eller -1 ( som er selv

reciprokke). 



Mat. 1, 1964-65 AG III, 12, øv. 1-3. 

Øvelser til kap. III, § 12. 

1. For en bilinear~orm B defineret i de vilkårlige vektorrum 

(U,+,L) og (V,+,L) de~ineres nulrummet i V som mængden af de 

vektorer ~E V, ~or hvilke B(gyv) = O ~or alle u E U. Til-

svarende de~ineres nulrummet i U. 

Opskriv den i :R3 x :R4 definerede billnear~orm 

u1v1+4u2v1+2u
3

v1+3u1v2-2u2v
3
-u

3
v

3
+u1v

4 
på matrix~æm, og angiv dens rang. Find parameterfremstil

linger for dens nulrum i :R3 og R4. 

2. Lad (U,+,C) være vektorrummet bestående af alle komplekse 

tal~Ølger :R = ( u1, u 2 , ••• ) , ~or hvilke rækken u 1 +u2+ •• ~ er 

absolut konvergent, og lad (V,+,C) være vektorrummet bestå

ende af alle begrænsede komplekse tal~Ølger ~ = (v1 Jv2 , •. ~). 

For u E U og v E V er da rækken 

B(u,y) = u1v1 + u 2v2 + ••• 

konvergent og de~inerer en bilinear~orm i U x V. 

Hvilke tal~Ølger udgØr nulrummene i U og V? 

3. Lad (U,+,R) og (V,+,R) være vektorrummene a~ alle reelle 

kontinuerte ~unktioner, der er de~inerede henholdsvis i in

tervallet [a,b] og i intervallet [c,d]. Er der givet en i 

[a,b] x [c,d] de~ineret og kontinuert reel fUnktion K(x~y), 

vil 

B(~,g) = /b /d K(x,y)~(x)g(y) dx dy, 
a c 

~ E U, g E V, 

være en bilinearform i U x V. 

Hvad kan der siges om Fourierrækkerne ~or de ~unktioner~ som 

udgØr nulrummene, når a = c = -1T, b = d = 1T og K(x,y) = 

sin(2x-y) ? 
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4. Vis, at en bilinearform defineret i to endelig-dimensionale 

vektorrum er et produkt af en linearform i U og en linear-· 

form i V~ hvis og kun hvis dens rang er 1 eller O. 

5. Bilinearformerne på et vektorrum (V,+,L) udgØr et nyt vek

torrum (W,+, L). 

6. 

GØr rede for at de symmetriske bilinearformer på (V,+,L) 

danner et underrum i W, og a t det samme gælder for de anti-

symmetriske bilinearformer, og at W er den direkte sum af de 

to nævnte underrum. Angiv dimensionerne af W og af de to 

underrum. 

~ ' 

I et todimensionalt vektorrum (V2,+,L) er hvert arealmål en 

antisymmetrisk bilinearform af rangen2. Findes der andre an-

tisymmetrisk8 bilinearformer i et sådant vektorrum? 

Hvilke værdier kan rangen af en antisymmetrisk bilinearform 

i et tredimensionalt vektorrum (v
3

,+,L) antage? Er F et vo

lumenmål og ~ en fast valgt vektor i v
3

, vil F(~'~'Y-) være 

enantisymmetrisk.bilinearform i v
3

• Kan hver antisymmetrisk 

bilinearform i v3 fås på denne måde? 

7. Bestem de symmetriske bilinearformer i (R3,+,R), hvis tilhØ-

rende kvadratiske former er 

2 
v1v2 - v3' 

(V1+V2+V3)2, 

v2v3 + v3v1 + v1v2' 

(v1+2v2 )(3v1-v
3

), 

og angiv for hver af' dem rangen og den tilhØrende symmetriske 

matrix. 

Bestem endvidere for hver af de fundne bilinearformer det 

fU11stændige konjugerede underrum til det af vektorerne 

(1,-1,0) og (0,0,1) udspændte underrum. 



. ----- ~~-·-
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8. Bevis ~Ølgende sætning: En kvadratisk rorm i et endelig-dimen-

sienalt vektorrum over de komplekse t8ls legeme er et produkt 

ar to rra nulrormen rorskellige, ikke-proportionale linear-

rormer, hvis og kun hvis dens rang er 2, og den er kvadratet 

på en rra nulrormen rorskellig linearrorm, hvis og kun hvis 

dens rang er 1. 

Opstil en tilsvarende sætning ror kvadratiske rormer i vek-

torrummet over de reelle tals legeme. 

9. Man betragter et endeligdimensionalt vektorrum over de reelle 

tal, og en på vektorrummet de~ineret kvadratisk form. 

Vis, at mængden ar de med hensyn til rormen isotrope vektorer 

er et underrum, hvis og kun hvis rormen er semiderinit 

(eller derinit). 

10~ Bestem en basis ror vektorrummet (t2 ,+,C), med hensyn til 

hvilken bilinearrormen 

u 1v1 - iu1v2 - iu2v1 
-a-ntager-normalf'ormen. 

( '3 ' ) Angiv dererter en basis ror vektorrummet C ,+,C , med hen-

syn til hvilken bilinearrormen 

- 2u2v2 + 2iu2v
3 

+ 2iu
3

v2 

antager normalf'ormen. 

11. Bestem en basis~~ vektorrummet (R4,+,R), med hensyn til 

hvilken den kvadratiske form 

2 2 v1 + 4v1v
4 

- 2v2v
3 

+ 2v2v
4 

+ 2v
3

v
4 

+ 4v
4 

antager normalf'ormen~ 

12. Lad (V,+,R) være et vilkårligt vektorrum over de reelle tals 



( 
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legeme og B en bilinearform på V. 

Vis, at hvis vektorerne v1 , ••• ,v. er parvis konjugerede og - -s 
B(y1 ,v1 } > O, ••• ,B(.ys'!s) > o, vil disse vektorer være line-

ært uafhængige, og det af dem udspændte underrum vil være et 

positlvitetsrum for B. 

13. Lad B være en symmetrisk bilinearform med positivitctsindcx 1 på 

et vektorrum (V,+,R). Vis, at der for to vektorer u og~' for 

hvilke B(~,};!) > O og B(.y,y) > o, gælder uligheden 

2 B(g,y) f: B(s,:!l) B(y_,y). 

(Betragt B( A~- +. f.J.Y.., A}l + f.J.Y.) , . A ,f.J. E ti_.) 

Lad B være 0n reel, symmetrisk og regulær (n x n)-matrix. 
-1 Med B og B betegnus de to bilinearformer på talrummct. 

n -1 (R ,+;R), hvis matricer er B og~ • Vis, at hvis sØjlerne 
-

~~ og ~~er konjugerede mod hensyn til B, vil ~~~ og ~~~ 

være konjugerede med hensyn til B-
1

• Vis at do til B og 
-1 

B hØrende kvadratiske former har samme positivitets-og 

negativitetsindiccs. 

15. ~ad B(~,y) være en symmetrisk bilinearform på (~n,+,R). 

Nulpunktet betegnes N og mængdeaaf isotrope vektorur betegnes I. 

Vis, at det af~ og K(~) frembragte vektorrum V(~, K(~)) oret 

ægte underrum i Ru hvis og kun hvis ~E I\ N. 

16. Lad M være en vilkårlig reel (m x n)-matrix. Vis, at den 
= 

kvadratiske form med (n x n)-matricen ~~~ er positiv semide

finit, og at den er positiv definit, når og kun når rg M= n. 

Vis, at der til hver r~el symmetrisk (n xn)-matrix ~' hvis 

tilh~r~nde kvadratisk~ form er positiv definit, findes en 

roel regulær (n x n)-matrix !4, således at ~~·~ = ~· 
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17. På (:Rn,+,R) er giv.et en kvadratisk form hvis matrix B be-

står af' lutter 1 1 undtagen i diagonalen". hvor der står 

lutter o. Best em f'orme11..s :posi ti vi tetsindex og dens nega-

ti_v.i tetsindex. 

1,8. Angiv nØdvendige og tilstr ækl\:elige betingelser, som de reelle 

tal a,b,c må opf'yldet for at den reelle kvadratiske form med 

matricen (ba b) er :positiv(~egativ)~ef'init • . c 

Undersøg, om der findes reelle tal a,b,c, således at den reel-

le kvadra tisl<:e form med matricen. 

n ! ~ ) 
or positiv definit. 

1.9. Om en reel funktion f' defineret :på en åben delmængde n af Rn 

forudsæt tes :• a t den ho.r kontinuerte :partielle afledede 

D .. f. i, j = 1) ••• ,n, af anden orden. Lad o. = (a
1

, ••• ,a )~ være 
='-J. . • ·- n 

et punkt i. fl, for hvilleet funktionens f'ørrsit.e dif'fe.rential er 

nulf'ormenJ al.tså 

n 
l' ) 

df ''.sl.' d~ = L Di.f'(g)dxi =- o 
i;:d 

for alle dx. = (d:\:.., .•" ... , dx )' E. Rn .. Bevis fØlgende:· En. nød-
.. n 

vendig betingelse for, at f har et lokalt minimum (maximum) 

i a er: at det andet differential 

n 

d
2

f'(§t..., d]f) = 'i D i j f(..§.) dxi. dxj 

j_ l j=1. 

·:::,: en pos1 ~5.v (negativ) semidefinit kvadratisk form. En. 

tilstræklcelig betingelse er, a t denne kvadratiske form er 

positiv (negativ) defini~. 
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20. Vis, at matricen h0rende til en positiv definit kvadratisk form 

har positiv determinant. Angiv i almindelighed fortegnet for 

determinanten af matricen h0rende til en kvadratisk form, 

udtrykt ved formens invarianter. 

Vis, at hvis B er matri~ for en positiv definit kvadratisk 
"e 

form defineret på Rn, så er alle hovedunderdeterminanter i 

~ positive. (En hovedunderdeterminant er determinanten for en 

undermatrix, som er udtaget symmetrisk om hoveddiagonalen). 

Vis omvendt, at dersom blot de n hovedUJI.derdeterminanter, der 

dannes af dem første rækker og søjler i~' (m= 1 ,2, ••• ,n), 

er positive, så er den tilsvarende kvadratiske form positiv 

definit (og altså samtlige hovedunderdeterminanter positive). 

21. Lad M være en mængde af reelle kontinuerte funktioner f på 

(Rn,+.,R) (med den sædvanlige topologi), og således at M ved 

den i teksten definerede lineær-ækvivalens bliver delt i 

endelig mange ækvivalensklasser. Vis, at dersom (M,+,R) er 

et vektorrum, så er der for hvert f højst 4 muligheder for 

værdiområdet, og angiv disse. 

22. Idet (V,+,L) er et vektorrum over tallegemet L, og H er 

mængden af funktioner, der afbilder V ind i L, skal man be

stemme samtlige ækvivalensklasser i H (ved den side 15 de

finerede lineær-ækvivalens), som indeholder netop een 

funktion F. Giv for (V,+,L) = (R,+,R) et eksempel på en 

ækviva·lensklasse, som indeholder netop 2 funktioner F. 

23~. La<i.Jl(g,_y.) være en positiv definit kvadratisk form på vek----
torrummet (V,+,R) (af endelig eller 1;1.endelig dimension), 

og lad y1 , ••• ,ys være vektorer fra V, Man sætter 

B(v.,v.) =b .. , i,J· = 1, ••• ,s. Vis, at det(b .. ) >O, og -l -J lJ lJ = 
at der her gælder ~ighedstegn hvis og kun hvis y1 , •.• ,ys er 

lineært afhængige (Grams's sætning; J.P.Gram 1850-1916,dansk). 
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24.V.is ved hjælp af' Gram'·s sætning (øw. 20)), at rmkkcrnc i en 

reel (m x n)-matrix ~er lineært afhængige, hvis og kun hvis 

det (M 1 ) = o. 

25.Vis v~dhjælp af' Gram's sætning (øv. 20), at funl{tionerne 1, 

cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, a ... cos pt, sin pt på interval_-

let [-u,rr] er line~rt uafhængige. 

26. Lad a betegne en_ reel voksende funktion defineret på et inter

val [a,b]. Ved denne funl<.:tions i'te moment forstås tallet 

b 
t_i da( t)' 

a 

ViB, at der gælder uligh0derne 

2_ 

ø2:L.-1 < c
2

. 
2 

c
2

. , i = 1 , 2., • • • • 
J:_- l 

Vis endvidere, at der for determinanterne 

gælder fØlgende~ Enten er Dk >-Q. for alle k, eller der findes 

et naturligt tal m, således at Dk > O for k <. m og Dk = O for 

k ~ m. Det s~dstnævnte tilfælde indtræffer, hvis og kun hvis 

funktionen a kun antager endelig mange forskellige værdier 

(er stykkevis konstant). 

21.Bestem positivit~tsindex og negativitetsindex for formen 

3~ 2 
+ 3v

2
2 

+ 2v
1 

v
2 

+ 2v2v
3 

på (R3 ,+, R). 

28 .I et todemensional t vektorrun! o-ver ·k har man i et givet koordi

natsystem B1 (~,~) = u1v1 -Ir u 2v2 o)g_ B2.(1.1!:~-~ :=- u 1v2 + u 2v1 ; 

bestem en ny basis (~ 1i ,e2 ), således at B 1 (~1 ,~2 ) =- B2 (~1 ,~2) = O. 

V:h.s, at hvis B
1 

(l!_,y_) = u
1 

v
1 

- u 2v2 og B2 (];!,y)=-u1v 2 + u 2v1 , så 

f'indeSQ.er.ikkenogen basis (~ 1 ,~2 ),) for hvilken B1 (~1 ,~2_;= B2 (e1 ,e2 )=0. 
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29 .På det 2-dimensionals eu};:lidiske rum er gi ve t to kvadratiske 

;[ormer, dC;;r i et artanormal t lcoordina tsystem he;dder B
1 

(y,.Y.) = 

2_ 2 :... ( \ 2_ 2 -5v1 + 7v2 - 2v"3v1v 2 ,_ B2 v,y_L= v1 - v2 + 2-./3v1 v2 ; Best0m 

en ny artanormal basis, sål0des at matricen for B
1 

bringes på 

diagonalform; vis, at ved enhver sådan vil matri~en for B2 

ogmå. være bragt på dingonnlform. 

30.Lad ~1 1 , ••• ,~ni betegne søjlerne i matricen~; hvad er den 

geometriske betydning af elementerne i sØjlen s. l ? Angiv c.t 
=J 

sæt betingelser for disse søj~er's elementer, som er nødv~ndige 

og tilstrækkelige for at ~ er en ortogonal matrix i det n-dimen-

si anale euklidiske rum. Eftervis, a t når di s so bo tingel ser er 

opfyldt af søjlerne i S , så er de analoge betingelser opfylnt 
-· 

af rækkern0 i §. 

Lad ~j 1 og, ~~være. to forskellige søjl..::;r i ~; clementerne i 

dem b8tegnes henholdsvis (a1 , ••• ,an) og (b1 , ••• ~bn); vi sætter 

det komplekse tal cm= am + ibm' m= 1, ••• ,n~ Vis, at når§ eR 

en ortogonal matrix i det euklidiske rum, så 8r c
1

2+ •.• + er,_ 
2 

-

O og en~videre jc1\ 
2 

+ ••• + \cn\
2 = 2, og at dersom omvendt 

~j\og ~k) opfylder disse betingelser, så findes der i det eu

klidiske rum en ortog::.mal mE'..trix ~' i hvilken å.E. er sØjler .. 

Er der to eller tre betingelsesligninger for sØjlepQrret ? 

31. I et euklidisk n-dimensionalt rum med artanormal basis er givet 

en kvadratisk form ~ ~~ ; vis, a t hvis og kun hvis tr(.~) = O 

er. det muligt ved en ortogonal afbildning a t føre formen over 

i. en form, hvis matrix har lutter O i diagonalen. 
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32. I det euklidiske 3-dimcns~onalr rum: er givet on kvadratisk 

form med matricen 

/1 2 3\ 

~::~) 
Bestem en o,rtogonnl nf'bildning i det euklidiske rum, som føren 

farmens matrix over i en diagonalmatrixt og bestem denne. 

33. Lad A være en regulær (nx·n)-matrix, n ulige, og lad u. og Y.. være 
-· 

v.ektorer i (Rn,~,R). Idet B(u,v) betegner værdien af (n+l) x 

(n+l)-determinanten 

det. ('?c - ~ ) ; 
\o ~-

skal man vise, at B(~,y) er en bilinearform, og bestemme ele

menterne i dens matrix Q• Vis, at B(~,~) =u~ ~l hvis og kun 

hvis ~ er en egentlig ortogonal matrix i det n-dimensionale 

euklidiske x•um. 

34. Findes der nogen ( c:Jgte eller uøgte,)j undergruppe U i gruppen 

GL(n,R)) af lineære bi jekti ve afbildninger af et n-dimensionnl t_ 

euklidisk rum på sig selv, således at den ortogonale gruppe 

O(n,:R,u.v:) er normal ægte undergruppe i U ? 

35. Lad S V:ære en med hensyn til en regulær biline2rform på (:Rn,+,R) 
-

ortogonal JN3.trix. Vis, at det (~ - ?\ ~ ) = : det (~ - 1\ ~ 1 ), 

og udled heraf', at rØdderne (reelle eller lcomplekse) i det 

karakterisktiske :rolynomium for S kan samles i par af' reciprok-
= 

ke, idet der dog for n ulige desuden er en rod + l eller -1. 

Betragt som eksempel tilfældet n = ~. 
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3Ei. Lad V være et n-dimensional t unitært rum (AG, III, :1 ,'37-45). 

Ved en Hcrmi te' sk form (H(,ll,y) forstås en funlction, som af

bilder V x V ind i C, og således at H(~!) for fastholdt V 

er lineær i )d, og såledGs a t H(y,~) = H(1!Jy). Ved dens 

matrix :for en gi v0n basis :fors tå s en matrix H således a t H(E"y)= 
:I: 

g M ;g,. 
Vis, a t matricen !i er ;'Hermi te .h-ak", d. v. s. a t for alle:; dens ele

menter gælder h .. =h.. (og speciel t er diagonalleddene reelle) • 
lJ Jl 

Hvorl8des ændres H ved basisskifte 1 

Vis, ved generalisation af beviserne 8.18-22 satningernet 

i) For enhver Hermite 1 sk :form på et unitært rum finc1Gs mindst 

en ortonormal basis 1 :for hvilken matricen H er en diagonal

matrix., 
2

) For enhver Hermi te' sk matrix H vil det karakteristis-

ke polynomium det (!:! - f\!j;) have n reelle rØdder. 
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37. (Fortsættelse ar 36) Ved en unitær matrix Q rorstås en matrix, 

som er således, at ~~ = ~ ~~ angiver forbindelsen mellem 

koordinaterne ror vektoren x i to forskellige ortonormale 

baser ror et unitært rum ( U er altså det, som ror et 

unitært rum svarer til en ortogonal matrix i et euklidisk 

rum). Vis, at betingelsen ror at U er en unitær matrix 

er, at 
-1 _, 

u = u • Hvad kan siges om værdien ar det 

Vis (smlgn. ~v.35), at røduerne (re0lle eller komplekse) 

i det karakteristiske polynomium ror en unitær matrix U 

kan samles i par ar reciprokk~ eller er +1 eller -1 ( som er 

selvreciprokke). 

Vis, at en unitær 2x2-matrix kan skrives på formen 

eiv(_: ~) vER;a,bEC;II(a,b)ll-1· 

38. Der er givet et n-dimensionelt vektorrum (Vt+,~), hvori 

der er valgt en basis. Lad n(x,x) være en positiv derinit 

kvadratisk rorm, og lad B1 (~,~) være rormen B(~,~) + L(~) 2 , 

hvor L(~) er en egvntlig linearrorm. 

Bevis, at ror rorroernes symmetriske matricer, hhv.~ og g1 , 

gælder det ~ < det ~ 1 ( man kan r. eks. undervejs benytte 

en basis ~ 1 , ••• , i hvilken L(~)= ~1 ). 
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AG III 1 1014 9 9 

11 11 læs: v1 , ••• ,v , - -p 
11 v p > 1,11. v1' •. •' ' - -p 

AG III 9 1 ~ 142 
11hver vektor i v11 - , læs: ''hver f'ra O f'or skellig vektor i V11 

o 

AG III~1~31 3 

Læs: "dist(~,yJ = 11:!:!- yll = 11~- :!:!11 = dist(:!;!,y)''. 

AG III 9 29 336 

Der skal ikke være understregning af' A1 og Ap. 

AG III ~ 38 15 
, 9 

11(1"' f' )" -1' •• ·-m ' 
13 AG III,2,øy.8 

A A 

11 af'sluttet interval"~ læs: "af'sluttet, begrænset interval". 

AG III 9 4,31 

"alternarende", læs: "alternerende". 

AG III,4,55 
11 n 11 

v 
/, 9 læs: 

j=1 

"a . 11 , læs : 
11 

11 n " 
~ 
L 

i=1 



AG 

AG 

11a1ternarende 11 , læs;: "alternerende". 

III~4,55 
11 Il 11 

~ ~ læs: 

j=-1. 

III,4,6 
1 

11 a . 11 , læs: 
11 

"n ,, 

L • 
i=1 

"a " i1. 1 • 

AG, rettelaer,blad 5 

AG III,4, 11-
o o 

Indføj som et ekstra punkt mellem 6 og 7 : 11 0mbyttes to søj-

ler (rækker) i en kvadratisk matrix, vil matricens determi-
. . . l . ..,'""" 

ll§nt osk.~fte fo:,:tegn." 

AG III,4,13
9 

"ifØlge determinantens definition", læs: "ifØlge VI (side 7)". 

AG III ,4, 1,4
3 

"u " læs: "u " -·-j ' j-1 ft 

AG III,L~, 14.
1
, 

TilfØj: "Her er venstre æ:ide lig med 

F( u
1 

, • • • , u . 1 , e . , u . 1 , • •• , u ) 
-· -J- -J. -J+ -n . . 

= F~,!:L, • • • ,u. 
1 

,e. ,u. 
1 

, ••• ,g,..,) = U ..• 11 

"--, -J- l -J_ -J+ l -.u lJ 

. . f t . t tt 11 -.~- 211 t:L"l I øverste hØJre hJØrne a de erm1nan en re es a
1 

~.~,.".n-11 11 
"""1 .. 

2 
AG III,4,-~vo15 

u'm+1 )-aæt.11 , "(m+1 )-sæt". 
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Rettelser til AG III, 1. 

4, linie 7 
"' .... 

"L x F( T -jo L) -jo L", læs: "L x F( T ~ L) ~ F( T ~ L) 11 • 

14, linie 5 

"Hvis V = oo", 

18, linie 2 f'.n. 

læs: "Hvis dim V = 11 
00 • 

"C C C " o' 1' · • •' K ' 
l • 11 C c c " æs. o' 1'"""' n· 

20, linie 1 f'.n. 

Ily = y1~1 + . . . + Yn~n 
li 

' 
læs: lt;y: = 

24, linie 11 

li O li 
- ' læs: 11 f QJ 11. 

26, linie 9 f'.n. 

~~~' + :!:! li = O"' læs: "u' + u" = O". 

30, linie 1 f'.n. 

"w V11
, læs: "w E V". 

34, linie 7 

11 (/\~·y)", læs: "('A:!:!,)•yi'. 

39, linie 15 og 17 

11 0 11
, læs: "O". 

0v. 7, linie 2 

"i < j", læs: "i ~ 'li J • 

A A 

y1~1 

"F(R -jo R,+,R) 11
, læs: "(F(R -jo :k),+,R) 11

• 

+ . . . + Yn~n 
li 

• 
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