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Kap, I. Mzngder, afbildninger, relationer.

§$ 1. Matematisk logik.

T matematikken benytter man som bekendt et stort antal tegn
med ngje aftalt betydning. Formélét er dobbelt; dels tilstrasbes
overskuelighed og bekvem udfgrelse af matematiske udregninger,
dels utvetydighed og ngjagtighed i formuleringen af matematiske
satninger.

Ved nedskrivningen af en matematisk sztning benyttes foruden
matematiske symboler sazdvanligvis ord og vendinger fra daglig-
sproget, tjenende til at bygge sztningen op af mere elementazre
" dele, Som eksempel kan NEVNES: ...08... 45 «seCllerse. , «..ikke
ves o Nvis.s.e88.4. 4 +o..netop hvis... , for ethvert...gelder...,
der findes et...séledes at... . Der er imidlertid intet til hin-
der for, at man ogsa for sadanne vendinger benytter sarlige tegn,
Formalet er det samme som for anvendelsen af de sadvanlige
matematiske symboler. Specielt benytter man ved indfgrelsen af
sadanne tegn lejligheden til ngje at przcisere betydningen af
hvert enkelt, siledes at den tvivl, der undertiden kan vare om
den ngjagtige mening med den tilsvarende sproglige vending, ik-
ke opstér for symbolets vedkommende. Det understreges,.at der
sdledes ikke blot er tale om stenografi.

Lzren om brugen af disse tegn kaldes matematisk logik, un-

dertiden symbolsk logik eller logikkalkyle. Begrundelsen er, at
der er tale om logik udtrykt i formelsprog efter matematisk for-
billede. Som grundimgger af den matematiske logik regner man
George Boole, - 1847 udkom "The mathematical analysis of logic,
being an essay towards a calculus of deductive reasoning'.

Den matematiske logik falder i to hovedafsnit, udsagnskal-

kylen og pradikatkalkylen.
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A. Udsagnskalkylen

er lzren om sammenknytning af udsagn til nye, mere sammensatte
udsagn.

Vi vil i fgrste razkke tmnke pad matematiske udsagn uden her
at g8 ind pad, hvad der skal menes hermed. Som eksempler kan nsvnes

n223o9_1 er et primtal', "alle trekanter er

2 er stgrre end -1",
ligebenede”. For de udsagn, der tages i betragtning, gar vi ud
fra, at hvert kan siges at vare enten sandt eller falsk, men ik-
ke begge dele, Det kommer herved slet ikke an pa, om vi er i
stand til at afggre, om et forelagt udsagn "i virkeligheden®

er sandt eller falsk; forelgbig behgver vi end ikke at tznke pa,

hvad '"sandt" og '"falsk" i grunden betyder.

Af udsagn dannes nye udsagn pa fglgende méder:
1. Ethvert udsagn har en negation. Negationen til "2 er stgrre
end -1" skrives

"(2 er steorre end ~1)" eller "non(2 er sterre end -1)"
og lases "2 er ikke stgrre end -1".
2. Af to vilkérlige udsagn dannes et nyt, kaldet deres konjunk-
tion. Man skriver konjunktionenved at satte tegnet "A" mellem
de to udsagn, f. eks.

A (22309

"(2 er sterre end -1) -1 er et primtal)".

it

TAVW leses 'og".
3 Af to vilkarlige udsagn dannes et nyt, kaldet deres dis-
junktion. Man skriver disjunktionen ved at satte tegnet "v'' mellem
de to udsagn, f.cks.
0] 2309 . .
(2 er stgrre end =-1) v (2 ~1 er et primtal)®.
v lases "eller'", Hertil er at bem@rke, at i dagligsproget

bruges ordet '"eller" i to betydninger: '"netop en af delene' og

"mindst en af delene'; man har valgt at give '"v'" den sidste be-
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tydning, idet det giver de mest bekvemme "regneregler! (se iszr
stykket om dualitet langere fremme). En disjunktion er altséi
sand, nar mindst et af de to sammenknyttede udsagn er sandt. - I
matematikken holder man sig gerne til at benytte ordet "eller"
med samme betydning som '"v''; "2 er et lige tal eller (2 er) et
primtal™ er s&ledes et sandt udsagn.

L. Af to vilkarlige udsagn dannes et nyt, kaldet en implikation

Herved er de to udsagns rakkefglge vaesentlig. Man skriver impli-
kationen ved at satte tegnet "=" mellem de to udsagn, f.cks.
"(2 er stgrre end —1):(22309—1 er et primtal)’.

15" lsses "medfgrer'", "hvis...sd..." el, lign. Disse ord mé ikke
forlede til den forestilling, at talen er om, hvorvidt det andet
udsagn logisk fglger af, er en konsekvens af det fgrste, - tvert-
imod kan en implikation dannes af hvilkesomhelst to udsagn; hvor-
nar den skal regnes sand, hvorndr falsk skal vi ggre rede for om

lidt.
5. Af to vilkérlige udsagn dannes et nyt, kaldet deres biim-

plikation. Man skriver biimplikationen ved at sztte tegnet "«="
mellem de to udsagn, f.eks.
(2 er stgrre end —1)¢:(22309—1 er et primtal)".

"«='"" lmses "hvis og kun hvis", . "da og kun da hvis" el, lign.

En konjunktion er sand, netop hvis begge de indgéende udsagn
er sande. En disjunktion er sand, nir mindst et af de indgéende u
sagn er sandt., Et afggrende trak er, at '"'sandhedsvardien' af det
sammensatte udsagn 1 hvert af disse tilfelde er bestemt alene ved
sandhedsvaerdierne af de indgiende udsagn, nemlig efter f@glgende

skemaer:




Mat.1, 1962-63 AG I, 1, L

Vi fastsstter nu, at sandhedsverdien af en implikation og en
biimplikation ligeledes skal vere bestemt alene ved sandhedsverdi:

erne af de indgiende udsagn, nemlig efter fglgende skemaer:

2. udsagn
r"—'f"—\
= f s = i ]
f s s T s f
1. udsegn
S £ s 5 g s

Ogsa for en negation er sandhedsvardien bestemt ved sandheds
vaerdien af det udsagn, der negeres; de to udsagn har modsatte

sandhedsvardier.

Det bem&rkes, at'udsagn, der er bygget sammen af andre, igen
kan benyttes som byggesten i punkterne 1.-5., hvorved man kan fa
mere og mere sammensatte og komplicerede udsagn frem. F.ecks. kan
man af de to udsagn "2.2=5" og "3 gar op i 9" danne udsagnet

"2.2=5 = (2.2=5 » (3 ghr op 1 9))";
dette kan gengives '"2.2=5 netop hvis 2.2=5 medfgrer, at 3 ikke
gar op i 9". Igvrigt er det let at danne sammensatte udsagn, som
det er ganske hablgst at gengive sprogligt pd en sddan méde, at
meningen trader frem; specielt savner man et bekvemt udtryk for

parenteser.

Sandhedsvaerdien af et sammensat udsagn afhznger kun af

"grundudsagnenes' sandhedsverdier, ikke af deres indhold. Kendes,

som i ovenstéende eksempel, '"grundudsagnenes' sandhedsverdier,
kan man nemlig let bestemme det sammensatte udsagns sandhedsverdi
hertil erstattes hvert "grundudsagn' med sin sandhedsverdi, hvor-
pad skemaerne ovenfor bruges som tabeller for "regning'" med de to

sandhedsvazrdier s og f.
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F.eks. er
"2.2=5 e (2.2=5 = (3 gar op i 9))"
et falsk udsagn, hvilket fremgar af udregningen
Fes(fo 8) = fem(fof) = fems = F.
Foruden de anfgrte tabeller benyttes ved sddanne udregninger

Ts=f og ‘f=s.

Udsagnsformer og deres sandhedstavler,

Udsagnsvariable er blot nogle bogstaver, som ikke i sig skal

tillegges nogen betydning. Vi vil benytte p,g,r,...; ved at til-
f¢je indices kan man skaffe sig s& mange udsagnsvariable, man vil
p1,p2,... . Navnet hidrgrer fra den anvendelse, vi ofte vil g@gre:
midlertidigt at lade nogle udsagnsvariable betegne bestemte ud-
saghna.

Udtryk, der er bygget op ved hjelp af tegnene "TA,v,=,="
ud fra udsagnsvariable i stedet for ud fra udsagn, vil vi kalde
udsagnsformer. Eksempler:

"g", "p="4", "pe=(p=T4)".

En udsagnsvaribel regnes ogsé for en udsagnsform.

Man ser, at en udsagnsform, idet ¢jeblik man lader hver af
de indgéende udsagnsvariable betegne et bestemt udsagn, selv vil
udtrykke et bestemt (sammensat) udsagn.

Lader man i stedet hver af de indgiende udsagnsvariable
betegne en bestemt sandhedsvardi, dvs. indszttes sandhedsvardier,
far man en bestemt sandhedsvardi ud. For en vilkarlig forelagt ud-

sagnsform kan man opstille en sandhedstavle, der angiver resulta-

tet for hver af de mulige indsatninger af sandhedsvardier. F.eks.

har pes(p="4) sandhedstavlen
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p | a | p=(p=T9)
8 8 T
s f s
f S r
A A f

som man bekvemt kan danne ved at indskyde nogle mellemkolonner:

p | alf"a| p="a | pe=(p=""q)
s 8 T £ f
S r 8 ! s
T 8 i 8 i
f T S s f

Vi understreger: Nar et sammensat udsagn fremgar ved at

indsztte enklere udsagn for de udsagnsvarible i en udsagnsform,

da fas det sammensatte udsagns sandhedsverdi ved i stedet at ind~

sette dc respektive sandhedsvardier.

F.eks. fremgar udsagnet
"2.2=5 = (2.2=5 = (3 gar op i 9))",

nar man i udsagnsformen

"he=s (p=T0) "
indsstter "2-2=5" for p og "3 gar op i 9" for g, medens udsag-
nets sandhedsverdi

feus(f28), dvs. T,
fas ved for p og q at indsztte sandhedsvaerdierne af "2.2=5" og
"3 gAr op 1 9'", dvs. henholdsvis f og s.’— Nar, som i dette ek-
sempel, udsagnsformens sandhedstavle allerede er udregnet, kan

man naturligvis afl®:se det sammmensatte udsagns sandhedsverdi pa
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den plads i tavlen, der hgrer til de foreliggende udgangsverdi-

er, her (p,q)=(f,s).

En praktisk bem@zrkning: Ved parenteser angives, hvorledes
en udsagnsform eller et sammensat udsagn skal lases. For at und-
gd for mange parenteser har man fastsat, at "A" og '"Vv'" binder me-
re end "s" og "e='"; f.eks. er '"pva=r" det samme som '(pvq)=r".
StAr der ingen parentes efter "™, hgrer tegnet til den umiddel-

bart fglgende udsagnsvariabel; "“‘pvq" er det samme som "(Tp)vq".

Tautologier.

Vi skal nu forklare, hvad der menes med, at et (sammensat)
udsagn er sandt "af rent (udsagns-)logiske grunde". Til indled-
ning et par eksempler pa sidanne udsagn: "7=/2 eller 7h/2'", alt-

o

sé
”(7T=\/¢2-) V—!(7T=\/2.)”;
"hvis 2+42=4 eller 2+2=5, sa& vil, hvis 2+2 ikke er L, 2+2 vzre 5",

altsa

(2422l )v(2+2=5) ]=[T(2+2=l )a(2+2=5) ]".

En udsagnsform kaldes en tautologi, nar dens sandhedstavle
har lutter s'er. Der vil da fremkomme et sandt udsagn, ligegyldig
hvilke udsagn, der indszttes for de udsagnsvariable,

Eksempler pa tautologier:

"pvip",  "(pva)=(Tp=a)".
Vi anfgrer bestemmelsen af sandhedstavlen for den sidste udsagns-

form:
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pla || pva | 72 | 7p=a | (pva)=(Tp=q)
8|8 8 tr 8 8
st 8 f s 8
fis s 8 S s
i Vf 8 il 8

Et (sammensat) udsagn, der kan fremkomme ved indszttelse
af enklere udsagn 1 en tautologi, er nu netop, hvad man regner
for et udsagn, som er szcadt af rent (udsagns-)logiske grunde.

Indszttes "g=/2" for p i tautologien "pv ', fas udsagnet
"r=/2 eller 7h/2"; det andet indledningsvis nzvnte udsagn frem-
kommer, nir man indsatter "2+2=U4" og "2+2=5" for p og q i
"(pova)=p=a)".

Undertiden taler man ogsd om en tautologi efter, at ind-~

s@tning er foretaget,

En udsagnsform, hvis sandhedstavle har lutter f'er, kaldes

en absurditet., Eksempel: "pa™p'.

fikvivalente udsagnsformer.

To udsagnsiformer kaldes smkvivalente, nar deres biimplikation

er en tautologi: Eksempelviser " Y pvq)" @kvivalent med "pAig",
da

"(pva) == (TpaTq)"

er en tautologi:
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p | a | Meva) | "pATa | (pva)e=(TpAq)
s | s i f s
s | T £ £ s
f s f £ s
f T 8 s s

Betingelsen for, at man far lutter s'er, nidr man danner

biimplikationens sandhedstavle, er abenbart, at de to udsagnsfor-

mer har ens sandhedstavler. Dette kunne derfor ogsia vaere benyt-—

tet som definition af skvivalens. - Heraf fremgar umiddelbart,

at to udsagnsformer, som er zgkvivalente med samme tredie, er
indbyrdes akvivalente. — Den sidste definition ma dog fortolkes
pa passende made, nar de to udsagnsformer ikke rummer helt de
samme udsagnsvariable, Eftervis som eksempel

"((p=a)ar)sTg"  eq "gar'.
"ey" benytter vi her i udsagnskalkylen (senere ogsd i prmdikat-

kalkylen) som forkortelse for "er mkvivalent med'.

Det er vigtigt at vere fortrolig med en rekke &kvivalen-
ser mellem simple udsagnsformer. Foretages nemlig en samtidig
inds®@tning af udsagn i to akvivalente udsagnsformer, fas sam-

mensatte udsagn , der "giger det samme', eller, anderledes ud-

trykt: hvor det ene kan opfattes blot som en omformulering af

det andet; sadanne omformuleringer md en matematiker vare for-
trolig med.

Eksempelvis: Idet "(pvq)" eq "paTq", kan "det er ikke
tilfzldet, at 2 er lige eller 7 et primtal' omformuleres til
2 er ikke lige; og 7 er ikke et primtal',

Vi fremhaver iser fglgende zkvivalenser:
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1" "pe=q" eq "(p=q)alq=p)".

Den fxlles sandhedstavle er

Y Q ”

s f f
T S T
f T s

Eksempel., For en given trekant ABC med sider a, b og c kommer
det ud pa ét at sige "a=b netop hvis £ZA=/B" eller "hvis a=b, si
er LA=/B, og hvis ZA=/B, s& er a=b". (Den falles pastand er
igvrigt sand, ligegyldigt hvilken trekant vi betragter, men det

er her uvssentligt).

1 it

2. "p=q" eq "(pAT@)" eq "pva'.

Den felles sandhedstavle er

Y a

ir_n

Disse akvivalenser angiver den betydning, vi tillzgger '=',

"hvis...s8...", brugt mellem udsagn. At pasta

"hvis 7 gAr op i 1797, s& er 1797 et sammensat tal'
kommer ud pa at hevde, at ikke begge de fglgende udsagn er san-
de: "7 gdr op i 1797" og Y1797 er ikke sammensat', altsd at hav-
de

"7 gar op i 1797 A 1797 er ikke sammensat)'.

Dette kan ogsa formuleres:

"7 glr ikke op 1 1797 v 1797 er sammensat™.
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Denne brug af "hvis...sé...", som vi her ggr, altsd som gan-
ske ensgyldigt med ''ikke...eller...'", virker i reglen stgdende
pabegynderen. Han accepterer gerne, at "hvis...sd..." kan over-—
settes til "ikke.,..eller...'", men ikke det omvendte: det fgles
unaturligt at danne implikation af hvilkesomhelst to udsagn,
f.eks. |

"hvis 2.2=5, g& gar 3 op i 9",
medens han ikke har noget imod
"2+2 er ikke 5 eller 3 gér op i 9".

De ekstra betingelser, han fgler ber vere opfyldt for dan-
nelsen af en implikation, det vere sig en logisk sammenheng el-
ler hvad han nu vil forlange, er imidlertid s& vage eller sa
komplicerede (jvf. slutningen af stykket om przdikater lzngere
fremme), at man har bestemt sig for at skyde dem helt til side.
Kun herigennem opnas en udsagnskalkyle, som er til at arbejde mec
Han m& alts& venne sig til, at "hvis...sd...'" bruges som binde-
middel mellem vilk&rlige to udsagn, hvorved altid fas et nyt ud-

sagn; dette kan s& vare sandt eller falsk.

fi_ 1t

H4:===~'" og =

Af zkvivalenserne 1. og 2. fremgar, at tegnene
kunne undvzres. Idet
3a. "oagt eq "(Tpva)"
3b. "pvg" eq ""(TpaTg)",
ser man igvrigt, at yderligere et vilkarligt af tegnene "A"™ og

' er undverligt, sdledes at man kan ngjes med '",v'' eller med

sA .
La. "(pAaa)" eq "TpvTaq",
4b. "(pva)" eq "MpaTq",

de Morgans regler, der kan opfattes som regler for negering af
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en konjunktion, henholdsvis en disjunktion, indses som s®dvanlig
ved opskrivning af sandhedstavler. De kan dog ogsad afledes af 3e

og 3b. ved benyttelse af

5. nﬂ(ﬂp)n eq npn.
I kraf't af
6a. "palgar)'" eq "(pag)ar",
‘ (associativitet)
6b. "pv(avr)™ eq "(pva)vr",

behgver man i en konjunktion, henholdsvis disjunktion, af flere
udsagn ikke at bekymre sig om parenteser; razkkefglgen er ogsa

ligegyldig, idet tillige

78.. Hp/\qll eq ”quil’ .
(kommutativitet)

7bo Hpvqﬂ eq ‘lq\/p”.

At hzvde

“(2.2=5)A(m=a/2)A(T7 er lige)a(2.3=6)"
vil sige at pastd, at hvert af de enkelte udsagn er sandt; at ha
de

"(2.2=5)v(m=/2)v(7 er lige)v(2.3=6)"

vil sige at pasta, at mindst et af de enkelte udsagn er sandt.

Lad os til slut notere fglgende a@kvivalenser:

8a. "(paa)v(par)' eq "pa(avr)",

(distributivitet)
8b. “(pva)alpvr)" eq "pv(aar)",
9, "p=q" eq "Tg=p', (kontraposition)
10. ”p:(qﬁr)“ eq "pAq:P",
11. npmqn eq ilq‘z'pn.
Dualitet.

de Morgans regler, La. og Ub., er specielle tilfzlde af

fglgende almindelige regel (der igvrigt kan afledes af dem) :
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For en vilkérlig udsagnsform dannet alene ved hjzlp af teg-

nene "LA,v" fis en med negationen zkvivalent udsagnsform ved,

at man erstatter hver udsagnsvariabel med dens negerede og
samtidig ombytter tegnene “A" og 'V'.

Som eksempel pd reglens anvendelse vil vi aflede &kvivalen-
sen 8b. af 8a. Anvendes sidstnavnte pad '"p,7q, r" i stedet for
pa "'p,q,r", fas

"(CoaTg)v (TpATe) " eq "Tpa(Tave) "
Ifplge vor regel er nu
"(MpaTg)v (TpATr)

a ""pa(Cavr)",

"[(ova)alpvr) ]

n"l[

o
e

0]

og pv(gar) J"
hvorfor
" (pva)alpvr) 1" eq "lpv(aar) )"
og dermed
"(pva)alpve)" eq "pv(aar).

PA samme made kan det vises helt generelt, at en zkvivalens

mellem to udsagnsformer, som begge er dannet alene ved hjzlp af

tegnene "T,A,v'", atter gar over i en zkvivalens ved ombytning

af "A" og "v'". To =kvivalenser, der fremgar af hinanden pa den-
ne made, kaldes duale. Eksempler er alle med a og b mmrkede par

af xkvivalenser ovenfor.

(Udsagnslogiske) konsekvenser af givne forudsztninger.

Logikkens hovedemne er problemstillingen: forudsatninger -
konsekvenser,

Nu er udsagnskalkylen kun den allerenkleste del af den mate
matiske logik og slet ikke dybtgiéende nok til i almindelighed at
kunne ggre rede for matematiske fglgeslutninger; begransningen
ligger i, at man ikke indenfor udsagnskalkylen analyserer et ud-

sagn dybere end til de udsagn, det evi. er bygget op af.



Mat.1, 1962-63 AG I, 1, 14

Visse enkle slutninger foretages dog pa udsagnskalkylens
grund. Lad os som eksempel studere, hvilke konsekvenser der kan
drages af forudsztningerne

a. "hvis 2.2=3 og 7+5=8, s& er 9 et lige tal',
b. "9 er ikke et lige tal',
nar man ser bort fra indholdet af udsagnene ''2-2=3", "7+5=8" og
"9 er et lige tal'. Specielt kan vi spérge: kan man slutte
c., "2.243 netop hvis 9 er lige'".
Hertil bemarkes: a., b. og c. fremgar af udsagnsformerne
"pAager', "Tr'" og "Tpesr",
ndr man lader p, q og r betegne henholdsvis "2.2=3", "7+5=8" og

"9 er et lige tal'. Vi opskriver sandhedstavler:

rlajr|] pag=r | Tr | Tpe=r
sls|s 8 £ f
si{sif f 8 S
s|fis 8 T g
s{f|f s ] 8
fisis s T 8
fis|f S s g
fif|s S T s
i s s f

Vi skal nu ga ud fra, at ''pag=r'" og ""r' begge er sande, dvs.

det givne er, at vifor p,q,r har at ggre med en af kombinatio-

nerne sff, fsf, £ff, og spgrgsmalet er si, om der herved sikres,

at "Mpesr"' har verdien s. Det er, som et blik pé& nederste rzkke

i tavlen viser, ikke tilfmldet, Vi vil derfor ikke regne " 'pe=r'

for en (udsagns)lcgisk konsekvens af '‘'pagsr'" og '""'r'", og dermed

heller ikke c. for en (udsagns)logisk konsekvens af a. og b.



Mat.’l, 1962-63 AG I’ 19 15

En udsagnsform siges altsa at vere en udsagnslogisk konse-

kvens af visse andre udsagnsformer (forudsztninger), nir den har
s 1 sandhedstavlen overalt, hvor alle forudsztningerne har det
(gerne endnu flere steder). - Danner man konjunktionen af alle {
forudsztningerne og forbinder denne til den formodede konsekvens
med et implikationstegn, 1 cksemplet
"[(pAg=r)Ar] = [Mpe=sr]",

er betingelsen altsi, at der opstir en tautologi.

Man taler Agsé om udsagnslogisk konsekvens, efter at

udsagn er indsat for de udsagnsvariable.

Vi anfgrer et par hyppigt benyttede slutningsmader:

1. Af '"p" og "p=q" kan sluttes "q" (modus ponens),

thi
"pa(p=a) = q"
er en tautologi.

2., AT "paq" og "g=r' kan sluttes "por" (kedeslutningsregel),

thi

"(p=a)Aa(g=r) = (p=r)n

er en tautologi.

Endvidere bemzrkes: Idet "(pa™p)=q" er en tautologi, har
man, at af et udsagn og dets negation er et hvilketsomhelst ud-
sagn en konsekvens. Et helt afgorende speorgsmidl vedrerende en

matematisk teori er derior, om den rummer en modstrid; gor den

det, vil den vare uden nogensomhelst verdi.




B. Predikatkalkylen.

Prazdikater (&bne udsagn).

Lad os eksempelvis betragte den velkendte matematiske sat-
ning: "hvis et primtal gir op i et produkt (af to naturlige tal),
s& gar det op i mindst en af faktorerne'.

S@tningen kan ogs& formuleres: "hvis X er et primtal og
X g&r op i yz, s& gar x op i y eller x gar op i 2", - nar det
tilfgjes (eller underforstads), at x, y og z refererer til de
naturlige tal 1,2,... . Denne sidste formulering vil vi studere
1idt ngjere:

Man bemzrker, at de dele, der er knyttet sammen ved hjelp
af "nvis...s8...", "og", "eller", nemlig "x er et primtal®,

"x gdr op i yz", "x ghr op i y", "x glr op i z", slet ikke er
udsagn; ingen af dem kan siges at vare sand eller falsk. Dette

henger sammen med, at de indeholder individvariable, nemlig x,

Yy 08 Z.

Vi kan f.eks. betragte "x er et primtal". Ganske vist er def
ikke et udsagn, men i det ¢jeblik man lader den individvariable
X betegne et bestemt naturligt tal, dvs. indsattes for x et na-
turligt tal, da far man et (sandt eller falsk) udsagn: "3 er et
primtal", "4 er et primtal", "5 er et primtal'. Vi vil sige, at

"x er et primtal" er et &bent udsagn eller et predikat med én

individvariabel refererende til Gndivid)omrédet de naturlige tal.
- Tilsvarende er ''x gar op i yz'" et predikat med tre individva-
riable: sa& spart der for x, y og z indsazttes naturlige tal, fas
et (sandt eller falsk) udsagn, f.eks. "7 gir op i 2.6,

Ogsa prazdikater forbindes med tegnene "T,A,v,=.,==' eller
med de tilsvarende ord, hvorved igen fas &bne udsagn. Af 'x er

et primtal", "x gé&r op i yz" kan man sdledes danne
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(1) "x er et primtal og x glr op i yz";
af x gdr op 1 y", "x glr op i z'" dannes f.eks.
(2) ix ghr op i y eller x gdr op i z'.
Videre kan man danne '"(1)=(2)", altsa
(3) "(x er et primtal)a(x gdr op i yz)
= (x gir op i y)v(x gar op i z)",

i ord: "hvis x er et primtal og X gdr op i yz, s& gar x op i ¥y
eller x gar op i z'".

For savel (1) som (2) forholder det sig sdledes, at visse
inds&tninger for de variable giver et sandt, visse et falsk ud-

sagn. For (3) derimod giver en hvilkensomhelst indsztning et

sandt udsagn: Enhver indsztning, der gg¢r (1) sand, ggr ogsd (2)

og dermed (1)=(2) sand, medens indsztninger, der ggr (1) falsk,
jo automatisk ggr (1)=(2) sand ifglge tabellen for “=''., Vi vil

sige, at (3) er gyldig inden for de naturlige tals omrade.
gytlcig

Generelt vil vi sige, at et prmdikat er gyldigt, nar det
gar over i et sandt udsagn for en hvilkensomhelst indsatning for
udsagnets individvariable. Herved md det, medmindre misforstéel-—
ser er udelukket, for hver variabel angives, fra hvilket individ-
omrade inds:tning skal tages i betragtning.

Eksempelvis er

tx(y+z) = xy+xz"

gyldig i de naturlige tals omrade, ligesd inden for de rationale

tal.

m n m+n
Uyl x ™ = x i

er gyldig, nar f.eks. x refererer til positive tal, m og n til

hele tal (positive, negative samt 0).

Mange matematiske s&tninger formuleres, ligesom den s&tning,
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hvori vi tog vort udgangspunkt, som gyldige implikationer, alt-

s p& formen (1)=(2), hvor (1) og (2) er &bne udsagn. Gyldighe-
den kommer her ud pa, at enhver indsztning, der tilfredsstiller
(1), ogsa tilfredsstiller (2).

Fksempler:

"a<b A ¢>0 = ac<bec,
altsd "hvis a<b og c¢>0, s& er ac<be", er gyldig f.eks. i de ra-
tionale tals omrade.
"f er differentiabel i x = f er kontinuert i x"

er gyldig, idet f refererer til reelle funktioner defineret pé
et interval I, medens x refererer til I's punkter,

Anvendelsen 1 gyldige implikationer er nok den brug af
hvis...sa", "»'", som fgles mest naturlig af den ikke specielt
logisk skolede. Det ville imidlertid vere meget ubekvemt kun at

benytte "o i denne sammenheng.

Kvantorer,

Hyppigt forekommende vendinger i matematikken er "for enhve
g@lder..." og '"der findes (mindst)et...slledes at..."'. De angive
i den matematiske logik ved tegnene ''v" og "3", kaldet henholds-

vis alkvantor og eksistenskvantor.

Som eksempel kan vi betragte udsagnet
"ligningen 2x2—3x+1=0 har en reel rod',
Det betyder
"der findes (mindst) et reelt tal x, sdledes at
0% =3x+1=0",
hvilket skrives
"ax[2x°-3x+1=0]",

Man ma dog, hvis det ikke fremgar af sammenhazngen, yderligere
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anfgre det individomréde, - her mazngden R af reelle tal -, hvor-
om talen er. Man skriver da
”ERX[2x2-3x+1=O]” eller "Jxck[2x°-3x+1=0]".
Betydningen af
”VRx[2x2—3x+1=O}” eller "vxeR[2x2-3x+1=o]“
er: "for ethvert reelt tal x galder 2x2—3x+1=0”, dvs, "ligningen

2x2—3x+1=0 tilfredsstilles af ethvert reelt tal''.

Medens "2x°-3x+1=0" er et predikat med én variabel, x, har
vi, nar ”HPX", henholdsvis "VEX”, settes foran, et udsagn, sandt
i fgrste tilfelde, falsk i andet. Vi siger, at den variable x he:
optreder bundet. Nar vi vil understrege, at en individvariabel
ikke er bundet af en kvantor, siger vi, at den er fri.

Binder man i et pradikat med to frie variable den ene med
en kvantor, fas et pradikat med én fri variabel. Eksempelvis er

2+y2>1”, hvor bade X og y taenkes at referere til de reel-

der i "x
le tal, de to frie variable x og y, medens
"y [x+y©>1]"
er et predikat med den ene frie variabel x, igvrigt falsk for
-1{x¢1, ellers sandt. Bindes ogsd x, f&s et udsagn; séledes er
Mgy y[x ey 1"
et sandt udsagn.

Generelt anbringes en kvantor foran et przdikat, hvorved én
af de frie variable "forsvinder" eller "bindes'". Det er uvesent-
ligt, hvilket bogstav der bruges for en bundet variabel, blot
man velger et, som ellers ikke forekommer i1 den pagzldende sam-—

menheng (sml. integrationsvariablen i et bestemt integral og

summationsindex i en sum som f.eks.

o0

ar )

n=1

Nar flere kvantorer fglger efter hinanden, far man i reglen
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bedst overblik over meningen som angivet ved fglgende eksempel:
1 1"
VX13x23x33xqu5VX6...

lzses "for ethvert x, findes X5 x3 og X) s8ledes at for et-

1
hvert Xg og Xg gelder...". Undertiden vil vi ogs& skrive

il 1 )
Vx13x2,x3,XMVX5,x6.,. .

Vi bemazrker, at en matematisk sztning, der er formuleret
som et abent udsagn gyldigt inden for en mangde M, ogsd kan ud-
trykkes som et egentligt udsagn blot ved, at hver af de frie vari
able bindes med kvantoren ”VM”.

Gyldigheden af

"x(y+z) = xy+xz"
inden for de reelle tal kan sdledes udtrykkes ved, at udsagnet
"Wpxvpyvpz[x(y+z) = xy+xz]"
er sandt; tilsvarende kan
"a<b A ¢>0 = ac<be"
erstattes af

”VaVch[a<b A ¢>0 = ac<be]",

Prezdikatkalkylens regler

kan angives under benyttelse af pradikatvariable, for hvil-

ke konkrete &bne udsagn s& kan indszttes. F.eks. angives ved
"vyvx p(x,y)" eq "vxvy p(x,y)",
"Iy3ax p(x,y)" eq "3Ix3y p(x,y)",
at to pad hinanden fg¢glgende kvantorer af samme art uden videre
kan ombyttes. Her optrader en predikatvariabel p med to argumen-
ter, x og y. Udtryk som
"p(x,¥)", "vx p(x,¥)", "vyvx p(x,y)"

kalder vi prazdikatformer (ogs& nir der, som i sidste tilfalde,
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ved indsztning for de(n) prazdikatvarible fremkommer et udsagn).
I pradikatkalkylen kan man pa tilsvarende made som i udsagns-
kalkylen fgre begreberne gkvivalens samt pradikatlogisk konsekvens

af’ givne forudsztninger tilbage til predikatlogiske tautologier

eller, som man gerne siger, logiske identiteter. I modsaztning

til, hvad tiifmzldet var 1 udsagnskalkylen (sandhedstavler!),
findes der imidlertid ingen simple kriterier til afggrelse af,
om en forelagt prazdikatform er en identitet, hvorfor det vil fgre
for vidt at g& n®rmere ind pa dissc begreber.
Lad os blot navne, at de ovenfor anfgrte ®kvivalenser kommer

ud pa, at

"vyvx p(X,y) == vxvy p(x,y)",

"Iyax p(x,y) « 3x3y p(x,y)"
er logiske identiteter. For to kvantorer af modsat art er der
ikke ombyttelighed: kun

"Iyvx p(x,y) = vx3y p(x,y)"
er en identitet. "vx3y p(x,y)" er altsd en konsekvens af
"3yvx p(x,y)", men ikke omvendt. (Find selv en inds®tning, en "in-

terpretation!, hvor "vx3y p(x,y)" er sand, men "Iyvx p(x,y)" falsk).

To vigtige a#kvivalenser er
"wx p(x)" eq "3x Tp(x)",
"M3x p(x)" eq "vx Tp(x)",
kaldet de Morgans regler, idet de kan opfattes som generalisa-
tioner arf reglerne med samme navn i1 udsagnskalkylen. Skrevet pa
formen
"vx p(x)" eq "3x Tp(x)",
"I p(x)" eq "vx Tp(x)"
viser de igvrigt, at man kunne undvazre et af tegnene ''v", "3".

Som eksempel pa, hvorledes man af kendte skvivalenser kan
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aflede andre, anfgres, at
"vx3y p(x,y)" eq "3xvy Tp(x,y)"
fas ved succesiv anvendelse af de Morgans regler, nemlig
Py p(x,y)" eq "3x3y plx,y)" eq "Ixvy Tp(x,y)".
Generelt har man fglgende regel: For en vilkarlig prazdikat

form dannet aleneved hjelp af tegnene "',A,v,¥,3" fas en med

negationen @kvivalent predikatform ved, at hver pradikatvaria-
bel (og hver udsagnsvariabel) negeres, medens tegnene "A" og 'v
og ligeledes tegnene '"v" og "3" ombyttes.
Eksempel:
"“wxaylp(x,y)v3z alx,y,2) 1" eq "Ixvy[Tp(x,y)Avz Talx,y,z)]
(Ved hjelp af denne regel kan man overfgre udsagnskalkylen

dualitetsprincip til pr&dikatkalkylen. de Morgans regler er et

eksempel pa duale .zkvivalenser).

I almindelighed vil vi i matematikken foretrskke det mere
smidige s&dvanlige sprog for den matematiske logiks symboler.
Det er dog herved en forudsetning, at hver vending, der bruges
vort '"matematiske sprog'" tillagges en eksakt mening, som godt
kan afvige mefe eller mindre fra betydningen 1 dagligsproget.

I tvivlistilfelde kan det imidlertid vere nyttigt at oversaz
te til den matematiske logiks symboler. Ved nogle eksempler vil
vi sdledes vise, hvilken stgtte man kan f& ved det ellers ofte

vanskelige problem at finde en korrekt formulering for negatio-

nen af mere komplicerede matematiske udsagn:

1. Lad E, betegne mengden af punkter i en plan og A meEngden

2
aff trekanter 1 planen, Afstanden mellem to punkter P og Q i pla

nen betegner vi |PQ|. Udsagnet
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"y ABC 3, D [|AD|=|BD|=|CD|]",
A E,

dvs. "for enhver trekant i planen findes et punkt i planen,
som har samme afstand fra hver af trekantens vinkelspidser', er
som bekendt sandt. Negationen, som altsa er falsk, kan formule-

res

"3,ABC v D [|AD|+|BD| v |BD4CD|]";
2

herved er benyttet, at "|AD|=|BD|=|CD|" er en kort skrivemide

for "|AD|=|BD| A |BD}=|CD|".

2. Med C© betegnes mengden af alle komplekse tal, med N meEng-
den af alle naturlige tal. Udsagnet '"hver binom ligning har
(mindst) en kompleks rod" kan skrives

"vpavyndpzlzt = alt,
Negationen, som er falsk, er

HHCaHNnVCZ[Zn £ al",
dvs. "der findes et komplekst tal a og et naturligt tal n, sa-
ledes at z" + a for ethvert komplekst tal z". Erstattes mang-
den C af komplekse tal med mengden R af reelle tal, bliver ne-
gationen sand (a = -1, n = 2), altsd det oprindelige udsagn

falsk.

3 Vi tenker os givet en reel funktion f defineret pa et in-
terval I samt et punkt a tilhgrende I, Udsagnet "f er kontinuer
i a' kan skrives

"weadvx[ |x-al<d = |£(x)-f(a)]|<ce]",
hivor £ og § refererer til positive reelle tal, medens x refere-
rer til tal i I; i kraft af zkvivalensen "p=q" eq " pvag" kan vi
omformulere til

weadvx| [x-alyd v |£(x)-f(a)]|<e]".

Negationen er da
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"Ievdax| | x-al<d A If(x)—f(a)ge]”,
dvs. "der findes et £>0, s@ledes at der til ethvert §>0 findes
et punkt x tilhgrende I, for hvilket ulighederne
|x-al<d , |F(x)-f(a)]e
begge er opfyldt"'. Dette er altséd indholdet af udsagnet f er

ikke kontinuert i a'.

En matematisk teori bestidr af visse forudsztninger, aksi-
omerne, samt konsekvenser deraf. Forudsatninger og konsekvenser
kaldes under et for teoriens sa&tninger eller teoremer. At bevise
en sa&tning vil sige at aflede den ud fra aksiomerne ved hjelp
af visse slutningsregler; det vil dog (ifglge kedeslutningsregel)
viere tilstrzkkeligt at fore en sztning tilbage til nogle allerede

kendte. Et par eksempler pa hyppigt anvendte slutningsregler:

Bt teorem af formen “(1)=(2)" kan vises ved, at man (mid-
lertidigt) til teoriens forudsztninger fgjer "(1)% og derpid
fgrer et bevis for "(2)",

antag: "(1)", Dbevis: "(2)".
For satningen "hvis x er et primtal og x gr op 1 yz, s& gar
x op 1 y eller x gar op i z'(se side 16-17) ser opstillingen
sdledes ud:
antag: "x er et primtal og x gé&r op i yz'",

bevis: V"x gdr op i y eller x gér op i z".

Under beviset behandles eventuelle frie variable i "(1)=(2)"
som konstanter; - i eksemplet te&nker man sig séledes under be-
visfgrelsen, at X,y og z betegner bestemte tal, hvorom man dog
ikke ved andet, end antagelsen siger.

Bemerkning. Idet "(1)=(2)" jo kan omformuleres til

T 2)2"W(1)" (kontraposition), kan man i stedet til teoriens
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forudsatninger fgje ""(2)" og derpd fgre et bevis for "(41)",
antag: ""(2)", bevis: "(1)".
T vort eksempel:
antag: "(x gdr op i y eller x gar op i z)",
dvs. "x glr ikke op 1 y og x gir ikke op i z';
bevis: "x er ikke et primtal eller x gar ikke op i yz',

dvs. "hvis X er et primtal, s& ga&r x ikke op i yz".

Et indirekte bevis (reductio ad absurdum) fgres ved, at

man (midlertidigt) til teoriens forudsztninger fg¢jer negationen
af det formodede teorem og derpad s¢gger at udlede en modstrid.
Eventuelle frie variable i teoremet behandles herunder som kon-
stanter.

For et teorem af typen "(1)=(2)" bestlr et indirekte bevis
sdledes i udledelse af en modstrid ud fra teoriens forudsztnin-
ger med tilfgjelse af antagelsen "'[(1)=(2)]", dvs.

(1) A T(2)M.
I vort eksecmpel ovenfor ville antagelsen i1 et indirekte bevis
vare

"X er et primtal og X gar op 1 yz,

men x gar ikke op i y og X gar ikke op i z'';
her skal x, y og z behandles som konstanter, dvs. under udledel-
sen af en modstrid tenker man sig, at x, y og z betegner bestem-

te tal.
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& 2. Mengder og deres delmsngder.

Ved en mzngde forstds i daglig tale en, undertiden ikke
serlig velafgranset, samling al indﬁyrdes forskellige objekter.
Nar der i matematikken tales om Qﬂvmggggg, skal det vare uﬁvew
tydigt festlagt, hvilke objektgf:der hgrer med til den (et krav,
som ved ikke-matematiske objek'ter ikke altid vil kunne opfyldes).
De objekter, som udggr en mzngde kaldes dens glementer. Bade

T i AR —— A —— e

mangder og elementer betegnes med bogstaver eller andre aftalte
tegn. At et objekt a er element af mzngden A (tilhgrer A, er in-
deholdt i A), skrives

a €A,
og at a ikke er element af A (ikke tilhgrer A, ikke er indeholdt
i A) skrives

ad A.
At det ovenfor nzvnte krav er opfyldt, kommer ud pa, at a € A
for hvert forelagt objekt a (blandt dem, som overhovedet tages
i betragtning ved den pagzldende undersggelse) er et udsagn,

som er sandt, nidr a tilhgrer A, og falsk, nar a ikke tilhgrer

A, Dette udsagns negation er a § A.

En mzngde kan vare givet ved en opremsning af dens elemen-
ter, og den angives da ved at smtte elementerne (i en eller an-
den orden) i en krgllet parentes. For eksempel betegner

{a,0,5,2,3,9,1]
mengden, hvis elementer er bogstaverne a,b,ziogcifrene 3,5,9.
Denne betegnelsesmade kan dog i reglen kun bruges ved endelige
mengder, d.v.s. mengder, der bestldr af endelig mange elementer.
En uendelig maengde méd fastlagges ved angivelse af en eller fle-
re egenskaber, som dens elementer, men ikke nogen andre objekter

har. Dette kan ske i almindeligt sprog eller ved hj=zlp af symbo-
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let
{... | ...}.

Til venstre for den lodrette streg sazttes et tegn, i reglen et
hogstav, for eksempel x, som stir for et vilkarligt objekt til-
hgrende samlingen af de objekter, som tages i betragtning. Sa-
fremt det ikke er klart pa forhénd, hvilken samling M af objek-
ter talen er om, skrives x € M. Til hgjre for stregen angives
ved en udsagnsform p(x) de for mzngdens elementer karakteristi-
ske egenskaber. For hvert enkelt objekt a fra M er altsa p(a)
et udsagn, som er sandt, ndr a har de péga®ldende egenskaber, og
ellers falsk. Betegnelsen for me#ngden af de objekter fra M, som
har egenskaberne, bliver da

{xeu | p(x)}
eller, nar det fremgar af sammenhzngen, hvilken slags objekter
der tages 1 betragtning, blot

{x | p(x)},
og dette lmses: "mazngden af de objekter x fra M (elementer i M),
for hvilke p(x) er sandt'" eller "..., som har egenskaberne..."

eller "..., som opfylder betingelserne..." eller lignende. Man

kan ogsd tale om "sandhedsmzngden'" for udsagnsformen p(x). Det

er klart, at der 1 stedet for x kan sazttes et vilkarligt andet
tegn, som ikke er brugt til et andet formil; {£ € M | p(£)} el-
ler {€ | p(€)} betegner altsd den samme m@ngde. For hvert en-
kelt objekt a fra Mer a € {x | p(x)} det samme udsagn som p(a).
Som et eksempel navnes, at mengden af de reelle tal x, som op~
fylder ulighederne 1 ¢ x < 2, kan med betegnelsen R for mengden
af alle reelle tal skrives

fxe R | 1 ¢ x <2}

eller {x | 1 ¢ x < 2}, hvis misforstdelser er udelukket. At
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a€ {x | 1¢x< 2}, petyder ikke andet end 1 { a < 2.
En mezngdes elementer kan selv vere mazngder., Idet en ret li-
nie kan opfattes som m&ngden af sine punkter, vil en mengde af

rette linier vare et eksempel herpa.

For nogle hyppigt forekommende mezngder indfgres betegnelser,

som uden videre forklaring vil blive brugt overalt 1 det fglgen-—~

de:

N = m®ngden af alle naturlige (d.v.s. positive hele) tal,
NO = mangden af alle ikke-negative hele tal,

¥ = m®ngden af alle hele tal,

Q@ = m®ngden af alle rationale tal,

Q+ = mengden af alle positive rationale tal,

R = mazngden af alle reelle tal,

R+ = mangden af alle positive reelle tal,

& = mengden af alle komplekse tal.

Nar en undersggelse kun vedrgrer een ret linie (een plan),
betegnes mazngden af dens punkter med E1 (E2)° Mengden af rummets

punkter betegnes med E3~

To mzngder A og B siges at vere lig med hinanden, og man

skriver

A = B,
nar de indeholder de samme elementer, d.v.s. nar hvert element
indeholdt i A ogsa er indeholdt i B og omvendt. I logiske tegn
kan dette skrives

vk [(x € A) = (x € B)].

Man har altsd for eksempel
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ia,b,c,d} = Ibyc,a,d}y

fpe N | p er et primtal cg lige] = {21,

fx € R | X° - 3x 4+ 2 = 0} = fr € Q| r? - 3p 4 2 = o} = {1,2},
fxe€ R | sinx =0} = {y€ R | cos 2y = 1}
=fz€ R 1| 3pp [z = prl}.

At to mezngder A og B ikke er lig med hinanden, er forskel-
lige, d.v.s. at der findes mindst eet element ! en af mangderne,
som ikke tilhgrer den andern, skrives

A+ B

Idet lighedstegnet her benyules til et udtrykke, at to sym-
boler er navne for den seamne ting, cr det klart, at man har fg.—
gende reglier for dets brug:

Refleksivitet: Der gazlder altid A = A,

Symmetri : Hvis A = B, s& gelder ogsid B = A,

Transitivitet: Hvis A = B og B = C, s&a gzlder ogsd A = C.
Det bemzrkes, at der for tegnet «I= for logisk skvivalens g=zl-
der de samme regler, hvilket fremgar af, at det udtrykker over-

ensstemmelse af sandhedstabeller for sammensatte udsagn. I § 1

blev disse regler benyttet stiltiende.

Af formelle grunde er det hensigtsmessisgt et inafgre begre-

bet tom _mengde. Herunder forstéds en mengde, der ikke indeholdsr

noget element, f.eks. me&ngden af alle ligesidede, retvinklede

trekanter i planen. Hvilkesomhelst to tomme mzngder szttes lig
hinanden, hvilket Jjo ogs& harmonerer med ovenstdende definition
af lighed, idet to tomme mzngder indeholder de samme elementer,

nemlig ingen. Man taler altsé om den tomme nengde. Den betegnes

med $. Man har altsd f.eks.:

fx € R | x° < 0} = @,
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Det bemmrkes, at det er ngdvendigt at skelne mellem en mzng-
de, der kun indeholder eet element, og dette element selv, alt-
s& mellem {a} og a. Mezngden {#}, for eksempel, indeholder et ele-
ment, nemlig @, medens ¢ selv ifglge definition ikke indeholder
noget element. I mange tilfelde, hvor der ikke er fare for mis-—

forstielser, tillader man sig dog at skrive a i stedet for {al.

En mezngde A siges at vere en delmengde af mengden B, nar
hvert element af A ogsd tilhgrer B, i logiske tegn
VX [(x € A) = (x€ B)].
Man skriver da
AcB eller B2 A

og siger, at A er indeholdt i B, eller at B indeholder A. Det

er vigtigt at lzgge merke til, at ifglge denne definition er en-
hver msngde delmsngde af sig selv, altsad at der for enhver meng-
de B g=zlder
B ¢ B.

At mengden A ikke er en delmezngde af mazngden B, skrives

A¢B eller B3P A.
Dette betyder altsa, at der findes mindst eet element iéA, som
ikke tilhgrer B. |

Til en mazngdes delmzngder regnes ogsi den tomme m@ﬁgde, hvil-

ket harmonerer med delmengdens definition, idet udsagnef

v [(x€8) = (x€B)]
er sandt for enhver mzngde B, da x € @ jo er falsk for éﬁhvert

objekt x. Man har altsa for hver mangde B

@ ¢ B.

1
!

Vil man udtrykke, at A er en zgte eller egentli dilmmn de,

skriver man i

AcB eller B o A.
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Dette er altsd ensbetydende med, at A er delm®ngde af B, og der
findes mindst eet element i B, som ikke tilhgrer A. At A ikke
er en sgte delmengde af B skrives
AdB eller B 3 A.

(Mange matematikere bruger ikke tegnene ¢ og 2 , men kun C og
> til at betegne, at en mazngde er en (zgte eller ikke mgte) del-~
mengde af en anden. At A er zgte delmezngde af B mé& da skrives
AcB, A + B. I det fglgende bruges ¢ og 2 for stedse at minde
om, at B ¢ B.)

For brugen af tegnet ¢ galder nogle simple regler, der en-—
ten allerede er nzvnt eller umiddelbart fglger af definitioner
ne:

Refleksitivitet: Der gelder altid A ¢ A.

Asymmetri: Hvis A + B og A ¢ B, gelder B¢ A,
Transitivitet: Hvis A¢ B og B¢ C, gelder A ¢ C.

Tilsvarende gszlder naturligvis for D . Man l®zgger maerke til,
at disse regler ganske svarer til dem, der gelder for henholds-
vis £ og 2 .

For ¢ (og o ) har man regler, som svarer til dem, der g®l-
der for < (og > ), og som afviger fra de navnte ved, at reflek -
siviteten erstattes med: Der gzlder altid A ¢ A. (Asymmetrien
forenkles til: Hvis A c B, gzlder B ¢ A.)

Endelig navnes, at man af A ¢ B c C eller af Ac B ¢ C ka»
slutte, at A c C,

En relation mellem to mzngder, som udtrykkes ved et af teg-
nene ¢ , 2 5 € , D , kaldes en inklusion.

Lad p(x) og gq(x) vere to udsagnsformer vedrgre:nde objekter-
ne x tilhgrende en mengde M og

A=f{xeM| px)}, B={xem]| alx)}

deres sandhedsme#ngder. At A er delmengder i B kommer da ud pa,



at det for hvert x fra M gelder, at hvis p(x) er sandt, sa er
a(x) ogsé sandt. Med andre ord, A ¢ B er ensbetydende med

VX [p(x) = a(x)].
Dette benytter man sig af ved lgsning af ligninger og uligheder.
Mzngden af de tal, talpar,..., som tilfredsstiller en ligning,
en ulighed, et system af ligninger eller uligheder, kaldes lgs-
ningsmengden. Nar man foretager en omformning, en reduktion af
en given ligning, erstatter man den med en anden, om hvilken
man ved, at den er opfyldt for alle de vardier af den ubekendte,
for hvilke den oprindelige er opfyldt. Den oprindelige lignings
lgsningsmangde er altsd en delmzngde af den nye lignings lgsnings-
mengde, Tilsvarende gelder for uligheder og systemer af ligninger

og uligheder. Dette illustreres ved et eksempel: Man har

0)l,

vax [(x + V1 X = 1) = (x° + 3x

hvilket viser, at lgsningsmangden for x + V1 - x = -1 er en del-
mengde af lgsningsmangden i—3,0} for x2 + 3x = 0, En prgve viser,

at den er [-3}.

Ud fra en given mzngde A kan man danne en ny m®&ngde, nemlig

mengden af alle dens delmangder. Vi vil betegne den med D (A4).

Er f.eks.
A = {a,b,c},
fas

Da) = {sé,{a},ib},ic},ia,b},ib,c},ia,cl,ia,b,c}}.

Opgaven at bestemme antallet af delmzngder i en endelig mang-
de A bestaende af n elementer hanger ngje sammen med et kendt
kombinatorisk problem. Man kan tenke sig, at elementerne af A er
n pladser, som skal beszttes med to slags brikker (f.eks. hvide

og sorte) eller, lad os sige, med cifrene O og 1. Man spgrger,
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P4 hvor mange forskellige mider dette kan ggres. Til hver for-
deling af 0 og 1 p4 d¢ n pladser svarer en bestemt delmangde af
A, bestiende af netop de pladser, som er besat med 1, og omvendt
hgrer der til enhver delmangde af A en bestemt fordeling af O og
1, nemlig den, hvor delmzngdens pladser er besat med 1 og de @¢v-
rige med 0; specielt svarer til den tomme mzngde den fordeling,
ved hvilken alle pladser er besat med Q og til selve mzngden A
den, ved hvilken alle pladser er besat med 1. Heraf ses, at det
omspurgte antal er lig med antallet af delmzngder i A.

Lad der vare givet en endelig mzngde A bestédende af n ele—
menter, og lad p betegne et bestemt af tallene O0,1,¢..,n. En del-
mengde af A bestdende af p elementer plejer man at kalde en kom-
bination af p e€lementer blandt de n. At bestemme antallet Kn,p
af’ disse kombinationer er altsd ensbetydende med bestemmelsen

af antallet af de delmzngder af A, som hver bestar af p elemen-

ter.



Mat.t1, 1961-62 AG I, 2, gv. 1L

1e

2

3

o

Qvelser til kap. I, § 2.

S¢g simple beskrivelser af fglgende talmzngder:
fxe 7| Fym [x = 2m + 1]},

x € 2| 3ym [x = 3m]},

x€ Q| 3ym [10"x € %]},

{
fx e N | V0 [((x=m) = ((m=1)v (n=1))]11,
{
{xe€ R | Vym Yin (x %J].

Bestem lgsningsmangderne

x| Ix - 1] + |x+ 1] = 2],
{x | Jox + 1] = x},
{x | l2x - 1] < 3},
fx | |x® - 2] 2 2},
{x | Ix(x-2)] > of,

hvor det er underforstaet, at x€ R.
Sammenlign de tre sidste med henholdsvis {x | 2x - 1 < 3},
ix | x2 - 2 > 2} og fx | x(x-2) > 0}, og g¢r rede for even-

tuelle inklusioner.,

Der er givet to forskellige punkter A og B i en plan E2, og

det er underforstaet, at P € E Afstanden mellem to punk-

o
ter P og Q@ i planen betegnes med |PQ|. Giv geometriske be-
skrivelser af punktmangderne

{p | lap| + |BP| = |4Bl},

{P | |ap| - IBP| 2 |4B|},

2 2
{P | |aP|° + |BP|® < 2|aB|?}.

I det fglgende betegner (x,y) et vilkarligt par af reelle
tal. Efter valg af et sedvanligt retvinklet koordinatsystem

i planen E, svarer der til hvert s8dant par et punkt i pla-

2
nen, og omvendt. Angiv ved figurer de punktmzngder, som
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svarer til f¢lgende mengder af talpar:

a) [(xy) | x = v} og {(x,y) | Ix| = |yl},

b) {(x9) | x+y=1] og {(x;) | Ix| + |yl =1},
¢) [(x,y) | x -2y° + 1 =0} og

+

[(x,5) | 3pt [(x = cos 2t) A (y = cos t)]},
a) f(x,y) | xy =1} og
[x,y) | 33t [(x = tg t) A (¥

&) [(x,y) | x° + y° = 1] og

(o | 3y [x = 255) a (v - 25501,

Konstater i hvert af tilfzldene a) - e) eventuelle inklusio-

cot t)]}’

1}

ner, og eftervis dem.

Et system af to fgrstegradsligninger med to ubekendte
a1x + b1y = C,

a2x + b2y = Cy

1gses hyppigt ved '"de lige stofe koefficienters metode'". Den-
ne bestar i, at man ved multiplikation af ligningerne med pas-
sende tal og paf@glgende subtraktion udleder et nyt system af
to ligninger, som hver kun indeholder een af de ubekendte x

og y. Vil 1¢gsningsmangderne for de to ligningssystemer (d.v.s.
mengderne af de talpar (x,y), som tilfredsstiller dem) stem—
me overens, hvilke vaerdier de givne tal a1,b1,c1,az,b2,c2 end

har?

I planen tznkes valgt et s®&dvanligt retvinklet koordinatsy-

stem. Der er givet to cirkler
((x,y) | (+1)%% 3% = 11 o [(x,y) | (x-1)%+ ¥° = 11.
Find for mengden af de punkter i planen, hvorfra tangenterne
til de to cirkler er lige store, en fremstilling af formen

{(x,¥) | p(x,y)}, hvor p(x,y) er en udsagnsform om punkternes

koordinatpar (x,¥y).
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7. Bestem antallet af delmzngder af en maengde bestdende af n ele-

menter.,

8, Vis ud fra definitionen af Kn o som antallet af de delmeng-
b

der af en mangde bestdende af n elementer, som indeholder p

elementer, at der for 1 { p { n gelder

+ K

n,p = *n-1,p ¥ Fnot,p-12
P K p =08 pm10

K = n-— +1 K .
? Tn,p (n=p+1) n,p-1

Benyt en af disse formler til at vise, at

| n(n-1) -+« (n-p+1)
Kn’P"—T—(\g): 1D oo P
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§ 3. Mengdealgebra.

Lad der vare givet en mzngde E. I det fglgende drejer det
sig om at undersgge forskellige forbindelser mellem denne meng-
des delmengder. Idet der herved ses bort fra alt uden for E, ple-

jer man i denne sammenh®&ng at kalde E for universalmzngden. Det

vedtages for denne paragrafs vedkommende, at smd& latinske bogsta-
ver betegner (ndr andet ikke er fremhazvet) elementer af E. Idet
dette er underforstaet, er x € E et udsagn, som er sandt for
hvert x, og x § E et udsagn, som er falsk for hvert x. Store la-
tinske bogstaver betegner (nar andet ikke er fremhzvet) delmang-
der af E, Valger man som universalmzngde mangden af planens punk-
ter, og tenker man pé& delmengder, der er begrznsede af simple kur-
ver, f.eks. pa cirkelskiver, kan de fleste af de f@lgende betragt-

ninger anskueligggres ved diagrammer,

Ud fra en mezngde A kan der dannes en ny mazngde, kaldet dens

komplementermangde eller komplement. Den bestar af alle de elemen-—
ter af E, som ikke tilhgrer A. Den betegnes med CA. Man har alt-

sé
CA={x ]| non(x€ A)} = {x | x ¢ A}.
Ud fra to givne mengder A og B kan der dannes en ny mangde,
som bestar af alle de elementer, der tilhgrer badde A og B. Den

kaldes fzllesmengden (eller gennemsnittet) af A og B og betegnes

med A N B, Dens definition kan skrives
ANB=1{x]| (x€ A) A (x € B)}.
Endvidere kan man danne mezngden af de elementer, som tilhgrer
mindst een af mengderne A og B. Den kaldes de to mzngders fore-~
ningsmegngde og betegnes med AU B, Dens definition kan skrives
AU B={x]| (x€4) v (x € B)}.
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For de forskrifter til dannelse af nye mengder ud fra givne,
som symboliseres ved tegnene C,n og U, gelder fglgende regler:

AnB=BnA
AuB=BuU A

(kommutative love)

An(BnC)=(AnB)nGC (associative love)
Au (BucC)=(AuB)uC

AnA=A (idempotenslove)
Au A=A

An(BucC)=(AnB)u (AnC) (distributive love)
Au (BneC)=(AuB)n (AuC)

An(AUuB)=A (absorptionslove)
Au(ANnB) =4

CCa = 4 (C er involutorisk)
C(anB)=CulB (dualitetslove)
C(auB)=CnC(B

@ = An CA (tom mengde)

E =AU (CA (universalmangde)
(¢ =E

CE=¢

$NnA=(@

EUA=E

ENA=A

@ UA=A

Det ses, at disse regler stemmer overens med dem, der gezlder
for udsagn, idet der til C, n , U og = svarer henholdsvis non,
A 5, v og «I= (jfr, side I,1,8). Denne overensstemmelse er ikke
tilfeldig. Den fremgar umiddelbart af den made, p& hvilken de
logiske forbindelser optrader i komplementzrmengdens, fellesmang-
dens og foreningsmengdens definition. Til hver udsagnsform p(x)
om elementerne i E svarer en delmzngde af E, nemlig sandhedsmeng-
den for p(x). Til logisk zkvivalente (sammensatte) udsagnsformer

svarer den samme delm&ngde. Omvendt er hver delmengde A af E sand-
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hedsmengde for en udsagnsform, nemlig f.eks. x € A, Er
A=f{x| p(x)i, B = {x | a(x)},
har man
CA = {x | non p(x)},

AnB={x| p(x)Aaax)l, AuB={x]| px)v alx)}.
Opfattet som '"bogstavregning'" foregar altsa '"regning med mzngder',
bortset fra betegnelserne, efter de samme regler som '"regning
med udsagn'. For hver universalmzngde E er altsd "mzngdealgebra-

en" et eksempel p& en Boole'sk algebra (se side I,1,8).

To mangder A og B siges at vere disjunkte (eller element-

fremmede), hvis de ikke har noget element fzlles, hvis altsé
An B =g,

Det har vist sig at vere hensigtsmessigt at indfgre en sar-
lig betegnelse og et navn for mengden af de eiementer af E, der
tilhgrer en given mengde B, men ikke tilhgrer en given mangde A.
Det ses, at denne mazngde, der betegnes med B \ A og kaldes gover-

skudsmangden af B over A, differensmengden mellem B og A eller

komplementet af A relativ til B, ikke er andet end fzllesmang-

den af B og CA
B\ A=1{x]| (x€ B) A (X#A)}:Bﬂ CA.
Specielt haves
E\ A = (Ca,
og
ANA=A\NE=¢, A\ O = A.

To mengder A og B er disjunkte, hvis og kun hvis B \ A = B.

Mellem de indfgrte mezngdeoperationer (, N , U og inklusio- --

nen ¢ bestar der nogle simple forbindelser.
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Det er indlysende, at
AcB = (B¢ (A,
Idet A = B er ensbetydende med A ¢ B og B ¢ A, haves fglgelig
A=B = (AcB)A (Bc A)
== ((Bc CA) A (B ¢ A)
= (A¢ B) A (Cac (B)
= (B¢ Ca) A (Cac (B).
Man benytter sig hyppigt heraf i beviser for, at to pad forskellig
made definerede mazngder stemmer overens. "At bestemme et geome-
trisk sted" (en antikveret glose) gar ud pa at vise, at mazngden
A af punkter, der har en vis egenskab, ogs& kan karakteriseres
pad anden made, f.eks. som mazngden B af punkter p& en vis kurve.
At vise f.eks., at hvert punkt, der har egenskaben, tilhgrer B,
og at hvert punkt, der ikke har egenskaben, ligger udenfor B,
vil sige at vise, at A ¢ B og CA ¢ (B.
Af definitionerne fglger, at der for vilkarlige delmzngder

A og B af E gelder

c AnBCcC A c AU Bc E.
= = B | =

Ifplge de associative love er der mening i at tale om fal-
lesmengden A N B N C og om foreningsmengden A U B U C af tre
mengder., De kan dog naturligvis ogsé defineres direkte, nemlig
henholdsvis som mengden af alle elementer af E, som tilhgrer al-
le tre mezngder, og som m&ngden af de elementer af E, der tilhg-
rer mindst een af de tre mengder. Disse definitioner kan genera-
liseres til et vilkarligt, endeligt ellef uendeligt antal mengder.

Lad & betegne en maengde af delmangder af E. Ved fazllesmeng-

den af mangderne tilhgrende & forstas msngden af de elementer af

E, der hvert tilhgrer alle mengder A C &, I tegn
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ﬂA:ﬂiAlAE@}:ixlv@A [x € A}
KD

Ved foreningsmzngden af mengderne tilhgrende ¢ forstas mengden

af de elementer, der hvert tilhgrer mindst een af mangderne

A€ o, I tegn

UA=Ufa | A€ &} =§x|3®A [x € Al}.
KD

I disse symboler kan A (lige som et summationsbogstav) erstattes
med et andet bogstav, uden at deres betydning @&ndres. For fzlles-

mangdens komplementermaengde fas

CNAaA={x| nonV@A[XEA]}
AED

I

fx | FpA (xd Al7= {x | Iph [x € Cali,

altsa

CnNna= U Ca.
AED AED

Tilsvarende findes for foreningsmangdens komplementermangde

CU A= N Ca.
D KD

Disse formler, der svarer til duvalitetslovene (de Morgan's form-
ler) for kvantorer, kaldes af nogle forfattere ligeledes for

de Morgan's formler. Deres indhold kan kort gengives sfledes:

Fellesmengdens komplement er komplementernes foreningsmengde, og

foreningsmengdens komplement er komplementernes fallesmzngde.

En samling af delm@ngder af E kan vare bestemt ved, at der
efter en eller anden forskrift til hvert element ¢t i en sékaldt

indexmangde J (som almindeligvis ikke er indeholdt i E) svarer

en mangde AL ¢ E. Det er herved ikke udelukket, at der til for-
skellige elementer fra J svarer den samme m&ngde. Mengden af de
indbyrdes forskellige blandt mengderne AL betegnes med

A | v € J], og dens fzllesmsngde og foreningsmangde skrives

L
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(]

na, Ufa

ﬂ{ALI L € J} .
L€d

| € gt = UA..
b veg t

I de specielle tilfzlde J = {1,2,...,m} og J = N bruges henholds-

vis ogsa skrivemaderne

s
.

=A U...UA
m

m
QAL Ay Nuen A, . ]

1 L =1

L

og

A = A
1 b 1 L

o8

. ﬂAzﬂo.-, g1AL=A1UA2 Useo .

I alle disse symboler kan . (lige som et summationsbogstav) er-

stattes med et andet bogstav, uden at deres betydning @®ndres.

Ved en gverdskning af en mzngde M ¢ E forstéds en mangde &
af delmengder af E, for hvilken

Mc UA.
AcO

En overdekning & af M siges at vare en klasseinddeling af M, nar
mangderne i & er disjunkte (d.v.s. hvilkesomhelst to af dem er
disjunkte) og

M——- UA.
Acd

Dette er ensbetydende med fglgende: Mzngderne 1 & er delmengder
af M, og hvert element i M tilhgrer en og kun een af disse me&ng-

der (som da benzvnes klasser).
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@velser til kap. I, § 3.

Lad universalmangden E vaere mengden af alle reelle tal,
a) Gg¢r rede for, at
{x | x° < 1} =fx | x< 1P nfx| x> -11.

2

Angiv et lignende udtryk for {x | x° ) 11.

b) Lad a < b < ¢ vaere givne reelle tal. Udtryk mgngden
fx | (x-a)(x-b)(x-c) > 0} ved mengder af formen {x | x Z ai,
hvor 4 er et af tallene a, b eller c,

Angiv et lignende udtryk for komplementazrmzngden.

Lad E vare mengden af alle par (x,y) af reelle tal. Fremstil
hver af f¢glgende mengder som fzllesm®ngde eller forenings-
mengde af to mengder med simplere definitioner:

(x,y) | (x+y+1 > 0) A (xy > 0)},
° <),

= O;’

() | (x < 3) v (=54
f(x,5) | (x%+y°=1) (x°~5°)
{(y) | (Pey®1)2 4 (x259)2 = of.
Angiv mzngderne ved figurer, idet talparrene fortolkes som
par af szdvanlige retvinklede koordinater for punkter i pla-

nen.

Lad E vere mengden af punkter i planen.

Angiv for to givne punkter A og B mzngden af de punkter P,
hvis afstand |PA| fra A er mindre end afstanden |PB| fra B.
Lad der vere givet en trekant ABC og et punkt D. Bestem meng-
den M af de punkter P i planen, for hvilke afstanden |PD| er
mindre end hver af afstandene |PA|, |PB|, |PC|. Tegn figurer,
der viser, at M kan vare tom, begrznset eller ubegranset alt
efter beliggenheden af D.

Giv en til definitionen af M svarende karakterisering af

komplementermengden til M.
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[THN

Lad E vere mzngden af punkter i planen, og lad A og B vzre
to cirkelskiver, hvis perimetre inddeler planen i fire om-
rader. Giv for hver af disse fire mengder en fremstilling

ved A, B 6g tegnene C og n.

Lgs den tilsvarende opgave for tre cirkelskiver A, B og C.

Verificer ved hjelp af diagrammer de ikke helt oplagte blandt
reglerne for C , n og U (side I,3,2). Eftervis med benyttel-
se af den logiske algebra gyldigheden af en af de distributi-
ve love samt af (C(An B) = CAu (B og C(Au B) =(CAan CB.
Udled ved hjelp af de to sidstn®evnte regler den anden distri-

butive lov.

Bade A\ (Bn C) og A\ (BuU C) kan bestemmes, ndr A \ B og

A\ C kendes. Hvorledes?

Verificer ved hjelp af diagrammer og bevis ved hjzslp af reg-
lerne pa side I, 3, 2 den eller de rigtige blandt ligninger-
ne

(Au B) \ (4 nB),

(An B)\ (An0),

(AN B) u (B \ 4)
An (B\ ©)

i

Au (B\ C) (Au B)\ (AU C).

(Overstreg pd dette blad den eller de forkerte ligninger!)

TLad E vere en endelig mengde. Antallet af elementer 1 en
mengde M ¢ E betegnes med n(M). Lad A, B og C vare vilkirli-
ge delmsngder af E. Hvilken relation bestar da mellem antal-
lene n(A), n(B), n(A n B) og n(A U B)?

Hvordan udtrykkes n(B \ A) ved disse %tal?

Er tallene n(Au Bu C), n(CAn (Bu ¢C)), n(CAu (B n Q))
bestemt, nar tallene n(A), n(B), n(C), n(A n B), n(B n C),

n(C n A) og n(An Bn C) er givne? Nar desuden n(E) er givet?
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Angiv 1 bekreftende fald fremstillinger af dem ved de givne

tal.

Om resultatet af en eksamination bestéende af tre pr¢ver o,

[ eg v, der skal bestas hver for sig, foreligger f¢glgende

. oplysninger: Af ialt 100 eksaminander har 86 bestéet o, 82

har bestéet g, og 76 har bestéet Y. Endvidere har 16 hverken

bestdet B eller v, 13 hverken v eller a, 12 hverken a eller

B, 0g 11 har ikke bestdet nogen af prgverne. Hvormange har

' besﬁéet alle tre prgver?

10.

11.

Vis, at der for vilkarlige delm@ngder A og B af universalmzng-

aen gelder

)

A) = (AUB =B) = (A\ B = @),

fl
fl

QA ¢ B) = (ANB

og \

L

\

Undersgg, om nogen af inklusionerne
3

(A n(Bnc)u (CAnBncC)g (AuB)nC,

B) < (AU B=AnNB).

it
1

(A nBnc)u(anBnc)o> (AuB)ncC

gﬁlder for hvilkesomhelst delmengder A, B og C af en univer-
! :

#almmngde.
4ngiv en ngdvendig og tilstrwkkelig betingelse, som A, B og

{

d m& opfylde, for at begge inklusioner galder.
|
{

l
12, In a very hotly fought battle, at least 70 per cent. of the

i
Xcombatants lost an eye, at least 75 per cent. an ear, at

1}east 80 per cent. an arm, at least 85 per cent. a leg. How

i
~nany (at least) lost all four members? (Opgaven skyldes

Lewis Carroll, forfatteren til "Alice in Wonderland", lek-

tor i matematik i Oxford.)
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13. En fabrik producerer tre slags varer o, B, Y. I 1lgbet af et
bestemt a4r har 70 9b af fabrikkens kunder kgbt a, 60 9b har
kgbt B, og 80 Yo har kg¢bt y. Endvidere vides det, at 40 %
har kgbt bade o og B, og 50 Yo har k¢bt bade B og v. Vis,
at mindst 30 96 har kgbt alle tre varer. Procenttallet af de
kunder, der ikke har k¢gbt nogen af varerne, kan ikke oversti-
ge en vis verdi r. Bestem det mindste tal r, for hvilket det—

te er rigtigt.

14. Vis, at der for hvilkesomhelst delmzngder A og B af en uni-
versalmengde gzlder
a) n o) =a n B).
Undersg¢g, om ogsd mengderne or()(A) U@(B) og o((RA U B) altid
stemmer overens, eller om der gelder en inklusion imellem

dem.,

15. Eftervis, at der for hver delmangde A og hver maengde & af del-

mengder af en universalmazngde gzlder

An UB= U(AnB), Au NB= N (Au B).
BEd B<® BE® BEd

(Generaliseringer af de distributive.love.)

16. Lad E vere mengden R af reelle tal. Bestem mazngderne

oo

1 i n-1
ng1{x | 0<xg n}’ n21{x | =< x < !,
P 1 A 1 n-1
N fx | 0<xg n}’ N {x | S < x < }.

n=1 n=1,

17. Lad E vare mengden af alle reelle talpar fortolket som par
af szdvanlige retvinklede koordinater for punkterne i pla-
nen. Bestem fallesmazngden og foreningsmengden af hver af fgl-__

gende mengder af punktmsngder.



18,

19.

a) cirkellinierne med radius 1 og centrum p& x-aksen, alt-

o

84
A= [y) | (x0)° + 5% =1}, Teky

T
b) cirkelskiverne, hvis perimetre gir gennem punkterne (0,1)
Og (O,"" ) ] altSé
A = 1(x,y) | x> - 21x + 3° < 1}, T € R;
¢) halvplanerne

A = f(x,y) | =x + % > 21, Te€ R,

(Bevis og benyt f.eks. den for alle positive tal 7, x, ¥

gyldige ulighed 7x + % > a/xy.)

Lad & vere en mengde af delmzngder af en universalmengde E,
og lad ¥ betegne mzngden af disse delm®engders komplementer,
altsad (A€ &) «— (CA€ ¥). Angiv en ngdvendig og tilstrakke-
lig betingelse, som fallesmengden for ¥ mé opfylde, for at
a) ® er en overdzkning af E, b) & er en overdskning af en

given mengde M ¢ E.

Om en fglge An, ne< N, af delmengder af E forudsattes, at
den er en overdekning af E., Vis, at de fra den tomme ma:ngde

forskellige blandt ma&ngderne

n-1 R
Ah.\ .! A;» mneN,

i=1
danner en klasseinddeling af E.
Find p4 lignende made ud fra en fglge A, n € N, som er en

overdekning af en given mengde M, en klasseinddeling af M.
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§ 4., Afbildninger (funktioner).

Lad A og B vere to (ikke ngdvendigvis forskellige) msngder.
En forskrift, der til hvert element x € A lader svare eet be-

stemt element y € B kaldes en afbildning af A ind i B eller en

funktion fra A til B. (Glosen "funktion" foretrazkkes iszr, nir
B er en me&ngde af tal.) En afbildning (funktion) betegnes i
reglen med et enkelt bogstav, i nogle tilfzlde ogsd med ordfor-
kor telser (log, exp, sin, Arctg, ...). Betegner f en afbildning
af A ind i1 B, skrives

f:A ind 1 B eller f:A- B eller AgB o

Mzngden A kaldes afbildningens (funktionens) definitionsmzngde

og-B dens digpositionsmengde. Det til et element x € A svarende
element af B betegnes med f(x), undertiden ogs& med andre sym-

boler, som vil blive omtalt senere. Det kaldes billedelementet

af x eller den til x svarende funktionsverdi. At f(x) svarer

til x skrives ogsd hyppigt
x - f£(x).
Mzngden af alle billedelementer (funktionsverdier) kaldes bil-

ledmangden (verdimsngden) og betegnes med f£(A). Den er en

(mgte eller umgte) delmazngde af dispositionsme@ngden B.

To afbildninger f:A ind i B og g:C ind i D siges at vare
lig med hinenden, at stemme overens, hvis og kun hvis A = C,
B =D og f(x) = g(x) for hvert element x € A.

Er A' en delmezngde af A, vil der med f:A ind i B tillige

vere givet en afbildning af A' ind i B, som kaldes restriktionen

(eller lndskrankningen) af £ til A'. I reglen giver det ikke

anledning til misforstdelser, n&r denne ogs& betegnes med f.

Man skriver altsa f:A' ind i B.

Er B' en fra B forskellig mzngde, som ogsd indeholder f(A)
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som delmsngde, vil der med f:A ind i B tillige vere givet en
afbildning af A ind i B'. Den kan i reglen betegnes med f:A
ind i B' uden fare for misforstéaelser.

En afbildning f:A ind 1 B, ved hvilken der til alle ele-
menter af A svarer et og samme element af B, siges at veare
konstant.

Ekxsempler:

1) Lad R betegne mengden af alle reelle tal. De fra den
elementzre differential- og integralregning kendte funktioner
er afbildninger af en mengde A ¢ R ind i R. Definitionsmzngden
A er hyppigt en agte delmEngde af R, nemlig et interval eller
foreningsmengden af disjunkte intervaller. V&rdimmngden £(A)
kan vzre en gzgte delmzngde af R. Som dispositionsmengde kan da
i stedet for R cksempelvis velges £(A) eller en vilkarlig anden
mengde B, for hvilken f(A) ¢ B¢ R.

2) Lad A ¢ R betegne intervallet a ¢ t { b. Mangden af
alle kontinuerte funktioner ¢:A ind i R betegnes med C(A,R).
Ved til ¢ at lade svare funktionen £1¢(t) dt € C(A,R) defineres
en afbildning af &(A,R) ind i €(4,R). Ved til ¢ at lade svare
tallet | o(t) dt defineres en afbildning af &(A,R) ind i R.

3) Lad A vare mazngden E, af alle punkter i planen og

2

m ¢ E, en ret linie. Lader men til hvert punkt P € E, svare
dets retvinklede projektion p& linien m, fas en afbildning

f:E, ind i E, eller f:E, ind i m. Er 1 ¢ E, en anden ret linie,

2 2 2 2
vil restriktionen af £ til 1 vere en afbildning f:1 ind i m.

4) Lad der vzre givet to forskellige punkter P0 og QO i
planen E2° Til et vilkarligt punkt P i planen lades svare det
punkt Q, for hvilket det orienterede liniestykke fra P til Q

har samme l@&ngde som og er parallel og ensrettet med liniestyk-



——
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ket fra P, til Q (hvorved liniestykker beliggende p& samme

linie betragtes som parallelle). Herved defineres en afbild-

ning af E2 ind i E2, som kaldes en translation eller parallel-
forskydning).

5) Ldad der vere givet et punkt C i planen B, og et reelt
talm # 0. Til et vilkdrligt punkt P4+ C 1 planen lades svare
det punkt Q, for hvilket |[CQ| = |m| |CP|] , og som ligger pa
linien CP pa den samme eller den modsatte side af C som P, efter
somm > O eller m < O; til C lades svare C. Herved defineres

en afbildning af E, ind i E2, som kaldes en homoteti (eller

2
multiplikation) med centrum (ud fra) C og med faktoren m.

6) Lad A betegne mengden af alle trekanter i en plan. Ved
til hver trekant at 1ade'svare dens areal, defineres en funktion
fra A til R .

7) Lad A vare en endelig me#ngde. Ved til hver delm@ngde
A' ¢ A at lade svare antallet n(A') af dens elementer, define-

res en funktion fra (A) til No (mengden af alle ikke-negative

hele tal).

8) Lad E vere en vilkarlig mangde og A en af d ens del-

mengder. Ved dennes karakteristiske funktion forstas funk-

tionen x,:E ind i {0,1} defineret ved

(x) = y1 hvis x € A
Xp\¥7 = LO hvis x € Ca,

9) Lad A vazre den endelige mengde {1, 2, ... , m}, hvor
m betegner et naturligt tal, og B en vilkérlig mengde. Enhver
afbildning af A ind i B kaldes et m~-s®t af elementer af B og
betegnes f.eks. med (b1, b2, aoe s bm). Her er razkkefglgen
vesentlig, idet der p& fgrste plads star det til 1 svarende
element, pa anden plads det til 2 svarende 0.8.v., medens den

ikke er det i §b1,b2,...,bm}, som jo blot betegner mangden af
de indbyrdes forékellige blandt elementerne b1,b2,...,bm.
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10) Lad B vare en vilkirlig mzngde. En afbildning f:N ind i B
kaldes en fglge af elementer af B. Det til et naturligt tal n i
svaremle element f(n) plejer man at betegne med et bogstav for-
synet med merketallet n for neden, f.eks. f(n) = b, . Hele af-
bildningen, altsi fglgen, angives da ved (b1, b, eos) €ller
(bn)n c jy eller b, n=1, 2, ... . Det er ngdvendi gt at skelne
mellem en fglge af elementer (b1, b, +o+) 0g mengden {b1,b2,...}
af disse elementer. (For fglgen n » (-1)% vil mezngden af dens
elementer vere lig med {-1,1}.) Eftersom B er en msngde af tal,
punkter, funktioner o.s.v., taler man om talfglger, punktfglger
0.SeV.

Ogsd 1 andre tilfazlde kan det vaere hensigtsmessigt i stedet
for den szdvanlige betegnelse for funktionsvardieﬁ at bruge en
indexbetegnelse. Lad J og B vare vilklrlige mzngder og f en
afbildning af J ind i B. Det til et element 1+ € J svarende
element £(1.) € B betegnes da f.eks. med bL, Definitionsmaeng--

den J kaldes 1 si fald for indexmzngden, afbildningen skrives

(bb)b ¢ g eller vlot b , v € J, og man taler om en indiceret

mzngde. (Derred menes altsd selve afbildningen og ikke billed-
mengden £(J) = {bb | v € 3. Ifglge de side I, 3,5-6 givne de-
finitioner forstads imidlertid ved falles- og foreningsmengden
for en indiceret mzngde (AL)L c 7
og foreningsmzngden for mengden {AL | v € J.)

af mengder henholdsvis fzlles-

Lad der vare givet tre mzngder A, B, C og afbildninger
f:A ind i B og g:B ind i C. Man kan da definere en afbildning
af A ind 1 C ved til elementet x € A at lade svare elementet

g(f(x)) af C. Denne af f og g sammensatte afbildning betegnes

med gof (nar forveksling med et produkt er udelukket, ogs& med .. ..

gf). I tegn
gof:A ind i C eller x - (gof)(x) = g(f(x)).




Er A,B,C,D mengder og f:A ind 1 B, g:B ind i C, h:C ind i
D afbildninger, kan man danne afbildningerne |
ho(gof):A ind i D og (hog)oftA ind i D.

For den fgrste fés, idet x € A,

x - (ho(gef))(x) = h((gof)(x)) = h(g(f(x))),
og far den anden
x » ((hog)of)(x) = (hog)(£(x)) = n(g(f(x))),

altsd det samme. Fglgelig kan vi skrive
ho(gof) = (hog)ef = hogof.

FPor sammensatning af afbildninger gzlder den associative lov.

EBr der givet afbildninger f:A ind i B og g:B ind 1 C, kan
man i almindelighed ikke danne fog. Dette vil vere muligt,
hvis C ¢ A. Idet g da kan opfattes som en afbildning af B ind
i A, har man gof:A ind i A og fog:B ind i B. Almindeligvis er
altsd disse to afbildningers definitionsm@&ngder forskellige,
og alene af denne grund ksn afbildningerne ikke stemme overens.
Men ogsd hvis A = B = C, sdledes at gof:A ind i A og fog:A ind

i A, vil de 1 almindelighed vere forskellige. Den kommutative

lov _gmlder ikke for sammensztning af afbildninger. Eksempler,

der viser dette, dannes let ved hj®lp af elementzre funktioner.
Hvis det for to afbildninger f:A ind i A og g:A ind i A gzlder,
at gof = fog, d.v.s. £(g(x)) = g(f(x)) for hvert element x € A,

siges de at vere ombyttelige.

Blandt afbildningerne af en megngde A ind i sig selv frem-

hxves den identiske afbildning eA’ ved hvilken hvert element

X € A svarer til sig.selv: X » X. For hver afbildning f:A ind 1
B gzlder

foeA = eBof = f.
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En afbildning f:A ind i A kan sammensattes med sig selv.
Man far da en ny afbildning fof:A ind i A. Denne kan igen
sammensettes med f. P4 grund af den associative lov bliver
resultatet fofof uvafhzngigt af "fra hvilken af siderne' det sker.
P4 denne mé&de kan man fortsaztte og fa&r da efter i alt p-1 sam-
mensa@tninger, hvor p er et naturligt tal, afbildningens p-te

itererede eller p-te potens

£°P = fpofo,,,of (p "faktorer").
Nar forveksling med en sadvanlig potens er udelukket, skrives
simpelthen fp. Som for potenser af tal indses (med gentagen
bgnyttelse af den associative 1ov), at der for enhver afbild-
ning £ af en mezngde ind i sig selv og for hvilkesomhelst natur-
lige tal p og q gelder, at
£°Popd _ po(pta)
Af formelle grunde er det hensigtsmessigt at definere
00

f = er

"Potensreglen' gmlder da for p > 0, @ > 0. Det er indlysende,

at to itererede af den samme afbildning er ombyttelige.

Er to afbildninger £:A ind i A og g:A ind i A ombyttelige

gelder for hvert helt tal p > O ogsé

(gof)°P = g°Por’P,

Det kan h®nde, at den anden itererede f°2 af en afbildning

f:A ind 1 A stemmer overens med T selv:

£°2 - £,
Da g=zlder £°P — £ for p > 0, og afbildningen kaldes idempotent.
Det er klart, at den identiske afbildning samt enhver konstant
afbildning af A ind i A er idempotent. Men der findes mindre

oplagte eksempler. Her kan nzvnes den ovenfor omtalte projek-

tion af planens punkter pa en ret linie.



Mat. 1, 1961-62 AG I, L, 7

En fra den identiske forskellig afbildning f:A ind i A

kaldes involutorisk eller en involution, hvis

fo2 - e

Eksempler p& involutioner er: den ved x —» -x definerede af-
bildning af R ind i sig selv, den ved x » 1/x definerede af-
bildning af R \ {0} ind i sig selv, den ovenfor omtalte homo-

teti af planen E5» nar m = ~1.

Nar der foreligger en afbildning f:A ind i B, kan man til
hver delma@ngde A' af A lade svare dens billede, alts& en del-
mengde af f(A) og dermed af B. Afbildningen f bestemmer altsa
en afbildning af H(A) ind i H(B). Uheldigvis er det smdvane
at betegne ogsd denne afbildning med f og fglgelig den til Al
c A svarende delmangde af B med f£(A') (i overensstemmelse med
den allerede indfgrte betegnelse f(A) for billedmengden ved
f:A ind i B). Afbildningen f£: P(A) ind i (B) vil vi kalde

den til f:A ind i B hgrende mengdeafbildning. Det bemsrkes, at

for x € A er

£({x}) = {£(x)},
hvor f pd hgjre side stlr for den oprindelige afbildning og pa
venstre side for den tilhgrende ma&ngdeafbildning. (Her ude-
lades 1 reglen de kregllede parenteser; det mé da sluttes af
sammenhangen, om talen er om den ene eller den anden afbildning
f.)

For den til en afbildning f:A ind i B hg¢rende mzngdeafbild-
ning gzlder, ndr A' og A" betegner vilkdrlige delmzngder af A,
at

(A" o A") ¢ £(A") n £(A");

thi for hvert element x € A' n A" haves f(x) ¢ f£(A') og
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f(x) ¢ £(A"). Inklusionstegnet kan i almindelighed ikke er-
stattes med lighedstegnet. Findes der nemlig to forskellige

elementer x,, X, € A, for hvilke f(x1) = f(x2), og valges

2

A' = {x1} og A" = {x.}, vil venstre side i inklusionen vare tom,

o}
medens hgjre side er {f(x1)} = {f(x2)}, Med de samme betegnel-
ser galder endvidere

(A" U A") = £(A') U £(AM).
At mzngden pa venstre side er en delmazngde af mzngden pa hgjre
side fglger af, at hvis x € A' U A", vil der gzlde f(x) € f(A')
eller £(x) € £(A"). Gyldigheden af den omvendte inklusion ind-
ses Bdledes: At y er et element af f(A') u £(A"), altsa
y€ £(A') eller y €£f(A"), vil sige, at der findes et element x
tilhgrende A' eller A", alts& A' U A", for hvilket f£(x) = y.
Men dette betyder netop, at y € £(A' U A"),

Til en afbildning f:A ind 1 B er ogsa knyttet en afbild-
ning af H(B) ind i H(A) defineret ved, at der til delmangden
B' af B svarer den (muligvis tomme) mzngde af alle de elementer
x af A, for hvilke f(x) tilhgrer B', altsa ved

B' - {x | £f(x) € B'Y.

Mengden {x | f(x) € B'] kaldes originalmasngden til B'. Den de-

finerede afbildning kan derfor kaldes den til f hgrende original-—
mengdeafbildning. Den betegnes'

£~ D(B) ind 1 B(A)
eller, nir forvekslinger er udelukket, i reglen f_1::ﬂ(B) ind i
D ().

Det fglger umiddelbart af definitionen, at man for hver

delmengde B' af B har
r(e° 7 (B")) ¢ B'.

Lighedstegnet gelder, hvis B' ¢ £(4), og, idet £(£° 1(B')) ¢ f(A),
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kun i dette tilf®lde. For hver delmzngde A' af A har man
£ (e(a")) 2 A';
thi for hvert element x € A' er f(x) € f(A') og fglgelig
x € 2N (£(A")). Heller ikke her gmlder lighed generelt, hvilket
ses af fglgende ekstreme eksempel: Lad A vare en mangde, som
indeholder mindst to elementer, og f:A ind i B den konstante
afpildning x » f£(X) = b, hvor b er et fast valgt element i B.
For et vilkarligt element a € A har man da f°—1(f({af)) =
f°-1(§b}) = AD> {al. Endvidere gzlder for hvilkesomhelst del-
mengder B' og B" af B, at
£°7(B' n B") = f°‘1(B') n f°_1(B“),

e = 2@ U T (B,
Den fgrste relation kan bevises sédledes: At et element x € A
tilhgrer mzngden p& venstre side, betyder, at f(x) € B' n B".
At x hgrer til mengden pa hg¢jre side, altsa savel til f°—1(B')
som til f°_1(B“), betyder, at f£(x) € B' og f£(x) € B'. De to
udsagn er ¢gjensynlig ensbetydende., Tilsvarende indses gyldig-
heden af den anden relation.

Ved til hvert element y € B at lade svare originalmzngden
f°—1(iyl) til mengden {y} ¢ B, f&s en afbildning af B ind i
DB(A). I stedet for f°_1({y}) skrives i reglen blot f°_1(y),

0g denne mazngde kaldes originalm®engden til elementet y. Herom

gelder fglgende:

For hver afpbildning f:A ind i B danner msngden af original-—

mengderne f°—1(y)_til elementerne y € B en klasseinddeling

af A,

Bevis: Hvert element x € A tilhgrer en af m@ngderne f°—1(y),
nemlig f°_1(f(x)), og for to elementer y, ¥, € Ber
f°—1(y1) n f°—1(y2) = @, nar Y, 4 Yoo Dette kan sluttes af

ovenstiaende formel for originalmengden til en fazllesmengde eller
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ved at bemzrke, at et felles element for f°—1(y1) og f°-1(y2)
matte have de forskellige billedelementer yy o8 ¥, ved £, hvilket

strider mod afbildningens definition.

Hvis det for en afbildning f:A ind i B gzlder, at billed-

mengden £(A) udggr hele dispositionsmzngden B, hvis altsa
vey 3,x [£(x) = y],
siges den at vaere en afbildning af A pid B eller en gurjektiv
afbildning, i tegn
f:A pd B eller f:A- B surj.

Hver afbildning f:A ind i B kan betragtes som en afbildning af
A pa £(a).
Eksempler (jfr. side I, 4,2-3):

3 pestemte funktion fra R til R er sur jektiv

1) Den ved x » X
den ved X - x2 bestemte er ikke surjektiv.

2) Den ved ¢ — /go(t)dt bestemte afbildning af C(A,R) ind i
8(A,R) er ikke surjégxiv, da integralet af en kontinuert funk-
tion er differentiabel, og ikke alle kontinuerte funktioner er
differentiable. Den ved ¢ - /bw(t)dt bestemte afbildning af
@(A,P) ind i R er surjektiv,ada hvert reelt tal kan fé&s som det
bestemte integral af en passende (f.eks. i intervallet konstant)
funktion,

3) Den retvinklede projektion af planens punkter pi en 1li-
nie m er en afbildning af E2 P& m. Men dens restriktion til en
linie 1 er kun surjektiv, hvis 1 ikke er vinkelret pa m.

4) Enhver translation af planen E2 er en surjektiv afbild-
ning.

5) Enhver homoteti af planen E. er en surjektiv afbildning.

2
6) Afbildningen, der til hver trekant i planen lader svare
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dens areal er en afbildning af A pa R+.

7) Afbildningen, der til hver delmzngde A' af en endelig
mengde A lader svare antallet n(A') af elementer i A', er en af-
bildning af D(4) ind i NO, som ikke er surjektiv.

8) Den karakteristiske funktion for en delmsngde A af en
mengde E er en afbildning af E pa 50,1} , hvis og kun hvis A er
forskellig fra bade @ og E.

Br f en afbildning af en m®zngde A pd en mengde
B, g®lder for hver mmngde B' ¢ B, at

£(£°71(B")) = B'.
Idet her f(A) = B, fremgdr dette af det, der blev sagt (side I,
4, 8-9) om lighedstegnet i den for vilkérlige afbildninger gyl-
dige inklusion.

BEr f en afbildning af A p4 B og g en afbildning af B pa C,
vil gef vere en afbildning af A pad C; med andre ord, ved sammen-—
setning af surjektive afbildninger fas igen en surjektiv afbild-
ning. Da g er surjektiv, findes der nemlig for hvert element
z € C mindst eet element y € B, for hvilket g(y) = z. Da f er
surjektiv, findes der mindst eet element x € A, for hvilket
f(x) = y, og for dette element x er g(f(x)) = z.

Hvis det for en afbildning f:A ind i B gelder, at hvilkesom-
helst to forskellige elementer af A har forskellige billedelemen-

ter, hvis altsa
Vox, ok, [(x, 4 x5) = (£0x,) + £(x,))]
eller, hvad der kommer ud p& det samme,
Vaxox, (E(x)) = £(x,)) = (%, = x,)]

siges f at vere en enentydig eller injektiv afbildning.(Til den

®&ldre, men endnu overvejende brugte glose "enentydig" bemzrkes,

at den opstod pd en tid, da man kaldte en afbildning som defi-
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neret her for en "entydig afbildning". Man talte ogsé om
"flertydige afbildninger", ved hvilke der til et element af de-
finitionsmengden kunne svare flere elementer i dispositionsmeng-
den. Man har imidlertid forladt dette begreb, da det har vist
sig at vzre uhensigtsmmssigt 1 den overvejende del af matematik-

ken., Ifolge den her givne definition g&ldér
VAX»] ,X2 [(XJl = Xz) =¢-(f(X1> = f(XZ))]

for hver afbildning f:A ind i B.) At en afbildning f:A ind i B
er injektiv angives ved
f:A ind i B (1-1) eller f:A - B inj.
Eksempler (jfr. side I, 4, 2-3):
1) Den ved x -» x3 bestemte funktion fra R til R er injektiv.
Den ved x - x2 bestemte er ikke injektiv, men dens restriktion
til {x | x > 0} er det.

2) Den ved ¢ - [ o(t)dt bestemte afbildning af G(4,R) ind i
sig selv er injektiv..é1 Den ved ¢ - /bw(t)dt bestemte afbildning
af C(4A,R)ind 1 R er ikke injektiv,*;aet der findes forskellige
kontinuerte funktioner i intervallet A, for hviike det bestemte
integral fra a til b har samme verdi.

3) Den retvinklede projektion af planens punkter pd en linie
m er en ikke injektiv afbildning. Dens restriktion til en linie
1 er injektiv, hvis og kun hvis 1 ikke er vinkelret pa m,

4) Enhver translation af planen E2 er en injektiv afbildning.

5) Enhver homoteti af planen E2 er en injektiv afbildning.

6) Afbildningen, der til hver trekant i planen lader svare
dens areal er ikke injektiv.

7) Afbildningen bestemt ved A'= n(A') af ID(A) ind i No er

ikke injektiv, ndr A indeholder mindst to elementer.
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8) Den karakteristiske funktion for en delmmngde A af E er
kun injektiv, hvis E bestdr af to elementer og A af eet af disse.
Er f:A ind i B en injektiv afbildning, gelder for hvilke-

somhelst to delmzngder A' og A" af A, at

£f(A' n A") = £(A') n £(A"),

Da dette med ¢ i stedet for = er rigtigt for vilkarlige afbild-
ninger (se side I, 4, 7), er det tilstrzkkeligt at vise, at
mengden pd hejre side er en delmengde af mengden pd venstre side.
At elementet y € B tilherer f(A') N f(A") betyder, at der findes
et element X, € A' og et element X5 € A", s8ledes at f(x1) = f(xz).
Da f er injektiv, medfgrer dette, at X, = X € A" n A", Heraf
ses, at y er billedelement af et element i A' N A" og feolgelig
tilherer f(A' N A"), som pastlet. Er f:A ind i B en injektiv
afbildning, har man endvidere for hver delmsngde A' af A
£77T(£(A")) = A",
Da dette med 2 i stedet = er rigtigt for vilkdrlige afbildninger,
er det tilstrakkeligt at vise, at mengden pad venstre side er en
delmmngde af A'., At elementet x € A tilherer f°-1(f(A')) betyder,
at f(x) € f(A'), og dette vil sige, at der findes et element
x' € A", for hvilket f(x') = f(x). Da f er injektiv, medferer
dette; at x = x' € A', som pastéet,

Br f en enentydig afbildning af A ind i B og g en enentydig
afbildning af B ind i C, vil gef vere en enentydig afbildning af
A ind i C; thi af g(f(x1)) = g(f(x2)) folger f(x1) = f(xz), da g
er injektiv, og heraf Xy = Xy, da f er injektiwv.

At en afbildning f:A ind i B er injektiv er ensbetydende med,
at originalmsngden f°_1(y) for hvert element y € B bestar af hejst
eet element af A, Idet f°-1(y) er tom, ndr y § f(A), kommer dette

ud pad, at f°_1(y) bestér af netop eet element, nér y € f(A). Ved
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til hvert y € f(A) at lade svare det entydlg bestemte element
af A, som udggr originalmzngden f°_1(y), og som kaldes original-
elementet til y, defineres en afbildning af f(A) ind i A. Denne
betegnes ligeledes med £o] (eller i reglen f_1). [Derved kommer
f°-1(y) altsd til at betegne savel originalmengden som det ele-
ment denne bestar af.] Den sdledes definerede afbildning

27 1ip(A) ind i A

kaldes den til f inverse eller omvendte afbildning. Det ses

umiddelbart, at den er surjektiv, da jo hvert element x € A er
originalelement til et element i f(A), nemlig f(x). Det er ogsé
klart, at den er injektiv; thi to forskellige elementer i f(A)
kan ifglge afbildningens definition ikke have samme original-
element.

Lad f:A ind 1 B vare en injektiv afbildning. Det til
y € £(A) ved dens inverse afbildning svarende element f°—1(y)
aff A er ifglge definition det element af A, hvis billede ved T
er y. Der gmlder altsa

£(£° N (y) =y for y e £(a),

d.V.S.

o1
fof = ef(A) .

Er x € A, vil det til f(x) ved den inverse afbildning svarende
element vare det, hvis billede ved f er f£(x), altsd x. Fglgelig
gelder
f°—1(f(x)) = x for x € A,
d.v.s,
A
Den til f°—1:f(A) pad A inverse afbildning er f:A pad £(A), altsa
(2o 1Yo _ g,

Eksempler (se ovenfor):
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1) Den injektive funktion x » x¥® fra R til R har den om-
vendte y » &Y. PFunktionen x-» ¥ fra R til R er ikke injektiv.
Men dens restriktion til R+ U {0} er det og har vaerdimezngden
R+ U {0}. Dens omvendte funktion er y » vy . Restriktionen
til R_u {0}, hvor R_ betegner mangden af negative tal, er lige-
ledes injektiv. Dens omvendte er funktionen y-»'-Vg fra
R+ v £0] til R_u {0}. Funktionen sin fra R til R er ikke injek-
tiv. Men dens restriktion til intervallet'4% < x ¢ g er det.
Idet vardimengden er intervallet -1 { y ¢ 1, er den omvendte
funktion Arcsin defineret i dette interval. (Det ses, at den i
den engelske og amerikanske matematiske litteratur brugte beteg-
nel se sin-1 for denne omvendte funktion er i overensstemmelse med
betegnelsen =1, Da imidlertid sinPx i betydningen (sin x)P,

hvorefter altsa sin—1x = ;%E—;, har gammel havd, undgds brugen

af sin”! i betydningen Arcsin x.)

2) Billedmsngden ved den injektive afbildning ¢ - /w(t)dt
1a

af C(A,R) ind 1 sig selv bestar af alle i intervallet A define-

rede funktioner ¢, for hvilke ¢(a) = 0, og som er differentiable
med kontinuert differentialkvotient ¢ '. Den inverse afbildning

er defineret i denne mzngde og bestemt ved ¢ - ¢'.

3) Den inverse afbildning til den retvinklede projektion af
en linie 1 p4 en linie m, som ikke er vinkelret p& 1, lader til
hvert punkt Q p& m svare skaringspunktet mellem 1 og den vinkel-
rette p4 m gennem Q.

4) Den inverse afbildning til den ved punktparret P19,
bestemte translation af planen er den ved punktparret QO,PO be-

stemte translation.
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5) Den inverse afbildning til homotetien af planen med cen-
trum C og faktoren m £ O er homotetien med samme centrum og

1
faktoren g

En afbildning f med definitionsme&ngden A og dispositions-
mengden B, som er savel surjektiv som injektiv, siges at vare

bijektiv eller at vare en enentydig afbildning af A pd B. For

sddanne afbildninger har altsd alt, hvad der blev sagt om sur-
jektive og injektive afbildninger, gyldighed. Specielt fremheves:

Ved sammensetning af bijektive afbildninger f3s en bijektiv af-—

bildning. Den inverse til en bijektiv afbildning er en bijektiv

afbildning. Er f en enentydig afbildning af en mengde A p& en

mengde B, altsé °71 en enentydig afbildning af B p& A, siges

disse to afbildninger at bestemme en enentydig korrespondance

mellem (elementerne i) A og (elementerne i) B.

Er £ en enentydig afbildning af A p4 B og g en enentydig af-
bildning af B pa C, gzlder for den enentydige afbildning gof af
af A pad C, at

(8°f)°-1 = fo—1ogo_1n

Dette indses saledes: Begge afbildninger har definitionsmzngden
C, og denne afbildes ved begge pa A. Ved go_1 svarer der til
z € C det element y € B, for hvilket g(y) = z, og ved r°1 svarer
der til y det element x € A, for hvilket f(x) = y. Dette element
x svarer altsd til z ved den sammensatte afbildning f°—1og°_1a
Men da g(f(x)) = z, er x ogsd billedelementet af z ved (gof)°—1°

Bijektive afbildninger af en mengde A pd sig selv kaldes

hyppigt for transformationer eller, is®r nar A er en endelig

mengde, for permutationer af A. Til disse hgrer den identiske

afbildning eA° Den sammensatte af transformationer af A er en

transformation af A, og det samme gzlder for den inverse til en

transformation af A.
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Er f1,f2,o,.,fn transformationer af en mengde A, fas ved
gen tagen anvendelse af ovenstéende relation for den inverse
til en sammensat afbildning (og af den associative lov)

o—1

o R o=1 _ o1 o=1
(fn w0 e f20f1) = f1 0f2 O ec e ofn °

Specielt har man altsd for hver enentydig afbildning f af en

mengde A pa sig selv og hvert n € N
<f0n)0"'1 - (f0—1 )On

°™ og kaldes den (-n)-te potens

Denne afbildning betegnes med f
eller itererede af . Sammen med tidligere indfgrte giver dette
fglgende definition af en transformstions potens med en vilkarlig

eksponent p € Z:

fofo .es of (p "faktorer") for p > O
roP < Je for p = O

A =

(g2 )7 o (g0 hyomP for p < O.

Det vil blive vist senere, at "potensreglerne"
£oD 00 _ fo(p+q), (£°P)°0 _ poPQ
gelder for vilkarlige hele eksponenter p og a. Er transforma-
tionerne f og g af A ombyttelige, gzlder ogsa
(fog)°P = £°Pog®P
for hvert p € %.
Eksempler:

Det fremgar af det, der blev sagt om de behandlede eksem-
pler, i hvilke tilfelde der foreligger bijektive afbildninger
og specielt transformationer. I det fglgende omtales nogle en-
entydige korrespondancer, som har betydningsfulde anvendelser.

Lad E vare en universalmengde og XE mengden af alle funk-
tioner fra E til {0,1}, altsd mzngden af alle i E definerede
funktioner, som kun antager vardierne 0 og 1. Ved til hver

delmzngde A ¢ E at lade svare dens karakteristiske funktion
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X, € X f4s en afbildning af D(E) ina i Xg. Denne afbildning
er surjektiv; thi hver funktion XEIXE er karakteristisk funk-
tion for en delmzngde af E, nemlig for me&ngden af de elementer

X € E, for hvilke x(x) = 1. Afbildningen er ogsad injektiv.

To forskellige delmengder af E har nemlig forskellige karakte-
ristiske funktioner, idet den ene af disse har verdien 1 og den
anden verdien O for et element, som tilhgrer den ene, men ikke
den anden delmzngde. Der bestdr altsd en enentydig korrespon-
dance A «> x, mellem mzngden D(E) af delmzngder af E og mazngden

Xp af funktioner fra E til f0,11.



Mat. 1, 1961-62 AG I, L4, ¢v. 1-5

Pvelser til kap. I, & L.

Bestem de sammensatte gof og fog samt de itererede ol og
g, ne N, af de ved x » £(x) = %2 og x = g(x) = * pestem-
te funktioner fra R til R.

Angiv de fundne funktioners vardimzngder.

Med A betegnes mazngden R \ {0,1] af de fra O og 1 forskel-
lige reelle tal og med f og g de ved henholdsvis x » 1 - x

08 X — % bestemte funktioner fra A til R.

Angiv verdimzngderne f(A) og g(A).

Pind de sammensatte funktioner gof og fog, vardimsngderne

ved disse samt de itererede funktioner £°%,g°, (gof)°™, (fog)°r

for n € N,

Bestem funktionen f°2 og dens vardimengde for den ved

x » 12X pestemte funktion f:R ind i R. Find verdimengden

1+x°
ved £°" for n € N, n> 2.

I planen E, er givet tre rette linier 1, m og n gennem

2
samme punkt, s&ledes at hverken 1 eller n er vinkelret pa m.
Med f£:1 - m og g:m = n betegnes den retvinklede projektion
af henholdsvis 1 pa4 m og af m p4d n. S¢g en simpel geometrisk

karakterisering af den sammensatte afbildning gof:l - n,

ndr 1 £ n, og nar 1 = n.

Lad der vaere givet to forskellige punkter C og D i planen
E2 samt et fra O og 1 forskelligt tal u. Med f:E2-+ E2

. centrum
betegnes homotetien medvC og faktoren i, og med g:E2-+ E2
den translation, for hvilken g(C) = D. Vis, at sdvel gof

som fog er en homoteti med faktoren pu.

Konstruer disse homotetiers centrer for u = 2 ogpu = -1.



Mat.1, 1961-62 AG I, L, ¢v. 6-9

6. Lad A og B vere delmengder af en universalmazngde E og Xp
o8 Xp deres karakteristiske funktioner. Find, udtrykt ved

disse, de karakteristiske funktioner XCAa? XanB? Xaup ©8
XA\R*

7. Msngden {(x,y) | (x € R) A (y € R)} af alle par af reelle

tal betegnes med FZ. Vis, at der ved

(x,5) < 55 0 2>

XT+y XT+y

bestemmes en afbildning f af R2 \ {(0,0)} ind i sig selv,
som er involutorisk, og bestem billedmengden.
Bestem billedmazngderne ved f af fglgende mzngder, hvor a, b
og ¢ + 0 er givne reelle tal:

{(x,y) | ax + by + ¢ = 0},

[(x,y) | ax + by = 0 A (x,y) ¥ (0,0)},

f (x,y) | x° + y2 + ax + by + ¢ = 0},

((x,9) | 3 + y2 + ax + by = 0 A (x,y) 4+ (0,0)}.
S¢g en geometrisk beskrivelse af afbildningen f, idet tal-
parrene (x,y) fortolkes som par af smdvanlige retvinklede

koordimater for punkterne i planen. (Afbildningen kaldes

inversion i enhedscirklen.)

8. Find for funktionen f(x) = x°=1 fra R til R originalmengderne

o o), 2oy | 3y <2, £ iy | 2¢< vy < 6)).

9., PFind for funktionen f(x) = cos x + V3 sin x fra R til R ver-
dimengden F(R) samt originalmszngderne
4 -4
£°7({o]), £ ({y | vy 2 0}).
Find endvidere verdimzngden og C¢e tilsvarende originalmeng-—

der for funktionens restriktion til intervallet [O,ﬁ] =

ly | 0¢y¢mil.
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Bestem verdimengden for funktionen f(x) = x> - 6x + 5 fra

R til R samt m@ngderne

£([-2,u]), 27 (e(l-2,4])), £277(1-5,50), (=271 (1-5,50))
nvor [-2,4] = fx | -2 ¢ x< L) og 1-5,5[ = {y | =5 < y< 5}.

Ved
(x,5) » (log % (x+y),xy)

defineres en afbildning f af delm&ngden
A={(xy) | x+y> 0

af mengden %% af alle par af reelle tal ind i R,

Find billedmzngderne

£(a) , fan {(xy) | x=y3}), fan {(xy) | x< ¥})
0g originalm®ngderne

21 ((0,0)), £ ((0,1)), £ Ve | € =al),

hvor o er et givet reelt tal.

Mengden af de i et interval Ja,b[ = {t | a < t < b} vil-
karlig ofte differentiable reelle funktioner betegnes med
& (la,p[,k). Ved til hver sadan funktion ¢ at lade svare
dens afledede ¢' defineres en afbildning D:8(Ja,b[,R -
&°()a,o[,R). Bestem originalm@ngden (Don)°_1(¢), ne N,
til en funktion ¢ GE?(]a,b[,P) ved den itererede afbildning

Don

Lad f og g vere afbildninger af en mengde A ind i sig selv.
Vis, at hvis gef = €ps sé er fog idempotent.
Eksempel (jfr. opg. 12): A = 8(Ja,b[,R), g=Dog f = I,
hvor I er den for et givet tal c € Ja,b[ ved ¢ - /¢(t)dt

c

bestemte afbildning af G (la,b[,R) ind i sig selv.

Lad A vere en endelig mengde og f en afbildning af A ind i1
sig selv. Vis, at der findes et tal n € N og et element
a € A, sdledes at £°%(a) = a.

Undersgg, om en tilsvarende sztning galder for uendelige

mengder ,
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Undersog, om folgende funktioner er surjektive:

7:N - N, hvor 7(n) er antallet af indbyrdes forskellige po-
sitive divisorer i tallet n (1 og n medregnet);

£:05 &, hvor f(z) = 2, n € N ;

g:0\ {0} - 0, hvor g(z) = z + % ;
n
x

2
h:k - R, hvor h(x) = By * 84X 4+ 85X + we. B,

8,989y oo 8, €T givne reelle tal, a + 0, n€ N. (Skeln

mellem ulige og lige n.)

For hvilke verdier af konstanten k € R er den ved f(x) =
k X + sin x bestemte funktion f:R—- R surjektiv?

For hvilke vardier af k er den injektiv?

I planen E2 er givet to forskellige punkter A og B, Med M
betegnes mengden af de punkter af E2, som ikke ligger pa
linien AB.
EBn afbildning f af M ind i E2 defineres ved til punktet
P € M at lade svare centret for den i trekant ABP indskrevme
cirkel, Bestem billedmengden f(M), og underspg, om afbild-
ningen er injektiv.
En afbildning g af M ind i B, defineres ved 1 punktet P € M
at lade svare hsjdernes sksringspunkt for trekant ABP. Be-
stem billedmengden g(M), og underseg om afbildningen er in-
jektiv. Vis, at der findes en delmzngde M' af M, sdledes
at restriktionen af g til M' er en involutorisk afbildning af
M' pa M.
Angiv en nedvendig og tilstrzkkelig betingelse, som reelle
tal a,b,c,d mé& opfylde, for at den ved

(x,y) » (ax+by, cx+dy)
bestemte afbildning af mengden R2 af reelle talpar ind i

sig selv er injektiv.
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Vis, at ndr og kun ndr denne betingelse er opfyldt, er af-

bildningen surjektiv,

Vis, at en afbildning f:A - B er surjektiv, hvis og kun hvis
den tilherende originalmengdeafbildning f°-1:<ﬁ(B)—9 Din)
er injektiv, og at f:A ~ B er injektiv, hvis og kun hvis

£ D(B) » A(A) er surjektiv.

Lad A, B og C vere mengder og f:A - B, g:B-> C afbildninger,
for hvilke gef:A - C er injektiv. Vis, at f er injektiv.
Vis under den yderligere forudsetning, at f er surjektiv,

at ogsd g er injektiv.

Lad A, B og C vere msngder og f:A - B, g1:B-+ C,gE:B - C
afbildninger, for hvilke g1of = g2°f. Man kan da i almin-
delighed ikke slutte, at g = 8- Angiv et eksempel, der
viser dette, og bevis, at g1of = g2uf medfgorer 84 = 8oy
s&fremt f er surjektiv.

Lad f,:A - B, f2:A -» B, g:B » C vere afbildninger, for hvilke

.1
gof1 = gofz. Man kan da i almindelighed ikke slutte, at

f1 = f2.

g°f1 = gef, medforer £, = f,, sdfremt g er injektiv,

Angiv et eksempel, der viser dette, og bevis, at

Med f betegnes en afbildning af en mzngde A ind i A. Vis,
at

oA o ...,

Ao £(A) D f°2(A) D een

)

og at der for fallesmsngden
M= N £°7(a)
n=0
gelder £(M) ¢ M.
Vis, at £(M) = M, sdfremt f er injektiv. Angiv cksempler

pad injektive afbildninger, der viser, at bade M = @ og

M ¢ ¢ kan forekomme.
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23,

2k,

25.

26,

27 .

Lad f:A -» B vere en afbildning, A',A" ¢ A og B',B" ¢ B.
Vis, at der for den tilhgrende m@ngdeafbildning f: D(A) » D (1
gelder

£(AMN\A') 2 £(a") \ £(A"),
og at lighedstegnet gezlder, ndr f:A—-» B er injektiv. Vis
endvidere, at der for den til en vilkarlig afbildning
f:A - B hgrende originalmengdeafbildning 21 D(B) - D (a)

gelder
el eN\B') = oM\ o1 (BY).

Bestem billedmengden for hver af fglgende afbildninger af

meEngden R2 af reelle talpar ind i sig selv:

(x,3) » (x%+y%, x°-y9),
3)

(x,5) » (43>, -y
(x,5) » (e%+e¥, *-e¥),
(x,y) » (Arctg x + Arctg y, Arctg x - Arctg y),
(x,y) » (sin x + sin y, sin x - sin y).
Undersgg, hvilke af afbildningerne der er injektive, og angiv

disses inverse afbildninger.

Vis, at en involutorisk afbildning f:A - A er bijektiv og

identisk med sin inverse.

Idet x € P, betegnes mcd [x] det stgrste hele tal, der er
mindre end eller lig med x. (Szttes x = m + r, hvor
m€E€ Z2og 0 r< 1, er [x] =m.) Vis, at funktionen

f:R - R bestemt ved f(x) = 2[x] - x er bijektiv.

Lad n € N vare givet, og lad £:8 > & vare den ved z - 7
bestemte afbildning. Angiv en delmsngde M af C, siledes at
restriktionen £:M - C er bijektiv.

ILgs den samme opgave for den ved z - z + % bestemte afbild-

ning g:C \ {0} » C.
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$¢5. Rclationer.,

Dct cartesiske produkt A x B.

Det ordnede par af to (ens eller forskellige) objekter a

og b vil vi betegne (a,b). Begrebet er séledes at forsta, at.
den orden, i hvilken de to objekter optrzder, spiller en rolle,
altsa
(a,b) = (c,d) = a=c¢c A b =4d.

Vi advarer mod forveksling med symbolet {a,b} for mmngden
af indbyrdes forskellige blandt objekterne a og b. Medens {a,b}
= {b,al, s& er (a,b) ¥ (b,2) medmindre a = b,

Vi vil ogsé betragte ordnede smt af flere objekter. Her er
rekkefslgen ligeledes vasentlig:

(a,b,c) = (d,e,f) &= a=dAb=eAc=*f.

Ved det cartesiske produkt eller mzngdeproduktet A x B af

to mengder (eller klasser) A og B forstds msngden (klassen) af
alle ordnede par (a,b), hvis ferste komponent a tilherer A, og
hvis anden komponent b tilherer B, altsd

AxB = f{(a,b) | a € AAbE B
Det er tilladt, at A = B. I stedet for A x A gkrives ogsd A2.

Ganske tilsvarende defineres det cartesiske produkt af fle-
re mongder (eller klasser); eksempelvis
AxBxC = f{(a,b,c) | a€AADEBACE C].

I stedet for A x A x A skrives ogséd A:, etc.

Er A og B endelige mmngder med henholdsvis p og ¢ elemen-

ter, vil A x B have pq elementer. Er ogsd C endelig med r ele~-
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menter, vil antallet af elementer i A x B x C vare pqr; etc.

I visse tilfwlde kan man anskueliggere sig det cartesiske
produkt af to eller tre mengder:

Lad 1 og m vere to hinanden sksrende linier i planen, A en
delmsngde af (mengden af punkter pd) 1 og ligeledes B ¢ m. Meng-
den af sk&ringspunkter mellem de med m parallelle linier gennem
punkterne af A og de med m parallelle linier gennem punkterne af
B kan da opfattes som en illustration af A x B, Er A og B spe-
cielt liniestykker, fas punkterne i et parallelogram (tegn); for
A =1, B=m f4s hele planen,

Denne illustrationsmdde for A x B lader sig ogsd anvende pa
to msngder A og B af reelle tal, idet man forst reprmsenterer A
ved den tilsvarende punktm®ngde pa X1-aksen og B ved den tilsva-
rende punktmengde pa Xz—aksen i et sedvanligt retvinklet koordi-
natsysten X1X2 i planen. Specielt kommer man pa denne méde til
fortolkningen af R x R = R2 som m®ngden af punkter i planen.

Mengdeproduktet R x R x R = R kan man, ved brug af et s=d-
vanligt retvinklet koordinatsystem X1X2X3, illustrere ved me:ngden

af punkter i rummet.

Relationsbegrebet.

Ved en relation fra en mzngde (eller klasse) A til en msngde

(klasse) B forstids en delmmngde (delklasse) R af det cartesiske
produkt A x B, - Med en mere primitiv sprogbrug kan man sige, at
en relation fra A til B foreligger, ndr visse ordnede par (x,y)
af et element x fra A og et element y fra B er udmerket eller ud-

valgt frem for de svrige.
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En relation fra A til A omtales ogsd som en relation i A.

I stedet for (x,y) € R vil vi ofte skrive xRy, hvilket la—

ses: x stadr i relationen R til y.

Relationer spiller en fundamental rolle inden for alle om-

rader af matematikken., Vi n®vner en rekke eksempler:

]

1 Allerede i den mest elementzre geometri optrmder den rela-
tion R fra mengden E2 af punkter i planen til mmngden af rette
linier i planen, hvor xRy udtrykkes: punktet x ligger pa linien
y (eller: linien y gir gennem punktet x).

2" Bn vigtig relation R i mmngden R af reelle tal er den, hvor
xRy skrives x < y.

%2°  En relation R (lighed) i klassen af alle (matematiske) ob-
jekter er den, hvor xRy skrives x = y,.

4° En relation R fra klassen af alle (matematiske) objekter til
klassen V af alle mz=ngder er den, hvor xRy skrives x € y.

5° En relation R (inklusion) i klassen V af alle mengder er

den, hvor xRy skrives x ¢ .

En relation R fra en mengde (eller klasse) A til en mmngde
(klasse) B vil oftest vare givet ved et pradikat @(x,y) med to
variable x og y, hvor x refererer til A og y til B:

R = {(x,y) € A xB | o(x,y)},
dvs. R er den delmmngde (eller delklasse) af A x B, hvor for
x € A, y € B gmlder
(x,) € R = 06(x,y),
eller anderledes skrevet
xRy = 0(x,y).
Det forekommer hyppigt, at forskellige pradikater ®(x,y) og
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¥(x,y) bestemmer én og samme relation fra A til B, nemlig nér
der for x € A, y € B gzlder
®(x,Y) = \If(X,Y),

6° Bn vigtig relation i mengden N af naturlige tal, kendt fra
barneskolen, defineres ved
x|y o= T2 ly = zx].
xly lxses: x gadr op i y, X er divisor i y, y er delelig med Xx.
7°  En relation i mengden N af naturlige tal defineres ved: x
har ingen divisor + 1 fmlles med y, 1 tegn
Tfaz{z+1 Az|x Azly ]
At x star i denne relation til y, udtrykkes: x er primisk med y.
8° BEn relation i m®ngden af rette linier i planen defineres
ved: 1linien x har intet punkt felles med linien y. At x stér i
denne relation til y, udtrykkes ofte: x er parallel med y. I
reglen vil det dog vere mere hensigtsmwssigt (jfr. side 13) ogsd
at regne sammenfaldende linier for parallelle; med brug af den
under 1  nsmvnte grundlmsggende geometriske relation "punkt pd li-
nie" defineres relationen "parallelitet" i mzngden af rette li-
nier i planen da wved
x|y e '"3Ezz [z PAxA2Pdy]l VX=yY.

Vi bemsrker, at den samme relation kan defineres ved ganske andre
predikater, f.eks, ved: linierne x og y har en falles normal.
9c En relation (kongruens) i mengden D(E2) af punktmengder i
i planen defineres ved X o~ ¥y <+ punktmsngden x kan feres over
i punktmsngden y ved en isometrisk afbildning f:Eg_)Ez.

Definitionen overfores umiddelbart fra planen til rummet.
10° En relation fra msngden RN af alle folger x = (x1,x2,...)

af reelle tal til mengden R af reelle tal y defineres ved
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lim X, =V = Vye¢ ENN VNn [n >N = ly - an < el
Noo +

Man laser: talfg¢glgen X = (x1,x2,...) er konvergent med grznsevar-

dien y.

Foruden relationer R, som har faet et sarligt navn, eller
hvor man har indfgrt en fast betegnelse eller en szrlig sprog-
lig vending for xRy, vil vi traffe utallige '"navnlgse'. Et vig-

tigt tilfelde navnes 1 11°,

11°  Lad f:R2 -+ R vaere en reel funktion af to variable. En re-
lation R 1 mzngden R af reelle tal defineres da ved

XRy = f(x,y) = O.
12O I me=ngden E3 af punkter i rummet tankes valgt et punkt O.
En relation R 1 E3 defineres da ved: X og y ligger pa en ret

linie gennem O,

I stedet for den korrekte vending '"den ved prazdikatet
o(x,y) bestemte relation fra A til B'" benyttes ofte den lgse
sprogbrug "relationen ®(x,y) fra A til B'". Nar man vil pointere,
at man ikke tenker pd prazdikatet ®(x,y), men pa selve mengden
f(x,y) | e(x,y)}, omtaler man da denne som relationens graf.

Som delmzngde af %° kan en relation i R (eller relationens
graf) anskueligggres som en punktmzngde i planen. For "rela-
tionen" x < y i R er grafen siledes halvplanen {(x,y) | x < y}.

For en vilkarlig mengde (eller klasse) A kaldes mazngden

A = {(x,x) | x€ 4]
for diagonalen i A2. Hermed har vi en betegnelse og et nyt navn

for relationen "lighed" i A, ~ eller for relationens graf.
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Lad R1 vere en relation fra A1 til B1 og R2 en relation fra
A2 til B2, hvor A1g A2 og B1g Bz. I tilfzlde af at

dvs. hvis
Vp X Vg ¥ [XRyY xR,y 1,

siger man, at R1 er restriktionen af R2 til en relation fra A1

til B1, eller at R2 er en udvidelse af R1.

Som eksempel kan nazvnes, at relationen "¢" i R er en udvi-
delse af relationen i N med samme betegnelse. — Betegnelser og
navne for relationer bevares ofte uzndret efter restriktion el-

ler udvidelse,

Hidtil har der kun varet tale om 'bin®re" relationer, dvs.
relationer mellem to objekter. IEn almideligggrelse af relations-—
begrebet er imidlertid nzrliggende.

Ved en tern®r relation forstids en delmazngde af et cartesisk
produkt A x B x C, ved en kvaternzr relation en delmzngde af et
cartesisk produkt A x B x C x D, osv.

Ogsa relationer mellem flere objekter vil oftest vare givet
ved prizdikater. En kvaternsr relation i mengden E2 af punkter i
planen bestemmes sdledes ved: punkterne v, X, y og z ligger pa
en cirkel. Relationer i R vil hyppigt vazre givet ved systemer
af ligninger og/eller uligheder med flere eller fazrre reelle ube-
xendte (jfr. 11  ovenfor).

Som delmengde af R3 kan en ternmr relation i R anskuelig-

ggres som en punkimengde i rummet.

Ogsa uden for matematikken mgder man talrige relationer.
Som eksempel kan nevnes de forskellige slazgtskabsrelationer mel-

lem mennesker,
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Invers relation. Sammensat relation.

Ved den inverse relation til en relation R ¢ A x B for-
stds den relation R-1g B x A, hvor for x € A, y € B galder
yR-"1 X = XRY.
Definitionen kan ogsd udtrykkes

R = {(y,x) | (x,y) € R}.

Det er klart, at (R™1)™' = R.

I nogle tilfzlde har man faste betegnelser bade for xRy og.
_1 ° . (o] [e] o]
for yR x. Saledes i eksemplerne 2 , 4 og 5 :

XKy &= ¥ > X, XEY &= Y IX, Xc¥y &= ¥ 2 X

Nar der i stedet for '"relationen R, hvor xRy «= 0(x,y)" si-
ges "relationen udtrykt ved @(x,y) eller blot "relationen @(x,y)",
kan man i almindelighed ikke vide, om der tznkes pa R eller R-1.
"Relationen i N udtrykt ved 32 [y = zx]" kxan lige vel vare den
i 6o definerede relation og dens inverse. I tilfzlde af at pra-
dikatet er en sproglig satning med én af de to variable som sub-
jekt, menes dog szdvanligvis relationen S bestemt ved

«3. « pradikatet,
hvor den pagzldende variable skrives i stedet for f¢rste prik.
Efter dette princip udtrykkes relationen i 6° ved "x gar op i y",
dens inverse ved 'y er delelig med x" eller "y er et multiplum

af x'", relationen 1 1° ved "punktet x ligger p& linien y'", dens

inverse ved "linien y gir gennem punktet x'",

Lad R vare en relation fra A til B og S en relation fra B

til C. Ved den af R og S sammensatte relation forstas da den
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relation 8oR fra A til C, hvor for x € A, z € C g=lder
(x,2) € S°R = 3py [xRy A ySz].
Er specielt A = B = C og R = S, skrives ogsa R2 i stedet for
RoR,

Eksempler.
1) Lad A, B og C vare mengden af henholdsvis punkter, rette
linier og cirkler i planen. Med R betegnes relationen fra A til
B udtrykt ved "punktet x ligger pa linien y'", med S relationen
fra B til C udtrykt ved "linien y er tangent til cirklen z''. At
punktet x stdr i relationen SoR til cirklen z, betyder da, at der
findes en linie gennem x, som tangerer z, altsd at punktet x
ligger uden for eller pd cirklen z.
2) Lad R vaere en relation fra A til B. Da er R-1°R en rela-
tion 1 A, medens Rc'R-1 er en relation i B, og vi har

(x,2) € R~

°R = 3p¥ (xRy A zRy] for x € A, z € A,

(x,z) € RoR™! e 3, [yRx A yRz] for x€ B, z € B,
Betegner R eksempelvis relationem i N bestemt ved

XRY = X F 1 A“x|y,

vil "x € N stdr i relationen R-10R til z € " vetyde, at x og z
begge er + 1 og har et faelles multiplum, altsi at x og z begge
er + 1, medens "x € N star i relationen ROR_1 til z € N" bety-
der, at x og 2z har en felles divisor + 1. Den i 7° betragtede
relation er N° \ ror~1,
3) Flere slzgtskabsrelationer defineres som sammensatte rela-
tioner, hvilket i nogle tilfmlde direkte udtrykkes i benzvnelsen.
Betegner R relationen udtrykt ved

XRy <= X er barn af Yy,
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vil xR°z betyde, at x er barnebarn af z, medens (x,z) € r™ToR
betyder, at x og z er (hel- eller halv-)sgskende.
For tre relationer R ¢ A x B, S ¢ BxCogTcgcCxD
gxlder
To(SoR) = (ToS)oR = ToSoR,
hvor relationen TeSoR ¢ A x D kan karakteriseres ved
(x,u) € ToSOR &= 3y 3Cz.[ny A Y85z A zTu].
For relationer R ¢ A x B og 8 ¢ B x C haves
(sor)™1 = r71es™,
thi for x € A, 2 € C gxlder
35Y [xRy A y82] = 3y 257y A yr7'x],
dvs. -1 : -1~
(z,x) € (SeR) e (2z,x) € R o8 .
3

Betegner R som i 3) relationen "x er Wwarn af y", vil R” =
RoRoR og R 1o (R7ToR)oR = (Rz)_1°R2 vere velkendte slagtskabsre-

lationer.

Enentydig korrespondance. Afbildningsrelation.

En relation R fra en mszngde (eller klasse) A til en mengde

(klasse) B kaldes en enentydig korrespondance mellem A og B,

hvis der for hvert x € A findes et og kun et y € B, sadledes at
XRy, og ligeledes for hvert y € B et og kun et x € A, sdledes
at xRy. En enentydig korrespondance mellem A og B er altsé en
me@ngde (klasse) R af par (x,y) € A x B, hvor hvert x € A er fgr-
ste komponent og hvert y € B anden komponent 1 netop et par
(X’y) € R.

Betragtes kun én enentydig korrespondance R, vil vi i stedet

for xRy ofte skrive x «» y, hvilket lazses: x og y er sammenhg-
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rende.

Eksempler.

1) P4 et dansegulv foreligger en enentydig korrespondance
mellem mengden af dansende herrer og mangden af dansende damer.
2) Lad A vere mengden af punkter pa en kugleflade med undtagel-
se af et punkt O ("nordpolen'), medens B er mazngden af punkter
i tangentplanen til kuglefladen i det diametralt modsatte punkt
("sydpolen"). En enentydig korrespondance mellem A og B define-
res da ved

X« Yy & X og ¥y ligger pa en ret linie gennem O.
Vi bemzrker, at denne korrespondance er restriktionen af den i

12° betragtede relatiom R i E, til en relatiom fra A til B.

3

3) Relationen i R defineret ved

3,45 .y

XRy &= X
er en enentydig korrespondance.
L) Kun i ét af eksemplerne 10—10° optrader en enentydig kor-

o
respondance, nemlig i 3 .

En relation R fra en mzngde (eller klasse) A til en mangde

(klasse) B kaldes en afbildningsrelation, hvis der for hvert

X € A findes et og kun et y € B, sdledes at xRy.

At en relation R¢ A x B er en enentydig korrespondance,

er saledes ensbetydende med, at R og R_1 begge er afbildnings-

relationer.

Begreberne afbildning og afbildningsrelation hanger ngje

sammen:
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Er £ en afbildning af A ind i B, f:A - B, vil relationen
R ¢ A x B bestemt ved
(%) XRY = f(x) =¥y
vare en afbildningsrelation, medens der omvendt for en vilkarlig
afbildningsrelation R ¢ A x B findes netop én afbildning
f:A » B, s2iledes at (%) gelder for x € A, y € B, nemlig den, hvor
til hvert x € A er tilordnet det y € B, for hvilket xRy. = Den
til en afbildning f:A - B svarende relation R c A x B, altsé

R = {(x,y)] £(x) = y}, kaldes afbildningens graf. Er specielt

It

AcRogB-= R, vil grafen, fortolket som e n punktmengde i pla-
nen, vere det velkendte grafiske billede af funktionen f.
Egentlig er det overflgdigt at opretholde begrebet afbild-
ning som et selvstendigt begreb: man kan indordne det under re-
lationsbegrebet ved overalt, hvor talen er om afbildninger, at

betragte de tilsvarende afbildningsrelationer.

Idet den indgiende behandling af afbildninger, der er givet
i de to foregédende paragraffer, kan fortolkes som vedrgrende af-
bildningsrelationer, skal vi her kun ggre fglgende bemzrkninger:

Sammens®tning har vi defineret bade for afbildninger (I,3, )
og for relationer (I,5,7). Der kan dog ikke opstd misforstiel-
ser, thi er R¢ A x Bog S ¢ B x C afbildningsrelationer svarende
til afbildninger f:A - B og g:B - C, da svarer den sammensatte
relation S°R ¢ A x C til den sammensatte afbildning gof:A - C.

At en afbildning f:A - B er bijektiv, er ensbetydende med,

at den t ilsvarende relation R A x B er en enentydig korrespon-

C
dance. Den inverse relation R_1 c B x A vil da svare til den in-

verse afbildning f_1:B - A,
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Eksempler.

Den afbildning af kugleflade \ 'nordpol" pa tangentplanen i
"gydpolen'", der svarer til den i 2) betragtede enentydige korre-
spondance, altsd afbildningen, der til hvert x € A tilordner
ska@ringspunktet y mellem n®vnte tangentplan og den rette linie
gennem O og x, kaldes stereografisk projektion.

Til den i 3) betragtede enentydige korrespondance R, hen-
holdsvis til R—1, gsvarer de bijektive afbildninger af R pa R

x->\5/1—x3 og y-—>§/1-y5.

Of'te treffes en relation R ¢ A x B, hvor til hvert x € A
findes hgjstvét ¥y € B, sdledes at xRy, dvs. hvor der for x € A,
Y4 € B og o € B gzlder

xR;V1 A XRy2 = ¥, = Voo
Betragtet som relation fra {x € A | 3py: ¥Ry | til B vil R da

vere en afbildningsrelation.

Eksempler.
Relationen i R defineret ved
XRy = uxz + y2 =1 A ¥y20
er, betragtet som relation fra intervallet [-%,5] = {x | 3y: xRy}
til R, en afbildningsrelation. Den tilsvarende afbildning af
[-%,4] ind 1 R er

I}

nNj=

X -1 - uxz, -£ £ x ¢
Den i 10° definerede relation fra R til R er af den her be-
tragtede type; enhver talfglge har nemlig hgjst én granseverdl.
Betragtet som relation fra m&ngden af konvergente reelle talfegl-

ger til R er det da en afbildningsrelation; ved den tilsvarende

afbildning tilordnes til hver konvergent reel talfglge dens
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gransevardi.

[kvivalensgrelation.

En relation R i en mangde (eller klasse) E siges at vare
refleksiv, hvis der for x € E gzlder
xRx,
altsd hvis hvert element af E std&r i relationen R til sig selv.
Dette er ensbetydende med A ¢ R, hvor A = {(x,x) | x € E} er
diagonalen i E x B (jfr. side 5).
o

. o o o o o
Dei3,5,6, 8,9 og 12 betragtede relationer er re-

fleksive.

En relation R ¢ E x E siges at vzre symmetrisk, hvis der for
X € B, ¥y € E galder
XRy = yRx.
Dette er ensbetydende med R—1 = R.

De i 30, ?o, 80, 9o og 12° betragtede relationer er symme-

triske.

En relation R ¢ B x E siges at vare transitiv, hvis der for
x€ B, y€ E, z € E gzlder

XRy A YRz = xRz.
Dette er ensbetydende med R2 ¢ R.

. o o o o o o

Dei2 ,3,5, 6, 8 og9 bctragtede relationer er
transitive. Det bemarkes, at parallelitet mellem rette linier

kun er en transitiv relation, nar man, som vi har gjort i 8°, reg-

ner sammenfaldende linier for parallelle.,

Man kunne tro, at en symmetrisk og transitiv relation
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R ¢ E x E altid er refleksiv, idet man af xRy ved brug af sym-
mctrien kan slutte yRx og viderc ved brug af transitiviteten
XRx, Dette viser imidlertid ikke, at xRx for alle x € E, men kun

for de x € E, der star i relationen R til mindst et y € E.

En relation R i en mazngde (eller klasse) E kaldes en @kviva-

lensrelation i E, hvis den er refleksiv, symmetrisk og transitiv,

altsad hvis der for x € E, y € &, z € E galder

JA N XRx,
2. XRy = yRx,
IE3. XRy A ¥Rz = xRz.

Betragtes kun én skvivalecnsrelation R, skrives i stcdet for

xRy oftest X ~ y, hvilkct lsscs: x er skvivalent med y, eller:

X og y er zkvivalente; den sidste sprogbrug afspejler symmetrien.
Undertiden bruges ogsd andre tegn.

De i 30, 8o og 9o betragtedc relationer er skvivalensrela-
tioner. Det samme gzlder restriktionen til Eq \ {0} af relationen

(e}
itz .

Vi skal nu behandle en vigtig sag, etablering af en enenty-
dig korrespondance mellem zkvivalensrclationerne i og klasseind-

delingcrne af en vilkarlig megngde E.

Idet vi tenker os givet en mengde E, vil vi med a;DyeeesXsYsoes
be tegne elementer af E, med A,B,... delmengder af I, med d,¥,s s

mengdcr af delmengder af B og med R,S,... relationer i E.

Er & en klasseinddeling af L, altsd en mzngde af ikke tomme,

parvis disjunkte delmsngder af E med E som foreningsmengde (I,2,18),
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vil den ved
(%) XRy e x og y ligger i samme msngde tilhgrende &,
dvs. ved
(=) XR)’#HQA [x € A A yEA],
bestemte rclation R 1 E vaere en #kvivalensrelation. Dette veri-
ficeres umiddelbart.

Omvendt vil vi nu vise, at der for hver @kvivalensrclation
R i E findes en og kun en klasseinddeling & af E, siledes at
(%) gelder for x € E, y € E. Dermed vil vare godtgjort, at der
forcligger en cnentydig korrespondance mellem mengden af skvi-

valensrelationer 1 E og mzngden af klasseinddelinger af E,.

Lad da R vezre en zkvivalensrelation i E. For xRy skrives

X'\’y-

Fgrst foretages en analysc. Vi tenker os en klasseinddeling
® af E, sdledes at (%) gelder for x € E, y € E.

For hvert a € E ses nu ved brug af (%), at den klasse fra &,
som a tilhgrer, bestér af de med a zkvivalente elementcr, dvs.
klassen er {x € E | x ~ a}. Videre fas for A € D(E)

A€® e 3Fga:A={x|x.al,
eller, idet vi for {x | x ~ a} indfgrer betegnelsen F_,
A€ de—= 3

E
dvs. & er mangden af indbyrdes forskellige mangder F_ = ix | x ~ a},

a: A= Fa’

¢ = {F | acE}.
Dette kan ogsd opfattes sdledes: & er billedmazngden ved afbild-
ningen af E ind i D(E) defineret ved
a- {x | x~ al.

Hermed cr analysen fgrt til ende. Den viste, at en mazngde &
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af’ delmezngder af E, som dels er cen klasseinddeling af E, dels
sammen med den givne relation R opfylder (%), kun kan vare

iF a € E}. Specielt har vi da, at der findes hgjst én sidan

g |
mengde &.

Det bemzrkes, at vi endnu ikke har benyttet, at R er en

gkvivalensrelation. Var dette ikke tilfaldet, kunne vi dog pa for-

hand vide, at ingen mazngde af delmengder af E, og altséd heller
ikke {Fa | a € E}], ville vare en klasseinddeling af E, som sam-
men med R opfylder ().

Nu er det imidlertid forudsat, at R er en &kvivalensrela-
tion, og det kan da bevises, at {Fa | a2 € E} virkelig har de gn-

skede cgenskaber.

For {F_ | a € E} indf¢res for kortheds skyld betegnelsen ¥.
Mengden ¥ af delmzngder af E karakteriseres da ved, at der for
A € D(B) gzlder

A€ T e 3pai A= fx | x ~ al,
dvs. mangderne tilhgrende ¥ er de delmazngder af E, som kan skri-
ves pa formen {x | x ~ aj.

Pgrst viscs, at ¥ er en klasseinddeling af E. At mengderne
tilhgrende ¥ er ikke tomme og har E som forening, fglger af, at
R er refleksiv, hvilken egenskab kan udtrykkes: for a € E gzlder

a€ {x | x ~a}l.
Indvidere skal godtggrcs, at mesngderne tilhgrende ¥ er parvis
disjunktc, altsd at der for A € ¥, B € ¥ gelder
A4 B=AnB= 0,

dvs.
AnNnDB + ® = A = B,
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Af ceg {x | x~a}larce f{x | xa~Db}, dvS. ¢ ~a A C ~ b eller,
idet symmetrien benyttes, a4 ~CAC ~ Db, sluttes imidlertid,
ved brug ogsa af transitiviteten, a ~ b. Heraf fas videre
X ~a=X~Db (ifglge £3) og X ~ b = X ~ a (ifglge 2 og [3),
altsd for x € E! X ~ 8 & X ~ b, hvilket er ensbetydende med
fx | x ~a} = {x | x ~ Dbi.

Fndelig vises gyldigheden af
(%) a ~b = E?A[a € AAbe Al
Er a ~ b, haves jo a € {x | x ~ b}, men ifglge K1 ogsa
be {x ]| x~Db}. Omvendt: er a € {x | x ~nc} ADE fx | x ~ ci,

dvs. a ~C A Db ~c, fds a ~ b ved brug af A2 og £3.

Hermed er fglgende vigtige s@tning bevist:

Mellem mzngden af klasseinddelinger & af en vilkarlig meng-

de E og mengden af skvivalensrelationer ~ i E bestar en enenty-

dig korrespondance, bestemt ved

vEx,y[x ~ Y = 3@A[X € Anryeall.

At @kvivalensrelationcn ~ svarer til klasseinddelingen &,

vil sbledes sige, at X ~ y er_ensbetydende med, at x og ¥y til-

hgrer samme klasse. Den til en skvivalensrelation ~ svarende

klassecinddeling & kan omvendt karakteriseres som den mengde & af

delmesngder af E, hvor

VD(E)A [Ac® e 3 atA=1{x]|x~all,

E
dvs. klasserne er de delmengder af E, som kan skrives p& formen

fx | x ~ al.

Nar en klasseinddeling & af E betragtes sammen med den til-
svarcnde zkvivalensrelation ~, kaldes mazngderne tilhgrende &

gerne gkvivalensk lasser. Et element a € E siges at rcpraesentecre

ellcer at vere en represcntant for den zkvivalensklasse, det til-

herer.
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For restriktionen til Eg \ {0} af relationen i 12° er ekvi-
valensklasserne de rette linier gennem O, dette punkt ikke med-—~
regnet. For relationen lighed, x = y, 1 en vilkarlig me#ngde E er
den tilsvarende klasseinddeling den, hvor hvert element danner
en klasse for sig. Til relationen i 8° svarer en inddeling af de
rette linicr i planen i klasser af indbyrdes parallelle; en

gkvivalensklasse kaldes her et parallclbundt, medens en skviva-

lensklasse ved relationen parallelitet for rette linier i rummet

kaldes et parallelknippe. Til rclationen i 9o svarer en indde-

ling af alle punktme&ngder i planen (rummet) i klasser af indbyr-

des kongrucnte.

Fglgende eksempler fremheves sarligt:

1) Lad f vere en afbildning af en mzngde & ind i en mzngde B.
Relationen i E defineret ved
X ~ ¥ = F(x) = f(y)

er da cn skvivalensrelation i E. Zikvivalensklasserne er dc fra w
forskellige originalmzngder f°_1(z) til elementer z € B, (sammcn-
lign I,3, ).

iikvivalensrelationer defineret pa denne made mgdes ofte.
Som cksempel fra den elementzre geometri nevnes for polygoner
relationen: X og y har samme arecal. At to liniestykker har samme
langdetal, er ensbetydende med, at de er kongruente; at to vinkler
har samme maltal (mellem O og ), er ensbetydende med, at de er
kongruente.

I 4vrigt svarer enhver mkvivalensrelation i en mangdec E pa
den betragtede mdde til en afbildning, nemlig til afbildningen

£:Z > D(E), hvor til hvert a € E er tilordnet den mkvivalensklasse,
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der indeholdcr a.

2) Hvis en m&ngde T af transformationer af en mezngde E er en

transformationsgruppe, vil relationen i D(E) defineret ved

A~ B e 3 f(A) = B
vere cn s@kvivalensrelation i D(E).
Indeholder T nemlig den identiske afbildning eg? vil rela-
tionen vere refleksiv, idet eE(A) = A for hvert A ¢ E. Gelder

0 -1
feT==7T

€ Ty, vil relationen varc symmetrisk; er nemlig
£(A) =BogfeT, haves jo £ '(B) = A. Gelder f€ TAge T =
gof € T, vil relationen vzre transitiv; er nemlig f£(A) = B,
g(B) =C, f € Tog g€ T, haves Jjo (gof)(4) = C.

Til transformationsgruppen af isometriske afbildninger
(kongruenser) f:E2 - E2 af planen svarer p& denne made rclationen

kongrucns 1 m®ngden D(EZ) af punktmengder i planen, jfr. 90. -

To punktme&ngder i planen siges at varce cgentlig kongruente, hvis

den c¢ne kan fgres over i den anden ved en flytning (egentlig kon-
gruens) f:E2 - EQ. Ogsé& hor forcligger en @zkvivalensrelation, idet
mengden ar flytninger af planen er en transformationsgruppe. -
Hvad hcer er sagt om planen, overfgres ord +til andet til rummet.
Bemarkning. Undertiden trazffes en afvigende sprogbrug: 1
stedet for "egentlig kongruent'" siges blot "kongruent', medens
'kongruent'" i vor betydning, jfr. 90, gengives ved "isometrisk!

ellcr "egentlig eller uegentlig kongruent'.

3) Geometriske vektorer.

Til ethvert ordnet par (P,Q) af punkter i rummet svarer
(jfr. I,3,3) en translation af rummet, specielt svarer til et

par (P,P) den identiske afbildning. Ved
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(Pyd) ~ (R,8) &= (P,q) og (R,S) bestemmer samme translation

defineres da, ifglge 1), en @kvivalcnsrelation i mengden E3 X E3
af ordnede punktpar. Til hver translation t svarer en @kvivalens-
klassc bestdende af alle punktpar, der bestemmer t; det er i gv-
rigt punktparrene (P,t(P)), P ¢ By

I fremstillingen af elementazr vektorregning er side EV,1,1,
givet fglgende definition: Ved en geometrisk vektor forstas et
liniestykke i rummet forsynct med en bestemt gennemlgbsretning.
To s&danne liniestykker skal dog opfattes som samme vektor, sa-
fremt de blot har samme stgrrelsec og retning. — Tilfgjelsen inde-
berer, at en geometrisk vektor dog ikke er det samme som et ori-
enteret liniestykke. Hvad er det da?

Fgrst bemarkes, at man i stedet for orienterede liniestyk-
ker kan betragte ordnede par af punkter, idet opgivelse af et
orienteret liniestykke kommer ud p& et med opgivelse af begyndel-
sespunkt og endepunkt. Hermed er vi imidlertid lige vidt: en geo-
metrisk vektor er nu et ordnet punktpar; dog skal to punktpar op-
fattes som samme vektor, s&fremt de bestemmer samme translation.

Mystikken hzves, nar dette opfattes som en lgs formulering

af fplgende definition: Ved en geometrisk vektor forstas en

zgkvivalensklasse af ordnede punktpar ved den ovenfor indfgrte

gkvivalensrelation. Bt punktpar (P,Q) er herefter ikke en vektor,

._)
men det reprazsenterer en vektor. Betegnelsen PQ skal betyde den

vektor, som reprasenteres af punktparret (P,Q); vektorer betegnes
ogsé med et enkelt understreget bogstav.

En fordel ved at g& ud fra punktpar i stedet for liniestyk-
ker er det, at nulvektoren kommer med p& naturlig made, QO =

{(2,2) | ? € ).
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Vi noterer, at der mellem mangden af geometriske vektorer og
mengdcen af translationer af rummet bestar en naturlig enentydig

korrespondance.

lian mgder ofte, som i 3), en situation, hvor indbyrdes wkvi-
valente elementer ved en akvivalensrelation i en mengde E opfattes
som uvescntligt forskellige, hvorfor man '"identificerer" dem,
regner dem som blot forskellige cksemplarer af samme ting. Dette
kan tillegges den mening, at det 1 virkeligheden er skvivalensklas-
scrne, der har interesse; de enkelte elementer i E betragtes blot
som recprésentanter for disse.,

Nar man for en opgave vecdrgrende konstruktion af en tre-
kant anfgrer f.eks., at der er to lgsninger, menes i reglen:
panar kongruens to lgsninger, hvilket betyder, at lgsningerne
udggr to @kvivalensklasser ved relationen kongrucns, o e

Undertiden (mis)bruges lighedstegnet til at udtrykke skvi-
valens. I elementzre geometribgger betyder /A = /B saledes ikke,
at der er tale om samme vinkel, mcn blot at de to vinkler har

samme maltal.

Ordningsrelation.

En relation R i en mazngde (eller klasse) A siges at vare

asymmetrisk, hvis der for x € A, y € A galder

Xx 3 y A xRy = TyRx
eller, cnsbetydende hermed,

XRy A JRX = X = ¥.

At der blot er tale om en omformulering, beror pa den ud-



sagnslogiske zkvivalens
II"'I-. A P = —lqll eq HP A q = I'",
som f.ecks. kan vises saledes:

= AP =#—'1qn eq “r o (P =$"1q)

eq "_'I‘ = (_'p V—"q)n eq "p A Q= P".

At en relation R ¢ A x A er asymmetrisk, betyder med andre
ord, at R n R—1 c A, hvor A = {(x,x) | x € A} er diagonalen i A x A
Med R vil derfor ogsd enhver relation S ¢ R vere asymmetrisk,
ligesom asymmetri bevares, nir der til R fgjes elementer (x,x)

af diagonalen.

Transitivitect for en relation R ¢ A x A definecrede vi

(side 13) ved for x € A, y € A, 2 € A at krave
xRy A yRz = xRz.
Da denne betingelse ¢gjensynlig er opfyldt for x =y v ¥y = 2z, vil
det verc nok at betragte tilfzldet x + ¥y A ¥ ¥ z; betingelsen er
alts& cnsbetydende med
X3+ yAy+ 2 AxRy AyRz = xRz,

dvs.,
(x,v) e R\ A A (yy2) € R\ A = (x,2) €R,

Det fremgar heraf, at transitivitet bevares, nir der til en
relation R ¢ A x A fgjes clementer af diagonalen A. Fjernes fra
en rclation e¢lementer af diagonalen, kan transitivitet derimod
ga tabt (jfr. 8°); vi skal imidlertid se, at transitivitet sammen
med asymmetri bevares:

Lad R ¢ A x A vere transitiv og asymmetrisk, og lad
R\ A¢ S¢cR. Det pastdo da, at 5 er transitiv; (at S er asym-

mctrisk, ved vi pa forhand). - Det vil vaere nok at vise, at
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R \ A cr transitiv. Vi fgrer beviset ved ud fra antagelserne R
transitiv, men R \ A ikke transitiv at
sluttc, at R ikke er asymmetrisk. Tenker vi os nemlig, efter an-
tagelsen R \ A ikke transitiv, clementcr a, b og c af A, for
hvilke

(a,b) € R\ & A (b,e) € R\ A, men (a,c) § R\ A,
fas, da R er transitiv, at (a,c) € R og dermed (a,c) € A, dvs.
a = ¢, sdlcdes at

aRb A PRa A a # b.

Medens en relation R ¢ A x A som nzvnt (side 13) kaldes re-

flcksiv, hvis Vv,x: xRx, vil vi sige, at R er irrefleksiv, hvis

AX
VX xRx, dvs. hvis R n A = ®¥.
En relation R i en mazngde (eller klasse) A siges at vare

en rceflcksiv ordningsrclation i A, hvis den er refleksiv, asym-

metrisk og transitiv, alts& hvis der for x €¢ A, y€ A, z € A

zlder
OR1. XRx,
OR2. x +y AxRy = TyRx,
OR3. XRy A YRz = xRz,

mcdens R siges at vere en irrefleksiv ordningsrelation, hvis den

er irrefleksiv, asymmetrisk og transitiv; her forlanges altsa i
stedet for OR1, at der for x € A skal galde

orY. TXRX.

Vi navner, at det ved definitionen pa irrefleksiv ordnings-

relation ville vare nok at forlange ORT og OR3 gyldige; thi hvis

en rclation R ¢ A x A er irrefleksiv og transitiv, sd& er den ogsa



Mat. 1, 1963-64L AG I, 5, 24

agsymmetrisk. Beviset herfor kan fgrcs ved ud fra antagelserne R
transitiv, men ikke asymmetrisk at slutte, at R ikke er irreflek-

siv.

Refleksive og irrefleksive ordningsrelationer i A hgrer
sammen parvis: fra en ordningsrelation af den ene type fa&s en af
den anden ved at fjerne, henholdsvis tilfgje diagonalen i1 A x A;
herved bevares nemlig transitivitet og asymmetri, som nzrmere om-
talt ovenfor.

Betragtes kun én refleksiv ordningsrelation R og den til-
svarende irrefleksive ﬁ, vil vi, nér der ikke er indfgrt serlige
tegn for relationerne,-i stedet for xRy og xﬁy skrive henholdsvis
X = y og x —< y. Sammenhzngen mellem dc to relationer, R = R \ A
og R = R u A, kan da udtrykkes

| X<y &= x XYy A x%y,
henholdsvis
X XY = X<y Vv X=VY.

Man bruger den vending, at en (refleksiv eller irrefleksiv)

ordningsrclation i A bestemmer en ordning af elementerne i A.

Ordningen siges at vere total (fuldstendig), hvis der for x € A,

y € A gwlder

X3y = XKX¥ v ¥JKX
eller, ensbetydcendc hermed,

X3y == X<y v ¥—<ZX,
altsd hvis hvilkesomhelst to forskellige elementer af A kan ‘'sam-
menlignes" ved den pagsldende ordning. Vil man understrege, at
en betragtet ordning ikke ngdvendigvis er total, omtales den

ogsé som en particl (delvis) ordning.

Ved c¢n vilkarlig ordning haves
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X<y = (y=<x), dvs.y-=<Cx = (x-<y¥),

medens dct er karakteristisk for total ordning; at ogsid det om=
vendte gmlder, saledes at

Ay < X) &= X =< ¥, Avs. (X =< ¥) «= ¥ -< x.
Thi x =< y medfgrer x 4 y ifglge ORT og videre Wy -< x) ifglge
OR2, men x F y A (y =< X) er ensbctydende med (X = ¥y v ¥ ~< X),
dvs. med (¥ =< X). At ordningen er total vil sige, at der for
vilkarlige x og y g=ldcr

X=y v X<y v ¥ <X, dvs. y KX x v x =<y,

.{“;\,v

hvilket jo cr ensbetydende med (y =< X) = X =< Y.

& . W
Den i 2° betragtcde relation < er en irrefleksiv ordnings-

relation; den tilsvarcnde refleksive ordningsrelation i R skrives
< ordningen af R er total. Relationerne i 30, 5o og 6o er re-
fleksive ordningsreclationer; den til = svarende irrefleksive
ordningsrelation er ¥, den til ¢ svarende skrives c (jfr. I,2,7),
mcdens vi ikke vil indfgre nogen szrlig betegnelse for x|y AX %Y

i intet af de 3 tilfe®lde foreligger en total ordning.

Den inverse relation til cn refleksiv eller irrefleksiv
ordningsrclation er en ordningsrclation af samme type. Eksempecl-
vis gezlder dette de inverse til rclationerne <, { 08 c, ¢, som
skrives >, 2 08 D, D

Er B ¢ A, vil restriktionen til B af en ordningsrelation 1
A igen verc en ordningsrelation af samme type. Nar ordningen af
A er total, vil restriktionen til B ogsd vare det; derimod forec-
kommer dct ofte, at hvilkcsomhelst to forskellige elementer i B
kan sammenlignes ved ordningen, uden at det tilsvarendc gelder

for A,
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I det folgende defineres en rekke vigtige begreber i tilknyt-
ning til en given ordning af en mengde (eller klasse) E. For den
betragtede refleksive ordningsrelation skrives -<, for den irre-
fleksive —< . Elementer af E betegnes med sm& latinske bogstaver,
delmzngder (delklasser) af E med store.

Et element a € E siges at vere en minorant for mengden (klas-—
sen) X ¢ B, hvis a - x for ethvert x € X, altsd hvis

VyX [a =< x], dvs. VX [xeX s a~<xx].
Tilsvarende siges b at vere majorant for X, hvis X <D for ethvert
x € X,

Findes der en minorant for X, siges X at vere nedad begrn-

set, findes en majorant for X, siges X at vsre opad begrmnset. At
X er begrznset, skal betyde, at X er bade nedad og opad begrenset.
Hvis X har en minorant a, som tilheorer X, siges X at have a

som forste element, og man skriver a = min X. At X hojst kan have

ét element med denne egenskab, felger umiddelbart af, at relatio-
nen =< er asymmetrisk. Hvis X har en majorant b, som tilherer X,

siges X at have b som gidste element, og man skriver b = max X.

Der findes hejst ét element med denne egenskab.
Det kan h®nde, at mengden (eller klassen) af minoranter for
en nedad begraznset mengde (klasse) X ¢ E har et sidste element a.

Man siger da, at X har den nedre granse a, og betegner denne

inf X (infimum X). At a = inf X betyder altsd, at a er minorant
for X,‘samt at der for enhver minorant x for X g®lder x - a. Det
er efter definitionen klart, at et X c E hgjst kan have én nedre
grense.,

Tilsvarende indfgres gvre grsnse for X ¢ E som "Perste majo-

rant'' for X. Der er hgjst én. Ne¢dvendigt, men i almindelighed ik-
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ke tilstrzkkeligt for eksistensen er det, at X er opad begrzn~-
set. Som betegnelse bruges sup X (supremum X).

At X har et fgrste (sidste) element, er &benbart ensbety-
dende med,; at X har en nedre (gvre) grznse, som tilhgrer X; i
s& fald er inf X = min X (sup X = max X).

Et element m tilhgrende X siges at vere et minimalelement

af X, hvis der ikke findes noget x € X, for hvilket x ~¢ m. I
tilfelde af, at ordningen er total, falder begreberne minimal-
element og fgrste element sammen; thi da gzlder
x ~¢( m) e m =< x og dermed

T3x [x < m] = vyx [m o< x].
Er ordningen ikke total, vil som fgr et eventuelt fgrste element
af X ogsé vere et minimalelement af X, og der vil ikke veare
andre; men har X intet fgrste element, kan der dog vare et mini-
malelement i X, ja der kan vere flere, endog uendelig mange. -

Ganske tilsvarende bem@&rkninger gzlder begrebet maksimalelement,

der indfgres ved definitionen: et element m siges at vere et
maximalelement af X, hvis

me X A'“3Xx[m -¢ x).

Eksempler,
1)  Mmngden Z med den smdvanlige totale ordning, ,<. Enhver
nedad (opad) begranset mengde X ¢ Z har et fgrste (sidste) ele-
ment.
2)  Mangden Q med den szdvanlige totale ordning, <,<. Her
findes nedad (opad) begrznsede mengder X ¢ Q uden nedre (gvre)

2

grense. F.eks. har {x € @ | x° ¢ 2] badde minoranter og majoran-

ter, men hverken en nedre ellcer gvre grznse. Mengden
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{1/n | n € N} har et sidste element, 1; den har ikke noget for-
ste element, men nok en nedre grsnse, O,

3) Mengden R med den smdvanlige totale ordning, < <. Enhver
nedad (opad) begrenset .mengde X ¢ R har en nedre (ovre) grense,
Dette er en af de fundamentale egenskaber ved de reelle tal.

4)  Mmngden D(A) af delmmngder af en mmngde A, ordnet ved inklu~
sion, ¢,c. Enhver mmngde X ¢ D(4), altsd enhver mmngde af del-
mengder af A, er savel nedad som opad begrznset, idet @ er en
minorant og A en majorant. Enhver mengde X ¢ D(A) har en nedre
granse, nemlig N{x | x € X}, og en ovre grense, nemlig

Ufx | x € X}. Disse kan vere (men behever ikke at vsre) henholds~
vis forste eller sidste element. En mengde m € X er minimalele-
ment (maximalelement) af X, hvis ingen mengde x € X er agte del-
mangde af m (har m som mgte delmsngde), Som eksempel nmvnes, at
ndr elementerne af X er fra @ forskellige, parvis disjunkte

mengder, er hver af disse savel minimal- som maximalelement af X.

5) Mengden N ordnet ved den refleksive ordningsrelation xly,

X er divisor i y. Enhver mengde X ¢ N er nedad begrenset, idet
1 er en minorant, og har endvidere en nedre grsnse, nemlig ster-
ste felles divisor for tallene i X (se svelse 21). En memngde

X ¢ N er opad begrenset, hvis og kun hvis den er endelig. I s
fald er f.,eks. produktet af tallene i X en majorant for X, og
tallenes mindste fzlles multiplum er ovre grznse, Msngden

{12, 18, 36} har nedre grense 6, der ikke er forste element, og
pvre grznse 36, der er sidste element., Et element m i en mengde
X ¢ N er minimalelement (maximalelement) af X, hvis intet andet

tal tilheorende X er divisor i m (er et multiplum af m). I en
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mengde X ¢ N, som ikke indeholder tallet 1, vil eventuelle prim-
tal tilherende X vere minimalelementer, men muligvis ikke de

eneste.,

Lad f vere en afbildning af en memngde (eller klasse) A ind
i en mmngde (klasse) A', og lad der vere givet en ordning af A
sadvel som en ordning af A', For den refleksive ordningsrelation
i A skrives -<, for den tilhzrende irrefleksive -~<, medens der
for ordningen af A' bruges betegnelserne -<', -<'. Man siger
da, at f er monoton, hvis der for x € A, y € A gelder

xxXy = fx) =<'f(y)

eller, ensbetydende hermed,

x<y = f(x) "=<'f(Y)r

medens f siges at vsre ordenstro eller strengt monoton, hvis der
for x € A, y € A gmlder |
x~<y = f(x)~<"f(y).

Medens endog en konstant afbildning f er monoton, gsmlder
det, at hvis ordningen af A er total og f strengt monoton, si
vil f vere injektiv. Thi for vilkdrlige to forskellige elementer
x og y af A haves da enten x <X y og dermed f(x) -<'f(y), eller
y =~ x og dermed f(y) -<'f(x); i begge tilfwlde er f(x) + f(y).

Fxsempler.
1) Tilordner man til hver endelig mengde antallet af dens ele-
menter, f&s en strengt monoton afbildning af klassen af endelige
m@ngder ordnet ved inklusion ind i (NO,<).
2) Den identiske afbildning af N er en ordenstro afbildning af
(N,]) ind i (N,<), idet

x|y axdy = x<y.
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3) De (strengt) monotone afbildninger af (I,<) ind i (R,<),
hvor I ¢ R er et interval, er netop de p4 I definerede (strengt)
voksende funktioner, medens de (strengt) monotone afbildninger
af (I,<) ind i (R,>) er de p& I definerede (strengt) aftagende

funktioner.

Det bemmrkes, at vi i disse eksempler sdvel som senere an~
giver en ordnet mengde, dvs, en mengde A samt en refleksiv og
den tilhorende irrefleksive ordningsrelation i A, ved at anfore
mengden og en af de to relationer. S&ledes betegner bade (N,<)

og (N,<) mmngden af naturlige tal med den sadvanlige ordning.

Velordning.

BEn ordning af en mmngde (eller klasse) M, givet ved en re-
fleksiv eller den tilherende irrefleksive ordningsrelation i M,
siges at vere en velordning, hvis hver ikke tom delmsengde (del-
klasse) af M har et forste element.

En velordning er altid total, idet definitionen heraf (side
2ly) kommer ud pd, at enhver delmmngde bestéende af to elementer
skal have et forste element.

Er M velordnet, er det endvidere klart, at en vilkarlig del-
mengde (delklasse) ligeledes vil wvere velordnet ved restriktio-

nen af ordningen i M,

I det folgende forudsattes M velordnet; vi skriver som s®d-

vanlig -< o8 —-< for de to sammenherende ordningsrelationer.

Til ethvert element x € M, som ikke er gidste element i M,

findes et (og selvfeleelig kun et) umiddelbart felgende, dvs. et

element x', s8ledes at x -¢ X' og at der for ethvert y € M, for
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hvilket x~¢y, gelder x'=-< y.
Bevis: Da ordningen er total og x ikke er sidste element,
er mengden {y € M | x =y} ikke tomi Den har felgelig et forste

element x', og dette opfylder de stillede krav.

Med det ved & € M bestemte afgnit Ma af M menes
M, ={xel | x~al.
Ved anvendelse af dette begreb kan den vigtige s®tning om trans-

finit induktion formuleres siledes:

Br X en delmengde (delklasse) af M, der stadig forudsmttes

velordnet, golder det, at hyis

a M cX = ac€X],

vM a
sé& er X = M,
(Bemmrk, at kravet omfatter, at det forste element a1 af M

tilherer X, idet jo M_ =0 og @ ¢ X,)
1

Bevis: Pastanden kan ogsd udtrykkes
XcM = FalM cXaragdxl
Vi antager, at X ¢ M, dvs. at M \ X ikke er tom, og betegner
med a det forste element af M \ X, Vi har da a € M \ X og der-
med a ¢ X, Endvidere er M, ¢ X, hvilket ses sidledes: idet a er
minorant for M \ X, gmlder for x € M
x€M\X=:a§X

0og dermed
x €M \X = Hx-<a),
dvs.,
X <2 = x €X,
altsd

X €M > x €X,
a



Mate. 1, 1963-64 AG I, 5,32

Eksempler.

1)  Enhver totalt ordnet endelig mzngde er velordnet.
2) Den ordnede mezngde (N,<) er velordnet. Det umiddelbart ef-
ter et tal x € N fglgende er x + 1. Sztningen om transfinit in-
duktion udsiger i dette tilfzlde: En mangde X c N vil vere he-
le N, hvis 1 € X og der for a > 1 gzlder

{1secesa-1} c X = ac€ X,
Den sadvanlige induktionsslutning beror pa, at en mezngde X - I\
vil vere hele N, hvis 1 ¢ X og der for a 3 1 galder

a-1 € X = acX

Denne satning fAs af den foregaende, idet man benytter

{1,...,8.—1}gx = 3—1 EX.

mn
Zo

Eksempelvis er det nu ligeledes indlysende, at en mengde X ¢

vil vere hele N, hvis {1,2} ¢ X og der for a > 2 gslder
fa-2,a-1] ¢ X = a € X.

3) Den ordnede mengde (%,<) er ikke velordnet, men enhver ned-

ad begreznset delmazngde er det. Ligeledes er enhver opad begrsn-

set delmzngde af (%Z,<) velordnet ved >.

Det cartesiske produkt X A .
veg v

Lad der vazre givet en indiceret mezngde af mengder,

(AL)L c 3’ hermed menes, jfr. I,3, , en afbildning af indexmzng-

den J ind 1 klassen af alle mzngder. Det givne er med andre ord,

at der til hver index ¢ € J er tilordnet en mzngde AL'

Ved detcartesiske produkt eller mengdeproduktet X AL for-
LEJ
stas mzngden af alle afbildninger (ab)L c J° hvor VgLt aL € AL.
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Et element i X AL er altsa en tilordning: til hver index ( € J
Led
et clement a € A .
A L m
Er J = {1,2,.00,m} bruges ogsd skrivemiden X AL' Mellem
r=1
denne mengde og A1 % A2 X ses % Am bestar en naturlig enentydig

korrespondance, idet der til en afbildning (ab)b ¢ g Svarer det

ordnede szt (a1,a2,...,am). Ofte skelner man ikke mellem
(ab)L c J og (a1,a2,...,am) og har da

m
X A

= .A.1 XA2X.|0XAmo
L=1

L

Er J = N bruges ogsé skriveméderne

(-]

L§1AL = A x By ke

ligesom et element i produktmezngden betegnes (a1,a2,...).

Nar AL er en og samme mzngde A for alle , € J, er X AL
LEd
simpelthen mengden af alle afbildninger af J ind i A. Denne

mzngde betegnes ogsa AY elier F(J - A). Eksempelvis er RR =
f(R - R) msngden af reelle funktioner af en reel variabel, BN

mengdenafl fglger af reelle tal.

Afbildningen af X AL P& den til en index p € J svarende
LEJ
mangde Av bestenmt wed

(aL)LGJ —>ay

kaldes den til v svarende projektion af X Ab og betecgnes prv.
Led
Navnet hidrgrer fra fortolkningen af elementerne i R2 =R xR =

pi1,2] og %> som koordinatset for punkter.

Ved brug af begrebet mengdeprodukt kan vi udtrykke et af
mangdelazrens fundamentale principper, det sdkaldte udvalgsak-

siom, i fglgende form: Er hverken indexmzngden J eller nogen af
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mengderne Ab tom, s& er ogsa béJA‘ + w. Dette betyder, at der
findes en tilordning: til hver index | € J et element a € AL,
eller, med en 1l¢s sprogbrug, at man pad en gang for hvert p 'kan
udvelge" et element af den tilsvarende mengde AL'

Dette princip (som i parentes bemmrket er blevet betragtet
med skepsis af enkelte fremstiende matematikere) blev fgrste
gang explicit formuleret af E. Zetrmelo (1904). Han udnyttede det,

i en tilsyneladende 1idt mere speciel form, i et bevis for vel-

ordningssztningen, der udsiger; at enhver mangde kan velordnes.

Denne s®:tning har, som det antydes i nazste paragraf, vigtige
konsekvenser inden for lzren om (uendelige) kardinaltal. - Zer-
melos udgangspunkt var, at der for en vilkérlig mazngde & af ik-
ke tomme mazngder findes en tilordning: til hver mazngde M € & et
af dens elementer. Dette fglger af princippet ovenfor, idet man
setter J = & samt Ay = M for hvert Me o,

Nar man bruger ordet aksiom, beror det pa, at udvalgsprin-
cippet, 1 en eller anden form, virkelig optrzder blandt aksio-
merne i de forskellige forslag, der er gjort til opstilling af
ma@ngdelaren som en formal, matematisk teori (I,1,24). Det fgr-
ste skyldes Zermelo (1908). - Andre aksiomer vedrgrer udsorte-
ringen af mzngder blandt klasser (jfr. I,2,5); siledes svarer
begge de to side 1,2,9 nzvnte regler til aksiomer hos Zermelo,
hvor det ligeledes er et aksiom, at | Ab er en mengde (og ikke
kun en klasse), forudsat at savel J :ii samtlige AL er mazngder,
medens det er et teorem, at X A er en mengde. I de forskellige
systemer optreder altid et aﬁiggm vedrgrende eksistensen af uen-
delige mzngder; en mulighed er: klassen N af naturlige tal er

en msngde; det kan derefter sluttes, at ogséa Q, R 0g & er meng-

der.
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pvelser til kap. I, § 5.

.

XZ,

Fortolk hver af mangderne R x R+, R+ x R+, R x &, R,

- A,

% x %, Z x Nog N x N som en punktmengde i planen.

Lad A betegne me&ngden af punkter tilhgrende et liniestykke,
B mzngden af punkter pa4 en ret linie, C mangden af punkter
i en halvplan, D mengden af punkter pad en cirkellinie og E
mengden af punkter tilhgrende en cirkelskive. Angiv punkt-
mengder i rummet, der kan fortolkes som maengderne A x C,

BxC,AxD,BxD,CxD,AxE,BxE,DxDongE.

N
to

Idet A og B er vilkirlige mengder, A' ¢ A, A" ¢ A og B' ¢
skal man vise
(A' U A") x B = (A' x B) u (A" x B)

(A' x B) n (A" x B)

(A' 0 A") « B
(A x B) \ (A" x B') =

[(aNA") x (BN B)]u l(ANA") xB']u [a' x (B\B")I].

Skitser grafen for relationen R i R bestemt ved

a) xRy = X < ¥

b) XRy = x > ¥y,

c) XRy e x2 - y2 = 0,
a) XRy <= x2 - y2 < 0,
e) XRY = X - y2 = 0,

) xRy e X - ¥° > 0,

og angiv i hvert tilfelde fglgende mazngder af reelle tal:

iY| (093’> € Rze Iy' (1937) € ng
ix | (0,x) e R}, x| (1,x) e R7Ty,
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Idet A og B er m&ngden af punkter, henholdsvis rette linier
i planen, medens R betegner relationen fra A til B, hvor

xRy <= punktet x ligger pa linien y,
og Ap €r diagonalen 1 B2, skal man angive betydningen af re-
lationerne

ReR™T, RTToR og agu (B2 \ (ReRT1)),

Vis, at for to ikke tomme mazngder A og B er A x B ¥ B x A,
medmindre A = B, G¢gr rede for, at der bestar en naturlig en-
entydig korrespondance mellem A x B og B x A.

Ggr endvidere rede for, at der mellem produktmazngder

(A x B) x C, A x (BxC) ogAx Bsx C, taget to og to, be-

star naturlige enentydige korrespondancer.

Hvorledes giver det sig til kende i grafen for en relation
R ¢ R « R, at R er henholdsvis en afbildningsrelation, en

enentydig korrespondance, refleksiv, symmetrisk?

Find betingelser vedrg¢rende en afbildning f:A - A, som er
ngdvendige og tilstrzkkelige for, at den tilsvarende afbild-
ningsrelation R C A x A er henholdsvis refleksiv, symmetrisk,

transitiv.

For en vilkarlig relation R ¢ A x A gzlder

R transitiv «» R° c R.

Vis, at dette kan f¢gres tilbage til den logiske mkvivalens
vy [P(XstZ) = q(X’Z)]” eq "y P(Xy.VSZ) = q(X’Z)“

og dermed til

Wt

"vy [p(y) = al" ea "3y ply) = q'.
Vis endvidere, hvorledes sidstnzvnte logiske zkvivalens kan

afledes af mkvivalenser kendt fra I,1 samt

i

vy [p(y) v al" eq "vyp(y) v a'.
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En mengde E med mindst to elementer tenkes givet,
1) Til enhver mengde ® af delmsngder af E svarer en rela-
tion R i E bestemt ved
(%) xRy = 3A [x € A Ay e Al
Gor rede for, at R kan vere en skvivalensrelation, uden at
® eller & \ @ er en klasseinddeling.
2) Til enhver relation R i E svarer en mengde & af del-
mengder af E bestemt ved

A€ ¥ e 3pa: A={x | xRal.
Gor rede for, at ¥ kan vezre en klasseinddeling, uden at R

er en &kvivalensrelation.

Angiv den smkvivalensklasse ved relationen sin x = sin y i
R, der har det reelle tal a som representant. Angiv en
mengde af reelle tal omfattende netop én reprmsentant for

hver klasse,

Find en nedvendig og tilstrskkelig betingelse for, at to
trekanter er skvivalente ved den til transformationsgrup-
pen af alle translationer og homotetier af planen E2 sva-

rende skvivalensrelation i D(E2).

Angiv ved en figur en punktmsngde i planen, som kan for-
tolkes som A x A, hvor A = {1,2,3,4,5,6 1.

Angiv i en sadan figur graferne for felgende relationer i

A:

a) {(a,b) | ab =6}

b) {(a,b) | atb er llge}

c) {(a,b) | alvi,

a) f(a,b) | a og b er indbyrdes primiske},
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14.

15.

16.

e) {(a,b) | 2[{a] = b},

£) {(a,b) | |a-b] <1},
{(a,p) | [a~b| =3},
{(a,b) | max{a,6-b} = 4},

g)
h)
Underseg, hvilke af relationerne der er refleksive, irre-
fleksive, symmetriske, asymmetriske, transitive, og hvilke

der er afbildningsrelationer, enentydige korrespondancer.

Giv en nedvendig og tilstrekkelig betingelse for, at en

relation R ¢ A x A er bdde symmetrisk og asymmetrisk.

Ud fra en relation R¢ A x A bestemmes to relationer R1 og
R2 i A ved

xR1y +«= xRy A TWRx,

xR,y e XRy A X + y.
a) Vis, at hvis R er asymmetrisk, si er R, = R,.
b) Vis, at hvis R er transitiv, si er R1 en irrefleksiv
ordningsrelation,
c) Som vist side 22 gxlder det, at transitivitet sammen
med asymmetri bevares, nar man fra en relation R ¢ A X A

fjerner de eventuelle elementer af diagonalen., Giv et nyt

bevis.

Afsmt 1 planen endelig mange punkter, Msngden af disse
punkter betegnes med A, Forbind visse par af punkterne med
liniestykker (eller kurver, - undgd for overskuelighedens
skyld, at disse far andre fmllespunkter end de givne).

Velg for hvert af liniestykkerne én eller begge oriente-
ringer, og angiv dem ved pile, Man kan da tale om et linie-

stykkes begyndelses~ og endepunkt. Har et liniestykke begge
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orienteringer, kan hvert af de punkter, det forbinder, be~
tragtes som begyndelses- eller som endepunkt. Ved en vej
i en sddan figur forstés et ordnet sst af liniestykker
blandt de
tegnede, sdledes at det forste liniestykkes endepunkt er
det andets begyndelsespunkt, det andets endepunkt er det
tredies begyndelsespunkt, osv, En relation R i A define-
res ved fastszttelsen, at aRb betyder, at der findes en
vej, der forer fra a til b.
Vis, at R er transitiv. Vis endvidere, at R er asymmetrisk,
hvis og kun hvis der ikke findes nogen lukket vej i figu-
ren, Tegn figurer af den betragtede art, sdledes at R er

henholdsvis en &kvivalensrelation, en total ordningsrela-

tion, en partiel, men ikke total, ordningsrelation.

17. Lad A vere en mengde af tegn, nemlig alfabetets (smd) bog-
staver samt et mellemrums-~ eller tomrumstegn, f.eks. en
prik, Ved den alfabetiske orden sammen med fastsmttelsen,
at mellemrumstegnet skal g& forud for bogstavet a, bestem-
mes en total ordning af A, Ved et "ord" af lsngden A,
hvor N er et naturligt tal, forstds et N-s®t af elementer
af A, Lad M betegne en mengde af "ord" af lengden N\, alt-
s& M ¢ A%K I M defineres en relation R pad folgende méde:
Et ord 9 ¢ M siges at std i relationen R til ordet ¥ € N,
hvis @ + ¥ og det forste tegn i &, som er forskelligt fra
det pd den tilsvarende plads stdende tegn i ¥, gir forud
for dette i den for tegnene i A fastsatte orden,

Vis, at R er en irrefleksiv total ordningsrelation i M,

(Leksikografisk ordning).
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18.

19

3

Lad der vxre givet en total ordning af en mengde A, For
den refleksive ordningsrelation skrives =<, for den irre-
fleksive -<, Idet a, b og c er tre forskellige elementer
af A, skal man vise, at et og kun ét af dem "ligger mellem
de to andre". (At et element e ligger mellem elementerne
d og f betyder, at d =< e =< f eller f =< e =< d.)
Ved afsluttede, A&bne og halvidbne intervaller i en totalt
ordnet mengde forstds delmmngder af formerne
[a,b] = {x | a =< x =< b}, Ja,bl = {x | a ~< x =< b},
[a,d ={x | a =<x -< Db}, la,b]l = {x | a~-<x =< Dbl

Vis, at hvie J er et interval og c,d € J, s& er[c,d] ¢ J.

Bevis endelig folgende sm:tning: Hvis det for endelig mange

intervaller i en totalt ordnet mzngde gzlder, at felles-
msngden for hvilkesomhelst to af dem ikke er tom, s& er
fellesmengden for dem alle ikke tom. (Betragt f.eks. forst

tre intervaller, og anvend induktion.)

Lad A = {a1,a2,...,an§ vere en endelig mengde, hvis elemen-
ter tenkes representeret ved n punkter i planen, s8ledes
at ikke tre af punkterne ligger pd ret linie, For hvert af
de liniestykker, der forbinder to af punkterne, vmlges én
orientering, der angives ved en pil, Derved defineres en
relation R i A, idet (ai,aj) € R, hvis a; + a; og linie-
stykket, der forbinder de to punkter er orienteret fra aj
mod aj. Denne relation er irrefleksiv og asymmetrisk, og
der gzlder

(%) a; F 2y = (ai,aj) €Rv (aj,ai) € R,

sml. side 24, Omvendt kan enhver relation i en endelig

mengde, som opfylder disse betingelser, anskueliggeres pa

den angivne made,
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Vis, at der findes mindst ét blandt punkterne i A, fra
hvilket man kan komme til ethvert andet punkt i A enten
ved at gennemlebe ét af liniestykkerne i den foreskrevne
retning eller ved at gennemlebe to af dem i trzk i de for
dem foreskrevne retninger., Formuleret som et udsagn om re—
lationen R er pastanden: Der findes mindst ét element

3, € A, sdledes at der for hvert element a, a, af A gel-
der, at (au,ai) € R eller (%L,ai) € Rr°, (Betragt f.eks. et
punkt i A, for hvilket antallet af punkter i A, som kan
nds fra det pd den forlangte méde, er storst muligt.)

Slut af resultatet, at pastanden gmlder for enhver relation

i en endelig mazngde, som blot opfylder betingelsen (%).

I m=ngden R2 af par af reelle tal defineres en relation
~< ved
Gor rede for, at =< er en refleksiv ordningsrelation.
Idet R2 betragtes med den herved bestemte ordning, skal
man for nedennsvnte delmengder af R2 angive eventuelle far—
ste og sidste elementer, minimal- og maximalelementer samt
nedre og gvre granser:
2 2
{(x1,x2) | Xy 20 Ax, 2 01, I(x1,x2) | x5 x," £ 1.

Lad X vzre en, eventuelt uendelig, mengde af naturlige tal.
Mzngden A = {a €N | Vg ! a|x}] af minoranter for X i (I,]),
altsd af felles divisorer for tallene i X, har, da den er

opad begranset i (N,é), et sidste element d ved den szdvan-

lige ordning £ . Vis, at ethvert a € A er divisor i d, og



Mat.

00 ¥,

1, 1963%-64 AG I, 5, ov. 21=22

dermed, at d er nedre grense for X i (N,,). - Det forudsmst-
tes kendt, at mindste felles multiplum for to tal er divi-

sor i ethvert felles multiplum.

Idet R er en refleksiv og transitiv relation i en mengde
E, skal man vise, at relationen i E givet ved
a ~b < aRb A bRa,

altsé relationen R N R'1, er en skvivalensrelation i E,
Vis endvidere, at

aRb Aa ~a' Ab ~b' = a'Rb',
I kraft heraf findes en (og naturligvis kun én) relation
~< i mengden E af skvivalensklasser ved ~ , s8ledes at der
for a€ E, b & E gzlder

Ka -< K, <+ aRb,

b
hvor Ka og Kb betegner skvivalensklasserne reprmsenteret
ved henholdsvis a og b, Vis, at -< er en refleksiv ord-

ningsrelation i E.

I en lidt lesere formulering kan ovenstdende sammenfattes
sdledes: En reflekgiv og transitiv relation R i en mengde
E gdr over i en refleksiv ordningsrelation, ndr man identi-
ficerer sa&danne elementer a og b, for hvilke bade aRb og

bRa.

Betragt felgende specielle tilfzlde:
1) E = U er mmngden af komplekse tal, og R er givet ved

aRb « J|a| < [b

2) E

i

Z er mmngden af hele tal, og R er givet wved
aRb « alb,

3) B = F(A-> B) er mengden af afbildninger af en mengde A
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2%,

24.

25.

ind i en mengde B, og R er givet ved

aRb <= a(4) ¢ b(4).
4) E = RN er mengden af reelle talfelger, og R er givet
ved

< vyl

aRb &= BNm VNn [n >m = n

a
n
hvor a = (a1,a2,...) og b = (b1,b2,...).

Er delmsmngderne

fp+1/a | pyqg €W}, {p=-1/a] p,q €N}
af Q velordnede ved é ? Ved 2 ?

Lad M vere velordnet ved relationen ~<, Vis, at der for
hver ordenstro afbildning f:(M,~<) - (M,-<) gwlder

x =< f(x) for alle x € M,

Slut heraf, at den eneste surjektive ordenstro afbildning
af (M,-<) p& (M,-<) er den identiske, og at der ikke fin=-
des nogen surjektiv ordenstro afbildning af et afsnit Ma =
fx€ M | x =< a} p& et fra dette forskelligt afsnit eller
péd (M,-<).

Bevis ved induktion i den velordnede mengde (ﬂ'\{1},<):

a) BEthvert naturligt tal n + 1 kan opleses i primfaktorer,
dvs., n er et primtal eller et produkt af primtal.

b) BEthvert naturligt tal n % 1 har, bortset fra faktorer-

nes rekkefslge, hejst én primfaktoroplesning,

Ved beviset for b) forudszttes det kendt, at et primtal,
der gar op i et produkt, vil g& op i mindst en af faktorer-
ne, Vedrerende b) bemmrkes endvidere, at det vil vsre be-
kvemt i s®tningen om induktion side 31 at tenke sig

M_cX = a€ X kontraponeret,altsi erstattet med a ¢ X =

M, ¢X.
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26, For naturlige tal p og n szttes sp(n) = vp.
v=1

Pind sp(n) udtrykt ved s1(n),..;,s (n); - hertil anven-

p-1
des binomialformlen pad (v + 1)P+1, Vis, at der for hvert

p € ¥ findes et polynomium P af graden p + 1 og med ra-

(n).

p+1

tionale koefficienter, sdledes at Vyn: sp(n) = Pp+1
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I,2,184

"hvilkesomhelst to", l®s: "hvilkesomhelst to forskellige'.
I,2,¢v.6LL

"tangenterne', las: '"tangentstykkerne'.
I,3,¢V.72

"pad side I,3,2", les: "1a-10b side I,2,12 ff. i forbindelse
med B\ A =B n CA".

Toboby g

i1,3,5-6", las: "I,2,17".

I,LL,16a1

"En mangde', les: "En ikke tom mazngde''.
I,L.L,gzﬂv.'l2LL
i8(la,bl,R", les: C(Ja,b[,R)".
I,8,77
‘"delmengder", les: '"ikke tomme delmazngder'.
I,8,115 (1962-63)

Mendelige", l@s:'"endelige mzngder'.
1,8,127 £r. (1961-62)

nR(I)M, les: "B(J - R)'M;  tc(d)", les: "C(J - R)M.

I, 8,12, (1961-62)

1
"(se gv.15)", les: "(se gv. 16)".

I, 8.¢v.3u
gx + by = 0 (mod m)", lms: "m|(ax + by)".

"Ifr. I,7,8v.7.)" slettes.
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§ 6, Mengders skvipotens,

Zkvipotengbegrebet,

En mengde 4 siges at vere lige mzgtig eller mkvigotent med

en mengde B, hvis der findes en bijektiv afbildning af A pd B, e
sagt med andre ord: hvis der findes en enentydig korrespondance
mellem A og B, "A er skvipotent med B" udtrykkes ogsa "A er

(i Cantors forstand) skvivalent med B"; man skriver A ~ B,

Den herved definerede relation, gkvipotens, er en skvivalense
relation i klassen af alle msngder, dvs, for vilkarlige m®ngder
A, B og C gezlder

A~ A,
A ~B = Ba~A,
A~BAB.,C 5 A.C.
Thi den identiske afbildning e, er en bijektiv afbildning af A
pd A; er £ en bijektiv afbildning af A p& B, da vil den omvendte
afbildning f'1 vere en bijektiv afbildning af B pd A; er £ en
bijektiv afbildning af A p4d B og g en bijektiv afbildning af B
péd C, da vil den sammensatte afbildning g°*f vsre en bijektiv af-
bildning af A pé C,

Bemmrkning, Idet klassen V af alle mzngder ikke selv er en
mengde, kan vi ikke anvendse resultatet side I1,5,17 vedrgrende
sammenheng mellem skvivalensrelation og klasseinddeling. Til re-
lationen ~ svarer da heller ikke i strengeste forstand nogen klas-
seinddeling af V; dette beror dog kun pé, at klasserne
{Xe€ V| X ~A} ikke er mengder, og derfor ikke kan samles som

elementer i en klasse .

At to endelige mengder er lige mmgtige, kommer ud pa, at de
har lige mange elementer, Det er ikke nedvendigt at foretage

nogen optxlling for at konstatere, at der er lige mange damer og
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herrer pd et dansegulv, -~ her foreligger nemlig en enentydig
korrespondance mellem de to mengder. Tilsvarende kan man undei--
sege, om der er lige mange elementer i to vilkarlige endelige nuenge
der ved at preove, om det er muligt at danne par, uden at noget
element bliver tilovers., Georg Cantor (1845-1918) har skabt
smkvipotensbegrebet ved at overfore denne idé ogsd bil wusndelige

msngder, Som allerede den enentydige korrespondance

19 ?\’ 39 003002 n' 5o e
7 A

T ¥4 ¥

2’ L‘—, 6; bﬁoﬂagzn’ o e n

viser, optramder dog nye momenter: en mgte del af en uendelig
mengde kan vere skvipotent med mengden selv. Man har derfor fore-
trukket at indfere en ny sprogbiug, at tale om samme meghiigned
eller zkvipotens i stedet for f.eks. at sige, at der er lige 3

mange positivé]iga;tal.gom positiwe hele tal overhovedet.

Endelige mxneder,

En ikke tom mmngde siges at vare endelig, hvis den er skvi-

potent med et afsnit A.m = {1,2;...,m] af talrekken,

Antallet af elementer i en mangde M siges at vere m, hvis
M~ §1,2,000,m},

Denne definition er i overensstemmelse med szdvanlig cptelling.
At telle elementerne i en m®ngde M kommer jo ud pa at tilvejebringe
en injektivyéfbi;dning af mengden ind i N, sfledes at billedmeng-~ |
den bliﬁer et afsnit: til et vilkarligt valgt element i M knyttes
leiét 1, til et fra det forste forskelligt element knyttes tal~-
“let 2, osv. til M mitte vere udtemt.
Fundamentalt er det nu, at har man ved en optelling fundet an-

tallet m af elementer i en mmngde, da kan man ikke ved at talle .

i
1
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elementerne i en anden rakkefelge nd til et andet antal; en meng-

de kan ikke vare skvipotent med to forskellige afsnit af talrskken.

Dette, som vi allerede stiltiende har benyf{tet i de foregiende
paragraffer (specielt ved underssgelsen af permutationer), kan

siges at bero pd, at Lo forskellige afsnit af talrskken ikke kan

vere skvipotente. S4 fundamental denne sztning om de naturlige

tal end er, plejer man dog ikke at tage den som et szrskilt
aksiom, idet den kan bevises ud fra andre grundlzggende egenska-

ber; herom senere (Matematik 3).

Enhver ikke tom endelig mengde M har siledes et bestemt
antal elementer, - der findes netop ét naturligt tal m, séledes
at

M N.A.m = {1,2,.0.,“13.

Dette tal m kaldes ogsd kardinaltallet for mengden M. - Den

tomme msngde @ regnes endelig og tilskrives kardinaltallet O.

Dette indordnes under de almene definitioner, idet man setter

Vi noterer:

1. To endelige mmpngder er skvipotente, hvis og kun hvis de har

samme kardinaltal.

Ved de orienterende bemmrkninger ovenfor om skvipotensbegre-
bet regnedesg dette for indlysende. Efter at der nu er givet en
nejagtig definition af alle de indgéende begreber, vil det imid-
lertid vere rimeligt at bevise sztningen. Lad da M og N betegne
to endelige mzngder, m og n deres kardinaltal. Vi har alfsé
M A'Am og N "'An. Er nu M ~ N, slutter vi.Am ~ An og dermed
n = n, idet to forskellige afsnit af talrskken ikke kan vere zk-
vipotente, Forudssttes omvendt m = n, 3gltsd A =4, sluttes

N ~N.
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De feolgende pastande om sammenligning af endelige mengders
kardinaltal indser man uden vanskelighed ved benyttelse af endnu
en s®tning om naturlige tal, hvis bevis ud fra andre grundlsg-

gende egenskaber udskydes til senere (Matematik 3), nemlig:

Bn mgte delmangde M af et afsnit A= [12yeieeeyny af talrekken

vil altid vere skvipotent med et afenit A = {1,24440,m}, hvor

m <n, dvs. M er endelig med kardinaltal m < n,

2 En mgte delmwngde M af en endelig mxnegde N, er selv endelig

og har mindre kardinaltal end N,

Ved enh bijektiv afbildning af N pd et afsnit Arl af talrzkken
vil M nemlig g& over i en agte del af An'

Corollar af 1 og 2: Bn endelig mengde er ikke skvipotent med

nogen af gine gete delmsngder.

3a. Lad M og N yere ikke tomme, ehdelige mangder med kardinaltgl-

lene m og n, Da gwlder m ¢ n, hvis og kun hvis der findes en in-

jektiv afbildnineg af M ind i N,

Thi ved en injektiv afbildning af M ind i N vil M feres over
i N eller i en ®gte del af N, hvorfor m = n eller m ¢ n, Forud-

settes omvendt m ¢ n, da kan den identiske afbildning e, af A.m
m

pd sig selv opfattes som en injektiv afbildning af A.m ind i An;
betegnes med f en bijektiv afbildning af M pé Am; med g en bi-~
jektiv afbildning af N pa An, vil derfor g;1qumof vere en injektiv
afbildning af M ind i N,

Som corollar nmvnes det sdkaldte gguffeprincip: Er M og N

endelige mengder med kardinaltal m og n, hvor m } n >0, da vil
der ved enhver afbildning af M ind i N findes et element i N,
gom er billede af mindst to elementer i M, ~ Ifglge smtningen
vil nemlig ingen afbildning af M ind i N vere injektiv. -~ Idet

elementerne i N kaldes skuffer, og en afbildning af M ind i N
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fortolkes som en fordeling af M's elementer i disse skuffer; kan

princippet formuleres: Er flere end n ting anbragt i n skuffer,

da findes en skuffe med mindst to ting. (O@velserne 1-3% handler

om anvendelser heraf.)

3.b Lad M og N vere ikke tomme, endelige mengder med kardinal-

tallene m og n, Da gelder m { n, hvis og kun hvis der findes en

surjektiv afbildning af N pd M.

3b., felger af %a,, idet man bemezrker, at hvis der findes en
injektiv afbildning af M ind i N, findes der ogsd en surjektiv
afbildning af N p& M, og omvendt. Dette indses s8ledes: Lad
¢ :M - N vere injektiv, Afbildningen ¢:N - M defineret ved
) " (3) for y € o(M),
v = {a for y € ¥\ ¢(M),
hvor a er et vilkadrlig valgt element af M, er da surjektiv, idet
jo allerede ¢_4: (M) ~ M er det, Omvendt, lad ¢:N - M vare sur-
Jjektiv, hvilket jo betyder, at ingen originalmmngde'¢_1(x),
X € M, er tom. For hvert x € M waelges ét element tilhgrende
¢-1(x). Betegnes dette med ¢(x), vil x » ¢(x) vere en afbildning
af M ind i N, som er injektiv, da originalmzngderne ¢~1(x) er

parvis disjunkte.

Uendelige mangder.

Vi har allerede set (side 2), at en zgte del af en uendelig
mangde kan vere skvipotent med mazngden selw; af det fglgende vwil
endda fremga, at enhhver uendelig mazngde er zkvipotent med agte
delmengder af sig selv. Det ligger da nar at spg¢rge, om alle u-~
endelige mengder er indbyrdes akvipotente. At dette ikke er til-
f@ldet, er en fundamental opdagelse af G. Cantor (1873), som vil

blive omtalt nedenfor. Det er derfor motiveret at opstille fpl-



Mat. 1, 1962-63 AG I, 8, 6

gende definition:

En mengde A siges at were numerabél (eller tellelig), hwis
den er zkvipotent med mangden N af naturlige tal, hvis der alt-
s& findes en bijektiw afbildning af N pa A. Dette kommer ud pa,
at der findes en fglge (a1,a2,...) af elementer ‘af A, som inde-
holder hvert element af A en og kun én gang.

Eksempler p& numerable mengder, foruden N selv, er:

%z, idet (0,1,-1,2,~2,...,n,-n,...) er en folge af den forlangte
art; endvidere Nx N, idet folgen

((1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2),(3,1),(1,4),(2,3),...),
der er dannet pad folgende made, indeholder hvert par
(p,q) € N x XN en og kun én gang: Man tager forst det par (p,q),
for hvilket p + ¢ = 2, dernzst de to par, for hvilke p + q = 3,
ordnet efter voksende p,..., de n par, for hvilke p + g =n + 1,
ordnet efter voksende p,... . Der gmlder altsa

N xX ~ N,

Hvis A og B er numerable mengder, vil A X B ogsd vere nume-—

rabel, Af A ~ N og B ~ N kan nemlig sluttes, at A x B ~ N x N
thi er f:A o N og g:B » N bijektive afbildninger, bestemmes ved
(a,b) » (£f(a),g(a)) en bijektiv afbildning af A x B pad N x N.
Specielt har man altsd 7 x 2~ W, '

Enhver delmzngde af en numerabel mgngde er hqjsf numerabel,

dvs. humerabel eller endelig,
Bevis: Lad (a1,a2,...) vaere en folge, som indehoider hvert
element af den numerable msngde A netop én gang, og lad A! + ]

vere en delmsngde af A, Med an1 betegnes det f@rste af elementerne
843585s00., SOM tilherer A', med an2 det ferste element efter an1,
som tilherer A', med an3 det forste element efter anz, som til~
herer A', osv, Ender dette ved, at der efter m skridt ikke er
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flere elementer af A' tilbage, bestemmes der ved i - a, en bi-

i
jektiv afbildning af {1,2,...,m} pd A', som da er endelig. Ellers
f&s en folge, som indeholder hvert element af A' netop én gang.

Heraf kan sluttes, at mengden Q af rationale tal er nume-

rabel; thi der bestdr en enentydig korrespondance mellem Q og en
uendelig delm®ngde af den numerable mangde %2 x 4, nemlig mangden
af parrene (p,q), hvor pe %, g€ N og p og q er relativ prime
(har sterste f:lles divisor 1).

Enhver uwendelig mengde har numerable delmzngder.

Bevis: Lad A vere en uendelig mengde. Bt vilkarlig valgt
element af A betegnes med s et vilkarlig valgt element af

A \\{a1} red a,, et vilkirlig valgt element af A \ §a1,a2§ med

o9
By ees g et vilkdrlig valgt element af A\ {a1,...,an} med N
Dette kan fortsmttes ubegrsnset; thi da A er uendelig, kan ingen
af mengderne A \ {a1,...,an} vere tom, Man far altsa en felge af
indbyrdes forskellige elementer af A, og mmngden af dennes ele-
menter er numerabel,

(Det bemsrkes, at man i dette rmsonnement, og ogsd i mange
andre, gar ud fra den forestilling, at uendelig mange udvalg som
de beskrevne kan foretages uden angivelse af en forskrift, der

tillader at udpege de pagmldende elementer. Dette finder sit ud-

tryk i et af mengdelmrens aksiomer, det sikaldte ydvalgsaksiom,

som kan formuleres saledes: Er & en mengde af delm®ngder af en
mzngde M, eksisterer der en afbildning f:® —» M, saledes at

f(A) ¢ A for hver mmngde tilhsrende &.)

Ingen msnegde M er skvipotent med mwngdengg(M) af sine del-

mengder,

Bevis: For en vilkarlig mengde M er, som tidligere vist,

g}(M) gkvipotent med m&ngdenJCM af funktioner x:M- [0,1}. Det
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er altsad tilstrakkeligt at godtggre, at M ikke er gkvipotent

med XM' Beviset fgres ved G. Cantors diagonelmetode. TFor at
idéen kan trzde tydeligt frem, vil vi fgrst gennemfgre resonne-
mentet for tilfzldet M = N,

En funktion y:N - {0,1} vil jo (AG I, L4, 4) sige en fglge

(0y 1, 1,1, Oy 1, veu ),

hvor vi pé hvor plads har O eller 1. Vi skal vise, at mengden
XN af s&danne fglger ikke er numerabel, dvs. ikke selv kan or -
nes 1 en fglge. Dette indses derved, at ingen fglge
Xqs Xpseees Xpseoes af elementer i XN kan udtgmme XN’ For en
hvilkensomhelst fglge
(Oy 4y 15 1, wee )y

x
-
i

Xo = (1,1, 0, 0, wuv ),
X3 = (1, 1, 1, 0, veu ),
X, = (1, 0, 1, O, ves ),
: :
kan man nemlig angive et element x 1 Xy, som ikke er med; hertil
udtages 'diagonalfglgen"
(0, 1, 1, 0, oo ),

som pa nﬁe plads stemmer overens med Xpe B = 1,2,4+.; derefter
udskiftes pad hver plads O med 1 eller 1 med O:

x = (1, 0, 0, 1, vou ).
Den sdledes bestemte fplge y er virkelig forskellig fra alle
Xpr D = 1,2,.0. : den afviger fra X4 i hvert fald pa 1ste
plads, fra Xo i hvert fald pa oden plads, ... fra Xq i hvert

fald pa nte

plads, ... .

For en vilkarlig me#ngde M var det som n®vnt vor opgave at
vise, at M ikke er skvipotent med mangden XM aff funktioner
x:M —».§{0,1}. Dette indses derved, at ingen afbildning af M ind

i XM er surjektiv. Betegner vi nemlig for en vilkarlig afbildning
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£:M > X, den til elementet a € M ved f svarende funktion fra
Xy med x,, vil der ved

X =1 - Xx(x)’ X € M,
bestemmes en funktion x:M > {0,1]. Denne funktion y € Xy svarer
ikke ved f til noget element i M: y er forskellig fra hver af
funktiorerne yx, ., thi funktionsvaerdierne for elementet a er

henholdsvis yx(a) = 1 - Xa(a) og Xa(a). ~ Hermed er beviset

fuldfgrt.

Da mzngden af delmzngder af en endelig mzngde med kardinal-
tallet n € N har kardinaltallet 2", siger sastningen i dette
tilfzlde, at ot 4 n for n € No' Det specialtilfwlde af satnin-
gen, hvor bewlset blev gennemfgrt sarskilt , fremhzves som sar-

lig betydningsfuildt:

Mzngden af delmzngder af mengden N af naturlige tal er ik-

ke numerabel.

Faktisk viste vi det hermed ensbetydende: m&ngden XN af
funktioner X:N - {0,11, dvs, af talfglger, hvis elementer er
0 eller 41, er ikke numerabel. Lader man nu til hwer sédan f@l-
ge x = (a1, az;z..) svare den uendelige decimalbrgk O,a1a2...,
fas en biljektiw afbildning af XN p& mengden af de reelle tal i
intervallet [0,1[, som har en deecimalbrgkudvikling, hvori kun
cifrene O og 1 forekommer., Mezngden af disse reelle tal er altsé
ikke numerabel. Da en numerabel mazngdes delmwngder er hgjst nu-
merable, fglger heraf:

Mzngden R af reelle tal er ikke numerabel.

Idet der findes ikke =zkvipotente uendelige mangder, lifger

det ner at sgge kardinaltalbegrebet udvidet, séledes at ogé

uéndelige mengder tilskrives kardinaltal.
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Hvert endeligt kardinaltal n hgrer som omtalt ngje sammen
med enr"standardmmngde”, hvis kardinaltal netop ér n, nemlig
mengden {1,2,...,n}. Det har vist sig muligt at udvide forradet
af "standardmezngder" pa& en sddan made, at der for enhver mzngde
A findes netop én "standardm@ngde" skvipotent med A. Hver
"standardmsmgde" opfattes s& som reprasenterende sit kardinaltal,
Exsempelvis er N = {1,2,,., ] den simpleste uendelige standard-
mengde; kardinaltallet betegnes h% (alef nul). At en mengde har
et vist kardinaltal betyder nu blot, at den er skvipotent med
den pagmldende standardmzngde. At en mangde A er numerabel, altsa
gkvipotent med {1,2,...}, kan sdledes udtrykkes: A har kardinal-
tallet X _; man skriver

kt A =N .
Det skal n®zvnes, at man ikke har betegnelser til alle kardinal-
tal (der er "for mange").

Af det sagte fremgér umiddelbart:

To mangder er zkvipotente, hvis og kun hwis de har samme

kardinaltal,

Det er muligt at sammenligne ogs& de uendelige kardinaltal
efter stgrrelse,

Definition: For to kardinaltal o og g fastsattes a S,
hvis der findes en injektiv afbildning af den til o svarende
standardmangde S, ind i den til B svarende standardmsngde Sﬁ'

Eksempel: 7 g}{o, thi den identiske afbildning af
§1,2,104,71 kan opfattes som en injektiv afbildning ind i
“;2,&-u7’“~].

Lad A og B vare vilkarlige (ikke tomme) mangder med kar-—

dinaltal o og B. Da gzlder o B, hvis og kun hvis der findes

en injektiv _afbildning af A ind i B, - med andre ord: hvis og

kun hvis A er skvipotent med en delmz&ngde af B.




Mat. 1, 1962-63 AG I, 8, 11

Thi lad f:A > Sa og g:B - Sﬁ vare bijektive afbildninger.
For en injektiv afbildning ¢:A - B vil da go¢of‘1:sa ~ 8, vare
injektiv, ligesom for en injektiv afbildning ¢:Sa - Sﬁ ogsa

g logor:A 5 B er injektiv.

Ganske som for endelige ses, at sztningen har et modstykke:

a ¢ Bs netop hvis der findes en surjektiv afbildning af B pa A.

For at undgd paradokser m& man afstd fra at regne samlingen
af alle kardiﬁaltal for en mengde. Dette forhindrer dog ikke,
at man omtaler o ¢ B som en relation. Ved betegnelsen har vi
allerede forudgrebet, at det er en refleksiv ordningsrelation.

Hertil m& eftervises gyldigheden af

1 a g a,
2e a {BABLa = a =P,
3¢ 0 SBABLY = ave

1+ er umiddelbar; den identiske afbildning eq :SOc - Sa er in-
jektiv. Ogsa 3. er klar; er £:8, - Sﬁ og g:S; - Sy injektive
afbildninger, sé-er ogsa gOf:Sm - Sy injektiv. At relationen
er asymmetrisk, altsd at 2. gzlder, er indholdet af F. Bern-

steins skvivalenssgtning:

To m@&ngder, hvor hver er zkvipotent med en delmzngde af

den anden, er @&kvipotente.

Beviset er ikke helt simpelt (jfr. ¢v. 17) og vil ikke
blive gennemgaet her.

Endnu stir tilbage spgrgsmalet, om det er muligt at "'sam-
meniigne stgrrelsen'" af hvilkesomhelst to kardinaltal a og g,
altsad om der gzlder

he o (BvVvB<a.
At dette virkelig er tilfzldet, dvs, at ordningen er total, er

indholdet af s®tningen:



Mat. 1, 1962-63 AG I, 8, 12

Er A og B vilkdrlige maengder, vil A vere skvipotent med en

delmengde af B eller B akvipotent med en delmengde af A,

Dette ville fgre alt for vidt her at gd nermere ind pa be-

viset. Vi skal blot nzvne, at det afggrende punkt er velordnings-—

setningen: Enhver m@&ngde kan velordnes (E. Zermelo, 190L).

Af det foregaende kan drages nogle kohsekvenser vedrg¢rende
specielle kardinaltal. Da enhver uendelig mengde har numerable
delmzngder, er}{o det mindste uendelige kardinaltal. Idet man
med.H;betegner kardinaltallet for mzngden R af reelle tal, er
specielt}{o g}{, og dafﬂo 4%, xan man skrive}{o <Y, Det er et
endnu ulgst problem, det sakaldte kontinuumsproblem, om der fin-
des kardinaltal imellem de to, altsad om enhver uendelig delmzng-

de af R er numerabel eller af “"komtinuets mzgtighed", avs.: -

kvipotent med R,

Vi afslutter denne indledning i l®ren om uendelige mangder
med nogle vigtige resultater om specielle mazngder og deres kar-
dinaltal.

Som allerede fundet, er mengden R af reelle tal ikke nume-

rabel, For denne vigtige sztning vil vi give endnu et bevis,
meget anskueligt og direkte; beviset skyldes Cantor. Lad
(r1,r2,...) vere en fglge af indbyrdes forskellige reelle tal.
Det drejer sig om at vise, at den ikke kan indeholde alle reelle
tal, Lad [a1,b1], hvor a, < b1, vere et afsluttet interval, som
ikke indeholder r1. Der findes da et interval [az,bz] - [a1,b1],

hvor a, < b2, som ikke indeholder r,. Dette interval har et del-

2
interval [a3,b3], hvor
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a3 < b3, som ikke indeholder rj. Forts®ttes p4 denne mé&de fas en

fglge af intervaller [ai’bi]’ i=1,2,.s.4 der hvert er indeholdt
i det foregdende. Der findes mindst eet reelt tal r, som er inde-
holdt i alle disse intervaller, nemlig r = sup a; . Dette tal kan

ikke forekomme i den givne fglge, da jo hvert ry ligger uden for

mindst eet af intervallerne, nemlig [ai’bi]'

Et &bent interval ]a,b[ ¢ R, a < b, er @kvipotent med R
selv, idet funktionen x - tg(%%%lz%r) afbilder det bijektivt pa
R. Det samme gelder for halvdbne og afsluttede intervaller, hvil-
ket kan sluttes direkte (jfr. ¢v.8) eller ved hjelp af zkvivalens-
setningen. Heraf fas endvidere, at hvis J ¢ R er et vilkarligt
interval (som ikke kun bestdr af eet punkt), gelder J x J ~ R x R;
thi er ¢:J - R bijektiv, bestemmes der ved (x,y) - (o(x), o(y))
en bijektiv afbildning af J x J pa R x R.

Der gzlder endvidere R x R ~ R. Ifglge det sagte er det
tilstrekkeligt at bevise J x J ~ J for et interval J, Lad J vare
det halvabne interval ]0,1]. Hvert tal i dette interval har en
og kun een fremstilling som uendelig decimalbrgk, som ikke ender
med lutter nuller. Lad x = O,i1x2... vaere denne decimalbrgkfrem-
stilling af et tal x i intervallet, hvor dog XysXppees i almin-
delighed ikke skal betegne de enkelte cifre, men szt af pa hin-
anden fglgende: X, bestar af de fgrste decimaler til og med den
fgrste, der er forskellig fra O; X5 bestar af de derpa fglgende
decimaler til og med den fgrste, der er forskellig fra O, 0.8.V.
(Hvis alle decimaler er forskellige fra O, betegner altsa
Xy X5, e de enkelte cifre.) Er ogsd y = 0)¥,¥pe-s € J, hvor
VysTp9ees har den tilsvarende betydning, kan man til parret
(x,¥) € T x J lade svare tallet z € J med decimalbrgkfremstillin-
gen z = O,x1y1x2y2... . Derved féas en bijektiv afbildning af

J x J pa J. (Lader man XysXg,++. betegne de enkelte cifre, far
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man pé& denne méde en injektiv, men ikke surjektiv afbildning, idet
f.eks.‘decimalbr¢ker, hvor hvert andet ciffer er 0, ikke kan fas
ved den angivne '"blanding".)

Ved hj@alp af et koordinatsystem sluttes af det fundne resul-
tat, at msngderne E1, E, og E3 af" punkter pa& en linie, i en plan
og i rummet alle er =zkvipotente med R.

Endelig navnes, at mengden F(J) af alle i et interval J defi-
nerede reelle funktioner har et kardinaltal stgrre end R. Mzng-
den F(J) har nemlig som delmzngde mzngden X; af alle i J definere-
de funktioner, som kun antager vardierne O og 1, og om denne mzng-
de, der er mkvipotent med.ikJ), blev det vist, at den ikke er
mkvipotent med J ~ R. P4 den anden side er det klart, at kt R ¢
kt ﬁkJ), idettW(J) har den med J ~ R @#kvipotente delmazngde besté-
ende af de delmazngder af J, som hver kun indeholder eet tal fra
J. Der gzlder altsé .

kt R = kt T < ktW(T) < kt F(J).
Man kan vise, at kt éa(J) = kt F(J). Det er verd at bemmrke, at

mengden C(J) af i J kontinuerte funktioner er zkvipotent med R

(se ¢v.15)i
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@yelser til ksp. I, & 8.

1. Den hele del c, og cifrene Chs Cpyaee i decimalbrgkudviklingen
for en brgk p/q, p,q € N, bestemmes successivt som kvotienter

ved division med rest efter fglgende skema:

1t

P Col *+ Ty 0 ¢ ry < q,

10r, = cyd + Ty, 0 ¢ ry < g,

-~
|

10rn =c.q + LNWE

Hvis decimalbr¢kudviklingén ikke er endelig, har den en

periode bestaende af hgjst g = 1 cifre. Hvorfor?

2. Lad o vere et irrationalt tal, Vis, at der for hvert tal

by

n € N findes tal p € Z og q €{1,2,...,n}, saledes at

1 1
le-glem ¢ -

(Inddel intervallet [0,1] i n lige store delintervaller,
betragt tallene ka - [kal, k¥ = 0,1,...,n, og anvend skuffe-
princippet. For x € R betegner [x] det stgrste hele tal, som

er mindre end eller 1lig med x.)

3% ,Der er givet tailene a,b € 2 ogmé€ N. Vis, at der findes.
mindst et par (x,y) 4 (O;O)Iaf hele tal, siledes at
x| < vm, |yl < vm og
ax + by = 0 (mod m).
(Ifr. 1,7, ov. 7.)
L. Vis, at enhver uendelig me&ngde af parvis disjunkte abne

. . LY
intervaller 1 R er numerabel.

Vis, at enhver uendelig mzngde -af parvis disjunkte cirkelskiver

1 en plan er numerabel,
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5. I en plan tenkes valgt et szdvanligt retvinklet koordinat-
systemi Vis, at ma&ngden af alle pette linier, som hver gir
gennem to forskellige punkter med rationale koordinater, er

numerabel.

6. Vis, at hvis A er en endelig delmzngde af en uendelig mazng-

de B, 84 gzlder B \ A ~ B.

7. Vis, at hvis A er en hgjst numerabel mengde og B en vilkar-

lig uendelig m®ngde, s& er A U B ~ B.

8. Vis, at de fglgende mazngder af reelle tal er indbyrdes akvi-
potente: fx | 0 ¢ x ¢ 13, fx [0 ¢x <1}, fx |0 <x <1},

2

fx | x>0}, x| x* >1}. (Benyt f.eks. ¢v. 6 eller 7.)

9. Er mengden af alle endelige delmengder af en numerabel mang-

de numerabel?

10. Er mengden af alle fglger af naturlige tal, altséd mengden

NN numerabel?

11%,Vis, at mengden af alle polynomier med heltallige koefficien-
ter er numerabel.
Et reelt eller komplekst tal, som er rod i et pelynomium med
heltallige koefficienter, der ikke alle er O, kaldes et alge-

braisk tal. De gvrige tal kaldes transcendente tal. Vis, at

mengden af algebraiske tal er numerabel, og at mengden af

transcendente tal er ikke numerabel.

12.'Vis, at mengden af alle cirkler i en plan er zkvipotent med

R.
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Vis, at ved en vilkarlig deling af R i to klasser vil

mindst én af disse have kardinaltallet Y. (Benyt R ~ R x R).

Vis, at mwngdeniﬁ(N) af alle delmzngder af N er akvipotent
med R. (Benyt f.eks. udviklingen af de reelle tal mellem

0 og 1 1 "dualbrgker".)

Vis, at ma:ngden RN af alle reelle talfglger er zkvipotent
med R. (Vis fgrst RN ~ JN, hvor J = ]0,1]; og bestem derpé
ved brug af decimalbrgkfremstillinger for tal i J (sml. s.
13) en bijektiv afbildning af o pad J.)

Vis, at mengden af reelle kontinuerte funktioner 1 et in-
terval, f.ecks. [0,1], er zkwipotent med R. (Benyt, at en
i et interval kontinuert funktion er fuldstazndig bestemt
ved sin restriktion til mzngden af rationale tal i inter-

vallet, samt smkvivalenssatningen.)

Gennemf'dr beviserne for pé&standene i den f@glgende beskrivel-
se af et bevis for Bernsteins zkvivalenssztning: Om to
mengder A og B forudsazttes, at hver af dem er akvipotent
med en delmzngde af den anden, altsd at der findes injek-
tive afbildninger f:A 5 B og g:B - A, Det skal vises, at

der eksisterer en bijektiv afbildning h:A —» B.

For delmzngden Q af A defineret wved

a = Ug(een)(a \ g(8))

gelder A\ Q ¢ g(B). Dette ggr det muligt at definere en
afbildning h:A - B ved
f(a) for a € Q,
h(a) ={ -1
g (a) for a € A\ Q.

Denne afbildning h er injektiv, fordi man af f(a1) =
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1

g"1 (a2), a, € Q og a, € g(B) kan slutte, at a, € Q. Den er ogsé

surjektiv, fordi man af b € B \ £(Q) kan slutte, a~ig(b) € A\ Q.

Pe - B N
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Kap. II. Algebraens grundbegreber.

§ 1. Komnositioner.

Begrebet komposition.

In afbildning, hvis definitionemezngde (eller delinivcionsklss -
se) er et cartesisk produkt K x L, kaldes ogsd en komposition.
I algebraen, som er lzren om kompositioner, betegnes disse L
reglen med tegn som +, -, ©°, ... . Er % en komposition dciine-
ret p4& K x L, skrives i stedet for #=(x,y) oftest x % y scu Le-
tegnelse for det til et ordnet par (x,y) € K x L svarende oubjekt.

En komposition #: K x L » M er sédledes en tilordning, hvoi-
ved til hvert ordnet par (x,y) af et x € K og et y € L svare: &%
bestemt element af M; dette betegnes x % y. IEn kemposition
T M x Mo M, altsd en komposition # med definiticnzmmngde
M x M, for hvilken

VMx,y: X% ye&M,

kaldes en komposition inden for M.

Eksempler.
4° Sedvanlig addition og multiplikation af tal
(x,5) » x +y og (x,y) - xy
er, ndr vi tager R x R som definitionsm@mngde, kompositinner inden
for R. Det samme gzlder subtraktion

(X,¥) 5 x - ¥-

Restriktionen til N x N af de to fgrstnzvnte komporitioner, dvs.

addition og multiplikation af naturlige tal, er kompcsitiocnco
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inden for N, medens restriktionen af sidstnzvnte er en komposi-
tion N x N 5 Z.

Y ep kompositio-

Regneoperationerne (x,y) - x/y og (X,y) - x
ner, ndr vi tager R x (R \ {0}), henholdsvis R+x R som defini-

tionsmangde.

2° I elementzr vektorregning behandles L4 kompositioner:

Addition af vektorer er en komposition inden for mzngden
V3 af vektorer i rummet; til hvert par af vektorer u og v svarer
en vektor betegnet u + v.

Multiplikation af vektorer med tal er en komposition
R x V3 = Vg3 til hvert par af et reelt tal a og en vektor y sva-
rer en vektor betegnet av.

Skalarprodukt af vektorer er en komposition V3 % V3 - R;
til hvert par af vektorer u og v svarer et tal betegnet u.v.

Vektorproduktet er en komposition inden for V3; til hvert

par af vektorer u og v svarer en vektor u x ¥.

30 Tre kompositioner inden for klassen V af alle m&ngder er
(A,B) A nB, (A,B) 5AuB og (A,B) - A\ B.

Tages for A og B kun delmengder af en (uniwersal)mszngde E i be-

tragtning, f&s kompositioner inden for mzngden D(L) af delmsng-

der i BE; disse kompositioner er behandlet i I, §2.

L° Sammensetning af afbildninger,

(g,f) - geof,
er, nar man for f tager i betragtning afbildninger f: A - B af
en mengde A ind i en meéngde B og for g afbildninger g: B » C af

B ind i en mengde C, en komposition F(B 5 C) x F(A - B) » F(A - 0).
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Specielt er sammensztning (g,f) —» gof en komposition inden
for mengden F(A - A) af afbildninger af en msngde A ind i sig

selv.

Er K og L endelige me&ngder, kan en komposition # defineret

pad K x L angives ved en kompositionstavle, dvs. en tabel med

dobbelt indgang:

X ‘ : X%y

Elementerne i1 K anfgres ud for tavlens razkker, elementerne i L
over kolonnerne, og for hvert (x,y) € K x L angives det tilord-
nede objekt x % y p&d den fmlles plads for rzkken ud for x og s@gj-
ien under y.

Alle skolebgrn stifter bekendtskab med en sddan tavle, nem-
1lig kompositionstavlen for restriktionen af s®dvanlig multipli-
kation til {0,1,¢..,91 x {0,1,4+.,9}, den "1lille tabel'.

Som et yderligere eksempel betragtes
sammensatning af permutationer af mengden §{1,2,3}., Idet vi be-

nytter betegnelserne

P1=

(
\
PL,_=<
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angives den navnte komposition fuldstendigt ved tavlen

Det er naturligvis uvesentligt, at permutationerne er nzvnt i

samme rakkefglge i1 tavlens to indgange.

Af tavlen fremgar bl.a., at sammensatning er en komposition

inden for mangden {p1,p2,p3,pu,p5,p6}, savel som inden for hver

af’ mengderne {p,,0,,Pzf, {PyP) )y [Pys05} 08 {Dys041>

Komposition inden for en mangde.

Lad M vaere en mengde og % en komposition inden for M.
Som betegnelse for M betragtet med kompositionen # eller,
som man siger, for me&ngden M organiseret ved kompositionen =,

benyttes (M,s).

Kompositionen % siges at vere associativ, hvis der for

X&€E M, yE N, 2 € M gealder
(x 2 y) s 2=x % (y % 2).
Dette udtrykkes ogsa: for (M,%) gelder den associative lov. Vi

bemzrker, at ndr kravet tager sig s& simpelt ud, beror det pa
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algebraens sgrlige skrivemade; kaldes kompositionen f og benyttes
de for afbildninger gsngse betegnelser, er betingelsen
£(£(x,y),2) = £(x,£(y,2)).
Et udtryk som Xy * Xp % een & X, hvor x1,x2,;..,xn € M,
har ikke 1 sig nogen mening nir n » 2, men kan fa det, om man

P& passende madde anbringer parenteser. Er = associativ, kan man

nu, ved et induktionsbevis som vi vil forbiga, godtggre, at

X, % X sno % X

1 2 ¥ n
far samme verdi, hvorledes man end satter forngdne parenteser;
vi kan da tillade os helt at udelade dem, ligesom vi kan have

og satte parenteser efter behag.

Kompositionen % siges at vere kommutativ, hvis der for

X € M, y €M gazlder
X %y =Y % X
Dette udtrykkes ogsd: for (M,s) gzlder den kommutative lov.

Er % Dbade associativ og kommutativ, vil, som man kender det

fra smdvanlig addition eller multiplikation af tal, udtryk som

Xy ¥ Xy % coe % X_

1 n

hvor X,,X,,é4e,%x, € M, ikke blot have mening, men yderligere vil

rakkefglgen af elementerne vere ligegyldig.
Bt element e € M siges at vere neutralt ved kompositionen

w, hvis

Dette udtrykkes ogsa: e er neutralt element i (M,*).

Der findes h¢jst ét element af M, som er neutralt ved kom-

positionen %. Her er % en ganske vilkirlig komposition inden

for en mzngde M.
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Thi antages € € M og e' € M neutrale ved %, haves dels

e # e' = e', da e er neutralt, dels ¢ ¢ e¢' = e, da e' er neutralt,

og dermed e = &',

Vi forudsztter nu, at der findes et, og dermed netop ét,
element e € M, som er neutralt ved kompositionen =,
Et element x' € M siges da at vere et inverst til elementet
X € M ved kompositionen =, hvis
X% x' = x'" % x = e.
Da der abenbart er tale om en symmetrisk relation, benytter man

ogsd vendingen: x og x' er inverse ved .

It element x € M siges at vere regulsrt eller invertibelt

ved kompositionen #, hvis det har et inverst, dvs. hvis
3Mx’ [x % x' = x'" 2 x = ¢el.
Det kan forekomme, at et element har flere inverse (se det
felgende eksempel 50), dog aldrig nAr kompositionen er associa-
tivs

Findes der et neutralt element e ved en associativ komposi-

tion # inden for en mengde M, da _har hvert element x € M hgjst

ét inverst.

Thi af

1 !

(x' & x) = x" = x" & (x % x"

fas, nir x' og x" begge antages at vare inverse til x,

og dermed x = x

Vedrgrende en associativ komposition s inden for en m®ngde

M med neutralt element e vil vi endnu notere fglgende:

Er a regulert, da gelder for x€ M, y € M
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og ligeledes
X s a=y%a = X=1Y

Dette udtrykkes kort: et regulert element kan bortforkertes.

Af a % X = a % y f4s nemlig, idet vi med a' betegner det til

a inverse element,

a' % (a2 x) =a' = (as=y)
og dermed (&' # a) = x = (a' = a) =y,
dvs. € % X =€ %Y,
altsa X = Yo

Den anden forkortningsregel eftervises p& tilsvarende made.

Vi bemarker; at resultatet ogséd kan formuleres: for et re-
gulert element a € M og vilka&rligt b € M findes hgjst et x € H,
saledes at a * x = b, og ligeledes hgjst et x € M, 88 x % a = D,
eller, som man gerne udtrykker det, hver af ligningerne a % x = b
0g X % a = b har hgjst én lgsning.

Idet man af a + x = b slutter a' % (a % x) = a' % b, dvs.
x = a' & b, ses endvidere, at elementet a' % b er den eneste
mulige lgsning til ligningen a # X = b. En prgve viser, at det
virkelig er en lgsning:

as (a' b)) =(asa') *sb==e¢%b=">.
Ligningen x % a = b behandles ganske tilsvarende. Vi noterer:

Er a regulert med inverst element a' ved den associative

komposition % og b yilké&rligt, da har hver af ligningerne

asx X=Db o0og X% a=D>

netop én lgsning, nemlig henholdsvis a' = b og b = a',

En komposition = inden for en mazngde M siges at vaere en

gruppekomposition, og (M,=) kaldes en gruppe, hvis % er asso-
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ciativ, der findes et neutralt element e € M, og hvert element
af L1 er regulart.

I en gruppe findes kun ét neutralt element, hvert element
har netop et inverst, og de ovenfor noterede resultater om for-
kortning og om lgsning af ligninger kan naturligvis anvendes pa
vilkarlige elementer a og b i gruppen. I $2 vil vi gd ngjere
ind p& gruppernes teori.

En gruppe (M,=), hvor kompositionen % er kommutativ, kal-

des en kommutativ eller Abelsk gruppe.

Eksempler.
1° (Ry,+), (Qy+) og (%Z,+) er kommutative grupper, O er det neu-—
trale element, og det inverse til et tal x er =X.

For (N,+) gelder den associative og den kommutative lov,
der er intet neutralt element, men ethvert element kan bortfor-
kortes:

a +X=4a+y = X =Y.

For (R,.), (Q,+), (%,.) og (N,.) gmlder den associative
og den kommutative lov, og 1 er neutralt element. I (R,.) og
(Q,.) er ethvert tal x 4 O regulart med det inverse 2—1, i (Z,.)
er der ikke andre regulzre elementer end 1 og -1, i (I,.) ikke
andre end 1, men i»alle tilfalde kan et tal + 0 bortforkortes:

at OAax=ay = X =Y.

(R\ {0],+), (&N §0}s.), (R+,.> og (Q+,.) er kommutative

grupper.

0° Mengden V3 af geometriske vektorer er med vektoraddition
en kommutativ gruppe, nulvektoren O er det neutrale element, og

det inverse element til en vektor x er den modsatte vektor -X.
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Vektorproduktet er hverken associativt eller kommutativt,
der er intet neutralt element, og en ligning a x X = b har en-
ten ingen eller uvendelig mange lesninger (jfr. III1,2,6), til-

svarende gzlder ligninger x x a = b.

30 Kompositionerne (] og 'J er associative og kommutative, den
tomme mxngde @ er neutral ved |J, og betragtes kompositionerne
inden for mengden b(E) af delmzngder i en mengde E, er E neutral
ved [1; ingen fra E forskellig delmmngde er regulmr ved (1, lige-

som kun @ er regulzr ved U.

4o Sammensastning af afbildninger af en msngde A ind i sig selv
er en associativ, men, ndr A har mindst to elementer, ikke kom-
mutativ komposition inden for F(A — A). Den identiske afbilld-
ning e, er neutral, médéns de bijektive afbildninger er deé re-
gulzre elementer med de inverse afbildninger som inverse ele-
menter,

Inden for mengden af bijektive afbildninger af A pé& sig selv,
ogsd kaldet transformationer af A, er sammensxtning en gruppe-
komposition, som, ndr A har mindst tre elementer, ikke er kom-

mutativ (betragt kompositionstavlien side L).

50 Som eksempel pa en komposition, der er kommutativ, men ik-
ke associativ, kan nzvnes
(x,5) » (x + y)/2, x,y € R,
samt kompositionen
(x,5) » (£ - %%y - xy? + y)'/3, x,y € R,

hvor O er neutralt element, og béde a og -a er inverse til a.
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Er en komposition # inden for en endelig mzngde M givet
ved en kompositionstavle, vil kommutativitet ytre sig ved, at
tavlen er symmetrisk om "hoveddiagonalen", forudsat elementerne
i M er nzvnt i samme rxkkefeolge i tavlens to indgange. Associa-
tivitet giver sig ikke til kende p& en tilsvarende overskuelig
made. Et neutralt element udmzrker sig ved, at den tilsvarende
rxzkke og sgjle er identisk med hveﬁgg} tavlens indgange; er et
neutralt element fundet, er det let at overse, om to elementer
er inverse; eksempelvis fremgir af tavlen side 4, at p, €r neu-
tralt, o og.p3 inverse, og hvert af Py ph’ p5 0g Pg inverst
til sig selv. At hvert element af M forekommer netop en gang i
rekken ud for et givet a € M, er ensbetydende med, at ligningen
a % Xx = b for hvert b € M har nétop én losning; og ligeledes
ensbetydende med, at forkortningsreglen

VX ¥ [@asx=a=2y = x=y]
gxlder for det givne a. Tilsvarende g®lder naturligvis det til-
felde, at elementerne forekommer hvert én gang 1 en sgjle,

En kompositionstavle for en gruppekomposition kaldes ogsé

en gruppetavle.

Betegnes en komposition inden for en mzngde med +, skrives
for det eventuelle neutrale element gerne e eller 1. Vi vil nee-
sten udelukkende betragte associative kompositioner; entydighed
af inverst element er da sikret; ved multiplikativ skrivemdde,
og ofte ellers, benyttes betegnelsen x T,

Betegnelsen + forbeholdes gerne kompositioner, hvor foruden
den associative ogsé den kommutative lov gzlder. Her skrives o

eller O for neutralt element, -x for inverst, eller som man ved

denne skriveméde ofte siger, modsat element.



Mat. 1, 1963%-64 AG II, 1, 11

Isomorfi.

Lad #* vere en komposition inden for en mzngde L og § en kom-

position inden for en mengde M,

En enentydig korrespondance mellem L og M siges da at vsre
en igsomorfi mellem mzngden L betragtet med kompositionen # og
mengden M betragtet med kompositionen §, altsd mellem (L,*) og
(M,$), hvis der for X,,%, €L og y,,7, € M gelder

Xy ¢ ¥y A Xy Y, = X, kX, &Y, § Yo

Udtrykt 1 ord er betingelsen, at anvendelse af de to kompo-
gitioner % og § pd korresponderende elementer igen giver korre-
sponderende elementer. Dette medferer naturligvis en fuldstendig

parallelitet mellem alle regninger i (L,*) og (M,§).

Findes der en isomorfi mellem (L,%) og (M,§), siges de to
organiserede mengder at vere isomorfe.

I s8 fald haves, at gzlder deén associative eller kommuta-
tive lov for den ene, sd ogsd for den anden af de to kompositio-
nef. Findes et neutralt element ved den ene komposition, s& ogsa
et ved den anden; ved enhver isomorfi mellem (L, =) og (M,§) vil
da det ved # neutrale element af L og det ved § neutrale element
af M korrespondere, ligesom der til to inverse elementer ved den
ene komposition vil svare to inverse ved den anden, til regulsrt
element vil svare regulert element. Er en af de isomorfe, organi-
serede mengder (L,%) og (M,§) en gruppe, s& er den anden det ogsi.

Disse pastande verificeres umiddelbart. Antages eksempel-
vis % agsociativ, fas

vy $ )8 y5 =y, § (v, § ¥3)
for vilkirlige y1,y2,y3 € M, idet man betragter de korresponde-
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rende X, ,X,,Xz € L ved en isomorfi mellem (L,#*) og (M,§) og benyt-

ter dels
X, ¥ (x, # x3) — y, & (v, 8 y3),
dels (x1 2 X2) * Xg o= Xy ¥ (x2 = XB),

At den ved en bijektiv afbildning f: L » M bestemte enenty-
dige korrespondance mellem L og M er en isomorfi mellem (IL,:*) og
(M,§), er ensbetydende med, at der for X,,%, € L gelder

f(x1 # X2) = f(x1) § f(x2).
Thi dette er blot et forenklet udtryk for, at der for x1,x265 L,
Y1195 € M gzlder

f(X1) = y»] A f(Xg) = y2 = f(X1 * X2) = y1 § yZy
dvs., X, ¢ ¥, A Xy Y = X, ¥ X, >y, § Yo

En bijektiv afbildning f: L - M, hvor for X%, € L gelder

£(x, % xp) = £0x;) § £(x,),
kaldes en isomorf afbildning af (L,*) pad (M,§). Af ovenstdende

bemerkning fremgldr, at det kommer ud pa et at betragte isomorfi-
er mellem (I,%*) og (M,§) eller isomorfe afbildninger af (L,#*) pa

(M,§). Specielt kan man som definition pd, at (L,*) er isomorf

med (M,§), benytte, at der findes en isomorf afbildning af (L,=)

p& (M,§).

I betingelsen for, at en enentydig korrespondance mellem L
og M er en isomorfi mellem (L, =) og (M,§), indgdr de to organise-
rede mengder tydeligvis pa ensartet madde. Er f en isomorf afbild-
ning af (L,%) pd (M,§), vil derfor den omvendte afbildning T

vere en isomorf afbildning af (M,§) pd (L, %).
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Ogsd sammens®:tning af isomorfe afbildninger ferer igen til
en isomorf afbildning: Er f: L - M og g M » N isomorfe afbild-
ninger af (L,*) pd& (M,§), henholdsvis (M,$§) pad (N,A), hvor =, §
og A er kompositioner inden for mzngderne L, M og N, da vil den
sammensatte afbildning gef vere er isomorf afbildning af (L, %)
pd (NyA). Thi gef: L - N er bijektiv, og for X,,%, € L haves

g(2(x, * x,)) = g(f(x,) § £(x,)) = &(£(x,)) agl2(x,)).

Relationen "(L,*) er isomorf med (M,§)" er en mkvivalensre-

lation i klassen af alle ved en komposition organiserede m&ngder.,
Af de to foregdende bemmrkninger felger nemlig, at relatio-

nen er symmetrisk, henholdsvis transitiv, og den er tillige re-

fleksiv, idet den identiske afbildning e, er en isomorf afbild-

ning af (L,#*) pa sig selv.

Fksempler,
17 (R,
lig bijektiv, og for x,,x, € R+ haves

*) er isomorf med (R,+); funktionen log: R, = R er nem-

log(x1x2) = log x, + log x,.
Logaritmefunktionens omvendte, eksponentialfunktionen, er tilsva-
rende en isomorf afbildning af (R,+) pad (R+,°), dvs, exps: R = R+
er bijektiv og for y,,y, € R haves

VSRS I
912 81625

I ovrigt bestemmes for hvert a € R+, a + 1, en isomorfi mellem
(R+,-) og (R,+) ved funktionen log,; isomorfien
X ¢y log10x =y <= X = 109

udnyttes pd velkendt made +il udregninger ved logaritmetabel.



Mat, 1, 1963-64 AG II, 1, 14

2" Mellem mengden V3 af geometriske vektorer og mengden T3 af
translationer af rummet bestdr som tidligere omtalt (I,5,21) en
naturlig enentydig korrespondance; vektoren v = P@ horer sammen
med den tfanslation t, der forer punktet P over i Q. Denne korre-
spondance er en isomorfi mellem (V3,+) og (T3,°), avs.

L e AR i A T O L
Idet vektoradditionen er en kommutativ gruppekomposition, er sam-
mensatning af translationer det ligeledes; de neutrale elementer,
nulvektoren O og den identiske afbildning en af rummet, svarer

3
til hinanden, og der gelder

Ve t =>—z<—>t°—1.
At (L, %) er isomorf med (M,§), hvor % og § er kompositioner
inden for endelige m®ngder L og M, kommer ud pd, at % og § ved
passende valg af betegnelser for elementerne af L og M kan angi-

ves ved samme kompositionstavle.

Homomorf afbildning,

Lad #% vere en komposition inden for en mengde L og § en kom-

position inden for en mmngde M.
En afbildning f: L - M, hvor for X%, € L gelder
kaldes en homomorf afbildning af (L,*) ind i (M,§). Hvis £: L = M

tillige er bijektiv, er f en isomorf afbildning af (IL,%) pd (M,§),

jfr. side 12.
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I det folgende antages, at f: L » M er surjektiv samt homo-
morf, idet L betragtes med kompositionen %, M med kompositionen

§, Vi har da:

Hvis * er_agsociativ, si er ogsd § associativ.

Bevis: Lad Yy» Yo 08 y3 vere vilkarlige elementer af M, Da
f er surjektiv, kan vi tenke os x1,x2,x3 € L valgt, sa
f(x1) = ¥4 f(xg) =y, 08 f(x3) = Jz-
Idet f er homomorf, har vi da
(v 8 v)) § v = (£(x;) § £(x,)) § £(x5)
= f(x1 % X2) § f(x3) = f((x1 2 x2) * X3)

og ligeledes
v 8 vy §y5) = £(xy # (x, * XB))'

Er % associativ, haves imidlertid
(x1 * x2) * Xp = Xy ¥ (x2 * x3)
og dermed (y; § 350§ vz =¥y 8 (y, § y3).

Hvis % er kommutativ, s& er ogsd § kommutativ,

Beviset fores pd& tilsvarende mé&de som det foregdende.

Hvis et element e € L er neutralt ved #*, g& er f(e) neutralt

ved §.
Bevis: Lad y vere et vilkdrligt element af M og x et ele-
ment af L, sdledes at f(x) = y. Da er
fle) § y =1f(e) § £f(x) = f(e * x)

og ligeledes
y § £(e) = £(x * e).

Er e neutralt, haves imidlertid
e %X = X %e =X

y § f(e)

og dermed fle) § v

I
3
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Forudsatter vi, at (L,*) har et;, og dermed netop ét, neu-
tralt element ey vil (M,$) siledes ogsd have et neutralt ele-
nent ey = f(eL), og der gmlder:

Hvis et element x € L er_regulart ved #, si er f(x) regulsrt

ved $. Hvis x' € L er inverst til x € L ved %, s& er f(x') in-

verst til £(x) ved §.

! 1

Thi af X % X = X' % X = ey,
fglger Plx =+ x') = f£(x'sx) = f(eL),
dvs. £(x) § £(x') = £(x') § £(x) = -

Vi afrunder rzkken af_resultater med fglgende, der frem-
gar af de foregaende:

Hvig (L,%) er en (kommutativ) gruppe, s& er ogsd (M,3) en

{kommutativ) gruppe.

Vi bemzrker, at de viste s@tninger ikke kan vendes om. Simp-
le modeksempler fas ved at benytte, at for enhver organiseret
mengde (L,%) vil den konstante afbildning x - O med L som defi-
nitionsmengde vare en surjektiv, homomorf afbildning p& den kom-

mutative gruppe ({0},+).

Lad nu £: L - M vare en homomorf afbildning af (L,*x) ind i
(M,%), som ikke forudszttes surjektiv. Sztningerne ovenfor kan

da ikke opretholdes.

Restriktionen af § til (L) x £(L) vil imidlertid vare en

komposition inden for f£(L); for vilkarlige Y4195 € (L) findes

jo elementer x,,x, € L, sdledes at f(x1) =y, og f(xz) = ¥, 08
dermed

£x, * x5,) = £(x,) § £(x,) = y; § v,
hvorfor y, S Yo € f(L). Og betragtet som afbildning af (L,#)
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pd (£(L),§) er f bdde homomorf og surjektiv, sdledes at de fore-
gaende resultater kan finde anvendelse her: hvis # er associativ
(kommutativ), s& er § associativ (kommutativ) inden for f(L);

hvis e er neutralt ved %, si er f(e) neutralt ved § inden for

f£(L); osv.

Sammensetning af homomorfe afbildninger forer igen til en

homomorf afbildning: Er f: L - M og g: M - N homomorfe afbild-

ninger af (L,%) p& (M,§), henholdsvis (M,§) p& (N,A), hvor #, §

' og A er kompositioner inden for msngderne L, M og N, da vil den ‘

sammensatte afbildning gef vere en homomorf afbildning af (L,*)

p& (N,A). Thi for x,,x, € L haves

gf(x, *x,)) = glf(x)) § £(x,)) = g(f(x,)) & g(f(x,)).

Eksempler er allerede nzvnt side 13 -14; vi anferer yderli-
gere:
1°  For ethvert a € R er afbildningen x -» ax, x € R, en homomorf
afbildning af (R,+) ind 1 sig selv, idet

a(x1 + x2) = ax, + axX,,
medens x - x°, x € R+, er en homomorf afbildning af (R+,°) ind
i sig selv, idet
(x1x2)a = x? xg .

Begge afbildninger er isomorfe, medmindre a = O,

Afbildningen x - x2, x € R, er en homomorf afbildning af

(R,*) ind i sig selv, og en surjektiv homomorf, men ikke isomorf

afbildning af (R,-) pa (R+ v {0},+).

2° Projektion af geometriske vektorer pa en given plan eller

linie er en homomorf afbildning af (V3,+) ind i sig selv.
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3° Tilordner man til hvert x € R drejningen vinklen x om et gi-
vet punkt O i en orienteret plan, fas en surjektiv homomorf, men
ikke isomorf afbildning af (R,+) pd mengden af drejninger om O

med sammens®tning som komposition., (Til x og x + 2r svarer samme
drejning, )

4° Tilordner man til hver permutation x af en given mengde A
med n elementer, n > 2, fortegnet sgn x, altsd 1 eller -1 efter-
gsom X er en lige eller ulige permutation, fas en surjektiv homo-
morf afbildning af den symmetriske gruppe Sn, dvs. mengden af per-

mutationer af A med sammens®tning som komposition, pa gruppen

(“1—1} ,")0

En homomorf afbildning kaldes ogsd en homomorfi; en homomorf
afbildning af en organiseret mengde ind i sig selv siges ogsd at
vere endomorf eller en endomorfi; en isomorf afbildning af en or-
ganiseret mengde pd sig selv siges ogsd at vere automorf, medens

ordet isomorfi tilsvarende erstattes af automorfi.

fAkvivalensrelation og komposition.

Lad # vere en komposition inden for en mesngde M og ~ en =kvi-
valensrelation i samme m®ngde. Vi betegner med M mengden af skvi-
valensklasser, med KX klassen representeret af et element x € M

(jfr. side I1,5,17).

Vi vil sige, at zkvivalensrelationen ~ harmonerer med kompo-

sitionen %, hvis der for X13%55 Y19 ¥5 € M gzlder

X1~X2/\y1~y2=>x1*y1~x2*y2.
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Dette er ensbetydende med, at ligegyldigt hvilke reprzsen-
tanter x og y man betragter for to skvivalensklasser A og B, vil
x % y tilhore samme zkvivalensklasse. Man kan da indfegre en kom-

position % i B ved for A,B € M at s»tte A % B =K hvor x og

xxy?
y er vilkadrlige elementer af A og B. Der gmlder &benbart for
X,y € M
K% K_=K_,,
X y X%y
og % er den eneste komposition i M med denne egenskab, Vi til-
fojer, at harmoni mellem ~ og #*, som man let ser, ogsd er en ned-

vendig betingelse for eksistensen af en komposition i M med nevn-

te egenskab,

Idet vi nu forudsztter, at ~ harmonerer med %, og bemzrker,

at betingelsen

VuE, ¥ K * Ky = Kx*y’
hvorved kompositionen % i M er bestemt, netop udtrykker, at den
naturlige afbildning x - Kx’ X € M, af M p&4 M er homomorf, kan
vi anvende resultaterne side 15-16: Hvis #% er associativ (kom-
mutativ), s& vil * ogsd vzre det; er e € M neutralt ved #, si er
Ke neutral ved %; hvis x er regulmrt ved %, s& er Kx regulsr

ved *; hvis x' er inverst til x ved #*, si er K v invers til K  ved ix;

hvis (M,%) er en gruppe, si er (M,#%) en gruppe.

Overgangen fra (M,%) til (M, %) kan siges at bestd i, at man

opherer med at skelne mellem indbyrdes &kvivalente elementer i M,
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Eksempler.

1 Ved
Xy ~ X, == dyh [x2 - X, = hair]

defineres en ®kvivalensrelation i TL som harmonerer med addi-
tion, men ikke med multiplikation. Vil man identificere tal, der
afviger med et heltalligt multiplum af 27, kan man derfor stadig
addere, dvs, i m&ngden.R2W af ®kvival ensklasser kan man addere
ved representanter, hvorimod multiplikation bryder sammen. Den
Abelske gruppe (R2w,+) er isomorf med gruppen af drejninger af
planen om et fast punkt (sml. 3 , side 18). Erstattes 27 med et
vilkarligt reelt tal a > 0, f&s en med (sz’+) i somorf Abelsk
gruppe (Ra,+); Vi bemzrker, at medens de reelle tal jo of'te re-
prasenteres ved punkterne pad en ret linie, kan elementerne i Ra
pa naturlig made reprazsenteres ved punkterne pa en cirkelperife-

ri af' lzngde a, for hvilken begyndelsespunkt og gennemlgbsret-

ning er valgt.

2°  For et vilkarligt helt tal m > O defineres ved

X, ~ X :h.m],

g~ Xy = Fph[x, - x

.1
dvs, ved

Xy~ X, = m ‘ X5 = Xy
en skvivalensrelation i Z, som harmonerer ikke blot med addition,
m l X, =X, A m ’ Yo =¥, = m [ (x2 + y2) - (x1 + y1),
men ogs& med multiplikation,
m I Xp =X, A M ( Yo =¥y = m ‘ Xo¥p =~ X455
som man indser ved 6mskrivningen
Ko¥p = Xq¥y = (% = 1)y + %y (7 = vy).

Relationen kaldes kongruens modulo m, medens man for

m X, —.?1 skriver
X, = % (mod m),
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hvilket lases: x, er kongruent med x,. modulo m. Akvivalensklas-

1 2
sen repraésenteret af et tal x € Z vil vi betegne (x)m,

(x), = fx + hm | h € Z}.

#kvivalensklasserne kaldes restklasser modulo m, idet hver af dem

bestér af alle hele tal, som ved division med m kan give en be-
stemt rest, Da hvert heclt tal ved division mcd m km give
netop én af resterne O, 1, +.. , m=1, findes der m forskellige
restklasser modulo m; blandt tallene O, 1, ... , m=1 er der én
representant for hver., Mzngden af restklasser modulo m vil vi
betegne Z{(mod m) eller Zm’ - Man bemzrker, a t Zm er en delmzngde
af Pm (se eks, 10), og f¢¥res herved til at reprazsentere de nm
restklasser modulo m ved m punkter liggende skvidistant pa en

cirkelperiferi.

Da kongruens modulo m harmonerer med addition og multipli-
kation af’ hele tal, kan man i mangden Zm af restklasser modulo m
addere og multiplicere ved reprazsentanter. De to kompositioner,

der kaldes addition og muyltiplikation modulo m og gerne betegnes

+ 0og *, er bestemt ved

)y + )y = &x+y), og (x) (), = (xv),.
Forelgbig skal vi kun besk®ftige os med addition modulo m og
bemzrker her, at (Zm,+).er en Abelsk gruppe med (O)m som neutralt
element, For forskellige vardier af m fas naturligvis grupper

(Zm,+), der ikke er isomorfe; elementantallene er jo forskellige.
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§ 2., Grupper,

Gruppe ©0g undergruppe.

En komposition ° inden for en mzngde G siges, som allerede

navnt side 1I,1,7, at vare en gruppekomposition, og (G,*) kaldes

en gruppe, hvis * er associativ, der findes et neutralt element
@ € G, og hvert element af G er regulart.
En mzngde G med en komposition * inden for G er s8ledes en
gruppe med elementet e tilhgrende G som neutralt element, hvis
VeXo¥sz [(xy)z = 2(yz)],
VX [ex = xe = x],

Som anfgrt side II,1,8 findes der i en gruppe (G,-) kun ét
neutralt element e, og hvert x € G har netop €t inverst x-1, be-

stemt ved

For vilkirlige a,b € G har endvidere hver af ligningerne
ax = b og Xa =D
netop én lgsning, nemlig henholdsvis a—1b og ba-1; specielt galder
forkortningsreglerne
ax = ay = X=y o0og Xa=Yya = X =Y
for a,x,y € G. Bemark, at man kan slutte, at x = e, blot*man
for €t element a ved, at ax = a eller xa = a, Allerede af Xy = e

fglger, at x og y er inverse.

En gruppe kaldes som nzvnt side II,1,8 kommutativ eller Abelsk
(efter N.H. Abel), hvis kompositionen er kommutativ, For kommu-
tative grupper benyttes ofte additiv skriveméde (jfr. II,1,10);
kompositionen betegnes da med +, for det neutrale element skrives
o eller O, det inverse til x betegnes -x, og lgsningen b + (-a)

til de ensbetydende ligninger a + x = b og X + a = b betegnes b - a.
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En gruppe (G,* ), hvor G har et endeligt elementantal n, si-

ges at vare en endelig gruppe af orden n.

findes der et neutralt element e ved en associativ komposi-~-
tion - inden for en mzngde M, vil gruppeteorien kunne bringes i
anvendelse pd de regulare elementer., Der. gelder nemlig:

Er x cg y regulare elementer af M, de vil xy ligeledes vare

regulart, nemlig med (xy)—1 ~ y-1x—1, idet
1

) x ) = T () = e

Endvidere er e regulart med e_1 = e, 0g er x regulart, vil x-1 1i-

geledes vare regulzrt og (x_1)"JI = X.

Idet vi med G betegner mazngden af regulzre elementer af M,
indebarer den ferste bemerkning, at restriktionen af » til G x G
er en komposition inden for G, Denne restriktion er naturligvis
agssociativ., Da e € G, er det endvidere klart, at e er etelement 1
(G,<), og idet det i (M,*) inverse element 1 ti1 et vilkarligt
x € G igen tilhgrer G, ser man, at det ogsd i (G,*) er inverst til

X. Specielt er vist, at (G, ) er en gruppe.

Eksempler.

190 Sedvanli, multivlikation er inden for hver af mzngderne N,
.. © og R en associativ kXomposition med 1 som neutralt element.
Gruppen af regulw»z slémenter er henholdsvis ({411,+), ({1,-1},°),
(Q\ {0},°) og (R\ {0},").

2o Sammens@tning er inden for mangden F(A -» A) af afbildninger
a7 2n mengde & ind I sig selv en associativ komposition med den
identiske aftildning e, som neutralt element. Gruppen af regulare

2lementer er (PA,°), hvor T') betegner mezngden af transformationer

LA
[N
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Lad (G,*) vare en gruppe oz H en ikke tom delimsngde 217 G.

Man siger da, at H er en undergruppe af (G, ), hvis restril-

tionen af ¢+ til H x H er en komposition inden for H, og hvis H
med denne komposition, (H,°), er en gruppe.

Egentlig er det (H,*) og ikke H, der bgr kaldes undergruppe;
vi vil dog foretraskke ikke at lagge sprogrtrugeir Tast, mon wader -

tiden bruge ordet i den ene, undertiden i den anden petydning,

Idet vi forudsatter, at H er en undergruppe af grupzen (G,=),
vil det neutrale element e i (G,+) tilhgre H og vaere neutralt i
(Hy*). Thi betegnes det neutrale element i (H,*) med e 0g valges
et element a € H, har vi ae, = ae og fglgelig, ved forkortning,

1

= e, Det inverse element x ' til et element x € H vil da ogs&

°H
vaere det samme, hvad enten vi regner i (H,-) eller (G,").

Der kan herefter opstilles simple ngdvendige betingelser for,
at en delm@&ngde af en gruppe er en undergruppe, betingelser, der,

som vi skal vise, tillige er tilstrazkkelige:

Idet (G,') er en gruppe og H en ikke tom delmzngde af G, er

det ngdvendigt og tilstrakkeligt for, at H er en undergruppe af

(G,*), at der galder

XE€EHAYyEH »~ xy€eH og x€H = x ' €H,

eller, anderledes skrevet, at

-1

VX, ¥y: Xy € H og VHX: X € H,

H
Den fgrste betingelse kommer nemlig ud pd, at restriktionen
af * til H x H er en komposition inden for H, og ngdvendigheden
af den anden betingelse fremgar af det ovenfor sagte. Vi vil nu
antage de to betingelser opfyldt og vise, at (H,°) da er en grup-

pe., Det er klart, at den associative lov galder for (H," ). Idet

det neutrale element e i (G,*) kan skrives p& formen e = aa med

a € Hy ser man, at e tilhgrer H og dermed naturligvis cr nsutral<s
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element i (H,*). Videre bemserkes, at det i (G,*) inverse x | il
et vilkérligt element x € H tillige er inverst til x i (H,:), s&-

ledes at x er regulert i (H,-).

Er & en mangde af undergrupper af en given gruppe (G,-), vil
N{H | He€ ®} igen vare en undergruppe af (G,*). Dette ses straks
ved brug af' de fundne to betingelser; at fellesmangden ikke er tom,
sikres ved, at den i hvert fald indeholder det neutrale element e
i (Gy*).

Blandt undergrupperne af en gruppe (G,*) findes en mindste,
fel, og en stgrste, G, For enhver mangde A ¢ G findes en mindste
blandt de undergrupper af (G,*), som indeholder A, nemlig deres
fxllesmengde., Den bestar, nar A £ @, af de elementer af G, der kan
skrives som produkt af endelig mange faktorer, hver tilhgrende A
eller invers til et element af A, Bt sddant produkt vil nemlig
tilhgre enhver undergruppe af (G,+), som indeholder A, og mangden
af de navnte elementer er selv en undergruppe af (G,*), som inde-

holder A.

Eksempler,

10 Mazngden V, af vektorer pd en given linie 1 og mangden V2 af

1
vektorer i en given plan g er undergrupper i gruppen (V3,+) aft
geometriske vektorer med szdvanlig vektoraddition, Ligger 1 1 w,
vil V, tillige vwre en undergruppe af (V2,+).

I (V3,+) findes ogsd undergrupper af en helt anden karakter;
eksempelvis nzvnes den mindste undergruppe indeholdende to givne

vektorer u og v, som dbenbart er fpg + qv | pP,q € Z}.

20 I hver af nedenstéende rzkker er en gruppe, der er navnt tid-
ligere end en anden, undergruppe i denne:

a) (Z,+), (Q,+), (R,+).

b) @,,") (R,-), R\ {0},").

c) (&,,+) @\ {0},*), &R\ [0},-).
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30  For et vilkarligt m € N er (Zm,+) en undergruppe af (Rn’+>’

ifr. II,1,20-21,

Relationen "(H,*) er en undergruppe af (G,*)" er en refleksiv
ordningsrelation i klassen af alle grupper. Specielt noteres:
hvis (K,*) er en undergruppe af (H,*) og (H,*) en undergruppe af

(G,*), sa er (K,*) en undergruppe af (G,-*).

Transformationsgruppe.

Som flere gange navnt (II1,1,9 og 1I,2,2) er mangden Iy af
transformationer af en ma&ngde E, dvs. bijektive afbildninger af
E pa sig selv, med sammensztning som komposition en gruppe,(PE,O).

Denne kaldes den fuldstzndige transformationsgruppe for E, Den i-

dentiske afbildning g er neutralt element, og den inverse afbild-

. -1 .. . .
ning til en transformation f er dennes inverse element.

En transformatiohsgruppe for en mengde E er i I1,8$3 defineret

som en ikke tcm mengde T af transformationer af E, hvor

PETAgGET =» fogeT og fe€T =» £ e,
Definitionen kan nu ogs& udtrykkes (jfr. side 3): En transforma-
tionsgruppe for en maengde E er en undergruppe af den fuldstandige
transformationsgruppe (PE,°), altsd en mzngde T af transformationer
af B, som med sammensztning som komposition er en gruppe, (T,°).
Egentlig er det gruppen (T,°) og ikke mzngden T, der bgr kaldes
transformatiohsgruppe; vi vil dog foretrzkke ikke ai lagge sprog-
brugen fagt,

I stedefgfor transformationsgruppe siges ogs& permutations-

gruppe for E, issr nar E er endelig,
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Eksempler,
1o Idet G er en transformationsgruppe for en mengde E, og A er
en delmmngde af B, vil

H={feca| £(A) = A}
vare en undergruppe af (G,°), altsd igen en transformationsgruppe,
ligesom
K ={fe€a| VX £(x) = x}

vil vare en undergruppe af (H,°).
E € K, haves ¥ ¢ K ¢ H; endvidere er det klart, at
PcHAgeH = fogecH, fecH =» £

Thi idet e
< H,

og analogt for K,

20 Mengden af isometrier af rummet E3 er en transformationsgruppe.
mengden af flytninger (egentlige kongruenser) af E3 1igeledes.
Mzngden af isometrier, henholdsvis flytninger, der lader et givet
punkt g& over i sig selv, er da igen transformationsgrupper, og
det samme galder mazngden af isometrier, henholdsvis flytninger,
hvorved f.eks, et givet regulart polyeder gar over i sig selv (jfr.
10), TFor isometrier af planen haves ganske tilsvarende forhold,
Mellem gruppen af flytninger af rummet EB’ hvorved en given plan

E2 gadr over i sig selv, og gruppen af alle isometrier af E2 be-
star en naturlig isomorfi, fastlagt ved at en isometri af E2 op-

fattes som restriktion af en flytning af EB'

En enentydig korrespondance mellem to maEngder A1 og A2 giver
pé& naturlig made anledning til en enentydig korrespondance mellem
mzngderne ].f‘(A.1 - A1) og F(A2 - AZ) af afbildninger af A,, henholds-
vis A2, ind i sig selv, idet f1: A1 - AJ| og f2: A2 - A2 regnes at
korrespondere, hvis der for Xy € A1, X5 € A2 gxlder

Xy & X, = f1(x1) —> fz(Xé).
Idet denne betingelse kan skrives

(P(XJI) = X2 = 99(f1(X1)) = f2<X2)9
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hvor ¢: A1 - A2 er den bijektive afbildning avarende til korre-

spondancen mellem A1 og 4y, S€r man, at f1: A.1 - A1 oL f2: A2 = A,
korresponderer, netop hvis
dvs, hvis

go"f‘,l = f2°(p.
Det er da indlysende, at der til hver afbildning f1: A1 - A1 svar-—
er netop én afbildning £ A2 - A2, nemlig f, = ¢°f1°¢—1 og lige-

ledes til hver afbildning f,: Az ~ A, netop én afbildning £,
A1 - A1,
Til transformationer svarer &benbart transformationer, og i-

nemlig £, = ¢-1°f2°¢.

det man umiddelbart efterviser, at
pof, = L,°0 A 98y = 8,°%0 = o°(f,°g,) = (£,°8,5)°%),
er korrespondancen mellem PA og I‘AL en isomorfi mellen de fuli-
1 2
stendige transformationsgrupper (T, ,°) og (r) 5°)a
1 2

Vi noterer det ikke overraskende Pesultat:-

De fuldstendige transformationsgrupper (I‘A »°) og (T, ,°, for
g 2

gkvipotente mangder.A1 og A, er isomorfe.

T mange forbindelser regnes isomorfe grupper for uvesentligt
forskellige. Undertiden bruges vendingen, at de er "eksemplarer af
samme abstrakte gruppe",

Den netop viste satning herettiger da til, at man omtaler den
fuldstendige permutationsgruppe (PE,°) for en vilkarlig mengde B
med n elementer som den symmetriske gruppe af graden n og tilsvar-

ende benytter en betegnelse (Sn,o), hvor mangden E ikke er anfgrt

(3fr. I, , ).

Eksempler.

1o En gruppetavlie for (83,0) er opskrevet side II,1,4.
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20 De lige permutationer af en mangde E med n elementer danner
en transformationsgruppe (An,O), den alternerendec gruppe af gre-
den n (jfr. I, , ). Gruppen af permutationsr af E, hvorved et
givet element a € E afbildes pa sig selv, er tydeligvis isomorf
s Q717 1 oo ‘ Sren ) = 1 ‘r'Dj aj aj ( 11 (4] / R
med FE \ {a} og kan da siges at vzre et eksempiar al e,

Den symmetriske gruppe (Sn,O) indeholder saledes, for n > 2, i det

mindste n eksemplarer af (Spm19°) som undergripper.

Gruppeteorien udvikledes i 1lgbet af det 19. aArhundrsde, lan-
ge - til henimod 1880 - nzsten udelukkende som en teori om trans-
formationsgrupper (A.-L. Cauchy, E. Galois, C. Jordan). Det almene
gruppebegreb gar dog tilbage til 1854 (A, Cayley), Ved generalise-
ringen fra transformationsgrupper til vilkarlige grupper blev der
(som Cayley straks bemsrkede) i en vis forstand ikke flere grupper

at undersgge:

Enhver gruppe (G,*) er isomorf med en transformationsgruppe,

nemlig med en transformationsgruppe for mangden G af gruppens_ele-

menter, Specielt er enhver endelig gruppe ai orden n igsomorf med

en undergruppe af den symmetriske grupno (Sq,c),
SYMRE LI SHE GUUPDL D 7.

Bevis: Er g et element af G, defineres ved x = gX, X € G, en
afhildning Tg: G -» G, som er bijektiv, idet der for hvert y € G
findes et og kun et x € G, siledes at gx = y. Ved g - Tg; g € G,
defineres sé@ledes en afbildning ¢ af G ind i mwngden.rﬂ af' trans-

formationer af G, Nu galder abenbart
T . _ 7T o 2
88, = 85 &y
thi for hvert x € & exr
T (x) = X = x) = T x)) = oqg (x).
g281( ) = (8,84)x = g,(g,x) ng( g1( )) e, 5g1( )

Sammensatning er da en komposition inden for (@) = {z_ | g € &5,
&

og ¢p: (G,*) = (p(G),°) er homomorf og surjektiv (jfr, 7T,1,16).
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Det er endvidere klart, at ¢ er injektiv: er g, 4+ 85 haves endog

for hvert x € G, at g1X‘# g%, avs, Ty (x) & Ty (x), Pplgelig ex
1 2

p: (G,*) » (¢p(G),°) isomorf og (¢(G),°) en gruppe, hvormed szt-

ningen er vist,

Den bijektive afbildning Tg: G = G defineret ved x = gX,

X € G, kaldes den ved g bestemte venstre translation af gruppen
(G,*). Den isomorfe afbildning g - Ty af (G,*) pad gruppen
({Tg | g € @l,°) af venstre translationer kaldes den regulare

fremstilling (reprzsentation) af gruppen (G,-).

Er (G,*) en endelig gruppe, kan venstre translationerne, som
jo er visse permutationer af G, afla®ses af en gruppetavles razkker.
For Abelske gruppers vedkommende vil man naturligvis oftest

i stedet for '"venstre translation" blot sige '"translation',

Eksempler,

1  Den ved en vektor a bestemte translation 7 : V3 - V3 af grup-

o v

pen (V3,+) af geometriske vektorer med sadvanlig vektoraddition &x
afbildningen X - X + a, X € V3. Overfgres Ty efter valg af et we-
gyndelsespunkt O for stedvektorer til mwngdgh E3 af" punktz 1 X
met (jfr. side 6), fAs den ved vektoren a bestemte transiation af
E3 - ordet translation her brugt i sin hidtidige betydning (y<o,
I,33). Gruppen (V3,+) er saledes isomorf med gruppen ai transla-
tioner af rummet E3, hvad vi 1 gvrigt tidligere har bemzriet

(11,4,14).

2° Den ved et a € R bestemte translation af gruppen (R,+) sr af-
bildningen x » x + a, x € R, og (R,+) er isomorf med gruppen af
sédanne translationer af tallinien. Den ved et a € R {0}
bestemte translation af gruppen (R \ {0},°) er homotetien x -» ax,
xe€ R\ {0}, og (R\ {0},*) er isomorf med gruppen af homoietier

af tallinien med centrum O,
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30 For en gruppe med 6 elementer p1,p2,p3,pu,p5,p6, Wvor kom~-
positionen er angivet ved gruppetavlen side II,1,L, er eksempelvis
den ved p5 bestemte venstre translation
i {’191 D, D D), Dy P6>
"ps " \P5 Pg By 5 2y Py ) -
Lo Ved til hvert element g af en gruppe (G,*) at tilordne den
ved g—1 bestemte hyjre translation x - Xg_1, x € G, fAs en iso-

morf afbildning af (G,:) pad gruppen af hgjre translationer af

(G;°)-

Potensregler.

Idet * er en komposition inden for en mengde M, defineres
potenserne xn, n € N, af et element x € M ved rekursionsform-

lerne 4

Vi vil forudsaztte, at ' er associativ. For x,y € M og

p»q € N gzlder da potensreglerne

(1) xPx% = xP*Y,
(2) (Xp)q - qu’
(3) xy =yx = (x)?* = x%y

Regel (1) bevises ved induktion efter q, idet man tanker sig

X og p fastholdt. Vi har

xpx1 = xPx = Xp+1,

og ud fra induktionsantagelsen x4

L = xP(x%) = (xFxD)x = xPT% = xPratt

= Xp+q sluttes
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Derpd kan regel (2) bevises, ligeledes ved induktion efter .

Vi har (xp)1 ) xp ) xp'1

9
og ud fra induktionsantagelsen (x2)9 = xP9 s1luttes
(P o (xP)9xP - fPAeP _ fPa+P _ yP(atT)

Med henblik pa& beviset for regel (3) bemmrkes forst, at
xy = yx = xyd = yix.
Antages xy = yx, f&s nemlig VNq: xyq = yQX ved induktion., Vi
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har jo xy1 = y1x, og ud fra induktionsantagelsen xyq = yqx

sluttes
+1
Cl+1 = quy - yqu = yqyx = yq X

Xy
Regel (3) fremgdr nu, idet vi under antagelse af Xy = yXx
viser Vpya: (xy)? = x%? ved induktion. Vi har jo (xy)1 = Xy =

xgy1, og ud fra induktionsantagelsen (xy)q = xqu sluttes

()T = )%y = xSy = x%xydy = 3Ty

Vi forudsatter nu, at der ved den associative komposition °

inden for mezngden M findes et neutralt element e € M.

For hvert x € M sattes da ved definition

Det verificeres umiddelbart, at potensreglerne (1), (2) og

(3) herefter er gyldige for alle x,y € M og pyq € NO.

For elementer af M, der er regulmsre ved *, defineres ogsa
potens med negativ hel eksponent.

Fgrst bemzrkes, at er X~regulmr; s& er ogsa enhver potens
xn, n € N, regular, Ud fra induktionsantagelsen at x er regulzr,

L . T regulzr (jfr. side 2).

sluttes jo straks, at x
Vi kan da for regulsre elementer x € M og negative hele tal

n satte n wqyy =1
X = (X ) o

For regulazre elementer x,y € M vil potensreglerne (1), (2)
og (3) herefter,lsom vi skal se, g#lde for alle p,q € 7. Idet
mengden af regulzre elementer af M med restriktionen af * er en
gruppe, som omtalt side 2, og der nu i reglerne kun indgdr navnte

restriktion, kan pastanden bringes pa& en mere bekvem form:
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I en gruppe (G,*), hvor jo " er defineret for hvert x € @
og hvert n € %, gzlder potensreglerne

(1) xPxq = Xp+q5
(2) (xP)% = %P9,
(3) xy = yx = (xy)%=x%¢

for alle x,y € G og alle p,q € Z.

Til beviset minder vi (jfr. side 2) om reglen
(1) Gr)™t =y,

Videre bemzrker vi, at x" og xdn er inverse for ethvert
n e Z, nemlig for n < 0 ifglge definitionen pa Xn, for n >0

ifglge definitionen pa x_n5 ligesom pastanden er klar for n = O,

Ad(1): Er (1) rigtig for et eksponentpar p,q, da ogsd for
eksponentparret -q,-p, idet

x~ 9P _ (Xq)—1(xp)—1 - (prq>-1 - (Xp+q)-1 = x~ 9P,
det betyder derfor ingen indskrankning at antage p + q 2 O.
Idet (4) vides ét gelde for p 2 0, q 2 O, skal vi da blot be-
tragte tilfeldene p + 9 2 0, p > 0, g < 0O ogp+q2 0, PO,
q > O; eksempelvis tages fgrstnavnte:

<Pxd _ y(p+a)+(-a),a _ ,pra,-q, 9 _ ,p+q

Ad(2): For q > 0 kan (2) nu bevises ved induktion efter q,
ganske som side 11. For q = 0 er (2) gjensynlig rigtig, og for
g < O har vi

(P)% = (™) = (PYTH - P

Ad(3): Her mangler kun tilfzldet g < O, hvor vi imidlertid

under antagelse af xv = yx har

(x)% = ((yx) DT = (5% D™ = <Y,
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For en komposition betegnet + skrives nx i stedet for Xna
Specielt er 1x = x, medens xo = e erstattes af 0x = o, Potens=-
reglerne (1) og (2) antager udseendet

px + gx = (p+a)x, a(px) = (ap)x,
og forudsat + er kommutativ, kan (3) skrives

a(x + ¥) = ax + ay.

Cyvklisk gruppe.

En gruppe (C,*®) siges at vare c klisk, hvis der findes et
element ¢ € C, s8ledes at
c=1{c?| pe Z};
hvert sadantelement ¢ € C kaldes da en frembringer for gruppen

(C,*).

Man bem@rker straks, at enhver cyklisk gruppe er kommutativ,

idet jo
Pl = oPTe - 0%:P,

Lad nu (G, ) vere en vilkdrlig gruppe og ¢ ct element af G.
Setter vi {cP | p € ¥} = C, er gyldigheden af undergruppe-
betingoloerne (jfr. side 3)
xe€ CaAay€ectC = xye o og xe€C = Xx € C

en umiddelbar konsekvens af reglerne
cPod - Ptd

og (cp)-1 = ¢ P,

Pglgelig er (C,*) = ({c® | p € Z},*) en gruppe, som &ben-

bart er cyklisk med c som frembringer. Den kaldes den af c frem-

bragte cykliske undergruppe af (G,*).
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Eksempler,
10 Gruppen (Z,+) er cyklisk. Hvert af tallene 1 og =% er

bringer; og der er ikke flere, Den af et tal m € 7 freuwpragia
cykliske undergruppe ({pm | p € Z}5+) har ogsd - som Locmpr iy, -

men ikke flere.

Al R
B e

For hvert n € N er gruppen (Zn,+) cyklisk; hver &ai rest
serne (1)n_og (—1)n er frembringef, i almindelighed er der Zicre,
(Jfr. II, 1,21.)
o° Som andre cksempler pd cykliske grupper n®vnes grurpel
({z € &| 2™ = 1},) af komplekse rgdder til ligningen z = 4 v
givet n € N, samt gruppen af flytninger (drejninger) af planen,

hvorved en given regulzr polygon g&r over i sig selv,

Vi skal se, at der panzr isomorfi ikke findes andre cy¥lizks
grupper end (Z,+) og <Zn?+)’ n=1,2,6e0 - Fgrst viser vi dai

vigtige resultat, at (Z,+) kun har cykliske undergirupper:

Enhver undergruppe i (%,+) er af formen {pm | p € Zf, hvor

m € Nb.
Bevis. Undergruppen {O}kan skrives {p0 . p € 4!. Ln wiln’z-
lig undergruppe H > in indeholder et tal n & 0, men dermed ogsa

s LAd m vore Sal

-n og fglgelig mindst et positivt tal, nemlig !n
mindste positive tal i H. Enhver "potens'" pm, p € 7, tilhgrer du
H, og skrives et tal x € H pad formen

X = qgm + r, 0 {r<m,
mé& resten r = x - qm tilhgre H og f@glgelig vare 0; altsa er

H=f{pm | p € %}].

Lad atter (G,") vere en vilkarlig gruppe og ¢ et element

af G.
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Vi bemzrker fgrst, at

P =l = %P oo, avs, cf = ¢

Mengden K = fn € % | ¢™ = e] af eksponenter n, for hvilke

¢ er det neutrale element e af (G,*), er imidlertid en undergrup-

pe af (2,+); thi af c¥ = e og c® = e fglger jo cr+s = crcS = e og

¢ (cr)"JI = e, siledes at

receXKas<€ X = r+ sc€kK og reK = -r K.

Vi har da

CP:CQL

= q - D € K,
hvor ifglge sztningen ovenfor XK = {0} eller K = {hm | h € %} med

m € N, altsa:

Enten galder

o =c? = p=gq,

q (mod m).

P

P pe 7, indbyrdes for-

I fgrste tilfelde er alle potenser c
skellige, eller cagt med andre ord, afbildningen p *'cp, p € Z,
er injektiv.

I sidste tilfslde er afbildningen p = c®, p € %, periodisk
med perioden m, og potenser c? svarende til m pa hinanden fglgende

ekksponenter, f,eks. c, 02; wee, 1= e er indbyrdes forskellige.

Tallet m kaldes orden af elementet ¢ 1 gruppen (G,'). Det er lig

med ordenen af den cykliske undergruppe (C,°) = ({cP | p € 2},-)

frembragt af c; bemark ogsi, at

m = minjn € ¥ | ™ = el.

I kraft af potensreglen

JPta _ P.a
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er afbildningen p - c¢®, p € %, en homomorf afbildning af (Z,+)
ind i (G,"). Er c ikke af endelig orden, nzvnte afbildning altsi
injektiv, foreligger sidledes en isomorf afbildning af (Z,+) pa
den cykliske undergruppe (C,<) = ({cf | p € %}, *).

Er c af endelig orden m, fas ved til hver restklasse modulo
m at tilordne den f®lles verdi af cf for eksponenter p tilhgrende
restklassen en injektiv afbildning af Zm ind i G. Denne afbildning
er i kraft af potensreglen

Pra _ oP.a

en isomorf afbildning af (Zm,+) pa den cykliske undergruppe

(C,*) = ({cP | p e z},*), thi for p,q € % haves jo

q b+q

(p)y, = ¢ (a), = c® og (p), + (q) = (p+ a) = ¢

Vi noterer specielt:

Enhver cyklisk gruppe er isomorf med en, og naturligvis kun

en, af grupperne (2,+) og (Zm,+), M= 1,200 o

Uendelige cykliske grupper er saledes indbyrdes isomorfe,

ligesom endelige cykliske grupper af samme orden er isomorfe.

Sideklasser,

Idet H er en undergruppe af en gruppe (G, ) og a et element

af G, kaldes mangden fah | h € H} den ved a bestemte venstre side-—

klasse til undergruppen H; den betegnes al,
al = {ah | h € H}.
Sideklassen aH er séledes billedet af undergruppen H ved

den ved a bestemte venstre translation x - ax, x € G, (Jjfr.side 9).

Forskellige gruppeelementer kan bestemme en og samme venstre
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sideklasse til en given undergruppe. Om ma&ngden af indbyrdes forskel

lige venstre sideklasovr gelder fglgende vigtige sztning:

Mangggg_fo | x € 6] af _venstre sideklassertil en undergruppe

H af en gruppe (G,“) er en Klasseinddeling af G.

en og kun en venstre sideklasse til H, nemlig xH,.

Vi skal da for x,y € G vise, at
X € xH og x € yH = yH = xH.
Idet det neutrale element e i (G,*) tilhgrer H, ses straks, at
x = xe € xH,
Antag nu, at x € yH, dvs. X = yh, hvor h € H, For k € H har vi da
¥k = yhk € yH,
idet jo hk € H; dette viser, at xH ¢ yH. Idet y = xh—1, hvor jo
n1 e H, er imidiertid ogsi y € xH og fglgelig y9 ¢ xH, s&ledes

at yd = xH,

Da de venstre sideklasser til H udggr en klasseinddeling af G,
og da den sideklasse, der indeholder et element X € G, kan skrives
xtI, vil hver af betingelserne

xd = yE og y € xH
were ngdvendig og tilstrazkkelig for, at de to elementer x og ¥y af
G tilhgrer samme sideklasse, Da endvidere y € xH vil sige, at ¥y
kan skrives y = xh med h € H, hvilket atter er ensbetydende med

x—1y € H, har vi:

Idet H er_en undergruppe af en gruppe (G,*), vil_to elemen-

ter = og y af G tilhgre samme venstre sideklasse til H, hvis og

kun hvis =y € H, ligesom

XH = yH e x 'y e H
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Den zkvivalensrelation Rv i G, der svarer til klasseindde-
lingen {xH |x € @} af G i venstre sideklasser til H, jfr. I1,5,17.
er séledes bestemt ved

1

xRy == x 'y € H,

Bemerk, at den venstre sideklasse til H, som indeholder det
neutrale element e i gruppen (G,°). er undergruppen H selv, idet

jo eH = H. En fra H forskellig sideklasse kan ikke v&re undergrup-

pe af (G,°), idet den ikke indeholder e.

Hgjre sideklasser til en undergruppe H af en gruppe (G,*) de-
fineres i analogi med venstre sideklasser, ligesom ganske tilsvaren

de satninger gelder:

Den ved et element a € G bestemte hgjre sideklasse Ha til

undergruppen H defineres ved
Ha = {ha | h € H},
Mazngden {Hx | x € G | af hgjre sideklassertil H e» en kln rg-
inddeling af G, idet hvert x € G tilhgrer en og kun en hgjre side-

klasge til H, nemlig Hx,

To elementer x og y af G tilhgrer samme hgJjre sideklasse til

1

H, hvis og kun hvis yx @ € H,

1

x = Hy &= yx ' € H.

Ekvivalensrelationen R i G, der svarer til klasseinddelingen af G

h
i hgjre sideklasser til H, er altsd bestemt wved

XRy Y == yx ' € H,

Vi skal senere angive betingelser for; at klasseinddelingerne
af en gruppe 1 venstre, henholdsvis h@gjre sideklasser til en given
undergruppe falder sammen. Her skal blot navnes, at i en kommuta-

tiv gruppc er der selviglpgellz ingen anlcdninag til ot skx2ine.
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For en ordens skyld bemzrkes, at for en gruppekomposition

"~ betegnet f,eks. med *# skrives naturligvis a * H og H * a 1 stedet

for aH og Ha.

Eksempler,

(o]

1 I gruppen (V3,+) af geometriske vektorer med szdvanlig vektor-
addition kan en sideklasse til undergruppen V1 af vektorer pg?giv—
en linie 1 efter valg af et begyndelsespunkt 0 beskrives som m&ng-
den af stedvektorer til punkterne pad en linie parallel med 1,
Klasseinddelingen af V3 i sideklasser til V1 modsvarer altséd delin-
gen af rummet E3 i linier parallelle med 1, P4 samme méde svarer
delingen af V3 i sideklasser til undergruppen V2 af’ vektorer i en

given plan 7 til delingen af rummet E3 i planer parallielle med w7,

[o]

2 For hvert m € N er sideklasserne til undergruppen {pm | p € %}
af (Z,+) netop restklasserne modulo m, dvs. elementerne i Zm.
For hvert m € R+ er sideklasserne til undergruppen {pm | p€ 4}

af (R,+) netop elementerne i Rm (jfr. II,1,20).

30 For gruppen (Sn,O) aff alle permutationer af eﬁ mengde E med

n elementer falder delingerne i venstre og hgjre sideklasser til
undergruppenAIl aff lige permutationer sammen; foruden An selv er
der kun én sideklasse, nemlig mzngden af ulige permutationer. Thi
for p,q € Sn vil p-1°q og ligeledes q°p_'1 vere lige, hvis og kun
hvis p og g begge er lige eller begge ulige.

P34 tilsvarende mé&de ses, at i gruppen af isometrier af rummet.

E_, henholdsvis planen E2, har undergruppen af flytninger foruden
sig selv kun én sideklasse, nemlig mangden af uegentlige kongru-—

€nser.

[o]
L Lad (G,°) vaere en transformationsgruppe for en mzngde E, og
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lad H vare undergruppen bestaéende af de transformationer h € G,
hvorved et givet element ¢ € E gér over i sig selv. To transforma-—
tioner f,g € & vil da tilhgre samme venstre sideklasse til H, netop
hvis £ ~g € H, dvs, hvis f—1(g(c)) = ¢, eller, hvad der kommer ud
pa det samme, hvis f(c) = g(c); tilsvarende findes, at f og g tilhg-
rer samme hgjre sidekllasse til H, netop hvis f"1(c) = g_1(c), Indde
lingen af G 1 venstre sideklasser til H kan saledes karakteriseres
gom delingen efter de mulige billeder af ¢ ved transformationer til-
hgrende G, inddelingen i h@jre sideklasser som delingen efter ele-
menter, der kan fgres over i c, En sideklasse f°H bestir af de tran:
formationer tilhgrende G, ved hvilke c¢ har samme billedelement f(c)
som ved f, medens sideklassen H°f bestar af de transformationer til-
hgrende G, ved hvilke c¢ har samme originalelement,f—1(c) som ved f.
Tager man som (G, ° gruppen (85,0) af permutationer af en
m&ngde med 3 elementer eller gruppen af flytninger af planen, fas
eksempler, hvor inddelingerne i venstre og hgjre sideklasser til

en undergruppe er forskellige.

Lad atter (G,") vaere en vilkarlig gruppe og H en undergruppe
af G. Da en sideklasse aH er billede af H ved venstre translati-
onen x — ax, som jo er en injektiv afbildning, idet ax, = ax, =
X, = Xp, fremgér, at enhver venstre sideklasse til H er skvipotent

.1
med H. Tilsvarende gzlder enhver hgjre sideklasse til H.

Dette resultat har en vigtig konsekvens for grupper af ende--
lig orden, Forudsmttes G endelig, og betegnes antallet af elemen-—

ter af G og H henholdsvis [G] og [H]. medens vi skriver [G:H] for

antallet af venstre sideklasser til H i (G,’), er klasseinddelin-—
gen af G i venstre sideklasser til H jo en deling af ¢ i [G:H] klas—
ser, hver med [H] elementer, hvorfor

[e:H][H] = [c],
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Specielt har vi:

Enhver undergruppe_af en endelig gruppe har en orden, der er

divisor i hele gruppens_orden. (E. Lagrange.)

Denne sztning er sazrdeles nyttig, nar man sgger undergrupperne
af’ en given endelig gruppe. Da et gruppeelenents orden er lig med
ordenen af den cykliske undergruppe frembragt af elementet (se
side 16), gmlder specielt:

I en endelig gruppe er hvert elements orden divisor i grup-

pens orden,

en
Tor en undergruppe H aflendelig gruppe (G,*) er antallet af

venstre og af hgjre sideklasser det samme, nemlig [G]/[H]; thi
ovenfor kunne vi. lige g4 godt razsonnere pa hgjre som pad venstre
sideklasser. Det falles antal [G:H] kaldes undergruppens index

i (G,*). Uden forudsatning om at G er endelig, kan mangden af
wenstre og mengden af hgjre sideklasser til en undergruppe H dog
vises at vere akvipotente ( se gvelse ), og index [G:H] kan der-
for defineres generelt som det falles kardinaltal for de navnte

to klasseinddelinger af G,

Eksenpel,
En endelig gruppe (G,*), hvis orden er et primtal. er cyklisk
med hvert gruppeelement c # e som frembringer. Der er ikke andre

undergrupper end (e} og @,

Homomorf afbildning. Normal undergruppe. Kvotientgruppe.

Vi sammenstiller fgrst nogle simple resultater vedrgrende en

homomorf afbildning £ af en gruppe (G,°) ind i en gruppe (G’ ¢),
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Som man of'te ggr, har vi brugt samme betegnelse for de to grunpe-

kompositioner, sk¢gnt de 1 almindelighed vil vare forskellige.

Det neutrale element e i (G,°) har som billede det neutrale

element e' i (G')),

fle) = e',

og for x € G er
(e(x))"" = £(x"T).

Billedet £(H) af_en undergruppe H af (G,°) er_en undergruppe

af (G',"), og en sideklasse all til H i (G.°) afbildes pé side-~

7

klassen f(a)f(H) til £(H) i (@',°), ligesom f(Ha) = f(H)f(a).

At f(e) = e' fremgar, efter valg af et element a € @, af
ligningen
f(e)f(a) = f(ea) = £(a) = e'f(a)
wed bortforkortning af f(a)} derpd har vi straks
f(x)f(xw1) = f(xxm1) =1(e) =e' og f(x_1)f(x) =e'.
Ery,,yo € (H), eltsd v, = f(x1) og ¥, = f(x2)3 kvor x,,Xx, € H,

har vi nu

1

¥y, = £(x,x,) € £()  og ¥yl = £(x]1) € £(n),
hvilket viser, at f(H) er en undergruppe af (G',*), jfr. side 3.
Endelig er eksempelvis
f(aH) = {f(ah) |h € H} = {f(a)f(h) | n € H} = £(a)f(H),

Vi fremhaver, at uden forudsatningen om, at (G',°) er en
gruppe, gelder dog, at (£(G),") er en gruppe, jfr. II,1,16~-17.
Men er f: G = @' ikke surjektiv, kan det da f.eks, forekomme, at

f(e), som jo er neutralt element i (£(G),~), ikke er det i (G'.°),
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I det fglgende undersgges homomorfe afbildninger af grupper
nermere. Herved spiller undergrupper med den sarlige egenskab,
sideklasser
at de venstre og hgjrev¥stemmer overens en fremtrazdende rolle.
Fn undergruppe (H,$) i en gruppe (G,$) siges at vare en normal

(eller invariant) undergruppe, hvis x $ H = H § x for hvert

element x € G,

En undergruppe (H,$) i en gruppe (G,$) er normal, hvis og

kun hvis
Vex Vyh [x $h$ x71 € H].
Bevis: Hvis (H,$) er normal, vil hvert element x § h af
x $ H tilhgre H § x, altsd kunne skrives p4 formen h' $ x,
hvor h' € H. Men af x $§ h = h' § x fas
x$h¢x ! =neH,
hvilket viser betingelsens ngdvendighed. Omvendt, lad det vzre
givet, at x $ h § x| € H for hvert x € G og hvert h € H. Til
givne x og h findes der da et h' € H, sfledes at x $ h $ =
ﬂ', Heraf féas
x$h=nh"9$xe<€HS$ x,
hvilket viser, at hvert element x $ h af x $ H er indeholdt i
H$ x, altsd at x $ H ¢ H $§ x. Anvendes det givne pd 1 i ste-
det for x, fas % $ h $ x € H, og heraf sluttes pd samme made,
at H¢$ x g.x $ H. Dermed er ogsd betingelsens tilstrskkelighed
bevist.
I en kommutativ gruppe er alle undergrupper normale.
Lad f vere en homomorf afbildning af en gruppe (G,$) pa en
gruppe (G',$'), hvis neutrale element betegnes med e'. Original-
mengden K = f_1(e'), altsd mzngden af de elementer af G, som ved

f har billedet e', kaldes homomorfiens kerne. Om denne galder

fglgende satning:
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Kernen K = f—1(e') ved en homomorf afbildning f af en grup-

pe (G,$) pa_en gruppe (G',$') med det neutrale element e' er en -

normal undergruppe i (G,$).

For hvert element g' € G' er originalmzngden f_1(g') en

sideklasse til K, nemlig ¢ $ K = K $ g, hvor g betegner et ele-

ment af G, for hvilket f(g) = g'. Herved bestemmes en enentydig

korrespondance mellem sideklassernevtil K og elementerne i G'.

Bevis: Er x og y elementer tilhgrende K = f—1(e'), altsad
f(x) = £(y) = e', fas
| Fxdy) = 000§ £(3) =o' Fe = e,
altsd x § y € X, og

f(x-1) = f(x)_1 =1 - e',

1 € K., Dette viser, at K opfylder betingelserne UG 1 og

altsd x
UG 2(side II,2;5) og er fplgelig en undergruppe. Endvidere gzl-
der for hvert element g € G og hvert element h € K, at

o fg$nge) =) $ r@) ' o)

£(g) $ o' $2(g)7 = e,

hvilket viser, at g $ h ¢ g1 e K, og altsd at K = f—1(e') er

1l

en normal undergruppe i (G,$). Dermed er satningens fgrste del

bevist.,

Idet g4 °8 8, betegner -eltementer af G, haves

-1 ' -1 -4 -
flgy $ 8, ) =f(g) $" £lg, ) =1flg) $' £(g,)
og dette er lig med e', hvis og kun hvis f(g1) = f(gz). Heraf

-1
ses, at g1*$ g5

€ K, altsa at g, 08 8, tilhgrer samme side-
klasse til K (jfr._side 11,2,9), hvis og kun hvis f(g1) = f(gz);
Alle elementer i samme sideklasse har altsa samme billedelement
ved £, og elementer af forskellige sideklasser har forskellige

billedelementer. Heraf sluttes rigtigheden af saztningens anden

del.,
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Lad (G,$) igen vere en vilkérlig gruppe og H en normal
undergruppe 1 den. Da inddelingerne i venstre og h¢jre side-
klasser til H stemmer overens, vil ogsd de to ved H bestemte
gkvivalensrelationer Rv og Rh (side II,2,8-9) stemme overens,
d.v.s., at X_JI $ x' € H for to elementer x,x' € G medfgrer
x' $ e H, og omvendt. Lad x ~ x' betyde, at x stadr i deane
relation til x'. Det skal vises, at denne skvivalensrelatici
harmonerer med kompositionsforskriften § (se side II,1,12),

d.v.s at man af x ~ x' og ¥ ~ y' kan slutte, at x $ y ~ x' & y'.

Forudsastningen udsiger, at der findes elementer h og k¥ i H, s34~
ledes at x| d x'=hogy' $ y—1 = k. Man har da
-1 ! -1 -1 b
x'dy)d(xdy) =x"$y' $y bx ==x=8ngisdnx

og den hgjre side ses at tilhgre H, idet h $ k¥ € H og E e» en

normal undergruppe. Men dette betyder, at x $ y ~ x" $ yv'.
fglge et tidligere resultat defineres altsd ved

(x$8) F(ydH=(x3$y) $H
-en kompositionsforskrift i mzngden G/H af sideklasser til iI, og
den naturlige afbildning v:G - G/H, ved hvilken der til hvert
element x € G svarer sideklassen x $ H, det er indeliolat i, er
en surjektiv homomorfi. Heraf fglger, at (G/H.3) er en gruppc.

Den kaldes kvotientgruppen (eller faktorgrunoen) af (G,$) over

(eller med hensyn til) den normale undergruppe H. Det cr smnu-~
vane at betegne kompositionsforskriften i kvotientgruppen pld
samme m&de som kompositionsforskriften i selve gruppein.

Kernen ved homomorfien v:(G,$) - (G/H,$) er den givne nor-
male undergruppe H; thi H er det neutrale element i (G/H3,$), og
det er netop elementerne i H, som ved v har b’lledet H. Enhvor
normal undergruppe 1 en gruppe er altsd kerne ved en homomorf
afbildning af denne. De ved en gruppes normale undergrupper

bestemte kvotientgrupper er fra et abstrakt synspunkt de enecte
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homomorfe billeder, gruppen kan have. Dette er indholdet af

gruppeteoriens homomorfisatning:

Er (&,$) og (G',$') grupper, £ : (G,$) - (¢',$') en sur-

jektiv_homomorfi og K ¢ G dennes kerne, vil (G',$') vare iso-

morf med (G/H,$).

Bevis: Ifplge s@tningen om kernen (side I1,2,19) f&s en
bijektiv afbildning af G/E pa G' ved til sideklassen x § X at
lade svare elementet f(x) = x' € G'. (Elementerns i sicdeklasscen
har alle det samme billede ved f.) Denne afbildning er en homo-
morfi, altsé en.isomorfi, da der til klassen (x $ X) ¢§ (v § K)
= (x$ y) § K svarer £(x $ y) = £(x) $ £(y).

Ovenstéende sztning om cykliske grupper er et specielt

tilfaelde af homomorfisatningen.

Som eksempel betragtes gruppen af de egentlige flytninger
af rummet, ved hvilke et givet regulzrt tetraeder A1A2A3Au af -

bildes pa& sig selv. Den kaldes tetraedergruppen og betegnes

med T. For hver flytning £ € T vil dens restriktion til mangden
{A1,A2,A3,Au} vere en permutatior af denne mengde. Ved til f at
lade svare denne. permutation, fas ¢gjensynlig en hcmomorf af-
bildning af T ind i SM' Denne afbildning er injektiv; thi er

f og g flytninger, for hvilke f(Ai) = g(4;), 1 =1,2,3,4, vil
g_10f have de fire hjgrner som fixpunkter og fglgelig vare den
identiske.afbildning, hvoraf f = g. Tetraedergruppen er altsé
isomorf med en undergruppe i SM' For at bestemme gruppen n®r-
mere bemzrkes, at centret C for tetraedrets omskrevne kugle ma
vare fixpunkt ved alle gruppens flytninger, idet det er det
eneste punkt i rummet, som har lige store afstande fra tetra-

edrets hjgrner. Hver fra den identiske forskellig flytning til-

hgrende T m&4 fglgelig vaere en drejning om en akse gennem C.
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De drejninger, ved hvilke et af hj¢rnerne Ai er fixpunkt, m&
have den fra dette hjgrne udgaende hgjde hi som akse. De udggr
en cyklisk gruppe C3 af ordenen 3, som altsd indeholder 2 fra
den identiske afbildning e forskellige drejninger. Der findes i
T L4 sé&danne cykliske undergrupper, som to og to kun har e falles
og fplgelig tilsammen indeholder 8 fra e forskellige drejninger.
Lad nu £ € T vare en drejning, ved hvilken ikke noget hjgrne
forbliver fast. Antag f.eks., at f(A1) = A,. Drejningsaksen mé
da vere vinkelret pa4 linien A,A,. Var nu f(AZ) 4 A, ; altsd
f.eks. f(AZ) = AB, métte den ogsd vare vinkelret p& linien A AB,
alts&d pa trekanten A1A2A3. Endvidere matte den ga gennem denne
trekants omskrevne cirkels centrum;ogialﬁsé vaere h, , hvilket
ville vare i strid med f(Au) + Au} F¢ige1£§ ér f(lz) = Ay
Hjgrnerne A1 og A2 ombyttes altsa ved f, og det samme galder
for A3 og Ah' Drejningsaksen md vare forbindelseslinien mellem
midtpunkterne af de to modstdende kanter A1A2 og ABAM’ g drej-
ningsvinklen md vere 1lig med . Idet der findes tre linier,
der forbinder modstéende kanters midtpunkter, indeholder T
foruden e og de 8 nazvnte drejninger 3 drejninger, der hver frem-
bringer en cyklisk undergruppe af ordenen 2. Tetraedergruppen
T har altsé ofdenen 12. Idet de til dens flytninger svarende
permutationer alle er lige, er T isomorf med den alternerende
gruppe Ah' (Den regulzre fremstilling af T er en undergruppe i

Sip+) ;

Pad m, md og m3 betegne linierne, som hver forbinder to
modstéende kanters midtpunkter. Ved hver flytning tilhdrende T
permu%eres disée linier. Ved til flytningen at lade svare denne

permutation f%s en homomorf afbildning af T ind i 83. Kernen

{
bestar af de fiytninger, ved hvilke hver af de tre linier af-

bildes pa sié selv, altsid foruden af e af de tre nzvnte drej-

!

/
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ninger med drejningsvinklen 7 om my, M, 08 mj. Denne gruppe af
ordenen 4 (som ikke er isomorf med den cykliske gruppe af orde-
nen 4) kaldes firgruppen og betegnes med V (fra tysk "Vierer-
gruppe") eller med D2. Kvotientgruppen T/V har ordenen 3 og ses
let at vare isomorf med A3’ der (som enhver gruppe af ordenen 3)
igen er isomorf med den cykliske gruppe af denne orden. Firg:up-—
pen er den eneste fra f{el og T forskellige normale undergruppe
i T. Dette kan indses pa fplgende made: Lad 4 € T betegne en fra
¢ forskellig drejning og a dennes akse. For hvert punkt A € a
er da d(A) = A. Er nu f en vilklrlig flytning tilhgrende T, har
man altsa
fodof™ (£(4)) = fod(a) = (a(a)) = £(a),

hvilket viser, at dg = fodor ] 4 e har punkterne p& linien f(a)
éom fixpunkter cg er fglgelig en drejning om denne linie. Er
Hg T en norméi undergruppe, kan man af d € H slutte, at df € H
(if¢lge sztningen pa side 11,2,18). Bemaerkes nu, at der for hvil-
kesomhelst h¢jd¢; hi og hj findes en flytning £ € T, for hvilken
f(hi) = hj’ seé; at hvis H indeholder en af drejningerne 4, og
Qermed ogsé.dz, af ordenen 3, m& alle 8 drejninger af denne or-
den tilh¢re H.s Da 12 ikke har nogen zgte divisor st¢rré end 8,
mé,H'ere hele gruppen T. En tilsvarende betragtning viser, at
hvis en normal undergruppe indeholder en af drejningerne af or-
Qenen 2, indeholder den alle 3, altsd V. Da den ifglge det viste
ﬁé vare identisk med T, hvis den indeholder andre elementer, er
pggtanden pevist.

j Gruppen af.alle isometrier (egentlige og uegentlige flyt-

' ninéer) af’ rummet, ved hvilke tetraedret A4A2A3Au afbildes pé

sig selv, kaldes den udvidede tetraedergruppe og betegnes med Tq-
d48danne isometrier er bl.a. spejlingerne i de 6 !'diagonalplaner",

Som hver forbinder en kant med den modstiende kants midtpunkt.

\
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Spejlingernes restriktioner til {A1,A2,A3,Au} er denne mangdes
transpnsitioner., Alle permutationef af hjgrnerne kan altséd fas
som restriktioner af passende sammensztninger af disse spejlin-
ger., Da pa den anden side to forskellige isometrier ikke kan
fremkalde den samme permutation, ses, at Td er isomorf med SM’
altsd af ordenen 24. Foruden T og de nevnte spejlinger indehol-
der Td 6 sékaldte drejspejlinger, som hver kan tankes sammen-
sat af en drejning med drejningsvinklen im¢ (til den ene eller
den anden side) om en af linierne m; 0g en spejling i dennes
normalplan gennem C.

At [Td] = 2[T]), kan ogs& sluttes af en almindelig s@tning
om grupper af isometrier (af rummet, en plan eller en linie):

Er (G,o) en gruppe af egentlige og uegentlige flytninger, vil de

i G indeholdte egentlige flytninger udggre en undergruppe af

index 2. Lad U, € @ vaere en fast uegentlig flytning og F m=ng-
den af egentlige flytninger 1 G, som udggr en undergruppe, da
Jjo sammensa@tninger af og inverse til egentlige flytninger igen

er egentlige flytninger. For hver uegentlig flytning u er da
g,

klassen uOOFu Der kan altsd ikke findes andre sideklasser end F

og uOOF. (Det ses, at uOOF mé& tillige vare h¢jre sideklasse.

1ou en egentlig flytning £, altsad u = uOOf indeheoldt i side-

Alment: Enhver undergruppe af index 2 er normal.)
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§ 3. Ringe og legemer.

Ring, integritetsring og legeme.

Lad * og § vere kompositioner inden for samme mengde M.
Som betegnelse for M betragtet med kompositionerne * og § eller,
som man siger, for mzngden M organiseret ved kompositionerne *
og §, benyttes (M,*,§).

Man siger, at § er distributiv med hensyn til x, hvis de

distributive love

x§(yxz2z)=(x§y)*(x§ 2)
(y § x) = (2 § x)

gelder for x,y,z € M. I tilfelde af at § er kommutativ, kommer

I

og (y + 2) § x

de to love naturligvis ud pé et.

Eksempler.

1° For tal er s:dvanlig multiplikation distributiv med hensyn
til sedvanlig addition, men ikke omvendt.

2° For geometriske vektorer er vektorproduktet distributivt
med hensyn til vektoradditionen, men ikke omvendt.

30 For mengder er hver af kompositionerne [l og U distributiv

med hensyn til den anden.

I de fleste tilfelde, der er af betydning for os, vil for-
holdene vere som i 1 0g 2°. Den komposition, som er distribu-
tiv med hensyn til den anden, kalder man da gerne en multiplika-
tion, den anden en addition; som betegnelse for kompositionerne
benyttes smdvanligt multiplikations- og plustegn, + og +, med-
mindre dette kan give anledning til misforstéelser (jfr. eks. 20);

fra talregning overferes endvidere tilvante skrivemider: antallet
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af nedvendige parenteser reduceres ved vedtzgten, at mutiplika-
tion gadr forud for addition, og man tillader sig at udelade teg-
net "+". De distributive love antager da det velkendte udseende

x(y + 2) = xy + %2, (y + 2)Xx = yxX + 2zX.

En mengde M organiseret ved to kompositioner + og -+ inden
for M kaldes en ring, hvis additionen + er en kommutativ gruppe-
komposition (II,1,7), hvis multiplikationen + er associativ, og
hvis de distributive love

x(y + z) =xy + 2x og (y + 2)Xx =yx + 2X
gélder for x,y,x € M,
Br tillige multiplikationen kommutativ, siges (M,+,+) at

TRre en kommutativ ring.

I en ring (M,+,-) kaldes det neutrale element ved additio-
nen for ringens nulelement og betegnes oftest med o. Det inverse
til et element a € M kaldes det modsatte element til a og beteg-
nes -a. Da additionen er kommutativ, er ligningerne a + x = Db
0g X + a = b ensbetydende; lesningen (jfr. II,1,7) betegnes b - a.
Idet

b-a=b+ (-a),
kan vi uden mulighed for misforst8else bruge korte skrivemader
som f.eks. -a + b - ¢ i stedet for (-a) + b + (~c).

I kraft af de distributive love spiller nulelementet en sm:r-
1lig rolle ogsd ved multiplikationen: for x € M gmlder

0X = X0 = 0.
Velges et element ‘a € M, f.eks. a = 0, har vi nemlig a + 0o = a
og dermed (a + o)x = ax, dvs., ax + OX = ax, hvilket viser, at

OX = aX - axXx = 0. P3 tilsvarende madde indses xo0 = o.



Mat. 1, 1963-64 AG II, 3, 3

Ved fornyet anvendelse af de distributive love fés, at der

for x,y € M gwlder

x(=y) = -xy og (=x)y = -xy.
‘Den forste regel feolger af
xy + x(=y) = x(y + (-y)) = x0 = o,
den anden indses p& tilsvarende mdde, Ved brug af de to regler
fas videre for x,y € M
(-x)(-y) = =y.
Vi nsvner yderligere reglerne
x(y - 2) =xy - X2 og (y ~ z)x = yx - 2zX.
Den farste fremgar af regningen
x(y - 2) =x(y + (-2)) = xy + x(~2) = xy + (-%2) = xy - X2,
den anden fas analogt.
Man kan i det hele taget '"gange parenteser ud" ligesom for
tal, f.eks,
(v + x)(y - 2) = Vy + Xy - V2 - X2,
Medmindre multiplikationen er kommutativ, md man dog ved en sé-

dan udregning huske i produkterne pad hejre side at tage faktoren

fra den feorste parentes forst.

I en ring (M,+,+) er, som vist ovenfor, et produkt o, nar

en af faktorerne er o,
X=0 V y=0 = Xy = 0.

Derimod gzlder ikke i almindelighed det omvendte, nﬁlreglen
Xy =0 = X=0 V ¥y =0,

der ogsé kan skrives
x+o0 a y+o0 = xy#o.

Idet elementer x + 008 Y $ 0 med produkt xy = o0 begge kaldes
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nuldivisorer, kommer nulreglens gyldighed i en ring ud pa, at

ringen ikke har nuldivisorer.

Nulreglens gyldighed i en ring (M,+,) er nedvendig og til-

straekkelig for, at forkortningsreglen

ax = ay A a + o] = X =75
gelder for a,x,y € M.

Skrevet p& formen
ax =0 A a+o = x=o0
ses nulreglen nemlig at vare et specialtilfzlde af forkortnings-
reglen, svarende til y = o. Omvendt er forkortningsreglen ens-
betydende med
a(x ~y) =0 A ato = x-y3=o0

og dermed en felge af nulreglen. P3 tilsvarende méde indses:

Nulreglens gyldighed i en ring (M,+,:) er negdvendig og til-

strekkelig for, at forkortningsreglen

xa =ya A a*o = xX=y
gelder for a,x,y € M.

Et eventuelt neutralt element ved multiplikationen i en
ring (M,+, ) kaldes ringens etelement. Findes et saddant, kaldes
det inverse til et ved multiplikationen regulsrt element a € M

for det reciprokke element til a og betegnes a—1
Bortset fra det tilfslde, at M kun har ét element, alts&
M= {O}, er nulelementet o ikke samtidig etelement, og det har

intet reciprokt.

En kommutativ ring (M,+,:) med etelement e $ o, hvor nulreg-

len
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x+o0 A yt+o = xyifo

gelder for x,y € M, kaldes en integritetsring (integritetsomréde).

En ring (M,+,+) med etelement e + 0, hvor ethvert fra o

forskelligt element af M er regulsrt ved multiplikationen, kal-

des et legeme.
Br (M,+,+) et legeme, da har hver af ligningerne
ax = b o0og xa =0>»
for vilkarlige elementer a + o0 og b af M netop én lgsning, nem-
lig henholdsvis a_1b og ba-1, jfr. side II,1,7. Specielt gzlder
forkortningsreglerne
ax =ay A a*o = x =y, Xa=ya A afo = x=y
og dermed nulreglen. Inden for M\ fol er multiplikationen en
gruppekomposition.

Man bemszrker, at ethvert kommutativt legeme er en integri-

tetsring.
Eksempler.
o
1 (Z,+,+) er en integritetsring, (Q,+,+) og (R,+,+) er kom-

mutative legemer. Begreberne integritetsring og legeme er dannet

med disse eksempler som forbillede.

2°  Mmngden {2n | n €%} af lige hele tal er med smdvanlig addi-
tion og multiplikation en kommutativ ring uden etelement, i hvil-

ken nulreglen gzlder.

\o
30 Mxngden R™ af par af reelle tal med kompositioner defineret
ved
(X1,X2) + (y1’y2> = (X1+y1,X2+y2),
(x1,x2)(y1 yy2) = (X1y1 ’X2y2),

hvor + og *+ pa hejre side star for smdvanlig addition og multi-
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plikation, er en kommutativ ring. Nulelementet er (O;O), det
modsatte element til (x1,X2) er (—x1,-x2). Ringen har et etele-
ment, (1,1), men da der er nuldivisorer, nemlig alle elementer
(x1,0), X, 4 0 og (O,x2), X, 4+ 0, er det ikke en integritets-
ring og fglgelig heller ikke et legeme. Talparrene (x1,x2),
begge er forskellige fra O, er de regulzre elemen-

hvor x, 08 X

1 2
ter ved multiplikationen.

uo Idet (M,+,.) er er ring, L en vilkarlig, ikke tom mzngde,
indfgres pa& nsrliggende made kompositioner inden for mangden

ML - M) af funktioner fra L til M: for f og g tilhgrende

P(L » M) forstas ved £ + g, henholdsvis fg afbildningerne

t o £(t) + g(t), te L, og t- f£(t)g(t), te& L.

Man verificerer umiddelbart, at (F(L - M),+,.) er en ring, kom-
mutativ hvis (M,+,.) er kommutativ. Nulelementet er den konstante
afbildning t - o, t € L; det modsatte element —-f til £ er afbild-
ningent- - £(t), t € L. Hvis (M,+,.) har et etelement e, vil

t 5e, t € L, vere etelement i ringen (F(L - M),+,-) af funk-
tioner.

Har L mere end et element, vil (ﬁ(L - M),+,¢) have nuldivi-
sorer; er (M,+,-) et integritetsomréde eller et legeme, vil nul-
divisorerne i (¥(L -» M),+,.) vere de funktioner, som antager var-
dien o uden at Vare identisk o. Ir (M,+,.) et legeme, vil de
ved multiplikationen i F(L — M) regulsre elementer vare de funk-
tioner, der ikke antager vardien o.

Som et vigtigt tilfaelde fremheves addition og multiplika-
tion af reelle funktioner, svarende til (M,+,.) = (R,+,.). Her-
under hgrer ogsad addition og multiplikation af reelle talszt og

talfglger,idet et talsat (x1,,.°,xn) kan opfattes som en afbild-
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ning af {1,...,n} ind i R, medens en talfglge (x1,x2,..e) er en
afbildning af N ind i R. For talfglger kan definitionen af addi-
tion og multiplikation skrives
(x1,x2,...) + (y1,y2,...) = (x1+y1,x2+y2,ono),
(x1,x2,...)(y1,y2,...) = (x1y1,x2y2,...),
for talset er tilfsldet n = 2 omtalt ovenfor (eks.2 ).

Vi vil senere mgde eksempler pa ringe, der ikke er kommutati-
ve (III, §2). I Matematik 2, algebra og talteori, nmvnes et ikke

kommutativt legeme.

Isomorfi.
Lad + og . vare kompositioner inden for en mengde L, medens

% og § er kompositioner inden for en mangde M.

in enentydig korrespondance mellem L og M siges da at vare
en isomorfi mellem (L,+,.) og (M,%,§), hvis der for X,1%;, € L og
y1:32 € M gzlder
X1<—>y1 /\x2<-—>y2 = x1+x2<——->y1*y2
o8 S B A T A - Xy¥Xg = Iy 8 Vs
altsd hvis korrespondancen er en isomorfi savel mellem (L,+) og

(ilys) som mellem (L,.) og (M,$).

Findes der en isomorfi mellem (L,+,.) og (M,x*,$), siges de
to organiserede mangder at vere isgomorfe.

I s& fald finder naturligvis bem&rkningerne side II,1,11
anvendelse pa kompositionerne + og %, sdvel som pa . og §.
Yderligere verificercs umiddelbart, at hvis . er distributiv

med hensyn til +, si er ogsé 3 distributiv med hensyn til =, og
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omvendt. ILr en af de organiserede mazngder (L,+,.) og (M,%,$)

en ring, sa er den anden det ogsa, og ved enhver isomorfi mellem
dem vil nulelement svare til nulelement, nuldivisorer til nul-
divisorer, et eventuelt etelement i den ene ring vil svare til
etelement 1 den anden, regularc elementer ved en af kompositio-
nerne - og § til regulare elementer ved den anden. Er en af de
isomorfe, organiserede mangder (L,+,.) og (M,%,$) en integritets-

ring, henholdsvis et legeme, si er den anden det ogsa.
En bljektiv afbildning f:L - M, hvor for Xy,%X5 € L gzlder

f(x1 + X,) = f(x1) * I(x,) og f(x1x2) = f(x1) 3 f(XZ),

kaldes cn isomorf afbildning af (L,+,.) pa (M,#%,3). Det kommer

ud pa ¢t =t betragte isomorficr mellem (L,+,+) og (l,=,3) eller
isomorfe afbildninger af (L,+,.) pad (M,%,8), jfr. side II,1,12.

Specielt kan man som definition p&, at (L,+,.) er isomorf med

(11, #%§) benytte, at der findes en isomorf afbildning af (L,+,.)

pa (M.%,§).

Er f en isomorf afbildning af (L,+,.) pd (M,=,§), vil den
omvecndte afbildning f°—1 vare en isomorf afbildning af (M,#,Q)
pad (L,+,-), jfr. side II,1,12. Ogsa sammensaztning af isomorfe
afbildninger fgrer igen til en isomorf afbildning, jfr. side

II,1,13. Herved féas:

Relationen "(L,+,-) er isomorf med (M,#,$)" er en mkvivalens-

relation i klassen af alle ved to kompositioner organiserede

mengder .
Som et malende udtryk for coverensstemmelsen benytter man
underiiden v endingen, at (L,+,.) og (M,%,$) er ‘'eksemplarer af

samme dobbelt organisecrede mengde'', i stedet for at sige, at de
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er isomorfe.

De komplekse tal.

De komplckse tal kan indfgres som mangden Rz af par af

recelle tal med kompositionerne
(x49%5) + (¥15¥5) = (%+¥),%,%75)
ey 2) (74 575) = (0g9y =¥ % 7503 ) -

Vi vil fgrst ggre rede for, at RZ med denne addition og mul-
tiplikation er et kommutativt legeme:

Additionen er den samme som i cks. 30, side b; det er en
kommutativ gruppekomposition med (0,0) som neutralt element.
Det ses straks, at multiplikationen er kommutativ; den er ogséa

associativ, idet

[(xq020) (545550 M2y 25) = (xy 9y =590, % 745,59, ) (24525)
= ((yyyxpyo)zy = (myyprxoyy)ey, (xy5y-%p5,5) 2, + (y3,%%,57,)2y)
k) [y, (295) ] = (3,15 (7,2 =929 247 7,
= Oy (3320 79525) = (30 2095%1) s 31y (3254052¢) + %p(yy21-7p25))
stemmer overens. Ved udregning bekraftes ligeledes, at multipli-
kationen er distributiv med hensyn til additionen. Hermed er
vist, at Rz med de betragtede kompositioner er en kommutativ
ring.

Idet (1,0) ses at vere ncutralt ved multiplikationen, dvs.
ctelement, mangler vi at godtggre, at der til et vilkarligt par
(aj,az) 4 (0,0) findes et reciprokt, altsi et par (x1,x2) saledes
at (a1,a2)(x1,x2) = (1,0), dvs.

a Xy~ ayX, =1

>
+
_‘ED
>
il
(@)
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Tor af + ag 4 O har dette ligningssystem imidlertid virkelig

en lgsning.

Vi betragter dernmst kompositionerne anvendt p& par af
formen (x,0), x € R:

(x,0) + (y,0) = (x+y,0), (x,0)(y,0) = (xy,0).
Man se¢r, at det er kompositioner inden for {(x,0) ‘ x € R,
hvilken mengde vi for kortheds skyld vil betegne R', og at af-
bildningen x - (x,0), x € R, er en isomorf afbildning af
(R,+,+) p& (R',+,.), saledes at R',+,-) blot er et nyt eksemplar
alf de reelle tals legeme.

Betegner vi endelig med i parret (0,1), har vi dels i -

-(1,0), dels er for et vilkarligt par (x1,x2)

(X1,X2) = (X—|70) + I(X?’O)7

i hvilken fremstilling (x1,0) og (x2,0) naturligvis ikke kan

crstattes af andre elementer af R'.

Vi opsummerer det vasentlige: Decr findes et kommutativt

lcgeme (C,+,+), som indeholder et cksemplar (R,+,-) af de reelle

tals legeme samt et clement 1 med 12 = -1, saledes at cthvert

z € C har _en og kun én fremstilling af formen

z = 2, + 122, z1,22 € R.

Lt sddant legemc kaldes (et ckscmplar af) de komplekse

tals legeme og betegnes (U,+,.), dets elementer kaldes kompleksc

tal.

Efter cksistensbevisets afslutning er der, nar talen cr om
komplekse tal, ingen fordel ved speciclt at tenke pd det under

beviset kons truerede ckscmplar; mcre anbefalelsesvardigt er det
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at tagc sit udgangspunkt 1 de kompleksc tals ovenfor opsummercde
egenskeber. I opsummeringen nsvnes kun et cksemplar af de
rcclle tals legeme, hvorfor vi har skrevet R og ikke R'; med 1
menes naturligvis ctclementet.

Ved undersggelser vedrgrande reeclle tal er det i gvrigt
oftc nyttigt at tenke pa ¢t eksemplar, der pad den beskrevne made
indgdr i de komplekse tals legeme. Dette gor man i praksis uden
kommentar, s snart der er behov for det; tilsvarende skrives

(Y

Rc C.

zksempler,
1° liellem mezngden C af kompleksc tal z og mangden RZ af reellc
talpar (Z1’ZZ) bestemmes ved

Z = 2, + 122

c¢n cnentydig korrespondance, hvorfor de komplekse tal ved hjalp
af’ ¢t szdvanligt retvinklet koordinatsystem kan reprazscntcres
ved punkterne i en plan. De reelle tal z) 98 Z, kaldes den reelle,
hcenholdsvis imaginere del af det komplekse tal z = zy + iz2. -
Det c¢r klart, at man her teznker pa reelle tal indeholdt i C;
ellers har jo Zy + 122 ingen mening.

Omregner man

(x1 + ixz) + (y,l + iy2) og (x1 + ix2)(y1 + iyz)
til formen zy + izz, vil det tydeligt fremgd, hvorledes man

har faet ideen til kompositioncrne side 9.

2° Idet (-i)2 = -1 og ethvert z € & har en og kun én fremstil-
ling af formen z = z, + (—i)z2, 2, 5%, € R, er de to rgdder i
ligningen x2 = -1 1 virkeligheden ganske ligeberecttigede til be-

tegnelsen i; man md blot tenke sig et valg truffet.
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30 Det kan viscs, at der kxun findes én isomorfi mellem to
cksemplarer af de reelle tals legeme, eller, hvad der kommer
ud p& det samme, kun én automorfi for (et cksemplar af) de
recllc tals legeme, nemlig identitcten. For de komplekse tals
lcgeme er derimod ud over identiteten ogsid den enentydige kor-
respondance

LY

— z= 2z, - izz, z1,z € R,

en automorfi.

Vi understreger, at for konstruktionen ovenfor af (et ckscm-
plar af) de komplekse tals legeme var det en forudsztning, at
vi p4 forh&nd radede over (et eksemplar af) de reelle tals
legeme. Ved kurserne Matematik 2 og 3 vil det blive vist, hvor-
lcdes (et cksemplar af) de reclle tal kan konstrueres ud fra
(¢t ckscmplar af) de rationale tal, de rationale ud fra de hele
tal, de hele ud fra de naturlige tal. Af disse successive udvidelse:
al’ talsystcmet fra de naturlige til de komplekse tal er skridtet

fra de reclle til de komplekse tal det simpleste.

Homomorf afbildning.

Lad + og « vare kompositioner inden for en me&ngde L, medens

% 0g § er kompositioner inden for en mengde M.

En afbildning f:L - M siges da at vere en homomorf afbild-

ning af (L,+,.) ind i (M,*,§), hvis der for X, 9%, € L gelder
f(x1 + X2) = f(x1) 3 f(xz) og f(X1X2) = I(X1) § f(xz),

altsd hvis f er en homomorf afbildning savel af (L,+) ind i

(Mys:) som af (L,.) ind i (M,§). Hvis f:L - M tillige cr Dbijek-

tiv, cr f en isomorf afbildning af (L,+,.) pad (M,%,$§), jfr. sidc 8.
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I det felgende antages, at £ L - ¥ er govice i v sant 2onomort -

idet L betragtes med kompositionerne + og -, M med kompositio-

nerne % og 9.

Setningerne side II,1,15-16 kan da anvendes péa komposi Lo

nerne + og %, samt ligeledes pd . og §. Yderligere haves:

Hvis « er_distributiv _med hensyn til +, s& er ogsé v &istri-

e

butiv med hensyn til =.

bevis: Lad Yye Io og y3 vere vilkarlige elemunter af . De
f er surjektiv, kan vi tenke os x1,x2,x3 € L valgt, sa
= f = f = )
£(x,) = vy, flx,) =y, og (x3) V3

Idet £ er homomorf, har vi nu

v, § (v, = y3) = £x, (x, + XB))
hvorfor x1(x2 + x3) = XX, o+ X Xy
medfgrer v1 8§ (v, = y3) = (vy § v,) = (3y 8 yB)-

Tilsvarende behandles den anden distributive lov,.

Af det ovenfor sagte fremgar specielt:

\

Hvis (Ly+,-) er_en (kommutativ) ring. s er_ogsi (M..%) en

(kommutativ) ring. Nulelemenitet o, i ringen (L,+,.) afbildes

L

da i nulelementet oy i (M,%,8), og for x € L er £(-x) det mod-

satte element til f£(x). Et eventuelt etelement i (L,+,-) afbildes

i etelement i (M,*,$); er x € L regular ved -, s& er T(x) regulsr

ved §, og f(x_1) er det reciprokke element til f£(x).

Selv om vi ser bort fra tilfmldet, hvor M = f£(L) kun har
ét clement, kan (L,+,.) derimod vire en integritetsring, uden at
(M,,8) er det (se side 16-17); at nulreglen gelder Tor (L,+,.),

sikrer nemlig ikke, at de“te ogsd er tilfeldet for (M,=,%). P4
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den anden side kan ringen (L,+,®) have nuldivisorer, uden at
(M,*,8$) har det (jfr. eksemplet nedenfor).

Br (L,+,°*) et legeme, m& £ vare en isomorf afbildning af
(L,+,°) pa (M,#,§), medmindre M = £(L) kun har €t element, Ope
Thi er f ikke injektiv, findes jo elementer a, £ a, tilhgrende
L, sdledes at f(a1) = f(az), avs. f(a1 - a2) = oy; idet vi sa@t-
ter a = a, - a,, har vi a t o, 08 f(a) = oy For ethvert b € L
findes nu et x € L; s& ax = b, hvorfor

£(b) = f(ax) = f(a) § £(x) = oy § £(x) = Opye

Vi understreger, at det er vasentligt for resultaterne
ovenfor, at f: L = M ikke blot er en homomorf afbildning af
(Ly+,°) ind i (M,*,§), men tillige er antaget surjektiv. Udela-
des sidstnwevnte forudsaztning, m& man overalt erstatte (M,*,§)
med billedmsngden f£(L) betragtet med restriktionerne af de to

kompositioner * og §, jfr. side II,1,16,

Eksempel.

Projektionen pr,: &2

momorf, nar &2 betragtes med de side 5, eks. 3 indfgrte kompo-

- R, bestemt ved (x1,x2) ~ x,, er ho-

sitioner + og *, medens R betragtes med sadvanlig addition og
multiplika tion. Her afbildes saledes en ring med nuldivisorer

surjektivt og homomorft pa et legeme.

Lad nu + og * vare kompositioner inden for en mangde L, og
lad ~ vare en zkvivalensrelation 1 samme m&ngde. Vi betegner med
L mangden af zgkvivalensklasser, med Kx klassen reprasenteret arf
et element x € L,

Vi forudsztter, at ~ harmonerer bade med + og med °*, jfr,
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side II,1,18, séledes at der inden for L bestemmes kompositioner

¥ og * ved betingelserne

Vi, ¥y Ko ¥ Ky = KX+y og jo,y: szKy = ny.

Idet disse be tingelser netop udtrykker, at den naturlige afbild-

ning x > K, x €L, af L p& L er en homemorf afbildning af

(L,+,*) pa (L,%,%), kan resultaterne ovenfor anvendes., Eksempel-

vis vil (L,%,%¥) vere en (kommutativ) ring, hvis (L,+,°) er det.
Overgangen fra (L,+,*) til (L,¥%,%) kan siges at bestd i, at

man ophgrer med at skelne mellem indbyrdes zkvivalente elementer

i M.

Vi navner sluttelig, at sammens®stning af homomorfe afbild-
ninger naturligvis igen fgrer til en homomorf afbildning, ogsé

nadr talen er om mangder med to kompositioner,

Restklassering og restklasselegeme,

Vi minder om en razkke definitioner og resultater, i det

vasentlige fra eks. 2 , side II,1,20-21.

Idet X, O8 X, er hele tal og m et positivt helt tal, siges

Xy at vere kongruent med X5 modulo m, i symboler

i

X, X, (mod m),
hvis m glr op i Xy = Xy, altsé

X, = X, (mod m) <+ m Xy = Xye

I det fglgende tenkes m fastholdt,

Relationen udtrykt ved X, = Xy (mod m) er da en akvivalens-—

relation i Z, kaldet kongruens modulo m., For akvivalensklassen -

(x)m'reprasenteret af tallet x har vi

(%), = {x + hm | h € %},
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fkvivalensklasserne kal des restklasser modulo m, idet hver af dem

bestér af alle hele tal, som ved division med m kan give en be-
stemt rest. Der er m forskellige restklasser modulo m; blandt
tallene 0, 1, ..., m-1 er der én reprasentant for hver, Mangden
af restklasser modulo m betegner vi %(mod m) eller Zm' ~ Vi be-
merker, at (O)m = {hm h € %} er en undergruppe i1 den Abelske
gruppe (Z,+), og at restklasserne modulo m er de tilhgrende side-
klasser,

Kongruens modulo m harmonerer ikke blot med additionen, men

ogsd med multiplikationen i 2 (jfr. II,1,20):

1

X, = X, (mod m) A vy =¥y {(mod m) = X4tV = XV, (mod m),

1

X, = X, (mod m) A ¥y

] Yo (mod m) = X,¥y E %59, (mod m).

i

I mzngden Zm af" restklasser modulo m kan man alts& bade addere
og multiplicere ved reprazsentanter. De to kompositioner, addition

og multiplikation modulo m er bestemt ved

() + Wp = (x+y)y os  (x) (¥), = Gy)p.

Vi ngjedes side II,1,21 med at konstatere, at (Zm,+) er en
Abelsk gruppe., Idet den naturlige afbildning x = (x)m af % pa
Zm er en homomorf afbildning af (%,+,*) pa (Zm,+,') og tillige

surjektiv, finder vi nu, at (Zm,+,') er en kommutativ ring, jfr.

side 13; nulelementet er (O)m, og der er et etelement, (1)m.

Under navn af restklasseringen modulo m spiller (Zm,+,') en

vigtig rolle i talteorien.

Overgangen fra (Z%,+,°) til restklasseringen (Zm,+,°) kan
siges at bestd i, at man ophgrer med at skelne mellem tal, der

er kongruente modulo m.
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Eksempel.

Vi anfgrer kompositionstavler for addition og multiplika-
tion i restklasseringen (26,+,.); i stedet for (0)6, (1)6, cees
(5)6 er der skrevet O, 1, ..., 5, eller, om man vil, restklasser-

ne modulo 6 er reprzsenteret ved hver sit af tallene O, 1, «se,

5 :
+ 10 1 2 3 4 5 . O 1 2 3 L 5
O|l0 1 2 3 L4 5 O]O0O O 0 0 O
1 1 2 3 L 5 0 1 0O 1 2 3 L 5
212 3 L4 5 0 1 210 2 4 0 2 4
313 4L 5 0 1 2 310 3 0 3 0 3
L |4 5 0 4 2 3 L |o L 2 0 L4 2
515 0 1 2 3 L 510 5 4 3 2 1

Man bemzrker, at (2)6, (3)6 og (u)6 er nuldivisorer, medens (1)6

og (5)6 er regulazre ved multiplikationen.

Er m et sammensat tal, gelder nulreglen ikke i restklasse-
ringen (Zm,+,~); af" Xy = m, hvor x > 1, ¥y > 1 og dermed x < m,
y < m, fplger jo (x) (y) = (0) med (x) # (0) , (y)_ + (0) -

Restklasseringen modulo et primtal p er derimod en inte-
gritetsring; nulreglens gyldighed i (Zp,+,-) kommer nemlig ud

pd, at der for x,y € Z haves

xy = 0 (mod p) = x=0 (modp) v y=0 (mod p),

avs. plxy = p|lx v p|vV.

For et vilkarligt primtal p er restklasseringen (Zp,+,-)

endda et kommutativt legeme og kaldes derfor ogs& restklassele-

gemet modulo p. Der gelder nemlig alment saztningen:

Inhver endelig integritetsring er et legeme.

Bevis: Lad (M,+,,) vere en endelig integritetsring; nul- og
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etelement betegnes o og e, medens ao = 0, a
samtlige elementer af M. Ifglge forkortningsreglen (se side L)
afto A x3y = ax 4 ay

vil for et vilkarligt a + 0 elementerne aa s aa Ve aan vare

,1?
indbyrdes forskellige og dermed samtlige elementer af M; et af

dem ma da vare e, dvs. a har et reciprokt.

Delring og dellegeme.

Lad (M,+,.) vzre en ring og L en ikke tom delmsngde af M.

Man siger da, at L er en delring af (M,+,.), hvis restrik-
tionerne af + og « til L x L er kompositioner inden for L, og
hvis L med disse kompositioner, (L,+,.), er en ring.

Egentlig er det (L,+,.) og ikke L, der bgr kaldes delring;
vi vil dog foretrszkke ikke at l®:gge sprogbrugen fast, men under-
tiden bruge ordet i denn ene, undertiden i den anden betydning.

Br (L,+,.) specielt en integritetsring eller et legeme, si-

ger man i stedet for delring ogsa delintegritetsring, henholds-

vis dellegeme.

Idet vi forudsatter, at L er en delring af ringen (My+,.),
vil nulelementet o i (M,+,.) tilhgre L og vere nulelement i

(L,+,.). Thi betegnes nulelementet i (L,+,.) med o. og valges

L
et element a € L, har vi a + o, = & + o0 og fglgelig o = o. Det
modsatte element -x til et element x € L vil da ogséd vare det
samme, hvad enten vi regner i (L,+,.) eller (M,+,.).

Er (M,+,.) et legeme og L et dellegeme, vil endvidere et-
clementet e i (M,+,.) tilhgre L og vare etelement i (L.+,.).

Thi betegnes etelementet i (L,+,.) med e; og velges et fra o

forskelligt element a € L, har vi ae; = as A a g 0 og fglge-
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lig e; = e. Det reciprokke element x 1 til et fra o forskelligt
clement x € L vil da ogsa vare det samme, hvad enten vi rcgner i

(L,+,.) eller (M,+,.).

Der kan herefter opstilles simple ngdvendige betingelser
for, at en delmengde alf c¢n ring er en delring, henholdsvis for at
en delmzngde af et legemc er et dellegeme, betingelser, der,

som vi gkal vise, tilligec er tilstrazkkelige:

Er (M,+,.) en ring og L en ikke tom delmengde af M, er det

ngdvendigt for, at L cr en delring af (M,+,.), at der galder

X €L A y€L = x+yel, xelL A y2L = xyecl,

samt x<€L o -x€ L.

Disse betingelser er ogsd tilstrakkelige.

De to fgrste kommer nemlig ud pa, at restriktionerne af +
og - til L x L er kompositioner inden for L, mcdens tilfgjelsen
af den sidste bhetingclse sikrer, at (L.+) er en gruppc, jfr. 92;
at additionen er kommutativ, multiplikationen associativ samt
distributiv med hensyn til additionen i (L,+,.), cr cn umiddel-

bar fglge af, at dettc er tilfzldet i (M,+,-).

Er (M,+,.) et legeme og L en delmengde af M med mindst to

elemehter, er det ngdvendigt for, at L er ¢t dellegeme af (M,+,')s

at der galder

xeL A ye€l =5 x+yel, X €L A yel o xyecl,

x €L 5 -x€ L samt for x ¥ o : x< L = x—1 € L.

Dissc betingelser er ogsa tilstrakkelige.

De tre fgrste sikrer, at L er en delring af (M,+,o)u Idet
clementet e i (M,+,-) kan skrives péd formen e = aa—1, hvor a er
et fra o forskelligt element af L, ser vi ved at inddrage den

sidste betingelse, at e tilhgrer L og dermed naturligvis er et~
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element i ringen (L,+,.), ligesom jo nulelementct o i (k,+,.)
tillige er nulelement i (L,+,.). Videre bemerkes, at det i (M,+,-;
reciprokke x_1 til et fra o forskelligt element x € L tillige
er reciprokt til x i (L,+,.), sdledes at x er regulart ved multi-
plikationen 1 (L,+,.).

Eksempler.
1°  (%,+,.) er en delintegritetsring, (Q,+,.) og (R,+,.) delle-
gemer af de fglgende i rekken (Z,+,-), (,+,°), (R,+,+), {(C,+,°).
2° Er L delring af en ring (M,+,.), s& er L spccielt undergrup-
pe af gruppen (M,+). Det omvendte gzlder i almindelighed ikke;
dog er enhver undergruppe (hm | h € Z}, m € 2, af (Z,+) tillige
delring af (Z,+,+).
4° De to restklasser (0)6 og (3)6 udggr et dellegemc af rest-
klasseringen (26,+,-); dellegemet ({(0)6,(3)6},+,.) er isomorft
med restklasseiegemet (22,+,.). Man bemzrker, at medens nulele-
mentet (0), i ringen (Zg,+,-) jo tillige er nulelement i delle-
gemet, sd har ring og dellegeme her forskellige ctclementcr, ncm-

lig henholdsvis (1)6 og (3)6.

Dellegemer af de komplckse tals legeme (C,+,.) kaldes tal-
legemer.,
Et tallegeme L indeholder tallene O og 1. Idet

1 €L og nel = n+1€l,

deholder -n, finder vi Z ¢ L, og da ethvert rationalt tal r kan
skrives p& formen .
—1 N L)
r=p/a=pa , DpPEZ g€,

sluttes endelig Q ¢ L:
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Dc rationalc tal er indeholdt i ethvert tallegeme.

Idet w selv er ct tallegeme, kan resultatet ogsa udtrykkes:

De rationale tals legeme cr det mindste tallcegeme,

Eksempel.

For enhver mezngde A c C findes et mindste tallegeme inde-
holdende A, nemlig fellesmengden af alle tallegemer, der indc-
holder A. I visse tilfzlde kan det angives pd simpcl méade. Eksem-
pelvis er {r + sv/2 | r,s € Q} det mindste tallegemc, der inde-
holder /2; det er nemlig klart, at tallenc r + SV/2 , T,8 € Q,
tilhgrer e¢thvert tallegemc, som indeholdcr JE, og ved brug éf

betingelserne side 19 indses, at de nazvnte tal sclv udgegr et tal-

lcgeme.

Det manglende cksempel side 20 :

50 Mzngden C(I - R) af kontinuerte reelle funktioner pa- et
interval I ¢ k er en delring af ringen (#(I - R),+,.) af alle
reelle funktioner definerct pa I. De i I differentiable funk-
tioner udggr atter en delring af (8(I » R),+,). = I ringen
(RN,+,-) af alle reelle talfglger udger -f.eks. de konvergente

talfglger en delring.
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1

Pvelser til Algebraens grundbegreber, § 1.

Ggr rede for, at hver af fglgende kompositioner
) i
a) x# y= (x°+3y)%, x,y¢ R,

b) x % ¥y

i

(x* + ¥, x,ye R, U {0},

1
C) X%y (XY)zj X,y € R+9

d) x % y = stgrste felles divisor for x og y, X,y € Ny

il

er en komposition inden for den nzvnte mengde, og undersgg,
om kompositionen er associativ, kommutativ, om der findes
et neutralt element og i bekrsftende fald, hvilke elementer
der er invertible; undersgg endelig, hwilke elementer der

kan bortforkortes.

I mangden F(E - R) af reelle funktioner med en given mzngde
E £ ¢ som definitionsmzngde indfgres kompositioner + og -,
idet man for f,g € ¥(E > R) ved £ + g, henholdsvis fg, for-
star funktionerne
t - f(t) + g(t), t€ E, og t- f(t)g(t), te€ E.

Ggr rede for, at + er en kommutativ gruppekomposition inden
for F(E - R), medens . er en associativ og kommutativ kom-
position med meutralt element inden for F(E » R). Bestem de

ved . invertible elementer af F(E - R).

Lad B vere en ikke tom m#zngde og X, mengden af alle funk-

E
tioner fra E til {0,1}. Idet addition og multiplikation af

reelle funktioner med E som definitionsmzngde tznkes indfgrt

som i ¢gvelse 2, satter vi for X19X2 S XE

XJl +X2 :X,1 +X2 _X1X2°

Vis, at « og + er kompositioner inden for X og vis, at den

E’
enentydige korrespondance mellem mangden D(E) af delmzngder
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He

, hvor A € D(E) » x € Xg

1 for x € A
x(x) = { 0 for x € CA,

er en isomorfi savel mellem (D(E),N) og (XE,-) som mellem

(B(B),U) og (Xg,+).

af E og X betyder

B

Idet n er et givet naturligt tal, skal man vise, at den ved
x - x bestemte funktion med definitionsmengde §, henholds-
vis R, er en homomorf afbildning af (Q,-), henholdsvis (R,:)
ind 1 sig selv. Undersgg i1 hvert af de to tilfalde, for hvil-

ke vardier ef n afbildningen er isomorf.

Ggr rede for, at

a) 2 7, 2€ é,

er en endomorf afbildning savel af (C,+) som af (&,),
b) z - (2 +2)/2, z€ C,

er en homomorf afbildning af (C,+) ind i (R,+),

C) Z - |Z|, 7 € C,

er en homomorf afbildning af ({,-) ind i (R,s),

a) z - z/lzl, ze C\ {0},

er en endomorf afbildning af {C\ {0}, }.

I hvilke tilf®lde er afbildningen isomorf 9

Idet ¢ er et givet positivt reelt tal, s=zttes

% vV, = for v,,v, € J-c,c[.
1 2 1 + v1v2/c2 1772 ’

(Einsteins lov for sammensztning af parallelle hastigheder.)

Vis, at % er en komposition inden for intervallet ]-c,cl, og

at (]-c,c[,x) er en gruppe.
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* Vis, at (]-c,c[,%) er isomorf med (R,+). (Dette gdr ud pa
at finde en bijektiv funktion f: R » ]-c,c[, siledes at

Vax,y: £(x +y) = £(x) * £(y). )
7. Er (R,+) isomorf med (R,.) ? med (R \ {0},) ©

8. Bestem samtlige automorfe afbildninger af (N,»). (Undérsgg,

hvad et primtal kan fgres over i ved en sédan afbildning.)

9. Vis, at enhver endomorf afbildning f af (Z;+)s deves. en
funktion f: Z » %, der tilfredsstiller "funktionalligningen'
Vpx,y: T(x + ¥) = £(x) + £(y),
er af formen X —» ax, X € %, altsi at Jya VaX: £(x) = ax.

Vis samme pastand, idet Z overalt erstattes med Q.

Vis, at enhver endomorf afbildning f af (R;+), som tillige
er voksende, div.s.

VaXsyt x <y = f(x) < £(3),
er af formen x + axy; X € R, hvor a > O. (Man kan f.cks: be-
nytte, at hvert irrationalt tal er graznseverdi savel for en

voksende som for en aftagende fglge af rationale tal.)

10. Benyt det sidste resultat i ¢gvelse 9 til at vise:
a) Enhver homomorf afbildning f af (R,+) ind i (R+,-), AeVeSe
en funktion f£: R - R+, der tilfredsstiller funktionalligningen
Vax,y: £(x + y) = £(x)£(y),
er, hvis den tillige er voksende, af formen x - ax, X € R,

hvor a > 1. (Sammensazt f med en passende isomorf afbildning.)

b) Enhver homomorf afbildning f af (R+,-) ind i (R,+), devese
en funktion f: R+-+ R, der tilfredsstiller funktionallignin-
gen

Va %50 Txy) = £(x) + £(y),
+
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er, hvis den tillige er voksende, enten af formen

x > log X, X € R, hvor a > 1, eller den er identick O,

c¢) Enhver endomorf afbildning f af (R+,f), d.v.8, en funk-

tion f: R+ - R+, der tilfredsstiller funktionalligningen
VR+X,y= f(xy) = f(x)£(y),

er, hvis den tillige er voksende, a® formen X -» X, X € R+,

hvor a > O.

Angiv endelig alle aftagende, homomorf: afbildninger aif

(R9+) og (R_l_s“) ind 1 (Rp‘*') og (R_l_"“)c

141, Opskriv kompositionstavler for (Zm’+) og (Zm’°) for
m=2, 3, L og 5 og undersgg i hvert af de L tilfzlde, on
multiplika+tion modulo m er en komposition, evt. en gruppe-

komposition inden for Zm,\ (O)m°

12+ For x,,X, € R+ szttes Xy = Xy hvis de to tal kan skrives
som evt. uendslige decimalbrgker med samme cifre 1 samme
rakkefglge, altsi afvigende hgjst ved kommacts placering.
Ggr rede for, at der herved er defineret en skvivalensrecla-
tion i R+, som harmonerer med multiplikation. Ma&ngden af

gkvivalensklasser med multiplikation ved reprszsentvanter er

da en gruppe; angiv en hermed isomorf gruppe.

1%, I %° defineres en komposition + wved
(p,a) + (r,8) = (p+r,q+s)
og en relation ~ ved
(pysay) ~ (Dp025) & Dy + Qy =Dy + Qe
Vis, at ~ er en skvivalensrelation 3 NZg gom harmonsicr
med +. Vis, at mengden af szkvivalensklasser med addition

ved reprasentanter er en gruppe, isomorf med (Z,+)-
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14. Om en associativ og kommutativ komposition # inden for er
mengde M forudsattes, at hvert element af M kan bortforkor-
tes. I M2 defineres en komposition, som vi ogs& vil betegne
med %, ved

(psa) * (rys) = (p*r,qxs)
0g en relation ~ ved
(py294) ~ (Psy9,) = Dy % Q= Dy = Qo
Vis, at ~ er en skvivalensrelation 1 M2, gom hermonerer
med %, Vis, at mengden af zkvivalensklasser organiseret

ved regning med reprmsentanter er e¢n kommutativ gruppe-

Ggr rede for, at "konstruktionen" for (M,%) = (N,.) foerer

til en med (Q+,n) isomorf gruppe.
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PYvelser til Algebraens grundbegreber, $ 2,

1a Lad .« vare en associativ komposition inden for en mangde G.

Det forudszttes, at hver arf ligningerne

ax = b og ya = b

for vilkarligt opgivne a,b € G har mindst en lgsning. Vis,
at (G,-) er en gruppe. (Begynd f.eks. med at vise, at en 1lgs-

ning til en ligning af formen ya = a ma vere neutralt element, )

2. Lad - vare en associativ komposition inden for en endelig

mengde G. Det fcrudsazttes, at forkortningsreglerne
ax = gy = X =Yy og Xa =ya = X =03

gelder for a,x,y € G, Vis, at (G,) er en gruppe. (Resul-
tatet fra ¢v.1 kan benyttes, )
Vis ved et modeksempel, at tilsvarende ikke galder for uen-

delige ma:ngder.

3, Lad - vere en associativ komposition inden for en m®ngde G,
og lad e vere et element af G. Vis, at det er tilstrekkeligt

for, at (G,+) er en gruppe med e scm neutralt element, at

V.Xx: ex = X og VGX HGy: VX = €,

altsa at e er "venstre neutralt", og at hvert element af G

har et "venstre inverst".

L, For hvilke grupper (G,:) er afbildningen x - X“1, x € @G,

automorf ¢
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Lad (G,+)vare en gruppe og H + ¢ en endelig delmazngde af

G, hvor

VHx,y: Xy € H,

Vis, at H er en undergruppe af (G, ).
Vis ved et modeksempel, at tilsvarende ikke gwzlder for H

uendelig,

Lad H og K vare undergrupper af en gruppe (G,+). Vis, at
H w X ikke er en undergruppe af (G,-), medmindre H ¢ K el-

ler K ¢ H,.

Beskriv den mindste undergruppe af (Q+,-), der indeholder en
given ma&ngde P af primtal,

Vis, at m@ngden af undergrupper af (Q+,-) ikke er numerabel,

Idet H er en undergruppe og g et element af gruppen (G,°),

1,-), hvor

skal man vise, at (gHg
gig™! = {gng™" | n e ui,

er en med (H,.) isomorf undergruppe af (G,+). (Den kaldes

en til (H,+) konjugeret undergruppe af G.)

Lad specielt (G,o) vare en transformationsgruppe for en mazngde
E, og laad Ha betegne undergruppen bestéende af de transfor-
mationer tilhgrende G, der lader elementet a € E g over i

sig selv, Idet g € G, skal man da vise, at
goH Og--JI = H °
o 8(a)

Vis, at de isometrier af en plan, ved hvilke et givet kva-

drat i denne afbildes p& sig selv, danner en gruppe (Du,o)
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10.

1.

12,

af orden 8 (som er isomorf med gruppen af de flytninger af
rummet, ved hvilke kvadratet afbildes p& sig selv), Undersgg,
om gruppen er kommutativ,

De til DM hgrende flytninger af planen udggr en undergruppe
CLL af orden 4. De til Du hgrende isometrier, ved hvilke hver
aff kvadratets diagonaler afbildes pa& sig selv, danner en an-
den urdergruppe V af orden L4 (som er isomorf med gruppen af
flytninger af rummet, ved hvilke hver af tre giV%%S%Eikel-

rette linier afbildes pa sig selv). Vis, at de to undergrup-

per ikke er isomorfe,

Opstil gruppetavler for de to i ¢v.9 omtalte grupper af or-
den L, og angiv undergrupper af (Su,o), som de er isomorfe

med,

Idet M = R\ {0,1], betragtes de for t € M definerede funk-

tioner
f1(t) =t , To(t) = 1/t R fB(t) = 1-t ,
£,(t) = t/(t-1), £(t) = 1/(1-t), fg(t) = (£-1)/¢,

Vis, at (ff1,f2,f3,fu,f5,f6§,o) er en med den symmetriske

gruppe (83,0) isomorf transformationsgruppe for M., (Giv in-
tervallerne J-0,0[,. ]0,1[ og ]M,w[, hvis foreningsmsngde er
M, numrene 1, 2 og 3, og undersgg, hvorledes de afbildes ved

funktionerne f,,)
A
givet
Lad der vazrejet tal c € R+, For et vilkarligt a € R be-

tragtes afbildningen f_: #% -+ %%, nvorved til hvert (x,t) € R
svarer talparret (x',t') bestemt ved

[}

' = X cosh a - ¢t sinh o

2t = —-x sinh a + ¢t cosh o .
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25 %% er bijektiv, Idet (x,t) og (x',t') for-

Vis, at fa: R
tolkes som sxdvanlige retvinklede koordinater for punkter i
planen, skal man tillige vise, at hver af linierne x = ct

0g X = -ct og ligeledes for vilkarligt r € R+ hver gren af

hyperblen med ligningen

afbildes pé sig selv. (Parameterfremstillingerne

X r cosh u

ct

1l

A = =r sh u 5
u € R, x c¢o u € R,
r sinh u, ct = r sinh u,

for hyperblens grene kan benyttes med fordel. )

Vis, at der for a,B8 € R gzlder £ ofg =T og begrund her-

B a+p’

ved, at (Efa|a € Rl,0) er en med (®,+) isomorf transforma-

tionsgruppe. (Gruppen af specielle Lorentz transformationer,

Fortolk c¢ som lysets hastighed, t som tiden og v = ¢ tgh «
som den konstante hastighed af x'-koordinatsystemet i for-

hold til x-koordinatsystemet pd& en linie.)

13, Hvilke funktioner f': R+ - R+ svarer til translationer
X X+ ¢, X € R, og homotetier x » ¢cx, x € R, af R ved den

enentydige korrespondance e* = y mellem R og R+ ?

14, a) Idet £ er en drejning af planen om et punkt A og s spej-
lingen af planen i en linie 1, skal man ggre rede for, at
sofos er en drejning om spejlbilledet s(A) af punktet A med
hensyn til linien 1., Er planen orienteret, og ¢ et vinkel-
tal for drejningen f, vil -¢p vare et vinkeltal for drejningen

sofos ,

b) Idet £ er en drejning af rummet om en linie 1 og s spej-

lingen af rummet i en plan o, skal man ggre rede for,
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at sofes er en drejning om spejlbilledet s(1) af linien 1
med hensyn til planen 7. Teénkes linien 1 orienteret, hvil-
ket giver anledning til en orientering ogsad af spejlbilledet
s(1) gzlder der endvidere, idet omlgbsretningen om en orien-
teret linie modsat urvisernes, set fra liniens positive ende,
regnes positiv: er ¢ et vinkel tal for drejningen £, vil -9

vere et virnkel tal for drejningen sofos,

c) Lad g og h vare drejninger Af rummet om to hinanden ska-
rende linier m og n., Idet spejlingen i den ved m og n bestem-

1

te plan betegnes med t, skal man pavise, at tog 'ot = g, og

at

goh = to(hog) lot,

samt ud fra det sidste resultat beskrive sammenhzngen mellem

goh og hog geometrisk.

Planen tenkes delt i kongruente kvadrater ved et netvark af

rette linier. Vis, at enhver flytning af planen, hvorved
netvarket gdr over i sig selv, kan sammensazttes af en drej-
ning om midtpunktet i et givet af kvadraterne og en trans-
lation., Vis, at gruppen af flytninger af planen, hvorved
netverket glr over i sig selv, kan karakteriseres som den
mindste transformationsgruppe indeholdende to passende flyt-—

ninger, nemlig dels en drejning og en translation, dels to

dre jninger,

Planen tenkes delt i kongruente regulare sekskanter (som en
bikage) ved et netverk af rette liniestykker, Vis, at grup-
pen af flytninger af planen, hvorved netvaerket gér over i sig

selv, kan karakteriseres som den mindste transformationsgruppe
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indeholdende to passende flytninger, nemlig dels en drejning

og en translation, dels to drejninger. Vis, at gruppen og-
o . af planen

sa kan opfattes som bestaende af de flytninger, hvorved et

netverk, der deler planen i kongruente ligesidede trekanter,

gadr over i sig selv,

17. Idet a og b er hele tal, som ikke begge er 0O, skal man vise,
at H = {ax + by | x,y € %] er en undergruppe af (%Z,+) og fol-
gelig kan skrives pad formen H = {zd | z € 7}, hvor 4 € N+,

Vis videre, at d er stgrste falles divisor for a og b.

Idet ogsa ¢ er et helt tal, skal man angive en ngdvendig og

tilstrakkelig betingelse for, at den "diofantiske ligning"

ax + by = ¢

har en lgsning (x,y) bestiende af hele tal, (En ligning med
ubekendte, for hvilke der sgges heltallige vardier, kaldes
en diofantisk ligning efter den grazske matematiker Diofantos,

ca. +250, der har behandlet sidanne opgaver, )

18. Lad a, b og ¢ vere hele tal, a og b ikke begge O.
Ggr rede for, at mangden af heltallige lgsninger (x,y) til

ligningen

ax + by = 0O
kan skrives p& formen {(pt,qt) | t € Z}. Under forudsaztning
af, at ligningen

ax + by = ¢
har en heltallig lgsning (Xo,yo), skal man dernzst angive alle
dens heltallige lgsninger.

Eksempler: 3x - Ly =1, 6x - 8y = 4.
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Vis, at enhver undergruppe (H,.) af en cyklisk gruppe (G,-)
ligeledes er cyklisk., (Lad c vare en frembringer for (G,.)

og betragt mengden {n€ % | c* € H}.)

Idet ¢ er frembringer for en cyklisk gruppe med m elementer,
skal man vise, at elementet ck har ordenen m/d, hvor 4 er

stgrste falles divisor for m og k.,

Eksempel: Angiv samtlige frembringere i (Z1O’+)°

Hvilke elsmenter arf (R1,+) har endelig orden ?

Ggr rede for, at mengden {z € C | EN B z = 1] af samtlige

komplekse enhedsrgdder med multiplikation som komposition

er en uendelig kommutativ gruppe, hvor hvert element har en-
delig orden.

Giv et eksempel p& en uendelig kommutativ gruppe, hvor hver
®gte undergruppe er endelig, (S¢g en passende undergruppe af

ovennavnte, )

Vis, at hvis alle fra det neutrale element forskellige ele-

menter af en gruppe har orden 2, vil gruppen vare kommutativ,

Angiv en gruppe med fgrstnavnte egenskab bestdende af L iso-

metrier af planen, henholdsvis 8 isometrier af rummet,

Vis, at antallet af elementer af orden 2 i en endelig gruppe
af lige orden er ulige, i en endelig gruppe af ulige orden
er lige,

Vis, at i en endelig kommutativ gruppe er kompositionen af
alle elementer, hvié orden er stgrre end 2, lig med det neu-

trale element,
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Angiv savel de venstre som de hgjre sideklasser til den af

(1 2 3)
\2 1 3)

den symmetriske gruppe (83,0) af alle permutationer af meng-

permutationen frembragte cykliske undergruppe H af

den {1,2,3}.

Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af planen i ven-
stre (hgjre) sideklasser til undergruppen af translationer.
(Benyt, at enhver flytning af planen er en translation eller

en drejning. )

81 a2 33 au 85 86
N ol
Ao
aLI- 31 %2 QB
cl5 aLl- F11
i

Ovenstéende er en delvis udfyldt gruppetavle for en kommu-

tativ gruppe (G,.) med elementerne a1,a2,33,au,a5,a6 .

Opskriv den fuldstzndige gruppetavle for (G,:), Undersgg, om
venstre

den ved a5 bestemte |translation x — a5x, X € G, er en lige

eller ulige permutation af G, Find samtlige undergrupper af

(Gy')-

Vis, at der péner isomorfi findes netop to grupper af orden L.
(Analysen af en ikke cyklisk gruppe med L elementer knyttes

med fordel til en kompositionstavle, )
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En transformationsgruppe (G,o) for en mangde E siges at vxre

transitiv, hvis

V_x,y 3.f: £(x) = ¥y.

B G

Vis, at ordenen af en transitiv gruppe (G,o) =f permutationer
af en mzngde E med n elementer er delelig med n. (Sgg en un-

dergruppe med index n.) Vis endvidere, idet n forudsazttes

2 2, at G m& indeholde en permutation, hvorved intet element
af E gar over i sig selv, (Foreningen af n undergrupper med

index n kan ikke vare hele G, )

Vis, at de inverse til elementerne i en venstre sideklasse
til en undergruppe H af en gruppe (G,-) udger en hgjre side-
klasse til H., Vis, at mazngden af venstre og mengden af hgjrec

sideklasser til H i (G,+) er akvipotente,

I gruppen (G,-) siges et element x € G at vare konjugeret

med et element y € G, hvis
EGg: gx = yg.

Vis, at der herved defineres en gkvivalensrelation i G. #kvi-

valensklasserne kaldes klasser af konjugerecde clementer,

Vis, at en undergruppe af (G,.) er normal, hvis og kun hvis

den er forening af Kklasser af konjugerede elementer,

Py
Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af plrnen i klas-
ser af konjugerede. Afggr herved, om undergruppen af transla-

tioner, henholdsvis af drejninger om et givet punkt, er nor-

mal, (Se ¢v.31,)
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Idet * er en komposition med definitionsmazngde L x M og

N¢ L, Pg M, szttes
N#% P={nsp| n€N, p€ P},
Vis, at
Nx* P=Ufnx P| neN =UfN=«p | p€ P}.

(Som det er s®mdvane, er her skrevet h %K i stedet for

fhi = K og analogt.)

Lad nu H og K vaere undergrupper af en gruppe (G,*).

Vis, at HK er en undergruppe af (G,.), hvis og kun hvis

HK = KH. Vis, at HK er en unlergruppe, hvis H ellcr K er

en normal undergruppe af (G,-), og at HK er en normal under-

gruppe af (G,-), hvis H og K begge er det,

Vis, at hvis undergrupperne H og K er endelige, vil HK Dbe-
std af qr/s elementer, hvor g, r og s er antallet af elemen-

ter 1 H, K og Hn K.

Vis, at mengden fa € G | VGX: ax = xa} af elementer af en
gruppe (G,-), som hvert er ombytteligt med alle elementer af G,
er en normal undergruppe af (G,+). Den kaldes gruppens

centrum,

Vis, at hvis gruppen har netop €t element af orden 2, mi det-

te tilhgre centret.

Tdet a £ O og b er reelle tal, betegnes med fﬂ afpildningen

s D

X = ax + b, x€PR,

Ggr rede for, at f’r1 p €T en homoteti eller translation af
s

tallinien,
gerne

Vis, at afbildnin f ac R\ {0}, b €R, udggr en

b4
A,b



Mat. 1, 1965-66 AG II,2,¢Vv.35- 38

transformationsgruppe, og at der ved fa p @ defineres en
b
homomorf Aafbildning af denne pa (R \ {0],+}; =ngiv kcrnen
0og beskriv den tilsvarcende inddeling af transformationsgrun-

pen i sideklasser,

36, Lad (G,.) vere en gruppe, og 11l der i G vare givet en xkvi-
valensrelation ~ , som harmoncrer med kompositionen. Idet

gruppens neutrale element betegnes med e, skal man vise,'at

H={x€a | x ~ el

er en normal undergruppe af (G,+). Vis endviderc, at den givne
akvivalensrelation svarer til klasseinddelingen af G besta-
ende af sideklasserne til H,

Hvilke &kvivalensrelationer harmonerer med kompositionen i en

gruppe med 13 elementer ?

37. Idet H er en normal uniergruppe med endelig index n 1 en grup-
pe (G,-), skal man vise, at % tilhgrer H for hvert x £ G
Slut heraf, at ingen af gruvperne (Q,+) og (R,+) har sgte un-

dergrupper med endelig index.

38. Gruppen af flytninger af rummet, ved hvilke et givet regu-

lert oktaeder afbilides p& sig selv, kaldes oktaedergruppen

og betegnes med 0. (Den er identisk med gruppen af flytninger,
ved hvilke terningen, hvis hjgrner er midtpunkterne af oktae-
drets sideflader, afbildes pa sig selv, og kunne derfor ogsa

kalles for hexaedergruppen. )

FPind de cykliske undergrupper af (0,o) og bestem gruppens or-

den. Vis, at (0,0) er isomorf med den symmetriske gruppe (Su,o).

Giv et geometrisk bevis for, at tetraecdergruppen (T,o) er en

undergruppe af (0,0),
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Vis, at der findes en homomorf afbildning af (0,o) pa (83,0)a
Bestem denne homomorfis kerne og undersgg, om cer findes andre

fra {e} og O forskellige normale undergrupper af (0,0),

Gruppen af flytninger af rummet, ved hvilke et givet regu-

lert ikosaeder afbildes p& sig selv, kaldes ikosaedergruppen

og betegnes med I, (Den er identisk med "dodekaedergruppen',

idet midtpunkterne af ikosaedrets sideflader er et regulart

dodekaeders hjgrner, )

Find de cykliske undergrupper af (I,o) og bestem gruppens
orden, Vis, at (I,o) er isomorf med den alternerende gruppe
(A59 o)n

Vis, at (I,o) ikke har andre normale undergrupper end {e} og

I selv (at (I,o) er en "simpel gruppe').

Bevis, at hvis en gruppe af isometrier (af planen eller rum-
met) er endelig, vil alle dens isometrier have et fzlles fix-
punkt. (Benyt f.eks, fglgende sztning: Til endelig mange
givne punkter findes der blandt rummets punkter et og kun et,
for hvilket kvadratsummen af dets afstande fra de givne punk-
ter antager den mindst mulige vardi. Dette kan sluttes af den

for vilkarlige vektorer VsVyseaesV, gyldige ligning

n n
Ty -v)? s Y - v)? ey - v)5
v=A1 V=1
hvor
n
b3 1 v—1 .
Y =5 - Y% )
v=7]

Vis, at hver fra {el forskellig endelig gruppe af flytning-

ger af planen er cyklisk og bestar af drejningerne, ved
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hvilke en regular polygon (i tilfsldet af ordenen 2, et 1li-
niestykke) afbildes p& sig selv. (Benyt satningen i ¢v.L0,
og betragt den drejning i gruppen, der har den mindste po-

sitive drejningsvinkel. )

L2, I rummet findes der fglgende fra fef forskellige endelige
grupper af flytninger:
1) De cykliske grupper Cn,11= 2y,55... o Gruppen Cn er af or--
den n og hestar af drejningerne, ved hvilke en regular
n-sidet pyramide (for n = 2 en ligebenet, men ikke ligesidet
trekant) afbildes p& sig selv. (For n = 3 md pyramiden ikke
vare et regulart tetraeder,)
2) Diedergrupperne Dn,11: 2y55e00 « Gruppen Dn er af’ orden
2n og bestar af drejningerne, ved hvilke et regulart n-sidet
prisme (for n = 2 en rektangulazr, men ikke kvadratisk skive)
afbildes paé sig selv. (For n = 4 m& prismet ikke vmre en ter-
ning, For n > 2 kan prismet erstattes med en regulzr n-kant,
der kan opfattes som et regulert '"polyeder'" med to sideflader,
et "dieder",)

3) Tetraedergruppen T, oktaedergruppen O, ikosaedergruppen I,

Gennemfgr det nedenfor skitserede bevis for, at der ikke fin-
des andre endelige grupper af flytninger af rummet.

Lad N vere en sadan gruppes orden. De fra e forskellige

N - 1 elementer er da drejninger om akser gennem et fast
punkt F(se ¢v.40) og afbilder derfor en vilkarlig valgt kug-
leflade med centrum F pa& sig selv. Ska&ringspunkterne mellem
kuglefladen og gruppens drejningsakser kan fordeles p& klas-
ser ved fastszttelsen, at to af dem skal hgre til samme klas-
se, hvis der findes en drejning i gruppen, der fgrcr det ene

over i det andet., Lad K1,.°,,Km betegne disse klasser og nﬂ
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antallet af punkter i klassen %u. Hvert punkt i KU er fix-
punkt for en cyklisk undergruppe, og dennes orden.v# er den
samme for alle punkter i klassen, idet de pigszldende under-
grupper er indbyrdes konjugerede (¢v.8)., Heraf kan man slut-

te, at nv =N o
’ 1 u g

m

A N
2(N=-1) =, n (v =1
(1 ) ‘u,L:“ﬂ U )9

hvilket giver
m
1y _ < 1

2(1 - ) = (1 = 5.

=1 #

Da N€ N og v, € N, kommer kun vardierne m = 2 ogm = 3 i
betragtning. FPor hvert N > 1 kan talsazttenec (v1,v2) eller
(v1,v2,v3), som tilfredsstiller ligningen, bestemmes, og
det kan vises, at de kun kan forekomme hos de ovenfor nzvn-

te grupper,

L3, Lad (G,o) vere en endelig gruppe af isometrier af rummet,
og lad H vere undergruppen bestaende af flytningerne i G.
Alle isometrier tilhgrende G har et falles fixpunkt F(se
¢v.40)., Med s betegnes spejlingen i punktet F., Nu skelnes
mellem to tilfwlde: s € G og s € G, I det fgrste tilfwlde
kan den fra H forskellige sideklasse skrives goH, og man har
G = Huw (seH), hvor H er en af de i gvelse 42 bestemte flyt-
ningsgruppeb. I det andet tilfazlde kan sideklassen skrives
UoH = Hou, hvor u er en uegentlig isometri i G. Da g er om-
byttelig med hver isometri med fixpunkt F (vis dette), vil
mengden G' = H v (soucH) af flytninger vare en gruppe, altsa
en aff de i1 ¢gvelse L2 bestemte, Den forelagte gruppe G kan

altsd f4s ved i en af disse grupper med en undergruppe H af
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index 2 at erstatte den fra H forskellige sideklasse goH

med sogoH, Disse resultater tillader at bestemme samtlige

endelige grupper af isometrier af rummet,
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Yvelser til Algebraens grundbegreber, & 3,

1. Om to kompositioner + og -+ inden for samme maengde M er gi-
vet, at + er associativ, at hvert element af M kan bortfor-
kortes ved +, at der findes et neutralt element e ved . , of
at - er distributiv med hensyn til +., Vis, at + er kommu-

tativ,

2. Lad (l,+,+) vare en ring, Vis, at der for a,b € I, m,n € %

2lder

(na)d = n(ab) = a(ndb) og (ma)(nb) = (mn)(ab),

hvor potenser i gruppen (M,+) er betegnet som anfgrt side

I1,2,1L,

S Lad (M,+,+) vere en ring, hvor nulreglen gzlder, Det forud-
settes, at M har mindst to elementer, Vis, at der for

a,b € M\ {o}, n€ % gxlder

og begrund herved, at alle fra o forskellige elementer af M
har samme orden i gruppen (M,+). Den fzlles orden kaldes rin-

gens karakteristik., Vis, at hvis karakteristikken er ende-

lig, m& den vzre et primtal. (Benyt gv. 2.)

L, Lad (M,+,+) vere et kommutativt legeme, For a,b € M, b £ o,
betegnes med a/b lgsningen til de ensbetydende ligninger

bx = a og xb = a, Idet ogsd c,d € M, d £ o, skal man vise:
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a/b

a/b + ¢/d = (ad + be)/(b1);

(a/b)(c/d)

¢/d < ad = be,

(ac)/<bd) )
samt for ¢ % o

(a/b)/(c/d) (ad)/(ve).

Lad (G,+) vere en kommutativ gruppe. Mengden af homomorfe
afbildninger af (G,+) ind i sig selv betegnes med Hom(G,G),
og for f,g € Hom(G,G) forstds ved f + g afbildningen

t > £(t) + g(t), t € a.

Vis, at (Hom(G,G),+,0) er en ring. (Den kaldes ringen af

endomorfier af (G,+).)

Vis, at ma&ngden af reelle, henholdsvis komplekse polynomier

med sazdvanlig addition og multiplikation er en integritets-

ring, mengden af rationale funktioner et legeme, (En ratio-

nal funktion er en kvotient mellem to polynomier; den er de-

fineret overalt panzr i hgjst endelig mange punkter., Punkter,

hvor kontinuitet kan opnéds (ved "plombering"), medtages i
som

definitionsm&ngden for en rational funktion savel |for en sum

og et produkt af sédanne, )

a) Hvor mange gruppekompositioner med o som neutralt element
findes der inden for en mazngde med 3 elementer o, p og q ?

Opskriv kompositionstavle(r).

b) Ggr rede for, at der panzr isomorfi hgjst findes &t lege-

me med 3 elementer., (FEksistens fremgar af et resultat side

11,3%,17.)
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Vis, at ringen af endomorfier af (%Z,+) er isomorf med
(Zy+,+). (Se ¢v.5 og 1I,1,#v.9,) Vis samme pAstand,idet Z

erstattes med Q.

Ggr rede for, at mazngden C2 af par af komplekse tal med kom-

positionerne
(X.Iaxz) + (y19y2) = (x1+y1,x2+y2),
(x5 x,)0(5595) = (x97,-%¥; X ¥p+x,7,)

er en kommutativ ring med etelement. Bestem de clementer, der

ikke er invertible ved multiplikationen. Gzlder nulreglen ?

Bevis, at der findes en og panar isomorfi kun en kommutativ
ring (M,+,.), som indeholder et eksemplar (R,+,-) af de reel-
le tals legeme samt et element & med 82 = 0, saledes at et-

hvert x € M har en og kun en fremstilling af formen

X =X

+ €X
1

5 Xys%, € R,

(Betragt passende kompositioner + og - inden for Rz.)

Elementerne af en ring med de n®vnte egenskaber kaldes duale

tal,

Ved undersggelser vedrgrende reelle tal kan man tanke pd ct
eksemplar (R,+,-), som pa den i ¢v.10 beskrevne méde indgar
i de duale tals ring, For et polynomium P med reelle koef-

ficienter har da P(x) mening for ethvert Jdualt tal x, Vis, at

P(x1 + 8X2) = P(x1) + sx2DP(x1),

hvor X,,%, € R og DP betegner den afledede af P.



Mat,

12,

13-

1.

15,

1, 1965-66 AG II,3,9V.12-15

Inden for mangden D(E) af delmzngder af en mangde E define-

res en komposition + ved

A+ B=(AwB)\ (4n B,

a) Vis, at (D(E),+,N) er en kommutativ ring med etelement,

(Benyt figurer.,)

b) Hvilken egenskab ved en afbildning f: E, - E, er ngdvendig

1
og tilstrakkelig for, at den tilsvarende mazngdeafbildning er
en homomorf afbildning af (D(E1),+) ind i (b(E2)9+) ? af

(D(E1),ﬂ) ind i (b(EZ),ﬂ) ?

Vis, at der ikke findes andre endomorfe afbildninger af
(Z,+,+) end nulfunktionen z - 0, z € %, og identiteten

z -z, z € 7.

Vis det tilsvarende for (Q,+,*), henholisvis (R,+,+ )., (Slut
i sidste tilfelde, at en endomorf afbildning ma& vare vok-
sende, ved at benytte, at hvert positivt tal er kvadrat pa

et reelt,)

Hvilke @kvivalensrelationer harmonerer béde med additionen

og med multiplikationen i et legeme ?

For et vilkarligt primtal p er multiplikation modulo p en
gruppekomposition inden for mazngden af de p - 1 fra (O)p

forskellige restklasser modulo p. (Hvorfor ?)

Vis ved hjzlp heraf Fermats "lille" sztning: For hvert helt

tal a og hvert primtal p er

P = a (mod p).

1

a
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16,

17.

18.

Anvend det sidste resultat i II1,2,¢v. 24 pa gruppen
(Zp \ E(O)p},-), hvor p betegner et primtal, og bevis derved

Wilsons satning: For hvert primtal p er

(p - 1)t = =1 (mod p).

Vis, at restklassen (a) , hvor m € N og a € %, er invertibel
ved multiplikationen modulo m, hvis og kun hvis a er pri-
misk med m, (Man kan betragte den diofantiske ligning

ax + my = 1, se II,2, ¢v, 17.)

Inden for mzngden D(E) af delmzngder af en mengde E defineres

en komposition + ved

A+B=(AuB)\ (An B).

Vis, at (D(E),+,N) er isomorf med ringen (F(E - 22),+,-) af
funktioner fra E til restklasselegemet (22,+,a). Beskriv
mengden A, + A, + ..o + A, hvor A A, ... ,A er delmengder
af E,

Vis, at A = {m + /3 | m,n € Z] er en delring af de reelle

tals legeme (R,+,°).

I A defineres en ®kvivalensrelation ~ ved

m+ns~mn' +nVvV3 = m=mn'(mod 2) A n = n'(mod 2),
Vis, at ~ harmonerer med kompositionerne i ringen (W\,+,.),
Mangden A af mkvivalensklasser organiseres da som en ring
(A,%,%) ved regning med representanter.

Angiv antallet af wzkvivalensklasser samt en mzngde bestéaende
af én reprazsgntant for hver klasse, Opskriv kompositions-

tavle for (A,%). Er (X,%,V) en integritetsring ?
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20,

21,

22,

Idet m og k er naturlige tal og A en restklasse modulo m,
skal man vise, at mangden {ka | a € A} er en restklasse mo-
dulo km.,

Idet nu m er et givet naturligt tal, skal man undersgge, for

hvilke k¥ € N afbildningen f: Zm - ka bestemt ved

(X)m - (kx)km’ X € Zy

er en homomorf afbildning af restklasseringen (Zm,+,-) ind
i restklasseringen (ka,+,-)°
Vis som en anvendelse, at restklasseringen (212,+,') har et

med (23,+,-) isomorft dellegeme.,

Find dJden mindste delring L1 aff de rationale tals legeme
(Q,+,°), som indeholder tallet #%o \ngiv endvidere de in-
vertible elementer ved multiplikationen inden for L1.

Find den mindste delring L, af (Q,+,*), som indeholder beg-

ge tallene 1 og %. Angiv de invertible elementer ved mul-

5

tiplikationen inden for L2.

Er ringene (L1,+,') og (L2,+,-) isomorfe ? Er grupperne

(L1,+) og (L2,+) isomorfe ?

Lad (M,+,+) vare en ring med etelement e, Beskriv den mindste
delring, som indeholder e, og vis, at den er isomorf med
(Z,+,+) eller med en restklassering (Zn,+,-), ne N,

Det forudsazttes nu, at (M,+,+) er en integritetsring, Vis,

at en delring da og kun da er en integritetsring, nar den
indeholder e, og begrundc derved, at (M,+,-) har en mindste
delintegritetsring, isomorf med (Z,+,-) eller med restklasse-
legemet (Zp,+,-) modulo et primtal p.

Endelig foruds=zttes, at (M,+,+) er et kommutativt legeme.
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Vis, at det mindste dellegeme er isomorft med (Q,+,-) eller

med restklasselegemet (Zp,+,-) modulo et primtal p,

23, Gg¢r rede for, at der panar isomorfi kun findes én ring med
etelement, hvor antallet af elementer i ringen er et gives

primtal p.

2Ly, En integritetsring, der ikke har nogen @gte delintegritets-

ring, kaldes en primintegritetsring. Et kommutativt legeme,

der ikke har noget wgte dellegeme, kaldes et primlegeme.

Gor rede for, at der blandt delringene i en vilkarlig inte-
gritetsring er netop €n primintegritetsring, blandt delle-
gemerne i et vilkadrligt kommutativt legeme netop ét prim-
legeme,

Vis, at enhver primintegritetsring er isomorf med (Zg+,u)
eller med restklasselegemet (Zp,+,-) modulo et primtal p.
Vis, at ethvert primlegeme er isomorft med (Q,+,-) eller med

restklasselegemet (Zp,+,-) modulo et primtal p. (Benyt ¢v.22,)

25, Lad L ¢ C vaere et tallegeme og s € & et tal, hvor s ¢ L,
men S2 € L., Det mindste tallegeme indeholdende L og s be-

tegnes L(s)., Vis, at

L(s) = {x + ys | x,y € L},
og at afbildningen (x,y) = x + ys, X,y € L, er en bijektiv
afbildning af 12 pa L(s), Vis videre, at der ved

X+ ys 2> X - y¥ys, X,y €L,

defineres en automorf afbildning af (L(s),+,-),

Eksempler: R(i) = C, @&Q(\2).
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Findes der et s ¢ § med s € Q, s& Q(s) = R ? Pindes der
en fgplge af tallegemer L1,L2,..e og en fglge af tal s1,s2,..,,

2 .
hvor s ¢ L 8, € Ln_ig Ln(sn) =L 4 0 =1,2,0.. , 88-
ledes at L, = Q og UL =R ?

n
n=1

Vis, at tallegemer (Q(s),+,*) og (Q(t),+,*), hvor s,t ¢ Q,

men 82,t2 € Q, kun er isomorfe hvis % € §, - i hvilket til-

fezlde jo Q(s) = Q(t)., (Se ¢v.25.)
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Kap. III. Linesxr algebra og analytisk geometri,

§1. Vektorrum.

Definition.

Lad (V,+) vere en kowmutativ gruppe, hvis komposition beteg~

nes som addition. Elementerne i V betegnes (pd samme méde som ge-
ometriske vektorer) med understregede bogstaver. Gruppens nzutra-
le element skrives 0 og det til et element v ¢ V inverse -v. For
vilkdrligt givne u,v € V har ligningen u + x = v en og kun énllgs—

ning, nemlig x =

1<

+ (-u), som ogsd skrives v - u. Specielt er alt-

s& Q0 - v=-vogVv-yv=0 for hvert element v. ¢ V. Hvis x ¢ V blot

i<

for ét element v € V tilyredsstiller ligningen ¥ + X = v, kan man
altsd slutte, at x = 0. Forkortningsreglerne udsiger her, at man af
u+ ¥ =1y + w kan slutte, at u = v.

Lad (L,+,+) vere et legeme, hvis kompositioner betegnes som
addition og multiplikation. Skent meget af det felgende ogsa er gyl-
digt for legemer med ikke komﬁutativ multiplikation, vil vi her kun

tage kommutative legemer i betragtning.

Det antages, at der er defineret en komposition I x V - V, som
altsd til hvert par (A,v), N €L, ve& V, lader svare et element af
V, som skrives A\v eller v\ og kaldes produktet af \ og v. Nar denne .
komposition opfylder visse nedenfor angivne krav, siges V at vere

et vektorrum over legemet L og betegnes da (V,+,L). Elementerne af

V koldes for vektorer og clementerne nf L 1 dennc forbindclec hyp-
pigt for skalarer. Brugen af dissc gloser er notiverct ved, =t mong-
dcn V5 af geometriske vektorcr i rummet med vektoradditioncn som

o

.. - A
kompositicn opfyldcr krovene med L = k, nar produktet af ot reclt
tal og cn geometrisk vektor defineres pé& den vclkendte méde. De

geometriske vektorer danner sltsd et vektor-
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Tum (V3,+,R) over de reelle tals legeme.

Den fuldstmndige defirition pd et vektorrum (V,+,L) kan for- .

muleres sidledes:

Definition.

et legeme L, hvis der er

En mzngde V + 0 siges at vere et vektorrum over

defineret en komposition + i V,

VR1. vyu,v : u+ v eV,
for hvilken
VR2. vvu,z u+VvV=yV+u,
VR3. vyu,¥,¥ : u+ (v +uw) = (w+ ¥) + u.
VR4, 30 WY 2 ¥ + Q0 = ¥,
VR5. Vv 3.-v : v+ (-v) =0,
og hvis der er defineret en komposition Lx. V = V, betegnet som
multiplikation,
VR6. ViN WY @ W =VAEV,
for hvilken
VRT. Vohu Vy¥ @ Nux) = (N,
VRS. VN, Vy¥ ot (N4 pY = W+,
VRI. VA Vy,¥ @ Nu + ¥) = wu + O,
VRI0. Vy¥ ¢ e¥ = ¥,

hvor € betegner etelementet, dvs. det neutrale element for multi-

plikationen i L.

Af VR3 folger, at man ved additionen af flere end to vektorer

kan undvere parenteser til angivelse af den ordenvori additionirnc

udferes., Tilsvarende gslder ifelge VR7 for multiplikationen af en

vektor med flere skalarer. I almindeliggerelse af VR2 haves, at en

sum af flere vektorer ikke arfhznger af disses rxkkefolge. De distri-

butive love VR8 og VR9 kan udvides til et vilkarligt (endeligt)

antal summander.
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Om multiplikationen af vektorer med skalarer gzlder nogle
simple regler, som ofte vil blive anvendt. Med o betegnes nulele-
mentet, dvs. det neutrale element for additionen i L, med \,u

vilkérlige skalarer og med u,v vilkirlige vektorer,

AN =0
Bevis: NQ = N0 + 0) =0 + AO.
ov = 0

Bevis: ov = (0 + 0)v = ov + oOV.

Nulreglen: AW=0 = AN=0 v v=0.

Bevis: Er \ + 0, fas af 0 = \v, at

Tt B T G W e T Y e ey M s o S — — — S o e iy e St oy S Ty et S o PP S S S S S S e . e

e S o e — —— T —— o Jp o e Tt iy o M e e e S i S s B S o P A e Wy i B S ekt Sy " S S o i S e o P i S

)
ks
®
o
-
®
=
ot
I<
!
1O
N

)
Bevis: A (¥ - u) +2u = AN(¥ - u) + u) = (v.

Eksempel.

En meget omfattende og overordentlig vigtig klasse af vektor-
rum over et legeme I, fds pé& felgende made.

Lad der vare givet en vilkarlig mengde T. Med (T - L) beteg-
nes mengden af alle funktioner med T som definitionsmengde og med
verdier i L. For o, € (T > L) forstds ved @ + ¢ den ved

t o o(t) + ¢(t) for tc T
bestemte funktion tilherende #(T 5 L). Det er indlysende, at

F(T - L) med denne addition som komposition er en kommutativ gruppe.
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Dens neutrale element er den konstante funktion bestemt ved t - o
for t €T, ovg det til ¢ modsatte element er funktionen bestemt ved
t-» -¢(t) for t€ T. Forg € ¥(T- L) og A € L forstds ved no
den ved

t = Nft) for t €T
bestemte funktion tilherende ?(T -»L). Det er indlysende, at med

den s&ledes definerede komposition L x (T 5 1) » L er kravene

. VR6-10 opfyldt, s& at

(#(T - 1),+,L)
er et vektorrum.
Af s®wrlig betydning er de tilfzlde, hvor T er en endelig mzEng-
de. Er n antallet af dens elementer, betegnes disse med 1,...,n,
og elementerne i #(T - 1) kxan da skrives som n-s®t (X1,...,Xn)
med elementer fra L. Her er altss F(T- L) = I®, vektorrummets be-
tegnelse bliver (1™, +,L) og kompositionerne
(X1,...,Xn) + (y1,...,yn) = (X1 + Vs X + Yn),

A(x .,Xn) = (XX1,...,%xn).

g
For n = 1 fas selve legemet L som et vektorrum over sig selv, Dets
elementer skal da fortolkes som bade skalarer og vektorer,

Andre for analysen vigtige tilfselde fés for T = N. Elemen*erne
i (T - L) er da folgerne (X1,X2,...) af elementer fra L. Komposi-
tionerne bliver |

(%) ,%50000) + (y1,y2,...) = (X, + ¥qy Xy + Fprens)
7(X1,X2,...) = (%X1,%X2,...)

i

Dette folgerum over I betegnes med (L°,+,L)

I det folgende vil vi npjes med at underssge vektorrum over

tallegemer, dvs. dellegemer a2f de komplekse tals legeme (C,+,')

med smdvanlig addition og multiplikation som kompositioner. Et
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tallegeme (L,+,*) udgores altsA af en delmszngde L af b; som inde-
holder mindst ét fra O forskelligt tal, og for hvilken det gwzlder,
at ndr A og p tilherer L,vil N+, A=y, w08, séfremt y + 0,
ogsd N/u tilhere L. Heraf kan sluttes, at ethvert tallegeme (I,+,:)
indeholder de rationale tals legeme (Q,+,-) som dellegeme. Er nem-
lig N et fra O forskelligt tz1 i L, vil »/\ = 1, altsd ogsd 1 + 1 =
2, 2+ 1 =73,..., altsd alle tal n € N, endvidere 1 - 1 = 0 og
0 -n for ne N, altsd alle tal p € Z, og endelig p/n for pe 7
og n € N, altsd alle rationale tal tilhere L.

Lad (V,+,L) vere et vektorrum over et tallegeme L. I VR10
og de udledte regler kan da skrives 1 i stedet for ¢ og O i stedet
for o. For n€ N og v € V haves ifelge VR8 og VR10

nv =1 +1+ .o + 1)y =1V +1¥ + ... + 1¥

SV 4+ Y+ e + YV

med n summander. Dette viser, at ny er den n-te "potens" af v i
gruppen (V,+). Idet Ov = Q, som vist ovenfor, er Ov det neutrale
element,altsd den O-te "potens" af v i (V,+). Af (-n)v = -(nv) for
n€ ¥ sluttes, at (-n)v er den -n~te "potens" af v i (V,+). Spe-

cielt haves (-1)v = -(1¥) = ~v.

Linearkombinationer.

Lad (V,+,L) vere et vektorrum. Er Vyeees¥y vilkirlige vek-

torer i V og‘k1,...,xp vilkdrlige tal i L, vil ogsé

b
i=1
vere en vektor i V, som kaldes en linearkombination af vektorerne
ASEEERRA MY Er to-eller flere af vektorerne 21,...,zp ens, kan de

pageldende led ifplge VRO sammenfattes til ét. Forekommer nulvek-

toren O blandt vektorerne v .,yp eller O blandt tallene

1,!.
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Nyreeehgs kan de pageldende led udelades. I disse tilfmlde kan v
altsd skrives som en linearkombination af fzrre vektorer. P4 den
anden side kan man altid tilfeje O med en vilkdrlig talkoefficient
og andre vektorer med koefficienten O.

Produktet af en linearkombination med en skalar kan ifgplge
VR9 og VR7 skrives som en linearkombination af de samme vektorer,
Summen af to linearkombinationer kan skrives som linearkombination
af de vektorer, der forckommer i de givne, Det samme gmlder for
differensen af to linearkombinationer, hvilket ses ved hjslp af

omskrivningen u - v = u + (-1)v.

Underrun.

Lad (V,+,L) vere et vektorrum. En ikke tom delmsngde Uaf V
kaldes et underrum eller delrum af det, hvis den er et vektorrum
med restriktionerne til U x U og L x U af det givne vektorrums
kompositioner. Nedvendige betingelser for, at en delmsngde U af
V er et underrum, er ojensynlig

UR1. VUE»Z tu+vedy,

UR2. VL% VUX : N\ €U,
idet disse jo udsiger, at de nzvnte restriktioner er henholdsvis
en komposition i U og en komposition fra L x U til U. Disse be-
tingelser er ogsé tilstrmkkelige. Er nemlig u en vilkarlig vektor
iU, vil -u = (-1)u € U ifelge UR2, hvorpd Q0 = u + (-u) € U felger
af UR1. Heraf fremgar, at VR1, VR4, VR5 og VR6 er opfyldt for U.
De resterende krav til et vektorrum er regneregler, som er selv-
folgelig gyldige for vektorerne i U, da de er det for alle vekto-.
rer 1V,

UR1-2 ses let at vere ensbetydende med

UR. ViN,p Vyu,¥ @AM + pv € U
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En delmsngde U af V er altsd et underrum, hvis alle linearkombina-

tioner af hvilkesomhelst to vektorer i U tilherer U.

Det ses umiddelbart, at {0} og V er underrum af vektorrummet
(V,+,L).

Et underrum af et underrum af (V,+,L) er ogsd et underrum af
(V,+,L).

Ved hjslp af UR ses, at fxllesmsngden for vilkdrlig (endelig

eller uendelig) nange underrum af et vektorrum er ligelsdes et un-

derrum af dette.

Lad der vsre givet et vektorrum (V,+,L) og en ikke tom dclmsng-
de M af V. Der findes mindst et underrum, som indeholder M, nem-
lig V. Fzllesmzngden for alle underrum, som indeholder M, er det
"mindste" sddanne underrum i den forstand, at det er indeholdt 1
ethvert andet. Dette underrum, som betegnes V(M), kan og*% bestem-
mes pad en anden méde.?ﬂvert underrum, som indeholder M, vil inde-
holde hver linearkombination af endelig mange vektorer tilherende
M, Mengden U af aile disse linearkombinationer er altsd en del-
mengde af V(M), P4 den anden side indeholder U gjensynlig vektorer—
ne i M og er et underrum; thi idet summen af to linearkombinationer
af vektorer tilherende M s8vel som produktet af en skalar og en
linearkombination af vektorer tilherende M igen kan skrives som
linearkombination af vektorer i M, er UR1-2 opfyldt. Feolgelig gel-

der V(M) ¢ U, altsd V(M) = U. Man kalder V(M) det af M frembragte

underrum af (V,+,L).

Br M speciclt en mengde bestiende af endelig mange vektorer,
kan hver linearkombination af nogle af dem skrives som en linear-
kombination af dem alle, idet de eventuelt manglende kan tilfgjes
med faktoren 0. Det af en endelig delmzngde M frembragte underrum

bestar altsd af alle linearkombinationer af samtlige vektorer til-
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hegrende M.

Det geometriske-vektorrun (V5,+,R) har foruden {0} og sig
selv to slags underrum. Et underrum af den ene slags udgeres af
alle geometriske vektorer, som, afsat fra samme punkt, ligger pa
en linie, Det frembringes af en hvilkensomhelst egentlig vektor
parallel med linien. Et underrum af den anden slags udgeres af
alle geometriske vektorer, som, afsat fra samme punkt, ligger i
en plan. Det frembringes af hvilkesomhelst to egentlige vektorer,
som er parallelle med planen, men ikke indbyrdes parallelle., Det

cr let at se, at der ikke kan findes andre underrum.

Funktionsrum (#(T- L),+,L) har i almindelighed mange for-
skelligartede underrum. Der anferes nogle eksempler.

De funktioner¢ : T - L, som pd& en opgiven delmengde T' af T
er konstant lig 0, udger et underrum i (#(T - L),+,L). Erstattes
O med et andet tal i I, fas ikke noget underrum,

En funktion¢ : T = L, siges at vare begranset, nir der fin-
des et positivt tal k, séledes at [p(t)]| ¢.k for t € T. De funk-
tioner ¢: T - L, som hver for sig er begranset, udger et underrum
i (F(T - L),+,L). Derimod er mengden af funktioner, som cr begrsn-
set ved et og samme tal k¥ > 0, ikke noget underrum.

Er T et topologisk, specielt et metrisk, rum, og tenkes tal-
legemet L forsynet med den smdvonlige mctrik, dist(h\,u) = lu = A
vil mengden G(T —» L) af de kontinuerte funktioner ¢: T —» L vere
et underrum i (#(T - L),+,L).

Lad T ¢ R vere et interval og L = R. For hvert naturligt tal
p er da mengden HP(r - R) af de i T definerede reelle funktioner,
som er p gange differentiable, et underrum i (F(T > h),+,L).‘ﬁet

samme gelder for mengden GP(T — R) af funktioner, som er p gonge
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kontinuert differentiable (dvs. har en kontinuert p-te afledet).
Mengden af vilkarlig ofte aifferentiable funktioner er ligeledes
et underrum. Tilsvarende gslder for funktioner ¢: T 7 a.

Et eksenmpel pd ot underrunm i folgerummet (RN,+,R) er mEng-
den af alle konvergente folger. Et underrum i dette er mangden ~»;~
af alle fplger, decr konvergerer mod O, og et underrum heraf er
mzngden af alle felger (X1,X2,...), for hvilke den uendelige rek--

ke x, + X + «vs €T konvergent. Tilsvarende gelder for (CN,+,C).

1
Underrummene i talrummene (Ln,+,L) vil blive behandlet i de

folgende paragraffer.

Linewr afhsngighed og uafhsngighed.

Lad (V,+,L) vaere et vektorrum. BEt szt (ZT""’Zp) af ende-

lig mange vektorer fra V kaldes linemrt afhsngigt, hvis der fin-

des skalarer x1,...,%p, sonn ikke alle er O, sdledes at

)jy1 T cee + %pzp = 0.
Hvis der ikke findes sddanne skalarer, med andre ord, hvis lig-
ningen kun er tilfredsstillet, ndr N\, = ... = A_ = 0, siges swmt-

T p
tet at vere linesrt uafhengigt. En ligning af ovensticnde form

kaldes en linemr felation mellem de p vektorer; den kaldes egent-
lig, hvis ikke alie koefficienter %1,...,%p er 0. Vektorerne

&. -
21,...,yp er altsd linesrt afhangige eller linemrt uafhmngige,

_ bestar
efter som der bestdr en eller ikkelnogen egentliy linexr relation

imellem dem., |

At én vektor v er linesrt afhengig, altsd at der findes en

skalar A # 0, e3lecdes at \¥ = 0, er ensbetydende med, at v = 0.

Ner et delset af et vektorset er linesrt afhzngigt, er hele

t
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settet lineart afhengigt; thi i en egentlig linezr relation mel-

lem en del af vektorerne kan szttets gvrige vektorer tilfpjes med

koefficienten O. Ensbetydende hermed er: Hvert delszt af et 1i-

negrt vafhsngigt s®t er lineazrt uvafhzngigt.

Bt vektorsa@t, hvori nulvektoren forekommer, er altsi line-
ert afhengigt. Det samme gazlder for et vektorszt, hvori der fore-
kommer to ens vektorer. Nar talen er om linear afhezngighed, mé
fglgelig vektorsattet (11,...,yp) ikke sammenblandes med mangden
qu!""Xp} bestdende af dets indbyrdes forskellige vektorer.

Lad J vere en verdelig indexn@ngdc. En indiceret mengde
(zb)L ¢ g af vektorer i V siges at vare linezrt afhangig, hvis
der findes et lineart afhengigt endeligt delszt, og linezrt uaf-

hengigt, hvis ethvert endeligt delsat er lineart uathzngigt.

Vektorer X1"°"Xp er lineart afhangige, hvis og kun hvis

mindst en af dem kan fremstilles som en linearkombination af de

gvrige.
Bevis: Betingelsen er ngdvendig. Er nemlig
7\1_\{1 + oa.e + 7\py_p =0
en egentlig linezr relation mellem vektorerne, altsa f.eks. %1 + 0,

fas ved additionen af MY pa begge sider og pafglgende multi-

plikation med —-1/7\1

l_ EE
_ (- -2 -
vy = 7\1)V1+“.+( 7\1)v.

Betingelsen er ogsé& tilstrakkelig. Er nemlig f.eks.

11 = /.L2y_2 b N +'LLPXP’

f4s ved addition af -v (—1)3/'_,| Pd begge sider

1 =
(—1 )_Y_.1 + #222 + a e + ‘L[,py-p = 9’
og dette er en egentlig linezr relation mellem veklorerne.
Herefter er to vektorer linesrt afh@ngige, hvis og kun hvis

en af dem er et skalsrt multiplum af den anden. Dette udtrykkes
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ofte ved at sige, at den pagzldende vektor er proportional med

den anden.

Hvis en vektor v kan fremstilles som linearkombination af

vektorer X1"°"XP’ vil fremstillingens koefficienter vere en-

tydigt bestemte, hvis og kun hvis K1:""Xp er linesrt uafhen-—

gige.

Bevis: Lad
K: 7\1X1 + eee +>\pzp’ Z:/_[,1X1 + oee +/1,sz
vere fremstillinger af v. Ved subtraktion fas
(’LLJl - 7\1 )Y_1 + a6 + (up - ’}\p)xp = O_a
Er K19°°’9Xp linezrt uathsngige, kan man heraf slutte, at By = %1
= eee S pp T %p = 0, altsd at de to fremstillinger stemmer over-
ens. Dette viser, at betingelsen er tilstrazkkelig. Findes der
en egentlig linesr relation
0 = U1K1 + a0 + vpzp’
fas ved at addere den til en fremstilling af v en ny fremstilling,

forskellig fra den forrige. Dette viser, at betingelsen er ngd-

vendig.

Som eksemplér*n&vnes folgende:

To (tre) geometriske vektorer er linezrt afh®ngige, hvis og
kun hvis de, afsat fra samme punkt, ligger p& samme linie (i sam-
me plan). Hvilkesomhelst fire geometriske vektorer er linesrt af-
hengige.

Vektorerne

11 = (190903-°°5O)9

1

12 (O,1,0,.°.,O),

Y, (0,0,0,00.,1)
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i talrummet (L™,+,L) er linesrt.uafhengige, idet
NgTy + oeee F AV = (x1,...,xn)
kun er 1ig (0,...,0), nar Ny = eee =N, = 0.

Konstanten 1 og funktionerne cos og sin er tre lineazrt uaf-
hangige vektorer i (F(R - R),+,R). Er nemlig N\,u,v reclle tal,
for hvilke

VRt t:N+tpucost+vysint=0,
f&s ved at indsztte t = 0 og t = 7 henholdsvis N + u = 0 og N -
= 0, alts& N = y = 0, og derefter ved at indsatte f.eks. t = I,
at ogsa v = 0.

Potenserne tp, p = 0,1,..., udger et uendeligt, linesrt uaf-
hengigt set i vektorrummet (¥(T - &),+,8) eller (F(T - R),+,R),
nadr T er en uendelig delmzngde af henholdsvis C eller R. En 1i-
nearkombination af endelig mange potenser er nemlig et polynomi-

um, og hvis ikke alle koefficienter er O, vil det kun have ende-

lig mange rgdder og Telgelig ikke vere O for alle t € T.

Rang, dimension, hasis.

Lad (V,+,L) vasre et vilka&rligt vektorrum og M en ikke tom
delmengde af V., Der foreligger da to muligheder. Enten findes der
for hvert naturligt tal p et sa&t af mindst p linezrt uafhengige -

vektorer 1 M. I dette tilfezlde siges M at have rang uendelig, og

man skriver

rg M =c.
Eller antallet af vektorer i linezrt uafhzngige delszt af M er
opad begranset. Det sigrste af disse antal er et helt tal r > 0,
for hvilket det gmlder, at der findes r lineazrt uafhzngige vek-
torer i M, medens hvilkesomhelst r + 1 vektorer i M er linezrt

afhengige. Man siger da, at M har rang r og skriver
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rg M =r,
Hvert szt af r linexrt uafhzngige vektorer fra M kaldes et maxi-
mals®et for M. At r = 0, er ensbetydende med, at M = {0},

Er mzngden M et vektorrum, altsd et underrum U i (V,+,L),
specielt hele V, kaldes dens rang for vektorrummeté’gim§g§igg og
betegnes dim (U,+,L) eller ofte kort dim U.

Et vektorrum bestdende af én vektor,‘éom 84 nd vere nulvek-

tor, og kun et sddant, har dimensionen 0.

Lad M vere en vektormengde af endelig rang r i et vektorrum

(V,+,L), og lad (21,...,yr) vere et maximalsat i M. Da kan hver

vektor v i M pé en og kun én méde fremstilles som linearkombina-

tion af Vyreees Vo

Bevis: De r + 1 vektorer Yyreer XY €T linexzrt afhs:ngige.
I en egentlig linesr relation mellem dem kan koefficienten til ¥

ikke vare 0, da der ellers ville bestd en egentlig linesmr relation
mellen Viseros¥, i strid med, at disse vektorer er linezrt uafhsn-

gige. Folgelig kan v fremstilles som en linearkombination af

At fremstillingen er entydig bestemt, fremgdr af en tid-

v ‘I.Vl
-1 ‘=

ligere sstning.
Anvendes dette specielt pa M = V, hvor V er et endelig-dimen-
sionalt vektorrum, fas:

Hvert maximalset i1 et endelig-dimensionalt vektorrum frembrin-

ger dette rum.

For hvert underrum U i et vektorrum (V,+,L) gmlder

dim U < din V,

og hvis dim V er endelig, bestdr lighed kun for U = V.

Bevig: Hvis dim V =.e« er intet at bevise. Hvig dim V =n

er endelig, kan der i delmzngden U af V ikke findes linezrt uaf-
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hangige s®t bestdende af flere end n vektorer. Heraf folger ulig-
hedens gyldighed. Er dim U = dim V = n, vil et maximalszt i U til-
lige vere maximalset i V. Ifplge den foregdende smtning er da bade
U og V det af et séddant swt frembragte underrum, altsd U = V,

Hvig V = o, kan man af dim U = dim V for et underrum U c v
ikke slutte, at U = V. Som eksempel kan nzvnes, at mengden af re-
elle talfelger, som konvergerer mod 0O, er et uendelig-dimensionalt,

®gte underrum i felgerummet (RN,+,R).

Ved en basis for et vektorrum (V,+,L) forstds en indiceret
mengde af vektorer fra V, som er linesrt uafhzngig og frembringer

V.

Hvert endelig-dimensionalt vektorrum har baser, nemlig maxi-

malsettene, idet et sa&dant, som vist ovenfor, frembringer rummet
og ifelge definition er linesrt uwafhzngigt. Det er oplagt, at an-
tallet af vektorer i en basis er hejst lig rummets dimension. Det
vil frergd af nedenstidende udskiftningssstning, at det altid er lig
med dimensionen, altsd at hver basis er et maximalsst.

Ogsé hvert uendelig-dimensionalt vektorrum har baser. Dette

vil imidlertid ikke blive bevist her.

At et smt (91""’9p) af endelig mange vektorer i et vektor-

rum (V,+,L) er en basis, er ensbetydende med, at hver vektor i V

pd en og kun én mdde kan fremstilles som en linearkombination af

§1""’§p' Dette er en umiddelbar felge af smtningen om entydighe-
den af en vektors fremstilling som linearkombination (side III,1,
11 ).

En uendelig indiceret mengde (v ), . € J, af vektorer i et
vektorrum (V,+,L) er en basis, hvis og kun hvis hver vektor i v

har en og kun én fremstilling som linearkombination af endelig
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mange vektorer y;’med fra 0 forskellige koefficienter,

Som allerede antydet, folger vigtige egenskaber ved baser af

felgende "udskiftningssstning" (H. Grassmann, 1844, E. Steinitz,

1910) s

Lad (V,+,L) vere et vilkdrligt vektorrum, 21,...,zq vektorer

iV og Udet af digse frembragte underrum, Lad endvidere E1""’£p

vere linesrt wafhengige vektorer i U, Da er p ¢ q, og der findes

q - p blandt vektorerne v ,yq, som sammen med 31,...,gp frem—

1,(';.
bringer U.

Bevis: Ifelge foruvdsstning er u, som vektor i U en linearkom-~
bination af APFRPRIN AF I denne m& mindst én af disse vektorer op-
trede med fra O forskellig koefficient, da u, som lineszrt uvafhan-
gig vektor er forskellig fra Q. Man kan tmnke sig vektorerne v .
nummeret saledes, at v, har en koefficient forskellig fra 0. Da
kan v, fremstilles som en linearkombination af 21’12""’Zq' Men
dette medferer, at hver vektor x € U er en linearkombination af
disse vektorer; thi ifszlge forudsstning er x en linearkombination
af 21,...,zq, og i denne kan vektoren 21 erstattes med den nmvnte
linearkombination af UpsTpsee e X, I sattet (21,...,zq) kan fol-
gelig v, erstattes med Uy uden at det mister egenskaben at frem-

1

bringe U, Specielt er altsi u, en linearkombination af

BysTpreess¥,e I denne md mindst én af vektorerne TpreeesYy optre—
de med fra O forskellig koefficient, da u, og u, er linesrt uvaf-
hxngige .Lad nummereringen af vektorerne vere valgt sdledes,at det-

5 fremstilles som linearkombination af

U, yU~3Voyeee,y, V., 0g man ser som for, at disse vektorer frembrin-
_-1 ’._2 _3 7._..q 14

te-gelder for Ys» Da kan v

ger U, P& denne made fortsmattes. Var nu p > q, ville man fé

vektorerne y%,.n.,yq erstattet med 21,...,gq, og de resterende
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ville vere linearkombinationer af yreeerld

vektorer gq+1,...,g q’

P
hvilket er umuligt, da 21""’Ep er lineszrt uwafhzngige. Dermed

er sstningen bevist,

En umiddelbar felge af swmtningen er:

Dimensionen af et vektorrum, som frembringes af et szt _af g

vektorer, er heijSt g; thi antallet af vektorer i ef linesmrt uaf-

hsngigt set er hojst q.
Ved hjelp heraf fas:

Antallet af vektorer i en basis for et endelig~-dimensionalt

vektorrum er lig med rummets dimension. Da en basis frembringer

rummet, kan dettes dimension ikke vwre storre end antallet af vek-
torer i den, Men dimensionen kan heller ikke vere mindre, da vek-
torerne er linesrt uafhm:ngige.

Sammen med et tidligere resultat giver dette:

Et set af vektorer i et endelig-~dimensionalt vektorrum er en

basis, hvis og kun hvis det er et maximalset.

For hver delmsngde M af et vektorrum (V,+,L) gelder

rg M = dim V(M).
Bevis: Er rg M =, haves gjensynlig ogsd dim V(M) = «. Er
rg M = r endelig og (11,...,yr) et maximalset i M, kan hver vektor

i M fremstilles som en linearkombination af Vyseens L Det samme

J’I
gelder da for hver vektor i V(M), da den jo er linearkombination
af vektorer tilherende M, Smttet (31,...,yr) frembringer altsé
V(M), og idet det er linemrt uafhmngigt, er det en basis for V(™).

Ifplge den foregdende smtning er antallet r af vektorer da lig

med dim V(M) som pastdet.

Hvert linesrt uafhsngigt szt (21,...,gp) i et n~dimensionalt

vektorrum (V,+,L) kan, ndr p < n, suppleres til en basis for V

~



ved tilfpjelse af passende vektorer Ep+1""’En fra V,

Bevis: TLad (21,...,zn) vere en basis for V, Brstattes vis-
se p af dens vektorer med 31""’Ep’ fas ifplge udskiftningsset--
ningen et szt af n vektorer, som frembringer V., Ifslge den fore-
glende sxtning er dette szts rang lig med dimensionen n af V.,

Settet er altsid linemrt uafhengigt og dermed en basis for V.

Eksempler.

1) Det geometriske vektorrum (V3,+,R) har dimension 3. Hvert
swt af 3 vektorer, som afsat fra samme punkt ikke ligger i sam-
me plan, er en basis for VB' Underrurmene kan altsd kun have di-
mensionerne 0, 1, 2 eller 3. Det eneste O-dimensionale underrum
er 59} . Hvert 1-dimensionalt underrum har som basis en vektor
e + 0 og bestér af alle vektorer Neg Ny € R, altsd af alle
vektorer, som afsat fra samme punkt ligger pa linien parallel med
§1 gennem punktet. Hvert 2-dimensionalt underrum har en basis be-
stdende af to vektorer €4 08 &5, sOm afsat fra samme punkt ikke
ligger pa samme linie, Det bestdr af alle vektorer7\1§_1 + %2g2,
%1,%2 € R, altsd af alle vektorer ,som afsat fra samme punkt lig-
ger 1 planen parallel med €4 08 &, gennem punktet, Det eneste 3-
dimensionale underrum er V3 selv. Dermed er alle underrum af V3

bestemt.

2) Vektorerne

g = (1,0,0,...,0,0)
_e_2 = (0,1,07000,0,0)
9n—1: (O’O,O,~“71;O)
e, = (0,0,0,...,0,1)

i talrummet (Ln,+,L) er, som vigt tidligere, linesrt uafhengige,
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og hver vektor (V1""’Vn) € I” kan fremstilles som linearkombina-

tion af dem:
(V1’lll,vn) = v1§1 + sae + Vn_e_n.
Dette viser, at szttet (§1""’9n) er en basis, og derved at rum-

met har dimensionen n. Det kaldes derfor det n-dimensionale talrum

over L, for L = R og L = U ogsé kort det n-dimensionale reelle, hen-

holdsvis komplekse talrum.

3) T folgerummet (IN,+,L) er

gy = (1,0,0,...)

e, = (0,1,0,...)

linemrt uvafhsngige. Men disse felger danner ikke nogen basis, idet
f.eks. folgen (1,1,1,...) ikke kan fremstilles som en linearkombi-
nation af endelig mange af dem.

L) Polynomierne af hgjst n~te grad (herunder '"nulpolynomiet",
dvs. konstanten 0, som ikke tilskrives nogen grad) med komplekse
koefficienter danner et underrum ﬁn i vektorrummet (F(& - C),+,C).
Dette underrum frembringes af potenserne tv, v = 0,1,.0.y11, 0g da
disse, som omtalt tidligere, er lineart uafhzngige, danner de en
basis for det. Dimensionen af ?n er alts& n + 1.

Lad der vazre givet n + 1 indbyrdes forskellige komplekse tal
to’t1"°°’tn‘ For y = 0,1,..4,n €r

fu(t) = (t - to) vee (t - tﬂ_1)(t - tﬂ+1).... (t - tn)
et polynomium af n-te gradfy%br alle u,v = 0,1,...,n gaelder

£,(6,) - [?“‘u)* 0 ZOP v = p
or v F .
Heraf kan sluttes, at de n + 1 polynomier fu er linezrt uafhzngi-

ge og dermed danner en basis for ?n. Er nemlig 00,01,..,,CK kom-

plekse tal, saledes at



Vat cofo(t) + c1f1(t) ¥ oee. + onfn(t) = 0,
fas ved at satte t =t for v = 0,1,.04yn, at ¢ £ (t ) = 0, alt-
v VY v
Sé. (¢] = O-
v
Til hvert polynomium g af hgjst n-te grad findes der altsa

et og kun et szt af komplekse tdl ao,a1,...,an, sdledes at
n

t @ g(t) ‘? £ (t)
Vs g = a ).
G pop
u=s0
Vd = f = 0 0 eS = .
ed at sette t = t for v = 0,1, ,n f£a g(tv) ‘ava(tv)

Der gzlder altsd for alle t € O

Denne ligning, der kaldes Lagranges interpolationsformel, udtryk-

ker et polynomium g af hgjst n-te grad ved de vardier g(tu), som
det antager for n + 1 givne, indbyrdes forskellige vardier
t st,5000,t &l den variable. Da-
o’ ™ n
>n:bf(t)
-Lé_—.&-—-——
£ (t)
uw=0 K K
for vilkarligt opgivne tal bo’b1""’bn er et polynomium g af

hgjst n-te grad, for hvilket g(tu) = bu, har man: Der findes

netop et polynomium af hgjst n-te grad, som for n + 1 givne, ind-

byrdes forskellige vaerdier af den variable antager givne vardier.

Lad f vaere et polynomium af (n + 1)-te grad med hgjeste ko-
efficient 1 og indbyrdes forskellige rgdder to’t1"'°’tn’ altsa
A - - -
f(t/ —_ (t to)(t t1) ® e o (t tn)’
og lad g vere et polynomium af hg¢jst n-te grad. Med ovenstiende

betegnelser f&s da for t + tﬂ, = 0,1,e000,n,
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n
&%E% _ Ej g(t”)
£t 4 fﬂ(tﬂ)ﬁ - t;7

Man ser, at hver brudden rational funktion, hvor nzvneren har ind-

byrdes forskellige rgdder tu’ og tmllerens grad er mindre end nav~-
nerens, har en og kun én fremstilling som linearkombination af
funktionerne 1/(t - tﬂ). En s&dan fremstilling kaldes en dekom-
position. (Om generaliseringen til tilfeldet, hvor nzvneren har

multiple rgdder se gvelse 22).

Alt, hvad ovenfor er sagt om polynomier med komplekse koef-
ficienter og af en kompleks variabel, gelder ordret for polynomi-

er med reelle koefficienter af en reel variabel.

Koordinater.

Lad (V,+,L) vere et vektorrum med den endelige dimension n,
og lad der vere valgt en basis (31"'°’9n)' Hver vektor x € V
har da en og kun én fremstilling af formen
= + L I
2= X5 T X2y

hvor (X1"°"Xn) er et talszt tilhgrende Ln. Det kaldes koordinat-

settet for vektoren x med hensyn til basen eller koordinatsyste-

met <91""’9n)° Tallet x, kaldes vektorens i-te koordinat. Idet
der til hvert talsat (X1"°"Xn) € L™ findes netop én vektor,
hvis koordinatszt det er, nemlig x,€, + +.. + X € f4s en bijek-
tiv afbildning k af V pd L™ ved til hver vektor x at lade svare
dens koordinats®t:
k(x) = (x1,.g°,xn).
Idet der for to vektorer

_é:xe +eoo+X=e_

= nEn? Y T V4& e F VNS,
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gelder
(1) X+y = (x1 + y1)_e_1 +ouee + (xn + yn)gn,
altsd
k(x + y) = k(x) + k(yg),
er k:V - I” en isomorf afbildning af gruppen (V,+) pd gruppen

(L",+). Endvidere gelder for

X = X80 + con + X 8
og N€L, at
(2) NE = MK, 84 + .o+ NC

k(Ax) = Ak(x).
En bijektiv afbildning f af et vektorrum (V,+,L) pa et vek-
torrum (W,+,L) over det samme legeme L, sdledes at
f(x+3) = 2x) + £(x), O = n(x)
for alle x,y € V og alle A€ L, kaldes en isomorf afbildning. Hvis

der findes en isomorf afbildning af et vektorrum (V,+,L) pd et vek-
torrum (W,+,L), siges (V,+,L) at vere isomorft med (W,+,L). Oven-
stdende kan derfor formuleres sdledes:

Hvert n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) over et tallegeme L

er isomorft med talrummet (IL”,+,L). Til hvert valg af en basis for

V svarer der en isomorfi, nemlig "koordinatafbildningen" k af V pd

.

Som felge af (1) og (2) vil linemre regninger med vektorer fra
V afspejle sig i ganske tilsvarende regninger med deres koordinat-
set med hensyn til en basis: Koordinatssttet for en linearkombi-
nation af visse vektorer er lig den tilsvarende linearkombination
af disses koordinatszt. Linemrt afhangige (uafhzngige) vektorer i

V har linemrt afhengige (uafhzngige) koordinate=t.
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Blcsempel .

Lad (91,§2,§3) vere en basis for det geometriske vektorrum

(V3,+,R), og lad der vare valgt et punkt O i rummet. Szttet

(0;91,§2,93) kaldes et parallelkoordinatsystem. Afs®@ttes vekto-
rerne €,,85585 fra O, vil hver af dem bestemme en orienteret
linie gennem O, der kaldes heholdsvis fgrste, anden og tredje
koordinatakse eller kort 1-aksen, 2-aksen og 3-aksen. De ved O
0og parrene (92’23)’ (§3,g1) og (g1,§2) bestemte planer, 23-pla-
nen, 31-planen og 12-planen, kaldes koordinatplaner.

For en vilkérlig vektor v € V3 har man

Y= V8 + Ve, t v3g3,

hvor (v1,v2,v3) er vektorens koordinatszt. Afsszttes v fra O til
punktet P, sd at v = 6%, kan denne fremstilling af v som en sum
af" vektorer v1g1, V€5 O v3§3, der er henholdsvis parallelle
med 1-, 2- og 3—aksen, fas geometrisk pd fglgende médde. Gennem
P lm:gges de tre planer, der hver er parallel med sin koordinat-
plan. Hver af disse planer skarer én af koordinatakserne. Lad
skzringspunkterne vare P1 pé& 1-aksen, P2 pa 2-aksen og P3 pa
3-aksen. Skeringslinien mellem de to planer gennem P, som er

parallelle med 23-planen og 31-planen, er parallel med 3-aksen

og skerer 412-planen i et punkt P12. Man har da

- -

’ + OP

- — -

- -
OP = OP1 + P1P12 + P12P = QP 5 + OP3,
altsa

—

4 -

Er X et vilkarligt punkt i rummet, forstas ved koordinat-
.%

settet for punktet X koordinatsettet for stedvektoren OX.

En linie 1 t®nkes bestemt ved et punkt A pd den og en vektor
—>

_9
v + O parallel med den. Er a = OA stedvektoren til A og x = OX
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stedvekteren til et vilkadrligt punkt X, vil

X =8+ ty, ¢teRBR,
vere en parameterfremstilling for linien, idet t - g + ty er en
bijektiv afbildning af R pd mengden af stedvektorer til punkter-
ne p4 1. Med betegnelserne (a1,a2,a3), (v1,v2,v3) og (x1,xé,x3)
for koordinatsattene for henholdsvis a, ¥ og X er parameterfrem-
stillingen ensbetydende med

Xy = 8y + tv1,

Xy = 8, + tv,, t € R.
3= 83 % g
Det bemmrkes, at (A;v) er et parallelkoordinatsystem pé linien
1, i hvilket vektoren ;k og dermed punktet X pd 1 har koordinat-
sattet (t).

En plan 7 t®nkes bestemt ved, at den gar gennem et givet
- .
punkt A med stedvektoren g = OA og er parallel med to givne 1li-
neart uvafhangige vektorer v,y 08 Yoo
—

ren 0X til et vilkarligt punkt X, vil

Betegner x igen stedvekto-

: 2 2

X=a -+t +t,7,, (t1,t2) € R,

vare en parametérfremstilling for =, idet (t1,t2) -

a + t,v, + t,¥, er en bijektiv afbildning af e pa mengden af
stedvektorer til punkterne i 7. Med betegnelserne (a1,a2,a3),
(v11,v12,v13), (v21,v22,v23) og (x1,x2,x3) for koordinatsettene
for henholdsvis a, Yy ¥ OgXer parameterfremstillingen ensbe-

tydende med

x1 = a1 + t,lv11 + t2v21,

. \ 2
Xy = 8y + Vs ¥ toVos, (t1,t2) € R-.
Xz = 83+ bVyz ¥ HyV53s

(A;xd,xz) er et parallelkoordinatsystem i planen m, 1 hvilket
-

vektoren AX og dermed punktet X i # har koordinatssattet (t1,t2).
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direkte sum af underrum,

Lad (V,+,L) vere et vilkirligt-vektorrum og M' og M" del-
mengder af V. Mengden af alle vektorer, som hver er sum.af en
vektor tilhgrende M' og en vektor tilhgrende M", kaldes de to

delmengders sum og betegnes med M' + M":

M' + MY = fu' +u' | u €M Au"e N,

Hvis en af mmngderne M' eller M" er tom, er M' + M" ogsi tom.

Herved er der defineret en komposition i mengden af alle
delmengder af V. Det er klaft, at den er kommutativ og associa-
tiv, idet vektoradditionen har disse egenskaber. Der findes et
neutralt element, nemlig 0O . Men en m@ngde M', der indeholder
mindst to vektorer har ikke nogen '"modsat" msngde; thi for hver
ikke tom mengde M" vil M' + M" indeholde mindst to vektorer.

Forkortningsreglen gzlder heller ikke.

For to underrum U' eg U" af (V,+,L) er U' + U" det mindste

underrum, der indeholder dem begge, altsé

Uu' o+ UM = v(u' u U,

Bevis: V(U' u U") er mangden af alle linearkombinationer
af endelig mange vektorer tilhgrende U' y U". For u' € U' og
u" € U" er u' + u'" en sadan linearkombination. Dette viser, at
u' + uv c V(U' u U"), Pa den anden side er U' + U" et underrum;
thi for A,y € L, u',v' € U', u",v" € U" har man
Aa' + ") (x4 v = (Ga' +oux') ¢ (w" + ') € U+ Y,
hviiket viser, at UR (side III,1,6) er opfyldt for U' + U".
Idet

U'

c U' + U",

Uu' + {0}
)

v = {9} + v
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og V(U' u U") er faellesmengden for alle underrum, som indehol-
der U' og U", kar man slutte, at V(U' u U") ¢ U' + U", og dermed,

at U' + U" = V(U' v U") som pastaet.

For endelig-dimensionale underrum U' og U" af (V,+,L) gal-

der dimensionsformlen (H. Grassmann, 1844)

aim(U' + U") + dim{(U' n U") = d&im U' + dim U".

Bevig: Der indfgres betegnelserne
dim U' = p, dim U" = q, d&im(U' n U") = r.
I U' n U" vaelges en basis CIPERR PN Denne suppleres til en ba-
sis
! t
9‘1".0’-e-r,gr+1’0'.’%

for U' og til en trasis

€, 4000,6_ 46" essy !
-..1 b 4 ’_r.’_r+-1 s ’_q

for U". (Hvis r = 0, menes hermed, at der valges en basis
2'1,...,95 for U' og en basis gq,...,ga for U",) Hver vektor i
U' + U" kan da fremstilles-som en linearkombination af de

p + @ - r vektorer

(% . ? S T PN
( ) 21: ’-e-r’§r+1’ ,_e_p;ng, . ,Eq

Disse vektorer er linemsrt uafhzngige. Lad nemlig

t ! | I | H 1" talt
MEg Freet N8p F Ny q8pyq Feee? XPQP N1 &pgg Freet 7‘ng =2

vare en linesr relation mellem dem. Den udsiger, at vektoren

M 1" - — tHatt
ApiqSpaq "o 7‘ngj

som jo tilhgrer U", ogsé m& tilhgre U', altsd U' n U". Den er

fglgelig 1lig O, hvis r = 0, og en linearkombination af EqreeerEps

hvis r > O. Der ma altsd bestd en linezr relation af formen

it i LEIPES | B
#12‘1 +'..+/J'I"§1" + P+1§::?+_1 +ooot 7\q_§-:1 = g’

hvor leddene med €458, Talder bort, hvis r = 0. Da de ind-

géende vektorer er lineasrt uafhmengige, kan man heraf slutte, at
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%¥+1 = aes = xa = O, Derefter fglger af den foregdende ligning,
at Ny = eae = N, = Npyq = 200 = 7\5 = 0, idet 91,..,,9_11,9‘11”,0.&,9_1
er linssrt uafhengige. Dermed er vist, atvektorerne (%) er li-
nezrt 1afhengige, og da de frembringer U' + U", danner de en ba-
sis for dette underrum. Detties dimension er fglgelig p + q - r,

som pastaet.

Et underrum U i et vektorrum (V,+,L) siges at vare direkte
sum af underrummene U' ¢ U og U" ¢ U, hvis hver vektor i U har
har en og kun én fremstilling af formen u' + u", u' € U', u" € U".
Man har da naturligvis U = U' + U". @nsker man at fremhave, at
summen er direkte,skriver man

U=10"®U".

Hver_af de fglgende betingelser, hvoraf den fgrste er selve

definitionen, er ngdvendig og tilstrgkkelig for, at summen af to

underrum U' og U" er_ direkte:
o
1. For u',v' € U', u",v" € U" gzlder
u' +u'=v' + ¥y s u' =3y A u' ="

— — —

2. For u' € U', u" € U" gmlder

u' +u" =0 = u =u"=0.

3% U' n U = {0].

Bevis® Hvis 1° er opfyldt, fés 2° for v' = v" = 0. Omvendt,
hvis 2° er opfyldt, fas under forudsztningerne i 10, at
(' -v") + (" -¥") =0,

altsd u' -~ v' =u' - y" =0, idet u' - yv' € U' og u" - y¥v"' € U".

Dette viser, at 4° og 2° er ensbetydende. Hvis 2° er opfyldt,

kan man af u € U' n U" slutte, at u = 0, idet u + (-u) = 0 og

u < ut, -u < U". Dette viser, at 2o medfgrer 30. Omvendt, hvis
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3° er opfyldt, kan man af u' € U', u" € U" og u' + u" = 0 slutte,
at u' = -u" = 0, idet jo u' = -u" € U' n U". Dermed er pastan-

den bevist.

Er U' og U" endelig-dimensionale, viser dimensionsformlen,
at 30, og dermed ogsa 1° og 20, er ensbetydende med
L° dim(U' + U") = dim U' + dim U".
Hvis det for to underrum U' og U" i et vektorrum (V,+,L)
gelder, at
VvV = U' & U,

siges de at vere komplement®re. Hver vektor u € V kan ds pa en

og kun en made skrives
u = E' + E”’ y_-l c U', 'E” c u".

Vektoren u' kaldes komponenten af u efter U' med hensyn til U

eller ogsé projektioncn af u pa U' langs U", og tilsvarende for

u'.

Spgrgsmdlet, om der til hvert underrum U' i et vektorrum
(V,+,L) findes et komplementzrt, kan let besvares bekraftende,
hvis V har endelig dimension n. Man valger en basis g1,..,,§p,
p = dim U', for U' og supplerer den med vektorer §p+1”"’§n til
en basis for V . Sazttes

U = V(§P+1,...,§n),
haves gjensynlig U' + U" = V, altsd dim(U' + U") = n, og da dim U'
= p, dim U" = n - p, giver 5°
V=0 ®U".
Til et givet underrum U' findes der i almindelighed uendelig man-
ge komplementare.

Tilsvarende gazlder for uendelig-dimensionale vektorrum. Men

dette vil ikke Dblive bevist her.
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Jdet additionen af delmxngder af et vektorrum er associativ
og komm tativ, er summen af flere end to mmngder uafhzngige af den
orden, i hvilken additionerne foretages og af mxngdernes rekkefol-
ge., Specielt kan altsa séddanne summer skrives uden parenteser.

Er U(1),...,U(p) underrum af et vektorrum (V,+,L), vil

v=ully .y ul®
vere mezngden af vektorer

u - E(1)+ o 1_l(p), E(1)€ U(1),...,z(p)€ u(®)

Har hver vektor u < U netop én sddan fremstilling, siges summen at
vere d:..rekte, og man skriver

v=1Me ... gulP),
En tilstrakkelig (2g selvfelgelig ogsd nedvendig) betingelse her-
for er. at 0 kun har én sddan fremstilling, altsé at

Wy wP oo, w(Mep() (p) o ylp)

medferer g(1> = 44, = g(p) = 0. Dette ses p& tilsvarende méde som

yoeesll

i tilfallet p = 2.
For endelig-dimensionale underrum U(1),...,U(p) af et vektor-
rum (V,+,L) er
aim(@ 0Py Cam vy L 4 aim o),
Lighedgtzgnet gelder, hvis og kun hvis summen af U(1),..., U(p)

er direkbte. (Se gvelse 30).

Som ferste eksempel betragtes det geometriske vektorrum
_(V3,+,RQ. Vektorerne tenkes afsat fra samme punkt., Endimensionale
underrum kaldes her kort for linier og todimensionale for planer
(géende gennem det pigzldende punkt). Summen af to forskellige 1i-
nier er den plan,lde bestemmer. Summen er direkte. Summen af tre
forskellige linier, der ikke ligger i1 samme plan, er rummet. Sum-

men er direkte. Ligger de i samme plan, er summen denne plan og
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ikke direkte. Summen af en plan og en linie, som ikke ligger i den,
er rumret. Summen er direkte, linien og planen altsd komplementsre.,
Ligger linien i planen, er denne summen, men ikke direkte sum. To

forskellige planers sum er rummet og aldrig direkte.

Som andet eksempel betragtes vektorrummet (ﬁn(b - 0),+,0) af
alle polynomier af hgjst n-te grad. ILad der vere givet et poly-
nomium d(t) af graden ¢, 1 ¢ & ¢ n. Mzngden af alle med d(t) de-
lelige polynomier i ﬁn’ altsd alle polynomier af formen q(t)d(t),
hvor o(t) er et polynomium af hejst (n - §)-te grad, er sjensyn-
lig et underrum U' i ﬁn' Polynomierne d(t) = t°d(t), td(%),...,
tn—da(t) danner en basis for det. De frembringer nemlig U' og er
linemrt vafhengige; thi en linearkombination af dem har formen
q(t)d(t', hvor q(t) er et polynomium, og af q(t)d(t) = 0 for alle
t fplgex, at (t) er nulpolynomiet, da d(t) + O for uendelig man-
ge verdier af t. Dimensionen af U' er feglgelig n - § + 1. Desu-
den betragtes underrummet U" = E§_1 bestdende af alle polynomier
af hejst (& - 1)-te grad. Dette har dimensionen §. Nu har U' og
U" kun rulpolynomiet felles, idet hvert fra dette forskelligt po-
lynomiur i U' har mindst graden J. U' og U" danner altsd direkte
sum, og idet dim(U' @ U") = dim U' + dim U" = n + 1 = dim 2, ha-
ves ﬁn = U' @ U", dvs. de to underrum er komplementere. Heraf
sluttes, at hvert polynomium p(t) har en og kun én fremstilling
af formea p(t) = qit)d(t) + r(t), hvor q(t) og r(t) er polynomier,
og graden af r(t) er mindre end graden af d(t). (Division med rest

af p(t) med a(t).)
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v

Normerede vektorrum.

Undertiden er det ¢gnskeligt at kunne tilskrive hver vektor
v i et vektorrum (V,+,L) ower et tallegeme L en "lmngde" ||v|l,
der har lignende egenskaber som en geometrisk vektors sadvanlige
lengde. Man gnsker alts& en funktion v - ||v|| fra V til R, som op-
fylder visse krav. Det har vist sig at vere hensigtsmessigt at
stille de f¢glgence, som @gjensynlig er opfyldt for geometriske
vektorers lengder:

M. vYov =3 4+0 = |lv]] > 0.

V-
N2, yov vero Dl = Nzl
N3. vyu,v oo flu o+ oyl ¢ flali + el

Af N2 sluttes, at

ol = o)l = 0, [l-xll = li(-1)xll = Il

En funktion || || fra V til R med egenskaberne N1, N2, N3
kaldes en norm i (V,+,L), og vektorrummet sammen med en bestemt

norm kaldes et normeret vektorrum. Et s&dant kan betegnes

(VoL 1D

Ved til hvert tal i L at lade svare dets absolutte verdi
f4s en norm i det endimensionale talrum (L,+,L). Dette sdledes
normerede vektorrum betegnes sazdvanligvis kort med L. Det under-
forstis altsd (om forngdent), at L er organiseret som normeret

vektorrum med den absolutte verdi som norm.

Et normeret wektorrum (V,+,L,| [|) bliver til et metrisk rum
ved afstandsdefin: tionen L
ates(mr) < fly < ul.
Ved hjzlp af N1-3 og de anforte konsekvenser fis nemlig for u,vs

w V.
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dist(v,v) = |lx - ¥l = 0,
dist(u,v) = flvx - ull > 0 for u ¢ v,
dist(y,u) = |lu - [l = llx - ull = dist(y,u),
dist(u,w) = lw -yl = |lw - ¥ + ¥ ~ uf

< lw = vl + lly - ull

dist(u,v) + dist(v,w).

Ved den indfg¢rte afstandsfunktion bestemmes en topologi i
V, og man kan tale om kontinuerte afbildninger af det normerede
vektorrum ind i et topologisk (specielt metrisk) rum, f.eks. ind
i R. Normen selv bliver herved en (endda ligelig) kontinuert

funktion fra V til R. Man har nemlig ifglge N3 for u,v € V

lx = ull + flall 2 flzll,  fa=-xl + flwl 2 fulls
altsé
izl = Il
J <l -l = arse(uw),
lall - Izl
altsé
izl - llulll ¢ dist(u,¥).
For hvert positivt tal & er saledes |||y||] - [Julll < €, nar blot

dist(u,v) < €.

Eksempler.

I talrummet (L",+,L) bestdende af alle talszt
X = (X1""’Xn)’ x; € L for i =1,...,n,
vil
HgH1 = |x1| Foeee 4+ |Xn| |
vere en norm; thi N1 og N2 er gjensynlig opfyldt, og at N3 gmlder,

sluttes af

lXi + yil _S_ IXlI + Iyil
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for IR € L, i=1,...,n.
I samme vektorrum er ogsé
”?_C.”°° = max §|X1l!""lxnl}
en norm. At N1 og N2 er opfyldt er ligeledes klart, og at W3 gesl-
der, sluttes af, at man ifelge ovenstiende ulighed for hvert
i=17,...,n har
|x; + 3] € max{[x1|,...,lxnl§ + max{|y1|,...,|yn|}.
En tredie, hyppig anvendt norm i (Ln,+,L) defineres ved
O R A ok
Ogsé& her er det klart, at N1 og N2 er opfyldt. At N3 gmlder, vil
fremgd af et senere, mere alment resultat.
Motiveringen for betegnelsen || ”p’ p=1, 2, o for disse nor--
mer er feolgende: Man kan vise, at
Hzl% = (lX1'p Foeee + lxn]p)1/p
for hvert reelt tal p 2 1 er en norm, den sdkaldte p-norm, i
(1*,+,1), og at “g”p for hvert fast x konvergerer mod [|x||_, ndr
p g4r mod uendelig. For normerne || Hp kaldes N3 Minkowskis ulig-
hed,
I et vilkdrligt n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) kan man ind-
fore normer ved at velge en basis (91""’§n) og for x =
X84 + +.. + x e definere Hg“p, specielt ||x||_, ved ovenstdende ud-
tryk. P4 grund af friheden ved valg af basis findes for hvert p u-
endelig mange p-normer i et givet vektorrum.
Disse begreber finder issr anvendelse pa vektorrum over de

reelle eller de komplekse tals legeme.

Normer, der er analoge med de omtalte kan ogsa defineres i
visse uendelig-dimensionale funktionsrum. Vi vil her betragte vek-

torrummet (6([a,b] » R),+,R) af allec pd et afsluttet interval
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reelle - .
[a,b] ¢ R, a < b, definerede kontinuerte¥ funktioner. (Det folgen-

de gzldar ordret »gsd for (8([a,b] - &),+,8), altsd vektorrummet
bestéende af de pa [a,b] kontinuerte funktioner med komplekse ver-
dier.)

For ¢ € C([a,b] - R) defineres
b
lell, = | lo(t)]at,
- froone,
loll, = ([ :@<t>12dt)2,

lell = supflo(t)| | t € [a,b]].

I stedet for sup Fan der ogsa skrives max, idet den kontinuerte
funktion || har et maximum p& det afsluttede og begransede inter--
val [a,b].

At HgoH1 og |l¢]| ~ er normer, ses som i det endelig-dimensio-
nale tilfelde med benyttelse af

lo(t) + ¢(£)] < Jo(t)] + fg(t)]

for o4 = &(la,b] > R) og t € [a,b]. At ||g|l, opfylder N1 og N2 er
ogsd let at se, og at N3 er gyldig i dette tilfmlde vil fremga af

et senere resultat.

Vektorrum med indr: produkt.

T det geometriske vektorrum (V3,+,R) har man foruden de kom-
positioner, som indgdr i definitionen pd vektorrum, det skalsre
produkt, altsd en komposition fra Ve x Vg til Rf Ogsé dette'bggreb'
generaliseres, Vi skal her kun betragte vektorrum over de reeile
eller dé komplekse tals legeme. Den feolgende definition er formu-
leret for det komplekse tilfelde. Overstregningen af et bogstav,
som stlr for et komplekst tal, betyder overgang til det komplekst

konjugerede tal, Definitionen i det reelle tilfalde er den samme,
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idet ovesrstregningerne dog kan bortfalde.

Vel et indre produkt i et vektorrum (V,+,8) (eller (V,+,R),

for

1<

forstés en komposition fra V x V til & (eller R), (u,v) - u-

hvilken der gzlder:

IP1. va,y P V'u = u'v.

IP2, Vou,v,u ¢ (R + ¥ =u¥+3¥
IP3. Vyu,r vl (Aurv) = Nuv).
IP4, Vvy;: 0 = v-v > 0.

I det reelle tilfzlde, hvor overstregningen i IP1 bortfalder
og R tremder i stecet for O i IP3, er dette velkendte egenskaber
ved geonetriske vektorers skalzre produkt.

Egenskaben IP1 betegnes ofte som Hermitesk symmetri (Ch. Her-

mite, 1822-1901). Ved hjelp af denne fés af IP2 for u,v,w € V
wn+v)= W+ v)¥w=uw+yvy
= WW+ YW =HU+ Y
og af IP3 for u,v € V og u€ C (eller R)
u (uv) = wy)u = ulv-u) = ulv-u) = p(u-v).
Af dette med u O, v=0o0g IPZ med N\ = 0, u = 0 sluttes
u=0 v z=Q = wv=0.

I et vektorrum (V,+,8) (eller (V,+,R)) med indre produkt de-

fineres en norm ved

lxll = (x-x)?

Egenskaben N1 ved en norm er sikret gennem IP4, og da
1 - 1
el = OxawE = Gew? = A (ex)? = [zl
er N2 opfyldt.

Ved beviset for N3 benyttes en generalisation af Cauchy-Schwarz'

ulighed:
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N
l\)l-'-

lu-v| < ( (v-¥)Z.

VY o uty ‘u)

IS

For u*v = 0 er den sjensynlig rigtig. Det kan hereftér antages,
at u'v + 0, 8 at u+ 0 og v £ 0. For A,u € U gelder

(N = px)s Oa - pw) |

= NQ'U - MUY - NEZ'U Py

= Nuru - 2Re(RWiu-v) + ppy-y > 0

med betegnelgsen Re for reel del, idet

1 1
Settes her N = (v-y)%|u'v|/(uv) ogu = (u-u)?, fas, da u er reel,
1 1
(

(wu(y-x) - 2(uuP (voxPluyl + (wulyxx) > o0,

ml-h

hvoraf den enskede ulighed fremgdr ved division med (u: u) (vev) 2,
Vi bemzrker, at lighedstegnet i uligheden gzlder, hvis og

kun hvis u og v er lineert afhsngige. Ved indssttelse af f.eks.

u = pv 1 ulighedens to sider fas nemlig samme resultat, og ud fra

lighedstegnets gyldighed sluttes i tilfsldet u'v = 0, at u = O el-

ler v = 0, 1 tilfeldet u-v + 0, at N\u - pv = 0 med de ovenfor an-

forte verdier for N ogu.

N}

At N3 gmlder for ||v|| = (v*v)?, afleses nu af

e + ¥l = (u+ x)(u+ z) = u'u + 2Re(u'y) + ¥'¥
<uw+ 2wyl +xy
<uu+ 2(u uP (voy)E +
(P v D) = (gl + .

Det sidste af tegnene ¢ star for =, netop ndr u og v er.li-
nexert afhsngige. Er v + 0 og u = vv, fas som betingelse for, atbgsé
det feorste < kan erstattes med =, at Re v = v, dvs. at v er re-
el og ikke negativ.

Lighedstegn i N3, altsd i

la + xl < Ml + (i,

gelder derfor her, hvis og kun hvis en af vektorerne u og v frem-—
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gar af den anden ved multiplikation med et reelt tal v > O,

Eksempler.
Dct ses umiddelbart, at der ved

§°X:X1§-4]+°"' -I‘X:);

1

defineres et indre produkt i det komplekse talrum (C,+,C) og og-

s& 1 det reelle 1alrum (Rn,+,R), hvor overstregningerne dog er o-
verflscige. Den til dette indre produkt hgrende norm |[x[| = (5.3)%
stemme:r overens rned der ovenfor (side III, 1, 32) indfgrte funk-
tion ﬂyH2, og derne er altsd en norm, som pastaet., De to talrum
med dctte indre produkt betegnes 12(n,C) og 12(n,R)°

Der kan ogs& defineres andre indre produkter i de to talrum,
f.eks. ved for feste positive tal Yyseros¥y at satte

BeL o= vqEg ¥y boees by XY

I 2t vilkadrligt vektorrum (V,+,C) eller (V,+,R) af endclig
dimension n kan d=fineres et indre produkt ved at valge en basis
og for vektorer u og v med koordinatsattene (u1,~*.,u ) og
(v1,m=0,vn) med hensyn til denne at sotte f.eke.

u.v = u Vo F een UV .
= 171 nn

Valger nan 1 det zeometriske vektorrum en basis bestéende af tre

parvi: vinizelrett: enhedsvektorer, fas p& denne médelto vektorers

skalarprodukt, de

1 Tglgerummet (CN,+,C) cller (RN,+,R) er mangden af fglger

X = (11,X2F,6,), Tor hvilke den uendelige rakke

|K1]‘ + |X2| e -
er ko:sv:irgent, et underrun lZ(C)’ henholdsvis 12(R)h Af konver-
genser. af rekkérn: 2|X1i2 og zlyi!2 fglger nemlig konvergensen af
|2, idet der for vilkarlige komnlckse tal x og y g&lder

2 2 2 2 2
|7 + [vl” = (x| = 1y1)” ¢ Ix]

py IXi 1T

)

=1 e
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og folzelig

) 2 2 o 2
|x + yi |x]= + |y|™ + 2|xy| < 2(]x]|° + |y]7).

[VaN

Af den fgrste af disse uligheder sluttes endvidere, at raekken
Exﬁii 2r asbsolut konvergent. Smttes

Xy = x1§1 + x2§2 + e
for vectorer x = (x1,x2,.o,) og y = (y1,y2,...).tilh¢rende 12(6)
eller lZ(P), f&s et indre produkt i 12(6) eller 12(R). (Disse to
vektor>um er eks:mpler pa Hilbert rum, hvorved forstas fuldsten-
dige u3ndelig-dinensionale vektorrum med indre produkt over de

kompleizse eller de reelle tals legeme.)

I funktionsrummet (E([a,b] - &),+,0) eller (&([a,b] » R),+,R)
bestaende af de pa et afsluttet interval [a,b] ¢ R definerede og
kontinuerte funktioner med henholdsvis komplekse eller reelle

vardier defineres ved

.
0y = /aw(t)ET?7d¢,

hvor ¢,y € C([a,b] » C) eller ¢,¢ € C([a,b] » R), et indre pro-
aukt. De betragtede vektorrum med dette indre produkt betegnes

kort @2([a,b] - ) og @2([a,b] - R).

I det fglgende betragties et vilkarligt komplekst eller reelt
vektorrum med et indre produkt. Det betegnes med (V,+,L,.), hvor

altsd L = ¢ eller L = R. Den ved det indre produkt bestemte norm

betegnes ||

En vektor v € V, for hvilken |jv|| = 1, kaldes en normeret

vektor eller enhedsvektor. Hver vektor v # O kan '"normeres" pé
netop én made ved multiplikation med et positivt reelt tal, nem-

lig 1/[lxll+

in vektor u siges at vore ortogonal (i det komplekse til-
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fzlde ogsd uniter-ortogonal) til en vektor v, hvis

WUeV = Oo

S

Da v.u = u-v o0g u.v er samtidig O eller ikke O, er ortogonali-
tet en symmetrisk relation i V. Nulvektoren O er ortogonal til
hver vektor i1 V, og den er den eneste vektor, der er crtogonal
til sig selv. I stedet for u.v = O skrives ogsé

ul v.
(I det geometriske vektorrum med skalarproduktet som indre pro-

dukt er u | v for u ¢ 0 og v + O ensbetydende med, at vektorerne

u og v er vinkelrette pa hinanden.)

For hvilkesomhelst vektorer u,v i et vektorrum med indre

produkt gzlder "Pythagoras' satning":

2 2 2
uly = ull” + Izl = llu+ zl -
Dette sluttes af
H£+ﬂ2=@+w42+w=2&+rz+wz+rg

Il + Jxlf® + uw +

<

1
e
i<

(Heraf ses tillige, at i reelle vektorrum gszlder ogsd den omvend-

te s@tning.) Ved induktion fas, at der for parvis ortogonale vek-

torer 31,...,gpfi et vektorrum med indre produkt gmlder

2 2 e
| —
I 7L R PRI W[

To delmangder M og N af V siges at viare ortogonale, og man
skriver
M | N,

hvis Vil VLt u 1l .

Er M # ¢ en delmengde af V, vil m@&ngden

W={z€Vlwﬂ=zlm

af vektorer, som hver er ortogonal til samtlige vektorer i N,

~——




vare et underrum af V; thi af

VME H E-E =0 A V-Vl =0
sluttes ved hjelp af IP2-3, at

Vihop Voo (N + py)ew = 0.
Ml kaldes fdet maximale til M ortogonale underrum. Man har speci-

et {0}t = v og ¥ = {0].
Det maximale til wl ortogonale underrum M‘LL indeholder M og
dermed det af M frembragte underrum V(M). Der gzlder altsa
V(i) ¢ M
specielt for et underrum U af' Vv
U c vk,
Har vektorrummet endelig dimension, gmlder lighedstegnet for hvert
underrum, hvilket bevises nedenfor. I uendelig-dimensionale vek-

torrum behgver dette ikke at vere tilfseldet (jfr. ev.50)

Fra O forgkellige, parvis ortogonale vektorer Uysoeesldy, iet

vektorrum med indre produkt er linemrt uafhesngige; thi af

® 8 o LI B :O
x1g1 + + %pgp + + %PET
fas for hvert p = 1,...,r ved indre multiplikation med gp
Au-u = 0,
p=p =P
altsd N = 0, da u 0.
p ’ b, + 0
Bn indiceret mangde (EL), . € J, af vektorer i et vektorrum

med indre produkt siges at vare et ortonormeret eller ortonormalt

system, hvis alle dens vektorer er normerede og hvilkesomhelst to
af dem, svarende til forskellige indices, er ortogonale, altsi hvis

1 fOI’{,:K.'

VJL;K U eu = {
0 for  # K

Idet et ortonormalt system er linezrt uafhzngigt, cer det en basis,

dersom det frembringer hele vektorrummet. Det kaldes da en orto-
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normeret eller ortonormal basis.

Ved undersggelse af vektorrum med indre produkt er det ofte
fordelagtigt at benytte ortonormale baser (i det geometriske vek-
torrum smdvanlige retvinklede koordinater). Hvert endelig-dimen-—
sionalt (men ikke hvert uendelig-dimensionalt) vcktorrum med in-
dre produkt har ortonormale baser, hvilket vil fremgd af den fgl-

gende ortonormaliseringssatning (J.P. Gram, 1879, E. Schmidt,

1907) ¢

Lad der i et vektorrum med indre produkt vare givet ¢t en-

deligt eller numerabelt, linesrt uafhongigt vektorsat (XL)’ L € Jy

hvor J = {1,...,p} eller J = N. Da findes et ortonormalt szt

(gb), L € J, sdledes at szttene (z1,...,zp) og (31,...,Ep) for

hvert p € J frembringer det samme underrum.

Bevis: Med Up’ p € J, betegnes det af (31,...,zp) frembrag-
te underrum. Antag, at vi for et r € J har et ortonormalt sat
(21,...,gr), der frembringer Ur' Under forudsztning af at
r+ 1€ J, vil vi s¢gge at udvide til et ortonormalt szt

(91""’Er’2r+1)’ der frembringer Ur . Vektoren Y kan ikke

+1

er linemrt uafhzngige. Heraf slut-
frem—

er linemrt uvafhzngige og f¢1geligbringerUH

tilhgre U, idet AP ERRE NS S

te at u U 4V
es, at =12ty

idet dette underrum har dimensionen r+1. Her kan nu Vi erstat-

tes med en vilkarlig vektor W, af formen

+1
Bppq = Tppq T MBp T oo T AL,
med koefficienter ny,e«.. N, fra L, idet Y.,q 6T €1 linearkombina-

tion af 31,..,,Br,yr+1n Vi s¢ger sédanne koefficienter %1""’%r’
at L bliver ortogonal til Yyseerrld o Dette vil vere tilfeldet,

hvis(og kun hvis) der for p = 1,...,r gzlder

u v

Wppq By = YppqmZp T8, = 0



Mat. 1, 1962-63 AG III, 1, W1

altsa

7\‘lo = _Er+1'2p'
Da u1,...,ur, vr y er lincert uafhengige, er den sidledcs bestem—

te vektor w.., + 0 og kan normeres. Szttes Upq = r+1/”wr+1”’

) vere et ortonormalt szt, som frembringer U o

vil (21’°"’Er+1

Idet v, + 0, vil smttet bestéende af u

r+1

4 = X1/HV1” vare or-

4 Bestemmes nu successivt u,5u

p& den ovenfor angivne made: u

tonormalt og frembringe U z7 00

o ved normering af

¥, = 12 - <_.f"P:.1 )21

dernaest u3 ved normering ar

EB = 13 (v3 u,]) 1 (V3 u2) 2?
osv., fas et ortonormalt sat (ub), t € J, med den ¢gnskede egen-
skab, (31,..,,Ep) frembringer Up for hvert p € J. Metoden kal-

des Gram-Schmidts ortonormalisering.

Er det givne vektorsat (11{y2,...) en basis for det betrag-

tede vektorrum, vil ogsa (u1,u ) vere en basis. Man har alt-

2,.00

o

sa il

Hvert vektorrum med indre produkt, som har endelig dimensi-

on eller en numerabel basis, har ortonormalec baser.

I det fplgende betragtes et vektorrum (V,+,C,.) eller

(v,+,R,.) med indre produkt og den endeclige dimension n.

For hvert underrum U af V gslder

Ue U- = V.

Bevis: Det er klart, at U n Ut - {0}, altsd nt summen
U+ UL er direkte, idet O er den eneste vektor, der er ortogonal

til sig selv. Der galder fglgelig

aim(U ® Ut) L

= dim U + dim U < ne
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Settes dim U = p, er det altsa tilstrmkkeligt at vise, at

dim U'L >n - p. En basis (g1,...,§p) for U suppleres med vekto-

rer §p+1""’§n til en basis (21,...,§n) for V, og denne ortonor«
maliseres. Derved fas en ortonormal basis (£1,...,§n) for V, hvor
(21"’7’£p) frembringer U. De n - p vektorer £p+1”""£n t11h¢_

rer Ui, idet hver af dem er ortogonal til vek torerne £1""’£p
og dermed til det af disse frembragte underrum U. Da U‘L sadledes

indeholder n ~ p linezmrt uarfhangige vektorer, er dim U‘L > n - D,

som pastiet.

Vi bemerker, at Ul er det eneste underrum, som er bade orto-
genalt til U og komplementart til U. Ul kaldes derfor det ortogo-

nale komplement til U.

For vilkarlige underrum U og U' af et vektorrum V med indre

produkt (gerne af uendelig dimension) gzlder nemlig

(*) ULU A U+U' =V o U =vut

H

thi af U L U' fglger U' ¢ Ui, og skrives en vektor v € ut p& for-
men v =u +u', u€ U, u'e U', haves dels v - u' = u, dels
v -u' L u, fplgelig v - u' = Q0 og dermed v = u'e U', hvilket vi-
ser,Ul c U'. - B |

(Ogs& nir V har uendelig dimension, siges et underrum U' at

vere ortogonalt komplement til et underrum U, hvis U 1 U' og

U+ U' = V. Ifglge (¥) kan et underrum U ikke have andre ortogo-
nale komplementer end Ui. Nar dim V = «, kan det imidlertid fore-
komme, at et underrum slet ikke har noget ortogonalt komplement,

jfr. gvelse 50.)

Det er nu klart, at vi for hvert underrum U af et endelig --

dimensionalt velktorrum med indre produkt har

u o= uH,

thi U er jo ortogonalt og komplementaert til UL,
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Lad der vere givet et underrum U af det n-dimensionale vek-
torrum V med indr= produkt. Hver vektor v € V har da en og kun
én fremstilling af formen

v-=y' +3y", yeu o

Vektoren v', altsi projektionen af v pa& U langs Ul, kaldes orto-

gonalprojektionen af v pd U. Den kan ogs& karakteriseres som den

vektor u € U, hvis afstand fra v er mindst:

lv - x'll = min [y - u
ucy

For hver vektor u € U er nemlig v - v' L v' - u€ U, fglgelig

Iy = ul® = flx - v' + 3" - ul®
= llx - ' UF et - wl® oy e - el
hvor lighedstegnet g®lder, hvis og kun hvis u = v'.
Af_.v.-___vl +z” O5 Z'J_y_” fés
2 2 2
lell® = (lx' 1™ + fx"l
og dermed
el < llwlls
hvor lighedstegnet gezlder, hvis og kun hvis v" = 0, alts&d v € U.

Kender man en ortonormal basis (91,...,§ ) for U, kan man
Y

finde ortogonalprojektionen

t
vh= gy e v e

aff v ved at bestemme A ,n.o,%p sadledes, at v - v' bliver ortogo-

1
nal til 91""’§p' Ligningerne

(2_7\121 T eoe _%g_o)'_e‘_i:O, i:1,-oo,p,
er opfyldte, hvis og kun hvis %i = V-gyy hvilket giver

L . n e o . )
v' o= (vegley t v (zgyle,

For Hy_'”2 finder man



1Y
(X.gi) -Y- —J —-l —J z v * e e
1:

Uligheden-{|v"}}-< lv|| giver-nu Bessels ulighed (efter F.W. Bescel,

It
c L~ -

i,

der 1828 beviste den tilsvarende ulighed for et specielt funktions
rum) :
For hvert ortonormalt sat <§1""’§p) og hver vektor v i et

endelig-dimensionalt vektorrum med indre produkt gelder

% < wlf

\2 LI + Ve
vogq 1 v,

Lighedstegnet galder, hvis og kun hvis v tilhgrer det af
(e1,..,,e ) frembragte underrum U, specielt for hver vektor vV,

hvis U = V. I dette tilfzlde f&s Parsevals ligning (efter M.A.

Parseval, der i 1806 beviste en analog ligning for et specielt

funk tionsrum) :

. For hver ortonormal basis (91,...,§n) og hver vektor v i et
n-dimensionalt vektorrum—med indre produkt gzlder

2 , 2
| L

|x-gy

Idet her v' = v, er
v o= (K'21>91 + oees + (vee de ,
dvs. de indre prolukter vy = ¥eg; er koordinaterne for v med hen-
syn til den ortonormale basis. Parsevals ligning er altsd ikke
andet end en generalisalion
e A T A b
af det geometriske vektorrums '"afstandsformel''. Ogsa skalarpro-
duktefs udtryk i sadvanlige retvinklede koordinater kan genera-

liseres:

For vektorer u og v i et n-dimensionalt vektorrum med indre

produkt haves
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hvor (u1,...,un) og (v1,...,vn) er koordinatszttene for u og ¥

med hensyn til en ortonormal basis (e1,,..,en).
Dette fremgir af f@lgende regning:

E.E =

F/J
Fo

1]
T Ms
Z?
.
l
.
i {]
s
[
|,_|.
<1
.
i
[}
!
[}
|
gl
[
[}
< |
|..l

I reelle vektorrum med indre produkt defineres en vinkel v,
0 ¢V ¢ 7, mellem to vektorer u + 0 og v 4 0 ved

uy

IR ivATi
hvilket er muligt pad grund af Cauchy-Schwarz' ulighed. Vinkler-

o = Arccos

ne J; mellem en vektor v + 0 og vektorerne g4ri=1,0000ym, i

en ortonormal basis kaldes vektorens retningsvinkler med hensyn

til denne basis. Vektorens koordinater \ kan da skrives
Vi=“y.” COS 0i, i=1,...,ﬂ,
og "afstandsformlea" giver relationen
2 2 _
COJ‘§1 + e, + COS Uh =1

mellem vektorens "retningscosinusser",

Endz2lig-dimensionale reelle vektorrum med indre produkt kal-

des ofte euklidiske rum, for komplekse bruges navnet unitsre rum,




ad?
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¢velser til kap. III, & 1.

Vis, at VR10 ikke fglger af de ¢gvrige krav, der er stillet
til et vektorrum. (F.eks. kan man for geometriske vektorer
i planen erstatte det s®@dvanlige produkt Av af et reelt tal

A og en vektor v med dettes projektion pa& en fast linie.)

Undersgg hvilke af fglgende delmazngder af F(C - &), der er
underrum i (F(C 5 &),+,0):

Mzngden af alle polynomier med komplekse koefficienter, meng-
den af alle polynomier af en given grad m > 0, mangden af al-
le polynomier af hgjst m-te grad (herunder nulpolynomiet).
Mengden af alle funktioner £:0 - &, der opfylder betingel-

sen jf(i) = f(-i), henholdsvis Vaz f(z) = £F(1-z).

Undersgg, om de monotone (dvs. de aldrig aftagende og de al-
drig voksende) funktioner defineret pd et interval I udggr

et underrum i (#(I - R),+,R).

Vektorerne (1,0,0,0,404), (0,1,0,0,404), (0,0,1,05000)y ous
frembringer et underrum i rummet (RN;+,R) af alle reelle tal-
fglger. Hvorledes kan det ses p& en talfglge, om den tilhgrer

dette underrum?

Undersdgg, om vektorerne i de fglgende vektorset tilhgrende
de angivne vektorrum er lineart afhengige, og fremstil i be-~
kraftende fald en af dem som en linearkombination af de ¢@v-
rige:

a) (-1,1), (2,2), (0,3) i (8%,+,R).

b) (i,1), (1+1,0), (0,1-1) 1 (&°,+,0).

¢) (1,1,1), (0,2,2), (0,1,3) i (B2,+,R).
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10.

1.

a)  (1,0,1,0)s (0,1,0,1), (1,=1,1,=1), (0,0,1,1) 1 (&, +,R)

For hvilke tal t er
a) vektorerne (1,t) og (t,1) i (RZ +,R),
b) vektorerne (1,t,0), (t,0,1) og (0,1,t) i (R3,+ R),

~¢) de samme vektorer i (03,+ &)

lineasrt afhangige ?

Angiv en betingelse, som tallene aij’ 121,000y, J=1y00ey
n, i ¢ j, opfylder, hvis og kun hvis vektorerne
(3-11’ O, 0, ees, O)r

(a12, 8oy Oy sve ; O ),

ore ; a__)

> & nn

(a1n’ 8on 3n’

i vektorrummet (L",+,L) er linemrt uafhsngige.

Vis, at hvis vektorerne 21’K2""’ZP i et vektorrum (V,+,L)
er linesrt uafhengige, vil ogsé& vektorerne vy + agz, Voseess

Zp’ hvor a betegner et tal fra L, vere linezrt uafhsngi-

ge.

Gmlder det, at nidr tre vektorer u, v, w i et vektorrum er li-
nezrt uafhsngige, vil ogsd vektorerne v + w, w + u, u + v va-

-

re lineart uafhmnéige? Gelder det omvendte?

Vis, at to vektorer (X1,X2> og (y1,y2) i (L2,+,L) er lineart

afhesngige, hvis og kun hvis X4 ¥p = X5¥y = O.

For ethvert positivt reelt tal a betragtes funktionen bestemt
ved t » a® for t € R. Vis, at denne mengde af funktioner til-

hgrende vektorrummet (R ~ R),+,R)-er_linesrt uafhsngig.
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12, Angiv rangen og alle maximalsat for mengden

.15.

14,

15.

16.

17.

18.

((1,1), (1,=1), (=1,1), (=1,=1)} af vektorer i (R2,+',r‘e).

Bestem rangen af mengden }(-2,4,0), (0,3.1), (2,=1,1)} af
vektorer i (R3,+,R), og angiv et maximals®t. Undersgg, om

det af disse vektorer frembragte underrum indeholder vekto-

rerne (1,0,0) og (2,2,2).

For hvert reelt tal ¢ og hvert reelt tal a > O bestemmes en

funktion ved t - a cos(t - 0f 1. t€ R. Vis, at mengden
af sddanne funktioner er et 'underrum i F(R - R,+,R), eg an-
giv eﬁﬁbasis for dette ungerrum.

Bestem dimensionsn at' det underrum i F(R - R,+,R), som frem- '
bringes af funktiongrhe

t > 1. obs t, sin é, cos2t, cos t sin t, sin°t for ﬁ € R,
0g angiv en basis fbr det.

Angiv en basis for (Ru,+,R), som indeholder vektorerne

(3:091 ’2) ocg ("‘?.:2;09_1 ) .

\
Bestem dimensio#en af vektorrummet (&7,+,R) og angiv en basis

for det. (Betra%t forst tilfsldet n = 1.)
\

Vis, at vektorruﬁmet (R,+,8) har uendelig dimension. (Benyt,.
at mengden § af rationale tal er numerabel, eller denne op-
gaves sidste resultée\)

Hvad betyder det for &gt reelle tal a, at 1 og a er lineart
\

uafhengige i dette vektorrum?

Vis, at 1, V2, V3 er liné§:t uafhangige i (R,+,Q).

Vis, at log p1,...,1og pn,\nvor PyseessD, €T indbyrdes for-

skellige primtal, er linesrt uwafhsngige i (R,+,d). (Bemerk,
|

\
\
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at hvis vektorer i et vektorrum over { er linezrt afhzngige,
bestdr der en egentlig line@r relation med heltallige koef-

ficienter mellem dem.)

o %

19. En reel funktion f defineret p& intervallet I =

fxe€ R | 0 < x ¢ 1] kaldes stykk-vis linear, hvis der findes

- =

en inddeling af I, 0 = ¢t < t1 < eae < tn = 1, og polynomier
aiX + bi af h¢jSt 10 grad,i = 1’2,-00 n’ hVOI’

aiti + bi = a t. + D i=1,e0e,n-1,

i+1 71 i+’
siledes at

f(X.) = aiX + bi fOI‘ ti—1 :-<_ X g t 1 = 1,..0,11'

i7
Vis, at mzngden ﬁsl = ﬁsl(l > R) af stykkevis linesre funk-
tioner defineret pid I er et underrum i vektorrummet (I - R,+,R)

af alle reelle. funktioner pa I.

For hvert t, 0 < t < 1, er funktionen o hvor

0 for O
g, (x) = {
X -t for +

en stykkevis linesr funktion pa I. Vis, at disse funktioner

A

x < t,

X 1,

A
A

g, 0 ¢ t <1, sammen med den konstante funktion 8 = 1 dan-
ner en basis for ﬁsl' (Benyt ved pavisningen af, at hver funk-
tion f tilherende Fsl kan skrives som linearkombination af en-

delig mange af funktionerne 8 0 ¢t 1, induktion efter an~

tallet af knsk for f.)

For hvert t, 0 ¢ t < 1, er funktionen ht’ hvor

hy(x) = |x - t] forog¢x¢H,

ligeledes en stykkevis linesmr funktion pd I. Vis (under benyt
telse af det allerede fundne) at ogsd funktionerne ht’
0< t ¢ 1, danner en basis for ﬁsl' (Med andre ord vil da ve-

re vist, at enhver stykkevis linesr funktion f p& [0,71 ] har en
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og kun én fremstilling
£(x) = c lx =t | + c1|x -t +cn|x -t
for 0 ¢ x ¢ 1,

hvor O = to < t1 < aen <tn.= 1, og CpaenesCy_y alle er for-

skellige fra 0.)

20. Bestem polynomiet g af hg¢jst tredie grad siledes, at g(-1) ==

3, g(0) =1, g(2) = -1 og g(k4) = 2.

o4¥ Bevis ved hjelp af Lagranges interpolationsformel, at der for

vilkarlige, indbyrdes forskellige komplekse tal to’t1”°°’tn

og de angivne hele tal m gezlder

2 g O for O {mg¢n~-1
Loy < o
£t ) 1 for m = n,
u=0 [
hvor

fu(t) = (t =) oo (b - ?u_1)(t - tﬂ+1) eos (t - tn).

22% Der antages givet et naturligt tal n, naturlige tal
M gMyyenesy sdledes at
m+m + s + I =n+1,
o} 1 r
samt r + 1 indbyrdes forskellige komplekse tal to’t1""’tr°
Polynomiet |
mo m1 mr
£(t) = (t - to) (t - t1) eeo(t = tr)
er da af graden n + 1. Med fpu’ p =0y1,0eeyr, u = 1,2,...,mp,
betegneGHdet"polynomiﬂmTAMmLibrmi.*\tp, p = 0,100a,r, er
bestemt ved
£o(t) = £(t) (¢t - t ) 7H.
Pl ( ( P

Disse n + 1 polynomier er alle af hgjst n-te grad.

Vis, at de danner en basis for ﬁn(C » C). (Benyt f.eks., at
hvis et tal er m-dobbelt rod i et polynomium, vil .det vare

(m-1)-dobbelt rod i polynomiets afledede.)
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Slut heraf, at hver brudden ratienal funktion g/f, hvor g
er et polynomium af hgjst n-te grad, har en og kun én de~-

komposition af formen

r m
% = Z i aou (¥ = 507

p=0 p=1

.,

hvor a € C.
ou

Bevis, at der for givne komplekse tal bpu’ p=0,1,e00,r,
U = 1,2,...,mp, findes netop ét polynomium g af hgjst n-te

grad, for hvilket

m =y
D P g(tp)=b )

pu
(for hvilket altsad vardien og de my - 1 fgrste afledede i

hvert tp er foreskrevet). Betragt specielt tilfsldet r = O,

m, =n + 1 (Taylors formel for polynomier).

23. I vektorrummet (V3,+,R) af de.geometriske vektorer er givet

b,c,d,e er parallelle med samme plan, at a ikke er parallel
med denne plan, at b # ¢, og at d og ¢ er indbyrdes vinkel-
rette enhedsvektorer. Alle vektorer tmnkes afsat fra samme

punkt. Giv geometriske beskrivelser af fglgende delmengder

at V3=
M, = {Na | N € R,
M, = fub | u e [0,0[},
Mp = fve | ve [0,1]],
M) = {pd + o | p° + o < 11,
My + My, My o+ My, My o+ My o+ Mgy My o+ M), My + Mg + My, M)+ 0 .

2. Lad M,M',M" vmre delmsngder af et vektorrum. Mazngderne

M (M'" + M') og (M n M) + (M n M") stemmer almindeligvis
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ikke overens. Vis dette ved angivelse af et cksempel, og
undersgg, om en inklusion mellem de to mengder er almengyl-

dig.

25. Idet U, U' og U" betegner endelig-dimensionale underrum af
et vektorrum, skal man vise

Ul¢ UM AUNU'=TnU"AU+TU'=T+ 0" = U'=U",

26. Hvilke direkte summer kan der dannes af underrummenc

U = V(<1:1’1:1)):

Uu' = V((OJ1’O,_1)’(1)2}1$O)))

u" = V((_1 9051:0):(1’1’090))
N

i talrummet (L ',+,L)?

27. En funktion f:R - R kaldes lige, hvis
vpt ¢ £(-t) = £(t),
og ulige, hvis
Vit e f(-t) = =£(t).
Vis, at m&ngden af lige funktioner og mengden af ulige
funktioner er underrum i (¥(RsR),+,R), og at de er komple-

mentere.

28. Angiv en basis for et komplementart underrum U" til under-
rummet U' = V((3,-2,1)) i (L3,+,L). Find derefter projek-
tionen af vektoren (2,2,2) pd U' langs med det fundne under-

rum U",

29. Vis, at et fra {0} og V forskelligt underrum i et endelig-
dimensionalt vektorrum (V,+,L) altid har uendelig mange

komplementare.

(1) (r) ¢

30. Vis, at for endelig-dimensionale underrum U gressU
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31.

30%

et vektorrum er

N

aim(ulh « L.« U<P)) < dim o) & ... 1 dim U(P),

samt at lighedstegnet gzzlder, hvis og kun hvis summen af
U(1),...,U(p) er direkte. (Vzlg en basis i hvert af under—

(1) U(P)‘)

rummnene U ooy

Vis, at summen U + U' + U" af tre underrum af et vektor:-
rum ¢r direkte, hvis og kun hvis

Un(U'+U") =U0" n(U+U") =U0"n (U+1U") = {0},

Lad U varc et underrum i ¢t vektorrum (V,+,L). In vektor

v' € V siges at vere kongruent modulo U med en vektor v € V,
hvis v' - v € U, og man skriver da yv' = v (mod U). Vis,

at den herved definerede relation i V er en @kvivalensre-
lation, som harmonerer med vektorrummets kompositionsfor-

skrifter, dvs.

- L ! -
VIEVy A Vo2V, = VY, h Y, =V, oV,
= v = AV' = Av.

Definer kompositionsforskrifter i mzngden V/U af zkviva-

lensklasser, s&ledes at dette "kvotientrum'" bliver et vek-

torrum (V/U,+,L). (Jfr. .G II, &1.)

Giv en gecometrisk beskrivelse af relationen, @kvivalens-
klasserne og kompositionsforskrifterne for dissec 1 det til-
felde, hvor U er et endimcnsionalt underrum i vektorrummet
(V2,+,R) af geometriskc vektorer i en plan. (..lle vektorer
tankes afsat fra samme punkt.) .ngiv en isomorfi mellem
(VZ/U,+,R) og et vilkarligt til U komplementort underrum

af (V2,+,R).

Idet U og U' er komplement@re underrum i et vektorrum (V,+,L)

skal man angive en isomorfi mellem U' og kvotientrummet

(V/U;+,L). (S¢ gvelse 32.)
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34. Beskriv "enhedskuglerne' {x | Hz”p: 1} for p = 1,2, i tal-

rummene (R2,+,R) 0g (?3,+,R). el

35. Vis, at den 1 (R%,+,R) ved
1 1.0
(x,0%5) = (xg 1%+ 1)

definerede funktion ikke er en norm.
36. Bestem samtlige normer i det endimensionale talrum (L,+,L).

37. I det todimensionale talrum (Q2,+,Q) over de rationale tals
legeme defineres en norm ved
2 2 L
”(Xlexz)” = (X»] + X5 )% .
Angiv et endimensionalt underrum, som ikke indeholder nogen

vektor med norm 1.

38. Vis, at der for hver vektor (X1”"’Xn) i talrummet (R™,+,R)
gelder

Izl Il »

1VaN

lizllo
< Izl
“Undersgg, hvilke lignende uligheder der gzlder mellem nor-—

merne |lpll,; lipll, og lloll | 1 vektorrummet (C(la,b] > R),+,R).

A\

1
n= [l -

[7aN
72N

)
7 ||,

39. Vis, at der ved

ol = eup o)1+ ow Ipp(t)]
tela,b tel[a,b]

for ¢ € 61([a,b] - R) defineres en norm i vektorrummet
(@1([a,b]'e R),+,R) bestlende af de pa intervallet [a,b]

definerede_.cg kontinuert differentiable reelle funktioner.

LO. Vis, at for to lineart afhazngige vektorer u og v i et nor-
meret vcecktorrum gmzlder lighedstegnet i N3, altsd i
I+ x|l ¢ llull + fizll,

da og kun da, hvis en af vektorerne fremgir af den anden---
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L.

L2,

L.

ved multiplikation med et reelt tal v 2 0.
Giv et eksempel pa, at lighedstegn.i N3 kan indtreffe for 1li-
nezrt uafhzngige vektorer u og v. (Benyt normen || ||1 i

(R%,+,R).)

Undersg¢gg, om der i (R2,+,P) defineres et indre produkt ved,

at man til (x,y), hvor x = (x1,x2) og ¥y = (y1,y2), lader sva-

re

(1) S BV P RV

(2) XyVg * XV + X0y T Xp¥os
(3) 2X4 Yy T Ky, T XYy T 2Kp¥,.

Vis, at der for vilkérlige vektorer u og v i et reelt vek-

torrum med indre produkt gzlder

ulyv e u+gyl=lu-yl-
Hvilken elementargeometrisk satning udtrykkes herved 1 det
tilfelde, hvor u og v er lineart uafhazngige geometriske vek-—

torer ?

Vis, at der for vilkérlige vektorer u og v i et komplekst
vektorrum med indre- produkt gzlder

2 2
INall™ + flexll™.

Ly e Vphop ot [uet uxll®

Vis, at der for vilkirlige vektorer u og v i et vektorrum-
med indre produktrgmider '

e + 2l + o - wll® = 2iul® + 2l
Hvilken elementergeometrisk satning udtrykkes herved i det
tilfelde, hvor u og v er linezrt uafhangige vektorer i vek-
torrummet (V3,+,R,-) af geometriske vektorer med skalarpro-
duktet som indre produkt?

Vis, at ingen af normerne || ||, og || || i (R2,+,R) udspringer

af et indre produkt. . T
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51,

52.

53,

1
/ o(t)dt = 0,
0

som ortogonalt komplement i @2( b,1]-ﬁ R) har underrummet
af de pd intervallet [0,1] konstante reelle funktioner.

Mzngden af funktioner ¢y € &([-1,1] - k), for hvilke

/ 1(//(t)dt = 0,

er et underrum U af @2([—1,1]_9 R). vVis, at UL = {01, og

begrund herved, at U ikke har noget ortogonalt komplement.

Mengden af lige funktioner tilherende @([-1,1] - R) er et
underrum U af @2([-1,ﬂ - R). Vis, at U har et ortogonalt

komplement, og angiv dette,

Vis, at der for hvilkesomhelst underrum U1 og U2 af et vek-

torrum ned indre produkt gmlder

TR R |
(U, + U,) ==U7 nUL
Undersog, om ogsd ligningen
S R |
(U1rw U2) = Uy + U5

er almengyldig, nir vektorrummet er endelig-dimensionalt,

* og ndr det er uendelig~dimensionalt (jfr. ev. 50 og 51).

Vis, at funktionerne

1, cos t, sin t, cos 2%, sin 2t, ...., t € [ﬁT,W],
er parvis ortogonale i 62([—W3WJ - R) sdvel som i
@2([~W,W] 5 8), og dan ved normering af funktionerne et or-
tonormalsystemn.
Vis, at man ved normering af funktionerne

ceey e—izt, e—it, 1, eit, ei2t, e te [-m,ml,

ligeledes fAr et ortonormalsystem i 62([—ﬂ;ﬂﬂ -0). PFrem~

bringer dette samme underrum som det forrige?
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54.

t 23

55.

I vektorrummet (P([-1,1] - R),+,R) bestdende af de reelle
polynomiers restriktioner til intervallet [-1,1] defineres

et indre produkt ved

1
peq = / p(t)g(t)at.
-1

Find ved ortonormalisering en ortonormal basis for det af
1, t, t2 udspzndte underrum bestdende af polynomierne af

hejst anden grad.

'Vis, at funktionerne

1
@n(t) (n+ %)% Pn(t), n=20,1,2,...,

hvor

P_(t) = (2Mn1)™1 DR(42 = )2

er de sékaldte Legendre-polynomier, danner en ortonormal ba-

sis for det betragtede vektorrum. (Begynd med at vise, at
Pn(t) er ortogonal til alle polynomier af hejst (n~1)-te

grad.)

td

Der er givet en reel funktion w(t), som er defineret, kon-
tinuert og positiv i det &bne interval Ja,b[, hvor
~o < a < b <~ og for hvilken integralerne

b
f w(t)|t|™at, n=0,1,2,000,

a
alle er konvergente. I vektorrummet (P(Ja,b[ - R,+,R) be-
stdende af de reelle polynomiers restriktioner til inter=

vallet Ja,b[ defineres et indre produkt ved

b
p*q = / w(t)p(t)q(t)as.
a

1) Vis, at dette vektorrum med indre produkt har en og kun

én ortonormal basis (pgr@qse+.), séledes at ¢ for hvert



Mat, 1, 1962-63 AG III, 1, ov., 55
n=20,1,... er et polynomium af n-te grad, hvori t" har en
positiv koefficicnt,.

2) Vis, at polynomiet ?h har n forskellige reelle rgdder,
som alle ligger i intervallet la,bl. (Benyt, at der findes

“polynomier af (n-1)-te grad, som har n-1 foreskrevne red-

der. )
* 3) De til visse specielle "vegtfunktioner" w herende orto-
normale szt af polynomier spiller en fremtredende rolle i

analysen og dens anvendelser.

a) For a = =1, b =1, w(t) = 1 fas de ovenfor (eov. 54) om-
talte polynomier, som fremgdr ved normering af Legendre-

polynomierne Pn(t).

: 1
! B) For a = =1, b = 1, w(t) = (1=-+°)72 fag

p,(t) = W—%, o, (t) = (Fr)72T (%), n=1,2,u04,4

hvor

Tn(t) = cos(n Arccos t), n=:0,1,2,...
er de sikaldte (ebySev-polynomier.
y) For a = 0, b = », w(t) = et ras

0, (1) = (=)7L (1),
hvor

L () = e (1Y), no=0,1,2pen.
er de sakaldte Laguerre-polynomier.
§) For a = =, b =, w(t) = e—ﬁa fas

¢, (t) = (2nn!\/7r)'%Hn(t), n=0,1,2,...
hvor

H () = (1) p% ¥, no=0,1,2,...
er de sdkaldte Hermite-polynomier,

herende

Eftervis, at disse polynomfslger er ortonormale sat

til de angivne vagtfunktioner.
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S 2. Linexrc afbildninger og matricer.

Definition af linemr afbildning, - Billedrum. Kerne.

Lad der vaere givet to (ikke ngdvendigvis forskellige) vek-
torrum (U,+,L) og (V,+,L) over det samme tallegeme L. (De te ad-
ditioner plejer man at betegne pa samme made, skgnt de jo er kom-
positioner i forskellige mzngder.)

En afbildning f:U - V siges at verc en homomorf afbildning
af (U,+,L) ind i (V,+,L), hvis den opfylder betingelserne

LAT. Vyu,,u, : f’(_g1 + 32) = f(g1) + f(gz),

LA2. Vi v f £0wm) = ar(a),
som tilsammen er ensbetydende med

LA, VoA, Volysd, ¢ TN + Au,) = A f(u,) + A f(a,)
Homomorfe afbildninger af vektorrum kaldes i reglen linezre af-

bildninger, ogsa tensorer eller, isa@r nar det drejer sig om u-

endelig-dimensionale vektorrum, linczre operatorer.

Ved enhver linear afbildéning £:U - V er
f(Q) = 9’

billedet af nulvektoren i . U er nulvektoren 1 V. (Man plejer at

bruge samme betegnelse for de to nulvektorer; nar der er fare
for misforstéelser, kan man skrive Oy o8 QV.) Pastanden fglger
f.cks, af LA2 med N = 0, u = 0:

£(0) = £(00) = or(0) = Q.

Den konstante afbildning, der til hver vektor i U lader sva-
re nulvektoren i V, er ¢jensynlig linesr. Den kaldes nulafbild-
ningen og betegnes hyppigt med O. Man skriver da O(E) = 0 for

ue U,
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Af LA sluttes ved induktion, at der for hver linezr afbild-
ning £, vilkdrlige vektorer 31""’Ep i U og vilkarlige skalarer
x1,...,%p gelder

f(x131 + e F %pgp) = %1f(51) + oees F %pf(gp)a
Ved en linear afbildning svarcer altsa til en lincarkombination
af vektorer den '"samme" linearkombination af deres billedvecktorer.,
Idet £(0) = 0, kan heraf sluttes, at billedvcektorcrne til vekto-
rer, mellem hvilke der bestir cn egentlig line®r relation, til-
fredsstiller den samme relation, fdglgelig:

Ved enhver linear afbildning afbildes linesrt afhengige vek-

torer pa lineart afhengige vektorer.

Med andre ord:

Hvis vektorer ved en lincszr afbildning har linezrt uafha&n-—

gige billedvektorer, er de sclv linemrt uafhangige.

Derimod kan lineart uafhengige vektorer have linezrt afhen-
gige billedvektorer. Dette vil f.eks. vere tilfaldet ved nulaf-

bildningen.

Ved hver linewr afbildning f£:(U,+,L) -» (V,+,L) cr billedect

£(U') af_ct underrum U' af U et underrum af V, og der gelder

dim £(U') < dim U'.

Bevis: Er v,,¥, € £(U'), altsad v, = f(g1), v, = f(EZ)’ hvor

.1
Uy, € U', gwelder for Ny ohs € L

— — t
NIyt ALY, = A T(r) () = e, + Au,) € £(UY),

o¥p T N

idet AU, + AU, € U'. Dette viser, at UR (side III, 1, 6) er op-
fyldt for £(U'). Dermed er den fgrste pastand bevist. Den anden
felger af, at hvis der findes p linezrt uafha&ngige vektorer i

£(U'), m& der ifglge den foregaende sztning ogsd findes p lineart

uafhangige vektorer 1 U'.
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Specielt cr billedet £(U) af hele rummet U ¢t underrum af
V, hvis dimension er hgjst lig med dimensionen af U. Det kal-

des billedrummet ved f. Dets dimension kaldes ogsd den linexre

afbildnings rang.

Originalmangden

£71(0) = fuc U | £@) = 0]

Mm

til nulvektoren i V ved en linesr afbildning f:(U,+,L) » (V,+,L)
kaldes den lineare afbildnings kerne og betegnes med Kf cller

kort K, nir det er klart, hvilken afbildning talen er om. (Idet
LAt udsiger, at en linezr afbildning er en homomorfi af gruppen
(U,+) ind i gruppen (V,+), er denne decfinition pa kerne i over-

ensstemmelse med den tidligere.)

Kernen K for en line@r afbildning f:(U,+,L) » (V,+,L) er et

underrum af U.

Bevis: Br u,,u, € K, altsd f(u,) = £(u,) = 0, fas for %,

4]
A, € L
TNy + N,) = N T(yy) + N\ f(u,) = 0,

altsd A,u, + AU, € Ko

1=1

Kernen K kaldes ogsé den linezre afbildnings nulrum.

Laa v, vere en vektor i1 V. Originalmzngden

£ (x) = fue U | £w) = ¥}

er tom, hvis Y5 ikke tilhgrer billedrummet'f(U). Antag, at
v, € £(U), altsd at der findes en vektor u € U, for hvilken

f(u,) = ¥,- For hver vektor u e £ (y ) galder da

flu -u) =~ -fly) =y, -v, =09,

dvs. u - u, € K. Vektoren u fas altsa af u, ved at addere en vek-
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tor tilhgrende K. Dette kan ogsé& skrives u € {30} + K eller (u-

den fare for misforstielser)

Vi har altséa
~1
£ (v.) cu + K.

I

Omvendt, er 4, + k, k € K, en vilkdrlig vektor tilhgrende U, + X,
fas
£lu, + k) = f(u) +£(k) =y, +0=y,

‘hvilket viser, at
Vi har altsa ogsé

Dermed er bevist:

For hver vektor v i billedrummet £(U) yed en linemr afbild-

ning £:(U,+,L) » (V,+,L) gslder
-~ )
£ (y,) =y, +k| k€K =u +K&,

hvor U, er_en af vektorerne i f-1(zo) 0og K er afbildningens ker-

Dette udsiger, at man af én lgsning u, til ligningen f(u)
= v_ igen far en 1lgsning ved at addere en vilkarlig vektor i ker-

nen, og at man pa denne made kan fa alle. lgsninger.

Kernen K kan opfatteslsom en undergruppe af gruppen (U,+)
og u, + K f@glgelig som en sideklasse til K. Tilsvarende gmider
for et vilkdrligt underrum U' af U, En delm@ngde af et vektor-

- rum U af formen u  + U', hvor U' er et underrum, vil blive kaldt

et sideunderrum eller kort et siderum til underrummet U'. To

forgkellige siderum til U' er disjunkte og siges ogsd at vare

parallelle. Hver vektor i U er indeholdt i netop €t siderum til

u'.
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Den beviste saztning kan herefter gengives saledes: For
hver vektor ¥ € £(U) er lgsningsmengden for ligningen f(u) = v

et siderum til kernen for f.

Det fremgar af sa@tningen, at f—1(x) for hver vektor v € £(U)
kun bestar af én vektor, hvis og kun hvis kernen K kun bestér af
¢n vektor, som si mid vaere O. Altsd:

En linezr afbildning f£:(U,+,L) - (V,+,L) er injektiv, hvis

og kun hvis der for kernen K gmzlder K = {0].

Om injektive linezre afbildninger gelder fglgende setning:

For_en injektiv linesr afbildning f:(U,+,L) - (V,+,L) er

den inverse f—1:f(U) - U ligeledes linear; lincart vafhzngige

vektorer afbildes ved f pa linezgrt uvafh@ngige vektorer, og for

hvert underrum U' af U gzlder dim £(U') = dim U'. e

Bevis: For vilkérlige vcktorer v, = f(g1) og ¥, = f<22) i

£(U) og vilkarlige skalarer Aoy € L gelder

NIy F ANy = NT () + nT(8y) = £0vuy + Aup)
og dermed ‘

-1 _ e -1

£ NIy + NYo) = Ny F Ny = NT (1) AT (1)
Dette viser, at f_1 er lineazr. At lincart uafhzngige vektorer i
U afbildes p& lineart uafhazngige vektorer i £(U) ¢ V, fglger nu
af', at de fgrstnzvnte er billeder af de sidstnevnte ved den ling——--
zre afbildning p 1 (jfr. side 2.). At der for hvert_underrum U'

af U gelder dim £(U') = dim U' el herefter indlysende.

En ngdvendig betingelse for, at en lincer afbildning
£:(U,+,L) » (V,+,L) er surjektiv, altsd at £(U) = V, er ¢jensyn-
lig dim £(U) = dim V. Hvis V er endelig-dimensional, er betin-

gelsen ogsa tilstrakkelig. Det fglger umiddelbart af en tidligere
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setning (side III, 1, 13). Vi har altsa:

En linezr afbildning f af et vektorrum (U,+,L) ind i et en-

delig-dimensionalt vektorrum (V,+,L) er surjektiv, hvis og kun

hvis dim £(U) = dim V.

Eksempler.
1) En afbildning f af det geometriske vektorrum (V3,+,§)

ind i sig selv defineres ved for en given vektor a + 0 at sztte
fw) =axy wevVy
At £ er linezmr, fglger af velkendte egenskaber ved vektorproduk-
tet. Alle billedvektorer v = a x u er vinkelrette pa a, og om-
veﬁdt er hver vektor v | a billede af en vektor u, nemlig af 0,
hvis v = 0, og af én af de to pa a og v vinkelrette vektorer med
lmngdén lvil/llall, hvis v £ O. Billedrummet bestér altséd af alle
pé a vinkelrette vektorer. Tenkes alle vektorer afsat fra samme
punkt O, kan man sige, at f(VB) er den pa a vinkelrette plan
gennem 0. Kernen K bestar af de vektorer u, for hvilke 2 x u =
0, altsd af vektorerne parallclle med a, s& at K = {ta | t € R}.
Afsatttes vektorerne fra O, kan K siges at vare den ved a bestem-—
te linie gennem O. For en vektor Y, = f(Eo) € f(VB), som altsa
er vinkelret pd a, har ligningen f(u) = ¥, dvs.
gax u=>x.
som lgsningsmongde siderummet
fu, + ta | t€ R},
Afszttes vektorerne fra O, kan dette fortolkes som en parameter-

fremstilling for den med a parallelle linie gennem cendepunktet

aff u_.
=0
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2) Lad der vzre givet to naturlige tal m og n samt mn tal
aij’ I =1ye0e9my J=1,e04,n, tilhgrende ot tallegeme L. Ved
til talss&ttet X = (x1,...,xn) € L at lade svare talsattet y =

(§y50-+57,) € L" bestemt ved

y1 = aMx1 + a12x2 + ee. + a1nxn
y2 = a2,|x1 + 322x2 + ees + aZan
Im = @1 ®y * Bpo¥o T o qin’*n
eller kort
n
yi: Zaijxj, ’i=1,oso,m’
j=1

fas en linesr afbildning £:(L™,+,L) = (L™,+,1). Det er nemlig
klart, at der til Nx, N € L, svarer Ay, og hvis der til x' =
(x{,...,xﬁ) svarer y' = (y{,...,y&), vil der til x + x' svare-
I+ y'.

Tallene 8y 57 ved hvilke den linesmre afbildning f er bestemt,

opstilles i et rektangulsrt skema, en sdkaldt matrix,

/B B2 00 Bgp

a a . a !
{ 21 “22 2n
: i
| i
\ ] '] £ i
i
\oa a, e & . A
m1 “mZ mn .

Den har m "rzkker" og n "sgjler"., For at angive dette taler man

om en (m x n)-matrix. "Elementet" aij stdr i den i-te rakke og

den j-te sojle; den forste indeks angiver altsd rekkenummeret,
den anden sgjlenummeret. Hver seojle er et talsat tilherende Lm,
skrevet som en (m x 1)-matrix, hver rzkke et talszt tilherende

Ll’l



Talsattet y = £(x) er linearkombinationen af matricens sgj-
ler med koefficienterne x,;...,X . Billedrummet f(Ln) er det af
sgjlerne frembragte underrum af (Lm,+,L). Kernen for f er mangden
af'de talset x = (x1;..‘,xn), som tilfredsstiller det homogene

lipesre, ligningssystem

i

Il
(@2 o

a,,x, + a x2 + +es + 4, X

117 12 1n n

8o4Xy T 8pp%y toeee F A5 K

a X, +a X, + ... +a X
m11 me 2 mn n

Et s&dant systems lgsningsmazngde er altsd et underrum af

(L™,+,L). Originalmengden f”1(g) til et tals®t b =

(b1,---:bm) € Lm er lgsningsmzngden til det inhomogene linezre

ligningssystem
BpqXy T A Xy Foees 8, X =D,
+ + [ B 3 ] =
8oy %y F 5%, *asX, T Pp

Hvis b ikke tilhgrer billedrummet £(1L"), er lgsningsmengden tom.
Hvis b € f(Ln), er 1¢gsningsmengden et siderum til kernen Kf. Man
far da samtlige lgsninger ved til én af dem at addere lgsninger-
ne til det homogene system. Dette viser, at hvis et linezrt

ligningssystem overhovedet har lgsninger, har det enten én, nem-

lig nar kernen for f er nuldimensional, eller uendelig mange.

3) Lad (U,+,R) betegne vektorrummet bestdende af alle kon-
vergente reelle talfglger (x1,x2,...). Ved

(X1,X2,o..) - lim Xi
i—)oo

defineres en afbildning f:U 5 R. Denne er en linezr afbild-
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ning af (U,+,R) pa (R,+,R), hvilket fglger umiddelbart af regne-
reglerne for konvergente talfglger. Den er surjektiv, da hvert
reelt tal er graensevaerdi for en talfglge. Kernen for f bestar

af alle talfglger, som konvergerer mod ‘0., Originalmzngden f-1(b)
til et reelt tal b bestar af alle reelle talfglger, som konverge-
rer mod b. Alle sddanne talfglger r&s ved til én af dem at adde-

re samtlige f¢glger med gransevardien O.

L4) En afbildning f af mzngden @1(1 - R) af de i et inter-
val I - R kontinuert differentiable reelle funktioner ind i mzng-—
den @(I —» R) af de i samme interval kontinuerte funktioner fas
ved til hver funktion ¢ tilhgrende den fgrste mengde at lade
svare dens afledede Dgp. Af velkendte differentiationsregler
sluttes, at £ er en linesr afbildning af (@1(I - R),+,R) ind i
(G(I > R),+,R) )

| Kernen for T er mangden af funktioner ¢, for hvilke Dp = O,
altsd det endimensionale underrum af 61(1 - R), som bestar af de
i I konstante Ffunktioner. Originalmengden f’1(¢) til en funktion
¢ € C(I » R) bestdr af  stamfunktionerne til ¢. Alle disse fés
ved til én af dem at addere samtlige konstanter. Idet hver 1 I

kontinuert funktion har en stamfunktion, er f surjektiv.

5) Lad der vzre givet tre funktioner 0 90y 20y € &(I - R),
hvor I g’R er et interval. En afbildning £ af mengden @2(I-$.R)
af de i intervallet I to gange kontinuert differentiable reelle
funktioner ¢ ind i &(I » R) defineres ved

X + ay Do + a2D2¢'
Ved hjelp af differentiationsregler ses, at f er en linez:r af-

bildning af (62(1 —~ R),+,R) ind i (&6(I - R),+,R). Den kaldes en

~linear differentialoperator af anden orden.
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Kernen for £ er msngden af lgsninger ¢ til den homogene 1li-
nezre differentialligning
aye * a1D¢ + a2D2¢ = 0,
Originalmengden f_1(ﬂ) til en given funktion g € C(I - R) bestar
af lgsningerne ¢ til den inhomogene lineazre differentialligning
cLp a1D¢ + a2D2¢ = B
Er der en lgsning, fas samtlige ved til én af dem at addere alle
lgsninger til den homogene ligning.
Under forudsztning af, at a2(t) + 0 for alle t € I, kan man
bevise, at der til givne reelle tal to € I, ¢ og ¢' findes netop
én lgsning ¢ til den sidst opskrevne differcentialligning, for hvil-
ken @(to) = c og D¢(to) = c'. Idet dette galder for enhver op-
given funktion g € C(I -» R), sluttes, at £ er surjektiv. Ind-
videre fglger, at kernen,"altsé 1gsningsmengden for den homogene
differentialligning, er et todimensionalt underrum af @2(1 - R).
Er nemlig ¢y O8 9y de lgsninger til den homogene ligning, for
hvilke
pa(t) =1, Do (t)) =0,
9,(ty) = 0, Dy, (t,) =

vil ¢ = cp_ + c'g, vere lgsningen, for hvilken w(to) = c og

|
-
-

D¢(to) = c'. Dette viser, at 0294 frembringer kernen. De to
funktioner er ogsa lineeart uafhzngige, idet man for %O,%1 € R af
vt %OQO(t) + %1¢1(t) =0
kan slutte, at
Vit o xOD¢O(t) + x1D¢1(t) = 0,

og, ved at satte t = to i de to ligninger, at %o = 0 og %1 = 0,

Er (U,+,L) et vilkarligt vektorrum, bestemmes for hvert

tal o € L ved
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& - ald, ue U,
en linemar afbildning af vektorrummet ind i sig selvse Tor ¢ = O
er den nulafbildningen. For o 4 O er den bijektiv og kaldes en

homoteti eller ogsé multiplikation med multiplikatoren o. For

oo = 1 f4s den identiske afbildning e af U.

Lad U' og U" vare komplement®re underrum af et vektorrum
(u,+,L), dvs.
U=U0U"@® U".
Ved til hver vektor u € U at lade svare dens projektion g' pa
U' langs U" (jfr. side III,1,27) f&s en afbildning p':U -» U.
Den er linezr; thi er
4y =¥yt Uz Up = Up b ouj
opspaltningerne af vektorer 21,22 € U i komponenter efter U' og
U, vil der for %1,%2 € L gelde
NIy NIy = (N Auy) () aul),
hvor
MET N € T, g+ Ay € U,
og dette viser, at
p' Ny + ) = AR () + ap(gy).
Billedrummet p'(U) er U', idet p'(u) for hver vektor u € U ifgl-
ge definition tilhgrer U', og hver vektor u' € U' er billedvek-
tor, nemlig af sig selv. Kernen for p' er mzngden af vektorer
0 +u", u" e U", altsa U".

Afbildningen p' kaldes parallelprojektion p& U' langs U".

Tilsvarende defineres parallelprojektionen pa U" langs U'.

Lad f vere en linezr afbildning af et vektorrum (U,+,L)
ind i et vektorrum (V,+,L). Lad U' vaere et til kernen K komplemen-

tert underrum af U. (&t sddant findes i hvert fald, nadr U har
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endelig dimension; jfr. side III,1,27.) Er u = k + u' opspalt-
ningen af en vilkarlig vektor u € U i komponenter efter K og

U', fas
£(u) = £(k) + £(u') = £(u') .

Dette viser, at hver vektor f£(u) i billedrummet f£(U) tillige er
billede af en vektor u' € U', altsi at £(U) = £(U'). Nu har re-
striktionen £:U' » V af f til U' kernen {0}, idet K n U' = {0}.
Denne restriktion er fglgelig injektiv, hvilket medfgrer, at

dim £(U') = dim U' (jfr. side III, 2, 5). Forudssttes, at U har

den endelige dimension n, har man endvidere
dim K + dim U' = n ,

idet K ® U' = U(jfr. side II1I,1,27). Dermed er bevist:

Ved hver linezr afbildning f af et vektorrum (U,+,L) af

endelig dimension n ind i et vektorrum (V,+,L) bestédr mellem

- kernens og billedrummets dimension relationen

dim X + dim £(U) = n .

Kvotientrum.

Lad U vere et underrum i et vektorrum (V,+,L). En vektor

1' € V siges at vere kongruent modulo U med en vektor v € V,

hvis z' --v € U; man skriver da X’ R (mod U), eller blot

X' = v. Ved benyttelse af, at U er et underrum, vises let, at

den herved definerede relation 1 V er en skvivalensrelation. Det
fremgar af definitionen, at a&kvivalensklasserne er sideklasserne
til U; zkvivalensklassen, som indeholder en vektor v € V, er side-
klassen v + U. Mangden af zkvivalensklasser betegnes v/U.

Den indfgrte zkvivalensrelation harmonerer med vektorrummets
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kompositionsforskrafter i den betydning, at

X_,]’E_1AX2'—2-X2 = X4;+V2'E_1+Y.29

<
1l
4
>
a
[
>

dette viser let ved benyttelse alf, at U er et underrum. Af den

fgorste af disse formler fremgar, at summen af en vilkarlig re-

precentent fra klassen y, + U og en vilkarlig reprazsentant fra
klassen v,+U altid vil tilhgre
klassen (X1+K2) + U, Af den andcn formel fremgér, at produktet

af en skalar N € I, og en vilkarlig repraesentant fra klassen

v + U altid vil tilhgre klassen Av + U, Dette viser, at der ved
(1) (K1+U) + (X2+U) = <X1+X2) + U

defineres en indre komposition i V/U, betegnet + og kaldet ad-

dition, og at der ved
(2) Ny+U) = Ay + U

" defineres en komposition fra L x V/U til V/U, kaldet multiplika-
tion. Det eftervises uden besvar, at V/U herved er organiseret

som et vektorrum (V/U,+,L) over L, kaldet kvotientrummet af

(v,+,L) over (eller med hensyn til) underrummet U. Nulvektoren i
kvotientrummet er klassen O + U = U, den modsatte til v + U er
- v + Us For V = U bliver kvotientrummet et vektorrum kun indehol--
dende nulvektoren, for U = {0} bliver kvotientrummet isomorft med
(Vy+,L)

Lad afbildningen w:V - V/U vare defineret ved m(v) = v + U
Afbildningen, som oplagt er surjektiv, kaldes den kanoniske

projektion af V pa V/U. Af (1) fremgar, at

m(+¥p) = (4y+¥p) + U = (v4+0) + (yp+U)

= W(zll) + 7T(_Y_2) ’
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og af (2) fremgar, at

m(Ng) = N + U = Ny + U)
= Mr(y) ,

hvilket viser, at den kanoniske projektion er linezr. Kernen

for m er netop underrummet U; er V af endelig dimension, gslder

fglgelig (smlgn, III.2.12a)

dim U + 4im V/U = dim V ,

Lad nu £ vere en surjektiv linesr afbildning af et vektor-
rum (V,+,L) p& e vektorrum (W,+,L), og lad K vere kernen. For
vilkérlige vektorer v,,v, € V er da f(yy) = £(v,) ensbetydende
med v, = ¥, € K. Heraf fremgir, at der ved v + K —» £(y) define-
res en afbildning & af V/K ind i W, og at denne afbilidning er

bijektiv. Den er endvidere linear; thi

n

®(<X1+K) + (32+K)) @((X1+22) + k)
= f(X1+Kg> = f 11)+f<22)

= o(yy+K) + (y,+K)
og

2(Ny+K) ) 2(Nv+K)

= f(xy) = M(v)
= No(v+K)

Hermed er godtgjort, at hvis f:(V,+,L) —» (W,+,L) er en surjektiv

linesr afbildning med kerne K, s er kvotientrummet (V/X,+,L)

isomorft med (W,+,L); afbildningen @ givet ved ®(v+K) = f£(v)

er en isomorfi af (V/K,+,L) pa (W,+,L).

Som en konsekvens af denne satning fas, at er U et under-



rum i et vektorrum (V,+,L), s er kvotientrummet (V/U,+,L)

isomorft med ethvert til U komplementart underrum i V. Thi er

U' et til U komplementart underrum, og betegner p pro jektionen
af V p& U' langs U, d.v.s. p(utu') = p(u') for u € U, u' € U',
s& er p en surjektiv linezr afbildning af V pa U' med U som

kerne.

Linesre afbildningers begtemmelse ved matricer,

Lad (U,+,L) vere et vektorrum af den ecndelige dimension n

og (eqs°+*se,) en basis for det, og lad (V,+,L) vere et vilkar-

ligt vektorrum. For vilkarligt opgivne vektorer Vasor Xy €V

findes da en og kun én linesr afbildning f:(U,+,L) » (V,+,L),

séledes at f(gi) = v; for i = 1,++,n.

Bevis: At der ikke kan findes mere end én s&dan afbildning,
ses p& fglgende madde: Er u en vilkérlig vektor 1 U eog (u1,---,un)
dens koordinatszt med hensyn til den givne basis, m& der for en

afbildning f af den forlangte art galde
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£(w) = £(uye, + oer + ue)

e
= u, f(e,) + .o+ unf(ﬁﬂ?
= W T e U

Den eneste afbildning af U ind i V, som kan komme i betragt-
ning, Legnernes alfederad.

t -L

[ .- PO h e I u, v - ¢ ¢ 0 + u.v
15 Unein 154

2= i’

P4 den anden side ses det let, at den sdledes definerede af-
biléning T er linear, cg idet koordinatsattet for g, er
(Oyee0y0,1,0,0..,0), hvor 1 stir pd den i-te plads, fas.

f(gi) = V.. Dermed er sztningen bevist.

Dimensionen af billedrummet ved f er 1lig med rangen af vek-
torsattet (31,,n.,gn), idet £(U) jo bestar af alle linearkom-
binationer af disse vektorer, dvs. er det af Vyreoos¥y frembrag-
te underrum. For enhver linezr afbildning f af det n-—-dimensio-
nale vektorrum (U,+.L) med basen (g1,,o»,§ﬂ?gwlder altsé

dim £(U) = rg(f(g,]),u..,f(_e__n))o

Dette tal kaldes ogsd den lineare sfbildnings_rang.

Det forudsattes nu, at (V,+,L) ogsd har endelig dimension.,
Lad denne vare m, og lad der vaere valgt en basis (ﬁ%,.bg,gm)
for V. Billedvektorerne y; = f(gi) ved en linezr afbildning f:
U - V kan da pa en og kun én made skrives som linearkombinatio-

ner af £1,...,£m:

= 1 - .

fleg) = ap Ly + ag £, + ov + 8 £
£leg) = aply = agly + e+ gLy
f(gn) = Ay tag s e +a I

eller kort
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=J

C_J

EL
(%) fle.) = B f J=1,ee.,n.
L

-

i=
De mn tal aij’ som optrazder her, opstilles i form af en (m x n)-

matrix (se side III, 2, 7)

/841 2 o0 a1n”\

{ 8oq Bop v 85,

{ : : ’ x: (aij)i:1,---,m;j=1,...,n3
\

' am1 8.m2 T amn /

hvis sgjler er koordinatszttene i koordinatsystemet (£1"“’£m)
af billedvektorerne f(§1)""’f(§n)'

Af' den ovenfor beviste sztning fremgar, at der omvendt il
hver (m x n)-matrix (813)1_1’...’m’ =1, ...m s efter valg af
baser (31,.0.,9 ) og (21,...,f ) for U og V hgrer en bestemt li-
negr afbildning f af U ind i V, nemlig den, ved hvilken billed-
vektorerne af g, ,...,6 €r givet ved (%),

Eru=ue, + ... +uwe en vilkdrlig vektor i U fis for

billedvektoren v = £{u) ved hjelp af (=)

o Joss)

J=

(<
Il
P
=
=
It
1§

ICD

i

e
—_—

s
C_I.C

s L07TE T
-

J
H
—
=~

y (

i=1 J

a. .u. > T, .
i ] =1,

Heraf ses, at den i-te koordinat Vs for v med hensyn til koordi-

il
-

natsystemet (f1,..., er

)

> a u i’ i
J=

1yece,m,

i

1
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Koordinatsazttet (v ,...,VW> for billedvektoren v = f£(u) af en

1
vektor u med koordinatsgttet (u1,...,un) bestemmes altsa ved

= N 'y
Vio= 8t T ot T %4n%n
v = a u + a u + se¢ + A u
2 2171 222 2n n

Disse resultater kan sammenfattes pad fglgende made:

Lad (U,+,L) vare et n-dimensionalt og (V,+,L) et m~dimensio-

nalt vektorrum, og lad der vare valgt en basis (91’°"’9n) for

U og en basis <£1""’£m) for V. Der bestadr da en enentydig kor-

respondance mellem de linemre afbildninger f:(U,+,L) - (V,+,L)

og (m_x n)-matricerne (aij) ~ med ele-

i=‘1’!l',m; j-:‘]',l'.,n}....: )
menter fra L, sdledes at sgjlerne i matricen svarende til en af-

" bildning f er koordinatszttene med hensyn til koordinatsystemet

(£1,...,£m) for billedvektcrerne f(gj) af basisvektorerne
m
| .

f(e.): Zaiagly 3:1,000,11«

——

Koordinatsattet (v1,...,vm) for billedvektoren v = f(u) af

en vektor u med koordinatsattet (u1,...,un) er bestemt ved

n
v, = a, .u. i=171,.02ym
i Z 1J JD H L4 9 .

Er specielt U e og V = Lm, og velges som basisvektorer
for U n-szttene gy = (Oy:0¢,0,1,0,0..,0), hvor 1 star pa den j-te
plads, og som basisvektorer £i de analoge m-s&t, ses heraf, at

enhver linesr afbildning £:(L",+,L) » (L",+,L) kan fremstilles
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p& den tidligere angivne made (side III, 2, 7, eks. 2).

Dimensionen af billedrummet £(U) er som navnt lig med ran-
gen af vektorszttet (f(_e_1),...,f(gn)), dvs. maximaltallet af 1i-
nezrt uvafhangige blandt disse vektorer, og dette tal er lig med
maximaltallet af linexrt uafhazngige blandt vektorernes koordinat-
set (jfr. side III, 1, 21). Idet disse koordinatsazt er sgjlerne
i den til afbildningen hgrende matrix, drejer det sig altsd om
maximaltallet af lineart uafhmzngige blandt sgjlerne (hvorved dis-
se skal betragtes som vektorer i Lm). Idet dette tal kaldes ma-

tricens sgjlerang, far vi med benyttelse af tidligere satninger

(side III, 2, 120g 5):

For billedrummet ved og kernen for en linesr afbildning f

af et n-dimensionalt vektorrum (U,+,L) ind i et m~dimensionalt

vektorrum (V,+,L) gzlder
dim £(U) = r, dimK =n - r,

hvor r betegner sgjlerangen af den (m x n)-matrix, der efter

valg af baser for U og V hgrer til afbildningen.

Afbildningen £ er injektiv, hvis og kun hvis r = n.

Regning med linezre afbildninger.

Af line@re afbildninger kan pa flere méder dannes andre 1li-
neare afbildninger.
ér £:(U,+,L) » (V,+,L) en linezr afbildning og a et tal i L,
bestemmes der ved
u - af(u), u€ v,
en afbildning af U ind i V, som ¢jensynlig ogséd er linezr. Den

betegnes oo fe Som eksempel nzvnes, at en homoteti af (U,+,L) med
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multiplikatoren o kan betegnes a e, hvor e er den identiske af-
bildning af U.

Er fi:(U,+,L) - (V,+,L), i = 1,2, linemre afbildninger,

bestemmes der ved

u - f1(_q) + £,(u), uevu,
en afbildning af U ind 1 V, som @gjensynlig ogsa er linezr. Den
betegnes f1 + f2. Som eksempel navnes: Er U' og U" underrum af
U, s2iledes at U' @ U" = U, har man for parailelprojektionerne p'!
pa U' langs U" og p" pa U" langs U'

p' +p" =6,

hvor e er den identiske afbildning af U.

Tdet m@ngden af lineazre afbildninger (homomorfier) f:
(u,+,L) » (V,+,L) betegnes Hom(U,V), er der defineret en komposi-
tion L x Hom(U,V) - Hom(U,V), betegnet som multiplikation, og en
komposition i Hom(U,V), betegnet som addition. Det ses let, at

Hom(U,V) med disse kompositioner er et vektorrum. Dets nulvektor

er nulafbildningen.

Det forudsazttes nu, at U og V er endelig-dimensionale med
dimensionerne n og m, og det antages, at der er valgt baser for

U og V. BEr da
a, . ) .
( iji=t,eeeym; j=1,.0.,n

eller kort (aij)m o den til en linear afbildning f hgrende (m x n)
»

-matrix og o € L, vil der til afbildningen o f hgre matricen

) . Denne fremgér altsd af den oprindelige ved, at hvert

(aaij m,n

element multipliceres med ¢. Man definerer

“(aij)m,n = (aij)m,na = (“aij)

(1) (2) . . . .
Er (aij )m,n og (aij )m,n de til linesre afbildninger f,

L]
m,n

og f2

hgrende matricer, vil der til afbildningen f1 + f2 hg¢re matriccn

(aig) + a§§))m o Denne fremgar af de givne ved, at tilsvarende
3
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elementer i disse adderes. Man definerer

( - (a1 aﬁg))m 0

<a§§)>m,n + (ai§)>m,n ‘84 5

Organiseret ved disse kompositioner er mengden Mm,n(L) af
alle (m x n)-matricer med elementer fra L et vektorrum over L.
Dets nulvektor cr “nulmatricen'", hvis elementer alle er 0. Det
har dimensionen mn, idet de mn matricer, som hver har et element
lig 1 og dec ¢gvrige lig O, danner en basis.

Ved til hver linesr afbildning af U ind i V at lade svarec
den tilhgrende matrix, fas en bijektiv linesr afbildning, dvs.

en isomorf afbildning (se side 1II, 1, 21) af Hom(U,V) pa M n(L)'

H

Lr (U,+,L), (V,+,L) og (W,+,L) vektorrum over det samme tal-

legeme L, og er £:(U,+,L) » (V,+,L) og g:(V,+,L) » (W,+,L) line-

@re afbildninger, vil ogsd afbildningen gof:(U,+,L) - (W,+,L)

vere lineear,

Bevis: For 31,32 € U og %1,%2 € L gelder
g(f(ng, + Nu,)) = ga(n fu,) + A\, T(w,))
ne(£(a,)) + na(f(uy)).

I

Har de tre vektorrum (U,+,L), (V,+,L) og (V,+,L) de endelige
dimensioner n, m og 1, og er der valgt baser (91,...,9n),
(21,...,£m) og (51,.,.,gl) for dem, hgrer der til en linesr af-
bildning f£:(U,+,L) » (V,+,L) en (m x n)-matrix (aij)m,n og til en
lineer afbildning g:(V,+,L) - (W,+,L) en (1 x m)-matrix (bhi)l,m'

Man har da

m
f(gj) = j;\ aijgi, J = 1,eee,n,
o

i=

-
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1
™
: g(ii) = Z_/bhigh’ 1=1,0s0,m,
=1
folgelig
m
g((g,)) = Zaijg<-1)
i=1
1 m
—'_'\b . —1
= Z(L hiaij>gh’ | J = 1yeee,ns
h=1 i=1
Heraf ses, at den til gof hgrende (1 x n)-matrix (chj)1 , har e-
H
lementerne
m
Chj = LJ-bhiaij’ h - 1’..',1; J = 1,.."n.
i=1
Denne matrix kaldes produktect af matricerne (bhi)1 m og
’
(aij)m,n’ og man skriver
(Chj)l,n = (bhi)l,m(aij)m,n‘

Det bemzrkes, at den fgrste faktor har lige sa mange s¢gjler, som
den anden har rakker; kﬁn nar dette er tilfzldet, defineres pro-

duktet. Produktmatricens element c i h-te raekke og j-te s¢gjle

hj
fas ved at multiplicere hvert element i den fgrste faktors h-te
rakke med et "tilsvarende placerede' element i den anden faktors

Jj-te sg¢gjle-og addere disse produkter.
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For sammens®tning af line=zre afbildninger

t (U9+9L) - (V,"'sL) r! (U9+7L) I (Vy+9L) 9

g (Vy+,L) = (W,+,L) , g' (V,+,L) = (W,+,L)

gelder
go(f + £') = gof + gof' , (g + g')of = gof + g'of ,

N(gof) = (Ng)of = go(NF) , N € L.

For hvert u € U har man nemlig

1]

g(f(u) + £'(u)) = g(f(u)) + g(£'(u)) ,
g(f(u)) + g'(£(u)) ,
(Ng)(£(u)) = g(rf(u)) .

g((f + £")(u))
(g + g")(r(u))
rg(f(u))

I vektorrummet Hom(U,U) af alle linezre afbildninger af
(U,+,L) ind i sig selv er o en komposition. Ovenstdende regler
viser, at (Hom(U,U),+,L,0) er en algebra. Den har et etelement,
nemlig den identiske afbildning af U, og er associativ, men,hvis

dim U > 1, ikke kommutativ, Man kalder den endomorfialgebraen for

vektorrummet (U,+,L) eller, idet lineazre afbildninger, iszr af
uendelig-dimensionale vektorrum, ogsé& betegnes som linemre ope-

ratorer, vektorrummets operatoralgebra,

Matrixregning.

De indfgrte regneoperationer for matricer finder ogsi an-
vendelse uden for teorien for linemre afbildninger, De tages der-

for som grundlag for en regning med matricer,

I det fglgende betragtes matricer med vilkarlige tal tilhg-
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rende et tallegeme L som eclementer. Foruden de allerede benytte-

de betegnelser

aij)i=1,oo-,m; j=1,-.-’m = (aij)m,n

mt ° mn S

for en (m x n)-matrix plejer man_som betegnelse at bruge et en-

kéit bogstav, 1 det fglgende for tydelighedens skyld dobbelt un-

derstreget, f.cks. A eller Am n’ hvis det er ngdvendigt at an-
ik

give rekketal m og sgjletal n.

I stedet for en (1 x 1)-matrix (a11) kan man i reglen uden
fare for misforstaelser skrive tallet By

Det er ofte hensigtsmessigt at opfatte et talsat (a1,...,an)

som en rgkkematrix, dvs. en (1 x n)-matrix, eller som en sgjle-

matrix, dvs. en (n x 1)-matrix. Vi skriver da henholdsvis

Al
i

1o

= (31 oo an),

o
I
D e o
\-

) , opfattet som

Den i~te rekke i en matrix A = (a, .
= ij’m,n

(1 x n)-matrix, vil blive betegnet a; _ og den j-te spjle, op-
fattet som (m x 1)-matrix, 2|y

Nulmatricerne, dvs. de matricer, hvis elementer alle er O,

betegnes O cller, hvis angivelse af '"typen' er ngdvendig, Qm N’
= - s

En matrix med lige mange razkker og s@gjler siges at vare kva-

dratisk.

For hvert naturligt tal n defineres (n x n)-enhedsmatricen

ved
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Ved hjelp af det sdkaldte Kroneckersymbol

s =

LIKC

1 for . =«
{ 9 L,K‘EJ,

0 for . %«
hvor J betegner en vilkarlig indeksmangde, kan man ogsa skrive

E=E = (8;.) = (4, .)

=Il,n 1j i,j=1,..-,1’1 1j n,II'
Elementerne aii’ i=15¢0.yn, i en kvadratisk matrix kaldes

dens hoveddiggonalelementer eller kort diagonalelementer. En

(n x n)-matrix (aij)n 1rl,hvor alle elementer 'over hoveddiagona-
H

len’ er 0, altsa aij = 0 for i < j, kaldes en nedre trekantsma-

trix. Tilsvarende kaldes (aij)n n'en gvre trekantsmatrix, hvis
, :

= 0 for i > j. BEndelig forstas ved en diagonalmatrix en kva-

aij

dratisk matrix (a, hvor alle elementer uden for hoveddia-

1j)n,n ’
gonalen er 0, altsa 85 = O for i ¥ j. En diagonalmatrix med dia-
gonalelementerne Bryecnrd betegnes undertiden (a1""’an)diag'
= (
omtalt produktet af a og A ved

of = fo = (a2 )

ij)m,n og B = (bij)m,n to matricer af samme type,

) en vilkarlig matrix og o € L, defineres som

r a. .
E ij’m,n

15>

m,n’
Er A = (a

defineres som omtalt summen af A og B ved

)

For to matricer af forskellig type defineres ikke nogen sum.

A+B=(a,.+Db
A 13

ij’m,n’

Hvad angar regneregler, er det tilstrzkkeligt at bemzrke,
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at for givne m og n er mengden M_ n(L) af (m x n)-matricer med
A

disse kompositioner et vektorrum.

- (aij)m,n °g B = (bjk)n,p

fgrstes sgjletal er 1lig med den andens rekketal, defineres pro-

Er

S

to matricer, hvor den

duktmatricen AB som (m x p)-matrieen

n

£ (Foa) -

=1 i=f,ee0,mik =1,¢0.,p
For andre par af matricer defineres ikke nogen produktmatrix.
Hvis produktet é@ kan dannes, vil Eé almindeligvis ikke kun-
ne dannes. Alene af denne grund kan der ikke vare tale om kom-
mutativitet. Men selv om begge produktmatricer er definerede, ja
selv om é.og B er kvadratiske matricer med samme rakketal, g®l-
der almindeligvis AB # BA.

Matrixmultiplikationen er associativ i den forstand, at nir

A = (aij) er en (m x n)-matrix, B = (bjk) en (n x p)-matrix og
C = (Ckl) en (p x g)-matrix, kan (AB)C og A(BC) dannes, og der
galder

(4B)

).
/

o

X

Dette kan sluttes af, at sammenastning af linezre afbildninger

l‘>

Htﬂ
ll@!

i

er associativ. Men det fglger ogsa af
P n

, n b
Z( Z 13b3k X1 Z zbjkckl ’
k=1 =t .. 3=t k=
idet venstre og hgjre side er elementet i den i-te razkke og l-te
s¢jle af henholdsvis (4B)C og A(BC). Produkter af flere end to

matricer kan altsa skrives uden parenteser.

Nar AB er defineret og o € L, galder

(aA)B = A(aB) = a(4B).
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Matrixmultiplikationen er distributiv med hensyn til additio-

nen i den forstand, at nir A = (a

.) er en (m x n)-matrix og
= (b ) og C = (c

) er (n x p)-matricer, kan A(B + C) og 4B +
AC dannea,og der g&lder

Dette fglger af

n n
\ " (b., +c.. ) = a. b. + a..c
Laij ik T Sk’ T 13" 5k Z 1379k
=4 3=1 j=1

Tilsvarende ses, at der gzlder

(B +¢)p=BD +CD,

ndr D er en (p x q)-matrix.

For multiplikationen af en (m x n)-matrix A med nulmatricer

gazlder

gl,mém,n - gl,n’

A 0 .
=M,N=n,p =m,p

For multiplikationen af

t

en (m x n)-matrix A <aij) med en-

hedsmatricer galder

E .A. :A E :A .
=m,m=m,n ~ =m,n=n,n =

Dette fglger arf

ME

m
o
91583k = L 1505k = By

Idet der for en enhedsmatrix E og o € L gelder

1

[N
Il

. a':=E = (a""’a)diag’
har man for hver matrix A '

For et givet naturligt tal n betragtes nu mengden Mn n(L)
2
af (n x n)-matricer. For hvert par af sddanne matricer er savel

summen som produktet defineret og tilhgrer M_ n(L). Additionen og
1
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multiplikationen er altsa kompositioner i M n(L), og af de viste

1
regler fremgar, at der foreligger en (ikke kommutativ) ring. Den

kaldes matrixringen af graden n over L. For additionen er O neu-

tralt element, for multiplikationen er E neutralt element, og der

kan 1kke findes andre.

For hver (n x n)-matrix A defineres potenserne
jik =
P {: for p 0
= Ad ..o 4 (p faktorer) for p e N.
Da gmlder for ikke-negative hele tal potensreglerne

7

og dersom A og B er ombyttelige (n x n)-matricer, dva. dersom

AB = BA, ogsé

Idet matrixmultiplikationen er associativ, findes der til
en (n x n)-matrix A hgjst én (med hensyn til multiplikationen)
invers, dvs. der findes hgjst én (n x n)-matrix X, for hvilken

AX = XA = E.
Hvis der findes en, siges A at vare regulzr eller invertibel, og
-1

den inverse matrix betegnes A . For en regulsr matrix A og dens

inverse gezlder altsa

a7 = a7a

e

Heraf ses, at den inverse til en regulsr matrix ligeledes er re-
guler, og at der galder

(2™ < 4.
Det er klart, at Q er regulazr. Er é og E regulazre (n x n)-ma-
tricer, vil ogsa vere regulazr med den inverse

)" = 371a7T,

£ o

It

1
i

thi
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1 -1

B 4 AB =P EB-EB=-E.

Matrixmultiplikationen er altsd en komposition i mzngden af re-
gulwre (n x n)-matricer, og det fremgdr af det sagte, at de re-

culare (n x n)-matricer med elementer fra L danner en gruppe med

multiplikationen som komposition., Den kaldes den generelle line-

wre gruppe af graden n over tallegemet L og betegnes GL(n,L).

Af sztninger om grupper sluttes, at de ovenfor nzvnte po-

tensregler gzlder for regulzre matricer med vilkarlige hele eks-

ponenter, og at

. -1 s =1
(é”]éQ e ép) = ép cee é

for vilkdrlige regulszre matricer é1""’ép‘

Er 4 en regular (n x n)-matrix, B en (n x p)-matrix og C en

(m_x n)-matrix, findes der en og kun én (n x_p)-matrix X, som til-

fredsstiller ligningen

A

<

= B,

o en og kun én (m x n)-matrix Y, som tilfredsstiller ligningen

g
e

:g,

Multipliceres nemlig den fgrste ligning fra venstre og den anden

fra hgjre med é—1

» ses, at de eneste matricer, der kan vare lgs-
ninger til disse matrixligninger, er

B, Y = g4

{1
I
M

Indszttelse viser, at de virkelig tilfredsstiller ligningerne.
Skriver man for eksempel ligningen é § = E elementvis, ser

man, at det drejer sig om et linesrt ligningssystem bestfende af

np ligninger og med de np elementer af § som ubekendte, For p =

1 er
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hf" %y
B=vy=l: | x=x=
Pa Xn |

s¢jlematricer, og matrixligningen

AXy =D
| £ |

er ensbetydende med et ligningssystem

BggXy T e FE X, = Dy
a X + o o« o + g X = b
nt 1 nn n n

med lige mange ligninger og ubekendte. Ovenstidende saztning udsi-
ger, at hvis "koefficientmatricen" A er regul®r, har ligningssy-
stemet for hver sgjle QI en og kun én lgsning §| = é_1 QI. Det-~
te resultat er imidlertid uden betydning for bestemmelsen af lgs-
ningen til et forelagt ligningssystem, silznge man ikke rader o-
ver metoder til afggrelse af, om en kvadratisk matrix er regular,
og til bestemmelse af den inverse til en reguler matrix. (Ifglge
den inverse definition kommer beregningen af den ud p& 1l¢sning af
et linexrt ligningssystem med n2 ubekendte.) Sadanne metoder vil
blive omtalt senerc. Her vil der ved hjzlp af satninger om line-
®#re afbildninger blive opstillet en ngdvendig og tilstrzkkelig be-

tingelse for, at en kvadratisk matrix er regulsar:

En (n x n)-matrix A er regulsr, hvis_og kun hvis dens s@jler

Q|1""’§|n er lineart uvafhxngige talszt, dvs. hvis dens sgjle-

rang er n.

En tilstrazkkelig betingelse for, at en (n x n)-matrix A har

s¢ jlerangen n og dermed er regul®r, er allerede, at der findes en

(n x n)-matrix X, for hyilken A X = E, eller en (n x n)-matrix Y,

for hvilken Y A= E.
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Bevis: I talrummet (I™,+,L) velges som basissst (1,0,...,0),
(0,1,.024,0), v « «, (0,0,00.,1), Til hver (n x n)-matrix A herer
da den linesre afbildning £ af (I%,+,L) ind i sig selv, der til

settet X' lader svare ssttet A §l. Specielt herer til enhedsma~

IlesTl]

tricen E den identiske afbildning e, idet dens sejler netop er ba-

sisszttene,
Antag, at sejlerne i 4 er linesxrt uafhengige. Afbildningen

f har da rangen n og billedrummet f£(I™) dimensionen n. Men idet

n

£(1™) C I", medferer dette £(I®) = L , altsd at f er surjektiv.

Endvidere folger, at kernens dimension er O (jfr. side III, 2, 12),

og dermed, at f er injektiv. Der eksisterer alts& en invers af-

1 n

:I" > I, Denne er lineamr og folgelig bestemt ved eu
1

bildning £~
(n x n)-matrix X. Idet o™l = £ ug = e, gelder for denne A X =

X A = E, hvilket viser, at A er reguler.

Antag, at der findes en (n x n)-matrix X, for hvilken AX =E.
Betegner f og g de ved A og X bestemte afbildninger, er feg = e,
Da, feg er surjektiv, md ogsd f vare surjektiv; f har altséd rengen
n, hvorfor ogsd ssjlerangen for A er n.

Antages, at der findes en (n x n)-matrix Y, for hvilken Y A =
E, og betegnes med h og £ de ved Y og A bestemte afbildninger, er
hef = e, Da hef er injektiv, md ogséd f vere injektiv; kernen for
f har altsd dimensionen O, hvorfor dim f(Ln) og dermed sg@jleran-

gen for A ern - 0 = n,

Dermed er sstningen bevist. Vi bemzrker:

For (n x n)-matricer A og B gzxlder, at blot A B=E, sd er

A og B regulmre og hinandens inverse,

AB=E - AB=BA=E.

= E sluttes, at A er regulzr. Ifelge den forrige

setning har ligningeh A X = E da kun én lesning, hvorfor B = §71a

Thi af A

Loy}
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Foruden de omtalte mdder at danne nye matricer ud fra givne

er den sdkaldte transponering af en matrix af betydning. Den be-

stdr i, at man skriver razkkerne i en matrix A i samme orden som
spjler og sammenfatter disse til en ny matrix. Denne kaldes den

transponerede af A og betegnes med A', Er A en (m xn)-matrix,

vil é’ vare en (n x m)-matrix. Den transponerede %1l en rzkkema-
trix er en sejlematrix, og omvendt.

Med betegnelserne

—_ t o t
é - (aij)i=1,-oa’m; j=1,a-o,n, é - (akl)k=1,...,n;l=1,n.o,m
har man
i —
%1 T Pk
Det er indlysende, at
(é')' = é)

at der for hvert tal N € L gelder
(N)' = nA'
og at
(

ndr A og B er af samme type.

Ik

-+

llos)

)! — é'+§'7

Er A = (aij) en (m x n)-matrix og B = (bjk) en (n x p)=matrix,
altsd A' en (n x m)-matrix og B' en (p x n)-matrix, kan produkter-

ne A B og B' A' dannes, og der gzlder

t
’

(4B) = B

iz

Sve, den transponeredéd af et produkt af to matricer er lig med prow

duktet af de transponerede matricer taget i _omvendt orden,

Med betegnelserne A' = (a&i) og B' = (bij) fas nemlig for e-

lementet 1 den k-te rwkke og den i-te sejle af matricen B' A'
n n
t t _ )
E:bkj a4y < }:EHJ LR

3=1 J=1



e
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altsé elementet i den i~te rmkke og den k-te sgjle af matricen

A B.

Idet E' = E, fis for en reguler kvadratisk matrix A af lig-

1

ningerne A é_1 =Eog A A=E, at

Heraf sluttes:

"Br A en regulsr kvadratisk matrix, vil ogsd dens transpone-

~rede é‘ vere regulzr, og der gxlder

@™t = .

Idet sejlerne i A' er rskkerne i A, har man som modstykke
til en tidligere s®tning: En kvadratisk matrix er reguler, hvis

0og kun hvis dens rzkker er linezrt uafhsngige.

) siges at vere symmetrisk,

En kvadratisk matrix A = (a,.
= ij‘n,n

hvis

AY =

1=

’

altsd hvis a,. = for i,j = 1,¢0.,n.

i3 T 851
Enhver (1 x 1)-matrix er selvfelgelig symmetrisk.

) siges at vere gk®vsymme-

En kvadratisk matrix A = (a,.
= ij’n,n

trisk eller antisymmetrisk, hvis

o= -,

=

__altsé hvis a.,. = —aji for i,j = 1,¢0.yn. I en skevsymmetrisk ma-—

iy
trix er aj; = O for i = 1,.4.,n,

Man har undertiden anledning'til at benytte matricer, hvis
elementer ikke er tal, men visse andre sterrelser, for hvilke pas-—

sendg kompositioner er definerede.
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Bestemmelsen af et produkt A B af en (m x n)-matrix 4 og en
(n x p)-matrix B kan ofte geres mere overskuelig ved at opdele
disse matricer i delmatricer, sékaldte plokke. Er My yeeesly,
NyyeeesByy Pyseee,Pp naturlige tal, for hvilke

My + .eo + My =m, N, + ... +0p=1n, Py + ...+ DPp=D

kan man skrive A og B som "blokmatricer":

FETIE PRI 1 A
{ Bo1 Bpp + - o Aoy | B
A =

D, D, Po
/B B e Bipy 1y
j ;
201 B 0o Bopi
g — l . L[] L)
\
By1 Bye -+ ¢ By Py

hvor blokksnes rekke—-og sgjletal er angivet henholdsvis til hgj-

re og foroven., Blokken écx er (ma x:nﬁ?—matricen begstlende af de’

B

elementer af A, som stdr i raekkerne med numre fra m, + oo ¥ %x—1

+ 1 %1l my + ... m, og 1 spjlerne med numre fra n, + ... + 1, 3 1

B

til ny + ... + ng, 0g blokken Eﬁv er (%B>< py)—matricen bestdende

af de elementer af B, som stdr i rekkerne med numre fra Ny, + ees
+ nﬁ—T 1 til Ny + ee. + nﬁ og sojlerne med numre fra Pyt oeee
py_1+ 1 til Py + eos + P« Produktmatricen é g kan da skrives

Y
som en blokmatrix
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P, D, D5
Ciq Cyo + v+ Cyp\ My
Cog Soo =+ ¢ Cop | M
aB = |+ '
Cur S - - ¢ Syp/ My
0og her er
N
C = A B .
=y L:aﬂ :,B'Y
p=1

Produktet f4s altsd i form af en blokmatrix ved at multiplicere
de to blokmatricer, som om deres blokke var tal. Razkkefplgen af

faktorerne i de enkelte produkter er her vasentlig.

Rigtigheden heraf kan indses pa fglgende méde: Med de sazd-

vanlige betegnelser 4 = (a,.), B = (b, ) er

n_ = 1377 = Jk

E: aijbjk

3=1
det element af A B, som star i den i-te razkke og den k-te s¢gjle.
Ved den angivne blokinddeling af A B vil Cix tilhgre én af blok-
kene, C _. Elementerne 8; 42 J=1,...,n,, udggr da en rakke i

:(xﬁ

blokken A ,, elementerne a, .,
=01 ij

tilsvarende rakke 1 éaZ’ de n

+ 1,e0e,n, + N udggr den

1 1 27
fplgende elementer den tilsvarende

J=n

3

fgrste af elementerne bjk’

den tilsvarende sgjle i B,

1 j:1’lno’n’

de neste n

rekke 1 A ,, osv. De n
:(x3

udggr en s¢pjle 1 E1ﬁ’ o 8’

osv. Ovenstidende sum spaltes nu i N summer, den fgrste bestaen-

nzste led, den tre-

de af de n, fdrste led, den anden af de n

2
derpa fglgende led, osv. Den fgrste af disse sum-

1
die af de n

_ 3
mer er da et element i produktet Aa B1ﬁ’ den anden sum det til-

svarende element i éaz Bzﬁ, den tredie det tilsvarende element

i édB Ejﬁ’ osv. Dette viser, at
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-— A ;| "‘L 3 £ A -+
gaﬁ = =a1§1ﬁ + QaZEZﬁ t oee. t éaNgNﬁ , som pastaet.

Man har ogséd anledning til at hobwagis gk isrparricer. ive.
matricer, hvis elementer cer vektorer tilhgrend: et vektorrum
(v,+,L).

Det er klart, hvad man vil forsta ved produktet af e¢n sé&-
dan matrix med et tal fra L, og cndvidere, hvad man vil forsté
ved summen 8f to vektormatricer af samme type. &F de i1 vektor-
rum gyldige regneregler sluttes, at for givne m,n € N danner
(m x n)-matricerne, hvis elementer er vektorer fra {V,+,1),
et vcktorrum over L.

Definitionen p& produktet af en (m x n)-matrix é og €
(n x p)-matrix E kan uden videre overfgres til det tilfelds,
hvor ég af faktorecrnc er en vektormatrix. Produktet bliver da
en vektormatrix, og denne kan igen multipliceres fra venstre cll
hgjre med en talmatrix af passende type. Man kan sige, at ct
produkt af flere tal- og vektormatricer kan dannes, nir de
npdvendige betingelser vedr¢reﬁd¢ rekke—- og s¢gjlecantal cr op--
Tyldt og hgjst én af matricerne er en vektormatrix. Den as-
sociative lov er ogsa gyldig her, idet den regning, ved hvil-
ken den blev bevist for talmatricer (side III, 2,22), med be-
nyttelse af regnereglerne for vektorrum kan gennemfgres pa sam-
me made, ndr elementcrne i én af de tre matricer er vektorer.

Beéféﬁéf\“transpgggret matrix" bruges ogsa ved vektorma-

o

tricer, og der gazlder (é@) = B'oy—ogsa nir en af matriccrne 4

og B er en vektormatrix.
Begreberne '"regulsr matrix' og "invers matrix' deofineres

ikke for vektormatricer.
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BP Y4,444.0y L, Vektorer fra (Vy+,L) , kan deres linearkombi-
nation med koefficienter k1,;....,§p fra L pad to mader skrives

som matrixprodukt, nemlig

, 1
MY F et N =m1“.%). .
Ip
og transponeret
A
)\11"1 + aee +7\P"\£P = (21 oo 'Y'p) . .

Her skal venstre side i begge ligninger opfattes som (1 x 1)-
vektormatrix.
Er Velz;tor-el"ne11,.....,17_p linemrt uvafhangige, kan man af

ligningen

(N oee xp) D= (g oee up) .

(Zy oee Xp) . = (11 .

slutte, at
(7\1 see xp) = ('u1 5o 'LLP)'
Dette er‘bare cn anden made at udtrykke pa, at koefficienterne

i en vektors fremstilling som lincarkombination af linesrt u-

afhengige vektorer er entydigt bestemte.



Mat. 1, 1962-63 AG III, 2, 34

Linezre afbildningers matrixligninger. Koordinattransformation.

Vi betragter igen en linezr afbildning £ af et n-dimensio-
nalt vektorrum (U,+,L) ind i ¢t m~dimenaiénalt vektorrum (V,+,L).
Er (31,...,gn) en basis for U og (;%,...,im) en besis for V, fin-
des der som omtalt tidligere (side III, 2, 15) en (m x n)-matrix

A= (aij) med elementer fra L, sdledes at

o :
f(gj) = EL, aijgi, J=15eee,n.
i=1
Disse ligninger, som kan sammenfattes til matrixligningen
(f(§1) vee f(_@n))=(£1 "'_:E,m)é"
udsiger, at sgjlerne i é er koordinatszttene med hensyn til
(31,...,§m) af billedvektorerne f(§1),...,f(gn).
Betegner g' det som s¢jle skrevne koordinatsat for en vek-
tor u € U med hensyn til (g1,...,gn) g ¥ det som sgjle skrevne
koordinatsat for billedvektoren

gelder matrixligningerne

w= (g e e B
X— (£1 '..-:E-m).\:r

(f(§_1) ces f(_(}.n)) gl ’
hvor de venstre sider skal opfattes som (1 x 1)-matricer.
Af den sidste ligning fas ved indszttelse
(21 e o W £m) Xl = <£1 s d 0 _:E‘_m)-;é.glﬂ
Idet £1"b"£m er linesrt uafhsngige, kan man heraf slutte
v =4y -
Denne ligning er ikke andet end en sammenfatning af de tidligere

(side III, 2, 15) fundne ligninger
n

—Q\ .
Vi = Zlaijujg 1 1,00-’mo

I

[}
—
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Den udsiger, at mén ved multiplikation af matricen A med en vil-
kirlig sejle gl far koordinatssjlen Zl for billedvektoren af vek-
toren u med koordinatsejlen u;. Vi bemzrker, at A er den eneste
matrix med denne égenskab. Er nemlig g en (m x n)-matrix, og be-
tegnes med ijl den j~te s@jle i enhedsmatricen En,n’ altsd koordi-
natsgjlen for g5 med hensyn til (21""’§n>’ bliver X gjl den j-te
sejle i A; er derfor 14 ijl koordinatsejlen for f(gj) med hensyn til
(£1""’£m)’ sluttes, at den j-te sejle af X stemmer overens med
den j~te sojle af 4,

Ligningeﬁ

Y =4u

kaldes den linezre afbildnings matrixlieming med hensym til baser-

ne (ggyeees8.) 08 (£4,000,L ).

Er (W,+,L) et tredie vektorrum med den endelige dimension 1,
(8140458 ) en basis for det og g:V - W en linemr afbildning, vil
dennes matrixligning med hensyn til (£1f...,£m) og (g1,...,gl) ha-

ve formen

1 =21
hvor g er en (1 x m)-matrix med elementer fra L. Smttés heri gl =
A g,, fas matrixligningen

w =24

g
ir1e

for den sammensatte afbildning ge¢f:U - W med hensyn til baserne

<§1’.‘.’2n) Og (31’..."gl).

Den lineare afbildning f:U — V med matrixligningen Xl =

Hp=>
i

er bijektiv, hvis og kun hvis U og V har samme dimension n = m og

4 er reguler, Er dette tilfeldet, fés

u =4

Y|

som matrixligning for den inverse afbildning f*1:V - U med hensyn

ti1 baserne (i1,...,£m) og (§1,...,gn).
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Ved opstillingen af en matrixligning for en linesmr afbildning
af et vektorrum U ind i sig selv vil man i reglen henfere billed-
vektorerne til den samme bhasis som originalvektorerne. Man kan i~
midlertid ogsd i dette tilfmlde bruge to forskellige baser. Vi gkal
benytte os af denne mulighed til at besvare det vigtige spérgsmél,
hvilken sammenhzng der bestir mellem koordinatsatténe for en og
samme vektor med hensyn til to forskellige baser,

Lad der i det n-dimensionale vektorrum (U,+,L) vere valgt to
baser, den "oprindelige" (91,...,gn) og den "nye" (§1,...,§n), og
lad g' og gl betegne koordinatssjlerne for en vektor u € U med hen-
syn til disse 10 baser. Den sogte relation mellem gl 0g él er da
matrixligningen for den identiske afbildning ey af U med hensyn til
bagerne (g4,...,e,) 08 (§1,...,§n), idet vektoren u henfeores til
den oprindelige eller den nye basis, efter som den betragtes som
originalvektor eller billedvektor eU(E) = Uu. Der gzlder altsa

i =8y,
hvor 8 er en (n x n)-matrix, som er regulsr, idet ey er bijektiv.
Sgjlerne 1 g er koordinat§&ttene for billedvektorerne af 91""’§n’
altsd af selve disse vektorer, med hensyn til basen (§1,---,§n)9

(21 eee € ) = (§1 so e -én) __S:o

~n
Overgangen fra koordinaterne med hensyn til basen (91,...,§n)
til koordinaterne med hensyn til basen (§1,...,§n) kaldes en koor-

dinattransformation og den tilherende matrix § koordinattransfor-

mationsmatricen., Hver regulmr (n x n)-matrix kan forekomme som en
sédan} thi velges basenﬁ(§1,f..,§n)’og en regular (n x n)-matrix §
vilkdrligt, vil der ved den sidst opskrevne matrixligning bestemmes
en basis (§1,...,§n), séledes at S er koordinattransformationsma-
tricen for overgangen fra denne basis til (§1,...,§n).
Koordinattransformationsmatricen g kendes, nar de oprindelige

basisvektorer er givet som linearkombinationer af de nye. Ofte vil
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det omvendte vere tilfsldet., Idet
-1

(21 ) gn) = (91 e e En) »

~ o

vil dette sige, at man kender matricen 5, og § md da bestemmes

som dennes inverse,

Vi betragter igen en line=r afbildning f af et n-dimensionalt

vektorrum (U,+,L) ind i et m-dimensionalt (V,+,L). Lad

v =2y
vere afbildningens matrixligning med hensyn til basen (91,...,gn)
for U og basen (21,...,£m) for V. Vazlges der nye baser (§1,.°.,§n)
og (ﬁ1,...,£m), vil afbildningen f i almindelighed f& en anden ma--
trixligning.iDenne kan bestemmes pa folgende mide: Mellem koor-
dinatsettene u| og Q| for en vektor u € U med hensyn til den op-
rindelige og den nye basis for U bestdr relationen

g =§2|r
hvor S er koordinattransformationsmatricen. Tilsvarende har man
for koordinatsettene for en vektor v € V

¥ =2y,
hvor T er den til koordinattransformationen i V herende koordinat-
transformationsmatrix. Af de tre opskrevne ligninger fias ved eli-
mination af gl og XI

| =TasTd,

<>

. 0g dette er afbildningens matrixligning med hensyn til de nye ba-
ser, 7

Mellem matricerne A og é, som herer til afbildningen, efter
som de oprindelige eller de nye baser benyttes, bestir altsd re-
lationen

-1

>
1
2

4

[fés!

(Dette xan ogsa sluttes af, at f kan skrives evofoea1, hvor ey °8
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ey betegner de identiske afbildninger af U og V. Henferes nemlig
ey til baserne (gy,...,e,) og (§1,...,§n), f til baserne (gq,...,8,

og (21,...,£m) og ey til baserne (31,...,§m) 0g (£1,...,ﬁm), fas

1

for den sammensatte afbildning eV-f-ea = f henfeprt til baserne

(§1""’§n) og (f1,...,f ) matricen T A S =1 .)

Matricerne A og é har samme sgjlerang, idet denne for begge

er lig med afbildningens rang, dvs. billedrummets dimension.

Ved passende valg af de nye baser kan opnds, at § antager en
serlig simpel "normalform". Lad r betegne afbildningens rang.
Man velger en basis (ér+1""’§n) for afbildningens kerne K og sup-
plerer den (hvis r > 0) til en basis (§1"“’§n) for U, Vektor-
settet (f(§1),...,f(§n)) har rangen r. Da
mé £(eq),...,f(g,) vere lineert uafhangige. Velges disse vektorer
(i denne orden) som de r forste vektorer i en basis (21,...,im) for

vV, fas

B 0 ‘
2 =r,r =r,n-r -
é: ’ ’ \x;’

k Qm—r,r gm-r,n-rf
rk

oordinatsettene for vektorerne

idet spjlerne i g jo
f(g/') f1; e (e ) = fr, f(er+1) = O es e ,f(gn) =
Denne matrix betegnes i det fslgende med E(r). (Br r =0, r =m

eller r = n, falder naturligvis nogle af blokkene bort., )

Rangen af en matrix.

Af disse resultater kan udledes vigtige smtninger om sgjle-

rangen af matricer med elementer fra et tallegeme L,
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Er A en (m x n)-matrix, P en regulsr (m x m)-matrix og Q en

reguler (n x n)-matrix, da har matricerne A og P A Q samme s¢jle-

rang.,
Bevis: Man fortolker A som matrix hgrende til en linesr af-
bildning af et n-dimensionalt vektorrum (U,+,L) ind i et m-dimen-

sionalt vektorrum (V)+,L) med hensyn til valgte baser i disse rum.
Anvendes koordinattransformationer i U og V med henholdsvis S = g—1

og T = P som koordinattransformationsmatricer, f4s P A Q som matrix

hgrende til den samme afbildning.

Idet man ved rakkerangen af en matrix forstar maximaltallet

af’ linezrt uwafhangige blandt dens rzkker, galder:

For hver matrix A € M_ n(L) stemmer sgjlerang og rakkerang
- )

overens, Den faelles vardi kaldes matricens rang og betegnes med

rg A,
Bevis: Lad P og Q vare regulare matricer, for hvilke

pag=x"),
= = = :m,n

Eksistensen indses, idet A fortolkes som matrix hgrende til en 1i-

nezr afbildning f; overgangen til Eéri sker da ved, at f henf@gres

il
til nye baser (jfr. side 38). Ved transponering fés

()" _ g(r)

t A' P! =
Q' A" b = =m,n -~ =n,m°

Idet P' og Q'er regulmre, har A' samme sgjlerang som Egr% , lige-
e = - =i
(r) (r) (r) - -
som é har samme s@gjlerang som Em,n' Men Em,n og En,m har ¢Jjensyn
lig samme sgjlerang, nemlig r. Fglgelig har A og A' samme sgjle-

rang, og da sgjlerangen af A' er razkkerangen af A, er pastanden

hermed bevist,

En matrix, som fremkommer ved udeladelse af rakker og/eller

sgjler af en matrix A, kaldes en delmatrix af A,

Rangen af en fra nulmatricen forskellig matrix A < Mm n(L)
- b4
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er det stgrste blandt de naturlige tal p, for hvilke der findes

en reguler (p x p)-delmatrix af A.

Bevis: Fgrst bemzrkes at rangen af en matrix ikke kan for-
mindskes, nar der tilfgjes razkker (eller sgjler), De sgjler af A,
der indeholder en regular (p x p)-delmatrix, er fglgelig lineart
uafhengige. Dette viser, at rg A > p, nér der findes en saddan del-
matrix, P4 den anden side har é en reguler (r x r)-delmatrix,
nar rg A = r, Der findes nemlig r linezrt uafhazngige razkker i A,
Disse udggr en délmatrix, hvis rang ogs& er r, og som altséd inde-
holder r linezrt uafhzngige sgjler. Delmatricen bestéende af dis-

se sgjler er af den forlangte art., Dermed er saztningen bevist,

Line®zre afbildninger af normerede vektorrum,

I det fglgende star L for de reelle eller de komplekse tals
legeme, Lad (U,+,L,]| HU) og (V,+,L,|| HV) vare normerede vektor-

rum, De er da metriske rum med distancerne

diStU<1_11’1_12) = “1;12 - -L-l']”U ’ 'dis-tv(z1)22) = ”22 - -1”V

(jf.side III,1.30-31), Vi betragter linemre afbildninger f af U

ind 1 V.
Det kan hznde, at der findes en normbevarende linezr af-
bildning £:U - V, for hvilken altsa

Vou Iy = lhally -

Idet der da for u,,4, € U gzlder

er den en isometrisk, altsé& specielt injektiv, afbildning af U

péa et underrum af V, Er en sidan afbildning surjektiv, vil dens
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inverse vere en linesr isometrisk afbildning af V pa U, De to
normerede vektorrum er da isomorfe.
Homotetien af U med faktoren -1 er en linear isometrisk af-
bildning af (U,+,L,][| l;) pd sig selv, idet
I-ully = fhall,
I almindelighed findes der, bortset fra identiteten, ikke andre,
En vigtig klasse af lineaxre afbildninger af et normeret

vektorrum ind i et normeret vektorrum udggres af de s&kaldte be-

graznsede, En linemr afbildning
fr (U, +,L,0 Il = (V4L )
siges at vare begraznset, hvis der findes et tal M 2 O saledes, at
vir = lleCa)lly < wlall, .

Dette medfgrer

sup {le(wlly | lully ¢ 13 s w,

altsd at funktionen Hf(g)”v er begraznset, med majorant M, pa
"enhedskuglen" HgHU < 1, Omvendt, hvis dette er tilfszldet, er
den line®re afbildning f begraznset; thi for u S O har man da

I G M, <

llull

altsd (ifglge N2,side III, 1,30)
leCa)lly < o Il
og denne ulighed er ogsé& opfyldt for u =0 .

Idet rummene U og V som angivet ovenfor er metriske rum, kan

man tale om kontinuerte afbildninger f af U ind i V., At £ er kon-
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tinuert i u_ betyder, at der til hvert e > O findes et §d > o0,

sdledes at der for u € U gzlder

WA

le = ufly ¢ = lf(a) - £lally <& .

H

Idet £(u) - f(go) fu - go), er det tilstrakkeligt at krave
dette opfyldt for u, = O. Hvis en linemr afbildning f: U=V er
kontinuert i Q, er den altsi kontinuert (endda ligelig) i hele

rummet U,

En linesr afbildning af et normeret vektorrum ind i et nor-

meret vektorrum er begranset, hvis og kun hvis den er kontinuert,

Bevis: Hvis f: U - V er kontinuert, findes der til ¢ = 1 et

§ > O shledes, at der for u € U galder
lully € 6= ey € 1,

altséa

lally € 1 = lloully €6 = lle(Gully < 1 = lle(@lly € 7 -

Dette viser, at f er begranset.
Hvis f er begraznset, hvis der altsi eksisterer et M 2 O sa-

ledes, at der for u € U gzlder
I£(wlly < Mlully »
har vi for hvert € > 0O
laly € & = ey € o -
Dette viser, at f er kontinuert i Q , altséd i hele U ,

Alle linemre afbildninger af et endelig-dimensionalt nor-
meret vektorrum ind i et normeret vektorrum er kontinuerte. Ved

beviset herfor far vi brug for fglgende sztning., (Den har som
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simpel konsekvens, at forskellige normer i et endelig-dimensio-
nalt vektorrum g¢r dette til akvivalente metriske rum, altsd til
rum med samme topologi (jf.MA 8.17.1-2). For uendelig-dimensio-

nale vektorrum gaslder ikke noget tilsvarende.)

Lad (U,+,L,]|| HU) vere et normeret vektorrum af den endelige

dimension n og (e,,...,e,) en basis for det. Ved for

U =u,e, + .. +u € €U
= 1=1 n=n

at _sztte
| _
JE”1 = |u1| + oeee * Iunl
defineres_en norm || H1 i U, Der findes da tal k,K € R+ , s@ledes

at der for u € U galder

kllall, < llully < xlll, .

Bevis: Ved gentagen anvendelse af N2 og N3 (side III,1,30)

hajey + ooe +uelly € Tugllleglly + oo+ lugllle Jly »
og heraf fglger den hgjre af de pastéede uligheder med
K = max “IQ’I“U 9ecey HEnHUf °
For at bevise den venstre ulighed betragter vi den ved

<u‘]""’u1’l) - ”u']§‘1 T oees + un'e"n“U

bestemte funktion ¢:Ln-* k. Den er kontinuert hvis L" og R for-
synes med de sm®dvanlige metrikker, For (a1,...,an) € Ln og

(u1,...,un) € L™ gmlder nemlig ifplge det allerede viste
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|“u1§1 + oeee + ungn”U - Ha,,g1 + oeee + angn”Ul

A

H(u,lg1 teew vue ) - (a1§1 + oaee + angn)”U

I1Cay - ay)ey + een + (uy - apenly

il

I

K(|u1 - a1| T eee + Iun - anl)

2 2.1
1, + o e e + Iun"'anl ) *

A

nK(Iu1 - a
Idet mxngden
Ezi(u‘lyu.o’un) lu.1| + eee |U.| =1}gL

er begraznset og afsluttet, altsd kompakt, har restriktionen af
¢ til E et minimum k , som m& vare positivt, idet ¢ er positiv

p& E (jf.MA 11.9.1 og 11.12.2). For

U =1u,e, + «00 + UL
= -1 n-n 0

1

sluttes heraf, idet

1

la, ) + oo+ u |

(u1,---9un) € E,

at
’ =y,
lall, Il
altsa
k lall, § lally -

Da dette ogsad galder for u = 0, er smtningen hermed bevist.

Enhver linesr afbildning af et endelig-dimensionalt norme-

ret vektorrum ind i et normeret vektorrum er begrznset, altsé

kontinuert.,
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Bevis: Med ovenstdende betegnelser antages, at (U,+,L, || HU)
har dimensionen n, og at der er valgt en basis (§1,...,§n) for U.

Lad f vare en linezr afbildning af U ind i V, For

U= u,e, + ... + W8

1=1 n

fas da ved hjzlp af den foregéende smtning

le(lly = (e, + ove + u ey
= Hu1f(§1) + oees + unf(gn)”v
< HugllleCely + oo + TuglllieCe Dy
< x'llall, ¢ Rl

hvor

k' = max flie(e )y » oen s BECe)ld

Heraf aflases, at f er begranset.

For linemre afbildninger af uendelig-dimensionale vektorrum

gzlder satningen ikke.

Vi beviser endnu en saztning om afbildninger af reelle nor-

merede vektorrum, som undertiden finder anvendelse:

Hvis en afbildning f af et normeret vektorrum (U,+,R,|| HU)

ind i et normeret vektorrum (V,+,R,]| HV) er kontinuert i O og en

homomorfi af gruppen (U,+) ind i gruppen (V,+), da_er den lineasr,

Bevis: Det er givet, at der for u,,4, € U galder

flu, +u,) = £(u,) + £(u,)

og at der til hvert e > O findes et § > O, sdledes at

lally € 6 = lie(lly < e .
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Det skal vises, at der for u € U og A € R galder
f(Au) = A(u) .

Idet pu for p € Z er den '"p-te potens" af u i gruppen (U,+)

og £ er en homomorfi af denne har vi
f(pu) = pf(u) , pEZ.

For q € N gzlder derfor

' 1
af(gu) = paf(zu) = pf(u) ,
£(Bu) = Br(u) .
(2a) = Zr(u)
Pastanden er alts& rigtig for rationale A . Lad nu uc U og

N € R vare vilkarligt givne. For hvert rationalt tal p gzlder da

]

le(a) - re(ully = lie(hva) = £(ou) + pf(u) - Ae(Wlly

le((n = p)u) + (o = N)E(ully

170N

leCOn = p)ullly + In-plllE(wlly -
Til hvert € > O findes nu et p € § s& ner ved N , at

HON = p)ally = IN - polllally € 6
08
I~ = pllleCa)lly € o
an far da

0 < [I£(™a) - Ae(ullly < 28
Idet dette (med faste u og A) galder for hvert & > O, m& vi have

le(ha) = 2@y = 0 ,
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altsd (N1,side III,1,30)
£(Ze) = N(u) ,

som pastaet,
Som specielt tilfzlde (n = 1, U =V = R med normen | |)

fremh®ves:

De eneste funktioner f:R - R , som er kontinuerte i O og

opfylder "Cauchys funktionalligning"

Vox,y oz f(x +y) = £(x) + £(¥y) ,
R

er_funktionerne f(x) = ¢x, hvor ¢ er en konstant.

Det bemzrkes, at tilsvarende ikke galder for de komplekse
tals legeme; funktionen f£(x) = x , x € U, opfylder s®tningens
forudsetninger, men er ikke linesr,

Endelig nzvnes uden bevis, at der findes funktioner
1R - R, som tilfredsstiller Cauchys funktionalligning, og som

ikke er kontinuerte i noget x € R .

Linezre afbildninger af vektorrum med indre produkt.

Lad (U,+,L,+) og (V,+,L,%), hvor L = { eller L = R, vare
to vektorrum med indre produkt. Man kan da betragte linezre af-
bildninger £ af U ind 1 V , ved hvilke det indre produkt be-

vares, dvs, for hvilke
VuE1922 : f(91) * f(gz) =u,0g, .

For de ved de indre produkter bestemte normer

(v * z)1§

)

1
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gelder da

”f(l_l)“v = ”LIHU .

En s&dan afbildning er fglgelig isometrisk og dermed injektiv,
Endvidere vil der til ortogonale vektorer svare ortogonale vek-
torer, til et ortonormeret system et orfonormeret system. Hvis

en séddan afbildning f er surjektiv, er den inverse af samme art,
Afbildningen siges da at vere uniter i tilfeldet L = & og orto-
gonal i tilfeldet L = R ., Hvis en sddan eksisterer, er de to vek-
torrum med indre produkt isomorfe, Det er klart, at sammensst-
ningerne af to unitere (ortogonale) afbildninger er igen unitar
(ortogonal),

Har de to vektorrum U og V samme endelige dimension n ,
findes der unitzre (ortogonale) afbildninger f: U -» V , Vzlger
man nemlig ortonormerede baser ( 91”°”9n) og (21,.,o,§n) for
henholdsvis U og V, vil den linesre afbildning £: U > V bestemt
ved, at f(gi) = f, fori = 1,...,n, vere uniter (ortogonél), da
de to indre produkter jo har samme koordinatudtryk med hensyn
til de ortonormerede baser (jf.side IIT,41,LL4-L45), og en vektor
i U og dens billedvektor har samme koordinatsazt,

Specielt geglder, at to vektorrum med indre produkt, der
fas ved i samme endelig-dimensionale vektorrum at indfgre to for-

skellige indre produkter, altid er isomorfe.

I det fglgende betragtes linemsre afbildninger af et vek-
torrum med indre produkt (V,+,L,-) ind i sig selv, kort omtalt
som line®re afbildninger af (V,+,L,-). Det forudsattes, at V har
den endelige dimension n., (Begrebsdannelser, der svarer til de

nedenfor omtalte, for afbildninger af uendelig-dimensionale
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vektorrum med indre produkt, specielt Hilbert rum, spiller gan-
ske vist en betydningsfuld rolle i den matematiske analyse, men
overfgrelsen til det uendelig-dimensionale tilfelde er ikke helt
simpel og kan ikke gennemfgres her,)

Med henblik pd& en anvendelse nedenfor bemzrkes, at det indre
produkt af to vektorer u og v i V, som med hensyn til en ortonor-

meret basis har koordinatsazttene (u1,...,u ) og (v1,...,vn), kan

n
skrives -
v
1

u-v = (u1.°.un) =

]
e
1551

<t es

hvor overstregning som sadvanlig betyder overgang til det kon-

jugeret komplekse tal og bortfalder 1 tilfzldet L = R.

Nar der i det fylgende tales om den matrix, der med hensyn
til en valgt basis for vektorrummet V hgrer til en linezr afbild-
ning V, menes matricen, der fas ved at henfgre sével original-

som billedvektorerne til denne basis,

Til hver linesr afbildning f af (V,+,L,.) findes der netop

’ . . . * .
én linesr afbildning £ af (V,+,L,+), for hvilken

Ay s £(a)y = B (y)

Denne afbildning £* kaldes den til f adjungerede.

Bevis: Lad (919°°"§n) vzre en ortonormeret basis for V, og
lad A vere den matrix, der med hensyn til denne basis hgrer til
£ . For

§1+...+ue Y:V’

nn’ + eea + V_E€

1 n-n
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gelder da

f(g)"_f = | ?

e
<

idet égl er koordinatsgjlen, og folgelig g;é' koordinatrakken
for £(u) . En linesr afbildning g af V med tilhgrende matrix B
vil alts& tilfredsstille det til £* stillede krav, hvis og kun

hvis der for alle u og v i V galder

altsa

Man ser let, at dette er opfyldt for alle razkker u_, hvis og kun

hvis

Vi
Hol
|
k=g
_
s
i
1o

og dette for alle sgjler Y dvs. alle sgjler ﬁl, hvis og kun

hvis

thes]]

= é.’ 9 altsa

Den line®re afbildning £%* der med hensyn til den valgte basis
er bestemt ved matricen A', og kun denne, opfylder altsé de stil-

lede krav,

Af beviset fremgar:

Hvis der til en linesr afbildning f af (V,+,L,.) med hensyn

til en ortonormeret basis hgrer matricen A, vil der til den ad--

jungerede_afbildning £* hgre den “adjungerede" matrix

altsd i tilfaeldet L = R den transponerede A' .
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For hver linewr afbildning af (V,+,L:) gzlder
f** :f ;

thi for u,v € V har man

£*(u)-y = v (w) = F(¥)+u = uf(y) .

For linezre afbildninger f og g af (V,+,L,+) og N € L gzlder

(£ +g)* =% 4+ g*

I

(AE)* = RE*,
(gof)™ = f*og*

og, hvis f er bijektiv,

ok

ehH* = ).

Disse regler kan sluttes af, at de tilsvarende relationer ¢jen-
synlig er gyldige for de matricer, der med hensyn til en orto-
normeret bas?irigl afbildningerne, Men de fglger ogs& let direkte
af definitionen p& adjungeret afbildning, For u,v € V har man

nemlig

(£ + g)(u)v

f(u) v + g(u)+v

w-f(v) + ug (v) = u (£ +g )(v),

%E‘f*(\_l‘) = E'Xf*(\_f) y

A

I

b
I

f(u)eg (v) = ut (g (v))

1]
~~
=
IS
4
I

og}hvis f er bijektiv

£ (w)ey = £ ) 2" () TN@)) = we ()TN
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Et underrum U af et vektorrum (V,+,L) siges at vare in-
variant ved en linesr afbildning £ ¢ V - V, hvis det ved f af-

bildes ind i sig selv, altsé hvis
£(U) ¢ U,

Underrummene fQ} og V er invariante ved enhver afbildning f.
Endvidere er kernen Kf invariant, Almindeligvis findes ogsa andre
invariante underrum.

Om den adjungerede til en linezr afbildning af et vektor-

rum med indre produkt gslder:

Hvis et underrum U af (V,+,L,.) er invariant ved en line=r

afbildning £ : V - V, vil dets ortogonale komplement U" vaere in-

I
variant ved den adjungerede afbildning £ .

Bevis: Idet f(u) € U for u € U, galder for hvert v € Ut
3
u-f (v) = f(u).yv = 0.
Dette viser, at f*(g) er ortogonal til hver vektor u € U og til-
hgrer fglgelig UL, som pastaet,

En linesr afbildning f af (V,+,L,+) siges at vare normal,

hvis den er ombyttelig med sin adjungerede, hvis altsa

#

X = Fof® |

Er A matricen, der med hensyn til en ortonormeret basis hgrer

til £, er dette ensbetydende med

' vere en., Da hvilket-

=]

Er A en diagonalmatrix, vil ogsé

somhelst to (n x n)-diagonalmatricer er ombyttelige, er altsa
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afbildningen f normal, dersom der findes en ortonormeret basis,
med hensyn til hvilken dens matrix er en diagonalmatrix. (Vi
skal vise senere, at der i tilfeldet L = ¢ ogsa gzlder det om-
vendte, ) Heraf fremgar specielt, at hver homoteti er normal.

Er £ en normal afbildning og u,v € V , har man

£(u) £(v) = uf" (£(y)) = w£(£ (v)) = £ ()£ (v) .

For v = u sluttes heraf, at f(u) = 0 + f*(g) = 0, altsd at
f og f* har samme kerne K., Da K er invariant ved f og f*, er sonl
vist ovenfor ogs& kernens ortogonale komplement K* invariant ved
£ og £*. Restriktionerne af f og £ ti1 x (som er bijektive, da
K n K = {0}) er adjungerede til hinanden og selvfglgelig om-

byttelige, Vi har altsé:

Er f en normal afbildning af (V,+,L,+) og K dens kerne,

vil dennes ortogonale komplement K" vaere invariant ved f, og re-

striktionen af £ til K- vil vare normal.,

I almindelighed er hverken summen eller sammens&tningen
af to normale afbildninger normal. Men det bekraftes lect, at
multiplikation af en normal afbildning med en skalar fgrer til
en normal afbildning, og at den inverse til en bijektiv normal
afbildning er normal,

Med henblik pa& en senere anvendelse bemarkes yderligere:

Er f en normal afbildning af (V,+,L,+) og e den identiske

afbildning af V, da er £ - Ne for hvert N € L normal.

o,

Da e¢ = e, plger dette af

£of - RE = N+ Mhe

{l

(£* - Re)o(f - Ne)

(f - %e)O(f* -Xe) = fof = Nf' = R + NRe .
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En line®r afbildning af (V,+,L,.), for hvilken

nltsd

Vo,V : £(u)v = uef(v)

siges at vare selvadjungeret, I tilfeldet L = C siges ogsa

Hermitesk symmetrisk eller kort Hermitesk, i tilfzldet L = R og-

s& symmetrisk. (Det bemzrkes, at man i teorien for uendelig-di-
mensionale vektorrum med indre produkt till®gger "Hermitesk sym-
metrisk"en noget mere omfattende betydning end "selvadjungeret'.
I stedet for "Hermitesk symmetrisk" bruges ofte ‘“symmetrisk” og-
sd i det komplekse tilf®lde., Dette kan imidlertid give anledning
til forvekslinger, )

Det er klart, at hver selvadjungeret afbildning er normal,

For en lineasr afbildnings matrix é med hensyn til en orto-

normeret basis gzlder

T
i1
I

hvis og kun hvis afbildningen er selvadjungeret, For matricen é
betyder dette, at diagonalelementerne er reelle, og elementer,
der star symmetrisk med hensyn til hoveddiagonalen, er konjugeret
komplekse, En matrix é, der opfylder denne ligning, kaldes

Hermitesk symmetrisk eller Hermitesk., I tilf®sldet L = R er dette

ensbetydende med, at matricen er symmetrisk, dvs. lig med sin
transponerede,

Er A en reel diagonalmatrix, gzlder ¢jensynlig é' = A,
Afbildningen f er altsa selvadjungefet, dersom der findes en or-

tonormeret basis, med hensyn til hvilken dens matrix er en reel
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diagonalmatrix. (Vi skal vise senere, at det omvendte ogsd gal-
der, ) Heraf fremgdr, at hver homoteti med reel multiplikator er
selvadjungeret. Endvidere fglger, at ortogonalprojektionen p af
V pad et underrum U, dvs. paralelprojektionen langs Ut (jfr. side
I11I,1,43 og 2,11), er selvadjungeret, Valges nemlig en ortonor-
merct basis for U og suppleres denne til en ortonormeret basis
for V (hvilket er muligt ifglge ortonormaliseringssztningen,
side II1I,1,40), vil den til p hdrende matrix vere en diagonal-
matrix, hvis diagonalelementer er lig 1 eller O,

Ifplge et tidligere resultat gaslder:

Hvis et underrum U af (V,+,L,-) er invariant ved en selv-

adjungeret afbildning £ af V, er ogsé& det ortogonale komplement

Ut invariant ved f.

Summen af to selvadjungerede afbildninger af (V,+,L,* ) er
selvadjungeret. Det samme gelder om afbildningen der fés ved at
multiplicere en selvadjungeret afbildning med en reel skalar
(reel, hvadenten L = R eller L = C), Heraf sluttes, at de sym-
metriske afbildninger af et vektorrum V over de reelle tals le-
geme udggr et underrum i vektorrummet (Hom(V,V),+,R) af alle li-
nezre afbildninger af vV ,

Sammensa&tningen gof af to selvadjungerede afbildninger
og g af V er i1 almindelighed ikke selvadjungeret, Men hvis f og

g er ombyttelige, er det tilfeldet, idet da

(gof)" = £ og" = fog = gof .

For hver linesr afbildning f af (V,+,L,:) er £ + £ selv-

adjungeret,
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En linesr afbildning f af (V,+,L,s), for hvilken

altsé

Yy, ¥ ¢ fu)v = ~u-f(y) ,

kaldes anti-Hermitesk, i tilfzldet L = R ogsd antisymmetrisk.

Ngdvendig og tilstrzkkelig for, at en afbildning har denne egen

skab, er, at dens matrix A med hensyn til en ortonormeret babis

tilfredsstiller

=A

1=t
1l

Matricen kaldes da anti-Hermitesk., I tilfmldet L = R er dette

ensbetydende med, at matricen er antisymmetrisk, altsa modsat
sin transponerede.

De antisymmetriske afbildninger af et vektorrum (V,+,R)
udggr et underrum i (Hom(V,V),+,R) .

For hver linesr afbildning f af (V,+,L,s) er £ - £* anti-

Hermitesk., Idet

Pod(f+ ) +a(e-1),

kan hver linesr afbildning fremstilles som sum af en Hermitesk
og en anti-Hermitesk, Det ses let, at dette kun kan ske pa én
made.

Som eksempel p& en antisymmetrisk afbildning n®vnes af-

bildningen £ af det sadvanlige geometriske vektorrum bestemt ve
f(u) =a xu,

hvor a er en given vektor, For alle u og v i rummet har man
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nemlig

£(u)v = a x uy = [awr] = -[uav] = w(-a x v) = w(-£(v)) .

Endelig betragtes linesre afbildninger af (V,+,L,:), ved
hvilke det indre procdukt, og dermed normen, bevares, Som allerede
nevnt er en sadan afbildning f injektiv, Billedrummet har altsé
samme dimension n som V (jf.side III,2,5) og md derfor som under-
run af V stemme overens med V, Heraf fglger, at £ er bijektiv,
alts& unitar (ortogonal), Idet f sfledes er en transformation af

V, taler man ogs& om en unitzr (ortogonal) transformation.

Der findes netop én unitar (ortogonal) tranformation af
V, ved hvilken en valgt ortonormeret basis afbildes p& en vil-
kérligt given ortonormeret basis.

Er £ en uniter (ortogonal) afbildning af V , gzlder for

wLyev

£(u)-v = £(u)-2(r7(¥)) = wr(v) ,

hvilket viser, at

Omvendt, hvis den adjungerede til en bijektiv linezr afbildning

f af V stemmer overens med den inverse, har man for u,v € V

£(u)-£(y) = vt (£(v)) = vy,

altsd at f er unitar (ortogonal).
Idet £ og £ er ombyttelige, er de unitzre (ortogonale)
afbildninger af V normale.

For en linezr afbildnings matrix A med hensyn til en orto-
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normeret basis for V gmllier

=1
=
f
eS|
-

hvis og kun hvis afbildningen er unitsr (ortogonal), Matricen
é er da regular, Ligningen er ensbetydende med, at sgjlerne i é
danner et ortonormeret system i talrummet L™ med det indre pro-
dukt

(u1”"’un)'(v1"."vn) =u1v1 + s a e +u§ -

Idet matrixligningen medfgrer

danner ogsa rekkerne i é et ortonormeret system., En s&dan matrix
kaldes i det komplekse tilfwlde for uniter og i det reelle, hvor
ligningen udsiger, at den transponerede é' er lig med den inverse
é-1 s Tor ortogonal, Idet §" = é , fglger af den sidste matrix-
ligning, at den inverse til en unitezr (ortogonal) matrix ogsé

er uniter (ortogonal).

Koordinattransformationsmatricen hgrende til overgangen

fra en ortonormeret basis <91""’9n) for V til en ortonormeret

basis (§1,...,§n) for V er uniter (ortogonal). Dette fglger af,

at matricens sgjler som koordinats:t for vektorernc i et ortc—
normeret system (91"’°’9n) med hensyn til en ortonormeret basis
(§1,...,§n) mA danne et ortonormeret sat i L™ (jf.side III,1,L4
-45 og I11,2,36)., Omvendt gwlder,rat hvis koordinattransfcrma-
tionsmatricen er unitar (ortogonal) og en af baserne er orto-
normeret, er den anden det ogsa.

Hvis en linear afbildnings matrix med hensyn til en orto-
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normeret basis er en diagonalmatrix (a,,,...,a__ ) . , Vil den
11 nn dlag

vere uniter (or togonal), hvis og kun hvis giiaii =1,
i=1,,..,n , altséd hvis og kun hvis diagonalelementerne har den
absolutte verdi 1, i det reelle tilfalde, hvis og kun hvis de
har vaerdierne 1 og -1, (Af en allerede nzvnt s@tning om normale
afbildninger fremgédr, at der til hver uniter afbildning af et
vektorrum (V,+,0,.) over de komplekse tals legeme findes en or-
tonormeret basis, med hensyn til hvilken afbildningens matrix

er en diagonalmatrix, For ortogonale afbildninger af vektorrum

over de reelle tals legemer galder dette almindeligvis ikke.)

Af definitionen p& unitzr (ortogonal) afbildning sluttes:

Er et underrum U af V invariant ved en unitsr (ortogonal) af-

bildning £ af V , vil restriktionen af £ til U vare en unitsr

(ortogonal) afbildning af U, og det ortogonale komplement Ut

til U vil ogsd vere invariant ved f .

Summen af to unitmre (ortogonale) afbildninger af V er
i almindelighed ikke uniter (ortogonal), Afbildningen, der fas
ved at multipliplicere en unitar (ortogonal) med en skalar 2\,
er uniter (ortogonal), hvis og kun hvis |A] = 1 (A = $4),

Af definitionen sluttes umiddelbart, at sammensztningen af
to unitere (ortogonale) afbildninger og den inverse til en uni-
ter (ortogonal) afbildning af V atter er unitzr (ortogonal).
De unitare afbildninger af et vektorrum (V,+,C,-) over de kom-
plekse tals legeme danner altsad en transformationsgruppe, der

kaldes vektorrummets unitsre gruppe. Tilsvarende danner de orto-

gonale afbildninger af et vektorrum (V,+,R,.) over de reelle

tals legeme en transformationsgruppe, der kaldes vektorrummets
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ortogonale gruppe. Hver af disse grupper er undergrupper i det

pageldende vektorrums generelle linemre gruppe, dvs., gruppen af

alle linezre transformationer (bijektive lineezre afbildninger)
af’ vektorrummet.

Vaelges en ortonormeret basis for vektorrummet (V,+,L,°) &
fas en isomorf afbildning af rummets unitere (ortogonale) gruppe
pé& mzngden af unitzre (ortogonale) (n x n)-matricer med matrix-
multiplikation som komposition ved til hver afbildning i gruppen
at lade svare den tilhgrende matrix (jf.side III,2,15). De uni-
tare (n x n)-matricer danner altsd en gruppe, betegnet U(n,C) ,

der kaldes den unitere gruppe af graden n , og de reelle ortogo-

nale (n x n)-matricer en gruppe, betegnet O(n,R) , der kaldes

den reelle ortogonale gruppe af graden n . Dette bekraftes ogsa

let ved matrixregning. (At legemerne & og R indgdr i gruppernes
betegnelser, hvilket i betragtning af definitioncrne synes over-
flgdigt, skyldes, at analoge grupper ogsa kan defineres for an-
dre legemer.) U(n,C) er en undergruppe af den generelle lineare
gruppe GL(n,t) , og O(n,R) er en undergruppe af GL(n,R) (jf.side
I111,2,25).

De ortogonale grupper for 2- og 3-dimensionale reelle vek-
torrum med indre produkt er isomorfe med grupperne af de isome-
trier af henholdsvis en szdvanlig plan og det szdvanlige rum,

som lader et valgt punkt fast,
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gvelser til kap, III, § 2.

Der er givet to linemrt uvafh®ngige geometriske vektorer a
og b. Vis, at den ved

i - 2a*u
bestemte afbildning af det geometriske vektorrum V3 ind 1

R samt de ved

og

u - (2:u)b + (k-u)a

bestemte afbildninger af V3 ind i sig selv er linemre, og

angiv i hvert af tilfsldene billedrum og kerne.

Ved til talsattet (x1,x2,x3) € R3 at lade svare talssttet
(y1,y2) ¢ R° pestemt ved

yq = 2x1 - X, x3

Vo = Xy + Xq
defineres en linesxr afbildning af (R3,+,R) ind i (R2,+,R).

Bestem billedrum og kerne, og diskuter det linesre lignings-—

system

2x1 - X2 + X3 = b1

for vilkérligt givne b,,b, € R.
Gennemfor det tilsvarende for den ved

Y = 2x1 + Xy

V5 = Xq + X,
bestemte linemre afbildning af (R2,+,R) ind i (R3,+,R).
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3, Bestem samtlige linemre afbildninger f:(R,+,R) - (R,+,R),
samtlige linesmre afbildninger £:(R",+,R) - (R,+,R) og ende-

lig samtlige linemre afbildninger f:(R%,+,R) - (R%,+,R).

4, TIdet f1,f2,...,fm er linemre afbildninger af et vektorrum
(U,+,L) ind i det endimensionale talrum (L,+,L), skal man
vise, at den ved

u - (£,(2),f5(a),..0, 2 (1)), u€vu,
bestemte afbildning f:(U,+,1) - (I",+,1) er linesr, samt

udtrykke kernen K. ved kernerne K, , K. , ..., K. .
f f, fo f

5. En linemr afbildning f af vektorrummet (RN,+,R) af alle
reelle talfolger ind i sig selv defineres ved
(u1’u2’tcc) b d (V1,V2,-co)’

hvor

1
n T n

(wy+o oot ), n=1,2,00s .
Vis, at f er bijektiv, og angiv den omvendte afbildning.
*Vis, at underrummet U bestdende af alle konvergente reelle
talfelger ved £ gdr over i et mgte underrum af sig selv:
f(U) c U. (Dette gdr ud pd at vise, at hvis folgen
(u1,u2,...) er konvergent, vil ogsé (v1,v2,...) vere konver-

gent (med samme granseverdi), og at det omvendte ikke gwl-

der generelt,)

6. Idet to er et fast tal tilherende et interval I ¢ R, skal
man vise, at der ved
p = olt,)
defineres en linemr afbildning f:(F(I-R),+,R) - (R,+,R) af
vektorrummet bestldende af de i I definerede reelle funktio-

ner pad det endimensionale talrum (R,+,R). Angiv afbildningens
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kerne, find et til kernen komplementzrt underrum og verifi-
cer, at restriktionen af f til dette underrum er injektiv og

har samme billedrum som f.

7. Vis, at der ved

o - /b o(t)dt

a
defineres en linemr afbildning f£:(8([a,b] - R),+,R) - (R,+,R)
af vektorrummet bestidende af de pd det afsluttede interval
[a,blc R, a < b, kontinuerte reelle funktioner ind i talrum-
met (R,+,R). Find et til afbildningens kerne Kkompl ementert
underrum og verificer, at restriktionen af f til dette under-

rum er injektiv og har samme billedrum som £,

8. Idet t_ er et fast tal tilherende et interval I ¢ R, skal
man vise, at man ved til hver kontinuert reel funktion ¢ de-
fineret p&d I at tilordne funktionen bestemt wved

'/t @(u)du, te I

far en line&roafbildning £:(8(1 » R),+,R) - (&(T - R),+,R).
Angiv billedrum og kerne for f.
For et om 0 symmetrisk interval I og to = 0 gkal man bestemme
billedrummene svarende til underrummene af lige, henholdsvis
ulige kontinuerte funktioner‘pé I,
For I = [~wr,7], t, = O skal man angive en basis for £(U),
hvor U er underrummet frembragt af funktionerne 1, cost,
sint, cos2t, 8in2t, ..., t € (= ].
Vis endelig, at ndr I er et afsluttet interval, og 8(r - R)
forsynes med den til normen [lp||_= sup {|p(t)] | t e I} svaren-

de metrik, da vil den linemre afbildning f vere (ligeligt)

kontinuert.
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9, For vektorrummet (V2,+,R) af geometriske vektorer i en given

10,

11.

plan velges en basis (§1,g2). (Alle vektorer afsmttes fra
et fast punkt 0; tegn €4 08 g, som vektorer af forskellig
lengde, ikke vinkelrette p& hinanden.)

Konstruer den til en vilkdrlig vektor u € V, herende billed-

vektor ved den linesmre afbildning f:(V2,+,R) - (V2,+,R) be«

stemt wved

a) f(§1) = 219 f(_e_z) = —_8_2,

b) f(§_1) = Eo f(..e.z) = &9

c) £leg) =g - gy fley) =g - 2y

Bestem 1 hvert tilfslde billedrum og kerne, samt m&ngden

{uev, | £(u) = ul af vektorer, der afbildes i sig selv.

Vis, at de linemre afbildninger f1, £, og f3 af vektorrummet
(V2,+,R) ind i sig selv bestemt ved

£,(eq) = &, f,(e,) = -gy,

f,(ey) = -84,  f,(e,) = -g,

f5(e9) = g5 Ty(e) = ey,
hvor (91,32) er en basis for (V2,+,R), sammen med den iden-

tiske afbildning af V2 danner en transformationsgruppe.

Opskriv matricerne heorende til de i evelserne 9. og 10. be-
tragtede linezre afbildninger af (V2,+,R) ind i sig selv,
idet basen (21,22) benyttes ogsé for billedvektorer. Angiv

koordinaterne til billedet af 391 + 2e, ved hver af afbild-

2
ningerne,
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12,

13.

14,

,15.

Runfigurer gengives som bekendt ofte pad papiret, idet man teg-—
ner et billede, som kan tenkes fremkommet ved en parallelpro-

“jektion, Hvorledes gengives vektoren v med koordinatssttet

(2,%,-1) med hensyn til en basis (91,32,23) for de geometriske

vektorer, ndr billederne af 81 &p 08 85 €T kendt?

Idet (31,22,23) er en basis for et vektorrum (U,+,L) og
(£1,§2) en basis for et vektorrum (V,+,L), skal man angive
koordinatfremstillingen for den linemre afbildning f:(U,+,L)
- (V,+,L) bestemt ved ‘

f(.e.1) = £1! f(.§2) = iz? f(§3) = ig + _Z_f__2,

finde kernen K, samt £7 (£, + £

1

Lad (21,52,23) vere en ortonormal basis for defl geometriske
vektorrum (V3,+,R){ og lad g1, g, 08 &5 vere i hojrestillirg.
For en given vektor a med koordinatsszttet (g1,§2,§3) betrag-
tes den linezre afbildning af (V3,+,R) ind i sig selv bestemt

ved U- a x U, U< V3. Find den tilhegrende matrix, idet vek-

torer og billedvektorer henferes til basen (31,92,23).

Angiv en nedvendig og tilstrskkelig betingelse for, at det 1li-

newre ligningssystem

-a3x2 + 32X3 = b1
a3x1 - a1x3 = b2
-2 %X, + a,%, = b3,

hVOT a,8,,8, + 0,0,0 og bysb,,bs er reelle tal, har en lps-

ning, og bestem i bekreftende fald samtlige lesninger,

Lad (g1,g2) vere en ortonormal basis for vektorrummet (V2,+,R)
af geometriske vektorer i en given plan, og lad f og g vere
de linesre afbildninger af (V2,+,R) ind i sig selv bestemt

ved
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16.

17.

18.

19.

20,

1, 196263 AG III, 2, ov. 15=20

f(_§1) = 229 f(§.2) = -9.17
g(_e.-]) = 2.6_17 8(32) = 92;

medens e er den identiske afbildning af V Find (evt. med

2(
stotte i regninger med matricer) geometriske beskrivelser af

felgende afbildninger: (VE)"1(f + e), %(g +e), g-e

(g ~ e)sfo(g - e), ffgof”1.

Udregn alle produkter med to faktorer, som kan dannes af ma-~

tricerne
2 1 ' .
-1 - Z
b 2o r-1 9)e- o 2
= = 3/ 2 2 =\1
3 2
Dan matrixprodukterne
; a1x g’a1é
? . ; (b1 ‘e e bn) og (b1 e e e bn) i . e
E‘O .“ %a i
a, ay

Multiplicer en vilkdrlig (m x n)-matrix med en diagonalma-

trix 1) fra venstre, 2) fra hejre.

Hvad kan siges om produktet af to (n x n)-matricer, der beg-

ge er ovre trekantsmatricer?

Er 4 = (aij) en (m x m)-matrix,, forstds ved dens spor (en-

gelsk og fransk "tﬁﬁce") tallet

tr 4 = Zaii‘
i=1
Vis, at der for hver (m x n)-matrix B og hver (n xm)-matrix

C gwlder

(iles]

tr(B C) = tr(C B).
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21. Reducer

& &
Z L 159 317 i i (3 ¥ -6ik§jl)6ij'

. l 1 14-1 —
22¥ Tor et v:.lkarllgt tal x og et posa.’civt helt tal p defineres

(3) - ==l (3) -

Vis, at der for ((n+1)x(n+1))-matricen

4= <('1 )jC >>i,j=0,...,n

gelder éz = E.

23, Idet A er en given (n x n)—métrix med elementer fra tallege-
= ‘man
met L, skaljvise, at der findes tal Ng1Nq2+eesNge € L, som

ikke alle er O, siledes at

n<
% E + x1A_+ %26 el * %L“é = 0.

- 2L, Beregn matrixprodukterne E gt og A Eaﬁ
= “ = =

karlig (n x n)-matrix, medens E _ betegner den (n x n)-ma-

=af
trix, hvor elementet i o-te rakke og p-te s¢gjle er 1, alle

y hvor A er en vil-

pvrige elementer O. \
Bestem samtlige (n x n)-matricer, som hver er ombyttelig

med alle (n x n)-matricer, altsa samﬁlige matricer A€ Mn n
- s

hvor

X:aX=Xa.

n,n

IS
fisd

25. Vis, at matrixadditionen og matrixmultiplikationen er kom-
a b

positioner i m@ngden af (2 x 2)-matricer ( ), a,b € R,
-b a ‘
og vis, at mzngden med disse kompositioner er isomorf med

de komplekse tals legeme (C,+,.).

26. Angiv en ngdvendig og tilstrazkkelig betingelse for, at en
diagonalmatrix er regular. Hvorledes bestemmes den inverse,

nar betingelsen er opfyldt?
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27.

28.

29.

30.

31.

- Idet é = <

/a b d -b
Udregn matrixproduktet < c d><;c a> s hvor a,b,c,d be=-

tegner vilkarlige tal fra L.

Find en ngdvendig og tilstrzkkelig betingelse for, at en

a b

(2 x 2)-matrix er regular, og angiv i bekraftende
c d

fald dens inverse.

0 -1\ . 1 1Y
Beregn samtlige potenser ’ o/ ? n &€ 42, og 0 1)
n € %, og angiv ordenen af de to undergrupper af GL(2,L),

der udg¢res af' disse potenser.

a b> , medens vi satter AP = < % bp) for

c o} T c a

P b

hvert p € N, skal man opstille rekursionsformler til bestem-
melse af ap,bp,cp, D (dvs. formler som tillader beregning af

disse tal, nar a,b,c,d og ap_1, p_1,cp_1,dp_1

Find derefter a_,b_,c ,dp udtrykt ved p,a,b,d, nar det er

b kendes) .

PP D

givet, at ¢ = O.
a b
Bestem samtlige reelle matricer A = o g/ ¢+ Som tilfreds-~

stiller ligningen A = A, hvor p € N er givet.

Idet A er en vilkadrlig (2 x 2)-matrix, skal man vise, at der
ikke findes nogen (2 x 2)-matrix X, som tilfredsstiller lig-
ningen

AX-X4-=

=

Vis, at for enhver matrix A vil A A' vare symmetrisk. Vis,

“at nidr A er en vilkdrlig -{m-x n)-matrix.og B en (skav)sym-

metrisk (n x n)-matrix, da vil A B A' vare (skav)symmetrisk.
Idet B er en symmetrisk, C en skevsymmetrisk (n x n)-matrix,
skal man undersgge, om matricerne B C + C B og B C - C B er

symmetriske eller skazvsymmetriske.
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Vis,. at-hver-kvadratisk matrix pd en og kun én-mide kan fwem-
stilles som en sum af en symmetrisk ¢g en skavsymmetrisk ma-

trix.

32, Vis, at nAr en symmetrisk (skeveymmetrisk) matrix er regul=r,
vil den inverse matrix ligeledes vere symmetrisk (sksvaymme-
trisk). Vis, at ingen skavaymmetrisk (3 x 3)-matrix er re-

gular,

' A B
35. Om en blokmatrix af formen \ g é) foruddmttes, at blokke-
0 .
ne A og O er kvadratiske. Vis, at matricen er regulsr, hvis
og kun hvis A og g er regulwre, og engiv i bekraftende fald

den inverse i form af en tilsvarende blokmatrix.

34. 1Idet (U,+,R) er et todimensionalt og (V,+,R) et twedimensio-
nalt vektorrum, hvori ér valgt baser (EH’EQ) og (21,2 ,25),
er en linemr afbildning £:(U,+,R) - (V,+,R) givet ved ma-

trixligningen
y 2 1 _
. ! x-1' '
yz = —L" 0 ( ) .
)
y3 1 3

Bestem matrixligningerne for semtlige linezre afbildninger
g:(V,+,R) » (U,+,R) med den egenskab, at gof er den identiske
‘afbildning af U.

35. Vi betragter vektorrummet (Pn(ﬁ -+ R),+,R) af alle reelle po-
lynomier_af hgjst n~te grad. '
Ved til hvert polynomium

2.+ e +pntn, te R’

p(t) = p, +p,t + Dyt
at lade svare dets differentialkvotient f4s en linemsr af-

bildning D:Pn-+ ﬁn' Angiv afbildningens kerne og billedrum~-
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36,

met D(?n). Find afbildningens matrix, idet der som bagis

2,...,tn), Angiv kernen og billedrummet

benyttes (1,t,t
ved afbildningen D?, og bekraeft ved matrixregning, at D2 er

afbildningen, der til hvert polynomium p(t) lader svare dets
anden afledede. "

Idet h er et givet reelt tal, defineres ved Fh(p(t)) =

er en bijek-

p(t + h) en afbildning F,:P - P . Vis, at F

h h
tiv linesr afbildning, og find dens matrix i den navnte ba-
sis. (Begynd med at bestemme de til basispolynomierne sva-
rende polyn;mier.)
Vis, at polynomierne .

£00) o g, (1) t(t-h) (t=2h) ... (t-(i=1)h), 1 = 1,...,n,
danner en basis for ﬁn' Angiv matricerne hgrende til den
¢ jensynligt linezre afbildning Ahzﬁn-» Pn bestemt ved
Ah(p(t)) = p(t+h) - p(t) og til afbildningen Fp» nir denne
basis benyttes. Vis, at der,_néf h $ 0, for ethvert poly-
nomium q(t) € ?n-1 findes et polynomium p(t) € Pn’ som til-
fredsstiller "differensligningen!

vat o (p(t)) = p(t + n) - p(t) = a(t),

og angiv, -hvorledes samtlige lgsninger p(t) € ?n bestemmes
ud fra en vilkérlig.
Lad f vsre en afbildning af en mwﬁgde Ac R™ ina i X" med
koordinatfunktioner\fﬂ,.;,{f‘1

m

(y19-°9,ym)=f(x1s°”,x) == Vs

n i = fi(X,l,...,,xn),

i = 1,..-,,111-,7.
Vi forudsatter, at £ er differentiabel i et indre punkt
(a1,...,an) € A, hvilket er ensbetydende med, at Tyseeesfy

alle er differentiable i punktet. Ved funktionalmatricen

for afbildningen f i punktet (a1,...,an) forstéda (m x n)-



Mato 1, 1962-63

37.
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matricen

(=)
axj =1,ao-,m; j=1’.oo’n,

hvor de partielle afledede alle er taget i (a1,...,an).

Lad e¢ndvidere g vere en afbildning af en m@ngde B,

a2

£(A) ¢ B¢ %", ind 1 R med koordinatfunktioner CIPRPRY- ¥

(Zgseeeszy) = glysenesyy) = 2z =8y ,0,5),
h = 1,ee0,1,
Vi forudsztter, at (b,l,...,bm) = f(a1,...,an) er indre punkt
i B, og at.g er differentiabel i dette punkt, Den sammensat-
te afbildning gof:A - Rl er da differentiabel i (a1,...,an).
Vis, at funktionalmatricen for geof i (a1,...,an) er lig ma-
trixproduktet af funktionalmatricen for g i (1o1 ,.,.,bm) =
):

f(a1,...,an) og funktionalmatricen for f i (a1,...,a
( dzh>1 _ ( azh < ayi .
axj )0 5Vi 1,m Bij m,n

I et tredimensionalt vektorrum (V,+,L) er givet en basis

n

(91,32,33). Vie, at dé tre vektorer

A - -~

&) =&y +agy +beg, &, =gyt Ces &5 = &3

hvor a,b,c er givne tal fra L, danner en basis.

Find koordinaterme til en vilkdrlig vektor v med hehsyn til
basen (§1,§2,§3) udtrykt ved dens koordinater med hensyn til
(g1,§2,93). Find ogsd omvendt de sidstnmsvnte koordinater ude

trykt ved de feorstnzvnte.,

Lad (0;g4,8,) 08 (O;§1,§2) vare to parallelkoordinatsystemer

i en plan E2, galedes at

A

84 =81 Y 8y &)= 8y~ &

Find g, og g, som linearkombinationer af &, og &,.



B

En linie har i1 koordinatsystemet (O;g1,92) parameterfrem-

stillingen

1:3—’6,' x2=-—2+2t, t € R,

Omregn denne til koordinatsystemet (O;§1,§2)._

X

Lad Q betegne punktet med koordinatssttet (3,-4) i systemet
(0;21,92). Angiv linicns parameterfremstilling i koordinat-

systemet (Q;§1,§2)-

39, I rummet E3 er valgt ¢t koordinatsystem (O;g1,g2,§3). To pla-
ner har i dette koordinatsystem parameterfremstillingerne
X, =2 + 8' vy = 3+ 2%!
_ LI - 1t
X, = S =8 yo = 1 + 2t

R 3

Vis, at cet er samme plan, der fremstilles. Til et punkt i

1 = 2% 4+ 2t".,

denne plan svarcr altsd sivel et parameterpar (s',s") i den fgr-
- ste som et parameterpar (t',t") i den anden parameterfremstil- |

ling, Find t' og t" udtrykt ved s' og s'.

LO. En linemr afbildning af et tredimensionalt vektorrum (U,+,L),
hvori der er valgt en basis (91,g2,§3), ind i et todimensio-
nalt vektorrum (V,+sL), hvori der er valgt en basis (21,£2),

er med hensyn til de nsvnte baser givet ved matrixligningen

u1'
0 .
{7y} a ay) {u, ,
vl W1 a- L
2
o

hvor-a er et givet tal tilh¢rende L. Angiv for hver verdi

af a «fbildningens rang r. Bestem dernzst nye baser i de to
rum, s&ledes at den til afbildningen h¢rende~matrix.égg;g;;ﬂ—ﬂﬂ
normalformen med (rxr)-enhedsmatricen i gverste venstre

hjgrne og nuller pa alle andre pladser. Angiv ogsa de til-

svarende regulere koordinattransformationsmatricer 3 og T
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L1,

2—]-2.

og gennemfgr en kontrol ved at udregne T A §_1, hvor A er

ovenstéende (2x3)-matrix.

I mengden M_ n(L) af (mxn)-matricer med elementer fra tal-
?

legemet L defineres en relation ved at fastsaztte, at é star

i relationen til B, hvis der findes en reguler(mxm)-matrix

P og en reguler (nxn)-matrix Q, sdledes at P A Q = B.

Vis, at der foreligger en gkvivalensrelation, og angiv an-

tallet af skvivalensklasser.

Vis, ot matricen
[a,

(b, oo bn),

1

N e o o

m
hvor a1""’am’b1""’bn £ L, har rangen 0 eller 1. Vis
omvendt, at hver matrix med ¢lementer fra L, hvis rang er O

eller 1, kan skrives som produkt af en s¢jlematrix og en

raekkematrix.

Om en linesr afbildning f af et n-dimensionalt vektorrum
(U,+,L) ind i sig selv forudsattes, at hver vektor u $ O
er egenvektor, dvs.,' til hver vektor u + Q svarer’et tal

Nu) € L, den til u hgrende egenvardi, siledes at £(u) =
Nu)u. Vis, at A(u) ikke kan afhznge af u, altsi at £ er
en homoteti eller nulafbildningen, og angiv afbildningens

matrixfremstilling med hensyn til en vilkarlig basis.
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52, Lad (V,+,R,o) vaere et 2-dimensionalt vektorrum med indre

produkt, lad f vare en linezr afbildning af (V,+,R,+), og

(2

vere den til f hgrende matrix med hensyn til en ortonormal

lad

[T

basis, Vis, at f er normal, hvis og kun hvis b = ¢, eller

b = =c og a = d. Vis, at hvis £ er normal, og ad % b2, sa

er f regular.

53 Lad f vzre en bijektiv selvadjungeret afbildning af et en-
delig-dimensionalt vektorrum (V,+,L,+) med indre produkt,

1

Vis, at £ ' er selvadjungeret.

5L, Lad f vare en involutorisk unitar (ortogonal) afbildning
af et endelig-dimensionalt vektorrum (V,+,L,+) med indre

produkt, Vis, at f er selvadjungeret,

55. Lad f vare en anti-symmetrisk afbildning af det 3-dimen-
sionale geometriske vektorrum (V3,+,R,-). Vis, at der fin-

des en vektor v € V., séledes at f(x) = v x x for alle

3’
€ .
2.9 V3
56. Lad (V,+,R,+) vere et n-dimensionalt vektorrum med indre
produkt, hvori der er valgt en ortonormal basis, Vis, at
der for enhver ortogonal transformation f af (V,+,R,-) gael-
der

| tr él < n,

hvor tr A betegner sporet af den til £ hgrenle matrix A
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57

58.

med hensyn til den valgte basis, Bestem endvidere samtlige

ortogonale transformationer f for hvilke
|tr Al = n.

(Ved sporet af A forstis som bekendt summen af é‘s diago-

nalelementer, )

Lad (V,+,L,+) vare et endelig-dimensionalt vektorrum med
indre produkt, og lad f vare en normal afbildning af
(V,+,L,+) med kerne K, Vis, at £(V) = K-, Vis, at for hvert

n € N har £ samme rang som f.

Lad f vare en idempotent selvadjungeret afbildning af et
endelig dimensionalt vektorrum (V,+,L,+) med indre produkt,

Vis, at f er ortogonalprojektionen p& underrummet £(V),
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§ 3a. Lgsning af linezre ligningssystemer.

Skal man bestemme de eventuelle lgsninger (x1,x2,.;.,xn) € Lt

til et forelagt lincart ligningssystem

+ + eee Tt =
B1q%y T B0%s 8% © P4

+ T eee T =
8p1%y T B50%, Bon¥n = P2

+ T eee T =
a31x1 a32x2 33 xn b3

+ + ... T = .
8m1%4 qn2*o ann*n bm ’

hvor alle koefTicienter aij er givne tal tilhgrende et tallegeme
L, ligesom alle bi tilhgrer L, vil det 1 reglen vare det letteste

forst at skaffe sig et nyt ligningssystem med samme lgsninger, af

formen
! + ' eoe T+ ! ;.' + ese + '=
Ciq¥y F ¥ Y Cir¥e ¥ 4 prrFra °in¥n = 4
Lot ae. t '+ log T oees ' =
Cop¥p ¥ Cor¥p * Co niq X Con¥n = do
° [ ] ' ] ' + . + o '= L ]
Crr¥r r,r+1 r+i ®rn*n dr
'y gt eee "=
? Xr 0 x +1 0 Xn dr+1
1 ! _ '
0 X, + 0 xr+1 + e + O x = dm 5

Ay

hvor Cyqs Copy *evs Co alle er forskellige fra O; her stér
x%,xé,...,xg for de oprindelige ubekendte, blot maske i en ny rek-

kefglge; eventuelt er r = n eller r = m.

At ethvert linesrt ligningssystem, hvor koefficienternc aij

ikke alle er 0, kan reduceres til den nzvnte form, indses séledes:

Det kan antages, at a4 3+ 0; ellers foretages blot en pas— .
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sende omordning af ligninger eller af ubekendte med tilhg¢rende
koefficienter. Findes der nu koefficienter a4 ¥+ Omed 2 ¢ 1 ¢ m,
gar man over til et nyt ligningssystem ved til den ite ligning,
i=2.eeoymy, at addere den fgrste ligning multipliceret med
—ai1/a11; det er klart, at enhver lgsning til det gamle lignings-
system er lgsning til det nye; at ogsd det omvendte er tilfeldet,
fremgar suraks, nar man bemzrker, at det gamle ligningssystem kan
fads ud fra det nye ved til den ite ligning, i = 2,...,m, at adde-
re den fgrste ligning multipliceret med ai1/a11. Herefter er a11
den eneste fra O forskellige koefficient til X,

Har ligningssystemet nu ikke allerede den ¢nskede form, vil
opgaven dog vaere reduceret til at omforme et linexrt ligningssy-
stem med m - 1 ligninger og n - 1 ubekendte, nemlig de m - 1 sid-
ste ligninger i de ubekendte XogeeesX o Kan nemlig disse lggyine
ger bringes pad fen tilstrazbte form, mangler der blot, at ﬁéh fo-
rer en eventuel omordning af XpyesasX, med ogsd i den f¢;g£e lig-
ning.

At ethvert linezrt ligningssystem, hvor koefficienterne aij
ikke alle er O, kan reduceres til den ¢gnskede fcrm, fglger da ved
induktion. Dennes 'start" sikres ved, at linemre ligningssyste-

mer med kun én ligning eller én ubekendt let bringes pa reduce-

ret form.

Ved den praktiske udfgrelse af reduktionen af et forelagt
line:rt ligningssystem foretages fgrste skridt som under beviset
ovenfor, hvorved opnids, at i fgrste koefficientsgjle alene den ¢-
verste koefficient er forskellig fra O. Har ligningssystemet nu
ikke allerede den gnskede form, omordnes om forngdent de m - 1
sidste ligninger eller de n - 1 sidste ubekendte med tilhgrende

koefficienter (i samtlige ligninger), s&ledes at man far en koef-
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ficient 022 # O; findes der nu i anden koefficientsgjle under

o) koefficienter forskellige fra 0, bortskaffes dlsse, idet man

22
til de pagzldende ligninger adderer anden ligning multipliceret
med passende konstanter. Efter dette andet skridt i udfgrelsen

af reduktionen fglger om ngdvendigt et tilsvarende tredje skridt

med sigte p& tredje koordinatsgjle, osv.

Lr nu et lineart ligningssystem omdannet til et ensbetyden-
de af den ¢gnskede form, volder bestemmelsen af de eventuelle 1l¢gs-
ninger ingen vanskeligheder:

I tilfalde af, at »r < m og 4 dm ikke alle er O, er

r+1,.l"
der &benbart ingen lgsninger. Er r < m og dr+1""5dm alle O,
kan de sidste m - r ligninger i det reducerede ligningssystem
bortkastes.

Hayr ligningssystemet nu formen

R Lt ' =
C1q%y ®1yr=1"r-1 Cir¥r T %
o * ' o ' _ L]
Cr—1,r-1xr—1 * Cr—1,rxr B dr—1
L
Crr¥p T Ap

hvor ¢ alle er forskellige fra O, er der

497 ***7 Cpgq p-q? Cpp

netop én lgsning; de ubekendte x;,xé ,...,x% kan bestemmes

-1
successivt.

Er ligningssystemet derimod af formen

P
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! t 1 t
X, T «0e t C X C, X + .0 * c,. x =4d
S99 1, p=1%p-1 I 1n*n 1
L] [ ] * L]
0. [ ] L ] L] [ ]
o [ ] ' L) ' + * ' é.
X + x! + .. c x! =
Cr—1,r—1 =1 Cr-1,r T st r-1,n' n r~1
= C X' T e + C X' =d ’
rrr rn’n r

hvor Cuqs soes cr_1’r_1, C.p alle er forskellige fra O og

r ( n, da findes der for vilkarlige t1’°"’tn-r € L netop én
. 1 1 ! —

lgsning (x1,...,xn) med x| ., = t,,

_1,...,x4 kan bestemmes successivt; herved fés

voos x£ =t _.; de gvrige u-

1 [
bekendte Xr’xr

samtlige lgsninger p& formen

t = + }

x1 k1 111t1 + see *+ l1,n—rtn-r
! = + e p s e e

£ kp*+ 1 1% " r,n=r n-r t1’ »bhop € L
? —_

£yt t1
t —_

X 7 tn-r ’

eller
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Vi bemzrker, at medmindre lgsningsmzngden er tom, er den,
som vi pd forhand vidste (III,2,8), et siderum i det n-dimensio-
nale talrum (L",+,L). Siderummets dimension er n - r; thi for
r = n er der netop én lgsning, og for r < n er de n - r koeffici-
entsgjler til t1"°"tn-r i udtrykket for ldsningsmengden linesrt
uafhangige. Det tal r, der fremkommer ved reduktion af et line-
®rt ligningssystem, er fglgelig koefficientmatricens rang (jfr.

11,2, side 8 og 16).
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sG III, 3, ¢v.

gvelser om linezre ligningssystemer.

1. Find eventuelle l¢gsninger (x1,x2,x3) e ﬁB til ligningssyste-

met

+ X, t 2X

2

- X, + Lx

W W

2
+ 3x - 2X
3 2

- 2x2 + X

W W

i
W

2, Find eventuelle lgsninger (x1,x2,x3,xu) € Ru til ligningssy-

stemet
X, = Xy F 2x3 + xh = 1
2x1 X, T x3 + BXLL = 3
- - 5 - = =3
X1 DX, + 8X3 BXM 3
3¢ wafger for hvert af de fglgende tre linemre ligningssystemer
med samme venstre side, om det har lgsninger (x1,x2,x3) S Rj,
og angiv 1 bekraftende fald disse:
— + 2 = = =
2x1 x3 0 1 2
+ - = = =
ux1 3x2 x3 0 0 2
L. I et parallelkoordinatsyst.m (0;91,§2,33) i rummet er to
planer givet ved ligningerne
+ X - = . - = °
Xy X, x3 0, 2x1 X, + 5x3 9

find en parameteriremstilling for planernes skeringslinie.
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@velscr om linemre ligningssystemer. (fortsat)

I et vektorrum (; +,L) med basis (91’92’93’9u) er fire vekto-
rer givet ved koordinatszttenc

(0,1,3,-1), (1,2,1,2), (3,-5,-L,=1), (-it,1,6,1).
Unders¢gg, om vektorerne er linezrt sfhengige eller linesrt

uafhengigse.

in lineser afbildning f:(Ru,+,R) - (R3,+,R) er givet ved

v, 2 -1 1 3\ (™
vol=fo 1 1 - x5
y5f \1 0 1 1 X3

g

Bestem albildningens kerne Kf og angiv en basis for denne.

sngiv ogs& on vasis for billedrummet f(ﬁu).

NI .
Bestem en basis for det underrum i (RF,+,R), som udggres af
lgsningerne til ligningssystemet
+ - X_ - =
x1 X5 XB xu 0

x1 - x2 + X5 - Xu = 0,

og angiv samtlige lg¢sninger.
sngiv ogsa samtlige lgsninger til ligningssystemet
X, X, - XB - Xu =2

Xy~ %o + x3 - Xu = 0,

-1
I'ind de (reelle) tal a, for hvilke ligningssystemet
X + 2y + 2 = a

-3

1!
W)

3X + Ly + 22z

“hx + 2y + z = 2

Har en lgsning (x,y,2) € \j, og angiv for hvert s&dant tal a

b
-

s.antlige lysninger til ligaingssystemet.
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§ 4. Volumen og determinanter.

Definition af volumennil.

Et parallelogram ABCD i planen er pa n®r parallelforskydning
bestemt ved de to geometriske vektorer u, = B o8 U, = ﬁb; der
siges at udsp®snde det. Parallelogrammets areal er en reel funk-

tion F af vektorerne u; Simple geometriske sztninger vi-

e 2°
ser, at der for vilkérlige vektorer 54’32’ vilkarlige reelle tal

og u

NpsXy 08 vilkgrlige reelle tal N > O gelder
(1) Py o8yl ) = F(1y Ao8s:8,) = F(ny ),
(2) F(Ng,1,) = Flu,,an,) = AF(u,,u,).

Det har vist sig at vaere hensigtsmassigt, at skelne mellem
de af vektorparrenc (21,32) og‘(32,31) udspendte parallelogram-
mer. Til et par (31,32) af line@rt uafhangige vektorer lader
man svare omlgbsreningen bestemt ved den korteste drejning, der
Tgrer den fgrste vektors retning over i den andens. Er der valgt
en orientering af planen, altsd en omlgbsretning, som regnes som
den positive, tilskrives det af (31,32) udspandte parallelogram
positivt eller negativt areal, efter som den ved (31,32) bestem-
te omlgbsretning stemmer overens med eller er modsat planens o-
rientering. Man har da

F(u,,u,) = -Fu,,u,),
og man ser let, at (2) nu er gyldig for alle reelle tal \.

I det swdvanlige rum udsp@&nder tre geometriske vektorer U,
22,35 et parallelspipedum. Dettes volumen er 1lig med den abso-
lutte vardi af rumproduktet [213233]. Selve rumproduktet er vo-

lumenet regnet med fortegn. Hvis u,,45,u4; 6T linc®rt uvafha&ngige;

3

er det positivt ellsr negativt, efter som u,,4,,u taget i denne

3
orden er i hgjre- eller venstrestilling. At orientere rummet
vil sige at valge mellem hgjreskruring og venstreskruning og reg-

ne de valgte som dien positive. Sadvanligvis valges hgjreskru-



ning. Dette valg indgadr i vektorproduktets og derméd i rumpro-
duktets definition. Man tilskriver‘altsé et parallelepipedum
udspsndt af vektorsmttet (31,22,23) positivt eller negativt vo-
lumen, efter som den ved sattet bestemte skruning, den korteste
sam-

drejning, der fgrer retningen af u, over i retningen af u

=1 27
men med forskydning i retningen af 33, stemmer overens med eller
¢r modsat rummets orientering.

+f rumprodukte ts egenskaber eller ogsa direkte sluttes, at
der for funktionen F(g1,32,33) = [212223J gelder . de til (1) og
(2) analoge ligninger, (2) for alle rcclle tal A\. Endvidere ses,
at F(B1,g2,35)dskifter fortegn ved ombytning af o af vektorerne
9.1 ’32 ’23 ¢

Det fglgende gar ud pad at generalisere volumenbegrebet til

vilkarlige cndeligdimensionale vektorrum.

Lad (V,+,L) vere et vektorrum af den endelige dimension n.

En funktion F:V" o L kaldes et volumenmdl i V, hvis den opfylder

fglgende betingelser:

VOL1: For hvert szt (31,...,En) € V7, hvert A € L og
i,j=15e0e,n, 1 ¥ j, galder

F(g1,...,Ei+xgj,...,gj,...,gn) = F(g1,...,gi,...,gj,...,gn).

VOL2: IFor hvert sat (21,...,gn) € Vn, hvert N € L og

i=1,...,n glder

F(E1,bu¢’7\2i,oo-,2n) = 7\F(E‘1’...,Ei"..,u—1}).

VOL3: -Der findes et swt (uw,,...,u ) € V', for hvilket
F(E1,;..,En) + 0.

At der for hvert vektorrum findes en funktion, der opfylder

kravene, er ikke oplagt og vil blive bevist nedenfor. Vi begynder

med at drage konklusioner af VOL1-2.
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Volumenm&l og alternarende n-linearformer,

I det folgende forudsmttes, at F:V"5 L er en funktion, der
opfylder VOL1-2, Tor vilkaérlige vektorer LA gi, ul'y i =1,...,n,

fra V gmlder da:

(1) F(E1"'f’Ei""’Enl zndres ikke, ndr der til u, adderes
en vilkarlig linearkombination af de evrige vektorer u,,...,u.
=1 =i-1?
Ei+1 "",En.
Bevis: Ifelge VOL1 kan linearkombinationens led ét efter ét

adderes til Y;, uden at verdien af F andres.
(11) F(E1""’Ei—1’9’2i+1""’En) = 0.

Bevis: 1Ifelge VOL2 for N = 0 har man

F(E1:---’Q:~--rﬂn) = F(E1:°--)Ogy°--:2n)

H

OF(E“I""’Q,""I_]'_H) = On
(III) Hvis smttet (21,...,gn) er linewrt afhmngigt, er

F(E1 ,:on ,En) = 0.45(

Bevis: TForudsstningen er ensbetydende med, at en af vekto-
rerne, u;, er en linearkombination af de svrige. Ifelge (I) kan
denne linearkombination trskkes fra u;, uden at verdien af F an-

dres. Da u, herefter er erstattet med O, felger pastanden af (II).
oom specielt tilfslde fremhsves:
(III') BHvis to af vektorerne Uyseoo,d, stemmer overens, er
F(E1,...,3n) = 0,
(IV) For hver permutation p af {1,...,n}] gxlder
gﬁ‘F(Ep(1)""’Ep(n)> = sgn p F(E1,...,2p) .

Bevis: Idetwhver permutation kan sammensmttes af transposi-

tioner, og en sidan har fortegnet -1, er det tilstrzkkeligt at
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vise, at F(E1’--'52n) skifter fortegn, ndr to af vektorerne, U
0g Ej’ i < j, ombyttes. Ved at anvende VOL1 tre gange og dernzst
VOL2 f4¢

)

= F(ooo,Ej—Ei,lic}Ei+<2j-Ei),-na)

F(..J,Ej;cac,Ei,Lio) = F(o-o,u E ,ao‘}ul,'oo

= F(...’Ej—Ei’...,Ej’.‘.)
= F(...’(Ej—gi) J,..a,ua,.-.)
= F("‘iégij'i"zj"fi)

= "F(b..,Ei,..-,Ej,otn) .

(V) F(E1 PR R ’E""'B"'r ‘e .,l_l.n)

:F(B1’a.l,ul’otl,u)+F( 1,...’11 ’..,,u)

Bevis: BEr UypeoosBy qsly gyeee,l linezrt afhmngige, folger
pastanden af (III). Er disse vektorer linesrt uafhsngige, supple-
res de med en vektor e til en basis for vektorrummet V. Man har da
fremstillinger

Ei =x'e + ..., u; =\"e + Ju0
hvor N\',N' € L, og hvor prikkerne stdr for linearkombinationer af
Ugsooesy 4yl qpeee Efter indsmttelse for gi 0g gg kan disse
linearkombinationer ifslge (I) trazkkes fra uden #ndring af de pa-~
geldende verdier af F, Pastanden reduceres derved til
F(yeeesNetNe,.an,u)
= F(g1,...;7\e,...,u )+ P(Wypeee,NEy0enyit) o
og at dette er rigtigt, folger af VOL2, idet man pd venstre side
kan sstte N+N' og i leddene pd hejre side henholdsvis A' og N\

uden for F.

| Tilsammen udsiger (V) og VOI2, at F(E1,...,2h) for faste

er en linearform defineret pa V med u.

u.
1

Bqreeerly qolipqrecarlly

som variabel vektor. Man kalder en funktion af et givet antal p

af vektorvariable og med verdier i L, altsd en funktion ¢:vP - I,
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en multilinearform eller, ndr man vil fremhwsve antallet af variab-

le vektorer, en p-linearform (for p = 2 bilinearform), hvis den,

betragtet som funktion af hver af vektorerne for sig, er en line-
arform pd V, En multilinearform G(31,...,3p), som har vardien 0,
ndr to af vektorerne 21""’Ep stemmer overens, siges at vere al-

ternerende., Idet (III') gmlder for funktionerne, der opfylder VOL

1-2, er disse alternerende n-linearformer,

Der gwlder ogsd det omvendte, dvs. en funktion F:v" - L, for
hvilken (V), VOL2 og (III') gwlder, opfylder ogsd VOL1. For en sé-
dan funktion har man nemlig

F(Wypeeey By NG p0nnsByseeeylly)

J
:F(E1,oocygi,-owygj’---,}&n)+F(E/l,'cc,’}\l_lj’a--,Ej’coo,En)
=F(E']""’Ei’."’Ej’."’En) +7\F(E1""’Ej’."’Ej""’gn)

.-__-:F(ll_a,,oa.,:l-_l.i,oco,-l_ljyaoa,gn) .

L)

Tager vi VOL3 i betragtning, har vi altsd vist:

Volumenmélene i et n~-dimensionalt vektorrum (V,+,L) er_iden-

tiske med de fra konstanten O forskellige alternerende n-linear-—

former pa V.

Definition af determinant.

Lad der vare givet en (n x n)-matrix 4 = (aij), 8 € L.
For et vilkdrligt szt (21,...,En) af vektorer i V betragtes de

n linearkombinationer
n
Ij= zaijl_l_i; j=1,...,1’lo

Disse danner et nyt sat
(11 X 'Y'Il) = (_1_1_1 es e _'l;n)é. ,
Er F:Vn -» L en n-linearform, Fas ved gentagen anvendelse af (V) -

og VOLZ2
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F(_V_1,aa.,1n.) =

i
|
N
[Ae]
[}
—
Ic
'._l
—
L\/J -
o
|_.l-
:35
|
'_l-
e

Forudssttes nu, at F er alternerende, forsvinder alle de led
i den n-dobbelte sum, hvor (mindst) to af merkerne iyyees,i har
samme verdi, idet den sidste faktor da er 0 ifelge (III'). Det er
altsd tilstrzkkeligt at udstrzkke summationen over de mzrkesst
(i1""’in)’ som bestdr af indbyrdes forskellige numre, dvs. over

1 +¢es N

alle permutationer<i i ) af {1,...,n}. Tager man (IV) i be-
1... n

tragtning, far man altsé

—
F(E1""’Xh) = 2[, Sen p ap(1)1"'ap(n)n F(E1""’Eh) ’

I)ESn

hvor p betegner en permutation af {1,...,n} og Sn den symmetriske
gruppe af graden n.

Ligningen viser, at F(y1,...,yn) fas af F(31,...,En) ved mul-
tiplikation med et tal, som kun afhsnger af matricen A. Det kaldes

denne talmatrices determinant og betegnes

8.11 LI a,]n

det A= det(§|1""’2|n) = : . : ,

a L 2 ) a’

ni nn
hvor 2]1""’§ln er sojlerne i é. Determinanten er altsd define-

ret ved

det A = 2{: sgn p ap(1)1...ap(n)n

pes,



(G.W. Leibniz, 1678), Summen pa hgjre side har n! led. Hvert af
disse er et med et vist fortegn forsynet prodﬁkt af n af matricens
elementer, nemlig ét fra hver sejle, séiedes at ogsad hver rzkke er
reprasenteret netop én gang.

Herefter kan den ovenfor fundne egenskab ved en alternerende

n=-linearform F formuleres séledes:

(VI) Br (uq,...,n,) et vilkarligt n-set af vektorer i det n-
dimensionale vektorrum (V,+,L) og A = (aij) en vilkdrlig (n x n)-
matrix med elementer fra L, gelder for det ved matrixligningen

(31 vee X)) = (21 cee WA

bestemte vektorsst (21,...,zn)

F(¥yseee,X,) = det A F(uy,0e0,1) .

Af determinanters egenskaber fremhmves forelebig to, som fol-

ger umiddelbart af definitionen:

1°  PBn kvadratisk matrix A og dens transponerede é‘ har samme

determinant:

det A' = det A.

Bevis: Ifplge definition er

det é'z: }: sgn q a1q(1)"'anq(n) .
Q€S |
Da faktorernes orden i.de enkelte led er ligegyldig, kan de ordnes
efter sejlenumret; Rekkenumrene vil da optrede i den orden, der
bestemmes ved den til g inverse permutation p = q-1. Man kan alt-

g8 skrive

—
LR v
det .é = L sgn g ap(”,' ap(n)n .

QESn =
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Men da q og q-1 = p har samme fortegn, og da p = q_1 gennemlgber
hele gruppen Sn’ nar q ggr det, er summen pa hgjre side lig med
det A.

[ )
2 Determinanten af en ¢gvre eller nedre trekantsmatrix er

lig med produktet aff elementerne i hoveddiagonalen,

Bevis: Ifglge 10 er det tilstriekkeligt at betragte en ¢gvre
trekantsmatrix A = (aij)’ hvor altséa 84 = ® for i > j. Ved hver
fra aen identiske forskellig permutation p af {1,...,n} findes
der mindst et nummer j, sdledes at p(j) > Js nemlig det laveste,
for hvilket p(J) $ Jj. Hvert led af determinanten, som svarer til
en fra den identiske forskellig permutetion, indeholder saledes
mindst én faktor ap(j)j’ der er lig O, For determinanten fas alt-

s8 a11a22...a som pastaet,

nn

Volumenmdlets entydighed og eksistens.

I et n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) findes et og kun €t

volumenmal, som for en given basis for V antager en given vurdi

k £ 0. (H. Grassmann, 18L4, K. Weierstrass, 186L.)

Bevis: Lad (91""’9n) vare den givne basis og (21,...,gn)
et vilkarligt n-sat af vektorer. Med U betegnes (n x n)-matricen,
hvis sgjler E|1?"”E|n er koordinatsattene for Uyseoory med hen-
syn til basen (91,...,gn). Hvis der findes et volumenm&l F, som
opfylder det stillede krav, md dets vardi for (21,...,Eh) ifplge
(VI) vare .
F(1_11,...,1_1_n) = det U F(g1,...,§n) = k det U.

Dette viser, at hvis der overhovedet findes et sadant volumenmil,

kan det kun vare den ved

(1_11,...,gn) ~» k det U
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bestemte funktion G:V" - I,

Pastanden om eksistensen gir herefter ud pd, at den sé-
ledes definerede funktion G faktisk er et volumenmédl, hvis verdi
for (gqy.s.,8,) er k. Da det E = 1 ifplge 2°, er

G(g1,...,§n) = k det B = k,

altsd det sidste krav og, idet k + 0, ogs& VOL 3 opfyldt. Det er
derfor tilstrmkkeligt at vise, at @ er en alternerende n-linear-
form.

| I hvert af de n! led af det U findes, som nevnt, netop én
faktor, der er element i.den j=te sojle g5 af U. Man kan altsd
skrive

det U =u,.U,. + ... +u .U ,

137137 njnj

j""’U kun afhznger af elementerne i

s@jlerne 2,1,...,g|j_1,g|j+1,...,gln. Idet glj er koordinat-

hvor koefficienterne U .
1 nj

sattet for Bj’ viger dette, at
G(31,..,,En) =k det U

for faste 21""’33-1’Ej+1""’3h er en linearform som funktion

f u..
at 2y

t vise, at G er alternerende, kommer ud pad at vise,'at det. U

= 0, nir to sgjler gli 0og glj, i< j, stemmer overens. For de

to givne naturlige tal i og j, 1 < i < j £ n, inddeles permuta-
tionerne af {1,...,n} i to klasser., il den ferste, S)» regnes
de permutationer p, for hvilke p(i) < p(j), og til den anden,

Sy, de permutationer g, for hvilke g(i) > q(j). Ved

.

p *q = p° % i) hestemmes en enentydig korrespondance mellem

Sﬂ 0og Sﬁ, hvor permutationer p og q, der svarer til hinanden,

har modsat fortegn, Man kan derfor skrive

det U = ' sgn p (up(1)1:77up(n)n - uq(1)1'.’uq(n)n) '

PEsy
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— .l J
hvor q = p’<j i)' Nu er

Y (1)1 Y (i)it *Yq(3)it g (n)n
= Up(1)1° ()it Y1) Mp(n)n
o(1)1° ¥p(1)1°p(3)3 " Ppln)n 7

It

i . = N L E— R i &
idet up(J)i up(J)J 0og up(l)J up(l)l Alle led i ovenstaende
sum er altsd lig O.

Dermed er sstningen bevist.

Uden forudsmtningen k + O havde vi flet resultatet:

I et n-dimensionalt vektorrum (V,+,L) findes en og kun én

alternerende n-linearform, som for en given basis for V antager

en given verdi k.

En alternerende n-linearform, der antager vardien O blot for
én basis, md derfor vsre identisk O. Som modstykke til III har

vi sdledes:

Br F et volumenmdl i et n-dimensionalt vektorrum, da er

F(g1,;..gn) + 0 for ethvert linemrt uafhengigt set (21,...,2ﬂ).

Volumenmialene i et n-dimensionalt vektorrum er da de funk-
tioner F: V" o L, som, efter valg af en vilkdrlig basis
(g1,...,§n) for rummet, kan skrives

F(E1’--~’En) = k det U, .
hvor (21,...;gn) og U er sammenknyttet ved
(@yeensn) = (g,00058
medens k er en konstant § 0., Der er siledes uendelig mange volu-

menmdl, men de er indbyrdes proportionale.
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Setninger om determinanter.

Determinanten af en (n.x n)-matrix A, betragtet som funk-
tion af swttet(gl1,...,g|n) af sejlerne i 4, er det volumenmil i
talrummet (Ln,+,L), som antager vzrdien 1 for smttet af enheds-
matricens sejler., Af egenskaber ved volumenmdl fas altsd egen-
skaber ved matricers determinanter. Ifslge den ovenfor beviste
satning 1., hvorefter det A' = det A, kan matricens rakker tres-

de i stedet for sejlerne, Man far sadledes:

3° En kvadratisk matrices determinant forbliver usndret,

kombination af de andre sejler (rzkker).

4° Multipliceres én af spilerne (rskkerne) i en kvadra-

tisk matrix med et tal, vil matricens determinant multipliceres’

“ med samme tal,
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Bet bemzrkes, at dette for en (n x n)-matrix A og et tal x

medfgrer

det(MA) = \det A.

50 Er én arf sgjlerne (rzkkerne) i en kvadratisk matrix A

en sum af to sgjler (rakker),

811 < :|i * 2|E (8- =231 +2;1),

vil matricens determinant vere summen af determinanterne hgrende

til de to matricer, der fremgadr af A ved at erstatte den i-te

spjle (rakke) med henholdsvis gli (gil) og 2|; (gi:).

Tilsamnen udsiger uo og 50, at determinanten, betragtet som

funktion af en enkelt sgjle (rzitke), er en linearform. -

6o Hvis sgjlerne (rokkerne) i en kvadratisk matrix er li-~

neart athangige, specielt hvis en af s@gjlerne (rekkerne) er nulsgj-

len (nulrakken) eller to af sgjlerne (rskkerne) stemmer overens,

er matricens determinant lig O.

Endvidere gzlder multiplikationssatningen for determinanter:

7o Determinanten af et produkt af to (n x n)—mgtricer er

lig med produktet af de to matricers determinanter.

Bevis: Lad A og B vere vilkarlige (n x n)-matricer med
elementer fra tallegemet L. Med F betegnes det volumenmdl i tal-
rummet (L%,+,L), som for en valgt basis (91"“’9n) antager var-

dien 1. BSsttes

(wy oeon) = (gg o008 )h
(xy «v-y) = (g «-- uJB,

fas ved gentagen anvendelse ai (VI)

E(z1,o,e,z ) = F(31,°°,,gn) det B = det A det B.

n
Taet

(v

Vy e yn) = (53_,l gn)ég.,
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fas ogsa

F(KJI"..’XH) = det(‘:.A'E) Ed
hvilket viser, at
det(AB) = det A det B .
kEr é en regular matrix, sluttes af §§—1 = K og det & =1, at
det A det A71 = 1,

altsé:

'.0 - 3 (] . .
O Indbyrdes inverse reguls&re matricer har indbyrdes reci-

prokke determinanter.

Heraf aflmses endvidere, at en regulwr matrices determinant

forskeilig fra O. Sammen med & giver dette:

o
9 En kvadratisk matrix er reguler, hvis og kun hvis dens

determinant er forskellig fra O.

Lad A vere en vilkarlig (ikke ngdvendigvis kvadratisk) tal-
matrix. Determinanten aof en (p x P)-delmatrix af A kaldes en un-

derdeterminant af p-te orden af A,

En tidligere smtning (side III, 2, 38-39) og 9 giver fgl-

gende setning om rangen af en matrix:

er

Rangen r af en matrix, som ikke er nulmatrix, er det stgrste

Af de naturlige tal p, for hvilke matricen har en fra O forskel-

lig underdcterminant af p-te ordcn,

For en ortogonal matrix, dvs. en kvadratisk matrix Ay for
hvilken A'A = E, har man
(det 4)2 = det A det A = det(A'4) = 1,

altsd: Determinanten ¥ en ortogonal matrix er 1 eller -1.
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For en unitar matrix, ¢vs, en kvadratisk matrix A, for

hvilken A'A = B, har man

|det élz = det AT det A = det A' det A = det(A'A) =1,

=1

altsé: Determinanten af en uniter matrix har den absolutte vardi

1,

Determinants udvikling. Bestemmelse af invers matrix,

Lad A = (aij) vere en (nxn)-matrix med elementer fra et
tallcgeme. Er K og M ikke-tomme delmezngder af mangden
N = 31,2,...,h},.betegnes med éK,M den delmatrix af A, hvis rak-
kenumre og spjlenumre er elementerne i K hhv., M. To sédanne del-

M siges at vere komplementzre, der .m
2772

og K2,

matricer éK M og éK
=K, 5 M, =

bade mengderne K og mangderne M1 0og M2 er komplementare

1
delmangder af N,

Lad nu I og J vere fast valgte ikke~tomme komplementaere

delmengder af N,
I = §i1,i2,...,ik} I S P SR TR
J = ij1,J2,o'e,jl} ’ 31 < 32 < o o0 < Jl.
Sxzttes

P

fmes | m(i,) < oo <m(iy) A 7(3)) < aen < m(31)3,

gelder Laplace's udvikling:

ll

(1) det A % sgn 7 det éz,w(l) det A 3,m(3)
mEP

hvor .

11+,..+1k+ﬁ(11)+...+W(1k)

sgn m = (-1)

(2) j1+..,+jl+ﬁ(j1)+...+w(j1)

(-1) .

]
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Formlen (1) viser, at det A kan udregnes som en sum af

produkter af formen + det QI,K1 det éJ’Kz, hvor éI,K1 og éJ,KQ
er komplementare kvadratiske delmatricer af A med razkkenumre i
I hhv, J; det er klart, at hvert af de (E) saddanne par af delma-

tricer giver netop ét bidrag til summen.

Det bemerkes, at (1) anvendt pa A' giver

det é = wép sgn 7 det éW(I),I det éW(J),J’

idet en kvadratisk matrix har samme determinant som den trans-

ponerede matrix,

Bevis for (1).

For aj = (845855 .058,5) € , j=1,2,...,n, sattes

G(§1,g2,.,.,gn) = wép sgn 7 det éI,W(I) det éJ,W(J)’

hvor A er matricen (a, .) Det pastéas,

ij
at G er et volumenmdl med G(g1,92,...,gn) = 1, hvor

i:1,2,noo,n;j=1,2,nno’n°

c :(1,0’000’0), _6_2:(0y1,o,nvo,o), o 0. s _e_n:(099009091)o

Da det p& forhand vides, at den ved

F(§_1522yw.n '_t:—i_n): det .é.

Cefinerede afbildning F er det eneste volumenmal i (Ln,+,L),som
pa sattet (g1,g2,.o.,§n) antager verdien 1, vil (1) hermed vare

bevist,

Ifglge kendte saztninger om determinanter er for hvert

m € P den ved
Gw(21’§2’°'°’§n> = sgn 7 det A (1) det éJ,w(J)

Zefinerede afbildning GW en n-linearform. Da summen af endelig
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mange n-linearformer oplagt er en n-linearform sluttes, at G

er en n-linearform,

Det skal herefter vises, at G er alternerende., Lad i
settet (21’32’°"’§n) vektoren a, vare identisk med vektoren
a,, hvor r < s. Er 7 € P en permutation med r € w(I) og s € w(1),
eller r € w(J) og s € w(J), fas sgn 7 det éI,w(I) det éJ,w(J) = 0,
thi determinanten af en matrix med to ens syjler er 0., De gvrige
permutationer i P deles i to klasser Q' og Q", hvor @' indehol-
der de ' € P for hvilke r € w'(I) og s € w'(J), og Q" inde-
holder de 7" € P for hvilke r € 7#'"(J) og s € w"(I), Idet der

for enhver delmengde M af N = {1,2,...,n} med k elementer fin-

des netop et # € P med w(I) = M, og dermed w(J) = MM, findes

til hvert 7' € Q' et og kun ét #" € Q" med
a™(I) = (w'(I) \ {r}) v {s},

(3)
(w'(J) \ {s}) w {r},

WH(J)

0g den herved definerede afbildning af Q' ind i Q" er bijektiv,

Vi far fgolgelig
G(§1’§2y---9§n)

- ' ' det A
7T’é:()v’(sgnw det éI,W'(I) et Ay wr(g) t

1t
sgn 7' det éI,W"(I) det AJ,WH(J)) ’

hvor for hvert w' € Q' permutationen w" er det ved (3) bestemte

element af Q", Det er derfor tilstrazkkeligt at vise, at

it
sgn 7' det él,ﬁ"(l) det éJ,w”(J)

= t
= —-sgn w' det él,ﬂ'(l) det éJ’Wv(J>

for ethvert w' € Q°'.
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Vi bemzrker fyrst, at er w, en vilkarlig permutation i P,

1
t en transposition, som ombytter to elementer af w1(I), og szt~

tes Ty = t o Ty gelder
sgn my det Ly (1) 2% L3,m, (3)
= 880 My At Ay (1) 40t Ly 0 (a);
thi sgn 7, = -sgn m,, éJ,Wé(J) = éﬁ,wi(J)’ %
. _ . a [
det éI,'TT2<I) = det él,'TT,I(I)’ idet él,’sz(I) fremgur af é:,?T,I(I)

ved ombytning af to sgjler, Tilsvarende gzlder, hvis t ombytter

t0 e€lementer af w1(J).

Det er klart, at sattet (W”(i1),...,W"(ik)) fremgar af
ssttet (w'(i1),..,,w'(ik)) ved fgrst at fjerne elementet r, der-
nest rykke de af de efterfylgende elementer, som er < s, én po-
sition til venstre, og endelig indfgje s p& den herved ledigblevne
position. Tilsvarende fremglr szttet (w”(j1),,.,,w“(jl)) af smt.-
tet (W'(j1),;;n,ﬁ'(jl)) ved fyrst at fjerne elementet s, der-
nest rykke de af de foranstiéende elementer, som er > 1, én po--
sition til h¢jre, og endelig indfyje r pa& den herved ledigblevne
position., Sammensattes derfor w" successivt fra venstre, dels
med transpositioner, som ombytter s med naboen til venstre 1 s@b~ -
tet (W”(i1),.,.,w"(ik)), indtil s er placeret i den position.
som indtages af elementet » i sattet (w'(i1),...,w'(ik)), og dels
med transpositioner, som ombytter r med naboen til h¢dce i sat-
tet (7"(3,)5...,m"(J;)), indtil r er placeret i den position,
som indtages af elementet s i sattet (W'(j1),...,w'(j1))q fas som
resultat permutationen 7 ={2 i}o w'. Ved gentagen anvendelse arl

bemzrkningen ovenfor ses, at
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it
sgn 7' det éI,w”(I) det éJ,w"(J)

= sgn w det éI,W(I) det éJ,w(J) .
Endvidere har vi &benbart sgn m = -sgn 7', samt
%et éI,W(I) = det él,w'(l) og det éJ,W(J) = det éJ,w'(J)’ thi
ilf = 2| g i é . Dette giver ved indszttelse det ¢gnskede,

Vi mangler herefter blot at vise, at

wzp sgn 7 det By _opy det By o5y = 1.

Betegner ¢ den identiske permutation, fas abenbart

sgn e det E ,e(T) det EJ,e(J) = 1.

AMle ¢gvrige bidrag til summen er imidlertid O; thi er

7 € P\le}, findes et i € I med w(i) € I, og dermed en O-sgjle

i

Er, (1)

Bevis for (2),

Det pastas, at w € P kan fremstilles som sammensatning af

k
by (ﬁ(iv) + i, - 2v)
v=1

transpositioner, Da dette tal er kongruent modulo 2 med

k . . )
v§1(w(1v) + 1),

og da det abenbart er tilstrskkeligt at vise rigtigheden af

det fprste lighedstegn, folger (2) heraf. - I sattet (1,2,...,0)

kan.ﬂ(ii) fores til fgrste position, mens alle ¢gvrige elementer

bevarer deres indbyrdes rzkkefpglge, ved w(i1)—1 ombytninger,

Derefter kan W(iz) fores til anden position ved w(i2)-2 ombyt-

ninger, etc. Herved fas efter ialt

k
) (W(iv)-v)
v=1
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ombytninger w(iv) pd v-te position for v = 1,2,...,k., Idet
resten af elementerne har bevaret deres indbyrdes rakkefglge,

har szttet herefter udseendet
(77(11), 7T<12)9--°97T(ik)9 7T<j1)’ 77(32)50--977(je)°

I dette s®t kan nu w(ik) ved i, -k ombytninger fgres til den
i, -te position, dernzst W(ik_1) ved ik_1-(k—1) ombytninger til

den i, ,-te position, etc. Herved Tfas efter ialt
k

= (i -v)
v=1 v

ombytninger elementerne W(iv) pa iv—te position for v = 1,2,...,Kk.
Da de ¢gvrige elementer har bevaret deres indbyrdes rwkkefglge,
har vi ogsa W(jﬂ) pa jﬂ-te position, u = 1,2,...,1. Vi har altsé

efter ialt

k
%1(W(iv)+1v—2v)

"N ™
~~
3
PN
]

<
S
]

N
p——
+
[/

1(iv-v) =

% 1%

ombytninger faet sattet (1,2,...,n) fgrt over i szttet
(r(1),7(2)y...,m(n)), Heraf fremgir, at permutationen 7 som

pastéet kan sammenszttes af dette antal transpositioner,
Et vigtigt specielt tilfazlde af Laplace's udvikling fés
ved at velge et fast i € {1,2,..,,n} og satte
I= ii}, J:£1’noa’i_1,1+1’oo"n}‘
Vi far da

P

i € 5, | 7(1)<so<m(i=1)<m(i+1)<,, <m(n)},
og, for m € P,
i+m (i)

sgn 7 = (=1)

Icdet vi med ék'l betegner den delmatrix af A, som fés ved 1 A
=K el =

at slette k-te razkke og l-te sjjle, far vi endvidere
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A (1) = (8 p1))
0og
A = A,.
=J,m(J) ~ =Higkt],
hvor (a, ) er en (41x1)-matrix, Ved indsmttelse i (1) far

i,m(i)

vi derefter

det é =

I ™Ms

i+j ;
-1 a.. det A .
2 (=) ey act 4y

Uatrykket (-1)'%9 det Ay. 4 kaldes komplementet til elementet
vl |

a 0g betegnes Aij' Vi far da

i3’

(L) det A =

ai. Ai..
1 J J

hn™Ms

J

Denne fremstilling af det A kaldes determinantens ulvikling ef-

ter den i-te razkke., Ved anvendelse af (L) p& A' fas, idet

det é' = det A, determinantens udvikling efter den j-te sJjle,
n
(5) det A = if1 ay5 Ay

Erstattes 1 A elementerne i den j-te spjle med elementerne

i den k-te, hvor k { j, og udvikles determinanten af den herved

fremkomne matrix efter den j-te sgjle, féas

(@
|
™~

a.. A, . ,
524 ik "ij

idet determinanten af en matrix med to ens sgjler er 0.

Sammenholdes dette med (5) ses, at der galder

) = (4;)'4 = (det A)E.

(8 5)"(ay 13

Er 4 regulsr, altsd det A 4 0, fas
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hvoraf' sluttes, at

Vi har dermed:

Den_inverse til en regulsr matrix A er den transponerede

af den matrix, der f&s ved at erstatte hvert clement i A med sit

komplement divideret med det A.

Eksempel,

Som eksempel udregnes den sakaldte Vandermonde determinant

(N.Vandermonde, 1779, A.Cauchy, 1815)

1 a a2 an—2 an-—2
1 10t 1 1
1 a a2 ai=2 o1
2 2 **° 2 2
Dn(a1""’an) B . . .
2 n-2 n-1
1 a a cee A a
n n n n

hvor 84y €T vilkérlige tal. Der gelder
n

Dn(a1,...,an) =
i

(aj—ai).
1

s d
i<

< [

Beviset fpres ved induktion, Man finder D2 = 8, = 8,. Antag,
at ligningen er rigtig for n-1 2 2 i stedet for n. Adderes i Dn
Cen (n-1)-te sgjle efter multiplikation med —a1 til den sidste,

dernest den (n-2)-te syjle efter multiplikation med ~a, til den
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(n-1)-te, «.s , den fgrste sgjle efter multiplikation med -a,

til denvandeh¢ﬂfésmvedddenefjer_gy*pdvikle‘efter den fgrste rak-

ke

Dn(a1 ,oo-,an)

1 0 0
1 a,~ay a2(a2-a1)
1 a -8, an(an-a1)

-a, a2(a2~a1)

j=2

Ved

~—_—

Differentiation af determinant.

an<an_a_1 ) e »

(({ (aj—aﬂ)>Dn_1(a2,...,an).

hjelp af induktionsantagelsen fas da det

En determinant det(uij) af en reel (n x
fattes som en funktion det:RY - R med de n?
variable. Som funktion af hver af'dissé variable uij
den et fgrstegradspolynomium, hvor koefficienten til wu.

For den partielle afledede med hensyn til u,

a(det V)

1]

Antag, at elementerne uij

funktioner uij

betegner differentiétion med hénsyn til den variable t € J, fés

AG III, L, 1zwk

¢

0 . 0

' \
azn-5(a2—a1) aép-z(az-

n-3,_  _ n-2,_ _
an (an a1) an (an a1)
!
n-3 _ = _
ay “(agmay) af” " (aymay
[ ] I ’:” L ]
n-2
n (an a1)

ann-B(an-f1) a

elementer ui

iJ
J

ijJ

1 matricen g er differentiable

:J » R, nvor 7 g_R betegner et interval. Idet D

gnskede resﬁltat.

n)-matrix kan op-

for sig er

har man altsé
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D det U

]
v
o=

1l

n n

= % S U, Du,
j=1 i=1 T4 7 1J

).

1

n
Rkt FEERELS-TPRVTE PR PYSRRRER

j=1 In

Determinantens afledede er altséd summen af determinanterne af de

matricer, der fremgir af U ved, at €n sgjle ad gangen erstattes

med sin afledede,

Orlentering af vektorrum.

Lad (31,...gn) og (11,...zn) vere linemrt uwafhsngige szt
i et n-dimensionalt vektorrum (V,+,R)over de reelle tals legeme,
Idet F er et volumenmdl i V, siges (31,..”gn) og (11,..yzn) at

vere ens orienterede eller modsat orienterede efter som

F(g1,..,gn) og F(X1"°vln) har samme eller modsat fortegn; da
alle volumenmdl er indbyrdes proportionale, er definitionen uaf-
hengig af det valgte volumenmadl F, Herved inddeles mengden af
linemrt uafhzngige n-szt af vektorer i V, d.v.s. mengden af ba-
ser for V, i to klasser. At orientere V vil sige at udmerke en
bestemt af de to klasser; vektorrummet V siges da at vare orien-
teret ved den pégzldende klasse. Man kan tale om, at V er orien-
teret ved et linesrt uafhzngigt u-sat (21,...,gn), hvorved menes,
at V er orienteret ved den klasse, som indeholder (31"°?En)'

Br V orienteret, siges s®ttene i den udmezrkede klasse at vare

positive eller positivt orienterede, saettene i den anden klasse

siges at vaere negative eller negativt orienterede.
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To baser (€,ss..,8,) 08 (&,,+..,€, ) er ens eller modsat
orienterede efter som den tilhgrende koordinattransformations-

matrix S har positiv ellier negativ determinant. Thi af
(21 L) ogn) = (_6_1 (] og_n)g

felger

F(_e_1,...,gn) = det g F(§1’°-°’§n)
for ethvert volumenmal F,

Ved valg af en basis i et orienteret vektorrum vil man
oftest valge en positivt orienteret basis, Ved valg af et vo-
lumenmal valges gerne et, der er positivt pa de positive sat;
er der allerede valgt en positiv basis (91"°"§n)’ velges ger-

ne det volumenmdl F for hvilket F(g1,...,gn) =1,

Hvis vektorrummet er forsynet med et indre produkt,
(g1,°°°,gn) er en positiv ortonormal basis, og F er bestemt ved
at F(91’°“’9n) = 1, sa gslder F(§1,...,§n) = 1 for enhver po-
sitiv ortonormal basis (§1,...,§h). Betegner vi nemlig med 8

den tilhgrende koordinattransformationsmatrix, har vi som oven-

for
(*) F(_e_1,»-o,_e_n) :detgF(_e:1,ocr,§n)o
Matricen § er &benbart ortogonal, hvormed |det S| = 1 (jf.side

12). Idet (g45.0.,8,) o8 (€,,...,8,) er ens orienterede, har vi
endvidere det § > 0, og dermed det § = 1. Pastanden fglger da
ved indsstning i (%).

Nar der tales om volumenmd&let i et orienteret vektorrum
med indre produkt, menes det, der har verdien 1 for de positive

ortonormale baser.
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Er (U,U') et ordnet par af komplementzre underrum af et
n-dimensionalt orienteret vektorrum (V,+,R), siges orienterin-
ger af U og U' at vere sammenhgrende, hvis en positiv basis for
U efterfulgt af en positiv basis for U' giver en positiv basis
for V,

Dette finder hyppig anvendelse, nar V er forsynet med et
indre produkt, U er en hyperplan, 4,v.s. et underrum af dimen-
sion n-1, og U' dennes ortogonale komplement, altsé& dens normal,
Br V orienteret, hgrer der altsd til hver orientering af U en
orientering af normalen., Den s&ledes orienterede normal kaldes
den orienterede hyperplans positive normal (jf. definitionen af
vektorproduktet af to vektorer i det tredimensionale geometriske

vektorrum).

Volumen og lineare afbildninger.,

Lad (31,...,gn) vere et n-set af vektorer i et n-dimensio-
nalt vektorrum (V,+,R), og lad delmzngden P af V vare defineret
ved

n
P: izt.u. ' OSt. S1, i=1’oo-,n;.

i=1
Knytter vi til P sattet (31,...,gn), vil vi kalde P et oriente-

ret parallellotop, og vi vil da sige, at P er udspsndt af sattet

(@yseeesny)e

Er nu F et volumenmal i V, kan vi tilskrive ethvert orien-
teret parallellotop P et volumenméltal ('volumen"), nemlig tal-
let F(219-°-’En)9 hvor P er udspzndt af szttet (31,...,gn). Her-
ved fas den ¢gnskede generalisation af begreberne "areal af paral-
lellogram'" og "volumen af parallellepipedum" til vilkarlige en-

delig-dimensionale vektorrum over R (jf. side 2).



A
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Lad (U,+,R) og (V,+,R) vare to n-dimensionale vektorrum

og £ ¢n linesr afbildning af U pa V. Er (91""’9n) en basis for

il

U,, og velges <£1""’£n)’ hvor £, f(gi), som basis for V, vil
tilsvarende vektorer u og v = f(u) i de to vektorrum have ens
koordinatsst, Er (31,...,En) et n-s&t af vektorer i U,
(21gao,1n) settet af billedvektorer og U matricen, hvis sgjler

er koordinatszttene for vektorerne u,, har vi altsé

(21'-'11_1—1) (21..._6_3_n) I.:I

og

1l

(£y...£,.) U .

(K1-~-Kn) 1 =n

For et volumenm&l F 1 U og et volumenmdl G i V fas fglgelig

F('_u_»]’---y'ﬂn) = det g F(§1y---9§n)

og
G(E1’...,y'n) = det 2 G(£2,...,£n),
hvormed
G(f,5000sf )
. —q%°**e9_n
(+) G(Lyreeer¥y) = F(uy,eeesu).

F(eqserrep)

Idet vi ved billedet af det orienterede parallellotop udspendt

af szttet (21,...,gn) forstar det orienterede parallellotop ud-
spandt af sazttet (f(g1),...,f(gn)), fglger af (%), at forholdet
mellem volumenet af et orienteret parallellotops billede og vo-
lJumenct af' selve parallellotopet er uvafhangigt af det betragtede
parallellotop. Heraf sluttes videre, at forholdet mellem volu-
merne af to orienterede parallellotoper i U er lig med forholdet
mellem volumerne af de to billedparallellotoper; man kan udtrykke

dette ved at sige, at volumenforholdet er invariant ved linezre

afbildninger,
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Er specielt U = V, altsd f en line®r afbildning af U pa

sig selv, og F = G, kan vi slutte

G(£1’Ooo]£n) F(£1’o.t,£n)

F(Q,],...,_G_n) F(Q.,’-.osgn) -

hvor é er matricen hgrende til f med hensyn til basen (91,...,g

n
Thi af
(21 s 00 _f_:n) = (21 PR -e_n)é_
fglger
() F(f£yy...,L) = det A Fle,,...,e,).

Indszttes 1 (%) ras

‘ F(z1’.'°,2'n) = det -é.-' F<E’]"..,En>'

Forholdet mellem volumenet af et orienteret parallellotops bil-
lede og volumenet af selve parallellotopet er alts& ikke alene
uafhzngigt af det betragtede parallellotop, men ogsd af det be-
tragtede volumenmal, Endvidere er det klart, at forholdet er

uvafhaengigt af den valgte basis, - hvilket igvrigt kan bekraf'tes
ved anvendel se af 7o og 80, idet matricen é ved koordinatskifte
1

erstattes med en matpix af formen S A S~

. Tallet detA kaldes

afbildningens determinant eller dens volumenfaktor, Af (#%) af-

lases, at baserne (§1,°o.,§n) og (£1’°"’£n) bestemmer samme e€l-
ler modsat orientering af U efter som detA er positiv eller ne-

gativ; dette kan udtrykkes ved at sige, at afbildningen bevarer

eller skifter vektorrummets orientering efter som volumenfakto-

ren er positiv eller negativ,
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Som tidligere omtalt (side III,2,25) danner de regulsre
(nxn)-matricer med elementer fra R en gruppe med matrixmultipli-
kation som komposition. Gruppen kaldes den generelle linezre
gruppe af grad n over R, og betegnes GL(n,R). Man overbeviser
sig let om, at de matricer, hvis determinant er positiv, danner
en undergruppe GL'(m,R), samt at de matricer, hvis determinant
er 1, danner en undergruppe SL(m,R); gruppen SL(n,R) kaldes den

specielle linesre gruppe af grad n over R. Er (U,+,R) et n-dimen-

sionalt vektorrum, og vaelges i U en basis, s& fas en isomorfi
mellem gruppen af bijektive linemre afbildningcer af U pad sig selv
og GL(n,R) ved til en linesr afbildning at lade svare den til-
hgrende matrix med hensyn til den valgte basis. Ved denne iso-
morfi svarer til gruppen GL+(m,R) gruppen af linezre afbildnin-

ger med positiv volumenfaktor, de sikaldte orienteringsbevarende

afbildninger. Til gruppen SL(n,R) svarer gruppen af linesre af-

bildninger med volumenfaktor 1, de sékaldte volumentro afbild-

ninger.
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8 11. Determinanter og linemre ligningssystemer.

Lesningerne 5il vilkarlige linemzre ligningssystemer kan an-

gives ved hjwlp a’ determinanter.

Lad (Vm,+,L) vere et m-dimensionalt vektorrum 8,,...,3;
linemrt uafhsngige vektorer og b en vilkér%ig vektor i Vmo Idet
(245+++,2 ) er en basis for V , har ligningen

1* see a = b
X18q t Xpdy

en og kun een lesring (x1,...,xm) € 1™, Br F et volumenmdl i Vﬁ’

fés ved hjelp af VOL 1—2 (side III, 10, 10)
’Qi_»] ’p.: )

= F(a1,..1 1o 1XqBqte .o tX

//
F(_a./y . 9—1+1""’§m

)

mZm —1+1""’~m

= F(a --,ém)

=2 RN '_’éi—'] ’Xiéi’ai—'l y .
—X F( 1’.' 1,841,_l+1,l-0,§m).
Tdet F(§q4J,,,§m) + 0, giver dette for ligningens lesning

BqreesBy 4 ’h’§i+1 s -,am)

X' = : 4 i = 1,l.¢’m5
F(?«_»l PRLAL ’éi—’l ,_a'_iyﬂi_l_»] A ,__m)

Anvendes dette specielt pd talrummet (Lm,+,L), fas for et

linesrt ligningssystem

Bpq%p + eee + X, = by
am1x1 + ees + ammxm = bm

med en regulsr (m xm)-koefficientmatrix A lesningen

det(gl1 900 o,%li_»l )B_] ’gLi'l"] g0 oygjm)
X, = ' det A ’

Den i~-te ubekendte er altsé en brek, hvis nmvner er koéfficient—

matricens determinant, og hvis teller er determinanten herende

til matricen, som fas ved i koefficientmatricen at erstatte den

i=1_qao.

PRl
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i-te spjle med spjlen bestiende af ligningernes hpjre sider.

- De fundne udtryk for de ubekendte kaldes Cramers formler,

For et vilkdrligt linesmrt ligningssystem

11
T e

a

X L B 3
m1*y + Ay

n*n m

kan opgaven at finde de eventuelle legsninger feres tilbage til
det ovenfor behandlede specielle tilfwmlde. En nedvendig og til~
str&kkelig betingelse for eksistensen af lbsninger er ojensynlig,
at sejlen gl tilheorer det af koefficientmatricens sejler
ngJJJ,,gln udspxendte underrum i Lm, og dette er ensbetydende
med, at rangen af smttet (§|1""’§|n) ikke foregges, nar b
tilfojes:

rg<gl1’.'.’gln’2|> = Trg (g‘»]’”'rgln)-

Der foreligger altsd i forste rekke opgayen~at bestemme

~— 7 rangen af en vilkarlig matrix. Hq;om’géider:

- .
Lad A wvere en fra nulmatricen forskellig (m ¥xn)-matrix med

elementer fra tallegemet L. Da er rg A lig med det sterste po-

gitive hele tal p, for hvilket der findes en fra 0 forskellig

underdeterminant af p-te orden i A.
; =

////// Bevis: Man betragter en (p Xxp)-delmatrix af 4, hvis de-

- terminant er forskellig fra O. Dens p se@jler er da linesrt
uafhsngige. Disse sojler er enten tillige sejler i A (nemlig
hvis p = m) eller dele af sgjler i é (hemlig hvis p < m). De

w;ég&iﬁéﬁdeip,SHjler i A m% da ogsa vere linesrt uafhwngige; thi

T lineart afhsngige seojler forbliver linemsrt afhsngige, nar der

slettes rmkkgggi/&éﬁf/bette viser, at der for rangen r af A

mé& gelde r = p. For at bevise den omvendte ulighed benyttes, at
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en matrices rakkerang er lig med dens ssjlerang., I en delmatrix
af A, som udgeres af r linemrt uafhengige razkker, mé der altsi
findes r linesmrt uafh®ngige sejler., Disse udger en regulsr
(rgkr)-delmatrix af 4, og da dens determinant er forskellig fra
0, m& p2 r, altsd p = r, som pastiet,

Koeffiqientmatricen 4 for ligningssystemet har altséd en
fra O forgkellig underdeterminant af ordenen r. For overskue-
lighedens skyld antages at sgjlerne, og dermed de ubekendte,
er nummereret sdledes, at denne underdeterminant er indeholdt 1
de r forste sojler. Endvidere antages, at rzkkerne er nummcreret,
altsd ligningerne ordnet sdledes, at underdeterminanten er inde-
holdt i de r forste rakker. Dette kommer ud pa antagelsen, at

LRI a

11 1r

L o.

ase

a e ae a

b | rr

De r forste af ligningerne skrives da

- a, X

aﬂx1 + eeo + a,. X =0Db 100

1r'r

17 81 Erp T o0

L] .
* .
. [

eee = 4 X.

a X L3 B 3 —_ —
1 + t Apr¥r r r,r+1xr+1 rnn

For vilkdrligt opgivne verdier af x

MYCEEREFE W har dette lignings-

system en og kun cen lesning (x,,...,%X_), som ifslge Cramers
1 r'?

formler er givet ved

A

_ det(gl,] 9y e ,gj 1—1 ,EL-2|r+1Xr+1". . ._g an,gli-i-J’ s edn ’g—[r)

X, =
/ﬁ/‘,,//l det(gl1,...,glr)

for i =1,.s.,r. Her betegner élq,...,é;n de til de r forste

elementer afkortede sgjler §|1"f"§|n i koefficientmatricen A

og él den tilsvarende afkortede sojle Ql af de hejre sider i
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det oprindelige ligningssystem. De fundne verdier for

XyseeerXy, sammen.med de opgivne Xppqree o1 Xy tilfredsstiller det
oprindelige ligningssystems r forste ligninger. Det skal vises,
at de ogsé tilfredssfiller de gvrige m-r.

Da de r ferste rzkker i1 A er linewmrtd uathzngige, vil de r
forste rekker i den med ligningernes hejre sider udvidede matrix
(é gi> ogsd wvere lincert uafhengige. Nu har denne matrix ifelge
forudsetning den sammwe rang r som A. Folgelig er dens m-r sidste
rakker linearkombinationer af de r ferste. Men dette betyder,
at man kan f& hver af de m-r sidste ligninger ved at addere de
med passende tal fra L multiplicerede r forste ligninger. Hvert
talset (X1,...,Xn), som tilfredsstiller de r forste ligninger,
vil felgelig ogsd tilfredsstille de evrige., Dermed er den frem=-
satte pastand bevist.

Sammenfattende kan altsd siges:

Et linesgrt ligningssystem é§' = pi, hvor A er en given

(mx n)-matrix, g' en given (mx1)-matrix og x| en (nx1)-matrix,

hvis elementer er de ubekendte, har mindst een losning

(x1,...,x ), hvis og kun hvis

n

r =rg

1=

= rg(A

Il=2

|).

Br denne betingelse opfyldt, har systemet de samme lgsninger Som

et delgystem bestlende af r ligninger udvalgt sélggggagggzggggg

(r xn)-koefficientmatrix é har en fra 0 forskellig underdetermix

nant af r-te orden. Samtlige lesninger fas da ved at tildele

de n-r ubekendte, hvis tilhegrende sejler i A ikke optrsmder i

underdeterminanten, vilkérlige verdier og dernzst at bestemme de

resterende r ubekendte ved hislp af Cramcrs formler.
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Betingelsen for et systems lgsbarhed kan bringes pa en an-
den, +tit hensigtem®ssig form. Lad

k@. +oo¢\+k_a ==O

1- m=m-

1
vare er linezr relation mellem rakkerne g, se.=.,a._ i koeffi-
cientmatricen A. Antages nu, at systemet har en 1l¢sning
(x1,.s.,xn), og multipliceres den fgrste ligning med k,,..., den
m—te lizning med <n? fas ved pafglgende addition af ligningerne

OX1 + a0 T OXn = k1b1 + eae T kmbml

Dette viser, at f3lgende er en ngdvendig betingelse for, at sy-

stemet har en lgsning: Enhver linemr relation, der bestér mel-

lem linzsarformernc pad ligningernes venstre sider, tilfredsstil-

les‘ogs& af de hgire sider. Denne betingelse er ogsd tilstrazkke-
lig, hvilket ses gAledes: Et delsystem bestéende af r ligninger
med linezrt uvafhzngige venstre sider (koefficientrakker) har i
hvert fald mindst een lgsning. Lad disse ligningers koefficient-
rgkker f.eks. vere ERNSUET R SR Hver af de ¢gvrige ligningers
“koeffiecientrakke er da en linearkombination af disse, og dens
hgjre side er, hvis betingelsen er opfyldt, den samme linear-
kombination af b1,.\..,bro Hver af de ¢gvrige ligninger kan altsé
f4s som en linearkombination af de r valgte, og vil derfor til-
fredsstilles af disses lgsninger.

- For at undersgge de (side III1,11,3) fundne lgsninger nar-
" mere, omskrives udtrykket for X ved at bhenytte, at determinan-
ten 1 telleren, hvis i-te s¢jle er en sum af n-r+1 sgjler, kan

skrives som en sum af lige s& mange determinanter. Dette giver

n-r

X =k. + c. .X N i=1 PEPEE
i i }: ij r+j’ ¢ 7T

j=1

hvor
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I:let(él'i’ 6o 0 n,éLi__1 ’E’éLi+1 g0 l’élr)

)

Ki =

det(él1g0le’é'r

~

[r+j’gli-1"'"’§|r)n

)

oy o e
iy

dat(éH s o "élr

Indfgres dosiden betegaelserne

tj = XP+1 J =1ye0.,n-r,

kan lgsninge:*ne skrive:s

%1 = k1 -+ C1ft1 =+ 012t2°+ cae -+ 01,n_rtn_r
X, = kr + cr(%1 + Cr2t2 + ose + cr,n—mtn—r

ypr = t1

X = t [}
n n-r

hvor t1;a..,7 er parametre, der uafhsngigt af hinanden kan

n-r
gennsmlgbe L. Dette skrives kortere

n-r
g = El + gl1t1 + cae + g n_rtr, (t1,o--,tn_r) 6 L s
avor der er sat
k
[ °13
i .
E' - ’ kP ! =lj = er 9 j = 1,-..,n—r.
?/ °13
0 &n“rsj

De n-r sgjler glj er linemrt uafhazngige, da deres n-r sidste rak-
ke udggr ((n-r)x(n-r))-enhedsmatricen. Det ses p& ny, at mengden
af lgsninger er et sideunderrum til et (n-r)-dimensionalt under-
rum i L, S¢gjlen El er en lgsning til det givne ligningssystem,
nemlig den; dsr fremkommer fOr t1 = eee = tn—r = 0, og g|1,...,
gln—r danner en basis for lgsningsrummet for det tilsvarende ho-

mogene system.
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@velser til kap. III, §4.

I en plan er valgt et begyndelsespunkt O for stedvekte=
rer samt et areélmél F, 1Idet der er givet to linezrt uaf-
hengige vektorer a og b samt et reelt tal c, betegnes med.A,
B og C mmngden af punkter i planen, hvis stedvektorer x
tilfredsstiller henholdsvis ligningen

F(a,x) = ¢, F(b,x) =c og F(a,x) + F(b,x) = c.
Beskriv mengderne A, B og C, og angiv, hvorledes C kan kon-

strueres, ndr A og B kendes.

I rummet er valgt et volumenmdl F., Idet A, B, C og D er

hjerner i et tetraeder, skal man vise, at

~F(&B,A0,AD) = F(AB,Cb,3Q),
hvor P er et vilkarligt punkt pd linien gennem A og B, og Q

et vilkdrligt punkt pd linien gennem C og D.

Udregn den til matricen

O O o 0 @ O 01
00 e
0 Cpoq *** 0 O
80 O O
n
horende determinant.
Udregn determinanterne
3 0 2 <=2 1 2 3 4
5-1 0 3 2 3 4 1
12 0 1 3 4 1 2
2 4 -1 =2 4 1 2 3
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5.

T

Udregn determinanten

I en (nxn)-matrix er alle elementer i hoveddiagonalen lig
med tallet a, og elementerne uden for hoveddiagonalen er

alle lig med tallet b. Udregn matricens determinant. (Be-

h+1
2n+1

3

.

(n-1)n+1

2

" n+2

n+2

AG ITI, 4, v, 5-9

3

n+3
on+3

(n-1)n+2 (n~1)n+3

*

n
2n
3n

n

2

gynd f.eks., med at addere de n-1 sidste rekker til den for-

ste.)

Vis, at determinanten for en skesvsymmetrisk (nxn)-matrix er

0, nadr n er ulige,

Vis, at
0 812 343 8y
-a12‘ - .WO" ~ 323 324
~a13 -a23 0 a34
=84 8py “8zy O
Udregn determ-nanten
an an—1 an—2
-1 b4 0
0 -1 b'd
0 0 0
0 0 0

-

= (849854 = 8433, + 24483

hvor a ,...,2, 08 X er vilkérlige

. o O p .

M O

)2

<
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Mat.

10.

1.

12,

13,

14.

15.

1, 1962-63 AG III, 4, ov. 10-

Beregn den inverse til hver af matricerne

2 -1 0 2 1 2
-3 2 =1 12 3
o 1 3 4 1 2

Vie, at den inverse til en regulsr trekantsmatrix igen er en

trekantsmatrix, og angiv dennes elementer i hoveddiagonalen.

Bestem, under forudsstning af at Cqs Coy weny Cp alle er for-

skellige fra 0O, den inverse til matricen i ovelse 3.

I et tredimensionalt vektorrum (V,+,L) benyttes en basis

(91,92,33). Bestem de verdier a .. L, for hvilke den ved

- matrixligningen

\'3
givne linesre afbildning af (V,+,L) ind i sig selv er bijek-
tiv, og find for sé&danne a den omvendte afbildnings matrix-

ligning.
\

Vis, at hvis en (nxn)-matrix (uij) har rangen n-1, vil ma-
tricen (Uij)’ avor Uij er komplementet til uij’ have fangen

1. Hvad kan der siges om Pg(Uij)’ nar rg(uij) < n-1 2

Lad ¥ vazre et volumenmdl i et m-dimensionalt vektorrum (V,+,L)
og (go,g1,.,,,gm) et m+1)-s@t af vektorer i V med rangen m.
m
. I3 . —-\ A »
Vis, at ligningen zljxiéi = 0 tilfredsstilles af

i=0
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16.

17«

18.

i .
Xi= (-1)F(_a_ogoa-ygi_Jl’§i+1,o-c,§rn)’ ;=O’19noa,m,

og angiv samtlige l@sninger (xo,x1,...,xm).
Benyt dette til at 1l¢g e et homogent linezrt ligningssystem
bestaende af m 1igninger med m + 1 ubekendte, hvis koefficient-

matrix har rangen m.

Vis, at der f:indes netop ét reelt polynomium af hej.st anden
grad

2
p(x) = aj + a,x + ayx",

som for givne indbyrdes forskellige reelle tal X4y Xpy X3

antager givne verdier Yys Yoo y3:
p(X—]) = y»}! p(xz) = y2’ P(XB) = y3,
og enfeor udtryk for koefficienterne,

Generaliser til polynomier af hsjst n-te grad.

Tre linier i en plan er givet ved linexre lignhinger i henhold
til et-parallelkoordinatsystem, Opstil ved hjmlp.af determi-
nanter nedvendige og tilstra:kkelige betingelser for, at lini-
erne har et og kun ét punkt fmlles,

Les den tilsvarende opgave for fire planer i rummet.

To linier i rummet har i et parallelkoordinatsystem parameter—

fremstillingerne
Xy = a,l -- su1 y,l = b,] + tv,1
X, = a, + Su, , 8€ R, Vp = by + tv, , t € R,
X3 = 8z 4 Sug | 3 = by + Vg

Angiv ved hjelp af determinanter nedvendige og tilstrxkkelige
betingelser for, at linierne sksrer hinanden, samt under for-
udsetning af, et disse betingelser er opfyldt, udtryk for

skeringspunktets koordinater.
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19. Lad

a1q%y + a %y F a13x3 = b1

Bog Xy + 85X, + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3
vere ligningsr i et parallelkoordinatsystem for tre planer
i rummet, Med r betegnes rangen af koefficientmatricen (aij)
og med r' raigen af den matrix, der fls ved at tilfeje de
hejre sider b, som sidste sejle. Angiv de talpar (r,r'),

som kan forel:omme, og beskriv i hvert af éisse tilfxelde pla-

nernes indbyrdes beliggenhed. (Aatag ferat, at b, =D, :‘35 = 0,)

20. Find rangen af matricen
/i e 2 2-d \
241 3 3-2i 2-3i /.:’ )
11 1/
Angiv et maximalset af rakker (sejler) og udtryk de svrige

rekker (spjler) som linearkombinationer af disse,

21, Find for hvert talpar (a,b) samtlige lesninger til lignings-

( systemet
ax, - bx, + axXy bx4 = -1
ax, + bx2 ~ 82Xz + bx4 =
_ aX1 + bx2 + axyg - bx4 = C
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§ 5. Bgenverdiproblemet. Normalformer.

Invariante underrum.

Lad (V,+,L) vare et vilkarligt vektorrum og V' et under-
rum af V. Vi betragter en linesr afbildning f:V' - V. Et under-—

rum U af V' siges at vere invariant (eller stabilt) ved £, hvis
r(U) ¢ U .

Det er klart, at U = {0} og kernen Ker f ved f opfylder dette

krave

Eksempler:
1) Lad (V',+,L) = (V,+,L) vere et vilkarligt vektorrum, og
lad £:V - V vere homotetien med multiplikatoren ¢ € L, altsa

f(u) = au for u € V , Da er ethvert underrum af V invariant ved f.

2) Lad (V',+,L) = (V,+,L), og antag, at V er direkte sum

af to underrum U, og U2, altsa

1

Lad T vere parallelprojektionen af V pa U1 langs U2 (jf.side
I1I1,2,41). Da er underrummet U, invariant ved f, da det er ker-

nen ved f, og U2 er invariant, idet restriktionen af £ til U2

er den identiske afbildning.

3) Lad (V,+,L) vare vektorrummet (C(R - R),+,R) bestéende
af de p& R definerede kontinuerte reelle funktioner og (V',+,L)
underrummet (61(R - R),+,R) bestiende af de kontinuert differen-—
tiable blandt disse funktioner. Ved den lineazre afbildning

D:V' 5 V, der til hver funktion ¢ € U lader svare den afledede
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Dp € V, er bl.a. fglgende underrum af V' invariante: det uende-
lig-dimensionale bestidende af alle reelle polynomier, det

(n + 1)-dimensionale bestdende af alle reelle polynomier af hgjst
n-te grad, det endimensionale frembragt af funktionen Gat, hvor

a er et givet tal, det uendelig-dimensionale, frembragt arf alle
funktioner eat, a € R, det todimensionale frembragt af cos og sin.
Derimod er det endimensionale underrum frembragt af cos ikke in-

. . . 2
variant ved D, men det er invariant ved D".

L) Ved drejningen med drejningsvinkei tr af det todimen-
sionale vektorrum bestidende af de geometriske vektorer i en plan

er {0} og hele vektorrummet de eneste invariante underrum.

Vi betpagter igen linemsre afbildninger af et underrum A
af et vilkarligt vektorrum V ind i V. Er underrummene U1 og U2
af V' invariante ved en s&dan afbildning f, vil ogs& U, nU, o8

U, + U, veére invariante ved f. For u <€ U1 n U, gaelder nemlig

f(u) € £(U,) n £(U,) ¢ U, n U,
og for u, € U1, 4, € U2
f(_1_1_1 + 92) = f(g1) + £(u,) € f(U1) + f(U2) c U, + U, .
Er et underrum U af V' invariant ved de linesre afbildninger T

og g af V' ind i V, vil det ogs& vere invariant ved af, hvor

o € L, og ved £ + g, idet

af(U) calg U,
(£ +g)(U) ¢ £(U) +g(U) g U+TU=TU.
kndelig bemezrkes, at hvis et underrum U af (V,+,L) er in-

variant ved linesre afbildninger f og g af V ind i V, vil det og-

s& vere invariant ved gof .
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Lad nu (V',+,L) = (V,+,L) vmre et vektorrum af den ende-
lige dimension n, og lad f vEre en linezr afbildning af V ind i
V. Efter valg af en basis for V hgrer der til f en‘(n x n)-
matrix A . Hvis et underrum U1 c V af dimension p, O < p < n, er
invariant ved f, kan man ved passende valg af basis opna, at
matricen A fér en ((n - p) x p)-nulmatrix som delmatrix. Valger
man nemlig en basis (21,..,,gp) for U, og supplerer til en basis
(31,.n.,gn) for V, vil vektorerne i U, netop vare de vektorer,
hvis n - p sidste koordinater er 0. Idet U1 er invariant ved f,

gaelder dette for vektorerne f(§1),...,f(§p), hvis koordinatsazt

er de p fgrste sgjler i A . Heraf sluttes, at A md have formen

A1y B0

0

1>

22

Her er A,, den (p x p)-matrix, som med hensyn til basen

=11
(31,...,gp) hgrer til restriktionen af £ til U, .
y komplementart underrum U2 invariant ved

f, kan §p+1"°"9n velges sdledes,; at de danner en basis for U2.

Er ogsé et til U

Matricen antager da formen

e
]

hvor ((n - p) x (n - p))-matricen §22 hgrer til restriktionen af

f til U2 .

Det fremgar heraf, at invariante underrum er af betydning,
nar det drejer sig om at finde en simpel matrixligning for en
given linemr afbildning af et endelig-dimensionalt vektorrum ind

i sig selv.
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Bgenvektorer og egenvardier.

Lad (V,+,L) vere et vilkarligt vektorrum og V' et under-
rum af V. Lad endvidere f betegne en lineasr afbildning af V' ind
i V. Det kan h®nds, at der findes ved f invariante underrum U
med den egenskab, at restriktionen af £ til U ér en homoteti. Sa-
danne underrum er af sarlig betydning ved en narmere undersggel-
se af £. I det fglgende undersgges bl.a. spgrgsmalet om eksi-

stensen af sadanne underrum.

Et tal AN € L siges at vaere en egenverdi for afbildningen

£:V' » V, hvis der findes en vektor u € V', sdledes at

ut o A £l =7,

Enhver sadan vektor u kaldew en til egenvardien N hgrende ggen-

vektor.

Sammen med O udger de til en egenverdi N for f hgrende

egenvektorer et underrum i V', Restriktionen af £ til dette_er

homotetien med multiplikatoren A.

Den sidste pastand er oplagt. Den fegrste bekraftes let di-
rekte. Men den fglger ogsé& umiddelbart af9 at egenvektorerne til

A netop er de fra O forskellige vektorer i kernen

K% = Ker(f - ne)

ved den lineazre afbildning f - Ae:iV' 5 V, hvor e betegner den

“identiske afbildning af V' ,

Et tal N € L er altsd egenverdi, hvis og kun hvis afbild-

ningen f - Ae ikke er injektiv. Specielt er 0 egenvardi, hvis og
ikke
kun hvis T seleer injektiv.
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For hvert N € L kaldes kernen K% ved f - Ae for det til

N hgrende egenrum og dettes dimension dim K% for egenverdimul-

tipliciteten af N . Denne betegnes ogsd em A. At N er egenvardi

for £ er ensbetydende med em A > O.

Eksempler:

1) Homotetien med multiplikatoren o af et vektorrum V af
dimension stg¢rre end O har o som eneste egenvardi og det til-

hgrende egenrum er V selv.

2) Er V=U, ® U, og f parallelprojektionen af V pa U,

1 2
langs U2, vil 1 vere egenvardi med U1 som tilhgrende egenrum, og
0 vil vare egenverdi med U2 som tilhgrende egenrum., Det ses let,

at der ikke findes andre egenvsrdier,

3) Ved den i eksempel 3 (side III,5,1-2) betragtede afbild-
ning D:@1(R » R) » 8(R > R) udggr funktionerne ce%t, c € R, det
til N hgrende egenrum, idet disse funktioner netop er lgsnin-
gerne til differentialligningen D¢ = Ap. Hvert reelt tal A har

sAledes egenvardimultiplibiteten 1.

L) Lad (V,+,R) vere underrummet af (8(R - R),+,R) bestaende
af de pa4 R kontinuerte funktioner med perioden 27, og lad V'besta
af de to gange kontinuert differentiable blandt disse funktioner.
Ved til hver funktion ¢ € V'at lade svare dens anden afledede
D2¢ defineres en linezr afbildning af V'ind i V. For at bestem-
me dennes egenvaerdier og "egenfunktioner'" lgses differentiallig-
ningen D2¢ = N¢ for et vilkarligt givet reelt tal N. For A > O
er de fra O forskellige lgsninger ikke periodiske og tilhgrer
derfor ikke V! .Man kan altsi antage A < 0. Sattes N = —k2, hvor

k > 0, kan lgsningerne skrives
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o(t) = c, * 02t for k = O,

o(t)

c,cos kt + czsin kt for k > 0,

hvor c, 0g ¢, er arbitrare reelle konstanter. Blandt lgsninger-
ne for k = 0 er kun konstanterne ¢(t) = c, periodiske med pe-
rioden 2. Idet disse danner et endimensionalt underrum, er

N = 0 egenvaerdl med multipliciteten 1 og de fra O forskellige
konstanter som egenfunktioner. Lgsningerne for k > 0 er perio-
diske med perioden 27, hvis og kun hyis k er et naturligt tal.

Tallene N = —k2, k € N, og kun. disse, er alts& fra O forskel-

lige egenvesrdier. Egenrummet hgrende til A = —k2 s kK € N, har

dimensionen 2, idet cos kt og sin kt er lineart uafhzngige.

Bgenvektorer hgrende til indbyrdes forskellige egenvardier

for en linemr afbildning f af et underrum V' af vektorrummet

(Vy+,L) ind i V er linezrt uafhengige.

Bevis: Beviset fgres ved induktion efter antallet p af
betragtede egenvaerdier. For p = 1 er pastanden klar, idet hver
egenvektor er forskellig fra Q. Antag at padstanden er rigtig for
p - 1 egenvaerdier, og lad %1’°"’%p vere indbyrdes forskellige
egenverdier for I og 31,...,gp egenvektorer hgrende til henholds-

vis K19---,%p. Er

K
jr
+
+
()
o
+
Q
1l
{e]

en line®zr relation mellem disse vektorer, fas

)

+ ¢ ee +
£y gy “p-1¥p-1 T Fpdp

7\ +OL7\U. =90

-1

Multipliceres den givne relation med %p og subtraheres den der-
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efter fra den sidste, fas

i
>
]
i
{o

(N

a1(%1 - 7\p)y"l Toeese T 0 p—1 D’ =p-1

p-1

Ifglge induktionsantagelsen kan heraf sluttes, at

ﬁ,lo.,p_’] 9

ay (N - %p) =0 for i
altsd, da N - %p £ 0, at

O{.i=o fOPi=1,...,p-1 .

Af den givre relasion og 4, + 0 fglger, at ogsé ap = 0. Dermed er

satningen bevist.

Summen_af egenrum. K% ,..,,K% hgrende til indbyrdes for-
1 j
skellige egenverd:er %1’.'°’%p for en linezr afbildning f af et

underrun V' af vektorrummet (V,+,L) ind i V er direkte.

Bevis: Pastanden er ensbetydende med, at man af

\A + ceo0 + V :99 _Y.ieK}\igiZ'],co-ppy
kan slutte, at Y= eee =N, S O. Fandtes der fra O forskellige
blandt vektorerne Vs nitte de ifglge den foregéende sztning ve-

re lineart uafhangige og kunne fglgelig ikke have summen Q.

Or eganvardiens og egenrums forhold ved regning med line®re
afbilaninger gelder nogle simple satninger. For det til et
N € L a¢grende egerrum for en linemr afbildning f benyttes nu den

udfgrlige betegnelse Ker(f - ne) .

Er £:V' - V, hvor V' ¢ V en linear afbildning og o + 0 et

tal fra L, har afbildningerne f og af de samme egenrum, og der
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gelder for N € L
Ker(f - ne) = Ker(af - ane) .

Er £:V' 5 V og g:V' » V lineare afbildninger, og er u e-
genvektor for f til egenverdien A og egenvektor for g til egen-
vardien y, vil u vare egenvektor for f + g til egenverdien N + L.

Der gazlder altsi for A,u € L
Ker(f - Ae) n Ker(g - pe) c Ker(f + g - (N +pu)e) .

Er £ og g linexre afbildninger af V ind i sig selv, og er
u egenvektor for f til egenvardien N og egenvektor for g til
egenvaerdien pu, vil u verc egenvektor for gef til egenvardien uph.

Der gmlder altsa
Ker(f - ne) n Ker(g - ue) ¢ Ker(gef - pre) .

For f = g fas specielt

Ker(f - ne) ¢ Ker(f2 - %26)

og ved induktion

Ker(f - ne) ¢ Ker(f2 - %26) C ees C Ker(£? - 2\Pe)

for p € N. Er N\ egenverdi for f, er altsd X° egenverdi for fF

med mindst samme multiplicitet.

Er £:V 5 V en bijektiv lineer afbildning og N en egenverdi
for f, altsé N\ $ O, kan af f(u) = \u sluttes, at f_1(g) = (1/N)u,

og omvendt. Dette viser, at der for N € L gzlder

Ker(f - ne) = Ker(f—JI - %e) .

Er N egenvardi for f, vil altsid 1/N\ vere egenverdi med samme mul-

tiplicitet for T,
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Ovenstaende satninger benyttes til at bestemme egenvardier-
ne for visse typer af linezre afbildninger af et vektorrum ind i

sig selv.

En linemr afbildnihg f:V - V kaldes nilpotent, hvis der
findes et p € N sdledes, at

P -0,

hvor O her star for nulafbildningen, som til hver vektor i V la-
der svare nulvektoren. Under forudsatning af, at dim V > 0, er
nulafbildningen ikke injektiv, og f kan da heller ikke vare in-
jektive Tallet O er altsa egénvmrdi for f, og det tilhgrende e-
genrum, altsid kernen ved f, er et (mindst endimensionalt) mgte
underrum af V, medmindre f er nulafbildningen. Idet NP for en-
hver egenvardi N for f er egenverdi for nulafbildningen, altsa

lig O, har f ikke andre egenvardier end O.

Lad f:V - V vare en idempotent linemr afbildning, for hvil-
ken altsa

f2:fo

For hver egenverdi N og tilhgrende egenvektor u har man da
%23 = N\u, altsa AS = Ne. Kun 0 og 1 kan altsd vazre egenvardier for

f. Om de tilhgrende egenrum K, og K, pastas, at

0 1

Da summen af K. og K, vides at vere direkte, er det tilstrskke-

0 1

ligt at vise, at hver vektor v € V er sum af en vektor i KO og

en vektor i K1. En sddan fremstilling er

v=_(e-1)(y) +£(y) .

Man har nemlig



Mat. 1, 1965-66 AG III, 5.40

£((z - £)(v)) = (£ - £5)(y) = 0,

1

altsd (= - £)(yv) = Ky» 08

£(£(y)) = £(z) »

Il

altsd flv) € K,. Hderaf ses, at f(v) er parallelprojektionen af
v pé K, langs K,

Idet hver parallelprojektion er idempotent, er hermed vist;
at de idempotente linemre afbildninger af et vektorrum ind i sig
selv er pracis parallelprojektionerne pad et underrum langs et til
dette komplementert (herunder nulafbildningen og den identiske

afbildni.ng. .

Lad £:V —» V vere en involutorisk linemr afbildning, for

hvilken altsd T 4 e og

For hver egenvardi A\ har man da %2 =1, altsd A = 1 eller A = ~1.

For de {ilhgrende egenrum galder

K, ®K_, = V.

Dette sluttes af fremstillingen
ve=>2%(e+ £)(x) + (e ~ £)(xw)

af en vilkarlig vektor v € V. Sattes v'= $(e + £)(v) og

v' = (e - £)(v), fas nemlig £(v') = v' og £(¥") = -v" .

Billedvektoren f(v) af en vektor v € V fas ved at bibehol-
de komponenten af v efter K1 og erstatte komponenten efter K_1
med den modsatte vektor. Enhver involutorisk line&r afbildning

af et vektorrum ind i sig selv er alts& en "(skra) spejling" i
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et (mgte) underrum parallel med et til dette komplementazrt un-

derrum. Omvendt er enhver sadan spejling involutorisk.

Vi betragter nu en linezr afbildning f af et vektorrum
(V,+,L) af endelig dimension n ind i sig selv. Da summen af egen-
rum hgrende til indbyrdes forskellige egenverdier er dirckte, og
da denne sum er underrum af V, kan der kun findes endelig mange
egenrum, Summen af deres dimensioner kan nemlig hg¢jst vere n.

Betegner %1,...,13 de indbyrdes forskellige egenvmrdie%, galder

altsa \'-.\

em %1 + ... + €m %P {n . \ N

. i \
K \
; : a\

: ; :
Af szrlig bctydning er tilfeldet, hvor der gzlder lighed.

For egenrummene K ,.,.,Kp hgrende til henholdsvis %1,...,xp har

( !
man da /] . \
i 'y : \

i
"'r»i\'

;}K @Qll@K :V.

1 P

s
Idet restrlktlonen af f til K s 1 = 1,...,p, er homotetlen med
mu1t1p¢1katoren % X kan afblldnlngen i dette tilfmlde beskrives

pa fglgende madga For en vilkarlig vektor u € V s:ttes
t__l_:u +nuo+;l;1'py EiEKin

Man far da

H
—~
=
~—

It

f(g1) + eee + f(gp)
= }\121 + 406 + ’APEP °

Laad pfi betegne parallelprojektionen af V pa Ki langs

' _
Ki—K1®noo@K 1®K 1®°..®Kp-
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Da er
r.u = u.
D i= =i H

og afbildningen kan skrives

(*) f ='}\1p1"1 + eeon +7\PPPP .

Man ser let, at der for afbildningerne pri,i = 1,40.,D, g21lder

pry for jJ =1,

pr. °© pr, =
J 1 0 for j 4+ i .

Mzngden {%1,...,39} af egenvardier for afbildningen f kal-

des dens spektrum og (%) dens spektralfremstilling. (For afbild-

ninger af uendelig-dimensionale vektorrum er definitionerne pa

spektrum og spektralfremstilling mere kompliceret.)

Idempotente og involutoriske afbildninger har ifglge oven-
staende spektralfremstillinger, medens dette, bortset fra nul-

afbildningen, ikke gmlder for nilpotente.

Regular-zkvivalens.

Vi betragter igen linezre afbildninger af et vektorrum
(Vs+,L) af endelig dimension n ind i sig selv. Efter valg af en
basis (91""’§n) for V hdrer der til en sidan afbildning f en
(og kXun én) (n x n)-matrix A, shledes at der for koordinatsgjlen
El for en vilkdrlig vektor u € V og koordinatsgjlen X' for bil-

ledvektoren v = f(u) gelder
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Med hensyn til en ny basis
”~ ~ —1
(§,19'--9_e_n) = (E19°'~y§n)§ ’

hvor S er en vilkarlig reguler (n x n)-matrix, hgrer til samme

afbildning £ matricen §§§—1 (jfeside 111,2,37). Dette giver an-

ledning til den fglgende definition (hvor Mn n,L) betegner meng-
?

den af (n x n)—matricer med elementer fra L):

En matrix B € (Mn n,L) siges at vsre regulmr-skvivalent
- $

(eller ligedannet) i (Mn L) med en matrix A € (Mn n,L), hvis
- ?

2
’n

der findes en regular matrix S € (Mn rl,L),. séledes at

H

B =sas” .

Den herved definerede relation i mengden af (n x n)-matricer med

elementer fra L, er en zkvivalensrelation. Den er nemlig reflek-
1 1

siv, idet A = EAE ', symmetrisk, idet B = SAS = medfgrer
A =888, og transitiv, idet B = 5487 og C = BT med-
fgrer
-1 =1 -1
C=18a8 'T = (I8)A(TS) .

At to matricer é og B er regulzr-skvivalente betyder, at de
med hensyn til hver sin passende valgt basis hgrer til samme 1li-
nezre afbildning af V ind i V. Sadanne afbildningers egenskaber
méd altsd give sig til kende ved de egenskaber ved matricer, der
er felles for regulesr-zkvivalente. Man sgger derfor i hver klas-
se af indbyrdes regulsr-skvivalente matricer en smrlig simpel re-
pre@sentant, en "normalform'", af hvilken afbildningens egenskaber
let kan afl®ses. Den tilsvarende opgave for linezre afbildninger
af et vektorrum ind i et andet blev lgst tidligere (side II1I,2,

37-38) med et smrdeles simpelt resultat. Ved at disponere over
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to baser, nemlig en for hvert af de to vektorrum, blev der fun-
det en normalform, der er fuldstsndig bestemt ved afbildningens
rang (og de to vektorrumS dimensioner). Ved en nsrmere undersg-
gelse af linesre afbildniﬂger aff et vektorrum ind i sig selv hen-
fgres imidlertid originalf og billedvektorer til samme basis,
vsom sket ovenfor. Relationér mellem original- og billedvektorer
ved sadanne afbildninger, som f.eks. eksistensens af egenrum, vil
nemlig kun da afspejle sig i egenskaber ved de tilhgrende matri-
cer., At der sdledes kun kan disponeres over én basis, medfgrer,

at der for hvert dimensionstal findes uendelig mange &kvivalens-

klasser og alts& normalformer.

Karakteristisk polynomium.

Lad f vare en linewf afbildning af et n-dimensionalt vek-
torrum (V,+,L) ind i sig selv, og lad é vere matricen, der med
hensyn til en valgt basis for V hgrer til f. Et tal N € L er
egenverdi for f, hvis og kun hvis afbildningen f - Ae ikke er in-
jektiv. Idet der til denne afbildning hgrer matricen é - NE, er
dette ensbetydende med, at denne matrix ikke er reguls:r, altsa
med

det(A - NE) = O .

i

Betegner t en kompleks variabel, vil det(A - tE) ifglge deter-

3
minantens definition vare et polynomium af grad n, hvis koeffi-

cienter tilhgrer L. Skrives i
ol B n
det(4 - tE) = Co * Gyt eun t e, v s

ses, at
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Dette polynomium kaldes det karakteristiske polynomium (ogsa re-

duk tionsdeterminanten) for matricen A og dets rgdder dennes

karakteristiske rgdder. Idet der for hver regulzr (n x n)-matrix

S gazlder

§A§ - tE =

1o
—
e
1
ct
=

sluttes af multiplikationssaztningen for determinanter, at regu-

ler-zkvivalente matricer har samme karakteristiske polynomium.

Man kan derfor tale om den linemre afbildnings karakteristiske

polynomium og rgdder. Herefter kan siges:

Egenverdierne for en linemr afbildning f af et n-dimensio-

nalt vektorrum (V,+,L) ind i sig selv er prazcis de karakteristi-

ske rgdder for f, der tilhgrer L .

Lad N vere en egenvaerdl for f. Det til N hgrende egenrum
er Ker(f - Ne). Koordinatszttene u; for dets vektorer med hen-
syn til basen, for hvilken afbildningens matrix er A , er altsa

lgsningerne til det homogene linesmre ligningssystem

i

- A

it=

{fer
I

o

Da lgsningsrummet har dimensionen n - rg(g - %E), gzlder

em A = dim(Ker(f - Ae)) = n - rg(4 - NE) .

(Denne ligning kan ogsa opretholdes, nir N € L ikke er egenverdi,

idet 4 - AE da er reguler, har altsi rang n .)

Antallet p af indbyrdes forskellige egenvardier %1,..,,%9
for afbildningen f er hgjst n, da et n-te grads polynomium hgjst

kan have n forskellige rg¢dder, Men der gmlder endda

en %1 + s.e + €M kp ¢n .



Venstre side er namlig 1ig med summen af egenrummenes dimensio-
ner, altsd 1lig med dimensionen af egenrummenes sum, da denne sum
er direkte. Uligheden fglger derfor af, at egenrummenes direkte

sum er et underrum af V.,

Det til %i’ i=1,...5p, hgrende egenrum betegnes kort Ki'

Endvidere ssttes

samt

Der velges m vektorer 21""’9m € V saledes, at de fgrste m, dan-
ner en basis for K1, de naste m, €n basis for K2, .0y de sidste
mp en basis for Kp. Disse m vektorer er lineart uafhzngige, da
egenrummenes sum er direkte. De kan altsad (om forngdent) supple-
res til en basis (31,...,gn) for V. Idet g; for i = 1,...,m, or
egenvektor til ., altsa f(gi) = Ny&4o for i = m,+1,.00,m, +m,
egenvektor til A,, altsd f(gi) = N\,&; ©08V., TAr den til f hgren-

de matrix ved dette basisvalg fglgende udseende:

% N\
%1 o o o 0 a1,m+1 o s o a1n
N
i = :
0 o o e xp am,m+1 o o o amn
0 e o o 0 am+1,m+1 e o e am+1,n
\O [ ] [ L] O an’m+1 o o o ann )



Mato 13 1965"’66 !‘LG III, 50 17

(m x m)-delmatricen i gverste venstre hjgrne er en diagonal-
matrix, hvis diagonalelementer er egenvardierne, hver taget sa
mange gange, som dens egenvaerdimultiplicitet angiver; og

((m-n) x m)-matricen i nederste venstre hjgrne er en nulmatrix.

Matricen a - tE fas ved at subtrahere t fra alle diagonal-
elementer i A, Udvikles det(4 - tE) efter fgrste spjle, dernmst
den fremkommende determinant af (n - 1)-te orden efter fgrste

sgjle osv., £48 efter m skridt

m m
det(a - tE) = (N, - t) 1...(7\p - t) P a(t) ,

hvor Q(t) er et polynomium af grad n - m (nemlig det karakteri-
stiske polynomium for ((n-m) x (n-m))-delmatricen af A i nederste
h¢ jre hjgrne). Heraf ses, at Ny» 1= 1,+.4,D, er mindst m,~dob-

belt rod i det(4 - tE). Betegnes "rodmultipliciteten" af A; med

rm %i’ gelder altsa for hver egenverdi %i

1 < em xi < rm xi .

Det fremgar af ovenstaende, at hvis der findes en basis for

V, som bestidr af egenvektorer for f, altsi hvis
€m7\1+.-.+em7\p=n,

vil afbildningens matrix med hensyn til denne basis vere en dia-
gonalmatrix, hvis diagonalelementer er egenverdierne, hver ta-
get med sa mange gange som egenverdimultipliciteten angiver. Pa
den anden side er det klart, at hvis der findes en basis, med
hensyn til hvilken f har en diagonalmatrix, er basens vektorer
egenvektorer med diagonalelementerne som egenverdier, og summen
af egenrummenes dimensioner er n. Dette tilfalde foreligger, hvis

og kun hvis afbildningen f har en spektralfremstilling. Vi kan
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altsa slutte:

En linesr afbildning £:V - V, til hvilken der med hensyn til en

basis for V hgrer matricen 4, har en spektralfremstilling, hvis

og kun hvis A er regular-gkvivalent med en diagonalmatrix. Oven-

staende resultater fgrer til fglgende kriterium herfor:

En matrix 4 € (Mn,n’L) er regulmr-akvivalent i (Mn,n’L> mel

en diagonalmatrix, hvis og kun hvis der for dens indbyrdes for-

skellige karakteristiske rgdder %i’ i=1,eae5p, ge2lder

N €L, rm Ny = n - rg(a - %ig) )

rm ., + aes + I =1n
%1 %p s

specielt, hvis & har n indbyrdes forskellige karakteristiske rgd-

der tilhgrende L.

Hvis en klasse af reguler-gkvivalente matricer indeholder
en diagonalmatrix, er denne entydig bestemt pad n:r diagonalele-
menternes rokkefglge, idet aisse Jjo er de karakteristiske rgdder,
hver taget i et antal svarende til multipliciteten. Nu er diago-
nalmatricer, der kun adskiller sig ved diagonalelementernes rzk-
kefglge, regular-szkvivalente, nemlig ved koordinattransformatio-
ner, ved hvilke basisvektorerne permuteres. Man kan derfor fast-
s@tte en rakkefglge for de karakteristiske rgdder og vilge den
pagmsldende diagonalmatrix som reprczsentant for klassen. Som nor-
malform for den tilhgrende linemre afbildning matrixligning féas

da
A N S TALICIRIRT ST O RO TR
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Vedrgrende lineazre afbildnihger, som ikke har nogen spek-
tralfremstilling -~ hvis tilhgrende matricer altsa ikke er regu-
@r-sgkvivalente med diagonalmatricer - vil vi forelgbig ngjes

med fglgende bemzrkninger,

Ifglge den sakaldte algebraens fundamentalsztning (der ik-

ke vil blive bevist her) har hvert komplekst polynomium p/t) af

grad n 2 1 mindst én kompleks rod t1. Idet der da gelder
P(t) = (t - t—1)p1(t) 9

hvor p1(t) er et polynomium af grad n - 1, indescs let ved in-

duktion, at p(t) kan skrives
P(t) = Cn(t' - t»])(t - t2)cao(t - tn) 9

hvor ¢ $ 0 er koefficienten til t™, Dette viser, at p(t) har

r¢gdder, hvis rodmultipliciteter har summen n,

Ior endelig-dimensionale vektorrum over de komplekse tals
legeme kan heraf sluttes, at hver linemr afbildning af et sédant
rum ind i sig selv har mindst én egenverdi. Men om egenvardimul-
tipliciteten kan i almindelighed ikke siges mere end, at den er
mindst 1. Som eksemple, der viser dette, nmvnes en (nilpotent)
lineaxr afbildning af et tredimensionalt vektorrum (over et vil-
karligt tallegeme), der med hensyn til en valgt basis har ma-

tricen
010
.é_.-: 001 °
000

Det karakteristiske polynomium er--tB, har altsd roden O med

rm O = 3, Men da rg(A - OE) =rg A =2, er em O = 1,



e
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Idet hvert reelt polynomium af ulige grad har en reel rod,
har hver linear afbildning af et vektorrum af ulige dimension
over de reelle tals legeme mindst €n egenverdi, Derimod tillader
hvert vektorrum af lige dimension (> 0O) over de reelle tals le-
geme linexzre afbildninger uden egenvxrdier. Som eksempel i det
todimensionale tilfelde nz:vnes en afbildning med matricen(_? é) .
Det karakteristiske polynomium er t2 + 1 og har altsé ingen resl-

le rgdder,

Det er undertiden nyttigt at have eksplicite udtryk for
koefficienterne CqysCyrenesCpy i det karakteristiske polynomium
for en matrix A = (aig._)°

Den j-te sgjle 1 matricen A - tE kan skrives som en sum

aff to sgjler, nemlig

ajy + (=) 4)

hvor a 5 o8 {lj betegner de j-te sgjler i henholdsvis A og E .
Benyttes dette for j = 1, ses, at det(A - tE) kan skrives som en
sum af' to determinanter, hvoraf den ene har §|1 og den anden

-ty

25+ %y

komne determimanter som sum af en med g|2 som anden s¢jle og en

som fgrste s¢gjle, medens de ellers har de samme sgjler

)s J = 2,...,n. Dernaest skrives hver af de to frem-

med —t§,2 som anden sgjle, og sdledes fortsattes, Man far da det
karakteristiske polynomium fremstillet som en sum af ialt o ge-
terminanter, som fremglr arf det é ved at erstatte en del af s@j-
lerne (specielt ingen eller alle) med de tilsvarende sgjler

i -tg . Forekommer i en s&dan determinant netop p sgjler fra é,
altsa n - p sgjler fra ~tE , kan faktoren (-t)*"P swttes uden-

for, og den determinant, som denne er multipliceret med, fremgir

af det A ved at erstatte n - p sgjler med de tilsvarende sgjler
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i E . Koefficienten Cpep ti1 t"7P er altsa (-1)™P multipliceret

med summen af alle (nfp) = (g) determinanter af den sidstnsvnte

art. Ved at udvikle successivt efter de n - p sgjler fra E ses,

2t disse determinanter stemmer overens med hovedunderdeterminan-—

terne af p-te orden i matricen A. (Ved en sadan forstés deter-
minanten af en delmatrix af A , der fas ved at slette sgjler og

raekker med de samme numre,) Der gezlder altsd for p = 1,...,0

al i al i
171 °*°° 1°p
- n_p 'Y 3
Cll"'p ( 1 ) Z : : o
1§l1<'°'<lp§n %3 i, ... i
p1 pp

For p = n har man, som allerede nzvnt,

C, = det é
og for p = 1 n
_ (_q4\n-1 <O _ (g1 '
C q = (-1) J 85y = (=-1) tr A,
i=1

hvor altsa summen af elementerne i hoveddiagonalen af matricen

4, denne matrices spor, er betegnet tr A,

Da regular-zkvivalente matricer har samme karakteristiske
polynomium, kan man slutte, at for to séddanne matricer har sum-
men af hovedunderdeterminanterne af en given orden p den samme

vardi, Specielt gazlder: Regulwzr-wkvivalente matricer har samme

determinant og samme spor.

Ifylge algebraens fundamentalsxztning kan det karakteristiske

polynomium skrives
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det(A - tE) = (t1 -~ t)(t2 - t)...(tn -t),

hvor t1"°"tn betegner de karakteristiske rgdder, hver taget sa
mange gange, som rodmultipliciteten angiver., Idet dette gzlder
for alle t € C, fés ved'udregning aff hgjre side og sammenligning
af tilsvarende koefficienter, at Cn—p for hvert p = 1540050 €I
(=1)7"P gange summen af alle de produkter af p blandt tallene
t1,,°.,tn, hvis faktorer har indbyrdes forskellige merketal., Vi
kan altsa skrive

c. = (=1)B7P 2: te w.et.

n=p 1€1,<0au<i S

hvor summen udstrazkkes ower alle (2) kombinationer af p marker

udtaget blandt 1,...,2. Betragtet som funktion af n variable

t1""’tn er denne sum den sakaldte p-te elementarsymmetriske

funktion ,) Specielt fés for p = n

det A = t ...,

1 n
og for p = 1
tr

[
It

t1 + L + tn o

BEgenvardiproblemet for normale afbildninger.

Lad (V,+,8,+) vaere et vektorrum med indre produkt over de
komplekse tals legeme med dim V = n, Blandt de linezre afbild-
ninger af et sadant vektorrum ind i sig selv udmzrker de normale
(jf.side 111,2,52) sig ved at have spektralfremstillinger med par-
vis ortogonale egenrum. Ved beviset herfor benyttes algebraens
fundamentalsstning samt fglgende to egenskaber ved normale af-

bildninger, der blev vist tidligere (side I1II1,2,53):

Lr £ en normal afbildning og e den identiske afbildning,
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vil £ - Ae for hvert A € & vere normal.

Ved en normal afbildning f er kernens ortogonale komple-

ment invariant, og restriktionen af £ til dette er normal,

Til en linesr afbildning f af et vektorrum (V,+,C,-) med

indre produkt og endelig dimension n > O findes en ortonormeret

basis bestiende af egenvektorer, hvis og kun hvis f er normal,

Bevis: Pgrst vises ved induktion efter n, at betingelsen er
tilstrekkelig., For n = 1 er intet at bevise, idet et endimensio-
nalt vektorrum er egenrum for hver af sine linezre afbildninger,
En vilkérlig af rummets to enhedsvektorer opfylder alts& kravet.
Vi antager, at pastanden er rigtig for alle dimensionstal mindre
end et givet n € ¥, Lad £:V -~ V, hvor dim V = n, vare en normal
afbildning. Ifglge algebraens fundamentals®tning har den en egen-

verdi %1. Lad K, vare det tilhgrende egenrum, altsa kernen ved

4
f - %16. Da ogsé denne afbildning er normal, er K# invariant ved
den. Iindvidere er restriktionen af f - %1e og fglgelig ogsa re-
striktionen af (f - x1e) +Ne = f til K; normal, Ifglge induk-
tionsantagelsen findes der en ortonormeret basis for KL, der be-
star af egenvektorer for restriktionen af f. Disse vektorer er

da ogsa egenvektorer for f, Idet
.
K1<3 K1 =V,
vil de sammen med vektorerne i en ortonormeret basis for K1 dan--

ne en ortonormeret basis for V, som bestér af egenvektorer,

Ngdvendigheden fglger af, at en linezr afbildning af V er
normal, dersom der findes en ortonormeret basis, med hensyn til

hvilken dens matrix er en diagonalmatrix (side III,2,52—-53)°

Hermed er sztningen bevist,
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Det fremgdr af den, at enhver normal afbildning af

(V,+,C,-) har parvis ortogonale egenrum, hvis direkte sum er V,

og den har fglgelig en spektralfremstilling ved ortogonalprojek-

tioner.,

Det er hensigtsmsssigt (lige som tidligere, (side III,2,
48 og félgende))at henfgre linemre afbildninger af vektorrum med
C)

hgrer til samme afbildning f med hensyn til hver sin ortonorme-

indre produkt til ortonormale baser, To matricer A,B € (Mn n?
== ’

rede basis, hvis og kun hvis der findes en uniter matrix U (for

hvilken altsa

[{fani

'U = E), sdledes at

= uau™! = Al

o

(jf.side II1,2,58). I s& fald siges A at vere uniter-skvivalent

med B . At der foreligger en mkvivalﬁgsrelation, ses som ved re-
gulzr~-zkvivalens med benyttelse af, agﬁ;nverse til en unitar
matrix og produktet af to unitsre matricer er unitsre., Uniter-
zgkvivalente matricer er naturligvis regulsr-smkvivalente. Hver

klasse af uniter-skvivalente er alts& indeholdt i en klasse af

regular-skvivalente,

En linesr afbildning £ af (V,+,C,+) er normal, hvis og kun
hvis matricen é, der hgrer til den med hensyn til en ortonorme-
ret basis, er '"normal", dvs. hvis og kun hvis.g'é = ég’ (jf.side
I11,2,52), Hvis en af to uniter-skvivalente matricer er normal,
er den anden altsd ligeledes normal., (Dette bekrzftes ogsa let

ved matrixregning.)

Ovenstaende sztning om normale afbildninger giver herefter

fglgende sztning om matricer:
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En matrix A € (Mn n,b) er uniter-gkvivalent med en dia-
- b4

gonalmatrix, hvis og kun hvis den er normal, dvs, hvis og kun

hvis A'A = AA'.

FFormale afbildninger af et n-dimensionalt vektorrum
(V,+,R,+) med indre produkt over de reelle tals legemec behgver
ikke at have spektralfremstillinger, end ikke egenverdier, Men

der gelder som-i det komplekse tilfalde: Egenrum hgrende til ind-

byrdcs forskellige egenverdier er parvis ortogonale.

I beviset herfor benyttes ikke, at det drejer sig om et
vektorrum over R, Lad altsé f vare en normal afbildning af ct
endelig~dimensionalt vektorrum (V,+,L,.) med indre produkt, og
lad N og u vaere to forskellige egenvardier for f, Vi skal vise,
at

f(u) =Au A £(v) =uv = u-* v =0.

Idet afbildningen f - pe er normal, medfgrer (f - pue)(v) =0,
at (£° - ge)(v) = 0 (jf.side III,2,53), altsé at £(v) = Ly .

Vi har derfor

N - vo=f(u)y=uc £ (v)=uauy) = v.

Da N & u, fglger haraf u * v = O, som pastaet,

Ovcrgangen fra en ortonormeret basis for (V,+,R,-) til en
anden sker ved hjelp af en reel ortogonal matrix (jf.side III,2,
58). To matricer é,g S <Mn,n’R) hgrer til samme linezre afbild-
ning mcd hensyn til hver sin ortonormerede basis, hvis og kun

hvis der findes en ortogonal matrix U, siledes at

B = AU
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I s& fald siges A at vere ortogonal-gkvivalent med B. At der fo-
religger en xkvivalensrelation fglger af, at de ortogonale

(n x n)-matricer danner en gruppe.

Af en bpemzrkning ovenfor fremgér, at ikke alle reelle nor-

male matricer er ortogonal-mkvivalente med diagonalmatricer,

Bgenverdiproblemet for unitan?og ortogonale afbildninger.

Vi betragter igen fgrst det komplekse tilfwelde, altsid en
uniter afbildning £ af et vektorrum (V,+,C,-) af dimension n ind
i sig selv (jf. side II11,2,57). Idet det indre produkt, og der-
med normen, bevares ved f, ma der for hver egenvaerdi A og til-

hgrende egenvektor u gaslde
eIl = (all = [N ([l = [lafl .

Da u + O, fglger heraf |A| = 1. Tages i betragtning, at en uni-
SesSs
ter afbildning er normal,yat f har en spektralfremstilling med

parvis ortogonale egenrum og egenvardier, der alle har absolut

verdi 1.

Med hensyn til en ortonormeret basis hdgrer til en linesr

afbildning f en unitaer matrix, altsid en matrix A, for hvilken

iy

.'é =5, hvis og zun hvis f er uniter, Da en diagonalmatrix,

hvis diajonalelemeanter har absolut vardi 1, ¢jensynlig er uni-

ter, har vi ialt:

BEn linemr afhildning £ af et n-dimensionalt vektorrum

(Vy+,C,+) er unite», hvis og kun hvis der Ffindes en ortonormerct

basis bestéende af egenvektorer og alle egenvardier har absolut

verdi 1.
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En matrix A € (Mn n,C) er uniter, hvis og kun hvis den er
- H

uniter-skvivalent med en diagonalmatrix, hvis diagonalelementer

har absclut vaerdi 1,

Vi betragter nu ortogonale afbildninger af et n-dimensio-
nalt vektorrum (V,+,R,+) p& sig selv. Vi har tidligere (side III,
2,59) bemerket, at hvis U er et invariant underrum ved en sadan |
afbildning f, vil ogsd U' vare invariant ved f, og restriktio-
nerne aff £ til disse underrum vil vere ortogonale, Hvis en orto-
gonal afbildning f har et egenrum, vil altsa dettes ortogonale

komplement vare invariant ved f.

Efter valg af en ortonormeret basis hgrer der til en orto-
gonal afbildning f en ortogonal matrix, altsi en matrix é, for
hvilken é'é = E, og omvendt, Idet en ortogonal matrix kan opfat-
tes somm en reel uniter matrix, har alle dens karakteristiske rgd-
der absolut verdi 1. Kun 1 og -1 kan altsé vare reeclle karakte-
ristiske rgdder og dermed egenvaerdier, (Dette fglger ogsa umid-
delbart af, at en ortogonal afbildning er normbevarende,) Det
karakteristiske polynomium for é har reelle koefficienter, Hvis
det har en ikke-reel rod a, vil altsa ogsa a vere rod og med
samme rodmultiplicitet. Da aa = 1 for hver sadan rod, er produk-
tet af de ikke-reelle rgdder lig 1. Da endvidere produktet af al-
le karakteristiske rgdder er lig med det é = +1, kan vi heraf
slutte, at rodmultipliciteten af -1 er lige (specielt 0) eller
ulige ef'ter som det é = 1 eller det é = -1, Endvidere bemazrkes,

at der for ulige n altid eksisterer en reel karakteristisk rod,

Idet man kalder en ortogonal afbildning for egentlig orto-

gonal, hvis dens determinant er lig 1, og for negentlig ortogonal,
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hvis dens determinant er lig -1, kan man sammenfatte de fundne

rgsultater saledes:

Inhver uegentlig ortogonal afbildning af et endelig-dimen-

sionalt vektorrum (V,+,R,+) p& sig selv har egenvardien -1. En-

hver egentlig ortogonal afbildning af et vektorrum (V,+,R,+) af

ulige dimension péd sig selv har egenverdien 1,

Der gmlder endvidere i alle tilfelde
em 1 =rm 1 , em -1 =rm -1 ,

Dette kanbindses pa fglgende méde: Lad K1 og K—1 vere de til A1
og -1 hprende egenrum og m, = em 1 og m_, = em -1 deres dimen-

sioner, Endvidere szttes
L
U= (K, @K ).

Velges ortonormerede baser for K1,K_1 og U, vil disse basers
vektorer tilsammen udggre en ortonormeret basis for V, Den til

den ortogonale afbildning f hgrende matrix vil da have formen

p
B 0 0o
_m1,m1 = =
A= 0 -E 0 ;
- 0 4

~

hvor é cr matricen hgrende til restriktionen af £ til U, I'or det

karakteristiske polynomium fas da
m, m_, A
det(4A - tE) = (1 = t) (-1 - t) det(A - tE) .

Hvis 1 cller -1 var rod i det(A - tE), ville restriktionen af f

til U have en egenverdi, De tilhgrende egenvektorecr ville ogsa
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varc cgenvekiorer for £ og matte derfor tilhgre K, eller K

1 -1?
hvilket er umuligt. Polynomiet det(A - tE) har alts& hverken

roden 1 eller roden -1, og hcraf fglger pastanden,

Vi betragter speciclt det todimensionale og det trcdimen=—-
sionalec gecometriske vektorrum, Idet vektorerne teznkes afsat fra
sammc punkt O, kan de ortogonalec afbildninger fortolkcs som de
kongrucnser af planen henholdsvis rummet, ved hvilkc O er fix-

punkt,
At en (2 x 2)-matrix A = (aij) er ortogonal, er cnsbety-
dendc mcd

2 > 2 2 3
41 Tapy =t Ay, Ay =, a8, a8, = 0.

Af den fgrste ligning ses, at der findes nctop ét a € [0,27[, for

hvilket

a,H = COS o, 8.21 = s1ln a .

Af dc to ¢gvrige ligninger sluttes, at

cos oo =-s8in o cos o sin o

eller A = .
sin o cos o - sin o ~cos o

o
1l

Dect fegrste tilfwlde, hvor det é = 1, svarcr til en egentlig kon-
gruens, nemlig drejningen om O med drejningsvinklen o, kgenver-
dicr findes kun for o = 0 og a = 7, nemlig henholdsvis 1 med

em 1 = 2 og -1 med em -1 = 2, Det andet tilfglde, hvor det A

= -1, svarcr til en uegentlig kongruens. Aff det generelle re-
sultat ovenfor (eller af, at det karakteristiske polynomium er

t2 - 1) sluttes, at -1 og 1 cr egenverdier for hvert a, Vektorcrne
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med koordinatparrsne (-sin $a, cos 3a) og (cos 3a, sin %a) er
normcre lc egenvcktorer til hcenholdsvis -1 og 1. Afpildningen er
involutorisk, nemlig en spzjling i linien, der danner vinklcn

+a med den fgrste koordinatakse.,

Ifplge ovenstaende gencrelle resultater har en kongrucns
f med Tixpunkt O af det sadvanlige rum egenvardien 1, hvis den
cr cgentlig, og cgenverdicn -1, hvis den er ﬁegentlig. Tad 4 be-
tecgne linicen (eller en af linierne) gemnem O, der indeholder cn
ecgenvektor til 4, hvis £ er egentlig, en egenvektor til -1, hvis
£ cr ucgentlig, I begge tilfelde er normalplanen til 4 genncm
0 invariant, og restriktionen af f til den er en kongrucns, Den-
ne mad vere egentlig i begge tilfxlde, da dens determinant multi-
pliccrct med den pagzldende egenvaerdi cr lig med determinanten
for f, Heraf sluttes, at enhver cgentlig kongruens med fixpunkt
0 cr cn dArejning om en akse d, og at enhver uegentlig kongru-
ens med fixpunkt O er cn drejspejling, dvs, sammensat (i en eller
anden orden) af en drejning om en linie d og en spejling i denncs

normalplan gennem J,

Egenvardiproblemet for seclvadjungercede afbildnihger,

rnaver selvaljungeret eller Hermitesk symmetrisk afbild-
ning £ a’ et n-dimensionalt vektorrum (V,+,8,+) ind i sig sclv,
som ifgl.;e definition (side II1I,2,54) stemmer overens med sin
adjungcrede, er normal og har fglgelig en spektralfremstilling
med parvis ortogonile egenrum,

e, hensyn til en ortonormeret basis hdrer til en linear

afbildnirg £ en Hermitesk symmetrisk matrix, altsa en matrix A,

for hvilken g' = A, hvis og kun hvis £ er Hermitesk symmetrisk.
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Idet diagonalelementerne i en saddan matrix er reelle og enhver

recl diagonalmatrix er Hermitesk symmetrisk, har vi:

BEn linexr afbildning f af et n-dimensionalt vektorrum

(V,+,0,+) er Hermitesk symmetrisk, hvis og kun hvis der findes

en ortonormerct basis bestéende af egenvcktorer, og alle cgen-
I

vaerdicr cr reelle{

En matrix A € (Mn n,C) er Hermitesk symmetrisk, hvis og
- 9

kun hvis den er uniter-skvivalent med en reel diagonalmatrix.

Som en fglge heraf fremhzves, at det karakteristiske po-
lynomiur for en Hermitesk symmetrisk matrix har lutter reelle

rg¢dder og altsd (jf.side I1I1,5,22) reelle koefficienter,

For symmetriske afbildninger af et endelig-dimensionalt
vektorrum med indre produkt over de reelle tals legeme galder
tilsvarcnde satninger. De kan dog ikke sluttes uden vidcrc af
resultaterne i det komplekse tilfelde. En reecl symmetrisk matrix
é cr ganske vist Hermitesk symmetrisk, og der findes f@glgelig
en uniter matrix u saledes, at Eé2_1 er en reel diagonalmatrix,

ilen at denne matrix U kan valges reel, alts& ortogonal, er ikke

klart pad forh&nd, Vi kan imidlertid slutte pa fglgende made,

Lad £ vere en symmetrisk afbildning af det n-dimensionale
vektorrum (V,+,R,+) ind i sig selv., Afbildningens matrix A med
hensyn til en ortonormeret basis er reel og symmetrisk, altsa
Hermitesk symmetrisk, Dens karakteristiske polynomium har ifglge
ovenstaende reelle rgdder, Afbildningen f har altsd mindst én
egenvardi %1. Er K1 det tilhgrende egenrum, vil dets ortogonale
komplement vere invariant ved f (jf.side III,2,55), og restrik-

tioncn af £ til Kj vil vere symmetrisk., Som for normale afbild-



Mat.1, 1965-66 AG III, 5,32

ninger i det komplekse tilfalde (side III,5,23) kan man nu ved
induktion efter n slutte, at der findes en ortonormeret basis

becstacnde af egenvektorer for f, Da endvidere en linear afbild-
ning af V, der med hensyn til en ortonormeret basis har cn sym-

mctrisk matrix, er symmetrisk, gwelder:

En linesgr afbildning £ af et n-dimensionalt vektorrum

(Vy+,0,¢) ind i sig selv er symmetrisk, hvis og kun hvis der

findes en ortonormeret basis bestéende af egenvektorer,

In matrix A € (Mn n,R) er symmetrisk, hvis og kun hvig den
- ’

i (Mn n,R) er ortogonal-gkvivalent med en diagonalmatrix,
?
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22, En linesr afbilding af et 4-dimensionalt vektorrum
(y,+,8) ind i sig selv er givet ved sin matrixligning med

kensyn til en basis:

/ yT‘: § /’_,'1 1 0 O '\\ /.' X1 |\
i . i i { :
15’2‘,:1‘1 0 0 Ty iT
3y31 -.,\00115'-\;:3!
\,L yoi N0 1 1 'o/ \\ x,

Find afbildningens egenvardier.

23, En linesr afbildning f af et tredimensionalt vektorrum

QV,+,R) ind i sig selv er bestemt ved

f(_e_1) = 223) f(gz) = ,e_»] + 3§3y f(gj) = 22,
hvor (§1,92,g3) er en basis for V. Find egenvardierne samt
en basis for hvert af de tilhsrende egenrum. Underseg, om

man ved passende valg af basis kan opnd, at den til f sva-

réhde~mdtrix bliver en diagenalmatrix.

24. En linesr -afbilding f af et to-dimensionalt vektorrum
(U,+{R) ind i sig selv er givet ved matrixligningen

‘Y fcosh o sinh a) fX1%

"f ! = i . [}

\y2! \s1nh o cosh “ﬁ'xxzﬁ

med hensyn til én basis. a er et reelt tal. .Bestem afbild-
ningens egenverdier og egenvektorer og vis, at man ved basis-
skifte kan opnd, at den til f svarendé matrix bliver en dia-
gonalmatrix,

Underseog ligeledes en linexr afbildning g af et to-dimensio-
nalt vektorrum (V,+,() %ti i sig selv givet ved

[y /jcos @ -sina’ /x|

; | ‘ a{ ;

: - hand 1 !‘ ' .
‘.

| f g :
V2, Ssina  cosa X, !

X1\
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)
Find egenverdier og egenvektorer for den 1inemr§ afbildning
af vektorrummet (P(R - R),+,R) af alle reelle polynomier
ind i sig selv, hvor til hvert polynomium p(t), + € R, sva-

rer tDp(t), t € R,

{
A \

En linemr afbildning f af ef todimensionalt vek%orrum
(V,+,L) ind i sig selv er beshemt ved f(§1) = gé, f(gg) =
€41 hvor (21,92) er en basis. Find afbildningens invariante
underrum, egenvektorer og egenverdier,

En linesr aft:ldning f af et tredimensionalt vektorrum
(V,+,L) ind i sig selv er bestemt ved f(g1) = €55 f(gz) =
&3 f(§3) = g., hvor (21,32,g3) er en basis. Find afbild-

ningens invariante underrum, egenvektorer og egenvsrdier.

Om to linemre afbildninger f og g af et vektorrum (V,+,L)
ind i sig selv forudssttes, at de er ombyttelige, dvs. at
feg = gef., Vis, at hvert egenrum ved en af afbildningérne

er invariant ved den anden,

Med (V,+,R) betegnes vektorrummet (C([0,7]-R)+,R) af alle
p4 intervallet [0,7] kontinverte reelle funktioner, medens
U er underrummet bestdende af de to gange kontinuert diffe-
rentiable funktioner ¢ € V, for hvilke ¢(0) = ¢(m) = 0. Be-

stem egenvsrdicr og tilherende egenfunktioner for den line-

__..—are afbildning af (U,+,R) ind i (V,+,R), hvor til hver funk-

48.

tion ¢ EﬁU‘svarer dens anden afledede D%p.

Givet en oversigt over alle idempotente og alle involutori--

“ske -linemre afbildninger af det geometriske vektorrum

(V3,+;R) ind i sig selv, og beskriv de forskellige typer

geometrisk,
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49, Vis, at hvis f er en idempotent linesmr afbildning af et wvil-
kdrligt vektorrum ind i sig selv, vil g = 2f - e v®re invo-
lutorisk, og vis, at hver involutorisk linesr afbildning
kan fas pd denne mide.

Giv en geometrisk beskrivelse af forbindelsen mellem afbild-
ningerne f og g, nadr vektorrummet er det geometriske vek-

torrum (V3,+,R).

50. Lad (91,g2) vere eh basis for det todimensionale geometriske
vektorrum (V2,+,R) bestaende af vektorerne i en plan, Idet
alle vektorer tankes afsat fra samme'punkt,tforuds&ttes om
en linemr afbildning f af (V2,+,R) ind i sig selv, at bil-
ledvektorerne f(g1) og f(gg) begge falder i det:indre af
det mindste af de to vinkelrum, der bestemmes af €4 08 §2,

Vis, at £ har to forskellige egenverdier. (Nedvendigt og

tilstrakkeligt for, at en (2 x 2)-matrix <a :) ikke er re-
c

guler, er ad -~ bc = 0, jfr. ev. 27.)

59. Vis, at Legendre-polynomierne

( P (t) = (2" n)~T DR (42 - Y, n=0,1,2,...,
er egenfunktioaer for den linezre differentialoperator
(t2 - 1)D2 + 24D,
der til hver funktion o(t) € @2(R - R) lader svare funktio-
nen (4% = 1)D%p(t) + 2tDg(t) € 6(R 5 k), og angiv'de til-
o H,:__ﬂﬂﬂ._hzrende~egenvmrdier, (Differentier identiteten
2

(4% = 1) D(+° = 1) = 2nt(t2 ~ 1)°

n+1 gange ved benyttelse af Leibniz' formel
b

DP(uv) = ;C) ptu) D (v)

i=o P



Mat., 1, 1962-63 AG IITI, 2, gv. 51

for den p-te afledede af et produkt af to funktioner.) Ggr rede
for, at Lcgendre-polynomierne danner en basis for vektorrummet
(E(R > R),+,R) af reelle polynomier, og vis derpd, at der ikke
er andre polynomier end de med Legendre polynomier proportiona-
le, som cr egenfunktioner for den betragtede differentialopera-

tor,
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9 12. Bilineare og kvadratiske former.

Lad der vure givet to vektorrum (U,+,L) og (V,+,L) over
samme tallegeme L. En funktion B: U x V ind i L siges at vare

en bilinearform, hvis B(u,v) for hver fast vektor v € V er en

linearform p4 U, og for hver fast vektor u € U er en linearform
pa V, eller med andre ord, hvis der gulder
B(u,+u,,v) = B(u,,v) + B(u,,¥)
B(?\E’X) =N B(E—_;_Y,)
B(w,uy) = p B(w,¥).
Hvie man adderer to bilinearformer pd U x V far man aben-
bart igen en bilinearform pad U x V, og p& samme made gar det,

dersom man multiplicerer en bilinearform med en skalar fra'L,

Man ser altsd, at bilinearformerne pd U x V udggr et vektorrum

over Lo

Dersom U' og V' er underrum. i henholdsvis U og V, vil re-
striktionen af en bilinearform B til U' x V' &benbart vore en
bilinearform pa U' x V', idet de ovenfor opskrevne betingelses-
ligninger jo specielt galder for underrummenec.

Det antages nu, at (U,+,L) og (V,+,L) har de endelige di-
mensioner m og n. Lad def vare valgt baser <9q""’9m) og

(21""’£n) i henholdsvis U og V. Idet

u = u,e + see + 1 €
= 1=1 m=m ’
V =V + e + f
= 154 © T Vp=n 0

far man ved en gentagen anvendelse af dc ovenfor opskrevne linea-

ritetsbetingelser, at
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Suttes

j’ (b

kan formlen kort skrives som matrixligningen

B(gi’ij) by 1,575 e eesmid=tseeesn B

B(u,v) = u By, .

Heraf ses, at en bilinearform er fuldstondig bestemt ved
de vardier, som den antager for de mn par (gi,ij) af basisvek-
torer, idet disse vardier bestemmer (m x n)-matricen B. Omvendt
vil der for en vilkarlig opgiven (m x n)-matrix B = (bij)’

b:. € L, ved ovenstéende matrixligning defineres en bilinear-

iJ

form B over L p& U x V, for hvilken B(gi,gj) = bi Og man

5°
ser, at vektorrummet af bilinearformer p& U x V over L Dbliver
isomorft med vektorrummet af (m x n)-matricer B over L.

Man bemerker ogs&, at for en fastholdt vektor v € V er
B(u,v) netop den linearform pd vektorrummet U, hvis koeffici-
entsat (skrevet som sgjle) er gzl, og tilsvarende, at for en
fastholdt vektor u € U er B(u,v) netop den linearform p& vek-
torrummet V, hvis koefficientswt (skrevet som rakke) er E;E'

For at undersgge, hvorledes matricen E tndres ved overgan-
gen til nye baser (él,...,ém) og (ﬁl,...,ﬁn) i U og V, antages
koordinattransformationsformlerne lgst med hensyn til de oprin-

delige koordinater. De kan da skrives

g

u, = sSu =
=' == 4 I ==

hvor ﬁ, og 2 er de nye koordinatsut for u og y og hvor S er

en regular (m x m)-matrix og T en regular (n x n)-matrix. Ved

e

transponering af den fgrste ligning fas u =

_8' og derfor
B(u,¥) = u By, = 48" BEY.

Heraf ser man, at den matrix, som fed de nye baser hgrer til

bilinearformen bliver

Hus))
1]

no
oy
=]
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Man bgr bemerke, at denne formel for andringen af en bilinear-
forms matrix ved basisskifte er en vasentlig anden end formlen
for undringer. af cn linegr afbildnings matrix ved basisskifte:
Dersom B er matrix for en linémr afbildning Ei = gz alfl V ind i

U, s& vil de samme basisskifter som ovenfor give en matrix § "B T

BT for den linewre afbildning (se. AG III, 2, 37, hvor dog S og

T har en anden betydning end her).

Ved rangen af bilinearformen B(u,v) forstdr man rangen af
matricen B, idet man bemarker, at denne rang er uafhangig af de
anvendte baser for U og V, thi matricerne S (og dermed §') og 2

er jo.reguluare kvaératiske matricer, s& at B og har samme rang.

B {]vs))

I alt det fglgende vil vi antage, at (U,+,L) og (V,+,L) er
det samme vektorrum, betegnet (V,+,L), og bilinearformerne de-
fineret p&d V x V vil vi kort kalde. for bilinearformer pa V. AT
tidligere betragtedz eksempler pa& sadanne kan nzvnes dels volu-
menmélet. (arealmdlet) i et 2-dimensionalt vektorrum, og dels
det indre produkt i et vektorrum over det reelle tallegeme.

Man kalder en sadan-bilinearform symmetrisk, dersom

B(u,v) = B(v,u)

Tor alle vektorer u.v € V. Man kalder en s&dan bilinearform

entisymmetrisk (ekovsymmetrisk) ellcr alterncrende, dersom

B(u,¥) = -B(¥,u)
for alle vektorer u,v € V; den sidste ligning medfgrer specielt,
at B(v,v) = 0 for alle v € V i overensstemmelse med en tidligere
definition af "alternerende multilinearform ".
Dersom V er endeligdimensional, kan B(u,v) efter valg af en

basis angives ved sin matrix B. Da en (1 x 1)-matrix er lig
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sin transponerede, bliver

Blw,y) =y By =y By
hvoraf man ser, at B(u,v) er symmetrisk netop nar B = E', d.v.s.
ne top nar 2 er symmetrisk, og at B(E,z) er antisymmetrisk netop
nar §==-§', d.v.s8, netop nar B er antisymmetrisk.

Enhver bilinearform B(g,z) pa ¢t vektorrum V kan pa& en og

een made skrives som sum af en symmetrisk og en antisymmetrisk

bilincarform, nemlig henholdsvis BS(E,X) = $(B(u,v) + B(v,u)) og

Ba(g,y_) = 3 (B(u,v) - B(v,u)). Thi man ser umiddelbart, at disse
er henholdsvis symmetrisk og antisymmetrisk og har summen
B(u,v); fremstillingen er entydig, for hvis B, +B_, = B_ +B

== s a s a

1 1 2 2
far man I, - B_ =B - B, og denne bilinearform skal altsa
8, S5 a5 ay

vare bade symmetrisk og antisymmetrisk, hvilket kun er opfyldt
af nulformen. For endeligdimensionale vektorrum ses dette at vare
i overensstemmelse med at en kvadratisk matrix B p& en og kun
ecn madce kan skrives som sum af en symmetrisk ogen antisymme-
trisk matrix, nemlig henholdsvis B = (B + B') og B, =
52 - 2.

Ved den til en bilinearform B(u,v) hgrende kvadratiske form

forstar vi funktionen B(v,v), som afbilder V ind i L, eller med
andre ord: den kvadratiske form er bilinearformens restriktion
til diagonalen i V x V. Nar B er spaltet 1 symmetrisk og anti-
symmctrisk del B = B, + B_, bliver den kvadratiske form B(v,v) =
Bs(z,x) + Ba(l’l) = BS(X’K) og den er altsi bestemt alene ved
BS; men pa den anden side er BS(E:X) bestemt entydigt ved den
kvadratiske form, altsa ved sin restriktion til diagonalen i

V x V, thi ved at benytte linearitetsbetingelserne og at BS er
symmetrisk, finder man, at

B (u+v,utv) - B, (u-v,u-v) = 4 B (u,v).



Mat, 1. 1962-63 AG III, 12, 5

Vi har altsd, at enhver kvadratisk form B(v,v) hgrcr til en
klasse af bilinecerformer B(E,X), og enhver sadan klasse indenol-
der netop een symnmetrisk representant.

Ved den na@rmerer undersggelse af kvadratiske former i det

fglgende vil vi derfor kun betragte symmetriske bilinearformer

B(Eyl) .

Eksempel: Dersom (V,+,L) = (E2,+,R) og
3 6

(0

s& er den tilsvarende bilinearform B(u,v) = Ju,vy 6u1v2 TOAr v,

og den kvadratisks form B(v,v) = 3V12 + 8v,V,, og den symmetriire

matrix for denne og for den tilsvarende symmetriske bilinearloin

er
3 4
o= o)
= L0
Nar V er endeligdimensional, sa er efter valg af cr tauls
Y= v,e * ... v v e, ogB(Y,y) = y_@y' bliver &benbart en sui

aff led bijvivj’ altsd et homogent andengradspolynomium i koor-

dinaterne, og omvendt ser man, at ethvert sidant polynomium &ben-

bart kan skrives p& formen y_Byl med en passende koefficientma-

trix B. Derfor: I et endeligdimensionalt vektorrum,hvori der_er

valgt en basis, er_mongden af kvadratiske former B(v,v) identisk

med mongden af homogene andengradspolynomier i kocrdinaierns fb;

Ve

To vektorer u og v siges at vare konjugerede med hensyn +is

e

den symmetriske bilincarform B, dersom B(u,v) = 0. Da biu,v) =

B(v,u) er dette en symmetrisk relation i V (og talemdden "u og ¥

er konjugerede" er altsd berettiget).
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angden af de med hensyn til en vis bilinearform til en gi-
ven vektor u konjugerede vektorer betegnes K<Eo)’ (eller KB(EO)
hvis man vil fremhzve, at det er med hensyn'til bilinearformen B).
Da K(go) netop er kernen ved den linemre afbildning B(go,x),
vEValfVind i L, mé K(go) vare et underrum i V.

Er der givet en mengde M af vektorer i V, s& vil de vekto-
rer v, som med hensyn til en vis bilinearform er konjugerede med
samtlige vekterer u € M udggre et underrum, nemlig

K(M) = ) K(u),
ueM

og dette kaldes det fuldstondige til M konjugerede underrum med

hensyn til den givne linearform. Man ser, at K er en operation,

der afbilder mingden af delmingder af V ind i mangden af delmang-
der af V, Man har

(1) M ¢ Kek(M),

thi blandt de vektorer, som er konjugerede med K(M) findes jo
specielt vektorerne i M. Endvidere vil &benbart

(2) My g M, = K(M) o K(M,).

Af (1) og (2) fas K(M) o EoKeK(M), medens man ved at indsatte
K(M) i stedet for M i (1) far, at K(M) ¢ KeKoK(M), s& at

(3) K(M) = KoKoK(M).

Heraf ser man, at man har inklusionskaderne M c KOZ(M) = KOH(M)
Kou(M) = ess 0g K(M) = KOB(M) = KOB(M) = +ss , 0g at operationen
K°% ep idempotent. Specielt ser man ved at benytte (1) og (3),
at for enhver mengde My, hvor M ¢ M, ¢ K°2(M), bliver K(M1) =
K(M); da KOZ(M) er et vektorrum, vil det af M frembragte underrum
V(M) (som er det mindste vektorrum, der indeholder M) vare en
sddan mangde M1, og vi har derfor

(L) K(M) = K(v(m)).

Man kalder to underrum for konjugerede underrum med hensyn til
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bilinearformen, hvis enhver vektor i det eneo&r’ konjugeret med

enhver vektor i det andet, og s& gelder gjensynlig, at hvert af
to konjugerede underrum er indeholdt i det andets fuldstzndige
konjugerede underrum.

Ved nulrummet N = NB for en bilinearform B defineret pa
vektorrummet (V,+,L) forstar man K(V). For ethvert M ¢ V har man
N ¢ K(M). Man kan ogs& beskrive N som mzngden af de vektorer u, s
for hvilke B(Eo’l) - betragtet som linearform i v - er nulfor-
men.

En vektor v kan vare selvkonjugeret, altsd opfylde B(z,x) =
O. Selvkonjugerede vektorer kaldes ogsd isotrope for bilinear-
formen (eller for den kvadratiske form). Enhver vektor tilhgren-—

de nulrummet N, er &benbart isotrop for B, men der kan ogsa fin-

B
des andrec. Mzngden af isotrope vektorer er ikke i almindelighed
noget underrum.

Nar V er endeligdimensional, dimV = n, kan vi prazcisere re-

sultaterne. Vi skal her benytte setningen: Lad é§| = lemre et

linesrt homogent ligningssystem over legemet L, s8ledes at koef-

ficientmatricen A er en (mxn)-matrix, og X er en (nx1)-sgjle

af ubekendte (en vektor i (L%, +,L)), og Ql er en (mx1)-nulsgjle,

s& vil lgsningsvekiorerne x udggre et underrum af dimension n-r

indenfor (L%,+,L), idet r = rg A. Denne sztning star implicit

formuleret i AG III, §& 11.
Nulrummet N er mengden af vektorer v, for hvilke B(u,v) =

u B = O for alle u, og det ses netop at vere mengden af v,

for hvilke Egl = Ql, og af den ovennevnte saztning ser man, at

dim N = n - rg B. Dersom nulrummet kun bestdr af nulvektoren si-

ges bilinearformen at vare regulsr eller ikke-udartet, og dette

indtreffer altsd netop nar rg B = n. Dersom rg B < n vil nul-
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rummet bestd af mere enq‘nglvektoren, og sa siges bilinearfor-
men at vﬁrg singglqugller udartet.

Vivkaﬁ for V y&lée en basis ved fgrst at valge n-r basiseie—
menter §r+1"'3’§ﬁ for nulrummet, og s& supplere dem med ele-
MENter €,,00058, til en basis for hele V. I matricen B er bij
= B(gi,gj), og man ser, at med den valgte basis far B udseendet

B = (Er,r Qr,n—r )

Qn—r,r Qn-r,n—r
me? O overalt undtagen 1 det ¢vre venstre hjgrne, hvor Er,r er
en (rxr)-matrix, cg dennes rang er r, da Jjo rg g = I.
Lad nu M, vare en delmengde af V, vi vil betragte K(M1).
Det er ovenfor vicst, at K(V(M1)) = K(M1), og da nulrummet er

konjugeret med alle vektorer, er endda K(M1) = K(V(M1,N)). Vi

satter V(M1,N) = M, og vil s& undersgge K(M), hvor altsd M er

¢t underrum som indeholder nulrummct. Vi saztter dim M = n-s,

hvor n-s > n-r = dim N, s& at s ¢ r,

Ved det foregaende valg af basis kunne vi, efter fgrst at .
hve valgt CpnyqreesEy, SOM basis for nulrummet, supplere med r-s
elementer €541
re til en basis for hele V. Ngdvendigt og tilstrzkkeligt for at

seeesl, til en basis for M, og sa endelig supple-

v er konjugeret med M er, at B(gj,l) = 0 for samtlige basisvek~
torer &5 for M, altsd at

gj‘BYI =0 for j = 8+l,eeeyne
Her er Sj- en rekkcmatrix med 1 p& den j'te plads og O pé de ¢gv-
rige pladser. Disse n-s matrixligninger kan samles 1 en matrix-
ligning EEZI = 9', hvor R bestar af de navnte rakker, og altsa

er en ((n-s)xn)-matrix

R = (Qn—s,s gn-s,n—s)’

(sammensat af en nulmatrix og en enhedsmatrix) .
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Ifglge den nzvnte Swu.iLng om 11gn1ngssystemer bliver nu

dim X(M) = n - rg(R B). Da R bestar af de underste n-s raekker

[OI{ ‘l r[\‘([h |.\ ‘,\[{"iffl l\,f AR )) 3 '."- "'."('l'!‘
af’ en (nxn)-enhedsmatrlx, vil R B besta af de underste n-s rak-

ker af (nxn)-matricen B, og af den angivne form for B ser man,
at R B indeholder de underste r-s rakker af B o og har 0 pa
alle de ¢gvrige pladser. Disse r-s rskker er linesrt uvafhzngige
(da rg Er,r =r), sd at rg(R B) = r-s, Vi har dermgd fundet, at
dim K(M) = n-(r-s), og dim M + dim K(M) = (n-s)+(n-r+s) =
n+(n-r) = dim V + dim N, uvafhengigt af M. Hvis man i den sidste
formel erstatter M med K(M), fir man at dimKeK(M) = dim M, og
da M ¢ KeK(M) bliver M = KoK(M). For en regular bilinearform
bliver dim M + dim K(M) = dim V, og at man s& i almindelighed
finder dim M + dimK(M) = dim V + dim N kan forekomme ret natur-—
ligt, da N er indeholdt i bade M og K(M); man skal ikke lzgge
for meget i denne betragtning (smlgn. gv. 18).

Lad os sammenfatte resultatet: Hyis man i et endeligdimensio-

nalt vektorrum V har et underrum M som indeholder nulrummet N,

sd er dim M + dim K(M) = dim V + dim N. og endvidere er KoK(M)

= M; hvis man har en vilkarlig vecktormargde M, s& er;KOK(M1l_

lig det a£1M1 og N frembragte underrum,Y(M1iN),,og endvidere er

dim V ¢ rg M, + dim K(M,) < dim V + dim N. (Den sidste ulighed

folger af at rg M, ¢ dim V(M,,N) ¢ rg M, + dim N).

Vi har foran set, at man ved et specielt valg af basis kun-
ne opna et simplere udseende af matricen B. Vi vil nu vise, at
man endda kan valge basis saledes, at B bliver en diagonalmatrix.
Da elementerne i B er bij': B(gi,gj), er dette &benbart ensbe-
tydende med at vise, at man kan valge basisvektorerne indbyrdes

konjugerede.
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For enhver symmetriskrbilinearform B p4 et n-dimensionalt

vektorrum_(VQ+,L) findes der mindst én basis (91""’9n) besta~-

ende af vektorer, som _er parvis konjugerede med hensyn til B,

dvs. for hvilken matricen Q er symmetrisk.

For n = 1 gzlder pastanden, da en %1 1)-matrix altid er sym-
metrisk. Sstningen bevises nu ved induktion, idet vi for at vi-
se den gyldig for vektorrummet V vil antage den gyldig for alle
vektorrum U, hvor dim U = dim V - 1, Hvis B(v,v) er nulformen,
sd er B en nulmatrix, og altsd diagonalmatrix, Hvis B(x,g) ikke
er nulformen findes en vektor €49 s8ledes at B(§1,g1) + 0, og
derfor e, ¢ K(e,), og specielt g, ¢ N. Vi har dim V(g,,N) =
dim N + 1, og derfor dim K(g1) = dim V + dim N - (dim N + 1) =
dim V - 1. Restriktionen af B(u,v) til K(g1)xK(gﬂ) er en symme-
trisk bilinearform, og ifglge induktionsforudsaztningen findes

0 for

der i K(g1) en basis (g,s€55++.), for hvilken B(gi,gj)
i$ J; 1,3 = 2,354+« » Endvidere er 5(91,93) = 0 for j = 2335000
da g4 € K(g4)+ 08 819809839 +++ OF €N basis for hele V, thi da
&, ) K(g1) er dim V(g1,K(g1)) > dim K(g1) =dim V - 1, sd at

dim V(g1,K(g1)) = dim V. Dermed er sztningen bevist.

Vi har foran (side 2) fundet, hvorledes en bilinearforms
matrix #ndres ved basisskifte; 1 den nu foreliggende situation
er B(u,v) en symmetrisk bilinearform, og u og ¥y ligger begge i
det samme vektorrum, sdlcdes at begges koordinatsat @ndres ved
den samme matrix T; basisskiftet bevirker altsad, at den symmetri-
ske matrix B overfgres i matricen 2' g T (som ogsa er symmetrisk),
Den foregiende saztning kan sd udtrykkes som en sstning om

matricer: Til enhverugymmetriskﬁinxn)—matrix B med elementer

fra et tallegeme L findes der en regulsr (wm)-matrix T med
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elementer fra L, séledecs at T' B T er en diagonalmatrix.

Denne diagonalmatrix vides at have samme rang r som B. Fel-
gelig er netop r blandt de n diagonalelementer forskellige fra
O. Det er klart, at de nye basisvektorer kan nummereres saledes,
at dette gmlder for de fgrste r diagonalelementer.

Hvis man betragter de to specielle tilfslde, hvor L er hen-
holdsvis de komplekse tals legeme & og de reelle tals legeme R,
er det muligt at opna skarpere resﬁltater:

Hvis (V,+,C) er ¢t n-dimensionalt vektorrum over de komplek-
se tals.legeme; og B er en symmetrisk bilinearform af rang r pa

V, s& kan vi ifglge det forrige finde en  sis, siledes at B

har

b, = B(gi,gi) $+ 0 FOor i = 1,e0.,0,
medens alle gvrige bij er O. Der findes komplekse tal ﬁh,.mq,ﬁr,
séledesmatxﬁizbiiv= 1 for 1 = 14e0e,7. Vektorssttet

(ﬁ191""’ﬁr§r’§r+1""’En) er da en ny basis, og da

B(ﬁigi:ﬁiii) = ﬁiz

diagonalmatrix, hvis fgrste r diagonalelementer er 1, medens al-

bii = 1, vil den tilhgrende matrix vere en

le gvrige elementer er O, For bilinearformen fas i dette koor-

dinatsystem

B(u,v) = WV, ot oeee + UV

Ved passende valg af basis kan altsd enhver kompleks symmetrisk

bilinearform af rang r bringes pa denne '‘mormalform',

Udtrykt som et matrixresultat bliver sztningen:

Til enhver symmetrisk (nxn)-matrix B af komplekse tal findes der

mindst een reguler (nxn)-matrix T af komplekse tal, sdledes at

"3

]’::"’I‘I‘ an—i‘
pr=() ‘ :
T 0

Sn-r,r =n-r,n-r

d.ve.s. lig en (nxn)-matrix, der har en (rxr)-enhedsmatrix i gvre
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venstre hjgrne, og O pd alle @gvrige pladser.

For reelle symmetriske bilinearformer f&r man analoge re-
sultater; de bliver knap s& simple, men mere nuancerede:
Nar (V,+,R) er et n-dimensionalt vektorrum over de reelle

tals legeme, og B er en bilinearform med symmetrisk matrix B,

hvor

b.. = B(gi,gl

ii
medens alle gvrige bij er O, sa findes der reelle tal ByserssBps

sadledes at ﬁizlb =1 for i = 1se0ayre Vektorsattet

111
(ﬁ1§1""’ﬁngr’gr+1’""’gn) er da en ny basis, og da B(ﬁigi,ﬁigi)

= ﬁizbii = + 1, vil den tilhgrende matrix vare en diagoﬁalma—
trix, hvis fgrste r diagonalelementer er +1 eller -1, medens
alle gvrige elementer er O. Ved omnummerering af basisvektorerne

kan man altid opnéa, at de fgrste diagonalelementer b11”""bpp

b

bliver +1 (hvor p 2 0), medens de pafglgende bP+1,P+1"'.’ P

< r), og sluttelig kommer diagonalelementerne

(hvor r = rg B ¢ N), som er lig O. For bilinear-

bliver -1 (hvor p

b ’...’b

r+i,r+1 nn

formen fas i dette koordinatsystem

U.pr - up+1vp+1 = ees T uPVP.

B(u,v) = WV o oees F
Ved passende valg af basis kan altsd enhver reel symmetrisk bi-
linearform af rang r bringes pa en sé&dan form.

I almindelighed vil der vere uendelig mange koordinatsyste-
mer i hvilke en given bilinearform har en sadan fremstilling.
Dette fremgdr bl.a. af, at der i beviset (side 10) allerede var
en overordentlig stor frihed i valget af det fgrste basisele-—

ment e (og vi skal ogsd senere i denne § se, at vi kan stille

1
sterke yderligere krav til basisvektorerne). Men vi skal vise,
at ligesom tallet r = rg B for en given bilinearform B er uaf-

hangigt af basisvalget, sa er ogsa for en given bilinearform
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antallet p af plusled i fremstillingen uafhengigt af basisval-
get (og dermed altsi ogs& antallet r+p af minusled), séledes at

man kan sige, at disse antal er af koordinatsystemet uafhaengige

"invarianter" for bilinearformen (Sylvester's treghedssatning;

Sylvester 1814-1893).
For den tilsvarende kvadratiske form far vi fremstillingen
2 2 2 2

B(_:,X)=V1 T eee +VP -Vp+1 —-..—Vr 0

Pa underrummet P frembragt af de fgrste p basisvektorer er re-
striktionen af B(v,v) lig v12 + vee vp2, og derfor B(y,v) > O

og kun 1lig O for v = O (formen er ‘'positiv definit" pa dette

underrum). P4 underrummet S frembragt af de sidste n~p basis-=
2 , 2

vektorer er restriktionen af B(v,v) lig “Vpgq T oede = Vi, 08

derfor B(y,¥) ¢ O (formen er "negativ semidefinit" pa dette un-

derrum; den kan evt. antage vaerdien O for egentlige vektorer,
nemlig for vektorer fra nulrummet). For et andet basisvalg kunne
vi & p' plusled og tilsvarende underrum P' og S', p& hvilke
restriktionen af B(v,v) er hhv. positiv definit og negativ se-
midefinit. Da &benbart B(v,v) = O for v € P' n S bliver P' n 8§ =
{01, og derfor

dim (P' + 8) = dim P' + dim S - dim (P' n 8) = p' + (n-p) - O,
og da dimensionen af et underrum hgjst kan vere n, far vi p' < P;
analogt f4s p ¢ p', og derfor p = p', hvormed Sylvester's sat-
ning er bevist,

Bt underrum, pa hvilket restriktionen af en kvadratiék form
er positiv definit (alts& » O og kun lig O for y = 0), kaldes

et positivitetsunderrum for formen. Dersom man i det forrige

bevis (de sidste fem linier) i stedet for P' benyttede et vil-
kadrligt positivitetsunderrum, fandt man, at dets dimension var

mindre end eller 1lig p. It underrum, pad hvilket restriktionen



Mat. 1, 1962-63 AG III, 12, 14

af en kvadratisk form er negativ definit (alts& ¢ O og kun lig

O for v = g), kaldes et_negativitctsunderrum for formen. Ved i

stedet for B(v,v) at betragte -B(v,v) finder man, at dimensio-
nen af et vilkarligt negativitetsunderrum er mindre end eller
lig antallet r-p af minusled i fremstillingen ovenfor.

Tallet p kan derfor uafhengigt af koordinatsystemet karakte-
riseres som den maximale dimension for et positivitetsunderrum
for den kvadratiske form; dct kaldes ogséd for formens positivi-
tetsindex, og betegnes ind+B, Tallet g = r-p kan uvafhangigt af
koordinatsystemet karakteriseres som den maximale dimension for
et negativitetsunderrum for den kvadratiske form; det kaldes og-

s& for formens negativitetsindex, og betegnes ind_B. Resultatet

--af det foregdende kan derfor formuleres som fglger:

Til enhver symmetrigk bilinearform B pa et n—-dimensionalt

vektorrum over de reelle tals lecgeme findes der baser, i hvilke
B(u,V) = u,Vv + a2 e + u v - 1u v ~ eese = U v N
== 11 ) p+1 p+1 p+q p+q

For alle sddanne baser er tallene p og g de samme, nemlig hhv.

formensApositivitetsindex ind+B og dens negativitetsindex ind_B,

og p+qg er formens rang rg B.

Og som resultat om matricer: Til enhver reel symmetrisk ma-

trix E findes der reelle regulzre matricer 2, siledes at g' g T

er en diagonalmatrix, hvis disgonalelementer er +1, =1 eller O.

For alle disse matricer g har g' @ E det samme antal elementer

+1_og det samme antal elcmenter -1, og summen af disse to antal

er lig rangen af B.

Fksempel: Lad B(z,g) veere en kvadratisk form med matricen

pa& et 3-dimensionalt vektorrum over et tallegeme; man ser, at
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r = rgB = 2, og at B(v,v) = V12 - v22; nulrummet N er msngden af
vektorer (0,0,t). Dersom tallegemet er C, kan man erstatte &5
med ig,, og derved bringe B(v,v) pad normalformen B(v,v) =
v12+ v22. Dersom tallegemet er R, er dette ikke muligt, og som
"normalform" har man v12 - v22; har man s& ind B = 1; udover
{g;, som ¢r bade positivitetsrum og negativitetsrum, er positi-
vitetsunderrummene de 1-dimensionale vektorrum, der bestér af
alle multipla af en fast vektor (ao,bo,O), hvor |aO| > |bo|, og
et negativitetsrum vil tilsvarcnde bestd af alle multipla af en
fast vektor (ao,bo,O), hvor |aO| < bol.

Dc fundne resultatcer kan udnyttes pa en mdde, som bliver
af" betydning for det scnere.

Lad (V,+,L) vere et vektorrum over et tallegeme L, og lad H
verc mangden af funktioner F:V ind i L. Vi vil sige, at F1 er

lincer-egkvivalent (eller kort “wkvivalent'") med F2 (idet begge

tilhgrer H), safremt der findes en linear bijektiv afbildning
f af V ind p4 V, saledes at Fg(l) = F1(f(3)) for alle v (eksem-
pel: pa (R,+,R) er sin 3x linemr-mkvivalent med sin x).

Denne rélation er virkclig en @kvivalensrelation. Lad os
et ¢jeblik kort betegne mezngden af linesre bijektive afbildninger
f af V ind p4 V for G; da vil 1) identiteten tilhgre Gy,hvilket
medfgrer, at rclationen er reflcksiv, 2) hvis £ € G vil f'—1 € G
hvilket medfgrer at rclationen er symmetrisk, og 3) hvis f € G
og 8 € G vil gof tilhere G hvilket medfgrer at relationen cr
transitiv. Man bemarker 1 gvrigt, at 1),2) og 3) netop udtryk-
ker,_at (G,o) er en gruppe. Ved dennc relation vil H altsd blive
opdelt i @kvivalensklasser.

SAfremt F, c¢r linesr pa (V,+,L), vil alle dens zkvivalcnte

1
verce linesre pa (V,+,L), da jo s& Fz(z) = F1°f(x) er linear.
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safremt F1(z) er en kvadratisk form pa (V,+,L), vil alle
dens wkvivalénte vere kvadratit 7 former pad (V,+,L). Thi at
F1(X) er en kvadratisk form bétyder jo, at F1(g) = B(v,v), hvor
B<EvX) er en symmetrisk bilinearform p& V x V, og betragter man
nu B(f(u),r(v)) er denne &benbart linesr i u og linemr i v, altsé
en bilincarform, og cndvidere symmetrisk (den @ndres ikke nar
u og v ombyttes), og F1(f(z)) = B(f(v),f(v)) er da en kvadratisk
form p4d V. I gvrigt siger man ogsa, at B1(3,1) og Bz(g,g) e
linesr-zkvivalente, og nar B2(g,1) = B1(f(g),f(g)) for et £ € G.

For endelig-dimensionale vektorrum (V,+,L) kan man f& pra-
cisere resultater.

Mengden af linearformer (lineszre afbildninger af (V,+,L)

ind i L) p& et n-dimensionalt vektorrum udggr netop to akvivalens-—

klasser, den ene bestaende af nulformen alene, og den anden af

alle gvrige linearformer.

At nmulformen udggr en klasse for sig er klart, og vi skal
blot vise, at to vilkadrlige andre linearformer er akvivalente.
Lad F1(z) vare en egentlig linearform; vi kan valge en basis
sdlcdes at F, (v) = vy = kv, hvor k,_ = (1,0,.0.,0); s& er
Fz(y_) af formen k,_ ¥ Vi sgger en afbildning £(v), p& matrix-
form y, - AV, med en reguler matrix 4, sdledes at Fz(x) = F1(f(x))
eller pa matrixform k,_ zl =k, Av,, d.ves. vi sgger A s&

=2- =
s& vi skal blot tage k

k = 51_A; men hgjresiden hori er netop den fgrste raskke i é,
o (der ikke bestar af lutter 0) som fgrste
ragkke 1 en reguler matrix, hvilket altid er muligt.

De_kvadratiske former (og dermed de symmetriske bilinear-

former) pa et n—dimensionalt vektorrum over de komplekse tal ud-

gor n+1 ekvivalensklasser, idet to former er linesr-skvivalente -

hvis og kun hvis de er af sammc¢ rang. Som reprazsentant for klas-
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sen med rang r kan man tage formen v,l2 T+ see + vrz(henholdsvis

WV, o ees t urvr). | —

Thi lad 1 et vist koordinatsystem formen have matricen go
En linesr bijektiv afbildning af vektorrummet pd sig selv kan i
koordinaterne udtrykkes ved at y| - ézl’ hvor é er en regulaer
matrix, og indsstter man f(X) for v i formen, vil formens matrix
blive é' 5 é. Ifglge de foregaende resultater kan man derved
& fgrt formen over i en og kun én af de anfgrte representanter
(nemlig den med r = rg B). Da O {r¢nses, at der er n+l ekvi-
valensklasser (af hvilke den med r = O kun bestdr af nulformen, .

De_kvadratiske former (og dermed de symmetriske bilincarfor-

mer) pé et n-dimensionalt vektorrum over de reelle tal udggr

(n+1)(n+2) /2 gkvivalensklasscr, idet to former er linesr-szkviva-
) og samme negativitetsindet:
lente hvis og kun hvis de har samme positivitetsindex/s Som re-

prascntant for klassen med indices p,q kan man tage formen

o 2 2 >, .
K T = ees =V (henholdsvis WV, e

p+1 p+g

OeBoVe)oe

Dette fglger pd ganske samme m&de som det foregiende af de
tidligere resultater. At antallet af par p,q af ikke-negative
hele tél med p+q <n har den:i spthningen anfg¢rte verdi, fremgar
ved optelling. Tallene p og g kaldes som tidl igere anfgrt inva-
rianter for formen, og de bestemmer altsad dens klasse.

De positiv definite kvadratiskc former e r karakteriseret
ved at (p,q) = (n,0), og de udggr altsd én klasse. Ligcledss
udggr de negativ definite former én klasse. De positiv semidefi-
nite udggr (n+1) klasser (af hvilke nulklassen er en og klassen
af definite en anden), karakteriseret ved at q = 0, og tilsva-
rende for dec negativ semidefinite. For de kvadratiske former i

de ¢gvrige klasser vil vardiomridet bestd af alle reelle tal.
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I et euklidisk rum, d.v.s, et reelt endeligdimensionalt
vektorrum (V,+,R) med indre produkt u.v vil som nazvnt det indre
produkt vare et cksempel pé& en bilinearform. Det ved det indre
produkt definerede normkvadrat “XHZ er en positiv definit kva-
dratisk form, og for en ortonormal basis bliver formens matrix
en enhedsmatrix. Oriogonal bliver det samme som konjugeret, og
formens nulrum bestar kun af nulvektoren. Omvendt ser man, at
dersom man i ¢t endeligdimensionalt vektorrum har en positiv
definit kvadratisk form, sa kan man s@tte formens verdi lig
HXHQ, og Tar derved gjort rummet til et euklidisk  rum med et
indre produkt, som ¢r den til formen svarende bilinearform. 0Og
resultatet om at en positiv definit form er skvivalent med en
form, hvis matrix er en enhedsmatrix, beviser endnu engang, at
man 1 et euklidisk rum kan valge en ortonormal basis.

Vi skal nu vise en s@tning om en bilinearform pa et eukli-
disk rum, og den kan altsd egentlig siges at omhandle et vek-
torrum pd hvilket man har to bilinearformer, men dct bliver
vasentligt, at den til den ene af dem svarende kvadratiske form,
nemlig ||v[|°, er positiv definit.

For cnhver symmetrisk bilinearform B pd et n-dimensionalt

cuklidisk rum (V,+,R) findes der mindst én ortonormal basis be-

stédende af vektorer, som er parvis konjugerede med honsyn til

B, d.v.s. for hvilken matricen ﬁ c¢r en diagonalmatrix.

S@tningen betyder for de euklidiske rum en skarpelse af
) sa@tningen side 10. At der eventuelt kan findes flere baser med
den sggte egenskab or klart, f.cks. vil jo for B(u,v) = u.v en-
hver ortonormal basis have egenskaben.

I'or n = 1 golder pastanden, da en (1 x 1)-matrix altid er -
en diagonalmatrix. Smtningen bevises nu ved induktion, idet vi

for at vise cen gyldig for vektorrummet V vil antage den gyldig
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for alle vektorrum U, hvor dim U = dim V - 1, og erindrer, at i
et euklidisk rum V vil ethvert underrum U vaere euklidisk, idet
man som indre produkt tager restriktionen af det indre produkt
pa V.

Som basigvektor &4 udtager vi nu blandt de normerede vek-
torer W en, for hvilken B(w,w) er maximal. En s&dan forefindes,
thi 1 ¢t eller andet ortonormalt koordinatsystem (hvad der jo
findes i det euklidiske rum) er de normerede vektorer karakteri-
servde ved at w12+..,,+Wn2 = 1, sd at deres koordinatszt udggr
en kompakt mengde i koordinatrummet Rn, og i denne mengde vil
der fore..ndes ¢t talszt (w1,.,.,wn), for hvilket den i R™ kon-
tinuerte funktion Bgby w,w, = B(w,w) er maximal. Vi skal om
1idt godtggre, at g, 1l v medfgrer B(§1,z) = 0, og s& kan beviset
let fuldfgres, thi dim(g1L) = dim V - 41, og ifglge induktions-
forudsetningen vil der 1 e1l findes en ortonormal basis
(9_2,9_3,...) for hvilken B(_@_i,gj) =0, 14 J; 1, = 2,3,0043;
suppleret med &4 bliver det en ortonormal basis for V, og da
ogsa B(g1,gj) = 0 for j = 2,3,.s¢ €r dens §ektorer parvis kon-
Jugerede med hensyn til B.

For enhver vektor u gmlder B(u,u) ¢ “EHZB(§4,§1); thi for
u = 0 er det klart, og for en egentlig vektor u vil w = u/|juj|
vare normeret, og derfor B(u,u) = HEH2B(Q,E) < ”2”2 5(91,21),
Ullgheden anvendes nu pd u = g4 t+ ¥ idet vi antager §1Ly, og
vi finder

. 2 2
B(_e_1 Vs 8y +¥) lleq +xll B<91 ,_e_1) = (1+]x| )5(91 289 ¥

[I72N

da
B(gqs8q) + B(¥,¥) + 2B(e,,¥),

It

B(21+1921+E)

fas ved subtraktion
2

2B(g9>x) ¢ llzl"Bleqreq) - B(z,¥) = o(2).
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Zrstattes v med -v vil venstre side skifte fortegn og hgjre
side verc usndret, si [2B(g,,¥)| < ¢(¥), og erstattes ¥ med Ay
fas |2B(§1,xz)| = 2|%||B(g1,g)| < o(Ax) = %2¢(1), hvoraf for

N # 0 fas 2|B(gy»¥)| ¢ INe(¥), og da man heri kan velge N vil-
karlig ner O fas B(§1,X) = 0, hvormed sztningens bevis er fuld-
fgrt.

Vi skal nu vise, at der er ner forbindelse mellem den her
beviste sztning og tidligere resultater om egenvardier og egen-
vektorer for en linesr afbildning af et vektorrum ind i sig selv
(AG III,%2,40-48a): Lad (V,+,R) vere et n-dimensionalt vektor-
rum, hvori der er valgt en basis, og lad f:z - éz vere en li-
nesr afbildning af V ind i sig selv; her er A en (n x n)-matrix,
og til den hgrer der en reduktionsdeterminant det(é - %g), som
udregnet bliver et polynomium af n'te grad i )\, det krakteristiske
polynomium for A, Rgdderne i det krakteristiske polynomium er
netop de tal N, for hvilke rg(A - xg) < n, og det er ogsé netop
egenvardierne for den linegre afb ildning, og for emhver egen-
vardi N er n - rg(é - %E) lig egenvardiens geometriske multipli-
citet, d.v.s. dimensionen af underrummet af de tilsvarende egen-
vektorer.,

Lad der pa et n-dimensionalt euklidisk rum vare givet en

symmetrisk bilincarform B, som for en vis ortonormal basis har

matricen B. Hvis man skifter til en ny ortonormal basis for

hvilken bilinearformens matriX er en diagonalmatrix,(hvilket er

muligt ifglge forrige sztning), da vil diagonalelementerne i

denne netop vare rgdderne i detkarakteristiske polynomium for E,

endda i den ("algebraiske'') forstand, at

det(B = N E) = (0N e TN N s

hvor %1"°9’%n er diagonalelementerne i diagonalmatricen.
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Beviset fglger nedenfor. Setningen viser specielt, at
selvom der er flere (og hyppigt mange) ortonormale baser, i
hvilke bilinearformens matrix er en diagonalmatrix, s& er diago-

nalmatricens elementer bestemt entydigt (panzr rakkefgleen), da

det karakteristiske polynomium jo hgjst pa een made kan skrives
som produkt af linearfaktorer. Da endvidere enhver symmetrisk
matrix kan opfattes som matrix for en kvadratisk form, viser sat-

ningen det (langtfra trivielle) resultat, at for enhver symme-

trisk (n x n)-matrix E over R vil det karakteriske polynomium

det(g - NE) have n reelle rgdder; f.eks. vil reduktionsdetermi-

nanterne

2=\ 4
1 2-)

o-\ 1]
1 o—xl ’

0-n 1|

- 0-n veore henholdsvis

o8

K1(%) = %2 - 1 (som har to reelle rgdder, matricen er symmetrisk),

N+ (som ikke har nogen reelle rgdder, matricen er ikke

Ko ()
symmetrisk) og KB(X) = xz-ux (som har to reelle rgdder, sclvom
matricen er ikke-symmetrisk, hvilket naturligvis er meget vel
foreneligt).

Bevis: Basisskiftet kan udtrykkes ved en reguler matrix g,
sdledes at hvis en vektor i den oprindelige basis har koordinat-
sattet ¥|, séd vil den i den nye basis have koordinatsattet
E Xl. Den kvadratiske form, som i den oprindelige basis havde
matricen E, vil i den nye basis have matricen 2' E g, og her er

altséd T sdledes at der er fremkommet en diagonalmatrix

7\1:‘000-0
T'"BT=A-= "
O‘.....II’AII
Men samtidig betgd T jo et skifte fra en ortonormal basis til

en ortonormal bais, og da den kvadratiske form y.v for ecnhver
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ortonormal basis erllig v12+ ces +vn2, hvis matrix er E, sa er
T ET = E, hvoraf fés (det__I_‘)2 =1, 83 er

det(B - NB) = det(T'(B-AE)T) = det(A-AE),
hvilket er lig |

NN 0
0 "7\n—7\

hvormed s@tningen er bevist.

det = (NN e s (70D,

Lad der pa et n-dimensionalt euklidisk rum vare givet en

bilinearform B. Der ceksisterer eén og kun een linesr afbildning

v - £(v) af_rummet ind i sig selv, sdledes at B(u,v) = g-f(x)

for alle u og v. Dersom B er symmetrisk gmlder ogséd B(u,v) =

f(g)-z, og T kaldes den til bilinearformen svarende symmetrigke

tensor. Thi lad os valge en vilkarlig ortonormal basis gq,...,gn;
i denne vil bilinearformen have en matrix g, og den pagmldende af-
bildning £ vil i koordinaterne kunne angives ved at vy - EZ .

For dels ser man umiddelbart, at B(u,¥) = u_ (BXI) kan fortolkes
som det skalare produkf al’ vektoren med koordinatrakken u_ og
vektoren med koordinatsgjlen (§X|>’ og dels ser man, at hvis
B(u,v) = u.f(v), hvor £(v) er givet som Y| - C Y| med en (n x n)-
matrix C, s&d vilu=g;, ¥ = gy give Cyy = B(gi,gj) = bij’ sd at
C = B. For et symmetrisk B er B(u,¥) = B(¥,u) = v.f(u).

Lad der pa et n-dimensionalt cuklidisk rum vare givet en

symmetrisk bilinearform B, og lad (91,...,gn) vere en ortonormal

basis, ved hvilken B har en diagonalmatrix A med diagonalelemen-

;}erne %1 s6eusy xn. Da gelder, at ved den til bilinearformen

svarend¢ symmetriske tensor er gi egenvektor for egenvardicn xi,

j. = 1,ooo,n|

Beviset er umiddelbart, hvis vi benytter den pagmldende basis,

for s& er den symmetriske tensor givet ved at y' - A Yl’ som di-
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rekte viser, at €, —» N,;S..
=i i=i
L » . .
Inhver rod N 1 reduktionsdecterminanten er egenvardi, og

vi kan definere dens "algebraiske multiplicitet! a-mlt xf som

det antal gange den optrader som disgonalelement i A hvilket
ifglge det foregiende er det samme som det antal gange faktoren

( A¥= A\) findes i det karakteristiske polynomium. Da dc til—
svarende basisvektorer er indbyrdes ortogonale egenvektorer for
%$, vil den glometriske multiplicitet g-mlt A * for cgenvaerdien
%$ ved den symmctriske tensor vaere stgrre end eller lig a-mlt X*.
Hvis man summercr over de forskellige egenvaerdicr er 3 a-mlt x%gn,
og da desuden ¥ g-mlt N {n (se AG III,§ 2,45), ser vi, at for

cnhver egenverdl \* for_en symmetrisk tensor i et cuklidisk rum

er den algebraiske multipliciéet a-mlt k* lig den geometrisgke

multiplicitet g-mlt %*.

Endvidere ses, at egenvektorer hgrende til forskellige egen-
verdier for den symmetriske tensor er ortogonale. Dette kan ogsa

let ses direkte, thi hvis £(u)

N u og £(v) = uv, fas ved at be-
nytte symmetriligningen u¢f(x) = f(u)ev at u.uv = Au.yv, eller
(u*%) uev= 0, hvilket viser pastanden.

Man ser, hvorledes de foregaende resultater kan benyttes til
den praktiske lgsning af opgaven : Givet en symmetrisl: bilinear—
form i et euklidisk rum, bestcm en ortonormal basis i1 hvilken
bilincarformens matrix er c¢n diagonalmatrix A. Thi man kan fgrst
tage bilinearformens matrix g.i ¢t vilkarligt ortonormalt systems,
s3 udrcgne det karakteristiske polynomium det“(g_-'%‘g), og fin-
dc regdderne 1 dette, idet vi ved, at der er n reelle regdder;
dermcd hor vi diagonalelementerne i A. For en rod%* udtages
blant cgenvektorerne for x* ved afbildningen 2(42 g.(i den valg—

tc basis) s& mange ortonormale som muligt, og ved at ggre dette
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For de forekommende vzrdier af \* har man opnidet en basis af
den sggte art.

Af metoden fremgir, at hvis det karakteristiske polynomium
har n forskellige rgdder, s& cr basisvektorerne entydigt bestemt,
dog panzr deres fortegn. Hvis der derimod er "multiple rgdder',
54 har rummene af de tilsvarcnde cgenvektorer dimension stgrre
ecnd 1, og s& er der uendclig mange muligheder for valg af orto-
normal basis i dem.

Inavidere f&r man satningen: Hvis f er en linemr afbildning

ai _ct n-dimensionalt vektorrum (V,+,R) ind i sig se¢lv, og den et

vist koordinatsystem er givets ved v B L hvor B er cn symme trisk

{ I°L

matrix, s& findes der n linemrt uafhengige egenvektorer. Den er

indlyscndc af det foregaende, idct vi jo blot kan indfgre dcn
euklidiske metrik i koordinatrummct. Uden forudseztning om at E
cr symmetrisk>ga1der setningen ikkc; f.cks, vil 1 cn szdvanlig
cuklidisk plan afbildningen med matricen.

(-10)

-1 0

betyde en drejning om begyndclsespunktet, og der findes ingen
egenvektorer. Omvendt er det klart, at dersom der findes n line-—
e2rt uwafhengige egenvektorery; s& kan man benytte dem som basis,
hvorved afbildningens matrix bliver en diagonalmatris (og altsé

symmctrisk).

Lad der vere givet en ikke-udartet symmetrisk bilinearform B
p& dct n-dimensionale vektorrum (V,+,R). Vi har tidligerc betrag—
tet linesre bijektive afbildningcr af rummet pd sig sclv, hvorved
B overfgrtes i dermed @kvivalente bilinearformer. Vi skal nu
spceiclt undersgge de linemrc bijektive afbildninger, ved hvil-

ke B overfgres i sig selv. Som tidlligere omtalt er en symmctrisk
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bilincarform bestemt ved den tilhgrende kvadratiske form K(v) =
B(¥sVv), og vi skal altsi betragte afbildninger w - f(xv), for
nvilke K(v) = K(f(v)). Geometrisk kan afbildniﬁgerne anskuelig-
ggres ved at niveaufladerne K’1(a) for den kvadratiske form skal:
afbildes ind pa sig selv. Afbildmingerne af den betragtede art

kaldcs ortogonale med hensyn til den kvadratiske form (eller med

hensyn til bilinearformen).
Man ser, at,1» identiteten er en afbildning af dcn betrag-—

3)

tedec art, 2) hvis £ er det, s& cr f‘1det ogsa og hvis f og g

er det, s& cr gof det ogséd. Dermed er vist, at afbildningerne
udger en gruppe, en undergruppc i den ‘'gencrelle linesre gruppe':
af' allc linesrc bijektive afbildninger af vektorrummet pa sig selv.

Gruppen kaldes den til den kvadratiske form B(v,¥) (p& det n-di-

mensionale recelle rum) hgrende ortogonale gruppe, og kan betegnes

0{n;R,B).

"Lad os betragte forholdenec i et koordinatsystem: Bilincar=
formcn har en symmetrisk matrix E; 0og den linesre afbildning v -
f(v) af vektoprummet pd sig selv udtrykkes ved,gfa g Y, hvor

3
er cn reguler matrix, og si kan ortogonalitetsbetingelsen B(f(g),

£(x)) = B(u,y) skrives som u S'BSy = u By , Hvoraf ses, .at de

oo giond ‘—‘—'—’ .

bfugb are afbildningers matricer S netop er de regul@re nxn-ma-—

tr iccer, som for det givne B opfyldcr ortogonalitectsbetingclscn.

= =

(0) s" B S = B.

Og ifglge det foregaende resultat vil masngden af disse matricer

med matrixmultiplikation udggre en gruppe.

Til 1inemr;mkvivalente kvadratiske formey hgrer isomorfe orto— .

gonale grupper. Thi zkvivalente kvadratiske former kan jo ved

valg af passende (forskellige) baser udtr¥zkes ved den samme ma— -

trix B (f.cks. diagonalmatriccn svarende til skvivalensklassen),
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0g dc tilsvarende ortogonale grupper bliver derfor isomorfe mcd grup-
pen. aff matricer E} som opfylder ortogonalitetsligningen. {(O). For
et givet dimensionstal n kunne man derfor fa ligesé,mangé vesentlig
forskellige ortogonale grupper, som antallet af zkvivalcensklasser
af ikkec-udartede kvadratiske former (dette antal er n + 1), dog ser
man umiddelbart, at f.cks. klassen af positiv definite former og
klasscn af negativ definite formcr har isomorfe ortogonalc gruppere.
Men man kan flor forskellige klasser fa ortogonale grupper af vesent-—
lig forskellig struktur (eksempel sencre).

For bilinearformen B péd der n-dimensionale vektorrum over R er
det, ifglge de tidligere resultater muligt at bestemme en basis,
24y eeesgys for hvilken B (ge,) = X 1, medens B(eyse ) =0 for i # §

En sadan basis betegner man som ortonormal basis med hensyn til billi-

neariormen ( eller med hensyn til den tilhgrende kvadratiske form) .«

Vced en ortogonal afbildning, hvor v - v er ifglige afbildningens de-—
finition B(w,w) = B(¥,%), og alment B(u,w)= B(4,¥). Man ser heraf,

at en _afbildning, som er ortogonal med hensyn til B fgrer cn orto-

normal basis for B over i1 en ortonormal basis for B.

Det. ovenstaende generaliserer det tidligere indfgrtc begreb orto-

normal basis i et euklidisk rum, idet en s&dan er i den nye forstand

ortonormal med hensyn til det indre produkt. Den tilsvarcnde kva-
dratiske form er'afstandskvadratet{leE, og de tilsvarende ortogo-
nale afbildninger er netop de afstandsbevarende lineszre afbildning-
er ( med fastholdt begyndelsespunkt); niiveaufladerne, som gar over i
sig sclv ved afbildningerne, er kuglefladerne gng = a. Afstandskva-
dratct er en positiv definit kvadratisk form, og 1 en ortonormal
basis bliver matricen E_netop en enhedsmatrix E. Ortogonalitetslig-—

ningen (Q) viser si, at i_en ortonormal basis for et cuklidisk rum

er matricerne S for de ortogonale afbildninger karskterigeret ved
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at 8'S = E, d.w.s, at matricens transponerede er lig dens rcciprok-

———

ot
e

i

ke (dette resultat er en passant nzvnt i s.22, hvor der jo netop
var tale om ortogonale afbildninger af et euklidisk rum).

Lad os igen i det almindelige tilfxlde antage, at vi har valgt
en ortonormal basis, og betragtc matricen g; denne kaldem si& kort

for cn ortogonali matrix. Ved i ortogonalitetsligningen (0) at tage

determinenterne og benytte, at det B # 0, findes, at;(det§)2 =1,
altsd at detS = +1 eller detS = -1. Begge muligheder kan forekomme
(man scr f.cks, let, at hvis man i c¢n matrix E_der opfyldcr lignin-
gen (0) skifter fortegn i cn enkclt raskke, s& vil den nye matrix og—
sa opfylde (0), men dens detcrmimant har skiftet fortegn). De ortio—
gonalc afbildninger hvis determinant er + 1 kaldes de ‘tegentlig

ort ogonale afbildninger', og udggr &benbart en undergruppe, den

cegentlig ortogonale gruppe O*(n,R,B) i gruppen O(n,R,B. Undergrup-

pcens index er 2, og sideklassen ﬁdg¢res af de ortogbnale afbildnin-
ger, hvis determinant er = 1, de ‘uegentlig ortogonale afbildninger®.
Definitionerne er uafhengige af basisvalget, thi determinantcn for
en lineasr vektorfunktion er Jjo uvafhzngig af basis. Speciclt kaldcer
man i det euklidiske rum de egentlig ortogonale afbildningcr for

drejninger (om begyndelsespunktict), og de uegentlig ortogonale af-

bildningcr for spejlinger (om en hyperplan gennem begyndelscspunk-—

tet) .

Tilfeldet n = 2: For cn positiv definit form kan man bcnytte
formen som afstandskvadrat, og far derved et 2-dimensionalt eukli-
disk rum. Matricen S skal opfyldc ligningen gfg = E;ved at opskri-
we. betingelsesligningerne for dens clementer og lgse, finder man

som paramcnterfremstilling for §

e

cost - sint .
( + sint  + Cost) s Ogt<2m;
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heri vil de gverste fortegn give de égentlig ortogonale afbildninger,
og de underste giver de uegentlig ortogonale. Ior en indefinit form
vil B i1 en ortonormal basis have diagonalelementerne + 1 og - 1;som

par amemfierfremstilling for S finder man i dette tilfazlde

+ +
- < + sinh t f cosh t) 7 et e

Lz

heri vil samme fortegn i de to raekker give de egentlig ortogonale
afbildninger, medens modsat fortegn giver de uegentlige. Struk-
turcn af de ortogonale grupper cr vesentlig fordell!ig i de to til-
felde, f.eks. kan man se, at der i1 den fgrste gruppe findes ucnde-
lig mange clementer af endelig grad ( for t lig et rationalt multi-
plum af 27r), medens der i den anden gruppe kun findes et par tri-

vielle elementer af endelig grad (Smlgn. igvrigt AG II, 2,¢v.26-27).
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Nogle trykfejl i AG III, § 12

Side 2, linie 2 f.o0.
L, 2 f.0.
9, 15 f.o0.
10, L f.o.
40, 6 f.o.
10, 9 f.o.
13, 5 fe0.
15, 5 0.
16, 9 feo0.
175 1 fene
27, 7-41 fen.
@ve23 4
BVe.24 1
v 25 1
@V 33 L
BV e35 L=5
BV e 36 6

1} &

ti1fg 3
sthr = ¥ l®s = v_
"oav.18). " Pvet5H, der
viser, at
M og K(M)
ikke altid

udspznder V)

" symmetrisk  l®&s diagonalmatrix

" symmetrisk " diagonalmatrix
1h B it B

" 4893 " 4897

" har man " man har

" og ndr " nar

tilfgj: disse former kaldes indefinite

erstattes af ¢ I det sz@dvanlige 3-di-
mensionale euklidiske rum kan man
som exwmpel pa en egentlig og cn u-
egentlig ortogonal afbildning tage
hhv. en drejning (om begyndelsespunkt—

et 0) og en spejling (i en plan gen-—

nem 0).

star B(u,v) l@s B(¥,v)
" @v.20 " Ve 23
" ogv. 20 " Ve 23
"oul "oy

las: kan samles i par af reciprokke,
eller er +1 eller -1 ( som er selv-
reciprokke ).

star ulyv les u H v
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pvelser til kap, III, § 12.

For en bilinearform B defineret i de vilkarlige vektorrum
(u,+,L) og (V,+,L) defineres nulrummet i V som mangden af de
vektorer v € V, for hvilke B(u,v) = O for alle u € U, Til-
svarende defineres nulrummet i U.

Opskriv den i R5 x &Y definerede bilinearform
u1v1+uu2v1+2u3v1+3u1v2—2u2v3—u3v3+u1vu

pa matrixfam, og angiv dens rang. Find parameterfremstil-

3 L

linger fordens nulrum i R° og R,

Lad (U,+,C) vare vektorrummet bestéende af alle komplekse
talfglger u = (u1,u2,...), for hvilke rakken u,+uj+... er
absolut konvergent, og lad (V,+,é) vere vektorrummet besth-
ende af alle begraznsede komplekse talfglger v = (v1,v2,°.o)n
For u € U og v € V er da razkken

B(u,v) = WV, o+ UV, .
konvergent og definerer‘en bilinearform 1 U x V,

Hvilke talfglger udggr nulrummene i1 U og V?

Lad (U,+,R) og (V,+,R) vere vektorrummene af alle reelle
kontinuerte funktioner, der er definerede henholdsvis i in-
tervallet [a,b] og i intervallet [c,d]. Er der givet en i
[a,b] x [c,d] defineret og kontinuert reel funktion K(x,y),
vil

B(f,g) = /7 /% K(x,y)e(x)e(y) ax dy, f €U, g€V,
vere en bilinearfo?ﬁ i U x V,
Hvad kan der siges om Fourierrazkkerne for de funktioner, som
udggr nulrummene, ndr a = ¢ = -7, b = d = 7 og K(x,¥y) =

sin(2x-y) ?
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1, 196L-65 AG III, 412, ¢v. L4-7.

Vis, at en bilinearform defineret 1 to endelig-dimensionale
vektorrum er et produkt af en linearform i U og en linear-

form i V, hvis og kun hvis dens rang er 1 eller O.

Bilinearformerne p& et vektorrum (V,+,L) udggr et nyt vek-
torrum (W,+,L),

Ggr rede for at de symmetriske bilinearformer pd (V,+,L)
danner et underrum i W, og at det samme galder for de anti-
symmetriske bilinearformer, og at W er den direkte sum af de
to nezvnte underrum. Angiv dimensionerne af W og af de to

underrum.

-
-

I et todimepsionalt vektorf&m (Vé;+;L5 er hvert areaiméi eh
antisymmetrisk bilinearform af rangen?2. Findes der andre an-
tisymmetriske bilinearformer i et sadant vektorrum?

Hvilke vardier kan rangen af en antisymmetrisk bilinearform
i et tredimensionalt vektorrum (V3,+,L) antage? Er F et vo-
lumenmél og a en fast valgt vektor i V3, vil F(a,u,v) vare
enanti symmetrisk. bilinearform i V,. Kan hver antisymmetrisk

3

bilinearform i V3 fas pa denne made?

Bestem de symmetriske bilinearformer i (R3,+,R), hvis tilhg-
rende kvadratiske former er

V4V, - vg, VoVg + VaVy + V,V,,

(V1+V2+V3 2, (V1+2V2)(3V1—V3),
og angiv for hver a dem rangen og den tilhgrende symmetriske
matrix,
Bestem endvidere for hver af de fundne bilinearformer det

fuldstendige konjugerede underrum til det af vektorerne

(1,-1,0) og (0,0,1) udspandte underrum,

Y -
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12,

1, 196L4-65 AG III, 12, ¢v. 8-12.

Bevis f¢1gende setning: En kvadratisk form i et endelig-dimen-
sionalt vektorrum over de komplekse tals legeme er et produkt
af to fra nulformen forskellige, ikke-proportionale linear-
former, hvis og kun hvis dens rang er 2, og den er kvadratet
pd en fra nulformen forskellig linearform, hvis og kun hvis
dens rang er 1.

Opstil en tilsvarende s&tning for kvadratiske former 1 vek-

torrummet over de reelle tals legeme,

Man betragter et endeligdimensionalt vektorrum over de reelle
tal, og en pa vektorrummet defineret kvadratisk form.

Vis, at ma&ngden af de med hensyn til f ormen isotrope vektorer
er et underrum, hvis og kun hvis formen er semidefinit

(eller definit).

Bestem en basis for vektorrummet (&2,+,8), med hensyn til
hvilken bilinearformen

u1v1 - iu1v2 - iu2v1

“antager mormalformen.

Angiv derefter en basis for vektorrummet (C3,+,C), med hen-
syn til hvilken bilinearformen
- 2u2v2 + 21u2v3 + 21u3v2

antager normalformen.,

Bestem en basis fr vektorrummet (Ru,+,ﬁ), med hensyn til

hvilken den kvadratiske form
2 2
vy o+ uv1vu - 2v2v3 + 2v2vLL + 2v3vLL + L;VLL

antager normalformen,

Lad (V,+,R) vere et vilkarligt vektorrum over de reelle tals
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14

15.

16.

legemc og B en bilinearform pa V.
Vis, at hvis vektorerne 31,...,28 er parvis konjugeredc og
B(Y1’Y4) > 0y eee ,B(XS,ZS) > 0, vil disse vektorer vare line-
#rt uvuafhangige, og det af dem udspzndte underrum vil vare ct
positivitetsrum for B.
Lad B verc en symmcetrisk bilincarform med positivitctsindex 1 pa
¢t vektorrum (V,+,R)° Vis, at der for to vektorer u og v, for
hvilke B(u,u) > 0 og B(xv,v) > 0, gzlder uligheden
B(u,¥)° » B(uw,u) B(x,¥).

(Betrégt B(xg.* UN,y A1 + ul)’,%’u € B')

Lad E vare on reel, symmetrisk og reguler (n x n)-matrix.

licd B og B—1 betegnes de to bilinearformer pa talrummct.

(Rn,+;R), hvis matricer er B og 2—1. Vis, at hvis sgjlerne

e

| og v,er konjugerede med hensyn til B, vil Bu, og By

vare konjugerede med hensyn til B_1. Vis at dc til B og

B"JI hgrende kvadratiske former har samme positiviiteis-og
negativitetsindices.

Lad B(u,v) vere en symmetrisk bilinearform p& (Rn,+,R).
Nulpunktet betegnes N og meéngden af isotrope vektorcer betegnes I.

Vis, at det af u og K(u) frembragte vektorrum V(u, K(u)) cr et

; mgte underrum i R™ hvis og kun hvis w € I \ N.

Lad M vsrc en vilkarlig reel (m x n)-matrix. Vis, at den -
kvadratiske form mcd (n x n)-matricen MTE er positiv semide-
finit, og at docn er positiv dcfinit, nir og kun nar rg M = n.
Vis, at der til hver rcel symmetrisk (n xn)-matrix B, hvis
tilhgrende kvadratiske form cr positiv definit, findes en

rcel reguler (n x n)-matrix M, sdledes at M'M = B.
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17.

18.

19,

P& (R™,+,R) er givet en kvadratisk form hvis matrix B be-
stir af lutter 1, undtagen i diagonalen, hvor der star
Iutter O. Best em formens positivitetsindex og dens nega4
tivitetsindex.
Angiv ngdvendige og tilstr zkkelige betingelser, som de reelle
tal a,b,c mia opfylde, for at den reelle kvadratiske form med
matricen (E'B) er positiv(negativ)definit.
Uncersgg, om der findes reclle tal a,b,c, sadledes at den reel-
le kvadratiske form"med matricen.

abec

< b ca >

cab
cr positiv definit.
Om en reel funktion f defineret pd en &ben delmzngde ) af BM
forudsezttes, at den har kontinuerte partielle afledede
Dijf’ i.3 = 1,+e4sn, af anden orden. Lad g_z.(a1,...,an) vare
et punkt 1 Q, for hvilket funktionens fgrste differential er

nulformen, altsa

n

k — ' _
ar(a,dx) = L D,f(g)ax, =0
i:"e
for alle dx = (dx4,b..,dxn} e Rn; Bevis fglgende: En ngd-—
vendig betingelse for, at £ har et lokalt minimum (maximum)

i a er, at det andet differentialk

n
2 . |
a“r(a,dx) = L D ijf(@_) dx dx
1, 3=
sr en positiv {negativ) semidefinit kvadratisk form. En

tilstrakkelig betingelse er, at denne kvadratiske form er

vositiv (negativ) definit.



Mat. 1, 1964-65 AG,III,12,2v 20-23

20, Vis, at matricen heorende til en positiv definit kvadratisk form
har positiv determinant. Angiv i almindelighed fortegnhet for
determinanten af matricen horende til en kvadratisk form,
udtrykt ved formens invarianter.

Vis, at hvis B er matrix for en positiv definit kvadratisk
form defineret p& R", s8 er alle hovedunderdeterminanter i

B positive, (En hovedunderdeterminant er determinanten for en
undermatrix, som er udtaget symmetrisk om hoveddiagonalen).
Vis omvendt, at dersom blot de n hovedumderdeterminanter, der
dannes af dem forste rakker og sejler i B, (m =1,2,...,n),
er positive, si er den tilsvarende kvadratiske form positiv

definit (og altsd samtlige hovedunderdeterminanter positive).

21, ILad M vzre en mmngde af reelle kontinuerte funktioner f pa
(R™,+,R) (med den smdvanlige topologi), og sdledes at M ved
den i teksten definerede linemr-zkvivalens bliver delt i
endelig mange mkvivalensklasser. Vis, at dersom (M,+,R) er
et vektorrum, sa er der for hvert f hejst 4 muligheder for
verdiomréddet, og angiv disse.

22, Idet (V,+,L) er et vektorrum over tallegemet L, og H er
mengden af funktioner, der afbilder V ind i L, skal man be-
stemme samtlige skvivalensklasser i H (ved den side 15 de-
finerede linesmr-zkvivalens), som indeholder netop een
funktion F. Giv for (V,+,L) = (R,+,R) et eksempel p& en
gkvivalensklasse, som indeholder netop 2 funktioner F.

23.. . Lad B(u,v) vere en positiv definit kvadratisk form pé vek-
torrummet (V,%,R) (af endelig eller uendelig dimension),
og lad Vysees ¥y VETE vektorer fra V, Man satter

B(Z‘ ’XJ) = bl

i .y 1, = 1,.0.,8. Vis, at det(bij) > 0, og

J
at der her gzlder lighedstegn hvis og kun hvis Viyseees¥, T

linewrt afhzngige (Grams's s:tning; J.P.Gram 1850-1916,dansk).
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2L .Vis ved hjelp af Gram's s@tning (gw. 20), at rekkernc i en
recl (m x n)—matrix.é er linemrt afhzngige, hvis og kun hvis

det (AA') = O,

25.Vis ved hjmlp af Gram's satning (gv. 20), at funktionerne 1,
cos t, sin t, cos 2t, sin 2t, ... cos pt, sin pt pad interval-

let [-w,7] er lineert uafhzngige.

26. Lad o betegne en reel voksende funktion definerct pa et inter-—

val [a,b]. Ved denne funktions i'te moment Forstis tallet

- b

G,j.L: ] t-i da(t), i:O,lf,... L]

a

Vig, at der gslder ulighederne

2 (e

Cpyml < 03-p Coys 1 = 1925600 o

Vis endvidere, at der for dcterminanterne

Dk = det(ci+j)’ i,j = 9_,'1,000,1{_1; k=1,29.no P

gelder fglgende: Enten er Dk > 0 for alle k, eller der findes
et naturligt tal m, sé&ledcs at Dk > 0 for kK < m og Dk =0 for
k 2 m. Det sidstnmvnte tilfelde indtraffer, hvis og kun hvis

funktionen o kun antager cndelig mange forskellige vsrdier

(er stykkevis konstant).

27 .Bestem positivitetsindex og negativitetsindex for formen

2 2 s (DD
3¢ "+ v, ¥ ov v, + 2v2v3 pd (R7,+, R).

[y

28.1 et todemensiohal%7Vekf6frﬁmHGVéf'R’har man i ¢t givet koordi-—
= ‘ - + .
natsystem B1(g,¥) w,v, +u,v, og_Bzggig) =0, V, + UV,
bestem en ny basis (Em’QQ)’ saledes at B1(§1,§2) =,B2Qg1,§2) = 0.
Vis, at hvis 31(2:2) =u,v, - WV, og B2(2,1)=u1v2 +u,v,, sa

findesderikke nogen basis (91,§2) for hvilken B1(§4992}= 32(24992)=0-
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29.Pa4 det 2~-dimensionals euklidiske rum er givet to kvadratiske
former, dcr i et ortonormalt koordinatsystem hcdder B1(1,X) =
2 2 = 2 2 - i
5v, 7 + 7" - a/3v, v, Bz(szl= Vo=, 213v1v2, Bestem
en ny ortonormal basis, s&lcdes at matricen for B1 bringes pa

diagonalform; vis, at ved enhver sadan vil matrigen for B2

ogsa vare bragt pad diagonalform.

30.Lad §1| ""’gnj betegne sgjlerne i matricen E ; hvad er den
geometriske betydning af elementerne i s¢jlon'§jl ? Angiv ct
s@t betingelser for disse sgjler's elcmenter, som c¢r ngdvendige
og tilstrekkelige for at gver en ortogonal matrix i det n-dimen-—
sionale euklidiske rum. BEftecrvis, at ndr dissc betingdl ser er
opfyldt af sgjlerne i g., s& er de analoge betingelser opfyldt
af rgkkernc i S.
Lad gjl og Ek‘vare.to fofskcllige sgjlcr 1 §3 clementerne 1
dem betegnes henholdsvis (a1,...,an) og (b1,...,bn); vi s@atter
det komplekse tal c,= 8y + ibm, m=1,¢00,ne Vis, at nar S er
en ortogonal matrix i det euklidiske rum, s& er 012+ eoe + cnz =
0 og c¢ndvidere 101‘2 + oees + ]Cnlz = 2, og at dorsom omvendt
gj\og gk] opfylder dissc betingelser, s& findecs der i det eu-

klidiske rum e¢n ortogonal matrix S, 1 hvilken de er sgjler.

Lr der to eller tre betingelsesligninger for sgjleparrct ?

31e I et euklidisk n-dimensionalt rum med ortonormal basis er givet
en kvadratisk form g_égl; vis, at hvis og kun hvis tr(4) =0
er det muligt ved en ortogonal afbildning at fgre formen over

i en form, hvis matrix har lutter 0 i diagonalen.
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52, I det euklidiske 3-dimensionalr rum er givet cn kvadratisk
form med matricen
123\
234
345,
S

Bestem en ortogonél afbildning i det euklidiske rum, som fgren

\

farmens matrix over i en diagonalmatrix, og bestem denne.

33, Lad A vere en regulaer (nxn)-matrix, n ulige, og lad u og ¥V vare
vektorer i (R™,+,R). Idet B(u,v) betegner vardien af (n+l) x

(n+l)-determinanten

det (/ - 5
0
\ -

skal man vise, at B(g,l) er en bilinearform, og bestemme ele-—

e
{}=g

e

menterne i dens matrix B, Vis, at B(g,z) =-g_@'z' hvis og kun

hvis A er on egentlig ortogonal matrix i det n-dimensionale

euklidiske rum.

34. Findes der nogen (@gte eller uggte), undergruppe U i gruppen
GL(n,R) af' linesre bijektive afbildninger af et n-dimensionalt
euklidisk rum pé& sig sc¢lv, sfilcecdes at den ortogonale gruppe

0(n;R,u.¥v) er normal @gte undergruppe i U ?

35. Lad 8 vere en med hensyn til en reguler bilineerform pa (%, +,R)

ortogonal matrix. Vis, at det (8§ = ANE ) = + det (E - A g')’

og udled heraf, at rgdderne (reelle eller komplekse) i det
karakterisktiske polynomium for S kan samles i par af reciprok-
ke, idet der dog for n ulige desuden er en rod + 1 eller -1.

Betragt som eksempel tilfmldet n = 2,
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Lad V vere ¢t n-dimensionalt unitert rum (AG,III,,37-45).
Ved en Hermite'sk form (H(EJX) forstas en funktion, som af-

bilder V x V ind i €, og sfledes at H(u,v) for fastholdt V

er linesr i u, og s&ledes at H(v,u) =~H(u'g). Ved dens

matrix for en given basis forstés en matrix H s&ledes at H(u,v)=
=4

Vis, at matricen H er "Hermitedsk'", d.v.s. at for alle dens ele-
menter gzlder hij :-Eﬁi (og spceielt er diagonalleddene reelle).
Hvorledes @zndres H ved basisskifte ¢

Vis, ved generalisation af beviserne S.18-22 setningernef

1) For ¢nhver Hermite'sk form pad et unitert rum findcs mindst
én ortonormal basis, for hvilken matricen E er ¢n diagonal-
matrix, 2) For enhver Hermite'sk matrix H vil det kgrakteéristis-

ke polymomium det (H — AE) have n reelle rgddcr.
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37. (Fortsmttelse af 36) Ved en uniter matrix U forstds en matrix,
som er saledes, at X, = g gl angiver forbindelsen mellem
koordinaterne for vektoren X i to forskellige ortonormale
baser for et unitart rum ( E er altsa det, som for et
unitert rum svarer til en ortogonal matrix i et euvklidisk
rum) . Vis, at betingelsecn for at g er en uniter matrix

_1 t
er, at g =

Iy

. Hvad kan siges om vardien af det E

Vis (smlgn. ¢v.35), at rgdderne (reclle eller komplekse)

i det karakteristiske polynomium for en unitar matrix U
kan samles i par af reciprokke eller er +1 eller -1 ( som er
selvreciprokke) .

Vis, at en uniter 2x2-matrix kan skrives pa formen

. a b
v - ) s VvER; abe C; [[(ad)]] =1,

° 1-b a
38. Der er givet et n-dimensionelt vektorrum (V,+,R), hvori
der er valgt en basis. Lad B(z,g)vvare‘en positiv definit
kvadratisk form, og lad B1(§,§) vaere formen B(x,x) + L(g)z,
hvor L(x) er en egentlig linearform.
Bevis, at for formernes symmetriske matricer, hhv. g og §1,

gwlder det B < det B, ( man kan f. eks. undervejs benytte

en basis 61,-.., i hvilken L (x) = &1).



Mat., 1, 1966-67 AG, rettelser, blad L
AG 11I,4,4101%

”11,...,2P", les: “11,...,XP, P> 1,".
AG ITT,4,1k,

"hver vektor i v'", l®s: "hver fra 0 forskellig vektor i V',
AG TII,1,31°

Les: "dist(v,u) = [lu - v|]| = |lv - u| = dist(u,v)".
AG I11,2,33,

Der skal ikke vare understregning af %1 og kp.
AG TIT,2,3871°

”(21,..,£m)”, l=s (£1,...,£m)".
AG ITI,2,4v.81°0

"afsluttet interval", las: "afsluttet, begranset interval',
AG TIT,L,3

"alternarende'", las: '"alternerende'".

AG III,k,5;

1] "

i n | n
A N\
.. 5 les: L. .
J=1 i=1

AG ITI,UL,6

Ma, ", l@s: g "
11 i1
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AG ITI,L,3"

"a1 ternarende', lzs: "alternerende'.

AG IIL,L,5,

AG TILL,6
g, ", lazs: "a, .
i, 11
AG III,b4,1%

Indfgj som et ekstra punkt mellem 6  og 7 : "Ombyttes to agj-

ler (rekker) i en kvadratisk matrix, vil matricens determi-

nant_skifte fortegn."

AG III,k,13
"ifglge determinantens definition", lms: "ifglge VI (side 7)".

AG IIT 9L|-91|Ll-3

ns u o N5 "
Hﬁ y las: gj_ﬂ o

AG III,L;,‘nLL,ll

Tilfgj: "Her er venstre side lig med

~ ~ ~ -~ )

F(E1,"'sEj_1,§i923+1’°",En

= e et : l s e = . ."
= F(\g_,‘ 2 ’E',j_'h ,Ei ’Ej+1. ] ,u_n) Ulj
AG IIT,L,16,
I gverste hgjre hjgrne af determinanten rettes "a?-z” til
w I=" g,

AG IIT,L,4v.15°

Wpntq ) —set", "(m+1)-sat".



Mat. 1, 1962-63 Rettelser AG, blad 11.

Rettelser til AG IIT, 1.

L, linie 7

"L x ﬁ(T -» L) > L", lss: "L x ﬁ(T - L) = ﬁ(T - L))",
14, linie 5

"Mvis V = ', l®s: "Hvis dim V = ",
18, linie 2 f.n.,

”CO,C1,...,CK”, lzs: ”CO,C1,...,Gn”.
20, linie 1 f.n.

AT - PRE B ype,"s les: "y = Y484 F ees Yplp
2y, linic 11

ngt, las: {0},

26, linie 9 f.n.

30, linie 1 f.n.
"wo V'Y, les: '"w € V",
3, linie 7
"(Aucv)'", les: "(Au)ev'.
39, linie 15 og 17
"o, lms: "0,
Vv, 7, linie 2
o< G, laes: Mi ¢ j".
Jv, 14 og 15
"E(R - R,+,R)", lms: ”(ﬁ(R - R),+,R)",



	fenchel66.mat1_ag-indh
	fenchel66.mat1_ag
	fenchel66.mat1_ag.pdf
	fenchel66.mat1_ag-indh
	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	fenchel66.mat1_ag-indh
	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III



	fenchel66.mat1_ag.pdf
	fenchel66.mat1_ag-indh
	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III



	fenchel66.mat1_ag.pdf
	fenchel66.mat1_ag-indh
	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III



	fenchel66.mat1_ag.pdf
	fenchel66.mat1_ag-indh
	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag.pdf
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III


	fenchel66.mat1_ag
	Kapitel I

	Kapitel II

	Kapitel III






