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§ 1. Geometriske vektorer,

Ved en geometrigk vektor forstés et liniestykke i det sad-

vanlige rum, forsynet med en bestemt gennemlsbsretning (pd en
figur angivet ved en pil). Betegnes begyndelsespunkist med P og
endepunktet med Q, vil vi for vektoren benytte betegnelsen 4.
To s&danne liniestykker P og RS skal dog opfattes som samme
vektor, sdfremt de blot har samme sterrelse og retning, dvs,

safremt de ved parallelforskydning kan bringes til dskning.

i<
=24

P

En vektor vil vi oggd betegne med et enkelt, understregesn
bogstav; sdledes er pd figuren brugt betegnelsen v. Isngden af

en vektor 2 betegnes ,z].

Ethvert par af punkter P og Q i det smdvanlige rum bestemmer
sdledes en (geometrisk) vektor v = fa, -~ forudsat P og Q er
forskellige. Ogsd ndr P og Q falder sammen, vil vi imidlertid
sige, at de bestemmer en vektor, nemlig nulvektoren, som vi vil
betegne 0, Denne tilskrives lengden 0, men ingen retning. De
evrige vektorer kaldes egentlige vektorer.

For ethvert punkt P og enhver vektor v findes netop et
punkt Q, s&ledes at ﬁa = Vv, Vi siger, at Q fremkommer ved afsst-

ning af vektoren Vv ud fra punktet P.

For geometriske vektorer indferer vi nu to (dkaldt linesre)

regneoperationer.
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Addition af vektorer. ;ﬁ

For at definere summen u + v af to vektorer u og v

velger vi et vilkdrligt punkt P og afsstter fgrst PQ = u, der-
nest QR = v. Vektoren PR er da &benbart uafhasngig af det valgte

begyndelsespunkt P og betegnes u + v.

Multiplikation af vektorer med tal.,

Ved produktet av eller va af en vektor v og et reelt
tal a forstés nulvektoren, sadfremt a=0 eller v=0, ellers (altsé
nadr bade a40 og v+0) den egentlige vektor, hvis langde er |al|y|,
0og som har samme eller modsat rétning som v, eftersom a>0 eller

a<0.

Vi noterer fglgende regneregler, hvié gyldighed det over-

lades laseren at ggre sig klért.

u -+

i<
1l
i<
+
o
-

u+t(z+w=(u+y)+w,

+

i<

1o
Il

i<

v+ (-1)xr =20,

av = va ,

a(by) = (ab)y ,

a(u + y) = au + ay ,
(a +b)v = av + by ,
1X=X9

For en vilkArlig vektor v siger man, at (-1)v er v's mod-

satte vektor, og benytter ogsé betegnelsen -v. -V er eneste

ldsning til ligningen

y+x=0.
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Til to vilkariige vektorer u og v findes netop én vektor x, s&-

ledes at
y+x=2u,

"nemlig u + (-v); denne vektor kaldes differensen mellem u og v

og betegnes kort u ~ v.

Stedvektorer.
Vi tenker os valgt et fast punkt O 1 rummet. For ethvert

»punkt P kaldes nu vektoren v = QP for P's stedvektor (svarende

til begyndelsespunktet 0). Herved har nu ikke blot ethvert
punkt en bestemt stedvektor, men enhver vektor er stedvektor

for netop ét punkt, - der er tilvejebragt en enentydig korre-

spondance mellem rummets punkter og dets vektorer,

Et par simple eksempler pé&, hvordan man ved regning med

stedvektorer kan udlede geometriske satninger:

1. P

Q
Midtpunktet M af et liniestykke PQ, hvis endepunkter har

stedvektorerne v og w, har stedvektoren

O = OP + 4PQ = v + $(w-y) = 3(x + w).
Ligger O ikke pa linien PQ,:udsiger dette resultat, at diagona-
lerne i det af OP og 0Q udspandte parallelogram halverer hin-
anden; thi v+w er Jjo nectop stedvektoren for den til O diametralt
modsatte vinkelspids.
2, I en trekant ABC, hvis vinkelspidser har stedvektorerne
a, b og ¢ betragtes det punkt T pad medianen CM, som bestemmes

ved, at MT = %MC. Som stedvektor for T finder vi da
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a+d
(2" 5 )=

i_\

a+b
C = ‘

MG 5 (a+D2+c).

+

OT = OM +

W
Wi~
W=

Da dette udtryk er symmetrisk i a, b og c, indeholder dette den
bekendte s®tning, at medianerne i en trekant gdr gennem samme

punkt T; og at dette punkt deler hver af dem (indvendigt) i for-

holdet 2.

Vektorer pad en linie, vektorer i en_plan.

]
Da en vektor kan afsazttes ud fra ethvert punkt i rummet,
mener vi, nar vi siger, at en vektor v ligger pad en linie eller

i en plan, at vektoren kan anbringes pd linien eller i planen,

altséd at den enten er nulvektoren el}er en egentlig vektor paral-
lel med linien eller planen.

Vi bemzrker, at summen af to vektorer i en plan 7 atter er
en vektor i 7, og at produktet af et tal og en vektor i 7w 1ige-.
ledes er en vektor i gr; de opstillede regneregler bevarer deres
gyldighed, nér man indskrasnker sig til at betragte vektorerne 1

e 'En tilsvarende bem@rkning gelder for vektorerne pa en linie.




§ 2. Smdvanligt retvinklet koordinatsystem,

Et (smdvanligt) retvinklet koordinatsystem i en plan er

givet ved to pa& hinanden vinkelretteborienterede linier X, og

X2, koordinatakserne, gennem et punkt O, begyndelsespunktet.
(En lmngdeenhed t&nkes'valgt en gang for alle.) Enhedsvektorerne
(En

gy 08 &, pd akserne kaldes koordinatsystemets grundvektorer.

cnhedsvektor er en vektor af lzngden 1.)

Idet koordinatsystemet er bestemt ved opgivelse af O,g1 0og

e,. vil vi foruden X,X, benytte betegnelsen (0,e.,e,).
=2 Aoxar2 -11=2
2
Po pere-emtP
{
AN |
e
=2 > h EX1
0 e, Py 4

Koord inaterne (x1,x2) til et punkt P i planen er som bekendt

de med fortegn regnede lengder af liniestykkerne OP1 og OPZ’

hvor P1 og P2 er P's (retvinklede) projektioner pd akserne

X, og X2.

1
Man bemmrker, at vi for P's stedvektor y = OP har

¥=0P = .Q.E1+.Q_P.2 = X84+ X85
samt at (x1,x2) er det eneste talpar, sdledes at ¥y = x,e,+%X,8,.
Idet enhver vektor i-planen er stedvektor for et punkt, har ﬁi

sédledes:
Til enhver vektor y i -planen findes et og kun et talpar

(x1,x2), sdledes at

T = X8 o8-

Definition: X, 08 X, kaldes koordinaterne til vektoren v i det

" betragtede koordinatsystem.
et punkt og dets stedvektor har gamme koordinater.

Bemesrk:

Bt (smdvanligt) retvinklet koordinatsystem i rummet er
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givet ved tre orienterede linier X1,X2 og X3’ koordinatakgerne.

~

som alle gar gennem et punkt O, begyndelsespunktet, og som To og

to er vinkelrette. Enhedsvektorerne €418, 08 §3 pa akserne kaides

koordinatsystemets grundvektorer. Idet koordinatsystemet cr be-

stemt ved opgivelse af 0,91,§2 0g §5’ vil vi foruden X1X2X3 b

nytte betegnelsen (0,31,gg,§5>-

Koordinaterne (X1,X2,X3> til et punkt P i rummet er de med

fortegn regnede langder af liniestykkerne OP1,OP2 og OP3, hvor

P,,P, og P3 er P's (retvinklede> projektionsr péd akserne

X1,X2 og X3. }

Til enhver vektor v i rummet findes et 0g kun et talsat

(X1,X2,X3), s8ledes at

v =‘x1§1fy222+x3§3c

Definition: Xys%X, 08 Xz kaides koordinaterne til vekbtoren v 1

det betragtede koordinatsyétem.

Bemszrk: et punkt og'hets stedvektor har samme koordinater.
y

De linemre regneoperatibner vdtrykt i koordinater.

Vi tenker os valgt @t koordinatsystem (O,§1,g2y§3) L rummet.,

Lad vektorerne u og{g have koordinaterne (XT,X?,XB) 0g
| 2

(y15y23y3)9 dvs.

= X,84 + Xg?g + X0z,

o

X = Y1§1 + y2§2 + y3§3°
Ved benyttelse af regnereglerne for vektorer finder vi -

u o+

<

= (X1+y1)g1l+ (x,17,)e, + (x3+y3)§3,

ap = ax,e, + axégz + AX58x,

(a.er et vilkdrligt reelt tal), dvs. ut+v har koordinatcrnme
(x1+y1,x2+y2,x3+y3), au héf koordinaterne (ax1,aX2,aX3). Vi har
alted: '

Linesre regninger med vekbtorer afspejler sig i ganske de
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tilsvarende regninger med deres koordinater.

Merk: O har koordinaterne (0,0,0), -u = (-1)u har ko-

ordinaterne (—X1,—X2,—X3>? Tu-2v har koordinaterne
(7X1-2y1,7X2—2y2,7x3~2x3), 08V,

Har punkterne P og Q koordinaterne (X1,X2,X3) og (y13y2,y3)1,.
da har vektoren PQ koordinaterne '

(y1 "X1 H yz'"XZ ’ yB—XB ) ’
thi PQ = 0Q-CP, hvor 0Q og OP jo har koordinaterne (y1,y2,y3) 0g

(X1,X2,X3)°
Ekgempler:

1. Midtpunktet M af et liniestykke PQ, hvis endepunkter har

koordinaterne (X1,X2,X3) og (y1,y2,y3), har koordinaterne

(X1+3’1 Xotyy Xty > o
X s
\

’ ’

2 2 2

thi ifelge § 1, eks, 1 er

on = 92+ %4
2 L ]
2. Skeringspunktet T mellem medianerne-i. en trekant ABC, hvis

vinkelspidser har koordinaterne (a1’a2’a3)’ (b1,b2,b3) og

(01,c2,03), har koordinaterne ,
(a1+b1+c1 a2+b2+02’ 33+b3+ci>,
: ’

2

3 3 3
thi ifelge § 1, eks. 2 er

04 + OB + 0C

T =

P
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§ 3, Skalarprodukt af to vektorer,

Ved det gkalare (eller indre) produkt x-y af to vektorer

x og y forstds tallet 0, hvis en af vektorérne er nulvektoren,
ellers (altsé nar bégge vektorer er egentlige) produktet af

deres langder og ¢osinus af deres vinkel, altsd
/

/
xy = |x||y|cos(x,y).

Det bem&rkég, at vi for to egentlige vektorer x og ./ med

(x,y) betegner ?en vinkel i intervallet [O,# |,som dannes af
de to vektorér%'nér de afsattes fra samme punkf;

Merk : skaiérproduktet af to vektorer er et tal (en skalar).
- Man ser, at %kalarproduktet af to egentlige vektorer or poglw
tivt, nul ellif negativt, eftersom vinklen mellem vektorerno er

spids, ret elier stump.

oYy

Nar x gf en egentlig vektor, kan dens skal®:re produks xX-¥
med en vilkérlig vektor y ogsd defineres som produktet af |x|
med 1angdeﬁ af y's projektion pd x's linie, regnet med foriegn
i overengsfemmelse med den ved x fastlagte retning, Thy er
y=0, eg/im%gden af projektionen 0, og er X*Q; er langden af »ro-

jektionen ﬁetop |xlcos(x,y).

Den med fortegn regnede lwmngde af projekticnen af cn vektor

Y pad en grienteret linie 1 kan sdledes udtrykkes

4 ey .

rd //‘.
hvor ¢ er enhedsvektoren pd 1. Projcktionen selv er

] (e-yle .
|
i

Tiet skalarprodukt tillader man sig ikke, som ved s®:dvanlig
multipiikation, at udelade prikken. Dog skrives i stedet for

X°X oggé ng”iﬁzlge definitionen er

i ~.

| ~.

| XeX = x2 = |X 2
i hd —x\\ e —

A
py

°

--For det_skalmre produkt gelder

~.
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To. . Xy =YX,
2. (g'+x")x=zx'"'y+x"y,
3. (ax)-y = alx-y) ,
4. xf0 = x-X > O.

1. 0og 4. er klare. 3. fremgdr af definitionen, ndr man genncm~-
prover de forskellige muligheder: 1) x eller y er nulvektoren,
2) x og ¥y er egentlige og henholdsvis a0, a=0, a<0. 7

2, er indlysende for y=0. For y$0 kan man benytte, at lengden
af projektionen af x'+x" pd y's linie regnet med fortegn netop
er summen af lwngderne af projektionerne af x' og x" regnet med

fortegn.

_Eksempel. Som felge af 1, gelder naturligvis sammen med 2.
0gsé

v— x-(y'+y") = z-y' + x°y".

| Heraf felger umiddelbart, at man kan "gange parentescr ud" nej-
agtig som for tal. Eksempelvis findes til bestemmelse af lzngden
af en differens af to vektorer:

2 - 1|° = (2 - b)-(a~-b)

=a° + b° - 2(ab) = [al® + |p|° - 2(a-D).
Ligger a og b ikke pd samme linie, glr denne relation ved ind-
setning af udtrykket for a+b over i cosinusrelationen i den
plane trigonometri., Er specielt a og b vinkelrette pd hinanden,
altsd a-b = 0, fas -

2 2
la - 2| = [a]® + |B]%,

altsd Pythagoras' swmtning.
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Skalarproduktet udtrykt i koordinater.

Lad der i rummet vaere givet et smdvanligt retvinklet ko-
ordinatsystem (O;g1,32,93).
For to vilkarlige vektorer §(x1,x2,x3) og X(y19y2,y3), avs.,
= = + -
X = X 8 tX84K58, O 1X Y189 ¥Y58,1V 583
finder vi ved brug af regnereglerne
E L= XVE08 T XVt 8p T X4V32923
T XV 8008y T Xp¥pEpt ey * Xp¥3850 83

+

T X3Y92308y T Xg¥plg08p T X3V385003

Da nu €428p 08 gy or cnhcsvektorer, to og to vinkelrettc, dvs.

58, = {1 for i=J ,
J 0 for ifj ,

har vi sdledes f¢lgende simple koordinatudtryk for det skalmre

produkt:
el = Xq¥y ¥ X Ty T KgVze

Specielt har vi formlen

2 2 2 2

l _é.y_('_.x1 +x2+}<.‘3

for lmngden af en vektor §(x1,x2,x3). Endvidere bemarker vi
2&.(’3 = X1, .}ga-e:z = X2’ ZC-QQB = ‘X'_3 ’

dvs. vektorens koordinater er densskalare produkter med grund-

vektorerne,

Eksempel. Retningsvinklerne for en orienteret ret linie 1 er
vinklerne med koordinatakserne

(x1 = (X1 91)9 052 = (-}\2’1)9 (XB = (Xj!l)'

COS0ry s COSALys COS kaldes liniens retningscosinusser. De er &ben-
bart koordinater til enhedsvektoren ¢ pad l. Vi har siledes
2 2 2
+ frnd »
cos a, coso, * cOS asg 1
Vinklen mellem to orienterede rettc linier 1 og m med ret-

ningsvinkler a1,a2,a3 og ﬁ1,ﬁ2,ﬁ3 bestemmes ved
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cos(l,m) = cosa,cosfy + cosazcosﬁé + COSaB:OSBs H

hojre side i ligningen udtrykker ngmlig skalarproduktet af en-

hedsvektorerne p& de to linier,

For to vektorer §(x1,X2) og y(y1,y2) i en plan, i hvilken
‘der er givet et smdvanligt retvinklet koordinatsystem (0,31,32),
findes, pd ganske samme made som i rummet ,
XY = XXy + Yi¥p o
Eksempel., TFor et vilkarligt tal ¢ betegner vi med §¢ den.
enhedsvektor i planen, der fremgar af e, ved drejningen ¢ 1 ret-
ning mo4 2} O har koordinaterne (cos¢,sing). Vi finder herved
cos = cos(e ,e,) = € o€
(p9) = cos(e,e,) = e g,
= cosp cosy + sing siny,

dvs, formlen for cosinus til en differens.
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§ 4, Premstillinger af linie og plan.

Parameterfremstilling for ret linie,

Vi tenker os i rummet valgt et begyndelsespunkt O for sted-
vektorer.
Lad en ret linie 1 vare givet ved et punkt A og en egent-

lig vektor v péd linien, Idet vi med P betegner et vilkdrligt

punkt i rummet, g®lder ,
Ppadl e IJtIAP = tvl,
hvor t refererer til (feelle) tal, dvs.
| Popa 1 e~ JtOP = 0A + tv]. .
Man siger, at
| 0P = OA + tv, 0o £<oo

er en parameterfremstilling for linien 1. - Vi bemsrker, at hvert

punkt P pd 1 svarer til netop én parameterverdi t.
Er 0 begyndelsespunkt i et koordinatsystem (0’21’§2’93)’

kan vi oversstte fra vektorer til koordinater:

(%) Xy = &y, + tv2, ool teo s
x3 = a3 + tv3,

Her er (x1,x2,x3), (a1,a2,a3),og (v1,v2,v3) koordinater til P,

A og w.

Omvendt: For vilkdrligt givne tal (a1,a2,a3) 0g (v1,v2,v3)
+ (0,0,0) vil (*), i et forelaét koordinatsystem, fremstille en

ret linie (nemlig den ved A(a1,a?,a3) og z(v1,v2,v3) bestemte) .

Ofte vil en linie 1 vere givet ved to punkter A(a1,a2,a3)
og B(b1,b2,b3). 1 kan da ogsd opfattes som bestemt ved A og
vektoren y = AB med koordinater (b1—a1,b2-a2,b3-a3), hvorfor

en parameterfremstilling (%) umiddelbart kan opskrives. Tegn
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skitse og find de punkter pa 1, der ved denne parameterfremstil-~

ling svarer til parameterverdierne 1, 2, 1/2, 0, -1.

Eksempel., I et s®:dvanligt retvinklet koordinatsystem er
en linie 1 givet ved en parametcrfremstilling (%), Med C' be-
tegnes den retvinklede projektion pad 1 af et punkt C(o1,02,03).
Vi vil bestemme koordinaterne (c{,cé,c%) til C'.

Vor viden om C' kan udtrykkes:

1. For et vist tal t' er
0C' =04+ t'%,
2. ¢'C-v = 0.

Opgaven er lest, blot vi har bestemt t'; (c{,cé,c%) vil da

fremgd ved indsmtning af t' i (x).

Idet (0C-0C'):v = 0 har vi imidlertid

QC-y = 0C'-y = OA-v + t'¥°¥ ,
dermed
|x/%6" = (0¢ - 0A)e¥ = AC-¥ ,
dvs.
o o (01—a1)v1;(c§—a§)v2+(c3 a3)v3
v1+v2+v3 *

Ligning for plan,

Vi tenker os i rummet et smdvanligt retvinklet koordinat-
system med begyndelsespunkt O.

Lad en plan 7 vare givet ved eﬁ punkt A(a1,a2,a3) i
0g en egéntlig vektor g(n1,n2,n3) vinkelret p& 7 . Idet vi med
P(x1,x2,x3) betegner et vilkdrligt punkt i rummet, gmlder

Piag e n-AP =0,

dvs.

Pim e n0P=mn04,
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altsé
P(xy,%y,%5) i 7 = DXy b DpXy FongXg k ,
hvor k = n1a1+n2a2+n3a3. Man siger, at
(%) niKy o+ DX, F DgXg =k

er en ligning for planen g 53

Omvendt: For vilkdrligt givne tal (n1,n2,n3)+(0,0,0) og k
vil (#%) vere ligning for en?plan. Velger man nemlig et punkt
A(a1,a2,a3), sd8ledes at
n1a1+n2a2+r?3a3 =k,

vil (%=) jo vere en ligning for planen gennem A vinkelret pd

g(n1,n2,n3).

Bt punkts afstand fra en plan.

Lad i et s=dvanligt rétvinklet koordinatsystem cn plan

vere givet ved en ligning‘
.n1x1 + DX, DXy = k =0..

Q(n1,n2,n3) er altsd en vektor vinkelret pd 7 .

Tenker vi os va;ét et punkt A(a1,a2,a3) i 7, har vi for et
vilkdrligt punkt P(Xi,xz,XB) i rummet

n1x1+n2x2+n3x3—g = DX 40X Xz =0, 8, 1,8, =l

= n1(x1—a1)+n2(x2-a2)+n3(x3-a3) = n-AP .

Nu er n-AP produktet af |n| og den med fortegn regnede lengde
af AP's projektion pé fladenormalen orienteret ved n, dvs. pro-
duktet af lgl 0g afs%anden fra q til P (regnet med fortegn). Vi
har sédledes:

Afstanden fra ¢ til et vilkdrligt punkt P(X1,X2,X3) i rum-

" met, regnet med fortegn i overensstemmelse med retningen af n,

_____bestemmes ved / v
: T n,x, + n,Xo, + n3x3 - k

171 |
. . \/n;‘ + n2 + n-3 .
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Serlig bekvem er afstandsbestemmelsen naturligvis i tilfel-

;[2 = n$+n2+n2 = 1; planens ligning

n,,x1 + n2x2 + n3xz -k =0

-

siges da at vere normeret.
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§ 5, Vektorprodukt af to vektorer.

Hoirestilling og venstrestilling:

Tre egentlige vektorer u, v og w, der ikke ligger 1 samme
plan, vil, taget i nevite rekkefolge, vere énten i hejrestilling
eller i venstrestilling (ikke begge dele). For geometrien cr det
af betydning, at der findes to slags szt af tre vektorer, men
ligegyldigt hvilken slags der kaldes hsojre~, hvilken venstre—
stillet, Ved anvendelser pad det szdvanlige dagligdags rum vi
lever i, bruges tommel-, pege og langfinger pa hejre hand som
model pd tre hejrestillede vektorer; u, v og W siges at vare i
hdjrestilling, hvis den korteste drejning fra u til v, sct fra
den ved w bestemte side af planen udspandt af u og v, er modsat
urvisernes retning, - herved er de tre vektorer tenkt afsat fra
samme punkt. '

Ved kredsforskydning af tre vektorer, der ikke ligger i
samme plan, bevares stillingen; ombyttes to af dem, =ndres stil-~
lingen, Er u,v,w f.eks. i hojrestilling, gzlder det samme om
V,W,u 08 W,u,v, medens u,w,v, -X,E,E 0g W,¥,u er i venstrestil-

Et koordinatsystem (0,91,g2,93) i rummet kaldes et hejre-
system eller et venstresystem, eftersom €118p+83 ©F i hojre-

eller venstrestilling.

Vektorprodukt.

Ved vektorproduktet u x v af to vektorer u og v forstis,

safremt vektorerne er egentlige og ikke parallelle, den vektor,
hvis lengde er
lul |zl sin(y,v),

som er vinkelret pd bade u og v og sdledes rettet, at uv,v,u x ¥
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i denne rakkefolge er i hsjrestilling.

K "_; " § f
Tenkes vektorerne afsaté%bﬂrsamme punkt, kan lsngden af u x v

ogsé angives som arealet af det parallelogram, der udspsndes al

4 0g V.

Er u eller v nulvektoren, eller er u og v egentlige, men
parallelle, forstids ved u x v nulvektoren,

Formlen

it

lu x x| = |ul|x|sin(u,x)

gelder sdledes, blot u og v er egentlige.

Betegnelsen 22 er allerede benyttet for det skalsmre produkt
u-u og kommer derfor ikke i betragtning for vektorproduktet

U x u; en sxrbetegnelse herfor er imidlertid ogsd overfledig,

thi ifelge definitionen er jo altid
uxu=0.

Den kommutative lov gelder ikke for vektoriel multiplika--

tion, men erstattes af reglen
Ux ¥==-3¥x k.
For tre vilkdrlige vektorer u, v og w har bdde (u x v) » «

og ux (v x w) mening, men de to udtryk betegner i almindelighod

forskellige wvcktorer. F.eks. er
(§.1X§.1)X_e_2:9’men §1x(£1x§_2)=—32 2
hvor 8418y OT de to ferste grundvektorer i et sedvanligt retvink-

let hejrekoordinatsystem. Den aggsociative lov gelder sdledes ikke

for vektoriel multiplikation,




—~
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Derimod gzlder den distributive lo#:

ux(v+Ww)=uxy+uxy.

Samtidig vil vi vise
u x(ay) = a(u x ¥) ,
hvor a er et vilkarligt tal.

For u = 0 er begge ligninger indlysende,'Det er derfor nok

at fore et bevis for det tilfzlde, at u er en egentlig vektor.

Hertil vil vi, idet vi tenker os u fastholdt, give en hensigts=-

-messig besgxiveISE“af'vekforproduktét u x x for vilkarlige

e Y
t

vektorer x. i
|

,ﬂ”/?or simpelheds skyld tenker vi bs alle vektorer afsat fra

samme punkt O; lad o vere planen genﬁam 0 vinkelret p4d u (tegn

3

skitse). For enhver vektor x er nu
BxX=uxx, )

hvor g' = %r(z) betegner projektioﬂen af x pd o (overvej dette);

u x x ligger da i o og fremgir af{gjnvedﬁen drejning af sterrel-

se % (i retningen modsat urvisefpes, set fra u's endepunkt),

efterfulgt af en multiplikation med |u|. Betegner vi med x" =

D(x') den vektor i ¢, der freméér ved drejningen alene, har vi

séledes
U x X = JE'E"-
Nu er Abenbart

(wtu)' = B (wtw) =B (y) + B (w) =3' +u',

(v+w)" = D(¥'+E')‘= DQXL)~+-D(W') = v'"+w" ,
og dermed o

u x (wrw) = Jul(zra)® = Jule" + Julu’ =u x v +ux .

Ligeledes

(ay)' = P (ay) =aP (v) =av',

(ay)" = D(ay') = aD(v') = av" ,




e

- - T v . e
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og dermed : ,
v x (av) = |ul(ay)" = aluly" = alu x ¥v).

Eksempel. Naturligvis gmlder ogs& den anden form af den

distributive lov

(z+w) xu-=

i<
X
=
+
=
x
Ic

savel som reglen
(ay) x u = a(y x 1);
thi ombyttes faktorerne i alle vektorprbdukterne, skifter
disse alle fortegn.
Man har derfor f.eks.

(z+5u) x (¥-3w) = 2 x ¥ + 58 x ¥ - 32 x W = 154 x W
nadr man séledes ”gaﬂéer parenteser ud", m4d man vere opmazrksom
pad, at man i vektorprodukterne pa h@¢jre side stadig skal tage
faktoren fra den fg¢rste parentes fgrst; faktorernes orden er
jo her ikke ligegyldig. Bksempelvis finder vi

xa +bxat+taxb+bxb

(a+tb) x (a+k) =

|

eller 0=5%xa x b

+
{o

i overensstemmelse med, at b x a = -a x b. Endvidere

(a+b) x (a-b) = =22 x b ,

gsom udtrykker en elementer saztning om parallelogramarealer.

Vektorproduktet udtrykt i koordinater.

Lad der i rummet vare givet et smdvanligt retvinklet
hg jrekoordinatsystem (O,g1,§2,§3).
For to vilkarlige vektorer E(x1,x2,x3) og z(y1,y2,y3), avs.
B = X484 tXp2p 7385 08 I = T4 TV525*V3%3 s
finder vi ved brug af‘regnereglerne
Bx Y= XVy8y x gy F KT8y X 2y T V324 X 23
T XYy Ep X &y F Kp¥plp X &5 F Xp¥385 X

tX3Vy83 X 8q ¥ Xg¥plz x Ep ¥ ¥3¥3S3 X Z5 o
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Idet nu e1><§1=§2><§.2=.§3x_6.3“9v

= e

0g .@.1 ng = §.39 -';Z‘X 93 = 219 _9_3 X .9,1 2o

har vi sdledes

li

(xpy=x57p)2q + (x57y=%q¥5)e, + (xq¥y=%p¥, )

X X . X X <
‘ i S l 1 2%3’" 2 Y
Yo I3 ' RIS )

B Y-

i

2 le X1
V3 ¥4

dvs. koordinaterne til U x ¥ er

< % x1l lx1 X, )

’

Vy V3

Eksempel, For to vektorer 3(x1,x2,0) og z(y1,y2,0) liggende

i X1X2~planen har u x v koordinaterne
Xq *af

(o, O, ).

V1 92
Ligger u og v ikke p& samme linie, kan arealet af det parallelo-
gram, u og v udspender, nir de afsmttes fra samme punkt, derfor
beregnes som den numeriske verdi af determinanten

X, X,
Y 92

’

thi dette er jo lengden af u x V.
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o

§ 6, Rumprodukt af tre vekbtorer. '

/l
/
/

Ved rumproduktet [zbelaf tre vektorer a, b og ¢ forstis

tallet

[») ‘v ° f‘ /
(g X ;t_)_) c. /

{ !
Vi vil sege den geometrigke betydning af dette produkt.
| | ’

Forst betragtes det tilfslde, hvor a,b og ¢ ikke ligger i
samme plan, T&nker vi oslde tre vektorer afsat fra samme punkt,
udsp&nder de et paralleleplpedum. Som grundflade heri kan vi
tage det af 2 og b udspandte parallelogram med arealet |a x bl ;

hegjden er da langden af ¢'s projektion pd grundfladenormalen,

i
A

dvs, pa a x b's iinie; volumenet er derfor den numeriske verdi
af (a x b)-c. Fortegnet for (a xb)-¢c er positivt eller nega-
tivt, eftersom ¢ llgge# pé samme eller pd modsat side af den af
2 0g b udspandte plan égm a x b, dvs. eftersom a,b og ¢ i denne
reikefolge or i hojrestilling eller i venstrestilling. |

Ligger a,b og ¢ i samme plan, er (g x b)ec = 0. Thi ligger
2 0g b pad samme lipié, er allerede a x b = 0, og ellers @é c

ligge i den af a og b udspendte plan, dvs. (a x b)c =0,

Resultat: Rumproduktet [ggg] er forskelligt fra O, netop
hvig a,b og ¢ ikke ligger i samme plan, Den numeriske verdi er
da voluménet af det af de tre vektorer udspzndte parallelepipe-
dum, medens fortegnet angiver stillingen af a, b og ¢, ~ posi-

tivt fortegn svarer til hejrestilling. | \

|

ud fra rumproduktets geometrlske betydnlng seS‘ﬁmlddelbart
[cab]

‘.\
{

[abe] = [bca]

3
3

= -[acbl = -59921~=7-[E§9]- L
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Vi bemsrker, at parentesen i (axb).c kan undvares, sidledes
at man blot skriver axb.c. Denne betegnelse kan ikke misfor-
stis, idet ax(b-g¢) er uden mening. — Nar man skal skrive
[abc) uvd p& formen axb.c, sker der ingen skade, om man ombyt-
ter de to multiplikationstegn x og -, idet

axb-c = [abe] = [bea] = bxe.a = a-bxe.

Determinant af 3. orden.

Udtrykket
Xy %, x3
V4 Yo I3
zy Zo z3
benyttes som betegnelse for
X.1 y223+X2y321 +X3y1 ZZ-X3y221 _X.1 Y322";2C2y1 Z3 4
Til stgptte for hukommelsen bemsrkes, at de tre "+led" svarer til
indbyrdes parallelle skralinier i fplgende skema
Xy %y x3 X, %
zy By %3 2y Pp s

ligesa de tre noled'!.

Rumproduktet udtrykt i koordinater.

L,ad der i rummet vere givet et sedvanligt retvinklet hgjre-

koordinatsys tem.
For tre vilkarlige vektorer g(x1,x2,xj), EXY1’Y2!V3) og

3(21,zé,23) finder vi, idet axb har koordinaterne

X, Xy %

¥y Iz

X3
Y3 ¥y

X2 X3
Vo V3

)s

,

(

for rumproduktet (axb).c udtrykket
Xz Xq| ™1 72

X2 X3
Yo 3

2

Z1+ 3,

altsa




Mat., 1, 1962-63 ' EV, 6, 3

, Xy Xg X3
labe] = |3 v, ¥3

1z, 2~ %
UG

‘Eksemplerf

Volumenet af et tetraeder OABC, hvor A, B og C har koordinaterne
(x1,x2,x3), (y1,y2,y3) og (z1,z2,z3), medens O er koordinat-
systeme ts begyndelsespunkt, er den numeriske vardi af
) Xy %, x3
g y1 y2y3 R
| z, 2o z3
Under brug af, at tetraedrets volumen er 1/3 hgjde gange grund-

flade, ser man nemlig, at det er 1/6 af volumenet af det paral-

lelepipedum, der udspendes af 0A, OB og OC (tegn skitse).

Ligning for en plan. Lad en plan o vere givet ved et punkt

C(c1,02,c3) og to vektorer g(a1,a2,a3) og Q(b1,b2,b3), der ikke
ligger pa& samme linie. Idet vi med P(x1,x2,x3) betegner et vil-

kadrligt punkt i rummet, gzlder

Pig < (axDb).CP=0,
dvs. |
P(x1,x2,x3) i o= b, b, b3
Xy =Cy Xp=C, Xz~Cyx
Som ‘ligning for planen 7 har vi saledes

a, a, s | ;

b, b, b3 =0 j

X, =c, ?2’02 X5~Cs {

eller, anderledes skrevet, .. ;
a2 8.3 (X1'-cv1-) " :3 a1 (xz_cg) + a.,] 8.2 (x3'—03) =0 , {
R L "1 P2 |
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8§ 7. Koordinattransformation,

Koordinattransformation i rummet.

Lad (O;g1”92”g5) og (O;§3,§2,§3) ware to koordinatsystemer i
rummet; wi kalder dem det gamle og det nye system.

Vi tenker os det nye koordinatsystem fastlagt i forhold til
det gamle derwved, at det nye begyndelsespunkt O har de gamle koordi--
nater (r1”r ,r ), og de nye grundwektorer e1, 62’ 63 har de gamle
koordinater (r11,r21,r31), (er”PZZ’PBZ) og (rij’r23’r33)° Vi kan
da udtrykke de gamle koordinater (x1,x2sz) til et wilkarligt punkt
f wed de nye koordinater (ﬁ;,iz,ij) til samme punkt: wektorligningen

2 &

_.} A A A A A A
OP = OO + OP 00 + X6, + X, + X385
er nemlig ensbetydende med de tilsvarende ligninger mellem de ind-

glende vektorers gamle koordinater (jfr., EV,2,2),

;)

x, =r, + 1% + r12§2 + r13ﬁ3
X, = Ty + r21§1 + P22§2 + r23£3
Xy = T3+ r31£1 + szﬁz + r53£3 .
Betegner (Xﬁ,xz”xg) og(k1,x2,J ) i stedet gamle og nye koordinater
til samme vektor v, fremgér af ligningen
Vo= Ree, + Kye, ok X383

feligende koordinattransformationsformler:

pe
1]
=
;Pd)

4 41%4 + Fyo¥o * P13X3

Xy = Ppa Xy + Tpok, + r23 3

32}(2 + I'33X3 .

W
I
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EV,7,2

Nye koordinater ($1z§2)§3) udtrykkes ved gamle (x1,xé,x3) pa

ganske tilsvarende madde, idet man Jjo kan lade de to koordinatsyste-

mer bytte rolle:

For punkter er saledes

X, = Syt By Xy B X, + 08Xy
Xy = 8y 8y, X, + 8%, 4 8,4X,
§3 = 8 h Sy X, + SgX, + 85X,
for vektorer
§1 = 8,,%, * 8,,%, + 8, %X,
22 = 8p0Ey ¥ ByoX, + 8,.%,
is = 8y Xy + 8%, b 8L X,

her er (81,82,83) nye koordinater til det gamle begyndelsecspunkt O
0g (81198211831), (81298222832) og (513,823,833) nye koordinater %1l

de gamle grundvektorer €15 85 08 §3.

Overgang fra koordinater med hensyn til ¢t koordinatsystem til

koordinater med hensyn til et andet kaldes koordinattransformation.

Koordinattransformationen fra gamle koordinater (x1,X2;X3) til nye
(21,22)§3) for punkter, henholdsvis vektorer udtrykkes ved de sidst

opskrevne koordinattransformationsformler; skemaet

841 842 43

So1 Sop So3

S

531 P32 ©33

af koefficienter til x1, X2 og x3, kaldes koordinattransformations-

matricen (en matrix cr et rektangulart talskema) .

Idet savel det gamle som det nye koordinatsystem cr smdvanligt

retvinklet, vil koordinéttransformationsmatricen vere ortogonal,

dvs.
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0 for i 4
.S, . + . B + B, = i
51113 7 Soif2g T 93153 {1 for i = j

Venstre side udtrykker nemlig skalarproduktet gi-gj i nye koordina-

ter. - Ogsa matricen

T4 T42 13
Toq Too To3z
T31 T32 T33
svarende til overgangen fra nye til gamle koordinater er naturligvis

ortogonal.

Da ryy CF den 1% gamle koordinat til éj’ altsd (jfr. EV,3,3)

= é e C = c S
. —e. ] . o
medens s er den jJ nye”koordinat»tilﬂgi, altsa
Ji o |
5., = €..&. = cos (e.,e.)
3 (28,05

har man .
S =E. ~ 9 i= 1,2’3’ j :1,‘2’30
Koordinattransformationsmatricen for overgangen fra gamle til
nyec ssdvanlige retvinklede koordinater fremgar s&ledes af matrieen
for den omvendte koordinattransformation p& simpel mdde, nemlig

ved sakaldt transponering, der kan beskrives som en spejling i

"hoveddiagonalen':
- \
814 12 843 1y Tog Tsy
Soq4 Sop Spz | T i Typ Top F3p
S r r r .
S31 S3p 833 13 o3 T33

Dette vil man naturligvis benytte sig af, nar det nye koordinatsystem

er givet ud fra det gamlc som i indledningen beskrevet, og- formler-

ne for overgang fra gamle il nye koordinater ¢gnskes opskrevet.

For en plan ¢ givet ved ligningem
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LXK, + .+ = K

nﬁxﬂ n2x2 n_3x3 k
i det gamle koordinatsystem opskrives umiddelbart en ligning i det
nye: Ilader vi nemlig som owenfor «xﬂ’xé’xf) og (%1,§2,§3) betegne

gamle og nye koordinater for samme vilkarlige punkt P, gzlder Jo

P tilhdrer 7 n1x4 + nzxz + n3x3 =k

>
>

= my(ry T X 4 p X, + TS

)

>

+

"

oy + 2y X, 4wy X, + gy

+ n3(n3 t Ty DX, t r33x3) =k .

P>

Tor en ret linie 1 givet ved parameterfremstillingen
= £ + g
X1 ﬂ1 tv1,

32+tv “eo(t(oo,

P
I

2,
X, = a, + th,

3

i det gamle koordinatsystem, fas som parameterfremstilling i det

X, =8, + SH(_a1 + tv1) + 812<a2 %-tvz} + 813(a3 + tv3),
=8, + 821(a1 + tv1) + 822(82 + tv2) + 323(\313 + th), —cotoo o

= &3 + 831_<\a1 + tV,l) + 332(8.2 + tvz) + 833(8-3 + tv3)\9

S
AN
|

Koordinattransformation i planen.

Man finder her ganske tilsvarende forhold som i rummet:

Lad (0,8 28,) og(0; € ,éz) vere to koordinatsystemer i samme

1 1
plan; vi kalder dem det gamle og det nye system.
~ Nye koordinater (21,ﬁ2) til et vilkarligt punkt P udtrykkes
ved gamle koordinater (x1,X2) til samme punkt ved koordinattransfor-

mationsformler

bk

A I )

= 52 + 521}(1 + 822 X2 s

=)
N
]
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for vektorers koordinater haves

Xy = 8%y BoEy

o = Bpg¥q F EypX,

her er (s1,82) nye koordinater til det gamle begyndelsespunkt O,

b

(811,321) og (312,822) nye koordinater til de gamle grundvektorer

e

e, 0g ¢

=0°
Idet slvel det gamle som det nye koordinatsystem er smdvanligt
retvinklet, vil koordinattransformationsmatricen

<S11 S12>
S

o4 Sop

vere ortogonal, dvs.

, O for i+ j
. . h =
511813 7 2105 {1 for i = j

Koordinattransformationsmatricen for overgangen fra gamle til
nye sadvanlige retvinklede koordinater fremgadr af matricen

<P11 r12>
r r

21 22
for den omvendte koordinattransformation ved transponering,

<S11 S12> =><P11 EQA)
s S

21 Soo Tro Fop’s

idet S35 = Ty =,cos(gi,§j), i=1,2, j=1,2.

Som noget specielt for planen fremhzves, at beliggenheden af
det nye smdvanlige retvinklede koordinatsystem'ﬁ1i2i forhold til
det gamle X, X, kan beskrives ved ud over de gamle koordinater (r1,r2)
til det nye begymdelsespunkt O at angive vinklen ¢ = (X1,X1) fra
den gamle til den nye 1. aksevregnet med fortegn svarende til
et omlgb i planen, hvorved (X,,X,) = + Z, idet det tillige ma
oplyses, om (X1,X2) = +—§Tgller (21,ﬁ2) =-F, I de to tilfelde

haves
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ryy To _ cosq —sino ry o B cosq sino
r T sing coso henh. T r - sing =-cosq
21 22 ' ’ 24 22 ' °

Kurver af 2. eorden.

Som en anvendelse afl koordinattransformationer i planen vil
vi undersgge de algebraiske kurver af 2. orden.

Ved en algebraisk kurve af 2. orden forstds en mzngde k af
punkter i planen, som i et sa@dvanligt retvinklet koordinatsystem
X, X, kan fremstilles ved en algebraisk ligning af 2. grad,

172
2 2
: X =
(%) Dy E " 4 2Dy oKXy 4 Dy X" 4 2Dy X+ 2Dy, + b = O,
hvor b'erne or konstantcr og (b115b12;b22) + (0,0,0). Hermed
menes, at k er mangden af punkter P, hvis koordinater (X19K2)
tilfredsstiller ligningen, eller anderledes udirykt:

X, + 2b X, + b =0,

e 2 2
P-tilhgrer k gﬁﬁb11 ] %-2b12X1X2 + b22X2 + 2b1 1 %5

hvor (x1,x2) er koordinater til P med hensyn til X1X,.

Vi bemerker, at blot en punktmesngde k i ét koordinatsystem
kan fremstilles ved en algebraisk ligning af 2. grad, gzlder det

samme 1 ethvert koordinatsystem.

Lad nemlig k i koordinatsystemet X1X.2 vare fremstillet ved
ligningen (*),‘hvor vi for kortheds skyld vil betegne 2. grads
polynomiet: p4 venstre side med F(x1,x2», og 1ad,ﬁ132 vare et nyt
koordinatsystem. Idet formlerne for overgang fré ﬁye til gamle

koordinater er

Xy =Ty b Tax T %
X2 = I'2 + I‘21X1 + I‘22 o 9

betegner vi med §(§1,§2) det polynomium, der fremgir af F(x1»x2)

ved indssttelse af udtrykkene for X, 08 X, For hvert punkt P i
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planen fas nu samme tal, hvad enten man indsastter de gamle koordi-
nater i F(x1,x2) eller de nye i ﬁ(£1,§2); specielt fas tallet O
for de samme punkter, sdledes at ligningen
ﬁ(ﬁ1,£2) =0
er en fremstilling af k i koordinatsystemet X1X2.

Efter den made, hvorpa polynomiet F(§1,ﬁ2)‘er dannct, er det
klart, at det er af hgjst 2. grad. At graden virkelig er 2, kan
man da indse ved i F(i1,§2) at tenke sig indsat i1 og 22 udtrykt

thi herved fas det oprindelige 2. grads polynomium

ved x, og X

v o3
F(x1,x2), - man far nemlig et polynomium i x1 og x2 alf hgjst 2.
grad, som for ethvert talpar (x1,xz» antager samme verdi som

F(x1,x2), hvilket medfgrer overensstemmelse ogsa for koefficien-

ternes vedkommende (Jjfr. ¢v. 34).

Vi vil nu nazrmerc undersgge en algebraisk kurve k af 2. orden

givet ved en ligning
2 2
(%) b X"+ 20, XX, F D X 4 2b,X, + 20X, + D = 0
1 et szdvanligt rctvinklet koordinatsystem (0;91,92». Det forud-
settes, at (b11,b12,b22) $+ (0,0,0).
Metoden bestar i ved oVergang til et nyt koordinatsystem

(6; §1,§2) at f& polynomict F(x1,X2) pa venstre side i (%) til at

gh over i et simplere polynomium,f(£1,iz).

Vi betragter forst overgangen til et koordinatsystem (D;§4a§27j
der fremgar af det oprindelige ved en drejning vinklen o om be- '
gyndelsespumktet O; som side 5 regnes g med fortegn svargnde til
det omlgb i planen, hvorved (§4,§2) = + g. Det givne polynomium
F(x1,x2) gadr herved over i et nyt, idet man indsaztter

= co - X sing
X1 X1 S0 12 noe

X . si + X c .
o = %,;slna + X,cosa

it

X
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For koefficienterne til leddene af 2. grad i det fremkomne poly-

nomium
$ % 2,0 %% +b. % 2 L oB.x, +2B.%X +D
1471 127472 T T2 17 272
findes efter simple omskrivninger
B,y = 30y 050 + 50y pplens2a + b, ,8inZa
b, = - §<b by )sin2a + b, e
~ _ —1— ’ " - -
b, -»2(b11+b22) (b11 )cosZa, b, ,8in2a .
Vi noterer at
5 +B..=Db,, +D og b,, B, -D 2 . .b.. =D 2
14 22 11 22 14 22 12 T Y4122 12,

som en udregning viser.

Af uvdtrykket for 312_565, at man ved et passende valg af «
Kan opnd, at,b12 = 0. ©r allerede b,, = 0, kan man f.eks. velge
= 0, dvse. bevare det oprindelige koordinatsystem, og er b12'k 0,

pestemmes de brugbare vardier af o ved ligningen

cot 20, = by " Py
2byo

som jo har lgsninger, bl.a. netop in i det &bne interval Jo, _[

Vi forudsmtter nu, at 642_= 0. Ved overgang fra (0,51,92)

til et parallelforskudt koofdinatsystem (5;§ﬂ,§2) og dermed ind-

settelse af

i polynomiet

b,Hx1 4 b22x2 + 2'b1x1 + 2b2X2 + D

kan man, hvis B1m og 622 begge er forskellige fra 0, for det ryw

polynomium F(x ,x ) opnd formen
) ~ ~ 2_ ~ ~ 2_ ~
bygXy * Poo¥p

og ellers en af formemne
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b, X

bH 12.+ 2b2x2 eller beJI + b,

A ~ A A ~ ’\2 ~
henh. b22_2. + 2b,}x1 eller b22x2 + b,

eftersom b,, 4 0 og b, + 0, eller 311 $ 0 og B, = 0, henholdsvis

322 F Q og;61 $ 0, eller 522 3+ 0 og 61 = 7, Pglzelig haves:

For en algebraisk kurve k af 2., orden, givet ved en ligning

(#) af 2, grad i et swdvanligt retvinklet koordinatsystem,.er der

fglgende muligheder:

71714 {1 o -p 2 .
Ellipsetilfaldet b11b22. b127> (O

k er en ellipse, et punkt e¢ller tom.

2
> i b —_ = 4
Parabeltilfsldet bH o0 b127 O:

k e¢r en parabel, to parallelle linier, en linie eller tom.

2

1 a b -_ / .
Hyperbeltilfaldet b11 52 b12 < 0

k er en hyperbel eller to hinanden sksrende linier.

Star man over for den opgave at skulle bestemme art og belig-
genhed af en algebraisk kurve af 2. orden givet ved en forelagt
ligning (%) i et ssdvanligt retvinklet koordinatsystem, vil det
oftest vaere fordelagtigt at begynde med om muligt at fjernc ledde—
ne af 1. grad ved en parallelforskydning af koordinatsystemct.
Koefficienterne til leddenc af 2. grad gndres ikke herved. Er
qu + 0, g&r man derpd over til et nyt koordinatsystem drejet

vinklen a, 0 < a < g, bestent ved

b,,— b
cot 2a. = b 22 ;
2Py 2
herved opnas 612.=.O, medens de nye koefficienter 311 og 622 kan

findes som rgdder i andcngradsligningen
2 2

- i b= N -

27 = (byy + Dyp)z + By Py Dy, =0

hvilken af rgddernc der er 6119 kan afggres ved, at 611 - b,

~

har samme fortegn som bﬂz‘ - Den nzvnte overensstemmelse 1 fortegn
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fglger af, at
glg ’ 2'b,|2
5,, —b

11 00 =»(b11-b22)cosza + 2b

12 sinZo

jdet o er valgt i intervallet Jo,% [

Sinza T —
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$ 8. Isometrier.

En afbildning £ af rummet ind i sig selv vil sige en tilord-
ning, hvorved til hvert punkt P i rummet igen svarer ét punkt i
rummet. Sidstnzvnte punkt betegnes £(P) og kaldes billedet af P
ved afbildningen £. Betragtes kun én afbildning, vil vi ogsd skiri-
ve P' for billedet af P. - Begrebet afbildning af en plan ind i
sig selv har en ganske tilsvarende betydning, dg dc samme beteg-

nelser benyttes.

Blandt afbildningerne af e¢n plan ind i sig sclv og af rumnet
ind 1 sig selv spiller de afstandsbevarende eller isomectriske en
fremtredende rolle, ikke mindst i den elementa@re geometri., De keol-

des ogsa isometrier eller kongruenser.

Vi betegner med IPQI afstanden mellem punkterne P og G.

At en afbildning f af en plan ind i sig selv eller af rummet
ind i sig selv er isometrisk, betyder, at der for hvilkcsomhelst
punkter P og Q i plancn, henholdsvis rummet gmlder

l£(P)r(Q)] = |Pq|.

Som eksempler pa isometrier af planen nmvnes translation (dvs.
parallclforskydning), drejning om et punkt, spejling i en linie;
for rummets vedkommende nzvnes translation, drejning om en linle,
spejling i en plan. Den identiske afbildning af plan eller rul,

hvorved hvert punkt har sig selv som billede, er naturligvis igo-

)]

350

-

metrisk; den regnes i reglen med blandt translationer svel

blandt drejninger.

Lad os studere en vilkirlig isometrisk afbildning £ af rummet

ind 1 sig selv:
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Fgrst bemsrkes, at dcr for vilkarlige punkter P, Q og R gzl-

der - . > S
P'Q'-P'R' = PQ.PR,

Ved anvendelse af
2

o -al®=lal® + 8l° - 2(aD)
fas nemlig
= > 2 ‘ 2 2
PQ.FPR =£( |PQ|™ + |PR|T - [QR[")
—> =

=2( |P'Q')% % |P'R'|® - [@'R'|?) = P'Q'.D'R'.

Idet nu O er begyndclsuspunktet, Aﬂy A2 og A3 enhedspunkter-

ne pd akserne i et szdvanligt retvinklet koordinatsystem X1X2X3

i rummct, dvs.

- 2 O for i 4 j
j 1 for i =j,

vil ligeledes 0" vare begyndelsespunkt, A; Aé og Aé e¢nhedspunk—
ter pd akserne i et smdvanligt retvinklet koordinatsystem X1i233:

idet jo

Da koordinaterne (x1,x2,x3) med hensyn til koordinatsystemet XJIX?‘X.3

for et vilkarligt punkt P kan udtrykkes
> > > =
X, = 0P.OA.,s X_ = OP.0A

- OP.0A
g = VPR Xy 2! %3 3?
hvor de skalzre produkter ikke &ndres nar O A,,AQ,A. P erstattes
med de respektive billedpunkter, ser man, at billedet P' af P med

hensyn til koordinatsystemet X12223 ligeledes har koordinaterne

(X 7X )

Ved en vilkarlig isometrisk afbildning af rummct ind i sig

sclv har altsd ethﬁert;pun@t P og dets billedpunkt P' samme koor—

dinater med hensyn til hvert sit sadvanlige retvinklede koordinat—
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system X,X X, og X1X2X3.

Heraf fglger umiddelbart en rzkke egenskaber:
En isometrisk afbilBining af rummet ind i1 sig selw er bijektiw,
dvs, ethvert punkt er billede, og af netop €t punkt.

Til en plan 7 svarer en plan 7', dve., billedpunkierne svaren-

de til punkterne i # udger igen en plan 7'.

Thi er
n1xH + nzx2 + n3x3 =k

en ligning for 7 med hensyn til kcordinatsystemet X1X2X3, wil bil- |
ledpunkterne udggre planen w' med samme ligning med hensyn il

£,%.%

172730

Til en (orienteret) ret linie 1 svarer en (orienteret) ret

linie 1'.
Thi en parameterfremstilling
Xy = ay + tvm,

= a, + th -0 <t < ey

2
Xj = aB + tV3,
af 1 med hensyn til XﬂX2X3 vil jo i mezxj ligeledes fremstille
en ret linie, 1'. Ved brug af parameterfremstillinger fas widere:
Til parallelle (ens orienterede) linier svarer parallelle
(ens orienterede) linier. Til (orienteret) liniestykke svarer
(orienteret) liniestykke af samme langde, Til parallelle, ens

orienterede liniestykker svarer parallelle, ens orienterede linie-

stykker,

Idet der s8ledes til orienterede liniestykker, der opfattes
som samme wektor v, igen svarer orienterede liniestykker, der op-
fattes som samme wvektor gf, kan man sige, at der til hver vgktor

v i rummet svarer en vektor v':
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En isometri f af rummets punkter bestemmer tillige en afbild--

ning af rummets vektorer. Billedet v' af en vektor v betegnes

ogsé £(v). Der_gmlder

o

v = P

= X' = P'q'

i

og dermed |¥'| = [w] samt u'ey' = u.v.

Ligesom for punkter gmlder det, at enhver vektor v og dens
billedvektor ¥' har samme koordinater i hver sit af de to sadvan-
lige retvinklede koordinatsystemer X{XZX5 og X1X2X3. Vi erindrer
om, at X,X.X

17273
det andet koordinatsystem, som oprindelig matte indfgres pa andemf_

eller (O;§1’92’95) kan wwmlges vilkarligt, hvorefter

.. _ s ty bt oot ot ot
vis, dbenbart kan karakterisceres som X1X2X3 eller (O 994,g2,§5).

Ud over det allerede navnte bemerkes, at en isometri af rum—
met bevarcr vinkler, arealer, volumener, - kort sagt alt, der kan -

udtrykkes i szdvanlige retvinklede koordinater.

Egentlige og uegentlige kongruenser.

Vi vil her ggre rede for, at de isometriske afbildninger af
rummet ind i sig sclv falder i to klasser, dels sadanne, der som
translation og drejning kan siges at bevare rummets oricntering,

dels s&danne, der som spejling i ¢n plan &ndrer rummets orientering;

ngjagtigt:

En isometri af rummet vil enten fgre ethvert sat af tre wvek-

torer, der ikke ligger i samme plan,dver i tre dermed ensstillcde,

‘dvs, hejrestillede i hejrestillede, venstrestillede i venstrestille-

de, eller den vil fore ethvert st af tre vektorcer, der ikke lig-

ger 1 Samme plan, over i tre modsat stillede.

I fgrste tilfelde kaldes isometrien en flytning eller cn egent-

lig kongruens, i andet en uegentlig kongruens. Ofte trzffes dog
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en afvigende terminclogi.

Bevis. Vi t@nker os valgt ¢t szdvanligt retvinklet hgjre-
koordinatsystem (0;91,92,§3). Ved en vilkarlig isometri vil
(039%9§é’§é) igen vare et sadvanligt retvinklet koordinatsysten,

og enhver vektor og dens billedvektor har samme koordinater i hvoere

sit af koordinatsystemerne. Er mu g{,§25§% i hgjrestilling, alisé

(Oggé,gé,gé) et hgjrekoordinatsystem, f£inder vi for vilkarlige tre

vek torer U, V,w
[u'y'w"] = [uyw],

thi for de to rumprodukter haves Jjo samme koordinatudtryk i hvur
sit hgjrekoordinatsystem (EV,6,2). Og bevarelse af rumproduikv wad:-
fgrer for tre vektorer, der ikke ligger i samme plan, speciclt be-

E R

varelse af stilling (EV,6,1). Er derimod g{,gé,gé i venstregtid.-
ling, fas

[u'v'w'] = -[uyul,
idet man i koordinatudtrykket for et rumprodukt (EV,6,2) m& ind-
fgre et minustegn ved benyttelse af et venstrekoordinatsystem.

Speceielt vil da vektorer u,v,w, der ikke ligger i samme plan, Lgp-

res over i modsat stillede,

Bestemmelse af isometrier,

Ifglge det foregédende er en isometri af rummet fuldstsndlig
bestemt, blot man for ét smdvanligt retvinklet koordinatsysten
X1X2X3 kender billedet X;XéX%, igen et smdvanligt retvinklet koom-
dinatsystem. Her kan x{xéxé foreskrives vilkarligt:

Der findes en og kun en isometri af rummet, der fgrer of gx

vet sdvanligt retvinklet koordinatsystem X1X2X3 over i et vii-

kdrligt foreskrevet sadvanligt retvinklet koordinatsystem Yﬁxqijo




Mat.1, 196L-65 EV,8,6

Eksistensen fremgar af, at afbildningen, hvorved et punkt P
med koordinater (x11x2,x3) med hensyn til }{1}(2}{.3 afbildes i punkt~
et P' med samme koordinater med hensyn til Y1Y2Y3, altid vil vare
isometrisk, da afstand mellem punkter Jo kan udtrykkes i szdvan-—

lige retvinklede koordinatere.

‘Isometrien, der fgrer X1X2X3 over i Y1Y2YB, vil naturligvis
vere en egentlig eller uegentlig kongruens, efter som aksenne i

de to sazdvanlige retvinklede koordinatsmstemer er ens eller mod-

sat stillede.

Et st af et punkt 0, er halvlinie 1 ud fra 0 og en halvplan
o med 1 p& randem vil vi her kalde en "“fane". Ved en isometrisk
afbildning af rummet ind i sig selv fgres en fane igen over 1 en

fane. Endviderc gelder:

Der findes en og kun cn egentlig kongruens og ligcledes cn

og kun en uegentlig kongrucns af rummet, som Tgrer cn given fane

O,1l,7 over i en vilkadrligt foreskrevet fane Q.m,p.

Lad. nemlig X1 og X2 vere de to orienterecde, indbyrdes vinkel-
rette linier gennem O, hvor "den positive del' af X1 er halwlini-
en 1, og ‘"den positive del' af X2 ligger i halvplanen 7. Vi sup-
plerer til et s@dvanligt retvinklet koordinatsystem X1X2X3, idet
en af de to muligheder for orientering af tredie koordinatakse
valges. Til fanen Q,m,p svarcr pd samme made et par orienterede
linier Y",Yz. En egentlig, henholdsvis uegentlig kongruens, der
fgrer Oy,1,7 over 1 Q,m,p, &r nu det samme som en isometri, der
fgrer X1X2X3 over i1 det saedvanlige retvinklede koordinatsystem
Y1Y2Y3, hvis akser er ensstillede, henholdsvis modsat stillede

til akserne X1,X2,X3. Hermed er satningen fgrt tilbage til den
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foregaende.

Som en fgrste anvendelse nzvner vi:

En flytning £ af rummet, hvorved to forskellige punkber O og

A gér over i sig selv, f(g) =0 og f(A) = A, er_en drejning om

den rette linie gennem O og A, evi. den ldentiske afbildning.

En fane O,1l,7m, hvor 1 er halvlinien fra O gennem A, vil nem
lig ved T figres over 1 en fane O,1l,p. Nu findes der ¢jensynlig
en drejning om linien gennem O og A, som fgrer O,Ll,r over i.O,l,p;

og ifplge satningen ovenfor er £ da denne drejning.

Regning med isometrier.

Er £ og g isometriske afbildninger af rummet ind i sig selv,
da vil den sammensatte afbildning g°f, hvorved hvert punkt P af-
bildes i g(£(P)), igen vzre isometrisk, idet jo

le(£(P))e(£(Q)) | = |£(P)£(Q)| = |Pal.

Da en isometrisk afbildning £ af rummet ind i sig selv er
bijektiv, dvs. hvert punkt R er billede af netop €t punkt P, fin=
des der en omvendt afbildning f-m, hvorved hvert punkt R afbildes
i det pagmldende P. Den omvendte afbildning er igen en isometri
af rummet, idet

£ @) | = 2T @)DeET ()] = Irs].

Sammenssttes to egcntlige eller to uegentlige kongruenser,
fas en egentlig kongruens; sammensattes en egentlig og en uegent—
lig kongruens, fas én uegentlig kongruens, Den omvendte til en
egentlig, henholdsvis uegentlig kongruens er igen en egentlig,

henholdsvis uegentlig kongruens.
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Som vigtige eksempler nmvnes:

1° Ved sammens@tning af to drejninger om akser gennem et punkt O
f&s igen en drejning om en akse gennem O, evt. den identiske afbild-
ninge.

Bevis, Lad £ og g vare de to drejninger. Vi kan tznke os, at
ingen af dem er udartet til den identiske afbildning. Endvidere kan
vi antage, at akserne 1 og m ikke falder sammen, da det cllers er
indlysende, at gof igen er en drejning om den fzlles akse, evi. den
identiske afbildning. Idet vi med 7 betegner planen indeholdende
1l og m, findes der en plan p gennem 1, s8ledes at hvert punkt i p
ved drejningen £ fores over 1 sit spejlbillede med hensyn til 7,
samt en plan § gennem m, hvor hvert punkt fremgar af sit spejlbil-
lede med hensyn til 7 ved drejningen ge. Ved flytningen g vil nu
ikke blot O, men ethvert punkt pa skaringslinien for p og 4 g& over

i sig selv; hvorfor g°f er en drejning om denne linie (jfr. side 7).

2° Ved sammensztning af en cgentlig drejning, dvs. en drejning dem
ikke er udartet til den identiske afbildning, og e¢n translation i en
retning vinkelret pa drejningsaksen 1 fas igen en cgentlig drejning,

med akse parallel med 1.

Bevis. Lad £ vere drejningen og g translationen. Vi kan tenke
‘08, at g ikke er udartet til den identiské afbildning. Idet vi med
7 betegner planen gennem drejningsaksen 1 vinkelret pa translations-
rctningen, findes der en plan p gennem 1, sdledes at hvert punkt i
e ved drejningen f fgres over i sit spejlbillede med hensyn til ,
samt en med 7 paﬁallel plan §, hvor hvert punkt fremgar af sit spejl-
billede med hensyn til ¢ ved translationen g. Ved flytningen g°f
vil nu hvert punkt pd skaringslinien for p og 4§ g& over i sig selv,

hvorfor g°f er en drejning om dennc linie (jfr. side 7).
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Ved en nsrliggende andring i valget af planerne p og ¢ indses,

at oged feg er en drejning med akse parallel med 1.

Arter af flytninger.

En flything £ af rummet, hvorved et punkt ¢ gdr over i sig

sclv, er en drejning om en rct linie gennem O, evt. den identiske

afbildning.

Lad os nemlig velge en fane 0O,1l,m. Ved flytningen f gar den
over 1 en fane O,m,p. Videre tenker vi os valgt en drejning d1 om
en aksc gennem 0O, der fgrer halvlinien 1 over i halvlinien m. Ved d1
gar 0,1,y altsa over i en fanc O,m,d. Betegner vi nu med d2_den
drcJjning, der fgrer O,m,d over i O,m,p, vil flytningen d2°d1 lige~-
som  bringe O,l,y over i O,m,p. Ifglde eksempel 1° ovenfor er
d.ed, en drejning om en akse genncem O, og ifglge smtningen side 6

2 1

cr f =:d2°d beviset er fuldfert.

1;
Ved sammensaetning af en drcjning om en linie 1 og en transla-

tion langs 1 fé4s en skruning mcd akse l. Drejninger og translationer

kan regnes for udartede skruninger; ved en egentlig skruning gar in-

tet punkt over i sig sclv, og skrucaksen er den eneste rette linie,

der gar over i sig selv.

3

En flytning £ af rummet er enten den identiskc afbildning, en

translation, en drejning cller en skruning.

Thi findes der ¢t punkt, der ved f fgres over 1 sig sclv, ved
vi allercde, at £ er den identiske 2afbildning eller cn drcjning.
I nodsat fald tenker vi os valgt et punkt O i rummet og betegner med

‘4 : a
t den til vektoren v = Of(0) svarende translation. Punktet O gar
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nu over i1 sig selv ved flytningen d = t‘11f, gom derfor er den iden-
tiske afbildning eller en drejning. "I forste tilfelde er £ = 1,
altsd en translation, og er d en egentlig drejning, wil £ = t*d
vare en skruning: opl¢gses nemlig v i en wektor v vinkelret pa
drejningsaksen 1 og en wektor Vs pa 1, v = 31 + 22, og betegnes med
t, og t, de tilswarende translationer, er f = t*d = (tz't1)‘d.=
t2°(t1°d), hvor t,°d ifplge eksempel 2* ovenfor er en drejning om en

akse parallel med 1, og t2 er en translation langs 1,

Isometrier udtrykt i koordinater,

Lad der i rummet vare givet et szdvanligt retvinklet koordinat-
system (0;31,g2,§3). Idet f er en isometri af rummet, vil wi s@gge
udtryk for koordinaterne (x%,xé,x%) til billedet P' = £(P) af et vil-
karligt punkt P(X%’XZ?X3)°

Hertil erindres om, at (O;§1,§2,g3) ved £ fgres ower i et s=d-
wanligt retwinklet koordinatsystem (O';g{,gé,gé), samt at P' med hen-
syn til dette nye koordinatsystem har koordinaterne (xi,xz,XB), jfr.
side 4. Betegnes koordinaterne til O] g%, e, og g% med hensyn til
det oprindelige koordinatsystem med (a1,a2,83L (a11,a21,a31),

v Y , - . 92 . .
(a12,a22,a32) og (a13,323,a33), er de oprindelige koordinater
(x{,xé,xé) til P' derfor, ifglge koordinattransformationsformlerne

gide EV,7,1, givet wed

| A : - : 7
X'] = 8_1 + 8.11X1 + a12x , 8;13}({3

t
X2

By + BouXy + 855%, + a23x3
v _
x3 _,a3 + 331x1 + a32x2 + 333X3 .
Her er matricen af koefficienter til Xys Xp og x3 ortogonal (EV,7,3).

Vi noterer:
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En igometri £ af rummet kan ved benyttelse af et swdvanligt

retvinklet koordinatsystem (0;9_1,92,93); udtrykkes ved
g = + d . &
(#) V4T BT 8%y T BTy T Ay 5%
Q = £(P) &= Vp = 8y + 85X, + 8K, + 85X 5"
V3 7 83 F A%y h gk, *Azgks

hvor (x1,xz)x3) er koordinater til P gg_(y1,y2,y3) koordinater til

Qs Konstanterne am,azf-... ,a53 kan kun velges pa én made. Koef;

ficientmatricen

844 242 Y3
a, a, a
21 22 23

31 %32 33

a

¢r ortogonal.

Omwendt vil en afbildning £ af rummet udtrykt pd formen (=)

i et sedvanligt retvinklet koordinatsystem (0;91,22193) med brug

af en ortogonal koefficicnimatriX vare isometriske.

Til begrundeclse af den sidste pastand bemerkes, at vektorerne
é,(a,,sa . sa,,), 6.(a, 8, ,12.,), é.(a,_ 38,558, .) vil vare parvis
=1*71177247 731 =27 127 227 32 =3'7137 237 33
ortogonale enhedsvektorer, idet

-A . = a + _ - .
Gi i a,l 1;..33 8.2‘18.23_ + aBiaBJ

0 for i # jJ
{ 1 forri=j .
De kan sdledes benyttes som grundvektorer i et nyt smdvanligt ret-
vinklet koordinatsystem; som begyndelsespunkt velges 5(a1,a2,a3).
Det ses nu, at £ er identisk mcd den isometri, der f¢fer (O;§1,§2s§3)

over i (6;@1,§2,§3), idet denne har samme koordinatudtryk som f.

Er _en isometri f af rummct udtrykt i koordinater ved (%), da

udtrykkes den tilsvarende afbildning af rummects vektorer ved
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Yy = 8% T agp¥y foaysX,

L=1(0) = ¥y, =ayX ayE, +oay X,

=a,, X, +a,Xx. + a, X

V3 = 8347y T Bzp¥y T 8g3%5 s

hmor(k1,x2,x3) er koordinater til u og (y1,y2,y3) koordinater til v.

. —= v T . o
Thi s@ttes u = OP, er u' = 0'P', og koordinaterne til u' fas

derfor ved fra koordinaterne til P' at subtrahere henholdsvis

8.1 ’az’a3 .

En_isometri £ af rummet udtrykt pa formen (*) i et smdvanligt

retvinklet koordinatsystem (0;§4,§2,§5) er en egentlig eller uegent—

lig kongruensi>eftersomadetérminanten

811 H2 H3
854 Bop %oz
a a
834 %72 %33
er t+ eller .

Idet (a11’a2m’a31)’ (312a8229a32) g (&1333232333) er koordina-

terne til billederne gi,gé_og gg af e, 1€, 08 23’ vil nemlig deter-

minanten, hvis §42§2,93 f.eks. er i hgjrestilling, angive rumproduk-

' '], alts& vare 1 eller -1 eftersom g;,gé,gé er i h¢jre-

t
2 23
eller venstrestilling, dvs. eftersom kongruensen er egentlig eller

tet [e_a_,; e

uegentlig.,

Isometrier af planen.

Isometriske afbildninger af en plan ind i sig selv kan behandl:
pa ganske tilsvarende midde som ovenfor isometrier af rummet. Vi vil

derfor ngjes med at anfgre en rakke resultater:

En isometrisk afbildning af planen ind i sig sd v er bijektiv.

Til en (orienteret) ret linie svarer en (orienteret) ret liniec.
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Til en vektor svarer en vektor. Skalarprodukter, vinklcr, arecaler,
kort sagt alt, der kan udtrykkes i s@&dvanlige retvinklede koordi-
nater, bevares,

Idet to par u,¥ og X,y af vektorer i planen, hver hverken u
og v eller x og y ligger pd samme linie, siges at vare cns eller
modsat stillede, eftersom den korteste drejning fra u til v og den
kortcste drejning fra X til y bestemmer samme eller modsat omlgbs—
rctning 1 planen, gelder:

En isometri af plancn vil enten f¢re ethvert par af vektorer,
dcr ikke ligger p& samme linie, over i et dermed ensstillet par,
eller den vil fgre ethvert par af vektorer, der ikke ligger pa sam-
mc linie, over i et modsat stillct par.

I fgrste tilfzlde kaldes isometrien en flytning ellen en egent-

lig kongruens, i andet en uegentlig kongruens. Man kan sige, at ¢n

cgentlig kongruens vil bevare, ¢n uegentlig @ndre en valgt omlgbs-
rctning i planen.

Der findes en og kun cen isometri af planen, der fgrer et gi-
vet sadvanligt retvinklet koordinatsystem X1X2 over i ct forcskre-
vet sa&dvanligt retvinklet koordinatsystem Y1¥é.

Der findes en og kun en egentlig kongruens og ligcledes en og
kun en uegentlig kongrucns af planen, som fgrer et givet punkt O

med halvlinie 1 ud fra Q over 1 et foreskrevet punkt Q med halv—
linic m ud fra Q.

Ved sammensatning af to kongruenser fas igen en kongruens,
cgentlig, hvis de to kongruenser cr af samme art, uegentlig, hvis

de er af modsat art. Den omvcndte afbildning til en kongruens er
en kongruens af samme art.

En flytning af planen er centen den identiske afbildning, cn
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translation eller en drejning om ¢t punkt.

En isometri £ af planen kan ved benyttelsc af et smdvanligt

rctvinklet koordinatsystem (0;24,32) udtrykkes ved

(*) y,. =a, +a, X + a, X
‘ G = f(P) - 1 1 111 1272
Yo = 8y 85K 8%

,Xz) er koordinater til P og (y1,y2) koordinater til Q.

<341 a12>
a

24 %20

hvor (x1

Koefficientmatricen

er ortogonal.

Omvendt vil en afbildning f af plancn udtrykt pa formen ()
i et szdvanligt retvinklet koordinatsystem med brug af en ortégo—

nal koefficientmatrix vere isometrisk.

Den tilsvarende afbildning af rummets vektorer udtrykkes ved

y, = a + a, X
¥ = f(.l:l.) - 1 114 12 2
Yo = 8%y * A%,

hvor (x1,x2) er koordinater til u og (y1,y2) koordinater til v.
Der foreligger en egentlig eller uegentlig kongruens, cfter-

som determinanten

211 M2

8oy B0

er 1 eller =-1. Koefficicntmatricen kan i de to tilfaelde skrives

pa formen

<cosgo —sin¢> .co8p 8ing
henh. >
’ en °

sing cosp \sin¢ -Cosg
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Pvelser i elementsmr vektorregning,

1. Vig ved brug af stedvektorer, at forbindelseslinierne mellenm

midtpunkterne af modstidende kanter 1 et tetraeder sksrer og

halverer hinanden.

Idet A og B er to forskellige punkter, vil vi sige, at et

punkt P deler liniestykket AB i forholdet f, hvis
(#) AP = £BP.

Ethvert punkt pd den ved A og B bestemte linie 1, bortset fra
punktet B selv, deler AB i et bestemt forhold, negativt for
punkter mellem A og B; positivt for punkter ud over A eller B
(indvendig og udvendig deling skelnes siledes ved hj®lp af for-
tegnet), Tallet 1 forekommer ikke som delingsforhold.

Vis, at (%) kan omregnes til

o f
| AP = w=— B,

S—

Heraf ses, at ethvert reelt tal f + 1 er delingsforhold for netop

ét punkt P,

2. Vis ved brug af stedvektorer, at de fire liniestykker AA1,
- BB,, 001 0g DD1, som forbinder hjgrnerne i et tetraeder ABCD |
med skzringspunkterne mellem medianerne i de modstdende side-

flader, gér gennem sammevpuhkt U, og at dette deler hvert

af liniestykkerne i forholdet -=3.

bR Tdet A og B er to forskellige punkter med stedvektorer

a =0A og b = 0B, skal man finde et udtryk for stedvektoren

‘
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T

til det punkt P, der deler AB i forholdet f. Vis endvidere,
at et punkt Q, hvis stedvektor kan skrives |

0Q = sa + th, hvor s + t = 1, |
md ligge p4 linie med A og B, og bestem for + + 1 det for-

hold, hvori Q deler AB,

Parallelogrammet OACB er bestemt ved vektorerne OA = g og
OB = b. Punktet D deler siden BC i forholdet £ § %, Lini-
en 0D skxrer diagonalen AB i E, Find vektorerne 0D og

OE udtrykt ved a, b og f. Find endvidere for £ % O det for-

hold, i hvilket AB deles af E.

Vig ved vektorregning, at to vektorer, hvis sum og differens
er + 0, da og kun da har samme lmngde, ndr summen og dif-
ferensen er vinkelrette pd hinanden. Hvilken element®rgeo-—

metrisk setning er dette ensbetydende med ?

- Vis ved regning med vektorer, at hejderne i en vilkarlig

trekant OAB gir gennem samme punkt, (Vis, at sksringspunk-

tet P mellem h, og h, ligger pa hd‘)

Hjernerne A, B, C bg D i et tetraeder har stedvektorerne

a, b, ¢ og d. Vis ved regning med vektorer, at forbindel-
seslinierne mellem midtpunkterne af to par modstéende kan-
ter da og kun da er vinkelrette pd hinanden, ndr det tredje

par modstidende kanter er lige lange.

Find cosinusserne af vinklerne i en trekant med vinkelspid-

serne A(O, 0, 0), B(-1, -2, 2) og C(1, -3, 4).

Opskriv en parameterfremstilling for den ved punkterne
A(2, 1, 1) og B(O, 3, 2) bestemte rette linie, og find

koordinaterne til sksringspunktet med X1X2—planen.
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10,

1.

12,

13.

14,

Beregn afstanden fra linien 1 givet ved paremeteriremstii~

lingen
X, = 2 + 2%,
X, = 4 - + , 00 <00 4
Xz = 6 + 2% ,

$il punktet P(6, &, 1),

Find en ret linie i X1X2~planen, gsom skerer linien

Xy = t,
X2 = 3 P "oo<t<coy
X3 =1t ,

og danner en vinkel pa 60° med denne,

Find en ligning for planen gennem P(2, -3, 1) parallel mod
den ved ligningen |

6x -2X2+3X3+2 =0

1
givne plan,

7 -

Find en parameterfremstilling for skhzeringslinien ma2llem de

to planer med ligninger

8x1--x2+4x3 =0 0g 3x1—2x3+6 =0 .

(Man kan f.eks. benytte x, som parameter, dvs. for def vile

karlige punkt pa linien smttes X, = t, hverrd witeyz for

X, 08 X kan findes af ligningerne.,)

Find en ligning for den plan gernem punktet P(-1, &, 0),

som er vinkelret pd begge planerne

8x1-x2+4x3 =0 og 3X1~2X3+6 =0 .

(Man kan benytte ovelse 13.)
Hvorledes kan man finde en ligning for en plan bestemt wvod

et punkt og to vektorer, hvis koordinater alle er opgives? .
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15. Find koordinaterne til projektionen af vektoren v(6, =2, 3)

péd normalen til planen
-2x1+x2-2x3+3 =0 |
samt koordinaterne til vektorens projektion péd selve planen,

16, Find projektionen af punktet P(4, -3, 6) pd planen med

ligning
—2X1+X2+2X3-10 = 0.
17. Find en parameterfremstilling for projektionen af linien
X, = -t ,
X, = 4 + 3t , = t<eo,
Xg = -3 - 3%t ,
péd planen

4x1+x2-2x3-6 = 0,

18. Givet er to forskellige linier gennem et punkt O, begge
orienterede, VBestem mangden af punkter P i rummet, for
hvilke summen af de med fortegn regnede lwngdef af OP's
projektioner p& de to linier har en given verdi k. (Benyt
enten stedvektorer med O som begyndelsespunkt, eller ind-

for et koordinatsystem med O som begyndelsespunkt. )

19. Vis formlen
(axb)® = 2%p% - (a-1)°.

20, Vis, at afstanden d fra linien 1 bestemt ved punktet A og

vektoren v til punktet.P er

Anvend formlen pd det i evelse 10.betragtede taleksempel,
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21,

22.

23.

24,

25.

26,

1962-63 BV, ov. 21-26,

Vis, at afstanden mellem to ikke parallelle linier 1, og

l2 givet ved

1,: 0P = QA1 + Yt o, el e,

123 9_2 = %2 + y_z't 9 —oo<'t<oo, .

er den numeriske verdi af

Y_JIXX

AL, - 2
172 ]z1x;22[

Bt tetraeder har hjernespidserne A(0, 0, 0), B(3, 0, 0),

CC(2, 1, 0) og D(1, 1, 1), Find cosinus af rumvinklerne

langs kanterne AB og BD.,

Vis
[abc] = [a,b,c+ha+kb].

g —

Pormuler en hertil svarende smtning om determinanter (af

3, orden).

Givet et liniestykke AB samt to linier 1 og m parallelle
med AB, s8ledes at AB, 1 og m ikke ligger i samme plan,
P4 1 vxlges et punkt C og pd m et punkt D, Vis, at vo-

lumenet af tetraedret ABCD er uafhengigt af, hvor pad 1 og

m man har valgt C og D.

Et tetraeder har hjernespidserne A(O, O, 0), B(3, 0, 0),
¢(3, 4, 0) og D(3, 0, 1). Find ligninger for sideflader-
nes planer og bring dem pé.normeret form, idet der for
hver gideflade valges den normerede ligning, som svarer
til, at tetraedret ligger pd planens positive side. Find

dernmst centrum for tetraedrets indskrevne kugle samt

dennes radius.

Find en parameterfremstilling for den rette linie gennem
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27,

28.

29.

30,

, 1962-63 EV, ov. 26-30.

punktet (3, 2, -1), som skmrer hver af linierne
(x1,x2,x3) = (1+t, t, =1+t), = too,
08 (x1,x2,x3) = (10+5%, 5+t, 2+2%t), -~ oo

Vis, at volumenet af tetraedret PABC, hvor P, A, B og C
har koordirnaterne (X1,X2,X3), (a, 0, 0), (0, b, 0) og

(0, 0, ¢), er den numeriske verdi af

X X X
Lo (2.2 w53 _4) .

(a, b og ¢ forudssttes alle + 0.)

Angiv en ligning for planen gennem 4, B og C,

Bevis formlen

(axb)xc = -(b:cla + (a-c)b

ved regning i koordinater., (Anbring koordinatsystemet, si

a2 ligger p4 X,~-aksen og b i X,X -planen. )

Vis ved hjelp af gvelse 28, formlen
(ax2) - (axe) = a°(b-e) - (avg)(bea)
Udled derpa ved anvendelse heraf cosinusrelationen i den

sferiske trigonometri.

Vis ved hjwlp af evelse 28, formlen

(axb)x(axe) = [abcla .

Udled derpd ved anvendelse heraf sinusrelationen i den

sfariske trigonometri.
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31. I et szdvanligt retvinklet koordinatsystem X1X2 i planen

har linien 1 ligningen

x1 + x2 3 = 3,
Et andet s®:dvanligt retvinklet koordinatsystem X1X2 har
sit begyndelsespunkt pa X,, linien 1 har i X1X2 ligningen

X, =0,

tet
og begyndelsespuﬁﬁ’ for X,X, har negative koordinater i X1X2,
Opstil koordinattransformationsformlerne for overgang fra

X1X2 til X,X, og omvendt.,

32. Laad (O;g1,22,g3) vere et szdvanligt retvinklet hgjrekoordi-
natsystem. Bestem den pa& enhedsvektoren §1(%, %,-%) vinkel-
rette enhedsvektor §Q i X,X,-planen, for hvilken vinklen med

£

enhedsvektor §5, for hvilken §1,§2,§3 er i hgjrestilling.

er mindst mulig, og dernmst den pd &, og &, vinkelrette

Udtryk koordinaterne (x1,x2,x3) i systemet (0;91,g2,93) til
et vilkarligt punkt P ved punktets koordinater (21,ﬁ2,i3) i

systemet (0;61,é2,63) og omvendt,

33, Lad (0;91,92,g3) vere et szdvanligt retvinklet koordinatsystem
i rummet, og lad r1,r2,...,r33 vare givne tal, hvor
T114 T2 Fq3
Toq Foo To3

T31 T32 33
er en ortogonal matrix. Vis, at

er koordinattransformationsformler for overgang til

(0;91,32,§5) fra et s:dvanligt retvinklet koordinatsystem
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EUP

(6;§1,§2,§3). Vis, at den transponercde matrix

41 Foq Ty
Ty Yoo T3o

T T,
P13 723 733
cr ortogonal. Visg at

[t
-~
1l
+3
-
4
e
»
-~

STy T Ty %y
o = Ty T Lo Xy T TooXy ¥ ThzXy

3 = 3 3154 + P32X2 + P33X3

o1
il
=
+
&
b

ba2
|
]
+
=3
™

er koordinattransformationsformler for overgang fra (0;91592»93)

til et smdvanligt retvinklet koordinatsystem (5,51,$2,53).

Vis, at der findes et og kun et polynomium i 2 variable af

hgjst 2. grad, som antager vilkarligt foreskrevne verdier i
(0,0), (P190), (51,0), (O,rz), (O,sé) og (t1,t2), hvor de 6 punk-

ter er forskellige og t, % O, t, £ 0.

Bestem den punktmangde i planen, som iet givet sadvanligt

retvinklet koordinatsystem (O;§1zgzl'fremstilles ved ligning-

en
2. 2 -

a) Bx,” 7x22 +2/3x,%, - 32 =0,

b) X, X, * X22 +2x, + 3%, - 1 =0,
5 _ 1 ,

c) x, %+ 3%, + 2/3x1x27— 2x, = 0.

Beskriv den punktmengde (flade), som i et szdvanligt retvink-

let koordinatsystem i rummet fremstilles ved ligningen

2

%4

2 2 — -
+ 3x2 + ux3 + 2/3x1X2 + 2~/3x1 ZXZ = 0,

skeres
En omdre jningskeglefladeévalf cn kugleflade, hvis centrum C ikke

~ligger pd keglefladens aksc 1. Vis, at snitkurvens projek-

tion p& planen genmem 1 og C cor en del af en parabel med akse
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vinkelret pd 1. (Indleg ¢t ssdvanligt retvinklet koordinat-
system X1X2X3 med begyndelsespunkt i kceglens tappunkt, sale-
des at 1 falder sammen mcd X1, og C ligger i X1X2~p1anen¢)

For drejninger af planen er det ofte bekvemt at regne drcj-

ningsvinklen med fortegn svarende til en valgt omlgbsretning i pla-~

ncn. -

58

LO.

L.

I planen c¢r en translation t givet ved en vektor v % Q. og en
drejning d er givet ved centrum € og drejningsvinkel ¢, 0 < ¢
{ e Vis, at d°t er en drejning mcd drejningsvinkel ¢, og
konstruer centret. Er t og d ombyttelige ?

Vis, at enhver flytning af planen er enten den identiske afl—~

bildning, en translation cller en drejning.

To drejninger d1 0g d2 af planen er givet ved centrer og
drejningsvinkler. Bestem den sammensatte afbildning d20d1¢

Diskussion ¢nskes.

(=]

idet,d cr en drejning of planen om punktct C og s cn gpejl-
ing af planen i1 en linie 1 gennem C, skal man vise, at sod

er en spejlinge.

Idet s er en spejling af planen i en linie og t cen transla-
tion skal man visc, at sot er en spejling eller kan sammcn-
sttes af en spejling og en translation langs spejlingralisaria
Vis, at enhver uegentlig kongruens af planen enten cr en spsj-
ling i en linie eller kan sammensattes af en spejling i cn 1i-

nie og on translation langs denne.

Vis, at enhver translation af planen kan sammensmttes af to

spejlinger i punkter (dvs. multiplikationer med faktor - Yo
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Vis, at enhver flytning af planen kan sammenssttes af to
spejlinger i linier.
Vis, at enhver uegentlig kongruens af planen kan sammensettes

af’ en spejling 1 et punkt og en spejling i en linie.

L2, Lad ABC vare en trekant i planen, og lad a, B 0g ¥ betegne
de szdvanlige maltal for dens vinkler. Med dA, dB og dG
betegnes henholdsvis drcjningen om A med drejningsvinklen
200, Grejningen om B med drejningsvinklen 28 og drejningen
om C med drejningsvinklen 2y , alle tre drejninger i den
ved rzkkefglgen CBA bestemte omlgbsretning. Vis, at

dCGdBéqA = €,
hvor ¢ betegner den identiskce afbildning af plancn. (Benyt

f.eks. et resultat fra ¢v. L4i.)

L3. Find for planen ngdvendige og tilstrskkelige betingelser
for, at
a) to spejlinger i linier,
b) en spejling i en linie og en translation,
c) en epejling i en linie og en drejning,
d) en translation og en drejning,
e) to drejninger

er ombyttelige.

Llye I planen er givet et szdvanligt retvinklet koordinatsystem

XX Angiv koordinatfremstillinger af de isometrier, ved

1520
hvilke punktet A(0,2) afbildes i punktet B(4,1+V2) og 1i-

nien med ligningen X, = xzvpé en linie paréllel med Xz.
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L5,

L6,

En drejning af rummet om en given orienteret ret linie 1 kan
angives ved et winkeltal ¢, O < ¢ < 2w, idet drejningen tunkes

udfgrt mod urvisernes retning set fra liniens positive ende.

Lad £ og g vare egentlipe drejninger af rummet om to hinanden
skerende rette linier 1 og m, De to linier Qrienteres, og drej-
ningswinklerne betegnes ¢ og ¢, 0 < ¢ < 27y 0 < ¢ < 27, medens
vinklen mellem de orienterede linier 1 og m betegnes vy,

O<y <ms Videre betegnes med n skaringslinien mellem de to
planer p og &, der fremgar af planen gennem 1 og m ved drejnin-
gen w —-% om l, henholdsvis ved drejningen % om m, Ggr rede for,
at gof er en drejning om n, og bestem drejningsvinklen ¢,

OLK x <7, idet n orienteres sa l,m,n er i venstrestilling.
(Man kan indlszgge en kugleflade med centrum i skaringspunktet O
for 1 og m og bl.a., betragte den sfariske trekant ABC, hvor A
og B er kuglefladens skzringspunkter med de positive halvlinier
af 1 og m ud fra 0, medens vinklerne ved A og B er henh, ﬁ og %,

fgrstnzvnte afsat fra siden AB med uret, set udefra.)

Lad £ vere en vilkarlig uegentlig kongruens af rummet.
a) Vis, at der findes vektorer v £ 0 med f(v) = -v. (Betragt
kongruensen s°f, hvor s er en spejling i et punkt, dvs., en

multiplikation med faktor -1,)

b) Vis, at £ i et passende szdvanligt retvinklet koordinatsy-

stem har en fremstilling af formen

y, =a, + x,cosp - xzsin¢
Vo = a, + x1sin¢ + X,C08¢
y3 = "'.'X_B-

c) Vis, at f enten er en spejling i en plan, en spejling i




{

en plan efterfulgt af en translation i en retning i planen
eller en spejling i en plan efterfulgt'af en drejning”om,ﬁn

- normal til planen.’

ﬁ?? | Vis, at enhver kongruens af rummct kan sammensattes af hgjst -
L, spejlinger i planer. (Benyt bl.a.-et resultat fra gv.46.)
Vis, at enhver uegentlig'kongruens kan sammensattes af en
drejning pé_180°'om'en linie og en spejling i en plan. Vis,
at enhver flytning kan sammensettes af 2 drejninger pé..180G

om linier., . : ‘ : : (
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