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Ved en geometrisk vektor forstås et liniestykke i det sæd

vanlige rum, forsynet med en bestemt gennemløbsretning (på en 

figur angivet ved en pil). Betegnes be~;ndelsespunk~t med P og 
~-.. ~ 

endepunktet med Q, vil vi for vektoren benytte betegnelsen PQ. 

To sådanne liniestykker PQ og RS skal dog opfattes som §..E!-JD.gle 

~ktor, såfremt de blot har samme størrelse og retning, d>rs. 

såfremt de ved parallelforskydning kan bringes til dækningo 

Q 

En vektor vil vi også betegne med et enkel t, understrege·/~ 

bogstav; således er på figuren brugt betegnelsen y. Længden af 

en vektor ~betegnes /y/. 

Ethvert par af p~~kter P og Q i det sædvanlige rum bestemmer 
~ 

således en (geometrisk) vektor v = PQ, - forudsat P og Q er 

forskellige. Også når P og Q falder sammen, vil vi imidlertid 

sige, at de bestemmer en vektor, nemlig ~J~~kto~~' som vi vil · 

betegne Q. Denne tilskrives længden O, men ingen retningc De 

øvrige vektorer kaldes egentlige vektorer. 

For ethvert punkt P og enhver vektor v findes netop et 
o ~ 

punkt Q, saledes at PQ = y. Vi siger, at Q fremkommer ved afsæt-

ning af vektoren v ud fra punktet P. 

For geometriske vektorer indfører vi nu to ~åkaldt lineære) 

regneoperationer. 
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Addition af vektorer. ~ 

:;' 
t---...__ 

Y.-----------~ 
For at definere summen u + v af to vektorer ~ og v 

vælger vi et vilkårligt punkt P og afsætter rørst Eg = ~~ der

næst 2E = ~· Vektoren ~ er da åbenbart uafhængig af det valgte 

begyndelsespunkt P og betegnes u + v. 

~ltt~~kation ar vektorer med tal~ 

Ved produktet av eller ~a af en vektor~ og et reelt 

tal a forstås nulvektoren, såfremt a=O eller ~=Q, ellers (altså 

når både a+O og ~+Q) den egentlige vektor, hvis længde er lal 1~1, 

og som har samme eller modsat retning som ~' eftersom a>O eller 

a( O. 

Vi noterer fØlgende regneregler, hvis gyldighed det over

lades læseren at gøre sig klart. 

u + v = v +u 
' -

u + (~ + ~) = (E; + y) +w 
' 

v + o = v , 
v + (-1)]: = o - ·-· ' 

av = v a 
' 

a(b~) = (ab)~ ' 
a(E; + y) = au + av 

' 
(a +b)~ = av + bv 

' 
1v = v 

For en vilkårlig vektor v siger man, at (-1)~ er y's~~

satte vektor, og benytter også betegnelsen -v. -v er eneste 

lØsning til ligningen 

v + x = o • 
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, 
Til to vilkårlige vektorer u og y findes netop en vektor !' så-

ledes at 

y + ! = :!:!' 

nemlig :!:! + (-v); denne vektor kaldes differensen mellem.:!:! og.~ 

og betegnes kort u - v. -

Stedvektorer. 

Vi tænker os valgt et fast punkt O i rummet. For ethvert 

punkt P kaldes nu vektoren v = OP for P's stedvektor (svarende 

til begyndelsespunktet O). Herved har nu ikke blot ethvert 

punkt en bestemt stedvektor, men enhver vektor er stedvektor 

for netop et punkt, - der er tilvejebragt en enentydig korre

spondance __ mellem rummets punkter og dets vektorer. 

Et par simple eksempler på, hvordan man ved regning.med 

s tedvektorer kan udlede geo.me tri.ske. sætninger: 

1 • 
p 

Q 
Midtpunktet M af et liniestykke PQ, hvis endepunkter har 

stedvektorerne y og !' har stedvektoren 

OM= OP + -21 PD =_v+ i(w-v) = i(v +w). 
~ 2.-.-._ 2__.-

Ligger O ikke på linien PQ, udsiger dette resultat, at diagona

lerne i det af OP og OQ udspændte parallelogram halverer hin

anden; thi y+! er jo netop stedvektoren for den til O diametralt 

modsatte vinkelspids. 

2. I e.n trekant ABC, hVis vinkelspidser har stedvektorerne 

~' b og ~betragtes det punkt T på medianen CM, som bestemmes 
1 ved, at MT_= 3MC. Som sted.vektorfor.T-finder vi da 
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Da dette udtryk er symmetrisk i ~' ~ og c, indeholder dette den 

bekendte sætning, at medianerne i en trekant går gennem samme 

punkt T; og at dette punkt deler hver af' dem {indvendigt) i for

holdet 2. 

Vektorer ,:eå en linie,. vektorer i en plan. 
l 

Da en vektor kan afsættes ud f'~a· ethvert punkt i rummet, 

mener vi, når vi siger, at en vektor ~ ligger på en linie eller 

i en plan, at vektoren kan anbringes på linien eller i planen, 

altså at den enten er nulvektoren elter en egentlig vektor paral

lel med linien elle~ planen. 

Vi bemærker, at summen af to vektorer i en plan ~ atter er 

en vektor i~' og at produktet af et tal og en vektor i 'IT lige-

ledes er en vektor i 'IT; de opstillede regneregler bevarer deres 

gyldighed, når mårt indskrænker sig til at betragte vektorerne i 

'IT. En ti.lsvarende bemærkning gælder for vektorerne på en linie. 
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§ 2. Sædvanligt retvinklet koordinatsystem. 

Et ~sædvanligt) retvinklet koordinatsystem i en plan er 

givet ved to på hinanden vinkelrette orienterede linier x1 og 

x2, koordinatakserne, gennem et punkt o, begyndelsespunktet. 

(En længdeenhed tænkes valgt en gang for alle.) Enhedsvektorerne 

~1 og ~2 på akserne kaldes koordinatsystemets grundvektorer. (En 

cnhedsvek to r er en vektor af' længden 1 • ) 

Idet koordinatsystemet er bestemt ved opgivelse af 0,~1 og 

~2 ~ vil vi forudenxx
1
x2 benytte betegnelsen (0,21 ,~2 ). 

2 

------+P 
-· l 

l , 
~2 l 

.....-..r~r-_;,._-+----4· x1 
o ~1 

Koordinaterne (x
1

,x2 ) til et punkt P i planen er som bekendt 

de med fortegn regnede længder af liniestykkerne OP
1 

og OP2, 

hvor P1 og P2 er P's (retvinklede) projektioner på akserne 

x1 og x2• 

Man bemærker, at vi for P's stedvektor y = Qæ har 

Y =OP = OP1+0P2 = x 1 ~1 +x2~2 , 

samt at (x1,x2) er det eneste talpar, således at y= x 1~1 +x222 • 

Idet enhver vektor L-planen _er stedvektor for et punkt, har vi 

således: 

Til enhver vektor y i--planen i' inde s et og kun et talpar 

(x1,x2 ), således at 

Y = x1~1+x2~2· 

Definition: x1 og x2 kaldes koordinaterne ~j.J. y_oktor-en y i det 

--be-tragtede koordinatsystem. 

Bemærk: et punkt og dets stedvektor har samme koordinater. 

Et (sædvanligt) retvinklet koordinatsystem i rummet er 
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givet ved tre orienterede linier x1 ,X2 
og x

3
, koordi.natajmor·ne_. 

som alle går gennem et punkt O, begyndelsesrmnkte~, og S0i1\ to og 

to er vinkelrette. Enhedsvektorerne .Q1'.Q2 og ~3 på akserne ka~.Ldes 

koordinatsystemets grundvektorer. Idet koordinatsystemet er be~ 

stemt ved opgivelse af 0,§.1 ,Q2 og .€3' vil vi foruden x1x2x
3 

b::::-· 

nytte b&tegnelsen (O '·~· 1 ,_~2 , :~·3 ). 

Koordinaterne (x1 ,x2 ,x
3

) til et punkt P i rurnmet er de med 

fort egn regnede længder af lini,estykkerne OJ? 1 , OP 2 og OE:J, hvor 

P1 ,P2 og P
3 

er P's (retvinklede) projekttoner på akserne 

x
1
,x

2 
og x3. 

Til enhver vektor v i rwnmet findes et og kun et talsæ-t. 

(x1 ,x2 ,x
3

), således at 

v =_x1~1~x2e2+x3~3" 

Definition: x 1 ,x2 og x
3 

ka~des ~~~rdinaterne til vektoren v l 

i 

det betragtede koordinats~stem. 

Bemærk: et punkt og /~ets stedvektor hP.r 2amme koordjnate~r· 
/ 
' 

De lineære regneoperationer udtrykt i koordinaj;..§l:,· 

Vi tænker os valgt 13t 

i Lad vektorerne u og ·~ 
l 
i 

koordinatsystem (0 1 f.1 ,g_21 f:.
3

) ..:.. rummet. 

have koordinaterne (x.
1 
,x2 ,x

3
) og 

u = x1~1 + x2f2 + x3~3' 

v = Y1~1 + Y2!2 + Y3~3· 
\ 

Ved benyttelse af regnereglerne for vektorer finder vi 
' 

u+ v= (x1+y1 )_§.1 '.+ (x2+y2)·§.2 + (x3+y3)·~3' 

au = ax 1 ~1 + ax~§.2 + ax3.Q3 , 

(a_J3r et vilkårlJgt reelt ~al), dvs. ~+y har. koordinatorne 

(x1+y1 ,x2+y2 ,x
3

+y
3

), a~ har koordinaterne (ax
1 

,ax2 ,ax
3

). Vj_ har 

altså: 

Lineære regninger med y~rer afsp~jl~r sjg_i_g,~ske ~~ 
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Mærk: Q har koordinaterne (0,0,0), -u= (-1)~ har ko-

ordinaterne (-x1,-x2,-x
3

), 7u-2v har koordinaterne 

(7x
1
-2y1,7x2-2y2,7x

3
-2x3 ), osv. 

Har punkter~~ P og Q koordinaterne (x1,x2,x3 ) og (y1·,y2_,y3 ), __ _ 

da har vektoren PQ koordinaterne 

(y1--x1 ?y2-·x2,y3-x3); 

thi PQ = QQ--0~, hvor .99 og Q;I: jo har koordinaterne (y1 ,y2 ,y3 ) og 

(x1,x2,x3). 

Eksempler: 

1. Midtpunktet M af et liniestykke PQ, hvis endepunkter har 

koordinaterne (x1 ,x2,x3 ) og (y
1

,y2,y
3

), har koordinaterne 

(
x1+y1 , x2+Y2 

' 2 2 
' ~3+~) 

2 

thi ifølge§ 1, eks. 1 er 

OlVI = OP, + OQ 

2 

2. Skæringspunktet T mellem medianerne-i_ en trekant ABC, hvis 

vinkelspidser har koordinaterne (a1,a2,a3 ), (b1,b2 ,b3 ) og 

thi ifølge§ 1, eks. 2 er 

OA + OB + OC 
OT - · 

3 
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§ 3. Skalar12rodukt af to vektor~~ 

Ved det skalære (eller indre) produkt ! ·.Y. af to vektorer 

!. og il forstås tallet O 1 hvis en af vektorerne er nul vektoren:; 

ellers (altså når begge vektorer er egentlige) produktet af 

deres længder og /osinus af deres viru{el, altså 
J 

l 
j !_·;y = l!.ll~l cos(~,;x:). 

Det bemærk,s, at vi for to egentlige vektorer ~ og ,r. med 
l 

(!_,;y) betegner Jen vinkel i intervallet [O~~] ~som dannea af 

de to vektorer,'når de afsættes fra samme punkt. 
l 
l ' 

r~ærk: skalarproduktet af to vektorer er et t§.l (en skalar) < 

i 
- Man ser-, at ~kalarproduktet af to egentlige vektorer or P')Si.~,. 

l 

tivt, nul ellef negativt, eftersom vinklen mellem vektorerne: ur· 

spids, ret eller stump. 
! 
l 

Når !. e,r en egentlig vektor, kan dens skalære produk-c ~"" ;;~ 
/ 

l 

med en vilkårlig vektor y_ også defineres som produktet af 13.1 
l 

! 

med længden af ;y's projektion på .f's linie, regnet med fortegn 

i overens.s,iemmelse med den ved !. fastlagte retning. Tlu er-
/ \ 

/ il 

il=O, e;,/lærgden af projektionen o, og er YfQ"'_, er længden af :?ro-· 

jekti9nen fetop IIIcos(.f,~). 
! 

Den m~d fortegn regnede længde af projektionen af on vektor 

il på en qr;Lenteret linie l kan således udtrykkes 
/ 

l 
/ l §.·;y 

__ / 1/. 
/ 

hvor Ji er enhedsvektoren på l. Projektionen selv er 
\ 
i (§.·X)Q 
! 

Ilet skalarprodukt tillader man sig ikke, som ved sædvan:L-.tg 
j 

multiptikation, at udelade prikken. Dog skrives i stedet for 
L 2 

~·~ ogsa !. ; 
\ 
\ 

ifølge definitionen er 
'" ~- 2 l 2 !.-~~ = x = 2f l . 

-,, 

----F-or det _ __skalære produkt gælder 
~-------~-

--~-
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1 • !!_·Y.. = y_·!!_ ' 
2. (!!_ '+!::_") • Y.. = !!_'·y_ + xil •y_ 

3. (8.2f)•y_ = a(!!_·~) , 

4. ~+Q => ~~-~ > o. 

1. og 4. er klare. 3. fremgår af definitionen, når man gennem·

prøver de forskellige muligheder: 1) ~eller~ er nulvektoren, 

2) ~ og y_ er egentlige og henholdsvis a>O, a=O, a<D. 

2. er indlysende for ~=Q. For ~+Q kan man benytte, at længden 

af projektionen af~'+~" på ;y's linie regnet med fortegn netop 

er summen af længderne af projektionerne af!!.' og~~~ regnet med 

fortegn. 

Eksempel. Som følge af 1. gælder naturligvis sammen med 2. 

også 

!!_·(y'+~")= ~·;z,'+ "?;.;,Y..Ii· 

Heraf følger umiddelbart, at man kan "gange parenteser ud'1 nøj-

agtig som for tal. Eksempelvis findes til bestemmelse af længden 

af en differens af to vektorer~ 

= g·g - Q"R - b·a + R"R 

= Q2 
+ h2 - 2(g·R) = IQI

2 
+ IRI 2 - 2(Q·~). 

Ligger g og R ikke på samme linie, går denne relation ved ind

sætning af udtrykket for ~·h over i cosinusrelationen i den 

plane trigonometri. Er specielt ~ og Q vinkelrette på hinanden, 

altså Q"R = O, fås 

lg- hl 2 
= 1~1 2 

+ lhl 2
, 

altså Pythagoras' sætning. 
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Skalarproduktet udtrykt i koordinater• 

Lad der i rummet vwre givet et sædvanligt retvinklet ko-

ordinatsystem (0;~1 ,~2 ,~3 ). 

For to vilkårlige vektorer ~(x1 ,x2 ,x3 ) og x(y1 ,y2,y3), dvs. 

og 

finder vi ved brug af regnereglerne 

2f•Y. = 

+ x2y1~2·~1 + x2y2~2'~2 + x2y3e2•~3 

+ x3y1~3·~1 + x3y2~3'~2 + x3y3~3.e3 • 

Da nu ~1 ,~2 og E,.
3 

or tmhoi~_svd{toror>, to og to vinkelrettu, dvs. 

e .• e. ~ = [o1 -J. -J 
for i=j , 

for itj , 

har vi således fØlgende simple koordinatudtryk for det skalære 

produkt: 

Specielt har vi formlen 

2 2 2 2 
1~1 = X•X = x1 + x2 + x3 

for længden af en vektor ~(x1 ,x2
,x3 ). Endvidere bemærker vi 

~·~1 = x1' ~·~2 = x2, ~·~3 = x3' 

dvs. vektorens koordinatc;;r er dens skalrare produkter med grund-

vektorerne. 

Eksempel. Retningsvinklerne for en orienteret ret linie l er 

viru{lerne med koordinatakserne 

a
1 

= (x
1 
,l), a 2 = (x

2
,1), a

3 
= (x

3
,1). 

cosa 1 , cosa2 , cosa
3 

kaldes liniens retningscqsinusser. De er åben·

bart koordinator til enhedsvektoren ~på l. Vi har således 

2 2 2 
cos a 1 + cos a2 * cos a 3 = 1 • 

Vinklen mellem to orienterede rette linier l og m med ret

ningsvinkler a
1

,a2 ,a3 og ~1 ,~ 2 ,~3 bestemmes ved 



Mat, 1, 1962-63 EV, 3, 4 

højre side i ligningen udtrykker n~mlig skalarproduktet af en

hedsvektorerne på de to linier. 

For to vektorer ~(x 1 ,x2 ) og ~(y1 ,y2 ) i en plan, i hvilken 

der er givet et sædvanligt retvinklet koordinatsystem (0,~1 ,~), 
findes, på ganske samme måde som i rummet , 

Eksempel. 

~oz = x1x2 + y1y2 • 

For et vilkårligt tal ep betegner vi med e den: 
-q> 

enhedsvektor i planen, der fremgår af .§.
1 

ved drejningen ep i ret

ning mo1 .§.2 ; e({J har koordinaterne (cosqf~sincp). Vi finder herved 

cos(cp-ø) ; cos(e~,eØ) = ~·~ 
= coscp cosØ +si~ sinø, 

dvs. formlen for cosinus til en differens. 
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§ 4. Fremstillinger af linie og plan. 

Parameterfremstilling for ret linie. 

Vi tænker os i rummet valgt et begyndelsespunkt O for sted

vektorer. 

Man siger, at 

OP = OA + tv, - - - ~oo( t(oo, 

er en parameterfremstilling for linien l. - Vi bemærker, at hvert 

punkt p på l svarer til netop en parameterværdi t. 

Er O begyndelsespunkt i et koordinatsystem (0,2_1 ,~2 ,e3 ), 

kan vi oversætte fra vektorer til koordinater: 

x
1 

= a1 + tv1 , 

x 2 = a2 + tv2 , 

x 3 = a3 + tv
1

, 

· -oo( t(oo • 

Her er (x1 ,x2,x
3

), (a1 ,a2,a
3

) og (v1 ,v2,v
3

) koordinater til P, 

A og y:. 

Omvendt: For vilkårligt givne tal (a1,a2,a3) og (v1,v2 ,v3) 

+ (0,0,0) vil (*), i et forela~t koordinatsystem, fremstille en 

ret linie (nemlig den ved A(a1,a2,a
3

) og y:(v1,v2,v
3

) bestemte). 

Ofte vil en linie l være givet ved to punkter A(a1,a2,a
3

) 

og B(b1,b2,b
3
). l kan da også opfattes som bestemt ved A og 

vektoren y= AB med koordinater (b1-a1,b2-a2,b3-a3), hvorfor 

en parameterfremstilling (*) umiddelbart kan opskrives. Tegn 
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skitse og find de punkter på l, der ved denne parameterfremstil

ling svarer til parruneterværdierne 1, 2, 1/2, O, -1. 

Eksempel. I et sædvanligt retvinklet koordinatsystem er 

en linie l givet ved en parameterfremstilling (*). Med C' be

tegnes den retvinklede projektion på l af et pm1kt C(c1 ,c2 ,c3). 

Vi vil bestemme koordinaterne (c1,c2,c3) til C'. 

Vor viden om C' kan udtrykkes~ 

1. For et vist tal t' er 

OC' = OA + t'y , 

2. C'C·;y: =O. 

O l t bl t . h b t t t l o ( l ' l ) . l d pgaven er øs , o Vl ar es em , c1 ,c2 ,c
3 

Vl a 

fremgå ved indsætning af t' i (*). 

Idet (OC-OC')·;y: =O har vi imidlertid 

= OC' ·v -- = OA•v + t'v•v __ , 

dermed 

dvs. 

Ligning for plan. 

Vi tænker os i rummet et sædvanligt retvinklet koordinat

system med begyndelsespunkt O. 

Lad en plan 1T være givet" ved e~ punkt A( a
1

, a 2 , a
3

) i 1T 

og en egentlig vektor g(n
1

,n2 ,n
3

) vinkelret på 1T. Idet vi med 

P(x1,x2,x3) betegner et vilkårligt punkt i rummet, gælder 

p i 1T ~ g· p;p = o ' 

dvs. 

p i 1T 
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altså 

hvor k = n1a 1+n2a2+n
3

a3 • Man siger, at 

(**) n1x1 + n2x2 + n3x3 =k 

er en ligning for planen v .,· 

Omvendt: For vilkårligt givne tal (n1,n2 ,n
3

)f(O,O,O) og k 

vil (:o,ni:) være ligning for en· plan. Vælger man nemlig et punkt 

A(a1,a2,a
3

), således at 
! 

n1a1+n2a2+~3a3 = k, 
' 

vil (*~:) jo være en ligning for planen gennem A vinkelret på 

n(n1,n2,n3) .. 

Et punkts afstand fra en plan. 
i 

Lad i et sædvanligt retvinklet koordinatsystem en plan 1T 

være givet ved en ligning 

n1x1 + n2x2 + n
3
x

3 
- k = O .• 

Q(n1,n2,n
3

) er altså en vektor vinkelret på v. 

Tænker vi os valgt et punkt A(a
1 
,a2 ,a

3
) i v, har vi for et 

vilkårligt punkt P(x1,x2 ,x
3

) i rummet 

n1x1+n2x2+n3x3-~ = n1x1+n2x2+n3x3-n1a1-n2a2-n3a3 

= n1(x1-a1 )+n2 (x2-a2 )+n
3

(x
3
-a

3
) = g•AP. 

Nu er n•AP produktet af lnl og den med fortegn regnede længde 

af AP's projektion p~ fladenormalen orienteret ved Q, dvs. pro

duktet af lnl og afstanden fra 1T til P (regnet med fortegn). Vi 

har således: 

Afstanden fra 1T til et vilkårligt punkt P(x1,x2,x
3

) i rum

met, regnet med fortegn i overensstermnelse med retningen af ~, 

____ ]2e.st-errur1~s ved l 

------------- -k 

• 
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Særlig bekvem er afstandsbestemmelsen naturligvis i tilfæl-

,... l 2 2 2 2 de ai, at ~~ = n1+n2+n3 = 1; planens ligning 

n1x
1 

+ n2x2 + n3x3 - k = O 

siges da at være normeret. 

/ 
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§ 5. Vektorprodukt af to vektorer. 

Højrestilling og venstrestilling: 

Tre egentlige vektorer ]d, :y: og li' der ikke ligger i sarnmo 

plan, vil, taget i nævnte rækkefølge, være enten i højrestilling 

eller i venstrestilling (ikke begge dele). For geometrien or det 

af betydning, at der findes to slags sæt af tre vektorer, men 

ligegyldigt hvilken slags der kaldes højre-, hvilken venstre

stillet. Ved anvendelser på det sædvanlige dagligdags rrun vi 

lever i, bruges tommel-, pege og langfinger på højre hånd som 

model på tre højrestillede vektorer; ]d, :y: og li siges at være i 

højrestilling, hvis den korteste drejning fra :d til y_, set fra 

den ved li bestemte side af planen udspændt af ]d og y_, er modsat 

urvisernes retning, - herved er de tre vektorer tænkt afsat fra 

samme punkt • 

Ved kredsforskydning ~f tre vektorer, dor ikke ligger i 

samme plan, bevares stillingen; ombyttes to af dem, ændres stil

lingen. Er ]d,y_,~ f.eks. i højrestilling, gælder det samme om 

Y,,li,]d og li,]d,y_, medens ]d,~,y_, Y,,]d,li og li,Y,,]d er i venstrestil-

ling. 

Et koordinatsystem (O,Q 1 ,~2 ,~3 ) i rummet kaldes et højre

system eller et vonstresystem, eftersom Q1 ,~2 ,~3 er i højre

eller venstrestilling. 

Vektorprodukt. 

Ved vektorproduktet ~ x Y. af to vektorer ~ og ~ forstås, 

såfremt vektororne or egentlige og ikke parallelle, den vektor, 

hvis længde er 

som er vinkelret på både ]d og Y. og således rettet, at ~,y,g x v 
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i denne rækkefølge er i højrestilling. 

u x v 

..,..7 .: l , .-' i 

. -..,_~_r ~~ l l / / 

~. '""- / ' ,. 1_1-!--· . 
Tænkes vektorerne afsat~ samme punkt, kan længden af l! )< y 

også ru1gives som arealet af det parallelogram, der udspændes af 

~ og y_. 

Er :9: eller Y. nulvektoren, eller er l! og y_ egentlige~ men 

parallelle, forstås ved u x Y. nulvektoren. 

Formlen 

gælder således, blot u og Y. er egentlige. 

Bemærk~ vektorproduktet af to vektorer er en y~_lf.iQ.L.:.. 

Betegnelsen :!:12 er allerede benyttet for det skalære produkt, 

:!:!•l! og kommer derfor ikke i betragtning for vektorproduktet 

l! x 11; en særbetegnelse herfor er imidlertid også overflødj_g~ 

thi ifølge definitionen er jo altid 

}lx~=Q. 

Den kommutative l.ov gælder ikke for vektoriel mul tiplilca--

tion, men erstattes af reglen 

For tre vilkårlige vektorer l!' Y. og ~ har både (B x y) 

og l! x (y_ x]!) mening, men de to udtryk betegner i alrnindeligl:c)·~~ 

forskellige vektorer. F.eks. er 

(~1 x ~1 ) x ~2 =Q, men 

hvor ~1 ,..§.2 er de to første grundvektorer i et sædvanligt retvink

let højrekoordinatsystcm. Den associative lov gælder såled~s. __ i~~lf§ 

for vektoriel multiplikation. 



(_ 
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Derimod gældBr den distributive lov: 

J:! x (,:y: + }:!) = J:! x y_ + ~ x li . 

Samtidig vil vi vise 

u x(a,:y:) = a(J:! x y_), 

hvor a er et vilkårligt tal. 

EV, 5, 3 

For u = Q er begge ligninger indlysende. Det er derfor nok 

at føre et bevis for det tilfælde, at J:! er en egentlig vektor. 

Hertil vil vi, idet vi tænker os J:! fastholdt, give en hensigts-

· mæssig beskri.velse· af vek.torprodukt~t J:! x ~ for vilkårlige 
/ . 

. / 

vektore:b ~· 

-"For simpclheds skyld tænker vi qs alle vektorer afsat fra 
) 

samme punkt O; lad IT være planen genpem O vinkelret på J:! (tegn 

skitse). For enhver vektor~ er nu 

·. 

hvor ~' = PIT(~) 
i 

betegner projektionen af~ på IT (overvej dette); 
l 

J:! X ~ ligger da i IT og fremgår ar ~-'··Ved. en drejning af størrel-

Se ~(i retningen modsat urviser71-es, set fra J:! 1S endepunkt), 
f 

efterfulgt af en multiplikation Jiled l:!:!l· Betegner vi med x"= 
i 

D(~') den vektor i a- , der fremgår ved drejningen alene, har vi 

således 

Nu er åbenbart 

P (v+w) = P (v) + P (w) a--- a-- a--(,:y:+}:!) l = 

(y_+}:!)" = D(v'+w' )'= D(v') + D(w') 
~ - ----~-----

og dermed 

=y_' + !!' ' 

= v"+w" , 

:!:! x (y_+:y~) =-1:!:!1 (y_+}:!)" = l:!:!! Y.." + Lullf" =u x y_+:!:! x w 

Ligeledes 

(a_y)' = P a-(a:y:). = aPIT(y) = ay_' 

(a:y:)" = D(a:y:') = aD(v') =av" 
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og dermed 
~x. (a:y:) = l:!::!:l(a:y)" = al:gly" =a(~ x y). 

Eksempel. Naturligvis gælder også den anden form af den 

distributive lov 

(y + !) x u = y x u + ! x u 

såvel som reglen 

(ay) x :9; = a(y x:!!); 

thi ombyttes faktorerne i alle vektorprodukterne, skifter 

disse alle fortegn. 

Man har derfor f.eks. 

når man således "ganger parenteser ud", må man være opmærksom 

på, at man i vektorprodukterne på hØjre side stadig skal tage 

faktoren fra den fØrste parentes fØrst; faktorernes orden er 

jo her ikke ligegyldig. Eksempelvis finder vi 

(~+~) x (~+Q) = a x~ + Q x ~ + a x b + b x b 

eller O = b x ~ + a x Q 

i overensstemmelse med, at b x ~ = -~ x Q• Endvidere 

som udtrykker en elementær sætning om parallelogramarealer. 

Vektorproduktet udtrykt i koordinater. 

Lad der i rummet være givet et sædvanligt retvinklet 

hØjrekoordinatsystem (0,~1 ,~2 ,~3 ). 

For to vilkårlige vektorer };!(x1 ,x2 ,x
3

) og y(y1 ,y2 ,y
3

), dvs. 

:!::!: = x1~1 +x2e.2+x3~3 og Y = Y1~1 +y2~2+Y3~3 ' 

finder vi ved brug af regnereglerne 

u x v = x1 Y1~1 x ~1 + x1y2~ x ~2 + x1y3~1 x ~3 

+ x2y1~2 x e1 + x2y2~2 x ~2 + X2Y3SJ.2 x ~3 

+ x3y1~3 x ~1 + x3y2~3 x ~2 + X3Y3~3 x ~3 • 

6-
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Idet nu e -1 x Q1 = .§.2 x &.2 = Q3 x ~3 = Q 

.§.1 xQ2 = .§.3' e2 x G..,. = .§.1' .§.3 x .§.1 = .§.2' ,,.... -:; 
J • 

og 

har vi således 

-. ---11-X. y-= (x2y3-x3y 2 ).§.1 + (x3y1-x1y3)Q2 + (x1y2-x2y1) 8 3 

lx2 x3je lx3 x11 . lx1 x k' :=: + + 2 . 
-~ 

y y -1 e2 y2 .3 
_, 

y3 y - y1 2 3 •.· 1 

dvs. koordinaterne til lix v er 

Eksempel. For to vektorer ~(x 1 ,x2 ,0) og y(y1,y2,o) liggende 

i x1x2-planen har ~ x v koordinaterne 

(o, o, 
x1 x2 

y1 y2 
) . 

Ligger ~ og y ikke på samm·e linie, kan arealet af det parallel o-

gram, ~ og y udspænder, når de afsættes fra samme punkt, derfor 

beregnes som den numeriske værdi af determinanten 

x1 x2 
y1 y2 

thi dette er jo længden af u x y. 



< 
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§ 6, Rumprodukt af tre vektorer. 
' l 

/ 
Ved rumproduktet 

tallet 

[~~]af tre vektorer§, B 
-~ 

og .9. tstås 
(Q; x $)o .9.· / 

! f 
Vi vil søge den geometri~ke betydning af dette produkt. 

Først betragtes det tilfælde, hvor §,]2 og .9. ikke ligger i 

samme plan. Tænfer vi o~ de tre vektorer afsat fra s~e punkt, 
l l 

udspænder de et paralletepipedum. Som grundflade heri,kan vi 
j i 

tage det af Q os;' E. udsp~ndte parallelogram med arealet' j g x E. l; 
\ ' 

højden er da længden af Q' s projektion på gnmdfladenormalen, 
. \ 

dvs. på g x ]2's ~inie; volumenet er derfor den numeriske værdi 
l l 

af (~ x ].) ·g_. Fottegne~ for (g x].) ·g, er positivt eller nega-, 
\ 

tivt, eftersom Q :J-iggef på samme eller på modsat side af den af 

§og .12 udspændte plan J9m g x E,, dvs. eftersom g,b og g i denne 

rækkefølge er i højrestilling eller i venstrestilling. 

Ligger ~,]2 og .9. i samme plan, er(~ x ].)·Q= O. Thi ligger 

§ og E. på samme linie, er allerede § x E. = O, og ellers ~å Q 

ligge i den af § og E. udspændte plan, dvs. (.@: x E.)· .2. = O. 

Resultat: Rumprodlli{tet [~~~] er forskelligt fra O, netop 

hvis g,]. og Q ikke ligger i samme plan. Don numeriske værdi er 

da volumenet af det af de tre vektorer udspændte parallelepipe

dum, medens fortegnet angiver stillingen af g, b og g_, - posi

tivt fortegn svarer til højrestilling. 

Ud fra rumproduktets geometriske 

(~li~J =::-·["Es:§!:],;:: [~~~] 

-[§Q~l--= -[-S!E~L = -[~~~]. 

' \ 
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Vi bemærker, a t parentesen i (.§;x}2,). ~ kan: undværes, således 

at man blot skriver ~x!2.·~· Denne betegnelse kan ikke misfor

stås, idet ~x(~·~) er uden mening. - Når man skal skrive 

[~~~] ud på formen _§;x}2.·~, sker der ingen skade, om man ombyt

ter de to multiplikationstegn x og • , idet 

.§;x}2.·~ = [~QQ] = [e~] = Qx~·~ = ~·!2,xQ. 

De te rminan t af 3. orden • 

Udtrykket 

x1 x2 x3 

y1 y2 y3 

z1 z2 z3 

benyttes som betegnelse for 

x1y2z3+x2y3z1+x3y1z2-x3y2z1-x1y3z2~~2y1z3. 

Til støtte for hukommelsen bemærkes, at de tre 11 +led;' svarer til 

indbyrdes parallelle skrålinier i følgende skema 

x1 x2 x3 x1 x2 

y1 y2 y3 y1 y2 

z1 z2 z3 z1 z2 ' 
ligeså de tre "-led;'. 

Rumproduktet udtrlkt i koordinate!• 

Lad der i rummet være givet et sædvanligt retvinklet hØjre-

koordinatsystem. 

For tre vilkårlige vektorer .§;(x1 ,x2 ,x3 ), E:(Y1 ,y2,y3) og 

~(z1 ,z2 ,z
3

) finder 

( x2 x31 ' 
y2 y3 

vi, idet axb har koordinaterne 

for rumproduktet (~xb)·~ udtrykket 

~~~ ~~~z1 + 1;~: ~:b + ~~: ~~~z3 ' 

altså 
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x1 x2: .:x:3 
[abc] = y1 y2 y3 ---

'z1 
.. 

z2 z3 
l ----L 

Eksempler: 

Volumenet af et tetraeder OABC, hvor A, B og C har koordinaterne 

(x1 ,x2,x
3

), (y1 ,y2 ,y
3

) og (z1 ,z2 ,z
3

), medens O er koordinat

systernets begyndelsespunkt, er den numeriske værdi af 

1 
b 

x1 x2 x3 
y1 y2 y3 

z1 z2 z3 
• 

Under brug af, at tetraedrets volu~en er 1/3 hØjde gange grund-

flade, ser man nemlig, at det er 1/6 af volumenet af det paral

lelepipedum, der udspændes af OA, ~-og OC (tegn skitse). 

Ligning for en Elan. Lad en plan v være givet ved et punkt 

C(c1 ,c2,c
3

) og to vektorer ~(a1 ,a2 ,a3 ) og b(b1 ,b2 ,b
3

), der ikke 

ligger på samme linie. Idet vi m~d P(x1 ,x2 ,x
3

) betegner et vil

kårligt punkt i rummet, gælder 

P i 'iT <===> 

dvs. 

(~ x '!?_). CP = O , 

a1 a2 
b1 b2 

x1-c1 x2-c2 

Som ligning for planen v har vi således 

a1 a2 a3 l 
= o 

= o • 

l 
J b1 b2 b3 l 

l 

x1-c1 x2-c2 x3-c3 -~- . 
! 

i 
eller, anderledes skrevet, ·~l 

) 

o . a2 a3 l (x -c ) + a3 a1 (x2-c2 ) + a.1 a2 (x
3
-c

3
) ~ 

b b 11 b b b b 
2 3 . . 3 1 1· 2 

! 

' 

l 
! 
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§ 7. Koordina ttransfor•ma tt on. 

Koordinattransformation i rumm~t. 

wære to koordinat~&tem~F i 

rwmm~t; wi kalder dem det gamle og det nye system. 

Vi itænke-r os det nye koordinat system fastlagt i forhold til 

det gamle derwed, at det nye begyndelsespunkt 6 har de gamle koordi-· 

nater ('r1,.Jjr 2 ,.,r
3

), og de nye grundwektorer ~1 , ~2, ~3 har de gamle 

koordinater (r 
11

, r 21 ,..r31
), (r j 2 ,,r 2_2 ,r

32
} og (r 

1 
y r 23 , r 

33
).. Vi kan 

da udtrykke de gamle koordinater (x1 "~~~) til et "\?Jilkårligt pun.lf."E 

P wed de nye koordinater (x
1
,x2 ,x

3
) til samme punkt: wektorligningen 

cw = oa + ei'P =: o6' + xi~-1 + x2~2 + x3~3 

er nemlig ensbetydende med de tilsvarende ligninger mellem de ind.-

' 
gående v,ektorers gamle koordinater (jfr. EV~2,2), 

... .... A 

x1 = r1 + r11x1 + r12x2 + r13x3 
A ... A 

~ ;:: r2 + r21x1 + r22.x:2 + r23x3 
... ... ... 

x3 = r3 + r31x1 + r32x2 + r33x3 • 

Betegner (x:1 "~"~) og (x1 ,.X2 ,.X3) i stedet gamle og nye leoordinater 

til samme vektor ~ fremgår af ligningen 

A A A 

v = x1~1 + ~~2 + x3~3 

fØJLge·nde koordinattransformationsformler: 

A .... ... 
x.1 = r 1· 1 x.., + r 1.2x2 + r1.3x3 

' ' l 

A " A 

~ = r21x1 + r22x2 + r23x3 
A ... " x3 = r31x1 + r32x2 + r33x3 • 
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Nye koordinater (x1 ,.X2.,.X
3

) udtrykkes ved gamle (x
1 
,x~,x3 ): på 

ganske tilsvarende måde, idet man jo kan lade de to koordinatsyste

mer bytte rolle. For punkter er således 

"' 
x1 = s1 + s11x1 + s1.2.x.2 + s13x3 
"' 
x2 -- s2. + s2-1, x1 + s22x2. -h s2-3x3 
" 
x3 = s3 +r s31xt + s32x2. + s33x3 ' 

f' o r vektorer 
"' 
x1 - s 1 .~. x_, +r 8 12x2 + s13x3 ,, l 

"' 
x2 = s21 x1 + s22x2 + s23x3 
"' 
x3 = s3t x1 + s32x2 -h s33x3 

o 

' 
her er ( s.

1 
,s2 , s

3
) nye koordinater til det gamle begyndelsespunkt O 

og (s11 ,s21 ,s31 }, (.s12,s22 ,,s32 ) og (s
13

,s
23

,s
33

) nye koordinater 'i\11 

de gamle grundvektorer ~ 1 , ~2 og ~3 . 

Ov.:ergang f'ra koordinater med hensyn til et koordinatsystem til 

koordinater med hensyn til et andet kaldes koordinattransformation. 

Koordinattransformationen fra gamle koordinater (.x1 ,x2 ,,x
3

); til nye 

(x
1 

,.X2_,x
3

) f'or punkter, henllolids.vis. vektorer udtrykkes ved de sidst. 

opskrevne koordinattransf'ormationsf'ormler; skemaet 

s1.1 s12 s13 

s21 s22 s-23 

s31 s32 8 33 

af' koefficienter til x1_~ x2 og x
3

, kaldes koordinattransformations

matricen (en matrix er et rektangulært talskema}. 

Idet såvel det gamle som det nye koordinatsystem er sædvanlig~ 

retvinklet, vil koordinattransformationsmatricen være ortogonal, 

dvs. 
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:for i == j • 
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Venstre side udtrykker nemlig skalarproduktet e .• e. i nye koordina
-lt- -J 

ter. - Også matricen 

rt1, 1'12. r13 

r21. r22 r2:3 

r31 r32 r33 

svarende til overgangen fra nye til gamle koordinater er naturligvis 

ortogonal. 

Da r. . er den i te gamle koordinat til e . , altså ( j:f:r,:. EV·, 3, 3) 
lJ -J 

r .. = e .. e. = cos. Ce. ,e.) .l 
l J -J -l -l -J 

te · · 
er den j nye koo·rdina-t-·-ti.1 -~i, 

~ ( ,., ) . s . . == e .. e. . == c o æ; e .. , e . :, 
J:L -l -J -1.. -J 

medens s 
j i 

altså 

har man. .. 
s .. =L' .. , 

J];_ lJ i == 1 ,2,3, j ==- 1 ,2,3. 

Koordinat transformationsmat ri c.en _ _f'.or_ __ .over.gangen :fra gamle. til 

nye sædvanli&e retvinklede koordinater :fremgår således a:f matriaen 

for den omvendte koordinattransformation på simpel måde, nemlig 

ved såkaldt transpoi].ering, der kan beskrives som en spejling l!. 

11hoveddiagonalenir: 

l 

r 11: r 2.1 r31 81.1 s12. 8

13) 
s21 s22_ 8

23 = r12. n22 r32 

s31 s32 8
33/ r13 r 2.3 r33 • 

Dette vil man naturligvis benytte sig a:f, når det nye koordinatsystem 

er give.t ud :fra det gamle som i indledningen beskrevet., o.g.:formler-

ne :for overgang :fra gamle ithl nye. koordinater ønslces opski?e-wa-tt ... 

For en plan rr givet v-ed ligningen. 
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n.1 x:1 + n2x2 -h n3x_3 = k 

i det gamle koordinatsystem opskrives umiddelbart en ligning i det 

nye: ]adeF vi nemlig som ovenfor (lx.
1 

,x
2

,X]} og (x
1 
,x

2
,x

3
) betegne 

gamle- og nye koordinater for samme vilkårlige punkt P, gælder jo 

E tilhører 1T ~ n1x1 + n 2x 2 + n
3

x
3 

= k 

ni (r1 
.... .... 

r13x3) ~ + r11x1, + :v12x2. + 

+ n2(r2 
.... .... 

r 2.3x3) + r2.1x1 + r22x:2 + 

+ n3(n3 
" .... 

r33x3) k + ]''31 x.1 + r32x2. + = . 
For en ret linie l gi ve t ved p.arameterfremstillingen 

x1 = a1 -tt tv , 
1 

x2 = a2. + tv
2

, -oo < t < CO !J 

x3 = a3 + tv;3.? 

.i det gamle koordinatsystem, fås som parameterfremstil_Ung i det 

nye 
A 

x1 =-s 1 + s11, (a1 + tv
1

) + s12(a2 -h- tv } 
2. + s13(a3 + tv

3
), 

..;. 

+ s21 (a1 tv
1

) + s 22(a2 + tv
2

) + s2j(a3 tv
3

), x2 = s2 + + -co{it(oo o 

.... 
+ s31 Ca1 tv

1
) + s32(a2 tv2 ) + s33(a3 tv

3
Y, x3 = a3 + + + 

KoOJrdinattransformation i planen. 

Man finder her ganske tilsvarende forholcl som i nummet: 

Lad (O ;_~1 '~2 )l og ( 6; ~1 , ~2 ) være to koordinat sys terner i samme 

plan; vi kalder dem det gamle og det nye system. 

Nye koordinater (x
1 

,x,..,) til et vilkårligt punkt P udtrykkes 
l c_ 

vGd gamle koordinater (x
1 

,_x2 )' til samme punkt ved koordinattransfor

mationsformler 
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for vektorers koordinater haves 

"' x2 = s21x1 * s22x2 ; 

her er ( s 1 , s 2} nye koordinater til det gamle begyndelsespunkt O, 

(s11 ,s21 )' og (s12 "a22 )J nye koordinater til de gamle grundvektorell' 

~1 og ~2 o 

Idet såvel det gamle som det nye koordinatsystem er sædvanlig1t 

retvinklet,, vil lcoordinG. ttransforma tionsma tricen 

for i =f j 
foJ? i = j • 

Koordinattransformationsmatricen for overgangen fra gamle til 

nye sædvanlige retvinltlede koordinater fremgår af matricen 

(
r11 r12) 

r2.1 1:'22 

for den omvendte koordinattransformation ved transponering, 

(

8
11 

8
12) = (r11 rr21) 

s21 s22 r12 r22 ' 

idet s . . = r . . = c o s ( e . '· e . ) ' Jl.. lJ -l ·-J 
i=1,2, j=1,2. 

S;om noget specielt for planen fremhæves, at beliggenheden m' 

det nye sædvanlige retvinklede koordinatsystem :X1:X:2i forhold til 

det gamle x
1
x2 kan beskrives ·ved ud over de gamle koordinater (r1 ,r2 ) 

til det nye begyndelsespunkt 6 at angive vinklen a= (X
1
,l

1
) fra 

den gamle til den nye 1 ... akse regnet med fortegn svarende til 

C..et omlØb i planen,. 

oplyses, om (X1 ,:X:2) 

haveS: 

~' idet det tillige må 

~- I de to tilfælde 
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cosa -sina 

= (sina coscx), 

Kunver af 2-. o·l?den. 

EV,7,6 

cosa si.ncx 

= (sina -cosa). 

Som· en. anvendelse af koordinattransformationer i planen vil 

vii. undersøge de algehraislce kurver af 2. orden .. 

Ved en algebraisk kurve af 2. orden forstås en mængde k a:t: 

punkter i planen, som i et sædvanligt retvinklet koordinatsystem 

x
1
x2 kan fremstiiles ved en algebraisk ligning af 2. grad, 

2 2 
( *) b11 x1 + 2b12x1 x2 + b22x2 + 2b1x 1 + 2b2x2. + b = O, 

hvor b'erne 0r konstanter og (b
11

_,b
12

,_b22 )) =f (o,o,o). Hermed 

menes,_ a t k er mængden af punkter P, hvis koordinartter (x
1 

,x2_) 

tilfreds s tiller ligningen 51 e.ller anderledes udtrykt: 

hvor (x
1 

,x2 )) er koordinater til P med hensyn til x1x2 • 

Vi bemærker, at blot en punktmængde k i et koordinatsystem 

kan fremstilles ved en algebraisk ligning af 2. grad, gælder det 

samme i ethvert koordinatsystem. 

Lad nemlig k i koordinatsystemet x
1
x

2 
være f'remstillet ved 

ligningen ( *);, hvor vi for kortheds skyld vil b e tegne 2. grads 

polynomie:b på venstre side med F(x1, ,x2 )), og lad X1X2 være et nyit. 

koordinatsystem. Idet formlerne for overgang fra nye til gamle 

koordinater er 

" .... 
x2 = r2 + r2.1x1 + r22x2 ' 

betegner vi med F(x
1 
,x2_}': det polynomium, der fremgår af F(x1 ,,x2.),. 

ved indsættelse af udtrykkene for x1 og X2.• For hvert punkt P i 
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planen fås nu samme tal, hvad enten man indsætter de gamle koordi

nater i F(x
1 

,,x2 ): eller de nye i F(x
1 

,,x
2

); speciel t fås tallet o 

for de samme punkter, således at ligningen 

F(x1 ,x2) =o 
er en fremstilling af k i koordinatsystemet x1x2. 

Efter den måde, hvorpå polynomiet F(x
1 
,x

2 ) er dannet, e:zr de1t 

klart, at det er af hØjst 2.. grad. At graden virkelig er 2, kan 

man da indse ved i P(x
1 
,x2 )· at itænke sig indsat xt og x

2 
udtrykt 

ved x1 og x
2

; thi herv8d fås det oprindelige 2. grads polynomium 

F(x1 ,x2 ), - man får nemlig et polynomium i x1. og x2 af hØjst z. 
grad, som for ethvert talpar (x

1 
,x2~ antager snmme værdi som 

F(x1 ~x2 ), hvilket medføreD overensstemmelse også for koefficien

ternes vedkommende (jfr. øv. 34). 

Vi vil nu nærmere undGrsØge en algebraisk kurve k af 2. orden 

givet ved en ligning 

(~~;) b
11

x
1

2 + 2.b1.
2x

1
x2 

+ b 22x2
2- + 2b1x

1 
+ 2b

2x2 
+b :::-O 

i et sædvanligt retvinklet koordinatsystem (0;~1.'~2_)). Det forud

sættes, at (b
11 

,b
12

_,b 22 ) 4 (o,o,o). 

Metoden består i ved overgang til et nyt koordinatsystem 

(6; §.
1 
,~2 ) at få polynomiet F(x

1 
,x

2
)' på venstre side i (*) ti1. at 

gå over i et simplere polynomium F(x1 ,x2 ). 

Vi betragter fØrst overgangen til et koordinatsystem (0;~1 ,_~21, 
der fremgår af det oprindelige ved en drejning vinklen a om be-

gyndelseapumktet O; som side 5 regnes a med fortegn svar~nde ti] 

det omlØb i planen, hvorved (e1 ,~2) =+y:. Det givne polynomium 

F(x
1

,x2 ) går herved over i et nyt, idet man indsætter 

x1 = x1cosa - i2sinoc 

x2 = xisinQ + i2cosa. 
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For koefficienterne til ledc.1ene af 2. grad i det fremkomne poly

nomium 
,.. x 2 ~ x. - ,.. 2 -
b11, 1 + 2012 1x2. + b22~2 + 2"&1x1 + 2"6.2x2 +b 

findes efter simple omskrivninger 

"611 = !(b11.+b22)) + !(b11,-b22.))cns2a ~ b12:sin2a 

"612 = - i(b1.1-b>22)sin2a. + b12uc~0rx 

"6
22 

= !(b
11 

+b
22

)l - ~(b11; -b22 )cos2&.: - b 12sin2cx ,. 

Vi noterer at 

som en udregning viser. 

Af udtrykket for "6
12 

ses, at man ved et passende valg af a 

. o ,.. kan opna, a~ b1.2. =O. Er allerede b 12 =o, kan man f.ekso vælge 

ex = o, dvs. bevare det oprindelige koordinatsystem, og er b--1 2. =FOr 

bestemmes de brugbare værdier af ex ved ligningen 

' cot 2cx = b11; - b22: 
2b.12 

som jo har løsninger, bl.a. netop en i det åbne interva1 ]o, ~[o 2. 

Vi f.orudsætter nu, a t b 
12 

= O. Ved ove.rgang fra (O; ~1 ,~2 ) 
til et parallelforskudt koo~dinatsystem (6;~1 ,§2 ) og dermed ind~ 

sæt1relse af 

i polynomiet 
-s1.1x1 2 * -s22x22 + 2"61x1 + 2"62i:z + b 

kan man, hvis "6
11 

og b~ begge er forskellige fra O, for det :r:~ ..... 

polynomium F(x
1
. ,x2.)) opnå fLormen 

.... "' 2. ,.. "' 2_ ,.. 
b11x1 + b22x2. + b' 

og ellers en af formemne 
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A A 2 ~ A A ~ 2 
b1.1x 1 + 2b2x2 eller b

11
x

1 
+ "6, 

""2. -""' A A2 
b 22x2 + 2b1x1 eller b 22x2 +b, henh. 

eftersom '611 { O og '62 =l= O, eller '611 =l= O og b;2 = O 9 henholdsvis 

For en algebraisk klJLY..~ k af 2 e orden. gi_'@..t ved en l..iz..n.i.P.K 

(*) af 2. grad i et sGad-yanl.Jgt retvinklet koordinats;ysteiiL:t~E-.§~e.J.: 

fØlgende muligheder: 

8.J-lipsetilfældet b 11b 22 - b 1 ~ > O : 

k er en ellipse, et J2.Unkt eller tom. 
2 

rarabeltilfældet b11b22- b12 = 0: 

k er en parabel, to_ J2arallelle linier, en l.inie eller tom. 

2 
Il~bel tilfældet b 11.b 22 - b 12_ < O : 

k er~n hyperbel eller to hinanden skær~nd~i~i~~ 

Står man over for den opgave a t skulle bestemme art og belig-

genhed af en algebraisk kurve af 2. orden givet ved en forelagt 

ligning (*» i et sædvanligt retvinklet koordinatsystem, vil det 

oftest være fordelagtigt o. t begynde med om muligt a t fjerne ledde·-

na af 1 • grad ved en parallelforskydning af koordinatsystemcto 

Koefficienterne til leddene af 2. grad øndre.s ilcke herved. Er 

h 12 =f O, går man derpå over til et nyt koordinatsystem drejet 

1T vinklen ex, O < ex < 2 , 

cot 

bestemt ved 

b11;- b22 
2cx. =- ~-:....;;_,-= 

2b1,2 

herved opnås '612 = o, medens de nye koefficienter '611 og '6 22 kan 

findes som rØdder i andengradsligningen 
2 2 

z - (b 11 + b 2 2 ) z + ]) 11, b 2 2 -b 1 2 =- o 
hvilken af rØddernoder er "6

11
, kan afgøres vod, at "611 - '622 

har samme fortegn som b 12 • - Den nævnte overensstemmelse i fortegn 
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f'Ølger af', at 

"6
11 

- "6
22 

=-- (b
11

-b
22

)·cos2a -n 2b12 sin2cx :;; ' 
idet a er valgt i intervallet ]o,~[. 



§ 8. Isometrier~ 

En afbildning f af rummet ind i sig selv vil sige en ti1orcl-· 

ning, hvorved til hvert punkt P i rummet igen svarer et punkt :l. 

rummet~ Sidstnævnte puru{t betegnes ~(P) og kaldes billedet a~ P 

v.ed afbildningE;n f. Betragtes kun en afbildning' vil vi også skroi·

V6 P' for billedet af P. - Begrebet afbildning af en plan ind i 

sig selv har en ganske tilsvarende betydning,~~ og de samme beteg-· 

nelser benyttes. 

Bland t afbildningerne af en plan ind i s j_ g s el v og af l"'~_,_,-;-:IT:et, 

ind i sig selv spiller de afstandsbevarende eller i.§2me_i!:_~ 81~~ e::.,_ 

fremtrædende rolle, ikke mindst i den elementære geomet:L.,i. DG~ ko.l

des også isometrier eller ~gruenser. 

Vi betegner med IPQI afstanden mellem puru{terne P og Q~ 

At en afbildning f af en plan ind i sig sel-v eller af r1.ur.:net 

ind i sig selv er isometrisl{, betyder$ at der for hvillwsoml:elst 

punkter P og Q i planen, henholdsvis rummet gælder 

lf(~)f(Q)I = IPQI. 

Som eksempler på æsometrier af planen nævnes translat.ion (dvso 

parallclforskydning), drejning om et punkt, spejling i en J.j_ntc; 

for rummets vedkommende nwvnes translation, drejning om en li~-~. e., 

spejling i en plan. Den identiske af'bildning af plan elle?:' I"L~:c 1 

hvorved hvert punkt har sig selv som billede,~~ er naturl~_g'/:Ls L:: .. o·~ 

metrisk; den regnes i reglen med blandt translationer Gåvel s:;;n 

blandt drejninger. 

Lad os studere en vilkårlig isometrisk afbildning f af r~nmet 

ind i sig selv: 
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Først bemærkes, at der f'or vilkårlige punkter P, Q og R gæl-

der ~ 4· ~.....). 
p ' Q' • p 'R r :::: PQ. PR • 

Ved anvendelse af 

l~- ~1 2 
= 1~1 2 

+ lbl 2
- 2(~·Q0 

fås nemlig 
~ ~ 

jPQI2. IPR!
2 

IQRI
2

) PQ.PR ::::f( + 

=·~( IP'Q' 12 
-Ir IP'R' 12 - IQ'R' 12) -~ ~ 

= P'Q'·P'R'. 

Idet nu O er begyndelsespunktet, A1 , A2. og~ enhedspunkter

ne på akserne i et sædvanligt retvinklet koordinatsystem x
1
x

2
x

3 
i rummet, dvs. 

OA. ·OA. = 4 ~ [01 
le J 

for i 4 j 
for i = j , 

vil ligeledc;s O'· være begyndelsespunkt, A1' A; og A_3 enhedspunk

ter på akserne i et sædvanligt retvink~et koordinatsystem x1x2.x3, 
idet jo 

·~ ~ 
O 1 A~. O 1 A.' 

:L. J = [~ for i :j: j 
foF i = j • 

Da koordinaterne (x1 ,x2 ,x3 ~ mod hensyn til 

for et vilkårligt punkt P kan udtrykkes 
~ ~ ~ --) 

x1 = OP.oA1 , x2 = QP.oA2, x
3 

= 

hvor de skalære produkter ikke ændvam; nårr O,A
1 1

Az1A
3

,P erstattes 

med de respektive billedpunkter, ser man, at billedet P' af P med 

hensyn til koordinatsystemet x1x2x3 ligeledes har koordinaterne 

( x
1 

.11 x
2 

,.x
3

).. 

i(._ed. en vilkårll.g__!sometrisk afbildning af rumme: t ind_,;L_~_a 

selv har altså ethvert pu~~ P og dets billedpu~~ P' samme koor~ 

dinator med honsæp til hvert sit sædvanlige retvinklede koordinat-
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Heraf' .f'Ølger umiddelbart en række egenskaber: 

En isometrisk af'biJLClning af' rummet ind i aig sel:w e:r bijektiw, 

dwso ethwert punkt er billede, og a~ netop et punkt. 

Til en plan 1f svarer en plan 1f', dws. bil.l.edpunkterne swaren

de til punkterne i 1r udgØr igen en plan 1T'. 

Thi er 
n 1x

1 
+ n

2
x2 + n

3
x

3 
= k 

en ligning :ror w med hensyn til koordinatsystemet x1x2x
3

, wil. bil

].edpunkterne udgøre p]anen "'' med samme ligning med hensyn til. 

Z1t2~3· 
Til e:n (OFienteret)' lf."eit JL.inie 1. swar,er en ('orienteret) !i'et 

linie 1'. 

Thi en parametexfTemstilling 

x1 = a1 + tv
1

, 

][2: = a2 + 1tw2. - 1"0 < t < ro, 

x3 = 8:.3 + w3, 

af l med hensyn ti~ x
1
x

2
x3 Til jo i l

1
l

2
t

3 
l.igel.edes f'remsitil.JL.e 

en ret JL.inie, 1. r. Ved brug alf' parameterf'rematillinger. :fås widere: 

Til paraJLle]le (ens orienterede) linier svarer paraJ.lel..le 

(ens orienter-e(!. f:!) linier. Til (orienteret) linie stykke. svo.rer 

(orienteret) JLiniestykke af' samme ]Længde. Ti~ parallelle, ens 

orienterede liniestykker svarer parallelle, ens orienterede 1.inie-

stykker. 

Idet der således til orienterede liniest.ykker, der opf'at.tes 

fffiom samme wektor w, igen sV78:rer orienterede liniestykker, der op

f'attesr som f!Iamme v:ektor y'·' kan man aige, at der til hvrer vektor 

vr i rummet m.varer en vektor v:' • - . 
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En isometri f' af' rummets punkter bestemmer tillige en a.f'bil~

,ning af rummets v;ektorer. Billedet v' af' en vektor y_betegnes 

også .f(y). Der gælder 

=p~ ~ 
v '* v' = P' Q,' 

og dermed lY' l = 1~1 samt u'·· v' = U•Vo 

Ligesom for punkter gælder det, at enhver vektor Y.. og dens 

billedvektor y' har samme koordinater i hver sit af de to sædvan

lige retvinklede koordinatsystemer x1x~3 og x
1
x2x3

• Vi erindrer 

om, at x1x2x
3 

eller (O;~ ,e2,~3 } kan v-ælges vilkårligt, hvoref'teJL> 

det andet koordinatsystem, som oprindelig måtte indføres på ande.Jf.ll/ .. 

v.isl åhenbart kan karakteriseres som X1X2.X3 eller (O'; ~1 '-~~'~_:3). 

Ud ~ver det allerede nævnte bemærkes, at en isometri af rum-

met bevar0r vinkler, arealer, volumener, -kort sagt alt, der kan· 

udtrykkes i sædvanlige retvinklede koordinater. 

fGgentlige og uegentlige kongruenser. 

Vi vil her gøre rede for, at de isometriske afbildninger af 

rummet ind i sig selv falder i to klasser, dels sådanne, der som 

translation og drejning kan siges at bevare rummets orientering, 

dels sådanne, der som spejling i 0n plan ændrer rummets orientering; 

nøjagtigt: 

En isometri af' rummet vil enten føre ethvert sæt af' tre vek-

torer, der ikke ligger i_§?mme plan.over i tre dermed ensstilled~ 

·dvs. højrestillede i højrestillede, venstrestillede i veristrestille-

·de, ellE.: r den vil· før~~ ethvert . sæt af tre vektor(Or, der ikke l:!A: 

&er i samme plan, over i tre modsat stillede. 

I fØrste tilf~lde kaldes isometrien en flytning eller en ~~nt· 

lig kongruens, i andet en ~~gentlig kongruens. Ofte træffes dog 
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en a~vigende terminelogi. 

Bevis. Vi tænlcer os valgt et sædvanligt netvinklet hØJre~ 

kooEdinatsystem (0;~1 ,~2~~3 ). Ved en vilkårlig isometri vil 

(d;~1,,~2_,~,3) i.gen være et sædvanligt netvinklet koordinatsystem,, 

og enhver vektor o,g dens billedvektor har samme koordinater i hvc~:c 

si t af koordinatsystemerne. Er liiJil. ~1·,~2;~3 i hØjrestilling:, al·Lr'l.~t 

(Or; ~1 ,e~,~_3) et hØjrekoordinatsystem, :«indey vi for vilkårlige t.1:•e 

vektorer !!,.:!_,:!,_ 

[u'v'w'·] := [uvw]. -........ --- ' 
thi for de to rumprodukter haves jo samme koordino. tud tr•yk 'i lrv:<~· 

si t hØjreko.ordinatsystem (EV;6;2). Og bevarelse af rumprodx:1:·~ r ... sc\,-

fører for tre vektorer, der ikke ligger i samme plan, specielt b0-

varelse a~ stilling (EV,6,1). Er derimod~~ ~~~,~3 i venstre::~t:\J. .. -

ling, fås. 

[!!,'.Y':!.' J .;::::. -[y'211]' 

idet man i koordinatudtrykket ~or et rumprodukt (EV,6,2) må in.c.· 

f'øre et minustegn ved benyttelse af' et venstrekoordinntsystcliL 

Speciel t vil da vektorer ,!l1.Y, 9 JL_, der ikke ligger i samme plarJ.:I :~ø"· 

res over i modsat stillede. 

Bestemmelse a~ isometrier. 

IfØlge det ~oregående er en isometri af' rummet ~uJLdstæ.:':'d.5.g 

bestemt, blot man f'or et sædvanligt retvinklet koordinatsyst":'-''1 

x
1
x2x

3 
kender billedet x1·x~x3, igen et sædvanligt retvinklet }coo:e·-· 

dinatsystem. Her kan X'X'X' ~oreskrives vilkårligt: 
1 2 3 

Der findes en og kun en isometri af' rummet,___der f'_2rer __ l'J~,_g1:.~· 

vet. sædvanligt retvinkletjwordinatsystem x1x2x
3 

over i. e~ ·~JL:_. 

kårligt f'oreskrevet sædvanligt retvinklet koordinr,ts~rst~.!!l Y1 'J:2Y::,' 
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Eksistensen fremgår af, at afbildningen, hvorved et punkt P 

med koordinater (x1 '·~'-x3) med hensyn til x1x2.x3 af'bildes i punkii

et P' med samme koordinater med hensyn til Y
1

Y2Y
3

, altid vil vwre. 

isometrisk, da afstand mellem punkter jo kan udtryklccs i swdvan-

lige retvinklede, koordinater. 

Isometrien, der fører x
1
x

2
x

3 
~ver i Y

1
Y2Y

3
, vil naturligvis 

v~re en egentlig eller uegentlig kongruens, efter som aksanne i 

de to sædvanlige retvinklede koordinatsy:stemer er ens eller mod-

sat stillede. 

Et- sæt af et punkt o, er halvlinie l ud fra O og en halvplan 

'IT med l på randem vil vi her l{alde en 11.fane 11
• Ved en isometrisk 

afbildning af rummet ind i sig selv føres en fane igen over i en 

fane. Endvidere gælder: 

Der findes en og kun en egentlig kongruens og ligeledes en 

og kun en uegentlig kongruens af rummet, som fører en giyen fane 

O, l ,'IT over i en vilkårligt f!Dreskre.ve:tt fan~ Q,m,p. 

Lad nemlig X1 og X2 V@re de to orienterede, indbyrdes vinke~

:r·ette. linier gennem o, hvor 11 den positive del 11 af x1 er .halwlirdL

en 1., og 11'den positive del" af x2 li.gger i halvplanen 'IT• Vi sup

p~erer til et sædvanligt retvinklet koordinatsystem x
1
x2x3

, idet 

en af de to muligheder for orientering af tredie koordinatakse 

vælges. Til fanen Q,m,p svarer på samme måde et par orienterede 

linier Y
1

,Y2 • En egentlig, henholdsvis uegentlig kongruens, der 

fører O,l,'TT o.ver i Q,m,p, er nu det samme som en isometri, der 

dØ Tiet' X
1 

X2X
3 

01Ver i de t sædvanlige Fe tvinklede koorclina t sys tern 

Y
1

Y2Y
3

, hvis akser er ensstillede, henholdsvis modsat stillede 

til akserne x1 ~x2 .x3. Hermed er sætningen ført tilbage til den 
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foregående. 

Som en fØrste anvendelse nævner vi: 

En flytning f af rummet, hvorved to forskellige punkten O ~ 

A går over i sig selv 1 f(o) =O g_g f(A),I =-A, er en drejning om 

den rette linie gennem O Qg A, evtG den identiske afbildning. 

En fane O, l 11(, hvor l er hal vlinie~n fra O gennem A, v .il. nelll"-

lig ved f ~øres over i en fane O,l,p. Nu findes der Øjensynlig. 

en drejning om linien gennem O og A, som fØrer 0,1,1( over i. O,l,p, 

og ifØlge sætningen ovenfor er f da denne drejning. 

Re.gning med isometrier. 

Er f og g iaometriske afbildninger af rummet ind i sig selv., 

da vil den sammensatte afbildning g 0 f, hvorved hvert punkt P af-

bildes i g(~(P)), igen være isometrisk, idet jo 

l:g(f(P))g(.f(Q)) j,= jf(P)f(Q) l = jPQl. 

Da en isometrisk afbildning f af rummet ind i sig selv er 
, 

bijektiv, dvs. hvert punkt R er billede af netop et punkt P, fin-

des der en omvendt afbildning f-i., hvorved hvert punkt R afbildes 

i det pågældende P. Den omvendte afbildning er igen en isometri 

af rummet, idet 

j:r-1 (R)f-1 (S)I. = jf'(f-1 (R))f(f-1 (s))l =-IRSj. 

Sammensættes to egentlige eller to uegentlige kongruenser, 

fås en egentlig kongruens; sammensættes en egentlig og en uegent

lig kongruens, fås en uegentl.ig kongruens. Den omvendte til en 

egentlig, henholdsvis uegentlig kangnuens er igen en egentl~g, 

henholdsvis uegentlig leongruens. 
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Som vigtige eksempler nævnes: 

1° Ved sammensætning af to drejninger om akser gennem et punkt O 

fås igen en drejning om en akse gennem O, evt. dan identiske afbild-

ning. 

Bevis. Lad f og g VE3re de to drejninger. Vi kan tænke os, at 

ingen af dem er udartet til den identiske afbildning. Endvidere kan 

vi antage, at akserne l og m ikke falder sammen, da det ellers er 

indlysende, at g 0 f igen er en drejning om den fælles akse, evt. den 

identiske afbildning. Idet vi med w betegner planen indeholdende 

l og m, findes der en plan p gennem 1, således at hvert purnet i p 

vecl drejningen f føres oNer i sit spejlbillede med hensyn til w, 

samt en plan å gennem m, hvor hvert punkt fremgår af si t spejlbil.-

lede med hensyn til w ved drejningen g. Wed flytningen g 0f vil nu 

ilclce blot O, men ethvert punkt på skæringslinien for p og å gå over 

i. sig selv, hvorfor g 0 f er en drejning om denne linie ( jfr. side 7r)). 

o 
2 Ved sammensætning af en eg<::ntlig drejning, dvs. en drejning deu 

ikke er udartet til den identiske afbildning, og en translation i en 

retning vinkelret på dre.jningsaksen l fås igen en egentlig drejning, 

mecl akse parallel med l. 

Bevis. Lad f være drejningen og g translationen~ Vi kan tænke 

·os, at g iklce er udartet til den identiske afbildning. Idet vi med 

w betegner planen gennem drejningsaksen l vinkelret på translations-

re:;tning..:m, findes der en plan p gennem 1, således at hvert punkt i. 

p ved drejningen f føres over i sit spejlbillede med hensyn til ff, 

snmt en med w parallel plan å, hvor hvert punkt fremgår af sit spejl

billede med hensyn til 'lf v;ed translationen g. VTed flytningen g~f 

vil nu hvert punkt på skæringslinien for p og cf gå over i sig se.lv, 

hvorfor g~ er en drejning om denne linie (jfF. side 7). 
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Ved en nærliggende ændring i valget af planerne p og o indses, 

at også fl'g er en drejning med akse pyrallel med 1. 

Arter af flytninger. 

En fl;yt:J;ling f af rummet, hvorved et punkt O går over i sig 

~~~ er en drejning om en ret linie gennem o, evt. den identiske 

af'b i ldning. 

Lad os nemlig vælge en fane O,l,w. Ved flytningen f går den 

over i en fane O,m,p. V:Ldere tænker vi os valgt en drejning d
1 

om 

en akse gennem O, der fører halvlinien l over i halvlinicm m. Ved d1 
går O,l,w altså over i en fan8 O,m,o. Betegner vi nu med d2 den 

drejning, der føror O,m,o over i o,m,p, vil flytningen d2od1 lige

som f bringe O, l ,w over i O ,m,p. IfØlge eksempel 1° ovenfor eF 

d
2

od
1 

en drejning om en akse gennem o, og ifØlge sætningon side 6 

er f = d
2

od
1

; beviset_ er fuldfØrt. 

Ved sammensætning af en drejning om en linie l 013 en trnnsla

tion lnngs l fås en skruning med akse l. Drejninger og translationer 

lcnn regnes for udartede skruninger; ved en egentlig skruning går in-

tot punkt over i sig selv, og skrueaksen er den eneste rette linie, 

der går over i sig selv. 

En flytning f af rummet er enten den identiske afbildning, en 

translntion, en drejning eller en skruning~ 

Thi findes der et punkt, der ved f føres over i sig selv, ved 

vi allerede, at f er den idontiske afbildning eller en drejning. 

I modsEtt fald tænker vi os valgt et punkt O i rummet og betegner med 

t d C:; n ti l v ok toren v = o'?( O) svnrende trans la t ion. Punk te t O går 
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UUL -o;ver- i &i g &elv ved f'lytningen d == t -i !f", aom deFf'or er den iden

tiske ai'bildning e:l1er en drejning,. "I første·· tilfc::zlde ·er f == t, 

aJJ..tså en translation, og er d en egentlig drejning" wil :f == t 8 dL 

være en skruning: aplØAaea nemlig !.. i en wektor :!1 'Winkelre:t på 

drejningsaksen l og en wektor ~2 :på l, !.. == ! 1 + y2 , og beotegne-s med 

t 1 og t 2 de t.ilswarende translationer, er f'= t•d == (t2•t1 )•·d = 
• t2 8 (t 1 °d)~ hwor t 1 ~d if'Ø1ge eksempel 2. ovenf'er er en drejning om en 

akse parallel med l, og t 2 er en translRtion langs l. 

I~ometrier udtrykt i koordinater. 

Lad der i rummet være givet et sædvanligt retvinklet koordinat

system (0;~1 ,~2 ,~3 ). Idet f' er en isometri af' rummet, vil "Wi ~øge 

udtryk f'or koordinaterne (x1,x2_,x3) til bi~ledet P' = f'(P) af' et wil

kårligt punkt P(~1 rx2,x3 )D 

ffertil erindres om, at (0;~1 ,~2,~3 ) vred f' f'Ørem: ovrer i et sæd

wc:mJLigt ret:winklet koordinat system (O'; ~1-• ~2' ~ 3), samt at P' med hen

S\Yll tiJL dette nye. koordinatsys-tem har koordinaterne (x:t'x2,x
3

}, jf'r. 

s,ide 4. Betegne& koordinaterne "til. O! ~1, ~2 og 

det oprindelige koordinq t system med ( a 1 , a 2 , a
3 

), 

~3 med hensyn til 

( a1 1 ' a21 ' a31 ) ' 

(a12,a22,a32 ) og (a
13

"a.23 ,.a
33

), er de oprindelige koordinater 

(x-1 ,..x2_!x3) til P' derf'or, if'Ø·l.ge koordinattransf'ormationsf'ormlerne 

side EVt7.t1, givret vred 

x' 1 = a1 + a11 .x1 + a12x2: + 8 13x:3 

x' 2 = a2 + 8 '21x1 + a22x2 + a23x3 

x' 
3 = a3 + a31x1 + a32~ + a33.x3 • 

Her er matricen af' koef'f'icientertil x 1,, x 2 og x
3 

ortogona~ (EV,],3). 

Vi noter:oer: 
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En isometri f af rummet kan ved benyttelse af et sædv[_1.nligt 

retvinklet koo-rdinatsystem (0;~1 ,~2 ,~3 1 udtrykkes ~ 

Q = f(P) «=> 

Y1 =- a1 + a11x1 * ~ 2:~ +. a13x3 

Y2 =- a2 + a21x1 + a22x2 + a23X3· 

Y3 = a3 + a31x1 -n a32.~ + 8 33x3 ' 

hvor (x1 ,~;~) ar koordinater til P S21i (y
1 

tY2_,,Y
3

) koordinater til 

Q. ~ o 

Konstanterne a
1 

,a2 ,-. • • • ,a
33 

kan kun vælges på en made. 

ficientmntricen 

er ortogonal. 

a_11 a12 a13 

a21 a22 a23 

a31, a32. a33 

Koef ... -

OmYendt vil en afbildning f af rummet udtrykt på formen (*J 

i et :sædvanligt retvinklet koordinatsystegl (C.;~1 ,.~2 ,.~3 ) med brug 

af' e_p ortogonal lweff'icien·~ma trix være isometrisk. 

Til begrundelse af den sidste påstand bemærkes, at vektorerne 

§1.(a
11

,.a
21

,a
31

J, ~2(a12_~a22 ,a32 ), ~3 (a13 ,a23 ,a33 ): vil være parvis 

ortogonale enh:edsv:ektorer, idet 

.... ... 
e .e = _i j 

fOl" i f- j 

i:or~ i - j • 

De lHm således benyttes som grundvektorer i et nyt sædvanligt ret

viruclet ko:o.rdina tsystem; som begyndelsespunkt vælge.s 6 ( a 1 ,a2 ,a3 ) • 

Det ses nu, at f er identisk med den isometri, der f'Ø~er (0;~1 ,~2 $!:3 ) 

ove::r i (6;~1 "~2 ,~3 )l, idet denne har samme koordinatudtryk som f. 

Er en isometri f' af rummet udtrykt i koordinater ved(*), da 

u41rykkes den tilsvarende afbildning af rummets vektorer ved 
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y 
1 =- a1:1x1 -h a112x2 + a't3x3 

v =- f(u) ~· yr2 = a2.1 x1 ". a22x.2. + a23x3 - -
y3 = a31x1 -h a32x2. + a33x3 , 

~ (x
1
, ,x

2
,x

3
) err koordinater til~ g;& (y

1 
,s2 ,y

3
) koordinater til .!• 

. 4 ~ Th1 sættes ~ = OP, er ~' =-O P , @g koordinaterne til ~' fås 

derfor ved fra koordinaterne til P' at subtrahere henholdsvis 

En isometri f af rummet udtrykt på formen(*) ~t sædvanligt 

!-:~L"tYi!}kle1t koordinatsystem (0;~1 ,~2 ,~3 ) er en egentlig eller uegent-

1-iti_qngruens, eftersom determinanten 

~ 1 eller -1. 

a11 a12 a13 

a21, a22 a2-3 

a31. a32 a33 

Idet (a
1
.
1
, ,_a

21
, ,a

31
), (a

12
,_a

22
,a

32
)) Qg (a

13
,a

23
,_a

33
) er ko.ordina~ 

terne til -billederne e~ ~~2_ og ~3 af ~1 ,_~2 og ~3 , v:il nemlig ,deter

minanten, hvis ~1 ~~2~~3 f.eks. er i hØjrestilling, angive rumproduk

tet. [~1 ~~ ~_3], altså:. være 1 eller -1 eftersom ~~ ,~2_,~_3 er i hØjre

eller venstrestilling, dvs. eftersom kongruensen er egentlig eller 

uegentlig. 

}~ometrier af planen. 

Isometriske afbildninger af en plan ind i sig selv kan behandl' 

på ganske tilsvarende måde som ovenfor isometrier af rummet. Vi vil 

derfor nøjes med at anfØre en r~kke resultater: 

En isometrisk afbildning af planen ind i sig sav er bijektiv,. 

Til en (orienteret) ret linie svarer en (orientere~ ret linie.-
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Til en vektor svarer en vektor. Skalarprodukter, vinkler, arealer, 

kort sagt al t, der lcan udtrykkes i sædvanlige retvinklede koordi-

natcr, bevares. 

Idet to par ~~- og ~~~ af vektorer i planen, hvO~ hverken ~ 

og y eller ~ og ~ligger på samme linie, siges at være ens eller 

modsat stillede, eftersom den korteste drejning fra ~ til y og den 

korteste drejning fra ~ til x bestemmer samme eller modsat omløbs

retning i planen, gælder: 

En isometri af planen vil enten føre ethvert par af vektorer, 

der ikke ligger på samme linie, over i et dermed ensstillet par, 

eller den vil føre ethvert par af vektorer\ der ikke ligrrcr på sam

me linie 1 over i et modsat ~tillct par. 

I første tilfælde kald0s isometrien en flytning ellen en egent

lig kongruens, i andet en ~ntlig kongruens. Man kan sige, at en 

egentlig kongruens vil bevare., en uegentlig r.;ndre en valgt omløbs

retning i planen. 

Der findes en og kun en isometri af planen, der fører et gi

vet sædvanligt retvinklet koordinatsystem x1x2 over i et foreskre

vet sædvanligt retvinklet koordinatsystem Y1 Y~. 
Der findes en og kun en egentlig kongruens og ligeledes en og 

kun en uegentlig kongruens af planen, som fører et givet punkt O 

me~ halvlinie l ud fra O over i et foreskrevet punkt Q med halv

linie m ud fra Q. 

Ved sammensætning af to kongruenser fås igen en kongruens, 

egentlig, hvis de to kongruenser er af samme art, uegentlig, hvis 

de or af modsat art. Den omvendte afbildning til en kongruens er 

en kongruens af samme art. 

En flytning af planen er enten den identiske afbildning, en 
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translation eller en drejning om et punkt. 

En isometri f af planen kan ved benyttelse af et sodvanligt 

retvinkle t lcoordina t sys t cm (O;~ , ~2) ud trykke s ved 

Q = f(P) ~ 
Y2 = a2 + a21x1. + a22.x2. ' 

hvor (x
1

,x
2

) er koordinater til P og (y
1 

,y
2

} koordinater til Q. 

Koefficien tmatri<ee.n 

er ortogonal. 

Omvendt vil en afbildning f af planen udtrykt på formon <~~} 

i et sædvanligt retvinklet koordinatsystem med brug af en ortogo-

nal koefficientmatrix være isometrisk. 

Den tilsvarende afbildning af rummets vektorer udtrykkes ved 

Y2 = a21x1 ~ a22.x2 ' 

hvor (x
1

,x
2

) er koordinater til~ og (y
1

,y
2

) koordinater til v. 

Der foreligger en egentlig eller uegentlig kongruens, efter-

som determinanten 

a11 a12. 

a21 a22. 

er 1. eller -1. Koefficientmatricen kan i de to tilfEJlde skrives 

på formen 

(
coscp -sin<p) 

sin<p coS<p , 

.. COS<p sin<p) 
henh. (\ sin<p -COS<p • 
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Øvelser i elementær vektorregning. 

1. Vis ved brug af stedvektorer, at forbindelseslinierne mellem 

midtpunkterne af modstående kanter i et tetraeder skærer og 

halverer hinanden. 

---------o--------
Idet A og B er to forskellige punkter, vil vi sige, at et 

punkt P deler liniestykket AB i forholdet f, hvis 

( *) AP = fBP. 

Ethvert punkt på den ved A og B bestemte linie l, bortset fra 

punktet B selv, deler AB i et bestemt forhold, negativt for 

punkter mellem A og B1 positivt for punkter ud over A eller B 

(indvendig og udvendig deling skelnes således ved hjælp af for

tegnet). Tallet 1 foreko~ner ikke som delingsforhold. 

Vis, at (*) kan omregnes til 

f 
f - 1 AB. 

Heraf ses, at ethvert reelt tal f f 1 er delingsforhold for netop 

et punkt P. 

2. Vis ved brug af stedvektorer, at de fire liniestykker AA1, 

BB1 , CC1 og DD1, som forbinder hjørnerne i et tetraeder ABCD 

med skæringspunkterne mellem medianerne i de modstående side

flader, går gennem samme punkt U, og at dette deler hvert 

af liniestykk~rne i forholdet -3. 

3. Idet A og B er to forskellige punkter med stedvektorer 

g = OA og ~ = OB, skal man finde et udtryk for stedvektoren 
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til det punkt P, der deler AB i forholdet f. 

at et punkt Q, hvis stedvektor kan skrives 

OQ = sg +tB, hvor s+ t= 1 1 

EV, øv. 3- 9. 

Vis endvidere, 

må ligge på linie med A og B, og bestem for t f 1 det for

hold~ hvori Q deler AB. 

4. Parallelogrammet OACB er bestemt ved vektorerne OA = g og 

Q] ; b. Punktet D deler siden BC i forholdet f f ~· Lini-

en OD skærer diagonalen AB i E. Find vektorerne OD og 

QÆ udtrykt ved g, ~ og f. Find endvidere for f f O det for

hold, i hvilket AB deles af E. 

5. Vis ved vektorregning, at to vektorer, hvis sum og differens 

er f Q, da og ln1n da har samme længde, når summen og dif

ferensen er vinkelrette på hinanden. Hvilken elementærgeo

metrisk sætning er dette ensbetydende med ? 

6. Vis ved regning med vektorer, at højderne i en vilkårlig 

trekant. OAB går gennem samme punkt. (Vis, at skæringspunk

tet P mellem ha og hb ligger på h0.) 

7... Hjørnerne A, B, C og D i et tetraeder har stedvektorerne 

~' Q, Q og ~· Vis ved regning med vektorer, at forbindel

seslinierne mellem midtpunkterne af to par modstående kan

ter da og kun da er vinkelrette på hinanden, når det tredje 

par modstående kanter er lige lange. 

8. Find cosinusserne af vinklerne i en trekant med vinkelspid-

serne A(O, o, O), B(-1, -2, 2) og C(1, -3, 4). 

9. Opskriv en parameterfremstilling for den ved punkterne 

A(2, 1, 1) og B(O, 3, 2) bestemte rette linie, og find 

koordinaterne til skæringspunktet med x1x2-planen. 
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1 O. Beregn afstanden frn linien l givet ved p;;~r8ÆeteTfrem.st:L:i.·~· 

lingen 

x1 = 2 + 2t 

x2 = 4 t ···oo( t(o~, 

x3 = 6 + 2t 

til punktet P(6, 8, 1 ) • 

11. Find en ret linie i x1x2-planen, som skærer ltnien 

x1 = t 

x2 = t -oo( t(oo' 

x3 = t 

og danner en vinkel på 60° med denne. 

12. Find en ligning for planen gennem P(2, -·3, 1) pe.:::::J.-~.lel.llli:cc~ 

den ved ligningen 

givne plan. 

13. Find en parameterfremstilling for s1~æringslj_n='-en m2:I..~.em (lf 

to planer med ligninger 

og 

(Man kan f.eks. benytte x
1 

som pa:ramete:;.~, dvs. ±"er dn+; •...-i.l·· 

kårlige punkt på linien sættes x 1 = t, h'Tet':;::·.å uit'c~t>: ::'Ol' 

x2 og x
3 

kan findes af ligningerne.) 

14. Find en ligning for den plan germen ::?mktet P(--·1~ G., C<', 
som er vinkelret på begge planerne 

8x1-x2+4x
3 

= O og 3x1-2x
3

+6 - O • 

(Man kan benytte øvelse 13.) 

Hvorledes kan man finde en ligning for En pla.'l. be:-:rte~o.-1:; ved 

et punkt og to vektorer, hvis koordina·cer a2.1P. e:~ ('!·::;_;_ve~;? 
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15. Find koordinaterne til projektionen af ·vektoren ~(6, -2, 3) 

på normalen til planen 

-2x1+x2-2x3+3 = O 

samt koordinaterne til. vektorens projektion på selve planen. 

16. Find projektionen af punktet P(4, -3, 6) på planen med 

ligning 

17. Find en parameterfremstilling for projektionen af linien 

x1 = -t 

x2 = 4 + 3t -oo( t(oo, 

x3 = -3 - 3t 

på planen 

18. Givet er to forskellige linier gennem et punkt O, begge 

orienterede. Bestem mængden af punkter P i rummet, for 

hvilke summen af de med fortegn regnede længder af OP's 

projektioner på de to linier har en given værdi k. (Benyt 

enten stedvektorer med O som begyndelsespunkt, eller ind

før et koordinatsystem med O som begyndelsespunkt.) 

19, Vis formlen 
2 2 2 2 

(~XQ) = ~ ~ - (~·~) . 

20. Vis, at afstanden d fra linien l bestemt ved punktet A og 

vektoren y til punktet P er 

d = jy x !æl 
lY l 

Anvend formlen på det i øvelse 10.betragtede taleksempel. 
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21. Vis, at afstanden mellem to ikke parallelle linier~ og 

12 givet ved 

11 : OP = OA1 + y1t , -oo( t(oo' 

12: OP = OA2 + y2t ' 
-oo( t(oo 1 

er den numeriske værdi af 

• 

22. Et tetraeder har hjørnespidserne A(O, O, O), B(3, O, O), 

0(2, 1, O) og D(1, 1, 1). Find cosinus af rumvinklerne 

langs kanterne AB og BD. 

23. Vis 

[abc]: [a,b,c+ha+kb]. --- --- - -
Formuler en hertil svarende sætning om determinanter (af 

3. orden). 

24. Givet et liniestykke AB samt to linier l og m parallelle 

med AB, således at AB, l og m ikke ligger i samme plan. 

På l vælges et punkt C og på m et punkt D. Vis, at vo-

lumenet af tetraedret ABCD er uafhængigt af, hvor på l og 

m man har valgt C og D. 

25. Et tetraeder har hjørnespidserne A(O, O, O), B(3, O, O), 

C(3, 4, O) og D(3, O, ·1). Find ligninger for sideflader-

nes plqner og bring dem på normeret form, idet der for 

hver sideflade vælges den normerede ligning, som svarer 

til, at tetraedret ligger på planens positive side. Find 

dernæst centrum for tetraedrets indskrevne kugle samt 

dennes radius. 

26. "Find en parameterfremstilling for den rette linie gennem 
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punktet (5, 2, -1), som skærer_hver.af_linierne 

-o<>( t(oo 1 

og _oo( t(oo • 

27. Vis, at volumenet af tetraedret PABC, hvor P, A, B og c 

har koordinaterne (x1 ,x2,x3)' (.a, o, O), (O, b, O) og 

(O, O, .. C), er den numeriske værdi af 

1 ( x1 x2 x 1) -abc - +- +:2.- . 6 a b c 

(a, b og c forudsættes alle =f o.) 
Angiv en ligning for planen gennem A, B og c. 

28. Bevis formlen 

(gx.Q)xQ = -(.Q·Q)g + (g·Q).Q 

ved regning i koordinater. (AnbrLDg koordinatsystemet, så 

g ligger på x1-aksen og .Q i x1x2-;r:>lanen.) 

29. Vis ved hjælp af øvelse 28. formlen 

(gx.Q) • (QxQ) = g 2 (.Q·.s) - (~·Q) (.Q•§J) • 

Udled derpå ved anvendelse. heraf cosin:usrelationen i den 

sfæriske trigonometri. 

30. Vis ved hjælp af øvelse 28. formlen 

(gx.Q)x.(gxQ) = [§!"QQJ§. • 

Udled derpå ved anvendelse heraf sinusrelationen i den 

sfæriske trigonometri. 
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31. I et sædvanligt retvinklet koordinatsystem x1x2 i planen 

har linien l ligningen 

x1 + x2V3 = 3. 

Et andet sædvanligt retvinklet koordinatsystem ~1 ~2 har 

sit begyndelsespunkt på x2, linien l har i t1t2 ligningen 

x2 = o, 
c.:t_et 

og begyndelsespunk~ for x1x2 har negative koordinater i ~1t2o 

Opstil koordinattransformationsformlerne for overgang fra 

32. Lad (0;~1 ,~2,e3 ) være et sædvanligt retvinklet hØjrekoordi-

" .... (1 2 2) 'nk natsystem. Bestem den pa enhedsvektoren ~1 3
, 3, -3 v1 el-

rette enhedsvektor ~2 i x1x2-planen, for hvilken vinklen med 

.§.1 er mindst mulig, og dernæst den på ~1 og e2 vinkelrette 

enhedsvektor 83, for hvilken e1,e2,e3 er i hØjrestilling. 

Udtryk koordinaterne (x1,x2,x
3

) i systemet (0;~1 ,~2 ,~3 ) til 

et vilkårligt punkt P ved punktets koordinater (x1,x2,x
3

) i 

systemet (O;e1,e2,e
3

) og omvendt. 

33. Lad (0;~,~2 ,e3 ) være et sædvanligt retvinklet koordinatsystem 

i rummet, og lad r 1,r2, ••• ,r
33 

være givne tal, hvor 

r11 r12 r13 

r21 r22 r23 

r31 r32 r33 

er en ortogonal matrix. Vis, at 

.... .... .... 
x1 = r1 + r11x1 + r12x2 + r13x3 

.... .... .... 
x2 = r2 + r21x1 + r22x2 + r23x3 

.... .... .... 
x3 = r3 + r31x1 + r32x2 + r33x3 

er koordinattransformationsformler for overgang til 

(0;~1 ,~2 ,e3 ) fra et sædvanligt retvinklet koordinatsystem 



(6;§.
1 
,~2 ,~3 ). Vis, at den transponerede matrix 

ri1 r21 r31, 

r12 r 22 r32 

r 4 3 .. :'23- r_33_ 

er ortogonal. ViS; at . 

.x1 -- r1 + r x + r12x2 + r13x3 1.1, 1 

i2 = r2_ + r21 x1 + r22x2 + r23x3 

i.3 = r3 + r31x1 + r32x2 + r33x3 

er koordinattransformationsformler for overgang fra (O; ~1 "~2 ,,~3 ) 

til et sædvanligt retvinklet koordinatsystem (5,81 ,82 ,83). 

34. Vis, at der findes et og kun et polynomium i 2 variable af 

hØjst 2. grad, som antager vilkårligt foreskrevne v&rdier i 

(o,o), (r
1

,o), (s
1 

,O), (o,r
2

), (o,s
2
·) og (t

1 
,t

2
), hvor de 6 punk

ter er forskellige og t 1 t O, t 2 t O. 

35. Bestem den punktmongde i planen, som i et givet s&dvanligt 

retvinklet koordinatsystem (0;~1 ,.~2 }- fremstilles ved ligning-

en 

a) 

b) 

c) 

3 r 
U e· Beskriv den punktmængde (flade), som i_ et sædvanligt retvink-

let koordinatsystem i rummet fremstilles ved ligningen 
2_ 2 2 ~ -

x1 + 3x2 + 4x
3 

+ 2v'3x1 x2 + 2v'3x1 - 2x2 = O • 

skæres 
37. En omdrejningskeglefladevrtf en kugleflade, hvis centrum C ikk~ 

- -liggur på keglefladens akse 1. Vis, a t sni tkurvcns pro jek"'" 

tion på plancn.·-gcnnem l og C er en del af en parabel mod akse 
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vinkelret på l. ( Indlog et SEJdvanligt rctvinkle:;t koordinat·-

systern X
1 

X2X3 med begyndelsespunkt i ke:gle~1S tQ].J);)UnktJ så:Lc·· 

des at l f'alder sammen med x1 , og C ligger l x
1
x2-planenc) 

For drejninger af planen er det of'te bckvc~t. o. t regne drc j·-

ningsvinklen rn8d :fortegn svarenC:;.e til en valgt ornJ.Øbsrotning i pla-· 

non.-

38. I planen er en translation t givet ved en vektor ~ 4 Q, og en 

drejning d er givet ved centrum C og drejningsvi11kel ~' O < p 

~ ~· Vis, at d0 t er en drejning med drejningsvinkel ~' og 

konstruer centret. Er t og d ombyttelige ? 

Vis, at enhver f'lytning af planen er enten den id0ntiske a:f-

bildnin& en translation eller en drejningu 

39. TO drejninger d
1 

og d2 af planen er givet ved centrer og 

drejningsvinkler. Bestem den sarnrnensatt8 afbildning c12 od
1 

<· 

Diskussion ønskes. 

40.. Idet d er en drejning o.f planen om punktot C og s en spejl·-

ing af' planen i en linie l gennem C·' skal rnm1 vise, a t sod 

er en spejling. 

Idet s er en spejling af planen i en linie og t en transla-

tion skal man vise, at sot er en spejling eller kan sammen-

sættes af en spejling og en translation langs spe jlj_ng:=:a~:sano 

Vis, at enhver uegentlig kongruens af' planen enten er en spaj-· 

ling i en linie eller kan sammensættes af en spejling j_ en 1:.~ 

nie og en translation langs denne~ 

L~1. Vis, at enhver translation af planen kan sarnrnens~ttos af to 
spejlinger i punkter (dvs. multiplikationer med faktor -·-~ }:., 
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Vis, at enhver flytning af planen kan sammensættes af to 

spejlinger i linier. 

Vis, at enhver uegentlig kongruens af planen kan sammensættes 

af en spejling i et punkt og en spejling i en linie. 

42. Lad ABC være en trekant i planen, og lad a, ~ og y betegne 

de sl:advanlige mål tal for ckns vinkler. Med dA, ~ og de, 

betegnes henholdsvis drejningen om A med drejningsvinklen 

2a, drejningen om B med drejningsvinklen 2{3 og drejningen 

om C med drejningsvinklen 2y ~ alla tre drejninger i den 

ved rl:akkefØlgen CBA bestemte omlØbsretning. Vis, at 

dco·~.odA = e, 

hvor c betegner den identisk~ afbildning af plan~n. (Benyt 

f.eks. et resultat fra øv. 41.) 

L~3. Find for planen nødvendige og tilstrækkelige betingelser 

for, at 

a) to spejlinger i linier, 

b) en spejling i en linie og en translation, 

c)· em. apajling i en liilie og en drejning, 

d) en translation og en drejning, 

e) to drejninger 

er ormbyttelige. 

44. I planen er givet et sædvanligt retvinklet koordinatsystem 

xtx2 • .Angiv koordinatfremstillinger af de isometrier, ved 

hvilke punktet A(0,2) afbildes i punktet B(1~,1+V'2) og li-

ni en med ligningen x1 = x
2 

på en linie parallel med x2 • 



( 
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45. En drejning af' rummet om en given oPienteret ret linie l kan 

angiwes v,ed et v.dnkeltal ~' O ~ ~ < 2tr, idet drejningen tænkes 

udført mod urvisernes retning set fra liniens positive ende. 

Lad f og g være eeentlige drejninger af rummet om to hinanden 

lilkærende rette linier ]. og m .. De to linier orienteres, og drej

ningawinklerne betegnes~ og tj;, Q,< <p < 21r, O < l/J < 21T" medena 

vink~en mellem de orienterede linier l og m betegnes y, 

Videre betegnes med n skæringslinien mellem de to 

planer p og å, der fremgår af planen gennem l og m ved drejnin

gen 7T -f om ], henholdsvis ved drejningen ~ om m., GØ,r rede for, 

at g o f er en drejning om n, og bestem drejningsvinklen x, 

idet n orienteres så l,m,n er i venstrestilling. 

(Man kan indlægge en kugleflade med centrum i skæringspunktet O 

for l og m og b~.a. betragte den sfæriske trekant ABC, hvor A 

og B er kuglefladens skæringspunkter med de positive halvlinier 

af l og m ud fra O, medens vinklerne ved A og B er henho ~ og ~' 

førstnævnte afsat fra siden AB med uret, set udefra.) 

46. Lad f være en vilkårlig uegentlig kongruens af rummet. 

a) Vi&, at der findes vektorer v~ O med f(y_) =-y. ('Betragt 

kongruensen s 0 f, hvor s er en spejling i et punkt:> dvao en 

multiplikation med faktor -1.} 

b) Vis, at f i et passende sædvanligt retvinklet. lcoordj_nats:y-

stem har en fremstilling af formen 

y1 = a1 + x1. cos~ - x2sirup 

y2 = a2 + x1 sin~ + x2cos~ 

y3 = -x3. 

c) Vis, at f enten er en spejling i en plan, en spejling j_ 
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en plan~fterfulgt af en translation i en retning i planen 

eller en -spejling i en plan efterfulgt af' en drejning··om .en 

normaL til planen. 

47. Vis, at enhver kongruens af rummet kan sammensrottes .ni' hØjst

h spejlinger i. planer. (Benyt bl.a. ·et resultat fra øv .. 46 .. ) 

Vis, a t enhver uegentlig kongruens kan- sammensættes· ·af en 
o 

drejning på_ 1.80 om·en linie og en spejling i en .plan. Vis, 
Ol 

at enhver flytning kan sammensættes af 2 drejninger på.180 

om linie.r • 
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