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1 • -1. VEKTORRUM.

1 ~ 1 . 1
I

Overalt i det f¢lgende betegner L de reeZle tala legeme

m eller de komplekse tals legeme ~. Det bem~rkes dog, at rne-

get ogsa er gyldigt for vilkarlige kommutative legemer.

En ikke-tom rn~ngde V, rned elernenter u,v,w, .•. , siges at

v~re et vektorrum oVer legemet L, hvis der er givet en komp?-

( sition (u,v) ~ u + v af VxV ind i V, kaldet addition, og en

komposition (A,7)) t-+ AV af LxV ind i V, kaldet multipl-ikation,

t s a Lede s at f¢lgende betingelser er opfyldt.:

(a) V u,v E V u + v = v + U. flo

- --

(b) V u,v,w E V u + (v+w) _. (u+v) + 'LJo- - - -

(c) 3 0 E V V v E V v -t- o = V •
- --

(d) V v E V 3 -v E V : V -t- (-v) -- 0"-

(e) V A ,1J E t, V v E V A (lJV) ::::: (AlJ)~·

(f) V v E V .1 v = v' 0

(g) V It,ll E L V v E V ( A+lJ ) ~ = AI' + p~.•

(h) V A E L V u,v E V A (It+V) := AU 1- A1) •

(
Er V et vektorrurn over L, kaldes elementerne i V vektorer, og

element:erne i L e k.a l ar e r , Vektoren u +. v ka Lde s e umme n af u

og ~, og vektoren A~ kaldes produktet af A og £0 Vektoren

o kaldes nulvektoren, vektoren -v kaldes den til v modsatte

vektor. Som betegnelse for v ek t.o r r umme t; bruges (V, L) eller
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(

l

(

blot V. Vektorrum over JR hhv. () kaldes r e e l.l e hhv , k.omp l e k:n e

Det bern~rkes, at betingelserne (a) - (d) netop udtrykker,

at (V,+) er en kommutativ gruppe med ~ som neutralelement og

-v som inverst element til v. Der g~lder derfor, at nulvekto-

ren og den til en vektor modsatte vektor er entydigt bestemte.

Endvidere f¢lger, at der for vilkArlige vektorer ~,~ E V fin-

des netop een vektor x E V med u + x = ~; nemlig x = v + (-u) ,
- - - -

som ogsa betegnes v - 1£ og kaldes difference,n af v og u. Idet
- -- - ~-

v + 0 = V, kan man altsa af v + x == v slutte, at x = o •- - - -

Af (b) kan sluttes, at man ved addition af flere end to

vektorer kan undv~re parenteser til angivelse af den orden,

hvori additionerne udf¢res. Af (a) kan dern~st sluttes, at

en sum af flere vektorer ikke afhCEnger af disses rCEkkef¢lge.

For multiplikation af en vektor med flere skalarer g~lder til-

svarende, at parerrt.eser kan undvceres I sml. (e). De distribu-

tive love (g) og (h) kan udvides til et vilkarligt (e~deligt)

antal summander.

For en sum £1+~2+' . . +~n skal vi ogsA bruge betegnelsen

n
\' v ..

• L. -'L
~=1 -

Det viser sig a-t veere bekvemt at kunne tale om den t.omme sum,

d.v.s. summen af ingen vektorer; denne till~ges v~rdien ~.

Vi skal vise nogle simple regler for multiplikation af

vektorer med skalarer. Idet ~ og U betegner vilkArligt skala-

rer, og u og v vilkarlige vektorer, g~lder:
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(1 ) ~v = 0 ~ ~ = 0 v V = o.

Vi har Ov = (0+0) V = DE- + 0E.., hvormed' .O~ = £.' og vi har

~o = ~(o+o) = ~o + ~£, hvorrned ~~ ~~~~ Er omvendt ~v = 0 og

A '* 0, fas 0 == A-1
0 =:: >..-1(>"0) =:: (A-1 >.. ) E,. =:: 10 = u . (1) kaldes

nulreglen.

(2)

Vi har AV + (~-A)~ = (A+(~-A»~ = ~~, hvoraf (2) f¢lger.

(
(3 ) A(U-V) = ~u - ~v.

Inps~ttes A = 1 i (4) fas (-l)v = l(-v) = -v.

Vi har AV + A (~-E.) ::: A(~+ (u-v» == ~~, hvoraf ·(3) f¢lger.
I

Inds~ttes ~ = 0 i (2) fas (-~)v = OV - AV = 0 - AV = -A£, og

inds~ttes u = 0 i (3) fas A(-V) = AO - AV = 0 - AV = -Av.

(-~)v = ~(-v) =······-AV.

(-l)v = -v.(5)

(4)

(

(
~Bem~rkning. Lad (G,+) v~re en gruppe. For g E G og n E m

defineres da den n'te "patens" ng af g som summen af n adden-

der g,

ng = g+••• +g.

Dern~st defineres, stadig for n E ~ , den (-n) 'te patens (-n)g

ved
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(-n) g == n (-g) ,

altsa

(-n)g == (-g)+ •• ~+(-g),

Og = 0

hvor 0 er gruppens neutralelement. Er nu (V,L) et vektarrurn,

bliver (V,+) 'en kommutativ q r uppe . For n E Zl og v E V har

symbolet nv sAledes to betydn~nger, nemlig dels produktet af

skalaren n og vektoren ~, og deis den n'te patens af £_ Lad
I

os et ¢jeblik skrive n*v for den n'te patens af ~, og fasthol-

de betegnelsen nv for produktet af n og v. For n E ~og v E V

gcelder da

n*v = v+ .. .. +v

= lV+ ••• +ltr

== (.1+ ••• +1) v

== nv,

hvar f¢rste lighedstegn begrundes ved definitionen af n*v for

n E IN , andet ved (f), og t.redie ved (g)., Derefter fas, sta-

dig for n E 1N ,

(-n)*v == n*(-v),

== n(-v)

== (-n)v
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hvor f¢rste lighedstegn begrundes ved definitionen af (-n)*v

ved (4).

for a Ll.e n E 2Z og v E V,

geometri kendes begrebet

nBk e emp e l.; For hvert n E ,,'IN er L et vektorrum over L med

Bem~rkning. Fra den

t6'geometriske vektorer og multiplikation af en geometrisk

vektor med et reelt tal. M~ngden af geornetriske vektorer i

planen og i rummet er (med de' egenskaber, scm begreberne til

lcl!gges) reelle vektorrum. De~·te motiverer bruqen af gloserne
, ,,:;:.~·t;31~, ':"".

vektor og vektorrum i def ini#:,~,onen:;, side 1. 1 • 1 •
~'~,f~}r
~-".,~:J-~~~

O*v = 0 =.O~,

q e ome t r i ek o ek t o» i p l.an en ,,9g" i rummet, herunder addition af

for n E IN I andet ved det

andet ved (1) ~ Vi har

hvor f¢rste lighedstegn af 0*£, og

- og betegnelsen n*v er

Endelig fas

/

Ii
\.

l

kompositionerne

(X1,···,X n ) + (Y 1,···,Yn ) = (x 1+Y l ' · · · ' Xn+Y n ) '

( A (x 1 ' .' .. • ,xn ) = (Axl ' • •. It , Ax n) •

For-n = 1 fAs specielt L som vektorium over sig selv.
\..- I '", ~' •

1,_,"";

l-,\"O:·~l • .' ~z: '1.: -,_'

Eksempel.Mcl!ng¢len L
JN fra L

er et vektorrum over L .med



MAT 101

(X 1'···'Xn ' · · · ) + (y.l' .. ··'yn.'···) = (x 1+Y l , · · · , x n+Y n ' · · · ) '

A (x 1" • • · , x n' • • .) = ( Axl' · · · , Ax n ' • • • ) •

1 .1 • 6

(

l

(

(

Eksempel. Lad T v~re en vilkArlig ikke-tom m~ngde, og lad

F(T,L) betegne m~ngden af aIle afbildninger af T ind i L. For

~,~ E F(T,L) og A E L defineres ~ + ~ E F(T,L) ved

t t-+ ( qJ+ W) (t) = tp ( t ) + W( t )

og A~ E f(P,L) ved

t t-+ (AlP) (t) = A<.p(t).

Herved er F(T,L) organiseret som et vektorrum over L. Nulvek-

toren er den konstante funktion t ~ 0, den til ~ E F(T,L) rnod-

satte vektor -~ er funktionen t ~ (-(p) (t) = -~(t). - Er T en

endelig m~ngde med n elementer, T = {t
1

, ••• ,tn } , kan

(F(T,L) ,L) identificeres rned (Ln,L), idet ~ E F(T,L) identifi-

YLceres med n-scettet (lP(t
1

) , ••• ,<,p(t
n

» ) E L • Er T en numerabel

~ngde, T = {t
1

, ••. ,tn , ••• }, kan (F(T,L) ,L) identificeres

med (Lm,L), idet ~ E F(T,L) identificeres med f¢lgen

(l.P(t 1 ) , ••• ,q) (tn ) , ••• ) E Lm.
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1.2. UNDERRUM.

Lad (V,L) v~re et vektorrmn~ En ikke~tom de

onen i V Lnduoer e r erl addi t.Lon i U ~ d ~ v S ~

hvis for de·t andec muLt.LpLika t.Lonen i t1 med ,ska,lar'er f r a IJ in-

den til en vektor uE U modsatte vektor -u i V tilh¢rer U8

ducerer en muLtiplikat.Lon i U TIlecl s.kaLe r e.r fr a D, d ~ \r t·, S (,

A~ E U,V A E L V v E U

v u,v E V : u + V E V,( 1)

torrum over L., Det I)astas, at; den sidste betingelse f¢lger af

de to f¢rste~ F¢rst bern~rkes, at betingelserne (a) ~ (b) og

og hvis for det tr~die U herved bliver organiseret som et vek-

(e) ~ (h) side 181~1 oplagt er opfyldt for V, da de er det

for V. For at vise, .at; (c) oq (d) er opfyLdt; for U, e:r det

tilstr~kkeligt at godtg¢re, at savel nulvektoren 0 i V som

For en vilkarlig vekt.or u E [l har vi Ou := 0 E U ved brug af

(1) side 101.3 og (2) ovenfor , og for enhver vektor u E U har

vi (-1)~ ~ -u E U ved brug af (5) side 1~1 e3 og (2) ovenfor.

Vi har dermed:

En ikke-tom detm~ngde U af (V,L) ~r et undeppums- hvis og

k.un h o-i e be t i n q e l e e rn e (1)' - (2) e:~ op!yldt. Er U e t: unde r rum ,

ad ep nulvektoren i V tilZige nuZvektor i U, og den til en vek-

top u E U modsatte vektor ~u i V er tillige modsat vektor tiZ

u ·i U.
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Det ses let, at (1) - (2) er ensbe~ydende med

1 . 2 • 2

(3 ) v ~,~ E L V u,v E U ~!!: + ll'£ E u.

Det bem~rkes, at (V,L) altid har {oJ og V som underrum.

Et underrum V af V kaldes ~t ~gte underrurn, dersom U * v.

Lad V., i E I, v~re underrum af (V,L). Da betingelsern~
1.,

F~Zlesm~ngden af underrum af (V~~) er igen et underpum

(

(
n U., og

iEI 1,-

med n V.
iEI &

er opfyldt for hvert V • , er de ogsa opfyldt for
1.,

da 0 tilh¢rer hvert U • , har vi ogsa 0 E n U., hvor-- 1- - 1:EI 1.,

* ~. F¢lgelig giElder:

(

at (V,L).

Lad M v~re en delm~ngde af (V,L). Da V selv er et underrum

af V, er m~ngden af underrum af V, som indeholder M, ikke tom.

F~llesIn~ngden af disse underrum er if¢lge det foregAende igen

et underrurn, som indeholder M. Dette underrurn kaldes det a.f M

ua8p~ndte eller frembragte underrum, og betegnes spanM. Det

er det "mindste" underrum, sam indeholder M, i den forstand,

at det er indeholdt i ethvert andet sadant. Bem~rk, at

span@={o}.

Lad V1' •.• ,V v~re (ikke n¢dvendigvis forskellige) vek-
- -p

torer fra (V,L). En vektor v af formen

v = A
1

v
1
+ .. . +A v

-- p-p =
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hvor Al, ••• ,A p E L, siges at v~re en linearkombination af

vektorerne v1' .•• ,v (med koefficienterne Al, ••• ,A ). Det
- -p - p

viser sig bekvernt ogsa at kunne tale om den tomrne linearkom-

bination, d.v.s. linearkornbinationen af ingen vektorer; denne

fremstiller !2, i overensstemmelse med, at den tomme sum har

vCErdien o.

( Det af en delm~ngde M af (V~L) frembragte under~um spanM

/

t

er identisk med m~ngden af linearkombinationer af vektorep fra

M.

Bevis. Lad U betegne m~ngden af linearkornbinationer af

vektorer fra M; bem~rk, at 0 E U. Det er klart, at ethvert

underrum, som indeholder M, tillige' indeholder lJ; specielt

er altslt U indeholdt i spanM .Pa den anden side er M abenbart

indeholdt iLU; og da savel surnmen af to linearkombinationer

af vektorer fra M som produktet af en skalar og en linearkom-

bination af vektorer fra M er en linearkombination af vektorer

fra M, er U et underrum. Heraf fremgar, at U indeholder spanM.

Ialt har vi altsa V = spanM, som pastaet. n
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1.3. LINEfR AFHfNGIGHED OG UAFH!NGIGHED.

1 . 3 • 1

Lad (~l""'~p) v~re et s~t af endelig mange (ikke n¢d

vendigvis forskellige) vektorer fra et vektorrurn (V,L). Der

findes da skalarer Alt ••• ,A
p

' saledes at

( 1 ) A
1

'V
1
+ .. . -I-A v = 0,- p-p

/

l

(

nemlig A
l

= ... = A
p

= O. Hvis (1) kun er opfyldt for

Al = ... = Ap = 0, siges s~ttet (~l" •• '~p) at v~re line~rt

uafh~ngigt. Hvis s~ttet ikke er line~rt uafh~ngigt, siges det

at v~re line~pt afh~ngigt; dette kommer altsa ud pa, at der

findes skalarer Al, ..• ,A
p

' som ikke aIle er 0, saledes at (1)

er opfyldt.

Det viser sig bekvemt at kunne tale om det tomme s~t; ved

definition fasts~ttes, at dette er line~rt uafh~ngigt.

En identitet af formen (1) kaldes en Zine~r reZation mel-

lem vektorerne V
1

' ••• ,V ; den siges at v~re egentZig, hvis ik-
- -p

ke aIle koefficienterne Al" •• /A
p

er O. Et endeligt (evt. tomt)

s~t af vektorer er altsa line~rt afh~ngigt eller line~rt uaf-

h~ngigt, efter som der bestar eller ikke bestar nogen egentlig

·linecer relation mellem vektorerne i "scettet.

Et s~t bestaende af een vektor v er line~rt afh~ngigt,

hvis og kun hvis der findes en skalar A * 0 I 'saledesat Av = 0,

altsa hvis og kun hvis ~ = £. Et s~t (!1/~2) bestaende af to

vektorer er lineCErt afhcengigt, hvis og kunhvis der findes ska-

larer A1 og A
2

, som ikke begge er o, saledes at A1~1 + A2E. 2 = o ,

altsa hvis og kun hvis mindst een af de to vektorer fremgar af

den anden ved multiplikation med en skalar.
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Nap e t: de l.etet: af et nek.t.o r e et: e r l i neer i: afh(2ngigt~ er

1 ~ 3 • 2

l

(

hele srettet linece-rt afhCEngigt. Thi i en egentlig line~r re-

lation mellem en del af s~ttets vektorer kan de ¢vrige til-

f¢jes med koefficienten o.

Specielt noteres, at et vektors~t, som indeholder 0,

eller Scm indeholder samme vektor to gange, er line~rt af-

hcengigt.

Hiie r t: 'de Z,SrEt af e t: l.i.n e er t: ua f'h en q i q t: 8CEt er l i n e er t. u a j>

h~ngigt. Dette er blot en omformulering af resultatet ovenfor.

Et 8~~ (V 1' ... ,v ), hvor p ~ 2, er line~rt afh~ngigt3
- -p -,

hvis og kun hvis mindst een af vekto~~rne i 8~ttet kan frem-

stilles som en linearkombination af de ¢vrige.

Bevis. Hvis s~ttet er line~rt afh~ngigt, bestAr der en

egentl~g line~r relation mellem vektorerne,

A
1

V 1+ •.. +A v = o.
- p-p-

Ved eventuel omnummerering kan opnas, at A1 * o. Ved multipli

kation med -A 1-
1 i (2) og efterf~lgende addition af ~1 fAs

!1 er altsa en linearkombination af de ~vrige vektorer. Antag

omvendt, at en af vektorerne er en linearkombination af de ¢v-

rige; ved eventuel omnurnrnerering kan opnAs, at
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Adderes vektoren -~1 fas

1 . 3 . 3

(

{
l

o = (-1) E..1 + V2JL2+. • .,'f."PpE..p •

I denne linecere relation er kQef:J:i,~~~nten til E..1 forskellig

fra 0, og scettet (E..1' ••• 'E..p ) er f¢i§~l.ig linecert afhcengigt. 0

Hvis en vektor V kan fremstilz'es som Zinearkombination

af vektorerne i et S(Et ('!.!..1~. ~E..p)~ sa oi l. koefficienterne i

frems ti l.li nq en vier e en ty diq t: b e e temt e J h vi S og k.un hvi S S(Et

tet (vl~. ~.3V ) er line~rt uafh~ngigt.- -p

Bevis. Lad

(3)
• 4.:

c ,~ ,

v = A1v 1+ · · • +~',",v,'"- p,~p

(

veere en f r-ems t.Ll.Ldnq af v s omi LdnearkombLnat.Lon af v
1

, ••• ,v ·- -p

Er

o = 1.11vl+ •• •+p "",V,,- - p-p

en vilkarlig line~r relationmellem vektorerne v1' ... 'v , viI
- -p

v = (A
1

+ 1.1
1

) v
1
+ · . . +(A +11 )v- '- p p-p

v~re en frernstilling af ~. Antages, at fremstillingen (3) er

entydig, kan sAledes sluttes, at V1 = ... = Vp = 0, og dermed

at scettet (v 1 ' ... , v ) er lineiert ua:fh~ngigt. Er- -p

v = v 1 v 1+ · · ·+vv- p-p
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en vilkarlig fremstilling af ~, fas

o = (A
1

- v
1
) v 1+ .·. .+(A .-v ) v .- ' -. p .p -p

Antages, at e~ttet (!l, ..• r!p) er line~rt uafh~ngigt, fAs

~1 - v 1 ~ .•• = ~ - v = 0, og dermed, at fremstillingen
P P .

(3) er entydig. 0

1 .3. 4
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1.4. DIMENSION. BASIS. KOORDINATER.

1 .4. 1

Lad (v1' ... ,v ) v~re et s~t af vektorer fraet vektor-- -p

rum (V,L). Ved rangen rg(v1, •.• ,v ) af s~ttet forstasdet- -p

maksimale antal vektorer i noget line~rt uafh~ngigt dels~t.

Det tomme s~t har rang o. Et s~t rned rang 0 er enten det

tomme Siet eller et seet af formen (~, ... ', £) •

Lad M v~re en vilkarlig delm~ngde af V. Ved rangen rgM

af M forstas supremum for mamqden af de r E 1N 0 for hvilke

( der findes et s~t af vektorer fra M med rang P. Der. g~lder

altsA ~gM ~ 0, hvis og kun hvis M = 0 eller M = {£}, der

ga!lder rgM == r E IN , hvis og kun hvis der findes et line~rt

uafh~ngigt r-s~t (v 1 ' ••• ,v ) af vektorer fra M, men intet
- -p

sadant (p+l)-s~t, og der grelder rgM = =, hvis og kun hvis

der for ethvert n E ~ findes et line~rt uafh~ngigt n-s~t

af vektorer fra M.

Er rgM == l' E IN0 ' f'o r s t Ss ved et make imal eet: for M et

line~rt uafh~ngigt sret af r vektorer fra M.

Ved.dimensionen dimV af vektorrummet (V,L) forstAs ran-

gen af V, idet V opfattes som delm~ngde af 8ig selv. Det er

( -kla!rt j at der da ogsa for ethvert underrum U af V ga!lder

dimU = "FgU, hvor rgU betegner rangeri af U sam delmcengde af

v. Hvis dimV < ~, siges V at have endelig dimension eller at

v~re endelig-dimensionalt. Et vektorrum har dimensi~n 0,

hvis og kun hvis det kun bestar af o.

l
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(

(

(

Er (V,L) et endelig-dimensionalt vektorrUID, forstas ved

en basis for V et line~rt uafh~ngigt s~t af vektorer fra V,

som frembringer V, - idet et s~t af vektorer fra V siges at

frembringe V, dersom V = spanM, hvor M betegner m~ngden af

s~ttets vektorer. Et vektorrum af dimension 0 har det tomme

s~t som (eneste) basis. Et hovedpunkt i det f~lgende er at

vise, at et vektors~t er en basis for V, hvis og kun hvis

det er et maksimals~t for y. Heraf fremgAr, at ethvert vek

torrum V af endelig di~ension har (mindst) en basis, og at

enhver basis indeholder det samme anta1 vektorer, nemlig

dimV.

Af en tidligere s~tning (side 1.3.3) fremgar umiddelbart:

Et s~t af vektorer fra et endelig-dimensionalt vektor

rum V er en basis for V3 hvis og kun hvis hver vektor i V

har en og kun een fremstilZing sam linearkombination af vek

torerne i s~ttet.

Den videre unders¢gelse af begreberne dimension og ba

sis bygger pA nedenstAende fundamentale "udskiftningss~tning"

samt f¢lgende hj~lpes~tning:

Er M en delm~ngde af et vektorrum V med rgM = r E ~,

og er (~13 •• . 3£p) et maksimals~t for M3 sa kan hver vektor

i M fremstilles sam Zinearkombination af'vektorerne ~l' ••. ~~r.

Bevis. For hver vektor v E M er s~ttet (£l' ... '~r'~) 1i

ne~rt afh~ngigt, da det indeholder r + 1 vektorer. I en egent

1ig line~r relation rnellem s~ttets vektorer kan koefficienten
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til v ikke v~re 0, idet der ellers ville besta en egentlig

1 • 4 • 3

•

l

line~r relation mellem vektorerne £1' ... '~~' i strid rned,

at s~ttet (~l' ••• '~r) er linerert uafh~ngigt. Heraf sluttes,

at v kan fremstilles som linearkombination af ~l' ••• '~r. 0

Udskiftningss~tningen. Lad V v~re et vektorrum, lad

(Vl'·.·~V ) v~re et s~t af vektorer fra v~ som frembringer- -q

~r, o q l.a d (u''''' •.. ;J U ) 1)CE1")e et l i n e.er t: u a j'hten q i q t: S(Et af vek-
-.1 -p

torer fra v. Da er p ~ q, og der findes q - p blandt vekto-

rerne v 1' ... ,V , som sammen med u 1' ... ,U frembringer v.- -q --p

Bevis. Da £l' ... '£q frernbringer V, kan ~1 frernstilles

som linearkombination af disse vektorer. I en sadan linear-

kombination rna mindst een af vektorerne v. forekomme med en
-1,

fra 0 forskellig koefficient; thi i modsat fald ville vi ha-

ve ~1 = ~' i strid med, ,at ~1 er en vektor i et line~rt uaf

h~ngigt s~t. Det kan antages, at £1 har en fra 0 forskellig

koefficient. Da kan ~1 fremstilles som linearkombination af

vektorerne ~1'~2' ... '£q' Disse vektorer viI derfor frernbrin

ge V; thi enhver vektor w EVer linearkornbination af

£l'.·.'£q' og erstattes i en sadan linearkornbination ~1 rned

en Lt.nearkombtna t Lon af u
1

' V
2

' ••• , u , fAs w fremstillet som- - -q

en linearkornbination af ~1'£2' ... '£q. Er p ~ 2, betragtes

dern~st vektoren ~2. Den kan if¢lge det netop viste fremstil

les som en linearkombination af u
1

, v
2

' ••• ,v • I en sadan frern-- - -q

stilling rna mindst een af vektorerne£2" .. '£q forekomme rned

en fra 0 forskellig koefficient; thi ellers ville ~2 fremga

at ~1 ved multiplikation med en skalar, i strid med, at
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~1 og ~2 er. vektorer i et line~+t uafh~ngigt s~t. Det kan

antages, at koefficienten til ~o er forskellig fra o. Da
4J

1 . 4 • 4

(
"

(

(

kan £2 fremstilles sam linearkombination af ~1'~2'£3'.··'£q'

og det indses som ovenfor, at disse vektorer frembringer v.

Saledes fortscettes, idet vi efter det k ' te skridt har et

frembringers~t for V bestaende af ~l' ••• '~k samt q - k af

vektorerne v
1

, ••• ,.v • Var nu p > q, ville vi ende mad som
- --q

frembringersret at fa s~ttet (U1' .•• ,U ), og enhver af vekto-- -q

rerne u+
1

, ••• ,u skulle da have en fremstilling som linear-
-q -p

komb1nation af u
1

, ••• ,u I i strid rned, at s~ttet (U1, ••• ,u )
- -q --- -p

er line~rt uafh~ngigt. Der g~lder altsa som pAstaet p ~ q.

Heraf fremgar videre, at udakLf t.n i.nqepr-oces aen brlnges \~til

afslutning i p skridt, hvormed ogsA s~tningens anden pAstand

er vist. 0

.Vi skal herefter udnytte hjCElpestEtningen og udski:;tnings-

sretningen; ved beviset for den f¢rste af de f~lgende s~tnin-

ger dog kun hj~lpes~tningen.

Fop ethvert underrum U at et vektorrum V g~Zder

dimU ~ dimV. Hvis V er endeZig-dimenBionaZt~ g~Zd~r dimU = dimV

kun for U ~ v.

Bevis. For dimV = 00 er der intet at vise. For dimV = r E ~o
kan der i delrn~ngden U af V ikke findes line~rt uafh~ngige s~t

bestAende af flere end r vektorer; heraf f~lger uligheden.

Er dimU = dimV = r, viI et maksimals~t for U tillige v~re et

maksimals~t for V; if¢lge hj~lpes~tningenvil s~ttet da frem

bringe bade u og V, hvormed U = v. 0
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Ethvert endelig-dimensionaZt vektorrum V har en basis.

1 .4. 5

(
"

l
(

l

Enhver basis for V indeholder det samme antal vektorer~ nem-

t i o dim V.

Dette hovedresultat er en umiddelbar konsekvens af f¢l-

gende sCEtning:

Et s~t af vekto~er fra et endeZig-dimensionalt vektorrum

V er en basis for V3 hvis og kun hvis det er et maksimalts~t

for v.

Bevis. For dimV = 0 er pastanden trivielt opfyldt. Antag

derefter, at dimV > 0; maksimals~ttene og de eventuelle baser

er da ikke-tomme s~t. Ethvert maksimals~t er en basis; thi et

maksimals~t er line~rt uafhCEngigt, og det frembringer V if¢lge

hj~lpes~tningen. Lad omvendt (!l' ... ~~q) v~re en basis for V;

da enhver basis er et linecert'uafhcengigt SCEt, skal det blot

vises, at q = dirnV. Uligheden q ~ dimV f¢lger af, at

(v 1 , •.• ,v ) er et line~rt uafh~ngigt sret af vektorer fra V.- -q

Er pa den anden side (~l' .•• '~p) et vilkarligt line~rt uafh~n-

gigt s~t af vektorer fra V, sa g~lder p ~ q if¢lge udskiftnings

s~tningen; heraf fremgar, at dimV < q. 0

Vi skal dernrest vise:

For enhver delma!.ngde M af et vektorrum V grelder

dim (spanM) = rgM. Er dette tal endeligt J bliver ethvert

maksimals~t for M et maksimals~t (oi dermed en basis) for

spa,nM.
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Bevis. For,rgM = 0 og for ~gM = 00 er pastanden klart

1 • 4 • 6

(

gyldig. Er rg M = 11 E 1N , og er (£1'.".' E-r ) et rnaksimalscet

for M, kan enhver vektor i M if¢lge hj~lpes~tningen fremstil-

les som linearkombination af ~l' ••• '~r. Det samme g~lder da om

enhver vektor £ E spanM; thi v kan fremstilles som linearkom

bination af vektorer fra M (sml. side 1.2.3). S~ttet (£l' ... /~r)

frembringer altsA spanM, og da det tillige er line~rt uafh~n-

gigt, er det en basis for spanM. If¢lge den foregaende s~tn~ng

er s~ttet da ogsA et maksimals~t for spanM, hvormed dim(spanM) =

Vi skal endelig vise:

Lad V VCEre et v ek.ti or r um med dimV :::: n E :IN ~ oq lad

(~l""'~p) v~re et line~rt uafh~ngigt 8~t af vektorer fra V.

Hvis p'< n, kan srettet (u 1 3 ••• ,u ) suppZe~eB til en basis for
- -p

V ved tiZf¢jeZse at n - p vektorer u "+l' ••. 'u.-p -n

Bevis. Lad (~l' ••• '~n) v~re en basis for V (~ml. side 1.4.5).

If~lge udskiftningss~tningenfindes da n - p vektorer

u. +" 1" , • • • , u" blandt vektorerne V"l I • .. • , v. I som sammen mad vekto-
~p -n --n
rerne u1' , ••• ,u frembringer v. S~ttes M = {u 1" , ••• ,U }, har vi- ~ " - ~

altsS. dim(spanM) = n. If¢lge den foregaende smtning har vi da

ogsa ~gM = n, hvoraf f¢lger, at s~ttet (u1' ••• 'u ) er line~rt- -n
uafhmngigt, og derrned er en basis. D

Er (e
1

, ••• ,e) en basis for et vektorrum (V,L) rned
- -n

dimV = n E IN, sa har hver vektor vE V en og kun een fremstil-

ling sam linearkombination af ~l' ••• '~n'
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v =: v 1 e 1+. · · +1) e ·- n-n

1 • 4 • 7

..

(

Tals~ttet (V1, ••• ,Vn ) E Ln kaldes koordinatsmttet for vekto-

ren v m.h.t. basen (eller koordinatsystemet) (~l' ••• '£n); tallet

v. kaldes vektorens i'te koordinat. Den herved definerede af-
i.

bildning

v = v 1 e 1+. · · +v e t-+ k tv) = (v 1 ' · · • , V n)- - n-n

af V ind i L
n kaldes koordinatafbiZdningen (h¢rende til den be

tragtede basis). Koordinatafbildningen k : V ....... L ner bij ektiv;

thi for ethvert s~t (V
1

' ••• ,vn ) E L
n findes netop en vektor

v E V med k(~) = (v 1 , ••. ,vn ) , nemlig vektoren v = vl~l +... +vn~n·

Endvidere noteres, at

k (u+v ) = k (u) + k (v) ,

k(Xv) = Xk(v).

Thi

(u 1 e 1+. · .+u e ) + (v 1 e 1+. · · +v .e ) = (u 1+v 1 ) e 1+. · · + (u +v ) e- n-n - n-n - n n-n

og

X(v
1

e 1+···+ve ) = Xv 1e
1
+...+AV e •- n-n - n-n

Bem~rkning. Vektorrummet af geometriske vektorer i planen

hhv. rummet har dimension 2 hhv. 3 (sml. i ¢vrigt side 1.1.5).'
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Eksempel. I vektorrurnmet (Ln,L) udg¢r s~ttet bestaende

af vektorerne £1 = (1,0, ... ,0), ~2 = (0,1,0, .... ,0), ••• , e =-n

(

'(

{
\

(0, ••• ,Of 1) en basis f den saka,ldte n a t.ur li ae eller kanoniske

basis. Thi af

V 1 e 1+. · · +V e = (v 1 ' • · · , v )- n-n n

f¢+ger dels, at s~ttet er line~rt uafh~ngigt, dels at det

frembringer Ln. Vektorrummet (Ln,L) har saledes dimension n.

Det kaldes derfor det n-dimensional~ reeZZe eller kompZekse

taZ(vektor)rum. '(En bekvem skrivemade for vektorerne e. fas
-1"

ved benyttelse af det sAkaldte Kronecker-symbol 6 ... Dette
~J

er defineret ved

1 for i = j,

6 .. =
~J

o for i * j.

Ved brug he r af har vi e. :=: (6 81 ' ••• ,6. ).).
-~ ~ ~n
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1.5. SUM OG DIREKTE SUM AF UNDERRUM.

1 . 5 . 1

(

{
\

Lad (V,L) V<Ere et vektorrum. For to vilkarlige delrniEng-

der M] og M2 af V defineres deres sum M] + M2 ved

Det noteres, at hvis en af m~ngderne M1 og M2 er tom, sa er

ogsa summen tom.

Herved er defineret en kornposition i m~ngden af delm~ng-

der af V. Det er klart, at den er kornmutativ og associativ,

idet vektoradditionen har disse egenskaber. Der findes et neu-

traIt element, nemlig {£}. Men en m~ngde M1, der indeholder

rnindst to vektorer, har i.kke noqeri "modsat" mcengde; th.i for

enhver ikke-tom m~ngde M
2

viI M
1

+ M
2

indehoide mindst to vek

torer_ Forkortningsreglen g~lder heller ikke.

Vi skal i det f¢lgende interessere as for summer af under-

rum af V. Vi viser f¢rst:

Fop to underrum U1 og U
2

af (V~LJ er 01 + U2 det mindste

underrum~ der indeholder bade V1 og V2~ altsa

U1 + U2 = span(U 1 U U
2

J.

Bevis. Som bekendt er span(U
1

U U2) m~ngden af linearkom

binationer af vektorer fra V1 U V2• For ~l E V1 og ~2 E V2 er ~l + ~2

en sAdan Iinearkombination. Dette viser, at V
1

+ v
2

5 span(v1 U V
2

) .

For at vise den modsatte inklusion skal godtg¢res, at U1 + U2

er et underrum, som indeholder U
1

og U
2.

For ~,~ E L,

~1'~'1 E U1 og ~2'~2 E U2 h a r vi A~l + 1J~'1 E [/1 og A~2 + ~~2 E Uc~,
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idet U
1

og U
2

er uriderrum (sml. side 1.2.1 - 1.2.2). Endvi

dere g<Elder

A (u ' +u ') + u (u "+u ") = ( AU' +uU ") + (A U ' + 11 u ") •-1 -2 -1 ~2 -1 -1 -2-2

Ialt har vi saledes

"1 It 5 .2

hvormed er vist, at U
1

+ U
2

er et und,errum (sml. side 1.2.1 

1 • 2 · 2). Endvidere har vi V 1 = U1 + {o} ~ U1 + U2 og

[/2 = {oJ + U2 ~ [/1 -.- [/2'" []

For endelig-dimensionale underrum U1 og U2 af (V,L)

qiel.de r dinl(U
1+U2)

= dimU:z + dinlU
2

- dim(U
1

n U
2).

(Grass-

mann's dimensionsformel.)

Bevis. Vi s~tter dimU1 = p, dimU
2

= q og dim(u
1
nU2 ) = r.

Hvis r > 0, P > r og q > r v~lges en basis (~l' ••• '~r) for

[/1 n u2 ' og denne suppleres dels til en basis

(el,···,e s e ' t ' ... ,e')- -r -r+ _ -p

for Ul, og dels til en basis

( " If)el,···,e,e l,···,e
- -p -r+ -q

for U
2'"

Enhver vektor i [/1 + U
2

kan da fremstilles sam linear

kombination af vektorerne i (p+q-r)-s~ttet

(1 ) ( r» ".., /J' r)' e" eo ")
t> 1 ' · · · , e:;. , e· 1 ' · · · r t.- r s- 1 r • • fII I- -r -r+ -p -r+ -q
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Dette StEt er linecert u a f hrenq i qt . Lad nemlig

1 . 5 . 3

(2 ) Ale 1+ · · · +A ' e + A' 1e ,r 1 ~t to lit • + A' e ' .+ A" e n + . . It + A"e "'-.. r--r r+. ~-.p+ P--"l) r+ l-r+ 1 q--q o

v~re en line~r relation rnellern s~ttets vektorer. Vektoren

-(A" eft + .. .,+A,"e") vides at tilh¢re U ; af (2) f r emqa r , atr+l-r+l q-q 2

den ogsa tilh¢rer Vl, og dermed U1 n U2", Den er f¢lgelig en

linearkombination af £1, .. o1£r' og der rnA altsA best! en 1i

nerer relation af forrnen

P1£ 1+ · · ·+ [.l.n£.Y~ -I- A" e" ~ + · • .. + A" e ' = o.
L' L r+l-r+l q-q-

Da sCEttet (e
1

, ••• ,e ,e" I ' •.. ,e") er linecert uafheenq Lq t ,
. - -p -r+ -q

kan speciel t sluttes, a-t A" = = A" = 0.. Derefter f¢lger
p+l q

af (2), at A1 = ~ .. = A~ A' = •.. = A' = 0, idet s~ttet
.L v-r l P

(el, ••• ,e ,e' l, •.. ,e') er line~rt uafh~ngigt. Dermed er vist,
- -r -r+ -p

at s~ttet (1) er line~rt uafh~ngigt, og f¢lgelig er en basis

for U1 + V2 8 Der g~lder altsa dim(U l+U 2) = p + q - r, som pA

stAet~ - For r = 0, p = r eller q = r forl¢ber beviset efter

samrne retningslinier aom ovenfor, med visse oplagte modifika-

tioner. For p = r eller q = r kan formlens gyldighed ogsa ind-

ses direkte. D

Lad V,U 1 og U2 v~re underrum af V med U = U1 + U2 8 Hver

vektor u E V har da (mindst) en fremstilling af formen

u = ~1 + ~2 med ~1 E U1 og ~2 E U2 ° Har hver vektor" fra U kun

een sadan frernstilling, siges U at v~re direkte sum af under-

rummene [/1 og u
2

' og man skriver
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U = U
1

f:B VI).
o

1 .5 .4

Dette kommer al tsa ud pa , at der for alle vek t or-e r ~;, Y: l' E U.1'

«: u"-2' --2

( 3)

E U2 gCElder

u' + u '. = u " + U H-1 -2 ~1 -2 u '. ~ u " /\ U' = u"~
-~1 -·1 -,,·2 -2

(

(

Lad U, U1 og U~ v~re undevpum af (V 3L) med U = U1 + UQ •
u 6

Da er hver af f¢lgende to betingelser ensbetydende med J at U

er direkte sum af U1 og UQ :
(J

(a) Nulvektoren har kun een fremstiZling 80m sum af en vektor

fra U1 og en vektor fra u2 ' nemlig fremstillingen ~ = ~ + 0

Hvis U1 og U2 er endelig-dimensionale~ s& er ogs& f¢lgende be

tingeZse ensbetydende med 3 at U er direkte sum af U1 og u2 :

Be vi e , Det er klart, a-t hvis surmnen er d i.r-ek t e ; sa er (a)

opfyldt. Antag ornvendt, at (a) er opfyldt. Af ~; + ~~ = ~7 + ~H'

hvor ~~,~; E u1 ' ~~,~~ E u2 ' f¢lger da (~;-~7) + (~~-~;) = 0,

og dermed, if¢lge (a) I u '. - u " = u '. - u" = 0, a l t.s a u' = u "-1 -1 -2 -2 -1 -1

og ~2 = ~2; betingelsen (3) f¢lger altsa af (a) - Vi skal der-

n~st vise, at (a) og (b) er ensbetydende. Antag (a) opfyldt,

og lad u E U1 n u2 - Da g~lder u + (-u) = ~ med ~ E U1 og

-u E U2 8 If¢lge (a) har vi da u = -u = 0, hvorrned er vist, at
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( a) implicerer (b) . Er omvendt (b) opfyldt, og s, E U.1 I

·~2 E U') vektorer rued !!--l + lA, () = 9-., fas !i 1 = -u E U n U2 ' og
CJ ---{J -2 1

derfor, ved brug af (b) ,
~:·1 == r u. ~.; dette viser, at (b)

-2

irnplicerer (a). Er endelig U
1

og [12 endelig-dimensionale, sa

fremgar af Grassmann's dimensionsformel, at (b) og (c) er ens-

betydende. n

To underrurn U1 og U2 af (V,L) siges at v~re komplement~re,

dersom V == U1 @ U2- Hver vektor v E V kan da p! en og kun een

mAde skrives pA formen v == ~1 + ~2' hvor ~1 E V1 og ~2 E U2

Vektoren ~1 kaldes komponenten af v efter U
1

m.h.t. U
2,

eller

projektionen af ~ pA V1 langs U2; tilsvarende for ~20

Lad (V~L) v~re et endelig-dimensionalt vektorrum, og Zad

U1 v~re et underrum af V. Dep findes da (mindst) et til V1

komplement~rt underrum U o •
o

Bevis. Pastanden er triviel for dimV = O. For dimv = n ~ 1

er pastanden ligeledes triviel for dirnU
1

= 0 og for dirnU
1

= n.

For n > dimU 1 = P .::. 1 v<Elges en basis (£l' ... '£p) for U1' og

\ denne suppleres til en basis for V ved tilf¢jelse af vektorer

e 1, ••• ,e • S~ttes nu U~ = span{e 1, •• 8,e}, har vi-p+ -n LJ -'p+ . --n

U1 + U2 = V og dim(u
1
+u

2
) n. Da vi endvidere har dimU

1
= p

og dimU 2 = n - P, f¢lger pastanden af sidste del af den forega

ende scetning. 0
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(

i\

\

Idet addi tionen af delmcengder af et vektorrum er associa-

tiv og kommutativ, er summen af flere end to ~ngder uafh~ngig

af den orden, hvori additionerne udf¢res, og af m~ngdernes r~k-

kef¢lge. Specielt kan sadanne summer skrives uden parenteser.

Lad u1, ••. ,Up v~re underrum af (V,L). Vi har da if~lge

definitionen

u
1

+ .. _+U
p

= { u z+ ... +u I u , E U. }.-. -p -~ ~

Som i tilf~ldet p = 2 g~lder (med et analogt bevis) :

For underrum u1, ... ,Up af (V,L) er U1+... +Up det mindste

under~um, som indeholder u1, ... ,Up ' altsa U1+ .•• +Up ~

span (U1u. · · uUp ) •

Har hver vektor u E U = U1+ ... +U kun een fremstilling
- p

af formen u = u1+ ...+u med u. E U., siges U at v~re direkte
- -p -~ ~

Bum af underrurnmene U1, ... ,Up ' og man skriver U = u1m ••• ,up '

Scm for p = 2 g~lder:

Lad u,u1, ... ,Up vmre underrum af (V,L) med U = u1+ ... +Up '

Da e~ U direkte sum af U13 •.. ~U ~ hvis og kun hvis 0 kun har
p -

een fr8mBtiZZing af formen 0 = U 1+ ... +U med u. E U' 3 nemZig- -p -~ t

fremstillingen £ = 0+ •.. +0.

Vi skal til sidst vise:

For endelig-dimensionale underrum u1, ... ,Up af (V,L) g~l-

der dim(U
1+

... +up ) ~ dimU 1+ +dirnU
p

' Lighedstegner gmlder, hviB

og kun hvis summen af u1, ,Up er direkte.
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Bevis. V~lges en basis for hvert af underrummene

1 . 5 . 7

(

•

U1, ••. ,U , og samrnenstykkes disse baser til eet s~t af vek-. p

torer, fas et frembringersa'lt for underrummet U1+ ...+Vp ' be-

staende af dimU 1+ ••• +dimu vektorer. Anvendes s~tningen. p

rie de r s t; side 1.4.5 fas uligheden. Hvis sumrnen er direkte,

sa har 0 kun een fremstilling af formen 0 = U 1+... +U med- -p

u. E U" og dermed kun een fremstilling som linearkornbination
-1", t.

af vektorerne i frembringersCEttet; f¢lgelig er f r-emb r Lnqe r s art>-

tet line~rt uafh~ngigt, ogdermed en basis for V
1+

•.. +V
p

•

Der grelder derfor lighedstegn. Omvendt, g~lder lighedstegnet

og betegner M m~ngden af frembringers~ttets vektorer, sa har

vi (sml , side 1.4.5) rgM = dim (apanv) = dim(V
1
+ •.• +u

p
) =

dimv1+ ... +dimvp; rangen af M stemmer altsA overens med antal

let af vektorer i frembringers~ttet, og s~ttet er derfor line-

~rt uafhffingigt. F¢lgelig har ~ kun een fremstilling sorn line

arkombination af vektorerne i s~ttet, og dermed kun een frem-

stilling af formen £ ~ ~l+"'+~P med ~i E Vi' hvoraf sluttes,

ved brug af den foregaende sCEtning, at surnmen er direkte. B
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1.6. KYOTIENTRUM.

Lad V v~re et underrum af et vektorrum (V,L). Er ~ en

vektor i V, skal vi for summen {~} + U af m~ngderne {~} og

U indf¢re den forenklede betegnelse v + U. Vi har altsA

1 . 6 .. 1

.f+ u = { v+u 11 E U } •

Mcengderne af formen v + lJ kaldes s 1~ de unde r r um ti 1 u. Mcengden

af sideunderrum til Vbetegnes Vl v' Ved dimensionen dim(v+U)

af et sideunderrum v -+~ U f o r s t.a s dimU.

Med det formal for· ¢je at unders¢ge sideunderrurnmene til

V, defineres f¢lgende relation i V: En vektor ~1 E V siges at

VCEre kongruent modulo U med en vektor v E V, dersom E..1 - v E u.-

Vi skriver da 3!- 1 == Vr ( mod U ) , eller blot E-1 == v , ders.om U er un-

derforstaet. For enhver vektor v E V g~lder v - V; thi
-

v - v = 0 E u. Er E.l og v vektorer i V med E- 1 - v, gcelder og8a
- --

v - E.l; thi af v - v E U f¢lger v - E-l E u. Og er E..2':£1 og v- -1 .- - -

vektorer i V med
~2 - !:?.1 og 3!.-] - V, gcelder ogsa E.2 == V; thi af

E-2 - v E U og E- 1
- v E U f¢lger (E.. 2 -£1 ) + (E-l-~) E V, altsa

·-1 -

~2 - v E U. Ialt er herrned godtgjort, at relationen kongruens

modulo U er en ~kvivalensrelation i V. Det fremgAr af defini-

tionen, at ~kvivalensklassen, sam indeholder en given vektor

~ E V, altsa rn~ngden af vektorer E..1 E V sam er kongruente modu

lo U med v, netop er s Ldeunde r r umme t. v + U. Vi har al tsa:

Sideunderrummene til et underrum U af (VJL) er netop

~kvivalensklasserne v?d ~kvivalensrelationen kongruens modu-

l.o U,
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Heraf f¢lger, at forskellige sideunderrum er disjunkte.

Idet v E v + V, sluttes endvidere, at f¢lgende tre betingelser

er ensbetydende: ~1 + U = ~2 + V; ~1 E ~2 + U; ~1 - £2 E V.

JEkvivalensrelationen == harrnonerer med vektorrurnmets kom-

positionsforskrifter i den betydning, at

v ' - £.1 A. v ' - E.2 => ]21 + v' = E-] + E-2 "-1 -2 -2

v ' :: V ~ AV ' - Av.

Thi af v ' - Y!..1 E U og v ' - ~2 E U f~lger (v'-v ) + (v'-v ) E V,
-1 -2 -1 -1 -2 -2

og dermed (~1+.£2) - (~.1+E-2) E U; og af v ' - v E U f¢lger

A(V'-V) E V, og dermed ltv' - AV E u. Vi har altsA, at sumrnen

af en vilkarlig vektor i sideunderrummet ~1 + U og en vilkarlig

vektor i sideunderrummet ~2 -+ U altid vi! tilh¢re sideunderrum

met (~1+~2) + U, og at produktet af en skalar A E L og en vil

karlig vektor i sideunderrumrnet v + U altid vi! tilh~re sideun-

derrummet AV + U. Dette viser, at der ved

defineres en komposition Vl u x Vl u ~ Vlu' kaldet addition, og

( at der ved

A (v+ U') = Av + U

defineres en komposition L x Vl u ~ Vlu' kaldet multiplikation.

(Man regner altsa med sideunderrummene ved at regne med repr~-

sentanter for sideunderrummene.) Det eftervises uden besv~r, at

Vluherved er organiseret som et vektorrum (Vlu,L) over L. Det-
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te vektorrum kaldes kvotientrummet af (V,L) over u. Nulvek-

toren i kvotientrumrnet er sideunderrummet 0 + V, altsa V,

den modsat·te vektor ti 1 v + U er -v + U" For U = V bliver kvo

V
ti~ntrummet Iv et vektorrurn kun indeholdende nulvektoren. For

U = {a} bliver sideunderrummene til U af forrnen v + {a} = {v}.

Bem~rkning. Det eftervises let, at

hvor (E-l+ U) + (E.2-l-U) betegner summen af :!!-l -+ U og ~2 + V i

V/ u; additionen i V/ u er altsa den sanunen sam "mCEngdeadditio-

nen" (sml. side 1.5.1). - Det vises let, at der for A * 0 g~l-

der

u E U },

hvorimod O(v+U) = V, som for U * {o} er forskelligt fra

u E U } = {~~}. 0

rI
Vi skal endelig vise:

Er rV,LJ etendeZig-dimensionalt vektorrum J og er V et

underrum af V, sa g~lder dimU + dim
V/

u = dimV.

Bevis. For dimV = 0 er ligningen oplagt. For dimV ~ 1,

og U = V eller U = {a} er ligningen ligeledes oplagt. Antag

derfor, at U er et underrum med dimU = p, hvor 1 ~ P < n = di~V.

Lad (£l' ... '£p) VCEre en basis for V; denne suppleres til en
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basis (el, ••• ,e Ie I ' ••• ,e) for V. Det pastas, at scettet- -p -p+ -n

1·6 • 4

( 1 ) (e l+V, • .,.,e +U)
-p+ -no

Ver en basis for Iv. Lad

A 1 (e 1+ U) + •• • +A (e +U) = Up+ -p+" n -n

v~re en line~r relation mellern vektorerne i s~ttet. Vi har

da

U = A 1 (e 1+ U) + •• • +A (e +U)p+ -p+ n -n

= (A l e 1+ U) + •• • +(A e +V)p+ -p+ n-n

= (A le 1+·· .+A e ) + U,p+ -p+ n-n

hvilket medf¢rer

A le 1+ .•. +.\ e E V.p+ -p+ n-n

Der findes derfor A
1

, ••• ,A E L, saledes at
p

It e + •.. +A e = A
1

e
1
+ .• . +A e •

p+l-p+l n-n -- p-p

Men da s~ttet (~l' ••• '~n) er line~rt uafh~ngigt, sluttes, at

Ap+1 =
scettet (1)

::::. A - = 0 (= A = ••• = A ), hvormed er .vi s t , atn 1 p. ~

er linecert u a f heenq i.qt; , Lad de r neest. -1) +. U v~ie en

vilkArlig vektor i Vl u. Der findes da Pl, ••• ,Pn E~, s!ledes

at

v = ~lel + ...+ p e ·- n-n
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Dette giver

'1 • 6 • 5

= ((P
1

e
1

+ · · · +1J e )+U) + (u le 1+ U ) + ••• +(11 e +U)- p-p p+ -p+ n-n

= U + (u le l+ U)+.' •• +(lJ e +U)p+ -p+ n-n

= (u l e 1+ U)+ •• ·+(ll e +U)p+ ~p+ n-n

= 1-1 1 (e l+ U) +. · ·+ll (e +U),p+ -p+ n -n

hvormed er vist, at s~ttet (1) frembringer Vl v' S~ttet er der

V
for en basis for Iv. Dette giver

dimV + dimVl
v = p + (n-p)

= n = dimV • 0
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1. Vis, at betingelsen (f) i definitionen af vektorrum ikke

er en konsekvens af de ¢vrige betingelser. (Betragt f.eks.

2
m~ngden m med den s~dvanlige addition,

samt "multiolikationen"

2. Lad (V,m) v~re et reelt vektorrum. Vis, at produktm~ngden

Vx V organiseres som et kornplekst vekto r rum ved komposi tio-

nerne

hvor A,~ Em. Vektorrummet kaldes den komplekse udvideZse

af (V,lR).

3 . Unders¢g, hvilke af f¢lgende de Lmeenqde r af 1RlN, der er un

INderrum af (JR IlR):

a) MCEngden af konvergente f¢lger.

b) Mcengden af konvergente f¢lger med 0 som grcense-

v~rdi.

c) Mcengden af konvergente f¢lger med 1 sam grCEnse-

viErdi.
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4. Unders¢g, hvilke af f¢lgende delm~ngder af F(~,m), der

er underrum af .( F (JR , .m) ,JR) :

a) M~ngden af kontinuerte funktioner.

b) M~ngden af d.ifferentiable funktioner.

c) M~ngden af polynomier.

d) M~ngden af n'te grads polynomier, hvor n er

et givet naturligt tal.

e) M~ngden af polynomier af grad ~ n (herunder

nulpolynomiet), hvor n er et givet naturligt

tal.

f) M~ngden af funktioner ~ med ~(1) = o.

g) M~ngden af funktioner ~ med ~(1) = 1.

h) M~ngden af funktioner ~ med ~(1) = ~(-1)

i) Mcengden af funktioner <.p rned sup I tp{t) I < 00.

tEJR

j ) Mcengden af funktioner tP med sup l<o(t) I <·k,
tEJR

hvor k er et givet ~ositivt tal.

5 . iN
I vektorrummet (L ,£) betragtes m~ngden M bestaende af

vektorerne (1, 0 , 0 , 0 , \0 • \0) I (0 I 1 I 0 I 0 , ••• ), (0, 0 I 1 10 , ••• ) ,

Bestem spanM.



MAT 101 1. ¢v. 6 - 9

6. Unders¢g, om f¢lgende s~t af vektorer fra de angivne vek-

torrum er Li.nezer t; afhcengige, og fremstil i bekr~ftende

fald en af vektorerne som en linearkombination af de ¢vrige.

a)

b)

c)

d)

((-1,1), (2,2), (0,3»), - (IR
2,lR).

2( ( i , 1) , (1 + i ,0) , (0 , 1-l) ), - (C , C) •

:3
(1,1,.1), (0,2,2), (0,1,3») I - (JR ,IR).

«1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,-1,1,-1), (0,0,1,1»), 

(1R
4

,JR) •

7 • Bestern m~ngden af de t E ~ for hvilke s~ttet ({l,t) ,(t,l»)

er et linecert afhcengigt SCEt af vektorer fra (JR2, lR) •

\~

8. Bestem m~ngden af de tEL for hvilke s~ttet

( (1 , t , 0) , (t ,0, 1) , (0 , .7 , t» er et linecert afiheenqLq t, s~t

af vektorer fra (L 3 , £ ) .

9. Angiv en n¢dvendig og tilstr~kkelig betingelse for at

s~ttet bestaende af vektorerne

(all' 0 , 0 , ... , 0

(a
2 1,a 2 2

, 0 , ••• , 0

(a 1,a 2,a7,~··,a )n n nv nn

fra vektorrummet (Ln,L) er line~rt uafh~ngigt.
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10. Vis, at hvis et s~t (~1'~2' ••• /~n) af vektorer fra et

vektorrum (V,L) er line~rt uafh~ngigt, sa vii ogsa et-

hvert s~t af formen (~1+A~2'~2'••• '£n) v~re line~rt uaf

hcengigt.

12. Lad ~1'~2'~3 E F(m,m) v~re givet ved ~1 (t) = 1, ~2(t) = sint

og ~3(t) = cost for t E ~ · Vis, at s~ttet (~1'~2'~3) er

et linecert uafhcengigt seet af vektorer fra (F (lR , 1R) , lR) •

11 • 2
Vis, at et s~t ((a 1,a2 ) I (bl~b2) af vektorer fra (L ,L)

er line~rt afh~ngigt, hvis og kun hvis a 1b 2 - a 2b 1 = o.

13. Lad Pl ,.·.,Pn v~re indbyrdes forskellige tal fra ~o. Vis,

Pl r;
at s~ttet bestaende af polynomierne t , •.• ,t er et 1i-

ne~rt.uafh~ngigt s~t af vektorer fra (F(C,~)~).

14. For a E 1R
+

s~ttes exp (t) =
a

ta , t E JR • Vis, at hvis

(

15.

al, ... ,an er indbyrdes forskellige tal fra E+ ' sa er

(exp , ... ,exp ) et line~rt uafh~ngigt s~t af vektorer fra
a 1 an

(F (lR ,IR) lR) •

I vektorrurnmet (E 2 , m ) betragtes m~ngden M bestaende af

vek t.or-erne (1,1) 8 (1,-1), (-1,1) og (-1,-1). Bestem rgM,

og angiv samtlige rnaksimals~t for M.
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16 ,. I vektorrurnrnet (..7R
3,

JR) betragtes meenqden M bes t.aende af

vektorerne (-2,4,0), (0,3,1) og (2,-.1,1). Bestem rgM, og

angiv et maksimals~t for M. Unders¢g, om vektorerne (1,0,0)

og (2,2,2) tilh¢rer spanM.

17. Angiv en basis for (JR4 IlR) I sam indeholder vektorerne

( 3 , 0 , 1 , 2 ) og ( - 1 , 2 , 0 , - 1 ) •

18. For n E ~O betegnes med P
n

underrumrnet af (F(C,~) I~) be

staende af aIle polynomier af grad ~ n. Vis, at s~ttet be

staende af polynomierne t P , p = O,l, ••• ,n, udg~r en basis

for P . Vis, at ethvert s~t bestaende af n + 1 egentlige
n

polynornier fra P , saledes at ikke to har samme grad, ud
n

g¢r en basis for P •n

19. Lad ·(~1' ... ' ~n) vcere en basis for et reel t vektorrurn

(V,E) . Angiv en basis for den komplekse udvidelse af

(V,JR) (sml. ¢v. 2).

(
20. Lad (V,t) v~re et komplekst vektorrum. M~ngden V kan da

pa naturlig made organiseres som et reelt vektorrurn. (Hvor-

dan?). Udtryk dimensionen af V som reelt vektorrurn ved

dimensionen af V som komplekst vektorrum.
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21. Lad t.!>1, ••• ,tf>6 E F(lR,JR) vcere givet ved <!'l(t) = 1,

2
~2(t) = cost, ~3(t) = sint, ~4(t) = cos t, ~5(t) = cost-sint

og qJe (t) = sin2t for t E JR • Bestem dimensionen og angiv

en basis for det af disse vektorer udsp~ndte underrum af

(F (JR ,lR) ,lR) •

(

\,
22. For u E: 1R og a E 1R+ U {a} scettes qJ (t) = a.co~· (t-u) ,u,a

t E JR • Vis, at mcengden af a l.Le sadanne funktioner (()
u,a

udqo r et under r um af (F(JR,lR),lR). Vis, at underrummet

har endelig dimension, og angiv en basis for det.

23. Lad to,t1, •.• ,t
n

v~re n + 1 forskellig kornplekse tal. For

~ = O,l, ••• ,n s~ttes

f (t) = (t-t o) · · · (t-t 1) (t-t +1) ••• (t-t )
~ ~- ~ n

for t E t. Vis, at s~ttet bestAende af funktionerne f~1

1.1 == o s l , ••• ,n, udg¢r en basis for P, (sml. ¢v. 18). Vis,
n

at for ethvert polynomium g E Pn gcelder Lagrange,' ~,:__i.n te r

p o La tions [Grime ,7:,

(
\

g (t) =
n g(t)
l f (t

l1
) f (t), - t E C.

ll=O II II 1.1

G¢r rede for, at der for n + 1 vilkarlige (ikke n~dven-

digvis forskellige) komplekse tal aO,al, ••• ,an~findes

netop eet polynomium h af h¢jst n'te grad med h(t ) = a ,
1.1 1.1

1..1 = O,l, ••• ,n.
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24. Bestem polynomiet g af h¢jst tredie grad saledes, at

g (-1) = 3, g ( 0) == 1, [} (2) == -1 og g ( 4) = 2, (sm1.

¢v. 23).

25. Vis, at der for vilk~rlige, indbyrdes forskellige kornplek-

n t: m

~Io f~7t~) =

1 for m = n

o for 0 ~ m ~ n - 1,

hvor r; (t) = (t-tO)··· (t-t~_l) (t-t~+l)···(t-t n ) , (sml.

¢v. 23).

26. I vektorrununet (V,JR) af qeome t r i ske vektorer er givet

fra Q forskellige vektorer ~,£,£,~,~. Det foruds~ttes,

at Q,£,QI£ er parallelle med samme plan, at a ikke er

parallel med denne plan, at b * c, og at ~ og e er ind-

byrdes vinkelrette enhedsvektorer. Giv geometriske be-

skrivelser af f¢lgende delm~ngder af V:

M1 = { \a A- E .lR }.9

M
2

= { '~~ 1.1 E [ O.,oo[ }.J

M
3

= { vc v E [ 0, 1 ] }"

M
4

= { P!!. +
2

+
2

1 },.,oe p a <

samt M1 + ~11' M1

M4 + M4-
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27. Lad M
1,M2

og M
3

'vcere de Lmamqde r af et vektorrum. Mcengd.er

ne M] n (M
2+M 3)

og (!vl]nM
2)

+ (M
1nM,3)

stenuner almindelig

vis ikke Dverens. Vis dette ved angivelse af et eksempel,

og unders¢g, om en inklusion rnellem de to m~ngder er al-

rnengyldig.

28. Lad U'U 1 og U2 v~re endelig-dimensionale underrurn af et

vektorrum, saledes at U n V1 = v'n v2 og V + U1 = U + U2

Vis, at U1 ~ U2 implicerer U1 = u2 -

29. Hvilke direkte summer kan dannes af underrumrnene

V1 = span { ( 1 , .1 , 1 , 1 ) } ,

U2 = span{ (0 ,.1 , 0 , -1) , (1 ,2 , 1 ,0) } ,

V3 = span{ (-1 , 0 ,1 ,0) , (1 ,1 , 0 , 0) }

i vektorrummet (L 4,L)?

30. En funktion f : ~ ~ E kaldes lige, dersom f(-t) = f(t)

for aIle t E lR, og ulige, dersom !(-t) = -f(t) for a Ll.e

t E JR _ Vis, at s ave L meenqden af lige funktianer sam rnceng-

den af ulige funktioner er underrum af (F (lR ,IR) ,JR), og

at disse to underrurn er komplernent~re_
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~ ~j~

t··;
~; ~,

I'i
~ ,'''-'\.

h'

r
!~,~

I l
I,

k
f'
t;
i~ I

I

I
i
~
r:

L
L
~ .

~

~ 1

~
t+
f
k
1"
;

31. Angiv en basis for et komplement~rt underrum U2 til un

derrummet U1 = span{(3,-2,1)} i (£3,£). Find derefter

projektionen af vektoren (2,2,2) pa U1 langs det fundne

under r um U2 •

32. Lad (V,L) v~re et endelig-dimensionalt vektorrum, og lad

U v~re et underrum af V med 0 < dimU < dimV. Vis, at der

findes uendelig mange til V komplement~re u~derrum af v.

33. Vis, at summen U1 + ~2 + U3 af tre underrum af et vektor

rum er Qirekte, hvis og kun hvis der g~lder

34. Vis, at en ikke-tom delm~ngde M af et vektorrum (V,L) er

et sideunderrum i V, hvis og kun hvis M er afsluttet over

for dannelse af linearkombinationer med koefficientsum 1,

altsA hvis og kun hvis der for ethvert s~t (~l' ••• '£n) af

vektorerfra M og ethvert s~t (Al, ••• /A
n

) af skalarer med

A
1

+ ... +A = 1 g~lder A
1

v 1+.••+A v E M.
n - n-n

35. Vis, at en ikke-tom f~llesm~ngde af sideunderrum i et vek-

torrum igen er et sideunderrum.
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(

(

\,--

36~ Lad (Vl,L) , .•. ,(Vn,L) v~re vektorrum over samme legeme L.

Overvej, at produktm~ngden

V1)( • • .. x Vn = { (E.],..., :£n ) I E.l E V1 A... 1\ ~n E Vn }

pa naturlig made kart organiseres som et vektorrum over L;

dette vektorrum kaldes produktet (eller det direkte pro-

dukt) af vektorrummene (V1,L) , ••• ,(V ,L). Udtryk dirnensio-. n

nen af produktet ved dimensionerne af (V1,L) , ••• ,(Vn,L).

For i = l, ••• ,n betegnes med W. del~ngden af V1 x ••• xV
~ n

bestaende af vektorerne af forrnen

(01,···,0. 1,v.,o·+l'···'o ),- -~- -& -& -n

hvor o , er nulvektoren i V. I og u , E V •• Vis, at delmceng-
-J J -~ ~

derne W. er underrum af produktet V1x ••• xV , og at
b n- v1 )( · · · x V

W19). • •~Wn = V1 x •• • xVn' Beskriv kvotientrummene . n/W• •
1"
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2.1. LINE~RE AFBILDNINGER.

2 • 1 • 1

Lad (U,£) og (V,L) v~re (ikke n¢dvendigvis forskellige)

vektorrum over samme legeme. Vi skal benytte samrne betegnel-

ser for kompositionerne i de to vektorrum, og bAde nulvekto-

ren i U og nulvektoren i V viI· blive betegnet £. En afbildning

f : U ~ V kaldes en Zine~r afbildning (ogsa homomorf afbiLdning

( eller homomopfi), dersom f~lgende to betingelser er opfyldt:

(b) V A E L VuE V : f (A~) = Af (~) •

(

En bijektiv line~r afbildning kaldes ogsa en iaomorf afbiZdning

eller en isomorfi. For U = V benyttes ogsa gloserne endomorf

afbildning eller endomorfi for en homomorf afbildning, og g10

serne automo~f afbildning eller automoPfi for en isomorf afbild-

ning.

Det ses umiddelbart, at betingelserne (a) - (b) er ens

betydende med f¢lgende ene betingelse, sam sAledes ogs& kunne

v~re benyttet ved definitionen:

Betingelsen (c) kan siges at udtrykke, at f bevar~r 11

nearkombinationer af to ·vektorer. Ved brug af (c) v!sei let

ved induktibn, at hvis f er line~r, sa har vi

( 1 ) f(A 1 u
1
+ .. . +A U ) = A1f(u1)+ •• •+A f(u )- p-p - p -p
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for a Ll.e p E IN, A1 ' • • • , A E L og u 1 ' ••• , u E V; for p = 1P - -p

er (1) blot (b). Idet omvendt enhver afbildning f med egen-

skaben (1) trivielt har egenskaben (c), g~lder altsa:

En afbildning f : U ~ V er line~r hvis og kun hvis den

bevarer (ikke-tommeJ linearkombinationer.

2 .1 .2

Vedr~rende eksistensen af line~re afbildninger skal vi

vise:

Hvis U har endelig dimension n E ~~ sa findes for enhver

basis (~1~ •• ·~~n) for U og ethvert s~t (~13 •• ·'£n) af n vekto

rer ira V en og kun een'tine~r afbildning f : U ~ V med

f ( e . ) == u :» i == 1 .... . n .-'Z, _~. ~ J

Bevis. Lad f v~re den ved

f(u
1e l

+ ...+u e ) = u
1

v
1
+ .. ct+U V- n-n - . n-n

definerede afbildning af U ind i V. Det eftervises let, at f

er line~r, og at f(e.) = v. for i = l, ••• ,n. Lad omvendt
--1- -1-

g u ~ V v~re en line~r afbildning rned q(e.) = v. for
~ -1.., -1-

(

i = 1, •.• ,n. Der g~lder da

= u
1

v
1
+ •.. +u V ,- n-n

hvilket viser, at g = f. 0
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Vi skal herefter unders¢ge egenskaber ved en line~r af-

bildning f : U ~ v.

Modsat vektor afbiLdes i modsat vektor, aZtsa f(-~) = -f(~)

for ~ E U, og nuZvektor afbiZdes i nulvektor, a~tBa f(~) = o.

Bevis. Ved brug af (b) fas f(-~) = f((-l)~) = (-l)f(~) = -f(~)·

og f(~) = f(O£} - Of(£} = o. 0

Er (u 1' . . . JU ) et Zine~rt afh~ngigt s~t af vektorer i U,
-. -pl s~ er ogsd s~ttet (f(~l)~···~f(~)) af bill~dvektorer i V li-

nea!.pt afhcengigt.

Bevis. Lad A1u 1+ ...+Au = 0 v~re en egentlig linemr re-
o- p_p

lation mel1em vektorerne i s~ttet (u
1

' ••• ,u). Af den foregA-
- -p

ende s~tning f¢lger daf(A1u1+ ...+A U ) = 0, altsA.- p-p-

- A1f(u1·.)+· •• +A f(u) = o , Heraf frerngar, at scettet (f(u
1

) , •• • .r!» ))- p -p - -p

er line~rt afh~ngigt. 0

Det noteres, at den foregaende s~tning kan omformuleres til

f~lgeIlde:

(

(

Er (~l~""~p) et s~t af vektorer i U for hvitket s~ttet

(f(~l)~' ...'!(3!:.p)) af bi l l e do ek.t ore » i V e r l i.n eer t: ua!h~ngigt,

sd er ogsa s~ttet (~l~ ... ~~p) line~rt uafh~ngigt.

Det bem~rkes, at der til et linecert uafh~ngigt· seet meget

vel kan svare et line~rt afhrengigt s~t a£ billedvektorer. Det-

te vil f.eks. g~lde for enhver basis for U og enhver line~r

afbildning f : V ~ V, dersom dimV < dimU < ~.
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For ethvert underrum V1 af V er originatm~ngden !-l r v1)

et underrum af U.

Bevis. Af !(£) = £ f¢lger, at !-1 (V 1) er ikke-tom. Det

skal derefter vises, at ~1~1 + ~2~2 E !~1(V1) for A1,A 2 E L

-1 -1
og ~1'~2 E f (V 1)· Af ~1'~2 E f (V 1) f¢lger f(~l) ,f(~2) E v1 '

og de rrued A1f(!:!:1) + A. 2 f (!!: 2 ) E V1, idet V.l er et underrum. Ved

brug af lin~ariteten giver dette f(Al~1+A2~2) E V1, altsA

-1
A1!:!:.1 + A2!!:. 2 E f (V.1). []

Idet {oJ er et underrurn af V, f¢lger af den foregaende

s~tning, at originalm~ngden !-1 (£) er et underrum af U. Det

kaldesf's kern~ (eller nutrum), og betegnes K
f

eller blot K.

Vi har altsa

( Bevis. Det skal vises, at A1~1 + A2~2 E f(U 1 ) for

A1,A 2 E L og £1'~2 E f(U 1)· Lad ~1 og ~2 v~re vektorer i U1

( med f(~l) = El og f(~2) = ~2· Vi har da Al~l + A2~2 E U1' idet

U1 er et underrum, og dermed f(Al~1+A2~2) E f(U 1), altsa

Alf(~l) + A2f(~2) = A1E..1 + A2~2 E f(Ul)' 0

Af denne s~tning fremgar specielt, at billedm~ngden [(U)

er et underrum af V. Det kaldes billedrummet ved afbildningen

f. Dimensionen af billedrummet kaldes lejlighedsvis for rangen

af f og betegnes da rgf, - altsa rgf = dimf(U) .

(



(
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Dimensionen af bilZedrummet ved afbildningen f

er mindre end eller Zig med dimensionen af ~J altsd

dimf(U) ~ dimU.

2 . 1 • 5

U -+ 11

Bevis. For ethvert line~rt uafh~ngigt s~t (f(~l) , ••• ,f(~p))

af p vektorer fra f(U) findes ogsa et line~rt uafh~ngigt s~t

af p vektorer fra V, nemlig s~ttet (~l" •• '~p)' (sml. side 2.1.3).

Heraf f¢lger pastanden. 0

Idet restriktionerl af f t.il et uride r r um af V er en line-

cer afbildning af detteunderrtun ind iV, f¢lger a f den sid-

Hvis f er bijektiv~ altsa en isomorfi~ sa er den omvendte

afbildning f- 1 : V ~ U line~r, og dermed en isamarfi. Det g~l-

der da dimU = dirnV.

Bevis. For ~1'~2 E L og ~1'~2 E V har vi

(

og dermed

hvilket viser, at /-1 er line~r. Af den foregAende s~tning

fas derefter dels dimV = dirnf(U) < dirnU, idet f er surjektiv

og line~r, dels dimU = dirnf- 1 (V) < dimV, idet f- 1 er surjektiv

og Lineair . 0
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(

(

(

Af denne s~tning f¢lger, qt hvis f : U ~ V er en injek-

tiv line~r afbildning, sa g~lder dimf(U1) = dimU 1 for ethvert

underrum U1 af V; thi restriktionen af f til U1 er en isomorfi

af U1 pa !(U
1).

Eksempel. Lad (U,L) v~re et vektorrum, og lad a E L.

Ved u ~ a~ defineres da en line~r afbildning af U ind i U;

for a + 0 er afbildningen bijektiv, altsa en isomorfi. Den

kaldes homotetien eller muZtiplikation med a 80m faktor.

Ekse~pel. Lad U1 og U2 v~re kornplement~re underrum af

et vektorrum (U,L), (sml. side 1.5.5) .Ved til hver vektor i

U at lade svare dens projektion pa U1 langs U2' (aml. side 1 .5.5) I

fas en line~r afbildning pr
1

af U ind i U, kaldet paraZleZpro

jBktionen pa U1 langs u2 • Billedrummet for PPl er U1 ' kernen

er U2 • Tilsvarende defineres parallelprojektionen pr
2

pA U2

langs U1 -

EksempeZ. Lad (U,L) v~re et vektorrum med dimU ~ n E m,..
og lad der i U v~re valgt en basis. Den tilh~rende koordinat

afbildning er da en isomorfi af (U,L) pA (Ln,L) I (sml. side

1.4.7) •

EksempeZ. Lad U v~re et underrum af et vektorrurn (V,L).

Afbildningen ~ ~ v + U er da en line~r afbildning a! V pA kvo

tientrummet Vl u' (eml. side 1.6.3). Afbildningen kaldes den

natuPlige pr6jektion eller den naturlige homomopfi af V p!

V
IV ·
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2.2. DIMENSIONSS~TNINGEN.

2.2.1

Lad f : U ~ V v~re en line~r afbildning, og lad K v~re

afbildningens kerne. Vi viser f¢rst:

Originalmrengdepne til vektorerne i billedrummet f(U) er

pr~cis sideunderrummene til K i U. For enhver vektor u E U

( WElder!!: + K =:: f- 1 (f(!!:) ).

Bevis. Den f¢rste pAstand kommer,ud pA, at to vektorer i

v har samme billede ved f, hvis og kun hvis de tilh¢rer samme

sideunderrum til K. Af f(~1-~2) = f(~1+(-~2») = f(~l) + f(-~2)

= f<!!:l} + <-f<!!:2}) = f(!!:l} - f(!!:2) for !!:1'!!:2 E U f¢lger, at

~1 og ~2 har samme billede ved f, hvis og kun hvis ~1 - ~2- til

h¢rer K;·men dette sidste er ensbetydende med, at ~1 og ~2 til

h¢rer samme sideunderrum til K, (8ml. side 1.6.1). Idet u til-

-1' ,
h¢rer bAde u + K og f (f(~)), f¢lger s~tningens a~den pAstand

af den f¢rste'.. 0

(

(

En oplagt konsekvens af den foregAende s~tning er f¢lgende:

Afbildningen f er injektiv, hvis og kun hvis kernen K

kun indehoZder 0 .

Vi skal herefter vise den sAkaldte homomorfis~tning:

Afbildningen !!: + K ~ f(~) er en isomorfi af U/~ pd f(U)~

afbildningen v ~ f-l(~) er den omvendte isomorfi af f(U) pa
u
I K·
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Bevis. Af den f¢rste af de to foregAende s~tninger f¢l-

ger, at

er en veldefineret bijektiv afbildning af U/ x pA f(U), og at

$I S omvendte afbildning er afbildningen ~ H f-l(~). Det skal

( herefter blot vises, at $ er line~r. For ~1'~2 E U har vi

4> ~ (Y:.1+K) + (!!.2+K) ) = ¢ (('!!1+!!-2)+K)

= f(!il+~2)

= f(~l ) + f( 1i2 )

== <P (!:!:.l+ K) + ¢ (~2+K) ,

og for A E L og ~ E U har vi

,(

ep (A (~.+K») = ¢ (A!i+K)

= f(A~)

= Af(~)

= A<P(~+K) •

(Sml. i ~vrigt sxde 1.6.2). Herrned er vist, at ¢ er line~r.

Vi kan nu vise dimensionss~tningen:

Hvis U har endelig dimension~ sa g~Zder dimK +·dirnf(U) =

dimU.
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Bevis. Som tidligere vist (side 1.6.3) har vi

dimK + dim
U

/
K

- dimU. Men if¢lge h~omorfis~tningen findes

V
der en isomorfi af /K pA f(U) 1 og der g~lder derfor

dim
u/ K = dimf(U), (sml. side 2.1.5). D

Ved anvendelse af dimensionss~tningenskal vi vise:

Ndr U har endeZig dimension J sd er f injektiv 3 hvis og

kun hvis dim/(U) = dimU.

2 .2 .3

(

(

Bevis. Som vist i det foregAende er f injektiv hvis og

kun hvis K = {a}, altsa dimK = O. Men dette er if¢lge dirnen-

sionss~tningen ensbetydende med, at dimf(U) = dimU. (Vi har

i 0vrigt tidligere bem~rket (side 2.1.5), at hvis f er injek-

tiv, sa g~lder dirnf(U) = dimU, - ogsa nar U har uendelig di-

meris Lon , ) 0

Som et rnodstykke til den foregaende s~tning har vi:

Ndr V har endelig dimension~ ad er f surjektiv, hvis og

kun hvis dimf(U) = dimV.

Bevis. Det er klart, at vi har dirnf(U) = dimV, n!r f er

surjektiv, (i ¢vrigt ogsa for dimV = (0). Omvendt vides (sml.

side 1.4.4), at det eneste underrum af V, ·sorn har sarnme dimen-

sian sam V, er V selv; af dimf(U) = dimV f¢lger derfor, at f

er surjektiv. 0
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Af de to sidste s~tninger f¢lger umiddelbart:

Nar U og V har samme endelige dimension~ sa er afbild-

2 • 2 • 4

(

(

(
<,

ningen f injektiv~ hvis og kun hvis den er surjektiv; inJek-

tivitet eller surjektivitet af f er saledes tilstr~kkeligt

til at sikre, at f er bij"ektiv, og dermed en isomorfi.
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2.3. REGNING MED LINE~RE AFBILDNINGER.

2 .3.1

(

(

Lad U og V vrere vektorrum over sarnme legeme L. Vi skal

da med L(U,V) betegne m~ngden af line~re afbildninger af U

ind i V. For f,g € L(U,V) og A E L defineres afbildninger

f + g : U ~ V og Af : U ~ V ved

Det eftervises let, at ogsA f + g og AI er line~re afbildnin

ger,altsa elementer af L(U,V). Det eftervises ligeledes let,

at L(U,V) herved er organiseret som et vektorrum over L. Nul-

vektoren i dette vektorrum er "nulafbildningen n !!. .... £i den

rnodstttte ...., til f er afbildningen .!i .... (-f) (~) ..... -f(~'>·

( toren i V*j kaldes nulformen.

Lad V,V og W v~re vektorrum over samme legeme L. Det ef

tervises let, at er f : U ~ V og g : V ~ W linemre afbildnin

ger, sa er ogsa den sammensatte afbildning g.f : U ~ W line~r.

Endvidere vises let, at der for f,f
1

, f
2

E L(U,V),

g,gl,g2 E L(V,W) og A E L g~ld€r
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(q 4-g )of =
'-.1 2

2 • 3 • 2

(

J
\

(

A (g 0 f) == (Ag) 0 f' = g 0 (A f) •

Vi skal sige, at (U,L) er isomorft med (V,L), dersom der

findes en isomorfi af U pa V; vi skriver da U ~ v. Det er

klart, at den identiske afbildning af et vektorrum pa sig selv

er en isomor~i; relationen ~ er saledes refleksiv. Vi har tid-

ligere vist, (side 2.1.5), at den omvendte afbildning til en

isornorfi igen er en isomorfi; relationen ~ er saledes ogsa sym-

metrisk. (Vi kan herefter tillade os at sige, at to vektorrum

er indbyrdes isomorfe, dersom det ene er isomorft'med det an-

det). Endelig fremgar af det foregaende, at der ved samrnens~t-

ning af to isomorfier igen fas en isomorfi; relationen ~ er

derfor ogsa transitive Ialt er derrned godtgjort, at ~ er en

~kvivalensrelation i klassen af vektorrum over L.

Vi har tidligere vist, (side 2.1.5), at isomorfe vektor-

rum har samme dimension. Omvendt overbeviser man 9ig let om,

at to vektorrum over samrne legerne af samme endelige dimensi-

on er isomorfe. Uden bevis anf¢res, at to uendelig-dimensio-

nale vektorrum over samme legeme ikke n¢dvendigvis er isomor-

fe.

Det nbteres, at rn~ngden af isomorfier af et givet vektor-

rum pa sig selv er en gruppe rned sammens~tning sam komposition,

kaldet vektorrumrnets automorfigruppe.
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1. Lad (V,E) betegne vektorrummet af geornetriske vektorer

af (V,lR) ind i (V,ll?) er linecere. Angiv for hver af af-

ind i (E,~) er line~r, og at afbildningerne

v ...... a • v

i en given plan, og lad (~1'~2) v~re en basis for V. Ved

bildningerne billedrum og kerne.

af (V,JR)

i runwet, og lad (~,~) v~~e et line~rt uafh~ngigt sret

af vektorer fra V. Vis, at afbildningen

2. Lad (V,m> betegne vektorrummet af geometriske vektorer

(,

fastl~gges line~re afbildninger i 1 , f 2 ' ! 3 af V ind i V.

Konstruer billedet af en vilkarlig vektor £ E V ved

hver af de tre afbildninger, idet ~1 og £2 tegnes 80m

ikke-vinkelrette vektorer af forskellig l~ngde. Bestem

endvidere for hver af de tre afbildninger kerne 09 bil-

ledrum, samt mrengden af vektorer,som afbildes i sig selv.



O"l' Tet ) 11<f~ ) f .111 n. 1'V 9 «:' (/1 'J' Tq)\ _ ,. , .1.1,. . be teqilf' vf~k.torru.nnn(~t a f

(

al k.ont.Lnue r t e hhv ~ "1 garl~J kOl1tir.tueJ:t.' d Lf fe renc I ab Le

r'eel1e f unkt.aoner })2i et Ln t e r va L A .i .111" Ved til hver

funktion ~ E C1 (A) at lade svare dens afledede D~ fAs

en afbildning D af C1 (A ) ind i CO(A). Overvej, at af-

b t LdnLnqon er li11e~r,~ Angiv billedrum og ke.rrie. Bestem

for en vilkarlig f unkt Lonup E C1 (A) originalmcengden

D-,1 (D(p). Find e'tt.i..l kernen k omp Lement.e.r t; underrum V

af C
1 (A), og eftervis. at r~striktionen af D til U er

injektiv og' h a r s amme billedrum s om D"

Iaad U1 og if;'}} vzere komp Lemencsere underrum af et vektor.rum

U(U,L). Angiv en naturlig isomorfi af V1 pI I v -
2

S 'R Leta, U1 ' ... It f Un. veere unde.r r um .a f et vektorrum (V, L) med

U = [llOJ). WI .fBU • Anq i, v en naturlig i.somorfi a f V pa pro-
-- n

duktet U
1)(

II • • xU 1 (arul . 1. ¢Vn 36).
n

f 6 .. Lad f V<Ere en lineCEr afbildning af et (ikke n¢dvendigviE

endelig-dimensionalt) veJetorrum (U, L) ind i et vektorrum

(V,L), og lad U1 v~re et til kernen K komplement~rt under

rum af U. Vis, at restriktionen af f til V1 er injektiv

og har samme billed:rum sam f tI
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7 • Lad f : (U, L) ... (V, L) VCEre en Li.nesrr afbildning med ker-

ne K, og lad TI v~re den naturlige projektion af U pA
UI K- Vis, at der findes en og kun een line~r afbildning

]: U/ K ~ V, saledes at f = Ibn.

8. Lad f : (U,L) ~ (V,L) v~re en line~r afbildning, lad

U1 vcere et underrum af V, og lad V
j

vcere et underrum af

V rned f (V 1 ) c V1 • Lad Tf U og TIV ViEre de naturlige projek--

tioner af lJ 0 VI hhv , V pa V Vis, at der findes( pa U1
/ V •

1
VI Ven og kun een line~r afbildning 1 : ... / V ' sale-U1 1

des at IT cf = ]0 rr U.V

(
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KAPITEL 3. DUALITET·

3.0.1

(

3.1. VEKTORRUM I DUALITET ~.~ o.~ 3.1.1 - 3.1.6

3.2. DUALT VEKTORRUM.........• ~ ...•........ ~... 3.2.1 - 3.2.4

3.3. DUALE AFBILDNINGER........................ 3.3.1 - 3.3.4

0VELSER ~....... 3. ¢v. 1 - 5
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3.1. VEKTORRUM I DUALITET.

Lad (V,L) og (V',L) VCEre vektorrurn over samme legeme.

Ved en bilinearform pA V x V' forstAs en afbildning

B : V x V' ~ L med f¢lgende to egenskaber:

3 . 1 . 1

(a) For enhver vektor v ' E V' er afbildningen

(
v t-+ B(v,v') en linearforrn pa v.

(b) For enhver vektor v E V er afbildningen

f v ' ...... B(v,v') en linearform pa V' •

Det eftervises let, at hvis B er en bilinearform pa V x V',

sa er linearformen v ~ B(~,~) nulformen pa v, og linearforrnen

v' ~ B(£,~') er nulformen pA V'. Modsvarende siges B at v~re

ikke-udartet, hvis f¢lgende to betingelser er opfyldt:

(c) For enhver vektor v' E V"{o} er linearforrnen

v ~ B(~,~') forskellig fra nulformen pa V.

( ( d) For enhver vektor v E V'{o} er linearformen

v' ~ B(~,~') forskellig fra nulformen pa V'.

(

Vektorrununene (V,L) og (V",L) siges at vcere i dualitet, eller

at v~re et dualt par af vektorrurn, hvis der er givet en ikke-

udartet bilinearforrn B pa V x V'. Vi vil da skrive <~,£'> i

stedet for B{~,~'), og kalde <v,v'> for p~oduktet af ~ og v'.



(

To v e kt.o r r um (V, L) ()<] (II r f L) n't~~cl sanu~ne endeli(:ri,~:! .(1 Lmerr-

s i.on altid bringes i dualitet. For dimensionenO or det-

te oplagt. For dirnV = dimV' ;:::: n E .II'll vCElges b as e r (e 1. I ~ '" • 1 e.'/., ). _.... . -rl

og (tl,a.~'in) for hh~ V og V'. Afbildningen B : V x V' ~. L

q Lve t; ved

B (v 1 e l ..t, .. • .. +u e . 1 1.1 1! f 1 +. • " .. +v ' f ) == v 1 v l' ..... • .. •+v v'
- -- rl'--1'L -- Yl-n , n n

er da en ikke-udartet bilinearform pA V x V'. - Omvendt har

vi:

Bvis (V~L) og (V',L) er ~ duaZitet J ad gmldep dimV = dimV'e

BeviSe Pa grund af den fuldst~ndige symmetri mellem V og

v' er det tilstr~kkeligt at vise, at hvis V har endelig dimen-

sion, sa har ogsa V' endelig dimension, og dimV' < dirnV. For

d Lm t' =: 0 er dette klart jp Antag der f o r , at dimV == n E .IN, og

lad Ie "l )\ . 1 ' .. 0 .. r /:';"---- ~.-·n
v~re en basis for V. Ved

(
(1) v ' ~ f(~') = «'~l'E.'>I ••• '<~n'~'»

defineres da en afbildning f : V': ... Ln. Ved brug af (b)

ses let, at f er line~r. Endvider~ er f injektiv. Thi lad v'
\

v~re en vektor i V' med f{£') = (q, ••• ,O). Der g~lder da

<~1 r E- ' > = •• - = <!!!.}1. 1 E.. t> = 0, og de rmed <:£,E. '> = 0, fQr .enhve r vek-

(c) har vi de V ' = o • Ker-..-
hvormed er vist, at f er in-

tor v E V if¢lge (a) ~ men if¢lge

nen for f bestar altsa kun af.£,

jektiv. Vi har derfor, (sml. sidle 2.2.3), dimV' = dimf(V') <

dimL n = n = ,dimV, som ¢nsket. D



(}irnV:= (limV' := 1'7 E 1N~ Et; par bes a.f en bas ie

siges at v~re et Dar af

<e , , e .~ > = 6. ;0' 1: , j = J,... 1 n ;
'7:.. J "l,..]

baserne siges da ogs~ at v~re duale til hinanden.Herom g~l-

If v rl B (V -' L) 0 g ( ·v ' " I, ) eriduali t e t ~ 0 g dim V =: d imV' = n E JN~,

sa !1:ndes f"or e nho e r b ae i e for V hh o , V' ne t op en h e nmed dual.

Be1J1:S. Det er t Ll.s t.rsekke Ltqt; at vise, atder.for erihve r

bas l s (e 1 ' ... III f e '.) f o r V j:indes·oe.top e en hermed dual basis for V f f;

~~~ -n

Lad f : V' ~Ln v~re afbildningen defineret ved (1) oven£or.

Som vist er f line~r og injektiv. Idet dimV' = dimLn , er f og-

sa s ur j ek t Lv , (am L, side 2.2.3), og derrned b i j ekt.Lv , ne.r f Ln-.

desf¢lgelig for ethvert SCEt (cxl' ••• ,cxn) E L11. en og kun een

vektor v' E V' med <eA'v'> = a~, i = l, ••• ,n. Specielt findes- .~ - ~

entydigt bestemte vektorer e1', ••• ,e' iV', sAledes at (2) er
- -n

opfyldt. Det skal vises, at s~ttet (e', ••• ,e')er en basis-n . '-n

for V'. Da antallet af vektorer i scettet stemmer overens med

dimensionen, er det tilstr~kkeligt at vise, at s~ttet er 1i-

ne~rt uafh~ngigt. Lad derfor ~l~;+...+~n~~ = £ v~re en line

~r relation mellem vektorerne i s~ttet; for i = 1, .•• ,n har

vi da 0 = <~~,£> = <~i,Al~l+ ••. +An£~>

= ~., hvoraf det ¢nskede fremgAr. 0
1-

= A1< e .* , e 1,' >+· •• +An<e .Ie.'>
-~ - -~ -n
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(

Det bem~rkes, at er (~l'.·.'~n) og (£1' ... '~~) duale

baser for vekt orrum (V, L) og (~/', L) i dualitet, og er

v = v
1

e
1
+..•+v e og v' = v

1
' e

1
' + •..+v'e' vektorer i hhv. V- - n-n - n-n

og V', sa gcelder

<V,V'>=1)lVl'+ ••• +V v'.
- - In n

Specielt noteres, at

<v,e!> = v . , i == \ 1 , • . • , n ,
- -'L 1.-

<e ., v '> = v ~ , i = 1 , .. • , n •
-~ - 1.,

Lad (V,L) og (V',L) v~re i dualitet. HVis £ E V og

~, E V' er vektorer rned <~,~'> = 0, siges v at annihiZep€ ~',

og v' siges at annihilere v. Nulvektoren i V hhv. V'annihi

lerer samtlige vektorer i V' hhv. V, og er den eneste vektor

med denne egenskab. M~ngden af vektorer i V' hhv. V, som ann!-

hd.Lez'ez sarntlige vektorer i en ikke-tom delmcengde M af V hhv.

V', kaldes Mis annihilator, og betegnes MO. Annihilatoren til

( Mb betegnes MOo, og annihilatoren til MOO betegnes MOo o•

Det eftervises meget let, at for en ikke-tom delrtengde

{ M af V eller V' er MO et underrum af V' hhv. V. Endvidere vi-
\

ses let, at

oq at
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Vi sk.al

Hv i ( L) () g (J/ I'D ) J j

l:

( 3)

( ( 4. )

v >~ 0dimW ~

dirnW ~~~ 0

at dirnw f' rnWot

(1 is

1

( e 1 ' ~ /l) ii' S' e ) f o :c (,1/- r"...,r

('~1 r fJ 0 ~ f ~n ) f 0 l' "1/' =

duale basis for V'

! :: ()

c r en

fi Y'

for 1.: :=:. 1 l/ r. ~ e (i J? 5'

(
,.~.,e')

r+ -n
(

LdneerkorubLnat.Lon

er altsa en bas !

t

at da der

dirnW .~
o

a,t" Is

odels par W " []
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.Af s~tningens anden pastand fremgar, at hvis M er en

ikke-tom de Lmsenqde af Veller V', h.vor (V, L) og (V', L) er

endelig-dimensionale vektorrurn i dualitet sa g~lder

Med henblik pa en senere anvendelse skal vi endelig

3 • 1 .. 6

(

Lad (V.tL) og (V',L) vcere en de l i q-rd.i.me n e-i on a l:e ue k i or rum

~ dualitet~ lad U· og v' v~re underrum af hhv. V og V', og an-

tag, at V og V' er ~ dualitet ved rest~iktionen af den pa VxV'

givne bilinearform til UxU'. Da g~lder U ~ (U,)o = v.

Bevis. Da U og V' er idualitet, er 0 den eneste vektor

•
i V, som annihilerer sarntlige vektorer i U'. Heraf f~lger, at

U n (U,)o = {~}, hvilket viser, at U og (U,)o danner direkte

sum. Idet vektorrum i dualitet har samme dimension (sml. side

3.1.2), har vi dimU = dimU'. Ved brug af (3) far vi herefter

dim(U~(U')o) = dimU + dirn(U')o = dimU' + dim(U')o = dimV,

hvoraf fremgAr, at V m (U,)o = v. 0



/
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3.2. DUALT VEKTORRUM.

Ved det til et vekotrrum (V,L) duale vektorrum (V*,L)

3.2.1

(

forstAs som bekendt vektorrumIDet (L(V,L) ,L) af aIle linear-

former pa V, (sml. side 2.3.1). Vi skal vise:

Ethvert endeZig-dimensionalt vektorrum (V,L) er & dua-

Zitet med sit duate vektorrum (V*,L) 'ved afbiZdningen

Bevis. At afbildningen for fastholdt ~ er line~r i v

f¢lger af, at ~ er en line~r afbildning. Af afbildningen for

fastholdt V er line~r i ~ f¢lger af definitionen af vektor-

rumskompositionerne i V*. At der til enhver fra nulformen for-

skel1ig linearform ~ pa V findes en vektor £ E V med ~(£) * 0

et trivielt. Endelig, at der for enhver vektor £ E V,{~} fin

des en linearform ~ med ~(~) * 0, indses pa f¢lgende mAde.

For dimV = 0 er der intet at vise. For dimV > 0 vmlges en ba-

sis for V af forrnen (v,e
2

, ••• ,e); dette er muligt, fordi
- -_.r -n

v * o. Der findes da en (og kun een) linearform ~ pa V med

~(E.) == 1 og ~(~2) == =. ~(£n) = 0, (sml ,' side 2.1.2). Den-

he linearform e har den ¢nskede egenskab. D

Uden bevis anf¢ges, at den foregAende s~tning ogsA g~l-

der for uendelig-dimensionale vektorrum. Derimod g~~der de

f¢lgende s~tninger kun for vektorrum af endelig dimension.

Den f¢lgende s~tning viser, at hvis (V,L) er et endelig-

dirnensionalt vektorrum, sa er det duale vektorrurn (V*,L)



(
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(V,L), i den forstand, at ethvert vektorrum (V',L), som er i

11 te·t TIled (V, L), pa e n t.yd i.q made kan It identi f Lce r-e s " med

(V*,L) .Specielt noteres, at da (V,L) er i dualitet med (V*,L),

kan (V,L) identificeres med det til (V*.L) duale vektorrum

(v* * ,L) ..

Lad (VJL) v~re et endeZig-dimensionalt vektorpum. Hvis

(V'_,L) e.£? e t: v e k. t o r r um 1~ d.u a l i te t: me d (V-,LJ-, 8(1. f1:n(ies en O(]

kun een afbiZdning ¢ : V' ~ V* med

v E, V-, v ' E V'.,

Afbildningen ¢ V' ~ V* kaldes den naturZige isomorfi

(

(

(

a f V' pa V* ..

Bevis. Hvis ¢1 og ¢2 er afbildninger a~V' ind i v* med

egenskaben (1), sa er ¢ 1 (.£ ') og ¢ 2 (£ ') for hver vektor v' E V'

den samme linearform pa V, og. ¢1 og ¢2 dermed den samme afbild

ning. Herrned er entydigheden'vist. Lad v' v~re en vektori V'.

Afbildningen ~ H <v,v'> er da en linearforrn pa V, altsaet

element iV* ... Til hver vektor v ' E, V' er saledes' knyttet en

linearform.¢ (~') pa V, bestemt. ved (¢ (~') ) (.£) = <.£,E.'>,

~o E V~', ~~,rrned er pavist e ka Ls t.en s en af en a fb Lldn i.nq ¢ : V' ..... v*

med egenskaben (1). Det s k a L eride Lf.q vises, at' denne afbild-

ning er en isornorfi. For £;'E~ E V' og \1'\2 E L har v~ for

aIle vektorer v E V



(
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= A1 [ (¢ (!]> ) (,~) ] + A2 [ ( ¢ (!;P ) (!) ]

= (A1¢ (! 1) )(!) + (A2¢ (! 2) )<!)

= (A 1¢ (! 1) + A2¢ (! 2») <! ) '

hvor gyldigheden af de to sidste lighedstegn f¢lger af defi-

nitionen af vektorr~skornpositionernei V*. Dette viser, at

altsa at ¢ er line~r. Af ~' E V"{£} f¢lger, at linearformen

v H <v,v'> er forskellig fra nulformen; nulvektoren i V' er

alts! den eneste vektor, som ved ¢ afbildes i nulvektoren i

V*. Heraf fremgar, at <p har kernen {Q.}, og f¢lgelig er injek-'

tiv. Men da V' og V* begge er i dualitet med V, har de samme

dimension. Afbildningen ~ er derfor ogsa surjektiv, og dermed

en isomorfi. 0

Lad (V~L) V~re et endelig-dimensionalt vektorrum. Hvis

(V'~L) ep et vektorrum i dualitet med (V,L)~ sd findeB en og

kun een afbildning $ : v* ~ V' med

(2 )

(

og denne afbildning ~ er en isomorfi af v* pd V'.

Afbildningen $ : v* ~ V' kaldes den naturlige iaomorfi

af V* pa V'.
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(

(

(

(

(

Bevis. Lad ~ : V* ~ V' v~re en afbildning med egenskaben

(2), og lad ¢ : V f ~ v* v~re den naturlige isomorfi af V' pA

V*. For enhver vektor v E V og enhver linearform ~ E V* g~l-

der da

Heraf fremgar, at ~6W er den identiske afbildning af V*, hvor-

af videre sluttes, at W er den inverse til ~. Hermed er en

tydigheden vist. Omvendt er ~-1 en afbildning med de ¢nskede

egenskaber. D

Af beviset for den foregaende s~tning fremgar:

Lad (V,L) v~re et endelig-dimensionaLt vektorrum, og Zad

(V',L) v~re et vektorrum i duaZitet med (V,L). Da er de natup-

Zige isomorfier ¢ : v' ~ v* og ~ : V* ~ V' hinandens inverse.
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3.3. DUALE AFBILDNINGER.

Lad U,U',V og V'v~re endelig-dimensionale vektorrum over

samme legeme L, og antag, at savel U og U' som V og V' er i

dualitet.

og denne afbildning f' er line~p.

(1) <f(~) '2..'> = <!!:.,f'(£'»1 u E U, v' E V',

Afbildningen i' : V' ~ U' kaldes den til afbildningen

f U ~ V duale afbildning m.h.t. de duale par U,u' 09 V,V'.

u ~ V findes en og kunFor enhver line~r afbiZdning f

een afbildning f' : V' ~ V' med

(

Bevis. Hvis Ii og f 2 er afbildninger af v' ind i v' med

egenskaben (1), sa vil der for enhver vektor v' E V' gmlde

«u , f' (v ') >- 1-
0, for alle

(

(

vektorer € U. Heraf f¢lger, at f'(v') - f· ,(v') = 0 for aIleu 1 - 2 -

v' € V', altsA at f 1 = 12. Hermed er entydigheden vist. Lad

v' v~re en vektor i V'. Det indses let, at afbildningen

U t-+ <f<l:!:.) ,E. '>:' er en linearform pa U, altsa 'et element i~ ti«,

Til v' E V' er saledes knyttet en linearform ~ , E U* med
v

<f(~) ,~'> = ~v'(~) for aIle u E U. S~ttes f'(~') = $(~v,),

hvor ~ er den naturlige isomoifi af U* pa U', fAs for a1le

u E U

(

<f (~) IE-'> = t;,v' (~)

= <!:i,ljJ(~v'»

= <~ 1 f' (~ , ) > ,
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(

(

l

hvormed eksistensen a~ t' er vist. Det skal herefter vises,

at f' er line~r. Lad E;'~~ E V' og ~1'\2 E L. For aIle vek

torer u E V har vi da

= \ <u,f'(v'» + A <u,f'(v'»1 - -1 2 - -2

Heraf f¢lger, at f'(A 1£1+ A2£2) - (A1f'(£1) + A2f'(£2») = 0,

altsA at f'(~ v'+\ v') = ~ f~vr) + ~2f'(_V2')· D1-1 2-2 1-1

Er g e~ line~r afbildning af V' ind i U', kan pa tilsva

rende mAde tales om den duale afbildning g' af U ind i V.

Den er bestemt ved

(2 ) <!!.:, g (E...' ) > = <g' (!!:) I ~ , > , v' E V' I U E U.

Lad f v~re en line~r afbildning af V ind i V, og lad

i" betegne den duale afbildning til fls duale afbildning f'.

Afbildningen f" er da if¢lge (2) bestemt ved

<!:!:,f'(E-'» = <f"(!!..) ,~'>, v' E V', u E u.

Sammenlignes dette med (1), ses at

!" = f·

Det har herefter god mening at tale om f og !' som et par af

duaZe afbildninger.
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I den f¢lgende s~tning opsummeres egenskaber ved den

duale til en line~r afbildning. Som ovenfor foruds~ttes,

3.3.3

at U,U',V og V' er endelig-dimensionale vektorrum over sam-

me legeme, og at bade U,U' og V,V' er duale par.

(

Lad f : U ~ V v~re en [ine~r afbildning~ og lad f'

v~re den duale afbildning- Va g~lder:

(3) Kf' = f (U) a •

v' -+ U'

( (4 )

(5)

K~ = f'(V')o.
.J

f' er injektiv hhv. surjektiv J hvis og kun hvis

f er surjektiv hhv. injektiv.

i' har samme rang som f.

(

For V = V og V' = V' har vi for ethvert underpum U1 af U:

Bevis. If¢lge (1) er E' E f(U)o ensbetydende med

f'(E.') EVa, a l.t.s a med f'(E.') = £. Heraf fren\gar (3). Idet

t" = f, fas (4) ved anvendelse af (3) pa i'. Pastanden (5)

f¢lger umiddelbart af (3) og (4). For at vise (6) noteres,

at dimK
f

+ dimK
f
° = dimU. Sarrunenholdes det.te med den velkendte

te formel dimK
f

+ dimf(U) = dimU, fas dimK
fo

= dimf(U). If¢l

ge (4) har vi imidlertid K
f

a = f'(V,)aa =f'(V'), og dermed

dimf'(V') = dimf(V). Antag endelig, at !(U 1) ~ u1 ' og lad

~' E U1° . For alle ~ E U1 har vi da <f(~) ,~'> = 0, altsa

<!!:., f' (!!:. ') > = 0, hvormed f' (~') E U1 a. 0
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Vi skal til sidst. i kart form opsurnmere "regler" for

dannelse af duale afbildninger. Det overlades til l~seren

at pr~cisere pastandene og at udf¢re beviserne.

(f+g) , - if + g' f~, g E L ('U , V)

(Af) t _. Af' f E L(U,V) , A E L

(h 0 f) , = f'o h ' f E L ( u, V) , h E L(V.,WJ

(fn) , - (f') n f E L(U,U) n E IN

(Id
U

) , = Id u'

(f-1) I ~ (f') -1 ..(." E L ( U , V)j

Den duale ti.l nulafbildningen 0 U -+ V er nulafbildningen

0 : V' -+ U' •

3 . 3. 4
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1 . Vis, at vektorrumrnet (V, lR} af geometriske vektorer i

rummet er i duali tet med sig selv ved ··afbildningen

(u,v) ~ <~/~> = ~.~, hvor ~.~ betegner det skal~re pro

dukt af u og £. Unders¢g hvilke baser, der er duale til

sig selv. Beskriv MOog MOo, idet M er en vilkArlig ikke-

tom delm~ngde af V. G¢r rede for, at der for enhver line-

arform ~ pA V findes en og kun een vektor uE V, sAledes

at der for enhver vektor v E V g~lder ~(£) = £.~. Lad

a v~re en vilkArlig vektor i V, og lad f v~re den ved

~ H £x~ definerede line~re afbildnlng af V ind i v. Be

stem den til f duale afbildning ft (m.h.t. de duale par

V,V og V,V).

2 • Lad (U,L) og (V,L) v(ere endelig-dimensionale vekt.orr'um ,

og lad B : UxV -+ L·VCEre en bilinearform. Scet

U1 = . { u E U V· v E V : B ( u, v ) =* 0 },- - --
V

1
== { v E V v· u E U B (J:!..-,:!.-) = 0 }.

overvej, at U1 og V1 er underrum af hhv. U og V. Vis,

at der ved (!!:.+U 1,,P.+V1) ... 'n(!!:.+U 1,,P.+V1) == B(!i'v) defi'"

neres en afbildning 'n : U/U X
V/

V
~ L, og at denne af-

1 1
bildning er en ikke-udartet bilinearform. Vis, at

dimU - dimU 1 = dimv - dirnv1 .



MAT 101 3. ¢v. 3 - 5

3. Lad (V,L) og (V',L) v~re ~ndelig-dirnensionalevektorrum

i dualitet. Lad videre V1 og V1 v~~e underrum af V hhv.

V', saledes at V1 og V1 er i dualitet ved restriktionen

aE dengivne bilinearfo~ til VlxV;. Vis, at V1 m v;o = V.

5. Lad (V,L) og (V',L) v~re endelig-dimensionale vektorrum

(

4. Lad (U,L), (V',L) og (V,L), (V' ,L) vcere par af endelig-

dimensionale vektorrum i dualitet. Angiv en naturlig

isomorfi af (L t tt , V) , L) pa (L (V' , u ') ,L) •

i dualitet, og lad f : V ~ V v~re en line~r afbildning.

Vis, at hvis f er idempotent, d.v.s. f2 = f, sA er ogs!

den duale afbildning f' : V' ~ V' idempotent. Vis, at i

sa fald er savel f(V) og f'(V') som X
f

o~ K
f

, i dualitet

ved restriktionen ~f den givne bilinearform.
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KAPITEL 4. MATRICER·

4 • 1. MATRIC ER. • • • • • .. It • • .. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

4.2. LINEfRE AFBILDNINGERS MATRIXLIGNINGER .....

4.3. KOORDI NATTRANSFORr~AT ION .

4.4. MATRIXRANG .

4.5. LINE~RE LIGNINGSSYSTEMER •••• " .

0VELSER ••• '" .

4.0.1

4 • 1 • 1 - 4.1.10

4.2.1 - 4.2.7

4.3.1 - 4.3.4

4.4.1 .- 4.4.4

4.5.1 - 4.5.7

4. ¢v. 1 - 30
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af n elementer fra matricen bestaende af et element fra hver

s¢jle, saledes at ogsa hver r~kke er repr~senteret en gang.

Man kan naturligt opfatte "deterrnina.nt" sorn en afbild-

ning af M (L) ind i L, nemligafbildningen 4 ~ det4. Deter-n,n

minanten af 4 bliver herved bil~edeta,~,c4 ved afbildningen

"determinant". Alligevel vil vi:;~'tilla·d~e'.' os at kalde determi

nanten af en matrix for "en determina~~'l.
'; i.~. ,>,~.:' • ",

Man har ofte anledning til at betragte funktionsmatricer,

d .sr , s . matricer, hvis elementer er reelle eller komplekse funk-

tioner definerede pa en mCEngde M. Det over lades til lceseren

at overveje i hvilken udstr~kning det foregAende finder an-

vendelse pa sAdanne matricer. Dog noteres, at man pa oplagt

mAde kan definere determinanten af en funktionsrnatrix; deter-

minanten bliver igen en reel eller kompleks funktion med sarn-

me definitionsm~ngde M som funkt~onerne i matricen.

Man har ogsa anledning til at betragte vektormatricer,

d. v , s . matricer, hvis elemen·ter '}'er vektorer fra et vektorrurn

(V,L). Ogsa her overlades til l~seren at overveje i hvilken
\

udstr~kning det foregaende finder anvendelse. Dog bem~rkes,

( at der ikke kan tales' om produktet af to vektormatricer. Der

imod kan produktet af en vektormatrix og en talmatrix define-

res pa oplagt made (nar de n¢dvendige betingelser vedr¢rende

r~kke- og s¢jleantal er opfyldt); produktet bliver igen en

vektorrnatrix.
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(

En regul~r kvadratisk matri~ 4 med elementer fra C siges
. -1

at vrere unit~r, dersom 4* = 4 . Det vises let, at rn~ngden af

unit~re (nxn)-matricer en en undergruppe i GL(n,C). Gruppen

kaldes den unit~re gruppe af grad n (over ~), og betegnes

U(n,C) •

tisk stemmer overens, hvorefter vi simpelthen kan tale om ~an-

Ved ,s¢jZerangen rg4 af en (mxn)-matrix 4 med elementer

fra L forstas rangen af s~ttet af s¢jler, idet s¢jlerne op-

gen af rg4 af 4; indtil da rna vi forbeholde betegnelsen rg4

for s(6jlerangen.

= (a •. ) forstas
'l,J n rnVed determinanten af en (nxn)-matrix 4

tallet

fattes som vektorer i vektorrummet (M 1(£) ,L). Tilsvarendem,

defineres r ekke r an qen af 4 sam rangen af sC!tt'et af rcekker,

idet r~kkerne opfattes som vektorer i vektorrummet (M 1· (L) ,L) •,n

Oet vi! senere blive vist, at scpjlerangen og ra!kkerangen fak-

(

f

det4 = I s ignp · a ( 1 ) 1 · • • a ( ) .•PES P P n n
n

( For determinanten af 4 = (a .. ) . bruges ogs& betegnelsen
1",J n,n

a
nn

Det fremgar et definitionen, at det4 er en sum afn! led. Nar

bortses fra fortegnet, er de n! led netop samtlige produkter
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nale (nxn)-rnatricer en en undergruppe i ~L(n,m) . Gruppen

kalde~ den ortogonale gruppe af grad n (over m) , og beteg-

nes 0 ( n , JIl) •

4 • 1 • 8

Ved den (kompleks) k oni u q erede afen (mxn) -matrix

4 = (a .. ) f o r s t as matricen :4'.:::: CZi ... l , al tsa matricen,
~J m,n = . ~J. m,n

som f r emqar af 4 ved konj uqer Lnqva f a.l-Le elernenterne. For en

( matrix 4 med reelle elementer g~lder ~ = 4. Det verificeres

let, at der g~lder

(AJ) =

samt f¢lgende: Er 4: en reguliEr kvadratisk matrix, sa er ogsA

--::y
= 4· ·

Ved den adjungerede af en (mxn)-rnatrix 4 forstas matri-

cen 4*

der 4*

= At (= 4'). For en matrix 4 med reelle elementei g~l-- -.. .

= 4'. Det verificeres let, at der gcelder

(

(

I
t

0' .' 0samt f¢lgende: Er 4: en regulcer kvadra t i.sk matrix, sa e r v oq s a

4* regul;:er, og (4*)_-1 := (4,-1)*.

En kvadratisk matrix 4 siges at v~re Hermite'sk (eller

Hermite'sk syrnmetrisk), dersom 4* = 4, og anti-llerm'ite'sk der-

som 4:* = -4 0 Berneer'k, at diagonalelementernei en Hermite I sk

matrix aIle er reelle, og at diagonalelementerne i en anti-

Hermi·te'sk matrix alle er rent Lrnaq Lneare .
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Ved den transpone~ede af en (mxn)-matrix A = (a .. )
= 1..J min

forstas den (n)(m)-matrix !i', hvis element i k'te rrekke og

lIte s¢jle er a Zk" S~ttes 41
:= (a~l)n,m' har vi altsA

akl = a Zk - (nRcekkerne hhv. s¢jlerne i 4' er s¢jlerne hhv.

r~kkerne i 4".) Den transponerede af en r~kke - hhv. s¢jle-

matrix er en s¢jle - hhv. r~kkematrix. Det verificeres let,

( at der grelder

4 • 1 • 7

(AA) , = AA'= == ' = ~'~'.

For en regul~r kvadratisk matrix , har vi 44-1 == ,-14 == ~. An-

vendes det sidste af de ovenstaende resultater herpA, fas

(4-1) ,4' := 4' (4-1 ) r = ~'. Idet ~ r == ~, har vi dermed: Er 4

en regul~r kvadratisk matrix, sA er ogsA den transponer~de

matrix 4' regul~r, og (4,)-1 == (4-1 ) '.

En kvadratisk matrix 4 siges at vrere symmetrisk hhy. anti

symme:tJrisk (eller skCEvsyrrunetrisk), d.ersom 4' = 4 hhv. 4:; = -4·

Bem~rk, at diagonalelementerne i en antisymmetrisk matrix aI-

r Ie er o•
'I

En regulrer kvadratisk matrix 4 med elementer fra ~ si-

enhedsmatricer er ortogonale. Er 4 ortogonal, sA har vi

(4- 1 ) ; == (4,)-1 = (4-1 ) - 1 , hVilk~t viser, at ogsa 4-1 er or-

togonal. Og er 4 og ~ ortogonale (nxn)-matricer, sa har vi
., I t -1 -1 -1. - -

(4~)· = ~'4 = ~ 4: = (4~) , hvilket viser, at oge! 4~

(
ges at va!re optogonaZ, dersom 4' = A- 1

o Det er klart, at aIle
=

er ortogonal-. Ialt er hermed godtgjort, at rneenqden af ortogo-
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Produkter af flere end to matricer kan altsA skrives uden

parenteser.

Det ses let, at nar 4~ kan dannes, sa g~lder

4 • 1 • 6

Matrixmultiplikationen er distributiv m.h.t. additionen

i den forstand, at nar A = (a .. ) er en (mxn)-rnatrix, og
= ~J m,n '

__B = (b. k) og __C = (c) er (nxp)-matricer, sa kan
J n,p jk n,p

4(~+~) og 4~ + 4~ dannes, og der g~lder 4(~+~) = 4~ + 4~·

n j n

l Dette f¢lger af, at l. a .. (b·k+c· k)
= 1. a ..b· k + I a .."s«:

j~.1 ~J J r-7 j=l l.,J (7 · 1 1-J JJ=

Tilsvarende ses, at der gcelder (~+~) 12 = ~~ -t- 'CD nar ~ ~.r en=='
(pxq)-matrix.

Af det foregaende fremgar, at matrixaddition og matrix-

multiplikation er kompositioner i M (L), og at M (L) her-n,n n,n

ved er organiseret sam en (for n > 1 ikke-kommutativ) ring.

Det ses let at E er et et-element i ringen. Ringen kaldes
<n , n

matrixringen af grad n over L.

En (nxn)-matrix 4 siges at v~re reguZ~r eller invertibeL,

dersom den har en invers matrix 4-1 m.h.t. multiplikationen

-1
i M (L), altsa dersom der findes en (n~n}-matrix A= medn,n

-1 -144 = 4 d=~; den inverse er da entydigt besternt. Af et

alrnindeligt resultat fremgar, at mrengden af regul~re (nxn)-

rnatricer med elementer fra L udg¢r en gruppe med matrixmulti-

plikation som kompositionft Gruppen kaldes den genereZZe tine~re

gruppe af grad n over L, og betegnes GL(n,L)

(
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(

(

For andre par af matricer defineres ikke nogen produktmatrix.

Matrixmultiplikationen er ikke kommutativ. Kun nar 4 og

~ er kvadratiske matricer med samme rrekkeantal viI der kunne

g~lde 4~ = ~4' - men i almindelighed g~lder 4~ * ~4·

Matrixmultiplikationen er ae e o o i at i v i den fors·tand, at

nar l! = (a •• ) er en (mxn) -matrix, ll. = (b .k). ; en (nxp)-
~ ~J m,n - J n,p

matrix og Q = (c k 1) en (pxq)-matrix, sA kan (4~)~ og 4(~~)
- . £, p,q

dannes, og der g~lder (4~)g = 4{~~). Idet elementet i i'te ,

rcekke og Z. I te s~j le af {4~} g e r ! (.r a i .b· k). ok i og elementet
k=l J =1 J J .,

i ilte r~ke og Zite s~jle af 4{~~} er J a i ·( . ~ b'kOkZ)'
J=l J k=l J .

f¢lger pAstanden af f¢lgende udregning:

• .. ·+ (a -1 b 1· a L...... +a. bel)t p p ~n np p

=
n p

I a ..( L b ·kok2)· ·
j=l 1.,.J k=l J
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=

E
<r , r

o<mr r , .r

o
=p.,n-r

4 • 1 • 4

hvor dog nogle af blokkene falder bart for r = 0, r == m, eller

r = n.

Mcengden af (7n x n ) -ma·tricer med elementer fra L betegnes

M (L) • Er 4 == (a .. ) og' ~ = (b .. ) to matricer fra
m,n t.] m n <~J m;ne I

M n(L), defineres 8 umme n /{ + B af 4 og ~ ved
m,

= (a ..+b .. ) •
1..J t.J min

l
(

For ~ E L defineres produktet \4 af \ og 4 ved

A.A = (Aa .• ) •= "bJ rrZ,YL

Det verificeres let, at M (L) ved disse kornpositioner er
m , n

organiseret som et vektorrum (M (L) ,L) over L. Nulvektorenm,n

i dette vektorrum er nulmatricenQ. ; den modsatt.e -4 til en
-m,n

matrix 4 == (a .. ) er matricen (-a .. ) . Vektorrummets di-
&J m,n &J m,n

rnension er mn, idet srettet bestaende af de ialt mn matricer,

som har et element lig med 1 og alle ¢vrige elementer lig med

0, udg¢r en basis~

Er 4 = (a- &) og ~ = (b. k) to matricer for hvilke
~J m,n J n,p

den f¢rstes s¢jleantal er lig med den andens r~kkeantal, de-

fineres produktmatricen 4~ som (mxp)-matricen
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Ved (mxn)-nulmatrioen ~ =

hvis elementer aIle er o.

o=m,n forstas {mxn)-matricen,

4 • 1 • 3

Ved (nxn)-enhedsmatricen E = E forstAs (nxn)-diago-
:::: =11. In

(

nalmatricen, hvis diagonalelementer aIle er 1. Vi har altsA

E' = (6 .... ) •=n,n 1..-J n,n

For 0 ~ r ~ m,n betegnes med E(r) den (mxn)-matrix
<m,n

(aij)m,n for hvilken a i i = 1 for i < r, mens aIle ¢vrige eIe~

merrt.er a .. " er o.
'L,J

Lad der v~re givet matricer 4(a,B), a = l, ••• ,r,

a = 1, ... ,8, saledes at matricerne med samme index a har sam-

me r~kkeantal rna' og matricerne med samrne index a har samme

s¢jleantal na" Matricerne 4(a,a) kan da pa oplagt made " s amme n-

stykkes" til en ny matrix 4 rned rCEkkeantal m = m
1+

.•.+m p og

s¢jleantal n = n
1
+ •..+n

s•
Vi siger, at 4 er en bZokmatrix med

bZokkene ,(a, a), og skri~er

4(1,1)

=

.«.».
=

' •• 0
A(r,s)
:c

Omvendt er det klart, hvad der menes rrled, at en given matrix

4: = (a ... ) er "opdelt" i b Lokke .. Eksempelvis er der ved
l"J ms n

angivet en opdeling af 4 i blokke, nemlig' s¢jlerne. Matricen

I(r) kan pA naturlig mAde opdeles i blokke,
-m,n
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for 4'8 j'te s¢jle. Matricen 4 har saledes m rrekker og n s¢j-'

ler. Elementet Q-. tilh¢rer den i'te r~kke og den j~te s¢jleD
t.J

Er ~ = (a
1,a 2

, ••• ,an) et tals~t tilh¢rende L
n

, s~ttes

(

og

= (a
1

a
2

..... a )
• J n

= (0:.) 1
1. 'n,_ =

a
n

{

(-

Er ~ = (a
1,a 2

, ••• ,an) koordinats~ttet for en vektor i et n

dimensional t vektorrum m .. h .. t. en valgt basis, _sa kaldes g_

hhv. @, for vektorens koordinatr~kke hhv. koordinats¢jle.

Ved en delmatrix af 4 forstas en matrix, som fremgar af

4 ved at visse r~kker og/eller s¢jler slettes.

En (mxn)-matrix siges at v~re kvadratisk, dersorn m = n.

Elementerne a »>, i = 1, .•. ,n, i en (nxn)-matrix (a •. ) kal-
~~ ~J n,n

des matricens diagonalelementer. En (nxn)-rnatrix (a .. ) si-
l,J n,n

ges at v~re en nedre trekantsmatrix, dersom a .. = 0 for i < j,
t-J

og en ¢vre trekantsmatrix, dersom a .. = 0 for i > j. En (nxn)
t-J

matrix (a. -) siges at veere en d i aq on.a Lma t r i x , dersom
~J n, n

a . · = 0 for i * j.
i: ..1
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4.1. ~1ATRICER,

Lad m og n v~re naturlige tal. Ved en (mxn)-matrix rned

elementer fra L forstas et rektangul~rt skerna af formen

all a
12

a
1n

(1 )
a

2 1
Cl

2 2
a

2n
{
\

4 • 1 • 1

/
'j

,I a 2m
a. mn

hvor a .. E L for i = l, ••• ,m og j = l, ••• ,n. Som betegnelse
1..-J

for matricen (1) benyttes oqs a (a .. ) --1 ..-1 ' eller
~J 1--., ••• ,m,J- , .•. ,n

(a .. ) , eller blot (a-.). Endvidere benyttes betegnelsen
~J m,n 1..-J

A , eller blot A.
=m,n =

Ved en r~kkematrix hhv. s¢JZematrix fdrstAs en (lxn)-ma-

trix hhv. en (m x l ) - ma t r i x .

Lad 4 = (a .. ) v~re en (mxn)-matrix. For ~ = l, ••• ,m kal-
~J

{ des r~kkernatricen
l
~

for 4'8 i'te r~kke, og for j = l, ••• ,n kaldes s¢jlematricen

a l · == J

a .
mJ
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4.4- llNE~~E AFBlkPNlNGERS MATRIXLIGNINGER.

4 " 2 .1

(
\.

Lad (U, [,) vrere et ~;ektorrum rned d,iIl\U = n E 1N, lad (V, L)

veere et vektorrum med d irn V == m E 1N, og lad f vrere en Lf.nearr
~ .

afbildning af U ind i V. Lad endvidere. (£l,~o.'~n) og

([l, ••• ,im) v~re baser for hhv. U og v. Billederne f(~j) af

vektorerne e, i basen for U kan da pa en og kun een made skri
"'-J

ves som linearkombinationer af vektorerne i basen for V,

f(~~l) == (1 11.[ 1 + a 2 ][2 + .... + am.1t "l

f (~2) = a12t1 + Cl22i.2 +" .• + a 2tmz m

1\

f (§"JI~) = a1nt1 + a 2n,i2 +" " ,,+ Qmnt m

eller kort

m
f (e .) = \. a... .f-" " , J > 1,,,.., n "

-J /;=1 1.-JL'/-

S~ttes d = (a ... ) kan disse ligninger sammenfattes til ma-
-- 1, J m, n·,

trixligrlingen

( (1 ) (f (e 1) " • "f ( e )) = (-P1 · ,, · t )A "- . -n L m -

Det bemcerkes, at den ,j' te s¢j Le i 4 er koordinats¢j len for

vektoren f(!!.j) mv h v t . basen ([1' .. -. ,im) · Lad nu u varre en

vektor i U med billedvektor ~ = f(~) i V, og lad koordinat

s¢jlerne for u og ~ (m~h.t. de betrastede baser) v~re hhv.

~I og gl 9 Vi har da
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og

4 • 2 . 2

(2 ) v ::; (t1 · · · +' )V I '- ~nfl ==

hvor venstresiderne skal opfattes som (lxl)-matricer. Endvi-

dere g~lder pa grund af lineariteten

( v f(~)

= (f (!!.. 1) • • II f (f!-n ) ) ~ I •

Sammenholdes dette sidste med (1) og (2) fAa

(t 1 • • •t m) MI :::: (t1 • • •t m) 4:14 I ·

Idet ([,1' ..... I t
m

) er et lineiErt uafhcengigt seet, kan man heraf

slutte, at

( 3) Jf I = 4M I •

Til afbildningen f h¢rer altsa (mindst) en matrix 4 (m.h.t. de

betragtede baser), sAledes at koordinats¢jlen ~I for billedet

af vektoren rned koordinats¢jlen'MI kan udregnes ved ligningen

(3) .. Det pastas, at den ovenfor bestemte matrix 4 er den ene

ste matrix med denne egenskab. Lad nernlig ~. ViEre en vilkarlig

(mxn)-matrix h¢rende til f (i den omtalte betydning). Produk-

tet ll:~ I J. af ~ og den j' te s¢j le .Q I · i .Ii giver ved udreg-
- J -n,n

ning den j1te s¢jle i ~. Nu er imidlertid glj koordinats¢j-

len for e., og f¢lgelig er den j'te s¢jle i ~_ koordinats¢jlen
-J

for f{e.) .. Da ags! den j'te s¢jle i A_ er koordinats¢jlen for
-J

f(e;.), stemmer ~ overens med A s¢jle for s¢jle, og vi har alt-
-J -

sA som pAstAet ~ = 4.- Ligningen (3) kaldes matrixligningen

for afbildningen f m.h.t. de betragtede baser.
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Det er let at se, at hvis der til line~re afbildninger

4 ,,2 • 3
.~

(

I

f og g af U ind i V h¢rer hhv. 4 og ~ (m.h.t. valgte baser) f

sa viI der til f + g h¢re 4 + ~, og til Af h¢re \4 for A E L.

Det er klart, at hvis f og g er forskellige, sa er 4 og ~ for-

skellige. Endelig bem~rkes, at er ~ en vilkArlig (mxn)-matrix

med elementer fra L, sA findes en line~r afbildning af U ind

i V, hvortil der (m.h.t. de valgte baser) h¢rer matricen ~,

nemlig afbildning~n, som f¢rer en vektor i U med koordinat

s¢jlen ~I over i den vektor i V, som har koordinats¢jlen g~l·

Alt det foregaende kan sammenfattes saledes:

Lad (U~L) og (V~L) v~re vektorrum med dimU = n E ~ og

dimV = m E IN,) oq lad (!!.-.1~··· -'~n) og r.il~·"· ,).im) oaire baser

for hhv. U og V. Til hver line~r afbildning f : U ~ V findes

da en og kun een (mxn)-matrix 4~ sJZedes at der melZem koor

dinats¢jZen MI for en vektor u E U og koordinats¢jZen £, for

biZZedvektoren V = f(~) E V bestdr relationen

~I = 4~1·

Matricen 4 er bestemt ved

Den ved f» 4 definerede afbiZdning er en isomorfi af (L(U~V)JL)

pa (M (L)"L).
m"n
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I det f~lgende betragtes line~re afbildninger mellern

vek t.o r r um over samme legeme med e nde Lt.qe d i.mens Lone r 2: 1.

For (s¢jZe)rangen af den ·tiL en line~r afbildning f : U ~ V

h¢rende mat~ix ~ m.h.t. baser (el~· .• ~e ) og ([1'· .. ~t ) for-- -n . m

hhv. U og V g~Zder rg4 = dim!(U).

Bevis. Da billedrummet [(U) frembringes af vektorerne

f(~l) , ••• ,f(~n)' er dimensionen af f(U) lig med rangen af

s~ttet (f(~l) , ••• ,f(£n))· Rangen af dette S~~ et\imidlertid

den sarnme som rangen af det tilsvarende s~t af koordinats¢j-

ler, altsa s¢jlerangen af 4· 0

Lad f : U ~ V Vffire en Zine~r afbildning. Der findes da

en basis for U og en basis for v~ saledes at der m.h.t. disse

baser tiZ f" h¢rer matricen E(r) hvor n = dimU~ m = dimV og::::m,n-' J'

r = dimf(U).

Bevis. If¢lge dimensionssffitningen har kernen K dimension

n - r. For r = 0 er f nulafbildningen, og matricen er for et-

hvert valg af baser nulmatricen 0 , altsa af den ¢nskede=m,n

form. For 0 < r < n v~lges en basis (e 1, ••• ,e) for K, og
-11+ -n

denne suppleres til en basis (el, ••• ,e ) for U; for r = n v~l-
- -n

ges en vilkArlig basis (el,.~.,e ) for u. Vektors~ttet
- -n

(f(~l) , ••• ,f(~n)) har rangen P, og da vi for r < n har

f(~r+l) = ... = f(~n} = h, rnA s~ttet (f(~l)/ ••• ,f(~r) ~~re

line~rt uafh~ngigt. For r = m er det derfor en basis for V,

og for r < m kan det- suppleres til en basis

(f(~l) , .•. ,f(~r),ir+l,···,tm) for V. For disse,valg'af baser

fas rnatricen E(r).
==m,n
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Be mamk.n i n q , Vi skal s e nere s kairpe den fo:regae:ncl.E~ s et.n i.nq

derhen, at e n v i.Lkar Liq mat.ri x 4 i M (L) med (s¢jle) ranq If}
m , n

ho r e r til f for passende valg af baser, (81n1. side 4 '" 3~ 3) · D

Lad f : V 4 V og g

til der h¢rer hhv. tl_ 0 g _lJ.. m .. h. t . bas e r (e,-,. ~ e e ~ ) ~ ti . ~ ~ .. -' t ),-1 . -~-n'- ~.~ j < . m

l

og (~1~ •• "Jill) fop hhv. U3V og W. Til den sommensatte afbild

ning gof : U ~ W h¢rer da matricen ~4 m.h.t~ baserne

Bevis. Af det givne f¢lger, at der (rned oplagte betegnel-

ser) g~lder ~I = ~gl = ~4~1' hvoraf pastanden f¢lgero 0

En line~r afbiZdning f : U ~ V er bijektiv J hvis og kun

hvis den tilh¢rende matrix d_ m.h.t. baser (el~ ..• ;e ) og- -n

(il~.·.Jim) for hhv. V og V er (kvadratisk og) reguZ~r. Er f

bijektiv, sa h¢rer der til den omvendte afbildning f- 1 : V ~ U

-1
den 1:nverse matrix 4 In. h. t., ba s e r n e ([1'··· ,im) og

(f!.-l -' • • • , ~n ) .,

Bevis. Antag , at f er bijektiv. Af tidligere resultater

(side 2.2.3) f¢lger da, at m = n; den til f h¢rende matrix er
_.J.

sAledes en (nxn)-matrix. Den omvendte afbildning f :V ~ U

er ligeledes lineCl!r, (side 2.1.5); lad ~ vCI!re den til f- 1 h~

rende (nxn)-matrix. Da der til savel den identiske a~bildning

e u af U som den identiske afbildning e
V

af V h~rer matricen

-1 -1
~n,n ,og da vi har f of = e u og fof = e v' sluttes af den

foregAende s~tning, at ~4 = 4~ = ~. Matricen 4 er altsA regu-.

leer, og ~
-1= 4 · Antag omvendt, at den til f h~rend~ matrix



4.2.6

4 er kvadratisk og regul~r. Vi har da specielt dimu = dirnv - n,

og de r findes derfor en og kun een linecer afb LLdn i.nq g : V -+ U r

-1
hvis tilh~rende matrix m.h.t. d~ betragtede baser er 4 . Af

den foregaende s~tning f¢lger nu, at der til afbildningen

gof : U ~ U h¢rer matricen A-lA, altsA E , og at der til af-= - ...... n,n

bildningen fog: V ~ V h¢rer matricen '4- 1 , altsA K. Dette
-n «n

viser, at

( 1)

-- og at

(2)

Da e u ~pecielt er injektiv, sluttes af (1), at f er injektiv,

_og da e
V

specielt er surjektiv, sluttes af (2), at f er surjek

tiv. Ialt fas saledes, at f er bijektiv. 0

Lad U,U' og V,V' v~re par af vektoppum i dualitet. Hvis

der til en line~p afbildning f : U ~ V h¢per matri~en 4 m~h.t.

bas e r ts.1.J • • • , ~n ) 0 g (i1 .J • • • , t m) for h h v • U 0 g V.J 8 av i Z der

tiZ den duale afbildning i' : V' -+ v' h¢pe dfJn tranaponepede

matrix A' m, h. t. de dua l e ba e e r (f.1-' '' '' .~i~) og .(~;, .•• ,~~) for

hh o . V' og U'.

Bevis. Elementet Q •. i den til f h¢rende matrixl.,J ..

4 = (a .. ) er den i'te koordinat for f(e.), alts! (sml.
~J m,n -J

side 3.1.4).

a.- = <f(e_),f~>.
l.,J -J-l.,
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Tilsvarende er elementet bk l i den til ft h¢rende matrix

__B = (b 1 1). den kite koordinat for ['(i Z' ) , altsA« : n i m

4 II 2 .. 7

Da f og i' er duale afbildninger, har vi endvidere, (sml. side

3.3.1) .

San~enholdes dette med det foregaende fas

pastaet. 0

a . . = b ~ ., som
'LJ J 1-
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4.3. KOORDINATTRANSFORMATION.

'Vi skal unders¢ge, hvi, Lke n s ammenhamq der be s t.ar rnellem

koordinats~ttene for en og san~e vektor m.h.t. forskellige

baser. Herom g~lder:

~ I = £M I'

Matricen g~ 80m er reguZ~rJ er bestemt ved

Lad (U,L) v~re et vektorrum med dirnU = n E ~~ og Zad

r~l""'!n) og r!l'" "!n) vmre baser for U. Der findes da

en og kun een (nxn)-matrix ~J sdledes at der metlem koordi-

nats¢jlerne ~i og Q
1

for en vektor ~ E U m.h.t. basen

(~l""'~n) og basen r!l" "'!n) bestdr relationen

( A A
e 1·.·e) = (e1 ••• e )3.- -n - -n =

(2 )

"\

Bev-is" Af ·scetningen oTIl matrixligninger for linecere afbild-

ninger (side 4.2.3) f¢lger, at der findes en og kun een matrix

~I sAledes at (1) er opfyldt, nemlig matricen h¢rende til den

identiske afbildning af V, idet originalvektorer henf¢res til

basen (~l""'!n) og billedvektorer til basen (~l""'~n)' Af

sanune seet.nLnq f r emqa r ogsa, at g er bestemt ved (2) .. Errde Ld q ,

at ~ er regul~r f¢lger af, at den identiske afbildning er bi-

jektiv (sml. side 4.2.5). 0

Overgangen fra koordinaterne rn.h.t. basen (~l' ••• '~n)

til koordinaterne m.h.t. basen (~l""'!n) kaldes en koor

dinattransformation, og rnatricen S kaldes den tilh¢rende

koordinattransformationsmatrix.
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Det bern~rkes, at (2) er ensbetydende rned

( 3)

Koordinattransforrnationsmatricen g er kendt, nar vektorerne i

basen (£l' •.• '£n) er givet som lip~~r~ornbinationer af vekto

rerne i basen (~l""'~n)' Er derimod vektorerne i basen
. ,

(~l""'~n) givet som linearkombinationer af vektorerne i

-1
basen (~l' ••• '~n)' er g kendt, og g rna bestemmes som dennes

inverse.

Lad g v~re en vilkarlig regul~r (nxn)-matrix med elemen-

1\ 1\ter fra L. For enhver basis (£l' ... '£n) for V er da det ved

(2) bestemte s~t (~l""'~n) en basis for V, og ~ er koordinat

transformationsmatricen h¢rende til overgangen fra basen

(~l""'~n) til basen (~l""'~n)' Den sidste pastand f~lger

af den f¢rste. For at indse gyldighe~~n.af den f¢rste pAstand

bem~rkes, at det af (3) fremgar, at enhver af vektorerne i ha

sen (~l""'~n) er en linearkombinati6n af vektorerne i s~ttet

(~l' •• ·'~n); s~ttet (~l'···'£n) frembringer derfor U, og er

f¢lgelig en basis for V, (sml. sid~1 .4.5). pA tilsvarende

mAde indses, at for enhver basis (~l' ••• '~n) for U er det ved

(3) bestemte s~t (~l""'~n) en basis for V, og g er koordi-

nattransforrnationsmatricen h¢rende til overgangen fra basen

(~l""'~n) til basen (~l'~"'~n)' Enhver regul~r (nxn)-matrix

(med'elementer fra L) er saledes en koordinattransformations-

matrix,' idet endda een af de to ba§:~,r kan foreskrives vilkarligt.
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Ved anvendelse af s~tningen ovenfor skal vi dern&st

vise:

matrix m.h.t. b~serne (£l.J ••• .J~n) og ([l, ... ,irn ) v~re ~, og

lad den tiiL f ho r en de ma i r i x m.h.t. b ae e rn e (~1.t ••• ,~ ) og- -n

Lad (U,L) og (V.J L ) vcere vektorrum me d en de l i q e di.me ne i o-:

n e r ~ 1, lad (~.1' ••• '~n) og (~1'··· '~n) VcEre b ae er for U, og

t A
Lad r[l, ... .Jim) og (~1' . • . .Jim) v~re baser for v. Lad videTe

f : U ~ V v~re en Zine~r afbildning, lad den tiL f h¢pende

'l'AS- 1
= = = .J

1\

·4 ==

hvor g og ~ er koordinattransformationsmatricerne h~rende til

hhv. overgan~en fra (e 1, ... ,e ) tiZ (a1, ... ,aJ i U og over-
- -n - -n

'( ).. (A A ) •gangen fra i1,.··'!m t~l [l' ... '[m ~ v.

Bevis. Pastanden f¢lger af, at der (med oplagte betegnel-

ser) gcelder

(

l A
~I = ~ ~I

= ~4 ~I

= Xt1Q-l~ n- - - -I

Lad f v~re en tine~r afbiLdning af et n-dimensionalt vek-

torrum (U,L) ind i·et m-dimensionalt vekto~rum (V,L),og lad

A v ere en (mx'n)-matrix me d e l.e men t e n fra L. DeT' findes da en

basis for U og en basis for V m.h.t. hvitke den tit f h¢~ende

matrix er ~, hvis (ag kun hvis) rg~ = dimf(U).
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Bevis. Det er tid~igere viet, ~t hvis 4 h¢rer til f for

passende basisvalg, sa g~lder rg4 = dimf(U) , (sml. side 4.2.4).

Antag ornvendt, at rg~ ~ dimf(U) = r. Af en tidligere s~tning

f r emqar , at der findes baser (£1':·· '~n) og (i1 , · · · , f m) for

hhv. U og V m.h.t. hvilke den til j h_rende matrix er E(r) ,
=m,n

(sml. side 4.2.4). Lad g : 'U 4V 'v~re den linecere afbildning,

~ hvis tilh¢rende matrix m.h.t. disse baser er 4. Idet dirng(U) =
A A A A

rg4 = r , findes ogsa baser (~1"" '~n) og (1:..1'·" '[m) for hhv.

f U og V m.h.t. hvilke den til g h_rende matrix er E(r). Beteg-t =m,n

nes med ~ og ~ koordinattransformationsmatricerne h¢rende til

A A
hhv. overgangen fra (~l' ••• '~n) til (~l' ••• '~n) og overgangen

A 1\

fra ([l, •.• ,i
m

) til ([l""'[m)' sa har vi if_lge den forega-

ende s~tning E(r) = ~4g-l, altsa 4 = T-1E(r)S. Hera£ fremgar,
-m,n = =m,n=

at 4: er den til f h¢rende matrix m.h.t. de baser, som fas ved

-1 -1
at anvende koordinattransforrnatricerne ~ og ~ pA hhv.

(e 1 ' · · · , e ) og ([1 I • • • ,t ). n_. -n -n
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4.4. MATRIXRANG.

4 • 4 • 1

Enhver matrix 4 E M (L) kan opfattes som matricen h¢-
m,n

rende til en line~r afbildning, idet der for ethvert n-dimen-

sionalt vektorrum (U,L), ethvert n-dimensionalt vektorrum

(V,L) og ethvert valg af en basis for U og en basis for V

findes en (og kun een) line~r afbildning f : U ~ V, hvis

tilh¢rende matrix m.h.t. de valgte baser netop er 4. Det er

derfor rnuligt at udnytte s~tninger i de to foregaende afsnit

til at bevise s~tninger om matricer. Vi viser f¢rst:

For enhver matrix 4 E M (L) stemmer s¢jlerang og r~kke-
m,.,n

Bevis. Vi opfatter matricen 4 sam matricen h¢rende til

en line~r afbildning f : U ~ V m.h.t. valgte baser. Lad U' og

V' v~re vektorrum, som er i dualitet med hhv. U og V. Til den

duale afbildning i' : V' ~ V' h¢rer da den transponerede ma-

trix 4' m s h v t; , de duale baser, ('s:ml. side 4.2.6). Det er tid

ligere vist, at f og f' har sarnme rang, (side 3.3.3). Rangen

af en line~r afbildning, d.v.s. dimensionen af billedrummet,

stemmer imidlertid overens med s¢jlerangen af den tilh¢rende

matrix, (sml. side 4.2.4). Matriderne 4 og 4' har derfor sam

me s¢jlerang. Men s~jlerangen af 4' er identisk med r~kkeran

gen af 4, thi s¢jlerne i ~' er (.de transponerede af) r~kkerne

i 4. Hermed er pastanden vist. 0

Vi skal herefter ved r an a en rg4 af 4: forsta den fcelles

rang af s~ttet af s¢jler og s~ttet af r~kker.
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1 l' " 1cr rcgu~~r~ nV~G og KUn

Bevis~ Vi opfatter 4 som matricen h¢rende til en line~r

afbildning f : V ~ V m.h.t. en valgt basis. Det vides, at 4

er regul~r, hvis og kun hvis f er bijektiv, (sml. side 4.2.5),

og det vides, at f er bijektiv, hvis og kun hvis dimf(U) = n,

(sml. side 2.2.3). Pastanden f¢lger herefter af, at der al~

ment g~lder rg4 = dimf(U). ~

For enhver fra nuZmatricen forskeZZig matrix 4 E M (L)m i n

er rg4 det st¢rste af de ~aturZige tal p for hvilke der findes

en regul~r {pxp}-deZmatrix af A.

Bevis. Idet vi s~tter rg4 = r, skal det vises, at 4 har

(mindst) en regulrer (rxl~)-delmatrix, men ingen regul~r (pxp)-

delrnatrix for p > r. Lad ~ v~re en {mxr)-delmatrix af 4 rned

(s¢jle)rang P; en sadan f Lnde s , idet 4 har (s¢jle}rang p. Da

~ har (r~kke)rang P, findes en {rxI)-delmatrix ~ af ~ med

(r~kke)rang r. If¢lge den foregAende s~tning er ~ regu'l~r,

hvormed' er vist, at 4 har E~11 regulcer (px r) -delmatrix. Lad om-

vendt ~ v~re en regul~r {p'p)-delmatrix af 4. Matricen g er

da delmatrix af en (entydiJt bestemt) (mxp)-delmatrix ~ af 4

Da. ~ har (s¢jle) rang P, v i L ogsa ~ have (s¢jle) rang P> Heraf

f¢lger, at (s¢jle)rangenlf 4 er mindst p, altsA p < r , som

pastaet. 0
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For viZkdrZige matricer 4 E M (L) og ~ E M (L)
mJn - n 3 P

g~lder rg4~ ~ rg4 og rg4~ ~ rg~. For rg~ = n g~lder

rg4~ = rg~~ og for rg4 = n g~lder ~g4~ = rg~.

Bevis. Vi op f a t.te r ~. oq . .·4 som matricerne h¢rende til li-

ne~re afbildninger f : U ~ V hhv. g : V ~ W, hvor V,V og W er

vektorrum over L med dimensionerne pin og m. Matricen 4~ er

da den til gof u ~ W h¢rende matrix, (sml. side 4.2.5). Vi

har nu rg~ = dirnf(U) I rg4 = dimg(V) og rg4~ = dimg(f(U). Af

f(U) ~ V f¢lger g(!(U» ~ g(V), og derrned dimg(f(U)) ~ dimg(V},

altsa den f~rste ulighed. For rg~ = n bliver f surjektiv, hvor

med f(U) = V; vi fAr da dimi(f(U» = dimg(V), altsA rg4~ = rg4·
, . .. ~

Det er klart, at der gceldet dimg (!;('U)) ~ .. dimg( V), altea den an-

den ulighed. For rg4 = n bliver g injekt~v; vi fAr da

dirng(f(U») = dimf(U) I altsa rg4~ = rg~~ 0

To rnatricer 4'~ E M (L) siges at vrere ~kvivalente,
min ,. >

hvis der findes regul~re matricer: P E M (L) og Q E M (L) ,
= m,m - n,n

-1
saledes at ~ = ~4~ • Sam antydet er herved defineret en ~kvi-

valensrelation i M (L). Refleksiviteten vises ved benyttel-
m s n

5e af, at aIle enhedsrnatricer er regul~re, symrnetrien ved be-

nyttelse af, at den inverse til en regul~r matrix er regul~r,

og transitiviteten ved benyttelse af, at produktet af to re-

gul~re rnatricer er en regul~rmatrix.

Det ses, at to mat r Lcet. e,r··~k;~vivalente, hvis og kun hvis

de h¢rer til de sanune line~re afbildninger for forskellige ba-

sisvalg, (sml. side 4.3.2, 4.3.3) ~ (Heraf fremgar i ¢vrigt pa
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ny, at relationen er en ~kvivalensrelation.) Vi har tidligere

vist, at de til en given line~r afbildning h¢rende matricer

rn.h.t~ forskellig basisvalg netop er de m~tricer (med det re-

Levant e r~kke- og s¢j Leanta Ll , der har s amme rang 801ll i:ifbi"lc1----

ningen, (sml. side 4.3.3). Vi fAr derfor:

To matricer A,B E M (L) er ~kvivaZente~ hvis og kun= == m~n.

hvis de har samme rang.



(
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4.5~ LINE~RE LIGNINGSSYSTEMER.

Lad der v~re givet et line~rt ligningssystem med m lig-

ninger og n ubekendte,

a i i": + a 1 2:1! 2 + •• .+ a' x - b
1In 11'

a 2 lx l + a
2 2x 2

+. .. .+ a 2 nxn· = b
2( 1 )

a x = bmn n m

hvor a .. ,b. E L for i = l, ... .m og J. = l, .•• ,n. En Lo e n i n q
t-J t.

(eller en partikul~r l¢sning) til (1) er et s~t (x
1,x 2

' ••• ,xn)

i Ln
, som tilfredsstiller aIle ligningerne. M~ngden af l¢snin-

ger kaldes l¢8ningsm~ngden (eller den fuldst~ndige l¢sning).

Matricen 4 = (a .. ) kaldes koefficientmatricen ; matricen
&J m«n

(4 £1)' som fas ved til 4 at f~je £1 = (b i ) m s I som (n+l) 'te

s¢jle, kaldes den udvidede}(,o~'ff,:t-:cientmatrix.Ligningssyste-

met siges at vcere homogent, dersom b 1 = .•• = bm = 0, og inhomogent,

dersom mindst et a£ tallene b. er * o. (Ofte viI man dog bru-
t.

ge adjektivet "inhomogent" i betydningen "ikke n¢dvendigvis,

men muligvis, homogent"; et inhomogent line~rt ligningssystem

er da simpelthen et line~rt ligningssystem.) Ved det til (1)

h¢rende homogene ligningssystem forstas det ligningssystem,

som fas ved at erstatte aIle .tallene b. rned o.
1.,

Det noteres, atli.gningssys.#emet (1) kan samrnenfattes i

matrixligningen 4~1 = gl' forstllet saledes, at (x 1 ' •• ·,xn) er

l¢sning til (1), hvis og kun hvis ~I = {x.) 1 er l¢sning til
- 1., n,

matrixligningen.
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EKSISTENS OG ENTYDIGHED AF L0SNINGER. STRUKTUR AF L0S-

NI NGSMJENGDE N. Sanunen med Lf qn Lnq ssystemet; (1) vil vi betrag--'

te den line~re afbildning f af (£n,L) ind i (Lm,L), hvortil

4.5.2

(

der m.h.t. de kanoniske ba~er h¢rer matricen 4. Idet vi s~t

ter ~ = (b 1 , ••• ,bm) , ses, at ~ = (X1' •.• ,Xn ) er l¢sning til

(1), hvis og kun hvis f(~) = £. Ligningssystemet (1) har der

for (mindst) en l¢sning, hvis og kun hvis b tilh¢rer billed

~ngden f(L n
) , altsa hvis og kun hvis b er linearkombination

af vektorerne a
l

" = (a
1

.,a') .. , .... ,a .), j = 1, ••• ,11.. Dette
- J J uJ mJ.

sidste ses irnidlertid let at v~re ensbetydende med, at ran-

gen af den udvidede koefficientmatrix ikke er st¢rre end ran-

gen af koefficientmatricen. Vi har altsa:

Ligningssystemet (1) har (mindst) en Z¢sning, hvis og

Som bekendt er f surjektiv hhv. injektiv, hvis og kun

hvis rg4 = m hhv. rg4 = n; vi far derfor:

Ligningssystemet (1) har mindst en hhv. h¢jst en Z¢sning

for ethvert sret (bl~ ••. ,bm)~ hvis og kun hvis rg4 = m hhv.

rg4 ~ n, - altsd netop ~n3 hvis og kun hvis rg4 = m = n.

L¢sningsm~ngden til (1) er identisk med originalln~ngden

-1f {£}. For £ = (0, ••• ,0) er der derfor altid l¢sningen

(0, •.• ,0) t og l¢sningsm~ngden er kernen for f. For £ * (0, •.. ,0)

kan f- 1 (Q.) vcere tom; men hvis f- 1 (E) er ikke-tom, sA har vi

f-1(Q.) = x + X, hvor x er en vilkarlig vektor i f- 1 (Q.) og K

er f's kerne.
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(

Heraf fremgar:

Hvis ligningssystemet (1) er homogent~ har det i det

mi n de t:e l.o en i n q en (O.~ .~.',.,.O . Lo en i nqemamqde n er e t: un de r tium
1 i -. T ',.} 1- ',' .:' "';' : '.', -". ~'.' <....

Hvi e l i qn i nq« sys teme t t1iJ,.er inhqrnog,e,nt, har de t i k.ke

n¢dvendigvis n oq en Z¢sning.l:;"Z¢sningfimiengden ikke-tom, sa

er den et sideunderrum i Ln med dimension n - rg4, - nemlig

sideunderrummet ~ + K, hvor x = (x1' ... ,xn ) er en vilkarZig

l¢sningtil (1) og K er Z¢sningsm~ngden til det tilsvarende

homogene ligningssystem.

Hvis (1) har l¢sning(er), ~as den fuldst~ndige l¢sning

saledes ved til en vilkarlig partikul~r l¢sning at addere

den fuldstcendige l¢sning til det t,.'ilh¢rende homogene lignings-

system.

Vektorrummet (Ln,L) er i dualitet rned 8ig selv ved

< (x1 ' • • • , x ), (y 1 ' • · · , y ) > '= x~l' y 1+ • · · +x y ;n n l n n

den kanoniske basis bliver herved dual til 8ig selv. Tilsva

rende g~lder for (Lm,L). Til den duale afbildning f' : Lm ~ Ln

h¢rer den transponerede matrix 4' m.h.t. de kanoniske baser.

Idet f(L
n ) = Kf~ (sml. side 3.3.3), har vi derfor:

Iri qn inqe e ue t emet: (1.Yhar (min,?st)e,h:>~¢esning.) hv ie oq
.-'

k.un hvis de r for e nh oe r Loe n i n q (y I " · · · ;Ym) ti L det "trans

pone re de" h omoqe.n e l.i. gnings.sy s tern
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a 1 Y 1 + a 2 Y2 + .•• + a . yn: ri' ' mn m = 0

gCElder

L0SNING VEO REDUKTION TIL ET CRAMER'SK LIGNINGSSYSTEM.

I det foreglende er vist, at et ligningssystem med en (kva

dratisk og) regul~r koefficientrnatrix har netop en l~sning;

at sldant ligningssystem viI vi kalde et Crame~'8k lignings

system. I et senere afsnit (5.3) skal vi explicit angive 1_8

ningen til et sAdant ligningssystem. Vi skal pa dette sted vi

se, hvozLedes bestemmelsen af Le snLnqsrnenqden til (1) _. hvis

der er l¢sning(er) - kan f¢res tilbage til l~sning af et

Cramer'sk ligningssystem.

Vi s~tter rg4 = r. Ved eventuel omnummerering af lignin

gerne kan opnas, at s~ttet bestaende af de f~rste r rmkker i

4 er line~rt uafh~nglgt. S~ttet bestlende af de f¢rste ~. r~k~

ker i (4 ~I) er da ogsl line~rt uafh~ngigt. BVis der nu blandt

de sidste m - 1" rii:!kker i (4 gl) findes en, sorn ikke kan frern

stilles som linearkombination af de f¢rste :r>; sA ha~ (4 ~I)

en (r~kke)rang, som er st¢rre end r, 09 (1) har derfor ingen

l~sning. Hvis derimod enhver af de sidste m - P r~kker kan

fremstilles som lineark~mbination af de f~rste r, sA har vi

rg(4 ~I) = r, hvilket sikrer eksistensen af mindst ~n l~Bning
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til (1). Endvidere v i.I da grel,de,at enhver l¢sning til sy-

stemet (t) bestAende af de f¢rste~r ligninger i (1) tillige

er l¢sning til de sidste m - r ligninger; f¢lgelig vil (1)

og (t) have samme l¢sn~ngsm~ngde. Koefficientmatricen for

(t) er en (rxn)-matrix med rangen ri ved eventuel omnumrne-

rering af'de ubekendte kan opnas, at s~ttet bestaende af de

( f¢rste r s¢jler er line~rt uafh~ng~gt. Skrives (t) pA formen

a
1 1x 1 + ••. + a x = b

1 - a 1,r+l xr+l - - a
1

x
rr 1? n n

a
2 1x 1

+ ..•'+ a 2r x = b
2 - a x - - Q

2n x
r 2, r+ 1 r+ 1 n

+ ... + a x = b - a x - ••• - a xrr r r p~r+l r+l rn n

f
'\

s~s, at der for hvert valg af x r+
1

, ... ,xn fremkommer et Cra

mer'sk ligningssystem til besternmelse af x1' ..• 'x r• Der fin

des derfor for ethvert valg af x
p
+

1
, ••• ,xn netop et s~t

(x1, ••• ,x
r),

saledes at (x
1,

••• ,x
n)

er l~sning.til (t), og

dermed til (1).

" ~ \)

L0SN I NG YED ELI MI NATION·. < l~~t :i'iheCErt, ligningssystem, hvis
;

udvidede koefficientmatrix -'f:rem,garaf den udvidede koefficient-

matrix for det givne ligningssystem (1) ved multiplikation af

en r~kke rned et tal * 0, har aben~art samme l¢sningsrn~ngde som

(1); ("man har lov til at multiplicere en ligning rned et tal

* 0"). Tilsvarende g~lder, at et aigningssystem, hvis udvidede

koefficientmatrix fremgar af den udvidede koefficientmatrix

for (1) ved at en r~kke er adderet til en af de ¢vrige r~kker,
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har samme Lo s n Lnqsmzenqde som (1); ("man har lov til at adde-:

re en ligning til en af de ¢vrige ligninger·'). Under et kaldes

disse to operationer for simple omformninger. Vi skal vise, at

det givne ligningssystem (1) ved successive simple omformnin-

ger og eventuelle omnulnmereringer af ubekendte og ligni.nger

kan overf¢res i et ligningssystem (*), hvis udvidede koeffi-

cientmatrix har f¢lgende form (hvor Q .• og b- naturligvis i
'l,J 1.-

almindelighed ikke betegner de samrne tal' som i (1»):'

1

o

o

o

o

o 1 a 1- p~ r+

a
,1 n

a
Tn

o

o

b
r

b )m

Hvis 4 er nulmatricen, sa har ligningssystemet den ¢nskede

form (med r = 0). Hvis 4 ikke er nulmatricen, kan man ved even-

tuel omnummerering af ligningerne opna, at f¢rste r~kke i 4 ik-

ke er nu Lrrekkeri , hvorefter man ved eventuel omnummereri.ng af de

ubekendte kan opnA, at all * o. Ved simple ottlforrnninger kan der

efter opnAs, at all = 1 og ail = 0 for i ~ 1. Er herefter

Q i j = 0 for i,j ~ 2, har ligningssystemet den _nskede form.

Ellers kan ved eventuel omnumrnerering af ligningerne', som ikke

ber¢rer f¢rste ligning, opnas, at anden r~kke i 4 ikke er nul

riekken. Ved derefter eventuelt at omnununerere de ubekendt.e , dog

ikke den f¢rste, kan opnAs, at a 2 2 * o. Herefter kan ved simple
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omformninger, som ikke involverer f¢rste r~kke, opnas, at

a 2 2 = 1 og a i 2 = 0 for i ~ 3. Ved at forts~tte denne proces

fas et ligningssystem (*) af den ¢nskede form.

L¢sningsm~ngden til (*), og dermed l¢snings~ngden til

(1), kan let bestemmes. Hvis r < m og rni-ndst et af tallene

bestemt ved den= n, sa er x
n

Hvis endelig r

n'te ligning, ~n-l derefter ved den (n-l) 'te ligning, etc;

vi far altsa netop en l¢sning.

vi fAr altsA netop en l_sning (x 1 ' ••• ,xn) for hvert valg af

bart l~ses: For hvert valg af x +l' ••• 'x kan x bestemrnes afr n p.

den r'te ligning, x 1 derefter af den (r-l) 'te ligning, etc;
r-

staende af de f¢rste r ligninger. Dette delsystem kan umiddel-

br+l' .•. '~ er * 0, har (*) ingen l¢sninger. HV~s p < ~ og

b p +1 = ... = b m = 0, har (*) for P = 0 hele Ln som l_snings

I~ngde; og for ~ > 0 samme l¢sningsm~ngde som delsystemet be-
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1. Udregn aIle produkter med to faktorer, som kan dannes a~

matricerne

4. Hvad kan siges om produktet af to (nxn)-matricer, som beg-

5. Ved sporet tr4 af en kvadratisk matrix 4 forstAs summen

a£ matricens diagonalelementer. Vis, at der for hver
(

I
\

2 •

3.

Udregn matrixpr?dukterne ~Ilf... ·og g~~I' hvor a = (al,···,a n )

og b = (b 1 ' • • • , bn) •

Udregn matrixprodukterne ~4 og 4~,hvor 4 er en vilkArlig

(mxn)-matrix, ~ er en (mxm)-d~agonalmatrixog ~ er en

(n~n)-diagonalmatrix.

ge er ¢vre trekantsmatricer?

(mxn)-matrix ~ og hver (nxm)-matrix g g~lder

6. Lad 4 v~re ~n vilkArlig (nxn)-matrix, og lad loa v~re

den (nxn)-matrix, hvor elementet i a-te r~ke og B~te

s0jle er 1, mens aIle ¢vrige elernenter er o. Ud~egn ma

trixprodukterne ~aa4 og 4~aa. Bestem m~ngden af (nxn)

matricer ~ for hvilke ~~ = ~~ for enhver (n~n)-matrix ~.
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~~

~
~ (

~'; \

t~

7. Vis, at matrixaddition og matrixIDultlplikation er kom-

positioner i mcengden af (2 )(2) -rnacr Lce r af forrnen

hvor a,b E m, og vis, at m~ngden med disse kompositio-

ner er isomorf med de komplekse tals legeme.

-4..•

B.

9.

Angiv en n¢dvendig og tilstr~kkelig betingelse for, at

en diagonalmatrix er regul~r.

Udregn matrixproduktet

( a b) ( d-b) .
(] d -0 a I

hvor a,b,c,d er vilkarlige tal fra L. Angiv en n¢dvendig

og tilstr~kkelig betingelse for, at en (2x2)-rnatrix

er regul~r, og angiv dens eventuelle inverse.

10. Beregn samtlige potenser

(0 _l)n
1 0 .J n E 22,

og samtlige potenser

(~ l)n
1 -' n E LZ.

Angiv ordenen af de to unde r q r uppe r af GL (2 ,L) I derudg¢-

res af disse potenser.
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11. Vis, at naY" en symmetrisk hhv. antisymrnetrisk matrix

er regulrer, vil den inverse matrix ligeledes v~re sym-

metrisk hhv. antisymmetrisk. Vis, at .i nqeri an t I symme-:

trisk (3x3)-matrix er regul~r.

12. Om en blokmatrix af formen

for~ds~ttes, at blokkene 4 og ~ er kvadratiske. Vis, at

matricen er regul~r, hvis og kun hvis 4 og ~ .er regul~re,

og angiv i bekr~ftende fald den inverse i form af en til-

svarende blokmatrix.

13. Angiv matrixligningerne (m.h.t. den valgte basis) for de

line~re afbildninger i 2. ¢v. 2.

14. Lad (~1'~2'~3) v~re en basis for et vektorrum (U,L), og

lad ([1'[2) vcere en basis for et vektorrum (V,L). Angiv

matrixligningen for den line~re afbildning f u -+ V be-

stemt ved f(~l) = i 1 , f(~2) = [2' f(~3) = £1 + [2- Bestem

-1
endv.idere kernen for f, samt originalrncengden f (f1+i

2
) •
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15. Lad (~1'~2t~3) v~ve en ortonormal basis i h¢jrestilling

for vektorrummet (V,m) af geornetriske vektorer i rum-

met. For en given vektor a E V med koordinats~ttet

(a 1,a2,a 3 ) betragtes den line~re afbildning v ~ a x v

af (V,m) ind i (V,E) ~ Find den tilh¢rende matrix (m.h.t.

den valgte basis) .

Lad al,a2,a3,bl,b2,b3 v~re reelle tal med (a 1,a2,a 3) * (0,0,0).

Angiv en n¢dvendi~ og tilstr~kkel~g betin~else for, at

det linerere lign~ngssystem

-a;;x 2 + a 2x B = b
1

a
3x 1

- a 1x 3 = b
2

-..a
2

x
1 + a

1x 2 = b;j

har rnindst een l¢sning (x
l,x2'x 3

) € )R3, og bestern i be

kr~ftende fald sarntlige l¢sninger.

16. Lad (~1'£2) v~re en ortonorrnal basis for vektorrummet

(V,m) af geometriske vektorer i en given plan, og lad

f og g varre de Li.neeare afbildninger af (V,JR) bestemt

ved f(~l) = ~2' f(~2) = -~1' g(~l) = 2~1' g(~2) = '!2

Giv (eventuelt med st¢tte i regninger med matricer) geo-

metriske beskrivelser af f¢lgende afbildninger, idet e

betegner den identiske afbildning af V:
-1

~(g+e) I g - e, (g-e) ofo(g-e), fogo! •

-1
(~) (f+ B ) ,
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(

17. Lad (~1 ,g:2) varre en basis for e't vektorrum (U ,IR), lad

([1'[2'[3) v~re en basis for et vektorrum (V,m), og

lad f : U ~ V v~re den line~re afbildning, som rn.h.t.

de betragtede baser har matrixligningen

Bestem rnatrixligningerne for samtlige l~ne~re afbildnin-

:3

o

12

1

-4=

ger g : V ~ U med egenskaben, at gdf er den identiske af-

fI

bildning af U.

18. Lad (V,L) v~re et vektorrum af dimension n €~. Vis, at

vektorrummets autom6rfigrup-pe er isomorf mad den generel-

le line~re gruppe af grad n over L.

19. Lad (!!..1'~2'!3) v~re en basis for et vektorrum (V,L). Lad

a, b og o veere tal fra L, og seet ~1 = !!.1 + a!!.2 + b!!.3'

~2 = !!.2 + c£3' ~3 = !!.3" Vis, at ogsa seettet (~1'~2'~3)

er en basis for V. Find koordinaterne til en vilkArlig

1\ A 1\vektor ~ E V m.h.t. basen (~1'~2'~3) udtrykt ved dens

koordinater m.h.t. basen (~1'~2'~3). Find ogs! ornvendt

de sidstn~vnte koordinater udtrykt ved de f~rstp~vnte.
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20. Vis, at ~~ttet (~1'!2'~3) bestAende af vektorerne

~1 = (1,2,1), ~2 = (3,3,0), !3 = (-1,0,2) er en basis,

for (lR
3

,lR), og at s~ttet (t
1
,t

2
) bes t aende af vektorer-

A A 2
ne .i1 = (1,1), f..2 = (1,-1) er en basis for (JR ,lR). En

Lf.nezar afbildning f :lR
3

-+ lR
2 er m.h.t. de kanoniske

base r « 1 , 0 , 0) , (0 , 1 , 0) , (0 , 0 , 1 » hhv . «( 1 , 0) , (0 , 1 » g i -

vet ved matricen

= (1
04

Bestem den til f h¢rende matrix! m.h.t. baserne

A A A A A
(~1 ' f!.. 2 I ~3 ) og ([1 1[2) •

21. Lad f v~re en line~r afbildning af et endelig-dirnensionalt

vektorrum (V,L) ind-i sig selv , og lad 4 v~re den til f

h¢rende matrix m.h.t. en valgt basis for V. Ved sporet

trf af f forstAs da sporet tr4 af matricen d, (smi. ¢v. 5).

Begrund , at definitionen er uafh~ngig af den valgte basis.

22. Lad (V,L) v~re et endelig-dimensionalt vektorrum. Bestern

m~ngden af line~re afbildninger f : V ~ V med egenskaben,

at der til f h¢rer samme matrix for ethvert valg af ba-

sis for V.
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23. En linece:r' afbildni.ng f af et 3-dimensionalt vektorrum

(U,L) t hvori der er valgt en basis (~1'~2'~3)' ind i

et 2-dimensionalt vektorrum (V,L), hvori der er valgt

en basis ([1'[2)' er med hensyn til de anf¢rte baser gi

vet ved matrixligningen

o

a-l :)

(

l

(
"'-

hvor a er et tal tilh¢rende L. Angiv for enhver vrerdi

af a afbildningens rang r. Bestem dern~st nye baser

m.h.t. hvilke der til f h¢rer matricen ~~:~. Angiv ogsA

de tilh¢rende koordinattransformationsmatricer g og ~,

-1
og gennemf¢r en kontrol ved at udregne ~4g , hvor 4

er ovenstaende (2x3)-matrix.

24. Lad (V,L) og (V',L) v~re et par af endelig-dimensionale

vektorrum i dualitet. Lad (£l' ••• '~n) og (~l' ••• '~n) v~

re baser for V, og lad g v~re koordinattransformations-

matricen h~rende til overgangen fra (~l' ••• t~n) til

(~l' ••• '~n). Bestem koordinattransformationsmatricen

h¢rende til overgangen mellem de tilsvarende duale ba-

ser for V'.
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25. Bestem rangen af f¢lgende matricer:

4. ¢v. 2 5 0<_ 2 7

26. Un.ders¢g I om der for vilkarlige matricer d._ E M (L) ogm,n

27.

(0 1 0 2 )

1 1 2
0 0 0
2 1 :5
2 2 4

(~
1 3 4
2 5 6
0 1 1
0 1 2

(0 1 -~)-1 0
2 -3

B EM. (L) g~lder r~4~ = rg4 • rg~ = n og= n,p

rg4~ = rg~ • rg4 = n.

Vis, at der fer vilkarlige matricer A € M (L) og= m,n

~ E M (L) g~11er rg4 + rg~ - n < rg4~.,overvej, atn,p

der g~lder ligh€llstegn for rg4 = n og for rg~ = n , Under-

s¢g, om der:k~n ~~lde lighedstegn selv om rg4 < n og

rg~ < n.
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28. Find de e verrt.ue Ll.e l¢sninger (x
l,x 2,x 3

) E 1R
3 til lig

ningssystemet

Xl + x
2 + t) 3(-IX 3

2x
1 - x + 4x = 0

2 3

xl + 3x
2 - 2x 7 = 3

~)

-3x f) + x
3 == 0

1
uX

2

29.' Find de eyentuelle l¢sninger (x
l,x 2,x 3

) E 1R
3 til hvert

af de f¢lgende tre ligningssystemer med samme venstre

side:

-2x + 2x 3 = O~ = 1 = 2
1

4x 1 + 3x
2 - x

3 = 0., = 0., = 2

x 2 + x
3 == 0., = 0" = 2

l
(

30.
. 2

Bestern m~ngden af de (b
1,b 2

) E ~ for hvilke lignings-

systemet

2x
1

- x
2

+ x
3

xl + x 3

3har mindst een l¢sning (x 1 ,X 2 ,X 3) E 1R , og find for hvert

sadant (b
1,b 2

) den fuldst~ndige l¢sning. Gennemf¢r det til

svarende for ligningssystemet

2x
1 + x 2

= b
1

-xl = b
2

xl + x 2 = b
3
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KAPITE'L 5. DETER~1INANT.
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5.3.1 - 5.3.4

5. ev , 1 ~ 15
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5.1. ALTERNERENDE n-LINEARFORMER.

Ved en n-linearform pa et vektorrum (V,L) forstas en

afbildning (~l' ... '£n) ~ ¢(£l'.·.'£n) af V
n

ind i L rned e~en

skaberne

(

( a)

(b)

<P ( v 1 ' • • • , v ". 1 ' v ~ +v '! , v ·+ 1 ' .. • • , v ) =- -&- -~ -& -& . -n

~ (v 1 ' · • · , v. -t ! v ! , v ·+1 ' · · • ,v ) + ~ (v 1 ' • • · ,v. l' v '! ,v ·+ 1 ' • • • , v ),- -&-~ -& -~ -n -. -~- -~ -~ -n

<l1(V 1,···,V. l''Av.,v·+ 1 , · · · ,v ) =- -&-. -~ -~. -n

A¢(V 1 , · · · ,V. l'V.'v·+ 1 , · · · ,v ).- -~- -& -~ -n

Eller med andre ord: En n-linearforrn pa (V,L) er en afbildning

~ : Vn
~ L, som er line~r i hver enkelt variabel, nar de ¢v-

rige n - 1 variable till~gges .(vilkArlige) f~ste v~rdier. En

n - linearform siges at vtt!re ikke-trivie l , dersom den er for-

skellig fra nulformen, d.v.s. den konstante afbildning

(~l' ••• 'En) ~ O. En 1-1inearform pa V er det sarnme som en 1i

nearform pa V. En 2-1inearform pa V er det samme som en bili-

nearform pa VxV, (sml .. side 3.1 .. 1); en sadan viI vi ogsa kalde

en bilinearform pa v.

En n-linearform ~ pa V siges at v~re aZtepnerende, dersom

der gcelder

(c) v. = u , 1\ i * j => <P(v
1

, ••• ,v., ••. ,v., ••. ,v ) = 0,
-~ '-J - -1" -J -n

altsa dersorn ~'s v~rdi er 0 pa ethvert s~t, som indeholder sarn-

me vektor to gange.
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Inden vi gar i gang med en n¢jere unders¢gelse af alter-

nerende n-linearformer skal vi vise f¢lgende vigtige s~tning:

Determinanten af en (nxn)-matrix er en alternerende n-Zi-

neapform i matricens s¢jler med v~rdien 1 pa s~ttet af enheds-

matricens s¢jler.

Bemierk.n i n q , Scetningen er f'o rmu l.e r e trmoqe t; ko r t f at.t.e t . En

fuldst~ndig forrnulering lyder f.eks. sAledes: Den afbildning

n (1) (n)
af M 1(L) ind i L, som til et n-s~t (d 1,···,A 1) af (n x l ) -n, -n, , -n,

rnatricer lader svare determinanten af (nxn)-rnatricen

A = (A(l) .•• A(n», er en alternerende n-linearform pa= =n,l =n,l

(Mn , l (L) ,L) med vCErdien 1 pa sCEttet (g 11' · · · ,g In) .0

Bevis. Lad A = (a .. ) v~re en (nxn)-matrix. Determinan-
- ~J n,n

ten af 4 er summen af aIle produkter af formen

signp.ap(l)l ••. ap (n ) n ' hvor p E Sn. Hvert af disse produkter

indeholder som faktor netop et element fra 4'8 j'te s¢jle. Vi

kan derfor skrive det4 pa formen

a
1

.A
1

.. +.. .+a .A .,
J J nJ nJ

hvor A1 ., •.• ,A .. ikke afh~nger af elementerne i j'te s¢jle. Her-
J nJ

af f¢lger umiddelbart, at determinanten er line~r i j'te s¢jle,

nar aIle ¢vrige s¢jler fastholdes; determinanten er altsa en

n-linearform i s¢jlerne.

De~~st skal vises, at hvis den i'te s¢jle i 4 er identisk

med den j'te, hvor i < j, sa er det4 = o. Hertil inddeles Sn i

to klasser,
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S' = { pESn n p(i) < p(j) },

S', = { q E S
n n q(-i) > q(j) }.

Betegnes rned t transposi tionen, som ombyt t.e r i og j, har vi

hvor der ved den sidste omskrivning er benyttet, at

ap(j)i ap(i)j ap(n)n

ap(j)j ap(i)i ap(n)n

ap(i)i ap(j)j ap(n)n'

l: s ignp · a (1) 1 • • • a () + ~ s ignq • a (1) 1 • • • a ( )
P ES ' P P n n ES" q q n n

n q n

~s,(Signpoap(l)lo •• ap(n)n + sign(pot) oapot(l)l···apot(n)n)
P n

~s,Signpo(ap(1)loooap(n)n apotU)l···apot(n).n)
P n

=

= ap (1 ) 1

= ap (1) 1

- a p (1 ) _1

a ·t(l)l··· a t(·) .••• a t(') •••• a t()p. p- ~ ~ po J J po nn

sign(pot) ~ signpesignt = -signp. Imidlertid g&lder

pot E S" for a Ll.e permutationer pES'. Afbildningen p .... potn n

af S' i.nd is'' er oplagt inj ekt:LV; og da der for enhver perrnu-:n n

tation q E 8" g~lder qfl't E S' og q s t: t-+ q v b v t: = q, er afbild-n n

ningen ogs! surjektiv, og dermed bijektiv. Vi har derfor

hvor der ved den n~stsidste omskrivning er benyttet, at den

i'te og den J'te s¢jle i 4 er identiske, og hvor den sidste

omskrivning blot bestar i en omordning af faktorerne. Heraf

fremgar, at aIle led i den sidst opskrevne sum er 0, hvormed

det4 = o.
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Det skal endelig vises, at det~ = 1. Dette f¢lger af, at

man ved udregning af det~ efter definitionen far bidraget 1

fra den identiske ,permutation, mens alle ¢yrige permutationer

giver bidraget o. 0

I den f¢lgende s~tning opsummeres v~sentlige egenskaber

ved alternerende n-linearformer.

Fop en alternerende n-tinearform ~ pd et vektorrum (V,L)

~ q e l der :

(1 )

(2 )

ip(v 1, ••• «v • l'o,v.+1, ••• ,v ) = o.
~ -~- - -~ -n

¢> (v 1 ' • • • , u , l' v ·+ LA.v., v ·+1 ' • • • , v )
- --1.,.- -1" · • J-J -~. -n

J*1"

= <l>(V 1 , · · · "v . l'V"V'+l'···'V ).- -1,- -1., -1,; -no

(3) pES {fn

Bevis. Pastand (1) fas ved inds~ttelse af A = 0 i (b)

Plstand ,(2) fAs let ved anvendelse af (a) I (b) og (0) ~ For

at bevise (3) er det tilstr~kkeligt at vise, at

(5) ~(Vl'···"V.,••• ,V" ••• ,V ) = -~(t'l'···'v .. , .•• ,v., ... ,v );- -J -b -n - -~ -J -n
)

thi fortegnet for en permutation p, som kan sammens~ttes af m

transpositioner, er (_l)m. Ved anvendelse af (a) og (oJ fas
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0= «:P(v 1 ' ••• ,v.+v., ••• ,v.+v., .... ,v )
- . -1/ -J -_.-~ --J -7'1

c 1 t:.p. ..J

= <P (V 1 ' • • • , V., • • • , V .. r • • ., V ) +. 1> ( V 1 ' · • • , V ~ , • • <;I 1 V · f • • • , V )- --"~ --'~ --on - -'L --J -n

+ <P(v1'· .. ,v., ... ,v., .... ,v ) + <I>(V 1 , · · · , v . , ••. ,v.,,. •• ,v )
- -'J -1~ -··n - -J -J -'7(l

= <P(v1,···,v .. , ••• ,v., ••• ,v ) + <P(v1,···,v .. , ••• ,v., ••• ,v.),- -~ -~ -n - -J. -~ -n

hvoraf (5), og dermed (3), f e Lqe r . S~ttes A = (a •. ) , er.
= £".J n, n

relationen (~l ••• En) = (~1 ••• ~n)4 ensbetydende med

n
v. = I a ..U.
-J i=l ~J-t.

Ved brug af (a) og (b) far vi da

j = 1, ••• .ri ,

= <1>( ~ a. 1u, ,... , ~ a. u.)
i =1 1. 1 .. -1- 1 i = 1 t. n n-1, n

1 n

n
= L

i =1
1

n
1: a .. l ••• a. <p(u" , ••• ,1,.1,.. ) ..

· 1 1- 1 1.,. n -1.,. 1 -~& = n nn

Ved benyttelse af (c) ses, at det er tilstr~kkeligt at sum-

mere over de s~t (i
1

, ••• ,i
n

) I som bestar af indbyrdes forskel-

l i l t d 1 .. ( 1 •••n) f1ge e emen er, .v.s. over al e permutatloner. ~ a
1.,1-· -:«

m~ngden {l, ... ,n}. Vi far da

Lap (1 ) 1 • • • a p (n) n <I> (~p ( 1) , • • • , ~p (n) ) •
pESn

Anvendes dern~st (3) fas endelig
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<P (E-1 ' · · • "E.n ) = L a (1) 1 • • • a ( ) • signp · <l> (3i.l ' • • • '!.i )ES p. P n n . n
P n

5 .1 .6

hvormed (4) er bevist. 0

Vi skal herefter vise f¢lgende hoveds~tning:

Lad der i et n-dimensionalt vektorrum (V,L) v~re givet

en basis (el~_ .. ~e )~ og lad k E L. Der findes da en og kun-. -n

een alternerende n-Zinearform ~ pd (V,L) med ~(~l' .•. '£n) = k.

For (Elo ··~n) = (£1- .o~n)4 g~lder ~(~l'o. o'£n) = k- d e t 4·

Bevis. Lad (~l' ••. '~n) v~re et vilkarligt sret af n vekto

rer fra V, og lad 4 v~re rnatricen, hvis j'te s¢jle er koordi

nats¢jlen for v~ m.h.t. den givne basis, altsa
-J

(6 )

Hvis nu ~ er en alternerende n-linearform med den ¢nskede egen-

f skab, rnA der derfor if¢lge (4) g~lde
\

= k. d e t 4·

Afbildningen

hvor 4 er bestemt ved (6), er altsa den eneste mulige alterne-

rende n-linearform rned ~(£l' ..• '~n) = k. At ~ faktisk er en al-

(
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ternerende n-linearfonn rned vesr d Len k pa s~ttet (~1'''··' ~n)

f¢lger let af, at determinanten af en (nxn)-matrix - som oven-

for vist - er en alternerende n-linearform i s¢jlerne med·v~r-

dien 1 pA s~ttet af enhedsrnatricens s¢jler. 0

Til sidst. vises:

Lad ~ v~re en ikke-triviel aZternerende n-linearform p&

et n-dimensionaZt vektorrum (V,L). Der g~Zder da ~(£l' ... '£n) * 0,

hvia og kun hvis s~ttet (~1"· "~n) er Zine~rt uafh~ngigt.

Bevis. Af den foregaende sa!tning fremgar, at hvis en al~

ternerende n~linearform pa V antager v~rdien 0 pa en basis, sa

er den nUlformen. Heraf f¢lger, at hvis (£l' ••• '£n) er et 11

ne~rt uafh~ngigt D~t, sa g~lder ~(vl' ••• 'V) • O. Omvendt, an-- -n

tag at (!l' ••. '£n) er et line~rt afh~ngigt s~t. Da er mindst

en af vektorerne en linearkombination af de ~vrige, v. = r ~.vJ'.
--1." •• J-

J +t.
Benyttes nu (2) ~d Aj = -Vj' og benyttes derefter (1), fAs

~(vl' ••• 'v ) = 0.0- -n
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5.2~ DETERMINANT-SfTNINGER.

5 .2.1

Vi viser f¢rst to s~tninger, som begge er simple konse-

kvenser af definitionen.

En kvadratisk matrix 4 og dens transponerede 4' har samme

determinant~ det4 = detA'.

Bevis. S~ttes 4 = (a .. ) , har vi if¢lge definitionen
&J n , n

Ordnes faktorerne i et produkt a 1q(1) ... anq(n) efter s¢jlenum-

meret, far produktet udseendet a -l(lJl ••• a -1/ -J • Vi har der-q. q - \.n ..n

for

det4' = Lsig n q • a - 1 (1- ) 1 · · · a .... 1 (. ) •ES q. q n n
q n

-1 -1Det bem~~kes nu, at signq = signq og at q genneml¢ber S ,n

nar q g¢r det. S~ttes derfor q-l = P, fas sam ¢nsket

Determinanten af en trekantsmatrix er Zig med produktet

af elementerne i diagonalen.

Bevis. If¢lge den foregaende s~tning er det tilstr~kkeligt

at betragte en ¢vre trekantsrnatrix A = (a .. ) , hvor altsa= 1-J n,n

a .. = 0 for i > j. Lad p v~re en permutation is, forskellig
~J n
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fra den i~~ntiske~ Der finde~ da mindst et j E {l,.~.,n} med

p(j) > Jf nemlig (1 hvert fald) det mindste af tallene

1, ••• ,n, sam ved p ikke afbildes i 5ig selv. Vi har da

5.2.2

ap(l'j·)~= 0, og dermed signp-a (1) 1 ••• a (.' = O. Heraf frem-
tI ,.. [J _. P .Y1..'/ n

glr, at det4 = signe.a
e ( l ) l~ •• ae(n)n' hvor e betegner den iden-

tiske permutation, al tsa dettl = a 11'. ~ • a , s orn pastaet. D-.- nn

Som vist er deterrninanten af en (nxn)-matrix en alterne-

rende n-linearforrn i s¢jlerne med vrerdien 1 pa s~ttet af en-

hedsmatricens s~jler, (sml. side 5.1.2). Af den f¢rste afde

to s~tninger ovenfor frerngAr, at r~kkerne kan tr~de i stedet

for s¢jlerne. De f¢lgende fire s~tninger er derfor umiddelbare

konsekvenser af hhv. (a), (b), (2) og (3) i forrige afsnit.

Adderes til den j'te s¢jle i en kvadratisk matrix 4 en

s¢jlematrix ~I' sd er determinanten af den fremkomne matrix

Zig med summen af det4 og determinanten af den matrix, Bom

fremgdr af 4 ved a~ den j'te s¢jIe erstattes med ~I' - Til

svarende for r~kkerne.

MultipZiceres den j'te s¢jZe i en kvadratisk matrix 4

med en skaZar A, sa er determinanten af den fremkomne matrix

Zig med A.det4. - Tilsvarende for r~kkerne.

Addepes til en s¢jZe i en kvadratisk matrix 4 en Zinear-
~

kombination af de ¢vrige s¢jZer, sd har den fremkomne matrix

e amme determinant 80m 4.. - T'i l e oaren de for ra?kkel')ne. (SAdanne

omforrnninger af matricen kaldes s¢Jleoperationer hhv. r~kke-

op e r ati i on e r , )
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Unde~kaBtes 8¢Jlevne i en kvadpatt$k matvix 4 en per

mutation PJ ad har den fremkomne matrix determinanten

signp· d e t 4. - Tilsvarende for r~kkerne.

5.2.3

Af en s~tning i forrige afsnit (sid~' 5.1-7) fremgAr di-

rekte:

Detepminanten af en (nxn)-matrix ep * O~ hvis og kun hvis

8~ttet af 8¢jler (r~kker) er linerert uafh~ngigt.

Idet en (~xn)-matrix er regul~r, hvis og kun hvis dens

rang er n, (sml. side 4.4.2), har vi ogs&:

Determinanten af en (nxn)~matrix er * O~ hvis og kun hvia

matricen er regul~r.

Ved en underdeterminant af.p'te orden af en (ikke n¢dven-

digvis kvadratisk) matrix 4 forstAs determinanten af en (pxp)-

delmatrix af 4. Idet rangen af en fra Q forskellig (mxn)-
-m,n

matrix 4 er r, hvis og kun hvis 4 har en regul~r (rxr)-delma-

trix, men ingen regul~r delmatrix med st¢rre r~kke- og s¢jle-

antal, (8ml. side 4.4.2), f¢lger af den foregaende s~tning:

Rangen af enfra gm n forakellig (mxn)-matrix 4 er det
~

st¢rste af de naturZige tal p for hviZke A har en fra 0 for-

skellig underdeterminant af p'te orden.

Lad 4 og ~ v~re (nxn)-matricer. Betegnes med ~Ij og glj

den j'te s¢jle i hhv. 4 og 4~' g~lder trivielt
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( C I 1-. • • • C I .) == (a I 1 ., • .. a , ) B ,,= - .. = n./ =. o· -;:=: no:;:::

5.2 .4

th1(ill···gl n) ~ 4 og (glz···gln): 4~' Ligningen g~lder imid

lertid ogel, dersom man opfatter (gll ••• gln) 09 (gll, •• gln) som

riJ!kke(vektor)matricer med elementer fra vektorrummet Mn , l (L) .

Af et resultat i forrige afsnit ((4), side 5.1.4) f¢lger der-

for:

Eo» to (nxn)-matrioer 4 O(J l1: qm l.de r det(4~) = det4«det~.

Idet det~ = 1, f¢lger umiddelbart heraf:

-1
For en regul~r matrix A g~lder det4·det4 = .1.

For en ortogonal hhv. unit~r matrix ~ g~lder

-1 -1 _.-
det4 = det4' = det4 hhv. det4 ~ det~' = det4' = det4 af

den foregAende s~tning f¢lger derfor:

For en ortogonal eller unit~r matrix 4 g~lder Idet41 = 1.
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B.3~ UDVIKlING AF DETERMINANT.

5 . 3 . 1

Lad 4 = (a .. ) v~re en (nxn)-matrix. Som tidligere be-
, 1-J n, n

mrerketkan vi for ethvert J E {l, •.• ,n} skrive det4 pA formen

det4 = (11 .A 1, .+ .. .+a .A 'f. J ,] n r] n~J

hvor A1 ., ••• ,A · ikke afh~nger af elementerne i den j'te s¢j-
J nJ

Ie; tallet A, . kaldes k omp l.e meni.e t: til elementet a. ,. Det ses
~J tJ

umiddelbart, at for ethvert 1:€ {1, .• ~ , n} er A., determinan
1-,)

ten af den rnat r Lx , som fremgar a f 4ved at den J' te s¢j Le ud-

skiftes med den i'te s¢jle i_~, altsA

(

I·

~

A .. ' :=
1-J

a. 1
1... - _ " 1

a.
1-+ 1 -' 1

a 7 0'-1-, s ,)

a. 1 " ,7t.>: -'f.7-

C1. • 77... -, J-.

o

o

o

o

(ll,J+]

{1. 7 .: 11... - 0 _, J + ,

a. · 1
1.- -' (7 + ,

a · 11'1 -' tl +.

(Jln

a.
-z.-l,n

a, 7
L +., n

a
n n

( Idet ombytning af to s¢jler eller to r~kker bevirker fortegns-

skift for determinanten; far vi

a t.l 1 · 1 a · 1 a.11'1
0

t .1 ~ u: 1 -' ,7 +.

a 1: -1 ~
a

~i-.1-, j-l a
-l~ -1 ., j+ 1

a i -1
0

1 , n

A1:j = (-lJ n - j
a 1: 1

a
i!Jj-J

a
1~-,J+l

a
1.~ n

a i+ 1.,
a ?: + 1 J J-1 a

1:+'l.JJ+l
a -£ + 1

(J
1 .~ n

a a n_, j-.1 a.
n _, J + 7

a 0
1'1,1 nn
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a 1.1 a 'Z ,'-1. .J,J -
Q

1n
o

5 • .3 • 2

(

a i-,
, .. a1:- J

a
1:~ 1 J }

,
" II a

'1:. -1
0

J Z .7 -' -1 .J + J n

n-j )11.--i, 0::: (~1) l~(~l a ." '! a a ..' ., " a l+i +tl J .1 i+ .1 ., J~ -1 l.+ 1 J j + I 1 J n

anl
a
n.,J-]

a
Yl J J' + l

a 0
nn

a il a
1~. -' J- 7

a
1:.J j + 1

a in 1

Ved udregning af den sidst opskrevne determinant efter defini-

tionen konuner der abenbart kun bidrag til summen fra de permu-

"tationer pes for hvilke p(n) = n. Det er let at se , at for
n

en sadan permutation p har restriktionen p til {l, .•. ,n-l} sam-

me fortegn som p. Betegnes derfor med 4ij den delmatrix af 4,

sam fAs ved at stryge i'te r~kke og j'te s¢jle, har vi

A ., == (-1) n-j (-1) n-1: d e t A ..
~J =~J

i+j
:% ( - 1 ) detA . ~ .

=1/J

Ialt far vi derfor

( 1 )
n i+jI a .. (-l) detA-·,

· 1 1-J -l.-J'L=

som kaldes formlen for udvikling af det4 efter j'te s¢jle.

Ved udvikling af det4' efter i'te s¢jle fas

det4' =
n ..
\' l,,+J (.) ,La. · (- 1 ) det t1. .

· 1 l"J -l"JJ=

Idet det4' = det4 og det(4ij)' detA .. , har vi altsa
=1/J
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dettl =
n '-+ ~

1/ JY a., (-1 ) det,d. - , ,
j=l t-J ~t-J

5.3.3

(

som kaldes formlen for udvikling af det4 efter i'te r~kke.

BESTEMMELSE AF INVERS MATRIX. Det f~regAende kan udnyt-

tes til at angive den inverse til e~ regul~r matrix d_" ~ (a. ,) •
1, ..7 n , n

Erstattes den J'te s¢jle i 4 med den k'te, hvor j * k, fAs

en matrix med to enss¢j ler ..Dens determinanter f¢lgelig o,

Ved udvikling efter den j'te s~jle far vi derfor

(3)

Idet det4 * 0, giver (1) og (3)

(4)

Scettes

n

L
i=l

(-1) i+jdett1 ..
_____---&-J =-'.

det4Qik Ujk·

(-1 ) i+ j detA _ .
, . =1.,J

= b .. ,
det4 t-J

og s~ttes derefter ~ = (b .. ) , har
t-J n,n

vi altsa if¢lge (4)

n

Ib · ·a · k = oJ' k 'i=l 1"J & .

og dermed ~~ = I. Heraf f¢lger, at a' = ~'~4-1
-1

== 4 ,altsa
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(5 ) l
' ( ( - 1) {+ f.i de tA . .) ,

A- . ~ =1-J.
:: det4 i:;::], ••• ,n;j=l, ••• ,n

5 • 3 • 4

Den inverse til en regul~r matrix. 4 kan alts! udregnes som den
.. '

transponerede til den matrix, hvis ele~ent i i'te r~kke og j'te

s¢jle er (-l)i+J d e t A .. divideret me,d det=A.
::=l.,J

CRAMER'S FORMLER. Vi skal til sidst angive den entydigt

besternte l¢sning til et Cramer'sk ligningssystem, (sml. side

4.5.4). Skrives ligningssystemet pa formen 4~1 = £1' (sml. si

-1
de 4.5.1), er l¢sningen abenbart bestemt ved ~I = 4 £1' Ved

brug af (5) fas da

( 6) x. ==
t.

n

L
d=l

(-l)i+J d e t A ..
=Jl.,

db. ,et4 J
& = 1 , •.. ,n .

Idet udvikling af det(~ll ... gli-l~lgli+l...gln) efteri'te

s¢jle giver

n i+jI b. (-1 ) detA .. ,
j=l J -t7 1,

kan (6) omskrives til

(7) 1, ••. ,n.

Formlerne (7) til beregning af l¢sningen (x1~ ... 'x ) kaldes
n

Cramer's formler.
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(
\

f
\

(
\

1~ Som b~kendt (emi. si~e 5.1.6)er to vilk4r1ige ikke-tri~

vielle alternerende n-linearformer (i det f¢lgende blot

kaldet "former") 4>1 og 4>2 pa et nIWdimensionalt vektorrum

(V,L) proportionale, idet der fin~e~ en 09 kun een ska-

lar i\ E L<, {O}, sAledes at <ll2 == A¢J~. Dette leder for"L == JR

til begrebet orientering.

To former 4>1 og 4'2 pea e t reeltn-dimensional t vektorrurn

(v,m) siges at v~re ~kvivalente, dersom den tilh¢rende

proportionalitetsfaktor .~ er positive Overvej, at der her~

ved er defineret en rekvivalensrelation i m~ngden af for

mer pI (v,m) rned torekvivalensklasser. Hver af disse to

klasser kaldes en orientering af (V,m) . Vektorrummet si-

ges at v~re orienteret, dersom der er valgt en oriente-

ring; enhver form tilh¢rende den valgte orientering si-

ges da at repr~sentere orienteringen. Er vektorrummet

orienteret, siges en basis (~l' ••• '!n) at v~re positiv,

dersom ~(~l' ••• '~n) > 0 for en, og germed enhveraf de

repr~senterende former ~; er ~(el, ••• ,e ) < 0, siges ba-
- -n

sen at v~re negative

Uafh~ngigt af valg af orientering siges to baser (~l' ••• '~n)

1\ 1\
og (~l' ••• '~n) for et n-dimensionalt vektorrum (V,E) at

v~re ens eller modsat orienterede efter som der for en og

dermed enhver form ~ g~lder, at ~'s v~rdi pa (~l' ••• '~n)

A A
og (~l' ••• '~n) har samme eller modsat fortegn. Vis, at

(
A 1\

~l'··.'~n) og (~l'···'£n) er ens eller modsat orientere-

de efter som koordinattransformationsmatricen ~ h¢rende til

overgangen fra (~l".~'~n) til (~l'."'~n) har positiv el

ler negativ determinant.
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1"-1

~ad (V,L) og (V',L) v~re et par qf n-dimepsionale vektor~

rum !. dualitet, og lad .~ veere en :ikke-triviel a Ltarne rerr

de n~linearform pa v. En afbildning ~' : V,n ~ L define-

res p!f¢lgende made: Er (£1"" ,£~).. E v,n ~t linerert af

hcengigt Stet, stEttes ~'(vl" ••• 'v')"= o. Er (v1', ••• ,v') E v:"- -n --n

et line~rt uafh~ngigt s~t, og derrned en basis for V', s~t-

tes ¢l' (£1"" ,£~) = (<fl (£1"" '£n)) -1, hvor (£1"'· '£n) be

tegner den til (v 1' , . , . , v ' ) duale basis for V. Vis, at ~'- -n
er en ikke-triviel alternerende n-linearform pA V'; den

siges at v~re dual til ~. Vis endvidere, at der for vil

karlige sret (£l"."£n) E vn
og (£l'~ .. '£~) E v ,n

grelder

4> ( v 1 ' • • • , v ). ~ , (v l' , • · · , v ') = de t ( <v » »v ~ » · 1 · 1 •- -n - -n -~ -J t= , ••• ,n;J= , ... ,n

3. Udregn det e rmLnant.en

0 0 0 °1
0 0 c

2
0

~ .'. '

\ 0 c
n~l

0 0

c 0 0 0n
({

4 • Udregn determinanterne

3 0 2 -2 1 2 3 4
5 -1 0 3 2 3 4 1
1 2 0 1 (.) 4 1 2
2 4 -1 -2 4 1 2 3
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5. Udregn determinanten

1 2 3

n+l n+2 n+3

2n+1 2n+2 2n+t?

t ..
(n--l)n+l (n-l)n+2 (n-1 ) n-+' 3

5. ¢v. 5 - 8

n

2n

2
n

6. Vis, at determinantan af en antisymmetrisk (nxn)-matrix

er 0, nar n er ulige.

7. I en (nxn)-rnatrix er aIle elernenter i diagonalen 1ig med

tallet a og aIle ¢vrigeelementer 11g med ta11et b. Ud-

regn matricens determinant.

8 . Udregn determinanten

a an- 1
a

n-2
a

1
a On

( -1 x 0 0 0

~ 0 -1 0 0" x

o

o

o

o

o

o

x

-1

o

x
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9. Vis, £.eks. ved induktion eftern, at

5. ¢v. 9 - 1 2

1 2 n-2a 1 a
.1 a .1

1 2 n-2
Q

2 a2
. II . a 2

1 an
n.-2

a n,.

,...
a n

n-l

n
= n (a ,-a.)

, • ,1 1"
1,~J

i<J'

(Vandermonde's determinant.)

10. Lad f vcere en line~r afbildningafet endelig-dimensio-

nalt vektorrum (V,L) ind i sig'selv, og lad 4: vcere den

til f h¢rende matrix m.h.t. en valgt basis for V. Ved

determinanten detf af f forstasda deterrninanten det4

af matricen 4. Begrund, at definitionen er uafh~ngig af

den valgte basis.

11. Beregn den inverse til hver af matricerne

r

(-~
7-:;-1 -[) (~

1

i)-2 2
1 1

(
12. Vis, at den inverse til en regul~r trekantsrnatrix igen

er entrekantsmatrix, og ang~v dennes elernenter i dia-

gonalen.
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'\

13, Lad (V,L) v~re et 3~dimensionalt vektorrum, hvori der

er valgt en basis (£1'!2'~3). For hvert a E L betegnes

med f den line~re afbildning af V ind i' V, som m~h.t~a

den valgte basis har matrixligninge~

Yl a+1 0 a xl

Y2 = 1 a .1 x 2

Y3 -1 -a 1 x
3

Bestem mCEngden af de a E L for hvilke fa er bijektiv, og

find for sAdanne a matrixligningen for f -1
. a

1 4 ~
2Bestem rn~ngden afde (a,b) Em for hvilke ligningssyste-

met

aX
1

+ x
2 + x

3
= b

xl + aX 2 + x
3

== 1

xl + x 2 + aX
3 = 1

og find for et-

(
hvert sadant (a,b) den fuldst~ndige l¢sning.

I •
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15. Lad A = (a .. ). 1 1 · 1 VCEre en reel= l.,J 1.,= I ••• ,n- ;J= r » •• ,n

((n-l)xn)-matrix, og s~t

all a] · 1 a · 1, J- .1"J +

(-lJj·
a 2 1 a C) .' 1 a f) -j+ 1

A = (J '" fJ -. 6 J l

j

a a
n- 1 .tJ' - l

a
n-].tj+ln-l,l

a 2n

for J = 1, ••• ,n. Vis, at (Al, •. ~,An) er l¢sning til 11g

ningssystemet

+ •• II +

+ .•• +

a
1

x
n n

a xn-l,n n

= 0

= 0

(

og find for rg4 = n - 1 den fuldst~ndige l¢sning.
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6. ¢v. 1 - 24
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6.1. EGENV{RDIER OG EGENVEKTOR.

Lad i det f¢lgende f v~re e~ endornorfi af etvektorrum

(V,I,) ..

6 . 1 . 1

Et underrum U af V siges at vcere inv
4 ar -l:an t ved f, dersom

f(U) ;; U; at U er invariant komrner saledes ud pa, at restrik-

tionen af f til U er en endomorfi af U. Det er trivielt, at

{£} og V er invariante underrum; ogsA fls kerne er invariant.

En skalar ~ E L siges at v~re en egenv~pdi for f, dersom

der findes en vektor v EV'{o}, saledes at f(v) = Av. En vek-
~_., ~....

tor .£ E V'{E.} sige~ at vcere en egenvektop for f, dersomder

findes en skalar A E L, sAledes at f{£} = ~v. G~lder f(!) = ~v

for en s k aLar A og en vektor v * 9...' siges 'vat VCEre en til A

h¢rende egenvektor, og ~ siges at v~re den til v h¢rende egen-

vrerdi. Det noteres, at en vektor eren egenvektor, hvis og kun

hvis den frembringer et l-dimensionalt invariant underrum.

Lad e betegne den identiske afbildningaf V. For enhver

skalar ~ E L er'da ifhildningen f-~e en endomorfi af V.

Kernen K for f - Ae kaldes egenrummet. h¢rende til A, og
f-'Ae

betegnes kort K
A

" Dimensionen af KA kaldes egenv~rdimultirZi-

citeten (eller den geometriske multiplicitet) for A, og beteg-

nes emx , Idet f-(:!:!.) == ~ v er ensbetydende med (f- Ae) (~) = 0 1 ses,

at A er en egenvcerdi, hvis og kun hvis emA ~ 1; de til A h¢ren

de egenvektorer er da netop de fra £ forskellige vektorer i K'A.

Bem~rk i ¢vrigt 1 at emA ~ 1 er ensbetydende med, at f - Ae er

ikke-injektiv.
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(

Det noteres , at hvis ~ er en egenv~rdi, sA er K~ et in

variant underrum, og f : K~ ~ K\ er en homoteti med faktor ~.

Er ornvendt U et invariant underrum forskelligt fra {£} med

egenskaben, at f : U ~U er en homoteti ~~d faktor ~, sA er

~ en egenvrerdi og U .~. K\- Kendskab til'egenv~rdierne og de

tilh¢rende egenrum giver sAledes fuldstrendigt kendskab til

de invariante underrum V·med egenskaben, at f : U ~ U er en

homoteti.

Vi skal herefterforudsrette,at (V,L) har endelig dirnen~

sion n E 1N" (Pastandene (1) og (2) i den f¢lgende sest.n i.nq

gCElder dog ogsa uden denne forudscetning.)

Lad Al~ .•. ~Ap v~re (indbyrdes forskellige) egenv~rdier

for f. Dag~Zder:

(1 ) Ethvert s~t (vl~ ... ~v )~ hvar v. er en egenvektor h¢rende
- -p -~

til ~.~ i = lJ ••• JpJ er line~rt uafh~ngigt~
1.,

(

{

(2) E'genrummene K A ~ ••• 1' K A danne r dire k te s urn.
1 p

(3) Summen af egenv~rdimultipliciteterneer h¢jst n~ altsd

Bevis. PAstanden {1} vises ved induktion efter p. Da egen-

vektorer if¢lge definitionen er * 0, er ethvert s~t bestAende

af een egenvektor line~rt uafh~ngigt; dette sikrer induktionens

start. Antag herefter, at pAstanden er rigt~g forethvert s~t

af den betragtede art bes t.Aeride af p - .1 vektorer, hvor p ~ 2 I,

og lad (~l" •• '~p) v~re et s~t af egenvektorer h¢rende til ~nd-
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byrdes forskellige egenv~rdier A
l

, ... ,A
p.

Lad

0lVl+ .•• +0 V = 0- p-p

6 . 1 . 3

v~re en linerer relation mellern vektorerne i s~ttet. Der g~lder

da dels

f(cx 1V
1
+ .. .+cx v., ) = f(Q)

- . p-p -

og <;leIs

altsa

f{CX1V 1+ .. . +0 v) =- p-p

=

cx1f(v.1.)+···+o f(v )- p -p

(Xl A1 v 1+ · · .+0"- V ,- p p-p

l
(

0lA1V.l+ ••• +a A v = o.- p p--p

ex 1 ( Al' - A ) v 1+ · · · +0 1 (A 1-A ) v 1 = o ,p - p- p- p -p- -

Ved brug af induktions~ntagelsenkan heraf sluttes, at

0l(A l - Ap ) = ... = 0p-l(Ap_ l-A p) = 0, og dermed, idet

~l, ••• ,Ap er indbyrdes forskellige, at 01 = ... = 0p-l = o.

Ved inds~ttelse i den givne relation sluttes endelig, at ogsA

a = o. Hermed er (1) bevist.
p
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Pastanden (2) kornmer ud pa, at man af V
1+

.•. +V = 0,
~ -p-

E] E K~ ' ••• '~n E K~ , kan slutte, at ~J = ~ •• = ~p = £,
1 t P

(sml~ side 1.5.6). Dette f~s let ved brug af (1).

Pastanden (3) f¢lger af (2), (sml. side 1~5.6). 0

Vi noterer en triviel konsekvensaf (3):

6 . 1 .4

Vi skal sige, at f er diagonaliBe~bar, dersom der findes

en basis for V m.h.t. hvilken den tilt h¢rende matrix er en

diagonalmatrix. Det er oplagt, at f er diagonaliserbar, hvis

og kun hvis der findes en basis bestAende af egenvektorer.

Endomorfien f er diagonaZiserbar, hvis og kun hvis den

har mindst en egenv~rdi og der g~lder em~l+... +em~. ~ n J hvorp

~lJ" 'J~p er samtlige egenv~rdier for f. Er f diagonaliserbar J

sa er de til f ho r e n de d i aq on a I.ma t r i ce r n e i.op de d i a q on a.l.m a tr i-:

cer hvis diagonatelementer er egenv~rdierne~ idet hver egenvrep-

di A forekommer emA gange.

Bevis. Antag, at f har egenv~rdierne ~1'."'~~' og at

der g~lder em~l+ .•• +em~p = n. Sarrunenholdes dette med (2) fas

K
A

@... ~K~ = V, (sml. side 1.5.6). V~lges en basis for hvert
1 p

af underrummene KA. , og sammenstykkes disse baser til eet s~t

t.
af vektorer, fAs derfor en basis for V bestAende af egenvekto-

rer. F¢lgeliger f diagonaliserbar.
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Antag ornvendt, at f er diag9naliserbar, og lad

6 .1 . 5

(!l" •• '!n) v~re en basis bestAende af egenvektorer. Der er

da mindst.n egenv~~dii lad ~l' •• "~P v~re s~tlige egenv~r

diet', og lad mi betegne antallet af vektoJ;er i basen, 80m h¢~

rer til egenv~rdien ~i' i = 1, •• ~,p. vi bar da m1+•.. +m p ~ n

og 0 ~ mi ~ em~i. Sammenholdes dette med (3) fAs mi ::: ernAi

for i ::: 1,~ •• ,p, og dermed som ¢nsket em~l+ ••• +em~p = n~

Antag endelig, atf er diagonaliserbar, og lad (~l' ••• '£n)

v~re en basis bestaende af egenvektorer. Af det ovenfor bevi-

ste frerngar, -at den tilh¢rende diagonalmatrix har den omtalte

form. En vilkarlig andendiagonalmatrix af den omtalte form

er da ogsa en til f h¢rende matrix, nernlig m.h.t. en basis af

for~n (~q(l) '···'~~(n»' hvor q E Sn· 0

Hvis f er diagonaliserbar, sa har vi if¢lge det foregaen-

de K~ ~ ••• ~K~ = V, hvor ~l'."'~P er de indbyrdes forskellige
1 p

egenv~rdier. Lad p~. betegne projektionen af V pA K, langs
& A •
-, 1.-

KA (J} ••• ~KA .. fBE. A. g; -, • • ilK A · Der g~lder da abenba"rt
1 ~-1 ~+1 P

{
\ ( 4)

Vi siger, at (4) er en spektraZfremstiZZing af f. Omvendt er

det let at vise, at hvis det om f er givet, at der findes un-

derrurn u
1

, ••• ,U
q

af V og indbyrdes forskellige skalarer

~l' ••• '~q E L, sAledes at Ul~.·.~Ul = V, og sAledes at

f = ~lprl+···+~qprq' hvor pr i betegner projektionen af V pA

u. langs Ul~ ••• ~U. 1~U.+1~•• ·~U , sa er ~l' ••• 'V netop'egen-
1, ~- ~ . . q" .. q

vCErdierne for f, og underrummene U. er de tilh¢rende egenrum,
1.

(og f er altsa diagonaliserbar) ·
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Eksempel. En endomorfi f af et vektorrum (V,L) siges

at vrere idempotent, dersom f2 = f. Lad f vrere en sAdan af

bildning, og antag, at dimV ~ 1. For enhver eventuel egen~

vrerdi A og tilh¢rende egenvektor ~ grelder da A2~ = A£, altsa

A2 = A. Run 0 og 1 kan altsa vrere egenvrerdier for f. Det pa

stas, at KO (/) K] .- V. Da summen af KO og K1 vides at v(£!re di

rekte, er det tilstr~kkeligt at vise, at enhver vektor v E V

kan fremstilles sam sumaf en vektor i KO og en vektor i K1•

En sAdan fremstilling er givet ved v = (E-f(£)) + f{£). Thi

2
f(E-f(~») = f{£} - f(E) ;0 = o(~-f(~)}, og

f(f(E)) = f2 (~) = 1· f(~). (Bemeark , at for f = e er kun .1 egen-

v~rdi, og for f = 0, hvor 0 betegner nulafbildningen, er kun

o egenv~rdi; for aIle andre idempotente endomorfier f er bAde

o og 1 egenv~rdi.) Det ses, at f er parallelprojektionen af

v pA K] langs KO. Idetomvendt enhver parallelprojektion er

Ldempot ent , f¢lger, at de idempotente endomorfier af V netop

er parallelprojektionerne.

EksempeZ. En endornorfi f af et vektorrurn (V,L) siges at

v~re nilpotent, dersom der findes et p E m, sAledes at

fV = 0, hvor 0 betegner nulafbildningen af V. Lad f vcere en

sAdan afbildning, og antag, at dimV ~ 1. Idet 0 ikke er in

jektiv, kan f ikke v~re injektiv. Tallet 0 er altsA egenv~rdi

for f. pA den anden side g~lder, sam man let ser, at hvis ~

er egenv£erdifor en endornorfi g, sa er AP egenvcerdi for gP.

Da 0 (= fP) ikke har andre egenvcerdier end 0, sluttes, at f

ikke har andre egenv~rdier end o.
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6.2. KARAKTERISTISK POLYNOMIUM.

6 . 2. 1

( \

To matricer A,B E M(L) siges at v~re regul~r-~kviva-= = n,n

Zente, dersom der findes en regul~r matrix ~ E M (L), sAle-n,n _

des at ~ = ~4~-1. Oet eftervises let, at~en herved definerede

relation i M (L) er en ~kvivalensrelation. Det noteres (8ml.n,n

side 4.3.3), at to matricer fra M(L) er regul~r-~kvivalente,n,n

hvis og kun hvis de h¢rer til de samma endomorfier af et n-di-

mensionalt vektorrum over L for forskellige basisvalg. (Heraf

ses i ¢vrigt pa ny, at relationen er en ~kvivalensrelation.)

Ved det karakteristiske polynomium for en matrix

4 = (a .. ) E M (L) forstas polynomiett-J rt , n . -

, (

a
1 1

- t a
12

a
1n

p4 (t) det(4-t~)

a
2 1

a
2 2

- t a 2n
== =

a
nl an2 a -tnn

hvor vi bAde for L -,m og L = .~ skal opfatte t som en korn~

pleks variabel. Oet ses, at P4(t) har grad n. Oe komplekse

r~dder i P4(t) kaldes 4's karakteristiske r¢dder. Ved rodmul

tipZiciteten (eller den algebraiske multiplicitet) rm~ af et

komplekst tal A forstas multipliciteten af A som rod i P4(t);

der g~lder altsa rrnA ~ 1, hvis og kun hvis A er,en karakteris

tisk rod. Er Al, .•• ,A
p

de indbyrdes forskellige karakteristis

ke r~dder for 4, g~lder som bekendt rmAl+ ... +rmA
p

= n.
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(

(

Regul~r-~kvivalente matricer hap samme karakteristiske

p o l.u nomi um,

· -]
Bev~s. Antag, at B = ~4~ -. For ethvert t EC g~lder da

= detg(4-t~)g-1

= detg det(4-t~)detg-l

= det (A -tE)
== = '

hvormed p~(t) = p~(t). 0

Lad herefter f v~re en endomorfi af et n-dimensionalt vek-

torrum (V,L), og lad 4 E Mn,n(L) v~re den til f h¢rende matrix

m.h.t. en valgt basis. Af det foregaende fremgar, at det har

god ~ning at definere det karakteristiskepnlynomium Pj(t)

for f som det karakteristiske polynorniurn for 4. R¢dderne i

det karakteristiske polynomium kaldes da ogs~ for f's karak~

teristiske r¢dder, og ved rodmultipliciteten af et tal ~ E €

m.h.t. f f o r s t.as r-odmu Lt.Lp Ldc i.t.e t e n af A m.h.t. 4·

For en vilkArlig skalar A E L er emA defineret som dimen-

sionen af kernen for f - Ae. Idet der til f - Ae m.h.t. den

valgte basis h¢rer matricen 4 - A~, f¢lger umiddelbart af

kendte s~tninger (srnl. side 2.2.2 og side 4.2.4):
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For enhver skaZar A E L g~Zder emA = n - rg(4-A~).

6.2.3

{

t
(

Af denne s~tning fremg!r, at en skalar A E L er en egen-

v~rdi for f, hvis og kun hvis n - rg{4-A~) ~ 1, altsa hvis

og kun hvis rg(4-A~) < n. Dette sidste ~i' ensbetydende med,

at 4 - A~ er ikke-regul~r, (sml. si~e 4.4.2), hvilket igen

er ensbetydende med, at det(4-A~) = 0, (sml . side 5.2.3). Vi

far derfor:

Egenv~rdierne for f erde karakteristiske r¢dder for f,

80m tiZh¢rer L. For L = t eralts& egenv~rdierne netop de ka-

rakteristiske r¢dder J for L = m er egenv~rdierne de eventueZ-

Ze reeZle karakteristiske r¢dder.

Vi skal dern~st vise:

For enhver skaLar A.E L g~Zder ernA ~ rm~.

Bevis. For emA = 0 er der intet at vise. Antag, at

em), ~ 1, og v~lg enibas Ls for V, 'saledesat de f¢rste entA vek

torer udg¢r en basi~ forK~. Den til f h¢rende matrix m.h.t.

en sadan basis far da formen

A --
=1

hvor ~ er en (emAxernA)-enhedsmatrix. Ved successiv udvikling

af det(41-t~) efter de f¢rste ern~ s¢jler fAs

emAdet (41-t~) = (A-t) '.q( t), hvor q (t) = det (~-t~). Heraf frem-

gAr umiddelbart, at emA ~ rm~. 0
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Vi har tidligere fundet en "geomet.risk" karakterisering

af de diagonaliserbare endomorfier, (sml. side 6.1.4). Ved

6 • 2 • 4

I~

(

~
11

l

brug af det foregaende kanvinu fa en "algebraisk" karakte-

risering:

Endomorfien f er diagonaZiserbar, hvis og kun hvis aZle

dens karaktepistiake ~¢dder tilh¢rer L og de~ for enhvep ka-

rakteristisk rod A q e l de r vxtx); == n - rg(f-"Ae). Er f d i a q oria li:r

serbaP J ad er de til f h¢rendediagonalmatpicer netop de dia-

gonalmatpicer hvis diagonalelementer er de karakteristiske r¢d-

de r , idet h oe r k arak t e r i et i e k rod A forekommer rmx gange II

BeV1~S. Det vides, at summen af rodmul tiplici teterne for

samtlige karakteristiske r¢dder er n.ldet foregAende er

vist, at hvis A er en egenv~rdi, sA er ~ ogsA en karakteris-

tisk rod, og der g~lder emA = n - rg(f-"Ae) ~ rmA. Sammenhol-

des dette med den tidligere karakterisering af de diagonali-

serbare endomorfier, fas det ¢nskede. 0

En matrix fra M (L) siges at v~re diagonaliserba~, der-
n,n

som den er regul~r-~kvivalentmed en diagonalmatrix. Er f og

4 som i det foregaende, sa er altsa 4 diagonaliserbar, hvis

og kun hvis f er d.i aqonaLdse r ba.r . S~tningen ovenfor kan der-

for fortolkes som en s~tning om rnatricer:
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En matrix A E M (L) er diagonaZiserbar, hvis og kun
. n,n

hvis aZle dens karakteristiske r¢dder tilh¢rer L og der for

enhver karakteristisk rod ~ g~ldep rm~ = n - rg(4-~~)· Er 4

6.2.5

(

diagonaliserbar, ad er A regul~r-~kvivaZ~nt med netop de di

agonalmatricer hvis diagonaleZementer ~~ de karakteristiske

r¢dder~ idet hver karakteristisk r~d ~ forekommer rm~ gange.

Vi anf¢rer endelig, at man naturligt kan definere en

egenv~rdi for en matrix d_ E M (L) som en karakteristisk rodn,n

for 4, der tilh¢rer L, og egenv~rdimultiplicitetenforen

skalar ~ E L rn.h.t. 4 scm tallet n - rg(4-~~). Er f en endo-

morf! af_et n-dimensionalt vektorrum (V,L), hvortil der for

et passende basisvalg h¢rer matricen 4, sA er altsA egenv~r

dierne for 4 netop egenv~rdierne for f, (sml. side 6.2.3) ,

og enhver skalar A E L har samme egenv~rdimultiplicitet'rn.h.t.

4 som m.h.t. f, (sml. side 6.2.3).
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6.3~ TRIAGONALISERING.

Lad f v~re en endornorfi af et n-dimensionalt vektorrum

(V,L). Vi siger, at ! er triagonaliserbar, dersom der findes

en basis for V m.h.t. hvilken den til f h¢rende matrix er en

¢vre trekantsmatrix. H~rom g~lder: .

6 . 3 . 1

Endomorfien f er triagonaliserba~, hvis og kun hvis alle

dens karak.t e r i e t i e ke r odder t i l ho ne r D. ( Fo r L = C e r f a lte a

hvis og kun hvis enhver ka~aktepi8tisk pod ep Feele)

Bevis~ Antag f¢rst, at f er triagonaliserbar, og lad

A = (a. ,) v~re en til f h¢rende¢vre trekantsmatrix. Vi= 1-J n,n

har da Abenbart Pf(t) = (a 1 1-t) ... (ann-t). De karakteristiske

r~dder er altsA netop diagonalelementerne i 4, og dermed ele-

menter i L. Det omvendte vises ved induktion efter n .. For

n = 1 er derintet at vise. Antag, 'at pastanden gcelder for
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1:.
l·,

~~t:

der g~lder da all = \1 og ail = 0 for i= 2, •.. ,n. Lad p be

tegne projektionen af V pa U~ langs U; den til endornorfien

pof: U~ ~ U~ h~rende matrix m.h.t. basen (~2' ••• '~n) er da

((n-l»)( (n-l) )-matricen (a. ,). 2 · 0 • Ved udvik-
~J ~= , ... ,n;J=6y ••• ,n

ling af det(4-t~) efter f¢rste. s¢jle fAr vi derfor

Pf(t) = (A1-t)Ppof(t). Heraf fremgar umiddelbart, at enhver

karakteristisk rod for p.f tillige er karakteristisk rod for

f, og dermed if~lge det givne element i L. If¢lge induktions

antagelsener p.f darfor triagonaliserbar. Lad (~2"."~ ) v~--- -n

re en basis for U~ rn~h.t. hvilken den til pef h¢rende matrix

(b .. ) 1 1 er en ~vre trekantsmatrix. Den t. i1 f h~rende ma-
~J nr: ,n-

trix m.h.t. basen (~1'~2' ••• '~n) bliver da af formen

"

o "

b 1. n-l". ,

bn-l,n-l

(:
\

altsA, som ¢nsket, en ¢vre trekantsmatrix. 0

Idet en matrix A E M (L) siges at v~re triagonaliserbar,= n,n

dersom den er regul~r-~kvivalentmed en ¢vre trekantsmatrix,

far vi umiddelbart af s~tningen ovenfor:

En matrix 4 € M (L) er triagonaliserbar, hvis og kun
n"n

hvis aZle dens karakteristiske r¢dder tilh¢rer L.
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Lad fortsat f v~re en endornorfi'af et n-dimensionalt vek-

torrurn (V,L). For hvert polynomium p(t)

rned koefficienter fra L besternrnes da ved

m= 0m t + .... +cx 7 t + 00

p (f)

(

p(f) = 0, hvor 0 betegner nulafbildningen af (V,L), vil vi si

ge, at f er rod i 1) (t)!I Ligeledes bes t.emme s for enhver matrix

4 E Mn,n(~) ved p(4) ~ am4m+ ...+Oj4 + ao~ en matrix p(4) til-

h¢rende M (L). Er A specielt den til f h¢rende matrix m.h.t.n,n =:

en valgt basis, sa vil p(4) v~re den til p(f) h~rende matrix

m.h.t. den sarnrne basis. G~lder p(4) = ~, vil vi sige, at 4

er rod i p(t).

Vi skal vise Hamilton-CayLey's s~tning:

Endomorfien f er pod i Hit karakteristiske polynomium,

Bevis. Det er nok at vise sretningen for L = C. Thi heraf

viI f¢lge, at der for enhver matrix A E M (~) viI g~lde- .n,n

P
4

(4 ) ~ g. Og da enhver reel matrix kan opfattes som en kom-

pleks matrix, viI heraf specielt f¢lge, at der for enhver rna-

trix 4 E Mn,n em) gcelder P4(4) = [l:. Men af dette sidste f e l.qe r

sCEtningen for L= 1R. - Lad derfor f vzer e en endomorfi af et

n-dimensionalt vektorrum (V, C). If¢lge den f¢rste af s~tnin-

gerne ovenfor er f triagonaliserbar; lad (£l' ... '~n) v~re en

basis m.h.t. hvilken den til f h¢rende matrix A = (a .. ) er= 1,.,} n s n

en ¢vre trekantsmatrix. Vi har da Pf(t) = (all-t) ... (a -t).nn

Dette giver Pf(f) = (a
1 1

e - f) o ... ° (am1c-f) · Vi s art t e r nu

gi = aiie - f for 1.- = l, ••• ,n, og far derved Pf(f) = 0l o ••• o9 n ·
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Endvidere far vi

6.• 3 • 4

(1 ) g.(e.) =
t. -J

i,j = 1, ••• ,n.

(

I
:1

1\
\

SCEttes V. = span{e1, ••• ,e.} for i = I, ... «n • f¢lger af (1)·,
& - -~ .

at der g~lder gl (V1) = {£} og gi(Vi) ~'Vi-l for i = 2, .. ~,n.

Idet V = V, f¢lger videre heraf, atn

P f (f) (V) = g 1 0 • • • 0 g n ( Vn )

c ":" ...• gn-l(Vn-.1)

Dette viser, at Pf(f) = o. 0

Hamilton-Cayley's sCEtning kan abenbart ogsa formuleres

sam en sCEtning om matricer:

Enhver matrix A E M (L) er rod i sit karakteristiske
== n.,n

polynomium~ altsa PA (4 ) = o.
:::::I
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6.4. JORDAN'S NORMALFORM.

En kvadratisk matrix ~ siges at v~re en simpel Jordan-

matrix, dersorn den har formen

b

b 1

h 1

h

6 . 4 . 1

hvor aIle ikke anf¢rte elementer er o. En kvadratisk matrix g

siges at v~re en Jordan-matrix, dersom den har formen

B
=q

hvor rnatricerne B. langs diaaonalen er sirnole Jordan-rnatricer,=J J ~

og hvor der uden for matricerne B. star lutter O'er.. ~J

Lad herefter f v~re en endornorfi af et n-dimensionalt

komplekst vektorrum (V,~), og lad Al, ••. ,A
p

v~re de indbyrdes

forskellige karakteristiske r¢dder for f.

Vi skal vise f¢lgende s~tning:

Der findes en basis for V m.h.t. hviZken den til f h¢ren-

de matrixer en Jordan-matrix af formen
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~11

~lP
1

~21

6.4.2

=

B
2:2).1

2

..
..

B
=pl

B.
=Pl-l

P

hvor matricerne ~iv.~ i ~ 1~ • . • ~p~
1,

v. = .1, ... ,1.1.~ er simple
& 1,

[
Jordan-matricer med A. i dia90nalen.. 1, ~

"

Som en forberedelse viser vi f¢rst to lemmaer. I beviser-

ne for disse inddrages dualitetsteorien som et hj~lpemiddel.

Lemma 1. Lad g vcere en endomorfi af et endelig-dimensio-

nalt vektorrum (U,L). Der findes da en opspaZtning af U e om

direkte sum af to invariante underrum U1 og U2~ BaZedes at

g : U1
.... V

1
er niZpotent~ og g : U2

-. U
2

er bijektiv.
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Bevis. Lad U' v~re et vektorrum over L, som er i duali-

tet medU, og lad h v~re den til g duale endomorfi af U'.

SCEt

U1
{ E U I 3 E .IN

1.·
( u) }= U L a 0

- --

og

U' = { u ' E U' I 3 1: E 1N h 1: (u ') = 0 } .1 -

Det vises let, at U1 og U1 er underrurn. Det pastas, at U1 og

6 .4. 3

Vi er i dualitet ved restriktionen af den givne bilinearform

til U
1

x Vj_ Pa grund af den fuldst~ndige symmetri mellem V
1

og

u; er det tilstr~kkeligt at vise, at der for enhver vektor

u E U1 ' {~} findes en vektor u' E Ul , saledes at <u,u'> * o.

Lad u v~re en vektor i V
1'

{~}, og lad p vrere det mindste na

turlige tal med gP(~) ~ £. Vi har da gP-l (~) * £1 og pa grund

af dualiteten rnellem U og V' fi~des f¢lgelig en vektor ~1 E U'

p r L I

med <g (~) ,~;> * o. Da V' har endelig dimension, viI der i

f¢lgen

g~lde lighedstegn fra et vist trine Betegner r er naturligt

tal for hvilket hr +p - 1 ( U' ) = hr+p{U'), findes en vektor

r+p-l r+p
~2 E U' med h (~1) = h (~2)· S~ttes derfor

u' = hP-l(~l) - hP (!i2) 1 fas dels hY'(u') = 0, altsa u' E U;,
og dels
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<!:!:.' !!: ' >

= <u,hP-1(u'» - <u,hP(u'»
- -p --2

P- l P
= <g (~) '~i> - <g (~) '~2>

P l '
= <q - (~) '~i>

* 0,

6.4.4

u -+ U er inde-
{
\

hvor vi har udnyttet, at den duale tilgq er hq • Herrned er

vist, at U1 og Uj er i dualitet. S~ttes nu Ua = (Ui)o, fAs

U = U1 ~ U2' (sml. side 3.1.6) .Det er klart, at u1er invari

ant ved g, og at U~ er invariant ved h. Af det sidste f¢lger,

at ogsa U2 er invariant ved g, (sml. side 3.3.3). At g : U1 ~ U1

er nilpotent indses pA f¢lgend~ mAde. For dimU 1 = 0 er der in

tet at vise. Antag derfer, at dimU 1 ~ 1, og lad (~l' ••• '~B)

v~re en basis for U1- Fer hver basisvektor e. findes da et
-&p.

Pi E IN, s a l edes ab,g 1.-(£i) = !2. V~lges P sam det s t.e r s t e af

tallene p., gcelder d a abenbart gP (u) = 0 for enhver vektor
~ -

~ E U1- Endelig berncerkes, at da kern~n for g

holdt i U1, og da U1 og U2 danner direkte sum, har g : U2 ~ U2

kernen {oJ; endomorfien g : U
2

-+ U
2

er f¢lgelig bijektiv_ 0

Lemma 2. Lad g v~re en nilpotent endomorfi af et endeZig-

dimensionalt vektoprum (U,L). Lad p v~re det mindste naturZige

tal for hvilket gP er nulafbildningen~ og lad ~1 v~re en vek-

p-1 p-l
tor i U med g (~1) * £- S~ttet (g (~l)' ... 3g(~l)'~l) er da

en basis for et invariant underpum U1 af U, og der findeset

til U1 komplement~rt invariant underrum U2 af U.
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p-l
Bevis. Lad U1v~re det af vektorerne g (~1) ,···,g(~l) '~l

frernbragte underrum. Det er klart, at U1 er invariant. For at

p-l .
vise, at scettet (g (~1)'.·· ,g(!:!.l) I!:!:..l) e r en b a s i.s for U1,

skal det vises, at s~ttet er line~rt uafh~ngigt. Lad

p-l
ap-l~ (~1) + .•• + alg(~l) + aO~l = 6 v~re en line~r rela-

tion mellem vektorerne i s~ttet. Idet gq for q ~ p er nulaf-

bildningen, fas

P- l +i
0.(1- (u)

1.," -1

Da samtidig gP-l(~) = ~, fAr vi altsA aogP-l(~l) = ~, og der

med aD = O. Hvis P ~ 2, fAs pA tilsvarende made

== 0,

hvormed 01 = O. Forts~ttes saledes, far ialt a o = 01 = ... =

a = 0, sam ¢nsket. For at vise den anden pAstand v~lges etp-1

vektorrum U' over L, som er i dualitet med U. Lad h v~re den

til g duale endomorfi af U'. Pa grund af dualiteten findes en

vektor u ' E U' med p-l o. Idet p r ] ( ) ,<« (~1) ,~_;> * <o ~1 1!!:1 > =-1
p-l at hP- 1 (~;) Pa den anden side<Y:..l,h (~1»' ses * o • er
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hP : V' ~ V' nulafbildningen;thi hP er den duale til nula~

bildninger gP : V ~ u. Af s~tningens f¢rste pastand f¢lger

derfor, at s~ttet (hP-l(~~) ""Jh(~;) ,~~) er en basis for et

invariant underrum V1 af V'. Det pastas, at U1 og u; er i du

alitet. Pa grund af syrnmetrien mellem U
1

og u] er dettilstrcek

keligt at vise,~at der for enhver v~ktor

p-l
~ = ~p-lg (~1) + ••. + ~lg(~l) + ~O~l i U1 ' {oJ f~ndes en

vektor ~' E U; med <~,~'> * o. Lad k v~re detmindste af tal

.Lene 0,1, ••• ,p-l for hvilket ~k '* O. S~ttes u ' = hP-l-k(~I)'

far vi, idet gq for q ~ p er nulafbildningen,

= <a P- 1- k (u ) u'>..., - '-1

* 0,

hvormed er vist, at U1 og UJ er i dualitet. S~ttes nu U2 = (U;)o,

er V
2

invariant ved g, (sml. side 3.3.3), og der g~lder

U = i;1 q; U2 ' (sml. side 3. 1 • 6). 0
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Vi skal herefter ga over til beviset for s~tningen. For

1.,. =: 1, ... ,p scettes q. = f - A·e. De"t bemcerkes, at et uride r r urn
0., 1-" 1-

af V er invariant ved i, hvis og kun hvis det er invariant ved

en/enhver af afbildningerne a ..
, ~

Vi skal f¢rst s¢ge en opspaltning'af V som direkte sum

af invariante underrurn,

v = U1 ({} •.• (8 Up I

saledes at aile endomorfierne g. : U. ~ U. er nilpotente. If¢l-
1- 1- ~

ge Zemma 1 findes komplement~re invariante underrum U
1

og Ul~

af V, saledes at V
1

U
1 nilpotent U

1
f'J

U1g .1 : -. er og gl : ~

bijektiv. Af det sidste f¢lger, f
f"'>J

U
1
~

ikke h arer at : U1 -+

A1
egenvCErdi. For 1 h a r vi V

1
ro.J

{~} . Thi ellers vil-som p = =

Ie f : U1- ~Ul~ have mindst en egenv~rdi ll~; denne egenv~rd~

ville da ogsA v~re egenv~rdi for f : V ~ V, hvormed ~l- = ~l'

i strid med en bemcerkning ovenfor. For p = 1 er altsa V = V.I

f
en opspaltning af den s¢gte art" For p ~ 2 kan lemma 1 anven-

des pa V1
ro.J

V
1

hvorved fas, at der findes komplementCE-g2 : -+ ,

(

re invariante underrurn U2 og U2~ af U1~ I s a Le de s at g 2 : U2 ~ U2

er nilpotent og g2 : U2- ~ U2~ er bijektiv. Afbildningen

f : U2- ~ U2~ har sAledes hverken ~l eller ~2 som egenv~rdi.

For p = 2 har vi U2~ = {~}. Thi ellers ville f : U2- ~ U2- ha

ve mindst en egenv~rdi A9~; denne ville da ogsa v~re egenv~rdi
u

for f : V ~ V, hvormed ~2~ = ~1 eller ~2~ = ~2' i strid med en

bem~rkn~ng ovenfor. For p =2 er derfor V U1 ~ U2 en opspalt-

ning af den s¢gte art. For p ~ 3 kan lemma 1 dern~st anvendes
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pa g 3 : U
2'"

-4 V 2"', etc. Eft.e r p skridt har vi da en opspal t

ning V = Ul Q} ••• Q} Up Q} Up af V som direkte sum af invarian.:..

te underrum, s aLede s at alle afbildningerne a. : U. -+ U. er nil-
'.' 1- 1- 1-

potente, og saledes at ingen af egenv~rdierne Al, ••• ,A
p

er egen

v~rdi for f V 4 U • Af det sidste'f¢lger som f¢r, atp [)

U = {£}, og vi har dermed en opspaltning af den s¢gte art.p

Vi skal dern~st vise, at det er muligt at spalte hvert

af underrummene U. i en direkte sum af invariante underrum,
1-

V. = U. 1 (f) ...(j} U. ,
t: 1,. l,lJ.

1"

saledes at hvert af underrummene U. har en basis rn.h.t. hvil
t· v .

1.·

ken den til f V. -+ U. h¢rende matrixer en sirnpel Jordan-
1.,V i l,,\)i

matrix med ~. i diagonalen. Lad derfor i v~re et vilkarligt af
1-

tallene 1, _.. , p, og betragt e ndorno r f ien g. : U. -+
1- t.

v~re det mindste naturlige tal for hvilket giPl

Vi- Lad Pl

U . .... U.
't 1-

er nulafbildningen, og lad ~1 v~re en vektor i Vi med

p -1 P -1
1 1

gi (!!:.l) * o , If¢lge Lemma 2 er da scettet (gi (~l),···,gi(!!:-,l)'L

en basis for et invariant underrum V
i l

afU
i

, og der findes et

til Vi l komplementc:ert invariant underrum Vi l'" af Ui' Hvis Ui l er

et ~gte underrurn af V" betragtes dern~st endomorfien
1-

g. : U'1~ ~ U·1~· Lad P2 v~re det mindste naturlige tal for
1- 't 1..

hvilket giP2 :Ui l'" -4 Vil~ er nuLafbildningen, og lad ~2 v~re

P2- 1
en vektor i Vi 1 me~ gi (~2) * o. If¢lge lemma 2 er da s~t-

P2- 1 \
tet (a1.: '(~2)'· - ·,gi (~'2) '~2) en basis for et invariant under-

rum V
i 2

af U
i l"',

og der findes et til U
i 2

komplement~rt invariant
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underrum V.2~ af V·l~. Er U· 2 et ~gte underrum af U.l~' kan
~ & &J L.-

vi dernrest anvende lemma 2 pa g. : U. 21'J --. u. 2f'V,\ e t.c., Efter
& & :..J 1.. J

6.4.9

(

endelig mange skridt har vi da en opspaltning U. = V.
1

f ... , u. ,
t. t. 1,1li'

hvor hvert af underrumrnene u. er invariant og har en basis
L.-'V.

t.

af formen

r -1v.
{g. i (u ) , ••• ,q.(u ),u ).

, & -\) " --- 1., -\)" -\J"
1., t. t.

Det ses umiddelbart, at den til g. : U.
1/ &v .

t:

trix m.h.t. den angivne basis har formen

o 1

o 1

o 1

o

~ V" h¢rende mat.v.
1.,

Men heraf f¢lger, at den til f

far den ¢nskede form.

u.
1.,.\) "

t.

~ U. h¢rende matrix
1." 'J •

1."

Idet vi sarnmenfatter det foregaende, har vi: Der findes in-

variante, underrum VII , i = l, ••• ,p, v. = 1, ... ,~., og en ba-l.,v. 1." &
1-

( ses for hvert af disse underrum, saledes at

( 1 ) v = U1 1 ' •.• ~ U1 j ........• ~ U 1 ~ ••. ~ U
11 1 P p'Jf-A _ t- p

og saledes at de til afbildningerne f : VII ~ u. h¢rende ma-t.v , t.\).
1., 1,

tricer m.h.t. de betragtede baser ersimple Jordan-matricer med

A. i diagonalen. Sammenstykkes derfor baserne for underrummene
1,
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u. til eet s~t af vektorer, fas en basis for V m.h.t. hvil
L \) ;,

t.

ken den til f: V ~ V h¢rende matrix er en Jordan-matrix af

den ¢nskede form. Hermed er s~tningen bevist.

Idet en permutation af de simple Jotdan-matricer giv. i d
, t

modsvarer den samme permutation af underrummene ·U. i (1) oven
~ \) .

t.
for, gcelder:

Enhver matrix J som frcmgar af 4 ved permutation af de

simple Jord.an-matricer B .• er li ..neledes en til f h¢rende
=1,. \) • J 1

t.
J o r dan r ma t r i x .

Omvendt har vi:

Enhver til f h¢rende Jordan-matrix fremgdr af 4 vedper-

mutation af de simple Jordan-matricer B.
=~. \) .

t.

I beviset for denne s~tning skal vi benytte f¢lgende sk~r-

pelse af lemma 1:

Lemma 3. Lad 'g V~re en endomorfi af et endelig-dimens!o-

nalt vektorrum (U~LJ. Ver findes da (en ogJ kun een opspalt-

ning af U somdirekte sum af to invariante underrum U1 og U2~

sdledes at g : U1 ~. [/1 er nilpotent~ og g : U2 ~ U2 er bijek

ti v.

Bevis. Lad U = [/1 ~ [/2 v~re en vilkArligopspaltning af

den n~vnte art, og lad p v~re det mindste naturlige tal for

hvilket gP : U1 ~ U1 er nulafbildningen. For vilkArlige vek-
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(

.(

l

torer ~1 E Ul og ~2 E U2' og for ethvertnaturligt tal q har

. q( ) - q() aVl g !i1+!i2 - g !J:1 + g' (~2) · For ethvert q ~ p har vi der-

f q( ) - q .or g ~1+~2 - g (~2)· Heraf f¢lger for det f¢rste, at

q -1 q
(g) (~) = U1 for aile q ~ I); thi g (~2) .. er kun ~ for ~2 o ,

For det andet f¢lger, at g~(U) = U2 foi aIle q ~ p; thi

gq(U 2) = U2" Heraf fremgAr, at bAde'U
1

og U2 er entydigt

bestemt. 0

Vi kan herefter gA over til beviset for s~tningen. Lad ~

v~re en til f h¢rende Jordan-matrix, og lad (~l' ••• '£n) v~re

den tilh¢rende basis. Da 4 er en (¢vre) trekantsmatrix, rna 4'S
diagenalelementer v~re de karakteristiske r¢dder for [, idet

hver kazakt.e r Ls t Ls k rod A. forekommer rm\. 'gange. Diagonalele-
~ ~ - -

menterne i de i ~ indgAende simple Jordan-matricer er derfer

""ogsa f's karakteristiske r¢dder. Lad B. I v. = 1, ... ,K., v~re
=~v . ~ 1,

1.,

de simple Jordan-matricer i 4, som indeholder den karakteris-

tiske rod A., & = 1, ••• ,p. (Det er i ¢vrigt let at se, at
t.

rg(d-A.~) = n - K., hvormed K. = n
- b- & ~

(

a(i,k) betegne antallet af simple (kxk)-Jordan-rnatricer

~iv.' i = 1, ••• ,p, k = 1, ... ,n. Vi vil.vise, at tallene
t.

a(i,k) kan bestemmes alene ud fra f, uafh~ngigt af basen

(~11 ••• '~n); hermed viI s~tningen v~re vist. Lad ~i v~re en

vilkArlig karakteristisk rod, og s~t gi = f - Aie. Lad U1 V~

re det underrum af V,I sam frembringes af de basisvektorer ~j

for hvilke den j'te s¢jle i 4 indeholder Ai i diagonalen.
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ning af den til (J 1~ h¢rende matrix A -

(} . : [/1 -+ U
1

er n i.Lpot.en t , og at a"7:.. "7/

Lad U~ v~re det af de ¢vrige basisvektorer frembragte underrum
(..1

U
2
_~ U

2
er bijektiv. Af

Zemma 3 f¢lger derfor, at U
j

(og U
2)

er bestemt uafh~ngigt af

basen (£l'···'£n)· Betegnes med ~i ~fbildningen gi : U1 ~ u1 '

er altsA gi bestemt uafh~ngigt af basen. Idet rg~i er 1ig med

antallet af 1 'er i den til 0i h¢rende matrix m~h.t. den giv

ne basis, ses urniddelbart, at

1 • ex ('i , 2) + 2.. ex ( 1: , :~ ) + .." + (n - 1) • ex ( .,: , n) •

V d b t t' f d tl'l - 2 - n-] h d matricer fAse e rag n i.nq a e U1: , .... ,": "¢.,ren e

pa tilsvarende made

-- 2rg g. =
t.

n-]
rg g. =

'1,

1 • ex ( 1~ ., :;~) + .... + (n - 2) • a ( 1: ,11,)

1 · 0: ( 1~ ,n)

Herefter kan o(i,n), a(i,n-l) , ... ,a(i,2) besterr~es successivt.

Da der endvidere g~lder

rrn x .
t.

1·0(1:,1) + 2-CX(1:,2) + It •• + rl·cx(i,n) ,

kan ogsa a(i,l) bestemmes. Idet rmA. og tallene rgg/z:
j

,
L~

j = 1,~ .• ,n-l, er givet alene ved f, er s~tningen hermed bevist.

Det bem~rkes, at enhver diagonalmatrix er en Jordan-matrix,

hvori de simple Jordan-matricer er (lxl)-matricer. Hvis f er

diagonaliserbar, sA er f¢lgelig de til f h¢rende Jordan-matri-

cer netop de til f h¢rende diagonalmatricer.
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Som tidligere vist er enhver endomorfi af et endelig-

6.4.13

(

dimensionalt komplekst vektorrum triagonaliserbar, (sml. side

6.3.1). Det noteres, at det foregAende indeholder en v~sentlig

sk~rpelse af dette resultat.

Det foregaende giver abenbart f¢lgende s~tning om matricer:

Enhver matrix A E M (~) er re.g'ul~r-~kvivalent med en
:::: n.J n -

Jordan-matrix ~. De med 4 regul~r-~kvivalente Jordan-mat~icer

er netop de Jordan-matricer 3 som fremgdp af ~ ved permutation

af de i ~ indg&ende simp~e Jordan-matricer.

Bem~rk, at der herved er givet en fuldst~ndig beskrivel-

se af ~kvivalensklasserne ved ~kvivalensrelationen "regul~r-

cekvivalens" i M (f) .n,n

Det er klart, at hvis f er en endomorfi af et endelig-

dimensionalt reelt vektorrurn (V,m) , og f har ikke-reelle

karakteristiske r¢dder, sa kan der ikke til f h¢re nogen

Jordan-matrix. Uden bevis anf¢res, at der findes en basis

for V m.h.t. hvilken den til f h¢rende ma t r i.x harformen

~1
=

B
=q

hvor der uden for matricerne B. star lutter O'er, og hvor rna
=J

tricerne B. er kvadratiske matricer hidr¢rende fra de karakte
=J
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ristiske r¢dder, s~lede~ at de reelle karakteristiske r¢dder

\ giver simple Jordan-matricer med \ i diagonalen, mens der

hidr¢rende fra par af konjugerede ikke-reelle karakteristi

ske r¢dder \ og \ fas matricer af formen

(O-b)(l (J)
b a 0.1

6.4.14

(
a -1,)) ( 1 0 )
b a 0 1

"(%-~)..
'r. ~ "';:"f /'.~''''E"''

'.: ~:~'_';'~';:~~;~::'''~'-:';J, ",;:,,,,;;1"'1."-"1•.,......._._•••

I

~

, I ~- ~>::, ~,.~,~~~ ~.~

hvor a = ReA og b = Lm x , og hvor der llden 'fot-:dEf'''~'a'n':f¢rte (2x2)-

entydigt bestemt pA n~r permutation af matricerne ~i.

Det bem~rkes, at hvis ~ er en reel Jordan-matrix, sa ·er

den i M (E) regul~r-~kvivalentmed netop de (reelle) Jorn,n

dan-matricer, som f~erngar af ~ ved permutation af de i 4 ind-

g~ende simple Jordan-matricer. Det er nemlighelt klart, at

4 er regul~r-~kvivalent rned de n~vnte matricer; omvendt f¢l-

ger af en s~tning ovenfor, at 4 (endda) i M (C) ikke'kan
n,n

v~re regul~r-~kvivalentmed andre.
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I!
.~

1. Lad f v~re en endomorfi af et vektorrum (V,L). Vis, at

hvis U1 og U2 er underrum af V, scm er invariante ved fe

sa er ogsa underrummene U1 n U2 og V1 + [/2 invariante

ved f.

2 . Lad f og g VCEre endomorfier af et vektorrum (V, L). Vis,

at hvis et underrurn V er invariant ved f og g, sa er det

ogsa invariant ved of + ag, hvor a,a E L, og ved gof.

r

(

3 •

4 •

Lad (V,lR) vcere vektorrummet af a LLe vilkarl.igt ofte dif-

ferentiable reelle funktioner af en reel variabel. Lad D

v~re endomorfien af V, som ttl en funktion ~ lader sva-

re dens afledede D~. Angiv et ~gte uendelig-dimensionalt

invariant. underrum, et Lnvar i ant; underrurn af dimension n ,

hvor n E IN I et 2-d~mensionalt invariant underrum U, sA-

ledes at D : U ~ V er bijektiv, samt et l-dimensionalt

invariant underrum V, saledes at D : U ~ U er bijektiv.

Vis, at ethvert ~ E .m er egenv~rdi for D.

En endomorfi f af et vektorrum (V,L) siges at v~re invo

2
lutorisk, dersom f = e. Lad f v~re en sAdan afbildning,

og antag, at dimV ~ 1. Vis, at Kl ~ K_1 = V.

(
,l _

5. Om to endomorfier f og g af et vektorrurn (V,L) foruds~ttes,

at go f = fo g. Vis, .at; ethvert underrurn, som er egenrum for

en af afbildningerne, er invariant ved den anden.
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6~ Lad f og g v~re endomorfier af et vektorrum (V,L). Vis,

<It d.er for a l Le A'I! pEL ~lcelder

ex * 0-,

Ki0"\ n K c K
-/\t? g-pe f+u-(\-+p)e

!( ~"\
UoJ-/\lJC

P E 1N-,

samt, de~som f er bijektiv og \ * 0,

K ::;::. K -] - 1 •i : AC f - .A. e

Udled h0raf s~tninger om egenv~rdier_

7~ 'En endomorfi f af et 2-dirn~nsionalt vektorrum (V,L) er

given basis. Find afbildningens invariante underrum~ egen-
'.

vektorer og egenv~rdier~

8~ En endomorfi f af et 3-dimerisionalt vektorrum {V,L) er

bestemt ved [(£1) =£2,f(~2) = £3' [(£3) = ~1' hvor

(£1'~2'~3) er en given basis. Find afbildningens invari-

ante underrum, egenvektorer og egenv~rdier.

9 " Lad (V, _TR) VCErE~ ve]<torrummet af a Ll.e ree lle po Lynom.i.er

p{t) f og lad f v~re den ved p(t) H' t'Dp(t) givne endo-

morfi af V. Bestem f's egenv~rdier og egenvektorer.
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10. En endornorfi f af et 4-dimensionalt vektorrum (Vim) har

m.h.t. en valgt basis matrixligningen

V
1 1 0 0 7A _1

v
2 1 0 0 1 u()

CJ
=

v t) 0 0 1 1 u t5

( v
4 0 1 .1 0 u

4

Find f's e qe nvaard Le.r .

11. En endornorfi f af et 3-dimensionalt vekt0rrum (V,m) er

bestemt ved f{~l) = 2£3' f(~2) = ~1 + 3~3' f(~3) = ~2'

hvor (~1'~2'~3) er en given basis for V. Find egenv~rdi

erne samt en basis for hvert af de tilh¢rende egenrum.

Unders¢g, om f er diagonaliserbar.

12. En endomorfi f af et 2-dimensionalt vektorrum (V,m) har

m.h.t. en valgt basis matrixligningen

(
= -SinO) (U 1 )

coso u
2

hvor ex E JR. Bestern f' s egenvcerdier og de tilh¢rerlde egen-

rum. Unders¢g, om f er diagonaliserbar.

Unders¢g pA tilsvarende mAde endomorfien g med matrix-

ligningen

(

C O Sh CX

sinha

SinhO) (U 1 )

cos hex u 2 ·
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13. En endomorfi f af et 2-dirnensionalt vektorrum (V,C) har

msh , t; ~ ell v a l q t; ba s Ls mac r i.xLtqn inqen

••
(cosa . \

~:~)s Lno

-SlnOj
·0 C)

C{)S,CX
o LI

hvor a E m~ Bestem i's egertv~~dier og de tilh¢rende egen-

rumm Unders¢g, om f er diagonaliserbar.

14~ Unders¢g, om matricen 4 E M4 , 4 '( L) givet ved

"7 0 :l 0t...)

0 '.5 0 0

~ -- 1 ] 0 -2 ]

\ --8 0 13 ~1

er diagonaliserbar~

"i 5 ~ Vis ve.d et. e k s ernpe L, at. ·to kvadr-e t.i s ke matricer kan have

s amme k ar-ak t.e r i.s t.i.ske polynomi um uden at v~re regu.lcer-

( ~kvivalente.

16~ Lad j1> veere en automorfi af e t; vektorrum (V,L) med dimen-

Si011 n E JAT n< Udtryk det karak.teris·tiske polynomium for

~1

l' . ved det k a r ak t.e r l s t i.ske poLynomi um for f.

17~ Lad f v~re en endomorfi af et vektorrum (V,L) m~d dimen-

sian n E m, og lad Vz og U2 v~re komplement~re invariante

under r um af V" Lad f 1
hhv 0 I,) be t e qrie endomorfien

6

f : u ~ u
1

hhvlI f~ : u
2

~ V
2

l) Vis, at P J Ct ) = Pf Ct' 'p t t ) .
1 f 21
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18. Lad f v~re en endomorfi af etvektorrum (V,L) rned dirnen-

sian n E 1N. Vis I at f er ni.lpotent, hvis og kun hvis

19. Lad f v~re en endomorfi af et vektorrum (V,m) rned dimen-

sion n E IN. Vis I at hvis n e r ' ulige, sa har f rnindst en

egenv~rdi; vis, at der for detf > 0 findes mindst en posi-

tiv egenvrerdi,og at der for detf < 0 findes mindst en

negativ egenv~rdi. Vis, at hvis n er lige og detf < 0,

sa har f mindst en positiv og en negativ egenv~rdi. Vis,

at hvis n er lige, sa findes en endomorfi g af V med

detg > 0, som ingen egenv~rdier hare

20. Lad P4(t) = (_l)ntn + c
n_1t

n- 1 + .•• + c1t + Co v~re

det karakteristiske polynomium for en matrix A E M (L) .- n,n

Vis, at

(
•

c n-p
= (_l)n-p

a ..
1, 1.,

p p

p 1., ... "n.

1<i
1

< ••• «i. «n= p=
De i sununationen indgaende determinanter kaldes 4'8 hoved-

underdeterminanter af p'te orden; det er deterrninanterne

af de delmatricer af 4, som fremgar af 4 ved at slette

n - p r~kker og s¢j ler med samme numre. Begr'und, at for

regulCEr-~kvivalente rnatricer er summen af hovedunderde-

terminanterne af p'te orden den sarnme. Betragt specielt

tilf~ldene p = n og p = 1.
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21 "
f rl 12
( t:) ::=: ( .- l) l. -~

ka.rakt e r Ls t.I s k e po Lynomi fOI~ er1 ma t.ri x A E M .( L), ogn, n : ,..,

no t. H\eO mu Lt i.p lic i t e t .. V i s , c~t

(- T)

,,~-----'<--'--_.~--~-

\"
'\ . L .".J\.

./.'. 1'.1 '(, p
I..:..~,..•.~~.~~-_.~--~~,,"

1< i. _<: " .. .. </ < n .::::: 1 r)':~

p 1 s > .a - :In.•

vi s f at de-tA A .+ .... 0 -~- A •
Z n

r urn (TlfL). Af et l~(~sultat. i (;6 V 0 6 f r emqa r , at hvis A er

en egenv~rdi for f, s~ er e r)
A" en (~(jenvce)~di for f-' ,hvor

l) E IN.. Lad. omvendt. 1J v.ere en eSjenvCEr(li for f~P. Vis, at

der for L =::: e f i11d(~s en egerlvCErdi. A for ·r saledes at~ ,

"A P == 1-1 .. "'lis ved et e k s ompo I r a t: dette .i.kke b ehov er at g~l-

de for L :::: 11? ..

23~ Unders¢g, om f¢lgende Dar af matricer fra M
7

7(m) er re-
() , d

gul~r-~kvivalente:

(; 0 0) ('J () °1(J

') 0 1 ?
1../ o o ;,

() 0 7 \ --1 ') )
~) ,., {I . '!>

(2 0 0\ ( :~

~I2 o) 0 q

~~
a

() 2 '~ 0 0 2 )e

(b
0 °1 (

n j -,? ').:

:2 0) () J (J )
0 () J , 0 a '1

f / '"
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(

(

24. Bestem en Jordan-matrix B E M4 , 4 (C) og en regul~r matrix

~ E M4,4(€)' sAledes at B = ~4~-1, hvor

1 1 0 1

A
0 2 0 0

=
-1 1 2 1
-1 1 0 3 .
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KAPITEL 7. VEKTORRUM MEDINDRE PRODUKT.

7 .1. I NDRE PRODUKT " .•.• it ••••••.• • • • • •

7 • 2 • NORM.. III • .. • • • • • •• • .. • • • • .. • • • :0. ~ • • • •• • • •.• • • • •

7 .3. ADJUNGERET AFB ILDr~ ING .................•.•

7 •. 4. DUALIT E·T •..• • • • • • • • •. • • •.• • • " • • • • •.• • • • • • • • •.• •

7 .5. NORMALE AFB ILDN INGER ............ •'.....•..'.

7.6. SELVADJUNGEREDE AFBILDNINGER .

7.7. ORTOGONALE OG UNITJ£RE AFBILDNINGER .

0VELSER. . • • " ... II • • • • • • • .. • • • • • • • • • • • • • • •. • .. • • • • • ••

7.1.1 - 7.1.11

7.2.1 - 7.2.6

7 .3. 1 - 7. 3 . 3

7 • 4. 1 - 7.4. 3

7 • 5 '. 1 - 7.·5 $ 4

7 .6. 1 - 7.6. 3

7.7.1 - 7.7.9

7. (j)v. 1 - 34
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7.1~ INDRE PRODUKT.

7 . 1 . 1

/,

Ved et ind~e produkt i et vektorrum (V,L) forstAs en afbild

ning (u,v) t-+ u·v af VxVind i L med. f¢lgendeegenskaber:

( a) V u,v,w E V : (u+v) -w = u·w + v·w .- -

( b) v A E L V u,v E V - (Ali) -v = X(u-v).-

( c) V u,v E V u- v = v-u .
( d) V v E V v * 0 ~ v·v > o.- - --

(Overstregningen' i betingelsen (c) stAr for komplekskonjugering, .

som naturligvis falder bort for L = E.)

Er (V, L) etvektorrum med indre produkt har v i, for a l l.e

A E L og aLl.e !:i,E-I·!!!.. E V (sm l .. (a) og (b»:

(1) w· (u+v) = ia- u + w-v

bette vises let ved brug af "(a) og (c) hhv. (b) og (c). Endvidere

~ noteres, at der for aIle u,v E V g~lder

Dette fas ved at scetteA = 0 i (1)) og (2).

De distributive love (a} og (1) kan oplagt udvidestil et

vilkarligt (endeligt) antal addender·..

Det er klart, at et indreprodukt i et. vektorrum (V,L) in-

duc e r e r et indreprodukt i ethvert underrum af V.
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(

Et endelig-dimensionalt reelt hhv. komplekst vektorrum

m~d indre produkt kaldes et euklidisk hhv. unit~rt vektorpum.

Ved no rme n II v II af en vektor viet vektorrum (V ,L) med in-

dre produkt forstas t-allet .11£11 = VE.-E., (sml. (d». Oet gcelder

II~II = 0, og II~II> 0 for v * 0- Idet Ov) - (AV) = AI(v-v) = IAI
2 (?! -E. ) '

ha r vi II A]!. II = IAI H~II foralle A E L og aIle v E V. En vek t.or v

med 11£11= 1 kaldes en no rme r e t: uek t o r eller en enhe dev e k t o r-;

, 1
For v * 0 er vektorem ITVTi~ en normeret vektor; den siges at frem-

( komme ved nOT'meY'ing a.f ~_

Lad herefter(V,L) v~re et vektorru~med indreprodukt.

To vektorer ~,£E V siges at v~re (indbyrdes) ortogonale~

dersom u -v'= 0; v L'skrLves da ogsa u.l ~ • Nulvektorener ortogonal

til samtlige, vektorer, (sml.(3», ogerden ,eneste vektor med

denneegenskab, (sml. (d) )", Et, Scet af vektorer siges at veere et

or toqon al.i: eet: , dersom vilkarlige toaf sa!ttes vektorer er ozt.o-

gonale; dettomme s~t og aIle Sa!t bestaende af een vektor er sA-

ledes trivielt o r t oqona Le isart. E"t ortogonalt s~t kaldes et o r t o r

,( normalt seet, dersomenhver vektor i s~ttet ernormeret; det tomme

scet et; triviel t ortonorrnalt.Hvis 'V har endelig dimension, forstas

ved en or t oqon a l. hhv. o r t ono rmaL basis forVen basis, som eret

ortogonalt hhv. ortonormalts~t.

Ethvert o r t oqo na l t: emt: , 80m ik'ke indehoZder 9.., el' li ne ev t:

uafhCEngigt.

Bevis. For det tomme s~t erdet intet at vise. Lad derfor

(~l'.--'~p) VCEre et ortogonaltsa!t, somikke indeholder £.' og

lad A1v 'l +...+ A v = _0.' veer e 'en Lf.neeer r e l at.Lon mellemsC2ttets- p-p

vekt.orer , For et vilkarligt af tallene'i = I, ... ,p gielder nu
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( Al_v 1 +...+ A v ). v ·p-p -1-

AIC~-l·~i) + ..•+ Ap(~p·~i)

=\. (v . • v.) •
1-. -1-- -~r

7 . 1 _3

(4 )

Da samtidigo.v. =0, har vialisA \.(v.~v·~) = o. Idet v.-v. > 0,
- -1., 1" '~1/ -1, rr ]. --}

f¢lger heraf sorn ¢nsket, at \.= 0.0
t.

Somen urniddelbar konsekvens heraf har vi:

Ethvert ortonormalt s~t er line~rt uafh~ngigt.

Vi skal dern~st vise:

Lad (73:.7-, ... '1:!:p) V<Ere e t: li neer t: uafhO?ngigt tue t, DrY' linde.s

da et ortonormalt sO?t (~l' •.• '~p)' sdlede~at ~pan{~l'·'·tEq} =

span{73:.1' ... '~q} for q = 1, .. • ,p.

Bevis. F¢rst bestemmes et ortogonal t seet (E.l ,. • • 'E..p ) mea den

¢nskede egenskab. Vi s~tter ~1 =~1. s~ttet '(£1) er da et ortogo

naltseet med spanIEl} = span{73:.1}. Vektorerne !::2' ••• '~p bestemmes

( herefter aucces s Lvt; efter f¢lgendeforskrift: ErEl'··· '~r bestemt,

sAledes at {~l'.~.'Er) er et ortogonalt scetmed spanlE..l'.·.'~q} =

span{~l , ..• '!!:'q} for q = 1, ... ,1', seet t e s

_ (73:. r +1·E.l). _. _ (.. 73:.1"+ 1 ·E..r ). v
E.r + l· == u + 1 \. . v 1· •.• •

-p . '£ 1 · 'E. 1 - ~r · £r -p.

.(Det bemarrke s , at ~r+l e r veldefineret; af rg (£1'·"· "~.Y;) =

dim span{~l'···''~r}.= dim span{~l ,··.·'~r} = rg (!:il' •• • '~r) ,= r f¢l

ger , at scettet, (E-l i •• • '~.r) e r Ld nezer t. uafhceng Lq t , og ingenaf vek

torerne ~l' .•• '~r er derfor nUlvektoren~) Det pAstAs, at s~ttet
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I
\

(!:!.1'··· 'E r + l ) er ortogonalt, og at span{'!:!..l'··· ''!:!..q} = span{1:il"" "iq }

forq == 1, ...., r+1. For at vise det f¢r'ste er det t Ll.s t r ekke Li.q t.

at vise, at J!..r+l.~i= o for i = 1,~ .. ,r; detteverificeres ved

'en simpel udregning. For a.t vise det andet er det tilstrcekkeligt

at betragte tilfceldet q = r+ 1. Hertil bernzerkes , at

spa.,n{vl'~ .. 'V } ~ span{u 1 , ... ·,u.} implicerer-' -r " - -p

span{v 1 , .'•• .» ,U "+ll = span{u 1,.··,u ,u +'1}' og at 'der ved brug- .' -y~ -r - -p -r

af(4) fas span{.!?-l , ..•. '.!?-r'!!-r+l} = span{!:!..l'··· '.!?-r'.!?-r+1}' hvoraf

det ¢nskede fremgar. Hermed er bestemtet ortogonalt s~t

(V
1
' , ••• ,v ) med den ¢nskede egenskab. Specielt har vi

- '.. -p

span {v. '1 ' • • • "v. } = span{u 1 , · · · , u },og dermedrg (v 1.' • · • , v ) =- -p . - " -p . - -p

rg{u 1 , • •• ,u,·, ). Idet scettet (u.' '1' , • • • ,u ) er line~rt ua f hsenq Lqt,_. -p. - . -p

f¢lger heraf, atogsa scettet (!:!..l".',J.!...pl er linecert uafhcengigt.

F¢lgelig er ingen af vektorernev 1 , ... ,v nUlvektoren,og ved- -p

normering a!v.ektorernei 'scettet (v 1 I • • , • , v .) flls derfor .et or-·-. .-p

tonormalt seet medden ¢nskedeegenskab. 0

Scetningenovenfor keLdes Gvam-Bohmi d t'.e ovt ono rmal ieerinqe-:

eat-n i nq • Metodentilsllccessiv 'bestemrnelse' af vektorernev 1 I ••• , v-- --I)

kaldSsortonor~ali8erina·

Af det foregaende'fremgar urniddelbart:

Hvis Vhar endelig dimension~ ad findes en 6rtonormal ba~is

for v.

Ek.e empe Z ~ Ivektorrummet .(L n ,L) definereset indre produkt

ved
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+ •.. + x -y ,
n n

7 • 1 • 5

kaldet det s~dvanlige indre produkt. Den kanoniske basis bliver

herved en o r t.onorma L basis. Abenbart gcelder

x. = x-e. ,
1., --1.,

hvor e.
~1.,

= (0,_- •• ,0,1,0, ••• ,0), og

11.:=.11 2 = I": ,2 + ...+ I":« I 2
(

for enhver vektor x = ( ix l' , .' • • ,x ), ,E Ln.
n·

o

Eksempel. I analogi med eksemplet bvenfor defineres i

(M
1
' ,(L), L Jet Lndre ip.roduk t ved,n

og i (Mn , l { L ) , L ) et indre prod~t ved

(

Er 4: = (a .. ), Ii == (b .. ) og ~ = (c •• ) matricerfra M (L) med
~J - '" ~J ~J n,n

4~ = ~, fAs Abenbart

Er 4 E Mn,n(L) en ortogonQl hhv. unit~r ~trix, altsA en regul~r

matrix med 44' = 4'4 = ~ hhv. 44* = 4*4 :::; ~, far viderfor

6 .. = a..· a., =a, I It· a. I. · •
~J =~- =J- = ~ = J
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Sce'ttet,af rcekker hhv. s¢j ler er f¢lgelig etortonormalt seet a f

vektorerfra (M
1

. (L) ,L) hhv. (M 1 (L) ,L) • Lad omvendt A E M (L),n n, = n,n

v~re en matrix' for hvilken sCEttet af rcekker er ortonormalt;der

gcelderda

0 .. = Q. -a ,
~J =1,,- =J-

PerL= E f¢lger heraf 44' =~, og for L = f f¢lg~r 44* = E. Da

ethvert ortonormalt s~t er l~necert uafhcerigigt,sluttesendvidere,

at 4: har rcekkerang n, ogfet»lgeliger regulter. Ialt giver dette,

at 4 er ortogonal hhv.unitcer. Tilsvarende kan ,vises, at hvis

s~ttetaf s¢j ler er ortonormalt"s'a er 4 ortogonal hhv. un Ltcer. 0

Lad herefter {V,L)v~re et endelig-dim~nsionaltvektorrurn

med indre produkt. Er der givet en ortonormal basis (~l' ••• '£nl

.for V, sA kan det ~ndre produkt af to vekterer ,p! sirnpelmAd~

udtrykl<,.es ved vektorerneskoordinater. For u = u
1

!!.. 1 + .. '.+

og v = E-l!!..] +.. .+Vn£n fas nemILq

U·V = (u
1_e1

+ . . .+u e ). (v
1

e
1

+ .• .+v.e.)
n-n - n-n

n
= \., u . e . •-v .e ..4 . 1,---z, J-J

1'It.7 =1

n
= \u .V . (e . • e .)

.L" .1, J -1" ~J
1"J=l

n
~ Iu..v.

· '1 1" &&=.

altsa

u en-n

+ ... + u vn n
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Specielt fas

v. = v -e ·
t, --t,

7 • 1 • 7

for enhver vektor v = v
1

e
1

+ ... + v e .Sammenlignes med det fq,r-.
- n-n

ste eksempelovenfor ses, at et scet (v
1

' ••• ,v ) af vektorer fra- -p

V er ortonormalt, hvis og kun hvis s~ttet bestaende af vektorer-

nnes koordinatscet eret ortonormalt seet af vektorer fra (L ,L), -

eller, ved saminenligning med det andet eksempel ovenfor, hvis og

kun hviss~ttet bestAendeaf 'vektorernes koordinatr~kker hhv. ko-

kordinats¢jler er et ortonormalt s~t i (M 1' (L) ,L) hhv.
In

(M l(L) ,L). Af ·det sidste fremgar ved sammenligning med et re-n,

sultat i det andet eksempel, at koordinattr.ansformationsmatricen

..8._ h¢rendetil overgangen fra en ortonorrnal basis (e
1
, I ••• , e ) til

- -rl

en ortonormal basis (Q.l' ••• '~n) er ortogonal hhv. unitCEr; thi

'( s¢jlerne i ~ er koordinats¢jlerne for vektorerne i et ortonormalt

sart - nemlig (~1' ••• '~~'<f"i) - mv h it.. en ortonormalbasis - nemlig

(~7' ••• /~ ). Omvendt gcelder, at er der givetbaser ·(e 1 , · · · ,e )-.. -n ,- -n-

og (~1'.".'£n)' s~Hedes at koordinattransfonnationsmatricen h~'"

rende til overgangen fra den ene til den anden basis er ortogo-

nal hhv. unitcer, og den ene af de to baser er ortonormal,sa vil

ogsa den anden basis varre ortonormal.

En matrix A E M (L) siges ,at vcere ortogonal-~kv,i.valent (for= . n s n

L = E), 'hhv. unit~r-~kviv~lent (for L ~t) med en matrix

~ E r1 . (L), dersom der findes en ortogonal hhv. unita!r matrix
n,n

g E Mn ,n (L) , saledes at ~ = ~4g-1 (= g4g' hhv. = ~4g*)· Det efter-
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vises let, at der herved er defineret en ~kvivalensrelation i

7 .1 • 8

M (L) .Af det foregaendefrerngar, at to matricer er ortogonal-n,n

~kvivalente hhv. unita:!r-cekvivalente, netop nar de h¢rer til de

samrne endombrfier af et n-dimensionalt vektorrum (V ,L·)med indre

prodult rn.h.t.forskellige valg af ortonormale baser. Heraffrem

tJ"!r i9Svrigtpany, at den betragtede relation er en ~kvivalens-

relation. Det bemCErkes, at ortogonal - hhv. unitCEr-~kvivalente

matric~r specielt er regul~r-cekvivalente.

To ikke-tomme delmcengder M
J

ogM2af et vektorrum (V,L)

rned indre, produkt sigesat va!re (indbyrdes) o~togonale, dersom

ehhver vektor i M1 er brtogonal til enhver ,ve~tor iM
2

; vi skri;..

ver da M1lM2• For enikke-tom delmamgdeM af V defineres MJ. som

m~ngden af vektor~r i V, der er ortogonale til samtlige vekto~er

i M; mamgden Ml kaldes for M's ortogonal. For ikke-tomme delmieng-

der M10g M2 er M1 1 M 2 .ensbetydende med M
1

~. M2
l0g med

M2 ~ M1
l• Det eftervises let, at Ml eret und.errum, atder g~lder

M ~ Mll(hvor Ml l star for ui.L).L}, og at M1 ~ M2 implicerer

.L l.
( M'2~. M1 • Det ,noteres, at ethvert underrum U, dannerdirekte sum

med sitortogonal U±.

For ethv~rt endeZig~dimensiondZt underrum U at V g~lder

U(B V1. = V.

Bevis. FordimU = 0 er der intet at vise. Antag derfor, at

dimU = p E 1N, og lad (~1' ••• ' ~r) vcere en ortonorma.lbasis for

V~For en vilkArlig vektor v E V s~tter vi
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(5 )

Vi har da pr(~) E U. Endvidere har vi for i = 1, •.. ,p

- (v-e )e ·c.- -p -p -1,

hvoraf f¢lger, atE- - pP(!l-) E V.i. Frernstillingen v = pr(!l-) + (!l--pr(E.»

er altsa enfremstillingaf v som sumaf en vektor fra Vag en

{ vektor fra vi. Heraf f¢lger, at V + UJ.. = V. Og da som tidligere

bemerrke t; ethvert underrum danner dLrekt e s~ rned sL t ortogonal I

f¢lger pAstanden. 0

Af s~tningen fremg~rj at· hvis U er et endelig-dimensionalt

underrum I sa er u.l bade ort.oqoria Lt og komp Lement.ear t til U. Er om-

vendt U og U1 underrum af V 'med U .1 U1 og U ~Ul = V, .sA g~lder

V1 ::::: V.i. Af U .1 V1 £¢lger nemlig v 1 5 v.i. Og fremstilles en vek

tor E. E v.i pA no~en v ::::: u+ ~1 med u E V og ~1 E v1 ' har vi bA-

( de !l- - !J:.1 ::::: ~ og !l- - !!-l .i !!-, og dermed u ::::: ~, altsA v = !!.] E U1;

dette viser, at v.i 5 V1• Vi har altsa: Til et underrum V af V fin-

des h.¢j st et under rum , som er bade ortogonalt og kornplementcert

til' U;findes et , rna dette vcere [/_1., sam da ogsa kaldes U' s o r toq o-:

n a l.e komp Lemen t. Et'hvert endelig-dimensional tunderrum .har et orto-

gonalt"komplement, hvorimod et uendel~g-dimensionaltunderrum ikke

n¢dvendigvis haret ortogonalt komplement.

Er U et underrum af V, og har V endelig dimension, sA. er if¢l-

'L~ ~
ge s~tningen.ovenfor bAde U og U ortogonalt komplement til U';
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der g~lder derforU = U~~. Heraf f¢lger, at der for enhver ikke

tom delmamgde M af V gcelder M1. = }111.1.1. {hvor M1.1.1. star for (M1.1.) 1.) •

Er U et und e rrum af V, og har U et ortognal t kompl emen t ,

kaldes projekt~onen af V pA u langs u~ 6gs! for ortogonalprojek-

tionen af V pA U. Af beviset for s~tningen ovenfor fremgAr, at hvis

U har endelig dimension, og (£l' ••• '~p) er en ortonormal basis for

V, sA er ortogonalprojektionen afV p~ U netop den ve~ (5) definere-

de afbildning pre (sml. i ¢vrigt (4) i beviset for ortonormalise-

-1 -1 '
ringsscetningen: Scettes e. = Ilv .11 v . , fas (u '+l-v.) (v .eV.) v. =

-J -J -J -r -J -J -J -J

(!!:.,r+l •!!..j) !!..j; scettes Uk = span{!!:.l'··· '~k}' er vektoreh !!..r+l a Lt.s a

bestemt som u l' s komporient; eft.er U L m .. h. t. frernstillingen. -r+ r

Ur $ Up 1. = Up +
1

o )

Bemozr-kni nq, I vekt.or r umrnet. afgeometriske vektoreri planen

hhv , rummet er "skalarproduktet" et indre p r oduk t , (Sml. i ¢vrigt

sid.e 1. 1 .5.)

Eksempel.Lad· (V,L) v~re·et vektorrum af dimension n E _me

( For enhver basis (~11 ••• '~n) defin~re~ da ved

-(x1_e
1·

+ .•.,+ x .e ). (y e 1 +.•. + Y e ) = x 1Yl' + •.• +' x yn-nn- n-n n n

et indre produkt i V. Basen (~11 •• ~T~n)bliver herved en ortonor~

mal basis. (8ml. i.¢vrigt eksemplerne side 7.1.4-7.1.6.)

EksempeL Mcengden af f¢lCJf;'r (x
n

) nEIN E LIN for hvilke rcekken
002 '. 1N
E Ix I er konvergent udg¢r et underrum af (L ,L), som betegnes

1'l=.1 n

t 2 (L ) . For at ~ndsedette bem~rkes, at derfor x,y E L g~lder
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og dermed

7.1.11

(7) 2 2 ' ,2 ' ,2 , 2
Ix+yl:J ,~ Ixl +Iy I +2lxy I, ,~ 2 (Ixl +Iy I ).

(

(

Af (7) sluttes, at vi for (xn)nElN E R.,2(L) og (Yn)nElN E 1 2(L)

har (x) ~n1+(Y') ElN = (x +y ) E'lN E R.,2' (L); endvidere har vi opl.aqt;
nrivu» Inn' 'n nrn

A(x n)nE1N =( AXn ) nE1N E t 2 (L) forA E L og (x n) nE1N E t 2(L} 0 Heraf

fremgAr, att2(LJer et underrum. I t 2 (L} defineres et indre pro

dukt ved

00

(X n ) nEiN°(Yn} nE1N= Lxnyn,
n=l

00

idet man bemarrke.r , at r~kken LX y er absolut ',konv'ergent,if~lg'e,

1 n·nn=
(6) •

Eks empe Z. I vektorrummet af e Ll,e reelle e l Ler komplekse kon-

tinuerte funktioner pa et interval [a,b] defineres ved

b
<POW = J q>(t}1jJ(t)dt

a

et indre produktkaldetdet scedvanlige indre produkt.
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7 .1 • NORM.

Ved en norm i et vektorrum (V,L) forstAs en afbildning

V t-+ IL£II af V indi .ll?+U{O} med f¢lgende egenskaber:

(a) V li,E- E V : Ilu + v II < Ilu II + Ilv II.

(b) V A E L V v E V : II AV II :::r I AI ll vll ..

(e) V v E V v * 0 => IIv II > o .- -

7 • 2 . 1

(
Setingelsen(a) kaldes trekantsuZigheden. Etvektorrum, somer

forsynet med en norm, kaldes et normeret vektoprum.

S~ttes A = ~1 i (b) fAs, at der for aIle v E V g~lder

II-E.II= 1IE-II.Sa!ttes A = 0 i (b)fas II~II= o.

Det eftervises let, at et normeretvektorrum bliver et me-

trisk rumvedafstandsfunktionen' dist(~,~) = 11!i-E.II.

Lad herefter (V ,'L) VCEre et vektorrum med indre p rodukt. Vi

skal vise, at der da ved

v --.. II vii, = VE. •E.-

defineresen norm i (V,L); denne norm siges at vcere udsprunget

af det indre· produkt. Vi har allerede tidlig~reovervejetrat

11£11 = 0, og at (blog (c) e r opfyldt, (sml. side7.1.2). For at

eftervise, (a), viser vi f¢rst Cauchy-Schwara's ulighed:For al~e

(1 ) I.?t •E. I < VY:..· Y:. VE- •E.- •
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Bevis. Fqr ~ = ~ er uiigheden ¢jensynlig opfyldt, endda

med lighedstesrn- Arrt.aq derfor, at Y:.. * ~. For a l.Le A E L g~lder

, nu

Inds~ttes specielt ~ = fas

(
altsa

lu·vl 2

u·u u·u
lu-vl 2

+ v-v> 0,

(3) 1
u~u

(- .I~·E.I 2 + (~ · If) (E..E.}) > 0,

(

hvoraf det ~nskede fremgar. 0

Det noteres, at der gffilder li~hedstegni (1) I hvis og kun

hvis sCEttet' (lit~) .e.r linecert a'fllcengigt. Er nemlig scettet line

~rt afhreng~gt, sesved inds~ttelse,af u = ~£eller ~ = ~~, at

, lighedstegnet g~lder. Gcelder omvendt lighedstegnet, sA har vi

enten u = £, eller (~~+~). (A~+~) = 0, altsa A~+£ = £, med den

anf¢rte vcerdi af A; .i begge tilfcelde er scettet .Laneeer t; afhcengigt.

Vi kan nu eftervise- betingelsen (a) ovenfor. Vi har

2
(~+~) ., (.?!.+£)1I1i+£11 =

:= u-u + u·'V'+ v-u + VeV

= u-u + 2 Re(~ - .!~) + v-v

< u-u ~ 21~·~1 + v-v

< uou + 2 V!:!:... Y:.. 'IE. eE. + v-v

('Iy:'ey" + 2= 'IE- -2.)
o .

-' (Ilii II + II ~II ) (J ,
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hvor vde'r ved den sidste vurdering er benyttet Cauchy-Bc hwaxz' s

ulighed. Heraf f¢lger (a). Det noteres, at detsidste uligheds-

tegp som ovenforbemcerket eret lighedstegn, hvis og kun hvis

s~ttet (~/~) erline~rt afh~ngigt. Er dette opfyldt, har vi en-

ten ~ = ~£ eller £ = ~~ for en skalar ~E L. Antages, at ~ =~£,

tingelse f()r, at ogsli det f¢rste ulighedstegn er et lighedstegn,

fAr. viderfor, at der enten g~lder £ = ~ = ~j eller Re(~) = I~l,

altsal..l reel og ikke-negativ. Dette kanialt sammenfattes i f¢l-

gende: Lighedstegriet gcelderi (a), hvis og kun hvis denene af

de to vektorer fremgar af den andenved multiplikation med en reel

ikke-negativskalar. (Det anf¢res,at for en norm,som ikke udsprin-

ger afet indre produkt, kan dergodt g~ldelighedstegn i(a.)uden

at betingelsen er opfyldt.)

For to vilkarlige vektorery:' og v i etvektorrum med indre

produkt g~lder Pythagoras'ss~tning:

u l v ... 11.!i1l
2 + 11E.11 2

= 1I.!i + .£11 2
•

Dette frerngar af, at II ~+£ 11
2

== (~+.Q). (~+R) = E.. •.!i + u·.Q + .Q.~ + R00£ =

1I.!i1l 2 + 11£11 2 + u.v + £'¥.. Heraf ses tillige, at for L == 1R gcelder

ogS.3. det omvendte. Ved induktion His, at er (0£1".' ,Rp)etorto'"

gonalt s~t,sA g~lder

II v 1 + .•.+ v 11 2 = II v, 11 2 + ...+ IIv 11 2•-p -J. -p
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(

(

Lad (V,L) v~re et vektorrum med indre produkt, lad U v~re

et underrum af V, sam har et ortogonalt komplement, og lad pp

betegne ortogonAlprojektionen af V pA U. Det pAstAs da, at der

for enhvervektor v E V og enhver vektor u E U'{pr(£)} g~lder

IIE..-pr (~)II <' II~-!ill;

ortogonalprojektionen af v kan altsA karakteriseres som den

vektor i V, derharmindst afstand fra v. Der g~lder nemlig

, . J..
v - pP(E.) E U , og p r (E-) - '!:!:.. E U I og dermed v - pp (~) .Lpl') (~) - U'.

'Ved brug af Pythagoras's~tninggiver dette

'2 2
II.£-lill = II (E--pr(.£» + (pr{E-) -.~)II

= IIE.-pr(~'>112 + IIvr (~) _~112,

hvoraf pastanden fremgar. Endvidere g~lder for enhver vektor

v E V

og

Ilpr(£)11 =,11.£11 # V EV.

Idet pr(£) ~ £-pr(£), fAr 'vi nemlig ved brugaf Pythagoras'

scetning

II~ Ii 2 = II p r (~) + (1!.... p» (~) ) II 2

2 2
= II p r (2.) II

J + II~-pr(~) II ,

hvorafpastandene f¢lger.
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Vi anf¢rer til sidst, at man i et reelt vektorrum (V,m)

rned indre produkt kan definere en vinkel e, hvor 0 < e < TI,

mellem to fra 0 forskellige vektorer u og v ved

e =

(
\

(

af Cauchy-Schwarz's ulighed f¢lger, at e er veldefineret.

BemCEr7<.ning. I vektorrummet af geometriske vektorer i rummet

er afbildningen ~ Ho· I~ I en norm , Idet I~I = VE..: £, udspringer

denne norm af skalarproduktet. (8ml. i ¢vrigt side 1 .1 .5.)

EksempeZ. I (Ln,L) defineres normer ved

(x 1 ' .. '- I x ) H- II (x 1 ' o .•
• 1 X n ) III = Ixll + •.. + Ix I ,,2 n

(Xl' 8':1.: ) II ( ~:c 1 !J' ~ tp
_,:1,; )11

2
2 2 1\)... Ht = ( 1ix 11 + ••• + 1x I,) ~ ,

n n .oJ n

'<. ' .. . • I X ) t-+ II (x 1 If .. ~.,X )11 = max{ Ixli , . •• I I x I} .
n n co 1'7.

Af den f¢rste ogden sidste af disse afbildningerfaktisk er

normer· indses let. Den anden udspringer af det s~dvanlige indre

produkt, og er derfor ogs~ en norm4

Herefter er det klart, at der i et vilkarligt vektorrum

(V,L) af dimension n E m efter valg af basis (e1, ••• ,e) d~fi~- -n

neres normer ved

x ~-)o II~ 111 = 11 (x.1 ' _0 .. ,xn ) III

x t-+ II iE_I 12 - II (a~ .~ , e .. • , x ) 11
2J. n J



MAT 101

1.lxll. = II (xl'··.,x )11 ,
- 00 n 00

hvor x = Xl~l +•.. + x en-n

'lP .... 11<p11 =. . 00

,(
\\
'<.

EksempeZ.I vek t.ozrumme t; af aIle reelle eller kornplekse

kontinuerte funktioner pOa etinterval [a,b] defineres normer

ved

b'
(fJ .... II <.P 111 = J Iq>(t) Idt,

a
b

12dt)~,(j) t-+ II tP 112
= (J Iq>(t)

a

sup IlP(t) I.
tE[a,b]

Af den f¢rste ogden sidste afbildning faktisk er normer ind-

ses let. Den anden udaprLnqer af et tidligere defineret indre

produkt (8ml. side 7.1.11}, og er derfor Og8! en norm.
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1,Ixii = II (Xl'··.,X )11 ,
-00 n 00

hvor x = Xl~J -f:- ••• + x en-n

(

EksempeZ.r vektorrununet af aIle reelleeller komplekse

kontinuerte funktioner pA"et interval [a,b] defineres normer

ved

b'
q> ... , II(pIll = J I(j)(t) Idt,

a
b

12dt\~lP .... IllP112 = (J \(j)(t) ) ,
a

'q) .... ,II (pI ~ = sup I q> (t) I •
tE[a,b]

Af denf¢rste ogden sidste afbildning faktisk er normer ind-

ses let. Den anden udsprLnqer af et tidligere defineret indre

produk t. (sml., s i.de 7.1.11) ,og er derfor og'sa en norm.
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7.3. ADJUNGERET AFBILDNINGg

7.3.1

Lad over~lt i det f¢lgende (V,L) v~re et vektorrum med

indre produkt; af d Lmens i.on n E ..llV.. Vi skal vise:

Fo r enh oe r en do mor fi. f af i/ f'indes en og ku n en afbi ld-

ning f*.: V -i' V·med

lifE- E V,

( og denne afbildning f* er en en~omorfi af V.

Afbildningen f* kaldes den til f adJungerede afbiZdning.

Beviso F¢rst vises entydighedenG Antag, at bAde f 1* og

f * opfylder {1}. For enhver vektor v E V har vi da ~·fl'*(~) =
2

Y:. -f2* (~) ,altsa !±- v> (.~) ~-'f 2* (~)) :::: 0, for aile vektorer u E V,

hvoraf f¢lger, at 1
1

* (£ ) = f
2
* <v s Der g~lder derfor·f1* = f 2*

For at vise eksistensen"v~lges en ortonormal basis (e 1, , ••• ,e)
-' -1'1

for v. ~Vi s~tter da

n

f*{£} = oI (E*f(£i))£i
"7.,.=1

for v E V. Det er let at se, at den herved definerede afbild-

n i.nq f*: V ..~ V er Li.n eear . End.~.Jid.ere g~lder for !:i = 'u'
l

£1 +_ •• +uen-n

n
...- U. to I

i=2

=
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n
= (.L "cf (f!.i >> .E.

1..-=1

hvormed er vist, at f* opfylder (1). 0

7.3.2

Ladf vcere en endomorfi o:f V.,og tad A vcere den ti i L

'f hor ende matrix mih , t. en or t on orma l: basis. (!!..1' ••• ' £nJ. Ti L

den adi unqenede .afbi l.dningf* ho r e» .daden adjunge »e de matrix.

A* m, h. t . b aBe n (£ 1 ' • • • '!!..n l ,

Bevis. Af det givne f¢lger, at

vendelse af dette og af (2) fas .

a ..
't-J

= f·· (.e .). • e. .Ved an.-J -1"

f* (e.) =
-J

n
\' (e ... f (e .) ) e •

• L -J -1.--1.
t-=1

n

= .L (f(£{> ·£J·).~i
1,,=1

n
= \' a' ... e .

• L .. J t--~
~=1.

hvoraf pAstanden -fremgAr. 0

Lad f v~re en endomorfi ~f V., og lad U V(Ere et vedf

invariant underrum af V. Det ortogonale kompZement U~ er da

invariant ved den ~adjungerede afbildning f*.

Bevis. Da f(~) E V forenhver vektor u E V, har ~i

f(~)·£'= 0, og dermed ~~f*(£)= 0, for aile u E U og aIle

v € Vi. Heraf f~lger, at f*(E.> € Vi for alleE,€ Vi, hvormed

f*(U1.) c Vi. 0
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Idet vi betegner (f*)* med f** g~lder

f** = f·

For dannelse af adjungeret afbildning g~lder endvidere

(f+g)* :::: f* + g*,

(Af)* = A'f* ,

(gof)* - f'* 0 g* ,

(fn)* = (f*) n , n E IN,

e* - e,

(f-1)* == (f*)-l,

0* = 0,

7 .3 • 3

hvor e er den ident~ske afbildning af V, og 0 er nulafbild

ningen af V; i den n~stsidste pastand er indeholdt, at den

adjungerede til en bijektiv endomorfi igen er bijektiv. 

Beviserne, som overlades til l~seren, kan enten f¢res pA grund

lag a f selve defini t.Lorien af ad j ungeret afbildning, eller ved

( benyttelse af,at der til adjungeret afbildning h¢rer adjunge

ret matrix rn.h.te en valgt ortonorrnal basis.
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7.4 .. DUALITET.

7.4.1

(

(

Vi skal kort g¢re rede for hvorledes begreberne orto

gonalitet, adjungeret e fb i.Ldni.nq m .. v, kanindordnes under et

dualitetssynspunkt.

Det ses umiddelbart, at et reel t vektorrum (V, lR) rned

indre produkt er i duali t.e t medsig selvved afbildningen

(~,v) H <~,v> = u·v. To v~ktorer er ortogonale, hv{s og kun

hvis de annihilerer hinanden, og for enhver ikke-tom delm~ngde

M af-V gcelder M.l. = MO. Resultaterne omortogonal er derfor inde

holdti resultaterne om annihilator. En basis er ortonorrnal,

hvis og kun hvis den har sig selv til dual basis.

Den adjungerede f* til en endomorfi f~af et endelig-dimen

sionalt reelt vektorrum (V,lR) med indreprodukt er identisk med

den duale afbildning i' .Imvhv t, de duale par V,V og V,V) 0 At der

til adjungeret a fbd l.dnLnq ,h¢rer _adjungeret matrix er indeholdt i,

at der til dual afbildnin~ h¢rer transponeret matrix. S~tningen

om, at det ortogonale komplement til etved f invariartt underrum

er invariant ved f* er indeholdt i den tilsvarendes~tningom

dual afbildning. Reglerne for dannelse af adjungeret afbildning

er indeholdt i de tilsvarende regler for d anneLse vaf dual afbild

ninglt

Af scetningen om naturlig Lsomor.fL f¢lger I atder for enhver

linearform 'F;. pa et endelig....dimensionalt reelt vektorrum (v,m)

med indre produkt fLnde s netop een vektor u E V, saledes at

t;,(E.>. = »<u for aile v E V.,
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For et k.omp Le.ks t; ve k t.o r r urn (~t 1 t~) med indre produkt er

afbildningen (~,~) ~ U~V ikke en Lilinearform pA VxV, idet

u » AV = X~n~~; vekt.or r urnme t; er derfo r ikke i dualitet med sig

selv pa s amme mad e s om i det reelle t.Ll.fzeLd.e fJ En duali tet t sam

er n~rt forbundet med det indre produkt, kan fAs ved begrebet

konjugering~ Ved en konjugering i et komplekst vektorrum (V,f)

forstas en afbildning k: V ~ V med £¢lgende egenskaber:

v v E V k 2 (v) = v-
V' l!: s J!. E V" k (~_'+.£) = k(u)+k(v)- -
V i\ E c V 1) E V : k ( A!:~) = Xk (E)---

Bem~rk, at den f¢rste betingelse sikrer, at k er bijektiv. Et-

hvert kornpLeks t. vekto r rum har J.conjugeringer .. For endelig-dimen-

sionale vektorrum (V,C) kan dette indses p& f¢lgende mAde~Lad

V 1 e 1 .+ ~ • ~·t v e l~ k ( () 7 e ~ + ... It + V e) =
~- n-n ~-l n-n

er da en konjugering i V.

V en-n

l

Lad herefter k v~re en konjugering i et komplekstvektor~

r um ('V, rc) rued Lndr e p r odukt. ~ '\l~:?!l<to]:-rummet er da i duali tetmed

~,£ EVer ortogonale, hvis og kun hvis u og k(~) - ogjeller

2 og k(~) - annihilerer hinanden~ For en ikke-tom delm~ngde M

g.:elder M.l - (k(M)) 0. Resultaterne om ortogonal er derfor ikke

umiddelbart indeholdt i de tilsvarende resultater om annihilator 0
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En basis (~l' ••• '~n) er ortonormal, hvis og kun hvis den

har tk (£'1) , · •. ,k (.§.n)) SO~ dual basis.

Relationen f(~) •E. = H:- f* (£), som karakteriserer adjun

geret a fb Ll.dn.i.nq, garoveri relationen <f (!:i:) , k (E.) > =

<y;',k(f*(E..)}>, alts~ <f(~~),£> = <!!:., 7«f*(k(,£)», hvozaf frern

gar, at I' = kof*o k og f* = kof'o k ,
I

Af s~tningen om naturlig isomorfi f~lger direkte, at

der for enhver linearform ~ pA et endelig-dimensionalt vektor-

r\lI11 (V, fC)med indre produkt findes netop een vektor !!.1 E V I

sAledes at ~(£) ~ £.k(~l) for aIle v E· Vo s~ttes u =k(~l)

fAs som idet reelle tilf~lde, at der findes netop een vektor

u E V, saledesat ~ (2.) = v It u for a Ll.e ~V EV.
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7.5. NORMALE AFBILDNINGER.

7. 5 . 1

(

Lad overalt i det f¢lgenc1e tv, L) var-e et vektorrum med

indre produkt afdimension n E EV.

En· endornorfi f af V siges at v~re normal, dersom

f*of = f·f*·

Er ~ den til fh¢rende matrix m.h.t~ en ortonormal basis,

konuner dette ud pa, at ~ *~ = ~4 *._ (En matrix med denne egenskab

kaldes en normal matpix.)

I den fplgende scetning opsummeresegenskaber ved'normale

endornorfier:

Iiad f va»e en no rmal: endomorf i. af V. Da qosl.der:

(1)· f* 'er normal.

( (3) Xfi. er invariant 'Oed bade f og f*; afbitdningen

f* : xfJ.. -+ xfJ.. er den adjungerede tilafbil.dningen

~ . ~ ~ i
f: X f -+ X f oJ og f: Xf -+ "r er normal.

(4) ForaZZe A E L er f+X~ nopmal~
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(

Bevis. PAstanden (1)f¢lger af, at f** = f. For at

vise (2) bemeerkes , at vi for a Ll.e !!;.' E. E V,har

s~ttes heri u = £1 f¢lger (2). If¢lge en tidligere s~tning

(side 7.3.2) er Kflo invariant ved f* og Kf*lo invariant ved

f**;idet f** = I, fas heraf den f¢rste pastand i (3) ved brug

a£ (2). De to sidste pAstande i (3) f¢lger a£ den f¢rste. Af

tidligere anf¢rte regler fordannelse af adjungeret afbildning

fremgar I at der for A EL gcelder (f+Xe) * = f*+Ae. Ved brugheraf

fas

(f+Ae)*. (f+Xe) = f*of + 1:f+ Xf* +A:\e

og

(f+Ae) 0 (f+Xe) * ,= fof*+ Af* + Af- + AAe,

hvoraf (4) fremgar. Pastand'en (5) f¢lger .af (2 log (4). Lad en-

( delig £1 og £2 v~re vektorer medf1£1) = ~1~1 ~g f1£2) = A2!2"

Ved brug af (5) fAs da

For ~1 * A2 f¢lger heraf, at !:!.1· E.2= o. Heraf fas (6). []

Vi skalherefter vise f¢lgende hovedscetning:

l
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En endomorfi f af et unit~rt vektorrum (V,t) af dimen-

sion n E m sr normaZ, hvis og kun hvis dep findes en ortonor-

mal b ae i e for V b e e t aend e af e qe nv elcti or e» foT' f.

Bevi8~ Antag .f¢rst, at der findes en basis af den omtalte

art. Den til f h¢rende mat.rLx 4m. h. t. en sadan basis er da en

diagonalmatrix. Idet to vilkArlige diagonalmatricer er ombytte-

lige, grelder derfor A*A = AA*. Men heraf f(t>lger, at f er normal.

\. Det omvendte vises ved induktion efter n , For n == 1 erder intet

at vise. Lad derefter f v~re en normal endomorfi af et n-dimen

sionaltunitcert vektorrum (V,t), hvor n ~2, og antag, atpastan

den gcelder for." aIle dimensionstal <n-l. Da V..>;:-er et komplekst

vektorrum, har f mindst en egenvrerdi; lad A v~re en sAdan. Er.

K
f
- Ae = V, har enhver ortonormal basis for V den ¢nskede egen

skab. Ellers fremgar af (4), at f-Ae er normal, og af (3) frem-

gar, at Kf_Ae.ler invariant ved f"""Ae og at f-Ae: K!'_AeJ. ... Kf...,'
, • .L l.

ernormal.Af {4} fremgar derefter, at f· K
f- Ae ... K

f- Ae er

t normal. Idet dim Kf-Ae.l = n-dim K
f- A ~ n-l~ qiverinduktions

antagelsen, at der findes en ortonormal basis for X
f

- Ae.!. besta-

ende af eqerrvekcoxer for f. Sammenstykkes dennebasis med en

ortonormal basis for Xf-Ae' fas ialt en basis for V af den ~nske

de art. []

En basis af den i scetningen omtalte art er det samme som

en ortonormal basis m, h. t. hvilken den til f h¢rende matri-x er

en diagonalmatrix. Vi har derfor:
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(

(

(
'~-

En matrix A EM .(t) ep unit(EP-.~kvivalent med en
= n.J n

diagonaZmatrix~ hvis 0(1 kun hvis den er nopmaZ, dvs. ~*~ = A~·.

Det anf¢res, at en normal endornorfiaf et euklidisk

vektorrum ikke n¢dvendigvis har egenv~rdier.
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7.6. SELVADJUNGEREDE AFBILDNINGER.

7 .6 • 1

Ladi det f¢lgende (V,L) v~re et vektorrum med indre

produktaf dimension n E IN.

En endomorfi f afV siges at v~re selvadjungeret, dersom

f* = fa

Er ~ den til f h¢rende matrix m.h.t. en ortonormal basis, kom

mer dette ud pa, at 4* = ~, al tsa at A er symmetrisk (for L=lR)

hhv.Hermite'sk (for L=C). Det er klart, at hvis f er selvad-

jungeret, sa er f normal.

Vi skal vise:

En endomorfi f af eti unitrert vektorrum (V~C) af dimension,

n E m er seZvadjungeret, hvis ogkun hvis der findes en orto-

normal basis for V bestdende af egenvektorer for f og alle egen-

v~rdier er reeZZe.

Bevis. Antag f¢rst, at der findes en basis af den orntalte

art. Den til f h¢rende mat r i,x A m.Ii . t .en sadan basis er da en

diagonalmatrix med reelle diagonalelementer. Der g~lder derfo.r

A* = ~, hvoraf f¢lger, at f er selvadjungeret. Antag omvendt,

at fer selvadjungeret. Da er f specielt normal, og d er findes

derfor en ortonormal basis bestaende af egenvektorer (sml. side

7.5.2). Den til f h¢rende mat.rix:4 mchv t , en s adan basis er en

diagonalmatrix. Og da f er selvadjungeret, g~lderA*= A. Men
:::: =:

sA er ~'s diagonalelementer, altsA egenv~rdierne, reelle. []
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Scetningen kan formuleressom en scetning om matricer:

En matrix·A E M (C) er unitrer-~kviva~ent med en reel:;'. n., n

diagonalmatrix, hvis og kun hvis den er Hepmite'sk, dt's.

A* = A.
=

Som en konsekvensheraf har vi:

De kapakteristiske r¢dderog koefficienterne i det karak-

( teristiske poZynomium for en Hermite'sk matrix epreelle.

Vi skal dern~st vise:

En endomorfi faf e teuk l i di.e k vek t or rum (V, JR) afdimen

sion nE IN er e e Z.vadjungeret,hvis og kunhvis 'depfindes en

optonor~aZ basis for Vbestdende af egenvektorep fo~ f.

Bevis. Antag f¢rst, at der findes en basis afden omtal....

.te art. Den til f h¢rende raat.rLx A m, h. t. en sadan basis er da

en (reel) diagon~lmatrix. Der g~lder derfor~~~' (= ~*), hvor-

( af f¢lger, at f er selvadjungeret. Det omvendte vises ved induk'"

tion efter n , For n = 1 er der intetat vf.sei Lad derefter f ViEre

en selvadjungeret endornorfi af et n'-dimel1sionalteuklidisk vek'"

torrum, hvor n .> 2,og antag, at pastal1den g~lder for alle dimen-

sionstal ~ n-1A Den til fh¢rende matrix~. m.h.t. en (vilkArlig)

ortonormalbasis er en ,reel symmetrisk matrix. Den er darfor

ogsa Hermite 1 s k . If¢lgeden sidste af s~tningerne ovenfor er da
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aIle ~IS karakteristiske r¢dder reelle; afbildningen f har

derfor mi~st en egenv~rdi A. For K
f
- l e = V har enhver orto

normal basis for V den ¢nskede egenskab. Ellers bemcerkes, at

K
f
- Ae

L if¢lge en tidligere s~tning er invariant ved (f-Ae)*,

(sml. side 7.3.2). Idet (f-Ae}*= f*-Xe* = f-le, er Kf_~eL

altsa invariant ved f-Ae, og dermedogsa vedf. Daf* = fi

f¢lger, at f: K
f_ Ae

L ~ K
f_ Ae

L er selv~jungeret; thi~r U et

underrum, som er invariant ved en endomorfi g og dens adjunge-

rede g*, saer g*: U -..U den adjungeredetil g: U ... U. If¢lge

induktionsantagelsen findes nu en ortonormal basis for K
f

_Ae
L

bestaende .af egenvektorer for f- Sanunenstykkes.en.sadan basis

moo en Vilkarlig ortonormal basis for Kf_Ae,fas ialt en orto

normal basis for V bestaendeaf egenvektorer. []

S~tningen kan formuleres som en s~tning om matricer:

En matrix AE M (JRI er o r toq onal.r-ek.u i o al.ent: med en= n,11,

t diagonaZmatrix~ hvis og kun hvis den er symmetrisk, dvs.

At = A.

l
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7.7. ORTOGONALE OG UNITfREAFBILDNINGER.

7.7.1

(

Lad i det f¢lgende (V,L) v~re et vektorrum med indre

produkt af dimension n E 1N.

En endomorfif af V siges at v~re ortogonal (for L=m)

hhv. unit~r (for L=C) I dersom den er bijektiv og

f* = r.
Er 4 den til f h¢rende matrix m.h.t. en ortonormal basis, kom

-1mer dette ud pa, at ~ * = ~ ,. al tsa at ~. er en ortogonal hhv ,

unit~r matrix. Det er klart, athvis f er ortogonalhhv. unit~r,

osa er f normal.

For en endomorfi f af V er f¢lgende tre betingelser

ensbetydende:

(1) f er ortogonaZ hhv. unit~r~

(2) f er indreproduktbe~arende, dvs. f(~)·f(£) = u·v for

aZZe vektorer ~3~E v.

(3) f e r novmb e v arende , Cl1)S. Ilf(~)1I = ll v l l for a l l:e v ek.t o re r

V E v.

Bevis. Antag, at (1) er opfyldt. For aile ~,£ € V har

-1
vi da f(~) -1(:£) = !!..flf*(f(~)) = !:i-f (f(Y-») =!:!..l!.; der g~lder

altsa (1).:::> (2). AntagdernCEst, at (2)er opfyldt. For alle
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vektorer v E V har vi da 11[(.£)11 = vf(E..)·f~E..) = VE..·E.. = 11£11;

vi haraltsA (2) - (3). Antag endelig, at (3) er opfyldt. For

al Le litE. E;V grelder da Ilf(!i)-f(~)II= Ilf(~-E)1I = 1I~-E.II, og

dermed dist(f(~),f(E..)) = dist{~,E.). Afbildningen f er altsa

afstandsbevarende, ogdermed injektiv; den er derfor ogsa sur-

jektiv, altsA bijektiv. Endvidere har vi for vilkArlige vektorer

II f (y,+E.) II 2 = f (y.+£,) • f (~fE.)

-- (f(~) + j-(E..))" (f(~) + f(E..»)

= f(~) ~f(~) + f(~)·f(£) + f(£)·f{~) + f(£)·f(£)

= lIf(~'>112 + f(y,)·f(E.) + f(£,)-f,(u) + IIf(£,>l1 2

og

= IIY.lI 2 + u r t) + E..!i + 11.01 2

( Ved benyttelse af det givne f¢lg'er heraf

(4) Y;.,V E V.

Det pastas, at (4) implicerer

(5) UtE.. E V.

For L = mer dette oplagt. For L= C giver (4) direkte, at

Re(f(~)·f(£)) = Re(~.£). Erstattes i (4) vektoren v med i£t

fas
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vektorer v E V har vi. cla 11[(£)11 = vf(£) ·f(v) == VE-·E.. = 11£11;

vihar altsA (2) - (3). Antag endelig, at (3) er opfyldt. For

al Le Y:"E. EV gceld.er dallf(!i)-f(1:~)11 = IIf(~-E.)11 = II~-£II, og

dermeddist (f~ (~) , f (E.) == dist (~,~). Afbildni!lgen f er altsa

afstandsbevarende, og dermed injektiv; dener derfor ogs! sur-

jektiv, alts! bijektiv. Endvidere har vi for vilkArlige vektorer

U,E. E V

II f (g+.£) II 2 = f (Y:,+E..) "f (u+E..)

= (!(Y..) + f{E.»· (f(y-) + f(~)

= f '-~) · f (~) -I- f (~). f (E) + f (~) · f (~) + f(E.) • f (£)

- II f ( u) II 2 + f (Y:,) "f (E..) + f (E..) "I(!±} + II f (E..) II 2

og

= 1I!±11
2

+ Y:," E.. + E.."!::f.. + 11E)1
2

Ved benyttelse af det givne f¢lger heraf

(4) 3f:.,v E V.

Oet pAstAs ,at (4) implicerer

. (5) U',E.. E V.

For L = 1R er dette oplagt. ForL= C giver (4) direkte, at

Re(f(~}·f(£) = Re{~.£). Erstattes i (4) vektoren v med i!I

fils
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vektorer t' E V har 'vi da 11[(£)11 = V!(!) -,f(£) == VF:E.. = 11.£11;

vihar altsA (2) • (3). Antag endelig, at (3) er opfyldt. For

aIle J:£'E.. E, V gffilder da II f(~) -f(E.)II= II f(~-E.)II = 11.!i-E.II, og

dermeddist (f (~) , f (£)) = dist (!it ~). Afbildningen fer al tsa

afstandsbevarende, og dermed injektiv; den er derforogsa sur-

jektiv, altsA bijektiv~ Endvidere harvi for vilkArlige vektorer

!:i'l!. E V

( f (u+v)· f (u+v)
~- ---..-...

og

= ( f (~) + f (2-) ) 0 (j~ (11:) + f( 1)) )

= f(~) ·f(~) + f(~) ·f{£} + !{£} ·f{~) + f(£)·f{£}
2 2= Ilf(~)1I +, f(~) "f(E..) + f<E..) -f('!i) +llf(.£)11

= 11~12 + U°E. + E..0!.i + 111:11 2

, .

~ Ved benyttelse af det givne f¢lger heraf

(4) .!!, t' E V.

Det pAstAs, at (4) implicerer

(5)

For L = m er dette oplagt~ For L= C giver (4) direkte,at

Re(f(1i) ·f(E.) = Re(~ • .:~) .. Erstattes i (4) vektoren v med iE-I

fas
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Heraf f¢lger, at

hvoraf videre f¢lger, at Im(f(u) -fCE.)) = Im(!3-..·E). Ogsa for

L = t gi21der altsa (5)., Af (5) .fe Lqer nu, at der for alle

-1 . -1 -1
u, v E V gcelder f (u) II f (f (v)) = u » f (v), al tsa f (u) • v = u:» f (v).
-...- ---. - -- -' -'- - .-

o· .' -1Heraf fremgar, at f* = f , hvormed er vist, at (3). (1). []

Vi skal derefter vise:

En endomorfi f af et unitCEY't vektoprum(V-,C) af dimen-

sian n £ m er unitCEP-, hvis og kun hvisder findes en ortonormal

basis for V bestdende af egEnvektorer forf og alle egenvCErdier

har absoZut vCErdi 1.

Bevis~ Antag f¢rst, at der findes en basis af den'omtalte

art. Den til f h¢rendematrix~: mshv t , en sadan basis er da en

( diagonalmatrix, hvori aIle diagonalelementer har absolut v~rdi

-1
1. DergiElder derfor ~!* = f, og dermed ~* =:1 ' hvoraf f¢lger,

at f er unit~r. Antag omvendt, at f er unit~r. Da er f specielt

normal, ogderfindes derfor en ortonormal basis bestAende af

egenvektorer, (sml. side 7.5\)2). Og da f er normbevarende (sml.

side '7.7 ~ 1) I rna der for enhver egenvcerdi AOg tilh¢rende egen-
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vekto:r: v gcelde 11.£11 = II f(~)11 = II AV II = 'A I 11 ~II, hvorrned

I AI = 1. []

Idet en diagonalmatrix, hvori allediagonalelementer

har absolut vrerdi 1, er det samme somen unit~r diagonalma-

trix, giver den foregaende s~tning f¢lgendescetning om ma-

tricer:

En matrix A E M (CJ.er unit~r-~kviva~ent med en unit~r
= n"n

-1
diagonaZmatrix,hvis og kun hvis den er unit~r~ dvs. A* = 4 .

Vi skal derncest betragte enortogonal endomorfi f af et

euklidiskvektorrum ('V, m) af dimension n E:lN. Da den til f

h¢rende'matrix mvh , t. en ortonormal basis er o rcoqona.l, og

da determinanten af en ortogonal matri~ sr 1 eller -1, (sml.

side 5~2.4), har f determinanten 1 eller -1, (8ml. ¢v. 5.10).

HVis detf = ,1, siges f at veer e ege:ntZigortogonaZf oghvis

detf = -1, siges f at vcer~ ue q en i: Z'igortogonal. Der g~lder nu e

Lad f v~re en optogonaZ endomorfi af et eukZidisk vekto~-

r-um (V.,1R) af,dimension n EIN. De en ee i:e tal" .eom Jcan vcere ,ege_n

v~pdier for f, erl og -1. Hvis f ep egentZig ortogonal~ og n

er,uZige, er 1 eaenverd-i , Hoi:e f er ue q en t l i q or t oq on a l , el1 -1

e qerivomdi , I a l.l:e t'ilfreZde qoil.de» em.' =rml og em(-lJ = rm(-lJ.

Bevis. Da f er normbevarende, (sml. side 7.7.1), har vi

ll v l l ~ Ilf(E)11 = IIAE." = IAI 11.£1' for enhver egenvcerdi -A og tilh~rende
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egenvektor :Q., hvoraf den f¢rste pustand fremgar. Lad derefter

A vcere den til f h¢rende matrix m.h.tD en ortonormal basis.

Da 4 er ortogonal~ kan den opfattes som en unit~r rnatrix~

if¢lge den foregAende s~tning har derfor aIle ~'s karakteristi

ske r¢dder absolut vcerdi 1. F¢1.gelig g~lder(la. = 1 for enhver

ikke-reel karakteristisk rod a. Og da det karakteristiske poly-

namium for ~ har lutter reelle koefficienter, sluttes, at hvis

a er enikke-reel karakteristisk rod, sAer ogsA ~ en karakteri-

stisk rod. Ialt f¢lger heraf, at antallet af ikke-reelle karakte-

ristiske r¢dder, regnet med multiplicitet,er lige, ag at produk-

tet af dem er 1. Da produktet af samtlige karakteristiske r¢dder,

regnet med mul.t.LpLd.cLt.e t , er lig meddet4, al\tsa 1 eller "';'lefter

sam f er egentlig eller uegentlig ortogonal, sluttes, at hvis f

er egentlig ortogona~, s~ er rrn(-l) 1ige, og hvis fer' uegentlig

ortogonal, sA er ~m(-l) ulige~ Heraf f¢lger s~tningens anden og

tredie pAstand. Antag endelig, at eml ~ 1 og em{-l) ~ 1. Det er

klart, at f(Kl~K_l) = Kl~K_l·. Ved benyttelse af, at f erindre

( produkt beva.rende, sluttes heraf, at der ogsA g~lder f«Kl~K_l)1.) ::;

(X /fJK_
1

) 1.. V.:elges derfor en basis for hvert af underrummene Xl'

1.K_
1

og( K lEBK_
1

) , fas ved sarranenstykning en basis for V I og dell

til f h¢rende matrix ~.h.t~ en sAdan basis fAr formen

(~ 0 ~.
A - 1 0 -E ~:=

\~ 0 B ;)

hvor fer den til f : K] -.. Xl' -E den til f: K_
1

.... K_
1,

og ~. dell

. 1. . . J..
ti.lf' : (K

1<BK_ 1)
-+ (K

1eK_ 1
) h¢rende matrix. {Aff's normalitet

{
-.
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(

f¢lger, at K] ~. K_1, (sml. side 7.5.1.). V~lges derfor en or

..Ltonormal basis for hvert af underrummene K i' K_
1

o g (K 1<BK_:
1

) ,

fAs en ortono~mal basis for V.) Dette giver

1. J..Da (Kl~K_l) n K1 = (K1ffiK_ 1) n K_1 = {o}, kan hverken 1 eller

..L .1.
-1 vcere egenvcerdi for f : (K1fBK_ 1) -+ (K1eK_ 1) ; heraf f¢lger,

'at hverken 1 eller -1 er rod i det(E-tK) ,hvoraf videre f¢lger,

at em.l == rml og em(-l) = rm(-l). Hermed er den sielste pas t and

vist for em] > 1 og em(-l) > 1. For emZ = 0 hhv. em(-l) = 0

har vi rrnl - 0 hhv. rm(-l) = o. Erbegge egenv~rdimultiplicite-

ter ligmed 0, er der derfor intet at vise. og er kun den ene

egenv~rdimultiplicitet1ig med 0, visesved et bevisanalogt til

det ovenstAende, at ogsA den anden egenv~rdimultipliciteter l~g

med rodrnul tipliciteten. [1

Vi skal til sidst skaffe as et overblik over deortogonale

endomorfier af 2-dimensionale og 3-dimensio'naleeuklidiskevektor...

r um ,

Lad A

gcelder da

= (a.... ) E M
2

2· ( 1R)t.J,

2 n

+ /..:,
1 ,all a 21

=

2 + 2 1 ,a 1 2 a 2 2 =

v~re enortogonal matrix; der
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Af den f¢rste, af disse ligninger ses, at der finde~ netop eet

ex E[a,2 TT [, saledes at

all = coso , a
2 1

= sino.

Af de to nesst.e ligninger sluttes dexness t , at4 enten ha.r form'en

(~)

eller formen

(7 )

(.

c~scx

5l.nO

(· ,C~s cx
S.l.na

-SinCX)

coso

SinO)
-coscx.

I detf¢rste tilfielde har v·i det4 = 1, i detandet det4 = -1.

Omvendter det oplagt, at enhver matrix 'af formen (6) hhv. (7)

er en ortogonal matrix med determinanten 1 hhv .--1. En simpel·

udregningviser, at vi for aIle a,a E [O,2n[ har

og

(

COS 13

sine

-Sin13).·(c~sa
cosa· S.l.na

-SinCX)""( C~S,I3Sina),"" =(c~sa
coso -s1nB COSaS1na

~Sina)...

cosa·

( C~S" a Sina)(COsa -Sina)'(COSaSinB) = "(C,os(-a)

s1n13 -COSl3sina coscx sinl3 -cosl3" sine-a)

Endvid~re noteres, at enhver matrix af formen

-Sin(-CX»).

cose-a)' •

(' , C~ S CX
S1.ncx

SinCX)

-cosa
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')

har detkarakteristiske polynomium t~-l = (t-l) (t+l). Ialt

har vi derfor (sml. ¢v. 5.1):

Dad f Vcereen egentZig ortogonal endomorfi af et 2-di-j

mene ion a lt: euktidisk v ek t or rum (V.,lR)~ og Lad (!!.P!!.2) uiere en

ortonormal basis for v. Der findes da et (og kuneet) a E [O~2n[,

saledes at der til f m.h.t. basen(~1~~2) h¢rer matricen

( -Sin.CX)

coso •

A A

Er (!!.1~!!.2) ~n viz'kdrz'ig anden ortonormaz' basis for v~ sd viZ

der til f m.h.t. denne basis h¢re matricen

elZer matricen

(

c. o s ( - a )

sin(-a)

-Sina).

coso

-sin(-a) ).

cos(-a) ,

aZt efter som (!!.1~!!.2) og (~1~~2) er ens eZz'er modsat orienterede.

Lad! v~re en u~gentlig ortogonal endomopfi af et

2-dimensionalt euklidisk »e k t orr um (V" JR). tie» findes da en

ortonormalbasis for V m.h.t. hvilken der til f h¢per matricen

(; -:).
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Viskal herefter betragte en ortogonal endornorfi f af

et 3-dimensionalt euklidisk vektorrum (V, lR). Af en sCEtning

ovenfor fremgar,at hvis f er egentlig hhvo uegentlig ortogonal,

sA ha~ fegenv~rdien 1 hhv. -1~ Lad U v~reet·l-dimensionalt un~

derrum af V, som er frembragt af en normeret egenvektor
~1

h¢1='en-

de til 1 hhv. -1. Underrurrunet uJ.. er da invariant ved f, og

r:~~ ~ U~ er en ortogonal endomorfi. V~lges en ortonormal basis

(~2,e3) for Vi, sa viI den til f h¢rende matrix m.h.t.den orto

normale basis (£1'~2'~3) have formen

±1 0 0

0 a
2 2 a 2 3

0 a
3 2 a 33

hvor 'der skal benyttes + hhv. - efter. somf eregentlig hhv.

uegentlig ortogonal. Idet det.erminanten er 1 hhv. -1; sluttes,

at f: Ul .... Uli begge tilf~lde er egentlig ortogonal. Ved anven-

delse af en s~tning ovenfor fAr vi derfor:

Ladf'vcere en e qen t Zig hhv •.ueqen tZigortogona l,endo.morfi

af e i: 3-dimensionaZt e uk.l i d i e k: v ek t or rum (V,lR). lie» findesda

. en ortonormai basis for V m~h~t. hviZken den til f h~rende mat~ix

har formen

1

o

o

o

eosa

sincx

o

-sina hhv.

coso

-1

o

o

o

coso

sina

o

-sina

coso
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n

1. Unders¢g, om der i (m 6 , m ) defineres et indre produkt

X 1Y 2 + x 2Y 1 ,

x1Yl + x 1Y 2 + x 2Yl + x 2Y2'

2x 1Yl - x 1Y 2 - x 2Yl + 2x 2y 2-

2. Lad al,- •• ,a~ v~re (ikke n¢dvendigvis forskel~ige) reelle

tal. Angiv en n¢dvendig og tilstrcekkelig betingelse for,

at der ved

+ ••• + a x yn n n

def~neres et indre produkt i (Ln,L).

3. Vis, at der forvilkArlige vektorer ~,£ i et reelt vektor-

rum med indre produkt g~lder

u .1 v ~ II~+.£II=· lIu-vll.

Hvilken element~rgeometrisk sffitning udtrykkes herved, nAr

(~~£) er et line~rt uafh~ngigt S~~ afgeometriske vektorer?

4. Vis, at der for vilkarlige vektorer !:!:,E.. i et komplekst vek

torrum med indre produkt g~lder

u ~ v ~ V A,~ E C
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5. Vis, at der for vilkarli.ge vektorer li,E.. i et vektorrum

med indre produkt g~lder

Hvilken element~rgeometrisks~tningudtrykkes herved, nAr

(~,£) er et linerert uafhrengigt s~t afgeometriske, vektorer?

6. let 3-dimensionalt vektorrum (V,L) er valgten ortonormal

basis (f!.1'f!.2,f!.3). Angiv en ortonormal basis for UJ., hvor

U ==. span{.~l +~2+~3} •

7. Vektorrummet (JR4, lR) t.amke s forsynet mea det sarlvanlige

1ndre produkt. Bestemved ortonormalisering en ortonormal

basis for det af vektorerne(9,12,O,-20), (-1, .... 18,0,20),

(7',-24,3,20) frembragte underrum U. Bestem en ortonormal

basis for ul..

8 • Lad ~~,£, £ vsere vek t.or e.r L et vektorrummed indre produkt,

og antag, at (£,£) er et linecert uafhcengi,gt s~t. Find orto

gonalprojektionen af Q pA span{£,~}.

9 . Vektorrurnmet (JR5, lR) tcenkes forsynet med det sarlvanlige

indre produkt. Findortogonalprojektionen af ~ektoren

(1~1,111,1) pa det af vektorerne (2,0,2,1,0) 'og(6,1,O,-3,-1)

~frembragte underrum.



(
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10. Lad £og £ v~re fra ~ forskellige vektorer i et reelt

'vektorrum med indre produkt. Bestem t E m sAledes, at

II£+t£ll bliver mindst muLd.q ,

11. Lad (V,L) v~re et (ikke n¢dvendigvis endelig-dimensionalt)

vektorrum med indre produkt, og lad (e1, ••• ,e ) v~re et- -p

ortonormalt s~t af vektorer fra V. Vis, at for en vilkAr-

1ig vektorv EV g~lder Bessel 's ~lighed:

Vis, .at Parse~al's Zigning

2
1.£·f.ll +. · .+ lv.e 12

- II_vIl2 '- -p

er opfyldt, hv i.s og kun hvis v E s panl e 1 ' •.. , e }.- -p

12. Lad (~l' ... '~n)v~re en ortonormal, basis for et vektorrum

(V,m) med indre prod~kt. Vinklerne8~ rnellem en vektor
t.

( v E V og vektorerne e. kaldes v's retningsvinkZep. Vis, at
-t.

vi for v = v1e 1 + ••. +. v e har v·. = Ilvllcos8.,og at der- . n-n 1." _. 1.

2 . 2
g~lder cos 81 + •••• + cos an = 1.

13. Lad (V, JR) vcere vektorrununet af a Ll,e kontinuerte reelle

funktioner pa [0,1] forsynet med det sMvanligeindre pro-

dukt

1
~.~ = Jo~(t)~(t)dt,
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(

7. ¢v. 1 3 - 1 5

og lad V1 v~reunderrtlnunet af de funktioner tp E V for

hvilke

r
1

Jo{j)(t)dt = o.

Bestem V.'. Lad de r'nses t; (W ,.En veere vektorrummet at aile

kontinuerte funktioner pA [-1,1] forsynet med det s~dvan

1ige indre produkt

og lad W1 va=re unde r r urnme t. af de funktioner lP E W for hvilke

ViS, at Wl~ = {£}, og begrund herved, at W1 ikke har noget

ortogonalt komplement.

14 .. ' Lad ( W, lR) veere sam i ¢v. 13, og lad U vcere underrurnrnet af

aIle lige funktioner til~¢rende w. Vis, at Uhar et ortogo-

nalt komplement, og angiv dette.

15. Vis, at der for vilkArliqe underrum u
1

0 g U2 af et vektor-

rum (V,I,) med indre produkt g~lder

.1. 1. l.(U1+U2)
:= U1 n U

2
.

Vis, at hvis V h a r endel~g dimension, 0
g~lder

0

sa ogsa
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Vis, at hvis V har uendelig dimension, sA g~lder det

sidsteikke for alle underrurn U1 og U2- (Udnyt ¢v.13

og14. )

(

(

16. En f¢lge (v ) ElN af vektorerfra et vektorrum (V,L)-'rt . n

med indre produkt siges atvcere en ortonoramalf¢Zge, der-

som aIle vektorerne if¢lgen er normerede, ogv ·v =,0-n
1

-n
2

for n 1 • rL 2 _ Vi s , at man ved normering af vektorerne i

f¢lgen

(1) (1,cost,sint,cos2t,sin2t, ••• ), tE [-n,n],

far en ortonormalf¢lge saveli vektorru!:funet (V,lR) af

a~le kontinuerte reelle,funktioner pA [-n,nl scm i vektor-

rummet (W,C) af aIle kontinuerte komplekse funktioner pa
[-TT,TT], idet bade (V,lR) og (W,(f) tCEnkes- forsynet med det

scedvanlige indre produkt. Dan den til (1) h~rende ortonor-

malf¢lge. Vis, at man'ved normering af fun~tionerne if¢l-'

gen

(2 ) -it it -2it 2it( 1 , e ., e r e .,e. . , ••...• ) ., t E [-n,n],

(~

ligeledes fAr en ortonormalf¢lge i (W,C),og dan den til

h¢reride ortonormalf¢lge. Frembr~nger funktionerne i (2) det

samm~ underrum af W scm funktionerne i (1)?
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{

I
.~

17. Beskrivenhedskuglerne {v I II v II < 1} for P = 1, 2,00 i
- - p =

2 .. 3vektorrummene (IR , JR) og (lR ,JR).

18. Vis, at afbildningen

'ikke eren normi (1R2, lR) •

19. Bestemsamtlige normer i (L,L) ~

20 • Vis, at der for enhver vektor o: i (1R
2,

lR) gcelder·

og

Unders¢g, hvilke lignende uligheder der g~lder mellem

11q>111 , IIlPI1
2

og.lItPll
oo

i vektorrummet af aIle kontinuerte

reellefunktionerp~et interval [a,b].

21 • For vilkArlige vektorer u og viet normeret vektorrum

g~lder som bekendt

Vis, at hvis s~ttet (u,v) er line~rt afhcengigt, sA g~lder

lighedstegnet, hvis ogkun hviS den eneaf vektorerne frem-
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(

gAr af den andenved multiplikation med en reel skalar

~. > O. Vis ved et eksempel, at der kan g~lde lighedstegn

for et line~rt uafh~ngigt s~t (~,£).

22. Lad (V,L) vcere et normeret vektorrumeVis, at afbildningen

v ~ Jf£ller en uniformt kontinuert afbildning af V ind i m,

idet V forsy11es rned metrikken dis t (~, v) = II u-E.lIog 1R for-

synesmed den s~dvanlige metrik.

23. Lad CU, L )og (If, I~ ) veere normer ede vektorrum; normen afen

vektor u € V hhv, v E V betegnes II~ II
V

hhv , IIv IIv .

1° En line~r afbildning f: U -+ II siges at va!re begra!nset,

dersom derfindes et positivt reelt tal M, sAledes at

Ilf(u)IIV~ MII~llu for a l Le 3i E u. Vis, at f er begrcenset,

hvis og kun hvis afbildningen ~ 1-+11 f (3i.) II V af U ind L 1R

er begramset pa enhedskuglen{ .1f.. E U 11Iy-l1u ~ 1} med M som

majorant.

2° Vis, at hvis en linea!r afbildning f: g -+ V er kontinu-

ert i £' hvor 0 er nulvektoren i V, sA er denuniformtkon~

tinuert pA hele V, idet U og V t~nkes forsynet med de ved

normerne definerede metrikker~ Vis dern~st, at en line~r

afbildning f: U -+ V er kontinuert, hvLs og kun hvis d e n er

begrcenset.
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3° Antag, at U har endelig dimension n E 1N I og lad

defineres daen norm!i f.+ II~ "1 i U. Vis, at der findes

k,« € IR+, saledes at k 1I!illl ~ II~IIU ~K II !illl foralle

u€ U. (Udnyt hl.a., at {(Ul,···,Un ) I lUll +•••+ Iuni ~,1}

er en kompakt delmcengde af Ln.)

4 0 Vis, at hvisU har endelig dimension nE IN, saer

enhverline~r afbildning f~ U ~ ..~. begr~nset, og derved

kontinuert.

24 • Vektorrununet <m 2
, JR) tcenkes forsynet med det scedvanlige

indreprodukt. Lad f v~re d~n ved

definerede endomorfiaf l{?2. Bestem f*. Scet

Overvej, at U er invariant ved f, men ikke-vedf*. Bestem

den adjungeredetil endomorfien f: U ~u.

25. Lad (V, JR). vcere et 2-dimensionalteuklidisk vektorrum, lad

f v~re en endomorfi af V, og lad
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v~re den til f h¢rende matrix m.h.t. en ortonormal basis.

Vis, at f er normal, hvis og kun hvis b = c, eller b = -0

og Q; = d.

(

26 • Lad (V, L) vzare et endelig-dimens iona It. vektorruin med indre

produkt, lad ~ tilh¢re L, og lad f
1,f2

' [ 3 v~re endomorfier

.af V, hvor f 3 er bijektiv. Unders¢g, om ~fl' 11+[ 2 ' f 10 [ 2

-1
og 1

3
er hhv. normale, selvadjungerede, ortogonale/unit~re,

dersomf1 ,f2 og f 3 er hhv , normale, selvad j ungerede I ortogo

nale/unitcere.

27 . Lad (V, lR) varre et euklidisk vektorrum afdimension n E IN ..

Vis, at der for enhver ortogohal endomorfi f af V g~lder

ltrfl < n, og unders¢g, for hvilke f der g~lder lighedstegn.

28 . Lad, f Viere en normal endomorfi af etendelig-dimensionalt

vektorrum (V,L) med iridre produkt. Vis, at f(~ = Kf~.V1S,

at for ethvert n E: IN liar r" s amme rang som f.

(29. Lad f v~re en idempotent normal endomorfi af et endelig-dimen~

sionalt vektorrum (V,L) med indre produkt. Vis, at f er orto-

gonalprojektionen pa f(V) •

30. Lad (V,L) v~re et vektorrum med indre produkt af dimension

n E llJ. Vis, at mseriqden af ortogonale hhv , unit~re e ndomo r-:

fier af V er en undergruppe af vektorrlrnmets autoroorfigruppe;

gruppen kaldes vekt.orrummets ortogonale hhv , uni tCEregruppe It
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Angiv en gruppe af matricer, som er isomorf med V's orto-

gonalehhv. unit~re gruppe.

31 • Lad (V,lR) v~re et euklidisk vektorrum med dimens.ion

n € 1N. Lad 1
1

, ••• , I p veere selvadjungerede endomorfier af

V med dimfi(V) ~ 1 for i = 1, •.. ,p~ Endvidere foruds~ttes,

at der gcelder

(1 )

(2)

dimf.(V) +..•+dimf(V) = n,
~ p

1.1 +... + f P = e.

1 0 Begrund ,at der findes en ortonorrnal basis (e -1 ,' •. • ,e _. )
-l,·-1,;ri

for f",. (V), saledes at hver af vektorern~'\ e . . e r egenvektor
v -l,J

for f. h¢rende t~l en egenv~rdi ~.~ * o. G¢r redefor, at
~ ~J

s<.ettet

(*) ( e 11 ' • • • , e 1 ' e 2 7 ' • •.• , e '2" ... , ••• ,e 1'····' e. .... )- - . r - ~ - r . -p -p p1 2 ' .' p

'(
.be s t.a r af n vektorer. 'Vis, a·t s~ttet frembringerV. Begrund,

at smttet er en basis for v.

2° Vis, atf.{e .. ) =e. -.' og at fk(e •. ) =0 fork' * io
~ -tJ -~J -~J-

(Bevis og udnyt f.eks., at f~{e .• .)~ X••f (e •. )·+••• +X' •. f(e •. ).)
1, -4,J t-J 1 -t-J ' 1,J P ~J

3° Vis, ats~ttet (*) er enort6normal basis for v.
Lad A

1,
.... ,A vcere r eeLl.e symrnetriske (nxn) -matrice.r, a l l,e

= =p

forskellige fra 0 , med rg__A
1

+ ••• + Pg!p = n og A-'1 + •••+!=n,n _.- . -p =E.=
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(

4° G¢r rede for (ved udnyttelse af det foregAende) ,at

der findes ~en ortogonal (nxn)-matrix~, sAledes at matri-

--1 .-1
cerne ~41~ '"""'§4p~ alle er diagonalmatricer med kun

iter og O'er i d LaqoriaLen •

32. Lad (V,lE) vaire et 3-dimel1sionalt euklid.isk vektorrum, og

lad <I> VCEre en ikke-triviel alternerende 3-1inearform pa V.

L~d £1 og £2 v~re vektorer i V, og lad f vrere den ved

definerede endomorfi af V. G¢r rede for, at der findes en

og kbn een vektor w E V,sAledes at

for aIle -v E V. Vektoren ~ kaldes vektorproduktet(eller

krydsproduktet) af~l og ~2 (m.h.t. ~), og betegnes

£1 x1:2 . For aile v ekt.o r e.r !!-l' E. 2 ' ~3 E V har vi al tsa

Eftervis f¢lgende:

(A 1E. 1·+A2E- 2) x~3 := A1 (E.l x2-3) + A2 (.!:2 x~3 ) I

£ 3 x.( A1~1+ AlE2 ) = A1 ('£3 xE.] ) + A2('£3
x'£2) ,

~lxE.2 = -E.2x3!.1'

:£lx~2·E..l = ~lx£2·~2 = o I

(Y:.l x !:!:.2) • (v 1 x s:2) = (!:!:.1"Jl. 1 ) (!i2·]!2 ) - ( u 1 " Jl.2 ) (!i 2 "~1) ,

2 2. 2 2
lI.£lx~211 = lIE- l ll 11~211 - (~1·E.2) ,

Ill::1 x £ 211= 11.£1 II IIE. 2 II sip8 ,
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(

hvor i den sidste linie ~1 og ~2 er forskellige fra ~,

og e betegner vinklen m~llem £1 og £2- Vis, at £l x£2 * ~,

hvis og kun hvis s~ttet (~1'!2) er line~rt uafh~ngigt.

Vis, at hvis (E.l' £2) er linecert uafh~ngigt6 sa er s~ttet

(Vl'£2'~lx~2) en basis, og at hVis s~ttet (~1'£2) er (line

~rt uafhrengigt og) ortogonalt, sa er scettet (E.l'!!..2'£lxv2)

'(line~rtuafh~ngigtog) ortogonalt. Vis, at hvis V giver

den ved tI> bestemte orien.tering Lsm.l , ,Sal ¢v. 1), og (~1;~2'.£3)

er~ en positiv ortonormal basis, sAg~lder

Bestem e~elig (xl~1+x2~2+x3£3)x(Yl~1+~2~2+Y3~3)'nAr

(f!...1'E.2'~3) er en pos it.Lv ortonormal basis.

33. En endomorfi f af et e ukLd.di.ak vektorrum (V, lR) siges at'

ViEre an ti e ummet r i.e k , d.ersom f* = -f. Vis, at en endomorfi

fey'" antisymmetrisk, .hvi.s og kun hvis v' [(v) = 0 for a l Le--- -
vektorer v E V.

34. Vis, at hvis fer en antisymmetrisk endomorfiaf et3-dimen-

sionalt eukLf.d i.sk t vek t.o r rum V .(sml. ¢v. 33), og «> er en

ikke-tr~viel alternerende 3-1inearform pAY, sA findes en

og kun een vektor ~ E v, ,saledes at der for aIle vE V

g~lder f(£) = ~x£, hvor vektorproduktet er det ved ~ be

·stemte (sml. ¢v. 32).
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'KAPITEL 8. KYADRATISKE FORMER.

8.0.1

8.1.1 - 8.1.4

8.3.1 - 8.3.5

8 •1. SYMMETR I SKE BI LIN EAR FORMER •••••••••••••••

a.2. KVADRATlSKEFORMER ... ~o ••••••••••••••••••

8.3. NORMAlFORMERFOR KVADRATISKE FORMER .

8.2.1 8.2.2

(

oVELSER. • • •• • '... II • n • CI • • • • 0 • • • • • • • • .'. • • • o. • • • • • • 8. ¢v. 1 .... 3
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8.1. SYMMETRISKE BILINEARFORMER.

8 • 1 • 1

(

Ved en bilinearform pA et vektorrum (V,L) forstAs som

bekendt en afbildning (~,£) ~ B(~,£) af VxV ind i L, sale

des at afbildningen ~ ~ B(~,£) for ethvert £ EVer en line

arform pA V, og afbildningen £ ~ B(~,V) for ethvert u E V

er en linearform pa v. Vi skal i detf¢lgende indskr~nke os

til at betragte bili:nearforrner pa. reelle vektorrum (V,.ll?) af

dimension n € 1N.

Summen af to bilinearformer pa V og produktetaf en ska

lar fra 1R og en bilinearform pa V defineres pA oplagt made ~

Mcengden af bilinearforrner pa Vbliver herv~d organiseret som

et vektorrum over JR .• Nulvektoren er nulformen, dvs , afbildnin-

gen (u,.£) .... 0.

En bilinearform B p~ V siges at v~re symmetrisk hhv.

antisymmetri~k, dersom der grelder B(~,£) = B(£,~) hhv. B(~,~) =

- B ((£1~) for alle 1:.1-..1 E. E v,: For en antisyrnmetrisk b Ll.Lnearfo rm

B har vi specielt B(£,v) = 0 for aIle v E V. Nulformen er bAde

syrrunetrisk og antisyrrunetrisk; ingen anden bilinearform har beg-

ge disse egenskaber.

For en vilkArlig bilinearforrn B pA Ver afbildn~ngen

( u , v ) ..... B (u , v ) := ~ (B (u , v ) + B ( '&' , u) )-- s-- ._- --

en symmetrisk bilinearform pa V, og afbildningen
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enantisynunetri.sk bilinearforrn pa Vo Idet B = B + B , kan Bs a

altsa spaltes i en s um af en symmetrisk og en antisymmetrisk

bilinearform. Derine vopspaLt.nLnq er entydig ~Thi er Be " BB"

hhv. B " B " synunet:r:iske hhv II antisyllunetriskebilinearformera a

med B ' + B ' = B 'ft + B " = B, har vi B ' -- B " = B " - B r ;s a s ass a a '

idet B.' - B " er symmet.rLsk og B " - B ' er antisynunetrisk,
S 8 a a

sluttes, at de begge er nulformen, hvoraf f¢lger, at B ' =e

B " og B ' = B "G - Bilinearformerne Bs hhv. B kaldes dens a a a

symmetpiske hhv. antisymmetriske del af B. To bilinearformer

siges atv~re ce7<.vivalente, hvis de har samme symmetriske del.

Herved defineres en cekvivalensrelatibn i m~ngdenaf.bilinear-

former pa·V. Hver iekvivalensklasse LndehoLder netop een symme-

trisk b;Llinearform; de ¢vrige bilinearformer iklassenfas ved"

til den symmetriske at addere en vilkarlig antisymmetrisk.

LadE varre en v.i l.kdr Li.q bilinearform pav, og lad d e r i

V v~re ~algt en basis (~l' ••• '~n). For vilkArlige vektorer

U = u1e
1"

+ ...+ u e ogv = v1e
1

+ ..• + v e i V fas da ved brug- n-n - - n-n

af lineariteten

n n
B (~'E) = I L

1:=1 j=l
u . v .B (e ., e ''l)

1- J -~-J

S~ttes b .. = B(e.,e.} for i,j =
1,J -1., -;;

(1) skrives

1 , .. G In, og B =: (b .. ) , kan
1,J n, n

(2)

hvor ~_ hhv. ~I er koordinatr~kken hhv. koordinats¢jlen for
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(

u hhv. £, og hvor B(~,£) opfattes som en (lxl)-matrix. Det er

let at se , ~t der efter valg af basis kun findes een matrix

~, sAledes at (2) er opfyldt for aIle ~,£ E V. Ligningen

(2) kaldes matrixligningen for B m.h.t. den valgtebasis,

og B kaldesden t~l B h¢rende matrix m.h.t. den valgte basis.

Det pastas, at en biiinearform B er symmetrisk, hvis og

kun hvis den til B h¢rende matrix ~ m.h.t. en valgt basis er

syrnmetrisk. Da enhver (l_xl)-matrix ersymmetrisk, giver (2),

at der for a.l.l.e ~'E.. E V gadder 14-~g I ~ g_~ '14 1. Symmetri af

B er derfor ensbetydende med, at ~ .!!Jfl = Jl-~'Jfl for aIle

~,£ E V. Men dette ses let at v~re opfyldt, hvis og kun hvis

B = B'. - Pa tilsvarendemaqe vises, at B er antisyrnrnetrisk,=
hvis og kun hvis £ er antisymmetrisk.

Vi skal dern~st unders¢ge, hvorledes den til en bilinear-

form h¢rende matrix ~ndres ved basisskift. Lad Bv~re den til

B h¢rende matrix m.h.t. en basis (e1.j·e.,e), lad (~1' ••• /~. )- -n . - -n

v~re en ny basis, og ~ad ~'v~re koordinattransformationsmatricen

h¢rende til overgangen fra (£l' ••• '~n) til (i.l' ••• '~n). Sammen-
A

hCEngen mellem koordinats¢jlerne Jil og Jil for en vektor u m.h.t.

(~l'· •• '~n) hhv. (il,~··,in) er da givet ved ~I ~ ~Jil. Ved be

nyttelse af dette fAs for vilkArlige vektorer ~,£ E V

B(li'E..) = ~_~gl

-1"', -1 A

~ (g ~!) ~ (g £1)

~ ~_(g-l)1 ~ ~"'1~1
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(

A

Den til § h¢rertde matrix ~ m~h.t. basen (~l' ••• '~n) er sAle-

des 'bestemt ved

Af det sidste resultat'fremgar, atmatricerh¢.rende til

sanune bilinearform m.h.t. forskellige ·baser har samme rang.

Detharderfor god mening atdefinere range~ rgB af en bili-.

nearform B som rangen afde til B h~rendematricer.

For en symmetrisk bilinearform B °d,efineres" nu l rummei: NB

som ~ngden af vektorer E. E V for hvilke B(~,£) =0 for alle

vektorer'u€ V • Lad B VCEre den tilB h¢rende matrrLx ril.h'. t. en
':z::

v'algt basis. Nul.r'umme t; bestarda afde vektof'er, hvis koordinat

s¢jler g I opfylder l4-!r£ I = 0 for a l.Le koordinatrcekker !~f-' altsA

de vektorer; hvis koordinats¢jler gl opfylder~;;I=gl. Nulrum'"

met N
B

er f¢lgelig et underrumaf V med dimNB :::: n""rg~, =n,..t*;rgB.
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8.2. KVADRATISKE FORMER.

8 • 2 • 1

Lad B v~re en bilinearform pA V, hvor som f¢r V er et

reelt vektorrum af dimension n E IN. Ved

defineres da en afbildn.ing KB: V -) 1R; den kaldes den til B

h¢rende kvadratiske form.

Idet den til en antis.ynunetrisk b i Ldnear f'o rm her ende kva-

dratiske form er nulformen, dvs. afbildningen £ ~ 0, h~rer der

til cekv.ivalente bilinearformer sarnme kvadratiske form. Omvendt

h¢rer der til ikke-cekvivalente bilinearformerforskelligekva-

dratiske former; thi for en vilk5rlig bilinearformB grelder

B (li' E-) = l(B (1--£ + E-, u + ~) B (u. E-, u - E.) )e 4 -'8 - S - -

= ~ (Ks(!:!:. + ~) - KB( ¥- - E.» ,

hvilket viser, at ~ er bestemt ved KB- Vi har altsA: Afbild-

~, ningen B Ho K
B

er en bijektiv a f b Ll.dn i.nq af m~ngdenaf symmetri

ske bilinearformer p~ V pA m~ngden af kvadratiske former pA V.

Ved unders¢gelse af kvadratiske former KB kan det derior antages,

at B er symmetrisk; B vil da vcere entydigtbestemt.

En kvadratisk form K
S

pa V siges at vcere positiv definit pa

et underrum U af V, dersorn KB(~) > 0 for aIle vektorer ~ E U'{Q}

(idet der naturligvis grelder KB(Q) = 0), og positiv semidefinit

pA V, .dersom KB(~) ~ 0 for aIle ~ E U. Tilsvarende defineres be-



MAT 101 8.2.2

/
.~

greberne negativ definit og negativ semidefinite Antager

KB bAde positive og negative ~rdier pi V, siges MB at v~re

indefinit pa UGEt underrum U siges at vcere et p oe i t i u i t eter:

undeppu~ hhv.negativitetsundeppum for KB, dersom KBer posi

tiv hhv. negativ definit pAu. Ved KBIs p08itivitetsindex

ind+KBforstas det st¢rste dimensionstal for nogetpositivitets'"

underrum. Ved KB's n e q ati i o-i t ete i-n de x indj(E forstas tilsvarende

det st~rste dimensionstal for noget negativitetsunderrum.

Lad der iV v~re valgt en basis, og lad B(!i,v) = ~_~~I

vcere matrixligningen for en symmetrisk bilinearform B pa V. For

den tilh¢rende kvadr at.Lske form far vi. da (med oplag,tebetegnel

ser)

n
v.( I b ..v.) =

1",_ "-1 ~J Ja>.

n

L
i,j=l

KB(V) er-altsa, et homogentandengrads polynomium i koordinaterne

V1 ' ••• 'V n $ Omvendt kan ethvert sadant polynomilUn pa entydig mAde

sk.tives pa formen g_~;gl' hvor ~ er sy:nunetrisk. Vi har derrned:

lt~fter. valg af basis for V kan de kvadratiske former KB(V) pa ·V

identificeres med de homogene andengrads polyn.omier i koordina-

terne for v.
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8.3. 'NORMALFORMER FOR KVADRATISKE FORMER.

8.3.1

/
'i

(

Vi skal vise, at der for enhver kvadratiskforrn KB pA

V, hvor V er et reel t v ekt.o r ruin af dimension n E IN, findes

en basis for V m.h.t. hvilken det til KB h¢re~e homogene

andengrads polynomium ikke indeholder blandede led; den kva-

dratiske form siges da at antage normalform for den pAg~ldende

basis, eller at v~re reduceret. Betingelsen for, at KB antager

normalform for en given basis er Abenbart, at den tilh¢rende

matrix er en diagonalmatrix. Idet ethvert endelig-dimensionalt

vektorrum kan forsynes ITled et indreprodukt, endda saledes, at

en vilkarlig given basis bliver ortonormal(sml. side 7.1.11),

er det ¢nskede resul tat indeholdt i den f¢lgende scetni'ng; s~t-

ningen giver desuden yderligere oplysning om koefficienterne i

polynomiet.

LadB v~re en symmetrisk biZinearform p& et euklidisk vek-

t or rum (V."lR)., Lad (~1"' ••• ..tE-n ) v ere ·en or t on ormal. basis j"or v,

og I ad ~ vcere den ti ZB ho r en d e matrix m, h. b , b ae en (-~1 -' • • • .J.f!..n).

Del' findes da en ortonormal basis (~l.J ••• -'~n).J sciledes at den

til B h¢rBnde matrix ~ m.h.~. basen (~l.J ••• .J~n) er en diagonal

mat x-i x , For enh oe r e adan baei e (~1-' •• " s ~ ) erJ diagonalele"le.n"ter-- -n
""ne i ~ de karakteristiske r¢dder for ~, idet hver karakteristisk

rod forekommer sdmange gange gom podmultipZiciteten angiver~

An t a l l e t: af d i aq on al-e l.emen t e r , 80m er hhv.positive" ne q ai i v e
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(

Bevis. I?¢rst bemcerkes, atmatricerne" som h¢rer til B

m.h.t~ de forskellige ortonormale baser, netop er matricerne

af formen (g-l(~ g-l, hvor g er en ortogonal matrix, (aml.,

side 8.1.4) 0 For en ortogonal matrix § g~lder imidlertid

1 -1g- = ti', og dermed (g )' = ~. Den omtalte mcengde at matricer

er altsA m~ngden af matricer, sam er ortogonal~kvivalentemed

~. Da nu g e r reel og aymmetr Lsk , er ~ ortogonal .... rekvivalent med

netop de diagonalmatricer, hvis diagonalelernenter er de karakte-

ristiske r¢dder for ~, idet hver rod A forekonuner rmA gange,

(sml. side·7~6.3 og side 6.2.4). He~med er s~tningens. to f¢rste

pastande bevist. Lad herefter (E.l' ••• '£n) vcere en ortonormal ba

sis m.h.t. hvLl.ke n rnatricen ~ er en diagonalrnatrix. Ladp hhv.

q betegne antallet af positive hhve negative diagonalelementer.
A

Da g~lder rg~= p+q, og antallet af O'er i diagonalen bliver
A

derfor n-(p+q) = n - rg~ = n - rgB = dimN B, (sml. side 8.1.4) .

Ude.nindskrcenkning kan an.tages, at de f¢rste p d LaqorraLeLemen t e r

er positive, de n~ste q negativet og resten O. Lad V1'V2'V3

betegne underrummene udspcendt af hhv. (£It ••• t~p)' (£p+i' .•. '~p+q)

og (~P.+.q+l' ••• t£n)· Vi har da oplagt V1 E9 V 2 ID V3 = V, og dermed

dirnV1 + dimV2 + dirnV3 = dimV! altsa

(1 ) p + q+ dimN B = n.

Er nu U et v i Lka r Lf.qt; posi tivitetsunderrum, g~lder U n (V «') ED 1/ ~)
. 6 t. J

{..e); thi KB (~) > 0 for aIle ~ E U...... {..e), ogK
B

U~) ~ 0 for alle
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£ E V
2

e V
3

9 Heraf f¢lger, at U danner direkte $um med V
2

~ V3,

hvoraf videre f¢lger, at summen af V, U2 og U (3 er direkte; vi

har derrned V ~ U
2

~ U3 ~ V, ogf¢lgelig dimu + d±mV
2

+ dimV
3

< dimv, altsa

(2 ) dimu + q + dimN B ~ n.

Sarnmenholdes (1) og (2) fas dimu< p; ethvert positivitetsunder-

rum har sAledes dimension ~ p. Men V
1

er et positivitetsunderrum

rned dimensionp, hvormed er vist, at ind+K
B

= p. pAtilsvarende

made indses, at ind_]{B = q , []

Vedr¢rende den praktiske bestemmelse afenbasis for hvil-

ken en given kvadratisk fornlK
B

antager normalform bemear'ke s f¢l

gende. Er (v,m) et euklidisk vektorrurn og er ~. den til den sym-

metriske bilinearform B h¢rende matrix rn.h.t. en ortonormal ba-

sis (e 1 ,. • • , e ), besternrnes (e 1 ' · .. , e.) som en ortonorrnal basis- -n --n
bestaende af egerivektorer for den (selvadjungerede) endomorfi

f af V, hvis tilh¢rende matrix rn.h.t. basen(e~,... ,e) er E-
. -1 -n -

Er(V,m) uden indre produkt og er ~ den tilB h¢rende matrix

mGh.t. en basis (~l' ••• '~n) ~ indf¢res det indre produkt

(u 1!!.. 1 + •.. + u. e ). (v1e
1

+ ... + V e ) = "s": +... + u v , hvorvedn-n - n-n nn

(e
1

, ••• ,e) bliver en ortonormal basis. Herefter gAs frern som- -n

ovenfor beskrevet.

Af s~tningen ovenfor f¢lger umiddelbart:
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Lad B v~re en symmetpisk biZinearfopm pd et vektorrum

(V oJ JR) af dimension n E 1N, og Zad ~ vcere den ti i]: B he r ende

matpix m.h.t.en vaZgt basis. Va er KB positiv definit pd V~

hvis og kun hvia aZZe ~'s karakteristiake r¢dder er positive.

Ved brug af dette resultat skal vi derncest vise:

Lad B Vcepe· en symmetp"l:sk b i l i.ne arf orm pa et vek t or rum .

(V,lR) af dimension n E IN:. og lad ~ VCEpe den til. B ho r ende

matrix m.h.t. en basis (el~ .•. :.e J. Da er KB positiv definit-- -n
p~ V, hvisog kun hvis aZZe delmatricerne

b 11 · · · b1 k

hvor k= l' ... 3n, har positiv determinant.

Bevi e •. For k - 1, ••• ,rl scettes Vk == span{~l' ••• '~k}. Re

striktionen Bk af B til VkxVk er da en symmetrisk bilinearform

pA Vk,og den til Bk h¢rende matrix m.h.te basen (el' ••• '~k)

er netop Ilk-

Antag f¢rst, at KB er positiv definit paVe Da er KB posi

tiv defi.nit pa hvert af U11der.rummene Vk , og ~k har derfor if~lge

den foregaende s~tning lut.ter pos Ltivekarakteristisker¢dder.

Nu g~lder imidlertid for enhver kvadratisk matrix, at dens de-

terminant erlig med produktet af de karakteristikke r¢dder,
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regnet mad rnultiplicitet. F¢lgelig har videt~k > o.

Antag dern~st, at det~k > 0 for'k = 1, ••• ,n~ 'Vi skal vise

ved induktion efter k, at KB er positiv definit pA Vk , og der

med specielt pa Vn = V. Af B(~l'!!..l) =b 11 =det~l> 0 f¢lger,

at K13 er positiv definitpa Vl- Antag, at KB er positiv defi

nit pa Vk , hvor 1 ~ k < n. Der gil!lderda ind+K B > k, thi Vk
k+l

er etk-dimensionalt positivitetsunderrum for KB Af
k+l

( det~k+l >0 f¢lger, at 0 ikke er karakteristisk rod for ~k+l'

ogat antallet af negative karakteri~tiske r¢dder for ~k+l'

regnet'med multiplicitet, er lige; thi prodtiktet af samtlige

k ar'ak't.er Ls t.Lske r¢dder, regIlet med multiplicitet,er lig med
;.).'

'det~k+l.Heraffremgar, at dimNB = 0 09 atind_KB er
k+l k+l.

lige (sml. side 8.3.1). Da vi samtidighar ind+K B. + ind_KB +
k+l k+l

dimNB == k+l (sml. side 8.3.1), f¢lger, at ind+K
B

=- k+l.
k+l . k+l

Hermed er vist, atK
B

er positiv d~finit ,pa V
k
+

1,
hvormed Lnduk-

tionsbeviset er fuldf¢rt. []
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(

1 . Lad B v~re en synunetriskbilinearform pa et vektorrum

(V,JR) af d LmerisLon n E llJ, og lad (!!..l' ••• '£n) veer e en

basis m.h.to hvilken KB antager normalforrn, KB(£ ) =

Pl v 1
2 +••• + Pn v n

2. Vis, at antallet af koe~fieienter Pi'

sam er hhv , positive, negative agO, er lig med hhv ,

ind+KB, ind_KB ogdimNBtl Vf.s , at der findes en basis mv hv t.,

hvilken KB antager en norrnalform, hvori enhver af koeffici

enterne ~. er enten 1, -1 eller O.
1.,

.2. Lad' (V,lR) varre et 3-dimensionalt euklidisk vektorrum.

En kvadratisk form KB pAVer m.h.t. en ortonormal basis

(~1'~2'~3) givet ved

Beste.m ma t r Lc en ~ for den tilh¢rende symmetriske bilinear

form B. Bestem rgB, ind+K B og ind_KB- Bestem en ortonormal

basis (~1'~2'~3) m.h.t. hvilken KB antager normalform. Lad

~. betegnekoordinattransformationsmatri~enh¢rende til aver-

A -1
gangen fra (~1'~2'~3) til (il'~2'~3)' Bestem § og ~ • Veri-

fieer ved udregning, at (~-l)'~g-l er en diagonalmatrix med

~ 's karakteristiske r¢dder som diagonalelementer.

(
3. Lad (V ,IR) varre et vektorrum af endelig dimension n ~ 2,

og lad(~l' ... '£n) v~re en basis for V. En kvadratisk form

KB pa V er ffi.h.t. den valgte basis givet ved
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LV .v ..
1

.. 1,. J
<1.,.<J <n- -- -

8. ¢v. 3

I
j

Bestem matricen ~ for den tilh¢rende syrnmetriske biline

arform B. Bestem ind+KB, ind_KB og rgB. (Betragt f.eks.

det {n-l)-dimensionale underrum

og udnyt, at

( V .) 2
V.1 + ... + n = + ••• + 2vn

+ 2
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9 . 1. AFFINE RUM ••••• · Q ••• It -'0

9.2. AFFINE UNDERRUM ~ ~. <W ..

t 9.3. AFFIN AFH~NGIGHED 06 UAFH~NGIGHED .

9.4. AFFINE AFBILDNINGER .

l
9.5. AFFINE FUNKTIONER OG HyPERPLANER .....• , .

9.6. KONVEKSE M~NGDER .

9 • 7 • KVADR I KKER It " • -••

"V ELSER. • • • • • • • • • • • • • • • • • • ._ • ~ • • • • • • • • • • • .. • • .. • · • •

(

(

9 .. 0 .1

9 . 1 .. 1 - 9 .. 1 ., 4

9 .. 2 .1 - 9.2,,4

9 .3. 1 - 9 • 3 • 6

9 .4.1 - 9.4.10

9 . 5 • 1 - 9 • 5 .. 7

9 • 6 .. 1 - 9.6.8

9.7.1 ~- 9.7.10

9 . ¢v. 1 - 34
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9.1. AFFINE RUM.

9 . 1 . 1 .

Lad A v~re en ikke-tom m~ngde, hvis elementer kaldes

punkter og betegnes P,Q, ... , lad (V,E) v~re et endelig-

dirnensionalt reelt vektorrum og lad {P,Q) t-+ <..p{P,Q) v~re en

afbildning afAxA pa V. Vi siger da, at A er et affint rum

med V 80m vektorrum og ~ som vekto~afbildning, dersom f¢l-

gende to betingelser er opfyldt:

(a)

(b)

For ethvert punkt PEA og enhvep vektor ~ E V

findes et og kun eet punkt Q E A, sdledes at ~(P,Q) v.

For vilkartige punkter P,Q,R E A g~lder

(() (P , Q) + tp ( Q,R ) = tp (P , R) •

Er A et affint rum med V sam' vektorrum og ~ som vektor-

afbildning, viI vi ofte skrive PQ i stedet for ~(p,Q). Betin-

gelserne (a) og (b) far da f¢lgende form:

(

( a)

(b)

For ethvert punkt PEA og enhver vektor v E V fin-

des et og kun eet punkt Q E A, sdledes at PQ = v~

For viZkarZige punkter P,Q,R E A g~Zder PQ + QR = PRe

Som bet.eqrieLs e for et affint rum A med vektorrum V og vek-

torafbildning tp bruges (A,V,tp),o (A,V) eller blot A.

Betingelsen (b) kaldes indskudsregLen. Betingelsen (a) er

abenbart ensbetydende med f¢lgende: For ethvert punkt PEA

er afbildningen Q H ~(P,Q) = PQ en bijektiv afbildning af A pa
v.
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l

(

c·

Lad P v~re et punkt i et affint rum A, og lad v v~re

en vektor i det tilh¢rende vektorrum V. If¢lge (a) findes

da netop eet punkt Q E A, saledes at PQ = v. Om dette punkt

Q siges,

- at det fremkomrner ved afs~tning af v fra P;

- at det er endepunkt for~, nAr v afs~ttes fra P;

- at det har v som stedvektor ud fra P.

Vi skal vise f¢lgende simple konsekvenser af (a)-(b):

for vilkdrlige punkter i et affint rum g~lder:

Bevis. If¢lge (b) har vi PP + PR = PR, hvormed PP = o.

Heraf og af (a) f¢lger dern~st, at P * Q irnplicerer PQ * o.

Hermed er (1) bevist. Ved anvendelse af (b) og (1) far vi

PQ + QP = pp = £, hvoraf (2) fremgar. Ved anvendelse af (b)

fas endelig P1Ql - P2Q2 = (P1 P2 + P2Ql) - (P2Ql + Q]Q 2 ) =

P1 P2' - Q1 Q2,' hvoraf (3) f r emqar , []

Ved dimenBionen dimA af et affint rum (A,V)forstas di-

mensionen af vektorrummet V. Et affint rum af dimension 1 hhv.

2 kaldes en linie hhv. plan.
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(

Et affint rum, hvis vektorrum er et euklidi.sk vektor-

rum, kaldes et eukLidisk affint rum. Ved brug af norm-egen

skaber samt (1) og (2) vises let, at der i et euklidisk af

fint rum defineres en met r-i.k ved dist (P' j Q-) = ILPQ II = /PQ· PQ.

Lad (A, V) vcere et afft.nt rum a,f dimension n ~ 1. Ved et

(affint) koo~dinat8Y8tem i A forstas et s~t (O;!l' ••• '~n)'

hvor 0 er at pUnkt 1 A, og (~l' ••• '!n) er en basis for V.

Punktet 0 kaldes koordinatsystemets begyndelseepunkt, vekto-

rerne e1, ••• ,e. kaldes koordinatsystemets gpundv6ktore~. Er
- -n

A·spleCielt et euklidisk affint rum, og (!:-.1' ••• '~n) en ortogonal

hhv. ortonormal basis for v, kaldes koordinatsysternet et orto

gona~t eller petvinkZet koopdinatsystem hhv. ortonormaZt eller

8~dvanligt ~etvinkZet koopdinatsystem.

Er (O;e 1, ••• ,e ) et,affint koordinatsystem i et affint
- -n

rum (A,V), sa harfor hvert punkt PEA stedvektoren OP for

P ud fra 0 en ~.g k~!l ee·n fremstilling som linearkombination

af vektorerne i basen (e 1 , ••• ,e ),
- -n

OP = mlel+ ••• +~ e •
- n-n

Talsmttet (x1' ••• '~n) kaldes for punktet P's (affine) koordi

natsmt m.h.t. det betr~gtede koordinatsystem. Tallet x. kaldes
t-

for p's i'te koopdinat. Det noteres, at koordlnats~ttet for

at punkt ~r identisk med koordinats~ttet for punktets stedvek

tor ud fra b~gyndelsespunktet.

A A A
Lad (O;!l' ••• i~n) og (O;~l' ••• '~n) v~re to affine koordi-

natsystemer i et affint rum (A,V). Lad P v~re et punkt i A,
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som m.h.t. de to koordinatsystemer har koordinats¢jlerne
A

~l hhv. ~I· Idet punktet O's koordinats¢jle m~h.t. koordi-
A A A A

natsystemet (O;~l' ••• '£n) betegnes ~I' og koordinattrans-

formationsmatricen h¢rende til overgangen fra basen (~l' ••• t~n)

til basen (~l' ••• '~n) i V betegnes ~I ·s¢ges et udtryk for
A

forbindelsen mellem ~ I og £1 • F¢L'Gt bemcerkes, at der gcelder

(4)
A A
OP = 00 + OPe

{

(
\..

A A A A
Om vektorerne OP og 00 vides, at de m.h.t. basen (6

1,
.... ,e )- -n.

k · A Ahar . oordinats¢] lerne ~I hhv , EI • Om vektoren OP vides, at

den mvh c t . basen (!!.1 I.·· I!!.n) har koordinats¢jlen ~I; dens

koordinats¢jle msh v t , basen (~l' ••• '~n) er derfor §~I' (sml.

side 4.3.1). F¢lgelig far vi ved inds~ttelse i (4)

A A
~ i == ~ i. + §~ I .'

hvormed den ¢nskede relation er etableret. Det noteres, at

A
~, og g er entydigt bestemt.

Bemmrkning. I den her givne definition af begrebet affint

rum er forlangt·om vektorrummet, at det er endelig-dimensionalt

og reelt. Frafaldes disse to krav fas " e nde l i g- eller uendelig-

dirnensionale, reelle eller kornplekse aff~ne rum". Store dele

af teorien kan umiddelbart udvides til ogsa at omfatte sadan-

ne affine rum.

EkaempeZ. Ethvert (endelig-dirnensionalt reelt) vektorrum

V kan pa naturlig made organiseres som et affint rum rned sig

selv 80m vektorrum, nernlig ved vektorafbildningen (u,v) ~ v - u.
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9.2. AFFINE UNDERRUM.

9 •2 .. 1 •

En ikke-tom deImanqde AD af et aff'int rum (A, v ,(f»)

siges at v~re et affint underrum, dersom for det f¢rste
,:. """

tp(AOxA
O

) er et underrum af,:V, og f or de t..andet; A O er et

affint rum mad ~(AoxAO) som vektorrum og ~ :AOxA O ~ ~(AOxAo)

80m vektorafbildning. Vektorrummet Va = ~(AoxAO) kaldes qa

for AO~S petning.

Lad ~A,V,~) v~~e et affint rum og Zad (Ao)VO) v~pe et

af!int unde~pum. Dep g~Zder da

Be~i8. Lad f¢rst Q v~re et punkt 1 Ao• Vi har da

(POiQ) € AOxA O' og dermed tp{Po,Q) E tp(AoxA O) == VO• Hermed

er'den ene !hklusion.vist. Lad derna!st Q vmre et punkt i

A mad tp(POiQ) € VA. Da (a) er opfyldt for (AO'VO)' findes

et (~g kurt eat) punkt R € Ao med ((J(Po,R) == c.p(Po,Q). Men ved

an'lendelse'af '-(a) .. 'pA (A,V) - sluttes hezaf , at R = Q"og-

dermed, at QE AO• Hermed er den anden inklusion vist. []

Iia d (A,V,c.p) tMt1'6 e i: affint »um , lad Po uere e t: punkt i

A, og lad Vo V~~~ ~t unde~~um af v. M~ngden

e~ da et aflint underrum med petningen Vo' 80m indehoZder Po.
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Be~i8. Af 2 E Vo f¢lger, at Po E A0 8 Dern2st vises, at

~(AOxAO) = VO• Lad! vmre en vektor i Vo' og lad Q v~re be

stemt ved ~(PO,Q) =~. Vi har da Q E AOo og

.£ = q)(PO,Q) e: (p(AOxA O). Hermed ez d€:ri a411~~ inklusion v i s t; ,
"\:

Lad omvendt Q1 og Qa v~re punkter ~ A O• Idet ~(Ql,Q2) =
~(Ql'PO) + ~(POJQB) = -~(PO,Ql) + ~(PO,Q2)' ses, at ~(Ql,Q2)

er sum af to vektorer fra Vo' og derfor selv en vektor fra

VO• Heraf f~1ger denanden inklusion. Vi skal endelig vise,

at Ao er et affint underrum med retningen V0 '. Hertil ska), vi-

'ses, at (a) og (b) side 9.1.1 er opfyldt for Ao'Vo• Det er

t.rivielt,at (b) er opfyldt. Lad derfor P vmre et punkt i Ao'

09 2. en vektori Vo; det akal da vises, at der f1ndes netop eet

punkt Qe:',A o mad q)'(P ,Q) 2: E.. Idet (a) er opfyldt for (A, V)

findes netop eet punkt Q € A rned lP t», Q) =' v; det skal vises,
i

at Q E: A(j.>H:~:rt:l.lb~mmrkes, at q)(Po'P) € Vo' idet P E: AO' og

at tp(p,Q) <e,-lTO' idettp(P,Q) =' £.. Da nu q>{Po,Q) =

~(PO,P) + ~(P,Q), ses, at ~(Po,Q) er sum af to vektorer fra

VO' og deffor selv e~ vektor fra VO. Men hezaf. f¢Jlger, at

Q e: ACl.Q

'led anven'C!el'se af dlsse to s3!tninger skal vi herefter

vise:

_ "",,-':',:,',,-';,"';' ,,;,~ 0 ',' ," , ',,', , " • '"," ,0'

El' .~At~,~~?{:'l- E: I ,affine under-r-um af 131; afffine l'um '(A, V)

0(1 81* OA-t.-t'k.k~~i:~'1nt ad et' nAi~l' affint undet'1*um med l'etnin

(len nvi .
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(

l

Bevis_ Lad Po v~re et punkt i nA i - For hvert af de

affine unde'rrum A. gcelder da, at punkterne 1 A. f r emkommer
t b

ved afs~tning af vektorerne i V. fra PO~ Punkterne i nA.
~ ~

frernkommer derfor ved afs<Etning af vekt.orerne i nVi fra PO.

Heraf f¢lger pastanden, idet nv~ er et underrum af V. []
1, ,

Af den foregaende s~tning fremgar umiddelbart, at for

enhver ikke-tom del~ngde M af et affint rum er f~llesrn~ngden

af aIle affine underrum, som indeholder M, et affint underrum,

scm indeholder M. Det kaldes det af M udsp~ndte eller frem-

bragte affine underrurn, ogbetegnes affM.

Lad (AO'V O) 'v~re et affint underrum af et affint rum (A,V),

lad 0 v~re et punkt i A, og lad (PO;~l' •• -'~r) v~re et affint

koorqinatsystem i AO• Idet punkterne i AO fremkommer ved af-

s~tning af vektorerne i Vo fra PO' har vi

A O = {P E A I:POP = t 1 e
1
+ .••+t'_.'e, t 1 , .... ,t'YI E lR}

VI' - r-,r ,L.

{P E A I OP = OPo + t 1e 1+ ..•+t e ,
- r-r

( hvor der ved den sidste omskrivning er benyttet indskudsreglen.

Vi siger, at der ved

OP = OPo + t 1e 1+•.. +t e ,
- ,11-1"

t
1

, ••• ,t E JR,, r

er givet en papameterfremstiZZing af (AO'VO).

Et affint underrum (AO'Vo) af et affint rum (A,V) kaldes

en hyperpZan i A, dersom dimA o = dirnA - 1.
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Lad (A 1,V1) og (A2,V2) v~re affine underrum at et

affint rum (A,V).' Vi siger da , at A
1

og A
2

er para l l e l l:e ,

dersom enten V1 g, V
2

el1er V2 ~ V1- Vi siger, at A1 og A 2

e.r komp "Lemen t(fpe, dersom V1 ED -V' 2 = V.' '0'9 er ('A, V) et eukli

disk affint rum, slger vi; at A
1

og A 2 er ortogonaLe, der-

som V1 ..L V2 Ii

Er (A()IVo) en hyperplan i et euklidisk affint rwn (A,V),

forstAs V$d eh normal til AO et til AO orto~onalt l-di~nsio

nalt affint underrum, alta! et affint underrum med retningen

, 0 .L. En vektor to) E ':- <, (£} kaldes en no rmal.o ek.t or til A O•

Er (A 1 t Vl)og (A 2 " 2 ) linier (d.v~s. l-dlmensionale af

fine underrum) ic~et euklidisk affint rum (A, V), defineres v i nk»:

l.en a mellem dem ved

I,'f) • v I
e == Arc cos l\~~11 ~f£211 '

hvor gl € vl .....{~} 09 !2 € v2.....{£}·

Eksempet. Oe affine underrum af et vektorrurn, som pA na

turlig mAde 'er oxganiseret 80m et afint r~~ med sig selv som

vE!ktorrum (sml. side 9 'J1 .4), er netop sideunderrwnmene 1 vek-

torrumm~t.
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9~3'~ AFFIN AFHfNGIGHED OG UAFHfNGIGHED.

Det f¢lgende har ·derfor god mening: Et s~t (Po, .•• ,Pr ) af

punkter fra A siges at. v~re affint afh~ngigt, dersom der fin-

For ~O+ ••• +Ar = 0 bliver ~ uafh~ngig af 0, idet vi da for
A

et vilkArligt punkt 0 E A har

des AO' ••• '·~r: E"]R med (Ao, ••• ,A r ) * <0, ••• ,0) og

Xo+ •.• +X r = 0, s~ledes at

_ 13 A r
( LA .)00 + L A.OP.
i~O 1" i~O 1" 1"

r
I A .O? · . •

i~O 1, 1,

r
I A .or . ·

· 0 t. t:1,=

r
L A .or .0 ~= 0

.-0 1, 1,1,,-

=

p !\
I A.OP. =

· '.~ 0 ~ 1"1,;=

v =

(1 )

Lad (A,V) v~re etaffint rum. Er PO,.s.,Pr E A og

AO' ••• ,A r E JR., besternmes for hvert punkt a E A en vektor

v E V ved

( for et (og dermed ethvert) punkt 0 E A. Er s~ttet (fo' ... 'Pr )

ikke affint afh~ngigt, siges det at v~re affint uafh~ngigt.

Dette komrner altsa ud pa, at (0, ••• ,0) er det eneste s~t

(Xo, ••• ,Xr ) rned XO+ ••• +X r = 0 for hvilket (1) er opfyldt. Det

be~rkes, at et s~t bestaende af eet punkt altid er affint

uafhcengigt.

Et 8~t (PO, ••• ,Pr ) bestaende af mindst to punkter ira et

atfint ,rum, er affint afhcengige, hv i e Of} kun hv i e v ek tio r e eti t e t:

(POP1' ••• 'PoP~) er tine~rt afh~ngigt.
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Bevis. Hvis punkts~ttet er affint afh~ngigt, findes

AD, • • .. , A
p

E lR, s om ikke allee:e 0 t' og' s om har s um 0, sa.""

ledes at

omvendt vektors~ttet er line~rt afh~ngigt, findes

r

.I AiPOPi = e-
'L=O

l'

L A.Pop· = o.
· '1 1, 't .-.1.-=

(2 )

og dermed

Da mindst eet af tallene AO'~ .~,Al~ er forskelligt fra 0, og

s ummen e r li.g 111ed 0, k an A1 " " Ii • r A
r

ikke a l Le vear e 0; a f (2)

fremgar derfor, at vektors~ttet er line~rt afh~ngigt~ Hvis

Al, ••• tAr E~, saledes at (2) er opfyldt. S~ttes AO =

+(~l·+···+A ), fAs ~O+.··+~ = 0 og
'1' .r

(

= 0,

(

hvoraffre~gar, at punkts~ttet er affint afh~ngigt. []

Af s(etni~gen ovenfor fremgar umiddelbart:

Et affint ~um A har dimension n, hvis og kun hvis n+1

er det maksimale antaL punkter i noget affint uafh~ngigt sret

af punkter fra A.
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t

Er PO' ••• ,Pr punkter flea ~3t affint r'UITl A og e r

AO' •• " ,A y# E:m, b e s t.emme s f o r hvort; p unk t; 0 E A et p unk t;

PEA ved

(3)
r

OP = L A .or ·
i=O 1, 1,

A
hvormed P = P. Dette leder til f¢lgende definition: Et punkt

t:. af 0; trli af

1J

L A .oe ,
"":0 t. i:-z.-

" 1\= 00 + OP = OP,

For A, 0+' co • ,,+A = .1 b Li.ver 1) ua
1~

1\/\ r
A

OP = I A .OF.
i=O to t:

f¢'lger

AA r 1\
OP = I A. (00 + OF .)

i=O -z,
1,

PEA siges at v~~e en affin kombination af punkterne

Po,· •• ,P p med koefficienterne Ao, ••• ,Ap ' dersom Ao+ ••• +A p = 1

og (3) er opfyldt for et (og dermed ethvert) punkt o. Vi viI

da ~g~A skrive
(

l'

P = 2 A.F.
i=O t. t"

An t a«, at e t: punkt P i et affirtt rum e r en affin k.omb i-:

nation af punkter PO, ••. ,Pr . Koeffioienterne i fremBtilZingen

er da entydigt bestemt, hvis og kun hviB 8~ttet (PO, .•• ,Pr )

er affint uafh~ngigt.
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(4 )

Bevis. Lad 0 vcere et punkt i det affi.ne rum, og lad

:r-
or =: l A .or ·

i';'O -z, 1,

, .

Viere en fremstilling af P som a t f i.n...komb i.nat.Lon af

Po'· • • ,Pp. Er sCI!ttet (Po,. It ~,Fx') ,8,ffint afhiBngigt, findes

~O' ••• ,~~ E m, scm ikke aIle er 0, sAledes at VO+e •• +~r = 0

og

11

L }j.OPo = o.
i=O 1, 1-

Ved

r
OP == I (A '. + lJ.) OP -,11-0· 1,. 1,. 1-

'Z--

er da bestemt en fra (4) forskellig fremstilling af P som

affin kombination af PO, ••• ,P~~ Er omvendt

1"

OP = L v .OP ~
i=O t. t.

en fra (4) forskellig fremstil1i~g, sa har vi

p

~. "". (A. - \>.) OP. = 0,
; 7, =0 ,'7, 1- 1, -

hvor koef£ioienterne >"O-v O' ••• '>"1'-v r ikke aile er 0, men har

sum 0; scettet (PO' ••• ,P1') eX' da affint afhamgigt. n

Et$tJ!t (1)0' • •• ,P
1
,, ) b ee i aen de at mindst to pun~ktel' f1'a

e t alfin 1; rum. e.=raffin t afh<p.ngigt, hvis off kun hvis minds t

e,t af punkt_pne i 8~ttet er en affin kombination af de ¢v-

!'ige.
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/\ '1~' c' '7 fJ A, E JR, 80m, Lkke alle
{,I J~

L nt; afh~n.gigt: i" []

.-. 0 og

t; l (let: affine rum $ ll\tis Sa?t--

<'

:fas

tet er affint afhmng

er 0, og sam har s um 0 tY sA

Sattes A~ 0

og

omvendt, p 0 er en a f fLn k.omb.i.

Antag f~eks., at ~~ * 0;
....1

Punktet f! 0 er alt~sa en, af f Ln kombLrrat.Lon af P 1 r Il '{f tI , Pr w l-Ivis

Fop enhver ikke~tom

€P a.ff~i ide1'ztie k. rued rnceng Pi.

kombinationar af punkter i M~

punktep i A, 80m ~r affine

's retning, og lad Po v~re et
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Det er klart, at K ~ VO' og dermed, at spanK ~ VO. Pa
den anden side fAs ved af~~tning af vektorerne i spanK

Da vektorerne POP1,~ •• ,POPr tilh¢rer K, sluttes at POP til

h¢rer VO' hvormed P E affM. Lad ornvendt P vrere et punkt i

affM. Vi har da POP E Vo' og der findes f¢lgelig

P1, ••• ,Pr EM og A1, ••.• ,A
1

:1 E 1R, s a Ledes at

fra Po et affint under r um af II SOlO LndohoLde r M, og de:r-

rned ogsa affM; der g~lder derfor 'ogsa Va ~ spanK, og altsa

Vo = spanK. Er nu PEA en affin kombination af punkter i

M, findes Pl, •.. ,Pr E M, og A1,_ .• ,Ar E ~ med smn 1, sale

des at

(

(

Scettes AO

p p =o

PoP ==

p p =o

r
L "A.POp· •

· 1 't 1".1,=

.1 og

hvoraf fremgar, at P er en affin kombination af punkterne

Po' 0 • • ,P13 € M. []
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9.4. AFFINE AFBILDNINGER.

9.4.1.

f

(
"

En afbildning f af et affint rtOO (A,U) inq i et

affint rum (B,V) siges at vc£re en affin afbildning, dersom
A ......

der findes en line~r afbildning f af U ind i V, saledes at

(1) f(PQ) = f(P)f(Q)

1\
for aIle P, Q "E A. Det er klart, at f da er entydigt be-

stemt; den kaldes den til f h¢rende line~re afbildning.

Bem2rk, at der for en given vilkarlig afbildning

f : A ~ B findes en (og da kun een) ikke n¢dvendigvis line~r

"afbild~ing f : U ~ V med egenskaben (1), hvis og kun hvis

PQ = RS • f{P)f(Q) = f(R)f(S)

for aIle P,Q,R,S e A. ~

Iia d (A, U) oq (B, V) vcere affine rum , og lad g :. U ... V

v<ere en l i nea» afb,1: l.dn-i.n q , For h.ver t: OlE A og h ue r t: O2 E B

findBs da en og kun een affin afbiZdning f : A ~ B med !(01) =
A

02 og f= g.

Bevis. For at indse entydigheden bem~rkes, at er f en

affin afbildning med de angivne egenskaber, rna der for alle

"PEA g~lde O~f(f) = f(Ol)f(P) = !(OlP) = g(Ol P). Billedpunk-

tet f(P) er saledes bestemt sam det punkt i B, der fremkommer

ved afs~tning af vektoren g(Ol P) fra °2 - For at vise eksisten

sen bet~agtes den afbildning ft som f¢rer et punkt PEA over
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i det punkt i B, som fremkornme~ ved afsatning af vektoren

g(Ol P) fra 02; ¥i har alts! 02 f(P) = g(OZP) for aile

P € A. Om denne afbildning f g~lder da for det f¢rste

[(01) = 02' thi 02[(01} = g(01 01) = g{£I, = o. Endvidere g~l-
/'. , .... ,.'".

der

g(PQ) = g(P0 1 + 0lQ) = g(P0 1 ) + g(Ol Q)

=-g~OlP) + g(Ol Q) = ~02f(P) + 02f(Q)

= f(P)Oa + 02f(Q) = f(P)f(Q~

for alle p, Q € A, hvoraf fremgAr, at f~ er en affjftn afb11dning
A

med r » g. Il

Lad (A ,U) ofl (B r V) vc:ere affine rum, hoor dimA ::= n ~ 1.

Foph·t>BX't af!l,nt uafh(2.ngigt Beet (PO' II •• ,Pn) af n+l p unk i e r

~

ffla A og ethVBl't eet: (Q.O''' •• ' Qn)1 af n+l p unk.t e r frta B findes

da en G(J kun een affin afbiZdning f :, A -+ B med !{Pi)=:,Qi

Bevis. F¢rst bemmrkes, at en affin afbildning med de i

scetning-en:anq1vne egehskaber er det sanune som en affin afbild-
",' _. .. 1\

ning ! mea f(Po> = Qoog ! (P oPi) =: QoQ-i, for i =:: 1, ••• ,n. Da

s2ttet (PoP~,.~~,POPn) er en basis for U (emi. side 9.3.1),

findes neuop·een llnea!!r afbildning g : U ... V med g(POF i ) =
. QoQ'il.or~ ..';:i~~,~.,n (8ml. side 2 .1.2). If(&lqe den 'foregAende

sa!tni~g flndea dE!rfor netop een affin afbildning f : A .... B

"med [(PO> 11I'10 09 !(POPi ) = QOQ i for i = 1, ••• ,n. Hermed er

-sa!tni~gefi bevlst,. []
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Lad f v~re en afbiZdning af et affint rum (A,U) ind

i et affint rum (B,V). F¢Zgende tre betingelser er da ens-

betydende:

Bevt,s. Antag, at (2) er opfyldt, lad PO, ••• ,P!' VCBre

punkter i A, og lad AO,···,Ar vcere reelle tal med sum 1 •
::t' r

Punktet P = L It.P. er da bestemt ved, at OP = 2,1 A .OF. for
.-0 1, 1, • t. -z, 1,

1,.- 1,.=0
et vilkArligt punkt 0 E A • Ved brug af (2 ) far vi da

r
~ A·P.

• .0 1., 1,
1,.=

f bevare~ affine kombinationer, d.v.s. P *
r

implioerer f(P) = t ~.f(P})..t. 1., ~
"/;=0

PQ = ARB impZicerer f(P)f(Q) = Af(R)f(S).

(2) f er en affinafbiZdning.\

r
altsA fJP) == L >":f(P.). Hermed er vist, at (2) medfere r (3) •

•,,=,O 1, 1,
1,.-

Antag dern~st, at (3) er opfyldt, lad P,Q,R,S v~re punkter i

A, ~g lad A\,'-v~re et reel t tal, saledes at PQ = ARB. Vi har da

(3)

(4)

(

(

(

pp ~ ~ = PQ - ARB = PQ - ARP - APS

= PQ + APR - APS;

punktet P er altsa en affin kombination af punkterne Q,R og

S med koefficienterne l,A og -A. Ved brug af (3) far vi derfor



MAT 101 9.4.4.

..,,:, .. '
og denned

o = f (P) f (p)

~ f(P)f(~) + Af(P)f(R) - Af(P)f(S) I

',\l

A·.··.:::·""
!(A~) = f(PQ) = f(p)f{Q)

A 1\=Af(R)f(S) ~ Af(RS) = Af(~),

A' A A

f' (u + U ) = f' (PQ + QR) = f(PR)--1 -2

= f(P)f(R) = f(P)f{Q) + f(Q)f(R)

1\ "=f{PQ) +~f(QR)

" A= !<!1!1) + f(J:i2)·

f(P)f(Q) ~ - Af(P)f(R) + ~f(p)f(S)

= A(~/f(P)f(R) + f(P)f(S)

= "Af(R)f(s).

PQ == )..RS·~ ·:'·,tls~"Ved'br~9 af (3)
','0':'.','"

1\ 1\
Derncest: vi:ses, a,t, f (AU'> :t= Af (~) for aile '!! EU og A E 1R.

Er P .a,« 09 S punkter i A med u = 'RB 09 AUZl= PQ, og dermed
. , -' --

Hermed er vist, at (3) medf¢rer (4). Antag endelig, at (4)

er opfyldt. Vi har da specielt PQ = RS lmplicerer f(P)f{Q) =
f{R)!{S), hvoraf fremgAr, at dar ved f(PQ) == f{p)f(Q) defi-

" • A" 1\
nares en afbildni'~g f : U ... V. Oet skal vises, at f er line-

, ......•• i . '.: ,..... .' 1\ ,,1\
cere F¢rst vises, at !<lil + !i2) == f(!:it) + f<!:ia' :fQr.alle

·u1 ' t!:.a € u. Er P,Q 09 R punkter i A mad !:i1 == PQ 09 !:i,2 == QR,

har, '11

hvorrned er,viet, at (4) medf~rer (2). []
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Man efterviser let f¢lgende:

9.4.5.

Lad (A,U) og (E,V) v~re affine pum, og Lad f,: A ~ B

~~~e en alfin afbiZdning. Fo~ hvert affint underrum (Bo'VO)
-1 -1 ' .:. -',

af B me d f (8 0) * (j) e» f", (EO) e t: affi.nt: underr um af A med

A...1
retningen f (Va)' og fo~ hvept affint underpum (AO'Uo ) af A

e1' !(A o) et affint undel't'um af B med retningen J(Uo).

Man efterviser ligeledes let f¢lgende:

El1.ltf .:, A .... B og g : B -+ C affine afbi l dn i.n qe r , aa e»

den eammene ati t:e afbi l.dn i nq g. f : A ... C tige l.e de e affin, 0(1

g~ :% g.~.

En alfin afbiZdning f : A .... B e:r bijektiv, hvis 0(1 kun
, , A

'hvis den tlth¢7'ende Zine(J!.pe afbiZdning f ep bijektiv. Hvis f

eft b1.Jektiv, sa (H' den omven dt:e afbi tdning f- 1 : B ... A Zige
A~ A-1

l.e de« aff-ln, og f-' == f .

Lad (A,U) og (S,V) v~re affine rum, og lad (Ol;!!..l' ••• '!.n)

hhv , (02' tl' ••• ,tm) va:!re et affint kooz:dinatsystem i A hhv , B.

Lad videre f: A ~ B v~re en affin afbildninq. For et v11kAr

ligtpun.kt,'P EA. har vi

"""" ,,;'," 1\

Bete'<1rtes nu mad ddsn til f h¢rende matrix m, h - t.. baaerne

.(8 1, , e' ... .e ,) hhv, <[.'l'" ••• ,i ), med U I' punktet P' s koo.rdd.nat.se j-:- -n m ~

le m.h.t; koordinatsyst~met (Ol;~l' ••• '!n)' og med EI punktet

(5 )
02!(P) = 02/ (° 1 ) + f(Ol)/(P)

A=°2/(°1) + f(Ot P),
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"L

[(Ol ) ' S koordinats¢jle m.h.t. koordinatsystemet

(02;i1, ••• ,im) , sa er punktet f{P) 's koordinats¢jle g, m.h.t~

koordinatsystemet (02;i1, ... ,i
m

) if~lge (5) besternt ved

..: .. t..'

Denne relation kaldes den affine afbildnings matrixZigning

m,h.t~ de hetragtede koordinatsystemer.

Enbijektiv affin afbildning af et affint r~ A pI 8ig

selv kaldes en affin transfor'mation~af A .:·'Met&.l1gden'laf affine

transformationer af A er en gruppe med sammens~tning som kom-
.-

po.sition;, gruppen kaldes A's aff1.:ne gruppe.

Enaff1n transformation af et affint rum A kaldes en

traneZat'on, hvis den tilh¢rende linemre afbildning er den

identiske afb11dning. V~d hj~lp af parallellograms~tn1ngen

indses1et, at en affin transformation f"af A er en transla

tion, hvis og kun .hvis Pf(P) = Qf(Q)for·al1e P,Q € A. Vekto

rert P!(P) kaldes da t~an8Zation8vektopen. M~ngden af, transla

tioner af Aar en kcmmut.at.Lv undergruppeaf A' s a,ff1ne gruppe.

Enaf.standsbevarende affin transformation af et euklidisk

affint rumkaldes en kongruens. M~ngden af kongruenser af et

euklidisk aff1rtt rum er en undergruppe af rummmets affine grup-

pe.

~n a!!in"~bttan8fornmatrDon f af et: euk.l i d-iek: affint rum

"(A,V) e~ en kong~uen8, hvis og kun hvis f BP en optogonal

endomorafiaf V ..
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Bevis. If¢lge definitionen af rnetrikken i et euklidisk

affint rum (side 9.1.3) er f en kongruens, hvis og kun hvis
/\

IIPQII = IIf{P}f{Q}1I for a LLe P,Q E Au Idet f{P}f(Q) = f{PQ)

1\
ses, at f er en kongruens, hv i s og }(\111 hvf.s ~f er en normbe-

varende endomorfi af V. Dette sidste vides imidlertid at V~

1\
( re ensbetydende med, at f er ortogonal (sml. side 7.7~1). []

En kongruens f af et euklidisk afflnt rum (A,V) siges

l herefter at v~re egentZig hhv. uegentZig efter som den tilh¢

rende line~re afbildning f er en egentlig hhv. uegentlig orto

gonal endomorfi af V (8ml. side 7.7.4). Det ses, at den iden-

tiske afbildning af A er en egentlig kongruens, at den inverse

til en egentl~g hhv. uegentlig kongruens er egentlig hhv. uegent-

lig, at den sammensatte af to kongruenser af samme art er egent-

l
(

l~g, og at den samrnensatte af to kongruenser a£ forskellig art

er uegentlig .. Specielt noteres, at mcengden af egentlige kongru

enser af et euklidiSk affint rum er en undergruppe af rumrnets

affine, gruppe.

Vi skal endelig vise f¢lgende s~tni~g (hvoraf fremgar, at

kongruenserne af et euklidisk affint rum netop er de afstands-

bevarende afbildni~1ger af rumrnet Lnd i sig selv):

Bnh oe r afe tian deb evaren de afbi l dn i nq f af e t: euk.l i d-ie k af-

fint ~um (A,V) ind i sig seZv er en affin tpansformation af A,

- og depmed en kongruens.
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for alle, rJ,PrQ·e.A. Lad nu (Q';B
1
· , •• •'1' ) vcere et $a!dvanligt~

- """'7l

retvihkle.t k;oord,lnatsystero i A r og lad punkterne P 1 ' • • • ,pn € A

(7)OP:-tJQ == f{O}f(P) -f(O)!(Q)
" .' ; ·~l

09 demed

Da ! ~r afstahdsb.var~nde, har vi sAl~des

,', ,',

:Mre~')4~~'!~'~"'Aat01'1 ~ .!1'·~' •• ttJ~~,i=' ~ .. Endvid~re s2ttes

o *:f(f:J'l;i~."~!"~'O! (1'1)' ... '~n Illl ~f (1'n)' Af (7) frelrtglr da ,
'I) 1\ 1\

at 0981. (O;s.z, .... ,.I.ti) er et sadvanligt retvinklet -koordinat-

system iA.\1edanvendelse af (7) f&sendvidere, at for et-'

hV'ertpunkt 11 €.A. er punktet f(P)'s koordinats¢jle ~I m.h.t.

Lad O,F 09 Q vre:re punkt.er :t A~. Arl\?G11des (6 r med 1&. ....)1':; ()~!\

J! == OQ, f&s
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det sidste koordinatsystem identisk med piS koordinats¢jle

M, m.h.t. det f¢rste koordinatsystem; vi har nemlig (sml.

side 7.1 .. 7)

~.; ~ "",

u = OP-e, = OP-OP,i' -~ ~

= f(O)f(p) ·f(O)f(l/ )~

:= ~f(P).~.
-1,

1\
== u., i = l, ..• «n ,

1,

Lad herefter g vere den entyd~gt bestemte affine afbildning
Aaf·A ind 1 A mad g(O) ~ 0 (= 1(0), hvis tilh¢rende line~re

afbildninq~: V ~ ~ er den, hvortil der h¢rer matricen E ,==n,n

idet or~9'1nalvektorerhenf_res til basen (e1, ••• ,e ) .. og bil-
- -n

1\ A
le,dvaktorer henf(6res til basen '(e

1
' , ...... »e ). Da E er r equ-- -n -n,n

1\
lMr, er J/ bijekt,lv (aml , side 4.2.5), 09' (J dermed en affin

transf,oX1nation af A (sml. ad.de 9.4.5). Henf¢res or~ginalpunk-
, '

tar t.l1'koordinatsystemet (O;~l' •• "!!n) 09 billedpunkter til
-, A 1\ A "

koordinat.I.Jyste1l1et ,"(0 J~l r • • • , £n)' fAt' g matrixligningen

Ji.;

Sil1ittnetth~14es:d.et.t.med det ovenfor beviste fremgAr, at f c: g,

hvormedsa!tn1~gen. er bevt.sc , []

'tll./tlJ1djt"uf¢res, at man naturligt kan definere en i.eo-:

lridr!fajiittt.i~I"f'lfi1:rUfnpA et andet 80m en bijektiv affin af

bi.ldni~9'af det ene rum pa det andet. F1ndes en sAdan, siges

de to rum at. vmre iBomo~fe. Er talen om to euk11diske affine
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rum, forlanges yderligere, a-t lien tilh¢rende line2ere afbild-

ning bevarer det indre produkt~ I begge tilf~lde g~lder, at

eksistensen a.f en Lsomo r f i, er ?~:rlst)et:ide11de rned, at de to r urn

hhv , 3,

euklidiske affi.ne geometri, som e r modstykker til (gyldige)

rum af dimension 2 hhv. 3ft Det skal hertil bemcerkes,

'~mstillinger af plan~ og rum-Bemre~kning~ I element~re

- at "pLaneri" hhv . "rlunmet 18 (rne d de egenskaber, sorn disse

- at aIle den elementffire geometris begreber kan indpasses

i den eQ~lidiske affin~ geometri, og at aIle sretninger i den

element~~geometriskes~tninger, herved bliver gyldige,

- samt at euklidiske affine rum (scm ovenfor anf¢rt) er

¥

ge, at plan- hhv , run\geonletrt er studi.et af euklidiske affine

b~greber till~gges) er ew<lidiske affine rum af dimension 2

geometri er det grundlag, hvorpa teorien udvikles, ofte meget

ufuldst~ndigt. Et tilfredsstillende grundlag *) fAs ved at 5i-

har samme dimension~

isomorfe, hvd s 9g kun hvis de har samme dimension.

D~t poirtteres, at det ovenfor a~givne grundl~g for plan~

~g r~g:eometri ikke er det. eneste acceptable.. Det er muligt 

men omsta!ndel~gt. - at bri~lge det 'i elementare fremst11,linger

antyded.$,:;gr'W1dl·~q1 oxden , hvorefter teor1en. kan udvlkles ef-
'lI-

ter k$hdte :re.tritngslin.ier. .. ,

-.
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9.5. AFFINE FUNKTIONER OG HYPERPLANER.

9.5.1.

(

Legemet E kan som bekendt opfattes som et l-dimensi-

onalt reelt vektorrum, og dermec1 sam et.. affint rum med sig

selv 80m vektorrum og vektorafbildningen: (a ,b) ~-. ab == b r:a ,

Ved en affin funktion pa et a f f i nt; rum. (A, V) f ozs t.as heref-

ter en affin afbildning af (A, V) ind i .1R, idet lR opfattes

som at affint rum saledes som beskrevet; den tilh¢rende li-

ne~re afbildning er da en linearform pa v.

M~ngden af affine funktioner pa et affint rum (A,V) er

et undeprum i vektorpummet F(A,E) af alle afbiLdninger af

A ind i 1R.

Bevis. Det skal vises, at er f og g affine funktioner

pa A, og er A et reelt tal, sa er ogsa Af og f+g affine funk

tioner p! A. Lad P og Q v~re vilkarlige punkter i A; vi har

da
-,

(1 )

og

A . A
(Af) (PQ) = Af{PQ) = Af{P)f{Q)

= A(f(Q) - f{P» = Af(Q) - Af{P)

= (Af) (Q) - (Ai) (P)

= (Af) (P) (Af) (Q)

A A A A
(2) <f+g)XEQ))=:·f(PQ) + g(PQ) = f{P}f(Q) + g(P)g(Q)

= (f(Q) -f{P) + (g(Q) -g(P))
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= (f (Q) + g (Q » - (f- (p) + g (p) )

= (f+g) (Q) - (f+g) (p)

= (f+g) (P) (f+g) (Q) ..

9,,5.2.

1\ 1\
Af (1) fremgar, at Af er en affin afbildning med Af = Af,

r.
og af (2) fremgar, at f+g er en affin afbildning med f+g =

" "f~g· []

Enhver konstant reel funktion pa et affint rum (A,V)

er en affin funktion; den tilh¢rende line~re afbildning er

nulformen pa V. Ornvendt er enhver affin funktion, hvis til-

h¢rende line~re afbildning er nulformen, konstant. For en

sAdan affin funktion 1 har vi 1-1 (a) = A for eet a E ~ og
-1f (cx,) = ¢ for ethvert andet a E 1R. For ikke-konstante af-

fine funktioner har vi:

Lad (A,V) v~pe et affint rum, lad f v~re en ikke-konstant

affin funktion pa A, og lad a v~re et peett tal" Vi har da:

(3 )

(4)

""1
OriginaZm~ngden f (a) er en hyperpZan i A.

For e iih ue r t: 11 E: .1R'{ O} og e t hv e r t: c E 1R qel.de r

1-1 (a) = (~f+c)-l(~a+c).

(S) Ep g en (ikke-konstant) affin funktion pa A og

a et peelt tal, saledes at f- 1 (a ) = g-l(a), sa fin-

des en ty digt be 8 temte u E lR'{ O} og c E JR, sa l:e des

at g = 1Jf + C oq S = lJCt + c.
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~l (a) == {P E A I PoP E KA } .
e

Iteraf fremgAr, at','~t == K~. Lad U vmre et til Kr (= K~) kom

plementart (l-dimensionalt) undez r um af V, og lad 1&..0 va!re en

vektor 1 U",{O}. Enhver vektor 'l)' E V har da en entydig frem-

t E JR.stili.i~<1af'·fOnn.en .l! == k + t£!O' hvor k E K~ =:: Kd og

Dette. giver lev) == !(k) + tf(J:fo) = tf(Y:.o) og ~(1l) ...
1\ ", '1\
g(k) + tt(HO)·tg(~o). Vi s~tter nu

.•• ,'."A,,:,. ,....,., , :..,...·.,gla.,,'
11 .~~:?j,:,!* ,fb ;

:;r·(t:fb>

"Idet dirnK~'" dimV - dim!(v) ... dimv - 1 == dimA - 1, fremg!r.

heraf, at ,-1 (cd er en hyperplan, - 09 (3) 'er bevist. P!stan

den (4) er oplagt. Antag herefter, at 1-1 (a) ... g-l (e). Lad

Po v~re et punkt i !~1 (a), og dermed ogs! i g-l (a). Vi har

da (sml., (6)

Beuis. Da f ikke er konstant, er J ikke nulformen.
A

Vi har derfor f (V) = lR, 09 derrned ..f (A) == 1R. Ori,ginalm~ng'--

den f- 1
(d) er f¢lgelig ikke-tom. Lad Po v~re et punkt i

f~l (a)~ for ethvert punkt PEA har ~t~da ?(PoP) ... j(Po)f PI =

f(P) - !(Po> = f{P) - Ct" hvf.Lke t v i.ser , at

idet U o ( ..~.~....' *II KJ..I er 1..1 veldefineret og forskellig fr.a o .

Herefte~ fAr ~ St.> = t~(KO) = t1..l~(KO) = 1..1 (tJ<uo» = 1..IJ(E)'



(
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A A
hvoraf fremgar, at g = ~f- For et vilkarligt punkt PEA

har vi nu

A
g (P 0P ) = g (P 0 ) g (P) = e (p) -,~. (p 0 )

= g (p) - f3

og

A
(l-lf) (POP) = (ll[) (Po) (lli) (p)

= (llf) (p) - {lJf} (PO)

= (~f) (p) - llf(Po)

= (lJf) (P) - lJo"

" 1\og dermed, idet vi udnytter, at g = ~f,

Sam det s¢gte ~ og a kan herefter bruges det fundne lJ og

a = S - lJa. For at vise entydigheden be~rkes, at lJlf + 01 =

~lf + ag implicerer (lJl-~2)f = 02 - °1
8 Da f er ikke-konstant,

f¢lger, at ~1 = lJ2' og derrned ogsA, at 01 = °2 - 0

Vi skal dern~st vise:

Fop enhvBP ~yperpZan (AO'Vo) i et affint rum (A,V) fin

des en (ikke-konstant) affin funktion f pa A pg et a E E,

"'1 d t A f- 1 (c ) •sa i e ee a· 0 = '-AI

Bevis. Lad (£l' ••. '~n-l) v~re en basis for VO' og lad

e v~re en veNtor i V, saledes at s~ttet (e. 1,···,e l,e)-n - -n--n

er en basis for V. Lad g v~re den ved
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definerede afbildn1ng af V ind L jR. Det ses umiddelbart I

at (J er en ilnearform pA V med V0 som ~,e...~ne. Lad P0 vare

et punkt 1. AO' og lad c vare et reelt.,.·t:al:. Dar findes da

(sml., side 9.4.j) netop een affin funktion f pA A mad

!(Po) • Ct oq ~ =& g. Oet pAstAs, at .: (cd == AO• Er P et

punkt, i /",1 (a), haz vi g (PoP) = f(PoP) ::I f(Po)f(P) =
,·f(P) "·/('1'0) =a - a == 0, altsA POP € VO' 09, dermed P € A O•

og erP et punkt i AO' har vi PoP € VO' og dermed 0 = g(PoP) ==
1\, .
!(PoP) ,. f<Po)f(P} = f(P) - f{P o) = f.fP) .. ex, alts! f(P) = a. []

Ved brug af de to foregAende s~tninger ska! vi herefter

,vise:

Lad (A, V) V<2,re et aflint »um, 'Jog lad de» i A vcere v a l q t:

.et af/in t ko ordi-n at:« ya tern (0;'£1' ... ' ~n).' D'a (/<2I.de ta: ;

(7) MfJert(Jden at pU~>kter i A, hv i e koo x-din ate eb (~l'··· '~n)

titfItedsstiller- en 2igning af foramen

hfJ01" (alt ••• ,an) + (0, ••• ,0), e r en hype1'pl,an i' A. (Vi

H;:~c;~~!i~~~'~~;;&~!,y~~Gl~ t-/'gn-tngtor hyperplanen.)

(8) l1it(*la11,t1:gn-lng fot' en hyperptan AO i A, sa e» ogsa

~nh04~ ligning~ 80m fds ~ed at multipZicere aO,a 1 , .•. ,an

;med sammetat ~ • 0, en ligning for AO' og enhver ligning

./01' AO kan 1&8· pa denne made.
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(9) Enhve~ hyperpZan i A hap en ligning af topmen (*) med

(al, ••• ,an) * (0, ••• ,0).

Bevis. Betegrles med f del1. iJK'~ke-]{onstante af f t ne fun.k-

tion pa A, som har rnatrixligningen

sa er mmngden af punkter i A, hvis koordinats~t tilfredsstil

ler (*), identisk med 1-1 (ao) ; (7) f01ger derfor af (3). Den

f~rste pAstand i (8) er oplagt (men f¢lger i ~vrigt ogsl af

(4». Bar AO foruden (*) ogs! ligningen

~g betegnes med g den affine funktion pa A, sorn har matrix

lignlngen

sA har vi f- 1 (ao ) := y-1 (bo) (= AO). Af (5) f¢lger derfor,

at der flndes·.reelle tal 1.1 • 0 og o» sAledes at g := llf + C

og biJ=lJllO 'If,: 0 .. Idet f(O) =: g (0) = 0, har vi (J == 0, og

denned g ==1.1/- oq b 0 = lJao. Ide't g == lJf implicerer

(bl'.~~tbn) =p(a1,.·.,an), f¢lger den anden pAstand i (8)

heraf. Endelig beInierkes, at if¢lgec.den foregAende sietning

er enhver hyperplan AO af formen /-1 (a), hvor 1 er en ikke

konstant affin funktion. Har f matrixligningen
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,.

!
"

(u1 \

.t ' !
= (°1) + (° 11", 171.)1· I

~ 1,- t
\ 1,,1- Jil
'\ 1'1.

for A O. []

Vi skal til sidst vise~

Lad (A,V) vcere e i: e uk l-i d i el: afj~"int r um , La d

(O;~l' ••• '~n) v~re et B~dvanZigt retvinklet koordinatsystem

i A, og Zad (AO'V O) v~re en hyperpZan i A med ligningen

(9 )

Vektoren V E V med koordinats~ttet (al, ..• ,an) m.h.t. bas en

(~l' ••• '~n) er da en normaZvektor for AO•

Bevis. Det skal vises, at £.~ = 0 for enhver vektor

M E VO. Lad M v~re en vektor i VO' lad P og Q v~re punkter

i A O med!i = PQ, 6~ lad (Yl' ••• 'Yn) hhv , (2 1 , ••• ,z'n) veere

koordinats~ttet for P hhv. Q. Idet PQ = PO + OQ = OQ - OP,

v · u = a 1 (z l-Y 1 ) + · · .. +a (2 -y ).- - n n n

Pastanden f¢~ger da af, at bAde (Yl'~ •• 'Yn) og (zl, •.• ,zn)

tilfredsstiller (9). 0
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9~6. KONVEKSE MINGDER.

9 • 6 • 1 It

Lad Po og P1 v~re to forskellige punkter i et affint

rum (A, V). Det af {p o,P l} frembragte ,a~.fine underrum er da

l-d1mensionalt, altsA en linie (sml~'side 9Q3-2). Denne 11-

nie er ident1sk med mesnqden af punk ter i A, som er a.ffine

kombinationer af Po og Pl (sm l., side 9.3~5), altsA, mad ~ng

den af punkter P af formen P := (l ...t) Po + tP l ' t € 1R. Vi Siet

tar nu

M~~gden [PO,P 1] kaldes at Ziniestykke, og punkterne Po og P1

kaldes liniestykketst~endepun,kter.Endvidere s~tter vi

[PO,PO] == {PO}· En deltna!ngde K a£ A siges herefter at Vtere

'konve'ks, dersomdet fOF" vilkArlige punkter PO'P
1

E K gmlder,

at [P ()'p 1] ';,; K. Det noteres, at den tomme tna!ngde, enhver mceng

de bestAe.nde af eet punkt ~g ethvert affint underrum (herunder

A) er en konvaks ma~gde. Af defini tionen fremgAr umiddelbart:

Er- K1,1,.;~ E' I, konveke e de l.menqde» af et affint raurn (A, V) ,

sa et'ofl8&.f(!tt~,srrtcengden nX i kon uek:e ,

Af satning~n f¢lger specielt, at for enhver delm&ngde M

'af A er f~1-1esmcen<1den af aIle konvekse IM!ngder, Born indeholder
r ., ~ ,'- •

M, enkonvek:s':'rnatlgde, sam indeholder M (II Denne konvekse mamgde

kaldes M'S konv~k8e hylster (eller den af M ud8p~ndte eller

ft-embl'agte konvekae mcengde), og .betegnes convM.
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Et punkt P i et affint rum (A,V) siges at v~re en

konveks kombination af punkterne PO, ••• ,Pr EArned koeffi

cienterne AO' . ' III , Ar E JR, dersom P er en affin komb Lnat.Lo n

af PO' ••• ,Pp med koefficienterne A. o ' ~ . :','Al" og a Ll.e koeffi

cienterne AO, ••• ,Ar er ~ o.

Lad K v~re en konveks deZm~ngde af et affint rum (A,V).

Ethvept punkt P E A,som er kon~eks kombination af punkter

Bevis. Beviset f¢res ved induktion efter r. For r = 0

er pastanden triviel, for r = 1 f¢lger den af definitionen

af konveksitet. Lad der for r v~re ~ 2, antag, at ethvert

punkt, som er konveks kombination af h¢jst r punkt.e r fra K,

tilh¢rer K, 99 lad

(1 ) p ::::
r
L It.P.

•• 04

0
1" ~

1.=

II =
(

va!re en konveks komb i.nat.Lon af punkt.er PO, ••• ,Pr E K .Scet

1'-1
LA,. •

· 0 1,1,=

Vi har da 11 > 0 ~g u + Ar = 1 • For II = 0 reduceres (1 )

p = lP
r' og der er intet at vise. For 11 > 0 har vi

r-l A•
.L 1.- 1- =

1,.=0 u

og

til

(
S~t

A •
. ~

> 0,
II

i = O, ••. ,r-l.
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9.6.<~',.
I: .. ·,·.

r-l A.
Q = I -.J:..p .

i=O II ~

If¢lge induktionsantagelsen har vi da Q E K. Da K er kon-
.: \ Ie"

veks I f¢lger, at vi ogs! har l.lQ + ,( l':'p') P € K. Men ·for etr
vilkArligt punkt 0 E A har vi

~OQ + (l-~}OPr = ~OQ + ArOPr

p-l A'
- ~ L -rf-OPi t. ":rooPr

i=O

11

= L A;".OP.
i=O 1,. 1,..

== OP,

altai ~Q + {l~~)Pr = P, hvorrned P E K. 0

Fop enhve~ delm~ngde M af et affint rum (A,V) e~ convM

identlek med mmngden af punktep i A, 80m ep konveksB kombi~

nationer af punkte~ i M.

Bevis. Lad Mi vcer e rncengden af punkter i A, som er'kon

vekse kombinat;-.1oner af punkter i M. Vi. akal da vise, at M' ==

convM. Idee can't1M er en konveks mcengde, .som indeholder M,

fremg!r af deriforegAende sietning, at M' c:: convM. For at vise
•

den modsatte,lnklus10h vises, at Miindeholder M 09 erkon--
"""'

veks. bet ,.f~rErt·e: er oplagt. Lad derfor

8

Q = ~ ll·Q·
j=O J J

vatte pUhkteri MJ', .... hvor altsl pu:nkterne P. 09 Q. aIle til-
1, J

h~i~.ter M', tallene A II og 1J. alle er > 0, og sAvel A.' erne aom. ~ J = 1,



(
MAT 1 01 9.6.4~

~jlerrte har sum 1. Oet skal da vises, at (l-t)P + tQ E M'

for· ethvert ,1; E [a, 1 ]. For at vilkarlig·t punkt 0 € A har vi

1'1 8

(l-t)OP + tOQ = (l-t) I A.OP. + t I ~-OQ~
·-0 t. 1r.• ' -":"0 J J7,- ' J-

:ra . ...'"- .'~" J 8

=: I (l-t)A.OP. + L tlJ .QQ .•
i=O . -z.. 't j:::O J J

Idet tallene (:1-t) 'A".og tlJ. aIle er > 0 og har sum 1 , see,
"'" J ==

at punktet (l~t)P + tQ er en konveks kombinatlon af punkter~

ne PO'" "P:r' Qot ••• ,Qj E M med koefficienterne

(l~t)AO, ••• t (l~t)A~' t~o, ••• ,t~8' og dermed er at punkt i

M' • Il

Vi skal skarpe dert foregAende s~tning til Ca~ctthdodorY'8

Fol' enhvBP de"lmf2ngd.e M at et affint l'um (A,V) e1' convM

identisk med m~ngden at punkter i A, Bom er konvekse kombina-

tionep at punkte~ ~ affint uafh~ngige 8~t af punkte~ i M.

BBV1,S. Det ertiistr~keligt at vise, athvis et punkt

P € Aer"en konvekskombin,ationaf 1'+1 punkter Po' •• ·'PrEM

mad koeff:1.e:leil'ter AO' • • ••, A:r' s!ledes at smttet (P0' • • • ,P1")

er affint afha~qi9't, Sa kan P fremstilles som konveks kombina-

tion *f ~ af .Uhkt~rne PO' ••• 'P:r. NAr smttet (PO' ••• 'P:r) er

,aff!rlt .a.lhamC1L,-g:t,;"findes 11
0

I ••• III € 1R i Born ikke a:J:le er 0,
. ';. . l'

:mensom hal" s\ltl\ 0, s!ledes at der for et vilkArligt punkt

o t A, qalder
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= 1

samt

I lJi > o}{
Ai

B =
. II i

r-l _ Ar r-l
= L A .oe · I 11 .oe .

riO __' 0 1. 1, 11., '0 7, t-
v I-Ap 't=

A
== (OP--A OF ) ~ .s: (--ll-'OP, )

p p ~p ~ p

er derfor ikke-torn. Uden Lndskreanknf.nq '~an antages, at
Ar A A • A.!

€ B og at ~ < -~ for ethvert ~ E B. Vi har da
~r ~~ = ~i ~~

A,r
Xo ~ ~~. > 0, i = O, ••• ,r-l.

1.. IIp 1,.. ,.=:

Endvidere har vi

Mindst een af koefficienterne ~. er > 0, og m~ngden
1.,.

= OP ..

·f

Punktet P eraIts! en konveks kombination af Po, ••• ,P-l
A . A" r

- ,', "" .,'.' r . !'med koefficienterne Ao' - --"O,···,A 1 - ~ 1'. Hermed
~~~ , ~- ~r r-

er s~tni~gen bevist. 0

Som-bexefidt har et affint rum (A,V) dimension n, hvis

~g kun hvis n+l er det mak~imale antal punkter 1 n~get af

fint uafhm~9i9t smt af punkter i A (sml. side 9.3.2). Af

det for~g:lende fremgAr derfor:
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\

\

(
\

For enhver delm~ngde M af ~t n-dimensionaZt affint

rum (A,V) er convM identisk med m~ngden af punkter i A,

80m er konvekse kombinationer af h¢jst n+l punkter i M.

yed et simpZeks i et affint rum (A,V) forstAs en rn~ng-

de af forrnen conv{P0' • • .,Pr}' hvor (PO,···,P r) er et affint

uafh~ngigt s~t. Punkterne PO, ••. ,Pp kaldes da for sirnpleksets

-hjf/Jrner-. Et simpleks med 1'+1 hj~rner kaldes ags! et r r e im-:

pZeks eller et r-dimensionaZt simpZeks. Et O-simpleks er en

m~ngde indeholdende eet punkt, et l-simpleks er et liniestyk-

ke. Et 2-simpleks kaldes en trekant, et 3-simpleks kaldes et

tetpaeder.

Ethvert punkt P i et simpleks mad hj¢rner Po, ••• ,Pr har

en og kun een fremstilling som konveks kombination af simplek-

sets hj¢rner (8ml. side .9.6.3 og 9.3.3). Det tilh¢rende koef

ficients~t (AO, ••• tAr ) kaldes punktets piS baryaentriske kOQr

dinats«!.t (m.h.t. s~:tet (PO, •• :,Pl') af hj¢rner).

Efter indf¢reise af b~grebet simpleks kan Caratheodory's

scetning ~gsA formuleres s-aledes:

Fo~ enhver delm~ngde M af et affint rum (A,V) er convM

identisk med forening8m~ngden af alle 8impZekse~, hvis hj¢r-

ner tiZh¢rer M.

Med henblik pA en anvendelse nedenfor viser vi dern~st:
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Lad (PO,.~.,Pr) v~re et sret bestaende af mindBt n+2

p unk.t er i et nr dimen e-i on a l t: affint r um (A, V). Del' findes

LA. := 1-1'
iEI 1 ~

har vi Og8!'

Bevis. Af det givne f¢lger, at s~ttet (PO, ••• ,Pr) er

affint afha!ngigt. Der findes derfor Ao' ••• ' Ar E 1R, sam ikke

aLl,e: er 0, men som har sum 0, sa'ledes at

> O} og
=

~

I A.OP. = 0
~..::.o 'l, b -

1.,.-

for et vilkarligt punkt 0 E A. S~t I 1 = {i € I I Ai

I 2 = {i E I I ~i < ol. Vi har da

L A.OP. = Y (-A.)OP.,
iEI

1
~ ~ iEI

2
~ ~

hvor sa~el aIle koefficienter A. pa venstre side som aIle
'L-

koefficienter -Ao pa h¢jre side er > o. S~ttes
~ =

da komplement~re detm~ngder I 1 og I 2 af I = {O, ••• ,p}, sd

l.e de e at mten q de rne conv{Pili E III o(conv{Pili E I 2 } hal'

mindst et punkt f~ZZe8.

\ ..(~AI,:)- == ~
~,L t"
t,€I 2 '

og 1.1 > 0:. Vi far ;:J.a

-A.
I -l"OP.J

iEI
2

jJ ~

altsa



MAT 101 9.6.8.

"".

Dette punk t; viI da tilh¢re bade conv{Pili. E,.l1} og

conv{ Pi' i E I 2}. []

Vi kan hu vise Belly's 8~tning:

Lad del' i e t: nr di mene i onal.t: alf~nt rum (A, V) VrEre q i v e t:

mindst n+l konvekse m~ngder KO, •.. ,Kr . Hvis uiLka~tige n+l

at mr.Engderne Xi hal' en ikke-tom f(J!,ZZeBm~ngde~ 812 hal' de aLZe

en ikke-tom 'f~Zte8m~ngde.

BQvis. Bevi~et f¢res ved induktion efter ~. For r = n

er pAstanden triviel. Antag derfor, at p > n, og at s~tnin

gan galder for ~ eller fmrre konvekse ~ngder. Lad KO, ••• ,Kp

vare r+l konvekse mmngder, huoraf vilkarlige n+l har en ikke

tom fallesmangde. For hvert i € {Di ••• ,ra} har da specielt

vilkArlige n+l af mmng~erne KO, ••• ,K-i,-l' K-i,+1, ••• ,Kr en ikke

tom f~11esma~9de. Ved brug af induktionsant8gelsen sluttes da,

at KO·· n ••• n.:,K ·';',1. n K .+1 n ••• n K er ikke-tom; lad P. vcere
~ \~ ~ r 1.

et punkt i m;e~gderr'" If¢,lge den foregAende siSt-ning findes her-

efter k~mplement<ere 'delrM!~gder 11°9 1 2 af {O, .•• ,r}, saledes

at tNangderne 6onv{P .1 i E: I 1} 09 conv{P.1 i €'<.,I o} haz (mindst)
. 1-, 1,.. CJ,

et punkt Q fml1~s. For ethvert i E {O, ••• ,r} har vi nu

PO, •• .,Pi'-l' P·i +1'···'P to € Ki, og dermed enten

co,n"{P .. li € 11}.C: K. eller conv{P.Ii. € I o } c: K •• Heraf f¢lger,
~. .. .. • ~ ~. ~ = ~

at Q€ Kii< punktet Q tilh¢reralts! a,11e mamqderne KO, ••• ,K to ,

og fcellesn\a!;t19den K0 n ••'. n Kl' er f~lgelig ikke-tom. (]
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9.7. KYADRIKKER.

9 • 7 • 1 •

Lad (A,V) v~re et euklidisk affint rum af dimension

n > 2. Lad der videre v~re givet et s~dvanligt retvinklet

koordinatsystern (O;~l' ••• '~n) i A samt et reelt anden

grads polynomium invariable,

n
F(x

1,···,x)
= I a ..x,x. + I C,X,"+ d.

. n l<i<j<n ~J & J i=l ~ &
-- - -

Vi skal betragte m~ngden K af punkter i A, hvis koordinat-

s~t (x1, ••• ,Xn ) rneh.t. det givne koordinatsystem tilfreds

stiller ligningen

(2 )

En sadan m~ngde K kaldes en kvadrik i A; den siges at have

ligningen (2) i det giv~e koordinatsystem.

Ved overgang til et nyt s~dvanligt retvinklet koordinat-
1\ A A

system (O~£l' .•• '£n) kan de gamle koordinater x1, ..• ,xn til

et punkt P udtrykkes som f¢rste grads polynomier i de nye

1\ "koordinater xl· , ••• ,x for P, (sml. side 9~1 ~4). Inds~ttesn

disse udtryk for x 1 , ••• ,xn i F(x1, .• s,xn ) , fAs et polynornium
A A A
F1 (x1, ••• ,Xn ) af h¢jst anden grad. Lad Xl betegne m~ngden af

punkter i A, hvis nye koordinater ~l' ••• '~n tilfredsstiller

ligni!1gen

A 1\
F

1
(x

1,
••• ,x

n)
= 0 ..

Det er da klart, at K ; Kl- Det pastas, at K = K1• For at ind

se dette bem~rkes, at det ogsa er muligt at udtrykke de nye
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A 1\
koordinater x 1,."pxn som f~rste grads polynomier i de

gamle koordinater ": f " .. OJ , X r og at man ved. indscettelse af
1~

disse udtryk for ~1' ~ •• I~n i F] (~1'··· '~n) far F(x1,··· ,xn ) ·

Heraf f¢lger, at K1 ; K, hvormed pastafiden er bevist~ Vi

sanunenfatter:

Lad der i et eukZidisk affint rum (A"V) at dimension

n > 2 v~pe givet to smdvanZige retvinkLede koordinat8yBtemer,
::

kaZdet det gamle og det nye. Lad K v~re en kvadrik i A med

ligninge~ F(xl'.~.'x) = 0 i d~t gamte koopdinatsyatem. Ind-. , 1~

8~tteB i denne Zigning de gamZe koordinate~ x 1 , ••• ,xn udtpykt

1\ "80m f¢pste g~ads polynomiep i de nye koordinater x 1 , ••• ,xn,

fas en tigning 10."(1 K i det .nye k oor d-ina t eu e.t-em,

Ved udnyttelse af teorien for kvadre t.Lske former skal

vi herefter vise f¢lgende:

Lad K v~pe ~~ kvadrik i et eukZidiak affint ~um (A,V)

af dimension n ~ ·2~ Der findes da et s~dvantigt retvinklet

koopdinatsystem i A m.h.t. hvitket K ha~ en Zigning af en

af f¢tgende t~e no~malformer~ hvor al' ••• '~r' y og 0 atte

tat" * 0:

( K)
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(hvor koefficienterne ~. er de karakteristiske r~dder for
'to

•

=: 0,

n 2L a.x. ,
i=l 1, 1,

hV11k~t kan omskrives til

'~la~0~i + ;~.)2 +
t= 1,

Bevis. Lad K have ligningen (2) m.h.t. et s~dvanligt

retvirtklet koordinatsystem (O;e1, .•• ,e ) ~ Ved- -n

!.) Uden indskr~nkning kan antages, at Ql, ••• ,ar er de fra

o forskel.lige koefficienter. M.h. t. koordinatsystemet
A A

(0; e 1- , ••• , e.) har K da en ligning l -af formen-- -n

x
1e1

+.... IJlCl+1x e.... '\ a ..x.x"- n-'n. l . t.V' -..'Z, J
l~1,~J ~n .. , .'

er da bestemt en kvadratisk form. KB pa V. (Matricen.

B =: (b~.) for den tilh¢rende syrnmetriske bilinearform B
=:a ~J

er bestemt ved, at b . ., = a .. for i = 1, •. " ,n og b II. = b .. =
~~ ~~ ~J J~

ia .. for 1 < i < J < n.) If¢lge en t.idligere s~tning (side. ~J s &

- A . A
8.3.1) findes da en ortonormal basis (£l' .. "~n) i V m.h.t.

hvilken KB antager normalform,

A " 1\nee med 0 dett.punkt, sam mvh c t , koordinatsystemet (O;§.l" •• ,~)

har koord1nats~ttet

...'

"an := 0, beteg-

~ h ~ A 8 : -1
hvora1 =,a,·'" I·,c.- (4a.) •

~=1 t ~
1\

Er nu Xt<= tt, eller :r., -c n og (,!1'+1
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" 1\

(- ;~1'···'- ;~r' 0, ... ,0).
A A 1\

M.h.t. koordinatsystemet (O;~l'~.~'~n) viI K da have 11g-

ningen

r 2 1\I a·X~ + d1 = 0,
i=l 't- 1,

altsa en ligning a:f formen (C) eller (K).

"Er derimod p < n og Ci * 0 for rnindst eet i ~ r + 1,

vcelges et nyt scedvanli.gt retvinklet koordinatsystem

" A 1\ rw f"-..J(O;e1, ••• ,e , e +l, ••• ,e ) pa f¢lgende made. Vi s~tter
- -p -T -n

(
. n A 2)~

c::= • L c i1,=r+1

og

r-J

'e-r+l

A A rv

S~ttet (~l' •.. '~r,er+l) er da ortonormalt, og kan derfor

suppleres til en:~rtonormal basis (~l'···'~r' ~r+1'···'~n)

for v. Koordinattransfomrationsmatricen ~ h¢rende til aver-
A 1\ ~ ~

gangen fra basen (e
1,.

It. ,e ) til basen (e
1,

••• ,e , e +1' .•. ,e )- -n - -r -r -n

er ortogonal, og den j1te s¢jle i S-l er koordinats¢jlen
==

for den nye j'te basisvektor m.h.t. den gamle basise Af det

-1 'f¢rste f¢lger, at S = (8 ) , og ved brug af det andet f¢l-
= =

ger derefter, at'~' har formen
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hvor den f¢rste r~cke iTer=n-r I n.....·r

hvilket kan omskrives til

A
r c. 2
I (l &( ix , +'~--)

i=l ~ ~ 2a i

gen

A A A ~ ~

har K i. koordinatsystemet (O;e
1,

fJl ... ,e ,e +1' ... ,e.) lignin-
-- -"1-1 -r --n

A
Betegnes derfor med 0 det punkt, sorn m.h8t. koordinatsyste-

Heraf fremgar, at K i koordinatsystemet

r
2I a~x. + CX~+l = 0,

.~1 1, ~ J..
1,.,.-

alts! en l~gni!lg af formen (p ).. []

Et punkt P si.ges at; VCEre et. centrum for en kvadrik K,

dersom de't fOI~ ethvert punkt Q1 E K g~lder, at ogsa det ved

PQ2 = - PQl bestemte punkt Q2 tilh¢rer K.

En kvadrik K kan ikke bade have et centrum, som tiZh¢rer

x, og ~t centrum, 80m ikke tilh¢rer K~
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En kvadrik K, 80m hart en tigning af n arma'l fo rmen (P),

ha~ intet oent~um.
't'

har tre r¢dder, neml~g -2,0 ~g 2, 09 f~lgel~g er nUlpolyno

miet. Men heraf f~~ger videre, at hele linien bastemt ved

Po ~g Pl er indeholdt i X, i strid med, at Pl ( K. []

n
l a .. (y .+tz .) (y .+ta .. ) + Ie. (y .+ts .) + d

• .I It 1,J 1, 1, J J ,.':::~ l' ~ 1-- 1,
l<~<J<n . . ~- -'.

p(t) =

Bev-i e , Ant~g, at punktet P med koordinat.cettet (Yl'·· .,Yn )

er et centr\Un. Lad 2 vcere'et vilkArli9t reelt tal.Det er
. l'

da opJ.agb mUl~9t at bestemme_et reelt tal *r+1' s!ledes at

punktet Q
1

med koordinats~ttet

(Yl, •• ·tYp-l'Y"p+sl"Yl'+l+sr+l 'Yp+/l'" Ii. 'Yn) tilh9Srer K. Da P

er etoent.:rum, 'Vii 6gs! punktet Qa med koordinatsattet

(Yl' ••• 'Y~~1'Yp~sp'Yr+l-ar+l'Yp+2'••• 'Yn)' tl1h~rer K. Vi har

derfor

Bevis. Lad K have ligningen (2) m.h.t. et s~dvanligt

retv1nklet koordinatsystem. Antag, at punkterne Po EX

og Pl ( K mad koord~nats~ttene (Yl' ••• 'Y n ) hhv.

(Yl+81, •• .,Yn+zn) begge er centzer for'R~ Punktet P2 med

koordinatsa!ttet (Yl+281' ••• 'Y ,+28) '~il' da tilh~re X, idetn .n

Po € K ~q Pl er at centrum. Da Po er et centrum, sluttes

,aern2st,' at ~gsA punktet P-2 med koordinats.ttet

(Yl"'2S1' ••• 'Yn"2,an) tilh¢rer K. Heraf fAs ialt, at polyno

ndet

1i 2 . 2I a.y •.+ a a + 2n y 2 + Y (y +1 + a +1) = 0i e 1 ~ ~ r r r P r ' r ~

og
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r 2 2La.y. + a. z - 2 (), Y z + y (y 1 - Z l' ) = o.
i~l ~ ~ r r r r r r+ r+

Heraf f¢lger, at

r
\' 2
L Ct.y.

i-!i:.l t. 1.,

2
+ a z + Yy +1 = o.r r r .

Idet z er valgt vilkarligt, og a' * 0, giver dette en mod-
r r

s t.r Ld , []

Det bemmrkes nu, at hvis'en kvadrik har en ligning af

formen (K) hhv , (C), sa har den et centrum, som tilh¢rer

hhv. ikke tilh¢rer kvadrikken, nemlig begyndelsespunktet. Af

de to foregaende s~tninger fremgar derfor f¢lgende:

En kv adr-i k ha» en tigning af formen ,( ~C ) I hvis og k.un

hvis den ha~ mindst et centrum og intet centrum tilh¢~er kva-

dpikken. - SAdanne kvadrikker kaldes (egentlige) centrumskva-

drikker.

En kvadrik har en ligningaf formen <P), hvis og kun hvia

den intet aentl'um ha~. - Sadanne kvadrikker kaldes parab~lBke

kvadpikker.

En kvadrik har en Zigning af formen (K) I hvis og kun

ho i e den, har mindst en centrum O'g e i hue r t: centrum ti i l hor e r

k~adrikken. - Sadanne kvadrikker kaldes keglekvadrikker.

Vi skal til sidst giVE en skematisk overs~gt over kvadrik~

kerne i euklidisk affine rrm af dimension 2 ("keglesni til) og

dim.ension :5 (nk~glesni tsf13.der"). Vi skal her omskrive lignin

. gerne til de g~~gse formelv
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Cent~um8kvadpikke~:

Punkt

Linie

To sk~rende linier

Parabel

Ellipse

Hyperbel

To parallelle linier

:3
~ = py

2 2
L + JL.. = 1:3

b
2

a
2 2

L - JL.. :: 12
b

2a
2 2

-; L - L = 12 b2
a

2
L := 12a

2
:c

1- ---- =2a

KEGLESNIT.

Keglekl)ad:pikke~:

ParaboZske kvad~ikke~:



•

MAT 101

KEGLESNITSFLADER.

Centrumskvadrikker:

9.7.9.

2 2
1L. +L
b

2 2
c

2 2
1L. - L

2 2b a
2 C)

a

1L. - 2:

b2 2a
2

JL = 1
b

2

2
J:L = 1
b

2

2
1L = 1
b

2

(

2
L+

2
a

2
L.+

2a
2

L_
-2

a
2

L+
2

a
2

L_
2a
2_ L_
2

a
2

L:::: 1
2

a
2

- L = 1
2

a

= 1

= 1

= 1

cEll1psoide .,

Hyperboloide med 1 net

Hyperboloide rned 2 net

Elliptisk cylinde~

Hyperbolsk cylinder

To parallelle planer

ParaboZske kvadrikkep:

Elliptisk paraboloide

Hyperbolsk parabo16ide

Parabolsk cylinder
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Ke q l.ekv a dr Llcke r :

2 2 2x L + z
0 Punkt-2 +-

b2 2' --
a c

2 2 2x + 1L z = 0 Keglesni tskegl'e2' - 2'
b

2
a o

2 2
x' + 11- = 0 Linie2' b2
a

"'-,.-- 2 2
x 1L = 0 To skrerende planer2'

b
2

a
,I 2
!t X Planil = 0II 2~
<::: a

9.7.10.
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1. Vis, at hvis to parallell~ affine underrmn af et affint

rum har en ikke-tom f~11esm~ngde, sa er det ene inde-

holdt 1 1 det andet.

.: '.'

2. Vis, at to komplement~re affine underrum af et affint

rum har neto~) eet punkt f~11es.

3. Lad M Vmre en ikke-tom del~ngde af et affint rum (A,V).

V1s t at M er et affint underrum, hVis 09 kun hv1s enhver

linie i A, hvis f~llesmmngde med M indeholder rnindst to

punkter, er indeholdt i M.

4. Lad (A 1,V1) ~g (A 2,V2 ) v~re affine underrum af at affint

rum (A,V). Vis, at hvis A1 9g A2 har en ikke-tom f~lles

mce~gde, sA., (jmlder

. Visdernatst, at hVis A
1

og A2 er disjunkte, sAi9eelder

(Vink t Anvendc (~) p! A1 09 aff( {p} U A2)' hvor PEA 1 • )

5. Laa(:lOt ..... ,P~) veere et seet af %>+1 punkter fra- et affint
. . ,

rutn •. V'is·,' at dim aff{po' ••. 'P} < r , og at der gcelder 119-
r =

hed~t~gn, hvis ~g kun hvis sattet er affint uafh2ngigt.
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6. Lad (A,V) v~re et affint +Uffi af dimension 4, og lad

11
\

l

7 .

d~r i A v~re valgt et affint koordinatsystem. Lad

Po (0,1,0,0), P
1

(2,1,0,-1), P2 : (1,1,1,1),

p 3 (1 , 1 , - 3 1- 5 ) I p 4 : (-1, 1 , 9 , 1 4 ) .' vcere punkter i A

med de angivne k00rdinats~t. Vis, at aff{PO' ••• 'P 4}

er en plan. Bestem et affint uafh~ngigt dels~t

(Po,Pl,P2)' og fremstil de ¢vrige punkter i s~ttet som

affine kombinationer af punkterne PO'P1 og P2.

Lad (A,V) v~re et affint rum af dimension n > 1. Er der

valgt en orientering i V (sml , 5 ¢v. 1), siges .(A, V)

at vcere orienteret. Er (A,V) orienteret, siges at affint

uafh~ngigt s~t (P;, ..•. 'Pn) af n+l punkter fra A at v~re

positivt eller negativt efter som basen (POP1, ••• ,POPn )

er positiv eller negative

Uafhcengigt af valg Elf orientering siges to affint uafhcen-

gige (n+l)-s~t (PO, .•• ,Pn) og (QO, ••• ,Qn) a£ punkter fra

A at v~re ens eller modsat orienterede efter som baserne

(POP1,u •• ,PoPn ) og :QOQ1, ••• ,QOQ2) .er ens eller modsat

orienterede (sml. 5 ¢v. 1). Vis, at hvis (Po, ••• ,Pn ) er

et affint uafh~ngigt s~t, og P E 8
n
+
1,

sA er s~ttene

(PO, ••• ,Pn ) og (Pp(?), ••• ,pp(n» ens eller rnodsat orien

terede efter sam p ar en lige eller ulige permutation.
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8. Lad V v~re et (endelig-dimensionalt reelt) vektorrum,

scm pa den naturlige made er organiseret scm affint rum.

For vektorer £O' ... '£r og skalarer AO, ••• ,Ap med sum 1

kan AO~O+••• +Ar~r pa to mader for~olkes som et punkt i

V. Overvej, at der ved de to fortolkninger bestemmes sam-

me punkt.

9 • Bevis s~tningerne side 9.4.5.

~o. Vis, at hvis m~~gden af fixpunkter for en affin afbild

ni~g af et affint rum (A,V) ind i 5ig selv er ikke-tom,

sa er den et affint underrum af A.

11. Lad (A,V) v~re et 3-dimensionalt affint rum, og lad der

i A v~re valgt et affint ~oordinatsystem. Lad Pi og Qi'

i = 0,1,2,3,4, v~re punkter i A med koordinats~t SO~ f¢l-

ger: Po . (1 .ovo>, Pl : (1,1,0), P2
. (1 .on>, P3

. (0,1,1) ,. . .
P4 (1,1,1) , QO (0,0,1) , Q . (2,0,1) , Q

2
. (~,O,l) ,. .

1

Q3
(0,0,3) I Q4 (4,0,1) • Vis, at der findes en og kun

een affin afbildning f : A ~ A rned f(P.) = Q. for
1." 1,

i = 0,1,2,3,4. A~giv matrixligningen for f. Angiv en para-

m~terfremstil1ing for f(A). Bestem m~ngden af fixpunkter.
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_V) v~re -et 2~dimensionalt affint r\~, lad

og Po og QO v~re forskel ge punkter i A'A 1. Vis,

a t; der findes eri og kU11 een a f f Ln 'a£bildning f : A ... A

ningen kaldes en affinitet med linien A
1

som akse.

Tegn en figur l og konstruer for et vilkArllgt punkt

billedpunktet f{P) u

13- Lad (A 1,V1
) vmre et affint underrum af et affint rum

(A , V), og lacl 11
2

V<l!re et til V1 kornplementC!rt underrum

af v~ Vis, at der for ethvert punkt PEA findes et 09

kun eat punkt Pl E Al' saledes at PP1 E V2 • Vis, at af~

bildningen P ~ Pi er en aff1n afbildning af A ind 1 Ai

den kaldes ppojektlohen pA A1 med retningen Va- Lad vi

dare P p vmre det punkt, 80m fremkommer ved afsmtning af
~

PP1 fra Pl' Vis, at afbil~ingen P ~ Ps er en affin af-

bildni~g af A pA A; den kaldes spejZingen i A1 med ret~

n i.nqeri II 2 ~

14. Lad (.A, I'} v~re et 2-dimensionalt euklidisk aff1nt rum,

~g l,ad f \talre en, egentl~g konq.ruens af A med mindst eet

fixpunkt. Begru-nd, at de:c findes et s~dva.nligt retvink

letkoordinat,system (O;§.1'§.2) i A m.h.t. hvilket f's

matrixligni~g fAr formen
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(
V ) (COSo:,
V: "'" ,sina

9 •.¢v. 15 - 1 6

hvor Ct E [O,2 trr [ ~ 'J1s, at hvt s f ez..... forskellig fra den

identiske a.fbLl.dnd nq if sa e:r 0 erle"ste f Lxpunkt , Udregn

for et vilkarlig't punk t, P * 0 v.l nk Len meLlem OP og

Of(P) @ Lad Pl og P2 vrere bestemt ved OP] = ~1 og

OP2 = £2' 9g lad der i A v~re valgt den orientering,

hvorved. (O,Pl,.P2) bliver et pos f.t.Lvc s<et (aml , ¢v. 7) e

B~grund, at f kan kaldes dreJningen ~ om punktet 0 i

positiv retning, ~g drejningen -a om punktet 0 i negativ

retning.

15. Vis, at enhver ~gentlig kongruens af et a-dimensionalt

euklidisk affint rum er en drejning om et punkt (sml.
,

¢v. 14) eller en translation. (Den identiske afbildning

er bAde en dr~jni~g og en translation.)

16 .. Lad f VJJ:ce en uegentlig konqruens med mindst et fixpunkt

sf et 2-'dirnensionalt euklidisk affint zum (A, V). Begrund,

at der findes at sa=dvanligt ret,rinklet koordinatsystem

(O·;§.l"£'2) m.llllt. hvf Lke t; f's matrixligning far formen

Bastern m~~gden af fixpunkter. Vis, at f er spejlingen

i en 11n1e U1 , V1 ) med retningen Vl~ (sml .•v. 13).
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17. Vis, at enhver uegentlig kongruens af et 2-dimensionalt

e uk Ldddsk affintrurn (A, V) e r en spej ling i en linie
J.

(A1,V1) med retn1~gen V1 efterfulgt af en translation

rued translationsvektor :t E\ V1. (FO.~}. == 0 fAs specielt

en spejli~g; for i ~' 9 kaldes afb~ldrtingen en gZide8pej~

ling. )

18. Lad (A,V) Viera et 3-dimensionalt euklidisk affint rum,

~g lad f vmre en (~gentl~g eller u~gentlig) ko~gruens af

A med mindst et fixpunkt. B~grund, at der findes et s~

vanl:igt retvinklet koordinatsystem (0';£'1', ~a I!!.3) i A mvh , t.

hvilket f!s matrixl~gning far formen

V 1 1 0

-s~oo )

u 1
1)2 ::r: 0 CO~ U

2
'03 0 s Lne, casa u

3

mad a € [012rr[ , dersom f er ~gentlig, og formen

vI -1 0 0 u 1
1)2 == 0 COSCl -gina u 2
va \

0 sina coso u g

med a E: [0,211"[, dersorn f eruegentl~g, Bestem i b~gge

tilfmlde :ma~gden af fixpunkter~ Lad Pl,P2 ~g P3 vmre be-

stemt vedOP1 iii iLl' OP2 == ~2 og OP3 *" 8$' og lad, der i

A V':Ere va.lgt-denorienteri!lg I hvorved (O,P1 ,P 2 ,p3) bli

ver et pos~tivt s~t (sm!. ¢v. 7). Begrund, at hvis f

er ~gentl~9, sA kan den kaldes d~eJningen a om linien

bestemt ved 0 ~g P
1

i posittv retni~g, ~g drejn.ingen --a

om linien bestemt ved 0 og Pl i negativ retni~g. Overvej,



tlig, sA kan f sarr@ens~ttes aI spej~

bestemt ved 0, p~
6

P mef:j re t.nLnqen

13) f efter

r um (A ir V) er er, (JAn eI1 nie

,..~ B)" e f t.e r f u l af en trans med

1. E V1 ~ (Er'

Lderrt.i.sk e

J hhv~ transla-

t f&s en transla-

t~l trans-

identiske afbildning, Idningen

20,j, 'u,~?:~Je11tl ig koriqzuerrs et 3~dimensionalt

i ~~n. plan

errt.eri en trans-

]r um (.A, 1/) er en

ngen Vl~' efterfulgt

lationsvektor i E V
1

eller en drejning om

(
!i
\\
\-

.L
~((~t,rl:Lrlgen V1 ·

(~~t:. affint r um af d.Lmerra i.on 1'2 >. 1, lad
=~~

ikke~konstante affine funktioner pA A, og

v~re skalarer. Vis, at

1\ /\

rg (f 1 r ~ '" Q If - )- rn

(OL~) * e ,
1...
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.: ..~."

22~ Lad M v~re en ikke-tom delrn~ngde af et affint rum

(A , V), og scet

K = {P E M I VQ EM: [P,Q] eM}.-
Vis, at K er konveks. (M~ngden K kaldes Mis konvekse

kerne.)

23. Lad V v~re et (endelig-dirnensionalt reelt) normeret vek
4

torrum. Vis, at savel den abne som den afsluttede enhe~s-

kugle er konvekse m~ngder.

24. Lad f : A ~ B v~re en affin afbildning. Vis, at for en

hver konveks m~ngde K ~ A er f{K) en konveks delm~ngde

af B, og at for enhver konveks m~ngde K c B er f- 1 (K)
=

en konveks delrn~ngde af A.

25. Lad K v~re en ikke-tom konveks delm~ngde af et affint rum

(A,V), og lad p v~re et punkt i A. Vis, at conv({P} U X) =

U [P,Q].
( QEK

26. Lad Xl og K2 v~re konvekse delm~ngder af et (endelig-dimen

sionalt reelt) vektorrum . Vis, at K1 + K2 er konveks.

27. Bevis f~lgende sk~rpelse af ·Caratheodory's s~tning: Lad

M v~re en de Ln.enqde af et affint rum, og lad Po veere et

punkt i M. Det konvekse hylst~r af M er da identisk med

foreningsrncengd,:\n af alle simplekser, der har Po som hj¢r

ne, og hvis hj~,':-ner a LLe tilh¢rer M.
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masse altid harforskellige tyngdepunkter •.

for, at to forskellige massefordelinger pA M med samme

Bestem mengden af tyngdepunkter for masseforde11nger

pi M. Angiv en n¢dvendig og tilstr~kkelig betlngelse

og k > n+l, sA findes i 1 , ••• ,in+1 E {l, ••• ,k} med

p =

29. Lad Cl'1' ••• ' al< vcere indbyrdes forskellige reelle tal,

lad b
l

l ••• ,bk v<ere vilkArlige reelle tal, 09 lad

tl' ••• ~€k v~re positive reelle tal. Vis, at hvis der

for vilkArligei
1

, i a , i s E {l, ••• ,k} findes en affin

funktion f p&v: 1R, saledes at I f (a '.) rb , 1 < £ .• for
1.."L 1,

i =il,i2~i3' sA findes en affin funktion f pA m,

*Al~desat rf(a.)~b.1 < 8. for i = l,.~.,k. (Vlrik:
1, 1, 1,.

Odnyt Helly's s~tni~g.)

30. Lad 1t. v.rEl en konveks delmce~9'de a.f 'et afflnt rum (A,V)

af.dlin&nlllot1n ~ 1, lad !l, ... ,fk VEe affine funktioner

pI. A" og lad.~), ••• ,(J,k v<ere reelle tal. Vis, at hvis

28. Lad M = {PO, •.• ,pp}v(Ere ~n endelig delmcengde af et

affint rum. Ved en massefordeling pa M med masse m

forstAs en afbildning f : M ..... 1R+ U {O} med

f(PO)+ •••+f(Pp ) == m > o. Ved tyn/l'!epunktet for en

massefordeling f pa M rned masse m forstAs punktet
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rt+l -1'
K c U f. ( ] -00 , a. [).

= v:l ~v ~v

(Vink: Udnyt Helly's s~tning.)

31. Skitser keglesnitsfladerne.

32. I et euklldisk affint rum af dimension· a er tre kvadr~k

ker givet ved deres ligninger m.h.t. et sedvanligt re~

vinklet koordinatsystem som f¢lger:

5x 1
2 + 7x 2

2 + 2V!x1x 2 32 o,- =
+ 2 + 2x 1 + 3x 2 1 • 0,x 1:C2 x 2 -

2 + 3$2
2 + 2V!x 1X 2 - 2x1

:= o.xl

Bestem for hver af de tre kvadrikker arten og en liqning

. 'pA hormalform.

33. I at eUk11disk affint rum af dimension 3 er to kvadrik

ker givet ved deres ligninger m.h.t. et sredvanligt ret-

vinklet koordinatsystem som f¢lger:

Bes'tem'fOIt'.'hver at de to kvadrikkerarten 09 en liqning
,.. .. , '1ij.

~A nortR.lfe,X1tt ..
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34. Lad (Po, .• o,P
r

) v~re et affint uafh~ngigt s~t af punk

ter fra et affint rum (A,V). Ved (PO;POP1, ••• ,POPr) er

da besternt et affint koordinatsystem i A
1

~ aff{po' ... 'Pr } .

M~ngden af punkter i Al, hvis k~~r¢inater x1, ••. ,xr rn.h.t.

dette koordinatsystem alle tilh¢rer [0,1], k~ldes det af

s~ttet (Po, ••• ,Pr ) udsp~ndte paraLZelZotop, og betegnes

[Po,···,Pr ] . (For r = 1 er parallellotopet [PO,P 1] det

s amme som liniestykket [P 0 I P 1 ]. For p = 2 hhv. r = 3 kal'

des parallellotopet ogs! et r~ktangeZ hhv. pa~azteZZepi

pedum.) Vis, at [PO, ••• ,Pr] = [Pp(O), ••• ,Pp(l)] for alle

permutationer p E Sr+l' Vis, at [PO,.,.,Pr] er det konvekse

hylster af en m~ngde bestaende af 2r punkter, hvoriblandt

Po,···,P r -

Lad 0 v~re en ikke-triviel alternerende n~linearform pA

V, hvor n = dirnv. Ved volumenet vol[P o, ••• ,P ] af et pa-" n

ralJ ellotop ~,P0' • • • , Pn] i A forstAs da tallet e (P oP 1 ' • • • ,poPn) •

(Bem~rk, at,vol[PO, ... ,Pn] ikke alene afh~nger af~, men

~gsa af den r~kkef¢~ge, punkterne PO, ••• ,P
n

indtager.) G~r

rede for, at vol[Po" .. 'Pn ] * o. G¢r rede for, at volumen

forholdet

vol [P0' • e,. , P'n]

vol[QO,···,Qn]

for to parallellotoper er uafh~ngigt af ~. G¢r rede for,

at hvis f er en affin transformation af A, og [PO, ••• ,P n ]

er et parallellotop i A, sa bestemmer ogsa s~ttet



(f(Po); •• ·,ffPn )' ) e.t parallellotop [f(PO)' ••• '!(Pn ) ] L

A. Bestem volumenforholdet

og 9¢r rede for I at det Lkke alenee·r.: uafhcengigt af ~,

meno9'sl af det betragtede parallellotop [P 0' • • ·.,Pn] ~

tallet kaldesf',s vol.umen fo rho l d ,

M!\T 101

v.o1[f(Po>' · · · ,f(Pn>]
......·vol[P0"··· ,Pn ]

.,,;' .... ' .,
':•.....: ;

. 9. ¢v. 34
2

,. ,
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8~TNING_OM REGUL~~KVIVALENTE REELLE MATRICER

1979/80

eo 68

8~tning.. Hvis to reelle n x n matricer A og B er regul~r-

~kvivalente over C, sa ogsa over ill..

Altsa: Hvis der findes en kompleks regul~r n x n matrix 8

sa at S A S-1 = B, sa findes der ogsa en:-reel regulcer n x n

matrix T sa at T A' T-1 = B

Bevis: Vi har i8 A = B 8. Ved konjugering (sml. side 4.1.8)

fas heraf, da A og B er reelle:

'8 A = 8 A = 8 A = B S = B 8 = B 8

Indf¢res de reelle matricer

fas

og derfor

for ethvert t E ~. Nu er p(t): =det(81+t8 2) et polynomium

it, og da ~1 + i8 2 = 8 er regul~r, er p(i) * 0, hvorfor

p ikke er mulpolynomiet. V~lges derfor t E m som et reelt

tal som ikke er rod i p, bliver T: = 8 1 + t8 2 regul~r og

reel, og af T A = B T sluttes derfor


	broendsted80.mat101
	Broendsted del1
	Broendsted del2
	Broendsted del3
	Broendsted del4
	Broendsted del5
	Broendsted del6
	Broendsted del7
	Broendsted del8
	Broendsted del9
	Broendsted del10
	Broendsted del11
	Broendsted del12
	Broendsted del13
	Broendsted del14
	Broendsted del15
	Broendsted del16
	broendsted80.mat101.pdf
	Broendsted del1
	Broendsted del2
	Broendsted del3
	Broendsted del4
	Broendsted del5
	Broendsted del6
	Broendsted del7
	Broendsted del8
	Broendsted del9
	Broendsted del10
	Broendsted del11
	Broendsted del12
	Broendsted del13
	Broendsted del14
	Broendsted del15
	Broendsted del16



