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MAT 101 1.1.

1.1. VEKTORRUM,

Overalt i det fglgende betegner L de reelle tals legeme
IR eller de komplekse tals legeme (. Det bema&rkes dog, at me-
get ogsd er gyldigt for vilkarlige kommutative légemer.

En ikke-tom mengde V, med elementer UsD Wye oy siges at
vaere et vektorrum over legemet L[, hvis der er givet en kompo-
sition (u,v) » u + v af VxV ind i V, kaldet addition, og en

komposition (A,v) w» Xv af [xV ind i V, kaldet multiplikation,

saledes at fplgende betingelser er opfyldt:

(a) Vv

I
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+

v=20vtu-

(b) Vv (v+w)
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(c) 3o0€VVVEV:D+o=n0.
(d) vvevVvi3i-vevVv:v+ (-v)=o0.
() VvV A,u € L VoveV:x(u) = (Au)v.

(f) vvev:Iv=muw.

I

() Vv A,u €L VYove€ETV: (Muv =12 + uv.

i

(h) v X €L VY u,v eV : Xutyv) Au + Av.

Er 7V et vektorrum over [, kaldes elementerne i V vektorer, oOg
elementerne i [ skalarer. Vektoren u + v kaldes summen af u
og v, og vektoren v kaldes produktet af )\ og v. Vektoren

o kaldes nulvektoren, vektoren -v kaldes den til v modsatte

vektor. Som betegnelse for vektorrummet bruges (V,L) eller
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blot V. Vektorrum over IR hhv. f kaldes reelle hhv. komplekse
vektorrum.

Det bem&rkes, at betingelserne (a) - (d) netop udtrykker,
at (V,+) er en kommutativ gruppe med o som neutralelement og
-v som inverst element til v. Der galder derfor, at nulvekto-
ren og den til en vektor modsatte vektor er entydigt bestemte.
Endvidere fglger, at der for vilkarlige vektorér u,v € ¥V fin-
des netop een vektor z € V med u + x = v; nemlig x = v + (-u),
som ogsa betegnes v - u og kaldes differencen af v og u. Idet
v + o = v, kan man altsa af v + x = v slutte, at x = 0.

Af (b) kan sluttes, at man ved addition af flere end to
vektorer kan undvere parenteser til angivelse af den orden,
hvori additionerne udfgres. Af (a) kan dernast sluttes, at
en sum af flere vektorer ikke afhanger af disses rakkefglge.
For multiplikation af en vektor med flere skalarer galder til-
svarende, at parenteser kan undveres, sml. (e). De distribu-
tive love (g) og (h) kan udvides til et vilkarligt (endeligt)
antal summander.

For en sum v +v,+...+v skal vi ogsd bruge betegnelsen

D ..
-1

e

=]
Det viser sig at vare bekvemt at kunne tale om den tomme sum,
d.v.s. summen af ingen vektorer; denne tillages verdien o.

Vi skal vise nogle simple regler for multiplikation af

vektorer med skalarer. Idet A og p betegner vilkarligt skala-

rer, og u og v vilkarlige vektorer, galder:
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(1) A0 =0 e =0voD=o0.

Vi har 0v = (0+0)v = 0v + 0Ov, hvormedVOE = 0, og vi har

Ao = X(o+o) = Ao + Ao, hvormed Ao = o. Er omvendt \v = 0 og
1 -1 -1

A %0, f8s 0 =X o =2 "(w) = (A "A)v = Iv = v. (1) kaldes

nulreglen.

(2) W=\ = nv - Av.
Vi har Av + (p=N)v = (\+(p-2))v = pv, hvoraf (2) fglger.

(3) AMu-v) = Au - Av.

Vi har Av + X(u-v) =X (v+(u-v)) = Au, hvoraf (3) fglger.

(4) (=X)v = A (-v) =‘-Ag.

Indsattes y = 0 i (2) £ds (-A\)v = 0v = XAv =0 = Av = -Av, Og
inds®ttes u = o i (3) fés A(=v) = o = Av = 0 = Ay = -AvV.

(5) (=1)v = -v.

Indsettes X\ = 1 1 (4) fds (-1)v = 1(~v) = -v.

.Bemerkning. Lad (G,+) vare en gruppe. For g € G og n € IV
defineres da den n'te "potens" ng af g som summen af n adden-

der g,

]

ng gt...+tg.

Dernast defineres, stadig for n € W, den (-n)'te potens (-n)g

ved
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(=-n)g ni-g),

altsd

l

(-n)g (=g)+...+(=-g),

hvor -g er det til g inverse element i gruppen. Endelig defi-

neres den 0'te potens 0g vedff
0g = o

hvor o er gruppens neutralelement. Er nu (V,L) et vektorrum,
bliver (V,+) en kommutativ gruppe. For n € Z og v € V har
symbolet nv sdledes to betdeinger, nemlig dels produktet af
skalaren n og vektoren v, og dels den n'té potens af v. Lad

os et ¢gjeblik skrivé n*y for den n'te potens af v, og fasthol-
de betegnelsen nv for produktet af n og v. For n € Wog v € V

gelder da

V¥ .. D

n¥v
= 12+...+12

= (I+...+1)v

= nv,

hvor fgrste lighedstegn begrundes ved definitionen af n*v for
n € I , andet ved (f), og tredie ved (g). Derefter fés, sta-

dig for n € W,

(-n)*v = nx(-v)
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hvor fgrste lighedstegn begrundes ved definitionen af (-n)%v

for n € I, andet ved det ovgﬁfor’ ‘éﬁe, og tredie ved (4).

Endelig fés

hvor fgrste lighedstegn,bégrundes; efinitionen af 0*v, Og

andet ved (1). Vi har séiédésvng = n*y for allen € Zog v €V,

-~ og betegnelsen n*v er aiﬁs ioverfl¢dig. 0

Bemerkning. Fra den éiégéntare geometri kendes begrebet
geometrisgk vektor i pZahéﬁ §§ﬁi rummet, herunder addition af
to geometriske vektorer oé multiplikation af en geometrisk
vektor med et reelt tal. Mazngden af geometriske vektorer‘i
planen og i rummet er (med de;egenskaber, som begreberne til-
lagges) reelle vektorrum._Deﬁie motiverer brugen,af gloserne

vektor og vektorrum i défiﬁi onenféide 1.1.1.

Eksempel. For hvert n € IV er " et vektorrum over L med

kompositionerne

(ml,...,xn) + (yl,...,yn) = (x1+y1,...,xn+yn),

A(wl,...,xn) (Axl,..‘,Axn).

For n = 1 f&s specielt [ som vektorrum over sig selv.

Eksempel. Mangden‘LJV a r af elementer fra I

er et vektorrum over L med kompos
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(wl,...,xn,...) + (yz,...,yn,...) = (x1+y1,...,xn+yn,...),

I

A(ml,...,xn,...) (ij,...,xxn,...).

EFksempel. Lad T vere en vilkarlig ikke-tom maengde, og lad
F(T,L) betegne mengden af alle afbildninger af T ind i L. For

v,y € F(I',L) og X € L defineres ¢ + V¥ € F(T,L) ved
t e (e+y) (£) = @(t) + Y(t)

og A9 € F(T,L) ved
t s (Xo) (t) = ho(?).

Herved er F(T,L) organiseret som et vektorrum over [ . Nulvek-
toren er den konstante funktion ¢t » 0, den til ¢ € F(T,L) mod-
satte vektor -¢ er funktionen t » (-¢) (¢t) = -p(t). — Er T en
endelig mengde med n elementer, T = {tl,...,tn}, kan
(F(T,L),L) identificeres med (5",5), idet ¢ € F(T,L) identifi-
ceres med n-sattet (m(tz),...,m(tn)) € . Er T en numerabel
.}, kan (F(T,L),L) identificeres

mengde, T = {t ,t

1,0.- n,oo
med LDW,L), idet ¢ € F(7T,L) identificeres med fglgen

(@(tg) reees@(t,) ) € L7,
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(

1.2. UNDERRUM,

Lad (V,I) vare et vektorrum. En ilkke-tom delmsngde J*'af

V siges at vere et uynderrum af V, hvis for det fodrste additi-
_ onen i V inducerer en addition i U/, d.v.s.
¢ (1) Vu,w €U u+ve U
4 hvis for det andet multiplikationen i ¥V med skalarer fra L in-
; ﬂ ducerer en multiplikation i U med skalarer fra [, d.v.s.

(2) YAELYpEU:: Au€U,
ﬁ. og hvis for det treédis U herved bliver organiseret som et vek-
4
4 torrum over L. Det pdstis, at den sidste betingelse f@lger af
%i de to fgrste. Fgrst bemazrkes, at betingelserne (a) - (b) og

(e) = (h) side 1.1.1 oplagt er opfyldt for U, da de er det

for V. For at vise, at fc) og (d) er opfyldt for U, er det

B S N SRR S

tilstrakkeligt at godtggre, at sdvel nilvektoren o i V som

den til en vektor ine U modsatte vektor -y i V tilhgrer U.
For en vilkadrlig vektor y € U har vi 0u = ¢ € U ved brug af
(1) side 1.1.3 og (2) ovenfor, og for enhver vektor y € U bhar
vi (-1)u = ~u € U ved brug af (5) side 1.1.3 og (2) ovenfor.

Vi har dermed:

En ikke-~tom delmengde U af (V,L) er et underrum, hvis og
kun hvis betihgelsewne (1) - (2) er opfyldt. Er U et underrum,
sd er nulvektoren © V tillige nulvekior 7 U, og den til en vek-

tor u € U modsatte vektor ~u i V er tillige modsat vektor til

-
/

U i U.
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Det ses let, at (1) - (2) er ensbetydende med
(3) V Aeu € LV u,v €U+ du+ uv € U.

Det bemarkes, at (V,L) altid har {0} og V som underrum.

Et underrum ¢y af V kaldes et egte underrum, dersom U = V.

Lad Ui’ 1 € I, vere underrum af (V,L). Da betingelserne

(1) - (2) er opfyldt for hvert U,r er de ogsd opfyldt for
nuv., og da o tilhgrer hvert U., har vi ogsd o € n U., hvor-
. 7 = Z = .
1€l 1€1
med N U, # ?. Fplgelig galder:
1€l

Fellesmengden af underrum af (V,L) er igen et underrum

af (V,L).

Lad M vere en delme&ngde af (V,L). Da V selv er et underr

um

af v, er mengden af underrum af vV, som indeholder M, ikke tom.

Fellesm®@ngden af disse ﬁnderrum er ifglge det foregdende igen

et underrum, som indeholder M. Dette underrum kaldes det af M

udspendte eller frembragte underrum, og betegnes spanM. Det
er det "mindste" underrum, som indeholder M, i den forstand,
at det er indeholdt i ethvert andet sa&dant. Bemark, at

span® = {o}.

Lad 21”"’2p vere (ikke ngdvendigvis forskellige) vek-

torer fra (V,L). En vektor v af formen

p
= +o.. = v,
L= Ay ApZp izszﬁz'
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hvor AZ,...,AP € L, siges at vare en linearkombination af

vektorerne Vyres

viser sig bekvemt ogs& at kunne tale om den tomme linearkom-

.,gp tmed koefficienterne AI,...,AP). Det

bination, d.v.s. linearkombinationen af ingen vektorer; denne
fremstiller o, i overensstemmelse med, at den tomme sum har

verdien 0.

Det af en delmengde M af (V,L) frembragte underrum spanM
er identisk med mengden af linearkombinationer af vektorer fra

M.

Bevis. Lad U betegne mengden af linearkombinationer af
vektorer fra M; bemark, at o € U. Det er klart, at ethvert
underrum, som indeholder M, tillige indeholder U; specielt
er altsd U indeholdt i spanM. P& den anden side er M 3benbart
indeholdt i.U; og da s&vel summen af to linearkombinationer
af vektorer fra M som produktet af en skalar og en linearkom-
bination af vektorer fra M er en linearkombination af vektorer
fra M, er U et underrum. Heraf fremgdr, at U indeholder span¥.

Ialt har vi altsa U = spanVM, som pastaet. [|

3
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1.3. LINEER AFHANGIGHED 0G UAFHANGIGHED.

Lad (21,...,2p) vere et s@t af endelig mange (ikke ngd-
vendigvis forskellige) vektorer fra et vektorrum (Vv,L). Der

findes da skalarer AZ,...,xp, sdledes at

(1) )\121+...+)\pl}_p = o,
nemlig xl = ,.. = Ap = (0. Hvis (1) kun er opfyldt for
x] = ,,, = Ap = (0, siges sattet (21,...,2p) at vere lineert

uafhengigt. Hvis sattet ikke er lineart uafhengigt, siges det
at vere lineert afhengigt; dette kommer altsd ud pa, at der
findes skala;er AJ,...,xp, som ikke alle er (0, sdledes at (1)
er opfyldt.

Det viser sig bekvemt at kunne tale om det tomme sat; ved
definition fastsettes, at dette er lineart uafhengigt.

En identitet af formen (1) kaldes en lineer relation mel-
lem vektorerne 21""'2p; den siges at vare egentlig, hvis ik—
ke alle koefficienterne AJ,...,AP er 0. Et endeligt (evt. tomt)
se@t af vektorer er altsd line@rt afhangigt eller lineart uaf-

hengigt, efter som der bestdr eller ikke bestdr nogen egentlig

-line®r relation mellem vektorerne i sattet.

Et sat bestdende af een vektor v er lineart afhangigt,

hvis og kun hvis der findes en skalar A % 0, sdledes at \v = o,

altsd hvis og kun hvis » = 0. Et sat (21,22) bestdende af to

vektorer er line®rt afh@#ngigt, hvis og kun hvis der findes ska-
larer A; 09 AZ' som ikke begge er (0, sdledes at A2, + Aoy = O
altsd hvis og kun hvis mindst een af de to vektorer fremgdr af

den anden ved multiplikation med en skalar.
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Nir et delset af et vektorset er lineert afhengigt, er
hele settet lineert afhengigt. Thi i en egentlig linear re-
lation mellem en del af sattets vektorer kan de ¢gvrige til-
fgjes med koefficienten 0.

Specielt noteres, at et vektorsat, som indeholder o,
eller som indeholder samme vektor to gange, er lineert af-
hangigt.

Hvert delset af et lineert uafhengigt eet er lineert uaf-

hengigt. Dette er blot en omformulering af resultatet ovenfor.

Et set (21,...,2p), hvor p > 2, er lineert afhengigt,
hvis og kun hvis mindst een af vektorerne i settet kan frem-

stilles som en linearkombination af de @vrige.

" Bevis. Hvis sattet er linezrt afhangigt, bestldr der en

egentlig linear relation mellem vektorerne,

(2) A oo V= 0.

121 p—p

Ved eventuel omnummerering kan opnds, at 11 $# 0. Ved multipli-

1

kation med —AZ- i (2) og efterfglgende addition af », fés

1
22 )
(—i~)22+...+6-x >2p = 21.
v, er altsd en linearkombination af de ¢vrige vektorer. Antag

onmvendt, at en af vektorerne er en linearkombination af de ¢v-

rige; ved eventuel omnummerering kan opnds, at

= +... .
L Mol +up2p
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Adderes vektoren —21 fas

v +.. .+Ll 2 .

o = ('1)21 + Holy R

I denne line®re relation er koeffik ﬁfen til vy forskellig

fra 0, og sattet (21,...,2p) er fplgelig line@rt afhangigt. [

Hvis en vektor v kan fremstilles som linearkombination
af vektorerne i et set (21,.f},2p), sd vil koefficienterne <
fremstillingen vere entydigt bestemte, hvis og kun hvis set-

tet (21,...,2p) er lineert uafhengigt.
Bevis. Lad

(3) S A

vere en fremstilling af v som linearkombination af 21""'2p'

Er

o = “121+"'+“?2p

en vilkdrlig linear relation mellem vektorerne ul,...,gp, vil

v = Ogtuplegte 0 ),

vere en fremstilling af v. Antages, at fremstillingen (3) er

p
at sattet (21""'2p) er lineart uafhangigt. Er

entydig, kan sdledes sluttes, at My = eee =W = 0, og dermed




~
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en vilkarlig fremstilling af v, fés

o = (Al—v1)21+...+(xp—vp)2p.

Antages, at sattet (21,...,2p) er lineart uafh&ngigt, £féas

Al -V, = ... = kp - vp = (0, og dermed, at fremstillingen

(3) er entydig. [J



MAT 101 | 1.4.1

1.4. DIMENSION., BASIS. KOORDINATER.

Lad (21,...,2p) vare et sat af vektorer fra et vektor-
rum (V,L). Ved rangen rg(gl,...,gp) af s®ttet forstds det
maksimale antal vektorer i noget lineart uafh®ngigt delsat.
Det tomme s@t har rang 0. Et sat med rang 0 er enten det
tomme szt eller et szt af formen (o,...,0).

Lad M vare en vilkdrlig delm@ngde af V. Ved rangen rgM
af M forstads supremum for ma&ngden af de r G.Wo for hvilke
der findes et sat af vektorer fra M med rang r . Der galder
altsd rgM = 0, hvis og kun hvis M = @ eller M = {0}, der
gelder rgM = r € IV , hvis og kun hvis der findes et lineart
uafhengigt r-sat (21""’2r) af vektorer fra M, men intet
sddant (r+1)-s@t, og der gazlder rgM = =, hvis og kun hvis
der for ethvert n € W findes et lineart uafhangigt n-sat
af vektorer fra M.

Er rgM = » € IV forstds ved et maksimalset for M et

0"
lineart uafhengigt sat af r vektorer fra M.

Ved dimensionen dimV/ af vektorrummet (V;L) forstds ran-
gen af vV, idet V opfattes som delm@&ngde af sig selv. Det er
klart, at der da ogsd for ethvert underrum U af V galder
dim¥y = rgU, hvor rglU betegner rangen af U som delmangde af
V. Hvis dimV < o, siges V at have endelig dimension eller at

vare endelig-dimensionalt. Et vektorrum har dimension 0,

hvis og kun hvis det kun bestar af o.
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Er (V,L) et endelig-dimensionalt vektorrum, forstds ved
en basis for V et lineart uafhengigt sat af vektorer fra V,
som frembringer V7V, - idet et szt af vektorer fra V siges at
frembringe v, dersom V = spanM, hvor M betegner ma&ngden af
sattets vektorer. Et vektorrum af dimension 0 har det tomme
s@t som (eneste) basis. Et hovedpunkt i det fg¢lgende er at
vise, at et vektorsat er en basis for ¥V, hvis og kun hvis
det er et maksimalset for V. Heraf fremgdr, at ethvert vek-
torrum ¥V af endelig dimension har (mindst) en basis, og at
enhver basis indeholder det samme antal vektorer, nemlig

dimV.

Af en tidligere s@tning (side 1.3.3) fremgadr umiddelbart:

Et set af vektorer fra et endelig-dimensionalt vektor-
rum V er en basis for V, hvis og Kkun hvis hver vektor 7 V
har en og kun een fremstilling som linearkombination af vek-

torerne 1 settet.

Den videre undersggelse af begreberne dimension og ba-
sis bygger pd nedenstdende fundamentale "udskiftningssatning"

samt f@lgende hjelpesetning:

Er M en delmengde af et vektorrum V med rgM = r € W,
og er (21,...,2r) et maksimalset for M, sd kan hver vektor

1 M fremstilles som linearkombination af vektorerne 21,...,0

Bevis. For hver vektor v € M er sattet (21,...,2P,2) 1li-

neart afhengigt, da det indeholder »r + 1 vektorer. I en egent-

lig line®r relation mellem sattets vektorer kan koefficienten

—pr"
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til v ikke vare 0, idet der ellers ville besta en egentlig

- linear relation mellem vektorerne Vyreees? i strid med,

y,l
at sattet (21""’2r) er linee®rt uafhangigt. Heraf sluttes,

at v kan fremstilles som linearkombination af 21""'2r' 0

Udskiftningssetningen. Lad V vere et vektorrum, lad

(21""’2q) vere et set af vektorer fra V, som frembringer

( vV, og lad (gl,...,gp) vere et Llineert uafhengigt set af vek-
torer fra V. Da er p < q, og der findes q - p blandt vekto-

"Ep frembringer V.

l rerne 21""’2q’ som sammen med Ugse-

Bevis. Da 21,...,gq frembringer V7, kan U fremstilles
som linearkombination af disse vektorer. I en sadan linear-
kombination m& mindst een af vektorerne v, forekomme med en
fra 0 forskellig koefficient; thi i modsat fald ville vi ha-

ve u; = 9, i strid med, at u, er en vektor i et lineart uaf-

-1

he&ngigt sat. Det kan antages, at v, har en fra 0 forskellig

koefficient. Da kan v, fremstilles som linearkombination af

1

vektorerne 51,3 ""Zq' Disse vektorer vil derfor frembrin-

2!

[ ———

ge V; thi enhver vektor w € V er linearkombination af
21""’2q’ og erstattes i en saddan linearkombination v, med
en linearkombinationexfgl,gz,...,gq, fas w fremstillet som
en linearkombination af 31’22""’2q' Er p > 2, betragtes
dernast vektoren 4,. Den kan ifglge det netop viste‘fremstil—
les som en linearkombination af 51’22""’2q' I en s&dan frem-
stilling m& mindst een af vektorernergg,.

en fra 0 forskellig koefficient; thi ellers ville u

"’Zq forekomme med

9 fremga

at ug ved multiplikation med en skalar, i strid med, at
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u; 09 U, er vektorer i et lineart uafhangigt sat. Det kan
antages, at koefficienten til v, er forskellig fra 0. Da

kan Vo fremstilles som linearkombination af UgethgiVgreessV

q
og det indses som ovenfor, at disse vektorer frembringer V.

Sidledes fortsattes, idet vi efter det k'te skridt har et

frembringerset for v bestdende af Ugreesrlly samt g - k af

vektorerne 21""'2q' Var nu p > g, ville vi ende med som
frembringersat at f& sattet (51""'Eq)' og enhver af vekto-
rerne uy

—q+1'°";ﬁp skulle da have en fremstilling som linear-
kombination af 51""'5q' i strid med, at s&ttet (51""’Ep)
er lineart uafhe#ngigt. Der gelder altsd som pastdet p < q:
Heraf fremgdr videre, at udskiftningsprocessen bringes til
afslutning i p skridt, hvorméd ogsd s@tningens anden pastand

er vist. [J

Vi skal herefter udnytte hjzlpes@tningen og udskiftnings-
s@tningen; ved beviset for den f@grste af de fglgende s@tnin-

ger dog kun hjzlpesatningen.

For ethvert underrum U af et vektorrum V gelder
dimlU é‘dimV. Hvis V er endelig-dimensionalt, gelder dimlU = dimV

kun for U = V.

Bevis. For diml = « er der intet at vise. For dim¥ = »r € m,
kan der 1 delm®ngden y af vV ikke findes line®rt uafhangige sat
best8ende af flere end r vektorer; heraf fglger uligheden.

Er dimU = dimV = p, vil et maksimalsat for U tillige vare et

maksimalsaet for V; if@glge hjzlpesatningen vil szttet da frem-

bringe b&de U og Vv, hvormed v = V. ]
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Ethvert endelig-dimensionalt vektorrum V har en bastis.
Enhver basis for V indeholder det samme antal vektorer, nem-

lig dimV.

Dette hovedresultat er en umiddelbar konsekvens af fgl-

gende sa&tning:

) Et set af vektorer fra et endelig-dimensionalt vektorrum

V er en basis for V, hvis og kun hvis det er et maksimaltset

for V.

é Bevis. For dimV = 0 er pastanden trivielt opfyldt. Antag

| derefter, at dimV > (0; maksimalsattene og de eventuelle baser
er da ikke-tomme sat. Ethvert maksimalset er en basis; thi et
maksimalsat er lineart uafh®ngigt, og det frembringer V ifglge
hjaelpesatningen. Lad omvendt (31,...,gq) vere en basis for V;
da enhver basis er et lineart uafhengigt sat, skal det blot
vises, at g = dimV. Uligheden g < dimV fglger af, at
(21""’2q) er et lineart uafhe&ngigt sat af vektorer fra V.

[ Er pd den anden side (El,...,gp) et vilkarligt lineart uafhen-

gigt sat af vektorer fra VvV, sa galder p <q ifplge udskiftnings-

=

s@tningen; heraf fremgdr, at dimV <q- 1
Vi skal dernast vise:

For enhver delmengde M af et vektorrum V gelder
dim(spanM) = rgM. Er dette tal endeligt, bliver ethvert
maksimalset for M et maksimalset (og dermed en basis) for

spanM.
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Bevis. For rgM = 0 og for rgM = « er pdstanden klart
i gyldig. Er rg¥ = » € IV, og er (21""'2r) et maksimalsat

for M, kan enhver vektor i M ifplge hjzlpesatningen fremstil-

les som linearkombination af Vyreeerly,e Det samme galder da om
enhver vektor v € spanM; thi v kan fremstilles som linearkom-
bination af vektorer fra ¥ (sml. side 1.2.3). Sattet (v, ,...,?.)

frembringer altsd spanM, og da det tillige er line®rt uafhan-

7 N

gigt, er det en basis for spanM. Ifglge den foregdende satning

er sattet da ogsa et maksimalsat for spand, hvormed dim(spanM)

™

r. |
Vi skal endelig vise:
Lad V vere et vektorrum med dimy = n € I, og lad
(51,...,£p) vere et lineert uafhengigt set af vektorer fra V.
& Hvis p < n, kan settet (EJ""’EP) suppleres til en basis for
ﬁ% V ved tilfejelse af n - p vektorer Ep+1""’£n'

Bevig. Lad (21,...,2n) vaere en basis for Vv (sml. side 1.4.5).

Ifplge udskiftningssatningen findes da n - p vektorer

A~

Ep+1""'£n blandt vektorerne 21""’2h' som sammen med vekto-

{ rerne 51""'5p frembringer V. Sattes M = {gl,...,gn}, har vi
alts& dim(span¥) = n. Ifglge den foreglende satning har vi da

ogsd ¥gM = n, hvoraf fglger, at sattet (21""’3n) er lineart

IS

uvafhengigt, og dermed er en basis. []

Er (e

_1'.~

.,gn) en basis for et vektorrum (V,L) med
dimV = n € IV, s& har hver vektor v € V en og kun een fremstil-

ling som linearkombination af € reeer s

n
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YV =v,e, +...t0 e .
v 1% Unén

Talsettet (v,,...,v ) € " kaldes koordinatsettet for vekto-

ren v m.h.t. basen (eller koordinatsystemet) (e ,gn); tallet

€qre--
v kaldes vektorens i'te koordinat, Den herved definerede af-
bildning

i% ’ v = v131+...+vngn P k(v) = (vl""’vn)

; (

af V ind i 1" kaldes koordinatafbildningen (hgrende til den be-

i tragtede basis). Koordinatafbildningen k: V - "er bijektiv;

thi for ethvert sat (vz,...,vn) € " findes netop en vektor
v € V med k(v) = (ul,...,vﬁ), nemlig vektoren v = v, +...+vngn.
Endvidere noteres, at

'

k(utv) = k(u) + k(v),
k(Av) = Ak (v).
Thi
i (u131+...+ungn) + (0131+"'+vﬁ£n) = (u1+vl)§1+...+(un+vn)gn
og
A(vlgl+...+vngn) = Av,e b Hhu e

Bemerkning. Vektorrummet af geometriske vektorer i planen

hhv. rummet har dimension 2 hhv. 3 (sml. i ¢vrigt side 1.1.5) .-
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Eksempel. I vektorrummetv(Ln,L) udgpr sattet bestdende

af vektorerne e; = (17,0,...,0), €9

(0,...,0,1) en basis, den s8kaldte naturlige eller kanoniske

= (0,1,0,0--,0),..-' gn-—.

v.,e ' LY I v e -~ ’ (%) F2KC R ] U )
n—mn ( 1 n

fplger delé, at sattet er lineart uafhangigt, dels at det
frembringer 1. Vektorrummet (Ln,L) har sdledes dimension n.
Det kaldes derfor det n-dimensionale reelle eller komplekse
tal(vektor)rum. (En bekvem skriveméde for vektorerne ¢. fas
ved benyttelse af det sdkaldte Kronecker-symbol 6ij' Dette

er defineret ved
5..

1d _

0 for < #+ j.

Ved brug heraf har vi e; = (éii""'éin)’)
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1.5. SUM 0G DIREKTE SUM AF UNDERRUM,

Lad (v,[) vere et vektorrum. For to vilkarlige delm&ng-

der M, og M, af V defineres deres sum M, + M, ved

1 2 1 2
M] + M2 = { U, ot U, | Uy € M] A u, € M2 }.
Det noteres, at hvis en af ma&ngderne MZ og M2 er tom, sa er

ogsa summen tom.

Herved er defineret en komposition i mangden af delmang-
der af v. Det er klart, at den er kommutativ og associativ,
idet vektoradditionen har disse egenskaber. Der findes et neu-

tralt element, nemlig {o}. Men en mangdevM der indeholder

Z'

mindst to vektorer, har ikke nogen "modsat" mangde; thi for

enhver ikke-tom mangde M, vil M, + M, indeholde mindst to vek-

1
torer. Forkortningsreglen gazlder heller ikke.

Vi skal i det fglgende interessere os for summer af under-

rum af v. Vi viser fgrst:

For to underrum U, og Uy af (V,L) er U, + U, det mindste

1 1 2

underrum, der indeholder bdde U, og U

; altsa

2)

U, + U, = span(Uz U U2).

Bevis. Som bekendt er span(U, U UZ) m&ngden af linearkom-

1

binationer af vektorer fra ¢y, U U,. For u, € U, og u, € Uy er u; + Uy

1 2° —1 1 2

en sadan linearkombination. Dette viser, at U, + U, span(U, U U,) .

1 1 2

For at vise den modsatte inklusion skal godtggres, at UZ + Uy

er et underrum, som indeholder U, og U For A,u € L,

1 2°

4 " 4 mn 2 n I 4 ”n )
Ugrty € UZ OF ugrugy € UB har vi AE] + UZJE U1 og Agz ugJE U2,
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idet UJ og UP er underrum (sml. side 1.2.1 - 1.2.2). Endvi-

dere galder

1

r 4 n " — ! R ’+ " .
Mugrug) + wlulf+uy) Qug+tuu?d) + OQugtuug)

Ialt har vi sdledes

14 r " n
A(gl+g2) + u(g1+g2) € U, + Ugs

hvormed er vist, at U] + U, er et underrum (sml. side 1.2.1 -

1.2.2). Endvidere har vi U] = U] + {o}

in

v, + U, og

c U, + U, [

af (v,L)

For endelig-dimensionale underrum U, og U,
gelder dim(U1+U2) = dimlV, + dimlU, - dim(Uz n U2). (Grass-

mann's dimensionsformel.)

Bevis. Vi satter dimU] =p, dimug = g og dim(Uang) =r.

Hvis » > 0, p > r og g > r valges en basis (3]""'3r) for

01 n UZ’ og denne suppleres dels til en basis
! r
(—e-l""'gr'—g—r’-i-]""'?—p)
for U], og dels til en basis
n "
(21,...,gr,gr+1,...,gq)

for U2. Enhver wvektor i UZ + U2 kan da fremstilles som linear-

kombination af vektorerne i (p+q-r)-sattet

."EH)

1 2 e, e eease!,e!
(1) (f_lr I_(_Y’I;Y,_I_]I 1€ g€ q

!
“p'ZpF1'”
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Dette sat er lineart uafhengigt. Lad nemlig

(2 Xe +...+x'e + X! FootX e + X el AA"e = o

1-1 r=r r+l—"+1 p—p p+18p417 q-= q

veare en linear relation mellem sattets vektorer. Vektoren
- ", n 3 ] - 2
(Ar+1 +1 .+Ang) vides at tilhgre Ug, af (2) fremgar, at

den ogsad tilhgrer Ujr 09 dermed U, nU,. Den er felgelig en

linearkombination af €yr+--18 0 OF der mid altsd bestd en li-

neaer relation af formen

.+upe + A" +...4 e = o,

Migqt- —r r+]~ +l q—q

n n 3 3
Da sattet (51""'€r'€r+]""'€q) er lineart uafhengigt,

kan specielt sluttes, at A;+Z = L.. = Ag = (. Derefter fglger

= = = ! = == ! = i
af (2), at AJ .o Ar AP+] ... kp 0, idet sattet

(EZ,.--,E ,8'

? . . .
» —r+1""’3p) er linee:rt uafhangigt. Dermed er vist,

at sattet (1) er lineart uafhangigt, og f@lgelig er en basis
for U, + U,. Der gzlder altsa dim(U,+U,) =p + q - r, som pa-
stédet. -~ For r = 0, p = r eller q = r» forldber beviset efter

samme retningslinier som ovenfor, med visse oplagte modifika-

tioner. For p = r eller ¢ = r kan formlens gyldighed ogsa ind-

ses direkte. [

Lad U,UJ og 02 vere underrum af V med U = Uz + Uz. Hver

vektor u € U har da (mindst) en fremstilling af formen

U= u, + u, med u, € U

u = U Uy U ; ©9 u, € U,. Har hver vektor fra U kun

2 2

een sd&dan fremstilling, siges U at vare direkte sum af under-

rummene UZ og U?, og man skriver
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Dette kommer alts& ud pd, at der for alle vektorer uj,u} € U,,

' 14
Ugryg € U, gaelder

7

oy [— "o ” = = " ro—
(3) up toug = ug ot oug u uiy AUy =u

Lad U, UJ og U, vere undevrum af (V,L) med U = U1 + U,.
\ Da er hver af felgende to betingelser ensbetydende med, at U

er direkte sum af Uliog Ug:

(a) DNulvektoren har kun ecen fremstilling som sum af en vektor

Ak

fra U, og en vektor fra Ugs nemlig fremstillingen o = o0 + 0

(b) U] n UZ = {o}.

Hvis Uy og U, er endelig-dimensionale, sd er ogsd folgende be-

tingelse ensbetydende med, at U er direkte sum af U, og Ug:

(c) dim(U1+U2) = dimUJ + ding.

Bevis. Det er klart, at hvis summen er direkte, s& er (a)

opfyldt. Antag omvendt, at (a) er opfyldt. Af Ef + Eé = g; + Eg,

[ n i " re,,n Py, 11 -

( hvor wj,uy € U,y ug,uy € U,, folger da (u;-ui) + (uj-ug) O
) i [ - ro. "o o— S 4! = "
og dermed, ife¢lge (a), Uy uj Ug Uy o, altsa us uy

©g u, = uy; betingelsen (3) felger altsd af (a). Vi skal der-
nest vise, at (a) og (b) er ensbetydende. Antag (a) opfyldt,

og lad u € U, n U2. Da galder u + (-~u) = o med u € UZ og

“u € U,. Ifplge (a) har vi da y = -u = o, hvormed er vist, at

S~
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(a) implicerer (b) . Er omvendt (b) opfyldt, og %, € UZ’
Ug € U2 vektorer med u, + Ug = 0, fas U, = “U, € U] n UZ’ og
derfor, ved brug af (b), u, = -u, = o; dette viser, at (b)

%1 Yo

implicerer (a). Er endelig U] og UP endelig-dimensionale, sa
fremgar af Grassmann's dimensionsformel, at (b) og (c¢) er ens-

betydende. |

To underrum U] og U2 af (V,L) siges at vare komplementere,

dersom V = U] @ U?. Hver vektor v € V kan da pd en og kun een

made skrives pa formen v = u, + Ug s ; € UZ og u

kaldes komponenten af v efter U, m.h.t. Ugr

9 € U2.

eller

hvor u

Vektoren Ug

projektionen af v pa U tilsvarende for u

langs UZ; Ug-

1

Lad (V,L) vere et endelig-dimensionalt vektorrum, og lad

U, vere et underrum af V. Der findes da (mindst) et til U

1 1

komplementert underrum U,.

Bevis. Pastanden er triviel for dimVv = ¢. For dimV = n » 1

er pistanden ligeledes triviel for dimU, = 0 og for dimlU, = n.

1 1

For n > dimU, = p > 1 valges en basis (31,...,gp) for U,r 09

' denne suppleres til en basis for V ved tilfg¢jelse af vektorer

L Settes nu U, = span{e ""'en}’ har vi
€ 9 e €

£p+1" p+1
U, + Uy =V og dim(U1+U2) = n. Da vi endvidere har dimUz =p
og dimU2 =n - p, fglger p&standen af sidste del af den forega-

ende sa&tning. [|
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Idet additionen af delm®ngder af et vektorrum er associa-
tiv og kommutativ, er summen af flere end to ma&ngder uafhangig
af den orden, hvori additionerne udfgres, og af me@ngdernes rak-

kefplge. Specielt kan sadanne summer skrives uden parenteser.

Lad Ul""’Up vere underrum af (V,L). Vi har da ifglge

definitionen

+...4u_ | u. € U, }.

U +...+Up = { u; u, |y :

Som i tilfeldet p = 2 galder (med et analogt bevis):

For underrum Ul”'

underrum, som indeholder UZ,...,Up,vaZtsé U

.,Up af (V,L) er U1+...+Up det mzndste

1+."+Up -=‘

span(Ulu...uUp).

- 1

af formen y = 51+"'+3p med Ly € Ui' siges U at vare direkte

sum af underrummene UZ""'Up’ og man skriver U = UJQ...GUP.

Har hver vektor w € U = U +...+Up kun een fremstilling

Som for p = 2 galder:

Lad U’UZ""’Up vere underrum af (V,L) med U = U1+...+U

p*
Da er U direkte sum af U]”"’Up’ hvis og kun hvis o kun har
een fremstilling af formen o = u1+...+zp med u; € Ui’ nemlig
fremstillingen o = o+...+o.

Vi skal til sidst vise:

For endelig-dimensionale underrum U .,Up af (V,L) gel-

700

der dim(U1+...+Up) < dimUJ+...+dimUp. Lighedstegner gelder, hvis

og kun hvis summen af U]""’Up er direkte.
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Bevis. Valges en basis for hvert af underrummene

UZ""’U , 0g sammenstykkes disse baser til eet szt af vek-

p

torer, fas et frembringersat for underrummet U7+...+U , be-

stdende af dimUZ+...+dimUp vektorer. Anvendes sa&tningen

nederst side 1.4.5 fas uligheden. Hvis summen er direkte,
sd har o kun een fremstilling af formen o = 51+"'+5p med
% € Ui’ og dermed kun een fremstilling som linearkombination
af vektorerne i frembringersattet; fglgelig er frémbringersat—
tet lineart uafhangigt, og dermed en basis for U1+...+Up.

Der galder derfor lighedstegn. Omvendt, galder lighedstegnet
og betegner M mengden af frembringersattets vektorer, sd har
vi (sml. side 1.4.5) rgM = dim(span¥M) = dim(U1+...+Up) =
dimU1+...+dimUp; rangen af M stemmer altsd overens med antal-
let af vektorer i frembringersattet, og sattet er derfor line-
ert uafhengigt. Fglgelig har o kun een fremstilling som line-
arkombination af vektorerne i sattet, og dermed kun een frem-
stilling af formen o = H]+"‘+3p med u. € U,, hvoraf sluttes,
ved brug af den foregdende satning, at summen er direkte. [
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1.6. KVOTIENTRUM.,

Lad U vere et underrum af et vektorrum (V,L). Er v en
vektor i V, skal vi for summen {v} + U af me®ngderne {v} og

U indfgre den forenklede betegnelse v + U. Vi har altsa
v+ U={v+uluecUl

Mengderne af formen v + U kaldes sideunderrum til U. Mangden
af sideunderrum til U betegnes V/U‘ Ved dimensionen dim(v+U)
af et sideunderrum v + U forstas dimlU.

Med det formdl for ¢je at undersgge sideunderrummene til

U, defineres fglgende relation i V: En vektor v, € V siges at

1
vere kongruent modulo U med en vektor v € V, dersom v; " € U.
Vi skriver da v, = g( mod U ), eller blot 21 = 2,_dersom U er un-
derforstdet. For enhver vektor v € V gelder v = v; thi
v-uv=p90€U. Exr v, og v vektorer i V med v, = v, galder ogsa
v = v, thi af v, - v € U fglger v - v, € U. Og er v,,v; 09 v
vektorer i V med vy =V, 09 v, = U, gelder ogsa Vo = Vi thi af
vy T vy, €UV o9 v, - v el folger (v,-v,) + (v,-v) € U, altsa

Vg TV € U. Ialt er hermed godtgjort, at relationen kongruens
modulo U er en @kvivalensrelation i V. Det fremgdr af defini-
tionen, at @kvivalensklassen, som indeholder en given vektor

v € V, altsd mengden af vektorer v, € V som er kongruente modu-

lo U med v, netop er sideunderrummet v + U. Vi har altsa:

Sideunderrummene til et underrum U af (V,L) er netop
ekvivalensklasserne ved @ekvivalensrelationen kongruens modu-—

lo U.
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Heraf fplger, at forskellige sideunderrum er disjunkte.
Idet v € v + U, sluttes endvidere, at fplgende tre betingelser
er ensbetydende: 2, + U = v, + U; v € Vo + U; v, = v, € U.

Ekvivalensrelationen = harmonerer med vektorrummets kom-

positionsforskrifter i den betydning, at

vi =V, AV, =V, =@ vi + vl =0, 4+ v

2o Lo S BS

DO~

v = pvp = Av' = \v.

s [ r . f e !

Thi af v; - v, € U og v -~ v, € U fglger (v;-v,) + (v5-v,) € U,
og dermed (Ef+2§) - (21+29) € Uy og af v' - v € U folger
A(v'-v) € U, og dermed Av'~Av € U. Vi har altsd, at summen

af en vilkérlig vektor i sideunderrummet v, + U og en vilkarlig

1

vektor i sideunderrummet 22'+ U altid vil tilh¢re sideunderrum-

met (21+22) + U, og at produktet af en skalar ) € [ og en vil-
kd&rlig vektor i sideunderrummet v + U altid vil tilhgre sideun-

derrummet Av + U Dette viser, at der ved

(v, +0) + (p,+U) = (v +v,) + U

4 /4 4

/. - /U' kaldet addition, og

defineres en komposition U

/y *

at der ved
A(2+U) = Av + U

defineres en komposition L «x V/U - V/U' kaldet multiplikation.
(Man regner altsd med sideunderrummene ved at regne med repra-
sentanter for sideunderrummene.) Det eftervises uden besvar, at

V/U herved er organiseret som et vektorrum (V/U,L) over L. Det-
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te vektorrum kaldes kvotientrummet af (V,L) over U. Nulvek-
toren i kvotientrummet er sideunderrummet o + U, altsa U,

den modsatte vektor til » + U er -v + U. For U = V bliver kvo-
tientrummet V/U et vektorrum kun indehcldende nulvektoren. For

U = {9} bliver sideunderrummene til U af formen v + {2} = {2}.
Bemerkning. Det eftervises let, at

(v,+U) + (v, +U) = { (v

Y; tug) + (vgtu

1 ) lugiuy €U L,
hvor (21+U) + (22+U) betegner summen af v

|4

] + U og Vg + U i

/U; additionen i V/U er altsd den sammen som "mengdeadditio-

nen" (sml. side 1.5.1). - Det vises let, at der for X % 0 gal-
der
Ao+U) = { A(vtu) | u €U},
hvorimod 0 (v+U) = U, som for U % {o} er forskelligt fra
{ 0(w+w) | w € U} = {o}. 1

Vi skal endelig vise:

Er (V,L) et endelig-dimensionalt vektorrum, og er U et

underrum af V, sd gelder dimU + dimV/U = dimV. -

Bevis. For dimV = 0 er ligningen oplagt. For dimV > 1,
og U =V eller U = {0} er ligningen ligeledes oplagt. Antag
derfor, at U er et underrum med dimlU = p, hvor 1 < p < n = dimV.

Lad (31,...,5p) vere en basis for U; denne suppleres til en
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e

basis (EJ""’E ’5p+1""'3n) for V. Det pastds, at sattet

p

(1) (e

+ oy +
“p+1 Us en v)

er en basis for V/U. Lad

Ap+1(EP+J+U)+'"+Xn(3n+U) =7

vere en linear relation mellem vektorerne i settet. Vi har

~

da

U= 2x (e

p#1 _p+1+U)+...+An(3n+U)

= (A +U)+...%(An£n+u)

p+13p+1

(A ...+Angn) + U,

p+13p+1+

hvilket medfg¢rer

+A e € U.

Ap+13p+]+'.' n-n

Der findes derfor xl,...,xp € I, siledes at

A +A e = d,e,*t...+th e .

p+15p+1+"' n—n 1-1 p—p

Men da settet (31,...,3n) er lineart uafhengigt, sluttes, at

)\p+1 = ... = }\n = 0 (= )\1 = .. = )\p), hvormed er .Vist,‘ at

settet (1) er lineart uafhangigt. Lad dernast » + U vare en

vilkarlig vektor i V/ Der findes da ul,...;ﬁﬁ € L, sdledes

v
at

v = ”131 +.o..t ungn.
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Dette giver

<
+
-
]

(u]gl+...+ungn) + U

U +

il

(up+1£p+1

= (up+lgp+]+U)+...+(ungn+U

up+](§-p+1

hvormed er vist, at s@ttet (1) frembringer V/

for en basis for V/U. Dette giver

dimy + dimV/U p + (n-p)

n = dimV . []

((u,e +...+u e Y+U) +
(u,e, up_p) ) (up

)

U

1.6.5

+15p+1+U)+"'+(un€n+U)

)+ e+ (e +U)

+U)+...+un(€n+U),

Saettet er der-
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Vis, at betingelsen (f) i definitionen af vektorrum ikke
er en konsekvens af de ¢vrige betingelser. (Betragt f.eks.

mengden ﬂfg med den sadvanlige addition,

(al,ag) + (b].b2) = (a]+b1,a2+b2),

samt "multiplikationen"

A(a],ag) = (AGJ,O).>

Lad (V,R) vere et reelt vektorrum. Vis, at produktmengden

VxV organiseres som et komplekst vektorrum ved kompositio-

nerne

(EZ'EZ) + (21122) = (EZ+21'32+22)!

i) (ugruy) = (A —uug uu +huy),

hvor A,u € R . Vektorrummet kaldes den komplekse udvidelse
af (v, R).
Unders¢g, hvilke af fglgende delmangder af ﬂHN, der er un-

derrum af Lmﬂxﬂn:

a) Mazngden af konvergente fglger.
b) Mengden af konvergente f@lger med 0 som granse-
verdi.

c) Mengden af konvergente fglger med 1 som granse-

vardi.
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4. Unders¢g, hvilke af fglgende delmengder af F(IR,[R), der

er underrum af

(F(IR,R),R):

a) Mengden af kontinuerte funktioner.

b)
c)

d)

5. I vektorrummet (L

vektorerne (1,0,0,0,.

Mezngden af differentiable funktioner.

Mangden af polynomier.

Mengden af n'te grads polynomier, hvor »n er

et givet naturligt tal.

Mengden af polynomier af grad < n (herunder

nulpolynomiet), hvor n er et givet naturligt

tal.

Mengden
Mangden
Me@ngden

Mangden

Mengden

af

af

af

af

af

funktioner ¢ med
funktioner ¢ med
funktioner ¢ med

funktioner ¢ med

funktioner ¢ med

hvor k er et givet pmositivt

m

Bestem spanM.

L)

(1) = 0.
e(1) = 1.
(1) = o(-1).

sup |@(t) ] < e.
teIR

sup lo(t) | < k,
teR
tal.

betragtes ma&ngden M bestaende af

)y (0,1,0,0,...),

(0,0,1,0,...),
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Undersg¢g, om fg¢lgende szt af vektorer fra de angivne vek-
torrum er lineart afh@®ngige, og fremstil i bekraftende

fald en af vektorerne som en linearkombination af de gvrige.

a) ((=1,1),(2,2),(0,3)), - (R?, ).

b) ((4,1), (142,00, (0,1-1)), - (€%, ¢0).

c) ((1,1,1),(0,2,2),(0,1,3)), - (R°,m).

A) ((1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,-1,1,-1),(0,0,1,1)), =

(r?, m) .

Bestem ma&ngden af de ¢ € R for hvilke sattet ((1,t),(t,1))

2, R .

er et lineart afhangigt sat af vektorer fra (R
Bestem m®&ngden af de ¢ € L[ for hvilke sattet
((1,t,0),(t,0,1),(0,1,t)) er et lineart afhazngigt sat

af vektorer fra (LS,L).

Angiv en n¢gdvendig og tilstrazkkelig betingelse for at

sattet bestdende af vektorerne

(azll 0 7 0 e e g 0)

( 0 yeeey 0)

Ao11%99r

(anl’an2’an3"°"ann)

fra vektorrummet (Ln,L) er lineart uafhengigt.
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10. Vis, at hvis et set (21,2 "Bn) af vektorer fra et

PR

vektorrum (V,L) er lineart uafhangigt, sd vil ogsd et-
hvert s@t af formen (31+x22,22,...,gn) vere lineart uaf-
hengigt.

11. Vis, at et sat ((al’az)’(bl'bZ)) af vektorer fra (L2,L)

er lineert afh®ngigt, hvis og kun hvis a1b2 - azbl = 0.

12. Lad ©; 10y, € F(R,R) vere givet ved wl(t) =1, mg(t) = gint

og ms(t) = cost for t € IR . Vis, at sattet (wl,wZ,wS) er

et lineexrt uafh®ngigt sat af vektorer fra (F(R,R),R).

13. Lad Pyre--:p, VEre indbyrdes forskellige tal fra W

p p
at sattet bestdende af polynomierne t 1,...,t

0" Vis,
" er et 1li-

neart uafhengigt sat af vektorer fra (F(c¢,cr)0e).
14. For g € En_ settes expa(t) = at, t € R . Vis, at hvis
{ Agre-esa, €T indbyrdes forskellige tal fra<m+ , Sa& er

(expa res-rexp ) et lineart uafhengigt s@t af vektorer fra
1 n

(F(R,R)R) .

=

15. I vektorrummet ng,ﬂﬂ betragtes m@ngden M bestdende af
vektorerne (1,1), (1,-1), (-1,1) og (-1,-1). Béstem rgM,

og angiv samtlige maksimalset for M.
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16.

17.

18.

19.

20.

I vektorrummet (mg,ﬂﬂ betragtes m@&ngden M bestdende af

vektorerne (-2,4,0), (0,3,1) og (2,-1,1). Bestem rgM, og
angiv et maksimalsat for M. Undersg¢g, om vektorerne (71,0,0)

og (2,2,2) tilhgrer spanM.

Angiv en basis for (m4,ﬂﬂ, som indeholder vektorerne

(310]1,2) Og (—J,ZIOI—Z)o

For n € ﬂmy betegnes med Pn underrummet af (F(¢,C),¢) be-
stdende af alle polynomier af grad < n. Vis, at sattet be-
stdende af polynomierne tP, p=20,1,...,n, udgpdr en basis
for Pn' Vis, at ethvert szt bestdende af n + 1 egentlige

polynomier fra Pn' sdledes at ikke to har samme grad, ud-

gpr en basis for Pn'

Lad (g ,...,gn) vere en basis for et reelt vektorrum

(v,R) . Angiv en basis for den komplekse udvidelse af

(v,R) , (sml. ¢v. 2).

nad (v,¢) vere et komplekst vektorrum. Mangden ¥V kan da
p& naturlig mdde organiseres som et reelt vektorrum. (Hvor-
dan?) . Udtryk dimensionen af V som reelt vektorrum ved

dimensionen af V som komplekst vektorrum.



.

MAT 101 1. ¢v. 21 - 23

21. Lad O ree-1p € F(R,IR) vere givet ved wz(t) =1,
wg(t) = cost, wg(t) = sint, w4(t) = coszt, w5(t) = Ccost-.sint
2

og m6(t) = sin“t for t € IR . Bestem dimensionen og angiv
en basis for det af disse vektorer udspandte underrum af

(F(R,R),R).

22. For u € R og a € R, U {0} sattes ¢  (t) = a-cos (t=-u) ,
’
t € R . Vis, at m@ngden af alle sd&danne funktioner ©,
14
udggr et underrum af (F(R,R),R). Vis, at underrummet

har endelig dimension, og angiv en basis for det.

23. Lad tO'il""’tn vere n + 1 forskellig komplekse tal. For

u=2a0,1,...,n sattes

fu(t) = (t=ty)...(t-t _ ) (t-t

0 y )...(t-tn)

u+z
for t € €. Vis, at sattet bestdende af funktionerne fur
we=20,1,...,n, udggr en basis for Pn' (sml. ¢v. 18). Vis,
at for ethvert polynomium g € Pn galder Lagrange's inter-
polationsformel

g(t. )

n
g(t) = § —=-fF (t), ¢t € C.
H=0 fu(tu) u

Ggr rede for, at der for n + 1 vilkérlige (ikke ngdven-
digvis forskellige) komplekse tal ao,al,...,an‘findes

netop eet polynomium % af hgjst n'te grad med h(tu) = q

u = 0,1,-..’7[-
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24 .

25.

26.

101 1. ¢v. 24 - 26

Bestem polynomiet g af hgjst tredie grad saledes, at
g(-1) = 3, g(0) = 1, g(2) = =1 og g(4) = 2, (sml.
pv. 23).

Vis, at der for vilkarlige, indbyrdes forskellige komplek-

se tal, to,t

1""’tn gelder
1 for m = n
n 1‘;m
) (t )
n=0 fu u

0 for 0 <smzgn - 1,

hvor f (t) = (t-to)...(t—tu_])(t-tu+1)...(t-tn), (sml.

pv. 23).

I vektorrummet (V,JR) af geometriske vektorer er givet
at b,c,d,e er parallelle med samme plan, at a ikke er
parallel med denne plan, at b # ¢, og at d og e er ind-
byrdes vinkelrette enhedsvektorer. Giv geometriske be-

skrivelser af fglgende delmengder af V:

=
Il

;=1 xal reRr],

X
1l
—~

'UZZ | u € [0, }.v

M3={\)£ (IAVEN S [0,1] }o

M, + M M, + M, + M

+ +
samt M M M M((Z' M_+ M +7M3’ 3 4’ 9 3 q’

1 1" 1 1 2
M, + M.
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27. Lad MJ’M og M3 vare delmengder af et vektorrum. Ma&ngder-

2

ne M_ N (M

; +M3) og (M]nMZ) + (MJnMg) stemmer almindelig-

2
vis ikke overens. Vis dette ved angivelse af et eksempel,
og undersgg, om en inklusion mellem de to me®ngder er al-
mengyldig.

28. Lad U'UZ og U? vere endelig-dimensionale underrum af et

vektorrum, sdledes at U n UZ =Un U2 og U + UZ = U + U2.
Vis, at UZ c U2 implicerer U] = U2.
29. Hvilke direkte summer kan dannes af underrummene
U] = Span{(]r]llrl)}r
02 = Span{(O,Z,O,"J):(1121110)}r
Ug = span{(~1,0,1,0),(1,1,0,0)}

i vektorrummet (L4,L)?

30. En funktion f : IR - IR kaldes lige, dersom f(-t) = f(t)
for alle ¢t € IR, og ulige, dersom f(-t) = -f(¢) for alle
t é IR. Vis, at savel m@&ngden af lige funktioner som m&ng-
den éf ulige funktioner er underrum af (F(ﬂ?hm),ﬂﬁ, og

at disse to underrum er komplementere.
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31.

32.

33.

34.

35.

Angiv en basis for et komplementart underrum U2 til un-
derrummet U, = span{ (3,-2,1)} i (L3,L). Find derefter

projektionen af vektoren (2,2,2) pd U, langs det fundne

1
underrum U2.

Lad (v,L) vare et endelig-dimensionalt vektorrum, og lad
U vere et underrum af V med 0 < dimU < dimV. Vis, at der

findes uendelig mange til U komplemente®re underrum af V.

Vis, at summen UJ + U2 + U3 af tre underrum af et vektor-
rum er direkte, hvis og kun hvis der galder

= ( = =
Uy N (UgtUg) = Uy n (U, 40,) Ug N (U +U,) {o}.
Vis, at en ikke-tom delm@®ngde M af et vektorrum (V,L) er
et sideunderrum i 7V, hvis og kun hvis M er afsluttet over
for dannelse af linearkombinationer med koefficientsum 17,
altsd@ hvis og kun hvis der for ethvert s&t (21,...,2n) af
vektorer fra ¥ og ethvert sat (AZ,...,An) af skalarer med

Agteeotr =1 gelder A\ v +...+A v € M.

1

Vis, at en ikke-tom fallesm®ngde af sideunderrum i et vek-

torrum igen er et sideunderrum.
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36 .

Lad (V,,L),...,(V_,L) vare vektorrum over samme legeme [.
1 n

Overvej, at produktmaengden

Vx...xV = { (v

7 " —1""’2n) | 21 €E TV

Aee-A VD €V }
~n

1 n

pd naturlig m&de kan organiseres som et vektorrum over [L;
dette vektorrum kaldes produktet (eller det direkte pro-
dukt) af vektorrummene (VJ,L),...,(Vn,L). Udtryk dimensio-

nen af produktet ved dimensionerne af (VI'L)""’(Vn'L)'

For i = l1,...,n betegnes med W delmzngden af Vv x...an

1
best&ende af vektorerne af formen

(211---191:_1127::_0_,5_’_11---1_0_”)l

hvor o; er nulvektoren i Vj’ og v. € V.. Vis, at delmeng-

derne Wi er underrum af produktet V x...an, og at

1 Vi%e.oxy

W

_ ' . . n
Z@...@Wn = le...xvn. Beskriv kvotientrummene ‘/;_.
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KAPITEL 2. LINEARE AFBILDNINGER.

2.1. LINEERE AFBILDNINGER. +«vvvemrmenranenennn. 2.1.1 - 2.1.6
2.2. DIMENSIONSSETNINGEN....... e ee. 221 -2.2.4
2.3. REGNING MED LINEARE AFBILDNINGER....v.uv.. 2.3.1 = 2.3.2

( OVELSER. «nvnn... e e, 2. gv. 1 - 8

| ——



MAT 101 2.1.1

2.1. LINEARE AFBILDNINGER.

Lad (U,L) og (V,L) vere (ikke ngdvendigvis forskellige)
vektorrum over samme legeme. Vi skal benytte samme betegnel-
ser for kompositionerne i de to vektorrum, og bdde nulvekto-
ren i U og nulvektoren i Vv vil blive Betegnet o. En afbildning

E >f : U > V kaldes en lineer afbildning (ogsd homomorf afbildning

{ eller homomorfi), dersom fglgende to betingelser er opfyldt:
(@) ¥ u eu, €U 2 flu+u,) = flu) + flu,).

(b) VXE€LVYu€U: flhu) = Af(u).

En bijektiv linear afbildning kaldes ogsd en isomorf afbildning
eller en isomorfi. For U = V benyttes ogsd gloserne endomorf

afbildning eller endomorfi for en homomorf afbildning, og glo-

serne qutomorf afbildning eller automorfi for en isomorf afbild-

ning.

Det ses umiddelbart, at betingelserne (a) - (b) er ens-

betydende med fglgende ene betingelse, som sdledes ogs& kunne

vare benyttet ved definitionen:

( (€ V¥ Ayid, € LV uju, €Ut FOLu +Aouy) = A Flu)) + A,fluy).

Betingelsen (c¢) kan siges at udtrykke, at f bevarer 1li-
nearkombinationer af to vektorer. Ved brug af (c) vises let
T : ved induktion, at hvis f er linear, s& har vi

f (1) FOqupbecth ) = g f )4 )
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for alle p € W, AZ,...,AP € L og u

1""’Ep € U; for p =1
er (1) blot (b). Idet omvendt enhver afbildning f med egen-

skaben (1) trivielt har egenskaben (c), galder altséa:

En afbildning f : U » V er lineer hvis og kun hvis den

bevarer (ikke~tomme) linearkombinationer.

Vedrgrende eksistensen af lineare afbildninger skal vi

vise:

Hvis U har endelig dimension n € I, sd findes for enhver
basis (51,...,gn) for U og ethvert set (21""’2n) af n vekto-
rer fra V en og kun een lineer afbildning f : U - V med
f(gi) = V., T = 1,...,7.

-1

Bevis. Lad f vare den ved
+... = PN
f(uzgz +ungn) u v, + tu v

definerede afbildning af U ind i V. Det eftervises let, at f

er linear, og at fle.) = v. for < = 1,...,n. Lad omvendt
g = U - V vere en linezr afbildning med g(gi) = v, for
2 = 1,...,n. Der galder da
g(u121+...+ungn) = ulg(gl)+‘..+ung(gn)
= u vt tu v,

hvilket viser, at g = f. [
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Vi skal herefter undersgge egenskaber ved en linezr af-

bildning f : U -» V.

Modsat vektor afbildes i modsat vektor, altsd f(-u) = -f(u)
for u € U, og nulvektor afbildes i nulvektor, altsd f(o) = o.
Bevis. Ved brug af (b) fas fl=u) = F(=-Nw) = (=1)f(w) = =F(u).

og f(8) = f(0o) = 0f(o) = o. |l

Er (EZ""’ﬁp) et lineert afhengigt set af vektorer i U,
8d er ogsd settet (f(gl),...,f(gp)) af billedvektorer i V 1i-

neert afhengigt.

Bevis. Lad A121+"'+Apzp = o vare en egentlig linear re-
lation mellem vektorerne i sattet (21,...,gp). Af den forega-

ende satning fglger da f(A1g1+...+ApEp) = 0, altsd
'Azf(ﬂ1)+"'+xpf(5p) = o. Heraf fremgdr, at sattet (f(gl),...,f(gp))

er lineart afhangigt. [

Det noteres, at den foregdende satning kan omformuleres til

falgende:

Er (gl,...,gp) et set af vektorer © U for hvilket settet
(f(gz),...,f(gp)) af billedvektorer i V er lineert uafhengigt,

8d er ogsd settet (gz,...,gp) lineert uafhengigt.

Det bemazrkes, at der til et lineart uafhangigt sat meget
vel kan svare et lineart afhazngigt sat af billedvektorer. Det-
te vil f.eks. galde for enhver basis for U og enhver linear

afbildning f : U - V, dersom dimV < dimlU < e,
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For ethvert underrum VZ af V er originalmengden f—](V])

et underrum af U.

;) er ikke~tom. Det

. . ' - 1
skal derefter vises, at Ajz] + A2g2 € f (VZ) for AJ’AZ € L

09 uyiuy € £V AE uyu, € £1(V)) folger £uy) flu,) €V,

Bevis. Af f(o) = o fglger, at f—](V

7 idet V1 er et underrum. Ved

brug af lineariteten giver dette f(x732+x232) (%

og dermed X, f(u;) + A f(u,) €V
70 altsa

Ajug b dguy € £ ).

Idet {0} er et underrum af V, fglger af den foregdende
setning, at originalmengden f_](g) er et underrum af U. Det

kaldes f's kerne (eller nulrum), og betegnes Kf eller blot K.

Vi har altsé
Kf ={u€U | f(u =o01}

For ethvert underrum U, af U er billedet f(Ul) er under-

rum af V.

Bevis. Det skal vises, at AZEZ + A

€ f(U,). Lad u

oV, € f(U)) for

'V og u, vare vektorer i U

1 =2 1
. Vi har da AJE] + A € Ul’ idet

AJ,AZ € L og V1Y,

med flu;) = vy o9 fluy) = v, L)
U, er et underrum, og dermed f(AJEJ+x222) € f(UJ)’ altsa

)\]f(l"__z) + )\gf(zg) - }\121 + >\222 € f(U])' 0

Af denne satning fremgar specielt, at billedm@ngden f(U)
er et underrum af V. Det kaldes billedrummet ved afbildningen
f. Dimensionen af billedrummet kaldes lejlighedsvis for rangen

af f og betegnes da rgf, - altsad rgf = dimf (V).
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Dimensionen af billedrummet ved afbildningen f : U - V
er mindre end eller lig med dimensionen af U, altsd

aimf(v) < dimu.

Bevis. For ethvert lineert uafh®ngigt sat (f(zz)"'"’f(ﬁp))
af p vektorer fra f(U) findes ogsa et lineart uafhangigt sat
af p vektorer fra U, nemlig sattet (gz,...,gp), (sml. side 2.1.3).

Heraf fglger pastanden. [

Idet restriktionen af f til et underrum af U er en line-
#r afbildning af dette underrum ind i VvV, fglger af den sid-

ste satning, at der for ethvert underrum UZ af U gelder

dimf(UZ) < dimUJ.

Hvis f er bijektiv, altsd en isomorfi, sd er den omvendte
afbildning f_l : Vo U lineer, og dermed en isomorfi. Det gel-

der da dimU = dimV.

Bevis. For A,,A, € L o9 v, ,v, € V har vi

1"=2

il

f‘(klf—z(gz)ﬂzf—z(gg)) P F )+ A, fef T ()

i

Aoyt Ay

1-1 2!

og dermed

-1 -1 -1
FoOguatiguy) = A f ")) + A, f " (vy),

hvilket viser, at f"Z er linear. Af den foregdende satning
féds derefter dels dimV = dimf(U) < dimU, idet f er surjektiv
og linear, dels dimy = dimfm](v) < dimv, idet f—l er surjektiv

og linear. [
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Af denne setning fg¢lger, at hvis f : U - V er en injek-
tiv linezr afbildning, s& galder dimf(Ul) = dimUJ for ethvert

underrum 01 af U; thi restriktionen af f til U, er en isomorfi

1
af U, pa f(Ul)'

Eksempel. Lad (U,L) vere et vektorrum, og lad a € L.
Ved u » ou defineres da en line=ar afbildning af U ind i U;
for o # 0 er afbildningen bijektiv, altsd en isomorfi. Den

kaldes homotetien eller multiplikation med a som faktor.

Eksempel. Lad U] og 02 vere komplementare underrum af

et vektorrum (U,L), (sml. side 1.5.5). Ved til hver wvektor i

U at lade svare dens projektion pd U, langs Ugo (sml. side 1.5.5),

1
fas en line®r afbildning pr, af U ind i U, kaldet parallelpro-

jektionen pa U, langs Ug- Billedrummet for pr, er U,, kernen

1
er Ug. Tilsvarende defineres parallelprojektionen pry P& U

2
langs Uy

Eksempel. Lad (U,L) vere et vektorrum med dimU = n € W,
'[ og lad der i U vere valgt en basis. Den tilhgrende koordinat-
afbildning er da en isomorfi af (U,L) p& (z",5), (sml. side
R 1.4.7).

Eksempel. Lad U vare et underrum af et vektorrum (V,L).
Afbildningen v » v + U er da en linear afbildning af v p&d kvo-
tientrummet V/U,‘(sml. side 1.6.3). Afbildningen kaldes den
naturlige projektion eller den naturlige homomorfi af V p&

V/U ‘
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2.2. DIMENSIONSSETNINGEN.,

Lad f ¢+ U - V vere en line@r afbildning, og lad K vere

afbildningens kerne. Vi viser fgrst:

Originalmengderne til vektorerne i billedrummet f(U) er
prects sideunderrummene til K i U. For enhver vektor u €U

gelder u + K = f_l(f(g)).

Bevis. Den fgrste pdstand kommer ud p&, at to vektorer i

U har samme billede ved f, hvis og kun hvis de tilhgrer samme

sideunderrum til k. Af flu -u,) = flu,+(-uy)) = flu,) + fl-u,)
= flu,) + (-f(gz)) = f(gz) - flu,) for Ej'Eg € U fplger, at
“; 09 u, har samme billede ved f, hvis og kun hvis U, T U til-

hg¢rer X; men detté sidste er ensbetydende med, at u, 09 u, til-
hgrer samme sideunderrum til X, (sml. side 1.6.1). Idet u til-
hgrer bdde u + ¥ og f—z(f(z)), fgplger s@tningens anden pdstand

af den fgrste. [|
En oplagt konsekvens af den foregdende satning er fglgende:

Afbildningen f er injektiv, hvis og kun hvis kernen K

kun indeholder o .
Vi skal herefter vise den sakaldte homomorfisetning:

Afbildningen u + K » f(u) er en isomorfi af U/k pd f(U),
afbildningen v f—z(g) er den omvendte isomorfi af f(U) pa

U
/!y
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Bevis. Af den fgrste af de to foregdende satninger fg@l-

ger, at
u + K v ¢(utk) = f(u)

er en veldefineret bijektiv afbildning af U/K pa f(U), og at
¢'s omvendte afbildning er afbildningen v » f-l(z). Det skal

herefter blot vises, at ¢ er line@r. For u_,u, € U har vi

1"°=2

O (u tE) + (U +K) ) = ¢ ((u +u,)+K)

1

= f(21+22)

f(gl) + f(gg)

= ¢ (u K + ¢ (u,+K),

og for » € L og u € U har vi

i

¢ (X (u+K)) ¢ (AutK)

i

Fuw)

Af(u)

[

A (u+K) .

(Sml. i ¢vrigt side 1.6.2). Hermed er vist, at ¢ er linear.

Vi kan nu vise dimensionssetningen:

Hvis U har endelig dimension, sd gelder dimK + dimf(U)

dimU.
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Bevis. Som tidligere vist (side 1.6.3) har vi
dimK + dimU/K = dimlU. Men ifglge homomorfis@tningen findes
der en isomorfi af U/K pa f(U), og der galder derfor

dimU/K = dimf(U), (sml. side 2.1.5). [
Ved anvendelse af dimensionssatningen skal vi vise:

Ndr U har endelig dimension, sd er f injektiv, hvis og

kun hvis dimf(U) = dimU.

Bevis. Som vist i det foregdende er f injektiv hvis og
kun hvis Kk = {0}, altsd dimk = 0. Men dette er ifglge dimen-
sionss@tningen ensbetydende med, at dimf(U) = dimU. (Vi har
i ¢vrigt tidligere bemarket (side 2.1.5), at hvis f er injek-

tiv, s& galder dimf (V) = dimlU, - ogsd ndr U har uendelig di-

mension.) ||
Som et modstykke til den foregdende satning har vi:

Nar V har endelig dimension, sd er f surjektiv, hvis og

kun hvis dimf(U) = dimV.

Bevis. Det er klart, at vi har dimf(U) = dimV, ndr f er
surjektiv, (i ¢vrigt ogsd for dimV = o). Omvendt vides (sml.
side 1.4.4), at det eneste underrum af 7V, som har samme dimen-
sién som V, er V selv; af dimf(U) = dimV f¢lger derfor, at f

er surjektiv. [
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Af de to sidste satninger fglger umiddelbart:

Nér U og V har samme endelige dimension, sd er afbild-
ningen f injektiv, hvis og kun hvis den er surjektiv, ingjek-
tivitet eller surjektivitet af f er sdledes tilstrekkeligt

til at sikre, at f er bijektiv, og dermed en isomorfi.

2.
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2.3. REGNING MED LINEERE AFBILDNINGER.

Lad U og V vere vektorrum over samme legeme L. Vi skal
da med L(U,V) betegne maengden af lineare afbildninger af U
ind 1 V. For f,g € L(U,V) og A € L defineres afbildninger

f+g :U>VogAf:U-->7V ved

u e (f+g) (uw) flu) + g(u),

ur (Af) (w) = Af(u).

Det eftervises let, at ogsd f + g og \f er lineare afbildnin-
ger, altsd elementer af L(U,V). Det eftervises ligeledes let,
at L(U,V) herved er organiseret som et vektorrum over L. Nul-
vektoren i dette vektorrum er "nulafbildningen" u » ¢, den

modsatte -f til f er afbildningen u w» (=f) (u) = -f(u).

Som £idligere omtalt, (side1.1.5), kan L opfattes som et
vektorrum over sig selv. Vektorrummet L(V,L) af alle linezre
afbildninger af (V,L) ind i [ kaldes det til (V,L) duale vek-
torrum, og betegnes ogsd (V*,L) eller blot V*. Afbildningerne
i V* kaldes linearformer pad V; nulafbildningen, altsd nulvek-

toren 1 V*, kaldes nulformen.

Lad U,V og W vere vektorrum over samme legeme L. Det ef-
tervises let, at exr f : U > Vogg: V>W linezre afbildnin-
ger, sd er ogsa den sammensatte afbildning gef : U ; W linear.
Endvidere vises let, at der for fofiefy € L(v,v),

g'gllg2 € L(V,W) og A € L gelder

1
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N

(gtgg)ef = g ,of + gyeof,

gelfy*fy) = g-f; + gofys

]

A(gef) (Ag)ef = go(Xf).

Vi skal sige, at (U,L) er <somorft med (V,L), dersom der
findes en isomorfi af U pa V; vi skriver da U ~ V. Det er
(' klart, at den identiske afbildning af et vektorrum pd sig selv
er en isomorfi; relationen =~ er saledes refleksiv. Vi har tid-
{ ligere vist, (side 2.1.5), at den omvendte afbildning til en

isomorfi igen er en isomorfi; relationen ~ er siledes ogsd sym-

metrisk. (Vi kan herefter tillade os at sige, at to vektorrum
er indbyrdes Zsomorfe, dersom det ene er isomorft -med det an-
det). Endelig fremgdr af det foregdende, at der ved sammensat-
ning af to isomorfier igen fas en isomorfi; relationen ~ er
derfor ogsa transitiv. Ialt er dermed godtgjort, at =~ er en
f #kvivalensrelation i klassen af vektorrum over L.
: Vi har tidligere vist, (side 2.1.5), at isomorfe vektor-
[ rum har samme dimension. Omvendt overbeviser man sig let om,
at to vektorrum over samme legeme af samme endelige dimensi-
on er isomorfe. Uden bevis anfgres, at to uendelig-dimensio-
nale vektorrum over samme legeme ikke ngdvendigvis er isomor-

fe.

Det noteres, at mengden af isomorfier af et givet vektor-
rum pd sig selv er en gruppe med sammensatning som komposition,

kaldet vektorrummets automorfigruppe.
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Lad (V,R) betegne vektorrummet af geometriske vektorer
i rummet, og lad (a,b) vaere et lineart uafhengigt sat

af vektorer fra V. Vis, at afbildningen
vea -

af (V,R) ind i (R,R) er line®r, og at afbildningerne

i

i<

Hg_xv,

v e (a-p)b + (b-v)a,
af (v,R) ind i (Vv,R) er lineare. Angiv for hver af af-

bildningerne billedrum og kerne.

Lad (V,R) betegne vektorrummet af geometriske vektorer

i en given plan, og lad (51,32) vere en basis for V. Ved

Il
i

—22'

]

fg(ﬁz) gg' fg(ﬁg)

]
I®
~

Faley) =e; =~ egr faley) = e, - e

fastlegges linexre afbildninger fl,fg,f3 af v ind i V.
Konstruer billedet af en vilkdrlig vektor vy € V ved

hver af de tre afbildninger, idet e, og e, tegnes som

1 2
ikke-vinkelrette vektorer af forskellig langde. Bestem

endvidere for hver af de tre afbildninger kerne og bil-

s

ledrum, samt mengden af vektorer,som afbildes i sig selv.



3. Lad (QO(A),HH hhv. (CY(A),ﬂU‘ be tecnn vektorrummet afl
alle kontinuerte hhv. 1 gang kontinuert differentiable
reelle funkitioner p& et interval 4 i &. Ved til hver
funktion ¢ € CY(A) ét lade svare dens afledede Dy fas
en afbildning D af CZ(A) ind i CO(A). Overvej, at af?
bildningen er line®r. Angiv billedrum og kerne. Bestem
for en vilkariig funktidﬁ‘w € CJ(A) originalmengden
Dﬁl(Dm). Find et til kernen komplementart underrum U
af CJ(A), og eftervis, at restriktionen af D til U er

injektiv og har samme billedrum som D.

4. Lad U] og U, vere komplement®re underrum af et vektorrum

(U,L). Angiv en naturlig isomorfi af U, pa U/U .
‘ 2

5. Lad U reeer Uy vare underrum af et vektorrum (U,L) med

1

U= U,@...6U . Angiv en naturlig isomorfi af U pa pro-

duktet ij...xUn, {(sml. 1. @¢v. 36).

[ 6. Lad f vere en linear afbildning af et (ikke n¢dvendigvis
endelig-dimensionalt) vektorrum (U,L) ind i et vektorrum

( (Vv,L), og lad U, vaere et til kernen X komplementart under-

1

rum af U. Vis, at restriktionen af f til U, er injektiv

1

og har samme billedrum som f.
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Lad f + (U,L) -» (V,L) vere en linear afbildning med ker-

ne K, og lad n vere den naturlige projektion af U pa

U/K. Vis, at der findes en og kun een line@r afbildning

F: U/K > V, saledes at f = Fen.

Lad f = (U,L) » (V,L) vere en linear afbildning, lad

Ul vere et underrum af U, og lad V, vere et underrum af

1
V med f(U]) c V. Lad m, 09 W, vare de naturlige projek-

U/U hhv. 7V pé& V/V . Vis, at der findes

1 1
en og kun een linear afbildning F : U/U - V/V , sdle-
1

1

tioner af U pa

des at nvof = ?enU.
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KAPITEL 3. DUALITET-
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3.1. VEKTORRUM T DUALITET.

Lad (V,L) og (V',L) vaere vektorrum over samme legeme.
Ved en Bilinearform P& V x V' forstds en afbildning

B : UV x V' > [ med fglgende to egenskaber:

(a) For enhver vektor v' € V' er afbildningen

v e B(v,v') en linearform pa V.

(b) For enhver vektor v € V er afbildningen

v' w» B(v,v') en linearform pa V'.

Det eftervises let, at hvis B er en bilinearform p&d Vv x V',
sd er linearformen v » B(v,0) nulformen pd V, og linearformen
v'" » B(o,v') er nulformen pd V'. Modsvarende siges B at vare

ikke-udartet, hvis fglgende to betingelser er opfyldt:

(c) For enhver vektor v' € V'~{o} er linearformen

v~ B(v,v') forskellig fra nulformen pd V.

(a) For enhver vektor v € V\{g} er linearformen

v e B(g,g’) forskellig fra nulformen pa V'.

Vektorrummene (V,L) og (V',L) siges at vere i dualitet, eller
at vere et dualt par af vektorrum, hvis der er givet en ikke-
udartet bilinearform B pa& V x V'. Vi vil da skrive <vp,»'> i

stedet for B(v,v'), og kalde <v,v'> for produktet af v og v'.
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To vektorrum (V,L) og {(V',) ned samme endeliq: (imen-
sion kan altid bringes i dualitet. For dimensionen  cx det-
te oplagt. For dimy = dimV’ = n € W velges baser (g],»--;g”)

og (fzf--s,fn) for hhv. V og V'. Afbildningen B : V x V' = [

givet ved

+aae 4 S I = "+ !
B(vlg] +vn3n’u1il+ +Un£n) vlvl+ +vnvn

er da en ikke-udartet bilinearform pPa V x V'. - Omvendt har

vis

Hvis (V,L) og (V',I) er i dualitet, s8d gelder dimV = dimV'.

Bevis. P& grund af den fuldstandige symmetri mellem V og
V' er det tilstrakkeligt at vise, at hvis V har endelig dimen~
sion, s& har ogsd V' endelig dimension, og dimy’ éﬁdimv. For
dimy = (0 er dette klart. Antag derfor, at dimV = n € IV, og

lad (e

“1,...,§n) vere en basis for V. Ved
(1) vie fu’) = (<e v'>, 000 0<e 0 >)
LH defineres da en afbildning f : V' - ™. ved brug af (b)

ses let, at f er linear. Endvideré er f injektiv. Thi lad v’

S~

vare en vektor i V' med f(v’') = (&,.,.,0). Der galder da

<g;v'>= ... =<e.,v'> =20, og dermed <v,p’'> = 0, for enhver vek-
tor v € V ifplge (a); men ifplge (c) har vi da p' = ¢. Ker-

nen for f bestdr altsd kun af o, hvormed er vist, at f er in-
jektiv. Vi har derfor, (sml. side 2.2.3), dimV’ = dimf(V') <

dimp” = #n = dim¥, som ¢@gnsket. [



Lad (VL oo (V',I) vere i dualitet, og antag, =t
dimV = dimV' = » € W. Et par bestlende af en bagis o ,...,0 !
for V og en basis (@f,.a.,gﬁ) for V7 siges at vaere ¢t nar af

duale buser, dersom

P P .o .
(27 <Qi'€j> = 6ij’ Ly = Iyeeer,n;

baserne siges da ogsd at vaere duale til hinanden. Herom gael-

der:

vis (V,L) og (V',[) er © dualitet, og dimV = dimV' = n € W,

sd findes for enhver basis for vV hhv. V' netop en hermed dual

basis for V' hhv. V.

Bevis. Det er tilstrmkkeligt at vise; at der for enhver
bazis <ﬁz""’in) for v findes-hetop een hermed dual basis for V'.

Lad £ : V' » " vare afbildningen defineret ved (1) ovenfor.

Som vist er f lineer og injektiv. Idet aimv' = dimz”, er f og-
s& surijektiv, (sml. side 2.2.3), og dermed bijektiv._Der'fin~

des fglgelig for ethvert sat (al,...,an)'e " en og kuh een

£ o

: vektor »' € V' med <e . v'> = au, L= Iyee.ns Specielt findes
entydigt bestemte vektorer Ef""'ié i v', sdledes at (2) er

( opfyldt. Det skal vises, at sattet (Eé"f"ié) er en basis

for V'. Da antallet af vektorer i sattet stemmer overens med
dimensionen, er det tilstrakkeligt at vise, at sattet er 1li-

nezrt uafhangigt. Lad derfor Az€i+"'+xnﬁé = 0 vere en line-

&r relation mellem vektorerne i sattet; for 7 = 1,...,n har

vi da 0 = <e.,0> = <e., A el+...+\ e'> = A, <e.,e!>t.. .+ _<e.,e'>
—g 'z 47121 n—n 121 '=1 n~=7"Zn

= Ai’ hvoraf det ¢nskede fremgdr. [

- —_ o N e iy e g R4 A b SRR — . . -
v T e R e U N T e e ; Ty
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Det bemzrkes, at er (51""’3n) og (gj""'ﬁé) duale

baser for vektorrum (V,L) og (¥',L) i dualitet, og er

v =v,e +t...+v. e og v’ = vig'+...+végé vektorer i hhv. V

1-1 n—n
og V', s& galder

1

<v,v'>=v_vit..tv v,

171 nn
Specielt noteres, at
<2r£é> = 1)7:, 7: =\1’.--,n'
<§_'I2'> = v r 7: = 1,.--171.-

1

Lad (v,L) og (v',L) vere i dualitet. Hvis v € V og

v' € V' er vektorer med <v,v'> = 0, siges v at annihilere v',

og p' siges at annihilere v. Nulvektoren i ¥V hhv. v’ annihi-

lerer samtlige vektorer i V' hhv. V, og er den eneste vektor

med denne egenskab. Mzngden af vektorer i v' hhv. V¥, som anni-

hilerer samtlige vektorer i en ikke-tom delmzngde M af V hhv.

V', kaldes M's annihilator, og betegnes M°. Annihilatoren til

M° betegnes ¥°°, og annihilatoren til M°° betegnes m°°°.

Det eftervises meget let, at for en ikke-tom delmzngde

M af Vv eller V' er M° et underrum af V' hhv. V. Endvidere vi-

ses let, at

og at
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Vi skal dexr

Hois (V.0) og (VI 50 en ome (Comd o on om0 ot i

1 dualittet, sd goelder fov cilive oo widerm i ‘ i
(3) Al b TimBY i e
(4) p o o0

Bevig. For al wvioo (37 o CoL i ey L ‘ ¢

at dimw + dimw® o diwmy 4

dimW = 0 bhav wi i o= 1o,

#

dimy

Ainy = 0 har wi &= V. oo Jerned Foos ol

O dtmi o= oo

pastanden er onl

(e

lfg,ﬂyer) for W, som develier cuppleres i1l en

e s d

(Ej,.ﬁmrgn) fFor V. Lmad

duale basis for ¥’. at vekiorerne

sawae ! Lilhgy
L

!
gr+1

tor i WY, har wvi

for 7 = 1,040,y (=ml.

linearkombination af

er altsd en basiag fov

r + {n-r) = n = dinV, som ansled .

at da der g®ld

AT AnTe

dimy = dimw®Y. Debte

dels p& w”. |
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Af s®tningens anden pastand fremgdr, at hvis M er en
ikke-tom delm@&ngde af V eller V', hvor (V,L) og (V',L) er

endelig-dimensionale vektorrum i dualitet sd galder

Med henblik pd en senere anvendelse skal vi endelig

vise:

Lad (V,L) og (V',L) vere endelig—dimensionale vektorrum
i dualitet, lad U og U' vere underrum af hhv. V og V', og an-
tag, at U og U' er i dualitet ved restriktionen af den pd VxV'

givne bilinearform til UxU'. Da gelder U @& (U')° = V.

Bevis. Da U og U' er i dualitet, er Q den eneste vektor
i U: som annihilerer samtlige vektorer i U'. Heraf fglger, at
Uun (U)° = {0}, hvilket viser, at U og (U;)O danner direkte
sum. Idet vektorrum i dualitet har samme dimension (sml. side

3.1.2), har vi dimU dimU'. Ved brug af (3) far vi herefter

it

dim(Ue(U")°) = dimU + dim(v’")° = dimU’ + dim(v')° = dimV,

hvoraf fremgér, at U & (U")° = v. [
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3.2. DUALT VEKTORRUM.

Ved det til et vekotrrum (V,[) duale vektorrum (V*,[)
forst&s som bekendt vektorrummet (L(v,),L) af alle linear-

former pa Vv, (sml. side 2.3.1). Vi skal vise:

Ethvert endelig-dimensionalt vektorrum (V,L) er 7 dua-
( litet med sit duale vektorrum (V*,L) ved afbildningen

(v, E) » E(V), v € V, £ € V*.

Bevis. At afbildningen for fastholdt f er linear i v

‘,ansﬂz\

fplger af, at £ er en linezr afbildning. Af afbildningen for
fastholdt v er linear i £ f#lger af definitionen af vektor-
rumskompositionerne i y*. At der til enhver fra nulformen for-
skellig linearform ¢ pd V findes en vektor p € V med E(v) # 0
er trivielt. Endelig, at der for enhver vektor v € V~{¢} fin-
des en linearform ¢ med‘g(z) + 0, indses p& fglgende mide.

For dimV = 0 er der intet at vise. For dimV > ¢ valges en ba-

sis for v af formen (v,e,,...,e ); dette er muligt, fordi

2
v # 0. Der findes da en (og kun een) linearform £ pd V med

E() =1 0g Eley) = ... = E(e,) = 0, (sml. side 2.1.2). Den-

Faany

ne linearform £ har den ¢gnskede egenskab. [

Uden bevis anfgges, at den foregdende satning ogsi gal-
der for uendelig-~dimensionale vektorrum. Derimod galder de
fplgende satninger kun for vektorrum af endelig dimension.

Den fgplgende satning viser, at hvis (V,L) er et endelig-

dimensionalt vektorrum, sd er det duale vektorrum (V*,[)



N

MAT 101 7.

i

i det vasentlige" det enqste vektorrum som er i dualitet med
(V,L), i den forstand, at ethvert vektorrum (V',L}, som er i

dualitet med (v,L), pd entydig made kan "identificeres" med

(V*,1). Specielt noteres, at da (V,L) er i dualitet med (V*,1),

kan (V,/) identificeres med det til (V*,L) duale vektorrum

(V**,71).

Lad (V,L) vere et endelig-dimensionalt vektorrum. HvUTS
(V',L) er et vektorrum i dualitet med (V,L), sd findes en og

kun een afbildning ¢ : V' - V* med
(1) (¢(3')>(3) = <v,v'>, v €V, v €TV,
og denne afbildning ¢ er en isomorfi af V' pd V*.

Afbildningen ¢ : V' - V¥ kaldes den naturlige tsomorfi

af v' pa v*.

Bevis. Hvis ¢, ©F ¢, er afbildninger af V' ind i v* med
egenskaben (1), sé& er ¢1(3') og ¢2(2') fof‘hver vektor v' € V'
den samme linearform pa v, Qg ¢, o9 ¢é dermed dénvsamme afbild-
ning. Hermed er entydighedeniVist. Lad v' vare en'véktor iv'.
Afbildningen v » <v,v'> er da en linearform pa ?; altsé et
element i V¥. Til hver véktor v' € V' er sdledes knyttet en
linearfdrm ¢(2') p& V, bestemt ved (¢(2'))(3) = <v,0'>,

v € V: ﬁ§imedvér pavist eksistensen af en afbildning ¢ V' o VX
med egéﬁskaben (1) . Det skal endelig vises, at denne afbild-
ning er en isomorfi. For gi,yé € V' og Ayrkgy € L‘har‘Vi for

alle vektorer v eV

§
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= 4
(¢(112i + Aggé))(v) Ved vyt Apug>

= ' ?
Az<g,21> + A2<2,22>

L(sep)@] [ (ewp ) |
(A1¢(g;))(g) ¥ (A2¢(gé))(g)

(hjotep + 2t ),

i

1l

hvor gyldigheden af de to sidste lighedstegn f¢lger af defi-

nitionen af vektorrumskompositionerne i v*. Dette viser, at
’ ' - [} ]
oA v] + AZQZ) A1¢(31) + x2¢(32),

altsd at ¢ er linear. Af v' € V'~{o} f@lger, at linearformen
v w» <v,v'> er forskellig fra nulformen; nulvektoren i V' er
altsd den eneste véktor, som ved ¢ afbildes i nulvektoren i
v*. Heraf fremgdr, at ¢ har kernen {0}, og fg@lgelig er injek-
tiv. Men da V' og V* beége er i dualitet med v, har de samme

dimension. Afbildningen ¢ er derfor ogsd surjektiv, og dermed

en isomorfi. [

Lad (V,L) vere et endelig-dimensionalt vektorrum. Hvis
(V's;L) er et vektorrum i dualitet med (V,L), sd findes en og

kun een afbildning ¢ : V¥ - V' med
(2) ‘<P_vw(g)> = E(}_’_), v € v, £ € v,
og denne afbildning ¢ er en isomorfi af V* pd V'.

Afbildningen ¢ : V* o V' kaldes den naturlige isomorfi

af v*x pa v'.
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Bevis. Lad § : V¥ - V' vere en afbildning med egenskaben
(2), og lad ¢ : V' - V* vere den naturlige isomorfi af V' pa
V¥. For enhver vektor v € V og enhver linearform g € V* gal-

der da

E(v) = <v,p(E)> = [¢>(w(€)>](2)-

Heraf fremgdr, at ¢y er den identiske afbildning af V*, hvor-
af videre sluttes, at y er den inverse til ¢. Hermed er en-
tydigheden vist. Omvendt er ¢—1 en afbildning med de ¢nskede

egenskaber. |
Af beviset for den foregdende satning fremgdr:

Lad (V,L) vere et endelig-dimensionalt vektorrum, og lad
(V',L) vere et vektorrum i dualitet med (V,L). Da er de natur-

lige isomorfier ¢ : V' - V* og ¢ : V* » V' hinandens inverse.
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3.3. DUALE AFBILDNINGER.

Lad U,U',V og V'vaere endelig-dimensionale vektorrum over
samme legeme L, og antag, at sdvel U og U' som V og V' er i

dualitet. .

For enhver lineer afbildning f : U » V findes en og kun

een afbildning f' : V' o U' med
(1) <f(u),v'> = <u,f'"(v")>, uevUv, v'ev',
og denne afbildning f' er linecer.

Afbildningen f' : V' - U' kaldes den til afbildningen

f ¢ U- V duale afbildning m.h.t. de duale par U,U' og V,V'.

Bevis. Hvis fi og fé er afbildninger af V' ind i U' med
egenskaben (1), s& vil der for enhver vektor v' € V' galde
<u,f1(@"> = <u,fj>, altsd <u,f (") -f)(v"')> = 0, for alle
vektorer y € U. Heraf fglger, at fi(g') - fé(g') = 0 for alle
v' € V', altsd at fi = fé. Hermed er entydigheden vist. Lad
v' vere en vektor i V'. Det indses let, at afbildningen
uw <f(u),v's er en linearform p& U, altsd et element i U*.
Til »' € V' er sdledes knyttet en linearform E,r € U* med
<f(u),v'> = £,1(u) for alle u € U. Sazttes f’(gT) = w(gv,),
hvor ¢ er deﬁ”naturlige isomorfi af u* pd U', fis for ;lle

u €U

<fu),v'>

E‘:U o (u)

]

<u .y (gv ))>

<urf'(@")>,
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hvormed eksistensen af f' er vist. Det skal herefter vises,

at f' er linear. Lad u!,v

7 '€ V' og A],k € L. For alle vek-

2 2
torer u € U har vi da

<us fTOGDIFA D) > = <fu) X vt v >
- , ' . '
A1<f(g),gl> + A2<f(g),22>
= ' ' oy '
Ap<usf' (0> + Ao<u,f' (vg)>

= <E,Azf'(v’)+sz'(gé)>.

Heraf fglger, at f-r()\]y_z'-f)\gzz') - ()\lf"(}i]') + Azfr(y_z’)> = @,

] ~t ’ = K
altsé at f' (A, 01+A,v)) = A fl0)) + A,f (w)) . 1

Er g en linear afbildning af v’ ind i U', kan pd tilsva-
rende made tales om den duale afbildning g' af v ind i V.

Den er bestemt ved

(2) <ur,g(v')> =<9’ (W ,v'>, v' €V', u € U.

Lad f vare en linear afbildning af U ind i vV, og lad
f" betegne den duale afbildning til f's duale afbildning f’.

Afbildningen f" er da ifglge (2) bestemt ved

<u f' ("> = <f"Ww,v'>, v'€V', u€U.
Sammenlignes dette med (1), ses at

= 7.

Det har herefter god mening at tale om f og f' som et par af

duale afbildninger.
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I den fglgende s®tning opsummeres egenskaber ved den
duale til en lineer afbildning. Som ovenfor forudsattes,
at U,U",V og V' er endelig-dimensionale vektorrum over sam-

me legeme, og at bdde U,U' og V,V' er duvale par.

Lad f : U » V vere en lineer afbildning, og lad f' : V' - U'

vere den duale afbildning. Da gelder:

(3) Ker = £(0°.
(4) Ke = Frvne.
(5) f' er injektiv hhv. surjektiv, hvis og kun hvis

f er surjektiv hhv. injektiv.

(6) f' har samme rang som f.
For U =V og U' = V' har vi for ethvert underrum U, af U:
(7) f(UJ) c U, implicerer f'(UJO) c UJO.

Bevis. Ifdlge (1) er v' € f(U)° ensbetydende med
f'w") € U°, altsi med f'(v'") = o. Heraf fremgdr (3). Idet
f" = f, fas (4) ved anvendelse af (3) pd f'. Pastanden (5)
fplger umiddelbart af (3) og (4). For at vise (6) noteres,
at dime + dimeo = diml. Sammenholdes dette med den veilkendte

te formel dimK. + dimf(V) = diml, f&s dimeo = dimf (V). Ifpl-

ge (4) har vi imidlertid Kfo = £ (v")° = 5 (v'), og dérmed

dimf' (V') = dimf(U) . Antag endelig, at f(UZ) c U og lad

11

u' € U,°. For alle u € U, har vi da <f(u),u'> = 0, altsé

- 1 1
<u,f'(u')> = 0, hvormed f'(u') € Uzo. 0
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Vi skal til sidst i kort form opsummere "regler" for
dannelse af duale afbildninger. Det overlades til laseren

at pracisere pastandene og at udfgre beviserne.

(f+g) " = f' + g' frg € L(U,V)

(Af) " = Af! f € L(U, vy, N €L
(hef) ! = floh! FELW, V)Y, h € L(V,W)
("= (rn)" FeLW,U) nemw
(1d,) ' = 1d,,

-1 -1
(£ )" = (Ff") f € LU,V

Den duale til nulafbildningen o : U -» V er nulafbildningen

o+ V' > U,



i

i

Vis, at vektorrummet (V,R) af geometriske vektorer i
rummet er i dualitet med sig selv ved afbildningen

(urv) » <u,v> = u-v, hvor u.v betegner det skalare pro-
dukt af u og v. Undersgg hvilke baser, der er duale til
sig selv. Beskriv M°og M°°, idet M er en vilk&rlig ikke-
tom delmangde af V. Ggr réde for, at der for enhver line-
arform ¢ p& vV findes en og kun een vektor u € Vv, sdledes
at der for enhver vektor v € V galder £(v) = v.y. Lad

a vere en vilkarlig vektor i Vv, og lad f vare den ved

u +» grxu definerede lineazre afbildnihg af v ind i v. Be-

stem den til f duale afbildning f' (m.h.t. de duale par

V.V og V,V).
Lad (U,L) og (v,L) vere endelig-dimensionale vektorrum,
og lad B : UxV -» [ .vere en bilinearform. Szt

v, ={u€eUv | VvYy€YV: Blup) =01,

0 }.

<
1]
—
i<
m
<
<

u €U : Blu,v)

Overvej, at Ul og V] er underrum af hhv. U og V. Vis,

at der ved (u+U,,v+V,) » B(u+U,,v+V,) = B(u,v) defi-

neres en afbildning ¥ : U/U xV/V -+ L, og at denne af-
1 1

bildning er en ikke-udartet bilinearform. Vis, at

dimyu - dimU1 = dimV - dimVl.
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3. Lad (V,L) og (V',L) vere endelig-dimensionale vektorrum

i dualitet. Lad videre v, o9 Vi vere underrum af V hhv.

V', sd8ledes at v, og Vi er i dualitet ved restriktionen

af den givne bilinearform +til V_xV!. Vis, at V

1O _
1%V @ V1 V.

1
4. Lad (U,L.), (U',L) og (V,L), (V',L) vare par af endelig—
(/ dimensionale vektorrum i dualitet. Angiv en naturlig

isomorfi af (L(v,V).,L) p& (L(V',U"),L).

h 5. Lad (V,L) og (V',L) vere endelig-dimensionale vektorrum

i dualitet, og lad f : V » V vere en linear afbildning.

2

Vis, at hvis f er idempotent, d.v.s. f“ = f, s8 er ogsd

den duale afbildning Ff' : V' -» V' idempotent. Vis, at i

s& fald er sdvel f(V) og f'(V') som Kf og kX i dualitet

”

ved restriktionen af den givne bilinearform.

RS-
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af n elementer fra matricen best&ende af et element fra hver
spjle, sdledes at ogsd hver rakke er reprasenteret en gang.
Man kan naturligt opfatte "determinant" som en afbild-
ning af Mn’n(L) ind i L, nemlig afbildningen 4 » det4. Deter-
minanten af 4 bliver herved bilIédet aﬁ_é ved afbildningen

"determinant". Alligevel vil vif%ili&&éfos at kalde determi-

nanten af en matrix for "en determiné 

Man har ofte anledning til at betragte funktionsmatricer,
d.v.s. matricer, hvis elementer er reelle eller komplekse funk-
tioner definerede pa en mengde M. Det overlades til l®seren
at overveje i hvilken udstrakniﬁ§ det foregdende finder an-
vendelse p8 sddanne matricer. Dog noteres, at man pd oplagt
mdde kan definere determinanten af en funktionsmatrix; deter-
minanten bliver igen en reel eller kompleks funktion med sam-
me definitionsmangde M sém funktionerne i matricen.

Man har ogsd anledning til at betragte vektormatricer,
d.v.s. matricer, hvis elementerfér vektorer fra et vektorrum
(V,L). Ogs& her overlades til laseren at overveje i hvilken
udstrakning det foregdende fihdér anvendelse. Dog bemarkes,
at der ikke kan tales om produktet af to vektormatricer. Der-
imod kan produktet af en vektormatrix og en talmatrix define-
res pad oplagt mdde (na&r de npdvendige betingelser vedrgrende
rekke- og sgjleantal er opfyldt); produktet bliver igen en

vektormatrix.
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En regular kvadratisk matrix 4 med elementer fra ¢ siges
at vere uniter, dersom 4* = 4_1. Det vises let, at mangden af

unitere (nxn)-matricer en en undergruppe i GL(»n,C). Gruppen
kaldes den unitere gruppe af grad n (over (), og betegnes

Uin,c).

Ved s¢jlerangen rg4 af en (mxn)-matrix 4 med elementer
fra [ forstds rangen af sattet af sgjler, idet sgjlerne op-
fattes som vektorer i vektorrummet (Mm,l(L)'L)' Tilsvarende
defineres rekkerangen af 4 som rangen af sattet af rakker,
idet rakkerne opfattes som vektorer i vektorrummet (len(L),L)
Det vil senere blive vist, at s@jlerangen og razkkerangen fak-
tisk stemmer overens, hvorefter vi simpelthen kan tale om ran-
gen af rgd af 4; indtil da md vi forbeholde betegnelsen rg4

for s¢gjlerangen.

Ved determinanten af en (nxn)-matrix 4 = (aij)n " forstas
- 14
tallet
detd = ) signp-a ...Q .
pES p(1)1 p(n)n
n
For determinanten af 4 = (aij)n " bruges ogs& betegnelsen
- 14
211 ° %1n
2n1 T %an

Det fremgdr et definitionen, at detd er en sum af n! led. Nar

bortses fra fortegnet, er de n.! led netop samtlige produkter
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nale (nxn)-matricer en en undergruppe i GL(n,R) . Gruppen
kaldes den ortogonale gruppe af grad n (over R) , og beteg-

nes Q(n,R). -

Ved den (kompleks) konjugeﬁede af en (mxn)-matrix

4 = (a..) forstds matricen 4 = (37..) , altsd matricen,
= 1J m.n = 1J Men
som fremgér af 4 ved konjugering af alle elementerne. For en

matrix 4 med reelle elementer galder 4'= . Det verificeres

|

let, at der galder

@ =4, O =% 7, FB =

{ES]
N
e |

+F, @B =78

4

samt f@glgende: Er en regular kvadratisk matrix, s& er ogséd

4
-1 ~
= 41.

[N}

reqular, og (4)

Ved den adjungerede af en (mxn)-matrix 4 forstds matri-

21

cen A* = 4' (= ET). For en matrix A med reelle elementer gal-

der A* A'. Det verificeres let, at der galder

(4%)* = 4, (A4 * =X

>
Iz
*
-

(:\44.2)* = é* + g*, (é_ﬂ_)* =

liov]

samt fglgende: Er 4 en reguler kvadratisk matrix, s& er-ogséa

-1

A* regular, og (4*) =~ = (4_1)*.

En kvadratisk matrix 4 siges at vaere Hermite'sk (eller

Hermite'sk symmetrisk), dersom 4* = 4, og anti-Hermite'ék der-

som 4* = -4. Bemerk, at diagonalelementerne i en Hermite'sk
matrix alle er reelle, og at diagonalelementerne i en anti-

Hermite'sk matrix alle er rent imaginzre.

*_4*

.1.8

?




PR

MAT 101 4.1.7

)

Ved den transponerede af en (mxn)-matrix 4 = (aij S
& ; ,
forstds den (nxm)-matrix 4’, hvis element i k'te razkke og
1 : [ - [4 ]
l'te sgjle er Ay Settes 4’ = (akl)n,m’ har vi altsé
apy = @74+ ("Rekkerne hhv. s¢jlerne i A' er sgjlerne hhv.
rekkerne i 4".) Den transponerede af en rakke - hhv. s¢gjle-

matrix er en s¢gjle - hhv. rakkematrix. Det verificeres let,

at der galder
(47" =4, (M) = 24", (4+4B) ' = A' + B', (4B)' = B'A'.

For en reguler kvadratisk matrix 4 har vi 44" =4 "4 = E. An-
vendes det sidste af de ovenstdende resultater herpd, fés
(a1 Al = 4'(4"1)' = E'. Idet E' = E, har vi dermed: Er 4
en regular kvadratisk matrix, éa er ogsd den transponerede
1 1),.

matrix 4' regular, og (4')— = (é—

En kvadratisk matrix 4 siges at vare symmetrisk hhv. anti-
symmetrisk (eller skavsymmetrisk), dersom 4’ = 4 hhv. 4' = -4.
Bemark, at diagonalelementerne i en antisymmetrisk matrix al-
le er 0.

En reguler kvadratisk matrix 4 med elementer fra R si-
ges at vere ortogonal, dersom 4' = é-l. Det er klart, at alle

enhedsmatricer er ortogonale. Er 4 ortogonal, s4 har vi

(4_1)' = (é')_l = (4-1)—1, hvilket viser, at ogsé& 4-1 er or-
togonal. Og er 4 og B ortogonale (nxn)-matricer, sd har vi
(48) ' = Q’é' = 2-14_1 = (4@)'1, hvilket viser, at ogsd AB

er ortogonal. Ialt er hermed godtgjort, at mengden af ortogo-
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Produkter af flere end to matricer kan altsd skrives uden

parenteser.

Det ses let, at ndr 4B kan dannes, si galder

(A4)

{lIs+]
>

(AB) = A(4B) for X € L.
Matrixmultiplikationen er distributiv m.h.t. additionen

) er en (mxn)-matrix, og

i den forstand, at ndr 4 = (a..
= id m,n

lisv]

= (b og

o

jk)n,p = (cjk)n,p er (nxp)-matricer, sd kan

i

(B+C) og 4B + AC dannes, og der galder 4(B+(C) = AB + AC-

n J n
Dette fplger af, at .Z aij(bjk+cjk) = 'z aijbjk + .Z apiCige
J=1 Jj=1 j=1
Tilsvarende ses, at der galder (§+g)2 = BD + CD, nar D er en

(pxq)-matrix.
Af det foregdende fremgdr, at matrixaddition og matrix-

multiplikation er kompositioner i Mn n(L), og at Mn n(L) her-
7 14

ved er organiseret som en (for »n > 1 ikke-kommutativ) ring.

Det ses let at En . er et et-element i ringen. Ringen kaldes
- 14

matrixringen af grad n over L.

En (nxn)-matrix 4 siges at vere reguler eller invertibel,

dersom den har en invers matrix éQJ m.h.t. multiplikationen

i Mn n(L), altsd dersom der findes en (nxn)-matrix 4-1 med
, 2

-1 -1

A = A A= E; den inverse er da entydigt bestemt. Af et

[

almindeligt resultat fremgdr, at mangden af regulere (nxn)-
matricer med elementer fra [ udggr en gruppe med matrixmulti-
plikation som komposition. Gruppen kaldes den generelle lineere

gruppe af grad n over L, og betegnes GL(n,L) .
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I
s}

(%a.ij) ~7

For andre par af matricer defineres ikke nogen produktmatrix.

seeesMsk=1,...,p

Matrixmultiplikationen er ikke kommutativ. Kun ndr 4 og
B er kvadratiske matricer med samme rakkeantal vil der kunne

gelde AB = BA, - men i almindelighed galder

s
it
it

4-

Matrixmultiplikationen er assoctatzv i den forstand, at

ndr 4 (a..) er en (mxn)-matrix,

- g m.n 2 = (bjk)n,p en (nxp)—

matrix og ¢ = (ckl)p q " (pxq)-matrix, s& kan (4B)¢ o9 4(BL)

dannes, og der galder (4B)C = A(BC). Idet elementet i 7'te

n :
. .
rekke og l'te spjle af (4B)C er kgz( £ aijbjk)okl og elementet

n n
N | ] : .
i 7'te rakke og l'te spjle af 4(BL) er jglaij(kzlbjkékz).

fglger pdstanden af fglgende udregning:

|
?c‘
i\
/—\
v\
[

o
~
?c‘

+

Q
S
X
I
X1

—
x4
o~

p n
b ey -
k£1<j£1azg Jk k1

p
[ =L ( ilblkckl+"'+ainbnkckl)

fw( - = (ai1b11011+'"+ainbnlcll)+"'

"'+(ai1b1pcpl+'"+ainbnpcpl)

(b ...+b1pcpz)+.,.

11°11

"'+ain(bnlell+"'+bnpcpl)

'zz ( ) Like kl)

J
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=r,r =p,n-r

(r)
E
=m,n 0 0
=m=r,r =m-r,n-r

hvor dog nogle af blokkene falder bort for r = 0, »r = m, eller
r = n.
Mengden af (mxn)-matricer med elementer fra L betegnes

(L). Er 4 = (a (b

) to matricer fra

og ..
g ‘L,j mmn

Iy
il

men ij)m,n

Mm n(L)' defineres summen A +
, £

[]s+]

at 4 og B ved

+ = (a..+b

14 ij)m,n'

I8
[{iss]

For ) € [ defineres produktet A4 af X og 4 ved

A = (ha..) .

Det verificeres let, at Mm (L) ved disse kompositioner er

Y4

organiseret som et vektorrum (Mm n(L),L) over L. Nulvektoren
14

i dette vektorrum er nulmatricen ¢ i den modsatte -4 til en

ity

matrix 4 = (a_..) er matricen (-a..) . Vektorrummets di-

17 ' myn g m,n

mension er mn, idet sattet bestdende af de ialt mn matricer,
som har et element lig med ] og alle ¢vrige elementer lig med
0, udggr en basis.

Er 4 = (a..) og B = (b to matricer for hvilke

g m,n = jk)n,p

den f@grstes s@gjleantal er lig med den andens rakkeantal, de-

fineres produktmatricen AB som (mxp)-matricen
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Ved (mxn)=-nulmatricen 9 =20 forstds (mxn)-matricen,
hvis elementer alle er 0.
Ved (nxn)-enhedsmatricen E = E, . forstéds (nxn)-diago-
- - ’

nalmatricen, hvis diagonalelementer alle er 1. Vi har altsa

E = (&6,.)

=N, N 15 m,n"

For 0 g r g m,n betegnes med géri den (mxn)-matrix
- 14

\

(

aij)m,n for hvilken a . =1 for ¢ < r, mens alle ¢vrige ele-

menter a.. er 0.
1d

Lad der vare givet matricer A(G'B), O = 1,6ee0e,P,

B = 1,...,8, sdledes at matricerne med samme index o har sam-

me rakkeantal Myr ©9 matricerne med samme index B har samme

(o,

spjleantal ng- Matricerne 4 B) kan da p& oplagt mdde "sammen-

stykkes" til en ny matrix 4 med rakkeantal m = m +"'+mr og

= 1
sgjleantal n = note..tn . Vi siger, at 4 er en blokmatrix med
blokkene é(a'ﬁ), og skriver

(4(111) P é(JIS)

.

B
it

. -

PSSR RN C L)

Omvendt er det klart, hvad der menes med, at en given matrix

4 = (aij)m , er "opdelt" i blokke. Eksempelvis er der ved
e , :

angivet en opdeling af 4 i blokke, nemlig spjlerne. Matricen

Eér; kan pad naturlig mé&de opdeles i blokke,
=iy
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for A's j'te sgpjle. Matricen 4 har sadledes m razkker og n sg¢j-

ler. Elementet a;; tilhgrer den i'te rakke og den j'te s¢jle.

Er a = (al,ag,...,an) et talsat tilhprende Ln, sattes
a_ = (aj)l,n = (a; ay ... a)
og
a1
o
gl = (at)n,] =
\a_/
Er a = (az,ag,...,an) koordinatsattet for en vektor i et n-

dimensionalt vektorrum m.h.t. en valgt basis, sd kaldes a._
hhv. g, for vektorens koordinatrekke hhv. koordinatsegle.
Ved en delmatrix af 4 forstds en matrix, som fremgdr af

A ved at visse raekker og/eller sgjler slettes.

En (mxn)-matrix siges at vere kvadratisk, dersom m = n.

Elementerne a.., 7 = I,...,n, i en (nxn)-matrix (a..) kal-
17 i 'n,n
des matricens diagonaleleménter. En (nxn)-matrix (aij)n " si-
’
ges at vare en nedre trekantsmatrix, dersom a;. = 0 for 7 < g,
og en gvre trekantsmatrix, dersom aij = 0 for 7 > j. En (nxn)-
matrix (aij)n " siges at va@re en diagonalmatrix, dersom
’
a.. =0 for 7 % J.

1d

e A L T S U IO T
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4.1. MATRICER.

‘Lad m og n vare naturlige tal. Ved en (mxn)-matrix med

elementer fra I forstds et rektangulert skema af formen

( .
Y11 %12 777 %an
a a e a
(1) 21 22 an
m1 Ime T amn}
hvor aij € L for 2 = 1,...,mog j = 1,...,mn. Som betegnelse

for matricen (1) benyttes ogsd (a..) , eller

17°1=1, 00 m;d=1,eee,n
(a..) , eller blot (a..). Endvidere benyttes betegnelsen
T3 men T
4m,n' eller blot 4.
Ved en rekkematrixz hhv. se¢jlematrixz forstds en (Ixn)-ma-
trix hhv. en (mx1)-matrix.
Lad 4 = (aij) vere en (mxn)-matrix. For 7 = 1,...,m kal-

des rakkematricen

g;. = lagy azy -eeay)
for 4's i'te rekke, og for j = 1,...,n kaldes sgjlematricen
a]j\
adea -
a’= 2J
=g

a_ .
mJ
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4.2. LINEERE AFBILDNINGERS MATRIXLIGNINGER.

Lad (U,L) vare et vektorrum med dimy = n € W, lad (V.L)
vere et vektorrum med dimV = m € W, og lad f vare en linear
afbildning af U ind i V. Lad endvidere.(éi,.
(fys++++f,) vere baser for hhv. U og V. Billederne f(gj) af

-"_e_n) og

vektorerne g5 i1 basen for 0 kan da pd en og kun een mdde skri-

ves som linearkombinationer af vektorerne i basen for Vv,

fleg) = ay £y + ag fo *ouot a L)

f(gg) = a12f1 + a22f2 +...+ amem

L)
[} » . .
. .

f(ﬁn) alnfl + aan2 N amnfm ?

eller kort

m
fle.) = Za..l‘_’., g = 1,cc.,n.
J =7 vITv
Settes 4 = (aij)m ,. kan disse ligninger sammenfattes til ma-
trixligningen '
(1) (f(gz)---f(gn)) = (fz---fm)é-

Det bemerkes, at den j'te s¢jle i 4 er koordinatsgjlen for
vektoren f(ij) m.h.t. basen (fl,..},fm). Lad nu u va&re en
vektor i U med billedvektor v = flu) i v, og lad koordinat-
spjlerne for y og v (m.h.t. de betracgtede baser) vere hhv.

g‘ og Ql. Vi har da
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g

(2) v o= (f]...fm)gl,

hvor venstresiderne skal opfattes som (Ix])-matricer. Endvi-

dere galder pd grund af lineariteten

v = f(u)

(f(g])...f(gn))g].

Sammenholdes dette sidste med (1) og (2) fés
(£7-+£02) = (£y---f,) 4y~

Idet (f;,...,f ) er et lineart uafhangigt s®t, kan man heraf

slutte, at

(3)

[\
1

I
1N

Til afbildningen f hgrer altsd (mindst) en matrix 4 (m.h.t. de
bet;agtede baser), sdledes at koordinatsgijlen 2 for billedet
af vektoren med koordinats¢jlen.gl kan udregnes ved ligningen
(3) . Det pdstéas, at den ovenfor bestemte matrix 4 er den ene-
ste matrix med denne egenskab. Lad nemlig B vere en vilkérlig
(mxn) -matrix hgrende til f (i den omtalte betydning). Produk-
tet gélj af B og den j'te sgjle glj i Qn,n giver ved udreg-

ning den j'te sgjle i B. Nu er imidlertid § koordinatsgij-

lJ
len for Ej’ og fplgelig er den j'te s¢jle i B koordinatsg¢jlen
for f(gj). Da ogsa den j'te sg¢jle i 4 er koordinatsgjlen for

f(gj), stemmer B overens med 4 s¢jle for sgjle, og vi har alt-

sd som pdstdet B = 4. - Ligningen (3) kaldes matrixligningen

for afbildningen f m.h.t. de betragtede baser.
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Det er let at se, at hvis der til linezre afbildninger
fog g af U ind i V hgrer hhv. 4 og B (m.h.t. valgte baser),
sa vil der til f + g hegre A+ B, o9 til )Af hgre X4 for A € I.
Det er klart, at hvis f og g er forskellige, s& er 4 og B for-
skellige. Endelig bemarkes, at er C en vilkarlig (mxn)-matrix
med elementer fra L, sd findes en line®r afbildning af U ind
i 7, hvortil der (m.h.t. de valgte baser) hgrer matricen ¢,
nemlig afbildningqn, som f@rer en vektor i U med koordinat-
s¢jlen U over i den vektor i VvV, som har koordinatsgjlen ggl.

Alt det foregdende kan sammenfattes sdledes:

Lad (U,L) og (V,L) vere vektorrum med dimlU = n € IN og
dimV = m € N, og Llad (31,...,gn) og (iz,...,im) vere baser
for hhv. U og V. T<l hver lineer afbildning f : U - V findes
da en og kun een (mxn)-matrix A, sdledes at der mellem koor-
dinatsejlen U

| for en vektor u € U og koordinatsgjlen v, for

billedvektoren v = f(u) € V bestdr relationen

e
1l

[l

e

Matricen 4 er bestemt ved

(Fle))-fle)) = (fy-0-f)

e

Den ved f w» A definerede afbildning ev en isomorfi af (L(U,V),L)

pd (Mm,n(L)’L)‘

b

N A .
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I det fglgende betragtes lineare afbildninger mellem

vektorrum over samme legeme med endelige dimensioner > 1.

For (spjle)rangen af den til en lineer afbildning f : U -+ V
horende matrix 4 m.h.t. baser (31,...,gn) og (fl,...,fm) for

hhv. U og V gelder rg4d = dimf(U).

Bevis. Da billedrummet f(U) frembringes af vektorerne
f(gl),...,f(gn), er dimensionen af f(U) lig med rangen af
saettet (f(gz),...,f(gn)). Rangen af dette set er imidlertid

den samme som rangen af det tilsvarende sat af koocrdinatsgj-

-

ler, altsd s¢jlerangen af 4. [

Lad f : U -» V vere en lineer afbildning. Der findes da

en bastis for U og en basis for V, sdledes at der m.h.t. disse

E(P)

baser til f horer matricen E

s hvor n = dimU, m = dimV og

r = dimf(U).

Bevis. Ifplge dimensionss@tningen har kernen X dimension
n -~ r. For r = 0 er f nulafbildningen, og matricen er for et-

hvert valg af baser nulmatricen @ "' altsd af den ¢gnskede

14

form. For 0 < r < n valges en basis (e,,7

denne suppleres til en basis (gz,,..,gn) for U; for r = n vel-

,u-.'gn) fOr K' Og

ges en vilkdrlig basis (31,.,.)gn) for U. Vektorsattet

. (f(gl),...,f(gn)) har rangen r, og da vi for r» < »n har

fle,,) = o0 = f(gn) = 0, méd sattet (f(gl),...,f(gr))ivmre
line®rt uvafhangigt. For » = m er det derfor en basisvfor v,
og for r < m kan det suppleres til en basis
(f(gz),...,f(gr),ir+1,...,im) for V. For disse-valg af baser

fads matricen E(r).
—m,?’L
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Bemerkning. Vi skal senere skarpe den foregdende satning

derhen, at en vilkarlig matrix 4 i Mm n(L) med (s¢jle)rang r
4 1

hgrer til f for passende valg af baser, (sml. side 4.3.3).1

Lad f : U >V og g : V » W vere lineere afbildninger, hvor-

til der herer hhv. A og B m.h.t. haser (gj,...ﬂ‘)c (54.»-s,fm)

-1 i EEV
og (gz,.,.,gl) for hhv. U,V og W. Til den sammensatte afbild-

ning gef : U » W herer da matricen BA m.h.t. baserne

(g],...,gn) og (QJ,...,QZ).

Bevis. Af det givne fglger, at der (med oplagte betegnel-

ser) gelder w, = By, = Bdu,, hvoraf pastanden fglger. {]

En lineer afbildning f : U » V er bijektiv, hvis og kun
hvis den tilhgrende matrix A m.h.t. baser (gl,...,gn) og
(fl""’fm) for hhv. U og V er (kvadratisk og) reguler. Er f
bijektiv, sd herer der til den omvendte afbildning f—l VU
; . . -1 :
den tnverse matric A m.h.t. baserne (fz,...,fm) og

(21,...,gn).

Bevis. Antag, at f er bijektiv. Af tidligere resultater
(side 2.2.3) fglger da, at m = n; den til f hgrende matrix er
sdledes en (nxn)-matrix. Den omvendte afbildning fnl Vo U
er ligeledes linear, (side 2.1.5); lad B vare den til f—l hg-
rende (nxn)-matrix. Da der til sé&vel den identiske afbildning

e, af U som den identiske afbildning e, af V hgrer matricen

14
E, , .09 da vi har f—1°f = e 09 fof-l = e,, sluttes af den

> <

foregaende satning, at BA = AB = E. Matricen 4 er altsd regu-

l®r, og B =4 1. Antag omvendt, at den til f hgrende matrix
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4 er kvadratisk og regulaer. Vi har da specielt dimy = dimy = n,
og der findes derfor en og kun een lineer afbildning g : vV - U,
hvis tilhgrende matrix m.h.t. de betragtede baser er @‘7.’Af
den foregdende satning fglger nu, at der til afbildningen

gef : U -» U hgrer matricen 4—14, altsd En,n' og at der til af-
bildningen feg : V - V hgrer matricen 44_1’ altsé E, .- Dette

r

viser, at

(1) gef

Il
Q

UI
og at
(2) ffg = e-
Da ey specielt er injektiv, sluttes af (1), at f er injektiv,

_0og da ey specielt er surjektiv, sluttes af (2), at f er surjek—‘

tiv. Ialt fas sdledes, at f er bijektiv. [|

Lad U,U' og V,V' vere par af vektorrum i dualitet. Hvis
der til en lineer afbildning f : U -» V h@rer matricen 4 mh.t.
baser (gl,...,gn) og (il,...,fm) for hhv. U og V, éd‘vil der
til den duale afbildning f' : V' - U'" hore den transponerede
matriz i' m.h.t. de duale baser (fi,...,fé) og (gi,...,gﬁ) for

hhv. V' og U'.

Bevis. Elementet a;s i den til f hgrende matrix

>

= (a

L) er den 7'te koordinat for f(e.), altsd (sml.
1J m.n =7

side 3.1.4).

aij = <f(3j)'fé>'
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Tilsvarende er elementet ka i den til f' he¢rende matrix

B = (bkl)n,m den k'te koordinat for f'(fi), altsa
brr = <ep £ UL >-

Da f og f' er duale afbildninger, har vi endvidere, (sml. side

3.3.1) .

<_e_klf'(f_‘2)> = <f(‘e—k) II£>'

Sammenholdes dette med det foregdende féas a;; = b.., som

pastéet. [
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4.3. KOORDINATTRANSFORMATION,

Vi skal undersdge, hvilken sammenh®ng der bestar mellem
koordinatsattene for en og samme vektor m.h.t. forskellige

baser. Herom galder:

Lad (U,L) vere et vektorrum med dimU = n € WN, og lad

(31’”"’5n) og (él,...,én) vere baser for U. Der findes da

en og kun een (nxn)-matrix S, sdledes at der mellem koordi-

natsgjlerne u, og Q‘ for en vektor u € U m.h.t. basen
£ & u

(31,..,,gn) og basen (él,...,én) bestdr relationen

(1) ‘ gl = §gl.

Matricen S, som er reguler, er bestemt ved

(2) (_e_l..._e_n)‘= (2,...2)

litn

Bevis. Af satningen om matrixligninger for lineare afbild-
ninger (side 4.2.3) fg¢lger, at der findes en og kun een matrix
S, siledes at (1) er opfyldt, nemlig matricen hgrende til den
identiske afbildning af U, idet origiﬁalvektorer henfgres til
basen (g],...,gn) og billedvektorer til basen (él,...,gn). Af
samme sa@tning fremgdr ogs&, at § er bestemt ved (2). Endelig,
at § er regqgular fglger af, at dén identiske afbildning er bi-

jektiv (sml. side 4.2.5). [

Overgangen fra koordinaterne m.h.t. basen (51,...,gn)
til koordinaterne m.h.t. basen (%1,...,§n) kaldes en koor-
dinattransformation, og matricen S kaldes den tilhgrende

koordinattrans formationsmatrix.
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Det bemazrkes, at (2) er ensbetydende med

(3) (8,--.8) = (e,...e )8 .

Koordinattransformationsmatricen S er kendt, ndr vektorerne i
basen (gz,...,gn) er givet som l;n¢§rkombinationer af vekto~
rerne i1 basen (gl,...,gn). Er defiﬁéd vektorerne i basen
(él,...,gn) givet som linearkombinationer af vektorerne i
basen (51,...,3n), er g-l kendt, og S ma bestemmes som dennes
inverse.

Lad § vere en vilkarlig reguler (nxn)-matfix med elemen-
ter fra . For enhver basis (él,...,én) for U er da det ved
(2) bestemte sat (e

eqr--

transformationsmatricen hgrende til overgangen fra basen

.,gn) en basis for U, og 5 er koordinat-

A
AT
af den fgrste. For at indse gyldighéden‘af den f¢rste pdstand

(31,...,3n) til basen ( ,gn). Den sidste pastand fglger
bemerkes, at det af (3) fremgdr, at enhver af vektorerne i ba-
sen (gl,...,gn) er en linearkombination af vektorerne i sattet
(31""'3n); settet (31,...,3n) frembringer derfor U, og er
fplgelig en basis for U, (sml. sidea1.4.5). P& tilsvarende
mdde indses, at for enhver basis (éi,...,gn) for U er det ved
(3) bestemte sat (%1,...,§n) en basis for U, og g er koordi-
nattransformationsmatricen hgrende til overgangen fra basen
(31,...,gn) til bésen (él""’én)' Enhver reguler (ngn)-matrix
(med’ elementer fra L) er s&ledes en koordinattransformations-

matrix, idet endda een af de to baser kan foreskrives vilkarligt.
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Ved anvendelse af satningen ovenfor skal vi dernest

vise:

Lad (U,L) og (V,L) vere vektorrum med endelige dimensio-
ner > 1, lad (gq,...,e ) og (él,...,én) vere baser for U, og
A .
lad (il,...,fm) og (fl,...,im) vere baser for V. Lad ?tdere
f U >V vere en lineer afbildning, lad den til f herende
matrix m.h.t. baserne (gl,...,gn) og (fl""’im) vere A, og

lad den til f herende matrix m.h.t. baserne (él,...,@n) og

A A A
(f15-++5L,) vere A. Der gelder da

-1

L]

>
It
(1]
[
[11e5)

hvor S og T er koordinattransformationsmatricerne horende til
hhv. overgangen fra (gl,...,gn) til (gl,...,gn) i U og over-

gangen fra (fz,...,fm) til (ﬁl,...,fm) 7 V.

Bevis. Pastanden fglger af, at der (med oplagte betegnel-

ser) galder

2>
It il
3 L]
T L4
= -

It
=]
I
1193}
>

=

Lad f vere en lineer afbildning af et n-dimensionalt vek-
torrum (U,L) ind 71 et m-dimensionalt vektorrum (V,L), og lad
4 vere en (mxn)-matrixz med elementer fra L. Der findes da en

basis for U og en basis for V m.h.t. hvilke den til f herende

matrix er A, hvis (og kun hvis) rg4 = dimf(U).
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Bevis. Det er tidligere vist, at hvis 4 hgrer til f for

3.

passende basisvalg, sa galder rg4 = dimf(U), (sml. side 4.2.4).

Antag omvendt, at rg4 = dimf(U) = r. Af en tidligere satning
fremgdr, at der findes baser {31'7"’6 ) og iz,...,f ) for
hhv. U og V m.h.t. hvilke den til f hgrende matrix er E;Tl
(sml. side 4.2.4). Lad g : U » V vere den lineare afbildning,
hvis tilhgrende matrix m.h.t. disse baser er 4. Idet dimg (V) =
rgd = r, findes ogsa baser (gz,...,gn) og (fq,...,? ) for hhv.

o

Uog V m.h.t. hvilke den til g hg¢rende matrix er E Beteg-

nes med § og I koordinattransformationsmatricerne h¢rende til

hhv. overgangen fra (el"" gn) til (él,...,%n) 0og overgangen
A

fra (f;r-.-.f,) til (il’ ..,im), s8 har vi ifglge den forega-

ende sa&tning E (r) gégg-z, altsd 4 = T (”)s Heraf fremgar,

n —'m,

at 4 er den til f hg¢rende matrix m.h.t. de baser, som fads ved

at anvende koordinattransformatricerne g_z og g—l pa hhv.

(211‘--1_?_”) og (f]l"'lfn)'
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4.4. MATRIXRANG.,

Enhver matrix 4 € Mm’n(L) kan opfattes som matricen hg-
rende til en linear afbildning, idet der for ethvert n-dimen-
sionalt vektorrum (U,L), ethvert n-dimensionalt vektorrum
(V,L) og ethvert valg af en basis for U og en basis for Vv
findes en (og kun een) line®r afbildning f : U - V, hvis
tilhgrende matrix m.h.t. dé valgte baser netop er 4. Det er

derfor muligt at udnytte satninger i de to foregdende afsnit

til at bevise satninger om matricer. Vi viser f¢@grst:

For enhver matrix 4 € M (L) stemmer se¢jlerang og rekke-

myn

rang overens.

Bevis. Vi opfatter maﬁricen A som matricen hgrende til
en linear afbiidning f : U -> ¥V m.h.t. valgte baser. Lad U' og
V' vere vektorrum, som ef i dualitet med hhv. U og V. Til den
duale afbildning f' : V' -» U’ hgrer da den transponerede ma-
trix é' m.h.t. de duale baser, (sml. side 4.2.6). Det er tid-
ligere vist, at f og f' har s%mmé rang, (side 3.3.3). Rangen
af en linezr afbildning, d.v.s. dimensionen af billedrummet,
stemmer imidlertid overens med s¢jlerangen af den tilhgrende
matrix, (sml. side 4.2.4). Matricerne 4 o9 4' har derfor sam-
me sgpjlerang. Men s¢jlerangen af é' er identisk med rakkeran-

gen af 4, thi s@jlerne i 4' er (de transponerede af) rakkerne

i 4. Hermed er pastanden vist. []

Vi skal herefter ved rangen rgd af 4 forstd den falles

rang af sattet af spjler og settet af rakker.
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. . - B .
En kvadratisk matrix A € Mn H(L) er reguler, hvis og Kun
- )

hvis rgd = n.

Bevis. Vi opfatter 4 som matricen hgrende til en linear
afbildning f : U -» U m.h.t. en valgt basis. Det vides, at 4
er reguler, hvis og kun hvis f er bijektiv, (sml. side 4.2.5),
og det'vides, at f er bijektiv, hvis og kun hvis dimf(U) = n,
(sml. side 2.2.3). Pastanden fg¢glger herefter af, at der al-

nent galder rg4 = dimf (V). (]

For enhver fra nulmatricen forskellig matrix 4 € Mm n(L)
er rgld det st¢rste af de naturlige tal p for hvilke der findes

en reguler (pxp)-delmatria af A.

Bevis. Idet vi setter rgd = r, skal det vises, at 4 har
(mindst) en regular (rxr)-delmatrix, men ingen regular (pxp)-
delmatrix for p > r. Lad B vere en (mxr)-delmatrix af 4 med
(spjle)rang r; en sddan findes, idet 4 har (s¢jle)rang r. Da
B har (rzkke)rang r, findes en (rxr)-delmatrix ¢ af B med
(rekke) rang r. Ifélge den foregéende setning er (¢ regular,
hvormed er vist, at 4 har en regular (rxr)-delmatrix. Lad om-
vendt ¢ vare en reguler (p:p)-delmatrix af 4. Matricen (¢ er
da delmatrix af en (entydijt bestemt) (mxp)-delmatrix B af 4.
Da ¢ har (s¢jle)rang p, vil ogsd B have (s¢jle)rang p. Heraf
fglger, at (sgjle)rangen i1f 4 er mindst p, altsd p < r, som

péstédet. []

4.
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For vilkdrlige matricer A € Mm,n(L) og B € Mn,p(L)
gelder rgAB < rgd og rgAB < rgB. For rgB = n gelder

rgdB = rg4, og for rg4d = n gelder fgég = rgB.

Bevis. Vi opfatter'g 09 4-56ﬁwmatricerne hgrende til 1li-
nexre afbildninger f : U - V hhv. g : V - W, hvor U,V og W er
vektorrum over [ med dimensionerne p,n og m. Matricen 4B er
da den til gef : U - W hgrende matrix, (sml. side 4.2.5). Vi
har nu rgB = dimf(V), rgd = dimg (V) og rg4B = dimg (f(U)) . Af
fu) ¢ v fglger g (F(U)) c g(V), og dermed dimg (f(UV)) < dimg(V),
altsd den fgrste ulighed. For rgB = n bliver f surjektiv, hvor-
med f(U) = V; vi far da dimg(f(U))i= dimg (V) , altsd rgdB = rg4.

< dimg (V) , altsd den an-

Det er klart, at der galder dimg(£(0))
den ulighed. For rg4d = n bliver g injektiv; vi far da

dimg (£(U)) = dimf(U), altsd rgdB = rgB. [

To matricer 4,8 € M n(L) siges at veare ekvivalente,

14

hvis der findes regulzre matricer P € Mm m(L) og g € Mn n(L):
- r - 14

s&ledes at B = PAQ ' . Som antydet er herved defineret en a&kvi-

valensrelation i Mm,n(L)' Refleksiviteten vises ved benyttel-
se af, at alle enhedsmatricer er regulare, symmetrien ved be-
nyttelse af, at den inverse til en regular matrix er reguler,
og transitiviteten ved benyttelse af, at produktet af to re-
gulare matricer er en reguler matrix.

Det ses, at to matricef\er aEviva1ente, hvis og kun hvié

de hgrer til de samme linezxre afbildninger for forskellige ba-

sisvalg, (sml. side 4.3.2, 4.3.3). (Heraf fremgdr i ¢vrigt péa
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ny, at relationen er en @®kvivalensrelation.) Vi har tidligere
vist, at de til en given linear afbildning hg¢rende matricer

m.h.t. forskellig basisvalg netop er de matricer (med det re-
levante rakke- og sgjleantal), der har samme rang som a&fbild-

ningen, (sml. side 4.3.3). Vi far derfor:

To matricer A,B € Mm n(L) er @kviﬁalente, hvis og kun

>

hvis de har samme rang.
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4.5, LINEERE LIGNINGSSYSTEMER.

Lad der vare givet et line®rt ligningssystem med m lig-

ninger og n ubekendte,

a, % + a9, +...+ a, « = b1
o ag,%, + PPL +...+ ag &, = b2
a, 1% + a 9%, +...+ a &, = bm
|
' hvor aij’bi €L for 2 =1,...,mog j = 1,...,m. En lgsning

(ellexr en partikuler lgsning) til (1) er et sat (xl,xg,...,xn)
i Ln, som tilfredsstiller alle ligningerne. M&ngden af l@gsnin-
ger kaldes lgsningsmengden (eller den fuldstendige lgsning) .

Matricen 4 = (a_..) kaldes koefficientmatricen ; matricen

1 ' m,n
(4 Ql), som fds ved til 4 at f¢jeag| = (bi)m,z som (n+1) 'te
spjle, kaldes den udvidede'koefficientmatrix.Ligningssyste—
met siges at vare homogent, dersom b] = .. = bm = 0, og inhomogent,
dersom mindst et af tallene bi e; # 0. (Ofte vil man dog bru-
ge adjektivet "inhomogent" i betydningen "ikke ngdvendigvis,
men muligvis, homogent"; et inhomogent lineart ligningssystem
er da simpelthen et lineart ligningssystem.) Ved det til (1)
hgrende homogene ligningssystem forstas det ligningssystem,
som fas ved at erstatte alle tallene bi med 0.
Det noteres, at 1igningssystemet (1) kan sammenfattes i

matrixligningen ég‘ =D forstiet saledes, at (xl,...,xn) er

l ’

1¢sning til (1), hvis og kun hvis z, = (xi)n er lgsning til
- r

1

matrixligningen.
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EKSISTENS OG ENTYDIGHED AF L@OSNINGER. STRUKTUR AF L@S-
NINGSMENGDEN,., Sammen med ligningssystemet (1) vil vi betrag-
te den lineare afbildning f af (Ln,L) ind 1 (Lm,L), hvortil
der m.h.t. de kanoniske baser hgrer matricen 4. Idet vi s&t-
ter b = (bj,...,bm), ses, at x = (ml,...,xn) er lgsning til
(1), hvis og kun hvis f(x) = b. Ligningssystemet (1) har der-

for (mindst) en lgsning, hvis og kun hvis b tilhgrer billed-

mengden f(Ln), altsd hvis og kun hvis b er linearkombination

af vektorerne ﬂlj =

sidste ses imidlertid let at vare ensbetydende med, at ran-

(alj'a2j""'amj)’ g = 1,e4.,n. Dette

gen af den udvidede koefficientmatrix ikke er stg¢rre end ran-

gen af koefficientmatricen. Vi har altsa:

Ligningssystemet (1) har (mindst) en lgsning, hvis og

kun hvis rg(4 b,) = rg4.

|

Som bekendt er f surjektiv hhv. injektiv, hvis og kun

hvis rg4 = m hhv. rg4 = n; vi fér derfor:

E Ligningssystemet (1) har mindst en hhv. hojst en lesning
for ethvert set (bl,...,bm), hvis og kun hvis rgd = m hhv.

rgd = n, - altsd netop en, hvis og kun hvis rgd = m = n.

b Lgsningsm®ngden til (1) er identisk med originalm&ngden
f_l(g). For b = (0,...,0) er der derfor altid lgsningen
(0y...,0), og lgsningsmengden er kernen for f. For b + (0,...,0)
kan f_l(g) vare tom; men hvis f-J(Q) er ikke-tom, s& har vi

f—z(g) = 2 + K, hvor £ er en vilkdrlig vektor i f-l(g) og K

er f's kerne.
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Heraf fremgar:

Hvis ligningssystemet (1) er homogent, har det 7 det

mindste lpsningen (0,...,0). Losningsmengden er et underrum

, N . - AT
1 L' med dimension m = Tgh. '

Hvis Zigningssyétemet (if;er iﬁhgh&é;gf,'haf det ikke
n¢dvendigvisvnogen Z¢sﬁiﬁg:‘ﬁ;@1¢sninésﬁéngden tkke-tom, sd
er den et sideunderrum i L med dimension‘n - rgd, - nemlig
sideunderrummet E + K, hvor E = (31,...,$n) er en vilkdrlig
losning til (1) og K er lgsningsmengden til det tilsvarende

homogene ligningssystem.

Hvis (1) har lgsning(er), fas den fuldstendige lg¢sning
sdledes ved til en vilkdrlig partikuler lgsning at addere
den fuldst@endige lgsning til det‘tilh¢rende homogene lignings-

system.
Vektorrummet (I",I) er i dualitet med sig selv ved
<(x1,...,xn),(yl,...,yn)> = miy1+...+xnyn;

den kanoniske basis bliver herved dual til sig selv. Tilsva-
rende galder for (t™,0). Til den duale afbildning f' : AL A
hgrer den transponerede matrix 4' m.h.t. de kanoniske baser.

o}

Idet f(Ln) = K,., (sml. side 3.3.3), har vi derfor:
f ST '

Ligningssystemefi(diﬁhar (miﬁ?ét)'eﬁ;;¢éning, hvis og
kun hvis der for enhver lgsning (yz,...5y%) til det "trans-

ponerede" homogene ligningssystem
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allyl + a21y2 +...+ amZym =

agg¥q ¥ Agply oot a oy, =0

Tin¥1 + TonY 2 tooot Cnm = 0
gelder

b1y1 + b2y2 +...0+ bmym = 0.

LOSNING VED REDUKTION TIL ET CRAMER'SK LIGNINGSSYSTEM.

I det foregdende er vist, at et ligningssystem med en (kva-
dratisk og) regular koefficientmatrix har netop en lg¢sning;

et s&dant ligningssystem vil vi kalde et Cramer'sk ligninge-
system. I et senere afsnit (5.3) skal vi explicit angive l¢s-
ningen til et s&dant ligningssystem. Vi skal p& dette sted vi-
se, hvorledes bestemmelsén af lpsningsmengden til (1) - hvis
der er l¢gsning(er) - kan fgres tilbage til 1l¢gsning af et

Cramer'sk ligningssystem.

Vi saetter rg4 = r. Ved eventuel omnummerering af lignin-
gerne kan opnds, at sattet bestdende af de fgrste r rekker i
4 er lineart uafhangigt. Sattet bestdende af de fgrste r rak-
ker 1 (4 él) er da ogsd lineart uafhangigt. Hvis der nu blandt
de sidste m - r rakker i (4 QI) findes en, som ikke kan frem-
stilles som linearkombination af de fgrste r, s& harx (4 g')
en (razkke)rang, som er stgrre end r, og (1) har derfor ingen
lgsning. Hvis derimod enhver af de sidste m - r rakker kan
fremstilles som linearkombination af de fgrste r, sd har vi
rg(4 Ql) = p, hvilket sikrer eksistensen af mindst en lgsning

’
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til (1) . Endvidere vil da qéiéé;‘éﬁ enhver l¢sning til sy-
stemet (1) bestdende af de fgrste r ligninger i (1) tillige
er lgsning til de sidste m - r ligninger; fg¢lgelig vil (1)
og (1) have samme lgsningsme&ngde. Koefficientmatricen for
(t) er en (rxn)-matrix med rangen r; ved eventuel omnumme-
rering af de ubekendte kan opnéé, at s@ttet bestdende af de

forste r sgpjler er lineart uafhangigt. Skrives (t) p& formen

@gg®q oot a, @ = by ay g%y T A%,
Ugg%q +eeet Ap @ = by = Ay L gTpig TeeeT g%,
a,iTq *e.ta x = br - an,r+1xr+1 TeeeToa

ses, at der for hvert valg af reees @, fremkommer et Cra-

Crt1
mer'sk ligningssystem til bestemmelse af Lyreeer Der fin-

des derfor for ethvert valg af =z netop et sat

r+1' %y,
(ml,...,xr), sdledes at (xl""'xn) er le¢sning til (%), og

dermed til (1).

LASNING VED ELIMINATIONZF%£:iiheertiligningssystem, hvis
udvidede koefficientmatrix:fremgaﬁ af den udvidede koefficient-
matrix for det givne ligningssystém (1) ved multiplikation af
en rxzkke med et tal % 0, har dbenbart samme lgsningsmazngde som
(1); ("man har lov til at multiplicere en ligning med et tal
# 0"). Tilsvarende galder, at et ligningssystem, hvié udvidede
koefficientmatrix fremgdr af den udvidede koefficientmatrix

for (1) ved at en rakke er adderet til en af de ¢vrige rakker,
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har samme lgsningsmangde som (1) ;

("man har lov til at adde-

re en ligning til en af de ¢vrige ligninger"). Under et kaldes

disse to operationer for simple omformninger. Vi skal vise, at

det givne ligningssystem (1) ved successive simple omformnin-

ger og eventuelle omnummereringer af ubekendte og ligninger

kan overfgres i et ligningssystem

(%), hvis udvidede koeffi-

cientmatrix har fglgende form (hvor aij og bi naturligvis i

almindelighed ikke betegner de samme tal som i (1))

(1 a;,

0 1 a23

0 0 1 ‘r,r+l
0

0 .

a;, by
a2n b2

a b

rn r

0 r+1
0 b, )

Hvis 4 er nulmatricen, s& har ligningssystemet den g@gnskede

form (med r» = 0). Hvis 4 ikke er nulmatricen, kan man ved even-

tuel omnummerering af ligningerne opné, at fgrste rakke i 4 ik-

ke er nulrakken, hvorefter man ved eventuel omnummerering af de

ubekendte kan opn&, at a

efter opnas, at a,, = 1 o9 a.

11 =0

77 ¥ 0. Ved simple omformninger kan der-

for < > 1. Er herefter

a., =0 for 7,4 > 2, har ligningssystemet den gnskede form.

d

Ellers kan ved eventuel omnummerering af ligningerne, som ikke

bergrer fegrste 1igning, opnds, at anden rakke i 4 ikke er nul-

r&kken. Ved derefter eventuelt at omnummerere de ubekendte, dog

ikke den f¢rste, kan opnds, at Ay

$# 0. Herefter kan ved simple
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omformninger, som ikke involverer fgrste rekke, opnds, at
Agg = 1 og Ao = 0 for 7 > 3. Ved at fortsatte denne proces
fds et ligningssystem (*) af den ¢nskede form.
Lgsningsmengden til (*), og dermed 1¢sningsm§ﬁgden til
(1), kan let bestemmes. Hvis r < m og mindst et af tallene

b "Qn er + 0, har (%) ingén lgsninger. Hvis r < m og

r+1"°°
bI’+1 T e ee = bm = 0, har (*) for » = 0 hele Ln st l¢snings-

mengde, og for »r > 0 samme l¢gsningsmengde som delsystemet be-
stédende af de fgrste r ligninger. Dette delsystem kan umiddel-

bart lgses: For hvert valg af « reees®, kan <, bestemmes af

r+1
den r'te ligning, x,_q derefter af den (r—l)’te ligning, etc;
vi fadr altsd netop en lgsning (ml,...,xn) for hvert valg af
Toggreeer®, - Hvis endelig r = n, sd er z, bestemt ved den
n'te ligning, €, derefter ved den (n-1)'te ligning, etc;

vi f&r altsd netop en lgsning.



1. Udregn alle produkter med to faktorer, som kan dannes af
matricerne
2 1
-7 - 3
A=|-1 o|, B-= ( : g) , €= -1 1), D (1)
3 2
2. Uvdregn matrixprodukterne g b_og b d,, hvor g = (af""’an)

GRS
P

0g b = (by,.-esb ).

/m
w
.

Udregn matrixprodukterne B4 og AC, hvor 4 er en vilk&rlig

(mxn) -matrix, B er en (mxm)-diagonalmatrix og ¢ er en

e R R b

(nxn)-diagonalmatrix.

4. Hvad kan siges om produktet af to (nxn)-matricer, som beg-

ge er ¢vre trekantsmatricer?

5. Ved sporet tr4 af en kvadratisk matrix 4 forstds summen

af matricens diagonalelementer. Vis, at der for hver

\

SR T
e .

(mxn)-matrix B og hver (nxm)-matrix ¢ galder

tr(BC) = tr(gp) .

6. Lad 4 vare en vilkdrlig (nxn)-matrix, og lad EGB vare
den (nxn)-matrix, hvor elementet i a-te rakke og B-te
sgjle er 1, mens alle ¢gvrige elementer er (. Udregn ma-

trixprodukterne Eaﬂé og éga . Bestem m@#ngden af (nxn)-

B
matricer B for hvilke XB = BX for enhver (nxn)-matrix X.

=
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10.

Vis, at matrixaddition og matrixmultiplikation er kom-

positioner i m®ngden af (2x2)-matricer af formen

a b
-b a
hvor a,b € IR, og vis, at me&ngden med disse kompositio-

ner er isomorf med de komplekse tals legeme.

Angiv en ngdvendig og tilstrakkelig betingelse for, at

en diagonalmatrix er reguler.

Udregn matrixproduktet

(5 5 (478)

hvor a,b,e,d er vilkdrlige tal fra L. Angiv en ngdvendig

og tilstrakkelig betingelse for, at en (2x2)-matrix

a b
e d
er reguler, og angiv dens eventuelle inverse.

Beregn samtlige potenser
A\
(3 é),nEZ,
og samtlige potenser

n
1 1 :
(0 1) s n € &Z.

Angiv ordenen af de to undenrgrupper af GL{(2,L), der udgg-

res af disse potenser.
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11. Vis, at ndr en symmetrisk hhv. antisymmetrisk matrix
er reguler, vil den inverse matrix ligeledes vaere sym-
metrisk hhv. antisymmetrisk. Vis, at ingen antisymme-

trisk (3x3)-matrix er reguleer.

12. Om en blokmatrix af formen

TN
o i
oy i
~——

forudsattes, at blokkene A og C er kvadratiske. Vis, at

matricen er regul®r, hvis og kun hvis 4 og ¢ er regulare,
og angiv i bekrazftende fald den inverse i form af en til-

svarende blokmatrix.

13. Angiv matrixligningerne (m.h.t. den valgte basis) for de

lineare afbildninger i 2. ¢v. 2.

. 14. Lad (31,32,33) vere en basis for et vektorrum (U,L), og

lad (f1'fg) vere en basis for et vektorrum (V,L). Angiv
matrixligningen for den line®re afbildning f : U - V be-
stemt ved f(e;) = f;, fley) = fq, fleg) = f; + fo. Bestem

endvidere kernen for f, samt originalmengden f—l(f1+f2)-
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Lad (31,32,53) vere en ortcnormal basis i hgjrestilling

for vektorrummet (V,R) af geometriske vektorer i rum-

met. For en given vektor a € V med koordinatsattet

(a;rag,a5) betragtes den linezre afbildning v » a x v

af (V,R) ind i (V,R). Find den tilhgrende matrix (m.h.t.

den valgte basis).

Lad al,a2,a3,b1,b2,b3 vere reelle tal med (al,azlagl ¥ (0,0,0).
Angiv en ngdvendig og tilstrakkelig betingelse for, at

det line®re ligningssystem

—a sz, + Aty = b1
agT, - a;%g = b2
~agxg + ale = bS

har mindst een l¢gsning (xz,mz,xs) € ﬂfz, og bestem i be-

kraftende fald samtlige lgsninger.

Lad (e;,e,) vere en ortonormal basis for vektorrummet
(V,R) af geometriske vektorer i en given plan, og lad

f og g vere de lineaxre afbildninger af (V,[R) bestemt
ved fle;) = e, fley) = -e;, gle;) = 2e,, gle,) = e,.
Giv (eventuelt med stgtte i regninger med matricer) geo-
metriske beskrivelser af fglgende afbildninger, idet e
betegner den identiske afbildning af V: (V?)-l(f+e),

k(g+te), g - e, (g-e)efel(g-e), f°9°f-1-
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17.

18.

19.

Lad (e;,e,) vare en basis for et vektorrum (U,R), lad
(flffz’f3) vere en basis for et vektorrum (V,R), og
lad f + U » V vere den lineare afbildning, som m.h.t.

de betragtede baser har matrixligningen

Y 2 1

x

m -
Y3 1 3 2

Bestem matrixligningerne for samtlige lineare afbildnin-
ger g :+ V -» U med egenskaben, at gof er den identiske af-

bildning af U.

Lad (V,L) vere et vektorrum af dimension n € IN. Vis, at
vektorrummets automorfigruppe er isomorf med den generel-

le lineare gruppe af grad »n over L.

Lad (e;s,e,s2;) vaere en basis for et vektorrum (V,L). Lad

a,b og e vere tal fra L, og sa&t é] = e + ae, + bga,

gy = e, + ceg, gs = e5. Vis, at ogsd sattet (§1,§2.g5)

A

er en basis for V. Find koordinaterne til en vilkérlig
vektor v € V m.h.t. basen (él,gz,gs) udtrykt ved dens
koordinater m.h.t. basen (g;,e,,2,). Find ogsd omvendt

de sidstnavnte koordinater udtrykt ved de fgrstnavnte.
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20.

21.

22.

Vis, at sattet (§1,§2,§3) bestdende af vektorerne
A
e, = (1,2,1), _é_‘_g = (3,3,0), é‘_g = (-1,0,2) er en basis

for ng,ﬂn, og at sattet (fl,fz) bestdende af vektorer-
A A . 2
ne il = (1,1), iz = (1,-1) er en basis for (IR ,IR). En

3

line®r afbildning f : R° -» _m2 er m.h.t. de kanoniske

baser ((11010)1(01110)1(01011)) hhv. ((1,0),(0,1)) gi-

1 3 4
0o 2 -1).

Bestem den til f hg¢rende matrix g m.h.t. baserne

vet ved matricen

s
1l

(_elil 'g2'g3) og (ﬁ] l.f,ig) .

Lad f vare en linear afbildning af et endelig-dimensionalt
vektorrum (V,L) ind i sig selv, og lad A vere den til f
hgrende matrix m.h.t. en valgt basis for V. Ved sporet

trf af f forstds da sporet tr4 af matricen 4, (sml. gv. 5).

Begrund, at definitionen er uafhangig af den valgte basis.

Lad (V,L) vare et endelig-dimensionalt vektorrum. Bestem
nengden af lineare afbildninger f : V - V med egenskaben,
at der til f hgrer samme matrix for ethvert valg af ba-

sis for V.
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En linear afbildning f af et 3-dimensionalt vektorrum
(U,L), hvori der er valgt en basis (31,52,33), ind i

et 2~dimensionalt vektorrum (V,L), hvori der er valgt

en basis (f,;,f,), er med hensyn til de anfgrte baser gi-

vet ved matrixligningen
Vg a 0 a “1
= u
Uy 1 a-1 a u2 ,
3

hvor a er et tal tilhgrende L. Angiv for enhver verdi
af a afbildningens rang r. Bestem dernast nye baser
m.h.t. hvilke der til f hg¢rer matricen géfé. Angiv ogsd
de tilhgrende koordinattransformationsmatricer g og T,
og gennemf@gr en kontrol ved at udregne gégﬁl, hvor 4

er ovenstédende (2x3)-matrix.

Lad (V,L) og (V',L) vare et par af endelig-dimensionale
vektorrum i dualitet. Lad (31,...,gn) og (gz,...,gn) va-
re baser for V, og lad § vare koordinattransformations-
matricen hgrende til overgangen fra (31,...,gn) til
(gl,...,gn). Bestem koordinattransformationsmatricen
hgrende til overgangen mellem de tilsvarende duale ba-

ser for V'.

24
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25, Bestem rangen af fplgende matricer:

(01 0 2)

[ACIAC BRI
N O~
SV SS I

~ YW
ACEL S SR N

QO NN
S Qo=

NN O

(-

26. Undersgg, om der for vilkdrlige matricer 4 € M, n (L) o9
14

|

W QM
1

S W o

NS—————

B € Mn p(L) gelder rg4dB = rg4d = rgB n og
, £2 £ £

=

. rg4B = rgB = rg4 = n.

27. Vis, at der fcr vilkdrlige matricer 4 € M, n(L) og
- 14

B € Mn p(L) gelder rg4 + rgB - n < rg4B. Overvej, at
' = = = ==

=

der galder lighedstegn for rg4 = n og for rgB = n. Under-
sgg, om der kan c¢zlde lighedstegn selv om rg4 < n og

rgg < n.
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28.

29.

30.

Find de eventuelle l¢gsninger (« ,xg) € JRZ til lig-

1'%
ningssystemet
x1v+ X q + 2x3 = 3
2x1 - X + 4x3 = 0
x4 + ng - ng = 3
—3x1 - 2m2 + X, = 0

3

Find de eyventuelle l@gsninger (xz,m ,xS) € IR° til hvert

2
af de fplgende tre ligningssystemer med samme venstre

side:

—2x1 4—2x3 = 0, = 1 = 2
4m] + 3x2 - m3 = 0, = 0, = 2
T q + Ty = 0, = 0, = 2

2

Bestem me&ngden af de (bl;b2) € R® for hvilke lignings-

systemet

har mindst een lg¢sning (xl,x2,x3) €.m3, og find for hvert

sddant (bl’bz) den fuldstendige lgsning. Gennemfgr det til-

svarende for ligningssystemet

1 2 1
-z, = b2
x4 + x, = b3
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5.1. ALTERNERENDE »n-LINEARFORMER.

Ved en n-linearform pad et vektorrum (V,L) forstds en
afbildning (21,...,2n) - @(gl,...,gn) af V" ind i L med egen-

skaberne

a ceeqV._svit0, 0. e =

(@) olvy, PPt BB g 12,

o ' "

L R L 1X PR M B AT PERR R RN A F RS TR
(b) @(_1_{1;---127:__17>\_7)_i11)_7:+11-'cr}in) =

MRy re By iy D) s

Eller med andre ord: En n-linearform pa (V,L) er en afbildning
o : Vn -» L, som er line®r i hver enkelt variabel, nér de ¢gv-
rige n - 1 variable tillagges (vilkdrlige) faste vardier. En
n — linearform siges at vare ‘kke-triviel, dersom den er for-
skellig fra nulformen, d.v.s. den konstante afbildning
é (21,...,2n) » 0. En I-linearform pa V er det samme som en li-
v nearform pad V. En 2-linearform pd V er det samme som en bili-

E nearform pa& vVxV, (sml. side 3.1.1); en s&dan vil vi ogs& kalde
en bilinearform pa v.

En n-linearform ¢ pa V siges at vare alternerende, dersom

der gaider
-1

(c) vy T Vg A T % J = @(31,...,Ei,...,gj,...,gn) =0,

altsd dersom ¢'s verdi er 0 pd ethvert sat, som indeholder sam-

me vektor to gange.

e~
/
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Inden vi gdr i gang med en ngjere undersggelse af alter-

nerende n~linearformer skal vi vise f@lgende vigtige satning:

Determinanten af en (nxn)-matrix er en alternerende n-1i-
nearform 1 matricens s¢jler med verdien 1 pd settet af enheds-

matricens s@Jler.

Bemerkning. Satningen er formuleret noget kortfattet. En

fuldstendig formulering lyder f.eks. saledes: Den afbildning
(1) (n)

n,l"f"én,l
matricer lader svare determinanten af (nxn)-matricen

(1)
én,]

af M (L)n ind i [, som til et n-sa&t (4

n, 1 ) af (nx1)-

A(n)

4, 1), er en alternerende n-linearform pa
- ’

4=

(Mn;Z(L)'L) med vardien 1 pa sattet (Q‘J,....g,n).ﬂ

Bevis. Lad 4 = (aij)n , vere en (nxn) -matrix. Determinan-
- ’
ten af 4 er summen af alle produkter af formen

signp-a r hvor p € s,. Hvert af disse produkter

p(])]"'ap(n)n
indeholder som faktor netop et element fra 4's j'te s¢gjle. Vi

kan derfor skrive det4 pa formen )

det{ = a, A +...+

15714 anjA

ng'

hvor A]j""'Anj ikke afhanger af elementerne i j'te s¢jle. Her-
af fplger umiddelbart, at determinanten er linezr i j'te sgijle,
ndr alle ¢vrige sgjler fastholdes; determinanten er altsd en
n—linearform i s¢jlerne.

Dernast skal vises, at hvis den <'te s¢jle i A er identisk

med den j'te, hvor 7 < j, sd er det4 = 0. Hertil inddeles Sn i

to klasser,
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S, =1pes, 1pE) <p(f) I},

5/ =1{qc¢ 5.1 q@) > q(f) }.

Betegnes med t transpositionen, som ombytter 7 og j, har vi
pet € Sg for alle permutationer p € Sé. Afbildningen p w» pet
af Sé ind i Sg er oplagt injektiv; og da der for enhver permu-
tation ¢ € Sg gelder q§t € Sé og qét B qetet = q, er afbild-
ningen ogsd surjektiv, og dermed bijektiv. Vi har derfor

dety4 = i . .o
4 pgs'51gnp ap(l)] a
n

e e

p(n)n qn)n

= 3 '<signp-ap(1)1...a + sign(pet) .a

pESn p(n)n

p.t(l)]"'apot(n)n)

pés’signp.(ap(l)l...ap(n)n - apot(l)]"'aput(n)n) ,
n .

hvor der ved den sidste omskrivning er benyttet, at

- sign(pet) = signp.signt = -signp. Imidlertid galder

Tpet (1)1° " " Fpet ()i "Ppet(§) i "Ppet(n)n

()1 " Yp(Hd T Yp(i)g Tt Yplan

(11 " Yp()d T Yp)i T Fpan

ap(l)] cee ap(i)i .o ap(j)j .o ap(n)n'

hvor der ved den nastsidste omskrivning er benyttet, at den
i1'te og den j'te s¢jle i 4 er identiske, og hvor den‘sidste

omskrivning blot bestdr i en omordning af faktorerne. Heraf

fremgdr, at alle led i den sidst opskrevne sum er 0, hvormed

detd = 0.



MAT 101 5.1.

Det skal endelig vises, at detE = 1. Dette fglger af, at
man ved udregning af detE efter definitionen far bidraget I
fra den identiske permutation, mens alle ¢vrige permutationer

giver bidraget 0. [I

I den f¢lgende satning opsummeres vasentlige egenskaber

ved alternerende rn-linearformer.

For en alternerende n-linearform & pd et vektorrum (V,L)

gelder:

(1) 0(n,reenrp,_

1'9'2i+1""'2n) = 0.

(2) Q(BI"'"zi—1'2i+j§ikj2j’2i+1'""zn)

Q(El'...’27:"1'27:’21:4'1'.“'2?1).

(3) (v

p(l),---'l{p(n)) = Signp-@(zl,,-.,zn), p € Snn

(4) (21."271) = (_7{1..._7/171)4_ = @(P_lr'--ly_n) = deté'@(_lizr°-'ly_n)'

Bevis. Pdstand (1) f&s ved indsattelse af A = 0 i (b)
Pastaﬁd (2) f&s let ved anvendelse af (a), (b) og (¢). For
at bevise (3) er det tilstrakkeligt at vise, at

(5) @(21,..,;Bj,_.-rzi"..,gn) = —¢(31,...,gi,...,gj,...,gn);
1

thi fortegnet for en permutation p, som kan sammensattes af m

transpositioner, er (-1)". Ved anvendelse af (a) og (c) f&s
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a1
.
—
.
[xi

0 = @(2],..,,3{+2.,...,v,+p.,...,v )

=(D(-z—)-zl...,z’[:’.-.’vl:'.."En) +®(2]'---_il"~ ____J'l '__n

+ ¢(21""’3j""’Ei""’gn) + @(21,...,2j,...,2j,...,2 )

_Z,...,v.,...,gj,...,gn) + ®(21""'Rj"’"Hi""’zn)’

hvoraf (5), og dermed (3), fg¢lger. Sattes 4 = (aij)n .7 er
- r
relationen (2]...2n) = (EZ"'Zn)é ensbetydende med
g
v, = a..u g =1,¢c..4m
J =1 g1
Ved brug af (a) og (b) far vi da
M n
(v,yeeae,v ) = 0 L a. U geeer L a. U
1 n 7.=1 7“1‘7'”11 i =1 "Wt
1 n
n . n
= x ... Y oa. jeeea. O(u. yeeeiu, ).
7. =1 7 =1 7’1] (2% v “n

1 n

Ved benyttelse af (c) ses, at det er tilstra=kkeliat at sum-
mere over de sat (iz,...,in), som bestdr af indbyrdes forskel-
lige elementer, d.v.s. over alle permutationer (ij:::zn) af
ma&ngden {1,...,n}. Vi far da

(v reeerp ) = pésnap(l)l'"ap(n)né(zp(l)"..’Ep(n)).

Anvendes dernast (3) fds endelig
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OV yenesp,) = pgg O (1) 17 (n) n SEIRP (g vy)
n

deté'@(zzlo--lﬁn)l
hvormed (4) er bevist. [
Vi skal herefter vise fglgende hovedsetning:

Lad der i et n-dimensionalt vektorrum (V,L) vere givet
en basis (gz,...,gn), og lad k¥ € L. Der findes da en og kun
een alternerende n-linearform & pd (V,L) med‘¢(gl,...,gn) = k.

For (21...3n) = (gz...gn)é gelder ®(21,...,2n) = k-detA.

Bevis. Lad (31,...,2n) vere et vilkarligt set af n vekto-
rer fra V, og lad 4 vare matricen, hvis j'te s¢gjle er koordi-

natsgjlen for ». m.h.t. den givne basis, altsd

(6) (v,-..2) = (e

_1...gn)4.

Hvis nu ¢ er en alternerende n-linearform med den ¢gnskede egen-

skab, ma der derfor ifglge (4) galde

q)(zlynov,_‘q_n) deté'@(gzlco.'gn)

k . deté .
Afbildningen
(Vyreeerp) » ¥(W,,..,p) = k-detd,

hvor 4 er bestemt ved (6), er altsd den eneste mulige alterne-

rende n-linearform med W(gl,...,gn) = k. At ¥ faktisk er en al-
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ternerende n-linearform med vardien k pa& sattet (egr-ve0e,)
fplger let af, at determinanten af en (nxn)-matrix - som oven-
for vist - er en alternerende n-linearform i s¢jlerne med ver-

dien I p& sattet af enhedsmatricens sgjler. [
Til sidst vises:

Lad ¢ vere en ikke-triviel alternerende n-linearform pd
et m-dimensionalt vektorrum (V,L). Der gelder da Q(gl,...,gn) + 0,

hvis og kun hvis settet (21,...,gn) er lineert uafhengigt.

Bevis. Af den foregdende satning fremgdr, at hvis en al-
ternerende n~linearform p& V antager vardien 0 p& en basis, sd
er den nulformen. Heraf fglger, at hvis (v,,...,v, ) er et 1li-
neart uafhengigt szt, sd galder ¢(21,...,2n) +# 0. Omvendt, an-
tag at (v;,...,v,) er et lineart afhangigt sazt. Da er mindst

~en af vektorerne en linearkombination af de gvrige, v. = jiiujgj.
Benyttes nu (2) med Aj = =W 09 benyttes derefter (1), fés

¢(21'.-0,2n) = 0- B
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5.2. DETERMINANT-SAETNINGER.

Vi viser fgrst to satninger, som begge er simple konse-

kvenser af definitionen.

En kvadratisk matrix A og dens transponerede A' har samme

determinant, detd = detd'.

Bevis. Sattes 4 = (aij)n "’ har vi ifglge definitionen
- ’
1 — .
detd' = ] signg @0 (1) g () -
QESH
Ordnes faktorerne i et produkt an(l)"'anq(n) efter s¢gjlenum-

meret, far produktet udseendet aq’l(l)l"'aq‘lCn)n' Vi har der-

for

detd’' = ) signg-a

4€5 qg~1(1)1" " "%=1(n)n"

n
Det bemarkes nu, at signq = signqnl, og at q_l gennemlgber S,

nar g g¢r det. Sattes derfor q_l = p, fas som ¢gnsket

! = \ i -
detd ) signp @ (1y1°" 0

ap(n)n'
peS,

Determinanten af en trekantsmatrixz er lig med produktet

af elementerne 7 diagonalen.

Bevis. Ifgplge den foregdende s@tning er det tilstrakkeligt

at betragte en ¢gvre trekantsmatrix 4 = (a hvor altsé

iilnon’

aij = 0 for 7 > j. Lad p vere en permutation i Sn, forskellig

B
pArta
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fra den identiske. Der findes da mindst et j € {7,...,n} med
p(Jj) > j, nemlig (i hvert fald) det mindste af tallene
1,««.4n, som ved p ikke afbildes i sig selv. Vi har da

Ai)d - 0, og dermed signp-.a = (. Heraf frem-

p(1 1 %p(n)n

gdr, at det4 = signe-ae hvor e betegner den iden-

(1)1° " " %e(n)n’

tiske permutation, altsa det4 = « -ea, v SOM pastéet. []

11;
Som vist er determinanten af en (nxun)-matrix en alterne-
rende n~-linearform i s¢jlerne med vardien 1 pd settet af en-
hedsmatricens s¢jler, (sml. side 5.1.2). Af den f@¢rste af de
to s@tninger ovenfor fremgdr, at rakkerne kan trade i stedet
for s¢gjlerne. De f@glgende fire satninger er derfor umiddelbare

konsekvenser af hhv. (a), (b) , (2) og (3) i forrige afsnit.

Adderes til den j'te se¢jle © en kvadratisk matrix 4 en
s¢jlematrix Ql’ 8d er determinanten af den fremkomne matriz
lig med summen af detd og determinanten af den matriz, som
fremgdr af A4 ved athden J'te sejle erstattes med QI' - Til-
svarende for rekkerne.

Multipliceres den j'te sojle < en kvadratisk matrix 4
med en skalar X\, sd er determinanten af den fremkomne matrix

lig med A-detd. - Tilsvarende for rekkerne.

Adderes til en sejle 7 en kvadratisk matrix A en linear-
kombination af de ¢vrige sajlef, sd har den fremkomne matrix
samme determinant som A. - Tilsvarende for rekkerne. (Sadanne
omformninger af matricen kaldes s¢jleoperationer hhv. rekke-

operationer.)
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Underkastes s¢jlerne 7 en kvadratisk matrixz A en per-
mutation p, sd har den fremkomne matrix determinanten

signp-detd. - Tilsvarende for rekkerne.

Af en satning i forrige afsnit (side 5.1.7) fremgdr di-

rekte:

Determinanten af en (nxn)-matrixz er % 0, hvis og kun hvisg

settet af sojler (rekker) er lineert uafhengigt.

Idet en (nxn)=-matrix er regular, hvis og kun hvis dens

rang er n, (sml. side 4.4.2), har vi ogséa:

Determinanten af en (nxn)-matrixz er % 0, hvis og kun hvis

matricen er reguler.

Ved en underdeterminant af p'te orden af en (ikke ngdven-
digvis kvadratisk) matrix 4 forstds determinanten af en (pxp)-
delmatrix af 4. Idet rangen af en fra ¢ . forskellig (mxn)-
matrix 4 er r, hvis og kun hvis 4 har en regular (rxr)-delma-

trix, men ingen reguler delmatrix med stgrre rakke- og s¢gjle-

antal, (sml. side 4.4.2), f¢lger af den foregdende satning:

Rangen af en fra Qm " forskellig (mxn)-matrix A er det
storste af de naturlige tal p for hvilke 4 har en fra 0 for-

skellig underdeterminant af p'te orden.

Lad 4 og B vaere (nxn)-matricer. Betegnes med glj og ¢

den j'te sg¢jle i hhv. 4 og 4B, galder trivielt
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1o
s
0
=
f
I
~
2
=
lisv

thl (gllnc-g

=|n =l7’l

) = 4 og (g|1...c ) = AB. Ligningen galder imid-

lertid ogsé, dersom man opfatter (gll"’gln) og (g‘]...g‘n) som

rakke (vektor)matricer med elementer fra vektorrummet M
. r

Af et resultat i forrige afsnit ((4), side 5.1.4) fglger der-

( for:
| For to (nxn)-matricer A og B gaolder det(AB) = detd-det
t
Idet detE = 1, fglger umiddelbart heraf:
For en reguler matrix A gelder deté-deté~1 = 1.
For en ortogonal hhv., uniter matrix 4 galder
detd '= detd’ = det4 hhv. detd = detd’ = detd' = detd ; af

den foregdende satning fglger derfor:

For en ortogonal eller uniter matrix A gelder |detdl =

;)

i

1.
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5.3. UDVIKLING AF DETERMINANT.

Lad 4 = ( ) vere en (nxn)-matrix. Som tidligere be-

a..
4 ' n,n

market kan vi for ethvert j € {7,...,n} skrive det4d p& formen

detd = alJA7j+' +“njAnJ’
hvor Azj""’Anj ikke afhanger af elementerne i den j'te s@j-
le; tallet Aij kaldes komplementet til elementet apie Det ses

umiddelbart, at for ethvert < € {1,...,n} er Afj determinan-

[3

ten af den matrix, som fremgadr af 4 ved at den j'te sg¢jle ud-

skiftes med den ¢'te spjle i E, altséa

“11 RS BB Oy ger T T
, ver Q. , ) . . < .
at—Z,] aﬂ—],J“Y ¢ az—],g+] a1~1,n
A.. = . .o .o SR R .
1J az] aL,J“] ! az,g+7 Tin
Yit1,1 Yer,i-1 0 Faa,ger T Yern
T 1 T an)j—] 0 an,j+] T Y

Idet ombytning af to sgjler eller to rakker bevirker fortegns-

skift for determinanten, far vi

.« e , R ... 0

(1]1 (11,{]_] (11,‘7+1 (I]n
’ e e . )
ai-1,1 Co-1,4-1  Yi-1,j+1 Ti-1,n
_ (-7 )n7d ... 1

Agg = (17 "l ayy LT L i+ in
' . 7. 0

ai+1,] ai+],J—] ai+7,J+] a1+1,n

a . cesa . a . a 0

ni n,Jg-1 n,Jg+1 nn

1
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[ . « s d {7

Y11 Dy, d7,J+7 Cin
" e T . . B . d . 0

i=1,1 D1, j-1 Ti=1, 41 Tret,n
= e TL—J'- -~ ?’Lﬂio A v

(=1)7 “(=1) D61, 1 T, -1 aif],j+l Apr1,n 0
a a . a . v a 0

nl nyd—1 n,J+1 nn
a. e a. . . a. . ces . 1

171 7,01 T,d+1 in

Ved udregning af den sidst opskrevne determinant efter defini-

tionen kommer der abenbart kun bidrag til summen fra de permu-

‘tationer p € Sn for hvilke p(n) = n. Det er let at se, at for

en sadan permutation p har
me fortegn som p. Betegnes

som fas ved at stryge 7'te

Aij = (-1)

n—.

restriktionen p til {1,...,n-1} sam-
derfor med éij den delmatrix af 4,

rxkke og J'te s¢jle, har vi

(—Z)H—Tdeté..

g "
= (-1)""det4. ..
.._7,(]

Ialt fér vi derfor

n ..
- gy it
(1) detq = zzaij( 1) " Ydetd; 1

som kaldes formlen for udvikling af detd efter j'te sojle.

Ved udvikling af det4' efter <'te sgjle fés

deté' =

He— 3
Q
~a
.
+
.,
jol)
)
r'-
o

Idet det4' det4 og det(éij)' = detéi" har vi altsa

3.
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a.. (-1)"aeta. .,

(2) det 4
] ) =1d

i
H
o~

J
som kaldes formlen for udvikling af detd efter i'te rekke.

BESTEMMELSE AF INVERS MATRIX. Det_féregéende kan udnyt-

tes til at angive den inverse til en regular matrix 4 = (a..)

i n,mn’

Erstattes den j'te sg¢jle i 4 med den k'te, hvor j # k, fés

en matrix med to ens s@gjler. Dens determinant er fglgelig 0.

Ved udvikling efter den j'te s¢jle far vi derfor

n
(3) )

RIS =

Idet det4 + 0, giver (1) og (3)

it
(=1) detéij

(4) detg Ak = O

e 3

Sattes

(-1) " geta . .
, H R
deté 1J"

) , har vi altsd& ifglge (4)

og sattes derefter B = (b..
= 1J ' n,n

1 Jk’

. bijaik

1

og dermed B'4 = Heraf fglger, at B' = B'44 = A- , altsa

liey
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-1 (—J)ﬁ+Jdetéi,
(5) = d
detd

>

L PR TN £ R

Den inverse til en reguler matrix A kan altsd udregnes som den
transponerede til den matrix, hvis elemeﬁt i 7'te rakke og j'te

spjle er (-1)1+Jdet4ij divideret med det4.

CRAMER'S FORMLER. Vi skal til sidst angive den entydigt
bestemte lgsning til et Cramer'sk ligningssystem, (sml. side
4.5.4). Skrives ligningssystemet p& formen ég' = Ql' (sml. si-

de 4.5.1), er lgsningen abenbart bestemt ved z, = é_zg

| . Ved

!
brug af (5) fas da

n (-1)L+Jdetéji
(6) x . = .; doty bj’ T = 1,ee0e4n.
J=1 =
Idet udvikling af det(%l]"'gli—lélgli+1"'gln) efter 7'te

séjle giver

T b.(=1) " aety . .,
:’.1 J —(7 T

.

J

kan (6) omskrives til

det(a, /-.-a,._b,a, -, +--a,. )
(1w, = —iL FlemimlBledl Tln g 2 g, n
detd
Formlerne (7) til beregning af l¢sningen (xz,...,xn) kaldes

Cramer's formler.
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1. Som bekendt (sml. side 5.1.6) er to vilkdrlige ikke-tri-
vielle alternerende n-linearformer (i det fglgende blot

kaldet "former") ¢, og 0 pd et n-dimensionalt vektorrum

2
(V,L) proportionale, idet der findes en og kun een ska-

lar A € ~{0}, sdledes at o®, = A9,. Dette leder for L = R

2 1°
til begrebet orientering.

PR

5 To former ®, og 9, pd et reelt n-dimensionalt vektorrum

(Vv,R) siges at vare ®kvivalente, dersom den tilhg¢rende

proportionalitetsfaktor )\ er positiv. Overvej, at der her-

ved er defineret en @kvivalensrelation i m@ngden af for-

mer pd (V,R) med to xkvivalensklasser. Hver af disse to
klasser kaldes en orientering af (V,IR) . Vektorrummet si-
ges at vere orienteret, dersom der er valgt en oriente-
ring; enhver form tilhgrende den valgte orientering si-

ges da at reprasentere orienteringen. Er vektorrummet

orienteret, siges en basis (31""'£n) at vaere positiv,
E dersom Q(EI,...,gn) > 0 for en, og dermed enhver af de
| _
L reprasenterende former ¢; er @(gl,...,gn) < 0, siges ba-

sen at vere negativ.

' Uafhangigt af valg af orientering siges to baser (91""’3n)
og (gz,...,gn) for et n—dimensionalt vektorrum (V,R) at

. vere ens eller modsat orienterede efter som der for en og
dermed enhver form ¢ galder, at ¢'s verdi pa (51,...,gn)
og (gl,...,én) har samme eller modsat fortegn. Vis, at
(e;re--re,) O9 (gl,...,gn) er ens eller modsat orientere-
de efter som koordinattransformationsmatricen g hgrende til

( overgangen fra (31,...,gn) til (%1,...,gn) har positiv el-

- ler negativ determinant.
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2. Lad (V,L) og (V',L) vere et par af n~-dimensionale vektor-
rum i dgalitet, og lad ¢ vaere en ikke—-triviel alterneren-
de n-linearform p& V., En afbildning ¢' : v'" - L define-
res pa fglgende mide: Er (vireeesv)) € y'" et lineart af-
hengigt sat, sattes ¢'(gj,...,gé)'= 0. Er (2’,...,2%) € v

( et lineart uafhengigt sat, og dermed en basis for V', sat-
tes 9" (v7s..0sn)) = (¢(31,...,2n))"1, hvor (v,,...,v,) be-
tegner den til (v;,...,v}) duale basis for V. Vis, at ¢’

er en ikke-triviel alternerende n~linearform pa V'; den

siges at vere dual til ¢. Vis endvidere, at der for vil-

kérlige sat (21,...,gn) e v og (Ef"°"2£) € yr gelder

S (! AN ' . .
<I>(21""’211) ? (21""'2n) det(<2i'2j>)i=1,...,n;J=1,...,n

3. Udregn determinanten
0 0 ee. 0 ey
0 ? .o ?2 ?
. 0 Co_q = 0 0
e 0 eee 0 0
n
{
4. Udregn determinanterne
' 3 0 2 -2 1 2 3 4
5 -1 0 3 2 3 4 1
1 2 0 1 3 4 1 2
2 4 -1 -2 4 1 2 3
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Udregn determinanten

1 2 3 n

n+1 n+o n+3 an

on+1 2n+2 2n+3_. e in

L] L] . !2
(n=1)n+1 (n=1)n+2 (n=1)n+3 R n

Vis, at determinantan af en antisymmetrisk (nxn)-matrix

er 0, ndr n er ulige.
I en (nxn)-matrix er alle elementer i diagonalen lig med
tallet a og alle @dvrige elementer lig med tallet b. Ud-

regn matricens determinant.

Udregn determinanten

Y -1 Fyen a9
- x 0 0 0
0 -1 x 0 0
0 0 0 © 0
0 0 0 -1 =z
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Vis, f.eks. ved induktion efter »n, at
1 a a 2 ... a n=3 a n-l
1 1 1 1
2 n-2 n-1
1 a2 a2 + e a2 a2 n
- : v = N.(agmag)
. » . L] , L} ’L:’j b .
2 n=2 n-1 T<g
1 a, a, a, a,

(Vandermonde's determinant.)

Lad f vere en lineer afbildning af et endelig-dimensio-
nalt vektorrum (V,L) ind i sig selv, og lad 4 vare den
til f he¢rende matrix m.h.t. en valgt basis for V. Ved
determinanten detf af f forstds da determinanten det4

af matricen 4. Begrund, at definitionen er uafhengig af

den valgte basis.
Beregn den inverse til hver af matricerne
2 =1 0
-3 2 -1
0 1 3

Vis, at den inverse til en reguler trekantsmatrix igen

er en trekantsmatrix, og angiv dennes elementer i dia-

gonalen.
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13,

14.

Lad (V,L) vere et 3-dimensionalt vektorrum, hvori der
er valgt en hasis (31,32,33). For hvert a € [ betegnes
med fa den lineare afbildning af ¥V ind i V, som m.h.t.

den valgte basis har matrixligningen

Y, a+l 0 a x

1
Yq = 1 a 1 o
Y3 -1 -a 1 gl

Bestem m&ngden af de a € L for hvilke fa er bijektiv, og

find for s&danne a matrixligningen for fa—J.

Bestem m&ngden af de (a,b) € Eﬁ for hvilke ligningssyste-

met

axz + x2 + m3 = p
xz =+ ax2 + xS = ]
x1 + x2 + a:c3 = ]

har mindst en 1l@¢sning (xz,xg,xs) €<m3, og find for et-

hvert sddant (a,b) den fuldstandige l@sning.
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15. Lad 4 = ( )

vere en reel

aij =100 n=137=1,...,n

((n-1)xn)-matrix, og sat

211 ay,i-1 @1, j+1 2 1n
. a . e e ao ,'__ . -.ar) P LI I a §
4. = (-1)9. 21 2,01 2,J+1 2n
J : : : :
¢ | Ap-1,1 """ %-1,-1 %n-1,4+1 °°° %n-1,n

4?. ) for j =1,...,n. Vis, at (AJ""’An) er lgsning til 1lig-

ningssystemet
a9 + c.. + a]n " = (
an—l,le + ... + an-],nxn = 0

og find for rgA = n - 1 den fuldstzndige lgsning.

—
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6.1. EGENVERDIER OG EGENVEKTOR.

Lad i det fglgende f vare en endomorfi af et vektorrum
(V, L) .
Et underrum U af V siges at.vmre fnvariant ved f, dersom
fU) < U; at U er invariant kommer séledes ud pd, at restrik-
aﬁ tionen af f til U er en endomorfi af U. Det er trivielt, at
{0} og V er invariante underrum; ogs& f's kerne er invariant.
En skalar A € I siges at vare en egenverdi for f, dersom

der findes en vektor v € V~{o}, séledes at f(v) = \v. En vek-

tor v € V~{o} siges at vere en egenvektor for f, dersom der
findes en skalar A € L, sd&ledes at f(v) = Av. Gelder f(v) = Av
for en skalar X og en vektor v % o, siges v at vare en til A
hgrende egenvektor, og ) siges at vaere den til v hgrende egen-
veardi. Det noteres, at en vektor er en egenvektor, hvis og kun
hvis den frembringer et i—dimensionalt invariant underrum.

Lad e betegne den identiske afbildning af V. For enhver
| skalar A € [ er da afbildningen f - \e en endomorfi af V.
Kernen K for f.- Ae kaldes egenrummet h¢rende til A, o9

f=Xe

G betegnes kort KA‘ X

citeten (eller den geometriske multiplicitet) for ), og beteg-

Dimensionen af K, kaldes egenverdimultipli-—
nes em\. Idet f(v) = \v er ensbetydende med (f-)e)(») = o, ses,
at )\ er en egenverdi, hvis og kun hvis em) » 1; de til ) hgren-
de egenvektorer er da netop de fra o forskellige vektorer i KA'
Bemark i ¢vrigt, at em)d > I er ensbetydende med, at f - Xe er

ikke-injektiv.
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Det noteres, at hvis ) er en egenvardi, s& er KX et in-

y KA er en homoteti med faktor X.

Er omvendt U et invariant underrum forskelligt fra {o} med

variant underrum, og f : K

egenskaben, at f : U -» U er en homoteti med faktor ), sd er

A en egenvardi og U ¢ K,. Kendskab til egenvardierne og de

A
tilh¢rende egenrum giver sdledes fuldstandigt kendskab til
de invariante underrum U med egenskaben, at f : U -» U er en

homoteti.

Vi skal herefter foruds®tte, at (V,I) har endelig dimen-
sion n € IN. (Pastandene (1) og (2) i den fglgende sa&tning

gelder dog ogsd uden denne forudsatning.)

Lad Al,...,xp vere (indbyrdes forskellige) egenverdier

for f. Da gelder:

(1) Ethvert set (21,...,2p), hvor v, er en egenvektor herende

til Ai, 1 =1,...,p, er lineert uafhengigt.

(2) Egenrummene K 5K danner direkte sum.

AJ kp

(3) Summen af egenverdimultipliciteterne er hojst n, altsd

emk1+...+emxp < n.

Bevis. Pastanden (1) vises ved induktion efter p. Da egen-
vektorer ifglge definitionen er # o, er ethvert sat bestdende
af een egenvektor lineart uafhengigt; dette sikrer induktionens
start. Antag herefter, at pé&standen er rigtig for ethvert sat
af den betragtede art bestaende af p - 1 vektorer, hvor p > 2.

og lad (21,...,2p) vere et sat af egenvektorer hgrende til ind-
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byrdes forskellige egenvardier AZ,...,X . Lad

p

A v+, ta v

1-1 p—p =2

vere en linear relation mellem vektorerne i sattet. Der galder

da dels
flogv +. .+ap3p) = f(o)
= 2’
og dels
f(a131+...+ap2p) = azf(31)+...+apf(gp)
= a1A121+...+apxpgp,
altsd
01A121+"'+0pxpzp = 0.

Multipliceres den givne relation med xp, og subtraheres den

~derefter fra den sidst opskrevne, fis

(A -2 ) = 0

a .
p-1 "p —p-1 =

1

(AI—AP)21+...+ap_Z

Ved brug af induktionsantagelsen kan heraf sluttes, at

o, (A=A ) = ... = (X -Ap) = (0, og dermed, idet

1 "p 0(p—l p-1
1""'Ap er indbyrdes forskellige, at O, = ... = ap_1

Ved indsattelse i den givne relation sluttes endelig, at ogsa

1

X =-0.

ap = (0. Hermed er (1) bevist.
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Pastanden (2) kommer ud p&, at man af v +...+v = o,

1 —p

Yy Al""'EP € KA , kan slutte, at v, = .. = Ep = o,
p

(sml. side 1.5.6). Dette fds let ved brug af (1).

Pastanden (3) feplger af (2), (sml, side 1.5.6). []
Vi noterer en triviel konsekvens af (3):
Endomorfien f har he¢jst n egenverdier.

Vi skal sige, at f er diagonaliserbar, dersom der findes

en basis for V m.h.t. hvilken den til f h¢rende matrix er en

diagonalmatrix. Det er oplagt, at f er diagonaliserbar, hvis

og kun hvis der findes en basis bestdaende af egenvektorer.

Endomorfien f er diagonaliserbar, hvis og kun hvis den
har mindst en egenverdi og der gelder emA1+...+emAp = n, hvor
AJ,...,xp er samtlige egenverdier fof f. Er f diagonaliserbar,
sd er de til f heorende diagonalmatricer netop de diagonalmatri-

cer hvis diagonalelementer er egenverdierne, idet hver egenver-

di X forekommer em) gange.

( - Bevis. Antag, at f har egenvardierne AZ,...,AP, og at
der g®lder emA1+...+emxp = n. Sammenholdes dette med (2) fas

KA @"'QKA =V, (sml. side 1.5.6). Vaelges en basis for hvert
. 1 D

af underrummene KA , 0g sammenstykkes disse baser til eet sat
z

af vektorer, fds derfor en basis for V bestdende af egenvekto-

rer. Fglgelig er f diagonaliserbar.



e
3
o
X
b

-~

MAT 101 | o 6.1.

Antag omvendt, at f er diagonaliserbar, og lad
(¢71+4442,) vare en basis bestdende af egenvektorer. Der er
da mindst en egenvardi; lad AJ,...,AP veere samtlige egenvaer-

dier, og lad m; betegne antallet af vektorer i basen, som hg-

rer til egenvardien Ai’ 2 = 1,eve,p. Vi har da m1+...+mp = n
og 0 g m, g em)\.. Sammenholdes dette med (3) fé&s m, = em),
for 7 = 1,.;.,p, og dermed som ¢gnsket emk1+...+emkp = n.

Antag endelig, at f er diagonaliserbar, og lad (31,...,2n)

vere en basis bestdende af egenvektorer. Af det ovenfor bevi-
ste fremgdr, at den tilhgrende diagonalmatrix har den omtalte
form. En vilkarlig anden diagonalmatrix af den omtalte form

er da ogsd en til f hprende matrix, nemlig m.h.t. en basis af

formen (Eq(l)""'iq(n))' hvor q € Sn' ]

Hvis f er diagonaliserbar, sd har vi ifglge det foregden-

de KA @...QKA = V, hvor kz,...,xp er de indbyrdes forskellige
1 p
egenvardier. Lad pr; betegne projektionen af vV pa Ky langs
4 T
Q,..QKA Der gazlder da abenbart
1 i-1 “i+1 p

(4) f = Alpr1+...+kpprp.

Vi siger, at (4) er en spektralfremstilling af f. Omvendt er
det let at vise, at hvis det om f er givet, at der findes un-

derrum UZ""'Uq af vV og indbyrdes forskellige skalarer

Hyree-r¥g € L, sdledes at v,8...8U0, =V, og sdledes at

= y,pr,+...+u pr , hvor pr. betegner projektionen af Vv pa
1771 q°q 7

Ui langs UIG...QU. U

i-1 7/._‘_16)9...69Uq, sd er “1""’“q netop egen-

verdierne for f, og underrummene U, er de tilhg¢rende egenrum,

(og f er altsd diagonaliserbar).
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Eksempel. En endomorfi f af et vektorrum (V,L) siges
at vere idempotent, dersom f2 = f. Lad f vere en sadan af-
bildning, og antag, at dimV > I. For enhver eventuel egen-

veardi X og tilhg¢rende egehvektor v gaelder da A2g = \v, altsa
Ag = A. Kun 0 og I kan altsa vare egenvardier for f. Det pa-

stds, at K, @ K1 = V. Da summen af KO og KZ

rekte, er det tilstrakkeligt at vise, at enhver vektor v € V

vides at vere di-

kan fremstilles som sum af en vektor i KO og en vektor i Kl‘

En sadan fremstilling er givet ved v = (v=-f(v)) + f(v). Thi

Flo=F)) = £(v) = £7°(») = 0 = olv-F(v)), og

fif(v)) = fz(g) = 1.f(v). (Bemerk, at for f = e¢ er kun 1 egen-

vaerdi, og for f o, hvor o betegner nulafbildningen, er kun
0 egenvaerdi; for alle andre idempotente endomorfier f er bade
0 og 1 egenvardi.) Det ses, at f er parallelprojektionen af

vV pa K1 langs KO; Idét omvendt enhver parallelprojektion er
idempotent, f@lger, at de idempotente endomorfier af ¥V netop

er parallelprojektionerne.

Eksempel. En endomorfi f af et vektorrum (V,L) siges at
vere nilpotent, dersom der findes et p € IN, saledes at
fp = o0, hvor o betegner nulafbildningen af v. Lad f vere en
sddan afbildning, og antag, at dimy » 1. Idet o ikke er in-
jektiv, kan f ikke vare injektiv. Tallet 0 er altsd egenvardi
for f. Pa den anden side galder, som man let ser, at hvis )
er egenverdi for en endomorfi g, s er AP egenverdi for gp.

Da o (= fp) ikke har andre egenvaerdier end 0, sluttes, at f

ikke har andre egenvardier end 0.

1.



o

MAT 101 A o 6.2.

6.2. KARAKTERISTISK POLYNOMIUM,

To matricer 4,B € Mn n(L) siges at vare reguler-ekviva-
- = ’
lente, dersom der findes en regul®r matrix S € Mn n(L), sile~-
2 , -
des at g = gégwl. Det eftervises let, at ‘den herved definerede

relation i Mn n(L) er en ®kvivalensrelation. Det noteres (sml.

’

side 4.3.3), at to matricer fra Mn'n(L) er regulaer-azkvivalente,
hvis og kun hvis de hgrer til de samme endomorfier af et n-di-
mensionalt vektorrum over [ for forskellige basisvalg. (Heraf
ses 1 ¢gvrigt pd ny, at relationen er en @kvivalensrelation.)

Ved det karakteristiske polynomium for en matrix

4= (a,;) €M (L) forstés polynomiet

1J n
all_t a12 . a,.,
py(t) = det(d-tf) = afl Gp27" a?n
aé] “ne ) an;—t

hvor vi bdde for [ ;.ﬂ? og L = ¢ skal opfatte t som en kom-
pleks variabel. Det ses, at pﬂ(t) har grad n. De komplekse
rg¢dder i pA(t) kaldes 4's kar;kteristiske rgdder. Ved rodmul-
tiplicitet;n (eller den algebraiske multiplicitet) rm) af et
komplekst tal )\ forstds multipliciteten af X som rod i pA(t);
der galder altsd rm) 2 1, hvis og kun hvis X er en karakzeris—

tisk rod. Er X ,...,Ap de indbyrdes forskellige karakteristis—

1
ke rgpdder for 4, galder som bekendt rmx1+...+rm1p = n.

1
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Reguler-ekvivalente matricer har samme karakteristiske

polynomium.

Bevis. Antag, at B = 54§ ]. For ethvert t € ¢ galder da

det (B-tE) = det (848 '-tE)

hvormed pB(t) =p (). [

B

Lad herefter f vare en endomorfi af et n-dimensionalt vek-
torrum (V,L), og lad 4 € Mn,n(L) vaere den til f hgrende matrix
m.h.t. en valgt basis. Af det foregdende fremgar, at det har
god mening at definere det karakteristiske polynomium pf(t)
for f som det karakteristiske polynomium for 4. R¢dderne i
det karakteristiske polynomium kaldes da ogsd for f's karak-
teristiske rgdder, og ved rodmultipliciteten af et tal A € (C
m.h.t. f forstds rodmultipliciteten af A m.h.t. 4.

For en vilkarlig skalar A € [ er emA defineret som dimen-
sionen af kernen for f - Ae. Idet der til f - Xe m.h.t. den

valgte basis hgrer matricen 4 - AE, fglger umiddelbart af

kendte satninger (sml. side 2.2.2 og side 4.2.4):
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For enhver skalar X\ € [ gelder em)i = n - rg(4-AE).

Af denne s@tning fremgdr, at en skalar A € [ er en egen-
verdi for f, hvis og kun hvis n - rg(4-AE) 2 1, altsd& hvis
og kun hvis rg(4-)E) < n. Dette sidste er ensbetydende med,
at 4 - AE er ikke-reguler, (sml. side 4.4.2), hvilket igen
er ensbetydende med, at det(é—xg)&= 0, (sml. side 5.2.3). Vi

f&r derfor:

Egenverdierne for f er de karakteristiske re¢dder for f,
som tilhgrer L. For L = € er altsd egenverdierne netbp de ka-
rakteristiske reodder, for L = IR er egenverdierne de eventuel-

le reelle karakteristiske rodder.
Vi skal dernast vise:
For enhver skalar X\.€ L gelder em) £ rmj.

Bevis. For em) = (0 er der intet at vise. Antag, at
em\ > 1, og valg en basis for V, s8ledes at de fgrste emr vek-

torer udggr en basis for X Den til f hg¢rende matrix m.h.t.

|

hvor f er en (emixem))-enhedsmatrix. Ved successiv udvikling

X
en sddan basis f&r da formen

e
~
]
/TN
>
o I
i

af det(él-tg) efter de fgrste em) s¢gjler fas
det(4,-tE) = (A-t)emhwﬂt), hvor ¢ (t) = det(g-tf). Heraf frem-

gar umiddelbart, at emA g rmx. []
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Vi har tidligere fundet en "geometrisk" karakterisering
af de diagonaliserbare endomorfier, (sml. side 6.1.4). Ved
brug af det foregdende kan vi nu f& en "algebraisk" karakte-

risering:

Endomorfien f er diagonaliserbar, hvis og kun hvis alle
dens karakteristiske reodder tilhgrer I, og der for enhver ka-
rakteristisk rod A gelder rmh = n - rg(f-Ae). Er f diagonali-
serbar, sd er de til f herende diagonalmatricer netop de dia-
gonalmatricer hvis diagonalelementer er de karakteristiske red-

der, <det hver karakteristisk rod A forekommer rmA gange.

Bevig. Det vides, at summen af rodmultipliciteterne for
samtlige karakteristiske rg¢dder er n. I det foregdende er
Vist, at hvis ) er en egenvardi, sd er A ogsd en karakteris-
tisk rod, og der galder emA = n - rg(f-ie) < rmA. Sammenhol-
des dette med den tidligere karakterisering af de diagonali-

serbare endomorfier, fds det ¢gnskede. []

En matrix fra Mn n(L) siges at vere diagonaliserbar, der-
som den er regular-zkvivalent med en diagonalmatrix. Er f og
4 som i det foregdende, sd er altsé 4 diagonaliserbar, hvis

og kun hvis f er diagonaliserbar. Satningen ovenfor kan der-

for fortolkes som en satning om matricer:
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En matrix A € Mn,n(L) er diagonaliserbar, hvis og Kkun
hvis alle dens karakteristiske reodder tilherer L og der for
enhver karakteristisk rod A gelder rmi = n - rg(A-AE). Er 4
ditagonaliserbar, sd er A reguler-ekvivalent med netop de di-

agonalmatricer hvis diagonalelementer er de karakteristiske

rodder, idet hver karakteristisk rod A forekommer rm\ gange.

Vi anfgrer endelig, at man naturligt kan definere en
egenverdi for en matrix 4 € Mn,n(L) som en karakteristisk rod
for 4, der tilhgrer L, og egenverdimultipliciteten for en
skalar A€ L m.h.t. 4 som tallet n - rg(4-)E). Er f en endo-
morfi af et n-dimensionalt vektorrum (V,L), hvortil der for
et passende basisvalg hgrer matricen 4, sd& er altsd egenvar-
dierne for 4 netop egenvardierne for f, (sml. side 6.2.3),

og enhver skalar A € [ har samme egenverdimultiplicitet m.h.t.

4 som m.h.t. f, (sml. side 6.2.3).
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6.3. TRIAGONALISERING.

Lad f vere en endomorfi af et n~dimensionalt vektorrum
(v,0). Vi siger, at f er triagonaliserbar, dersom der findes
en basis for ¥V m.h.t. hvilken den til f H¢rende matrix er en

pvre trekantsmatrix. Herom galder:

Endomorfien f er triagonaliserbar, hvis og kun hvis alle
dens Rkarakteristiske reodder tilherer [. (For I, = € er f altsd
stkkert triagonaliserbar, for L = IR er f triagonaliserbar,

hvits og kun hvis enhver karakteristisk rod er reel.)

Bevis. Antag f@rst, at f er triagonaliserbar, og lad

A = (aij)n , vere en til f hgrende ¢vre trekantsmatrix. Vi
- I’

-t)...(a_ _~t). De karakteristiske

har da abenbart pf(t) = (a,, n

rgdder er altsa netop diagonalelementerne i 4, og dermed ele-
menter i L. Det omvendte vises ved induktion ef?er n. For

n = 1 er der intet at vise. Antag, at pastanden gazlder for
alle dimensionstal < »n - 1, og lad f vere en endomorfi af et
n—-dimensionalt vektorrum (V,[), sdledes at alle f's karakte-
ristiske rg¢dder tilhgrer [. Lad AZ vere en af de karakteri-

stiske rg¢dder. Da Az tilhgrer L, er A, tillige en egenvardi.

1

Lad e, vare en til Al hgrende egenvektor, lad U vaere det af

2 frembragte I-dimensionale underrum, lad U~ vaere et til U

komplementart underrum af Vv, og lad (32""'5n) vere en basis
for U”. sattet (e, ,e,s...,e ) er da en basis for V. Lad

A = (aij)n , vere den til f hgrende matrix m.h.t. denne basis;
- 4

.3.

1
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der gelder da a;; = AZ o9 a., = 0 for 7 = 2,...,n. Lad p be-

tegne projektionen af Vv p& U” langs U; den til endomorfien
pef : U” - U~ hgrende matrix m.h.t. basen (egrev-se,) er da

((n=1)x(n-1))-matricen (a . Ved udvik-

)

7:!7' 7:=2,..-,n;j=2-,...,?1

ling af det(4-tE) efter forste spjle far vi derfor

(t) = (Al—t)ppof(t). Heraf fremgdr umiddelbart, at enhver

s
karakteristisk rod for pef tillige er karakteristisk rod for

f+ og dermed ifglge det givne element i L. Ifglge induktions-

antagelsen er pef derfor triagonaliserbar. Lad (g

2 ) va
R -
_e..z’ "_..n

re en basis for U m.h.t. hvilken den til pef hgrende matrix

(b..)

er en gvre trekantsmatrix. Den til f h@rende ma-

1'n-1,n-1

trix m.h.t. basen (51'52""'En) bliver da af formen

11 " °° 1,n-1

o

n—-1,n-1

altsd, som gnsket, en ¢gvre trekantsmatrix. ]

.3.2

Idet en matrix 4 € Mn n(L) siges at vare triagonaliserbar,
- 14

dersom den er regular-zkvivalent med en ¢vre trekantsmatrix,

fdr vi umiddelbart af s@tningen ovenfor:

En matrix 4 € Mn n(L) er triagonaliserbar, hvis og kun

]

hvis alle dens karakteristiske redder tilhorer L.
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Lad fortsat f vare en endomorfi af et n~dimensionalt vek-

torrum (V,[L). For hvert polynomium p(t) = amtm+...+q t + o

1 (
med koefficienter fra [ bestemmes da ved

p(f) = amfm+...+a]f + a,e en endomorfi p(f) af (v,L). Er
p(f) = o, hvor o betegner nulafbildningen af (v,L), vil vi si-
ge, at f er rod i p(t). Ligeledes bestemmes for enhver matrix

4 € Mn

L (D) ved p(4) = o A"+...+a,4 + a,Z en matrix p(4) til-

v 0

hgrende Mn'n(L). Er 4 specielt den til f hg¢rende matrix m.h.t.
en valgt basis, s vil p(4) vere den til p(f) hdrende matrix
m.h.t. den samme basis. Galder p(4) = ¢, vil vi sige, at 4

er rod i p(¢t).

Vi skal vise Hamilton-Cayley's setning:

Endomorfien f er rod 7 sit karakteristiske polynomium,

altsa pf(f) = o.

Bevis. Det er nok at vise satningen for / = ¢. Thi heraf

vil fglge, at der for enhver matrix 4 € Mn n(@) vil galde

4

pﬁ(é) = 0. Og da enhver reel matrix kan opfattes som en kom-
pieks matrix, vil heraf specielt fglge, at der for enhver ma-
trix 4 € Mn'n(ﬂﬂ geldexr pé(é) = (0. Men af dette sidste fglger
s@tningen for [ = R. - Laa derfor f vare en endomorfi af et

n—-dimensionalt vektorrum (V,¢). Ifpdlge den fgrste af satnin-

gerne ovenfor er f triagonaliserbar; lad (51,...,gn) vere en

basis m.h.t. hvilken den til f hg¢rende matrix 4 = (aij)n , ©r

en ¢vre trekantsmatrix. Vi har da p.(t) = (a,,-t)...(a__-t).
f 11 nn

Dette giver pf(f) = (azze—f)°.,.e(annc—f). Vi setter nu

g; = az.e = f for < = 1,...,n, og far derved pf(f) = ggceeeed, -
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Endvidere far vi

(1) g;le;) = a..e. - a,.e —...-

112 17871 T,d = 1y4ece,n.

a..e.,
JdJd—d
Saettes Vi = span{g],...,gi} for ¢ = 1,...,n, fgplger af (1),
at der gelder g](VJ) = {o} og gi(Vi) g’Vi_J for < = 2,...,n.

Idet v, =V, fplger videre heraf, at

pf(f)(V) = gq° ogn(V )
€ 9y° .gn—l( n—Z)
€ --- g9,/ = {o}.

Dette viser, at pf(f) = 0. (]

Hamilton-Cayley's sa@tning kan abenbart ogsd formuleres

som en s@tning om matricer:

Enhver matrix 4 € Mn (L) er rod © sit karakteristiske
- k]

o I

polynomium, altsa Pﬂ(é) =



MAT 101

6.4. JORDAN'S NORMALFORM.,

En kvadratisk matrix B siges at vere en simpel Jordan-—

matrix, dersom den har formen

b

hvor alle ikke anfgrte elementer er 0. En kvadratisk matrix (

siges at vaere en Jordan-matrix, dersom den har formen

hvor matricerne Ej langs diagonalen er simple Jordan-matricer,

3

og hvor der uden for matricerne gj stdr lutter 0'er.

Lad herefter f vere en endomorfi af et n-dimensionalt

komplekst vektorrum (V,€), og lad A],...,k vere de indbyrdes

Q forskellige karakteristiske rgdder for f.

Vi skal vise fplgende satning:

Der findes en basis for V m.h.t. hvilken den til f heren-

de matrix er en Jordan-matrix af formen
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Big
"B
—Iul
B
"B
2u2
4 =
=p]
.QPU

\ p)

hvor matricerne givi, T = 1,...,D, v, = 1""’“i’ er simple

Jordan-matricer med Ai 1 diagonalen.

Som en forberedelse viser vi fprst to lemmaer. I beviser-

ne for disse inddrages dualitetsteorien som et hjazlpemiddel.

Lemma 1. Lad g vere en endomorfi af et endelig-dimensio-
nalt vektorrum (U,L). Der findes da en opspaltning af U som

direkte sum af to invariante underrum U, og U sdledes at

2,

g : U, »U, er nilpotent, og g : Ug = Uy er bijektiv.
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Bevis. Lad U' vare et vektorrum over [, som er i duali-
tet med U, og lad 4 vere den til g duale endomorfi af U'.

Set
U, ={u€euv | 3i€elN: g ()=o)}

og

UJ {u"evr 1 37€em: () =o1}.

1
U; er i dualitet ved restriktionen af den givne bilinearform

Det vises let, at U, og U} er underrum. Det pdstas, at 01 og

til U] x U}. P& grund af den fuldstendige symmetri mellem U] Qg

Ui er det tilstrekkeligt at vise, at der for enhver vektor

u €U

7 > {o} findes en vektor u' € U], sdledes at <u,u'> # 0.

Lad y vare en vektor i U, ~ {0}, og lad p vare det mindste na-

1
turlige tal med gp(z) = 0. Vi har da gp_j(g) + 0, o9 pa& grund
af dualiteten mellem U og U' findes fgplgelig en vektor Ef € U’
med <gp—1(25,gj> 4 0. Da U' har endelig dimension, vil der i

fglgen
' ' 2 ' n '
U 2 h(U') 2 AW 2 .. 2 A (U") 2 ...

gelde lighedstegn fra et vist trin. Betegner r er naturligt

tal for hvilket hr+p-1(U’) = hr+p(U’), findes en vektor
uj € U' med R"PTI(y1) = #7TP(y)) . sattes derfor
u' = #PT ) - WP (u)), fas dels A" (') = o, altsd u' € U},

og dels
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<u,u'> = <Z'hp_1(ﬁi) - hp(gé)>

- <E,hp—1(gé)> = <u,hP (u})>

p—l(g),gj> - <gP(w) ul>

= <gp‘](g),gj> =<0 Uy>

= <gp-1(g).gj$

* 0,

hvor vi har udnyttet, at den duale til gq er h?. Hermed er

vist, at U1 og Uf er i dualitet. Sattes nu U2 = (U;)O, fés

U = U1 é U2, (sml. side 3.1.6). Det er klart, at U1 er invari-

ant ved g, og at Ui er invariant ved hA. Af det sidste fg@lger,

at ogsd U, er invariant ved g, (sml. side 3.3.3). At g : v, U

er nilpotent indses pa fg¢lgende méde. For dimU1 = (0 er der in-
tet at vise. Antag derfor, at dimUJ > 1, og lad (31""’93)
vere en basis for U1. For hver basisvektor e findes da et

p; € W, sédledes atfgpi(gi) = 0. Valges p som det stgrste af
tallene p%, galder da abenbart gp(z) = o for enhver vektor

u € U;- Endelig bemarkes, at da kernen for g : U - U er inde-

holdt i U;r 09 da U; o9 Uy danner direkte sum, har g : U, - U

2 2

kernen {o}; endomorfien g : 02 - U2 er fglgelig bijektiv. []

Lemma 2. Lad g vere en nilpotent endomorfi af et endelig-
dimensionalt vektorrum (U,L). Lad p vere det mindste naturlige
tal for hvilket gp er nulafbildningen, og lad u, vere en vek-

tor ¢ U med gp-l(gl) * 0. Settet (gp-l(gl),...,g(gz),gl) er da
en basis for et invariant underrum U; af U, og der findes et

til U, komplementert invariant underrum Ug af U.
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Bevis. Lad U] veare det af vektorerne gp—Z

() reeevg(uy) u,
frembragte underrum. Det er klart, at U, er invariant. For at

1
vise, at sattet (gp_z(ﬂ])""’g(gz)’ﬁz) er en basis for U

] ’
skal det vises, at sattet er lineart uafhangigt. Lad

p-1 = : -
o-19 () + oo+ a]g(gl) + opu, = 0 vare en linear rela

tion mellem vektorerne i sattet. Idet g7 for q > p er nulaf-

bildningen, £féas

=0 =0
- p-1
= o, (u,)
. . p‘] _ o . o p_l
Da samtidig g (o) = o, far vi altsa * 9 (“1) o, og der-
med a, = 0. Hvis p » 2, fds pd tilsvarende made

il
Q

p—1 . p-1 .

-2 -2+

i (z a{mﬁ) I o )
1= . ) =1

hvormed o, = 0. Fortsattes sdledes, far ialt Oy = a, = ... =

ap_z = (0, som ¢nsket. For at vise den anden pastand valges et
vektorrum U' over L, som er i dualitet med U. Lad h vere den

til g duale endomorfi af U'. P& grund af dualiteten findes en

p~](gz),g;> + 0. Idet <gp—1(g]),gj> =

<Ez,hp—1(£;)>, ses at hp_](g;) # 0. Pad den anden side er

vektor Zf € U' med <g
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WPy s v nulafbildningen; thi WP er den duale til nulaf-

P,

bildningen g U - U. Af s®tningens f@rste pastand fglger

derfor, at sattet (WP77(u!),...,h(u)),u

1 ') er en basis for et

1

invariant underrum Ui af U'. Det pdstas, at U,

alitet. P4 grund af symmetrien mellem Ul og Ui er det tilstrak-

og Ui er i du-

keligt at vise, at der for enhver vektor

{ .
= p-1 - :
- u = Bp-lg (31) +...4 Bzg(gz) + Bou, 1 U, S {o} findes en
vektor u' € U; med <u,u'> # 0. Lad k vare det mindste af tal-
E lene 0,1,...,p-1 for hvilket Bk + 0. Sattes u' = hp—l-k(gé),

o far vi, idet g9 for g » p er nulafbildningen,
»,ﬁ.?* ) =

<u,u'> = <£,hp_1_k(_’)>
= <9p_1_k(g),gj>
p-1 .
= P’J"k<“ 7 ,
<9 iz Bog (uy) Jrug>
_ p—1 o .
= By<g Z(EJ),55> + ) B.<gP I=k+z
1=k+1
-1
= Bk<9p (gz).g;>
< * 0
hvormed er vist, at Ul og Uj er i dualitet. Sattes nu UZ = (U;)

, er U, invariant ved g, (sml. side 3.3.3), og der galder

U=10U, & U

1 Py (sml. side 3.1.6). [
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Vi skal herefter gd over til beviset for satningen. For
© = 1,...,p s&ttes a; = f = X;e. Det bemzrkes, at et underrum
af v er invariant ved f, hvis og kun hvis det er invariant ved
en/enhver af afbildningerne g; -

Vi skal fg¢rst s¢gge en opspaltning af V som direkte sum

af invariante underrum,

sdledes at alle endomorfierne g; + U, » U, er nilpotente. Ifgl-

og U,

ge lemma 1 findes komplementare invariante underrum U ]

1

~

af v, s&ledes at g; : U, » U, er nilpotent og g; : U~ - U~

1 1 1 1
er bijektiv. Af det sidste fglger, at f : UJN - UJN ikke har
A\, som egenvardi. For p = 1 har vi UJN = {0o}. Thi ellers vil-

le f : UJN »‘UJN have mindst en egenverdi AZN; denne egenvardi

ville da ogsd vare egenverdi for f : V -» V, hvormed AJN = A

I

Uy

en opspaltning af den sggte art. For p » 2 kan lemma 1 anven-

i strid med en beme#rkning ovenfor. For p = 1 er altsa V

des pa g, : UJN > UJN, hvorved f&s, at der findes komplementa-

re invariante underrum Uy 09 UZN af UZN, sdledes at go ¢ U2 -~ U?

5 - U2~ er bijektiv. Afbildningen

f = 02 - UZN har sé&ledes hverken Al eller x2 som egenvaerdi.

~

er nilpotent og geg = U

For p = 2 har vi U2~ = {0}. Thi ellers ville f : U2~ - UZN ha-

ve mindst en egenverdi A9~; denne ville da ogsd@ vare egenverdi

[

for f : Vv » vV, hvormed x2~ = ). eller x?” = A i strid med en

1 2!

bemerkning ovenfor. For p = 2 er derfor VvV = U1 # U,

ning af den sggte art. For p » 3 kan lemma 1 dernast anvendes

en opspalt-
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~

pa gz ¢ U2 - U2~, etc. Efter p skridt har vi da en opspalt-

ning V.= 0, & ... & Up @ UpN af V som direkte sum af invarian-

te underrum, saledes at alle afbildningerne a; ¢ Ui - Ui er nil-

potente, og sdledes at ingen af egenvardierne A],...,Ap er egen-

verdi for f : Up~ - UPN. Af det sidste felger som fgr, at

Up = {0}, og vi har dermed en opspaltning af den sggte art.

Vi skal dernast vise, at det er muligt at spalte hvert

af underrummene Ui i en direkte sum af invariante underrum,

saledes at hvert af underrummene Uiv har en basis m.h.t. hvil-
7
- Ui hprende matrix er en simpel Jordan-
7
matrix med Ai i diagonalen. Lad derfor < vaere et vilkarligt af

ken den til f : U{v
e

tallene 1,...,p, og betragt endomorfien g; ¢ Ui - Ui' Lad p,

P

vere det mindste naturlige tal for hvilket g; U. - U.

T T

er nulafbildningen, og lad u

p,-1

vere en vektor i Ui med

p,—1

1

' 1
g; (gz) + 0. Ifglge lemma 2 er da sattet (gi (E]),...,gi(gz),}

en basis for et invariant underrum Ui af Ui' og der findes et

1

til Ui] komplementart invariant underrum U“~

et &gte underrum af Ui' betragtes dernast endomorfien

af U.. Hvis U._ er
1 11

~

g; Ui] - Ui] . Lad p, vere det mindste naturlige tal for

. Pao | ~ ~
hvilket g; U, - Ui]

~ Po1
med g (32

er nulafbildningen, og lad u, vare

en vektor i Ui ) # o. Ifgplge lemma 2 er da sat-

po—1 .
tet (gi 2 ‘(Eg),...,gi(zo),zg) en basis for et invariant under-

1

komplemente®rt invariant

rum U., af U.,”, og der findes et til U.
72 11 7

2



MAT 101 6.4.

underrum U.. af U..”
12

~

i1 Ex Uﬁg et ®&gte underrum af (/1.'Z '

vi dernast anvende lemma 2 pd g. : U., - UiZN,\etc, Efter

endelig mange skridt har vi da en opspéltning Ui = Uil ® ...

hvor hvert af underrummene Uiv er invariant og har en basis
; .

kan

~

af formen

(gi 2 (y_v')l---lgi(]i\)')rz\)‘)-
7 T T

Det ses umiddelbart, at den til g, + U - U. hgrende ma-

AV AVIN
: 7 7
trix m.h.t. den angivne basis har formen

0 1
0 1
0 1
0 .
Men heraf fglger, at den til f : Uiv - Uiv h¢grende matrix

7 7
fidr den ¢nskede form.

Idet vi sammenfatter det foregdende, har vi: Der findes in-

variante underrum Uiv s T = 1,000,p, v, = 1""’“i' og en ba-
7

ses for hvert af disse underrum, sdledes at

(1) V=U,, @ ... 8 U, B vei vee . BU_ B ... B U
Uy pl Py,

og sdledes at de til afbildningerne f : Uiy . ™ Uiy hgrende ma-
7 T
tricer m.h.t. de betragtede baser er simple Jordan-matricer med

Ai 1 diagonalen. Sammenstykkes derfor baserne for underrummene
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Uiv til eet s@&t af vektorer, fds en basis for V m.h.t. hvil-

T
ken den til f : V -» V h@drende matrix er en Jordan-matrix af

den ¢gnskede form. Hermed er s@tningen bevist.

Idet en permutation af de simple Jor¥dan-matricer éiv i4
‘ 7
modsvarer den samme permutation af underrummene'Uiv i (1) oven-
7z
for, galder:

Enhver matrix, som fremgdr af A ved permutation af de
simple Jordan-matricer Q{v , er ligeledes en til f herende
e

Jordan—-matrizx.

.

Omvendt har vi:

Ernhver til f horende Jordan-matrix fremgdr af A ved per-—

mutation af de simple Jordan-matricer B;, -
1

I beviset for denne s®tning skal vi benytte f@lgende skar-

pelse af lemma 1:

Lemma 3. Lad g vere en endomorfi af et endelig-dimensio-
nalt vektorrum (U,L). Der findes da (en og) kun een opspalt-
ning af U som direkte sum af to invariante underrum U, og Uy,
sdledes at g : U, » U, er nilpotent, og g : U, » U, er bijek-

1 1 2 2
t1v.

Bevis. Lad U = UZ & U2 vere en vilkarlig opspaltning af

den navnte art, og lad p vere det mindste naturlige tal for

hvilket gp 2 Uy - U] er nulafbildningen. For vilkarlige vek-.
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torer u, € U, og u, € U

1 1 2 2!

vi gq(gz+32) = gq(gz) + gq(gg). For ethvert q > p har vi der-

og for ethvert naturligt tal g har

for gq(21+£2) = gq(ﬂg)' Heraf fglger for det fprste, at

(gq)_z(g) = U, for alle q » p;y thi gq(gg)“er kun o for u, = o.
For det andet fg¢lger, at gq(U) = U, for alle g > p: thi
gq(Ug) = U?. Heraf fremgdr, at béde'UI og UP er entydigt
bestemt. ]

Vi kan herefter ga over til beviset for setningen. Lad g

vere en til f h¢rende Jordan-matrix, og lad (e,,...,e, ) vare

den tilh¢grende basis. Da

12

er en (gvre) trekantsmatrix, ma E's
diagonalelementer vare de karakteristiske rgdder for f, idet
hver karakteristisk rod Ai forekommer rmki'gange. Diagonalele-
menterne i de i g indgdende simple Jordan-matricer er derfor
ogsad f's karakteristiske rgdder. Lad Eiv p Ve = 1.k, vare
Z
de simple Jordan-matricer i E, som indeholder den karakteris-
tiske rod Ai, 2 =1,...,p. (Det er 1 ¢vrigt let at se, at
rg(é-kig) =n - K hvormed K, =n = rg(é—ki£)=emki.) Lad
a(Z,k) betegne antallet af simple (kxk)-Jordan-matricer

giv ¢+ T = 140ee,ps k= 1,...,n. Vi vil vise, at tallene

;
a(Z,k) kan bestemmes alene ud fra f, uafhengigt af basen
(31,...,gn); hermed vil satningen vare vist. Lad ). vere en
vilkarlig karakteristisk rod, og sat g; = f - Aje- Lad U, va-
re det underrum af V, som frembringes af de basisvektorer €;

for hvilke den j'te sgjle i g indeholder A{ i diagonalen.
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Lad U? vere det af de ¢vrige basisvektorer frembragte underrum

af V. Underrummene UZ og U? er da komplementare. Ved betragt-

ning af den til g; h¢prende matrix

bS]

- A{E ses endvidere, at
a; ¢ UZ - Uz er nilpotent, og at g; ¢ Uy = U? er bijektiv. Af

lemma 3 fplger derfor, at U] (og U,) er bestemt uafhengigt af

basen (gz,...,gn). Betegnes med Ef afbildningen g; : U] > UZ'
er altsa ﬁi bestemt uafha&ngigt af basen. Idet rgﬁi er lig med
antallet af 7'er i den til ﬁf hgrende matrix m.h.t. den giv-

ne basis, ses umiddelbart, at

rg g. = 1-a(2,2) + 2-a(<,3) + ... + (n=1) -a(i,n).
— 2 _ n-1

Ved betragtning af de til Gioveeend hgrende matricer fas

p& tilsvarende made

T-a(7,3) + .. + (n=2)-a(Z,n)

H
Q
Q

I

rg g. = 1-0(%,n)
Herefter kan o(Z,n), a(z,n=-1),...,0(7Z,2) bestemmes successivt.

Da der endvidere ga&lder
rm)i = 1.a(z,1) + 2-a(Z,2) + ... + n-a(i,n),

kan ogsé& «a(Z,1) bestemmes. Idet rmkf og tallene rgﬁiJ,

Jjg=1,...,n~1, er givet alene ved f, er s&tningen hermed bevist.

Det bemerkes, at enhver diagonalmatrix er en Jordan-matrix,
hvori de simple Jordan-matricer er (Ix1)-matricer. Hvis f er
diagonaliserbar, sd er f@glgelig de til f hg¢rende Jordan-matri-

cer netop de til f h¢rende diagonalmatricer.
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Som tidligere vist er enhver endomorfi af et endelig-
dimensionalt komplekst vektorrum triagonaliserbar, (sml. side
6.3.1). Det noteres, at det foregdende indeholder en vasentlig

skerpelse af dette resultat.

Det foregdende giver &benbart f¢lgende s@tning om matricer:

Enhver matrix 4 € Mn n(@) er reguler-ekvivalent med en
3
Jordan-matrix B. De med A reguler-ekvivalente Jordan-matricer
er netop de Jordan-matricer, som fremgdr af B ved permutation

af de i B indgdende simple Jordan-matricer.

Bemark, at der herved er givet en fuldst®ndig beskrivel-
se af ®kvivalensklasserne ved &kvivalensrelationen "reguler-

2kvivalens" i Mn,n(t).

Det er klart, at hvis f er en endomorfi af et endelig-
dimensionalt reelt vektorrum (V,IR) , og f har ikke-reelle
karakteristiske r¢dder, s& kan der ikke til f h¢re nogen
Jordan-matrix. Uden bevis anfgres, at der findes en basis

for vV m.h.t. hvilken den til f hg¢rende matrix har formen

it
Il
{liss]
~

lity

hvor der uden for matricerne Qj stdr lutter 0O'er, og hvor ma-

tricerne gj er kvadratiske matricer hidr@drende fra de karakte-
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ristiske r¢dder, sdledes at de reelle karakteristiske rp¢dder
A giver simple Jordan-matricer med XA i diagonalen, mens der
hidrgrende fra par af konjugerede ikke-reelle karakteristi-

ske rodder X og A f&s matricer af formen

)0 0)

hvor a = Rel og b = imx, og hvor der udeﬂhgogiégtanf¢rte (2x2) -
matricer stdr lutter O'er. Som i det kompleKSé“tilfélde er 4'
entydigt bestemt pad ner permutation af matricerne éj'

Det bema@rkes, at hvis 4 er en reel Jordan-matrix, s& er
denvi Mn,n(ﬂﬂ regular-&kvivalent med netop de (reelle) Jor-
dan-matricer, som ffemgér af 4 ved permutation af de i 4 ind-
gaende simple Jordan—matricer. Det er nemlig helt klart, at
4 er regulaer-zkvivalent med de nevnte matricer; omvendt fgl-

ger af en satning ovenfor, at 4 (endda) i Mn n(C) ikke kan
- 14

vare regulzr-~akvivalent med andre.
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1. Lad f vere en endomorfi af et vektorrum (V,L). Vis, at
hvis UJ og U2 er underrum af V, som er invariante ved f,
sa er ogsd underrummene u; n U2 og U; + U, invariante

ved f.

2. Lad f og g vere endomorfier af et vektorrum (V,L). Vis,

SN

at hvis et underrum U er invariant ved f og g, sd er det

ogsad invariant ved aof + Bg, hvor ao,p € L, og ved gof.

Q 3. Lad (V,R) vare vektorrummet af alle vilk&rligt ofte dif-
ferentiable reelle funktioner af en reel variabel. Lad D
vare endomorfien af V, som til en funktion ¢ lader sva-
re dens afledede Dyp. Angiv et agte uendelig-dimensionalt
invariant underrum, et invariant underrum af dimension n,
hvor n € IV, et 2-dimensionalt invariant underrum U, sa-
ledes at D : U -» U er bijektiv, samt et I-dimensionalt
invariant underrum U, sdledes at D : U - U er bijektiv.

b Vis, at ethvert A € R er egenverdi for D.

{ 4. En endomorfi f af et vektorrum (V,L) siges at vare invo-
lutorisk, dersom f2 = ¢. Lad f vare en sddan afbildning,
og antag, at dimV » I. Vis, at Kl @ K_1 = V.
5. Om to endomorfier f og g af et vektorrum (V,L) forudsattes,
at gef = feg. Vis, at ethvert underrum, som er egenrum for

en af afbildningerne, er invariant ved den anden.

s



N
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6.

Lad f og g vere endomorfier af et vektorrum (V,[). Vis,

at der for alle A,y € [ gelder

Keave = Fapr-ane a0
Kf—kﬁ n Kg-ua S Kf+q*(X+U)€
Kpane N Kg~ue = KU°f‘AU“

Kf")\é’ C I(f,;?“)\pa p € IV,

samt, decssom f er bijektiv og A * 0,

Kpoye = Kl 3=l

Udled h~raf s@tninger om egenvardier.

En endomorfi f af et 2-~dimensionalt vektorrum (V,L[) er

@.) er en

bestemt ved f(gz) = o f(gg) =2 hvor (EZ’—Z

given basis. Find afbildningens invariante underrum, egen-

vektorer og egenvardier.

En endomorfi f af et 3-dimensionalt vektorrum (V,L) er

bestemt ved f(gz) = e fle,) = €z f(ﬁg) = e hvor

-2 2 1’

(izfépvig) er en given basis. Find afbildningens invari-

ante underrum, egenvektorer og egenverdier.

Lad (V,IR) vere vektorrummet af alle reelle polynomier
p(t), og lad f vere den ved p(f) » t-Dp(t) givne endo-

morfi af V. Bestem f's egenvardier og egenvektorer.
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10. En endomorfi f af et 4-dimensionalt vektorrum (V,R) har

m.h.t. en valgt basis matrixligningen

~~
< <
[\ ~
~ ~
) ~
S S
~ S
< <

<
S
S
~
—~
<

I
<
j=)
~
-~
()
<

Find f's egenvardier.

11. En endomorfi f af et 3-dimensionalt vektorrum (V,R) er
bestemt ved f(gz) = 223, f(ég) = e, + 355, f(gg) = 2oy
hvor (e;,e,,e;) er en given basis for V. Find egenvardi-

erne samt en basis for hvert af de tilh¢grende egenrum.

Undersg¢g, om f er diagonaliserbar.

12. En endomorfi f af et 2-dimensionalt vektorrum (V,JR) har

m.h.t. en valgt basis matrixligningen
v, _ (cosa —51n0) (u]]
( | v, sina cosa Ug

hvor o € F. Bestem f's egenvardier og de tilhgrende egen-

—

P

rum. Unders¢g, om f er diagonaliserbar.

Undersgg pa tilsvarende madde endomorfien g med matrix-

ligningen

‘ (vl cosha sinha ul
. v2 sinha coshao U
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13. En endomorfi f af et 2-dimensionalt vektorrum (V,€) har

m.h.t. en valgt basis metrixligningen

fo cosa  ~sinal [u

1 | 1

v, sino cosa ) \u

hvor o € JR. Bestem f's egenvardier og de tilhgrende egen-

e ’ rum. Undersgg, om f er diagonaliserbar.

ot 14. Unders@gg, om matricen 4 € M4 4(L) givet ved
. = T 5
3 0 1 0
0 ) 0 0
4= 137 0 -2 7
S , \-8 0 13 -1

er diagonaliserbar.

15. Vis ved et eksempel, at to kvadratiske matricer kan have

samme karakteristiske polynomium uden at vere regular-

~

xkvivalente.

16. Lad f vere en automorfi af et vektorrum (V,L) med dimen-

sion n € W. Udtryk det karakteristiske polynomium for

71 ved det karakteristiske polynomium for f.

17. Lad f vere en endomorfi af et vektorrum (V,[) med dimen-

sion n € W, og lad U, og U2 vere komplementare invariante

1

underrum af 7. Lad ry hhv. f, betegne endomorfien

s £ o N - £) = Y, )
f2U; = Uy BRV. £ 2 Uy > Uy Vis, at p () pf;t pf2(t)
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18.

19.

20.

Lad f vere en endomorfi af et vektorrum (V,[) med dimen-
sion n € IN. Vis, at f er nilpotent, hvis og kun hvis
pplt) = (-0)"
Lad f vere en endomorfi af et vektorrum (V,F) med dimen-
sion n € W. Vis, at hvis n er ulige, s& har f mindst en
egenvaerdi; vis, at der for detf > 0 findes mindst en posi-
tiv egenvaerdi, og at der for detf < 0 findes mindst en
negativ egenverdi. Vis, at hvis n er lige og detf < 0,
sd har f mindst en pésitiv 0og en negativ egenvardi. Vis,
at hvis n er lige, sa findes en endomorfi g af V med
detg > 0, som ingen egenvardier har.

n,n n—1

Lad pA(t) = (=1)7t" + c 4t *oe.. *t et + e vare

det karakteristiske polynomium for en matrix 4 € Mn n(L).
. - ’

Vis, at
4z 4 a1
11 1°p
= (-71)*°P . . - .
cn—p (-1) . . p 1ye..,m
a. . a. .
17 1 1 1
p 1 pp

1<7 ,<...<1_<n
= p—

1
De i summationen indg8ende determinanter kaldes A's hoved-

underdeterminanter af p'te orden; det er determinanterne
af de delmatricer af 4, som fremgdr af 4 ved at slette

n - p rekker og sgjler med samme numre. Begrund, at for
regular-&kvivalente matricer er summen af hovedunderde-

terminanterne af p'te orden den samme. Betragt specielt

tilfeldene p = n ogp = 1.



~

MAT

N
PN
N

22.

101 6. ¢pv. 21 - 23

) N el a4 ;

Lad pé(ﬁ) = (f/) { F (”m[ﬁ - L.+ L7t + ¢, vare detv

karakteristiske polynomium for en matrix 4 € Mn n(L)' og
—_ L g VL . :

1ad A7;=~Q,X” vere de karakteristiske rgdder for 4, reg- .

net med multiplicitet. Vis, at

= (=n"7"

e
n—p

Vis, at detd = A "An x7+.,.+x
Lad [ vare en endomerfi af et endelig-dimensionalt vektor-
rum (V,L). Af et resultat i ¢v. 6 fremgar, at hvis ) er

en egenvaerdi for [, sa er A en egenv&rdi for fp, hvor

p € IN. Lad omvendt u vare en eqenv&rdi for fp. Vis, at
der for I = ¢ findes en egenvardi ) for f, saledes at

L u. Vis ved et eksempel, at‘dette ikke behpver at gal-

de for [ = IR.

Undersgg, om f@lgende par af matricer fra Mz g(ﬂﬂ er re-

L2 AN

guler—zkvivalente:

1 0 0 2 0 n\
0o 2 0 13 0
o o0 3), \-1 1 2/.
2 0 0 2 0}
0 2 0 0 2 (0

0o 0 2), \ o o 2
70 0 ( g 4}\
0o 2 0. 0o 1 0 }
o 0 1), k 0o 0 1y
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24.

Bestem en Jordan-matrix

S € M4 4($), sdledes at

1l
il

liss)

€

A~

~ =

M

lItn

4 4(0) 0g en reguler matrix
T
ég—z, hvor

0 1

0 0

a 1

0o 3
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7.1. INDRE PRODUKT.

Ved et indre produkt i et vektorrum (V,L) forstds en afbild-

ning (u,v) » u-v af VxV ind i I med fg¢lgende egenskaber:

<

(a) V¥V u,v,w € (utv) cw = u-w + vew.

(b) VXELVYu,v eV : (Au)-v = A(u-v).

(¢) Y u,vp €V :uwv="uveu,

(d) Vv ETV v #+o0=0v.0> 0.

(Overstregningen i betingelsen (c) stadr for kompleks konjugering,

som naturligvis falder bort for L = R.)
Er (V,L) et vektorrum med indre produkt har vi for alle

A €L og alle u,v,w € V (sml. (a) og (b)):

1]
e
e

+

(1) w- (utv) wev

(

>
N

(2)  u-() = X(u-v) .

Dette vises let ved brug af (a) og (c) hhv. (b) og (c). Endvidere

noteres, at der for alle u,v € V galder

(3) u=ovv=0 = uw=7>0

Dette fés ved at setﬁe X =0 1i (b)) og (2). v

De distributive love (a) og (1) kan oplagt udvides til et
vilkarligt (endeligt) antal addender.

Det er klart, at et indre produkt i et vektorrum (V,[) in-

ducerer et indre produkt i ethvert underrum af V.

A



7.1.2

Et endelig-dimensionalt reelt hhv. komplekst vektorrum

med indre produkt kaldes et euklidisk hhv. unitert vektorrum.

Ved normen llvll af en vektor v i et vektorrum (V,L) med in-

dre produkt forstds tallet Hvll = Vo+v, (sml. (4)). Det galder

lloll = 0, og vl > 0 for v % o. Idet (Av)-.(Av) z

M(ven) = X7 (vep),
har vi ||Avll = |Alllvll for alle X € [ og alle v € V. En vektor v
med llv|l = 1 kaldes en normeret vektor eller en enhedsvektor.

’ 1 ' e
For v # o er vektorem oY en normeret vektor; den siges at frem-

komme ved normering af v.

Lad herefter (V,L) vare et vektorrum med indre produkt.

To vektorer u,v € V siges at vare (indbyrdes) ortogonale,
dersom.g-g = 03 vi skrives da ogsé u 1 v. Nulvektoren er ortogonal
til samtlige vektorer, (sml. (3)), og er den eneste vektor med
denne egenskab, (éml. (d)). Et set af vektorer siges at vare et

‘ortogonalt set, dersom vilkarlige to af sattes vektorer er orto-
gonale; det tomme s®t og alle sat bestdende af een vektor er sa-
ledes trivielt ortogonale sat. Et ortogonalt sat kaldes et orto-
normalt set, dersom enhver vektor i sattet er normeret; det tomme
sat et trivielt ortonormalt. Hvis V har endelig dimension, forstas
ved en ortogonal hhv. ortonormal basis for V en basis, som er et

ortogonalt hhv. ortonormalt sat.

Ethvert ortogonalt set, som ikke indeholder o, er lineert

uafhengigt.

Bevis. For det tomme sat er det intet at vise. Lad derfor
(31,...,2p) vere et ortogonalt set, som ikke indeholder Q, og
lad *121 +...+ Apgp = o0 vare en linear relation mellem sattets

vektorer. For et vilkarligt af tallene ¢ = 1,...,p galder nu
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(Ao, +o.ot Apgp)-gi

= A (v ) ek A (D e )
= >\7/(27:'U1)
Da samtidig o-v. = 0, har vi altsd ). (v.-v.) = 0. Idet v..v. > 0,

fglger heraf som gnsket, at A, = 0.0

Som en umiédelbar konsekvens heraf har vi:

Ethbert ortonormalt se@t ef‘lineart uafh@ngigt.

Vi skal dernast vise:

Lad (51,-.;,gp) vere et lineert uafh@ngigﬁ set. Der findes

da et ortonormalt set (21,...,2p), sdledes at span{gl,.,.,yq} =

span{g],...,gq} for q = 1,...,p.

Bevis. F@rst bestemmes et ortogonalt szt (21}...,2p) med den

gnskede egenskab. Vi satter v, = u

U;- Sattet (v,) er da et ortogo-
nalt sat med span{gj} = span{gl}. Vektorerne 2?""'2p bestemmes
herefter successivt efter fglgende forskrifti Er 21""'2r bestenmt,
saledes at (21,.,,,2f) er et ortogonalt sat med span{gj,...,gq} =
span{gl,...,gq} for g = 1,...,r, sattes

u ‘v ' U vy
=r+l1 =1 —r+l —~r
() PP (1A P 31 P
v r+1 r+1 \ VY, 1 v,v, /or
(Det bemarkes, at I er'veldefineret; af rg(gZ,Q..,gr) =
dim span{gz,;.,,gr}>= dim span{u,,...,u } = rgu,,...,u ) = r fol-

ger, at sattet (21,...,2r) er lineart uafhengigt, og ingen'af'vek-

torerne 21"";3r er derfor nulvektoren.) Det padstds, at sattet
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(vysee-sv,,,,) er ortogonalt, og at span{gl,...,gq} = span{gz,...,gq}

for g = 1,...,r+1. For at vise det f@grste er det tilstrakkeligt

= 0 for ¢ = 1,...,r; dette verificeres ved

i a V.
at vise, t 2r+1 21

"en simpel udregning. For at vise det andet er det tilstrakkeligt
at betragte tilfazldet ¢ = r+1. Hertil bemerkes, at

span{gl,...,gr} = span{u .,Er} implicererv

Ugre-
span{gl,...,gr,zr+1} = span{gz,...,ﬂr,gr+1}, og at der ved brug
af»(4) fas span{gz,...,gr,gr+1} =»span{21,...,2r,2r+1}, hvoraf

det ¢gnskede fremgdr. Hermed er bestemt et ortogonalt sa&t
(21,...,2p) med den ¢nskede egenskab. Specielt har vi

| -r?_p) =
rg(gl,...,zp). Idet sattet (51"“’Ep) er lineart uafhengigt,

span{gl,..f,gp} = span{gz,.;.,gp}, og dermed rg (v, .-

f¢1gér heraf, at ogsé sa@ttet (21,...,2p) er linezrt uafhangigt.
Fglgelig er‘ingen af vektorerne 21""'2p ntlvektoren, og ved
normerihg af vektorerne i sattet (21,...,3p) fas dérforAet or-

tonormalt sat med den gnskede egenskab. []

Sztningen ovenfor kaldes Gram-Schmidt's ortonormaliserings-
setning. Metoden til successiv bestemmelse af vektorerne Vyreeerl,
kaldes ortonormalisering.

Af det foregdende fremgdr umiddelbart:

Hvis V har endelig dimension, sd findes en ortonormal basis

for V.

Eksempel. 1 vektorrummet (1",1) defineres et indre produkt

ved
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Y

(ml,...,xn)-(yl,...,yn) =y, te.t Y,

kaldet det sedvanlige indre produkt. Den kanoniske basis bliver

herved en ortonormal basis. Abenbart galder

X. = Xe€. ’
1 - —1

hvor e; = (0yeee,0,1,0,-4.,0), Og

2 2

| , |
Nzll® = 1z 1% 4ot Ja 1°

1

for enhver vektor x = (xl,...,xn) e t”. 0

Eksempel. I analogi med eksemplet ovenfor defineres i

(M, n(L),Li‘et indre produkt ved

(.’L’l-..xn)-(yl.,.yn) = x]yl "
og i (Mn J(L),L) et indre produkt ved
' ’
AN ES: |
. i s = xlyz +...+ xnyn .
L Yn
Er 4 = (aij)' B = (bij) og C = (cij) matricer fra Mn,n(L) @ed
4B = ¢, f&s abenbart '
. = . ! = . " J - ‘o

Er 4 E'Mn n(L) en ortogonal hhv. uniter matrix, altsd en regular
- ’

matrix med 44’ = A'A = E hhv. A4A* = A*4 = E, far vi derfor
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Sattet af rzkker hhv. sgjler er f¢lgelig et ortonormalt sat af
vektorer fra (M]’n(L),L) hhv. (Mn'J(L),L). Lad omvendt 4 € Mn,n(L)

vare en matrix for hvilken sattet af rakker er ortonormalt; der

galder da

6;5 d;,-"2;-

For L. = R fglger heraf 4

BN

" =E, og for [ = ¢ fglger AA* = E. Da
ethvert ortonormalt sat er lineart uafhangigt, sluttes endvidere,
at 4 har rakkerang n, og fglgelig er regular. Ialt giver dette,

at 4 er ortogonal hhv. unitar. Tilsvarende kan vises, at hvis

sattet af spjler er ortonormalt, s& er 4 ortogonal hhv. unitar. [

Lad herefter (V,L) vare et endelig—dimensiohalt vektorrum
med indre produkt. Er der givet en ortonormal basis (51""'€n)
for Vv, s& kan det indre produkt af to vektorer pd simpel made

udtrYkkes ved vektorernes koordinater. For u = uge, oot u e

og v = v,e, +...+v e fas nemlig

. = .o . e e ot .
-z : (ulgl * * ungn) (vlgl * vngn)
n
= Uerv.2
1:’.7.'—_1 J J
n
= ) ulv.(el e.)
i,9=1 7 J
n
= Y u.v. ,
2, 07
altséa
v = u U, et w v



Specielt fas

og
2
Hol® = 1o

for enhver vektor v = v e, +...+ v,e, - Sammenlignes med det fgr-
ste ekéempel ovenfor ses, at et sat (21,...,gp) af vektorer fra
V er drtonormalt, hvis og kun hvis sattet bestdende af vektorer-
nes koordinatsat er et ortonormalt sat af vektorer fra (L",L), -
eller, ved sammenligning med det andet eksempel ovenfor, hvis og
kun hvis sazttet best&ende af vektorernes koordinatrakker hhv. ko-
kordinatsgjler er et ortonormalt sat i (Mz,n(L)'L) hhv.
(Mn'Z(L),L). Af det sidste fremgdr ved sammenligning med et re-
sultat i det andet eksempel, at koordinattransformationsmatricen
'S hgrende til overgangen fra en ortonormal basis (g],...,gn) til
en ortonormal basis (gz,...,gn) er ortogonal hhv. unitar; thi

spjlerne 1 S er koordinatsgjlerne for vektorerne i et ortonormalt

s@t - nemlig (51,...,§n) - m.h.t. en ortonormal basis - nemlig
(@7,...,§n). Omvendt gzlder, at er der givet baser (e,,...,e )
og (gl,...,gn), sdledes at koordinattransformationsmatricen hg-

rende til overgangen fra den ene til den anden basis er ortogo-
nal hhv. unitar, og den ene af de to baser er ortonormal, sa vil
ogsa den anden basis vare ortonormal.

En matrix 4 € Mn n(L) siges at va@re ortogonal-ekvivalent (for
£ , v

L = R). hhv. uniter-ekvivalent (for L = C) med en matrix
"B € Mn n(L), dersom der findes en ortogonal hhv. uniteer matrix
- 14
S €M (L), saledes at B = SAS | (= SAS' hhv. = SAS*). Det efter-

nyn
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vises let, at der herved er defineret en akvivalensrelation i

M, n(L)‘ Af det foregldende fremgir, at to matricer er ortogonal-
; .

#kvivalente hhv. unitar-azkvivalente, netop ndr de hgrer til de
samme endomorfier af et n-dimensionalt vektorrum (V,L) med indre
prodult m.h.t. forskellige valg af ortonormale baser. Heraf frem-
gdr i ¢vrigt p& ny, at den betragtede relation er en zkvivalens-
relation. Det bemazrkes, at ortogonal - hhv. uniter-akvivalentel

matricer specielt er regular-zkvivalente.

To ikke-tomme delm&ngder M, og M2 af et vektorrum (V,L)

1

med indre produkt siges at vare (indbyrdes) ortogonale, dersom

enhver vektor i M, er ortogonal til enhver vektor i M2; vi skri-

1

ver da M1 1l M, . For en ikke-tom delmengde M af V defineres mt som

2

ma&ngden af vektorer i V, der er ortogonale til Samtlige vektorer

i M; mangden ¥t kaldes for M's ortogonal. For ikke-tomme delmeng-

1
2

er et underrum, at der galder

der M, og M2 er M, L M

7 9 ensbetydende med M1 c M
1
;-

1

7 og med

M, e M

P Det eftervises let, at M

M e Mt (hvor mtl star for (Ml)l), og at M, ¢ M, implicerer

1 2

1
M2 < M1 . Det noteres, at ethvert underrum U danner direkte sum
med sit ortogonal Ul.

- N

For ethvert endelig-dimensionalt underrum U af V gelder

ve ut=v.

Bevis. For dimU = 0 er der intet at vise. Antag derfor, at
dimU = p € IN, og lad (31""'9r) vare en ortonormal basis for

U. For en vilkérlig vektor v € V satter vi
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fS) pr(v) = (v-e)e, +...4 (y-gp)gp.
Vi har da pr(v) € U. Endvidere har vi for ¢ = 1,...,p
(1_)"191’(2)).57: = Z'E{ - (y_ 21)21‘9—1 e e e ™ (E.Ep)f’—p':—“b
= P.e., = ve. = 0,
=~ =T = =1
1

hvoraf fglger, at v - pr(v) € U™.

er altsd en fremstilling af v som

Fremstillingen v = pr(v) + (v-pr(v))

sum af en vektor fra U og en

vektor fra Ul. Heraf fg¢lger, at U + Ul = . Og da som tidligere

bemerket ethvert underrum danner direkte sum med sit ortogonal,

fglger padstanden. []

Af satningen fremgdr, at hvis U er et endelig-dimensionalt

underrum, sSa er U‘L

vendt U og U

1
v, = vt. af v L U, fglger nemlig
tor v € Ut
de v = u; = u 09 v - u,

dette viser, at U~L

1

underrum af V med U L U og U & U

U

bidde ortogonalt og komplementart til U. Er om-

7 ;= V, sa galder
1

; € U-. Og fremstilles-en vek-

pd normen v = u + u, med u € U og u, € U;, har vi ba-

L u, og dermed u = o, altsa v = u, € U, ;

¢ U,. Vi har altsd: Til et underrum U af v fin-

des hgjst et underrum, som er bade ortogonalt og komplementart

til U; findes et, md dette vare i

L

, som da ogsa kaldes U's ortogo-

nale komplement. Ethvert endelig-dimensionalt underrum har et orto-

gonalt komplement, hvorimod et uendelig-dimensionalt underrum ikke

| ngdvendigvis har et ortogonalt komplement.

Er U et underrum af V, og har V endelig dimension, sa er ifgl-

ge saetningen ovenfor bade U og gt

ortogonalt komplement til Ul;
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der galder derfor U = Ull. Heraf fglger, at der for enhver ikke-

11l 111

tom delm@&ngde M af V galder o= m (hvor M thdy .

star for (M
Er U et underrum af V, og har U et ortognalt komplement,

kaldes projektionen af V pa U langs vt ogsd for ortogonalprojek-

tibnen af V pd U. Af beviset for satningen ovenfor fremgdr, at hvis

U har endelig dimension, og (gw...,gp) er en ortonormal basis for

U, s& er ortogonalprojektionen af V p& U netop den ved (5) definere-

de afbildning pr. (sml. i ¢vrigt (4) i beviset for ortonormalise-

' 1 -1

ringssetningen: Sattes L= lv. Ty, fads (u ev.)(v.v.) v. =
ing gen: e; = llv il o, (,,0°2) (25 00 v

{ Y . .2 = : .« e 0 » a
(Ut g EJ)EJ' settes U, = span{u,, +uz}, er vektoren v . altsa

r+1

bestemt som Er+1
1

v, @ U =1 )

's komponent efter Url m.h.t. fremstillingen
r+i1-

Bemerkning. I vektorrummet af geometriske vektorer i planen
hhv. rummet er "skalarproduktet" et indre produkt. (Sml. i ¢vrigt

side 1.1.5.)

Eksempel. Lad (V,L) vere et vektorrum af dimension n € IN.

For enhver basis (gl,...,gn) defineres da ved

(xlgl +o..t xngn)-(y e, +...+ yngn) = x

n—1I1

et indre produkt i V. Basen (31,..,,gn) bliver herved en ortonor-

mal basis. (Sml. i ¢vrigt eksemplerne side 7.1.4-7.1.6.)

Eksempel. Mangden af fglaer (x) em € 1Y for nvilke rzkken
oo -
T !xnlz er konvergent udgg¢r et underrum af (Lmaln, som betegnes
n=1 )
EZ(L). For at indse dette bemerkes, at der for x,y € [ galder
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(6) 2layl = lole1y12- o=y 7% < 121?+1h12,
og dermed

(7) Tty 1?2 < 1z +1y1%4212y1 < 20121 241419) .

Af (7) sluttes, at vi for (xn)nEﬂve 22(L) og (yn)nEDV€ lz(L)

har h%)n€W+(yn)n€ﬂv= (xn+yn)n€ﬂve 22(L); endvidere har vi oplagt

A(xn)neﬂv= (Axn)n€ﬂv€ 2,(L) for X € L og (xn) € 2,(L) . Heraf

n€IN

{ | fremgar, atv22(L)_er et underrum. T QZ(L) defineres et indre pro-
~ dukt ved

TpYn’

‘(xn)nEﬂV%yn)n€ﬂV=‘ Z

n=1

idet man bemarker, at rakken 2 xnyn er absolut konvergent ifglge.
n=1 '
(6) .

Eksempel. I vektorrummet af alle reelle eller komplekse kon-

tinuerte funktioner pd et interval [q,b] defineres ved
( @y = j e(t)yp(t)dt
v a _

et indre produkt kaldet det sedvanlige indre produkt.
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7.1. NORM.

Ved en norm i et vektorrum (V,L) forstds en afbildning

v lipliaf v ind i I _U{0} med fglgende egenskaber:

(@A) Y u,» €V : llu+ vl < llull+ lvll.
(b) VAELVYvET:Ilwll= IArlllvll.
(c) Vv EV:v+0 = lvll>o0.

Betingelsen (a) kaldes trekantsulighedeﬁ. Et vektorrum, som er
forsynet med en norm, kaldes et normeret vektorrum.
| Sattes A = -1 i (b) fas, at der for alle v € V galder
H=vil = llvll. settes X = 0 i (b) £fas lloll = 0.

Det eftervises let, at et normeret vektorrum bliver et me-

trisk rum ved afstandsfunktionen dist(u,v) = llu-vll.

Lad herefter (V,L) vare et vektorrum med indre produkt. Vi

skal vise, af der da ved
v e llvil= Voo

defineres en norm i (V,L); denne norm siges at vare udsprunget
af det indre produkt. Vi har allerede tidligere overvejet, at
Holl= 0, og at (b) og (c) er opfyldt, (sml. side 7.1.2). For at
eftervise (a), viser vi f@rst Cauchy-Schwarz's ulighed: For alle

u,v € V gaelder

(1) lu-v]

WA
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Bevis. For u =‘g er uligheden gjensynlig opfyldt, endda

med lighedstegn. Antag derfor, at u # 0. For alle X € L gaelder

nu
(2) (utv) « (Autv) = ARu-u + Au-v + Xv-u + vev 2 0.
, U .
Indsattes specielt A = - — ! fas
lu-v12 Ju-vl? Ju-vl2
T -== - == + vV > 0,
u-u u-u u-u - =
altsa
2
——"o"'-o
(3) a2t e @ g)) > 0,

‘hvoraf det gnskede fremgdr. []

Det noteres, at der gelder 1i§hedstegn>i (1), hvis og kun
hvis settef (g;g)-er lineart afhangigt. Er nemlig szttet line-
&rt afhangigt, ses ved indsettelse af u = v eller v = pu, at
" lighedstegnet galdér. Galder omvendt liéhedstégnet, s har vi

enten y = o, eller (Au+v).(Au+p) = 0, altsd lu+tv = o, med den

anfgrte verdi af A; i begge tilfalde er sattet lineart afhangigt.

Vi kan nu eftervise betingelsen (a) ovenfor. Vi har

Huto P = (u¥p) - (utD)

A
+
oo
=
<
<+
<
<

A
+
oo
g
I
7
<
+
<
<

REREIES
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hvor der ved den sidste vurdering er benyttet Cauchy-Schwarz's
ulighed. Heraf fglger (a). Det notsres, at det sidste uligheds-
tegn som ovenfor bemzrket er et lighedstegn, hvis og kun hvis
settet (u,v) er lineart afhangigt. Er dette opfyldt, har vi en-
ﬁen u = yp eller v = yu for en skalar u € L. Antages, at u = uyp,
fads Re(u-v) = Re(uv-v) - Re(u) (p-v) og lu+vl = |lul{y-v). Som be-
tingelse for, at ogsd det fgrste ulighedstegn er et lighedstegn,
far vi.derfor, at der enten gelder v = u = o, ellerlRe(u) = lul,
altsd p reel og ikke-negativ. Dette kan ialt sammenfattes i fgl-
gende: Lighedstegnet Qalder i (a), hvis og kun hvis den ene af

de to vektorer fremgdr af den énden.ved multiplikation med en reel
ikke-negativ skalar. (Det anfgres, at for en nﬁrm, som ikke udsprin-
ger af et indre produkt, kan der godt galde llghedstegn i (a) uden

at betingelsen er opfyldt )

For to vilkérlige vektorer y og p i et vektorrum med indre

produkt galder Pythagoras's setning:
u Lo o= Null®+ o=y + o1’

| 9 ' » : .
Dette fremgdr af, at llutvll® = (utv) - (u+v) = ueu + usv + veu + vev =
4+ 0ol + u-p + pou. Heraf ses tillige, at for L = R galder

il
ogsa det omvendte. Ved 1ndukt10n f8s, at er (vl,...,v ) et orto-

gonalt sat, sa galder

- 2
”1).1 +eoot v |l

CHIRE N P

A+ ilv 1.
H_p |
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Lad (V,I) vare et vektorrum med indre produkt, lad U vare
et underrum af ¥, som har et ortogonalt komplement, og lad pr
betegne ortogonalprojektionen af V p& U. Det pastas da, at der

for enhver vektor p € V og enhver vektor u € U~{pr(v)} galder
Hy=pr ()l < llv=ull;

ortogonalprojektionen af p kan altsd karakteriseres som den
vektor i U, der har mindst afstand fra v. Der galder nemlig

v = pr(v) € vt, og pr(v) - u € U, og dermed v - pr(v) L pr(v) - u.

Ved brug af Pythagoras' satning giver dette

Il (v-pr () + (pr(v)-wl?

No-ull®

Ho=pr()1? + lpr(v)-ull?,

hvoraf pastanden fremgar. Endvidere galder for enhver vektor

v E %

llpr ()l

A

Holl

og

Hpr ()l = Hvll & v € U.

Idet pr(v) 1 v-pr(v), far vi nemliqg ved brug af Pythagoras'

s@tning

Noli® = llpr(v) + (v=pr(»))N°

Hpr(DIZ + Nv-pr()?,

hvoraf p&standene fglger.
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Vi anfgrer til sidst, at man i et reelt vektorrum (V,IR)

med indre produkt kan definere en vinkel €, hvor 0 < 6

WA

Ty

mellem to fra ¢ forskellige vektorer u og v ved

Usv

® = Arccos =
HEIIHE!I'

af Cauchy-Schwarz's ulighed fglger, at 6 er veldefineret.

Bemerkning. I vektorrummet af geometriske vektorer i rummet

er afbildningen v » |v| en norm. Idetvlgl = Vv.v, udspringer

denne norm af skalarproduktet. (Sml. i ¢vrigt side 1.1.5.)

Eksempel. 1 (L",1) defineres normer ved

(xl,...,mn) - H(xz,...,mnHE = lxll +...+ lxnl.

: _ 2 2. %
(xl,...,mn) > H(mlyem.,mnﬂb = (lx1| +...% Ixnl-)-,
(ml,...,xn) - II(.')cl,...,;Jcﬂ)ilm =max{lle,...,lxn|}.

Af den fgrste og den sidste af disse afbildninger faktisk er
normer indses let. Den anden udspringer af det sadvanlige indre
produkt, og er derfor ogsd en norm.

Herefter er det klart, at der i et viikérligt vektorfum
(v,L) af dimension n € IN efter valg af basis (51,...,gn) defi-

neres normer ved

z bzl = e, ez Ml
 om o lzlly = ey, e M,



re
l}
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g “_(E“m: il ((U]t---lxn)”w'

I8

hvor x = x.,e, +...+ x e .

- 1-1 n—n

Eksempel. I vektorrummet af alle reelle eller komplekse
kontinuerte funktioner pd et interval [q,b] defineres normer
ved

© o Ilcplll = lo(t) Idt,
a

b
o v loll, = (J I(D(t)IZdt)%,
a
© +» el = sup lo(t)l.
t€la,b]l

Af den fg¢rste og den sidste afbildning faktisk er normer ind-
ses let. Den anden udspringer af et tidligere defineret indre

produkt (sml. side 7.1.11), og er derfor ogsd en norm.



P
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z o~ Azl = zreeerz M,

hvor = = e, +...+ e .
- %11 Tnn

Eksempel. I vektorrummet af alle reelle eller komplekse

kontinuerte funktioner p& et interval [q,b] defineres normer

ved
o » llell, = J lo(t) 1dt,
| | a
b .
o » ol = ([ 100 1%as),
a
@ » lloll, = sup lo(t)l.

t€la,b]
Af den fgrste og den sidste afbildning faktisk er normer ind-
ses let. Den anden udspfinger af et tidligere defineret indre

produkt (sml. side,7.1.11), og er derfor ogsd en norm.
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7.3.

ADJUNGERET AFBILDNING.

Lad overalt i det folgende (V,L) vere et vektorrum med

indre produkt af dimension »n € IV.

Vi skal vise:

For enhver endomorfi f af V findes en og kun en afbild-

ning f*x: Vs V med

(1)

flu) v = u- > (),

Usv € VvV,

og denne afbildning f* er en endomorfi af V.

Afbildningen f* kaldes den til f adjungerede afbildning.

Bevis. Fgrst vises entydigheden. Antag, at bade fl* og

fo* opfylder (1). For enhver vektor v € V har vi da u-f, *(v)
usfo*(v), altséd u- (F ¥ () ~F *(v)) =

hvoraf fglger, at f *(v) = f *{(v). Der galder derfor f_*
Frlwh = ryrie T

0, for alle vektorer

I

y_EV,

= f2*

For at vise eksistensen valges en ortonormal basis (31,...,gn)

for V. Vi satter da

(2) frly) =

for v € V. Det er

ning f*: vV = V er
°g v = vye, F...F
ne (v

7

}

o
A
=

; (z- f<fi7:) )_e_i

let at se, at den herved definerede afbild-

linexar. Endvidere galder

v

=

e

()
n

u - § (vefle)e;
P21
tg-f(é,))g-c

w3 .
He~132 o1
I~

for

Uu

Uu

1

€

1

+.o.o.+ U

e
n—n
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= f(y_) Vs
hvormed er vist, at f* opfylder (1). [

Lad f vere en endomorfi af V, og lad A vere den til

f horende matrix m.h.t. en ortonormal bastis (gl,...,gn). Til

den adjungérede afbildning f* horer da den adjungerede matrix

A* m.h.t. basen (gl,...,gn).

Bevis. Af det givne fglger, at a;: = f(gj)-gi; Ved an-

vendelse af dette og af (2) fas

N
~

ey) ey

T T

o
~

I
I~ e e

..e.
Ji—1i

AN

’
1=1

hvoraf pdstanden fremgar. D

Lad f vere en endomorfi af V, og lad U vere et ved f
invartant underrum af V. Det ortogonale koﬁplement vt er da

invariant ved den .adjungerede afbildning f*.

Bevis. Da f(u) € U for enhver vektor u € U, har vi

flu) v = 0, og dermed u-f*(v) = 0, for alle u € U og alle

v € vt. Heraf fplger, at *(v) € vt for alle v € vt, hvormed

st vt oo
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Idet vi betegner (f*)* med f** galder

£ o= 5

For dannelse af adjungeret afbildning g®lder endvidere

(f+g)* = f* + g*,

(Af)* = -Xf*r

(gof)* = f*og*,

(FM* = (™", e m,
e¥ = e,

-1 s =1

(f )Y* = (%) ~,

o* = o,

hvor e er den identiske afbildning af
ningen af V; i den nestsidste pastand
adjungerede til en bijektiv endomorfi

Beviserne, som overlades til l=seren,

V, og o er nulafbild-
er indeholdt, at den
igen er bijektiv. -

kan enten fgres pd grund-

lag af selve definitionen af adjungeret afbildning, eller ved

benyttelse af, at der til adjungeret afbildning hgrer adjunge-

ret matrix m.h.t. en valgt ortonormal

basis.



= \\
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7.4. DUALITET.

Vi skal kort ggre rede for hvorledes begreberne orto-
gonalitet, adjungeret afbildning m.v. kan indordnes under et

dualitetssynspunkt.

Det ses umiddelbart, at et reelt vektorrum (V,IR) med
indre produkt er i dualitet med sig selv ved afbildningen
(g,g) » <u,v> = u+v. To vektorer er ortogonale, hvis og kun
hvis de annihilerer hinanden, og for enhver ikke-tom delmangde

M af Vv gzlder ut

= ¥Y. Resultaterne om ortogonal er derfor inde-
holdt i resultaterne om annihilator. En basis er ortonormal,
hvis og kun hvis den har sig selv til dual basis.

Den adjungerede f* til en endomorfi f af et endelig-dimen-

sionalt reelt vektorrum (V,JR) med indre produkt er identisk med

‘den duale afbildning f' (m.h.t. de duale par V,V og V,V). At der

til adjungeret afbildning hgrer adjungeret matrix er indeholdt i,

~at der til dual afbildning hgrer transponeret matrix. Satningen

om, at det ortogonale komplement til et ved f invariant underrum
er invariant ved f* er indeholdt i den tilsvarende satning om
dual afbildning. Reglerne for dannelse af adjungeret afbildning
er indeholdt i de tilsvarende regler for dannelse af dual afbild-
ning. |

Af s@tningen om naturlig isomorfi f¢lger, at der for enhver
linearform £ pad et endelig-dimensionalt reelt vektorrum (V,IR)
med indre produkt findes netop éen vektor u € V, s&ledes at

gE(v) = v.u for alle v € V.
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For et komplekst vektorrum (V,¢) med indre produkt er
afbildningen {(u,v) » z.v ikke en Lilinearform p& VxV, idet
USAD = NuUev; vektorrummet er derfor ikke i dualitet med sig
selv pa samme m&de som i det reelle tilfzlde. En dualitet, som
er nart forbundet med det indre produkt, kan f&s ved begrebet
konjugering. Ved en konjugering i et komplekst vektorrum (V,f)

forstds en afbildning k: V » V med f¢lgende egenskaber:

VveET : k
Vous,v €V o: k(utv) = k(u)+k(v)

YAXECY vET : k(hv) = Tk(v)

Bemark, at den fgrste betingelse sikrer, at k er bijektiv. Et-
hvert komplekst vektorrum har konjugeringer. For endelig-dimen-
sionale vektorrum (V,{) kan dette indses pd fglgende made: Lad

(g],-o.,gn) vere en basis for V; afbildningen

v,e, +...+ > ) e, 4. .. 2 =7 +...+ v e
121 Uy k(Tlil + + vnin) V1€7 n—

er da en konjugering i V.

Lad herefter k vere en konjugering i et komplekst vektor-
rum (V,¢) med indre produkt. Vektorrummet er da i dualitet med
sig selv ved afbildningen (u,v) HK<£,2>‘= u+k{v). To vektorer
#yv € V er ortogonale, hvis og kun hvis u og k(v) —- og/eller
v 0og k(u) -~ annihilerer hinanden. For en ikke-tom delmangde M

gelder pt o= (k(M)})®. Resultaterne om ortogonal er derfor ikke

umiddelbart indeholdt i de tilsvarende resultater om annihilator.
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En basis (gl,...,gn) er ortonormal, hvis og kun hvis den

" har (k(gl),...,k(gn)) som dual basis.

Relationen f(u)-v = u-f*(v), som karakteriserer adjun-
geret afbildning, gdr over i relationen <f(u),k(v)> =
<u,k(f*(v))>, altsd <f(u),v> = <u, k(f*(k(v)))>, hvoraf frem-
gar, at f' = kef¥ek og f* = kef'ek.

Af satningen om naturlig isomorfi fglger dirékte, at
der for enhver linearform £ pd et endelig-dimensionalt vektor-
rum (V,¢) med indre produkt findes netop een vektor u, € V,
sdledes at £(v) = v-k(u;) for alle v € V. Sattes u = k(u,)
fds som i det reelle tilfalde, at der findes netop een vektor

u € V, saledes at E(v) = v-u for alle v € Ve
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7.5. NORMALE AFBILDNINGER.

Lad overalt i det fglgende (V,L) vare et vektorrum med

indre produkt af dimension n € IV.

En endomorfi f af vV siges at vaere normal, dersom
Fref = fef*.

Er A den til f hgrende matrix m.h.t.'eﬁ ortondrmal basis,

kommer dette ud pa, at §*

i

kaldes en normal matrizx.)

I den fglgende satning opsummeres egenskaber ved normale

endomorfier:
Lad f vere en normal endomorfi af V. Da_gélder:

(1) f* er normal.

(2) kK,=K

(3) K er invariant ved bdde f og f*; afbildningen

f} - Kfl er den adjungerede til afbildningen

f: Kfl - Kfl, og f:‘Kfl - Kfl er normal.

¥ K

(4) For alle X € L er f+ie normal.

(5) For alle A € L gelder Kpre = Ko xo -

€ L med A, # A, gelder K

(6) For alle X 9 Y £2 e f-rge

Z’A

= éé*, (En matrix med denne egenskab
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Bevis. Pastanden (1) fglger af, at f** = f. For at

vise (2) bemarkes, at vi for alle u,v € V har
Fluw)«f(v) = u-F*(F)) = u-F(F*)) = - *Q;

settes heri u =1v, fglger (2). Ifglge en tidligere sa&tning

(side 7.3.2) er K 1 invariant ved f* og K invariant ved

f f*
f**; idet f** = f, fds heraf den fgrste pastand i (3) ved brug
af (2). De to sidste pdstande i (3) fglger af den fg¢rste. Af
tidligere anfgrte regler for dannelse af adjungeret afbildning

fremgdr, at der for A €L galder (f+le)* = f*+Xe. Ved brug heraf

fés

il

(f+xe) *e (f+re) f*Xeof + Xf + Af* + Xhe
og

Fof* + Af* + Xf + A\Te,

i

(f+xre) e (f+hre)*

hvoraf (4) fremgdr. Pastanden (5) fglger af (2) og (4). Lad en-

delig v, og v, vare vektorer med f(v,) = A, 09 f(v,) = Ayv,.

2
Ved brug af (5) fas da

>‘121'22 = f(l’_l) *Vo T El'f*(ﬁg) = 21'7‘-07)2 = )‘22

For X, # A, fglger heraf, at v, -v,= 0. Heraf fis (6). 8]

Vi skal herefter vise fglgende hovedsatning:
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En endomorfi f af et unitert vektorrum (V,C) af dimen-
ston n € IN er normal, hvis og kun hvis der findes en ortonor-

mal basis for V bestdende af egenvektorer for f.

Bevis. Antag fg¢rst, at der findes en basis af den omtalte
art. Den til f hgrende matrix 4 m.h.t. en sadan basis er da en
diagonalmatrix. Idet to vilkadrlige diagonalmatricer er ombytte-
lige, gelder derfor é*é = AA*. Men heraf fglger, at f er normal.
Det omvendte vises ved induktion efter n. For »n =1 er der inte£
at vise. Lad derefter f vare en normal endomorfi af et n-dimen-:
sionalt unitaert vektorrum (v,f), hvor n >2, og antag; at péstan-
den galder for alle dimensionstai < n-1. Da V.er et komplekst
vektorrum, har f mihdst en egenvardi; lad A vare en sddan. Er
Kf—xe = ¥V, har enhver ortonormal basis for V den ¢gnskede egen-
skab. Ellers fremgar af (4), at f-Ae er normal, og af (3) frem-

1 1 1
f=X\e Kf-ke - Kf"Ae
er normal. Af (4) fremgdr derefter, at f: K 1

gar, at k er invariant ved f-)le og at f-le:

i
f-de - Kf'-ke er

normal. Idet dim X = n=dim K < n=1, giver induktions-

L
f—Ae =
antagelsen, at der findes en ortonormal basis for Kf-Ael besti-~

ende af egenvektorer for f. Sammenstykkes denne basis med en
ortonormal basis for Kf-xe' f8s ialt en basis for v af den gnske-
de art. []

En basis af den i satningen omtalte art er det samme som

en ortonormal basis m.h.t. hvilken den til f hgrende matrix er

en diagdnalmatrix. Vi har derfor:
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En matrix A € Mn n(t) er uniter-ekvivalent med en
3

diagonalmatrix, hvis og kun hvis den er normal, dvs. A*4

Det anfgres, at en normal endomorfi af et euklidisk

vektorrum ikke ngdvendigvis har egenvardier.

A4,
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7.6. SELVADJUNGEREDE AFBILDNINGER.

Lad i det fglgende (V,L) vare et vektorrum med indre

produkt af dimension » € Iv.

En endomorfi f af v siges at vere selvadjungeret, dersom

£ =1

Er 4 den til f hg¢rende matrix m.h.t. en ortonormal basis, kom-
mer dette ud pa, at 4* = A, altsad at 4 er symmetrisk (for [=IR)
hhv. Hermite'sk (for L=¢). Det er klart, at hvis f er selvad-
jungeret, sd er f normal.

Vi skal vise:

En endomorfi f af et unitert vektorrum (V,¢) af dimension
n € Il er selvadjungeret, hvis og kun hvis der findes en orto-

normal basis for V bestdende af egenvektorer for f og alle egen

verdier er reclle.

Bevis. Antag fgrst, at der findes en basis af den omtalte
art. Den til f hgrende matrix A m.h.t. en sadan basis er da en
diagonalmatrix med reelle diagonalelementer. Der galder derfor
Ax = 4, hvoraf fglger, at f er selvadjungeret. Antag omvendt,
at f er Selvadjﬁngeret. Da er f specielt normal, og der findes
derfor en oftonormal basis bestdende af egenvektorer (sml. side
7.5.2) . Den til f hgrende matrix 4 m.h.t. en sddan basis er en

diagonalmatrix. Og da f er selvadjungeret, galder A* = A. Men

s& er ﬁ's diagonalelementer, altsd egenvardierne, reelle. []
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S@tningen kan formuleres som en sa@tning om matricer:

En matrix A € Mn L(C) er uniter-ekvivalent med en reel
= K]
diagonalmatrix, hvis og kun hvis den er Hermite'sk; dvs.

A* = A.
som en konsekvens heraf har vi:

De karakteristiske reodder og koefficienterne 7 det karak-

teristiske polynomium for en Hermite'sk matrix er reelle.
Vi skal dernast vise:

En endomorfi f af et euklidisk vektorrum (V,IR) af dimen-
ston n € IN er selvadjungeret, hvis og Kkun hvis der findes en

ortonormal basis for V bestdende af egenvektorer for f.

Bevis. Antag fe¢rst, at der findes en basis af den omtal-
te art. Den til f hgrende matrix é m.h.t. en sddan basis er da
en (reel) diagonalmatrix. Der gelder derfor £==§' (= A*), hvor-
af f¢1ger; at f er selvadjungeret. Det omvendte vises ved induk-
tion efter n. For n =1 er der intet at vise. Lad derefter f vare
en selvadjungeret endomorfi af et n-dimensionalt éuklidisk vek-
torrum, hvor>nv; 2, og antag, at pdstanden gzlder for alle dimen-
sionstal < n~1. Den til f hgrende matrix 4 m.h.t. en (vilkarliq)
ortonormal basis er en reel symmetrisk matrix. Den er derfor

ogsa Hermite'sk. Ifgplge den sidste af satningerne ovenfor er da
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alle A's karakteristiske rg¢gdder reelle; afbildningen f har

derfor mindst en egenverdi A. For X = V har enhver orto-

f=ie
normal basis for V den g¢gnskede egenskab. Ellers bemarkes, at

Kf-xel ifglge en tidligere satning er invariant ved (f-le)*,

1
f=2Ae

altsa invariant ved f-le, og dermed ogsd ved f. Da f* = f,
L

(sml. side 7.3.2). Idet (f-le)* = f*-%e* = f-le, er K

Y _ .
F-he - Kf—xe er selvadjungeret; thi er U et .

underrum, som er invariant ved en endomorfi g og dens adjunge-

rede g*, sd er g*: U -» U den adjungerede til g: U - U. Ifglge

1
f-le

bestdende af egenvektorer for f. Sammenstykkes en sidan basis

induktionsantagelsen findes nu en ortonormal basis for X

med en vilkarlig ortonormal basis for X f3s ialt en orto-

f=xe'
normal basis for V bestaende af egenvektorer. []

Setningen kan formuleres som en s@tning om matricer:

En matrix A € M, n(ﬂ”’ er ortogonal-ekvivalent med en
- 3>

diagonalmatriz, hvis og kun hvis den er symmetrisk, dvs.

>

= 4.
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7.7. ORTOGONALE OG UNITAERE AFBILDNINGER.

Lad i det fglgende (V,L) vere et vektorrum med indre
produkt af dimension n € V.
En endomorfi f af V siges at vare ortogonal (for L=IR)

hhv. uniter (for L=C), dersom den er bijektiv og

o= fL

Er 4 den til f hgrende matrix m.h.t. en ortonormal basis, kom-

mer dette ud pd, at 4* = é_lf altsd at 4 er en ortogonal hhv.
uniter matrix. Det er klart, at hvis f er ortogonal hhv. uniter,

sad er f normal.

For en endomorfi f af V er felgende tre betingelser

ensbetydende:
(1) f er ortogonal hhv. uniter.
(2) f er indre produkt bevarende, dvs. f(ul)-f(v) = u-v for

alle vektorer u,v € V.

(3) f er normbevarende, dvs. |If(v)ll = llvil for alle vektorer

v € V.

Bevis. Antag, at (1) er opfyldt. For alle u,v € V har
vi da f(u)-f(») = u-F*(F) = u-fH(F(0)) = urv;  der galder

altsd (1) = (2). Antag dernast, at (2) er opfyldt. For alle
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vektorer v € V har vi da l[f(v)ll = VF(V)-Ff(v) = VB-5 = lIvll;
vi har altsé& (2) = (3). Antag endelig, at (3) er opfyldt. For
alle y,v € VvV gelder da |l f(u)-F ()l = lf(u-v)IIl = llu-vll, og
dermed dist(f(u),f(v)) = dist(u,v). Afbildningen f er altsé
afstandsbevarende, og dermed injektiv; den er derfor ogsd sur-

jektiv, altsd bijektiv. Endvidere har vi for vilkdrlige vektorer

u,v €V
NG 12 = Flutv) « £ (utD)
= (flw) + £()) - (Flw) + F(2))
= F(w fw) + FW-F(») + F©)-F) + £)-f(v)
= HF@IE + FF@) + £ -F) + N’
©g
Hutoll 2 = (w+p) « (u+p)
= ueu t Uty o+ veu + v
2 2

I
s
+
g

<

+

e

e

+
<

Ved benyttelse af det givne fglger heraf

(4) f(g)-f(g)‘+ F)-Ff(u) = u-v + veu, U,V € V.
Det péstés} at (4) implicerer

(5) fu)-f(v) = uev, u,v €V.

For L = IR er dette oplagt. For L = ( giver (4) direkte, at
Re(f(u)+f(v)) = Re(u-v). Erstattes i (4) vektoren v med v,

fas
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vektorer v € V har vi da [If()ll = VF(D)-Ff(v) = VB-D = lI2ll;

vi har altséd (2) = (3). Antag endelig, at (3) er opfyldt. For
alle y,v € V gzlder da I f(u)-Ff ()l = UFf(u-2)I = Hu-vll, og
dermed dist(f(u),f(v)) = dist(u,v). Afbildningen f er altséi
afstandsbevarende, og dermed injektiv; den er derfor ogsd sur-
jektiv, altsd bijektiv. Endvidere har vi for vilkdrlige vektorer

_Ly_zg_E 14

]

NFF N2 = Flutp) - £ utp)

(f(w) + F£F{))-(Ff(u) + F£())

I

Fw)fw) + Flw)-f(») + F)-fw) + F£(»)-Ff(v)
NFNZ + £ -fu) + £(0)-Flw) + NFN?

og

2
I ol

il
<
+
<
<
+
<

il
£
+
<
i<
+
+
s

Ved benyttelse af det givne f@glger heraf

i

(4)  Fflw)-fp) + F)-flw)

uev tveu,  uyv €V

Det pastads, at (4) implicerer

- (5) f(y_) "f(}_’_) = UV, u,v € V.

For L = JR er dette oplagt. For L = C giver (4) direkte, at
Re(f(u) - f(»)) = Re(u-v). Erstattes i (4) vektoren v med 7v,

fis
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vektorer v € V har vi da |If ()l = VF(v) £ (¥) = VB+D = lIvll;

vi har altsd (2) = (3). Antag endelig, at (3) er opfyldt. For
alle y,v € v gelder da lif(u)~fFf ()l = Il flu=v)ll = Hg-gfi. og
dermed dist(f(u),f(v)) = dist(u,v). Afbildningen f er alts$§
afstandsbevarende, og dermed injektiv; den er derfor ogsd sur-

jektiv, altsd bijektiv. Endvidere har vi for vilk8rlige vektorer

usv € V
Wil = £luro) - Flut)
= (f(w) + £())-(Flw) + £(»)) |
= Flw) - fw) + F)-f(v) + £F()-Flw) + £(»)+Fv)
= A% + FwFf) + F2) - Fw) + NFI7
og
2
Hutvll ™ = (utv) - (utv)

2

1l ? + wep + pow + il
Ved bényttelse af det givne fglger heraf

(4)  Flw) - f) + fv)-fw

= Uyt vy, urp €V,
Det pastds, at (4) implicerer
(5) f(__b_i_) “f(_'li) = UV, Uur,v € V.

For L = IR er dette oplagt. For L = (C giver (4) direkte, at

Re (f(u)-f(v))

Re(u+v) . Erstattes i (4) vektoren v med v,

fas
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=i (F(w) £ () + P (F()-Flw) = =i(u-v) + i(v-u).

Heraf fglger, at

02’

F)-fv) = fu)-fw) = u-v -

=

hvoraf videre fglger, at Im(f(u)-f(v)) = Im(u-v). Ogsd for
L = € gelder altsa (5). Af (5) f@glger nu, at der for alle
u,v € V gaelder f(g)-f(f-z(g)) = g'f-J(g), altsad f(u)-v = g'f-l(g).

Heraf fremgar, at f* = f-l, hvormed er vist, at (3) = (1). []
Vi Skal derefter vise:

En endomorfi f af et unitert vektorrum (V,C) af dimen-
ston n € IN er uniter, hvis og kun hvis der findes en ortonormal
basis for V bestdende af egenvektorer for f og alle egenverdier

har absolut verdi 1.

Bevis. Antag fgrst, at der findes en basis af den omtalte
art. Den til f hgrende matrix 4 m.h.t. en sadan basis er da en
diagonalmatrix, hvori alle diagonalelementer har absolut vardi

I nvoraf felger,

1. Der gelder derfor 44* = E, og dermed A* = A
at f er uniter. Antag omvendt, at f er unit®r. Da er f specielt
normal, og der findes derfor en ortonormal basis bestdende af

egenvektorer, (sml. side 7.5.2). Og da f er normbevarende (sml.

side 7.7.1), md der for enhver egenvardi ) og tilhgrende egen-
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vektor v galde |Ivll = I f ()l = lAvil = IAl llpli, hvormed

Al = 1. 11

Idet en diagonalmatrix, hvori alle diagonalelementer
har absolut vardi I, er det samme som en unitar diagonalma-

trix, giver den foregdende sztning fglgende setning om ma-

tricer:

En matrixz 4 € M (C) er uniter-ekvivalent med en uniter
- L]

ditagonalmatriz, hvis og kun hvis den er uniter, dvs. A* = é-l.

Vi skal dernest betragte en ortogonal endomorfi f af et
euklidisk vektorrum (V,IR) af dimension n € IN. Da den til f
hprende matrix m.h.t. en ortonormal basis er ortogonal, og
da determinanten af en ortogonal matrix er 1 eller -1, (sml.
side 5.2.4), har f determinanten I eller -1, (sml. ¢v. 5.10).
Hvis detf = 1, siges f at vare egentliyg ortogonal, og hvis

detf = ~1, siges f at vere uegentlig ortogonal. Der galder nu:

Lad f vere en ortogonal endomorfi af et euklidisk vektor-
rum (V,IR) af dimension n € IN. De eneste t&l, som kan>vere egen-
verdier for f, er 1 og —-1. Hvis f er egentlig ortogonal, og ﬁ
er ulige, er l‘egenv@rdi. Hvis f er uegentlig ortogonal, er -1

egenverdi. I alle tilfelde gelder eml = rml og em(-1) = rm(-1).

Bevis. Da f er normbevarende, (sml. side 7.7.1), har vi

Hoil = HF@I = livll= IAl vl for enhver egenvardi A og tilhgrende
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egenvektor v, hvoraf den fgrste padstand fremgar. Lad derefter

A vare den til f hgrende matrix m.h.t. en ortonormal basis.

Da 4 er ortogonal, kan den opfattes som en uniter matrix;

ifplge den foregdende s@tning har derfor alle A's karakteristi-
ske rgdder absolut verdi 1. Fglgelig gelder aa = 1 for enhver
ikke—réel karakteristisk rod a. O0g da det karakteristiske poly-
nomium for A har lutter reelle koefficienter, sluttes, at hvis

o er en ikke-reel karakteristisk rod, s& er ogsd o en karakteri-
stisk rod. Ialt fglger heraf, at antallet af ikke-reelle karakte-
ristiske rgdder, regnet med multiplicitet, er lige, og at produk-
tet af dem er 1. Da produktet af samtlige karakteristiske rgdder,
regnet med multiplicitet, er lig med det4, altsid 1 eller -1 efter
som f er egentlig eller uegentlig ortogonal, sluttes, at hvis f
er egentlig ortogonal, sa er rm(-1) lige, og hvis f er uegentlig
ortogonal, sd er rm(-1) ulige. Heraf fglger s@tningens anden og
tredie pastand. Antag endelig, at emI > 1 og em(~l) > 1. Det er

klart, at f(KZeK_ ) = K. ®K__,. Ved benyttelse af, at f er indre

1 1 1
produkt bevarende, sluttes heraf, at der ogsd galder FOK 8K _
)l

Ly _
)

. Valges derfor en basis for hvert af underrummene X
)L

(K, ®K_,

K_, og (KZQK_

1'
17 fds ved sammenstykning en basis for vV, og den

til f hgrende matrix m.h.t. en sadan basis far formen

1>
ll
o e iy
!
o nE 1o
Hy 1o 1o

D N

hvor E er den til f K, > K ~-F den til f:K_, - K_ og B den

1’ 1 1’
til 7 :‘(1(19.1{_2_',-)'L -+ (.'l<1(9K_1)'L hgrende matrix. (Af f's normalitet
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(sml. side 7.5.1.). Valges derfor en or-
)J—

fglger, at K] 1 K_Jl

tonormal basis for hvert af underrummene K K og (KJQK_

1" T-1

’

1

fds en ortonormal basis for V.) Dette giver

em]’

det (4-tE) = (=1-£)% (1-£) ™" get (p-1p) .

Da (K1$K_ )'L )l n K_l = {o}, kan hverken 1 eller
1 L
) 1)

TN K= (KK

-1 vaere egenvaerdi for 7 :(KZQK_ - (K1®K_ ; heraf fglger,

1

~at hverken 1 eller -1 er rod i det(B-tE), hvoraf videre fglger,

at eml = rml og em(-1) = rm(-1). Hermed er den sidste p&stand
vist for eml > I og em(-1) > 1. For eml = 0 hhv. em(-1) = 0
har vi rml = 0 hhv. rm(-1) = 0. Er begge egenvaerdimultiplicite-

ter lig med (¢, er der derfor intet at vise. Ogser‘kun den ene
egenvaerdimultiplicitet lig med 0, vises ved et bevis analogt til
det ovenstdende, at ogsd den anden egenvardimultiplicitet er lig

med rodmultipliciteten. []

Vi skal til sidst skaffe os et overblik over de ortogonale

endomorfier af 2-dimensionale og 3—dimensiona1e euklidiske vektor-

rum.
Lad 4 = (aij) € M, ,(R) vare en ortogonal matrix; der
- ’
gelder da '
2 2 _
a;;7 tag; =L
2 2
ajp toagy = L
ay1979 ¥ Agpagy =0
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Af den fgrste af disse ligninger ses, at der findes netop eet

a € [0,2n], sdledes at

= CcosQ, = gina&,

11 %91

Af de to naste ligninger sluttes dernast, at 4 enten har formen

: cosa -sina
(6) =
- sina cosa

eller formen

o cosa sing
(7)
' sina -cosa /.

I det fgrste tilfalde har vi det4 = 1, i det andet detd = -1,

Omvendt er det oplagt, at enhver matrix af formen (6) hhv. (7)

er en ortogonal matrix med determinanten 1 hhv. -I1I. En simpel

~udregning viser, at vi for alle ao,Bp € [0,2n[ har

cosB =-sinB\/cosa -sina/ cosp sinp cosa -sina
sinf  cosp/\sina cosoa/\-sinp cosp/ sina  cosa,
og

cosp sinB\/cosa -sina)/cosp sing cos (=a) —sin(-u)) '
sinB =-cosp /\sina cosa/\sinp -cosB ,_ sin(-a) cos(~a) /) .

Endvidere noteres, at enhver matrix af formen

cosa sina
sina -cosa
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har det karakteristiske polynomium té-1 = (t=1) (t+1) . Ialt

har vi derfor (sml. ¢v. 5.1):

Lad f vere en egentlig ortogonal endomorfi af et 2-di-.
mensionalt euklidisk vektorrum (V,IR), og lad (31,32) vere en
ortonormal basis for V. Der findes da et (og kun eet) a € [0,2n],

sdledes at der til f m.h.t. basen (e;,e,) horer matricen

cosa —sina
sina cosa/.
~ ~ . o . . ’
Er (gl,gz) en vilkdrlig anden ortonormal basis for V, sa vil

der til f m.h.t. denne basis hgre matricen

cosa  =sino
\sina CcOoSsa

eller matricen

cos (-a) '-sin(-a))
sin(-a) cos(-a) /,

~alt efter som (e;,e,) og (él,éz) er ens eller modsat orienterede.

Lad f vere en uegentlig ortogonal endomorfi af et

2-dimensionalt euklidisk vektorrum (V,IR). Der findes da en

ortonormal basis for V m.h.t. hvilken der til f herer matricen

o)
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Vi skal herefter betragte en ortogonal endomorfi f af
et 3—dimensionalt euklidisk vektorrum (V,IR). Af en setning
ovenfor fremgdr, at hvis f er egentlig hhv. uegentlig ortogonal,
s& har f egenvardien 1 hhv. -1. Lad U vere et I-dimensionalt un-
hgren-

1

1 er da invariant ved il bg

de til 1 hhv. -I1. Underrummet U
J“:,U'L - U“L er en ortogonal endomorfi. Valges en ortonormal basis
(32,33) for Ul,,sé vil den'til‘f hgrende matrix m.h.t. den orto-

normale basis (g1,32,g3) have formen

t1 0 0
0 Qoo 993
0 Aze Azz/ v

hvor der skal benyttes + hhv. - efter som f er egentlig hhv.
uegentlig ortogdnal. Idet determinanten er 1 hhv. -1, sluttes,

1

at f:U0" » Ul i begge tilfelde er egentlig ortogonal. Ved anven-

delse af en satning ovenfor fir vi derfor:

Lad f vere en egentlig hhv. uegentlig ortogonal endomorfi

af et 3-dimensionalt euklidisk vektorrum (V,IR). Der findes da ‘

“en ortonormal basis for V m.h.t. hvilken den til f herende matricx

har formen

1 0 0 -1 Y] 0
0 cosg -gsina | hhv. 0 cosa -sina

0 sina cosa 0 sina cosa /.
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1. Undersgg, om der i ng,ﬂﬂ defineres et indre produkt

ved, at man til ((xz’xO)' (yl,y2)) lader svare hhv.

Ti¥g ¥ Tplgo
Tiyy; T Ty Tyt oY

2xYg T TyYy T XYyt 2xpy,.

2. Lad Qgreessa, vere (ikke ngdvendigvis forskellige) reelle
tal. Angiv en ngdvendig og tilstrakkelig betingelse for,

at der ved

((wzl---,xn),(yl,...,yn)) »oa,T Yttt anxnyn
defineres et indre produkt i (Ln,L).
3. Vis, at der for vilkarlige vektorer u,v i et reelt vektor-

rum med indre produkt gzlder
ulv e Jllutvll = llu-vll
Hvilken element®rgeometrisk satning udtrykkes herved, nar
(u,v) er et lineart uafhengigt sat af geometriske vektorer?
4. . Vis, at der for vilkarlige vektorer u,v i et komplekst vek-

torrum med indre produkt galder

2
ulv e Va,ue€e: utuel?=10uwn?+ nuwn
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Vis, at der for vilkarlige vektorer u,v i et vektorrum

med ihdre produkt galder
Nutv 12 + Nu-v112 = 2iluli? + 2112

Hvilken elemehtergeometrisk setning udtrykkes herved, nar

(u,v) er et lineart uvafhengigt sat af geometriske vektorer?

‘I et 3-dimensionalt vektorrum (V,L) er valgt en ortonormal

~ basis (e;re4125) - Angiv en ortonormal basis for Ul, hvor

U= span{g te,te ).

Vektorrummet (134Lm) tenkes forsynet med det sadvanlige
indre produkt. Bestem ved ortonormaiisering en ortonormal
basis for det af vektorerne (9,12,0,—20)( (-1,-18,0,20),
(7,-24,3,20) frembragte underrum U. Bestem en ortonormal

basis for ut.

Lad g,b,c vere vektorer i et vektorrum med indre produkt,
og antag, at (g,b) er et lineart uafhangigt set. Find orto-

gonalprojektionen af ¢ pa span{a,bl.

Vektorrummet (R°,R) tenkes forsynét med det sadvanlige
indre produkt. Find ortogonalprojektionen af vektoren

(1,1,1,1,1) pd det af vektorerne (2,0,2,1,0) og (6,1,0,-3,-1)

‘frembragte underrum.
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10.

1.

12.

13.

7. ¢v. 10 - 13

Lad a og b vare fra o forskellige vektorer i et reelt

"vektorrum med indre produkt. Bestem ¢t € IR saledes, at

lla+tbl] bliver mindst mulig.

Lad (V,L) vere et (ikke ngdvendigvis endelig-dimensionalt)
vektorrum med indre produkt, og lad (gl,...,gp) vere et
ortonormalt szt af vektorer fra V. Vis, at for en vilkar-

lig vektor v € V galder Bessel's ulighed:

2 2 2
lvee 17 +o. ot JCATN R Holl°.

Vis, at Parseval 's Zigning

2 2 _ 2
e I +ou ot lg-gpl =Holl

er opfyldt, hvis og kun hvis v € span{gl,...,gp}.

Lad (EZ""’En) vere en ortonormal basis for et vektorrum
(V,IR) med indre produkt. Vinklerne ei mellem en vektor

v € V og vektorerne ¢ kaldes v's retningsvinkler. Vis, at
vi for v = 0131 +...+ vngn har v, = Hgllcosei, og at der
gelder 005261 +....0t coszen = 1.

Lad (V,IR) vere vektorrummet af alle kontinuerte reelle
funktioner pa [0,1] forsynet med det sadvanlige indre pro-

dukt

1
Q- = Jow(t)w(t)dt,
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14.

e~

15.

7. ¢v. 13 - 15

og lad Vj vere underrummet af de funktioner ¢ € V for

hvilke
[1
J e(t)dt = 0.
0

Bestem VZ

kontinuerte funktioner pd [-1,1] forsynet med det sadvan-

l. Lad dernast (W,IR) vere vektorrummet af alle

lige indre produkt
'-1
QY = ] e(t)y(t)dt,
-1

og lad W, vere underrummet af de funktioner«pe W for hvilke

1

1
J wlt)dt = 0.
0 .

Vis, at w 1= {0}, og begrund herved, at W, ikke har noget

1 1

“ortogonalt komplement.’

“Lad (W,IR) vere som i ¢v. 13, og lad U vare underrummet af

alle lige funktioner tilhgrende W. Vis, at U har et ortogo-

nalt komplement, og angiv dette.

Vis, at der for vilkarlige underrum UZ og U2 af et vektor-

rum (V,L) med indre produkt galder

|
=

‘ L
(U, +U,)" =

Vis, at hvis 7V har endelig dimension, sd galder ogsa
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Vis, at hvis V har uendelig dimension, sd g@lder det
sidste ikke for alle underrum U, og Uy,. (Udnyt ¢v. 13
og 14.)

16. En fglge (Zn)nelm af vektorer fra et vektorrum (V,L)
med indre produkt siges at vare en ortonormalf¢lgé, der-
som alle vektorerne i f¢glgen er normerede, og 2"1.2"2 = 0
for ny, o Ng. Vis, at man ved normering af vektorerne i

fplgen
(1) (1,cost,sint,cos2t,sinlt,...), t€ [-n,n],

fadr en ortonormalfglge savel i vektorruﬁmet (v,IR) af

alle kontinuerte reelle funktioner pad [-n,n] som i vektor-
rummet (W,f) af alle kontinuerte‘komplekse funktioner pa
[-n,n], idet bade (V,IR) og (W,f) tenkes forsynet med det
sadvanlige indre produkt. Dan den til (1) hgrende ortonor-
malfglge. Vis, at man ved normering éf funktionerhe i fpl-

gen

(2) (lle-ttreztle-2ltlegttl---)l t € [-n,n],

ligeledes far en ortonormalfglge i (W,l), og dan den til-
hgrende ortonormalfglge. Frembringer funktionerne i (2) det

samme underrum af W som funktionerne i (1)7?
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17. Beskriv enhedskuglerne {g}llgﬂp < 1} for p = 1,2, i

vektorrummene LmZ,EH og Lmé,ﬂﬂ.

18. Vis, at afbildningen
. ‘ % 5.2
(xlrxz) - (lx1| + lxgl )
ikke er en norm i Lmz,ﬂn.
19. Bestem samtlige normer i (L,L).
20. Vis, at der for enhver vektor x i LmZ,En gelder
Hzll, 2 Hzlly <zl
og
~-% %
n Hxlh < Hxlb < nllzll_,

Undersg¢g, hvilke lignende uligheder der gzlder mellem
Hmlblllwﬂ? og llell i vektorrummet af alle kontinuerte

reelle funktioner pa et interval [a,b].
21. . For vilk8rlige vektorer y og v i et normeret vektorrum
gelder som bekendt
Hutvll < Hull + llvll

Vis, at hvis sattet (u,v) er lineart afhengigt, s& gelder

lighedstegnet, hvis og kun hvis den ene af vektorerne frem-
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22.

23.

7. ¢v. 21 - 23

gar af den anden ved multiplikation med en reel skalar
A > 0. Vis ved et eksempel, at der kan gazlde lighedstegn

for et lineart uafhangigt sat (u,v).

Lad (V,L) vare et normeret vektorrum. Vis, at afbildningen

v +» llpil er en uniformt kontinuert afbildning af v ind 1 IR,
idet v forsynes med metrikken dist(u,v) = llu-vll og IR for-

synes med den sadvanlige metrik.

Lad (U,L) og (V,L) vere normerede vektorrum; normen af en

vektor u € U hhv. p € V betegnes Hull, bhv. Hvli,.
1° En linear afbildning f: U » V siges at vare begrenset,

dersom der findes et positivt reelt tal M, sdledes at

V=
hvis og kun hvis afbildningen u Wra,, af v ind i R

ILF (i, g Milull, for alle u € U. Vis, at f er begranset,

er begranset p& enhedskuglen{ u € U | Hully, £ 1} med ¥ som

majorant.

20 Vis, at hvis en linear afbildning fsU =V er kontinu—
ert i o, hvor ¢ er nulvektoren i U, s& er dén uniformt kon-
tinuert pd hele U, idet U og V tankes forsynet med de ved
normerne definerede metrikker. Vis dernast, at en linear
afbildning f: U -» v er kontinuerﬁ, hvis og kun hvis den er

begranset.
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3° Antag, at U har endelig dimension n € IV, og lad

(e;ye.sre ) vere en basis for U. Ved
~1 -n

+...+ +...4
use, ue, |l lugl lu, |

1 = n

defineres da en norm y + Wull, 1 U. Vis, at der findes

k.X € IR _, séledes at kKliully < Null, < Kllull, for alle

u € U. (Udnyt bl.a., at {(uzs..eruy) | lugl +ooot fu |

1}

A

er en kompakt delm@ngde af [".)

4° vVis, at hvis U har endelig dimension n € IN, s& er
enhver linear afbildning f:{ U - V begranset, og derved

kontinuert.

2

24. ‘Vektorrummet (IR”,R) tankes forsynet med det sedvanligé

indre produkt. Lad F vere den ved
(zyrxy) P flz,,z,) = (z,,2,)
definerede endomorfi éf 1B2. Bestem f*. Sat
v=1{(z,,z,) € B® |z, = z, }:
Overvej, at U er invariant ved fr men ikke ved f*. Bestem

den adjungerede til endomorfien f: U - U.

25. Lad (V,IR) vere et 2-dimensionalt euklidisk vektorrum, lad

f vere en endomorfi af v, og lad

o)

s
]
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26.

27.

28 .

30.

7. ov. 25 - 30

vere den til F hgrende matrix m.h.t. en ortonormal basis.
Vis, at f er normal, hvis og kun hvis b = ¢, eller b = -¢

og a = d.

Lad (V,L) vere et endelig-dimensionalt vektorrum med indre

produkt, lad X tilhgre [, og lad f1:f9:f5 vare endomorfier

af v, hvor fgoer bijektiv. Undersgg, om Afz, Fi+for f10f2

og fg_l er hhv. normale, selvadjungerede, ortogonale/unitare,
dersom fi1fy ©9 f, er hhv. normale, selvadjungerede, ortogo-
nale/unitere.

Lad (V,R) vere et euklidisk vektorrum af dimension n € IN.
Vis, at der for enhver ortogonal endomorfi f af V galder

ltrfl < n, og undersgg, for hvilke f der gzlder lighedstegn.

Lad f vere en normal endomorfi af et endelig-dimensionalt

vektorrum (v,L) med indre produkt. Vis, at f(V) = K l. Vis,

f

at for ethvert n € I har f"' samme rang som f.

Lad f vaere en idempotent normal endomorfi af et endelig-dimen-
sionalt vektorrum (V,L) med indre produkt. Vis, at f er orto-

gonalprojektionen pa fF(Vv).

Lad (V,L) vare et vektorrum med indre produkt af dimension
n € IN. Vis, at mengden af ortogonale hhv. unit®re endomor-
fier af v er en undergruppe af vektorrummets automorfigruppe;

gruppeh kaldes vektorrummets ortogonale hhv. unitare gruppe.
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Angiv en gruppe af matricer, som er isomorf med V's orto-

gonale hhv. unit®re gruppe.

- 31.  Lad (V,IR) vare et euklidisk vektorrum med dimension
n € IV. Lad fl,...,fp vere selvadjungerede endomorfier af

V med dimfi(V) > 1 for ¢ = 1,...,p. Endvidere forudsattes,

at der gelder

1 (1) dimf (V) +...+ dimfp(V) = n,

(2) Fq Feeot fp = e.

10 Begrund, at der findes en ortonormal basis (iil""'gir )
: 1

for f.(V), sdledes at hver af vektorerné e.. er egenvektor

1
for f. hgrende til en egenvardi Az * 0. Gor rede for, at
sattet |

*
( ) ‘ (211'""—e-lr’l'g@;!""'-e—2r2'.."£p1"."-e—prp)

bestdr af n vektorer. Vis, at sazttet frembringer V. Begrund,

N

at sattet er en basis for V.

(o} : — V - '
27 Vis, at fi(gij) = ;40 °9 at fk(gij) 0 for k # t.

Bevi dnyt f.eks. t f.ile..) = X.. YA A . . o
(Bevis og udny f.e s., a f%(gw) : Azgfl(gzg) +"'+'>‘1pr(-9-¢=7)')

3° Vis, at sattet (*) er en ortonormal basis for V.
Lad 41""'ép vere reelle symmetriske (nxn)-matricer, alle

forskellige fra gn'n, med rgél +...4 rgip =»n og 41 +oo.+ 4
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32.

7. ¢v. 31 - 32

4° Ggr rede for (ved udnyttelse af det foregdende), at

der findes 'en ortogonal (nxn)-matrix Sy sdledes at matri-

1

cerne S4 g_l,...,gé 5— alle er diagonalmatricer med kun

1 14
I1'er og O'er i diagonalen.

Lad (V,IR) vare et 3-~dimensionalt euklidisk vektorrum, og
lad ©® vare en ikke-triviel alternerende 3-linearform pa V.
Lad v

og v, vere vektorer i V, og lad f vare den ved

1 2

v e f(z) = @(21 1221_7_)_)

definerede endomorfi af V. Ggr rede for, at der findes en

og kun een vektor w € V, sdledes at
flp) = ww

for alle v € V. Vektoren w kaldes vektorproduktet (eller

krydsproduktet) af v, og v, (m.h.t. ®), og betegnes

1 2

v,xv,. For alle vektorer‘gz,go,gge:v har vi altsa

g
Dy*pr2g = ®(R5aVpeg)

Eftervis fglgende:

g2 FAn ) xuy = A xug) + A (Ryx2g)y

Dax A0 p4hg00) = A (wgxng) + Ag(pgxny)y

DV X0y = TLoXV 4y
21"1”.2'21 = 21"}12'22 = 0,

(y%20) (2 x2,) = (myo0) (uyewy) = (uy2,) (uy-2),
o o i = o 1? 1wl ? = (v, 7,
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hvor i den sidste linie v, og v, er forskellige fra ¢,

1 2

og 6 betegner vinklen mellem v; 09 v,. Vis, at p.xp, *# 2,

1 =2

hvis og kun hvis sazttet (21,22) er lineart uafhangigt.

Vis, at hvis (21,32) er lineart uafhe&ngigt, sd er sattet
(EI'EZ'EIXEZ) en basis, og at hvis sattet (v;/2,) er (line-
ert uafhangigt og) ortogonalt, sa er sattet (glpgz,gjxgz)
(lineert uafh@ngigt og) ortogonalt. Vis, at hvis V giver

den ved ¢ bestemte orientering (sml. 5. ¢v. 1), og (31,32.33)

er en positiv ortonormal basis, s& gzlder

g,%xe, = ¢

xe, = e e.xe. = e, .
=37 ! -3 ~1

-2

Bestem endelig (x,e +xje,+xze ) x(y,e,*y ety e;), nar

(e;re4r25) er en positiv ortonormal basis.

33. En endomorfi f af et euklidisk vektorrum (V,IR) siges at
vaere agntisymmetrisk, dersom f* = -f. Vis, at en endomorfi
f er antisymmetrisk, hvis og kun hvis p.f(v) = 0 for alle

vektorer v e V.

34. Vis, at hvis f er en antisymmetrisk endomorfi af et 3-dimen-
sionalt euklidisk vektorrum V (sml. ¢v. 33), og @ ér en
ikke-triviel alternerende 3-linearform pa V, s& findes en
og kun een vektor w € V, sdledes at der for alle » € V
gelder f(v) = wxv, hvor vektorproduktet er det ved ® be-

‘stemte (sml. ¢v. 32).
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8.1. SYMMETRISKE BILINEARFORMER.

Ved en bilinearform pd et vektorrum (V,L) forstds som
bekendt en afbildning (u,v) & B(w,v) af VxvV ind i L, sdle-
des at afbildningen y » B(u,v) for ethvert v € V er en line-
arform p& V, og afbildningen v » B(u,v) for ethvert u € V
er en linearform pa V. Vi skal i det fglgende indskranke os
til at betragte bilinearformer pd& reelle vektorrum (V,Ir) af
dimension n € IN.

-Sumﬁen af to bilinearformer pd Vv og produktet af en ska-
lar fra IR og en bilinearform p& V defineres pd oplagt made.
Mangden af bilinearformer pd vV bliver herved organiseret som
et vektorrum over K. Nulvektoren er nulformen, dvs. afbildnin-
gen (u,v) » 0.

En bilinearform B p& V siges at vare symmetrisk hhv.
antisymmetrigk, dersom der galder B(u,v) = B(v,u) hhv. B(u,v) =
-B(v,u) for alle u,v € V. For en antisymmetrisk bilinearform
B har vi specielt B(v,v) = 0 for alle v € V. Nulformen er béde
symmetrisk og antisymmetrisk; ingen anden bilinearform har beg-
ge disse egenskaber.

For en vilkdrlig bilinearform B pd V er afbildningen

(w,v) » B (u,v) = 5(B(u,v) + Blz,u))

en symmetrisk bilinearform pd V, og afbildningen

(y_l_q) Lad Ba(y_lz) = %(B(EIP_) - B(vr:{i))
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en antisymmetrisk bilinearform pad V. Idet B = B, + B kan B

altsd spaltes i en sum af en symmetrisk og en antisymmetrisk
bilinearform. Denne opspaltning er entydig. Thi er BS', B," |
hhv. Ba', Ba" symmetriske hhv. antisymmetriske bilinearformer
' r o 1" [/ — 3 . (- "o r,
med B3 + Ba BS + Ba B, har vi BS Bs Ba Ba ;
idet Bs’ - Bs” er symmetrisk og Ba" - Ba' er antisymmetrisk,
sluttes, at de begge er nulformen, hvoraf fglger, at BS' =
" ' = no £ 4
B," og B, B,". Bilinearformerne B, hhv. B kaldes den
symmetriske hhv. antisymmetriske del af B. To bilinearformer
siges at vare ekvivalente, hvis de har samme symmetriske del.
Herved defineres en &kvivalensrelation i mangden af bilinear-
former pa V. Hver zkvivalensklasse indeholder netop een symme-

trisk bilinearform;.de gvrige bilinearformer i klassen fds ved
.til den symmetriske at addere en vilkdrlig antisymmetrisk.

Lad B vere en vilkarlig bilinearform pa V, og lad der i
V vere valgt en basis (51""’2n)' For vilkarlige vektorer

u = ue;, teotu e 09 v = ve, Foootovoe i V¥ f&s da ved brug

n—n 1-1 n—n

af lineariteten

: n n
(1) Blusv) = § ) u;v B(gi,gj) ‘

1=1 g=1

Settes b . = B(Ei,gj) for ¢,j = 1,...,m, 0 B = (b ), o kan
(1) skrives
(2) B(y_il)_) = 7,=4, Eg

hvor y _ hhv. »

2, er koordinatrakken hhv. koordinatsgjlen for
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u hhv. v, og hvor B(u,v) opfattes som en (Ix1)-matrix. Det er

let at se, at der efter valg af basis kun findes een matrix

B, saledes at (2) er opfyldt for alle u,v € V. Ligningen

(2) kaldes matrixligningen for B m.h.t. den valgte basis,

og B kaldes den til B h¢grende matrix m.h.t. den valgte basis.
Det pastas, at en bilinearform B er symmetrisk, hvis og

kun hvis den til B h¢grende matrix g m.h.t. en valgt basis er

symmetrisk. Da enhver (Ix1)-matrix er symmetrisk, giver (2),

at der for alle u,v € V gaelder u By, = v g' . Symmetri af

—r = -

N

B er derfor ensbetydende med, at v Bu K = v

= -z==

B'y, for alle

urv € V. Men dette ses let at vare opfyldt, hvis og kun hvis

i

= E'. - Pa tilsvarende made vises, at B er antisymmetrisk,
hvis og kun hvis B er antisymmetrisk.

Vi skal dernast undersg¢ge, hvorledes den til en bilinear-
form hgrende matrix ®ndres ved basisskift. Lad B vare den til
B hg¢rende matrix m.h.t. en basis (gl,...,gn), lad (éz,...,gn)
vere en ny basis, og lad § vare koordinattransformationsmatricen

hgrende til overgangen fra (31,...,gn) til (e .,én). Sammen-

1,--

hzngen mellem koordinatsgjlerne u, og ﬁl for en vektor u m.h.t.

(21,...,En) hhv. (31,...,gn) er da givet ved g‘ = égl.‘Ved be-

nyttelse af dette fa&s for vilkarlige vektorer u,v € V

B(u,v) = u_By,
= 7 e )
_ Q (.—1)' _B_ _S_‘ZQ
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~

Den til B hgrende matrix B m.h.t. basen (él,...,én) er sdle-

=

des bestemt ved

Af det sidste resultat fremgdr, at matricer hgrende til
samme bilinearform m.h.t. forskellige baser har samme rang.
Det har derfor god mening at definere rangen rgB af en bili-
‘nearform B som rangen af de til th¢rende matricer.

For en symmetrisk bilinearform B defineres nulrummet ”B
som mengden af vektorer v € V for hvilke B(g,g) = 0 for alle
vektorer u € V. Lad B vare den til B hg¢rende matrix m.h.t. en
valgt basis. Nulrummet bestir da af de vektofer, hvis koordinat-
sgjler 2, opfylder u By, =0 for alle koqrdinatfakker.g_, ’alts&
de vektorer, hvis koordinatsgjler v

met NB er fglgelig et underrum af V med dimNB = n=-rgB = n=rgB.

opfylder £g|.= Qi' Nulrum-
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8.2. KVADRATISKE FORMER.

Lad ? vere en bilinearform pa& V, hvor som fgr V er et

reelt vektorrum af dimension n € IN. Ved

defineres da en afbildning K V - IR; den kaldes den til B

B!
hgrende kvadratiske form.

Idet den til en antisymmetrisk bilinearform hgrende kva-
dratiske form er nulformen, dvs. afbildningen v w» 0, hgrer der
til ®kvivalente bilinearformer samme kvadratiske form. Omvendt

hgrer der til ikke-azkvivalente bilinearformer forskellige kva-

dratiske formér; thi for en vilkarlig bilinearform B gelder

= 1
BS (_l_i_rz) = Z(BS(
=Lyt ) - Kl - ),

=

+ v, u+v) - B (u~-2v, u=1y))

hvilket viser, at B, er begstemt ved X Vi har altsd: Afbild-

B-
hingen B w KB er en bijektiv afbildning af m@ngden af symmetri-
ske bilinearformer p& V pa m&ngden af kvadratiske former pad V.
Ved undersggelse af kvadratiske former KB.kan det derfor antages,
at B er symmetrisk; B vil da vere entydigt bestemt.

En kvadratisk form K, pd V siges at vare positiv definit pa
et underrum U af V, dersom KB(E) > 0 for alle vektorer u € U~{0}
(idet der naturligvis galder KB(Q) = 0), og positiv semidefinit

pa U, dersom Kp(u) > 0 for alle y € U. Tilsvarende defineres be-
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greberne negativ definit og negativ semidefinit. Antager

Ky bdde positive og negative vaerdier pd U, siges KB at vere

indefinit pd U. Et underrum U siges at vare et positivitets-

underrum hhv. negativitetsunderrum for Kp, dersom K, er posi-

B
tiv hhv. negativ definit pd U. Ved KB's positivitetsindex

ind+KB forstas det stgrste dimensionstal for noget positivitets-

underrum. Ved Kg's negativitetsindexr ind_K, forstds tilsvarende

B
det stgrste dimensionstal for noget negativitetsunderrum.

Lad der i V vare valgt en basis, og lad B(u,v) = u_B8

<

!
vere matrixligningen for en symmetrisk bilinearform B p& V. For

den tilhgrende kvadratiske form f&r vi da (med oplagte betegnel-

ser)

R VI TR
J 1 g

n n

Kp(v) = v By, = z v, () byw) = ]} b
KB(E) er altsa et homogent andengrads polynomium i koordinaterne
Vyres+sv . Omvendt kan ethvert sddant polynomium pé entydig made

skrives pa formen v By

L=k

hvor B er symmetrisk. Vi har dermed:
Efter valg af basis for V kan de kvadratiske former K, (v) pd V
identificeres med de homogene andengrads polynomier i koordina-

terne for V.
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8.3. NORMALFORMER FOR KVADRATISKE FORMER.

Vi skal vise, at der for enhver kvadratisk form KB pa
V, hvor V er et reelt vektorrum af dimension » € I¥, findes

en basis for V m.h.t. hvilken det til X, hgrende homogene

B
andengrads polynomium ikke indeholder blandede led; den kva-

dratiske form siges da at antage normalform for den pagzldende
basis, eller at vare reduceret. Betingelsen for, at KB antager
normalform for en given basis er &benbart, at den tilh@rende

matrix er en diagonalmatrix. Idet ethvert endelig-dimensionalt
vektorrum kén forsynes med et indre produkt, endda sdledes, at
~en vilkarlig given basis bliver ortonormal (sml. side 7.1.11),
er det ¢nskede resultat indeholdt i den fglgende s®tning; sat-

ningen giver desuden yderligere oplysning om koefficienterne i

polynomiet.

Lad B vere en symmetrisk bilinearform pd et euklidisk vek-
torrum (V,IR), lad (gl,...,gn) vere -en ortonormal basis for V,
og lad B vere den t1l1 B hgrende matrix m.h.t. basen (31,...,§n).

Der findes da en ortonormal basiS'(él,...,é ), sdledes at den

n
til B hgrende matrix é m.h.t. basen (él,...,én) er en diagonal-
matrix. For enhver sddan bastis (él,...,én) er diagonalelementer-

ne ¢ B de karakteristiske rgdder for B, idet hver karakteristisk
rod forekommer sd mange gange som rodmultipliciteten angiver.
Antallet af diagonalelementer, som er hhv. positive, negative

og 0 er Llig med hhv. ind Ky , ind_K, og dimNB
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Bevis. Fgrst bemerkes, at matricerne, som hgrer til B

m.h.t. de forskellige ortonormale baser, netop er matricerne

1

af formen (S~ )Z§§~;, hvor S er en ortogonal matrix, (sml.

side 8.1.4). For en ortogonal matrix S galder imidlertid

~1 1

= 5', bg dermed (§_ )" = 5. Den omtalte m@ngde af matricer

IRs

er altsd mengden af matricer, som er ortogonalakvivalente med

B. Da nu B er reel og symmetrisk, er B ortogonal-akvivalent med
netop de diagonalmatricer, hvis diagonalelementer er de karakte-
ristiske re¢dder for B, idet hver rod ) forekommer rmA gange,
(sml. side 7.6.3 og side 6.2.4). Hermed er satningens to fgrste

pédstande bevist. Lad herefter (é ’én) vare en ortonormal ba-

g

sis m.h.t. hvilken matricen B er en diagonalmatrix. Lad p hhv.
q betegne antallet af positive hhv. negative diagonalelementer.
Da galder rgB = p+q, og antallet af 0'er i diagonalen bliver

derfor n-(p+q) = n - rgé = n - rgB = dimlN (sml. side 8.1.4).

Bl

Uden indskrankning kan antages, at de fgrste p diagonalelementer

er positive, de naste ¢ negative, og resten 0. Lad VieVarVs

)

betegne underrummene udspandt af hhv. (gl,...,gp), (3p+1""'2p+q

og (§p+q+1""'£n)‘ Vi har da oplagt Vl ® V2 ) V3 = V, og dermed
dimVZ + dimV2 + dimvs = dimV, altsé
(1) p + g+ dimlN_ = n.

B

Er nu U et vilkdrligt positivitetsunderrum, galder Un (V, & V,) =

{o}; thi Kg(u) > 0 for alle u € U~{o}, og Ky(v) < 0 for alle
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vev,® Vge Heraf fglger, at U danner direkte sum med v, ® V..

hvoraf videre fglger, at summen af U, U, og U3 er direkte; vi

har dermed ¢ & U2 ] U3 c V, og fglgelig dimy + dimv2 + dimv3

< dimy, altsa

(2) dimy + g + dlmNB < n.

Sammenholdes (1) og (2) fas dimyu < pi ethvert positivitetsunder-

rum har sédledes dimension < p. Men v, er et positivitetsunderrum

med dimension p, hvormed er vist, at ind+KB = p. P& tilsvarende

made indses, at ind_Kp = q. I

Vedrgrende den praktiske bestemmelse af en basis for hvil-

ken en given kvadratisk form X, antager normalform bemarkes fgl-

B
gende. Er (V,R) et euklidisk vektorrum og er B den til den sym-
metriske bilinearform B hgrende matrix m.h.t. en ortonormal ba-
sis (e;s-..,e ), bestemmes (&,,...,2, ) som en ortonormal basis
bestdende af egenvektorer for den (selvadjungerede) endomorfi

f af v, hvis tilhgrende matrix‘m_h.t. basen (gl,...,gn) er B.

Er (v,R) uden indre produkt og er B den til B hg¢rende matrix

m.h.t. en basis (31""'3n)’ indfg¢res det indre produkt
(u,e, +...+ upe ) (we, +eoot voe ) = uwv, telt v, hvorved
(gl,...,gn) bliver en ortonormal basis. Herefter gds frem som

ovenfor beskrevet.

Af s@tningen ovenfor fglger umiddelbart:
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Lad B vere en symmetrisk bilinearform pd et vektorrum
(VsIR) af dimension n € W, og lad B vere den til B horende
matrix m.h.t. en valgt basis. Da er Ky positiv definit pd V,

hvis og kun hvis alle B's karakteristiske repdder er positive.
- Ved brug af dette resultat skal vi dernast vise:

Lad B vere en symmetrisk bilinearform pd et vektorrum .
(V,IR) af dimension n € IN, og lad B vere den til B hgrende

matrix m.h.t. en basis (gz,...

»e,). Da er Ky positiv definit

pé V, hvis og kun hvis alle delmatricerne

(g « - bia
By = :
\by; + + « by
hvor k = 1,...,n, har positiv determinant.

Bevis. For k = 1,...,n sattes V, = span{eg;,...,e;}. Re-
striktionen By af B til VixV, er da en stmetrisk bilinearform
pa Vk' og den til Bk hgrende matrix m.h.t. bésen (51,...,gk)
er netop L.

Antag f@rst, at K, er positiv definit pd V. Da ervKB posi-

B
tiv definit pad hvert af underrummene Vir ©9 gk har derfor»if¢lge
den foregdende satning lutter positive karakteristiske rgdder.
Nu galder imidlertid for enhver kvadratisk matrix, at dens de-

terminant er lig med produktet af de karakteristiske r¢dder,



'det§k+1. Heraf fremgar, at dimn

Hermed er vist, at Kp er positiv definit pa v
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regnet med multiplicitet. Fg¢lgelig har vi detgk > 0.
Antag dernast, at detgk >0 for k = 1,...,n. Vi skal vise

ved induktion efter k, at Kp er positiv definit pé-Vk, og der-

med specielt pa v, = V. Af B(e;,e;) =D

77 = detgl } 0 fe¢lger,

at K, er positiv definit pad Vv

7° Antag, at KB er positiv defi-
nit pd V,, hvor 1 < kK < n. Der galder da ind K > k, thi v
_ k = +7Bry S k
er et k-dimensionalt positivitetsunderrum for Ky . Af
’ k+1

det§k+l >0 fglger, at 0 ikke er karakteristisk rod for B, .,
og-at‘antallet af negative karakteristiske r¢dder for Brvyr
regnet med multiplicitet, er lige; thi prdduktet af samtlige
karakteristiske re¢gdder, fegnet med multipliéitet, er lig med
= 0 og at ind_K er

Bre1
+ ind_KX

B
k+1
lige (sml. side 8.3.1). Da vi samtidig har ind+KB B
- k+1 k+1
dimNB = k+1 (sml. side 8.3.1), fplger, at ind+KB = k+1.
k+1 k+1
x+7¢ hvormed induk-

tionsbeviset er fuldfgrt. []
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Lad B vare en symmetrisk bilinearform pd& et vektorrum

(v,Ir) af dimension n € IV, og lad (gl,...,gn) vare en
basis m.h.t. hvilken Ky antager normalform, Kp(v) =
“1”12 +...+ unvnz. Vis, at antallet af koefficienter “i’

som er hhv. positive, negative og 0, er lig med hhv.

ind+K ind_XK_ og dimN Vis, at der findes en basis m.h.t.

B' B B*

hvilken KB antager en normalform, hvori enhver af koeffici-

enterne M er enten 1, -1 eller 0.

Lad (V,IR) vare et 3-dimensionalt euklidisk vektorrum.
En kvadratisk form Ky pd V er m.h.t. en ortonormal basis

(e;re5,25) givet ved

_ 2 2 2
Kp(p) = 2v,7 + 20,7 + 2v, 2V v,

Bestem matricen B for den tilhgrende symmetriske bilinear-

form B. Bestem rgB, ind+K5 ©g ind_Ky. Bestem en ortonormal

basis (2,,2,,2;) m.h.t. hvilken K, antager normalform. Lad

B

S betegne koordinattransformationsmatricen hg¢rende til over-
R ~ A ~ "'1

gangen fra (g;,e,,e;) til (27184+€3) . Bestem 5§ o9 5 . Veri-

1

ficer ved udregning, at (§*1)j§§-' er en diagonalmatrix med

B's karakteristiske rgdder som diagonalelementer.

Lad (V,IR) vare et vektorrum af endelig dimension n > 2,
og lad (gl,...,gn) vare en basis for V. En kvadratisk form

Kp pd V er m.h.t. den valgte basis givet ved
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K. (v) = 2 Y v.v..
B 1gi<jgn vt

Bestem matricen B for den tilhgrende symmetriske biline-

arform B. Bestem ind+KB, ind_KB og rgB. (Betragt f.eks.

det (n-1)-~dimensionale underrum

U= {ve, +eetve | v
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9.1. AFFINE RUM,

Lad 4 vere en ikke-tom ma&ngde, hvis elementer kaldes
punkter og betegnes P,Q,..., lad (V,R) vere et endelig-
dimensionalt reelt vektorrum og lad (P,q) » @(P,q) vare en

afbildning af 4x4 pd V. Vi siger da, at A er et affint rum

=

med V som vektorrum og ¢ som vektorafbildning, dersom f@l-

gende to betingelser er opfyldt:

(a) For ethvert punkt P € A og enhver vektor v € V
findes et og kun eet punkt Q € A, sdledes at ©(P,q) = v.
(b) For vilkdrlige punkter P,Q,R € A gelder

@w(P,Q) + @(&,R) = @(P,R).

Er 4 et affint rum med V som vektorrum og ¢ som vektor-
afbildning, vil vi ofte skrive PQ i stedet for ¢(P,Q). Betin-

gelserne (a) og (b) fadr da fglgende form:

£ (a) For ethvert punkt P € A og enhver vektor v € V fin-

des et og kun eet punkt Q € A, sdledes at PQ = V.
(b) For vilkdrlige punkter P,Q,R € A gelder P + QR = PR.

Som betegnelse for et affint rum 4 med vektorrum V og vek-
torafbildning ¢ bruges (4,V,¢), (4,V) eller blot 4.

Betingelsen (b) kaldes <ndskudsreglen. Betingélsen (a) er
abenbart ensbetydende med fglgende: For ethvert punkt P € 4
er afbildningen @ » @(P,Q) = PQ en bijektiv afbildning af 4 pa

V‘
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Lad P vare et punkt i et affint rum A, og lad v vare
en vektor i det tilhg¢rende vektorrum V. Ifgplge (a) findes
da netop eet punkt @ € 4, sdledes at PQ = v. Om dette punkt
@ siges,

- at det fremkommer ved afsetniné af v fra P;

- at det er endepunkt for B,In&r v afsettes fra P;

- at det har v som stedvektor ud fra P.
Vi skal vise fglgende simple konsekvenser af (a)-(b):

For vilkdrlige punkter i et affint rum gelder:

(1) P=QePq = o.
(2) PQ = -QP.
(3) P1@; = Py@yg = PPy = Q,4,.

(Udsagnet (3) kaldes Parallellogramsetningen.)

Bevie. Ifglge (b) har vi PP + PR = PR, hvormed PP = o.
Heraf og af (a) f@lger dernast, at P # ¢ implicerer PQ # o.
Hermed er (1) bevist. Ved anvendelse af (b) og (1) far vi
PQ + QP = PP = o, hvoraf (2) fremgdr. Ved anvendelse af (b)
fds endelig P,Q, = Pyd, = (P1P2 + PZQZ) - (P2Q1 + Q1Q2) =

P1P2'— Qle, hvoraf (3) fremgdr. []

Ved dimensionen dimd af et affint rum (4,V) forstds di-
mensionen af vektorrummet V. Et affint rum af dimension 1 hhv.

2 kaldes en linze hhv. plan.
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Et affint rum, hvis vektorrum er et euklidisk vektor-
rum, kaldes et euklidisk affint rum. Ved brug af norm-egen-
skaber samt (1) og (2) vises let, at der i et euklidisk af-

fint rum defineres en metrik ved dist(P,@) = ||PQl| = VPQ PQ.

Lad (4,V) vare et affint rum af dimension n y 1. Ved et
(affint) koordinatsystem i A forstds et sat (Oieqreeere,)
hvor 0 er et punkt 1 4, og (51""'En) er en basis for V.
Punktet 0 kaldes koordinatsystemets begyndelsespunkt, vekto-—
rerne g,,...,¢, kaldes koordinatsystemets grﬁndvektorer. Er
A specielt et euklidisk affint rum, og (31""’fn) en ortogonal
hhv. ortonormal basis for V, kaldes koordinatsystemet et orto-
gonalt eller retvinklet koordinatsystem hhv. ortonormalt eller
sedvanligt retvinklet koordinatsystem.

Er (0;31,...,gn) et‘affint koordinatsystem i et affint
rum (4,V), sd har for hvert punkt P € 4 stedvektoren 0P for
P ud fra 0 en og kup een fremstilling som linearkombination

af vektorerne i basen (31""'En)’

op = mle +.i.tx @ .
n—n

Talsattet (xl,...,mn) kaldes for punktet P's (affine) koordi-
natset m.h.t. det betragtede koordinatsystem. Tallet x . kaldes
for P's {'te koordinat. Det noteres, at koordinatsattet for
et punkt er identisk med koordinatsattet for punkteté stedvek~-
tor ud fra begyndelsespunktet.

Lad (0;31,...,£n) og (3;21,...,§n) vere to affine koordi-

natsystemer i et affint rum (4,V). Lad P vare et punkt i 4,



—
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som m.h.t. de to koordinatsystemer har koordinatsgjlerne

| hhv. 2‘. Idet punktet 0's koordinatsgjle m.h.t. koordi-

e

A A A A

natsystemet (0;31,...,gn) betegnes 4,r 09 koordinattrans-

formationsmatricen hgrende til overgangen fra basen (gl,...,gn)
A A ’ '

til basen (gl,...,gn) i V betegnes 5, sgges et udtryk for

A
forbindelsen mellemgI og Z - Forst bemerkes, at der galder

A A
(4) OP = 00 + OP.

A A A A
Om vektorerne 0P og 00 vides, at de m.h.t. basen (g;,...,2 )

A A
har koordinatsgjlerne z, hhv. g+ Om vektoren OP vides, at
den m.h.t. basen (31""'§n) har koordinatsgjlen g‘; dens

A A
koordinatsgjle m.h.t. basen (g,/,...,e ) er derfor Sz (sml.

side 4.3.1). Fplgelig fdr vi ved indsazttelse i (4)

s>
W8

A + S
. =a.
| T &) T g

hvormed den ¢nskede relation er etableret. Det noteres, at

é‘ og é er entydigt bestemt.

Bemerkning. I den her givne definition af begrebet affint
rum er forlangt om vektorrummet, at det er endelig-dimensionalt
og reelt. Frafaldes disse to krav fds "endelig- eller uendelig-
dimensionale, reelle eller komplekse affine rum". Store dele
af teorien kan umiddelbart udvides til ogsd at omfatte sddan-

ne affine rum.

Eksempel. Ethvert (endelig-dimensionalt reelt) vektorrum
vV kan pd naturlig mdde organiseres som et affint rum med sig

selv som vektorrum, nemlig ved vektorafbildningen (u,v) » v - u.
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{

9.2. AFFINE UNDERRUM,

En ikke-tom delmangde A, af et affint ram (4,V,¢)
siges at vare et affint underrum, dersom for det fgrste
w(onAo) er et underrum af v, og for det:;ﬁdet A, er et
affint rum med w(onAo) som vektorrum og g sAbeo - w(onAo)

som vektorafbildning. Vektorrummet v, = m(AOxAO) kaldes da

for Ao‘s retning.

Lad (A,V,p) vere et affint rum og lad (AO'VO) vere et

affint underrum. Der gelder da
= {@d € 4| (D(POIQ) € Vo}

for ethvert punkt P, € A

0 0°

Bevig. Lad fgrst @ vare et punkt 1 Ag- Vi har da

(PO,Q) € A ,x4,, og dermed w(PO,Q) € @(4,x4 ) = V_ . Hermed

0.
er den ene inklusion vist Lad dernast @ vare et punkt i

a},( A med ©(P,/Q) € V,. Da (a) er opfyldt for (AU,V ), findes
u et (og kun eet) punkt R € 4, med w(Po,R) = w(Pon)- Men ved

anvendelse’aff(a) - pd (4,V) - sluttes heraf, at R = @, 09~

dermed, at @ ¢ 4,. Hermed er den anden inklusion vist. ]

Lad (A,Vip) vere et affint rum, lad P, vere et punkt <

A, og lad Vofv@ra et underrum af V. Mengden

=@ edl 9(PyQ €7y

er da et affint underrum med retningen Vor som indeholder P,.



ses, at (a) og (b) side 9.1.1 er opfyldt for ApgeV
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Bevis. Af o € VO fglger, at P, € A,. Dernast vises, at

“o
w(onAo) = VU' Lad v vare en vektov i VU’ ¢y lad @ vare be-

stemt ved m(Po,Q) = p. Vi har dz g ¢ Apr ©F

v o= w(PorQ) € w(onAo). Hermed ex den éﬂ%‘inklusion vist,
Lad omvendt Ql og Qz vare punkter ivﬂo. Idet w(Ql,Qz)
w(Ql'PO) + m(PolQZ) = —W(PO'QI) + W(Pataz)' gses, at Lp(erQz)
er sum af to vektorer fra Vor o9 derfor selv en vektor fra
VO' Heraf fglger den anden inklusion. Vi skal endelig vise,

at Ao er et affint underrum med retningen V,. Hertil skal vi-

0
0" Det er
trivielt, at (b) er opfyldt. Lad derfor P vare et punkt i Ayr
og v en vektor i Vo; det skal da vises, at der findes netop eet
punkt @ é;Aa med @(P,Q) = v. Idet (a) er opfyldt for (4,V)
findes netop eet punkt Q € 4 med ¢(P,Q) = v; det skal vises,

at Q@ € Aa,-Hertil bemarkes, at w(Po.P) € VO' idet P € Ao, og

at ¢(P,Q) € V,, idet ¢(P,q) = v. Da nu ¢(P,,q) =

m(Po,P) + @(P,q), ses, at m(Po,Q) er sum af to vektorer fra
VO' og deffor selv en vektor fra V,. Men heraf fglger, at

0

Ved anvendelse af disse to sztninger skal vi herefter

vise:

.Ef'%ﬁék?{ypﬂi_e I, affine underrum af et affint rum 14,V)
og er nAi‘ikkéﬂtom, 8d er NA; er affint underrum med retnin-

gen nVi.
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Bevis. Lad PO vere et punkt i ﬂAi. For hvert af de
affine underrum A; galder da, at punkterne i A, fremkommer
ved afsatning af vektorerne i v fra PO. Punkterne i nAi
fremkommer derfor ved afs®tning af vektdrerne i nvi fra Py

Heraf fglger pdstanden, idet nv, er et underrum af V. []

Af den foreglende s@tning fremgdr umiddelbart, at for
enhver ikke-tom delm@zngde M af et affint rum er fzllesmengden
af alle affine underrum, som indeholder M, et affint underrum,
som indeholder M. Det kaldes det af M udspendte eller frem-

bragte affine underrum, og betegnes affM.

Lad (AO’VO) vaere et affint underrum af et affint rum (4,V),
1ad 0 vare et punkt i 4, og lad (Po;gl,...,gr) vare et affint
koordinatsystem i Apy- Idet punkterne i 4, fremkommer ved af-

setning af vektorerne i'VO fra PO’ har vi

cort € IR}

r T r

r

s
i

1’

{Pea | . P)P=te+...4t ¢

-olt em}l

T r

r

Il

{Pe A | OP = OP, + tie;+...+t e

1=1 e

hvor der ved den sidste omskrivning er benyttet indskudsreglen.

Vi siger, at der ved

OP = OPO + tl—e—1+'..+tz’-€- r tlloccftr € E'

r

er givet en parameterfremstilling af (AO,VO).

Et affint underrum (AO,VO) af et affint rum (4,V) kaldes

en hyperplan i1 A, dersom dimd, = dimd - 1.
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Lad ‘Az'Vz) og (AZ,VZ) vaere affine underrum at et
affint rum (4,V). Vi siger da, at A, o9 A2 er parallelle,

dersom enten V c V, eller V

1 2
exr komplementere, dersom V

c V,. Vi siger, at 4, og Ag

2 1

1 ® V2 = V. 0§ er (4,V) et eukli-

disk affint rum, siger vi, at A; 09 A, er ortogonale, der-

som V1 L V2.

Exr (AO'VO) en hyperplan i et euklidisk affint rum (4,V),

forstds ved en normal til 4, et til A, ortogonalt I-dimensio-

0
nalt affint underrum, altsd et affint underrum med retningen

Vol. En vektor v € le\~{g}kaldes en normalvektor til 4,.

Er (AZ,VZ)'og (Az,Vz) linier (d.v.s. I-dimensionale af-
fine underrum) icet euklidisk affint rum (4,V), defineres vink-
len 6 mellem dem ved

2,78y

6 = Arc cos|—————-
Hgﬂlllgﬂl

14

hvor‘gz € le{g} og v, € sz{g}.

Eksempel. De affine underrum af et vektorrum, som pd na-
. turlig m&de‘Qrzorganiseret som et afint run med sig selv som
vektorrum (sml., side 9.1.4), er netop sideunderrummene i vek-

torrummet.
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9.3. AFFIN AFHAENGIGHED OG UAFHANGIGHED.

Lad (4,V) vere et affint rum. Er PO""’Pr € A og
Ao""'xr € IR, bestemmes for hvert punkt 0 € 4 en vektor

v € V ved

For A0+...+Ar = 0 bliver p uafhangig af 0, idet vi da for

et vilkérligt punkt 3 € A har

r A o r A r
} A;0P, = (] 2,000 + ] A.0P,
1=0 = L=

1]
N~ .

'AiOPi-.
0

Det fplgende har derfor god mening: Et sat (PO,...,PP) af
punkter fra A siges at vaere affint afhengigt, dersom der fin-
des AO,...,Ar:e ﬂ? med (AO,...,AP) £ (0,...,0) 09

ooty =0, sdledes at
” ,
(1) } A.OP.= o

for et (og dermed ethvert) punkt 0 € 4. Exr sattet (PO""'Pr)
ikke affint afhengigt, siges det at vere affint uafhengigt.
Dette kommer altsd ud pd, at (0,...,0) er det eneste sat
(AO,...,Ar) med Apteeetr, =0 for hvilket (1) er opfyldt. Det
bemzrkes, at et sat bestdende af eet punkt altid er affint

uafhangigt.

Et set (PO""'Pr) bestdende af mindst to punkter fra et
affint rum er affint afhengige, hvis og kun hvis vektorsettet

(PoPireesPyP ) er lineert afhengigt.
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Bevis. Hvis punktsattet er affint atfh&ngigt, findes
AO,...,AP € R, som ikke alle er ¢, oo som har sum ¢, sa-
ledes at

r
A NPEs = 2
'L=0

i

og dermed

I’
(2) L APoPs
z=1

i
O

Da mindst eet af tallene X,,...,A er forskelligt fra 0, og

summen ey lig wmed 0, kaun xl,...,xr ikke alle vare 0; af (2)

fremgdr derfor, at vektorssttet er lineart afhangigt. Hvis
omvendt vektorsattet er lineazrt afhangigt, findes

Ajreeerh, € R, sdledes at (2) er opfyldt. Sattes Ay =

+(A‘1(+o-'+>\1,)' fés )\.0+'--+}\r = 0 Og

| 3183
>
.
av]
v ]
It
>
v}
S
lav]

+
N~
>
v}

hvoraf fremgdr, at punktsazttet er affint afhangigt. []
' Af sztningen ovenfor fremgdr umiddelbart:

Et affint rum A har dimension n, hvie og kun hvis n+1
er det makeimale antal punkter 1 noget affint uafhengigt set

af punkter fra A.
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Er PO""'Pr punkter fra =t affint rum 4 og erx

A seeerA_ € R, bestemmes for hvert punkt 0 € 4 et punkt
0 r F

P € 4 ved
r
(3) OP = ) A_.OP
For A0+...+AP = 1 bliver P uathagigt af 0; thi af
AA n A
0P = ) A.0P.
folger
AA r

A
0P Y A.(00 + 0P.)
et 1 1
1=0

it

A r
A )00 + ) A0P
0 =0

(

T

I —~15

A A
= 00 + OP = 0P,

A
hvormed P = P. Dette leder til fglgende definition: Et punkt
P € A siges at vare en affin kombination af punkterne

PO""’Pr med koefficienterne AO""’xr’ dersom A0+...+Ar =1

og (3) er opfyldt for et (og dermed ethvert) punkt 0. Vi vil

da ogsd& skrive

Antag, at et punkt P i et affint rum er en affin Kkombi-

natiton af punkter PorevesP . Koefficienterne 1 fremestillingen

r

er da entydigt bestemt, hvis og kun hvis settet (PO""'PP)

er affint uafhengigt.



MAT 101 9.3.4.

Bevig. Lad 0 vare et punkt i det affine rum, og lad
r
(4) 0P = ) X.0P.
1=0
vare en fremstilling af P som affin.koﬁbination af

b Pyees+sP,. Er sattet (P,,...,P ) affint afhangigt, findes

r
t Wgre--ri, € R, som ikke alle er 0, siledes at u,+...+u =0

og

r .

7:!{01.{1:0P1: = 0.
Ved

r l

OP = igo(A£ + u,)oP,

er da bestemt en fra (4) forskellig fremstilling af P som

affin kombination af PO""’Pr" Er omvendt

en fra (4) forskellig fremstilling, sd har vi

r

T

hvor koefficienterne Ao-v ,...,Ar-vr ikke alle er 0, men har

0
sum (; sattet (PO,...,PP) er da affint afhengigt. []

Et set (P,s...,P,) bestdende af mindst to punkter fra

et affint rum er affint afhengigt, hvie og kunm hvies mindst
eet af punkterne 1 settet er en affin kombination af de ov-—

rige.
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Bevis. Lad 0 vare at punkt i det affine rum. Hvis sat-
tet er affint afhangigt,. findes Rﬂ§~gﬁr5 € R, =om ikke alle

er 0, og som har sum ¢, gidledes st

r
z AOP . = 0,
=0 = "

§ { o ii\ = ]
i21 Ao
og
% A{‘
i;1€w §§;09i = 0P, -

Punktet P, er altzd en affin kombination af PyresasP . Hvis
omvendt PO er en affin kombination af Pl,cnm,Pr, s8 findes

Ajrecurd, € R med sum 1, sdledes at

r
0P, = § X, 0P, .

L]

i

Sattes AO = =1, fas A0+wnq+kp = ) 0y

iﬂ
AOP, = o3
a}: \?‘/ ‘L *""‘ﬂ
7=

bid

sattet (PD,W.QHP_} er altsd affint afhengigt. [}

For enhver ikke~tom delmengde M af et affint rum (4,V)

x

er affM identisk med mengden af punkter i 4, som er affine
kombinationer of punkiter 4 M,

Bevis. Lad Vﬁ vare affM’'s retning, og lad PO vare et

punkt 1 M. Sat
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P€V | PE ML,

Det er klart, at X ¢ V,, og dermed, azt spank ¢ V,. P&

0’ 0-

den anden side fds ved afsatning af vektorerne i spank
fra PO et affint underrum af 4. som indeholder M, og der-

med ogsd affM; der galder derfor ‘ogsad V, < spank, og altsd

0

Vo = spank. Er nu P € 4 en affin kombination af punkter i

M, findes PZ""’Pr € M, oy Al,...,kr € R med sum I, sdle-

des at

r
PP = L AiPOPi .

Da vektorerne P0P1’°"’P0pr tilhgrer K., sluttes at POP til-

hgrer v,, hvormed P € affy. Lad omvendt P vare et punkt i

0

affM. Vi har da P,P € V,, og der findes fg¢lgelig

0 0
Pyre--sP, €M o9 Ajreessd, € B, sdledes at

r
P,P = i A.P.P. .

Sattes AO =1 = (A, +...+1,), fés A0+...+Ar = ] og

hvoraf fremgdr, at P er en affin kombination af punkterxrne

PoreveiPy € M. ]
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9.4. AFFINE AFBILDNINGER.,

En afbildning f af et affint rum (4,0) ind i et
affint rum (B,V) siges at vare en affin afbildning, dersom

der findes en line®r afbildning % af_U'lnd i Vv, saledes at
) FEQ) = £(P)F(Q)

for alle P,Q € A. Det er klart, at ? da er entydigt be-

stemt; den kaldes den til f hgrende lineare afbildning.
Bemzrk, at der for en given vilkarlig afbildning

Ff + 4 > B findes en (0og da kun een) ikke ngdvendigvis linezr

afbildning ? : U - V med egenskaben (1), hvis og kun hvis
PQ = R3S =» f(P)f(Q) = f(R)F(S)
for alle P,Q,R,S5 € 4. .

Lad (A,U) og (B,V) vere affine rum, og lad g : U - V
vere en lineer afbildning. For hvert 0, € 4 og hvert 0, € B
findes da en og kun een affin afbildning f : A - B med f(Ol) =

A..
Oy 09 f =g

Bevig. For at indse éentydigheden beme:rkes, at er f en
affin afbildning med de angivne egenskaber, m& der for alle
P € A galde 04f(F) = f(Ol)f(P) = ?(OJP) = g (0,P). Billedpunk-
tet f(P) er sdledes bestemt som det punkt i B, der fremkommer
ved afsatning af vektoren g(OlP) fra 0,. For at vise eksisten-

sen betragtes den afbildning f, som fgrexr et punkt P € 4 over
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i det punkt i B, som fremkommer ved afsatning af vektoren

g(0,P) fra 0,; vi har altsé 0,f(P) = g(0;P) for alle

2
P € A. Om denne afbildning f galder da for det fgrste
floy) = 040 thi 02f(01):== 9(0101) = q(31:= 0. Endvidere gal-

der

g(pg) = g(PO, + 0,Q) = g(P0O,) + g(0,Q)
= ~g{0,P) + g(0,Q) = =0,f(P) + 0,f(q)
= f(P)oy, + 0,Ff(Q) = f(P)f(Q)

for alle P,Q€ A, hvoraf fremgldr, at f er en affin afbildning
A v
med f = g. []

Lad (A,U) og (B,V) vere affine rum, hvor dimd = n > 1.
For hvert affint uafhengigt set (P,,...,P,) af n+l punkter
fra A og ethvert set (QO,...,Qn) af n+l punkter fra B findes
da en og Run een affin afbildning f : 4 -» B med f(Pi)=:Qi
for £ = 0,...4m.

Bevis. Fgrst bemarkes, at en affin afbildning med de i
satningen angivne egenskaber er det samme som en affin afbild-
o r‘ - A | S,
ning f med f(Po) = q, o9 f(pOPi) = Q,49; ﬁor 2 =1,...,n. Da
settet (Popi""’POPn) er en basis for U (sml. side 9.3.1),

findes netop ¢éeén linear afbildning g : U = V med g(PoPi) =

 Q0Qi for 1 =“i};j;,n (sml. side 2.1.2). Ifglge den ‘foregdende

satning findes derfor netop een affin afbildning f : 4 » B

A
med f(P0)>- Qo og f(POPi) = QoQi for 1 =1,...,n. Hermed er

‘satningen bevist. []
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Lad f vere en afbildning af et affint rum (4,U) ind

1 et affint rum (B,V). Felgende tre betingelser er da ens-

betydende:
(2) F er en affin afbildning.
! r
{ (3) f bevarer affine kombinationer, d.v.s. P = § \;Ps
r =0
implicerer f(P) = 7§ Aif(P%)‘
=0
(4) PQ = \RS implicerer f(P)f(Q) = Af(R)f(S)-
Bevis. Antag, at (2) er opfyldt, lad Pyre+-sP, vare
punkter i 4, og lad AO,...,AP vaere reelle tal med sum 1.
r r
Punktet P = ) )_.P_. ér da bestemt ved, at OP = ), A.0P, for
L0 1 7 i=b 7 1
et vilkarligt punkt 0 € A. Ved brug af (2) fir vi da
AT
flo)r(p) = flop) = F( X ;0P )
=0
Bk ' | r A r
E = 'Z A flop,) = .Z A FOYFPL)
. 1=0 1=0
| ST
' altsd f(pP) = 7§ Aif(Pi)‘ Hermed er vist, at (2) medfgrer (3).
o__'=0

Antag dernast, at (3) er opfyldt, lad P,Q,R,S vare punkter i

(. A, og lad )\.vare et reelt tal, sdledes at PQ = ARS. Vi har da

PP = o = PQ - AR5 = PQ = ARP = \PS

[}

PQ + MPR — )\PSj

punktet P er altsd en affin kombination af punkterne @,R og

S med koefficienterne 1,\ og -). Ved brug af (3) fgr vi derfor
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o = f(P)f(P)
= F(P)F(Q) + AF(R)F(R) - AF(P)F(S),
og dermed
FIF@Q) = = AF(P)F(R) + AF(P)F(S)

[}

A= F(P)F(R) + F(P)F(S))

]

AF(R)F(S).

Hermed er vist, at (3) medfgrer (4). Antag endelig, at (4)
er opfyldt. Vi har da specielt PQ = RS implicerer f(P)f(Q) =
F(R)f(3), hvoraf fremgdr, at der ved F(PQ) = fF(P)f(q) defi-
neres en.afbildning‘}~: U - V. Det skal vises, at } er line-

" , A A A ,
er. Fgrst vises, at f(u, + u,) = flu;) + f(u,)} for alle

har vi

A A .
f(PQ + QR) = f(PR)

FRIFR) = £FBYF(Q) + FIQ)FR)
F(Pq) + FgR)

’

A
f(ﬁl + 52)

A A
= fluy) + Flug).

' LA A
Dernest vises, at f(Au) = Af(u) for alle y € U og A € R.
Er P,Q,R 09 S punkter i 4 med y = RS og Aui= PQ.-og dermed
PQ =}ARS,ff&s‘ved’brug af (3)

]

AR
FfOu) = f£(PQ) = F(P)F(Q)
= Af(R) £(5) = AF(RS) = AF(w),

hvormed er vist, at (4) medfgrer (2). []
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Man efterviser let fglgende:

Lad (A,U) og (B,V) vere affine rum, og lad f ¢+ A - B
vere en affin afbildning. For hvert affint underrum (By:Vy)
af B med f-l(Bo) # 0 er ffl(BO) et affiﬁ;fundefrum af A med
retningen }—Z(VOL og for hvert affint underrum (Ay,Uy) af A

er f(Ao) et affint underrum af B med retningen ?(UO).
Man efterviser ligeledes let fglgende:

Epiif : A - B og g : B~» C affine afbildﬁinger, e& er
den sammensatte afbildning gef ¢ A » C ligeledes affin, og
AR |

En affin afbildning f : A » B er bijektiv, hvis og Kkun
hvis den tilhorende lineere afbildning } er bijektiv. Hvie f
er bijektiv, ed er den omvendte afbildning f-l : B » A lige-

ledes affin, og ff} = ¥

Lad (4,U) og (B,V) vare affine rum, og lad (0,ig;r.--re,)
hhv. (02;11,...,fm) vere et affint koordinatsystem i 4 hhv. B.
Lad videre f : 4 » B vare en affin afbildning. For et vilkér-

ligt punkt P € 4 har vi

ng(P) = 0,f(0;) + £(0,)f(P)

(5) A
= 0,f(0,) + f(OIP).

- Betegnes nu med 4 den til f h¢rende matrix m.h.t. baserne

‘(31,;..,gn) hhv. (f,s....f,), med u, punktet P's koordinats¢j-

i
le m.h.t. koordinatsystemet (01;31,...,gn), og med g punktet
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f(ol)'s koordinatsgjle m.h.t. koordinatsystemet
(Oz;fl,...,fm), sd er punktet f(P)'s koordinatsgjle 2, m.h.t.

koordinatsystemet (Oz;fl,...,fm) ifplge (5) bestemt ved

v =g‘ +’é“lé' .

Denne relation kaldes den affine afbildnings matrixligning

m.h.t. de betragtede koordinatsystemer.

En bijektiv affin afbildning af et affint rum A pi sig
selv kaldes en affin transformation af A. Mzrgden:af affine
transformationer af 4 er en gruppe med sammensatning som kom-
position; gruppen kalhes A's affine gruppe.

En affin transformation af et affint rum 4 kaldes en
translation, hvis den tilhgrende linezre afbildning er den
identiske afbildning. Ved hjalp af parallellogramsaztningen
indses let, at en affin transformation f'af 4 er en transla-
tion, hvis og kun hvis Pf(rP) = Qf(qQ) for alle P,Q € A. Vekto~-
ren Pf(P) kaldes da translationsvektoren. Mengden af transla-
tioner af 4 er en kommutativ undergruppe af A's affine gruppe.

En afsﬁan&sﬁevarende affin transformation af et euklidisk
affint rum kaldes en kongruens. Mzngden af kongruenser af et

euklidisk affint rum er en undergruppe af rummmets affine grup-

pe.

En'affin‘transfommatﬁon f af et euklidiek affint rum
A
(A, V) er en kongruens, hvis og kun hvie f er en ortogonal

endomorfi af V.
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Bevis. Ifplge definitionen af metrikken i et euklidisk
affint rum (side 9.1.3) er f en kongruens, hvis og kun hvis
HPQIl =l £(P)F (@)l for alle P,Q € 4. Idet f(P)f(Q) = ?"(PQ)
ses, at f er en kongruens, hvis og kun hvis } er en normbe-
varende endomorfi af V. Dette sidste vides imidlertid at ve-

A
re ensbetydende med, at f er ortogonal (sml. side 7.7.1). []

En kongruens f af et euklidisk affint rum (4,V) siges
herefter at vare egentlig hhv. uegentlig éfter som den tilheg-
rende lineazre afbildning f er en egentlig hhv. uegentlig orto-
gonal endomorfi af Vv (sml. side 7.7.4). Det ses, at den iden-
tiske afbildning af 4 er en egentlig kongruens, at den inverse
til en egentlig hhv. uegentlig kongruens er egentlig hhv. uegent-
lig, at den sammensatte af to kongruenser af samme art er egent-~
lig, og at den sammensatte af to kongruenser af forskellig art
er uegentlig. Specielt noteres, at mengden af egentlige kongru-
enser af et euklidisk affint rum er en undergruppe af rummets

affine gruppe.

Vi skal éndelig vise fplgende satning (hvoraf fremgar, at
kongruenserne af et euklidisk affint rum netop er de afstands-

bevarende afbildninger af rummet ind i sig selv):

Enhver afstandsbevarende afbildning f af et euklidisk af-
fint rum (A,V) ind © sig selv er en affin transformation af A,

- og dermed en kongruens.
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Bevis. Forst bemerkes, at der for vilkirlige vektorver

u 0og p 1 et reelt vektorrim med indra pvodukt galdeyv

‘7 "
Hu = oll® = (y-p)« (u-1)

3 2 - :

= ull® 4 Nelt” - faow, o
og dermed
(6) vy = &qygug +|IgH2 ”llg"yH2)~

Lad 0,P 6y Q vaere punkter i A. Anvendes (6) med y = OF oo

v = 04, fis
0P.0q = ¥(dlst(n,p)? + dist(0,0)% - aistir. 2%,
og anvendesi(ﬁ) med y = F(O)f(P) og v = F(0)f(q). fés
foyg@).£(0)r@Q) .= %(dist(f(O).f(P))g + dist(f(O?ef{Q}}Z ~
aist (£(p), i@ ).
Da f er afstandsbevarende, har vi s&ledes

(1) 0P-0q = £(0)F(P)-£(0)£(Q)

for alle 0,P,§ € A. Lad nu (0;51,...;gn) vare et sadvanligt
ﬂ; ‘ retvinklet koordinatsystem i 4, og lad punkterne Pl,...,Pﬁ € 4
o . vare bééﬁémﬁiﬁgd, at op, = gl,»..f;OPﬁ*fgn. Endvidere sattes

3 Ll ffﬁi;ﬁﬂjgj%‘CSf(Pl), ‘es ,g;==6f(Pn). Af (7) fremgdr da,

SN A
at ogsd (O;gz,...,gﬁ) er et sadvanligt retvinklet koordinat-
- system 1 A. Ved anvendelse af (7) fé&s endvidere, at for et-

/lm(' hvert punkt P € 4 er punktet f(P)'s koordinatsgjle zl m.h.t.
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det sidste koordinatsystem identisk med P's koordinatsgjle

Xy m.h.t. det fgrste koordinatsyvstem; vi har nemlig (sml.

side 7.1.7)

u, = OP.g. = OP-OP,

FOIFB)FlOIF( ¥
= 0r(P) .2,

A .
1

= 0.,

‘L =1’¢."n.

Lad herefter g vare den entydigt bestemte affine afbildning
af 4 ind 1 4 med 4 (0) = 0 (= f(0)), hvis tilhgrende lineare
afbi%dning 3': V - V er den, hvortil der hgrer matricen En'n.
idet originalVektoref henfgres til basen (gl,...,gn).og bil-
ledvektorer henfgres til basen (gzy...,gn). Da En,n er regu-
ler, er 3 bijektiv (sml. side 4.2.5), og g dermed en affin
transformation af 4 (sml. side 9.4.5). Henfgres originalpunk-
tei ﬁil»koérdinatsystemet (Oie;e--vre;) og billedpunkter til

. * v A A A
kocrdinatpystemetf(o;gl,...,gn), fadr g matrixligningen

2 Ce tiy -

Sammenholdes dette med det ovenfor beviste fremgdr, at f = g,

hvormed satningen er bevist. []

‘Til‘sidét anfgres, at man naturligt kan definere en iso-
morfi af et affint rum pd et andet som en bijektiv affin af-
bildning af det ene rum pd det andet. Findes en sddan, siges

de to rum at vare isomorfe. Er talen om to euklidiske affine



L
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rum, forlanges yderligere, at den tilhgrende line=zre afbild-
ning bevarer det indre produkt. I begge tilfzlde galder, at
eksistensen af en isomorfi er esunsbetydende med, at de to rum

har samme dimension.

'

Bemerkning . I element®re ! emstillinger af plan- og rum—
geometri er det grundlag, hvorpéa teorien udvikles, ofte meget
ufuldstendigt. Et tilfredsstillende grundlag *) fas ved at si-
ge, at plan- hhv. ruﬁgeometri er ékudiet af euklidiske affine
rum af dimension 2 hhv. 3. Det skal hertil bemarkes,

- at "planen" hhv. "rummet" (med de egenskaber, som disse
begreber tillagges) er euklidiske affine rum af dimension 2
hhv. 3,

- at alle den elementare geometris begreber kan indpasses
i den euklidiske affine geometri, og at alle satninger i den
euklidiske affine geometri, som er modstykker til (gyldige)
eleméntaxgeometriske satninger, herved bliver gyldige,

| - samt at euklidiske affine rum (som ovenfor anfgrt) er
isomorfe, hvis og kun hvis de har samme dimension.

Det pointeres, at det ovenfor angivne grundlag for plan-
og rumgeometrl ikke er det eneste acceptable. Det er muligt -
men omstandeligt - at bringe det i elementzre fremstillinger
aﬁtydede;gruﬁdlag i orden, hvorefter teorien kan udvikles ef-

ter kéﬁdta‘féﬁﬁingslinier;q

*)

- Dog méngler endnu bevis for eksistens af IR, og en af den
elementare geometri uafhengig indfgrelse af de trigonometri-

ske funktioner.
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9.5. AFFINE FUNKTIONER OG HYPERPLANER.

Legemet I kan som bekendt opfattes sowm et I-dimensi-
onalt reelt vektorrum, og dermed som et affint rum med sig
selv som vektorrum og vektorafbildningéﬁ~(a,b) = ab = b~a.
Ved en affin funktion pd et affint rum (4,V) forstds heref-

ter en affin afbildning af (4,V) ind i R, idet IR opfattes

S FERRNRI RS D Lo

som et affint rum sdledes som beskrevet; den tilhgrende li-

nezre afbildning er da en linearform pd V.

SRR

Mengden af affine funktioner pd et affint rum (A,V) er
et underrum i vektorrummet F(A,R) af alle afbildninger af

A4 ind 1 IR.

Bevis. Det skal vises, at er f og g affine funktioner
pd A, og er X et reelt tal, sd er ogsd Af og f+g affine funk-

tioner pd 4. Lad P og § vare vilkdrlige punkter i A4; vi har

J
i
i
i
3
4

da ,
(1) (O (PQ) = 2F(Pa) = A£(P)£(Q)
| = AF@ - £(P)) = AL(@ - AF(P)
\ = 0N @ = O (@)
= () (B) (AF) (@)
og
(2) (3+9) 12@) )= F(PQ) + g(PQ) = F(PYF(Q) + g(P)g(Q)

= (f(Q) - F£(P)) + (g(@) -~ g(P))

PN
/
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F@) +g@))~ (@) + g())
(£+g) (@) = (f+g) (P)
= (f+g) (P) (f+g) (@) .

1 .
. A A
Af (1) fremgdr, at Af er en affin afbBildning med Af = Af,

i} » A -
og af (2) fremgdr, at f+g er en affin afbildning med f+g =
A

A
f+g. [

x Enhver konstant reel funktion p& et affint rum (4,V)
L

er en affin funktion; den tilhgrende lineare afbildning er

nulformen pd V. Omvendt er enhver affin funktion, hvis til-

a7 hgrende lineare afbildning er nulformen, konstant. For en
gddan affin funktion f har vi f-l(a) = A for eet o € R og

f_l(a) = ¢ for ethvert andet o € IR. For ikke-konstante af-

fine funktioner har vi:

Lad (A,V) vere et affint rum, lad f vere en tkke-konstant

( affin funktion pd A, og lad o vere et reelt tal. Vi har da:
¥
L _
(3) Originalmengden f ~(a) er en hyperplan © A.
{
- (4) + - For ethvert u € IR~{0} og ethvert ¢ € R gelder
Fl) = wrre)  (uave)

(5) Er g en (ikke-konstant) affin funktion pd A og
B et reelt tal, sdledes at f-l(a) = g_l(B), sd fin-
des entydigt bestemte u € RE~{0} og ¢ € R, sdledes

at g = uf + ¢ og B = pya +c.
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Bevis. Da f ikke er konstant, er ? ikke nulformen.
Vi har derfor ?(V) = R, og dermed f(4) = J®. Originalmeng-
den f_l(u) er fglgelig ikke-tom. Lad P, vare et punkt i
fql(a); for ethvert punkt P ¢ 4 har vi‘da ?(PaP) = f{PO)f£P;

FB) = £(p,) = £(P) - o, hvilket viser, at

IR T TS RSB R T A T L A

(6) Flw =tpea 1 pype Kpb-
Idet dimx? = dimy - dim}(v) = dimy - 1 = dim4 - 1, fremgdr
heraf, at fnl(a) er en hyperplan, - og (3) ‘er bevist. Pastan-
g den (4) er oplagt. Antag herefter, at f-l(a) = ghl(s). Lad
§ P, vere et punkt i ffl(u), og dermed ogsd i gnl(e). Vi har

T rwrs
Pt R

da (sml. (6))

Fl) =(pea P,P € K?}
og

1(8) ={PE€A| PPE Ka .

Heraf fremgar, at?K? = K,. Lad U vare et til K? (= Ka) kom~
- g
plementert (I1-dimensionalt) underrum af v, og lad y, vare en

vektor i U<{0}. Enhver vektor p € v har da en entydig frem-

stilling af formen y

o

=k + 1279 hvor kK € K, = K, 09 t € IR.
. A A ? A'g
Dette giver #(») = F(k) + tf (u,) = t?(za) og glw) =

A A A
g(k) + tglu,) = tglgo). Vi satter nu

idet u, € KA = Kpr er y veldefineret og forskellig fra 0.

*§3¢§ | Herefter far vi Z(g) = t§lu,) = tuPluy) = wtFig)) = uF@,
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A A
hvoraf fremgdr, at g = uf. For et vilkdrligt punkt P € 4

har vi nu

A
g (P,P) g(P,)g(P) = g(P) - q(PO)
= g(P) - B

og

WP (P,P) = f) (B,) (uf) ()

= (M (P) = (uf) (Py)
= (W) (P) = uf(P,)
= (uf) (P) - ua.,

A A

og dermed, idet vi udnytter, at g = uf,

(g=uf) (P) =8 - ya.

Som det s¢gte y og ¢ kan herefter bruges det fundne y og

e =8 = uo. For at vise entydigheden bemarkes, at ulf + ¢, =

uzf + e, implicerer (ul—uz)f =c¢, - c,. Da fer ikke-konstant,

1

fglger, at My = Ugr O9 dermed ogsa, at ¢, = cgy- 0

Vi skal dernast vise:

For enhver hyperplan (AO,VO) 1 et affint rum (A4,V) fin-
des en (ikke-komstant) affin funktion f pd A og et o € IR,

sdledes at Ay = frz(a).

Bevis. Lad (gl,...,gn_l) vere en basis for V,, og lad

e vare en vektor i V, sdledes at sattet (31,..

n "gn—l'gn)

er en basis for V. Lad g vare den ved
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PE IR
T181 Tnln 2 Tn

definerede afbildning af v 1nd i . Det ses umiddelbart,
at g er en linearform pd V med V, som kerne. Lad P, vare
et punkt i AO' og lad o vere et reelt.-tal. Der findes da
(sml. side 9.4.1) netop een affin funktion f P& 4 med

f(Po) = 35 0Qg ? = g. Det plstds, at fﬂl(a) = A, . Er P et

0
punkt 1 £ 1(a), har vi g(p,p) = F(p,P) = £(P,)F(P) =

f(p) - f(Po) =a =0 =0, altsd P,P € V,, og dermed P € 4,.

Og er P et punkt i Agr har vi P,P € VO’ og dermed 0 = g(PoP) =

F(P,P) = F(BYF(B) = £(P) = £(By) = £(P) = o, altsk f(P) = a. [

Ved brug af de to foregdende sztninger skal vi herefter

vise:

Lad (A,V) vere et aqffint rum, og lad der i A vere valgt

et affint koordinatsystem (0;21,...,3 ). Da gelder:

n

(7) Mengden af puﬁkter 1 A, hvie koordinatset (Zyreeer,)

tilfredsstillér en ligning af formen
(*) GpEp*eceta,®, = ap o

hvof (aj,a..;an) # (0,...,0), er en hyperplan 7 A. (Vi

gﬁi » ‘w;éffén ligning for hyperplanen.)

‘- <

(8)~fEr*(¥¥iéﬁniigning for en hyperplan A, © A, 8d er oged

0
enhver ligning, som fds ved at multiplicere AprGgreeseay,
‘med samme tal u % 0, en ligning for A,, og enhver ligning

for A, kan fds pd denne mdde.



MAT 101 95.5.6.

(9) Enhver hyperplan © A har en ligning af formen (*) med

(al,...,an) * (0,..-,0)-

Bevie. Betegnes med f den ikke-konstante affine funk-

tion pd 4, som har matrixligningen

i %
TR
P

(ul) = (0) + (al...an)

sd8 er mengden af punkter i 4, hvis koordinatset tilfredsstil-
ler (*), identisk med f~1(a0); (7) fplger derfor af (3). Den
fgprste pdstand i (8) er oplagt (men fglger i ¢vrigt ogsd af

(4)). Har A, foruden (*) ogsd ligningen

b1w1+...+bnacn = bor

og betegnes med g den affine funktion pd 4, som har matrix-

ligningen

1N

e

(vg) = (0) + (b ...D)

R e s o

n ’

“l(bo) (= AO). Af (5) felger derfor,

3 sd har vi fﬁl(ao) = g
: at der findes reelle tal p % 0 og ¢, sdledes at g = uf + ¢

og b, H‘ua0‘¥~c. Idet F(0) = g(0) = 0, har vi ¢ = 0, og
dermed g = uf o9 bo = ua,. Idet g = uf implicerer

a (bZ""'bn) = u(al,...,an), fglger den anden pastand i (8)

i ﬁi{; heraf. Endelig bemarkes, at ifglgecden foregdende sztning
.sv - er enhver hyperplan A, af formen ful(a), hvor f er en ikke-

konstant affin funktion. Har f matrixligningen



P
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en tigning for A . (]

sa er 611m1+...+c X = g o 0

In"n ‘ 7

Vi skal til sidst vise:

Lad (A,V) vere et euklidisk affint rum, lad
(0;31,...,gn) vere et saedvanligt retvinklet koordinatsystem

i+ A, og lad (AO,VO) vere en hyperplan i A med ligningen

(9) a @ ;fe.ta, @ = a,

Vektoren v € V med koordinatsettet (az,...,an) m.h.t. basen

(31,...,gn) er da en normalvektor for AO.

Bevis. Det skal vises, at vy = 0 for enhver vektor

. Lad u vare en vektor i vV lad P og ¢ vaere punkter

0’
i 4, med u = PQ, 6g lad (yl""’yn) hhv. (zl,...,gn) vere
koordinatsattet for P hhv. @. Idet Pg = PO + 0Q = 0@ - 0P,

-y ), og vi fr feglgelig

har Pg koordinatsattet <21—y1""’zn "

vy = az(zl“y1)+...+an(zn"yn).

Pastanden fglger da af, at bade (yl""’yn) og (zl""'zn)

tilfredsstiller (9). []
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9.6. KONVEKSE MANGDER.,

Lad Po og Pl vare to forskellige punkter i et affint

th
el

rum (4,V). Det af {PO,Pl} frembragte’affine underrum er da
I-dimensionalt, altsd en linie (sml. side 9.3.2). Denne l1i-
nie er identisk med mangden af pinkter i 4, som er affine
kombinationer af P, o9 P, (sml. side 9.3.5), altsd med meng-

den af punkter P af formen P = (1—t)P0 + tP t € R. Vi sat-

1#
ter nu

[Py/Py]1 = {P €A | 3¢t € [0,1] : P= (I-t)P,+tP,}.

Mengden [PO,PZ] kaldes et lin<estykke, og punkterne P, og P,
kaldes liniestykkets.endepunkter. Endvidere satter vi

[PO'P0] = {Po}. En delm®ngde K af A siges herefter at vare
konveks, dersom det for vilkarlige punkter Py/P, € K galder,
at [PO,PJ] € K. Det noteres, at den tomme mengde, enhver meng-

de bestdende af eet punkt og ethvert affint underrum (herunder

A) er en konveks mengde. Af definitionen fremgdr umiddelbart:

Er K., 1 € I, konvekse delmengder af et affint rum (4,V),

sd er oged félleamengden NK, konveks.

Af satningen fplger specielt, at for enhver delmangde M

‘af A er fallesmengden af alle konvekse mengder, som indeholder

M, en kohveks,mahgde, som indeholder M. Denne konvekse mangde
kaldes M's konvekse hylster (eller den af M udspendte eller

frembragte konvekse mzngde), og betegnes convM.
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Et punkt P i et affint rum (4,V) siges at vare en

konveks kombination af punkterne P ""'Pr € A med koéffi—

0
cienterne AO,...,AP € R, dersom P er en affin kombination
af PoresesP, med koefficientexrne AO,;.T(AP, og alle koeffi-

cienterne xo,...,xr er > 0.

Lad K vere en konveks delmengde af et affint rum (4,V).
Ethvert punkt P € A, som er konveks kombination af punkter

Po,...,Pr € K, tiélhorer da K.

Bevis. Beviset fgres ved induktion efter »r. For r = 0
er pastanden triviel, for r = 1 fglger den af definitionen
af konveksitet. Lad der for r vare > 2, antag, at ethvert
punkt, som er konveks kombination af hgjst r punkter fra KX,
tilhgrer X, og lad

r

(1) P= ] AP,
. 1=0

vere en konveks kbmbination af punkter PO""'Pr € K. Sat

Vi har da u 2 0 og u + A, =1. For u = 0 reduceres (1) til

P = 1P, og der er intet at vise. For u > 0 har vi

D i
i=0 M
og
'Ai
T:O, 1«=0,...,r‘_1-

Sat
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Ifplge induktionsantagelsen har vi da @ € X. Da K er kon-
veks, f¢lger, at vi ogsd har uqQ + (I*ﬁ)Pr € K. Men for et
vilk&rligt punkt 0 € 4 har vi

it

pnog + (l—p)OPr uoQ + AraPr

rol Ay .
=u ) g 0P, + A,0P,

i=0

alts& p@ + (1*y)P, = P, hvormed P € X. []

For enhver delmengde M af et affint rum (4,V) er convM
identisk med mengden af punkter 7 A, som er konvekse kombi~

nationer af punkter i M.

Bevis. Lad M' vare mengden af punkter i 4, som er kon-

vekse kcmbinatioher af punkter i M. Vi skal da vise, at M' =

convM. Idet convM er en konveks mazngde, som indeholder M,
$ fremgdr af den foregdende satning, at M’ ¢ convM. For at vise

den modsatte inklusion vises, at M' indeholder M og er kon-

veks. Det fprste er oplagt. Lad derfor

: 8
APs o Q = i T

r
. p=1
1=0 J

vare punkter i M', - hvor altsd punkterne P, og Qj alle til-

ﬁ .- hgrer M, tallene A; o9 W alle er » 0, og sdvel ) 'erne som

I Ry S VY L ROV P R R e
e ) [ TR R JORISUR
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uj'erne har sum 1. Det skal da vises, at (I1-t)P + t@ € M!

for ethvert # € [0,1]. For et vilkdrligt punkt 0 € A har vi

r
(1-t)0P + t0Q = (I-t) ] A\, 0P, + ¢ y Wy
=0 - gzo
i r . !
= 1-t op + ty,0Q ..
iio( YAz g M QJ

Idet tallene (1~t)xi og tuj alle er > 0 og har sum 1, ses,
at punktet (I-t)P + t@ er en konveks kombination af punkter-

Vfg;f ne Po""'Pr' QO"“'Qj € M med koefficienterne

(l-t)Ao,.a.,(l—t)xr, tugre--rtuys 09 dermed er et punkt i
M.

Vi skal skarpe den foregdende satning til Caratﬁéodory’s

setning

For enhver delmengde M af et affint rum (4,V) er convM
identiek med mengden af punkter i A, som er konvekse kombina-

tioner af punkter i‘affint uafhengige set af punkter i M.

Bevis. Det er tilstrakkeligt at vise, at hvis et punkt

( P € A er en konveks kombination af r+1 punkter Poree-sP €M

med koéfficieﬁtér\kO,..“.xr, sdledes at sattet (P,,...,P )

er affint afhangigt, s8 kan P fremstilles som konveks kombina-

tion af » af punkterne PoreeesP . Nar sattet (Po,...,P ) er
v.affint afhangiqt, findes Upreeort, € R, som ikke alle er 0,

men som har sum 0, sdledes at der for et vilkérligt punkt

0 € A galder
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Mindst een af koefficienterne p, er > 0, og mengden

A

er derfor ikke-tom. Uden indskrankning Kan antages, at
A kr Ai : Ay T J
-~ € B og at — « —= for ethvert — € B. Vi har da
W, H, = Mz W
A
Az - a;ui‘; 0, 2T = 0peaerr=l.

Endvidere har vi

ril( Ar ril Xr r;l
- A, = —uL) = Ay === ) u
i=g ¥ Myt i20 ¥ My g=g t

il
~

samt
ril A, ' ril A, rgz
(X, = == yu.)opP, = A.0P, = == Y u_.0P.
L= (2 ulﬁ (2 7 i=0 T 1 ]Jr =0 Kz (2
A
= - A
= (0P-),0P ) “r( W,0P,)
= OP.

Punktet P er altsd en konveks kombination af P,,...,P .

A

“apo,...,x -1
Hy r

=

med koefficienterne AO - Hermed -

=] >
e BN e

r-1°
er satningen bevist. []

Som bekendt har et affint rum (4,7) dimension n, hvis
og kun hvis n+l er det maksimale antal punkter i noget af-

fint uvafhengigt sat af punkter i A4 (sml. side 9.3.2). Af

det foregdende fremgdr derfor:
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For enhver delmengde M af et n-dimensionalt affint
rum (A,V) er convM identisk med mengden af punkter < A,

som er konvekse kombinationer af hdjst n+1 punkter < M.

Ved et simpleks i et affint rum (A,V) forstds en maeng-
de af formen conv{PO,...,Pr}, hvor'(PO,...,Pp) er et affint
uafhengigt sat. Punkterne PO""’Pr kaldes da for simpleksets
hjerner. Et simpleks med r+1 hjgrner kaldes ogsd et r-sim-
pleks eller et r~dimensionalt simpleks. Et (O-simpleks er en
mengde indeholdende eet punkt, et I-simpleks er et liniestyk-
ke. Et é—simpleks kaldes en trekant, et 3-simpleks kaldes et
tetraeder.

Ethvert punkt P iet simpleks med hjg¢rner Pyr+«+sP, har
en og kun een fremstilling som konveks kombination af simplek-
sets hjgrner (sml. side 9.6.3 og 9.3.3). Det tilhgrende koef-
ficientsat (Ao,...,xr) kaldes punktets P's barycentriske koor-—
dinatset (m.h.t. szttet (Pyse..,P,) af hjgrner).

Efter indfgrelse af begrebet simpleks kan Carathéodory's

s@tning ogsd formuleres sidledes:

For enhver delmengde M af et affint rum (A,V) er convM
tdentisk med foreningsmengden af alle simplekser, hvis hjor-

ner tilhorer M.

Med henblik pd en anvendelse nedenfor viser vi dernast:
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Lad (PO"“”Pr) veie et set bestdende af mindst n+2
punkter 7 et n-dimensgionalt affint rum (A,V). Der findes
da komplementere delmengder I, og I, af I = {0,...,7r}, 84—
ledes at mengderne conv{P,|7 € I;} og Ean{Pi|i € I,} har

mindst et punkt felles.

Bevis. Af det givne fglger, at sattet (PO""’Pr) er
affint afheangigt. Der findes derfor Ao,...,xr € IR, som ikke

alle. er ¢, men som har sum ¢, sdledes at

for et vilkd&rligt punkt 0 € 4. Sat I,={2 €I | r;3 0} og

I? = {{ € I | Ai < 0}. Vi har da

Y A 0P. = J (=A.)OP.,
i€r, v ¢ €1, v

hvor sdvel alle koefficienter Ai pd venstre side som alle

koefficienter ~xi pd hgjre side er » 0. Sazttes

z As =T Uy
. i
T
har vi ogs&
3 =

og u > 0. Vi far da

. -\,
T A 1 .
Y o—=ov, = ) —F0P; ,
. H A 2 U (A
LEII $€12
altsd
| ey o
-<p, = Y ——Xp, .
ser ™ ier, * *
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Dette punkt vil da tilhg¢re bade conv{Pili E‘Il} og
conv{Pilt € Iz}- (1

Vi kan nu vise Helly's setning:

O e

Lad der 7 et n—-dimensionalt affint rum (A,V) vere givet
mindst n+l konvekse mengder KO""’Kr’ Hvis wvilkdrlige n+l
af mengderne K. har en tkke-tom fellesmengde, 8& har de alle

en 1kke-tom fellesmengde.

Bevis. Beviset fgres ved induktion efter ». For r = n
er pdstanden triviel. Antag derfor, at » > n, og at satnin-
gen galder for »r eller fazrre konvekse mengder. Lad KpreoerKy,
vare r+1 konvekse mangder, hworaf vilkarlige n+l1 har en ikke-
tom fallesmzngde. For hvert ¢ € {0,...,r} har da specielt

viltkdrlige n+1 af mangderne K,,...,K,_ ;+ K ..+K, en ikke-

+1'"
tom fallesmzngde. Ved brug af induktionsantagelsen sluttes da,

at KO N «e. naki;l n Ki+1 N ...NnKkK,er ikke-tom; lad Pi vare

et punkt i me@ngden. Ifglge den foregdende setning findes her-
efter komplementzre delmengder I, o9 IZ af {0,...,r}, sdledes
at mengdefne COnv{Pili € Il} og conv{Pili 6;12} har (mindst)
et punkt ¢ fzlles. For ethvert < € {0,...,r} har vi nu

PO""’Pi-l’ Pi+1""'Pr € Ki' og dermed enten

| conv{Piii € Iz} < Ki eller conv{PiIi € 12} < Ki‘ H?raf fglger,

at Q € Ki. Punktet @ tilhgrer altsd alle mzngderne KpeeooeKye

og fallesmzngden XK, N ... N K, er felgelig ikke-tom. []

0
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9.7. KVADRIKKER.,

Lad (4,V) vaere et euklidisk affint rum af dimension
n > 2. Lad der videre vare givet et sadvanligt retvinklet
koordinatsystem (O;gl,...,gn) i A samt ét reelt anden
grads polynomium i »n variable,

n
(1) F(xl""'mn) = ) aijximj + 'Z

Ci.’L'
1gigjgn 7

.+ d.
1 vt -
Vi skal betragte mengden Kk af punkter i A, hvis koordinat-
sat (xl,...,xn) m.h.t. det givne koordinatsystem tilfreds-

stiller ligningen
(2) Flz yeeasx,) = 0.

En sddan mangde X kaldes en kvadrik i A; den siges at have
ligningen (2) i det givne koordinatsystem.
Ved overgang til et nyt sadvanligt retvinklet koordinat-

A A A
system (0;51,...,gn) kan de gamle koordinater x cer til

1’
et punkt P udtrykkes som fgrste grads polynomier i de nye

A A
koordinater TgreeerZ for P, (sml. side 9.1.4). Indsattes

disse udtryk for « cerx. 1 Fx

I " 1,...,xn), fds et polynomium

?1(31,...,gn) af hg¢jst anden grad. Lad Kl betegne mangden af
punkter i 4, hvis nye koordinater 31,...,gn tilfredsstiller
ligningen
A A
Fl(xl,...,xn) =0.

Det er da klart, at XK c K Det pdstds, at kK = K For at ind-

1° 1°
se dette bemarkes, at det ogsd er muligt at udtrykke de nye
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: A A
koordinater x,,...,x som forste grads polynomier i de

n

gamle koordinater Livewsr®y s O9Y at man ved indsattelse af

. A A s A A o
disse udtryk for Lyreeort 1 Eliml,,..,xn) far F(xl,,..,xn)”
Heraf fglger, at K, < K, hvormed péstanden er bevist. Vi

sammenfatter:

Lad der 1 et euklidisk dﬁfint rum (A,&) af dimension
n » 2 vere givet to sedvanlige retvinklede koordinatsystemer,
kaldet det gamle og det nye. Lad K vere en kvadrik i A med
ligningen F(ml,.,.,xn) = 0 1 deéet gamle koordinatsystem. Ind-
settes 7 denne ligning de gamle koordinater Loreeer®, udtrykt
A

. A
gom ferste grads polynomier i de nye koordinater LyreenrX g

fds en ligning for K 1 det nye koordinatesyatem.

Ved udnyttelse af teorien for kvadratiske former skal

vi herefter vige f¢lgehde:

Lad K vere en kvadrik i et euklidisk affint rum (4,V)
af dimension n g-?; Der findes da et sedvanligt retvinklet
koordinatsystem <+ A m.h.t. hvilket K har en ligning af en

af felgende tre normalformer, hvor Oyreces®yy Y 0g 8 alle

er % 0
T 2
(C)} i;laiwi + 6 = (,
,’. P e ﬁz |
(P) iééaixi *oYE,, 0.
o 2
(K) iilaiwi = 0.
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Bevis. Lad X have ligningen (2) m.h.t. et sadvanligt

retvinklet koordinatsystem (0;51""’3n)‘ Ved

L R L )
= T 1gigign

Y450y
er da bestemt ¥n kvadratisk form_KB pd V. (Matricen.
B = (bij) for den tilhgrende symmetriske bilinearform B
er bestemt ved, at bii = a,. forz = 1,...,m Og bij = bji =
%aij for 1 < 1 < < n.) Ifplge en tidligere satning (side
8.3.1) findes da en ortonormal basis (gl,{..,gn) i ¥ m.h.t,

hvilken X, antager normalform,

B

n
) = ):a-w-;

’ A
KB(mlez+...+acn_e_ﬂ

{(hvor koefficienterne o, er de karakteristiske rgdder for
B.) Uden indskrankniﬁg kan antages, at o;s...s0, er de fra
0 forskellige koefficienter. M.h.t. koordinatsystemet

A A
(O;gl,...,gn) har X da en ligning af formen
r n

A
Loge,® + ] o, + q=0,

¥ .
hvilket kan omskrives til

A
0 4 A n
£ \2 A A
7 o (x + -—) + §J ec.x, + dy =0,
B
r ! -
hvor 3 = 3 - 3 ci (aai) I,
1=l A A »
Er nur = n, eller »r < n og Cprpy = wee T o, = 0, beteg-

A A A
nes med 0 dettpunkt, som m.h.t. koordinatsystemet (0;21,...,gn

har koordinatsettet
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A A
<_f_L _ir 0)
r ey r 7 v ® e .
2a1 2cxP
A A A
M.h.t. koordinatsystemet (O;gl,...,gn) vil K da have lig-
ningen
r 2 A
2 agey *tdy = 0.
1=] v

altsd en ligning af formen ( C) eller (K).
Er derimod » < n og gi + 0 for mindst eet ¢ > r + I,

valges et nyt sadvanligt retvinklet koordinatsystem

A A A ~ ~
(O3egreccrlpr 8 qreve18,) pd fplgende made. Vi satter

o9
A
n o c.
A ~
! 7% €7 T Ep41 -
i=r+] _
A A~
Sattet (e,,...,2 ,e .,) er da ortonormalt, og kan derfor
suppleres til en;prtonormal basis (51”"’3r’ §r+1"°"5n)

for V. Koordinattransfomrationsmatricen S he¢rende til over-
A A ~ ~
gangen fra basen (gl,...,gn) til basen (51,...,gr, 2r+1""'£n)
er ortogonal, og den j'te s¢gjle i 2—1 er koordinatsgjlen
for den nye j'te basisvektor m.h.t. den gamle basis. Af det

-11

forste fglger, at S = (S 7) , og ved brug af det andet fg¢l-

ger derefter, at S§ har formen

E 0
=P , =Y ,,N-r

0 T
==TZ-1°,I" == 1=D v
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hvor den fgrste rakke i T er
=N=Pr.ner
A A
(crfl “n )
e o e

Heraf fremgdr, at x i koordinatsystemet

A A ~ o~ o .
( (0,21,..n,gr,gr+z,,.m,gn) har ligningen
A
r e. -
- 7’ 2 A
. T + ~ + ==

, .L al(xl Zu.) CFpt1 d; 0
f =1 7

hvilket kan omskrives til

r _ 2
3 v e + + N + — = .
izzaz<mz 2a ) C‘(Pczﬂ'l c) 0

Betegnes derfor med 3 det punkt, som m.h.t. koordinatsyste-

A

A ~ ~ .
g met (O;gl,...,gr,gr+1,...,gn) har koordinatsattet
o A A A
N PP B
H AL 7 r 7 2 e e
; 2a1 2ar e
A A A~ AN
& har ¥ i koordinatsystemet (O;il’""'gr’§r+1""'5n) lignin-
[ gen
r 2, _
'Z Py cx . = 0y
1=1

altsd en ligning af formen (P ). []

R Et punkt P siges at vare et centrum for en kvadrik ¥,
dersom det for ethvert punkt 2, € K galder, at ogsa det ved

P, = mPQz bestemte punkt @, tilhgrer K.

2 2

En kvadrik K kan Zikke bdde have et centrum, som tilhgrer

K, og et centrum, som Tkke tilhorer K.
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Bevig. Lad K have ligningen (2) m.h.t. et sadvanligt

retvinklet koordinatsystem. Antag, at punkterne Po € KX

8g P, € X med koordinatsattene (ygr++-ry,) hhv.
(y1+51,...,yn+z ) begge er centmn'for K Punktet P med
koordinatsattet (y1+231,...,y +2z ) vil da tilhgre X, idet
P, € X og P, er et centrum. Da P, er et centrum, sluttes
‘dernast, at ogsd punktet P_2 med koordinatsattet
(yl-Zzl,...,yn-Z;n) tilhgrer kK. Heraf f&s ialt, at polyno-
miet

n
= ., .+ . o+ .) + . .+ . +
p(t) 1<i£' atJ(yt tzz)(yg taJ) .X cz(yt tat) d

Jgn 1=1
har tre rgdder, nemlig -2,0 og 2, og fglgelig er nulpolyno-
miet. Men heraf fglger videre, at hele linien bestemt ved

P, og P, er indeholdt i K, i strid med, at P, € K. [] ‘

En kvadrik K, eom har en ligning af normalformen (P),

har intet centrum.

v
[

Bevis. Antag; at punktet P med koordinatsattet (y;,....y,)
er et Centrum. Lad z, vare et vilkdrligt reelt tal. Det er

da cplaqt muligt at bestemme_et reelt tal z r+1" sdledes at

punktet Ql med koordinatsattet

(yzp-fqryrﬁivyr r,yr+1 r+1,yr42,...,yn) tilh¢rer XK. Da P
er et centrum, vil ogsd punktet @, med koordinatsattet

(yllo-c,yr;l'yrbzrlyr+1-zr+1 ,yr+2’-o-pyn)b tilh¢rer K. Vi har

derfor

+o,z "+ 20y 8, +ty(y,, t 2 ) =0

r+1

og
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Heraf fglger, at

r

2 2
oLy LY o+ o = 0.
i£1 iyz rzr + Yyzr*+1 0 )

Idet a, er valgt vilkdrligt, og af * 0, giver dette en mod-

strid. 0

Det bemarkes nu, at hvis en kvadrik har en ligning af
formen (K ) hhv. (C), sd& har den et centrum, som tilhgrer
hhv. ikke tilhgrer kvadrikken, nemlig begyndelsespunktet. Af

de to foregdende sztninger fremglr dérfor fplgende:

En kvadrik har en ligning af formen (C), hvis og kun
hvie den har mindst et centrum og intet centrum tilhedrer kva-
drikken. - Sadanne kvadrikker kaldes (egentlige) centrumskva-

drikker.

En kvadrik har en ligning af formen (P ), hvis og kun hvis
den intet centrum har. - S&danne kvadrikker kaldes parabolske

kvadrikker.

En kvadrik har en ligning af formen (K ), hvis og kun
hvis den har mindst et centrum og ethvert centrum tilhgrer

kvadrikken. - Saddanne kvadrikker kaldes keglekvadrikker.

Vi skal til sidst give en skematisk oversigt over kvadrik-
kerne i euklidisk affine yam af dimension 2 ("keglesnit") og

dimension 3 ("keglesnitsflader"). Vi skal her omskrive lignin-

~gerne til de gangse forme:.
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thaba QNF}N QM‘HL\') QL\:'{HE\': nm‘&m
]

KEGLESNIT.

Centrumskvadrikker:

Al

]
M

To parallelle linier

Paraboleke kvadrikker:

x = py Parabel

Keglekvadrikker:
2 2 N

9.0..2. + y"z“ = (0 ' Punkt

a b o

2 42

- H? = To skarende linier

a b

$2

=0 Linie

a

2
+ 13 = ] Ellipse i
2
- ﬂg =] Hyperbel
b
y_i
= 7 @
b 2

9.7.8.
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KEGLESNITSFLADER.,

Centrumskvadrikker:

IR
a b e
mZ ui zz
Y I
a b e
2 2 2
L—L-L:l
2 2 2
a b e
L 4+ = ]
a2 b2
2 2
ﬁg - 15 = ]
a b
2 2
- £3 - U = 1
a b2
x2
_..2.-_._-1
a
x2
a

Parabolske kvadrikkenr:

b4 2
aZ b c
2 .2 .
£ .U - 22
a2 b2 I}
2
x = pYy

sﬂiliﬁsoidei' -

Hypefboloide med I net
Hyperboloide med 2 net
Elliptisk cylinder

Hyperbolsk cylinder

To parallelle planer

Elliptisk paraboloide
Hyperbolsk paraboloide

Parabolsk cylinder
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Keglekvadrikker:

QmF&onF%onF%ongmstsm

- +~.._.
b2 02
2 2
¥y _ . 2
b2 02
w
=
b2
u
= ()
b2
0

Punkt
Keglesnitskgglg
Linie

To skarende planer

Plan

9.7.10.
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. Vis dernast, at hvis 4

Vis, at hvis to parallelle affine underrum af et affint
rum har en ikke-tom fxzllesmzngde, s& er det ene inde-
holdt i det andet.

Vis, at to komplementzre affine underrum af et affint

rum har netop eet punkt fazlles.

Lad M vare en ikke-tom delmzngde af et affint rum (4,V).
Vis, at M er et affint underrum, hvis 6g kun hvis enhver
linie 1 A, hvis fzllesmzngde med M indeholder mindst to

punkter, er indeholdt i M.

Lad (Az'Vz) og (4,,V,) vare affine underrum af et affint

rum (4,V). Vis, at hvis 4, og 4, har en ikke-tom falles-

1 2

mzngde, sd galder

- dim(Al n Az)'

(*) dim aff(Al U A2) = dimA1 + dimA2

1 og A2 er disjunkte, sd.galder

5l.§;miaff(A1 U 4d,) = dimd, + dimd, - dim(V; n V,) + I.

(Vink: Anvendc (*) p& 4, og aff({P} U 4,), hvor P € 4,.)

1

'La&{fﬁo,Q.;;Rg) vere et szt af r+l punkter fra et affint

rum. Vis, at dim aff{P,,...,P } < r, og at der galder lig-

hedstegn, hvis og kun hvis sattet er affint uafhangigt.
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Lad (4,V) vere et affint rum af dimension ¢, og lad

~der i A vere valgt et affint koordinatsystem. Lad

PO : (0,1,0,0), P1 (2,17,0,-1), P2 2 (1,1,1,1),

P3 s (1,1,-3,-5), P4 : (-1,1,9,14).vere punkter i 4

med de angivne koordinatset. Vié)Jaﬁ aff{Po,...,P4}

er en plan. Bestem et affint.uafhangigt delsat
(Pé,Pi,Pé), og fremstil de g¢vrige punkter i sattet som
affine kombinationer af punkterne Pé,P} og Pé.

Lad (4,V) vaere et affint rum af dimension n > 1. Er der
valgt en orientering i V (sml. 5 ¢v. 1), siges (4,V)

at vare orienteret. Er (4,V) orienteret, siges et affint
uafhangigt sat (Pb,,..,Pn) af n+l punkter fra 4 at vare
positivt eller negativt efter som basen (POPI""’POPn)
er positiv éller negativ.

Uafhengigt af valg af orientering siges to affint uafhan-
gige (n+1)-sat (PO""'Pn) og (Q0’°"’Qn) af punkter fra
A at vare ens eller modsat orienterede efter som baserne
(PyPirevesPyP ) 09 @)@;,...,Q,@,) er ens eller modsat
orienterede (sml. 5 ¢v. 1). Vis, at hvis (PO""'Pn) er

et affint uafhangigt sat, og p € Sn‘ s er sattene

+1'

(PO""'Pn) og (P ’”"’Pp(n)) ens eller modsat orien-

p(7)
terede efter som p 2r en lige eller ulige permutation.
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no.

1.

‘ger: P, : (1,0,0), P

Lad V vare et (endelig-dimensionalt reelt) vektorrum,
som pa den naturlige mdde er organiseret som affint rum.
For vektorer 20""’2r og skalarer AO,...,AP med sum I
kan AgZptes-tr v pad to madder fortolkes som et punkt i

V. Overvej, at der ved de to fortolkninger bestemmes sam-

me punkt.
Bevis sa&tningerne side 9.4.5.

Vis, at hvis m®ngden af fixpunkter for en affin afbild-
ning af et affint rum (4,V) ind i sig selv er ikke-tom,

sd er den et affint underrum af A.

Lad (4,V) vaere et 3-dimensionalt affint rum, og lad der
i 4 vaere valgt et affint koordinatsystem. Lad P, ég Qe
1 =0,1,2,3,4, vere punkter i A med koordinatsat som fgl-

(ZIJIO)I p (lloli)l P

0 1t 2 * 3
Pyt (1,1,1), @, & (0,0,1), @, = (2,0,1), @, * (£,0,1),
Q, = (0,0,8), @, : (4,0,1). Vis, at der findes en og kun
een affin afbildning f : 4 » A med f(Pi) = Q. for

t=20,1,2,3,4. Angiv matrixligningen for f. Angiv en para-

meterfremstilling for f(4). Bestem mangden af fixpunkter.

(Ollll)'
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12.

13.

14.

Lad {4,V) vare et Z-dimensionalt affint rum, lad
(Azyvjﬁ vare et I-dimensgionalt affint underrum af 4,

og lad PO O QO vaere forskellige punkter i 4A~N4 Vis,

1 L]
at der findes en og kun een affin afbildning Ff : 4 - 4
med f(P) = P tor alle P.€ 4, og f(P,) = q@,. Afbila-

ningen kaldes en aqffinitet med linien 4, som akse.

1
Tegn en figur, og konstruer for et vilkarligt punkt

billedpunktet f(P).

Lad (AI’VJ) vare et affint underrum af et affint rum

{4,v), og lad v, vare et til V, komplementart underrum

1
af v, Vis, at der for ethvert punkt 7 € 4 findes et og

kun eet punkt 7 € V,. vis, at af-

1
bildningen P w P

€ AJ’ siledes at PPJ s

; er en affin afbildning af 4 ind 1 4;

den kaldes projektionen pd A, med retningen V,. Lad vi-

dere Pg vare det punkt, som fremkommer ved afsatning af

PP, fra Po» Vis, at afbildningen P » P, er en affin af-

bildning af A4 pd 4; den kaldes spejlingen 1 A, med ret-

ningen Voo
Lad (4,V) vare et 2~dimensionalt euklidisk affint rum,
og lad fF vare en egentlig kongruens af 4 med mindst eet
fixpunkt. Begrund, at der findes et sadvanligt retvink-
let koordinatsystem (0je, .g,) 1 4 m.h.t. hvilket f's

matrixligning fdr formen
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(ul)
u

vy ~ coso  —sing
(02) ) (&imm COS@) PV
hvor o € [0,2n]. Vis, at hvis f er_ forskellig fra den
Fé identiske afbildning, sd er 0 eneste fixpunkt. Udregn
X for et vilkirligt punkt P % 0 vinklen mellem 0P og
0f(P). Lad P, og P, vare bestemt ved 0P, = e, o9
OP, = gy1 09 lad der 1 A vere valgt den orientering,
hvorved (O‘PJ’PZ) bliver et positivt sat (sml. ¢v. 7).
Begrund, at f kan kaldes drejningen o om punktet 0 i

positiv retning, og drejningen -o om punktet 0 i negativ

retning.

15. Vis, at enhver egentlig kongruens af et 2~dimensionalt
euklidisk affint rum er en drejning om et punkt (sml.
#v. 14) eller en translation. (Den identiske afbildning

‘{ er bdde en drejning og en translation.)

16. Lad f v&re en uegentlig kongruens med mindst et fixpunkt

af et 2-dimensionalt euklidisk affint rum (4,V). Begrund,
By at der findes et sadvanligt retvinklet koordinatsystem

gg,v‘ (O;gi,gg) m.h.t, hvilket #'s matrixligning f&r formen

)= )

Bestem mengden af fixpunkter. Vis, at f er spejlingen

L i en linie (AI’VZ) med retningen Vll (sml. @¢v. 13).



17. Vis, at enhver uegentlig kongruens af et 2-dimensionalt
euklidisk affint rum (4,V) er en spejling i en linie

L
(Al'vz) med retningen vV, efterfulgt af en translation

1

med translationsvektor ¢ €.V (For t = o fas specielt

IE
en spejling; for ¢ % ¢ kaldes afbildningen en glidespej=

ling.)

i;}f*g: 18. Lad (4,V) vere et 3-dimensionalt euklidisk affint rum,
1 og lad f vare en (egentlig eller uegentlig) kongruens af

A med mindst et fixpunkt. Begrund, at der findes et sad-

vanligt retvinklet koordinatsystem (O;Qi'iz'gs) i A m.h.t.

hvilket f's matrixligning far formen

) 1 0 g Uy

02 = | cosp, -sina Ug

v 0 sino coso /\u
3 . 3

med o € [0,27[, dersom f er egentlig, og formen

vl -1 0 0 ul

v2 = 0 coso  =-sina Uy

Vg 0 sina cosa J\u,
med o € [0,27[, dersom f er uegentlig. Bestem i begge
tilfelde mangden af fixpunkter. Lad P,,P, Og P; Vare be~
stemt ved 0P, = g, OP, = ¢, 0g 0Py = g4, O9 ladqqer i
A vzre valgt den orientering, hvorved (0,P,,P,,P,;) bli-

- ver et positivt set (sml. @¢v. 7). Begrund, at hvis f
er egentlig, s& kan den kaldes drejningen o om linien
bestemt ved 0 og P, i positiv retning, og drejningen -u

om linien bestemt ved 0 og P, i negativ retning. Overvej,

1



]
Y

MaT

oo uegentlig, sa& kan f sammensaties af

Coanen bestemt ved 0, Pg og P, med retningen

Cowdoav, 13), efterfulgt af dredningen o om

st wed 0 og PG

7 & positiv retning: =2n sadan

en drejespejling.

agentlig kongruens af et Z-dimernsionalt

cntorum (4,V) er en drejning om en linie

o o av. 18), efterfulgt al en translation med

"t € Vla (Br drejningsn bhv. transla-

3

9

it den identiske afbildning, fas en transla-

iy

=ining: hvis hverken drejningen elleir trans-—
denn ddentiske afbildning, kaldes afbildningen

Loandgs linden (AJ,VI)Q}

T

uwegentlig kongruaeng af st j-dimensionalt
it ovum {(4,V) er en spejling i en plan
cetndngen Vll, efterfulgt af enten en trans-—

vt bimang lationsvektor to€ v

1
7 -

7 ellexr en dreijning om

meat retningen V

et affint rum af dimension n > 1, lad

o vewe dkke-konstante affine funktioner p&d 4, og

vare skalarer. Vis, at

, _ A A
L(}’t) =n - 1g(lew~vrfm}
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22, Lad M vaere en ikke-tom delmengde af et affint rum

(4,V), og szt
K={PeM| vg €M : [P,Q] < M}.
Vis, at K er konveks. (Mazngden XK kaldes M's konvekse

kerne.)

23. Lad V vere et (endelig-dimensionalt reelt) normeret vek-
)
torrum. Vis, at sdvel den &bne som den afsluttede enheds-

kugle er konvekse mengder.

24, Lad f : A » B vare en affin afbildning. Vis, at for en-
o hver konveks ma&ngde X ¢ 4 er f(XK) en konveks delmangde
af B, og at for enhver konveks m&ngde X c B er f_l(K)

en konveks delmazngde af 4.

g 25. Lad X vare en ilkke-tom konveks delmazngde af et affint rum
|
(4,V), og lad P vere et punkt i A. Vis, at conv({P} U K) =

u [P,Q].
QEK

P

26. Lad K, og KZ vare konvekse delmengder af et (endelig-dimen-
sionalt reelt) vektorrum . Vis, at K, + K, er konveks.
27. Bevis fgplgende skarpelse af Carathéodory's setning: Lad
M vare en delnengde af et affint rum, og lad P, vare et
punkt i M. Det konvekse hylster af M er da identisk med
L foreningsmengd:n af alle simplekser, der har PO som hjgr-

ne, og hvis hjg¢grner alle tilhgrer M.
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28.» Lad M = {Po"“'Pr} veare en endelig delmzngde af et
affint rum. Ved en massefordeling pd M med masse m
forstds en afbildning f : M ;.m+ U {0} med
FPY I+ tf(P) =m > 0. Ved ty@gdépunktet for en

massefordeling f p& M med magse.m forstas punktet

. r f(Pi)

i=0 ™ Fi

Bestem mangden af tyngdepunkter for massefordelinger
pd& M. Angiv en ngdvendig og tilstrzkkelig betingelse
for, at to forskellige massefordelinger pd M med samme

masse altid har forskellige tyngdepunkter. .

29. Lad @peseerq, VEre indbyrdes forskellige reelle tal,
lad bl""’bk vare vilkdrlige reelle tal, og lad
€preeergy VEIE positive reelle tal. Vis, at hvis der

for vilk&rlige‘il,ig,i € {1,+..,k} findes en affin

3
funktion f p4’ R, sdledes at |fla,)=b,| < ¢, for

1 = 4,si4s%,, 84 findes en affin funktion f pd R,
88ledes at lf(ai)*bil < ey for 2 = 1,...k. (Vink:

Udnyt Helly's satning.)

30. Lad X vare en konveks delmzngde af et affint rum (4,V)

af dimension n » 1, lad f,,...,f; vare affine funktioner

p& 4, og lad G reeeray VEre reelle tal. Vis, at hvis

k -1
Sn ke u s amea,D)
( i=1

€ {1,...,k} med

ot st ot

og k > n+t1, 8& findes il,...,i
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n+1 -7
v=1 "V V

(Vink: Udnyt Helly's s@tning.)
31. Skitsér keglesnitsfladerne.

32. I et euklidisk affint rum af dimension 2 er tre kvadrik-
ker givet ved deres ligninger m.,h.t. et sadvanligt ret-

vinklet koordinatsystem som fglger:

2 2 _
le + 7m2 + 2V3x1x2 32 =0,
2
xlxz + T g -+ 2x1 + 3m2 1 0y
2, .. 2 -
x4 + sz + 2V3m1x2 2x1 0.

Bestem for hver af de tre kvadrikker arten og en ligning

-p8 normalform.

33. I at euklidisk affint rum af dimension 3 er to kvadrik-

ker givet ved deres ligninger m.h.t. et sadvanligt ret-

vinklet koordinatsystem som fglger:

1, 2 2 _
1 + 2x2 +52x3 2x1m2 + x

2
1 3 8
2 2 ‘ - \

z,0 * 3xy," + dx,” + 2V3xga, ¢ 2VEx, - 2zy = 0.

Béétém‘fﬁt hver af de to kvadrikker arten og en ligning

o normalfdtm.
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34. Lad (PO""’Pr) vere et affint uafhangigt saet af punk-
ter fra et affint rum (4,V). Ved (PO;POPI""’POPr) er

da bestemt et affint koordinatsystem i 4, = aff{PO,...,Pr}.

1
Mzngden af punkter i A hvis kéo}dinater LoreeerT, m.h.t.
dette koordinatsystem alle tilhgrer [0,1], kaldes det af
settet (PO""'Pr) udsp@ndte parallellotop, 09 betegnes
[PO""'Pr]' (For r = 1 er parallellotopet [P,/P,] det
samme som liniestykket [PO'PJ]' For »r = 2 hhv. r = 3 kal-

des parallellotopet ogséd et rektangel'hhv. parallellepi-

pedum.) Vis, at [PO""'Pr] = [Pp(O)'°"'Pp(1)] for alle

permutationer p € S - Vis, at [P,r.../P] er det konvekse

r+l
hylster af en ma&ngde bestdende af oF punkter, hvoriblandt

3

¥a
s
4
=4
¥y
«

PO""'Pr'

Lad ¢ vere en ikke-triviel alternerende n-linearform pa

V. hvor n = dimyv. Ved volumenet vol[PO,...,Pn] af et pa-

rallellotop RPO""'Pn]i A forstds da tallet @(P)P,,...,P,P ).

! ‘ (Bemark, at vol[P,,...,P ] ikke alene afhanger af @, men
ogsd af den rekkefglge, punkterne PO""'Pn indtager.) G¢r

( rede for, at vol[P "'Pn] # 0. Ggr rede for, at volumen-

0"-
forholdet

VOL[P,, ... P ]

VOl[Qal 4 IQn]

for to parallellotoper er uafhangigt af ®. Ggr rede for,
at hvis f er en affin transformation af 4, og [PO""’Pn]

er et parallellotop i 4, sd bestemmer ogsd sattet
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(f(PO)"'f'f(Pn)) et parallellotop [f(Po),...,f(Pn)] i

A. Bestem volumenforholdet

VOI[f(Po)Iotclf(Pn)] -
TVollP,, ..., P 1T '

og gg¢r rede for, at det ikke alene er uafhangigt af o,
men ogsd af det betragtede parallellotop [PyrecsP 1

tallet kaldes f's volumenforhold.
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eo
SETNING OM REGULEZREKVIVALENTE REELLE MATRICER
Setning. Hvis to reelle n x n matricer A og B er regular-
zkvivalente over € , sd ogsd over R.
Altsa: Hvis der findes en kompleks regular n x n matrix S
sd at S §.£_1 = B , s& findes der ogsd en:reel regular n x n
matrix T sd at T A 2_1 =B
Bevis: Vi har .§ A =B S8 . Ved konjugering (sml. side 4.1.8)
féds heraf, da A og B er reelle:
SA=SA=5A=BS=BS=B5 .
Indfgres de reelle matricer
— 1 —
= =;’ = = e— —
S, =Re S =%(8+5) , §; = Im§ = 37 (8-8) ,
fas
21 A =B éq ’ ézé =B §2 ’
og derfor
(S1+tS,)A = B(S4+tS,)
for ethvert t € ¢ . Nu er p(t): = det(é1+t§2) et polynomium

68

i t , ogda §1 + 182 = S er reguler, er p(i) # 0 , hvorfor

p ikke er mulpolynomiet. Valges derfor t € IR som et reelt
tal som ikke er rod i p , Dbliver I: =5, + tS, regular og

reel, ogaf T A =B T sluttes derfor
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