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Mat 101 1974-75

7.8. Spar.

7 .8.1 .

Lad A == (a .. ) vrere en nxn matrix med e Lerne n t.e r- fra
lJ

legemet L. Vi definerer sporet af A ved

Tr(A) = ~~=1 a ..
II

(Tr er en forkortelse fo r trace [eng8 f'r , lat ~nor'sk trasen!}],

rnedens betegnelse spar er vor germanske arv [ty. Spur]). Sporet

har f¢lgende vigtige .egenakabe r t

( .',

( .i ) Tr ( M +fiB) = !, Tr ( A ) + f1 Tr (B) ;

(i1) Tr(A') = Tr(A);

(iii) Tr(AB) = TI~(BA) 0

De f¢rste to udsagn er oplagte ud fra de:finitionen af sporet,

og (i) udsiger at Tr er en linear:form pa cJ{(L). Det tredje

udsagn f¢lger af udregningen

Tr ( AB) = ~:r: 1 (~r:- 1 a. .b . · )
l= J= l J Jl

= b~ 1 ~r: 1 b .. a. e = Tr (BA) •
J= l= Jl l J

La& nu :f vrere en endornorfi af et n-dirnensionalt vek-

torrum V over L. Hvis ( e . , • 0 • ,e )
1 n er en basis :for V,

i hvilken f udtrykkes ved matricen A~ smttes Tr(r) = T~(A).

Hvi s (e
1

, • • • ,en) er en anden basis :for V og S er koordina t·

transforma ti onsma t r-i cen fo r ek i.f t e t f'r-a (e . ) -basen ti 1
l '

(e. )-basen har :f som oekendt i (e. )--basen matricen
l l

A= SAS-1 • F¢lgelig er

idet vi udnytter (iii)o Vi ser at Tr(:f) er uafhrengig a:f
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basisvalget. Af (ii) f¢lger i ¢vrigt at ~ og f' har

samme spore

Antag nu at L =lli eller ~. Der gffilder da f¢lgende

833tning:

Hvis p(t) = b~=O ckt
k·

er det karakteristiske polynomium

for nxn-matricen A haves
----

Co = Det(A).

Bevis. Idet save'l spar, determinant 80m karakteristisk

polynomium er invariant under regulrer-rekvivalens kan vi gerne

antage at A er en ¢vre t.r-ekan t.sma t.r-Lx , idet vi elle~s erstat-

ter A meden regulrer-mkviv a Len t matrix r. Der gcelder da at

p(t) = II~=1(~k-t) , hvoraf' de tre ¢nskede ligninger fr-emga r ,

Bemrerk at for en ¢vre trekantsmatrix er diagonalelementerne

netopde karakteristislce r¢dder, r egne t rned mul t.i p Ld c i t.e t ,

Det ovenst~ende resultat fortreller.derfor ogs~ at Tr(A) og

Det(A) er lig med henholdsvis summen og produktet af de ka-

rakteristiske r¢dder.

Det er klart a t man. kan have Tr (A) = 0 ,men A ~ O.

Det te kan irnidler·tid ikke ind trmffe hvi s A er H p Osi tiv semi-

de:fini to, idet vi har f¢lgende f'o r-me l.:

r'-n *~) ~11 nib I 2
Tr\.D.c = ~i=1, j:=1 ji I

Formlens r-Lg t.Lgried indses 'Ted di rekte udr-egn i ng , idet det

(i,i)-te e Lemeri t i B*B ne t.cp er
~rl .-
~~ 1b .. b .. e

J= Jl Jl Vi kan nu

vise f¢lgende sretning:

For aIle A og B i ~n(L) _srettes ~_ = Tr(B*A).

Herved defineres et indre produkt i ~. (L) saledes at
n
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*CAB)·C = B~ (l~!. C) og A·.ll = A* ·A* ..

BeviSe .Man ef'Ler-v'l s er- let at A·B = Tr(B*A) opfylde:n

kravene tiJ_ et Lndr-e p r-oduk t , Det erie s t e punkt som ikke er

oplagt er at AGA = 0 ~ .A = 08 Men dette f¢lger af formlen

(*). Endelig haves

(AB)·C = Tr(C*AB) = Tr((A*C)*B) = Bo(A*C),

samt

Bemrerk at den s i.d a t.e ligning udsiger at Lnvo l ut.t onen i

A ~ A* er en isometri af' J{n(l,) 1 na r- man bruger nor-men
1 1

IIAII = (AGA)2 = rrr(.A_*A)-2".

Opgave: Vis at Tr er den eneste linearrorm ~ p&

cJ{CL) som opf'ylder r:p(AB) = r:p(BA) f'or aIle A og B

samt ~(E) = n, hvor E sam sredvffillig oetegner enhedsma-

tricene
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9.8. Kvadrikker.

(

Disse noter er en aamrnen akr-Lvn i.rig af Mat 1, 1962-.63

AG III 13.1 og Mat 1x (1969-70) (kapD 9.7).
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Generel teart am kvadrikkero

9.8.2.

Vi be tragter mn bade 80m vek torrum og som en punkt-

rnrengdeQ

Vi har, at til ethvert ordnet par af punkter i er

der knyttet en vektor i mn
og gi vet et punk t Po og en

vektor v da findes netop et punkt P (hvor

PoP betegner den vektor, der er bestemt ved punk t er-ne P&).
For en prrecisere fremstilling henvises til kapitel 9.1. -

Idette kapitel viI vi kun betragte ortonormale baser.

Et retvinklet koordina t sye t.em i mD
- 'be a ta r- af et punkt

o E: JRn. (hvort'r-a v ek tor-er-ne tcenke 8 a:fsa t) og en ortonormal

basis S1 '··'~n for m
n

• (O;§1_'··· '~n)'

Vi siger, at et punk t P har koordinaterne (xi ,~._.-,xn)

med hensyn til ( 0 • e ,CI e. e .)
'-1 '-n

hvis OP = x
je 1

+ e o e+ x e ,
~ - n-n

Ved en kvadrik Q forstas en ffirengde af pUl~ter, hvis

koordina tsret ne top er l¢sIlingerne tiJ. en ligning a r fa r-men

~1 <. <·« a ..x . x. + ~1 <. < Cox. + d = 0,
_1_ J-:.P- 1 J 1 J - 1 n 1 1

hvor a. J.' 1 < l
l -

tal og ikke 8.11e

< j .s. n,

a . • erlJ

1 < og d er reelle

Vi be.ffirerker, at blot en mrengde Q, i et koordinatsystem

kan fremstilles ved en ligning af formen (1), da viI Q

i ethvert koordinatsystem vrere fremstillet ved en ligning

af samme form.

Lad nemlig

sys t.eme r , Lad P

(o;~i"~~n)l6;~i'::§n) vrere to koordinat

have koordinatsrettene (X1 '~")X ) og. rl

~1'-"~n)med hensyn til disse to koordinatsystemer.
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A A A ~ A A

Hvis 00 = a
1_e1'+···+an_en og ·(e , ... e ) = (e , ... ~ ) S

-1 '-n -1 'n =
~ A -1 -1 ......

fas let ~'I '= g, + ~ ~ t eller ~'I = -- ~ g t + ~ ~, ~

Lad' F( x «:> e x) vrer-e det polynomium som f r-ernga r- at'
1 'n

F(X~""'Xn) ved at indsrette udtrykkene for Xi,""Xn '

For ethvert punkt P fas nu samme tal hvad enten man

o for de samme punkter. Det er

indsretter xr""'Xn i

F ( x", ··· ,Xn ) •

Specielt fas tallet

eller
...... A

X , •• e x
,1 'n i

klart, a t F(X1 , · · · ,xn) er et po Lynomi um at' h¢jst anden

grad og af an'den grad netop nar- :'F(x1:, •• ~ ,xn) er :,det.

Lad der nu vrere valgt et sred''lanligt r-e t.v i nkLet koordi

natsystem for mn • Vi betragter en kvadrik Q med en ligning

ar ~ormen (1)0

triske matrix bestemt ved -b .. = 'b .0
l J Jl

Lad 13 = (b .. )
= lJ 1 i i ~ n, 1 S j ~ n,

b .. = a ..
II II

vrere den symme-

= :La2' • • 0lJ
Ligningen. for Q k an nu sk r I yes

(2) x B ~t + c _ ~, + d - 0

Hvis vi lader B betegne den symmetriske bi~inear form

pa mn, hvis tilh¢rende matrix med hensyn til basen

(x = x1
e
1+···+x e), da- - n-nde:fineret ved

har vi P E Q netop nar

den linear~orm pa 80m e r

B(x,x) + L (x) + d = 0, hVOI' OP = x.... - -
r

I :f¢ 1ge si de 8.3.1. f'Lnde s der en or-t.o nqma Lbasis for

mn
(~1'···'~n)' sa den til B h¢rende kvadratiske form

KB antager normalform, d.ves.
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(

A A ) 2
KB x , 8 1+ ~ • • +x e = ~1 <. , « . x.

1- n-n l(n l 1

(ai' 1 < i S n, er de karakteristiske r¢dder ~or ~).

Ved 8ventuel omnu~ring, antages det, at

Q ligningen

er forskellige ~ra

Med hensyn ti 1

o og ex - II • • - ex
1~+1 - - n

( 0 ; e1 ' e 8 • G e) har-
- -n..

== o.

ex ,... ex
1 'r

eller

hvor

A

C i 2 '"
~.1 <· < CX. (x 0 + -2r ll . ) + ~ 1 <. < C. 0 x. + d , = °1 r 1 l ~ r+ 1 n 1 1 I

l~2
-c .

d1 = d - ~ ~1 <i<r LLCX.
- - I l

r = n eller
.....

=()"~=c =0
n Q ligningen

temet
'"c

1(--
2CX

1

~1<.< cx.x~ + d1 = a med hensyn til koordinatsys~
.2 r l :1

(6,8
1

, · · 8, e ) , hvor 6 har koordinaterne
- '" -n. ,C .

r (A '" ), • · " -2(X" , 0, · · · ,0 ) m•h • t • 0 .i~1 ' • · • '~n :
r

, .
med

Antag nu, r < n og der findes et i r+1 < i < n

Sret c = og

~
-r-r1

( '" '" ~)e , •.. , e ,'e-1 _YJ -r+1 er et ortonormalt smt ar vektorer og kan

lad asderfor 8uppleres til en ortonormalbasis for

( ~ A""""'" ,-.J)
8 ige ~1 ' • · • , ~r' ~r+1 ' It • • '~n e

~

Hvis 1 betegner linearform givet ved

" /' ~
~L (X

1
_8

1
+ G •• +x e) ~ ex f'a s IJ( )\ - n-n = r + 1 <i <n i - i-a0 . ~r+1 = ~. c ;

" ,-j N r--....J C ·
I{_e

J
. ) = 0, r-i-1 < -; _< n , idet 0 =: e.·e 1 = ~ .2: y hvor

~ -J ~r+ i c i
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I koordinatsystemet

har ~Q ligningen

Lad 6 have koordina terne

med hensyn til koordinatsystemet

,,,"

c. 2 d 1
~ ~ <. < ex ~ (x. + -2

l
- ) + c (x. 1 + -.-. -) = 0

l~+"I_J__n l . l a
i

\ r~+ c

C" C 8.1(- __'_,0 •. - ~_~- ---,0 .. ,0)
2 ex oil '2cx' c '

I r
(o , e1 ' c • ~ ~ e ,~ , .. "8 ). -r -r+1 '-n

(Q) har da ligningen

(6) ~ 2
~1<"( ex.x. +l ..r 1 l

= ()

( hensyn til koordinatsystemet C
;.. " ,,~ r-'

O;e1 , ;' oO lD , e r,e +-1,Qce,e
n

) ·- -- -r'll~· -,

(

Vi ha r- nu vi st, a t en kvadr-i.k v e d p ae s ende valg af'

koordinatsystem kan fremstilles ved en ligning af en af

~¢lgende tre normal~orme~:

(e "
"','"' '" 2 6' o " cS' ~ 0 ex. I

0 '1 < i <L..J..., <.. < lA. .. X 0 + -- =f 1'") ., ~ l , .
I l r l l

(){) 2
~ 0 , 1 < i ,/

~i <.i <rcxi :x:i = 0 cx .. ....... r.
l- -

(9)
2 o f) ~ 0, *o , '1 / <~1' ~ < ex ~ x . + "r'xr +1 = 'Y (x. i r.

<'l r 1 l ~ J_
-,

- -
Bemrerkning. Hvis vi sCBtter NB = fx E mnlv 11 e: lRn :

B(2S,£) = o ] (NB kaldes nuLrummet for B) ses det let af be-

v i e e t , at ell kvadrik Q med en 'l i.gn l ng a:e t'o r-men (3) har en

norrnalform af t.vp en (~) el1er (J{) netop nar- N
B

~ L-1 (0)

(denne betingelse er translationsinvariant)0

Antag NB S L-1(0) og Q's ligning er at' forrnen (3)

ms h s t , ,(0'§.1'··· ,~). Q's ligning v i L i koordinatsysternet

vrere a:f formen(6 '~1 ~ ~ • • '~n)

at Q)s ligning l ( 0 ,e
1

' It ~ S ,e )- -=--n
er af f'or-m en

og al tsa :Las,

"hvor' 00 - a.
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Et p unk t P si ges a t va.r-e cerLtrllIn f\)r en kv adr-i k

Q hvi s Q1 E (Q) medf'¢rer at punktet Q2 (lestemt

ved E91 =-E~b tilh¢rer (Q).

Det se s, a t en kvadrik Q med en normal=form (Q)

f'a...~ t ypen (c) ra r et cent r-um , 20m ej tilh¢rer Q.

En sad.an kvadr Lk kaldes erL c errt r-umakv adr-Lk , En kvadrik

Q me d en nor-maLt'or-m af t.ype n (K) ha r- et centrum, 80m

tilh¢rer (Q) en s~dan kvadrik kaldes en keglekvadrik.

Vi s kal om lid t s e 9 a t ~n kv adrik med erl n or-maLf'or-rn

af typen (p) intet cen~rum harG

En rndan kvadr-Lk kaldes en. parabolsk kvad.r-Lk ,

underrum .i
n

R "

Q

( S

v CBre ell 10ra dr- ik og Set side....

er a tt sa c n mamgd e at" punkter ,

hvis stedvektorer er a.rf'ormen. ~~ + U', hvor U ere et

unde r-r-um , S ka n alt sa iden't i f Lc er-e s med ILi. p ~

p = dimU).

Da er (Q) n Senten e n kv adr-Lk i 8, heleS,

en h~~erplan i Seller tome

Bev i s , Hvis (Q)n S ej torn, VCBJ_g da R E (Q) n S,

og vrelg koordinatsystemet med begyndelsespunkt R. Her-

ved er problemet reduceret til at f'l nde f\x;llesffiCBngdell

mellem et und er-r-um 'U og en kv adr-Lk Qo Lad Q live

en Ii gning af 1~ orrnen ( 3 ) @

Hvis B(~,~) =f.0 f' or- a L'I e u E U er (Q) n 8

netop de punk t e r , hv is s tedvektorer 11 opfylder

II(~) + d = O. Derine ma.ngde er flor-udsat ikke tom, der-t'or

er den ent en ell hyperp Lan i U eller hele U',
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Hvis B(~,~)=F0 ro r et II E IT, da v i I de punk-

ter P , hvi s ste dv.ekto r ,~, ti .Lhe r-er- U og opfylder

ligningen

igen vre r e en kvadrik irldeholdt i. U fb

Hvis aid eunder-r-umme t S er Lrxi e hoLd t i Q siges

S atvrereen :frembringer pa Q.,

Eksempler~ 0 er kvadrik for enhver dimension
=

For eksempel kan
?

have ligningen x1~ + 1 = O~

Hvis n = 1 'bLi vcr- de mulige kva dr-Lk.Lt gm.nger-

2
bX1 + CX1 + d _. 0, og de mul i ge kv·~d.rlkker er en ten

2 punkt e.r , 1 punkt eller derl tomme mengd.e 61 Le entrrge r

til en ligning af forrnen CX1 + d = () eI-a e rrt en he Le

JR. eller et punk t CI

Hvis Q er en. ke g.l.e kvadr-Lk ned e nvnor-maLf or-m a f

typen (K) , kan Q' ak:J ligning med pa ssende valg a r be-

gyndelsespunkt skrives

Btx x) = 0\_,-

Man ser, at og at hvis da

v i L t~ E Q, t E: JR alt sa hele Li n.i.en gennem 0

og x tilh¢re Q. Hvis Q 'b e s tar- a f mer-e end 0

da vi 1 Q vrere en f or-e.m ngamarigde at' en samling

:frembringerJ-inier gennem Q..

Sretning II En 101 adrik Q kan ikke bade have et

centrum, 80m tilh¢rer Q og et centrum, 80m ikke til-
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h¢rer (Q) •

9.8.8.

Bevis ~ Lad et koordina tsyst em "VCEre va 19 t 0 Antag

-P -E Q
- 0

let •

og Pi ~ Q er centrer for Q.

.~tning. En parabolsk kvadrik Q bar intet centrum.

Bevis. Lad koordinatsystemet vrere valgt saledes,

at Q' s ligning er a r f or men

2
~1 ~ i < r (Xixi + yX r + 1 = 0

og antag endvidere, at punktet P rued koordinatsffittet

CY1 ' ,Yn ) er centrum f'or- (Q).

Et punkt Qzrmed koordina tsrettet (Y1' •.• 'Yr-1'

Yr + zr'Yr +·1 + z 1"Y 2' ••. ,y) tilh¢rer Qr + ,', r + n

netop na r'

2 2
b1 < .i ex -y - + ex z + 2 ex z + y( y 1 + Z 1) = 0< r l l r r r r r+ r+

.;.... -~

Her-af ses, at for ethvert v a Ig af zr findes netop

et Z r+1 sa Qz tilh¢rer Q.
r



(

9.8.9.

Da - P er c en t r-um v i I punktet med koordina t.sset t.e t

tilh¢re: CQ) og vi :far

( 9)

(8) ~1 ~ i ~ r cxi Yi
2

+ cxr z r
2

- 2cxr zr + Y(Yr+1 - zr+1) = 0

Ved hjCBlp af (7) og (8) faE

2 2
2~1- ~ 1" < ex· s, + 2ex Z + 2yy 1 0. ~ r 1 1 r r '. r+ =

~or ethvert zr; men dette er umuligt.

Korollar. De kvadrikligninger, sam fremstiller

den tomme mCBngde er netop ligningerne

B(~ ~ ~, ~ - ~) + C = 0, hvor c f 0, hvor B

er en definit eller semidefinit kvadratisk'form af sam-

me fortegn sam c.

Bevis. Da 0 har etbvert punkt som centrum er

o ikke parabolsk. Vi kan derfor (i f¢lge en ti.dligere

bemrerkning) efter en translation opna, at 0's lig

ning kan skrives B(~,~) '+ c = O. Heraf fas pastanden.

Eretning. Hvis 0 er centrum for en ikke tom

kvadrik Q viI enhver ligning for Q vrere af formen

B(~,2S) + c = 0, hvor vektorerne regnes u d :fra O.

Bevis. Lad B(~,!) + L(~) + c= 0 vrere en lign~ng

:for Q.

Vi skal vise, at L(2S) = 0 for aIle x ,

B(x ,x ) +O. Vcelg sa B(£~R ) + L(£) o. t.A.ntag 12- + c =-0 -0

Betragt linienl:! = £ + tx • ~ E 1 t t Lher-er- Q netop
-0

~ 2
B(~ ,~o)+ tL(~o)nar t B(~o .z, ) + 2t = O. Man ser,
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[it f'o r netop en vrcrd i , to' af t (to. 4: 0) vil n + t x E Q-'
~ 0 .....0· ...

Da 0 va.r c e n.t.r'um viL 1~(1f,!.)

~ .~B(~~,~) er~ e1l kont; n.uert af'b L'Ldrn ng som er 0 pa
·en. tEet ma.ngde er B icLenti sk ITL11; modstr·id.

e j e r nulformen, e1' L-1 (Q) en hyperplan

e1' d e r-f'or- 0 for ~o f. L -1 (0) Men da

T
J.J

B
l

)., ~,=-lC ,x ,
",...... 0 ..-0'

Hvi s

og

ligning for Q~ Heraf f~s

t o
2 B(Xo'Xo) + 2t o B(~~~o)- t oL (6 o) = 0

f~~)lgelig L (3So) -- () ..

Tal1ge]Jtplal1~ Lc1d. et pegynd.elseslJunkt 0 i IR
n

__--.-;. .......-r.....~~ ..===~

'Vffi17e vaLgt ..

'Vt 'be t.r-agt er- en kvadri k Lf.gning

L (~) + c - 0 fOI~ en kvadrik Q.

~, 80m opfylder

er en ikke tom mrengde, idet E tilh¢rer denne.

( ') iT (\Hvie B ,,~.,:2~ .+ 2'..lJ ~) er~ i'dentisk nul, v i L ethver t

punkt i. mn tilfredsstille (p\
\ ). Ellers viI de punkter,

80'm opfylder dsn ne en, hyperplan H.I._dette sidste

tilfrelde kaldes £ et regulrert punkte H kaldes kvadrik-

kens t.angeri tp Lan og £. r-o.r-Lngepunk te t f'o r H. I det

f'o r e te tiJ_flreJ_de l~~aldes :£ et si.ngulrert punkt.

Hv i s v i i s tedet i"OI~ a t regne vektorer ud f'r-a 0

r-egrier- vek t.or-e r- ud f'r a e t nyt pk t 0 6, vil kvadri kkens

ligning rendres og derfor viI ogs~ ligningen (p) rendres.
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Men vi v i L nu vise, at mamgde n af l¢sninger ti-ldisse to

ligninger er den s amme punk tmamgde •

Lad 06 =~, ~vadrikkens ligning bliver da med a
sam begyndelsespunkt.

(1 0) B(!+£,2£+a) +L(2£+~) + c = 0

tp) bliver

og den tilsvarende ligning

Nu ses de t let at x t.ILf'r-edae t t Lle r- (p) netop nar

x - a tilfredsstiller p •
a

'Sretningen kan udnyttes pa den made, at vi kan regne

vektorer ud fra P, hvor OP = £ Dg ~ E Q.

Lad as altsa antage, at 0 E Q, heraffas, at (Q) 's

ligning er a f f'or-me n

B(~,~) + L(~) = 0

(p) L(!) = O.

og den tilsvarende ligning

Heraf fas, at 0 er singulcert punkt, netop nar L

er nulformen og f¢lgelig er Q en keglekvadrik med 9

sam toppunkt.

Hvis L ej er nulfQrmen er 0 ikke centrum for Q

(Q~s ligning ville da vcere B(~,~) + C = 0).

Nu fas, at singulcere punkter kun kan forekomme pa

kegle~kvadrikker. Og de singulcere punkter er netop symme-

tricentrene.
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(

A:f den 'sidste karakteri-sering ee s de t, at begrebet sin-

gulrertpunkt kun afhrengeraf kvadrikken og ikke den ligning

ved hvilken man kan·frernstille den.

Lad nu 0 vrere et regulrert punkt pa kvadrikken Q

er en kur-ve pa Q (Og f(O) = Q)....
da er Dr(O) en vektor i Q's

(Tegn selv en :fi gur • )tangenthyperplan gennem O.

med Iig:q~ng· B{~,!) + L (!) = o.

Hvis'£( t ) , 0 < t < a

sam e r di:fferentiabel i 0,

Da

·Bevis.

fCt) E Q

Vi ha~

:fa,s f'o r

f(t) - frO) _ ~(t) ~ Df{O) ,
t ~·o - - --r-

t ~ 0

t ~ o.

t 2B(SCt), f(t)) + t L(!(t)) = 0 eller
~ --r t

t ) f( t)) L (f.:\t))tB (fit , + = 0 :f¢lgelig
~

O.B(Df(O), D!(O)) + L(Df(O)) = o. Hera:f pastanden.

Sretni~. Hvis :p er e t regulrer t punkt pa en kvadrik,

da viI enhver :fra £ udgaende halvlinie i tangenthyperplanen

vrere tangent retning i E. :for en kurve pa kvadrikken gennem

.c.

Bevis. Vi kan antage, at £ = Q og kvadrikken ligning

bliver nu 1?(!,2S) + L(!) = 0 0 'I'angen t.hyper-p l anen bliver

L -1 (2)= H. Lad 0 ~.~ E H, vi skalnu se, at . z er tan

gentretning :fo~ en kurve pa Q, ge~nem O.

Hvi s B (~.'~) = 0, da kan t ryt~ b r-uge s ,

Hvis B(~,~) ~ 0, betragt da K\~) = ~!IB(~,~) =~OJ.

Dim K(~) = n-1. Hera:f fas, da ~ E H. ~ ¢ K(!), at

KC.~) ~ H. Vrelg ~O E K(~), "o ¢ H Span(2S0'~) er et



Mat 101 1974-7S·.

s(t)~ + t~o E Q. ~(t) 's retning e r den

t For t ~ 0 viI tangent-= z + STt)~o •

(det kan anbefale s selv at tegne en skitse

2-dimensionalt underrum U.

Vi s¢ger U n Q'. x E unQ netop n~r der findes

s ,t E ill sa ' ~ x = s z + txo 0 g

Da B(z,z) ~ 0 er ( 11 ) enso e tydende med- ...

2
-t L(x ).~.- t

2
B(2S0 ' 2S0 )-0

s = B(z,z)

-t L (x
O

)
Hvist -l> 0 'saledes at B(z,z} er positiv v t L der f'Lnd e s

-t L (2S0)' - t
2B(2fO ,!o)

en omegn at' nul sa B(z,z} er positive D.v.s.

vi kan :finde to vrerdier a:f s sa x = sz + tx tilh¢rer Q.
- -0

Lad as· vrelge den positi~e a:f dem
J

S er altsa en funktion

(t) ..p t . t· t. 0 t 0s ar ,0g Vl S era s ( t) ~ -7.

Vi har ~(t) =
1

eamme s om s( t)2f( t )

retningen ga mod z.

til ovenstaende.)

A:f sretningen f¢lger, at tange~thyperplanen i et regulrert

punkt a:f·en kvadrik kun afhrenger af kvadrikken og ikke af

kvadrikkens ligning.

Ved tangent til en kvadrik i et regulrert punkt forstas

en linie gennem punktet beliggende i ;punk¢ets tangenthyperplan.

Lad Q ves r-e en centrurnskvadrik med ligningen

Kvadrikken med ligningen B(~,~) = 0 siges at frem-
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stille dell tilh¢rende asymptote kegle.

Der grelder f¢lgende:

..§cetni.ll.EL. Hvis a er et regulrert punk t pa asymptote-

keglen, sa er linien s~, s:··;E IR asymptote til en kurve

Bevis. c = 0; da klart, idet linien sa kan bruges.

For c *0 er a et regulcert punkt; derfor findes et b

Det 2-dimensionale underrum U = Span(~,~) betragtes.

Fcellesmrengden med Q s¢ges. Vi har x = sa + tb E Q
()

netop nar

Hvis B(~,~) ~ 0, ses det, at for ethvert s findes
,

t sa ~(s) tb E Q. Nar viInetop et -- sa + s -:, 00,

t(s) ~ 0 og !(s) er en kurve pa Q med sa sam asymptote.

Hvis B(~,~) ~ 0 er ligningen til a t 'be s t.emme t for

givet s en andengradsligning i t med diskriminant

S2B(~,£)2 - c B("!2:,g). Herai' i'as, at :for s > So (SO valgt

passende) 'findes to vrerdier af t sa ~(s) = sa + tb E Q.

For s ~ 00 s 2 So vi 1 summen a:f de to U t-vrerdier" numer-I sk

ga mod uendelig, mens produktet er konstant. Vrelges den

kurve ~(s) svarende til den numerisk mindste vrerdi af t,

ses det at denne har sa som asymptote.
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2 2
~ +..L.: 1, 2
a 0

x2 2
- Y = 1

~2 ~

2 2
_x2 - YZ= 1

a b

2x
2, = 1
a

py

Ellipse

Hyperbel

2 parallelle linier

parabel

2 2x +L 0 punk t-2
b

2 =
a

2 2x __ L. 0 2 skrerende linier-2
b

2 =
a

2'
( x a linie.2 =

a
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Keglesnitsflader.

Centrumskvadrikker:

x 2 y2 z2
1-2 +- + -2 =

b
2

a c ~-

2 2 2
x +

y z 1~

~
-2 =:

2a c

2 y2 2
x z

1-,....,
b"2 -2 =c:

a c

2 y2x 1
~ +~ -
a b

2 f)

x y'-
-1

~
-

bZ -
a

x 2
- y2

1----2
b 2

::;:

a

2x 1
~ ==
a

2
x

1--2 =
a

Ellipsoide

Hyperboloide med 1 net

Hyperbo16i.de TIled 2 net

Elliptisk cylinder

Hyperbolsk cylinder

T.o parallelle planer

9.8.16.

Parabolske kvadrikker:

l

2 f)

x yc::.. 2z
-2 +-:-2 =: -

C
a b

2 y2 2zx
~

b 2 ---
a

c

2x =: py

Elliptisk paraboloide

Hyperbolsk paraboloide

Parabolsk cylinder
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r
~-

Keg.Lekvadr-Lkker .

2 2 2x +L +
z

0
--;2 b 2 2 =

c

X
2 2 z2

+ Y 0-2 .-:-2 -~2 =
a b

2 2x + Yr 02 ~ -
a b

? 2xt- y
0-2 -

b2" =
I a(i

2
X 0
~ =
a

•. f

Punkt

KegLe anl tskegle

, Linie

To skrerende planer

PlaTl

.. .~, ..

9.8.17
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Hettelser til 9.8. (Kvadrikker)e

skal veer-e

OF = X aka.L veer-e ..OF = !f..

B(g,J:!) + (g) + c = 0 skal vcere B(l!,~) -f- 1(:9:) + c = o.

Hvis B(~,y) = 0 i stedet for Hvis B(u,u) ~ o.

=

Ti1f0j efter Nan ser; hvis 2B(~,1£o) + L(~o) '* O.

Ti1f0j efter 1(1£6 = 0 f01gende: Hvis 2B(2 9Ko) + L(~o) = 0

da ffi0des ~ + t~o og Q kun i etpunkt (Q) og derfor

m0des -p -t~o og Q kun i -~o Derfor er

B(I'+t~od:~+t!o) -L(r.+t].{o) + c kun 0 for t=Oy heraf fas,

at 2B(p,x ) -L(x ) = 0, f01ge1ig er L(x ) = o.
- -0 -0 --0

Side 9.8.11.17 : Formlen (Pa) skal vesr-e B(~,I>-"§) + ~(2B(!,§:.) + L(~))

+ B(i-~'~) + ~L(E-~) + B(~,~) + L(~) + C = O.

2 I' 1\ 0-"1 -1" .
Side 9.8.3.1 : ~I = ~l+ ~~\ e11er ~I= - ~ ~\+ ~ ~l· Ska1 vrere

A A S S-1 A S-1 A
X = -a + x eller x = a + x.=, =\ == 1 = \ = =, ::: =I

" ." "... )Skal vrere F(x 1, ... ,x ·. n

F(x1' •• "~n) i stedet for F(~1,··.,xn)

B i e t.edet f'o r B.

17

1 9

1
7

14

Sirle 9.tg.4~ 1 6

Side ~1~886e
..,
..1.4

I

\

14Side 9~8~7'~

Side 9~8~9. J- 1

Side s.a, ro. 15.
.L <II

Side 9.8. 13 1 2
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9Q9. Sretninger om kvadrikker i planeno

Fe.Lgende r-e s ult a t.er- ska L opf a t t.e s 80m en sammenfatning

af kendte sretninger&

Vi betrager en kvadrik med eI1 Ligrring a f f'o r-men
2 2
~ + L = 1 n i et retvinklet koordinatsystem .
a b 2

y

Q kaldes en ellip se 8 An t ag .'0 ~ a l» e bestemrnes ud f'r-a

2 0 2
1 - e := ~ og 0 < e '1 ell tydigt.

a
e kaldes ellipsens excentricitet.

Punk t erne F og med koord1naterne (-ea,O) og

(ea,O) kaLde s e L'lLpe eris ~~~nd-:punkter:..•. Lad P van-e et

punkt i p Larien ; man kan vi.se ved en .LiL'Le regning a.t

P E Q netop nar IPFI + IPF1 ! = 2a. Rvor IPFI betegner den

posi tive afstand me L'l em P og F I) Hvis P E Q k:aldes linierne ?



PF og PF
1

for brandstralerne til P.

Som kurve 1 planen kan ellipsen fremstilles ved

x = a cos v y = b sin v

Ellipsens.ledelinier:

o < v < 21T Q

Linierne med ligning
a

x =
e

x = - ~ kaldes e Ll Lo aena ledeli.Ylier.e .to'

Man kan let vise, at et punkt P E Q netop er forholdet

mellem afstanden til 11nien x = sa. og
e punktet er e.

(Af'a t.ande r egnes posi ti V~)

Hvis (xO,yO) er et punk t vpa Q har tangenten i

(xo'YO) ligningen

Vi 'be t.r-ag t.e r' en kvadr Lk Q med en ligning af f'or-meri

i e t r-e tvink'Le t koordinatsystem.
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Q kaldes en hype r-b e L, e bestemmes e n t.ydi g t ved e > 1

2-1
b 2

e = --'2.
a

e kaldes hyperblens excentri ci tet 41- Punkterne F og F 1

med koordinaterne (-ea,O) og (ea,O) kaldes hJ~erblens

brcendpunkter.

Der ga;lder :f¢lgende:

Lad P vrere et punkt i planeno P E Q netop nar
11 PF I - IPF1 I [ = 2 a •

(
\ Hvis kaldes

,. .
.i i m e r-ne PF og :for

brffindstralerne til Fe

Hypel~blens ledelinier C) Linierne med 1igntng

a
x = e

og x = - ~ kald~s hyper~lens ledelinier.
e

Marl v i s er- Let , at et punk t P E Q netop nar- a:fstanden

p

ax = ere

divideret med Fs a~stand til linien

S x 2 y2
Hyp er-b Leri asomptotekegle e r besternt ved -n - - = O.

a
L

b 2

De 2 limier ay + bx = 0 og ay - bx = 0 kaldes

hyper~lens asymptoter.

Hvis (xo'Yo) E Q er tangent i dette punkt givet ved

ligningen:

xx yy__0 _~
2 2a b

Parablen.

- 1

Vi betragter en kvadrik Q rned en ligning af ~orrnen
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i et retvinklet koordinatsystem.

Man kan vise, a t et punk t P tilh¢rer Q netop nar- a:f-

standen :fra- P til F er lig med P's a:fstand til liniep

x = .- ~.

Hvis P E Q kaldes liniestykket PF for brrendstralen.

p kaldes parablens parameter og vi har en parameter:frem

t
2

stilling af Q ved x = ~ y = t.
p

Hvis (xo'Yo) E Q

= p(x+x ).
o

er tangenten i Q givet ved
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Opgaver om kvadratiske former.

1. Lad V vrere et vektorrum af endelig dimension og f,g to

linearformer pa V. Vis, at B(~,v) = f(~).g(y) er en

bilinearform pa V og find rangen af B.

2. Antag, at B er en bilinearform pa vektorrummet V og rgB = 1.

Vis, at der findes to linearformer pa V sa B(R,V) = f(~)Qg(y)

3. Lad KB vrere en kvadratisk form pa vektorrummet V. Vis, at

mrengden af vektorer v med KB(y) .~ 0 er et underrum netop

nar den kvadratiske form KB ikke er indefinite

.4. Unders0g'hvornar matrieen (ba b} °er positiv (negativ) definit •
e ..

5. Bestem positivitets- og negativitetsindex for den kvadratiske

form K
B

bestemt ved KB(y) = 3V; + 3v~ + 2v 1v 2 + 2v 2v
3·

=

en ortonormal basis for vektorrummet V

~I vrere en kvadratisk form. Vis, at

der findes en ortogonal matrix S sa

6. Lad e 1 ' • • • , e vrere- -n
og lad KB(y) = vA

- -
tr(~) = 0 netop 0nar

S'AS har lutter nuller i diagonalen.

Opgaver om kvadri~ker.

1. Vis, at NnH er invariant ved translation, hvor N = NB og

H = L-1(O) for kvadrikken med ligning B(K,K) + L(2£) + c = O.

Slut heraf, at relationen N:H er invariant ved translation.

{
\

2. Vis, at planen med ligningen 2x 1 - 2x 2 - 3x3 = -8

tangentplan til kv~drikken med lieningen

er



II.,,, IV') 'j TI ·1v.

,2~

9x3= 16 og find r0ringspunktet.

3. Vis, atligningen3X~ -3X~ - 2x 1x 2 + 20x2 - 33= 0 fremstiller

en.hyperbel og find dennes qeritr~unl.,Angiv 'et ortoriormal t

koo.rdinatsystem i hvilket hyperblens ligning er.pa normal-

form.

4. Lad B2(~,~)vrere en kvadratisk form i planen, saledes at

B2 (~,:~) = 1 og B2(~,~)= -1 er ligninger for to hyperbler.

Lad ~ og h vcere to vektorer aom opfyld.er f'e.Lgende :

Vis, at hyper'blernes tangenter i disse to punkt.er skrerer

hinanden pa en af de frelles asymptoter.

Lad B3(~~~) Vffire en kvadratisk form i rummet, saledes at

B3(~'~) = 1 og B3(~'~) = -1 er ligninger for to hyperboloider.

Lad g og 12. veere to vektorer SODl opfylder f01gende:

Vis, at hyperboloidernes tangentplaner i disse to punkter

sk~'er hinanden i en tangent til asymptotekeglen B3(~'~) = o.

5. Lad kvadrikken Q med ligningen B(~,~) + L(~) + C = 0 vrere

en parabolsk kvadrik. Vis at nulr1ill@et for B er det underrum

som er udspeend t af;vektorErtne ~,for hvi.lke det grelder, at

enhverret linie med retning ~o har netop et punkt frelles

med Q~
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~\

*9 .1. ~fine rum.

Teorien for abstrakte endeligt dimensionale rum er udviklet

til beskrivelse a~ de egenskaber ved mk sam ikke a~hrenger

af valget af en basis. Pa tilsvarende made kan man udvikle en

teori for abstrakte affine rum til beskrivelse af de egenskaber

ved mk sam end ikke a~hrenger a~ valget a~ nUlpunkt; herunder

store dele af den klassiske plan - og rum geometri. For yore for-

mal viI det dog vrere tilstrrekkeligt at udvikle teorien konkret.
I

Vi skal al~sa for et givet vektorrum (V, IR), ar dimension

k <~, unders¢ge sadanne egenskaber sam udnytter vektorrums-

strukturen, men ikke a:fhrenger af de indgaende begrebers relation

til neutralelementet.

Ved en affin kombination af elementer v , ••. , v
1 n i V

forstas et udtryk

tal sret med sum 1.

~. A.v., hvor A1,···,An er et reelt
111

Et affint 1:91!L er en delmrengde A at' V

sam med vilkarlige vektorer v1,···,vn
i' A ogsa indeholder

enhver a:ffin kombination a:f disse vektorer. Vi siger ogsa at

A er et affint underrum a:f V.

Eksempel. Lad V = m2 og f'o r ex og {3 i m se t

Hvis (x.,y.), i = 1,···,n
1 1

er pUnkter i A og A , ••• , A
1 n

- \

er reelle tal med sum 1 haves

a(~ A.x.) + ~ = ~ A.(ax. + ~) = ~ A.y.,
1 1 1 1 1 1

hvoraf vi ser at ~ A.(X.,y
1
· ) E A•. Altsa er A et a:ffint

1 1



Mat 101, 1974-75. *9 .1.2

rum i :rn2 • Geometrisk reprresenterer punkterne i A en ret

linie (rned hreldning a) som skrerer Y-aksen i ~. Man ser at

A kun er e t linerert underrum at' :rn2 na r- f3 = o.

Sretning. Til enhver mrengde M i V findes et rnindste

affint rum aff(M) i V sam indeholder M, og aff(M)

er prrecis mrengden af affine kombinationer af punkter fra M.

Bevis. Mamgden n af affine rum BOITI indeholder Mer

ikke tom, idet V selv er et affint rum. Frellesmrengden af af-

fine rum er igen et affint rum og vi kan derfor srette
a£

aff(M) = n A , A E n. Lad B betegne ffirengdenAaffine kom-w w ,~

binationer af punkter fra M. Da viI B c aff(M). Hvis vi kan

vise at B er et affint rum viI derfor B ~ aff(M), idet

det er klart at M c B (ethvert punkt v er en affin kom

bination v = 1 ·v). Lad nu for i = 1, ···,n punkterne

v. = ~ 1\ . .v .. , 1 < j < n. , vrere affine kombinationer af
1 J lJ lJ - 1

punkter v .. fra M, og lad A , ••• , 1\ vrere reelle tal med
lJ 1 n

sum 1 • Da er

v=~I\.v. =~A. ~A..V.. =.b.(A.A.. )V ..
1 1 1 J. 1 J lJ lJ 1,J 1 lJ lJ·

Idet Z A.. = 1
J lJ

for ethvert i, vi I . ~ (1\. /\ .. ) = 1,
1,J 1 1 J

hvoraf

vi ser at v E B.

_Sretning. En delmrengde A af V er et affint rum hvis

(1-A)U + /\v E A for a LLe u og v i A og a l Le /\ i ffi.

Bevis. Antag at vi har vist at A indeholder enhver af-

fin kombination af ethvert sret v ,... v
1 ' n-1

af n-1 af sine

elementer. Hvis v , ••• , v
1 n

tilh¢rer A og 1\ , ••• , A har
1 n
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1 .s i .s n-1 , og bemrerk at

Sretsum 1 kan vi gerne antage at I\n ~ 1.

v = ~ 'I\!v.
l l

, . ' -1
/\. = (1-/\) /\.

l n l

er en af'f'Ln kom-

binatione If¢lge foruds~tningen viI derfor v E A. Men

~ 'I\.v. = (1-/\ )v + /\ v E A.
l l n n n

.Sretningen f¢lger nu ved induktion efter n.

Sretning. For ethvert punkt u i et a~fint rum A viI

A - u vrere et (linerert) underrum af V. Omvendt viI for

ethvert (linerert) underrum U af V og ethvert u i V

mrengden u + U vreret et affint underrum af V.

Bevis. .HvI e v,w tilh¢rer A og 'I\,f.L tilh¢rer ill

haves

/\(v-u) + f.L(w-u) = 'l\v + ~w + (1-'I\-f.L)u - u E A - u,

hvormed A - u er et Iinerert underrume Omvendt, hvis v,w

tilh¢rer U viI

(1-'I\)(u+v) + 'I\(u+w) = u + ((1-i\)v+'I\w) E u + U,

hvormed u + U er et affint underrum if¢lge foregaende

sretning.

Bemrerk at det (linerere) underrum A - u h0rende til det

affine rum A ikke afhrenger af vektoren u.
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affint underrum A2

i Ai hvis dim(Ai)

grebet parallellitet:

Man ser a~ ovenst~ende sretning at de affine underrum af

V prrecis er sideunderrummene h¢rende til V's linerere

underrurn (se 1_6)~ Det er nu klart hvad vi skal mene rned

dimensionen.a~ et affint rum,. og at vi kan sige at to affine

rum Ai og A2 er komplementrere (henholdsvis ortogonale hvis

V har et indre produkt) hvis de tilh¢rende (linemre) underrum

er det. Et af'f Ln t rum a f d.l menet on 1 kaldes en ret linie. Et

af et a t't'Lnt r-um Ai kaldes en hyperplan

dim(A2) = 1. 80m noget nyt har vi be

A
1

og A2 er parallelle hVis

eller hvor og u . E A.,
l 1

Lad vrere punkter i et 8~fint rum Vi

siger at (vo'··· ,vn) er af'f'int afhrengige hvis der findes et

ikke-trivielt talsret (A ,· .. ,A) med sum 0 saledes at
o n

~ AiVi = O. I modsat fald er vo,···,vn affint uafhrengige.

v -v ,. e II V -v
1 0 . 'n 0

(
Vi overlader til lreseren at vise at et sret

fint afhrengigt hvis og kun hvis srettet

v,··· v er af-o 'n

er

linerert afhrengigt. Heraf f¢lger at A's dimension er lig m~d

det st¢rste antal a:f~int ua~hffingige vektorer i A minus 1.
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*9 .2. Affine afbildninger.

*9 .2.1.

En a~ildning f: A ~ B mellem affine underrum af endeligt

dimensi onal.e vektorrum V og W kaldes affin hvis

feZ A.v.) = ~ A. r(v.)
1 l l l

f'o r enhver af'f'Ln komb i.na t.Lori ~ A.v.
l l

af elementer fra A.

_~~ Til enhver affin af'b ildning f: A ~ B findes en

linerer af'b I Ldni.ng g : V ~ W og en vekter w sa Le de e at
o

f(v)
!

= w + g(v)o
for ethvert v i A.

(

(~

Bevis. Vrelg et 11 i A og se t U = A - u. If¢lge
i'

* U etSeE tn i 11.g en 9 01.3 er linerert underrum a:f V og vi de-

finerer h: U -tW ved for ethvert v i A at seEtte

h(v-u) = f(v) feu). For v,w i A faB da

h(A(V~U) + ~(w-u)) = h(Av+~w+(1-A-~)u - u)

= f(AV+tLW+( 1-A-tL)"!J-) - feu) = ~(v) + j-Lf(w) + (1-A-tL)f(u) - feu)

= A(f(v)-f(u)) + ~(f(w)-f(u)) = Ah(v-u) + ~h(w-u),

hvilket viser at h er en linerer afbildning.

Vi vrelger _nu en basis e ,° 0 ·,e for U og supplerer1 p

den med e
p

+
1,···,ek til en basis for V. Der findes da net-

op en linerer afbildning g: V ~ W saledes at g(e.) = h(e.)
l l

for -1 < i ~ P og g(e
i

) = 0 for p+1 < l < kG 8rettes

~ = feu) _. g( u ) haves for ethver v i A

:r(v) = '\fie + rev) -- f'{u ) + g(u) = ,wo + h(v-u) + g(u)

= Wo + g(v-u) + g(u) = ~ + g(v).
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Koro 1Ja r. Hvis f: A~B og g: B ~ C er affine af-

bi1dninger me11em affine rum, da er gof: A~ C en affin af-

bildning. Hvis B er et affint underrum a t' B da er 1'-1 (B
o

)
0

et affint underrum af A.

Af speciel interesse er de reelle affine funktioner pa
j

et affint rum A, idet disse er nrert knyttet til hyperplanerne

i A. Bemrerk at en reel~affin funktion enten er konstant

eller surjektiv.

Sretning. Hvis f: A ~ ill er en surjektiv, affin fUnktion

sa viI 1'or ethvert reelt a mrengden B =1'-1 (a) vrere en

hyperplan i A. Hvis omvendt B er en hyperplan i A og

ex E JR. findes en surjektiv a:ffin funkti on :f: A ~:ill aa Lede s

at B = 1'-1 (a) •

Bevi s. Idet aIle sideunderrum h¢rende til s amme linerere

underrum har samme dimension (per definition) kan vi gerne an-

tage at A er et linerert underrum, at f er linerer og at

ex = O. Men da er B en hyperplan i A if¢lge dimensions-

formlen (2.2.2.).

Hvis omvendt B e-r en hype r-pLan i A vteLge r- vi u i

B og sretter U = A-u og W = B-u. Da er U og W linerere

underrum af_ V og dim W + 1 = dim U if¢lge forudsretningen.

Lad e ,···,e vrere en basis for W
1 p-1

til en basis for U og videre med

ogsuppJB r denne med

til en
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(

basis for V. Lad g voore den lineoore funktion som er nul

pa al.Le e. und tagen for i = p hvor g(e ) = 1 • Soot
1 P

1\0 = ex - g(u) og f ='" + g. Da ere

:r(B) = 1\0 + g(u+W) = 1\0 + g(u) = ex.

Hvis omvendt . v E A og f(v) = ex sa viI g(v-u) = 0, og da

v-u E U betyder dette at

v-u E Span(e ,···,e ) = W1 p-1

hvormed v E 'B. Altsa er B = f-1 (a ) .

·Moongden a r bi jektive affine a:fb ildninger af et af't'I n t

rum A pa s i.g selv er en gr-uppe under sammenee t.mng og kaldes

A's affine gruppe. Hvis U = A.- u for et u i A er det

klart at ethvert element f i A's affine gruppe har formen

f = Ao + g hvor g er en isomorfi af U og derfor kan vool

ges til ogsa at voore en isomorfi af V. Hvis g er den iden

tiske af'b LLdni ng siger vi at f er en tranSlation. Dette sker,

sam man let overbeviser~ig om, netop hvis vektoren

Vo = f(u) - u ikke afhrenger af u, hvorved :r(u) = Vo + u.

Vi siger at Vo er translationsvektoren. Bernrerk at linien gen-

nem 0 og Vo er parallel med A.

Vi an tager nu at V er udstyret med et indre p r-oduk t

og den deraf udsprungne norm, \I II. Vi siger at en af'f'Ln

afbildning f: A ~ A er en kongruens hvis

Ilf( u ) - t'( v ) II = I\u-v II for a'l Le u og viA. Det te med-

f¢rer naturligvis at f tilh¢rer A's affine gruppe.
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Sretning. En a~fin afbildning f: A ~ A er netop en

korigr-uene hvis den kan bringes pa f'o r-men f = 1\0 + g hvo r g

er en ortogonal afbildning af V pa sig selv.

Bevis. Hvis f = Ao + g, hvor g er ortogonal, haves

11f'(u) - f'{v ) 11 2
= Ilg(u-v) 11 2

=

g(u-v)·g(u-v) = (u-v)·(u-v) = Ilu-vI12
•

Hvis omvend t f er en kongruens og f = A
O

- + g haves for

ethvert par ~,v i A

Ilg(v-u) II = Ilg(v) - g(u) II = Ilf(v) - f'{u ) II = Ilv-ull.

Altsa er restriktionen a~ g til U = A-u en normbevarende

isomor:fi. Tf'e Lge 7.7.1 er derfor g I·u en .'orto~gonal afbildning.

Ved eventuel t at rendre g pa U's o r t.ogona Le kcmpLemerrt ,

noget som ikke rendrer gyldigheden af formlen f = ~o + g pa
A, kan vi ant age at g er or t.ogonaI pa hele V.

Den f¢lgende eze t.n.ing k ar-ak t.er-Lae r-e kongruenserne at' A

som de afstandsbevarende af'b l LdnLnge r- af' A pa sig ael.v ..

Sadanne er altsa n¢dvendigvis affine.

8eetning. Enhver a f'e t.andab evar-ende afbildning f' at' et

af:fint rum A ind i s i g selv er en ]{ongruens.

Bevi s , Lad g vee re en afb ildn:Lng a:f et linerert rum U

ind i sig selv saLede s at g ( v ) • g( w) = v·w :for aIle v og·

w i u. Hvis e ,... e er en ortonormal basis :for U, og
1 ' n

A

g( e.) v i L
"- "- u.e. = e ,... e vrere en ortonormal basis :for

l l 1 ' n
Der:for grelder :for e thvert v i U
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g(v) = ~(g(v).e.)e. =
l l

*9 .2.5.

{
\

,(
-.

Heraf s es at g er linerer, og derfor en or togonal af'b ildning

pa U.

Betragt nu en afstandsbevarende afbildning f af A ind

i sig selv. Vrelg et u i A og sret U = A-u. Definer

g.; U ~ U ved g(v-u) = f(v) - f'{u }, Lf'o Lge f'or-udee tnt ngen

er da

IIg(v-u) II = Ilf(v) - feu) II = Ilv-ull.

For vilkarlige vektorer a og b i U grelder

Idet g er en isometri fas derfor g(a)-g(b) = a·b og if¢lge

den f¢rste halvdel af beviset er g derfor ortogonal pa U.

Da f(v) = g(v-u) + feu) for ethvert v i A f¢lger det

at :f er en affin abildning og dermed en kongruens.
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*9 .3. Konvekse ffirengder.

*9 .3.1.

Ved en konveks kombination at' elementer v , .•. , v
1 n i et

reelt vektorrum V forstas et udtryk ~ A.v. hvor A1,·· ·,A
1 l n

er et Sffit af positive (d.v.s. 2 0) tal med sum 1. En del-

mrengde K af V er konveks hvis den med vilkarlige elementer

v
1,···,vn i K ogsa indeholder enhver konveks kombination

a~ disse. Ved i beviserne for sretningerne * *9 .1.2 og 9.1.3

/

\

at erstatte ordeae "a:ffin kombination" med "konveks kombina-

tion" :fas :f¢l(gende resultater:

s~tning. Til enhver mrengde M i V :findes en mindste kon

veks mrengde konv(M) i V sam indeholder M, og konv(M)

er prrecis mrengden a:f konvekse kombinationer af punkter :fra M.

Sretning. En delmrengde K oaf V er konveks hvis

(1-A)u + ~v E K :for aIle u og v i K og ethvert

A i IR med 0 < A < 1.

Bemrerk at den :foregaende sretnings geometriske indhold er

at K er konveks hvis den med vilkarlige to pUnkter ogsa inde-

hoJder liniestykket som:forbinder dern.

Det nreste resul tat skyldes Car-atheodo r-y og indeholder en

betydelig skrerpelse a:f de:finitionen af konv(M).

Sretning. For enhver mrengde M er konv(M) identisk med

mrengden af konvekse kombinationer af a:f:fint ua:fhrengige punkter

i M (se 9*.1.4.).
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Bevis. Lad v = ~ ~.v., 1 < i < n vrere en konveks
1 1

kombination af pUnkt~r fra M ag antag at disse er affint

afhrengige. Da er ~ II V - ° hvo r 1/ 1 , • • • ,I/n er e t ikke-rui i - r-v ru

trivielt talsret med sum O. F¢lgelig kan vi antage at

-1 -1
J-L > 0, og v~ kan ogsa gerne antage at ~ J-L < A.~.

n n n - 1 1

for ethvert ~. > O. Vi har da
1

(X. = ~.
1 1

og endvidere er

n-1
• ~1 (X. ==l= 1

n-1 n-1_1
·~1A. - ·~1~ J-L ~. =
1=-~· 1 1= n n 1

Endelig har vi

n-1
·~1CX.V.
1= 1 1

n-1 n-1"
-1

~ .Z1 A. V • - ·~1A J-L J-L.v.
l= 1 1 1= n n 1 1

= (v- A .v ) - A .: (-p, v ) = v ,
nn nn nn

Vi har sa Ledes f'a e t. udtrykt v sam en korivek s kombination

af n-1 punkter fra M. og ved gentagen anvendelse af dette

rresonnement rna v l tilsidst ende rned af'fLnt uafhrengige punkter

fra M.

Korollar. Hvis M er indeholdt i et affint rum af dimension

n, sa viI ethvert punkt i konv(M) vrere en konveks kornbination

af' n+1 eller :frerre punkter :fra M•.

Et n-simpleks er en mrengde a:f :farmen

hvor v,··· v er et a:f:fint ua:fhrengigt sret. Punk.terne
o ' n
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.(
Vo,o··,vn kaldes for simpleksets hj¢rner. Et O-simpleks

bestar af et punkt, et 1- simpleks er et interval, et

2-simpleks er en trekant og et 3-simpleks er et tetraeder.

For ethvert punkt viet n-simpleks med hj¢rner

v , • · · , vo n er frernstillingen V :::: ~ A.v.
1 1

entydig. Tallene

AO ' · · · ' 0n kaldes v's barycentriske koordinater. Hvis

A.
1

reprresenterer massen ophrengt i pUnktet v. ,
1

i = O,···,n

sa viI simpleksets barycenter vrere

Til senere brug viser f¢lgende

v = ~ A. v .•
1 1

Lemma. .Lad v ,... ve , m vrere punkter i et n-dimensionalt

affint underrum A af V, saledes at m > n+1.

omnummerering kan da opnas at der findes et r sa

Ved eventuel

~ A.V. = 0 for et ikke-trivielt talsret
1 1

*9 .1.4 hvormed

Bevis. Srettet v. , ••• , v
o. m er affint afhrengigt if¢lge

A , ••• , 1\ med sum o. Ved eventuel omnummerering kan vio m

antage at A. > 0 for i < r og Ac < 0 for i > r. Sret-
1 t/

(1-. tes J1 = ~ A. , i ~ r fa s 'I-L = ~ A. , i > r, hvormed
1 1

r -1
.~.Jl I\.v. =
1=0 1 1

m -1
· ~+1- J1 ~.Vl· E konv~v ,···,v Jl=r ili 0 r

Vi kan nu vise ReIly's sretning.

Sretning. Lad der i et n-dimensionalt affint underrum

A af V vrere givet mindst n+1 konvekse mrengder Jl ,. · · ,]{ ·o m

Hvis vilkarlige n+1 af mrengderne K.
1

har en ikke-tom :rrelles-

mrengde sa har de aIle en ikke-tom frellesmrengde.
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Bevis. Beviset :f¢res ved induktion e:fter m. For m = n

er udsagnet tri viel t og vi antager nu at m > n og at udsagnet

er vist :Lor aIle tal < m. For ethve r-t ', i med 0 < i < m

:findes der:for et punkt v. i n }( .• Under brug a:f det :Core-
l j~i J-

ga eride lemma :findes et r og et punk t v sa

c(nK.) n(nK.)=nK .•
j>r J j~r J J
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*9 .4. Konvekse mrengder i euklidi sk'e 'JektorrUffi.

*9 .4.1.

Vi antager at V er udstyret med et indre produkt og den

afledede norm. Idet vektoraddition er en kontinuert operation

er det let at indse at afslutningen a:f en konvek e mesngde er

konveks~ Derimod er det ikke n¢dvendigvis rigtigt at konv(M)

er afsluttet se Lv om M er d e t , Vi f'a r- der:for brug for be

tegnelsen kOnV(M) for afslutningen af konv(M). Det er klart

at . kOnV(M} er den mindste afsluttede konvekse mrengde sam

indeholder M.

Sretning. Lad M vrere en kompakt mrengde i V. Da er-

konv(M) cgaa kornp ak t og derfor a f'e Lu t t.e t ,

Bevis. 8ret k = dim V og betragt produktmrengden

N = Mk+1 x [0,1 ]k+1. Da er N kompakt og det samme er derf'or

tilfreldet for den afsluttede delmrengde Ne af punkter

(~u. J, ~/\.~)
1 1

i N for hvilke ~ »: = 1.
1

Vi definerer en

kontinuert funktion f: No ~ V ved

f(~u.J,fA.~) = ~ A.u .•
1 1 1 1 l

*If¢lge korollaret fra 9 .3.2 er da konv(M) = f(N )o og der-

for kompakt sam et kontinuert billede af en kompakt ffirengde.

Sretning. Lad K vrere en afsluttet konveks rnrengde og til

u i v\:x 8re t ex = Lnf' ~ Ilu-v III v E K ~ • Der. :findes da ne top e t

punkt "» i K sa lIu-vo II = 0:0

Bevis. Lad K~(U) betegne den afsluttede kugle mea

radius ~ og centrum u~ For ~ > a er K~(U) n K kom-
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pakt og ikke tom. F¢lgelig er o g sa K (u) n K ~ 0.ex

Hvis bade v og w tilh¢rer Ka(u) n K t'a s , idet derme

moongde er konveks, at t(v+w) E Ka(U) n K. Men hvis v ~ w

er u - v og u - w ikke parallelle, hvormed

ex = Ilu - t(v+w) II = Ilt(u-v) + t(u-w) II

< t Ilu-vll + t Ilu-w II = a.

Dette er en modstrid, og altsa bestar Ka(U) n K netop a:f
,

~ Vo J.et punkt

Lad :f vrere en a:ffin funktion pa et a:f:fint underrum

A a:f V og for et givet ex soot

K = {v E Alf(v)> al.- .

Da er K .en konveks IDrengde. Thi hvis feu) > ex og

:rev) 2 a sa viI

f( 'Au + (1-'A)v) = 'Af(u ) ~+ (1-'A)f( v ) ~ «.

hvis 0 < ~ < 1. Vi siger at K er et (afsluttet) halvrum

a:f A. Idet en hyperplan i et affint rum netop har :farmen

fv E AI~(v) = cxJ if¢lge *9 .2.2. kan et halvrum altsa geome-

{
\

trisk opfattes som de punkter som Iigger pa den ene side af

en hyperplane

Sretning. For enhver mrengde M i V er konv(M) netop

:fcellesmrengden af de afsluttede halvrum som indeholder M.

Bevis. Lad K betegne frellesmrengden a:f de a:fsluttede

halvrum som indeholder M. Da er K afsluttet og konveks og
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f¢lgelig er konv(M) c K.

Tag nu et u E V'\konv(M) a.g, lad Vo vesr-e det punk t

i konv(U) som ligger nrermest ved u. Betragt hyperplanen

A gennem V
o

med Vo - u sam normal, og lad H vrere det

a~sluttede halvrum bestemt ud fra A saledes at u ¢ H.

Hvis v E kOnV(M)\H sa ville liniestykket rnellem Uo og v

tilh¢re konv(M) og for punkter w pa dette liniestykke

gcelder Ilw-ull < Ilv~ -ull i modstrid med def'ini tionen af vo •

(Dette indses lettest ved betragtning af det 2-dimensionale aL-
t

fine rum udsprendt af u,vo og v). Altsa rna der grelde

konv1.M) c H, speciel t M c H, og da u ¢ H slutter vi at

u ¢ K. Dette viser at K c konv(M) hvormed K = Konv(M) •

.En konveks mrengde 80m er en frellesIDrengde at et endeligt,

antal halv r-um kaldeset koriveket polyeder. Hvi s punkterne

fvo , ••• ,vnl er ai'fint uafhcengige v i L der.for ethvert i

prrecist vrere et halvrum i aff ~ v . , · .• V ?to' n 5 som indeholder v.
l

/
'I

og hvis tilsvarende hyperplan er udsprendt af de ¢vrige punkter.

Heraf ses~ at et n-simpleks er frellesffirengden af n+1 halvrum

i det n-dimensionale affine rum udspffindt af dets hj¢rner.

8pecielt er ethvert simpleks et konvekst polyeder.

Hvis K er en delrnrengde af et affint rum A sa viI

A som delrurn af V vrere et met.r-Lak rum (isomorft med mn

hviS n = dim A). Vi kan derfor tale om det indre af K og

am r anden a f K r ela tivt til A. For eksernpel vi 1 randen af e t

Iiniestykke i m2 vair-e mcengden selv, medens randen relativt

til linien hvorpa liniestykket ligger vil besta af endepunkterne.
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Lemma. Lad K vrere en konveks mrengde i et a~~int under-

rum A a~ V og u et punkt pa randen a~ K relativt til

A. Der ~indes da et halvrum H bestemt ved en hyperplan B

i A aaLedes a t K c H og u E B.

Bevis. Vi kan uden indskrrenkning antage at K e r a~slut-

tete Idet u li~ger pa randen a~ K ~indes

ea Lede s at Ilu-u II < 1. Ef'e Lge se trringen pa
n n

da et halvrum Hn i A saledes at K c Hn

u. i A\j<.
n
*9 .4.2. findes

og U ¢ H •n n

Normalerne f~nl til hyperplanerne f~l som bestemmer halvrum

mene ligger i en kompakt mrengde (enhedssfreren i V) og ved om

forn¢dent at passere til en del~¢lge kan vi derfor antage at

fa l konvergerer mod en enhedsvektorn
a. Hvis er det

punkt pa B 80m Iigger mellem un
og u n sa vi L

{
'i

( v- v ) - a > 0 ~or ethvert v i K idet vi antager atn n-

a "peger indo i H". F¢lgelig vd L (v-u) -a _> 0 f'o r- ethvertn n

v i K hvilket viser at K ligger i halvrummet H besternt

ved hyp e r-pLarien B gennem u med a sam normal'.

Sretning. Lad u vrere et punkt i en konveks mrengde K.

F¢lgende betingelser er rekvivalente:

(i) Hvis u = AV + ( 1-A)W med v,w i K og 0 < A < 1

sa viI u = v = w.

(ii) Mrengden K\fu l er konveks.

(iii) For ethvert affint rum A sam indeholder u viI u

Iigge pa randen af K n A relativt til A.

Bevis. (i) ~ (ii). Hv1s v,w tilh¢rer K\fuJ sa viI

AV + (1-A)w tilh¢re K for men kan if¢lge forud~

sretningen aldrig vrere lig rned u. Altsa er K\ful konveks.
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(ii) ~·(iii). Hvis u er et indre punkt af K n A

r-e La tivt til A sa viI u+w E K n A og u-w E K n A

for passende sma vektorer w. Men da er u en konveks

kombination af punkt er fra K\f u ~, og K\fu~ er der:for

i.kke ko nveke ,

(iii) ~ (i). Hvis u = AV + (1-A)W med v,w i K

og 0 < ~ < 1 sa viI linien gennem v og w vrere et affint

underrum A af V for hvilket u er et indre punkt af

K n A relativt til A.

,Punkter i en konveks mrengde K som opfylder betingelserne

i Qvenstaende sretning kaldes extreme. Mrengden af ekstreme punk-

ter af K betegnes med E(K). En konveks ffiffingde beh¢ver

ikke at have nogen ekstreme punkter. Dette viI for eksempel

vrere tilfreldet hvis K e r en ab en maingde eller lllere specielt

hvis K = V. Pa den anden side viI hj¢rnerne i et simpleks og,

mere g ene r-e L t. , h.j¢rnerne i et konveks t polyeder klart vrere eks-

tremale punkter. 80m f¢r er det begrebet kompakthed der er

a~g¢rende for eksistensen~af ekstremale punktero Vi far brug for

f¢lgende:

Lemma. Lad K vrere en konveks mrengde og ~ en hyperplan

saLede s at K er indeholdt i haLvr-umme t H bestemt ud fra ~ .•

Da viI e thvert ekstremal t purik t af' den konvekse mrengd e K n"~

vrere ekstremalt i K.

Bevis. Hvis u er ekstremal 't i K n 'B og

u = ~v + (1-A)W med 0 < ~ < 1 og V,w i K da rna bade

v og w ligge i :B., idet vi ellers ville have det Lndr-e

punkt u af liniestykket [v,wJ beliggende pa randen a~ H,

men v og w i det indre af H, hvilket er umuligt. Men sa
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er u en konveks kombination af pUnkter fra K n B hvormed

u = v = w if¢lge forudsretningen. Altsa er U ekstremalt i K.

Sretning. Lad K vrere en kompakt konveks mrengde og lad

E(K) betegne mrengden af ekstremale punkter i K. Da er

K = konV~(K)} •

Bevis. Da K er kompakt viI ethvert punkt i K vrere

en konveks kombination af to randpunkter. Det er altsa nok at

vise at ethvert randpunkt u af K er en konveks kombination

af ekstremale punkter fra K. If¢lge Lemmaet pa 9*4.4- findes

en hyperplan Bidet affine rum A = aff(K), som gar gennem

u s aLedee at K er indeholdt i halvrummet H bestemt ved

B. Ved brug af det foregaende lemma er"det derfor nok at vise

at u er en konveks kombination af ekstremale punkter fra

K n B.

Idet dim(affCK:,.';n B)) < dim(aff(K)) kan vi nu bevise

sretningen ved induktion efter dimensionen af aff(K), da ud-

sagnet er 0plagt hvis dimensionen er 1.

Til slut skal vi unders¢ge s~menhrengen mellem konvekse

mrengder og normbegrebet. Udgangspunktet er det faktum at for

enhver norm II· II pa V viI enhe dskuglen tpa grund af'

trek~ntsuligheden) vrere en konveks mrengde i V. Vi .$er dog

at kuglen er en symmetrisk konveks mamgde idet "vii = II-vii.

Omvendt haves:

S~tning. Lad K vrere en kompakt, symme~risk, konveks

mrengde i V, som indeholder 0 som indre punkt. For ethvert

v i V srettes
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Bevis. Da K er qvrnmetrisk er det klart at II-vii = llvll

~or ethvert v i V. Det er ogsa oplagt ud ~ra de~initionen

at IIAvl1 = /\lIvll :for ethvert /\ > O. For a t vise trekantsulighe-

den vrelger vi :for u og v i V positive tal a,~ saledes

at ex-1u E. K, f3-1v E. K og ex oS Ilull +E, ex oS Ilv'll +E for et

givet E > O. Da grelder

F¢lgelig .e r-

II u +v II .s a+ {3 ~ lIuII + IIv II + 2 E •

Da E var vilkarligt, er trekantsuligheden vist.

Unde~vejs har vi (stiltiende) brugt kompaktheden a~ K

tilat sikre at llv ll = 0 kun indtrre:f:fer na r- v = 0; og vi

har brugt at 0 er et indre punk t ti 1 at sikre at Ilv II < 00

:for e thvert v i V.
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1. En mamgde A kaldes et abstrakt a:f:fint rum hvis d er- fin-

des et endeligt dimensional t vektorrum V over IR og en

en afbildning ~: AxA ~ V sam opfylder:

(i) For ethveit:s i A og v i V findee netop ~t

punk t t i A eaLe de s at cp('s,t) = v ,

(ii) For vilkarlige punkter r,s og t i A grelder

~ ( r , s ) + ip ( s , t ) =.~.cp ( r , t )
I -

Vis, at der for e thvert punk t So i A findes en velt-

torrumsstruktur pa A sam har So sam nulvektor og en

linerer isomor:fi :f: V ~ A saledes at

~(cp(so,t)) = t :for ethvert t i A.

Vis, at ethvert vektorrum V kan opfattes 80m et ab

strakt a:f:fint rum vedat s art t.e cp(u,v) = V-U4lI

2. Vis pae tariden om at'f'Ln af'hamgighed pa side 9*.1.4.

3. Given pararneter:fremstilling :for IR's affine gr'u:ppe og

vis at den kan indle jres 80m en undergruppe a f GL(.2., IR) ..

4. Lad M vrere den a :fslut tede delmrengde af IR
2 b e e taende

a:f punkter (x,y) saledes at x > 0 og xy. = 1 eller,.
x > 0 og y = o. Vis, at konv(M) ikke er afsluttet.

5. Lad K vmre den kompakte ,konvekse rnrengde i m3 udsprendt

af liniestykket {x = 0, y = 0, -1 < z < 1 J og cirklen

((x-1)2 + y2 ~ 1, z = 0]. Vis, at E(K) ikke er afsluttet.
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6. Vis ved et eks empe L at udsagne t i ReIly's sretning e r :for-

kert, hvi e der uendeLtg t mange mamgde r ,
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