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Mat 101 1974-75

7.8. Spar.

7 .8.1 .

Lad A == (a .. ) vrere en nxn matrix med e Lerne n t.e r- fra
lJ

legemet L. Vi definerer sporet af A ved

Tr(A) = ~~=1 a ..
II

(Tr er en forkortelse fo r trace [eng8 f'r , lat ~nor'sk trasen!}],

rnedens betegnelse spar er vor germanske arv [ty. Spur]). Sporet

har f¢lgende vigtige .egenakabe r t

( .',

( .i ) Tr ( M +fiB) = !, Tr ( A ) + f1 Tr (B) ;

(i1) Tr(A') = Tr(A);

(iii) Tr(AB) = TI~(BA) 0

De f¢rste to udsagn er oplagte ud fra de:finitionen af sporet,

og (i) udsiger at Tr er en linear:form pa cJ{(L). Det tredje

udsagn f¢lger af udregningen

Tr ( AB) = ~:r: 1 (~r:- 1 a. .b . · )
l= J= l J Jl

= b~ 1 ~r: 1 b .. a. e = Tr (BA) •
J= l= Jl l J

La& nu :f vrere en endornorfi af et n-dirnensionalt vek-

torrum V over L. Hvis ( e . , • 0 • ,e )
1 n er en basis :for V,

i hvilken f udtrykkes ved matricen A~ smttes Tr(r) = T~(A).

Hvi s (e
1

, • • • ,en) er en anden basis :for V og S er koordina t·

transforma ti onsma t r-i cen fo r ek i.f t e t f'r-a (e . ) -basen ti 1
l '

(e. )-basen har :f som oekendt i (e. )--basen matricen
l l

A= SAS-1 • F¢lgelig er

idet vi udnytter (iii)o Vi ser at Tr(:f) er uafhrengig a:f
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basisvalget. Af (ii) f¢lger i ¢vrigt at ~ og f' har

samme spore

Antag nu at L =lli eller ~. Der gffilder da f¢lgende

833tning:

Hvis p(t) = b~=O ckt
k·

er det karakteristiske polynomium

for nxn-matricen A haves
----

Co = Det(A).

Bevis. Idet save'l spar, determinant 80m karakteristisk

polynomium er invariant under regulrer-rekvivalens kan vi gerne

antage at A er en ¢vre t.r-ekan t.sma t.r-Lx , idet vi elle~s erstat-

ter A meden regulrer-mkviv a Len t matrix r. Der gcelder da at

p(t) = II~=1(~k-t) , hvoraf' de tre ¢nskede ligninger fr-emga r ,

Bemrerk at for en ¢vre trekantsmatrix er diagonalelementerne

netopde karakteristislce r¢dder, r egne t rned mul t.i p Ld c i t.e t ,

Det ovenst~ende resultat fortreller.derfor ogs~ at Tr(A) og

Det(A) er lig med henholdsvis summen og produktet af de ka-

rakteristiske r¢dder.

Det er klart a t man. kan have Tr (A) = 0 ,men A ~ O.

Det te kan irnidler·tid ikke ind trmffe hvi s A er H p Osi tiv semi-

de:fini to, idet vi har f¢lgende f'o r-me l.:

r'-n *~) ~11 nib I 2
Tr\.D.c = ~i=1, j:=1 ji I

Formlens r-Lg t.Lgried indses 'Ted di rekte udr-egn i ng , idet det

(i,i)-te e Lemeri t i B*B ne t.cp er
~rl .-
~~ 1b .. b .. e

J= Jl Jl Vi kan nu

vise f¢lgende sretning:

For aIle A og B i ~n(L) _srettes ~_ = Tr(B*A).

Herved defineres et indre produkt i ~. (L) saledes at
n
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*CAB)·C = B~ (l~!. C) og A·.ll = A* ·A* ..

BeviSe .Man ef'Ler-v'l s er- let at A·B = Tr(B*A) opfylde:n

kravene tiJ_ et Lndr-e p r-oduk t , Det erie s t e punkt som ikke er

oplagt er at AGA = 0 ~ .A = 08 Men dette f¢lger af formlen

(*). Endelig haves

(AB)·C = Tr(C*AB) = Tr((A*C)*B) = Bo(A*C),

samt

Bemrerk at den s i.d a t.e ligning udsiger at Lnvo l ut.t onen i

A ~ A* er en isometri af' J{n(l,) 1 na r- man bruger nor-men
1 1

IIAII = (AGA)2 = rrr(.A_*A)-2".

Opgave: Vis at Tr er den eneste linearrorm ~ p&

cJ{CL) som opf'ylder r:p(AB) = r:p(BA) f'or aIle A og B

samt ~(E) = n, hvor E sam sredvffillig oetegner enhedsma-

tricene



MaC 1x 7, ø v 1-1./

1. U~sr&J, 01A-v ~ t' (1i<~Ji?) de~~j d ~
:p'1'04Iet -"IX-d, i et t ~4AA,; 7:.l ((x,) )(2.) J f!l-f) v-» ~y
M.;~ hM:

,t, L~d Cl')·· • ~a",", ~ (~ "'1..Øe:(~~', 1hd /tN -
,A~'lJe') t7-Cdt~ ~. ~w- ~ ~~dc4 03 tiL­

A~~kt-~ k~~~ 1c-t" t:d- dL-/~

~, Vc.O ,,.,t db., ~ ~~~.(. ~~ JJ-; ~ t ecoe-
-tilt ~Irrt..,..~ AM...t-~ ~ /&~~t q~y

~ e1~.lit~g~""tU.t~ s~, -t-td&y/U.u$

A.tA~1 4t4 ('"'-,~) e..t d ~t t1..A..ft~t'"t- set:t
ti-f q~t:h..ttleL ~'OL. !'

'I. V~ ,~.:t ,u,oof fr;t -viLIc~~-e. ~lef.o 1'-e-r ~).Y. -et eL
1etr"U1-~f /VCkhrt7~ ~"- ~ jlHbd-u,1e1 "æ..tdL-r

IA..J. ~ ~. 'v' ~/)A-~ C : J1'A!:!"Y"-~lI~= J/~~lIl.+'~YIIZ..



· , ~ ,
5: 11t4 / d clvL /rrI lfJLi)eA.n, ~-(.. ~~ fA.. J .J! --t l -e;C vae..

tr.n'"Y~ IIM.L~ ~ tp.,odM.-kt ~~

~ ~~~~~ 5"~j kdb//~.5

lt.n.-v-cA.,1 M-M (~J::c.) .f.Jt' d ~etit k-tJi...~ ~ t so:
,t t:j~""th.t:.!k..t ~k4~ ?

tø. 1- d '3-~~ ~~'7~ (VIL) e-r:

~t ~ &7~~ ~~ (~..l)~')!:.'J). ~,,/u- t.t-_

er~~ ~~ 1-rt lj.J. J AA.r,y lj=. S;O~ [~ft-~2-f~3J•

1. \I€-kføy'1'~~t (/I(~!R) ~fn/~ ~Pl. ~

Aa.d"IrItAA.-~' ~dru- (/J7"O~C. ~J~ ~ (3'fro~-

~~~'i~~ ~ ~~rrr~ b~ -jN ~ ~I ~~ ..
1:0 -t'~-( U (», 12, I O I - 20).J (-1) -1 tf I C J .2 O ).J (7-, -2 "/) =' I Z d )

~6-r~tt. ~~ U. ~~ ~ NIc'h.bY~

h~ ~ lj-'-.

~. L~ ~) j; ) C ~ ~~ .; d ~~fDy.,,~

AM..L~ ~ ~'Yd~t) o, ~~ I ~.:i (~/~) .eY' d
~M-t 1A...~~~f s-d. ~~ ~1o~~;t)"f(JJ~kIi-
~ ~f g li:' sj>~ r~iPJ.

q. ~~lelo-t-r~ (!Æ~/JR) tiiul:.t.4 ~r~-t ~~ dJ:L
A~~e ~ 1J'Yr:Jo4A,~t. ~ f!rY1rr,~P-f(J..I-,Ie"

ft·~ --I ~~ (11 1/ 1) 1/ 1) 'Pø: ~t 4,1 ~klc~/~

(2,0; 2,1) o) lt9 (',1,0) -3 J -1) ~6y~t:L ~d(k"t~..



Io. k.,L ~ ~ J;, ~c. ~ Jl ~t~,e ~Iø..,~ c .a:
~e.U ~m'1~ ~ tl-vdA-t. 7l';'Ød4.lJ,t. k.t~ i ~~

.4Z6.ttu i tL-t Il ~ -t t ~ It b41~ MA..~t ~~t~,

11. LA~ (V,L) ~ d C~ UøtJt~l~ ~~ -

,/,A'~.d~) 'lrt.-k#t7'f.M.v ~~ )lf'N!>~) o-,

~,(., ('!.-1)'" i~ J~ d CY ~""lUJY'AM-dt rd ~I~ ..
to-,t,-( ~ v. V~ I J fN ~ ~:"""!.Ad ~k-ltw ..It G V
IJ~ æ~l! ~iut.. "

I~t~d~-t- ... , -t 1:t1'rIL
~ II~U7...

V~, vl ?,<yLe 'Id \s ..uj~~

Iy t -f.... I'2.-t l t ~ -t I~ l ~ 12. = 11:t. 112.

f~ • LAd. ( ~.,) · * • J .g~) ~ ~ HIrnurt~ ,,~ 1-H
-ti -vc.Je-ItY"t~ (viæ) ~ u.....~ ~"'ItJdMJdL V~,t~-

~ 1Yt~ ~ ~fr>t Jt. <: V ~ ~.IrH~ ~L'

1eddu )t ts ~t~5'~.e..u-l, V~ t d ".Ii 1tY
:::! ~ Vi ~ + t ~~ t' V~~ ~ \Il = 1I::t1( ~~ J ~ evt- dAA, tJa.L-
~ ~Z.1t, + I I. + Cøt 'Z.1J;. :. ,.

13 I LA-iL (VI ~) ~ -1rek fe.,-y~ ~ ~f ~ kdUrl-t:-
~1t. ~~ ~'vl-t,ltJ1AA/I.; p~ [0,1) 1n,.~~~l:, ~

4t At.ed~~~.e ~~ /Y'C)~,et
d-

tp. tr : j ft-l) 7f{i) d.Æ)
D

~ ~,(, V, ~ fAM..~~ ~ dL ~/e;t(, ~y

Q~ V 1rv~



1

S~(t)~ = o,
o

&1~ '4 J-. LA.~ dt.AM./Uf (W/IR.) ~ ~fr:H,.,.~­

~t 4 ~ k~-4;1AM.-e.ntL tH."dM.. ~~"I ,P~
[-1;1J 1trtf!J~ ~ dU ~~u~ .~ Pyodu/tt

1 .

f'1f :: ~ cpl-l:) 1(L-I;) d/t)

O"!J ~ lAIt ~ ~~"IM.~ ~I ,u, ~i!.-Æ~O?4-LV

Cl f:- W fo-r~
~

JcpU) cAJL : O ·
Q

v~; d W1..L = l~J) ~ iuJ?~ ~~I d W1 ~
ÆJw ~d (JNh~~ Ja~~.

111t ~,(, (w;8?) 1I~ $'~ ",' C) Ilt 1~) ~ ~ U~
tANvdJ.N,,(..lANL~ ~f ~ ~ G ~Mtl~ ti~~­
cIL t.v, 1I~/.d. U ~ d fHlø,~ Ie~~~j

~ ~iAr~1

Ir. V~ I ~t ~ frr ~~~ ~A0l/t~ t.J1 '" L/2.,
41 d ~h>trf~ CVIL)~ ~~ J:;10~-t

~~
(U1t Uz-)...I- -= U1..L n U't,..L I

V~ I",t ~ ti~ ~~~ dA.~~QlA.) s~ ~tI.,{~
o

~'tt
( U1 () U1. )J. ': V1J.. -t U7..J,. I

Vt1 t d ~ V~ IA,~~ At ~~ou... J s: ~~~
tb.;t ~~ ~ ~~~ b1 ~ U2-' cac-
~f "v, 13 ~ 1'tt)



1~~ E"h hUj..e. (v,,,.) "'-E.lV al /V-cie Io-t-Vt.- /t--tJv d -v-t-Ie lav -
?t-tMA. (V/L) M.<.~ ~M.t. 9'"1(1~kt UJtS ef--t~ ~

C( i:o~a -rM.-",t 6~je i d-vtJ (J1A,v ~ -vJe,1rJ'1-e~ -i 1ø~
t..,- ~--("~ I a-, .r/}1· YI/z -= O /<rr M1 ~"'k.L • V~ I a.::t
~ Art" Iktrl'A;u.t~!J (I ~m~ 't..'"- fi f.!J~

(I) ( " coSt, s~C , Cff-s Zt , 5~2(;) · · · ~

~ ~ ()yfo~~/ø4e. /.J~~ ~ ~k/UY,-y~~

( liI U() æ-f tdU tt tn1.-~ 'tUt.eaQ., ? f-d.I.e ~~~ r!t.
[-lI,7rJ SClM..- t Arde-hJ.r~WtM.~t (WJ~) ~f ~ ,eau­
i1~M"t 1e~~/eIu. ~t.-æ~ 1,.0 [--r/Ir]) ~tettt b~­

tk (v,IR) rr.J (~(I) -t~$ jvrt':J~ ~. ~ .r~,(-

~~f., ~~tfhCJ~t. JJtMvv.~ "t1.:.l (1) ~~-

~ f!rIlo)Ur( dAA-J f-~. V~ I LI ~~ ~ ~M.t-L-

ry~~ It,-f A-~'~~ ~ ft~~
(2.)

~t'J~dJA ~ ~ CN~N~~4~ A.: (w, ~») OJ

~ ~ ~~~dJ... e;-t~AAA-d;4P~el ~­

~~u ~1eAt~ ,,; (2) M- ..r~~ ~-
AIV\AV ~I VY .<I G1M. ~.ivtJ~ ~\ (1) :-

1'1. B..e-.s~ ~~kM-~~e. f.k I Ilkll,.~ 1 J frr
p ~ '/Z, C() 't' ~Iek~~~ ("?~!R.) et) (//?~I IR) ·

11 t V~ ,d ~~~'J~

(x.,)x1..) 1-> ( I~ It + I)(~ 11:. ) 2-

~ c« ~ ~M/v ~ c«, IR).



. ~o.
• I ~ ",

Vil.» I Cl(,t ~ '~ ~~ ~ÆIrN-A i

U;f,..,dMrStØij I kit~ "~~", :~ÅL~ ~,td-t~ ~­

" " '~ Il<p U1 ) Il ep Ih. 'o,' II eplløb -1,t, -1Jt,kfr.,.,~UMA..MAd~f,~ . "

*""~~~~ '~ ~M{,~ 'ft -e-ttA..t,knhJ.. LQ,Dl,
.. .. o: •

Or . t. . •... . .

2.1. , ~' ~:k1<: ~~ !& ~ ~ ,~t., d -1.Url~
. . .

~Irn~~ f1tU~..J~ k~' ,
", • 0°

.. ~~

'V~'id ,1t.viA' t4tLiltl I~I~)' et ~~t,~~t1G"fef ,
~tt.Å1IfM-, ~,~tt..,~tl ~ ~', ~'twio ~'~,.I:tl·"
~frr~ ,~~ ,'i, 4t.,." ~~',~~'~p6I,..:
*~, ~~,t ,~ '?-ldsle~ ~ ~o. 1Ic.Q ~d ,-ekA-"

'~pd, d a;~ ,tU4 ~~~ frr'd ~-
. "",f tt."II..~t~f .f1J1~ tlJ..;J!). ,'.' , '

. .'

" 'R2,', Lift,'" ('0 L) ~ d ~~t:, ~,t&7~., ,~(.>Ø I

'tv/:-' 4,~tJt~ I.M., ~ 1-;> " ~ Il ~'~'u~{or~t k 014'i1/t1Mt­

Ant- 't,~,(~" 4.} I/~ -t IR) ,1
1dt;t t/ frr~y~

'M.4 ~ ~-6u~dMf(~JJt) ~ HJd,-~,t/ ." ,; IR,-jtN-­
,',~4Wd ~,~J~4~ ~~,



. ..' .

.fj.', L~ (v,t.J ~'r"'L) ~'~Y~~ ~lefr,y'?'~j

'~~, ~r ~ ~,Irw· 'Jd.~1.I ~ ~.lI' Iu~~"

, II ~IIU ttMq; 1/ ~lIv · ,\: '
..
I

~ . . .

,10: E~'~ ,~~~f,'V~V, 'U1ei tJt-t:,~

.',_: 1u.1'1dM-td;, d.t.A!~4 ~, ~,oi.c.·h;;t: ?~.(f Zi::t, '
, M, s~~ ~ IIJl!i-)lJy ~ M1I~/JtJ ~ ~~t:UlV~/. ,
, 4tf I--t tu~~~ I ~ ,"" ~'~ ,~,,~'...

~~ ~ I-,>I'-j{Y:)/Jv '~f' U,'~ 1.'~ .e., ~~~ 'Pl " ' ,
~Li.t4~~ (!&- 1;:' u I 11~llu ~ 1J ~.-(. M SØ1M. .~-

JO"~. ~ ,
. .

. ~o.V~/d, ~ ~ ~4fA. ~~f:U-:>V"/"y ,
";t",,,,~~t ~ A) MnH ~ t.'"I~l"Vtt~ .,:,UI$~u e-l'

, ~,u.~~tVGI.T1~-t~~f flt. '/vM., Ul /~t U "J V
1ewk.u 1rnl'~ ~,," ~ ~ 1U11~ '~~

" ~~~. V~ ~fJ ",t ~,'~ ~-t~
. . .

It U->V tf ~nt:k~-/dl Iuriø, f7J'~ ~i ~ ~r ,
~v~.

. .' .

3olfrAa~J ~-lU' ~ ~,,u~dln.N, MeAv) ~

6t,(,' ('I1 i I." J~) '~,~b~ 1+-1 '/J" }lu(..,

,II, ~. {t -t p, i' 4~~I\. II,=,Ct.t' + I •• -to 1~ I

4~ ~ ~ ,~~ 11~ •~•., .t, ,U, V~, ~'"I.v....
er '. '.

~ 4/ K e 1(+I,t~ Iti," II~U, ~ 1l~11(J ~ kll.!i111 jo.I
. . I

~, .Ål:; U, t o«~-I- 41..4.~ 4-t [("'.) I "/ ~",) I 1&.11" III 't ''' ..1',1~
LI ~ lel1AA../J 44t tIAA,'1A4~ iI...t.. 4-1 L~,)

. .

~O,' V~, ~t It.vi.U ~~ ~~~'(kl:~ $:­
J·l ~twv.,~~~~ .fJ;U-)V~.,~)

"~~~-u~~t.

....,.



2'I. Vtk kt ry tMNt. AM.J-i (!R~ R.) t-~ tcu ~ f).JM-d:. ~~ dI.f
4rul~~~~ JrfC41ec. LI1l,( f ~~ vu(,

4/t~t4. ~~A' --I R~. 2lJ~ I~ I 5'd

U :: f (X'j )(1.) f-/I?2. , )(., =.)(1.. f ·

OIl~1.t.ry j e:t.C U..ty ~~~t t1d-A. J I ~~~ 1'*.
&A~ ~ ~1:I/AM;,~~ -tu, ~~~/t-~ f/ u-) u,

tE. L.evl (11,/1()~ f,t 2,-d,,!,~~--tt.thlt.I~~1e

w.Jefo-t'f~ I ~;{ .f ~ ~ ~'1AMr~~ 41 II, ~
&,tJ(

~ ~ t:l f AA6~ ~h,x Mt,4,t, ~ rrl-o-
~~ 6~. V~, d f 4 ~~) ~ a, ~

. tv.rlÅ 6=-c I ~ 6:-c o-, 4 & øl.. ,

~,. L~~ (v,,-) ~ .f,.;t ~-dA~~~ ~k-
t

brI?~ ~ iA.A,;~ ";!>"r'O~t I &..,{ ~ t;,{~ L I ~

~ j"J k) h ~~ ~~k.err tt-f v) ÅVI'Y ;6 u
-hj-tletw--. 1./"'k~(fJ" i ~ ~f1) 11 +la J f, Oh. er,.h -1 e f"

J"tvr, ~~W-, uA..utVtj~~ I avh-,~~/~ -/.tur.L I

4tJt1Nw f,) It. ,., h er hU; Ik..n'~) ~~"J~tJ4+U!t)

(n Jo-" C'fketA / ~ t YtJM. l

2.7, L~ (V,II<.) ~ øl ~U\4d~ A..ehf,y",.~ dvl d-t'-

~~~ ~/I{, V~ I vt dM-1N ~iurrr- hlv,c1IA-~ t.ktfø-

~ f:rlA~ I 4./ li -1etÆ~ , &f I ~ ~ I ~ ~~$1S~ I 1ff 11Art,'I-

~ f ~ ,tA.Jt~ ~~~~~



1. Øv 2~ -31

).? t L~1It f 1I"dM.. ~ ~~ ~~~H:f:- ct-/ d -twtL-
-ttl~ _~~ ~~?'~ (\I;L)~~ t/J-HJ-
~,~t .. V~ I ~i j(lI) =I\; J., · Vu I et~ ~~t ~el!V

-iH' j~ .f~..w...t ~~ .r~ f,

..e,~.. Lt?/.,,( I ~ ~ i~pc~c ~~ ..I.A.A-dA~~

d,-f ~~~ -dA;~t-t ..:~ ~1rt"Y~ (~t..)

M-ot.,(. ~~ PT6~t, ve.Q /et: / -t~ a--thJ-,~fJ~V~k-

ht~ p:' j(V) ,

30. LMI.. (VIL) ~ ~ 1I'eJeht?'tMA-v MA..L~ ~dt..t.. ~-

~t rtf ~~~'1.Ic:n... 1A.,~N. V~ rAt %~~ 't.;L
&t'h.,~ ~ ~llrw.. ~,4~.,; af V ~
~ IMNIHt.ØJ~q ~~""IIAAA.~ t:JM"fo~ft -

~""~fd-: ~'1~ WbA ~fN7UMA.~ CNff,~

tAw-. ~ HI.M, 1"'~. ~W-~ ,j ~ tA.ft-'- ~ MAA,­

OlA'CJ-r, 1'rtM., .e.., ·~~f ~ V'S a;1t-,~ ~

~~ '~PfU-'

'31. LA.-,(, (1111()~ -t/t ~l~,t 1I'tk.~.y~ A1-fd.

oU~~?tn.1.r "It. e- /il. Ld 71) · " I:lP~ .u-lucvL..,It-1AA.·

Ø!7-tdt ·f.M.,~ft;e-t ~f V MUd ~/t·(V) ~ 1 ~

4'-~ 1) .... i P' €1A..-~"frl'~ ft-t~attls) 'tf ~ 1d~

(I) ~j, ('V) -+ l Il 1-~J; (II) =' M..)

(2) j,..,.. "-tjp : e..

10 &.fI?~,(, I d ~~ ~ e-t.hJ~ AA.ouVL 6~

(~l1 ) • • • J g/'7i) !tv /t'(y)) st4dt; a.,t ~ ~J ~7b­

~ ~ij I-'f' .e,.et..t~klz,y /N It· ~dt., -ta. ~
~~~ ~~J ~ a· ~ø't ~ frtl t:t-t sæile-c

(Jf')



l1~t lX

~.5~ ~I 'k. ~-(.A. 1Ii4,« .!~ttit :~6,.,~~~Y v:
~-ytAtllA~, ~ .sa-ttt,t ..(."/ ~ btt~t.-S /tv li:

20 Ve4 J 4-1.. ft'(~lJ) :: ~/J) a, ~t .hc (.~lj) ~ Q ~ Ir, '# L·
(13~1rio ~ lA.A~t /- ~lat.,1 ~t 1/ (~!J) = ~(j;' ('li)) + .. , +Ai)./pfe.:;),)

~o Veio ,d sæ.i:t-et. (,)t) c '(' ~ fN Irrvu>r~ /;q lis j-ey v:
t

L~~ At)' ") ~p ~ '"tt.dLt. J'~I1A-t~ f-n.(/et.. ('11)("')-

~-tr,ACty J~ -jo,!~;~--e A Ql1/"k) ~~

l"'f'l3 61 -t l l' + "7?J6p .: ~ '" dl + t .. \ +-.tfp .. Ii·

tte Gtø~~ -/trr. (v-.e~ k~~~ ~ 4t ~f1~'
~tU.,) J d ~~ -tA.- &Yhr,~ ("'~11)-~-
+.-. .'..#.s ",ø I _11~. . -' -+- •- ~ - s A S-I ....
v~ :.Ri ~~~~ ~ ~~ ~~~ J )

S Ap S-I ~ ~ 4t~~~~e.t.y' ~,;L ~

1/~~ "1 OIAA. ~ t>fAt~c:rt-t.~ l



/ .

'.;' .'" wa,. :..,. ~ ·~k/tJf<-Y. Vt4 .« sæf/d ~/;"t~.,e-r .'
.•...... V.' ~7eMA.,,(.,J d .s~ '~-t"~ -6~ /-trY ..\1:
.. . . . . . . -', . '. .

to .' 11t4 ~ d It (~ljJ '=~b .~ :.~ hc ($.l.J)= 9. -/rt~ ~ ':. .
. (Vi4 tT§ld/~1 (. e/r.A'1 d: f,t(.fIJ)= 'A{j !t11i/) + · · · + "'.Jf,.(~).) ...

. . ," .'. \:

. . 3o II14, d jet;/.4,i At) e-r~ f!rI~trr~.6~ fiv l/: o

o L~A, o 411 t •• ) AI> .~ ?-edtt., ..f!Jf)yJ"hI..t.~~ t.,.,,It~)-

o .:'.' o ~~'fi1A.tUYJ ·it/A,krs~dt,~.Q~t11,) ~O'. o

0.79&' +. "1'"Y!J6~ = ?t; ~. d1+"~"4,'=5...,..... o

. . . .

.' ". tit) .~ØJ.,· ~f-.t(v~ ~~~ ttf"ct ~~)J
':.~ ~~ ~tNAr9~~ I?)X~)-'~"l6;x ~I s:4 ..

'. ~d ~tu'~ ~ "1~-1.i .,. J ~p~-I ~ ee: o

.' .' .:.' .

o. 00.0..· ."""~~~<.-#w"t:l~ ~ ~oM1.; f/~~ ~o . O"e~ /,.1~~ -

"': ,~,: • o"

: .6.

·312·,·. Lit"- lv,/f) ~ æ ~~....d" .3-~~~.

. . '.' ~J:A:~ ~~-y~. ~to/~'~ tA-v·dZt.,~~
. .

' 3.~~ .op:. V. ~:~~Y ·~~'1 p1 ~
. . ·pe~A·". N.Jn"rrlANt.w-4 ~ I~':' ~~1~·-.r.~ ~-

. ..... " '. ''1' . . . '. '.' .

'. .A f l" e..,~.. ..;~t;;r (N~~ iJ~' ..~
" ~""~Jc;t ;W.,.~ ~ aw ,f.It.o~~T~'"

. t J~_ .. A. . :
~ .3-~4'r~. "fIt)" '.'

~':!1 e,~.i ~ +d.~ .t: l/I ~ .4!~/

.~~~

J!. .......,. f (~) '= Øo (..k"J y~ J J!)

/.t~~ ~M~': V, '~fN ~ '-fi-', d.~ .
~ ~ ~ ~ ~. ~·IvI· .~. V) 1::t,.,At, . .Jt"

1(~) =: ~.:t..



. .

--' , , ',,1# dle ..!~ v. J;tIe.~' ~- ~~- IItklr#rø"lotJt4.tri;-kt

,','. (.dt<'I~t1M'tto~4l) -ql--.Jt/,'!j Yz. -J ", k~.s
",' , , 'Y, -~ Y.&. •••--;z;., ,~ ,+Ur;fN.w -- Jt,),~ai jt.1 ~ V ~ ~

,', dbl'-,

•• o"

. . .

~3)t (":A,:,l,"t ~il~) ="1 (~J><'JJ1) + ~2 b/si< ~2.)J

-~1X~a.t~.,'\= ~t><Va ;.~2.:: 2.)
. .

..
. ..

II ~1 )t~" tiL :: II ~If Ila. ti ~åU'2. - (~t • ':Ja. ')~

• "~1lt~&n :, 11'~IIII~1.1l $~,,)-" '. . J

, 'ÅN-H' ,: ~ti ~~~/ ,o-,~ Yl. "t.-I ~.rJ.J ~",;- k~~~ --
., ,'- ,,--, ' \ -lal •. " ~.,.J~. _ V ;' ,~-,', li. t' , ~./.' ~ , /~,._t.::', -~~ ·~-I-",""~. -V~ i 'fA- JI,;C}la 'f"!I2.<I ,~

, ,"..,'~ 11Ar:o'$~' 1~1)~",)' bl~flt ~ft~ ..~t.
_' lI.a, d lM.rCo s~ (:ti.J~..)t~ ~d.tr:t 1A.A,/It.~;"e.J

',41 e# ~."'(~i\~.li&.JJ(,)(Jt&j ,~' ;MJJAi lt~, d A.v:o.
_ ,4~' -'(Jl"i~") ~b'" fNAt, tnt-~ -'~ tJYA,~~J.t,.I

", " ,.<lA· ev Jevkd(~,) Jta~ JiIJt~)· o-tlts,~ ~' ~Io-
. .. '. . I

-~~. V~, d, AAn:t- CiI)1.2., b) t.1 ~- ~o~l-htv" "

6'fAn.t.øY~ ~I st -1i!tJ4-1' ~ It:!"t. := ~:J) .$2. )(~3 =~/)
. .

~'$)t 1-, : t..... 8.t.t~. -~ vele Ia-tflJ1o~kt/ a,'f
" . ø j

X.,f!J .,..~'~... +~3~1 ~ !j,!.1+ y.~8. +'3 '!,.'J;;~ (;y,-lL;C-,zJ

"" ~"f.n-I"~ff~'~~ •



• •• • I

33~ . E1v~Wt# f·~~-<Mbti~k.~kr!7Jy7~ '.".
lv,tR),n:~eJ.d ~:. ~""k'Sft~~~kI · ilMJfMV '.' ' .

.... . ·,'f-- =-1· V~·. d ~ ~~~·f:w ~iirf14tt-
. . ~~.e/ ..~·~ ~·~·~'f/~J=Oo~·.a...· .
.. ~~V.'· .. . .... ., "

.. .'

'. , .... '..'. ,j " .... o. •. •• •••• ' ',' •

3'1.. .. : V.o,~ ~ .. I ~ o~ :~-c,r!JIWt~&.r1a ~'H+rI/r: .
o' ',.~/·,d. ";~t.;.;.d ".~'~,i,;~..'.~~~1t:. vtle·
.:'. ~?~ ('y/~)~ r4l··~°l.eA~··'3°'.~.~ '~~M
• • o" 'd~ lIl" $øJM· d. {I-Y) =.w~:L11H ~ J!6 11. .

. . . . . .

. '

. ~. .

;
t .,.



8.1. S'!1~'Wt.f f.t[slcL 6/ ~1~a11-'f~('''f.

1.1.. Kv~dYt/lh·Giu. fi~~~y,

ts. NO-f.w..d/wMA.~~ fr.t k'l~A."j"I$1<.A. ~'I~t{,

Øvdu('

~.f.1-~,1,'1

t,2.1-!,2,.2

8"t1·t,~,S-



/'1at 1x 8,'.1

VePL. ~ .I:H-IA,~j~M/v ~ et-. -vdchri'Y~ (10 L) jaYrJ:S
4t:J1-1A I:u~dt e-: ~~p(~q (~)~) t----» Z11'g.;~) e.-f Vx- V

.a;« / L I .s~'-t4 ~ L#-U,(~"~ .J:$. J--7 'B(E-;~) -iN
~t ~e II -cv: -uv ~j:rrMA-; fJ~o V J ~ ~~d.~-

g~ ~ ~> B(~/~) ~ ~:t J:6.~ 1/ -l,--I ~~}n~

1J: V. lif.-' S~ ""l d..d /4~~ ~,eY(JJ.M.,1c.e- O J' l-t;L a.:t
k~~--t.. 1J-t't,I'k.UVf frrMtc.Lr øJ ?-tdLt- ~m'Y~ Ct/I #?)

~I ~~dU1A..J 'k..l:-IIV.

S~~ ...1 'Zt j,j,~1;t..!.~~"1A.d.( ,: \; a, ~~.t-

k-t ~I ~ std~ *'\. æ ~ ~ Jl~jt:Il~ ~lll
~fW.4 It ~1t- ~tth..~ Iit~~ ~ lJ..t.fA:~-

~.MAJ./ ~~ li ,JI.,t')tr\. ~.-vuL fN'~~ ..r~ ~

;f.rCÆ fw"YW\AIw o v« v 1<.., IVeJ~~ e." "k.~iN~)
4.y.J. 4f."f'_.Udr~~~ (~;~) H ().

~~ ~..tt,~""..,~ :B ,~ V 4~~J ttd., ~~ syWl-J11e..

rn.'sk 4/W: ~-U!q~~~lle I citA!~ ~ 1~ 8/~i~)=

Bt~/u-) Altr: ~(~~): - ~(~/~) ~ ~ ~J~G \,I. ~

~ 4-aJ!J~~ rru,e .IJ..t~-1A'~~ 1$ ~ -v{ 'S#!~fJbt

8(~Jk) :. o frr A1Lt.. ..!!' €: V. Ir't.oLijN~ t.rI ~~d.t. $!J~-

~ tU..s~ " tJfM,,'t:f~lIM.~ MIle J M-jlt"v ~~ i.t.4\~"",. -
1rt1lAN ~ ~~e ~ ~~kAk.r.

7if .tMw. ~AA ~ ~t~ :4t~ e ;t V.l./-( ~~-
......

~~

~ tf:} 1/NI,~tn:sle ~.~t~Mfrt~ ,t ~ ~ fi.-ft,;t,,(~1~

(~,l!) ~ ~(~J~) ,. t. (~t~;!t) - B I~I Y:))

~ ~fe'f!1~~~$~ ~'~~~ på 1,/, ?tPld B~BJ"'B'Co)



~~ .B ~ s~-ks (,' -t1- J~ (lI ~ )-,~M4.t. ~(~Ie ~

~ ~t:sldfYk~hitk. ~\~~M~. /)eJ1/4e,. QPSpJt~

lA 1.kv-4J~~, t J"'iitt .t..f ~ I J BJ ~ AAN. 8~ J 84
11

.$!1~ "'1M...! h-tsk.t.

J..Aw-, ~~tJ,~1M-t ~J~ 1H.'-lAI~~~AAA-t'l AM...e~ 8s
lr13; =

8.s 'I--I- 4.'1 :,B j IttVr ~ Bs I - llr II .:- BAII - 81 j (.\d.d: ~I- 8S " e ('

s~ t\oYl~ fy,',st e-, ~ ~-.8,/ e-r ~1l\!ØIWl~ Mik; ~f.k$;

~t ~ ~IJ~ ~f' ~/-rr~J iw-N ~f fø4-! -r I d 13s
l

:: eJ
I1

~ ~I ~ 08....'1. - &'~M-Iø--r~~ B.s ~. Z~ ~~

~ S~f1N'l~ M.te.t.. hlvv-. ~~$!t~~ lY/flet... tit~ ~/.t;,

70 I.rl,M~M ~AMJ~ ~ et d ~ a..~~zt I lv.rtS t4..
~ ~~~ t!'J~,/'VlA.tlYtl$k.. ~1. --Ikrt"ld.ø(" d.t.~~,

~ ~.~,~.~ ~ ~~ tt,!- .tH.'4t~-
1H~( rpt V, ~ dl~~/.t<. ~4~~

~ ~ s!1M-t~ IY-Uk JH\~\~.A.;t"ln~ J d.t øV"t-~e:~~

~'~i-H~ ~' ~!~ ~ ~ -4:L ~ t~~ ..

MJ~ 4:.-t: ~,l~"f(, ~ ~~~ ~-6:$~rlhL ~ ~~~.

LA.~ e ~ lM,> ~~ bi.tt\~Ict;fM, ;ol 1/,

a, tA.,(, "-i.--I ~. IV~ ~T ~ 6~ (~f)···J~)'

~ ~k:'A,I~~ +-e It; 4.,(,-( ~ = 1111 '1.1+ I I' .po U-n"'... '" .k =
~ "" -+- I IL '1" v~4t. ..t V ~ 4 ~ Irr Y It-f~T-e-t-k~

~ ~

(1) l>(~):t.) =~ L iA.; ~ Bts: i '..J)
11'1 ):1

512.-btu bL): 13 (~t,~j) fv, t~J e/.;' · ', 10-\.) C1"'J I ~ (b/I~fr'v) ~

(1) S~~;-V$

(Z) 8(~;~) =~-~~I J

Jw-,w ~ _ Å;iw-'. ~I .ty 1e(!7ff,(A,~-f~t12k~ Aklf". 1e~~tlJltd ..
S'P~ ~ ~ hrW. Jt) o-;, ANN 8t~)y) ~~tt:~S ..r~

.tM,. (1 X 1) -~~IY;X. ~t.ty at ~-t U; d ett"f' .e.-.1/;t.."I
"V-~ ~t b~ ~ ~~ ~etA.. /fA;.A,.!YtX ~; s~dt-.l d



\

(2.). t,-f o-phld'1H. "dk" ~~~ ~'V, ~IJ~~ (~) ~ ...

hA ~htxU.1~~W,Jj'~,Å~t~~~zt hlt­
AM, ~ .§,~ ,~,,:-a' a~~4ltrf,t~: ~.',t.

,~~ li 6~, , ' t, '

lki' plsl-tø, ,..;t ~ ..!J1,~~1fIA~ -B ~-( S'ø'W1.~ - - ,

'i,.,isle, ~ c:eJ' ,~ iw14 ~ -la, ..B~~4. ifM.,4r,,,Pt,
~ I'W..' 4-,i.. '~ ~t' ,i:J~ ~-I tg~.~ In/ile, lJ'~ ~ itAJ-t. .t
lll(l)-h.,..~I.,;x. lf .s:f~~iYi,t..e I 1t'~..e-.r (~)I I/.,-tfll/,t~ f,v
-Alt, So, ~ c;. v ,,~ ~- ~.It:) == ~ - IIj" ' J""!1~~ ~\ tft-f

, a .t.( dM~4tA~~å.~, d~-JJ;i,. ·X-~/~I

1rr ~ ~/~6 V.'I1~ ,~tt~' $.U 4:t 'd~ cJiOMd~
,,~, oe ~ ~ ~ ~,l.I, - fJ'J, IYtr~,' AAJ~

,~,~, .B ~ a.M.~·S'e~~IYL.r'a1 ~ C!J ~~ ,~'
,I,( ·~:t:tseJ "Nt~M.s It ; , ,

,vl$b.A, ~/1M.4.-&:f ~A'f,ø,e.J Ir,q,-,~ ~ tot ~
. . ... .

.bt~«M"f.,,'WI.; 111-(4~ .~I-,H< tfIN,.~ ~ ~-

s~'ft. /..-.,,1., ~ ~ ,~ ~ 8 Aø~ ~~t)~/~' M$·1t Il "
\ '.' -t ..,

~ ,bUM ('CL " ","!4-) I tA'[ (~/' f l J 'it J~ ~ _"~
. .

b~ ;,., 6v(.~'~ k~4'1Ud~/rrtMA.A./.tf""'4':' ,
'~~tiA"~ ~~ -tCL d'v-e.V'.,4M.f~ ~ C-Id J "'i ~J '
,it;(' (:f~J' .,).{i}. S~~~,tM.,~ 1et:rNæ,,'~-'

, '1. .
, $f/JJ~ J!:.I '~ 1ft1 4rr...tM.. ~tN ~, /fM./ut, r",) ;".1 ,,)

1vIfN'(~J'I'J~) ~-r~ 't\~i~ ~/=~~/' ~~.6.t-'
,~~ ~ '~~ % f.,rt ~~~~ '1re~,t,;-t.Y

" ~q~ &V
l!>(~i~)= ~- .§~I

.= (S"1 ~ )1a t« 't )_ -=1 =a =.Jt,
;: ~, (S-", ~ s;.., ....•- _J.... .Jt, ,"



,...,

~ ~ 8 ~~ett. ~IY/)f. ~ M-t,ltt/, b~ ('!~J'I'/~1J

e-r t~4& tK.t~-t ~

B =(~_,)I~ ~-1 ,

t1-f t:Ut ~e:lAte:. UJdM ~';""I d ~h-t.~U(
A,~~ ~ r~~ ~-tA\~~ Aøt,..I....f. fry.!'l!d.,-

~1t- 6~.f I.M ~~~ .. lJd AM d.t7ft,v :JC"Il
~~~ d fIJI.L~~ .-y~,,~ "Y'~ 8 If.-! tw A'"u'1U. -
lA~ ..B ..c~ ..,..~ et.f d.t, ~ ~ 11tJs~ ~-

-tnA~u~~

'"7;-t ~ .s~~~ frUle .A>tA:It.t.~~ B t4tt:~-

?-U ~~..,~~t ~ .$~ ~~ al ~Iff-t,~
~&- V iN ~ ~(~J~):= CJ iN ~ ~rt>Yd ~~!I;!

L~ ! ~~ ~ ~ ~~ht~ ~.~,f, ~

~f J;~. "ye.vt~~t 6.t,~ 4 ~ ~ ~~,Ie,-

7'-(.,-.r ) ~ Ae (ra-f AA "1A.A.i;.J.J.ti"' ~I 0jDNtUU 'I ~ - .! ..J{J = O
fv.r ,A, leaTf,(A; 'H-~ fvet-leee-l fÆ -) ~4° tA,~~...; J

AArk 1e.ørr~~W~~j~~ ~l ~~'1 M~I =~I I !Yd'"
..,~~t ND wf,y -1Ø~dt; d (AA;c,~'Y-Y~ 4.1 V
~" ,(j,~ Iv;, : ~- 'Y''JI : Ik-~ B,



Lt:1r~ 8 ~ ~ .6ic: '1It.<Arl /tn1M.I flJ~ VJ ?UJ (J-{ s tf"V1;v

-fø-.f V ~-r e-t 7(, e-tt ~k hH,.,..~ al tii~dfTk. ~~ /1\/:
Ved,

d<.1J,~Y'-t-~ 4 ~ Q,~~ k 8 : V -7 $f; j ~ ~d­

t:1t& cUw --ttI, 13 h~~ fe v~t?ty tot h 'sk-L 10'"1'AAA.; •

::1-dÆt ~ ~ ~ etM.'tt;.I!1~fy.i(k ~~~-/rn.~

Iup~d.t., ~~$~ ftn~ er: ?t~(fty~1 d''Vt-.t.

a#tX(~~~ ~ /-:, O I A-ør~r(' dl.,. 7i'A. æ.wi~ti
bi ,tt'u.tM lur~ .s~~ ~Nut it-sk-L frA t14t.. ø~ .-
~ 4.øY-t-r ~y ti:/. ~-ttbft~tL ~·.a~M"fH'"

/VW..t..( ~S~~-I! ~-ask.t... foy~-r; t4l ~ ~

~~~ 61>~:~ f-n11AN B ~~"f

= ~ ( ka (!J:. -t.:cJ - ~ I~ -~) ) J

~~J -e..-t 4 e-f .6-t.t~t ~ Æs~ Ve' itA.~

~: : ~,(~~~ A 1-) ~ ly ~6ij~l:."ti.År (lI- ­
WII(~~ ~f Nvt.~~ ~I $'Y-1AA~ht~~ ~~M-t-

M ~~-t '/Jl V jJf ~~~ tt-f h:Ah::l-~4.. 4'.ri:.4 f,N­
~-r 'Il V. Vt.,(, lMhæe~ r(l~..u.u.. 4;/ lvv~ylt-h,1e.t .,trr-
~.( kJJ k~ tteÆ IA.-f~ ~~~~Sl a..i ~ .e~ S'8;1A.tM.4.t-

bZ!k J ~ ~ 4 ~ tAA..:I:!1~t ~~.

~~ ~~tt:t~ ~~ t, pi V ~tJ~S d ~~
po.$.-tlh'v d.th~l.t ~: ti tA.M.-~ U ~f V) ,(.,(yr~

Ka (!:$-) ~ O ft-r J4 ~m-tY ~ e: U\{fdJ (/ttltt dt-r

~~'1~~ 'Jtt.Uu ,.fØfB):= O)) ~ po,'-hv- ~~I.-,Lth'l1M't



p~ Ul r:4."lft:JlM.l kB ( tf..) ~ O /o-t æ/.,b" ~ ~ U. ~J~~~ d.L­

~~~.; k~~6.t'1~ ~~4,-h'V ~B~t ~ ~,ethtv .!~~­

4h\1Ntt. !f"tt;.'J~r ~ 6:tLt po.s/h.;vt:.. f:>~ ~llt.f,'yc VcL-r-

(I/,(.:t4' ,,3 U) ~e:~~s k8~i: ..-1Fet-r-e ~ef{l'1AA.-'t pt.0 U' /:31.

~ll7""~ U st,~ s ~t '1/lt.n....t.. d p o s Lli v-i k Is t-11-1.t::lt --r ...

,.~ 4 ir, fIA..l ~ "-- f.i v/ Æh fAAA,1ttf'Y~ frr ~) d! .,S~

k4 er 1JOs. /I-Vtr AM. ~~.J-,'v ~;4·~t pac U, Ved.. ~ '.s

POSf,'/-iV'I:I-..eh~ (,~f 1(1$ ~,~ d.d: .s'f,rys'tt., titi-11.~si-

. ~.J I-.A., f,-.r 1k.Of)~t fJo$lf-e)n'f.t1-t ~tI.l"''YIAAAN, V~ .~. 's

~j~1-ih'Æh ~tI.å iMA_ kIJ frSkS ~$IEa.~d.L-t

$~''li- «; ~~~(f.Ai jr-rMJr,-t-t ~~-Arll1\ttls~ /,. .
~.~\

L~tJL 1A'f ~ V .v--ztru.. ~t ~ b~; ~ ~ I3Ib-J~) =
IA._ ~ kl ~ llAA-'l-h;)l.~~~~ -4H ~ ,~~h<-.L('k.

bA;IA~M fn~ $ ;Dl V. f:;y ~ ~A.PJ~ k.-t.;a.tty~-

~4 IrrrMN ~ N-i 4 (~ O}>~tt. td~~~J
~ ~ ~

K15 fx) ::: v - §. v, =? Vt ( 2- blJ ~) =.~ b~ v~ ~ ,
l.~ , J =1 /;,J ~ 1

l<a(:Y.) -t., ~: et~~~ ~~ ~'Y~ po4 ~~~­
WYIN -c Æ~1lt 1.otAtL~ II..) ••• ) v"I1,.' ~'iM.1It.tA.~ k~ e-~(

4A~~ po 4J 'k.O~/)~ ~;, ~~~ MAJ dt sk.1i~s !Jl
1tY~ :!. - ~ ~/ j lv.rH ! L( (tI~~M1..a. VLt hAÆ 4.,·
1\M.Ut: ~" ~ ~f o«s;s p, V ~~ de. kA;/Vd-r tt-Ii ­
s.~ ~~-r .t, I:t.) It V l~_~./ft,fCtY-t' ~~ 6... 4.~­
~~ ~~ ,,...,.1Uto j:;o-'tJ. tk..c ~-~to:; ""'\. le aoy~1-t...Jlll4 h..(.

iH ~,



g,j. NafAMd/rs-rMAtJ kt kN~y~lztsk<, :fa-y~~y,

Vi ska.J.~ J ~t deT f,v- ~4V~Y ÆV~Y~/{s~ ~ t'1t.1.- ~

fJ: li) ~ V €-f et: -t-edt "lJt,1e1oY'Y/MM...; af ~'~~dIA.. 'k ~N)

~dAA lA.-v 6~ -/vY V AA.l ,t, 4.m.'~ ~f V Al; 4.ø-

~; ho~~~1A..'- tZ1A..dfA.;~" 3 7 e:t.d--!. 'po Ly 1u> 101-1. L~ ~

~dt~ j;{~~ -6..e(.} ~ &1IC,drt.A. tU& ~~
~-e$ 4 t::d ~~,-e.. ~6-r~dftl'~ /DY ~ ~ei~9d?t.~

.6~ J dt.f/l., ~~ --H.k c.e~ t.. J ~-e~~~ ~ J d

~ ~~~-lY ~~4tLft,'1M,., 1d ~ ~~~.h~ VY ;~~

I;~t I d ~ ti4~ ~~U .er ..fM.., ~e::L4~~­

~. ::tdd. .e-(~t ..u...~'q -di~.k~ Nde.htt ')'~
Ie~ fir, s q/lA.lA /lM.e~ d ~ Jrto4-t t.J .fM.d4 J;Lu:tu ~

~t ~ ~.~~ ~('~ b~ ~\'1/VI.; CN'1-ø1UrfM.L~ fJ..,..J.,

scdc r, 1, 11 ) I -er dtt ~1cLd.L ?-CIJ4t ~~t ,. ~
~d.t, s~ J .s~~~ 'l~ dt.4",-~ ydArz-t<;~e'ie

fip 4Jr~ q ~ Ro-e/ft:Ct: -t.t.A~ ~'- le> 41~(.,'d .

L~tt 15 ~ ~ ~~~MI:. Al.fA' 1-t..t~. :6:z~pt at
et.c.-~·~Id ~I-~'rr~ (Vj/R)j ~e( (e:J)' I'):§.j ~. ~

cn.~MAd biUJÅ,ø 'Æt v) ~ ~~ B ~ ~ -tt:l .B
~tb. M.-t~~ MA .h,t. ,b~ (~J" I J ~), luy ~t~

.b.v (H1-o'iAAY~ h~ (~~J'"')~J~ ~~~A d d4. -t;{
_ .. ~. -' I -1:_. -1 ~ , ~)oB ~~ AA-I.'(~ ~~.ltltt b~ (-edJ'II)~ .e-l'~

d,.:, (1\;'6~-1M.-~ f, IX. . 7N ~~ ~4°~ ,(p1Ut4 ( .;" I • tf ) ~)e-l
...-'\.

dtJy a1AA.L~~ Æ~ ~4I(/'L.~lin·s Iis~ 7ØdtiL..('

h. Æ) "l'dd ~ ktULtVk~n·:ShsÆ ~ ~~~~V

~ 1\M..-AM,..!2 -e.. q~ø t SD'1AA. 'rnI.JtM_ J.i-f;-).!J et,k~ ~" t' y~ Y'

4k~i ~i- P4t~~~ u.v') ..s~ -ty h.-w. pO~t'Æ'v-e J

1tHa--14-e ~ () -ty ~ ~ klvr. tM~+ ~) ~- ÆD ~~/tC,.



~1x

13.ev-W. ~y~1 ~~ I d ~et.uu:~ I .s~ Æø"'M!..Y

ti(. l3 IkA. t...t· dL -/Ns~,.e &1 m'11-or~~ 64<U'/ I ~(J

e« AAA~~ t<-/ fiN~ (~-'1) / 13 § -f J lurH '5: -er ec:

(J-11o,~ ~et~ l (.r~t k'~ s.r.vy . '";tey ..tA..v cY~fJ~«

AMAtMS ,~ ~ttet~tL~ §,-I :§I) e, d.vt~L

(2""1)1 = $. ~ ~~~ ~~ etf /&M.~.d7A.:QY erv"

dis: .~~~ ILI AM-tt~(1y) J'(l"1A..v 4y o,Io~~~­

æIu..:rl~.ti., ~ & . ..6et- '1t4 l3 ..("i~et es, r!i~~-

~J,e I e (' ~ &-I~~ - æb.n~t- .~"t.ru..d0/J .~
dtl~~~~~YI ~ dt.1~(11.,1ld~~tz-l er k
1e~utka )4(.1~h;k.t ""t~~~y ~ B ) -{tdLt ~y 7'(re( It fc-
~1eØ'1M.~Y' "7~~ ~~<'J (~..(,I !-L'e:&.. ?;'.3 cry r~ C.2.tfj.

~~,(, -ly .!~B~.J to ~"Y.rti ;pet>~ k~l, ~

· ,fvi 'f ell:t:r (!:~) "l '.J §J ~ ~. frf/wt.-rl~ h~ IIA... t.. I t "
~ 1'IA.A't~I~ j W ~ eitfa..~~A4A.lll Z;;J.·x. l..~,.e.

fl AkN. 1- k't-r-<- ~~.t ~f JO~ttl-/V(. ~tw-, ~~!iU-<...

dA~~d~Zi.;, j~ .,r:LLdt-,! ~j: f"t'1) a-, 4.krM.-6t
~I ()I-f,-I -1.r

1 d/'ttf; CJ7A~ ~\'HJt, t'4,fi-r '101 - (p +?-) =

~-7'-tJ1 e 11--,,8 =~N.,I (.Iu.v(L~t:t..l f.1/~J. I/~

~ddbuut.,t~~ ~ e:t4A~'~$J It! ~ i-øyt~ p titt#t.,"-

A/f.,..ty{,~ t;;.r t,-.r ';f0 ,~'I,t H, ) d.t. M..et.s~ ,. ~a Il~ ) ~

'1-t-.s~ (), LA..;(, Vf ) tiL I \(, ~.,?t-(.. ~~ -rv~M-U~ klflt -

f Lo ,JA ... rs .-t ~ ""
$P~ 4llt.-. 'VVW , ~1 J" .)i:;J)j (~+t) • .') :t.P + 11 ) ~

(~+'+1)' ·'/~)l,.), v, -(~y h,; ~..,t V, (h Vi. e V3 =v)
~ dM.~~ dt~V1+~Vl+~V8=~'0 ~l

(1)

E-t ~ U ~t ~IeM~ t J)(s.~-tf,: -v{ !-e/J~ I. '1 eU,(Jy

il n ("It fil; V!;) e f~1 j -u.,;, ~ 1$) >0 jH ~ et. Go- Cl' (E]) ~

kB (v) , (J f,-r dI.e -" E: VL 'Ø t<, I ~f fp~ev) tit V ~~V"



d4.,~t. j~ ~ ~~~) ~L-I-1ntd.~i1"", ~t,~Y'1 d
s~~ ~l Ul var ~ ~ ty,(,i '1(. let: J ~' 1t..0J1, d.t..y~eI..

U e v~. v3 c;; V J ~ 144 ~t~ ~ Ut- dt~J'l "t~1I3 ~~~

ars~
(2) ~U1-?-~~N~ .~ ~.

$MM.~tv.,{1JA (1) ~ (2.) #v- ~MU !: ? j e.~t;co­

<u'HtJil-e-fr tAA",~~~ -iM·S~d..tA dA'~d~ ~p;
. .

~ '11 U· d ~~~~-vt1.41!tAM.~· ~.,,{, d,{~~· .

Pi ~~ ~"" 1r1Atl ~ ~"-.,..~ ':.p' ?: 1tL~~d..4.

AM.-:cU ~~I ev-t ~Il_.~:= 1. D

vt.~~~ ~ 'PyetK.tt:ske. k!~~ ttl-40..- IJ~/L:(

/ri ~. ~ ~t~ Ia.J.tlJJtr~kile I.n~ .{ø ~~,.~

MhI~.h-tAM.; ~~1tu4 .~~u....6.. I Er (~,R) et ~~-
~Ie "W-lelrrt~~ ~ 4"·~ .~. li~ r-,~~zh.[..:5'"

.6-i ti~~ oB ~~ ,A.A.ut~ ~ I 4 .r. ~~ t:rf!-øXt>-l-

~ lut"',y~ ('CJJLllJ~)J U<I~~A (~J'll)-Å) ~~ ~

h~~ 6~ ~.~ 'tI ~w,thY~Y' -hv- ~
(~/V"ø.."d~~t1-t~) ~fi I ~r V) Æ.tnQ "t.:t.h.td~
~I(:t~ ;.A,.. '" .t; /.;~ (~) I l',~) ~'t"~, Æ-r ('1/11(,) tL~

~d.M.. ",oe4vkt o, W ! ~ ~.. 7.! 1t.ø~4~~

~ . ·4. t I ·tt.v6~ tI:; J II' I -I.t.. ) i ~d/fS~.$ d..<.,f ~~ ../D.1':O. .: .
~ict- (111;!1-t tt · -t tt,. §. ) · (V1f1+,,,,..II-lt.~~ =&/1v,,+,,· -tt-t11 y~ ) ~~

(-tf) , L ~ J ~) ~t~ ./..M.I fJ--r~~ ,,~. Ikrtt-ftt.-I ~~4

~ .r~. ~1ff J.t.s~wtj



I1wt 1x

L~ 2> ~ .e.v... $:.2.I1Nt-~~>1e .h:~' ~t:Vt frrr;f;V., eJ
ti ~kk'rr{;(/v'l.N (v/A?) a.i ~i~..te.~ ~ G 4V.) ~ &~

~ ~. ~ ~ .B ~~~~ ~,t,t, ~ 'TF~t

b~. J~ e-r k~ fCJ,;{f-tIlJ" dAh~ .,: V;?uaJ. ~ ~.

~ db ~'S kA../Z.A41~'tL-,.i~hrluJ. "f'Ød~y .e..'( ;;o~'H7/e..

v.u{.. b1~ q d.tt(;, 7-U~1d- ~b.,,( 'fri. ~rf ~:

~ oB ~.~ ~~t1M..~~,e.JJ;~\'k..L4/l,/~ ~d d
~kl#'7~ CV/!R) It-~ ~'~&:t~ ~~/J{) ~ &d ~. ~.

~~ "B -løY"'tM.A ~~~ 11A4.(,t. ~ Ir;~f'-'t (-t.1)" .io:..
JJ~ e{' .~ :tss~t'~',;- dt..-p~ # ~ ~ ':' ~ ~
~ dd1M.A~I~

1:>",... • • • b~k.

hl(1 • · , b~K )

fw-t.t I< =1) • .. I 'J.t., J It.~"f po.tt·li v ()!,l Ct. "(~"'IA..<M..-i ·

~.(..,~. ?iH le =I) ••·/~ stJ,~ ~:: sf~ [~f J • H J ~Jc}. Æt-
4~~~ 131r;. vi 13 ~ ~x\l~ e~ 4 ~ ~fJttA1~tJiAt~~

~>tl~ If,(~~ fJt. ~ J rr, ~ U rEIc- ~~d.L 1'tA.A.-'l-~

/k..It.I . .i~ (~)' I. JiJcJ e r ~~ lSk.-'

A-k~~ ~-(,I- I ed. .'(ø e-t ~>t.'I-t.·lr dt-j.t'Ut-'t ~t VI JJa.., e:I

ko poJ-,,:11Ar ~/A'~l .:pr: ~t fll ~1A<t~ ~ J ~

~ le. ~ fAYfrr t'/ø~e ~ ~eJ~ ~~4!j ~Itt.y IXJ-

~t/v-e kart-~ti Yi'hGJu ~dh"" #(.1.. ~ahtl~ t~t~~ ~

~/M;~ ~~s,t ,1.It....4~J d ~! d.tlL"YA.M..i~t 4!...(

..fA!) ~~ 1J.,.C)~lekl a,f de.., te~ti.. re..:ht/c.e ?ØetllLy) ~4Ut

/l1.U..~ ~h~le; 4 t. ~~ ?uvt -1rC.. t:Lt t .JS1c:. > o .



A-k~~ d1A'WLcf, crdd.jJe.>·o .~ lee!) · ~tl~,Vi
4~ ~ ~~~~~L~V'Åe " aL tB ~Y' '1'Q'-l-
f1v- d.Lf..l~t' pl li) a,' ~~ s~tUdt,Pl ~'::V, ...'

~'.' ~(-&1,i:1) e bf'!:: e:td-§, >0· 1ø~~';i d'k4-eY'~O~~'

. -W tJUl;~t;- ?~~V;, A-k 7t., ,dkø e., > 1JO r;. ,J-l v- t/L1t'~c
p~ .\4 'j '.Jw.rr. ·1~~~' '11\;. ~~. iJ·~. ~" ~f-' .<ø"'~1 .'~ ,~I

..-:·~·" ..~,,<.·.~~.:~:leti:~~,~·::~·.,øs;.~~,~~'~:ry~
:.. !ff..,.. '. '& .'~ /If. (lU_ir"" :oi-JØ4t.,i·~:t: '.~ l'l.'1·:taJi.Ue, ·.

. . . ~,. . '. '.' ' .. ;.... ". '.' ..' ' '

, .:nilsh:sle .'.~' irr:' .§I(~l· j': :.o.,:,,·4<t··~.~·~/:~ø'fi-H~·' •..
. :·:·.~~~H:$.fi~k4:~~:" ·1M&lrr~·J.~·~··:~~.~~ ~ :'..". ': .

... '. ptA\Cd>kt.,.·.~~· .. 4~'~:~··;~·:"·fJ~:otXM~ ... ~f····.r4IUt,·~·. IedA4A, . '

..... .tt..~l'~~(,",:. -iØ~.~j ..~.~'~< ·:·~iU4·p<..tt.i4..t ;':'.~..'f.' .

.. :.':' 4:, .':~ ..tr4~"k·~~·~· .IItY~/. ~'A4o~)···'. '~i" ~tht /i::-~o':rJIJ
..' o. • • '. "0 .' • • . ' • .~. •• U,Jt-41· . .

':. :. d ~tl~' !<;Jr+t ·.-i,v: ~~. (i~ .t.1:dt-·1•. 3·~ t J ' ." .);~ ..'~.. :f!~. ~ .. ' .
....~"t~.JrA,r ~1-:k;.+ ~.~ JtIJ" ~··:~M··Ir+l·: lJAMt~· '.

. . . .... '. . :.. fij)Ir+I.'· . ." : 11'i I .... . Ok,. , .. . .. .: " .

, . ~. ",,1)/ 1-~~~ I. d ~~~h+1 .-' k~1..1kA~~·-tv~+~··'.'.."
.. dKa ~~ /JO~"h-'tr 4p.~t »',1. Vi(;11 ~~," ~~.,4:~ ':,'
~~~~y./wu.--løyt,·D ' .. ,... ... .... '. ..



1. Ltu( 13 ~ ~ rYI\M~~sk, ~~1AJ.M~ 'P~ ~

veJe-ht...,~ (V,IK) ~I di~.cUnv ~6N) 03~ (~J'''J~

~ ~ b~ ~. Lt,~ kfs ~~"e')l l\.tAYA<t4ct~ft,1-I.V,

~ (::tJ ~;1'1., ~2.+ l L , 1;A ~ v~2.. Vto l d ~~t .; le(Sefflc:.~..z.
~~ , S~ ('/" AAv/-. ;;o,"-i.l/lIt.. J ~it~ ~ CJ I -L.i ~ M.-..4.,,(

lvIw-. 1M4 kø) ~- kj rnJ ~N8' ,V~, a: dM,~ -4v

6~ 'fM..Æ"f. t-vA(j(~_ .~ ~.,-tA.~t,.t ~ A.A..nAM.-d../rtM.;)

~t 4..~ ø../ le~fftI4~'ti~ "v.l ~'"f ~.~. 1.1- 1 d!..e-l
, o.

~. LA,d. (Y/IR) ~ d , ..~~ucnt.dt Ut.-UZdLile

~fo.t"~l tE",., ~-k.;~~~ Æs pi v t~ ,,;,..4.6.

-tAv H~~ 6~ (-It 1-1.J./~'I) '!rlJ-t!~

&.~ 1lM-_-t~f'~ I: iH 4,,' -ætA.ø~~~~6w r/c'e

61,.>ti,~ ~I"KN .! I ~s~ ?-J B) Me:tf k1r ØJ tM.~. &-
+;". 1_ l / '1 ."", -1) ',.. ',t C' L".'~ ,
A~ t.t..v o-t~ ~~ (.~i~LJ~J ~\l,fl .:~~

ka a~.zt~1~ 1k..H~~j.rr~ I ~ ~ 1J.i:ti..~ ~tTrJ.u'i1u.t ...

~1rrt~.~_i'.O-lA4 ~~~ 4~ "tt.t e-wz.~~~~
~ (~I ~ i~) ~ (j, J.[.,., f..;), ~~ ,§. ~ .f..~ l/~'"N~\"

et..,- ~"("fA.Pl~~ i ed r§....I)'~ ~-( -1'"1 ~ pU"-&n.u..t~-

~ ~ /J tf ~Iezirt'.s h '$Iu t?-fJDLdLY' .,r'cf1,M.. ~'ty~,.

~~~~

3, L~ (~fI?) ~ -4.: "'rl-~1Tt7~ ~I~ ~'~-

~ M~ 2 J " .t.Ad (tiJ I l. I ~) "II1tn.L ~ ht:Lk-1 IN V.

€~ /cq~A.t" -f,;~ kø p:. II e-t .w. .t; .-6, ~~ te:.
6~ e;t'~t ~

kB(~) ':' ~ .L Vt~ l

'6 ~~J'''''



~~ ~~~" .fw~~~r~~~-
,tot ~~~~, .&tl~ iMd.f AI) ~Pl- ~e ~
"l a, (8.t~t (I ~, ,(d, ('"It ...1) -~:~~~ 'W.. -

:i

~ 1):: E\J.,~.,.." +-v..~ l \i~+ I I I. .,.V1'\ .. oJI o, ~~II at
(~f ... \I L "'*' v"",j 'L =:' v;·+ II , t It;,.' -+,e ~ v~ 'IoJ .)

1't~J'~

I

I



--_ ...._---------- - ------ .-------

t:}.O.1

,/(~f:' q·i .. ,11f/~~~01%t~,

q,l. Aif1\~ ").fVYIN.

«z: Æf~ ~'f't"~.

'1~.3. Æf~ ~f"~t~~,,(.,·~ M/~tlJ~,(,'

~,i. /r/1lMt tA~~,('"

ql~ ~ ~1-t *'H.O~V· ~. 1u.1/U'I~Y.

~jtø. Ket11. '1<~ MAr~af,

q/l. l<'1A~.~t"\

ø~~·v.

&1.1.1 -- '1,1,~

q.2.1 - q.2, tf

~.3.1 -c;.3t'

(:j,t1,1 -f7,~ 11

q;f,7 - '" ' tr. 1

~,'.1 -q." f

6) •'1 .1 .:eI}. '1; /0

~. f>V~ 1- -, V



q1.1

q, l. AfJil1l. 'Y/.(.,Wf" ,

Let,d., A ~-.,<. ~ æk.e.-~ /l4u:L11.,,1de) uvis etemett-

-te-Y kalcks RUM klef aq 1;.e.lL~~S 0 Q.) ... ) ta.~ (I//~)

/lrce.f'e ere f2vtde../l.,ø - d.i~.r;,o~tt ye~(t 1JcA~foY'Ju~ ~

&d, (f: Q.) ~ ep(f; Cl) .~'f-<. -tM... Ct~Pi~9 af A)(Æ
pt.. \I, Vi ~.ey ~) at rl e-r et af./At 'Y~ ~p(. V

s~ /Irt/eirJ"f'YWWV ~ et s~ ~kfaya.@'/~1 ) dtt-

J~ ~~~d€, ~. 6t:~~~y e r o-ph..t~ :

Ci) .To.., e:tAv-tyt :p~let Pe Æ ="' .. ~Vt,AV-lY l/l-kfoY ~'" V
~J. vi:. O!J lcM. /-1;0 .ed; '#VH.-k t Q. G A) S'et" l-e.dP .> II-t
rp{I1Q.) : ~.

(il) 1;(" vl tk;'~{4a-e. ø~,ktey "Q I IC E IT ,eUb r
q(t:6l) + C/{Q,JI('J = q(;:;e).

1:./ A e.--c e:t~,t ?'~ Mdd.. Li..fCJlAA.,. -velelory~

~ ep .f0lNv ~/efoya#-tXe:t~I ~ ~ o/k. sier c. v-e.
& i <;te-elLt -/ff ep( r; Ul J• 2e~~-r11.L ( t) -» ("LI)

~ ~ Iø·t~~~ -/tH-1-W :

t t ) . liN vi:.h V-!vt -.7>e1AA. kt Pe r1 o-, .eu Iw-ey 1/t./e,1ff

~G V ~d.t4. ve 9J ~ 4t ~~Iet Q. sA I st:t(fJ!e-

dM f!vt t!J.:: s. l

(liJ ~ ~tkÅ.ytl~(. ptAAAk-k. Y 0 Cd ,I( €,4 ~tUdLy

t.-a .,. rL-R: -:: LÆ:.,

S~ ~i:vJ~ Io--r d., 4~ t ?'~ 74 AM-e-c(,

vele Joy 'Yt-v1AA/ V O?J tJek lov tL~t:(~q 9 .bYU~ e s

(-4 J VJ et)) ( A I V) dt.e y J4 t ?'f.



~~~VJ~ Cf.i) led~ t~~ds7<'#{1 Le,k,. ~~­

~~ tL) ~r tti~6a'Tt e-u--JI.u4~~ M1..-ed ~tg~hdt..!

70Y el:kv-c-rC ~~lct PE:"A eY' Itfbd~"VtttVIJfJe",,- ~ 1-> erft=;Q,j =

?~ --tt-v b-iJele/-t'v ttM~~ 'II ri ~ II.
L~A. ? ~ d ?J~let .; d CL~t 7~ rt) a,

14,(, J! 'frtJ/u. ~ ~ l-uY ~ &t tiA..ø~4 ~k~;y~
\I. "]fø ~ e. a)~ 4 Mdøp ~t .:,D~it ~ E A J seU.t.-
dt4. d; e....62 =~ · ~ dt,tt.e ~~t Ol ~'!).e ()

- t'A,t d.d~k (Jl.41:1A'(, f. Y' ve~ afsed'7A l 'u" 1ftJ .J! f ~ ~.

- at c/,l,t -tf .(1A,6..puY/,let }:ri ..!t. J M;" ~ af.ræ'/&.! /r~ ?>J

T"". ~t dtl ha-r.J{ ,,/~ ~tU::(l/-(~Iø{ ~ flOt. ?

vt ~~ ~ iø4--e.v..-4 ..r~ ,e~M~,{~., 4!llJ-f t lJ :

7OY. 1M,kZt 14<- t>~te:t f .e-t a~t 7~ qt:d~.,:

p::; Cl d=;") eg =Q ,

191 ~ æQz. # ~.2. = Q, Q, · ( II1k y~ I /f--/ log '''ot.01, ­

~æf"k Ll~, -t-tA 1/. )

&wJ. '7~~e C/L) ~ f" .rrt, !:.f -+ e..R :' Pie J ~1Lk-e.~

E.f ::' 52· /.te.., Q.-f ~ Øt-f ~e-') ~4 ~,.( (){,fi "k-~d J at ? ~Q..
iwvp{A:ee"fty e.g # ~ I IH.H~,(, ~~ (1) tuvuf. VRtt, ~-

~'<:' ~f ett) O"J (1) ~ ~ t...dJ +gJ> =: e.? = a , /v.Jw­
«f (2) ~~Ml Vt.~ ~~~ ~ Cl!,) # ~dL-t;~

P~1 - ~z. =(~B, T fiQlJ) - (~1 -tQ1Q2) ~ J1 ~ -Q.,Q2.J

ltwrHa.-f (~) ~~~. [J



Ve~ clilV1'tMA~~ dl~ ~ ~f d ~~-e ?"~ (A J V)
/ct~w tdt~ af<-rchfo.t7~~-t V. El tt~t

'"'fW'Vw a.-t/ tJt,t~a~ 1 ~M: :(; ledettA ~ ~~ 4tw.fd!th..

1:::,7: t:ivf~ r~) ttA.rt4 Vtle~"rWVVv ~y t..-t ~'sle
vtlela-r'Y~) Ie~ d ·~.Aj4i,eit--!~ e:t~ 7~, Ved.
b7(A,~ ~j Moy..-wt- ~~S~y setAM.t (1) ~ (.2.) ~ ..!ti:.,
e;t.t d:tA,.,.. ~ ~~\!..e ~t ?'t<AAA.. d.t..ft'-11.~* S ~

~ti.t:k ~ d.iJ6(~ (12) = II ~ Il : Ve§ :-eg ·

~ (4, V) ~ vt ~~c ?-~ ~f ~l~~~

t11, ~ 1. V~~ d.. ('ttIJll1,() kttra-It:{,i""tA..lff1S'te.~ .{ rt fty-

s/tlJ et..Jr.tt ( (j; ~fj • · •) el1.) l tw-rN o e t e,t ~tM-t-1e t- -{
. A l ~ (;€.-f;' ••.)~) e.v: ~IA..I b~./i.t ~ V. ?/AhLk kt ~

-4dt44 ~aTrIM'WJ'1ft-~ k.,~~~t~tJ ve..t-
ter-H.'f~ SfJ'. · J~ ~ lea7Nt?tt~!:J.t te~It ~., t-i AA. -
l/~ /o 1--t r, € f A !!;f2a..lect: æ ..e'4.i!!.4.:~t k,; ~~ ?'~I

~ cs«, I j t )~) ec; (Sylo~~L 444; oyfo~oy~J. b~lL~

~ v) IetÆ~ k(Jd"Ydi~S'~/tt..~t d Of~d11.~
l

dt·t/f ~r(.:t~ lea (s'1f::l~1.uti 'Sid f tt.~ hW, c y Io~ 'fAM.Jt
då" ~ce.dy~1I:øt ~~e4t Je~d.i~rf1s~.

e ( ( (!;; ~1i l - • .J ~) ~t et.~ 1;a"(J-( t:i.i'1A-d! Ij S~ ~

tf. ~~t ?~ (A) v) I .si ~~ ~ ~ ;;~/et Pe~

stA-~/c,~ @..f -IH 9J IA..~ ite;.. C9 ~ ~ ~ e.ei-:
~$tv(~~ 4~ ~Wf 1e~6-i~ -:I ...v-e.Je~ -
ntn.~ ,.i, b~ t:e.,,) - \. ...)~) l

T~!dft.t (XI)"') )(~) 1cdtiM ~ y;~ekt J>IS (~~)

Ie~ PGi~.sd ~, Æ~ -l, ~ k~tA.dL le r:n:Ndi 'k-d ­
sys~. -r~t. xl I!t~ Iw 1>,! l/ti.. IeO-dY~x.d ~



lJet tko1i.~..s I at k<31N tJfA,~.std:t~t IH &6 !JfAAA..-lec e--l

i~7,;{ko ~L ~cJ1j( di ~.sd:t.d: fc..r fJvtM-1et1ds s~-L-

;z;.tklrr 1A.-d., ~ 6eø 'd ~'fJ~.Ie4t; ·

~ re, e (j • • • .J~ ) e, (Ø;. iJ J • ~ • ) il(.) ~ ve: to
({~ ~dA.~$.~.r~~.( ~ td= ft-~t "Y~ (~,vJ

~et..d 1>~ -o: '1>~kt -z.'- A/ J~ AN. I Æ,lt d...L ~

ie0"1'.N d..t-~~fj s 'tt,~ -: ~ k 0'0'-1~\~" fSJL.e."f~ -' I ~

i~/ ~ 1JfAM.~kt {j/f k.aa-tdi~Ld-'~Jta ~'~It, /etHN-

d.t'~ >'J ,te~t (r5 / i,), Ol)~ ) ~ZL,'k..i.r ~ J ,) o-, 1ctJc.I-
tJ,t~~Iet~· h:tnM~l( iTvtl~ ~~d.t.. t:U t' v-e-r: -

9~!jtA;., ~ ,~ tfd;' 'I/~J -t;,l ~~ (~J.' ')~)

'1-
l V Ju~~'. ~ ,) C~~{ e:t ~~k Iw- j-HI~~­
~~ ~l ~ ~/' ""1;..,sf J.t1NLd2.Y «es I d eI-t~

q~

(If)

O/Vw tVfAe-hv~ ~ a, ~ A,n,'t::LLJ J a:t-,a ~. 4.. ti .6~
(j,) '; ')~ J ,(M leertrl~~SV~AI ~ il' ~
\HAt:;-hrrt"v.J ~ "rtl~ I d ~ ~,' It '~~ .(~; · • '..J "'-.'&. j

~ 1eCrt1f~~'PJ~ -" J~ ~C;ttl~:1A-rLt~AJ./4

AM.~. t. b~ ('!~); II ') ,,) ,Æ-r- dJ... fN &~, l (r~, LL~

Jf,3.1 ). +;p~~ 1M' ~ -v-ui ~~ft;k ~ ('I)

A "\ S
~I '= ~I + =-~'11 )

VwtH AM.Ut.. rl..tAN ø'k.J kuil.~ e-: ~f",.A;..t.2 ord; lJæ
Ikoi(.~ I d ~, '" ~ e-r- .e.u-t~~t 1u:J~,



q, r.s:

~~an~~~. 1-~~ ~/'rM d.t;'l~1-t~~ ~I k-

qrr-tkc -t.~ ?~ e.« -/H ~.~r 0"1.A-V'-W~ frrt'?'~~ J

d ~ L( ~~" ., ~I~.t,t~ a.:, 'H.d,t I het ~dt.-!
~ ~ ,+y~ ile "~4tt.~- d4-t ~~f-~'~­
~~) rtdtt. d,u .., ,e,~~~ tJ-~ 'J~ It, .s~ d.U.t..
al t&.,.,..~ ~~ ~t'(M6fJAt 1A,(?rt~ a ~.t: d
~~.tt.e.. J-:~~ t4r~ ?~ l

13~~~~1' -fLt, -f,..,v ~ ~~ ~~.~

~~ ~~(;..e,'t' h~ It ~ "r~~ ti ~.;- (~

dG ~~~I .r~ ~6..t..n-ve.. ~~"4!'s) e-uu..l't::Uf~

o(~ 1~ tt"f M'~J..(""",, 2 ~Iw :; ; ~~~ -

?~~t q 1~~$~ "1;-{;,t.~-etY ""t;x~ A..4v:
?WWl~t (~ s.t~p-od.c.Jek:t.s~~ ~4Iet)

~ C/A.ooI- .-v-e.ie,/-r){ry~ ~ lH.-!e1r>l~""~~~ (" tit ) H På ,

~p.d...• ~t (~~~-d,t~,t.i~~)

1rtlern'Y~-V ~~ pf ~~')~ ~J4 cy."ItAA..l~T-t.r

A~ ~ fJt,~6 ?~ tw...LII( tl~ ~ ..t~ 1ftit,fr>..!­

~~, ~~ ~ "lrC/e,rhH~IIi~~~(~J~)~')~-J&.,



q*~, ~ ~~.1:t~~.;

r: ~'~~~ tf': e>~.-' .j!.~(. ~ t
c;~ ~ --U1~ ~ O,. "l ~ ~f Il 4n~{M.(~, \,..~C~~~

fA t V, ep) AlU d:~ et ~ _:-1 ~dtt .,,, ) "" 1.!fiAA,J

:IN d4.. -/.vs'ti- ?,(A.,xA,,) ~ .e o "'"1~ ~I VJ '!1 o

~ P4t~ A, t7~ et f ~ ,~ ~ ~.xA.)

4tr"lNv ~'Y~ " 'fJl A~)(AD ~ f(A'KA.,) .r~ 1rtkriw-
~,,~~, VJehtt7~~t li. a 4'(~.IfA.,) ktVI4d 4
14-t A.'.s 1"d~f1L

L~ rA,\', tf) ~_d:_.~,..~,~_.~ I~ ·1 o.J

~vt~.~~.~~ I~

A. := [Q~' '. cpff,qQ) 6 ~J

It!~t :!~~ ~ tf Æ. ·

~'r.. W (.ysf 4 ~ d ~~et ./ A. t. Vi ~
(~/Q) ~A.)f~4. J ~ ~."- f(~/Q)'" f(4. K A. ) ~ VO • 1H.n"rtM(.

.t.-r ~ ~ ~~aw ~.f. I f ~t· Gl ~ .d.:;
p~M "'; ti ~1l. tf ffl,J QJ, Ve· ~ ti) .u-- • hrtd IN"
("'0 t v.))~ fA: (., ~ u.rt,) ~.tl;rt: '. ;wIØL f(;:;~).

f(~/;')' ~ ~ ~~ ~ tJ) -pl (AJv) - s~t:4J

~q I d R~Q" '" ~Ar,d 4 t:~•• ~ttt ...4.,-~
~tbN ~t4c. 4~rtV ~f. lJ

Ld (;ellY") ~ ~~ ?~l tAJ.. ,.~ d
1J~let 4t. A- J ~ ~ II. ~ o 4--' ~

ft.t~~

~. :: f Q (; A l tf'(~JQ,). ~ 1

,"" tI..AI et. ~~t _"r'f~ ~.~ ..~ i{,; J~
~i.4..,. 1:.,



'~a1~L. ~I _r~tjlI) j'O,,, r1:,.

·1 --

(

~ A-.J" \./ ~ l alf/. #~~ 'II ~~)I I ~ "~., ,o IO~~~"
C)~ tf 4d. J'?"~~ '\:f!:; Yfø 11"~,e;''1e '\11~' 111 ~r..,~t~ i~ iUl 4far.~ l ~ ~~ ~ ~:L(~,~,11 ~1J1Il*':.~tif ''''f,./~l;~!l~:J, ~1({~~l~J~"

Cl (4.11 4.) = V,.. Ltltd.. .It!. ~,~h",' ~,~..,.. e' ~ J "'1 -t!Lit

Li ~ iu4~ ~ ?(J:,q):: ,i(.,. Vt'~~ a dE' Ae J ~-

x.. :: tp(f':;Q.) le- rp(A.x It). ~ U tUA.v (..cu ;,...~,tt:~

~f. 1AA" ~øLt: e;., "'3 Q:I& ~ 9~b,y ,: A'o' 5l~
tp(et1J (f:&) .. "(($Jt; ,..) f' tf (1;, 4'..)=- - <p(C/:J1) +f(!:;Q..) I '<U. t 4C

'f( t».,I Q't) # .1~ 41 to ~ ~"lY -,(~ t1. I " AM~ ~r'

~ vtAe4t ~ ~. l4v~f i4~ ~~ ~Muk~.

Vt\ .s~ ~ -. I d A~~..f ·~ ~1"),~

~~~ ~ .. -lJ.v,~ "tv!~ . a (i.) "tl.lj ui4,.

'1. '.1 .w ", ( A.J t'., JJ.tt: -tt ltl~l~1 ('f..t lil) ~'r

.~t t..d ~f'fi-r .,~ .t jOtA t·l ,~ A. i ø'~+ Jf.. tw

~ 1\ v.; ~- te -~ I 't -- .~ '~1Ø .u..:t~

~~ t.t ~ ES A. ~ ri'('t Q, Jf:: JI.. '~ ~ ~, ~d) f f ~ø~I;,<A.t: 1H
04 11) ~~ ~ ~' /J" At" 4RS IlltA l qJ ,~)\: ~!'\A .41 ~ .IÅA.A ,,, ! li 4t'~ ; .t\.A.-t ..4 Ol .• -I , .~o .I.~9 ~ .~~.. 'j...~tf

. "~ '~~ ~ ~ 'l'lll!S'"' ~. IG'" \~ ':I~" 'iJI~~:....ØI ti' ~ I" i~' / \~"r,.i;.):

td JM ~I~t dl'i·Ao, ~. t » ~~~tu, ,æ fl~~,J~)"

~; ,'41. p e- A,) c-, d tf (1;4 j E: ti. i t'ttltt. 1J(If~) ~ jJ. t '1.~i1V

1t"" 1(1:,61)" t:f(f;;jP) f tp('tfii) I .u~1 dtt qP(f;,Gf.) ~Y' .J~

-I 4. +c-hftt-c-r ~ v. I ~ ~ iH ~Ul' ""'~~,.; ~~ ~ Vo.

~ ~41 ~1..tt"'1 d' It Il ft_ i Cl

Vel<,~~~ to .)ttilA~øe'l~ s4t~· ~.f•.,

tUtt NI

E.., (At)~)~ t a: ~_~~-'!.Y~~t~,~~~.

~~ r1f. V) J !I__ tf" nAt ~-~~ t!- nAt «{ .,~
_~IfA'(y~_ ~.~ -nv;.

B.t lfH I 4(, I: ~ tÆ ~tA;AA. ~; nAi. f;.-( J1AJ.tyt. I.~

A .,l{tJ;"..., ~øll1"~ ~t '1U ti< 'f' -4; d /)iAAA I: -It '1U "

A,I ~b~~ ~ ~ ~ "Wh,lrtVYYM .(. Vl



. I f,'v ~, ~~Ie~ ~ (fAt ~kd1AA~-I' d.J~frt N-UL

a-f;J~ ~I --1rt'Æ..fN~ -; nVi ~ ~. !.ttY e j j;e-
~-t..,. .p:J~J 4.~ nv~ .,L--t e,C ~'11'~ ~f t,I, D

Æt ~ -/o-t-e~~ s~, ~~M ~~.~,u,(­

ba-rt l ed. trr .tM.-~ ~-~~~ /11, # .tt
~~t ?'tvlNv -l., ~~'1AA~~ &tf~ ~.~ '#1-

dA/t"!~v I J~ ~~"-rlet,(y 1t1) ~ ~~ t fAAAtJtt t'1~

J(f\AN ~Ul..w M; &t ~1b.A ,u,r: ~f /L1 t.Utt~tt

-d.tt., ~b"Y~{ti., ~~ ~eIJ-(Y~J ~ ~tu,~J ~JfM,

LA-d., (4,) 110 ) ~ .d,~~"'7~ a.-f ~ ~­

~t 'Y~ (A-J V) / ~tL (!) ~.d:; 9'JCMAki --i A ) a, .&vi!..
o.. ~1) • • I I -e.,.) ~ d; ~~ k a-v-rN.~ s'::Jf~ i.
40 , ~ )tlt:AMrkz<.~-e -. Ao ~1e01A.1.~-t' ~ Ot.f~ct..C~

~!1 ~f ~ek~y~ --L ~ Ir-- ~) -IrJ. r ~

Ao = [?~A I Y = -I.1 g,1 "' · 1l +6'f!.-t") i1)' "Ji y c;ze J
;: t f~A I ~ .: QD -t t,=!1 +Il ..rtf!."') t1)···J tye-iC. j)

J.wrr ~'i ~ ~ ~d4& ~"k;z...LY~ ~., IH~H-J:

.~~~J~"~ j Vl tt,'~'"f"1 ~t t:lt7 -1rUJL

Er qf~1; ~fItl"'''rUM (.40' Vø) ' ~I ti:: 4..~l 7~
fA) V) 1(v(fJ!,u ~ ~~"I~ .: A, dtyS~ ~l. A6 =
~A ... 1.



L1/4"A." fil,) v.,) ~ fA2 1 \12.) -1ntn.-G 4,"~ f.M.,v~'~~

~f -ti;~'"Y~ CA;V) , Vt U'1.f-r ~; d A, a, 41-
t-r (JtJ.rr1(,il-e-ile j ~f~ tM..~ Vi ~ 1Iz. ~'1 V,2, '= \/, t V~

~1~"", d ~I ~ A.l. ~y ~~A4~t«.re. ) æt'Y.r~

'" e \12., :=. V. G9 e-e (4~ V) d ~~Ig a,~t "'~J
~~-t~ ~ I d' ;4, ~ A:c. e r orfo,O"JoL&') ~y(~

V" .L V,., ..

E1' ("161 Vo) !.Vt, ~/U-f~ .,.,l d ~i:.~}~1e fL/~t

"'t~ ( AJ V) I jd y s !JA ~ ~ "koY'"'1M..etL -a;,t. A. d-"t.:t.
Ao Oy.frr,~ 1-~~~ tt~ ~"'''~J
Wh4" d ~~t ~~"'1Y~ ~ "N-~q~ ~.L,
tE VI., 're lehrl :t. ~ Vo,J. \ re.} le d-elM ~ 1"'lA.6Y~ w le~

'PX. 4,.

E.., r.41; v1) ~ (AJlJII:a.) ~-t( ("IV.C. 1-~I~~o-

~~~ ~~Y'Y~) 1
1 d ~U:tfIitÅ~· Q..,~

ry~ 14.V)) ~-$ 1I~~ ~ ~~ ~

A;-tl/.,

.~ = Atc. e es ) ~ • ':!... I
tf ~.Il 11.\(2.11 »

~ ~., IS 'v" 'f2 j a-, Jl2. er=. Vt, \ f <:iJ ·

GJetJ~P4. & ~~ ~"n'U1.AA. ~f d:. 'Y"tk~,.~)
.4 tn\.V ~~ ~~ y~ ~ 4 fh~~ U?"t-e t ...r~ ~ t:2.:I~.-i

'"r"VlNV ~ .t.U, seur :~ ~ '14MA,..; (~. c.e...~ '1, 1,!) ) J

-t"f~ ~1lt~61Y~"\.N"l~rt. IlUe-hN-Y~~,



1,3,1

q,?J. Ifffl-~ ajlltJ2vtg~1 k~ ~ tA.A.fAæIÆt:3i~ M.t!..

Le:;t.~ fA) v) '1ntnL .e:t, tt-ffiM;t y~. cY ~) ...,)!} e- 4
01J ~øJ"') Ay G liG) ~5~~ irr< M<:.yt J"'fA,4,et ø e-A
.e.'v ve,1e 1-0-4 ~ e- V 'W-~

-t'

ok =?- t.LQf~ .
l:.()

'"f:O-I Ao+,··t-').-r-=o Wv-tv .k {,u/A~~'j (,tf (1), ~d.tt n
cIA ~ od 4nXJe~~ t 1>CM-Vtt eS L$-~ ~

~ ( ..,.- øl\ ,.,

2: "L ~ ~ ~ AL ) Q.g + 2: "t ~.
l=o t=O ~~o

-r
= 2:" LC2.P~ ,

L:o
t:

k:t 1e~~~ hAK ~1N ~~ /VIAl%tAAJ~ : Et ~æt (~;"')p.,)

~f .pfAM,!e-Q.,-t fA.; r1 sJ,~;s d ~ ttt../:.ft.hvt ~i.Æ~~ ''3t-,
dt'fJrrVvv dt1 ~~ ~Cl.l " • J ~y G h€ ~~ (~') ...) Av ) i:-
to; · \. ) o) ~ ~o 1" · l • to ~'f = 6, s3..4~ d

(1)

- (
.h-r vt (o-~ d.t.-{~ ~I/-evt) PtMA..,tt C9 G -4. t='I s~

(Po J" • J 1>1) iIe.k.t, t<..~ af~L\~ t) >-t:~e' ~t ~
~ ~t ~~~i"t. ~ite. 1;(/"lAA~y ~: ~

pf I d (o, ,. · I O) ~< ·dd ~.stl., sæJt (?tO)"') Ay )

~ ~ø+'" -t ')Y =-0 1w~ (1) -<-I oph-td/:". ~
~MW, d e;t sd ~~ fil .e.et ~~lct dtt;,{. e';
It~ ~fA-~ cp) t.

€i- sd (r;J • •• J J3,) JxJk~k ~I AA.-L~t I-c p~le­

te., ~.vt ~ ?"~ e-r tllf~t CiL~ ~~ 6) ~
~ Yc..w.v M '1rekm$tt.I:fk.t (~J"'J ss : -fy ~1U.a2'Yt

~f~l1t,



'&v;.s ~ --IIrrn ~ fAAA.iehed:t~t -e -c tL~t t:L/4...dAA 1 (~t J ~-

dk.! ?to J'" JAy e/R, J 5~ ~ ~ ~~ O I O) SDlA.-v Ææ y

.s~ 0/ r5~~ d

(z) '= a---.

-r
~ 'AL 'PQPt =, -,:0

!JA, tWl~Mf .eet ~f ~.e~'11..e 'Ao.).··.J Itl e« jffshttt"t /t~ O)

~ St.1M1~ e-c ~ /IM..t~ o) ;t~ ~fJ··'.J Ay iklet.. die
1r~ C) j (f (2) ~tJ~ di ..fl.r I d /lde,-hYJ'~~i e-« tlYl-t-

d4t a-f~qLr1t . ..ffo-e" ~~ tVtlefo.l~~ ty a~ttyt:

~/~l"t/~ ~J'" ;Ai' el?.) ~~ d ~2) ~(

rsph..<d, .5fl,lk.r$ ~o:: - ('?tl-t • It +I.-./J; ~ ~o+'" 't ~Y' =O

e,

1w-cN~ ~~w) d "t.MA,let-.!~fkt ~y Q.~t 4Ææi.1-, t''jt,D

It/- s~~ ov~.fl.t ~-,:Y' u.'11A.-.t~blVft:

t::.1- ~fl!M.:t ?'~ k ~ ,I,i'i1A4t~ 11.;) lt..trW o;, .4t'1..

~ '1'1 +-1 ,t" dut ~~Ie4L~dL ~~~~~~..,.. ~ ~-t---t

~f&t tM,~td~ sd~t= zt't4M.-Æk, v 6t ~.



",

p .= L-"~~' ,
. /:0

E--i ~J" * ) Pi p~letL-y ir-v .vt t<-~t '1~ A- O~ .@..f

~O) • • 'J A., e- Ae) iu-&~ 1Nt.L! 1cv ~t: y;tA.AvJe t <S e-A et
.1>~1ei PErt ~

v
(3) 2.f = ;? "tiPi ·

/; =(J

7W~o 1- 1 I l + Ai -:= l U1' v-fA.. p tt~/A,~ t~ t etI ~ J i4-i (J I-

" ':'1
~ 00 +OP =' OP--- - ---)

~~,/.p Il:. ~ .he bte ~L.t", ttt ~~~ dL/l-u<.h'(j"t.,:
1.::::"1::- ~~,tt 'P~1t ~~~t d ~ tM, ~f~ ,e~b.i,~~, •

•

B:~ ~f p~MtY"11-L Ja; I l I J Pol ~" ko-eflta(..~zL~

~Oj'~I)"Y) r;U..,!~ ~o+lI''''Ay -=1 ~ (,) -e v: apH~

.~ d(ø,dt-l~ ~'Uit:) J>~lee. e, v" ~ ~

~J; .sbM~

/ht~ t P.i d .1J~kt P --tl eA:-. Cf.-/i1Mi:. ?~ .ff ~ ({j&
~~~~ --I ~~ktt..Y~J",).Pf· k~#~tL~ ..,:,
~$.~~ ..~ ~ 4 t.&.t.~~t ~Jte...~t, ~ ~ k.t.t.~

~~~i (Po J •• '.J ?,.) ~'I" ~f~:6 uttlt..4~:Jt!1c.



~ ~ ~.sh'~~ af ?..r~ ~ A:~~~

a,1 Ib)· .. J P., - Ey sæ4d; ('~.J" ~ ) Py) ..~-t If.-~ lej t I

~ ..M.øJ· .... I/WY G-Æ) .s"'~ ~ ~. -to( O J $t.4~

d~o+·""A'I'":'O ~
,.,.

~/'ti O~
, :'0

-= o-'

e-r ~ il.u~t ~ /r-v tt-j) -j-vYskJ-UL, ~sft~, er.-j-

p . ....(crk,V t/L~ l; 'J1A~6<:'toUvtl(1).v af- Po,)···..l ~, ÆY' ~.~

-r
@JP ~ " y. OA'-- ~ ~ -.'-

~=()

~ ~ ('I) -/a-rslel-tU, ~>tl-i~)';:' ~ ~
.,..
L ( ~i - y~ ) CSpl ~ O
, /I _" -;,~~

•.~ Ie~~, c:.,~ 6.:r}l.,(.. Ao- ~ ) • • • I ~y:'"Vy ~iek.t. db- ~ -I" O.;

~~ J~ C j s~ (Pc,.,j I I, J Py!) ~.,. 4 ~./1A~_-6

.al"-~ t,,~. fl

€t sdd; (Po)· 1.0 J 'f t J ~~øte.. ILvt MA-~,L to .P~~­

ti "'. -fr,v eA:::. .~.~ "r~ .e-r- It-~ ~/"-~ i., t) ~ a.,

~ ~ ~~f.u.:t f:t;t.f~.e~ ~ ~et-fk.-t -e~ ~

~~ k~b.t""-Il-~crw ~t 4 øV~f7~o



te.v~ , i.A-t:t (9~ .et fJUM.,ki '1,t ~ t:l-~ ?'~.

~ !l:dkt e r: ~~ CLf~,;~t) ~ ~o.J·" ·..JAY" r: "C)

4<11M ~ ~ -e-r O; ~ ~<f1M...;i ~ .f~ o) ~~ a::t
r-f

~ ~t ~t : e. '
i::.~

A ~Ij I~/e.o~ I tVt ~o?: OJ 4 ~tUdL';.,.
2: (- ,.~) ~ 1
l=1 "Cl

~

2 (- 1t~ )6P: -= 0Pa'
\. 1 ~ø - -,.

~Wvvkte,t ~ LI ~c ~.~~ Aa~I2i~d"W ~ ~i' H J 7}.

~ trM-~ 7; e-r ~ a-~ Ie~ bl'"k.4.,4'd'It1" 4f (.)1J" • J ~ J

$",0~ ') 1J ' • • ) ~f" ~ J(, ~ .t~ 1 i ;t.k.~ A.fC

-r
~ : 2: ~,'Qf~.

t ... ,

.s~ S ~ø l' ~ l ) ~ ~t)+ 'li +~-I =O ~
.r

~A~OPt -= ~». -t" J .~
~ :"0

Arvttd (PO)' <:: P,,) U ~: tr~ ~l~t; D

Tr.rr~lvt1y~~-~ ~~~ M ~f.e;t 'l.li~6 7~

(4,V) -tr ~ff/V1 /I~ittle~~~q ~fAM.Je0

~A, J~ .J-I' ~:fi~ kfJ1M/~~it.~~ 'tf ~~k.~l" ~ ~.

&v-to. b-~ Vo ~ V/M IJ ~~ J e, ""-t:L ~

~ ut !H,f,.A",.,k 6 -t-' M . Sd

Kw:: f~PGV I PE:l1j.



~~,t 1x ~6'1-7-0.
r;

.~ .e;:tM..~ ~ ~ -1,rt.,(., Aj-.r~~ Af 1ftkf.we-rH-L

"tf . S/JM.. k ~ ~ ~..~~(; ~'-t 1'Y~ Itf A- ) f~
~~lvitkr tit) a-, ~,(.. ~r~ a.fIM J dl-r ,~&tif dw­
frr~$: Vo ~ ~f~ /c , "3 dh ~~ ~:::. Sp~Ic · E" ~

.P~A ~. a..~ ~~~~(J"W ~I ~(,M;..letiy -r,' h) ~$
O

~J • • l)?'i e- M ) '0 'A 1J ' " /) 'f € iR. ~,(, t~ 1 ) ~il..t.d.i--s d
,.,.

&t :: 2. 'A~ 'to?: '
~:'I ~

J;~ ~~ y:,) .... )te,& ~øY-l-l k:.J 54-ttes ~
~t ~Å-ft.'f-f" Vo ) AA.rN 11M..Ld. P IS ~fM I L~II(, OlM/V-~d.t­

p ~ e;t ~~Ie,t ~ affll1, V,' -(u ~ fA! t: Vo ) a,

dtrr ~dM fø~~, ?1J'" J Py fE. M '? ~1J'" /Ay € le)

s~JM ~ ,..,.

fO p '= ~ ~L fCJPt ·.......... \. .-,:::/

StL~t /.0 le 1- (~1 + I" -r'Ay) I~ ~o -+ ' " "')y =1 o--,
«:

~ P -= L ~~ fe p~- '" .......... )
4- =0

iw-rrt ...J '~'~~I d IP e« ~ IL~ k~iu·-1A.~IiO"1A-

P~~y~ ~.l' ") fy e- M. I:I



I'1wt 1x 1161j-'lo

q,tlA /f(11L ev/h'U'1-t1·~,e-r.

E~ flt-~d~ f ti-f ef:. ~t ,tvwv (-1J U) ~

-(. ;el (({~t 7fVtM...; (BI V) ~1~S. d ~~ e~ ~~

Q#i{~~) de'l'J~ tU-r~~ ~y tJ2~-

/Vtl\~ l ~f u ~~ / ~ s~ tVt-

/ol Jle ;;~ € A. ~t e-r ~t J ~ I c:&v e--r ~t;~& ..æ-
~~tJ hi-\; ~~ ~ -t.;{. f Aø~~ <:t.f-

, t

. .b(M~~.

~an k; euC tJU 'I' fri" .ev-, e::J L~ ~~-Y æ.fluXd-·­
~~ /,.A ->8 ~ ~ (~A~ ~i{,) ~ 'UpJ~-

.-01 '

~dt,g'~ ~AA ~~~ /: U" V ~d ~ ~5&-

~ (1)) tv.riA ~ ~ ~

fa ~!0 "i> liP)/(~) = 1!'fJ {(S)

IwdÆ tjG;.R,SG-/1,

iJAA (A,V) .æ, (/sJ V) ~~ y~) ~ ~.tl

€J t u~ V ~ ..tM,; ~et.It. ~~.. '7i--r ~-t
(j, G A a, M-t.At ~l. e f; ~dt4 ~ ...tw... er, ~ ~~

~ ~~~ f/ A ~:B .4tU.~ 7(~) =6:2. .!!:1..1=U~ •

~vh, ~ ed ~. ~:~d.t,~~~ ~Y~l) d

.IY f .ew tt,~ ~~ ~~ 4 t:ltM...~ ~.~ ~-UA--

.s~~) ILM~ dl,. -/t-t ~ p~ A 1~4 o,,-f{p) =
f{Ot)fCP) -= !(~J z: qfQæ). ~t..t(~,(,~~Ie-k.t, ffp) e-r ~::.u­

tb.4 b.eA~t J~ dvt. ~~.6t ~ B,; ørti-( ~~~~-r

~If., ~/f~' tlf ~i:~ q(~) ~ OL' ~ d
~ ~s~~ be~Uf d.t.v Ø-.~,(~ 71 Strkv



1ø...u. -( ..f.76 ;Pl1AA-let P~A OV~y t dt:t t5 vtMilet ~' B/ $~
~Ie~~v ~ a,ft~" ill vek~ '3[~)

~ q.j ~ ~ ~~ @z.f(p)" ~ (~) fr-r dL<.- peA-,

~ dt.M,1A.(.. ~~~ j- '1~dt~ ~ ~ dd.. -/9J>- S14:
f(tA,) =OZj t4i ~ (16,).: q(øt~) -= g(-,,) =.Q. ~14.I'U..ri~

Ij~-~

q ( e.Q) -= t:j ( eg, -t 6..L-Q) s: ,(Eg;) ~,(QLf! )

~ - q (Q:tP) +" (~) -= - ()~{(P) -tO,1.f(iJ
=f(p)()a. + Oll.f(~) := 1(p){(a)

~ tVtIA. P:~ e,4) ~(j ~'M,et f ~-r ~ ~

4#UA~" ~~ I:: e Il

L~,(. (A,U) ~(ejV)~ (~7~J ~ ~)f =

~ ~ 1, 7:i-t ~t tJ..~t U(\f4~ ~~ ,a.-t (~J ' • · J ~) &
/ilt +1 PfAM. k t<.,y ~ A en, ~t sæi (~oJ" '-J Q'&1) c..-f Ik f l

P~k tt( ~ A rk.;~ dJv ~!~,."2 "J~ ~~.;~ft~ l ~"h"~"'~"~'"
'L~~' f/A -)8 ~~ j(!;:) =Øl fri tf=.O~ , " i 1N,

&YlI.l. +;"'Isl- ~(J},f.tt..ol d ~ &t,~ ~~~

1'lI\A..l.tt, tb. / s~tj~ ~I:~ ~~.!Ie~< e « ~s~-

~ J~ €A....., ~~ it-~ .I ~"- f{l;) =Q(J ~

!rIQ. /1, ) = g'd Q: ~ tI:: l.; • • · /lt... ..2'ltt. sdki. (;;p" J" • J ~~ )

.kr M.v h~ 1N U (r~, Ct!-4 Q.3.1J
J
~dM ~p ...t.~

~~ ~~~ ,,: U->V M.t..u(. 8("PoPJ)": t;ø~i ~.'" .4i.'~"

,,' e ') • • .)~ (!~.(. J:-t!d4.. ~, f,Z) , dføi1-t ~ ~~~dL $tfPC ..

~ ~&lM d,{ t irr ~tD/O -ee:~ affl-w t:L#U,(~
"'!\.

f:A~B AM..e~ f{Po) =-æo ~ f(~:): ~~ -/-øv i =1.; t ".I '11 J

~,(, .t..( .I~~ lu~ f, D



111. d 1x 1tJtb1-70

~ / ~ ~ ~~~., ~f d e:l~t ;~

(A,U) ~ tt d ~~ ~ (SJ li), 7;~~ -6u. iJ..e..­
~!1.~ i.r ~ ~b.t-T!1~:

(2.) f -t.-Y' e.'v ~~ tLleu~(~ ,
-r

(3) f uva.~v &t~ 1ed7A;.6~'/kd,i(J"JUY, t::{,'Y"t S. 1J =~~t~'

~ktA/æ-r~'" :I(?) =Z. ?LfcrfJL) #

/":'0

(11) Ej ="f!j ~;ddCLV-!-Y f!P)f(~J 7 ~f(R){(SJ.

l3-e-vtÅ. ~~ I d (2..) e" a-ph~) <.A..d... ~.J • • • .).Py veti'f.

,b~~ti y i f\-) ~ ~ )O)··".J 'Av~ ry..ed.L.<.- ~~
.y

.s t-v1M.- 1. -:P'AMleJ.ei: p '= ~?tt'pi' -lY' c4.J tu..-d~c ~ I a::C
eP =~ ').,,0(.): fr-r ot ~~'/:.. t 7I~let C3 E-Æ. v~/'=0 ,.-. ~ r
.6-y~ a..-f (2.) ~-r 'fri, ~

!to> {(pj = /(~) = ! (i "~QEt' )
t ~~

v ~ ,.,.
:: ~ lA!. f (eJP,: ) = ~ f.t 1{O)f(]>(J

i.~tI t =-0 .J

'1'

~~ f(p) =lo ~Lf(P~J, I.kn~~ to( ~~ 'l-t (2.) ~,,(;.,rr<...;

(3), "ht~1 dtV-1A.4tJ.f 1 ~t. (:3) e-r c-pk-td,; {;..~ !;4 J ,f,,s
-uou: ./)~ktt~ t-' ÆJ cry ~ 1\ ~ d:; ~~ tA...l ) st.-
4.fIA.,o d fJQ s: ~ RS I v: ~ ~- ---

eJ> =.Q. ~ ~ -A~ -= eg. -').8.f-'ABi

.: PQ + API( - ApS o
- -- - J

p~k,kt p Ay~ -ec: ~~ ktTlM,.~~~ ~f;tÅ'tAk­

~ a) le ø--, S ~ )eacffi~~te-~ 1) II ~ -/\, \I~

b--r~ --l 13) 1M- ~ tLt~ ftr



~ :: .J1.p)iCeJ
-= ftP) {{DL) ? 1\ i.{f»fl/~) - 'A frp) j(S))

1ep) t{~) =- ~ f (':lj(R.) + ~ i/p) {(5)

: »(-~j/P)f(E) T -tf?) f{Sl )

: ":feR) fæ ·

~,(, .t-t ~+ i d (3) /W.UILftN~-r (JIJ. At,... ti. , ~ dJ... -

~ ,~' (tf) e't' CJfJI':J~1 v/ W ~ SpA-~ ~ =-~

~~\Ct-t~~ (fP)!tt2) 'Ilt- :d:Jteji(~ j Anrvttf ~~:ni aA;-

/...ty AJt."- !r tQ.) ~ ftp) ILta.) d.l.~ --re.!. ~ r.t<fIaUA.~~

j.·u->v· ~t s~ ~I d l ,/,y ~~. ~~sf tri­

~, ~-t l (e, "t .J:!..) e 1(~IJ) ..,.J(~aJ f,-.r dL<.. ~ f.) ""z. e:- U ·

Ef fi Q. fT"!) ~ ~~ k ti.," L .4 ~~ tL, =- ~ ~ ~~::..M- J

~~
( ~ '"

1 (!:!t1 '1"~:l.) ;:: {( ~Q, +~R) '1& f( EF)

-: {!P)!(/i) = i!PltrQ,) +f.{æ)ffl?)

; !t&; + l(qc)
f'1 -1

:: .f{~,d -t I (~2J

lJ..t-f~f ~J d 1(')/&):.. Al(~) ...~ ~. ~f!i. V "" ~ c: ~,

Et' 1>, Q I Æ ø-" ...s p ~lett.y i A ~t ,: !:!: ~ 'li C1J ~ ~ =t:3 )
Cre1 d.t--r/VV..L,(, t.9. e ~ ~ I ~ "rtpt" .6y~~ ~,I I$J

!(~~): J{eJj) ;: f(P2.ft:Æ)

-= 'A~) :: A{(f!J) :: A It~)J

Mrt-r ~tl c« ~ f) ~t (~) .~;..,ulfø'Y<Y (z), n



~ (AlU) ~_ (lJ~v) "'t $ .,..~ h ~. ,d".

f: A ~ 8 ~~.~ ~ a.$Ø~, "hY ~4l..t ti~:t,
_I..... ;') ~ L !Il, l'i II/Jiij)t~( \ ~ ...l»i-I(~~C ,J'.

~i9W'1"'~ ( ) Vct .!!::,;... (3 ~,(.,:J . S~) ~C.:T' Dø

~t ~ ~t ~ ."1"'.~--!!L ?'f ~ "'rf-~ " 1~1 (VO).j

.' ~ 'fr! ~(n.i, '1'Tf.1~ (40) ~ ) d A e'"
f(4J d.(, ~ 'L ('T~ ~' ~~ ~~~I~
~i{U).

!f.~ ,~ J",. A /:3 er ~iL:1!1e

A..vU .~ ~.,~. ~ ~. ~4Jut- dtr~~
t l~ L " l· &,1 J1...0, ......le ., A f rz: fA' o I .

~!1. i. -( ~"!::~~::'~ ~-:J ..f~_ &;J~~. ~ l ..J.i:t' A..y ~

~~~~~ {"": B->.ø1 ~! .J !!:d/~':~.J..
~

3-. :J -1 "la I -t •

LAd(, (A,(/) " (SJ r) ~ ;'~ ?'t.~ J ø, &..~

(<1J,; ~'J • • .)~) 4w. ((1)& J , · , " )~, 4~t:.

'16C'rf :~'G ~ ....c ;4 il r. B, k'(' ~~ .I.. ø4~
~ ~ ct~ ~f tI ~. ~, t..t ~':"l~t
PfMA,Iet: p .. A ~ ~

(~)

1m ~~ +/(( ·P),

&Q;.,~J ~ ~,.(..6 . '.4# 'lt :l ,.~ ~4Gux
< hk,.(. tf 6~~ ( .J' '''..1 ~) ~ ( ~); "Ji~) J ~~ ~I



p~ fe., k t 'P '$ le tnrl t7l-t./lAAA.,,5 9!'~ ~ • 4. •t · k cn:H dA- ?A.dr ':J ~1<. -
/lMkt (01 j et). I I) ~.J o--, ~ Q, "'~Æ21-et j{(1) 's

-le &o-r t::tt~! fl!>JÆ.t. ~. 4 ·t. 1e0"0-'~'~s~ 5' t.L~ e t
{({),2 ; .i.t) · · · ).i.wr..)) s~ -t-l PfAA;,. tkt fiP) 's lea--&f dot'~S?.J~

. Jt.1 ~. AI t . le 0"7ff dA; 'VIA.t sf<J fte./Vl"'_Lt ( 62.; 1.1) , · .) .im) ",--'I- tfJ-e.

(0-) 6-ist-e~·t:,~~

~I = ~I -#- d ~, ·

j~1M. <ua:»: eud!A ~ ~~ q~~J "'lAÆ~/Y/Xr-

...t.;~~~ ~ . 4 •t I de.. tu"tL~ tut.L ,eo a-fdi..~ (f1 S'tL."1U.L-I',

. E1-\.. ~J..tIe"tW- ~~ ~~~ etl d; ~f~t 7~
A- p:' .J-c..;' se-co:~ ~ e:t~ "'tli~sk/Wt.A/"tt,,~ q,f

A· /Vt~~ ~l ~~ -Æ~t /trr~~-t.;~~ It.f ~ e-.r ~

"7~ ~I(, .s~~s~~ ..f~ k,~!Jo~4ta-z...t.., J

tj.,~ ~~ .At ';$ Æ-.fh+..? j"'~,
E?o,; f/i~ ,~sJo(~h'fJ1A.; Ilf et ~fFt ?~ A-

1eddtA .et..v ~$4-4:0l.v) ~ e:lwv ~Æø~d..t ~~
tt~~ e« ~ i~-tl..skL CL-ft.d.~~t Ved­
4y~ a.f ?OVt,//~llo~..,~s~~ ~~.! 4.;t)

d ~ ~~ ~frrAM.~cnv f ~:f A- e-r ~ ~'S4­

-tt:en..) tunA ~ ~ ~ ?f(pj =62 ((Q) -fH~ ?; Q. e "l '
V~}e~ 'PtfP) 1eaA-d..L~ ~. ~s-t.. ,4tCOUJ~k~,

/11,~~ ~j ~-Gt..4'(!)~.Y' et.! Æ -ty ~ kJnM./\M I.t.~ øo

frv- ~~~y~ ~I A 's '~#:t.<..e ~.

€~ fA.:I-;s~~v~~tU.. ~~ ~~fffAM.-dt.Æ~

q,f « ..f,A''LiUldi.tJe (,~ 'i'WV·v ~utLLJ ~ 1e~~~-tVLS.

M~~ '1-1 ~0'1A..~-y~s.u- (/ er-t ~~~J~ tt-~

7~ ~-r ~ tMNd.J...'f,,"f'tA../Ø~ ~/?~~ a..~-e...

~".,~.



~"h.. ~~ 1;U:IAA-t&~~ f ~i ~t ~w.disie CllliM:t
A

?~ (A-) V) .ør e.tv Ie~U4t-:s i ~ a:1 Iq,c~ ~ j' -eY' .elAv

0 7 1-0 , CTk-~ ~~HB 4.-/ v:

&y-~. -:J-~I.J-e ~fL4k~ ~j~tr~~ ..2 e.:t

~~dlsle ~~t ,~ (Ude 91/13) e-r .I~ /e(J;A,t}Yt1,.,-

~ I ~ ~ ~ ~ /I E..~ /I ~ II :ftP) [(62; Il ft-r dh- lf Qe:A,
7-ttvt irP)1(61,) =j~ f&) 4{A J d I -e--f"~ k d7A..~ Yl-L e..t..-L J I ~

~ k-(AA..V AArIa 7.u-..uv ~~ Iu~d.t.. ~~f:.

~f v. Jk ta. h\~t. '1rt ~t:b.A ~"..tv,Z;Il. cd-~ -ut4 iu .t& -
~

~d..t ~~) a-c :I e y Cy io-"~ ('rP1M.L. !-i-~ 7/1. 1), a

C'h, kØ'""U. ~-r~~ / tV/- d ~~Ie tl~ ?~

(A j v) h\1..tJ -lt"(~Jlz.y ~'t ~e €:j~(4 ~k.-rr. tt.~~~4

eftey Jn-vv ~ k:{-k(Jt!J~ ~~ ev~~~" !
-e'l .eVL. et)..e-u-~ ~ u~..f.M.,lt:'~ av~ (Tl,L d ~ f-'
ti l v (.{Ut/( r. L.1-'di. 7, 7, J-f). JJ..d-.s..t.4 I ~ ~ t~ t:t-',le<..

etfb-~dAAA/~'v;; It! A ~--r ~ ~4-r,~ k tnA,~ 'Y~S.) d ~

~~t..t -te ~ ~ ...e,.,~~i~ ~ ~~~ kc:n..,}4.~.! ~r

-4~t-f4J 4tw-; k,~~~ I J. ~ '>~~t~ti:L q. to
1e~"'r'U~u..r ~f .r~.~ ~t -l.j ~~~ I ~. d.~

1.3~~ s(..<ttz af la ~"y,,--Gt.L~./ te.f ./dY.r~ 41' C

e r: tt-~~t~, ~,..e~ 1'2.u!a.~~i d f1A.t..~~ ~

l.!J ..e",Ait ('1 e. le(rl..v , ·YL-t..~U -r ~I ,el -Ut.-U;~~le a-~ t
?~ .u ~ ~~.,~ ~f 7~~h ~~ I}'y"-l'o/&L.

v~ 5W ~cI.dA:'J ~ ~t;;~dt,~ (~~I~-

~M, ~ ~~y~~u-r~ ~f u ~u.:dt4·,e t:C~t ?'~

~ .e -r: &le. ~~M/u,v-~dL a.-f6-t:l~ ~.1< y ~r

"MM.~ ~~ i co, ~):



C1ttwvr ~flr~~~V~~~~ f 4/:-t et
.&t-~Ie~7~ (AjV) ~e:f..., 1.: ~~ ~4r .f.J f..tA-

4C~~.s&~d'11..; ~f A- ) - 0-1 dt7~d.. ~ k()l,(,.­
!lT~~

'&.lIt~. hysl ~tAt-A.d,YIctA; 4Z ei.t.r føy ~~~-e. ~k-

ftN-t-f 1J,. ~ ~ ~ .. d ""~dC ~~~ ~d. ~ r;D~ø-

~t tjtUdt·.(
2-II ~ -~ Il = (~-~). (~-~)

- II ~'l~ + ll~ ,,'L - 2 ~~~)

~ dt..,~

(&:» !&.y' '= ±( /I ~Il'a.. + II~U2.,- II ~-~ 112.) .

Lø..tl, (!)I'p o~ a~ f} tA.AA,J:..~ 'I ~ 4-, ~hJ (~) ~

E: -e, ~o-., ~ -: ~ )~
er- Cf§ '= i ( IlMt ($, P) L 'fa dL; t ((jJ Q)'l. - ~t(;;~)'2.) )

~ ~NVV'~~ (b) ~,( ~ =(rG){(P) ~ ~ =i!tJ){r~) i ~

.f{o)f(P). [(Q)f{f,) =i (~t(ff6)Jf(p))2.-rcIMi(f(a))f(~))"&.-dM~(e{(P)Jf(OJ)t).

&., f w t:Ijs~~.)~ ~ I~dt-~

(f":1) ~ •~ =f(o){tP) · {(a){(Q~

f.-r~ Ø/~Q ce-A-, 4,,1.. ~ (e;; f.1;· ".J g)~ ~ ~~-

~~ t ~~.eJ.d; ka-rrdÆ. ~.I''.1f~ ...L A- i ~ ~

"ff.M,vIt~ ~JI'~)?~ ~A- ~ ~~ -v-uL
J
~ ~ 7:!1 J

• • t) ~ =~ . l?~~ stt.i:tLJ tf; ~-f(e) ~ ~1:' g{('P,)~

· ~ .. ) Å s: 6(('$)' *I ("I) ~:.,.,. dA,) d rry.rt. (øj gf) .") ~)
.er d;; s~t ?-Ot~ ~tnH~~~';jJ~ -c Æ,
v-!.~ ~~ tif 19;) ~ ~~J ~ ~dtw~:(t-



1J~t 1~A e-r /JfAA/vJek-t ftP) -s ~d;:~øJ4 ~, ~.~.t.

tUt U4rJ~ ,ea-rl~H.Jt.:l; tjs~ ~ fv.iIe~,(, ?, ~ kiJ-t!N -

~~S'fSJ,u. J::1rj I\A.\. k .]: .. ~ tØystc:... ~tnt.u:i."~f'r:1.f~J

n:~~~ CJ~t .H.t~ "1.1,"')

• ICo) frP) • -1.(0) f.r~)

~ eSflP) · ~

"... I J , _øl :: f .. III" .A~ ~_ ~') '- I .J -.,v t.

~~ -<.t-l.e-ft<,-r !J ~ r:I.ftvv ~~t ~~ ~
~~~ vf -1 ~~ l rl- ~ g/~)" & (:/(O)) twVJ
'tU..h.ø~~rJ./u, ~~, eg .. V~ V .-fy ~;

JwwU ~ ~'k..v MA.~~~ .iVl;~ ~ -t,td.d;. ~~t..~-

~~..( ~Hs"Y'U -a 6~ (~J' t,~~ \ ~ ~t.L.,(..-

l1tJe.fa-.te-.f ~I--w--~ -tAA- j~ (.z")" ''; a }. jtJV ~'I1.I~ -e.r
~ J.a.-r I .t-l ~ h-t.,'j.fe:tW- (J1tJ t tt:~ ~ .2 ;5") i ~ ~ clt~~
~ ~~ ~~et1A.f ø.f ~ (J~. k~e4. ~'f,oJ. ~-

iø"H4 ~;" t 'k.d,~~~"'( -R:t. lea1NPIA:~ 'ti /4.:w..d-
., ((!)/ ~) l .. i -te..,) O'J ~~,tJ~ti.-Y ~ ~c:ffJYd..i.~St:1 r-lZ -
.~ (6; .f:,)t"J~); ~ ~ ~tt~~~~

~l = al -t ~ ~I I

s~~ w(,..(~ ~.~ ;Id; ~f,..t ~~ tL.. f,&M..~ Mi
d Fr»,~~~~ w he~1: O



7U tU-/.A[ ~~I ~ ~~ MA-~y-t4t ~ dlf<'~

..fAN iJ6~G af d e:t~ .,.~ .j;d d 0rA-~ .J"trlAA.J

~ .!:u'.;.eÆ-tto- tft~ f:l-~~ ~ dJX.. ~ 7~ ~o
tJUt ~. ~~h~, 4-i~.J dL ~ ,~ ~.

~ -1,SOI/lA-(N~, f:y ~~ te ~~·d.);skL t:i~

?~) frt~1~ :J~~~I d L.uv ti~~de.. ~-

~ ~~~ k~ e::4.:t ~~ fJ7'O~' ::J-
~1~ t:tj«LtItt., '1et-4tt~1 ~ ~k&tIS""tu.,~ q,.j~ ido-rn-rrJ:t-

ff ~~~~ ~~) ed:. d.e.- 7ø )'~~ S"~~
J.t ,....
'~~~,~.

Z~~k~ej. "7~~ ~stJ.~.e.r #
. pUw.._ ~ ?'~~OVk..ek er dd; ~-r~" ~ptf

-t:e...~~ ~,1 (JA~tA~~t, il u-
~~4 tJ"Y~~ :Is) ~ ~ d kq.e l d ~-
~ '7~1~~~ tf ~d ~I ~/::..4.dU~ ~~

r~ ~ d.i~u~ .e 4Aw',:3, .lk.l: s'leA..t. &tU ~-

~~WI

_ d I~ It LIw. IIr~~-t A (~.d. dt.. ~-Gt.-t..C;~-

lu"l S~ ~ ~~Iu~ ~~~~J) ~-r ~1:;,u_:d..t.~Å!.L

~?~ ~ ~~e-t...~ :z i.4t.N: ~"

_ a;t ~ ~ ~~ øe~~ ~-H..~Y'"

·~MV ~~ <"t' ~ ~~~~ 't-~ ~~~J

~ d ~ <J~~e/-r i ~ ~U~I:.L ~ q~c~­

w l..r~ er ~I-'!jlelet,y tv[ (9J..t~:J~.J ~IA-( -

·.,~ti1,Cs~ ,t4~~.e"J ~tXd ~ 9~L,(.t,e)·

~ .})Cr9. ~tJ.t~ Jz.e~ ~ ~~Uu.s ~~) ~ ~ -r.-I~
~~ k..t~~l.(j ~~~ d ~ ~tqo-

~MU~$,", ~~I',



_ s~ tttt ~-b4r~k tIC~ "'-tc..1Nv (4~ o \;-eM..~

-aANlø~t)~-r t.4~;&.J ~ ~ ~ -A.uW dL~ ..r~­

.~ . ,t;,~U·rv."

i:ki- .p~n.,"H/JJ d .o.: ~~ ~t'~ ~-y~~
1rY-~-- ~- ?'f4/l;t,A;1~~ ~ tY hi ~:Jtit:to~-"

~, ~y "eT .-1M4t - ~ _01.M4~C - a::C
Jn.-~..e tfII.ti (\~-~S't;t~ey ~ty~~

q'Y~ 't" (ff~.1 knt-c~ zim~ ktU- .?L,(V7.:~J ~-

-k-t~ ~~)~t!-t'j



hd7x

q.S: A~ ~~.( :Tj ~/U~~

~~ ~ -Ie~ .ta1AA.- -h.e~ tSfJ.ji::t:t:l.s..r~ d::,

l-di~~~ 7'f:-d:t ~kl-M'r~.J ~ ~,(...,-J'~

d Ci~(; 7~ ~ U, ceco: ""~ V'C-k-hrtr~ ~

Vr.Je.fwt:u/~__W.~.eM..- (~I b) 1->!!3:::k ~ 6 - e{,;. V~ li ~ ct-~

~~ J:J~ d tL~ t 'YUM-v [-4 I II) ~ $ J.:.,.o 1..t1-e-r/tL-(

Uv ,,--H~ a-~4~ art f1 J V) rl...A" ..L. æ J -idd le
rsp ~"t:Ct-s J"etlA.v d ~fIU,.:t ?'~ .s~~ -rr-«: b-t.-t IeA...4I/CC;
A.- tiA.t6~~ If-~~ -ev: dA., ~ ~ ­

MjNAAN ,:. v

fvt~~ vt~~~~ d 'tiet. 'r~
(A) V) ~-r d /MA;lt"rl~ ~ "veJelrrt'"l~AN-L.t 9"'{A.ltie) d-
~ ~~~-r-i ~ ~ i~.

&v-~. kt !ed.,~ J ~t .ty j ~ ~ ~~k-

*'~,.( p( A J ~ ..t.t )\ et -r-e eLC 7A..L) s t e-r fJ'9.rr:, .~f '"
I+-~ a.~ ~~ p:' Æ. iJ.~ ? CB Cil~~;,.,­

~.1G ?~k,ti"l i A.; ~~ o/.A,

(1) ('?l!)(&)= 'AJ(tQ) := AftP){(Q)

~ ~ (-f({;J,) -f{p)) : "i(Q) -'Ai(P)

: ('Ai ) (G.) - ('A-j) lP)

= ~'A1)(P)(~

(4) ( J-+-~)(~) = I(~) -I- ~ (tGl) -: i/P)f{Q.) + ~.rP) ~(Q)

= ({((il) -f(p)) ,.. ( '3 (et) -'3(P))



~ <j(&) +0(&) ) - (f(~~+q(p))

= (-:f-t~)(6l) -(ft-~)(p)

- = (.5 f 1)( P) (f-fj}{ltL

kj 11) ~~:w. I d ~f ~., ~ fJ..~ ~~ ~A..

ff ': Af') a-~ tV/ (2) ~~;.,,; tV! f ~~ e -I .tM. ~~ --I'"
bVU~ ~ f~ = I~;l D

t=1;../-vrN ~~ ?-!el ~~ .p: .fA:; fL-~ 7~

(A J V) u .eM" ~~~~ J" ~ t:l..,lt-ø~ ~~

~f'ii~ u ~ftr~ 'f4 II, ~trCM.d:t li'~~

~~ ~~.J ~ ~~~1lL ~etJLk .4-~.,

.e~ ~jN~) 1etrWJ~t. f:T.f ~ sl~ ~~~ ..
-kt'W f ~1Jt" -trt: j-f(M) e A 1rt -ee t ex. ~ IIC ~ f -I(~) :. ø
-/H~~~ t><~Æ. 7å.., ~-~~t:L ~~
~~ ~ vi:

4,(, (A-J V) ~ d ---fhMj; 't~ I ~Ii f ~ ~

~.-~~ ~~~~ p: A i ~ ~ iX. II~

d u~ ~. Ve.: ·/~ A :
,\~-;!

(5) (j..,~i.~~~ f-'(W) ~"f ~ ~p.L!/~ ~I A .

(ti) 7:;y~~eR\fQJ ~ d:iv.rrAt C ~~ !1~~

j-t(~) :. (/fA f -+ c)-1 (,/lA t1( -+ c) I

(~) Ef" ~ ~.IA... (t,fcAu.. -~~tl ~~ ~~ et A- .ss:
~ .J:~U ~, t~~ ,,-1-_ f-'(~) s: '-(fA)} ~t ~­

dM J.MPa~t au~ti:. /k~/i(\{QJ ~c~!R) su...,,~

~t ~:: ~f.f C. ~ f;; =~oc +-C,



t ~ \

&vV31 ~ f ~~{ kdlY:l~t) ~., I ~ ~/ff-

~. 1;c.'~ ~.,jrl /(11) =/iC) a, ~~ ffA) ..æ.
07i~1\~~~ j-l(fI() ~ -( --H(,~ ~ ...~ ~ i..A~

~ IIttIU d Y;fAAAU '"i' ;"1(e< ) J /N dÅAl~"'I-C {JtMAlet ,P~A

~Ul, ~ dN Ir~ j ': ftf:J)f(P) ~ -Irp) - f(ltJ) ~ ftP) - fX) twi(-

1u-i ~, aj:

(~) r'rod =f p t:A , &! E: "1J·
7ø(,~t. dJ~ kJ IL" ~ v- ~l(v) = d~ v-t =-~A -1)

~jr:.". ~--I i d f~/{()C) -ty ~ ~p.l-(~I- ~ (3) -t"l

b.t.u1Af. 'P~~~ (~) e-r ?(~t. 4~!; it1"-'fU.""1) d
f-II~) =~ -/0s). LA"., ~ ~ -et ~~k-6 't' /-'{~) I ""' db-r­
~ rJfJS: ~. 9-1((3) 1 Vt' ~~ (j~. (~))

j-I (o< J :: f Pe-A I !1f ~ kIl

-1
JA _ ~tt1:..~ ,

/"'.., - j! (!h;)

~·4t. !:lo ti K,: 1<:,'1) .t'f ~ ~tlJ.f,t.~ e, fr;s~~ ~
d. Jkr,~--{ .p." -vi ~(:t.):: 6"1!i.) r t-.Al't11:oJ r:~(fi(~)) &"

~ !t:L) j Jw,-.,4,j ~W i d ; =~/I 7:;v.et 1n.l1d"Y~i

p~Ie:~ "e-~ ~ ~ ~

~(,f ~tJM-1 d k1 = k~. L~,(.. U~ d u kj
(=1<';) kft1,M,~~za..,t (1-~~~) ~~'-I1'~

et} V
J

o-, k.A- ~o ~ ~ ~hv t,' U\ (.gj. Ci1/vJ-e-l"

v-Ut fH- J/.. ~ v k d.N ~ ..t.w~ ~ ~,ti~~ ~f frt-
~ k ~ Is T t l:!6 J tvn--r ~ "" k; :: k:; o;, i E-Je l lu-/;t;., ~I\~-t'
~ ~ "1 v:1 -1J (~) s: IC5) + t/t./:J-c ) : 6l(~I) ~ tjr.v ) ::: qli$) -tt1/~ø) ::: t 5rJ~;tIj) •

,/ l;~ stt,t!L-t ~



q{~) -= '-.(fø)q(P) = trjlP) -'3{fø)

:::: f3 Il» - f3

ø1

(,41) (Ijf) =!,Af )(1)0) ~f) (P)

'= ~f)(p) -(~f)('tJ)

': ~f)(f) -.,M.- f{foJ

~ 0fJ (P)- /Af)( l

~ 1A,'1~ I IftllAA; 1.fi., t{1f~it--l; d ej f/t~t

( ~-;M--f) (P) =~ -"Mw 0(.

S(J'1AA.. ~t Sl'S~tt. ~ o, c~ ~"1.eftt,-y. h,~<~ 4t~~
~ ~ a r ~ -~O( I h:, d tn4..t, .~.:~~A...t.~ ~tlYUtJ

~t ~1f ftJ1 =~~i -fe.... ~Ct"'e-f {;M.1 ~&) j r a,. -C1' j;~ j ·

e-r ~-~~tJ 1-~-t.fJ -et ~1=-"M1.) ~~ ~fiJ

Ak f1 ~ CL' D

ft.t .fAAAvwt-t ~ td:-,~ ('.4.; v,) '1' d ~#4.t ?'~

.. (1'4;"1) ~ ..~ C~-~6Y&t) tft~ ~,t.A~

f pt. ~ e;, d. ()( tE: R) AJ~~ d Ao = j-l(pI"t

&~. L~ ( ~J • • • ; .:in-f) '1r~ ~ h~ iH V,,)
o, ~ :f~ ~ ~ ~f.rrt ~ VI 5~~ d svH-d
(~.J · • • ):!... -I) ~~) -t-r ~ h~ ~ \/. LA'" ~ ",~

~~



(~)

(
\

dt1!Uvd I d g lZ7 ~ ~M~~ ,,:. 1;~ ~ .r~

~. Lp.-,(, ~ ~ .ti;:; 'jJ~ -t: .-t' A(J ) '" ht 4, cc Vd/l..L.

el: '"'t-Ge.bL tÆL. &r ~d.t.A 4 (!~. 4\~ q."!.1)~

.e.uv ~jf;v.., ~~ f ;;2. Il ~~ f(fø) = O< a, ! =~.

&6 p~ J:."o / ~t j -//ic ) = Ao ' ~y P .e-t J>~t -t ;-I(fXj)

-(~ ~ ,,(fif) = !{&.EJ =- {(Po) /tP) = ftP) -j(!4) =0<- ex =- o)

~t..r.. lit.! ~ V.,) ~ dt"..~~ P tE- A o • G, -e-t P ~t }>tM-tÆt

~' 11 0 ) ..-k-fVl- -v{. ~ r=- ~) ~ dl'i~ Q:: ~ (&f) =
1{.!.C):: f(feJE/J:) ': I(P) -f(~) :: i(p) -fX) ~/.f{P):()(. Il

~uL b"'~ ~I dJ... to Io-,..y~t:rtt .!~~~ ~~

~ ~v..e ftt-r ~ :

L~'(' fA J v)~ d ~~ ?'~) a, -tA.~ 4..-r i

-A ~ ~t d t:t.6kvt I&:rNdÆ'k-dtf1,f'~ ro, ~J" 'J!,-;'

J;~ ~ IlAdJ,..r ~

(7) M~~ ~t /)~~tt,t ~ A J JwrA Ie..c-N"'.,,'/k.4, ~ttd

(X<t) • • '4 XVL) -t.U,bNut.:l.a..., ~ ~~ (tf ;;.r~

At.rH (~')" .)t:l.,) '# ('o,, ., JO) J ..(!-r .t- ~~y~ ~ A.
( Vi '.~ I ""l (iK) .e-r ~ ~~~ 1-r-v ~/U.,~.)

(g) ~..,. (,lf() ~ ~~ frc ~ ~~-(~ Ao ~ Æ" s:.
.t..f' ~$:' ..€M.,/v.rl-.r ~~ 1 . .41f"Wv 1M ~ ~ ~~..
/:t,~ ce:re. Ae) ~.,) • • • .) ~~ ~,( ,,~~ t..ø...l~ ::f O )

.ew ~~ fri Ao) -!LeM~ ~~, i!! AD
tf: AM, 4-lo ~et ~~ l1M.1 tI.t.. '.

€')tiwtv h,~'~"'~~A ~~ ~:2~'q , &Le ,frr­
~ (~) ~. (atf,$4t ..,·Jq....) ~{li#" ••.JO}.



Md 1x

&vU. &ti...gtk-t4 ~;J ~ ~-~~"t. t:i-~

~~ 1J:' It.; SC'1AfI.. ~ ~~f,/)G~~~

1Å1

(V1) = lO) + ('t 1 · • .. a ~ ) ·
tt&l\ )

,(J~ .,.". MA~~ ..f ~~b...y ;, A) hArW le<ntYtrtt~~

-t:,l~tvr I~)) ~'~MIc 11M-L~ f-'(t::i o ) ; ('7) ~(,-t'~

c!.Ar-f -/trr ~f fa) l ./)~ 1Ø'Y ,ti. p;' s~A.- ~ (i) ~"' tS~ t-

(~ 1e~'" l øv...,.t~t arJ.J: 4../ (J/) j. Iftw 40 ~t(.~ 6f)

~.$Ab U.:J~~.tA;"

~ ~ N\A..e..,L ~ ~ -...~ ~~ fJtt~ A-J s~

..{w- /lM.-#vh ix ~, ~'MA...
1A1

t

(VI\) -= (o) f( b1' · t b~) ·

""'~ )

A:' ~ ~ f·J(ttø)~ t:j-J(b.) (:Ao). A1 (6") -Iø~y d.k1wJ
. d t:bA~~~ ."M..:fO ~ C" j s~JM o: '1~/+c

~. .D~ c,;k"'Co -t c, 7ddf(ø): ,(Ø) e o; ~ ...vr: c ~ a) ""'

dut~~ 'f) ~~j ".3 ~Q '#~etø, ~ ~ rt~I ~~Gi«e:«

(6 1 ) " 'ib~) ~r(ct'J "';'11\)) -fJ~-t.< ~ ~~ ~~

-1,' (~)k.,q,. t:1;..,,~ ~w I d '!~~e. ~ ~a4"-

J.NA A~ ~ ..tM..~ ~tu-t;dfJl.A,v A-ø tt/~~
f-I{~») Iw-t--r j ~ ~ UA-t..-~~ ~ ~~.

JI,.,r I ,IrM-~ht~~~~

lAf )
(Vil)::(C4)-t(C41t.~a11l11.) :

t.-t~ J



,
~:

k,<., ("Ii V) ~ d, ~~~tPtUe ~~?-~ J /-Øt,!

(øj -t.."j · · •,-4.) ~ ~ ~et.~=4.;t ?-t-i~.6LcL ~­

~fff1t~ ~l Æ) e-, ~ rAØ) 1I~) ~ ~ ~(J.L-(-

~ .; Æ .~ :4d~~

'tfje. frr~ ::t. E:-V ~ ke-tw~-'1UtZStt tt~t ~'J'" .) tfh )

~ lA .tl IJ~ (of-",J l •• J~) (! ~ 4 ~;1;l..rl~ v..t.--k.-

IH irf ~l

~~l Jld ,kd.,.~ I d .:L' ~ == o 1tx ~.Iw-uv \I~Ie­

hH ~,~ l 4,(, ~ ~ 4.... -ve.Je.";"" i 110 i~ /J ~

Q~ IP~~ ~ 40-~ ~ -=~) ~ &.P!. t~/J"'/jv..)

~, (Z1j l • 'J 'i?i1.) ~ lenJ..r~~sdtec 1--#Y P 44v, Cl·
:l-4t ~ =eg -f gg ~ Q...G - 9..e)~ 6Q ,ec:n.rvtJI,t,lk..dsqj;t-d:.
(21 - 'j / j" ') 21l- !:In.} J ~ ~ ~ 'f,t4~

J! •~ :. a 1 ('Z t - ~ ~) -+ j" "t ~(a~ -!1~) .

'P:'s~~ 1ø~.u ~ ~f I d 6~ (&4) A .. 'lY.,.) '" (&-,) A4-I J z.,)

~~tX<ur (~j. D.



- Ma.l1x 1qG,~ -70 CJ.~.1

La.d.., ~ ~ li ~ ~ /<sY shlti#j<:'" ,øtM.v..e~y l' d:; q/lUtt
?'tUt.v (~I V), ~t a-f ( ;:, J 1;J /r-uu .by#/'q-te.- a~ fAAA-~-r 1'~

e-t" AA /-cii~·cnuvft) e::d/.r: -Ut.- ~e.. (/~t s...c.:d.c.. Q,3.Z).

~~ e-r L'~tlJIe~ ~d.eAA.. evf ~~~t<.~

~' I'r l S~ ~7 tt-~ Æ~ iJ..,t~iirnu-r ~f ~ ~ ;; (fuJ..

M-~ q.j, 5")) a.th~ 1l1A.-e,{. ~~d.iM.., Æ,f f ~ltte..Y ? Itf~­

~ ?= (I-t j Pc) -It!;.) t~lK.. Vt' s~ttt.r(" lJM..t.,

[ 'Po ) P1 J -= [P e A I ~ t E [o/1J : p=(t -t) f;; t t PJ l

. /L1~ rhAN [Po) f.,] le~ dlAMl~ s6J irAu I ~ ?~,e tt.:I-f.;L.e ~

~ T1 leaA~ ~<-slr:1kA4,h ~tA..dt.f;t(/IA,ItQ-r. 1=.'k.d1n,'~~'"

~-r 'Vi [foJfuJ :: [to}. E"kJ dd.~4 It 4-1 A u~~s u'f-el­
tt-r ad.~ ..t01-t~) dl-r.f~ dtf Irr ~k.~e jb~­

tc« .lå.; P, e K ~~rl ~ [f;,)~] ~ K. kt ~tiy-t.41 d:;~

~MAA. ~~J .lM.AN-e-r ~~ 6.tA~~ a.-I u.C

f(,;vv.../tt O?J ~t ~ WtA,,~'f7~ (MvitL~-r A) e-r

tA.v Ie~ ~k, 1f ~n'~ ~~:" ~rXdd.,­

brNri :

c'f kt) l~II Ie~w. ~~d.t.(' dL! ~ ~~
"r~ (If,V)} $: u C!].!~ ~~~~ nt'~ kOlA~,.

/tf s~~ 1rP~« Sida.:.d;6 / a--t /rrt ~~ dt,L-

lIM.-~dL M 4j A- .t~ ~~'1~ q ~ k~~

/lIVt~ dt..f) .fo-wv ~~d.&r 1'1) ~ le O"V\" V'f,~ ~ d<... )
A tnvv ~~elJrl M.~ le 0l.1r~~~ lettA..dtA

/VIIJ Ic.o ~ V't'lUt '11J.I-$k r (dit ~ ~ ct-f /11 fA.-,( '>/J~.
eik-r ~b y y It ~ t:t"l-t- v-c/e4.L~4 ) I ~ h.t,zt.,;L;t..LS

eo".v M.



a- pfAAAk6 ? 4' et~7~ (/II V) A-~-e.f t:Lt ~
~ le OM V~k.d kQl.A..1.,~1.-Ut~ ~f t:'1hvveU'MA-L J:.I' .. ..) ''Y e 4
~ leo-elf-<.tc..i~~~ .A~ J' " ) ~y e-I,€) dJ.'Y'.r~ P -ty ~

~

~~ k~bi~ClV iL}!;)" ~ '/ f;. ~d ,e~fAlcl-~"6..Y'~

~O) ., .) )f') er-, ~ IecrcffiCi.>~~ ~OJ' L.);ly ~"I ~ Q.

La.d, k ~ ~ le~v-t4eIJ dIA1M,~d.t., ~t ~~

?~ re.v: t=~ -fW;vct Pe-A J ~C1A<v. ~ ,.g~~

-Æ..~~~ fJ..-rt f~~.:tt:1 ~J'''' j ff e K) tt:(~Y'~v' ~ kj

~n4' &~ 1ø"r"W~ ~.trLv e/tt.-r 1"1 7;y '1"=0

tf +:.~~~'hd J frr 1~( iø4t'f'" ~ ~f d.t/t~f,:o"

~ a.I krl/vt-e~4t I ~,(, f1k'J irr .-; ~ ~ Z J ~~ i d
~ (/JeAAA.r,u; odt:f1A;V U' Æ~M Æ~~'~~ Il-f ~.Jl'f
,.,. f; t.M/I.)::tt,-t fr-.; Ic I -6.:l~ Y'-t .( k I ~ t.iVl

.,.
(1) P ::: ?~: P;

t =(J

"'II7tIU. ~ ~~1e4 ,e~~~ (,/ ,~A!tLi ~) ... 'J P..r ~ k,

1-1

A -= L 'At.
l:o

Vi 4M- d#v .,AA.~a er, .M- l' ~f" '= /. 7Tt.;k ~O ~CL+-e-S (1)

Q p~ "~ I o-, ~-('.e-r ~kt ~t~. )Z;., /k>O~ ~
",.,
2. A,' - 1\ ;M-
t ~o

.,-,
~ = ?~ 11.

l=<)

7-~~t, ~~~~~ 4uw ~ Øv tt eK, j~ k



er ~trk~ , -t.4.(,t I d <r-Z ~s~ ~ A- Q -t (1-;,4A.) I!r €- I< ·
~ -/-N d ~~t- ~'MNtU ~~,f ~ ~

"At ~ -t (1/k) (jf., ~ ~ eLG + ''I~
T-I

: ,/k ~*' Qf: + Å( Qft
~=1J

~

- ~ ').~~.
l=-o ---

= Q1:)

~: ..,M Q+ (1-;AA.)P., = p J Iw-H'~ fE; 1;. D

HI tM.-1vv~f' dd"Wv~"-t.. M tt-f d ~ 'r~ lA, v)

vW c.o~,,!VI A\~~e ~ 'VVl~~ a.f l'.~~'I ~ 4 I

·4f1N\, .w "e~t.u .k~1t-tv a-/ @~tLf t,' M.
; " " ' ,

&~t ~ /'11 ~~~ qf 'J~tu -tI AI
.A~ l/r ,e~~. ~d1A.A/U.~C11t1Jr a.-f P~tLf ti M l

y,\ s~ 4 ~ J d MI::. C!d'k-V M, ~,I.,.t;t CO~I/ /l1 ,t'-t-~

1c~~ ~a, ..r1"kN ~ÆAr:l.l'r /11 ) ~~f/; ~.."

~'ic~~.r~ I o: M' ~C:o~vM. ~ -..'1~
. . l . . '" l

.ttw.." 4v\,.~~ ~~ ~/d M' ~yM.
.~ t,r ,t.~. ];d; 1erftL ~., ap~t, L~ dt"f,r

-(' s

r =- ~?ti 71.) Q ~ 2:A.t~
t'~G J=O

.~ f>CAM-k~y t-' /11') - ~ d.h~ f>fAAA.-Jeti~ 1;' a, 0 ~
~-(e'l" /vi)~ ~t, o, Al ~ ~'f !O; ~ s:'vd

~tt 1-tt'''W.,. .frvvv ~J I~.,.k-(. h-M J~ 1. kt s ece: dA..,~ t ~

(I-t) 'f +t rJt e- HI ~ ~"ft t €. Co, IJ. 7Tv .e..t. -vitle~!( ­

~,t .p~ let ø~Æ ~r ~



-r ..s
:: ~ (/ ..l) ~tQlI + L t~j Q..<O.J '

l=6 j:o

hid~ (I-t) p.; ~ t~j ~ ~ f ~O ~ ÆA4 .r~ 1)

AM I rd. IHMA,ki..d (I-t) 'J> -t t trJ er -Uv 1ed'1A~8d Æ.~~1-ut ­

~t:J1N wf .:;~e't.,~ ~J":J,l} J Qc; .. '..J QJ E /vi ~OL /e(jC,fft.­
e.:~ 'Q.:-n,.,Jf (1- fJ Ae) • • •,) (I-t) ~'Y) ;A~) · · .) ~.s) ØJ dt.,~ e (

d: p~lei ,{ 111'. D

Vi s~ 61ean~ ~ ~:..e~ s~~ ~

CrAyø..t-It,eodø-(':j'$ S~.1:

~ ~~ ~~'-t, M. ttI d If-~ ?~ Ol, v)

t'f' C(;hV!VI IrttlAMUs,e ~~~ ~ l.&M.M'ea.;'I ~ A,
AG1II..v W ,e~~ 13~~~-I ~I p~~tt.1 .1. ~~

/IL~/Æ~ t.·ø~ .sa..e ~ jP.~ Ie~ It' M.

~.eV't4, ~t -e« -a 6f""rdlJe,k~t t:d.- ~I a.t ~ e-t:

/JfAM,/et P&A .('1 ~ ,edlAAt-!~ ~~~ Q-I 7f1

pCAAAleti y ~J' • · J 11 € ,Af ~~ ko-c..ffi'~ti:.,. ~J' • •J At J

.4~ /Ve:. .stt-it·el ('~,)"')?r) e, ~~ ~~I.-·t1i,

,(tf k~ ? ~$~f .!'(f"k.v k~~~ k~.~\~<--Æ~~

4,/ '1' It; P Wt.1,~Q.,~ ~J" • J ff · /('t, !:t:l.i-t.(",t (~)"'J tz:)

..tf ~~ It,-Ji~I.-'~t) ~I ~o,) L. '.J~.f e l? ) ~~
~ ~ e« O) ~..r~ ~ .r~ ~).s~ tt:t
4r i-rr d ~1!.:''''-4t -;;~,tt a; e-A ~~(

..,
2..A.i.~: = Q.
i~,o

MtMAf ~ ~ 1e~~ci,~t.L~: .;AAl ~y >Q) ~ ~~

~ = f~ I .~t > a J
.w- b.1/N t.Me.t"~1 U~ ~tn~ ~ ~-



"f-' ,,'1-1- ~"i -~~ ~/A t
L~Q t:o

- (/-I),r) - ~j (~1)

= 1

PfAM1e1« P H ~~ e.c.v ~~~~ k(11M,h.t~ ~j 1;) ... ) lf-1

/WI..t.~ k.o-effitc;,~ti_:t~ ~o - %,~O) · · '.; ~'t-J - ~'1.Åt-l' I.k,,~

U S~~ Ae v-i.P1-a D

5~ I:u~ 4~ d ~'Y~ (~,V) ~'~~

%1~ G!J ~ ~ /J1f! ev: tid: MA-~~~ ~.~
PfANvttt,y 1.'~d ..~ t.t,~~,~t rd tt.( /JUAA-klL-r

t' ,tf. (~. ~'~ ql '3/.2) I kf d.d: ~~d.L ~9~ t::lt I /t.t :

7;;r ~A II~Y' c;td"'1AA-~d.e, M e:tf... d 1t -P4'~~~~

~~ r~ r4, V) ..ey- Cahlll4 i~t<s1G ~,(, -1AA...~­

~ 4 fJ~,eUY ,,; "q ... 4~ u ~~""Ietu. 1efJ];K~.'-1A.-a. k~-

C1A.(". ~t "-ø/sf ~,t-! "CMA.-~tif1~ Ivt I

Ved, e:C sL~p&le$ ~ d e::t.~t ?'~ (-4, 11) /0'1'-
A~ ~ -1M.-~e4., ~ frr~ COll,'/{Po J • • • J 7;J J~

(~) . • . JI;.) e-r: eJC~ ka~i"t- S~, ?~ktt..~~



fJo;' •• ) Pr i:dtttA ~ ~ s~pt.e,euh J:/Ø1h~-('. il- .f~­

~ ~~ '7'+1 ~ø-t~y ~~ ~.s:' d 'f-~~

U!.tf.et r-~'~~ s~~ .• et: O-~~~
w ~ AM-~dL ~~dL ~.e6 ~~~t) d t-!"~­

~ .(~ ~ ~~Iy~. et .z-.(~ k~~ ~

~~I d 3-s~~ ~~ d tL6-~~-t1

~t 9f-M.A;kl " 4' et~~ ~~ ",=,~7')U.-f

~ ~ .... · ) F".. ~ ~ ~ ~ -eec; ~~ti,L~., S't:/lM./

k~ 1e~11..i~t:nv a.,! .$~~ 11 QJ"J1t..t(" (.>~.

~~ q,tot~ ~ ',~,3). ~ t;(.A-Ø~ Æ~#d~~~

().O) • ... /Af) ~ '/JfAM.Æ,kt !J's 6a~~;"u.·ske.. Ic.e-o--t­

ølit.ud-!æ:C (~.'pt. ~~t (~.) .. . .. )J"t"J ~f tyfJ"Yl<..l1 J.
~/-t:L--( ~fø..,~ vi- ~'rCb..d s~ leaM.- dt.'Y~-

"U..iOdCJ?1j/$ S"'~~ 035 % -/o-t~~'1-U ~cZLt.~:

7D-I ~4VVY JM,~~4 /4 #= d ~~t ?'~

(lil V) {y (l6J-111 /vlt'~tw!G ~~ *(..~~~~~

~I: ~ .I~el~ /utAJ i-w-VJ tytØ"t 'k.t Y -kf,JLø'Y-( " M.

Ae.d~~ ~ ~~~ ~~fw- ~

1ri tit i 14.JU t :

~ (fJoJ' L' J~) ~ -d ..rd ..Iu.J~O~ a,f­

~~P4f 11+.& i>~IetL.y ..,.t et "11-dt.'~~~ Q..I­
hM.& '>"~ [/i, V). .!le., ~~ ..~ .et/1A;c.,~~~~

~~~4"f I, ~ Iz. .E:L.T ~ {OJ • • • J 'Y'J .stt.4-~.$
, ~

~l MIl,,~dt~ CO",I (; Pi.. I iei; f ~ C01ltv {p, ( I.~I.z.1

~ l'M,~f -e.t ffMA,/et -M..u
, ;

13~v-r:.o L I/-f dU. q t' Vk.t.. /ø~e i) d .sa. fkt (1;,J" •J Py) er
~ ~~t~'t ' lJi.r ~~ e:t.m 1tJI ).f.i'J" • ~ "',. e-1iC J



v:
L ~t6?: = o

t t _ t
t=<)

~ e;;t ~IeM~ t ~~1eI: ø e A-. SdA; 71 =f cci: I ~t '> oJ
~ ~ ~ t ct=I J 1-.[ <: ej · Vl w ~

~ "'L Q!; =~ (-AL) ~t)
t&It 'EIL

Nv'"rrl s:'I"., dk eGeIl-1.:C4\~tt.:y ')~/ ~f v~ht 4bt.t... .I~ edt.t­
æerefl..t'(At:fM.,~ r -~L ~ Åøjl-t, ~d.L t--f" ~ o. S~tl:t.-r

.~~: ~.;ko;
'6I.,

.~ 11 D. = '"~ ~.
~_.M- r" ~-~~.
t~I1 . l6.I2.

. JJdtz ~~ ~ øI.N ~~ 'H:.- 6:"dL e010t.AI f,cz I,~I-1 j o-"

~~ fP[ IlcIa.!. n

V,"~~~ 14t1'd's ~;~ 1

L~ dw ,,~ ,.;t ""'-dA.l~cnt-dt ~"'~ 1'11 V)

~ flt' 'V-d .-1A.t.~M" ~ -1-1 Ie~' ..-je.u,~ tLtrt tøJ'" J k'f'.
-Ih.rh ~Æ.tt'r..t..!~-t.. ".,~/ ~t ~~~-f'k.L ,r;.. ~ ~ ~-

~ ~~A-l S4
tJ

~ ,4 ~ ~.- ~-~

~~~tJlL.



13e..-io. &~ ~ ArUl ~~~~'f v; 7N­
r :: 11.1 JL.y ~.s~~ -Du tr,:eL · 1h~~ dt--l f,.r I d rr > 1-1.. )

~ d S~4-v ~etA~ ~ ..y ~ ~. knA...-
\f~ /lM..~tJlI,(.. L~ t;~ ~ , t J ~ ~ 't-t l ~~

1\M..-~iJ.;r1 Iwrt~ ~,e,;.,.--&:~~ 11.;.1 i.Nr ~ ~~
.~.yv.,,~"-'. ~ ~ tE-[o,;.t.;vJ~ AA- s~cl-

dl ~k~'r'&:',-e ~-f 1 <---I~~d.t~ kC;J H '; k;'..1 J At'fIol J'''; *
M.v ~-~ ~~~tJl.L. V~,(, 6.,.~ 4 ~­
tt.'~ ~~,~ s~lt~...s ~ I -..e kø fl • " n kt--, 1"11('+1 f'l • ,. n ,,~

.t~ ~-~j 4,t p/ ~ d ~ t'~·~t

~4.(. .~ ~d~tI..t., J~~ rh;..,~ -<-tv-efa,-f
e/1'1,M,~~~~ 4t~~~ Ir ~ .I~ Itf [O.;, .. •.ri ,
~.~ a- 'tM.~ett-r"k..(. C!Owv [Pt ua, J ~ CC)tv r P~' J t EX...}

~ (~~fJ d .;;~let {.Q 1cttu', ~ ~~t t. E

(O; • "; rJ W .vi~ ~J' lI) '::..,.) ~'''iJ ' "I fy G~'; o-., ~­

~ ~~ 6:rlMr {Pt Ile:I1j '=. Kt dI.-i-r t!otVJ f~' I le-I...j ~
/(;. Ikrr~f /f6~.ut d fl ~ KJ, )D~~lt.t ~ tit..~'Ye'('

.~ ~~~ k()J"')~") o~ ~~~
ko I) , •• n *"-1' t--l Iø~~ ~-~ J!1



Mat1x 9.7,1

L~d.., (A ,V) 'Vd-v-e: .eG e-u~dt-5 k ~ffW-t rUM.-L af cii­

~d01-'V '1'[.. ~ 2.. L4Øl.,(" du ~~~ ,~v-e-t d .faut.v~­

å1t ~tv7M.,Æ.td:, ~&rrY~~~qs~ /oi e», ... .J~~) .; A-

-d~t d -y-e..-dt at,A.~ '1"YI!f.M ,a-0~"'Wt-t'~ ~ ~ ~~J

"-V

(1) F{X1) ·")X",) = Z CL.~XtXJ -f- ,"?CiXi -ttl
1~t~~~ t:/

Vi s~ U~~ ~~ k ~/'p~Ie~'1 L' A, /.w,;o ~ ...

~:~.sd (xlJ • • • J1(~) /IM.h.t.,u.t ?ivYJ<. 1ea7r{,L(,~::J S'~

~~ti4-r -UJ~.1~

. (2) F/x,; · t".J Xi-\) =. o.

€-w rl~ /IAA.-~e:tL IC -kddiA -tM. kVt1Ld7~1e. -1.." ~ J p(~

M1~J d ~ ~~~ t.2.) ..-t-' d.d:. 7t'y~ ic.6o-ttPtt'~-

$'dS~,

V~d-, av~~~~ ~ d 1M:It sa.b~t ?Ct~

4e&w~~~~~~ (dr &)I")~) .-t~ 4 ~~~ l:..C1?r/a-
-1A~tt:{ X1) • , '; 'X1y -Æ:L d;p~6 ? 1A.~6-tJk4Gu ..r~ {ø7fti..
'17tJt-~ po4:J~'.e.,.. -1-

1 dt. ~<.- /ccr;y,u~y x~ J ' I • l X'k ft,.r
1J) rJ~, u'd,t 9.1.1./). ~d4~ ~ AAb4di:. fey )(1;'" .JX~

l ~ "IA~ ~ J- 1 'l J Li,
't r{X,~" ') )(~) J -rw ~ frl.y~t:~ 1; (x, J' • ') ~ ttr

-i-øjf.f. ~~ ,~tAA..,. /.A..,( Kf ~~ ~~ ~ p;~Ie~

lU- l' AI ~~.e. I;nY4~Y X'. J" I )~~ -U~t:t-tt.y
t

4.t:~~~~

~t .L( A i,l~t I tt.-t /(t; k;. lu:!:- ~;,S~ ; d 1\:. Ir:,. 7ff
d ~~ ~ ~~ J d dd- ~.r:' J2<' ~,t d k~-

~~ dÆ ~ A:.07JY1IA;~.., ~tJ' "J~"" J~ ~.,.(~ ~-(t:tM



11~ 1x

(

~o -ty'k.ø~~t" ..."t de.. .:;1~ .ft.. A:ce:rret.:'1.tA-~ )(1)' It ./X;f;,.) ~. d

~~ ~ ~,(Att.lUåt. 4-~ AA~.e Irr )r~ J" • )~1\',:-,

1; (x~ J' • · )~) #t 't=o-, , .') )(~). 1k"'f~1 ;-4~('; ~ f; s; k)

1urrl~ (jJt.1~~ A.-I 6.e v-hf, h',J"'~~;4i:t;ty :

/.;~~ &1 ~' d ~~Aa ~~ ?-~ (,q) li) --t d-t t
_

~Ut:nt.. "I.1r~..z ~ 1t'v~t ~ ..J~"-"tA.~c.. ?'Ci~~-

~~ k67:;tY,a~~rl~'>~~J ~d~ ~t: .::2~-6- ~ ~

~t., LA.,(". K ~ ~ ~~ -l A ~ ~~-

'9t.1N '-F(k1)" ')><101) : 0 .. , ~ dd j~ lA, ie~di~~S"~ ,
::h,,,(A~! 1\~ .{4r~'3 ~ ,~ ka7H"-i~ti-y

X. J" • .; X" ~hJU- .J(J~ t.Y$"~ ,y~ 1t:J~~ .( ttk.
J.... _. r: . 'C A ---1_ ' t l .,,1--. _ L" l.

~.(. ~Ø7ff',f."i-~y' Æ,)., • I X't) ftilA ~ M.&~ fØY f't.." 1.-

~~.e JJa7lY4~$tj&~,

Ve.d l.V{.~~ q. ~tM..r 'k ~~S~ ;?tM-U.,;'
sb..Æ ~ -I-t,(~7 ~ ~~ ;

LtU<, K~ ~ ~~ «,' d ~~,f ~
'?'~ (4, V) A.--I: ~t~nv -11.~..e. ~ ko( ~~ dA./ d
4~~~t ~~ ~M~S1d.r~ flt A- AN.-14.t~

~6 Jt *w. ~ tJ~~~ 'tf~ «,-/ id~~ 'tie..
~-r~fft~..('J ~ ()(f.;·· ')0{1) (~d ~ u "o ~

(rJ)
.,
2. «. y.;~ + y X.,.+ 1 =C> ·, t"
~~/:·

. (

\

(:x.)



1kv-t4 I /.,~ k ~ ~~.!J~ (2) AM.. It .t. -e.:C

<1æd~~ t If-d:-~kLut ...,etrh A.;~-tS f::) s~ ((!)/ -fdJ" •.I e...) ·

V~~

'Xi ~ -t ~ ., + )<1-\ ~"" ~ ~ a'.J Xl "'.J
1'L~J'~

ty 4 kt~t t.4.v ~Ma.- ~rlG ~~ Æe p;l v. (1Lt~-
~.~ ~ =' (Ilu) -/ff dt-w j.:J.:'-..~ oS!1"W1~~k.t. 1z.iti~-

tf/( /t-r -1.tv..) g -e r fJ.u~t 1rr:..tI J tl-t: 6;,: = ctj " irr l : I; I I I ) ~ ~

bt'.J: 'vi s: t:{lj 1r-r 1f:L<:.J ~ ~ I), Jlj~~(.. ~ ~:,tu,ø~r<. .sæt­
~1 (ut4 ~t3t1), ~tlu ~ &.v cyro~~ 6~

(Æt; l ~ .;~) il V~,iltt ~~ kB ~~< ~-y~-

/MMN J

(~ ,eo-e h4tc4~~~ 1<: 4-..('~ ~"'l1'4.-t~1'tS'It~1c:t. 'Y'r;s,,{~r

/tf ~.) I./~ ~~h?~ ~~ Ie~ ~~~.u.; d f)(fJ'~'-J/)(1'

~ dÆ ~ O f,ts~e 'k~/fttai~.:Q,t. /I1.~~tl A.~~~.

~i~~ (8./~)'1·/?) -kw k ~ J..v... ~~ ~

/-N~
y '2.. ~ A ~

2:. O(t ~L +.~ c; ~t + pC, -:: O,
l~ I ~ :1



S~ (id;·" 'J"l~Jlr+I)· t1" ~ Oy~Yt.IrI~J ~ ~..

e4.~ &~~~.~ fN~~d J;~

(id:, · .. ) t-r> l-NJ j I ~ I ~ !t) iN v. koør~~~~A'fM.U(,,-
-A:~~hi~ • -It..pt~ ~ ov-ey,,~~ ~ b~

. /" . ~) ~ L . ( ~ 't r"\,J fIAW· )
,'( "!,I) • I , ) -{.k tA..I- ",~ '!t J •• • ) !.,. ~ f:f-io/ J II ~ • J f.". -iV 0'1 ID -
,~).~ .rLW., jtt;". S~J4. ~ ~-I hf' ieCrlNdA.~Sr;l.l~-k

,~ '1M;1.(. j'!L'~ 'IrlJr:. N".. h. t, ~ ~~ .u 6~ · Af
:,td', ~-,sti. ~~t-(} q,.,C ~:: C~-/)') ~ v-e.t- 6"r~ -.f at 4i.A."'-t.t
#'-'4 detf-Itt -( I d ~ ~ -;,.,~ ,

1\... ~)
c:. •



,øl

'Se te..~4 tik.frt MA..Ul ~ dd:. 'fAM-ht ) SQ"l-W ttM.. 1,., t. ,ea-r:rrdlMJt.i -
5'1.rte.~t (G j ~) .•. )~) lt-tJ ) · , ,)&.) ~ k&rrl~~s~~

-/-et

~ k ~~ Ic~ ~~~S'tl1M.d ro; 4, J" •..I~ ,:&0+1)' · .)~)
u', ~.t.t..v -r

~ (Xl 'Xt'2. + C X.,.+ I -= o)
l =1

Ei f>~t ? ti~~! ~ ~ d ~~ '/ff ~
~~ilt k; ~JQ1NV ~ ~~t pUM,1e6 G1GK 9a.l-

~., I d ~$~ cUt 1rUC. ~~ :: -&., ~~zt I'~t ~'Z.

1:f.X, -It....,..e,y 1:,

E~ kvev~k. /( k.~ ~,_.t;U~ -uf;~.I

.4~ -t;,(,~y.ey k) O?J d c:!Ut,~-tA.V J fa-u-v iIek -a::tAø-UV-- K.

&~. L:uL IC hMre -l0~MA.- (2) /IM.Ælt·d Jt:U't~­

~1t -r-{..t~ij,d: ,e~d..i~ s-gi~. ~tiv:J I d pfMA..-ku,~

~ ~K ~ 11,. k '/lM..l..d, leo-N~'~.!ff!,I:t:i,,-< (tf,,)· .. ·) ':1'11.) ~1.tAr.

(';),+:l-1)' ~ ') ,~+21'\) ~~e.e r a~.:h-t'Y j,.., k. ?"1AA,k/.et fl.



q,r, b

~ æ(SN,u~stR.itd (9fT:l~1)'''') 'j/k. +/2~J'\) ~ ~ ~Æar7l::

ICJ -t'tit:t. ~ t: t:: O?J ~ e y -e,t ~I> tv14v. ~~ ~ -e '1' -ct:

. CIM f,M/Vv, ~$ ~'Y"Ut4fl d a,ll 1J~ft-t, l2 ~ 1e(J"O-l""

dA:~!edt~t (.!J; - 2'Z'.J • • • .J ~ '11 - .22~ ) "t.;,{AJd'"Y--e -I k. ./ky It f
1/A A)dt; d ~~"k.6 ~'d

~

flt) :::' ~ at) ('dl+t.2i)(YJ+t~)+ ~c~ (ljt'+t2,J +«-
UL~'~ '7

iN\, ti.c..~~)~.a.,-.2/0 Cl":J2 J ~ 1ø~~ ~-(~-

p641~~ I 1t1~ ~"'Iø.-I føt.,4 ~~, rvt ~ ~t-'~

l.uA~t ~ ~ ø:J 1; -1-('~t,~ k, 't t .s~ ~)

d ,., ri K. D

--- .- -- ---

E~ kv~~ kj SC'"Vl.v ~ .. .fAN 40~ tt-/ ~~ ...
-/H~ (!?)) ,~. ~/.ci; ~ ti~.

& vt<J. ~t;..", d !JfAMA;;/-t,-t JO~ kC7i~.;~reJ4'6

(!l1; •. • J J;;.) e r: ~ ~h~. LitA.. 2'y-~ .e..6 -vrX...e~,.,~t:

1-edl; til. . ./JvC" e-c ~ ~t mt~ f d U.J~ d:.
'7-t.d/: lU Z"+1 I $~ d ,~ (}1 ~ kac{titt~ -

s~ ('11)' ..') Yr-I) 1/., 1-Z", '1""'1'I)+&r"'7) fjf'+l.~ ~ ... J Y1l1, ~~4"'1-tV' k.
1J~ '? e-r t/t ~fr~ I % ClJtt ~eAM.J:ftt C;z ~~ 1ee-cN"'-<'~­

A~t t':1I)" ') 'dr-II '1"1' -2,,; 1jf"+I-2.Y''t-I) '1.,-+2. )' · I J !1'k) "tX1....ø"H:. k ,

Ve ~ tl..L,,1H
..,

,2: fX; 'dl- + ()(.,.2.,.z + .zO('f~-{i..,. + y (/111:/-+ 2"'+1) :: o
f-:',

-r
'2:. ~t ~l7. +- 0<'("Z.r'?. - 2 b<''f )., 'itl-r -+ 'tf (~.,-+ J -2 1 -+, ) =o .
{~J



f.~'

},ti; ,.,.~., V'J.,t vt.'ltJ,.., tt,t~., fJt.,. ~o l ,.1".1~ """.-.(­
j6h.(. D

. .,Ød lk........,tu """ I ..t ... ~ *....~ ~. ~ 4'.f -
;f,It.t~ ~ /rr~w (J() It.,.. (Il) I GI -l."..,{,1-\ ti: (!#If..-

~"-'I J~ t:t.4. .,tt Itu: tAk ft~{"'ffY ~~J

....,...~ ~,~~I;id. Af. ... ~,,:c.~ ~­

t''' ,...~:r- MA~ t-;~:

~'fA ~t ,1Wt. ~~~~ ~Jn..... r,,)-, ~
!J,.~ ~. ~ ~ ~MJI,i-.~ ~kw.. ~ ·"'4(
c.e.tl'~tt:J.':lIt~y.~~.' - ~.~ ~-t-

~ ~J (.,...t&1t) ~~P!«~~4&l(. <-

61ft ..~<.v.~ .~ af/it:~ {7JA .~.

'I.~ ~ ~ kid. ~~.~. - ~~-k«

kPaj/,kk4u~ ~1IltS fHr:~« ~/c:A:,,'"

&~~~~~ ".ijja~ {?t',t 40f
:a..~ ~ .~ ~~~ef~6-~·..!!!~ .
~~.. 1d.1!4~.r.,,~~t - .cø:~1AA ~.

tt-r I&lJu ~/.1r~~.,.,

l',' .$/&J -ti. ~I ,ilt ~ sb,...u.;.~ OW'1hiJt (J~-r
~1c4.t.,~ -l. ~~$C .,~ t'~ .; 4!c:....~ -
"~,t ("~'&J~q) ., 1IU~'3('-lu:Ju~h-

/lA.4A r tf). Vi- S t....( ~~ ~.s.t:Jk~ ~~-tU. 'U 4
~"",'.(.fn~~·



L- f···.' ..
··'/~«i.· .



:1·

.f-~ -1
L L"'-,~ ~

ø

fIr:1 ptr/ Dat.(ko ~A;h~4.

1~6'U~ ~~"



q, '7: la

L I t
. L-~e



Ma t 1 01 -1 974 -75 .

9.8. Kvadrikker.

(

Disse noter er en aamrnen akr-Lvn i.rig af Mat 1, 1962-.63

AG III 13.1 og Mat 1x (1969-70) (kapD 9.7).
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Generel teart am kvadrikkero

9.8.2.

Vi be tragter mn bade 80m vek torrum og som en punkt-

rnrengdeQ

Vi har, at til ethvert ordnet par af punkter i er

der knyttet en vektor i mn
og gi vet et punk t Po og en

vektor v da findes netop et punkt P (hvor

PoP betegner den vektor, der er bestemt ved punk t er-ne P&).
For en prrecisere fremstilling henvises til kapitel 9.1. -

Idette kapitel viI vi kun betragte ortonormale baser.

Et retvinklet koordina t sye t.em i mD
- 'be a ta r- af et punkt

o E: JRn. (hvort'r-a v ek tor-er-ne tcenke 8 a:fsa t) og en ortonormal

basis S1 '··'~n for m
n

• (O;§1_'··· '~n)'

Vi siger, at et punk t P har koordinaterne (xi ,~._.-,xn)

med hensyn til ( 0 • e ,CI e. e .)
'-1 '-n

hvis OP = x
je 1

+ e o e+ x e ,
~ - n-n

Ved en kvadrik Q forstas en ffirengde af pUl~ter, hvis

koordina tsret ne top er l¢sIlingerne tiJ. en ligning a r fa r-men

~1 <. <·« a ..x . x. + ~1 <. < Cox. + d = 0,
_1_ J-:.P- 1 J 1 J - 1 n 1 1

hvor a. J.' 1 < l
l -

tal og ikke 8.11e

< j .s. n,

a . • erlJ

1 < og d er reelle

Vi be.ffirerker, at blot en mrengde Q, i et koordinatsystem

kan fremstilles ved en ligning af formen (1), da viI Q

i ethvert koordinatsystem vrere fremstillet ved en ligning

af samme form.

Lad nemlig

sys t.eme r , Lad P

(o;~i"~~n)l6;~i'::§n) vrere to koordinat­

have koordinatsrettene (X1 '~")X ) og. rl

~1'-"~n)med hensyn til disse to koordinatsystemer.
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A A A ~ A A

Hvis 00 = a
1_e1'+···+an_en og ·(e , ... e ) = (e , ... ~ ) S

-1 '-n -1 'n =
~ A -1 -1 ......

fas let ~'I '= g, + ~ ~ t eller ~'I = -- ~ g t + ~ ~, ~

Lad' F( x «:> e x) vrer-e det polynomium som f r-ernga r- at'
1 'n

F(X~""'Xn) ved at indsrette udtrykkene for Xi,""Xn '

For ethvert punkt P fas nu samme tal hvad enten man

o for de samme punkter. Det er

indsretter xr""'Xn i

F ( x", ··· ,Xn ) •

Specielt fas tallet

eller
...... A

X , •• e x
,1 'n i

klart, a t F(X1 , · · · ,xn) er et po Lynomi um at' h¢jst anden

grad og af an'den grad netop nar- :'F(x1:, •• ~ ,xn) er :,det.

Lad der nu vrere valgt et sred''lanligt r-e t.v i nkLet koordi­

natsystem for mn • Vi betragter en kvadrik Q med en ligning

ar ~ormen (1)0

triske matrix bestemt ved -b .. = 'b .0
l J Jl

Lad 13 = (b .. )
= lJ 1 i i ~ n, 1 S j ~ n,

b .. = a ..
II II

vrere den symme-

= :La2' • • 0lJ
Ligningen. for Q k an nu sk r I yes

(2) x B ~t + c _ ~, + d - 0

Hvis vi lader B betegne den symmetriske bi~inear form

pa mn, hvis tilh¢rende matrix med hensyn til basen

(x = x1
e
1+···+x e), da- - n-nde:fineret ved

har vi P E Q netop nar

den linear~orm pa 80m e r

B(x,x) + L (x) + d = 0, hVOI' OP = x.... - -
r

I :f¢ 1ge si de 8.3.1. f'Lnde s der en or-t.o nqma Lbasis for

mn
(~1'···'~n)' sa den til B h¢rende kvadratiske form

KB antager normalform, d.ves.
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(

A A ) 2
KB x , 8 1+ ~ • • +x e = ~1 <. , « . x.

1- n-n l(n l 1

(ai' 1 < i S n, er de karakteristiske r¢dder ~or ~).

Ved 8ventuel omnu~ring, antages det, at

Q ligningen

er forskellige ~ra

Med hensyn ti 1

o og ex - II • • - ex
1~+1 - - n

( 0 ; e1 ' e 8 • G e) har-
- -n..

== o.

ex ,... ex
1 'r

eller

hvor

A

C i 2 '"
~.1 <· < CX. (x 0 + -2r ll . ) + ~ 1 <. < C. 0 x. + d , = °1 r 1 l ~ r+ 1 n 1 1 I

l~2
-c .

d1 = d - ~ ~1 <i<r LLCX.
- - I l

r = n eller
.....

=()"~=c =0
n Q ligningen

temet
'"c

1(--
2CX

1

~1<.< cx.x~ + d1 = a med hensyn til koordinatsys~
.2 r l :1

(6,8
1

, · · 8, e ) , hvor 6 har koordinaterne
- '" -n. ,C .

r (A '" ), • · " -2(X" , 0, · · · ,0 ) m•h • t • 0 .i~1 ' • · • '~n :
r

, .
med

Antag nu, r < n og der findes et i r+1 < i < n

Sret c = og

~
-r-r1

( '" '" ~)e , •.. , e ,'e-1 _YJ -r+1 er et ortonormalt smt ar vektorer og kan

lad asderfor 8uppleres til en ortonormalbasis for

( ~ A""""'" ,-.J)
8 ige ~1 ' • · • , ~r' ~r+1 ' It • • '~n e

~

Hvis 1 betegner linearform givet ved

" /' ~
~L (X

1
_8

1
+ G •• +x e) ~ ex f'a s IJ( )\ - n-n = r + 1 <i <n i - i-a0 . ~r+1 = ~. c ;

" ,-j N r--....J C ·
I{_e

J
. ) = 0, r-i-1 < -; _< n , idet 0 =: e.·e 1 = ~ .2: y hvor

~ -J ~r+ i c i
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I koordinatsystemet

har ~Q ligningen

Lad 6 have koordina terne

med hensyn til koordinatsystemet

,,,"

c. 2 d 1
~ ~ <. < ex ~ (x. + -2

l
- ) + c (x. 1 + -.-. -) = 0

l~+"I_J__n l . l a
i

\ r~+ c

C" C 8.1(- __'_,0 •. - ~_~- ---,0 .. ,0)
2 ex oil '2cx' c '

I r
(o , e1 ' c • ~ ~ e ,~ , .. "8 ). -r -r+1 '-n

(Q) har da ligningen

(6) ~ 2
~1<"( ex.x. +l ..r 1 l

= ()

( hensyn til koordinatsystemet C
;.. " ,,~ r-'

O;e1 , ;' oO lD , e r,e +-1,Qce,e
n

) ·- -- -r'll~· -,

(

Vi ha r- nu vi st, a t en kvadr-i.k v e d p ae s ende valg af'

koordinatsystem kan fremstilles ved en ligning af en af

~¢lgende tre normal~orme~:

(e "
"','"' '" 2 6' o " cS' ~ 0 ex. I

0 '1 < i <L..J..., <.. < lA. .. X 0 + -- =f 1'") ., ~ l , .
I l r l l

(){) 2
~ 0 , 1 < i ,/

~i <.i <rcxi :x:i = 0 cx .. ....... r.
l- -

(9)
2 o f) ~ 0, *o , '1 / <~1' ~ < ex ~ x . + "r'xr +1 = 'Y (x. i r.

<'l r 1 l ~ J_
-,

- -
Bemrerkning. Hvis vi sCBtter NB = fx E mnlv 11 e: lRn :

B(2S,£) = o ] (NB kaldes nuLrummet for B) ses det let af be-

v i e e t , at ell kvadrik Q med en 'l i.gn l ng a:e t'o r-men (3) har en

norrnalform af t.vp en (~) el1er (J{) netop nar- N
B

~ L-1 (0)

(denne betingelse er translationsinvariant)0

Antag NB S L-1(0) og Q's ligning er at' forrnen (3)

ms h s t , ,(0'§.1'··· ,~). Q's ligning v i L i koordinatsysternet

vrere a:f formen(6 '~1 ~ ~ • • '~n)

at Q)s ligning l ( 0 ,e
1

' It ~ S ,e )- -=--n
er af f'or-m en

og al tsa :Las,

"hvor' 00 - a.
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Et p unk t P si ges a t va.r-e cerLtrllIn f\)r en kv adr-i k

Q hvi s Q1 E (Q) medf'¢rer at punktet Q2 (lestemt

ved E91 =-E~b tilh¢rer (Q).

Det se s, a t en kvadrik Q med en normal=form (Q)

f'a...~ t ypen (c) ra r et cent r-um , 20m ej tilh¢rer Q.

En sad.an kvadr Lk kaldes erL c errt r-umakv adr-Lk , En kvadrik

Q me d en nor-maLt'or-m af t.ype n (K) ha r- et centrum, 80m

tilh¢rer (Q) en s~dan kvadrik kaldes en keglekvadrik.

Vi s kal om lid t s e 9 a t ~n kv adrik med erl n or-maLf'or-rn

af typen (p) intet cen~rum harG

En rndan kvadr-Lk kaldes en. parabolsk kvad.r-Lk ,

underrum .i
n

R "

Q

( S

v CBre ell 10ra dr- ik og Set side....

er a tt sa c n mamgd e at" punkter ,

hvis stedvektorer er a.rf'ormen. ~~ + U', hvor U ere et

unde r-r-um , S ka n alt sa iden't i f Lc er-e s med ILi. p ~

p = dimU).

Da er (Q) n Senten e n kv adr-Lk i 8, heleS,

en h~~erplan i Seller tome

Bev i s , Hvis (Q)n S ej torn, VCBJ_g da R E (Q) n S,

og vrelg koordinatsystemet med begyndelsespunkt R. Her-

ved er problemet reduceret til at f'l nde f\x;llesffiCBngdell

mellem et und er-r-um 'U og en kv adr-Lk Qo Lad Q live

en Ii gning af 1~ orrnen ( 3 ) @

Hvis B(~,~) =f.0 f' or- a L'I e u E U er (Q) n 8

netop de punk t e r , hv is s tedvektorer 11 opfylder

II(~) + d = O. Derine ma.ngde er flor-udsat ikke tom, der-t'or

er den ent en ell hyperp Lan i U eller hele U',
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Hvis B(~,~)=F0 ro r et II E IT, da v i I de punk-

ter P , hvi s ste dv.ekto r ,~, ti .Lhe r-er- U og opfylder

ligningen

igen vre r e en kvadrik irldeholdt i. U fb

Hvis aid eunder-r-umme t S er Lrxi e hoLd t i Q siges

S atvrereen :frembringer pa Q.,

Eksempler~ 0 er kvadrik for enhver dimension
=

For eksempel kan
?

have ligningen x1~ + 1 = O~

Hvis n = 1 'bLi vcr- de mulige kva dr-Lk.Lt gm.nger-

2
bX1 + CX1 + d _. 0, og de mul i ge kv·~d.rlkker er en ten

2 punkt e.r , 1 punkt eller derl tomme mengd.e 61 Le entrrge r

til en ligning af forrnen CX1 + d = () eI-a e rrt en he Le

JR. eller et punk t CI

Hvis Q er en. ke g.l.e kvadr-Lk ned e nvnor-maLf or-m a f

typen (K) , kan Q' ak:J ligning med pa ssende valg a r be-

gyndelsespunkt skrives

Btx x) = 0\_,-

Man ser, at og at hvis da

v i L t~ E Q, t E: JR alt sa hele Li n.i.en gennem 0

og x tilh¢re Q. Hvis Q 'b e s tar- a f mer-e end 0

da vi 1 Q vrere en f or-e.m ngamarigde at' en samling

:frembringerJ-inier gennem Q..

Sretning II En 101 adrik Q kan ikke bade have et

centrum, 80m tilh¢rer Q og et centrum, 80m ikke til-
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h¢rer (Q) •

9.8.8.

Bevis ~ Lad et koordina tsyst em "VCEre va 19 t 0 Antag

-P -E Q
- 0

let •

og Pi ~ Q er centrer for Q.

.~tning. En parabolsk kvadrik Q bar intet centrum.

Bevis. Lad koordinatsystemet vrere valgt saledes,

at Q' s ligning er a r f or men

2
~1 ~ i < r (Xixi + yX r + 1 = 0

og antag endvidere, at punktet P rued koordinatsffittet

CY1 ' ,Yn ) er centrum f'or- (Q).

Et punkt Qzrmed koordina tsrettet (Y1' •.• 'Yr-1'

Yr + zr'Yr +·1 + z 1"Y 2' ••. ,y) tilh¢rer Qr + ,', r + n

netop na r'

2 2
b1 < .i ex -y - + ex z + 2 ex z + y( y 1 + Z 1) = 0< r l l r r r r r+ r+

.;.... -~

Her-af ses, at for ethvert v a Ig af zr findes netop

et Z r+1 sa Qz tilh¢rer Q.
r



(

9.8.9.

Da - P er c en t r-um v i I punktet med koordina t.sset t.e t

tilh¢re: CQ) og vi :far

( 9)

(8) ~1 ~ i ~ r cxi Yi
2

+ cxr z r
2

- 2cxr zr + Y(Yr+1 - zr+1) = 0

Ved hjCBlp af (7) og (8) faE

2 2
2~1- ~ 1" < ex· s, + 2ex Z + 2yy 1 0. ~ r 1 1 r r '. r+ =

~or ethvert zr; men dette er umuligt.

Korollar. De kvadrikligninger, sam fremstiller

den tomme mCBngde er netop ligningerne

B(~ ~ ~, ~ - ~) + C = 0, hvor c f 0, hvor B

er en definit eller semidefinit kvadratisk'form af sam-

me fortegn sam c.

Bevis. Da 0 har etbvert punkt som centrum er

o ikke parabolsk. Vi kan derfor (i f¢lge en ti.dligere

bemrerkning) efter en translation opna, at 0's lig­

ning kan skrives B(~,~) '+ c = O. Heraf fas pastanden.

Eretning. Hvis 0 er centrum for en ikke tom

kvadrik Q viI enhver ligning for Q vrere af formen

B(~,2S) + c = 0, hvor vektorerne regnes u d :fra O.

Bevis. Lad B(~,!) + L(~) + c= 0 vrere en lign~ng

:for Q.

Vi skal vise, at L(2S) = 0 for aIle x ,

B(x ,x ) +O. Vcelg sa B(£~R ) + L(£) o. t.A.ntag 12- + c =-0 -0

Betragt linienl:! = £ + tx • ~ E 1 t t Lher-er- Q netop
-0

~ 2
B(~ ,~o)+ tL(~o)nar t B(~o .z, ) + 2t = O. Man ser,
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[it f'o r netop en vrcrd i , to' af t (to. 4: 0) vil n + t x E Q-'
~ 0 .....0· ...

Da 0 va.r c e n.t.r'um viL 1~(1f,!.)

~ .~B(~~,~) er~ e1l kont; n.uert af'b L'Ldrn ng som er 0 pa
·en. tEet ma.ngde er B icLenti sk ITL11; modstr·id.

e j e r nulformen, e1' L-1 (Q) en hyperplan

e1' d e r-f'or- 0 for ~o f. L -1 (0) Men da

T
J.J

B
l

)., ~,=-lC ,x ,
",...... 0 ..-0'

Hvi s

og

ligning for Q~ Heraf f~s

t o
2 B(Xo'Xo) + 2t o B(~~~o)- t oL (6 o) = 0

f~~)lgelig L (3So) -- () ..

Tal1ge]Jtplal1~ Lc1d. et pegynd.elseslJunkt 0 i IR
n

__--.-;. .......-r.....~~ ..===~

'Vffi17e vaLgt ..

'Vt 'be t.r-agt er- en kvadri k Lf.gning

L (~) + c - 0 fOI~ en kvadrik Q.

~, 80m opfylder

er en ikke tom mrengde, idet E tilh¢rer denne.

( ') iT (\Hvie B ,,~.,:2~ .+ 2'..lJ ~) er~ i'dentisk nul, v i L ethver t

punkt i. mn tilfredsstille (p\
\ ). Ellers viI de punkter,

80'm opfylder dsn ne en, hyperplan H.I._dette sidste

tilfrelde kaldes £ et regulrert punkte H kaldes kvadrik-

kens t.angeri tp Lan og £. r-o.r-Lngepunk te t f'o r H. I det

f'o r e te tiJ_flreJ_de l~~aldes :£ et si.ngulrert punkt.

Hv i s v i i s tedet i"OI~ a t regne vektorer ud f'r-a 0

r-egrier- vek t.or-e r- ud f'r a e t nyt pk t 0 6, vil kvadri kkens

ligning rendres og derfor viI ogs~ ligningen (p) rendres.
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Men vi v i L nu vise, at mamgde n af l¢sninger ti-ldisse to

ligninger er den s amme punk tmamgde •

Lad 06 =~, ~vadrikkens ligning bliver da med a
sam begyndelsespunkt.

(1 0) B(!+£,2£+a) +L(2£+~) + c = 0

tp) bliver

og den tilsvarende ligning

Nu ses de t let at x t.ILf'r-edae t t Lle r- (p) netop nar

x - a tilfredsstiller p •
a

'Sretningen kan udnyttes pa den made, at vi kan regne

vektorer ud fra P, hvor OP = £ Dg ~ E Q.

Lad as altsa antage, at 0 E Q, heraffas, at (Q) 's

ligning er a f f'or-me n

B(~,~) + L(~) = 0

(p) L(!) = O.

og den tilsvarende ligning

Heraf fas, at 0 er singulcert punkt, netop nar L

er nulformen og f¢lgelig er Q en keglekvadrik med 9

sam toppunkt.

Hvis L ej er nulfQrmen er 0 ikke centrum for Q

(Q~s ligning ville da vcere B(~,~) + C = 0).

Nu fas, at singulcere punkter kun kan forekomme pa

kegle~kvadrikker. Og de singulcere punkter er netop symme-

tricentrene.
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(

A:f den 'sidste karakteri-sering ee s de t, at begrebet sin-

gulrertpunkt kun afhrengeraf kvadrikken og ikke den ligning

ved hvilken man kan·frernstille den.

Lad nu 0 vrere et regulrert punkt pa kvadrikken Q

er en kur-ve pa Q (Og f(O) = Q)....
da er Dr(O) en vektor i Q's

(Tegn selv en :fi gur • )tangenthyperplan gennem O.

med Iig:q~ng· B{~,!) + L (!) = o.

Hvis'£( t ) , 0 < t < a

sam e r di:fferentiabel i 0,

Da

·Bevis.

fCt) E Q

Vi ha~

:fa,s f'o r

f(t) - frO) _ ~(t) ~ Df{O) ,
t ~·o - - --r-

t ~ 0

t ~ o.

t 2B(SCt), f(t)) + t L(!(t)) = 0 eller
~ --r t

t ) f( t)) L (f.:\t))tB (fit , + = 0 :f¢lgelig
~

O.B(Df(O), D!(O)) + L(Df(O)) = o. Hera:f pastanden.

Sretni~. Hvis :p er e t regulrer t punkt pa en kvadrik,

da viI enhver :fra £ udgaende halvlinie i tangenthyperplanen

vrere tangent retning i E. :for en kurve pa kvadrikken gennem

.c.

Bevis. Vi kan antage, at £ = Q og kvadrikken ligning

bliver nu 1?(!,2S) + L(!) = 0 0 'I'angen t.hyper-p l anen bliver

L -1 (2)= H. Lad 0 ~.~ E H, vi skalnu se, at . z er tan­

gentretning :fo~ en kurve pa Q, ge~nem O.

Hvi s B (~.'~) = 0, da kan t ryt~ b r-uge s ,

Hvis B(~,~) ~ 0, betragt da K\~) = ~!IB(~,~) =~OJ.

Dim K(~) = n-1. Hera:f fas, da ~ E H. ~ ¢ K(!), at

KC.~) ~ H. Vrelg ~O E K(~), "o ¢ H Span(2S0'~) er et
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s(t)~ + t~o E Q. ~(t) 's retning e r den

t For t ~ 0 viI tangent-= z + STt)~o •

(det kan anbefale s selv at tegne en skitse

2-dimensionalt underrum U.

Vi s¢ger U n Q'. x E unQ netop n~r der findes

s ,t E ill sa ' ~ x = s z + txo 0 g

Da B(z,z) ~ 0 er ( 11 ) enso e tydende med- ...

2
-t L(x ).~.- t

2
B(2S0 ' 2S0 )-0

s = B(z,z)

-t L (x
O

)
Hvist -l> 0 'saledes at B(z,z} er positiv v t L der f'Lnd e s

-t L (2S0)' - t
2B(2fO ,!o)

en omegn at' nul sa B(z,z} er positive D.v.s.

vi kan :finde to vrerdier a:f s sa x = sz + tx tilh¢rer Q.
- -0

Lad as· vrelge den positi~e a:f dem
J

S er altsa en funktion

(t) ..p t . t· t. 0 t 0s ar ,0g Vl S era s ( t) ~ -7.

Vi har ~(t) =
1

eamme s om s( t)2f( t )

retningen ga mod z.

til ovenstaende.)

A:f sretningen f¢lger, at tange~thyperplanen i et regulrert

punkt a:f·en kvadrik kun afhrenger af kvadrikken og ikke af

kvadrikkens ligning.

Ved tangent til en kvadrik i et regulrert punkt forstas

en linie gennem punktet beliggende i ;punk¢ets tangenthyperplan.

Lad Q ves r-e en centrurnskvadrik med ligningen

Kvadrikken med ligningen B(~,~) = 0 siges at frem-
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stille dell tilh¢rende asymptote kegle.

Der grelder f¢lgende:

..§cetni.ll.EL. Hvis a er et regulrert punk t pa asymptote-

keglen, sa er linien s~, s:··;E IR asymptote til en kurve

Bevis. c = 0; da klart, idet linien sa kan bruges.

For c *0 er a et regulcert punkt; derfor findes et b

Det 2-dimensionale underrum U = Span(~,~) betragtes.

Fcellesmrengden med Q s¢ges. Vi har x = sa + tb E Q
()

netop nar

Hvis B(~,~) ~ 0, ses det, at for ethvert s findes
,

t sa ~(s) tb E Q. Nar viInetop et -- sa + s -:, 00,

t(s) ~ 0 og !(s) er en kurve pa Q med sa sam asymptote.

Hvis B(~,~) ~ 0 er ligningen til a t 'be s t.emme t for

givet s en andengradsligning i t med diskriminant

S2B(~,£)2 - c B("!2:,g). Herai' i'as, at :for s > So (SO valgt

passende) 'findes to vrerdier af t sa ~(s) = sa + tb E Q.

For s ~ 00 s 2 So vi 1 summen a:f de to U t-vrerdier" numer-I sk

ga mod uendelig, mens produktet er konstant. Vrelges den

kurve ~(s) svarende til den numerisk mindste vrerdi af t,

ses det at denne har sa som asymptote.
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2 2
~ +..L.: 1, 2
a 0

x2 2
- Y = 1

~2 ~

2 2
_x2 - YZ= 1

a b

2x
2, = 1
a

py

Ellipse

Hyperbel

2 parallelle linier

parabel

2 2x +L 0 punk t-2
b

2 =
a

2 2x __ L. 0 2 skrerende linier-2
b

2 =
a

2'
( x a linie.2 =

a
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Keglesnitsflader.

Centrumskvadrikker:

x 2 y2 z2
1-2 +- + -2 =

b
2

a c ~-

2 2 2
x +

y z 1~

~
-2 =:

2a c

2 y2 2
x z

1-,....,
b"2 -2 =c:

a c

2 y2x 1
~ +~ -
a b

2 f)

x y'-
-1

~
-

bZ -
a

x 2
- y2

1----2
b 2

::;:

a

2x 1
~ ==
a

2
x

1--2 =
a

Ellipsoide

Hyperboloide med 1 net

Hyperbo16i.de TIled 2 net

Elliptisk cylinder

Hyperbolsk cylinder

T.o parallelle planer

9.8.16.

Parabolske kvadrikker:

l

2 f)

x yc::.. 2z
-2 +-:-2 =: -

C
a b

2 y2 2zx
~

b 2 ---
a

c

2x =: py

Elliptisk paraboloide

Hyperbolsk paraboloide

Parabolsk cylinder
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r
~-

Keg.Lekvadr-Lkker .

2 2 2x +L +
z

0
--;2 b 2 2 =

c

X
2 2 z2

+ Y 0-2 .-:-2 -~2 =
a b

2 2x + Yr 02 ~ -
a b

? 2xt- y
0-2 -

b2" =
I a(i

2
X 0
~ =
a

•. f

Punkt

KegLe anl tskegle

, Linie

To skrerende planer

PlaTl

.. .~, ..

9.8.17
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Hettelser til 9.8. (Kvadrikker)e

skal veer-e

OF = X aka.L veer-e ..OF = !f..

B(g,J:!) + (g) + c = 0 skal vcere B(l!,~) -f- 1(:9:) + c = o.

Hvis B(~,y) = 0 i stedet for Hvis B(u,u) ~ o.

=

Ti1f0j efter Nan ser; hvis 2B(~,1£o) + L(~o) '* O.

Ti1f0j efter 1(1£6 = 0 f01gende: Hvis 2B(2 9Ko) + L(~o) = 0

da ffi0des ~ + t~o og Q kun i etpunkt (Q) og derfor

m0des -p -t~o og Q kun i -~o Derfor er

B(I'+t~od:~+t!o) -L(r.+t].{o) + c kun 0 for t=Oy heraf fas,

at 2B(p,x ) -L(x ) = 0, f01ge1ig er L(x ) = o.
- -0 -0 --0

Side 9.8.11.17 : Formlen (Pa) skal vesr-e B(~,I>-"§) + ~(2B(!,§:.) + L(~))

+ B(i-~'~) + ~L(E-~) + B(~,~) + L(~) + C = O.

2 I' 1\ 0-"1 -1" .
Side 9.8.3.1 : ~I = ~l+ ~~\ e11er ~I= - ~ ~\+ ~ ~l· Ska1 vrere

A A S S-1 A S-1 A
X = -a + x eller x = a + x.=, =\ == 1 = \ = =, ::: =I

" ." "... )Skal vrere F(x 1, ... ,x ·. n

F(x1' •• "~n) i stedet for F(~1,··.,xn)

B i e t.edet f'o r B.

17

1 9

1
7

14

Sirle 9.tg.4~ 1 6

Side ~1~886e
..,
..1.4

I

\

14Side 9~8~7'~

Side 9~8~9. J- 1

Side s.a, ro. 15.
.L <II

Side 9.8. 13 1 2
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9Q9. Sretninger om kvadrikker i planeno

Fe.Lgende r-e s ult a t.er- ska L opf a t t.e s 80m en sammenfatning

af kendte sretninger&

Vi betrager en kvadrik med eI1 Ligrring a f f'o r-men
2 2
~ + L = 1 n i et retvinklet koordinatsystem .
a b 2

y

Q kaldes en ellip se 8 An t ag .'0 ~ a l» e bestemrnes ud f'r-a

2 0 2
1 - e := ~ og 0 < e '1 ell tydigt.

a
e kaldes ellipsens excentricitet.

Punk t erne F og med koord1naterne (-ea,O) og

(ea,O) kaLde s e L'lLpe eris ~~~nd-:punkter:..•. Lad P van-e et

punkt i p Larien ; man kan vi.se ved en .LiL'Le regning a.t

P E Q netop nar IPFI + IPF1 ! = 2a. Rvor IPFI betegner den

posi tive afstand me L'l em P og F I) Hvis P E Q k:aldes linierne ?



PF og PF
1

for brandstralerne til P.

Som kurve 1 planen kan ellipsen fremstilles ved

x = a cos v y = b sin v

Ellipsens.ledelinier:

o < v < 21T Q

Linierne med ligning
a

x =­
e

x = - ~ kaldes e Ll Lo aena ledeli.Ylier.e .to'

Man kan let vise, at et punkt P E Q netop er forholdet

mellem afstanden til 11nien x = sa. og
e punktet er e.

(Af'a t.ande r egnes posi ti V~)

Hvis (xO,yO) er et punk t vpa Q har tangenten i

(xo'YO) ligningen

Vi 'be t.r-ag t.e r' en kvadr Lk Q med en ligning af f'or-meri

i e t r-e tvink'Le t koordinatsystem.
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Q kaldes en hype r-b e L, e bestemmes e n t.ydi g t ved e > 1

2-1
b 2

e = --'2.
a

e kaldes hyperblens excentri ci tet 41- Punkterne F og F 1

med koordinaterne (-ea,O) og (ea,O) kaldes hJ~erblens

brcendpunkter.

Der ga;lder :f¢lgende:

Lad P vrere et punkt i planeno P E Q netop nar
11 PF I - IPF1 I [ = 2 a •

(
\ Hvis kaldes

,. .
.i i m e r-ne PF og :for

brffindstralerne til Fe

Hypel~blens ledelinier C) Linierne med 1igntng

a
x = e

og x = - ~ kald~s hyper~lens ledelinier.
e

Marl v i s er- Let , at et punk t P E Q netop nar- a:fstanden

p

ax = ere

divideret med Fs a~stand til linien

S x 2 y2
Hyp er-b Leri asomptotekegle e r besternt ved -n - - = O.

a
L

b 2

De 2 limier ay + bx = 0 og ay - bx = 0 kaldes

hyper~lens asymptoter.

Hvis (xo'Yo) E Q er tangent i dette punkt givet ved

ligningen:

xx yy__0 _~
2 2a b

Parablen.

- 1

Vi betragter en kvadrik Q rned en ligning af ~orrnen



Mat 101 1974-75.

i et retvinklet koordinatsystem.

Man kan vise, a t et punk t P tilh¢rer Q netop nar- a:f-

standen :fra- P til F er lig med P's a:fstand til liniep

x = .- ~.

Hvis P E Q kaldes liniestykket PF for brrendstralen.

p kaldes parablens parameter og vi har en parameter:frem­

t
2

stilling af Q ved x = ~ y = t.
p

Hvis (xo'Yo) E Q

= p(x+x ).
o

er tangenten i Q givet ved
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Opgaver om kvadratiske former.

1. Lad V vrere et vektorrum af endelig dimension og f,g to

linearformer pa V. Vis, at B(~,v) = f(~).g(y) er en

bilinearform pa V og find rangen af B.

2. Antag, at B er en bilinearform pa vektorrummet V og rgB = 1.

Vis, at der findes to linearformer pa V sa B(R,V) = f(~)Qg(y)

3. Lad KB vrere en kvadratisk form pa vektorrummet V. Vis, at

mrengden af vektorer v med KB(y) .~ 0 er et underrum netop

nar den kvadratiske form KB ikke er indefinite

.4. Unders0g'hvornar matrieen (ba b} °er positiv (negativ) definit •
e ..

5. Bestem positivitets- og negativitetsindex for den kvadratiske

form K
B

bestemt ved KB(y) = 3V; + 3v~ + 2v 1v 2 + 2v 2v
3·

=

en ortonormal basis for vektorrummet V

~I vrere en kvadratisk form. Vis, at

der findes en ortogonal matrix S sa

6. Lad e 1 ' • • • , e vrere- -n
og lad KB(y) = vA

- -
tr(~) = 0 netop 0nar

S'AS har lutter nuller i diagonalen.

Opgaver om kvadri~ker.

1. Vis, at NnH er invariant ved translation, hvor N = NB og

H = L-1(O) for kvadrikken med ligning B(K,K) + L(2£) + c = O.

Slut heraf, at relationen N:H er invariant ved translation.

{
\

2. Vis, at planen med ligningen 2x 1 - 2x 2 - 3x3 = -8

tangentplan til kv~drikken med lieningen

er



II.,,, IV') 'j TI ·1v.

,2~

9x3= 16 og find r0ringspunktet.

3. Vis, atligningen3X~ -3X~ - 2x 1x 2 + 20x2 - 33= 0 fremstiller

en.hyperbel og find dennes qeritr~unl.,Angiv 'et ortoriormal t

koo.rdinatsystem i hvilket hyperblens ligning er.pa normal-

form.

4. Lad B2(~,~)vrere en kvadratisk form i planen, saledes at

B2 (~,:~) = 1 og B2(~,~)= -1 er ligninger for to hyperbler.

Lad ~ og h vcere to vektorer aom opfyld.er f'e.Lgende :

Vis, at hyper'blernes tangenter i disse to punkt.er skrerer

hinanden pa en af de frelles asymptoter.

Lad B3(~~~) Vffire en kvadratisk form i rummet, saledes at

B3(~'~) = 1 og B3(~'~) = -1 er ligninger for to hyperboloider.

Lad g og 12. veere to vektorer SODl opfylder f01gende:

Vis, at hyperboloidernes tangentplaner i disse to punkter

sk~'er hinanden i en tangent til asymptotekeglen B3(~'~) = o.

5. Lad kvadrikken Q med ligningen B(~,~) + L(~) + C = 0 vrere

en parabolsk kvadrik. Vis at nulr1ill@et for B er det underrum

som er udspeend t af;vektorErtne ~,for hvi.lke det grelder, at

enhverret linie med retning ~o har netop et punkt frelles

med Q~
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~\

*9 .1. ~fine rum.

Teorien for abstrakte endeligt dimensionale rum er udviklet

til beskrivelse a~ de egenskaber ved mk sam ikke a~hrenger

af valget af en basis. Pa tilsvarende made kan man udvikle en

teori for abstrakte affine rum til beskrivelse af de egenskaber

ved mk sam end ikke a~hrenger a~ valget a~ nUlpunkt; herunder

store dele af den klassiske plan - og rum geometri. For yore for-

mal viI det dog vrere tilstrrekkeligt at udvikle teorien konkret.
I

Vi skal al~sa for et givet vektorrum (V, IR), ar dimension

k <~, unders¢ge sadanne egenskaber sam udnytter vektorrums-

strukturen, men ikke a:fhrenger af de indgaende begrebers relation

til neutralelementet.

Ved en affin kombination af elementer v , ••. , v
1 n i V

forstas et udtryk

tal sret med sum 1.

~. A.v., hvor A1,···,An er et reelt
111

Et affint 1:91!L er en delmrengde A at' V

sam med vilkarlige vektorer v1,···,vn
i' A ogsa indeholder

enhver a:ffin kombination a:f disse vektorer. Vi siger ogsa at

A er et affint underrum a:f V.

Eksempel. Lad V = m2 og f'o r ex og {3 i m se t

Hvis (x.,y.), i = 1,···,n
1 1

er pUnkter i A og A , ••• , A
1 n

- \

er reelle tal med sum 1 haves

a(~ A.x.) + ~ = ~ A.(ax. + ~) = ~ A.y.,
1 1 1 1 1 1

hvoraf vi ser at ~ A.(X.,y
1
· ) E A•. Altsa er A et a:ffint

1 1
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rum i :rn2 • Geometrisk reprresenterer punkterne i A en ret

linie (rned hreldning a) som skrerer Y-aksen i ~. Man ser at

A kun er e t linerert underrum at' :rn2 na r- f3 = o.

Sretning. Til enhver mrengde M i V findes et rnindste

affint rum aff(M) i V sam indeholder M, og aff(M)

er prrecis mrengden af affine kombinationer af punkter fra M.

Bevis. Mamgden n af affine rum BOITI indeholder Mer

ikke tom, idet V selv er et affint rum. Frellesmrengden af af-

fine rum er igen et affint rum og vi kan derfor srette
a£

aff(M) = n A , A E n. Lad B betegne ffirengdenAaffine kom-w w ,~

binationer af punkter fra M. Da viI B c aff(M). Hvis vi kan

vise at B er et affint rum viI derfor B ~ aff(M), idet

det er klart at M c B (ethvert punkt v er en affin kom­

bination v = 1 ·v). Lad nu for i = 1, ···,n punkterne

v. = ~ 1\ . .v .. , 1 < j < n. , vrere affine kombinationer af
1 J lJ lJ - 1

punkter v .. fra M, og lad A , ••• , 1\ vrere reelle tal med
lJ 1 n

sum 1 • Da er

v=~I\.v. =~A. ~A..V.. =.b.(A.A.. )V ..
1 1 1 J. 1 J lJ lJ 1,J 1 lJ lJ·

Idet Z A.. = 1
J lJ

for ethvert i, vi I . ~ (1\. /\ .. ) = 1,
1,J 1 1 J

hvoraf

vi ser at v E B.

_Sretning. En delmrengde A af V er et affint rum hvis

(1-A)U + /\v E A for a LLe u og v i A og a l Le /\ i ffi.

Bevis. Antag at vi har vist at A indeholder enhver af-

fin kombination af ethvert sret v ,... v
1 ' n-1

af n-1 af sine

elementer. Hvis v , ••• , v
1 n

tilh¢rer A og 1\ , ••• , A har
1 n
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1 .s i .s n-1 , og bemrerk at

Sretsum 1 kan vi gerne antage at I\n ~ 1.

v = ~ 'I\!v.
l l

, . ' -1
/\. = (1-/\) /\.

l n l

er en af'f'Ln kom-

binatione If¢lge foruds~tningen viI derfor v E A. Men

~ 'I\.v. = (1-/\ )v + /\ v E A.
l l n n n

.Sretningen f¢lger nu ved induktion efter n.

Sretning. For ethvert punkt u i et a~fint rum A viI

A - u vrere et (linerert) underrum af V. Omvendt viI for

ethvert (linerert) underrum U af V og ethvert u i V

mrengden u + U vreret et affint underrum af V.

Bevis. .HvI e v,w tilh¢rer A og 'I\,f.L tilh¢rer ill

haves

/\(v-u) + f.L(w-u) = 'l\v + ~w + (1-'I\-f.L)u - u E A - u,

hvormed A - u er et Iinerert underrume Omvendt, hvis v,w

tilh¢rer U viI

(1-'I\)(u+v) + 'I\(u+w) = u + ((1-i\)v+'I\w) E u + U,

hvormed u + U er et affint underrum if¢lge foregaende

sretning.

Bemrerk at det (linerere) underrum A - u h0rende til det

affine rum A ikke afhrenger af vektoren u.
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affint underrum A2

i Ai hvis dim(Ai)

grebet parallellitet:

Man ser a~ ovenst~ende sretning at de affine underrum af

V prrecis er sideunderrummene h¢rende til V's linerere

underrurn (se 1_6)~ Det er nu klart hvad vi skal mene rned

dimensionen.a~ et affint rum,. og at vi kan sige at to affine

rum Ai og A2 er komplementrere (henholdsvis ortogonale hvis

V har et indre produkt) hvis de tilh¢rende (linemre) underrum

er det. Et af'f Ln t rum a f d.l menet on 1 kaldes en ret linie. Et

af et a t't'Lnt r-um Ai kaldes en hyperplan

dim(A2) = 1. 80m noget nyt har vi be­

A
1

og A2 er parallelle hVis

eller hvor og u . E A.,
l 1

Lad vrere punkter i et 8~fint rum Vi

siger at (vo'··· ,vn) er af'f'int afhrengige hvis der findes et

ikke-trivielt talsret (A ,· .. ,A) med sum 0 saledes at
o n

~ AiVi = O. I modsat fald er vo,···,vn affint uafhrengige.

v -v ,. e II V -v
1 0 . 'n 0

(
Vi overlader til lreseren at vise at et sret

fint afhrengigt hvis og kun hvis srettet

v,··· v er af-o 'n

er

linerert afhrengigt. Heraf f¢lger at A's dimension er lig m~d

det st¢rste antal a:f~int ua~hffingige vektorer i A minus 1.
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*9 .2. Affine afbildninger.

*9 .2.1.

En a~ildning f: A ~ B mellem affine underrum af endeligt

dimensi onal.e vektorrum V og W kaldes affin hvis

feZ A.v.) = ~ A. r(v.)
1 l l l

f'o r enhver af'f'Ln komb i.na t.Lori ~ A.v.
l l

af elementer fra A.

_~~ Til enhver affin af'b ildning f: A ~ B findes en

linerer af'b I Ldni.ng g : V ~ W og en vekter w sa Le de e at
o

f(v)
!

= w + g(v)o
for ethvert v i A.

(

(~

Bevis. Vrelg et 11 i A og se t U = A - u. If¢lge
i'

* U etSeE tn i 11.g en 9 01.3 er linerert underrum a:f V og vi de-

finerer h: U -tW ved for ethvert v i A at seEtte

h(v-u) = f(v) feu). For v,w i A faB da

h(A(V~U) + ~(w-u)) = h(Av+~w+(1-A-~)u - u)

= f(AV+tLW+( 1-A-tL)"!J-) - feu) = ~(v) + j-Lf(w) + (1-A-tL)f(u) - feu)

= A(f(v)-f(u)) + ~(f(w)-f(u)) = Ah(v-u) + ~h(w-u),

hvilket viser at h er en linerer afbildning.

Vi vrelger _nu en basis e ,° 0 ·,e for U og supplerer1 p

den med e
p

+
1,···,ek til en basis for V. Der findes da net-

op en linerer afbildning g: V ~ W saledes at g(e.) = h(e.)
l l

for -1 < i ~ P og g(e
i

) = 0 for p+1 < l < kG 8rettes

~ = feu) _. g( u ) haves for ethver v i A

:r(v) = '\fie + rev) -- f'{u ) + g(u) = ,wo + h(v-u) + g(u)

= Wo + g(v-u) + g(u) = ~ + g(v).
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(

Koro 1Ja r. Hvis f: A~B og g: B ~ C er affine af-

bi1dninger me11em affine rum, da er gof: A~ C en affin af-

bildning. Hvis B er et affint underrum a t' B da er 1'-1 (B
o

)
0

et affint underrum af A.

Af speciel interesse er de reelle affine funktioner pa
j

et affint rum A, idet disse er nrert knyttet til hyperplanerne

i A. Bemrerk at en reel~affin funktion enten er konstant

eller surjektiv.

Sretning. Hvis f: A ~ ill er en surjektiv, affin fUnktion

sa viI 1'or ethvert reelt a mrengden B =1'-1 (a) vrere en

hyperplan i A. Hvis omvendt B er en hyperplan i A og

ex E JR. findes en surjektiv a:ffin funkti on :f: A ~:ill aa Lede s

at B = 1'-1 (a) •

Bevi s. Idet aIle sideunderrum h¢rende til s amme linerere

underrum har samme dimension (per definition) kan vi gerne an-

tage at A er et linerert underrum, at f er linerer og at

ex = O. Men da er B en hyperplan i A if¢lge dimensions-

formlen (2.2.2.).

Hvis omvendt B e-r en hype r-pLan i A vteLge r- vi u i

B og sretter U = A-u og W = B-u. Da er U og W linerere

underrum af_ V og dim W + 1 = dim U if¢lge forudsretningen.

Lad e ,···,e vrere en basis for W
1 p-1

til en basis for U og videre med

ogsuppJB r denne med

til en
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(

(

basis for V. Lad g voore den lineoore funktion som er nul

pa al.Le e. und tagen for i = p hvor g(e ) = 1 • Soot
1 P

1\0 = ex - g(u) og f ='" + g. Da ere

:r(B) = 1\0 + g(u+W) = 1\0 + g(u) = ex.

Hvis omvendt . v E A og f(v) = ex sa viI g(v-u) = 0, og da

v-u E U betyder dette at

v-u E Span(e ,···,e ) = W1 p-1

hvormed v E 'B. Altsa er B = f-1 (a ) .

·Moongden a r bi jektive affine a:fb ildninger af et af't'I n t

rum A pa s i.g selv er en gr-uppe under sammenee t.mng og kaldes

A's affine gruppe. Hvis U = A.- u for et u i A er det

klart at ethvert element f i A's affine gruppe har formen

f = Ao + g hvor g er en isomorfi af U og derfor kan vool­

ges til ogsa at voore en isomorfi af V. Hvis g er den iden­

tiske af'b LLdni ng siger vi at f er en tranSlation. Dette sker,

sam man let overbeviser~ig om, netop hvis vektoren

Vo = f(u) - u ikke afhrenger af u, hvorved :r(u) = Vo + u.

Vi siger at Vo er translationsvektoren. Bernrerk at linien gen-

nem 0 og Vo er parallel med A.

Vi an tager nu at V er udstyret med et indre p r-oduk t

og den deraf udsprungne norm, \I II. Vi siger at en af'f'Ln

afbildning f: A ~ A er en kongruens hvis

Ilf( u ) - t'( v ) II = I\u-v II for a'l Le u og viA. Det te med-

f¢rer naturligvis at f tilh¢rer A's affine gruppe.
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Sretning. En a~fin afbildning f: A ~ A er netop en

korigr-uene hvis den kan bringes pa f'o r-men f = 1\0 + g hvo r g

er en ortogonal afbildning af V pa sig selv.

Bevis. Hvis f = Ao + g, hvor g er ortogonal, haves

11f'(u) - f'{v ) 11 2
= Ilg(u-v) 11 2

=

g(u-v)·g(u-v) = (u-v)·(u-v) = Ilu-vI12
•

Hvis omvend t f er en kongruens og f = A
O

- + g haves for

ethvert par ~,v i A

Ilg(v-u) II = Ilg(v) - g(u) II = Ilf(v) - f'{u ) II = Ilv-ull.

Altsa er restriktionen a~ g til U = A-u en normbevarende

isomor:fi. Tf'e Lge 7.7.1 er derfor g I·u en .'orto~gonal afbildning.

Ved eventuel t at rendre g pa U's o r t.ogona Le kcmpLemerrt ,

noget som ikke rendrer gyldigheden af formlen f = ~o + g pa
A, kan vi ant age at g er or t.ogonaI pa hele V.

Den f¢lgende eze t.n.ing k ar-ak t.er-Lae r-e kongruenserne at' A

som de afstandsbevarende af'b l LdnLnge r- af' A pa sig ael.v ..

Sadanne er altsa n¢dvendigvis affine.

8eetning. Enhver a f'e t.andab evar-ende afbildning f' at' et

af:fint rum A ind i s i g selv er en ]{ongruens.

Bevi s , Lad g vee re en afb ildn:Lng a:f et linerert rum U

ind i sig selv saLede s at g ( v ) • g( w) = v·w :for aIle v og·

w i u. Hvis e ,... e er en ortonormal basis :for U, og
1 ' n

A

g( e.) v i L
"- "- u.e. = e ,... e vrere en ortonormal basis :for

l l 1 ' n
Der:for grelder :for e thvert v i U
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g(v) = ~(g(v).e.)e. =
l l

*9 .2.5.

{
\

,(
-.

Heraf s es at g er linerer, og derfor en or togonal af'b ildning

pa U.

Betragt nu en afstandsbevarende afbildning f af A ind

i sig selv. Vrelg et u i A og sret U = A-u. Definer

g.; U ~ U ved g(v-u) = f(v) - f'{u }, Lf'o Lge f'or-udee tnt ngen

er da

IIg(v-u) II = Ilf(v) - feu) II = Ilv-ull.

For vilkarlige vektorer a og b i U grelder

Idet g er en isometri fas derfor g(a)-g(b) = a·b og if¢lge

den f¢rste halvdel af beviset er g derfor ortogonal pa U.

Da f(v) = g(v-u) + feu) for ethvert v i A f¢lger det

at :f er en affin abildning og dermed en kongruens.
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*9 .3. Konvekse ffirengder.

*9 .3.1.

Ved en konveks kombination at' elementer v , .•. , v
1 n i et

reelt vektorrum V forstas et udtryk ~ A.v. hvor A1,·· ·,A
1 l n

er et Sffit af positive (d.v.s. 2 0) tal med sum 1. En del-

mrengde K af V er konveks hvis den med vilkarlige elementer

v
1,···,vn i K ogsa indeholder enhver konveks kombination

a~ disse. Ved i beviserne for sretningerne * *9 .1.2 og 9.1.3

/

\

at erstatte ordeae "a:ffin kombination" med "konveks kombina-

tion" :fas :f¢l(gende resultater:

s~tning. Til enhver mrengde M i V :findes en mindste kon­

veks mrengde konv(M) i V sam indeholder M, og konv(M)

er prrecis mrengden a:f konvekse kombinationer af punkter :fra M.

Sretning. En delmrengde K oaf V er konveks hvis

(1-A)u + ~v E K :for aIle u og v i K og ethvert

A i IR med 0 < A < 1.

Bemrerk at den :foregaende sretnings geometriske indhold er

at K er konveks hvis den med vilkarlige to pUnkter ogsa inde-

hoJder liniestykket som:forbinder dern.

Det nreste resul tat skyldes Car-atheodo r-y og indeholder en

betydelig skrerpelse a:f de:finitionen af konv(M).

Sretning. For enhver mrengde M er konv(M) identisk med

mrengden af konvekse kombinationer af a:f:fint ua:fhrengige punkter

i M (se 9*.1.4.).
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Bevis. Lad v = ~ ~.v., 1 < i < n vrere en konveks
1 1

kombination af pUnkt~r fra M ag antag at disse er affint

afhrengige. Da er ~ II V - ° hvo r 1/ 1 , • • • ,I/n er e t ikke-rui i - r-v ru

trivielt talsret med sum O. F¢lgelig kan vi antage at

-1 -1
J-L > 0, og v~ kan ogsa gerne antage at ~ J-L < A.~.

n n n - 1 1

for ethvert ~. > O. Vi har da
1

(X. = ~.
1 1

og endvidere er

n-1
• ~1 (X. ==l= 1

n-1 n-1_1
·~1A. - ·~1~ J-L ~. =
1=-~· 1 1= n n 1

Endelig har vi

n-1
·~1CX.V.
1= 1 1

n-1 n-1"
-1

~ .Z1 A. V • - ·~1A J-L J-L.v.
l= 1 1 1= n n 1 1

= (v- A .v ) - A .: (-p, v ) = v ,
nn nn nn

Vi har sa Ledes f'a e t. udtrykt v sam en korivek s kombination

af n-1 punkter fra M. og ved gentagen anvendelse af dette

rresonnement rna v l tilsidst ende rned af'fLnt uafhrengige punkter

fra M.

Korollar. Hvis M er indeholdt i et affint rum af dimension

n, sa viI ethvert punkt i konv(M) vrere en konveks kornbination

af' n+1 eller :frerre punkter :fra M•.

Et n-simpleks er en mrengde a:f :farmen

hvor v,··· v er et a:f:fint ua:fhrengigt sret. Punk.terne
o ' n
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.(
Vo,o··,vn kaldes for simpleksets hj¢rner. Et O-simpleks

bestar af et punkt, et 1- simpleks er et interval, et

2-simpleks er en trekant og et 3-simpleks er et tetraeder.

For ethvert punkt viet n-simpleks med hj¢rner

v , • · · , vo n er frernstillingen V :::: ~ A.v.
1 1

entydig. Tallene

AO ' · · · ' 0n kaldes v's barycentriske koordinater. Hvis

A.
1

reprresenterer massen ophrengt i pUnktet v. ,
1

i = O,···,n

sa viI simpleksets barycenter vrere

Til senere brug viser f¢lgende

v = ~ A. v .•
1 1

Lemma. .Lad v ,... ve , m vrere punkter i et n-dimensionalt

affint underrum A af V, saledes at m > n+1.

omnummerering kan da opnas at der findes et r sa

Ved eventuel

~ A.V. = 0 for et ikke-trivielt talsret
1 1

*9 .1.4 hvormed

Bevis. Srettet v. , ••• , v
o. m er affint afhrengigt if¢lge

A , ••• , 1\ med sum o. Ved eventuel omnummerering kan vio m

antage at A. > 0 for i < r og Ac < 0 for i > r. Sret-
1 t/

(1-. tes J1 = ~ A. , i ~ r fa s 'I-L = ~ A. , i > r, hvormed
1 1

r -1
.~.Jl I\.v. =
1=0 1 1

m -1
· ~+1- J1 ~.Vl· E konv~v ,···,v Jl=r ili 0 r

Vi kan nu vise ReIly's sretning.

Sretning. Lad der i et n-dimensionalt affint underrum

A af V vrere givet mindst n+1 konvekse mrengder Jl ,. · · ,]{ ·o m

Hvis vilkarlige n+1 af mrengderne K.
1

har en ikke-tom :rrelles-

mrengde sa har de aIle en ikke-tom frellesmrengde.
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Bevis. Beviset :f¢res ved induktion e:fter m. For m = n

er udsagnet tri viel t og vi antager nu at m > n og at udsagnet

er vist :Lor aIle tal < m. For ethve r-t ', i med 0 < i < m

:findes der:for et punkt v. i n }( .• Under brug a:f det :Core-
l j~i J-

ga eride lemma :findes et r og et punk t v sa

c(nK.) n(nK.)=nK .•
j>r J j~r J J
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*9 .4. Konvekse mrengder i euklidi sk'e 'JektorrUffi.

*9 .4.1.

Vi antager at V er udstyret med et indre produkt og den

afledede norm. Idet vektoraddition er en kontinuert operation

er det let at indse at afslutningen a:f en konvek e mesngde er

konveks~ Derimod er det ikke n¢dvendigvis rigtigt at konv(M)

er afsluttet se Lv om M er d e t , Vi f'a r- der:for brug for be­

tegnelsen kOnV(M) for afslutningen af konv(M). Det er klart

at . kOnV(M} er den mindste afsluttede konvekse mrengde sam

indeholder M.

Sretning. Lad M vrere en kompakt mrengde i V. Da er-

konv(M) cgaa kornp ak t og derfor a f'e Lu t t.e t ,

Bevis. 8ret k = dim V og betragt produktmrengden

N = Mk+1 x [0,1 ]k+1. Da er N kompakt og det samme er derf'or

tilfreldet for den afsluttede delmrengde Ne af punkter

(~u. J, ~/\.~)
1 1

i N for hvilke ~ »: = 1.
1

Vi definerer en

kontinuert funktion f: No ~ V ved

f(~u.J,fA.~) = ~ A.u .•
1 1 1 1 l

*If¢lge korollaret fra 9 .3.2 er da konv(M) = f(N )o og der-

for kompakt sam et kontinuert billede af en kompakt ffirengde.

Sretning. Lad K vrere en afsluttet konveks rnrengde og til

u i v\:x 8re t ex = Lnf' ~ Ilu-v III v E K ~ • Der. :findes da ne top e t

punkt "» i K sa lIu-vo II = 0:0

Bevis. Lad K~(U) betegne den afsluttede kugle mea

radius ~ og centrum u~ For ~ > a er K~(U) n K kom-
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pakt og ikke tom. F¢lgelig er o g sa K (u) n K ~ 0.ex

Hvis bade v og w tilh¢rer Ka(u) n K t'a s , idet derme

moongde er konveks, at t(v+w) E Ka(U) n K. Men hvis v ~ w

er u - v og u - w ikke parallelle, hvormed

ex = Ilu - t(v+w) II = Ilt(u-v) + t(u-w) II

< t Ilu-vll + t Ilu-w II = a.

Dette er en modstrid, og altsa bestar Ka(U) n K netop a:f
,

~ Vo J.et punkt

Lad :f vrere en a:ffin funktion pa et a:f:fint underrum

A a:f V og for et givet ex soot

K = {v E Alf(v)> al.- .

Da er K .en konveks IDrengde. Thi hvis feu) > ex og

:rev) 2 a sa viI

f( 'Au + (1-'A)v) = 'Af(u ) ~+ (1-'A)f( v ) ~ «.

hvis 0 < ~ < 1. Vi siger at K er et (afsluttet) halvrum

a:f A. Idet en hyperplan i et affint rum netop har :farmen

fv E AI~(v) = cxJ if¢lge *9 .2.2. kan et halvrum altsa geome-

{
\

trisk opfattes som de punkter som Iigger pa den ene side af

en hyperplane

Sretning. For enhver mrengde M i V er konv(M) netop

:fcellesmrengden af de afsluttede halvrum som indeholder M.

Bevis. Lad K betegne frellesmrengden a:f de a:fsluttede

halvrum som indeholder M. Da er K afsluttet og konveks og
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f¢lgelig er konv(M) c K.

Tag nu et u E V'\konv(M) a.g, lad Vo vesr-e det punk t

i konv(U) som ligger nrermest ved u. Betragt hyperplanen

A gennem V
o

med Vo - u sam normal, og lad H vrere det

a~sluttede halvrum bestemt ud fra A saledes at u ¢ H.

Hvis v E kOnV(M)\H sa ville liniestykket rnellem Uo og v

tilh¢re konv(M) og for punkter w pa dette liniestykke

gcelder Ilw-ull < Ilv~ -ull i modstrid med def'ini tionen af vo •

(Dette indses lettest ved betragtning af det 2-dimensionale aL-
t

fine rum udsprendt af u,vo og v). Altsa rna der grelde

konv1.M) c H, speciel t M c H, og da u ¢ H slutter vi at

u ¢ K. Dette viser at K c konv(M) hvormed K = Konv(M) •

.En konveks mrengde 80m er en frellesIDrengde at et endeligt,

antal halv r-um kaldeset koriveket polyeder. Hvi s punkterne

fvo , ••• ,vnl er ai'fint uafhcengige v i L der.for ethvert i

prrecist vrere et halvrum i aff ~ v . , · .• V ?to' n 5 som indeholder v.
l

/
'I

og hvis tilsvarende hyperplan er udsprendt af de ¢vrige punkter.

Heraf ses~ at et n-simpleks er frellesffirengden af n+1 halvrum

i det n-dimensionale affine rum udspffindt af dets hj¢rner.

8pecielt er ethvert simpleks et konvekst polyeder.

Hvis K er en delrnrengde af et affint rum A sa viI

A som delrurn af V vrere et met.r-Lak rum (isomorft med mn

hviS n = dim A). Vi kan derfor tale om det indre af K og

am r anden a f K r ela tivt til A. For eksernpel vi 1 randen af e t

Iiniestykke i m2 vair-e mcengden selv, medens randen relativt

til linien hvorpa liniestykket ligger vil besta af endepunkterne.
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Lemma. Lad K vrere en konveks mrengde i et a~~int under-

rum A a~ V og u et punkt pa randen a~ K relativt til

A. Der ~indes da et halvrum H bestemt ved en hyperplan B

i A aaLedes a t K c H og u E B.

Bevis. Vi kan uden indskrrenkning antage at K e r a~slut-

tete Idet u li~ger pa randen a~ K ~indes

ea Lede s at Ilu-u II < 1. Ef'e Lge se trringen pa
n n

da et halvrum Hn i A saledes at K c Hn

u. i A\j<.
n
*9 .4.2. findes

og U ¢ H •n n

Normalerne f~nl til hyperplanerne f~l som bestemmer halvrum­

mene ligger i en kompakt mrengde (enhedssfreren i V) og ved om

forn¢dent at passere til en del~¢lge kan vi derfor antage at

fa l konvergerer mod en enhedsvektorn
a. Hvis er det

punkt pa B 80m Iigger mellem un
og u n sa vi L

{
'i

( v- v ) - a > 0 ~or ethvert v i K idet vi antager atn n-

a "peger indo i H". F¢lgelig vd L (v-u) -a _> 0 f'o r- ethvertn n

v i K hvilket viser at K ligger i halvrummet H besternt

ved hyp e r-pLarien B gennem u med a sam normal'.

Sretning. Lad u vrere et punkt i en konveks mrengde K.

F¢lgende betingelser er rekvivalente:

(i) Hvis u = AV + ( 1-A)W med v,w i K og 0 < A < 1

sa viI u = v = w.

(ii) Mrengden K\fu l er konveks.

(iii) For ethvert affint rum A sam indeholder u viI u

Iigge pa randen af K n A relativt til A.

Bevis. (i) ~ (ii). Hv1s v,w tilh¢rer K\fuJ sa viI

AV + (1-A)w tilh¢re K for men kan if¢lge forud~

sretningen aldrig vrere lig rned u. Altsa er K\ful konveks.
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(ii) ~·(iii). Hvis u er et indre punkt af K n A

r-e La tivt til A sa viI u+w E K n A og u-w E K n A

for passende sma vektorer w. Men da er u en konveks

kombination af punkt er fra K\f u ~, og K\fu~ er der:for

i.kke ko nveke ,

(iii) ~ (i). Hvis u = AV + (1-A)W med v,w i K

og 0 < ~ < 1 sa viI linien gennem v og w vrere et affint

underrum A af V for hvilket u er et indre punkt af

K n A relativt til A.

,Punkter i en konveks mrengde K som opfylder betingelserne

i Qvenstaende sretning kaldes extreme. Mrengden af ekstreme punk-

ter af K betegnes med E(K). En konveks ffiffingde beh¢ver

ikke at have nogen ekstreme punkter. Dette viI for eksempel

vrere tilfreldet hvis K e r en ab en maingde eller lllere specielt

hvis K = V. Pa den anden side viI hj¢rnerne i et simpleks og,

mere g ene r-e L t. , h.j¢rnerne i et konveks t polyeder klart vrere eks-

tremale punkter. 80m f¢r er det begrebet kompakthed der er

a~g¢rende for eksistensen~af ekstremale punktero Vi far brug for

f¢lgende:

Lemma. Lad K vrere en konveks mrengde og ~ en hyperplan

saLede s at K er indeholdt i haLvr-umme t H bestemt ud fra ~ .•

Da viI e thvert ekstremal t purik t af' den konvekse mrengd e K n"~

vrere ekstremalt i K.

Bevis. Hvis u er ekstremal 't i K n 'B og

u = ~v + (1-A)W med 0 < ~ < 1 og V,w i K da rna bade

v og w ligge i :B., idet vi ellers ville have det Lndr-e

punkt u af liniestykket [v,wJ beliggende pa randen a~ H,

men v og w i det indre af H, hvilket er umuligt. Men sa
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er u en konveks kombination af pUnkter fra K n B hvormed

u = v = w if¢lge forudsretningen. Altsa er U ekstremalt i K.

Sretning. Lad K vrere en kompakt konveks mrengde og lad

E(K) betegne mrengden af ekstremale punkter i K. Da er

K = konV~(K)} •

Bevis. Da K er kompakt viI ethvert punkt i K vrere

en konveks kombination af to randpunkter. Det er altsa nok at

vise at ethvert randpunkt u af K er en konveks kombination

af ekstremale punkter fra K. If¢lge Lemmaet pa 9*4.4- findes

en hyperplan Bidet affine rum A = aff(K), som gar gennem

u s aLedee at K er indeholdt i halvrummet H bestemt ved

B. Ved brug af det foregaende lemma er"det derfor nok at vise

at u er en konveks kombination af ekstremale punkter fra

K n B.

Idet dim(affCK:,.';n B)) < dim(aff(K)) kan vi nu bevise

sretningen ved induktion efter dimensionen af aff(K), da ud-

sagnet er 0plagt hvis dimensionen er 1.

Til slut skal vi unders¢ge s~menhrengen mellem konvekse

mrengder og normbegrebet. Udgangspunktet er det faktum at for

enhver norm II· II pa V viI enhe dskuglen tpa grund af'

trek~ntsuligheden) vrere en konveks mrengde i V. Vi .$er dog

at kuglen er en symmetrisk konveks mamgde idet "vii = II-vii.

Omvendt haves:

S~tning. Lad K vrere en kompakt, symme~risk, konveks

mrengde i V, som indeholder 0 som indre punkt. For ethvert

v i V srettes
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Bevis. Da K er qvrnmetrisk er det klart at II-vii = llvll

~or ethvert v i V. Det er ogsa oplagt ud ~ra de~initionen

at IIAvl1 = /\lIvll :for ethvert /\ > O. For a t vise trekantsulighe-

den vrelger vi :for u og v i V positive tal a,~ saledes

at ex-1u E. K, f3-1v E. K og ex oS Ilull +E, ex oS Ilv'll +E for et

givet E > O. Da grelder

F¢lgelig .e r-

II u +v II .s a+ {3 ~ lIuII + IIv II + 2 E •

Da E var vilkarligt, er trekantsuligheden vist.

Unde~vejs har vi (stiltiende) brugt kompaktheden a~ K

tilat sikre at llv ll = 0 kun indtrre:f:fer na r- v = 0; og vi

har brugt at 0 er et indre punk t ti 1 at sikre at Ilv II < 00

:for e thvert v i V.
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1. En mamgde A kaldes et abstrakt a:f:fint rum hvis d er- fin-

des et endeligt dimensional t vektorrum V over IR og en

en afbildning ~: AxA ~ V sam opfylder:

(i) For ethveit:s i A og v i V findee netop ~t

punk t t i A eaLe de s at cp('s,t) = v ,

(ii) For vilkarlige punkter r,s og t i A grelder

~ ( r , s ) + ip ( s , t ) =.~.cp ( r , t )
I -

Vis, at der for e thvert punk t So i A findes en velt-

torrumsstruktur pa A sam har So sam nulvektor og en

linerer isomor:fi :f: V ~ A saledes at

~(cp(so,t)) = t :for ethvert t i A.

Vis, at ethvert vektorrum V kan opfattes 80m et ab­

strakt a:f:fint rum vedat s art t.e cp(u,v) = V-U4lI

2. Vis pae tariden om at'f'Ln af'hamgighed pa side 9*.1.4.

3. Given pararneter:fremstilling :for IR's affine gr'u:ppe og

vis at den kan indle jres 80m en undergruppe a f GL(.2., IR) ..

4. Lad M vrere den a :fslut tede delmrengde af IR
2 b e e taende

a:f punkter (x,y) saledes at x > 0 og xy. = 1 eller,.
x > 0 og y = o. Vis, at konv(M) ikke er afsluttet.

5. Lad K vmre den kompakte ,konvekse rnrengde i m3 udsprendt

af liniestykket {x = 0, y = 0, -1 < z < 1 J og cirklen

((x-1)2 + y2 ~ 1, z = 0]. Vis, at E(K) ikke er afsluttet.
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6. Vis ved et eks empe L at udsagne t i ReIly's sretning e r :for-

kert, hvi e der uendeLtg t mange mamgde r ,
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