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Kapitel T METRISKE RUM

Metriske rum er en generel ramme for studiet af kontinuitet,
der er et fundamentalt begreb i mange grene af matematik. Intui-
tivt er en afbildning f: X - ¥ kontinuert, hvis en lille &n-—
dring i argumentet x € X kun fgrer til en lille @&ndring i bil-
ledet £f(x) € Y. Hvis man har et mdl for afstand mellem punkter
(= elementer) i X og tilsvarende et mdl for afstand mellem punkt-
er i Y, har man mulighed for at tale om smd @&ndringer, og der-
med om kontinuitet. En mengde hvori man pad en rimelig mdde kan
tale om afstand mellem punkter kaldes et metrisk rum. Det viser
sig, at en rzkke begreber, som er kendt fra plan og rum, s& som
indre, ydre, rand osv., kan defineres i rammen af et metrisk rum.
Punkterne i et metrisk rum kan vere andet end sadvanlige punkter

i rummet. Det kan f.eks. vaere funktioner eller geometriske figurer.

§1. Metriske rum. Normerede rum,.

1.1, Metrik.

Begreberne metrik og metrisk rum er indf¢rt i 1906 af den

franske matematiker Maurice Fréchet (1878-1973).

DEFINITION. Lad M vare en ikke tom mengde. En funktion
d: MxM » I]R kaldes en metrik eller en afstandsfunktion i M s&-

fremt fplgende betingelser er opfyldt for vilkdrlige elementer

af M:

(M1) d(x,y) 0 og =0 hvis og kun hvis x =y,

[v

(M2) d(x,y) d(y,x) ,

(M3) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Er der pa M udvalgt en metrik d kaldes parret (M,d) et
metrisk rum. Elementerne i et metrisk rum kaldes ofte punkter.
En metrik er altsd en afbildning, der til to punkter x,y €M

knytter et tal d(x,y) , der pd grund af (M2) kan omtales som af-

standen mellem x o9 vy, og denne afstand er stgrre end nul

undtagen hvis x = y, hvor afstanden sattes til nul. I stedet for
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d(x,y) skrives undertiden dist(x,y). Uligheden (M3) kaldes
trekantsuligheden, idet den for 3 punkter x,y og =z i planen
med den sadvanlige afstand udtrykker, at siden i en trekant er

hgjst summen af de to andre sider.
Man mgder undertiden det svagere begreb pseudometrik, hvor

man i stedet for (M1) blot kraver at d(x,y) > 0 og d(x,x) =0.

Det kan altsd forekomme at x *# y og dog d(x,y) = 0.
En ret linie, en plan og rummet er med den sadvanlige betyd-

ning af ordet afstand et metrisk rum. Mere generelt: For
k
X=(X1r"',Xk)ry=(y1,"°lyk) € R er

Noj=

2

(xj-yj) ) (*)

™M=

dix,y) = (

j=1

en metrik i ZRk, jvfr. Mat 1. For en vilkarlig ikke tom delmzng-
de M Eimk er (M,d) altsd et eksempel pd et metrisk rum. Me-
trikken (*) kaldes den euklidiske eller den sadvanlige afstand.

En ikke tom delmengde M < ¢ udstyres som metrisk rum ved

fastsattelsen
di(x,y) = Ix-yl , x,y € ¢

idet (M1)-(M3) er konsekvenser af velkendte egenskaber ved den
numeriske vardi. Identificeres ¢ med :Rz pd sadvanlig mé&de

er denne afstand lig med den euklidiske afstand.
I praksis er der mange forskellige metrikker pd en forelagt

mengde. Som et eksempel, lad os betragte kugleoverfladen

e o302, .2, .2 _
Q={x €R ]x1-+x2-+x3 = 1}

i rummet.
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Som afstand mellem x og y i & kan benyttes den euklidiske
afstand d(x,y). En anden mulighed er at benytte afstanden

Eé kuglefladen mellem x og vy, altsd langden af den mindste

storcirkelbue mellem x og y, dvs.

afstandsfunktionen

dQ(x,y) = Arccos(x-y) , X,y € Q.

Udtrykt pa anden made er dQ(x,y) vinklen € [0,n] mellem vek-

torerne x 09 y. Det er intuitivt klart, at dQ er en metrik

pd Q, kaldet den geodaztiske afstand.

1.2. Normeret rum.

Et vektorrum kan ofte organiseres til et metrisk rum p& en
serlig made ved hjazlp af en norm. Vi mgder bade reelle og kom-
plekse vektorrum, og under et vil vi tale om et vektorrum

(E, + ,IL) over I. hvor 1L angiver skalarlegemet, som er enten

IL=1R eller IL = ¢.

DEFINITION. Ved en norm pd et vektorrum E = (E, +,IL) forstés
en afbildning |{l-ll : E » R opfyldende
(N1) lIxIl > 0 og =0 hvis og kun hvis x =0 (nulvektoren),
(N2) Il xxfl = 1Al Hxll for alle x € E, X € 1L,
(N3) Hx+yll < UxIll + Hyll for alle x,y € E.
Parret (E,I|l-1l) kaldes et normeret vektorrum. I (N2) er

]A] den numeriske verdi af tallet A (tilhgrende enten 1R

eller ¢). Af (N2) fé&s specielt |l -xll = lIxIl, og hvis E er
et komplekst vektorrum Ileiexll= [ x 1l for alle 6 € R.

Man mgder undertiden det svagere begreb seminorm, hvor man
i stedet for (N1) blot kraver at Ilixil > 0. Bemerk at (N2) med-
forer at 101l = 11 0-01l = [0I}101ll = 0. Det kan altsd forekomme

at x # 0 og dog IIxIl 0.

Hvis |Il-ll er en norm p& E vil fastsattelsen

dix,y) = lIlx=y Il , X,y € E
definere en metrik pd E, idet (M2) er en konsekvens af (N2)
og (M3) er en konsekvens af (N3), der ogsd kaldes trekantsulig-

heden:
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a(x,y) = Ux=-yll = I (x-2) + (z=y) Il < [Ix=zl + llz=yll =d(x,2) +d(z,y).

Man taler om den af normen |Il-[l inducerede metrik pad vektor-

rummet.

EKSEMPEL 1. Pa ka er fplgende udtryk normer:

k
,IIXII1= T x| (1-normen) ,
s ]
j=1
(52
IIxII2= \ T oix.l ) (2-normen eller den euklidiske norm),
j=1
llxlh”= max(lx1|,---,lxk|) (co-normen eller maksimumsnormen) .
At ||.”1 og II-IIOo er normer fplger umiddelbart, medens (N3)

for ||.H2 fglger af Cauchy-Schwarz's ulighed, jvfr. Mat 1.

P& ¢k kan man ligeledes betragte normerne H-II1, II-II2
og II-Hw . Hvis 2z = (21,---,zk) € ¢k identificeres med
-2k . . . .

(x1,y1.,x2,y2,.--,xk,yk) € R idet zj =xj+1yj,...,3=1,...’k,
har man

/ k 3 k 3

IIZI|2= ( )X IZ:I2> = ( )X (x?-fy%)) '

i=1 3/ \g=1 ]

s IIzII2 kan opfattes som den euklidiske norm pa ZRZk.

EKSEMPEL 2. Mengden F(M,IR) af reelle funktioner f: M -» R
defineret pd en ikke tom mengde M et et reelt vektorrum, nar
addition af funktioner og multiplikation med skalarer defineres

ved
(£+9) (x) = £(x) +g(x) , X EM

Af (%), X €M,

(A E) (x)

hvor f,g: M > R og A € IR,
Analogt er mengden F(M,€) af komplekse funktioner f: M=-(

et vektorrum over (. For f: M -» ¢ defineres

men, = sup{ 1£(x) | | x € M}
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og vi har 0 < £l < e, og Hfll =0 netop hvis f er
nulfunktionen, alts& nulvektoren i F(M,¢). Funktionen
f: M» L (IL=1R eller ¢) er begraznset, dvs. har begranset var-

dimengde, netop hvis |lf|“1< o, Det er klart at

;a>0
IxEd_= IxtneEn f € F(M,IL) , » € L, (idet a-oo:{m ),
u u
0;a=0
og for f,g € F(M,IL) , x € M galder

[(f+g) (%) ] < 1£(x) I+lg(x) ]| < Helh + lhglh

hvoraf

IIf+gI|1l < IIfIH1+ Ilgllu.
Heraf fglger at mengden
B(M,IL) = {f € F(M,L) | ||f||u< o}

af begransede funktioner p4 M er et vektorrum over I, og at

H-IIu er en norm herpd, den sdkaldte uniforme norm. Dermed er

enhver mengde A af begrznsede funktioner pd en mengde M et

metrisk rum med metrikken
d(f,qg) = Hf—g|“1= sup{|f(x)-g(x)| | x € M}, f,g € A.

Hvis M specielt er mengden {1,2,+--,k} kan en funktion
f: {1,+++,k} » L. opfattes som et talset (£(1), -+,£(k)) i
Lk(=1mk eller ¢k), og derved kan vi opfatte funktionsvektor-

rummet F(M,IL) som ILk . Enhver funktion er begranset og den
uniforme norm af et element i IF er
k
Wzl = max(lz,1,-,12.1), z € L,

hvilket er maksimumsnormen IIzII°° fra Eksempel 1.
Hvis M =N kan vi opfatte B(M,() som mzngden af begran-

sede komplekse talfglger =z = (zn)n>1 med den uniforme norm

Nzl = sup{lz_| ln e W}, z € B(N,QC) .
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1.3. Kugler i et metrisk rum. Begransede mengder.

vi vender os nu mod et vilkarligt metrisk rum (M,d) o9

definerer for a € M, r > 0 kuglen med centrum a ©og radius r

K(a,r) = {x € M|d(a,x) < r}.
Bemerk at a € K(a,r) , og nar r, < r, vil K(a,r1) c K(a,rz).
Som umiddelbar anvendelse af trekantsuligheden vil vi vise fol-
gende
KUGLELEMMA. (i) Hvis b € K(a,r) og 0 < s < r-d(a,b) sd gal-

der K(b,s) c K(a,r).
(ii) Hvis K(a,r) N K(b,s) # @ s& er d(a,b) < r+s.

[/

Bevis. (i) Antag at x € K(b,s). Vi skal vise at d(a,x) < r,

men det fglger af trekantsuligheden

d(a,x) i'd(a,b)-rd(b,x) < d(a,b) +s < ¥ .
(ii) Vi valger et punkt ¢ € K(a,r) N K(b,s) og udnytter igen

trekantsuligheden

d(a,b) < d(a,c) +d{(c,b) =d(a,c) +d(b,c) < r+s. n]
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For enhver ikke tom delm®ngde A < (M,d) indfgres diameteren

diam A af A ved

~diam A = sup{d(x,y) | x,y € A}.

Der gelder 0 < diam A < », og diameteren er 0 nar A har
netop et element. Mengden A kaldes begranset, hvis den er inde-
holdt i en kugle. Ved hjelp af trekantsuligheden indses, at A
er begranset netop hvis diam A < «». Hvis nemlig A < K(a,r)
gelder diam A < diam K(a,r) < 2r < o, og hvis d = diam A < o«
vil A < K(a,d+e) for ethvert a € A og ¢ > 0.

Hvis det metriske rum er HJ( med den sadvanlige afstand
er K(a,r) = Ja-r,a+r[ i tilfeldet %k =1, K(a,r) er en dben
k = 2 og endelig en sadvanlig aben

cirkelskive i planen for

kugle for k = 3.

EKSEMPEL. Diskret metrisk rum. En vilkdrlig mengde M # @ kan
altid forsynes med den sdkaldte diskrete metrik

f1 for x#vy,
d(x,y) = 1

0 for =x=y.
At trekantsuligheden d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) er opfyldt ses sa-
ledes: Hvis x =y er der intet at vise, da venstre side er 0,

og hvis x # y md enten x *# z eller y # z og dermed er ven-

stre side 1 og hgjre side er enten 1 eller 2. Er
med den diskrete metrik taler vi om et diskret metrisk rum. Be-

M forsynet

merk at

J{a} , hvis 0<r<1,
K(a,r) = 1
M

’ hvis 1<r.
Enhver mengde i et diskret metrisk rum er begraznset. Et diskret
metrisk rum er helt uinteressant; det er kun navnt for at ggre

laseren opmerksom pa definitionens rummelighed.

1.4. Konvergente fglger.
by

Ved en punktfglge i en meng forstis som bekendt en af-

bildning ¢: IN - M. Hvis man satter X @w(n) , er det ku-

tyme at skrive punktfglgen (xn)n>1 eller blot (xn) , hvorved




Mat 2 MA 1984/85

man altsd nevner fglgens n'te element., I et metrisk rum har det

mening at tale om konvergens af punktfglger:

DEFINITION. Lad (xn)n>1 vere en punktfglge i det metriske

rum (M,d) og lad a € M. Vi siger at f@lgen konvergerer mod
og udtrykker det i symboler ved fglgende skrivemader

a,

X =»a, X -a for n-»> oo, lim X, = a, lim X, = ay

n n
n->co
sdfremt
lim d(x_,a) = 0,
n-o n
altsd safremt afstanden mellem X o9 a gdr mod 0. Hvis
X, > a kaldes a grensepunkt for fglgen (xn).
Med de logiske symboler udtrykkes X, = a sdledes:
Ve >0 3 N € NVn > N: d(xn,a) < €.
Hvis X, - a vil enhver delfglge (xn ) 0g enhver af-
P p>1

kortet fglge (Xn+N)nZ1 llgeledes ga mod a.

BEMERKNING. En f@glge har hgjst et graznsepunkt.

Hvis nemlig X, >a og x - b kan vi til ¢ > 0 finde
N1,N2 € IN sa
d(xn,a) < ¢ for n > N1,

d(xn,b) < ¢ for n > N2,
og valges et n > max(N1,N2) giver trekantsuligheden

d(a,b) < d(a,xn)-Fd(xn,b) < 2¢ .

a=b.

Da ¢ > 0 er vilkarlig sluttes at d(a,b) = 0, altsd at

EKSEMPEL. Lad det metriske rum vare ZRk med den sadvanlige metrik.

En punktfglge (xn) i ka konvergerer mod x E:mk hvis

d(xn,x) = (
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-,xnk), X = (x1,---,xk) , altsd netop hvis

1,504,k .

n1'’
)nZ1 - xj for hvert i

hvor x_ = (x
n

i}

(xnj

Det er centralt at indse, at uniform konvergens af funk-
tioner kan opfattes som punktfglge konvergens i et metrisk rum.

SETNING. Lad (B(M,L) , II-Hu) betegne det normerede rum af

begrensede funktioner pd M. Om en punktfglge (fn) 0g en
funktion £ i B(M,IL) gaelder

lim £ = f & 1lim f_(x) = f(x) wuniformt pad M.
now O noo o o
Bevis. At lim fn = f betyder at Hf—fnllu-9 0, altsa
T—c0

Ve > 0 3N € Wvn > N: sup{If(x)-f (x)| [x € M} < ¢

eller

Ve > 0 IN € NVn > N VX € M: lf(x)-fn(x)lis, {(u)

idet

I£(x)-f (x}| < ¢ for alle x € M
er ensbetydende med at

sup{If(x)-f_(x) 1| [ x € M} < ¢.

er netop,hvad der forstds ved 1lim fn(x) = f(x)
-0

Udsagnet (u)

uniformt p& M. o
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Opgaver til §1.

1,1. Vis, at n K(a,r) = K(a,%) = {a} 1 et metrisk rum.

r>0 n

=

1

1.2. Find diam A for fglgende delmezngder af ¢ med den szd-

vanlige afstand

A={1[n61\1}
n
A ={cos x+1isinx|x € R}.
1.3. Vvis 1lim fn = 0 i det normerede rum (B (IR,R),Il«Ilf ), hvor
n-»o b
1 .
a) fn(x) == sin (nx), X € R
_ X
b) fn(x) = 5
1+nx

1.4. Vis, at der for vilkdrlige fire punkter x,y,z,w 1 et me-

trisk rum (M,d) gzlder

ld(x,y) - d(z,w)| < d(x,z) +d(w,y) .

Vis derved, at hvis lim x_ = x og 1limy =y for punkt-
n-c N n—e “n
folger (xn) og (yn) i M, sd vil iim d(xn,yn) =d(x,y) .

1.5. Tegn K(a,r) i fglgende metriske rum:

a) [O,1]pR2 med den sadvanlige afstand.

b) (®R®,d) , hvor d_(x,y) =l x-yll_ (= max(lx,v,|,lx-v,1).
2 —_ — -— —— —

c) (R7,d;), hvor d,(x,y) =Il x-yll, (= Ix, y1l+lx2 Yyl) -

1.6. Beskriv de konvergente fglger i et diskret metrisk rum.

1.7. Giv et bevis for at den geodatiske afstand dQ pad kugle-

overfladen (§1.1) er en metrik.

1.8. Vis, at der ikke findes nogen norm |||l p& vektorrummet
F(N,R) af reelle talfglger x = (xn)n>1 med den egen-
skab, at der om en fglge (§n) = (Xn1’xn2"") € F(IN, R)

gelder
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lim Il x_IlI =
=n
n-»o

0

& V] € N: lim x

n-—co

I.1.11
Opg.§1.

1
[en)

nj

Vink: Antag, at der findes en norm med den s@ggte egenskab

-1

og betragt fglgen (llenll en)n>1
e, = (0,1,0,¢0¢), 00+ . -
1.9. For x = (x ) o4 ©9 ¥y = (yn)nz1

hvor e1=(110’0r"') ’

i F(IWN,R) sattes

_ ; - 1
d(x,y) = sup{min(Ix -y I,-) |n € W}.

Vis, at d er en metrik pa

konvergerer mod X = (X ,X,,°**)

kun hvis 1im x
n-oo

nj

= xj for alle

1.10. Ved en pseudometrik p& en mangde

d: MxM » R, som for alle x,vy,z

(M1)':  d(x,y)
(M2) d(x,y)
(M3) d(x,y)

Vis, at hvis d

2

<

0, d(x,x) =0,
d(y,x) ,
d(x,z) +d(z,y).

er en pseudometri

ved "X~y & d{(x,y) = 0" en &kviv
Lad [x] betegne xkvivalensklassen indeholdende x . Vis,

at mengden M/~

= {[x]|x € M} af

metrisk rum ved fastsettelsen

d(lx],Iyl) = d(x,y) .

1.11. Vis, at en fglge

(x_) i et metri
n

FIN,R) og at (%) = (x /X 5r°°")

i det metriske rum hvis og

j € N.

M forstds en afbildning

€ M opfylder

k. pd& M s& defineres der

alensrelation ~ i M.

akvivalensklasser er et

sk rum konvergerer mod a

hvis og kun hvis enhver delfglge af (xn) har en delfdlge,

der konvergerer mod a.

1.12. Lad C'([a,b])
funktioner pa

[

betegne mengden af
a,bl. Vis, at £

og at £ ~ £l = ILEH + I £

met C1([a,b]).

normerede rum

(

Vis, at (fn) ko

kontinuert differentiable
~ IIf'Ihl er en seminorm,
er en norm pad vektorrum-

nvergerer mod £ i det

C1[a,b],I|-H) , hvis og kun hvis fn » f

uniformt pad [a,b]l og £ - f' u

niformt p& [a,bl].
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§2. Topologiske begreber i et metrisk rum.

I det fglgende vil vi definere en rakke begreber, der knyt-
ter sig til et metrisk rum (M,d). Begreberne er velkendte i

tilfeldet IRk med den sadvanlige metrik.

2.1, Indre, ydre, rand og afslutning.

Lad A vere en punktmengde i det metriske rum (M,d) , alt-
s& A c M. Punkterne i M falder da i forhold til A i tre
dele, hvor dog en eller to kan vaere tom: det indre af A, det

ydre af A og randen af A. Pracist:

DEFINITION. Et punkt x € M kaldes et indre punkt i A, hvis

der findes en kugle K(x,r) med centrum i x, som er indeholdt

i A, dvs. hvis
3 r > 0: K(x,r) < A.

Punktet x kaldes et ydre punkt for A, hvis der findes
en kugle K(x,r) , som er disjunkt med A, dvs. hvis

3 r > 0: K{(x,r) N A =¢.

Punktet x kaldes et randpunkt for A, hvis det hverken

er indre eller ydre punkt for A.
, 0
Ved ‘det indre -A af A, det ydre af A og randen
af A forstds henholdsvis mengden af indre punkter, mengden af

JA

ydre punkter og mengden af randpunkter for A.

- ydre

/_.

indre :
<i\\h__~',,////’ rand
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Vi noterer:

1. Et punkt x € M er ydre punkt for A hvis og kun hvis

X er indre punkt for komplementarm®ngden (A = M~NA .

2. X €9A ® Vr > 0: K(x,r) N A +# @ A K(x,r) N CA % @ .

Thi hgjre side udtrykker at x hverken er indre eller ydre
punkt for A.

(6]
3. 8A = 3(CA), M =2 U (cA)° u 3A.

DEFINITION. Et punkt x € M kaldes kontaktpunkt for mengden

A < M, séfremt enhver kugle med centrum x indeholder mindst

et punkt fra A, dvs. safremt
Vr >0: K(x,r) N A *¢@.

Mengden A af kontaktpunkter for A kaldes afslutningen af A .

Et punkt x € A kaldes isoleret punkt af A, hvis der fin-

des en kugle med centrum x, der ikke indeholder noget andet

punkt af A, dvs. hvis

3 r > 0: K(x,r) n A = {x}.

Indre punkter og randpunkter for A er kontaktpunkter for

A , medens ydre punkter ikke er det. Altsé
_ 0
A =AU2JA =AU3A.

Anderledes sagt: Afslutningen A af A og det ydre (CA)O af

A er komplementare
(E = (cA)®, & = c(ca)9).

Der galder videre

0] —_—

AcAcaA,

O _

A = ANJA = ANDJA,
_ o0 _ _

JA = ANA = A N CA
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EKSEMPEL. Lad det metriske rum ve2re IR med den sadvanlige af-
0 —
stand. Om A = { galder @ =9, § = R, 99 = R. Ingen af
0 —
®'s punkter er isolerede. Om A = Z dgalder %= 0, Z = Z o9

alle punkter i 7% er isolerede punkter.

2.2. Abne og afsluttede mangder.

DEFINITION. En m&ngde A c M kaldes aben, hvis ethvert punkt

X € A er indre punkt for A, dvs. hvis % = A.
En punktmengde A < M kaldes afsluttet (eller lukket),
hvis den indeholder alle sine kontaktpunkter, dvs. hvis A = A.

Bemerk at @ og M er bade dbne og afsluttede.

SETNING 1. Begreberne aben og afsluttet er duale: En punkt-

mengde A < M er afsluttet (resp. dben) hvis og kun hvis kom-

plementermengden (A er &ben (resp. afsluttet).

Bevis. Formlen (A = (CA)° viser, at A = A netop hvis
(ca)® = cA, altsd at A er afsluttet, netop hvis (A er aben.
Anvendes dette pd (A i stedet for A fds, at A er aben net-

op hvis (A er afsluttet. o

I det fglgende bruger vi ofte sprogbrugen "en familie" eller

"et system" af delmengder af en mengde i stedet for at sige en

mengde af delmengder. Det er ofte bekvemt at skrive en familie

af delmengder af M pa formen (Ai)iEI . Her er underforstdaet,

at I er en mengde kaldet indexmengden for familien, og der fore-
ind i mengden af delmengder

ligger en afbildning i ~ Ai af I
af M.

SETNING 2. Systemet G = G(M) af 3bne delmengder af M har

fplgende egenskaber:

(1) g,M € G ;
(idi) Hvis G1,---,Gn er endeligt mange mengder fra G,
sd tilhgrer fallesmangden G1rl---{1Gn igen G ;

er en vilkdrlig familie af mengder fra

(iii) Hvis (Gi)iEI
G, sad tilhgrer foreningsmangden Uu G, igen G.
iel
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Bevis. (ii). Vi skal indse at vilkarligt x € G1 Ne-+NG, er
indre punkt. For i € {1,..-,n} vil specielt x € Gi » 0Og da
Gi er adben findes r, > 0 sa K(x,ri) c Gi . Settes

r = min(r1,o--,rn) vil K(x,r) < G1r1--- nGn ’ hvilket viser

at x er indre punkt.

(iii). Vi skal indse at vilkarligt x € U G, er indre

ieT
punkt i mengden. Til sddant x findes i, € I s& x € G,
0
men da Gi er dben findes r > 0 sd K(x,r) c Gi , men sa
0 0
meget mere gelder K(x,r) < U Gi ’ hvilket viser at Xx er
i€l

indre punkt i U G. . o

. i

i€l

Ved at udnytte Satning 1 fds et dualt udsagn om systemet
F = F(M) af afsluttede delmengder.

SETNING 2'. Systemet F af afsluttede delmengder af M har

fplgende egenskaber:

(1) p,M € F ;

(ii) Hvis F1,---,Fn er endeligt mange mengder fra F,
sd@ tilhgrer foreningsmengden F, Uee- UF~ igen F.

(iii) Hvis (F ),y er en vilkdrlig familie af mengder
fra F, s& tilhgrer fallesmaengden n Fi igen F.

i€l

En kugle K(a,r) er en &ben delme&ngde, thi af Kuglelemmaet
i §1.3 ses, at hvis x € K(a,r) s& vil K(x,s) < K(a,r) blot

s < r-df(a,x).
Enhver endelig delmengde A er afsluttet, thi hvert

x € (A er ydre punkt for A . Hvis nemlig A = {a1,---,an},
hvor Aqrcregay er forskellige, og x € (CA sattes
r = min{d(x,ai)|i = 1,++-,n}, og sd er K(x,r) € CA. Endvi-

dere er hvert punkt 1 A et isoleret punkt, thi for hvert

i=1,¢<¢,n galder

AN K(ai,r):={ai} ndr r = min{d(ai,aj)li_*j}
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Fellesmzngden af uendeligt mange &bne ma&ngder er ikke altid

dben . (Overve]j et eksempel).
Det indre og afslutningen af en me®ngde kan karakteriseres

péd f@¢lgende made:

SETNING 3. Lad A < M.

er en aben mengde. Det er den stgrste

0

(a) Det indre A af A
abne delmengde af A i den forstand, at hvis G A o9 G er
o ' o9 et

dben, sd er G c A.

(b) Afslutningen A af A er en afsluttet mangde. Det er den
i den for-

mindste afsluttede delmengde af M omfattende A
stand, at hvis A cF og F er afsluttet, sd er A c F.

De to udsagn er duale og det ene fremgdr af det andet

Bevis.
ved overgang til komplementarmengde.
o)
For x € A findes r > 0 s& K(x,r) € A. For hvert

y € K(x,r) galder Kl(y,r-d(x,y)) < K(x,r) ifglge Kuglelemmaet.
0
Altsd er y ogsd indre punkt af A, og dermed er K(x,r) <A,

0
hvilket viser at A er Aaben.
Hvis G < A og G er aben vil der til x € G findes

r >0 s3 K(x,r) ¢ G og fglgelig ogsa K(x,r) c A. Ethvert

o o}
X € G er altsa indre punkt af A, dvs. G c A. o

COROLLAR 1. Det ydre af en mangde A er a8ben og randen 3A

af A er afsluttet.

Bevis. Det ydre af A er lig med (CA)O og dermed &ben. Form-
len 32 = A n CA viser at 9dA er fallesmengde af to afslutte-

de mengder og dermed afsluttet ifglge Satning 2'. O

SETNING 4. Afslutningen A af A bestdr af de punkter x€M,

der er graznsepunkt for en konvergent punktfglge (xn), hvis

punkter alle tilhgrer A,
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Bevis. (a) Lad x = lim X hvor (xn)‘ er en punktfglge fra

A. Da gelder x €A, thi for ethvert r > 0 findes N €IN
sd d(x,xn) <r for n>N, og dermed er K(x,r) N A % @.

(b) Lad x € A . Da galder A n K(x,r) # @ for ethvert
r>0. For ethvert n €IN kan vi altsd valge x € Ar)K(x,%).

Fglgen (xn) er da konvergent med gransepunkt x og alle dens

punkter tilhgrer A. o

DEFINITION. En delmangde A < (M,d) kaldes overalt tat hvis
A =M, altsd hvis M er den mindste afsluttede mangde, der

indeholder A. Da de &bne me&ngder er komplementare til de

afsluttede galder, at A er overalt tat netop hvis
V GE G ANG=0=>G=20¢

eller i kontraponeret form
VGEG Gx@=>ANG=*0 .

Et metrisk rum (M,d) kaldes separabelt,hvis der findes en

* .
tellelig ) overalt tet delmengde A af M.

Idet ¢ =IR er IR separabelt. Ogs&d ¢ ,:mk o9 ¢k er
separable metriske rum,idet Q@ + iQ , Qk og (Q-+i®)k er overalt

tette numerable delmzngder.

2.3. Topologiske begreber. Zkvivalente metrikker.

DEFINITION. En mengde U i et metrisk rum (M,d) siges at
veare en omegn af et punkt x € M safremt x er indre punkt
i U. Med U(x) betegnes mengden af omegne af x.
En mengde er dben hvis og kun hvis den er omegn af alle sine

punkter.

*)
Tellelig betyder endelig eller numerabel, og en mengde kaldes
numerabel, hvis den er zkvipotent med W .
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Vi noterer:

U omegn af x
0

& x €U
3 r >0: Kix,r) €U
& 31 Ge€G: x €GcU.
Den sidste biimplikation viser at omegnssystemet U(x) af hvert

punkt er entydigt fastlagt ud fra systemet G af abne mangder
og dermed er omegne et topologisk begreb i den forstand, at det

kun afhe&nger af systemet G af &bne mazngder i det metriske rum.

Fplgende begreber er alle topologiske:
Indre punkt, ydre punkt, randpunkt, kontaktpunkt, isoleret

punkt, afsluttet m@®ngde, indre, ydre og rand af en mangde, f@lge-

konvergens, overalt t®t mengde, separabilitet.
At f.eks. kontaktpunkt og fglgekonvergens er topologiske

begreber fglger af biimplikationerne:

X EAe VU €EU(x): ANU+ @,

lim x_=xev0 € U(x) 3N €IN vn > N: x € U,

N—oo

som gelder fordi K(x,r) € ﬁ(x) for alle r > 0, og til en-

hver omegn U af x findes r > 0 s& K(x,r) c U.

DEFINITION. To metrikker d1,d2 pd en mengde M kaldes
®kvivalente, hvis de fastlagger samme system af abne mengder.

Erstattes metrikken pa en mengde med en @kvivalent far vi
altsd samme topologiske begreber. F.eks. @&ndres det indre af en
mengde ikke. Som eksempel pé& begreber, der ikke er topologiske,
kan navnes "kugle" og "begranset ma&ngde”. En metrik d kan
nemlig altid erstattes af den @kvivalente metrik d1(x,y)
min({(d(x,y),1) med hensyn til hvilken alle m&ngder er begranse-
de, nemlig af diameter < 1.

At d1 opfylder trekantsuligheden ses sdledes: Hvis
d(x,z) og d(z,y) begge er < 1 har vi

d1 (XIZ) + d1 (ZIY) = d(X,Z) + d(ZrY) Z d(XIY) Z d1 (XIY) ’




s
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og hvis mindst et af tallene d(x,z) og d(z,y) er stgrre end

1 har vi

d1(x,y) <1< d1(x,z) + d1(z,y).
Dermed er d1 en metrik, og hvis K1(a,r) betegner kuglen
med hensyn til metrikken d1 gaelder

1

| A

K(a,r) , for «r

K1(a,r) = {
M ’ for r > 1,

hvilket viser at d og d1 giver samme system af abne mengder,

altsd at d og d1 er @akvivalente.

Generelt galder:

SETNING 1. To metrikker d1 og d2 pd en mengde M er &kvi-

valente hvis og kun hvis

(1) Vva € MVr > 0 3 s > 0: K1(a,r) > Kz(a,s),

(ii) va € MVr > 0 3 s > 0: K2(a,r) > K1(a,s),

hvor
Ki(a’r) = {x e M I di(alx) < r}r i=1,2.
Bevis. Lad Gi y 1=1,2 vere systemet af dbne mengder i (M,di).

Hvis d1 og d2 er akvivalente, altsd hvis .G1 = G2 er specielt

K1(a,r) € G2 for alle a € M, r > 0, altsd er a et indre

punkt af K1(a,r) i (M,dz) , og dermed findes s > 0 sa

K2(a,s) c K1(a,r). Betingelsen (ii) wvises analogt.
Omvendt kan man af (i) slutte at G1 c 62 og tilsvarende af

(ii) slutte at G2 c G1, sd (i) og (ii) medf¢rer at d1 og d2

er &kvivalente. o

To normer

SETNING 2. Lad E vare et vektorrum over 1.
er akvivalente i den forstand, at de

-l og I-ll, pid E

tilhgrende metrikker er akvivalente, hvis og kun hvis

(1) 3k >0vx €E: llxll, < kllxll,

(ii) 3L >0 vx € E: Ilxll,< £l xIl,
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Bevis. Af (i) fra Satning 2 sluttes

(. r)

K1(a,r) = Kz\a rg)

thi hvis [l a-xll, < ¢ finder man Il a-xIl, < kll a-xll, < r . Dette

viser (i) fra Satning 1. Omvendt kan man af denne betingelse slut-

te
(*) K, (0,1) 2 K,(0,s)
for passende s > 0. Vi pdstdr nu at Hxll, < % =il

for
)

alle x € E, altsd at (i) fra Satning 2 gelder med k =

tag nemlig at der fandtes x € E sd
Hxll, >+ Hxll
1 s 2"

Ved udnyttelse af normbetingelsen (N2) finder vi ved division med

HXII1 at
1 T X
1> S gz I
1
eller hvis vy =x/||xll1 at IIyII2< s . Dette viser at y’EKz(O,sh
og af (*) féas Ily||1< 1, hvilket er i strid med,(N2) idet
™ Al
1

Hyll, = || = | = Hxll,=1 .
1 T 1T, ", 1

Pa tilsvarende mdde ses at de to betingelser (ii) fra Satningerne

1 og 2 er ensbetydende. o

EKSEMPEL. De tre normer II-H1, Il-H2 og II-Hoo pa IRk , Jvir.
Eksempel 1 i §1.2, er ®kvivalente pd grund af de elementere ulig-

heder

hxi, < klix i

Hx i <
=i, < vk lix Il
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Ved diskussion af topologiske begreber i ZRk kan vi derfor an-

vende den norm, der er mest bekvem i den foreliggende situation.

Det er ofte nemmere at benytte |Il-ll_ end H-llz.
Man kan vise, at alle normer p& et endelig dimensionalt

vektorrum er @kvivalente, jvfr. §6.

2.4. Topologiske rum. Som vi har indset er mange af de til et

metrisk rum knyttede begrebsdannelser - nemlig de topologiske -
allerede fastlagt, ndr systemet af &bne mengder kendes. Teorien
for metriske rum kan derfor indordnes under en mere almen teori
for sdkaldte topologiske rum, der er indfgrt af Felix Hausdorff
(1868-1942) 1 1914,

Ved en topologi pd en ikke tom mengde
G af delmengder af M med fglgende egenskaber:

M forstds et system

(T1) o,M € G ;
(T2) Hvis G1,---,Gn er endeligt mange mengder fra G,
sd tilhgrer fallesmaengden G1(1--- ﬂGn igen G ;
(T3) Hvis (Gi)iEI er en vilkarlig familie af mengder
fra G, s& tilhgrer foreningsmengden U Gi igen G .

ieT

Et topologisk rum er en me&ngde M forsynet med en topologi G

og mengderne i G kaldes abne mengder.
Vi har set (§2.2 Setn.2), at systemet af dbne mengder i et

metrisk rum er en topologi. Ekvivalente metrikker er netop sa-

danne, der inducerer samme topologi. De fra et metrisk rum kendte

topologiske egenskaber kan alle defineres i et topologisk rum.

Topologien pd et metrisk rum har en speciel egenskab,

Hausdorff—-egenskaben:
Hvis X, 09 x, er forskellige punkter i M findes dis-

junkte maengder G1,G2 € G, sa X, € G1, X, € GZ.
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Vi kan nemlig satte Gi = K(xi ,ld(x1,x2)), i=1,2.
Hausdorff indskraznkede sig til at betragte topologiske rum

med Hausdorff~egenskaben, de sdakaldte Hausdorff rum. Der er

Hausdorff rum, hvor topologien ikke kan defineres ved en metrik.
Et vesentligt problem i teorien for topologiske rum bestdr i
at karakterisere de topologier, der kan induceres af en metrik.

Dette metrisationsproblem blev lgst af 3 forskellige matematikere

Bing, Nagata og Smirnov omkring 1950.
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I.2.12
Opg.§2

Opgaver til §2.

2.1.

Bestem det indre, afslutningen, randen og mangden af
isolerede punkter for fglgende delmazngder af IRZ med

den euklidiske afstand.

a) A =IR2
b) A =77
c) A = Ox7Z .

Om G € G, F € F gelder

GWF € G, F~G € F.
Hvis der om to metrikker d1,d2 pd M findes konstanter
A,B > 0 sa d1 < Adz, d2 < Bd1 ’ sa er d1 og d2
ekvivalente. Overvej om d1 og d2 kan vaere akvivalente
uden at der findes s&danne konstanter A og B.

Beskriv de topologiske begreber i et diskret metrisk rum.

Vis, at der for vilkérlige delmengder A,B af et metrisk

rum (M,d) gzlder

I
o
D

wo

(anB)°

n

AUB

o |
c
wo Wi

(auB)®

Iy

e
|

n

~

n
~

lus]

In In
o

Wl w

A
A

og find eksempler der viser, at der ikke behgver at

gelde = i de tre sidste inklusioner.
(6]

Vis videre, at for A c B galder A< B og A cB.

Vis, at der for en vilkarlig familie (Ai)iEI
mengder af M gelder

U Ki = UA, , ( n g,/ = ( n A./
i€l i€T 1 1
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I.2.13
Opg. §2

Lad (M,d) vere et metrisk rum. Vis, at fglgende beting-
elser om en delmengde A < M og et punkt x € M er

akvivalente:

(1) x € A~{x};

(id) YVr > 0: K(x,r) NA indeholder uendelig mange punkter;
(iii) a(xn) fra A~{x} s8& 1lim X = X.
1-»c0

Bt punkt x med disse egenskaber kaldes et fortatnings-

punkt for A og mengden af fortetningspunkter for A
betegnes A'. Vis, at A = A' U I(A), hvor I(A) er
mengden af de isolerede punkter for A . Vis, at A' er

en afsluttet mengde.

Lad (M,d) vare et metrisk rum. Vis, at
K(a,r) c {xld(a,x) < r}

og at mengden pad hgjre side er afsluttet.
Giv et eksempel hvor inklusionen ovenfor er streng. Vis,

at hvis (M,d) er et normeret vektorrum sd galder

K(a,r) = {xld(a,x) < r} (= {x|lla-=l < r}).

Lad 21 vare mangden'af absolut konvergente rakker, dvs.

[« -]

e, ={(a) € ¢ | x lal <

1
Vis, at £1 er et vektorrum ved sadvanlige regneoperationer

1

og at
o ' aol, s l@l,
N (a)ll, == la_l 1@l !
n 1 1 n .
og [@al, ¢ li@ly,  wecls:
_ R= (41,090,
Il (a ) Il = sup{la | [ n € N} -
m € R Y .
er normer pa 21 . Er de &kvivalente ?
Vis, at delmengden A = {(a ) EE,IIEINE]NVnZN; a, =0} af
de "endelige rakker" er overalt taet i (£1,I|-H1) og i
(E1III-HuJ.
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I.2.14
Opg.§2

Lad der vare givet et primtal p og et tal c€1]0,1[ . Et tal

r € ¢~ {0} kan pd entydig mdde skrives

hvor a,n € Z, b € N og p gar hverken op i a eller

b. Vis, at der ved fasts®ttelsen
lrl = " for r ovenfor, og [0]_ =0
P P
defineres en afbildning I-Ip: ® » [0,o[ med egenskaberne
rs = |rl_Isl
! Ip D p’
r+ < max(lr s
| slp < max (| |p . | lp)’
Ilpl . = c
P P
Afpbildningen || kaldes en p-adisk absolut verdi. Vis,
at d_(x,s) = lr—s&) er en metrik pd ®@® . Undersgg om

fglgerne (p7), (p~®, (n!) er konvergente og find even-

tuelle gransepunkter.
Vis, at hvis r_ - r # 0, sd er Ir_|_ = |r| fra et
n n'p p

vist trin, og vis derved at K(0,1) er badde &ben og af-

sluttet.
Den normaliserede p-adiske absolutte vardi opnds svarende

til c¢ = % . Vis, at der for alle ¥ € ¢~{0} g=zlder

1
mir| = Tr s

frl
p P

hvor produktet er over alle primtal p og I-Ip er den

normaliserede p-adiske absolutte vardi.

En familie (Ai)iEI af delmengder af et metrisk rum

(M,d) kaldes lokalt endelig sdfremt

VXx€EMIUETUT(X): {1€I|a, NU+@} er endelig,
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I.2.15
Opg.§2

altsd safremt der til ethvert punkt x € M {indes en om-
egqn U af x, der kun har punkter felles med Ai for ende-
lig mange 1 € I.
Vis, at hvis (Ai)iEI er en lokalt endelig familie af
afsluttede mengder, sd er _U A, afsluttet.
iel

Lad (xn) vare en konvergent fglge med gransevardi X
i et metrisk rum (M,d). Vis, at F = {xnln € W} u {x}

er en afsluttet delmengde.

Lad A EIRk vaere en konveks mangde, dvs. for x,y € A
er ogsd liniestykket {Ax+ (1-A)ylX € [0,1]1} fra x

til y indeholdt i A.
o) — 0
vis, at A og A er konvekse (A kan vare tom).
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§3. Kontinuerte afbildninger.

3.1. Kontinuitet af en afbildning i et punkt.

Lad (X,dX) og (Y,dY) vere metriske rum. Kugler i X

og Y Dbetegnes KX(x,r) og KY(y,r).
En afbildning f: X -» Y kaldes kontinuert i punktet a€X,
€ >0, findes et &§ > 0, sdledes at

hvis der til ethvert
(kg (a,8)) < K (f(a),e) ,

altsd sdledes at der for ethvert x € X galder
dx(x,a) < § = dY(f(x),f(a)) < ¢ .

Skrevet med logiske symboler udtrykkes definitionen sdledes:

Ve €IR+ =1 €IR+ ¥x € X: dX(a,x) < 6=¢dY(f(x),f(a))< £ .

Lgst sagt kraves altsd, at hvis X er ner ved a, si er

f(x) ner ved f£f(a).
Hvis afbildningen ikke er kontinuert i punktet a , siges

den at vere diskontinuert i a.

Kontinuitet kan i stedet defineres under brug af begrebet

konvergent punktfglge, idet der galder:

SETNING. Afbildningen f: X - Y er kontinuert i punktet a€X,

hvis og kun hvis det for enhver punktfglge (xn) i X gealder,
at nar (xn) er konvergent med grensepunktet a, er fglgen

(f(xn)) af billedpunkter konvergent med gransepunktet f(a) .
Bevis. (1) Vi antager £f kontinuert i a og x = a for

n - o, Til ethvert ¢ > 0 findes, da f er kontinuert i a,
et 6§ > 0, s& at dY(f(x),f(a)) < ¢, nar dX(x,a) < §. Til
dette ¢§ findes, da X, ~a for n » o, et n, € N, sa

at dx(xn,a) < § for alle n > n, . Fplgelig galder
dY(f(xn),f(a)) < ¢ for alle n i‘no . Altsd galder f(xn)-ef(a)

for n - o,
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(2) Vi antager, at f ikke er kontinuert i a. Dette

betyder, at der findes et €g €IR+, sdledes at der for ethvert

6 €ZR+ findes et x € X med

dX(x,a) < 6 og dY(f(x),f(a)) > £ *

Svarende til &6 = 1, %, %,

i henhold hertil. Herved fas en punktfglge (xn) i X,
hvilken der for ethvert n € N galder

+++ valges punkterne XgrXyrXgyeee
for

1
dx(xn,a) < = og dY(f(xn),f(a)) > €y -

Fglgen (xn) konvergerer altsd mod a, medens fglgen (f(xn))

af billedpunkter ikke konvergerer mod £f(a). o

3.2. Kontinuerte afbildninger.

Idet (X,dX) og (Y,dY) er metriske rum, siges en afbild-
at vere kontinuert, hvis den er kontinuert i et-

ning f: X » Y
hvert punkt a € X.

Hvis afbildningen ikke er kontinuert, siges den at vare
diskontinuert. En afbildning er altsa diskontinuert, hvis den er

diskontinuert i mindst et punkt. Fglgende resultat viser, at kon-

tinuitet er et topelogisk begreb.

SETNING 1. En afbildning £f: X - Y er kontinuert, hvis og kun

hvis originalmengden f_1(G) af enhver &ben delmangde G af Y

er en dben delmengde af X.

Antag, at f er kontinuert, og lad G vare en dben

Bevis. (1)
f(a) €G.

delmengde af Y. For ethvert punkt a € f_1(G) gelder
Da G er aben, findes et ¢ €ER, , sd at KY(f(a),s) cG. Da
f er kontinuert i a, findes et § ER,, si at

f(KX(a,ﬁ)) c KY(f(a),s). Felgelig galder Kx(a,G) c f

Mangden f_1(G) er altsd 8ben i X.
(2) Antag, at f—1(G) er adben for enhver aben delmangde

Ta).

G af Y. For ethvert punkt a € X og ethvert ¢ €R, gelder
da, at f_1(KY(f(a),e)) er dben. Der findes altsd et ¢ €R, ,
sd at Kx(a,ﬁ) c f_1(KY(f(a),s)). Fplgelig er f(KX(a,S))

c KY(f(a),e). Altsa er f kontinuert i punktet a. o
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Analog til Sztning 1 er

SETNING 1'. En afbildning f: X - Y er kontinuert, hvis og kun
af enhver afsluttet delmengde F

hvis originalmengden f—1(F)
af Y er en afsluttet delmengde af X.

Bevis. (1) Antag, at f er kontinuert, og lad F vare en af-
G = Y~NF a&ben og fglgelig

sluttet delmengde af Y. Da er
£71(G) &ben. Men £ (F) = X~f 1(G). Altsa er f '(F) af-
sluttet.

(2) Antag, at f-1(F) er afsluttet for enhver afsluttet
delmengde F af Y. For enhver d8ben delmengde G af Y er

F = ¥Y~G afsluttet og feglgelig f_1(F) afsluttet. Men

£ 1) = x~"1(F). Altsd er £ '(G) 4&ben. Fplgelig er f kon-

tinuert. o

Som anvendelse af ovenstdende resultater ser man, at hvis

f: (X,d) » R er kontinuert sd er mengderne

{x € XIf(x) > a}l, {x € Xla < £(x) < b}

dbne i X, og mengderne

{x € XIf(x) < al, {x € Xla < £(x) < b}

er afsluttede 1 X.

F@glgende resultat anvendes ofte:

SETNING 2. Lad f,g: X - Y vere kontinuerte afbildninger.

Hvis f(x) = g(x) for alle x i en overalt tat delmengde

AcX, saer f =g.

Bevis. For vilkarligt x € X findes en fglge (xn) fra A

s& x_ - x fordi x € A =X, Jjvfr. Setning 4 i §2.2. Da

flx)) = g(x))
af Satningen i §3.1 slutte at

for alle n € W ifglge forudsetningen, kan vi

f(x) = 1lim f(xn) = limg(xn) = g(x) .

n—»oo n—co

Da x € X var vilkdrlig er f = g. o
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SETNING 3. Hvis (X,dX), (Y,dY), (Z,dZ) er metriske rum og
f: X » Y og g: Y - Z er kontinuerte, er den sammensatte af-

bildning gof: X - Z 1ligeledes kontinuert.

Bevis. For enhver delmengde C af 272 er (gof)_1(C)::f_1(g_1(C)).
Hvis C er aben, er g_1(C) dben og fglgelig f_1(g—1(C)) dben. o

BEMERKNING. Der gelder naturligvis ogsd en punktvis version:
Hvis f er kontinuert i X € X og g er kontinuert i
Yo = f(xo) ’ sda er gof kontinuert i Xq -

Beviset fgres f.eks. ved hjalp af Setningen i §3.1.

Derimod vil den omvendte afbildning til en bijektiv konti-

nuert afbildning i almindelighed ikke vare kontinuert.
Lad X og Y vare mengderne [0,1[ U [2,3] og [0,2]
med den sadvanlige metrik d(x,y) = Ix-yl| , og lad f: X » Y
vere den ved
x € [0,1[

X for
y =f(x) = {
<=1 for x € [2,3]

bestemte afbildning. Da er f konti-

y -
75 nuert og bijektiv, men f 1 er dis-
kontinuert i punktet 1, idet 1—%-»1

i Y, men f_1(1-l) = 1--l konver-
n n

2 ¢
//// gerer ikke mod e = 2.
17 En bijektiv afbildning
£: (X,d,) - (Y,d,) s& bade f og £

0 1 2 3 er kontinuerte kaldes en homeomorfi.

Ved en homeomorfi bevares alle topolo-

WV

giske begreber. F.eks. galder om a € A < X, at a er indre

punkt i A, hvis og kun hvis f(a) er indre punkt i £f(A).
Vi naevner uden bevis fglgende dybtliggende setning fra 1911
af den hollandske matematiker L.E.J. Brouwer (1881-1966).

SETNING 4. Lad X Eimk vere en aben delm®ngde med den sadvanlige

metrik d . Hvis f: X »ka er kontinuert og injektiv, sd er
Y = £f(X) en dben delmengde af iRk og f er en homeomorfi af

(x,d) pa (v,d).
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3.3. Lipschitz afbildning. Isometri.

En afbildning £f: X » Y af det metriske rum (X,dX) ind

i det metriske rum (Y,dY) kaldes en Lipschitz afbildning med
(Lipschitz) konstant C, hvis der for alle X %X, € X gaelder

dy (£(x,),£(x,)) < Cd (x,,x,)

({Rudolf Lipschitz. Tysk matematiker 1832-1903). Hvis C = 1

kaldes £ afstandsformindskende. En Lipschitz afbildning er

kontinuert, idet man til ¢ > 0 kan vaelge 6 = c -
Afbildningen f kaldes en isometri, hvis der for vilkar-

lige punkter Xq1%, € X gelder

En isometri er injektiv. Hvis en isometri desuden er surjektiv

er den inverse afbildning f_1: Y - X ligeledes en isometri.

En surjektiv isometri er sdledes en homeomorfi.
Der gzlder fglgende forblgffende saztning, vist af de polske

matematikere Mazur og Ulam i 1932.

SETNING 1. Lad E1 og E vere normerede reelle vektorrum.

= 2
En surjektiv isometri .f: E1 - E2 med £(0) = 0 er automa-

tisk linear.

Det vil f@gre for vidt at komme ind pd beviset.

I tilfaeldet E1 = E2 =1Rk med den euklidiske afstand er

foruds@etningen om surjektivitet automatisk opfyldt, og beviset

let:

SETNING 2. Lad f:iRk eZRk vere en isometri med hensyn til

den euklidiske afstand. S4& findes en vektor a EiRk 0g en

ortogonal matrix A s at

f(x) = a+Ax for x EZRk.

(Man har altsd, at f er en euklidisk isomorfi x ~ Ax efter-

fulgt af en translation x ~ x+a).
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Bevis. Sat g(x) = f(x) -a, hvor a := £{(0). Idet
llg(x1)—g(x2)ll= Ilf(x1)-f(x2)H = || x1—x2H
er g en isometri og g{0) = 0. Heraf fglger
k
Il g(x) I = Il g(x)-g(0) Il = Il x-0II = NxIll for x €R ,
og da skalarproduktet XX, af to vektorer er givet ved
1 2 2 _ 2
X1-X2 = f(” x1II + le21| -l X, X2H )
finder vi
Gx.) g lx,) = S g 12+ 1 glxy) 112 - 1 glxy)=g(x ) 112
1 2 2 1 2 1 2
_ 1 2 2 _ 2, .
= 2(IIX1II + llX2|I - X, X2H ) = X4 Xo -

Dette udtrykker, at g bevarer skalarproduktet. Betegner

A den sadvanlige ortonormale basis 1 IRk gelder
ei-ej = 6ij og derfor ogsa g(ei)-g(ej) = Sij sa

g(e1),---,g(ek) er ligeledes en ortonormal basis. Skrives g(x)
som linearkombination af disse vektorer

g(x) = A,g(e ) +--- + A 9 (ep)
er koefflclenterne Ai givet ved Xi = g(x)-g(ei) = Xre; = X5
hvis x = (X1""’Xk)' Hvis A betegner den matrix, der har
g(e1),---,g(ek) som sgjler, er A en ortogonal matrix, 09 lig-
ningerne Ai = X5 i=1,-++,k viser, at g(x) = Ax, hvor det

sidste er matrix produktet af A 09 X skrevet som en sg¢jle.

Vi har hermed vist, at g er en euklidisk isomorfi, og at

f(x) = a+g(x) = a+Ax . O

P& talrummet ka, L =R eller IL. = ¢, betragtes maksimum

normen
k

=l = max{lx1l,---,lxk|} for x = (x1,---,xk) € IL

Den j'te koordinatfunktion eller projektion
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er defineret ved nj(x1,---,xk) = Xj’ J=1,++,k. Idet der

- _ . k
for x = (x1, ,xk) og y = (y1, --,yk) i In gelder
. (x)-n.(y) | = Ix.-y.| < lIx-yl
| j ) 3 y) 3 yjl < lix=yll

er mn. afstandsformindskende og dermed kontinuert.
En afbildning £: (M,d)-—>ILk af et metrisk rum (M,d)
ind i talrummet ILk har de Kk koordinatfunktioner

fj = njof: (M,d) - ., j=1,-+4,k og man har

f(x) = (f1(x),---,fk(x)), X € M.

Vedrgrende kontinuitet galder:

f er kontinuert hvis og kun hvis hver koordinatfunktion

fj er kontinuert.

Et tilsvarende udsagn gzlder om kontinuitet i et enkelt

punkt.
Bevis. Hvis f er kontinuert er de sammensatte afbildninger
f. = n.of kontinuerte, j=1,---,k. Hvis omvendt f1,---,fk

J
alle er kontinuerte i punktet a € M, og ¢ > 0 er givet, sd

findes 61,---,6k > 0 s8 der for hvert J=1,.+-,k gelder

d(x,a) < Gj = lfj(x)—fj(a)l < ¢

Med § = min(61,---,6k) gelder da

d(x,a) < & = lf(x)-£(a)ll = max{lfj(x)—fj(a)l|j= 1,°++,k}< e .

]

Tilsvarende er f: (M,d) - ¢ kontinuert hvis og kun hvis

Ref og Imf er kontinuerte.

3.4. Kontinuitet af regneoperationerne.

SETNING 1. De ved

(x ,x2) ~ x,|x2

Pp: (XgrX)) ~ XyHR,, 0y (Xg0X)) ~ X mX,, 0g0 (X
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definerede afbildninger af IRxIR ind i 1R eller ¢x¢ ind i

X
¢ og den ved m4: (x1,x2) - §l definerede afbildning af

2
Rx(R~{0}) ind i R eller ¢x(¢~{0}) ind i ¢ er kontinu-

erte.

Bevis. Idet vi i (¢x¢ benytter den ved maksimumsnormen
II(X1,X2)Hm = max{lx1|, Ile} bestemte metrik, kan p&standene
for R og (¢ Dbevises samtidigt.

Kontinuiteten af summen fg¢lger af, at der for vilkarlige

a = (a1,a2) og X = (x1,x2) gelder
loy (x) -0, (a) | = Ix -a, + x,—a, | < Ixg-a,l + Ix,-a, |
< 2 max{lx,-a,l, Ix,-a, 1} = 2 Il x-all_ .

Tilsvarende fglger kontinuiteten af differensen af, at

lo, (%) -0, (a) | Ix -a;-x ra, | < Ixg-a |l + Ix,-a,]

A

2 max{lx1—a1|, Ix2—a21} = 2|l x-all_ .
Ved produktet har vi, idet vi satter x-a = y = (y1,y2),
©3(x)-0;(a) = (ag+yg) (ay+y,) —aja, = ayy, + yga, + y,y, .
For [lx-all= Ilyll < § < 1 gelder altsa
Iw3(x)—m3(a)l < (|a1l+ |a21+ 16,

hvilket viser kontinuiteten i det vilkarlige punkt a, idet vi
for ethvert ¢ € R, kan velge et ¢§ € 10,11, sa at

(la1l+ Ia2|+ 1)68 < ¢.
Ved kvotienten skal kontinuiteten eftervises i et vilkarligt

punkt a = (a1,a2), hvor a2 + 0. Idet vi atter satter
x-a =y = (y;s,¥,), 0g ngjes med at betragte sddanne x, for
hvilke [l x-all = Il yll < la,l, og fglgelig x, = a,+y, * 0,
har vi

a;tyy 2y lagtyglay-aglayty,) vqaymagy,

0, (x) = ¢, (a) = ——t - — = =
4 4 a2+y2 a (a2+y2)a2 (a2+y2)a2
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For llx-all = lyll< 8 < 5 lay| gelder altsa
(fa,I+la,1)6
lo, (x) -0, (a) | < Ma,TTa, T -

hvilket viser kontinuiteten i a, idet vi for ethvert ¢ EiR+

kan vaelge et § € ]0,%|a2|], sd at

(la1l+|a2I)6
< ¢ . o
ila 12
2172
SETNING 2. Den ved x ~ |IxIl bestemte afbildning af et norme-
ret rum (E,+ ,I) er afstandsformindskende og dermed kontinuert.
Specielt er x ~ |x| kontinuert af R eller ¢ ind i R.
Bevis. Ifglge (N3) galder |l xll = [l x-y+yll < (I x=yll+ [lyll
hvoraf |l xll - Il yll < Il x-yll . Ved ombytning af x og y ses

at  jilxll- lylll < lx-yll . o

Benyttes karakteriseringen af kontinuitet ved konvergente
punktfglger, og det faktum, at en punktfglge ((xn,yn)) i IRZ

eller ¢2 er konvergent med gransepunktet (x,y), hvis og kun

hvis talfglgen (xn) er konvergent med gransevardien x o0g tal-

fplgen (yn) er konvergent med gransevardien vy, ser vi, at

kontinuiteten af regneoperationerne er ensbetydende med fglgende

(velkendte) setning om regning med konvergente talfglger:

Hvis de reelle eller komplekse talfglger (x ) og (y,)
er talfglgerne

er konvergente med grensevardierne x o0g Yy,

konvergente med grensevardierne x+y,
X

er talfglgen -

Yn

(2 +y ), (x -y ), (x y))
X-y, XY. Hvis vy og hvert Yy, er = 0,

. X
konvergent med gr@nsevaerdien v

Vi ser endvidere:

Hvis den reelle eller komplekse talfglge (xn) er konver-

konvergent

gent med granseverdien x, er talfglgen (Ixnl)

med graenseverdien |x]|.
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3.5. Kontinuerte reelle og komplekse funktioner.

Idet (M,d) betegner et metrisk rum kaldes en kontinuert

afbildning f: M » IR eller f: M » ¢ en kontinuert reel el-

ler kompleks funktion pa M. Mengden af kontinuerte reelle

funktioner pa M betegnes C (M,IR) og mengden af kontinuerte

komplekse funktioner C(C(M,C). Hvis det af sammenhengen frem-

gar, hvilket af de to tilfelde talen er om, benyttes ogsd& den

kortere betegnelse C (M).

SETNING 1. Mengden C(M,¢) af kontinuerte komplekse funktioner

pa det metriske rum M udggr en (kommutativ) ring, der har

mengden C (M,IR) af kontinuerte reelle funktioner som delring.
Et element £ i C(M,C) har et reciprokt element, hvis (og
naturligvis kun hvis) f(x) *# 0 for alle x € M.

Bevis. Problemet er at bevise, at f1+f2, f1—f2, f1f2, samt

£
A (hvis f2 ikke antager vaerdien 0) er kontinuerte, hvis

f

2

f1,f2- M->C er kontinuerte. Dette fglger af s®tningen om
sammensetning af kontinuerte afbildninger og satningen om regne-

operationernes kontinuitet, idet det bemarkes, at afbildningen

X ~ (f1(x),f2(x)) af M ind i ¢x¢ er kontinuert. o

er kontinuert, er ogsa
-], kontinuert.

Vi bemzrker endvidere, at hvis f
funktionen |[£fi, sammensat af x ~ £(x) og |
er kontinuerte fglger heraf, at ogsd& funk-

Hvis f1,f2: M - IR
fz} er kon-

tionerne f, vf, = max{f1,f2} og faf, = mln{f1,
tinuerte. Der galder nemlig

'

1
TE () +E, () + 2 £, (=) -F, () |,

(f1vf2) = maX(f1 (x) ,f2 (x))

og
(f1Af2) = min(f1(x),f2(x))

1l

T (1) +6, (0)) = 5| £, () -, (x) | -

M - 1L af kontinuerte funktioner kon-

Hvis en fglge fn
altsd hvis

vergerer punktvis mod en funktion f: M - 1L ,

VX € M Ve >0 3N € Nvn > N: |f (x)-f(x)]| < ¢,

kan man i almindelighed ikke slutte,at f er kontinuert, jvfr.
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Mat 1. (Som et kuriosum kan navnes, at Cauchy i sin larebog
Cours d'analyse (1821) he®vder, at gransefunktionen er konti-
nuert. I et brev fra 1826 gpr Abel opmarksom pd fejlen, der
nok skyldes, at begreberne ikke har vaeret tilstrazkkeligt preae-

ciserede). Hvis konvergensen derimod er uniform, altsa hvis
ve > 0 3N € Nvn > N vx € X: |[f (x)-£(x)]| < ¢,

er gransefunktionen £ kontinuert.

Mere almindeligt galder

SETNING 2. Lad (fn) vere en uniformt konvergent fglge af
funktioner pd et metrisk rum (M,d) med grensefunktion f.

Dersom hver funktion fn er kontinuert i punktet X €M,

er f kontinuert i XO'

Bevis. Lad ¢ > 0 vare givet. Vi skal bestemme & > 0, sa
der for x € K(xo,é) gelder If(x)-f(xo)l < €. Da (fn)
konvergerer uniformt mod f pd& M, kan vi bestemme N € W,

sd der for alle x € M galder

£
[ £(x)-£,(x) | < 3

Udnyttes dernast, at fN er kontinuert i X1 kan vi bestemme

§ > 0, s& der for x € K(xo,é) gelder
£
g0y ()| < 5
For x € K(xo,é) gelder altsa

| £(x)=f(xy) | < [£(x)-£(x) ] + | £ () =£(x) | + [ £ (%) =£(x) |

+ +

| A
w|m

£
3

wlom




I.3.12
Opg.§3

Mat 2 MA 1984/85

Opgaver til §3.

3.1. Lad (X,dX) og (Y,dY) vere metriske rum og lad 6(a)

betegne systemet af omegne af a € X. Vis, at

f: X » Y er kontinuert i a € X hvis og kun hvis

vV VeETE(a)): £ (V) € U(a).

Vis, at £ er kontinuert hvis og kun hvis

VA ¢ X: f£(A) < £(A)

3.2. Lad (X,dx) og (Y,dY) vere metriske rum. Vis, at hvis
dx er den diskrete metrik, sd er enhver afbildning
f: X - ¥ kontinuert. Vis omvendt, at hvis f: X - Y er
en kontinuert injektiv afbildning og dY er diskret, sa

er dX a&kvivalent med den diskrete metrik.

3.3. Lad f: IR - 1R vare en C1—funktion med begranset diffe-

rentialkvotient. Vis, at f er en Lipschitz afbildning

med konstant C = sup{If'(x)|]| x € R}.

3.4. vis, at f: IR 9]R2 givet ved f(x) = (x,Ix]|) er en
isometri, nar IR2 er udstyret med maksimum normen.

Hvad viser dette om Mazur-Ulam's satning ?

3.5. En familie B af abne m@&ngder i et metrisk rum (Y’dY)
kaldes en basis for systemet G af dbne mengder, hvis
enhver ikke tom aben ma&ngde er foreningsmengde af mang-
der fra B. Vis, at mengden af kugler er en basis.

Vis ogsé&, at hvis A er overalt tet 1 Y, sd er fami-
lien

B = {K(a, %)] a €A, n € N }

en basis.
Vis, at f: X - Y er kontinuert blot f_1(G) € G(X)

for alle G € B, hvor B er en basis for G(Y).
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3.6. Afstanden fra et punkt x til en ikke tom mangde A

i et metrisk rum (M,d) defineres ved

d(x,A) = inf{d(x,a)|a € A}.

Vvis, at funktionen x ~ d(x,A) af (M,d) ind 1 IR er
afstandsformindskende og dermed kontinuert.

Vis, at d(x,A) = 0 hvis og kun hvis x € A.

Vis, at enhver afsluttet mangde er fallesmzngde af en
fglge af abne mengder.

Vis, at f: (X,dX) - (Y,dY) er kontinuert i X, € X

hvis og kun hvis der for alle delmengder A < X galder
dx(xo,A) =0 = dY(f(xO),f(A)) = 0.
3.7. Lad (M,d) vere et metrisk rum. Vis, at der til et par

F1,F2 af afsluttede, disjunkte og ikke tomme delmengder

findes en kontinuert funktion £f: M - 1R med egenskaber-

ne
f(x) =0 for x € F1,
f(x) =1 for x € F,,
0<£f (x) <1 for x € M\(F1UF2).
d(x,F,)
Vink. Set flx) = g F )R, F)

Vis, at der findes abne disjunkte me&Engder G1,G2 i M
sa F1 c G1 og F2 c G2.

3.8. Lad (M,d) vere et metrisk rum. Mengden af bijektive af-
bildninger f: M - M udggr en gruppe ved sammensatning
som komposition, M's transformationsgruppe. Vis, at
mengden af homeomorfier og mengden af isometrier af M

udggr undergrupper af M's transformationsgruppe.
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§4. Xonstruktioner med metriske rum.

4.1. Delrum.

Lad (M,d) vere et metrisk rum og lad M' vare en ikke

tom delmengde af M. S4 er restriktionen af 4 til M'xM'
naturligvis ogsd en metrik pad M', og vi kan derfor betragte
det metriske rum (M',d) , som kaldes det metriske delrum atf
M. Vi siger at M' er forsynet med den inducerede eller ned-

arvede metrik.
Til det metriske rum (M,d) er altsa knyttet en skare af

nye metriske rum (M',d), hvor ¢ # M' c M. Dermed kan vi
tale om topologiske begreber i rummet (M',d) , f.eks. om sy-
stemet G(M') af &bne mangder i M', og systemet F(M') af
afsluttede mengder i M' . Mengderne i G(M') (resp. F(M'))
kaldes abne (resp. afsluttede) relativt til M' .

SETNING. Med betegnelserne ovenfor galder

(a) GM') = {M'"NGIG € G(M)} .
(b) F(M') = {(M'NFIF € F(M)} .
RS
(c) For A < M' galder der om afslutningen A af A i
(M',d) at
_-l —
Al = m'na .
Bevis. (a) Lad KM,(a,r) vere kuglen i (M',d) med centrum
i a € M! og radius r > 0. S& er
KM,(a,r) = {x€M'|d(a,x) <r} = M'NK(a,r)
Heraf ses, at M' N G € G(M') for alle G € G(M) , thi for
a € M' NG vil a € G, og derfor findes r > 0 sa
K(a,r) = G, og altsa KM,(a,r) = M'' N G.
Antag omvendt,at G' € G(M') . Til hvert x € G' findes
r. >0 sa KM,(x,rx) c G'. Mengden
G = U K(X,rx)
XEG!

er dben i M iflg. §2.2, Setning 2 (iii), og der galder

1
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M'NG = ng' KM,(x,rx) = G'.

(b) Hvis F € F(M) er G = MNF € G(M) . S:zttes F'=M'NF
og G' =M'NG er F' = M'~G'. Da G' er dben relativt til
M' ifglge (a), er F' relativt afsluttet. Hvis omvendt
F' ¢ M' er relativt afsluttet er G' = M'~F' relativt dben.
Fplgelig findes en &ben mengde G i M sd at G' = M' n G.
Settes F = MG er F afsluttet og F' = M' N F.

(c) For A cM' er M'nAE€EFM'). Da 2" er den mind-
ste mengde i F{(M') der omfatter A (§2.2Setn. 3) fas
M c M' N A. P& den anden side findes (ifglge (b)) F € F(M)
s& A S M'nF , alts8& AcCF. Men sd& er AcF, og der-
for har vi K'=M'nF3M'nK.m

Af ovenstdende ses, at hvis M' er dben i M, sd er

G(M') < G(M) og
G(M') = {G € G(M)IG cM'}.

P& den anden side kan G(M') < G(M) kun galde,hvis M' er dben

i M, idet M' € G(M').

EKSEMPEL. Lad M =1 have den sadvanlige metrik og lad

M' = [0,e[ . S& er [0,al &ben relativt til [0,[ og [0,al
afsluttet relativt til [0,o[ for alle a > 0. Sattes
M' = ]0,o[ er 10,al &ben relativt til ]0,«[ og ]0,al] af-

sluttet relativt til 10, for alle a > 0.

Inklusionsafbildningen i = iM' M M' - M givet ved
14

i(x) = x,nédr @ # M' ¢ M, er kontinuert, idet
L= _ '
i (G) = M' NG

for G € G(M). Afbildningen er endda isometrisk.

Lad (X,dX) og (Y,dY) vere metriske rum, og lad
@ # X' < X. Hvis f: X - Y er kontinuert i et punkt a € X',

er ogsad restriktionen f[X': X' - Y kontinuert i a idet

. .
fIx' = fOlX',X'
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f(X) eY' ¥ kan vi betragte f som afbildning

Hvis
at f: X - Y er kontinuert i a € X

f: X - Y'. Man ser,

hvis og kun hvis f: X - Y er kontinuert i a.

4.2. Produktrum.

Er (M1,d1) og (M2,d2) to metriske rum, kan produkt-

m&ngdén M1XM2 gpres til et metrisk rum pd fglgende made:

For x = (x1,x2), y = (y1,y2) € M1XM2 er

(*) a(x,y) = = maX(d1(x1,y1),d2(X2,y2))

Betingelserne (M1) o9 (M2) er oplagte

z = (z1,zz) € M1xM2
at

en metrik pa M1XM2.
og (M3) eftervises sdledes: Lad
S& giver trekantsuligheden for d1

vere et

tredie punkt.

d1(x1,z1)-+d1(z1,y1) < d(x,z) +dl(z,y)

og analogt
dy(x5,Y,) £ d, (x,,2,) +dy(z5,7,) < d(x,z) +d(z,y) ,

og dermed er

d(x,y) < d(x,z) + a(z,y) -
Metrikken (*) kaldes produktmetrikken af d1 og d2 og
(M1,d1) og (Mz’dz)'

kaldes det metriske produktrum af
dukt af n metriske rum.

er det metriske

(M1XM2,d)
Konstruktionen udvides let til et pro

Hvis M1 = M2 =R med den sadvanlige metrik,

produktrum lig med IRZ med den af maksimumsnormen bestemte me-

trik.
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SETNING; Lad (M1xM2,d) vere det metriske produktrum af

(M1,d1) og (M2,d2). Sa& gaelder
(a) For G1 € G(M1), G2 € G(Mz) er G1xG2 € G(M1xM2).
(b) For F, € F(M;) og F, € F(M,) er F,xF, € F(M xM,))
o 0 o0
(c) For A1 ELM1_TA2 c M2 er (A1xA2) = A1xA2 og
A1XA2 = A1XA2.
(d) En punktfglge x o= (Xn1’xn2) y N=1,2,--+ i M,IXM2 kon-
vergerer mod X = (x1,x2) hvis og kun hvis (Xn1) konver-
gerer mod X, i M, og (Xn2) konvergerer mod X, 1 M,.
Beviset bygger pd at for x = (x1,x2) € M,xM, og r > 0 galder
K(x,r) = K1(x1,r) XKz(XZII):
hvor K(x,r) er kuglen i produktrummet og Ki(xi,r) er kuglen
i (Mi,di), i=1,2. Beviset overlades som en ¢velse til laseren.

o 0
Det bemerkes, at formlen (A1xA2)o = A1xA2 naturligvis skal for-
0

stds sdledes, at (A1xA2)O er det indre i rummet M1xM2 , A1 er

0
det indre i M1 og A2 det indre i M2 . Det ville blive for

tungt at lade dette fremgd af symbolerne.

Projektionsafbildningerne

n1: M1xM2 - M1 og UPE M1xM2 - M2

defineret vedl
My (xgaxy) =Xy, T (xgex)) = X

er begge afstandsformindskende, og dermed kontinuerte. For

X = (X1,X2), y = (y1,y2) € M1XM2 gelder nemlig

d1(n1(X),n1(y)) = d1(x1,y1) < d(x,y)
og analogt for U Bemerk at
G, n e ) = G, xG for G, cM,, G, c M
1 1 2 2 1 72 1T ="1" T2 ="2"°
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For a € M1 er ja: M2 - M1xM2 givet ved ja(y) = (a,y)
en kontinuert afbildning, ja endda en isometri. Tilsvarende
er afbildningen x ~ (x,b) en isometri af M1 ind i M1xM2
for fast b € M2.

Ved sammensatning af en afbildning f£f: M1XM2 - M3 med

ja fés snitafbildningen foja = f(a,+): M2 - M3 givet ved
y ~ f(a,y). Tilsvarende har vi for b € M, snitafbildningen
£(:,b): M1 - M3 givet ved x ~ f(x,b). Da sammensaztning af

kontinuerte afbildninger igen er kontinuert ses, at snitafbild-

ningerne af en kontinuert afbildning igen er kontinuerte.

4.3. Rummet L{(E,F).

Lad E vare et normeret rum over IL (=R eller ¢}, hvor

normen betegnes || -l

SETNING 1. De ved

X+y af ExE ind i E

¢(x,y)

1}

P(A,x) = Ax  af LxE ind i E

definerede afbildninger er kontinuerte.

Bevis. Afbildningen ¢ opfylder endda en Lipschitz betingelse
med konstant 2, idet der for (x,y) € ExE og (a,b) € ExE gal-

der
N eo(x,y)=-0(a,b) il = Il (x=a)+(y-b) Il < Il x~all +il y=-bll < 2 max{lix-all,lly-bll).

Vi viser dernast, at Y er kontinuert i (Ao,xo) € ILxE,

og benytter hertil udregningen
w(A,x)-—w(AO,XO) = Ax—%oxo = A(x—xo) +(A—A0)x0,
hvoraf
|I¢(X,X)-W(KO,XO)II§ |A||Ix—X0H + |X—%O|H XOH.
Lad nu ¢ > 0 vere givet. Hvis max(lk—kol, il x—xOIH < 8§ <1

finder vi
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llw(X,X)—w(KO,XO)llg SUAL + 1 xq11) < 6(IKOI-+1 + 1l x ) < e
=1

hvis vi vaelger & < e(1+ 1A 1+ 1l x 1) . o

Lad E,F v@re normerede vektorrum over samme legeme I .

Begge de optradende normer betegnes |l-Il , hvilket ikke skulle

kunne give anledning til misforstéaelse.
For en line®r afbildning T: E - F, altsd en afbildning

*
der opfylder )

T(x+y) = Tx + Ty

T(Ax) = ATX
for alle x,y € E og A €L, indfgres

HTIl = sup{ll TxIl | x € E, lIxIl < 1} € [0,] .

SETNING 2. For en lineer afbildning T: E - F er fglgende

betingelser ensbetydende:

(1) T er kontinuert i 0.

(2) T opfylder en Lipschitz betingelse.

(3) HT Il < o .

Hvis de tre betingelser er opfyldt er [ITIl den mindst mulige

Lipschitz konstant.

Bevis. (1) = (2). Hvis T er kontinuert i 0, som afbildes i

nulvektoren i F, findes & > 0, sd der for x € E gelder

Hxil < &= 1{TxIl < 1.

Heraf fglger, at
1

Tl < = 1l xll for x € E.
Dette er klart for x = 0, og hvis x % 0, vil vy = IIiII X
opfylde Ilyll = §,  hvoraf
Nl ) - e ol = o
vz i = [ () | = | e o] = e 0o

*) Ved lineare afbildninger skrives ofte Tx i stedet for

T(x) .

3
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Lineariteten viser nu

T - Tyl = 1 T(x-y) 1L < 5 1 x=yll,

altsd at T opfylder en Lipschitz betingelse med konstant %.

(2) = (3). Hvis (2) galder med.Lipschitz konstant C,
har man for |HxIl <1
Il T<|l = |l Tx - TO} < Cll x=-0ll = ClixIl < C,
hvilket viser, at |l TIl < C < o,
(3) = (1). Hvis (3) er opfyldt har vi for x € E med
Nxlh <1, at [ITxIl< NITH . For x € E~ {0} har vi sa

”,T(H:n >H < T

eller
|ITxI|§_I|TI||Ix|

som ogsd galder for x = 0 og viser, at T er kontinuert i
0. Denne ulighed kombineret med lineariteten viser, at T
opfylder en Lipschitz betingelse med konstant [l Til, og der-

med er |l T]l den mindst mulige Lipschitz konstant. o

BEMERKNING. En line®r afbildning er alts@ kontinuert, netop
hvis den er begraznset pd enhedskuglen {x € E[llxIl < 1} . En

kontinuert linear afbildning T: E - F kaldes ofte en begran-

set operator fra E til F.

Mengden Hom(E,F) af linezre afbildninger T: E - I er

p& naturlig m&de organiseret til et vektorrum over L ved de-
finitionerne

(S+T) (x) = Sx +Tx,

(AT) (x) = A(Tx) ,

hvor §,T € Hom(E,F), » €L, x € E.
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For x € E, l{Ix1l < 1 har vi
I (s+T) (x) Il = 1l sx+TxIl < Il sxIl + ol < kst + Tl
I (AT) (x) 1= (ATt < IATiTi,

hvilket viser, at me®ngden L(E,F) af kontinuerte lineare af-
bildninger er et underrum i Hom(E,F) og man ser, at T ~ [ITIl
er en norm p4& L(E,F). (Af uligheden Il Tx|l £ i ixil  fpl-
ger, at hvis I TIl = 0, sd er Tx = 0 for alle x € E, alt-
s4 T er nulvektoren i L(E,F)).

vi formulerer det viste i f@glgende

SETNING 3. Mangden L(E,F) af kontinuerte lineare afbildninger

T: F » F er et normeret rum ved fastsettelsen

HTll = supl{ll T | xIl < 1} .
For T € L(E,F) og x € E galder

WTxli < HTH Uxl .
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1.4.9
Opg.§4

Opgaver til §4.

Gennemfgr beviset for S:tningen i §4.2. Vis, at en af-
bildning f: X - M1><M2 er kontinuert hvis og kun hvis
f1 = n1of og f2 = nzof begge er kontinuerte. Vis,
at en mengde 0 < M, xM, er aben i M1XM2 hvis og
kun hvis den er forening af mengder af formen UxV
med U € G(M1), vV € G(MZ)' -Vis endelig, at der om

Ai < Mi , 1i=1,2 gelder

) = (3(A1)XA2) U (K1xa(A2)).

d (A,] xA2

Lad (M,d) vere et metrisk rum. Vis, at metrikken er

kontinuert som afbildning af det metriske produktrum

MxM ind 1 R. (Sammenlign med Opg.1.4.)
Lad X1XX2 vere det metriske produktrum af (X1’dX ) og
1

(X2,d ) og tilsvarende Y1XY2 det metriske produktrum

2
af (Y1,dY1) og (Y2,dY2). Hvis f1: X1 - Y1 oqg
f2: X2 - Y2 ' defineres en afbildning f1Xf2: X1XX2-+Y1XY2
ved

(£,%E,) (x,%,) = (£.(x),£,(x,)) .

Vis, at f1 og f2 er kontinuerte hvis og kun hvis

f1Xf2 er kontinuert.

Lad Mn(IU betegne vektorrummet af reelle nxn matricer,

forsynet med maksimumsnormen
||(aij)||= max{laijl | i,5=1,---,n}.

Vis, at det : Mn(IU - IR er en kontinuert afbildning

og at mengden GLn(BU af regulere matricer er en aben
delma&ngde af Mn(HU

Vis, at matrix addition og multiplikation er kontinuerte
afbildninger fra Mn(EU XMn(HU ind i Mn(ﬂu, og at

A ~ A—1 er en homeomorfi af GLn(EU pa sig selv.
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I.4.10
Opg . §4

Lad (M,d) Dbetegne et metrisk rum, og lad F* betegne
mengden af ikke tomme afsluttede og begrensede del-
mengder af M. For A € F¥ og x € M sattes

d(x,A) = inf{d(x,a)la € A} . Vis, at d(x,A) = 0 hvis
og kun hvis X € A Vis videre, at der ved fastsettel-
sen

D(A,B) = max{sup d(a,B), sup d(b,A)}
ach b€B

defineres en metrik D pd F* (kaldet Hausdorff-metrik-

ken) . Vis, at x ~ {x} er en isometri af (M,d) ind i
(F*,D) .
Lad K(a,r) = {x € Mld(x,A) < r} for A € F*, og r>0.
Vis, at

D(a,B) = inf{r>0lA < K(B,r) A B c K(A,r)} .

Lad (Xn,dn), n=1,2,-++ Vv&re en fglge af metriske rum.

vis, at produktmzngden X :ng X bestdende af alle f@gl-

17" n
ger X = (Xn)n>1 ’ hvor X € Xn , kan udstyres som et

metrisk rum ved fastsattelsen

. 1
d(x,y) = sup{mln(dn(xn,yn),ﬁ) | n € W},
jvfr. Opg.1.9. Vis, at x_ = (xn1,xn2,---) konvergerer
mod X = (x1,x2,---) i det metriske rum, hvis og kun
hvis lim x_. = %, 1 (X.,d.) for ethvert J € IN.
noeo 1 J 37

Lad (M1,d1) og (Mz,dz) vare metriske rum. Vis, at
for x = (x1,x2), y = (y1,y2) € M1xM2 er

dist(x,y) = d1(x1,y1) + dz(xz'yz)
en metrik pa MTXM2 ’ som er akvivalent med produktme-
trikken.

Lad (X,dX) og (Y,dY) vere metriske rum, O9 lad
F(X,Y) betegne mengden af afbildninger f: X = Y .

vis, at der ved fastsattelsen
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dist(f,g) = sup{dY(f(x),g(x)) A1]x€X},

defineres en metrik pa F(X,Y), og at der om en fglge
(fn) i F(X,Y) galder, at fn - f i (F(X,Y),dist) ,

hvis og kun hvis fn - £ uniformt, dvs.
Ve > 0 3N € N Vn > N ¥Vx € X: dY(f(x),fn(x)) < €.

Vis, at mengden C(X,Y) af kontinuerte afbildninger af

X ind i Y er en afsluttet delmengde af F(X,Y).

4.9. En fglge fn: (X,dX) - (Y,dY) af afbildninger siges at

konvergere lokalt uniformt mod f: X - Y, sdfremt der

til hvert punkt x € X findes en omegn U af x, sa

fn » f uniformt pd& U. Vis, at £ er kontinuert ,

hvis hvert fn er kontinuert.

Anvendelse: Sum-funktionen for en potensrakke er kon-

tinuert i konvergenscirklen.
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§5. Fuldstaendige metriske rum.

5.1. Cauchy fglger. Fuldstendighed.

Det er af stor betydning - specielt ved eksistensbeviser - at
man kan afggre om en reel eller kompleks talfglge (xn) er
konvergent uden at kende en eventuel gransevaerdi. Det bygger

som bekendt pa det almindelige konvergensprincip, som siger,

at enhver Cauchy f¢lge er konvergent.

Begrebet Cauchy fg¢lge kan umiddelbart generaliseres til

metriske rum.

DEFINITION. En punktfglge (xn) i et metrisk rum kaldes en
Cauchy fglge eller en fundamentalfplge sadfremt der galder

Ve > 0 3N € NvVn, m > N: d(xn,xm)ﬁ €

Som ved talfg¢glger galder umiddelbart, at enhver konvergent fglge

er en Cauchy fg¢lge, thi hvis %Eg X, =X kan man til & > 0
finde N € N, sd der for n > N galder dx,x ) < £, 09

for n,m > N galder da ifglge trekantsuligheden

N —

+ = g

£
2

N e

d(xn,xm) < d(xn,x)-+d(x,xm) <

DEFINITION. Et metrisk rum (M,d) kaldes fuldstendigt, sdfremt

enhver Cauchy f@glge er konvergent.

Rummene TR og (¢ er fuldstendige metriske rum med den

sedvanlige metrik, men ogsa ZRk og ¢k med maksimum normen

er fuldstendige. Hvis nemlig X, = (Xn1""’xnk)’ n > 1 er
en Cauchy fglge 1 IRk eller (¢X sluttes af uligheden

Ix .-x .1 < Il x -x_1l '
nj “mj — n "m e

at hver koordinatfglge (xnj)n>1 er en Cauchy fglge , og der-
X:

med konvergent. Sattes x. = lim x_. vil lim x_ = (
j nj nse “n

n-ooo X»]I"'lxk)-
med den sadvanlige metrik, er

Mzngden af rationale tal ¢
som bekendt ikke fuldstendigt. F.eks. vil en fg¢lge af rationale

tal (rn) med en irrational grensevardi, vaere en Cauchy félge
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i ¢, som ikke er konvergent i Q. Mere almindeligt galder

SETNING 1. Lad (M,d) vere et fuldstendigt metrisk rum. For

en ikke tom delmengde M' af M er delrummet (M',d) fuld-

er en afsluttet delmengde af

stendigt, hvis og kun hvis M’

M.

Bevis. (a) Antag fgrst, at M' er en afsluttet delmengde af

M og lad (xn) vere en Cauchy fglge fra M' . S& er (xn)
ogsd en Cauchy fglge i M, og dermed findes x € M, sé
Af S®tn.4 i §2.2 fglger at x € M' = M', og dermed

d(x,xn) - 0.
i det me-

er vist, at (xn) er konvergent med gransepunkt x
triske rum (M',d).

(b) Antag dernaest, at (M',d) er et fuldstendigt metrisk

rum. Til x € M' findes - igen pd grund af Sztning4 i §2.2 - en

fglge (xn) fra M', sa d(x,xn) -» 0. Dermed er (xn) en

Cauchy fe¢lge, og da M' er forudsat fuldstendigt, findes x'€eM'
sdledes har x o0g X' som granse-

sa d(x',xn) - 0. Da (xn)

punkt sluttes x = x', og vi har dermed vist M' c M, alt-

sd at M' er afsluttet. o

BEMERKNING. Beviset under (b) giver 1lidt mere end formuleret i

Setning 1: Lad (M,d) vare et metrisk rum og (M',d) et fuld-

stendigt delrum. S& er M' afsluttet i M.

Begreberne Cauchy f@lge og fuldstendighed er ikke topologi-

ske begreber. I det fglgende eksempel angives en metrik dist
pa R, som er akvivalent med den sadvanlige metrik, men
(IR, dist) er ikke fuldstendigt.

Funktionen Arctan: R - IR er kontinuert og afbilder R

bijektivt pa ]-—g—,g[ . Ved fasts®ttelsen

dist(x,y) = |Arctan x - Arctany|
defineres en metrik pad 1R, og idet der for 0<r < g-—IArctan)d
gelder at
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{y €ER|Arctan x - r < Arctany < Arctanx + r}

K(x,r) =
= Jtan(Arctanx-r ), tan(Arctanx +r) [
| =x-tanr x+tanr |
| 1+x tanr ' 1-x tanr| '’

som er et abent interval omkring x, ser man af Satning1i §2.3,

at dist er @kvivalent med den sadvanlige metrik. Fg¢lgen

1,2,3,-++ er en Cauchy fglge i (IR,dist) idet
dist(n,m) = |Arctann- Arctanm]| ,

og Arctann - % for n - o, men f@lgen er ikke konvergent i
(R,dist) , thi s& skulle den jo ogsad vere det i TR.

Vi ser videre, at billedet af et fuldstendigt metrisk rum
under en homeomorfi ikke behgver at vere fuldstendigt, idet

Arctan er en homeomorfi af R pa ]—glg[ , som ikke er fuld-
stendigt ifplge Saetning 1. Derimod gazlder fg¢lgende oplagte re-

sultat

vere en isometri af det

SETNING 2. Lad £: (X,d,) ~» (¥,d,)
fuldstendige metriske rum (X,dX) ind i (Y,dY). S4 er bil-

ledet (f(X),dY) et fuldstendigt metrisk rum.

Bevis. Lad (yn) vere en Cauchy fglge i (f(X),dY). Fglgen

(xn) i X fastlagt ved
idet

f(xn) =y, er 0gsd en Cauchy-fglge

dX(xn,xm) = dY(f(xn),f(xm)).

Da (X,dX) er forudsat fuldstendigt findes x € X, sa

%%g X, = Xy men sa galder %%Q Y, = %%g f(xn) = f(x). o

5.2. Banach rum.

For normerede vektorrum &ndres fuldstendighed ikke ved over-

gang til en @kvivalent norm. Hvis II-H1 og II-II2 er @kviva-

lente normer pd vektorrummet E gaelder nemlig ifglge Satning 2,

§2.3, at
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x 1, < kil xli,

hxll, < el

for passende konstanter k,£ > 0. Heraf ses umiddelbart, at
(xn) er en Cauchy f@glge med hensyn til II-H1 hvis og kun
hvis (Xn) er en Cauchy f@glge med hensyn til H-||2.

Fuldstendige normerede vektorrum er studeret i en bergmt
Banach (1892-1945):

monografi af den polske matematiker Stefan

Théorie des opérations linéaires. Warszawa 1932, og kaldes der-

for Banach rum.

(a) Vektorrummet B(M, I.) af begreznsede funktioner

M med den uniforme norme er et Banach rum.

SETNING 1.

p& en mengde
(b) Hvis M er et metrisk rum er underrummet Cb(M,ﬂn
B(M,IL) og

af kontinuerte begransede funktioner afsluttet i

dermed et Banach rum.

Bevis. (a) Lad (fn) vere en Cauchy fg¢lge i B(M,IL) . For
hvert x € M galder
€ (x) = £ (x) | < ILE £ 11,
hvilket viser, at (fn(x)) er en Cauchy fglge i I, og dermed
konvergent. Ved fastsattelsen
X ~ lim £ _(x)
n
n—co

defineres en funktion f: M - 1. Vi vil vise,dels at f£ er

begraenset, og dels at lim fn = f i den uniforme norm.
Lad ¢ > 0 vere givet. Der findes N € N s& der for

n,m >N og alle x € M galder

(%) 1€, (x) - £ ()] < e.

fast, og lader m -» o, ma ogsa
< e, men denne Jgran-

Holder vi n >N og x € M

gransevardien af venstre side i (*) vare

severdi er Ifn(x)—f(x)l ifglge Satningerne 1 og 2 i §3.4. Da
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x € M var vilkdrlig sluttes, at

v
=z

e -flig<e for n

specielt

Ilflh = IIf—fN-flehlg 8-+l|lehl < »,

sd f € B(M,I) , og dermed er vist, at lim £ = f .
nso “n

(b) Det er tilstrazkkeligt at vise, at hvis fn -» £ uni-
formt pd M, og hvis fn er kontinuert for alle n, s& er
f kontinuert, men dette er netop vist i Satning 2 i §3.5. o

Idet enhver kontinuert funktion f: [a,b] - 1L er begranset

ifglge en hovedsatning i Mat 1, (beviset for denne satning gives

i neste §), har vi specielt, a# rummet C([la,bl,IL) af kontinu-

erte funktioner f: [a,b] » I. er et Banach rum under den uni-
forme norm

e, = suplIf(x) ] | x € [a,b]}.

I differentialligningsteori optrader en razkke vigtige

Banach rum, dels forskellige rum af kontinuert differentiable
funktioner, dels Sobolev rummene, som det dog vil fe¢re for vidt

at komme ind p& her. Vi navner blot fglgende vigtige

SETNING 2. Mengden Ck([a,b],IJ af k gange kontinuert dif-

ferentiable funktioner f: [a,b] - L, k=0,1,2,---, er et
Banach rum under normen
k .
HEN = s IIDIEN_ .
. u
J=0
Bevis. Det ses umiddelbart, at |l [l er en norm pa vektor-
rummet Ck([a,b]), og en fglge (fn) fra Ck([a,b]) konver-
‘gerer mod f i det normerede rum, hvis og kun hvis (Djfn)
konvergerer uniformt mod DI £ for hvert jJj=0,1,---,k. Hvis

(fn) er en Cauchy fglge i Ck([a,b]) , sd er (Djfn) en
Cauchy fglge i C(l[a,bl]) for hvert j=0,1,---,k eftersom

ol -Dle 11 < 1l £ -F 1|
n m u - n m
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pa C([a,b]) er et Banach rum, findes funktioner gj € C(la,b]) ,
= 1 j - = I = .« .o ] 1 -_
sa %gg {| D fn ngII1 0o, 3=0,1, , k. Af et V1gt1gt1resul
C (la,bl) ,

tat i Mat 1 (MA XI satn.4) fplger nu at gj tilhgrer
og Dg. = 9441 for 3=0,1,---,k=1, altsd at £ =gO€ZCk([a,b]),

|
og DIf = g. for J =0,1,-",k. Dermed er (fn) konvergent i

J
rummet Ck([a,b]) med gransefunktion £ . @

Lad E og F vare normerede rum, Og L(E,F) det norme-

rede rum af kontinuerte line&re afbildninger T: E -> F.

SETNING 3. Hvis F er fuldstendigt er ogsd L(E,F) fuldsten-
digt. '
Idet der

Bevis. Lad (Tn) vare en Cauchy fglge 1 L(E,F).
for x € E galder

IITnX-Tlelg llTn-TmIIIIXII '
ses, at (Tnx) er en Cauchy fglge i F for ethvert x € E.

Da F er forudsat fuldstandigt eksisterer %ig Tnx . ved fast-

sattelsen X ~ %gg %{(defhmxes en afbildning T: E - F, som

er linezr idet

T (x+y) = 1im Tn(x+y)==11m (Tnx+Tny) =1im T X * lim Tny'=Txf-Ty,

n-co n-—>co n-eo n-»co
og
T(Ax) = lim Tn(kx) = lim ATnx = A lim Tnx = ATxX .
n-—oco n->00 n-»o

Undervejs er benyttet, at regneoperationerne i et normeret rum

er kontinuerte, jvfr. §4.3. Til ¢ > 0 findes N € IN , sa

der for n,m > N galder "Tn—Tmlli e altsa
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/

IlTnx-—mellﬁ > for alle x € E med IlxIl< 1.

For m -» o f&s heraf for n >N og IlxIll< 1, at

T x-Txll < e,

hvilket viser, at IITn-TIIS £ < o for n > N. Heraf ses
for det fgrste, at TN—T € L(E,F) , og dermed er

T = TN-(TN—T) € L(E,F) , og dernast, at Tn - T i det norme-
rede rum L(E,F). o

En lineaxr afbildning T: E -» I. kaldes en linearform eller

en linear funktional pa E. Mengden L(E,IL) af kontinuerte
linearformer p&d E kaldes det duale rum til E, 0g betegnes
B . Da I er fuldstendigt, har vi:

SETNING 3. Det duale rum E* af kontinuerte linearformer p& et

et Banach rum under normen

normeret rum E er

T = sup{iTx| | Hxll < 1} .

5.3. Fuldstendigggrelse.

Lad (M,d) vere et metrisk rum. Et fuldstendigt metrisk rum

(ﬁ,a) kaldes en fuldstendigggrelse af (M,d) , hvis der findes

(M,d) - (ﬁ,ﬁ)) s& ¢@(M) er overalt tet i M. At
To vil-

en isometri :

der altid findes en fuldstendigggrelse vises i Opgave 5.2.

kdrlige fuldstandigggrelser (M, d) og (M,d) er isometriske,

sd man kan tillade sig at tale om fuldstendig-

jvir. Opg.6.12,
gprelsen af et metrisk rum. Idet (M,d) og (w(M),a) er isome-

triske, kan ethvert metrisk rum altsd altid opfattes som et over-
alt tet delrum af et fuldstaendigt metrisk rum.

Som generelt princip gelder, at hvis (M,d) har yderligere

struktur, f.eks. som normeret rum, sd kan fuldstendigggrelsen
(ﬁ,a) udstyres med samme struktur, eksempelvis som et Banach

rum med (M,d) som t®t underrum.

& oy




Mat 2 MA 1984/85

I.5.8
Opg.§5

Opgaver til §5.

Et punkt a € (M,d) kaldes fortetningspunkt for en punkt-

fglge (xn) fra M, hvis enhver kugle med centrum a

indeholder X, med vilkarligt he¢jt index n , dvs. hvis

mengden {n € IJlxn € K{a,r)} er uendelig for ethvert

r > 0. Vis, at hvis en Cauchy fglge har et fortetnings-

punkt, sd er den konvergent.

Fuldstendigggrelse. Lad (M,d) vere et metrisk rum og

lad F vere meangden af Cauchy f¢lgef :X = (xn)n>1 fra
M. -
Vis, at for x = (xn) og y = (yn) i F, er

(d(xn’yn))n>1 en Cauchy fglge i IR, sa Dbgy)=lh@fﬂxnd%)
er defineret.

Vis, at D er en pseudometrik pd F (jvfr. Opg.1.10).
Lad M = F/~ wvare det i Opg.1.10 definerede metriske

rum af &kvivalensklasser [x], x € F, med metrikken
a([x],[y]) = D(x,y) . Ved til x € M at knytte akviva-
lensklassen indeholdende den konstante f@¢lge X=(X,%,""")

defineres en afbildning o: (M,d) - (M,d).
Vis, at ¢ er en isometri, og at ¢@(M) er overalt tet

i M.

Vis, at (ﬁ,é) er fuldstendigt.

Vink: Lad ([xn]) vere en Cauchy fglge fra ﬂ, idet

X, = (xn1,xn2,‘ -) € F. Va%g for hvert n € W et

Yy € M sa d([xn],@(yn)) <5 Sad er y = (yn) € F, og
- 0.

d(lx 1, lyD

Vis, at et diskret metrisk rum er fuldstandigt.
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5.4. Lad (M,d) vare et fuldstendigt metrisk rum.
vis, at for en dalende fglge FT = F2 o ... af afslut-
tede ikke tomme mengder med diam(Fn) - 0, vil q Fn

vaere ikke tom og bestd af et punkt.

5.5. Lad (M1XM2,d) vere det metriske produktrum af (M1,d1)

og (M2,d2). vis, at (M1XM2,d) er fuldstendigt, hvis

og kun hvis (M1,d1) og (M2,d2) begge er fuldstandige

5.6. (Hahn's satning). Vis, at hvis (M,d) er fuldstendigt,

s8 er rummet (F*,D) af afsluttede og begransede ikke

tomme delmzngder med Hausdorff-metrikken igen fuldstan-

digt, jvfr. Opgave 4.5. vink: Lad (An) vaere en Cauch
fglge i (F*,D). Szt A = S (U &), ogvis, at A
er afsluttet og begranset. n=1 p2n
Bestem til ¢ > 0 en fg@lge n, <IH < n2< cee , sa

€

D(An,Am) < ;E for n,m > n, s

og valg a, € An vilk&rligt. Bestem successivt a, € A

0

o € B . .

a, € An osv., sa d(ak,ak+1) < ;E" k=0,1, og vi

2
at (an) er en Cauchy fglge. Vis derved, at A er ikke

tom, og at D(A_,A) > 0.

5.7. Baire's setning. Lad (M,d) vere et fuldstendigt metri
rum, og lad (Gn)n>1 vere en fglge af dbne tette del-
7 =]
mengder af M. Vis, at n Gn er tet i M.
oo n:1
vink: Vis K{(x,r) nnN Gn + @ for fast x € M, r > 0.
Gpr rede for, at man kan vaelge x1,x2,--- €M og
SN VAR € 10,[ , sa
— r
K(x1,r1) c K(x,xr) N G1 ’ r, < 5
e T
K(x2,r2) c K(x1,r1)ﬂG2 ’ r, < >
. rn
K(Xn+1’rn+1) = K(xn’rn)nGnH ! Yoel <72

og anvend 5.4.

Yy

0y

Sy

sk

14
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5.10.

5.11.

I.5.10
Opg.§5

Lad D: C1([a,b]) - C([a,b]) vare differentiationsaf-

bildningen £ ~ f'.

vis, at liDIl = =« , hvis C(la,bl) og C1(Ea,b])
begge er forsynet med den uniforme norm.
vis, at lIDIl =1, hvis C([a,b]) er forsynet med den
uniforme norm, 09 C1([a,b]) med normen
WeENW = LN _+ 1l DEI
u u

Lad C;(IRZ) betegne vektorrummet af C1—funktioner
f(x,y) pa ZRZ , der er periodiske i x og i y med

periode 2m, dvs.

£(x+2m,y) = f(x,y) = £(x,y+2m)

for alle (x,y) EZR2 . Vis, at C;(IRZ) er et Banach
rum med normen
N of of
IHEN = llflhlf Ilaxllu + |l ayllu'

Betragt mengden C1([—1,1]) af cl_-funktioner £: [-1,1]- R
som et normeret rum med den uniforme norm Ilfllu

Vis, at fn(x) = x2-+% , n=1,2,... udggr en Cauchy fglge

i C1([-1,1]) og slut, at rummet ikke er fuldstendigt.

Vis, at en fglge (Xn) i et metrisk rum (M,d) er en

cauchy f¢lge safremt

z d(Xn,Xn_*_,I)‘( o ,
n=1

vis ved et eksempel i

er ngdvendig, for at (xn)

M = IR, at denne betingelse ikke
er en Cauchy fg¢lge.

Lad M vare et normeret rum. Vis, at fuldstendigggrelsen

M fra Opgave 5.2 kan organiseres som et Banach rum, sa

afbildningen ¢: M - ﬂ er lineear.
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§6. Kompakte mengder. Uniform kontinuitet.

6.1. En karakterisation af afsluttede ogbegrensede mengder i IR .

En af de fundamentale s®tninger i analysen er f@glgende sat-

ning af K. Weierstrass: En kontinuert reel funktion p& et be-

graenset, afsluttet interval i 1R er begrznset og har sdvel en

stprsteverdi og en mindsteverdi.

Vi vil studere denne s®tnings generalisation til talrummene
iRk og til metriske rum, og derved give et bevis for hovedsat-
ningerne 1.a-1.c i Kapitel III i Mat 1 MA. I denne sammenh&ng
spiller begrebet fortetningspunkt - kendt for fglger i TR og

IR* ~ en central rolle.

DEFINITION. Et punkt a 1 et metrisk rum (M,d) kaldes

fortetningspunkt for en punktfglge (xn) ' safremt enhver kug-

le K(a,r) indeholder xn for uendeligt mange n, dvs. sa-

fremt mengden

{n € Iild(a,xn) < r} er uendelig for ethvert r > 0.

EFkvivalent hermed er at (xn) har en delfglge (xnp)p21

som konvergerer mod a. Heraf ses, at fortatningspunkt er et

topologisk begreb.

SETNING. For en delmengde A EZRk er fglgende to betingelser

ensbetydende:

(1) A er afsluttet og begr®nset.

(2) Enhver punktfglge fra A har et fortatningspunkt i A.
BeVis.(1) = (2). Lad x_ = (x1,x2,---,xk), n=1,2,-++ va&re en
e n n’'"n n

punktfglge fra A som er forudsat begranset og dermed indeholdt

i en kugle {x EIRk[HxIIoo < r}. Idet hver koordinatfglge

(xg)n>1 er begranset, nemlig ngl < ¥, har den et fortaztnings-
punkt %7 . Imidlertid behgver x = (x1,---,xk) ikke at vere
fortetningspunkt for (xn) (overvej dette!), og vi md bare os

mere snedigt ad. F@glgen (x;) af fgrste koordinater har en del-
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1

fplge (x; ) der konvergerer mod et fortaetningspunkt x . Den
tilsvarende delfglge af anden koordinater (xn )p>1 er lige-
p._
ledes begranset af r og har derfor en delfglge (xi )q>1
p —
q
der konvergerer mod et fortetningspunkt x2 for (xi). Sa
gelder
lim x = x1 , lim x = x2,
—C0 —00
q Pq d Pq

og dermed er (x1,x2) fortetningspunkt for (xn) i tilfzldet

k = 3 md& rasonnementet fortsattes ved at

k= 2. Hvis =

(xi ) udtyndes til en konvergent delfglge, og generelt fore-
Pq

tages k successive valg af delfglger, s& vi ender med en f@gl-

ge 1< m, < m, < af naturlige tal med egenskaben

lim xJ = x’
koo Mk
. 1 .2 k .
for 4 =1,+++,k, hvorved (x ,x,--+,%x") er fortetningspunkt
for (xn) , og det tilh¢rer den afsluttede mengde A, da det
er graznsepunkt for en punktfglge fra A .
(2) = (1). Dette bevises indirekte. Vi antager altsd, at

A dikke er afsluttet og begranset, og at enhver punktfglge fra

A har et fortetningspunkt i A.
Der er to muligheder: Hvis A
x € ANA , og vi kan da finde en fg¢lge (xn) fra A med

dikke er afsluttet findes

%gg X, = X. Da (xn) har et fortetningspunkt x' € A findes
en delfglge (x_ ) s& lim x =x', men da lim x_ = x, ma
np P00 np nso “n
= X, hvoraf x = x', altsd x € A, hvilket

ogsa lim x =
p—)oo n

er en modstrid.
Hvis A er afsluttet men ubegranset, ndr vi til en mod-

strid pd f¢lgende made. Fgrst valges x, € A. Da A er ube-

Da K(x1,’l) U K(x2,1)

granset kan vi valge X, € A\\K(x1,1)
A, s& vi kan valge

er begranset, kan den ikke indeholde

X, € A‘\K(x1,1) U K(x2,1). Fortsattes p&d denne mdde finder vi

en fglge (xn) fra A med egenskaben

ﬂ\
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n
Xn+1 EA\'U K(Xi,1) ’ n = 1,2,"',
i=1
altsa
d(xn,xm) > 1 for n % m,

men denne f@glge kan ikke have et fortatningspunkt. o

BEMERKNING. Af beviset ses at A E]Rk er begranset, hvis og
kun hvis enhver punktfglge fra A har en konvergent delfglge.

Specielt har vi Bolzano-Weierstrass' satning: En begrenset

punktfglge i IRk har en konvergent delfglge.

6.2. Kompakte mengder.

I tilknytning til Satningen i §6.1 giver vi fglgende

DEFINITION. En delmengde K af et metrisk rum (M,d) kaldes

kompakt, hvis enhver punktfglge fra K har et fortaztningspunkt

i K.
Da der ikke findes fglger fra K = ¢, er
K = M er ovenstdende en definition af begrebet kompakt metrisk

¢ kompakt. For

rum. Bemerk at X # @ er en kompakt delmengde af (M,d) ,
hvis og kun hvis delrummet (K,d) er et kompakt metrisk rum.
Med brug af den nye terminologi udsiger den foregdende satning

simpelthen, at de kompakte delm®zngder af ZRk er precis de af-
sluttede og begransede delmezngder af :mk . Da ¢k er iso-

metrisk med :RZk gelder samme udsagn om ¢k.

Den anden del af beviset for Sztningen i §6.1 kan uden vi-

dere overfgres til et vilkérligt metrisk rum, hvorfor der gzlder:

En kompakt delmengde af et metrisk rum er afsluttet og begranset.

Den fgrste del af beviset udnytter derimod specielle egenskaber

ved talrummet, og galder ikke 1 almindelighed.

EKSEMPEL. Enhver endelig mengde i et metrisk rum (M,d) erx

kompakt, thi hvis (xn) er en punktfglge fra en endelig mengde

X, md mindst et element vere lig med X for uendeligt mange

n. I et diskret metrisk rum (M,d) , er der ikke andre kom-




Mat 2 MA 1984/85

pakte mengder end de endelige, da en punktfglge kun er konver-
gent hvis den er konstant fra et vist trin. Pa den anden side,

er enhver delmengde af et diskret metrisk rum, bdde afsluttet

0og begranset.

Vi vil nu vise hovedsatningerne 1-5 om kompakte mengder

og rum.

SETNING 1. Hvis (X,dX) og (Y,dY) er metriske rum , K
en kompakt delmengde af X og f: K-> Y en kontinuert af-
bildning, da er billedmengden f(K) en kompakt delmzngde af

Y.

Bevis. Lad (yn) vere en punktfglge fra £(K). For hvert

n €EN kan vi valge X € K, sa f(xn) = Y og da K

er kompakt findes x € K, og en delfglge (xn ) af (xn) sa
lim X, =x. Af setningen i §3.1 fglger at %ig f(xnp) =%3£ ynp =

P
f(x) € £(XK) , hvilket viser, at £(K) er kompakt. o

Hvis X =1Rk og Y =r" genfinder man netop Hovedsatning
1.C fra Mat 1 MA. For en ikke tom, kompakt delmengde A af R
(altsd en ikke tom, afsluttet og begrznset delmengde A af R) ,
md gelde sup A€ A og inf A € A. En ikke tom, kompakt del-
mengde A af R indeholder altsada et stgrste og et mindste tal.
Af Setning 1 fremgdr derfor f@glgende s@tning, der indeholder den

indledningsvis navnte satning af Weierstrass:

SETNING 2. En kontinuert reel funktion pd en kompakt delmangde

af et metrisk rum er begranset og har sdvel en stgrstevaerdi og

en mindstevaerdi.

COROLLAR. Lad (M,d) vaere et kompakt metrisk rum. Rummet

C(M,IL) af kontinuerte funktioner f: M - I, er et Banach

rum under den uniforme norm

1 fIIu = sup{ [£(x) | | x €M} =max{|£f(x)| | x € M}
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Rummet C (M, 1) er identisk med rummet Cb(M,IA af
]

Bevis.
kontinuerte begransede funktioner pd M studeret i §5.2.

Vi vil nu undersg¢ge hvordan kompakthed opfg¢rer sig ved

konstruktion af delrum og produktrum.

SETNING 3. Lad (M,d) vare et kompakt metrisk rum. En ikke tom

delmengde K < M er kompakt hvis og kun hvis K er afsluttet.

Vi har tidligere bemzrket, at en kompakt mengde er af-
vere

Bevis.
sluttet. Antag dernest, at K er afsluttet og lad (xn)

en punktfglge fra K. Da M er kompakt findes en delfglge

(xn ) og x €M, sa %i& X, =X, men da K er afsluttet,
p

md x € K, hvilket viser, at K er kompakt. o

SETNING 4. Lad (M1XM2,d) vere det metriske produktrum af
(Mz,dz). Sa er (M1XM2,d), kompakt hvis og kun

(M,,d,) o9
hvis (M1,d1) og (M2,d2) begge er kompakte.

Bevis., Antag fgrst, at (M1,d1) og (Mz’dZ) er kompakte, og

lad xn=(xﬂ,x;), n=1,2,--- vere en punktfglge fra M1XM2. Da

M1 er kompakt, findes en konvergent delfglge (xﬁ ) af (xﬁ)
P
med grensevaerdi x', og da M2 er kompakt, har (xﬁ ) en
P.
konvergent delfglge (x; }) med gransevaerdi x". Da (xﬂ )

p Pq
som delfglge af (xﬁ ) ogsd har grensevardien x', sluttes af
setningen i §4.2, at (xn ) konvergerer mod (x',x").

p

q
Antages dernast, at produktrummet M1><M2 er kompakt, er

= n1(M1xM2) af M,IXM2 under den kontinuerte
ogsé& kompakt ifglge Satning 1.

at vere kompakt. o

billedrummet M1
projektion n1(x1,x2) = X,
Analogt ses M, = n2(M1xM2),

Vi har indset, at en kontinuert bijektiv afbildning, ikke

behgver at vere en homeomorfi. Hvis afbildningen er defineret
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pd et kompakt rum, gezlder pastanden imidlertid:

SETNING 5. Lad f£: (X,dX) - (Y,dY) vere en kontinuert bijektiv

afbildning. Hvis (X,dX) er kompakt, er f en homeomorfi.

Bevis. Lad g = f-1: Y » X. Vi skal nu vise, at g er kon-

tinuert, og ifglge Setning 1' i §3.1 er det tilstrakkeligt at
vise, at for enhver afsluttet me#ngde F < X er g_1(F) = f (F)
afsluttet i Y . Ifglge Setning 3 er F kompakt og dermed er

f(F) kompakt, altsd specielt afsluttet. o

6.3. Ekvivalens af normer pa et endelig dimensionalt vektorrum.

Ved valg af en basis er et k-dimensionalt vektorrum isomorft

med ZRk eller ¢k , 0Og da ¢k opfattet som reelt vektorrum,

er isomorft med ZRZk , ©Og en norm pa ¢k derved kan opfattes

som en norm pa ZRZk ’ er det nok at vise fglgende:

SETNING. Alle normer pa ZRk er @®kvivalente.

Det er tilstrzkkeligt at vise, at en vilkarlig norm

Bevis.
, altsd

-1l pa :Rk er zkvivalent med maksimumsnormen [l .|| _
at derihenhold til Setning 2i§2.3 findes konstanter o, > 0 sé

(*) lxll < allxfl_  og lixll_<Blixll for x €R".

To vilkarlige normer er altsd begge akvivalente med maksimums-

normen, og dermed indbyrdes akvivalente.
Nar vi i det fglgende benytter begreberne brgrenset mengde,

afsluttet mengde, kompakt mengde og kontinuert funktion, skal

disse forstds i relation til den ved maksimumsnormen bestemte

metrik i ka.

betegne basisvektorerne (1,0,+¢+,0),+ -,

Lad e,l"",ek
k gelder altsa

(0,+++,0,1) i RK. For x = (x,,-++,%) €R
X = x,e, e txi€ , o9 dermed ifglge (N3) og (N2)

=1l =lIx, 11l e ll+ '--+lxk||leklI5_aH>d|m,

A

le1e1ll+ ces 4 IIXkek

hvor a = |Ie1ll+ ---+||ek|| er uafhengigt af x e RF .
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For x,y EIRk gelder specielt
[llXIl— ||y||| <l x-yll < O(le—ylloo ’

hvilket viser, at II-H:IRk -» R opfylder en Lipschitz beting-
else, og dermed er |l-|l kontinuert. Mzngden

S = {x EIRk Illxlhn= 1} er afsluttet og begranset, altsd kom-
pakt, sa ifplge Setning 2 i §6.2 har |l-[l en mindstevaerdi

pd S, dvs. der findes X, €8 sad

inf {llxll | x € 8} = Wx, 1,
ogda 0 ¢ S, er IIXO|I> 0. Hvert x €IRk‘\{O} kan skrives
pad formen x = AL med A = |Ix||°° , & = IL;|| € s, og
dermed har vi ®
Hxt= 1 xgll = Iklllillz_lklllxoll= IIxIIwIIon
eller
hxil, <Blxll , nir B = o
0
Denne ulighed gelder trivielt for x = 0, og dermed er (%)

eftervist. o

BEMERKNINGER. Da ZRk og ¢k udstyret med maksimumsnormen
er fuldstendige, galder det samme, ndr vi benytter en vilkarlig

anden norm. Vi har derfor: Ethvert endelig dimensionalt norme-

ret rum er et Banachrum.
Da et fuldstendigt delrum er afsluttet har vi ogsa, at

ethvert endelig dimensionalt underrum i et normeret rum er af-

sluttet.

6.4. Abne overdakninger.

I forbindelse med undersggelser af det man i dag kalder
Lebesgue mdlet, og som vi skal studere i naste kapitel, op-

stillede den franske matematiker E. Borel (1871-1956) fg¢lgende
resultat (1894):




P
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Mat 2 MA 1984/85

Hvis en f@glge af 3bne delmengder af IR overdazkker et af-

sluttet begranset interval, sd vil allerede endeligt mange af

de dbne mengder overdazkke intervallet.

Lad os przcisere sprogbrugen. En familie (Ai)iEI af del-
mengder af en mangde M siges at overdzkke en delmengde X < M,

sdfremt X < U A, . Man siger ogsd, at (A,), er en over-
~ jer 1 i"i€T —_—
dekning af X. Hvis I er endelig eller numerabel taler man
om en endelig eller numerabel overdakning. Hvis J < I og ogsd
(Ai)i€J overdakker X, siger man, at overdakningen (Ai)i€I
kan udtyndes til overdakningen (Ai)iEJ Hvis alle m®ngderne

Ai i overdekningen er abne (i et metrisk rum M) taler man om

en aben overdzkning. Borel's satning kan altsd formuleres sa-

ledes: Enhver numerabel 3ben overdakning af et afsluttet be-

granset interval kan udtyndes til en endelig overdakning.

I 1920'erne blev man klar over at &bne overdekninger spiller

en central rolle for kompakthed, idet fglgende hovedresultat blev

bevist:

SETNING. For en delmengde A af et metrisk rum (M,d) er

fplgende betingelser ensbetydende:

(1) A er kompakt.
(2) Enhver &ben overdakning af A kan udtyndes til en endelig
overdakning.
_‘1 o %
Bevis. (2) = (1). Vi viser (Z) = () . Lad (xn) vare en

fplge af punkter fra A som ikke har noget fortatningspunkt i
A. For ethvert y € A findes da en kugle K(y,ry) , sdledes

at mengden

{n € N | x, € K(y,ry)}

er endelig. Familien (K(y’ry))y€A er en aben overdakning af
A, som ikke kan udtyndes til en endelig overdakning, idet der

for K(y1,ry ),---,K(yp,ry ) galder, at

1 P

N+ {n€ N|x_ € K(y1,ry1)}u e+ U{n € Wix € K(yp,ryp)} ,

da he¢jre side er en endelig mengde, og dermed kan

K(y1,ry1),"',K(yp,ryp) ikke overdakke A.

+




o~
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(1) = (2). Antag (1) opfyldt og lad (Gi)ieI vere en
dben overdekning af A . Det skal vises, at den kan udtyndes
til en endelig overdzkning. Hvis A = @, er sagen klar. Vi
antager derfor A # ¢ . Beviset bestdr i to skridt.

(o) Der findes et p > 0 s@ledes at for ethvert x € A

er kuglen K(x,p) delmengde af en af mengderne Gi'

I modsat fald fandtes for ethvert n € N et punkt xn(EA,
sa at K(xn ,%) ikke var delmengde af noget G, - Ifglge (1)
har fglgen (xn) et fortatningspunkt =x € A . For et vist 1€1I
gelder altsd x € Gi . Da Gi er &ben, findes et r > 0, sa
at K(x,r) c G, . Da {n € W| x, € K(x,-%r)} er uendelig, kan
vi finde et n, s& at x € K(x ,Elﬂ og % < %1:. Da galder

K(xn ,%) c K(x,r) < Gi , i strid med, at K(xn,%) ikke er del-
mengde af noget Gi'

(B) Vi valger et vilkarligt punkt v, € A. Hvis

A c K(y1,p) , er A overdzkket af en af mengderne Gi' I mod-

sat fald velges et punkt Yo € A*\K(y1,p) . Hvis

A c K(y1,p) U K(yz,p) er A overdekket af to af mzngderne Gi
Sdledes fortsattes, og vi md ende med at fa en overdzkning af A
med et endeligt antal af mengderne Gi . Thi hvis processen
fortsatte i det uendelige, fremkom jo en fglge Yn af punkter
fra A, for hvilken dist(yn,ym) >p for n #*m, og en sa-

dan fglge kan &benbart ikke have noget fortatningspunkt. o

BEMERKNING. P& grund af ovenstdende s@tning vil man i mange
lerebgger se, at kompakthed er defineret ved overdakningsegen-

skaben (2), der er meget bekvem ved teoretiske overVejglser,

og som har den yderligere fordel, at den umiddelbart kan ber”u

nyttes som definition af kompakt me&ngde i et (Hausdorff) topo-'
logisk rum. Betingelsen (1): Enhver punktfglge fra A har et
fortetningspunkt i A, har umiddelbart mening i et topologisk
A med denne egenskab kaldes sekventielt

ikke l®ngere ensbe-

rum og en mangde
kompakt. For topologiske rum er (1) og (2)
tydende. Det er let at bevise kompakthedsteoriens hovedsatning-

er ud fra overdekningsegenskaben, jvfr. Opgave 6.5.
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6.5. Uniform kontinuitet.

Idet (X,dX) og (Y,dY) er metriske rum siges en af-

bildning f: X » Y at vere uniformt kontinuert (eller lige-

ligt kontinuert), hvis der til ethvert € > 0 findes ¢§ > 0

sdledes at der for vilkarlige X40%, € X gzlder
dX(x1,x2) < 6§ = dY(f(x1),f(x2)) < g .
Skrevet med logiske symboler udtrykkes definitionen saledes:
Ve >03 6§ > 0 Vx1,x2€ZX: dX(XT’Xz) <6=»dY(f(x1),f(x2))< £ .

En uniformt kontinuert afbildning er @gjensynligt kontinuert,

medens det omvendte ikke behgver at vare tilfaldet.
F.eks. er den ved f(x) = x2 definerede funktion £f: IR - 1R

kontinuert, men ikke uniformt kontinuert, idet

f(n-+%) - f£f(n) = 2-+;% > 2 for alle n € IN.
n
Hvis f opfylder en Lipschitz betingelse med konstant C er
f uniformt kontinuert, idet man til ¢ > 0 kan velge § = g

Uniform kontinuitet er ikke et topologisk begreb, jvfr.
Opgave 6.13. Hvis X eller Y derimod er et normeret rum vil
overgang til en a@kvivalent norm ikke a&ndre pd& om -en--afbildning
er uniformt kontinuert.

Begrebet uniform kontinuitet blev behandlet af den ty-
ske matematiker E. Heine (1821-1881), der i 1872 viste, at en

kontinuert funktion f: [a,b] » IR pd et afsluttet, begranset

interval er uniformt kontinuert. Dette resultat er indeholdt i

fplgende hovedresultat.

SETNING 1. En kontinuert afbildning f: (X,dX) - (Y,dY) af
et kompakt metrisk rum (X,dX) ind i et metrisk rum (Y,dY)

er uniformt kontinuert.

Bevis. Antag, at f ‘ikke er uniformt kontinuert, altsé

3 ¢>0V3s>013 X 1%, €X: (dX(x1,x2) < §) A(dY(f(X1),f(X2))A28)
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Lad ¢ > 0 vare et tal, der opfylder ovenstdende udsagn. Sat-
tes successivt § = 1 ,%—,%—,--- ser man, at der eksisterer
fplger (xﬁ) og (xﬁ) fra X opfyldende

1
n

dy(x!, %) < =, d (£(x)),E(x")) > €.

Da det metriske produktrum XxX er kompakt ifglge Sztning 4 i

§6.2 findes (x',x") € XxX og en delfglge (xﬁ ,x; ) af
P P
(x!',x") sa x' - x' og x" -5 x". Idet
n’"n n n
p P
lim dx(xé ,x; ) = dX(x',x")
P P
. 1
1 " _r
(jvfr. Opgave 1.4 og 4.2), og dx(xnp,xn ) < np sluttes
dX(x',x") = 0 altsa x' =x". Af f's kontinuitet i punktet
X' = x" fglger dernast at
lim f(xé ) = lim f(xﬁ ) = £(x') = £(x") ,
p3ee p poe p

hvoraf som ovenfor

lim dY(f(xﬁ ),f(xﬁ )) = dY(f(x'),f(x")) = 0.
P*@ p p
Dette er imidlertid i modstrid med at dY(f(xA),f(xﬁ)) > ¢ for

alle n € N, og vi kan konkludere, at £f er uniformt konti-

nuert. o

Som en vigtig anvendelse af uniform kontinuitet viser vi

SETNING 2. Lad f: A - (Y,dY) vere en afbildning af en del-

mengde A i et metrisk rum (X,dX). Hvis

(i) (Y,dY) er fuldstendigt,

og

(ii) £ er uniformt kontinuert pa delrummet (A,dx) ’ sa kan

f pd en og kun en mdde udvides til en kontinuert afbildning

f: & > (Y,dy) .

Udvidelsen f er endda uniformt kontinuert.
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Bevis. Vi foretager f¢rst en analyse af situationen og antager
at f: A - (Y,dY) er en kontinuert udvidelse af £, dvs.

F(x) = £(x) for alle x € A. Til vilkdrligt x € A~A fin-

des en punktfglge (xn) fra A séa X, 2> X ;, o9 da T
er kontinuert i x gelder T(x) = lim ?(xn) = lim f(xn). Dette
viser, endda uden brug af forudsatningerne (i) og (ii}, at T
er entydigt bestemt. Dette sidste er i ¢vrigt ogsd en konsekvens
af Setning 2 i §3.2.

For dernast under brug af forudsatningerne (i) og (ii) at
vise eksistensen af en udvideélse T: A - Y bemerkes fgrst:
Hvis x € A og (x) er'éhZQilkarlig‘f¢lgé fra A gdende mod

X, sd er (f(xn))A en Cauchy fg¢lge i Y.
Til ¢ > 0 findes nemlig et ¢ > 0 i henhold til f's

uniforme kontinuitet pa A4, sdledes at der for alle x1,x2€ A
gelder
*
(*) dx(x1,x2) < § = dY(f(x1),f(x2)) < ¢ .
N € N,

Da (xn) er konvergent og dermed en Cauchy fglge findes

sd der for n,m > N galder dX(xn,xm) < §, hvoraf
dY(f(xn),f(xm)) < ¢ for n,m > N.

Da (Y,dY) er forudsat fuldstaendigt eksisterer %%g f(xn).

Denne gransevardi afhanger af x € A, men kunne ogsad tankes

at afhenge af den fra A Dbetragtede fglge (xn) ’ der konver-
X . At det ikke er tilfaldet ses sdledes: Hvis

er to fglger fra A, der begge konvergerer

gerer mod
(x)) o9 (y.)
mod x vil den blandede fglge A SRM ARSI SURRE ogsa konvergere

mod x , men ifglge bemerkningen ovenfor, har alle tre fglger

(f(xn)), (f(yn)) o9 f(x1),f(y1),f(xz),f(yz),-~-
en gransevaerdi i Y. Da de to fgrste er delfglger af den sidste,

md alle tre grznseverdier vare ens.
Det er nu tilladeligt at definere T: A - Y ved

T(x) = lim f(x_), for x €A, x. € A, X_ - X.
n n n
n-»oco

At f(x) = f(x) for x € A fglger straks ved at betragte den




Mat 2 MA 1984/85 I.6.13

konstante fglge x,x,+--, og at T er uniformt kontinuert

felger sdledes: Til € > 0 findes &6 > 0 i henhold til (%*).

Lad x',x" € A opfylde dg(x',x") < §. Valges (xﬂ) og

(xg) fra A sa xé - x', xﬁ -> x", vil dX(xﬁ,Xﬂ)-+dX(x',x“),

og altsd findes N € N , sa der for n > N galder

dx(xﬁ,xg) < 8. Ifplge (*) galder sa
dY(f(xﬁ),f(xﬁ)) < ¢ fbr n >N,
hvoraf
dY(f(x'),%(x")) =lim'dY(f(x5),f(xH)) < e . o
n-oo

BEMERKNING. I forbindelse med Sztning 2 kan vi formulere fgl-
gende princip: Egenskaber ved £ forbliver gyldige for t.

Som et eksempel herpd viser vi:

SETNING 3. Lad f: A - F vere en kontinuert linezr afbildning

af et tet underrum A af et normeret rum E ind i1 et Banachrum

F.
Den entydige kontinuerte udvidelse f: E~»F af f er
linezr og WEH = 11T Il .

Bevis. Ifglge Saetning 2 i §4.3 opfylder f en Lipschitz be-

tingelse med konstant |l £l og er specielt uniformt kontinuert,

sd Satning 2 kan anvendes. At f(x+y) = %(x)-F?(y) ses nu ved
at velge fglger (x) og (y ) fra A, s& x =%,y ='y.

Dermed galder Xty o Xty, sa

f(x+y) = lim f(xn+yn) = lim (f(xn)-kf(yn))
n-oo n-»o
= lim f(x_) +1im £(y ) = T(x) +T(y),
n-oo n n-»o0 n
og tilsvarende ses, at f(ax) = 2\T(x) , altsd er T 1linear.
Af uligheden |l £(x)II < I £l IIxll for x € A, fas ved grense-

overgang || F(x) Il < Il £1l Ixil for x € E, hvoraf
NEIN< NElIl , og den modsatte ulighed gmzlder, da T udvider

£, altsd8 Hfll= I%EN. o
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Opg.§6

Opgaver til §6.

6.1.

Vis, at et kompakt metrisk rum er fuldstendigt.

Lad (M,d) vare et metrisk rum. Idet afstanden mellem
to ikke tomme delmengder A og B af M defineres

ved
d(a,B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B},

og specielt d(x,A) = d({x},An), skal man vise fglgende:
(1) Hvis A er kompakt findes for hvert x € M' et
punkt a € A , sd d(x,A) = d(x,a).

(2) Hvis A og B begge er kompakte findes a € A

og b € B sa

d(a,b) = d(A,B).

(3) Hvis M =IRk, og hvis A EIRk er afsluttet, B EZRk

kompakt, sd findes a € A, b € B sa
d(a,b) = d4(A,B)

(4) Giv et eksempel pa to afsluttede disjunkte mengder

A,B i IR med d(A,B) = 0.

Lad (M,d) vere et kompakt metrisk rum. Vis, at der

findes a,b € M 84 d(a,b) = diam M.

Lad (X,dX) og (K,dK) vere metriske rum, og antag at
K er kompakt. For en kontinuert funktion £f: XxK - 1L

betragtes for hvert x € X snitfunktionen fX: K » 1L

givet ved k ~ fx(k) = £(x,k). Vis, at fX tilh@grer

Banachrummet C(K,L) . Vis videre, at hvis X, = X i

X, sa& vil fX - fX uniformt pd K (g¢r det indirekte),
n

og ggr rede for, at det medfgrer, at x ~ fx er en kon-

tinuert afbildning af X ind i (C(XK,IL)
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Oopg.§6

Benyt overdakningsegenskaben til at vise hovedsatningerne

1-3 i §6.2 om kompakte mangder.

Lad (M,d) vare et metrisk rum. Vis, at M er kompakt
hvis og kun hvis fallesmengdeprincippet er opfyldt:
For enhver familie (Fi)iEI af afsluttede mengder i M

gelder, at hvis nreE, =0¢, sd findes endelig mange
i€l
indices i1,---,in € 1, sa
Fiﬂ---ﬂFi = Q.
1 n

Lad (M,d) vere et kompakt metrisk rum og lad

F, 2F, 2+-- vare en dalende fglge af afsluttede ikke

tomme mengder. Vis, at n F_# @ .
n=1

Idet afstand mellem mengder er defineret i Opgave 6.2,
betragter vi for en afbildning f£: (X,dx) - (Y,dY) fol-

gende betingelser:

(1) f er uniformt kontinuert.
(2) Ve>0 3 §>0 VA < X: (diam A < § = diam f(A) < ¢).
(3) VA,B c X: (dX(A,B) =0 = dY(f(A),f(B)) = 0).

Vis, at (1) & (2}, og at (1) = (3).

Med betegnelserne fra 6.8 skal man vise Efremovich's

setning: (3) = (1).
Vink: Antag, at f ikke er uniformt kontinuert. Udnyt
dette til at finde €9 >0, og felger (an) og (bn)

fra X, sd der for alle n € W galder

5]

dela /b)) <=, dy(fla),£(b)) > ¢, .

Se pa fglgende 3 muligheder, idet a = f(an),Bn = f(bn):

(1) Der findes n, € N og n, < n, < n, <..- fra
N sa
0
dY(Gn B ) < T for k=1,2,---

.
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Opg.§6
(2) Der findes ng, € N og n, < n, < n, <eeo fra N
sé
d,(ac_ ,B_ ) < EQ for k=1,2,+++ .
Y''n ""ng 4 re
. £,
(3) Vvn € N3N € NVm > N: dY(an,Bm) >
og £
Vn € N3N € NVm > N: dY(am,Bn) > T

Vis, at man i alle tre tilfaelde kan finde en fglge

n, <n, <ng<--- fra W, s& der for alle p,q € N

gelder

€0
d((xn an ) Z_T ’
p g

og slut heraf, at (3) ikke er opfyldt.

6.10. Lad (Xn,dn), n=1,2,--+ vere en fplge af kompakte metri-

4
ske rum og lad X = ? Xn vere det i Opgave 4.6 definerede

metriske rum af fglger x = (x,,x,,+++), hvor x € X/
for alle n. Vis, at X er et kompakt metrisk rum.
Vink: Lad (§n) vere en fglge fra X . Konstruer en del-

fplge (§A) af (En) sa fgrste koordinaterne i (Eﬁ)
konvergerer. Konstruer dernast en delfglge (§;) af (gﬁ)
sd 1. og 2. koordinaterne konvergerer. Fortsat og konstru-

er i p'te trin en delfglge (§ép)) af (§£p—1)) sd de
p f@rste koordinatfglger i §£p) konvergerer. Betradt
dernast diagonalfglgen (§én)) som er en delfglge af

(§n) ’ og vis, at alle dens koordinatfglger konvergerer.

6.11, Lad f: Ja,b[ » R vare en kontinuert funktion, idet
—o< a < b < o, Vis, at fglgende betingelse er akvi-

valente:
(i) f er uniformt kontinuert.

(ii) £ kan udvides til en kontinuert funktion f: [a,b]l > R.

(iii) 1lim £(x) og 1im+f(x) eksisterer.
x-b X-a




Mat 2 MA 1984/85 ‘ I.6.17
Opg.§6

Vis,at i tilfeldet a =-o, b = gelder (iii) = (i),

men at (i) = (iii) er forkert endda med begranset f.

6.12. Lad (M,d) vere et metrisk rum og lad (M,d) og
(M,d) vere fuldstendigggrelser af M. Vis, at
(ﬁ,d) og (M,d) er isometriske, (dvs. at der fin-

des en surjektiv isometri af M pa M.

6.13. Set dist(x,y) = lArctanx;—ArctanyW for x,y € R.
Vis, at X ~ X ikke er uniformt kontinuert fra
(IR,dist) til (R,I|-1), og at x ~ x2 er uniformt

kontinuert fra (R,I|-1) til (IR,dist) .
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Kapitel II. MAL- OG INTEGRALTEORI

Indledning.

Nar der i dette kapitel tales om iﬁtegralet af en funktion
eller skrives [f(x)dx, [f(x)du(x), [fdu o.lign., menes altid
et tal, nemlig en graznsevaerdi for visse summer. Integraltegnet
|, indfgrt af Leibniz (1675), er i gvrigt afledt af bogstavet

S for det latinske ord summa.

For os er et integral sdledes; hvad man-ogsd kalder et be-
stemt integral. G&ngse betegnelser som IZ f(x)dx , der skyldes
Fourier (1816), vil naturligvis blive benyttet, ndr der er behov

for at pracisere integrationsomridet.

Om integralbegrebets udvikling.

Fgr Cauchy lod man sig ngje med at sige, hvilke arealer man

skulle addere eller subtrahere for at opnd integralet fg f(x)dx

af en funktion f: [a,b] ~ IR.

1Y

+
[\ N\ S s
\_/

Til tilnazrmet beregning af en sadan arealst@grrelse har vel

landmdlere og matematikere til alle tider brugt middelsummer

n
5 = T E(E;) Gmxy )
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1
gy«
A e e ,

med a = x. £ &, £ x4 £ .., ¢ x,_, 5 £, 2 X, ...< x = b . Cau-
0 1 1 i-1 =i i n

chy tager ikke la&ngere arealstgrrelsen for givet. Han beviser,
[a,b] ~ R er kontinuert, da findes et tal I, sa-
|s-I| < ¢ for enhver inddeling med

A

at hvis f£f:

ledes at V¢ EIR+ 3¢ EIR+:

maxi(xi-xi_1) < §, og definerer derpa Jg f(x)dx som gra&nse-

verdien I for middelsummerne. (1823).
p& samme made, men for enhver

Riemann definerer fg f(x)dx

funktion f: [a,b] ~ R, hvor middelsummerne har en gransevardi.

(1854) .
Riemann integralet, som det nu kaldes, vil vi dog foretrakke

at indfgre som fgrst gjort af Darboux (1873)

Lad f: Ja,b] ~ IR vere en begranset funktion.

Et tal U € R kaldes da en undersum for f, hvis der

findes en inddeling a = x,<x,<...<X, <x,<...<x_ =D,
0 1 i-1 i n
samt tal u,,--°+,u_, hvor
1 n
VX € ]xi_1,xi]: uy < f(x), i=1,---,n,
o ] n .
sdledes at U = X ui(xi-xi_1) - Se figur p.3.

i=1
Nedre Riemann integral af £, fb f(x)dx , defineres nu som
-a
£,

gvre granse for alle undersummer. gvre Riemann integral af

b
[. f(x)dx defineres ganske analogt som nedre granse for alle

oversummer.




Mat 2 MA 1984/85 IT.i.3

Y=/

-1 i

Idet enhver undersum er mindre eller lig enhver oversum, har
man
® 0
f(x)dx £ f(x)dx .
J Ja
-a
Hvis der her galder lighedstegn, siges f at vere Riemann inte-

grabel, den falles vardi kaldes Riemann integralet af f og be-

tegnes fg f(x)dx .

Riemanns integralbegreb har desvarre en alvorlig mangel:

De Riemann integrable funktioner udgg¢r ikke noget velafrundet om-

rdde ved graznseovergang.
Eksempelvis kunne man ¢gnske sig bekvemme reéiér af form

n n’

n=1 n=1

Betragt imidlertid for hvert gq € ¢, 0<g £ 1, “funktionen
fq- 10,11 ~ [0, givet ved

1 for x =g
f (x) = {
! 0 for x # q.
Alle funktionerne er Riemann integrable med integralet 0, sa-

ledes at

1
> r f (x)dx = 0,
qJya

men sum- og integraltegn kan ikke ombyttes; funktionen Zq fq
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er ikke Riemann integrabel. Det er den sdkaldte Dirichlet funktion,

med verdi 1 i hvert rationalt, 0 i hvert irrationalt punkt 1

intervallet 1]0,1]; ¢vre Riemann integral er lig 1, nedre Rie-

mann integral lig 0.

Det er imidlertid lykkedes den franske matematiker Lebesgue
(Intégrale, longueur, aire. Thése. Paris 1902) at indfgre et nyt
integralbegreb, der indfrier alle rimelige forventninger vedrg-
rende gr@nseovergandg. Lebesgue integralet blev et afggrende gen-
nembrud, en vaesentlig forudsatning for den matematiske analyses
udvikling i indeva&rende arhundrede.

Pa dette sted vil vi n@gjes med at skitsere, hvordan Lebesgue

definerede integralet af en begranset funktion f: Ja,b] ~ R.

Y
%
Hi-1

En Lebesgue middelsum har formen

n
E ni-m(Ei),

i=1
hvor
vVx € la,bl: Yo < £(x) =y .
Yo SNy Sy, S0, s..osy, S0, 2y, S...5n Sy,
E, = {x € ]a,bl |yi_1 < £(x) = yi} , i=1,-+4,n,

og m(Ei) betyder "den samlede l®&ngde" af Ei‘
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Man bemzrker, at der inddeles efter funktionsvardier.
Lebesgue indfgrte sd integralet jg f(x)dx som den even-

tuelle gransevardi for middelsummer, svarende til

maxi(yi-yi_1) - 0.

Til belysning af forskellen fra Riemanns fremgangsmlde gi-
ver vi Lebesgue ordet (Foredrag i Dansk Matematisk Forening, se

Matematisk Tidsskrift B 1926, p.54 ff) s

On peut dire encore que, avec

Tcer

le procédé de Riemanu, on essayait de sommer les va-
leurs de (a f&nc?‘c'on en les prenant dans I'ordre ou ils
étaient fournis par la variation de #, on opérait donc comme
" le ferait un commergant sans méthode qui compterait pidces
et billets au hasard de l'ordre ot ils lui tomberaient sous
la main; tandis que nous opérons comme le commercant
méthodique qui dit:

couronne valant 1-m(£),
couronnes valant 2-uz(L,),
couronnes valant §-2(5,),

j'ai m(Ey) pitces de
j'ai m(Z,) piéces de
j'ai m(£y) billets de

(LT S

etc., j'ai donc en tout:
S=1m(E)+ 2-m(E) + 5-m(E) 4 -+,

Les deux procédés conduiront, certes, le commergant au
méme résultat parceque, si riche qu'il soit, il n’a qu’un nombre
fini de billets 4 compter; mais pour nous, qui avons 4 addi-
tionner une infinité de valewrs | la différence entre les deux
fagons de faire est capitale.

Til Lebesgues integraldefinition knytter vi nogle bemark-
ninger.
1. Mezngderne Ei kan vere yderst komplicerede. Dannelsen af
Lebesgue middelsummer forudsatter derfor et narmere studium af
begrebet "samlet langde", ogsd kaldet Lebesgue mdl, for vilde
delmzngder af 1R.
2. Under forudsatning af et tilsvarende hold pa areal, volumen,
..., ligeledes kaldet Lebesgue mdl, for vilde delmengder af
IR2,1R3,--- ’ kan Lebesgue integralet for funktioner af 2, 3 el-

ler flere reelle variable indfgres ganske som for funktioner af

1 variabel. Ovenfor erstattes blot intervallet la,b] med funk-

tionens definitionsmengde.
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3. Tenker man sig en massefordeling pd linien (eller i planen,
fédr man ved at lade m(Ei) betyde den samlede mas-

men i ¢vrigt gd& frem som fgr, hvad der kaldes inte-

rummet,...),

se i E, ,
i
gralet af f med hensyn til den givne massefordeling. (Johann
Radon 1913.) Videre: »
4. Det er kun fa, fundamentale egenskaber ved langde, areal,

volumen,... , der benyttes ved definitionen af Lebesgue inte-

gralet og ved beviserne vedrgrende granseovergang med dette. Idet

man af et mdl u i en (abstrakt) m@&ngde netop kraver disse egen-

skaber, kan sd hovedtrak af teorien overfgres til integration med

hensyn til et vilkarligt mdl. (Maurice Fréchet 1915.)

Nermere om integralbegrebets udvikling kan man lase i
I. Pesin: Classical and modern integration theories (Moskva 1966;

Academic Press 1970). Se ogsd Lebesgues ovennavnte foredrag samt

N. Bourbaki: Eléments d'histoire des mathématiques (Hermann 1960)

for kortere oversigter.

Her gar vi frem modsat den historiske udvikling, idet vi

starter med den abstrakte mdl- og integralteori. (Se 4. ovenfor.)

Selv om vi ikke havde andet sigte end Lebesgue integralet, ville
denne fremgangsmdde dog have den fordel, at hovedtrakkene frem-
stdr klarere, ndr teorien er befriet for irréelevante forudsat-
ninger. Pa den anden side bgr man stedse have det konkrete hoved-
tilfelde i tankerne: Lebesgue integralet i ZRk

Vi vil i ¢vrigt ikke i detaljer fglge Lebesgue i definitio-
nen af integral, men benytte en af de mange mulige ﬁarianter,

der bl.a. tillader os straks at inddrage ogsd ubegransede funk-

tioner, defineret f.eks. pd hele ZRk.

En anden fordel ved den abstrakte teori er, at den omfatter
grundlaget for sandsynlighedsregning. En sandsynlighed er et mdl
med total masse en. En stokastisk variabel er en mélélig afbild-
ning og middelverdi er integralet med hensyn til en sandsynlighed.

Lad os slutte denne historiske indledning med at sammenligne

talbegrebet med integralbegrebet.
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Til praktiske formdl er de rationale tal tilstraekkelige.
En regnemaskine kan kun give os et rationalt facit. Alligevel
er det fra et teoretisk synspunkt fundamentalt af have alle
reelle tal til radighed. (En begranset talmangde har et supre-
mum, Cauchy-fglger er konvergente) .

I praksis mgder man hovedsagelig integralet af kontinuerte
funktioner, eventuelt af stykkevis kontinuerte funktioner. Al-
ligevel er det fra et teoretisk synspunkt fundamentalt, at
kunne integrere en stgrre klasse af funktioner - de Lebesgue in-
tegrable - fordi denne klasse af funktioner er lukket overfor
granseprocesser, der svarer til at en voksende begranset tal-
fglge er konvergent.

At stoppe ved Riemann integralet ville vare som at ngjes

med en del af de reelle tal.

Henri LEBESGUE (1875-1941)
(Photographie datant d’environ 1904)
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Regning med + o,

§o.

af reelle

og

Det er undertiden bekvemt at udvide mengden IR

tal med to ekstra elementer, som vi vil betegne -,

Vi setter TR = [-o,0] = RU{-o,o} , (i Mat 1 betegnet IR¥).
-3 . [} . n ey
Ndr o indgdr som led i en sum .X, a,, a. € IR, men -«
n i=1 i i
ikke ggr det, settes .X, a, = o,
i=1 i n L
Nar -« indgdr som led i en sum .¥, a., a, € IR, men o
n i=1 i i _
ikke g¢r det, sattes 131 ai = —oo ,
En sum, hvor bdde o« o0g -« indgdr som led, tillagges
ingen mening. F.eks. er o+ (-») ikke defineret.
En differens b-a tolkes som b+ (-a}). F.eks. er da o-o
ikke defineret.
Ethvert produkt ab med a,b € R tillagges en mening,
idet vi satter
O0+(t @) = (£ )-0 =0,
c(t ®) = ( ®)c = £ o ndr 0<c £ o,
c(t ®) = (¢ ®)c = + o ndr -« < c<0.
Multiplikationen i TR er da kommutativ og associativ.
R .

Der er ikke meget pant at sige om regneoperationerne i

I almindelighed arbejder vi da ogsa i 1R eller i [0,] .

Lad os dog til senere brug nevne f@lgende regler:

a+b cea=c-b ndr b €R og a,c € R,

=

< ndr a € R og b,c €

a+b

a+c e b=sc

lim inf (a+b )
n n

a+1lim inf_Db_ og
n n

lim supn(a+bn)

a+lim su b
Py Pn v

ndr a € R og b1,b2,--- € R.
Summer X, __a. med 0 £ a. £ o,
summer  2g-4a, med j
I TR, = [0,o] kan og vil vi boltre os, hvad angdr multi-

+
plikation og isar addition. F¢rst bemzrkes,

er kommutative og associative,

at begge regneope-

rationer inden for TR, og at
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den distributive lov gelder. Herved vil vi dog ikke blive stéen-

de.

Vi definerer summen X a. af en vilkérlig familie (a.).
S e B j'jes

af tal aj € T§+ som supremum af alle endelige delsummer, altsé

> a, = sup I a.,
jeg J jerx J

hvor supremum tages over alle endelige delmengder I* af indeks-

mengden J.
Dette er naturligvis kun noget nyt, hvis J

Vi nevner 3 vigtige resultater om summer:

er uendeliqg.

1° Splittes J 1 (gerne uendelig mange) delmengder Jk’ k € K
da er > a, lig summen af summerne T a. . Mere formelt
— . j .
jed jeI,
skrevet
2 a, = X X a.
j€J 1 k€K JET, J
nar J = U J med J nJ =@ for k, * k,.
T k€K ko — k1 k2 T L 2
(Vi regner ra. =0, for det tilfalde at Jk = @ for et el-

jep J
ler flere k.)
For bevis, se Opgave 0.6. — Resultatet finder specielt an-

vendelse pd dobbeltsummer: . For enhver familie (bhk)(h,k)EHXK

af tal bhk EIR+ er
T~ b = X b =Y ¥Xb .
n k hk h,k hk X h hk

I almindeligggrelse af den distributive lov galder der i

R,
2© b ¥ a, = I (ba.).
jeg 1 jeg
Endelig galder:
3O Hvis en sum Yy a., a. € R, , har en endelig verdi, altsad
j€T J J +
hvis
2 a, < o,
jeg
sd er a. ¥ 0 for kun taelleligt mange indices Jj € J.

J
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Antag nemlig z aj = g< o, For hvert n € N er der da
jeJ
hgjst endelig mange j € J med aj 2 %; antallet er begrenset
af ns.
En sum X a.y aj € ﬁ+ , med N som indeksmengde kan
JEN
tolkes som en rakkesum: Der gelder nemlig
n
sﬂzZa./Za. for n = o,
g=1 3 jeN

(Summer Yy a. med a. R, eller aj € ¢, Dbehandles

j€d
i §4.6.)
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I1.0.4

Opg.§0
Opgaver til §O.

For en vilkarlig fglge A1,A2,--- af mengder sattes
lim 1nfm Am = Un ﬂp An+p , lim sup Am =N
o

u A
n p
1 Vis, at

n+p °
lim inf A < lim sup_ A .
m m = m m
2 Vis, at

lim 1nfm Am=={xl InVp: X € An+p

}.

}y
lim sup Am=={XI vn3p: x € A_,

P
(Bemzrk, at

IAnVp: X € An+p & x tilhgrer alle Am fra et vist trin,
vYnip: X € An+p & x tilhgrer mengder A

- med vilkarligt
hg¢je numre .)

Ggr rede for, at | 1lim inf A og 1lim sup_ A bevares
7 { m m m ' m
ved omordning af A1,A2,

Bestem limes inferior og limes superior (se Opgave 0.1)
for fglgerne

A SRy g 09 By 2By ey
¢IXI¢IXI¢IXI"' ’
- u

Ved indikatorfunktionen (med grundm@zngde X) for en del-
mengde A af en given mangde
1

X + ¢ forstds funktionen
A’ X ~ {0,1}, hvor

1 for x € A
1,(x) = {

0 for x € CA = X~NA.
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0.3. 1° Lad A og B vare delmengder af en (grund) mengde X .

Gpr rede for, at

CA A’
Taus = sup{1,, 15} = 15 * 15 - Tane
g = inf{1,,15} = 14 * 1 - 1,uB -

2 Lad (Aj)j€J vere en familie af delmengder af X.

Gg¢r rede for, at

1U.A. = supj 1A. ' 1n.A. = 1nfj 1A.

J 3] J 33 J
0.4. Lad (An)nEIJ vare en fglge af delmengder af en grund-
mengde X . Gpr rede for, at
1lim inf A = lim inf 1A ! 1lim sup A = lim sup 1A
n n n n

(se Opgave 0.1.)

Idet a € T§+ og pcAC R, , @<Bc i§+, skal man

vise, at

I

sup(a + B) a+sup B,

sup aB = a-sup B,
sup(A + B) = sup A + sSup B,
sup (AB) = sup A - sup B.
Her erx
a +B = f{a+blb€ B}, {aB = ablb € B},

{abla € A, b € B} .

A+B={a+b|a€A,b€B}, AB

22 29 Galder det samme med infimum i stedet for supremum ?
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II1.0.6
Opg.§0

Lad (aj)jEJ vaere en familie af tal aj € [0,»] .

Vvis, at
X aj = X aj + X aj,
j€J1UJ2 jEJ1 jEJz

nar 1,J cJ er disjunkte, dvs. j1 nJg, = o .
(vink. Man kan benytte Opgave 0.5.)

Vis, at
n

2 n aj = X z aj,

j€kg1Jk k=1 jEJk
nar J1,---,Jn cJ er parvis disjunkte.
Vvis, at

ya. = X 2 a. gy

jes J  ker jeJ, ]
ndr J = U Jk ’ hvor (Jk)k€K er en familie af par-

k€K
vis disjunkte mengder.

Gpr rede for, at reglen om dobbeltsummer i noterne er

et specialtilfalde af resultatet i Opgave 0.6. 3°

Vi regner i R, = [0,=]. Gor rede for, at

multiplikationen er distributiv med hensyn til additionen.

a £ b. = % ab.,
jEJ 3 5eg
( \ (
z a, .o a.b.
\iEI l/ J€JT J/ (1IJ)€IXJ i3’

hvor a € [0,«], medens '(ai)iGI og (bj)jEJ er
vilkdrlige familier med a, € [0,=], bj € [0,x].
(Vink. Man kan benytte Opgave 0.5.)
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§1. Malelige mengder.

1.1. Indledende om langde-, areal- og volumenproblemet.

af IR (hen-

Problemet bestdr i til passende delmengder A

holdsvis af ZR2,1R3,...) at knytte tal m(a) , som med rimelig-
.) af A.

hed kan kaldes l®&ngden (henholdsvis arealet, voluminet,..
Ud over kravet om, at kongruente me&ngder bgr have samme leng-

de (areal, volumen,...), havde man tidligere fastet sig ved addi-
tivitet: ndr en mengde A i R (henh. IRzﬁms,...) kan stykkes

sammen af endelig mange, parvis disjunkte dele, der hver har en

lengde (areal, volumen,...), da bgr A som lengde (areal, volu-

men,...) have summen af delenes.
pa numerabel additivitet: her

Emile Borel peger i stedet

tillades sammenstykninger ogsa af numerabelt mange, parvis dis-

junkte dele; summen af lengderne (arealerne, voluminerne,...) er

da en rakkesum. (Legons sur la théorie des fonctions, Paris 1898.)

Denne drejning er afggrende for Lebesgue integralet.

Hvis man kunne till®gge alle delmengder A 1 TR (henh.

IR2,IR3,...) en langde (areal, volumen,...) og samtidig indfri

gnsket om numerabel additivitet, og at kongruente mengder tillaeg-

ges samme vardi, var situationen optimal. Som antydet i Mat 1 SS,

kan dette lade sig gg¢re, hvis man bygger pa Solovays model for
mengdeleren (1970). I denne model galder bl.a. det numerable ud-

valgsaxiom, men udvalgsaxiomet galder ikke. Udvalgsaxiomet kan

formuleres sdledes: For enhver familie (Ai)i€I af ikke tomme
mengder Ai findes en funktion f pd I s& f£f(i) € Ai for
ie1TI. Hvis man kun betragter numerable familier (dvs.

hvert
I forudsattes numerabel), far man det numerable udvalgsaxiom.

Pnsker man at operere i en version af mengdelaren, hvor ud-
og det g¢r man normalt, kan man vise, at

valgsaxiomet galder,
der ikke kan tillagges en l@&ng-

der er delmengder f.eks. af R,
de pd fornuftig made. (Se §5.8, Satning 3).

Dette betyder, at man skal finde et passende stort system
af mengder, som kan tillagges en langde (areal, volumen,...).
Mengderne i systemet kaldes Lebesqgue mdlelige. Af tekniske grunde

studerer man fgrst et mindre system, hvis mengder kaldes Borel

midlelige eller blot Borel mengder.
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1.2. Begrebet o-algebra.

En mengde IE af delmengder af en mengde X kaldes en

o—-algebra i X , hvis
(i) X €E
(ii) CA = X~NA €EE, ndr A €E

(iii) U A €E, nar A,,A_ ,--+ €,
n 1 2
nelN -

Der galder da tillige
P € IE
AUB,ANB,ANB € E, nd&r A,B € E,

n A € E, ndar A,,A ,+++ € IE.
new D 17772

En o-algebra er altsd stabil over for de sa&dvanlige mangdeopera-

tioner anvendt pad endelig eller numerabelt mange m@&ngder.

Pdstandede fremgar af

@ = (X = X~NX,

AUB = AUBU® U---UQU=---,
ANB = C(CAUCB) ,

ANB '=ANCB,

n An = C( U CAn)

newN nedN

Mengden P(X) af alle delmengder af en mengde X er natur-

ligvis en o=-algebra i X , den stgrst mulige. Systemet {@,X}
er den mindste o-algebra i X. o
Enhver fallesmengde af o-algebraer i X er igen en o¢-al-

gebra i X . Det verificeres umiddelbart.

SETNING. Lad D vare en vilkarlig mengde af delmengder af en

mengde X . Der findes da en mindste o-algebra o(ID) i X,
der indeholder D, dvs.

(1) c(ID) er en o-algebra i X, D c o (ID)

(ii) for enhver o-algebra F i X med D < F galder

o(Db)c F.
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Bevis. Fallesmengden o (D) for alle o-algebraer TF i X,
der indeholder D, er selv en o-algebra indeholdende I, - 09
Abenbart den mindste. Strengt taget burde fgrst bemerkes, at der
er noget at tage fellesmengden for, altsd at der findes i hvert

fald &n o-algebra F i X, der indeholder D . Men det er

oplagt: P(X). o

Bemark, at beviset er et rent eksistensbevis. Det giver ikke
nogen eksplicit betingelse for, om en forelagt mengde A ¢ X
tilhgrer o(D) eller ej. Man siger, at o(D) er o-algebraen
frembragt af I, og D kaldes et frembringersystem for o(D) .

N&r man i en mengde X har udvalgt en o-algebra IE kaldes

parret (X,IE) et malbart rum, jvir. terminologien topologisk

rum, hvor man pd X har udvalgt et mengdesystem G med helt an-

dre egenskaber, kaldet en topologi. Me&ngderne i I siges at vare

Cl. Bug. Pirau

EMILE BOREL
1871-1956

I1.1.3
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1.3. Borel mengder.

Et interval i ka er en mengde
I =TI;x-c-xIy ={(x1,---,xk)|xi €Ii , 1=1,++-,k},

hvor hvert I, er et (begrenset eller ubegranset) interval i TR.
Er alle Ii dbne, henholdsvis afsluttede i 1R, f&s et &abent,
henholdsvis afsluttet interval I i :mk . Er alle Ii begran-

sede og af samme l®ngde, kaldes I o0gsd en terning.

I = I1x --oXIk ’ hvor

hvert Ii er af form ]ai’bi] med _w<<ai,<bi'<m'
have et navn vil vi kalde dem standard intervaller.

Standard intervaller er velegnede som byggeklodser. F.eks.

Vi skal isar betragte intervaller
For at

gelder:

SETNING. Enhver dben mengde G # ¢ i ZRk kan fds som forening

af numerabelt mange, parvis disjunkte standard terninger.

Bevis. De numerabelt mange terninger

{(xyseeepx)In, <x, <y 1, 1=1,---,k}

med n, € Z danner en klasseinddeling af Imk ’ som maskerne i
et net. Lad os kalde dem masker af ote orden. For hvert p € N

betragtes en tilsvarende klasseinddeling af ZRk i masker p
orden

{(x1,---,xk)Ini-2_pl<xi>§(ni+1)2—p, i=1,--+,k}.

Enhver d&ben mengde G # @ i ZRk kan nu opbygges af de masker

af Ote
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Orden, der er indeholdt i G ; de masker af 1ste orden, der er

indeholdt i G wuden at vare del af en maske af Ote orden inde-

holdt i G ; osv.
Som konsekvens noteres, at en o-algebra i ZRk , der inde-

holder ethvert standard interval (eller blot alle terninger i

de ovennavnte klasseinddelinger af IRk), ogsd vil indeholde en-

hver &ben mangde.
Omvendt er det klart, at en o-algebra i IRk,

holder alle &bne me&ngder, ogsd vil indeholde alle intervaller.

der inde-

Thi ethvert interval kan fds som fellesmengde for en fglge af

dbne intervaller, eksempelvis

_ 1
{(x1,---,xk)|ai<)%_§bi}-ngm bﬂ,---,xk)lai<>ﬁ_<bi'+ﬁ}.

Ved Borel algebraen i ZRk forstds den mindste o-algebra

i ]Rk, der indeholder alle abne mengder i :mk . Den betegnes

IBCRk) eller blot B, - De ZBk—mélelige nengder, dvs. ma&ngder-
kaldes ogsd Borel mengder. Vi satter B =]B1.
kan, ifglge ovenstdende, ogsd karak-

c-algebra, der indeholder alle stan-

ne tilhgrende Bk ’
Borel algebraen i 1R

teriseres som den mindste

dard intervaller. Med andre ord: De &bne mengder og standard

intervallerne er hver for sig frembringersystemer for ZBk.

Borel mengderne i 1R blev fgrste gang angivet af Emile Borel

(1898), i forbindelse med en skitse til fastsattelse af langder
for disse mengder (se §1.1). - For hvert talrum ZRk, k € N, er

situationen ganske tilsvarende. Vi vil i hvert fald tilskrive et-

hvert standard interval i 1R et volumen, nemlig produktet af

kantlangderne. Skal vore intentioner vedrgrende volumenbegrebet

(se §1.1) opfyldes, er det da ngdvendigt at definere volumen ik-
k

ke blot for enhver dben mangde, men for enhver Borel mengde i IR .
at vi ikke er i besiddelse af en generel, eksplicit

Bemerk,
A c HJ; er en Borel

betingelse til afggrelse af, om en mengde

mengde. Beviser for pastande af formen VB Ein: p(B) , hvor

p(-) er et &bent udsagn, md derfor som regel bevises pa fglgende

made:
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a) Man viser at systemet af de mengder A € Bk (eller
blot A EZRk) for hvilke p(A) er sand, udg¢gr en

oc-algebra.
b) Man efterviser, at p(A) er sand for alle mezngder A

i et passende frembringersystem for :Bk.

For at klare b) ma man ofte udsgge sig et frembringersystem pa

snedig vis. Vi vil se mange eksempler pa ovenstdende bevismetode.

Medmindre det gar meget underligt til, kan man imidlertid
vente, ‘at en eksplicit beskrevet mangde A g:mk er en Borel
mengde, og det vil som regel kunne vises ved, at man udtrykker
A ved telleligt mange mengdeoperationer udfra mengder, som man

allerede ved er Borel m®ngder, f.eks. intervaller eller &bne

mengder.

EKSEMPLER. (a) En afsluttet mengde i RX er en Borel mzngde,
som komplementermengde til en &ben mzngde.
k

(b) Et punkt og dermed enhver tzllielig mengde i 1R er

en Borel mangde.

Der findes delmengder af ZRk som ikke er Borel mengder.
Det er ikke helt let at vise, men er en konsekvens af resultater
om &kvipotente mengder, idet IBk - er akvipotent med IRk (og der-

med med IR) , medens PCRk) ikke er zkvipotent med IRk.

For et vilkdrligt metrisk rum (X,d) defineres Borel alge-

braen B(X) som den mindste o-algebra, der indeholder systemet

af dbne mengder, altsd B(X) = o(G) , hvor G er systemet af
dbne mengder. Mzngderne i B(X) kaldes Borel mzngder. Bemark,

at "Borel mengde" er et topologisk begreb. Et metrisk rum kan
altid opfattes som mdlbart rum udstyret med Borel algebraen.
Den udvidede reelle tallinie TR = [-w,»] vil vi ogsd for-

syne med en o-algebra, betegnet B og defineret ved
B =0 {]a,o] |a €R}).
For A c R galder (Opgave 1.6)

AEB AN REB.,
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Opg.§1
Opgaver til §T7.
1.1. Vis, at systemet =E af delmengder A < X, s& enten A
eller CA er taellelig, er en o-algebra i X.
1.2. Vis, at maengdesystemerne
{la,o[ |a e R}, {la,=[]a €eR}, {]-=,al | a € R}
{]-»,al | a € R} alle er frembringersystemer for
]B1.
1.3. Vis, at systemet F af afsluttede mengder og systemet
K af kompakte me®ngder i IRk ' begge er frembringer-
systemer for Bk .
1.4. Vis, at for A < X galder o({a}) = {@,A,CA,X}.
1.5. Lad A,,--+,A vere delmengder af X. Vis, at den
1 n
mindste o¢-algebra i X, der indeholder A1,---,An,
har hgjst 22" clementer, og giv et eksempel, hvor
o({A1,---,An}) har 227 elementer.
1.6. Lad TR vare udstyret som metrisk rum ved metrikken
d(x,y) = |Arctanx -Arctany]| ,
idet Arctan(z o) = % %.

Vis, at Borel algebraen B(IR) for det metriske rum
(R,4) er frembragt af mengdesystemet {]la,»]|a € R},
altsd B =B(]R) . Vis videre, at der om A c R galder

A€EBeANIR € B

1.7. Vis, at fglgende mengdesystemer alle frembringer Borel

algebraen B1 i 1R:




I1.1.8
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1.

a)
b)

c)

L.ad

Vis,

Opg.§1
{l-w,r[ | r € O}
{[a,bl] fa(b , a,b € R}
{[a,b] | a<b, a,b € T}, hvor T er en overalt

tet delmengde af R.

® vare udstyret med den sadvanlige metrik.

at B(®) = P(Q) .
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§2. Malelige afbildninger.

2.1. Definitioner og simple egenskaber.

Lad (X,IE) og (Y,TF) vere milbare rum.

DEFINITION. En afbildning ¢: (X,E) - (Y,TF) kaldes

E-F-mdlelig (eller blot mdlelig ndr IE,F er underforstdet

af sammenhangen), safremt
VF €EF: ¢ (F) € E,

altsd sdafremt enhver mengde F € F "tilbagetransporteres" i

en mengde fra IE .
Bemerk analogien med kontinuerte afbildninger.

Det er meget bekvemt, at man i praksis kan ngjes med at
eftervise betingelsen ovenfor for delmzngder i et frembringer-

system for T:

- (Y, ) vere en afbildning og an-

SETNING 1. Lad ¢: (X,IE)
S er ¢ E-F- ma-

tag, at D er et frembringersystem for T .

lelig blot

1

VF € D: ¢ (F) €E.

Bevis. Systemet

F={r EIE‘Icp_1(F) € E}

er en o0o-algebra i Y, thi
(o]

o T(¥) =x, o (F) =co N F) og <p‘1(u F )=u o 1 (F) ,
1 n
Da T er den mindste o—algéﬁfé

og antagelsen er at D < T .
men sd m& F = ¥ . o (Bemerk

i Y indeholdende D m3d F c F,

at beviset passer i "skemaet" p.1.6).
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Ved sammens@tning af mdlelige afbildninger ¢: (X,E) > (Y,TF) ,
v: (Y, F)~» (Z,6) £fas en malelig afbildning vyop: (X,E) > (Z,¢) ,

thi for G € ¢ har vi

(o) (@) = o T(w @) €E,

idet v (G) €TF.

Betragtes frembringersystemet {J]a,x[|a € R} for B, el-
ler frembringersystemet {]a,»]|la € R} for B f&s fglgende

specialtilfaelde af Satning 1.

SETNING 2. En funktion £: (X,E) - R (henh. R) er milelig,

hvis og kun hvis

Va € R: {x € X|£f(x) > a} €E.

I ovenstdende satning kunne vi naturligvis have benyttet
ethvert andet frembringersystem, og dermed havde vi fundet an-

dre karakterisationer af mdlelige afbildninger.

En afbildning f: X »ZRk har k koordinatfunktioner
f1,1--,fk: X >R sa f(x) = (f1(x),--',f (x)}) for x € X,
Ssom ved kontinuitet reduceres malelighed af f +til koordinat-

funktionernes mélelighed:

SETNING 3. En afbildning £: (X,IE) eimk er malelig, hvis og
J=1,00,k.

kun hvis hver koordinatfunktion fj er maleliqg,

Bevis. Lad DD vare systemet af dbne halvrum

k
{y €R |yj>aj}, ajrceera €ER.




-
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For aj < ag y J o= 1,+0¢,k, er /
{y €IRkla'.<y. < a"t ={x EJRkIa'.<y.}\{x EIRk|a'.'<y.}
J J— 3 J J J J

en "parallelstrimmel" som tilhgrer o(DD) , og fellesmengden af

k sa&danne, en for hver koordinat, giver standard intervallet
]a{,a;]x ---X]aﬁ,aﬂ],

som altsd tilhgrer o(D) B, . Da B, er den mindste o-al-
gébra, indeholdende standard intervallerne, md o(D) =2Bk.

Ifglge Sztning 1 er f mdlelig hvis og kun hvis
-1 k
f ({y €R ij >aj}) €E for alle agreceidy €R,

men
- k
£ 1({y € R ij >aj}) = {x € X Ifj(x) > aj} ,

sd ifplge Setning 2 kommer dette ud pa, at fj er madlelig for

j=1,-oo,k. [m}

Idet ¢ som metrisk rum er homeomorft med ZRZ, finder

vi specielt:

SETNING 4. En kompleks funktion f: (X,E) -» ¢ er mdlelig hvis

og kun hvis Ref og Imf er milelige.

Hvis (X,dX) og (Y,dY) er metriske rum, kaldes en af-
bildning ¢: X - Y Borel mdlelig eller en Borel afbildning,
safremt den er B(X) - B(Y) -mdlelig. Idet de &bne maengder frem-

bringer Borel algebraen finder vi som specialtilfzlde af Szt-

ning 1:

SETNING 5. En kontinuert afbildning o: (X,dx) - (Y,dY) er

en Borel afbildning.

I almindelighed er de kontinuerte afbildninger kun en

"meget 1lille" delm:ngde af Borel afbildningerne. Som eksempel

kan nevnes at Dirichlets funktion 1Q:ZR -» 1R er en Borel

IT.2.3
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funktion, som er diskontinuert 1 alle punkter. For a € IR gael-

der nemlig

) hvis a > 1
{x €:R|1Q(X) > a} = ® hvis 0 < a <1
IR hvis a < 0,

og @,0,IR er alle Borel maengder.
Medens kontinuitet normalt sattes over styr ved punktvis

konvergens, sa bevares mdlelighed ved punktvis konvergens, SOm

vi skal se i naste afsnit.

2.2. Granseovergang med mdlelige funktioner.

Lad TE vere en o-algebra i en mengde X # @ .

af E-mdlelige funktioner

SETNING. For enhver fglge f1,f2,---

f.: X ~R, R = [-w,], er sup f , inf £ , Limsup £ og

igen IE-mdlelige funktioner.

liminf f
n n

Her betegner eksempelvis sup, fn og limaq%lfn funk-
tionerne
X ~ sup fn(x) 0og X ~ llmsuglfn (x) , X € X,
dvs. for hvert x € X er funktionsverdien lig supremum, hen-

holdsvis limes superior for talfglgen f1(x),f2(x),---

Bevis. For hvert a € R galder
sup, fn(x) >a o dn € NN : fn(x) >a,

altséa

{x € Xlsup f (x) > al Un{x€X|fn(x) >al €E

og analogt

{x €Xlinf fn(x) <al Un{x€X|fn(x) <al € E.

Det viser, at sup fn og infn fn er TFE-mdlelige. Derpad be-

nyttes, at

= supn(infp fn ). O

limsup  f_ = 1nfn(supF)fn+E) og llmlnﬂnfm g
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af IE-mdlelige funktioner

COROLLAR 1. Nar en fglge f1,f2,---
f.: X ~IR er punktvis konvergent i R, da er gransefunk-

tionen limn fn igen IE-mdlelig.

Konvergensforudsetningen er, at talf@glgen f1(x),f2(x),---
er konvergent i TR for hvert x € X, og limn fn betegner
funktionen

X ~ lim_ £ (x) , X € X.
n n

Da nu 1lim_ £ = liminf £ = limsup_ £ , er resultatet
n n n n n

et umiddelbart corollar af det foregdende.

af E-mdlelige funktioner

COROLLAR 2. N&r en fglge £,,f,,---
f.: X ~ ¢ er punktvis konvergent i ¢, da er gransefunktionen

limn fn igen E-mdlelig.

Thi sattes' f =f'+if" med f': X AR, f": X ~R, da
n n n n n

har limn fn som real- og imaginzrdel funktionerne limn fﬂ

og lim_£" Resultatet fglger nu af det foregdende. D
n n

2.3. Regning med mdlelige funktioner.

Lad TE vere en oJ-algebra i en mengde X # @ .

SETNING 1. Nar f: X ~R og g: X ~RR er IE-mdlelige og
c €R, daer |£fl, cf, £f+g, fvg, fAg og fg ligeledes IE-

midlelige.
Her betegner eksempelvis |£fl og fvg funktionerne

x ~ |[f(x)! og x ~ £(x) vg(x) =max{f(x),g(x)}, x€ X.

Bevis. Pdstanden fg¢lger af, at de navnte funktioner kan fas ved
2

sammensatning af f: X ~TR eller ¢ = (f,9): X ~1R med

y ~ lyl,ey eller (y ,¥,) ~Y +Y r¥ V¥, 1Y AY 1YY,

der alle er kontinuerte og dermed Borel funktioner. o
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-b 4

Ved undersggelser vedrgrende funktioner £f: X ~R = [-o,»],

eller blot ubegraznsede funktioner, kan man undertiden med for-

del foretage afkapning (truncéring). Af afkappe f ved et

b € R, vil sige at ga over til funktionen k givet ved

-b for f(x) <-b
k(x) = f(x) for -b < f(x) <b
b for b< f(x) .

Ved afkapning af en E-mdlelig funktion £f: X ~R .. fds

igen en E-madlelig funktion.
[ ]

Verificeres umiddelbart, idet man betragter {xlki{(x) > a}

i tilfeldene a<-b,-bg<a<b og a2b.

f: X ~R og g: X ~R er E-mdlelige og

SETNING 1'. Nar
da er |fl, cf, fvg, fAg og £fg ligeledes

CER = [-»,»],

E-malelige.
Hvis f(x) + g(x)

(£(x),9(x)) ¥ (£ o,F ), gaelder det samme for f+g.

er defineret for hvert x € X, dvs.

Bevis. Lad os for hvert n € N med fn o9 g, betegne de
funktioner, der fas ved at afkappe f og g ved n. For

hvert x € X har vi da ikke blot fn(x) -» f(x) og gn(x) -»g(x) ,

men ogsa

£, (x)1 > 1£(x) 1,  cf (x) » cE£(x),

fn(X)vgn(X) > E(x)vg(x), £ (x)Ag (x) »E(X)Ag(x), £ (x)g (x) - f(x) g (x).
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Og hvis (£(x),g9(x)) % (t» ,Fo), galder tillige

£.(x) +g (x) - £(x) +g(x)
Pastanden fglger nu af resultaterne ovenfor ved brug af

Corollar 1 i §2.2. o

SETNING 1". Nar f: X ~ ¢ og g: X ~ ¢ er E-mdlelige og
c €C, daer |fl, cf, f+g og £fg ligeledes IE-mdlelige.

Bevis. Funktionen |f| kan fds ved sammensatning af £ med
For de tre ¢vrige kan man benytte Satning 4
= (c'f'-c"f") +i(c'f" +c"f'"). O

z ~ |lzl, z € €.
i §2.1; eksempelvis er jo cf

2.4, Delrum,

Lad (X,IE) vere et mdlbart rum. For en ikke tom del-

mengde X' < X betragtes mengdesystemet i X'

E,, = {X'NE|E €E},

Xl
som er en oJ-algebra i X', idet
X'N X = X', X"~ (X'N E) = X' N(X~E), Uu (X'n B ) = X'f1/U E \.
1 n \1 7/
Som kaldes den inducerede

et mélbart rum kaldet

Forsynet med o-algebraen Iy, ,
eller nedarvede o-algebra, er (X', ,Ex: )
delrummet bestemt ved X' og E.

Bemark, at hvis X' € E sd er

Ey, ={EEE|Ec X'} cE.
Hvis pd den anden side Eyy cE, s er X' €E.
Inklusionsafbildningen 1i=1ig. ¢ (X', Eg) > (X,E) givet
4
ved i(x) = x er malelig, idet
=1 o
i "(E) = X' NE
for E € E. Faktisk er FEy: den mindste o-algebra pa X',

sd i er madlelig.
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Hvis ¢: (X,IE)-> (Y,TF) er milelig, og X' er en ikke

tom delmangde af X, sd er restriktionen o@lX': (X'AEX,)-e (Y, TF)
idet ©@IX' = m()ix, < * Hvis @(X) ¢ Y¥' c¥X kan vi

1
afbildning ¢: X » Y' . Man ser, at @: X-Y!

maleliqg,

betragte ¢ som en
er ]E-E&q -mdlelig, hvis og kun hvis ¢: X =» Y er E-TF -madle-

lig.
Lad os se pd en afbildning 0: (X,E) > (Y,F) givet ved en
"Tuborg"
w1(x) hvis x € A1
wz(x) hvis x € A2
e(x) =
mn(x) hvis x € An ’
hvor X = A1lJ--- UAn er en spaltning af X i parvis disjunkte
ikke tomme me&ngder Ai € E, og ¢, er en afbildning af Ai
ind i Y, i=1,¢--,n.
Hvis ¢, er ZEA -F -malelig for hvert i=1,.--,n, 82

i
er ¢ en E-F-mdlelig afpbildning.

For hvert F € F har vi nemlig
-1 oo I
o (F) = U@ (F)nA, = U, (F) €&,
. i . i .
i=1 i=1

IE .

In

idet cp;1(F) € E,
i

EKSEMPEL. Lad £,9: (X,E) >R vere E-milelige funktioner.

Definitionsmengden for f-g er

U = X~ ({x €X|£(x) =g(x) =} U{x €X|f(x) =g(x) =-=}) €EE,
idet
(x €X|E(x) =glx) =e} = £ ({w}) N g ' ({=})) €T,

Ser vi bort fra tilfaldet U = @, vil

og analogt med =—o.
derfor f£lUu, glu og dermed £-g = fly - gly vere E-mdlelig

(§2.3).
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som corollar findes, at {x€Xlg(x) < f(x)} €E. Thi m&ng-

den er tom hvis U = @, og ellers lig med
{x € UI(f-9) (x) > 0} €EE.

Herefter ses let, at {x €XIf(x) £ g(x)} €E og
(xeXlIf(x) = g(x)} €E.

(Mengden {x€XIf(x) = g(x)} vil naturligvis tilhgre =
ogs& for IE-mdlelige funktioner £f,g: X ~ C, thi her har man

uden videre

(x €EXIE(x) = g(x)} = {x €X|(f-9) (x) = 0} = (f—g)_1({0})’€JE.)
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Opg.§2
Opgaver til §2.
2.1. Vis, at indikator funktionen 1A: (X,E) > R for en
mengde A < X er malelig, hvis og kun hvis A € E.
(1A(x) =1 for x €A 09 1A(x) =0 for x €& A).
2.2. Lad w: X » Y va&re en afbildning.
a) Vis, at hvis TE er en c-algebra i X, s& findes

en stgrste o-algebra F 1 Y med egenskaben at ¢

er E-TF -mdlelig, og F er givet ved

1) € E).

F={FcYlo
b) Vis, at hvis F er en oc-algebra i Y, sd findes
en mindste o-algebra E 1 X med egenskaben at @

er IE-TF -mdlelig, og E er givet ved
IE = {Lp—1(F)IF ETF} .

Antag, at X' c X og X' # 0.

c) Vis, at hvis E' er en o-algebra i X', s& findes
en stgrste o-algebra E i X med egenskaben Eg, cE',

og E er givet ved

E= {Ec XIENX' €E'}.

2.3. Betragt ¢: (X,IE) - (Y,F) . Vis, at hvis E = P(X) , sé&
er f malelig uanset hvad F er, o9 hvis TF = {6,Y},

s& er f malelig uanset hvad E er.

-2.4. Lad (An) vere en fglge af parvis disjunkte ikke tomme
og lad

©o
mdlelige delmengder i (X,IE) s& X = g A
‘(an) vere en fglge af reelle tal. Vis, at f: X - R

defineret ved f(x) = an for x € An’ n=1,2,++ er

malelig.




IT1.2.11
Opg.§2
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2.5. Lad (X,E) vaere et malbart rum. Undersgpg om der om en

funktion f: X » R galder

f er E-malelig e [fl| er E-mdlelig.

2.6. Lad (X,E) vere et mdlbart rum, og lad (fn) vare

en felge af E-mdlelige funktioner £.: X = R.

1 Vis, at

{x €XI(£ (x)) er konvergent i TR} € E .

2 Samme opgave med R 1 stedet for IR.

3° gSamme opgave med ¢ 1 stedet for R .

2.7.1O Lad IE vare en o-algebra i X frembragt af et mengde-

system D cE. Vis, at for X' € X er den inducerede

g-algebra ZEX, frembragt af mengdesystemet

Dy = {(x*npDIDED} , dvs. (D), = O(]DX,) .

(vink. {EcX |ENX' € OCDX,)} er en o-algebra i X
iflg. Opgave 2.2.c)).

2 Lad (X,d) vere et metrisk rum, og X' < X.
Vis, at B(X') =B(X) 4. altsd at Borel algebraen for
det metriske delrum (x',d) er lig den af B(X) indu-

cerede o-algebra pa X'.
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§3. MAl.

Det almene begreb mdl er udsprunget af langde-, areal- og
volumenbegrebet, sdledes som dette har fundet sin udformning i
Lebesgue mdlet, idet man har fastet sig ved nogle f&, fundamen-
tale egenskaber som de afggrende ved definitionen af Lebesgue
integralet og ved beviserne vedrgrende dgranseovergang med dette.
(Radon 1913, Fréchet 1915, jvfr. Indledningen.) Blandt disse

egenskaber merkes isar numerabel additivitet (f¢rste gang frem-

havet af Borel 1898, jvfr. §1.1).

3.1. Mal.
Ved et mdl i en mengde X vil vi forstd en funktion

defineret pd en mengde E af delmengder af X, hvor

(i) IE er en o-algebra i X
(ii) L(E) € [0,»] for hvert E € IE, u(@) =0
(iii) u( U E.) = X u(Ej), nar E1,E2,--- er parvis dis-

j=1 J J=1
junkte og tilhgrer IE.
En mengde X betragtet med et mal yu: ]Er~i§+ i X kaldes
et malrum. Som betegnelse benyttes (X,IE,u) eller blot (X,u) .
Vaerdien u(E) svarende til en m&ngde E € IE kaldes mdlet af

E.
At (iii) er opfyldt, udtrykker man ved at sige, at p er

numerabelt additiv.

Man kan anskue et madl pu i X som beskrivelse af en masse-
fordeling 1 X. Herved tolkes u(E) som massen i mengden E.
Tallet p(X) kaldes den totale masse. Hvis (X)) < o kaldes u

endeligt, og hvis u(x) = 1 kaldes u et sandsynlighedsmdl, el-
X har fg¢lgende,

ler en fordeling. Et mdl yu: E ~R, i en maengde
hyppigt benyttede egenskaber:

n n
{1y uw( U Ej) = I u(Ej); nar E1,---,En er parvis disjunkte og
J=1 j=
tilhgrer IE.

Thi u(E1 Ueos UEnlJ¢lJ¢lJ---) =u(E1) + ... +u(En) +0+0+ ...

1
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n
e

(2) u(E) £ u(F), ndr E,F € IE, E ¢

(3) u(F~E) = u(F) -u(E), ndr E,;F € E, EcF ©F W(E) < .

Begge fas af ul(F) = p(E) + W(F~E).

=] o0
< 3 v o
(4) U(-_Lf Ej) = '§ U(Ej)l nar E1IE21 E E-
j=1 3=1
n n .
u( U EL) £ X u(E.), nar E ,e00,BE € E.
s . ] 1 n
J=1 j=1
ad fgrste pastand: Med
j-1
F1 = E1 og Fj = Ej\~ig1Ei, J=2,3,°%""

er F1,F2,--- parvis disjunkte og

co o]
uFrF. = UE,.
3=1 4 3=1 J
(o]
Thi hvert x € U Ei tilhgrer netop &t Fj ’ nemlig Fj med
i=1
3 = minf{ilx € Ei}.
Det er klart, at Fj € E, og idet Fj c Ej ' har vi

u(UjEj) = U(Uij) = Zju(Fj) < Zju(Ej)-

Anden pastand f3s af fgrste, eller vises analogt.

=]
(5) u(E) A u( UE., ndr E, € E, € .-+ og alle E tilhgrer
n 3=1 | 1 =72 = n
Thi med F1 = E1 og Fj = Ej‘\Ej_1, J=2,3,0 er
F1,F2,--- parvis disjunkte, E = U Fj’ n=1,2,*++, 09
) ) J=1
UE. = UF.. Fgplgelig galder
3=1 7 3=1
n ©o =)
W(E ) = T u(F) 7 = u(F.) = u( U E).
j=1 j=1 j=1
(6) u(En)‘\ u(j21Ej), nar E1 2 E2 Doy alle En tilhgrer
E og u(E1) < o,
Thi med F_ = E, NE har vi F, ¢c F, -+ 09 U.F. =E, ~N_.E. .
n 1 n 1 =72 = 7] 1 ]3]

Fglgelig galder

W(E)) = (B = w(F) /M u(UgFy) =u(Ey) = ulhEy)
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Som simple eksempler viser (se nedenfor), kan man i (6) ikke slette

forudsetningen u(E1) < o, (Men selvfglgelig kan man ngjes med
In: u(En) < ,) I (3) er forudsaztningen u(E) < « vasentlig.
EKSEMPLER.

A. Lebesgue mdlet. (Hovedeksempel.)

Vi skal senere (§5) ggre rede for, at der findes et og kun et

mdl m defineret pd Borel algebraen i R, hvis verdi for ethvert

interval er lig intervallengden. Dette mdl kalder vi Lebesgue malet

i’ R.

Mere generelt skal vi (ligeledes i §5) ggre rede for, at der
k

findes et og kun et mal my defineret pd Borel algebraen i R,
hvis verdi for ethvert interval er lig produktet af kantlengderne.

Dette mdl kalder vi Lebesgue mdlet i iRk . Vi skal videre bevise,

har samme Lebesgue mdl; hermed

at kongruente Borel mengder i IR

vil det vare berettiget at opfatte verdien
i ZRk som dennes volumen (specielt areal for k=2,

mk(E) pd en Borel

mengde E

lengde for k=1).
Vi vil allerede nu tillade os at benytte Lebesgue milet i ek-

sempler og opgaver.

Ad (3), p.3.2. Med E = l1,»[ c IR og F = 10,o[ ¢ R kan
m(FNE) = m(]0,1]) = 1 ikke findes som u(F) - u(E). (Det havde
ikke hjulpet at regne w-o = 0, )

Ad (6), p.3.2. Med En = Jn,eof c R, n=1,2,¢+-, er
E. DE, D++s, Men m( N E.) =m(®) = 0, sk¢n£ m(E_ ) = o for

1 =72 = o1 J n
hvert n. J
B. Tellemdl.

Funktionen p defineret pd me&ngden P(X) af alle delmaeng-

der af en vilkarlig (endelig, numerabel eller overnumerabel)

mengde X ved
X er endelig

i

antal elementer i E, ndr E
u(E) = {

o » nar E c X er uendelig
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er et midl, kaldet Eallemélet i X.

C. Er u: ]Efu'ﬁ+ et m&l i en mengde X og A € E, da vil
funktionen
E"‘U(AnE)l E € E,

igen vaere et mal i X.

D. Er (uj)jEJ en (endelig eller uendelig) familie af mal, alle

defineret p& samme o-algebra B i en mengde, X, og er (aj)jEJ

en familie af tal a., € R, , da er funktionen X a i, dvs.
] + se7 33

E~ % a.u.(E) , E€e E,

Jed

igen et mdl i X.

Thi med u = X a.pu. har vi

j€J
p( U E)= Za,u.( U E ) =x.(a.Z u.(E )=Z.% a.u.(E)
new © jeg 3 I nem 7 Jorndon JnJaen
= Yy a.u.(E ) =% .a.u.(E )= X u(E_ ) ,
n,Jj JJ n njjj n nEWN n

nar E1,E2,--- er parvis disjunkte og tilhgrer I . (Se §0.)
E. For en mengde X og et punkt a € X defineres Dirac médlet
£ i a wved
a

f1 hvis a € E
ea(E) = 1 , E € P(X)
0 hvis a ¢ E
Man ser, at ¢, er et sandsynlighedsmdl i X, der ofte kaldes

"den i a wudartede fordeling".

F. Er u: E - [0,o] etmdl i X og A€ E ikke tom, da er
restriktionen uLEA: E, - [0,0o] et mdl i A kaldet wu's
restriktion til A . For enhver Borel mengde B EZRk ’ kan vi

specielt betragte Lebesgue midlets restriktion til B
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3.2. "Naesten overalt".

Lad u: E ~ [0,»] vere et mdl i en maengde X.

En mengde N < X kaldes en nulmengde med hensyn til p
(kort: en uy~nulmengde) safremt der findes E €E sd8 N c E

og U(E) = 0.
En delmengde af en y-nulmengde er igen en y-nulmengde.

En forening af endelig eller numerabelt mange p-nulmengder er

igen en p-nulmengde.

I tilknytning til begrebet nulmengde benyttes sprogbrugen

"nesten overalt":
Lad P(x) vare et pradikat (et adbent udsagn) vedrgrende

mengden X, eller blot vedrgrende en delmengde A ¢ X . (Ek-

sempelvis kan P(x) std for "f(x) = 0", hvor f er en given

funktion defineret pd A .) Vendingen

"for nesten alle x € A med hensyn til u: P{x)",
"for uy-nasten alle x € A: P(x)"
eller, ndr misforstdelser ikke kan frygtes, kortet ned til f.eks.
"for nesten alle x: P(x}",
skal da betyde:

"{x €Al P(x)} er en nulmengde m.h.t. u" .

Til sammenligning bemerkes, at "vVx € A: P(x)" jo kommer ud

P& et med "{x €A|P(x)} er tom".

Undertiden skrives blot "P nasten overalt", "P p.p.", "P a.e.",
eller "P n.o." (p.p. star for presque partout, a.e. for almost
everywhere) .

I ovennavnte eksempel har vi sdledes udtryksmdder som
"f(x) = 0 for naesten alle x € A", "f = 0 nesten overalt i A".

Endnu et eksempel: KXonvergens nesten overalt. Lad f1,f2,
og f vere funktioner defineret p4& X (eller eventuelt kun pa
dele af X). Udsagnet "fn(x) -» f(x) for p-nesten alle x" el-

ler kort
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betyder da, at der findes en mengde N € E med up(N) =0, sdle-
des at
fn(x) - f(x) for hvert XxE€XNN.
Saettes
Jf(x) for x € XN\N
g(X) =1 [
0 for x € N

og defineres g1,gz,--- p& samme made ud fra f1,f2,--- , opnés
konvergens overalt:

vx € X: g (%) = g(x)
Er f1,f2,--- og f alle E-malelige, vil gq19yr=tc 09 g

ligeledes vare det (ifplge bemzrkninger om delrum).

Ved

f~g e f=g nesten overalt m,h.t. u

defineres en akvivalensrelation f.eks. i mengden af E-mdlelige

funktioner f: X ~ ¢ . Relationen kan udstrakkes til E-midle-

lige funktioner, som er defineret u-nasten overalt i X. I

mange henseender viser akvivalente funktioner sig at vare "lige
gode".

Eksempelvis harmonerer a&kvivalensrelationen med konvergens
nesten overalt: Hvis fn - £ u—n.o;,af==h u-n.o. o9

vn: fn = hn u-n.o.,l sd galder hn -» h y-n.o.

Med hensyn til tellemdlet i en mengde X findes ikke andre
nulmengder end @ . Med hensyn til Dirac mdlet e, i X er

nulmengder N karakteriseret ved at a ¢ N.

Med hensyn til Lebesgue mdlet mk:IBk -» [0,»] er ethvert

punkt og dermed enhver tallelig m@&ngde, en nulmengde. Men ogsa

Cantors ma&ngde Z, der er akvipotent med IR, er en nulmengde,

jvfr. §5.6. Derimod er @ den eneste &bne nulmengde. (Hvorfor ?)
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Opg.§3
Opgaver til §3.
3.1. Lad (X,IE,u) vare et mdlrum med p(X) < o .
Vis, at funktionen d: ExE - [0,»[ givet ved
d(A,B) = u(A~B) + u(BNA)
er en pseudometrik pa E .
3.2. Lad yp: P(X) ~ [0,o] vaere giwvet ved
0 for E =@
u(E) = {
o ellers
Vis, at u er et mdl i X.
3.3. Lad p: P(X) ~ [0,e] wvere givet ved
f 0 ndr E er endelig eller numerabel
uw(E) = 1
o ellers
Vis, at u er et mdl i X.
3.4. Lad (Ej)j€J veare en familie af parvis disjunkte Borel
mengder i IR, hvor U Ej igen er en Borel mengde.
' JET
10 Vis, at ¥ m(E.) sm( U E.).
j€5 7 jeg
20 Vis, at " <" kan forekomme. (Begransningen til numerabel
additivitet i definitionen af mdl har sdledes sine gode
grunde.)
3.5. Lad B va&re en Borel mengde i IR.
10 Vis, at funktionen
x ~m(BnJl-x,x1), X €ER_,
er kontinuert og voksende. Bestem funktionens granseverdi
for x - o og for x - 0.
2© Vis, at der for ethvert a €R, 0 £ a Z m(B) , findes en

Borel mengde A c B med m(A) = a.
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opg.§3
3.6. Vis péstanden i Eksempel B, p.3.3 i noterne.
3.7. Vis pastanden i Eksempel C, p.3.4 i noterne.
3.8. Betragt en vilkarlig funktion p: X ~ [0,®] og se&t
u(E) = I p(x)
XEER
for hver delmengde E ¢ X. Gpr rede for, at uy er

et mdl i X.
Man siger, at mdlet p er givet ved vagtfunktionen p .

(Sprogbruen svarer til, at p(x) tolkes som en vagt

eller masse anbragt i punktet Xx. )

3.9. Lad X vare en endelig eller numerabel me&ngde. G@r
rede for, at ethvert mdl wu: P(X) ~ [0,o] svarer til

en vagtfunktion (se Opgave 3.8).

3.10. Lad (X,IE,u) vaere et mdlrum. Bevis, at
oo o0
U( U E.) = x U(E) r
j=1 3 3=1
nar E1,E2,--- €E og u(Ei n Ej) =0 for i # J.

(Vink. Se beviset for regel (4), p.3.2 i noterne.)

3.11. Lad IE vare en o-algebra i en mengde X og lad

A:E ~ IR vaere numerabelt additiv. Szt

\'(E) =sup{A(A) |IAc E, A €E} for EEE,

N

A (E) =—inf{X(A) | A € E, A € E} for E € E.

+

1° vis, at A(E) £ AT(E) og 0 £ A (E) for alle E €.
2° vis, at AT(u E) <z AT(E) ndr E,,E,,--- € E
! n n - n n ' 17727
er parvis disjunkte. '
o . + . +
3 Vis, at A (X) < e . (Vink. Antag A (X) = o 09

begynd med at slutte, at der findes en mengde A1 €EE,
hvor [A(A,)l 2 1 og AT(XNAL) = e )




—
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Vis, at A+ er et mal.
50 vis, at A~ er et mdl med A (X) < «.
6° vis, at A = AT - A

+ - o
7° vis, at A £ u, A = v, nar u og

midl defineret p& E med A = u-Vv.

I1.3.9
Opg.§3

(endelige)

svarende til en tolkning af A(E) som den samlede ladning

i mengden E er det naturligt at opfatte

positive og -A"(E) som den negative ladning i

3.12. Idet

JO for x € 1l-o,0]
1

f(x) =
1 for x € 10,[ ,

som den

skal man vise, at der ikke findes nogen kontinuert funk-

tion g: R ~R, sdledes at f(x) = g(x)

alle x € R med hensyn til Lebesgue malet.

for naesten

3.13. Lad (x,IE,u) vere et malrum og antag fn - f y-n.o. ,

f =h p-n.o. og Vn: fn = hn y-n.o. Vis, at hn—ah H-n.o.

3.14. Et md1] yu: E - [0,o] i en mengde X siges at vare

koncentreret i en mengde A € E, hvis u(CA)

Vis, at hvis u er koncentreret i hver af maengderne

17 72

3.15. Et mal u:IE ~ [0,o] i en me&ngde X

fuldstendigt, hvis der for M,N ¢ X galder

McN og NE IE med u(N) = 0=ME¢€E,

dvs. hvis enhver u-nulmengde tilhgrer

A ... fra T, s& er u ogsd koncentreret i

siges at vare

E.

(oo}
n A

1 n
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Opg.§3
Giv eksempler pa
et fuldstandigt mal,
et mal, der ikke er fuldstandigt,
to mdl defineret pd samme o-algebra, hvor det ene er
fuldstaendigt, det andet ikke.
(Hovedeksemplet er det fuldstendige Lebesgue mal i;:mk,
se §5.8).

3.16. Lad u: IE ~ [0,»] vere et fuldstendigt mdl i en mengde
X (se Opgave 3.15). Med f,g,f1,f2,(-;_ betegnes funk-
tioner defineret pd X og med verdier i samme mangde

IR eller ¢.

1° Antag f = g y-n.o. Vis da, at f er IE-mdlelig, hvis
og kun hvis g er det.

2~ Antag fn(x) -» f(x) for p-nesten alle x. Vis, at £
er IE-mdlelig, hvis f1,f2,--- alle er det.

3° Ggr rede for, at forudsetningen om fuldstendighed er ngd-

vendig i 1° og 2°,
3.17. Lad (X,IE,u) vere et mdlrum og sat

F={FcX|3ABE€ E: AcF cB, u(Ba) =0}.

10 Vis, at en m&ngde F c X tilhgrer ¥, hvis og kun
hvis F kan skrives F = AUM, hvor A € IE, o©og M

er en uy-nulmengde.

2O Vis, at T er en o-algebra i X.

3° Vis, at u pd en og kun en mdde kan udvides til et mal
u: IF ~ i§+. (Vink. Benyt 1°.)

4o Vis, at nulmengderne m.h.t. uy og U er de samme.

5° Vis, at U er et fuldstendigt mdl (se Opgave 3.15),
og at enhver udvidelse af u til et fuldstendigt mal
i X, ogsa er en udvidelse af ¥. (Kort: u er den
snavreste udvidelse af u til et fuldstendigt mal i

X. Ofte kaldes u for fuldstendigggrelsen af p. )

(Hovedeksempel: Se §5.8.)
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Lad uy: IE ~ i;+ vere et mdl i en mengde X # ) lole|

lad uy: IF ~ T§+ vere den snavreste udvidelse af ¥

£il et fuldstendigt mal i X. (Se Opgave 3.17.)

Vis, at der til enhver TF ~-malelig funktion g: X ~ R

findes en IE-mdlelig funktion f£: X ~ TR, sdledes at
f = g u-n.o.

(Vink. Set F_ = {x| g(x) > r} for hvert r € 0]
og skriv F pd formen A _ U M _, - hvor A_ € IE,
r r r o Tr
og Mr er en u-nulmaengde. Videre vealges N € IE med
u(N) = 0, sdledes at UM < N. Prgv sd
r_.
reQ

Ig(X) for x € X~ N

f(X) = 1
0 for x € N,

idet {lr,~]l| r € @} frembringer B.)

Som 10, men med IR, henholdsvis ¢, i stedet for

R .
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§4. 1Integral.

Lad (X,IE,u) vere et mdlrum. I de 3 neste afsnit skal vi
til visse funktioner f: X » R (eller ¢) knytte et tal [£fdu
kaldet integralet af funktionen med hensyn til mdlet u. Dette
skal naturligvis ggres pd en sddan made, at vi genfinder det

se@dvanlige integral, ndar u er Lebesgue mdlet. Den grundlaggen-

de ide er at definere

r1 du = u(E) for E € IE,

] 'E
idet 1E er indikatorfunktionen for E, dvs.
J'1 for x € E,
1E(X) =1
0 for X € XNE.

Vi skal se, at denne ide fastlagger integralet, hvis vi samtidig

gnsker, at afbildningen> f ~ [fdy er linear og har "passende

kontinuitetsegenskaber”.

4.1. Integral af positive mdlelige funktioner.

En fﬁnktion s: X » IR (eller ¢) kaldes simpel, hvis den
kun har endelig mange forskellige funktionsvardier. Som eksem-
pel nevnes indikatorfunktionen 1E for en delmengde E < X,
der hgjst har to vardier.

Er a1,---,a de forskellige funktionsvaerdier for en simpel
funktion s, wvil Ai = {x€X|s(x) = ai} = s_1({ai}), i; 1,e¢,n,
vere ikke tomme, parvis disjunkte delmengder af X med ?Ai = X,

altsa en klasseinddeling af X, og

Man ser, at s er IE -mdlelig netop hvis Ai € E for i=1,+++,n,

jvEr. §2.4.

Lad M+ = M+(X,E}) betegne mengden af midlelige funktioner

f: X » [0,]. Det understreges, at funktionerne i M* ma an-
+

tage vaerdien e, og f.eks. er funktionen x ~ o element i M .
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For f£f,g € M og c € [0,»] er f+g og cf igen i M+,
og hvis (fn) er en fglge fra M som konvergerer punktvis

mod en funktion f, s& er f i M . Specielt vil granse-
funktionen for en voksende fglge af simple, positive og male-
lige funktioner tilhgre M+. At alle funktioner i M' kan

opnds pd denne mdde, er indeholdt i fglgende

SETNING 1. For enhver funktion £ € M+(X,ED findes en vok-
sende fglge s, <8, < -+ af simple, IE-mdlelige funktioner
s, X~ [0,o[ med £ = lim s, (punktvis).

-0
Bevis. Man kan benytte s X > [0,n], n=1,2,+¢., defineret
ved
0 nar 0 < f£f(x) < ;L
- n
. 2
J% nar —%—i f(x) < 5%9
2 2 2
sn(x) = . .
n n
n2n—1 ngr 02 ;1 < f(x) < n
2 2
\ n nar n < f(x) < o .

Funktionen s, er defineret ved en "Tuborg" og derfor E -mdle-
lig ifglge §2.4. Desuden galder at sn(x) konvergerer voksende

mod f(x) for alle x € X, hvilket kort skrives sn,/ £f. Thi,
er f(x) < 1 f£fas s1(x),sz(x),--- ud fra f(x) som naermeste

lavere multipla af %, ;% Feee . For 1 < p £ f(x) < p+1 Dbe-
2
gynder talfglgen s1(x),sz(x),--- med 1,2,+++,p

som narmeste lavere mul-

’ medens de

resterende elementer fas ud fra f(x)

2;+1 ’ 2512 ytee . Er f(x) = o bliver talfglgen

1,2’ocn . [w]

tipla af
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BEMERKNINGER. (a) En simpel funktion s € " har per defini-
tion vaerdier i [0,«[, verdien o« tillades ikke.

(b) For et reelt tal x betegner [x] den hele del af
X, altsd [x] er det hele tal n € Z , der opfylder

n < x < n+l. Dermed kan Sy skrives
jz_n[an(x)] ndr f(x) < n,
sn(X) 1
n nar f£(x) > n.

Vi ¢gnsker at tilskrive enhver funktibn__fle M' et inte-
gral [fdu, som skal vere et tal i intervallet [0,o]. Fgl-
gende hovedresultat viser, at dette kan ggres pé& kun én made,
hvis vi ¢gnsker nogle rimelige regneregler for afbildningen

f ~ [£fdu. Satningen er analog til resultatet om eksistens og

entydighed af middelvardi i kurset 1 SS.

HOVEDSETNING. Der findes en og kun en afbildning f ~ [fdyu af
M+(X,EU ind i [0,«] , som har fglgende egenskaber:

(i) J1g du = w(E) for E € E.
(1i)  f(f+g)du = [fdu + fgdu for f,g € M' .

(iii) 1lim ffndu = [fdy ndr (fn) er en fglge fra mt
n-rco

sa fn/ £

Den ved (i)-(iii) fastlagte afbildning kan defineres ved

[' n
* -
(*) Jsdu = .§ a; u(Ai),
i=1
nar s € ' er simpel med de indbyrdes forskeliige~funktions—
. -1
verdier ajreccsa, 09 Ai = s ({ai}), og ved
(**%) ffdu =‘sup{{sdu ’ s € M+, s simpel, s < f} ’

for vilkarligt £ € M'.
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Analyse af problemstillingen. Antag, at der findes en
f ~ [fdu med de ¢gnskede egenskaber. Af (ii) slut-

Bevis.
afbildning
tes [(2f)du = 2[/fdp og ved induktion [(nf)dp = nffdu for
har vi da

n € N. For et rationalt tal r = %, p,g9 € N

[

b Jffdu - J(pf)du - Jrq(rf)du - q [tDau

{(rf)du =r jfdu.

Idet der til ethvert C'€.i0;wj' findes en veksende.fglge (r )

af positive rationale tal, der konvergerer mod :c, finder vi’

af (iii) at

{(cf)du 1im J(rnf)du = lim ro {fdu = c deu,
altsa

rfdu for c¢ € [0,«], f € M+.

©

(iv) Jr(cf)du

For en simpel funktion s € M+ med vardierne aqrctradny
har man s = g a.1. , hvor A, = s—1({a.}), og ved anvendel-
1 1 Ai i i
se af (ii), (iv) og (i) £fa&s (*).
For vilkarligt f € M* gelder (**). Hvis nemlig s < f og

s er simpel og IE-malelig, vil f-s.€ m* og f = s+ (f-s),
hvoraf [fdu = [sdu + [(f-s)du > [sdu, og dermed er [fdu et
overtal for den betragtede talmzngde. P& den anden side viser
(iii) og Satning 1, at der findes simple IE-mdlelige funktioner

s, < f med jsndu s4 tet p& [fdp, vi ¢gnsker.

Analysen viser, at der hg¢jst er en afbildning med de ¢nske-
de egenskaber, og hvis der findes en, mad den opfylde (iv), og

vere givet ved (*) for simple funktioner, og ved (**) for vil-

k&rlige funktioner i M*.
I eksistensbeviset definerer vi fgrst [sdp for simple

funktioner i M’ ved (*), og far brug for
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LEMMA 1. For simple IE-malelige funktioner s,t: X - [0,
og c € [0,o[ er cs o9 s+t igen simple og IE-mdlelige,

og der galder

I‘csdu = c{ sdy J(s+t)du = Jsdu + {tdu.

J

Bevis. Kun den sidste pastand er vaerd at omtale:

p
1° Hvis X = U C ., hvor C,,«-+,C_€ E er parvis disjunkte,
h=1 B ! P
og hvis c1,---,cp € [0,[, da er
& \ b
¥ c 1 dy = £ c, ul(C)).
J\p=q G/ hoq Bh

Bemark, at nogle af mengderne Ch kan vere tomme, og at

c1,---,c ikke er forudsat indbyrdes forskellige. - Udelades
tomme Ch' ogkerstattes led ch u(Ch )rttaCy (Ch ) pa hgjre
k1 1 k k
i = | 2 = =
side med ch _E U(Ch.) cy u('E Ch.) nar Ccyp cee = Cp o
1 i=1 i 1 i=1 71 1 P k

kommer vi imidlertid tilbage til definitionen af f(Z ch1C ydu .

h=1 h

© de forskellige funktionsver-

2 Exr a,l,"',am Og b,],""bn
dier for henholdsvis s og t, og sattes A, = 5—1({ai})}
i=1,++-,m, og Bj = t_1({bj}), j o= 1,000, har vi
m n S
X = XNX =( UAi>ﬂ <u B) = U(AinBJ,
=1 3=1 i3 J

hvor de mn mengder Aif1Bj € IE er parvis disjunkte. Da nu

s = Tajlygg + t7 T bsTa B,
i,3 i3 i,3 i3

og dermed

s+t = ¥ (a,+tb.)1
.. 1 ]
1,7

finder vi med brug af 1°

A.NB. '
i ]

[ (
d tdy = X . A.NB. + X b, A.NB.
JS uot J H i .a1U( i j) 7L jU( i J)
v ] i,3]
= X . t+b. A.NB. = r(S+t dy. O
_(al j)u( i j) ] )du

i,)




Mat 2 MA 1984/85

IT.4.6

LEMMA 2. For simple, E -milelige funktioner s,t: X ~ [0,=[,
hvor s < t, dvs. Vx € X: s(x) < t(x), er
( [
sdpy < jtdu.
J =)
Bevis. 1Idet t = s+ (t-s) med t-s > 0, har vi
|’tdu = [sdu + r(t-—s)du > rsdp . o
J J J =)
+
For vilkdrlige £ € M defineres dernast .
Ll " . |
I(f) sup) Jsdu s € , s simpel, s < ff € [0,e]
Hvis £ € Mt selv er simpel, indgér {fdu i talm®ngden pa

hpjre side, altsa I(f) > [fdu .
[fdp > fsdu

Der galder altsa

Lemma 2 slutte for

[fap > I(f).
simpel, og dermed er der ingen ¢
sen I(f).
£e M.
En umiddelba
f,g9 € M

Det har mening at de

r konsekvens atf

gelder

f<g= }fdu < }

vi skal nu eftervise, at af

Pa den anden side, kan vi af

de betragtede s, altsa
I(f) = [fdu £e M
rund til at opretholde betegnel-

[fdp ved (**)

nar er

for alle

finere

definitionen er at der for

gdu.

pildningen f ~ [fdu har egen-

) en umiddelbar konsekvens af

skaberne (i)-(iii), og her er (i
definitionen (*). Egenskaben (ii) f¢lger af (iii) og Lemma 1
pd fplgende made: Til £,9 € Mt kxan vi ifdlge Satning 1 finde
fglger (sn), (tn) af simple funktioner fra M+ sa sn,ﬁ'f,
tn/z g. Da sn+tn,ﬂ f+g giver (iii)
f i f 1i /[ d ( \
= = t_da
J (f+g)du llmJ (Sn+tn)du lm\JSn u + J n U}
= lim[s dy + lim rt du = [fdu + rgdu
Jn J ™ J J
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Den manglende egenskab (iii) er af fundamental betydning,
sd vi citerer den som en selvstandig satning (jvfr. Lebesgue:

Legons sur l'intégration, Paris 1904 p.98).

LEBESGUES ‘SETNING OM STIGENDE GRENSEOVERGANG. (Kort: LEBESGUES

MONOTONISETNING) .
af funktioner fra

For enhver stigende fglge f1_§f2.§-~-

M gelder
. o
(1im fn)du = lim andu.

[
J

Bevis. Vi bemerker, at £ = limn fn = sup, fn € M+, og at
talfglgen (ffndu)n_1 2 er stigende. Bade venstre og hgjre
=1,2, 0

side i iigningen har derfor mening.
Idet £ > fn for alle n € N, er det endvidere klart,

at
[fdu > lim l‘f du
J - n | n"°

Problemet er altsd at vise den modsatte ulighed.
Ifglge definitionen af jfdu kommer dette ud pd at vise

( _—
sdu < 11mn andu

J

for en vilkarlig simpel, IE-mdlelig funktion s: X ~ [0,[

med s < f£. - Det vil vere nok for et vilkarligt tal a € 10,1l
at vise
a[sdu = [asdu < lim rf du .
J J = n |'™n

For hvert x € X, hvor 0 < f(x), er as(x) < f(x) =
limn fn(x), hvorfor 3In € N : as(x) < fn(x). Og f(x) =0
medfgrer 0 = s(x) = f1(x) = fz(x)= cee

Satter vi En = {x € Xlas(x) < fn(x)}, n=1,2,+"+, har
vi derfor

UE = X.
n
n=1

Endvidere er E1 [= E2 S eee, og alle En tilhgrer T (§2.4,

eksempel) .
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Imidlertid er afbildningen E ~ Vv (E) = [as 1pdu et mal pa
n

IE, thi hvis s = I a,; 1A har vi ifglge Lemma 1
i=1 i

n n
E aa, 1 dy = 'Z aaiu(AinE),

_
v(E) =] i 'A,NE i

og sidste udtryk er et mal ifglge eksemplerne C,D 1 §3.1. Feglge-

1lig har vi (§3.1 (5)), at

Y(En) = Jas1Ehdu/’v(X) = {as T du = {as du .

Idet as-1 < f o9 dermed fas-1E du < ffndu, fglger

det ¢nskede

BEMERKNING. Egenskaben (5) i §3.1 er et specialtilfazlde af mono-

(fn = 1_ ). Det afggrende skridt i ovenstdende

E
n

bevis, er at udnytte egenskaben (5), dog for et andet mal.

tonisatningen

Sztningen viser, at integration og granseovergang kan

ombyttes, n&r man har en stigende fglge fra M+

vi fremhaver to egenskaber ved integralet som er vist under

henholdsvis analysedelen, 0g eksistensbeviset:

+
TILLEG TIL HOVEDSETNING: For f£f,9 € M og ¢ € [0,] gzlder

(iv) fcf du = cffdu,

(v) ffau < fgdu ndr f < g.

COROLLAR 1. For £ € MY galder

fdy = 0 &« £ = 0 y-n.o.

samt

~

fdpy < o = £ < « Y-n.o.

)
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Bevis. Med A = {(x €X|f(x) > 0} er e.f = m-1A og dermed

[ ( [
o |fadp = {of dp = (o1 dp = = u(a),
J J L R
men dette viser [fdu = 0 & u(a) = 0.
Med B = {x€X|f(x) ==} er «1,< £, o9 dermed

o W(B) < deu,

hvilket viser [fdu < « = u(B) = 0. @

som en anvendelse af monotonisatningen viser vi, at egen-
skab (ii) i Hovedsaztningen galder ikke blot for endelig mangé

addender, men for numerabelt mange.

SETNING 2. For en uendelig rakke Z fn af funktioner fra m*
1

gelder

% andu

N’
o7
=
1

£ /A £, felger at

g1fk)du /’J( ;.fk>du. a

k=1

vi slutter med en anvendelse af monotonis®tningen, som Vi

skal udnytte i beviset for Lebesgues majorant setning i §4.2.

FATOUS LEMMA. For en fglge (fn) fra M gelder

J(liminf f )duy < liminf Jf du
n n — n n

Bevis. Med 9y = infp fm+p’ m=1,2,+++ har vi I < fm+p p

hvoraf

ngdu < mepdu ’

altsa

ngdu < 1nfp me+pdu < llmlnfn andu




o
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Da nu g /(liminfn fn’ giver monotonisatningen det ¢nskede. o

BEMERKNING. Hvis (fn) er voksende, giver Fatous lemma

[ 1 o [
J(llm fn)du < lim andu,
men den modsatte ulighed er oplagt, idet 1lim fn > fn for alle
n, og dermed genfinder vi monotonisatningen.
Uanset at Fatous lemma kun er en 1lille variant af monotoni-

setningen, er den ofte til stor nytte. (Pierre Fatou, fransk

matematiker 1878-1929).

4.2. Integral af reelle funktioner.

Medens det, s& le&nge talen er om integration af positive

oo,

funktioner, er overordentlig bekvemt at operere med tallet
ville det for vilkarlige reelle funktioner tvartimod vare en

belastning at inddrage e« o0g ~ew, Derfor lader vi veare.

Br £ en reel funktion f£f: X ~ IR, satter vi f+ = £vO0

og f = -(fa0), altsa
. jf(x) ndr 0 < f(x) _ IO ndr 0 < f£(x)
f (x) = 1 f (x) = 1
0 nar f(x) < 0, -f(x) nar f£f(x) <0

De to funktioner kaldes den positive og den negative del af f.
Bemaerk, at f = £ - f  bg |fl = £ + £ .
Er IE en o-algebra i X, vil f vaere E -mdlelig, hvis

og kun hvis f+ og £ begge er det.
Lad nu (X,IE,u) vare et mdlrum med X * @.
En funktion f: X ~ R siges da at vare integrabel med hen-

syn til u (kort: up-integrabel), hvis £ er IE -mdlelig og

J[f+du < o Jrf'du < o .

4
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I bekraeftende fald sattes
[eay = jf+du - Jf_du.

Integralet af f med hensyn til u skrives ogsd [f(x)du(x)

el.lign.
Mengden af u-integrable funktioner £f: X ~ IR Dbetegnes
a‘e= f(x,u) = :,'B(X,IE,u) . Bemerk at 1A er integrabel hvis og

kun hvis A € ITE o0og u(d) < o,
Abenbart er -o < [fdu < = for hvert f € ¥(X,IE,u).

Definitionen af [fdu er tilladelig. Thi for £ > 0 er jo

£ = f, £ =0.

BEMARKNING. Enhver IE-mdlelig funktion £f: X ~ [0,~] har et
integral ffdu, eventuelt med vaerdien o, men den regnes

kun for integrabel m.h.t. 1y, hvis alle funktionsvardier f(x)

er endelige og [fdu er endeligt.

SETNING 1. En IE-m8lelig funktion f: X ~ IR er integrabel

med hensyn til u, hvis og kun hvis |[£f] er det, dvs. hvis

[Ifldu < ©» . I bekraftende fald er

'deu[ < Jlfldu .
Bevis. Af |fl = £ + f  fglger Jf'du + [fdpy = [Ifldy, hvor-
af

jf+du <o, Jf'du < w o Jlfldu < o,

og i1 bekrazftende fald er

’de“l - ,ff+d”'“Jf_d“| = Jf+du +jfau = [I€1au. o

Integrabilitet godtggres oftest ved fglgende trivielle

COROLLAR 1. Hvis f: X ~ IR er IE-mdlelig, og hvis |[f]l < g

g € M+(X,EH og Jgdp < =, sd er f integrabel m.h.t. u.

hvor
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Bevis. [Ifldu < jgdu . o

SETNING 2a. Er f € £(X,E,u) og a € IR, da er ogsa
af € £(X,E,n) og

Jaf du = a deu

For a = 0 er pastanden triviel. For a > 0 Dbenyttes
(af)+ = af+, (af) = af . Det er nu nok at betragte til-

fmldet a = -1; her benyttes (-£)7 = £ , (=) '= £ .o

SETNING 2b. Nar f£,9 € £(X,E ,u), da er ogsda f+g € L(x,IE ,u)

o9

[

{(f+g)du = deu + Jgdu.

Bevis. At summen f+g: X ~ R er u-integrabel, fglger af, at
den er IE-mdlelig, og at [{f+gl < |f1 + lgl, hvor

+
€] + Igl € M (X,IE) og

[

J(Ifl4—|g|>du = jlfldu + Jlgldu < ™

At [(f+g)du = [fdu + fgdu, kan nu vises sé&ledes: Af

f+g = £r - £ 4 g+-g

(£+g) T - (f+g)~

(f+g)+ + f--fg_ f+ +g+ + (f+g)_,

hvor alle led tilhgrer M+(X,EU . Men sé er
f(f+g)+du + Jf_du + Jg_du = ff+du + jg+du + {(f+g)_du,

og da disse integraler alle er endeiige tal, sluttes
+ - [+ - [ + [ -
(f+g) du - |[(f+g) du = Jf dy - (£ du + j9 du - Jg du

dvs.
r(f+g)du = }fdu + Jgdu . O

J
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COROLLAR 2. Nir f,g € £(X,EE,u) og f < g, daer
[fdp < Jgdu.

Lighedstegnet gelder, hvis og kun hvis f = g na&sten overalt

m.h.t. u.

Bevis. Idet g-f € M'(X,TI8), er [(g-f)du > 0, med ligheds-
tegn hvis og kun hvis g-f = 0 nasten overalt m.h.t. u (§4.2,

Corollar 1). Og

J(g—f)du = Jgdu - deu . o

Ovenstdende kan rekapituleres sdledes: X(X,u) er et vektor-

rum og f ~ [fdy en voksende linearform.

Graensefunktionen f for en punktvis konvergent fglge
f1,f2,--- af integrable funktioner behgver ikke at vare inte-
grabel, end ikke hvis talfglgen jf1du, jfzdu,--- er konver-
gent. Og hvis £ er integrabel, gazlder ikke negdvendigvis
ffndu - [fdp. Det er let at give trivielle modeksempler, f.eks.
med W = Lebesgue midlet pa R, saledes fn = 1]0,n] - 1]—n,0] ’
henholdsvis £ = 1 , = 1,2,

n In-1,n]
Der galder imidlertid fg¢lgende simple og ofte anvendelige

hovedsatning, et af teoriens hgjdepunkter:

LEBESGUES SETNING OM MAJORISERET GRENSEOVERGANG. (Kort: LEBESGUES

MAJORANTSETNING.)

Lad funktionerne fn: X~R, n=1,2,---, vaere E -mdle-
lige og lad fglgen f1(x),f2(x),--- vere konvergent i IR for
hvert x € X. Hvis der findes en funktion g € M*(x,IB) med
fgdu < =, s8ledes at Vn: £ 1 < g, da er funktionerne
f1,f2,--- og f = lim fn alle integrable m.h.t. u, og

andp - [fdu

hoseo )
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Bevis. Lad g € M+(X,Hﬂ med [gdu < « vare en majorant for
funktionerne If1l,|f2|,°'°
1° Det er klart, at f1,f2,--- og f =1lim £ er integrable

m.h.t. u, idet funktionerne alle er IE-malelige, 09 lfnl <g
medfgrer |f| < g.
2° Antag her Vx € X: g(x) < o, sdledes at majoranten g er

integrabel m.h.t. u.
Idet g+fn >0 og g—fn >0, kan vi anvende Fatous lemma

(§4.1) pa hver af fglgerne (g+fn)nEJN og (g_fn)nEIN' Da

liminf (g+f ) = lim(g+f ) = g+f,

far vi i fgrste tilfelde

J(g+f)du < liminf J[(g+fn)du '

altsd ifglge Satning 2b

(

Jgdu + jfdu < liminf (}gdu +andu)
[

= Jgdu-kllmlnf andu,

fdu < liminf andu.

L___\

dvs.
I andet tilfalde fas

J(g-f)dp < liminf Jf(g-fn)du,

altsa

Jgdu - limsup jfndu,

dvs. limsup. jfndu < jfdu
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Sammenholdt har vi

t+h
jol}
=
A

{fdu < liminf < limsup andu < deu,

Hh

(o)

=
n

liminf limsup jfndu {fdu,

f duy = deu .

n—oo

dvs.

[
J
altsa (
J
[
J

3O Generelt: Med N = {x EXIg(x) = o} er g-1X\N en U-inte-

. o
grabel majorant for lf1-1X\NI,lf2-1X\NI,--- . Ifgplge 2~ galder
derfor

. [
an 1X\Nd“ - Jf 1X\Ndu.
1100
Da nu u(N) = 0 (§4.1, Corollar 1), har vi imidlertid (jvfr.

bemarkning nedenfor)

| [ _
[fndu = an 1X\Ndu og deu = Jf 1X\Ndu. o

Som et specialtilfazlde af Lebesgues satning nevnes, at

majorisering med en konstant K € R,

vn € NVYx € X: lfn(x)l < K,

er en tilstrakkelig betingelsen, nar u(X) < o . (Lebesgue 1902;

den almene majorantbetingelse: Lebesgue 1908.)
BEMERKNING., Hvis f = g nasten overalt m.h.t. yu, hvor f: X ~ IR
er IE-malelig, medens g € £(X,E,y), da er ogsd f € £(X,E ,u),

og
[fdu = Jgdu

Bevis. Vi skriver £ = g + (f-g). Idet [lf-gldy = 0 (§4.1,
Corollar 1), sluttes (Sztning 1), at f-g € $(X,IE,u) med
[(f-g)dp = 0. Dette giver straks det ¢gnskede (S@tning 2b). o
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Bemerkningen tillader en svakkelse af forudsatningerne i en

rakke s@tninger i disse noter.

I Lebesgues majorantsatning kan forudsatningen, at
f1(x),f2(x),--- er konvergent for hvert x € X, sdledes @ndres
til

fn(x) - f(x) for u-nasten alle x € X,

hvor f: X ~ R er en IE-malelig funktion. Og hvad majorant-

funktionen angdr, vil det vere nok, at

vn € W: [f | < g n®sten overalt m.h.t. u.

Thi da der kun er tale om numerabelt mange undtagelsesnul-

mengder, kan disse forenes til en enkelt, N, hvorefter den

oprindelige sa@&tning anvendes pa fn'1X\N - f'1X\N

Vi vil ogsd tillade os at integrere en funktion £, der kun
er defineret nasten overalt, under forudsatning af at den kan ud-
vides til en integrabel funktion f p& hele X . Vi satter
[fdap = [fdu, idet vardien ikke afhanger af, hvordan udvidelsen

til en integrabel funktion foretages.

4.3. Integral af komplekse funktioner.

Lad - (X,IE,u) va&re et.mdlrum med X # @.
Idet vi skriver en funktion f: X ~ ¢ pé& formen
£f=f' 4+ if" med f': X~ IR, ff: X~ R,

siges f at vare integrabel med hensyn til u, hvis f' og

f" begge er det. I bekraftende fald sattes

l‘fdp = Jf'du + iff"du

J

Mengden af p-integrable funktioner f: X ~ ¢ betegnes

¢ = £(xX,n) = L(X,IE,n), ganske som for reelle funktioner.
f = f' + if", der er u-integrabel, er &ben-

En funktion
bart E -mdlelig (§2, Satning 4). Det er ogsa indlysende, at
p—-integrabel, og at

den konjugerede funktion f = f'-4if" er

[fdp er konjugeret til [fdu.
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Resultaterne i §4.2 (s@tninger, corollarer, bemerkninger,...)

galder ord til andet ogsd for funktioner med komplekse verdier,
¢. Eneste undtagelse er Corollar 2,

idet IR overalt andres til
der naturligvis er specifikt fer reelle funktioner.

Begrundelsen er gennemgdende ganske ligetil. Eksempelvis:

da er ogsa

Nar f: X ~ ¢ er wu-integrabel og a € C,
af € QJX,E},U) og

Jaf~du = a{fdu.
Thi med £ = f' + if" og a = a' + ia" har vi
af = (a'f'-a"f") + i(a'f" +a"f').
Altsd er af € £(u) og

Jaf duy = J(a'f'—a"f")du +if(a'f"+a"f')du

(a'rf'du—a"{f"du-+i(d{f"du+a"}f'du)

J
[

(a'+ia")(Jf'du+i{f"dp) = andu.

f: X ~ ¢ er integrabel m.h.t. u,
[1£ldu < = .

En IE-mdlelig funktion
hvis og kun hvis |f| er det, dvs. hvis
Thi £',f" og |fl er IE -mdlelige, og

£ < 1£1, 1£"1 < |fl samt £l < |[£'] + [£"].
Kun for ét resultat kraver begrundelsen mere opfindsomhed:

Nar f: X ~ ¢ er integrabel m.h.t. u, da er

IJ[fdm < Jrlfldu.
Bevis. Valg a € ¢ med lal =1, sdledes at affdu € [0,[.
Da er

I{fdul = a}fdu = {af duy = {g'du + i{g"du,




Mat 2 MA 1984/85 IT.4.18

hvor vi har af = g'+ig" med g': X ~ IR, g": X ~ IR. Idet

tallet er reelt, har vi

|{fdu| - fg'du

Uligheden fglger nu af, at g' < lafl = |fl.

Bemerk specielt, at Lebesques satning om majoriseret granse-

overgang gaelder ordret med (¢ 1istedet for R.

Med fn = fﬁ + if;, n="12,¢¢., og f = f' + if" kan
s@tningen for reelle funktioner nemlig anvendes pa fﬂ - f' og

1)) n ) ' 1 "
fn -» f", idet jo Ifnl < g medfgrer Ifnl < g og Ifnl < g.

Bemerkning om notationen. Er der givet et malrum (X,E ,u),
et tal

knytter vi alts& til funktioner f € M (X,E) U (X, 1)
i ¢ U {}, som vi har betegnet ffdu. En anden benyttet

skrivemdde er [f(x)dp(x), hvor x er en variabel. Denne

skrivemadde har is@r betydning, hvis f afhanger af flere vari-

able, idet den viser, efter hvilken variabel integrationen skal

foretages. Bogstavet "d" optrader af historiske grunde. Man kun-

ne naturligvis lige s& godt have benyttet betegnelsen [fu el-

ler mere neutrale betegnelser som Iu(f), u(f), <u,£>, der

alle kan ses i litteraturen. I sandsynlighedsteori ser man end-

videre skrivemdden [f (x)u(dx).

4.4, Integral over delm@ngde. M3l med tethed.

Lad (X,IE,u) vere et mdlrum og V € IE en ikke tom del-
mengde. Vi kan pd naturlig m&de organisere V til et malrum

(v,IE ) idet

v ' Hy

E,=1{B € EIBcV}, u,=ulE,.

Vi siger, at UV er restriktionen af uyu til V.
En funktion g med definitionsm®ngde V vil vi udvide til

en funktion g p& X ved fastsattelsen




o~
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{g(x) for x € V,

0 for x € X~V.

Vi erindrer om, at g er E-mdlelig, hvis og kun hvis g er

IE_V—mélelig, jvir. §2.4.
vi skal nu se hvorledes integraler m.h.t. UV kan fgres

tilbage til integraler m.h.t. 1.

SETNING 1. For enhver IEV—mélelig funktion g: V » [0,o] er

2

(*) }g duy, JE du .

Om en I, -m&lelig funktion g: V » IR (eller ¢) g=zlder

g e Lv,u,) g e Lx,m)

og (*) bevarer sin gyldighed for g € ':f,(V,uV) .

Bevis. Afbildningen g ~ Jg du af M+(V,]EV) ind i [0,«]
har egenskaberne (i)-(iii), der ifglge Hovedsetningen i §4.1

xarakteriserer afbildningen ¢ ~ [g duy,

~

(1) 1 dy = p,(E) for E € IE_,
J'E \ \

idet TE = 1_ s& JTE du = u(E) = u,(E).

E
(ii) J(f+g)Ndu

T dp + J[Ef du for £,9 € M+-(V,IEV) '

~

idet (f+q)” =T + 9.

v e . [‘N rN ° +
(iii) iig andu ‘f duy  nar fn,ﬂ £, £, €M (V,Ey ,

idet 'fnf"\f .
Heraf fglger (*).

For en Eg -milelig funktion g: V - R (eller ¢) galder

g € &V, @ Jlglduv <

og
g € L(x,u) & Jf|§|du < ® ,
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sd da [ [
lgldu, = {lgld
J glduy, J gldu

ifglge (*), (lgl”™ = Igl) , har vi
g € £(V,u,) & g € €(x,u).

Hvis g: V » R tilhgrer Z(V,uv) har vi

[

Jg dUV

fg+duv - Jg—duv = {(g+)Ndu - J(g_)Ndu

[ *au - {(5)_du = JS du ,

J

s8 (*) galder. Det komplekse tilfalde reduceres let til det

reelle. O

For g € E(V,uv) benytter vi sprogbrugen, at g er u-inte-

grabel over V, og vi benytter fglgende skrivemader for inte-

gralet
[ [ (. [~
d = d = d
Jg UV ng H \ Jg U/
X, defineres

Hvis V € E og g er defineret pd hele

integralet af g over V m.h.t. u ved

g du = }(gIV)duv .

S —

v

Idet (giv)” = g1, , har vi

[

r = .
ng du = Jg 1Vdu

Hvis man tillader sig at misbruge de matematiske symboler, kan

man ogsd i fgrste tilfalde benytte Jg-1vdu som definition af

integralet af g over V. Misbruget ligger i, at g-1v

ikke er defineret udenfor V, hvis g kun er defineret p& V.

P& den anden side kan man ignorere dette, da der multipliceres

med nul.
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EKSEMPEL 1. For en funktion g pa et interval I af en af
de fire typer [a,b]l, [a,bl[, la,b]l eller la,bl[ skrives
[b
g(x)dx
Ja

b
J g(x)dm(x) = | g dm
a a

i stedet for II gdm , hvor m er Lebesgue mdlet. Nar vi kan
benytte samme symbol uanset intervaltype, er det fordi etpunkts-
mengder er nulmengder m.h.t. Lebesgue malet, jvfr. slutbemerk-
ningen i §4.2. Hvis vi derimod integrerer funktioner pd et in-
terval med hensyn til et mdl u pa (IR,B), for hvilket
u({b}) > 0 for visse b € IR, er det naturligvis vigtigt at

holde rede pa intervaltypen, idet

J

la,b] Ja,bl

J fdu = r f du + £(b)u({b}),
hvig f er u~integrabel over Ja,b].

Ud fra et mdlrum (X,IE,u) og en funktion £ € M+(X,Iﬂ

kan man konstruere et nyt mdl pa IE ved fastsattelsen
E ~ f f du for E € IE,

idet

nar (En) er en fglge af parvis disjunkte mengder fra IE.

Den sidste ligning f¢lger af Satning 2 i §4.1, idet

Malet betegnes f+u (eller blot fu) og siges at have tatheden
f m.h.t. malet u. I symboler har vi

(f-p) (E) = } £ du for E € IE.
E
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EKSEMPEL 2. Er u =m , og opfylder £ € M+(]R,IB) betingelsen
ffdm = 1, er £f:m et sandsynlighedsmdl pad (IR, B) og £
kaldes en sandsynlighedstathed.

Med f(x) = 1 exp(- 3 x2), f(x) =1 (x)e_x, f(x) =
— 10, oo
V2n _ ’
1] fds henholdsvis normalfordelingen, eksponentialforde-

T 1+X2

lingen og Cauchy-fordelingen.
Vedrgrende integration m.h.t. mdlet £f+u har man fglgende

SETNING 2. For o € M (X,IE) er

-

(*) Jr(Dd(f'U) = J(.Df du

Hvis f har endelige vardier galder der om en mdlelig funktion

pw: X » R (eller ¢)
w € L(X,E,f-n) & of € L(X,E ,u),

og (*) bevarer sin gyldighed for ¢ € L(X,E,f1).

Bevis. Afbildningen ¢ ~ [¢f du af M+(X,ED ind i [0,»] ses
umiddelbart at opfylde de tre betingelser, der karakteriserer af-
bildningen ¢ ~ [@d(f-u), og derfor galder (*). For en malelig
funktion ¢: X » R galder ifglge (*) og Satning 1 i §4.2

o € £(X,E,f+q) & Jrltolfdu < ® ,

og hvis f har endelige vardier, er dette ensbetydende med, at

of € z(X,IE yU) . At (*) galder for ¢ € L(X,E,f+yu) ses nu

umiddelbart ved at skrive ¢ = w+ - w_ Udvidelsen til kom-

plekse funktioner gar glat. o

4.5. Billedmal.
Lad ¢: (X,E) - (Y,TF) vere en malelig afbildning. Hvis

der er givet et mdl yu pad E, er afbildningen
B~ule  (B)), BET

et mdl p& T, hvilket umiddelbart verificeres. Det kaldes
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billedmdlet af 1 under ¢ og betegnes ¢(u). Der galder
altsa
-1 .
o(u) (B) = pu(p (B)) -for B € F .
Bemerk, at u og ¢(y) har samme totale masse. Om integration

med hensyn til billedmdlet galder:

SETNING. For enhver T -mdlelig funktion g: Y - [0,»] er

[

(*) Jgdw(u) SRR du

Om en IF-malelig funktion g: Y - IR (eller ¢) galder

g € £(Y,0(n)) & gop € LixX,u) ,

og (*) bevarer sin gyldighed for g € £(Y,p(u)).

Bevis. Afbildningen af M+(Y,Eﬁ ind 1 [0,»] givet ved

g ~ [(gop)du ses umiddelbart at opfylde betingelserne (i)-(iii)
i Hovedsatningen fra §4.1 m.h.t. mdlet ¢(u), og derfor galder
(*). At f.eks. (i) er opfyldt ses sdledes:

J1B o du = J1 1 dy = u(@_1(B)) = @o(u)(B) for B € IF.

Dernast er g: Y » IR integrabel m.h.t. o¢(p), hvis og kun hvis
lgl er o(u)-integrabel, og idet

2

fIgldw(u) = Jlgl o dp = Jlgomldu,

J

er dette ensbetydende med, at gop er u-integrabel. Hvis
og derved ses,

g er

@w(p)-integrabel, anvendes (*) pa g+ og g ,

at formlen (*) bevarer sin gyldighed. Udvidelsen til komplekse

funktioner er umiddelbar. o

EKSEMPLER.
(a) Lad p vere et sandsynlighedsmdl defineret i (X, IE) For
en mdlelig funktion @: X > R (= en stokastisk variabel) kaldes
billedmalet ¢(u), som er et sandsynlighedsmal pd Borel alge-

braen i 1R, fordelingen af ¢ ,
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©(1) (B) = n(e 1 (B)) = p(ix €Xlg(x) € B})

er da sandsynligheden for at ¢'s vardier ligger i mengden B.

Den stokastiske variabel ¢ har fgrste moment netop hvis

J loldu = f Il do(u) (x) < «,
X R

og nar denne betingelse er opfyldt, er middelvardien E(¢) af o

givet ved

[

E(p) = fwdu = Jx“dg(u)(x).

(b) Lad v vare et mdl pd en o-algebra F i X, og lad
U vere en udvidelse af v til et mdl pd en o-algebra IE > TF

i X. For en IF-mdlelig funktion g pd& X kommer integration

med hensyn til v og u da ud pa et.
Dette fremgdr, idet Vv er billedmdlet af ¢ under den iden-

tiske afbildning af (X, E) ind i (X,F¥), som er IE-IF -mdleligqg.

4.6. Summer ZjEJ aj
Hovedanvendelsen af det foregdende er integration med hen-

syn til Lebesgue mdlet i ZRk. (Se §3.1, Eksempel A.)

P4 dette sted vil vi imidlertid - som illustration af den
almene teori - betragte integration med hensyn til tzllemdlet
B i en vilkarlig mengde J # @. (Se §3.1, Eksempel B.)

Idet definitionsmangden for u bestdr af samtlige del-

mengder af J, er der ingen problemer med malelighed.

SETNING. For enhver funktion £f: J ~ [0,o] er

J fdu = I f(x).
J X€EJ
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Bevis. For hvert x € J er I{X}fdu = f(x) ulix}t) = £(x),
og fplgelig galder

J fdpy = ¥ £(x)
I x€eT

for enhver endelig eller numerabel delmangde I < J , jvfr.

§4.4. Ifglge sumdefinitionen (§0) er da

r fdp > ¥ f(x) ;

V5 - x€J
specielt gelder lighedstegn, hvis ;éjfix) = o, ..0g hvis-.
, Y i _ N
s f(x) < o, vil I = {x € J|f(x) # 0} vare hgjst numerabel
xed
(se §0), hvorfor
f de = I’ de + [ fdi = hX f(X) + X f(X) = X f(X) . O
JJ JI JJ\I XET x€I~I x€J

Fn funktion f: J ~ IR eller f: J ~ € er integrabel m.h.t.

tellemdlet ¢ i J, hvis og kun hvis

T OIE(x)] < o
xed
I bekraftende fald definerer vi summen y f(x) som integralet
x€eJd
fJ fduy . For $(J,u) skrives [L(J).
Er funktionen f skrevet som en familie (aj)j€J af tal,
bliver sumbetegnelsen T a., som i §0.
jeg J
Er J endelig, f.eks. J = I1,++¢,nt, har summen Y a. =
jeg
¥ f(j) den sadvanlige betydning, idet regningen
JET
J fdy = a1-u({1})+...+ an-u({n}) = a1+...+ a_
J
gelder ikke blot i tilfaldet as € [0,o], men ogsd ndr tallene
a. alle er reelle eller komplekse.
En sum ¥ a. med N som_indeksmengde kan tolkes som en
o JEN
rekkesum ¥ a., dvs.




.
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n™MB

a. » L aj for n -» o,

j=1 4 jemw

ikke blot i tilfaldet aj € [0,o], men ogsd ndr tallene aj

alle er reelle eller komplekse og L la.| < o,
JEIWN

Tilfeldet aj € [0,0] er omtalt allerede i §0, og vi har

siden benyttet det gentagne gange. I sidstnavnte tilfalde kan

Lebesgues majorantsetning anvendes pa granseovergangen

T e N Y s

med |f| som majorantfunktion. - Fof~:aj € [0,»] ' kan Lebesgues

monotenisetning i ¢vrigt anvendes pd samme granseovergang.

Med [{ Dbetegnes mengden af (reelle eller komplekse) tal-

fglger £ = (aj)jeld’ hvor
Y Ja.l = X la.] < e,
jew . §=1 )

altsd talfglger, hvor rakken X a. er absolut konvergent.
J=1
Anderledes udtrykt drejer det sig om de (reelle eller kom-

plekse) funktioner pa W, der er integrable m.h.t. tazllemdlet
p i N. Altsd £ =®8(WN,u) = L(N) .

Da rakkesummen Y a. her, som netop vist, stemmer med
3=1 -
integralet Y a. = [__fdu, kan resultaterne i §§4.2, 4.3
jew J N
sdvel som mange senere resultater benyttes p& absolut kenvergente

reakker, - ligesom §4.1 kan anvendes pa rakker med positive led.

EKSEMPEL. Som specialtilfalde af Lebesgues majorantsetning har

vi:
[ o] 0o

Lad = a1j, z azj,--- vaere rakker med reelle eller kom-
j=1 j=1
plekse led og forudset, at fglgen a1j,a2j,--- er konvergent
for hvert j € N . Hvis der findes en rakke Y b. med
|

1
< bj ’ da er

J
.2 la_ .
n,j nj

limnaIlj absolut konvergente,

0 <b. o0og =X bj < ©, saledes at V
j=1
de givne razkker sdvel som rakken

nM™Mg

j=1

og om rakkesummerne galder
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[e ] (o]
2 lim_a_ . = lim 2 a_.
_ n ._, nj
= j=1
Formentlig er det uhensigtsmessigt sdledes at opskrive spe-
cialtilfelde af vore integralsatninger. Det er nok bedre ved an-

vendelse pad f.eks. rakker at taenke i et integralsprog.

4.7. Integral med reel parameter.

Idet (X,IE,u) er et mdlrum med X * @ og I et (be-
grenset eller ubegrenset) interval pd R, tanker vi os givet
en funktion f: XxI ~ IR eller £f: XxI ~ (¢ .

For hvert x € X vil vi med f(x,+) eller fX betegne

snitfunktionen

t’"f(X,t),t€Ir

medens vi for hvert t € I med f£(-,t) eller £° betegner
snitfunktionen

x ~ £(x,t), x € X .

Vi antager ft € £(X,IE,u) for hvert t € I og betragter
funktionen F defineret pa I ved

F(t) = J[Xftdu - erf(x,t)du(x), t eI,

Ofte omtales F som "integralet B(f(x,t)du(x) som funktion af

parameteren t"

SETNING 1. Antag yderligere, at alle snitfunktioner £ = er

kontinuerte i samme punkt t € I. Findes der nu en funktion

g € M+(X,Eﬂ med g{gdu < », sdledes at

vt € I vx € X: |f(x,t)] < g(x),

da er ogsd F kontinuert i tO.

BEMERKNING. Satningen kan uden videre generaliseres ved at lade

I vare et metrisk rum.
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Bevis. For enhver punktfglge t1,t2,'-- - to, tn €1, vil

t1 t2 t0
funktionsfglgen £ ',f “,..:. konvergere punktvis mod £ . Vi

har jo fx(tn) - fx(to), dvs. f(x,tn) - f(x,to) eller

t t
£f Mx) - £ O(x), for hvert x € X. Nar Vt € I: lftl < g,

hvor g € M+(X,Hﬂ med IX gdy < o, slu%tes derfor af Le-

besgues majorantsatning, at JX £ Map - ij Odu , dvs.

F(tn) - F(to). u]

SETNING 2. DIFFERENTIATI@NJUNDER'INTEGRALTEGNET::Ud over
vt € 1I: ft € £(X,E ,u) antages her, at alle snitfunktioner
f er differentiable i I, altsd at den (partielle) af-
ledede 2 f(x,t) = Dfx(t) eksisterer for alle x € X og

ot 29
t € I. Findes der nu en funktion g € M+(X,Hﬂ med IX gdy < o,

saledes at

YVt € I Vx € X: , g% f(x,t), < gi{x),

da vil x ~ 535 f(x,t) tilhgre &L(X,E,u) for hvert t € I,

og F er differentiabel i I med

DF(t) = é% f f(x,t)du(x) = [ g% f(x,t)du(x).

Jx Jx

Bevis. . For fast t € I betragtes fgplgen

t
F(t_)-F(t) n_.t
_n 7 L ns 1,2,
t -t J t_ -t
n X n

af differenskvotienter svarende til en vilkarlig talfglge

t1,t2,--- - t med tn € I, tn ¥ t, og det bemerkes, at funk-

t .
tionsfglgen (f "“-£t)/ (tn-'t) konvergerer mod X ~ g% f(x,t).
For hvert x € X har vi nemlig

t
n t £_(e )-£f_(t)
f ®-f(x) _ x''n "x » Df_(t) = 2 f(x,t).

t_-t - t -t ot
n. n n—oo

Er f reel, findes der ifglge differentialregningens middel-

-veardisaetning et tal Ty x mellem tn og t, sdledes at

’
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nfx(tn)_fx(t) ]
t -t - Dfx(Tn,x) - 3t f(X’Tn,x)'

Fksisterer nu en majorantfunktion g som beskrevet, har vi

fplgelig
t
==

t -t

< g for alle n € N,
n :

s3ledes at Lebesgues majorants®tning kan anvendes. Altsd vil

X ~ _83? f(x,t) tilhgre Lx,E,u) og

F(t_ )-F(t) n .t

n [ £ °-f [ 3

a1 = = = — f(x,t)du(x) .
t -t JX t -t oo Jx ot

Er f kompleks, £ = f' +if", kan den reelle satning an-

vendes p& f' og f", eller man kan modificere beviset ovenfor

ved at anvende middelverdisatningen p& f' og f" og opnd majo-

riseringen

t

lf n_gt
t -t

n

< gi . 0
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Opgaver til §4.

I opgaver vedrgrende integraler m.h.t. Lebesgue malet pa
Ir (Lebesgue integraler) er det ¢gnskeligt straks fra starten
foruden funktioner defineret pd hele 1R at inddrage funktio-

ner defineret f.eks. pd et interval.
Vi bruger Igf(x)dx, ij(x)dx,--- som betegnelse for in-

tegraler m.h.t. Lebesgue mdlet i 10,1], 11,0[, - .
Det vil senere (som corcollar til infinitesimalregningens

hovedsatning, §5.2) blive vist, at

Er f: [a,b] ~ ¢ kontinuert pd et kompakt interval

[a,b] €« R, og er- ® en stamfunktion til f, dvs. differen-

tiabel i [a,b] med afledet D® = f, da er

[bf(x)dx = [@( )]x=b = ¢(b) - @(a)
Ja = x) 1 a

Dette resultat, der jo knytter trdden til gymnasiematematik-

ken, t@nkes allerede nu anvendt i opgaver, hvor der er behov for

det.

Integral af positive funktioner.’

4.1. En begrenset funktion pd et begranset interval, som er

Lebesgue integrabel, men ikke Riemann integrabel.

Pavis, at Dirichlets funktion (se p.II.i.4) pd interval-
let 10,1] er en Borel funktion, og bestem dens Lebesgue

integral.
4.2, Lad (x,IE,u) vaere et mdlrum. Vis, at hvis hvert x€X
tilhgrer mindst k af m&ngderne A1,---,An € IE, sa er
k \ .
u(Aj) > o p(X) for mindst et j.
4.3. Lad f: IR, ~ [0, vare en Borel funktion med

fcgf(x)dx < o,
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Kan man slutte, at

f(x) > 0 for x —» o ?
Ja € R, : sup{f(x)Ix > a } < o ?
ve € R, : m({x > alf(x) > ¢}) » 0 for a - o ?

2 Samme spgrgsmdl, idet £ yderligere forudsattes konti-

nuert, henholdsvis uniformt kontinuert.

.1 Vis, at

I'n ['00 ['1
J1f(x)dx - J f(x)dx og

1
] f(x)dx - [ f(x)dx for n- o,
1 1/n
nadr f: IR ~ [0,o] er en Borel funktion. (Vink. Benyt

Jo

Lebesgues monotonis@tning.)

Gelder ogsa

r1
f(x)dx

& = 1
f(x)dx - J f(x)dx og J f(x)dx - ]
1 u 0

J4
for u - o, henholdsvis u - 0, u € IR+?
2° Find fgxadx og ijadx for hvert a € IR.

(Resultaterne anvendes ofte.)

19 vis, at (1-5H" .1 (x) e * for hvert x €R.
n ] =, n] oo

(Vink. Man kan benytte, at log er en konkav funktion

med D log(1) = 1.)
2° vis, at 18(1—§)ndx A1
n oo

3° vis, at jgxa(1-§)ndx /7VIIRxae—de for hvert a € IR.

n-eo +
(Bemerk, at man ikke behgver at bekymre sig om, hvorvidt
IH{ x2e ™ ®dx < » . For hvilke a € IR er det i gvrigt
+

tilfeldet ?)
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4.6. Lad (X,IE,u) vere et mdlrum, hvor u(X) =, 09 lad
f: X ~ ]0,o[ vare IE-mdlelige. Vis, at
“ r [ 1
fd]_,l<00=> —du=oo.
J ) £
. 1
(Vink. 1<f+f')
4.7. Lad (X,IE,u) vere et mdlrum, hvor p(X) € o, og lad
f1,f2,--- vere en fglge af E -mdlelige funktioner
£: X~ [0,o[ , der konvergerer uniformt mod en funk-
tion f: X ~ [0,~[. Vis, at L
[
andu - deu .
o 1 o n+1
4.8.1° Find [, X dx .
0 __ n
n=1
o o n+1
2 Undersgg, om raekken z er uniformt konvergent
n=1
for 0 < x < 1.
4.9. Lad a,b € R_.
b-1 oo
1° vis, at = - r (1-xH) Mm@ g 0 < x <1
' 1+x n=0
2° Vis, at
L R TR BN BN N
a b b+a Db+2a b+3a " b+2na b+(2n+l)a
0 1T+x
. 1.1 1 ' o
4.10 Find I0(§ sin _)dx ©og 11(§ - sin )dx .
(Vverdien af det sidste integral kan angives som en
raekkesum.)
4.11.1° Giv et eksempel p& en dalende fglge fT > f2 > «.. af
Borel funktioner fn: IR ~ [0,o[ , hvor
} limn fn(x)dx # limn { fn(x)dx.
IR IR
2° gamme opgave med 10,1] i stedet for R.
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4.12. Giv et eksempel p& en familie (fj)jEJ af Borel funk-
tioner fj: 10,11 ~ [0, , hvor ¥y £f. digen er en
Borel funktion, men J&d
(" ("
J Y f.(x)dx ¥ X ] f.(x)dx .
0 jeJ jeJ 70
4.13. vis ved eksempler, at hvert af tegnene < o9 = kan

forekomme i uligheden

1 1
[ lim inf f (x)dx < lim inf [ f (x)dx,
JO n n = n JO n

og at hvert af tegnene <, = 09 > kan forekomme

mellem

1 1
(13 : [
1im sup fn(x)dx og lim sup Jofn(x)dx,

Jo
hvor fn: 10,11 ~ [0,o[ , n = 1,2, , er Borel funk-

tioner.

Integral af reelle funktioner.

4,14. Lad (X,IE,u) vaere et malrum og lad g: X ~ IR vare
IE -maleligqg.
1° vis, at g € (X,IE,u) , hvis der findes funktioner
f,h € L(xX,E,u) , sdledes at f < g < h.

2° vyis, at g € L(X,IE,u) og

ap (X) < Jrq dy < bu(x) ,

g(x) < b for alle x € X,

| A

hvis u(X) < « og a
hvor a,b € 1IR.

11.4.33
Opg. §4
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Er produktet af to integrable funktioner altid'inte—
grabelt ?
(Sml. Opgave 4.22.1° .)
Lebesgue under- og oversummer.
Lad (X,IE,n) vare et malrum med p(X) < o, og lad
f: X ~ R vare IE-midlelig og begranset.
svarende til et sat P af (dele-) punkter
Yo < Y4 < - LY, hvor Vvx € X: ¥y < f(x) < Yo !
defineres Debesgue.overSUﬁmen

— n )

S(p,f) = .f ' nilxly; 4 < f(x) < yi}),

i=1
og Lebesgue undersummen
n

s(p,f) = i§1yi_1 nixly, 4 < £(x) < y; b
vis, at S(P,f) < [fdu < S(P,f), og at

sup S(P,f) = deu = inf S(P,f)

P P

Lebesque middelsummer. (Jvfr. II.i.4).
Lad (X,IE,u) vere et mélrpm med u(X) < «», og lad

f: X ~ IR va&re E}—mélelig og begranset.

vis, at der til hvert ¢ € IR, findes et § € R sa-
ledes at
[' n
|deu - ii1ni“({XIYi—1 < £(x) < yi}) < &
nar y, £ Ny $¥q £y £y 2 <Ny £ ¥n
vx € X: Yo < f(x) < Y, samt Y; T Y, < 8§, i=1, ,n

Bevis, at

f1 nvx
J — 57 dx - 0 for n - o.
0 1+n x

(Vink. Vis, at __n_\/_>2_<_2 < =

1+n“x 2Vx
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4,19. Giv eksempler pd punktvis konvergente fglger f1,f2,---
af Lebesgue integrable funktioner fn: 1-1,1] ~ IR,

med £ = lim fn’ hvor henholdsvis

(a) £ € &(1-1,11,m) , og talfglgen I11fn(x)dx,
n=1,2,+++, er konvergent, men

(" ]
J f(x)dx # lJ.mn ] fn(x)dx.

-1 -1
(b) £ € £(1-1,11,m) , men talfglgen I11fn(x)dx ,
n=1,2,++-+ er divergent.
(c) talfglgen J11fn(x)dx , n=1,2,+++ er konvergent,
men

£ ¢L(1-1,11,m) .

4.20. Samme opgave som Opgave 4.19, idet dog ]-1,11 erstat-

tes med R, og der gnskes eksempler, hvor konvergen-

sen af fg¢lgen f1,f2,--- er uniform og numerisk majori-

seret af en konstant K € IR+.

4,21, Vvis, at hvis £f,9 € LX,E,u), sd er fvg og fag

igen integrable funktioner.

Integral af komplekse funktioner.

4.22, Lad (X,IE,u) vare et malrum.

© vyis, at fg er u-integrabel, ndr f: X ~ ¢ er u-
integrabel, medens g: X ~ ¢ er IE -malelig og be-
granset. (Sml. Opgave 4.15.)

2° vis, at enhver begranset, IE-malelig funktion g: X ~ €
er u-integrabel, hvis p(X) < «. (Sml. Opgave 4.14.2°.)

4.23.1O Vis, at

™ [~
f(x)dx - J f(x)dx for u - o,
a

Ja




Mat 2 MA 1984/85

I1.4.36
Opg. §4

nar f € €(la,o[,m) .

(vink. Betragt en vilkdrlig fg@lge u1,u2,---,a<un < o,
med u, e og benyt Lebesgues majorantsatning.)
(Resultatet anvendes ofte).

Giv et eksempel pd en kontinuert funktion f: [0,0o] ~ IR,
hvor &%& jg f(x)dx eksisterer i 1R, uden at £ er

Lebesgue integrabel over ]0,e[ .

Lad (X,IE,u) vere et midlrum, antag f € L(X,IE ,u) og
set A = {x €X | 1£(x)I> n}. Vis, at nu(a)) -0

for n - o«©.

Lad (X,IE,p) vere et mdlrum og lad f£f: X ~ ¢ vere

en I -milelig funktion. For n € N og Xx € X settes

f (%) ndr |f(x)| < n
f (x) =
n
f(x) o
n TE) T ndr I[f(x)] > n

Ggr rede for, at hver af funktionerne fn: X~ ¢,

n=1,2,+*+, er E -malelig.
Bevis, at
f €e£(X,IE,u) & sup Jflfnldu < ®,

samt i bekraftende fald, at

andu - {fdu for n - o .

Lad (X,IE,u) vere et mdlrum, lad fn: X ~ ¢ vare

E -mdlelig, n = 1,2,+-+, og antag, at

©
z If |dy < o« .
14 :

n=
Vis, at rakken z fn(x) er (absolut) konvergent for
n=1
p-naesten alle X € X.
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2 Med f(x) = Z£ fn(x) for u-nesten alle X € X,
n=1

hvor f: X ~ ¢ er E -mdlelig, skal man dernsst vise,

at f € £(X,E ,u) o9

{fdu = 21 {fndu .

o]

™M 8

4.27. vis, at rakken g(2nx) er (absolut) konvergent for

1

n_
nesten alle x € R, nadr g € Y (IR ,m).

Hvad viser Opgave 4.26 om summen ?

Integral over delmengde. _
iy

4,28. Lad (X,IE,un) vere et m&lrum, lad £ og g tilhgre
M+(X,EH og antag, at f = g nasten overalt m.h.t.

U . vis, at
ffdu = [gdu .
J )
(Resultatet benyttes ofte.)

4,29. Lad (X,IE,u) vere et malrum o9 lad f: X ~ IR vare

integrabel m.h.t. U .
1 Vis, at

} fdu > 0 for alle E € IE
E
e £f(x) > 0 for uy-nasten alle x € X.

2 vis, at

} fdy = 0 for alle E € E
E

o f(x) = 0 for p-nesten alle X € X.

4,30. Lad (X,IE,u) vare et malrum og lad U1,U2,-

vere parvis disjunkte. Vis, at rakken
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nm™m8

J fdu
170

J j

er absolut konvergent, ndr f er u-integrabel over
oo
U U. .
j=17

Lad f: IR~ R, vere aftagende. Vis, at

1 (k) ( !
— fi=] = f d f - o ,
1 0 \n/ J ) (x)dx or n

nM™M8

k

Lad (X,E ,u) vare et malrum og lad f: X ~ [0,0]

vere IE -mdlelig med

}fdu < o ,

vis, at u({x € XIf(x) > a}) <« for hvert a € R, -

vis, at {x € XIf(x) > 0} har c-endeligt mal, dvs.
En ’ hvor En € IE , og

at mengden kan skrives
1

n
U(En) <w, n=1’2,ooo

I <8

vis, at der til ethvert ¢ € IR+ findes en mengde

E€IE med p(E) < », sdaledes at

'J' fdu < ¢ .

X~E

Lad (X,IE,u) vere et mdlrum og lad £ tilhgre
$(XI]E ).

vis, at {x € XIf(x) # 0} har o-endeligt mal. (Se
Opgave 4.32.)

vis, at der til ethvert ¢ € IR+ findes en mengde

E€IE med u(E) < o , sdledes at

Jr f£ldu < ¢
X~E
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4.34.1° vis, at

1im inf (a _+b ) < lim inf_a_+1lim sup b_< lim sup (a_+b_) ,
n ' n n - n n n n— n n n

ndr a ,b € R, , n= 1,2,

¥2° 1Tad (X,IE,u) vere et mdlrum og lad f1,f2,--- vere
en punktvis konvergent fglge af funktioner
fn € M+(X,Hn med gransefunktion f£. Det antages, at
[fdu < », og at

rf du = [fdu .
Vis, at IE f du - IE fdu for enhver mengde E € IE.
n osco

3° vis ved et eksempel, at konklusionen i 2° ikke behgver at
gelde, nir forudsaztningen [fdp < = udelades.

Billedmal.

4.35. Lad ¢: (X,P(X)) -» (Y,P(Y)) vere en (m&lelig) afbild-
ning. Vis, at m(ea) = ew(a) for hvert a € X, idet
€4 betegner Dirac mdlet i a (§3.1).

4,36. Lad (X,IE,u) vere et mdlrum og lad ¢: (X, E) - R
vare en simpel IE-mdlelig funktion. Vis, at billed-
malet o(p) pad (R,IB) er givet som

n
e(u) = T uldg)e, o
i=1 i .
-1
= LY ! i = .
ndr a,s ra, er o's verdier og A;= ¢ ({ai}) ’
i = 1,.-.,1’1_
Summer szJ aj.
4.37 Lad f: J ~ ¢ vare integrabel m.h.t. tellemdlet U

i mengden J, altsd f € £(J). Vis, at der til

hvert ¢ € IR+ findes en endelig mangde H* < J,

sdledes at

Iffdu - ¥ f(x)! < ¢
J XEI*
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for enhver endelig mengde I*, hvor H* c I* < J.

(vink. Man kan anvende Opgave 4.33.2°.)

4.38. Ggr rede for, at
lim X a . = Y lim a s
n-oo jEJ J JEJ n-eo J
ndr 0 < a,. < a,. < <+ for hvert J € J.
2 %3 = %25 =
(Eksempel: J = IN.)

4.39. f.ad Hy £ ¥y < +++ vere en stigende fglge af mal,
alle defineret pd samme o-algebra IE i en mengde

X, og sat

u(E) = llmn un(E), E € IE.

© Vis, at u er et mal. (Vvink. Man kan benytte Opgave
4.38.)
2 Vis, at

deun n;; deu

for enhver funktion £ € M+(X,Hﬂ .

4.40. Lad (uj)jEJ vere en familie af mal uj, alle defi-
neret p& samme o-algebra E i en mengde X , antag
a. € [0,0], J €J, og set u = Z a.u,.
J Jeg 3 J

(Se §3.1, Eksempel D.)

Vis, at

deu = X aj }fduj

for enhver funktion £ € M+(X,ED .
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4.41. Funktionen F: Eg_ ~ TR defineres ved
©o 1l
F(t) = J sin x “tX3. t e R
o X ¥

1°  Ggr rede for, at definitionen har mening.

2° Bevis, at F(t) - 0 for t - =.
3° Bevis, at F er differentiabel med
_ -1
DF(t) = - 5 t € IR+.
1+t
(Vink. Betragt fgrst et interval Jla,»[ i stedet for
R, . - Undervejs kan man eventuelt benytte, at
sin x = (e - & %) /21 .)
4° Angiv F(t) eksplicit, uden brug af integraltegn.
4.42, Gamma funktionen I defineres for z € ¢ med Rez > 0

ved integralet

T'(z) = } %21 ¥ax
0

1O Vvis, at definitionen har mening, og at I er kontinuert.

2° vyis, at I er vilkarligt ofte differentiabel pd 10,e[ .
3 vis, at T(z+1) = zT(z) for Rez > 0, og slut, at
I(n+1) = n! for n € N .
4°  1det
_1x? _
e 7 ax = V2n ,

I.oo
J_oo

skal det vises, at F(%) = vm.
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§5. Lebesqgue malet 1 ]Rk.

Lengderne bi—ai af intervallerne Ii = ]ai’bi] pa IR,
= 1,+«++,k, kaldes kantlangder for intervallet I =I1X---ka

i
i IRk. Det er naturligt at kalde

vk(I),': (b1_a1) -.-(bk_ak) 4
det k-dimensionale volumen (= l@&ngde, areal og volumen for

k =1,2 og 3) af TI.

defineret pé

HOVEDSETNING. Der findes et og kun et mal m

Borel algebraen Bk i ka, sdledes at mk(I) = vk(I)
L e

for

ethvert standard interval I i IR

Det ved hovedsatningen bestemte mélv my vil vi kalde det

k-dimensionale Lebesque mal.

Hovedsatningen indeholder et entydighedsudsagn, som vil
blive bevist i §5.1. Hovedsatningen giver dermed et signalement

af Lebesgue mdlet. Nar vi i fremtiden mgder et mdl defineret pa

Bk med de anfe¢rte egenskaber, sa md det vare m .
Hovedsatningen indeholder ogsd et eksistensudsagn. Da bevi-

set herfor er langt, vil det ikke blive gennemgdet. Ideen er,
at m er bestemt ved fglgende formel

e BgnlzJ‘IInJv, B €B, ,

w

1]

'_I

joo]

Hh
——
S
™M 8

hvor vi betragter alle fglger af standard intervaller der over-
dekker B . Malet er altsd det samlede volumen af den mest

"pkonomiske" overdazkning. (Eksistensen er vist i opg. 5.1-5.5).

5.1. Entydighedsbeviset.

Lad (X,IE) vare et mdlbart rum, og lad u,v vare to
mdl p& IE . Det er narliggende at prgve at finde egenskaber
ved et system Xc IE, der sikrer, at u = v blot p(A) =v(A)

for alle A € K. I denne sammenheng er f@glgende hjalpebegreb

nyttigt:
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Et system I af delmengder af en mengde X kaldes en

o-klasse (eller et Dynkin system) i X,  hvis
(1) X € D
(ii) (A€ D, nadr A € D
(iii) nquA € D, nar (An)nz1 er en fglge af parvis

disjunkte mengder fra D.

Da er tillige @ € D, ligesom AUB € D , ndr A,B € D og

ANB = ¢.
Enhver o-algebra i X (se §1.2) er naturligvis ogsd en

o~klasse. Omvendt bemazrkes, at en o-klasse i D i X wvil

vere en .0d-algebra, hvis

ANBED ndr A,B € D.

Thi da er ogsd8 AUB = ((CAN(CB) € D og ANB =AN(B € D,

nar A,B € D . En foreningsmenagde UB med Bn € D kan
neiN
derfor skrives som forening U A af parvis disjunkte mengder
An € D, nemlig nenN
n-1
A, =B, A = Bn\iS1Bi , N o= 2,3,

Enhver fazllesmengde af o-klasser i X er igen en o~klas-

se i X.
For enhver mengde X af delmengder af X findes én
mindste o-klasse D(K) i X, der indeholder XK (nemlig

fellesmengden af alle o-klasser i X , der indeholder X).

Naturligvis er D(K) < o(XK) . Bemzrkelsesvardigt er det

imidlertid, at her gzlder lighedstegn, hvis XK er fallesmezngde

stabilt, dvs.
HNKE®e¢eK nar H,K € K.
Det udtrykker vi i fglgende

LEMMA. Lad X vare et system af delmengder af en mengde X,

hvor

HNK©e€eZXK ndr H,K € K.

Da er D(K) = o(XK)
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Beviset fgrer vi ved at godtggre, at den mindste o-klasse
D=D(XK) i X, der indeholder XK, er en o-algebra i X.

Hertil er det som bemzrket ovenfor nok at vise, at
A NBEe€eD ndr A,B € D.

For hvert A € D er imidlertid JFA =-{BcXIANBED} en

o-klasse i X, thi

(i) ANX=A¢€ D.
(ii) AN (B = C(C(CA U (ANB)) € D néar BEIE'A,idet (A og ANB
er disjunkte.
(iii) A nv B_= U (AnNB )E D ndr B,,B,,+++ ETF er
n€EN ©  neN n 172 A
parvis disjunkte.
For hvert H € K er K < ]FH ifglge forudsatning. Vi
slutter nu, at D < F_ . Hermed er vist, at

H

HNBED ndr HE€ K, BE D.

For hvert B € D er altsd K c< Fy, o9 dermed ogsd

D c ]FB, dvs.

ANBED ndr A,BE D. o

ENTYDIGHEDSSETNING FOR MAL. Lad u og v vare mdl pd en o-
algebra IE i X ,o09 antag at K er et fallesmengde stabilt
Antag yderligere, at X kan skrives

frembringersystem for IE.

oo
som forening X = U Kn med K1 c K2 c +++ , hvor Kn € K ,
og U(Kn) oo, n=1,1,+--
Hvis u(K) = v(K) for alle K€ K sd er U = v.
Bevis. For hvert n € N settes
]Dn = {E € IE | u(KnﬂE) = \)(KnnE)}
Idet vi antager, at uw(H) = v(H) for alle H € K, har vi

straks X E]Dn- Og ]Dn er en o-klasse i X ; thi
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(i) X EZDn.
(ii) Nar E €IDn , er ogsd C(E = X~NE EIDn,
idet u(Knr1CE) = u(Kn)-u(an1E) = V(Kn)-v(KHIWE) = v(an1CE).
Her benyttes, at u(Kn) = v(Kn) < o ,
(iii) Na&r E1,E2,--- EZDn er parvis disjunkte, er ogsa
U.E. € D_ , idet
J 3] n
(K. NU.E, = X, K NE.) =X.v(K_NE,) =v(K NU.E.).
WK . J) ju( n J) . ( n J) ( n 3 J)

Dermed er D(XK) < ]Dn og ifplge lemmaet ovenfor er D(K) =c(XK) =1E,

altsa ZDn = IE, dvs.

u(Knr1E) = V(Kn(WE) for alle E € IE.
Det er nu let at slutte u = v. For vilkdrligt E € E
er nemlig
UW(E) = llmn u(Knr1E) = llmn v(Knr1E) = V(E) ,
idet K111E < KzﬂEﬁg ves  OQ Un(KnIWE) = E, o

Lad K vere mzngden af standard intervaller i :mk samt
o . S& er K et fzllesmengde stabilt frembringersystem for

B - Hvis der om to md81 u og v pa B, gaelder, at
p(I) = v(I) = vk(I) for alle standard intervaller, kan vi umid-

delbart af entydighedssatningen slutte, at u = v.

5.2. Lokalt Lebesque integrable funktioner.

For en ikke tom Borel mengde B i IRk kan vi betragte

Lebesgue mdlets restriktion til B, dvs. malet E ~ mk(E) de-

fineret for Borel mengder E i ZRk indeholdt i B. Dette

mal kaldes kort Lebesgue malet pd (i) B, og betegnes (mk)B
eller sedvanligvis blot m med mindre der er fare for mis-
forstdelse. Rummet af funktioner pd B, der er integrable med
hensyn til Lebesgue mdlet, betegnes &(B), eller $(B,mk). For
en funktion f € £(B) bruges fglgende betegnelser for integralet
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[ _ _ e
Jdemk = JBf(x)dx = JBf(x1, ,xk)d(x1, ,xk).
For k = 1 skrives m 1 stedet for m1.

DEFINITION. En Borel mdlelig funktion f: B » ¢ kaldes lokalt

integrabel , hvis f]K € £(X) for enhver kompakt delmengde

K c B, altsa hvis

} | £(x)|dx < = for enhver kompakt delmengde K < B.
K
Mengden af lokalt integrable funktioner pa B er et vektorrum
som betegnes QlOC(B). per gazlder £(B) ggiloc(B) , men ogsd

enhver kontinuert funktion £: B - ¢ er lokalt integrabel, da

j | £(x)ldx < sup If(X)Imk(K) < o,
K x €K
fordi en kontinuert funktion er begranset pa en kompakt mengde,

og en kompakt mengde har endeligt Lebesgue mal.
Hvis I < R er et interval, og f € gloc(I)’ er

fg f(x)dx veldefineret for alle a,b €I med a<b. Somi
Mat 1 er det bekvemt at indfe¢re
> @
f(x)dx = - f(x)dx ,
Ja Jb
ndr a > b . Dermed galder indskudsreglen
rb C ['b
f(x)dx = J f(x)dx + ] f(x)dx,
a c

Ja

for vilkdrlige punkter a,b,c € I.

INFINITESIMALREGNINGENS HOVEDSETNING. Lad I c R vere et in-
f € $loc(I)' For hvert a € I er funktionen

terval og lad

F: I » ¢ defineret ved

X
F(x) = } f£(t)ydt , . x €T
a

kontinuert.
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x, €I er F differentiabel i

Hvis f er kontinuert i 0

X og F'(xo) = f(xO).

0

0 € I og antag, at (xn) er en fglge fra I,

Bevis. Lad
Vi skal vise, at F(xn) - F(xo). Der findes

X
der gar mod Xy -
b,c €I sa b < x <c for alle n, og idet

b (e & (o
F(x_ ) = f(t)dt + f(t)dt, F(x,) = £(t)dt +
n =) Jy o) 7, Jy

f(t)dt ,
a

er det tilstraekkeligt, at vise, at
[ [
Jf(t)1[b’xn](t)dt - Jf(t)1[b,x0](t)dt'

Dette fglger af Lebesgues majorantsetning, idet Ifl-'l[b c] ©F
7

en integrabel majorant, og f(t)1[b,xn](t) - f(t)1[blxo](t) for
alle t € I*\{xo} ’ altsd nasten overalt med hensyn til Lebesgue
malet.

Hvis x_# X for alle n og £ er kontinuert i X,

0
finder vi ifg¢lge indskudsreglen
X

r n
- - f(t)dt
Xn“XO ¥n"%0 JXO

F(xn)—F(xo) ]

Til e > 0 findes & > 0, sé& 1£(xy)-f(t)] < e , Dblot terI

og IxO—tl < 8. For n sd stor, at Ixn—xol < 6, finder vi

da

*n
- f(XO)’ - l X 1x r

F(xn)—F(xo)
Xn_XO n 0 JxO

(£(t)-£(xg))ae| < ¢ ,

hvilket viser, at F er differentiabel i x, med 'FF(XO) =f(xy). o

COROLLAR 1. Lad £f: I » ¢ vere en kontinuert funktion. For
a,b € I kan IZ f(t)dt wudregnes ved formlen

[y 1570
f(t)dt = [cin(t)J = o(b) - @(a) ,
t=a

[b

Ja
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® er en vilkarlig stamfunktion til f, dvs. en differen-

hvor
tiabel funktion ¢ pa I sa &' = f.
Bevis. Hvis @ betegner en vilkarlig stamfunktion til £ og
F er som i satningen ovenfor, sd er (F-®)' =0, og derfor
er F-® en konstant k. Idet F(a) = 0 finder vi

rb

J f(t)dt = F(b) = F(b)-F(a) = &(b)-o(a). a

a

Corollaret er af stor praktisk betydning i forbindelse med
udregning af konkrete integréler, og det viser, at Lebesgue in-
tegralet er en udvidelse af det klassiske integralbegreb.

Vi skal senere se (Fubinis s@tning), hvordan integration
med hensyn til my kan udfgres som Kk successive integratio-
ner med hensyn til m, og dermed fgres integration med hensyn
til m, essentielt tilbage til stamfunktionsbestemmelse.
Hovedsatningen udtrykker, at integration efterfulgt af dif-
ferentiation fgrer tilbage til udgangspunktet. Dette kan genera-

liseres, idet fg¢lgende dybereliggende resultat af Lebesgue gzl-

der:

SETNING 1. For f € $loc(I) og a € I er funktionen
X
F(x) = j f(t)dt , x €1
a

differentiabel for nasten alle x € I med differentialkvotient

F'(x) = £(x).

For en differentiabel funktion f: R -»> ¢ er f£' en Borel

funktion, idet £' er gransefunktion for den punktvis konver-

gente fglge af kontinuerte funktioner
x ~n(E(x +5) - £(x)).
Derimod behgver £f' ikke vare lokalt integrabel og formlen

rb
] f'(t)ydt = £(b) - f(a) ,
a
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som gaelder for C1—funktioner, har derfor ingen mening for sa-

danne £ . JvEr. Opgave 5.15.

5.3. Radon mal i ZRk.

Et mdl u i IRk defineret pa Borel algebraen :Bk kaldes
et Borel mal i ZRk . Blandt Borel mdlene betragtes en snavrere
klasse af mal opkaldt efter den @¢strigske matematiker J. Radon
(1887-1956) . Et Borel mal y: B, - [0,] kaldes et Radon mil,
hvis det har endelig vardi for enhver begranset Borel mengde.
Det er selvfglgelig ensbetydende at krave at p(I) < « for et-

hvert standard interval I, eller at u(K) < «» for enhver

kompakt delmazngde K < ﬂ¥<.

BEMERKNING. Et mdl u defineret pa Borel algebraen B(X) for

et metrisk rum (eller et Hausdorff topologisk rum) X kaldes

et Borel mdl i X. Et Borel mdl u kaldes et Radon mal, hvis
(1) u(K) < «» for enhver kompakt mengde K < X,
(ii) u(B) = sup{u(K) IK kompakt, K < B} for alle B E€B(X).
k

Man kan vise, at (ii) automatisk er opfyldt i tilfeldet X =1,

se Opgave 5.17.

EKSEMPLER. (a) Lebesgue malet er et Radon mal.

(b) Lad £: RF - [O,m[ vere en Borel funktion og lad u =fem
vere mdlet med tetheden f med hensyn til Lebesgue mdlet. Da
er Y et Radon mdl hvis og kun hvis f € i&oc(ﬂgﬁ . Dette er
tilfeldet, hvis £ er kontinuert.

For en funktion f::mk - IR eller f:IRk -> ¢ indferes

stgtten (eng. support) som mengden

supp(f) = {x € ¥ | £(x) % 0}
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Stgtten er altsd en afsluttet mengde i IRk, udenfor hvilken

funktionen er 0, og det er den mindste afsluttede mengde med

denne egenskab. F.eks. er supp(sin) = R, suppl(exp) = R.
Stgtten for nulfunktionen er @ og ikke andre funktioner har
denne stgtte. Bemerk, at £ = f'1supp(f) .

Mengden af kontinuerte funktioner f: R - R med kom-
pakt stgtte betegnes Cc(ﬂfﬂ . Idet der for funktioner

f,g:ZRk > IR og A # 0 oplagt gazlder

supp (f+g) < supp(f) U supp(qg)

supp (Af) supp(f) ,

ser man, at CC(IJH er et underrum af vektorrummet FCRk,HU

af alle reelle funktioner pa IRk.
o . k k k
For et Radon madl u i TR er CC(IR ) E%(IR ,]Bk,u). En
funktion f € CC(IRk) er nemlig specielt en Borel funktion, og
hvis K = supp(f) er f's kompakte stgtte, har vi

Jlf(x)ldu(x) = JIf(x)HK(x)du(x) < J(ig?lf(X)l\1K(X)dU(X)

= suplf(x)| p(K) < =,
X€EK

Med betegnelsen

_ k
Lu(f) = deu for £ € Cc(ﬂi)

er LU: Cc(]Rk) - IR en linexr afbildning, som er positiv, dvs.

Lu(f) >0 . ndr £ >0 , alts& LU er en positiv linearform.

Det f@glgende hovedresultat blev vist af F. Riesz i 1909 i

et specialtilfalde, og er kendt under navnet

RIESZ 'ES REPRESENTATIONSSETNING. Til en posgitiv linearform
L: C (ﬂgﬂ - IR findes et og kun et Radon madl u i ka , sa

c
L = LU , altsd sé&

L(f) = [fay for £ € cc(mk).

)
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Setningen kan betragtes som begyndelsen til funktional ana-
lysen, idet den giver en en-entydig korrespondance mellem en

klasse af funktionaler (= funktioner defineret pd et vektorrum),

og en klasse af andre objekter, nemlig Radon mdlene.
Setningen kan generaliseres ved at IR erstattes af et
vilkérligt lokalkompakt topologisk rum. Beviset for denne gene-
relle saetning, vil blive givet i et senere kursus. (Et bevis
findes i Rudin: Real and complex analysis. McGraw-Hill. New
York 1966.)
I tilfeldet k = 1 kan man karakterisere Radon milene ved

en klasse af voksende funktioner.
Lad ¢: IR -» R vere en voksende funktion. For hvert

a € R galder

lim @(x) =sup{ow(x)Ix<a} < p(a) < inf{e(x)Ix>a} =1lim @(x) .
x-a~ x-»at

)
De to midterste ulighedstegn gaelder klart, og at ¢ har

en gransevaerdi fra venstre i a, som er lig med supf{o(x)|x<al,

ses sdledes: Til € > 0 findes X < a s&
w(xo) > supl{@(x) Ix<a} - ¢ ,

og for alle x € ]xO,a[ gelder s&

sup{p(x) Ix<a} - ¢ < @(x) < suplo(x)|x<al .

Det sidste lighedstegn ses tilsvarende. Man siger, at ¢ er
kontinuert fra hg¢jre (henh. venstre) i a, hvis
@o(a) = 1lim @(x) (= @(a+)) (henh. wo(a) = 1lim o(x) =¢(a-)).

x-at x-a

Naturligvis er ¢ kontinuert i a, hvis og kun hvis ¢ er

kontinuert bade fra h@gjre og venstre i a.

— - —
/ _— _—

+ + t > + >
a a a
kont. fra venstre kont. fra hgjre hverken kont. fra

hpjre eller venstre
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Vi vil indse:
Mengden D af diskontinuitetspunkter for ¢ er endelig

eller numerabel.

Bevis. For a € IR sattes d(a) = ola+t) -op(a-) , og sad er

D ={a € RiS(a) > 0} . For hvert n € N er mengden

. = {a € I-n,nl | §(a) > 1}

endelig, idet r §(a) < ¢(n) -@(-n).
aebD
o n
Da D= UD , er D endelig eller numerabel. o
n=1
SETNING 1. Lad ¢: IR - IR vare voksende og kontinuert fra

hgjre. Der findes et og kun et mdl u p& B, sa

(*)  wu(la,bl) = @(b)-9(a) for a,b €R, a<b.

Det ved (*) bestemte madl er et Radon mal, som betegnes uw

Funktionerne ¢+c, ¢ € IR bestemmer alle samme mal.
Til et Radon mdl nu pd R findes en og pd nar addition

af en konstant kun en funktion ¢ som er voksende og kontinuert

fra hgjre, s& 1y = um.

Bevis. Der findes hgjst et mal u p& B, sd (*) gelder, ifglge
entydighedssatningen for mdl. At ¢ bestemmer et mal uLp med

de ¢nskede egenskaber, og som derfor er et Radon mdl, er ikke
enkelt at vise. Det sggte mal Hy ©f ved (*) fastlagt pad stan-
dard intervallerne. Som ved Lebesgue mdlet kan vises, at

[e o]

_ 0l
uw(B) = 1nf1§ uw(In) B c $ Inf for B €B ,

hvor der betragtes alle fglger af standard intervaller i R,

der overdazkker B.
Vi kan ogsd ggre som Stieltjes (1894), der indfgrte

Stieltjes integralet Iw(f) af en funktion f € CC(IU med
hensyn til ¢ som gransevardien
n

I(p(f) = lim i§1f(€i) (o(x.) —olx;_,))
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af middelsummer hgrende til inddelinger a = X0<’H <-o-<xn:=b,
hvor a < b er valgt sd8 supp(f) < [a,b]. Mere pracist galder

i analogi med resultater fra Mat 1 MA:

Til en inddeling D af [a,b] som ovenfor, indfgres under-

summer s O0g oversummer S, som tal af formen

nM™MpB

Gi(w(xi) —tp(xi__1)) '

g, (0(x,)-0(x, ) , S 1

0]
1}
nm™MB

i=1 i

hvor 95 < f(x) < Gi for alle x € [Xi—1’xi]’ i=1,00,n. En-
hver undersum er mindre end eller lig enhver oversum, s& vi har
Ew(f) < T&(f) ’ hvor Ew(f) er supremum af mengden af under—.
summer, og Iw(f) er infimum af mengden af oversummer. Da £

er uniformt kontinuert pa [a,bl, kan vi til ¢ > 0 finde

§ >0, sé&der for x,y € [a,b] med Ix-yl < §, galder
f£(x)-f(y) | < e:((,o(b)—(p(a))—1 . For enhver inddeling af finhed

< 6, gelder der om under- og oversummerne s, S h@grende til

tallene

9; = inf{f(x)Ix € [Xi—1’xi]} r Gy = sup{f(x)lx.e[xi_1,xi]}

at
n n
_s = (o —q _ \ £ _ -
S-s = if']\Gi gi/\(p(xi) (D(Xi_1)/ < v (b) -0 (a) if‘](p(xi) (P(Xi_1) =€ .
Dermed er Ew(f) = Tw(f) ’ og man ser som i Mat 1, at den fzlles

verdi Iw(f) er granseverdi for ovennavnte middelsummer, ndr fin-

heden gar mod 0. Man ser ligeledes let at f ~ I@(f) er en
positiv linearform pé CC(EU , sd ifglge Riesz'es reprasenta-

tionssatning, findes et Radon mal Mo pa TR med egenskaben
Iw(f) = deuw for alle f € CC(EU .

Vi vil dernast indse, at
”w(]a’b]) = @(b) - o(a)

for et vilkdrligt standard interval Ja,b] . Hertil valges en

fglge (fn) fra CC(HU som vist p& tegningens
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J// |
n
: t 3
a at-—
n

Idet f_ -1
n la,b
majorant for fgl

ret konvergens

U(p(]a,b])

Imidlertid er ©®

undersum for fn

b b+—
n

]

gen,

[

n—-co

(b +%) - @(a)

’ altséa

\ fn(X)
} —> X
1

punktvis, 09
finder vi af Lebesgues setning om majorise-

1]3-1

I1.5.13

0 for x < a

n(x-a) for aix£a+%

1 for a-rl <x<b
n_ —

1-n(x-b) for b5x5b+%

0 S for b++ < x.
n_

b+1] er en u¢—1ntegrabel

lim Iw(fn)

n-—>co

en oversum, O9g w(b)-—m(a-rg) en

1 1
o(b) —ola+d) < T (£) < o+ -0,

og da ©

u(p(]a,b]

vi mangler nu blot at vise,
er entydigt bestemt pa nar en kon-

har formen um,

stant. Et sadant

) =

og at ©

@(b) -@(a) .

at ethvert Radon mdl

er kontinuert fra hgjre, far vi for n >

pd IR

¢ md& ngdvendigvis opfylde

u(lo,al) = w(a) -©(0) for a > 0
u(la,01) = ©(0) -o(a) for a < 0,
og er altsd af formen C+ 04y hvor mozim -» R er defineret
ved
u(lo,al) for a > 0
tpo(a) = -u(la,0]) for a <0
0 for a = 0.
Funktionen wo er klart voksende o9 kontinuert fra hg¢jre
(jvfr. §3.1), og man ser let, at wu(la,bl) = wo(b)-mo(a) for
a <b. (Hvis f.eks. a < b < 0, ses det sdledes:
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p(la,bl]) = u(]a,O]\]b,O]) = u(]a,O]) _U(]blo]) =
—05(a) = (-9,(b))). o

Det ved den voksende funktion ¢ definerede mil u(p og
integral ffduw kaldes Stieltjes mdlet og Stieltjes integralet

bestemt ved ¢ . (J.T. Stieltjes, hollandsk matematiker,
1856-1894) .
Idet vi sztter ¢(») = lim @(x) < o, @(-»}) = lim @(x) > -,
X0 X=>—00

noterer vi

u (la,=[) = @le=)-@(a) , idet Jla,»[ = U la,n]

0} ‘ n»>a

U(p(]_wlb]) = @(b)-¢p(-x), idet ]—°°,b] = U ]_nlb]
n>-b

u@<nn = @(o) - @(-») _

v (la,bl) = @(b-) —@(a) , idet la,bl = U ]a,b-l]

¥ n=1 n

U(p({b}) = @o(b)=-p(b-) , idet {b} = ]arb]\]arb[

“w([a'b]) = ¢(b)~p(a-) , idet [a,b]l = la,bl U {a} .

Heraf ses, at er et endeligt mal, netop hvis ¢ er begren-

set. For et endeligt Radon mil u bestemmes der ved

0(x) = p(l-o,x]1), x € R en voksende funktion, som er konti-
nuert fra hg¢jre, og som opfylder @(-«) = 0. Der galder

T uw og U(R) = @{(»). Hvis u er et sandsynlighedsmil,
kaldes @(x) = u(l-«,x]) fordelingsfunktionen for 1. Vi har

dermed f@lgende hovedresultat fra sandsynlighedsregningen

SETNING 2. Der er en en-entydig korrespondance mellem sandsyn-

lighedsmdl yu Eé (IR ,B) og fordelingsfunktioner ¢: R -» IR ,

dvs. funktioner med egenskaberne

(i) ¢ er voksende og kontinuert fra hgjre.
(ii)  @(-®) = 0, @(x) = 1.
For givet u er ¢ bestemt ved o(x) = u(l-«,x1), og for

givet ¢ er u = u@.
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EKSEMPLER. (1) Funktionen

fO for x < a
Q(x) = l
1 for x > a
er voksende og kontinuert fra hgjre. Det tilh@grende Stieltjes
mal Mo ©F lig med Dirac milet £, . Der gelder nemlig
e, (Ja,Bl) = @(B) - 0(a)

for alle o < B, som ses ved at betragte de 3 tilfelde a < «a,

< a<B, B<a.
(2) Lad ¢: R - IR vare en voksende C1—funktion. Det

tilsvarende Stieltjes madl uw er lig med malet ¢'em, der

har tetheden ¢' m.h.t. m. Der galder nemlig

5
©' m(la,p]) j ©' (£)dt = ©(p)-o(a)
x

for alle o < B

5.4. Lebesgue mdlets invarians.

Fg¢r vi med rette kan opfatte Lebesgue mdlet m = my i
som det fornuftige volumenbegreb, m& vi endnu vise, at det har
samme vardi for kongruente mengder. (Sztning 3 nedenfor.) Her-
til benytter vi en deskriptiv karakterisering af mdlene cm, -

0 < ¢ <o, ved hjelp af additionen i RX (Sztning 2).

Lad w:ﬁmk ~ B¥< vare en bijektiv afbildning, hvor bade

© og w_1 er madlelige, nar IRk betragtes med Borel algebraen
Ek, dvs.

EEIBk@q)(E) EIBk.
Et Borel mdl 1y siges at vere invariant ved o, hvis
billedmdlet o©(p) er lig med u, dvs. hvis

VB €B,_: u(o  (B)) = u(B).
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Enhver homeomorf afbildning w::mk ~:Rk férer Borel alge-

braen Bk i ZRk over i sig selv, og den fgrer et Radon midl

over i et Radon mal «o@(y).

Thi at w:IRk ~1Rk er homeomorf, betyder at ¢ er bijek-
tiv og tillige med w—1 kontinuert. Specielt er ¢ og m—1
Borel funktioner. For enhver kompakt mengde =K gimk er w_1(Kr

ogsd kompakt som billede af K ved den kontinuerte afbildning

w_1. Dermed er ¢ (1) (K) u(w—1(K)) < o,

Translationen T, bestemt ved a EIRk er givet ved

7_(x) = x+a, X EIRk.

Den er naturligvis en homeomorf afbildning af TR pa sig selv,

med T_1 = T .
a

SETNING 1. Lebesgue malet m i IRk er translationsinvariant,
k

dvs. invariant ved enhver translation af IR .

fpres ved en translation - T, over i malet Ta(mk),
= 1_, (1)

Thi m,
og for ethvert standard interval I i &K vil T;1(I)
pdny va@reet standard interval med samme kantlangder, hvorfor

T, (m ) (1) = m (t_ (1)) = m (I) .

Af entydighedsudsagnet i hoveds®tningen fglger da Ta(mk) =m .
Idet vi betegner Ta(E) med E+a, kommer saztningen ud pa,

at
mk(E-a) = mk(E)

for ethvert a EZRk og enhver Borel mengde E i ZRk. Set-

ningen indebarer, at der for f::mk -» ¢ gzlder

[ f(x)dx = | f(x+a)dx ,
J

J

sdledes at forstd, at de to integraler samtidig har mening og i

bekreftende fald samme verdi, jvfr. s®tningen om integration med

hensyn til et billedmdl.
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er de eneste transla-

SETNING 2. Malene cm_ , c € [0, ,

tionsinvariante Radon mal i ka.

Hermed har vi en ny deskriptiv karakterisering af Lebesgue
malet mk i Imk ’ nemlig som det translationsinvariante Radon
mdl, der har verdien 1 pd enhedsterningen

{(X1""’Xk) 0<%, <1, i=1,---,k}.

Bevigs for satningen:
Vi har lige vist, at m 09 dermed hvert af mdlene cmy

er translationsinvariant.

Lad nu omvendt p vare et translationsinvariant Radon mal

i IRk . Det har dbenbart samme vardi pd alle standard interval-
ler med samme set af kantlengder. Idet vi med ¢ betegner ver-
dien af enhedsterningen, md vardien vare c/qk for enhver stan-

dard terning med kantl®engde 1/q, hvor g € N ; enhedster-

ningen kan jo deles i qk sddanne. For et standard interval med

rationale kantlangder Tartre Ty = p1/q,---,pk/q ma vaerdien ve-
re Cr, ---r ; intervallet kan jo deles i Py Py terninger

med kantlengde 1/q9. For et vilka&rligt begranset interval I

med kantlangder aqy Ay fglger nu U(I)_ﬁca1 SR idet
u(I) < p(J) for ethvert standard interval--Jﬂgmed rationale kant-
lengder, hvor I < J. Tilsvarende. ses U(Ifﬂzﬂca1---ak. Da
sdledes u(I) = cmk(I) for ethvert begrenset interval I, fg@l-
ger W = cmy af entydighedssatningen for mdl. O

SETNING 3. Lebesgue mdlet m i R* er invariant ved enhver

isometri m:ZRk NZRk.

Mengder E,F gjmk kaldes kongruente, hvis der findes en

isometri m:ﬁmk NZRk med @(E) = F. Setning 3 kommer ud pa,

at kongruente Borel mengder i TR har samme Lebesque mdl. Vi

ved at en isometri ¢ kan udtrykkes @(x) = Ax +a, hvor A

er en ortogonal kxk matrix, og a €R . (Se I.3.3).
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Bevis for Satning 3.

Det er nok at vise, at m_ er invariant ved en vilkarlig
linear isometri w:IRk ~ TR, svarende til

allerede ved, at m er translationsinvariant. For at opna

k
simplere betegnelser valger vi at vise, at m, er invariant ved

-1

a=20, idet vi jo

®
Ved w—1 fores m ~ over i Radon midlet v = w_1(mk) de-

fineret ved

V(E) = m (0(E)), EeB.
Nu er Vv translationsinvariant, thi idet ¢(x+a) =o0(x)+op(a) ,
har vi for hvert E GZBk og a EZRk
v(E+a) = m (0(E+a)) = m (@(E)+e(a)) = m (@(E)) = V(E)
Ifglge Satning 2 ovenfor er da Vv = cm for passende c¢ > 0.
Idet @ er en isometri, er imidlertid ©(B) = B, nar
ko
B = {(x;s--oyx ) | T x7 <1}
i=1
er enhedskuglen i ZRk . Da nu
v (B) = mk(w(B)) = mk(B) , 0 <nm(B) <o ,
sluttes ¢ = 1, altsd v = mk ’ dvs. mk er invariant ved
w_1 . o
k

5.5. Malforholdet af en isomorfi af IR .

Med GL(k) betegnes mengden af regulare (kxk) matricer

med reelle elementer. Det er velkendt, at matricen for en iso-

morfi af ka tilhgrer GL(k). Omvendt vil x ~ GX va&re en

isomorfi af :mk ndr G € GL(k). En isomorfi af iRk er spe-

cielt en homeomorfi. Mengden GL(k) er en gruppe under matrix
multiplikation, og determinanten giver en afbildning
det: GL(k) » (R~ {0},*), som er en gruppehomomorfi.

For G € GL(k) er billedmilet G_1(mk) af Lebesque milet

under afbildningen x ~ G_1x et translationinvariant Radon mal
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pa :Rk , idet der for E €IBk og a EIRk gelder

G'1(mk)(E+a)::mk<G(E+a>>:=mk(G(E>+G<a>)::mk(G<E>)::G‘1<mk)(E),

]

og ifglge Satning 2 findes en konstant c¢ > 0, sa

-1 o o
G (mk) = cmy altsd sé
mk(G(E)) = cmk(E) for alle E EIBk.
Konstanten ¢ afhanger af G, betegnes ¢ = mfh(G) , og

kaldes G's malforhold. Malforholdet er altsd en afbildning

mfh: GL(k) - 10 [ opfyldende
mk(G(E)) = mfh(G)mk(E) for alle E EZBk.
Settes E = [0,1]k fds specielt
k
mfh(G) = m (G([0,117)) ,

og denne ligning galder naturligvis ogsd, hvis den lukkede en-
hedsterning erstattes af den &bne enhedsterning ]0,1[k , eller

af standard terningen ]O,1]k.
Hvis Cqrtray betegner den sadvanlige basis i ZRk , Og

hvis vi satter v, = Ge1,---,vk = Ge, , som altsd er G's s@¢j-

ler, er G([0,11X) 1ig med parallelotopen udspandt af

v c LV

A

G(r0,11%) = {

Dermed har vi:

Madlforholdet af G er lig Lebesque mdlet af paralleloto-

pen udspaendt af G's sgjler.

For G1,G2 € GL(k) har vi

k k
mfh(G,G,) = m (G,G,([0,11%)) = m (G, (G,([0,11%)))

mfh(G1)mk(G2([O,1]k)) = mfh (G, ) mfh (G,) .

1l

Med andre ord er mdlforholdet en homomorfi af (GL(k)),-) ind i

(]Ol°°[r')
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SETNING 1. For G € GL(k) galder mfh(G) = |ldet Gl

Bevis. Hvis G er en ortogonal matrix gazlder pastanden, idet
mfh(G) = 1 ifglge Setning 3 i §5.4, og det G = * 1
Hvis G er en symmetrisk positivt definit matrix galder

pastanden ogsd. Fra Mat 1 vides nemlig at G er ortogonal-

#kvivalent med en diagonalmatrix 'D(A1,---,ik) ’ hvor

A1,-- ’Ak > 0 er G's egenvardier. Der findes altsd en oftogonal
matrix 0 s& 0GO0' = D(A1,---,A ) , hvoraf

mER(D (A e v e A, )) = mfh (0) mfh (G) mEh (0') = mfh(G) ,

men
k
D(X1,---,Ak)([0,1] ) = [0,%1] X «os x[O,Kk]

mfh(D(X1,---,Xk))==mk([O,A1]x-..x[0,A 1) =K1~nkk

Idet mfh og |det| er homomorfier, fglger saztningens pastand
af fglgende resultat, der er analogt til fremstillingen 2z = yr
af et komplekst tal 2z # 0 som produkt af et positivt tal

r = |z, og et tal y med Iyl = 1.

LEMMA., En matrix G € GL(k) kan skrives G = AP, hvor A
er en symmetrisk positivt definit

er en ortogonal matrix og P

matrix.

Bevis. Vi bemzrker fgrst at _G'G er symmetrisk idet
(G'G)!' = G'G" = G'G, og positivt definit. For x EIRk har

vi nemlig

(G'Gx,x) = (Gx,Gx) = |lle|§ 20,

og hvis x # 0 er Gx # 0, da G er reguler, altsa

Il GXHS 0. Der findes en symmetrisk positivt definit matrix

>
P sa 2 G'G. (Vi kan sige, at P er en kvadratrod af

P
G'G);7ﬁ%er findes (jvfr. Mat 1) en ortogonal matrix 0 s&

0G'G0' = D(A1,--.,Ak) , hvor A1,---,Xk er G'G 's egenvaerdier.

Settes P = O'D(VT;,---,VX;)O , er P symmetrisk og positivt
G'G, 1idet vi har udnyt-
Vi de-

NI

definit og P2 = O'D(VX;,---,VXk)ZO

tet at 00' = I og D(vx1,.- ,V k) = D(A1,'--,kk)

IT1.5.20

=det G= |detG | .
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finerer dernast A = GP—1 ’ og lemmaet vil vere vist, nar det

er godtgjort at A er ortogonal, hvilket fglger af at

(Ax1,Ax2) = (x1,x2) ’ x1,x2 EIRk.

For at se dette sattes y, = P_1x1, Y, = P_1x2,

og vi finder
2
= = ' = =
(Ax1,Ax2) (Gy1,Gy2) (G Gy1,y2) (P y1,y2) (Py1,Py2)

COROLLAR. Lad v1,---,vk vere lineart uafhengige véktorer i

ka . Parallelotopen [V1,"-,Vk] udspandt af v,],---,vk har
Lebesgue midlet

Idet(v1,'°'rVk)l
Bevis. Lad G vare matricen hvis s¢jler er Vyrter vy . Sa er
G € GL(k) og mk([v1,---,vk]) = mfh(G) = |det G| . o

5.6. EKSEMPLER.

A. Enhver hyperplan i IRk er afsluttet og har Lebesgue

mal O.

Bevis. En hyperplan H (gennem 0) er givet ved en normalvektor

g = (51,---,€k) #+ 0 sa H=Hg={x €IRk|x-£=O}. Idet H

er originalmengden til {0} ved den kontinuerte afbildning

X ~ X+¢§ er H afsluttet. Ved en drejning A gar Hg over i

hyperplanen A(Hg) = HAg ’ der har samme Lebesgue mal som Hg’

da Lebesgue mdlet er invariant ved drejning. Ved en passende

drejning A kan vi sikre os at A& = (0,0,-++,1l £I), og dermed
er ’

H . =H ={x €R"[x, = 0}

Af k k
Det er altsd nok at vise at mk(Hk) = 0, og endvidere nok at

enhver begranset mengde
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{X E]Rk|Xk = 0, Xi € ]ai’bi] ’ i=1l°",k—1},

har Lebesgue mdl 0, idet Hk er forening af numerabelt mange

sddanne. Imidlertid er ovenstdende mengde indeholdt i interval-

ler med vilkdrligt lille Lebesgue mal, f.eks. for hvert n € N
indeholdt i

x e® 1 - Lex <0, x, €la b1, i=1,000 k10,

Konsekvenser. Ikke blot for standard intervaller, men ogsd for

de andre typér af intervaller er Lebesgue malet produktet af

kantlangderne. Dette gazlder sd ogsd for enhver kasse (= ret-
vinklet parallelotop) i IRk . Da ethvert a&gte underrum er in-
deholdt i en hyperplan er ogsd ethvert underrum og deres trans-
laterede nulmangder.

En polygon i IRZ ’ et polyeder i IR3 0og generelt en poly-
top 1 ka ’ har samme Lebesgue mdal, hvadenten randen medregnes
eller ej. Derimod kan randen af mere indviklede afsluttede

mengder, have positivt Lebesgue mdl. (Se opg. 5.26, 5.27).

B. Cantors mzngde.

Cantors mengde Z < [0,1] fremkommer ved, at man fra in-
tervallet [0,1] fjerner den midterste adbne tredjedel, videre

den midterste dbne tredijedel af [0,1] og [%,1] , den mid-

2 . 1 2 1 2 7 8
terste &bne tredjedel af [0,5], [§,§],[§,§] og [9,1] , Osv,.
altsa

12 12 17 8 ..
[O,1]\Z—J3,3 U ig/3 UJ9,9 U

Cantors mengde er afsluttet, og m(Z) = 0, idet

m([0,11~2) :l+ 1+l + i+i+—1—+—1—— + o0 =1 ; Zn=1

’ 3 9 9 27 27 27 27 3 n=0 3 :

Man kunne tro, at der ikke var mange punkter tilbage, nadr man
fra [0,1] har fjernet numerabelt mange intervaller med lang-
desummen 1 . Af nedenstdende karakterisering af Z ved trial-

brgker vil imidlertid fremgd, at Z er akvipotent med IR.
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. 3
En trialbregk O,a1 as-ra ey hvor hvert a, er 0,

1 eller 2, siges at fremstille summen af razkken
a,/3 + a,/3%+ +a /3%«
1 5 e n .oy

hvilket vil vere et tal i intervallet [0,1].
Lad os her for de afsluttede intervaller, der fremkommer

ved successive tredelinger af [0,1] benytte betegnelser som

vist pé& figuren:

0 e ; - | 1
i S ! I
| 1 | I
| ‘ | |
| I
o 1 o0 o1 Joz Lvo L1t 121 D20 L21 Loz |
E i | ! i L ro f
! ! e | [ [ I | | 1
| ! | ! | | I | | l
f ] ! | [ : | ! } :
/PR S SIS AFUVES S S S S S
Trialbrgken ovenfor fremstiller da samme tal som intervalind-
snevringen
I o I a ) > I a a o
2 8192 a8y 3y

(Fellesmengden af disse intervaller bestdr af netop et reelt tal}).
Heraf fremgdr for det fgrste, at hvert x € [0,1], som
ikke er tredelingspunkt, har netop én trialbrgkfremstilling,
medens delepunkterne har to: en endende pd lutter O0'er, en
endende pa lutter 2'er.
Men det fremgdr ogsd, at Cantors mengde Z bestdr af net-
op de tal, der kan fremstilles ved en trialbrgk 3O,a1 ay:-e
med cifrene 0 og 2. Fremstillingen er entydig. (P& denne
form er mengden angivet af Georg Cantor, Acta Mathematica 2

(1883), p.407.)

At 72 er @kvipotent med IR fglger nu af, at afbildningen

3 2
O,a1a2---an--- ~ 0,b1 bz...bn...,

der fgrer x € 72 fremstillet ved trialbrgk 30,a1a2---an

med cifre 0 og 2 over i tallet fremstillet ved dualbrgken
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med cifrene bn = an/2 ’ har hele intervallet [0,1] som

billedmangde.
Cantors mengde er sdledes en afsluttet del af R, akvi-

potent med 1R, men med Lebesgue mdlet 0.

BEMERKNING. Da enhver delmengde af Z er en nulmengde m.h.t. Le-
besgue mdlet, ser man, at mengden af Lebesgue nulmengder i 1R
har samme megtighed som mengden af alle delmzngder af TR . Man
kan derimod vise, at Borel algebraen i IR er akvipotent med

IR. Der findes altsd Lebesgue nulm®zngder, som ikke er Borel

mengdexr.

C. Uden at ga ind pd detaljer navner vi, at Giuseppe Peano
som den fgrste har angivet en kontinuert vej ¢: [0,1] ~ R™,
hvis punkter udfylder enhedskvadratet [0,1] x[0,1] i IRZ.
(Mathematische Annalen 36 (1890), p.157-160. En af de fg@rste
tilnermelser kan man se anskueliggjort som flisegang i gard-
haven i Matematisk Institut, Danmarks tekniske Hgjskole.) Man
kan vise, at ¢ afbilder Lebesgue madlet p4 [0,1] i Lebes-
gue milet pd [0,1]2-

Peanos kurve har multiple punkter, dvs. punkter der op-
treder for mere end é&n parametervardi. Ved modifikation af
Peanos konstruktion (W.F. Osgood, Transactions of the American
Mathematical Society 4 (1903), p.107h112, - smukke figurer!)
kan man imidlertid opn& en Jordan bue i [0,1] x[0,1], der
ganske vist ikke udfylder hele kvadratet, men dog har Lebesgue
mdl tet ved 1. (En Jordan bue i ZRZ er billedmengde ved en

injektiv, kontinuert afbildning o©: [0,1] ~ RZ.)

D. Lebesgue mdlet af enhedskuglen i ka betegnes Vk’

altsd
(] k
= m X € 1R
k(] |

k
Vk ? xi < 1}) .

(Vi bestemmer Vi i §6.) En ellipsoide med halvakser

«*,a, > 0 er defineret som mengden

a k

17°
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% 2
k | i

i

<1

™M~

E = {x € R

1 a.2
1

Den linezre afbildning med matrix

a1 0 0
a= |9 % 0
0 0 ---ak

afbilder enhedskuglen i E , og derfor har vi
mk(E) = |det Al Vk = Vyrajas-cea .
En ellipse i planen med halvakser a, o9 a, har altsd arealet

na1a2 .

5.7. Transformation af Lebesqgue integraler.

Lad ¢: X ~ Y vare en bijektiv afbildning af en &ben meng-
de X Eimk pad en dben mengde Y giRk ’ hvor ¢ og w_1 begge er

kontinuert differentiable, dvs. af klasse C1. Der galder da:

En funktion f defineret pd Y er Lebesgue integrabel,
i bekraftende fald

hvis og kun hvis (fog) « |det Dyl er det;

er

Jf f(yldy = J[ flp(x)) - |det Do(x) ldx .
Y X

Her betegner det Dp(x) Jacobi determinanten (funktionaldeter?
minanten) for ¢ i punktet x.

Vi vil ngjes med et heuristisk bevis, idet et stringent
bevis ikke er helt simpelt. (Se f.eks. E. Asplund/L. Bungart:

A first course in integration, Holt, Rinehart and Winston 1966,

p.179-186. Eller S. Lang: Analysis II, Addison-Wesley 1969,

p.401-404.)
Lad ©q,° 0,01 X >R vare koordinatfunktionerne, sa

w(x) = (w1(x),---,wk(x)). Af Taylors formel fglger, at

@e(x+h) = @(x) +Dep(x)h +e(h) llhll, x € X, llhlt< ¢,
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hvor r er s& lille, at kuglen K(x,r) c X, og ¢(h) EZRk
gar mod 0 for h - 0.
Formlen viser, at funktionstilveksten ¢(x+h) - @(x) approxi-

meres godt af den linexre afbildning h ~ Dp(x)h for smd h.

Intervallet {x+h | OﬁkH.qul"°'05JHpﬁzk} afbildes derfor for

L2 e, . > 0 i en mengde, der approximativt er

sma 1rtt ety

{e(x) +Do(x)h | 0<h <L ,-++,0<h <L T,

men denne mengde kan skrives

3 o
{p(x) +A1£1 = cet A Ek Bx | 0< A <1, i=1, 'k},
1 k
hvor gg& s, gg& er s¢pjlerne i Jacobi matricen Dgp(x) , og
1 k
den fremgdr altsa af parallelotopen { 1 gip yoee Kk ;ﬁp} ved
k

translation med o(x) Dens k—dimen51onale Lebesgue mil er

= £1---£k |det Do(x)| .

I

x| % 1)
Intuitivt har vi altsa, at

mk(w(x+[0,£1]x---X[O,Kk]))

lim
cee £ 0 Loty

= |det Dy(x) I ,

s& Jdet Do(x)| kan opfattes som malforholdet i punktet x .

Billedet af et infinitesimalt interval ;[x1,x1-+dx1] Xooox
er altsd en mengde,

[x, r¥+dx, ] med kantlangder dx,,---,dx,
"'dX

der approksimativt har Lebesgue malet |det Dm(x)ldx1 K

En mengde A < X, der er disjunkt forening af infinitesimale

intervaller, afbildes derfor i en mengde ¢(A) med Lebesgue

milet
_
mk(m(A)) = JAIdet Dy (x) Idx1 dxk
Denne formel kan fortolkes som w—1(mY) = |det D(plmX ’ altsa
at billedmdlet af Lebesgue midlet my, pd Y under © er
mdlet med taetheden |det(Dy)]| med hensyn til Lebesgue mdlet
m pa X.

X
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Sztningen om integration med hensyn til et billedmdl, giver

nu den @gnskede formel

[ f(y)dy = rf()@()w_1de - foo dw_1(mY).

J, ")

5.8. Det fuldste&ndige Lebesgue mal.

Et mdlrum (X,IE,u) kaldes fuldstendigt, hvis enhver
u-nulmengde tilhgrer IE. Ifglge bemazrkningen i §5.6 B er
ka’:Bk’nk) ikke fuldstendigt.

Det kan man rade bod pd ved at indfgre en stgrre o-alge-

bra end IBk » nhemlig o-algebraen ILk af Lebesgue milelige

mengder. Lad Nk betegne mengden af mk—nulmangder.

En delm®ngde A < B£< kaldes Lebesgue midlelig,

Definition.
hvis A =B UN , hvor B € IBk og N € Nk
Mengden af Lebesgue malelige m&ngder i ZRk betegnes :mk.

SETNING 1. (a) Systemet ILk er den mindste o-algebra, der

indeholder alle Borel ma&ngder og alle Lebesgue nulmengder, dvs.

o, = GCBk U Nk).
(b) Lebesgue malet m : IBy - [0,°] kan pé en og kun en

mdde udvides til et mal ﬁk: L, - [0,]

Milet ﬁk er givet ved

mk(A) = mk(B) for A =B UN,

hvor B € IBk’ N € Nk.
(c) Malrummet (I§<,1Lk,ﬁk) er fuldstandigt.

Bevis. Péastand (a) vil vare bevist, hvis vi godtggr, at K

er en ¢-algebra.
Hvis An = Bn U Nn € ILk, n=1,2,¢¢., har vi
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o o0
[} (-] NI
idet El.l B € IBk og E|J NnE N ndr B_ € IB og € Nk for
ethvert n € WN.

Hvis A = BUN € ]Lk findes M € IBk ’ sd& Nc M 0og
m, (M) = 0. S=zttes B =BUM, har vi EEJBk,
(B> (A2 (B , og differensmangden D = (A~CE = B~a < M

er en nulmengde. Dermed er (A = (B UD € ]Lk .

— 14
(b) Hvis m: Ly ~ [0,0] er et mdal med egenskabefnef

ﬁk(B) = m, (B) for B € I, W_QQHEF(N}———QJ—EH—-@N?, W
s& har vi om A = BUN € ]Lk,/-ad: X/;fru 34&}4’6% 3
m (B) = m (B) < m () < m (B) +my (N) = m (B)
hvilket viser, at ﬁk er entydigt bestemt og opfylder
mk(A) = mk(B) .
Efter denne analyse definerer vi ﬁk: L, - [0,o] ved

mk(A) = mk(B) ndr A=BUN hvor B € B, 09 N € Nk'

Hvis A = B1 U N1 er en analog opsplitning, ser man let, at

“k(B) = mk(B1) ' s& definitionen har mening. Det er klart,
at my udvider m , 09 at mk(N) = mk((Z)) =. 0 for N € Nk .
Hvis An = B_ U Nn , n=1,2,+++ er parvis disjunkte, sa er
ogsa B/ n=1,2,--+ parvis disjunkte, og

A W Gyt W T
Dermed er vist, at ﬁk er et mdl pa ]Lk med de ¢nskede egen-
skaber.

(c) Lad N c RK  vare en nulmengde m.h.t. m . S&
findes M € IL, med Ek(M) =0, og NcM. Om M ved vi
at M =BUN,, hvor B € B,  opfylder m, (B) = ﬁk(M) =0,
og N1 € Nk . S& er ogs& M, og dermed N, en nulmangde

m.h.t. m . altsd N € N < 1L, . O
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Malet ﬁk kaldes det fuldstandige Lebesgue mal. I mange

fremstillinger af teorien kaldes det dog bare Lebesgue mdlet.

Systemet Ik er effektivt steg¢rre end ]Bk ;, da vi al-

lerede har bemxrket (§5.6), at Nk , Og dermed Bﬁ{ er akvi-

potent med P(IR), medens IBk er akvipotent med IR . (Det

erindres, at BJ; er akvipotent med IR for alle k).

For en Borel funktion f: Bgc -» IR kommer integration

m.h.t. m_ og ﬁk ud p& et, jvfr. Eksempel (b) i §4.5. Vi
vil sadvanligvis ngjes med at betragte madlrummet (IRk,]Bk,mk).

At dette er en uvasentlig indskrenkning fglger af at der gal-
der:

SETNING 2. Til en Lebesgue mdlelig funktion f£: Iﬁk -» IR,

(dvs. £ er Dﬁ{JB—mélelig) findes en Borel funktion
g: ® - R s& f =g m-n.o.

Bevis. Antag fgrst, at £ > 0, og lad (fn) vere en fglge
af simple, positive Lebesgue mdlelige funktioner, sa fn'ﬂ £ .

Hvert fn er en endelig sum af formen

Py
fn - .% an,i 1A . !
i=1 n,1i
hvor A , € I, . Idet A , =B . UN . hvor B, € 1B, ,
n,i k n,i n,i n,i n,i k
og Nn,i € Nk ,  vil ~
P
In ~ .E an,i 1B .
i=1 n,i

vare en simpel Borel funktion, og mazngden

N = U
n=1 i

tilhgrer Nk . For x ¢ N er fn(x) = gn(x) for alle n ,

og betegner M € B, - en nulmengde, s& N c M vil

lim gn(x) , X EXNM

g(x) = {
0 ’ XEM

vaere en Borel funktion, s& f(x) = g(x) for x ¢ M.
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Hvis £ er reel anvendes det lige viste pd de Lebesgue

malelige funktioner £* og f . o

Ogsd det fuldstandige Lebesgue mal er invariant ved iso-

metrier: Hvis A € ﬂﬁ{ og G: IRk - BQ( er en isometri, sa

er G(a) € I, og Ek(G(A)) = Hk(A)

Under brug af udvalgsaksiomet skal vi nu vise, at der fin-
des delmengder A < IR , som ikke er Lebesgue mdlelige. Vi
viser mere generelt, at man ikke kan udvide 51 til P(IR) ,

hvis man ¢nsker et translationsinvariant mal.

SETNING 3. (Vitali,1905).Lad (IR,IE,m) vare et mdlrum med egen-

skaberne
(i) B < I, m|IB er Lebesque milet,
(ii) m: IE » [0,] er translationsinvariant, dvs.

Va € IRVE € IE: (a+E € IE) A (m(a+E) = m(E)).
S§ er E * P(IR) .

Bevis. Vi indfgrer en akvivalensrelation ~ 1 [0,1] ved
fastsettelsen x~y & x-y € @ . P3 grund af udvalgsaksiomet,

findes en mangde A < [0,1], som bestdr af et element fra

hver ®kvivalensklasse. Vi pastdr, at A ¢ IE.

Vi bemarker, at

u A+q < [0,2], U A+g = IR,
qeon{o,1] geg

og mengderne A+g, q € ® er parvis disjunkte. Antages at

A€IE, vil ogsa A+q € IE for alle g € ¢, og vi har
da
2> X m(A+g) = m(A) = «.m(A)
gepn0,1] g€pno,1]
og
o = m(IR) = X m(A+g) = «w-m(d) .

g€
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Af fgrste ligning sluttes m(a) = 0, af sidste ligning

m(A) > 0, og vi har en modstrid. o

I Solovays model for me&ngdeleren fra 1970 betragtes
zermelo-Fraenkels aksiomer, samt aksiomet Hﬂ = P(IR) . Dette
er naturligvis uforeneligt med udvalgsaksiomet, men dog med
det numerable udvalgsaksiom.

Fthvert madlrum kan udvides til et fuldstendigt mdlrum,

jvfr. opg. 3.17.
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Opgaver til §5.

I de fglgende opgaver 5.1-5.5 betegner Iﬂk systemet af

standard intervaller i IRk og Vi I, = [0,°[ Dbetegner det

k-dimensionale voelumen.
Formdlet med opgaverne, er at vise eksistensen af Lebesgue

malet m, : IBk - [0,o] , og beviserne skal derfor fgres uden

brug af dette.

5.1. Lad I1,---,In vere endeligt mange standard interval-
ler i IR . Vis, at der findes'endeligt mange parvis
disjunkte standard intervaller J1,---,Jp sdledes, at

hver af mengderne I, an og Ii\Ij , i, =1, .0y,

hvis de er ikke tomme, er foreningsmangde af visse af

intervallerne J,I,---,Jp ("byggeklodserne") .
5.2. Vis, at afbildningen Vs I = [0, er
10 additiv, dvs.
vk(I) =vk(I1)+--q+vk(In) nar I-= I1 Uew-eU In og I1,---,I
er parvis disjunkte.
o

2 subadditiv, dvs.

vk(I) < Vk(I1)+"'+Vk(In) nar I c I, Us--UL .

3° numerabelt subadditiv, dvs.
vk(I) = % Vk(In) ndr I c E I -
n=1 n=1

(Vink: Til 1° og 2° benyttes 5.1. 3° "reduceres" til 2©
ved hjalp af Borels overdakningssatning, anvendt pa& kom-
pakte delintervaller af TI).

5.3, (Carathéodorys satning). Lad a: P(X) - [0,»] ‘vaere de-
fineret pa mengden af alle delmengder af X, og antag
(@) = 0. Lad M betegne systemet af mengder E < X,

hvor

VA < X: o(A) = a(ANE) + oA NCE)

n
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Vis, at M er en ma&ngdealgebra, dvs.
(1) X e M
(ii) (EE€EM ndr E € IM
(iii) EUF € M ndr E,F € M.
Vvis videre, at o(EUF) = a«(E) + o(F) , ndr E,F € M

er disjunkte.
Vis, at hvis E.],---,En € M er parvis disjunkte, sa

gelder der for alle A < X, at

nNE.) .
a(A J)

B ) -
55) "

n<:5
ur%b

of
\J

Antag, at der yderligere galder

a(A) < a(B) nar A < B,

8

(5 )
a\ $ An/ < ? a(An)

Vis, at hvis E1,E2,--- € M er parvis disjunkte, sa

gelder der for alle A c X, at

IIM 8

ANE. )

IIC 8

a/ o (ANE.)
\3=1 3
og slut, at U Ej € IM.
1
vis derved, at M er en o-algebra, og at o's restrik-

tion til M er et mal.
Vis, at (X,IM,a) er et fuldstendigt mdlrum (§5.8).

5.4. Lad «: I, U {@} » [0,~] opfylde
1° «(@) =0
2° « er additiv (jvfr.5.2)
3° « er numerabelt subadditiv (jvfr.5.2).

Vis, at afbildningen «: P(HJH - [0,»] defineret ved

a(A) =inf{2 kAT ) |a : I, I, € Im, v {¢}, n= 1’2’”"J

opfylder
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(i) a(I) = x(I) nar Ienku{m
(ii) a(A) < o(B) ndr A < B
© o\ @
(11}) a\glﬁlj < % a(An)
(iv) a(A) = a(ANI) +a(ANCI) for A EIRk, I€Ir, uigl .
vink til (iv): ©Nok at vise
o (ANI) + o(ANCI) < % K(In)
1
nar In € D& , n=1,2,-++- og U In > A.

Dette ggres ved at bemerke, at

[eo]

ANI cU I NI
1 n

<o
ANI cUI ~NT.

Brug dernast "byggeklodserne" Jn1""’an for parret

1 , I for hvert n (0pg.5.1).

n
5.5. Vis fglgende hovedresultat, ved at kombinere 5.3 og 5.4.
Lad «: TI, - [0,»] vere givet. Vis, at « kan udvides

k
til et mdl p: By - [0,],

ditiv og numerabelt subadditiv.

hvis og kun hvis « er ad-

(Vink til "hvis-delen": Lad o vare som i 5.4, og

som i 5.3, idet « fgrst udvides til IH{U {p} ved

k(@) = 0. Bemark, at ZBk c IM.)

5.6. Lad (X,IE) vere et malbart rum, og lad u og Vv Vere
to mal pa IE, s& p(X) = v(X) < . Vis, at mengde-
systemet

D= {E € IE | u(E) = v(E)},

er en o-klasse.

5.7. Lad L = {2,4,6,---1 vere mengden af lige tal og
p=1{2,3,57,--+} mengden af primtal. Vis, at den

mindste o-klasse i W, der indeholder L og P,
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har 6 elementer, medens den mindste o-algebra, der

indeholder L og P, har 16 elementer.

Lokalt integrable funktioner.

5.8. Lad I vare et &bent interval, I = la,b[ med
—o <a<b<w, 09 lad £ € floc(I). Man siger, at

f er integrabel i b, sdfremt

b
j |[£(t) |dt < =« for et X, € la,bl
X T

Vis, at denne betingelse er uafhangig af X € la,bl .
Integrabilitet i a defineres tilsvarende.

Vis, at der om f € &aOC(I) gaelder

f € i&l) & f integrabel i a o9 b.

5.9. (Fortszttelse af 5.8). Lad f €'$loc(1) , hvor I er

som fg¢r. Vis, at f er integrabel i Db, hvis og kun

hvis

[x
lim J |£(t)]dt < o,
x-b~ xO

hvor x, € la,b[ er vilkarlig, og at der i bekraftende

fald gezlder

(7 £(tyat = 1im £(t)dt .
JXO X-b~ JXO

5.10.1O Vis, at log: 10,»[ - IR eruingggrabel i 0, men ikke

i .

2° vis, at f£: 10,10 » R givet ved
£(x) = 1 : -7
log =
X

er integrabel i 0, men ikke i 1.
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5.11.

5.14.1°

5.15.
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vis, at f: 11,o[ » R givet ved

filx) =

’

1
log x

hverken er integrabel i 1 eller <.

Bestem de o € IR for hvilken (sin x)_a er integrabel

over 10,ml .

Bestem de o € R for hvilke (tan:x)_a, x € 1]0 ,%[ er

1©  integrabel i

2° integrabel i

0
n
2

(o]

3 integrabel over 10 ,%[.

Lad f: G » ¢ vere en Borel funktion i en &ben mengde
G g:mk . vis, at £ €'£loc(G) ’ hvis og kun hvis, der
+il hvert x € G findes r > 0, sd K(x,r) € G og

Jlfldmk < o,

K(x,r)
vis, at funktionen x - -S-ixrlﬁ ikke er integrabel i .
(n+1)m
[ Isinx| 1 m
vink. 2= dx > T sin x dx .
— J X = (n+)m J,

nm
. 1 . -2 . .
Vis, at X ~ ¢ sin(x “), x € 10,[ , er integrabel i <,

men ikke i O .

Set
2 -2
Jx cos(x 7) for x#0
f(X) = 1
0 for x=0.
vis, at £ er differentiabel, men at £' jkke er lo-

kalt integrabel.
vink. Benyt Opgave 5.14.
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k

Radon mdl i TR .

5.16.

5.17.

Lad (X,d) vare et metrisk rum, O9 lad pu: B(X) - [0,

vere et endeligt Borel mal, i.e. U(X) < oo,

vis, at enhver afsluttet mengde i X er fellesmengde
for en dalende fglge af abne mengder, og at enhver dben

mengde er foreningsme&ngde af en stigende fglge af af-

sluttede mengder.

Vis, at der for alle Borel mengder B € B(X) galder
sup{u(F)IF € F,F < B} = u(B) = inf{u(c) 16 € G,G o B},

idet F (rest. G) er systemet af afsluttede (resp.
dbne) mengder i X .

(Vvink. Lad DD betegne systemet af Borel mengder med
ovenstiende egenskab. Vis, at F,6 < D, o9 at D
er en o-klasse. Konkludér, at D= B(X).)

o . k
Lad wu: B, - [0,0] vare et Radon mal i R .
Vis

Ye > 0 VB E:Pk

3G € G: B < G A w{(G~B) < ¢,

og slut heraf, at
u(B) = inf{u(G) 16 € 6 ,G 2 B} for alle B € B, -

(vink. Antag fgrst, at B er begrenset, og pre¢v at ud-
nytte 5.16.)

Vis

ve > 0 VB EZBk JF € F:F < B A UW(B~F) < ¢,

og slut heraf, at

L(B) = sup{u(F)IF € F,F c B} for alle B € By .

Vvis, at der for alle B EIBk gelder

u(B) = sup{u(K)IK kompakt, K B} .




Mat 2 MA 1984/85 IT.5.38

Opg.§5

5.18. Vis, at to Radon mdl u og V i ZRk , er ens, blot

en af fglgende 3 betingelser er opfyldt:

1)  w(I) = v(I) for alle standard intervaller.

2) pu(R) = v(K) for alle kompakte mengder i ka

3) u(G) = v(G) for alle &bne maengder i ka.
5.19. Lad u vare et Radon mal i ZRk . Vis, at'mangden

_ k
A= {x €ER | u({x}) > 0}

er tellelig.

5.20. Lad u vere et Borel mal i ZRk , og lad Gu betegne

systemet af &bne p-nulmengder.

1° vis, at der findes telleligt mange mengder fra Gu,
s enhver mengde fra Gu er forening af visse af disse.

(Vink. Prg¢v med dbne intervaller med rationale ende-

punkter) .
2o Vis, at
U G
GEG
u
er en aben p-nulme&ngde, o9 altsd den stgrste sadanne.
3° Vié;”éthméﬁgden F :ka*\ UG er karakteriseret ved at
GEG
k H
der for x € R gelder
x €EF o Vr > 0: p{R(x,r)) > 0.
Mezngden F kaldes u's stotte, og betegnes supptn)ﬁf
Find supp(ea), supp(mk) og vis, at supp(f)=supp(f.mk)
nar f:ZRk -» [0,o] er kontinuert.
5.21. Tyngdepunkt for Radon Mal. Lad £ vare en ret linie i
]R2 givet ved en ligning
_ 2 2
ax +by+c = 0 med a  +b" =1,

og lad os orientere normalen til £ ved vektoren (a,b).

For hvert (x,y) €ZR2 er ax +by+c da som bekendt den
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med fortegn regnede afstand til (x,y) fra linien Z£.
Hvis (x,y) ~ ax+by+cCc er integrabel over IRZ med
hensyn til et Radon mdl 1y i IRz ’ siges dette at
have et moment med hensyn til £, nemlig (med den

valgte orientering af normalen til £):

} (ax+by+c)du(x,y) .

Eg

Lad nu u vare et Radon mal i ]R2, med 0< u(]Rz) =M< o

har momenter med hensyn til 2 hinanden

og antag, at u
2

skarende rette linier £1 og 22 i R
Bevis, at u© har et moment med hensyn til enhver ret
linie i IR

Bevis, at der findes et og kun et Radon mdl v, der

er koncentreret i &t punkt (xo,yo) , dvs. hvor
V(IRz\ixo,yo)}) = 0, og som har samme moment som U
om enhver ret linie £ i ZRZ.

(Punktet (xo,yo) kaldes tyngdepunktet for vo.)

Angiv et mdl u: Ek - [0,»] som ikke er af form cmy -,

c >0, men dog er invariant ved enhver isometri af

R" .

Vis, at

J (x+iy)nd(x,y) =0,
K(0,R)

ndr X(0,R) = {(x,y) €ZR2|x2 +y2 < R2} og n € WN.

(Vink. Gg¢r rede for, at

J (x+iy)nd(x,y) = j Cn(X+iy)nd(X,Y)r
K(0,R) K(0,R)
ndar c € ¢ og lcl =1.) .

Reelle tal r,\,B kaldes (sferisk) polare koordinater

for punktet (x,Y,2) €2R3, hvor

I1.5.39
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X =Y cos B cos A

y = r cos B sin A

z =1 sin B .
Beregn Jacobi determinanten for afbildningen
(r,A,B) ~ (x,y,2) . Ggr rede for, at restriktionen
¢ til det &bne interval

I ={(r,A\,B8)10<r, -1 < A <n,—%§[3<%}

er en bijektiv afbildning af dette pé
IRB‘\{(x,y,z)IX'5 0, y=0}, som tillige med @—1 er

kontinuert differentiabel. Beskriv den geometriske be-

tydning af r, A og B . (Figur !)

Hvorledes udtrykkes et integral j 3 f(x,y,z)d(x,y,2)
R

i polere koordinater ?

Lad E c ]10,1] vare en Borel mengde med m(E) > 0.

Til ®kvivalensrelationen givet ved

X~y ey-x € 0@

svarer en klassedeling af E. Lad A vere en mengde

bestdende af é&n repraesentant for hver klasse. (For ek-

sistens af en sadan mengde paberdbes udvalgsaksiomet.)
Vis, at E c quQn]_1’1[(A+q) c 1-1,2[.
Vis, at A ikke er Lebesgue malelig.

(Resultatet anvendes i Opgave 5.29.)

En &ben mengde i IR, hvis rand har positivt Lebesgue mal.

Antag 0 < ¢ <2 og lad F fremgd af [0,1] pé& fgl-

gende made: Midt i [0,1] £fjernes det dbne interval af
langde 8/4 ’ midt 1 hvert af de to tiloversblevne in-
tervaller fjernes det abne interval af lengde 8/42,
osv.

Vis, at G = [0,1]~NF er aben og har F som rand.

Bestem m(G) og m(F)
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Angiv en sammenh@&ngende, aben mengde (dvs. et omrade)

i IR2 , hvis rand har positivt Lebesgue mal.

(Vink. S¢g inspiration i Opgave 5.26.)

Cantor/Lebesgues funktion.

5.28.1°

Gpr rede for, at den p. 5.23 i noterne definerede af-
bildning af Cantors mengde Z over pad intervallet
[0,1] pd& en og kun en mdde kan udvides til en wvok-
sende funktion £f: [0,1] ~ [0,1].

(Denne kaldes Cantor/Lebesgues funktion.)

G¢r rede for, at Cantor/Lebesgues funktion £ er kon-
tinuert i hele intervallet (0,11, og for, at £ er
differentiabel med Df(x) = 0 i hvert x € [0,1]~2,
men ikke differentiabel i noget x € Z,
(Cantor/Lebesgues funktion benyttes i Opg.5.29-5.32.)

En Lebesgue malelig mengde, som ikke er en Borel mengde.

Lad f: [0,1] .~ [0,1] vere Cantor/Lebesgues funktion

(Opgave 5.28), og se&t
_ 1 1
g(x) ——2—x+—2-f(x), x € [0,1].

Ggr rede for, at g er en homeomorf afbildning af in-
tervallet [0,1] pé sig selv.

g(2z) har Lebesgue mélet m(E)==%

Vis, at mengden E

(medens jo m(Z) = 0).

Ifplge Opgave 5.25 har E en delm®ngde A, som ikke
er Lebesgue malelig. - Vis, at g_1(A) er Lebesgue ma-
lelig, men ikke en Borel maengde, altsd at

-1

g (A) €L, ~B.

Vis, at ¢: IR » IR defineret ved

x € [0,1]

g (X) for
pl{x) = { ’
X for x € R ~[0,1]

er kontinuert, men ikke Iﬂ-lﬂ -mdleligqg.
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Vis, at sammensatningen y oy af to Lebesgue malelige

funktioner V,0: R - IR ikke behgver at vere Lebesgue

malelig.
(Vvink. Lad ¢ vare funktionen i Opgave 5.29.4o .)

Lad f: [0,11 - [0,1] vare cantor/Lebesgues funktion,

og lad ¢: R » IR vare udvidelsen defineret ved

0 for x < 0 ,

®(x) f(x) for x € [0,11,

1 for x > 1

Lad 1y = uw vere Stieltjes malet bestemt ved den vok-
sende funktion .
Vis, at u er koncentreret pa Cantors mengde Z, dvs.

P(R~NZ) = 0, og at u(z) = 1.
vis, at supp(u) = Z (jvfr. Opgave 5.20.)

vis, at p({x}) =0 for alle x € IR.

er et eksempel pd et sdkaldt kontinuert singulart

(u
sandsynlighedsmél, hvis stptte er en Lebesgue nulmeng-

de, men som ikke har masse i nogen punkter).

Lad f: [a,b] ~ IR v&re voksende samt nesten overalt
differentiabel.
vis, at Df er Lebesgue integrabel i [a,b], samt

at
b
[

Ja

Df (x)dx < f(b) - £(a) .

(Vink. Saet f£(x) f(b) for x > b, 09 betragt funk-

tionsfglgen g, [a,b] ~ R, n=1,2,++, givet ved
g (x) = n(E(x+g) = £6)) . )

Vis, at

b
J Df (x)dx < f(b) - £(a)
a
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kan forekomme, endda med £ kontinuert i [a,b].

(Vink. Prev Cantor/Lebesgues funktion, Opgave 5.28.)

Bevis, at
b
[
Ja

ndr f: [a,b] ~ IR er differentiabel med en begranset

Df (x)dx = £(b) - (a) ,

afledet Df .
(Vink. Sat £(x) = f(b) + (x-b)Df(b) for x > b og

betragt funktionsfglgen 9, [a,b] ~ TR, n=1,2,°++,

givet ved

g (x) = n(f(x+g) = £(x)) )
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§6. Produktmdl.

I denne paragraf vil vi til to mdlrum (X,E,u) og (Y,TF,v)

knytte et nyt mdlrum (XxY, e F, uev) kaldet produktet af de

givne. Ideen bag konstruktionen er, at
(*) uev (AxB) = p(A)v(B) for A €E, B ETF,

og ndr paragraffen er slut, bgr lazseren have indset, at konstruk-
tionen er den eneste mulige, ndr (*) ¢nskes opfyldt.

En advarsel: Man kan ikke danne produktet af vilkdrlige mal-
rum. Man m& indskrenke sig til o-endelige mdlrum, som defineres
i6.2.

Det viser sig, at produktet af CRP,]BP, mp) med
tmq, Bq ,mq) er CRp+q, Bp+q ’mp+q)'

De to italienske matematikere Guido Fubini (1879-1943) og

Leonida Tonelli (1885-1946) har deres navne knyttet til satninger,

der udtaler sig om, hvordan integralet af en funktion f pd XxY

med hensyn til produktmdlet p®v kan udregnes ved successivt at

integrere med hensyn til u og v.

6.1. Malelighed i cartesisk produkt.

Lad (X,E) og (Y,F) . vare to madlbare rum. Vi tznker os
det cartesiske produkt XxY forsynet med en o-algebra & sé
projektionsafbildningerne |

W1: XxY » X og ﬂ2: XxY - Y

er malelige. Idet

-1 - -1 _ -1 =1 _

T, (A) = AxY, T, (B) = XxB, ™ (A)nTr2 (B) = AxB

for A <X, BcY, ser man, at G indeholder alle rektangler

AxB , hvor A € IE, B € F . Dette leder til fglgende:

DEFINITION. Ved produkt c-algebraen i XxY forstéds den mindste
o-algebra i XxY, der indeholder alle rektangler AxB, hvor

A€ IE, B € IF., Idet produkt o-algebraen betegnes IEe® IF har

vi altsd

EeoF = c{AxB| A €E, B € F}.
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Idet XxY wudstyres som mdalbart rum med o-algebraen Eo® F ,
ser man, at projektionerne T, ©9 T, er mdlelige, og Ee&F
o-algebra pad XxY med denne egenskab.

som ikke er rekt-

er &benbart den mindste
I almindelighed vil der vere mengder i E& F ,

angler.

Er g og h funktioner defineret p& henholdsvis X og Y,
og med vaerdier i samme talomrdade 1R, TR eller ¢, betegnes
funktionen

(le) ~ g(X)h(Y) ’ (XIY) € XxY
med goeoh ; den kaldes undertiden tensorproduktet af g og h.

Bemzrk, at for A < X, B €Y galder 1A ® 1B = 1AXB'

en TF-malelig

LEMMA. Er g en IE-mdlelig funktion p& X og h

funktion p4& Y, begge med verdier i samme talomrdde R, R el-

ler ¢, da er goh en Ee F-mdlelig funktion pd XxY.
Bevis. For funktionerne

(x,y) ~ g(x) og (x,y) ~ hy), (x,y) € XxY,
har vi betegnelserne g'®1Y henholdsvis 1X(&h ’ og derugélder

geh = @;®1Y)- (1X®1ﬂ

Da produktet af mdlelige funktioner igen er en mdlelig funktion,

er det tilstrakkeligt at vise, at g@>1Y og 1X<&h. er malelige,

“Mmen det ses for den fgrste funktions vedkommende siledes:

@;®1Y)_1(D) = {(x,y)lg(x) €D} = g_1(D)XY €E Ee F,

idet g_1(D) € IE , ndr D tilhgrer Borel algebraen for tal-

omrddet. w©
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Y For G < XxY¥ 09 X € X sattes
ME R
G, = {y eYl(x,y) €G} ;
—— -
G, ! mengden kaldes et snit i G. Er f

en funktion defineret p&d XxY og XE&€X,
betegner fX eller f(x,+) snitfunk-

|
|
| »
g tionen

X
GY
y ~ £(x,¥), y € Y.

Hvis vi indfgrer indlejringen jx: Y » XxY ved-

3, (¥) = (x,Y) y €Y
=1 .
er GX=jX (G) og fix,-) :fo:]x.

Tilsvarende taler vi om snit {x €Xl| (x,y) €G} , og snitfunk-

tion x ~ fi{x,y), x € X bestemt ved et y € Y. Her benytter vi

betegnelserne Y og fi(-,y) eller £Y .

Indlejringen jX: Y » XxY er madlelig idet

IB’ hvis x € A,

.~ 1
j_ (AxB)} =
X l(Z) , hvis x ¢ A,

og me&ngdesystemet {AxBIA€TE ,BE ¥} frembringer Eo F .

vi har dermed vist:

SETNING 1. For enhver mengde G € E® F og x € X, Y €Y vil

G, € F o9 Y € E.
For enhver IEo® F-midlelig funktion £ pd XxY vil snit-

funktionen f(x,-) v&re F-milelig, og snitfunktionen f(-,v)

vere IE-mdlelig.

HOVEDEKSEMPEL.

Det cartesiske produkt rP xTRY vil vi identificere med
IRk , hvor k = p+gq, idet vi for x = (x1,---,xp) og
(y1,---,yq) tolker (x,y) som (x1,---,xp,y1,---,yq). Dermed

kan produkt o-algebraen JBp@]Bq opfattes som en o—-algebra i

®* .
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SETNING 2. Med k = p+ er B, =B o B
-ea ptq er k D q
Bevis. 1Idet projektionerne Myt IRk > R og T,: R

kontinuerte, og dermed Borel mdlelige, har vi ]Bp ® ]qu ]Bk .
k

Produkt o-algebraen er nemlig den mindste o-algebra i 1R

- IRq er

S

sa T, o9 m, er milelige.

Et standard interval I i IRk kan skrives I = I1 X 12 ’
hvor I1 er et standard interval i RP , O9g 12 er et standard
interval i RY . Dermed har vi I €B o B _ , men da ]Bk er
den mindste o¢-algebra i IRk ’ der ingehol%er standard interval-

lerne, m@ B, <« B e B . 0O
k= "p q

Som konsekvens af inklusionen ]Bk c JBpep :[Bq og Satning 1
k

noteres, at ethvert snit i en Borel mengde (Borel funktion) i 1R

igen er en Borel mengde (Borel funktion).

Som konsekvens af inklusionen B @]Bé c ]Bk noteres, at
og h er Borel funk-

geh er en Borel funktion pa IRk , hdr g
tioner p& henholdsvis WP og R? med verdier i samme talomride

R, R eller ¢.

6.2. Produktmdl.

Et mdlrum (X,IE,u) kaldes o-endeligt, hvis X kan skrives
som forening X = OJ An af en fglge af méngder An €eE med
u(An) < o , Man overbeviser sig let om, at mzngderne An kan
velges enten som en stigende fglge, eller parvis disjunkte.

Et endeligt mdl er o-endeligt, og ethvert Radon mal i IRk

er o-endeligt, da IRk er foreningsmengde af numerabelt mange be-

gransede intervaller.

Definition af produkt o-algebraen Ee® F kraver ingen ind-

skrenkende forudsatninger om mdlrummene (X,IE,u) og (Y,TF,v) ,

men definition af produktmdlet pe® v kraver o-endelighed.

HOVEDSETNING OM PRODUKTMAL. Lad (X,E,u) og (Y,F,v) vare to

o-endelige malrum.
Der findes et og kun et mdl 7w pa& produkt oc-algebraen IEo® F

med egenskaben

(*) m(AxB) = u{(A)v(B) for A €E, B €TF .
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Det ved (*) entydigt bestemte mal, kaldes produktmdlet af u og

v, og betegnes uev. Malrummet (XxY,E® IF,u ® V) er oc-ende-

ligt, og kaldes produktet af de givne mdlrum.

Bevis. At der er hgjst et mdl som ¢nsket, fglger af entydigheds-

setningen for mal fra §5.1:

Systemet
(%) K = {AxB|A € IE,B € F}

er et fallesmengde stabilt frembringersystem for Eo F , idet

(A,I XB,]) N (AZXBZ) (A1 ﬂAz) X (B,] ﬂBz) .

Ifplge forudsatningen om c-endelighed, findes mengder

A, cA, c «e« €EIE med p(A.) < o, og mengder B, <« B, € -« €TF
1 =72 = n o e 1 = P2 =
med V(B.) < o, saledes at X = UA_ , Y =UB_ . Settes
n 1 n i n o
Kn = Aann, n=1%,2,-++ galder K1 < K2 c +++ €K o9 ? Kn==XXY.
Tenker vi os mdl 7w og p p& EeTF opfyldende (*), har vi
mT(AxB) = u(A)v(B) = p(AxB) for A €IE, B € T,
specielt ﬂ(Kn) = u(An)v(Bn) < o©, og entydighedssatningen giver
T = p. Desuden ses, at (XxY,Eeo F,m) er c-endeligt.

Eksistensen af et mdl som ¢gnsket, viser vi ved eksplicit at

angive et, nemlig funktionen mw: Ee F - [0,»] bestemt ved

(k%%) m(G) = | viE)dulx)
X

jvfr. tegningen p.II.6.3. Formlen er nerliggende for den, der har
beregnet arealet "ved deling i strimler" og voluminer "ved deling
i skiver". Vanskeligheden bestdr i at godtggre, at funktionen

X ~ v(Gx) er IE-mdlelig, sd@ integralet har mening. Det sikres af
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LEMMA. For hvert G € EeF er o,: X = [0,0] defineret ved

wG(x) = v(GX) en E-mdlelig funktion.
Bevis. Ifglge Satning 1 i §6.1 exr GX € F, og dermed har defi-

nitionen af e mening.
Vi fremhaver dernast fglgende egenskaber ved wG:

a) For G = AxB med A €IE, B € F galder

0, = v(B)1A.

Thi
IB ndr x € A Jv(B) ndr x € A
GX = 1 altsa wG(x) = 1
@ ndr x € X~NA, v(@)=0 ndr X € X>A.
o]
b) Hvis G1,G2,--- € Ee F er parvis disjunkte 09 G = ¥ Gn’
da er
g = X 9 -
1 n
Thi for hvert x € X er Gx = ? (Gn)x ’ hvor (G1)X,(G2)X,---€IF
er parvis disjunkte, 0O9 dermed er
wG(X) = v(Gx) = %\M(Gn)x) = % 9 (x) .

n

10 Vi viser f@¢rst lemmaet under forudsatningen v(Y) < o,

Mzngdesystemet

D= 1{G€ EaFlo, € MY (x,m) 3,

indeholder systemet XK givet ved (**) p& grund af a).
vi indser dernast, at D er en o-klasse.
Betingelsen XxY € D fglger af at K < ID.

G1,G2,--- € D er parvis disjunkte, da er

€ M+(X,EH , n=1,2,-++ £fglger af satninger om reg-

d malelige funktioner, at ? mGnE;M+(x,ED ,

(=]
Hvis G=UG_€D.
1 n

Thi ndr o
Gn
ning og graenseovergang ne
men denne funktion er netop @ ifglge b).
Hvis G € D, da er ogsda (G € D. Thi, da

Oyxy = 95 T Y
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og da wXXY(X) = v(Y) < e« kan vi slutte, at 0 har endelige

verdier, og dermed er O = v(Y)-—wG € M+(X,En .
Da K er et fazllesmzngde stabilt frembringersystem for

Ee F, kan vi af lemmaet i §5.1 slutte, at D(K) = 6(K) =Ee F,
men da D er en o-klasse indeholdende XK, m& D(K)c<D, alt-

s D = EeTF, og lemmaet er bevist.
2° vi skal nu vise, hvordan det generelle tilfzlde kan ud-

ledes af 10.

Da (Y,F,v) er o-endeligt, findes mengder B1 c B2 c v €T

o
med V(B ) < », Y =UB_.
n 1 n
For fast n Dbetragtes malet v i F - [0,]
kan vi af f@grste del

defineret ved

Vn(B),= v(Br1Bn). Da vn(Y) = v(Bn) < o,

af beviset slutte, at
() - +
X @c (x) = vn(GX) € M (X,E) .
Af egenskab (5) i §3.1 fglger for x € X
0™ (x) = v(G, NB) A V(G = u.(x)
G X n X G !

og dermed sluttes, at graznsefunktionen 0 € M+(X,ED . O

Det er nu godtgjort, at (***) har mehing, og vi mangler at ef-
‘tervise, at m: EeTF - [0,o] er et mdl oepfyldende (*).
Nar G1éG2,--- € E®F er parvis disjunkte, og G
ifglge b), og dermed (Sztning 2 i §4.1)

= Gn,

—\CS

da er wG = % an

JwG du =

T(G) = }deu = m(G,) -

=M 8
AM8

For G = AxB med A € IE, B € I finder vi ifglge a), at

[v(B)1Adu = v(B){1Adu = u(A)v(B).

J

@ = @x@p, har vi 7(g) = 0. o

T (AxB)

Hvis specielt G

COROLLAR. Lad (X,E,u) og (Y,¥F,v) vare to o-endelige malrum.

Da galder

ue v(G) = f V(G )du(x) = f 1 (6¥)av (y)
X Y

for ethvert G € IEo F .
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Bevis. Det f@grste lighedstegn f¢lger af eksistens- og entydig-

hedsbeviset for hovedsatningen. Ganske analogt vil naturligvis
v ~u(cY), vy € Y, tilhgre M (Y,F) for ethvert G € Eo T ,

og funktionen p: Ee F - [0,~] givet ved

p(G) = JrU(Gy)dV(Y) '

er et mdl p& Eo IF opfyldende (*), altsd p = uev ifglge en-

tydighedsudsagnet. O

HOVEDEKSEMPEL.

SETNING . Idet Ig)Xng identificeres med :mP*q ’ og mp,
betegner Lebesgue mdlene i henholdsvis ZRP,IRq og

m og m
P+ dp;q 1 algeb

R - efineret pad Borel algebraerne B_,B o B er

4 p g p’ q _g_ p+q ’ —_—

m ® m_ =m
P q p+q
Bevis. Ifglge §6.1, Saztning 2, er I%)@IBq ::Bp+q .  Produktmdlet
’ og dets

m_em er altsd defineret pa& Borel algebraen ZBp+q

. I .
verdi mp( ) mq(J)

I1x---xIpr1x---qu i
lige kantlengder. Men disse egenskaber karakteriserer Lebesgue mi-

RP*Y  er &benbart produktet af samt-

let m .
ptd

+
COROLLAR. For enhver Borel me&ngde B i RrP 4 er x ~ mq(Bx),

x € RP ' en Borel funktion og
[
m B) = m (B )dx.
p+q( ) | o q( <)
R

kan formlen tolkes som arealbestemmelse ved
1, g .= 2 som volumenbestemmelse ved

For p =qgqg =1
deling i strimler, for p =

deling i skiver.

Lad os ogsd notere, at produktmdlet upev af Radon mal u
rPY |

og Vv 1 henholdsvis RP og RY er et Radon mal i

= v _(I).v (J) for ethvert standard interval IxJ =
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6.3. Tonellis og Fubinis setninger.

TONELLIS SATNING. Lad (X,IE,u) o9 (y, 7,v) vare o—-endelige

malrum.

For £ € M (XxY,Ee F) gzlder

(i) funktionen X ~ JY fxdv = jY £f(x,y)dvly), x € X, tilhg¢rer
Mt (x,E)

(ii) { falp e v) = J (J f(x,y)dv(y))du(x).
XM'Y

XxY

Bevis. For f € M'(xxy,Es¥) og x €X, vil £ ¢ Wy, ®)
(setning 1 i §6.1), o9 dermed er der ved g(x) If dv defineret

en funktion g: X = [0,o]. Pastanden i sztningen Ef,atSJEM (x,IE),

og at Jfduev = [gdv .

1°. For en indikatorfunktion f = 1G pad XxY med GEEe®TF,

er de to péstande vist i §6.2, omend i en anden formulering. For

P hvor 1G betegner in-
Gy b4

dikatorfunktionen p& Y for snitmengden G, < Y .

ethvert x € X er nemlig (1G)X = 1
Lemmaet i §6.2

udsiger at funktionen

X ~ v(GX) = }(1G>x dv

tilhgrer M+(X,En og Corollaret i §6.2, at dens p-integral er lig
med U®V(G) = f1Gdu®v.
2°. pe to pdstande galder for enhver simpel funktion
f = §1 aj 1Gj pd XxY med 0 < aj < o, Gj € Eo IF.
Det fglger af 10, idet det er let at eftervise, at (i) og

(ii) galder for f1-+f2 og cf1 , hvor 0 < c < =®, hvis de

gelder for f1 og f2

3°. En vilk8rlig funktion f € M+(XxY,BE®IF) kan f&s som

gransefunktion for en fplge £, < £, £ af simple Eo® F -malelige

funktioner fn: XxY - [0, (§4.1, Setning 1) . Vi noterer, at

J fd(puev) = lim } f d(uev)
n-ee n

XxY XxY

ifglge Lebesgues monotonisatning.
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For hvert x € X har vi (fn)x'/’fx og dermed

gn(x) = }Y(fn)xdv./'g(x) = JYfde

ifplge Lebesgues monotonisatning. Da nu g, € M+(X,EH og gn,ﬂ g,

er g € M+(X,En , samt

[ |
gdpy = lim g _du
Jx o 1x M

ifplge Lebesgues monotonisetning. Og da IXXY fnd(uav) = JX gndu,

n = 1,2, , sluttes endelig

f gdu. o

5 fd (uev) = Jx

XxY

Tilfgjelse til Tonellis setning. Der galder naturligvis et

grationerne i dobbeltintegralet ombyttet

Sammenholdt har vi da for

analogt resultat med inte

(jvfr. symmetrien i Corollaret i §6.2).

enhver funktion £ € M+(XXY,HE® F):

[ £a(uev) = JrX<J[Yf(X'Y)d\)(Y))dH(X) - ny(JXf(x,y)dum)dv(y) .

J

XxY

Resultatet rummer en ofte nyttig regel om ombytning af integrations-

orden.

Vi tenker os stadig givet o-endelige mdlrum (X,IE,u) 09

(Y, F,v) .
For en IE® F-mdlelig funktion f£:
vere F-mélelig for hvert x € X, som alle-

tionen fX: Y ~ IR
rede vist i §6.1. Videre er A = {x € xlfx €YY, F,v)} €IE, o9

hvis A#+@, vil funktionen g: A ~ R givet ved

XxY ~ IR vil snitfunk-

g(x) = JrYfde = J[ f(x,y)dviy)., x € A,
Y

vere IE-malelig.

Begrundelse: Ifglge Tonellis satning, (i), anvendt pé‘ £*
X ~ [0,o] givet

og £  vil funktionerne p: X ~ [0,o] og n:

ved
_

p(x) = { (f+)xdv og n(x) =

(£7) _dv, X € X,
Y ly X
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tilhgre M'(X,E) . Idet (£) = (£)° og (£), = (f) , har

vi derfor
A= {x € XIp(x) <=} N{x € XIn(x) <o} € E,

samt hvis A*¢, at g = plA-n|A er E-mdlelig.

Ifglge Tonellis satning, (ii), er endvidere

pduy = E f+d(u®v) og [ ndy = j f d(uev)
XxY XxY

[
Jx

I tilfelde af, at £ er integrabel m.h.t. uev, har vi

derfor u(X>~A) = 0, idet IX pdu < « og dermed
u({x € Xlp(x) = «}) =0, ligesom IX ndy < « og dermed
‘u({x € XIn(x) = «}) = 0. (§4.1, Corollar 1). Medmindre A = @,

vil endvidere plA , nlA og dermed g = plAa-nla tilhgre
L, , og
J gdy = Jf pdu—J ndy = J( pdu—Jf ndu
A A A X X
= j f+d(u®v)- J f d(uev) = J fd(uev) .

XxY XxY XxY

Vi noterer:

FUBINIS SETNING. Lad (X,IE,u) o9 (Y, F,v) vere o-endelige

malrum.
For hvert £ € Y(xxY,Ee F,usv) gaelder da

(1) A=1{xexlf €&y,F,v} EE o u(X~Aa) =0,
(ii) funktionen X ~ IY £ dv = IY f(x,y)dv(y), x € A, er

integrabel m.h.t. u,

(iidi) [ fd(uev) = [ /[ f(x,y)dv(y)du(x).
J ) Y

XxY

Satningen galder ordret ogs& for funktioner f med komplekse

verdier. Det fremgdr, idet satningen for reelle funktioner anven-
des p4 f' og f£f",  hvor f = £'+if" ., (De indledende resulta-

ter vedrgrende en IE® F -malelig, men ikke ngdvendigvis (pev) -

integrabel funktion f: XxY¥ ~ R galder ligeledes med ¢ i stedet
for 1R.)
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I (iii) skrives ofte IX i stedet for IA ' selv om inte-

granden kun er defineret u-nasten overalt i X.

Tilfgjelse til Fubinis s®tning. Der gelder naturligvis et

analogt resultat med integrationerne i dobbeltintegralet ombyttet.

Sammenholdt har vi da for enhver funktion f € £(XxY,uev):

[ (0 \

P (] . Vaucn) o [ ([ ¢
J d (nev) JX\JY (X,Y)dV(Y)/ H(x) JY\JX (X,Y)dU(X)/dV(Y)-

XxY
Resultatet rummer en ofte nyttig regel om ombytning af integrations-

orden.

En Ee® F-mdlelig funktion f defineret pd XxY tilhgrer
jo $(XxY,uev), hvis JXXYIfld(UQV) < ©», Til udregning eller
vurdering af dette integral benyttes ofte med fordel Tonellis
setning.

EKSEMPEL. Er g € £(X,u) og h € $(Y,v), da er
geh € £(uev) og

J geh d(uev) = [ gdu Jr hdv .
XxY X Y

Eo® F-mdlelig ifglge §6.1, og Tonellis satning giver

\

[ l[g®hld(pev) = J (f Ig(x)h(y)ldv(y)/du(x)

Thi geh er

XiY X JY
= EX(Ig(x)I {Ylhldv>du(x) = {Ylhldv °{X|gldu < o,

Altsd er geh € £(XxY,u®v) , og regningen kan nu gentages uden

numeriske tegn, i kraft af Fubinis satning.

BEMERKNING. For en funktion £, der er integrabel m.h.t.

u®v over en mengde G € Eo® F, kan Fubinis satning anvendes pa

funktionen
If(x,y) for (x,y) € G

(x,y) ~ 1
: 0 for (x,y) € XxY~G.

Samme ide kan naturligvis benyttes i forbindelse med Tonellis

satning.
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HOVEDEKSEMPEL.
Ndr k = p+q, p,9 € I, gelder
[ fwae - | seopamy - [ (| sewma)ax-]| ([ seovas)a
R* E&' RrP RY R RP

for enhver Borel funktion £ defineret pa :mk ;, der enten har

eller har endelige (reelle eller komplekse)

vardier i [0,]
veardier og er Lebesque integrabel.

Thi.ved identifikation af_ZRk med ZRPXZRq stemmer Lebesgue

mélet  mk;ZBk ~ [0,o] overens med produktmidlet I%>®Hh . Tonellis

og Fubinis satninger stdr sd til ra&dighed, idet integralet

[, f(z)dz = [ _ fdm_ opfattes som | fd(m_om ).
RrX RS k RP x =Y P g

Resultatet skyldes Lebesgue, 1902, for en begraznset funktion L

f defineret pé& et begranset interval IxJ.
feldet f € £(IxJ); 1907. Tonelli bemzrkede, at £ € £(IxJ) ,

hvis II(JJ|f(x,y)|dy)dx < o; 1909.)

Fubini klarede til-

Den foregdende teori kan uden vanskelighed udvides, s& man

kan danne produktet af endeligt mange o-endelige mélrum
Produkt o-algebraen EH ® - @IEn er

(Xi’]Ei’ui) y L= 1,0 ,n .,
den mindste o-algebra pa X1 X oo XXn ’ der indeholder mazngderne

A1x---xAn, Ai € ]Ei, i=1,+++,n, og produktmilet LV IC IR SR

er fastlagt ved
u1®a--®un(A1 X oo XAn) :u1(A1) "'Un(An) .

Desuden kan man danne produktet af en vilkdrlig familie af
(XiﬁEi,ui), i€1, dvs. malrum, hvor

sandsynlighedsfelter
Dette resultat har stor betydning

ui(Xi) = 1 for alle i € I.
i teorien for stokastiske processer, men falder udenfor rammerne

af dette kursus.
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6.4. Eksempler.

A. Lad B EﬁBk

I1.6.14

og laa f,g: B » IR va&re Borel funktioner Op-

fyldende f£(x) < g(x) for alle x € B. Mzngden
R g ¢ = {(x,y) €BxR |£(x) <y<g(x)!}
' . k+1
er en Borel memgde i IR , 0g dens
G £ (k+1) -dimensionale Lebesgue mal er
givet ved
_ _
= - m ¢ {G) = JB(g(X) £ (x)) dm,(x)
IR

Settes nemlig ¢,y: BxR - IR til

o(x,y) = g(x)-y, v(x,y) = y-£(x),

XEB, YER,

er o,y Borel funktioner, og

hvilket viser, at G €IBk+1 . For X

¢ = o (10,0 Ny (10,

Eimk er

I[f(X),g(x)] for x € B
- k

G =
X 1 @ for x €ER B ,

hvoraf formlen fremgdr, idet My ,q = m ®m .

Hvis ©@:

¢ » TR er enten integrabel over G eller en positiv

Borel funktion, s& galder

}Gédm

nemlig givet ved

k+1

O
= o(x,y)d \am, (x
Jp\ ry) dy jamy (x)
f (x)
ifplge Fubinis og Tonellis satninger. Snitfunktionen (1G¢)X er
1[f(x),g(x)](Y)@(X,y) for x € B
y ~l
k
0 for x €ER B .

(Samme

nlign med satningerne 1 og 2 i IX.1 i Mat 1 MA 1983/84) .
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B. Udregning ved polare koordinater.

Et punkt (x,y) EZRZ har de polere koordinater (r,0) , hvor
1
r = (x2+y2)2 og 6 € R opfylder x =r cos 6, y =1 sin 6.
For (x,y) #*# (0,0) er ©6 som bekendt kun bestemt pd nar et mul-

tiplumaf 27 . Afbildningen
0 X(= 10,0 x 1-m,m[) - ¥(= R*~ {(x,0) |x < 0})

givet ved o(r,8) = (r cos 0,r sin 0) er bijektiv, og sdvel ¢
som m—1 er vilkdrligt ofte differentiable. Forudsatningerne i

integraltransformationsformlen (II.5.7) er derfor opfyldt, og

Jacobideterminanten udregnes til

cos 6 -r sin 6
det Dg¢(r,8) = =r.
sin 6 r cos ©

Hvis f::mz -» IR er enten integrabel eller en positiv Borel funk-

tion, finder vi

[ fdm, = J[fdm = Jr f(r cos 0,r sin 8)r dmz(r,e)

] 2 2
IR2 Y X

oo i m
= [ /[ f(rcos 0,r sin e)de)r'dr = { (r f(rcos 08,r sin 6)xr dr)deé6 ,

RN J

0 -7 ) -1t 0

idet det fgrste lighedstegn_ér begrundet med, at en halvlinie i

planen er en m2—nulmangde.

Lad os som anvendelse heraf vise

[ -x2-y?
J e dmz(x,y) =T,
2
R
Vi har nemlig
2 2 L ® 2
f e 7Y dm_(x,y) = [ (] et de\r<h:: ﬂr e Y 2rdr
9 2 J\J ] J
R™ 0 -7 0
= W{ e—udu =7




/".\4
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Pa den anden side finder vi ved Tonellis s®tning, at

2 2 2 2 2 2
e %~ m. (x = ([ e X~ x\ = [ e % x\
fz Pamy e = | (] Y ax jay QR ax)

R IR 1R

(jvfr. Eksempel 2 i §4.4).

C. Enhedskuglens Lebesgue mal.

k

Idet V betegner Lebesgue mdlet af enhedskuglen i R,

gelder

k

k

vV, r for a €]Rk, r > 0.

mk(K(a,r)) K

a+K(0,r) og K(0,r) er billede af en-
rk , JvEr.

Vi har nemlig K{(a,r)

hedskuglen under isomorfien x ~ rx med determinant
[oe]

§5.5. Da K(a,r) =0 K(a,r-f%) ser man, at ogsad den afsluttede

kugle med radius r har Lebesgue mal Vkrk ’ og dermed er kugle-

fladerne nulmengder.

I Mat 1 MA XIV vises, at
k

:’]Tz‘/F{'I_-"]E{')’ k:‘llz’o-o'.

\

Vi

Vi vil her vise, at

_ 2m _
Viro= 757 Ver ko= 42,0,
som ud fra de kendte vardier V1 = 2, V2 = m giver en simpel

beregning af de ¢@vrige.

Vi opfatter ]Rk+2 som ]kaimz, og betegner punkterne i

ka+2 ved (x1,-f-,xk,x,y), Snittet i enhedskuglen i ]Rk+2 be-
stemt ved (x,Y¥) EZRZ ’ er da givet som
{ k.2 2 _ .2 2]
1(x1, 1%y ) €RT XG4 +x <1 x“-y
, , k , 2 2.% o
hvilket er kuglen i TR med radius (1-x"-y7)*, ndar
(x,y) € D: = {(x,y) € IR2Ix2+y2 < 1}, og den tomme mengde nar

2 . .
(x,y) € R"~D. Udnyttes My yo = My @M, finder vi
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. 2 9 k/2 ) L [1 5 k/2
Vs = Jvk(1—x -y7) dmz(X,y) = Vi J (J (1-r™) J:dr>d6
D -m 0
1 k/2 27
T\'Vk J 0 u du = m Vk ’

idet vi har benyttet polere koordinater, jvfr. eks.B.

D. Guldins regel: N&r et plant areal drejes om en dermed disjunkt

akse i samme plan, er det opstdede rumfang lig med arealet multipli-

ceret med langden af tyngdepunktets bane.

Vi tenker pa "arealet" som en begranset Borel mengde Ec ]0,o[xIR,

der drejes om y—-aksen. Dermed kan omdrejningslegemet beskrives som

{(r cos 98,y,r sin 6) €]R3I(r,y) € E, 6 € [0,2nw[},

L =
altsa —
3 )
L = {(x,y,2z) € R7|( x2+zz,y) € E},
hvoraf ses, at L €IB3 . Afbildningen

(r,y,0) ~ o(r,y,8 = (rcos6,y,r sin 0)

af X = ]0,o[ x Rx ]0,2n[ pd Y =IR3\{x,y,O)|x >0,y € R} ses

at opfylde forudsetningerne for integraltransformationsformlen, og

Jacobi-determinanten udregnes let til r. Som i B. fa&r vi da

m3(L) = mB(LnY) = J[X1LnYO(p(rIYIe)rde(rIYIe)
f r "l /
= JX1E(r,y)rd(m2®m1) (r,y;0) =27 JEr dm, (r,y) = 21Tbm2(}$) ,

jdet vi har indfgrt tallet

1

b S J rdm,(r,y) ,
mz(E) E 2

som netop er abscissen til E's tyngdepunkt, dvs. tyngdepunktet for

mzlE ;, Jjvfr. Opg.II.5.22.
(Reglen er fremsat af den schweiziske jesuit P. Guldin i verket

Centrobaryca 1635-1641. Den findes dog allerede hos den graske mate-

matiker Pappos, 3.4rh.e.kr.).
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I1.6.18
Opg.§6

Opgaver til §6.

6.1.

Galder

A,IXB1 = A2xB2 = (A1 =A2) A (B1 =B2) ?

A1XB1 = A2XB2 + @ = (A1==A2) A (B1 =B2) ?

Vis, at der om G < X xY gelder

G = U ({x}xG.) .
x€X X

Lad (X,TE) vere et mdlbart rum. En delmengde Gc INxX
modsvares af en fglge af delmengder af X, nemlig snit-
tene G1,G2,--- . En funktion f pa WN«xX modsvares
af en fglge af funktioner pa X, nemlig snittene
f1,f2,---.

Idet N udstyres med c-algebraen P(N) af alle del-

mengder, betragtes produkt o-algebraen & = P(N) & IE .
Vis:

G EGEG & V¥Yn € IN: Gn € IE

f er €-mdlelig & Vn € N : fn er IE-malelig.

Lad X vaere en tellelig mengde, Y en vilkdrlig mengde.

vis, at P(X) & P(Y) = P(XxY) .

Lad X og Y vare metriske rum med Borel algebraerne
B(X) og B(Y). Vis, at B(X) @ B(Y) c B(XxY), hvor
XxY er det metriske produktrum. (I almindelighed er

B(XxY) mere omfattende end B(X) ® B(Y) . Se dog opg.6.7).

Lad (X,E) og (Y,TF) vere ma&lbare rum, og antag, at

og EH er frembringersystemer for henholdsvis E

1E
1
og T, s&ledes at der findes ma&ngder A1 c A2 c ---EIE1

B1 c B2 o -'-EZF1 med X = U An , Y = U Bn

Vis, at mengdesystemet {(ExFIE €E,, F €ZF1}

frembringer

produkt o-algebraen IEe® F .

14
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6.11.1°

I1.6.19
Opg.§6

Et system DD af abne mengder i et metrisk rum X
kaldes en basis for topologien, hvis enhver ikke tom
dben mengde er foreningsmengde af mengder fra D .
Vis, at hvis et metrisk rum X har en tallelig basis

D for topologien, sa er o(D) = B(X).
Vis, at hvis X og Y er metriske rum med tallelig
basis ]D1 henholdsvis ]D2 ’ sd har det metriske pro-

duktrum XxY en tellelig basis
{G1 xG, |G, €D,, G, €D,}

og B(X) ® B(Y) = B(XxY). (Vink. Opg.6.6).

Eksempel. X = IRk, D = systemet af dbne intervaller med

rationale endepunkter.

Vis, at L _oIL. c IL
P qa — ptq

’ hvor IL-p betegner systemet
af Lebesgue mdlelige mengder i TRP .

Vis, at L,e® XL, # L, . (Vink. Betragt {0} xA, hvor
A c IR ikke er Lebesgue mdlelig).

Vis, at ﬁp@r_n stemmer overens med restriktionen af
mp+q til ]Lp@II'_.q

Vis, at produktet af mdlrummene (IR,]B,ca) og (]R,IB,sb)
er (]R2 B,, ¢ )
2" (a,b) "

Lad (X,E,u) og (Y,F,v) vere o-endelige mdlrum, og

antag, at f € M+(X,]E) og g € M+(Y,]F) er siddan, at

malene fey og g+*v igen er o-endelige.
Vis, at

(feu) ® (gev) = fog e+« pev .

Lad 0, (X1,]E1)—> (Y1,]F1), ®,: (X2,1E2)—> (Yz’]FZ) vare
mdlelige afbildninger. Vis, at produktafbildningen

cp,l x (pz: (X1 xX?_,IE:1 ® IEZ) - (YTXYZ’]F1 ® ]FZ)

er mdlelig, idet

<p1xq>2(x1 'Xz) = (q>1 (x1) ,coz(xz)) .
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6.14.

II.6.20
Opg.§6

Lad nu W, vare et madl pé E, , W, et mdl pa E, .
Vis, at hvis billedmdlet m1(u1) er o-endeligt, sd

er ogsa Wy o-endeligt.

Vis, at hvis ®1(u1) og wz(uz) begge er o-endelige,

sd er

cp1xq>2(u1 ®u2) = <,o1(u1) ®¢>2(u2).

Lad (X,E,u) og (Y,TF,V) vere madlrum, og antag, at
funktionen x ~ v(GX), X € X, er IE-milelig for en-

hver mengde G € E® I .

Gor rede for, at den ved
m(G) = J[ v(G )du(x), G € Eo T,
X X

definerede funktion w er et mal, og at

7 (AxB) = u(A)*v(B) for alle A € I8, B € F.

Lad u: P(R) ~ [0,»] vere mdlet i IR givet ved

' f 0 ndr A er endelig eller numerabel
u(a) = 1

o ellers

og lad v: P(R) ~ [0,»] vere tezllemdlet i 1R.

Ggr rede for, at der ved
T(E) = J v(EX)du(x), p(E) = J u(EY) avi(y)
defineres m&81 7© og p pad P(R)e P(R), hvor
VA,B € P(R): m(AxB) = u(A) «v(B) = p(AxB) .

(Vink. Benyt gvelse 6.12.)
Vis, at wm#op. Sammenhold med Corollaret i §6.2.

(Vink. Betragt f.eks. diagonalen {(x,y) EZR2|x==y}.)

fz f(x)dx som areal.

Lad f:IRk ~ [0,o] vare en Borel funktion.

Vis, at ordinatmengden

Of = {(x,Y) =(x1,...,xk,y) EIRk+1 | 0 <y ¢ f(x)}

er en Borel mengde i IRk+1.
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6.17.1°

I1.6.21
Opg.§6

Vis, at
3 ]

m, (£ ([y,=[))dy .

[ _
] kf(x)dx = mk+1(0f)
IR

Jo Tk

kunne sdledes

vere defineret ud fra Lebesgue malet 1 IRk+1.

er "begynder"-definitionen af fg f(x)dx som et areal

(Lebesgue integralet af funktioner pa IR
Specielt

faktisk korrekt!)

Vis, at grafen
k+
Ge = {(x,y) =(x1,---,xk,y) € R ! |y = £(x)}

for en Borel funktion f:ZRk ~ IR er en Borel mengde

k+1 2 =
R med Lebesgue mal mk+1(Gf) = 0.

Lad up,v o0og T Vv&re tzllemdlene i X#*#9@, Y*@ o9
XxY . Ggr rede for, at

j fan = j (f f(x,y)dv(y))du(x)

for enhver funktion f: XxY ~ [0,].

Om en funktion f: XxY ~ IR antages

z(x,y)e:x)qg | £(x,y) | < =.

Vis, at

Z(x,y)EXXYf(x'y) = ZXny(x,y) = Zyzxf(x’y)'

Som 10, men med ¢ i stedet for R.

Definer a for m,n € W ved
mn

n+1

o1}
I
|
jo]
Qo
H
=
1

Vis, at X X a + X ¥ a . sammenhold med Tilfgj- -
m n mn n“m mn

else til Fubinis satning, og med pvelse 6.17.
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6.19.

6.20.

6.21.1°

I1.6.22
Opg.§6

szt E = {(x,y) €ZR2|x==y} og vis, at

[

[
J | 1E(x,y)dm(y)dT(x) ¢J
R R R

E 1E(x,y)d1(x)dm(y)
R

ndr m: B ~ [0,»] er Lebesgue milet og T: B ~ [0,]

er restriktion af tallemdlet

gammenhold med Tilfgjelse til

Find

[ (X-Y) ad(XIY)
Jg

for ethvert a € R, idet E

Beregn IK(O,R)\{O}rad(X'y)

r = Vx2+y2.

Undersegg, for hvilke n € 7
(x,y) ~ (x+iy) "

er Lebesgue integrabel 1 K(O

hvert af disse n verdien af

{ ' (x+iy) " d
K(0;R)N{0}

Lad f: 10,11 x10,1} ~ R ve&

Y for

-2
f(x,y) = -X for
0 for

Find verdien af hvert af dobb

11 101
[ [ f(x,y)dydx , j J
0’0

Er f Lebesgue integrabel ?

i IR.

Tonellis satning.

= {(x,y) €IR2|0<y<x<1} .

for hvert a € R, nar

funktionen

,R) ~{0}, og find for

(x,y) -

re givet ved

0 < x <Ky

A
—

HA
o

0 <y <X

o
A
»

B |

4
HA

eltintegralerne

f(x,y)dxdy .
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6.23.

6.25.

6.26.

11.6.23
Opg.§6

st f(x,y) = -—%—:%—7 for (x,y) # (0,0) .
(x“+y7)

vis, at I1f1 f(x,y)dydx = T, og find f1f1 f(x,y)dxdy .
0’0 4 0’0

(Vink. For x#*0 kan integralet fg f(x,y)dy £f.eks.

udregnes ved substitutionerne y = Xt 09 t = tan > .)

vdfyld detaljerne 1 fplgende bevis for Setning 2 §5.4:

L.ad up vere et translationsinvariant Radon madl pa :Bk’

og s&t ¢ = u([f%,%]k). vis, at der for f,g €

M (IRk ’ ]Bk) galder

J gly) f(x+y)d u&mk(x,y) = J[fdu J[gdmk
2k
R

og set g =1 K ! £f =1,
[~%,%] B

Idet Vk betegner Lebesgue m&let af enhedskuglen 1 ZRk,
skal man vise

m/2
Vk+1 = 2Vk { COSk+1t dt , k = 1,2,fff
0

Tegn for a > 0 simplexet

k
|

i

n M=

Xiﬁa, X1_>-0,"',Xk20}

Sk(a) = {(x1,--f,xk) € R 1

i k =1,2,3 dimensioner. Vis, at
ak
m (S, (a)) = g7 -

(Vvink. Induktion efter k).

For B GIBk og h > 0 defineres keglen K Eimk xIR

frembragt af Bx{0} o9 (0,+++,0,h), ved

X = [((1-M)x,\h) € R*xR|A € [0,1], x € B} .
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Lad
lad

og

IT1.6.24
Opg.§6

k

Vis, at snitmengden kY c R for y € R er givet

ved

(1-—%)3 for y € [0,h]

<Y -
1) for y € [0,h]

Idet f:ZRk><]0,h[ - Egc defineres ved

-1
f(x,y) = (1-—%) X,
skal man vise, at

K =Bx{0} U £ () U{(0,+-+,0,h)},

og slut deraf, at K €:Bk+1'

Vis, at

(K) = E%T h m (B) .

M +1
(Volumen af en kegle er hgjde gange grundflade divideret

med dimensionen) .

(X,E,u) og (¥,F,v) vere o-endelige mdlrum, og

EE€EE, F €. Vis, at

]EE ®]FF =IE ®]FEXF

®V

Hp®Vp = HOV

ExF

idet ZEE er den inducerede o-algebra péd E, o9 Mg

er restriktionen af u til E, dvs. W = uLEE.
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§7. Funktionsrummene Qp

7.1. Funktionsrummet ¥ = £(X,E,u) .

For et vilkdrligt mdlrum (X,IE,u) er mengden ¥ = £(X,E,n)
af uy-integrable funktioner f: X ~ ¢ et funktionsvektorrum, idet

af, f+g € £, ndr ac€c¢, £f,9€¥.

Med Il £, = [Ifldn galder (i) I £ll, 2 0, (ii) Wafll, = lalll£ll,
og (iii) ||f+g||1§ ||f||1+ IIgH1 for a € ¢, f,g € £, medens

||f||1= 0  £f = 0 p-nesten overalt,

ifglge §4.1, Corollar 1. Afbildningen £ ~ IIfII1 er med andre ord

en seminorm. Her kan ¢ erstattes med IR. I begge tilfzlde vil

det ofte vere naturligt at betragte

_ - e
I £ g||1— Jlf gldu

som en afstand mellem funktionerne f og g tilhgrende & . Man

bemarker, at

llf—g||1= 0 « f = g u-nesten overalt,

sa IIf—gII1 er en pseudometrik og kun en metrik, hvis @ er den

eneste p-nulmengde.
En fplge af funktioner £,,f, ,-++ € £ siges at konvergere

mod f € & i 1-middel, hvis || fn—fH1 - 0 for n - o,
Dette konvergensbegreb for funktioner er et helt andet end

punktvis konvergens, som vi hidtil udelukkende har beskaftiget os

med. (Et vist samspil er der dog, se §7.3, Sztning 2 og §7.4,
Corollar 1 og 2.)
_ 1] -
Med £ = — 1]O,n] e $(R) , n = 1,2, , eller
fn =n. 1 1. € L(R) , n =1,2,--+, konvergerer talfglgen
10,21
f1(x),f2(x),--- mod 0 for hvert x € R, dvs. f1,f2,--- kon-

vergerer punktvis mod nulfunktionen. Men fglgen f1,f2,--- er ik-

ke konvergent i 1-middel mod nulfunktionen.

Fglgen Jqr9gs e € £(wr) af indikatgrfunktioner for inter-
1 ]’ ]%’1], ]0’_1_]’..000

vallerne ]10,1], 10,31, 1%,11, ]0,%], 13,3
konvergerer mod nulfunktionen i 1-middel, men for hvert x€]0,1]

er talfglgen g1(x),g2(x),--- divergent.
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7.2. Vektorrum med seminorm.

Ved en pseudometrik i en mengde V forstds en funktion

d: VxV ~ IR, hvor

d(XrY) ; 0, d(x,x) =0,
d(x,y) = dly,x) ,
d(x,z) < d(x,y) +dl(y,z) , (trekantsuligheden),

for x,y,z € V.
Bemark, at der muligvis findes punkter x*y med d(x,y) =0.

Er dette ikke tilfzldet, kaldes d som bekendt en metrik.
For et pseudometrisk rum, dvs. en mengde V med en pseudo-

metrik, defineres kugler, dbne og afsluttede mengder, osv., gan-

ske som for et metrisk rum. En fglge x1,x2,--- € V vil s&ledes

konvergere mod x € V, netop hvis d(x,xn) -» 0 for
Nar d(x,y) = 0, "fglges" x og y: Af trekantsuligheden

n - o,

fés
vz € V: d(x,2z) = dl(y,z) ,
specielt kommer kugler med centrum x eller y ud pd ét,

= K(y,r). Dermed vil x og y samtidig vere indre punkt-
Er x

K(x,r)
er, ydre punkter eller randpunkter for en mangde A ¢ V.
ogsé vare det.

gransepunkt for en fglge BRI CVARE vil vy

Ved en seminorm i et vektorrum V over ¢ (eller IR) for-

stds en funktion N: { ~ IR, hvor

(1) N(x) 2 0,
(ii) N(ax) = lalN(x) ,
(iii) N(x+y) < N(x) +N(y), (trekantsuligheden),

for x,y € V og a € ¢ (henholdsvis a € R).

For N(x) skrives s®dvanligvis |l x| (Betegnelsen er fgrst
brugt af Erhard Schmidt 1907 for |l ||2 i 12 , se §7.3.)
Muligvis findes vektorer x#%0 med N(x) = [Ixll= 0. Er

dette ikke tilfeldet, er N som bekendt en norm.
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I et vektorrum V med seminorm || || = N indf@gres en pseudo-

metrik ved definitionen
d(x,y) = Hy=xIl = N(y=-x), x,y € V.

Vi kan sd tale om kugler, dbne og afsluttede mangder, osv.
?}{ med led x, €V

Og foruden om fglger ogsda om rakker: En rzkke K k
k=1

siges at vere konvergent i (V,Il /l) med sum s € V , hvis fglgen
i

er afsnit S, = z Xk, n=1,2,e¢-, er konvergent med granse s,

. k=1

dvs. hvis

d(s ,s) =lls=s Il = N(s-s ) »0 for n-e.

Bemerk, at N: ¢ ~ IR er kontinuert; endda gezlder
IN(y) - N(x) | ¢ N(y-x) = d(x,y)

Ogsé& kompositionerne er kontinuerte. S&ledes kan man indse,

at multiplikationen med skalarer er kontinuert i (a,x) , ved
brug af
N(by-ax) < |b-alN(y-x) + |b-alN(x) + |alIN(y-x) ,

der fis af identiteten

by-ax = (b-a) (y-x) + (b-a)x + a(y-x) .

For additionen i 'V benyttes

N((yl+yll) - (X'+X")) § N(yl_xl) +N(yll_xll) .
Idet VO = {x € VIN(x) = 0} er et underrum af V, defineres
ved
x ~y e dix,y) = N(y-x) =0
er &kvivalensrelation i V, der harmonerer med vektorrummets

kompositioner. Mzngden V = V/V0 af ®kvivalensklasser (sideunder-

rum)

[x] = {y € VIN(y-x) = 0}
er da et vektorrum med kompositioner defineret ved reprasentanter,

[x] + [yl = [x+y], afx] = [ax]
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Da N(x) = N(y), nar N{(y-x) = 0, defineres en funktion
N: V~ R ved
N([x]) = N(x)

Denne funktion er en norm i V. Vi noterer:

Et vektorrum V med seminorm gar over i et vektorrum V med
nar elementerne samles i klasser ved ®kvivalensrelationen

norm,

x ~y e lly-xIll =0

(Jvfr. ogsd Opgave I.1.10.)

EKSEMPEL. For et vilkarligt mdlrum (X,IE,u) med X#*@ define-

res en seminorm i funktionsrummet ¥ = £(X,IE,u) ved
Wiy, = Jrlfldu, f € £(X,E,n)
Det tilsvarende konvergensbegreb er konvergens i 1-middel. (Se §7.1.)
Funktionsrummet ¥ = £(X,E,u) med seminormen || II1 gar

over i et vektorrum L = L(X,IE,u) med norm (som vi ogsd skriver

I H1), ndr funktionerne samles i klasser ved akvivalensrelationen

~ givet ved
fr~ge IIg-fIH =0,

dvs.
f~ge f =g naesten overalt m.h.t. u

Overgangen fra funktionsrummet £ ti1 Lebesgue rummet L
bestdr l¢st sagt i, at vi ophgrer at skelne mellem funktioner £

og g, eller regner dem for lige gode, nar f = g nasten over-

alt m.h.t. u. Precist: de opfattes som reprasentanter for en
og samme ting (nemlig for samme klasse).

En funktion defineret pa et funktionsrum, ellereventuelt blot
pd et vektorrum, kaldes ofte en funktional. I nogle fremstillinger
af integralteorien lagges der megen vaegt pa, at man skal opfatte
integralet m.h.t. p som funktionalen

f ~ [ fdu , f € £(X,IE,n)
Jx
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Denne funktional er linear, og den er kontinuert, idet
lJ gdu-—J fdul = IJ (g-f)dul < } [g-fldu = Ilé—fll1.
X X X X
= 0. Integralet

Specielt er IX gdu = IX fdu, ndr lg-fll,
giver derfor anledning til en kontinuert, linear funk-

[£] ~ IX fduy pd L(X,E,u), og man ser, at dens norm er

m.h.t. U

tional
<1, Jjvfr. I.4.3. (Se ogsd Opg.7.21.)

7.3. Funktionsrummene Yp = $p(X,ELu), 1 <p <.

Lad (X,IE,u) vare et mdlrum med X #¢ , medens p er et

reelt tal, 1 < p < =.
En reel (eller kompleks) funktion £ defineret pd X siges

at vere p-dobbelt integrabel med hensyn til 1, hvis £ er IE-

malelig og

Jlflpdu < o,

Mengden af p-dobbelt integrable funktioner £: X ~ IR (eller

f: X ~ ¢) betegnes $p = Yp(u) = ié(x,mnu).
Bemerk, at $1 = &1(X,ELLU netop er mangden i’= i(X,Enu)

af p-integrable funktioner pd X . - I stedet for 2-dobbelt inte-

grabel siges ogsa kvadratisk integrabel.

er et funktionsvektorrum over IR (eller ().

Mazngden 2£(X,EHU)

Thi er a en skalar og £f,g € &% ' da er af € fp og
f+g € ip . Funktionerne af og f+g er jo IE-mdlelige og

Jlaflpdu = lalP Jlflpdu,

Jlf+glpdu < J(lfl+|gl)pdu < 2PJ|f|pdu + zpjlglpdu.

Den sidste ulighed fglger af, at der for b,c € [0,x[ galder

(b+c)P < 2P (bve)P = 2P P v Py ¢ 2P P + Py,

med bvc = maxi{b,c}

BEMERKNING. Ovenstdende galder uden videre for ethvert p > 0,
jvfr. Opg.7.5, men for det fglgende er det vasentligt, at p>1.
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vi skal se, at der ved

1/p
I £ 1] =/Jlflpd\ fed X,E
p \ U/ ’ p r IU)
defineres en seminorm fl Hp i &;(X,Ehu)

Problemet ligger i trekantsuligheden. For p = 1 er ogsd den

triviel, sdledes at kun tilfaldet 1 < p < » star tilbage. Her be-

nytter vi

HOLDERS ULIGHED. N&r f efsEp(x,IE,p) og gexq(x,]E,u), hvor

p,9 > 1 og %-F% =1, da er fg € i(X,ELLO og

f = ||fgldu < II £ flgll_ .
] gII1 J gldu < Hp I g q

= 1 er ensbetydende med

Q=

Bemerk, at %-P

dels (p-1) (g=1) =1, dels (p-1)g = p .

Talpar (p,q) € ]1,oo[2 opfyldende %~+% = 1 kaldes duale ekspo-
nenter. De duale eksponenter ligger pd& hyperbelgrenen
(p=1) {g=1) = 1, P,q > 1:

/3

(1,1)

— P
Under forudsatningen p,dq > %-Fé =1, viser vi f¢rst
% uP v
(*) uv < - + ' for u,v €ER_U {o} .

(For p = g = 2 er uligheden den velkendte 2uv < u2-+v2.)
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Arealet af de to med skravering

Yy A
2
angivne punktmengder i IR er
(0,%) - _Jy= 7
7 fu -1 uP Vo g-1 v
J xp dx = E; ’ J yq dy = —
0 0 !

I sidste tilfazlde er brugt

(u,O) rX y = X

Uligheden (*) £f&s nu straks, idet uv tolkes som arealet af et

rektangel.
Ved beviset for HOlders ulighed kan vi antage IlfHE)# 0 og
llgll _+ 0, thi ellers er £fg = 0 nasten overalt, altsa lIng1 =0.

Vi kan sd yderligere antage IIfIIp= Ilglhq= 1, idet £f,g ellers

erstattes med f/IIfIIp ’ g/llgllq . Ifglge (*) er nu

£ g |l < + 1Ex) 1P +L 1g(x)19
= p q
for alle x € X, og dermed
[| 1}’ | & 1[ 9
fgldu < = {I1£1¥du+ — | lgl=d
J gldu = D H qJ g9 H

1 P 1 q_ 1.1
=l £ + =i = —+=—=1=|£f | < o .
pl Hp g g‘IIq 5t g Il |Ip Iqu

Heraf fremgdr pdstandene i H&lders ulighed. (Ved beviset er stil-

tiende benyttet, at fg er E-mdlelig.) O

MINKOWSKIS ULIGHED. Nar f,g € Qp(x,mnu) , hvor 1 £ p < =,
da er f+g € bep(XrIE,U) og

| £+g |l < HEN_+ Hagll .
lherglly, 2 p 9

vi ved allerede (p.7.5), at f+g € gp(X,ELu) , sdledes at

det kun er selve uligheden, vi skal vise. Vi kan antage p > 1

og lader g vare givet ved %-f% = 1.

Vi begynder med vurderingen

Ilf+gllg J|f+g|pdu = Jlf+gllf+glp_1du

Jlfllf+glp_1du + Jlgllf+glp—1du.

HA
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Funktionen |f+<;r|p_1 er IE-malelig, o9

J|f+gl(p—1)qdu = Jlf+g|pdu < o,

idet f+g € ip . Altsa er If+qlp_1 € xq med

1/q _
-1 [ P p/4q p-1
Il 1£+ Ip H_ = Jlf+ I+d = || £+ = £+

g g\ g u | qllp [l gllp

/
H6lders ulighed giver sa

14

[1er1e+g1P Tan

)

}Igl|f+glp_1du

A

-1
NEI Il £+g 1P
P d P

-1
Hag I N E+g BT L
g p g lp

A

Sammenholdt har vi
-1
NE+g NP < (NWEN_ + £+g 1P
gl < Ip IIgllp)II gllp '

af Minkowskis ulighed fés ved multiplikation af venstre og
||f+g||;_p , forudsat Ilf+gllp> 0. I modsat

hvor
hgjre side med

fald er uligheden triviel. o

SETNING 1. Ved

)1/P

_ ([P
e, = {j1£17au , fE€ i%(x,muu),

defineres en seminorm i funktionsrummet $p(X,IE,u) , nar 1 {p<o.

Det eneste problem var trekantsuligheden, dvs. Minkowskis
ulighed.
Det til seminormen |l Hp svarende konvergensbegreb kaldes

ogsd konvergens i kvadratisk

konvergens i p-middel (for p=2
middel) . En fglge f1,f2,- € ip(X,Ebu) konvergerer sdledes

mod £ € ip(X,EhLO i p-middel, netop hvis

Ilfn—fHp > 0 for n - o,

dvs. hvis
Jlfn—flpdu » 0 for n —» «©.

Dette konvergensbegreb er et helt andet end punktvis konvergens

(jvfr. §7.1) . Der galder dog
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SETNING 2. Lad fn €é€p(x,ﬂﬂ,u) y N=1,2,+°+, og lad £ vare
en mdlelig funktion sa limnfn(x) = f(x) for upy-nasten alle

x € X. Hvis der findes g € MY (X,IE) med jgpdu <o, = (vi
regner P = ) - , sdledes at Ifnl < g u-n.o. for ethvert

n € N, daer £ Eé'fp(X,IE,u) og
| £ -fll -0 n - o,
n P

Bevis. Idet |f| < g u-n.o. ser man, at flflpdu < fgPau < o
sa fed . Idet Ifn(x)-f(x)lp » 0 for u-naesten alle x, og

lfh—flp < 2pgp p-n.o., giver udvidelsen af Lebesgue's majorant-

setning (p.I11.4.16)

{lfn-flpdu - IOdu =0 for n - o, o

For flere resultater om samspil med punktvis konvergens, se

§7.4, Corollar 1 og 2.

Seminormen er ikke i almindelighed en norm i $b(X,Ehu),

I H
. P
idet 5 \1/p
Ilfllp = (Jlfl du/ = 0« f =0 up-naesten overalt.
Men ved at samle funktionerne i £p i klasser kan man, ifglge

§7.2, fgre seminermen over i en norm:

-3

Funktionsrummet Qp = QP(X,IE,u) med seminormen |||Ip gar
med norm (som vi ogsd skriver

over i1 et vektorrum Lp = Lp(X,ELu)
ndr funktionerne samles i klasser ved akvivalensrelationen

I Hp) '

f~ge ltg-fll =20,
dvs. P
f~ge f =g nasten overalt m.h.t. u.

Lp(X,Ehu) indfgrt for
L(X,E,u) .

Hermed er Lebesgue rummene Lp

1 ¢ p < >. Bemerk, at L1(X,Ehu)

Hvis p(X) < », s& er éfr(X,]E,u)?h?S(X,IE,U) for 1 <r<s.
Ilflls, nar fEIfS(X,]E,u).

A |

Hvis u(X) = 1, galder tillige lIfIIr
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Antag nemlig u(X) < « og f € QS . Anvendelse af H8lders
. . r .
ulighed pé& Iﬁl € zs/r og den konstante funktion 1 Egs/(s-r)
giver da £l €&, altsd f € fr , samt

J'f'r'1 du (J'flr's/rdU>r/s<J1 du>(s-r)/s

dvs.
1/r-1/s

el

A

1 u(Xx)

I tilfezldet p(X) = « gaelder ikke i almindelighed resultater
af lignende karakter. For Lebesgue mdlet p& R er det sdledes let

at give eksempler pé funktioner tilhgrende henholdsvis 'ir\\gs’

£€.ng, o9 !S\ir.

r

Er £ €§€p(X,IE,u) og g € éEp(Y,IE‘,\)) , hvor 1 < p < =,
medens d: IE ~ [0,o] og. v:TF ~ [0,o] er o-endelige mdl i meng-

der X+® og Y*@, daer fog €$p(XxY, Ee F,uev) med

f = 11 £1_ 1 .
I @gﬂlp I Ip gllp

Thi feog er IEo F-mdlelig (§6.1), og ifplge Tonellis s&t-

ning er
} | fog1Pd (uev) = J j If(x)lplg(y)lpdv(y)du(X)
XY X’y
x (
= | 1£(x) 1P Pg = IENP Pew.
JXI (x) | IIgIIp U (x) I IIpIIgIIp

For ¥ (IJCka,mk) og Lp(ﬂf{gBk,mk) skriver vi kort
4 (Bﬂﬂ , Lp(ﬂgﬂ . Ligeledes skrives ip(A), Lp(A) for
. k
Zp(A,mk), Lp(A,mk) , hvor A er en Borel mengde i R .

Betegnelsen ZP(J) bruges for ip(J,u) , nar u er telle-
médlet i J#*0@. Er en funktion pd J skrevet som en familie

(aj)jEJ af reelle (eller komplekse) tal, har vi

€ £ (J y la.lP < »
p()ﬁ ]l 7

(a.) .
j'3€ed jed
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og i bekraftende fald

1/p
Il (a) seqlly = ( 3 Ia.|p>
j j€Ip jeg
Her er I |l en norm (og ikke blot en seminorm).
For KP(IU skrives ogsé Kp . Altsa
e, = {(a,ray,ee) ] x Iajlp < w},
oo D 1/p
||(a1,a2,---)||p = <j§1laj| > nar (a1,a2,---) Eﬁp .

Bemerk, at ﬂp({1,---,k}) netop er IRk (ellex ¢k) , med
k o 1/p
||(X1,"-,Xk)HE)= <j§1|x I )

Som specialtilfelde af HO6lders og Minkowskis uligheder har vi her

k k 1/p k 1/9
£ olx.y.l < ( z 1xy17) e 1v519)
g=1 7 3=1 j=1 7
1 .
nar j,yj E¢, 1T < p,g < 09 %-ﬁa =1, henholdsvis
k 1/p k 1/p k 1/p
( S Ix +y.lp> <[ = Ix.lp> + ( > ly.lp)
j=1 j=1 J 5=1 J
ndr x.,y. € ¢ og 1 <p < =. Deter disse uligheder, der skyl-

des henholdsvis Otto H8lder (1889) og Hermann Minkowski (1896).

Ligesom || I i IRk og ¢k er en generalisering ud fra det

klassiske tilfalde p = 2, séledes er rummene ﬂp og 1;([a,b])
fgrst indfgrt og studeret for p = 2 . (David Hilbert, Erhard Schmidt,
Frédéric Riesz, Ernst Fischer, 1906-1908.) Tilfeldet p = 2 er

ogsd langt det mest interessante, idet L2(X,Ehu) er et Hilbert rum,

dvs. et fuldstendigt vektorrum med skalarprodukt, som i dette til-

felde er givet ved
<[£1,[gl> = }f(x)g(x)du(x).

For vilkarligt p, 1 < p < e, er i ([a,b]) indfgrt af den

ungarske matematiker Frédéric Riesz (Mathematlsche Annalen 69

(1910) ,p.449 ££.).
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7.4. Fuldstendighedss®tningen.

Begreberne Cauchy fglge og fuldstendighed defineres i et
pseudometrisk rum pd ngjagtig samme madde som i et metrisk rum.

I et vektorrum V med seminorm || |} kaldes en uendelig
eV, k=1,2,¢--, absolut konvergent, sdfremt

rekke % Xy v K
rekken af positive tal % IIXkI

X

er konvergent, altsd safremt

Qo
% Ika|I< o
Fra Mat 1 vides, at for rakker med komplekse led, vil absolut

konvergens medfgre konvergens. Dette skyldes fuldstendigheden af

¢, og mere generelt gaelder fglgende fundamentale resultat:

SETNING 1. Et vektorrum U med seminorm er fuldstendigt, hvis
og kun hvis "absolut konvergens medfgrer konvergens", altsa hvis

enhver rakke % Xy med led fra VYV, hvor ? ||Xk||< © ,

og kun hvis

er konvergent i V.

Bevis. 1° Antag fg¢rst, at V er fuldstendigt, og at rakken Eixk

er absolut konvergent. Sattes S, = k§1 Xy 1 har man
n+p n+p
1 Snip ” s Il = ”k,:zn+1 ka ﬁkz);_ﬂ W=, 1y
og da k;;+1llxklle 0 for. n ﬁvw fplger, at (sn) er en Cauchy

fglge, altsd konvergent. Dermed er % Xy konvergent.

2° Antag dernast betingelsen opfyldt. Er (xn) en Cauchy

fglge i V , kan vi tanke os n, <m, <. valgt, séaledes at
b3 len -xX_ |l € o,

k=1 k+1 Tk

(F.eks. kan man satte n, = k+max(m,,+*-+,m ) , hvor m,,m.,-
. 1 1 k 1772
er valgt, sa |Ixn-xm||< 2 for n,m > mk) . Rakken
o0
X + X (x -X_ )
1 k=1 "k+1 Tk

er altsd absolut konvergent, og dermed konvergent, sd der findes

x € vV, sd afsnitsf@glgen xn ,xn ;°++ konvergerer mod x. Men
1 2
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sd vil ogsé (xn) konvergere mod x, hvilket ses af uligheden

X -X < X -X + X - X
I Ll n 1 hEy xgll

jvfr. Opg.I.5.1. o

Spgrgsmalet om fuldstendighed af et vektorrum med seminorm,

kan f@gres tilbage til det tilsvarende spgrgsmdl for normerede rum,

idet der gzlder:

SETNING 2. Lad V vere et vektorrum med seminorm , vV det til-

svarende normerede rum af akvivalensklasser ved relationen
x~y o |Ix-yIl = 0. S& er V fuldstendigt, hvis og kun hvis V

er fuldstendigt, altsd et Banach rum.

Bevis. Idet der for x,y € V gelder
Hx=-y Il = Il [x]I-[y]lll = Il [x=y1Il ,

s& fglger, at (xn) er konvergent (henholdsvis en Cauchy £fglge)

i V, hvis og kun hvis ([xn]) er konvergent (henholdsvis en

Cauchy fglge) i V. o

b P 1/p
Med I|f||p== (fa PE(x) | ¥ax) , hvor 1 < p < o, er det

ofte langt mere hensigtsmessigt med Lebesgue rummet Lp([a,b])
i stedet for f.eks. rummet C([a,b]) af kontinuerte funktioner,
der ikke er fuldstendigt ved || “p , (jvfr. Opg.7.18). Forhol-

det er som mellem IR og @.
For et vilkdrligt mdlrum (X,E,y) , med X*@, og 1 < p <

gelder nemlig fglgende hovedsatning:

Fischers fuldstendighedssatning. Med

1/p
_ P
l|f||p (Jlfl du} P EéEp(X,JE,u) ,

fuldstendigt.

er funktionsrummet $p = ip(x,muu)
Anderledes sagt: Lebesgue rummet Lp = Lp(X,ELu)

er et

Banach rum.
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For &2([a,b]) skyldes satningen den ¢strigske matematiker
Ernst Fischer (1875-1959). (Sur la convergence en moyenne, Comptes
Rendus 144, Paris 1907, p.1023. Han udnyttede straks resultatet
til et elegant bevis (ibid.p.1024) for Riesz/Fischers satning om

Fourier rakker, - en af Lebesgue integralets stgrste triumfer.)

Bevis. Vi benytter s@tningen p.7.12, betragter altsd en raekke

b3 med led €¥ , hvor 5 < o og sgger en
1 % Iy b z, I g r 09 sgg
funktion f € &p , sdledes at
n
llf-—k>=Z1 gklujﬁ 0 for n - o,

Eftersggningen viser sig at lykkes derved, at rakken k§1 I

er punktvis konvergent nasten overalt, med en sumfunktion, der kan

bruges:
1© Med -
h(x) = X ng(X)I, X € X,
k=1
vil h: X ~ [0,] tilhgre M (X,E) . Og rekken T g, (x) er

(absolut) konvergent i hvert punkt x € X, hvor h(x) < o,

n
50 For n - o har vi kZ1ng(x)| j’ h(x) for alle x € X o9

dermed

n o A\P.

( . |gk<x>|) /(=P
k=1

P

idet vi regner = o, Lebesgues monotonisatning giver da

j<k§1lgkl>pdu.f}hpdu,

altsa 0 ;K o 1/p
I =z lg, il <Jh du)
k=1 © P
. s f 11 € NN finder vi som
nde
Idet Ik§1lgkllh?§ k§1||gk||p or alle n , i
resultat:
1/p o
/J P
h*d < = |l [l < o,
\ I S <
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3° Da Ihpdu < o, slutter vi (§4.1, Corollar 1), at

N = {xlh(x) = o} = {xl(h(x))P = =} € E

0. Rzkken k§1 gk(x) er altsd absolut konvergent

har mdl u(N)
og dermed kan vi definere f: X-C

for uy-nasten alle x € X,

ved

n™8

gk(x) for x € XNN,

k=1

f(x) =
0 for x € N,

o (o]
4 f € £ < X .
£p og |l Ilp__ k=1Ingllp

er madlelig fglger af "Tuborg-resultatet” p.1I.2.8 o9
ergang med milelige funktioner.

At £

setningen om regning og gr&nseov

Videre har vi |f(x)| < h(x), x € X, hvoraf

(o]

1/ /
()" < (o) ™ 5 ot =

n
e}
5 HeE - = gl =0 for n -»
k=1 K P
n
Dette fg¢lger umiddelbart af S@tning 2 p.7.9, idet z gk - £ y-n.o.,
1

og h er en majorant af den ¢gnskede type. O
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Lad os notere:

En rakke % g, med led fra $p , S& % Hgkllp< ©, kon-
vergerer punktvis absolut nesten overalt og i p-middel mod en

funktion £ € &% , som opfylder

e _< = Il I .
p—'1 gk P
BEMERKNING. Den sidste ulighed kan lidt farligt skrives

I, <= llg

_.xM8

og fremtrazder derved som en generalisation af Minkowskis ulighed.

COROLLAR 1. En fglge f1,f2,--- € QP(X,ELLU , der konvergerer i
p-middel mod g € ﬁp , har altid en delfglge, der konvergerer

punktvis mod g nesten overalt.

Thi valges n, <n, < -ev, sdledes at

T £ -f Il < =
k=1 k+1 k
. o .
(jvfr. 27,p.7.12), da vil fglgen fn ,fn r***, - som afsnitsfglge
o 1 2
for rakken £+ I (f -f ) , - konvergere ba&de nasten overalt

" k=1 k1 Pk

og i p-middel mod en funktion f € $p - Daogsd fp -~ g i ip ,
sluttes at |l g-pr = 0, altsd f =g nazsten overalt.
COROLLAR 2. Hvis en fglge f1,f2,--- € &%(X,ELLU konvergerér i

p—middel mod 94 € gp og punktvis mod I, nesten overalt, da er

g1 = g2 nasten overalt.

Thi en passende delfglge konvergerer nasten overalt mod g1,

foruden naturligvis tillige mod P
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7.5. Funktionsrummet i@ = im(X,ELU).

Betragtet med den uniforme norm,

l|f|h1= sup | f (x) |
xX€EX

er funktionsrummet B(X) af begransede funktioner f: X ~ IR
(eller f: X ~ ¢) pd en mengde X +@ fuldstendigt, altsd et
Banach rum. (Jvfr. §I.5.2). Ifplge §§II.2.2 og II.2.3 er mengden
Mb(X,EH af begrensede IE-mdlelige funktioner, et afsluttet un-
derrum af B(X), altsd ogsd et Banach rum. Vi vil nu definere
rummet Qw(X,Ehu), der vil komme til at omfatte Mb(X,EH

Et tal a € [0,»] siges at vaere et pu-essentielt overtal

for funktionen f: X ~ [0,x], hvis
f(x) < a for u-nesten alle x€X.

Enhver funktion f: X ~ [0,o] har et mindste essentielt over-

tal M € [0,«x]. Det kaldes det p-essentielle supremum for £ og

betegnes ess. sup f .
Thi £ har i hvert fald et essentielt overtal, nemlig e,

og
M = inf{a € [0,] | £(x) < a for p-nesten alle x € X}

- og dermed det mindste.

er selv et essentielt overtal for £,
u(Nk) =0 7

For hvert k € N findes jo en mengde N, C€IE med

sdledes atv

M-Fl for x ¢ Nk'

f(x) A

A

men sa er
f(x) <M for x 3 Uka ,

hvor u( U Nk) = 0.

k=1 .
En funktion f defineret p&d X, med vaerdier i 1R

siges at vere p-essentielt begranset, hvis der findes et a€ [0,[,

eller ¢,

sdledes at

j£(x)| < a for u-nasten alle x€X,

dvs. hvis ess. suplf] < =
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Med ¥_ = ¢ (X,E,un) betegnes mengden af p-essentielt be-
grensede, EE-mdlelige funktioner f: X ~R eller f: X ~ (€. Man
verificerer umiddelbart, at Zw(X,ELLn er et funktionsvektorrum,

og at der ved

el = ess. suplfl, fezim(x,mhu)

defineres en seminorm |l Il 1 fw(X,ELU)- Bemerk, at
Mb(X,Bw c Eg(x,muu), og for £ € Mb(X,EH gelder I £Il_¢< llfllu,
men i almindelighed galder der ikke lighedstegn.

Det til I I svarende konvergensbegreb er uniform konver-

gens nasten overalt: Med f1,f2,--- og f tilhgrende iw vil
an--fllco - 0,
Nn—>co

hvis og kun hvis der findes en mengde N €E med u(N) =0, sa-
ledes at fn(x) - f(x) wuniformt for =x € X~N.

Thi for hvert n € I findes en m&ngde Nn €E med u(Nn) =0,

sdledes at uligheden

Ifn(X)-f(X)l < e -£ll

er opfyldt for alle x ¢ N_ . Med N = U_N vil der sd& vare uni-
n nn

form konvergens i X~N, hvis Ilfn--fllo0 - 0.
Omvendt: Uniform konvergens i XN kommer ud pa, at

sup{lfn(x)—f(x)||x € X~N} » 0 for n=-0.

Og ndr u(N) = 0, er

IWE -£I,< sup{I£f (x)-£(x)|[x € XNN}, n=1,2,---.

Med Ilflhn= ess. suplfl , f € fw(X,ELu) , er funktionsrummet

fw = Qm(X,ELLH fuldstaendigt.
Funktdonsrummet im =& _(X,IE,u) gdr altsd over i et Banach ‘4j

rum, betegnet L_ = Lw(X,ﬂﬂnn , n&r funktionerne samles i klasser
ved xkvivalensrelationen
f~gellg-fll_=0,

dvs.
f ~ge f =g nasten overalt m.h.t. u.
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Bevis. Lad f1,f2,--- vere en Cauchy fglge i Q,oo
For hvert m,n € W kan vi tenke os valgt en mengde N‘mn €IE

med u(Nmn) =0, saledes at

Ifm(x)—fn(x)l < fm—fnlloo for x ¢ Nmn .

Vi valger yderligere en mengde N1 € E med u(N1) = 0, sdledes

at restriktionen £, |X~N er begraznset, og satter N = N, U U N .
1 1 1 mn mn

S8 er N € E med u(N) =0, og
f1IX\N, f2IX\N,---

er en Cauchy fglge i B(X~N) , betragtet med den uniforme norm.
{(Det er klart, at X~N*¢@ , medmindre vi er i det trivielle til-

felde p(X) = 0.) F¢lgen konvergerer da uniformt mod en funktion

i B(XNN). Med

lim_ f (x) for x € X~N
_/77nn
f(X) = 1
0 for x € N
er s4 f €& (X,E,u) og IE-fll -~ 0. o

HSlders ulighed (§7.3) galder ogsda med p =1, q = o :
Nar f € £(X,E,u) og g € QOO(X,IE,u), da er fqge¥®(X,IE,u)

o9
|Ifg||1 = Jlfgldu < IIfII,I Hagll .
Thi [£(x)g(x)| < If(x)lllglloo for p-nasten alle x € X.
Hvis p(X) < «», sa er gp(X,IE,u) 2 & (X,B,u) for 1<p<e.
Hvis p(X) = 1, gelder tillige IIpr' < £l , nar
fed (x,E,um .
Thi ndr f € §f°° , er If(x)|P < fllg for py-nasten alle
X € X og dermed
Jlflpdu < Jnfngdu = NEN2ux
P4 grund af ovenstdende kaldes parret (1,») for duale eks-

ponenter.
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Idet £_(J) star for Qm(J,u) , hvor p er tellemdlet i
J+@, har vi £ _(J) = B(J) og
N (a) 50 =l (a,) . Sll_= sup la.l .
J°J€d J jJed u J€J

Det fglger af, at @ er den eneste mengde med u(@) = 0.
Specielt er (¢ = {_ (N) rummet af begrznsede talfglger.

Til slut et par resultater vedrgrende fm(ﬂgﬂ = f;(ﬂfcﬁBk,mk):

En kontinuert funktion f::Rk ~ IR (eller f:IRk ~ ) til-

hgrer Qm(I93 ;, hvis og kun hvis den er begraznset. I bekraftende

fald er

HEl_ = llflhl= supklf(x)l.
X€IR

Thi er If(xO)I > a, sd er |f(x)| > a for alle x i en
omegn af XO , og dermed m{{x|l£(x)]| > al) > 0. Der er derfor

ikke flere essentielle overtal for |f] , end der er overtal.

Ved til £ € Cb(ﬂgﬂ < i;(ﬂgﬂ at knytte akvivalensklassen

[f] € Lm(If% defineres en isometrisk (og dermed injektiv) af-
bildning af Cb(ﬂgﬂ ind i Lw(ﬂgﬁ . Der galder nemlig
I LE] - Lglli= Il [E=g)ll_= Il £-gli_= Il f-g Il for f,g€C_ (&)

Man tillader sig ofte at skrive Cb(Hgﬂ c Lm(ﬂgﬂ p& grund af ind-

lejringen f ~ [f] .

7.6. Approksimation i middel.

Sztningerne i denne paragraf er nyttige ved, at de ofte til-

lader generalisering af resultater, som man er i stand til at vise

for simple eller pane funktioner.

En delmengde A af et pseudometrisk rum (M,d) siges, ganske

som i et metrisk rum, at vere overalt tet i M hvis A =M , dvs.

hvis
Vx € MVe >0 3 a € A: d(x,a) < ¢.

I ord betyder det, at ethvert element i M skal kunne approksi-

meres vilkdrligt godt med elementer fra A.
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En delmengde A af et vektorrum V med seminorm, siges at

vere total i V, hvis det af A udspandte underrum spanhA er
tet i V. Der kraves altsd at ethvert element i V kan approks-

imefes vilkarligt godt med linearkombinationer af elementer fra A .

Lad os betragte 4 (X,E,u) for 1 <p < =. Mengden af

simple f -funktioner, altsa fp—funktionerne med kun endelig

mange funktionsverdier, er lig med

span{1AIA €EE, u(A) < o} .

SETNING 1. For ethvert mdlrum (X,IE,u) og 1 < p < « er mengden

af simple ip—funktioner overalt taet i fp(X,ELu)

Bevis. Vi viser f¢rst at £ € ip, f >0, kan approksimeres vil-

kdrligt godt med simple f%—funktioner. Der findes en fglge

0 < gy <9y < v af simple mdlelige funktioner, sa 9, £
(IT.4.1, Setning 1). Idet 0 < g < f og £ € %p , sluttes
€ ip, og Hf—gnllp -» 0 (II.7.3, Setning 2).
En reel funktion £ € Ip kan spaltes f = £F - f7 , Og

£, f € gp oger > 0. Til givet ¢ > 0, kan vi ifglge det

netop Viste, finde positive simple fp—funktioner 94 ©9 9, r sa
|If+-g1|| < e/2, llf—-gZIH)< £/2 . Funktionen g=9,-9g, er

In

da en simpel E;—funktion, o9g

+ -—
IIf—gIH?ﬁ I £ -g1H£)+ I £ —ngE)< £ .

Det komplekse tilfelde reduceres let til det reelle. o

En version af Setning 1 for p = « findes i Opg.7.28.

I resten af paragraffen antages at X =2Rk,ZE =IBk

som er endeligt

og | an-

tages at vare et Radon mdl, altsd et mdl pd By -

pd begransede Borel mangder.

SETNING 2. For ethvert Radon mdl p pa ZRk og 1 <p< o, er
rummet CC(IJS af kontinuerte funktioner med kompakt stgtte, tet

, k
1 gp(]R rU)
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Bevis. Til B EIBk med u(B) < o og ¢ > 0, kan man ifglge

egenskab (ii) i bemerkningen p.II.5.8, finde en kompakt mengde

KcB , s& U(B~NK) = pu(B) —u(K) < ¢. Dermed er

|I1B-—1Kl| = u(B\K)1/p < 81/p . Dette kombineret med Sztning 1
viser, at {1K | K kompakt i :mk} er total i Qp(nﬂ‘ﬂn . Lad
K EZRk vere kompakt, og ¢ > 0. Det er nok at finde fE€ qztmk),
sa llf_1K”E>< ¢ . Mazngderne

_J k 11 } :
Gn—leIR |d(x,K)<nI, n=1,2,

udggr en dalende fglge af adbne mengder (jvir. Opgave I.3.6) med
NG =K. Idet G er begranset, vil u(G )'N p(x) , sd der
n=1 n 1 D n

findes n € W, sa u(Gn) < u(R) + ¢

Funktionen (jvfr. Opg.I.3.7)

d.(x,]Rk\Gn) K
f(x) = K , ’ Xx ER ,
d(x,ﬂl\\Gn)+d(x,K)
er kontinuert, og opfylder 0 < £ < 1, f(x) =1 for x €K,

(x e B¥I£(x) +0} = G_ < {x € R*lA(x,K) < 1y,

og da hgjresiden er kompakt, ser man, at f's stgtte er kompakt.

Under brug af uligheden

0 < £-1, <1y g
n

. _ 1/p
finder man Il £ 1K'Hp£ u(Gn\K) < g. 0O
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ADVARSEL. Satning 2 kan ikke opretholdes for p = «, jvfr.

Opg.7.22).
Rummet Cc(le) er et normeret rum under 1-normen
£~ N, = Jklf(X)Idmk(X) '
IR
men det er ikke fuldstendigt. Ved at gd til det stgrre rum
31(1Rk,mk) opndr vi et fuldstendigt rum, men rummet er ikke stgr-

re end at Cc(]Rk) ligger overalt tet deri. Situationen er altsa

helt analog til udvidelsen fra ¢ til R, jvir. p.II.i.7.

For at se, at Cc(ﬂgﬂ ikke er fuldstandigt, kan vi betragte
f.eks. indikatorfunktionen f for enhedskuglen X(0,1). Pa
grund af Satning 2, findes en fglge (fn) fra CC(IRk), sd
i f—fnll1 - 0. Dermed er (fn) en Cauchy fglge i CC(IRk), og
antog vi, at Cc(ﬂgﬂ var fuldstendigt, s& kunne vi finde

geC (R, si llg-f ll,~>0. Vihar da Il £-gll,=0, altsé
mk({x €IRk|f(x)=tg(x)}) =0.

Specielt er
_k : k
{x eR | IIxIl< 1,9(x) #1} og {x € R" | lIxIl > 1,g(x) +0}

begge Lebesgue nulmengder, men de er 8bne, fordi g er kontinuert.

Da @ er den eneste dbne Lebesgue nulmengde, har vi
f1 for UxIl < 1

g (x) “1
0 for Hxll> 1,

men det strider mod kontinuiteten af g.
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Opgaver til §7.

opg.§7
Lad V vere et vektorrum med seminorm |l Il og antag,
at rakken kZ1 Iy med led Iy € V er konvergent med
sum f € V. Vis, at

el < £ Mgl
k=1 k

Betragt malrummet (X,P(x),&a) , hvor ¢ er Dirac
milet i a € X. Vis, at $p(X,P(x),sa) = ¢X for alle

p € [1,o[, og at Ilfl|p= I £(a)l
Beskriv det til IIIIp svarende konvergensbegreb. G@r

rede for, at det normerede rum L_ (X) er isometrisk

isomorft med ¢ ved afbildningen [f] ~ f(a).
Lad f,,f,,--+ o9 f tilhgre <L(X,E,u) , hvor (X,IE,u)
er et mdlrum. Vis, at o

f - f i 1-middel = [ f du - I fdu .
n Jy'm Jy

Vis, at
fet (X, Ty o 1£1P7 e € (%, E, 1)

ndr (X,E,u) er et mdlrum, p € ]1,o[ og £f: X ~ C.

(Glem ikke at vise, at

Iflp_1f er TE-m&lelig = f er E-malelig.)

Lad 0 < p < 1 vare fast.

Vis uligheden

(a+b)p < ap—Fbp for a,b > 0.

Idet man for x = (x1,x2) EIR? setter ||X||p
(lx1|p-+lx2|p)1/p , skal man finde to talpar x=:(x1,x2),

2 o
y = (Y1:Y2) € R", sd

Nx+y > lixli_+ Nyl
Y p P Y p
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7.7.

IT.7.25

Opg.§7

For et malrum (X,IE,u) og 0 < p < 1, defineres
@ (x,E®,y) som mengden af IE-mdlelige funktioner

f: X » ¢ opfyldende
Jlflpdu < o,
Vis, at Qp(x,ﬂaﬂn er et funktionsvektorrum, og at
- _~1P

a (£,9) = Jlf gl¥du

p
er en pseudometrik pa QP.
Angiv funktioner f£f,g € QP(BRQB,m), s&

|| £+ > f + |l
gIIp [l IIp gllp,

idet NENl = (f1£1Pam) /P .

HOLDERS ULIGHED FOR POSITIVE FUNKTIONER.

Lad (X,IE,u) vere et mdlrum, og antag %-F% =1,
p,g > 1. Vis, at
1/p 1/9
s < (feo) ™ ([
for vilkadrlige £f,g9 € M+(X,Iﬂ . - Vi regner w® = o

for s E]R+.

Lad (X,IE,u) varélet méirum med X#¢@, og antag
l-f1 =1, med 0<k <1, £ <O0. Vis,

1/k 1/2

k £

oo & (o)™ (Jo:)

for vilkadrlige f,g € M+(X,ID . - Her regnes = = o
w ° =0 og 07% =« for s> 0. '

Bemzrk, at H6lders ulighed er vendt.

14

(Vink. Antag u({xlf(x) >0} > 0, ul{xlglx) = 0}) =0,
samt u({xIf(x) >0, g(x) =x}) =0, o9 anvend Opgave

7.6 med p = 1/k o9 (fg)k, g K i stedet for f£f,9

.)
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7.9.

7.11.

71.7.26
Opg.§7

MINKOWSKIS ULIGHED FOR POSITIVE FUNKTIONER.

Lad (X,E,u) vere et milrum, og antag 1 < p < .

Vis, at

1/p 1/p 1/p
(Jewsra) " ¢ (ers) " - (o)
for vilkadrlige f£f,g9 € M+(X,ED . - Vi regner o° = o

for s > 0.

Lad (X,IE,u) vere et mdlrum med X #@, og antag

0 <k < 1. Vis, at
1/k 1/k 1/k
(o) ™ » (o) + ()™
for vilkarlige £,9 € M+(X,En . - Vi regner o® = o

for s > 0.
Bemerk, at Minkowskis ullghed er vendt.
(Vink. Antag 0 < [(f+9g) du < », og anvend Opgave 7.7.)

1
Y

14

Q|-

Lad (X,E,u) vaere et mdlrum, og antag ;%+
p,g > 1., samt f Eéep(X,IE,u).

Set g = |f|p-1sgn:f og vis, at g € Qq(X,EhU) '

£ - 191 Tsgng, £f5 = 1£1P = 1919,
og . .
fgau = £ H-Agil .
Jg ! g

Vis, at

llfIIp = maxIthdul ,

hvor maksimum tages over alle h € fq(X,E5u) med
Il hil < 1.
q =

Vis, at Tg: L (Xx,E,u) » ¢ givet ved Tg ([h1) = [£fhdu

er en kontlnuert linearform med IIT |I= IIfH

Antag k € 3 (XxY,E® F,u®v) , hvor u: IE ~ [0,] o9
v:iF ~ [0, w] er oc-endelige mdl i mengder X o9 Y.,

medens p € ]1,o[ . Vi forudsatter p(x) > 0.
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I1.7.27
Opg.§7

Vis, at snitfunktionen y ~ k(x,y), v € Y, tilhgrer
éEp(Y,]F,\)) for (-nasten alle x € X.

+ =1, setter vi

Q-

1
Idet c® (Y,F,v), hvor =
] q I ,V) D
f(x) = J k(x,y)g(y)dvl(y)
Y
for hvert x € X, hvor funktionen y ~ k(x,y)g(y) ,
y € Y, er integrabel med hensyn til wv.

Begrund, at £f(x) er defineret for up-nasten alle
x € X . Vis, at enhver IE-milelig udvidelse af f til

hele X, tilhgrer &fp(X,IE,u) , og opfylder
HEN_< Itk _ gl
I b3 D bg q’

(idet udvidelsen stadig kaldes f).

vis, at der ved [g] ~ [f] defineres en kontinuert 1li-

neer afbildning T: Lq(Y) - Lp(X) med |ITH < I kIIp .

Vis, at der hverken galder éfr(IR) = éﬁS(IR) eller
geS(IR)gu“.’r(IR) , ndr 0 < r < s.

Antag J#*¢@ . Vis, at !,r(J) c KS(J) for 0 < r < s,
samt at ”X“r > IIxIIS , hdr x = (xj)jEJ € J&r(J) .
(Vvink. Antag IIxIIr= 1.) '

vis: (a) £ < N F’s’ (b) Vr EIR+: Krc n ES
s>1 s>r

Antag f € Qq(X,IE,u) n QS(X,IE,u) , hvor (X,E,u) er

et mdlrum og 0 < g < s.
vis, at £ Eéer(X,IE,u) for ethvert r € Jq,sl .

For hvilke p > 0 er f Géfp(IR+) , nhar

(a) lfor 0 < x <1
fF(x) =32 =
0 for 1 < x < o ?
(b)
0 for O<x§1
f(x)zg—(for‘l<x<m’)
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I1.7.28
Opg.§7

kontinuerte funk-

,n:2’3’¢o.,

7.17. vis, at f € gp(ﬂ{” & p =2, nar
f(x) = — 1 ’ X ER
vx (1+1log xI)

7.18. Vis, at funktionsrummet c([o,11) at
tioner f: [0,1] ~ IR med normen ||fl|1= fg | £(x) ldx
ikke er fuldstandigt.

(Vink. 14 £
— n
Betragt f.eks
1.1
med a, =73 n.) g 4 >
a 1 1
n

FUNKTIONSRUMMET &_ .

7.19. Vis: Vp € R : 1og<—:$p(]0,1]), men log & £ _(10,11),
1 1
Vp eIR+.—l—5§€££p(]1,oo[), men To—g€$m(]2,°°[)-
7.20. Lad (X,IE,u) vare et mdlrum, og antag :fe&%(x,muu)
for alle p € [po,w[ , hvor Py €R, . Vis, at
IIfIIp - ess.sup |fl for p - «.
(Heri ligger é&n motivering for definitionen af
iﬁ(X,E,U) og 1)
(vink. Vis, at IIfIIp > au(A)1/p, nadr a < ess.suplfl ,
og Ap= {x|1£(x)| > a} Vis desuden, at HfIIp <
(fI£] 0du)1/p , nar ess.suplfl =1.)
7.21.1° Antag f € iw(x,ﬁhu), hvor (X,IE,u) er et o-endeligt
m&lrum. Vis, at
e = supljfhdul,

hvor supremum tages over alle

lhil, € 1.

h € L(X,IE, 1)

med
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7.23.

7.24.

7.25.1°

7.26.1°

I1.7.29

Vvis, at [h] ~ [fhdu er en kontinuert linear afbild-
ning T: L(X,E,u) - ¢ med HTIl = Ilfllw.

vis, at 1 ¢ CC(EU, hvor afslutningen refererer til

rummet éfoo(IR). Er C_ (R) afsluttet i L_(R) 2

Vis, at et delrum U af et separabelt, pseudometrisk
rum V igen er separabelt. (Et pseudometrisk rum kal-
des segarabelt, hvis det har en endelig eller numerabel,

tet delmzngde.)
(Vink. Lad fglgen Yqr¥gro©® ligge tet i V og sat

d_ = inf d(y_,X)
n xeu n

Hvis dn > 0, vaelges X e u, sa d(yn,xn)'<2dn,
og hvis d_ =0, valges X qr¥pqrtes e u, sa

n
d(yn,xnk) - 0 for k - «.)

Vis, at et vektorrum med seminorm, der har en endelig

eller numerabel, total delmazngde, er separabelt.

Idet J#¢, vil vi med k(J) betegne mengden af fami-
lier (aj)jEJ med aj € R (eller aj € ¢ , hvor

aj *0 for hgjst endelig mange J € J.
Vis, at k(J) er tet i ZP(J) ved |l IIp , for ethvert

p € [1,°[.
Vis, at ﬂp = EP(IU er separabelt for ethvert
p € [1,=[.

Lad V vare et pseudometrisk rum og antag, at der findes
et ¢ EZR+ og en overnumerabel delmengde A < v, sdle-
des at

d(x,y) > ¢, nadr x#*y, X,y € A.
vis, at V 1ikke er separabelt.

vis, at £ _([0,11) og &_(R) N CT(R) ikke er separable

ved Il .
oo
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7.28.

I1.7.30

Opg.§7
Vis, at Kp(J) ikke er separabelt ved IIIIp , DNar
J er overnumerabel og 1 < p g «.
Vis, at £ = £_(I) ikke er separabelt ved Il Il _

Med k, cp ©9 ¢ betegner vi mengden af reelle (eller

komplekse) talfplger X = (x1,x2,-~-) ’ hvor henholds-

vis

(1) X + 0 for hgjst endelig mange n € N,

(2) x 0 for n -» o«,

(3) XqrXyrooe er konvergent i R (eller T) .

Bestem afslutningen af &k, ¢jo09 ¢ 1 £ Dbetragtet med

.
oo

Hvilke af rummene R, ¢, 09 ¢ er Banach rum ved Il Il 7
Hvilke af rummene Fk, c, 09 ¢ er separable ved Il Il 7
Lad (X,ELLH' vare et vilkdrligt mdlrum. Vis, at mengden

{1AIA ¢ E} er total i gewm .
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Kapitel III KOMPLEKS FUNKTIONSTEORI

Indledning

I det fglgende forudsazttes kendskab til de komplekse tal
¢, svarende til Mat 1 MA. Vi vil uden videre opfatte et tal
x +1iy € ¢ som reprasenterende punktet (x,y) i IR™ . En mengde
af komplekse tal kan derfor opfattes som en punktmengde i IR".

Vi tenker os altid (¢ organiseret som metrisk rum ved metrik-—

ken d(z,w) = [z-w|,
opfattes som IRZ . Vi kan formulere dette ved

hvilket svarer til den euklidiske afstand
i IR2, nar ¢
at sige,at afbildningen af ]R2 pd € givet ved (x,y) ~ X+ iy
er en isometri. Det er praktisk, at indfgre betegnelsen K'(a,r)

for den udprikkede cirkelskive

K'(a,r) = K(a,r)~{a} = {z€¢ | 0<la-zf <}

I dette kapitel skal vi betragte funktioner f: G » ¢ de-

fineret i en aben delmengde G af ¢, og studere differentia-

bilitet helt analogt med differentiabilitet af funktioner
Da man kan regne

at

f: T »IR, defineret pd et &bent interval 1I.
med komplekse tal, helt som med reelle tal, er det naturligt

undersg¢ge, om differenskvotienten

f(z)-f(z.)
0
Z-Z ' 212
0

har en graznseverdi for 2z - Zq - Hvis dette er tilfazldet, kaldes

f (kompleks) differentiabel i Zg s ©O9 graensevardien betegnes

som i det reelle tilfalde f'(zo). Der viser sig nu det forblgf-

fende, at hvis £ er differentiabel i alle punkter 2y € Gy sd
er f ikke blot kontinuert som i det reelle tilfazlde, men £ er

vilkdrligt ofte differentiabel, og fremstilles ved sin Taylorrazkke

f(n) (z

n!

)
f(z) = 0 (z—zo)n '
n D

™8

0

for alle =z i den stédrste cirkelskive K{zq,p) indeholdt i G .
Kompleks differentiabilitet er en meget stark betingelse pa
grund af, at differenskvotienten skal have en og samme granse-
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A Dermed

verdi uanset fra hvilken retning, man n®rmer sig 039
, 7 ‘ . A .
er den retningsafledede af £ i zy 1 retningen e lig

med f'(zo)ele . En funktion, der er kompleks differentiabel

i alle punkter af en aben mengde, kaldes holomorf i mengden.

Teorien for holomorfe funktioner blev fuldstendigt udviklet
i det 19. arhundrede, 'iszr af Cauchy, Riemann og Weierstrass, og
den indeholder en mengde smukke og sldende resultater, der ofte
afviger vasentligt fra sztninger om tilsvarende begreber i reel
analyse.

I studiet af f.eks. kontinuitet, mdlelighed og integrabili-
tet har vi set, at disse egenskaber ved en funktion med komplekse
verdier suverent afggres af de tilsvarende egenskaber ved funk-
tionens real- og imaginzrdel.

Det vil vare katastrofalt at tro, at dette princip kan over-

fgres til holomorfi. Det viser sig nemlig, at en reel funktion

f: G > R pd et omrdde kun er holomorf, ndr den er konstant.

\

Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857)
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§1. Holomorfe funktioner.

1.1. Simple egenskaber.

DEFINITION. Lad G < ¢ vere en dben mengde. En funktion
f: G » ¢ kaldes (kompleks) differentiabel i Zq € G, safremt

differenskvotienten

f(zO+h)—f(ZO)
h ’

har en graznsevardi for h - 0. Denne grensevardi kaldes diffe-

rentialkvotienten af £ i punktet Zqr O9 betegnes f'(zo).
Hvis f er (kompleks) differentiabel i alle punkter af G, kal-

des f holomorf, og for en sddan funktion kaldes £f': G - €

for differentialkvotienten eller den afledede funktion.

BEMERKNINGER. For 24 € G findes r > 0, sé& K(zo,r) c G og
differenskvotienten er i hvert fald defineret for h € K'(0,r).
Hvis funktionen f gskrives w = f(z) , benyttes ogsd beteg-

nelserne

fr(z) =0 =&

for differentialkvotienten i 2z € G .
At £ er differentiabel i z0 med differentialkvotient

f'(zo) = a er ensbetydende med, at der galder en ligning af
formen

f(zo+h) = f(zO) +ha + he(h) for h € K'(0,r) ,

hvor r > 0 er sadan, at K(zo,r) < G, og ¢: K'(0,r) » ¢
er en funktion, sa

lim ¢(h) = 0.
h-0

(Vi tenker os altid ¢ udvidet til 0 ved ¢€(0) = 0). Heraf

ses, at nar £ er differentiabel i Zqy 1 s& er £ ogsd kon-

tinuert i ZO'




Mat 2 MA 1984/85 ITT.1.2

Mengden af holomorfe funktioner f: G - ¢ betegnes H(G).
Ngjagtigt som for reelle funktioner pd et interval bevises, at
hvis f og g er differentiable i Zq €EG og a€¢ , saer
ogsa af, fxg, fg og g differentiable i 2g med differen-

tialkvotienterne
(af)'(zo) = af' (ZO) '
(fig)'(zo) = f'(zo) ig'(zo),
(fg) ' (ZO) = f(zo)g' (zo) +f'(zo)g(zo) '
' gz ) f'(z,) - £(z,)g"'(z,)
(E) (zy) = —2 00~ 0, forudsat gl(zy) #0.
El g(zo)

At f.eks. sidste pastand er rigtig, nar g(zo) # 0, kan ses séa-
ledes: Da g specielt er kontinuert i 24 findes r > 0, sa
g(z0+h) # 0 for |hl < r, og for sddanne h har man

f(zo+h) f(zO) f(zo+h)—f(zo) g(ZO+h)-g(ZO)

e ] 0 T P 2 A L CPT ST e

Ved at dividere med h # 0, og dernzst lade h -» 0, fas det

gnskede.
Specielt har man

SETNING 1. Mengden H(G) af holomorfe funktioner i en &ben meng-
de Gc ¢, er et komplekst vektorrum og en kommutativ ring (med

&telement).

Idet differentialkvotienten af z ~ 2z er 1, og differen-

tialkvotienten af en konstant er 0 , ser man, at 2z  er holomorf
i ¢ for n €Ny, ogi C~ {0} for n=-1,-2,... med differenti-

alkvotienten é%(zn) = nzn_1 . Dermed er et polynomium

n k
p(z) = X a 2 akett, k=0,1,...,n,
k=0

holomorft i ¢ med den "sadvanlige" differentialkvotient

n
p'(z) = £ ka z
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Ogsd sammensatte funktioner differentieres pd sadvanlig
méde:

(foqg) ! (ZO) = f! (g(zo))g' (ZO) .

Her antages f: G » ¢ differentiabel i g(zo) €EG, g:U-¢
antages differentiabel i Z4 € U, og naturligvis md vi forud-
sette g(U) < G, for at kunne danne feog. Endvidere bemezrkes,
at U kan vaere enten et dbent interval eller en &ben mengde i

¢.

Vi har nemlig

g(zo+h) = g(zo) + hg'(zo) + he(h) € G

f(g(zo)+t) = f(g(zo)) + tf'(g(zo)) + tS(t) ,
blot h henholdsvis t er tilstrakkeligt smd, og
lim e¢(h) = 1im 8§(t) = 0. Settes t(h) = h(g'(zo) + ¢(h)) , har
h-0 t-0

vi for h tilstrekkeligt 1lille
£(g(zy+h)) = £(g(zy) +t(h)) = £(g(zy)) +t(h)£'(g(zy)) +t(h)S(t(h))

= £(g(zy)) + hf'(g(z;))g' (z;)) + h'e (h)

med.
T(h) = e(M£'(g(zy)) + S(£(h))(g'(zy) +e(h)),

som klart opfylder 1lim T(h) = 0.
h-0
Vedrprende omvendt funktion galder:

SETNING 2. Antag, at f: G - € er holomorf i en dben maengde

Gc ¢, ogat f er injektiv. S8 er f(G) d&ben i ¢, og den
1: £(G) » G, er holomorf med

omvendte afbildning £97

(f0_1>' - —1——  eller (f°_1>'(f(z)) - rizy for z€G.
£rof

Specielt er f'(z) # 0 for alle z € G.

BEMERKNING. Satningen er vanskelig at vise, sd beviset oversprin-
ges. ~Jvfr. Setning 4 p.I.3.4. Selve differentiationsformlen

fplger ved differentiation af den sammensatte funktion f°_1of(z) =z,

ndr det vides, at £°~1  or holomorf.
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Hvis man ved, at £'(z,) # 0 og £°"1  er kontinuert i

0= f(zy) , er det trivielt, at go
med den anfgrte differentialkvotient. Thi hvis wn==f(zn) = Wy

w er differentiabel i WO

vil zn - z0 ’ og

-1

(o]

-1 °
f (wn)—f

W_—-wW
n 0

(wg)  z2,-2, 1

- £z )-f(z,) £7(z,) -~

1.2. Differentiabilitetens geometriske betydning nar f'(zo) #0 .,

Lad der veare givet en holomorf funktion w = f(z) defineret

i en 8ben mengde G < ¢ , og antag, at Z € G, f(zo) = Wy

£(z ()

v
\)

z-planen w-planen

Lad os betragte en differentiabel kurve =z: I - G 1 G gennem

Zg - Der findes altséa tO i intervallet I, sé& z(to) =z, -
Ved £ afbildes =z(t) i en differentiabel kurve £(z(t)) gen-
nem wg, . Hvis z'(to) # 0, har z(t) en tangent i Zy r sOM

er parallel med Z'(tO) opfattet som vektoren (Re z'(to),
Im z'(to)). En parameterfremstilling af tangenten kan f.eks.

skrives

2., + uz'(to), u €ER.

0

Idet f'(zo) + 0 er (foz)'(to) = f'(zo)z'(to) £ 0, sd billed-

kurven har en tangent i LA med parameterfremstillingen

1 ]
w, + uf (ZO)Z (to) ’ u €R.

0
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Hvis vi skriver
kommer billedkurvens hastighedsvektor, altsd ud fra den oprinde-

lige kurves hastighedsvektor ved en strazkning (homoteti) med

£'(z,) = re’® meda r >0, 6 € [0,2n], frem-

faktor r og en drejning med vinkel ©06. Vi siger, at £ 1
punktet Z, har strazkningsforholdet «r : If'(zO)I og drejnings-
vinklen 6 . Betragtes en anden kurve z(t) gennem zy som

z(t) under vinklen o, dvs. vinklen mellem kurvernes
er &, s& vil ogsd billedkurverne £(z(t))

skaerer

tangenter i Z,
og f(z(t)) skere hinanden under vinklen a. Man siger, at

f er vinkeltro eller konform i punktet Zq - Specielt vil or-

togonale kurver afbildes i ortogonale kurver.

1.3. Cauchy-Riemannsdifferentialligninger.

f: G» ¢, hvor G c ¢ er aben, anvender
= Imf er

For en funktion

man ofte skrivemdden f = u+iv, hvor u = Ref og v
reelle funktioner pd G, og de opfattes som funktioner af de to

reelle variable x,y s3a x+1iy € G, altséd
f(x+iy) = u(x,y) + iv(x,y) for x+iy € G.
Den f@glgende satning karakteriserer differentiabilitet af £ wud-

trykt ved u o0g v's egenskaber.

SETNING 1. Funktionen f er differentiabel i Z =x0 +iyO € G,

hvis og kun hvis u og v er differentiable i (xo,yo), og de
partielle afledede 1 (xo,yo) opfylder

oV

Moy = (kv S (kv =Y (x.,7,)
oX 0’40 oy 0’0" ' 3y 0’20 D4 0’40
I bekraftende fald er
: _Af _ 1 f
£'(zg) =55 (2p) =7 35 (29
Bevis. Lad r > 0 vare bestemt, sa K(zo,r) c G. For

t = h+ik € K(0,r) og ¢ = a+ib, kan vi bestemme en funktion

g: K'(0,r) » ¢, sa
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(1) f(zo+t) = f(zo) +tc +te(t) for t € K'(0,r) ,

og vi ved, at £ er differentiabel i Zq med f'(zo) = Cc,
hvis og kun hvis ¢(t) - 0 for t - 0. Ved at spalte (1) i
real- og imaginardel og bemerke, at te(t) = [tl T%T e(t) , ser
man, at (1) er ensbetydendemed de 2 reelle ligninger

(2") u((XOIYO) + (h,k)) =u(XO)Y0) +ha-kb + |tlo(h,k) ,

(2") V((XOIYO) + (h,k)) =V(XOIYO) +hb +ka + |t|T(hrk)i

hvor
o(h,k) = Re(T%T e(t)) og t(h,k) = Im(T%T s(t))

™

Heraf ses

Vo (h,k) % + 7(h,k)?>

(3) le(t) |
Af (2') fglger, at u er differentiabel i (xo,yo) med de par-
tielle afledede

bu ., du .
'a_X (XolyO) - al ay (Xolyo) - b r

hvis og kun hvis o(h,k) - 0 for (h,k) -» (0,0), og af (2")
folger, at v er differentiabel i (xo,yo) med de partielle

afledede
av _ ov _
% (XOIYO) = b, 3y (XOIYO) = ay
hvis og kun hvis +t(h,k) » 0 for (h,k) - (0,0). Sztningen er

nu bevist, idet der ifglge (3) galder

lim e¢(t) = 0 & 1im o(h,k) = 1lim t(h,k) = 0. o
t~0 (h,k)-(0,0) (h,k)~(0,0)

BEMERKNING. En ngdvendig 6g tilstrakkelig betingelse for at
f =u+iv er holomorf i en 8ben mengde G < ¢ er altsd, at
u og v er differentiable, og at de partielle afledede af
u og v opfylder de sammenhgrende partielle differentiallig-

ninger
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bu _ v du_ _ by g
dx 3y ! 93y ox :

Disse ligninger kaldes Cauchy-Riemann's differentialligninger.

Jacobi matricen for afbildningen (x,y) ~ (u,v) er

2u du
X oy

VT o av|
X 9y

sd ved Cauchy-Riemann's differentialligninger finder vi fglgende

udtryk for Jacobi determinanten

e s = (B) - () - (B) (&) -t

Vi minder om, at en aben (kurve) sammenhangende mangdej.m(wimz)

kaldes et omrdde, jvfr. Mat 1 MA VI.

COROLLAR 1. Hvis f: G » ¢ er holomorf i et omrdde G < ¢ med

£f' =0, sd er f konstant.

Bevis. Da

ou , OV oV . ou
" - 2 _— e - _— =
e x tixg "5y " 13570,

ser man, at de differentiable funktioner u og v begge har

gradient 0, og derfor er de konstante, jvfr. Mat 1 MA p.VI.4.3. D

COROLLAR 2. Hvis f: G » TR er holomorf i et omrdde G c ¢, sd

er f konstant.

v =0 1 G, giver Cauchy-Riemann's differentiallig-

Bevis. Da =
0 i G, sa u og dermed f er konstant. O

ninger, at grad u
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1.4. Potensrakker.

(o]

Konvergensforholdene for en potensrzkke I anzn ’ hvor
0
a, € ¢, z € ¢, er undersggt i Mat 1 MA. Med potensrakken er
associeret en konvergensradius p € [0,~] , og razkken fremstil-
ler en kontinuert funktion f i konvergenscirklen K(0,p) , for-

udsat p > 0,

(o]
f(z) = X a z Izl < p,
n=0

og konvergensen er uniform og absolut p& enhver cirkelskive

K(0,r) , r < p.

(4]

SETNING. Den ved potensrakken X anzn fremstillede funktion
A 0
f er vilkdrligt ofte differentiabel i konvergenscirklen K(0,p).

Summen af den k gange ledvist differentierede rakke er f(k)(z),

og . specielt er

(k)
£ 0
a.k:—k!'_(‘_)"’ k=0,1,coa
Bevis. Lad IzOI < p, og velg r sa Izol <r <p. For

h € ¢, s8 0 < |h! < r- IzOI, har vi

[e o]
1 _ 1 n__n
E(f(zo+h) f(ZO)) = n§1 a, h((Zo+h) ZO)
x" -y 2 n-k_ k-1
Under udnyttelse af identiteten —§:§~ = ¥ X fas
' k=1
g (h) = (2, )PP = 1 (z+m)PK, KT
n h 0 0 k=1 0 0 !
sa
n n
lg, (1 < = 1z Sz 157« 5 "R 2 T
k=1 k=1
og lim g (h) =n 209_1.
h-0 oo
Raekken z angn(h) konvergerer altsd ledvis mod rakken
© : n=1 ©
Y na z2] , ndr h - 0, og idet ¥ nla Irn_1 < o, da
n=1 n-o0 1 n

den ledvist differentierede rakke ogsd har konvergensradius o,

kan vi af Lebesgue's majorantsatning slutte, at
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' 1 _ 0 n_’l
lim i (f(zo+h)-f(zo)) = § na_ z ’
h-0 n=1
altsd at f er differentiabel i z, med f'(zo) = X nanzg_1
n=1

Heraf fremgdr, at ogsd f' er differentiabel i K(0,p) .

Ved successive anvendelser heraf ses, at f(k) er differentia-
bel i K(0,p) for alle k, og den er summen af den k gange

ledvist differentierede rakke. a

Fra Mat 1 MA vides, at funktionerne exp, sin, cos, sinh,

cosh for z € ¢ er givet -ved potensrakkerne

Z 22 2"
expz= e =1+Z+ﬁ+'.'+ﬁ—f+.."
Z3 Z5 nz2n+1
sinz= 2z - 37 -FET-+ o+ (=1) N + e,
22 z4 n z2n
cosz=T-37 *qp-*teoor Dy Tt
Z3 ZS 2n+1
sinh z= 2z +§T-+§T.+.. ZaFTy ,
Z2 Z4 ZZn
cosh z = 1-+§T-+ZT-+~ +(2n)' + oo

De er altsi holomorfe i hele ¢, og ved ledvis differentiation

ses, at f.eks.

d d . , d .

L expz = expz, =—sinz=cosz, 3=CO0sz = ~ sSin z
qz %P Pz 3z 1 gz ©°S S !
da _. B d .

L sinhz =coshz,5—coshz = sinhz,

dz dz

hvilket er en udvidelse af de sadvanlige reelle formler til alle

z € C.
Vi minder om Euler's formler
iz =iz iz -iz

sinz= S——F cosz=°—_*¢ z € ¢
21 r 2 14 r

hvoraf man ser, at sinz= 0 for z = pm, p € Z og cosz=20

for z = %-ﬁpn, p € Z . Heraf fglger, at

sin z cot z = SO5 2
cos z ' sin z

tan z =

er holomorfe i henholdsvis ¢‘~{%+-HZ} og ¢~mZ.
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Opgaver til §1.

1.

L

Vis, at £f(z) =
tiabel i ¢~ {0,
for alle n > 0.

__T er vilkarligt ofte differen-

1
og find et udtryk for f(n)(z)

Z
1

At |

Beskriv billedet af vandrette og lodrette linier i
¢ under expz-= eXe™Y , Z = x+iy . Vis, at exp
er holomorf ved at eftervise Cauchy-Riemann's diffe-

rentialligninger og vis, at exp' = exp.

De trigonometriske funktioner sin og cos defineres

for alle =z € ¢ wved

iz -ig iz -iz
sinz=S—-%& cosz = &= *¢&
21 ! 2
Vis, at -
sin(x+iy) = sinxcoshy + icosxsinhy,

og benyt dette til at vise, at sin er holomorf med

d
—sinz =cosz.
dz

Beskriv billedet af vandre%te og lodrette linier i ¢

(Ligningen 55 - —5 = 1 fremstiller en
a b
o x2  y2 ' ,
hyperbel, og ligningen =5t 5 = 1 fremstiller en el-

a b

under sin .

lipse.)
(At sin og cos er holomorfe fg¢lger naturligvis og-

sd af, at exp er holomorf).

Vis, at funktionerne z - Rez og =z - z ikke er dif-

ferentiable i nogen punkter i ¢ .

Lad 3 og 9 vare fglgende differentialoperatorer

virkende pa& differentiable funktioner £f: G -» ¢ de-

fineret i en aben mengde G EIRZ ~ ¢ :

= _1/(3 . 3)
"2\t ay)

9X
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1.

Opg.§1

() e (RS

NI

i
)

°’|
)

Vis, at f: G » ¢ er holomorf, hvis og kun hvis £
er differentiabel og 9df = 0, og at der i bekraf-
tende fald galder ©o°f = f£'.

Vis, uden at differentiere, at

u(x,y) = 2X 5 v(x,y) _____7}7_2, (XIY)Ele\{(OIO)} r

x“+y x7+y

tilfredsstiller Cauchy-Riemann's differentialligninger.

Lad SL(2,R) betegne mengden af reelle 2x2 matricer

med determinant 1 . Vis, at

o(z) = 22&, ($ t) esuzm

definerer en holomorf funktion i den ¢gvre halvplan
H = {z = x+iy|ly > 0} . Vis, at ¢ afbilder H bi-
jektivt pa sig selv, og at w°_1 er givet ved den
inverse matrix

(o B _ (5 -B)

\vy 6/ ~ \-v «q/
Ved denne tilordning defineres en afbildning
j: SL(2,R) » Hol(H) , hvor Hol(H) er mengden af bi-
jektive holomorfe funktioner f: H » H, som udggr en
gruppe under sammens&tning. Vis, at Jj er en gruppe-

homomorfi, og find kernen.

Vis, at hvis f: ¢ - € er holomorf og af formen
f(x+iy) = u(x) +iv(y) , hvor u og Vv er reelle

funktioner, s& er f(z) = Az+c med XER, c€q.
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1.9.

" Opg. §1

Lad (T,E,y) vere et mdlrum og G c ¢ en &ben

mengde. Antag at f£:TxG > € opfylder
1) f(t,+) € H(G) for alle t €T,
2) f£(+,2) €£(T,]E,u) for alle =z € G,
+ daf
3) 3 g€ M (T,E) med [gdu < = s& |F=(t,2)| < g(t)
for alle t €T, z € G.

Vis, at

F(z) = J f(t,z)du(t) , z € G
T

er holomorf i G og F'(z) = { g%(t,z)du(t).
T
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§2. [Kurveintegraler og stamfunktioner.

2.1. Komplekse kurveintegraler.

En kontinuert afbildning Y af et kompakt interval [a,bl

¢ bestemmer en orienteret kontinuert kurve i ¢ . Punk-
terne y(a) o9 Y(b) kaldes henholdsvis begyndelsespunkt og

endepunkt, og Y kaldes en parameterfremstilling for kurven.
Mengden af kurvepunkter

ind i

Den kaldes lukket hvis y{(a) = Y(b).

betegnes kort y*, dvs. Y* = yv([a,bl).
¢ forstd en xkvivalens-

Mere pracist vil vi

ved en orienteret kontinuert kurve i
klasse af kontinuerte parameterfremstillinger, idet to sddanne
Y: [a,b] = € og 1: [c,d] » ¢ kaldes ®kvivalente, hvis der
findes en kontinuert strengt voksende afbildning ¢ af [a,bl]
pd [c,d]l , s& Top = y. I modsatning til Mat 1 MA kap.VI

krever vi altsd, at @&kvivalente parameterfremstillinger frem-
[a,b] ~ d:

stiller kurven med samme gennemlgbsretning. Hvis Y3
er parameterfremstilling for en orienteret kontinuert kurve,

vil t ~ y(a+b-t) vare en parameterfremstilling for kurven
med modsat gennemlgbsretning.

En lukket kontinuert kurve y: [a,b] » ¢ kaldes simpel,
hvis den ikke skarer sig selv, altsd hvis y's restriktion

til [a,bl er injektiv.

simpel kurve ikke-simpel kurve

En simpel lukket kontinuert kurve f kaldes ofte en Jordan

kurve pa grund af Jordans kurvesatning:
En Jordan kurve deler ¢ i to omrdder: Et indre begranset

omrdde og et ydre ubegraznset omrdde, der begge har kurven som rand.

En sddan kurve vil vi normalt orientere positivt, dvs. mod

uret, sa vi under et gennemlgb hele tiden har det indre omr&de

til venstre.
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En orienteret kontinuert kurve med parameterfremstilling
y: [a,b] - ¢ vil vi kalde en vej, hvis y er stykkevis kon-

tinuert differentiabel, dvs. hvis der findes endeligt mange
1

punkter a = tj < t,<:.-<t =Db, s& Y[[tj_1,tj] er C
for j = 1,+++,n; imidlertid behgver den venstre afledede af

Y][tj_1,tj] i tj ikke vare lig med den hgjre afledede af

Tl[tj,tj+1] i tj.

DEFINITION. Lad vy: [a,b] » ¢ vere parameterfremstilling for
en vej og lad £f: v* - ¢ vere kontinuert. Ved kurveintegralet

af £ langs vejen Y forstds det komplekse tal

[ [ ®
J f = ] f(z)dz = J E(y(t))y'(t)at .
Y Y a
BEMERKNINGER.
1. At y'(t) ikke er veldefineret i punkterne t1,---,tn_1,

spiller naturligvis ingen rolle for integralets eksistens.

2. Definitionen har mening, idet udtrykket til hgjre ikke &n-
dres, nar parameterfremstillingen Yy erstattes af en ®kvivalent
You , hvor ¢: [c,d] - [a,b] er en bijektiv (stykkevis) C1—

funktion med @'(x) > 0 for alle x pad ner endeligt mange.

3. Betegner -y den modsatte vej til vy gaxlder
[en-
_'Y' -Y

4, Skrives f(z) = u(x,y) + iv(x,y), z = x+iy og Y(t) =

x(t) + iy(t) ser man, at

b
j £ Jf (u(x(t) v (£)) +iv(x(t),y(t)))(x' (£) +iy'(t))dt
Y a

{ udx = vdy + i { vdx + udy ,
Y Y

sd det komplekse kurveintegrals real- og imaginerdel er to sad-

vanlige kurveintegraler.
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5. Der gelder den vigtige vurdering

IJ[.f(Z)dzl < max £l L(y) ,
Y Y*

hvor L(y) er lengden af vejen vy. Thi

Hbfmt))v'(t)dt]ngbff(Y(t))HY'<t)|dt< max |f<Y(t))|Jfb|Y-<t)|dt
a a a

~ tela,b]
& > 2 2
o9 ] ly'(t)ldt = J v&'(t) +y'(t)” dt er netop langden L(Y)
a a
af vejen.

*
- LYf hvis £ - f uniformt pad vy .

6. Heraf fglger, at jf £

2.2. Stamfunktion.

To vilkdrlige punkter i et omrdde G = ¢ kan forbindes med
en kontinuert kurve, der forlgber helt i G, og endda med en

trappelinie, jvfr. Mat 1 MA p.VI.4.2.

DEFINITION. Lad f£: G » € vare defineret i et omrade G c ¢.
En funktion F: G » ¢ kaldes en stamfunktion til £, sdfremt

F er holomorf i G og F' = f.

Hvis F er en stamfunktion til £ er F+k ogsd stamfunk-
tion til f for vilkidrligt k € ¢, og pad denne mdde finder
vi alle stamfunktioner til £ . Er nemlig @ en anden stamfunk-
tion til £, er (@—F)' = f-f =0, sd ®-F er konstant ifglge

Corollar 1 i §1.3.

I analogi med stamfunktions problemet for differentialformer

gelder der fplgende resultat:

SETNING 1. En kontinuert funktion £: G- ¢ i et omrdde G c ¢
har en stamfunktion, hvis og kun hvis det for vilkarlige punkter

24125 € G gaelder, at fo har samme vardi for enhver vej fra

til Zo oy eller, hvad der kommer ud pad det samme, at

Z

1
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for enhver lukket vej i G. Nar betingelsen er opfyldt, finder

man en stamfunktion F +til £ wved at valge et punkt Z € G,
og satte F(z) = fo ;, hvor Y er en vilkdrlig vej fra Zg til

Z .

Bevis. Lad F = U+1iV, f = utiv. Betingelsen F' = f er i-

fglge Setning 1 i §1.3 ensbetydende med, at U og V er diffe-

rentiable funktioner opfyldende

oU , 9V 3

3% 3x 1\

E

YA .
+i—}) =u+iv
y 3y / ’

Q2

eller ensbetydende hermed

(u,-v), grad V = (v,u) .

grad U

Udnyttes, at

J f(z)dz = { udx - vdy +j_f vdx + udy
Y Y Y
ser man, at saztningen fglger af den tilsvarende s®tning om stam-
funktioner til differentialformer, jvfr. Setning 6 p.VI.4.6 i

Mat 1 MA.

Vi vil imidlertid give et bevis, der er uafhangigt af Mat 1,

og deler satningen op i to:

SETNING 2. Hvis en kontinuert funktion f: G - ¢ i et omrdde
G € ¢ har en stamfunktion F: G -» ¢, galder
} f(z)dz = F(zz)-F(z1)
Y
for enhver vej vy fra Z, til Zg -
Bevis. Hvis vy: [a,b] » G er en vej, s& v(a) = Zy Y(b) = Zo

finder vi

[ f@az - [roivimas - [T & rir@enac-rirm)-Fra).
a a

Y
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2re en kontinuert funktion i et om-

SETNING 3. Lad f: G- ¢ v
rdde G c ¢ og antag, at fo = 0 for enhver lukket polygonal
vej i G. Da har f en stamfunktion.
Bevis. Vi valger zy € G. For z € G defineres F(z) = IY f,
Z
hvor Y, velges som en polygonal vej
fra Zg til =z. Sddanne veje findes,

For z € G findes r > 0
vil liniestykket £ fra =z
G. Ved at fgje £ efter
fra Zg til z+h . Vi har

F(z+h) - F(z) = Jf

YZUE

altséa

L(F (z+h) - F(2)) - £ (2)
Da f er kontinuert i =z,
0 < 6<r, s&d If(w)-f(z)l

|%<F(z+h) —F(z))-—f(z) <

hvilket viser, at F er dif

idetder endda findes trappelinier fra
og kurveintegralet er u-

Z til =z,
afhengigt af valget i henhold til for-
udsatningen.
s& K(z,r) < G, og hvis 0< |h|<r
til =z+h +tilhg¢re K(z,r), og dermed
Y, har vi en polygonal vej Y, U £
da
r r 1
- J £ = J f = J f(z+th)hdt
Y, £ 0
[1
= | (f(z+th) - £(z))dt .
0
kan vi til givet ¢ > 0 finde
< ¢ for w € X(z,6) , altsa
f1
] edt = ¢ for 0<|h|l <6 ,
0

ferentiabel i 2z med F'(z) =f(z). o

EKSEMPEL. Lad Cr betegne cirklen |[z| =r gennemlgbet positivt
en gang, Cr(t) =relt,‘t€ [0,2n]. S& er for ne€ =
2n , 2m
dz _ | riett _ .. 1-n [ _it(1-n) _f 0 , n=*1,
—_ = —dt = ir e dt =
z" J rnelnt ) 2ni n =1
C 0 0 ! - :
r
Resultatet fglger ogsd for n#+1 af, at z " har stamfunk-
tionen (1—n)—1z1_n, i ¢ for n<0, i ¢~{0} for n > 2. Da
integralet er # 0 for n=1 kan vi slutte, at —= ikke har nogen
stamfunktion i ¢~ {0} .
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Opgaver til §2.

2.7, Udregn kurveintegralerne
i 2i iw
J __QE_i , j cos zdz oOg { e’dz ,
0 (1-2) i 0

idet det er underforstdet, at der skal integreres langs
liniestykket fra nedre graznse til @gvre granse. Find en-
delig verdien af de tre integraler ved stamfunktionsbe-

stemmelse.
2.2, Udregn { %f ’ idet Y, ¢ [0,2n] » ¢ er en parameter-
Tn
fremstilling for enhedscirklen med n € Z~ {0} gennem-
lgb: vy (t) = e'®%.
n
2.3. Vis, at
[ 2 gy -
J ) 2dZ—-O,
Y (z7+1)

ndr Y Dbetegner en lukket vej i ¢~ {zi}.

2.4, Vis, at

J[- P(Z)dZ = 0
Y

for ethvert polynomium P, og enhver lukket vej i €.

2.5, Vis} at J Z dz er rent imaginer for enhver lukket vej
y i ¢. Y
2.6. ~Lad ¥: [a,b] » ¢ vare en vej, og f: vy* - ¢ en kon-
““tinuert funktion. Vis, at der til & > 0 findes &>0,
~s8 der for a = tp <ty <+re <t =b o9 t,_ ,<T;<t,
t'i—ti_1 <6, i=1,+++,n galder

n ‘
” £ Ty () ) (v le ) -yt )< &
Y i=1 )
indfgres relationen x forb y

2.7, I en &ben mengde G < ¢
¢ fra x til

‘ved, at der findes en kontinuert kurve i
Yy . Vis, at "forb" er en akvivalensrelation i G , 09
at akvivalensklasserne er omrédgr, kaldet sammenhangs-

komponenterne for G . Vis, at*mangden af sammenhengs-

komponenter er tallelig.
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§3. Cauchy's satninger.

3.1. Cauchy's integralsatning.

Lad f: G » ¢ vare holomorf i et omrd&de G E ¢ og Y en

lukket vej i G. Med £ = u+iv gzlder

J f = { udx - vdy + 1 jvdx + udy ,

Y Y
sad fo = 0, hvis differentialformerne udx-vdy og vdx +udy
er eksakte. En ngdvendig betingelse herfor (hvis u og v er C1)
er, at differentialformerne er lukkede, men denne betingelse er
opfyldt pd grund af Cauchy-Riemann's differentialligninger. Hvis

omrddet G er enkeltsammenhangende, er lukkede differentialformer

eksakte, jvfr. Mat 1 MA, VI §4.
Et omrdde G c ¢ kaldes enkeltsammenhzngende, hvis der om to

vilkdrlige kontinuerte kurver YorYq i G med samme begyndelses—
punkt a og samme endepunkt b galder, at den ene kan "deformeres
over i den anden. Idet vi kan antage, at begge kurver

vil vi pracist forlange, at der fin-

kontinuert"”
har parameterinterval [0,1]
des en kontinuert funktion H: [0,1]1x[0,1] - G s&

H(0,t) = Y (t), H(1,£) = v, (t) for t € [0,1],

og s& H(s,0) = a, H(s,1) =b for s € [0,1]. For hvert
s € [0,1] er t ~ H(s,t) en kontinuert kurve fra a til b,
og ndr s varierer fra 0 til 1 wvarierer kurven fra YO til

Yq o Funktionen H kaldes en homotopi.
Intuitivt er et enkeltsammenhazngende omrdde et omrdde uden

huller. _
Vi navner uden bevis, at hvis et omrdde G er stjerneformet

omkring et punkt a € G, dvs. for ethvert 2z € G er liniestykket

fra a til =z indeholdt i G, sd er G enkeltsammenhengende,

jvEfr. Opg.3.3. Da en konveks mengde er:stjerneformet omkring et-
hvert af sine punkter, er et konvekst omrade enkeltsammenhangende.
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B C

N
vy

7P &P

¢ £f8s et omrdde, der er stjerne-

‘Fjernes en halvlinie fra
formet omkring ethvert punkt pd den modsatte halvlinie (eks.A).

Et vinkelrum er stjerneformet (eks.B). Omrddet udenfor en parabel

(eks.C) er enkeltsammenhazngende, men ikke stjerneformet. Fjernes
et punkt (eks.D) eller en eller flere lukkede cirkelskiver (eks.E)

fra et dbent omrdde fds et ikke enkeltsémmenhangende omrdde.

CAYCHY's INTEGRALSETNING. For en holomorf funktion £f: G » ¢ i
og en lukket vej Yy i G

et enkeltsammenhangende omrdde Gec¢

gaelder
E f(z)dz = 0.
Y

at f' er kontinuert ndr f € H(G) ,
Enhver lukket

BEMERKNING. Hvis vi ved,
sd fplger Cauchy's integralsatning af resultatet:
C1—differentialform i et enkeltsammenhazngende omrade er eksakt.

P4 denne mdde viste Cauchy resultatet i 1825, idet han om en ho-

lomorf funktion forudsatte, at f' er kontinuert.
Som antydet i indledningen er f' automatisk kontinuert,

ndr . f er holomorf. Dette blev opdaget af den franske matematiker

Goursat i 1899, idet han gav et bevis for Cauchy's integralsatning

uden at forudsatte, at f' er kontinuert. Nedenstdende bevis for

Goursat's lemma skyldes Pringsheim.
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Hvis omradet ikke er enkeltsammenhangende, kan satningen

normalt ikke opretholdes som eksemplet p.2.5 viser.

GOURSAT's LEMMA (1899). Lad G < ¢ vare 8ben og f € H(G) . Sa

er

1l
o

Jr f(Z)dZ
JdA

for enhver (massiv) trekant A < G.

Bevis. Kurveintegralet langs randen af en trekant skal her altid
fortolkes sdledes, at siderne gennemlgbes i rakkefglge i positiv

omlgbsretning. Midtpunkterne af siderne i A forbindes.

Dermed er A delt i fire trekanter A(1),---,A(4) som vist pa
tegningen, og med de viste orienteringer. Idet f.eks. A(1) og
A(4) har en fzlles side med modsatte orienteringer, har vi
4
I = [ £ = bR J[ T .
3A i=1 gatd)

Mindst et af de fire tal j(ﬁjf md have en absolut vardi 2:% [T
aA ts

Kaldes den tilsvarende trekant for A1 har vi altsé

|I|54|Jff|.

8A1

Anvendes samme procedure pa A1

A1 deles - lad os kalde den A2 - opfylde

vil en af de 4 trekanter, hvori
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Fortsattes p& denne mdde fids en dalende fglge A:3A1:>A2:>--- af

trekanter med netop et fazlles punkt Zgr ©O9 der gxlder

(1) It < 4" | } £ | for n=1,2,++.

Hvis L betegner langden af ©9dA er lengden af BAn lig med
2791, . Da f er differentiabel i Zq kan vi til givet € >0

finde r > 0, sa
(2) If(z)-f(zo)-f'(zo)(z—zo)l < elz-z,l for z€K(z,,r) =G,

og der findes N, sd An c K(zo,r) for n>N. For n >N

og z € BAn er Iz-zol hgjst halv-
delen af omkredsen af An ’ altsa
Iz—zol < 3 27", . Funktionen

zZ ~ f(zO) + f'(zo)(z-zo) er et fgrste

K(zo,r)

grads polynomium, og har dermed en
stamfunktion, s& ifglge Satning 2 i

§2.2 har vi

J (f(ZO) + f'(zo)(z—zo))dz =0,
3An '

altsd ifglge (2)

| ( f(z)dz' - , [ (£(2)-E£(z.)-£' (2.)) (z-2 ) Vaz| < &-maxlz-z.1-27 L
J J \ 0 0 0 / - ZEJA 0
2A oA ~%%n
n n
£ (5,0 )2
£ 20"

Af (1) far vi da
2
Tl < 4" % (Z_nL> = 1e1?,

og da ¢ > 0 er vilkarlig, ma I = 0. o
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For at bevise Cauchy's integralsatning skal vi ifglge Sat-
ning 2 og 3 i §2.2 eftervise, at integralet af f langs enhver
lukket polygonal vej er 0. Vi ved dette for trekanter. Den
nerliggende ide - at dele polygonen op i trekanter - virker ik-
ke umiddelbart, idet visse af hjazlpelinierne kan lgbe udenfor
G . For konkrete omrdder er det sadvanligvis let at ggre, men et

alment stringent bevis er vanskeligt, og bygger pd Jordan's kur-

vesatning.
Vi vil udfgre beviset i et specialtilfalde, der rakker til

de anvendelser af satningen vi far brug for.

CAUCHY's INTEGRALSAETNING for et STJERNEFORMET OMRADE. Lad G

vere et stjerneformet omrdde og antag, at £ € H(G). For enhver

lukket vej vy i G galder

. { f(z)dz = 0.
Y

Bevis. Antag, at G er stjerneformet omkring a, og lad Y

vaere- en lukket polygonal vej med knakpunkter agragret @ g
a, =a;. Et vilkarligt punkt X pé& vejen ligger pd et af 1li-

niestykkerne fra a;_q til a; s i=1,+++,n, ogda G er

stjerneformet med hensyn til a , vil liniestykket fra a til x
tilhgre G . Dermed vil hele tre-
81 % 8y 8y kanten {a,ai_1,ai} tilhgre G.
Integralet af £ langs randen der
gdr fra a til a;_ 4+ fra a, 4
til a; og fra a; til a, er
a; 4 da 0. For enten danner punkter-
ne en egentlig trekant, som gennem-
lgbes positivt eller negativt, og
2 sd fglger pastanden af Goursat's
lemma, eller ogsd ligger punkterne

pa linie, og s& er pdstanden klar. Vi har altsa

f £ = 0.

nm™MBs

i=1
ola,a;_1sa;}
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Hvert af liniestyvkkerne fra a til aj i=1,++,n, giver to

bidrag, der haver hinanden, og resten er netop IYf ’ som altsa

er 1lig med O. o

BEMERKNING. Selv om G er et ikke enkeltsammenhangende omrdde,
= 0 for visse

vil der naturligvis ofte alligevel gzlde ij =

f € H(G) , og visse lukkede veje Yy 1 G. F.eks. i fglgende

tilfaelde (a): £ har en stamfunktion i G, eller (b): y for-

lgber i et enkeltsammenhangende delomrdde G1 af G . Sdledes er

dz _
z
oK (a,r)
for a +0, 0<r < lal.
Ved kombination af Cauchy's integralsatning og Sztning 1 i

§2.2 finder vi

SETNING. Enhver holomorf funktion i et enkeltsammenhzngende om-

rdde har en stamfunktion.

§3.2. Cauchy's integralformel.

Lad G vere et omrdde, z, € G, og antag, at f€¥{u;\{zo})

Vi ¢gnsker at udregne integralet af f langs en simpel lukket vej

C i G som omslutter Zg - Vi tenker os, at C er orienteret

mod uret. Vi vil se, at vi ved Cauchy's integralsatning ofte kan

erstatte C med en anden simpel lukket vej XK i G, orienteret
mod uret og som ogsd omslutter Zg 1 altsd at
(1) Jrf(Z)dz - Jf(z)dz.

Cc K

Ideen er at legge en rakke snit fra C til K (pd tegningen 4),
og dermed lave et endeligt antal lukkede "smaveje" Yo der
hver bestdr af 1) en del af C, 2) et snit, 3) en del af K med
4) et snit. Vi antager, at det er muligt at
forlgber i et stjerneformet

modsat orientering,

lagge snittene sdledes, at hvert Yy




Mat 2 MA 1984/85 ITT.3.7

delomrade af G\~{zo} , hvorved IY f=0. Idet hvert snit giver
i
anledning til to bidrag, der haver hinanden, vil

hvoraf

EKSEMPEL. Antag, at £ € H(G\~{zo}) , og at kurverne C og K

er randen af to cirkler K(a,r) o9 K(zo,s) opfyldende

K(ZO,S) < K(a,r) , K(a,r) =G

S& er
£ = Jf
oK (a,r) BK(ZO,S)

Her og i det fglgende gennemlgbes cirklerne en gang mod uret.
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Vi bemzrker fgrst, at der findes R > r s&8 K(a,R) c G.
Dette er klart, hvis G = ¢, og hvis G * ¢ sattes R=d(a,(G) >r,
og s& vil K(a,R) € G. For at se at R > r velges en fglge
(zn) fra (G s& Ia—znl - R. Idet denne kan udtyndes til en
konvergent delfglge, vil der findes =z' € (G, sd& la-z'l = R,
men s& m& R > r, thi ellers ville z' € K(a,r) < G. Lagges
fire snit mellem cirklerne ved to pd hinanden vinkelrette linier

ser man, at hver af de fire "smdveje" ligger i et

gennem z, ,
alt-

cirkelafsnit af XK(a,R) afgrznset af en korde gennem Zg s

sd 1 en konveks mengde, og dermed har vi det ¢gnskede.

CAUCHY's INTEGRALFORMEL. Lad f: G » ¢ vare holomorf i en &ben
gelder

mengde G og antag K(a,r) < G. For alle 2 € K(a,r)

. 1 [
f(ZO) = ont
(

idet cirklen gennemlgbes en gang mod uret.

Bevis. Lad Z0 € K(a,r) vare fast. Af eksemplet anvendt pd den

i G‘\{ZO} holomorfe funktion

£(z)
z-2
fplger, at
[ £ g, - [ £(2) 4,
] Z-Z J Z-Z

9K (a,r) BK(ZO,S)

for 0 < s < r-—Ia—zOI. Indf@res parameterfremstillingen

0 ~ zo-l-se16 ;0 € [0,21] for BK(zo,s) finder vi

2m 10
dz_ _ [ sie” 4q - 2ni,
z=2 J Sele
BK(zo,s) 0
~hvoraf
f(z)—f(z )
I=J £02) 4y oni f(z.) = 0" 4z .
Z-Z : 0 J z-z,
3K (a,r) BK(ZOrS)

Dermed har vi
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f(z)-f(z,.) :
0 _ 1 _
ITl < sup {l z-7, II‘IZ_ZOI = s 2ns =
2m sup {lf(z)—f(zo),l Iz—zOI = s} '

men da £ specielt er kontinuert i Zg 1 vii det anfgrte supre-

mum g&@ mod 0 for s -» 0, og vi kan slutte at I = 0. o

COROLLAR, Lad f: G - ¢ veare holomorf i en dben mengde G, og

antag K(a,r) € G. Sa galder
21
_a 16
f(a) = 5 Jf(a+re )yde .
0

Bevis. Vi anvender satningen for z2g =@ o9 indfgrer parameter-

fremstillingen

8 ~a+re® , 6 € [0,2m] . o

Cauchy's integralformel viser, at blot man kender en holomorf

funktions vardier pd en cirkel 3K(a,r) , s& er funktionens vardi-

er inde 1 cirkelskiven fastlagt. Corollaret siger specielt, at ver-

dien i centrum er middelverdien af verdierne pa periferien.

EKSEMPEL. Cauchy's integralformel kan benyttes til udregning af

kurveintegraler.
[ sinz, _ 1 [ sinz, 1 [ sinz 4
J 1422 2i | z-1 2i | z+1
0K (0,2) 0K (0,2) 0K (0,2)
= mwsin(i) = msin(-i) = 2nwsin(i) = ni(e—%)

EKSEMPEL. Ved hijalp af Cauchy's integralsatning vil vi vise form-

len tz 2
1 -3 itb -
e e dt

— { € IR.
V2m =

I
0]
(o
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Formlen udtrykker, at e
For b = 0 fglger formlen af udregningen p.II1.6.76. Idet cOSs

Nt

er sin egen Fourier transformerede.

er lige og sin wulige har vi
2
-2 i =
Je e dt = Je
s8 det er tilstrakkeligt, at.vise formlen for b > 0.
Vi integrerer den i hele ¢ holomorfe funktion £(z) =
exp(-3 zz) langs med randen af det pd figuren viste rektangel, og
f8r 0 ifglge Cauchy's integralsatning. De fire sider har para-

2

ol et

cos (tb)dt ,

meterfremstillingerne

Y1(t) =t, t € [-a,al,
N Y
(-a,b) l} (a,b) Yz(t) = a+it, t € [0,b],
'\
Y3(t) = -t+ib , t € ["ara] r
Y4 v AT _
Y4(t) = —a+i(b-t) , tE€ [0,b],
> >
(-a,0) Yy (a,0)
og vi finder
[‘a -3 t2 %bz [a —‘% t2 itb
J £f = ] e dt , J f=-e ] e e dat ,
Y/I —-a Y3 —-a
' 2 2 . 2
-%a b 3t° -iat -3a” (b 1,612 -
Jf=ie Je e at , J f =-ie Jei(b t) ela(b t)dt,
0 0
Y2 Y4
hvoraf X
I 12
Hf, ,Jffl Sezabe2b - 0 for a-»
Y2 Y4

og

-1 t2 —
lim f = J e ? at = V2n ,
a—oo

Y4 R

hvoraf formlen fremgar.
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Opg.§3

Opgaver til §3.
3.1. Udregn

[ dz

J (z-a) (z-b)

3K (0,1)
ndr (i) lal, Ibl <1, (ii). lal <1, Ibl > 1, (iii) tal, Ibl > 1.
3.2. Udregn
z z
e [ e
z-1 dz o9 mi-2z dz
3K (0,2) 9K (0,2)

3.3. Vis, at ethvert stjerneformet omrdde G < ¢ er enkelt-

sammenhangende. (Vink. Deformer forst kurven YO

fra a til b til denbrudte 1linie, der bestdr af
liniestykket fra a til Z4 efterfulgt af linie-
stykket fra Z til b . Her betegner 2z, et punkt

hvorom G er stjerneformet.)

3.4. Lad ¥ vere en vej i ¢ og lad £: y* - ¢ vaere konti-

nuert. Vis, at

e(z) = Jf £(£) ag , z € C~NY*

*
er en holomorf funktion i den &bne mengde €~y , 09
at

o' (z) = J _£i§l§ ag .
(E-2)

Vis, at @' er kontinuert. Udnyt ovenstdende til at vi-

se, at f' er kontinuert, nar f er holomorf i en aben

mengde.
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§4. Anvendelser af Cauchy's integralformel.
4.1. Udvikling af holomorfe funktioner i potensrakke.

Lad G < ¢ vare en aben mengde. Hvis G # € vil der til
hvert a € G findes en stgrste aben cirkelskive K(a,p) inde-
holdt i G, og radius er p = d(a,{~G). Hvis G = ¢ satter vi
K(a,») = ¢ og taler ogsd i dette tilfalde om den stgrste abne

cirkelskive indeholdt i G.
Ved hjelp af Cauchy's integralformel vil vi nu vise, at
a € G kaldes

f € H(G) er vilkarligt ofte differentiabel. For
_ o (n)
rekken z E—?ﬁiil (z—a)n for f£'s Taylorrzkke med centrum a .
n=0 )
SETNING. Lad f € H(G) S& er f vilk8rligt ofte differentiabel,
og Taylorrazkken med centrum a € G er konvergent med sum £ i den
stgrste dbne cirkelskive K(a,p) < G:
© (n)
f(z) = X E—?ﬁiil (z-a)" for =z € K{a,p) .
n=0 )
For K(a,r) = G °9 z, € K(a,r) galder Cauchy's integralformel
for den n'te afledede
(n) _nl f (2) _
f (ZO) = omi - )n+1 dz , n=0,1,--:
9K (a,r) 0
. £(z) .
Bevis. Idet 2z ~ — 7 °F holomorf i G~ {al}, fplger af
(z-a)
§3.2, at tallene
1 [ _f(z)az_
a, (r) = 73 (z—a) 1
3K (a,r)
er uvuafhengige af r for 0 < r < p, og vi kalder dem derfor
blot an , n=0,1,-¢- '
For Zg € K(a,p) velges r > 0 sa Izo—al <r <p, og
Cauchy's integralformel giver
_ £(z)
f(ZO) = Smi z-z, dz .

BK(a,

r)
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For =z € 3K(a,r) har vi

Z-7. z-ata-2z T z-a z.-a !
0 0 1 - 0
z—a
zy"a 129~
I <1, kan ovenstdende skrives som sum

og idet 'z—a

af en uendelig kvotientrzkke

n
112 [P0T®
7.~ z-a \z-a/ '
0 n=0
hvoraf
£(z) e
(*) — = ¥ g _(=z)
z=2 n=0 n
med n
f(z)(zo—a)
(z—-a)

Da 9dK(a,r) er kompakt, er M = sup{if(z)! |z € dK(a,r)} < «=.

Rekken X gn(z) konvergerer uniformt for z € 3K (a,r) , idet
0 .

n . n
M /Izo-al °°{IZO—8.| o
T\ ) roa\ ) <

lg, (z) | _<_’ - =

oM

Af pkt.6 p.2.3 fplger, at det er tilladeligt at integrere led-

vist i (*), hvoraf

} gn(z)dz = E an(zo—a)n .

[ f(Z) dz = X —1—
2Tl
= n=0

1
flzg) =9vz | z-z, o
K (a,r) 3K (a,r)

Potensrakken ; anwb—a)n er altsa konvergeht med sum f(zo)

n=0
for alle Z € K(a,p) . Dermed er f vilkarligt ofte differentia-
bel i K{a,p) ., og da koefficienterne i potensrakken
gl(z) = < anzn er fastlagt ved a, = g(n)(O)/n! (jvfr. §1.4),
n=0
og £f(z) = g(z-a) , finder vi a, = f(n)(a)/n!. Dermed galder
(n) _ n! ( f(z)
£ (a) = i ] o T dz , 0 < r < p,

3K (a,r) (273
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men ifglge §3.2 kan vi erstatte 9K(a,r) med en vilkdrlig cirkel

oK(b,s) s& a € K(b,s) c K(b,s) =G. o

BEMERKNINGER. 1. Som stgtte for hukommelsen noteres, at Cauchy's
integralformler for de afledede fremkommer ved at differentiere
Cauchy's integralformel under integraltegnet. Denne ide kan ogsd

udbygges til et andet bevis for sstningen.

[

2. Man kalder en funktion f£: G - ¢ i et omrdde G c ¢
for (komplekst) analytisk, hvis der til hvert punkt a € G fin-

[o o]
des en potensrzkke X an(z-a)n med sum £(z) i en cirkelskive

0
K(a,r) = G, idet r tillades. at variere med a . Ifglge §1.4

er en analytisk funktion holomorf, og den til nu udviklede teori
viser, at en holomorf funktion er analytisk, og at den til a
hgrende potensrakke er Taylorrakken. Begreberne analytisk og holo-
morf er altsd helt ensbetydende. K. Weierstrass (1815-1897) gav

den f@grste eksakte behandling af kompleks funktionsteori baseret

pa begrebet analytisk funktion.

4.2. Harmoniske funktioner.

At en holomorf funktion £ € H(G) er vilkarligt ofte diffe-
rentiabel medfgrer, at to differentiable funktioner u,v: G -» R

som opfylder Cauchy-Riemann's differentialligninger

du _ v u _ _3v ;g
ox

3y ' By ax

automatisk er C  -funktioner i G,  opfattet som &ben delmazngde af

ZRZ . Ved fortsat differentiation finder vi

52y 524 52

u _ 9
2 axady ' 2 9y 9x

82
0X

e 9 u 82u 32V 82v

altsa —5 + —5 =0, og analogt —5 + —= = 0.
2 2 2 2

ox oy 5 5 ox y

+ Ji§ i IRZ kaldes Laplace's opera-

Differentialoperatoren 5
09X 3y

tor, og den betegnes sadvanligvis A. En reel C2—funktion 0]
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i en dben m®ngde G = Eﬁzkaldes harmonisk i G, hvis Ap = 0
i G. Vi har altsa, at realdelen og imaginardelen af en holo-

morf funktion er harmoniske.
Vi vil nu vise, at det omvendte er rigtigt lokalt. Mere pre-

cist galder

SETNING. Lad u vere en harmonisk funktion i et enkeltsam-

menhangende omrdde Gg;Ig$¢. S& findes en holomorf funktion
f: G»> ¢ med Ref =u, og f er fastlagt pd nar addition af

en rent imaginer konstant.

Bevis. Funktionen g(z) = %% - i %% er holomorf i G, idet

Cauchy-Riemann's differentialligninger er opfyldt:
2u Bzu _ Bzu
y2 ! 0y 9x 90Xy

82u _ )
8x2 0

Ifglge §3.1 findes en stamfunktion £ € H(G) til g, altsa
f' = g, eller

D _ du 9 _ du
5z (Ref) = 22, = (Ref) = <2,

som viser, at u-~-Ref er en reel konstant. Ved at lagge denne

til £, opnar vi en holomorf funktion med u som realdel. Be-

tegner £ og f1 holomorfe funktioner med Ref = Ref1 =u,

abenbart en reel holomorf funktion, og dermed kon-

er i(f—f1)
o

stant (§1.3,Corollar 2).

Til en harmonisk funktion u i en aben enkeltsammenhangende

mengde G &€ E@ findes altsd en harmonisk funktion v i G, sa

f = u+iv er holomorf. Funktionen Vv er bestemt pa nar addition

konjugeret harmonisk funktion.

af en konstant, og kaldes en til u
Hvis u er harmonisk i en vilkdrlig 4ben mengde G, kan vi

til hver kugle K(a,r) € G finde en konjugeret harmonisk funktion

v, sd u+iv er holomorf i K(a,r). Dermed er u € Cw(G).
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4.3. Morera's setning og dens anvendelse.

I reel analyse ved vi, at en kontinuert funktion pd et inter-

val har en stamfunktion. I kompleks funktionsteori er situationen

helt anderledes:

SETNING 1. Hvis en funktion f£f: G » € i et omrdde G < € har

en stamfunktion, da er den holomorf.

Thi hvis F € H(G) er en stamfunktion til £ er ogsé

f = F' holomorf iflg. satningen i §4.1.

Vi minder om, at en holomorf funktion i et omrdde G ikke
behgver at have en stamfunktion i G (f(z) = % i ¢~{0}, §2.2),

men at den har en sddan, hvis G er enkeltsammenhangende, §3.1.

Den fglgende satning af italieneren G. Morera fra 1886 er en

omvendt satning til Cauchy's integralsatning, dog behgver omradet

ikke at vare enkeltsammenhangende.

MORERA's SETNING. Lad f: G - ¢ vare kontinuert i et omrade
Gc ¢. Hvis fo = 0 for enhver lukket vej i G, eller blot

ff,= 0 for enhver trekant A < G, sd er f holomorf i G.
A

Bevis. Det er nok at vise, at f er holomorf i K(a,p) £for

hvert a € G, hvor XK(a,p) er den stgrste dbne cirkelskive i
G med centrum a. Som i beviset for Cauchy's integralsatning
for et stjerneformet omrdde vises, at integralet af f langs
enhver lukket polygonal vej i K(a,p) er lig med O, og dermed

har f en stamfunktion i K(a,p). Af Setning 1 fglger nu, at

f er holomorf i KX(a,p). o

Af Morera's satning vil vi udlede:

SETNING 3. Lad G < ¢ vaere aben. Hvis en fglge f1,f2,--- fra

H(G) konvergerer punktvis mod en funktion £ , og konvergensen
er uniform i enhver kompakt delmengde af G, da er £ € H(G)
Fglgen fi,fé,--- af afledede konvergerer mod £' uniformt i
enhver kompakt delmengde af G.
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BEMERKNING. Ved gentagen anvendelse af satningen ses, at VvVk € IN:

fék) - f(k) uniformt over kompakte delmangder\af G.

14

Bevis. Lad K(a,r) < G. Da K(a,r) er kompakt er restriktionen

af. £ +til K(a,r) &benbart kontinuert. For enhver trekant

A < K(a,r) galder f fn = 0 ifglge Cauchy's integralsatning,
oA

sd for alle n har vi

- - [ _ | 1
| Jfl - | J(f £ < supi [£(2) -5, ()] | 2z € oap n(2a)
A oA
hvor L(9A) er trekantens omkreds. Da fn -» f uniformt over 3A,
kan hgjresiden blive vilkdrligt lille, altsa £ =0. Ifglge
A

Morera's satning er £ holomorf i X(a,r) , og da cirkelskiven

var vilkarlig, er £ € H(G)
Lad ¢ > 0 wvare givet. Af Cauchy's integralformler f¢lger,

at der for Z € K(a ,%) gelder
fn(z)—f(z)

1
] _— 1 - —_
fn(zo) £ (ZO) T — )2 dz .
3K (a,r) 0
r 2 r\2
For Zq € K(a ’5) og z € 3K(a,r) galder I(z-zo) I-Z<§} ’
hvoraf
£z -t (21 < 2E(2)° |£_(2)-£(z) |
n'%0 2o’ 2 2m\x) asup n'? S

K(a,r)

hvilket viser, at fﬂ - £' uniformt over K(a ,%).
Lad K < G vaere kompakt. Vi har netop vist, at der til hvert

a € G findes r, > 0 sa fﬁ -» f' uniformt over K(a,ra) . En-
deligt mange af kuglerne K(a,ra) overdzkker K, hvoraf det
felger, at fﬂ -» £f' uniformt over K. o

Setningen i §1.4 om ledvis differentiation af en potensrzkke,

er naturligvis et specialtilfzlde af ovenstdende.
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4.4, Hele funktioner. Liouville's satning.

En holomorf funktion £f£: ¢ - ¢ kaldes en hel funktion

(eng. entire function). Polynomier, exp, sin, cos, sinh, cosh

er hele funktioner. En hel funktion fremstilles for ethvert
z € ¢ wved sin Taylorrazkke med vilkarligt centrum. Om hele funk-

tioner findes en rakke dybtliggende satninger, af hvilke vi uden

bevis fremhaver:

PICARD's SETNING. For en ikke konstant hel funktion f: € » ¢

f(¢) = ¢ eller £f(¢) = ¢~{a} for passende a € €.
en uendelig mengde

er enten
Hvis f ikke er et polynomium, er f_1({w})

for alle w € ¢ pd ner hpjst et.
Som illustration af satningen kan man tenke pad exp,

exp(€) = ¢~{0} .

hvor

Picard's setning viser, at en begranset hel funktion md vare

konstant. Vi skal give et simpelt bevis for dette resultat.

LIOUVILLE's SETNING. En begranset hel funktion er konstant.

Bevis. Antag, at [f(z)l < M for alle z € ¢. For r > 0 gal-

der da, if@dlge Cauchy's integralformler

(n) | _ | ont f (z) n! M _ M-n!
lf O] = | 2731 J n+1 92| £ o4 Ln+ 2mr = L
0K (0,r) ;
Ved at lade r -» o« ser man, at f(n)(O) = 0 for alle n > 1,
og pdstanden fglger af Taylorudviklingen for £ . o

Dybden i Liouville's s®tning antydes af, at den kan bruges
til at give et enkelt bevis for algebraens fundamentalseztning:

n

Ethvert polynomium p(z) = X a, 2 af grad
k=0

n>1, har

mindst en rod i ¢ .

Bevis. Antages, at p(z) # 0 for alle =z € ¢, vil £(2) =§f%T

vere en hel funktion.
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Vi har
n-1 a
p(z) = anzn (1-+ > EE zk_n>,
k=0 "n
sd
p(z) 1 for [zl - .

n
a_2z
n

Der findes altsd r > 0, s& der for |zl > r galder

p(z) 1
n 2 2
a z
n
eller
1 : 2
—_— < — for lzl > r.
n
Idet IE%%TI ogsd er begranset pd den kompakte cirkelskive K(O,r) ,

er 1 altsd en begraznset hel funktion og dermed konstant, hvil-

ket er en modstrid. o
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Opgaver til §4.

Opg.§4
Lad f € H(G) , og antag f'(a) # 0. Vis, at der
findes r > 0, sd [|f'(z)-f'(a)l < {f'(a)] for
z € K(a,r) € G. Vis, at for Z 12, € K(a,r) galder

1
_ - _ [ _
f(zz) f(z1) = (22 z1) Jof (t22+(1 t)z1)dt

og slut, at flK(a,r) er injektiv. Vi har altsd vist:
f er injektiv i en omegn af et punkt a hvor

fr(a) # 0.
Giv et eksempel pd en ikke injektiv holomorf funktion

f med f£'(z) # 0 for alle z € ¢
Find Taylor rakken med centrum % for sin pad fplgen-
de to mdder: (i) Brug additionsformlen. (ii) Bestem

koefficienterne ved differentiation.

Hvad er det stgrste omrdde G i hvilket £f(z) =
[o0]

1/(1—z+z2) er holomorf ? Vis, at £f(z) = % anzn for
lzl < 1, og at a, = a; = 1, a, = 0 og a .3 =-a
n >0

Udregn

[ e’
—_ dz for n > 1.

] N
9K (1,2) (Z71)

Lad u: G » R vare en harmonisk funktion i en &ben

mengde G < €. Vis, at hvis K(a,r) < G, sd er
2n .
u(a) = éL [ u(a+rele)de .
™)
0
Vis, at
X 2 2
u(x,y) = ) og u(x,y) = x -y
X4y

er harmoniske funktioner i ZR2\~{(0,0)} henholdsvis

]RZ, og find de konjugerede harmoniske funktioner.
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Opg.§4
4.7, Lad (fn) vare en fglge af holomorfe funktioner ien

dben mengde G og antag, at

b3 suplfn(z)T < »

n=1 K

for enhver kompakt mengde K < G. Vis, at

f(z) = X fn(z)

n=1

er holomorf i G, og at £f'(z) = % fé(z) ' idet

rekken konvergerer uniformt i enhver kompakt delmengde

af G.

4.8, Lad K, L vere kompakte mengder i ¢ s
1ad d vaere afstanden mellem XK og €~
d = inf{lx-yl|x € X, y € ¢\~ﬁ}.

Ggr rede for, at d > 0, og at der for enhver aben

mengde G 2 L , ogfor enhver f € H(G) g=xlder

supl£'(z) | < 5 supl£(2) 1 .
K L

Vvink. Ggr rede for at man kan bruge Cauchy's integralformel

f'@) = Elr [ _£(8) dg for ac€Kk.
mi (E—a)z
9K (a,d)
4.9. Lad f vere en hel funktion, og antag at
[£(z) ] < A+BlzI" for z € ¢,

hvor A,B > 0, n € N . Vis, at £ er et polynomium

af grad < n.

4.10. Lad f vare en ikke konstant hel funktion. Vis

(uden at benytte Picard's setning), at F(E) =¢.
(Vvink. Antag £(¢) * ¢ , og forsgg at anvende Liou-

ville's satning).
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4.13.

Opg.§4

Vis, at hvis £ er en hel funktion og opfylder

F' = af for a € ¢, s& findes c € ¢ sa
f(z) = cexp (az), z € C.
Lad ¢ € H(G) . Vis, at
[e o]
f(z) = X sin(m(§)>
n=1 n

definerer en holQmorf funktion i G.

Lad (X,IE,u) vere et milrum og G c ¢ en dben mengde.

Antag at f :XxG » ¢ opfylder
(i) vx € X: F(x,+) € H(G)
(ii) vz € G: f(-,2z) € L(X,E,n) .

(11i) 3g € MY (X,B) med J[gdu<e, s
l£(x,2z)] £ g(x) for x € X, z € G.

Vis, at

F(z) = J f(x,z)du(x) , z € G
X

er holomorf i G, 09
n
F(n)(z) = { fLH f(x,z)du(x) , 2z € G, n=1,2,+"-.
X dz

Vis herved, at hvis £f: [a,bl xG ~» € er kontinuert og

f(x,+) € H(G) for alle x € [a,b] , s& er
b
F(z) = J f(x,z)dx , z € G
a

holomorf i G, 09

F(n) (z)
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§5. Argument. Logaritme. Potens.

5.1. Argumentfunktion.

For z € ¢~{0} betegner argz mengden af argumenter

for 2z, altsd mengden af tal 6 €IR, si& =z = Izlele. Hoved-

argumentet Argz er det entydigt bestemte argument, der til-

hgrer [-m,n[ , altsé
Argz €argz N[-n,n[ , argz =Argz + 2nZ .

Ved en argumentfunktion for en delme#ngde G < ¢~ {0} for-

stds en funktion 6: G »> IR, 83 6(z) € argz for =z € G,

eller ensbetydende hermed 2z = Izlele(z) for z € G.

Hovedargumentet Arg er en kontinuert argumentfunktion

for den opskdrne plan ¢~{z € R|z < 0} . Dette er geometrisk

klart, men fglger ogsd af at

Arg z = Arccot § ' nar 2 = x+iy, y > 0,
Arg z = Arctan % ’ ndr =z = x+iy, x > 0,
Arg z = Arccot % -m,ndr 2z = xX+iy, y < 0,

hvoraf man ser, at Arg faktisk er c” pd den opskérne plan.
Tilsvarende kan vi for hvert reelt o bestemme en argument-

funktion Arga for den opskdrne plan ¢\~{rela | r < 0} wved

Arg z € argz Jo-m,a+m[ .

Idet
Arguz = Arg(e_laz> + for z € ¢~ {re™® | r < 0},

er Arg, c” pa den opskarne plan.

Hvis 6: G » IR er en kontinuert argumentfunktion for et
omrdde G < €~{0}, s& er for hvert p € Z o0gsd 6+ 2mp en

kontinuert argumentfunktion, og der er ikke andre., Hvis nemlig

8,: G » IR er en kontinuert argumentfunktion, vil ¢ = 6—61

1°
vare en kontinuert afbildning af G ind i 2nZ . Hvis zo€(3

og ¢(z,) = 21p, sd er w_1({2np0}) b&de 8ben og afsluttet
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relativt til G, da {2np0} er bdde aben og afsluttet relativt

til 2n%Z , men sd mad w_1({2np0}) = G 1 henhold til det fg¢lgen-
k

de lemma, som vi af hensyn til anvendelserne formulerer for IR,

k> 1:

LEMMA. Lad G ¢ Bﬁq veare et omrdde. De eneste delmengder

AcG, som er bdde &bne og afsluttede relativt til G, er

® og A =G.

A

Bevis. Antages A # § og A *# G kan vi velge a € A og

b € GNA og en kontinuert kurve y: [0,1] » G , s4 Y(0) =a,
Y(1) = b. Da Y_T(A) er afsluttet relativt til [0,1], og

da 1 ¢ Y_1(A) , M& o = sup Y_1(A)t0pfylde a < 1, a(EY_1(A).

Da Y 1(A) ogsd er dben relativt til [0,1]1 , findes et ¢€>0
sd8 [a,a+el < Y_1(A) , men det strider mod definitionen af «.no

5.2. Logaritmefunktion.

Idet exp(x+iy) = e  ser man, at en vandret linie vy =«

afbildes bijektivt pd halvlinien {re ®|r > 0},

og dermed af-

bildes enhver vandret strimmel

{zetC|la<Imz < a+2n}

bijektivt p& ¢~{0}. For z € ¢~{0} findes der altsd uende-
lig mange lgsninger w € ¢ til ligningen expw-= 2z, og hvis
w = u+iv ser man, at e" = Izl , v € arg z . Lgsningsmengden

er altséa

loglzl + iargz = {loglzl + iv|v € argz} ,

og den betegnes 1logz . Den vaerdi af logz, der svarer til

hovedargumentet for =z, kaldes hovedlogaritmen og betegnes

Logz, altsa

Logz = loglzl + i Argz,

og den er den omvendte funktion til restriktionen af exp til

strimlen {z € ¢ |-n < Imz < w}.
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For et positivt tal r, kan logr altsd betyde enten
tallet Logr eller den uendelige mengde Logr + 2wiZ , men
normalt vil denne tvetydighed ikke give anledning til misfor-
staelser.

Ved en logaritmefunktion for en delmengde G < ¢~ {0}

forstds en funktion £: G - ¢, sd XL(z) € logz for =z € G,
altsd sd exp(f(z)) =z for z € G. Hvis o er en argument-

funktion for G, sda er £(z) = loglzl +ia(z) en logaritme-
funktion for G, og hvis £ er en logaritmefunktion for G,
séd er o = Imf en argumentfunktion for G . Heraf ses, at

et omrdde G < ¢~ {0} har en kontinuert argumentfunktion, net-
op hvis det har en kontinuert logaritmefunktion. I stedet for
argument- eller logaritmefunktion siger man ogsd en gren af ar-
gumentet eller af logaritmen.

For o € IR,er
exp: {z € ¢|o-m < Imz < o+m} - ¢~ {rel® | r < 0}
en bijektiv kontinuert afbildning, og den omvendte afbildning er
Logaz = loglzl| + i Arga(z),

som er kontinuert. Ifglge bemzrkningen efter Sztning 2 i §1.1,

er Log, holomorf i ¢~ {re™® | r < 0}, og den afledede er

1 1
exp (Log z) z

d -
Iz Logaz =

Funktionen Loga er altsd en holomorf gren af logaritmen i den

opskdrne plan ¢~{re'®|r < 0}, og er der en stamfunktion til

1/2 .

Mere almindeligt gelder:

SETNING 1. Lad G < €~ {0} vere et omrdde. Hvis der findes

en kontinuert argumentfunktion o for G, sd er

£(z) = loglzl + ia(z), z € G

en holomorf gren af logaritmen, og den er en stamfunktion til

1/z , dvs.
£'(z) =1 for zea.
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Ethvert enkeltsammenha@ngende omrdde G < ¢~{0} har en konti-

nuert argumentfunktion.

BEMERKNING. For p € Z er ogsd £(z) + 2pmni en holomorf
gren af logaritmen pad G, og der er ikke andre. Endda enhver
kontinuert logaritmefunktion £1 for G har denne form, idet

Im £1 er en kontinuert argumentfunktion for G, og dermed

lig med o« + 2pn for et p € Z .

Bevis for satningen. Til Z € G findes r > 0, sa K(zo,r)

c G, og det er tilstrekkeligt at vise, at £ er holomorf i

K(zo,r). Den ved Arg'o((Z ) bestemte kontinuerte gren af argu-
0

mentet for ¢\-ﬁrexp(ia(zo)) !r < 0} er specielt en kontinuert

argumentfunktion for K(zo,r). Idet G|K(Zo,r) ogsd er en kon-

tinuert argumentfunktion for K(zo,r) ’ og de begge har vardien

d(ZO) i =z kan vi slutte, at

0 I
Arga(zo)(z) = o(z) for =z € K(zo,r),
altsd
Loga(zo)(z) = £2(2) for =z € K(zo,r),
hvilket wviser, at £ er holomorf i K(zo,r) og L'(z) = 1/z.

Hvis G er enkeltsammenhangende har 1/z en stamfunktion
f € H(G) ifglge en satning i §3.1, og idet en stamfunktion er
bestemt pd naer addition af en konstant, kan vi tenke os f valgt,
sd der for et forelagt Z € G gzlder f(zo) € log‘zo. Funk-
tionen ¢(z) =2z exp(-f(z)) er holomorf i G, og ¢'(z) =
exp(-f(z)) (1-zf'(z)) = 0, w(zo) =1, Dette viser, at ¢ = 1,
men sd er f en holomorf gren af logaritmen , og Imf er en

kontinuert argumentfunktion for G.

SETNING 2. For |zl < 1 galder potensrazkkeudviklingen

22 z3
Log(1+z) = A a
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Bevis. Funktionen f(z) = Log(1+z) er holomorf i G =
¢~{z € H2|z < -1}, og idet f£'(z) = (1+z)_1 ser man, at
f(n)(z) = (—1)n_1(n—1)!(’l+z)—n . Dermed bliver Taylor rakken

med centrum 0 givet ved

(_1)n-1 n

[e o]
> pA
= n !

n=1

og dens sum er lig med Log(1+z) i K(0,1) , som er den stgr-

ste abne cirkelskive i G med centrum 0. o

5.3. Potens.

Potenser za , hvor =z,a € ¢, defineres for =z * 0 ved

2% = exp(a log z), og dermed er 2% i almindelighed en uende-

lig mengde, f.eks.
—E-zpn
L ilogi _ [ 2 p € Z.l

1 = e —le j

Vi er interesseret i holomorfe grene af potensfunktionen.

Hvis £ er en holomorf gren af logaritmen for et omrade
Gc ¢~{0}, s& er exp(af(z)) en holomorf gren af 2% med

den afledede
al' (z)exp(al(z)) = %exp (al(z)) = aexp ((a=1)L(z)) ,

idet exp(£(z)) = z. Disse formler er uoverskuelige, og man
tillader sig derfor - praktisk men ukorrekt - at skrive
d _a _ a1
'dGZ = 2z ’
idet man tanker sig 2% som en eller anden holomorf gren.
Idet Log(1+z) er en holomorf funktion i den opskdrne plan

G=0¢~{z € R|z< -1}, er =z ~ exp(aLog (1+z)) en holomorf

gren af (1+z)a i G. Vi vil finde dens potensrekkeudvikling

med centrum O .

SETNING. (Binomialrakken). Lad o € ¢. For |zl < 1 gzlder

a (o]
1 = L 1 = Z 7
(1+2) exp(a Log(1+z)) > \n/ z
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idet

Bevis. Den st@rste dbne cirkelskive i G med centrum 0 er

K(0,1). For =z € G har man

d o -1
Iz (1+z) " = a(1+z) ’

og ved gentagen anvendelse heraf

n
[Jiﬁ (1+z)a] = 6(a=1) ««+ (a-n+1)
dz z=0

Pdstanden i s@tningen f@glger nu af satningen i §4.1.

Lad £ € H(G) og antag, at f er nulpunktsfri, dvs. at
f(z) #+ 0 for alle =z € G. Hvis £f£(G) er indeholdt i et en-

keltsammenhengende omrdde & < ¢~ {0}, kan vi uden problem

opskrive holomorfe grene af logf og £ , o € ¢, nemlig

Lof og exp(oal), hvor £ er en holomorf logaritme for Q.
Selv om denne betingelse pd £f(G) ikke er opfyldt kan man un-

dertiden alligevel finde en holomorf gren. F.eks. er exp(()
¢~{0}, og z ~ =z er jo en holomorf gren af log e?.

Der gelder fglgende:

SETNING 2. Om et omrdde G < ¢ er fglgende betingelser ens-

betydende:

(a) G er enkeltsammenh®zngende.

(b) For enhver £ € H(G) og enhver lukket vej Yy i G
gaelder

{ f(z)dz = 0.

Y
(c) Enhver £ € H(G) har en:stamfunktion.
(da) Enhver nulpunktsfri f € H(G) har en holomorf logaritme,

dvs. en funktion £ € H(G) s& expl= £f.

(e) Enhver nulpunktsfri f € H(G) har en holomorf kvadrat-

rod, dvs. en funktion g € H(G) sa g2 = f .
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Bevis.
(a) = (b) er Cauchy's integralsatning.
(b) = (c) er indeholdt i Sztning 1 i §2.2.

(c). = (d) ses sd&ledes: Hvis f € H(G) er nulpunktsfri, s& er
f'/£ € H(G) , og den har ifplge (c) en stamfunktion £ , der endda
kan valges sa K(zo) Elogﬁf(zo) for givet Z € G. Funktionen

¢ = fexp (-£) opfylder o' = 0, w(zO) =1, sa der galder

@ = 1, hvilket viser, at £ € H(G) er en logaritme til £.

(d) = (e). Hvis £ er en holomorf logaritme til den nulpunkts-
friefunktion f € H(G) , s& er g = exp(i£) en holomorf kva-

dratrod til f£.
(e) = (a). Denne implikation er vanskelig. Den beror pd&, at man
i tilfeldet G *# ¢ kan finde ¢ € H(G) som afbilder G bijek-

tivt p& K(0,1), hvilket henger sammen med

RIEMANN's AFBILDNINGSSAETNING. Lad G vare et enkeltsammenhaen-
S& findes en bijektiv holomorf

gende omrdde forskelligt fra (.

funktion ¢: G -» K(0,1).

BEMAERKNINGER. Beviset for Riemann's s@tning og implikationen
(e) = (a) kan findes i Rudin's bog: Real and complex analysis.

Den omvendte funktion w_1 er ligeledes holomorf (§1.1).
Man kalder derfor en sddan afbildning for biholomorf.

Da (a) & (b),er enkeltsammenh®ng:bdde en ngdvendig og til-
strakkelig betingelse for, at Cauchy's integralsatning gelder.

Nadr G er enkeltsammenhazngende, og f € H(G) er nulpunkts-
fri, findes ikke blot en holomorf kvadratrod, men en holomorf
gren af £%  for hvert o € ¢ , nemlig exp(al) , hvor £ er

en holomorf gren af logaritmen til £ .
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I11.5.8
Opg.§5

Opgaver til §5.

5.1.

(o}

1 g

Vis, at enhver kontinuert funktion f: [a,b] -» €~ {0}
har en kontinuert argumentfunktion 6: [a,b] » IR,
dvs. en kontinuert funktion, s& 6(x) € arg f(x) for
alle x € [a,b].

Vink. Vis fgrst pastanden, hvis der findes o € R
s& f(la,b]) ¢\~{reia | r < 0} og vis, at man kan
reducere til dette tilfalde ved at udnytte den uni-

forme kontinuitet.

Vis, at hvis 6 er en kontinuert argumentfunktion for
f, s8 er samtlige saddanne af formen 6 +2pnm, p € %,
og vis derved, at tallet argvar(f) = 06(b)-6(a) er
uafhengigt af den valgte kontinuerte argumentfunktion

8 for £. Tallet kaldes argumentvariationen for

den kontinuerte kurve med parameterfremstilling £.

Vis, at hvis f: [a,b] » ¢~ {0} er parameterfremstil-
ling for en lukket kontinuert kurve, sd er argvar(f)/2m
et helt tal, kaldet kurvens omlgbstal om O.

Lad vY: [a,b] » ¢ vare parameterfremstilling for en

lukket kontinuert kurve. For hvert =z € ¢~v([a,bl)
betegner Ind(y,z) kurvens omlgbstal om =z, dvs. om-
lgbstallet om 0 for kurven t ~ Y(t)-2z.

Vis, at Ind(y,z) er en kontinuert funktion af =z,

som derfor er konstant i hver sammenhengskomponent af

¢~y(la,bl).

Vis, at log(x2+y2) er harmonisk i ZRZ‘\{(O,O)} , Og
at Arctan % er harmonisk i {(x,y) €ZR2|X > 0} .

Idet summen af to delmengder A,B = ¢ defineres som
A+B = {a+b |a €A, b€EB},
skal man vise, at der for Z,1%, € ¢~{0} galder

arg(z1zz) = argz1+argz2 ’

log(z122) log’z1-+log'zz.
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Vis, at hvis Rez1 ,Rez2 > 0, sa er

Arg(z1zz) Arg'z1-+Arg'zz,
Log(z122) = Logz,l-l-Logz2 ’

og vis ved eksempler, at de to sidste ligninger ikke

kan opretholdes for vilkarlige z,,z, € ¢~ {0} .

5.4. Find billedet af den opsk&rne plan ¢~ {x€R|x < 0}
under den holomorfe gren af 2> = exp(a Log z) nér
0 < o< 1.
5.5.. (Her benyttes opg.4.13). Lad Q betegne den opskarne
plan ¢~{x € R|x < 0} .
1°  vis, at
o X+1 _
lim ;‘E =
X—>c0

ligeligt for =z i kompakte delmengder af Q@ (dvs.
for enhver kompakt delm®ngde K < &, 09 ethvert ¢>0

findes X >0, sa

‘1—£ﬂ < ¢ for x>x0,z€K.)

X+2

2° vis ved hjalp heraf, at der til en kompakt delmengde
K < @ findes en konstant MK > 0, sa

x+1 < MK for x > 0, z € K.

x+z

3° Lad u vaere et Borel mdl pa [0,o] s&

[* dulx) .
Jo =1 :

Vis, at der ved fastsattelsen

u(x)

X+2Z

f(z) = { d ’ z € Q
0

defineres en holomdrf funktion i © med egenskaberne
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(i) f(z) =
(ii) Imf(z)
(iii) £ > 0,

(iv) £(2) <
£(Q) =

(Funktionen

madlet::y) .

Lad G v&re

fri. Vis, at

IIT.5.10
Opg.§5

£(z) , z € 0,

<0 ndr Imz> 0,

£f' < 0, £" Z. 0, fllli 0".'.. pé ]0,00[ ’

2, bortset fra tilfeldet U =0, hvor
{0} .

f kaldes den Stieltjes transformerede af

&ben og antag, at f € H(G) er nulpunkts-

logl|f|l er en harmonisk funktion i G.

Vis, at Vz har to vardier for alle =z € ¢~{0}, og
at cosVz giver en afbildning af ¢ ind i €. Vis,

at denne afbildning er holomorf, og find potensrakken

med centrum

0.
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§6. Residuesaztningen for meromorfe funktioner.

6.1. Nulpunkter.

SETNING 1. Lad £ vere holomorf i et omrdde G og antag, at

a € G er et nulpunkt for £, dvs. f(a) = 0.
Enten er f(n)(a) = 0 for n=1,2,+++, 0og i sd fald er
f(z) = 0 for alle =z € G,

eller ogsd findes et mindste n > 1, s& f(n)(a) + 0.

I sidste tilfaelde kaldes a et nulpunkt af n'te orden, og funk-

tionen
—Elzlﬁ , z € G~ {a}
(z-a)
g(z) = ()
n
. n!(a)’ 2 =4 !

er holomorf i G og opfylder f(z) (z—a)ng(z), zZ € G.

Bevis. Mzngden

A =
n

——

=X

[z ec)e™(z) =0
0 L

er afsluttet relativt til G, da f(n) er kontinuert for alle

n. For Z € A er Taylor rzkken med centrum Z
f(z) = 0 for alle 2z i den stgrste adbne cir-
K(zo,p) < A , men dette viser,

lig nulraek-

ken, og derfor er
kelskive K(Zo,p) c G . Dermed er
at A er dben i ¢ og dermed adben relativt til G. Ifglge

lemmaet i §5.1 er enten A =G .eller A = @, og det svarer net-

op til de to alternativer i satningen.
Hvis andet tilfelde indtraffer, sd gelder

o (k) o . (k+n)
- £ (a) (o) Ko (gmg)x E(a) (kK
(1) f(z) = kzn X1 (z-a) (z-a) kio ko) ! (z-a)

for =z i den stgrste ébne cirkelskive K(a,p) © G. Funktionen

_f(z) for z € ¢~{a}
(z-a)
glz) = ( )
o k+n
z £ (a) (z—a)k for =z € K(a,p)
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er veldefineret pd grund af (1) og holomorf i G, og den op-
fylder
f(z) = (z—a)ng(z), z € G og gf(a) =f(n)(a)/n! #0. o

Setningen viser, at ordenen af et nulpunkt a for f % 0
er det stgrste n, for hvilket der galder en faktorisering
f(z) = (z—a)ng(z) med g € H(G). Hvis £f(a) # 0, kan det

vere bekvemt at sige, at £ har et nulpunkt af orden 0 i a.

COROLLAR. Antag, at f er holomorf i et omrade G og lad
z(f) = {a € G| f(a) = 0} vare mengden af nulpunkter for £ .

Et af fglgende alternativer indtraffer:

(i) Z(f) = @, dvs. £ er nulpunktsfri,

(ii) Z(f) G, dvs. f er nulfunktionen.

(iii) Hvert nulpunkt a € Z(f) er isoleret, dvs. der findes
r>0 sd f(z) # 0 for =z € K'(a,r) , og Z(f) er

en endelig eller numerabel mengde.

Bevis. Hvis f(a) =0 og f # 0, sd viser ligningen
£(z) = (z-a)g(z) med g(a) # 0, at g(z) # 0 i en tilstraek-

kelig lille cirkelskive K(a,r), men dermed er £(z) % 0 for

z € K'(a,r). At Z(f) er taellelig er en konsekvens af fglgen-

"de lemma, hvorved corollaret er bevist. O

LEMMA., Lad G vare et omradde i €. Hvis P < G ikke har

fortetningspunkt i G, sd er P afsluttet relativt til G

og telleliqg.

Bevis. Da z € GNP 1ikke er fortztningspunkt for P er det
heller ikke kontaktpunkt, og dermed er P afsluttet relativt
til G . Til hvert a € P findes r, > 0 sa K(a,ra) kun
indeholder endelig mange punkter .fra P. Hvis K < G er
kompakt, kan den abne overdakning {K(a,ra) |a € K n P} af

den kompakte mengde KNP udtyndes til en endelig overdakning,

men dermed er KNP endelig.
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Enhver 8ben delmengde G < ¢ er foreningsmengde af nume-

rabelt mange kompakte mzngder, nemlig f.eks. af mengderne

— 1
Kn = {z € K(0,n) |d(z}‘¢‘\G) > H} y D= 1,2, ,
hvis G # ¢, ellers sattes Kn = K(0,n) . Dermed er P for-

eningsmengde af numerabelt mange endelige mengder. a

Man kan omvendt vise, at hvis P < G er en vilkdrlig meng-
de uden fortatningspunkti G, sd findes £ € H(G) , sd Z(f) =pr,
og man kan endda vaelge f s& nulpunkterne har forelagte vil-

kdrlige multipliciteter (multiplicitet lig med orden).

EKSEMPLER. Eksponentialfunktionen er nulpunktsfri i ¢ . Funk-
tionen sinz har i (¢ de numerabelt mange nulpunkter =z = pmw,
p € Z . Funktionen sin(1/z) er holomorf i ¢~ {0}, og har

1, p € Z~{0}, som har 0 som fortatnings-

¢~ {0} er nulpunktsmengden uden fortatnings-

nulpunkterne (pw)
punkt, men indenfor

punkt.
Analogt g@&lder naturligvis, at for A € ¢ er mengden

{z € G| £f(z) = A} enten ¢, G eller tellelig bestlende af iso-
lerede punkter. Dette ses ved at anvende nulpunktsresultatet
pd den ho%bmorfe funktion f-X. Det er vesentligt, at G er
sammenhangende. Hvis G = K(0,1) U K(2,1) kan vi opnd at

f € H(G) , wved at sette £ = 0 i den ene kugle, og f =1 i

den anden.

SETNING 2. (Identitetssatningen for holomorfe funktioner). Hvis

to holomorfe funktioner £f,g 1 et omrdde G stemmer overens i
en delmengde A < G, som har et fortatningspunkt i G, da er

£(z) = g(z) for alle 2z € G.

Bevis. Nulpunktsmengden Z(f-g) kan altsd ikke bestd af iso-

lerede punkter fra G, men sd er Z(f-g) ¥ G. n]

Satningen anvendes hyppigt ved, at det f.eks. vides, at

RN G *= @, og at £f(x) = g(x) for alle x € RNG. Idet IRNG

md indeholde et ikke udartet interval, kan man slutte at f=g.
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EKSEMPEL. Alle de sadvanlige trigonometriske formler galder

ogsd for komplekse tal for sd vidt som de indgdende udtryk
er holomorfe. F.eks. er sinzz-fcoszz = 1 for alle =z € ¢.
Venstre og h@gjre side er nemlig holomorfe i ¢ og stemmer

overens for reelle =z .

6.2. Isolerede singulariteter.

DEFINITION. Lad G < ¢ vere 8ben og a € G. Hvis fef(e~{al}),

kaldes a en isoleret singularitet. Hvis f kan tillegges en

kompleks verdi i a s& f Dbliver holomorf i G, siges singu-

lariteten at vare havelig.

Hvis f € H(G) og f # 0, s& er den reciprokke funktion
1/f holomorf i G~ Z(f) , og alle punkter a € Z(f) er isole-

rede singulariteter.

SETNING 1. Antag, at f € H(G~{a}), og at £ er begranset
i K'(a,r) for et r > 0. S8 har f en havelig singularitet

i a.
Bevis. Vi definerer h(a) = 0 og h(z) = (z—a)zf(z) for
z € GN{a}. 848 er h klart holomorf i G~{a}, og for

7z # a har vi
E_(_%lz:_gﬁl = (z-a)f(z) ,

som har grensevardien 0 for =z - a, idet £ er antaget be-

granset i-en udprikket cirkelskive.

Dette viser, at h € H(G) og h'(a) =0, sd ifglge
Setning 1 i §6.1 findes g € H(G) , s& h(z) = (z-a)zg(z) for
z € G. Dermed er g en holomorf udvidelse af £ +til G,

hvilket viser, at singulariteten i a er haveliqg.

F.eks. har EE%LZ. en havelig singularitet for =z = 0, idet

lim sinz/z= 1.
z-0
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Hvis f i punktet a har en isoleret singularitet,der ikke er hzve-
lig, sd er f(K'(a,r)) altsd ubegrznset uanset hvor lille r er.
Specielt kan £f(z) ikke have nogen gransevaerdi for 2z - a. Det

er da nerliggende at undersgge, om (z—a)mf(z) har en havelig

singularitet for m € N passende stor. I sa fald kaldes a en

pol.

DEFINITION. En isoleret singularitet a kaldes en pol af orden

m € N for £, hvis (z—a)mf(z) har en grenseverdi for =z -»a, og

1im (z-a)™f(z) + 0.
zZ=a

En pol af orden en kaldes en simpel pol.

Ordenen af en pol a er entydigt fastlagt, thi hvis

lim (z-a)™f(z) = c+0
z-a
sd vil 1lim (z—a)kf(z) =0 for k > m, medens (z—a)kf(z) ikke

Z—a

har nogen gransevardi for 2z - a , nar k < m. Bemerk ogsa, at

|£(z)] » « for =z -» a idet Iz—almlf(z)l - lcl .
Antag nu, at f € H(G~{a}) har en pol af orden m i punk-

tet a. Funktionen
m
(z-a) f£(z) , z € G~ {a}
g(z) =
. m
lim (z-a) £(z) , Z = a
zZ-a

er da holomorf i G, og har en potensrzkke

g(z) = £ a_(z-a)®
n=0 n

i den st@grste abne cirkelskive X(a,p) < G. Dermed galder

20 84 -1 2 k
(2) f(z) = + — 4ee0b ——+ T g (z-a) Z€K' (a,p) .
(z-a)™  (z-a)™] zma g mtk ’
Funktionen
(1 ) T %m-k m k
Plg—z/ = X — % r hvor p(z) = ¥ a_ .z
\z-a k=1 (z—a)k k=1 ™Mk '

kaldes den principale del af £ i a.
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Nar man fra £ trekker den principale del, fdr man en holo-
morf funktion med en havelig singularitet i a . Singulariteten

er altsd "koncentreret" i den principale del.

En isoleret singularitet, der hverken er havelig eller en
pol, kaldes en vasentlig singularitet. I omegnen af en s&dan sin-

gularitet, er f's opf@grsel meget kompliceret. Der gazlder Picard's
r >0 s& K(a,r) € G er billedmengden

setning: For ethvert
f(K'(a,r)) enten hele ¢, eller (¢ pa naer et punkt.

Vi ngjes her med at vise et svagere, men alligevel over-

raskende resultat:

CASORATI-WEIERSTRASS' SETNING. Hvis f € #(G~{a}) har en vaesent-

lig singularitet i a, sd er f(K'(a,r)) overalt tet i ¢ for
ethvert r > 0  s& K(a,r) < G.

Bevis. Hvis pastanden ikke er rigtig, kan vi finde r > 0 og en

kugle K(c,¢) < ¢, sé
K(C,E) n f(K'(arr)) =@

altsd |f(z)-cl > ¢ for =z € K'(a,r). Dermed er gl(z) =1/(£(z)-c)
holomorf i K'(a,r) , og begraznset ved 1/¢. Ifglge Setning 1

har g en havelig singularitet i a, s& g kan tillegges en var-
di gf(a) i a, og dermed.blive holomorf i K{(a,r).

Hvis g(a) #0 har vi lim f(z)=‘ci-§f%T , altsd har f en

zZ-a
hevelig singularitet i a 1 strid med antagelsen.

Hvis gf(a) = 0, har g et nulpunkt af orden m > 1 i a,

og ifglge Satning 1 i §6.1 findes = € H(K(a,r)) sa

g(z) = (z—a)mq1 (z) , g1(a) #0 .
Af udtrykket £(z) = c+1/g(z) finder vi
lim (z-a)™f - 14 < __,\m 1 ) _ 1
ziI; zralelz) zig (z-a) C+g1(Z) g4 (a) F o

hvilket betyder, at f har en pol af orden m i a, men dette

er ogsad i strid med antagelsen. O
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EKSEMPEL. For en hel funktion £f: ¢ - ¢ er o(z) = £(1/2)
holomorf i ¢ ~{0}. Der foreligger da tre tilfalde:
(i) @ har en havelig singularitet i 0. Specielt findes

M>0 og r>0 sa le(z)l <M for =z € K'(0,r),
altsd [£f(z)|l <M for Izl > 1/r, men £ er ogsa
begranset pd den kompakte cirkelskive {z € ¢|lzl <1/r}.

Af Liouville's setning fglger, at £ er konstant.

(ii) ¢ har en pol af orden m. I fglge (2) findes

C,],.“',Cm E¢’ Cm :’: O Sé.
m
©(z) - E Cy 2

har en havelig singularitet i 0. Den hele funktion

m
f(z) -- & ckzk
k=1

falder altsd under tilfaldet (i), og er derfor konstant,

dvs. f er et polynomium af grad m.

(iid) ¢ har en vasentlig singularitet. Men ser, at Picard's

setning medfgrer Picard's saztning om hele funktioner

(§4.4).

Man siger, at den hele funktion £ har henholdsvis en have-

lig singularitet i o, en pol af orden m i o 0g en vaesent-

lig singularitet i o i de tre tilfzlde, der altsd svarer til

henholdsvis de konstante funktioner, polynomierne af grad m

og de hele funktioner, der ikke er polynomier. Disse sidste kal-

des hele transcendente funktioner.
Funktionerne sin(%), exp(%) er holomorfe i ¢~{0}, og

har vasentlige singulariteter i 0.

6.3. Meromorfe funktioner.

En holomorf funktion, der ikke har andre isolerede singu-
lariteter end poler og havelige, kaldes en meromorf funktion.
Idet det er naturligt at tillegge funktionen verdien o i

polerne, kan vi pracisere begrebet pd fglgende mide:
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DEFINITION. Ved en meromorf funktion i et omrdde G c ¢ for-

stds en afbildning h: G » ¢ U {«} med egenskaberne:
(i) P = {z € G|h(z) = o} har ikke fortatningspunkt i G.

(ii) Restriktionen - f = h[(G ~P) er holomorf i den &bne

mengde GNP,

(iii) Ethvert punkt a € P er pol for £f.

Det bemzrkes, at polmengden P for £ er afsluttet relativt

til G ifglge lemmaet p.6.2.
En holomorf funktion i G er meromorf med P = @.

Vi vil nu vise, hvorledes en kvotient £/g af to holomorfe

funktioner f£,9 € H(G), g # 0, definerer en meromorf funktion

h i G.
Hvis £ = 0 settes h = 0, sd vi kan antage at f % 0.

Idet Z(g) er en afsluttet tallelig mengde uden fortatniﬁgs—
punkt i G er h = f/g holomorf i G~Z%Z(g), og alle punkterne
i Z(g) er isolerede singulariteter for h. Hvis a € Z(g)
er et nulpunkt af orden gq > 1 for g, og et nulpunkt af orden

p>0 for £, har vi fremstillinger

(z-a)qg1 (z) ,

£(z) = (z-a)Pf (2), g(z)

hvor f1rg1€ H(G) og f1(a),g1(a) er begge forskellig fra nul,

hvoraf
f.(z)
h = _yPma 177
(z) (z-a) 3, (@)
for z € K'(a,r), hvor r er sd lille,at g, er nulpunktsfri
i K(a,r). Hvis p > g har h altsd en havelig singularitet i
a, og a er et nulpunkt af orden p-q. Hvis p < g har h
en pol af orden m = g-p, og vi satter h(a) =.«. Dette viser,

at h er en meromorf funktion, hvis polmzngde er de a € Z(g) ,

hvor ordenen som nevnernulpunkt er stgrre end ordenen som teller-

nulpunkt.
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Hvis h: G > ¢ U {o} er meromorf og a € G er en pol af

orden m, sd er f(z) = (z-a)mh(z) holomorf i en passende

cirkelskive K(a,r) , altsd h(z) = f(z)/(z—a)m i K'(a,r) . Enhver

meromorf funktion h er altsd lokalt en kvotient af holomorfe

funktioner, men dette galder endda globalt: Der findes
f,g € H(G), g £ 0 sd8 h = £/g. Hvis P er polmengden for h,

sd findes nemlig, som omtalt i §6.1, en holomorf funktion

g € H(G) med Z(g) =P, og g kan vaelges, sd ordenen af hvert
nulpunkt a € Z(g) er lig med ordenen af polen a for h . Funk-
tionen hg er holomorf i GNP, men med havelige singularite-
ter i punkterne af P. Der findes altsd8 f € H(G) , s& f=hg

i GNP, og dermed er h = f/g.

Man kan pd naturlig mdde addere og multiplicere to meromorfe

funktioner h,,h,: G » ¢ U {e} , idet sum og produkt er holomorfe

udenfor den samlede polmezngde, men visse af polerne kan vise sig

at vere havelige singulariteter for summen eller produktet. Hvis

h er meromorf og ikke nulfunktionen, sd er den reciprokke funk-

tion 1/h o09gsd meromorf. Nulpunkterne for h af orden n er

poler for 1/h af orden n, og polerne for h af orden m
1/h . Man overbeviser sig nu let
kommu-

er nulpunkter af orden m for
om, at mengden af meromorfe funktioner i omrddet G er et
Fremstillingen h = f/g af en vilkarlig meromorf
at legemet

tativt legeme.
funktion som kvotient af holomorfe funktioner viser,

af meromorfe funktioner er isomorft med brgklegemet for integri-

tetsomrddet H(G) (jvfr.0Opg.6.2 ).
En meromorf funktion, der er kvotient af to polynomier,

kaldes en rational funktion. En sddan har kun endelig mange

poler.

Lad h: G » ¢ U {«} vare en meromorf funktion med pol-
Nmangde P, og lad a vare en pol af orden m. Hvis vi fra
h trzkker den principale del i a, s& far vi en meromorf
funktion ¢ i G med polmengde P~{a}, altsa

c <,

h(z) = —F— + .0t + 0(z) ,
(z-a)
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hvor ¢ er holomorf i G~ (P~{a}), specielt i en omegn af a.

Koefficienten <, til (z-—a)"1 kaldes residuet af h i punktet

a og betegnes Res(h,a). Hvis a er en simpel pol, er residuet

¥ 0.

SETNING. Residuet i punktet a af den meromorfe funktion

h: G- ¢ U {o} er givet ved

Res (h,a) = E%I J h(z)dz ,
8K (a,r)

hvor r > 0 er vilkdrlig opfyldende K(a,r) < G~ (P~{al}).

Bevis. For hvert af de betragtede r

gelder
J[ (D(Z)dZ = 0
9K (a, r)
pa grund af Cauchy's integralsatning,
anvendt pa den stgrste dbne cirkelskive

K(a,p) <G~ (P~{a}) , og da (z-a)k har en
stamfunktion ndr k > 2, far vi

[ _ [ dz _ .
J h(z)dz = c, J o - 2mi Cq - o
dK (a,r) dK{a,r)
Residuer er indfgrt af Cauchy. Det er den rest (= résidu pa

fransk), der bliver tilbage, bortset fra faktoren 2ni, nar
funktionen h integreres rundt om singulariteten. Ifglge §3.2

kan vi erstatte cirklen ©9dK(a,r) med andre simple lukkede veje,

der lgber en gang rundt om singulariteten.

6.4. Residuesatningen.

Vi vil nu formulere og bevise Cauchy's residuesatning, der
p& grund af dens mange anvendelser vel nok er en af den komplek-
se funktionsteoris vigtigste s@tninger. Man ser, at den inde-

holder bdde Cauchy's integralsatning og integralformel.
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CAUCHY's RESIDUESETNING. Lad h vare en meromorf funktion i

et dbent enkeltsammenha&ngende omrdde G, og lad P vare

polme&ngden., Hvis Yy er en simpel lukket vej i GNP, som

omslutter polerne aqrcetiy sd er

n
}h(z)dz = 2mwi X Res(h,ai)

Y e
Bevis. I beviset vil vi ggre brug af fglgende egenskaber ved
G og Y. som klart vil vare opfyldt i konkrete anvendelser:

Den simple vej Yy omslutter et begranset omrdde T . Der fin-

des et enkeltsammenhangende omrade G1 ©cG sa Y*UT c G1 '

og sa G1 ikke indeholder andre af h's poler end a1,-o—,an.

Et bevis for disse padstande bygger pa Jordans kurvesatning og

en ngjere analyse af enkeltsammenhzng, som vil blive for wvidt-

lgftig her.
Lad P betegne den principale del af h i punktet
a s i=1,+++,n. S& har ¢ = h—(p1-h--~+pn) en havelig singu-

laritet i hvert af punkterne a1,‘--,an ’ og kan derfor ud-

vides til en holomorf funktion i G\\(P‘\{a1,---,an}b specielt
er ¢ € H(G1) ; sd vi fra Cauchy's integralsatning ved wa==0,

altsa
n
[h = X [p.
Jp= E I
Y Y
‘Den principale del p; er holomorf i ¢‘~{ai}. Af ideerne

i §3.2 fplger at
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eri = Jr Pi ’

hvor r er tilstrazkkelig lille, men af déﬁ principale del Py v
vil kun leddet c/(Z—ai) give et bidrag # 0, nemlig 2mi-c,

c =’Res(h,ai) ifglge definitionen, og dermed er satningen
m]

og
vist.

Inden vi giver eksempler pa anvendelser af residuesatning-
en, vil vi give en rakke simple anvisninger pd at udregne resi-

duer. Vi antager, at h = g er meromorf med en pol i a og

vil udregne Res(h,a):

1© h har en simpel pol i a. S& er Res(h,a) = lim(z-a)h(z).
z-a
I en omegn af a har man nemlig
R h,a
hiz) = Besleal 4 o),
hvor ¢ er holomorf.
o ! _ . o _ f(a)
2 Antag f(a) #0, g(a) =0, g (a) #+ 0. Sa er Res(h,a)-—anTET
5 © fas

Vi ved, at h har en simpel pol i a, sa af 1

— : Z__ -
Res(h,a) = llmf(Z) g(Z) \ 7—a

-a 1im £ (2) /?J(z)—g(a))“1 _ f(a)
z—a zZ—>a

3° Antag,ath har en pol af orden m > 1 i a. Sa er

(m—-1)
) (a)

Res(h,a) = =Nt
hvor ¢ (z) = (z-a)mh(z) ’ s34 ¢ har en havelig singularitet
i a.

Vi har nemlig
= — . e @ — m_1 — m o o 0
pw(z) = cm-ch_1(z a) + +c1(z a) -+a0(z a) +

i en omegn af a, hvor c, =.Res(h,a) , og heraf fglger pa-

standen.
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EKSEMPLER. (i) Residuet af den rationale funktion Zr~1/(1+zz)
i punkterne =z = *i, er 3 %. Dette fglger af 20, men ogsa

umiddelbart af omskrivningen

1 _ i _ i
1+ZZ 2(z+1) 2(z-1)
(ii) Den meromorfe funktion 2z ~ 1/sinz har en simpel pol
for z = nn, n € Z . Residuet for 2z = nn er
1/cos(nm) = (-1)2.

(iii) Funktionen

_zsinz
hiz) = 32552
er meromorf i (¢ . Naevnerens nulpunkter er 2pmw, p € 7%,

som alle er dobbelte nulpunkter. Tazlleren har et dobbelt
nulpunkt for =z = 0, og simple nulpunkter for =z = pm,
p € % ~{0}. Heraf fglger, at z = 0 er en havelig
singularitet, og =z = 2pm, p € Z~ {0} er simple poler.

For at finde vardien i den havelige singularitet =z = 0 ud-
vikles t®ller og navner i potensrakke ved hjelp af de kendte po-

tensrekker for sin og cos.

[ 23 22
Z_\Z‘a—f*'“j T3 o
h(z) = 5 7 = — 5 > 2 for z - 0.
2" _Z2 A _z”
. a7 21771

Residuet i 2pm, p*# 0 findes ved at sette w = z-2pm o0og udnytte,

at sin og cos er periodiske. For w -» 0 finder vi

w(w+2pm)sinw

Res(h,2pn) = 1lim (z-2pm)h(z) = lim pp— = 4pm .
Z=2pT w-0
. 2, 2 -2 , L
(iv) hi(z) = z7(z"+1) er en rational funktion med poler af
orden 2 i punkterne 2z = i, Sattes
2 22
©(z) = (z-1)"h(z) = ——— ,
er (z+1)
21
0'(z) = __EE_§ ,

(z+1)
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s& Res(h,i) = @'(i) ==, Analogt findes Res(h,-i) = =,
4 4

6.5. Anvendelser af residuesatningen.

Residuesatningen kan benyttes til at beregne antallet af

nulpunkter og poler for en meromorf funktion.

SETNING 1. Lad h: G -» ¢ U {w} vare meromorf i et enkeltsam-

menhangende omrdde G, og lad Y va&re en simpel lukket vej i

G, der ikke gdr igennem nogen af h's nulpunkter og poler. S& er

1 [ h'(z)
7mi | n(z) 97
Y

lig med antallet af nulpunkter minus antallet af poler for h

i det delomrédde af G som Y omslutter. Ved udregningen tal-

les et nulpunkt eller en pol af orden m som tallet m.

Bevis. Lad D vere me&ngden af nulpunkter eller poler for h.

Sa er h'/h holomorf i G~D. Vi vil se, at h'/h er mero-
morf med polmzngde D . Betegner a et nulpunkt for h af

orden n, har vi i en vis cirkelskive K(a,r)
_ __\nh __yn+1
h(z) = an(z a) -kan+1(z a) + , a, + 0,

altsa 1

h'(z) = nah.(z—a)n_ -F(n+1)an+1(z—a)n-+...’

hvilket viser, at h'/h har en simpel pol i a med residuet

n. Betegner a en pol for h af orden m, har vi i en vis

udprikket cirkelskive K'(a,r)

h(z) = a_m(z—a)_m-ka_(m_1)(z—a)_(m_1)+--- , a__*0,

(1}

altsé
m

_Km+1)‘_(m_1)a_(m_1)(z_a)' —ee,

h'(z) = ﬂna_m(z—a)

hvilket viser, at h'/h har en simpel pol i a med residuet

-m . Setningen fglger nu umiddelbart af residuesztningen.
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Residuesatningen kan benyttes til udregning af integraler.
En ide til udregning af [f(x)dx n&r f € €(R) kan groft
skitseret vere: Man valger en lukket vej Yy i ¢, der in-
deholder [-R,R], f.eks. en halvcirkel eller et rektangel, og
betragter en meromorf funktion F, som stemmer overens med
f pd den reelle akse (sadvanligvis skal man bare skrive f(z)
i stedet for f(x)). Integralet af £ fra -R til R plus

integralet over resten af vejen er 2mi multipliceret med summen af

residuerne. Lader man R - o, vil bidraget over "resten af

vejen" ofte gd mod 0, og i gransen finder man det sggte in-

tegral.

EKSEMPEL 1. Lad os finde

o X2
J 2.2 &
Lo (x7+1)
. . it
Vi lagger halvcirklen o¢(t) =Re ’
Tt t € [0,n] i den gvre halvplan, og
N sammen med intervallet [-R,R] har
= R vi en simpel lukket vej. For R > 1
omslutter vejen polen =z = i for
den meromorfe funktion £(z) = 22/(z2+1)2 ’ som har residuet

- i/4 for =z = i, jvfr. Eksempel (iv) i §6.4. Altsd har vi

R 2 LU 2 2it . .
J[ —5— ax + Jf R =13 rieltat = 2ni(— %>= %
g (1+x7) 0 (1+R%e“77)
rTl'
Den numeriske vaerdi af integranden i J ses er
0
R3 < R3
: -~ 14
|14r%e23E) 2 (R%-1) 2

sd det andet integral er hgjst

som gdr mod 0 for R » . Vi finder dermed
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Jm x2 ™
—_—dx = = .
(X2+1)2 2

Generelt galder

SETNING 2, Lad f vere en rational funktion

(2) a0+a1z+---+amzm
b = , a  # 0, b_* 0,

q(z) b +b,z+e+++b_z" n
0 1 n

f(z) =

og antag, at n > m+2, og at f ikke har nogen poler pa den

reelle akse. S er £ € $(R) og

oo k
J f(x)dx = 2ni X

—C0

Res(f,z.) ,
j=1 ]

hvor ZyrtcteZy er polerne i den ¢vre halvplan.

Bevis. Idet

lim 2" Mg(z) = B
b
|2 [»e0 n
findes R0 >0, sa
n-m | Z%m |
|z | l£(z)] < M = BT+ 1 for |zl > RO’
eller n
[£(z) | < M for Izl > max(1,R,)
= 1z1? - 0

Da f er kontinuert pa IR, viser denne ulighed, at £ er
Lebesgue integrabel. Hvis R > 0 valges st@grre end max(1,R0)
og sa stor, at K(0,R) indeholder alle f's poler i den ¢@gvre

halvplan, s& har vi

R T g 0 k
J fi{x)dx + J f(Re"7)i Re”'d6 = 2ni X Res(f,zj),
men det andet integral er numerisk begraznset af R(M/RZ),

som gar mod 0 for R - o, og saetningen er bevist. o

BEMERKNING., Hvis Wopere,w, er f's poler i den nedre halvplan,

ses analogt at
o m
J f(x)dx = -2mi X Res(f,w.) .
j=1 ]

—Q00
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Metoden fra S@tning 2 kan ogsd anvendes pd andre funktioner

end rationale. Det afggrende er, at

it
max |f(Rel )| » 0 for R » o,

o<t
SETNING 3. Lad f wva&re - meromorf i ¢ uden poler pa den
reelle akse og med kun endelig mange poler Zgrtt a2z i den
gvre halvplan. Hvis
max |f(Relt)| ) for R » o
0<tLm
sd vil
(R irx K irz
lim f(x)e dx = 2mi X Res(f(z)e yZ.) for XA > 0.
Roco ) 3=1 J
-R
Bevis. Vi betragter en simpel lukket vej bestédende af [-R,R]
og halvcirklen |zl = R, Imz> 0, og betragter kun s& store
R, at vejen omslutter alle polerne Zqrtt ey - Cauchy's
residuesatning anvendt pa f(z)el>‘Z giver da
R . m . . it .
f £(x) et ¥ax + } £ (relt)el?Re" “jpeitat -
_R 0
k .
. Az \
2ni X Res/f(z)el Z.
\ "*3)

3=1

Det andet integral kan numerisk vurderes op ved

it (T -ARsint
) | e

I = max |f(Re J R dat ,
0<t<Lm 0
. . 2 m
men idet sint > —t for | : (3r1)
t € [0,%] ’ fidr man med
a = 2\R/T >
. /2 n/2
( o MRsintg _ ( o~ AR 51ntdt<2[ —atg,
Jo Jo =)o
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altsa
I< % max ]f(Relt)l,
0<tLm
som gdr mod 0 for R = «, og sztningen er bevist. g

Funktionen f behgver ikke vare integrabel. Hvis den er
integrabel er

(B iAx ( iAx
lim J f(x)e dx = Jf(x)e ax
R-o R

den Fourier transformerede af £ 1 punktet —-A.

EKSEMPEL 2. Vi vil udregne, at

R x sin Ax -A
lim 22 dx = Tm e for A > 0.
J 2
R0 x +1
-R
Funktionen £(z) = z/(22+1) er meromorf med polerne =z = #i,
og Res(f(z)elxz,i) er %e_x. Idet
max ]f(Relt)l < 5{ for R > 1,
0<tLm R7-1

er betingelserne i Sztning 3 opfyldt, sa
l‘R % el}\X -
lim J == —dx = wi e for X > 0,

R0 x2+1

-R

og tages imaginazrdelen, fds det ¢nskede.

EKSEMPEL 3. Vi vil udregne,-at

fR sin x
=== dx

lim J = 1.

R—oo z
Lad f(z) = e*?/z . s& har f en simpel pol for =z =0 med
residue 1. Vi integrerer f rundt langs figuren med positiv

omlgbsretning og far 2mni af residuesatningen. Den lille halv-

cirkel med parameterfremstilling
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A i
-R+iR o2 R+iR . it
o cr(t) =re -, t€[-m,0]
giver bidraget
13\/ A\Ii i iz
et _[daz , [ e "-1 .
J —— dz = J Z J dz = in+aol(r),
c c.. c
r r
-R ‘-r r + R >
\\~41[7 men da
iz_1
w(z) = > > i for z -0
vil
it
la(r)| < mr max |o@(re )| >0 for r -0,
-n<t<0
altsa
[' iz
lim J —— dz = im
r-0
c
r
Integralet I1 langs den lodrette side 2z = R+it, t € [0,R] er
R eiR-—t
e
0
sa
R oo
1T, | [ l [ e tat = 1, 0 for R - o
1 JO R ], R
Integralet 12 langs den gverste side z = -t+iR, te[-R,R]
er
['R e_it_R
I,=-] T 9t
-R
sa
R
-R [T dt _ ,.-R -
IT,I < e ] ®° 2~ » 0 for R~
-R
Integralet I, langs den lodretteside 2z = -R+i (R-t),
t € [0,R] er
R -iR+t-R
I, = -1 [ I 1]
3 ] =R+i(R-t)
° 0
sa
R
1 [T _t-R 1
II3I <R J e dt < 7" 0 for R -
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Idet

[ . _ .
I +I +I, + J + J = dx + im + of(r) = 2ni,

f&r vi ved at tage imaginardelen og lade r - 0

Im(I1+I2+I3) J

Ved dernast at lade R = o, fas

fRsinx

lim 2—— = dx =
] X

R—co R

Med en lidt farlig symbolik kan skrives
o | © .
[(sin x ax = 7, (" sinx 4

) X JO X

-0

Tdet sinx/x ikke er integrabel, jvfr.Opg.II.5.14, skal disse

s
5 -

uegentlige integraler opfattes som gransevaerdier.

Et integral af formen
2m
J f(cos t,sin t)dt
0

kan ofte med fordel omskrives til et kurveintegral

ved at z = e , t € [0,2n] er en parameterfremstilling for

cirklen. Kurveintegralet udregnes ved residuesatningen.

EKSEMPEL 4. Udregn

I(a) = {zn 515%27? for a > 1.
vi finder
1(a) = | 2 - -2 J[ =
sk (0, 1) 12 (a7 (z43)) 3K (0,1) 2 2371
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Nevnerpolynomiet har rg¢gdderne
hvoraf g < -1 < p < 0.
altsd den simple pol =z

1 1

2z+2a

[ ]
|72+ ),
hvoraf

I(a) = (-21i) (2mi)

Som en sidste anvendelse

I omradet K(0,1)

p med residuet

2Va2—1

ITT.6.21

P =—a+\/a2—1 ’ q=—a—\/a2—1 '

har integranden

4

21

2
a

2va-1 -1

af residuesatningen vil vi bestemme

partialbrgk fremstillingen for 1/sinz .
SETNING 4. For =z € ¢ ~uZ galder
i 1\ P © -1\ P
N ) L
sin z _ z—-pm Z _ 2 22
p=-c0 p=1 z"-p™n
i den forstand, at
n 1\ P
s é_1% - .; for n,m - o
p=—m P sin z

uniformt for =z

i enhver begraznset delmengde af ¢~1Z.

Bevis. For a € ¢~1nZ%Z betragtes
_ 1
£(z) (z-a)sin z
som har simple poler for 2z = a og 2z = pm, p € Z med resi-
duerne
Res(f,a) = ] Res (f,pm) (_1)P
! sina '/ ! pT-a
Vi integrerer langs randen af rektanglet
Fom = {z=x+iy| - (m+3)w <x< (n+$)7w, |yl <n+m} ,
, >
[0
hvor n,m € IN velges sd store, at a € Fn _— Vi har da
14
;o ] dz _ 1 _ 3 =P
2mi (z—-a)sin z sina : a-pm !
OF p=—m

n,m
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og satningen er vist, ndr vi har godtgjort at I -» 0 for
n,m -» o, uniformt for a tilhgrende en begraznset delmangde

af ¢~n7% .

Ved udregning fas

sin z = sin(x+iy) =sinxcoshy + icosxsinhy .

P& de lodrette sider af Fn o har vi
4

[yl

|sinzl| =coshy = %(ey+e—y) >3 e ’
altsa

_1 <Yl

|sinz | —

P& de vandrettesider y = #(n+m) af Fn m har vi
14

Isinz|2= sinzxcoshz(n+m)4-coszxsinh2(n+m)

> (sin2x+coszx)sinh2(n+m) = sinhz(n+m),
altsa
1 < 1
|sinzl — sinh(n+m)
Heraf fés nem
a1 [ 1 V(, [ .-lvl _n¥m+l Y\
II' i o Supllz—al z € BFn,mI \4 J e dy+2Tl' sinh(n+m)/
- (n+m)
men idet
?+m n+m
-lyl _ [ -y X+ 1 3
4 ] e dy = 8 JO e “dy £8 09 IShhx Ssimh2 for x> 2,
- (n+m)

findes en konstant K, der ikke afha@nger af n og m, sa
[ 1 1
Il < K Supllz—al z € aFn,mj ,

hvilket viser det ¢gnskede. O
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II1.6.23
Opg.§6

Opgaver til §6.

6.1.
6.2
6.3.
1O
20
3©
6.4
6.5.

Lad G vare et omrdde i (¢ og antag, at f € H(G)

kun har endelig mange nulpunkter i G. Vis, at
der findes et polynomium p(z) o9 en nulpunktsfri
funktion ¢ € H(G) , s& f£f(z) = p(z)e(z) for

z € G.

Lad G < ¢ vare dben. Vis, at ringen H(G) er et
integritetsomrade, hvis og kun hvis G er sammen-
hezngende. (En kommutativ ring kaldes et integritets-

omrdde, hvis man af ab = 0 kan slutte at a =0

eller b = 0).

Spejlingsprincippet.

Lad G = ¢ vare dben, og f € H(G). Den i x-aksen

spejlede mengde og spejlede funktion defineres ved

G* = {z € ¢|z € G}

fx: G* » ¢, f*(z) = f(z) , z € G* .

Vis, at f* € H(G¥*).

Lad G = ¢ vere et omrdde som er spejlingsinvariant,
dvs. G = G*, Vis, at G N IR+ ¢ . Vis dernast, at
hvis f € H(G) er reel p& G N R, sd er f spej-

lingsinvariant, dvs. f = f* eller
£(z) = £(z) for alle =z € G.
Vis, at en hel funktion £f(z) = Za_z er spejlings-—
0

invariant hvis og kun hvis a, € R for n=0,1,+-.

Bestem a € ¢ s& sin:z—z(1+azz)cosz far et nul-

punkt af femte orden for =z = 0.

Antag, at h: ¢ » ¢ U {»} er meromorf med endelig
mange poler Zgrccs2,  O9 antag, at der findes
k>0, NEN og R>0 s& Ih(z)] <k lle for

lz] > R. Vis, at h er en rational funktion. (Vink.

Benyt Opg.4.9.)
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III.6.24
Opg. §6

Find polerne, deres orden og de tilhgrende residuér

for f£(z) = 1/(eZ%-1).

(Opgaven bygger p& 6.3.) Lad h: ¢ > ¢ U {o} veare
en meromorf funktion med polmengde P . Vis, at hvis

h(R~NP) € R, sd gaelder

(i) h(z) = h(z) for z € ¢C~P.

(ii) Hvis a er en pol af orden m, sd er ogsd a
en pol af orden m, og hvis den principale del i a

er

m C.

y —J1 -,

j=1 (z-a)’
sd er L

m C.

y —J

j=1 (z-a)’

den principale del i a.

(iii) Vis, at Res(h,a) = Res(h,a) for a € P.

rLad £,9 € H(G) og antag, at f har et nulpunkt af
orden n >0 1 a €& G, og at g har et nulpunkt

af orden n+1 1 a. Vis, at

(£ .\ . f(n)la!
Res\g,a/ = (n+1) g(n+1)(a)

Lad h: G » ¢ U {»} vare meromorf i det enkeltsam-
menhangende omrdde G, og lad o € H(G). Lad Y

vere en simpel lukket vej i G, der ikke gar gennem
nogen af h's nulpunkter og poler, og antag, at Yy om-
slutter nulpunkterne a1,-,~-,ap og polerne b,l,-o-,bq

for h, hver angivet sd ofte som ordenen angiver. Vis, at

1 [ h'(2)
2ui | hi(z)
Y

e(z)dz =

P
z

n MQ

@(aj) - w(bj).

J=1 j=1
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Opg.§6
6.10. Vis, at
. g n
—17 [ vZZkCOt(ﬂZ)dZ =2 X j2k
2mi J : 21
3K (0,n+%) 1=
for n,k EINO.
6.11. Vis, at
[ ax _ m (¥ xdx _ m
= — = —
im 1+x V2 Jo qex® 4
[~ %2 m
6.12. Udregn, at J 5 5 dx = 3
I (x%+1) (x7+4)
rw einx _
6.13 Udregn, at ] 5 dx ==me .
C X —-2x+2
27
6.14 [ cos X conf1-—2_) for a > 1
T J, atcosx \ ] :
a“ -1
6.15. Vis, at
o -1
[~ %" n
dx = — , n>1.
JO 14520 2n =
(Vink. Integrer langs randen af et cirkeludsnit
z = lzlele , lzl <R, 0 <6 < % ).
6.16. Udregn, at
rw ™" dx = T for 0 < a< 1.
] 14X sin(am)

(Vink.
kelspids

Integrer langs randen af et rektangel med vin-

er i punkterne z = *R, z = xR+ 2mi).
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6.17.

6.18.

I11.6.26
Opg.§6

Vis, at

r X4n+3e_XSinde = 0 for n=0,1r21"

Jo
. _ 4n+3 -z
(Vink. Integrer f£f(z) = z e langs randen af
10 0 <1zl <R 0<0<T) .

cirkeludsnittet z = |zle
Vis, at
4
g - 4 _
r tne \/tsin vt dt = 0, n:0,1,2,"'

(For hvert c¢ € [-1,1] betragtes Borelmalet Mg pa

[0,o[ med taethedsfunktionen

4 —
vt med hensyn til Lebesgue mdlet. Form-

(1+c sin 4\/'E) e
har de samme momenter.

len viser, at alle mdlene M
Dette er Stieltjes' eksempel pd et indetermireret moment-

problem) .

Vis partialbrgk fremstillingen

n
cotz = 1lim X 1 , z € CNTZ .
: Z—pT
n-o p=—n
(Vink. For a € ¢~mZ integreres £(z) =-99§%%;£%E

rundt langs Fn n o)

14
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verdi uanset fra hvilken retning, man nzrmer sig
er den retningsafledede af £ i =z

. 0
med f'(zo)ele . En funktion, der er kompleks differentiabel

i alle punkter af en &ben mengde, kaldes holomorf i mengden.

z. . Dermed
. O3 .
1 retningen e lig

Teorien for holomorfe funktioner blev fuldstandigt udviklet
i det 19. &rhundrede, 'is®r af Cauchy, Riemann og Weierstrass, og
den indeholder en mengde smukke og sldende resultater, der ofte

afviger vasentligt fra satninger om tilsvarende begreber i reel
analyse.

I studiet af f.eks. kontinuitet, mdlelighed og integrabili-

tet har vi set, at disse egenskaber ved en funktion med komplekse
verdier suverant afggres af de tilsvarende egenskaber ved funk-
tionens real- og imaginardel,

Det vil vere katastrofalt at tro, at dette princip kan over-
fgres til holomorfi. Det viser sig nemlig, at en reel funktion

f: G R pa et omrdde kun er holomorf, ndr den er konstant.

C&Z/J / YEC Cé?[f’&»wgp
Q@ | qs&é’//\ et »’(A(S” YT
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1 or kontinuert i

Hvis man ved, at f'(zo) + 0 og £°
1 er differentiabel i Yo

Wy = f(zo) , er det trivielt, at £°7
med den anfgrte differentialkvotient. Thi hvis wn==f(zn) > W

vil z, 2 25+ ©O9

o-1 0o-1
f (wn) £ (wO) ) zn—z0 1

N f(zn)—f(zo) f'(ZO) :

W_—W
n 0

1.2. Differentiabilitetens geometriske betydning nar f'(zo)* 0.

Lad der vare givet en holomorf funktion w = f£(z) defineret

i en &ben mengde G < ¢ , og antag, at Zg € G, f(zo) = Wy

A £(2 (1))

£(z(t))

v

z~planen w~planen

Lad os betragte en differentiabel kurve z: I - G 1 G gennem
zg - Der findes altsa tO i intervallet I, sé& z(to) = 2z4 .
Ved f afbildes z(t) i en differentiabel kurve £(z(t)) gen-
nem W, . Hvis z'(to) # 0, har z(t) en tangent i Zg ¢+ SOM
er parallel med z'(to) opfattet som vektoren (Re z'(to),

Im z'(to)). En parameterfremstilling af tangenten kan f.eks.

skrives

zZ. + uz'(to), u €R.

0
Idet f'(zo) ¥ 0 er (foz)'(to) = f'(zo)z'(to) ¥ 0, s& billed-

kurven har en tangent i Yo med parameterfremstillingen

w,. + uf'(zo)z'(to) ’ u €R.

0
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//////A/////////B/ 0
a7 &7

Fjernes en halvlinie fra ¢ fads et omrdde, der er stjerne-

formet omkring ethvert punkt pd8 den modsatte halvlinie (eks.A).

Et vinkelrum er stjerneformet (eks.B). Omradet udenfor en parabel

(eks.C) er enkeltsammenhangende, men ikke stjerneformet. Fjernes

et punkt (eks.D) ellér en eller flere lukkede cirkelskiver (eks.E)

fra et abent omrdde fas et ikke enkeltsammenhangende omréade.

CAYCHY's INTEGRALSETNING. For en holomorf funktion f: G - ¢ i
et enkeltsammenha&ngende omrdde G < € og en lukket vej Yy i G

gelder

J f(z)dz = 0.
Y

f' er kontinuert ndr f € H(G) ,
Enhver lukket

BEMERKNING. Hvis vi ved, at
sd fglger Cauchy's integralsatning af resultatet:
C1—differentialform i et enkeltsammenha&ngende omrdde er eksakt.

P4 denne madde viste Cauchy resultatet i 1825, idet han om en ho-

lomorf funktion forudsatte, at f' er kontinuert.

Som antydet i indledningen er f' automatisk kontinuert,
ndr f er holomorf. Dette blev opdaget af den franske matematiker
Goursat i 1899, idet han gav et bevis for Cauchy's integralsatning

uden at forudsatte, at f' er kontinuert. Nedenstdende bevis for

Goursat's lemma skyldes Pringsheim.
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delomrade af G\~{z0} , hvorved IY £ =0. Idet hvert snit giver
i

anledning til to bidrag, der haver hinanden, vil

i ( ( J

0 = X £f = £ + f

J J ’
Y5 C

hvoraf

e = ]e .
K

C

EKSEMPEL. Antag, at f € H(G‘\{zo}) , og at kurverne C og K

er randen af to cirkler K(a,r) og K(zo,s) opfyldende
K(zo,s) < K(a,r) , Kla,r) =6
f = Jf
3K (a,r) BK(ZO,S)

Her og i det fglgende gennemlgbes cirklerne en gang mod uret.
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CAUCHY's RESIDUESAETNING., Lad h vare en meromorf funktion i

et abent enkeltsammenhazngende omrdde G, og lad P vare

polmengden. Hvis Yy er en simpel lukket vej i GNP, som
, sd er

omslutter polerne CIVARERE

n

n
Jh(z)dz = 2ni X Res(h,ai)
i=1
Y

Bevis. I beviset vil vi g¢re brug af fglgende egenskaber ved

G og Y, som klart vil vare opfyldt i konkrete anvendelser:
Den simple vej Yy omslutter et begranset omrdde T . Der fin-

des et enkeltsammenha&ngende omrdde G, =G s8 yY* UT c Gy v

og sa G1 ikke indeholder andre af h's poler end ajrecrsa .

Et bevis for disse pdstande bygger pa Jordans kurvesatning og
en ngjere analyse af enkeltsammenhang, som vil blive for vidt-
lgftig her.

Lad Py betegne den principale del af h i punktet
a. s i=1,+++,n. S& har ¢ = h—(p1+---+-pn) en havelig singu-
laritet i hvert af punkterne a1,---,an R og kan derfor ud-
vides til en holomorf funktion i G\~(P\~{a1,---,an}h specielt
er ¢ € H(G1) ; sd vi fra Cauchy's integralsatning ved wa= 0,

n
Jh = X in.
Y Y

altsd
i=1

Den principale del p, er holomorf i ¢*\{ai} . Af ideerne

i §3.2 fglger at
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Metoden fra Satning 2 kan ogsd anvendes pd andre funktioner

end rationale. Det afggrende er, at

max |f(Reit)| - 0 for R » o,

o<t<n
SETNING 3. Lad £ vare meromorf i ¢ uden poler p& den
reelle akse og med kun endelig mange poler z1,~--,zk i den

gvre halvplan. Hvis

max |f(Relt)] + 0 for R -
0<tLm
sd vil
(R iAX K iz
lim J f(x)e dx = 2ni X Res(f(z)e ' 22) for A > 0.
R0 j=1 J

-R

Bevis. Vi betragter en simpel lukket vej bestdende af [-R,R]

og halvcirklen |zl =R, Imz> 0, 09 betragter kun sd store
R, at vejen omslutter alle polerne z,l,---,zk . Cauchy's
residuesatning anvendt pa f(z)el>‘z giver da
R \ i . : it .
J £ (x) et ¥ax + { £ (relt) et R ireltat =
_R 0
k
. irxz )
2ni X Res/f(z)el Z.
- \ "*3)

j=1

Det andet integral kan numerisk vurderes op ved

. n .
I = max |f(Relt)[ J Re AR SINEq¢
o<tLm 0 A
. . 2 m
men idet sint > Ft for (—2-,1)
t € [O,E] ' f&r man med
2 -5
a = 2AR/m 4
- n/2 n/2
J o MRsintg _ o J[ o~ AR sin tdtgzjf oty
0 0 0

_a X}
2 2 _ m
(1‘e )§E'>\R'

o
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-R+iR 4 12 R+iR ,
P it
N cr(t) =re ~, t€[-m,0]
giver bidraget
I3y ATt . .
iz iz
J € gz = [ dz J e =1 3z = in+a(x)
z ] =z z
c, c. c,
s ——
r\\4“#[r men da
iz_1
w(z) = 5 > i for z -0
vil
la(r) | < mr max I@(relt)| - 0 for r~-» 0,
-n<t<0
altsa
l' eiZ
lim J dz = inm
r-0
c
r
Integralet I, langs den lodrette side z = R+it, t € [0,R] er
R _iR-t
I, = € ___ jat
1 R+it
0
sé
R -t I
lT.1 < E__ gt < 1 e tdt =1, 0 for R - «,
1 - R — R R
0 0
Integralet I2 langs den ¢verste side/ z = -t+iR, t€[-R,R]
er
['R "it_R
I,=-] “grr 9
-R
sa
R .
-R [T dt _ ,.-R -
lT,I < e | ®° 2¢ " » 0 for R~ .
-R
Integralet I3 langs den lodretteside z = -R+i (R-t),
t € [0,R] er
fR e—iR+t—R
I3 = -1 Tmaweo O
sé 0
1 (R t-r 1
|I3l < R J e dt < r 0 for R - o,
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verdi uanset fra hvilken retning, man narmer sig 2z, . Dermed

. i@ ,
er den retningsafledede af £ 1 Zg i retningen e lig

med f'(zo)eie. En funktion, der er kompleks differentiabel

i alle punkter af en dben me@ngde, kaldes holomorf i mengden.

Teorien for holomorfe funktioner blev fuldstendigt udviklet
i det 19. &rhundrede, "ise&r af Cauchy, Riemann og Welierstrass, 09
den indeholder en m®&ngde smukke og sl&ende resultater, der ofte

afviger vesentligt fra satninger om tilsvarende begreber i reel

analyse.

T studiet af f.eks. kontinuitet, mdlelighed og integrabili-
tet har vi set, at disse egenskaber ved en funktion med komplekse
verdier suverant afggres af de tilsvarende egenskaber ved funk-
tionens real- og imaginardel.

Det vil vare katastrofalt at tro, at dette princip kan over-
fgres til holomorfi. Det viser sig nemlig, at en reel funktion

f: G >R pd et omrd&de kun er holomorf, nar den er konstant.

Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857)

70 J/é “ W,(W w,?(cﬁ;“-” MR Te« (772
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Hvis man ved, at f'(zo) #* 0 og f"—1 er kontinuert i

L er differentiabel i vy

Wy = £(z,) , er det trivielt, at £°°
med den anfgrte differentialkvotient. Thi hvis wn-=f(zn) - WO’

vil Z, > Zgs og

1

o—1 o-
f (wn)—f (w0 ) 0 R 1
wn--wO f(zn)—f(zo) £ (zO)

Z_ -2
) n

1.2. Differentiabilitetens geometriske betydning nir f'(zo)¢ 0.

Lad der vare givet en holomorf funktion w = f(z) defineret

i en &ben mengde G < ¢ , og antag, at zg € G, f(zo) = Wo.

A £(z(t))

F(z(t))

h 4

v

z-planen w—-planen

Lad os betragte en differentiabel kurve z: I - G i G gennem

zg - Der findes altsa to i intervallet I, sa z(to) =24 -
Ved f afbildes =z(t) i en differentiabel kurve £(z(t)) gen-
nem w, . Hvis z'(to) # 0, har z(t) en tangent i Z5 + soOm
er parallel med z'(tO) opfattet som vektoren (Re z'(to),
Im z'(to)). En parameterfremstilling af tangenten kan f.eks.
skrives

zO+uz'(t0), u €R.
Idet f'(zo) + 0 er (foz)'(to) = f'(zo)z'(to) # 0, sd billed-

kurven har en tangent i Wy med parameterfremstillingen

w, + uf'(zo)z'(to) ' u €R.

0
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