Mate. 6, 1971-72

MENGDELERE

1. Ordnede mengder

2, [FExvipotens, kardinaltal

3. Velordnede mangder

4. Induktivt ordnede mengder, Zorn's lemma

5, Anvendelser af Zorn's lemma i teorien for kardinaltal
6. _Anvendelsef af Zorn's lemma i vektorrum

Opgaver

Litteratur:

P.R. Halmos: Naive set theory.

A. Abian: The theory of sets and transfinite arithmetice.

J.L. Kprivine: Théorie axiomatique des ensembles.

E. Nagel, J. Newman: Godel's proof.

W. Sierpinski: Hypothése du continu.

Mgd. O




Ma&ngdelxsre

1. Ordnede mangder.

En relation R 1 en mzngde M er som bekendt en delmengde
R c M x M, og man benytter ofte et relationstegn, f.eks. <, s&-
ledes at (a,b) € R skrives a < b.

Ved en prazordensrelation < i M forstds en relation med

egenskaberne

1) V€M (x £ x), (refleksivitet),

2) Vx,952€M ((x £y A y<z)=x¢<z), (transitivitet)

og vi siger, at (M,<) er en praordnet mengde.

En praordensrelation kaldes en ordensrelation eller en par-

tiel ordning, hvis der yderligere gmlder den antisymmetriske lov

3) Vx,yeEM ((x<y A y£x)=2x=y),

og vi siger, at (M,<) er en ordnet mzngde.

I analogi med den ordnede mangde (R,<) bruges tegnet < til

at betegne den til’i hgrende irrefleksize relation:
x<y = x<{y A x%7y.

Til en przordensrelation { i M er associeret en zkvivalens-

relation ~ 1 M defineret ved at




X~y = XLV A ¥ <X,

Herved bliver M inddelt i zkvivalensklasser. Klassen inde-
holdende x € M betegnes X. Der defineres nu en relation i meng-

den M/Q af skvivalensklasser ved fastsattelsen
XLy = x<V,

idet man let ser at definitionen er uvafhengig af valget af re-
presentant i1 gkvivalengklassen. Det er ligeledes umiddelbart at
verificere at der herved defineres en ordensrelation i M/~, sé-
ledes at en prmordensrelation giver anledning til en ordensre-
lation i maengden af xkvivalensklasser.

Eksempler pa ordensrelationer er relationen i R og rela-
tionen ¢ i mmngden D(M) af delmzngder af en mengde M. Endvidere

nsvnes "gi op" relationen | i N defineret ved at al b, hvis

b er et multiplum af a.

En preordensrelation < i M kaldes total og (M,<) kaldes en

totalt przordnet mengde, hvis der gmlder

4) Vx,y€EM (x<y v y<£x).

Betingelsen 4) kan udtrykkes ved at sige at to vilkarlige

elementer er sammenlignelige ved relationen 5. Undertiden bruges

glosen fuldstendigt ordnet i stedet for totalt ordnet,

Af de ovennmvnte 3 eksempler er kun den fgrste ordensrela-

tion total.




Mat. 6, 1971-72 Mgd. 3

Vi indfgrer nu en rezkke vigtige begreber vedrgrende en par-

tielt ordnet mmngde>(M,$).

Et element a € M kaldes det forste element i M, safremt
VxeN (a(x).

Det fremgr af betingelse 3), at der hgjst findes et ele-

ment i M, der tilfredsstiller denme betingelse.

Analogt kaldes a € M det sidste element i M, s&fremt

VxeEM (x <£a). ‘

Vi understreger, at det fédrste og det sidste element per

definition er sammenlignelige med alle elementer i M.

Et element a € M kaldes minimalt i M, hvis

a)’

VxeEM (x<£a = x

og maximalt, safremt
VxeEM (a<x = as=x).

Hvis M har et fgrste element, er det ogsd minimalt, og det
er det eneste minimale element i M. H#is M ikke har noget fgrste
element, kan der vare forskellige minimale elementer, men to af
disse vil ikke vasre sammenlignelige. Ved totalt ordnede mzngder
er begreberne fgrste element og minimalt element det samme .

I eksemplet (N,|) er 1 det T¢rste element, og der er ingen

maximale elementer. I delmzngden (N\{1},]) er der derimod intet

forste element, og de minimale elementer er przcis primtallene.




Er {M,<) og (N,<) partielt ordnede mangder kaldes en af -
bildning f: M - N ordemnstro, safremt
Vx,yEM (x<y = £(x)< ().

Hvis f er bijektiv og sével £ som f—1 er ordenstro kaldes f

en ordensisomorfi.

Hvis (M,<) er totalt ordnet medens (N,<) er partielt ordnet

og £: M » N er ordenstro og bijektiv, da er ogsd N totalt ordnet,

og £ er en ordensisomorfi.

Lad (M,<) vere en partielt ordnet mzngde. For hvert x € M

defineres (venstre) afsnittet bestemt ved x € M som delmangden

v (x) = yeu |y <=l

Afsnittet VM(x) er eventuelt den tomme mengde og x 4§ VM(X). Hvis

(M,<) er totalt ordnet gelder &benbart

Va,yEN (x <y = Vy(x) cvyly)),

og Xx € M er fgrste element 1 M\VM(X).

2. Ekvipotens. Kardinaltal.

Vi skal nedenfor definere nogle_prwordensrelationer i meng-
den af alle mzngder. Det er imidlertid en uheldig sprogbrug at

tale om mezngden O af alle mangder, thi betragtes delmengden
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S=1{Aga | AqdAl,

altsd mengden af mengder A, der ikke er element i sig selv, g®ml-

der abenbart
SES « 848,

hvilket er ebsurdt. Dette er indholdet af Bertrand Russel's
paradox (1904), og det gav anledning til megen skepsis overfor
mengdelzren i begyndelsen af &rhundredet. Man undgar paradoxe#

aff ovennzvnte type ved at tale om klasser af msngder. Visse klas-
ser af mengder er igen mangder men ikke alle. F.eks. er klassen
af delmengder af en given mzngde en mengde, men klasserne L og S
er ikke mengder. Vi vil ikke g@gre noget forsgg pa at przcisere,
hvad der er klasser, og hvad der er mengder. Noget sidant vil
kreve en axiomatisk indfgrelse af mazngdel:ren.

Vi understreger imidlertid, at der ikke er noget til hinder

for at tale om relationer i klasser, sa de foregidende bemerknin-

ger om relationer kan anvendes pad f.eks. klassen af alle mangder.

To mengder kaldes skvipotente, hvis der findes en bijektiv

afbildning af den ene mengde pa den anden. Herved defineres en

skvivalensrelation (#kvipotens) i klassen af alle mengder.

Definition: Ved et kardinaltal forstds en ®kvivalensklasse

af zkvipotente mengder. For en mengde M betegner M eller card M

den ®&kvivalensklasse, der indeholder M.
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For to mengder M og N betyder M = ¥ eller card M = card N

altsd at M og N er zkvipotente.
Hvis en mengde M har n elementer har alle med M skvipoten-
te mengder ogsd n elementer, og derfor betegner man ofte skvi-

valensklassen med n, man skriver altsa
card M = n.

Ogsad for andre skvivalensklasser har man indfgrt szrlige
symboler. S&ledes betegner R, 0g X gkvivalensklasserne, der
indeholder henholdsvis N og R. (Symbolet % lmses alef og er det
fgrste bogstav i1 det hebraziske alfabet).

At der om en mazngde M gmlder

card M = xo,

betyder at M er skvipotent med N, og man siger, at M er numerabel.

Mzngder M med
card M = X

er mkvipotente med R og siges derfor at have kontinuets megtighed.

Definition: For to mzngder M og N skrives card M £ card N,

sdfremt der findes en injektiv afbildning £ af M ind i N.

Det er klart at £ er en przordensrelation i klassen af alle
mengder. Den fglgende sztning viser, at den til £ h¢rende zkvi-

valensrelation er zkvipotens:
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1. Felix Bernstein's skvivalenssztning (1897).

Hvis der om to mengder M og N gelder card M < card N og

card N < card M, s& er M og N zkvipotente.

Bevis: Der findes injektive afbildninger f: M —» N og g:

N - M. Vi indfdrer mengden

[}

U (gor) (M\g(M))

n=0

b2
it

og afbildningen

£(x) for x € A,

h(x)
g—1(x) for x € M\4,

hvilket har mening da A D M\g(N). Vi pastar nu, at h er en bi-
jektiv afbildning af M pa N.

Injektiviteten kan kun gl galt ved at

£(x) = g_1(y) for x € A, ¥y € M\A,

men dette kraver, at y = gof(x) € gof(A) ¢ A, og er altsd umu-

ligt.
Sur jektiviteten fglger af at

MNE(A) ¢ g (NA).

Denne inklusion ses saledes:

Hvis x € F(A) vil ogsé g(x) ¢ gef(A) fordi g er injektiv,
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men da
A= gof(A) u (M\ag(N)),
fglger videre at g(x) 4 A, altsa x € g—1(M\A). Il

Af ovenstiende fglger at < definerer en ordensrelation i

klassen af kardinaltal.

Vi viser dernazst, at der ikke findes noget stgrste kardi-

naltal.

2, Cantor's sztning.

Tor en vilkarlig mengde M gzlder

card M < card D(M),

nvor D(M) er mzngden af_ delmzngder af M.

Bevis: Der gzlder klart card M < card D(M), idet afbildnin-
gen der til x € M knytter delmzngden {x} af M er injektiv.

Vi antager nu, at der findes en bijektiv afbildning f aft M

pa D(M). Vi betragter delmzngden
A=fixenm| x4 £(x)l,
= A. Der g=zlder da

og der findes altsi et element a € M s& f(a)

a €A = adg f£(a) = A4,
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hvilket er en modstrid.
Der md altsi gzlde card M < card D(M). |

Vi vil nu indfgre regning med kardinaltal. Hertil betragtes-

fplgende lemma:

Lemma 3. Lad der vare givet fire mengder Mi’ Ni’ i=1,2,

opfyldende card Mi = card Ni’ i=1,2. 88_er

card M1 by M2 = card N1 X N2,
M N,
card M1 = card N1 9
og card M, U M, = card N, U N,,

det sidste under forudsztning af at M1 n M2 = N1 n N2 = @.

Bevisg: Lad ¢, vare en bijektiv afbildning af Mi Pa Ni’
i=1,2. S4 er ¢ = Py X P en bijektiv afbildning af MJI X M2 Pa

N, x N, givet ved

1 2

o((mmy)) = (9,(n,), 9,(my)),

M
ogh - ¢4 © h o ¢;4 definerer en bijektiv afbildning af M1 2 pa

N

I\T,1 2. Endelig definerer

¢1(m) , form € M,

¢2(m) , form& M,
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en bijektiv afbildning af M1 U M2 pa N1 U N2 under forudsztnin-

gen M, NM, =N, NN, = d. I

Lemmaet viser, at det har mening at definere produkt, po-

tens og sum af to kardinaltal o og g ved

oep card AxB

{

aﬂ card AB

o+p card AUB

1l

hvor A og B er vilkidrlige mazngder med card A = o, card B =
idet man dog forudsztter at A N B = @ ved additionen. Vi bemer-
ker, at det altid er muligt at finde disjunkte repr:sentanter
for to kardinaltal o og B, vi skal blot tage A x {1} og B x {21,
hvor A og B er reprasentanter for o og pS.

Herved udvides definitionen af sum og produkt af naturlige
tal til vilkarlige kardinaltal, og det er klart at de kommuta-

tive og associative love vedbliver at gmelde. Bemark ogsé at

n
Otesotdl = Nedly, 08 8t O*eeecl = O
\ \ )

n addender n faktorer
Der gmlder imidlertid helt specielle regneregler for uende-

lige kardinaltal (ogs& kaldet transfinite kardinaltal). F.eks.

gelder fplgende resultat




N

og det kan naturligvis udvides til et vilkérligt endeligt antal

af faktorer og addender.
Det fgrste kommer ud pad at f.eks. N er zkvipotent med N,

hvilket fglger af opstillingen

2
ved hvilken N° stilles i rekkefglgen (1,1), (2,1), (1,2), (3,1),

(2,2), e 8 @ *
Det andet resultat fglger f.eks. af spaltningen

N = {onln € ¥} u {2n-1|n € N}.

Vi skal senere generalisere dette resultat til vilkarlige

transfinite kardinaltal, men dette bygger p& udvalgsaxiomet som

igen hznger ngje sammen med velordnede mengder.

3. Velordnede mengder.

Lad (M,<) vere en partielt ordnet mangde.

Definition: Ordensrelationen < kaldes en velordning og

(M,<) kaldes en velordnet mengde, safremt enhver ikke tom del-

mengde af M har et fgrste element.




S

P

Den tomme mzngde kaldes velordnet.

Ved at betragte delmzngder af M bestiende af to elementer
jndses det, at en velordnet mengde er totalt ordnet. Enhver del-
mengde af en velordnet mangde er velordnet under den nedarvede
ordensrelation.

Mzngden af naturlige tal N er velordnet ved den szdvanlige
ordning, hvorimod & og R ikke er velordnede ved den sa:dvanlige
ordning. Enhver endelig mengde kan velordnes f.eks. ved at man
nummererer elementerne. Det samme gelder om enhver uendelig nu-
mersbel mengde, idet den kan afbildes bijektivt pa N.

Begrebet velordnet mengde gér tilbage til Cantor som ogsa
havdede, at §ghver mzngde kan velordnes. Det fgrste strenge be-—
vis for dette resultat (velordningssmtningen) blev givet af

Zermelo 1 190L4. Hans bevis byggede pa fglgende axlom som Synes

indlysende:

Udvalgsaxiomet: Til enhver ikke tom mangde M findes en af -

bildning
u: DOO\{B} -

med egenskaben

vVACM, At g (ula)€4).

fordi den

Afbildningen u kaldes en udvélgsfunktion for M,
£il enhver ikke tom delmengde A ¢ M knytter et element i A.

Vi viser senere, at velordningssatningen o0g ndvalgsaxiomet




Mat. 6, 1971-72 Mgd. 13

er'ensbetydende og fortsetter her studiet af velordnede mmngder.

Definition: Ved et afsnit (eller et venstre afsnit) i en

velordnet mzngde (M,<) forstds en delmzngde V ¢ M med egenska-

ben
VxyeM((x<y A y€EV) = x€7V).

Af definitionen fglger umiddelbart, at en vilkarlig fore-

ningsmengde og en vilkarlig fzllesmengde af afsnit igen er et

afsnit.

Hele M er et afsnit, og er V et afgnit forskelligt fra M,
har M\V et fgrste element x, og vi har da VM(X) c V. Antager vi
at der findes et element y € V\VM(X), gelder y € V og x £ ¥,
men da V er et afsnit md x € V, hvilket er en modstrid.

Et afsnit i en velordnet mangde M er altsid enten hele M

eller af formen VM(X) for et x € M.

Lemma L. Mmngden af afsnit i en velordnet mengde (M,g) er

velordnet ved inklusion.

Bevis: Lad <R vaere en ikke tom mezngde af afsnit 1 M. Hvis
cthar M som eneste element er M fgrste element i S ved inklu-
sion og elTers kan mengden oMM} skrives pa formen {VM(X)IXEA},
hvor A er en ikke tom delmzngde af M. Hvis X er fgrste element

i Aer VM(XO) fgrste element i J%. ||

Af lemmaet fglger specielt, at af to afsnit 1 M er det ene

en delmzngde af det andet. Det fglgende lemma viser endda, at af




T
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to afsnit i en velordnet mmngde er det ene et afsnit af det

andet:

Lemma 5. Lad (M,S) vare en velordnet mesngde, N et afsnit 1

M og V en_delmzngde af N.

Da er V et afsnit 1 N hvis' og kun hvis V er et afsnit 1 M.

Bevig: Det er klart, at hvis V er et afsnit i M sd ogsd i
N. Hvis omvendt V er et afsnit i N, og der om x,y € M galder

x {yogy€eV, s& vil x,y € N, da N var et afsnit i M. Heraf _

fglger dernmst at x € V. ||

Den fglgende satning kaldes princippet om transfinit induk-

tion. Den er meget anvendelig, nir man skal vise, at en del-

mzngde af en velordnet msngde udgegr hele den velordnede m&ngde.

Smtning 6. Lad (M,<) v#re en velordnet mazngde og A ¢ M en

delmengde med egenskaben
VXGM(VM(X>_<_:_A = X € A),
Da er A = M.

Bevis: I modsat fald har M\A et fgrste element x og det med-

fgrer at VM(X) c A, altsi ifglge antagelsen x € A, hvilket stri-

dér mod at x € M\ A. ||

Hvis vi som velordnet mengde M benytter (N,<) reduceres

princippet om transfinit induktion til det sazdvanlige induktions-

princip.
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Der findes uendelig mange ordensisomorfier af (R,<) pa sig
selv, bl.a. alle afbildningerne £(x) = ax, a > 0. Dette indtref-

fer ikke ved velordnede mzngder.

Setning 7. Identiteten er den eneste ordensisomorfi af en

velordnet mengde (M,<) pa sig selv.

Bevis: Lad ¢: M - M vere en ordensisomorfi. Vi indser at

mengden

E = {x € M|x = o(x)}

er hele M ved princippet om transfinit induktion. For x € M er

x fgrste element i M\VM(X), og s& er ¢(x) fgrste element i
M\@(VM(X)). Hvis nu VM(X) CE er ¢(VM(X)) = VM(X), men sd er
bade x og ¢(x) fgrste element i M\VM(X), altsd x = ¢(x), og der-

for er x € E. ||

Sptning 8. BEn velordnet msngde (M,<) er_ikke ordensisomorf

med noget afsnit VM(X), X € M.

Bevis: Antag at ¢: M a'VM(x) er en ordensisomorfi. Vi be-—

nytter transfinit induktion péd mengden
E = {y € Mlo(y) = vl.

For y € M er ¢(y) fgrste element i ¢(M\VM(y)). Hvis nu VM(y)gE
er ¢(M\VM(y)) = VM(X)\VM(y), og da denne mmngde indeholder ¢(¥y),
vil y £ ¢(y) < x, specielt vil y € VM(X)\VM(y). Ogsé y er fgr-
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ste element i VM(X)\VM(y), og derfor er y = ¢(y), altséd y € E.
Konklusionen E = M medfgrer at x = ¢(x), altsa

x € o(M) = VM(X), hvilket er en modstrid. |

Setning 9. Lad (M,<) og (N,<) vare velordnede msngder. Der

findes h¢jst en ordensisomorfi af M pa et afsnit i N.

Bevis: Lad ¢y O8 9, vare ordensisomorfier af M pa afsnit

4, 08 V, af N. Som bemarket vil v, vere et afsnit af V, (eller

omvendt). Afbiidningen ¢4 © ¢, er en ordensisomorfi af V, pa

v

V1, og ifglge sztning 8 ma da V1 = V2, og sS4 ma P = P ifglge

setning 7. ||

Setning 10. Af_ to_velordnede mangder (M,<) og (N,<) vil

den ene vare ordensisomorf med et afsnit af den anden.

Bevis: Lad (V’i)i€I vere mangden af afsnit af M for hvilke
der eksisterer ordensisomorfier Py af Vi pa afsnit ¢i(Vi) af N.

S4danne eksisterer, f.eks. @. Mzngden

v= U V.
jer 7

er et afsnit i M, og for i,j € I g®lder

(%) wi(x) = ¢j(x) for alle x € V; n Vj'

Ifglge lemma 5 er nemlig Vi n Vj afsnit i savel V& som Vj

og dermed er goi(vi n vj) og goj(vi n'vj) afsnit i henholdsvis
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¢i(vi) og ¢j(vj). Af lemma 5 fglger da at qoi(vi n vj) og

goj(Vi n Vj) er afsnit i N, og pastanden (*) er altsi en konse-

kvens af s®tning 9.

Af (*) fglger nu at afbildningen ¢¢: V » N er veldefineret
ved fagtsettelsen

o(x) = ¢j(x) for x € Vj‘

Det er let at se, at ¢ er en ordensisomorfi af V pa afsnittet

o(V) af N.

Hvis V = M er ¢ en ordensisomorfi af M pé& et afsnit af N,
og hvis (V) = N er ¢_1 en ordensisomorfi af N p& et afsnit af
M.

En af disse muligheder er altid realiseret, thi ellers har

M\V et forste element & og M\g(V) et fgrste element 1. Ved fast-

smttelsen

p(x) for x € V,

E 3
9 (x) =
n for x = &,

defineres en ordensisomorfi ¢* af afsnittet V u {&] i M pad af-
snittet ¢(V) U in] af N, men s& er V U £} et af afsnittene V.,

hvilket strider mod definitionen af V. ||

Relationen "ordensisomorf med" definerer en skvivalensrela-

tion i klassen af alle velordnede mzngder. Ved et ordinaltal

eller en ordningstype forstas en skvivalensklasse af ordensiso-

morfe velordnede mezngder. For en velordnet mengde M betegner M
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eller ord(M) den zkvivalensklasse, der indeholder M.

To endelige velordnede mangder er ordensisomorfe, przcis
hvis de har samme elementantal, og derfor bruges tallet n ofte
som symbol for zkvivalensklassen af velordnede mengder med n
elementer. Man bruger desuden ofte greske bogstaver til at be-
tegne ordinaltal.

Ordinaltallet der indeholder den velordnede mzngde N be-
tegnes w. Hvis o er et ordinaltal og (M,{) er en velordnet mang-
de i- a, kan vi danne en ny velordnet mzngde (M1,g) ved at til-
fgje et element a til M og udvide ordensrelationen ved at m < a
for alle m € M. Ordinaltallet for M1 skrives a+1. Ordinaltallet
(a+1)+1 skrives a+2 o0.s.ve. Mere almindeligt kan man definere
addition og multiplikation af ordinaltal, men dette skal vi-ikke
géd ind pa her.

Vi bemzrker, at medens ordehsisomorfe velordnede masngder
naturligvis er sgkvipotente, behgver det omvendte ikke at vare
tilfeldet. For eksempel er to velordnede mangder med ordinaltal
w og w+l zkvipotente.

Hvis (M,<) og (N,<) er to velordnede mengder skrives

(m,<) [ (w,4),

hvis (M,S) er ordensisomorf med et afsnit i N. Herved defineres
en prsordensrelation i klassen af velordnede mengder, og af szt-
ning 8 fglger at den til relationen L hgrende &kvivalensrélation

er ordensisomorfi. Herved defineres en ordensrelation { i klas-
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sen af ordinaltal, og s®tning 10 udsiger, at denne ordensrela-

tion er total. Der gzlder endda fglgende resultat:

Setning 11. Klassen af ordinaltal er velordnet ved <.

Beviss: Lad (oci)i€I vere en ikke tom klasse af ordinaltal og
(Mi)iEI en klasse af velordnede mongder sa crd(Mi) = gy for

1€ 1I, Vi valger io € I og betragter

i,

J=1lie1lm [ Mio

For i € J betegner vi med M{ det afsnit af M; , der er ordens-
0

isomorft med M, . Ifglge lemma L findes et mindste afsnit M{
1

blandt (M!),_.. Det er nu klart, at o, er fgrste element i
i‘ied i,

(ai>i€J og dermed i (oni)i€I fordi ordningen af ordinaltallene

er total. ||

L]

L, Induktivt ordnede mezngder, Zorn's lemma.,

Det er overordenligt vigtigt i mange grene af matematikken
at kunne udtale sig om eksistensen af maximale eller minimale
elementer. Det vigtigste resultat i den retning kaldes Zorn's
lemma og er fremsat af M. Zorn i 1935, men er kendt af Kura-
towski allerede i 1922. Zorn's lemma bygger pa fglgende begreb:

Definition: En partielt ordnet mangde (M,<) kaides induk-

tivt ordnet, safremt enhver totalt ordnet delmangde A ¢ M har

en_majorant, altsd safremt der findes x € M med a £ x for alle

a € A, .
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12. Zorn's lemma. Enhver ikke tom induktivt ordnet mangde

(M,<) har et maximalt element.

Corollar 13. Lad (M,<) vare_en induktivt_ordnet mszngde og

lad a € M. Der findes et maximalt element m € M 88 a < m.

g

Bevis: Vi anvender Zorn's lemma p& den induktivt ordnede
mengde N = {x € M|a < x] og bemsrker, at et element y € N er

maximalt i N, hvis og kun hvis det er maximalt i M. ||

Hovedsztning 1L.. FPglgende 3 udsagn er skvivalente:

(1) Velordningss®tningen.

(2) Udvalgsaxiomet.

(3) Zorn's lemma.

Bevis: (1) = (2). Lad M vere en ikke tom mzngde. Vi gnsker

at vise.eksistensen af en udvalgsfunktion for M
u: D(M)\{B} - M.

Det er muligt at udstyre M med: en velordning £, og dermed har
enhver ikke tom delmzngde A c M et fgrste element. Betegnes det-
te u(A), er u en udvalgsfunktion for M.

(2) = (3). Lad (M,<) vare en ikke tom induktivt ordnet

mengde, og lad u vare en udvalgsfunktion for M. For A C M be-

tegner vi med H(A) mengden af ®mgte majoranter til A, altsa

H(A) = {x € M|V y € A(y < x)}.
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En velordnet delmzngde K ¢ M kaldes én kede, s&fremt

v xeK (x=u(@EV(x)))).
N K )
Mengden H(Vk(x)) er ikke tom, fordi x € H(VK(X)). Hvis k beteg-
ner fgrste element i keden K galder k = u(M), sdledes at alle
kzder har u(M) som fgrste element. Bemasrk at fu(M)} er en k=zde.

Af to kzder K1 og K2 er f.cks. K1 ordensisomorf med et af-
snit af K2 ifglge setning 10. Lad ¢ vare den derved entydigt

bestemte ordensisomorfi, og lad os betragte mengden

B

il

fx €, lo(x) = x].

Vi indser at B = K1 ved transfinit induktion. Hvis y € K,1

g VK1(y) CEer VK1(y) = ¢(VK1(y)) =V, (o(y)), og sk giver de-

finitionen af en kade at

o(y) = u(H<vK2<¢<y>>>) = u(H<vK1<y>>) = ¥,

hvilket viser at y € BE. Af to k®der er derfor den ene et afsnit

af’ den anden.

Lad nu {Kili € 1} vere maengden af alle keder 1 M og sat

Hvis x € Kig vil vi indse at der gelder

() VK(X) = Vki(x).




/\l
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Til z € VK(X) findes j € I sd z € Kj’ og enten er Kj c K
og si er klart z € Vk (x), eller ogsé er Ki et afsnit af Kj'

i
Da x € K; og z < X fglger heraf at z € K., altsd igen z € Vy (x),
i

K

og dermed har vi at VK(X) c V, (x). Den omvendte inklusion
i

er triviel.

Vi kan nu let se at K er velordnet, thi hvis A ¢ K er en
ikke tom delmzngde findes i € I s& A N K, 1 @, og af (%) frem-
gar, at fgrste element iAn Ki ogsa er fgrste element 1 A,

Egenskaben (%) viser ogsd, at K er en k=zde, 0g dermed er K
den mest omfattende af alle kader. Heraf fglger at H(K) = @,
thi hvis H(K) 4 @ og hvis a = u(H(X)), er X U fa] en kade der
er effektivt stgrre end K.

Da M er induktivt ordnet har K en ma jorant a, men a har
ingen zgte majoranter da H(K) = ¢, Dette viser, at a er et maxi-
malt element i M.

(3) = (1). Lad M vere en vilkarlig ikke tom mengde, og lad
A vere mzngden af delmengdep K ¢ M pd hvilke der findes en vel-
crdning SK' Mengden /% er ikke tom, idet den indeholder f.eks.

alle endelige delmzngder af M.

Vi indfgrer nu en partiel ordning g pa ¥, idet vi skriver

hvis K er et afsnit af L, og hvis ordensrelationen SK

tionen til K of ordemsrelationen & p4d L. Vi overbeviser os nu

om, au .. herved er induktivt ordnet. Vi ggr det omhyggeligt,-da
¥
det er et typisk eksem-

er restrik-
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pel p4 anvendelse af Zorn's lemma.
Lad iKiIi € I} vere en totalt ordnet delmangde af J! og
1lad velordningen pa K; vere betegnet Si' For at finde en majo-

rant for {K,|i € I} 1 ¢/ smttes

K= U K.-

Til to vilkarlige elementer X,y € K findes i,j € I s&
X € Ki’ vy € Kj’ men forudsztningen om total ordning sikrer at

(Ki,gi).g (Kj,gj) (eller omvendt) og derfor vil X,y € Kj' Ved

fastszttelsen

x £y = X Sj y

defineres en partiel ordning i K, idet x &y ¥ <= X & ¥ hvis
cgsd X,y € K- Relationen £ er en velordning pa K, thi hvis A
er en ikke tom delmengde af K findes 1 € I s& A NK; % @, o8
som under (2) = (3) ses det, at fg¢rste element 1 A n K, er fgr-
ste element i A. Dermed er (K,<) € J% og det er let at =€, at
(K,<) er en majorant for {Ki|i € 1i.

Et maximalt element (L’SL) i (f,<4) md opfylde L = M, thi
clTers findes a € M\L, og ved at betragte mengden L U fal for-

synet med velordningen X gL y for x,y € L, x < a for x € L, nar

vi til en modstrid med maximaliteten af (L,gL). Der findes altsa

en velordning af M. |l

Vi har hidtil arbejdet med mzngder ud fra det intuitive
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standpunkt, hvorefter en mengde er en velafgranset samling af
elementer. Skal man udtale sig precist om mengdelsren og udvalgs-
axiomets stilling, er det ngdvendigt at axiomatisere mmngdelsren,
ngjagtig som man kan axiomatisere geometrien eller teorien for
reelle tal. En sadan axiomatisering af mezngdelzren er bl.a. uvd-
fgrt af Zermelo og Fraenkel. I 1938 viste Godel, at hvis Zermelo-
Fraenkel's axiomsystem er konsistent (d.v.s. modsigelsesfrit) -
men det ved man ikke om det er - =i er ogsd Zermelo-Fraenkel's
axiomer plus udvalgsaxiomet et konsistent system.

T 1963 har amerikaneren P.J. Cohen vist, at udvalgsaxiomet
ikke kan afledes af Zermelo-Fraenkel's axiomer. Hermed indtager
udvalgsaxiomet samme stilling i mengdelsren som parallelaxiomet
i geometrien,

Udvalgsaxiomet og dermed Zorn's lemma cg velordaingssatnin-
gen accepteres af de fleste matematikere, og en gennemgang af
den moderne matematik viser at mange nggleresultater
Tychonoff's sztning og Hahn-Banach’s s&tning som vi senerce skal
beskaftige os med) bygger pd udvalgsaxiomet. Ovgiver man derfor
dette axiom, ma& man opgive vasentlige dele af den moderns mate-
matik eller i det mindste ngjes med mindre generelle resultater,

Der findes dog matematikere der ikke accepierer udvalgsaxio-
met og som kun gnerkender konstruktive eksistensbeviger, nemlig

£
den intuitioniske retning, hvis betydeligste talsmand var hol-

lznderen Brouwer (41881-1966).

Tad os give et eksempel péd en bevismetode som intuitionis-




Mat., 6, 1971-72 Mgd. 25

terne ikke anerkender: Vi gnsker at bevise at uendelig mange
naturlige tal har lwif en vis egenskab E. Vi ggr det indirekte og
antager, at der findes et naturligt tal N s& ingen tal n > N
har egenskaben E. Vi viser dernzst, at denne antagelse leder til
en modstrid. Hermed har vi bevist, at uendelig mange naturlige
tal har egenskaben.

Intuitionisterne vil derimod godtage et bevis som angiver
et tal med egenskaeben E og en metode til ud fra et tal med egen-—

skaben E at konstruere et stgrre tal med egenskaben E.

5. Anvendelser af Zorn's lemma i teorien for kardinaltal.

Ved hjzlp af velordningssetningen er det muligt at vise fgl-

gende resultat om kardinaltallene:

Smtning 15. Klassen af kardinaltal er velordnedt.

Bevis: Lad (ki)i€I vere en ikke tom klasse af kardinaltal
og lad (Mi)iEI vere en klasse af mengder med card M; = k;, 1 € I.
Pa hver af mzngderne Mi’ i € I, indfgres en velordning gi, og

ifglge satning 11 findes da io € I sa

ord M; < ord My for slle i € TI.
o

S4 meget desmere gzlder da

card M; £ card M; for alle 1 € I.
o
|




.
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Ifglge s®tning 15 kan vi opstille kardinaltallene i rakke-

fglge, hvoraf begyndelsen ser siledes ud:

O, 1, 2, 3, °oe &9 NO’ K1, x2’ 0o o

idet som tidligere x = card N, og derefter er x, det umiddelbart

efterfglgende o0.8.v,

Man spgrger nu sig selw, hvor man i denne rakkefglge skal

placere kardinaltallet x = card E. Kontinuumshypotesen, der blev

opstillet af Cantor, udsiger at & = Ry eller med andre ord, at
enhver delmasngde A C R enten er endelig, numerabel eller skvipo-
tent med R.

Kontinuumshypotesen er senere kendt som det fgrste af de 23
problemer Hilbert opstillede ved matematikerkongressen i Paris
ar 1900. En del af problemerne er i dag lgst, andre er stadig u-
lgste.

I 1938 viste GOodel at Zermelo-Fraenkel's axiomer sammen med

udvalgsaziomet og kontinuumshypotesen udggr et konsistent system

under forudsmtning af at Zermelo-Fraenkel's axiomer er konsistente.

Hilberts 1. problem blev 1lgst af P.J. Cohen i 1963, idet han
beviste, at kontinuumshypotesen ikke kan udledes af Zermelo-
Fraenkel's axiomsystem inklusive udvalgsaxiomet. Der er altsa
mulighed for at opbygge mengdeteorier med og uden kontinuumshypo-

tesen 1 analogl med euvklidisk og ikke-euklidisk geometri.

Vi viger nu forskellige resultater om regning med kardinal-

tal.
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Satning 16. Der gelder n+o=a for alle n € N og for alle

uendelige kardinaltal o.

Bevis: Lad N og A vsre disjunkte mengder s& N har n elemen-
ter og s& card A = a. Vi skriver N = {a1,...,an}, og da A er
uendelig findes en fglge (Xn)nEN af indbyrdes forskellige ele-

menter i A.

Vi definerer nu f: N U A - A ved

It
o

f(ai) i=1, es ey Ne
f(Xi) = X, . i=1,2, s s 0

f(x) = x for x € A\{xnlnéﬂl.
‘Da f er injektiv gslder n+ala og dermed det sggte. |

Setning 17. Der gelder a+td=a for alle uendelige kardinal-

tal Q.

Bevis: Lad A vare en mengde med card A = . Det er nok at
vise, at A x {0,1} er ®kvipotent med A.

Lad P vere mengden af par (Xx{0,1}, £), hvor X er en del-
mengde af A og f er en bijektiv afbildning af Xx§0,1} p& X. Meng-
den ¥ er ikke tom, idet numerable delmazngder X ¢ A er zkvipotente

med Xx§0,1} (x0+x0=xo). Vi indfgrer en partiel ordning af ¥ ved

(xx{0,11, £) < (¥x{0,1}, &)

hvis X ¢ Y, og hvis f er g's restriktion til Xx{O,1}. Det er lige-
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til at vise, at (#,=) er induktivt ordnet, si Zorn's lemma sik-

repr cksistensen af et maximalt element (Mx{0,1}, h) 1 .

Der gzlder nu at A\M er endelig. Ellers kunne vi valge en
numerabel delmsngde Y af A\M og en bijektion f af ¥x{0,1} pd Y.
Heraf fglger at (M U Y)x{0,1} er akvipotent med M U Y, 1 strid

med maximaliteten af (Mx{0,1}, h).

Pa A\M er endelig, md M vere uendelig og af smtning 16 fés

da

card A = card A\M + card M = card M,

og altsa
card(Ax{0,13]) = card(Mx{0,1}) = card M = card A,

Setning 18. Lad o og B vare kardinaltal opfyldende a < B,

L < B. S&_er a+p=f.

Bevis: Dette resultat omfatter sével s@tning 16 som 17, méen

er pa den anden side et corollar af sztning 17. Der gazlder nemlig
a+p £ B+B = B, 08 uligheden a+p 2> B er klar. Pastanden f¢glger nu

af at < er en ordensrelation. ||

Smtning 19. Der gzlder a2 = a for ethvert uendeligt kardi-

naltal a.

Bevis: Lad A vaere en mengde med card A = o. Vi betragter

mengden & af par (XxX, f), hvor X ¢ A, og T er en bijektion af

XxX pa4 X. Der findes sddanne par da xi = Ko Som partiel ordning
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pd G indfgres
(XX, f) = (YxY, g)

hvis X ¢ Y og hvis f er lig g's restriktion til XxX. Det ses at
7orn's lemma kan anvendes og lad (MxM, h) vaere et mgximalt ele-

ment i (. Mzngden M er uendelig.

Tad os antage at card M < card A.
Da card A = card M + card A\M = max(cardM, card A\M) ifglge

smtning 18, fas card A\M = card A, og altsi gelder card M <

card A\M. Der findes da en delmsngde N c A\M s& card M = card N.

Af ligningen
card MxN = card NxM = card NxN = card MxM = card M

og af sztning 17 fglger nu at
card(MUN) x (MUN) = card M = card MUN,

nvilket er i strid med meximaliteten af (MxM, h).

Der mé altsd gzlde card M = card A, og derfor har vi

card Axh = card MxM = card M = card A. ||

6. Anvendelser af Zorn's lemma i _vektorrum.

Lad (E,+,L) vere et vektorrum over et kxommutativt legeme L.

Bt linemrt uafhzngigt vektorsystem <ei)i€I kaldes som bekendt en

basis for E over L, hvis <ei>i€I frembringer E, altsi hvis et~
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hvert element x € E er en linearkombination af endelig mange vek-

torer €. .
i

Det er kendt fra Matematik 1, at ethvert endelig dimensio-

nalt vektorrum har en basis. Zorn's lemma tillader nu at genera-

lisere dette resultat:

Setning 20. Bthvert vektorrum (E,+,L) har en basis.

Bevis: M@zngden 0 af uafhengige vektorsystemer i E er parti-
elt ordnet ved inklusion. Hvis (Uk)kEK er en totalt ordnet del-

mengde af U, er ogsa

et linesrt uafhzngigt system, idet endelig mange clementer 1 U
ligger i endelig mange Uk og derfor i det mest omfatﬁende af
disse systemer. Zorn's lemma viser nu eksistensen af maximale
elementer i den induktivt ordnede mazngde U. Bt maximalt uafhsng-
igt vektorsystem V = (ei)iGI ma imidlertid vere en basis forrE,
thi hvis det af V udspazndte underrum F er et :gte underrum i &,

kan vi velge e € E\F og dermed er V U {e} € U, i strid med maxi-

maliteten af V. ||

Af Corollar 13 fas at ethvert uafhazngigt system 1 B kan ud-
vides til en basis for E.

Det er kendt fra Matematik 1, at hvis B har en endelig basis
p& n elementer, vil alle baser have n elemeénter, og n kaldes di-

mensionen af E over L.
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Vi vil nu indse at to vilkarlige uendelige baser er gkvi-

potente og dermed har det mening at definere dimensionen af B

sonm

dim B = card I,

hvor (ei)i€I er en basis for E.

Setning 21. To uendelige baser (ei)i€I~95 (fj)jeJ for et

vektorrum E er zkvipotente.

Bevis: Hver vektor e, kan pad entydig méde skrives som
e, = 2 N ‘F
T jeA, ﬁa
i
hvor A; er en endelig delmengde af J og %j € 1\fo}l. Hvert j € J

ligger 1 mindst et A;, i € I, thi fandtes et jo € J sa

;.4 U 4,
° " jer *

ville (fj)jEJ\{jo} vere en basis for E, hvilket er umuligt. Der
gelder altsé
i€l
Lad nu u vere en udvalgsfunktion for I,

u: D(I\{g} ~» 1,




.
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og 1lad os for hvert i € I valge en injektiv afbildning @, af Ai

pa et afsnit af N. Vi kan da konstruere en injektiv afbildning

p: J = IxN ved fastsmttelsen

p(3) = (15, o5 (3))
0

hvor i = u({i € 11j € Al

Heraf fés
card J < card Iz < card IxI = card I

pa grund af sgtning 19. Af symmetrigrunde gzlder ogs& card J 2

card I, altsd card I = card J. |l

Mzngden af reelle tal R kan opfattes som et vektorrum over
de rationale tals legeme Q. Enhver basis 1 dette vektorrum kal-
des en Hamelbasis, og er altsd et system af reelle tal (ei)iGI’

cg ethvert reelt tal x kan pa przcis en madde skrives

hvor q; € Q er O for alle 1 € I p& n®r endelig mange.

Til hver basisvektor €5 svarer en Q-linemr afbildning

D R - Q givet ved
p;(x) = a4

altsd ved koefficienten til ey i ovennzvnte fremstilling af X.

Afbildningerne p,: R = & ¢ R tilfredsstiller specielt den klas-
1 —
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siske funktionalligning
f(x+y) = £(x) + £(y),

og er diskontinuerte, idet billedet af R ved en kontinuert reel

funktion er et interval.

De kontinuerte lgsninger til denne funktionnalligning er
som bekendt funktionerne f(x) = ax, a € R; Ved hjelp af udvalgs—
axiomet er det hermed vist, at der findes andre lgsninger end
disse til funktionnalligningen, men det pointeres, at det er u-

muligt at angive en explicit formel for sidanne funktioner.
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1e

v

Vis, at mengden af alle fglger af reelle tal fra intervallet

]0,1[ er skvipotent med et interval. Benyt decimalfremstil-

ling og konstruer en afbildning efter skemaet

s,
e s g0 ;o

18 Bplge e (O,a1a3a5..., 0,8,8.8,0% s 0,8),8, 5850

Glem ikke, at visse tal péd to mader kan fremstilles som deci-

malbrgk. Udnyt Bernsteins gkvivalenssatning.

Udvid resultatet fra opgave nr. 1 til vilkarlige reelle tal-

fglger.

Vis, at msngden af kontinuerte afbildninger f: [0,1] ind i R
er zkvipoitent méd [0,1]. Benyt, at £ er helt bestemt ved sin

restriktion til [0,1] n @ og anvend derefter resultatet fra

opgave nr. 2.

Vis, at mesngden af afbildninger f: [0,1] ind i R har stgrre

kardinaltal end [0,1]. A 0 'A , Do) e T (loa], 1)

Vi betragter en vilkarlig afbildning g: [0,1] ind i R. Kan
vi da altid konstruere en kontinuert afbildning f: [0,1] ind
i R, saledes at V x € [0,1] (£(x) 4 g(x)) ? Svaret er be-
nsgtende pa grund af fglgende konstruktion:

Tad 6([0,1],R) vere mengden af kontinuerte afbildninger

: [0,1] ind i R. Ifglge opgave nr. 3 eksisterer en b13ek+1v
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afbildning ¢: [0,1] .pa - C([0,1],R) og for x € [0,1] er
o(x): [0,4] ind i R en kontinuert afbildning, som til

y € [0,1] lader svare ¢(x)(y) € R. Det er nu let at vise,
at der til afbildningen g: [0,1] ind i R defireret ved
g(x) = ¢(x)(x) ikke svarer noget kontinuert f med den ¢n~

skede egenskab.

Dette er et andet eksempel pa et rent eksistensbevis,

der ikke kan udformes til et konstruktivt bevis.

Vis, at enhver ordnet mazngde kan fremstilles som forenings-—
mengde af to disjunkte mengder, siledes at den ene af disse

er velordnet, og den anden ikke har et fgrste element.

Lad (A, :ﬁ) vere en totalt ordnet mezngde. Vis, at afbild-

ningen V,: A = D(A) givet ved
vy(x) = ly € aly < x} (x € &),

er voksende og injektiw, samt at x er det fgrste element

af A\VA(X) .

Tad A vere en velordnet mzngde, og lad x € A. Vis, at

V&Kx) U {x] er et venstreafsnit af A.

T.ad A vere en velordnet mzngde, og lad B vare et venstre-

afsnit af A.

Vis, at VB(y) = VA(y) for ethvert y € B.
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10, Lad A og B vare (abstrakte) mengder, og lad f: A » B vare

surjektiv. VlS, at card B < card A. (Benyt udvalgsaxiomet).

11. Gg¢r rede for, at msngden No X NO = Ni af alle ordnede par
(a,b), hvor a,b € NO, er velordne+ -nder den lexicografiske

ordning, der defineres ved

[(a.1 9b1) = (a2’b2)] =

[a1 <a, Vv (a1 = a, AD, < bz)]‘

42, Vis, at enhver mengde kan velordnes g8 den har et sidste

element.

13, Lad (M,<) og (N,<) vere disjunkte velordnede mzngder. Vis,

at M U N er velordnet under relationen

der altsd er den oprindelige ordensrelation p4 M og N og sum
1ader ethvert element i M g& forud for ethvert element i N. |
Hv1s o og B er ordinaltal skal man vise, at det er mullgt at
velge disjunkte reprasentanter (M,<) € a, (W,£) € By og at

det er veldefineret at fastsztte summen af a+B til
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4.

15.

o+B = ord(M U N).

Vis, at additionen af ordinaltal er associativ, men ikke

kommutativ.

N
o . .
Lad M ¢ No vare mengden af alle de fglger (an)nENO pa

N for hvilke in € No | a, 4 0} er endelig. For to for-

skellige elementer a = (an)nENo og b = (bn)nENo af M ek-

sisterer da

m = max {n € NO | a, + bﬁ}.

Vi skriver a =X b hvis enten a = b eller

a4b A a, < b

Vis, at den siledes definerede relation p&d M er en velor-

densrelation (den kan kaldes lexicografisk ordning "bagfra').

(Regning med kardinaltal). Lad (ocj)j€J vere en vilkarlig
familie af kardinaltal. For hvert j € J 1lad Aj betegne en
mengde med card Aj = aj (en reprzsentant for aj). Ggr rede
for, at det har mening at definere summen % aj og produk-
tet I o af den givne familie (aj) af kardinaltal ved

5oL card U A.,
jeg 9 €g 9

i

card I A,

I o- i

jeg Y JET

il
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17.

idet det i tilfeldet X aj forudsattes, at representanterne
A. er valgt som parvis disjunkte mengder. Vis ogsd, at dette
sidste altid er muligt. I tilfzlde af en endelig indeks-

mengde J = {1,2,...,n}] skrives ogsa

+O(, +'O. +a

I MB
K
il
Q
N
N
]

j=1 I

1 j a1a2 * 0 0 (xn [

=T
Q
1t

J
I tilfzldet J = @ defineres 2 aj = 0, I aj =1,
j€g j€o

Bevis, at additionen af kardinaltal er kommutativ og asso-
ciativ, idet der for enhver familie (ocj)j€J af kardinal tal

gzelder

S . = X O .

for enhver bijektiv afbildning (permutation) w: J - J, samb

s a.= 3 (3 o)
g 3 ier e !

for enhver inddeling J = U J; i parvis disjunkte delmang-

ieTl
der Ji. Bevis endvidere de analoge regler for multiplikation

af kardinaltal.

Lad o og B vere to kardinaltal og lad A og B vare reprasen-




~
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tanter for disse: card A = o, card B = 8. Ggr rede for, at det

har mening at definere potensen

of = cara (AB) ,

hvor AB betegner mengden af alle afbildninger af B ind 1 A,

Vis endvidere, at

nadr vi satter aj = o for alle J € B.

18. Bevis potensreglerne

B
I (a.) = (o a.)
jeg Y jeg Y

(aﬁ)y - aﬁy

19. Lad (ocj)jEJ og (ﬁj)j€J vere to familier af kardinaltal

over samme indeksmzngde J. Vis, at hvis der for ethvert J&J
gelder aj < ﬂj, si er

5 a, < » By N og & I Py -
g 9% e ger ) el
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20.

21

22,

25.

2h.

25.

Lad a,B,Y,0 vere fire kardinaltal. Vis, at hvis a < B og

y £ 6, s& er cgsé

Lad o og B vere kardinaltal opfyldende 1 <a Zﬁ, X < B.

Vis, at

Lad M vere en uendelig mangde, ﬁe(M) mangden af endelige

delmsngder af M. Vis, at

card M = card De(M)°

Idet % = card R skal man vise, at

Af opgave 21 fglger da at

Vis, at card A = x for enhver ikke tom aben delmengde

A c R7.

Vis, at ethvert mgte ideal 1 en ring med otelement er inde-

holdt i et maximalt ideal.
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26, Vis, at alle Hamelbaser er skvipotente med R, altsa at

aim(R,+,Q) = & .

27, Ggr rede for, at der for enhver mengde M gzlder

card D(M) = pcard M

Vis derved, at der for ethvert kardinaltal o galder

o < 2% .

Den generaliserede kontinuumshypotese udsiger, at for et-
hvert uendeligt kardinaltal o er ot det umiddelbart efter-
fglgende, altsd det mindste kardinaltal > o. Sierpinski har

vist at den generaliserede kontinuumshypotese medfgrer ud-

valgsaxiomet.

asl
- X

'i: . /;7 a'v.d)ﬁ:k&_ A'

< ;—c.(/flM e
LEEL o ,

- v /

z Ll cley ¥ ‘Véj"{’,/ta.,[.l,é ;&L;._/d, Aliar ?M a_,’)l l
) (7 4 aa &/ e /ﬂ//“fbl._ -‘/;?'Zl_"c-dléju A ns

| o A

/{44-:/» E < ./L(o . 14'1'\;4
\ . —

. 0 T O Lol ‘é‘;-7¢14 ) e =¥ e K trcne .

UE* e o(,(cu,?ﬂkw t-/) A'MM‘/IMV ff-o

#”: k,‘bﬂu 6),( o e le ﬂ/w e S €

3

lU L{ (éW/b[ &'{(A. AL J

29 %ﬂf ol T RALArrecn Mrer e vt /ég,‘,......» < a}owﬂ/Le,

/M /C’M —f(]k&d( e ,&/" S Aan rrl Aotrtin A

7




N

Mat. 6, 1971-72.

Rettelser til Mgd.

"absurdt" skal vere absurd.

"Russel" skal vare Russell.

"delmzngden" skal vare delmengder.

Indfej A mellem "af - og" og "i - szttes".
Der skal std den intuitionistiske retning.
Ordet "vi" fjernes.

Efter summationstegnet skal sté %jfj.
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1. Om tomme indeksm@ngder. Vi finder det bekvemt senere

hen at.afbejde'med fbréhingsmmhgder og fzllesmengder over
tomme indeksmazngder, og skynder os at indfgre disse rent
mangdeteoretiske begreber: Arbe jder vi inden for en grund-
mangde M, da defineres foreningsmzngden og fzllesmazngden over

en tom indeksmengde af delmmngder til M ved

U, =@, N A, = M.

iep * ieg *
Disse definitioner er umiddelbart rimelige, i@et en forenings-
mgngde af farre og ferre ma@ngder bliver mindre og mindre, mens
en fallesmaengde af farre og ferre msngder bliver stgrre og
stgrre. Man indser da ogsid let, at de smdvanlige regneregler

fra masngdelzren bevarer deres gyldighed, selv nar vi tillader

tomme indeksmzngder.

Overalt i det fglgende, hvor det er af smrlig betydning,

at vi tillader tomme indeksmengder, vil vi ggre opm@rksom der-

o

pa.

2. Net og filtre gg gbstrakte mangder. Elementsre topolo-

giske begreber kan studeres vedvhjmlp af fglger. Fglger slar
imidlertid ikke til ved visse undersggelser. De opstaede pro-
blemer kan klares p& mange mader, hvoraf to er smrlig vigtige.
For det fgrste kan man give en temmelig direkte generalisation
aff fglgebegrebet; dette leder til begfebet net (eller generali-
seret legg). En'anden mulighed er at betragte systemet af mang-
der med den egenskab, at en given fglges elementer tilhgrer |
m&ngden fra et'vist trin at regne og s& opstille passende aksio-

mer for sddanne maengdesystemer; dette fgrer til begrebet filter.
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Ogsé denne mulighed ma siges at vare ret nmsrliggende = i det
mindste nar man fgrst har faet ideen! - thi de topologiske
vigtige begreber for fglger sasom fortztningspunkt og grznse-
punkt er Jjo begreber, der kun vedrgrer fglgens elementer for
store indices.

De to nye begreber, net og filtre, kan studeres uafhan-
gigt af tilstedevmsrelsen af topologisk struktur. Dette vil vi
gpre i denne og i nzste §; senere skal vi se pa begrebernes be-
tydning i et topologisk rum.

Det fglger af ovenstdende bemarkninger, at teorien for net
og teorien for filtre i alt vaesentligt er samme teori, hvor tin-
gene blot siges pé forskellig made. Derfor har vi i disse noter
besluttet kun at udvikle den ene teori i detaljer, nemlig den
for filtre, og ngjes med at give de grundlaggende definitioner
for den anden; desuden vil vi omtale sammenhzngen mellem de to

teorier. Vasentlige resultater formuleret ved hjelp af ngt er

henvist til opgaverne.

Definition. Lad M vare en mzngde. Bt filter pad M er et system

P af delmangder af M (¥ ¢ D(M)) som opfylder fglgende fire ak-

siomer:

(i) ¢ ¢ ¥,
(ii) M € F,

(iil) AEF ABER=ANBET,

(iv) A€ P ABDA=BEP,
Bemsrk, at safremt P + @, er (ii) en fglge af (iv).

Eksempler. 1) Filtret bestiende af den ene memngde M.

2) Er (xn)nEN en fglge i M, s& er
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P o= iAngxngA fra et vist trin at regnel
et filter pa M.
3) Er M en uendelig mzngde, da er

P = {ACMICA er endelig]}

N, kaldes dette filter Fréchet filtret.

il

et filter pa M. Br M

4) ILad M vmsre planen RZ; da er systemet af m:ngder der
hver for sig indeholder en eller anden cirkelskive med centrum
i (0,0) et filter pa 2° (med betegnelser, vi senere skal ind-

fgre bliver dette filter omegnsfiltret for (o0,0).

Begrebet "net" kan vi nid frem til ved fplgende to defini-

tioner:

Definition. D siges at vaere en opad filtrerende mzngde,

hvis D er en mzngde forsynet med en przordensrelation £, der

opfylder betingelsen
AEDABED = IYED:  alyABLY.

Vi mindef om at en prazordensrelation er en refleksiv og
transitiv relation.
| Definitionen kan udtrykkes ved, at enhver delmmngde af D be-
staende af to elementer har en majorant; s& har ogsa enhver:

endelig delmazngde en majorant. En nedad filtrerende mazngde defi-

neres ved 1 stedet at krave, at enhver endelig delmzngde har en

minorant.

Definition. Et net pa msngden M er en afbildning af en opad

filtrende m@ngde ind i M.

Vi vil benytte betegnelsen (Xa)aED for et net, og kalde den opad
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filtrerende mzngde D for nettets indexmzngde.

Eksempler péd opad filtrerende mzngder. 1) N med den s@dvan-—

lige ordning; et net (Xn)neN med N som indexmszngde kaldes som

sedvanlig en fglge.

2) R med den smdvanlige ordning. Overhovedet er enhver fuld-

stendigt ordnet mzngde filtrerende.

3) Mzngden af delmzngder af en given mmhgde, ordnet ved €,
altsd ACB«ACB, eller mzngden af endelige delmzngder i samme ord-
ning.

L) Mengden af klasseinddelinger af en given m@ngde i ende-

lig mange klasser, ordnet ved videredeling.

5) Mzngden af kontinuerte funktioner f: R-R som er domineret

af en given (ikke ngdvendigvis kontinuert) funktion med den s@d-

vanlige punktvise ordning.

Definition. Lad (x )aED vare et net pd M og A en delmesngde

af M. Nettet <Xa>a€D siges at vare ofte i A, hvis Vo€D 3Bdo:

ﬁEA’ og nettet siges at vere i A fra et vist trin at regne,

hvis 3Ja€D Vp2a: xﬁEA.

X

At (x )aGD er 1 A fra et vist trin at regne skriver vi kort:

xaGA fev.t.

Vi skal nu omtale sammenhmngen mellem net og filtre. Lad

( a)aED vere et net pad M. Vi betragter systemet

F = {'A'EMIXGEA f.v.t.}.

Det er let at se at ¥ er et filter; lmg igvrigt merke til, at den

flltrerende egenskab ved D's ordning kun spiller en rolle for
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aksiomet (iii)'s gyldighed. Vi vil kalde I for afsnitsfiltret

hgrende til Qxa)aéD (betegnelsen skyldes, at afsnittene {xﬁl

ﬁZa};aGD danner, hvad vi med en definition fra neste § vil kal-

de en basis for ).

Hvis vi omvendt gdr ud fra et filter F pa M, kan vi knytte
et net dertil. Som D bruger vi mzngden af par (x,F), hvor x€F
og F&l'; D er da opad filtrerende under ordningen

(x5 Fy) & (x5,F,) » Fy 2 Fy.
Nettet hgrende til I defineres nu ved afbildningen
(x,F) = x
af D ind i M. Man indser, at afsnitsfiltret hgrende til dette

net er ¥ selv.

Fgr vi forlader nettene ma vi indfgre endnu et vigtigt

begreb.

Definition. Et net (y.) er et delnet af nettet (x_)
P’ BE —— a’a€D

sdfremt der findes en afbildning ¢:E —» D séledes, at fglgende to

betingelser er opfyldte:

(1) T = *o(p) VS

(ii) Vo €D 3B EE VB2 ¢ o(B)2 a .

Bt delnetraf (Xa)aED vil vi ofte skrive (Xdﬁ)ﬁEE eller

(Xa(ﬁ))ﬁEE Bem@rk, at et delnet af en fglge ikke behgver at

vere en fglge (og hvis det er en fglge behgver ikke vare, hvad

vi normalt forstar ved en delfglge idet afbildningen ¢ ikke be-

hgver at vmre voksende).




3. Filtre p4 gbstrakte mzngder.

Definition, Idet vi betragter filtre pad samme mengde, siges

filtret ¥, at vare finere end filtret ¥, séfremt ¥, o F,. I s&

fald siger vi ogsd at ¥, er grovere end ¥,. Et meksimalt filter

kaldes et ultrafilter; U er altsd et ultrafilter, hvis U er et

filter saledes, at intet filter forskelligt fra U er finere end

U.

Vi stiller nu fglgende spgrgsmal: Givet et system A af del-
mengder af M (A ¢ D(M)), under hvilke omstmndigheder findes et
filter P indeholdende A (¥ > A)? S&fremt der findes et sddant
filter, findes der da et groveste? Det sidste spgrgsmdl kan vi

klart svare Ja til, idet man let beviser fglgende

Lemma %.1. Er I en ikke-tom indexmzngde og Fi et filter pé
M for hvert i€I, da er [ Fi et filter p& M.
i€l

Det fgrste spgrgsmdl er heller ikke vahskeligt at besvare:

Sstning 3.2. Lad A ¢ D(M). En ngdvendig og tilstrakkelig
betingelse for at der findes et filter indeholdende A er, at

ingen fzllesmengde af endelig mange mangder fra A er tom.

Er betingelsen opfyldt kan det groveste filter indeholdende
A beskrives eksplicit: Betegn med A* systemet af alle endelige
frllesmzngder af mmngder i A. Det groveste filter indeholdende A,

ogsa kaldet filtret frembragt af A, er da filtret

b= {PcManer® ®oal.
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Sidste del af smtningen er ikke sand med mindre vi tillader
*

at regne en tom fzllesmsngde af masngder fra A nmea til A .

Bevis., ¢ € A* er klart en ngdvendig betingelse., Satningen
er fuldstendig bevist, hvis vi kan vise at ¥ = {F|3a € A%
F > A} virkelig er et filter. Dette er let. At f. eks. betin-
gelsen M € F er opfyldt, skyldes at A* ikke er tom (M er med i

A%, [

Definition. Lad F vare et filter p& M og A en delmmngde af

P, A siges da at vere en filtersubbasis for I sdfremt F netop

er filtret frembragt af A; og A siges at vare en filterbasis

for I safremt

= {FcM|3n € A: F oAl

Vi har set at den ngdvendige og tilstrzkkelige betingelse
for at A ¢ D(M) er en filtersubbasis for et eller andet filter

er, at @ ¢ A¥. Det tilsvarende resultat for filterbaser lyder:

Sztning %.3. En ngdvendig og tilstrazkkelig betingelse for
at A ¢ D(M) er en filterbasis for et eller andet filter (og da
ngdvendigvis for filtret frembragt af A) er, at fglgende tre

betingeleer, oped kaldet aksiomerne for filterbaser, ev opfyldte:

(i) @41
(i1) A5 ¢
(111) Ay €A AB, €A =3 €A A CAy Nh,.

Beviset overlades til lmseren.
Vi skal nu udlede to vigtige resultater om ultrafiltre; deh-
fgrste giver en karakterisation af de filtre, der er ultrafiltre,

og det andet viser, at der findes mange ultrafiltre.
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Smtning 3.4, Lad F vere et filter p& M. Da er ¥ et ultra-

filter, hvis og kun hvis der om enhver delmzngde A af M gslder

Aehvoeace .

Bevis. Antag fgrst at F er et ultfafiltern Lad A vzre en
delmasngde af M s& at A § ¥. Vi gnsker at vise, at CA € F. Sat
¥ = (B c M|A U B € P}. Man indser, at ¥ er et filter (@ ¢ P
fordi A ¢ ¥) og at ¥ or finere end F. 88 ma P = ¥ og heraf
fglger CA < F.

Antag dernmst at betingelsen VA ¢ M: A € ¥ v CA € I er
opfyldt. Lad ¥ vere et Filter finere end ¥, Vi skal vise at
P¥ - b, Taa A €Y. 82 vil ca ¢ P aa #” er et filter. Da P c

™ m& CA & . Af det givne ses s& at A € I, |

Eksempel., Br x € M sé er U = {A c M|x € A} et ultrafilter
i M.
Ovennzvnte eksempel et det eneste eksempel, man kender pa

et ultrafilter, der kan beskrives eksplicit, Alligevel har vi

fglgende resultat:

Sgtning %.5. Ethvert filter kan forfines til et ultrafilter.

Bevig. Lad ¥ vaere et filter i M og betragt mzngden af filtre
finere end ¥, ordnet ved relationen "finere" (F1 28, =R > Fy)e
Eftervis at vi har med en induktivt ordnet mengde at ggre, og

anvend Zorn's lemma. |

At der findes ultrafiltre, der ikke er af den i eksemplet
ovenfor navnte type, ses let. Vi kan f.eks, tage et ultrafilter
finere end Fréchet filtret p& N. Til slut i denne § vil vi under-

sgge, hvad der sker med filtre ved afbildninger.
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Setning 3.6.(Filtre og afbildninger)., Enhver afbildning vil
) €
afbilde et filter eller'filterbasis p& en filterbasis og et ul-

trafilter eller en ultrafilterbasis p& en ultrafilterbasis. Er

afbildningen surjektiv, afbildes filter pad filter og ultrafilter

pa ultrafilter,

Ved en ultrafilterbasis forstas selvfglgelig en filterbasis,

der er filterbasis for et Ultrafilter.

Bevig. ¢: M, - M, betegner en afbildning og F1 en filter-
basis pa M,. Betragt F2 = ¢(F1) = {¢(A1)|A1 € F1}. At F2 opfyl-

der aksiomerne (i) og (ii) for filterbaser er klart. At ogsa

(iii) er opfyldt skyldes inklusionen

o(a, NB,) g o(a) n o(8,).

Antag nu at F1 er en ultrafilterbasis. Lad A, vare en vil-

kadrlig delmzngde af M,. Enten findes en masngde A1 i F1 saledes,

at ¢—1(A2) 2 A, eller ogsd findes en mmngde.A; i F1 sdledes, at

c¢'1(A2) 2 A). I det fgrste tilfwlde vil A, 2 ¢(4,) € P, og 1

det andet tilfelde vilCA, 2 go(A,;) € Fz‘ Vi har set, at Fz er

en ultrafilterbasis.

Beviset for sidste del af smtningen vedrgrende surjektive

afbildninger overlades til lmseren. ||

L. Topologisk rum. Subbaser og baser for en topologi.

Definition. Et topologisk rum er et par T = (M,0), hvor M

er en mengde og O ¢ D(M) et system af delmmngder af M som opfyl-

der fglgende to aksiomer:
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(i) Enhver foreningsmengde af mangder fra 0 tilhgrer O, altsa

; U
0; € O vi €1 =;¢10; € 0,

(ii) Enhver endelig fmllesmzngde af mengder fra 0 tilhgrer 0,

altsé

0, €0vieIl, I enéelig = 1o, €0.
. ier *

Mengderne i O kaldes de &bne mengder.

Det er vigtigt, at vi tillader tomme indexmengder i denne
definition. Derfor er sivel @ som M &bne mangder i et topolo-
gisk rum T = (M,0). Aksiomet (ii) er xkvivalent med kravene

Me€bogo, €dr0,€0=0, no0, €0.

¢nsker vi at fremheve mengden M taler vi om “"det topolo-
giske rum M", vil vi derimod fremhzve 0, taler vi om "topolo-
gien 0 p& M". Normalt vil vi bruge. bogstavet T til at betegne
et topologisk rum. T stadr da for parret (M,0); alligevel vil vi
ofte skrive x € T og A ¢ T, hvor vi egentlig mener x € M‘og
A ¢ M. De foretrukne bogstaver til betegnelse af dbne mangder
er O (eng."open'") og G (ty."Gebiet").

Lad M vare forsynet med to topologier 01 og 02. 01 siges

at vare starkere eller finere end 0, safremt 0, 2 0,; i s& fald

siges 02 at vaere gvagere eller grovere end 01.

Eksempler. 1) O = {@,M]. Dette er den svageste blandt samt-

lige topologier pad M; den er si svag, at ethvert net i M konve-
gerer mod ethvert punkt i M (se § 7 for begrebet "konvergent net').
Denné topologi kaldes den diffuse topologi.
2) 0 =.D(M). Dette er den stzrkeste topologi pd M; den er si

sterk at den kun tillader et net (Xa)aéD at konvergere mod x sa-
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fremt x, = X f.v.t. Denne topologi kaldes den diskrete topologi.

(04

Vi skal nu se pa fglgende problem: Givet et system BcD(M)
af delmzngder af M, hvornar findes en svageste tdpologi inde~

holdende B? Det er nemt at se, at en s&dan topologi altid fin-

des, idet man let indser
Lemma 4.1. Er Oi topologier p4d M for alle i € I, da er

N Oi ogs& en topologi pa M.
i€l

Vi kan derfor definere topologien frembragt af B ved

OB) = N{OIB ¢ O A 0 en topologi i M}.

Det er bemsrkelsesvaerdigt, at topologien 0(B) kan beskrives

eksplicit.

Setning U.2. Topologien O(B) frembragt af B bestdr af samt-
lige mzngder, der er en foreningsmengde af mengder, der hver for

sig, er endelige fallesmazngder af mangder fra B.

Det er af betydning, at vi tillader tomme indexmzngder i

denne satning. Betragter vi mengdesystemet

B* = { N B.|I er endelig, B. € Bwi € 1},
jer t -

da er sstningens udsagn, at

0(B) = { UBJ|T er en vilkérlig mengde,B; € B" vi € I}.
i€1 1
Beviset er elementmrt og overlades til laseren.

En passant nmvner vi, at det "duale" problem, hvor vi sgger

en fineste topologi indeholdt i B kun har en lgsning safremt B

*/

selv er en topologi.
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Definition. Lad 0 vere en topologi. B ¢ D(M) kaldes en

subbasis for O hvis 0 = O0(B); og B kaldes en basis for 0, hvis

0 = { UB,|I er en nzngde,B, € B Vi € I},
ier * 3 '

To subbaser (baser) kaldes skvivalente sadfremt de er subbaser

(baser) for samme topologi.

En topologi har normalt mange baser - heri ligger netop

det nyttige 1 begreabet.

Setning L.3. Led B vare en vilkadrlig delmsngde af D(M). Da
er B en basis for en eller anden topologi (cg da ngdvendigvis
for topologien frembragt af B), hvis og kun hvis fglgende to

krav, kaldet aksiomerne for en basis, er opfyldte:

(1) By €BAB,€EBAXEB, NB,3 €D s at x € B g B, N By,

.. U, _
(ll)_BEB B = M.

lig fzllesmzngde af m@ngder fra B er en foreningsmazngde af mzng-
der fra B, og dette sker, hvis og kun hvis dels M er en forenings-
mengde af mangder fra Bp dels enhver fezllesmengde af to mangder
fra B er en foreningsmmngde af mangder fra B, men si er vi netop

niet fram til betingelserne (ii) og (i). |

5. Lokal struktur af et topologisk rum.

Definition. Ved en omegn af et punkt x 1 et topologisk rum

T forstis en deimwngde U af T for hvilken der Tindes en &ben

mengde O med x € 0 ¢ U, Ved omegnsfiltret eller omegnssystemet

for x forstis mzngden

U(x) = {U ¢ T|U er en omegn af x}.




Top. 13

Omegnsfiltret U(x) er et filter. En filterbasis B(x) for

U(x) kaldes en omegnsbasis for x. B(x) er siledes en omegns-

basis for x, hvis og kun hvis
B(x) ¢ 0(x)

og
vU € 0(x) 3B € B(x): B c U.

AT og til kan det vare bekvemt at tale om en omegn af en
vilkadrlig delmzngde A af T; herved forstds en mengde U C T for
hvilken der findes 0 € O med A ¢ 0 ¢ U,

Ofte vil man fastlagge en topologi ved opgivelse af omegns~
filtrene ellef ved opgivelse af et system af omegnsbaser. Fgrst
bemzrkes, at omegnsfiltrene U(x); x € T i et topologisk rum T

tilfredsstiller betingelserne

N U; € U(x),

(1) U, € U(x) Vi € T A I endelig =
* i€1

(ii) U € 0(x) = x € U,
(iii) U € 0(x) AV D2 U =V € U(x),

(iv) vU € U(x) Iv € J(x) vy € V: U € O(y).

Som Vi (iv) kan man bruge en 8ben mengde indeholdende X og
indeholdt i U,

(i), (ii) og (iii) er egenskaber, der kun vedrgrer et enkelt
punkt i T, mens (iv) siger noget om hvordan U(x) sndrer sig fra
punkt til punkt. (i) er zkvivalent med T € U(x) og U € U(x) AV
€ U(x) =U AV € U(x). P2 grund af (iii) kan man igvrigt erstat®e
betingelsen T € U(x) med U(x) 3 @. Vi kan genfinde de &bne mosng-

der ud fra omegnsfiltrene, idet der om en delmzngde A af M gzlder

A€ e AcU(x)Vx €A,
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Implikationen = er simpel at eftervise; den anden implikation
bevises siledes: hvis A € U(x) Vx € A, findes for hvert punkt
X € A en &ben mzngde O, séledes, at x € 0, C A. S84 er A =
Uioxlx € Al som er en &ben mazngde.

Vi skal nu se, hvad der sker, hvis vi glr den 'bmvendte

vejs

Smtning 5.1. (Topologi fastlagt ved omegnsfiltre). Givet er

en mengde M og et system iU(x)}XEM af delmzngder af D(M) som op-

fylder (i)-(iv) ovenfor. Der findes da netop een topologi p& M

sdledes, at {ﬁ(x)}xeM bliver systemet af omegnsfiltre. I denne

topologi er O ¢ M &ben hvis og kun hvis 0 € U(x) vx € 0.

Bevis. Set 0 = {0 ¢ MlVi €0: 0 € U(x)}. Ifplge de forudgaen-
de bemszrkninger er 0 den eneste mulighed for en topologi med den
gnskede egenskeb. Man ser let, at 0 er en topologi; hertil be-
nyttes aksiomerne (i) og (iii). Vi mangler nu at vise, at 0(x)

er omegnsfiltret for x. Anvendes (iii) ses, at enhver omegn for
x tilhgrer U(x). Antag nu at U € U(x); vi ¢néker at bevise at U
er en omegn for x; hertil betragter vi mzngden G = {y|U € U(y)]}.
Vi ser at x € G og,p.gr.af (ii), at G g U. Vi vil fuldfgre be-
viset ved at vise G € 0. Lad y € G d.v.s. U € U(y); ifglge (iv)
findes da V € U(y) séledes, at U € U(z) for alle z € V. Heraf

ses, at V ¢ G. Da V € U(y) ses af (iii) at ¢ € U(y). [

Betingelserne (i)-(iv) kaldes for omegnsaksiomerne. P& til-
svarende vis kan man opstille aksiomer for et system af omegns-

baser. Man finder uden vanskelighed f¢1gende resultat:
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Setning 5.2. (Topologi fastlagt ved omegnsbaser). Givet

en mangde M og et system {B(x)}xeM af delmsngder af D(M) som

for ethvert x € M opfylder betingelserne

(1) B(x) % &,

(11) B, € B(x) A B, € B(x) = 3B € B(x): B, n B, 2 B,

(iii) x € B VB € B(x),

(iv) VB € B(x) I € B(x) Vy € E 3w € B(y): W < B.

Der findes da netop een topologi pd M sdledes, at B(x) bliver

en omegnsbasis for x for alle x € M.

For at bevise détte behgver man blot betragte U(x) define-
ret ved U(x) = {U ¢ M|3B € B(x): U 2 B}.

At (i)=(iv) i s=tning 5.2 er opfyldte, hvis man gir ud fra
et topologisk fum,-og for hvert punkt valger en omegnsbasis, ses

ogsé let.

Eksempel (Metrisk rum). Lad (M,d) vere et metrisk rum; 4 er

altsd en afbildning d: MxM — [o,«][ som opfylder d(x,y) = d(y,x),
a(x,y) = o = x=y samt d(x,z) < d(x,y)+d(y,z). Betragter vi for
ethvert x € M systemet B(x) af kugler med centrum i x, da ser vi,
at (i)-(iv) fra smtning 5.2 er opfyldte. M er saledes pd natur-
lig vis blevet forsynet med en topologi, den.metriske topologie.
Betingelsen A(x,y) = o = x=y spiller igvrigt ingen rolle for
disse overvejelser; forlanges den ikke opfyldt, far vi i stedet

et pseudo-metrisk rum.

Et topologisk rum T = (M,0) kaldes metriserbart, sidfremt der
findes en metrik 4 pa M siledes, at den metriske topologi er i-

dentisk med den oprindelige; d siges i s& fald at metrisere T,
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Er T metriserbart, vil der normalt findes mange metrikker der

metriserer T.

6o Afslutﬁet mengde, indre, afslutning, rand, tet mengde.

Definition. En delmsngde F af et topologisk rum T kaldes

afsluttet, hvis CF er &ben. For en vilkaérlig delmengde A af T

defineres A, det indre af A, og A, afslutningen af A, ved
A = Ufcle c A A G aveni,
A=N{P|A cF AF afsluttet}.

Et punkt i A kaldes et indre punkt for A; et punkt i A kal-

des et kontaktpunkt for A; et punkt def“er.kontaktpunkt bade for

A og for CA kaldes et randpunkt for A. Mmngden af A's randpunkter
kaldes A's rand og betegnes OA, altsd OA = A N CA.
Er A og B to delmmngder af T, siges A at vare t@t i1 B, hvis

B ¢ E; en delmzngde der er tet i T kaldes blot en tet delmengde.

En fzllesmengde af afsluttede mengder er afsluttet; en ende-
lig foreningshangde af afsluttede mengder er afsluttet. Ofte be-
‘tegnes afsluttede mengder med bogstavet F (fr. "fermé").

A er den stgrste abne mengde indeholdt i A, og A er den mind-
ste afsluttede mengde indeholdende A; i og A kan ogs& karakteri-

seres pa anden vis:

e
il

{x|a € U(x) }9

A= {xlunatgveix]l.

Beviserne for dette sivel som for nedenstéende regneregler over-

lades til lm:seren.
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Lad os her minde om betydningen af begrebet tzt delmmngde.
gnsker vi at bevise at alle elementer i M har en vis egenskab,
vil det ofte vise sig bekvemt at gennemfgre beviset herfor ved
fgrest at vise egenskaben for en passende valgt tet delmsngde og

dernzst vise, at mengden af de elementer, der har egenskaben er

afsluttet.

7. Konvergens, kontaktpunkter. Fra Mat. 1 ved vi, at topo-

logiske egenskaber for metriserbare rum kan studeres ved brug af

konvergente fglger. Som nmvnt slar fglger ikke til 1 det generel-

le tilfzlde ; man kan s& klare sig med begrebet "konvergent net'

eller "konvergent filter'.

Definition. Lad T vere et topologisk rum og x et punkt i T.

Et net (xa)aED pa4d T siges at have x som graznsepunkt eller

at konvergere mod x siafremt det for enhver omegn U af x gzlder,

at x, €U f.v.t.; 1 s4 fald skriver vi Xy = X

Et filter F p& T siges at have x som gransepunkt eller at

konvergere mod x safremt I er finere end omegnsfiltret U(x); 1

s& fald skriver vi ¥ - x. En filterbasis ¥ i T siges at have x

som grznsepunkt e€ller at konvergere mod x s&fremt det af P frem-

bragte filter konvergerer mod x; i sad fald skriver vi P o x.

Er P et filter eller en filterbasis i T da kaldes x et kon-
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taktpunkt for I sdfremt x er kontaktpunkt for enhver mmngde i F.

Bem®erk, at et net, et filter eller en filterbasis kan have
flere g}ansepunkter; dette kan man udelukke ved at indfgre et
passende adskillelsesaksiom (se § 11).

Hvis B er en filterbasis for ¥ da har B og ¥ de samme kon-
taktpunkter.

vas ? konvergerer mod x, da er x et kontaktpunkt for 7.
Ved forfining kan kontaktpunkter forsVinde, men aldrig opsta:

F, 2 F | =» ethvert kontaktpunkt for F, er et kontaktpunkt for F,.

v |
Man indser, at x er et kontaktpunkt for ¥, hvis og kun:ﬁvis B =
P n U}F € P AU € U(x)} er en filterbasis; heraf udledes, at x
er et g%ntaktpunkt for P hvis og kun hvis ¥ kan forfine$ til et

filter der konvergerer mod X. Som et korollar hertil ha% vi

\
§&tning 7.1. Hvis et ultrafilter har et kontaktpunkt, er

det konvergent med kontaktpunktet som gransepunkt.
3

S. Kontinuitet. Lad S = (M1, 51) og T = (M, 62) vere topo-

logiske rum.

Definition. En afbildning f: S —» T kaldes kontinuert i x€S,

hvis:

£ (v,) € 0, (x) VU, € 0,(£x).

f kaldes kontinuert, hvis f er kontinuert i ethvert punkt af S.

Saetning.8.1. Fglgende udsagn om en afbildning £f: 8 - T er
alle =kvivalente:

(i) £ er kontinuert,

(ii) f—1(G) er &ben 1 S VG &bne i T,
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(iii) f—1(G) er &ben i S VG tilhgrende en subbasis for O,
(iv) f-1(F) er afsluttet i S VF afsluttede i T,

(v) £(&) ¢ £(A) VA c 8,

(vi) £ 1(B) ¢ £71(B) vB ¢ ™y

(vii) ¥ filter p& S A F = x = £(F) ~» £(x),

(viii) (Xoc)oED net p& S A x, “X = f(xa) -£(x) .

Bevis. Ekvivalensen af (i)-(vi) er velkendt fra Mat. 1,08

i gvrigt let at etablere.

(1) = (vii): Lad ¥ vare et konvergent filter p& S: F -x. Vi
skal vise at filterbasen f(®) konvergerer mod f(x). For enhver

omegn U, € ﬁz(fx) gzlder
271 (v,) € U,(x) og £(£71(u,)) € Uy
Dette viser, at f(f—1(U2)) € £(0,(x)) som er indeholdt 1 £(F) og

at U, tilhgrer det af filterbasen £(#) frembragte filter; hermed

har vi set, at £(F) - £(x).

(vii) = (i): Dette bevises ved at udnytte konvergensen af

f(ﬂ1(x)) mod f(x). Heraf fglger nemlig, at enhver omegn U, €
ﬁz(fx) tilhgrer det af filterbasen f(U1(x)) frembragte filter,
d.v.s. der findes U, € U1(x) s& at U, 2 f(U1); s& vil f—1(U2)

2 U,, hvoraf f“1(U2) € ﬁ1(x) fglger. Vi har set at f er kontinu-

ert i ethvert punkt af S.

Udsagnet vedrgrende (viii) overlades il lasseren. U

Af velkendte egenskaber ved kontinuerte afpildninger skal vi
her ngjes med at minde om transitiviteten: Br f: 8 - T og g:

T - U begge kontinuerte da er ogsé gef: S - U kontinuert.
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Det relevante isomorfibegreb for topologiske rum udtrykkes

bekvemt ved kontinuitet (jvf.(ii) ovenfor):

Definition. To topologiske rum S og T kaldes homeomorfe,

hvis der findes en bijektion f: S-T sdledes, at savel £ som f—1

er kontinuerte. En sadan afbildning kaldes en homeomorfi af S

pa T.

.9. Nye topologiske rum ud fra gamle. Er T = (M, 0) et

topologisk rum og A en (ikke-tom) delmzngds af M, da inducerer
T p& naturlig mdde en topologi p& A. Som abne mzngder i A tager
vi blot alle mengder af formen A N O, hvor 0 € 0. Den herved de-

finerede topologi i A kaldes den relative topologi, delrumstopo-

logien eller den af T inducerede topologi p& A. De afsluttede
mengder i A er mzngderne af formen A N F, hvor F er afsluttet i
T. BEr B ¢ A, da er afslutningen af B i den relative topologi
mengden A N B. Vi kan ogsa karakterisere den relative topologi
pa A som den svageste topologi, der ggr indlejringen i: A-T kon-
tinuert. Denne karakterisation giver anledning til en uhyre nyt-

tig generel metode til at definere nye topologier pa:

Definition. Lad M vaére en masngde og lad, for hvert indeks

i fra indeksmszngden I, fi: M—aTi vere en afbildning af M ind i et

topologisk rum T, = (Mi’oi)‘ Ved initialtopologien eller den

svage topologi p& M bestemt ved (fi)iEI forstas den svageste to-

pologi pad M (jvf.Lemma L.1), der g¢r alle afbildningerne f,; 1€I
‘kontinuerte,

Undertiden kan det vare bekvemt med en kort betegnelse son
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O((f.), ) for initialtopologien.

i71i€l

Er 0 en topologi pa M, da vil afbildningerne f,; 1€I vare
kontinuerte hvis og kun hvis 0 indeholder enhver mzngde af for-
men f;1(0i), hvor i€I og 04 € Oi. Initialtopologien p& M er sile-
des identisk med topologien frembragt af U;; f;1(0i).

Det maske vigtigste eksempel pd en initialtopologi er pro-

~dukttopologien.,

Definition., Lad T, = (Mi,Oi); i€I vamre topologiske rum og

M produktmengden M = 1I Mi‘ Ved produkttopologien pa M forstés
iel

initialtopologien pé M bestemt ved familien af projektionsafbild-

ninger 75 3 M-M,; i€I. M med produkttopologien kaldes ogsad pro-

i’
duktrummet af Ti; i€l og betegnes kort  H Tie
i€l
Produktrummet T = ,n“T. har den vigtige specielle egenskab;
i€l

at alle afbildningerne 7y

: TﬁTi; i€l bliver &bne afbildninger
(dev.s. at &ben mengde afbildes i &ben m®ngde).

Produkttopologien er den groveste topologi pa M = M, » man
normalt vil arbejde med. Ved specielle undersggelser vil man ofte

" inddrage finere topologier pd M (eller delmpngder af M).

Sztning 9.1. (Konvergens i initialtopologi). Vi betragter

&t topologisk rum T, hvor topologien er initialtopologien be-

stemt ved afbildningerne f,: T-T,;; i€I. Lad P vere et filter

(eller en filterbasis) pd T og x et punkt i T. Da vil F-x, hvis

og kun hvis fi(F) - fi(x) Vi € I.
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. . -1 .
Bevis. Vi sztter B = Ujer T4 (Oi). Da er 0 topologien frem-
bragt af B. Hvis ¥ -» x vil fi(F) - fi(x) Vi € I da alle fi'erne

er kontinuerte. Lad os dernmst bevise den vigtigste del af sat-

ningen. Vi antager nu at fi(F) - x; Vi € I, hvor vi har sat X,

fi(x). For at vise P - x, betragter vi en omegn U € U(x) i T.

Vi kan finde O € 0 s4 at x € 0 c U. Oeren foreningsmengde af
endelige fzllesmzngder fra B. Da x € 0, kan vi finde mzngder

-1 -1 o -1
fi1(oi1),,.., fin(oin) fra B siledes, at x € fi1(oi1) Neve N

-1
£.(0, ) c 0. Vi ser, at 0, €U, (x, ), «os 0, €70, (x; ) o8
n 'n ’ o 1,077 *n in *n

slutter, at der findes mengder F. , .., F, fra } si at £, (P, )
19 *n 17 19

< 011, ey £, (F, ) c 0, « Vi har nu
| i Myl = |
n “n n

o ~1 -1 -1
U202 ¢, (0, )neunf, (0, ) 25 (£, (P, ))Neant, (£, (F. ))
1,1 11 1, 1p 11 11 11 1, in 1,

2 Fi Ne ol Fi 5
1 n

hvoraf vi ser,at U tilhgrer filtret frembragt af o ]

Korollag_O.Q, (Initialtopologi og kontinuitet). Lad igen

T = (M,0), hvor O = 0((fi)i€I). En afbildning f: S-T, hvor S er

et topologisk rum, er kontinuert, hvis og kun hvis fiof er kon-

tinuert Vi € I.

Det overlades til laseren at formulere de vigtige resultater,

vi fAr frem ved at specialisere de lige beviste resultater til

produktrum.

Vi skal nu kort .omtale en anden generel metode at definere
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topologier pa; i en vis forstand er denne metode "dual™ til den

allerede nzvnte. Givet er en mangde M samt afbildninger fi: Ti

- M; i€I af topologiske rum ind i M. Hvis vi definerer 0 c D(M)
ved

0€Dd e f;10 €0, Vi€,

ser vi, at 0 tilfredsstiller aksiomerne for en topologi. Denne

topologi p& M kaldes finaltopologien bestemt ved afbildningerne

f.; i€I. Det er den fineste topologi pad M der ggr alle afbild-

i,

ningerne fi; i€l kontinuerte.

Eksempel (Kvotienttopologi). Er T et topologisk rum forsynet

med en ®kvivalensrelation R, da kan vi i kvotientmzngden (Klasse-
maengden) T/R betragte finaltopologien bestemt ved den kanoniske

afbildning T - T/R; denne topologi kaldes kvotienttopologien pa

T/R og T/R forsynet med kvotienttopologien kaldes kort kvotient-

rummet.

Det er ikke helt sjmldent, man mgder finaltopologier i en
situvation, hvor en mzngde M er foreningsmzngde af delmmngder Mi;
i€, der hver for sig har en '"naturlig'" topologi; man kan da tit

med fordel betragte finaltopologien i M bestemt ved indlejringer-

ne Mi = M; i€I. En sidan topologi kaldes en induktiv limes topo-

logie

Vi n®evner uden bevis det til korollar 2.9.2. analoge resul-

tat for finaltopologier:

Setning  .9.3. (Finaltopologi og kontinuitet). Lad T vare et

topologisk rum, hvor topologien er finaltopologien bestemt ved

afbildningerne fi; i€l. En afpbildning £+ T - S, hvor S er et to-
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pologisk rum, er kontinuert, hvis og kun hvis fOfi er kontinuert

vi € T,

10, Numerabilitetsaksiomer.

Definition. Et topologisk rum T opfylder fgrste numerabili-

tetsaksiom, hvis omegnsfiltret U(x) har en numerabel basis B(x)

for ethvert x € T, T opfylder andet numerabilitetsaksiom, hvis

der findes en numerabel basis for topologien. T er et geparabelt [
‘W,Lw.h,u«-‘we h
rum, hvis der findes en overalt tzfYdelmsngde af T.

@

Det er ikke svart at se, at et rum, der opfylder andet nume-
rabilitetsaksiom, er separabelt og opfylder fgrste numerabilitets~
aksiom. Ethvert euklidisk rum opfylder andet numerabilitetsaksiom.
En delmzngde af et rum, der opfylder fgrste (andet) numerabilitets-
aksiom vil selv opfylde fgrste (andet) numerabilitetsaksiom. Et
metriserbart rumvopfylder fgrste numerabilitetsaksiom; og det er
separabelt, hvis og kun hvis det opfylder andet numerabilitets-—
aksiom. En delmzngde af et separabelt metriserbart rum er separa-
belt.

Arbejder vi i et rum der opfylder fgrste tzllelighedsaksiom,
da kan alle topologiske egenskaber behandles ved hjzlp af konver-
gente fglger; mere ngjagtigt mener vi hermed, at kendes for et sa-
dant rum T = (M,0) den underliggende mmngde M og kendes tillige de
konvergente fglger (og disses grensepunkter), si kan vi rekonstru-

ere topologien, d.v.s. vi kan afggre, hvilke me@ngder der er abne.

- Af nedenstdende resultat fglger nemlig 2t vi for en vilkarlig del-

mangde A ¢ M kan finde afslutningen A og 88 kan vi let karakteri-

sere de afsluttede, og dermed ogsd de &bne, delmazngder af M.
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Sztning 10.1. Lad A vare en delmmsngde af et topologisk
rum, der opfylder fgrste numerabilitetsaksiom. Da bestar A af

de punkter x for hvilke der findes en fglge {xn} som konvergerer

mod X og hvor X, € A for n=1, 2, vee »

Bevis. Hvis X, € A; n=1, 2, ... 0og hvis X, 7 X5 s& vil x€A.
Hvis x € E, betragter vi en numerabel omegnsbasis {B1,B2,,..} for
X som opfylder betingelserne B1 2 B2 D .. 0g valger for hvert

n €N et X, € B, N A. Det er klart, at x, - x. 0

11. Adskillelsesaksiomer. Vi har tidligere bemzrket, at et

konvergent filter kan have flere gransepunkter. Det vigtige
Hausdorff-adskillelsesaksiom har til form&l at udelukke dette.
Det problem, der ellers er mest i tankerne nar talen er om ad-
skillelsesaksiomer, er spgrgsmdlet om eksistens af "tilpas man-
ge'" kontinuerte reelle funktioner. Det kan vises, at der findes
topologiske rum (endog regulzre rum) for hvilke enhver kontinu-
ert reel funktion er konstant (og som bestdr af mere end &t

punkt). Noget sidant er man normalt interesseret i at udelukke.

“v Definitioner. Lad T vare et topologisk rum.

T kaldes et T1-rum, eller siges at opfylde adskillelsesak-

siomet T1, hvis

XETAYyETAxty=>TUE€ U(x): y4 U.

T er et T2-rum, eller et Hausdorff-rum eller et separeret

rum, hvis de &bne mazngder skiller punkter d.v.s. hvis
XETAYETAXTy=>TUEUx) AFVETy): UnV =@,

T er et T3-rum (eller et quasi-regul=rt rum), hvis de &bne
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i

mengder skiller punkter og afsluttede mazngder d.v.s.Ahvis
X €T AF afsluttet Ax 4§ F = 30 € U(x) A 3V omegn af F: U nV

= @,

T er et Th~-rum (eller et guasi-normalt rum), hvis de &bne

mengder skiller afsluttede mazngder d.ve.s. hvis
F, og F, afsluttede disjunkte = F, og F, har disjurkte om-
egne .

Er T bade et T2 og et T3-rum kaldes T regulart.

Er T bade et T2 og et Th-rum kaldes T normalt.

T er et fuldstendig regulert rum, hvis T er et Hausdorff-

rum og hvis de kontinuerte funktioner skiller punkter og afslut-

tede mengder, d.v.s. hvis

X €T A F afsluttet A x § F = der findes en kontinuert

funktion f£: T = [0,1] slledes, at £(x) = 0 og £(F) ¢ {1}.

I disse definitioner har vi benyttet den benmvnelses-poli-

- tik at tilkendegive med "quasi' at Hausdorff-aksiomet ikke for-
udsattes opfyldt, mens et manglende "“"quasi' antyder at Hausdorff-
aksiomet er opfyldt.

De vigtigste af de omtalte typer af topologiske rum er nok
Hausdorff-rum, fuldstsndig regulzre rum og normale rum. Et nor-
malt rum er fuldstzndig regulert (se s=ztning 11.3), et fuldstan-
dig regulzrt rum er regulzrt og et regulmrtrrum opfylder Haus-
dorff-aksiomet. I langt de fleste undersﬁgelser vil man ikke have

noget mod at forudsztte T2; alligevel skal vi kun ggre det, hvor

det er pakrmvet.

Satning 11.1. (i) T er et T -rum, hvis og kun hvis enhver
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ét-punkts mengde er afsluttet.

(ii) T er et T2-rum, hvis og kun hvis ethvert filter (net)
pa T hgjst har &t gransepunkt.

(iii) T er et T3-rum, hvis og kun hvis ethvert punkt har

en omegnsbasis bestaende af afsluttede msngder.

Bevis. (i) overlades til leseren.

(ii): Antag T2 er opfyldt. Hvis F - x og } » y vil U(x) ¢
F og U(y) ¢ ¥; enhver mengde U n V, hvor U € U(x) og V € 0(y),
vil da ogsd tilhgre filtret ¥. Da @ 4 F my x=y.

Antag dernést at T2 ikke er opfyldt. Da findes x f y s& at
UNVit P for alle U € U(x) og V€ U(y). Mengderne U N V; U €

0(x), V € 0(y) damner s& et filter der konvergerer mod x savel

som mod y.

(iii): Ved at udtrykke den afsluttede mazngde F med sin Abne
komplementasrmengde O ses, at T3 er opfyldt hvis og kun hvis det
om ethvert par x,0, hvor O er en aben omegn af x, gmelder at der

findes &bne mengder 01 og 0, med x € 0,5, CO ¢ 0, 0g 0, N0, = R

altsd x € 0, £ CO, ¢ 0; nu er eksistensen af sadanne &bne meng-

der ensbetydende med eksistensen af en mzngde A s& at x € i c A
< 0. Heraf fglger (iii). ||

Af (i) ses, at vi i stedet for at have defineret et regulart
rum ved "T2 A T3" lige s8 godt kunne have benyttet definitionen
"T1 A T3". En tilsvarende bem@rkning gmlder normale rum.

Vi gnsker nu at udlede et vigtigt resultat, der viser at
aksiomet T4 tillader os at konstruere et vald af kontinuerte
funktioner; specielt skal vi se, at ethvert normalt rum er fuld-

stendig regulsrt. Som en vasentlig forberedelse beviser vi fgl-

gende.




Top . 28

Lemma_+1.2. Lad F vare en afsluttet og G en &ben delmsngde
af et Th-rum T sidledes, at F C G. Der findes da en familie

{Ar}rGA af delmengder af T, hvor A er en tet delmzngde af det

8bne enhedsinterval Jo,1[ og hvor endvidere fglgende to betin-

gelser er opfyldte:

°

(1) Pch, ch, cavren,

r
(ii) A, c A Vr < s,
Bevis. Ifglge Th-aksiomet anvendt pad de afsluttede mmngder
F og CG findes en m=ngde A, séledes, at F C i, g.ﬁl c G. (Jvf.
2 2 2
beviset for (iii) i smtning 11.1). Anvendes samme r@sonnement

dels pa F og Al, dels pa Kl og G indses, at der findes mzngder
2 2
° [ K -~ [
A1/h 0g A3/u saledes, at F C A1/h Sh & ﬁ% og A% E‘AB/h c
KB/h C G. I nmste trin af vort rzsonnement far vi defineret mang-

der A1/8’ A3/8’ A5/8 og A7/8 som harmonerer med kravene (i) og

(ii). Det er ikke svart at se, at vi ved induktion opnar det

gnskede; mengden A bliver msngden af dyadisk rationale tal i

]0:'1[0 “

Setning 11.3.(Urysohns lemma). Er T),- eksiomet opfyldt for

T, da vil de kontinuerte funktioner skille afsluttede mzngder,

devess til ethvert par F1, F2 af afsluttede disjunkte mzngder

findes en kontinuert funktion f: T — [o1,] med f(F1) c {o} og
£(F,) ¢ 11,

Bevis. Vi anvender lemmaet pa den afsluttede mengde F1 og

den &bne msngde CF,. Svarende til den familie {Ar;rEA’ lemmaet

giver os i h®nde, definerer vi en funktion f: T - [0,1] ved
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f(x) = infi{r € Alx € Ar}; x €T,

Dette skal forstés s@iledes, at hvis der intet r € A findes
med x € A, s& s@ttes £(x) = 1. Det er klart, at £(F,) ¢ [o] og
at f(FZ) c {1}. Vi mangler blot at vise at f er kontinuer£; her-
til vil vi anvende (iii), s@tning 8.1, idet vi som subbasis i
[01,] benytter de mmngder der enten er af formen [o,a[ for et

a € Jo,1[ eller er af formen ]B,1] for et B € Jo,1[. Lad a €

Jo,1[; vi har da p.gr. af familien IAr}‘s specielle egenskaber

-1
f (o,al) = U A_= U A
[ ’ r<a ¥ r<La r

og denne msngde er jo Aben. Betragt dernmst et B € Jo,1[; vi

finder

_1 -
£ ([ ,ﬁ]) = M A = {1 A_;
° rsg T g T

da demne mmngde er afeluttet, bliver komplementarmsngden
f_1(]ﬂ,1]) aben. . ]

Vi vil nu undersgge om en funktion defineret pd en delmang-

de A af et topologisk rum T kan udvides til en kontinuert funk-

tion defineret péd hele T. Da restriktionem af en kontinuert funk-
tion til et delrum er kontinuert i delrumstopologien, md vi for-
udsxztte at den givne funktion er kontinuert i delrumstonlogien.
Den topologiske natur af delmzngden A spiller ogsd en rolle, som
det ses ved at betragte eksemplet sin(1/x) defineret pa R\fo};
det er naturligt at forudsztte A afsluttet. I et normalt rum be-
hgver vi ikk@ flere forudsztninger (Sztning 11.5 og.0pgave). Det

er bekvemt at begynde med et lemma.
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Lemma 11.4. Lad T vare et Th~-rum og f: F » [-1,1] en kon-
tinuert funktion defineret pd en afsluttet delmangde F af T. Da

findes en kontinuert funktion g:+ T - [-1/3, 1/3] séledes, at
I£(x)-g(x)| < 2/3 for alle x € F,
Bevis. Mzngderne F, = {x|fx) < -1/3} og F, = {x|f&x) > 1/3}

er disjunkte og afsluttede. I henhold til Urysohns lemma findes
en kontinuert funktion g: T - [-1/3, 1/3] saledes, at g(Fﬁ) c

{-1/3} og g(®,) ¢ {1/3}. |

Sztning 11.5.(Tietzes udvidelsessztning). Lad T vere et Th-

rum og f: F - R en begranset kontinuert funktion defineret pa
en afsluttet delmengde F af T. Da findes en begraznset kontinuert

udvidelse f: T » R af f s&ledes, at sup|f(x) = sup|f(x)].
XET XEF

Bevis. Vi kan antage, at f: F ev[—1,1] og at suP|f(x)| = 1.
: XEF

Vi anvender lemmaet og finder g, kontinuert: T %‘[_1/3, 1/3] sé-
ledes, at funktionen h1 = f-g1lF, hvor g1|F betegner g1's restrik-
tion til F, opfylder |
hy: F - [-2/3, 2/3].

Dernzst anvender vi lemmaet pad funktionen h1 og finder 2PN kon-
tinuert: T - [—Q/BZ, 2/32] sdledes, at funktionen h, = h1-g2|F
opfylder

ny: F o [-(2/3)%, (2/3)°].

Processen fortszttes og vi far defineret en fglge (gn)n> 4 af

kontinuerte funktioner siledes, at
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g 2 T o[22 /30, 2B g0 s g

og siledes, at funktionerne (hn n>4 definerede ved hn =
hn_1-gn|F opfylder

n: P [-27/3%, 27/3%]; n 2 1,

Vi betragter funktionerne (fn)n21 definerede ved £, = @+ «ve

+g,- Vi vil vise at fglgen (fn) konvergerer ligeligt pa T. For

no o8 & T har v Fraes et
P ( a:"',) Mo )
iy n v-"l v m /”m !\,‘-;v RN ((QJ
£ (2)-£ (x)] & = Mg (x)| & = 2°77/3° < 27/3%; 1 (.l
v=m+1 V=m+1 -

derfor vil (fn)n>1 konvergere ligeligt p& T. Gransefunktionen

benmvnes . Da alle fn'erne er kontinuerte er f kontinuert. Af

1

vurderingen ovenfor fglger, at Ifn(x) -f1(x)| Ifn(x)—g1(x)|

< 2/3 for alle n > 1 og x € T; heraf ses at, |[F(x)| <1 vx € T,
Det eneste vi herefter mangler at vise er, at fer en udvidelse

af f. Dette fglger imidlertid af at f |F-f =3h 1 forbindelse

med vurderingen b (x)] < o™/3% vx € F.

En topologisk egenskab p kaldes arvelig, hvis g bevares ved
delrumsdannelse alts& hvis: T har B A AC T = A har § i den in-
ducerede topologi. Vi er interesserede i at vide, hvilke af ad-
skillesaksiomerne der er arvelige. Vi er ogsd intersserede i at
vide, hvilke af adskillesaksiomerne, der bevares ved dannelse af
produktrum. Da sével delrum som produktrum er eksempler pad ini-
tialrum, vil vi undersgge det mere generelle spgrgsmdl om hvilke

adskillesaksiomer der bevares ved dannelse af initialrum.
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Setning 116. Adskillelsesaksiomer og dannelse af initialrum).

Lad T vere et topologisk rum, hvor topologien er initialtopolo-

gien bestemt ved afbildningerne fi: T - Ti; i€1,

Hvis ethvert af rummene Ti; i€1Ier M-rum og hvis afbild-
ningerne f,;; 1 € I skiller punkter (d.v.s. hvis Vx $y 31 € I
£;x 1 £;y) da er ogséd T et T1-rum. Egenskaberne T2 og "fuldsten-
dig regularitet' bevares ogsid ved dannelse af initialrum forud-

sat at afbildningerne fi; i € I skiller punkter.

Egenskaben T3 bevares altid ved dannelse af initiaslrum.

Bevis, Vi beviser fgrst udsagnet vedrgrende T1. Hvis X 1 h'A

(x €E TAy€T) findes 1 € I, sa at £, 3 £f;y. Da T, er et T™-
rum findes U € Ui(fix) s& at £,5 ¢ U. Vi har f;1(U) € U(x) og -

v 4 f;1(U). Udsagnet vedrgrende T2 bevises pa samme vis.
Lad os nu se pa T3. Vi betragter et x €T og et U € U(x).
Pa grund af topologiens definition findes endelig mange indices

11, .o in fra I og endelig mange mazngder G1, sus Gn hvor G1 €

Oi1, vey @ € Oin ‘séledes, at

-1 ~1
x € fi1(G1)n...nfin(Gn) c U.

Da Ti 9 soy Ti alle er T3=-rum fingdes m&ngder.A1, ..,.An, hvor
1 n

A1 c Ti1’ ‘o An c Tin saledes, at

fiv(X) € Av c KD C @ v=1, .o, Do

Mmngden G = f;1(A1)n...nf;1(An) er abenbart en omegn af x. Da
1 n
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-, - -, -
G c fi1(A1)n...nfin(An) cUu

ses det nu at G er en afsluttet omegn af x indeholdt i U. Sat-

ning 11.1. sikrer os, at T er et T3-rume.

Til slut beviser vi udsagnet vedrgrende fuldstendig regula-

ritet. Lad x € @ € 0 og bestem indices og mzngder pd samme made
som f¢gr sadledes, at

-1 -1
X € fi1(G1)n...nfin(Gn) c G.

Bestem nu kontinuerte funktioner ¢V: Ti - [0,1]; V=15e0, N 88~

v

ledes, at qov(fi x) ¢ {0} og @v(CGv) c 13; v=1, «., n. Afbild-
v

maX{(onfi IV=19 LRI n} er

ningen h: T - [0,1] defineret ved h
v

kontinuert og opfylder betingelserne h(x) c {0} og h(ca) ¢ {11.
Dermed har vi eftervist at T er ''quasi-fuldstandig regulsr'. Da

afbildningerne fi; 1 € I er forudsat at skille punkter er T -

ligesom rummene Ti - et Hausdorff rum. |

I sztningen har vi intet nzvnt om Th-aksiomet; grunden er
den, at T4 ikke bevares ved dannelse af initialtopologi, end ikke

ved dannelse af delrumstopologi eller produkttopologis.
Ingen af de betragtede adskillesaksiomer bevares ved dannel-

se af kvotienttopologi =~ og derfor endnu mindre ved dannelse af

finaltopologi.

Til slut n®vner vi en vigtig klasse af normale rum.

Setning ?*.7. Ethvert metriserbart topologisk rum er nor-

malt.
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Bevis. Lad T = (M,d) vare et metrisk rum. Er F, og F, to

afsluttede disjunkte ikke tomme mmngder, da er funktionen ¢:

T - [0,1] defineret ved

0= TP

en kontinuert funktion med ¢(F1) = 0 og ¢(F2) = 1. [

12. Kompakte og lokal kompakte rum. Kompakthed er et centralt

topologisk begrab. En af de vigtigste egenskaber for kompakte me-
triske rum var at enhver fglge kan udtyndes til en konvergent del-
fglge . Noget tilsvarende gelder i det generelle tilfmlde ((vii)

s@tning 12.1. og opgave); derfor kan vi is=zr forvente at stgde pa

kompakthedsrzsonnementer ved beviser for eksistenssatninger.

Definitioner. Et topologisk rum T kaldes quasi-kompakt, hwis

enhver overdzkning af T med abne mangder indeholder en endelig

overdakning. Et kompakt rum er et quasi~kompakt Hausdorff rum. T

kaldes lokal kompakt, hvis T er et Hausdorff rum og hvis ethvert

punkt har en omegnsbasis bestidende af kompakte mengder. En del-

mengde A af T kaldes gquasi-kompakt (kompakt), hvis A er quasi-

kompakt (kompakt) i delrumstopologien.

Bemazrk, at en delmangde A af T er gquasi-~kompakt, hvis og kun

2

hvis enhver overdakning af A med &bne mzngder (NB &bne i T) inde-

holder en endelig overda:kning.

Satning 12,1. Fglgende betingelser er szkvivalente for et to-

pologisk rum T:
(i) T er quasi-kompakt,

(ii) F, afsluttet Vi € I, N F, = @ =» 31" endelig delmezngde af I
* i€T *
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.= @,

sd at [l *Fl

i€T |
(111) F; afsluttet Vi € I, ,0.#F; t # V endelige delmangder I"

af I = M F, } g,
i€T

(iv) Er P} en filtersubbasis bestdende af afsluttede mazngder, da

er NA+ @,
Ach

(v) Enhver filterbasis bestiaende af afsluttede mazngder har et
kontaktpunkt,
(vi) Ethvert filter har et kontaktpunkt,

(vii) Ethvert filter kan forfines til et konvergent filter,

(viii)Ethvert ultrafilter er konvergent.

Maske er det kun kriterierne (iii), (vii) og (viii), der
fortjener at std4 i satningen; pd den anden side opndr vi ved at
medtage alle betingelserne, at beviset bliver s& simpelt, at vi
roligt kan overlade det til l®zseren. Bemzrk, at vi har brug for
udvalgsaksiomet (i form af samtning 3.5.) til at vise (viii) =
(vii).

Sztning 12.2.

(i) En afsluttet delmmngde af et quasi-kompakt (respektivt
kompakt) rum er quasi-kompakt (respektivt kompakt).

(ii) En kompakt delmmngde af et Hausdorff rum er afsluttet.

(iii) Bt kontinuert billede of et quasi-kompakt rum er gquasi-

kompakt .

Bevis. (i): Lad F ¢ T vere afsluttet og F ¢ U G, en &ben
i€l

overdskning af F; da vil de abne mzngder Gii i € T sammen med

den 3bne mengde CF overdskke T, Udnyttes nu at T er kompakt ser
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vi, at (Gi)i€I indeholder en endelig overdzkning af F.

(ii): Lad K ¢ T vare kompakt og T Hausdorff. Hold x ¢§ K

fast. Til hvert y € K findes disjunkte omegne Uy € U(y) og Vy

€ 0(x). DakKc U Uy og da K er kompakt findes en endelig del-

mengde K© af K siledes, at K c U, U . Vi ser nu at [ sVy €T en

yex© Y yeK
omegn af x som er disjunkt med K. Derfor vil x ¢ K. Da x var et

vilkarligt punkt i CK har vi hermed set at CK ¢ CK eller K ¢ K

eller at K er afsluttet.

(iii): Lad f£: 8 -» T vazre kontinuert og S quasi-kompakt. Vi
skal vise at f£(S) er guasi-kompakt og betragter hertil en &ben

. -1 o .
overdzkning (Gi)iEI af £(8). (f Gi)i€I er en &ben overdskning
af S og indeholder derfor en endelig overdzkning (f_1Gi)i€I*.

Sa er (Gi)iGI* en overdskning af £(8). [|

Man ser ogsa, at et kontinuert billede af et kompakt rum

ind 1 et T2-rum er kompakt.

Rmsonnamentet givet i beviset for (ii) er et typisk kompakt-
hedsrzsonnement; som vi nu skal se, kan man ved at arbejde 1lidt

videre pa beviset for (ii) bevise en anden vigtig smtning, nem-

lig
Setning 12.3. Et kompakt rum er normalt.

Bevis. Lad F1 og F2 vere to disjunkte og afsluttede delmaeng-

der af' det kompakte rumT. Da er F1 kompakt og af beviset for (ii)

sstning 12.2. givet ovenfor ses, at til ethvert x € F2 findes

disjuhkte mengder Ux og Vx’ hvor Ux er en omegn af F1 og Vk en
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omegn af x. Da F2 ogsd er kompakt sluttes heraf, at der findes

endelig mange punkter Xys ees X iF, sdledes, at Fy ¢ Vx1u...

van. Sa er Ux1n,..nan og V'X1U...UVxn disjunkte omegne af F1

og on I]

Vi skal nu bevise den méske vigtigste smtning i dette kapi-

tel.

§ » ' » - -
Setning 12.4. (Tychonoff's sgtning). Et produktrum T = igl

Ti er quasi-kompakt, hvis alle rummene Ti; i € I er quasi-kom-
pakte.

Tychonoff beviste denne satning i 1930; resultatet vakté
berettiget opsigt. Det bevis, vi skal give nedenfor, er meget
kort og elegant; metoden skyldes H. Cartan. Bemmrk, at beviset
anvender udvglgsaksiomet - igvrigt kan det vises, at Tychonoff's

setning er zkvivalent med udvalgsaksiomet.

Bevis. Lad F vere et ultrafilter i T. For hvert i € I er
: wi(F) et ultrafilter i T; da projektionsafbildningen m;: T — Ty
er surjektiv. Da Ti er quasi-kompakt for hvert i € I sluttes, at
der for hvert i € I findes et punkt x; € T, sdledes, at Wi(F) -

X+ Af setning 9.1. fglger det nu, at F - (xi)iéI' Ethvert ultra-

filter i T er sadledes konvergent. ||

o)
Den "omvendte™ til TycHﬁoff's setning: "Hvis T er quasi-kom~
pakt da er T; quasi-kompakt Vi € I" fglger af (ii), sotning 12.2,
forudsat T, 4 @Vi € I. Har vi Hausdorffaksiomet med i billedet,

far vi fglgende variant
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af Tychonoff's smgtning: T er kompakt hvis og kun hvis Ti er kom-—

pakt Vi € I.

Vi skal:nu omtale nogle egenskaber ved lokal-kompakte rum.
Som eksempler kan n®vnes at ethvert kompakt rum og ethvert eu-
klidisk rum er. lokal kompakt. Af opgave 37 fremgadr det, at hvis
ethvert punkt i et Hausdorff rum vides at have ©blot een kom-
pakt omegn s& er rummet lokal kompakt.

En kompaktificering af Qt topologisk rum T er et par (@, ®),
hvor T er et kompakt rum og ¢ en homeomorfi af T pa eh tet del-
mengde af ?. Hap T en kompaktificering, s& er T fuldstezndig re-
gulart (anvend sztningerne 12.3. og 141.6.). Man kan vise at et-

hvert fuldstendig regulert rum har en kompaktificering. Her ng-

jes vi med at bevise:

Setning 12.5. Ethvert lokal kompakt rum har en kompaktifi-
cering.

Bevis. Til det lokal kompakte, ikke-kompakte rum T tilfgjes
et enkelt punkt o (som ikke ligger i T). Det sdledes fremkomne
ImmlTw= Tuiw} topologiserer vi, idet vi fastsatter, at G C T,
er 8ben hvis enten

od G AGer 8ben i T

~eller

o & G A JK kompakt delmzngde af T g8 at

T \K §G.
Den topologi T°° inducerer i T falder sammen med den givne topolo~

gi. T, bliver et Hausdorff rum, thi T er et Hausdorff rum og et-
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hvert‘par_(x,@), hvor x_# w0y, kan vi skille med disjunkte omegne
da T er lokal kompakt. Det er ikke svart at se, at T _ er kom-

pakt. Da T ikke er kompakt er T tet 1 T .

T kaldes ét-punkts kompaktificeringen eller Aleksandroff

kompaktificeringen af T. Man ser let, at Rw er homeomorf med en

dirkel, og at Cm er homeomorf med en kugle (Riemann kuglen). Vi
nevner at ogsid den hyperbolske plan og den projektive plan kan

betragtes som kompaktificeringer af C.

Med sztning 12.5. har vi set at et lokal kompakt rum er
fuldstendig regulwrt. Derimod behgver et lokal kompakt rum ikke

vere normalt. Der gazlder dog fglgende:

Saztning 12.6. Lad T vare et lokal kompakt rum, K en kompakt
delmgngde og F en afsluttet delmengde disjunkf med K. Der findes

da en kontinuert funktion £: T - [0,1] med £(X) c {1}, £(F) ¢

{o} og sdledes, at stgtten st(f) = IXx € T|fx 7 O} er kompakt.

"Bevis. K og F U {=} er disjunkte og afsluttede delmsngder
arf T;. Da Tw er kompakt og dermed normalt, kan vi valge en aben
mengde U, for hvilken Fuiw} c U ogrﬁnK = . Vi anvender nu
Urysohns lemma og finder en kontinuert funktion f: T - [051]

med £(T) ¢ {0} og £(K) c {1}. Da U er en &ben omegn af e, er T

\U en kompakt delmzngde af T. Restriktionen af £ til T’opfylder

de stillede betingelser. |

1%, Litteratur. Af larebgger henviser vi til Aleksandroff og

Hopf, Kelley samt til Bourbaki (Topologie générale, ch.,I, II, IX
og X). For historiske kommentarer henviser vi til afsnittene "No-

te historique" hos Bourbaki samt indledningen til Nachbin

"Topology and order'.




1. Om et filter ¥ pad en uendelig mengde M gzlder, at falles-
mengden for mangderne i ¥ er tom. Vis, at ¥ er finere end det

filter, der bestdr af alle mazngder med endelig komplementwr4
mengde.

2. BEr (Fi)iEI en ikke-tom familie af filtre pad mengden M, da
er B = ﬂ{FiIiEI} det fineste filter p& M grovere end alle F.,'

erne, Endvidere er

P o= {igl FilFi € Fi Vi€Il.

3. Lad F1 0B F2 vere filtre pad mengden M sd at

F, € F1 ANF, € R, = F, N F, 1 o.

1

Vis, at det groveste blandt alle filtre pa&d M finere end bade

F1 og Fz, bestdr af mengderne F,NF,, hvor F, gennemlgber F,1
og F, gennemlgber Fz.
L4, Vis, at fellesm®ngden for alle maengder i et ultrafilter hgjst

indeholder 1 punkt, og at filtret i s& fald bestar af alle meng-

der, som indeholder dette punkt.

5. En megngde A hgrer ikke til ultrefiltret ¥. Vis, at B

A nPFlFeP]=DA).

6. Bevis, at ethvert filter ¥ pa en mengde M er fzllesmzngden

for alle ultrafiltre p4 M, som er finere end ¥.

7. Et net (xa)aED pd mmngden M kaldes‘et—universalnet, dersom

det om enhver delmzngde A af M gzlder, at
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(xa €A Ffovets) v (xa € CA £,vits)s

(a). Ethvert delnet af et universal-net er et universalnet.
(b). Enhver afbildning afbilder universal-net i universal-

net.

(¢). BEthvert net (Xa)aeD pa mzngden M har et delnet, der er

universalt. (Vejledning: Bestem ot filter ® der er mak--
simalt med den egenskab at X er ofte i enhver af mmng-
derne i filtret. Bevis, ved en indirekte slutning, at
P er et ultrafilter. Sat E = {(a,F)laEDAFEFAXaGF} og
~betragt nettet bestemt ved afbildningen (a,F) - x, af

E ind i M).

B Idet 13 betegner et filter pé& en mmsngde M og A er en delmzng-
de af M, sattes

EA = {A nF|F € F}.

Vis, at FA er et filter pd A hvis (og kun hvis) AnF4@¢ for ethvert

F € P. I bekraftende fald siges FA at vere induceret af P pa A.

Lad dernmst M vare et topologisk rum og x et punkt i M. Vis, at
omegnsfiltret U(x) inducerer et filter pd A, hvis og kun hvis x

er et kontaktpunkt for A.

9. Er (Oi)i€I en familie af topologier pd mmngden M, sd findes

der bade en fineste topologi grovere end alle Oi'erne 0og ¢n gro-~

veste topologi finere end alle Oi'erne.

'10. Lad (xa)@ED'v&re et net p4 det topologiske rum T. Et punkt

X € T kaldes et kontaktpunkt (eller foriztningspunkt) for netiet

safremt X, er ofte i enhVerromegn af x.
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(a). x er et kontaktpunkt for (Xa)’ hvis og kun hvis der
findes et delnet til (Xa) der konvergerer mod X.

(b). For enhver delmsngde A C T bestar A af de punkter x
for hvilke der findes et net pd A som konvergerer mod
X

(e). A ¢ T er afsluttet, hvis og kun hvis intet net pa A

konvergercr mod ¢t punkt der ikke er i A,

11. Lad I vaere en filterbasis pa den udvidede reelle akse

+ . . . . . . .
R U {= w}. Vi definerer da limes inferior af filterbasen ¥, i

notation lim inf ¥, =om det mindste kontaktpunkt for #. Analogt
defineres 1lim sup ¥, som det stérste kontaktpunkt for F.
Med disse begreber kan men regnhe '"som man er vant til"., Vis

f.eks., at

lim inf ® = sup inf %; 1lim sup } = inf sup t
FER t€F : FER t€F
og endvidere, at I er konvergent pa R U [~ ], hvis og kun hvis

lim inf ¥ = 1lim sup .
12. Lad £ vare en afbildning af et topologisk rum T ind i

RU {fwil, Lad x, vere et punkt 1 T og A en delmengde af T s&-

ledes, at x_ er et kontaktpunkt for A. Betegn med UA(XO) det af

omegnsfiltret inducerede filter pé& A (jvf.opg.8).

Ved limes inferior af f{x) for x konvergerende mod x  gen-

nem A, i notation

liminf f£(x),
xexo,xéA

forstds limes inferior af Ffilterbasen f(UA(XO))o




Mat. 6, 1969-70 "Top., opg. 12-13

Er A = T skrives 1liminf f(x). Er A = c({xo}), i hvilket til-

X=X
0

felde vi forlanger at X ikke er et isoleret punkt (d.v.s.{xo}

er ikke &ben), skrives 1liminf £(x). Analoge definitioner ggr

X-X _+XTX

(@) 0]

sig gmldende vedrgrende limsup f(x).
XQXOXEA

Vis, at liminf f£(x) = t,» hvis og kun hvis det om enhver
X=Xo
filterbasis I med F - x_ gelder, at lim inf £(F) > t_ og der

findes en filterbasis } med ¥ - x, s& at () - by
Formuler ovenstdende definitioner og resultater ved anven-

delse af net.

13, En funktion f: T-R U {¥ w] fra et topologisk rum T ind i den

udvidede reelle akse kaldes nedad halv-kontinuert i punktet x,

hvor x € T, s&fremt
Va < £(x) U € 0(x) vy € U : £(y) > a.

(Bemark, at betingelsen er tom, hvis f£(x) = =-=). f kaldes nedad

halv-kontinuert (forkortes n.h.k.), hvis f er nedad halv-konti-

nuert i ethvert punkt. £ kaldes opad halv-kontinuert (forkortes

o.h.k.), hvis -f er n.h.k.
(a). Pglgende udsagn er zkvivalente:
(i) £ er n.h.k.,
(ii) f{x € 7|f(x) > a} er &ben Va € R,

(iii) f(xo) = liminf £(x) vz, € T,
X-—>Xo

(iv) f(x_ ) £ liminf f£(x) vx, € T, x ikke isoleret
Xﬁxo,x xo

punkt.
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(b). £: T =» R U {* »] er kontinuert, hvis og kun hvis f er

bade n.h.k. og o.h.Xk.

(c). Givet A ¢ T; da er indikatorfunktionen 1, heh.k., hvis

og kun hvis A er aben.
(4). Er alle funktionerne f;: T - R U {2 o] n.huk.; i € I,

da er sup{filiEI} ogsé n.h.k.

14+ En afbildning f: 8 - T, hvor S og T er topologiske rum kal-
des gben, hvis det for enhver &ben mazngde O C S galder, at £(0)
er &ben. Vis, at der eksisterer en &ben afbildning f: R —» R som

ikke er kontinuert. (Benyt f.ecks. en basis for de reelle tal som

vektorrum over de rationale tal).
15. Vis, at 2% og R ikke er homeomorfe.

16. Lad (Ti)iEI vere en familie af topologiske rum, og lad for

hvert 1 € I Ai vere en delmasngde af Ti' Bevis, at II Ei er af-

slutningen af oI Ai inden for II T, . Find specielt betingelsen for

at I Ai er afsluttet.

17. Bt topologisk rum kaldes et Lindeldf-rum, hvis det om enhver

familie af Abne mangder gmlder, at familien har en numerabel del-
familie med samme foreningsmangde, som den givne familie. Vis, at

et rum som opfylder 2'det numerabilitetsaksiom er et Lindelof-rum.

18. Ved en terning vil vi her forstd et produktrum af formen

T= 0O T,, hvor hver af faktorerne Ti er et eksemplar af enheds-
i€l
intervallet [0,1]. Bevis, at ethvert fuldstzndig regulmrt topolo-

gisk rum S er homeomorft med et delrum af en terning, og slut
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heraf at ethvert fuldst&ndig regulsrt rum har en kompaktificering.
(Vejledning: Identificer x € S med familien (f(x)), hvor f gen-

nemlgber alle kontinuerte funktioner af § ind i [o0,1])."

19. Formuler og bevis en omvendt sztning til Urysohns lemma

(Sztning 11.3).

20. Bevis Tietzes udvidelsessztning (Sztning 11.5) for en funk-

tion £ der ikke behgver vare begrznset.

21. Lad T vare et Hausdorff rum og f,g kontinuerte afbildninger ..
af det topologiske rum S ind i T. Hvis f og g stemmer overens pa

en tet delmengde af S, da er f og g identiske.

22. Et topologisk rum S bestér af intervallet [o,1] samt et ele-
ment 1*. Por punkterne pa [0,1] benyttes den sadvanlige omegns-
basis, medens B(1%) bestar af alle mzngder §1%] u [h,1] mead

h € [o,1[. Vis, at S tilfredsstiller aksiomet T4, men ikke T2.

23. Konstruer et topologisk rum, séledes at T3 og TL4, men ikke

T1 er opfyldt. AL u«/&{ Ut

2. Giv et eksempel p& to topologiske rum S og T samt en konti-

nuert afbildning f: S -» T, sdledes, at S opfylder T2, hvorimod

T end ikke opfylder Ti1.
Giv dernmst et eksempel, hvor T opfylder T2, men S ikke op~-

fylder T4,

25. Er T fuldstendig regulsrt og £f: T - R U {i o} n.h.k. da er £

supremum ag de kontinuerte funktioner ¢: T - R U [+ w} der ligger

under .




<
‘“
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26, Lad K vere en delmazngde af det topologiske T. Fglgende ud-

sagn er &kvivalente:
(i) K er quasi-kompakt,
(ii) Ethvert net p&d K har et kontaktpunkt i K,
(iii) Ethvert net p& K kan udtyndes til et delnet, der kon-
vergerer mod et punkt i X, '

(iv) Ethvert universalnet pd& K konvergerer mod et punkt i K.

27. Lad T = (M,0) vere et kompakt rum og A, og A, to tatte dis-

Junkte delmpngder med A, U A, = M. (F.eks. kan T = [o0,1], Ay =
mengden af rationale tal i T og A, = T\A1)e Definer en ny topolo-
gi 0% pa M ved som subbasis for 0° at tage O U IA1}.
Set T = (M,0%). Bevis fglgende:

(1) T* er et Hausdorff rum, som ikke er regulart,

(11) A, er t@t 1 ™,

(iii) Ethvert ultrafilter (eller universalnet) pa Ay kon-

vergerer mod et punkt i T*,

(iv) 7% = E, er ikke kompakt.

28, Lad I vere et filter pd et quasi-kompakt rum T, og lad K be-
tegne mengden af kontaktpunkter for ¥. Bevis, at enhvef omegn af
K tilhgrer F. (Vejledning: Dersom en omegn V af K ikke tilhgrte ¥,
ville {A n CV]A € ¥} ifglge opgave 8 vaere et filter pa CV, der op-

fattet som filterbasis p& T ville have et kontaktpunkt).

29. Lad T vare quasi-kompakt og f£: T - R m.,h.k. Vis, at der fin-

des et x_ € T 84 at £(x ) = inf if(x)|x € T}.

30, Lad f: S - T vere en kontinuert og bijektiv afbildning af et
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kompakt rum S pd et Hausdorff rum T. Bevis, at f er en homeomorfi.

31. Bevis, at enhver kompakt topologi pé& en mmzngde M er minimal

i mzngden af alle Hausdorff topologier pa M, ordnet ved inklusion.

32, Lad M betegne mezngden M = N U {~}. P4 M indfgrer vi en topo-
logi O ved som.dhne mengder .0 dels at tage de delmzngder af M med

» & 0, dels at tage de delmengder med « € 0 og "t@thed" 1, dAoV.S.

. 1 ] ’ N
lim z-lantal v 38 at 1<w<n og v € 0} = 1,
N—ro ,

Bevis, at T = (M,0) er et topologisk rum. Vis endvidere fglgende:

(i) T er normal,
(ii) Kun de endelige delmszngder af T er kompakie,

(1ii) « € N, men ingen fglge pad N konvergerer mod co.

33. Hvilke diskrete rum er a)kompakte, b)lokalkompakte og c) me~

triserbare?

34 Hvis ethvert punkt i et Hausdorff rum har en kompakt omegn,

s& er rummet lokalkompakt .

35. Et lokalkompakt rum T kaldes pumerabelt i det uendelige, hvis

T kan overdzkkes med en fglge af kompakte delmzngler af T. Bevis,
at dette er ensbetydende med. enhver af fglgende betingelser:
(i) I étpunktskompaktificeringen T_ = T U fm} har s« en nume-
rabel omegnsbasis,

(ii) Der findes en fglge af kompakte delmangder K af T sa-

. gk _, Vn€ER
T og K, ¢k, g V0 € N

ledes, at U{Knln € N}
(iii) Der eksisterer en kontinuert funktion f: T — R saledes,

at £(x) = o for X 2> 00 1 T, AeV.So
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Vt.€ R fmﬂ(]~w,t]) er kompakt.
(iv) Der eksisterer en fglge (¢n)pCN af kontinuerte funkti-

oner ¢t T = [0,1] med kompakt stgtte Kn(Kn = afslut-

mengde X af T kun mgder KTl for endeligt mange n, og si-

ledes at

S o (x) =1 vVx € T,

(Vejledning: Benyt at T ér fuldstendig regulzr). Egen-—
skaben i (iv) udtrykker, at T har en '"deling af ern-

heden".
¢ toal waltiee

%6 . Lad £ vere en ikke-negativ n.h.k. funktion defineret pé& eb
lokalkompakt rum. Da er f supremum af de ikke-negative kontinuerte

funktioner med kompakt stgtte, der ligger under f,

37. Lad (fa)aED vere et monotont aftagende net af o.h.k. funktio-

ner foz T » R slledes, at funktionen £ = inf fa er kontinueirt.
Y oD

Bevis, at for enhver gquasi-kompakt delmengde K af T vil fa(x) -
f(x) nidr o gennemlgber D, ligeligt i x for xz € X. Dette resultat

kaldes Dini's lemma.

38. Et endeligt produkt af lokalkompakte rum er lokalkompalt.

39, Lad T vare et Hausdorff rum og A C T en t®t delmengde der er

o

lokalkompakt i den inducerede topologl. Vis, at A er dhcn.
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Topologiske vektorrum,

1. Om visse delmmngder af et vektorrum. Lad E betegne et

vektorrum (i algebraisk betydning) med koefficientlegeme X, hvor

K = R eller X = {. Lad Ac E, Vi kalder

A symmetrisk, hvis NAc A for alle N € K med |[A]| = 1,
A stjerneformet, hvis MM ¢ A for alle N\ € [0,1],
A stjerneformet symmetrisk, hvis NA ¢ A for alle A € K med

N € 1,
A konveks, hvis NA + (1 - \)A¢c A for alle )\ € [0,1].

Da gzlder:

a) A symmetrisk = NA = A for alle A\ € K med |A| = 1.
A konveks = NA + (1 - N\)A = A for alle )\ € [0,1].

b) A+ J A A stjerneformet = 0 € A,

¢c) Akonveks A 0 € A = A stjerneformet.

d) A konveks A A symmetrisk = A stjerneformet.

e) A stjerneformet A A symmetrisk = A stjerneformet symme-
trisk.

f) Billedet af en konveks (henh, symmetrisk eller stjernefor-
met) mangde ved en linear afbildning er konvekst (henh. sym-
metrisk eller stjerneformet).

g) Enhver endelig linearkombination 3 %j Aj, enhver fzllesmeng-—
de ﬂAj og ethvert produkt nAj af konvekse (henh, symmetri-
ske eller stjerneformede) mzngder Aj er konvekst (henh. sym-
metrisk eller stjerneformet),

Bevis.

Ad a) Lad A symmetrisk, x € A og |A| = 1. Da er |%f1| =1,




Mat. 6, 1966-67 T.V.Ro 2

og X = %(%-ﬂx) € NA. For vilkarligt Ac B, A € [0,1] og x € A
galder x = Ax + (1 = AN)x € NA + (1 = N)A,

Adb) x€ A = 0x =0 € A,

AMdec)xe A A ANe[0,1] = Nx=2x+ (1 -2N)0 € A,

Ad d) Vi kan antage A + @, Lad x € A, Da vil -x = (-1)x € A

pé& grund af symmetrien, og 0 = %x + %(-x) € A pad grund af konvek-

siteten, Herefter benyttes c).

Ad e) « Xklart, For at vise = ©betragtes x € A, A\ € K,
INF < 1o Dan = || sgnn = Ny, hvor A, € [0,1] og [A,] = 4,
fas Ax = A, (N,x) € A,

Ad ) Lad f: E » F vare linesr, Ac E, A for eksempel kon-
veks, N € [0,1]. Da gw®lder
N E(A) + (1N)F(A) = £(NA) + £((1-N)A) = £(MA + (1-A)A) = £(4).

Ad g) En linearkombination xjAj af konvekse delmsngder Aj
af B er konveks; thi for \ € [0,1] g®lder

.A. - .A. = . N - o = - -A-:-o
A S AJ g+ (1-7) = xJ 3 S xJ(xAJ + (1 %)AJ) S xj j

Udsagnet om fzllesmzngde er klart. Lad dern=zst (Ej)j.€J vaEre en

familie af vektorrum (over samme legeme X), og lad for hvert
jed Aj vere en konveks delmazngde af Ej‘ Da bliver HAJ en kon-
veks delm&ngde af vektorrummet nEj over K (i hvilket regneopera-
tionerne defineres koordinatvis), Thi for x, y € IIA'j og N € [0,1]
gelder Ax + (1-\)y € HAj, fordi der for hvert j € J gzlder

Xiy V. € Aj’ og derfor

J J
X + l"‘ a — X. + I_ . A..

Det fremgér af g), at der for enhver delmzngde A af et vektor-

rum E eksisterer en mindste konveks mmngde omfattende A, det sé-

kaldte konvekse hylster, conv A, for A, Det er nemlig fzllesmsng-

den for alle konvekse delmezngder af E som omfatter A, Analogt ind-




Ma.'to 6, 11966"67 ) . ToVoRo 3

fgres det symmetriske, det stjerneformede og det symmetrisk-stjer—

neformede hylster for A, Dette sidste er

U M = x| NEKX AN 1 A x€ Al
NEY |

Det konvekse hylster for A bestar af alle (endelige) "konvekse

kombinationer" 3 %jxj af" vektorer xj € A, altsa alle linearkom-

binationer 3 A%y med Ay € [0,1] og = Ny = 1o (IvE. T3, 0pgs 5¢)

En mengde A ¢ E kaldes gbsorberende, hvis
VXE€E Ja >0 YAEK: [N a = Ax€ A,

altsd hvis der (for ethvert x € E) gelder Z\x € A for alle \ i en
tilstrekkelig 1ille omegn af O i K. (Denne omegn kan afhsnge af X.)
Mengden af alle absorberende delmangder af et vektorrum E
er abenbart et filter pé_E. Det kan bemarkes, at dersom A beteg-
ner en stjerneformet symmetrisk mengde, da er A absorberende hvis
(og kun hvis) der til ethvert x € E findes \ € ﬁ+ s8 at A\x € A.
Det er endda nok at betragte A af formen A = 1/n, n € N, hvorfor
betingelsen kan omskriveé til

UnA = .E.
neN

2. Topologisk vektorrum. Ved et topologisk vektorrum (t.v.r.)

forstas et vektorrum E, som tillige er et topologisk rum, og hvori

de to algebraiske operationer er kontinuerte.

Vi skal kun betragte t.v.r. med koefficientlegemet K = R
eller (., Det forudsmttes altsd, at afbildningerne (x,y) —» x + ¥
08 (Nsyx) - Nx af henholdsvis E x E og K x E ind i E er kontinuerte.,

For ethvert a € E er sgpecielt parallelforskydningen

X > a+ x af E pd E kontinuert. Da den ogsé er bijektiv, og da
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dens omvendte afbildning er af samme art, nemlig X - —-a + X, 08
derfor kontinuert, bliver enhver parallelforskydning en homeo-

morfi af E pa sig selv. Heraf fglger:

va€ E: 0(a) = {a +y | Ue 0(Q)].

I topologisk henseende indtager O derfor ingen szrstilling sam-

menligne®t med andre punkter af E.

For ethvert \ € K er afbildningen x » Ax af E ind i E kon-

tinuert. For A 4 O kaldes afbildningen en homoteti. Da en s&dan
er bijektiv, og da den omvendte afbildning x - %“1x ligeledes er
en homoteti og dermed kontinuert, bliver enhver homoteti en ho-

meomorfi af E pd sig selv. Heraf fglger:
VANE KW Y Ue U(0) ¢ NUe€ 0(0), \

Da additionen specielt er kontinuert i (0,0), findes der til
enhver omegn U € U(0) en omegn Ve U(0) s& at (x,y) € Vx V=

X +y€ U, altsa s4 at
V+Vg U.

Tilsvarende gzlder &benbart, dersom U(Q) erstattes med en vilkar-

lig basis B(Q) for T(0).
For ethvert x € E er afbildningen A » Ax af K ind i E spe-

eielt kontinuert i 0. Dette er &benbart enSbhetydende med at siges

at enhver omegn U € U(0) er absorberende.

Afbildningen (N\,x) » N\x af K x E ind i E er specielt kon-
tinuert i (0,0), Til ethvert U € U(0Q) findes derfor a > O og
VeU(Q) sdat [IN] {a A x€V = Nxe U, altsd s& at
INL $ @ = AV ¢ U, Som ovenfor namvnt, er aV e U(0), og det stjer-

neformet - symmetriske hylster W af oV er derfor ligeledes en
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omegn af O,

Ifglge stke 4 gzlder nu

W= U nNaV = U ANV ¢ U
[N IN gor : "
’ s '-j [RCRTRR 2| 'fﬂ'[{lv

{

N

b

Hermed er vist, at enhver omegn af O omfatter en stjerneformet v

omegn af O.

}ci&b

Sstning: I ethvert topologiskYrum E over K(=R eller () eksiste-
rer der en basis B(0Q) for filtret U(0) af omegne af 0 i E med

fglgende egenskaber:

i)  Enhver msngde U € B(Q) er stjerneformet synmetrisk og
absorberende.
i) vUueBo) vae K\ {0} : NUEC B(0).

iii) v Ue B(0) a3 ve B(0) : V+Vc U

Betegner omvendt E et vilkarligt vektorrum over K, og B(0) en
filterbasis pd E med egenskaberne i, ii, iii, da frembringer
B(Q) omegnsifiltret af C i netop én topologi pé& E,. ved hvilken E
bliver et tovologisk vektorrum. Herved danner f{x + U | U € 2(0)}
en basis for filtret af omegne af x € E.

Bevis. Lad Fgrst E vare et t.v.r.. Idet vi for B(0) tager
mengden af alle stjerneformet symmetriske omegne af 0O, har vi
ovenfor beviet, at B(0) er en basis for filtret U(0) af omegne
af O i E. Egenskaberne i, ii, iii fglger herefter af de ovenfor
" udledte konsekvenser af kravet om regneoperationernes kontinuitet.

ILad dernzst E betegne et vektorrum (uden topologi)s og lad
B(0) vare en filterbasis pd B med de anfgrte egenskaber i, ii,

iii. Med U(0) betegnes det af B(0) frembragte filter pd E.
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Ifplge det foregaende er

: Bx) = (x+U | Ue 0(0)]

den eneste mulighed for filtret af omegne af x € E, nar der skal

vere tale om et t.v.re.. Vi definerer derfor U(x) som anfgrt for

ethvert x € E. Det er klart at U(x) er et filter,; og at
B(x) = fx+U | Uue B(O)}

er en basis for 0(x). Da mengderne i B(Q) er ikke~tomme og til-
lige er stjerneformede, mi de alle indeholde O (se b, stkm 1),

og ma@ngderne i B(x)»indeholder derfor x. For at indse, at E er

et topologisk rum;lmangler vi derfor blot ai eftervise betingelsen
b 4 (eller 05). Til' x € E og x +U € B(x) (altsd U€ B(0)) svarer
ifplge iii V€ B(Q) med V + V ¢ U. Da galder x + V€ B(x); og

for ethvert y € x + V er 5»1v e () v
v+ v cx+V+V¥gx+U,

Tilbage stdr at eftervise kontinuiteten af de,algebraiske
operationer. At additionen er kontinuert i (x,,¥,) € E x E frem-

gar af, at hvis x € x, +Vog y€ y, + V, 83 gslder

x +‘y € (x, +V) + (y, +V) = (x, +y,) + (V+7V)¢

Xo + ¥, + U,

sdfremt V € B(Q) er bestemt ud fra opgivet U € B(QD i henhold

ti; iii; alted 88 at V + V < Us. Lad os dernest betragte multi-
plikationen med skalarer. Lad (A,,X,) € K x E, og lad atter
U € B(Q) vare givet. Vi a¢gef et tal § > 0 og en omegn W € E(Q)

sd at

IN =Nl $EAX =%, €Wa Nx =N,X, €U
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Nu viser omskrivningen
N = NE, = (N =N ) (x = x)) + 8 (m=x) + (N=27)%,,
at det er tilstrazkkeligt at opnd (for de omtalte A,x) at
(N=A N =x,) eV A N(E=-%)EV A (N=2NJIx, €7V,

sdfremt blot V € B(Q) er bestemt s& at V + V + V ¢ U. Ved gentagen
anvendelse af iii ses at der til ethvert U € B(Q) eksisterer et
VeBO) shatV+V+V+VcgU, ogda0€ V gelder tillige

V+V+Vc UeDaV er stjerneformet symmetrisk, haves
IN =2 g1 A x-x, eV 2 (N2 M x=-x)e V.

Udsagnet A (x-x,) € V er altid sandt, hvis A, = O. Er A, # 0, er
det opfyldt for x - x_ € %:1 V. Udsagnet (N - N\ )X, € V er sandt
for alle N - A\, 1 en tilstrakkelig 1ille omegn |N - A | { a af

0O 1 XK, fordi V er absorberecnde. Herefter behgver vi blot at saztte

§ =min (a,1), og W=V safremt |N,] 1, W= %:1 V safremt

N1 > 1,

[o]

5. Saztning. Ethvert topologisk vektorfum E opfylder adskillel=-
seaxiomet (T 3). Mazngden af stjerneformet symmetriske, afsluttede
omegne af O udggr en basis for U(Q0). Endvidere er E et Hausdorff-

—

rum (og dermed regulart), hvis og kun hvis [ U= {0}.
| Uet(0)

Bevig. Til given omegn x +U af x € B (hvorved U € 0(9)) fih—
des som vist en omegn V € ﬁ(g) ga at V + V ¢ U. Afslutningen af
X +,V er da en afsluttet omegn af x, som vi nﬁ viser er en delmzngde
aff x + Uo Fof ethvert kontaktpunkt y for x + V findes
z€ (x+V)N (y ~V), fordi -Ve 0(0), y - Ve 0(y). Da shledes

y - 2¢€ V, galder
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y=2z+(y~2) € x+V+V ¢ x+ U

Hermed er bevist, at E opfylder (T3). Derfor bliver E regulart '
(specielt Hausdorff) hvis og kun hvis E opfylder (T), altsd

hvis der for X $ y findes en omegn x + U af x, som ikke indeholder
y. Det er &benbart nok at forlange dette for x = O, og vi kommer

herved til betingelsen (1 U = {0}.
- uet(o) |

Der gmlder nu alment for en delmzngde A af et tever. E:
A konveks = A konveks,

dg tilsvarende med symmetriske eller stjerneformet i stedet for

konveks. Dette fremgar let af, at
A K'g XE; A+ B g'A+§

for vilkdrlige delmangder A ¢ E; Bg E@ for A€ K, Og disse i
relationer fglger af, at afbildningerne x = A\x af E ind iE og
(x,57) »x + yaf E x E ind i E er kontinuerte (samt at A x B = A x B,
nir E x E udstyres med produkttopo1ogien, jvf. T2, opg. 32).
Enhver omegn U € ﬂ(g) omfatter som vist en afsluttet omegn

V € 0(0). Denne omfatter igen en stjerneformet symmetrisk omegn

W€ 0(0). Men s& er i henhold til ovenstéende W en stjerneformet

symmetrisk omegn af 0, og W ¢ V = V ¢ U.

Lo Definition. Et t.v.r. E kaldes lokalkonvekst, dersom de

konvekse omegne af O danner en basis for U(0).

P4 samme mdde som i beviset for smtning 3 indses, at de kon-
vekse, symmetriske, afsluttede omegne af 0 i et lokalkonvekst rum
danner en basis for U(Q). dg i s®etning 2 behgver man blot at lade

begrebet "konveks symmetrisk!" trzde i stedet for det svagere be-
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greb "stjerneformet symmetrisk" (jvf. d, stk..1) for at ni,til et

tilsvarende resultat for lokalkonvekse rume.

Herved kan man for ¢gvrigt se bort fra egenskaben iii, da
den fglger af de gvrige egenskaber ved B(0), ndr mengderne heri
er konvekse. For V kan man nemlig da tage %~IL idet %‘U'+ %TU =ijp

nar U er konveks,

Det vil i det fglgende aitid blive fremhew t, dersom et
t.v.r. skal forudsszttes lokalkonvekst eller Hausdorff,

Som et elementert eksempel p& et lokalkonvekst Hausdorf?®
t.ver. over K (=R eller ) kan nmsvnes vektorrummet g™ (m € W)

udstyret med den szdvanlige produkttopologi. (gvE, setning 9 ne-

denfor.) -

5. Ved en isomorfi af et t.v.r. E, p& et t.v.r. E, (begge
over samme legeme K) forstads en isomorfi i algebraisk betydning
(altsd en bijektiv, lineer afbildning), som tillige er en homeo-
morfi. Som s®dvanlig kaldes to rum isomorfe, dersom der eksisterer -
en isomorfi af det ene pd det andet. Der er her &benbart tale om

en zkvivalensrelation i "klassen" gf glle t.v.r. over K.

‘Smtning._Ethmar@ 1fdimen§}onal§VHausdorffﬁﬁmyfg:;Ewgygyﬂgv‘q

S B G2 L Y

(=R eller ) er isomorft med K.

Bevis. Lad e € E \ {0}. Da er E = Ke = {Ae | N € K}.
Ved N » Ne defineres en bijektiv, linesr og kontinuert afbildning
af K pad E. For at vise , at denne afbildning er en isomorfi,
mangler vi at godtggre, at den omvendte afbildning er kontinuer:
i ethvert punkt A\ e € E, altsid at der for ethvert a > OAfindes-

en omegn A e + U af N e 1 E sdledes at.

Ne€ENEe+U = A= n] <ae




~~,

Mat. 6’ 1966"67 ToVaRe 10

Hertil vszlger vi blot U som en stjerneformet symmetrisk omegn
af 0 1 E for hvilken age § U, hvilket er muligt, fordi E opfylder
T 1, Lad nu Ne € A\,e + U. Var |\ - xolg oy blev Ja(n —.%O)-1| $ 1

og derfor var
ae = a(h =20 (N =n)e € U

i modstrid med betydningen af U.

Det tilfgjes, at forudsatningen om, at E er Hausdorff, ikke
kan undvasres, idet den diffuse topologi p& E = K (med XK og ¥ som
eneste dbne mangder) ggr K til et lokalkonvekst teva.r., som ikke
er Hausdorff og derfor ikke kan vere isomorft med XK udastyret med

den szdvanlige topologi (altsa med det K, der er tankt pd i sat-
ningen).

6. Lad E1 vare et t.v.r. over K, E, et vektorrum over X, og

f:E1 - E, en linegr, surjektiv afbildning. Det verificeres umid-

2
delbart, at der defineres en topologi pé E, ud fra den givne to-

pologi pa E1, ndr man som abne delmsngder af E2 tager de mengder
B¢ E2, for hvilke f-m(B) er aben 1 E1o Det er klart, at herved
bliver f kontinuert,fogrden—omtalte~topologiwpéwEQ_erwden~fines$ef

med denne egenskab.

Vi viser nu, at £ desuden bliver en &ben afbildning (d.v.s.

overfgrer aben delmezngde af E1 i &ben delmazngde af E2), qugt,ﬁzw

bliver et topologisk vektorrum. Endvidere bliver E, lokalkonvekst,

dersom E, er det. Og E, bliver et Hausdorff-rum, hvis og kun hvis

Kernen N = f-1(9) er Jjo et underrum af E1 og kaldes ogsa
nulrummet for f. Abenbart gelder f"1(f(x)) = x + N for ethvert

X € E1. For en delmzngde A ¢ E1 er derfor

27N P(A)) = U (x40) = N + A = U (y+A).
XA N
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Specielt er £(A) &ben, safremt A er &ben. Lad os dernzst vise, at
additionen er kontinuert i et vilkédrligt punktpar (xzs y?)
€ E, x E,« Da f er surjektiv, findes (%45 y1) € By x B, med
£(xy) = x5 £(y,) = y,, og derfor £(x, +y,) = £(x)) + £(y,) =
X, + Y,e For enhver omegny af x, + y, i E, er f“1(U) en omegn
2 2 2 2 2
af X1 + y1 i E1, fordi f er kontinuert. Das nu additionen i E4
er kontinuert, findes omegne V af Xy 08 W af y, sd at
V+Wc f-1(U). Men da £ er &ben, bliver £(V) en omegn af
f(x1) = X, 0§ £(W) en omegn af Yoo Da f er linesr, gzlder for

disse omegne
£(V) + £(W) = £(V + W) ¢ e (1) = v,

hvilket netop viser, at additionen er kontinuert. Beviset er

analogt for den anden regneoperation.

Da T er linesr og ében, afbildes enhver konveks omegn V af
0 i E1 p& en konveks omegn f£(V) af 0 i E, (stke 1, £),
Hvis nu E1 er lokalkonvekst, danner disse omegne f(V) en basis
for filtret af omegne af Q0 i E,. Thi for enhver omegn U af 01k,

er f-ﬂ(U) en omegn af 0 i E,. Der findes derfor (stk. 4) en

konveks omegn V af 0 i E, s ét V¢ f’1ﬁJ) og derfor
£(V) ¢ f(f-1zu)) = U. Hermed er vist, at E, bliver lokalkonvekst,
dersom E,1 er det.

Ved overgang til komplementazrmezngder antager definitionen
pé topologien i E, fofmen: B (¢ Ez) afsluttet i E, «= f“i(B) af-~
sluttet i B,. Anvendt p& B = {0} fas derfor: |

E, Hausdorff « {0} afsluttet i E,

= f'1({9}) = N afsluttet 1 E, .
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7. Bemsrk det specielle tilfmlde af det i stk. 6 fundne
resultat, hvor den linezre afbildning f : E, » E, er bijektiv.
Ved den fundne topolpgi pa Ez‘(der i dette tilfelde kaldes bil-
ledet &f’ﬁopologien pa E1 ved afbildningen f) bliver f sl@ledes
en isomorfi af E, pé E,. De &bne delmengder af E, er her sim-
pelthen billederne ved f af @e.ébné delmengder af E,» 0g til-

svarende for afsluttede mangder.,

8. Kvotient af topologiske vektorrum. En mere typisk anven-

delse af resultatet i stk. 6 er fglgende:

Sétnigg, Lad E vare et tjv.f. og F ¢ E et underrum af E.
Med k betegnes den kanoniske afbildning af E pa kvotientrummet
E/F givéf'ved k(x) =x + F for x € E. Nar E/F udstyres med den
fineste t0polog1 for hvilken k er kontlnuert,bllver k en aben
afbildnlng og E/F et t.v.r Dersom E er lokalkonvekst bllver
E/F det ogsa. Endellg er E/F Hausdorff, hv1s og kun hv1s F er
afsluttet iE®. - - R

ggzi§. Da k E a‘E/F er llnemr og surjektlv; fremgar sat—
nlngen umlddelbart af det i stk. 6 fundne resultat anwandt pa
E{ = E, E2 = E/F og £ = k, 1det det bemmrkes, at k m(_) = P. .

9. Produkt af t_pologlske vektorrum. Lad(E )JEJ vere en

familie af topologlske vektorrum over samme legeme K. Da er
produktrummet B= T E, dels et vektorrun’ over K (ved koordlnat—

-
v1s deflnitlon af regneoperatlonerne), dels et topologlsk rum

(ved produkttopologlen)
' Smtnlng. Ethvert produkt H E‘_J af topologlske vektorrum er

eﬂ t v.r. Dette er 1okalkonvekst, resp. Hausdorff, hv1s og kun

hvis hvert af rummene Ej‘er det.
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Bevis. For at vise, at f.eks. additionen i E = 1I Ej er

kontinuert, betragtes to punkter X, y € E og en omegn U af X +y

i BE. Vi kan gerne antage, at U = 1I Uj, hvor Uj er en omegn af
jed
(x + y)j = Xj + yj i Ej, og hvor.JU ={je J| Uj ¥ Ej} er ende-

lig. Da additionen 1 Ej er kontinuert, findes omegne Vj af xj og
W. af y. med V. + W, U.. For jJ J \ J;; benytter vi
i R I J € J\ Jy benytier v
vy = W, = B (=U.)., Da bliver V = I vy og W= I Wj omegne af
J / . €T EJ
henholdsvis x og y med V + W c U.

Hvis de givne rum Ejg j € J, alle er lokalkonvekse, bliver

produktrummet E det ogsf . Som basis for filtret af omegne af O
i E haves jo mengderne -HJUjS hvor Uj er en konveks omegn af O
i B4, og hvor Iy = {31533 | U + Ej} er endelig. Resultatet frem—
gar da af, at ethvert produkt af konvekse mangder er konvekst

(stk. 1, g). At omvendt lokalkonveksiteten af E medfgrer lokal-
konveksiteten af hvert Ej kan f.eks. vises analogt med den til-
svarende slutning i stk. 6. - Endelig g@lder alment, at et pro-
dukt af (ikke tomme) topologiske rum er Hausdorff, hvis og kun

hvis de enkelte rum er det (T2, opg. 22).
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10. Den ligelige struktur p& et topologisk vektorrum. Begre-

ber som fundamentalfilter, fundamentélf¢1ge, fuldstendighed, lige-
lig kontinuitet og flere andre kan behéndles naturligt i alle sa-
danne rum, som er udstyret med en slkaldt ligelig (:uniform)
gtruktur, hvilket lgst sagt betyder, at man kan tale om, at to
variable punkter ligger tet ved hinanden (af en vis '"orden"). Vi
skal ikke her komme ind p& teorien for iigelige rum i almindelig-
hed (herom henvises til Bourbaki, Topologie générale, ch.2), men
i stedet behandle spgrgsmidl om ligelighed 1 tilknytning til en
af hovedtyperne af sadanne rum, nemlig de topologiske vektorrum.
I et sAdant ligger to punkter tet ved hinanden, dersom deres dif-
ferens tilhgrer en "lille" omegn af Q. (En anden hovedtype af
ligelige rum er de metriske rum, hvor Jjo afstanden mellem to
punkter giver et naturligt mdl for, hvor t@zt de to punkter lig-
ger ved hinanden).

Definition. Et filter (eller en filterbasis) & p& et t.v.r.

E kaldes fundamentalt, dersom det indeholder vilkéarligt smid mzng-

) deI‘, doV-So

vUe 0(0) 3A€d: A-ACU,
Et filter & pad E er fundamentalt, hvis og kun hvis
W€ U(0) 3IXxE€EBE: x+UC B

*

(Ad "hvis": Til givet U € U(Q) findes V€ U(Q) med V - V ¢ U, Af
A=x+Veo fglger da A - A =V - V¢ U, AQ "kun hvis": Lad
x€A;daer A~-x¢c A~ Ac Uogderfor Ac x + U, A A€ @ fgl-

ger slledes x + U € &.)

Et konvergent filter (eller filterbasis) er fundamentalt,

som man umiddelbart ser ¢ den sidste form af definitionen.




—
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Ethvert filter, som er finere end et fundamentalfilter, er

selv et fundamentalfilter. (Klart.)
Et filter (eller en filterbasis) & p& en delmezngde M af et
tever. E kaldes fundamentalt, dersom &, opfattet som filterbasis

péd E, er fundamental. Betingelsen herfor er Aabenbart igen, at

vue 0(0) 3mes: A-AcCU.

Lemma. Dersom et fundamentalfilter & p& E inducerer et fil-

ter
oy={AnM| A€ D |

p4 en delmengde M ¢ E (altsd hvis A n M 4 @ for alle A€ 3), da
er oy et fundamentalfilter pa M.

Thi opfattet som filterbasis pd E bestemmer Oy et filter,
som er finere end & som fglge af inklusionen.A.g An M,

Specielt kan n®vnes, at filtret U(x) af omegne af et punkt
X € E inducerer et fundamentalfiltg; pad enhver delmengde M c E
for hvilken x € M. Opfattet som filterbasis pd E konvergerer det
mod x, men ikke som filter pa M, med mindre x € M.

Setning. Ethvert kontaktpunkt for et fundamentalfilter er
et gransepunkt for dette,

Bevis. Lad x vare et kontaktpunkt for et fundamentalfilter
® pad et t.ver. E.
For enhver omegn U € 0(0) findes Ve U(Q) med V + V¢ U. Lad

A€, A-AcV,o0glady€ (x+V)nA.DaerA-ygcA=-AcY,

og derfor

A y+V(=:x+V+Vc=:x+U.

N

Korollar. Hvis et fundamentalfilter pd en maengde M kan ud=-
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vides til en filter pad M, som har et gransepunkt x € M, da kon~

vergerer ogsa & mod X.
Thi x er et kontaktpunkt for &.
En punktfglge (Xn)nzﬂ pa E bestemmer filterbasen
{{x, | m> n} ne€ N}, nemlig billedet af elementarfiltret pa N

ved afbildningen n - X af N ind i E, Denne filterbasis pa E e»
&benbart fundamental hvis og kun hvis fglgen (Xn)nsN er en fun-

damentalfglge i den forstand, at

vvwe U0(0) aNe N vmyn e N: mn > No x ~x €V,

11. Fuldstsndighed. En delmzngde M af et t.v.r. E kaldes

fuldstendig, dersom ethvert fundamentalfilter pd M er konvergent

i M. Vi kalder M fglgefuldstsndig, dersom enhver fundamentalfgl-

ge p4d M er konvergent i M. Hvis M er fuldstendig, da ogsé fglge-
fuldstendig. Det omvendte gmlder ikke i almindelighed; men vi
haf dog flg; resultat:

Sztning. Hvis der findes en numerabel basis for filtret af
omegne af" 0 1 E, er enhver fglgefuldstendig delmzngde af E fuldf
stwndig. '
| Bevis. Lad iUn}nEN vere en numerabel basis for ﬁ(g); Ifglge
sstning 3 6mfatter U, en afsluttet omegn Vs og ivh}nzﬂ er da
ligeledes en basis for U(Q). Lad nu M ¢ E vare fplgefuldstendig,
.og lad & vere et fundamentalfilter pd M. Til n € N findes An‘E o
med A =~ A ¢ V . Mengderne B = Ajne+enA, danner en aftagende
fglge af mengder fra &. Valges x, € Bn, gelder for myn > N, at

xm, X, € BN og derfor

Xp = %, € By - By g Ay - Ay ¢ Uy

Da enhver omegn af 0 i E omfatter et Vys ©r hermed vist, at fgl~
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gen (xn)nEN.pé M er fundamental. Ifglge forudsztning har denne
fglge derfor et grznsepunkt x € M. Af Xo = Xy € VN form > N
fglger for m = w, at x - XN.G.Vﬁ = Vo A Ag - Agc Vioog x € A

fglger AN - Xy € VN og

N

Ay g %y ¢+ Vg = x - (x - xN) + Vg x - Vg + Vo

Dette viser, at ® - x 1 M, fordi der til enhver omegn x + U af x
findes Vy € 0(0) med Vg = Vg g Uogderfor x + U Ay € @.
12. Setning. En fuldstendig delmzngde af et Hausdorff t.v.r.

E er afsluttet.

Bevis. Lad x vare et kontaktpunkt for en fuldstmendig del-
mengde M af E. Da inducerer U(x) et fundamentalfilter & pd M, og
dette vil, opfattet som filterbasis pad E, konvergere mod x. Da M
er fuldstendigt, har & et graznsepunkt y € M. Da E er HausdorfffJ
B X = Yo

13+ Satning. En afsluttet delmsngde af et fuldstandigt t.v.r.
E er fuldstendig.

Bevis. Lad & vare et fundamentalfilter pd en afsluttet del-
mengde M af E. Da er & en fundamentalfilterbasis pd&d E og derfor
konvergent i E. Et gransepunkt x for & er ogsa kontaktpunkt for
d, altsd for enhver mazngde fra &, specielt for M, hvorfor
x e M= M

Man bemmrkér, at setn. 12 og 13 er analogé med kompakthedé-
teoriens satninger 23,1 og 23.2 i T2. Igvrigt gzlder der den szt~

k&/r(: )

( :
ning, at enhvér kompakt delmzngde M af et t.ve.r. E er fuldstendig.

Thi ethvert filter & p& M kan udvides til et i M konvergent filter

pa& M. Anvendes defte pad et fundamentalfilter & fremgdr resultatet

af satning 10.

44 Smtning. For ethvert m € N er talrummet K™ et fuldstendigt
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Hausdorff t.v.r. over K(=R eller ).

Bevis. Enhver fundamentialfglge (Xn)nEN pa X" ep begranset,
lad os sige |x | ¢ a for alle n€ N. Nu er kuglen
fx € K'| |x| < a} kompakt, derfor fuldstandig, hvorfor lim X,
eksisterer (og tilhgrer denne kugle). Da Km}har en nume?;£;1 ba-
sis for omegnene af O (f.eks. ds nmvnte kugler, nu med a=1/n,n € N)
er hermed vist, at X" er fuldstendigt. (I ¢vrigt kunne beviset og-
sé fgores med filtre, idet ethvert fundamentalfilter pé K" inde-
holder en begrsnset mangde A og derfor inducerer et fundamental-
filter pa denne, derfor ogsd pd A, som er kompakt.)

15, Ligelig kontinuitet. En afhildning £:M 5 F af en delmang-

teVer . F kaldes 1igeiig kontinuert,

de M af et tover. I ind i et

omegn
dersom der til enhver™V af Q i F findes en omegn U af QO i E, sé-

ledes at der for x,y € M gzlder
X -y€EU = f(x)-Ffly)e v,

altsd x € y +U = f£(x) € £(y) + V. For fastholdt y viser dette
at £ er kontinuert i yo‘En ligelig kontinuert afbildning er sa-

-~

ledes kontinuerte. v
‘ .
En kontinuert afbildning af en'kompakt mengde M ind i1 F er

ligelig kontinuert, som man let ser ved at benytte den velkendte
overdzkningsegenskab for'M (Borel -~ Lebesgue's overdskningssat-
ning).

En Kontinuert, linewr afbildning f: E - F er ligelig konti-

nuert, fordi f(x) - f(y) = f(x - y). (Det er sdledes nok at for-

udsztte kontinuitet 1 0).

Svarende til ‘s@tningen om, at en konvergent filterbasis ved

en kontinuert afbildning overfgres: i en konvergent filterbasis,

haves fglgende
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Y '}«-’/L J@TZM“;M F3 ydd{(, /’ ase Jn AU
Se@tning. Lad £: M -» F vare en ligelig kontinuert afbildning
af en delmangde M af et t.ve.r. E ind i et t.v.r. F., For enhver

fundamentalfilterbasis @ pad M-er £(®) en fundamentalfilterbasis

pé. P,

. Bevis. Til enhver omegn V af O 1 F findes en omegn U af o]
i E som anfgrt i definitionen pa ligelig kontinuitet. Til U fin-
des A € & med A = A ¢ U, hvoraf £(4) € £(¢) og r(A) - £(A) ¢ V.

Lemma. Lad E = I E, vare et produkt af t.v.r. Ei, og lad
€1l - 1 _

p; betegne den kanoniske projektion af E pé E; (i€ 1), BEn £il~
terbasis & pa E er fundamental, hvis og kun hvis enhver af fil-

terbaserne-pi(é) er fundarental,
Bevis. "Kun hvis" fglger af den foreglende smtning, idet py
er kontinuert og.linemsr, derfoxr ligelig kontinuert, Enhver omegnh

af 0 i E omfatter en basisomegn af formen V = I V,, hvor Vi er
icT

en omegn af O i B;, 0g shledes, at J = {i €I | A + Ei} er ende-

lig. For hvert i € J vslges A; € & siledes at '

pi(Ai) - pi(Ai) ¢ V,» Da findes A€ & med A gégJAig og vi slut-

ter, at A - A ¢ V, fordi pj(A) c Pi(Ai>’ og derfor pi(A)"pi(A)gVi

(ogsé for i € I\J).
Det analoge resultat om konvergente filtre er: En filterba-
sis & pad et produkt E =1I Ei af topologiske rum Ei konvergerer

el - : . _
mod x € E, hvis og kun hvis pi(é) - pi(x) for ethvert i € I (T2,

Lemma 16.2).

Ved kombination af disse to lemmaer féas den vigtigere halv-

del af
16. Setning. Bt produkt E = 1 E, af topologiske vektorrum

‘ el ~
Ei er fuldst%ndigtg hvis og kun hvis hvert Ei er fuldstendigt.

Beviset for '"kun hvis" overlades til laseren:

17. Swtning. (Udvidelse ved kontinuitet.) Lad £: M - F vare
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en ligelig lkontinuert afbiidning af en delmazngde M af et tovere

E ind i et fuldsizndigt Hausdorff t.v.r. F. Da kan £ p& netop én

madde udvides til en kontinuert afbildning f af afslutningen M
ind 1 F; og f bliver ligelig kontinuert.
Hvis specielt M er et underrum af E, og £¢ M —» I' er konti-
nuert og linear, da_bliver f: M » F kontinuert og linesr. |
Bevis. Lad fgrst M ¢ E og £t M —» F ligelig kontinuert. Ifgl-
ge lemma 10 inducerer filtret UE(X) af omegne af et punkt x € I

et fundamentalfilter
o(x) = (M n (x+U) | Ue Ug(0)}

p& M. Opfattet som filterhasis pad E eller pa M konvergerer &(x)
mod x, stadig ifelge lemma 1&, En eventuel kontinuert udvidelse
T af £ til M ovevférer derfor &(z) i en filterbasis

floa(x)) = £(a(x)) p& ¥, som konvergerer mod Z(x)., Da F er Haus-
dorff, har vi hermed vist, at £(x) er entydigt bestemt for et
hvert x € M som lim £(&(x)), og dermed at en kontinuert udvidel-
se af £ til M h¢jst kan ske p& én made.

For dernmst at vise, at der eksisiterer en ligelig kontinu-
ert udvidelse £: M - F af £ til M bemsrker vi, at med cvenstien-
de betegnelser er £(®(x)) en Fundamentalfilterbasis pa F ifglge
s@tn, 15« DaF er forudsat fuldstesndigt og Hausduri; har f(@(x))

4 - . 0 - \] =
netop et gransepunkt, som vi vil Detegre med f(x)g altsa

F(x) = lim £(a(x)), xc M,

Den sAledes definerede afbildning £3 M -» ¥ er en udvidelse af

den givne afbildning £: M —» F, fordi &(x) i tilfsldet x€ M jo

~netop er omegnsfiltret for x i deirumsiopologien p& M, hvorfor

£(3(x)) konvergerer mod 7(x), da ¥ er kontinueri.




~
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Ved beviset for, at T er ligelig kontinueht benyttes, at
ethvert t.v.r. opfylder adskillelsesaksiom T3 (satn. 3).»Da 88—
ledes enhver omegn af O i F omfatter en afsluttet omegn af O, er

det tilstrazkkeligt at vise, at der for enhver afsluttet omegn V

af 0 i F findes en omegn U € ﬁE(Q) s& at

-

x,yEN A xyeU = F(x) - f(y)e V.
Da £t M » F er ligelig kontinuert, findes til V en omegn

Uy € UE(Q) sd at
Xy 29, € M A X7, € Uy = f(x1) - f(y1) c V.

Til U, findes en symmetrisk omegn U € UE(Q) med U + U + U ¢ Uye
Lad nu x,y € Mog x-y € U, Daer A = M n (x + U) € a(x),
B=Mn (y + U) € 8(y)» Som gransepunkt for filterbasenﬁé(x» er
f(x) et kontaktpunkt for denne, altsa for enhver af dens meng-
der, specielt for £(A). Tilsvarende er f(y) kontaktpunkt for
£(B), og £(x) ~ f(y) derfor for f(4A) - £(B) ifglge subtraktio-
nens kontinuitet i F. Nu gslder f£(A) - £(B) ¢ V, og derfor

F(x) - f(y) € T = V; thi for vilkarligt Xy € Ay y, € Beer

X~y € (x+0) - (y+U) = (x-y)+U-0U

§U+U+UEU19

og derfor f(x1) - f(y1) € V.

Tilbage stdr at vise, at F vliver linear, dersom M er et
underrum af E og £: M - F er linemr. I ethvert t.v.r. er afslut-
ningen M af et underrum M igen et underrum. Dette wises pa samme
midde som det analoge resultat om konvekse ma@ngder anfgrt efter
beviset for satn, §o Ved om forngdent at erstatte E med M kan vi
ved beviset for lineariteten af f gerne antage; at M = B, altsa

at underrummet M er ovefalt tet 1 E. Beviset fgres da ved hjzlp
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af princippet om uvdvidelse af identiteter ved kontinuitet (@é} 4

8tko 2li)s For ethvert N € K stemmer de kontinuerte afbildninger
x -» F(0x) og & - NF(x) overens for x € M, fordi restriktionen f
af £ til M jo er forudsat linemr. [fglge det navnte princip stem=
mer de derfor ogsé overens pd hele M = E, PA tilsvarende made
vises additiviteten af £, idet de to afbildninger (x,y) - T(x+y)
og (x,7)» F(x) + ¥{y) af E» E ind i F er kontinuerte og stemmer
overens pa underrummet M x M, som &benbart er tet 1 B x B

Vi forlader haormed studiet af den ligelige struktur pa et
tevers 0g gAr over il at behandle nogle begreber védr¢rende
underrum af et s&dant rum. Som forberedelse undersgger vi fgrst

begreber i tilknytning til et vilkarligt

nogle rent algebreiskes

velktorrum,

48. Direkte sum. Komplementazrt underrum, Projektion. Lad

S og T vere uncerrwn af et vektorrum E. Restriktionen f af ad-
ditionen i E %il 8 « T afbilder S x T linezrt pa underrummet

S + T af E:

£+ 8 xT - S+ T (line=r, surjektiv),

det altsd £(s,t) = s +t for s € S, + € T, Vi kalder summen

rde
b
D

S+ T direkte, dersom £ er injektiv (og dermed ialt en isomor-
fiaf S x Tod S + T), alted dersom enhver vektor x € E hgjst

har én fremstilling af formen X == s + t med s € S, t € Te Da
er linemr, bliver betingelsen for direkte sum, at kernen f_1(9)
for £ er nulelementet 1 8 x T; altsh at s + t =0 = 8 =1 = g_

(for s € S, + € T). Heraf fglger, at summen S + T er direkte,
hvis og kun hvis S n (~T) = {0}, alts& S n T = {0}.

Vi skal nu szrliig betragte det tilfzlde. hvor hele rummet

E er frenctillet som dizckte sum E = & + T af {to underrum S og ¥,
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I sa& fald siges T at vare et komplement®@rt underrum, eller blot

et komplement, til S, og S siges at vare et komplement til T.

Ethvert underrum S af et vektorrum E har et komplementazrt under-

rum T (ja uendelig mange sédanne, hvis 8 ¢ E). For at indse det-

te behgver vi blot at velge en basis for S og supplere disse

linesrt vafhangige vektorer i E med vektorer tj € B, j€ J, sdle-

des at 5513351 U itj}jsJ bliver en basis for E, (At dette er mu~-

ligt, vises ved hjzlp af Zorns lemma p& samme méde som eksisten—
sen af en basis for E, jvf. T, specielt opg. 5.) Det af vekto-

rerne tj, J € J, udspzndte underrum T af E (d.v.c. det mindste

underrum af E, som omfatter {tj}jEJ) er da &benbart et komplement

til S.

19. Projektions-afbildninger. Nar E er fremstillet som di-

rekte sum af to underrum S og T, defineres to afbildninger p og

g af E ind i1 E, idet vi for ethvert x € B = S + T betragter den

entydigt bestemte fremstillihg x = s + t med s€5; ﬁET og satter

p(x) =s, aq(x)=t (forx=s5+ 1)«

Vi kalder P og q projektionsafbildningerne, eller kort projek-

tionernc, af E p& henholdsvis S og T (langs henholdsvis T og S).

Abenbart er
s=p(® =a™0), T=aE) =10).

Endvidere er p og q linemre afbildninger, og desuden idempotente,

deVeSs (pzt)p°p = D, (qzz)qoq = g, Idet vi med i og o betegner
henholdsvis den identiske afbildning af E p& E og den konstante

afbildning af E p& 0, gzlder endvidere

Pp+a=1, Pog=qgqop=20,




e
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forstdet séledes, at p(x) + a(x) = xz, og pla(x)) = a(p(x)) =0
for ethvert x € E. Omvendt gelder fglgende
Lemma. Lad p: E » E vaere en linezr, idempotent afhildning

af et vektorrum E i sig selv. Da er den ved p + g = 1 bestemte

afbildning g = i - p ligeledes linesmr og idempotent, Hadvidere

er B direkte sum af underrummene S = p(E) = qﬁ1(g) og

er netop Dicjekitionerne af E pa S

1Q

-1
T =q(E) =p (0); og p og
og T (langs henholdsvis T og S).

Bevis. For ethvert x € E er

p(x) - p(p(x)) = 0 ;
p(x - p(x)) = p(x) - p(p(x)) = Q.

it

a(p(x))

il

p(a(x))

Dette viser, at @°p = poq = 0. Endvidere bliver g idempotent,

fordi

a(a(x)) = a(z ~ p(x)) = a(z) -~ alp(x)) = a(x).

Af peq = o fglger videre, at q(B) ¢ p_ﬂ(g)o Den modsatte inklu-

sion fremgir af, at p(x) = 0 » x = g(x) € q(E). Tilsvarende vises,

at p(E) = qf*(g)u Det er herefter klart, at

=

S+T=p(E) +q(E) =E; SnT= qf1(9) n p”1(9) =0

idet p(x) = a(x) = 0 =» x = p(x) + a(x) = Q.

For ethvert x € E er x = p(x) + a(x) en fremstilling af formen

X=8+1t, s € 8, t&€ T. Da summen E = 8 + T er direkte, er her~

med vist, at p og g nctop er de omtalte projektionsoperatorer,

og lemmaet er bevist,

20. Relation til Kvotientrummet. Lad atter S betegne et

vilkarligt underrum af et vektorrum E. Vi betragter den kanomiske

afbildning k: E -» E/S. Billede’ k(x) af x € E er det sideunder-
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ram x + S til S, som indeholder x. Der gzlder nu

Lemma. Et underrum T ¢ E er et komplement til et underrunm
S ¢ E, hvis og kun hvis restriktionen af den kanoliske afbildning
ki B —» E/S til1 T er en bijektiv afbildning (og dermed en isomorfi)
af T pa E/S.

Bevis. At ¢ = k|T skal vere bijektiv, betyder Zbenbart, ah
der for ethvert x € E skal findes netop ét t+ € T 82 at o(t) = ¥(x),
deves. 88 at k(t) = k(x), altsd k(x - t) = 0, eller med andre ord
X -t 5 S. Men dette er ensbetydende med, at ethvert x € E slml

have netop'én fremstilling af formen x = s + t med s € T, hvilkes

jo er definitionen pa, at S + T == E og at denne sum er direkte.
Og det betyder jo definitionsm®ssigt, at T er et komplement til
Se

Ved co-dimensionen af et underrum S af et wektorrum B foir-

stas dimensionen af kvotientrummet E/S. (Dimensionen af et wvekior-
rum defineres som det stgrste kardinaltal for nogen linezrt waf-~ &
hengig delmzngde af rummet. Det kan vises, at alle baser for et
vektorrum er pafvis skvipotente, hvorfor rummets dimension ogsi

kan karakteriseres som det fmlles kordinaltal for alle baser.)

For ethvert komplement T til et underrum S af E gzlder sa-

ledes ifplge det foregiende
co-dim 8 = dim E/S = dim T.

2%. Topologisk direkte sum. Topologisk koumplement. De rent

algebraiske betragtninger i stk. 48 og 19 skal nu suppleres med

topologiske betragtninger i det tilfelde, hvor E betegner ct

topologisk vektorrum. Lad S og T betegne to underrum af E. Udsty-

ret med delrumstopologien fra E bliver S, T og S -+ T &benbart

topologiske vektorrum, oz produktet S x T bliver derefter et
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t.ver. med produktrumstopologien; denne ses let at vaere identisk

med delrumstopologien fra E x E.

Definition. En sum S + T af to underrum S, T af et t.v.r. E

kaldes topologisk direkte, dersom restriktionen f af additlonen.

in fra E er til 8 x T er en isomorfi af det topologiske vektor-

rum 8 x T p& det topologiske vektorrum S + T.

Da additionen i E er kontinuert, bliver £: S x T -» S + T,
defineret ved f(s,t) = 8 + t, ligeledes kontinuert. Derfor bliver
summen S + T topologisk direkte, hvis og kun hvis den for det
fgrate er (algebraisk) direkte (alts& 8 n T = {0}) og hvis til-

L er kontinuert,

lige £
Lad os nu antage, at E = S + T, og at denne sum er algebraisk
direkte. Vi betragter projektionerne p og g af E pad S og T givet

ved

1l

p(x) =8, a(x) =t forx=8+1t, s€S, te T.

Da bliver &benbart
£ (x) = (p(x), a(x)) forxe S+ T = E.

Heraf fremgar, at betingelsen for, at den algebraisk direkte sum
E =8+ T ogsd bliver topologisk direkte, er at p og q er kon-
tinuerte. Naturligvis er det nok at florlange at f.eks. p er kon-
tinuert, idet 9 = i - p da ligeledes bliver kontinuert, eftersom
sdvel i som subtraktionen er kontinuert. Vi kan hermed supplere
Lemﬁa 19 saledes.

Setning. Lad p: E - E vere cen linesr, idempotent, kontinuert
afbildning af et t.v.r. E i sig selv. Da er E topologisk direkte
sum af underrummene p(E) og‘pq(g)n

Bemzrk ogsfi, at hvis E = S + T er topologisk direkte, og
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B X

tede. Thi med de tidligere betegnelser er 8 = q-1(g)3 hvor p og

q er kontinuerte, og {0} er afsluttet,

Lad atter S vare et underrum sf et t.v.r. E, Ved et topolo-

gisk kompl@mentwrt underrum (eller kort: et topologisk komple-

ment) til S forstis et algebraisk komplement T til &, for hvile-
ket summen E = S + T er topologisk direkte.

Man har eksempler p& Hausdorff t.v.r. (endda Banach--rum),
hvori ikke ethvert afsluttet underrum besidder et topologisk
komplementert underrum, Vi viser nedenfor, at ethvert underrun
af endelig co~dimension i et t.v.r. har et topologisk kcmple-
ment. Det samne kan for ¢gvrigt vises (ved hjmlp af Hahn-Banach's
s@tning) om ethvert underrum af endelig dimension.

Lemma. Et underrum S af et t.v.r. E har et topclogisk kom~
plement, hvis og kun hvis den identiske afbildning i: S -» 8 kan
udvides til en kon%inuert lineasr afbildning v: E - S.

Bevis. Som afbildning af E ind i E er en sddan udvidelse p

ligeledes kontinuert og linesr

i(o(x)) = p(x), fordi »(x) € S. Heraf fglger "hvis'-

~ Den er desuden idempotent, idet
p(p(x)) =
delen under henvisning +il ovenstlende sstning, idet p(E) = S.
Den anden del af lemmaet er klar, idet man for p tager projek-
tionsafbildningen af E p4 S langs et topologisk komplement T

til S.

22, Hyperplan og_linearform. Lad E vare et vektorrum over

Ko Ved en hyperplan i E forstéds et maximalt,wgtersideundeyzgmli

sncde af

noget andet sideunderrum af E bortset fra E selv, En hyperplan

gennem 0 er s8ledes et maximalt sgte underrum af E.

Lemma. Et underrum E af et vektorrum E over X er en hyper-

oo W (o e
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plan, hvis og kun hvis co-dim H = 1. I s& fald gelder for ethvert
€ € E \ H; at Ke er et komplementzrt underrum til H.

Bevis. Lad k betegne den kanoniske afbildning af E pa E/H,
og antag fgrst at co-dim H = 1, alts& dim E/H = 1, Fo;‘énhver
vektor e € E\H udggr vektoren k(e) = @ + H en basis for E/H,

For enhver vektor x € E findes derfor N € K s& at

X +H=Ne+H) =xe + H, altsd x € Ne + H, Dette viser, at

E = Ke + H, og tillige, é%ié%?hyperplan, idet ethvert underrum

S med 8 > H indeholder en vektor e § H, hvorfor S D fe + H=E,
Antages det omvendt, at H er en hyperplan, og vaelges atter

e € E\H, da er underrummet Ke + H en mgte udvidelse af H, hvorfor
Ke + H = E., Da denne sum er direkte; bliver co-dim H = 1,

Vi vil nu nzrmere studere opspaltningen E = Ke + H af vektor-
rummet E som direkte sum af et |-dimensionalt underrum Ke og en
hypefplan H, hvorved e 4 H. Projektionen p p& Ke langs H er li-
nesr. Billedet p(x) af en vektor x € E har formen p(x) = Ne,
hvor N € K,Aog hvor A afhznger af x, lad os sige A = @(x). Da
afbildningen ANe - A af Ke pad K er linesr, bliver den sammensatte
afbildning x - p(x)(="#) » A(=¢(x)) ligeledes lineamr. |

Definition. Ved en linearform, eller-en linemr funktional,

pd et vektorrum E over K forstés en linesr afbildning af E ind

iK.
Vi har ovenfor gjort rede for, at der til enhver hyperplan

H i E og enhver vektor e €. E\H svarer en linearform ¢ p& E siledes

at der for ethvert x € E gaelder
p(x) = p(x)e , x€ o(x)e +H,

hvor p er projektionen af E pa Ke langs H. Apenbart er

H = P-1(Q) = @-1(Q) sam* p(e) = 1, og derfor ¢ ikke iden-
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fisk O;

Lad nu omvendt ¢! B - K vare en vilkérligt opgivet linear-
form p& E, soﬁ ikke er identisk O. Da er H = ¢m1(0) et zgte un;
derrum af E, Vi viser, at H er en hyperplan; og at ¢ er bestemt
P4 den ovenfor angivne made ud fra H ved passende valg af e § H.
Lad nemlig e, ¢ H, altsh p(e,) 0. Sattes e = g(ey) e, bliver
o(e) = 1. Den ved p(x) = ¢(x)e (x € E) definerede afbildning p

af E ind 1 E er abenbart linemsr og har billedmsngden Ke y hvor-

for p ogsa bliver idempotenti
p(p(x)) = plp(x)e) = o(x)p(e) = p(x)p(e)e = p(x)e = p(x).

Ifglge lemma 19 har vi derfor den direkte sum

n

E = p(E) + p"1'(9_) = Ke + H,

idet p_m(g) ; ¢_1(O) = H. Dette viser, at co-~dim H = 1, altsd
at H er en hyperplan.

Det bemmrkes, at for en given hyperplan H i E findes der
uendelig mange linearformer ¢ % O pd E med ¢-1(O) = H; men to
af disse;_¢ 08 ¢4 €T gltid proportionale. Thi valges e € E\H,

og smttes o = ¢1(e) / o(e), da defineres ved x - pq(x) = a p(x)

en linearform Py —Qa Q@ P4 E, som er = 0 overalt p& H og desuden

for x = e og derfor ogsd pd H + Ke = E. Specielt er ¢ entydigt

bestemtvud fra H, nir verdien ¢(e) i et forelagt punkt ¢ ¢ H er
opgivete.

Lad os nu betragte en hyperplan H, som ikke gar gennem g;
Den med H parallelle hyperplan H, gennem 0 har en ligning
o(x) = 0, altsa Hy = ¢-1(0) med ¢ som ovenfor. Da H = e + H,
for e € H (ogdermed e 4 HO)Q bliver ¢ konstant lig med ¢(e) pa

H, altsd H = ¢—1(a) med o = ¢(e) + O. Normeres ¢ s& at o(e) = 1,
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bliver siledes H = ¢w4(1) og ¢ entydigt bestemt. Omvendt er det
klart, at for enhver linsarform ¢ % 0 pd E og for ethvert

a e K\ {0} er ¢—1(a),enAhyperplan,i E, som ikke gar gennem Q.

23, Afsluttet hyperplan og kontinuert linearform. Lad nu E
vere et topologisk vektorrum over K. Da gmlder:

Lemma. Enhver hyperplan H i et t.v.r. E er enten overalt tat

eller afsluttet i E.

paralleiforskydning er en homeomorfi. Afslutningen A af et under-
rum A af B er igen et underrum (Jjvf. det tilsvarende om konvekse
mengder sidst i stk. 3,) Da siledes H er et underrum, og H et

maximalt =gite uvnderium, ma der gmelde lighedstegn netop ét af ste-

derne 1 inklusionerne H ¢ H ¢ E.

Setning. Lad E vars en hyperplan i et t.ve.r. B 0g ¢ % 0 en

-y

linearform p& ¥, som er konstant p& H. Da er H afsluttet, hvis og
kun hvis ¢ er kontinuert. I bekraftende fald er summen E = Ke + H
topologisk direkiec for ethvert e € E\H, og afbildningan ¢ cr éb@nﬁ

Bevis. Vi kan atter antage, at H gdr gennem 0, altsi H = o~ 1(0)
Da K er et Hausdorffzum, bliver ¢”1(o) afsluttet, s&fremt ¢ er
kontinuert., Lad nu omvendt H vere afsluttet. Vi valger e € E med
o(e) = 4., Da uvdger e + H = ¢_m(1) en basis for det 1-dimensionale
kvotientrum E,/H, Da H er afslutitet, er ifglge satning 8 E/H et
HousdorfZrum, cg ifglge amtning 5 er dette (topologisk) isomorft
med K., Nazrmere gelder ifglge bevisat for smtning 5, at den ved
N- Ne + H) = ne + H bestemte algebraiske isomorfi ¢ af K pa
B/H ogsf er en %topologisk isomorfi (altsd tillige en homeomorfi).
Vi har nu skemaet

wa 1

i i
k > E/"H (L—----*j > K 9

B
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hvor k betegner den kanoniske afbildning af E p4d E/H. For ethvert
X € E haves ifglge stk. 22 x € ¢{(x)e + H. Derfor er

k(x) = ¢(x)e + H, og ¢-1(k(x)) = ¢(x)., Idet slledes ¢ = ¢m10 k,
g &ben. -
bliver ¢ kontinuerts” fordi bade k og ¢ = er kontinuerte.og &bne.

Lad nu e € E\H. Da gzlder ifglge lemma 22 § = Xe + H, hvor
denne sum er algebraisk direkte, Projektionen p af B pd Xe langs

H er ifglge stk. 22 givet ved p(x) = ¢o(x)e, altsd summensat al

rTormen

den kontinuerte afbildning A -» Ae af K ind i E og linesa

o Hvis er kontinuvert, bliver det derfor ogzd, hvilket ifglge
? P : D g=a,;

setn. 21 betyder, at summen E = p(E) + p‘q(g) = Ke + H vliver

topologisk direkte. = Omvendt er det 1 dvrigt klart. at hvis den

navnte sum er topologisk direkie, da bliver H afsluttet i tilfel~-

de af, at E er et Hausdorffrum (ée bemzrkningen efter sztn. 24).

b

2o Om vektorrum af endelig dimension.

Sgtning. Ethvert Hausdorff t.v.r. B over X af endelig dimen-

|

sion m er (topologisk) isomorfi med talrummet X og dermed fuld-

stendigt. Enhver algebraisk isomorfi mellem E og Km er en homeo-

morfi,

Qgg;g@ For m = 4 udsiger satn. b, at B er topologisk isomdrft
med K, og det fremgar af beviset, at enhver algebraisk isomorfi
af K-p& E er en homeomorfi. Idet vi derefter gidr frem ved induk=~
tion, antager vi at det tilsvarende gzlder for dimensionsihallet
n - 1. Lad nu E vare et m-dimensionalt Hausdorff t.v.r. over K,
og lad (61,---,em) vaere en vilkarlig basis for E. Ned H betegnes
den af vektorerne e1,oan,emmﬁ frembragte hyperplan i E« Da denne

delrumstopologien ,
1

er et (m-1)-dimensionalt Hausdorff t.v.p. 5
er den ifglge induktionsantagelsen isomorf med K ', og den al-

gebraiske isomorfi

(1|) (7\1,100 ’7\m~_1‘) -3 ?\181 + woo <+ 7\m~1emm1
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er en homeomorfi af Km_1 pa Ho Ifglge smfn. 14 er H fuidst%ndigt
og derfor afsluttet i E (swtnok12)° Men s& er summen E = H + (Kem)
topologisk direkte ifglge swxn; 23, Det betyder definitionsm&s—
sigt (stk.21), at restriktionen af additionen i B til H x (Kem)

er en homeomorfi af H x (Kem) pad H + (Kem) = E. P4 den anden side

er afbildningen
(2) (7\1 9t ’7\111-'11 97\m) - (7\1 61 *oeae 4+ 7\111'-1 em__,]‘ 9 7‘\mem)

8benbart en homeomorfi af KT pa H x (Kem), fordi afbildningen (1)

. m-1 e s .
som navnt er en homeomorfi af X pa H, og afbildningen

xm-e kmem en homeomorfi af K pa Kem ifglge det {--dimensionale til-~

felde.,

Ved sammensztning af homeomorfi (2) med additionens restrik-

tion til H x (Kem) fas afbildningen

(3) (xﬂ’°°°’%m—1’%m) FNE e A B M

af K" P& E, og denne algebraiske isomorfi er derfor ligeledes en
homeomorfi. Hermed er induktionsbeviset gennemfgri, idet enhver
algebraisk isomorfi af Km pad E jo er af formen (3) for en passen?
de basis (e1,aa-,em) for E, nemlig,ej = billedet af den j'te
"enhedsvektor" i K. Endelig fremgar fuldstwndigheden af E af

satn. 14.

Korollar 1. Ethvert endelig-dimensionalt underrum af et

Hausdorff t.v.r. er afsluttet.

Dette fremgir af ovenstidende sztning i forbindelse med s®tn.

12.

Korollar 2. Enhver liresr afbildning f: E —» F al et endelig-
dimensionalt Hausdorff t.v.r. E over K ind i et t.ver. I over K

er kontinuert.
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Thi ifglge sztningen ovenfor er det gjensynlig tilstrskke-
ligt at vise dette 1 tilfzldet E = Km; og her har T atter formen
(3) med ey = billedet ved £ af den j'te enhedsvektor i K&, j=1,ec» ;M.
Da regneoperationerne i F er kontinuerte, bpliver £ derfor konti-

nuert.

25. Om_afsluttede underrum.

Sztning. Lad S vere et afsluttet og T et endeligdimensionalt
underrum af et t.v.r. E. Da er underrummet S + T afsluttet i E.
Bevis. Lad k betegne den kanoniske afbildning af E pa E/S.
Da S er afsluttet, er E/S Hausdorff (s@tn. 8). Da T er et endelig-
dimensionalt underrum af B, og da k er linesr, bliver k(T) et
endeligdimensionalt underrum af E/S og derfor afsluttet ifglge

korollar 1 ovenfor. Da k er kontinuert, bliver k"1(k(T)) siledes

afsluttet i B, Nu er imidlertid

k1 (k(T)) = fx7T(k(t)) | te T

= fs+t]|] s€8SAteET]=8+T,

idet x € k—1(k(t)) = k(x) = k(t) e= k(x = t) =0 ¢= x ~ t € S
«= X = 8 + 1 for passende s € S.

26, Om afsluttede underrum af endelig co-dimension.

Sztning. Lad S vaere et afsluttet underrum af endelig co-di~-

mension i et t.v.r. E., Da er ethvert algebraisk komplement T til

S tillige et topologisk komplement.

Bevis. Vi betegner atter den kanoniske afbildning af E pé
Hausdorffrummet E/S med k. Da S er afsluttet i E, er S n T af-
sluttet i delrumstopologien pd T; og idet S n T = {0}, ma T vare

et Hausdorff t.v.r. ifglge stk. 3. At 8 har endelig co-dimension,
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betyder jo at E/S og T er endeligdimensionale. Ifglge lemma 20 er
restriktionen ka af k til T en algebraisk isomorfi mellem de.
endeligdimensionale Hausdorff t.v.r. T og E/S. Ifglge sztn. 24
er k| T en homeomorfi. Den omvendte afbildning ¢: E/S -» T er der-

for ligeledes kontinuert. Vi har nu skemaet

hvor k og ¢, og dermed ogsd ¢ok, er kontinuerte. Men pok er netop

D
projektioneﬁyéf E pa T langs S; thi for vilkarligt x € E haves frem-
stillingen x = s + t med ¢ € 8 og t = p(x) € T. Da bliver

¥ +3 =1t + 8, og derfor
p(k(x)) = ¢(k(%)) = t = p(x),

idet ¢ jo var den omvendte afbildning til k|T.

27. Om kegler. En delmengde A af et vektorrum E kaldes en

kegle med toppunkt O, dersom

NA ¢ A for ethvert A\ € R+,

idet R+ = ]O, +'oo[c Fellesmazngden for er mzngde af kegler med
toppunkt O er en kegle med toppunkt Qe.For enhver mengde A ¢ &
er fellesmengden P for mengden af alle kegler, der omfatter A,
derfor den mindste sddanne kegle. Abenbart gzlder
P={Nx| nN€E R+ AXE Al = U N
NR,

Lemma. Lad A ¢ E vare konveks, og lad P vare den mindste
kegle med toppunkt O, som omfatter A, Da er P konveks.

Bevis. Vi betragter to punkter N\x, 0g A%, af P, hvor altsa

N oDy € R+ 0g X, ,X, € A, For ethvert u ¢ [0,1] gzlder aa

) /.L?\,]XI - (1‘ '7/;)7’\2}{2 = (,Uo')\al +(1 - M)?\z)(px.l + (1 - P)X2)9
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Tordi R,

hvor ph, + (1 =N, €‘§:V5?:konveks, og hvor p er defineret ved

o

- KN,
p = 1

Avenbart er p € [0,1], og derfor pxy + (1 - plx, € A, da A er

konveks. Fplgelig gslder #x1x1 + (1 ~ u)%zx? € P,

28, Hahn-Banach's sztning. Som forberedelse bemzrker vi fgrsit,

at hvis E er et Hausdorff t.v.r. over R af dimension > 2, da er

E \ {0f et sammenh#zngende topologisk rum i delrumstopologien. Lad

nemlig a, b € B\ {0}, og lad S betegne det (eller ei af de)

2-dimensionale underrum af E, som indeholder a og b. Da er S

- P P - 2 0 . 1 1 o
homeomorfi med R” ifglge seining 24. og resultatet fremgir derfor

2 0 = ‘
af, at R \ {0} &benbart er sammenhangende (endda "kurvesammen-

hzngende") . Bemsrk ogsd, at E \ {0} ikke er en konveke delmzngde af

E (se p4 a og -a);
Lemma., Lad A vare en aben, konveks, ikke tom delmzngde af et

Hausdorff t.v.r. E over R af dimension ) 2, og lad 0 § A. Da ek-

sisterer en linie gennem O, som ikke mgder A.

Bevig. Med P betegner vi den mindste kegle med toppunkt Q,_'
som omfatter A. Da A er aben og ikke tom, gslder det samme om AA

for ethvert \ € R, og derfor ogs& om P = | NA. Endvidere er P

N R+

konveks ifglge lemma 27. Da O ¢ A, gmlder
04 P, altsd P ¢ E\ {0]. Da P er konveks i modsatning til B \ {0},
har vi séledes § ¢ P c E\ {0}Da E \{0] er sammenhasngende, fordi

dim E » 2; har P mindst &t randpunkt x € E \ {0} som delmszngde af

det topologiske rum B \ {0}. Abenbart er x tillige et randpunkt
For P som delmmngde af E. Da P er aben, gelder x ¢ P, Vi vil nu

v * 3 - r -
vise, at det en-dimensionale underrum Rx af E ike mgder P og der-

med heller ikke A. Da P er en kegle og x § P, gmwlder &ben-

bart ax d P for N € R_. Da Q& P, er det derfor tilstrakkeligt at
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#ise, at -x ¢ P, thi da vil -A\x § P for N € R_. Antog man nu, at
-Xx € P, s& fandtes en omegn V af -x med V ¢ P. Men sa var ~V en
omegn af randpunktet x for P, og der fandtes derfor y € P n (-V).
Idet séledes y € P og -y € V¢ P, matte 0 = (y + (-y)) € P, for-
di P er konveks; men som navnt gzlder 0 & P.

Vi er nu 1 stand til at formulere og bevise hovedresultatet

i indevzrende afsnit, Hahn Banach's sztning, fgrst i dens geome-

triske formulering.
Szetning. (Hahn-Banach). Lad E vare et topologisk vektorrum ove:

K (=R eller &), Lad A vere en &ben, konveks, ikke tom delmzngde

af B, og lad S vare et sideunderrum af E med S N A = @, Da eksiste-

rer der en afsluttet hyperplan H i E, for hvilken H O S og

HnA=¢o
R. Efter en parallelforskydning kan vi

It

Bevis i1 tilfsldet K

opnd, at 0 € S, altséd at S er et underrum. Med M betegner vi
mangden af alle underrum T af E for hvilke T 5 S og T n A = Bo Da
er M induktivt ordnet ved inklusion, idet foreningsmengden af
enhver fuldstendigt ordaet deim&ngde af M abenbart igen er et

underrum tilhgrende M og saledes udggr en majorant for delmzng-~

den. Ifglge Zorns lemma eksisterer der et maximalt element H i M.
AT Hn A=, altsd H¢ (A, fglger dels, at H $ E fordi A + @, og
dels at #A ¢ CA fordi A er &ben, altsd at Hn A = ¢. Da nu H igen
er et underrum af E (jvf. det tilsvarende om konvekse mangder i
stke 3), og da H > HO S, er e M, og derfor H = H fordi H var
maxiﬁalt i M. Hermed er vist, at H er et afsluttet underrum af E.
'Tilbage st&r at vise, at H er en hyperplan, altsd at
dim E/H = 4. Nu er F = E/H et Hausdorff t.v.r. (sztn. 8); og be-
tegner vi med k den kanoniske afbildning af E p& F, bliver k(A)

en aben, konveks, ikke tom delmzngde af F, fordi k er aben og
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linesr. Endvidere indcholder k(A) ikke nulelementet Op i F, thi

for vilkarligt x € A gmleer x ¢ H og derfor k(x) # Ope Antog man

-

nu, at dim E/H = dim F ) 2, da fandtes ifglge ovenstiende lemma et

1-dimensionalt underrum L af I med L n k(A) = @. Da var k_1(L)

o ’A ] " N
et underrum af B, oz ¥ (L) n A = ¥, (Thi for x € A galder

k(x) € x(a) og decfer k(x) € L, %= ¢ k-1(L))o Da k er surjektiv og
L 5{0p}s m& k1 (L) 5 K7 (0y) = H 3 S. Vi er herved fort til, at
k(L) € M ag x"1(1) 5 H, hvilket atrider mod, at H var mazimal i

M. Dermed er setningen bevist i tilfeldet K = R. Beviset i tilfel-

det K = C bringes i nzstesitykke.

29. Om vekitorium over Cs B4 vektorrum E over C kan ogsa op-

fattes som et vektorrum over R; dette sidste kaldes si det under=
liggende reelle vektorrum hgrende til det komplekse vektorrum E.

Da begrebet”konveksitet:kun involverer reelle ska1§%r, er de kon-
vekse delmengder de samme i begge tilfelde. Bt underrum af det
komplekse vektorrum L e naturligvis ligeledeé et underrum af det
underliggende reelle run EO; men det omvendte behgver ikke at vare
tilfeldet. Da multiplikation med en skalar A € C\ {0} er en iso-
morfi af det kcomplekse vektorrum E pd sig selv, bliver det specielt
en isomorfi af det reelle vektorrum E, pa sig selv. For ethvert
underrum M af B, er derfor i¥ ligeledes et underrum af Ey. Betin-

gelsen for, at ¥ er et underrum af E, er abenbart at iM = M; thi

for ethvert A\ = a + ig € { gelder da
AN = oM + 1M ¢ M + 1M = N + I = M.

Lemma, Lad B vare et vektorrum over C og EO det underliggende
vektorrum over R. For ethvert mnderrum M af E, er Mn{iM) et under-

rum af E. Hvie M er en hyperplan i Eys er Mn(iM) en hyperplan i E.
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Bevise M n (iM) er et underrum af E, fordi
i(M n iM) = (iM) n (i9M) = M (iM).

Lad nu M vare en hyperplan i Ey. Hvis M ¢ iM, er M n (iM) = M
dbenbart en hyperplan i E. Lad dernmst M ¢ iM, og lad e € M,

e d iM, Da er ie ¢ 1% = M, og vi har de direkte summer
B, = R(ie) + M = Re + iM,

fordi M og iM eghyperplaner i Eo(iemma 2@.'Vi viser nu, at E =
Ce + (M n iM), hvoraf fremgir, at underrummet M n (iM) er en hy-
perplan i E. Ethvert x € E har en fremstilling x = g(ie) + y, hvor

. en
B € R, yE M, Og ¥y hafvf%emstilling3z = qe + %z, hvor ¢ € R, 2z € iM.

Men s3 gmlder
x = (a0 + iB)e + z,

hvor o + i8 € C, og hvor z € M n (iM). At z € M fremgdr nemlig af,
at z =y - ae, hvor y, e € M og o € R. Hermed er lemmaet bevist.

Vi er nu i gtand til at bevise Hahn-Banach's satning for et

t.v.r. E over . Med den foreliggende topologi pd E bliver det

underliggende vektorrum EO over R &benbart et t.v.r. over R. Det

givne underrum S af E er gom navnt tillige et underrum af Zye I-
fglge den allerede beviste sa@tning for reelle t.v.r. findes der
en afsluttet hyperplan Hy i Ey med Hy 2 § og Hy n A = @, Da er
iHO ligeledes afsluttet, og HO N (iHO) = H er en afsluttet hyper-
plan i E ifglge ovenstaende lemma.

Da nu .iS = S, fis

H=Hyn (iHO) > 8 n (i8) = 8,

Det er klart, at H ikke mgder A, fordi H ¢ Hj og Hy ikke mgder A.
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30. Udspendt underrum. Total delmangde. Lad M vsre en delmeng-

de af et vektorrum E over K (=R eller ). Fzllesmengden P for meng-
den af underrum af E, som omfatter M, kaldes det af M udspandte un-~
derrum (i algebraisk betydning). Det bestir af alle vektorer i B,
som kan fremstilles som linearkombination af endeligt mange vektorer
fra M, . |
Dersom E er et t.v.r.,kaldes afslutningen'ﬁ af F det af M

udspendte afsluttede underrum af E. Abenbart er ¥ det mindste afslut

tede underrum af E, som omfatter M.
Definition. En delmengde M af et t.v.r. E kaldes total, der-

som det af M udspzndte underrum F (i algebraisk betydning) er o-

veralt taett 1 E, altsd dersom det af M udspandte afsluttede under-

rum af E udggr hele E F = E.

Setning. En delmengde M af et lokalkonvekst t.v.r., E er to-

tal, hvis og kun hvis der for enhver kontinuert linearform f pad E

gelder, at
f(x) =0 for alle x € M = f 5 0.

Anderledes udtrykt: M er total, hvis og kun hvis M skiller

de kontinuerte linearformer p& E i den forstand, at der for 2

vilkarlige s&danne, :f’,1 og f2ﬂ gelder
f,,(x) = f2(x) for alle x € M = £, = £,

Bevisie Den sidste formulering af satningen fremgar af den fgr-
ste anvendt pa den ved f£(x) = f1(x) - f2(x) definerede kontinuerte

linearform f = f1 - f2 pa E. For enhver delmzngde M c¢ B og enaver

kontinuert linearform f p&d E gzlder, at

£(x) =0 pa M = f(x) =0 pa ﬁ;
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nar F betegner det af M udspzndte afsluttede underrum af E, Det-
te fglger straks af, at f_1(0) er et afsluttet underrum af B og
derfor med M m& omfatte F. Heraf fremgir "kun hvis" - delen.

Beviset for '"hvis" - delen fgres indirekte. Antag altséd, at
M ikke er total, d.v.s. F &+ BE. Lad y € (F (8ben), og lad V vare
en &ben, konveks omegn af O i F s&ledes at y + V ¢ CF. Ifglge
Hahn-Banach's satning eksisterer der en afsluttet hyperplan H i
Emed Ho FogHn (y + V) = 0. Lad H = f-1(0), hvor f er en
kontinuert linearform p& E (stk. 23). Da er altsd £ = 0 pa H,
specielt ﬁé/M, men t & 0.

L?ﬁ\

Korollar 1. BEthvert afsluttet underrum S ¢ E af et lohalkon-
- vekst t.ver. BE er f@llesmangden for msngden af alle afsluttede
hyperplaner H 2 S 1E; og sadanne hyperplaner eksisterer.

Thi i ovenstiende bevis (med S = M = F = F) fandt vi fér
ethvert y € (S en afsluttet hyperplan H > S med vy § H.

Korollar 2, Lad E vaere et lokalkonvekst ngsdorff tevVer. af

dimension > 0. Der eksisterer afslutiede hyperplaner i E, og kon-

tinuerte linearformer # O pa E.

Thi 8 = {0} er et afsluttet underrum af E, da E er Hausdorff;

og S c B, da dim E > O,

31. Seminorm. Lad E vare et vektorrum over K (=R eller ().

En funktion p: E ﬁ_R kaldes en seminorm pa E. dersom fglgende 2

betingelser er opfyldt:

1) p(0x) = |n|p(x) for ethvert A € K, x € E;

2) p(x+y) < p(x) + p(y) for ethvert x, y € E,

Det fglger heraf at p(Q) = O (s@t A\ = 0 i 4), og at p(x) > ©

for ethvert x € E, idet

0 =p(0) < p(x) + p(-x) = 2p(x).
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Endvidere galder resten af "trekantsuligheden':

Ip(x) - p(y)] ¢ p(x ~3) ,

e
“

p(y) + p(x - ¥) og p(y) < p(x) + p(y - x) ifglge 2),

idet p(x) ¢
)

og p(y - x) = p(x ~ y) ifglge 1).

Endelig er en seminorm en konveks funktion, idet

-

p(Ax + (1 = N)y) < p(xx) + (4 = N)y) ¢ 2(x) + (1 - Mp(y),

for A € [0,1] og %,y € E.

En seminorm p kaldes en norm, dersom p(x) =0 = x = 0.

For enhver linearform f¢: E - K er den ved x - |f(x)]| bestem~

te funktion |f| en seminorm pd E.

Lemma. Lad p vere en seminorm pa et vektorrum E. Da er mang-

den
A={xeB | p(x) g1}

konveks, symmeirisk og absorberende. Endvidere er
p(x) = inf fo € R_ | x € ah}.

Bevis. Symmetrien fglger af 4), konveksiteten af at p er en
O . ] » § , .
konveks funktion, og den absorberende egenskab af, at p er ende-

lig. For ethvert x € E galder nemlig A x € A for f%] < 1/p(x)e

Abenbart er for ethver: o € R ifgige 1)

og denne mengde er da ligeledes konveks, scymmetrisk og absorberen-

de. Idet saledes

p(x) {a e X€ a A,
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og idet p(x) = inf {a. € R | p(x) ¢ a}, fremkommer det anfgrte ud-
tryk for p(x).

32, Kontinuert seminorm p& et t.v.r.

Lemma. En seminorm p pa et t.ver. B er ligelig kontinuert,

dersom p er kontinuert i O, eller blot begraznset i en omegn af O.

Bevis. Lad p(x) § o for alle x € U, hvor U:€ U (0). Da galder
for ethvert ¢ > 0, at p(y) ¢ e for alle y € (¢/a) U, og

(e/a)U = Ve U(0). Endelig er

|P(X) - P(Y)I < p(x -y) (> for x - y€ V.

Setning. Lad B vare et t.v.r. over K.

a) For enhver kontinuert seminorm p p4 E er msngden
A={xeE| p(x) ¢1}

en konveks, symmetrisk, afsluttet omegn af 0 i E.
b) Enhver konveks symmetrisk, afsluttet omegn af O fremkommer pé

denne made ud fra netop én kontinuert seminorm p pd E, nemlig
p(x) = inf {a € R | x € o A},

Bevis. a) Klart ifglge lemma 31, idet A &benbart nu er af-
sluttet, da p er kontinuert, og idet A omfatter den adbne mangde
{xe€ E | p(x) < 1}, som indeholder Q.

b) Ifglge samme lemma er der ikke andre muligheder for p end den
i smthingen anfgrte. Da enhver omegn af 0 er absorberende, eksi-
sterer der for ethvert x € E et tal o € R+ s& at am1x € A, altsi

X € al, hvorfor p(x) er veldefineret som et (endeligt) reelt tal

> 0.
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For N€ K\ [0} og a € R+ gelder

NXE oA &= XEC€E x'1 oA = xXE |7\|"1 o A,

fordi A er symmetrisk. Derfor bliver

p(ax) = inf {a € R, | x€ N o Ay
N ane (N e r, | xe N7 a Al IR (x).

Hermed er vist, at p(n\x) = |N\|p(x) for N $ O; men det samme gzl-
der Sbenbart for N\ = O,
For at eftervise subadditiviteten betragter vi to tal

oy, B € R+ og bemazrker, at

TECEoAANYE BA = X +FE (o + B)A
= p(x+y) {a+pB.

Vi har her benyttet, at oA + A = (a + B)A, fordi A er konveks.
Da nu o og B kan valges vilkarligt t®t til henholdsvis p(x) og
(¥), slutter vi, at p(x + y) ¢ p(x) + p(y), og dermed at p er
en seminorm.

Det er klart, at x € A= p(x) ¢ 1. Antag dernwzst, at x 4 A.
Da. CA er aben, findesyu > 1 si at 1 oy = o« 1x d A. Nu er A
konveks og indeholder Q, hvorfor A or stjerneformet (stk. 1, ¢),
altsh oA ¢ A for ethvert o € [0,4]. Da x 4 A, gelder siledes
¥ & ol for o € [0,1], og dermed ialt for a € [O,u], hvorfor
p(x) > p > 1. Hermed er vist, at A = {x € E | p(x) ¢ 1}. Da séle~
des weminormen p er begranset i omegnen A af 0, er p kontinuert
ifplge lecmmaet ovenfor.

Benzrkning. P4 ganske tilsvarende made vises det, at for en-
hver kontinuert seminorm p er B = {x € E | p(x) < 1} <n konveks,

symmetrisk, &ben omegn af 0, og enhver sddan fremkommer pa denne

réde ud fra netop én semisorm p, nemlig p(x) = inf fa € R _|x € aB

;.
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Det kan endvidere vises, at B = ).y og A = ﬁ}

33, Lokalkonveks topolqgi_defineret_ved seminormer, Lad E

vere et vektorrum over K (= R eller C), og lad P vare en given -

mangde af seminormer pa E. For ethvert p € P og ethvert o € R+ er

mangden

Vﬁ,a = {xe€ B | p(x) ¢ a}

ifglge lemma 31 konveks, symmetrisk og absorberende. Med B(Q)

betegner vi mengden af slle fzllesmazngder

n Vv N eer 0NV -
Vpi ’ai pz ’% pm,am

af endelig mange mazngder af formen Vb o med p € P, a € R+. Da en=-
H

hver fellesmengde af endeligt mange konvekse, symmetriske og ab-
sorberende mengder igen har disse ﬁre egenskaber (og ifglge den
sidste af disse ikke er tom), er B(Q) en filterbasis pd E. For’
ethvert A\ € R+ gelder A vp?a = VP,M, hvoraf fglger, at V € B(0Q)
= NV € B(0). Ifglge smtning 2 (Jjvf. tillige stk. L) findes der
derfor netop én topologi pa E, hvorved E bliver et t.v.r. og

B(Q) en basis for £iltret af omegne af 0. Herved bliver

fx + V| Ve B(0)} en basis for U(x). Vi kalder denne topologi
for den ved mzngden P af seminormeﬁ definerede topologi pa E. Med
denne topolbgi bliver E abenbart ef lokalkonvekst t.v.r.

Det ville ingen forskel ggre, om man i stedet definerede

Vo, = 1€ E | p(x) < als thi der gelder for a € R,

(x€ E | p(x) ¢a/2cfx€eB | p(x) <a}c {x€E | p(x)  ale.
Sztning. Den ved en mengde P af seminormer pad et vektorrum

E definerede lokalkonvekse topologi pd E er den groveste topologi

P4 E, der ggr E til et t.v.r. og for hvilken enhver af seminormer-

Vi
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ne p € P er kontinuert.
Bevis. Det er klart, at ethvert p € P er kontinuert i den

ved P definerede topologi, idet Vp o ST €n omegn af 0 for ethvert

H
a € R+. Betragter vi omvendt en vilkarlig topologi pad E, hvorved

E bliver et t.v.r. og ethvert p € P bliver kontinuert, da ma
Vb,a for ethvert p € P og a € R+ vere en omegn af 0. Derfor er
enhver af me&ngderne i B(g) en omegn af 0, og da parallelforskyd-
ningerne i E skal vzre homeomorfier, mad x + V vare en omegn af
x for ethvert V € B(Q). Dette viser, at den betragtede vilkérlige
topologi med de anfgrte egenskaber er finere end den ved P be-
stemte topolbgi. |

Det e mzrkes, at enhver lokalkonveks topologi pa et vektorrum
E kan defineres ved seminormer pa den angivne made. Vi behgver nem-
lig blot at tage P som mengden af alle seminormer p& E, som er
kontinuerte i den forelagte topologi. Den ved P definerede nye to-
pologi péd E er ifglge ovenstiende sztning groVere end den givne
topologi. Lad omvendt V vaere en omegn af 0 i den givne topologios
Ved beviset for, at V ogsh er en omegn af 0 i den ved P bestemte
topologi, kan vi antage at V er konveks, symmetrisk og afsluttet.
Ved p(x) = inf {a € R+|x € oV} defineres ifglge sztn. 32 en kon-
tinuert seminorm pad E, og denne tilhgrer sfiledes P. Ifglge samme

setning er V=V , = fxe B | p(x) < 1}, hvilket netop er en om-

Ps
egn af O 1 den ved P bestemte topologi. Da parallelforskydninger-

ne ef'hpmeomorfier i begge topologier, er pastanden hermed bevist.
Lemma. Lad P vare en mengde af seminormer pd et vektorrum.
Den ved P definerede topologi pd E er Hausdorff, hvis og kun hvis
der for ethvert x 4 0 i E findes p € P med p(x) #+ 0.
Bevis. For et sddant p er {y € E | p(y) = < Lp(x)} en omegn

af 0, som ikke indeholder x. Hvis derimod p(x) = O for alle p € P,
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gzlder x € Vb o TOr ethvert p € P, a € R+,

g
V
og derfor er x € V for enhver omegﬁ¢af 0 i den ved P definerede

topologi, hvilket viser, at denne ikke er Hausdorff.

© 34 Kontinuitet af lineasr afbildhing udtrykt ved seminormer.

Lad E og F vare lokalkonvekse topologiske vektorrum over sagme
legeme K, og 1ad.topologien'pé B vare definé%’ved en mangde P af~
seminormer pa E og topologien pa F ved en mengde @ af seminormer
pa F, |

- Setning. Med ovenstiende betegnelser er en linemr afbild-—
ning £! E —» F kontinuert, hvis og kun hvis der til enhver semi-
norm q € Q findes en endelig mengde af seminormer Py € P,
i=4,2,000,m, og et tal ¢ > 0 84 at

a(f(x)) ¢ ¢ sup pi(x) for alle x € E.
1§1§m

Bevis., Hvis f er kontinuert i 0, findes til omegnen

W={yeP | aly) ¢ 1} af O i F en omegn af formen
=V N oee NV af 0 i E, som ved f afbildes ind i W.
D1 90y Pne%n = .
Ssttes o = min Oy gzelder, at
1¢igm

- sup pi(x) Ca = €V = f(x)eW = q(f(x)) <1,
1gigm -

hvoraf p4 grund af homogeniteten q(f(x)) ¢ a-1

sup p.(x). Lad os

it '

dern®st antage, at betingelsen er opfyldt, og lad os vise, at [

bliver kontinuert i 0 og dermed overalt. Enhver omegn af O i F

omfatter fallesmzngden af endeligt mange omegne af formen -

Wq,ﬁ ={ye P | a(y) < B}, hvor q€Q, B € R . Det er da nok at

vise, at f—"h'(Wq B)ier en omegn af 0 1 E. Til g findes ifglge for-
2

udsatning Pysoec Py € P ogc > 0 sd at den anfgrte ulighed gal-

der., Men si gmlder Aabenbart for a = B/c, at

—

-1
V. N aco V f .
Dy st n D% 5 (WQsﬁ)
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Bemsrkning. AL denne sztning aflsses 1 tilfaldet E = F,
f = 1 (=den identiske afbildning af E pa sig selv) betingelsen
for, at den ved én mengde P af seminormer pa et vektorrum E de-
finerede topologi pA E er Tinere end (eller grovere end, eller
identick med) den ved en anden mengde Q af seminormer definere-
de topologi pad E. To mmngder af seminormer, P og Q, p& E kaldeg
gkvivalente, derccm de definerer samme topologi péd E.

Enhver endelig mengde arf seminormer :FERRRN ) péd et vektor-

rumn B er Abenbart skvivalent med en enkelt seminorm ps Te€kso

D = XN p, eller

35. Habn-Banach's satning i snalytisk formulering..

set Lad » vere en seminorm pa et vektorrum E over K
(= R eller ). Lad M vare et underrum af E, og lad £: M - K vare
en linearform pa M slledes at |£(x)] < p(x) for alle x€ M. Da
kan £ udvides til en linearform £, : E 5 K p& B cdledes at
}f1(x)! ¢ n(x) for alle x € E. -

Revig. Vi kan sntage £ # 0, idet vi ellers blot tager f, = O«
Den givne seminorm p pa E definerer en 1oka1konvéks topologi pé
B, Da » herved bliver kontinuert; er den konvekse mengde A =
fr c Bip(x) < 11 &ben og ikke tom, idet 0 € A. Ved ligningen
£(x) = 1 definerez en hyperplan L = {x € M | £(x) =11 i M; og
L er ezgﬁhderrum af B, som ikke mgder A, idet p(x) » [£(x)] = 1 !
for x € L. Ifglge Hahn-Banach's setning i geometrisk formulering
(s®tn. 28) eksisterer der en afsluttet hyperplan H i E med H 2 L
og Hn A= @, T inklusionerne IL.¢ Hn M ¢ M mid lighedstegn ind-
traffe netop et sted, fordi L er en hyperplan i M, Da 0 € M,

hvorimod 0 ¢ H (fordi 0 ¢ A ¢ CH), wA Hn M 4 M, og derfor er




L i M bade ligningen f(x) = 1 og ligningen f,(x) = 1, hvoffor

~ klar for x € H, d.v.s. for f1(x) = 1, For en vilkarlig verdi o € K
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HnM=DL, Som vist i stke. 22 har H en ligning f1(x) = 1, altsd

H= {x€ E | f1(x) = 1}, hwor £,: E » K er en kontinuert linearform

pé& E, Da sdledes L= Hn M= {xe M | f1(x) = 1}, har hyperplanen

linearformerne f og f1 stemmer overens pad M étko 2@9 d.ves. T, er
en udvidelse af f. Tilbage star at eftervise, atv|f1(x)| < p(x)

for alle x € E. Da H ¢ CA=1{xe E | p(x) > 1}, er denne ulighed

af f1(x) sluttes (hvis o # 0), at f1(aﬁ1x) = 4 og derfor
p(x) = lalp(a™ %) & la] = |£,(x)].

Bemzrkning. Hvis B er givet som et t.v.r., og hvis p er en

kontinuert seminorm pd E, da bliver f, en kontinuert linearform

p4 E, som man umiddelbart ser ud fra uligheden Lfm(x)l g p(x):;x € Be |

36. Normeret_rum. Vi minder om, at en norm pé& et vektorrum E

over K (= R eller () er defineret som en seminorm, som kun antager
verdien O i Q. Det er altsd en afbildning x - ||x|| af E ind i

[0,+ «[, som opfylder kravene

1) Iax|l= x|l x| for ethvert N\ € K, x € E;
2) llx+3l gl =l +1 5l for ethvert x, y € E;
3) llxjl=0 = x-=0.

Z

Et vektorrum E kaldes et nomeret rum, dersom der er givet en

norm || || pé E. Den ved denne ene (semi)norm definerede topologi pd

E kaldes normtopologien. Udstyret med denne topologi er E specielt

et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r., idet betingelsen i lemma 33 er

opfyldt ifglge 3). Endvidere er normen en kontinuert funktion pa E.

BEt normeret rum er samtidig et metrisk rum, idet af'standen

defineres ved
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dist (x,5) = llx - ¥ll.

Det eftervises umiddelbart, at der herved virkelig defineres et
afstandsmdl p&d E. Den tilsvarende topologi pé‘E er netop normtopo-
logien. idet kuglerne {y€ E | |lx - y|| (¢ r}, r € R+, i begge til-
fzelde danner en basis for filtret af omegne af x € E. 0gsd den
1igelige gtruktur (jvf. stke. 10) er Abenbart den samme, hvadenten
E opfattes som et t.v.r. (med normtopologien) eller som et metrisk

rum (med den ovenfor angivne metrik).

Et t.ve.r. E kaldes normerbart, dersom der findes en norm pa

E, sdledes at den tilhgrende normtopologi netop er den givne to-

pologi péa E.

Et fuldstendigt normeret vektorrum kaldes ogsé er Banach-rum

o)
efter den polske matematiker S. Banach, der i sin bog: Thélrie des

operations linéaires har givet den fgrste systematiske behandling

af de (normerede) topologiske vektorrum.

Lad E og F vare to normerede rum (over samme legeme K). Vi
tillader os at benytte samme betegnelse for normerne i E og F.
Lad £: E » F vere en linemsr afbildning af E ind i F, Ifglge satn.

34 bliver f kontinuert, hvis og kun hvis der findes en konstant

c > 0 s8ledes at

I£(x)]| ¢ ¢ [Ixl for alle x € E.

Det fremgér heraf specielt (i tilfsldet E =F, £ = 1), at

to normer || ||1 og || ||, p& et wektorrum E er gkvivalente (d.v.s.
definerer samme topologi p& E), hvis og kun hvis der findes en

konstant ¢ > O sidledes at

A

o lxlly ¢ lxll, § cllxll, for alle x € E.
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Ses der derimod bort fra denfgrste af disse uligheder, fremkom-

mer betingelsen for, at den ved || ||1 definerede normtopologi pé

E er finere end den ved || ||, definerede.

En linesr afbildning f: E - F af et normeret rum E ind i

et normeret rum F kaldes isometrisk, dersom normen bevares, altsa
le(x) || = ||x|] for alle x € E.

En s&dan afbildning er altsd specielt kontinuert. Det naturlige

isomorfibegreb for normerede rum er isometrisk isomorfi, altsa

eksistens af en bijektiv, linezr, isometrisk afbildning

f:E—)Fo
Til s®tn. 17 om udvidelse ved kontinuitet kan fgjes fglgen-

de i det tilfzlde, hvor E og F er normerede rum og hvor F ‘altsi
er et Banach-rum: Da den givne linezre afbildning f: M - F af
det overalt tette underrum M af E ind i F er forudsat kontinuert,
eksisterer der ifglge det foreglende et tal ¢ > O s& atfo(x)H

< ¢ [|x|| for alle x € M. Den entydigt bestemte udvidelse af f

til en kontinuert line®r afbildning f1: E - P opfylder nu auto-
matisk den tilsvarende ulighed Hf1(x)H < ¢ |lx}] for alle x € E. |
Dette fglger af, at {x € B | (|£,(x)|| - cllx|| ¢ O} &benbart er af-
sluttet (fordi venstre side af uligheden afhsnger kontinuert af

Xx) og omfatter M, som er tmt i E.

P4 samme méde ses det, at hvis f er envisometri, da gglder

det samme om f1.

37. Sgtning. Ethvert endeligt produkt af normerede rum

By (i = 432,0+¢4m) er normerbart. Idet normen pa E; betegnes
: il
med || ”i’ defineres produktrumstopologien pd E = 1I Ei eksempel-
i=1 '
vis ved fglgende norm || ||:
Il = suwp izl (x = (% 5eee,x) € E).

t<igm
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Bevis. Det eftervises let, at der herved defineres en norm
p& E. Idet o gennemlgber R, danner mangderne
, m
(xe® | Il gol = 1 fx; €|l g ol
en basis for filtret af omegne af 0 1 E sédvel i1 normtopologien

pad E som i produktrumstopologien.

Det tilfgjes, at der ved x ﬁ,_g'ﬂxiﬂi dbenbart defineres
en anden norm pa E, og den er &kviéglent med ovenstéende norm
(nemlig 2 denne og { m gange denne), definerer altsa ligeledes
produkttopologien pad E. Det samme kan mere almindeligt vises for

m
ethvert p € [1,+ [ om afbildningen x —» ( % I;Ixi||§)1/p.

i=1
Vi minder om, at produktrummet -
m
"E = 1 E; er fuldstendigt (altsd et Banach-rum), hvis og kun
i=1]

hvis hvert af rummene E; er fuldstendigt (setn, 16).

Eksempelvis er det K~-dimensionale talrum K" et Banach-rum

over K for enhver af normerne

. |Py1/D
=l = (= |%1%) (1¢p<e)
P i=1
og ogsa med normen
=l = sup [0
1<igm

38, For at komme til eksempler p& uendeligdimensionale nor— .
merede rum betragter vi (som forberedelse) svarende til en given,
ikke tom mengde T vektorrummet KT bestdende af alle afbildninger
x: T - K. Saledes er KT identisk med produktrummet II Kt’ hvor

T
Kt = K for ethvert t € T. Produktrumstopologien p& K- defineres

abenbart ved systemet af seminormer

x - |x(t)] (x € K7),
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hvor t gennemlgber T. Denne topologi kaldes ogséd topologien for
-punktvis konvergens, fordi eksempelvis en fglge (Xn)nEN pé KT

konvergerer mod x € KT, hvis og kun hvis xn(t)-+ x(t) for ethvert
t € Tse Udstyret med denne topologi er KT abenbart et fuldstendigt,
lokalkonvekst Hausdorff t.v.r.(s@tn. 9 og satn. 16% men normer-

bart er det kun i det ovenfor betragtede tilfzlde, hvor T er en

endelig mzngde.

For enhver mengde T danner de begransede funktioner

x : T > K (hvor altsd sup |x(t)] < «) et underruf af vektorrum-
teT

met K'. PA dette underrum, som vi vil betegne med B(T) = B(T,K),

indfgrer vi fglgende norm:
%)l = sup |x(t)] (x € B(T)).
‘ =T

Det eftervises umiddelbart, at dette virkelig er en norm pd B(T).
Den tilhgrende normtopologi pa B(T) kaldes topologien for

ligelig konvergens, fordi en fglge (xn)neN pa B(T) abenbart kon-

vergerer mod x € B(T) i normtopologien, hvis og kun hvis

xn(t) - x(t) (punktvis og) ligeligt med hensyn til t € T. Da
|x(t)] < Hx”w for ethvert t € T, er topologien'for ligelig kon-
vergéns pad B(T) finere end topologien for punktvis konvergens
(delrumstopologien p& underrummet B(T) og KT).

Vi viser nu, at det normerede rum B(T) er fuldstzndigt, alt-

s& et Banach-rum. Lad (Xn)nEN veére en fundamentalfglge pa B(T).

Til ¢ > O findes altsd N € N med
lx, = x|l = i;% |xm(t) - xn(t)l ¢ & for myn ) N.

For ethvert t € T er f¢1genl(xn(t))n£N derfor en fundamentalfglge
pad K. Da K er fuldstzndigt, cksistcrer for ethvert t € T en

grenseverdi lim xn(t) = x(t). Hermed er vist, at den givne fglge

0
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(xn) konvergerer mod funktionen x € KT i topologien for punktvis
konvergens pa KT, Tilbage stédr at vise, at x € B(T) og at

lx - x|l — O for n - . Ved at lade n » « 1 uligheden

|xm(t) - xn(t)| ¢ € for my, n » N finder vi, at |x(t) - xn(t)l {e

for n N. Dette viser dels, at x - Xy er en begrenset funktion

N

for n » N, altsd at x - x, € B(T) og dermed x € B(T), og dels

N/

at |[x - x ||/ ¢ € for n > N, hvorfor x, » x i normtopologien pa
B(T). Da sdledes enhver fundamentalfglge pa B(T) er konvergent,
er B(T) fuldstendigt ifglge smtn. 11,idet B(T) som normeret rum

jo har en numerabel basis for filtret af omegne af 0, f.eks,

kﬁglerne med centrum O og radius 41/n, n € N.

Lad os nu sarlig betragte det tilfelde, hvor mengden T er
et topologisk rum. De>begr$nsede funktioner x : T » K, som til-

lige er kontinuerte, udggr &benbart et underrum af B(T), og det-

te underrum er afsluttet i mormtopologien p& B(T), fordi kon-
tinuitet bevares ved ligelig konvergens. De begraznsede, kontinu-
erte funktioner pa et topologisk rum T danner derfor ifglge
s@tn. 13 et Banach-rum under benyttelse af normen || ||_. Vi frem-
haver det vigtige tilfelde, hvor T er kompakt og enhver kontinu-
ert funktion p& T derfor begrznset:

'Satning. Vektorrummet C(T) = C(T,K) af alle kontinuerte

funktioner x: T — K pa et kompakt topologisk rum T er et Ba-

nach-rum med normen
Izl = sup [x(t)] = max |x(t)|, =xe 1)
=T =T

39. Fuldstandigggrelse. Lad E betegne et Hausdorff t.v.r,

overvK(= R eller ). Ved en fuldstendigggrelse af E forstds et

par (E,k), hvor B er et fuldstandigt Hausdorff t.v.r. (over

samme koefficientlegeme som E), og hvor k er en isomorfi (altsd
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linesr homeomorfi)'afvE pa et overalt tet underrum k(E) af E.

Dersom E er et normeret rum, forlanges desuden, at £ er at
normeret rum (og dermed et Banachrum), og at k er en igometri,
altsd |[k(x)| = ||x|| for alle x € Ea |

Sztning. Ethvert Hausdorff t.v.r. har en fuldstandigggrelse,
og ligesd ethvert normeret rum.

Vi skal ikke gennemfgre beviset for denne smtning, men dog
skitsere beviset i tilfmlde af et normeret rum. Her gas frem pa
lignende madde som ved Cantor's udvidelse af Q til R, idet elemen-
terne i £ defineres som klasser af skvivalente fundamentalfglger
ra E. To E;E?g% p& E kaldes zkvivalente, dersom deres differens
- konvergerer mod Q0. Summen x + y af to skvivalensklasser x og ¥,
reprasenterede ved fundamentalfglgerne (xn)nEN og (yn)nEN pa E,
defineres som den zkvivalensklasse, der indeholder fglgen
(xn + yn)nEN‘ Denne sidste ses let at vere en fundamentalfglge,
11geéom det vises, at resultatef X + y ikke afhanger af de valgté
reprasentanter for . x og y. P4 analog mdde defineres Ax for A\ € K,

x € B, og det pavises, at & er et vektorrum. Normen ||x|| af x € &

]

defineres ved
Il = 11m [z,
oo

som eksisterer, fordi normen pd E er ligelig kontinuert (lemma 32)
og derfor overfgre fundamentalfglgen (xn)neN i en fundamentalfglge

(”xn”)nEN péd det fuldstzndige rum K. (Eller direkte:
Hix Il - = it g %, - an.) Igen er resultatet uafhengigt af den

valgte representerende fundamentalfglge (xn)nEN’ og det eftervi-

ses let, at £ er et normeret rum.

Idet man for x € E definerer k(x) som klassen af alle -fglger,

der konvergerer mod x, reprasenteret ved fglgen (X;Xgeee gXgess ),
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bliver k ¢gjensynlig en (isometrisk) isomorfi af E pad et underrum
k(E) af B, og k(E) bliver tet i £, Thi et element x € B, repra-
senteret ved en fundamentalfplge (Xn)nﬁﬁ’ er abenbart grensever-

dien for fglgen {k(xn);nsﬁ” efterson

<

[lx - k(xn)H = lim [jx - an ‘e
M-200
for alle tilstrakkelig store n. En fundamenialfglge (x(n))p:N
pa k(E) er g jensynlig konvergent i ED idet elementernc
. -1 (n) - . 2
= £ E 2 2 Tundan alfalge (3 .

x, =k "(x'"/) af E danner en fundanentalfglge (Kn)nEN pad E,
og denne reprasenierer et element x € K, for hvilket vi ovenfor

viste, at x = 1lim k(xn) = 1lim x(n)o For il slut at bevise, at

enhver fundamentalfglge (x(n))nCN pa B er konvergent i B, valges

(0)e k(m) sa at || ¥ - 2™ 5 0 for n o w. Da bLiver

¥
(y(n))ﬁEN en fundamentalfglge pa k(E), og derfor eksisterer
lim y(n) =y € B, Men s& gmlder ogsd 1lim x(n) ¥y, hvormed er

vist, at B er fuldstendigt.
I tilfelde af et generelt Hausdorfi t.v.r. mi man naturlig-

vis operere med fundamentalfiltre 1 stedet for Tundamentalfglger.

Man definerer £ som mangden af minimale FTundamentalfiltre pa E,

d.v.s. de minimale elementer (ved inklusion ¢) i msngden af alle
fundamentalfiltre p4 E. Der gzlder den satning, at der til ethvert
fundamentalfilter & pa B findes netop &t minimalt fundamental-

filter @O grovere end &. En basis for @o er

A+V|Acaave () 3.

~—

Heraf trzder en vis analogi med skvivalensklagser af fundamental-

fglger frem. I ¢gvrigt ma henviges il Bourbaki. Topologie générale,

choe 2, § 3.-
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L4O. BEn sztning af Baire og dens rolle i funktionalanalysen.

Sstning (Baire). Lad E vere et fuldstendigt, metrisk rum.

Foreningsme&ngden J An for en fglge af afsluttede mangder An c E

reN
uden indre punkter er en mazngde uden indre punkter.

Ved overgang til komplementermengder lyder komklusionen, at

A A for en fglge af abne, overalt tette meng-

neN
der An c E er overalt taet i K.

fellesmaengden A =

Bevis (i den sidste formulering). Vi betegner med
K(x,0) = {y € B | dist (x,y) < p} den &bne kugle med centrum x € E
og radius p > 0. Opgaven er at vise, at K = E, altsd at ethvert

punkt x, € E er kontaktpunkt for A = nNAn,'idet det er givet, at
- X e '
A, = E for alle n € N. Vi skal siledes pavise, at K(x1,p1) nAt P

for ethvert opgivet Xy € E og Py > O. Hertil bestemmes ved induk-

tion en fplge af kugler K = K(Xn?pn)’ ne€ N (af hvilke K, er den

forelagte), saledes al

Kn+'1 = Kn n An’ Pn p1/n
N ‘ - , i
for alle n € N. Er Kn bestemt, valges X4 € Kn n.An, hvilket er

muligt fordi Kn er en omegn af %, og derfor mgder den tztte meng-

de A . Dernmst valges p_ ., < p1/(n+1) og s& lille, at den &bne

omegn Kn N An af S omfatter den afsluttede kugle

fy € E | diSt(Xn+m9 y) < pn+1;, som jo atte€J9mfatter
). Det er nu klart, at fglgen (Xn)nEN er funda-

L K(Xn+1’pn+1

mental: thi for m > n er X0 € Km < Kn? og derfor
dist (xm,xn) < p, = 0 for n - ~. Da E er forudsat fuldstendigt,

eksisterer %iz x, = X. For ethvert n € Nerxe Kn+1 c K, nA

c K1 N An’ fordi X € Kn+1 for m > n. Dette visery at x € Kﬂ n A,

Vi skal nu anvende Baires sztning p& topologiske vektorrum,

Spgrgsmadlet melder sig da, hvilke topologiske vektorrum E er
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metriserbare ? Som nmvnt er ethvert normerbart rum E metriser-

bart, idet vi som afstand mellem x og y Dbenytter

dist(xz,y) = llx-yll, nhvor || || er den givne norm. Denne metrik

er translationsinvariant, d.v.s.
dist(a+x,a+y) = dist(x,y) for alle a,x,y € E.

Mere almindeligt galder, at et topologisk vektorrum E er me-
triserbart, hvis og kun hvis det er Hausdorff og opfylder det
1. numerabilitetskriterium. I bekrazftende fald kan man endda
altid velge en translationsinvariant metrik pd BE.

Vi skal ikke vise dette resultat her, men gg¢gr opmarksom pa

atresultatet er indeholdt i opgave 15 i det lokalkonvekse tilfel-

de.

L1. Rum af kontinuerte linemre afbildninger.

Lad B og F vere t.v.r. over K. Mzngden af kontinuér—
te linezre afbildﬁinger L(E,F) af B ind i F er et under-
rum af vektorrummet Lin(E,F) af alle linezre afbildninger af
E ind i F. Det er maturligt at spgrge, cm det ikke er muligt
at ggre L(E,F) til et topologisk vektorrum. Der er ndrmalt
. flere muligheder, og vi vil her kun behandle to tilfalde -

1) E og F er normerede rum,

2) E 1lokalkonvekst Hausdorff t.v.r., F = K, og
i dette tilfzlde bestédr L(E,K) altsd af alle kontinuerte 1li-
nearformer pd E. (Se 4L .

Vi antager nu at E og TP er normerede rum og normen be-

|, FEn linesr afbildning f: E - F er i-

tegnes i begge rum |

fglge satning 3L kontinuert, hvis og kun hvis der findes et tal
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(1) e (x) Il < cllx|l for alle x € E.
For enhver linesr afbildning f: E - I defineres
el = sup flie() Il | [xll<13 < e e

Af (1) fglger at |Ifll < ¢ (specielt |If]l < =), n&-~ f er
kontinuert., Hvis der p& den anden side galder ||If|] <~ , er
det kdart, at (1) gelder med c = ||If|l (se p& HXH-1X),_ sa f

er kontinuert, og |If|l er det mindste tal < s& (1) galder.

Smtning: Lad E og F yvare _normerede rum, Vektorrummet

L(E,F) af alle kontinuerte linezre afbildninger f: E - F er

normeret ved normen

Ilell = sup f{lle GO | Ixliga 3,

og der gelder |If(x)| < lIEll lIxll for alle f € L(E,F), x € E.

Bvis F er_et Banachrum, da ogsd L(E,F).

Bevis: Vi skal eftervise betingelserne 1)-3) for en norm

NNl = sup [IDE() I | A} = sup LN eI | Mgt d = [N TiEdl
le+gll = sup {lE(x)+g(x) T | Ixll<t3 < supflie(x) lI+llg(x) N | 1=l

< lieli+llgll.

Som bemsrket gelder (1) med c = ||f]], altsa |ie(x)Il
el Izl for alle x € E. Af |If]l = 0 fglger derfor |[l£(x)|l = O,

d,v.s. T(x) = 0, for alle x € E, altsd f = 0.
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ILad dernmst F - vere fuldstendigt, og lad (fn)n€N vaere
en fundamentalfglge i L(E,F). Til € > O findes altsd

nme® sdat [£f-fll<e for mn 2N, d.v.s.

(2) Hfm(x)—fn(x)H < ellxll for m,n >N, x € E.

¥er festholdt x E.E ses heraf, at fglgen <fn(x))nEN er en
fandanentalfglge 1 P, og derfor defineres en afbildning -

e B - T ved

£(x) = lim fn(x) for alle X € E.

Y100
Pet viges let, at £ er linesr, idet f.eks.

2{x+y) :‘1im fn(x+y) = lim (fn(x)+fn(y)) = £(x)+f(y).

T—eo n—roo
feder vinu m - e« 1 (2) fas
(3) le(x)-c (x) || < ellx|t for n 2N, x € E,

nvoref fglger, at Hf—fNH <&, altsd f£-f er kontinuert, og

gd vil £ = (f-fN)+fN € L(E,F).

Af (3) folger videre at [If-f Il < € for n >N, og dette

viser st lim £ = f i L(E,F), som derfor er fuldstzndigt. [l

Teo

Bengrkning: At lim £ =T 1 L(E,F) Dbetyder at

) Yo

e lle=f il = 0, altsd at lim Hf(x)—fn(x)H = 0 1ligeligt for

Tl1—»co Ti—oo
v  +iih¢rende enhedskuglen i E. Dette udtrykkes sprogligt, at

fﬁ xonvergerer mod f 1ligeligt over enhedskuglen 1 E.
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Hvis 1lim £ = f i L(E,F) g=lder specielt

e

lim fn(x) = f(x) for alle x € E, hvilket udtrykkes at £

T1—co

konvergerer mod £ punktvis;

Normtopologien p& L(E.F) kaldes ofte den ligelige topo-

logi pa L(E,F).

ey S )

Den fglgende satning kaldes princippet om ligelig be-

greznsning eller Banach-Steinhaus' satning.

Sgtning. Lad & og F vzre normerede rum, af hvilke &

er fuldstzndigt. Hvis en mengde M ¢ L(E,F) af kontinuerte

<

linemre afbildninger er punktvis begranset, d.v.S.

¢t

sup {[If(x)]] | £ € M} < o for alle x € E, s3 er M ligeligt

begrenset, d.v.s. supi|lf)l | £ € M} < = .

Bevis. Vi indfgrer tallene MN_ = supi ()l | £ € uj,

X € E, som alle er endelige ifglge forudsztningen. (Pastanden

kommer i ¢vrigt ud pa at sup{MX | xlﬁj} { «). For ethvert

n € N er mzngden

A, = x € B | M, < ni = fQMiX € B | lle(x)]ll < n}

afsluttet, og der gzlder &benbart E = UgAn' AT Baire's szt-
nen

ning Tglger da, at mindst en af mazngderne An har et indre
punki. Hvis x, er et indre punkt af Ah findes p > 0 s&

bid
oL

IxIl < p = x +x € A . Tor | < p, £ €M gelder da

e Gl = lleGereg) -2 eI < lleGeeg )+ lieGeg) € Myt < 2,
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og dermed af homogenitetsgrunde [If(x)]|l < %g for |lx|| < 1,
reM, altst swilll | £€ul < %ﬁ,. I

Corollar. Lad E og F v#re normerede rum, af hvilke &

er_fuldstandigt, og lad (f ) on Vere en fglge af kontinuerte

linemre afbildninger af B ind i F. Hvis for alle x € E

fn(x) - £(x), 88 er f en kontinuert linesr afbildning.

evig: Det er let at se, at f er linemr. Da fn(x) er

e

os]

konvergent for alle x € E er {fn} punktvis begrenset og
dermed ligeligt begraznset, altsd der findes ¢ > 0 si

sup anH < c. For hvert x € B med |[jx|| <1 gelder da
neN

leGell = 1im [IE (x) ]| < 1imsuplif Il < e

N—oo 10

altsd |If]l < ¢, og derfor er T kontinuert. |l

Advarsel: Der behgver ikke gelde f - f 1 L(E,F).

L2, Banach's &ben-afpildning setning.

Setning (Banach). Lad E og F vere_fuldstendige, metri-

serbare t.v.r. (f.eks. Banach-rum), og lad f: ® - F vare en

Phetat s R

kontinuert, linesr afpildning. Hvis £ er surjektiv, er * § -

ben.

[

pray

Bevis., Vi viser fgrst at for enhver omegn U af

{e]
[N
Ed

er afslutningen f(U)- af billedet af U en omegn af O 1 F,

dernzst at £(U) selv er en omegn af 0. Heraf fglger pa

grund af lineariteten, at £(x+U) = £(x) + £(U) er en omegn af




TN
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f(x) for ethvert x € E, og dermed at f er en &ben afbild-
ning.
Lad V vere en stjerneformet symmetrisk omegn af 0 1

E med V+V ¢ U. Da V er absorberende, er UNnV = E (stk.
ne

1), og derfor U f(nv) = £(E) = F. S& meget mere overdzkkes
n

F af de afsluttede maengder f£(nV) = nf(V) = nf(V). Ifglge

ovenstiende satning af Baire har mindst én af msngderne nf(V)

derfor indre punkter, og det samme mi da gmlde om (V). (Vi
benytter flere gange, at multiplikation med A 4 0 er en ho-

meomorfi.) Lad da y vere et indre punkt af f£(V) og dermed

-y et (indre) punkt af -f(V) = -£(¥) = £(=V) = £(V) (her be-

nyttes, at V er symmetrisk.) Der findes altsd W € UF(Q) med

y +W ¢ £(V) cg derfor

W= (-y) + (y + W) ¢ £(v) + £(V)

c £(V) + £(V) = £(Vv + V) ¢ £(U).

(Thi da additionen i F er kontinuert, bliver y, + v, et

kontaktpunkt for f£(V) + £(V), dersonm y, o8 ¥y, er kontakt-

punkter for f(V).) Hermed er da vist, at f(U) er en omegn
af 0 i F.

I resten af beviset tznkes p&d hvert af rummene E og F
indfgrt en forskydningsinvariant metrik, som bestemmer den giv-
ne topologi pd det pagzldende rum. I begge tilfxlde betegner vi

med d(x) afstanden mellem Q og x, (altsd d(x) = (x|l 1

- tilf®lde af Banach-rum.) Ifglge trekantsuligheden er a(x + y)

¢ d(x) + d(y), og tilsvarende for summer af flere vektorer.
For p > O betegner vi med X(x,p) kuglen med centrum x og

radius p, igen sdvel i E som i F.
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Opgaven er til opgivet r > O at vise, at f©(X(Q,r)) er

en omegn af O 1 P, altsd at der findes p > 0 sa at
£(k(0,r)) 2 K(0,p). Hertil smttes r = o™y for neN, I-

fslge det allerede beviste er f(K(g,rn)) en omegn af Q0 1 F,

og der findes saledes Py >0 s8& at

£(x(o,r)) 2 E(Q,p,)-

Vi kan desuden antage, at lim Py = 0.
oo

Lad mu y € K(g,g) ¢ F. Vi skal bestemme x € K(0,r) ¢ E
88 at f(x) = y. Hertil bestemmes successivt Xy sXpsaco i E

sledes at, idet x_ =0,

(%) alx, - x ) <r ,  aAlf(x) = ¥) <Py,

n n—14

Hvis X er bestemt i overensstitemmelse med disse krav for

P
]

I,_Y-

= 1,2,..050-1, gelder d(f(xpm1)~y) < p,. Da siledes

. e et e S e et 4 o

med d(y—L(xn_1) - f(un)) < p,.q- lLdet vi saiter x =

Zed + U o bliver (%) opfyld+t pd grund af lineariteten al L.

¥u er (Xn>nEN en fundamentaifglge p4d B, idet der for m > n

gxlder
m m m -
d(xm - Xn) =a{ = ui) < 3 d(ui) < B r. <271,
i=n+1 i=n+1 i=n+1 *

som gAr mod O forn — . Da E er fuldstendigt, eksisterer

1im X, = x € E., og der gelder

Ti—%oo
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n

n )
d(x) = lim a(x ) = lim a( S u;) $ lim 2 a(wy) < = r =7,
i=1 i=1 n=1

altsd x € K(O,r).- Da f er kontinuert, bliver f(x) =

lim f(xn) =y ifglge (%), fordi 1lim Ppiq = O- I
N Ti—co
linear

Korollar 1. En bijektiv, kontinuert afbildning af et fuld-

stendigt, metriserbart t.v.r. pd et andet er en homeomorfi (og

dermed en topologisk isomorfi).

Korollar 2. Lad E vaere et fuldstendigt, metriserbart

t.v.r. Hvis B er algebraisk direkte sum af to afsluttede

underrum S og T, da_er denne sum E =8 + T 31opologisk
direkte.

Thi som delrum af & er S og T fuldstendige ifglge
setning 13. Da de ogsa er metriserbare, bliver S8 x T et fuld-
stendigt, metriserbart rum. Afbildningen f: S x T -8 + T = B
givet ved f(s,t) = s + t er bijektiv, linear og kontinuert,

og derfor en homeomorfi ifglge det f¢rste korollar,

L4L3%. Banach's afsluttet-graf sstning.

Setning. En linear afbildning f: E - F af et fuldstan-—

digt, metriserbart t.v.r. ind i et andet_s&dant er_kontinuert,

hvis og kun hvis grafen

G= {(x,5) €EExP | y=2£(x)}

for £ er.en afsluttet delmzngde af E x F.

Bevisy Med p:! E X F - E og g¢: E x F - F betegnes pro-




—
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1l

jektionerne af E xF p& E og F givet ved p(x,y) = x,
a(x,y) = y. Vi viser fgrst, at f bliver kontinuert., sifrem:
G er afsluttet. Da p og q er koantinuerte og linemre, hii-
ver restriktionen ¢ = plG af p til G kontinuert og linesr.
Desuden er ¢ &benbart bijektiv. Dens omvendte afbiidning
¢-1: E- G er givet ved ¢—1(x) = (x,f(x)), og den er lige-
ledes kontinuert ifglge korollar 1 ovenfor. Men €i bliver £
selv kontinuert, idet der &bernbart gzlder f = q o ¢_1n

At omvendt gfafen @ for en kontinuert afbildning
f: E->F er afsluttet, er et element=rt resultat,. som gzldier
vafhengigt af lineariteten af f, og som blot forudsatter, at
E og P er topologiske rum, og F Hausdorff. Lad nemllg
(x,y) € E x P vere et kontaktpunkt for G. Da inducerer fil-
tret af omegne af (x,y) i E x F et filter & pd& G, og
dette vil - opfattet som filterbasis pad E x F - konvergere mod
(x,y). Da p og g er kontinuerte, vil p(®) - x og
q(®) » y. Da f er kontinuert, gzlder derfor (f o p)(®) =
£f(p(®)) » f(x). Nu har f o p og gq &benbart samme restrik-
tion til G, og da @ ©bestar af delmengder af G, bliver
(f o p)(®) = q(®). Da F er Hausdorff, har den konvergente
filterbasis (f o p)(®) = q(®) kun ét grensepunkt, hvorfor

f(x) = y. |l

L4l. Dualt rum.
Overalt i denne § betegner E et lokalkonvekst Hausdorff
t.v.r, over K. Vektorrummet L(E,K) af kontinuerte linear-

-

former f: E —» K kaldes det topologisk duale rum til E o0g

betegnes E', Det er et underrum af det algebraisk duale rum
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o,

Eﬁ, som bestar af alle linearformer f: E — K. Vi kan yder-

als

ligere opfatte E  som underrum i vektorrummet k" af alle
afbildninger af E ind i K. Rummet KE er et lokalkonvekst

Hausdorff t.v.r. under produkttopologien, som er initialtopo-

, . s | ~ B
logien for familien af projektioner (WX)XEE’ hvor w : K —-K
er givet ved Wi(f) = f(x). (Jvf. §§ 9,38).

Ved den svage topologi pd E! forstas delrumstopologien

af K~ pa&d B', og den betegnes o(E',E). Den svage topologi
ggr E' til et lokalkonvekst Hausdorff t.ve.r.

For hvert x € E defineres en seminorm Dy P& BY ved

fastszttelsen
p (f) = |£(x)|, f€E,

og det er let at se, at alle disse seminormer D,s X € E er
kontinuerte i den svage topologi.
Dette viser, at den ved familien (pX)X€E definerede

lokalkonvekse topologi T p& R' er grovere end den svage

topologi, Jjvf. $33.
.. . E
Pa den anden side er den kanoniske indlejring i: E' - K

kontinuert, nidr E' forsynes med topologien T, thi det kom—

mer ud pd, at alle de sammensatte afbildninger T, © it B = K,

>

Xx € B er <-kontinuerte, og det fglger af satning 3L, idet

|”k o i(f)] = |f(x)]| = p (f) for x € E, f € R'.

Heraf fglger, at den svage topologi er grovere end 7T, 0g

dermed har vi vist:

Den svage topologi pd E' kan karakteriseres som den to-

pologi p&d E', der er defineret ved familien af seminormer
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(PX)XEE .

Rummet - BE' gkiller punkterne af E 1 den forstand, at

der til to forskellige punkier a,bp € B findes en kontinuert

linearform f € E' sa f{a) + £(v).

Dette er et specialtilfazlde af fglgende resultat:

. @
Lemma: Til vilkirligt endeligt mange lineart uafhmngige

vektorer Xyseoesx, € 8B findes en kontinuert linsarform

e gt .+

f€R' si

f(x1) =1, f(xz) S oeee = f(xn) = 0.

Bevis: Underrummet I af E udspazndt af KpseeesX, €T

af endelig dimension og derfor afsluttet i E (Corollar 1, §24).
Da X, ¢ P findes en &ben konveks omegn A af X, s&
AnF =@, If¢1ge Hahn-Banach's sstning (8§28) findes en afslut-

tet hyperplan H 2 F 8% HnN A =0, og ifglge §23 findes en

kontinuert linearform f pad E 88 H = f_j(O), og derfor er

f(xz) = ces = f(xn) = 0, f(x1) 4 0, Ved at erstatte £ med

f(x1)_1f opnds det gnskede. ||
For hvert x € E defineres en linearform Py pa E' wved

fastsattelsen ¢x(f) = f(x), £ € E'. Da ¢, er restriktionen

af 7, til E', er det klart, at ¢, er kontinuert i den

svage topologi o¢(E',E). Herved defineres en linezr afbildning

s x » ¢ af E ind i det topologisk duale rum til E', som

vi skriver (E',0(E',E))'., At ¢ er injektiv kommer ud pé, at

nvis x 4+ 0, s& findes f € E' med egenskaben ¢X(f) = f£(x) 4 0,

men dette fglger af ovenstaende lemma.

Det er nu afggrende, at ¢ er surjektiv, altsd til enhver’
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kontinuert linearform & p& E' findes et x € E sé P, = o,

Ifglge sztning 34 findes ¢ > O og XypoeeoXy € E sa

(%) |o(f)]| < c sup P, (f) = ¢ sup If(xi)l for alle £ € T'.
1<i<n "1 1<i<n

Her kan vi uden{vider% indskresnkning antage at x1,n.o,xn er

N, X, Tés

lineert uafhsngige, thi hvis f.eks. X, = 1%

N MB

i=2

n
l£(x) 1 < (2 I sup |£(x;) 1, og dermed
i=2 25_151’1
|a(£)| £ e' sup If(xi)l for alle f € &B' ,
2<iin
n
hvor c!' = ¢ max(1, = IN. ).
i=2 7
Ifglge lemmaet kan vi finde fi €E By, i = 1;0.0,0, 84
fi(xj) = §ij' Til1 f € B! hetragtes g € B! definsret ved

n
g=Ff - 3 I(xi)fi

i="
og da g(x1) = ... = g(x. ) = 0, fgiger af (%), at &(g) = O,

altsé

o(f)

1l

n
3 f£(x, )o(f,) for alle £ € E',
= 1 -

i=1

n
Dette viser, at & = ¢, med X = 3 @(fi)xin
1=1 -

Det er nu praktisk at indfgre en mere symmetrisk skrive-
made. For x € B, £ € B' skrives <x,f> = f(x)} og herved ds-
fineres en bilinesr afbildning E x E' - X mnemlig: (z,T) -
<x E> .

Det foregiende kan da resumeres sdledes:
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Dualitetssastningen. Lad E vare et lokalkonvekst Hausdorff

t.v.r., E' det topologisk duale rum. Udstyres E' med den

e

o(E',E) - topologien defineret ved seminormerne

svage topologi

£ - |<x,f>|, x € E - er E' ogs& et lokalkonvekst Hausdorff

bo.ver., og dets topologisk duale rum er E. For hvert x € B

er f - <x,f> en kontinuert linearform p4 E' og enhver kon-

tinuert linearform p4 E' har denne form for pracis et x € E.

Da E er det topologisk duale rum til E' med topologien

oc(E',E), kan vi ogsd udstyre E med en svag topologi, det

bliver topologien givet ved seminormerne (p ) vs hvor p
£/ feR f

. Denne topologi

er seminormen pa E: pf(x) = |<x,f>| = |£(x)
betegnes o(E,B'), og det er den groveste topologi pad E, der

ggr E til et t.v.r., og for hvilken seminormerne Dpp, T € B!

er kontinuerte. Dette viser, at den svage topologi u(E,E') er

Det

svagere (= grovere) end den oprindelige topologi p& BE.

topologisk duale rum til E forsynet med o(E,R') er stadig

BE'.

L5. Alaoglu-Bourbaki's s®tning.

Lad E vare et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. med topolo-
gisk dualt rum E' forsynet med den svage topologi o(E',E).
For enhver delmengde U af E defineres polaren af U

som delmazngden U° ar B':

U° = £ € B' | |[<x,£>] <1 for alle x &€ Uj.

Vi siger ogsa, at U° er den polere mengde til U. Hvis U

bestar af et enkelt punkt U = {x}, er det klart at

Ty




Mat. 6, 1971-72 ‘ T.V.R. 70

x1° = frem | lones] <13 = o2 ([0,1])

er en konveks symmetrisk svagt afsluttet delmangde af E', og

da

gelder generelt, at polaren er en svagt afsluttet, konveks og

symme trisk delmzngde af E'.

Sztning(Alaoglu-Bourbaki, 1938). Hvis U er en omegn af

O i E er_polaren Uo svagt kompakt.

Bevig: Det algebralsk duale rum E* er et afsluttet under-

rum af KE, thi E* er fallesmengde for systemet af mazngder

£ € k0 | oOx+uy) - A(x) - ur(y) = 0},

idet MN,u gemnemlgber K o0g X,y gehnem1¢ber E, og enhver

af disse msmngder er afsluttet i KE, fordi den pagzldende af-

bildning
i f(Nxtuy) - M(x) - uf(y)

af KE ind i K er kontinuert ifglge definitionen af produkt-

topologien pa KE.

Vi vil nu se, at U° er en afsluttet delmengde af Ko.
* . . _E \ . 2T 0 E
Da E er afsluttet i K, méd afslutningen U aff U i K

it

vere indeholdt i E . Hvis f € E° tilhgrer U° gwlder for

alle x € E, at

—

f(x) = Wk(f) € wk(Uo) c wk(Uo) ,




N
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og for x €U er ﬂk(Uo) c {ze€x | |z| 1. Derfor gelder
(#*) l£(x)| <1 for alle x€ U ,

altsd er f begranset pd en omegn U af 0, og dette med-

fgrer at f er kontinuert, d.v.s. f € E'. Af (%) fplger da

at f € U°.
For hvert x € E findes et tal %k >0 88§ x¢€ %XU for-

di U er absorberende. Mengden D_ = fzex | |z| < %X} er

. kompakt i K (et begraznset interval eller en afsluttet cirkel-

skive eftersom K = R eller X = (), og ifglge Tychonoff's

setning er sé& ogsa

D= ID
x€E ¥

en kompakt delmzngde af k. For x € E er %;1x € U, og for

f € u° gslder derfor |f(%;1x)| <1 eller f(x) € D . Dette
viser, at u° c D, og som afsluttet delmengde af en kompakt

mengde er U0 selv kompakt i KE og dermed kompakt i den sva-

ge topologi pd E'. |

L6. Dualt rum til et normeret rum. Refleksivt rum.

Lad E vazre et normeret rum over K. Det topologisk duale

rum E' kan udstyres med en norm i henhold til §41:

£l = supfl£(x)| | Ikl <1} for £ € E',

og da legemet K er fuldstendigt, er E' et Banachrum. Norm-

topologien p4d E' som ifglge §L41 hedder den ligelige topologi

pa E', kaldes ofte den sterke topologi pd E',




Mato 63 1971 "'72 TchRo 72

Pa E' har vi ogsd den svage topologi o(E',E), som er

. . =3 ?
defineret ved seminormerne (pX)XEE pa E'. Der gazlder
p () = |£(x)| < Nell =l

s& D, ©r begrenset pa enhedskuglen i E' (nemlig ved [lx[l),
og derfor kontinuert i den stzrke topologi pa E' (Lemmaet §32).

Dette viser, at den svage topologi o(E',E) p& E' er grove-

re_end den starke topologi pad E'.

For at prazcisere hvilken af de to topologier der er pd ta-
le, skrives svagt eller>stmrkt foran de topologiske begreber,
F.eks., taler man om svagt kompakte og sterkt &bne mengder i E!
og mener naturligvis mzngder, som er kompakte i den svage topo-

logi resp. abne i den starke topologi.

Hvis vi lader S8 og S' betegne enhedskuglerne i E og

E' indser man, at S8' er polaren af 8, thi
s® = {rem' | |<x,£>|<1 for alle x€s} = {feE'| [Ifll<1} = 8,

og hermed fas fglgende vigtige specialtilfelde af Alaoglu-Bour-

baki's sztning:

Corollar 1. Lad E vare et normeret rum. Enhedskuglen S!

i_det topologisk duale rum E' er svagt kompakt.

(Derimod er S' stzrkt kompakt hvis og'kun hvis E' (og
dermed E) er af endelig dimension, jvf. opg. 52. Heraf fglger
i¢vrigt, at den svage og stmrke topologi pd E' er identiske,
precis nar E' er af endelig dimension).

Det topologisk duale rum til E' forsynet med den starke

topologi betegnes E" og kaldes det biduale rum til E. Dette
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er et Banachrum under normen
x| = supf|<x',x">] | x' € 8'}, x" € EB"

idet som fgr <x',x"> Dbetegner vardien af linearformen x" 1

punktet x' € E'.

For hvert x € E har vi betragtet linearformen Oy pa

BE' givet ved
¢x(x') = <x,x'> = x"(x) for x'€E',

og den er kontinuert i den svage topologi oc(E',E) p& E'. 84
meget desmere cr den kontinuert i den stasrke topologi pa E',

altsa P € E", men dette fremgir ogsd direkte af vurderingen

lo (x| < Tkl il

der viser at H¢XH < =

Der gzlder endda H¢XH = |lxll, thi der findes x' € E' sa
k']l <1 og s& ¢X(X') = |lxlls Dette fglger af Hahn-Banach's
setning i den analytiske formulering (§35) anvendt pd underrum-

met KX udspzndt af x. Defineres nemlig

£f(x) = Nlx|| for N€EK,

or f en 1ineérférm pé Kxiﬂméd f%(%x)l = Nl Ikl = [Ixxdl,
altsd |£(y)| = llyll for y € Kx. Der eksisterer derfor en 1li-
nearform x' p& E, som udvider f, og for hvilken

lx'"(y) | 5' llyll for alle y € E. Heraf fglger at x' € E' og
at |lx'|l < 1, og desuden er ¢X(x') = x'"(x) = £(x) = |Ixll.

Ved x - ¢X defineres altsd en isometrisk linesr afbild-

ning ¢ af E ind i E". Af isometriegenskaben fglger speci-
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elt, at ¢ er injektiv, og vi kalder ¢ den kanoniske indlej-

ring af E i_sit biduale rum E",

Hermed har vi vist det vigtigste af fglgende resultat:

Sefning 1. Lad E vare et normeret rum. Den kanoniske

indlejring ¢! E - E" er_en isometrisk igomorfi af E pi et

underrum ¢(E) af :E"; Désuden ér ¢ en isomorfi af E pi

9(E), n&r E er_forsynet med den svage topologi o(E,E') og

¢<E) er forsynet med delrumstqpologiéh_éf geh gsvage_topologd

o(8",B') .pa E".

Egﬁ;g: Topologien o(E,E') p& E er defineret ved semi-
normerne x - |<x,x'>| nadr x' gennemlgber E', og topologien
c(E",E') pa& B" er givet ved seminormerne x' - |<x‘,x">|,_-'
ndr x' gennemlgber E'. Af opg. 32 fglger, at delrumstopolo-
gien p& ¢(E) er givet ved disse seminormers restriktion til
¢(E).. Formlen <x?,¢x> = <x,x'> viser da, at ¢: E - ¢(E) og
¢-1:'¢(E) —» E er kontinuerte i de nmvnte topologier (jvf. §34),

og derfor er ¢ en isomorfi. |

Af smtningen fglger, at (;ZE},¢) er en fuldstzndigggrel-
se af E, idet azﬁj vér et afsluttet underrum af Bsnach-rum-
met E" og derfor selv et Banachrum.

I almindelighed er ¢ ikke surjektiv, og i s& fald findes
der linearformer p& E', som er kontinuerte i den sterke to-

pologi p&4 E', men som ikks er kontinuerte i den grovere svage

topologi o (E',E) (jvf. $44).

Definition: Et normeret rum E kaldes refleksivt, s&fremt
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den kanoniske indlejring ¢ er surjektiv, altsd safremt

E" = o(E).

Et refleksivt rum E er et Banachrum, fordi det er iso-
metrick isomorft med E", som er et Banachrum. For et reflek-
sivt rum B er ¢ ogs& en isomorfi ndr E og EB' er ud-
styret med de svage topologier o (E,E') og o(E",E'). Anven-
des Corollar 1 pé E’- i stedet for E, finder man, at enheds-
kuglen i E" er o(E",B') kompakt, og via ¢_1 far man da

"hvis-delen" af fglgende sztning:

Satning 2. Enhedskuglen i et normeret rum E er svagt

kompakt hvis og kun hvis E er refleksivt.

Vi skal ikke vise den anden halvdel af satningen her, men
henviser til opg. 68. Det bemazrkes, at enhedskuglen i E er

kompakt i den starke topologi precis hvis E er endelig dimen-—

sionalt, Jjvf. opg. 52,

Vi viser senere, at et Hilbertrum er refleksivt, og derfor

er enhedskuglen i et Hilbertrum svagt kompakt. Vi nazvner uden
bevis, at det duale til IP(R™) er LYR™) nar 1 <p <o,
p—1+q-1 = 1. Heraf fglger at LP(RD) er refleksivt for

1 < p  » , Tilsvarende gzlder for Lp-rum hgrende til mere

generelle mal end Lebesguemilet.

L7. Krein-Milman's sztning.

J=d & vwre et vektorrum over R, og lad A og B vsre
delmezngder af B opfyldende A Cc B ¢ E. Vi kalder A en ek-

strem delmzngde aff B safremt
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V X,y €B VAE Jo,1[ (M + (1-N\)y € A = x,y € A),

altsd s&fremt et punkt af A kun kan ligge pa det indre af for-
bindelseslinien.mellem to punkter i B, hvis disse ligger 1 A.

Bt punkt x € B kaldes et ekgstremt punkt i B, hvis

A = ix} er en ekstrem delmzngde af B. Mengden af ekstreme
punkter i. B betegnes Ext B. Den er en ekstrem delmmngde af
B, (idet ogsd ¢ mA& regnes som en ekstrem delmzngde af B).

Hvis (Ai)iEI er en familie af ekstreme delmsngder af B

er ogsd [ A, og U A, ckstrene.
i€l i€l

Relationen ‘ekstrem delmengde af" er transitiv, altsi hvis
A er en ekstrem delmzngde af B, som igen er en ekstrem del-
mzngde af C, s& er A en ekstrem delmzngde af C.

For en trekant er randen og hver af de tre sider ekstreme
delmengder. De tre vinkelspidser udggr de ckstreme punkter.

Det er let at angive msngder uden ekstreme punkter, f.eks.

rette linier, hvorimred et liniestykke har endepunkterne som ek-

streme punkter. - -Der gelder fglgende generelle resultat:

Swtning.'Lad K vare en ikke tom kompakt delmengde af et

reelt lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. E. 8& er Ext K + 9.

Bevis: Lad f betegne msngden af ikke tomme afsluttede
ekstreme delmsngder af K. MNangden P er ikke tom (K € F)
og partielt ordnet ved inklusion. Desuden er ¥ induktivi
ordret i den forstand, at enhver totalt ordnet delmzngde F
af F har en minorant i nemlig

©  pAch
O
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som ikke er tom ifglge s@tn. 12,1, tOp.D.3k4a

Ifglge Zorn's lemma findes et minimalt element M ¢ I, Lad

os antage, at der findes to forskellige punkter a,p € M, Der

findes da en kontinuert linearform f pd E s& £(a) < £(b)

(v, §uL).
Mazngden
N=f{xe M| £f(x) = sup 7!
M 2728
er en ikke tom z:gte delmzngde af M. Desuden er N ekstirem i
M (og dermed i X), thi hvis x,y € M, N <€ J0,1[,
A%+ (1-N)y € N fas

sup £ = £(Ax + (1N)y) = AB(x) + (1-2) £ (¥);
M

og da f(x),f(y) < sup £, ses heraf at £(x) = £(y) = sup f,
M M

altsd x,y € N,

Dette strider mod minimaliteten af M, og derfor bestar M

af et punkt, som fglgelig tilhgrer Ext K. |

Setning (Krein-Milman, 1940), For enhver kompakt mengde K 1 ef

reelt lokalkonvekst Hausdorff t.v.r, E galder

convi(k) = conv(Bxt K).

Hvis specielt KX er en kompakt konveks mangde i E galder

K = conv(Ext X),

K er altsd afslutningsn af det konvekse hylster af sine ekstreme

punkter, -

Bevis: Inklusionen o er klar, og den modsatte inklusion

fglger, nar vi har vist
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K c conv(Ext K).

Dette gpres indirekte ved at antage at der findes et punkt

X, €K gd X ¢ conv (Ext K). Ifglge opg. 45 T.V.R, findes

a € R og en kontinuert linearform £ p& E sa f(xo) > Oy

f(y) < a for alle y € conv(Ext K).

Ma&ngden
¢ = {xe K| £(x) = sup £}
K

er en ikke %om kompakt mengde, og som i den foregaende sztning

ses at G er ekstrem i XK, og derfor er Ext G ¢ Ext K, altsé
| f(y) < « for alle y € Ext G.
Da Ext G + ¢ giver dette en modstrid, fordi der ogsd gzlder

a < £f(x ) < sup £ = £(y) for alle y € Ext G, ||
K

Bem®rkninger: 1. En s®tning af Milman (1947) siger, at hvis det

om en kompakt konveks mengde XK g®lder, at X = conv A for en

delmangde Ac K, sd er A5 Bxt K, sd Ext XK er i en vis for-
stand en minimal "frembringermsngde".

2. Da ethvert komplekst t.v.r. kan opfattes som et reelt t.v.r.,
og da ekstreme og konvekse delmazngder kun vedrgrer de reelle. tal,

gelder de to foregdende sztninger ogsd i et komplekst lokalkonvekst

Hausdorff t.v.r.

48, Banachrummet C(7), Arzela-Ascoli's sztning,

Lad T vare et ikke tomt kompakt rum., Vi vil studere
Banachrummet C(T) = C(T,K) 1idt nzrmere (jvf, T.V.R., 38). Vi

skriver kort |[|f|] = [|f]] <for f € c(T).
(e}
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Setning (Arzela-Ascoli). En delmsngde F ¢ C(T) er relat:v
kxompakt (d.v.s. F kompakt) hvis og kun hvis fglgende to betin:-
gelser er opfyldt:
(1) F er ligeligt begrsnset, i.e.
3A > 0 vE € F(|IF]] £ A)
(2) F er skvikontinuert, i.e.
(\ .
VXE T Ve >03U€U(x) vy € UVEe F(|F(x) - £(y)| < &)
Bevis: Antag fgrst at F er kompakt. Betingelsen (1) er
l.art opfyldt. For at eftervise (2) fixeres x € T og e > O.
Med B(f,r) betegner vi den &bne kugle med centrum f € C(T)
og radius r > 0O,
B(f,r) = {g € ¢(T) | |If-gl| < ri.
Da F er kompakt findes endelig mange funktioner f1,...,fn € F
sa
n . _

Da f1 er kontinuert findes en omegn Ui af x sa

|£;(x) = £,(¥)] < % for alle y € Uy 5 1 = 1,.00,m.

, n
Som omegn U af x i (2) kan vi nu bruge U = Nu;. Tl feF
i=1

findes nemlig i € {1,...,n} s& le-£4 ]| < %, altsd for y €U

galder
[£(x)-£(¥)] g_|f(x)—fi(x)|+|fi(x)—fi(y)|+|fi(y)-f(y)[ < Ee

Antag dern®st at betingelserne (1) og (2) er opfyldt. Vi

viser fgrst, at F er prakompakt, d.v.s.
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B

vs>03f1’-oo,fn€F:'Fc_:_i.lB(fj,S)

J

Nen

(jvf. opg. 27).

Lad 88 & > 0 vare givet, og lad os for hvert x &€ T med

U(x) betegne en &ben omegn af x svarende til gkvikontinuitets-

betingelsen med %.

Da T er kompakt, findes endelig mange punkter

x1,...,xp €T s&

For i=1,...,p g&lder altsé

|f(xi)—f(x)| < %~ for alle f € F, x€ U(xi).

Mazngden G = {(f(x1),...,f(xp))|f € ¥} er ifglge (1) en delmang-
de af den kompakte mengde {z € K°| lzil <A, i=1,...,p}s oOE
derfor er G kompakt 1 Kp.

For hvert f € F er

en aben mengde i K, Hvis z € G findes f € F s
lzi*f(xi)l < % for i=1,...,p, altsd 2z € Opy ©0g derfor udggr
Of,f € P en &ben overdskning af G, Der findes fglgelig funk-

tioner f1”°"fn € P s8a

N

E}; 0
j=1 T3

0g hermed geslder

P C

B(f ,8)‘0
j J

ncg

1

Til f € P findes nemlig J € {1,...,0} s&
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(£(x,)s -2 2(x))) € 0

J

og til x € T findes i€ {1,...,p}] s& x¢€ U(xi), og dermed

gelder
| £(x)-£5(x) | < [£00)=£0x )|+ €0y )-F5(x )41 €505, )=F () |

< + + = &y

Wi
)
)

altsa Hf-fj“ <&
Vi viser dernzst at F er kompakt.

Lad g  vere en fglge af elementer fra F. For ethvert

e > 0 findes endelig mange funktioner f1,...,fn € F s8a

ittt n
B(f;%) < U

B(f.,%),
4 j=q 9 2

Fe
J

og derfor findes en delfglge 'gn indeholdt i en af kuglerne

ncp

b
B(fj,g). Der gzlder altsé |lg, -& | < ¢ for alle p,q.

Vi anvender nu dette succesivt for e =41,%,%,¢.., og

finder séledes:
En delfplge g! af g opfyldende lle-g ]l < 1 for alle n,meN

En delfglge gﬂ af gﬁ opfyldende Hgﬂ}gﬁ” < % for alle n,meN

.
.

En delfglge gg?)af gé#-1gpfyldende ”gé#ggék?ﬁki-for alle n,mel

L]

Diagonalfglgen ¢ = ggn) er en delfglge af g  opfyldende

H¢n—¢m“ < % for n,m > k, altsd er o €n fundamentalfglge og

dermed konvergent, da C(T) er fuldstazndigt. Dette viser at F

er kompakt. ||
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Bemsrkninger: Ifglge opgave 27 er en mangde F ¢ C(T) rela-

tivt kompakt prmcis ndr F er prakompakt, fordi C(T) er et
fuldstendigt rum. For\den laser der er fortrolig med opgave 27 er
den sidste del af beviset (F prakompakf = F kompakt) altsi over—
flgdigt. |

De to italienske matematikere Arzeld og Ascoli viste i det
vesentlige smtningen i 1880'erne for T = [0,1].

/-

L9, Stone-Weierstrass' saztning.

Lad igen T vare et ikke tomt kompakt rum, og lad A va&re
en .delmengde af C(T). Stone-Weierstrass' s®tning angiver til-
strakkelige betingelser for at A = C(T), og er altsa af natur
en approximationsswtning. Stone beviste satningen i 1937, og nar
man ogsé nevner Weierstrass, er det pd grund af et uhyre vigtigt
specialtilfalde, der skyldes ham:

Til enhver kontinuert funktion f:[a,b]-8 og til hvert

o

e > 0 findes et polynomium p € R[X] sa
|£(x)-p(x)] < & for alle x € [a,b],

altsd underrummet af polynomier er tat i C([a,b]).
For funktioner f,g € C(T,R) betegner £ v g og f A g de

kontinuerte funktioner
£ v g(x) = max(f(x),g(x)), £ a g(x) = min(£(x),g(x))
og en delmangde A ¢ C(T,R) kaldes et gitter safremt
vf,g € A(fvg € A , £ag € A).
Af' formlerne

1
fvg = 5(f+g + |f-g|) = f+g - fag , |f] = £ v (-F)
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fglger at et underrum A ¢ C(T,R) er et gitter hvis og kun hvis

vE € A(|f] € A).,

Lemma 1. Lad A vsre et gitter i C(T,R). S& er ogsd A

t gitter, og der gelder om f € c(T,R) at £ € A hvis og kun

¢}

g

vis

Vp,q € T Ve >0 Jg€ A (|£(x)-g(x)| < & for x = DsQ)e

Bevis: Hvis en funktion fe C(T,R) kan approximeres ligeligt
med funktioner fra A, kan den specielt approximeres samtidigt
i to punkter p,q € T. Vi skal ogsé vise det omvendte, Vi tenker

os derfor givet f € ¢(T,R), for hvilken vi til e > 0, p,a € T

kan finde ‘f(p,q,e) € A s&
[£(x)-f(p,q,e)(x)| < & for x =Dp,q
Vi sztter

U(PyQ:E) = {X € Tlf(P9Q:8)(X) < f(X)‘*'S}
{x € T|f(pya,e)(x) > £(x)-el,

V(Py dse )

hvilket er &bne mangder indeholdende p,q. Systemet

{U(p,a,e)|p € T] er, for fast q,e, en &ben overdzkning af T.

Vi kan derfor udtage DyseeesPy €T sé&

n n
T = U U(p.»2,e), og vi setter V(g,e) =N V(p;sqe)
j=1 1 ' i=1 %

og f(a,e) =fp,sds8)Ase.af(p 5q56). Funktionen f(q,e) tilhgrer

A og der gzlder

f(g,e)(x) < £(x)+e for alle x € T,

f(g,e)(x) > f(x)~e for .x € V(gye).
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Da V(g,e) er en &ben mangde indeholdende q, giver et kompaki-
hedsrzsonnement, at der findes punkter Qyseeesdpy €T

[]

58
m
T=U V(qiie)s
i=1

og vi setter f(eg) = f(q1,a)v...vf(qm,s). Funktionen f(e) til-

hgrer A og der g®lder

f(x)-e < £(e)(x) < £(x)+e for alle x &€ T,

altsd [|£-f(e)|| < e-
™1 e > O har vi fundet f(g) € & 88 [|[£-£(e)]| < &> altsa
f ek og dermed har vi vist den givne karakterisering af A,
Af formlen [||f]|-lelll < ||f-gl] folger, at afbildningen
f - |f]| er en kontinuert afbildning af o(T,k) ind i C(T,R),
og heraf fglger at kompositionerne (f,g) = L v & (£,8) > £ A8
or kontinuerte som afbildninger af C(T,R) x C(T,R) ind i c(T,R).
For en vilkadrlig mengde A c C(T,R) gelder derfor
Ay Eﬂ;_ﬁf;fﬂ og analogt for A, og dette visef, at hvis A er

et gitter, sa gszlder dette ogsa om A. ||

Definition: En mengde Ac C(T,R) siges at skille punkterne

i T, safremt der til vilkarlige forskellige punkter p,q € T

findes ¢ € A s& o(p) ¥ o(a).

Vi siger, at A er linesrt skillende, eller at A skiller

punkterne i T linesrt, sdfremt der til vilkarlige forskellige

punkter p,q € T findes ¢,y € A sa

p(p) ¢(p)
p(a) ¢(a)

det
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Hvis T kun bestar af et punkt p,T = {p}, er begge be-=
tingelserne tomme. Det viser sig imidlertid at vare bekvemt i
dette tilfazlde at krave at der findes ¢ € A s& ¢(p) £ 0. Vi
kan identificere C({p},R) med R og betingelsen Ac R skiller
punkter (linesrt) kommer si ud péd, at A indeholder et fra O
forskelligt tal,

Hvis A er linesrt skillende m& enten ¢(p) ¥ ¢(q) eller

¢(p) + ¢(a), og A skiller derfor punkterne i T.
P4 den anden side, hvis A skiller punkterne i T og hvis

funktionen 1 € A, er A ogsad linemrt skillende (brug ¢ = 1),

Setning (Stone's satning)., Hvis A er et underrum og et

gitter i C(T,R), og hvis A er lineart skillende, sad er A tat

i o(T,R), altsd X = c(T,R).

Bevis: Hvis T Dbestér af et enkelt punkt p gelder klart
A = ¢(T,R).

Vi antager derfor, at T indeholder mindst to punkter. Lad
f e ¢(TyR) og lad p,q € T. Hvis vi kan finde g€ A s&
f(x) = g(x) for x = p,q, fglger det af lemma 1, at £ € A og
setningen er vist.

Hvis p 4+ g findes o¢,f € A sa

o(p) ¢(p)

de +

o(a) ¢(a) ;
men det viser, at ligningssystemet

f(p)
f(a)

p(p)t, + ¢(p)t,
p(a)t, + ¢(a)t,

har prascis en l¢gsning (t1,t2) & Rz, og funktionen
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g = t1¢+t2¢ € A opfylder det ¢gnskede,

Hvis p=gq valges r €T, r f p, og det lige viste sikrer
at der findes g e A sa 7F(p) = g(p) (og desuden f(r) = g(r),
men dette skal vi ikke bruge). ||

Som forberedelse til en anden version af Stone's satning

viser vi et par lemmaer:

Lemma 2, Til ethvert e > O findes et polynomium p € R[X]

uden konstantled (i.e. p(0) = 0) sa

Vx-p(x)| < e for alle x € [o,1].

Bevis: Til givet ¢ > O valges a > 0 s& 2a+d/a £ €.
x-1

For =z = o gxlder

* 1
1 1 i 1 z
(a+x)? = (a+1)2(1+2)% = (a+1)? z: (n)zn,

n=0

hvor rakken er ligelig konvergent for |z| < 1A+a, specielt for

x € [0,1] idet rakkens konvergensradius som bekendt er 1,

Der findes derfor N e N sa
N o
1 1 N2V g\
| (a+x)2=(a+1)2 }:(%>‘§:%)| <a for x¢€ [0,1],
n=0 ‘

,
altsd et polynomium gq s& |(a+x)?-q(x)| < a for x e [0,1].
Heraf f&s |q(0)| < aw/a. Polynomiet p(x) = q(x)-q(0) opfylder

det ¢gnskede:

WVE-p(x)| < [Va-(x+a)? |+| (xra)Z=q(x)|+]a(0)] <
a(V§+(x+a)%)_1+a+a+v2 < 2a+2/a { ¢ for x € [0,1],

— 1 -
idet Vi+(=+a)? >va for x > 0. ||

Lemma 3. En afsluttet delalgebra A af C(T,R) er et

gitter,
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Bevis: Vi minder om, at en delalgebra A af C(T,R) er et

underrum som med f,g ogs& indeholder fg. Som bemzrket tidlige-

re er A et gitter, hvis blot |f|] € A nar f € A, og her kan
vi uden indskrenkning antage at ||f]] < 1.

Til g > 0 findes ifglge lemma 2 et polynomium p uden konstant-
led s& |vx-p(x)| < e for xe€ [0,1]. Hvis ﬁolynomiet p er

p(x) = a1X+...+anxn er

2) - g n

g = p(f f2+,,,+anf

1

en funktion fra A, fordi A er forudsat at vare en algebra,

pa |£2(t)] <1 for alle te T (||f]] < 1) fas
[£](t)-g(t)] =4{vé§z;§;p(f2(t))| { e for alle teT,

d.v.s. |||f|-g]] < e. Da A var forudsat afsluttet fglger heraf

at |f| € A.

Swtning (Stone-Weierstrass), Lad A vare en delalgebra af

C(T,R) der skiller punkterne i T. Enten findes der et punkt

t, €T s& f(to) =0 for alle f € A og s& er

A={fe c(T,R)|£(t ) = 0}, eller ogsk er A t&t i C(T,R),

altsd A = C(T,R).

Bevis: Hvis T bestar af et enkelt punkt gzlder klart
A = ¢(T,R). Vi antager dernzst, at T indeholder mere end et
punkt.

Lad p og q veare to forskellige punkter i T, og antag
at der findes f,g € A s& f(p) £ 0, g(q) $ 0. sa findes

ps¢ € A der skiller p og g linezrt, i,e. s&

o(p) y(p)

det -
\o(a) ¢(a))
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Som fgrste skridt pad vejen til dette resultat bemarkes, at

der findes h e A sa O 4 h(p) § h(qg) + 0. Der findes nemlig

ke A sa k(p) 4+ k(q), og hvis f. eks. k(p) = 0, vil der

findes N € R s&
0 + k(p)+nf(p) # k(a)+nf(qa) # O,

thi da f(p) + 0, k(q) + 0, er hver af de tre uligheder opfyldt

for alle N\ € R panzr hgjst et. Vi kan sdledes satte h = K+Af

for passende reelt A.

Herefter ses at ¢ = h, ¢ = h2 skiller p og q lineart,

idet den betragtede determinant bliver h(p)h(gq) (h(p)-h(a)).
Afslutningen A af A ses igen at vare en delalgebra af
¢(T,R) og dermed er A et gitter (lemma 3).
Mezngden N = {t € T|vf € A (£(t) = 0)} kan ikke indeholde
to forskellige punkter, fordi A er forudsat at skille punkterne

i T, Der er derfor to muligheder:

1) N = {t_}. S& gzlder klart

e f € o(T,R)|2(t,) = 0f,

fordi den sidste msngde er afsluttet i C(T,R). ILad nu £ € C(T,R)
opfylde f(to) -0 og lad p,q € T. Hvis vi kan finde g € A
s& f(x) = g(x) for x = p,q, fglger det af lemma 1 at
fechA=2.

Hvis p =g = to bruges g =0, og hvia p +‘q, q = to
eller p = q + t, findes ¢ € A s& ¢(p) £ 0, men sd kan
g = \p bruges for passende A. Hvis endelig p £ g, P & to’ a tc
findes ¢,5 ¢, € A s& ¢1(p) $ 0, ¢2(q) £ 0, men s& sikrer resul-
tatet i begyndelsen af beviset, at p og g kan skilles line&rt,

og dermed findes g € A med den ¢gnskede egenskab.
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2) N =@. For hvert punkt p € T findes derfor ¢ € A sa
o(p) £ 0, og resultatet i begyndelgen af beviset sikrer da, at
- A (og dermed ogsd A) er linemrt skillende. Det fglger s& af
Stone's s®tning, at A er tet i C(T,R), altsa A = C(T,R). ||
Vi har hidtil kun arbejdet med det reelle rum C(T,R).
Skal man undersgge om Ac C(T,U) er t@t i C(T,T) kan man
underspge om mengden B = A n O(T,R) er tet i C(T,R) ved de
angivne kriterier og deraf uddrage information om A, Vi angiver

det vigtigste eksempel nedenfor.
En delmzngde A.g_C(T,ﬁ) kaldes selvadjungeret s&fremt

vf € A (F e A).

Setning (Stone— Weierstrass). Lad A vare en selvadjungeret

delalgebra af C(T,T), der skiller punkterne i T. Enten findes

et punkt t €T sk £f(t ) =0 for alle f € A og si er
A=i{fe o(T,T)|£(t ) = 0}, eller ogsh er A tat i C(T,T),

altsd A = C(T,8).

Bevis: Mengden B = A n C(T,R) er en delalgebra af C(T,R)
og for f € A vil Re(f) og Im(f) tilhgre B, fordi
Re(f) :ﬁ%(f+f), In(f) = -Re(irf). Heréf ses at B skiller punk-
terne 1 T. Hvis der findes to é T s&
B = {fé C(T,R)|f(to) = 0] wvil f(to) = Re(f)(to)+i Im(f)(to) =0
for alle f € A, altsd er Ac |f € c(T,0)|£(t,) = 0}, Hvis
£ e o(T,0) opfylder f(t)) =0, ma Re(f)(to) = Im(f)(to) = 0,
altsd Re(f), Im(f) € B og dermed f ¢ B+iB c_ A.

Det ses analogt, at hvis B = C(T,R), s& er A = C(T,0). ||

Vi samler de hyppigst anvendelige former for Stone-Weierstrass'

saetning i f¢lgende form:
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vere et under-

Scholium: Lad Ac C(T,K), K =R eller &,
og som indeholder funktionen 1.

rum som skiller punkterne i T,

84 er A = ¢(T,K) under fglgende ekstra betingelser

K =R: A er et gitter eller en delalgebra,

K =08: A er en selvadjungeret delalgebra.

Eksempel: Lad T vare en kompakt delmengde af &",

Mzngden af funktionen: (X1,...Xn) P p(x1,...,xn), hvor

(X1”"’Xn) €T og p er et reelt (henholdsvis komplekst) poly-

nomium aff n reelle variable, er en ta&t delalgebra af C(T,R)

(henholdsvis C(T,C)).

Funktionerne (X1,.a.,Xn)fﬁ 1, (X1’°°"Xn) b X, 1= 15000l

er reelle polynomier og de n sidste skiller punkterne i T.

Hvis specielt T = [a,b] g_R fas Weierstrass' approxima-

tionssaxtning,

50. Banachrummet cb(x).
Lad X vare et ikke tomt lokalkompakt rum, En kontinuert
funktion f: X » K (K =R eller () siges at gAmod 0 i o ,

sdfremt mangden {x € E||f(x)| > ¢} er kompakt for ethvert

e > 0, eller anderledes udtrykt:

Ve > 03K kompakt ¢ X (|f(x)] < e for x & X\ K).

Hvis X er kompakt vil enhver kontinuert funktion f: X - K
gd mod 0 i . Hvis X ikke er kompakt betragtes ot-punkts
kompaktificeringen Xoo =iy {m}, og da de &bne omegne af
netop er X \ Ku {w}, nar K gennemlgber de kompakte delmmng-

der af X, ser man, at f gdr mod O i 4 betyder det sadvan-

lige: 1lim f(x) = 0. P& den anden side ved man, at dette er ens-—

X000

betydende med at funktionen f: X - K givet ved
o0

~
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~ f(X), X€X

er kontinuert.

Mengden af kontinuerte funktioner f£:X -» K der gar mod O
i o udgpr klart et vektorrum, og det betegnes CO(X) elier
GO(X,K). Afbildningen ~:f—>; er en isomorfi af co(x) pa
underrummet {f € C(Xewo)[f(w) = 01 &af C(Xw). For enhver funk-

tion f ¢ GO(X) gzlder videre
NE]] = sup{|€x)|x € X} = sup{|f(x)]||x € o} = ||F]] <o &

Dette viser, at CO(X) er et underrum af Banachrummet CB(X)
af kontinuerte begransede funktioner, og at CO(X) ved ~ er

isometrisk isomorft med det afsluttede underrum
{f € C(Xe) |F(w0) = 0} af C(Xw)s

altsd er C_(X) selv et Banachrum.

Rumme t c—c(x) = CC(XyK) bestdr af alle kontinuerte funktio-
ner f£:X - K som har kompakt stgtte., Det forudszttes altsa, at

f er © udenfor en passende kompakt mengde, og derfor er

C.c(x) c co(x).,

Lemma: Underrummet CC(X) er tet i Banachrummet CO(X),

Bevis: Hvis X er kompakt gzlder endda CC(X) = CO(X). Vi
kan derfor antage at X 1ikke er kompakt og betragter f € CO(X),
e > 0. Mengden K = {x ¢ X||f(x)] > e} er kompakt, og ifglge
top. s®tning 12.6 findes en kontinuert funktion p:X -»[0,1] med

kompakt stgtte s& - ¢(K) ¢ {1}.




- Mat. 6, 1974-72 T.V.Rs 92

Funktionen g = f*¢ € CC(X) og der gmlder |f(x)-g(x)| =0 for
x € K, hvorimod [f(x)-g(x)] < 2|f(x)]| < 26 for x € X\ K,
altsd ||f-g|| < 2c. Dette viser at f € C_(X). ||

Via identifikationen ~ mellem CO(X) og

{f € 0(¥w0)|f(0) = 0] kan man af sstninger om (C(Xw) fa infor-

mation om CO(X). Vi giver et eksempel:

Setning (Stone-Weierstrass)., Lad A vareen delalgebra af

CO(X,K) som skiller punkterne i X, og antag at der til hvert

x € X findes ¢ € A 88 ¢(x) $ 0, I tilfeldet X = C antages

desuden at A er selvadjungeret (F €A Fe A)., S er A tat

i co(x).

Bevis: Identificeres CO(X) med {f € C(Xw)|f(w) = 0} ved
~ Dbliver A en delalgebra af C(Xw), der skiller punkterne i
Xoy 1det x € X 08 o« skilles af'g; hvor~ ¢ € & opfylder

o(x) £ 0.

Af de to muligheder i Stone-Weierstrass satning foreligger

der nu den, at alle ¢ € A opfylder ¢(0) =0, og si er
K= {f e 0(%)|f(x) =0},

altsd A = C_(X). ||
Bemzrk at lemmaet er et specialtilfelde af denne sztning.
I tilfeldet X =R er f.eks. f£(x) = (1+X2)—1 en kontinuert

funktion der gar mod o0 i w, men f(x) = e * gar ikke mod O

1 .




Mat. 6, 1971=72 ' T.V.Re 93

Variant

§§5, 2l ken erstattes af fglgende mere direkte behandling
af de endeligdimensidnéle Hausdorff t.v.r.

For ethvert m € N er ifglge satn. 9 (eller direkte) tal-
rummet K© et (for g¢vrigt lokalkonvekst) Hausdorff te.v.ir. over

K, fordi koefficientlegemet K selv er et s&dant.

{

Lemma. Enhver linemr afbildning £:X" - E & K ind i et

t.v.r; B over K er kontinuert.

Bevis. Det er &benbart (jvf. §15) tilstrakkeligt at ph-
vise kontinuiteten i (0,++*,0). Til given omegn Uaf 0 1 E fin-
des en omegn V af 0 1 E med

\V+V-‘0—r'_"+y‘;g U .-
m led

Da V er absorberende, findes for ethvert n = 1,¢++,m en emegn

W, ef O i K saledes at NM{ey) € V for alle N € W . Vi har her

indfgrt basisvektprerne.

- 8y = (150,%+,0) 5 %= 5 ©€p = (0y02+,0,1)

m

i Km; For e thvert x = (x1,---,xm) € X" haves x= 3 xnen; og der-
n=1 .

for gzlder
. m m
f(x) = 3 xnf(en) € 3V ¢gU,
‘n=1 n=t -

m
safremt blot x. € N W,. Da denne sidste mangde er en omegn af
n=14 -

(0,+++,0) i K, or f kontinuert i dette punkt. |
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| Sstning. Ethvert Hausdorff t.v.r. E over K (=R eller ()

af endelig dihension m er topologisk i1somorft med talrummet Km.

Bevis. -Der eksisterer en algebraisk isomorfi (bijektiv
linesr afbildning) £:K" - E. Vi viser, at enhver sidan er en ho-
meomorfi. If¢1ge ovenstéende lemma er £ kontinuert. Tilbage stér
at vise, at £°"1 e kontinuert f.eks. 1 0, altsi at billedet £(U)
af enhver (basie-)omegn U af (0,0++,0) i KV ert%ggﬁgii E. Da K©
ébenbart-er lokalkompakt, kan vi antage, at U er kompakt. Randen
U* er en afsluttet delmmngde af U og-derméd ligeledes kompakt,
og (0,+++,0) ¢ U*. Da £ er xontinuert og E Hausdorff, bliver
£(U*) xompskt ég derfor afsluttet i E; og da f er linesr og in-
jektiv, gwlder O = £(0,+++,0) ¢ £(U*). Da E \ £*(U) siledes er e
(&ven) oﬁégn af 0 1 E, eksisterer en stjerneformet omegn V-af .

0 1 E shledes at V¢ E \ £(U*), =1ted v n £(U*) = @, og dermed
_f°-1(V) n U* =@ .

Da f er linear, er f°'1(V) ligeledes stjerneformet. Derflor gzl-

der f°'1€V) c U. . Thi sntog man, at der eksiste-

rer x E.fo—i(v) n Cu, s& ville liniestykket
i ] ogNg 1l ¢ (W

ﬁ¢de CU (for N=1) og U (for A = 0) og derfor ogsd mgde randen
U* i & rid med at £ (V) n U* = @. Da £ er surjektiv, slutter vi

ar £27H(V) ¢ U, at
v =2 (V) ¢ £(U) ,

og dermed at £(U) ligesom V er en omegn af 0 i E. |
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Korcllar. Enhver linemr afbildning af et endeligdimensio-
nslt Hausdorff t.w.r. E ind 1 et t.v.r. F er kontinuert. Enhver
algébraisk isomorfi mellem to endeligdimensionale Hausdorff t.w.re

E og F er en homeomorfi (og dermed en topologisk isomorfi).

Bevis. Ifglge setningen reducerer det fgrste udsagn sig
til tilfeldet E = K" behandlet i det ovenstéende lemma. Det sid-
ste udsagn fremgir af det fgrste ved anvendelse pad den inverse

afbildning. |

Bemmrkning. Sstningen (eller korollard) kan &benbart ogsé

formuleres derhen, at der pa K" kun ekeisterer én topologi, der
ggr K° ti1 et Hausdorff tov.r. (nemlig den szdvanlige). Thi den
identiske afbildning af k™ er en algebraisk isomorfi. Derimod er
den diffuse topologi pa Km et eksempel p& en topologi, der g#r

E® i1 et (for gvrigt lokalkonvekst) t.v.r., som ikke er Hausdorff.
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Opgaver til Topologiske vek torrum.

Ved vektorrum forstis vektorrum over X = R eller O.

do Vis, at enhver foreningsmangde af stjerneformede, henholds~-

vis symmetriske, delmsngder af et vektorrum er stjernefor-

met, henholdsvis symmetrisko,

2e Vis, at enhver absorberende delmazngde af et vektorrum omfatter

en stjerneformet symmetrisk absorberende mangde.

3 (Konveks funktion). Lad A betegne en xonveks delmsngde af

et vektorrum E. En funktion f:A - R kaldes konveks dersom

det for ethvert N € [0,1] og x,:X5 € A gzlder, at
£((1-N)xy + Nep) < (41-NE(xy) + N(xp)

Bevis, at definitionen er ensbetydende med kravet om, at

"overgrafen"

{(x,7) €24 xRy 2 £(x)]

‘or en konveks delmengde af E x R. (I stedet for y > £(x)
kunne her ogsé skrives y > £(x).)
%, Lad A betegne en konveks delmengde af et vektorrum E. Idet
x; € Aog N € [0,1] for j = 1,°++,m, Og idet Shy = 4, skal

J
man vise, at zxjx. € A, Lad endvidere f:A - R were konveks.

J
Vis, at f(zxjxj) < zxjf(xj).

5. Lad {Aj}jeJ vere en mengde af konvekse delmangder af et

V‘ -
- yvektorrum. Vis, at det konvekse hylster af forenlngsmangden




{

§
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6o

To

8o

9,

40,

11

A: = U A, bestar af sm%lige konvekse kombiphtioner
€5 4 A
= 2.X. af endeligt mange punkter xi € A, (a%ﬁsé.%. € [0,1]1,
JET 33 J d ! J

pY %j =1, og %j 4 0 kun Tor endeligt mange iﬁi J). Specia~
€T ,

liser derpd til det tilfzlde hvor hver af mmngderne Aj kun

Q o hid 1
bestar af et punkt Eyc

|

|
Lad A og B betegné to konvekse delmengder arf eQ\vektorrum
E, og lad A N B = @, Bevis at der eksisterer tQJkonv&kse
mengder U og V, sdledes at A ¢ U, BgV, Un V”% @ogUUV =

E., (Benyt Zorns lemma).

Giv et cksempel pad en mengde A ¢ Rz, som er afsluttet, men

hvor conv A ikke er afsiuttet.

Lad A betegne en delmsngde af et ﬁ.w.r. Bevis:

a) A &ben = conv A Aben.

b) A konveks = A konveks.

Lad A betegne en kon&eks delmesngde af et t.v.r. Lad X, € 4,
x € B, Bevis, at samtlige punkter y # x pd liniestykket
med endepunkter X  og X ef indre punkter af A, altsd y € A

(Betragt f.eks. fgrst tilfeldet x € A)a

Tad A betegne en konveks delmzngde af et t.v.r., 0g lad

-~

o]
A4 d. vis, at E =% og A = A. (Benyt opgave )

Tad £:A - R betegne en koﬁvﬁks%fuakxign_defineret i en kon-~

veks, aben delmengde A 4 ¢ af et tcv.r. Bevis, at £ er Kon-
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sinuert, hvis og kun hvis f er opadtil begraznset 1 en pas-
sende, ikke tom, &ben delmengde af A. (Vejledning vedr.

Vis fgrst, at £ er kontinuert ix, €A dersom L er
opadtil begrenset i en omegn alf X o Vis dernmst, at £ er
btsgranset 1 en passende omegn af et vilkarligt punks

opadtil
af¥ A) ©

Lad T:A -+ R were en konveks funktion defineret 1 en konveks,
fben delmzngde A 4 ¢ af &%, Bewis, at f er kontinuert. (Be-
nyt opgave 11 og det forhold, at filtret af omegne af et
punk?t i 5% har en basis bestdende af mangder, som hver er

det konvekse hylater af en endelig nengde) «

Lad & betegns eh vekitorrum, og lad B(g) betegne mengden arf
alle konveksee delmsngder U af & gom er symnetriske og
abaorberende. Bevis, at B(0Q) uvdgsw en basis for filtret af

& B, iworved E er et

g

omegne af O 1 den Tineste topologi
lokalkon"eksu $.v.1r» Bevis tillige, at B herved bliver et
HauséorfC rum. (Vejledning til dette sidstes wLad e € By

e = 0, og lad H betegne en hyperplan i B gesnnem Q. SOm ikke

]

indeholder e. Da vil H + ]-1,i[e € B(Q))-

1ad B vere et vektorrum udstyret med den 1 Opge 13 omtalte
fineste lokalkonvekse topologi. Bevis f¢glgendes

a) Enhver seminorm p& E er xontinuert,

b) Enhver linearform p& E er kontinuert.

c) Bihvert underrum af E er afsluttet.
d) Et punkt x, € E er et indre punkt ai en konveks mengde

A ¢ E hvis og kun hvis der pa enhver linie gennem X,
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findes et 1 A indeholdt liniestykke, hvortil X, hgrer

uden at vere endepunkt for liniestykket.

15. V Lad E vere et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r.. Bevis, at
fglgende udsagn er skvivalente (Jvf. TV, R., side 56 f.)
1°) Der eksisterer et forskydningsinvariant afstandsmal
pa E, som netop bestemmer den givne topologi péa E.

2°) E er'metfiserbarto |

30) Der eksisterer en numerabel basis for filtret af om-
egne af 0 i E.

4°) Topologien péwE kan defineres ved en numerabel mangde
af seminormer p ., 0 € N.

Vejledning: Vis, at 1° = 2° = 3° = L =1°. Ved b = 1°

settes dist(x,y)-= a(x-y), hvor

a(x) = = 2% p, (%)
neN 1+anx5

Eftervis og benyt derpa f¢lgende uligheder:

a) MM < u/(1+u) for 0 £ N ¢

) (M) (A¥N) € < NM((1+N) + M/(1+u) for N,u 2 0.
c) N(1+\) ¢ 2N for N € [0,1]

a) o, (x) € e gwlder for ethvert e > 0, n € N, x € E for

nvilke a(x) < /2%,

- Det kan for gvrigt vises, at 1°,2°,3° er zkvivalente og-

s uden antagelsen om 1okaikonveksitet.

16. (Filtrerende mangde af seminormer.) Lad p og q vare semi-

normer p& et vektorrum E.

a) Vis, at den ved

p =< qe>3dc€R,Vx€E:mp(x) < cq(x)
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definerede relation péd mezngden S af alle seminormer pé
E er reflexiv og transitiv, altsd en prmordensrelation.

To seminormer p og q kaldes &kvivalente, dersom

P =X g A q =X P

< W

b) Vis, at S er filtrerende ved relationen

c) Lad P ¢'S vere en filtrerende mengde af seminormer
(devess at to vilkdrlige seminormer p,q € P har en
fzlles majorant i P). Vis, at mengderne {x € Blp(x) § a}
danner en basis for filtret af omegne af Q0 i den ved P
definerede lokalkonvekse topologi pa E.

d) Lad P vgre en filtrerende mzngde af seminormer pi et
vektorrum E og Q en vilkarlig mangde af seminormer pé
et vektorrum F. Vis, at en linezr afbildning f:E = F
er kontinuert i de ved P og Q definerede topologier
P& E og F, hvis og kun hvis

Vg € Q 3p€P:‘(i°f=<p.

e) Lad Q véfe en vilkarlig mengde af seminormer pa et vek-

torrum. Vis, at Q kan udvides til en filtrerende mzng-

de P af seminormer pa E, siledes at P og Q er zkvivalen-

te, deves. definerer samme topologi pa E.

(Kvotient af. Banachrum.) Lad E vare et normeret rum og F
et afsluttet underrum E. For ethvert sideunderrum x € E/F
sattes
N

Izl = infflixll | x € %3 .
Vis, at der herved defineres en norm pi E/F og at den der-
ved bestemte lokalkonvekse topologi pad E/F er identiske
med kvotienttopologien. Vis dernzst, at hvis E er fuldsten-

digt, da gelder det samme om det normerede rum E/F.
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18+

19.

20.

21.

En delmmngdé B af et t.v.r. E kaldes begransel, dersom
den absorberes af enhégffg% 0 i E i den forstand, atv
v e Q) INER:NBCV . |
Det er klart; at enhver delmzngde af en begranset mangde
er begrenset. Bevis fglgende:
a) Foreningen af endeligt mange begransede mazngder er
begrénset}
b) Enhver endelig mangde er begranset,
¢) Enhver kompakt msngde er begranset.
d) Elementerne i enhver fundamentalfglge udggr en begran-
set maengde.
e) Afslutningeh af en begraznset mangde er begranset.

f) I et lokalkonvekst rum er det konvekse hylster‘for

en begranset mzngde begraznset.

Lad P vere en mzngde af seminormer p& et vektorrum E. Be-
vis, at en méngde B ¢ E er begraznset 1 den ved P detfinere-
de topologi, hvis og kun hvis enhver af seminorme%$£ c P
er begranset pd B, altsd hvis

Vp € P 3c € R+ vx € B: p(x) ¢ -

Bevis, at en delmangde B af et t.v.r. E over K er begranset
hvis og kun hvis det for enhver punktfglge (xn)neﬂ'pé B og

enhver talfglge (%h)nEN p4 K med lim N, = O gzlder, at

Nn—ce

il

lim Nx, = 0 i E.
110

/5

{/
Bevis, at en delmzngde B af et t.v.r. E er begreznset hyis

BN

(6g kun hvis) enhver numerabel delmengde af B er begraenset.

(Benyt opg. 20.)
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224

23.

2L,

25.

26 .

27«

Lad £:E = F vere en kontinuert linear afbildning af et
t.Vere E ind i et t.v.r. ¥, og 1lad B ¢ E vare begrenset i E.

Vis, at £(B) er begranset i F.

Iad E = 1 E vare et produkt af t.v.r. E . Vls, at en m®ng-
i€l

de B ¢ E er begranset, hvis og kun hvis hver af dens pro jek-

tioner pi(B) er begranset
Vis, at summen af to begrensede mzngder er begranset.

Vis, at et t.v.r. E €r normerbart, hvis og kun hvis E er lo-

kalkonvekst og Hausdorff og der eksisterer-en begranset om-

egn aff Q.

Vis, at fuldstendigggrelse af et Hausdorff t.v.r. B er en-
tydigt bestemt panasr isomorfi 1 fglgende forstand: Lad
¢;E - By (i=1,2) vere fuldstzndigggrelser af E. Da eksiste-

rer der en (topologisk) isomorfi ¢ af Ey pa E2 sa at ¢°¢1—¢2.

En dél mengde A af et t.v.r. E kaldes prakompakt, dersom er
£il enhver omegn V af 0 i E findes en endelig mengde
{x1,-~-,xm} c E sdledes at
m
Ag U (xi+V) =X +V.

i=1
a) Vis, at det i givet fald kan opnés, at X ¢ A.
b) Vis, at det er tilstrakkeligt at betragte- omegne V fra

~7" en forelagt subbasis for U(0), d.v.s. en delmwngde 8(Q)

af U(0) sdledes at fellesmengderne af endeligt mange

nengder udtagne af $(Q) denner en basis for U(0).
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28

29.

304

1.

32,

¢) Lad E vere Hausdorff, og lad ¢:E - B vare en fuldstendig=
ggrelse af E. V135 at A ¢ E er przkompakt, hvis og kun

hvis ¢(A) har kompakt afslutning i &,

Bevis de til a, - e) 1 opg. 18 samt opg: 22 og 24 svarende
udsagn, idet "begranset" overalt erstattes med "prakompakt'.

Vis ogsd; at enhver prakompakt mengde er begrznset.

Lad A1,-é-,A.m vere kompakte konvekse delmzngder af et Haus-
m

dorff t.v.r. E, Bevis at conv U A, ligeledes er kompakt.
. i=1

Vis, at det stjerneformet symmetriske hylster af en kompakt

(eller blot prazkompakt) delmzngde af et Hausdorff t.v.r. E

er kompakt (resp. prekompakt).

Vis, at det konvekse hylster af en przkompakt delmzngde af
af et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. E er prekompakt. Vis,

derved, at hvis E desuden er fuldstazndigt, har det konvekse

hylster af enhver kompakt delmsngde af E kompakt afslutning

ikE.

Lad E vere et vektorrum over K (=R eller (). For ethvert j

fra en indeksmzngde J lad fj:E - Fj vere en linesr afbild-

ning af B ind i et t.v.r. Fj over K. Idet man udstyrer E

med den tilhgrende initialtopologi (den groveste topologi
pad E for hvilken alle afbildningerne fj er kontinuerte),
skal det visés, at BE er et t.vir.. Vis ogsa, at hvis topolo~-

gien pa Fj for hvert j € J er defineret ved en seminorm qj

(man kunne ogsa betragte flere)s s& er topologien p& E defi-

neret ved mangden af seminormer qj o fj, j € J. Specialtil-
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33

felde: underrum, produktrum.

(Topologien for kompalt konvergens i C(X).) Lad X vare et
ikke tomt, lokalkompakt topologisk rum. Med R = R(X) betegner
vi mengden af alle kompakte delmangder af X. Med C(X) beteg-
nes det underrum af & (henholdsvis CX)p der bestér af alle
kontinuerte funkﬁioner X - R (henh. X ~ §). Vi ndstyrer c(X)
med den groveste topologi for hvilken enhver af de line&re
afbildninger |

£ > £|K (restriktionen af £ til K)
af C(X) ind i C(X), K e/K(x), er kontinuert. Herved benyttes
pa C(K) den ligelige toﬁologis bestemt ved supremumnormen
| Il -Den s&ledes definerede initialtopologi pa C{X) kaldes
topologien for ligelig konvergens pd kompakte delmzngder af

X, eller kort topologieh for kompakl konvergens.

a) Vis, at der for ethvert X € R(X) defineres en seminorm

pa C(X) ved

py (¥) = sup l£(x) | (£ € C(X)) »
xEK |

Px

og at mengden al disse seminormer er filtrerende (opg.16)

‘og. bestemmer den omhandlede topologi pa C(X), som derfor
er lokalkonveks. Vis ogsd, at C(X) er Hausdorff.

b) Udfyld detaillerne i nedenstéende bevisskitse for at

c(x) é;,fuldstandigt: Ovennmvnie restriktionsafbildning
f - fIK induceref for ethvert ¥ € (X} en afbildning af
et foreiagt fundémentalfilter ® o4 C(X) over pd en fun-
damentalfilterbasis &, pé ¢(K) . Der cksisterer en funk-
tion £ pa X med flK = 1im @K‘for ethvert K € X(X). Da
X er lokalkompaktg\bliver £ xontinuert. Ifglge en s&t-

ning om initialtopologi gzlder 2= 1 C(X)
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c) Vis, at C(X) er metriserbart, hvis X er numerabelt i
det uendelige.

d) Vis, at C(X) er normerbart hvis og kun hvis X er
kompakt, og at i sd fald den omhandlede topologi pé

C(X) er den ligelige, d.v.s. defineret ved supremum-

normen || o

34, Lad E vsre et vektorrum over K og lad (Ei)i€I vaere en
familie af underrum af E hvis foreningsmsngde er E. Vi
forudsstter at hvert Ei er et lokalkonvekst t.v.r. Vis at
der findes en og kun en topologi pd4 E i hvilken E er et

lokalkonvekst t.v.r. og i hvilken systemet

B(o) =
{V¢ E|V konveks, symm., V n By omegn af o 1 E1 for alle icI}

er en basis for omegnene af 0. Vis videre at denne topologi
er den fineste topologi p4 E i hvilken E er et lokalkon-
vekst t.v.r. og i hvilken de kanoniske indlejringer

Ji: Ei -+ E er kontinuerte. Vi siger, at E med denne topo-
logi er deﬁ induktive limes af rummene Ei‘

Lad nu yderligere F vere et lokalkonvekst t.v.r. og
lad ¢: E = P vere en linesr afbildning. Vis at ¢ er kon-
tinuert i den induktive limes topologi hvis og kun hvis ¢'s

restriktion til Ei er kontinuert for hvert i€ I.

35. Tad X vere et ikke tomt lokalkompakt rum, og antag desuden
at X ikke er kompakt. Lad K betegne mzngden af kompakte
delmsngder af X og betragt for hvert A € K underrummet
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C.(X,A) = {f € C (X)|st(f) c A,

hvor Cc(X) er rummet af kontinuerte reelle funktioner pa

X med kompakt stette.

a) Vis at CC(X,A) er et afsluttet underrum af CO(X)

forsynet med den ligelige norm. Ved den stzrke topologi

i CC(X) forstés den induktive limes af topologierne
pa CC(X,A) ndr A gennemlgber systemet K af kom-
pakte delmsngder af X.

b) Vis at denne sterke topologi er Hausdorff, og at del-
rumstopologien pa CC(X,A) netop er den oprindelige
ligelige topologi.

c) De kontinuerte linearformer u pé CC(X) kaldes Radon-
mdl. Vis at enhver positiv linearform p: CC(X) - R,
altsd en linearform s& £ » 0 = u(f) 2 O, er kontinuert
(og dermed et Radonmil).

d) Antag nu at X er numerabelt i det uendelige, og at

An er en folge af kompakte delmmngder af -X sé

n°§1An =X ogsd A c Kn+1 for alle n. Vis at den
sterke topologi pa CC(X) er den induktive limes af rum-

mene CC(X,An), ne i

36. (Vanskelig). Lad X vsre et lokalkompakt ikke kompakt rum,

som desuden antages numerabelt i det uendelige. Vi sstter

C+(X) = fh € C(X,R)|h(x) > 0 for alle x € X},

og for hvert h € G+(X):

b () = sup{|£(x)| h(x)|x € X}, £ € O (X)
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a) Vis at P = {py|h € C (X)} er en ikke tom filtrerende
familie af seminormer pé CC(X), og at hvert p, end-
da er en norm. |

b) Vis at den ved P Ibestemte lokalkonvekse topologi pé
CC(X) netop er den sterke topologi pad CC(X) (jvf.
opg. 35).

¢) Vis at CC(X) er fuldstendigt i den stesrke topologi.

d) Vis at CC(X) ikke er metriserbart.

37. Rummet H(Q) af holomorfe funktioner. Iad I vsre en &ben
delmzngde af den komplekse plan C, og lad H(Q) vere msng-
den af funktioner f: @ - C der er holomorfe i . Vi for-
syner H(2) med topologien for kompakt konvergens (jvf. opg.

3%), altsd topologien givet ved seminormerne
pe(f) = sup{|£(z)[|z € K}, X kompaktg q.

a) Vis at H(Q) er metriserbart, og dernmst at H(Q) er
fuldst&ndigf. (Brug evt. Cauchy's integralformel).

b) Vis at £ - f' er en kontinuert linesmr afbildning af
H(n) ind i sig selv.
Vink: ILad K,L vere kompakte delmzngder af 0 sé
Kc ﬁ. Vis at der findes a > O afhwmngigt af X og
L s8 pK(f') < aPL(f) for alle f € H(fn)s Hertil kan
man igen bruge Cauchy's integralformel.

c) Vis at enhver begranset msngde Ac H(Q) er skvikonti-

nuert, d.v.s.

VZEQ Ve 038 >0vwvweavle A(|z-w (&=
|£(z) - £(w)| ¢ &).
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d) Vis at enhver begrsnset msngde Ac H(Q) er prekompakt.
(Brug Arzelad-Ascoli's sztning).

e) Vis at en mengde Ac H(N) er kompakt, hvis og kun hvis
den er afsluttet og begranset. Dette resultat kaldes

Montel's smthing og formuleres ofte sdledes: Af enhver

begranset folge fn € H(Q) kan udtages en konvergent

delfoelge.

38. ILad ff betegne msngden af vilkarligt ofte differentiable
funktioner f: R » R. Ved topologien for kompakt konvergens

af alle de afledede forstds den lokalkonvekse topologi pd

‘ég defineret ved seminormerne
pm,n(f) = sup{]f(m)(x)|||x| <nl, n=1,2,000, m= 0,1;2...,

a) Vis at ?% er et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r., og at
det er metriserbart og fuldstandigt.

b) Vis at enhver af afbildningerne £ - f(m) er kontinuert
og linesr, m = 0,1,2,...,

c) Vis at en begrznset delmsngde A ég er mkvikontinuert,

d.v.s.
VxE Rve >030 >0VyeRVEe A(|x-y] < &= |£(x)-£(y)]| &)

d) Vis ved ¢) og Arzeld-Ascoli's sstning, at en msngde
Ac ?% er kompakt hvis og kun hvis den er afsluttet og

begraenset.

%9. Lad SQ) betegne vektorrummet af vilkdrligt ofte differen-
tiable funktioner f: R - R med kompakt stette, §Z7n under-




N
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rummet af ga bestdende af de f for hvilke st(f) cl[-n,n].

a) Vis at 52711 er et afsluttet underrum af éf for alle
n. '

b) Vi udstyrer nu 529 med den induktive limes af rummene
éZ?n (som har delrumstopologien fre.‘ég), Vis at ég?
hermed er et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r.

c) Vis at £ - f(m) er en kontinuert linesmr afbildning af

éi? ind i 227 for m = 0,1,2,....

d) Elementerne i det topologisk duale rum 227' kaldes

distributioner. Lad ¢: R - R vere en mdlelig funktion

som er integrabel over ethvert begrznset interval. Vis

at der ved
L,(f) = J £(x) o(x)dx

defineres en kontinuert linearform L¢: éz)+ R, altsa
en distribution. Vis endelig at L¢ er O-distributionen

hvis og kun hvis ¢ = 0 nmsten overalt.

e) For hver distribution T € éD' defineres T': ga - R

|
ved

() = - ™(£), f 69 .

Vis at T' er en distribution og at der gmlder L% = L¢v

ndr ¢: R-> R er en ¢! _funktion. Vi kalder derfor T
for differentialkvotienten af T.

f) Iad Y Dbetegne funktioneﬂ, der er 1lig O for x < O,
og som er 1lig 1 for x > 0, og lad JO: é@-» R vere
linearformen & (f) = £(o). Vis at §, er en distri-

bution (kaldet Diracmdlet i ©) og at Ly =& .




Mat. 6, 1971-72 T.V.R. opg. 40=42

40. Tad O < p <1, og lad 1P  vere msngden af reelle talfelger

41.

42.

_ . : X p s p
X= (Xn)nEN‘ for hvilke n§1lxn| < o Vis at 1F er et

vektorrum og at

: _ ' - b
dist(x,y) = & |x, - ¥l
n=1
er en translationsinvariant metrik pé lp, der geor 1P i1

et t.v.r. Vis at 1P er fuldstxndigt men ikke lokalkonvekst.

Vink: Vis og udnyt |X+Ylp < IXIP + |y|P.

Vis pAstanden T.V.R. p. 18: En kontinuert afbildning f: M -~ F
af en quasikompakt delmengde M i et t.v.r. E dind i et

t.v.r. P er ligelig kontinuert.

Lad E Dbetegne vektorrummet af kontinuerte funktioner
f: I - R, hvor I = [0,1]. For hvert talpar (85e), hvor

0<& <1, e >0, s=ttes
V(8,e) = {f € Bl mf{t € I| |£(t)] > &l <&l

hvor m betegner ILebesguemilet.
a) Vis, at {V(6,e)]0 <& <1y &> 0} . er en basis for om-
egnsfiltret af © i E for netop én topologi pd E,

der gor E til et t.v.r. Vis a2t F er Hausdorff i den-

ne topologi.
b) Vis, at der for ethvert (6,6) med 0 < d <1, &2 0,

eksisterer n € N  s8ledes at
V(698) + V<698) +eoot V(J;G) =B

(n ens led péd venstre side). Vis ferst, at den konstan-
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te funktion 1 kan skrives som sum af stykkevis linesm~-
re funktioner € E hvis stetter har Lebesguemdl < .
c) Vis, at E ikke er lokalkonvekst, og at den eneste
kontinuerte linearform pd E er nulformen.
43. Tad A vzre en afSluttet og B en kompakt delmzngde af et

Y t.v.r. B, oglad An B =@, Vis, at der findes en omegn

V af 0 i B sdat (A+V)n (B+V) =0a.

44. Iad A vemre en afsluttet og B en kompakt delmmngde af et

Y %.v.r. BE. Vis, at A + B (og A - B) er afsluttede. (Redu-
cer f.eks. til tilfsldet O é‘A - B, og benyt opg. 43 til at
vise, at der sd findes en omegn V af Q, som ikke mgder

2
A - B.) Giv et eksempel pd to afsluttede delmmngder af R,

hvis differens ikke er afsluttet.

45. (Adskillelse af konvekse mengder.) Lad H vsre en afsluttet
hyperplan i et t.v.r. E over R, og lad f(x) = a vere en
ligning for H. Vi siger, at H adskiller to delmsngder
A og B af E, dersom A og B er delmmngder af hver sit
af de afsluttede halvrum f-1(]-m,a]) og f_1([a,+m[) af
F. Hvis desuden Hn A = Hh B = ¢, siges H at adskille
A og B strengt. '

Bevis folgende om to disjunkte, konvekse, ikke-tomme

delmengder A o0g B af BE:

a) Hvis A er &ben, kan A og B adskilles ved en hyper-
plan. (Se p& A - B.)

b) Hvis bdde A og B er Abne, kan de adskilles strengt
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46.

47.

48.

49.

ved en hyperplan.
c) Hvis A er afsluttet og B er kompakt, da kan A og

B adskilles strengt ved en hyperplan, forudsat at E

er lokalkonvekst. (Benyt b og opg. 43.)

Lad A vsmre en afsluttet, konveks, ®gte delmmngde af et lo-
kalkonvekst t.v.r. E over R, Vis, at A er fxllesmeng-
den for msngden af alle afsluttede halvrum af E, som om-
fatter A. (Benyt opg. 45¢). Vis desuden, at hvis B tilli-
ge er Hausdorff og A kompakt og ikke tom, s& kan man nejes
med at medtage sddanne afsluttede halvrum (gA), hvis be-
grensende hyperplan meder A. (SAdanne hyperplaner kaldes

stettehyperplaner for A.)

Iad f vsre en kontinuert, linemr afbildning af et underrum
M af et lokalkonvekst t.v.r. E ind i koefficientlegemet.
Vis, at der findes en kontinuert seminorm p pd E, for
hvilken |f(x)| < p(x) for alle x € M. Vis derved, at f

kan udvides til en kontinuert linearform pa BE.

Lad f vere en kontinuert, linesr afbildning af et underrum
M af et lokalkonvekst t.v.r. E over K ind i et endelig-

dimensionalt Hausdorff t.v.r. F over K. Vis, at £ kan

udvides til en kontinuert linesr afbildning af E ind i F.

(Benyt opg. 47).

Lad M vsre et endeligdimensionalt underrum af et lokalkon-

vekst Hausdorff t.v.r. E. Vis, at der eksisterer et af-
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sluttet underrum N af E sadledes at E =M + N, hvor den-
ne sum er topologisk direkte. (Benyt opg. 48 pad den identiske

afbildning af M pd sig selv.)

50. Iad E vere et t.v.r. over K og F: E - K en linearform

som ikke er identisk 0. Vis at f er en aben afbildning.

51. Lad E vere et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. over K,

A en afsluttet konvekst symmetrisk delmsngde. Vis at der til
hvert a ¢ A findes en kontinuert linearform T & RE' si

f(a) > 1, |f(x)] ¢ 1 for alle X € A, (Brug evt. opg. 50).

52. Iad E vasre et Hausdorff t.v.r. Vis at E er lokalkompakt

hvis og kun hvis dimE < e , Vis dernmsst at enhedskuglen i

et normeret rum E er kompakt hvis og kun hvis dimE < e.
Vink ti1 E lokalkompakt = dimE < «: ILad U vere en
kompakt symmetrisk omegn. Vis at der findes endelig man-
ge punkter Byseeesn €E 84 Uc igaai o+ % og lad
M vare underrummet udspsndt af BysgecesBy o Vis at
UcM+ (%)kU for alle k = 1,2,... 0g slut heraf

——

UcCcM ogendelig E =M,

53. Iad E ve&re et t.v.r. opfyldende 1. numerabilitetsaxiom, og
lad f vere en linesr afbildning af E ind i et andet t.v.r.
F. Vis at f er kontinuert sdfremt f(B) er begrsnset i

F for alle begrensede mengder B ¢ B . (Jvf. opg. 22)

54. Iad E og F vzre normerede rum, r» TE L(E,F). Vis at

—
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55.

56.

57.

58.

fn —» £ i det normerede rum L(E,F) hvis og kun hvis

fn(x) - f(x) ligeligt over begrsnsede delmmngder af E.

Bipolarsatningen. Iad E vere et lokalkonvekst Hausdorff

t.v.r., E' dets topologisk duale rum. For enhver delmsngde

B ¢ E' defineres polaren

B = {x € E | |<x,£>| <1 for alle f € BI.

Vis at B er konveks, symmetrisk og afsluttet. Hvis A C E
har vi tidligere defineret A° c E'. Vis, at for en vilkér-
lig delmengde A C E er A°° = (A°)° (pipolaren) den mind-
ste afsluttede, symmetriske og konvekse mmngde der omfatter

A, altss A°°  er hvad man kunne kalde det afsluttede kon-

vekse symmetriske hylster af A. (Brug evt. opg. 51).

Iad E vzre et t.v.r. over R, F en afsluttet hyperplan.

Vis at delmmngden E\F er usammenhsngende.

Lad K vzre en kompakt konveks mengde i et lokalkonvekst
Hausdorff t.v.r. over R . ILad Q vzre mzngden af kontinuer-
te konvekse funktioner f: K - R. Vis at Q er en afsluttet
konveks kegle i Banachrummet C(X,R) og at Q er maximum-

stabil: f,g € Q = f v g € Q. Vis endelig at Q er en total

delmengde af C(K,R).

Lad S vmre enhedskuglen i R® med den euklidiske metrik:

n >
s ={xer™ | =2x% <11,
i=1 *
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Vis at ethvert randpunkt af S er ekstremt:punkt i S.

59. Lad T vare et ikke tomt kompakt rum, SK enhedskuglen i
Banachrummet C(T,K), hvor K = R eller & . Vis at de
ekstreme punkter i SK er de kontinuerte funktioner
f: T - K der opfylder |f(x)]| =41 for alle x € T.

Fortolk dette resultat ndr T = {1,...,n} forsynet med
den diskrete topologi. .

Antag nu, at T desuden er sammenhsngende og bestar af
mere end et punkt (f.eks. T = [0,1]). Hvad bliver de ek-
streme punkter i SR i dette tilfslde. Vis dern=st at

¢(T,R) ikke er refleksivt.

6o. lad X vere et lokalkompakt rum som ikke er kompakt, og lad
S vere enhedskuglen i Banachrummet ~CO(X) af kontinuerte
reelle eller komplekse funktioner p& X der gdr mod o 1

«, Vis at Ext S = @ og slut heraf, at CO(X) ikke er re-

fleksivt.

61. Lad K vere en konveks delmmngde af et vektorrum E over
R. Vis at hvis A er en ekstrem delmzngde af K s8 er
K\A konveks, og at det omvendte ikke behover at vere rigtigt.
Vis at felgende er ensbetydende om X € K

a) x € Ext X.
b) K\{x} er konveks.
c) Va;beK(x=-€‘—;‘lo-=>x=a=b).

62. Lad E vere et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. over R,
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K ¢ E en kompakt konveks mengde, f: K - R en opad halv-

kontinuert konveks funktion. Vis at f antager sit supre-

mum over K i en afsluttet ekstrem delmengde af K.

63.

64.

65.

Tad T vere et ikke tomt kompakt rum, F ¢ C(T) en skvi-
kontinuert delmszngde. Vis at ogsd F er skvikontinuert. Hvis

F = ifnln € N}, g € C(T) skal man vise biimplikationen:

fn(x) -» g(x) for hvert x € T < an—gH - 0.

Tad T vxre et ikke tomt kompakt rum, M et afsluttet un-
derrum af C(7,8) og vi forudsmtter desuden at 11 € M 08
at‘ M er et gitter.
| Vis at M ogsd er en algebra.
Vink: Det er nok at vise: |lf] <1, £ €M =»£° € M.
Betragt for A € ]0,1[ funktionen ¢y: [0,1] - R defi-

neret ved
%?
o (x) = (14N ((xN) v o+ 53%)

Vis at ¢x(x) > x> for x € [0,1]. Iad nu N, Vvere

en folge som ligger tet i ]0,1[ og set ¢ =

Pr APy A ees SN Vis ved Dini's lemma (Top.
2 n o, .

opg. 37) at ¢n(x) o x° ligeligt for x € [0,1].

Find et eksempel der viser, at forudsaztningen 1 €M

ikke kan undvsres.

Tad T = {z €& | |z|<1} og lad A vare mengden af funk-
$ioner zw p(z), z € T, P polynomium med komplekse koef-

ficienter. Vis at A 4 ¢(T,C) - Hvad er A?
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66. Ved et trigonometrisk polynomium forstds en funktion

p: R > & af formen

p(e) = = ae ™, o€k,
: k=-n

hvor a, € ¢, n=20,1,2,..., Vis at man til enhver konti-
nuert funktion f: R - 0 som er periodisk med perioden 2m
og til hvert € > O kan finde et trigonometrisk polynomium
p s& |f(e)-p(e)| <€ for alle © € R.

Vis desuden, at man kan velge p af formen

n
p(8) = ag + k§1(akcosk9 + kaanQ)

hvor a, ,b, € R, hvis f er reel.
Vink: Betragt de periodiske funktioner som funktioner

pd enhedscirklen b = {z € & | |z]| = 11.

67. Lad E vmre et normeret rum.
a) Lad x, € E opfylde Suplf(xn)l { o for alle f € B'.
n
Vis at supllx || < o .
n o n
b) Vis at de svagt begrensede delmsngder af E er de sam-

me som de sterkt begrznsede delmmngder af E.

68. Lad E vare et normeret rum, ¢: E - E" den kanoniske ind-
lejring i det biduale rum. Idet S og 8" Dbetegner enheds-
kuglerne i E og E" skal man vise at EIE} = 8% idet af-
slutningen refererer til den svage topologi o (E",E') pé
E". (Som vink henvises til opg. 51). Vis dernzst, at E er

refleksivt s&fremt S er o(E,B')-kompakt.
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69. Iad E vere et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r., K en kom-
pakt konveks delmsngde af E. Vis at X = (Ext k) . Tad
nmu B = R Idet B' identificeres med BT ved at
£+ x € R" via formlen £(y) = Xoy = ;1 x;¥;; ken polaren
af A c ®R" f8s som 1=

A’ = fx e 2% ] laox| <1 for alle a € Al

o

Find A" 1 tilfgldet n =3 ndr A er de platoniske lege-

mer indskrevet i enhedskuglen.

To., Lad 0170 betegne mengden af alle komplekse funktioner ¢,

der er definerede p& R, er vilkdrligt ofte differentiable,

og som har den egenskab, at
xmgo(n)(x) -+ 0

for x - = w, o0g for alle m,n = 0,1,2,++., Vi kaider EF

for rummet af hurtigt aftagende funktioner. Vi udstyrer f-?

med den ved seminormerne Pnn definerede topologi:
’

Py, () = supllxMe™ ()| [xen}, e,

m,n = 0,1,2,¢+4,
a) Vig at 39 er et metriserbart lokalkonvekst t.v.r.
b) Vis at Fouriertransformationen é er en isomorfi af
80 pa sig selv.
¢) Det topologisk duale rum -89‘ kaldes rumnet af tempe-
rerede distributioner. For £ € LP(R), 1< P < oy skal

man vise at Lfs E?ﬁ o) er en tempereret distribution

Le(9) = o [ £(x)o(x)ax ,
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og at L, =0 & f = 0 nmsten overalt.

d) Vis, at der ved formlen

Airy(o) =28y, red, ocd

[} 1
defineres en isomorfi c.g: af ﬂ o) g , og at der

gzlder

§(L¢)=L‘4¢ for ¢ € L1(R), L2(R) "

Dette viser, at éL er en udvidelse af den szdvanlige
N i
Fouriertransformation fra L'(R) og LZ(R) ti1 & .
e) Vis at c§‘1 =d‘o, hvor Jo er Diracmdlet i o som er

en tempereret distribution ¢ w o(o).

71. Vi opfatter rummet af kontinuerte funktioner f: R > 6 som
er periodiske med perioden 2w, som Banachrummet c(t) af
kontinuerte funktioner pa den kompakte enhedscirkel T o=
fze & | |zl =11 . Hvert f € ¢(T) har en Fourierrakke,
hvis n'te afsnit sn(f) igen tilherer C(T) og det er gi-

vet ved
sn(f) =f %D ,

hvor Dn er Dirichlet's kerne.

a) Vis at s : C(D) -» C(1) er en kontinuert linemr afbild-

ning af norm

lsll = L7 I, (t) lat

b) Vis at Ilsnll—>°° for n = oo o

Vink: Nok at vise at
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T
i 1
/ 181n(n+5)tldt - o fOr N - o .

o t
(A
°on | 2 .
Omskriv dette integral til = | sin(t+bka)|at
k=0 "0 t+r
2

og vurder ved den harmoniske rakke.
Vis at der findes en kontinuert periodisk funktion f
og et punkt t_ € R, s&4 f's Pourierrzkke ikke er

konvengent i t_, altsk s& sn(f)(to) ikke konvenge-

rer,

Vink: Indirekte. Anvend opg. 67 og princippet om lRge-

lig begraznsning,
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