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1. Ordnede mængder. 

En relation R i en mængde M er som bekendt en delmængde 

R c M x M, og man benytter of'te et relationstegn, f'.eks. <, så­

ledes at (a,b) E R skrives a < b. 

Ved en Eræordensrelation ~ i M f'orstås en relation med 

egenskaberne 

1) V x E M (x i x), (ref'leksiv~), 

2) V x,y,z E M ((x ~ Y A Y i z) - x < z), (transitivitet) 

og vi siger, at (M,~) er en præordnet .mængde .• 

En præordensrelation kaldes en ordensr§lation eller en ~~­

tiel ordning, hvis der yderligere gælder den antis~wetriske l~v 

3) V x,y E M ((x ~ Y A Y ~ x) - x = y), 

og vi siger, at (M,S) er en ordnet mængge. 

I analogi med den ordnede mængde (R,~) bruges tegnet < til 

at betegne den til S. hØrende irref'leksive relation: 
po 

x < y ~ x ~ Y A X i y. 

Til en præordensrelation< i M er associeret en ækvivalens-

relation ~ i M de~ineret ved at 
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x ~ y ~ x S y A Y S x. 

Herved bliver M inddelt i ækvivalensklasser. Klassen inde­

holdende x E M betegnes f. Der defineres nu en relation i mæng­

den MI", af ækvivalensklasser ved fastsættelsen 

idet man let ser at definitionen er uafhængig af valget af re­

præsentant i ækvivalensklassen. Det er ligeledes umiddelbart at 

verificere at der herved defineres en ordensrelation i MIN, så­

ledes at en præordensrelation giver anledning til en ordensre­

lation i mængden af ækvivalensklasser. 

Eksempler på ordensrelationer er relationen ~ i ~ og rela­

tionen c i mængden D(M) af delmængder af en mængde M. Endvidere 

nævnes IIgå op" relationen i N defineret ved at al b, hvis 

b er et multiplum af a. 

En præordensrelation ~ i M kaldes total og (M,~) kaldes en 

tQtalt præordnet mængde, hvis der gælder 

4) V x,y E M ex < y v y ~ x). 

Betingelsen 4) kan udtrykkes ved at sige at to vilkårlige 

elementer er sammenlign~lige ved relationen ~. Undertiden bruges 

glosen fuldstændigt ordnet i stedet for totalt ordnet, 

Af de ovennævnte 3 eksempler er kun den første ordensrela­

tion total. 
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Vi indfØrer nu en række vigtige begreber vedrørende en par­

tielt ordnet mængda (M,~). 

Et element a E M kaldes det første elem~1 i M, såfremt 

v x E M (a ~ x). 

Det fremgår af betingelse 3), at der hØjst findes et ele­

ment i M, der tilfredsstiller de~e betingelse. 

Analogt kaldes a E M det sid~te ,element i M, såfremt 

v x E M (x S a). 

Vi ggderstreger, at det fØrste og det sidste element per 

definition er sammenlignelige med alle elementer i M. 

Et element a E M kaldes minimal! i M, hvis 

v x E M (x < a ~ x = a), 

og maximalt, såfremt 

v x E M (a S. x =} a = x). 

Hvis M har et fØrste element, er det også minimalt, og det 

er det eneste minimale element i M. Hvis M ikke har noget fØrste 

element, kan der være forskellige minimale elementer, men to af 

disse vil ikke være sammenlignelige. Ved totalt ordnede mængder 

er begreberne første element og minimal t element det sarrure • 

I eksemplet (N, /) er 1 det første element, og der er ingen 

maximale elementer~ I delmængden (N\f1 J, /) er der derimod intet 

fØrste element, og de minimale elementer er præcis primtallene. 
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Er ~M,~) og (N,i) partielt ordnede mængder kaldes en af-

bildning f: M ~ N ordens~~, såfremt 

Hvis f er bijektiv og såvel f som f-1 er ordenstro kaldes f 

en ~ensisomorfi. 

Hvis (M,~) er totalt ordnet medens (N,~) er partielt ordnet 

og f: M ~ N er ordenstro og bijektiv, da er også N totalt ordnet, 

og f er en ordensisomorfi. 

Lad (M,~) være en partielt ordnet mængde. For hvert x E M 

defineres (venstre) afsnittet bestemt ved x E M som delmængden .............. -- -= 

Afsnittet VM(x) er eventuelt den tomme mængde og x El: VM(x). Hvis 

(M,S) er totalt ordnet gælder åbenbart 

og x E M er første element i M\VM(X). 

~kvipote~8. Kardinaltal. 

Vi skal nedenfor definere nogle præordensrelationer i mæng-

den af alle mængder. Det er imidlertid en uheldig sprogbrug at 

tale om mængden il af alle mængder, thi betragtes delmængden 
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s = fA ~ il I A ~ AJ, 

altså mængden af mængder A, der ikke er element i sig selv, gæl-

der åbenbart 

S E S ~ S ~ S, 

hvilket er absurd~. Dette er indholdet af Bertrand Russells 

paradox (1904), og det gav anledning til megen skepsis overfor 
o l 

mængdelæren i begyndelsen af århundredet. Man undgar paradoxe~ 

af ovennævnte type ved at tale om klasser af mængder. Visse klas-

ser af mængdeF er igen mængder men ikke alle. F.eks. er klassen 

af delmængder af en given mængde en mængde, men klasserne il og S 

er ikke mængder. Vi vil ikke gøre noget forsØg på at præcisere, 

hvad der er klasse~ og hvad der er mængder. Noget sådant vil 

kræve en axiomatisk indfØrelse af mængdelæren. 

Vi ~nderstreger imidlertid, at der ikke er noget til hinder 

for at tale om relationer i klasser, så de foregående bemærknin-

ger om relationer kan anvendes på f.eks. klassen af alle mængder. 

To mængder kaldes ækvipo~egte, hvis der findes en bijektiv 

afbildning af den ene mængde på den anden. Herved defineres en 

ækvivalensrelation (ækvipotens) i klassen af alle mængder. 

~finition: Ved et kardinaltal forstås en ækvivalensklasse 

af ækvipotente mængder. For en mængde M betegner M eller card M 

den ækvivalensklasse, der indeholder M. 
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For to mængder M og N betyder M = N eller card M = card N 

altså at M og N er ækvipotente. 

Hvis en mængde M har n elementer har al~e med M ækvipoten-

te mængder også n elementer, og derfor betegner man ofte ækvi-

valensklassen med n, man skriver altså 

card M = n. 

Også for andre ækvivalensklasser har man indført særlige 

symboler. Således betegner x og x ækvivalensklasserne, der o 

indeholder henholdsvis N og R. (Symbolet x læses alef og er det 

fØrste bogstav i det hebræiske alfabet). 

At der om en mængde M gælder 

card M = ~o' 

betyder at M er ækvipotent med N, og man siger, at M er ~merabel. 

Mængder M med 

card M = x 

er ækvipotente med R og siges derfor at have kontinuets mægtighed. 

Defini!~on: For to mængder M og N skrives card M ~ card N, 

såfremt der findes en igjektiv afbildning f af M ind i N. 

Det er klart at ~ er en præordensrelation i klassen af alle 

mængder. Den følgende sætning viser, at den til ~ hØrende ækvi-

valensrelation er ækvipotens: 
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1. Felix Bernstein's ækvivalenss~tning 11897). 

Hvis der om to mængder M og N gælde~ card M < card N Qg 

card N < card M, ~~! M og N ~kvipotente~ 

Bevis; Der findes injektive afbildninger f: M ~ N og g: 

N ~ M. Vi indfØrer mængden 

00 

A = U (gof)n(M\g(N)) 
n=o 

og afbildningen 

{

(x) 

h(x) = 
g-i (x) 

for x E: A, 

for x E: M\A, 

hvilket har mening da A 2 M\g(N). Vi påstår nu, at h er en bi­

jektiv afbildning af M på N. 

Injektiviteten kan kun gå galt ved at 

) -1 
f'(x = g (y) f'or x E: A, y E M\A, 

men dette kræver, at y = gof'(x) E gOf'(A) c A, og er altså umu-

ligt. 

Surjektiviteten følger af at 

Denne inklusion ses således: 

Hvis x ~ f(A) vil også g(x) ~ gof(A) fordi g er injektiv, 
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men da 

A = go~(A) U (M\g(N)), 

~ølger videre at g(x) Et A, altså x E g-1 (M\A) • II 

A~ ovenstående ~ølger at ~ de~inerer en ordensrelation i 

klassen a~ kardinaltal. 

Vi viser dernæst, at der ikke ~indes noget største kardi-

naltal. 

2. Cantor's sætning. 

For en vilkårliB-mængde M g!lder 

card M < card n(M), 

~ n(M) er mængden a~ delmængder a~ M. 

Bevis: Der gælder klart card M ~ card n(M), idet afbildnin­

gen der til x E M knytter delmængden [xl a~ M er injektiv. 

Vi antager nu, at der ~indes en bijektiv afbildning f ar M 

på n(M). Vi betragter delmæng~en 

A = fx E M I x Et ~(x) l, 

og der findes altså et element a E M så f(a) = A. Der gælder da 

a E A ~ a Et f(a) = A, 
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hvilket er en modstrid. 

Der må altså gælde card M < card D(M). " 

Vi vil nu indføre regning med kardinaltal. Hertil betragtes' 

følgende lemma: 

Lemma 3. Lad der v~g!vet fire_~gder Mi' Ni' i=1,2, 

opfylden~ card M. = card N., i=i,2. Så er 
). ). --

card Mi x M2 

M2 
card Mi 

= 

= 

= 

card Ni x N2 , 

N2 
card Ni 

det sidste under forudsætning af at Mi n M2 = Ni n N2 = ø. 

Bevis: Lad ~. være en bijektiv afbildning af M. på N., 
). ). ). 

i=1,2. Så er ~ = ~1 x ~2 en bijektiv afbildning af Mi x M2 på 

Ni x N2 givet vedt 

~«mi,m2)) = (~i(mi)' ~2(m2))' 

-1 M2 
~ ~1 o h o ~2 definerer en bijektiv afbildning af Mi på 

Endelig definerer 

{
~i (m) , 

y; (m) = 
~2 (m) , 
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en bijektiv afbildning af Mi U M2 på N1 U N2 under forudsætnin­

gen M
1 

() M2 = Ni () N2 = ø. II 

Lemmaet viser, at det har mening at definere produkt, po-

tens og sum af to kardinaltal a og ~ ved 

a· ~ = card AxB 

a+~ = card AuB 

hvor A og B er vilkårlige mængder med card A = a, card B = ~, 
idet man dog forudsætter at A () B = ø ved additionen. Vi bemær­

ker, at det altid er mUligt at finde disjunkte repræsentanter 

for to kardinaltal a og ~, vi skal blot tage A x f1 l og B x f21, 

hvor A og B er repræsentanter for a og ~o 

Herved udvides definitionen af sum og produkt af naturlige 

tal til vilkårlige kardinaltal, og det er klart at de kommuta-

tive og aS60ciative love vedbliver at gælde. Bemærk også at 

a+ • • • +a =: noa, 
~ 

og at 

n addender n faktorer 

Der gælder imidlertid helt specielle regneregler for uende­

lige kardinaltal (også kaldet transfinite kardinaltal). F.eks. 

gælder følgende resultat 

~.~ = ~ + ~ = ~ o o o o o' 
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og det kan naturligvis udvides til et vilkårligt endeligt antal 

af faktorer og addender. 

Det fØrste kommer ud på at f.eks. N2 
er ækvipotent med N, 

hvilket følger af opstillingen 

ved hvilken N2 stilles i rækkefØlgen (1,1), (2,1), (1,2), (3,1), 

(2,2), •••• 

Det andet resultat følger f.eks. af spaltningen 

N = {2nln E Nl u {2n-1 In E Nl. 

Vi skal senere generalisere dette resultat til vilkårlige 

transfinite kardinaltal, men dette bygger på ~~lgsaxio~ som 

igen hænger nøje sammen med velordnede mængd~. 

3. Velor~ede mængde~. 

Lad (M,~) være en partielt ordnet mængde. 

Definition: Ordensrelationen ~ kaldes en ~~ing og 

(M,~) kaldes en velordnet mæng,Q.~, safremt enhver ikke tom del­

mængde af M har et første element. 
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Den tomme mængde kaldes velordnet. 

Ved at betragte delmængde~ af M bestående af to elementer 

indses det, at en velordnet mængde er totalt ordnet. Enhver del-

mængde af en velordnet mængde er velordnet under den nedarvede 

ordensrelation. 

Mængden af naturlige tal N er velordnet ved den sædvanlige 

ordning, hvorimod ~ og R ikke er velordnede ved den sædvanlige 

ordning. Enhver endelig mængde kan velordnes f.eks. ved at man 

nummererer elementerne. Det samme gælder om enhver uendelig nu-

merabel mængde, idet den kan afbildes bijektivt llå N. 
Begrebet velordnet mængde går tilbage til Cantor som også 

~ 
hævdede, at \nhver mængde kan velordnes. Det første strenge be-

vis for dette resultat (velordningssætningen) ble'v givet af 

~!~ i 1904. Hans bevis byggede llå følgende axiom som synes 

indlysende: 

gdvalgsa~iom§t: !il enhver ikke t2ill,mængde M tigges en af-

bildniug 

u: D(M)\[Øl ~ M 

med egenskaben 

V A S M, A * ø (u(A) E A). 

Afbildningen u kaldes en udvalgsfunk~g fOE M, fordi den 

til enhver ikke tom delmængde A S M knytter et element i A. 

Vi viser senere, at velordningssætningen og udvalgsaxiomet 
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er ensbetydende og fortsætter her studiet af velordnede mængdere 

Definition: Ved et afsnit (eller et venstre afsnit) i en ----- -

velordnet mængde (M,~) forstås en delmængde V c M med egenska­

ben 

v x,y E M ((x ~ Y J\. Y E V) ~ x E V). 

Af definitionen følger umiddelbart, at en vilkårlig fore­

ningsmængde og en vilkårlig fællesmængde af afsnit igen er et 

afsni t. 

Hele M er et afsnit, og er V et afsnit forskelligt fra M, 

har M\V et første element x, og vi har da vM(x) ~ V. Antager vi 

at der findes et element y E V\VM(x), gælder y E V og x ~ y, 

men da V er et afsnit må x E V, hvilket er en modstrid. 

Et afsnit i en velordnet mængde M er altså enten hele M 

eller af formen vM(x) for et x E M. 

velordnet ved ink-1usiogo 

Bevis: Lad ~ være en ikke tom mængde af afsnit i M. Hvis 

GAhar M som eneste element er M fØrste element i ~ ved inklu­

sion og ellers kan mængden ~\fMJ skrives på formen fvM(x)lxEAJ, 

hvor A er en ikke tom delmængde af M. Hvis x er fØrste element 
o 

Af lemmaet følger specielt, at af to afsnit i M er det ene 

en delmængde af det andet. Det følgende lemma viser endda, at af 
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to afsnit i en velordnet mængde er det ene et afsnit af det 

andet: 

~~_2D Lag (M,~) ~E.~n velordnet m~M~J> N ~1~~~I}it i 

M og V ~d~lmængde af N. 

~a er V et a:f~i t i N hvis' og_~!Lhv!~ V ~r..~~~ni~U M. 

~fr: Det er klart, at hvis V er et afsnit i M så også i 

N. Hvis omvendt V er et afsnit i N, og der om x,y E M gælder 

x ~ y og y E V, så vil x,y E N, da N var et afsnit i M~ Heraf 

følger dernæst at x E V. II 

Den følgende sætning kaldes EripciQEet om~~igi~~~­

~. Den er meget anvendelig, når man skal vise~ at en del­

mængde af en velordnet mængde udgØr hele den velordnede mængde. 

§ætning....§. Lad (M,~) være en velord~mængd~-2g !l c M en 

delmæn~_~SL§..g~aben 

~~ A == M. 

2~vi.§.: I modsat fald har M\A et fØrste element x og det med­

fØrer at VM(x) c A, altså ifølge antagelsen x E A, hvilket stri­

der mod at x E M\ A. II 

Hvis vi som velordnet mængde M benytter (N,~) reduceres 

princippet om transfini t induktion til det sædvanlige induktions·-

princip. 
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Der findes uendelig mange ordensisomorfier af (R,<) på sig 

selv, bløa. alle afbildningerne f(x) = ax, a > O. Dette indtræf-

fer ikke ved velordnede mængder. 

S~nin.K-1.. Jknti teten er den~!].e ste orden.§.isomQr.fUL~ 

velordnet mængde (M,~) ~ sig selv. 

Bevi§: Lad ~: M ~ M være en ordensisomorfi. Vi indser at 

mængden 

E = fx E Mlx = ~(x)l 

er hele M ved princippet om transfinit induktion. For x E M er 

x fØrste element i M\VM(X), og så er ~(x) fØrste element i 

M\~(VM(x)). Hvis nu VM(x) S E er ~(VM(x)) = VM(x), men så er 

både x og ~(x) første element i M\VM(x), altså x = ~(x), og der­

for er x E E. II 

Sætning~. En velordnet mæng~e (M,<) er ifk~"~§isomQT~ 

med noget af§nit VM(x), x E M. 

Bevis: Antag at ~: M ~ VM(x) er en ordensisomorfi. Vi be­

nytter transfinit induktion på mængden 

E = f y E M I ~(y) = y l . 

For y E M er ~(y) første element i ~(M\VM(Y)). Hvis nu VM(Y)CE 

er ~(M\VM(Y)) = VM(X)\VM(Y), og da denne mængd~ indeholder ~(Y)~ 

vil y < ~(y) < x, specielt vil y E VM(x)\VM(Y). Også y er fØr-
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ste element i vM(x)\vM(y), og derfor er y = ~(y), altså y E E. 

Konklusionen E = M medfØrer at x = ~(x), altså 

x E ~(M) = vM(x), hvilket er en modstrid. II 

Sætning-2. Lad (M,~) SS (N,~) !~re velordnede ~gde~. Der 

findes gøjst en ord~nsisgmorfi af M ~å et~f2llit i N. 

~~: Lad ~1 og ~2 være ordensisomorfier af M på afsnit 

V
1 

og V2 af Nø Som bemærket vil V
1 

være et afsnit af V
2 

(eller 

-1 
omvendt). Afbildningen ~1 o ~2 er en ordensisomorfi af V2 på 

V1 ' og ifølge sætning 8 må da V1 = V2 ' og så må ~1 = ~2 ifølge 

sætning 7. II 

~ing 10. Af Jo velordnede mængd~ (M,~) Qg (N,~) ill 

~vls: Lad (Vi)iEI være mængden af afsnit af M for hvilke 

der eksisterer ordensisomorfier ~. af V. på afsnit ~,(Vl') af N. 
l l l 

Sådanne eksisterer, f.eks. ø. Mængden 

v = U V
l
' 

iEI 

er et afsnit i M, og for i,j E I gælder 

~.(x)=~.(x) for alle xEV, nV .• 
l J l J 

Ifølge lemma 5 er nemlig Vi n V j afsnit i såvel Vi som V j 

og dermed er ~. (V. n V ,) og ~j (V, n V ,) afsnit i henholdsvis 
l l J l J 
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ep.(V.) og ep.(V.). Af lemma 5 f'ølger da at ep. (V. n V.) og 
11 J J 11 J 

ep.(v. n V.) er af'snit i N, og påstanden (*) er altså en konse-
J 1 J 

kvens af' sætning 9. 

Af' (*) f'ølger nu at afbildningen ep: V ~ N er veldef'ineret 

ved f'astsættelsen 

f'or x E: V .• 
J 

Det er let at se, at ep er en ordensisomorf'i af' V på af'snittet 

ep(V) af N. 

Hvis V = M er ep en ordensisomorf'i af' M på et af'snit af' N, 

og hvis ep(V) = N er ep-1 en ordensisomorf'i af' N på et af'snit af' 

M. 

En af' disse muligheder er altid realiseret, thi ellers har 

M\V et f'ørste element f. og N\ep(V) et første element ~. Ved f'ast-

sættelsen 

{

ep(X) 

ep*(x) = ~ 
for x E: V, 

f'or x = f, 

defineres en ordensisomorf'i ep* af' afsnittet V U ffl i M på af'­

snittet ep(V) U f~l af' N, men så er V U ffl et af' afsnittene V j ' 

hvilket strider mod definitionen af' V. " 

Relationen "ordensisomorf med" def'inerer en ækvivalensrela-

tion i klassen af alle velordnede mængder. Ved et or~inal~ 

eller en ~gni~gst~~ forstås en ækvivalensklasse af' ordensiso-
-

morf'e velordnede mængder. For en velordnet mængde M betegner M 
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eller ord(M) den ækvivalensklasse, der indeholder M. 

To endelige velordnede mængder er ordensisomorfe, præcis 

hvis de har samme elementantal, og derfor bruges tallet n ofte 

som symbol for ækvivalensklassen af velordnede mængder med n 

elementer. Man bruger desuden ofte græske bogstaver til at be-

tegne ordinaltal. 

Ordinaltallet der indeholder den velordnede mængde N be­

tegnes w. Hvis a er et ordinaltal og (M,<) er en velordnet mæng­

de ~ a, kan vi danne en ny velordnet mængde (M1'~) ved at til­

føje et element a til M og udvide ordensrelationen ved at m < a 

for alle m E M. Ordinaltallet for Mi skrives a+1. Ordinaltallet 

(a+1 )+1 skrives a+2 o.s.v. Mere almindeligt kan man definere 

addition og multiplikation af ordinaltal, men dette skal vi ikke 

gå ind på her. 

Vi bemærker, at medens ordensisomorfe velordnede mængder 

naturligvis er ækvipotente, behøver det omvendte ikke at være 

tilfældet. For eksempel er to velordnede mængder med ordinaltal 

w og w+1 ækvipotente. 

Hvis (M,~) og (N,~) er to velordnede mængder skrives 

hvis (M,~) er ordensisomorf med et afsnit i N. Herved defineres 

en præordensrelation i klassen af velordnede mængder, og af sæt­

ning 8 fØlger at den til relationen ( hØrende ækvivalensrelation 

er ordensisomorfi. Herved defineres en ordensrelation < i klas-
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sen af ordinaltal, og sætning 10 udsiger~ at denne ordensrela-

tion er total. Der gælder endda fØlgende resultat: 

Bevis: Lad (0:')''-1 være en ikke tom klasse af ordinaltal og 
- l le 

(Mi)iEI en klasse 8.f velordnede mrmgder så crd(M i ) = q;i for 

i E: I. Vi vælger i o E I og betragter 

J = f i E I I M. [ M. J. 
l - l o 

For i E J betegner vi med M! det afsnit af Mi ' der er ordens-
l o 

isomorft med M .• Ifølge lemma 4 findes et mindste afsnit M! 
l l1 

blandt (Mi)iEJ. Det 

(O:i)iEJ og dermed i 

er total. II 

er nu klart, at 0:. er fØrste element i 
l1 

(O:i)iEI fordi ordningen af ordinaltallene 

~. Induktivt ordnede_mæng~~_Zorn's lemma. 

Det er overordenligt vigtigt i mange grene af matematikken 

at kunne udtale sig om eksistensen af maximale el~er minimale 

elementer. Det vigtigste resultat i den retning kaldes ~orn~~ 

~~~~ og er fremsat af M. Zorn i 1935~ men er kendt af Kura­

towski allerede i 1922. Zornts lemma bygger på følgende begreb: 

~~inition: En partielt ordnet mængde (M,~) kaldes induk­

tivt ordnet, såfremt enhver to,talt_org.get delmæ!!g~ A c M ~ 

en majoran~, altså såfremt der findes x E M med a < x for alle 

a E A. 
o_,i" 
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12. ZQ,!:n's l.§ill~. ~nhver ik~2!!L!n9:.ukti..vt or~e~~I!gSi~ 

(M,<) har et maximalt element. - cz::>'t ____________ _ 

~ a E M. Der findes et maximalt e!e~~~ m E M så a < m. 

~vis: Vi anvender Zornls lemma på den induktivt ordnede 

mængde N = fx E Mia S xl og bemærker, at et element y E N er 

ma~:imalt i N, hvis og kun hvis det er maximalt i M. II 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

V~lorgningssætningeg. 

Udvalgsaxiomet. 
---=--~-----

Be~: (12 ~-1g1. Lad M være en ikke tom mængde. Vi Ønsker 

at vise eksistensen af en udvalgsfunktion for M 

u: n(M)\[ØJ ~ M. 

Det er muligt at udstyre M med, en velordning .s., og dermed har 

enhver ikke tom delmængde A S M et første element. Betegnes det­

te u(A), er u en udvalgsfunktion for M. 

L21-~ (31. Lad (M,.s.) være en ikke tom induktivt ordnet 

mængde, og lad u være en udvalgsfunktion for M. For A S M be­

tegner vi med H(A) mængden af ægte majoranter til A, altså 

H(A) = fx E Mlv y E A(Y < x)J. 
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En velordnet delmængde K S M kaldes en ~, såfremt 

Mængden H(VK(X)) er ikke tom, fordi x E H(VK(X)). Hvis k beteg­

ner første element i kæden K gælder k = u(M), således at alle 

kæder har u(M) som første element~ Bemærk at fu(M)} er en kæde. 

Af to kæder K
1 

og K
2 

er f.eks. K
1 

ordensisomorf med et af­

snit af K
2 

ifølge sætning 10. Lad ~ være den derved entydigt 

bestemte ordensisomorfi , og lad os betragte mængden 

Vi indser at E = K
1 

ved transfinit induktion. Hvis Y E K1 

0g V
K 

(y) S E er V
K 

(y) = ~(VK (y)) = VK (~(y)), og så giver de-
1 1 1 2 

finitionen af en kæde at 

hvilket viser at y E E. Af to kæder er derfor den ene et afsnit 

af den anden. 

Lad nu tKili E Il være mængden af alle kæder i M og sæt 

iEI 
U K .• 

l K = 

Hvis x E K. 9 vil vi indse at der gælder 
l 

VK . (x) • 
l 
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Til z E VK(x) findes j E I så z E K., og enten er K. c K. J J - l 

og så er klart z E V
K 

(x), eller også er K. et afsnit af K .• 
i l J 

Da x E K
i 

og z < x følger heraf at z E Ki , altså igen z E VKi(x), 

og dermed har vi at VK(x) ~ VK. (x). Den omvendte inklusion 
l 

er triviel. 

Vi kan nu let se at K er velordnet, thi hvis A c K er en 

ikke tom delmængde findes i E I så A n Ki ~ ø, og af (*) frem­

går, at første element i A n K. også er første element i Ao 
l 

Egenskaben (*) viser også, at K er en kæde, og dermed er K 

den mest omfattende af alle kæder. Heraf følger at H(K) ~ ø, 
thi hvis H(K) ~ ø og hvis a ~ u(H(K)), er K U faJ en kæde der 

er effektivt større end K. 

Da M er induktivt ordnet har K en majorant a, men a har 

ingen ægte majoranter da H(K) ~ ø. Dette viser, at a er et maxi-

malt element i M. 

L21-=-Lil. Lad M være en vilkårlig ikke tom mængde, og lad 

eR være mængden af delmængde~K S M på hvilke der findes en vel­

ordning ~K. Mængden ~ er ikke tom, idet den indeholder f.eks. 

alle endelige delmængder af M. 

Vi indfØrer nu en partiel ordning ~ på dt, idet vi skriver 

hvis K er et afsnit af L, og hvis ordensrelationen ~K er restrik-' 

tionen til K o.f ordensrelo.tionen <L på L. Vi overbeviser os nu: 

om, al"; herved er induktivt ordnet. Vi gør det omhyggeligt,:da 
<:i\-

det er et typisk eksem-
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pel på anvendelse af Zorn's lemma. 

Lad [K
i 

I i E I J være en total t ordnet delmængde af Ji og 

lad velordningen på Kl. være betegnet < .• For at finde en majo­
-l 

rant for [K. l i E I J i t~ sættes 
l 

K = U 
iEI 

K .• 
l 

Til to vilkårlige elementer x,y E K findes i,j E I så 

x E K
i

, Y E Kj' men forudsætningen om total ordning sikrer at 

(K.,<.) / (K.,<.) (eller omvendt) og derfor vil x,y E K .• Ved 
l -l ~ J -J J 

fastsættelsen 

x .5. y <. y 
-J 

defineres en partiel ordning i K, idet x .5. j y ~ x ~k Y hvis 

cgså x,y E K
k

" Relationen < er en velordning på K~ thi hvis A 

er en ikke tom delmængde af K findes i E I så A n Ki =!: ø, og 

som under (2) ~ (3) ses det, at første element i A n Ki er fØr-

ste element i A. Dermed 

(K,<) er en majorant for 

Et maximalt element 

er (K,.5.) E ~ og det er let at se, at 

[K. I i E I J • 
l 

(L,.5.
L

) i (cR,~) må opfylde L ~ M, thi 

ellers findes a E M\L, og ved at betragte mængden L U taJ for-

synet med velordningen x .5.L y for x,y E L, x < a for x E L, når 

vi til en modstrid med maximaliteten af (L,.5.L). Der findes altså 

en velordning af M. II 

Vi har hidtil arbejdet med mængder ud fra det intuitive 
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standpunkt y hvorefter en mængde er en velafgrænset samling af' 

elementer. Skal man udtale sig præcjst om mængdelæren og udvalgs-

axiomets stilling, er det nØdvendigt at axiomatisere mængdelæren~ 

nØjagtig som man kan axiomatisere geometrien elle[) teorien i'or 

reelle tal. En sådan axiomatisering af' mængdelæren er bl.a. ud-

fØrt af Zermelo og Fraenkel. I 1938 viste Godel, at hvis Zermelo­

Fraenkel's axiomsystem er konsistent (d.v.s. modsigelsesfrit) -

men det ved man ikke om det er -- så er også Zermelo--FraelL1cel' s 

axiomer plus udvalgsaxiomet et konsistent system. 

I 1963 har amerikaneren P3J. Cohen vist~ at udvalgsaxiomet 

ikke kan afledes af Zermelo-Fraenkel's axiomer. Hermed indtager 

udvalgsaxiomet samme stilling i mængdelæren som paral1elax~~omet 

i geometrienft 

Udvalgsaxiomet og dermed Zorn' s lemma og velordningssratnin--

gen accepteres af de fleste matematikere, og en gennemgang af 

den moderne matematik viser at mange nøgleresultater (i'eeks~ 

Tychonoff's sætning og Hahn-Banachis sætnlng som vi senere skal 

beskæftige os med) bygger på udvalgsaxiomet~ Opgiver man derfor 

dette axiom, må man opgive væsentlige dele af' den moderne mate-

ma tik eller i det mindste nø jes me d mindre generelle 1'esul ta ter. 

Der findes dog matematikere der ikke accepJcerer udva~gsa:;;:io~ 

met og som kun ~nerkender konstruktive elcsisten8be'iriser~ nem1.ig 
1(~ 

den iD~~i~i2giske retning, hvis betydeligste talRmand var hol-

lænderen Brouwer (1881-1966). 

Lad os give et eksempel på en bevismetode som intui tlonis--
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terne ikke anerkender: Vi ønsker at bevise at uendelig mange 

na turlige tal har ~v..;ii en vis egenskab E. Vi gør det indirelcte og 

antager, at der findes et naturligt tal N så ingen tal n > N 

har egenskaben E. Vi viser dernæst, at denne antagelse leder til 

en modstrid. Herme~ har vi bevist, at uendelig mange naturlige 

tal har egenskaben. 

Intuitionisterne vil derimod godtage et bevis som angiver 

et tal med egenskaben E og en metode til ud fra et tal med egen-

skaben E at konstruere et større tal med egenskaben E. 

5. Anvendelser af Zorn's lemma i teorien for kardinaltal • ..,......~ _ _ -=---_--.. - ___ ~"-'"r..-~~---=--=---

Ved hjælp af velordningf;lsætningen er det muligt at vise fØI-

gende resultat om kardinaltallene: 

Bevis: Lad (k')'~I være en ikke tom klasse af kardinaltal 
-- 1 le:.. 

og lad (Mi)iEI være en klasse af mængder med card Mi = k i , i E I. 

På hver af mængderne M., i E I, indfØres en velordning <., og 1 -1 

ifølge sætning 11 findes da i o E I så 

oræ Mi < ord Mi for alle i E I. 
o 

så meget desmere gælder da 

card M. < card Mi for alle i E I. 
10 

II 
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Ifølge sætning 15 kan vi ops tille lcardinal tallene i række-

følge, hvoraf begyndelsen ser således ud: 

0,1,2,3, .•• , xo' x1 ' x2 ' ••• 

idet som tidligere Xo = card N, og derefter er ~1 det umiddelbart 

efterfølgende o.s.v o 

Man spørger nu sig selw, hvor man i denne rækkefØlge skal 

placere kardinaltallet x = card R. ~ontinu~~V]ot~~~ der blev 

opstillet af Cantor, udsiger at x = ~1' eller med andre ord, at 

enhver delmængde A c R enten er endelig, numerabel eller ækvipo­

tent med R. 

Kontinuumshypotesen er senere kendt som det første af de 23 

problemer Hilbert opstillede ved matematikerkongressen i Paris 

år 1900. En del af problemerne er i dag løst, andre er stadig u-

lØste. 

I 1938 viste Godel at Zermelo-Fraenkel's axiomer sammen med 

udvalgsaxiomet og kontinuumshypotesen udgØr et konsistent system 
J 

under forudsætning af at Zermelo-Fraenkel's axiomer er konsistente. 

Hilberts 1. problem blev løst af P.J. Cohen i 1963, idet han 

beviste, at kontinuumshypotesen ikke kan udledes af Zermelo-

Fraenkel's axiomsystem inklusive udvalgsaxiomet. Der er altså 

mulighed for at opbygge mængdeteorier me@ og uden korrtinuumshypo-

tesen i analogi med euklidisk og ikke-euklidisk geometri. 

Vi viser nu forskelLige resultater om regning med kardinal-

tal. 
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2ætning 16. Der gælder n±9=~ for alle~E N og for all~ 

uendelige kardinaltal a. 

~evis: Lad N og A være disjunkte mængder så N har n elemen­

ter og så card A = a. Vi skriver N = fa1, ••• ,anJ, og da A er 

uendelig findes en fØlge (xn)nEN af indbyrdes forskellige ele­

menter i A. 

Vi definerer nu f: N U A ~ A ved 

f(a i ) = xi' i = 1 , ... , n. 

f(x. ) = x i +n ' i = 1 ,2, • • • 
1 

f(X) = X for X E A \ [x I nEN J • n 

Da f er injektiv gælder n+a<a og dermed det søgte. 

" 
Sæ tl1ing 17. Der ~tlder a+a=a for alle uendelige kgJ;:~thnal-

tal a. 

Bevis: Lad A være en mængde me& card A = a. Det er nok at 

vise, at A x [O,1J er ækvipotent med'A. 

Lad F være mængden af par (XxfO,1 J, f), hvor X er en del­

mængde af A og f er en bijektiv afbildning af XxfO,1 J på X. Mæng-

den F er ikke torn, idet numerable delmængder X S A er ækvipotente 

med Xx [0,1 J (x +x =X ). Vi indfØrer en partiel ordning af F veæ 
o o o 

(XxfO,1 J, f) -< (YxfO,1 l, g) 

hvis X S Y, og hvis f er g's restriktion til XxfO,1 J. Det er lige-
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til at vise, at (F,-<) er induktivt ordnet, så Zorn's lemma sik­

rer eksistensen af et maximalt element (Mx{O,1 1, h) i F. 
Der gælder nu at A\M er endelig. Ellers kunne m vælge en 

numerabel delmængde Y af A\M og en bijektion f af Yx{O,1 1 på Y. 

Heraf følger at (M U Y)x{O,1 1 er ækvipotent med M U Y, i strid 

med maximaliteten af (Mx{O,1 l, h). 

]la A\M er endelig, må M være uendelig og af sætnlng 16 fås 

da 

card A = card A\M + card M = card M, 

og altså 

card(Ax{O,1 n = card(Mx{O,1 n = card M = card A. " 

Sætning 18 • .-1ad ex og § være karE!inaltal o12fy-Ide!ill~ ex ~ {3, 

~ o < {3 o §!~LZ:.+(3=[2. 

Bevis: Dette resultat omfatter såvel sætning 16 som 17, men 

er på den anden side et corollar af sætning 17. Der gælder nemlig 

ex+{3 ~ {3+{3 = {3, og uligheden ex+{3 L {3 er klar. Påstanden følger nu 

af at < er en ordensrelation. 1/ 

naltal ex. 
~~-

~evi~: Lad A være en mængde med card A = ex. Vi betragter 

mængden G af par (XxX, f), hvor X ~ A, og f er en bijektion af 

XxX på X. Der findes sådanne par da I(~ = xo • Som partiel ordning 
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på G indføres 

(XxX, f') -< (YxY, g) 

hvis X S y og hvis f' er lig g's restriktion til XxX. Det ses at 

Zorn's lemma kan anvendes og lad (MxM, h) være et mqximalt ele­

ment i G. Mængden M er uendelig. 

Lad os antage at card M < card A. 

Da card A = card M + card A\M = max(cardM, card A\M) if'Ølge 

sætning 18, f'ås card A\M = card A, og altså gælder card M < 

card A\M. Der f'indes da en delmængde N c A\M så card M ~ card N. 

Af' ligningen 

card MxN = card NxM = card NxN = card MxM = card M 

og af' sætning 17 f'ølger nu at 

card(MUN) x (MUN) = card M = card MuN, 

hvilket er i strid med maximaliteten af' (MxM, h)~ 

Der må altså gælde card M = card A, og derf'or har vi 

card AxA = card MxM = card M = card A. II 

6. Anvendelser af' Zorn's lemma i vektorrum. - --- - -..... - ----
Lad (E,+,L) være et vektorrum over et kommutativt legeme L. 

Et lineært uaf'hængigt vektorsystem (ei)iEI kaldes som bekendt en 

basis f'or E over L, hvis (e')'cI f'rembringer E, altså hvis et-
l le:. 
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hvert element x E E er en linearkombina tion af endelig mange vek--

tarer e o • 
l 

Det er kendt :fra Matematik 1, at ethvert endelig dimensio-

nalt vektorrum har en basis. Zorn's lemma tillader nu at genera-

lisere dette resultat: 

~~Y!~: Mængden O af uafhængige vektorsystemer i E er parti­

elt ordnet ved inklusion. Hvis (Uk)kEK er en totalt ordnet del­

mængde af O, er også 

u = U Uk 
kEK 

em lineært uafhængigt system, idet endelig mange elementer i U 

ligger i endelig mange Uk og derfor i det mest omfatteJ.'lde af 

disse systemer. Zorn's lemma viser nu eksistensen af maximale 

elementer i den induktivt ordnede mængde U. Et maximalt uafhæng­

igt vektorsystem V = (ei)iEI må imidlertid være en basis for E, 

thi hvis det af V udspændte underrum F er et ægte underrum i E, 

kan vi vælge e E E\F og dermed er V u {el E. u, i strid med maxi-

mali teten af V 8 II 

Af Corollar 13 fås at ethvert uafhængigt system i E kan ud-o 

vides til en basis for E. 

Det er kendt fra Matematile 1, at hvis E har en endelig basis 

på n elementer, vil alle baser have n elementer ~ og n kaldes dl­

mens ionen af E over L. 



( 

( , 

( 

Ma t. 6, 1 971 -72 Mgd. 31 

Vi vil nu indse at to vilkårlige uendelige baser er ækvi-

potente og dermed har det mening at definere dimensionen af E 

som 

di ID E == ca rd I, 

hvor (ei)iEI er en basis for E~ 

Sæ_tning 21_e _To u_endelige~b_as_er (e) og (f) for et _ ~ - ~- i iEI--- j jEJ -- -

vektorrum E er ækvip~entee 

~~: Hver vektor e. kan på entydig måde skrives som 
l 

e .. = 
l 

f ~ ".J'. 
.r-A JTJ Jc..H. . 

l 

hvor A. er en endelig delmængde af J og ". E L\fol. Hvert j E J 
l J 

ligger i mindst et Ai' i E I, thi fandtes et jo E J så 

j Et U A., 
o iEI l 

ville (f
j
)jEJ\fj

o
l være en basis for E, hvilket er umuligt. Der 

gælder al tså 

J == U 
iEI 

A .• 
l 

Lad nu u være en udvalgsfunktion for I, 

u: D(I)\tØl ~ I, 
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og lad os for hvert i E I vælge en injektiv afbildning ~i af Ai 

på et afsnit af N~ Vi kan da konstruere en injektiv afbildning 

~: J ~ IxN ved fastsættelsen 

~(j) = (io' ~i (j)) 
o 

hvor i o = u(fi E Ilj E· Ail). 

Heraf fås 

card J < card IxN < card lxI = card I 

på grund af s~tning 19. Af symmetrigrunde gælder også card J > 

card I, altså card I ::: card J. II 

Mængden af reelle tal R kan opfattes som et vektorrum over 

de rationale tals legeme Q. Enhver basis i dette vektorrum kal­

des en H~melbasis, og er altså et system af reelle tal (ei)iEI' 

ug ethvert reelt tal x kan på præcis en måde skrives 

x ::: ~ q.e. 
iEI l l 

hvor q. E ~ er O for alle i E I på nær endelig mange o 

l 

Til hver basisvektor e. svarer en Q-lineær afbildning 
l 

altså ved koefficienten til e. i ovennævnte fremstilling af x. 
l 

Afbildningerne p.: R ~ Q c R tilfredsstiller speciel t den klas--
l -
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siske funktionalligning 

f(x+y) = f(x) + f(Y), 

og er 3l§kontin~e~, idet billedet af R ved en kontinuert reel 

funktion er et interval. 

De kontinuerte løsninger til denne funktionnalligning er 

som bekendt funktionerne f(x) = ax, a E R. Ved hjælp af udvalgs-

axiomet er det hermed vist, at der findes andre løsninger end 

disse til funktionnal]igningen, men det pointeres, at det er u-

muligt- at angive en explicit formel for sådanne funktioner. 
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1 Q 

v 

J 

Vis, at mængden af alle følger af reelle tal fra intervallet 

, 10,1[ er ækvipotent med et interval. Benyt decimalfremstil­

ling og konstruer en afbildning efter skemaet 

0,a1a2a3' •• ~> (0,a1a3aSo •• , 0,a2a6a10 ···, 0,a4a12a20···'···)· 

Glem ikke, at visse tal på to måder kan fremstilles som deci-

malbrøk. Udnyt Bernsteins ækvivalenssætning. 

2~ Udvid resultatet fra opgave nr. 1 til vilkårlige reelle tal-

følger .. 

v 
3. Vis, at mængden af kontinuerte afbildninger f: [0,1] ind i R 

v 

er ækvipotent m9d [0,1]. Benyt, at f er hel t bestemt yeæ_ sin 

restriktion til [0,1] n Q og anvend derefter resultatet fra 

opgave nr. 2. 

4. Vis$ at mængden af afbildninger f: [0,1] ind i R har større 

kardinaltal end [0,1]. A 1---1
) fA l ''D ((PI ,J) ~-i' y{fY/1]/Æ:J 

S~ Vi betragter en vilkårlig afbildning g: [0,1] ind i R. Kan 

v.i da altid konstruere en kontinuert afbildning f: [O,1J ind 

i R, således at V x ~ [0,1] (f(x) 4 g(x))? Svaret er be-

nægtende på grund af følgende kons truktion: 

IÆd C( [0,1 J ,R) være mængden af kontinuerte afbildninger 

f: [0,1] ind i R .. Ifølge opgave nr .. 3 eksisterer en bijektiv 
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a:fbildning <;o: [0,1] .. på _ e([0,1],R) og f'or x E: [0,1] er 

<p(x): [O ~ 1] ind i R en kontinuert afbildning, som til 

y E [0,1 J lader svare <p(x) (y) E: R. Det er nu let at vise" 

at der til afbildningen g: [0,1] ind i R def'ire ret ved 

g(x) = y)(x) (x) iklce svarer noget kontinuert f med den øn-

skede egenskab. 

Dette er et andet eksempel på et rent eksistensbevis, 

der ilcke kan udformes til et konstruktivt bevis. 

( , J 

( 

6. Vis, at enhver ordnet mængdff kan fremstilles som forenings­

mængde af to disjunkte mængder, således at den ene af' disse 

er velordnet, og d.en anden ikke har et fØrste element. 

7. Lad (A, --<) være en totalt ordnet mængde. Vis, at afbild­

ningen VA; A ~ D(A) givet ved 

(x E: 11), 

er voksend.e. og injekti w, sannt a t ~ er det første element 

8. Lad A være en velordnet mængde, og lad x E: A. Vis, at 

VA(x) U fxJ er et venstreafsnit af' A. 

9n Lad A være en velordnet mængde, og lad B være et venstre­

afsnj. t af' A" 

Vis, at VB(Y) = vA(y) for ethvert y E B. 
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10. Lad A og B være (abstrakte) mængder, og lad f: A ~ B være 

surjektiv. Vis, at card B ~ card A. (Benyt udvalgsaxiomet). 

11. Gør rede for, at mængden N x N = ~2 af alle ordnede par o o o 

(a,b), hvor a,b E N , er velordnet 1nder den lexicografiske 
o 

ordning, der defineres ved 

12. Vis, at enhver mængde kan velordnes så den har et sidste 

element .. 

13. Lad (M,<) og (N,~) være disjunkte velordnede mængder. Vis, 

at M u N er velordnet under relationen 

x,y E M 

x i. y *==* x, Y E N 

x~y 

x ~ y 

x E M, yE N, 

der altså er den oprindelige ordensrelation på M og N og SJm 

lader ethvert element i M gå forud for ethvert element i N. 

Hvis a og ~ er ordinaltal skal man vise, at det er muligt at 

vælge disju!~te repræsentanter (M,~) E a, (N,~) E ~, og at 

det er veldefineret at fastsætte summen af a+~ til 
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14. 

a+f3 = ord(M u N). 

Vis, at additionen af ordinaltal er associativ, men ikke 

kommutativ. 

væl'e mængden af alle de følger (a ) d" på n n o 

~ for hvilke in E N I a ~ OJ er endelig. For to for-
o o n 

skellige elementer a = (a ) c~ n n~l'lo 

sisterer da 

m = max fn E No I 

Vi skriver a =< b hvis enten a = b eller 

a ~ b a < b • m m 

Vis, at den således definerede relation på M er en velor­

densrelation (den kan kaldes lexicografisk ordning "bagfra"). 

v 
( 15. (Regning med kardinaltal) a Lad (CXj)jEJ være en vilkårlig 

( 

familie af kardinaltal. For hvert j E J lad A. betegne en J 

mængde med card A
j 

= CX j (en repræsentant for CXj). Gør rede 

for, at det har mening at definere summen ~ cx. og produk­J 

tet rr cx
j 

af den givne familie (CX j ) af kardinaltal ved 

~ cx. = card U A j , 
jEJ J jEJ 

rr cx. = card rr A. , 
jEJ J jEJ J 
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J 

idet det i tilfældet ~ a j forudsættes, at repræsentanterne 

A
j 

er valgt som parvis disjunkte mængder. Vis også, at dette 

sidste altid er muligt. I tilfælde af en endelig indeks­

mængde J == [1,2, ••• ,nl skrives også 

I tilfældet J == 

n 
~ a j == a

1 + a2 + 
j==1 

n 
II a. == a

1
a2 • • • 

j==1 J 

ø defineres ~ a 
jEØ j 

... + 

a • n 

:::; 0, 

a n 

II 
jEØ 

, 

a. == 1. 
J 

16. Bevis, at additionen af kardinaltal er kommutativ og asso-

ciativ, idet der for enhver familie (aj)jEJ af kardinaltal 

gælder 

~ aJo == ~ a (.) 
jEJ jEJ w J 

for enhver bijektiv afbildning (permutation) w: J ~ J, samt 

~ 
jEJ 

cx. = 
J 

for enhver inddeling J == U 
iEI 

~ 
iEI 

J. 
]. 

(~ a.) 
jEJ. J 

]. 

i parvis disjunkte delmæng~ 

der J .• Bevis endvidere de analvge regler for multiplikation 
]. 

af kardinaltal", 

17. Lad a og ~ være to kardinaltal og lad A og B være re~ræsen-
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tanter for disse: card A = a, card B = ~. Gør rede for, at det 

J 

har mening at definere potensen 

hvor ~ betegner mængden af alle afbildninger af B ind i A. 

Vis endvidere, at 

II 
JEB 

a. , 
J 

~ aJo , 
jEJ3 

når vi sætter a. = a for alle j E B. 
J 

18. Bevis potensreglerne 

~ 
II Ca.) = 

jEJ J 
( II 

jEJ 

~ 
a. ) 

J 

over samme indeksmængde Jo Vis, at hvis der for ethvert jEJ 

~ 
jEJ 

a. ~ 
J ~ ~J" 

jEJ 
II 

jEJ 
a. ~ 

J 
II 

jEJ 
~. 

J 
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20. Lad a,~,y,o være fire kardinaltal. Vis, at hvis a < ~ og 

y < o, så er cgså 

aY < ~o . 

21. Lad a og ~ være kardinaltalopfyldende 1 < a < 2~:t Ro < ~. 
Vis, at 

22. Lad M være en uendelig mængde, D CM) mængden af endelige e 

delmængder af M. Vis, at 

card M = card D CM). e 

23. Idet x = card R skal man vise, at 

Af opgave 21 følger da at 

• 

24. Vis, at card A = x for enhver ikke tom åben delmængde 

A c Rn
• 

25. Vis, at ethvert ægte ideal i en ring med etelement er inde-

holdt i et maximalt ideal. 
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26. Vis, at alle Hamelbaser er ækvipotente med R, altså at 

27. Gør rede for, at der for enhver mængde M gælder 

card D(M) = 2card M 

Vis derved, at der for ethvert kardinaltal a gælder 

Den generaliserede kontinuumshypotese udsiger, at for et­

hvert uendeligt kardinaltal a er 2
a 

det umiddelbart ef ter-

følgende, altså det mindste kardinaltal> a. Sierpinski har 

vist at den generaliserede kontinuumshypotese medfører ud-

valgsaxiomet. 

?'-~ IdA 

1fk1 lÅ -/ ?f,- K. (; /o ~ 

~ ~ ? tÆ~ -Æ ItU' -4-



Mat. 6, 1971-72. Rettelser til Mgd. 

p. 5, linie 5 : "absurdt" skal være absurd. 

linie 5: "Russel" skal være RusselI. 

p. 22, linie 9 . n° "delmængden" skal være delmængder. 

p. 23, linie 2 og 4: Indføj cA- mellem "af - og" og "i - sættes". 

p. 24, linie 3n ! Der skal stå den intuitionistiske retning. 

p. 25, linie 2: Ordet "vi" fjernes. 

p. 31 , linie 9: Efter summationstegnet skal stå "jfj • 

( 
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11 • Adskillelsesnksiome r. 25 

12. Kompakte og lokal kompakte rum. 34 

13. Li ttera tur. 39 
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1. Om !~ indeksmængder. Vi finder det bekvemt senere 

hen at arbejde med foreningsmængder og fællesmængder over 

tomme indeksmængder, og skynder os at indfØre disse rent 

m~ngdeteoretiske begreber: Arbejder vi inden for en grund-

mængde M, da defineres foreningsmængden og fællesmængden over 

en tom indeksmængde af delmængder til M ved 

U A. = ø, n A. = M. 
iEØ ]. iEØ ]. 

Disse definitioner er umiddelbart rimelige, idet en forenings-. 
møngde af færre og færre mængder bliver mindre og mindre, mens 

en fællesmængde af færre og færre mængder bliver større og 

større. Man indser da også let, at de sædvanlige regneregIer 

fra mængdelæren bevarer deres gyldighed, selv når vi tillader 

tomme indeksmængder. 

Overalt i det følgende, hvor det er af særlig betydning, 

at vi tillader tomme indeksmængder, vil vi gøre opmærksom der-

på. 

2. ~ ~ filtre E! abstrakt~ mængder. Elementære topolo­

giske begreber kan studeres ved hjælp af følger. Følger slår 

imidlertid ikke til ved visse undersØgelser. De opståede pro-

blemer kan klares på mange måder, hvoraf to er særlig vigtige. 

For det fØrste kan man give en temmelig direkte generalisation 

af følgebegrebetj dette leder til begrebet ~ (eller generali= 

§er~! f~lge). En anden mulighed er at betragte systemet af mæng­

der med den egenskab, at en given følges elementer tilhØrer 

mængden fra et vist trin at regne og så opstille passende aksio­

mer for sådanne mængdesystemer; dette fører til begrebet filter~ 
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Også denne mulighed må siges at være ret nærliggende - i det 

mindste når man fØrst har fået ideenl - thi de topologiske 

vigtige begreber for følger såsom fortætningspunkt og grænse­

punkt er jo begrebers der kun vedrører følgens elementer for 

store indices. 

De to nye begreber, net og filtre, kan studeres uafhæn­

gigt af tilstedeværelsen af topologisk struktur. Dette vil vi 

gøre i denne og i næste §; senere skal vi se på begrebernes be­

tydning i et topologisk rum. 

Det følger af ovenstående bemærkninger, at teorien for net 

og teorien for filtre i alt væsentligt er samme teori, hvor tin­

gene blot siges på forskellig måde. Derfor har vi i disse noter 

besluttet kun at udvikle den ene teori i detaljer, nemlig den 

for filtre, og nøjes med at give de grundlæggende definitioner 

for den anden; desuden vil vi omtale sammenhængen mellem de to 

teorier. Væsentlige resultater formuleret ved hjælp af n~t er 

henvist til opgaverne. 

Definition. Lad M være en mængde. Et filter på M er et system 

F af delmængder af M (F S D(M)) som opfylder følgende fire ak-

siomer: 

(i) ø El: F, 
(ii) M E F, 
(iii) A E F 1\ B E F => A n B E F, 

(iv) A E F 1\ B 2 A ~ B E F. 

Bemærk, at såfremt F + ø, er (ii) en følge af (iv). 

~ksemEler. 1) Filtret bestående af den ene mængde M. 

2) Er (Xn)nEN en følge i M, så er 
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F = ~AcMlx EA rra et vist trin at regne} 
- n 

et rilter på M. 

3) Er M en uendelig mængde, da er 

F = ~ACMlcA er endelig} 

et rilter på M. Er M = N, kaldes dette rilter Frechet riltret. 

4) Lad M være planen R2
; da er systemet ar mængder der 

hver ror sig indeholder en eller anden cirkelskive med centrum 

i (0,0) et rilterpå R2 (med betegnelser, vi senere skal ind­

rØre bliver dette rilter omegnsriItret ror (0,0». 

Begrebet "netti kan vi nå rrem til ved rØlgende to derini-

tioner: 

~rinition. D siges at være en 0Ead riltrerende mængde, 

hvis D er en mængde rorsynet med en præordensrelation <, der 

oprylder betingelsen 

cxEDJ\{3ED => 3yED: cx5.YJ\{3<Y. 

Vi minder om at en præordensrelation er en rerleksiv og 

transitiv relation. 

Derinitionen kan udtrykkes ved, at enhver delmængde ar D be-

stående ar to elementer har en majorant; så har også enhver:,:' 

endelig delmængde en majorant. En nedad riltrerende mængde deri-

neres ved i stedet at kræve, at enhver endelig delmængde har en 

minorant. 

Derinition~ Et net på mængden M er en arbildning ar en opad 

riltrende mængde ind i M. 

Vi vil benytte betegnelsen (XCX)CXED ror et net, og kalde den opad 
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filtrerende mængde D for nettets indexmængde. 

EksemEler 2! opad filtreren~ mængder. 1) N med den sædvan~ 

lige ordning; et net (Xn)nEN med N som indexmængde kaldes som 

sædvanlig en følge. 

2) R med den sædvanlige ordning. Overhovedet er enhver fuld­

stændigt ordnet mængde filtrerende. 

3) Mængden af delmængder af en given mængde, ordnet ved §, 

altså AiB~AcB, eller mængdæn af endelige delmængder i samme ord­

ning. 

4) Mængden af klasseinddelinger af en given mængde i ende­

lig mange klasser, ordnet ved videredeling. 

5) Mængden af kontinuerte funktioner f: R~R som er domineret 

af en given (ikke nØdvendigvis kontinuert) funktion med den sæd­

vanlige punktvise ordning. 

Definition. Lad (Xa)aED være et net på M og A en delmæn~de 

af M. Nettet (Xa)aED siges at være ~ i A, hvis VaED 3Ø>a: 

xøEA, og nettet siges at være i A ~ ~ ~ ~ ~ regne, 

hvis 3aED VØ2a : xl:.A. 

At (Xa)aED er i A fra et vist trin at regne skriver vi kort: 

xaEA f.v.t. 

Vi skal nu omtale sammenhængen mellem net og filtre. Lad 

(xc)a:ED være et net på M. Vi betragter systemet 

Det er let at se at F er et filter; læg iØvrigt mærke til, at den 

filtrerende egenskab ved D's ordning kun spiller en rolle for 
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aksiomet (iii)'s gyldighed. Vi vil kalde F for afsnitsfiltret 

hørende til ~Xa)aED (betegnelsen skyldes, at afsnittene tx~1 

ø>al;aED danner, hvad vi med en definition fra næste § vil kal­

de en basis for F). 

Hvis vi omvendt går ud fra et filter F på M, kan vi knytte 

et net dertil. Som D bruger vi mængden af par (x,F), hvor xEF 

og F€F; D er da opad filtrerende under ordningen 

Nettet hørende til F defineres nu ved afbildningen 

(x,F) ~ x 

af D ind i M. Man indser, at afsnitsfiltret hørende til dette 

net er P selv. 

FØr vi forlader nettene må vi indfØre endnu et vigtigt 

begreb. 

~finition. Et net (Y~)ØEE er et delnet af nettet (xa)aED 

såfremt der findes en afbildning ~:E ~ D således, at følgende to 

betingelser er opfyldte: 

(i) y~ = x~(~) V~EE, 

(ii) VaoED 3~oEE V~~flo: ~(~)~ ao • 

Et delnet af (xa)aED vil vi ofte skrive (xdø)PEE eller 

(xa(~))ØEE. Bemærk, at et delnet af en følge ikke behøver at 

være en følge (og hvis det er en følge behøver ikke være, hvad 

vi normalt forstår ved en delfølge idet afbildningen ~ ikke be­

høver at være voksende). 
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3. Fil t~ l2! abstrakte !pængder 6 

Definition. Idet vi betragter filtre på samme mængde, siges - ~~ 

filtret F1 at være f!nef-~ end filtret F2 såfremt F1 2 F2 " I så 

fald siger vi også at F2 er grov~ end F1 • Et maksimalt filter 

kaldes et ultrafilter; U er altså et ultrafilter, hvis TI er et 
-~ ... --~ 

filter således, at intet filter forskelligt fra TI er finere end 

Vi stiller nu følgende spørgsmål: Givet et system A af del­

mængder af M (A c n(M)), under hvilke omstændigheder findes et 

filter F indeholdende A (F 2 A)? Såfremt der findes et sådant 

filter, findes der da et groveste? Det sidste spørgsmål kan vi 

klart svare ja til, idet man let beviser følgende 

Lemma ~n1 o Er I en ikke-tom indexmængde og Fi et filter på 

M for hvert iEI, da er n F. et filter på M5 
iEI l 

Det første spørgsmål er heller ikke vanskeligt at besvare: 

Sætn~~.2~ Lad A S n(M). En nødvendig og tilstrækkelig 

betingelse for at der findes et filter indeholdende A er, at 

ingen fællesmængde af endelig mange mængder fra A er tom. 

Er betingelsen opfyldt kan det groveste filter indeholdende 

It beskrives eksplicit: Betegn med A* systemet af alle endelige 

fællesmængder af mængder i A. Det groveste filter indeholdende A~ 

også kaldet filtret fEemb~g1 af A, er da filtret 
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Sidste del af sætningen er ikke sand med mindre vi tillader 

* at regne en tom fællesmængde af mængder fra It med til A . 

* Bevis~ ø ~ A er klart en nØdvendig betingelse. Sætningen 
t::..., 

er fuldstændig bevist, hvis vi kan vise at P = {FI3A E A*: 

F 2 Al virkelig er et filter. Dette er let. At f. eks. betin­

* gelsen M E jf er opfyldt, skyldes at It ikke er tom (M er med i 

A *) e IT 

~efinitiQn~ Lad P være et filter på M og A en delmængde af 

Po It siges da at være en filtersubbasis for P såfremt P netop 

er filtret frembragt af A; og A siges at være en filterbasis 

for F såfremt 

F ::: {F.s M 13A E A: F 2 A l. 

Vi har set at den nØdvendige og tilstrækkelige betingelse 

for at A c ~(M) er en filtersubbasis for et eller andet filter 

er, at ø ~ A*e Det tilsvarende resultat for filterbaser lyder: 

Sælining-,~ •. 3. En nødvendig og tilstrækkelig betingelse for 

~t It S ~(M) er en filterbasis for et eller andet filter (og da 

nØdvendigvis for filtret frembragt af A) er, at fØlgende tre 

(i) ØEtA 

(ii) A =I' ø 
(iii) Ai E A 1\ A2 E li. => 3A. E lu A S Ai n A2 • 

Beviset overlades til læseren. 

Vi skal nu udlede to vigtige resultater om ultrafiltrej d~ 

fØrste giver en karakterisation af de filtre, der er Ultrafiltre, 

og det andet viser 9 at der findes mange ultrafiltre. 
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~!ling ~.4o. Lad F være et filter på M" Da er F et ultra­

filter, hvis og kun hvis der om enhver delmængde A af M gælder 

A E :H' v CA E F. 

Bevi~. Antag fØrst at F er et ultrafilter. Lad A være en 

delmængde af M så at A ~ F. Vi Ønsker at vise, at CA E F. Sæt 

:.;.. * * ~. = (B S MIA u B E Fl. Man indser, at F er et filter (Ø ~ ~ 

fordi A Ef: ~,) og a t F* er finere end P. Så må p).!t == It' og heraf 

følger CA E ~e 

Antag dernæs t a t betingelsen '<;JA .s M: A E F v CA E lY er 

opfyldt~ Lad 1'j1:!l være et filter finere end Fo Vi slcal vise at 

p~l< = Fo Lad A E F~~" Så vil CA El: p* da ~1* er et fil ter. Da F c 

p* må CA ~ Fa Af det givne ses så at A E Po O 

Ek~ew~~. Er x E M så er O = {A S Mlx E Al et ultrafilter 

i M. 

Ovenn.ævnte eksempel et det eneste eksempel, man kender på 

et ultrafilteI', der kan beskrives eksplicit. Alligevel har vi 

følgende resultat: 

§~,~.3o.l).o Ethvert filter kan forfines til et ultrafilter. 

Bevis. Lad F være et filter i M og betragt mængden af filtre 

finere end F, ordnet ved relationen "finere" (Pi 2 F2 <=lo F1 2 P2 )o 

Eftervis at vi har med en induktivt ordnet mængde at gøre, og 

anvend Zorn's lemmao O 

At der findes ultrafiltre, der ikke er af den i eksemplet 

ovenfor nævnte type, ses let" Vi kan f.eks. tage et ultrafilter 

finere end Frechet filtret på N. Til slut i denne § vil vi under-

søge~ hvad der sker med fi-ltre ved afbildninger. 
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Sætninei " •. 6.{Fil tre ~ .. §..fbildninger}:- Enhver afbildning vil 

afbilde et filter eller~ilterbasis på en filterbasis og et ul-

trafilter eller en ultrafilterbasis på en ultrafilterbasis. Er 

afbildningen surjektiv, afbildes filter på filter og ultrafilter 

på ultrafilter. 

Ved en ultrafilterbasis forstås selvfØlgelig en filte~basis, 

der er filterbasis for et ultrafilter. 

Bevi§. ~: Mi ~ M2 betegner en afbildning og ti en filter­

basis på Mi- Betragt F2 = ~(F1) = f~(Ai) IAi E F1 1. At F2 opfyl-

der aksiomerne (i) og (ii) for filterbaser er klart. At også 

(iii) er opfyldt skyldes inklusionen 

Antag nu at Fi er en ultrafilterbasis. Lad Å2 være en vil-

kårlig delmængde af M2 - Enten findes en mængde Ai i F
i 

således, 

at ~-1(A2) 2. Ai eller også findes en mængde A1 i F1 således~ at 

C ~ -1 (A2 ) 2. A1. I de t før s te tilfælde vil A2 2. C;O(A1 ) E F 2 og i 

det andet tilfælde vil CA2 ::> c;o(A1) E F
2

• Vi har set, at F
2 

er 

en ultrafilterbasis. 

Beviset for sidste del af sætningen vedrØrende surjektive 

afbildninger overlades til læseren. U 

4. Topologisk ~ S~bbaser Q& baser for gu topologi_ 

Definition. Et tOEologi~k ~ er et par T = (M,O), hvor M 

er en mængde og O c D(M) et system af delmængder af M som opfyl­

der følgende to aksiomer: 



( 

l. 

Top. 10 

(i) Enhver foreningsmængde af mængder fra ° tilhØrer 0, altså 

(ii) Enhver endelig fællesmængde af mængder fra ° tilhører 0, 

altså 
I 

0i E O Vi E I, I endelig ~ n 0l' E O. 
iEI 

Mængderne i ° kaldes de ~ mængder. 

Det er vigtigt, at vi tillader tomme indexmængder i denne 

definition. Derfor er såvel ø so~ M åbne mængder i et topolo­

gisk rum T = (M,O). Aksiomet (ii) er ækvivalent med kravene 

M E ° og 01 E ° A 02 E ° • 01 n 02 E O. 

Ønsker vi at fremhæve mængden -M taler vi om "det topolo­

giske rum M", vil vi derimod fremhæve 0, taler vi om "topolo­

gien ° på M". Normal t vil vi bruge. bogst«.vet T til at betegne 

et topologisk rum. T står da for parret (M,O); alligevel vil vi 

ofte skrive x E T og A S T, hvor vi egentlig mener x E M og 

A 5 M.· De foretrukne bogstaver til betegnelse af åbne mængder 

er ° (eng. "open'I) og G (ty. "Gebiet" ) • 

Lad M være forsynet med to topologier 01 og 02' 01 siges 

at være stærkere eller finer~ end 02 såfremt 01 2 02; i så fald 

siges 02 at være §Yager~ eller grovere end 01' 

EksemEler~ 1) ° = tØ,Ml. Dette er den svageste blandt samt-

l . 

lige topologier på M; den er .så svag, at ethvert net i M konve­

gerer mod ethvert punkt i M (se § 7 for begrebet "konvergent net"). 

Denne topologi kaldes den diffus~ topologi. 

2) ° =. n(M). Dette er den stærkeste topologi på M; den er så 

stærk at den kun tillader et net (x ) en at konvergere mod x så­ex ex~ 
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fremt xa = x f.v.t. Denne topologi kaldes den diskrete topologi. 

Vi skal nu se på fØlgende problem: Givet et system BSD(M) 

af delmængder af M, hvornår findes en svageste topologi inde­

holdende B? Det er nemt at se, at en sådan topologi altid fin-

des, idet man let indser 

Lemma 4.1. Er O. topologier på M for alle i t I, da er ---.. ~ 

n O. også en topologi på M. 
iEI ~ 

Vi kan derfor definere !9pologi~ frembragt ~ :8 ved 

0(:8) = nfOI:8 S O A O en topologi i Ml~ 

Det er bemærkelsesværdigt, at topologien 0(:8) kan beskrives 

eksplicit. 

Sætning 4.,2,., Topologien O(B) frembragt af B består af samt-

lige mængder, der er en foreningsmængde af mængder, der hver for 

sig, er endelige fællesmængder af mængder fra B. 

Det er af betydning, at vi tillader tomme indexmængder i 

denne sætning~ Betragter vi mængdesystemet 

:8* = f n B.II er endelig, B. E Brrl'ifi E IL 
iEI ~ ~ 

da er sætningens udsagn, at 

O(B) = f U B~II er en vilkårlig mængde,B~ E B* \ti E Il. 
iEI ~ ~ 

Beviset er elementært og overlades til læseren. 

En passant nævner vi, at det "duale" problem, hvor vi søger 

en fineste topologi indeholdt i :8 kun har en løsning såfremt ]j 

selv er en topologi. ~~ 
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Defini tion. Lad O være en topologi. B .<; D(M) kaldes en 

§ubp~a~§. for O hvis O == 0(:[3); og B kaldes en basis for 0, hvis 

o == t U B. Ir ep en mængde, B. E B Vi E I l ø 

iEI 2 . l 

To subbaser (baser) kaldes ækvivalente såfremt de er subbaser .. ......-..,.-

(baser) for samme topologi. 

En topologi har normalt mange baser - heri ligger netop 

det nyttige i begrabet~ 

§~ni~fL4,,3. Lad ]j være en vilkårlig delmængde af ))(M). Da 

er B en basis for en eller anden topologi (og da nØdvendigv:Ls 

for topologien frembragt af B), hvis og kun hvis følgende to 

krav, kaldet ?-~ioill~EE~ fOl: ~n b~~~.t. er opfyldt.e: 

( i) B 1 E':B !\ B 2 E B !\ X E B 1 n B2 ~3B E B så a t x E B S. B 'j n B 2 ,~ 

~~vis--" B er en basis for 0(:8), hvis og kun hvis enhver ende-

lig fællesmængde af mængder fra :B er en foreningsmængde af mæng-' 

der fra B, og dette Sker, hvis og kun hvis dels 1\1 er en forenings-

mængde af mængder fra :8, dels enhver fællesmængde af to mængder 

fra B er en foreningsmængde af mængder fra :8, men så er vi netop 

nået fram til betingelserne (ii) og (i). n 

5. Lo~ stI'~ktur af tl !2.l?2l.2P~.§k r:Y.:m.~_ 

p'~fj..llJ...tj'01l!. Ved en ~gg af et punkt x i et topologisk rum 

T fors't.ås en delmCimgde U af 'I' for hvilken der r"in.d8G en åben 

mængde O med x E O f: U o Ved .9l!!e gps f]. l tre,.! eller .9lli..~gns§;y.§j;~me,1; 

for x forstås mængden 

U(x) ::= [U c T lu er en omegn af :d o 
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Omegnsfiltret ~(x) ~ et filter. En filterbasis B(x) for 

~(x) kaldes en omegnsbasis for x. B(x) er således en omegns-

basis for x, hvis og kun hvis 

B(x) c ~(x) 

og 

~U E O(x) 3B E B(x): B S U. 

Af og til kan det være bekvemt at tale om en omegn af en 

vilkårlig delmængde A af T; herved forstås en mængde U S T for 

hvilken der findes O E O med A S O S U. 

Ofte vil man fastlægge en topologi ved opgivelse af omegns­

filtrene eller ved opgivelse af et system af omegnsbaser. FØrst 

bemærkes, at omegnsfiltrene ~(x); x E T i et topologisk rum T 

tilfredsstiller betingelserne 

(i) U. E ~(x) ~i E I Å I endelig ~ n U. E ~(x), 
1 iEI 1 

(ii) U E ~(x) ~ x E U, 

(iii) U E ~(x) Å V 2 U ~ V E U(x), 

(iv) ~U E U(x) 3V E ~(x) ~y E V: U E U(y). 

Som Vi (iv) kan man bruge en åben mængde indeholdende x og 

indeholdt i U. 

(i), (ii) og (iii) er egenskaber, der kun vedrører et enkelt 

punkt i T, mens (iv) siger noget om hvordan ~(x) ændrer sig fra 

punkt til punkt. (i) er ækvivalent med T E U(x) og U E U(x) Å V 

E U(x) ~ U Å V E U(x). På grund af (iii) kan man iøvrigt erstat~e 

betingelsen T E U(x) med U(x) 1 ø. Vi kan genfinde de åbne mæng-

der ud fra omegnsfiltrene, idet der om en delmængde A af M gælder 

A E O ~ A E U(x) ~x E A. 
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Implikationen ~ ;er simpel at eftervise; den anden implikation 

bevises således: hvis A E U(x) ~x E A, findes for hvert punkt 

x E A en åben mængde 0x således, at x E 0x S A. Så er A = 

Ufoxlx E Al som er en åben mængde. 

Vi skal nu se, hvad der sker, hvis vi går den 'bmvend telt 

vej: 

§.§1n!n!L? .• 1,,~. (Topologi fasllagt y~ ~gnsfil tre). Givet er 

en mængde M og et system !u(x)lxEM af delmængder af D(M) som op-

fylder (i)-(iv) ovenfor. Der findes da netop een topologi på M 

således, at !u(x) JXEM bliver systemet af omegnsfiltre. I denne 

topologi er ° c M åben hvis og kun hvis ° E U(x) ~x E O. 

~e~~~. Sæt O = fo S MI~x EO: ° E u(x)l. Ifølge de forudgåen­

de bemærkninger er O den eneste mulighed for en topologi med den 

ønskede egenskab. Man ser let, at O ~ en topologi; hertil be­

nyttes aksiomerne (i) og (iii). Vi mangler nu at vise, at U(x) 

er omegnsfiltret for x. Anvendes (iii) ses, at enhver omegn for 

x tilhØrer U(x). Antag nu at U E U(x); vi Ønsker at bevise at U 

er en omegn for x; hertil betragter vi mængden G = {ylU E u(y)l. 

Vi ser at x E G og/p.gr.af (ii), at G E U. Vi vil fuldfØre be­

viset ved at vise G E O. Lad y E G d.v.s. U E U(y); ifølge (iv) 

findes da V E U(y) således, at U E U(z) for alle z E V. Heraf 

ses, at V S G. Da V E U(y) ses af (iii) at G E U(y). O 

Betingelserne (i)-(iv) kaldes for 2illegnsaksiomerne. På til­

svarende vis kan man opstille aksiomer for et system af omegns­

baser. Man finder uden vanskelighed følgende resultat: 
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~t~1llB-5.~. (Topologi 1asl1agt ved ~megnsbaser). Givet 

en mængde M og et system {B(x)J XEM af delmængder af n(M) som 

for ethvert x E M opfylder betingelserne 

(i) B(x) 4 ø, 
(ii) Bi E B(x) A B2 E B(x) ~ 3B E B(x): Bi n B2 2 B, 

(iii) x E B VB E B(x), 

(iv) VB E B(x) 3E E B(x) Vy E E 3N E B(y): W c B. 

D.er findes da netop een topologi på M således, at B(x) bliver 

en omegnsbasis for x for alle x E M. 

For at bevise dette behØver man blot betragte U(x) define­

ret ved U(x) = {U S MI3B E B(x): U 2 Blo 

At (i)-(iv) i sætning 5.2 er opfyldte, hvis man går ud fra 

et topologisk rum, og for hvert punkt vælger en omegnsbasis, ses 

også let. 

Elcsem"2el (Metris~ !:l1m2. Lad (M~d) være et metrisk rum; d er 

altså en afbildning d: MxM ~ [o,oo[ som opfylder d(x,y) = d(y,x), 

d(x,y) = o ~ x=y samt d(x,z) ~ d(x,y)+d(y,z). Betragter vi for 

ethvert x E M systemet B(x) af kugler med centrum i x, da ser vi, 

at (i)-(iv) fra sætning 502 er opfyldte. M er således på natur­

lig vis blevet forsynet med en topologi, den metriske topologi. 

Betingelsen d(x,y) = o ~ x=y spiller iØvrigt ingen rolle for 

disse overvejelser; forlanges den ikke opfyldt, får vi i stedet 

et ~~do-metrisk rum. 

Et topologisk rum T = (M,O) kaldes metr~serbart, såfremt der 

findes en metrik d på M således, at den metriske topologi er i­

dentisk med den oprindelige; d siges i så fald at metrisere To 
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Er T metriserbart, vil der normalt findes mange metrikker der 

metriserer T. 

6. !f§1uttet mængde? indre, afslutninSi rand, ~ mængde: 

Definition~ En delmængde F' af et topologisk rum T kaldes 

afsluttet~ hvis CF er åben. For en vilkårlig delmængde A af T 

defineres Å, det indre af A, og A, afslutningen af A, ved 

Å = uf GIG c A /\ G åbenl, 

A = nfFIA S F /\ F afsluttetj. 

Et punkt 'i Å kaldes et indre Eunk-1 for Ai et punkt i A kal­

des et kontaktpunkt for Ai et punkt der "er. kontaktl'unkt både f,or 

A og for CA kaldes et randpunk! for A. Mængden af 'Ajs randpunkter 

kaldes A's ~ og betegnes dA, altså dA = A n CA. 

Er A og B to delmængder af T, siges A at være 1!1 i B, hvis 

B c Aj en delmængde der er tæt i T kaldes blot en ~delmængde. 

En fællesmængde af afsluttede mængder er afsluttet j en ende-

lig foreningsmængde af afsluttede mængder er afsluttet. Ofte be­

'tegnes afsluttede mængder med bogstavet F (fr. "ferme"). 

Å er den største åbne mængde indeholdt i A, og A er den mind­

ste afsluttede mængde indeholdende Ai Å og A kan også karakteri-

seres på anden vis: 

Å = fx lA E u(x) L 

1\. = fxlu n A 1 ø \lU E: u(x) 1. 

Beviserne for dette såvel som for nedenstående regneregIer over-

lades til læseren. 

A ~ B =* Å ~ :B /\ A C; B, 
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o 
:[()B o o 

= A n B, 
o 

o 

u :B S AlÆ' SÅU B, A 

AUB = A u B, 

A o SAM nB cA n B, 

CA = C(Å). 

Lad os her minde om betydningen af begrebet tæt delmængde. 

Ønsker vi at bevise at alle elementer i M har en vis egenskab, 

vil det ofte vise sig bekvemt at gennemføre beviset herfor ved 

først at vise egenskaben for en passende valgt tæt delmængde og 

dernæst vise, at mængden af de elementer, der har egenskaben er 

afsluttet. 

7. Konvergens? kontaktpunkter. Fra Mat. 1 ved vi, at topo-

logiske egenskaber for metriserbare rum kan studeres ved brug af 

konvergente følger. Som nævnt slår følger ikke til i det generel-

le tilfælde ; man kan så klare sig med begrebet "konvergent net" 

eller "konvergent filter". 

Definition. Lad T være et topologisk rum og x et punkt i T. 

Et net (xa)aED på T siges at have x som grænsepunkt eller 

at fQnverger~ mod x såfremt det for enhver omegn U af x gælder, 

at xa E U f.v.t.; i så fald skriver vi xa ~ x. 

Et filter F på T siges at have x som grænsepunkt eller at 

~nvergere ~ x såfremt F er finere end omegnsfiltret U(x); i 

så fald skriver vi F ~ x. En filterbasis F i T siges at have x 

som grænsepunkt eller at konveEBere ~ x såfremt det af F frem­

bragte filter konvergerer mod x; i så fald skriver vi F ~ x. 

Er F et filter eller en filterbasis i T da kaldes x et kon-
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taktRunkt for F såfremt x er kontaktpunkt for enhver mængde i F. 

Bemærk, at et net 1 et filter eller en filterbasis kan have 

flere grænsepunkter; dette kan man udelukke ved at indføre et 

passende adskillelsesaksiom (se § 11). 

Hvis B er en filterbasis for F da har B og F de samme kon-

taktpurlkjter. 
i 

Hv~s F konvergerer mod x, da er x et kontaktpunkt for F. 
Ved forfining kan kontaktpunkter forsvinde, men aldrig opstå: 

F2 2. Fr ~ ethvert kontaktpunkt for F2 er et kontaktpunk~ for F1 • 

Man ind,ser, at x er et kontaktpunkt for F, hvis og kun Avis B = 

~F n ulF E F A U E tex) 1 er en filt8rbasis; heraf udledes, at x 
! 

er et ~ontaktpunkt for F hvis og kun hvis F kan forfinef? til et 

filter der konvergerer mod x. Som et korollar hertil har vi 
\ 
I 

~ætning 7.1. Hvis et ultrafilter har et kontaktpunkt, er 

det konvergent med kontaktpunktet som grænsepunkt. , 
/ 

$. Kontinuitet. Lad S = (M1 , 01) og T = (M2 , 02) være topo-

logiske rum. 

Jiefinition. En afbildning f: S -+ T kaldes kontinuert i xES 1 

hvis· 

f kaldes kontinuert,_hvis f er kontinuert i ethvert punkt af S. 

~ning.8.1._ FØlgende udsagn om en afbildning f: S -+ T er 

alle ækvivalente: 

(i) f er kontinuert, 

(ii) f-1(G) er åben i S VG åbne i T, 
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(iii) f-1 (G) er åben i S VG tilhørende en subbasis for 02' 

(iv) f-1(F) er afsluttet i S VF afsluttede i T, 

(v) fCK) S f(A) VA S S, 

(vi) f-1 (B) S f-1 (B) VB S T, 

(vii) ~ filter på S A F ~ x ~ f(F) ~ f(x), 

(viii) (Xa)aED net på S A Xa ~ ~ f(X a ) ~f(x)~ 

Bevis. Ækvivalensen af (i)-(vi) er velkendt fra Mat. 1~og 

i øvrigt let at etablere. 

(i) ~ (vii): Lad F være et konvergent filter på S: F ~x. Vi 

skal vise at filterbasen f(F) konvergerer mod f(x). For enhver 

omegn U2 E U2(fX) gælder 

f-1 (U2 ) E U1(X) og f(f-1 (U2)) S U2 " 

Dette viser, at f(f-1 (U2 )) E f(U1(X)) som er indeholdt i f(F) og 

at U
2 

tilhører det af filterbasen f(F) frembragte filter; hermed 

har vi set, at f(F) ~ f(x). 

(vii) ~ (i): Dette bevises ved at udnytte konvergensen af 

f(U
1

(X)) mod f(x). Heraf følger nemlig, at enhver omegn U2 E 

U
2

(fx) tilhØrer det af filterbasen f(U1 (X)) frembragte filter, 

d.v.s. der findes U1 E U1 (x) så at U2 2 f(U1); så vil f-1 (U2) 

2 U
1

, hvoraf f-1 (U2 ) E U
1

(X) følger. Vi har set at f er kontinu-

ert i ethvert punkt af S. 

Udsagnet vedrørende (viii) overlades bil læseren. a 

Af velkendte egenskaber ved kontinuerte afbildninger skal vi 

her nøjes med at minde om transi tivi teten:. Er f: S -) T og g: 

T ~ U begge kontinuerte da er også gof: S ~ U kontinuert. 
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Det relevante isomorfibegreb for topologiske rum udtryy~es 

bekvemt ved kontinuitet (jvf.(ii) ovenfor): 

DefiE±tion~ To topologiske rum S og T kaldes ~ry~om9~fe~ 

hvis der findes en bijektion f: S~ således, at såvel f som f-i 

er kontinuerte. En sådan afbildning kaldes em hQ~~Q~ af S 

på T. 

~ 9. N~ !gpo 12.8 i ~~ 11!ill ud !~ gam1~ Er T = (1vi, O) e t 

topologisk rum og A en (ikke-tom) delmængde af M, da inducerer 

T på naturlig måde en topologi på A. Som åbne mængder i A tager 

vi blot alle mængder af formen A n O, hvor O E O ,. Den herved de·-

finerede topologi i A kaldes den rel~ topologi, delrumstop~­

logien eller den af T iP~ceEede topologi på Ao De afsluttede 

mængder i A er mængderne af formen A n F, hvor F er afsluttet i 

T. Er B c A, da er afslutningen af B i den relative topologi 

mængden A n B. Vi kan også karakterisere den relative topologi 

på A som den svageste topologi 9 der gør indle jringen i ~ A->T kon.-· 

tinuert. Denne karal{terisation giver anledning til en uhyre ny"i:;-

tig generel metode til at definere nye topologier på~ 

~fini tion.:.. Lad ~.a være en mængde og lad, for hvert indeks 

i fra indeksmængden I, f.: M~T. være en afb ildning af M ind i e t 
l l 

topologisk rum Ti = (Mi,Oi). Ved !giti~l~oQolosieg eller den 

svage topologi på M bestemt ved (fi)iEI forstås den svageste to-

pologi på M (jvf • Lemma L~.1), der gør alle af'btldningerne f i; iEI 

kontinuerte. 

Undertiden kan det være bekvemt med en l{ort betegnelse SOIil 
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6((~i)iEI) ~or initialtopologien. 

Er G en topologi på M~ da vil afbildningerne ~i; iEI være 

kontinuerte hvis og kun hvis O indeholder enhver mængde a~ ~or­
-1 

men ~i (Di)' hvor iEI og Di E Gio Initialtopologien på M er såle-

-1 ) des identisk med topologien ~rembragt a~ UiEI ~i (Gi • 

Det måske vigtigste eksempel på en initialtopologi er pro-

dukttopologien. 

~~inition. Lad Ti = (Mi9 0i ); iEI være topologiske rum og 

M produktmængden M = IT M;. Ved produkttopologien på M forstås 
iEI .Io 

initialtopologien på M bestemt ved familien af projektionsafbild-

ninger ~i: M~Mi; iEI. M med produkttopologien kaldes også pro-

duktrummet af T;; iEI og betegnes kort IT T. e 

.Io iEI ~ 

Produktrummet T = IT T. har den vigtige specielle egenskab, 
iEI ~ 

at alle afbildningerne ~.: T-+T.; iEI bliver åbne afbildninger 
~ ~ -

(d.v.soat åben mængde afbildes i åben mængde). 

Produkttopologien er den groveste topologi på M = ITMi , man 

normalt vil arbejde med. Ved specielle undersØgelser vil man ofte 

inddrage ~inere topologier på M (eller delm~ngder a~ M). 

Sætning q _.1. (Konverge~ i initial topoloS!.h Vi betragter 

et topologisk rum T, hvor topologien er initial topologien be­

stemt ved afbildningerne f.: T~T.; iEI. Lad F være et ~ilter 
~ ~ 

(eller en ~ilterbasis) på T og x et punkt i T. Da vil F~x, hvis 

og kun hvis ~i(F) ~ fi(x) Vi E I. 
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Bevis. Vi sætter B = U' EI f~1(a.). Da er O topologien frem-
~.;..;;..:;- J. J. J. 

bragt af B. Hvis F ~ x vil f.(F) ~ f.(x) Vi E I da alle fJ.' terne J. J. 

er kontinuerte. Lad os dernæst bevise den vigtigste del af sæt­

ningen. Vi antager nu at fi(F) ~ xi Vi E I, hvor vi har sat xi 

= f
i 
(x). For at vise F ~ x, betragter vi en omegn U E U(x) i T. 

Vi kan finde O E a så at x E O c U. O er en foreningsmængde af 

endelige~fællesmængder 

-1 ( -1) f i O. ),t •• , f. (Oi 
1 J.1 J.n n 

fra B. Da x E O, kan vi finde mængder 

fra B således, at x E f~1(0. ) n .•• n J. 1 J. 1 

-1 f i (Oi ) f. O. Vi ser, at O. E U. (x. ), •• , O. E U. (xi) og 
n n J. 1 J. 1 J.1 J. n J.n n 

slutter, at der findes mængder F. , •• , F. fra F så at f. (FJ.' ) J. 1 l n 1 1 1 

S: 0i
1

, •• , f. (F. ) cO .• Vi har nu 
1 1 - 1 n n n 

. -1 () -1 ( ) -1 ( ) -1 ( ( ) ) U ~ O ~ fl' O. n •• nf. O. ~ f. (f. F.) n •• nr. f i F. 
- - 1 11 l n J. n - 1 1 1 1 1 1 l n n l n 

~ F. noon F. , 
- 1 J. 1 n 

hvoraf vi ser)at U tilhØrer filtret frembragt af Fe D 

~ollaL O.? iill.i tial topologi 2& kontinui tet 1. Lad igen 

T = (M,a), hvor O = a((fi)iEI). En afbildning f: S~T, hvor S er 

et topologisk rum, er kontinuert, hvis og kun hvis f.of er kon-
1 

tinuert Vi E I. 

Det overlades til læseren at formulere de vigtige resultater} 

vi ~år frem ved at specialisere de lige beviste resultater til 

produktrum. 

Vi skal nu kort ,omtale en anden generel metode at definere 
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topologier på; i en vis forstand er denne metode "dual" til den 

allerede nævnte. Givet er en mængde M samt afbildninger f i : Ti 

~ M; iEI af topologiske rum ind i M. Hvis vi definerer ~ S n(M) 

ved 

ser vi 9 at ~ tilfredsstiller aksiomerne for en topologi. Denne 

to:pologi på M kaldes finaltopologi~ bestemt ved afbildningerne 

f i ; iEI. Det er den fineste topologi :på M der gør alle afbild­

ningerne f i ; iEI kontinuerte. 

Eksemvel (Kvotienttopologi). Er T et to:pologisk rum forsynet 

med en ækvivalensrelation R, da kan vi i kvotientmængden (Klasse­

mængden) T/R betragte finaltopologien bestemt ved den kanoniske 

afbildning T ~ T/R; denne topologi kaldes ~votienttopologien på 

T/R og T/R forsynet med kvotienttopologien kaldes kort kvotient-

rummet. 

Det er ikke helt sjældent, man mØder finalto:pologier i en 

situation, hvor en mængde M er foreningsmængde af delmængder Mi; 

iEI, der hver for sig har en "naturlig" topologi; man kan da tit 

med fordel betragte final topologien i M bestemt ved indlejringer­

ne Mi ~ M; iEI. En sådan topologi kaldes en induktiv limes topo­

logi. 

Vi nævner uden bevis det til korollar 2.9.2. analoge resul­

tat for finaltopologier: 

~ætning .9.3. (Finaltopologi ~ kontinuitet). Lad T være et 

topologisk rum, hvor topologien er finaltopologien bestemt ved 

afbildningerne f i ; iEI. En afbildning f: T ~ S, hvor S er et to-
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pologisk rum, er kontinuert, hvis og kun hvis fofi er kontinuert 

Vi E r. 

1.0. NumerabilJ tetsaksiomer. 

Definition~ Et topologisk rum T opfylder fØrste numerabili­

tetsaksiom, hvis omegnsfilt'ret U(x) har en numerabel basis ]j(x) 

for ethvert x E T. T opfylder ~BQe! numerabilitetsa~siom, hvis 

der findes en nUmerabel basis for topologien. T er et ~12arabel t 
''\W.'~ 

rum, hvis der ~indes en overalt tæfYaelmængde af T. 

Det er ikke svært at se, at et rum, der opfylder andet nume-

rabilitetsaksiom, er separabelt og opfylder fØrste numerabilitets-

aksiom. Ethvert euklidisk rum opfylder andet numerabilitetsaksiom. 

En delmængde af et rum, der opfylder første (andet) numerabilitets­

aksiom vil selv opfylde fØrste (andet) numerabilitetsaksiom. Et 

metriserbart rum opfylder første numerabilitetsaksiom; og det er 

separabelt, hvis og kun hvis det opfylder andet numerabilitets-

aksiom. En delmængde af et separabelt metriserbart rum er separa-

belt. 

Arbejder vi i et rum der opfylder fØrste tællelighedsaksiom, 

da kan alle topologiske egenskaber behandles ved hjælp af konver­

gente følger; mere nøjagtigt mener vi hermed, at kendes for et så­

dant rum T = (M,O) den underliggende mængde M og kendes tillige de 

konvergente fØlger (og disses grænsepunkter), så kan vi rekonstru-

ere topologien, d.v.se vi kan afgøre, hvilke mængder der er åbne. 

Af nedenstående resultat følger nemlig at vi for en vilkårlig del­

mængde A E M kan finde afslutningen A og så kan vi let karakteri­

sere de afsluttede, og dermed også de åbne, delmængder af M. 
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Sætning 10.1. Lad A være en delmængde af et topologisk 

rum, der opfylder fØrste numerabilitetsaksiom. Da består A af 

de punkter x for hvilke der findes en følge {xnJ som konvergerer 

mod x og hvor xn E A for n=1, 2, "0 • 

Bevis. Hvis x E A,' n=1. 2, ,., og hvis x ~ x, så vil xEA. - n' n 

Hvis x E A, betragter vi en numerabel omegnsbasis {B1 ,B2 ,.o.J for 

x som opfylder betingelserne Bi 2 B2 2 .0 og vælger for hvert 

n E N et xn E Bn n A. Det er klart, at xn ~ x. O 

110 !~skil~elsesaksiomer. Vi har tidligere bemærket, at et 

konvergent filter kan have flere grænsepunkter. Det vigtige 

Hausdorff-adskillelsesaksiom har til formål at udelukke dette. 

Det problem, der ellers er mest i tankerne når talen er om ad-

skilleIsesaksiomer, er spørgsmålet om eksistens af "tilp.as man­

ge" kontinuerte reelle funktioner. Det kan vises, at der findes 

topologiske rum (endog regulære rum) for hvilke enhver kontinu­

ert reel funktion er konstant (og som består af mere end et 

:punkt). Noget sådant er man normalt interesseret i at udelukke. 

Definitioner. Lad T være et topologisk rum. 

T kaldes et T1-~, eller siges at opfylde adskillelsesak-

siomet Ti, hvis 

x E T A Y E T A X + Y ~ 3U E O(x): y ~ U. 

T er et T2-rum, eller et Hausdorff-rum eller et separeret -- -
rum, hvis de åbne mængder skiller punkter d.v.s. hvis 

x E T A Y E T A X i y ~ 3U E U(x) A 3V E: U(y): U n V = ø. 

T er et T3-~ (eller et guasi-regulært rum), hvis de åbne 
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mængder skiller punkter og afsluttede mængder d.v.s. hvis 

x E T A F afsluttet A x ~ F ~ 3U E O(x) A 3V omegn af F: U n V 

= ø. 

T er et T4~ (eller et quasi-normalt rum), hvis de åbne 

mængder skiller afsluttede mængder d.v.s. hvis 

egne. 

F1 og F2 afsluttede disjunkte ~ F1 og F2 har disjunkte om-

Er T både et T2 og et T3-rum kaldes T regulært. 

Er T både et T2 og et T4-rum kaldes T normal~ 

T er et fBlds1ændig regulæ~ rum, hvis T er et Hausdorff­

rum og hvis de kontinuerte funktioner skiller punkter og afslut­

tede mængder, d.v.s. hvis 

x E T A F afsluttet A x ~ F ~ der findes en kontinuert 

funktion f: T ~ [0,1] således, at f(x) = O og f(F) oS fil. 

I disse definitioner har vi benyttet den benævnelses-poli-

. tik a t tilkendegive med II quasi il at Hausdorff-aksiomet ikke for­

udsættes opfyldt, mens et manglende "quasi" antyder at Hausdorff­

aksiomet er opfyldt. 

De vigtigste af de omtalte typer af topologiske rum er nok 

Hausdorff-rum, fuldstændig regulære rum og normale rum. Et nor­

malt rum er fuldstændig regulært (se sætning 11.3), et fuldstæn­

dig regulært rum er regulært og et regulært rum opfylder Haus­

dorff-aksiomet. I langt de fleste undersøgelser vil man ikke have 

noget mod at forudsætte T2; alligevel skal vi kun gøre det, hvor 

det er påkrævet. 

S~tning 11.1. (i) T er et Ti-rum, hvis og kun hvis enhver 
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et-punkts mængd~ er a~sluttet. 

(ii) T er et T2-rum, hvis og kun hvis ethvert ~ilter (net) 

på T hØjst har et grænsepunkt. 

(iii) T er et T3-rum, hvis og kun hvis ethvert punkt har 

en omegnsbasis bestående a~ a~sluttede mængder. 

Bevis. (i) overlades til l@seren. 

(ii): Antag T2 er op~yldt. Hvis F ~ x og F ~ y vil U(x) S 

F og U(y) S F; enhver mængde U n V, hvor U E U(x) og V E U(y), 

vil da også tilhØre ~iltret F. Da ø ~ F må x=y. 

Antag dernæst at T2 ikke er op~yldt. Da ~indes x i y så at 

U n V + ø ~or alle U E U(x) og V E U(y). Mængderne U n Vj U E 

U(x), V E U(y) danner så et ~ilter der konvergerer mod x såvel 

som mod y. 

(iii): Ved at udtrykke den a~sluttede mængde F med sin åbne 

komplementærmængde ° ses, at T3 er op~yldt hvis og kun hvis det 

om ethvert par x,O, hvor ° er en åben omegn a~ x, gælder at der 

findes åbne mængder 01 og 02 med x E 01' CO S 02 og 01 n 02 = ø, 
altså x E 01 ~ CO2 S O; nu er eksistensen a~ sådanne åbne mæng­

der ensbetydende med eksistensen a~ en mængde A så at x E Å S A 
S o. Hera~ ~ølger (iii). n 

A~ (i) ses, at vi i stedet ~or at have de~ineret et regulært 

rum ved "T2 /\ TY' lige så godt kunne have benyttet de~ini tionen 

"Ti /\ T3". En tilsvarende bemærkning gælder normale rum. 

Vi Ønsker nu at udlede et vigtigt resultat, der viser at 

aksiomet T4 tillader os at konstruere et væld a~ kontinuerte 

~unktioner; specielt skal vi se, at ethvert normalt rum er ~uld­

stændig regulært~ Som en væsentlig ~orberedelse beviser vi ~Øl-

gende. 
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Lemma 1,1,.20. Lad F være en afsluttet og Gen åben delmængde 

af et T4-rum T således, at F c G. Der findes da en familie 

[ArlrEA af delmængder af T, hvor A er en tæt delmængde af det 

åbne enhedsinterval ]o,1[ og hvor endvidere følgende to betin-

gelser er opfyldte: 

( i) F S År S Ar ~ G 'lir E A, 

(ii) Ar c Ås 'lir < s. 

Bev~s. IfØlge T4-aksiomet anvendt på de afsluttede mængder 

F og CG findes en mængde Ai således, at F c Å1 C A1 C G. (Jvf. 
2 - 2'- 2-

beviset for (iii) i sætning 11.1). Anvendes samme ræsonnement 

dels på F og Åi' dels på A1 og G indses, at der findes mængder 
2 2 

A1/ 4 og A3/ 4 således, at F S Å1/ 4 S A1/ 4 S Åi og Ai S Å 3/4 ~ 

A3/ 4 S G. I næste trin af vort ræsonnement får vi defineret mæng-

der Ai / 8 , A
3

/ 8 , A5/ 8 og A7/ 8 som harmonerer med kravene (i) og 

(ii). Det er ikke svært at se, at vi ved induktion opnår det 

ønskede; mængden A bliver mængden af dyadisk rationale tal i 

]0,1[. O 

Sætning 11,.3.(Urlsohns lemmah Er T
4

- aksiomet opfyldt for 

T, da vil de kontinuerte funktioner skille afsluttede mængder, 

d.v.s. til ethvert par F1 , F2 af afsluttede disjunkte mængder 

findes en kontinuert funktion f: T ~ [01,] med f(F i ) S {ol og 

Bevis. Vi anvender lemmaet på den afsluttede mængde F1 og 

den åbne mængde CF2 • Svarende til den familie {Ar}rElV lemmaet 

giver os i hænde, definerer vi en funktion f: T ~ [0,1] ved 
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Dette skal forstås s~ledes, at hvis der intet r E A findes 

med x E Ar' så sættes f(x) = 1. Det er klart, at f(F1 ) S fol og 

at f(F2 ) f fil. Vi'mangler blot at vise at f er kontinuert; her-

til vil vi anvende (iii), sætning 8.1, idet vi som subbasis i 

[o1,J benytter de mængder der enten er af formen [o,a[ for et 

a E Jo,1[ eller er af formen JØ,1J for et ø E Jo,1[. Lad a E 

Jo,1[; vi har da p.gr. af familien fArj's specielle egenskaber 

-1 
f ([ o, a[) = U A = 

r<a r 

og denne mængde er jo åben. Betragt dernæst et ø E Jo,1 [; vi 

finder 

n A 
r>ø r 

= n A . 
r>ø r' 

da denne mængde er afsluttet, bliver komplementærmængden 

Vi vil nu undersØge om en fUnktion defineret på en delmæng-

de A af et topologisk rum T kan udvides til en kontinuert funk-

tion defineret på hele T. Da restriktionen af en kontinuert funk-

tion til et delrum er kontinuert i delrumstopologien, må vi for-

udsætte at den givne funktion er kontinuert idelrumstopologien. 

Den topologiske natur af delmængden A spiller også en rolle, som 

det ses ved at betragte eksemplet sin(1/x) defineret på R\foJi 

det er naturligt at forudsætte A afsluttet. I et normalt rum be­

hØver vi ikke flere forudsætninger (Sætning 11.5 og opgave). Det 

er bekvemt at begynde med et lemma. 
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~emma 11.4. Lad T være et T4-rum og f: F ~ [-1,1] en kon­

tinuert funktion defineret på en afsluttet delmængde F af T. Da 

findes en kontinuert funktion g{ T ~ [-1/3, 1/3] således, at 

!f(x)-g(x)! i 2/3 for alle x E F. 

er disjunkte og afsluttede. I henhold til Urysohns lemma findes 

en kontinuert funktion g: T ~ [-1/3, 1/3J således, at g(F1 ) S 

[-1/3J og g(F2 ) S [1/3J. il 

Sætning 11.5.(Tietze~ udvidelsessætning). Lad T være et T4-

rum og f: F ~ R en begrænset kontinuert funktion defineret på 

en afsluttet delmængde F af T. Da findes en begrænset kontinuert 

udvidelse f: T ~ R af f således, at suplf(x)1 = sup!f(x)l. 
xET xEF 

Bevis. Vi kan antage, at f: F ~ [-1,1] og at suplf(x)! = 1. 
xEF 

Vi anvender lemmaet og finder gi kontinuert: T ~ [-1/3, 1/3] så-

ledes, at funktionen hi = f-gi IF, hvor gi IF betegner gi t s restrik-

tion til F, opfylder 

Dernæst anvender vi lemmaet på funktionen hi og finder g2 kon­

tinuert: T ~ [_~/32, 2/32J således, at funktionen h2 = h1-g2lF 

opfylder 

Processen fortsættes og vi får defineret en fØlge (gn)n~ 1 af 

kontinuerte funktioner således, at 
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og således, at funktionerne (hn )n>1 definerede ved hn = 

Vi betragter funktionerne (fn)n~1 definerede ved f n = g1+ ••• 

+gn" Vi vil vise at fØlgen (fn) ko~vergerer ligeligt på T. For 

n > m og x E: T har vi 
,( "r" _'.' . 

! \. ~ l_J r i" ~ (l. \"~ __ 

/; , r. (u,' (, ,'I (, (, (' 

derfor vil (fn )n>1 konvergere ligeligt på T. Grænsefunktionen 

benævnes :r. Da alle f terne er kontinuerte er f kontinuert. Af 
n 

vurderingen ovenfor følger~ at Ifn(X) -f1(x) I = Ifn (X)-g1(x) I 

S 2/3 for alle n ~ 1 og x E: T; heraf ses at, Ir(x)1 < 1 Vx E: T. 

Det eneste vi herefter mangler at vise er, at rer en udvidelse 

af f. Dette følger imidlertid af at f IF-f =~h i forbindelse n • n 

med vurderingen Ih (x) I < 2n/3n 
Vx E F. O n -

En topologisk egenskab ~ kaldes arvelig, hvis ~ bevares ved 

delrumsdannelse altså hvis: T har ~ A A S T ~A har ~ i den in-

ducerede topOlogi. Vi er interesserede i at vide, hvilke af ad-

skillesaksiomerne der er arvelige. Vi er også intersserede i at 

vide, hvilke af adskillesaksiomerne, der bevares ved dannelse af 

produktrum. Da såvel delrum som produktrum er eksempler på ini-

tialrum, vil vi undersøge det mere' generelle spørgsmål om hvilke 

adskillesaksiomer der bevares ved dannelse af initialrum. 
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Sætning 11~. Adskillelse8aksiomer ~ dannelse ~ initialrum). 

Lad T være et topologisk rum, hvor topologien er initialtopolo-

gien bestemt ved afbildningerne f i : T ~ Ti; i E I. 

Hvis ethvert af rummene Ti; i E I er Ti-rum og hvis afbild-

ningerne f i ; i E I skiller punkter (d.v.s. hvis 'ilx f y 3i E I: 

f.x t l f i Y) da er også T et Ti-rum. Egenskaberne T2 og i'fulds tæn-

dig regularitet" bevares også ved dannelse af initialrum forud-

sat at afbildningerne f i ; i E I skiller punkter. 

Egenskaben T3 bevares altid ved dannelse af initialrum. 

Bevis. Vi beviser fØrst udsagnet vedrØrende Ti. Hvis x f y 

(x E T A Y E T) findes i E 1 9 så at fix t fiY. Da Ti er et T1-

rum findes U E Ui(fix) så at fiY ~ U. Vi har f~1(U) E O(x) og . 

y ~ f~1(u). Udsagnet vedrørende T2 bevises på samme vis. 

Lad os nu se på T3. Vi betragter et x E T og et U E U(x). 

På grund af topologiens definition findes endelig mange indices 

i 1 , •• , in fra I og endelig mange mængder Gi' •• , Gn hvor Gi E 

således 9 at 

-1 -1 
x E fl· (Gi) n ••• nf. (G ) So U. 

1 ln n 

.. , Tin alle er T3-rum fin~es mængder Ai' •• , An' hvor 

Mængden G 

. . ', A c T . 
n - l n 

således, at 

f i (x) E Åv ~ Av S Gv ; v=1, •• , n. 
v 

-1 (O ) -1 (" ) = f. Ai n ••• nf. A 
1 1 l n . n 

er åbenbart en omegn af x. Da 
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-1 - -1 -G c f. (A1 )n ••• n:r. (A ) S U 
- 1 1 1 n n 

ses det nu at G er en afsluttet omegn af x indeholdt i U. Sæt-

ning 11.1. sikrer os, at T er et T3-rum. 

Til slut beviser vi udsagnet vedrØrende f'uldstændig regula­

ritet. Lad x E G E O og bestem indices og mængder på samme måde 

som fØr således, at 

-1() -1() x E f. Gi n ••• nf. G 
1 1 1 n n c G. 

Bestem nu kontinuerte funktioner ~v: T
iv 

~ [0,1]; v=1, •• , n så-

ledes, at ~v(fi x) S; fol og ~v(CGv) S Hl; v=1, •• , n. Af'bild­
v 

ningen h: T ~ [0,1] defineret ved h = max[~ of. IV=1, •• , nl er v 1
V 

kontinuert og opfylder betingelserne h(x) S fol og h(CG) S f1 J. 
Dermed har vi eftervist at T er "quasi-fuldstændig regulærll. Da 

afbildningerne f i ; i E I er forudsat at skille :punkter er T -

ligesom rummene Ti - et Hausdorff rum. O 

I sætningen har vi intet nævnt om T4-aksiomet; grunden er 

den, at T4 ikke bevares ved dannelse af initialtopologi, end ikke 

ved dannelse af delrumstopologi eller prodUkttopologi • 

Ingen af de betragtede adskillesaksiomer bevares ved dannel­

se af kvotienttopologi - og derfor endnu mindre ved dannelse af 

final topologi. 

Til slut nævner vi en vigtig klasse af normale rum. 

SætndB[ ~~.7~ Ethvert metriserbart topologisk rum er nor-

malt. 
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Bevis. Lad T = (M,d) v~re et metrisk rum. Er F1 og F2 to 

afsluttede disjunkte ikke tomme mængder, da er funktionen ~: 

T ~ [0,1] defineret ved 

en kontinuert funktion med ~(F1) = O og ~(F2) = 1. O 

12. ~mEakt~ 2E lokal kompak~e ~ Kompakthed er et centralt 
• 

topologisk begreb. En af de vigtigste egenskaber for kompakte me-

triske rum var at enhver følge kan udtyndes til en konvergent del­

følge. Noget tilsvarende gælder i det generelle tilfælde ((vii) 

sætning 12.1. og opgave); derfor kan vi især forvente at støde på 

kompakthedsræsonnementer ved beviser for eksistenssætninger. 

Definitioner~ Et topologisk rum T kaldes guasi-kompakt, hvis 

enhver overdækning af T med åbne mængder indeholder en endelig 

overdækning. Et komEakt rum er et quasi-kompakt Hausdorff rum. T 

kaldes lokal kompakt, hvis T er et Hausdorff rum og hvis ethvert 

punkt har en omegnsbasis bestående af kompakte mængder. En del-

mængde A af T kaldes quasi-kompakt ikompakt), hvis A er quasi­

kompakt (kompakt) idelrumstopologien. 

Bemærk, at en delmængde A af T er quasi-kompakt, hvis og kun 

hvis enhver overdækning af A med åbne mængder (NB åbne i T) inde-

holder en endelig overdækning. 

Sætning 12.1 .. Følgende betingelser er ækvivalente for et to­

pologisk rum T: 

(i) T er quasi-kompakt, 

(ii) F
l
, afsluttet ~i E I, n F. 

iE1 1 
* = ø ~ 31 endelig delmængde af I 
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'" (iii) Fi afsluttet Vi E I, i~I*Fi + ø V endelige delmængder I 

af I ~ n F. ~ ø, 
iEI ~ 

(iv) Er F en filtersubbasis bestående af afsluttede mængder, da 

er n A 4 ø, 
AEF 

(v) Enhver filterbasis bestående af afsluttede mængder har et 

kontaktpunkt, 

(vi) Ethvert filter har et kontaktpunkt, 

(vii) Ethvert filter kan forfines til et konvergent filter, 

(viii)Ethvert ultrafilter er konvergent. 

Måske er det kun kriterierne (iii), (vii) og (viii), der 

fortjener at stå i sætningen; på den anden side opnår vi ved at 

medtage alle betingelserne, at beviset bliver så simpelt, at vi 

roligt kan overlade det til læseren. Bemærk, at vi har brug for 

udvalgsaksiomet (i form af sætning 3.5.) til at vise (viii) ~ 

(vii). 

Sætning 1~.2 .. 

(i) En afsluttet delmængde af et quasi-kompakt (respektivt 

kompakt) rum er quasi-kompakt (respektivt kompakt) .. 

(ii) En kompakt delmængde af et Hausdorff rum er afsluttet. 

(iii) Et kontinuert billede ~f et quasi-kompakt rum er quasi-

kompakt .. 

~vis. (i): Lad F S T være afsluttet og F S U G. en åben 
iEI ~ 

overdækning af F; da vil de åbne mængder Gi! i E I sammen med 

den åbne mængde CF overdække T. Udnyttes nu at T er kompakt ser 
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vi, at (Gi)iEI indeholder en endelig overdækning af F. 

(ii): Lad K c T være kompakt og T Hausdorff. Hold x ~ K -
fast. Til hvert y E K findes disjunkte omegne Uy E U(y) og Vy 

E U(x)o Da K c U U og da K er kompakt findes en endelig del-- y yE:K 

mængde K* af K således, at K S U *U. Vi ser nu at n *Vy er en 
yEK y yEX 

omegn af x som er disjunkt med K. Derfor vil x ~ K. Da x var et 

- -vilkårligt punkt i CK har vi hermed set at CK S CK eller K c K 

eller at K er afsluttet. 

(iii): Lad f: S ~ T være kontinuert og S quasi-kompakt. Vi 

skal vise at feS) er quasi-kompakt og betragter hertil en åben 

overdækning (Gi)iEI af res). (f-1Gi )iEI er en åben overdækning 

af S og indeholder derfor en endelig overdækning (f-1Gi )iEI*. 

Så er (Gi)iEI* en overdækning af feS). li 

Man ser også 1 at et kontinuert billede af et kompakt rum 

ind i et T2-rum er kompakt. 

Ræsonnamentet givet i beviset for (ii) er et typisk kompakt-

hedsræsonnement; som vi nu skal se ,. kan man ved at arbejde lidt 

videre på.beviset for (ii) bevise en anden vigtig sætning, nem-

Sætning 1.~ • .3 •. Et kompakt rum er normalt. 

~evis .Lad F 1 og F 2 være to dis junkte og afsluttede delmæng­

der af det kompakte rumT •. Da er F1 kompakt og af beviset for (ii) 

sætning 12.2.,givet ovenfor ses, at til ethvert x E F2 findes 

disjunkte mængder Ux og Vx ' hvor Ux er en omegn af F1 og Vx en 
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omegn af x. Da F2 også er kompakt sluttes heraf, at der findes 

endelig mange punkter x1 ' 

UVx • Så er Ux n ••• nux og Vx U ••• UVx disjunkte omegne af F1 n 1 n 1 n 

Vi skal nu bevise den måske Vigtigste sætning i dette kapi-

tele 

Sætning 1~.4. (Tychonoff~s s$tnigg)~ Et proåuktrum T = i~I 

Ti er quasi-kompakt, hvis alle rummene Ti; i E I er quasi-kom-

pakte. 

Tychonoff beviste denne sætning i 1930; resultatet vakte 

berettiget opsigt. Det bevis, vi skal give nedenfor, er meget 

kort og elegant; metoden skyldes H. Cartan. Bemærk, at beviset 

anvender udvalgsaksiomet - iØvrigt kan det vises, at Tychonof'f's 

sætning er ækvivalent med udvalgsaksiomet. 

Bevis. Lad F være et ultrafilter i T. For hvert i E I er 

ffi(F) et ultrafilter i Ti da projektionsafbildningen ffi : T ~ Ti 

er surjektiv. Da Ti er quasi-kompakt for hvert i E I sluttes, at 

der for hvert i E I findes et punkt Xi E Ti således, at ffi(F) ~ 

Xi" Af sætning 9.1. følger det nu, at F ~ (xi)iEI. Ethvert ultra-

filter i T er således konvergento O 

D 
Den II omvendte li til TycHhoff's sætning: "Hvis T er quasi-kom-

pakt dn er Ti quasi-kom:rn1{t \ti E I" fØlger af (ii), sDtning 12.2. 

forudsat Ti ~ Ø\ti E I. Har vi Hausdorffaksiomet med i billedet, 

får vi følgende variant 
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a~ Tychono~~'s sætning: T er kompakt hvis og kun hvis Ti er kom­

pakt 'Vi E I. 

Vi skalrnu omtale nogle egenskaber ved lokal-kompakte rum. 

Som eksempler ,kan nævnes at ethvert kompakt rum og ethvert eu­

klidisk rum er· lokal kompakt. A~ opgave 3r ~remgår det, at hvis 

ethvert punkt ~ et Hausdor~~ rum vides at have blot ·een kom­

pakt omegn så er rummet lokal kompakt. 

En kompakti~icering a~ et topologisk rum T er et par (~, ~), 

hvor ~ er et kompakt rum og ~ en homeomor~i a~ T på en tæt del­

mængd~ a~ ~. Har T en kompakti~icering, så er T ~uldstændig re­

gulært (anvend sætningerne 12.3. og 11.6.). Man kan vise at et-

hvert fUldstændig regulært rum haren kompakti~icering. Her nØ-

jes vi med a t bevise: 

Sætn",ing ... "~ .• I). Ethvert lokal kompakt rum har en kompakti~i-

cer.i. ng. 

Bevis. Til det lokal kompakte, ikke-kompakte rum T til~øjes 

et enkelt punkt ~ (som ikke ligger i T). Det således ~remkomne 

rum T = Tu ~~ l topologiserer vi, idet vi ~astsætter, a t G c T 
00 - 00 

er åben hvis enten 

00 ~ G Å G er åben i T 

eller 

00 E G Å 3K kompakt delmængde a~ Tså at 

Den topologi T inducerer i T ~alder sammen med den givne topolo-
00 

gi. T bliver et Hausdor~~ rum, thi T er et Hausdor~~ rum og et-
00 
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hveJ;>tJ;lar(x,oo), hvor xi 00'; kan vi skille med disjunkte omegne 

da T er lokal kompakt. Det er ikke svært at se, at T er kom-
00 

pakt. Da T ikke er kompakt er T tæt i T • IT 
00 

Too kaldes ~-Eunk~ fomEaktificeringen eller Aleksandro~f 

komEakti~iceringen a~ T. Man ser let~ at ~ er homeomor~ med en 
00 

cirkel, og at C er homeomor~ med en kugle (Riernann kuglen). Vi 
00 

nævner at også den hyperbolske plan og den projektive plan kan 

betragtes som kompakti~iceringer a~ C. 

Med sætning 12.5. har vi set at et lokal kompakt rum er 

~uldstændig regulært. Derimod behøver et lokal kompakt rum ikke 

være normalt. Der gælder dog følgende: 

Sætning 1~.fl •. Lad T være et lokal kompakt rum, K en kompakt 

delmængde og F en afsluttet delmængde disjunkt med K. Der findes 

da en kontinuert ~unktion f: T ~ [0,1] med f(K) S f1}, f(F) S 

fo} og således, at st~tten st(~) = fx E: TI~x f ol er kompakt. 

Bevis. K og F u foo} er disjunkte og a~sluttede delmængder 

af T'. Da T er kompakt og dermed normalt, kan vi vælge en åben 
00 00 

mængde U, for hvilken Fufools U og unK = ø. Vi anvender nu 

Urysohns lemma og ~inder en kontinuert funktion ~: T ~ [0,1] 
00 

med i(u) S f O 1 og ~(K)sf 1 l. Da U er en åben omegn a~ 00, er T
oo 

\U en kompakt delmængde af T. Restriktionen ~ ~ til T op~ylder 

de stillede betingelser. D 

1'1. Litteratur. A~ lærebØger henviser vi til Aleksandrof~ og 

Hop~, Kelley samt til Bourbaki (Topologie generale, ch.I, II, IX 

og X). For historiske kommentarer henviser vi til Rfsnittene "No-

te historique" hos Bourbaki samt indledningen til Nachbin 

"Topology and orderll. 
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1. Om et filter F på en uendelig mængde M gælder, at fælle~­

mængden for mængderne i F er tom. Vis, at F er finere end det 

filter, der består af alle mængder med endelig komplementær~ 

mængde. 

2. Er (Fi)iEI en ikke-tom familie af filtre på mængden M, da 

er F = n{FiliEI] det fineste filter på M grovere end alle Fi ' 

erne. Endvidere er 

3. Lad F1 og F2 være filtre på mængden M så at 

Vis, at det groveste blandt alle filtre på"M finere end både 

F1 og F2 , består af mængderne F1nF2 , hvor F1 gennemløber F1 
\ 

og F2 gennemløber F2• 

"4. Vis, at fællesmængden for alle mængder i et ultrafilter hØjst 

indeholder 1 punkt, og at filtret i så fald består af alle mæng­

der, som indeholder dette punkt. 

5. En mængde A hØrer ikke til ultrefiltret F. Vis, at 

fA n FIF E Fl = D(A). 

6. Bevis, at ethvert filter F på en mængde M er fællesmængden 

for alle ultrafiltre på M, som er finere end F. 

7. Et "net (xa)aED på mængden M kaldes etuniversalne!, dersom 

det om enhver delmængde A af M gælder, at 
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(x E A f.v.t.) v (x E CA f~v.t.). ex ex 

(a). Ethvert delnet af et universal-net er et universalnet" 

(b). Enhver afbildning afbilder universal-net i universal-

net. 

(c). Ethvert net (xex)exED på mængden M har et delnet~ der 8r 

universalt. (Vejledning: Bestem et f'ilter P der eI' EV3.k .. 

simal t med den egenskab a t X ex er ofte i enhver af mæng-· 

derne i filtret. BeviS, ved en indirekte slutning, at 

F er et ultrafilter. Sæt E = {(ex,F) I exEDAFEFAXexEF J og 

~betragt nettet bestemt ved afbildningen (ex,F) ~ xa af 

E ind i M). 

8. Idet F betegner et f'il ter på en mængde M og A er en delmæng--

de af M, sættes 

Vis, a t FA er et fil ter på A hvis (og kun hvis) An.F~'r{i for ethvert 

F E F. I bekræftende fald siges FA at være induceret 3.:(' F på Ao 

Lad dernæst M være et topologisk rum og x et punkt i M" Vis, at 

omegnsfiltret U(x) inducerer et filter på A, hvis og kun hvis x 

er et kontaktpunkt for A. 

9. Er (Oi)iEI en familie af topologier på mængden M, så findes 

der både en fines te topologi grovere end alle ° i 'erne og on g:r'O~' 

veste topologi finere end alle O. terne. 
1. 

10. Lad (xex\XED være et net på det topologiske rum T" Et punkt 

x E T kaldes et kontaktp~t (eller f'~J.ningspunli.1) for nettet 

såfremt Xex er ofte i enhver omegn af x. 
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(a). x er et lwntaktpun.1ct for' (x ) 5 hvis og kun hvis der o: 

findes et delnet til (xcx ) der konvergerer mod x. 

(b). For enhver delmængde A c T består A af de punkter x 

for hv11ke der findes et net på A som konvergerer mod 

(C)o A c T er afsluttet, hvis og kun hvis intet net på A 

konvergerer mod et punkt der ikke er i A. 

11 o Lad F være en filterbasis på den· udvidede reelle akse 

li u {:t 00 l. Vi definerer da ·limes inferior af filterbasen F, i 
_.~.-=- ..-~ .. '"""___ _ _ dL _ 

notation ltm irrf' P~ som det mindste lwntaktpunkt for F. Analogt 

defineres lim sup F~ som det største kontaktpunkt for F. 

Med disse begreber kan man regne "som man er vant til". Vis 

f.eks" at 

lim inf ~, -- sup ini' -c.; lim sup F = 

FEF tEF 

inf sup t 

KP tEF 

og endvidere, a t F er' konvergent på li u {~oo 1, hvis og kun hvis 

lim inf' F = lim sup Pr. 

120 Lad f være en afbildning af et topologisk rum T ind i 

:R u ~:!: oo! o Lad X o være et punkt i T og A en delmængde af T så­

ledes, at Xo er et k'::mtaktpUilkt for Ae Betegn med uA(xo ) det af 

omegnsfiltret lnducerede filter på A (jvf.opg.8). 

Ved ~ i1}f2~ill 8! f( x) f.2l:. x ko~~rende illQ.9: Xo gen­

,n~ A, i notation 

liminf f(x) , 
X-7x

o
,xE:A 

forstås limes in:ferior af' )~il terbasen f(U A (xo )) • 
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Er A = T skrives liminf f(x). Er A = C({xoJ), i hvilket til­
x~x o 

fælde vi forlanger at Xo ikke er et isoleret punkt (d.vos.{xoJ 

er ikke åben), skrives liminf f(x). Analoge definitioner gør 
x~xo,x+xo 

sig gældende vedrørende limsup f(x). 
~oxEA 

Vis, at liminf f(x) = to' hvis og kun hvis det om enhver 
x~xo 

filterbasis F med F ~ Xo gælder, at lim inf f(F) ~ to og der 

findes en filterbasis F med F ~ x så at f(F) ~ t • o o 

Formuler ovenstående definitioner og resultater ved anven-

delse af net. 

13. En funktion f: T~R U {~~l fra et topologisk rum T ind i den 

udvidede reelle akse kaldes nedad ~-kontinuert i punkt§t x, 

hvor x E T, såfremt 

Va < f(x) 3U E u(x) Vy E U : f(Y) > a. 

(Bemærk, at betingelsen er tom, hvis f(x) = -~). r kaldes nedad 

( "" Q.ill-kontinuerj; (:forkortes n.h.k.), hvis r er nedad halv-konti-

nuert i ethvert punkt. f kaldes opad ~-kontinuert (forkortes 

o.h.k.), hvis -r er n.h.k. 

(a). Følgende udsagn er ækvivalente: 

(i) r er n.h.k., 

~ii) {x E Tlf(x) > al er åben Va E R, 
(iii) f(X o) = liminf rex) VX o E T, 

x~x o 

punkt. 
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(b). f: T ~ R U f:!: co} er kontinuert, hvis og kun hvis f el' 

både n.h.k. og o.hok. 
I 

(c). Givet A S Tj da er indikatorfunktionen 1A n.h.ko, hvis 

og kun hvis A er åben. 

(d). Er alle funktionerne ti: T ~ R U t~ co} n.h.ke; i E I, 

da ersupffiliEI} også n.h.k. 

14. En afbildning f: S ~ T, hvor S og T er topologiske rum kal­

des ~, hvis det for enhver åben mængde O S S gælder, at f(O) 

er åben. Vis, at der eksisterer en åben afbildning f: R ~ R som 

ikke er kontinuert. (Benyt f.eks. en basis for de reelle tal som 

vektorrum over de rationale tal). 

15. Vis, at R2 og R ikke er homeomorfe. 

16. Lad (Ti)iEI være en familie af topologiske rum, og lad for 

hvert i E I A. være en delmængde af T .• Bevis, at IT AJ.' er af-J. J. 

slutningen af IT Ai inden for IT Ti' Find specielt betingelsen for 

at IT Ai er afsluttet. 

17. Et topologisk rum kaldes et ~indelof-~m, hvis det om enhver 

familie af åbne mængder gælder, at familien har en numerabel del-

familie med samme foreningsmængde, som den givne familie. Vis, at 

et rum som opfylder 2'det numerabilitetsaksiom er et Lindelof-rum. 

18. Ved en terning vil vi her forstå et produktrum af formen 

T = IT TJ." hvor hver af faktorerne TJ.' er et eksemplar af enheds­
iEI 

intervallet [0,1]. Bevis, at ethvert fuldstændig regulært topolo-

gisk rum S er homeomorft med et delrum af en terning, og slut 
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heraf at ethvert fuldstændig regulært rum har en kompaktificering. 

(Vejledning: Identificer x E S med familien (f(x)), hvor f gen­

nemløber alle kontinuerte funktioner af S ind i [0,1]). 

19. Formuler og bevis en omvendt sætning til Urysohns lemma 

(Sætning 11.3). 

20. Bevis Tietzes udvidelsessætning (Sætning 11.5) for en funk­

tion f der ikke behøver være begrænset. 

21. Lad T være et Hausdorff rum og f,g kontinuerte afbildninger " 

af det topologiske rum S ind i T. Hvis f og g stemmer overens på 

en tæt delmængde af S, da er f og g identiske. 

22. Et topologisk rum S består af intervallet [0,1] samt et ele-

* ment 1 • For punkterne på [0,1] benyttes den sædvanlige omegns-

basis, medens ~(1*) består af alle mængder f1*1 U [h,1[ med 

h E [0,1[. Vis, at S tilfredsstiller aksiomet T1, men ikke T2. 

23, Konstruer et topologisk rum, således at T3 og T4, men ikke 

T1 er opfyld t. 06..ffu,~A- '1LL\»... I 

24, Givet eksempel på to topologiske rum S og T samt en konti­

nuert afbildning f: S ~ T, således, at S opfylder T2, hvorimod 

T end ikke opfylder T1. 

Giv dernæst et eksempel, hvor T opfylder T2, men S ikke op-

fylder T1. 

25~ Er T fuldstændig regulært og f: T ~ R U f~ ~1 n.h.k. da er f 

supremum a~ d~kontinuerte funktioner ~: T ~ R U f± ~1 der ligger 

under f ~ 
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26. Lad K være en delmængde af det topologiske T. Følgende ud-

sagn er ækvivalente: 

(i) K er guasi-kom:pakt~ 

(ii) Ethvert net :på K har et kontakt:punkt i K~ 

(iii) Ethvert net :på K kan udtyndes til et delnet, der kon-

vergerer mod et :punkt i K, 

(iv) Ethvert universalnet :på K konvergerer mod et :punkt i K. 

270 Lad T = (M,O) være et kom:pakt rum og A1 og A2 to tætte dis­

junkte delmængder med A1 U A2 = M. (F.eks. kan T = [0,1], A1 = 

mængden af rationale tal 1 T og A2 = T\A1). Definer en ny topolo­

gi 0* :på M ved som subbasis for 0* at tage ° U [A11. 

Sæt T* = (M,O~c). Beyis fØlgende: 

* (i) T er et Hausdorff rum, som ikke er regulært, 

(ii) A1 er tæt i T*, 

(iii) Ethvert ultrafilter (eller universalnet) :på A1 kon­

vergerer mod et :punkt i T*, 

(iv) T* = A1 er ikke kompakt. 

280 Lad F være et filter på et guasi-kompakt rum T, og lad K be­

tegne ~ngden af kontaktpunkter for F. Bevis, at enhver omegn af 

K tilhØrer F. (Vejledning: Dersom en omegn V af K ikke tilhØrte F,' 

ville [A n CVIA E ~l ifølge opgave 8 være et filter på CV, der op­

fattet som filterbasis på T ville have et kontaktpunkt). 

29. Lad T være guasi-kompakt og f: T ~ R m.h.k. Vis, at der fin­

des et Xo E T så at f(Xo ) = inf [f(x)lx E Tl. 

300 Lad f: S ~ T være en kontinuert og bijektiv afbildning af et 
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kompakt rum S på et Hausdorff rum T. Bevis, at f er en homeomorfio 

31. Bevis, at enhver kompakt topologi på en mængde M el" minimal 

i mængden af alle Hausdorff topologier på M? ordnet ved inklusion. 

32 o llad M betegne mængden M = l~ u != J. På M j.ndfØrer vi en topo-

logi O ved som.ålme mængder O dels at tage de delmængder af U med 

Co<> El: 0 1 dels at tage de delmængder med 00 E: O og "tæthed" 1~ d.v.s. 

lim 1 .. ! antal v så a t n 
n~ 

1 l' / og 1) c O; .., ~_v~n <.::.) _. ,. 

Bevis, at T = (M,O) er et topologisk rum. Vis endvidere fØlgende: 

(i) T er normal~ 

(ii) Kun de endelige delmængder af T er kompakte, 

(iii) ("<) E tf, men ingen følge på :N kO!lvergerer mod co o 

33. Hvilke diskrete rum er a)kompakte, b)lolcalkompakte og c) me~·· 

i:.riserbare? 

34 .. ' Hvis ethvert punkt i et Hausdorff rum har en kompakt. omegn, 

så er rummet lokalkom:pakt.. 

T kan overdælckes æed. en følge af lcompak te delmængcl.er af T. Bevis.? 

at dette er ensbetydende med. enhver af fØlgende betinge1ser: 

(j.) I etpunktskompaktificeringen T = T u foo 1 har 00 en nume-
00 

rabel omegnsbasis , 

(ii) Der 1'indes en følge af kompakte delmængder Kn af T så­

ledes~ at U[K In E ~l = T og K c i 1 Vn E ~. n n"> 11+ 

(iii) Der eksisterer en kontinuert funktion f: T -> li således, 

at f(x) ~ ~ for x ~ 00 i T, d .. v.sa 
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(iv) Der eksisterer en følge (cp ) c"''''' af kontinuerte flJ.nkt:L·· n n,--l~ 

,.,. 

ningen af ~x I CPn (x)4o n således, a t enhver kompakt del--

mængde IC af T kun mØder len for endeligt ma::1ge ny og så-o 

ledes at 

~ CPn (x) - 1 Vx E T. 
nEN 

(Vejledning: Benyt at T er fuldstændig regulær). Egen-

skaben i (iv) udtryklcer y at T har en "dellng af er,-

hedenl'. 
L \ ~ 1.<Jt)(t~,~~ 

36" Lad f være en ikke-negativ n.h.k. funktion defineret :på et 

lokalkompakt rumQ Da er f supremum af de jJ<:ke--negative kontinuerte 

funktioner med kompakt støtte, der ligger under f" 

37., Lad (f ex \XED være et monotont aftagende net af o ch "le ::'unktio··· 

ner f : T -) R således, at funktionen f =:: im:' i.' er lcc.ntinuer-t"-
ex CD ex 

a.~. 

Bevis, a t for enhver Cluasi-kompakt delmængde l( af 'I' vil :f (x) -> 
Cl. 

f(x) når ex gennemløber D, ligeLigt i. x for z E lL. Dette resultat 

kaldes Dini's lemma. 

38c Et endeligt produkt af' lokalkompakte rum er lokalkompal::t. 

39u Lad T være et Hausdorff rum og A S T en tæt delmængde der er 

lokalkompakt i den inducerede topologi;. Vis ~ El. -::, A crG.~)CIl" 
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Topologiske vektorrum. 

1. Om visse delmængder ai' et vektorrum. Lad E betegne et 

vektorrum (i algebraisk betydning) med koei'i'icientlegeme K, hvor 

K = It eller K = C. Lad A ~ E. Vi kalder 

A symmetri sk, hvis "A c;. A i'or alle" E: K med I" I = 1, 

A stjernei'ormet, hvis AA ~ A for alle A E: [0,1], 

A stjernei'ormet symmetrisk, hvis M ~ A for alle" E: K med 

lA I ~ 1, 

A konveks, hvis "A + (1 - A)A ~ A for alle" E: [0,1]. 

Da gælder: 

a) A symmetrisk ~ AA = A for alle" E: K med lAl = 1. 

A konveks ~ AA + (1 - A)A = A i'or alle" E: [0,1]. 

b) A + ø A A stjerneformet ~ O E: A. 

e) A konveks A O E: A ~ A stjernef'ormet. 

d) A konveks A A symmetrisk ~ A stjerneformet. 

e) A stjerneformet A A symmetrisk ~ A stjerneformet symme­

trisk. 

f) Billedet af en konveks (henh. symmetrisk eller stjernefor­

met) mængde ved en lineær af'bildning er konvekst (henh. sym­

metrisk eller stjernei'ormet). 

g} Enhver endelig linearkombination Z Aj A
j

, enhver fællesmæng-

de nAj og ethvert produkt TIA. af konvekse 
J 

(henh. symmetri-

ske eller stjerneformede) mængder A. 
J 

er konvekst (henh. sym-

metrisk eller stjerneformet). 

Bevis, 

Ad a} Lad A symmetrisk, x E: A og lAl = 1. Da er 1,,-1 1 = 1, 
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ogx'= ~(,,-!X) E "A. For vilkårligt A~ E, " E [0,1] og x E A 

gælder x = "X + (1 - ,,)x E AA + (1 - ,,)A. 

Ad b) x E A ~ Ox = ° E A. 

Ad c) x E A A "E [0,1] ~ "X = "X + (1 - ,,)0 E A. 

Ad d) Vi kan antage A + ø. Lad x E A. Da vil -x = (-1)x EA. 

på grund af symmetrien, og ° = ~x + ~(-x) E A på grund af konvek­

siteten. Herefter benyttes c). 

Ad e) ~ klart. For at vise ~ betragtes x E A, " E K, 

1"1 ~ 1.. Da " = 1"1 sgn" = "1"2' hvor "1 E [0,1] og 1"2-' = 1" 

fås "X = "1("2x) E A. 

Ad f) Lad f': E ~ F være lineær, A ~ E, A f'or eksempel kon­

veks, " E [0,1]. Da gælder 

" f'(A) + (1-" )f(A) = f("A) + f« 1-,,)A) = f'("A + (1-,,)A) = f'(A). 

Ad g) En linearkombination ~ ".A. ar konvekse delmængder A. . J J J 

ar E er konveks; thi f'or " E [0,1] gælder 

" ~ "jAj + (1-,,) ~ "jAj = ~ "j("Aj + (1-,,)Aj ) = .~ "jAj • 

Udsagnet om fællesmængde er klart. Lad dernæst (E.). T være ·en 
J JEu 

familie af' vektorrum (over samme legeme K), og lad f'or hvert 

j E J: Aj være en konveks delmængde af Ej. Da bliver nAj en kon­

veks delmængde af vektorrummet nE. over K (i hvilket regneopera-
J 

tionerne defineres koordinatvis). Thi f'or x, y E nAj og " E [0,1] 

gælder "X + (1-,,)y E nAj' fordi der for hvert j E J' gælder 

X j , y j E Aj , og derfor 

("X + (1 -" ) y ) J' = "x. + (1 -" ) Y.E A .• J J J 

Det fremgår af ,g), at der f'or enhver delmængde A af et vektor­

rum E eksisterer en mindst·e konveks mængde omfattende A, det så-

kaldte konvekse hYlster, conv A, for A. Det er nemlig fællesmæng­

den f'or alle konvekse delmængder af E som omratter A. Analogt ind-
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fØres det symmetriske, det stjerneformede og det sl!!!metrisk-stjer­

nefor~~~~~~ for A$ Dette sidste er 

U M = f "x , " E K A-I" I ~ 1 /\ X E A 1 • 
I" 1 ~1, 

Det konvekse hylster for A består af alle (endelige) "konvekse 

kombina tioner" ~ ".X. af vektorer x· E A, altså alle linearkom-
J J J 

binationer Z "jX j med "j E [0,1;] og Z "j = 1. (Jvf. TJ, opg. 5.) 

En mængde A ~ E kaldes ~rb~rende, hvis 

'tf x E E 3a > O 'tf" E K: "" I ~ a => "X E A, 

altså hvis der (for ethvert x E E) gælder "X E A for alle" i en 

tilstrækkelig lille omegn af O i K. (Denne omegn kan afhænge af x.) 

Mængden af alle absorberende delmængder af et vektorrum E 

er åbenbart et filter på E. Det kan bemærkes, a.t dersom A beteg-

ner en stjerneformet symmetrisk mængde, da er A absorberende hvis 

(og kun hvis) der til ethvert x E E findes A E ~+ så at 'Ax E A. 

Det er endd~ nok at betragte" af formen A = 1/n, n E ~, hvorfor 

betingelsen kan omskrives til 

U n A = E. 
nE~ 

2. 1opolo8isk vektorr~. Ved et ~oP8lo8isk vektorrum (t.v.r.) 

forstås et vektorrum E, som tillige er et topologisk rum, og hvori 

de to algebraiske operationer er kontinuerte. 

Vi skal kun betragte t.v.r. med koefficientlegemet K = ~ 
eller C. Det forudsættes a,l tså, at afbildningerne (x,y) ~ x + y 

og (",x) -). 'Ax af henholdsvia E x E og K x E ind i E er kontinuerte. 

For ethvert a E E er specielt parallelforskYdning~n 

x ~ a + x af E på E kontinuert. Da den også er bijektiv, og da_ 
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dens omvendte afblldning er af' samme art, nemlig x ~ -a + x~ og 

derror kontinuert, bliver enhver parallelforskydning en homeo­

mor:ri ar E på sig selv. Herar følger: 

'Ila E E: U(a) = fa + U I U E U(Q) 1. 

I topologisk henseende indtager O derfor ingen særstilling sam-

menlignet med andre punkter af E. 

For ethvert A E K er afbildningen x ~ AX af E ind i E kon-

tinuert. For A +- O kaldea afbildningen en homoteti. Da en sådan 

er bijektiv, og da den omvendte afbildning x ~ A"-1 x ligeledes er 

en homoteti og dermed kontinuert, bliver enhver homoteti en ho-

meomorfi af E på sig selv. Heraf følger: 

V A E K~oJ V U E 0"(2) 

Da additionen specielt er kontinuert i (Q,Q), findes der til 

enhver omegn U E U(2) en omegn V E U(2) så at (x,y) E V x V ~ 

x + y E U ~ al tså så a t 

V + V c U .. 
::: 

Tilsvarende gælder åbenbart, dersom U(Q) erstattes med en vilkår­

lig basis B(Q) for U(Q)o 

For ethvert x E E er afbildningen A ~ AX af K ind i E spe-

oiel t kontinuert i O ~ Dette er åbenbarteI:S~etydende med at sige, 

at enhver omegn U E O(Q) er absorbereu~~ 

Afbildningen ('A,x) ~ AX af K x E ind i E er specie1.t kon­

tinuert i (O,Q)" Til ethvert U E U(O) findes. derfor a > O og 

V E O(Q) så at lAl '~a 1\ x E. V ~ Ax E. U, altså så a,t 

lAl, ~ a => AV t;: U., Som ovenfor nævnt, er aV E. 0(2), og det stjer­

neformet - symmetriske hylster W af aVer derfor ligeledes en 
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omegn af 9... 

Ifølge s tk,,· 11 gælder nu 

w c Ur> 
:: 

I , ( S !\ \\, (~ J.I .. \{ t. '. ~I " 

( 

Hermed er vis-G.fJ at enhver omegn af' O omfatter en stjerneformet \! 

omegn af O" 

t(UO(.-I 
~æ.t21~æ: I ethvert topologiskVrum E over K(=1{ eller C) el{:sif:lte-

rer der en basis, B(Q) for filtret U(Q) af omegne af O i E med 

fØlgende egenskaber: 

i) Enhver mængde U E. :B(Q) er stjel'nef'ormet synmetrisk og 

absorberende 'O 

li) V U E B(QJ V A E: K \ f O 1 A U E: B(QJ (, 

iii) V U E. B(9) 3 V E :8(0) V + V ~ Ur. 

Betegner omvendt E et vilkårligt vektorrum over K, og Jj(QJ en 

f'iJ- terbasis på E med egensleaberne i 9 ii ~ iii ~ da fremhringer 

B(2) omegnsf'iltret af f.. i netop en topologi på Es ved hviH:en E 

bliver et topolog.isk vektorrumQ Herved danner fx + U I U E: :3(Q) 1 

en basis for filtret af omegne af x E: Eø 

§~i~o Lad. f'ørst E være et t"v"r •• Idet vi f'or :8(9) tager 

mængd.en af alle stjerneformet symmetriske omegne af 2,9 har vi 

ovenfor bevist, at B(O) er en basis for filtret U(2) af omegne 

af 9.- i E" Egenskaberne i, ii ~ iii følger herefter af de ovenfor 

udledte konsekvenser af kravet om regneoperationernes kontlnuiteto 

llad dernæst E betegne et vektorrum (uden to:pologi),. og lad 

B(2) være en filterbasis på E med de anførte egenskabel"l i, ii:; 

iii (> Med U(QJ betegnes det af :;3(Q) frembragte filter på E. 
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Ifølge det foregående er 

O(x) = fx + U t U € O(Q») 

den eneste mulighed for fi2tret af omegne af x E E, når der akal 

være tale om et t-.. v.r •• Vi definerer derfor tex) som anført for 

ethvert x E E. Det er klart at tex) er et filter, og at 

~ (x), = f x + U I U E: ~(Q) l 

er en basis f'or O(xf. Da mængq.erne i ~(Q) er ikke-tomme og til­

lige er stjerneformede, må _de alle indeholde Q. (ae b, stk~ 1 J, 

og mængderne i ~(x) indeholder derfor x. For at indse, at E er 

et topologisk rum-,mangler vi derfor blot at eftervise betingelsen 

b 4 (eller (5). Til- x E: E og x + U E ~(x) (altså U E: ~(Q» svarer 

ifølge iii V E ~(Q) med V +V ~ U. Da gælder x + VE ~(x); og 

f'01' ethvert y E: x + V er I:) -l \/ ~~- t~ h) '6 

y+V~x+V+V.x+U. 

Tilbage står at eftervise kontinuiteten af de,algebraiske 

operationer. At additione~ er kontinuert i (xo'Yo) E: E x E frem­

går af; at hvis x E: Xo + V og y E: Yo + V, så gælder 

x + y E (x + V) + (y + V) ~ (x + Yo ) + (V + V) r o o o !Ii 

X o + Yo + U, 

såf'remt V E: ~(Q) er bestemt ud fra opgivet UE ~(Q0 i henhold 

tif iii; altså så at V + V ~ U. Lad os dernæst betragte multi­

plikationen med skalarer~ Lad (Ao'Xo) E K x E, og lad atter 

U E ~(Q) være givet. Vi søger et tal 6' > O og en omegn. W E: ~(Q.) 

så at 
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Nu viser omskrivningen 

"x - ,,:x:. = (" - " ) (x - x ) + A (x - x ) + (" - " )x , 00 o o o o ~ o 

at det er tils.tli:'ækkeligt at opnå (f'or de omtalte A,x) at 

såf'remt blot V € B(Q) er bestemt så at V + V + V ~ U. Ved gentagen 

anyendelse af iii ses: a.t dar til ethvert U E B(Q) eksisterer et 

V € :6(Q) så at V + V + V + V ~ U, og da. Q. E V gælder tillige 

V + V + V c U. Da V er stjernef'ormet symmetrisk, haves 
'" 

Udsagnet "o (x·-xo ) E V er al tid sandt, hvis "o = O. Er "o =Ir O, er 

det opf'yldt f'or x - Xo E ,,:1 Ve Udsagnet (" - "o)xo E V er sandt 

f'or ~lle " - Ao i en tilstrækkelig lille omegn lA - Ao I ~ a af 

O i K, fordi V er absorberende. Heref'ter behØver vi blot at mætte 

IS:::· min (a~1); og W = V såf'remt t"ol ~ 1, W = ,,:1 V såfremt 

I t,o!. > 11 ~ 

3ø Sætning" Ethvert topologisk vektorrum E opf'ylder adskillel-
"""""~~ 

seaxiomet (T 3)0 Mængden af' stjernef'ormet symmetriske, afsluttede 

omegne. af Q udgør en basis for O(Q). Endvidere er E et Hausdorf'f'­

li:'um (og dermed regulært), hvia og kun hvis n U = {Ol. 
UEtJ(Q) -

Bevis~o Til given omegn x + U af' x E E (hvorved U E 0(0» f'in-... 
des. som vist en omegn V E 0(0) så at.V + V <;;: U. Afslutningen af' 

x +9V er da en af'@luttet omegn af' x, som vi nu viser er en delmængde 

af x + U o For ethvert kontaktpunkt y f'or x + V f'indes 

z € (x + V) n (y - V) 1 fordi -V € O(Q) li y - V E U(y). Da således· 

y - z E V 9 gælder 
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y = z + (y - z) E x + V + V ~ x + U~ 

Hermed er bevist, -at E o~fylder (T3)o Derfor bliver E regulært 

(specielt Hauædorff) hvis og kun hvis E opfylder (T1), altså 

hvis der for x 4 y findes en omegn x + U af x, som ikke indeholder 

y. Det er åbenbart nok at forlange dette for x = 2" og vi kommer 

herved til betingelsen n u = {O}. 
UEO(Q) ...., 

Der gælder nu alment for en delmængde A af et t.v.r. E: 

A konveka ~ A konveks, 

og tilsvarende med symmetriske eller ~tjerneformet i stedet for 

konveks. Dette fremgår let af, at 

A + B C; 'A+B 

for vilkårlige delmængder A ~ E, B C; E cg for" E K. Og disse 

relationer følger af, at afbildningerne x ~ Ax af' E ind i Eog 

- -(x,y) ~ x + y af E x E ind i E er kontinuerte (samt at A x B = A x B, 

når E x E udstyres medproduktto~ologien, j v-f • T2., opg. 32). 

Enhver omegn U E 0(0) omfatter som vist en afsluttet omegn 

V E O(g). Denne omfatter i~n en stjerneformet symmetrisk omegn 

WE 'Cr(g). Men så er i henhold til ovenstående Vi en stjerneformet 

symmet.risk omegn af' 2., og Vi ~ ri' = v C; U .. 

4. Definition. Et t.v.r. E kaldes IOkalkonvekat, dersom de -
konvekse omegne af O danner en basis for O(Q). 

På samme måde som i beviset for sætning 3 indses, at de kog­

vekse, symmetriske, afsluttede omegne af Q i et lokalkonvekst rum 

danner en basis for 'Cr(0). Og i sætning 2. behøver man blot at lade 

begrebet tikonveks symmetrisk" træde i stedet for det svagere be= 
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greb II s tjernef'ormet symmetrisk" (jvf. d, stk •. 1.) for at nå,til et 

tilsvarende resultat for lokalkonvekse rum. 

Herved kan man f'or Øvrigt se bort fra egenskaben iii~ d~ 

den følger af' de øvrige egenskaber ved B(Q), når mængderne heri 
1 -I 1 

er konvekse~ For V kan man nemlig da. tage 2. IT, idet 2' U + 2' U = U !) 

når U er konveks. 

Det vil i det følgende altj.d blive fremhæ\et~ dersom et 

t. v.r. skal f'orudsætte-s lokallconvelcst eller Haus.dorff., 

Som et elementæI't eksempel på et lokalkonvelcst Hausdorff' 

t.v.r. over K (=R eller C) kan nævnea vektorrummet Km (m E N) 

udstyret med den sædvanlige produkttopologi .. (Jvfo sætning 9 ne­

denfor. ) 

5. Ved en ~morfi af et t~v.r~ E1 på et t.v.r. E2 (begge 

over samme legeme K) forstås en isomorfi i algebraisk betydning 

(altså en bijektiv, lineær afbildning), som tillige er en homeo~ 

morfi. Som sædvanlig kaldes to rum isomorfe, dersom der eksisterer 

en isomorf'i af det ene på det andet. Der er her åbenbart tale om 

en ækvivalensrelation.i "klassen" af alle tov.r. over Ko 

Sætni ~~~t~~",E,:L-"'l;;:~~~~t~:r;~~-..!""Æii~~~~~!!" ,~,,~,:'.!,!'.,·".~,.?,Y~.:r:}~ o,' ,. 

(=R eller C) er isomorf't med K, 

Bevis. LaLd e E E \ f 2.1 o Da er E = Ke = {Ae I A E: K J • 

Ved A ~ Ae defineres en bijektiv, lineær og kontinuert afbildning 

af' K på E-~ For at vise, at denne af'bildning er en isoJlorf'i, 

mangler vi at godtgøre, at den omvendte afbildning er kontinuert 

i ethvert punkt Aoe E: E, altså at der f'or ethvert ex > O findes 

en omegn Aoe + U af' Aoe i E såledc8 At. 
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Hertil vælger ~i blot U aom en stjerneformet symmetrisk omegn 

ar Q. i E ror hvilken o:e ~ U, hvilket er muligt, fordi E opfylder 

T 1 .. Lad nu Ae E "'oe + U" Var lA - i-) ~ 0:, blev 10:('A -.1\0)-1, ~ '1 li 

og derfor var 

i modstrid med betydningen af Uo 

Det tilrøjea, at rorudsætningen om, at E er Hausdorff', ikke 

kan undværes, idet den diffuse topologi på E = K (med K og ~ som 

eneste åbne mængder) gør K til et lokalkonvekst t.v~r", som ikke 

er Hausdorff og derfor il<Jte kan være j.8omorft med K udatyret med 

den sædvanlige topologi (altså med det K, der er tænkt på i sæt­

ningen) • 

6. Lad E1 være et t.v"r .. over K, E2 et vekt.orrum over K~ og 

~ :E1 -+ E2 en lineæ!:, sur j§!E.....Y afbildning. Det verificeres u~icl­

delbart, at der defineres en topologi på E2 ud fra den giv)2e to~' 

pologi på E
1 

li når man som åbne delmængder af E2 tager de mængder 

B ~ E 2 , for hvilke f-1I (B) er åben i E1 l> Det er ltlart, at herved 

bliver f' kontinuer t, -ogdenomtal te topologipåEZ 6-1'den-t'-ineste­

med denne egenskab. 

Vi viser nu, at r desuden bliver en åben afbildning (d"v<>sc 
_ ..... "'"Ile;.,. __ "..-~ ..... ~.., Jl' $ __ ".."..,."..-,I ___ .. ">f-L·, ... ..;;"~'''-L •• _'. 

overfører åben delmængde af Et i åben delmængde af E2 ), og::~._~2. 

J) li, y~~.~~~"_~2P5»): 9 B'i~!c_~-v:~t~9rl'P:m o El1...9:yi9&;r~EL.Ql!y~.r.J~-2-l<?.!~Jdfg,~:'{~~ s t , 

dYI,'.!l?Qm J~J1 er det. og~2:- .9:+ :i.yE}J'.-~.tJI~\1,!.I?Q():r:ft::-:!:':u.m. ,~hY~§.c ,Q$;.1.tllJ}, .h"~,s 

-11 ( 
f' fl) _~ ... arslFttet.~_.:E1' 

-1 ( ) Kernen N = f O er jo et underrum af' E1 og kaldes også 

nulrummet for ro Åbenbart gælder f'-1(r(x)) = x + N for ethvert 

x E E1 " For en delmængde A ~ E1 er derfor 

r-1(f(A)) = U (x+N) = N + A = 
xEA 

u (y+A) " 
;vEN r _ 
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Speciel t er f(A) åben, såfremt A er åbeno Lad os dernæs t v:lse.~ at 

additionen er kontinuert i et vilkårligt punktpar (x2 $ Y2) 

E E2 x E2 • Da f er surjektiv: findes (X1~ Y1) E Ei x E1 med 

r(x1 )::: x 2 , r(y
i

) = Y2 , og derfor f(Xi + Yi) ::-; f(x1 ) + f(Y1) -

x 2 + Y2 • For enhver omegn U af x 2 + Y2 i E2 er f- 1 (U) en omegn 

af Xi + Y
i 

i E
i

, fordi r er kontinuert" Da; nu additionen i E
i 

er kontinuert, findes omegne V af Xi og W af Y~I så at 

V + W ~ f-1 (U). Men da f' er åben, bliver f(V) en omegn af' 

r(x i ) = x 2 og f(W) en omegn af Y2~ Da f er lineær, gælder for 

disse omegne 

hv:ilket netop viser, a t addi tionen er kontinuert .. Bevj.seG er 

analogt for den anden regneopera tj.on. 

Da r er lineær og åben~ afbildes enhver konveks omegn V af 

o i E1 på en konveks omegn f(V) af Q. i E2 (stk. 1, f) o 

Hvis nu Ei er lokalkonvekst ll danner disse omegne r(V) en basj.s 

for riltret ar omegne ar o i E2 0 Thi for enhver omegn U af O i E2 

er f-i (U) en omegn af O i E
1 

o Der findes derfor (s tk" 4) en 

konveks omegn V af Q. i E1 så at V ~ f-i (U) og derfor 

r(v) ~ f(r- i .. U)) = U. Hermed er vist, at E2 bliver lokalkonvekst, 

dersom E1 er det. 

Ved overgang tJ.l komplementærmængder antager definitionen 

på topologien i E2 formen: B (~ E2 ) afsluttet i E2 ~~ f'--j (B) af­

sluttet i Eila Anvendt på B = [Q,1 fås derfor: 

E2 Hausdorfr ~ {Q.l afsluttet i E2 

~ f-1 ({Ol) = N afsluttet 1 E1 0 
,I 
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7. Bemærk de~ specielle til~ælde a~ det i stk. 6 ~~dne 

resultat, hvor den lineære afbildning ~ : E11 -+ E2 er bijektiv,. 

Ved deri fundne topologi på EZ (der i dette til~ælde kaldes bil­

ledet af topologien på E1 ved aæbildningen ~) bliver f således 

en isomorf! af E1 på E2 • De åbne delmængder aæ E2 er her sim­

pelthen billederne ved ~ af de åbne delmængder a~ E1 , og til­

svarende ~or afsluttede mængder. 

8. Kvotient af topologiske vektorrum. En mere typisk anven: 

delse a~ resultatet i stk. 6 er ~ølgende: 

Sætniæ_ Lad E være et t.v"r. og F ~ E et underrum af E. 

Med k betegnes den kanoniske ~ildning af E på kvotientrummet 

E/F givet ved k(x) = x + F ~or x E E. Når E/F udstyres med den 

fineste topoi~gi for hvilken k er kontinuert, bli ver k en åben 

af'bildning og E/F et t.v.ro Dersom E er lokalkonvekst, bliver 

E/F det Også • Endelig er E/F HaU~do'r~t', hvis og kun hvilS; F er 

8lf'sluttet i E. 

Bevis. Da k:E -+ E/F er lineær og surjektiV, fremgår sæt­

ningen 'umiddelbl1Iir>t af det i stk .6fundD.e 'res~l ta t anvand t på 

E11 = E, E2. ~ E/F og :r = k, idet d~t bemærkes, at k -11 (g) = F~ 

9. Produkt af to~ologiske vektorrum. Lad(Ej)jEJ være en 

familie $:C topologiske vektorrum over samme legeme K. Da er 

p ro duk trurnine t E :: 

vis definition af' 

IlE. dels, et vek:tor~~ over K (ved koordi~a t-
j;::J J . 
regneoperationerne), dels et topologisk rum 

(ved produkttopolog:1.en) • 
. ' , 
Sætning. Ethvert produkt II Ej af topologiske vektorrum er 

, ',.". \ ' ,. 

e14 t.v~r. Dette, er lokalkonvekst, resp .. Hausdorff', hvis og kun 

hvis. hvert a:frurnrnene E j er det. 
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~is. For at vise, at f~elcs. additionen i E = II Ej er 

kontinuert, betragtes to punlcter x, y E E og en omegn U af x + y 

i E. Vi kan gerne antage, at U = TI U
J
., hvor U. er en omegn af 

jEJ J 
ex + Y)j = x

j 
+ Yj i Ej' og hvorJU = f j E J I Uj f Ej} er ende-

lig. Da additionen i Ej er kontinuert, findes omegne Vj af x j og 

W j af y j med V j oh \IV j ~ U r' For j E. J \ J U benytter vi 

V
J
. = W. = E. (=U .). Da bliver V = IT V. og W = TI W. omegne af 

J J J jEJ J j:::J J 

henholdsvis x og y med V + W S U. 

Hvis de givne rum Ej' j E J, alle er lokalkonvekse, bliver 

produktrummet E det også" Som basis for filtret af omegne af O 

i E haves jo mængderne TI U. S hvor U
J
. er en konveka omegn af O 

jE:J J -

i Ej' og hvor J U = f j E J I u j f Ej} er endelig. Resultatet frem-

går da af, at ethvert produkt af konvekse mængder er konvekst 

(stk. 1, g). At omvendt lokalkonveksiteten af E medfører lokal-

konveksiteten af hvert E. kan f.eks. vises analogt med den til-
J 

svarende mlutning i stko 6, - Endelig gølder alment, at et pro-

dukt af (ikke tomme) topo~ogiske rum er Hausdorff I hvis og kun 

hvis de enkelte rum er det (T2, opg A 22). 
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10. Den liEe~_~r~~r på e~ to~l~~isk vektor~~m~ Begre­

ber som fundamentalfilter, fundamentalfølge, fuldstændighed~ lige-

lig kontinuitet og ~lere andre kan behandles naturligt i alle må­

danne rum, som er uds:tyret meden såkaldt ligelig (=uniform) 

atruktur, hvilket lØst sagt betyder, at man kan tale om, at to 

variable punkte.r ligger tæt ved hinanden (af en vis "orden"). Vi 

skal. ikke her komme ind på teorien for ligelige rum :i. almindelig­

hed (herom henvisea til Bourbaki, Topologie generale 1 ch.2.), men 

i stedet behandle spørgsmål om ligelighed i tilknytning til en 

af hovedtyperne af sådanne rum, nemlig de topologiske vektorrum. 

I et sådant ligger to punktel" tæt ved hinanden, dersom deres dif­

ferens. tilhØrer en "lille" omegn af' Q.... (En anden hovedtype af 

ligelige rum er de metriske rum, hvor jo afatanden mellem to 

punkter gi veF- et naturligt mål fo·r, hvor tæt de to punkter lig­

ger ved hinanden). 

Definition. Et filter (eller en filterbasis;) q> på et t.v.r. 

E kaldes fundamental t, dersom det indeholder vilkårligt små mæng~' 

der, d.v.s. 

VUE U(O) 3A E q> 

Et filter q> på E er fundamentalt, hvis og kun hvis 

3xE E : x+UEq>. 

(Ad "hvi"s": Til givet U E U(Q) :findes V E O'(Q) med V - V ~ U o Af 

A = x + V E q> følger da A - A ,,-: V - V c U" Ad "kun hvis": Lad 
.:, . .,: 

x E:. Aj da er A - x ~ A - A ~ U og derfor A ~ x + U o Af' A E: q> fØl­

ger således x + U E q>ø) 

Et konvergent filter (eller filterbasis) er fundamentalt, 

s..om man umiddelbart ser [;-;: den sidste form Blf' definitionen., 
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Ethvert filter, som er finere end et fundamentalf'ilter, er 

~elv et fundamentalfilter. (Klart.) 

Et filter (eller en filterbasis) ~ på en delmængde M af et 

t.v.r. E kaldes; fundamentalt, dersom ~, opfattet som f'ilterbasis 

på E, er fundamental. Betingelsen herfor er åbenbart igen, at 

3A E. <'P : A - A ~ U. 

Lemma. Dersom et fundamentalfilter ~ på E inducerer et fil-

ter 

~M = f An M I A E ~ 

på en delmængde M ~ E (altså hvis A n M ~ ø for alle AE w), da 

er ~M et fundamentalfilter på M. 

Thi opfættet som filterbasis, på E bestemmer <'PM et filter, 

mom er finere end ~ som følge af inklusionen A ~ A n M. 

Specielt kan nævnes, at filtret O(x) af omegne af et punkt 

x E E inducerer et fundamentalfilter på enhver delmængde M ~ E 

for hvilken x E M. Opfa.ttet som fil terbasia på E konvergerer det 

mod x, men ikke som filter på M, med mindre x E M. 

Sætning. Ethvert kontaktpunkt for et fundamentalfilter er 

et grænsepunkt for dette. 

Bevis. Lad x være et kontaktpunkt for et fundamentalfilter 

~ på et t.v.r. E. 

For enhver omegn U E C(Q) findes V E C(O) med V + V ~ U. Lad 

A E ~, A - A ~ V, og lad y E (x + V) n A. Da er A - Y ~ A - A ~ V, 

og derfor 

A ~ y + V ~ x + V + V ~ x + u. 

KOJ:>ollal!:* -Hvis. et fundamentalf'il ter på en mængde M kan ud-
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vides til en filter på M~ som har et grænsepunkt x E M, da kon-

vergerer også ~ mod x. 

Thi x er et kontaktpunkt for ~. 

En ~nktftl~~ (xn\JE.:~ på E bestemmer fil terbaaen 

{fxm I m > nj n E ~J, nemlig billedet af elementarfiltret på ~ 

ved afbildningen n :-+ xn af N ind i E. Denne fil terbasis på E e:" 

åbenbart fundamental hvia og kun hvis følgen (Xn)nE~ er en ~~­

damentalfølge i den forstand~ at 

11. ~~~tæn~ighedn En delmængde M ær et t.vors E kalde$ 

~stændig, dersom ethvert fundamentalfilter på M er konvergent 

i M. Vi kalder M følgefuldstænd~, dersom enhver fundamentalfØI'­

ge på M er konvergent i M. Hvis M er fuldstændig~ da også følge­

fuldstændig. Det omvendte gælder ikke i almindelighed; men vi 

har dog flg. resultat: 

Sætnin~. Hvis der findes en numerabel basis for filtret aæ 

omegne af O i Ep er enhver følgefuldstændig delmængde af E fuld-

stændig. 

Bevise.Lad fUnJnE~ være en numerabel basis for U(Q)o Ifølge 

sætning 3 omfatter Un en afsluttet omegn Vn , og fVnlnE~ er da 

ligeledes. en basis for U(O). Lad nu M c E være følgefuldstændig;o - = 
og lad ~ Viære et fundamentalfil ter på M. Til n E ~ findes An E ~ 

med ~ - An ~ V n. Mængderne Bn = A1 n· • • n~ danner en. ,aftagende 

følge af mængder fra ~. Vælges xn E Bn , @ælder for m,n Æ N~ at 

xm' xn E BH og derfor 

Da enhver omegn af 9. i E omfatte.r et VN, er her.med vist~ at :C'ØI-
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gen (xn)nE~ på M er fundamental. I~Ølge forudsætning har denne 

fØlge derfor et grænsepunkt x E M. Ar xm - ~ E VN for m f N 

fØlger for m ~ co, at x - xN E VN = VN" Af AN - ~ $;;: VN og xN E AN 

fØlger ~ - xN ~ VN og 

Dette viser, at ~ ~ x i M~ fordi der til enhver omegn x + U af x 

findes; VN E O(Q) med VN - VN ~ U og derfor x + U :;) ~ E ~. 

112 .. Sætn~:g~. En fuldstændig delmængde af et Hausdorff t.v.r. 

E er afsluttet. 

Bevis. Lad x være et kontaktpunkt for en fuldatændig del­

mængde M af Ee Da inducerer U(x) et fundamentalfilter ~ på M~ og 

dette vil, opfattet som filterbasis på E, konvergere mod x" Da FÆ 

er fuldstændigt, har ~ et grænsepunkt y E Mo Da E er Hausdorff, 

er x = y. 

113. Sætninge En afsluttet delmængde af et fuldstændigt "'G.var. 

E er fuldstændigo 

Bevis. Lad ~ være et fundamentalfilter på en afsluttet del---
mængde M af Eo Da er ~ en fundamentalfilterbasis på E og derfor 

konvergent i E. Et grænsepunkt x for ~ er også kontaktpunkt for 

~, altså for enhver mængde fra ~, specielt for Mp hvorfor 

x E M = MG 

Man bemærker, a t sætn" 112 og 13 er analoge med kompaktheds­

teoriens sætninger 23.1, og 23 .. 2 i T2. lØvrigt gælder der den sæt-o 
l }i,UVrl:) 

ning, at enhver kompak t delmængde M af e t t. v. r D -Æ~~.fulds tændlg. 

Thi ethvert filter ~ på M kan udvides til et i M konvergent filter 

på M. Anvendes dette på et fundamentalfilter ~ fremgår resultatet 

af sætning 10. 

114. Sætning. For ethvert m E ~ er talrumme t Km et fulds tændigt 
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Hausdorff t.v.ro over K(~~ eller O)" 

~~~~o Enhver fundamentalfølge (xn)nEN på Km er begrænset, 

lad os sige I x I ~ a for alle n E: :& o Nu er kuglen n -, 

tx E. Kml I)KI ~ al kompakt" derfor fUldstændig, hvorfor lim xn 
n~oo 

eksisterer (og tilhører denne kugle) o Da Km har en numerabel ba-

sis for omegnene wf O (foekso ds nævnte kugler~ nu med a=1/n,n E: N), 

er hermed viS;t, at Km er fuldstændigt. (I Øvrigt kunne beviset og­

så f'øres med filtre, idet ethvert fundamentalf'ilter på Km inde­

holder en begrænset mængde A og derfor inducerer et fundamental­

filter på denne9 derfor også på A, som er kompakt.) 

15" Lige l!.g~~ig!l .. t1?.!3t ~ E:;.'1, afbildning f:M ~ F af en delmæng-

de M af et tovnr o E ind i et t"v.r" F lcaldes ggelig kontinue~, 
omegn 

deraom der til enhver--'vaf' O :J. ]l findes en omegn U af O i E, så-

ledes at -der for x~y E: M gældel' 

x - y E: U ~,~ f'(x) - f(Y) E: V , 

al tså x E: y + U => f(x) E: f:(y) -:- V" For fastholdt y viser dette 

a t f er kontinuert l ;ro En ligelig kontinuert af'bildning er så-

ledes kontinuerte 
17 

En kontinuert afbildning af enVf~n~akt mængde M ind i F er 

ligelig kontinuert~ som r.1an let ser ved at benytte den velkend1e 

overdæknings egenskab for'M (Borel - Lebesgu.e's overdækningssæt-

ning) • 

En kontinuert, lin~~E afbildning f: E ~ F er ligelig konti­

nuert, fordi f(x) - f(Y) = f(x - y)~ (Det er således nok at for~ 

udsætte kontinu.:ttet i Q)" 

SvarEmde til 'sætningen om~ at en konvergent f'il terbasis ved 

en kontinuer·t afbildning ovcrf'øres:, ~. en konvergent fil terbæis, 

haves :rølgeI:.de 
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~,i:gi!1s:. Lad f: M ~ F være en 1.i.6"e!-~ kontinuert afbildning 

af en delmængde M af et t.,v .. r" E j,nd i et t"v.,r .. Po For enhver 

f'undamentalf'ilterbasis w på M·er f'(eJ?) en f'undamentru:fil"terbasis 

på F" 

~~t> Til enhver omegn V af O i F findes en omegn U af' 6 

i E som anf'ørt i definitionen på ligelig kontinuitet ... Til U f'in-

des A E <J? med A - A ~ U~ hvoraf' f(A) E f(eJ?) og f(A) ~ f(A) ~ Vo 

E
i

, og lad Lemmae Lad E = TI E. være et prodillct af t~v.ro 
.....-.-- iEI J. 

p; betegne den kanoniske ~rojektion af E på E. (i E .... - ~ 
I) ~ En f'il·~ 

terbasis <J? på E er fundamental, hvis og kun hvis, enhver af f'il~ 

terbaserne Pi(~) er f'undamental~ 

~s. "Kun hvis" f'ølger af den f'oregående sætning!, idet Pi 

er kontinuert og.lineær, derfor ligelig kontinuert; Enhver omegn 

ai' Q. i E omfatter en basisomegn af formen V = TI V., hvor Vi er 
iEI ~. 

en omegn af' Q. i Ei , og således, at J ;::: f i Er I Vi 4= Ei 1 er ende-

lig. For hvert j., E J vælges:, Ai E w således) at 

P . (A.) - p. (A.) c V. '.> Da findes A E q> med A c n A. ~ og vi slut~ 
~ ~ ~ . ~ :o l :~ iEJ 1° 

ter, at A·· A~ V, fordi :9i(A) ~ Pi(Ai ), og derfor Pi(A)·-Pi(A)~Vi 

(også f'or i E r\J)o 

Det analoge resultat om konvergente f'iltre er: En filterba-

sis q> på et p!I'odukt E ;::: j~IEi af topologiske rum Ei konvergerer 

mod x E E, hvis og kun hvis Pi. ((ti) -> Pi (x) for ethvert i E I (T2, 

Lemma 16"2),, 

Ved kombina tion af' disse. to lemmaer f'ås den vigtigere hal v-

del af' 

116~ Sætning" Et produkt E = TI E. af' topologiske vektorrum -- , jEr .-

Ei er fuldstændigt t hv5.s og kun hvis hvert Ej, er fuldstændigt. 

Beviset for "kun hvis ll o.''lerlades til læseren: 

170 Sætning o (Udvidelse ved kontinuitet.,) Lad f': M~ F være --"""''''' .... ~_ .. 
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en h1.sel~~E!!.11!!~~E! afbildning e.f en delmængde JA af et tov"r" 
t-

E tnd i et t-qJ-ds-~~PE~g:t. fI~<i?2f! toV.l~o F" Da kan f på netop en 

måde udvides til en kontinuert afbildning f af afslutningen M 
~~ 

ind t F; og f' bliver ltgelig kontinuert" 

Hvis specj.elt M er et underrum af E, og f': M --) F er L:cnti c
, 

- ~. 

nuert og linea;r~ da bliver f: M ~ F kontinuert og lir:effiI' • 
.. -n..~~' 

Bevis, .. Lad fØrst M S E og f: U ~ F ligelig lcon-~,inuert ~ Iføl­

ge lemma 'IO inducerer filtret UE(X) af omegne af et pu:r2zt x E E 

et fundamentalf'ilter 

på Mo Opfattet som filterbasis på E eller på M konvergerer ~(x) 

mod x!I stadig if1l1ge lerIllna -j G" En eventuel kontinuert udvidelse 

f af f til M ovepfØrer derfor 0 (x) i en f j_l terbasis 

f(iD(x)) == f(w(x)) på II', som konvergerer mod 1'(x)" DEt F er Haus~ 

dorff, har vi hermed vist~ at f(x) er entydigt bestemt for et~ 

hvert x E M som lim f( <P (x)) 9 og dermed at en J{ont1nnert udviclel-

I o" o 

se af f til M hØjst kan ske p8. en madeS' 

For dernæst at vise, at der' el{s1s-c.er'el' en lieelig kOl1.tinu-

ert udvidelse f": Ni ~ F af f' til iVf bemærkeJ:' v~Ls Et med ovenståen­

de betegneIset er f((t> (x)) en i'undamentalf'il tel'l") D.S hJ :på F if~lge 

netop et grænsepunl{t~ som v.i vil ;)etegne Fled f(x);J altså 

f~x) == lim f( ~ (x) ):r -x E:. M. 

Den således definerede af'bilclning f:! NI --;. }I' 61" 811. udvidelse af' 

den givne afbildning f: M ~ F:) fordi (> ex) i tilfældet x E M jo 

netop er omegnsf'il tret for x :i. delr'uIIlst;opologien j?å M ,I hvorf'or 

f(iD(x)) kon,:,rergex'el' mod f(x)jI da r er l\:ontinuert,· 
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Ved beviset for, at ~ er ligelig kontinue~t benyttes, at 

ethverj;; t.Var e opfylder adsklllelsesaksiom T3 (sætn. 3). Da så-

ledes enhver omegn af O i F omfatter en ~lutt.§! omegn af 0, er 

det tilstrækkeligt at vise,q at der for enhver afsluttet omegn V 

af O i F findes en omegn U E UE(Q) så at 

x,y E Ni /\ x~y E U ~ :rex) - f(y) E V. 

Da f: M ~ F er ligelig kontj.nuert, findes, til V en omegn 

Til U1 findes en symmetrisk omegn U E 0E(Q) med U + U + U ~ U1 • 

Lad nu x,y E M og x-y E U D Da er A = M n (x + U) E !p(x) 1 

B = M n (y + U) E !p(Y)ø Som grænsepunkt for filterbase~!p(x» er 

F(x) et kontaktpunkt for denne, altså for enhver af dens mæng­

der, specielt for f(A)~ Tilsvarende er f(y) kontaktpunkt for 

f(B), og f(x) - f(Y) derfor for f(A) - f(B) ifØlge subtraktio~ 

nens kontinuitet i F. Nu gælder f(A) - f(B) ~ V, og derfor 

f(x) f(y) E V = V; thi for vllkårligt x1 E A, Y1 E B er 

x1- Y1 E (x + U) - (y + U) == (x - y) + U - U 

~ U + U + U s: U1 ' 

og derfor f(x1 ) - f(Y1) E V~ 

Tilbwge står at vise, at. fbIiver lineær, dersom M er et 

underrum af E og f: M ~ F er lineær. I ethvert t.v.r. er aifslut-

ningen M af et underrum M igen et underrum. Dette ~ises på samme 

måde som det analoge resultat om konvekse mængder anfØrt efter 

beviset for sætn. 30 Vf:ld om fornødent at erstatte E med Kr kan vi 

ved beviset for lineari teten af l gerne emtEi1g'6-, at ir == E, altså 

at underrummet M er overalt tæt i E. Beviset fØres da ved hjælp 

l 
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af princ\rrpet, om :!2:.9;:vid!3.~~,,=~f_l.9;.~!L~~~~ ved kontinui tet ® 
.stk" 2L~) .. For ethvert ''A E K stemmer de kontinuerte afbildninger 
.--::----

og :&. ___ ) Af-(x) overens f'or x E M~ fordi restriktionen f 

af: f "Gi1 M jo er forudsat lineær ... IfØlge det nævnte princip stem~ 

mer de derf'or også overens på hele M = E, På tilsvarende måde 

vises addttj:v:L teten af' 1:~ ~ :i.det cle to afbildninger (x,y) ~ f'(x+y) 

og (X9Y)-~ :f(x) + f(y) &1' E )~ E hld i F er kontinuerte og stemmer 

overens };lå underrummet Iii x },i 9 som åbenbart. er tæt i E )~ EG 

Vi forlG'.der hcrmeci utud:Le-(:i a::' den b.gelige struktur på et 

tgVQ1"o og går oyer' til at. behandle nogle begreber vedrørende 

underruÆ af et såd3J.lt rum·, Som forberedelse li..."Yldersøger vi f'ørst 

nogle rent algebre1.ske begreber 5. tilknytning til et vilkårlig.t 

s og T være une.r.:roI'um af et vektorFum E" Restriktionen f' af' ad...; .... _.=--. ...... _. -~. 

dj. tionen :I. E til S )< T afbilder S x T lineært på lInderrumme t 

S + T af' E; 

f: S x T 0 S + T (lineær~ surjektiv), 

idet altså f(s,t) :: s + t for s E S, t E To Vi kalder summen 

s -I- T d::'rek~2., deI'som f er injektiv (og dermed ial t en isomor-

1'i af S x T :9åS -1- T) 9 altså derraom enhver vektor x E E hØjst 
, 

har en f'rems tilllng af formen x =~ s + t med s E S ~ t E T. Da f' 

er lineær~ bliver betingelsen f'or direkte sum I) at kernen f'-1(Q) 

for f er nulelementet j. S x T, altså at s + t = O ~ s = t = O -.' 
(for s E S~ t E T)~ Hera~ følger~ at summen S + T er direkte, 

hvis og kun hv:i.s S n (-T) ::: [QJ, altså S n T = [9.11> 

Vi skal nu sllil'lig betragte det ti li'æld.e:; hvor hele rummet 

E er f'remr::- +;illet som dL·ckte sum E ;.= S + T af to underrum S og T~ 
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I så ~ald siges T at være et komplementært underrum, elker blot 

et kompl~menl, til S, og S siges at være et komplement til T. 

Ethvert underrum S a~ et vektorrum E har et komplementært under·' 

rum T (ja uendelig mange sådanne p hvis S c E) .. For Rt ind.se det-

te behøver vi blot at vælge en basis ~or S og supplere dtsse 

lineært ua~hængige vektorer i E med vektorer t. E E, j E J s såle-
J 

des at ~ si 1 iEr U ~ t j 1 ;j;:: J bli var en basis for E ? (At dette er mu-

ligtIl vises ved hjælp a~ Zorns lemma på samme måde som eksisten-' 

sen af' en basis f'or E, jvf'" Ti" specielt opg~ 5,,) Det af vekto­

rerne t j' j E J, udspændte underrum T af' E (dov.8~ det mindste 

underrum a~ E, som omfatter ~ t j 1 jEJ) er da åbenbart et komplement 

til S. 

1,9. Projektions-af'bild1).ing,,~. Når E er fremstillet som di­

rekte sum af' to underrum S og T, deftneres to af'bildninger p og 

g a~ E ind i E, idet vi for ethvert x E E = S + T betragter den 

entydigt bestemte fremstillihg x = s + t med EE:S~ iET og 8.8it-teF 

p (x) = s , Cl(X) = t (for x= s + t)" 

Vi kalder p og g projektionsafbildningerne~ eller kort E~~ek­

tionerne, af' E på henholdsvis S og T (langs henholdsvis T og S). 

Åbenbart er 

Endvidere er p og Cl lineære af'bildninger~ og desuden id~otente, 
2 2 d.v.s. (p =)pop = p, (g =)goq = go Idet vi med i og o betegner 

henholdsvis den identiske afbildning ~ E på E og den konstante 

af'bildning a~ E på 0, gælder endvidere 
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forstået således, at p(x) + q(x) ::-= X, og p(q(x)) == q(p(x)) .-. O 

for ethvert x E Ea Omvendt gælder f'ølgBnde 

~emma. Lad p: E ~ E væ:r:oe en lineær ~ ideml'otent afbild:rdng 

af et vektorrum E i sig selv" Da er den ved j? -}- q == i bes temte 

at'bildning g. == i - p ljgeledes ltneær og idel1potent" E~ldvidere 

er E direkte sum af' underrummene 8 == p (E) :-: q.-·'1 (Q) og 

-1 
T == q(E) == P (g); og 11 og Cl e:.-' ne':;oI; :91'c je}\:i:.ionel'lle a:(' E på S 

og T (langs henholdsvis T og S). 

Bevis. For e,thvert x E E er 

q(p(x)) == p(x) ~ p(p(x)) == Q ; 

p(q(x)) == p(x - p(x)) :-: p(x) ~ p(p(x)) == O. 

Dette viser" at qop == poq :~ 0<> Endvidere bliver <1 idempotent~ 

fordi 

CJL(q(x)) == q(x - p(x)) == q(x) .~ g,(p(x)) == q(x)" 

Af poq == o fØlger Yidere" att q(E) 'c p-1(0)0 Den modsatte inklu~' 
~ .. -

sdon fremgår af, at p(x) == O ~ x == 'l(x) E q(E) ~ Tilsvarende vises, 
, ~ 

at p(E) = q-1(Q) Q Det er herefter klart, at 

S + T == p(E) + q(E) == E ; 

idet p(x) == Cl(x) == Q ~ x == p(x) + q(x) = 00 

For ethvert x E E er JK == p(x) + q(x) en fremstilling af formen 

x == s + t, s E S, t E To Da summen E == S + T er direkte!J er b.el'·-' 

me.d vist r at p og q netop er de omtalte projektlonsoperatorel', 

og lemmaet er bevisto 

2.0 0 Relation til Kvotie:gj;rummeJ._ Lad atter S betegne et 

vilkårligt underrum af et vektorrum E ~ Vi betragte:/) den kanomiske 

8llfbildning k: E ~ E/S o B5.lledet k(x) at' x E E er det sldeunder-
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rum x + S til S~ som indeholder x~ Der gælder nu 

!~" Et underrum T ~ E er et komplement til et underl"um 

S ~ E~ hvis og kun hvis restriktionen af den kanoniske afbj.ldn::.ng 

k: E ~ E/S til T er en bijektiv afblldning (og deI'med en isomof'fi) 

ar T på E/S. 

J2~.!1~l> At ep ::: k~T sl~al være bijektiv" betyder' åbenbart:) at 

der for ethvel't x E: E skal findes netop et 'se T Gå at. ep(t) ~- l::(x)! 

d.v"s .. Ii!.å at ket) = k(x)9 altså k(x - t) ::: 9.~ eJ.ler med ano..1'8 ord 

x. - t E: S o Men dette er ensbetydende medr, a t ethvert x E: E S}:Q3. l 
. ~ 

have netop en fremstilling a~ formen x = s + t med s E: T~ hvilket 

jo er defini tj.onen på li a t S + rr :;:, E og at denne sum eI' dirG}~te ~ 

Og det betyder jo definitionsmæssigt, at T er et komplement. til 

S., 

Ved co~dimen§l.2.g§2!. af et underrum S af et ~\ml:;:t;ol'r-wn E fox'-' 

stås dimensionen af kvotientrummet E/S. (Dimensj.onen af' et "'l8]cb o r-. 

rum defineres' s,om det størs,te ka.rd.:Lnaltal for nogen 11neæI't unJ:'h II 

hængig delmængde af rumme to Det kan vises, at alle base!' for et 

vektorrum er parvis ækvipotente, hvorfor rummets dimenslon også 

kan karakteris.eres som det fælles kordj.nal tal for alle baser ~) 

For ethvert ltomplement T tj.l et underrum S af E gælder' så-

ledes ifølge det foregående 

co-dim S = dim E/S = dj.m T. 

algebraiske betragtninger i stkn 1,8 og 19 skal nu suppleres med 

topologiske betragtninger i det tilfælde, hvor E betegner et 

,1;2J? .. ~1~ ~torrS!ll ~ Lad S og T be tegne to underx>um af E.. Uds t~r-

ret med delrumstopologien fra E bliver S, T og S -:- T åbenbart 

topologiske vektorrum l' og produlctet S )< T bliver del'efter et 
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t.v.r. med produktrumstopologien; denne ses let at være identisk 

med delrumstopologien fra E x E. 

Definition. En sum S + ~ af to underrum S, T af et t~voroE _ '- _____ ~_~_~_r~ ~. __ .. _,~~_ ,-r~~-~_. ___ '____ _ -* ... -_""'~o!" ~ 

ka~~es:t0120!2sisk~ek~t:;.~ dersom res:triktio~I}~lLf._/;!L.~adftLtjJmen, 

i E fra E x E til S x T er en isomorfi m1f' det t012~o+og:iE?ke, yektor­

rum S x T på det topologiske vektorrum S + T .. 

Da addi tionen i E er kontinuert, bliver f: S x T -~ S + T, 

defineret ved f(s,t) = s + t, ligeledes kontinuerto Derfor bliver 

summen S + T topologisk direkte, hvis og kun hv~s den for det 

f'ørste er (algebraisk) direkte (altså S n T = fQJ) og hvis til", 

lige :r-11 er kontinuerto 

Lad os nu antage, at E = S + T~ og at denne sum er algebraisk 

direkte. Vi be,tragter pro jektionerne p og q af E på S og T gi \ret 

ved 

p(x) = s, q(x) = t for x = s + t, s E: S li t E: T. 

Da bliver åbenbart 

for x E: S + T = E. 

Heraf fremgår, at betingelsen for, at den algebraisk direkte sum 

E = S + T også bliver topologisk direkte, er at p og Q er kon-

tinuerte. Naturligvis er det nok at ~orlange at f.eks. p er kon­

tinuert, idet q = i - P da ligeledes bliver kontinuert, eftersom 

såvel i som subtraktionen er kontinuert. Vi kan hermed snpplere 

Lemma 19 således. 

Sætning. Lad p: E -+. E være en lineær, idempotent, kontinuert 

aif"bildning, SJf' et t.v.r. E i sig selvø Da er E topologislc direkte 

sum af underrummene p(E) og p-1(Q). 

Bemærk også, at hvis E =: S + T er topologisk direkte, og 
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hvis E er et !i.§'2±§2:2!'ff -t.vor" da er S og T nødvendigvj.s §f's~.~.­

tede o Thi med de tidligere betegnelser er 8 :::: q-1 (g) _~ hVOr)1 og 

~ er kontinuerte, og foJ er afsluttet" 

Lad atter S være et underrum alf' et t~v"rø E" Vec"'.. et topoJ.o"" 
-=o:-~._; .... '.,. ...... 

,g~~ !f2!m?_1~!!le~~ underrum (eller kort.: et topologisl{ lWInpleo
-

ment) til S forstås et aJ.gebraisl{ komplement T til f::I i'o:e hvil~ 

ket smmmen E = S + T er topoJogisJ>;:direkte t> 

Man har eksem}?ler på Hausdorff t. vor'. (endda Banach"l"um), 

hvori ikke ethvert afsJluttet underrum besidder e-i.; tOl)ologisk 

komplementært under'rum~ Vi viser nedenfor, at ethv8I'-G underrmn 

af' endelig uo---dimension i et tov&!'. har et topologisk komple-

ment" Det samne kan for øvrj.gt visea (ved hjælp af' Hah:n~Bana(;h I B 

sætning) om ethvert underru.m af endelig dimensiono 

h~.!EP~o Et underrum S af' et t.vor .. E har et topologiBk kom~ 

plement r hvis og kun hvis den identislce afbildning ~L: 8 4 S kan 

udvides til en kontinuert lineær afbildning p: E ~ S" 

~b2." Som afbildning af' E j.nd i E er en sådan udvidelse p 

ligeledes kontinue:e-t og lineær ... Den er desuden .idemr>otent, idet 

p(p(x)) = i(:Q(x)) ;:-; };lex) ~ f'ordi p(X) E S~ Heraf følger tlhvis"-

delen under henvisning til ovenstående sætning 9 idet p(E) == s" 

Den anden del af' lemmaet er klar'~ idet man for p tager projek-

tionsafbild...'l1ingen af E på S langs et 'topologis]{ lcomplement T 

til So 

22 o H;YPJ~D?J;.st~~2B_!in~§;.!for:.!!l ~ Lad E være et vek to,rrum over 

Ko Ved en hY;Jerplan _ i E forstås et E!aocimal tæg!~ a:':9-~und~EE~ :i. 

E, altså e t sideunderrum H c E som ilcke er ægte delmængde a:f 
._ ........ ,.-.~~ __ -.J .. _______ . ~_._._~ _ . - ~~- -f_', __ • - __ • ___ .~ __ ~-. -"'_ •.. ~.,~~,-.-~.'"=- ...... - .... ~-~- -- --~, ----

noget andet sideunderrum af E bortset fr.a E sel v ~ En hyperplan 

gennem Q. er således et maximal t ægte under'rum af E" 

Lemma~ Et underrum E. af' et vektorr'UJJ1 E over IC er en hYller'·-
~"""''''!.:~~ 
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Pla~~_~~~~_?~._lcun hvis co-dim H = 1. I ~å _~a~~~~;L_~~I'_:r.o~.ElJhvert, 

e E E \ H: at Ke er et komplementært underrum til Ho 

Bevis. Lad k betegne den kanoniske afbildning af E på E/H, 

og antag fØrst at co-dim H = 1 ~ altså dim E/H = 10 Fo;"'Emhver 

vektor e E E\H udgør velctoIi'en k(e) = ~ + H en basis for E/Ho 

For enhver vektor x E E findes derfor A E K så at 

x + H = A(e + H) = Ae + H, altså x E ~e + Ho Dette viser, at 
H er 

E = Ke + H, og tillige, at'VeU hyperplan, idet ethvert underrum 

S med S ::J' H indeholder en vektor e Ej: H, hvorfor S ~ !te + H = E o 

Antages det omvendt, at H er en hyperplan, og vælges atter 

e E E\H, da er underrummet Ke + H en ægte udvidelse af' H, hvorfor 

Ke + H = E. Da denne sum er dix'ekte; bliver co-Elim H = 1. 

Vi vil nu nærmere studere opspaltningen E = Ke + H af vektor-

rummet E som direkte sum af et 'I-dimensional t underrum Ke og en -

hyperplan H, hvorved e Ej: HG Projektionen p på Ke langs H er li­

neær. Billedet p(x) af en vektor x E E har formen p(x) = Ae, 

hvor A E K, og hvor A afhænger af x, lad os sige A = ~(x). Da 

afbildningen Ae ~ A af Ke på K er lineær, bliver den sammensatte 

afbildning x ~ p(X)(=A~) ~ A(=~(X» ligeledes lineæro 

Defini tion. Ved en li~earform:> eller' en' lli~ Lunkt~~ 

på et vektorrum E over K forstås en lineær afbildning af E ind 

i K. 

Vi har ovenfor gjort rede for, at der til enhver hyperplan 

H i E og e.nhver vektor e E· E\H svarer en linearf'orm ~ på E således, 

at der for ethvert x E E gælder 

p(x) = ~(x)e , x E ~(x)e + H , 

hvor p er projektionen af E på Ke langs H. Åpenbart er 
-1 -1 H = P (O) = ep (O) sam t ~(e) = 1, og derfor ~ ikke iden-
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tisk O. 

Lad nu omvendt ep: E -> K være en vilkårligt opgivet linear­

form på E, s:om ikke er identisk O. Da er H ;:: ep ~'1 (O) et ægte un-

derrum af E. Vi viser, at H er en hyperplan, og at ep er bestemt 

på den ovenfor an gi vne måde ud fra H ved passende valg aæ e Ej: Il" 

Lad nemlig e1 Ej: Hp /llltså ep(e 11 ) =1= O. Sættes; e ;:: <p(e1)""1 e1 , blive .... 

ep(e) ;:: 110 Den vad p(x) ;:: ep(x)e (x E: E) definerede afbildning p 

l1Iif E ind i E er åbenbart lineær og har billedmængden Ke, hvor­

for p også bliver idempotent: 

p(p(x)) = p(ep(x)e) ;:: cp(x)p(e) ;:: ep(x)ep(e)e ;:: ep(x)e - p(x)~ 

If'ølge lemma 19 har vi derfor den direkte sum 

idet p-11(Q) ;:: ep-1 (O) ;:: H. Dette viser, at co-dim H ;:: 1 9 altså 

a.t H er en hyperplan~ 

Det bemærkes, at for en given hyperplan H i E findes der 

uendelig mange linearformer ep =1= O på E med ep-1(0) ;:: Hj men to 

af' disse" ep og ep 11 ' er al tid proportionale. Thi vælges e E: E\H, 

og sættes: o: ;:: epll (e) / ep(e), da defineres ved x ~ ep1 (x) - ex ep(x) 

en linearform epi - ex ep på E, som er ;:: O overal t på H og desuden 

for x = e o.g derfor også på H + Ke ;:: Eo Specielt er ep ~~digt 

bestemt ud fra H, når værdien ep( e) i et forelagt punkt e Ej: H er 

opgivet. 

Lad os nu betragte en hyperplan H, som ~ går gennem 00 

Den med H parallelle hyperplan HO gennem Q har en ligning 

q> ex) = O, a1 tså HO = ep -11 (O) med ep som ovenfor. Da H = e + HO 

for e E: H (ogdeJ?med e ~ Ho) II bli veJ? ep konstant lig med ep (e) p'å 

H, a.ltså H ;:: ep -1(0:) med o: = ep(e) t O. Normeres ep så at <;D(e) == 1:1 
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bliver således H = <p'''1(-1) og <p .<;:.mY~lliJ?~st~!!!to Omvendt er det 

klart) at fol' enJlVer linearfm'm (P ~s O på E og f'or etlY'7ort 

a E K \ fOl er <p-1(a) en hyperplan i E, som ikke går gennem Q. 

være et .!!,2JL2}.9.~~.iek vektorrum over K. Da g;:elder; 

1.LTDÆQ.'" EIlll":Jey, h;>rpc.rplan H:L et ·Lv.r. E er enten overalt tæt 

eller afsluttet i E~ 

~y~Sc Vj. 1;:8.11 gerne antage!! at H går gennem Q.~ fordi enhver 

parallelfopsk;)~d.;J.ing er en homeomorfi,,, Afslutningen A af et under-

I'um A af E er :'i.gen et unde7.'I'um (jv:E'" det tilsvarende om konveks:e 

mængder sidst i :3 t!;;: " 3,) Da såled.es ir er et underrum~ og H et 

maximal t ::sgte 1J.:n.de:e:;:'um ~ " må der gælde lighedstegn netop et af ste-

derne i inlGusionerne H c li c E. 
:,-; :..: 

§æiJ}"~:n1I" V:l.d li være en hyperplan 1 et t.vern E og ep ,~~ O en 

l:Lnearform på E~ som er konstant på Ho Da er H afsluttet" hvis og 

kun hvis ep er kont:tnuert~ I bekræftende fald er summen E :=o Ke + H 

topologj.sk dh'ektG for ethvert, e E E\H~ og af'b.tldnd:.rrg'311 ~D Q:r' e,b-~n,t>" 

Be.Yl~" V5. ~{an a.ttel'" antage", at H går gennem Q, altså H == <p."'1 (O) 

-'i Da IC er et Ha;ugdorf:f]L'Ulil~ bliver <p (O) afsluttet, såfremt <p er 

kontinuert" 1.a(1 nu omvendt H være afsluttet .•. Vi vælger e E E 'med 

~(e) = 1a Da udgØr e + H _ <p-1(1) en basis for det t-dimensionale 

kvottentrum E/Ro De; li er afsluttet) er ifølge sætning 8 E/H et 

Hausdorf'~~rum:1 og ifølge .Be3tning 5 er dette (topologisk) i s:omorf' t, 

med K" Nærrr,ere eælder tfln,ge bevis&,t, fo~.:' SÆtning 5 p a t den ved 

" -) -;\( e + li) "= I,e +- H bestemte algebrad.slce j.somorfi ljJ af' K på 

E/H også er en topologisk isomoI':Ci (altså tillige en homeamorfi). 

Vi har nu skemaet 

E k 
--) 

,,'1 
E/H ~ K p 
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hvor k betegner den kanoni.ske afbild.ning af E på E/H" For ethvert 

x E E haves: ifØlge stk" 22 x E <p(x)e + Ro Dm"for er 

k(x) = W(x)e + H, og ~-1(k(X» = <p(x)ø Idet således <p ~ ø-io k, 
. ~ å1?,~31,. ,-'1 

bli ver ep kontj.nuer~Y-i'ordi både k og if; el" kontinuer'te.: og åbne .. , 

Lad nu e E E\Ro Da gældm.." Jfølge lemma 22 E :::: Xe +- H~i hvor 

denne sum er algebraisk direkte~ Projektionen p Ol.f :B~ på ::Ie J.angs 

R er ifølge stkt> 22. givet ved p(x) =: p(x)el' altså f-)Ulfllnel18at af.' 

den kontinuerte aæbildning A ~> /\8 a:f K ind 1. E og li.nee.I'L'ol"men 

<p. Hvis <p er kontinuel"'t, bliver J) det derfor og3å i hvilket JfJllge 

sætn. 2.1 betyder II at summen E = P (E) + l? ~'1 (2) =- K8 + II 1::)li ver-

nævnte sum er topologisk direkte 9 da bliver R afsluttet i tilfæl~ 

de af~ at E er et ~9:.Q.E..[f'rl}.@. (s\e bemærkningen e1:'t.er sætn .. 2.1,)., 

Sætning 6 Ethver t Rausdorf'f' t" v • r. E oveL" K a:f.' en.deli.g di.mel1.­

sion m e.r (topologj.sk) tsomorf't med "talpUfil;uet Km og den~ecl :ful.d~·· 
m stændigt o Enhver algebraisk isomorfi mellem E og K el'" en homeo-

morfi o 

~~. For m = 1 udsiger sætn. 5, at E er topologisk isomorf't 

~ed K~ og det fremgår a~ beviset~ at enhver algebraisk isomorfi 

af K på E er en homeomorfi" Ide t vi deref'ter går :frem ved induk .... · 

tion, antager vi at det tilsvarende gælder f'o:' dimensions tallet 

m-i. Lad nu E være et m-dimensionalt Hausdorf'f' t(lv"r~ over K9 

og lad (e1 , ••• ,em) være en vilkårlig basis,f'oJ." Et'> Med H betegnes 

den af' vektorerne e1 ,·" ~ , em ""j f'rembragte hyperplan i En Da derJlle 

er et (m-1 )-dimensionalt Rausdorf'f t.Vol'" :1. delrumstopologj_en ;; 

m,-'j 
er den ifølge induktionsantagelsen Jsomorf med K ~ og d011 al--' 

gebraiske isomorri 
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er en homeomorfi af Km- 1 på Ho Ifølge sætn. 14 er H fuldstændigt 

og derfor afsluttet i E (sætn .. 12)0 Men så er summen E = H + (Ke ) . m 

topologisk direkte ifølge satn. 23~ Det betyder definitionsmæs-

sigt (stk.21.)~ at restriktionen af additionen i E til H x (Kem) 

er en homeomorfi af H x (Kem) på H + (Kem) = E. På den anden side 

er afbildningen 

åbenbart en homeomorfi af Km på H x (Kem)~ fordi afbildningen (1) 

som nævnt er en homeomorfi af K
m- 1 på Hp og afbildningen 

Am ~ A e en homeomorfi af K på Ke ifølge det i-dimensionale t j_l-m m m 

fælde. 

Ved sammensætning af homeomorfi (2) med additionens restrik-

tion til H x (Ke ) fås afbildningen m 

af Km på E 9 og denne algebraiske isomorfi er derfor ligeledes en 

homeomorfio Hermed er induktionsbeviset gennemført 9 idet ep~ver 

algebraisk isomorfi af Km på E jo er af formen (3) for en passen­

de basis (e1 ,60. 7em) for E~ nemlig ej = billedet af den j'te 

"enhedsvektor ll i Kmg Endelig fremgår fuldstændigheden af E af 

sætno 14. 

!Soro!:];.§!. 1 .• Ethvert endelig-dimensional t underrum af et 

Hausdorff tovor. er afslutteto 

Dette fremgår af ovenstående sætning i forbj.ndelse med sætnD 

12. 

K2Jwll~ 20 Enhver lineær afbildning f: E ~ li' ai' et endelig-

dimensionalt Hausdorff t.ver. E over K tnd j. et t"vC'r'~ F over K 

er kontinuert. 
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Thi ifølge sætningen ovenfor er det øjensynlig tilstrække­

ligt at vise dette i tilfældet E = Km; og her har f atter formen 

(3) med e. = billedet ved f af den jtte enhedsvektor i Km,j=1,,,o<>$'mc 
J 

Da regneoperationerne i F er kontinuerte, bliver :f.' derf'or konti~ 

nuert. 

25. Om afslutte9:~_u!!5i~~o 

Sætning. Lad S være et afsluttet og Ir et endeligdimensional t 

underrum af et t.vor. E. Da er underrummet S + T afsluttet i E. 

Bevis. Lad k betegne den kanoniske afbildning af' E på E/S. 

Da S er afSluttet, er E/S Hausdorrf (sætno 8)0 Da T er et endelig-

dimensional t underrum af Ev og da le er 1 • -,.:'.neær, bliver k(T) et 

endeligdimensionalt underrum af E/S og derfor afsluttet ifølge 

korollar 1 ovenforo Da k er kontinuert, bliver k-1 (k(T)) således 

æfsluttet i E. Nu er imidlertid 

k-1 (k(T)) = [k-1(k(t)) tE TJ 

= f s.~ + t I s E S 1\ t E T J = S + T, 

idet x E k-i (k( t)) ~-} k(x) = k( t) ~ k(x - t) = O <= x .- t E S 

~ x = s + t' for passende s E S. 

26. Om afsluttede underrum af endeli~ co-dimension o 

Sætning. Lad S være et afsluttet underrum af endelig co-di­

l1lension i et tov.r. E. Da er ethvert aJ.gebraisle kom:plement T til 

S tillige et top?logisk komplement. 

Bevis. Vi betegner atter den kanoniske afbildning af E på 

Hausdorffrummet E/S med kø Da S er afsluttet i E, er S n T af­

s:J.u ttet i delrumstopologien :på T; og idet S n T ~-= ! Q 1 t må T være 

et Hausdorff tav.r. j.fØlge stk(o 3 ... At S har endelig co-dimension, 
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betyder jo at E/S og T er endelig,dimensionale. IfØlge lemma 20 er 

restriktionen kt T af k til T en algebraisk isomorfi mellem de 

endeligdimensj.onale Hausdorf'f t 6 v.r. T og E/S. Ifølge sætn. 24 

er kl T en homeomorfi. Den omvendte afbildning ep: E/S ~ T er der-o 

for ligeledes. kontinuerto Vi har nu skemaet 

k (fl 

E .~ E/S ~ T, 

hvor k og ep, og dermed også epok, er kontinuerte. Men epok er netop 
.... :p;/ 

pro jektionenvaJ' E på T langs S; thi for vilkårligt x E. E haves frem-

stillingen x = s + t med 8 E S og t ~ p(x) E T. Da bliver 

x + S = t + S, og derfor 

~(k(x)) = ep(k(t)) = t ~ p(x), 

j_det ~ jo var den omvendte afbildning til kiT. 

27. 9m ~~~l~~. En delmængde A af et vektorrum E kaldes en 

~~J& med t0:9punkt 2, dersom 

f'or ethvert f., E R+, 

idet R+ = ]0, + 00 [< Fællesmængden for er mængde af kegler med 

toppunkt O er en kegle med toppunkt Q. For enhver mængde A ~ E 

er fællesmængden p for mængden af' alle kegler, der omfatter A, 

derfor den mindste sådanne keglee Åbenbart gælder 

Le~~ Lad A ~ E være konveks, og lad P være den mindste 

}\:egle med toppunkt Q, som omfatter A. Da er P konveks. 

~~iso Vi betragter to punkter f.,1X1 og f.,2X2 af P 9 hvor altså 

1\1E'A2 E R+ og ~i?x2 E Åo For ethvert f.L E [Opi] gælder da 
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fordi fL. ' 
h-;ror tL1'1 + (1 ,- fl· )A2 E ~ lconveks, og hvor p er defineret ved 

"7" G ___ '~_ 

jl.A1 + \ 11 - tL JA2 
p -. 

Å.benbal't eI' p E [0,1 L og derfor' pX1 + (1 - p)X2 E Ag da A er 

konveks" Følgelig gælder tLA1; x1 -:- (1 - tL )A2X 2 E P" 

28~ Hahn~~~~h'§ sæ~p.in.~" Som forberedelse bemærker v1 før-st, 

at hvis E er et Hausdol"ff t.vor. over R af' dimension ;; 2~ da er 

E \ LQJ et ;2.§:IEm~g9-æ.!1~~~ topologj.sk rum i delru>TlStopologien. Lad 

nemlig a, b E E \ (O}, og lad S betegne det (~ller et af de) 

2-dimensionale underrum af E, som indeholder a og b~ Da er S 

homeomox'f't med tz2 :;.f'ølge 5ætnj.ng 2L~~ og l"esultatet fI'emgår derfor 

af ~ a t f t 2 
\ (2,J åbenbart er sammenhængende (endda "kurvesammen­

hængende il).. Bemærk også 9 at E \ ~ 9.1 .±.!S~ eJ,' en konveks delmængde af 

E (se på a og -a)~ 

;&~e..!EmS1;." Lad A være en åben~ konveks, ikke tom delmængde af' et 

Hausdorff t~v.rQ E over R af dimension!: 2, og lad Q ~: A. Da ek-

sisterel' en linie gennem Q., som ikke mØder Ao 

Bev~.~., Med P betegner vi den mindste kegle med toppunkt 0, 

som omf'atter Ao Da A er åben og Hcke tom, gælder det ,samme om M 

for ethvert 1\ E R+ og derfor også om P = U AA" Endvidere er P 
"ER + 

konveks ifølge lemma 27 o Da Q Et A~ gælder 

Q. El: P!l altså P ~ E \ (QJ. Da P er konve!{s i modsætning til E \ {Q}, 

har vj. således ø c P c E \ ~ QJ~.B, E \ (QJ er sammenhængende 9 fordi 

dim E ~ 2~ har P mindst et randpunkt x E E \ fQ1 som delmængde af 

det topologisIw rum E \ f Q.J o Åbenbart er x tillige et randpunkt 

f'or p som delmængde af E 8 Da P er åben$' gælder x ~~ P n Vi vil nu 

vj_s.e~" at det en-dimensionale underrum Rx af E ik,ke møder P og der-

med heller ikke A., Da P er en kegle og x Ej: p ~ gælder åben-· 

b or-t '\ X rI- 'Q ,"o r " c-o. I\_,~ q. "_ _'o /\ Co Da 52 (r. Ps> er de'c derfor "tilstrækkeligt at 
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vise, at -x El: P, thi da vil -AX El: p for /\ E: R+. Anto.g man nu, at 

-x E P, så fandtes en omegn V af -x med V ~ P. Men så var -Ven 

omegn af randpunktet x for P, og der fandtes. derfor y E: P n (-V). 

Idet således yE P og -y E: V~ P, måttaQ = t(y + (-y)) E: p~ for­

di P er konveks; men som nævnt gælder O ~ Po 

Vi er nu i stand til at formulere og bevise hovedresultatet 

i indeværende afsnit~ Hahn Banach's sætning, fØrst i dens geome·· 

triske formulering. 

§ætniD..s:. (Hahn-Banach)" Lad E være et topologisk vektorrum ove:, 

K (=~ eller C)" Lad A være en åben, konveks, ikke tom delmængde 

af' E, og lad S være et sideunderrum af ID- med S n A = ø. Da eksiste-

rer der en afsluttet hyperplan H i E, for hvilken H ~ S og 

H n A = ø. 
Bevis i tilfældet K = Ro Efter en parallelforskydning kan vi 

opnå, at Q E: S, altså at S er et underrumo Med M betegner vi 

mængden af alle underrum T af E for hvilke T ~ S og T n A = ø .. Da 

er M induktivt ordnet ved inklusion,9 idet foreningsmængden af 
, 

enhver fuldstændigt ordnet delmængde af M åbenbart igen er et 

underrum tilhØrende M og således udgØr en majorant for delmæng-' 

den. Ifølge Zorns lemma eksisterer der et maximalt element H i M. 

Af H n A = ø, altså H c (A, følger dels, at H t E fordi A t ø, og 

dels at li c CA fordi A er åben~ altså at li n A = Øb Da nu li igen = . 
er et underrum af E (jvfo det tilsvarende om konvekse mængder i 

stk. 3), og da li ~ H ~ S, er H E: M, og derfor li = H fordi H var 

maximalt i M. Hermed er vist~ at H er et afsluttet underrum af E. 

, Tilbage står at vise~ at H er en hyperplan, altså ffit 

dim E/H = 1. Nu er F = E/H et Hausdorff t.v.r. (sætn. 8); og be-. 

tegner vi med ~ den kanoniske afbildning af E på F, bliver keA) 

en åben, konveks, ikke tom delmængde af F, fordi k er åben og 
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lineær" Endvidel~e indcholdGL' keA) :Llcke nulelementet 0F i F~ thi 

for vilkårligt x E A g~lct8r x Ej: tI og derfor k(x) t 2,F o Antog man 

nu, a t dim E/H := dj.m ]j" (; 2 9 da fandtes ifølge ovens tående lemma et 

i-dimensional t under'l'um J..J af' li' med L n keA) = Øo Da var k-i (L) 

et underrum af E, og k"o-1 (I,) n A == 0. (Thi for x E A gælder 

k(x) E keA) og derfcr k(x) 4 L, x ~ k- i (L))Q Da k er surjektiv og 

L :J[9.
F

l ~ må k--1 (L) :J k-I CQp') == II '2 S. Vi er herved ført til, at 

k-i (L) E M ag k'~1 (IJ) :J H~ hvillæt a.trider modS' at H var maximal j, 

M~ Dermed er sætningen bevist i tilfældet K = R. Beviset i tilfæl-

det K = C b:einges :;. næsi'Astykke/;l 

2.9. Q1ILy~~t(2!',~~~l?vcr~.t" Et vektorrum E over t kan også op­

fatte,s som et vektoi'rlJ.m over H; o.ette sidste kaldes så det under-

liggende reelle vektor):'um hØrende tj.l det komplelcse vektorrum E. 
r 

Da begrebet konveksitet kun involverer reelle skal~r:l er d~ kon-

vekse delmængde~(' de DEtm:ne 1 begge tilfælde" Et underrum af det 

komplekse vektOI'I'UT.l E eL' TI9.turligvls ligeledes et underrum af det 

underliggende reelJ.LG :eum Ea; men det omvendte behøver ikke at være 

tilfældet" Da mul tiplikD.tion med en skalar ~\ E C \ {O 1 er en iso-

morf't af det kc,mplekse 'irelctorrl.lID E på sig selv r bliver det speciel t 

en isomorfi af det ree:_le 7ektorrum Ea :98. sig s e l "il " For ethvert 

underrum M af Ea eJ~ cl.el'foT' iM ligeledes et u.nderrum af EO • Betin­

gelsen for, at fÆ er- et undeI'I'um af E;, ep åbenbart at i.M = M; thi 

for e thvert A == ex -I- lp E. C gælder da 

ANi :-: edI + i/3M ~ M + iM _. M + H _. M. 

~em!!1'§;o Lad E vær'e et vektorrum ovep C og Ea det underliggende 

vektorrum over :R, For ethvert '_mderrum M af' Ea er Mn(iM) et under~ 

rum af E .. Hvis M er e:;'1 hyperplan i Eap er Mn(iM) en hY]?erplan i Eo 
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Bevis. M n (iM) er et underrum af E, fordi 

i(M n 1M) = (iM) n (i 2
M) = M ,n (iM). 

Lad nu M være en hyperplan i EO., Hvis M ~ 1M:> er M n (iM) = M 

åbenbart en hyperplan i En Lad dernæst M cl: :1.M, og lad e E: M~ 
'"" 

e ~ iM~ Da er ie ~ i~ = M, og vi har de direkte summer 

EO = ~(ie) + M = ~e + 1M, 

fordi M og iM er/hYPei.-'Planer i EO (lemma 2~. Vi viser nu, a t E = 

Ce + (M n iM) , hvoraf fremgår, a t underrumme t M n (iM) er en hy­

perplan i E~ Ethvert x E E har en :fremstilling x = /3(1e) + y, hvor 
, en 

/3 E: ~, Y E: Ms Og y haMremstilling y; = ae + z, hvor a E. ~, z E: iM .. 

Men så gælder 

hvor a + i{3 E: C ~ og hvor z E. M n (iM) o A t z E: M fremgår nemlig af', 

at z = y - ae, hvor y, e E. M og a E. na Hermed er lemmaet bevist. 

Vi er nu i stand til at bevise Hahn-B.@:~~~ning for et 

t.v.r. E over C. Med den foreliggende topologi på E bliver det 

underliggende vektorrum EO over R åbenbart et t.ver. over 1<0 Det 

givne underrum S af E er som nævnt tillige at underrum af EOo I­

følge den allerede beviste sætning for reelle t.v~r. findes der 

en afsluttet hyperplan HO i Eo med Ho ~ S og HO n A = ø. Da er 

iRO ligeledes afsluttet, og HO n (iBo) = H er en afsluttet hyper­

plan i E ifØlge ovenstående lemma o 

Da nu .. iS = S, fås 

Det er klart, at H ikke mØder A, fordi H ~ Ho og RO ilcke mØder Ao 
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30. Udsl?,ændt underrum.J9~1 delmængE&o Lad M være en delmæng­

de af et vektorrum E over K (==R eller C) o Fællesmæ:agden F for mæng-

den af -q.nderrum af E, som omfatter Mg kaldes det af M ~pæ!2-d~~lD~ 

derrum (i algebl"aisk betydnj.ng) .. Det består af alle vektorer i EJ 

som kan frems_tilles Bom linearkombina tion af endeligt mange vektorer> 

fra, M" 

Deraom E er et t.verD~kaldes afslutningen F af F det af M 

~ds12æ!.l9-te af.~lutt~9-~!l~~ af E. Åbenbart er ]I det mindste afl31ut' 

tede underrum af E, som omfatter M .. 

~efig!~!2.g o En de lmængde M af e t t. v • r.. E kaldes .i9~.9 der­

fRom det af !VI udspændte underrum F (i algebrari.sk betydn:Lng) e:::, 0-

veral t tætt i E, altså dersom det af M udspændte af'sluttede under·· 

rum af E udgør hele E : F == E. 

?ætnin~~ En delmængde M af et ~o~~onyekst t.v~r. E er to­

tal, hvis og kun hvis der for enhver kontinuept linearform f på E 

gælder, at 

f(x) == O for alle x E M ~ f ~ O~ 

Anderledes uatrykt: M er total, hvis og kun hvis M §killer 

de kontinuerte linearformer på E i den forstand, at der for 2 

vilkårlige sådanne, f1. og f2- 9 gælder 

Bevis;. Den sidste formulering af sætningen fremgår af den fØl"­

ste anvendt på den ved f(x) == f 1 (x) - f 2 (x) definerede kontinuerte 

linearform :r == f 1, - f 2- på E. For enhver delmængde M S E og enhver 

kontinuert linearform f på E gælder~ at 

f(x) == O på M ~ f(x) == O på F, 
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når F betegner det a~ M udspændte a~aluttede underrum aæ E. Det­

te følger straks a~,1 at r-1 (o) er et a~sluttet underrum a~ E og 

derfor med M må omfatte F6 Heraf' fremgål? "kun hvis" - delen. 

Beviset ~or "hvis" - delen fØres indirekteo Antag altså, at 

M ikke er total, d"vos" F t- .E~ Lad y E: C]i (åben) o og lad V være 

en åben!) !con~ omegn af Q i E således; at y + V ~ CF. Ifølge 

Hahn-Banach's sætning eksisterer der en afsluttet hype~plan H i 

E med H ~ F og H n (y + v) = ø. Lad H = f-1 (0), hvor f' er en 

kontinuert linearf'orm på E (stko 23) .. Da er altså ~ = O på H" 
I 

/ 

specielt på M, men 1"' * O. , 
~~'\,\ 

Koro1:~ 1. Ethvert afsluttet underrum S c E af et lofu§l~-

veks~t t.v.ro E er ~ællesmængden ~or mængden a~ alle afsluttede 

hyperplaner H ~ S i E; og sådanne hyperplaner eksisterer. 

Thi i ovenstående bevis (med S = M = F = ]i) ~andt vi ~or 

ethvert y E: CS en a~sluttet hyperplan H ;] S med y El: Ho 

Korollar 2.. Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff t.v"r" af __ ~ __ ._,o,U..-__ ~_~~_ .......... _-=-r_ 
dimension> O., Der eksj.s~ereF afsluttede hyperplaner i E, og kon-

tinuerte linear~ormer ~ O på Ec 

Thi S = [gJ er et af'sJ.uttet underrum af E, da E er Hausdor~f; 

og S c Ep da dim E > o~ 

31. S~minormo Lad E være et vektorrum over K (=~ eller ~)o 

En ~unktionp: E ~ ~ kaldes en seminorm på E~ dersom ~ølgende 2 

betingelser er op~yldt: 

1) p(AX) = IAlp(x) for ethvert A E: K, x E: E; 

2) p(x+y) < p(x) + p(y) 
c 

~or ethvert x 1 Y E: E" 

Det ~ølger heraf' at p(Q) = O (sæt A ~ O i 1), og at p(x) ~ O 

~or ethvert x E: E, idet 

O = p(Q) ~ p(x) + pC-x) = 2p(x)o 



( 

( 

Ma to 6, 1966-67 

Endvidere gælder resten af "tr'ekan"tsukLgheden": 

I~(x) - p(y)1 ~ p(x - y) , 

idet p(x) ~ p(y) + p(x - y) og p(y) 5 p(x) + p(y - x) ifølge 2),) 

og p(y - x) = p(x - y) ifølge i)" 

Endelig er en serilinorm en konveks fUnktion, idet ... :;. ........ __ .-n,..,.~-=. _~~_~~ ... 

p ('Ax + (1 - :\) y) ~ p (/\x) + p ( (1 - A) y) 5 I\~Q ( x) -I- (-I - )\.) p ( y) ~ 

for 'A E [ O ,1 J og Y.. 9 Y E E e 

En seminorm p l{aldepo en ~g.!'Æ.p dersom p(x) == O "'* x = O., 
." 

For enhver linearfoI'Iffi f' ~ E .~ K er den ved x -)o I f(x) I bestem·~· 
te funktion I t' I en semj.norm på K, 

~emmao Lad p vær-e en seminorm på et vektorrum E" Da er mæng-

den 

A = f x E E ! p (x) ~ 11 

konveks 9 symmetrisk og absorberende" Endvidere er 

p(x) = inf fo.: E R.:_ l x E GAlo 

Bevis. Symmetrien følger aE ~) ~ konveksiteten al' at p er en 
.. 

konveks funktion, og den absor'berende egenskab af'~, at. p er ende-

lig. For ethvert x E E gælder neml:Lg A ::: E A .·for !t,j < 'l/p(x)o 

Åbenbart. er for ethvert a E n+ :l.følge 1.) 

exA == l x E E I p ( x) ~ ex 1 !' 

og denne mængde er da ligelee.es konveks~ [:~ymmetrj_8k og absorberen-

de. Idet aåledea 

p(x) ~ ex ~ x E ex A~ 



( 

( 

Mat .. 6 1 11966-67 T.V~R" 42 

og idet p(x) = in~ fa, E R+! p(x) ~ a}, ~remkommer det anførte ud­

tryk ~or p (x) • 

32.. Konlinuert seminorm på et t.v.r. 

~emma. En seminorm p på et t.v.r. E er ligelig kontinuert~ 

dersom p er kontinuert i 2" eller blot begrænset i en omegn af' 9.. 

Bevis. Lad p(x) ~ a ~or alle x E U, hvor U~E O (Q)o Da gælder 

~or ethvert E > 0, at p(y) $ E ~or alle y E (E/a) U, og 

(E/a)U =- V E 0(2). Endelig er 

!p(x) - p(y)! ~ p(x - y) ~ E ~or x - y E v" 

~ætni~. Lad E være et t.v.r. over K. 

a) For enhver kontinuert s~minorm p på E er mængden 

A = fx E E ! p(x) ~ i} 

en konveks, symmetrisk, a~sluttet omegn a~ O i Eo 

b) Enhver konveks symmetrisk, ~fsluttet omegn a~ Q :fremkommer på 

denne måde ud ~ra netop en kontinuert-seminorm p på E, nemlig 

Bevms. a) Klart i~ølge lemma 311, idet A åbenbart nu er a:f-

Sluttet, da P er kontinuert, og idet A om~atter den åbne mængde 

{x E E ! p (x) < i.}, som indeholder Q.. 

b) I~ølge samme lemma er der ikke andre muligheder for P- end den 

i sætningen a~ørte. Da enhver omegn a~ Q. er absorberende, eksi­

sterer der for ethvert x E E et tal a E R + så a t ex -,1 x E -A, al t3å 

x E aA, hvor~or p(x) er velde~ineret som et (endeligt) reelt tal 

> O. = 
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For "A E.: K \ {O} og et E.: ~+ gælder 

" x E: et A <=> x E.: A -1 ex. A <=> x E.: lA l-i a A, 

fordi A er symmetrisk. Derfor bliver 

p("Ax) = inf {a E.: ~-It I x E.: I,AI-1 a Al 
tAI inf f IAI-1 a E.: ~+ I x E: IAI-1 a A}= IAl,p(X). 

Hermed er lJ~.s;t~ at p(AX) = IAlp(x) for A ~ O; men det samme gæl-

deX' åbenbart fOl~ A = O. 

For at eftervise subadditi~iteten betragter vi to tal 

av p E R+ og bemærker, at 

x E: aA /\ y E.: [3A =» x + Y E.: (a + (3)A 

~ p(x + y) ~ ex + [3. 

Vi har her benyttet, at exA + {3A = (a + (3)A, fordi A er konveks. 

Da nu ex og [3 kan vælges vilkårligt tæt til henholdsvis p(x) og 

p(y), slutter vi, at p(x + y) < p(x) + p(y), og dermed at p er 
= 

en seminormø 

De 1; er klart li a t x E.: A ~ P (x) < 1. Antag dernæst, at x Ej: A. 

Da CA er åben 9 findes f.,L > 1 så a t 1, ~ ex ~ f1, '* a -1 x Ej: A. Nu er A 

konveks og indeholder 0, hvorfor A er stjerneformet (stk. 1, c), 

8.1 tså c/'A ~ A f'or ethvert ex E.: [0,11]. Da x Ej: A, gælder således; 

.x El: ctA :ror ex E.: [0,1], og dermed ial t for a E: [O ,f1,], hvorfor 

p(x) ~ f1, > 1 c Hermed er vist, at A = fx E: E I p(x) ~ 1). Da såle-

deEl r.:remino:pmen p er begrænse t i omegnen A af O, er p kontinuer t 

:ifølge lemmaet ovenfor .. 

~ew~r~~~R. På ganske tilsvarende måde vises det, at for en­

!:tyer kontinnert seminorm p er B = {x E: E I p (x~ < 1 j (Il konveks, 

symmetrisk~ ~~ omegn af' 0, og enhver sådan fremkommer på denne 

måde ud :fra netop en semi:;orm Pli nemlig p(x) = iuf {a E.: ~+Ix E.: exB). 



( 

( , 

T,V,R. 44 

Det kan endvidere vises g at B = Å og A = B, 

33. Lokalkonveks topol~gi defineret ved seminormer. Lad E 

være et vektorrum over K C= R eller t), og lad P være en given 

mængde af seminormer på E. For ethvert p E P og ethvert a E R+ er 

mængden 

ifølge lemma 31 konveks., symmetrisk og absorberendeo Med ~(Q) 

betegner vi mængden af alle fællesmængder 

() 

af endelig mange mængder af formen V med p E P, a E R+, Da en~ 
p,a 

hver fællesmængde af endeligt mange konvekse, symmetriske og ab-

sorberende mængder igen har disse tre egenskaber (og ifølge den 

sidste af disse ikke er tom), er B(Q) en filterbasis på E. For' 

ethvert A E R+ gælder A V = V ~ , hvoraf følger, at V E B(O) 
p,a p,f\a -

~ A V E B(Q). IfØlge sætning 2 (jvf. tillige stk. 4) findes der 

derfor netop en topologi på E, hvorved E bliver et t.v.r. og 

~(O) en basis for fliltret af omegne af O. Herved bliver 
.~ -

f x + V I V E ~(Q) l en basis for U(x). Vi kalder denne topologi 

for den ved mængden P af seminorm~r definerede topologi på E. Med 

denne topologi bliver E åbenbart et lokalkonvekst t.v..r. 

Det ville ingen forskel gøre, om man i stedet definerede 

V = {x E E I p(x) < aJ; thi der gælder f'or a E li+ p,a 

fx E E I p(x) ~ a/21 ~ fx E E I p(x) < aJ ~ fx E E I p(x) ~ aj. 

Sætning. Den ved en mængde P af seminormer på et vektorrum 

E definerede lokalkonvekse topologi på E er den groveste topologi 

på E, der gør E til et t.v"r. og for hvilken enhver af seminormer~ 

i' 
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ne p E P er kontinuert. 

Bevis. Det er klart, at ethvert p E P er kontinuert i den 

ved P definerede topologi, idet V er en omegn af O for ethvert p,a 
a E ~+. Betragter vi omvendt en vilkårlig topologi på E, hvorved 

E bliver et t.v.r. og ethvert p E P bliver kontinuert, da må 

V for ethvert n E p og a E ~+ være en omegn af 00 Derfor er p,a ~ ~ 

enhver af mængderne i ~(Q) en omegn af 2" og da parallelforskyd,· 

ningerne i E skal være homeomorfier, må x + il være en omegn af 

x for ethvert V E ~(Q). Dette viser, at den betragtede vilkårlige 

topologi med de anfØrte egenskaber er finere end den ved P be-

stemte topologi. 

Det re mærkes, at enhveE, lokalkonveks topologi på et vektorrum 

E kan defineres ved seminormer på den angivne måde. Vi behøver nem-

lig blot at tage P som mængden af alle seminormer på E, som er 

kontinuerte i den forelagte topologi. Den ved P definerede nye to-

pologi på E er ifølge ovenstående sætning grovere end den givne 

topologi. Lad omvendt V være en omegn af Q i den givne topologi o 

Ved beviset for, at V også er en omegn af Q i den ved P bestemte 

topologi, kan-vi antage at V er konveks, symmetrisk og afsluttete 

Ved p(x) = inf {a E R+I x E aV} defineres ifølge sætno 32 en kon­

tinuert seminorm på E~ og denne tilhØrer således Po Ifølge samme 

sætning er V = V = fx E E I p(x) ~ i}, hvilket netop er en om-p,1 

egn af Q i den ved P bestemte topologi. Da parallelforskydninger-

ne er homeomorfier i begge topologier, er påstanden hermed bevist. 

Lemm~. Lad P være en mængde af seminormer på et vektorrumo 

Den ved P definerede topologi på E er Hausdorf:f~ hvis og kun hvis 

der for ethvert x ~ O i E findes p E P med p(x) t- O~ 

Bevis,. For et sådant p er fy E E I p(y) = < ip(x)} en omegn 

af O, som ikke indeholder ~. Hvis derimod p(x) = O for alle p E P, 
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gælder x E: V for ethvert n E p Q a E: tt , p ~a y., + 
y. 

og derfor er x E: V ~or enhver omegn~af Q i den ved P de~inerede 

topologi, hvilket viser, at denne ikke er Hausdorff. 

34. li2~inuitet af lineær afbildnins udtrlkt ved seminormer. 

Lad E og F være lokalkonvekse topologiske vektorrum oyer s~e 

iegeme K, og lad topologien på E være definU" ved en mængde P af 

seminormer på E og topologien på. F ved en mængde Q af seminormer 

på FI! 

§ætni~. Med ovenstående betegnelser er en lineær afbild­

ning f: E ~ F lcontinuert, hvis og kun hvis der' til enhver semi-

norm q E: Q findeSl en endelig mængde aæ seminormer Pi EP, 

i = i,2, •• v,m, og et tal c > O så at 

g,(f(x» ~ c sup p.(x) 
1 ~i~m J. 

for alle x E E. 

Beviso Hvis f er kontinuert i Q, findes til omegnen 

w = {YE: F I q(y) ~ 11 af Q i F en omegn af formen 

V = V n 000 n V af O i E, som ved f afbildes ind i W. 
P:l. !1~ Pm pam 

Sættes a = min, a i jl gælder, at 
1Si,Sm 

sup p. (x) ~ ex., => ]i. E: V 
11~i~m ~ 

hvoraf på grund af homogeniteten 

=> f(x) E W => q(f(x» ~ 1, 

q(f(x» -1 sup p. (x). Lad ~ a os 
i ~ 

dernæst antage, at betingelsen er opfyldt, og lad os vise, at f 

bliver kontinuert i Q. og dermed overalt. Enhver omegn af Q i F 

omfatter fællesmængden af endeligt mange omegne af formen 

Wq ,j3 = br E F I q(y) ~ ,Bl, hvor q EQ, j3 E R+. Det er da nok at 

visa.!) at f-'~(Wq,j3)i er en omegn af' O i E. Til q findes ifølge for­

udsætning P1,ooo,Pm E p og c > O så at den anførte ulighed gæl­

der. Men så gælder åbenbart for a = ø/c, a.t 
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;§,P;W.~rJi21~<> Af denne sætning aflæses i tilfældet E = F, 

f == :i. (::!den :i.d.entisl;:e ai'bildning af E på sig selv) betingelsen 

for, at den ved en mængde P af seminormer på et vektorrum E de-

f'i.nerede topologj. :po. E er fj.nere end (eller grovere end, eller 

j,de:nti!3l~ med.) den ved en anden mængde Q af' s.eminormer definere·· 

de topologi på E~ To mængder af seminormer, P og Q, på E kaldellS 

Q!kyi v8:lS}f.t..P;.;.l der80m de det'inerer samme topologi på E o 

Enhv'er' endelig mængo.e. af seminormer P1 J • • Q 'Pm på et vektor-

J:'um E er E't1Jel1.ba:!.~t ækyivalent meel en enkelt seminorm p, f'teks" 
m 

ri t' -, . o t kt E ver K ~L1..~1 <> LIan :P være en sem~Lnorm pa e ve. orrum I o 

(~ H eller C)o Lad M være et underrum af E, og lad f: M ~ K være 

en linearfchrm på M således at !:f.(x) I ~ p(x) for alle x E.: M" Da 

kan f udvides.. t:L1 en linearform f' 1 ~ E -> K :på E således at 

!f1 (x)! ~ p(x) for alle x E.: ED 

r..~yi~ () Vi lean Em tage f ::>, O:J -- D v ""O d: .i.det VJ'. el1_er,p blo+ t O lo-er f
1 

= O'. 

Den givne seminorm p på E clei'j.nl:lre.r en lokalkonveks topologi på 

E" Da :9 herved bliver lcon"tinuer"G; er den konvekae mængde A = 

f x E: Eip(x) < '1 J åhen og ikke tOffi~ :l.det Q. E A~ Ved ligningen 

f'(x) ~-= 'l defineres e.n hyperplan L = fx E.: M I f(x) == 1 J i M; og 
~. 

L ep etYundel'rum af Er som ikke møder A 9 tdet p(x) ~ Ii'(x) 1.= 1 

:for x E.: IJ', Ifølge Hahl1~Banach l s sætning i geometrisk i'ormulering 

(sætn" 28) ekf;;ia:terer der en afsluttet hyper:glan H i E ma,d H ~ L 

og H n A =-: ø" I j.nklusionerne l. ~ H n M ~ M må lighedstegn ind­

træffe netop et. sted) ford:i. L er en hyperp lan i 11 ~ Da O E.: M, 

hvorimod O .+ H (:E'ordi. Q E: A c eH), må H n M ~ M,9 og derfor er .., 

I 
Ol 
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H n M = L. Som vist i stk. 22 har H en ligning ~1(x) = 1, altså 

H = f x E: E I f 1 (x) = 11, hvor f 1: E ~ K er en kontinuert linearform 

på E. Da således L = H n M = fx E: M I f 1 (X) = 1 Jp' har hyperplanen 

L i M både ligningen f(x) = 1 og ligningen f 1 (x) = 1:1 hvoj~for 

linearforme~ne f og f 1 stemmer overens på M ~tke 2~9 d.v.s. f 1 er 

en udvidelse af f. Tilbage står at eftervise, at,lf1(::dl 5 p(x) 

for alle x E: E. Da H c CA = fx E: E I p(x) ~ i} ~ er denne ultghed 
GI 

klar for x E: Ho? d.v.s. for f 1 (x) = 1., For en ~\I"j).kårlig yæl~di ex E: K 

af f 1 (X) sluttes (hvis ex + O), at f 1(ex-1x) = 1 og derfor 

Bemærkning. Hvis E er givet som et tov.r., og hvis p er en 

kontinu~ seminorm på E, da bliver f 1 en k~t.!E.~~lill.earform 

på E, som man umiddelbart ser ud fra uligheden !,fil (x) I ~ p(x) ,x E: E~ 

36. Normeret ~~~. Vi minder om.? at en ~Z~ på et vektorrum E 

over K (= R eller C) er defineret som en seminorm l1 Bom kun antager 

værdien O i Q.. De t er altså en afbildning x -+ II xII a~ E :Lnd i 

[0,+ ~[, som opfylder kravene 

1 ) 

2) 

3) 

II A x II = I A l II x II for ethvert A E Kl' X E: E; 

II x + yll ~ II x II + II y II for ethvert x, y E E; 

II x II = O => x = O. 

r 
Et vektorrum E kaldes et ~~~et rum: dersom der er givet en 

norm II II på E. Den ved denne ene (semi)norm definel~ede topologi på 

E kaldes normtopo12gieg. Udstyret med denne topologi er E specielt 

et 19kalkonveksi!. Hausdorff tov.r", idet betingelsen i lemma 33 er 

opfyldt ifølge 3). Endvidere er normen en konti.nuert funktion på E. 

Et normeret rum er samtidig et metrisk rum, idet af's tanden 

defineres ved 
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( dist (xPy) = lix - yll. 

( 

( , 

Det eftervises umiddelbart, at der herved virkelig defineres et 

af'standsmål på E. Den tilsvarende topologi på E er netop normtopo-

logient idet kuglerne [y E E I lix - yll ~ 1'1, r E ~+' i begge til­

fælde danner en basis for filtret af omegne af x E E. Også den 

ligelige &truktur (jvf. stk,! 10) er åbenbart den samme, hvadenten 

E opfatites som et tov.r. (med normtopologien) eller som et metrisk 

rum (med den ovenfor angivne metrik). 

Et t.vor, E kaldes normerbart, dersom der findes en norm på 
-=v_=-_~~ 

Eg således at den tilhørende normtopologi netop er den givne to­

pologi på E. 

Et fUl:sBændigt normeret vektorrum kaldes også er Banach-rum 
p. 

efter den polske matematiker S. Banach, der i sin bog: Ther1e des 
~ 

operations lineaires har givet den fØrste systematiske behandling 

af de (normerede) topologiske vektorrum. 

Lad E og F være to normerede rum (over samme legeme K). Vi 

tillader os a t benytte samme betegnelse for normerne i E og F. 

Lad f: E ~ F være en lineær afbildning af E ind i F. Ifølge sætno 

34 bliver f kontinuert, hvis og kun hvis der findes en konstant 

c > O således at 

Ilf(x) II S c lix!! for alle x E E. 

Det fremgår heraf specielt (i tilfældet E = F, f = i), at 

to normer II 111 og II Ib på et 'Jbektorrum E er ~1-valente (d.v.s. 

definerer samme topologi på E), hvis og kun hvis der findes en 

konstant c > O således at 

for alle x E E. 
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Ses der derimod bort fra denførste af disse uligheder, fremkom­

mer betingelsen for, a t den ved II 111 define.rede normtopologi på 

E er finere end den ved II 11 2 definerede o 

En lineær afbildning f: E ~ F af et normeret rum E ind i 

et normeret rum F kaldes isometri~, dersom normen bevares, altså 

Ilf(x) II = Ilxll for alle x E E. 

En sådan afbildning er altså specielt kontinuert. Det naturlige 

isomorfibegreb for normerede rum er ~ometrisk isomorfi, altså 

eksistens af en bijektiv, lineær, isometrisk afbildning 

f: E ~ F. 

Til sætn. 17 om udvidelse ved kontinuitet kan føjes følgen­

de i det tilfælde, hvor E og F er normerede rum og hvor F ~ltså 

er et Banach-rum: Da den givne lineære afbildning f: M ~ F af 

det overalt tætte underrum M af E ind i F er forudsat kontinuert, 

eksisterer der ifølge det foregående et tal c > O så a t \ Ilf(x)11 

~ c Ilxll for- alle x E M. Den entydigt bestemte udvidelse af f 

til en kontinuert lineær afbildning f 1 : E ~ F opfylder nu auto­

ma tisk den tilsvarende ulighed IIf1 (x) II ~ c Ilxll for alle x E E-. 

Dette følger af, a.t f x E E I lif 1 (x) II - cllxll ~ O 1 åbenbart er af­

sluttet (fordi venstre side af uligheden afhænger kontinuert af 

x) og omfatter M, som er tæt i E. 

På samme måde ses det, at hvis f er en isometri, da gælder 

det samme om f 1 -

37- ~tnins. Ethvert endeligt produkt af normerede rum 

Ei. (i = il, 2.~ • • • ,m) er normerbart • Idet normen p.å 

med II II i' defineres produktrumstopologien på E = 
vis ved fØlgende norm II II: 

E. betegnes 
ih 
II E. eksempel­

. 1 ~ 
~= 
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Bevis. Det eftervises let~ at der herved defineres en norm 

på E. Idet a gennemlØber R+ danner mængderne 

f x E: E IIIxii $ cd 

en basis for filtret af omegneaf O i E såvel i normtopologien 

på E som i produktrumstopologien. 
m 

Det tilføjes~ at der ved x -+1 ~ IIx.lI. åbenbart defineres 
. 1 1 J. 
1= 

en anden norm på E, og den er ækvivalent med ovenstående norm 

(nemlig ~ denne og ~ m gange denne), definerer altså ligeledes 

produkttopologien på E. Det samme kan mere almindeligt vises for 

ethvert p E: [1,+ 00 [ om afbildningen x -+ ( ~ 1,1x..IIl?) 1/p. 
. 1 1 1 
J.= 

Vi minder om, at produktrummet 
m 

E = IT E. er fuldstændigt (altså et Banach-rum), hvis og kun 
. 1 ]. 1= -

hvis hvert af rummene E. er fuldstændigt (sætn. 16). 
1 

m Eksempelvis er det K-dimensionale talrum K et Banach-rum 

over K for enhver af normerne 

og også med normen 

II xII = sup Ix·l. 
00 1<i<m 1 = = 

(1 $ p < 00) 

38. For at komme til eksempler på uendeligdimensionale nor- _ 

merede rum betragter vi (som forberedels-e) svarende til en gi ven, 

ikke tom mængde T vektorrummet KT bestående af alle afbildninger 

x: T -lo K. Således er KT identisk med produktrummet IT Kt~ hvor 

Kt = K for ethvert t E T. Produktrumstopologien på ~Tdefineres 
åbenbart ved systemet af seminormer 

x -+1 x( t) I T (x E K ), 
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hvor t gennemløber T. Denne topologi kaldesi også topologien f'or 

_Qunktvis konvergens, f'ordi eksempelvis en f'ølge (xn)nE~ på K
T 

konvergerer mod x E KT, hvis og kun hvis xn(t) ~ x(t) f'or ethvert 

t E T. Udstyret med denne topologi er KT åbenbart et fUldstændigt, 

lokalkonvekst Hausdorf'f' t.v.r.(sætn. 9 og sætn. 1~; men normer­

bart er det kun i det ovenf'or betragtede tilf'ælde, hvor T er en 

endelig mængde. 

For enhver mængde T danner de 2egrænse~ f'unktioner 

x : T ~ K (hvor altså sup Ix(t)1 < ~) et underru~ af' vektorrum-
T tE: T 

met K • På dette underrum, som vi vil betegne med B(T) = B(T,K), 

indf'ører vi f'ølgende norm: 

IIxll = sup I x( t) I 
~ tE: T 

(xE B(T». 

Det ef'tervlses umiddelbart, at dette virkelig er en norm på B(T). 

Den tilhØrende norm topologi på B(T) kaldes topologien f'or 

ligelis ~ersens, f'ordi en f'ølge (xn)nE~ på B(T) åbenbart kon­

vergerer mod x E B( T) i normtopologien, hvis, og kun hvis 

xn (t) ~ x( t) (punktvis og) ligeligt med hensyn til t E T. Da 

I x( t) I ~ IIx.II~ f'or ethvert t E T, er topologien f'or ligelig kon­

vergens på B(T) f'inere end topologien f'or punktvis konvergens 

(delrums,topologien på underrummet B(T) og K
T

). 

Vi viser nu, at det normerede rum B(T) er fuldstændig!, alt­

så et Banach-rum. Lad (xn)nE~ være en f'undamentalf'ølge på B(T)o 

Til E > O findes altså N E ~ med 

= sup Ix (t) - x (t)1 ~ E 
tE:. T m n -

For ethvert t E T er f'ølgen. (xn (t) )rE~ derf'or en f'undamentalf'ølge 

på K. Da K er f'uldstændigt, eksisterer f'or ethvert t E T en 

grænseværdi lim x (t) = x.(t). Hermed er vist, at den giwne f'ølge n 
~ 
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(xn ) konvergerer mod funktionen x E KT i topologien for punktvis 

konvergens på KT• Tilbage står at vise, at x E B(T) og at 

lix - xnlloo ~ O for n ~ 00. Ved at lade n ~ 00 i uligheden 

Ixm(t) - xn(t)1 ~ E for m, n ~ N finder ~i, mt Ix(t) - xn(t)1 ~ E 

for n ~ N. Dette viser dels, at x - xn er en begrænset funktion 

for n ~ N, altså at x - xn E B(T) og dermed x E B(T), og, dels 

at lix - xnlloo ~ E for n ~ N, hvorfor Xn ~ x i normtopologien på 

B(T). Da således enhver fundamentalfølge på B(T) er konvergent~ 

er B(T) fuldstændigt ifølge sætn. 11,idet B(T) som normeret rum 

jo har en numerabel basis for filtret af omegne af Q, foeks .. 

kuglerne med centrum Q. og radius il/n, n E ~. 

Lad os nu særlig betragte det tilfælde, hvor mængden T er 

et topologisk rum. De begrænsede funktioner x : T ~ K, som til­

lige er k2.ntinuert~, udgør åbenbart et underrum af B(T), og det·~ 

te underrum er afsluttet i mormtopologien på B(T)~ fordi kon-

tinuitet bevares ved ligelig konvergens. De begrænsede, kontinu-

erte funktioner på et topologisk rum T danner derfor ifølge 

sætn. 13 et Banach-rum under benyttelse af normen II II • Vi frem-
00 

hæver det vigtige tilfælde, hvor T er kompakt og enhver kontinu­

ert funktion på T derfor begrænset: 

Sætni~. Vektorrummet C(T) = C(T,K) af alle kontinuerte 

funktioner x: T ~ K på et kompakt- topologisk rum T er et Ba-

nach-rum med normen 

Ilxll = sup Ix(t)1 = max Ix(t)l, 
00 tE: T tET 

39. Fuldstændiggørelse. Lad E betegne et HatUsdorff t~v.ro 

overK(= ~ eller C). Ved en fuldatændi~g~~~ af E Eorstås et 
, 

par (E,k), hvor E er et fuldstændigt Hausdorff "t.v<>r. (over 

samme koefficient~egeme som E): og hvor k er en isomorfi (altså 
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lineær homeomorfi) af E på et overalt tæt underrum k(E) af E. 
Dersom E er et normeret rum, forlanges desuden, at E er at 

normeret rum (og dermed et Banachrum), og at k er enisomet!!, 

altså IIk(x)1I = /lxII for alle x E: E. 

Sætning. Ethvert Hausdorff t.v.r. har en fuldstændiggørelse, 

og ligeså ethvert normeret rum. 

Vi skal ikke gennemføre beviset for denne sætning, men dog 

skitsere beviset i tilfælde af et normeret rum. Her gås frem på 

lignende måde· som ved Cantor's udvidelse af Q til li, idet.elemen­

terne i E definerea som klasser af ækviv/allente fundamentalfølger 
~~lANi __ {, 

på E. To følger på E kaldes ækvivalente, dersom deres differens 

konvergerer mod 2,. Summen x + y af to ækvivalensklasser x og y; 

repræsenterede ved fundamentalfølgerne (xn)nE:~ og (Yn)nE~ på E, 

defineres som den ækvi valensklasse.,i der indeholder følgen 

(xn + Yn)nE:~. Denne sidste ses let at være en fundamentalfølge, 

l~gesom det vi ses, at resultatet x + y ikke afhænger af de valgte 

repræsentanter for. x og y. På analog måde defineres Ax for" E K, 

x E E, og det påvises, at Eer et vektorrum. Normen IIxll af x E E 

defineres ved 

IIxll = lim IIxnll, 
I}-Ico 

som eksisterer, fordi normen på E er ligelig kontinuert (lemma 32) 

og derfor overføre fundamentalfølgen (xn)nE.:~ i en fundamentalfølge 

(lIxnll )rE~ på det :t'uldstændige rum K. (Eller direkte: 

111xml! - U~1I1 ~ IJxm - xn".) Igen er resultatet uafhængigt af den 

valgte repræsenterende fundamentalfølge (xn)nE~' og det eftervi­

ses let, at E er et normeret rum. 

Idet man for K E: E definerer k(x) som klassen a~ alle -følger, 

der konvergerer mod x, repræsenteret ved følgen (x,x, ••• ,x, ••• ), 
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bli ver k ø jensynlig en (isometl"isk) is:amol"'lfi af E :på et underrum 

k(E) af E, og k(E) bli vel" tæt j, E., Thi et element x E: ]j ~ repræ-· 

senteret ved en fundamentalfØlge (Xn)nE::N? er åbe.nl)8.pi; grænBevær­

dien for følgen fk(Xn)1nE~D e~tersom 

lix - k(Xn) II = lim Ilxm - ;::nll ~ z 
m-~'OO 

for alle tilstrækkelig store nu En fundamental:følge (x(n) ):a::N 

på k(E) er øjensynlig konvergent i j1;, idet. elementerne 

x n = k-1.(x(n)) af' E danner eYl fUl~da;:;entalfølge (x ) r'1~ på E, 
n. n~l.'J 

og denne repræsGnterer et element x E E, for hvillcet vi ovenfor 

viste~ at x = lim k(x ) - lim x(n)c For til slut at bevise, at n 

enhver fundamen-c.alrølge (x (n)) '~på j~ ep kO::1vergen t i Br vælges 
\ lEN· 

y(n)E: k(E) så at II y(n)'N x(n) .~ -) O for n -) C>O~ Da 'bliver 

(y(n) )nE:~ en fundamentalf'ølge på l:(E), og derfor eksiste~C'er 
lim yen) = y E: E~ Men så gælder o.gså lim x(n) ::: Y.9 hvormed er 

vist~ at E er fuldstændigt? 

I tilfælde af et generelt Hausdorf:t' t"vQr" må man naturligm 

vis operere med fundamentalf'iltre i stedet for 'fundamentalfølger. 

Man definerer E som mængden af m.1:.!!.~~d~~.~ . .,r1.!Elfi!"tre på E!J 

d.v.s. de minimale elementer (ved inklusion S) i mængden af' alle 

fundamentalfiltre på E o Der gælder den sætning, at der til ethvert 

fundamentalfilter <1> på E fil1des ~etop et minima:.lt fundamental-

filter <1>0 grovere end 00 En basis for 

Heraf træder en vis analogi med ;'3kvi ~lalG::'1sklaf;Ger af' fu:ndamental-
, , 

f'ølger fremo I Øvrigt må henvises til Bou1"baki ~ Topol,)gie generalel' 

chø 2, § 3. 
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40. ~~ ~~in~f Baire og de~rolle i funktionalanalysen. 

SætniBg (Baire). Lad E være et fuldstændigt, metrisk rum. 

Foreningsmængden U A for en fØlge af afsluttede mængder ~ ~ E 
nEJ~· n 

uden indre punkter er en mængde uden indre punkter. 

Ved overgang til komplementærmængder lyder komklusionen, at 

fællesmængden A = R A for en følge af åbne, overalt tætte mæng­
nEN n 

der An ~ E er overalt tæt i E. 

Bev~s (i den sidste formulering). Vi betegner med 

K(x,p) = fy E E I dist (x~y) < pl den åbne kugle med. centrum x E E 

og radius p > 00 Opgaver.. er at vise, at A = E, altså at ethvert 

punkt xi E E er kontaktpunkt for A = n An' idet det er givet, at 
n::~ 

An = E for alle n E No Vi skal således påvise, at K(x1 ,P1) n A f ø 
for ethvert opgi V8,t xi E E og Pi > O .. Hertil bestemmes ved induk­

tion en følge af kugler Kn = K(Xn,Pn ), n E N (af hvilke Ki er den 

forelagte), således at 

for alle n E :N .. Er Kn bestemt, vælges xn+
1 

E K
n 

n An' hvilket er 

muligt fordi Kn er en omegn af xn og derfor møder den tætte mæng­

de Anto Dernæst vælgesPn+i ~ P1/(n+1) og så lille, at den åbne 

omegn Kn n An af xn+1 omfatter den afsluttede kugle 

fy E E I dist(xn+1p y) ~ ~n+1 l, som jo atter 9mfatter 
~ 

Kn+1 = K(~::~;p:~e Det er nu klart, at følgen (Xn)n::~ er funda~ 

mental: thi for m > n er xm E Km ~ Kn , og derfor 

dint (Xm'xn ) < Pn ~ O for n ~~. Da E er forudsat fuldstændigt, 

eksis.terer lim Xn = x o For e thver t n E N er x E:K 1 c K n A n+ = n n 
n~ 

foråi x E K 1 for m > n. Dette viser, at x E K1 n A. m n+ 

Vi skal nu anvende Baires sætning på topologiske vektorrum. 

Spørgsmålet melder sig da~ hvilke topologiske vektorrum E er 
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~~~~~rp'a~~ ? Som nævnt er ethvert normerba~ rum E metriser-

bart, idet vi som afstand mellem x og y benytter 

dist(X,y) = IIx-yll, hvor II II er den givne norm. Denne metrik 

er translationsinvariant, d.v.s. 

dist(a+x,a+y) = dist(x,y) for alle a,x,y E E. 

Mere almindeligt gælder, at et topologisk vektorrum E er me-

triserbart, hvis og kun hvis det er Hausdorff og opfylder det 

1. numerabili tetskri terium. I bekræftende fald kan man endda 

altid vælge en translationsinvariant metrik på E. 

Vi skal ikke vise dette resultat her, men gør opmærksom på 

fftIBs~lt2wt er indeholdt i opgave 15 i det lok~1kQgvek~ tilfæl-

de. 

41. Rum af kontinuerte lineære afbildninger. 
~ ...... _-~--,.-".- --- ----- ... '----

Lad E og F være t.v.r. over K. Mængden af kontinuer­

te lineære afbildninger L(E,F) af E ind i F er et under­

rum af vektorrummet Lin(E,F) af alle lineære afbildninger af 

E lnd i F., Det er ma turligt at spørge, c::m det ikke er muligt 

a t FØ "':'; L(E,F) til et topologisk vektorrum. Der er normal t 

flere muligheder, og vi vil her kun behandle to tilfælde' 

1) E og F er normerede rum, 

2) E lokalkonvekst Hausdorff t.v.r., F = K, og 

i det.te t.ilfælde består L(E,K) altså af alle kontinuerte li-

op o near.c ormer pa 

Vi antager nu at E og F er normerede rum og normen be-

t.egnes j_ begge rum II II. En lineær afbildning f: E ~ F er i-

følge sætning 34 kontinuert, hvis og kun hvis der findes et tal 
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c > O så 

(1 ) 1It'(x) II ..s. c Ilxll t'or alle x E: E. 

For enhver lineær afbildning t': E ~ F det'ineres 

Ilt' II ::: s up f Ilt' (x) II I lix 11<1 l < 00 • - -
Af (1) t'ølger at 1It'1I..s. c (specielt 1It'1I < 00), nå .... t' er 

kontinuert. Hvis der på den anden side gælder IIfll < 00, er 

det kiliart, at (1) gælder med c::: Ilt' II (se på lix II-ix) , så t' 

er kontinuert, og 1It'1I er det mindste tal 'C så (1) gælder •. 

~till-ng: b~_9: E QE F være nor~~rum. VektQ.!X1Hmn~ 

L(E,F) ?:f-1l:;t.~!lJ.~~_rte-1.i:p.eære af'bgdni~!: t': E ~ F er 

Ilt' II ::: s up f II t' ( x) II I lix 1I..s.1 J , 

Bevis: Vi skal eftervise betingelserne 1)-3) t'or en norm ........... __ .--
lIMII::: suofllM'(x)II I lix 11<1 J = supfll\1 IIf(x)1I I lix II <1 J = lAl IIf II 

~ - -
IIf+gll == sug f 1It'(x)+g(x) II I IIxll..s.i1 ..s. supfllt'(x)II+lIg(x)1I I Ilxll~1 J 

~ 1It'11+llgll. 

Som bemærke t gælder (1) med c::: IIf II, al tså Ilt' (x) II ..s. 

!lf II lix II for alle x E E.. At' Ilt' II = O t'ølger derfor Ilt' (x) II ::: O, 

d.v~so t'(x) = Q, for alle x E E, altså t' = O. 
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Lad dernæst F være fuldstændigt, og lad (fn)nEN være 

en :fundawentalfølge i L(E,F). Til E > O findes altså 

IT E:~ lT så a t lif -f II < E for m,n ~ N, m n 
d.v.s. 

( ?) 
\ '-- lif' (x)-f (x) II < EIlxii for m,n ~ N, x E E. 

m n -

FeI' f2cstholdt x E E ses heraf, at følgen (fn(X))nEN er en 

:Cm'ldumentalf'ølge i F~ og derf'or defineres en afbildning' 

f ~ E --) F ved 

f(x) = lim fn(x) for alle x E E. 
n~oo 

Det vises let, at f er lineær, idet f.eks. 

:= lim fn(X+Y) = lim (fn(x)+fn(Y)) = f(x)+f(y). 
n.-)CXl n->oo 

_ J:"ader vi nu m ~ 00 i (2) fås 

(3) Ilf(x)-fn(X) II < E lix II· for n ~ N, x E E, 

rrn)ro.f fØlger, a t IIf-f NI! S E, altså f-fN er kontinuert, og 

;".å. vtl f = (f-fN)+fN E L(E,F). 

Af (3) følger videre at "f-fn" < E for n ~ N, og dette 

'1:1.3e1" at lim f = f i L(E,F), som derfor er fuldstændigt. II 
n 

n-~= 

!3..Q@flEJ9?:i!2-B= At lim f n = f i L(E,F) betyder at 
n.-)oo 

II-~"-l'" 1'1 - (1 I.·~ n - .-, lim IIf (x)-fn (X)l! = O 
n~ 

ligeligt for altså at 

y: tDhØrenc.e enhedskuglen i E. Dette udtrykkes sprogligt, at 

7J. 
konvergerer mod f ligeligt over enhedskuglen i E. 
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Hvis lim f ;::: f i L(E,F) gælder s~ecielt 
n 

n-;,oo 

lim f (x) ;::: f(x) 
n-/oO n 

for alle x E E, hvilket udtrykkes at 

konvergerer mod f ~unktvis. 

f n 

Normtopologien på L( EJF) IcaI des ofte de:g.._llg.tlig~.j1oQ2-

19.5i på L(E,F). 

Den følgende sætning kaldes J2rigc:i12.12.~:t..Q.B-..lJgs;qg_Q§..-­

fLt:?}!1~ni!!.g e ller ~.§<?..h=§ te 1-Ph@~ __ sætJ]-]'11E • 

af kontinuerte 
~~ .. ..,........-_ ... ,..--

SU~ f IIr(x) II I f E M J < 00 !.2!.'-.§lJ~ x E Es 

Q~.<~§g2.~~ .. X.!!.§" sup f 111' II I f E 'M J < 00 • 

så er l,~ l' 1'-1-
!Vl dBE} JJJ lJ 

Bevis. Vi indfØrer tallene Mx ;::: sup f 111' ( x) II ! f E M J , 

x E E, som alle er endelige ifølge forudsætningen. (Påstanden 

kommer i Øvrigt ud ~å at sup fMx Illxll.$.1 J < 00) o For ethvert 

n E N er mængden 

n f x E E I IIf ( x) II ~ n J 
fEM 

afsluttet, og der gælder åbenbart E ;::: UA. 
~ n 

nE~'l 

A.f: Baire t s sæt-

ning følger da, at mindst en af mængderne A har et indre n 

punkt. Hvis x o 
er et ind~e punkt af A findes 

n p > O så 

lix II ~ p lix II .~ P 9 f' E M '* x +:;;: E A • o n 
gælder da For 

IIf(x)1I ;::: Ilf( x+x ) -f(x ) II o o 
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og dermed af homogeni tetsgrunde IIf(x) II < 2n for lix II < 1, 
- P 

f E M, altså sug f IIi' II I f E M J .$. ~n. II 

2g F være normerede rum, af hvilke E 
--~_... -_ ........................... _.----..,...._....:.-~ 

er fUld.stændigt og lad _ .................. __ ."*" ........ ..-...-_~ .... _ ... ___ .J... ____ .. 40......- være en følge af' kon tlnuerte ------tø ' ~_ __----___ --=---~_ 
llneære afbildninger af 
""""--~_'_---""_-----"""""".~ ...... _.-----..~ 

HVis for alle _~ _____ IO xEE E 

~QY~s: Det er let at se~ at f er lineær. Da f (x) 
n 

er 

konvergent for alle x E E er ff J punktvis begrænset og n 

dermed ligeligt begrænset, altså der findes c > O så 

su:p 111' II < c. ]Ior hvert x E E med lix II S 1 gælder da 
nEN n--

IIf(x) 1/ = lim IIf n (x) 1/ i. limsup "fn" < c , 
n-+-x> 11->00 

altså 111'11 i c~ og derfor er :f kontinuert. 1/ 

Advarsel: Der b ehØve r ikke gælde 

se~('bare hY.::..!:.:..J..f_~~_~al}~Qh-~!!lh-,Qg lad f: E --+ F .Yi~2ZiL~ll 

~Q1L~.r...b~li~~!...2fbi~D:iQK!_lIY1§. f ~~~3:!Ej~!f~lY.2.~E f å·~ 

Bevis. Vi viser fØrst at for enhver omegn U af' O i E 
~-----= ... -

er §!.f.§.1B!gingeg f(U) af billedet af U en omegn af O i F, 

dernæst at f(U) se17 el' en omegn af O. Heraf fØlger på 

grund af lineariteten, at f(x+U) = i'(x) + f(U) er en omegn ai' 
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f(x) for ethvert x E E, og dermed at f er en åben afbild-

ning. 

Lad V være en stjerneformet symmetrisk omegn af O i 

E med V+V ~ U. Da V er absorberende, er U nV = E ( stk. 
nEN 

1), og derfor u f(nV) = f(E) = F. 
nEN 

Så meget mere overdækkes 

--' 

F af de afsluttede mængder f(nV) = nf(V) = nf(V). Ifølge 

ovenstående sætning af Baire har mindst en af mængderne nf(V) 

derfor indre punkter, og det samme må da gælde om f(V). (Vi 

benytter flere gange, at multiplikation med A ~ O er en ho­

meomorfi.) Lad da y være et indre punkt af f(V) og dermed 

-y et (indre) punkt af-f(V) = -f(V) = f( -V) = f(V) (her be­

nyttes, a t V er symmetrisk-.) Der findes altså W E UF ( O) med 

-y + W ~ f(V) cg derfor 

w = (-y) + (y + W) ~ ftV) + f(V) 

~ f(V) + f(V) = f(V + V) ~ f(U). 

(Thi da additionen i F er kontinuert, bliver 

kontaktpunkt for f(V) + f(V), dersom Y1 og 

punkter for f(V).) Hermed er da vist, at f(U) 

af O i F. -

Y1 

Y2 

er 

I resten af beviset tænkes på hvert af rummene 

+ Y2 et 

er kontakt-

en omegn 

E og F 

indført en forskydningsinvariant metrik, som bestemmer den giv-

ne topologi på det pågældende rum. I begge tilfælde betegner vi 

med d(x) afstanden mellem O og x, (altså d(x) = /lxII i 

tilfælde af Banach-rum.) I~ølge trekantsuligheden er d(x + y) 

~ d(x) + d(Y), og tilsvarende for summer af flere vektorer,. 

For p > O betegner vi med K(X,p) kuglen med centrum x og 

radius p, igen såvel i E som i F. 
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Opgaven er til opgivet r > O at vise, at f(K(Q,r)) 

en omegn af O i F, altså at der findes p > O så at 

:f(K(Q.~r) ) K(Q.,p). Hertil sættes -n for nE: N. ~ r = 2 r n 

følge det allerede beviste er f(K(O,r )) 
- n 

en omegn af O 

og der findes således Pn > O så at 

Vi ko.n desuden antage, at 

K(O,p ). 
-- n 

lim p = O. n 
l1:-)OO 

er 

I-

i 

Lad nu y E K(Q'I1) ~ F~ Vi skal "bestemme x E K(Q,r) S E 

så at f(x) = Yo 

,3åledes at, idet 

Hertil bestemrnBs successivt 

x = O , o -

Hvts ,~ 

1>. • er bestemt i overensstemmelse med disse krav for 
J. 

i :::: 1,2 9 ••• ,n-i, gæl.der d(:f(X 1 )-;:,r) < P.. Da e2.1edes n-- n 
---~~----._--

y - f(X
n

._
1

) E K(Q.,Pn ) S ~f(K(Q.~rn)) ~ eksisterer un E K(Q.,rn ) 

med d(y-f(Xn _1 ) - f(Un )) < Pn+'l. Idet vi s23ttel' x n '-

x + u • '"n .. ' 1 Il-
bIi vel' (*) opfyld-s :på grund af lineari teten af' f' _ .. 

E 

Nu er (Xn)nEN en fUi.'ldamentalfØlge rå E, j.det der :for m > n 

E;æJ.der 

m m m 
= d( ~ u.) ~ ~ d(u.) < ~ r~ < 2-

n
r , 

. 1 l . 1 l l· -::D.+1 1-l=n+ l=-n+ -

fW!ll går mod O for n -+ 00. Da E er f ulcls tondigt , eksisterer 

:::: X E E~ og der gælder 
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n n 00 

d(x) = lim d(xn ) = lim d( ~ u.) ~ lim ~ d(u.) < ~ r = r, 
. 1 1 . 1 1 n 1= 1= n=1 

altså x E K(Q.,r).· Da :f er kontinuert, bliver :f(x) = 

lim :f(x ) = y i:følge ( *) , :fordi lim Pn+1 = o. II 
n-)oo n n-too 

\1ine~!:2J 

Korollar 1. Æg bij~1iYL~~~g1igg~r1-~t~dgig~~:f e1-fgld-

.§.tægdig.1.1.2!!et.!:i§.~rt_.1. v.r. på ~~e.:L~!:. ~!L.~Q.!!!or[!_.c.Q.g 

2:~rm~9:~...i912.2lQgi~~_i§.~fi)· 

Koroll~2. b~L E _vær~_et_f1l.1ds.1~!!dig.b.._!!!~ki§,~!:.2.~rt 

~~y~~~_ Hvis E ~_~1&~Q~i~~~ire~~~~to_afsluttede 

:!dgQ.~~~!!! S 2.B: T, da ~.i1.~!l~_§'"lli!l E = S + T t01201oe;~ 

direkte. 
-~--

Thi som delrum a:f E er S og T :fuldstændige i:følge 

sætning 13. Da de også er metriserbare, bliver S x T et :fuld-

stændigt, metriserbart rum. Afbildningen :f: S x T ~ S + T = E 

givet ved :f(s,t) = s + t er bijektiv, lineær og kontinuert, 

og der:for en homeomor:fi i:følge det :første korollar. 

a:f et :fuldstæn-
------~----

Qig.1J-ille t!:i~~!:]~. v • r. ind~_.L_~1~§;gd~:L~~Q~~_~2~ig~~r t, 

hvis og kun hvis grafen 
--~-~-~-----=----~---

G = [(x,y) E E x F I y = :f(x) J 

:for :f er en a:fsluttet delmæng:de a:f E x F. - --------~~~----~~_._-~ 

Bev!.§.'o Med p: E x F -~ E og Cl: E x F -) F betegnes pro-
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jektionerne af E x F på E og F givet ved ~(x,y) = x, 

eJ.(x,y) = y. Vi viser fØrst, at f bliver kontinuert: såfr(:;m·:~ 

G er afsluttet. Da p og Cl er kontinuerte og linerBre? bl:!.-" 

ver res trilctionen ep = p I G af p til G kontinuert og J5ne,~:'T ,. 

Desuden er 

ep-1: E -+ G 

ep åbenbart bijektiv. Dens omvendte a:fbi1dnJng 

-1 er givet ved ep (x) = (x,f(x)), og den el' J.:lge-· 

ledes kontinu.ert ifølge kOl'ollar 1 ovenfor" },~en eå bli iler 

selv kontinuert, idet der åbenbart gælder 

At omvendt grafen G for en kontinuel"t afbildning 

f: E -+ F er afsluttet, er et elementært resul tat J som gælccer 

uafhængigt af lineariteten af f, og som blot forudsætter, at 

E og F er topologiske rUJll, og F Hausdorffo Lad nel:i1lig 

(x,y) E E x F være et kontaktpunkt for G. Da inducerer fil­

tret af omegne af (x,y) i E x F et filter ~ på G, og 

dette vil - opfattet som filterbasis på E x F - konvergere mod 

(x,y). Da p og Cl er kontinuerte, vil p(~) -+ x og 

eJ.( ~) -+ y. Da f er kontinuert, gælder derfor (f o p)( g?) .. 0 

f(p(i1») 0-+ f(x). Nu har f o p og Cl åbenbart samme restrj.k-

tion til G, og da g? består af delmængder af G, bliver 

(f o p)(~) = eJ.(i1». Da F er Hausdorff, har den konvergente 

filterbasis (f o p)(~) = eJ.(~) 

f(x) = y. II 

44. Du~l t rum. --

, 
kun et grænsepunlct, hvorfor 

Overal t i denne § betegner E et lokalkonvekst Hausdol"f'f' 

t.v.r. over K. Vektorrummet L(E,K) af kontinuerte linear-

former f~ E -+ K kaldes det ~QILologiSk duale rgm t:i.l E oS; 

betegnes E t ~ Det er et underrum af de~~eo.r.....§;i.sk .. d\~oY~.-r°um 
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* E , som be s tår af' alle linearf'ormer f': E -7 Kp Vi kan yder-
~. E ligere opf'atte E'" som underrum i vektorrummet K af' alle 

af'bildninger af' E ind i K. Rummet KE er et lokalkonvekst 

Bausdorf'f' t.v.r~ under produkttopologien, som er initialtopo­

logien f'or f'amil~en af' projektioner (ffx)xEE' hvor n~: KE -7 K 

er givet ved ff (f') = f'(x). (Jvf'. §§ 9,38). x 

Ved den svage to~ologi på El f'orstås delrumstopologien 

af' KE på E', og den betegnes a-(E I ,E). Den svage topologi 

gør E' til et lokalkonvekst Bausdorf'f' t.v~ro 

For hvert x E E def'ineres en seminorm Px . på E? ved 

fastsættelsen 

og det er let at se, at alle disse seminormer Px' x E E er 

kontinuerte i den svage topologiø 

Dette viser, at den ved familien ep ) definerede x xEE 
lokalkonvekse topologi rr på E' er grovere end den svage 

topologi, jvf. §33~ 

På den anden side er den kanoniske indlejring i: El -7 KE 

kontinuert, når E t forsynes med topologien rr 9 th:i_ det kom-

mer ud på, at alle de sammensat~e afbildninger ff o i: E~ -7K, 
x 

x E E er rr-kon tinuerte, og det følger af .sæJcning 3Lh ide t 

Heraf' følger, at den svage topologi er grovere end rr$ og 

dermed har vi vist: 

Den svage topologi på E' kan karakteriseres som den to­

pologi på Et, der er def'ineret ved f'amilien af' seminormer 



( 

( 

( 

( 

Mat. 6, 1971-72 

(px) xEE· 

gU!!l.ille~ . E I ~ll~_·Elill~~.~,rll~~f E i den forstand, at 

der til to forskelllge punkter a,b E E findes en kontinuert 

linearform f E E' så f(a) i 1'(0). 

Dette er et special t:Ufælde ru"..' følgende resultat: 

vektorer findes en kontinuert linearform 
--~~~---'-~..,......=-------------

f E E' så 

= f(x ) = o . n 
. . . 

Bevis: Underrummet ]1 af E udspændt af x2' ... ,xn er --_ ....... ~ 
af endelig dimension og derfor afsluttet i E (Corollar 1 , §24). 

Da x1 Et- F findes en åben konveks omegn A af x1 så 

A n F = ø. Ifølge Hahn-Banach's sætning (§28) findes en afslut-

tet hyperplan H ~ F så H n A = ø, og ifølge §23 findes en 

kontinuert linearform f på E 
o 

H = 1'-1(0), og derfor er sa 

f(x2) = ••• = f(x ) = O, f(x
1

) n ~: O. Ved at ersta tte f med 

f(x1 )-1 f opnås det Ønskede. " 

For hvert x E E defineres en linearform epx på E' ved 

fastsættelsen ep (f) = f(x) , f E E'. x Da er restriktionen 

af til E I , er det klart, at epx er kontinuert i den 

svage topologi ~(E',E). Herved defineres en lineær afbildning 

ep: x ~ epx af E ind i det topologisk duale rum til E', som 

vi skriver (E',~(E',E))lo At ep er injektiv kommer ud p~, at 

hvis x ~ Q, så findes f E E~ med egenskaben ep (f) = f(x) * 0, x 

men dette følger af, ovenstående lemma. 

Det er nu afgØrende, at ep er surjektiv, altså til enhver' 
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kontinuert linearform ~ på Ef findes et x E E så ~x ~ ~. 

Ifølge sætning 34 findes c > O og x1, ••• ~xn E E så 

I~(f) I < c sup P (f) = c sup If(x.) I for alle f E El. 
- 1.s.i.$.n xi 1 ~i~.n l 

Her kan vi uden(~ider~ indskrænkning 

lineært uafhængige, thi hvis f.eks. 

an tage a t xi"" o , x 
n n 

X - ~.~ x T_·~ao~ -1- LJI\ •• ~ . 2 l l J-

n 
If(x

1
) I < ( ~ lA. I) sup If(x.) I $ og dermed 

- i==2 l 2<i<n l 

I~(f) I < c' sup If(x.) I 
2ii,S.n l 

n 
hvor c' == c max(1, ~ lA. I). 

i=-2 l 

Ifølge lemmaet kan vi finde 

for alle f E Et 

f. E E ~, i - 1 ~ o • o ,11 y 
l 

81" 

så 

f.(X.) ==0 ..• Til fEE f lJetragtes gEE 1 defiIl81'etvecl 
l J 1J 

og da g(x1 ) == 

altså 

~(f) == 

Dette viser, at 

n 
g == f - h f(x.)f. ? 

. 1 J.. l l::: 

n 
~ f(x.)~(f.) 

i==1 l J.. 
for alle 

n 

~ == ~x' med x == ~ cI)(f. )x." 
. 1 l ='-1== 

Det er nu praktisk a t indfØre en mere symmetl"ick s2crivi~--

måde. For x E E, f E E' skrives <x,f> == f(x) og herved de-

fineres en bilineær a:fbildning E x El -) IC nemlj.g~ (z;,f)-) 

<x,f> • 

Det foregående kan da resumeres sålede3~ 
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være et lokalkonvekst Hausdorff 
~~-.;.-~-"-.. -~----~-------_. 

1.!.!:.:.!.. , E ' med den 

f -7 I <x, f> I, x E E 

For hvert x E E _____ c_ 

er f' -7 <x,f> ~E:-kontinuer.:LllD-~aEform2å E' Qg enhver kon·· 

tinuert linearform på E I ~_9:~ng§.1~rm f2.Ll2.~~_!::.1 x E E. 

Da E er det topologisk duale rum til E' med topologien 

~(E',E), kan vi også udstyre E med en svag topologi, det 

bliver topologien givet ved seminormerne (Pf)fEE" hvor Pf 

er seminormen på E: Pf(x) = l<x,f>1 = If(x) I. Denne topologi 

betegnes ~(E,E'), og det er den groveste topologi på E, der 

gør E til et t.v.r., og for hvilken' seminormerne Pf' f E E' 

er kontinuerte. Dette viser, at deg svag~.toP-21ogi u(E,E ' ) er 

~~g§r§. (= grovere) end den oprindelige topologi på E. Det 

topologisk duale rum til E forsynet med ~(E,Et) er stadig 

E' • 

Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. med topolo­

gisk dual t rum E' forsynet med den svage topologi o-(E t ,E) • 

For enhver delmængde U af E defineres J2.9..1aITn af U 

som delmængden UO af El: 

U
O 

= ~f E E I I I <x,f> I ~ 1 for alle x ~ U J • 

Vi siger også, at UO er den polære mængde til U. Hvis U 

består af et enkelt punkt U = fx}, er det klart at 
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f x J o = f f E: E t I I <x, f > I < 1 l = p -1 ( [ O ,1 J ) - x 

er en konveks symmetrisk svagt afsluttet delmængde af E'~ og 

da 

gælder generelt, at polaren er en sv~g!~fsl~t~~konve~~-2g 

§YID!!le t~!§.!s.J!e l~ngd~ af I E t • 

O i E 

~eyi~: Det algebr~ duale rum E* er et afsluttet under-

rum af thi * E er fællesmængde for systemet af mængder 

{f E: KE If ( f\X + fl. y) - Af ( x) - fl.f ( y) = O L 

idet A,fl. gennemløber K og gennemlØber E, og enhver 

af disse mængder er afsluttet i fordi den pågældende af-

bildning 

af KE ind i K er kontinuert ifØlge definitionen af produkt­

topologien på KE • 

Vi vil nu se, at UO er en afsluttet . delmængde af K
E

• 
,/ ----

K
E ... 

KE UO UO Da ET er afsluttet i må afslutningen af i , 
indeholdt i * Hvis f € E* tilhØrer UO 

gælder for være E • 

alle x E E, at 
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og for x E: U er 1Tx (Uo ) So fz E K I Iz I S. 11. Derfor gælder 

If(x) I ~ 1 for alle x E U ~ 

altså er f begrænset o pa en omegn U af Q., og dette med-

fører at f er kontinuert, d.v.s .. f E E t • Af (*) følger da 

at f E UO. 

For hvert x E: E findes et tal "A > O o xE"AU for-o sa x x 

di U er absorberende. Mængden D = x fz E K I I z I ~ "Axl e1' 

kompakt i K (et begrænset interval eller en afsluttet cirkel--­

skive eftersom K = R eller K = C), og ifØlge Tychonof'f's 

sætning er så også 

D::: IT D 
xEE x 

en kompakt delmængde af KE• For x E E er "A;1 x E U, og for 

f E UO gælder derfor If(A;1 x ) I ~ 1 eller f(x) E Dx • Dette 

viser, at UO S D, og som afsluttet delmængde af' en lcompakt 

mængde er UO selv kompakt i KE og dermed kompakt i den sva­

ge topologi på E'. II 

46. Dualt rum til et normeret rum. Refleksivt rum. 
-~ -------'="""- --

Lad E være et normeret rum over K. Det topologisk duale 

rum E' kan udstyres med en norm i henhold til §41: 

IIf II = sup f I f ex) I I lix II S. 1 l for f' E E', 

og da legemet K er fuldstændigt, er E' et Banachrumc Norm-· 

~~E21ogien ~! E' som ifølge §41 hedder den ligelige topologi 

på E', kalde~ o~te d~~~~~rke tQPo1ogi Eå E'. 
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På Et har vi også den svage topologi ~(E',E), som er 

defineret ved seminormerne (n ) nå Et Der gælder ..I:'x xEE..I:' • 

så Px er begrænset på enhedskuglen i E' (nemlig ved lix II) , 

og derfor kontinuert i den stærke topologi på Et (Lemmaet §32). 

Dette viser, at den syaB2_i02010gi ~(Et,E) på Et QE-E~­

!:~ ~.-9:erL stærke _l! 012.2.1 ogi på E I • 

For at præcisere hvilken af de to topologier der er på ta-

le, skrives svagt eller stærkt foran de topologiske begreber. 

F.eks. taler man om svagt kompakte og stærkt åbne mængder i Et 

og mener naturligvis mængder, som er kompakte i den svage topo-

logi resp. åbne i den stærke topologi. 

Hvis vi lader S og st betegne enhedskuglerne i E og 

Et indser man, at S' er polaren af S, thi 

SO = ffa t I I <x,f> l.si for alle xES 1 = ffEE' I IIfll~i1 = S', 

og hermed fås fØlgende vigtige specialtilfælde af Alaoglu-Bour­

baki's sætning: 

Corollar 1. ~ E yære_et normeret_~~~_._~ed~llgl~n S' 

i_9:e~-.!012ologisk dual~ru!1! El er~v§;g~ ko~kt. 

(Derimod er S' stærkt kompakt hvis og kun hvis Et (og 

dermed E) er af endelig dimension, jvf. opg. 52. Heraf fØlger 

iØvrigt, at den svage og stærke topologi på E' er identiske, 

præcis når Et er af endelig dimension). 

Det topologisk duale rum til Et forsynet med den stærke 

topologi betegnes Eli og kaldes det biduale rum til E. Dette 
! - -_.~~= 
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er et Banachrum under normen 

lix" II = sup f I <x ' ,XII> I I x' E s' J, XII E Eli , 

idet som fØr <x' ,x" > betegner værdien af linearformen 

punktet x' E E t • 

For hvert x E E har vi betragtet linearformen 

Ef givet ved 

<fJ (x') = <x, X ,> = X t (x) 
X 

for x t E E', 

<fJx 

x" 

o pa 

i 

og den er kontinuert i den svage topologi ~(E',E) på Et. Så 

meget desmere ur den kontinuert i den stærke topologi på E', 

altså <fJx E Eli, men dette fremgår også direkte af vurderingen 

1<fJ (x') I < Ilx'lI lIxII, x 

Der gælder endda II<fJx II = lix II, thi der f indes x' E E' så 

IIx'II < 1 og så <fJx(x')::: lixII. Dette følger af Hahn-Banach's 

sætning i den analytiske formulering (§35) anvendt på underrum-

met KX udspændt af x. Defineres nemlig 

f(Ax) = I\lIxll for 1\ E K , 

er f en linearform på Kx med I f (I\x) I = 11\1 IIxll = II '/\x II , 

al tså If(y) I = lIyll f'or y E Kx. Der eksisterer derfor en li-

nearform x' på E, som udvider f, og for hvilken 

Ix'(y) I. oS IIyll for alle y E E. Heraf fØlger at x' E E' og 

at lix I II ~ 1, og desuden er <fJ (x ') = X I (x) == f ( x) = lix II. x 

Ved defineres altså en isometrisk lineær afbild-

ning <fJ af E ind i E". M isometriegenskaben følger speci-
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elt, at er injektiv, og vi kalder <p den kanoniske indlej-
_--...---~---~""""~--

Hermed har vi vist det vigtigste af fØlgende resultat: 

er en isometrisk 1~omo~fi af E på et 
---"""-----------~~.:.~~-~ .. ...----.. _-

af en isomorfi af • ____ == -==--=-- e ..... ~-=_ 
E 

<P(E) , uiE: E E:_fQrs~i..ill~9:~."§.Y8:g~l.. t0I221og i lT(E,E') 2.EL 

<p (]j) ~t1Q!:§.Xg~ tm~S!~ln!.l1!§.~ ol? Olo~~!L~ .. f!~!!-= f?vMe tQQ9 .. 1o Ft~. 

a--(E lI ,E t) .:.12å Eli. 

~~is: Topologien lT(E,E') på E er defineret ved semi­

normerne x -t I<x,x '> I når x I gennemløber E', og topologien 

lT(E" ,EL) på E" er givet ved seminormerne x tf -t I <x l ,x" > I, 
når Xl gennemløber El. Af opg. 32 følger, at delrumstopolo­

gien på <p(E) er givet ved disse seminormers restriktion til 

<p(E) •. Formlen <xl,<px> = <x,x'> viser da, at <p: E ~ <p(E) og 

<p-1:<P(E) ~ E er kontinuerte i de nævnte topologier (jvf. §34)~ 

og derfor er <p en isomorfi. II 

Af sætningen følger,at (<p(E),<p) er en fuldstændiggøre1-· 

se af E, idet <p(E) er et afsluttet underrum af Banach-rum-

met E" og derfor selvet Banachrum .. 

I almindelighed er <p ikke surjektiv, og i så ~ald findes 

der linear former på Et , som er kontinuerte i den stærke to-

pologi:på E!! men som ikka er kontinuerte i den grovere svage 

topologi lT(E i ,E) (jvf. §4h) .. 

D~fin;i tiog: Et normeret rum E kaldes re~siyt, såfremt 
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den kanoniske indlejring ~ er surjektiv, altså så~remt 

El' = ~(E). 

Et re~leksivt rum E er et Banachrum, ~ordi det er iso-

metr:.3k isomor~t med Eli, som er et Banachrum. For et re~lek-

sivt rum E er ~ også en isomor~i når E og Eli er ud-

styret med de svage topologier cr(E,E') og cr(E",E'). Anven­

des Corollar 1 på Et i stedet ~or E, ~inder man, at enheds-

kuglen i E" er cr(E",E') kompakt, . og via 

"hvis-delen" a~ ~Ølgende sætning: 

-1 
~ ~år man da 

~~~n.tGl{~" ~l2..he~kuglen i..!l.t2!.<?rmeret r1E!!. E ~f?_!§.li!. 

l.s<?_mJ2..a~_Lll~lL<?..Llf.un 1l"Y:.!.~ E _~e~lel;c_si vt. 

Vi skal ikke vise den anden halvdel a~ sætningen her, men 

henviser til opgo 68. Det bemærkes, at enhedskuglen i E er 

kompakt i den stærke topologi præcis hvis E er endelig dimen-

sionalt, jv~. opg. 52. 

er enhedskuglen i et Hilbertrum svagt kompakt. Vi nævner uden 

bevis, at det duale til LP(Rn ) er L<l(Rn ) når 1.s p < co, 
p-1+<l-1 = 1. Hera~ ~ølger at LP(Rn ) er re~leksivt ~or 

1 < p < co. Tilsvarende gælder ~or LP-rum hØrende til mere 

generelle mål end Lebesguemålet. 

47. Krein-Milman's sætning. 
-----~------"---

J,"'-d "[!; vr.tly'e et vektorrum over R, og lad A og B være 

delmængder af E op~yldende A c B c E. Vi kalder A en ek-
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v x, y E B V" E ] O ,1 [ ("Ax + (1 -,,) y E A ~ x, y EA) , 

al tså såfremt et punkt af A lcun kan ligge på det indre af for-

bindelseslinien,mellem to punkter i B, hvis disse ligger i A. 

Et punkt x E B kaldes et ekstre~unkt i B, hvis 

A = fxl er en ekstrem delmængde af B. Mængden af ekstreme 

punkter i B betegnes Ext B. Den er en ekstrem delmængde af 

B, (idet også ø må regnes som en ekstrem delmængde af B) • 

Hvis (Ai)iEI er en familie af ekstreme delmængder af B 

er også n A. og U A. ekstreme. 
iEI l iEI l 

Relationen "ekstrem delmængde af" er transitiv, altså hvis 

A er en ekstrem delmængde af B, som igen er en ekstrem del-

mængde af C, så er A en ekstrem delmængde af C. 

For en trekant er randen og hver af de tre sider ekstreme 

delmængder. De tre vinkelspidser udgØr de ekstreme punkter. 

Det er let at angive mængder uden ekstreme punkter, f.eks. 

rette linier ,hvoriwad et liniestykke har endepunkterne som ek-

streme punkter. -Der gælder følgende generelle resultat: 

B~vi-s: Lad F betegne mængden af ikke tomme afsluttede 

ekstreme delmængder af K. Mængden F er ikke tom (K E F) 

og partielt ordnet ved inklusion. Desuden er F induktivt 
----~-

ord~ i den forstand, at enhver totalt ordnet delmængde Fo 

af F har en minorant i F nemlig 

A o = n A 
AEP o 
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som ikke er tom irØlge sætne 12,1, top.Pe34n 

IrØlge Zorn's lemma rindes et minimalt element M C ff Q Lad 

os antage, at der rindes to rorskellige punkter a,b E Mo Der 

rindes da. en kontinuert linearrorm r på E så f(a) < r.(b) 

Mængden 

N = f x E M I f' ( x ) = sup :f 1 
M 

er en ikke tom ægte delmængde a.f' M. Desuden er N elmtrem i 

M (og dermed. i K) p thi hvia x,y E M,? A E JOp·1 [~ 

~J(, + (1 ~'A ) Y E N :få s 

sup f' = f'(AX -I- (1 .. ·/\)Y) ::., 'Af'(x) + (1~}.) f' (y)" 
M 

og da f'(x),f'(Y) ~ sup r~ 
M 

al tså x,Y E No 

ses heraf' at rex) =-, r(y) == Bnp J'1l 
M 

Dette strider mod minimaliteten af' M, og derfor består M 

af' et punkt, som fØlgelig tilhØrer Ext Ka II 

Sætnin,g :1. et. 
_.~ .. 

,punkter o 

~~vi~ Inklusionen ~ er klar, og den modsatte ink1usion 

rØ1ger, når v.i har vist 
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K ~ conv(Ext K). 

Dette gøres indirekte ved at antage at der findes et punkt 

Xo E K aå Xo t conv (Ext K). IfØlge opg. 45 T.V.R. findes 

a E,R og en kontinuert linearform f på E så f(xo) > a, 

f(Y) < a for alle y E conv(Ext K). 
Mængden 

G = f x E K I i' (x) = sup f J 
K 

\ 
er en ikke tom kompakt mængde, og som i den foregående sætning 

ses at G er ekstrem i K, og derfor er Ext G ~ Ext K, altså 

f(Y) < a for alle y E Ext G. 

Da Ext G + ø giver dette en mOdstrid, fordi der også gælder 

a < f(Xo ) ~ sup f = f'(Y) f'or alle y E Ext G. /I 
K 

Bemærkninger: 1. En sætning af' Milrnan (1947) siger, at hvis det 

om en kompakt konveks mængde K gælder, at K = conv A :for en 

delmængde A~ K, så er A J Ext K, så Ext K er i en vis f'or-

stand en minimal uf'rembringermængde". 

2. Da ethvert komplekst t.v.r. kan opf'attes som et reelt t.v.r., 

og da ekstreme og konvekse delmængder kun vedrØrer de reelle, t~li 

gælder de to foregående sætninger også i et komplekst lokalkonvekst 

Hausdor:ff' t.v.r. 

48. Banachrummet C( T) 2 Arzela-Ascoli t s sætning. 

Lad T være et ikke tomt kompakt rum. Vi vil studere 

Banachrummet C(T) = C(T,K) lidt nærmere (jvf. T.V.R. 38). Vi 

skriver kort /I:f/l = /I:fll f'or f' E: C( T). 
00 
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Sætning (Arzela-Ascoli). En delmængde F<;.. C(T) g .E.,elat:I·v: 

kompakt (d. v. s. F kompakt) hvi s Ql{ ~ hYJ& i'Ølgende to b e tin:.: 

gelser ~ opi'yldt: 

(1) F ~ ligeligt begrænset, i.e. 

:=EA > O Vi'. E F( I/i'I/ ~ A) 

(2) F ~ ækvikontinuert, i.e. 

\ 
vx E T Ve > O 3 D E U(x) vy E D Vi' E F(Ii'(x) - i'(Y) I < 8) 

Bevis: Antag fØrst at F er kompakt. Betingelsen (1) er 

: .. ..;art opi'yld t. For a t ei'tervi se (2) fixere s x E T og 8 > O a 

Med B(i',r) betegner vi den åbne kugle med centrum f E C(T) 

og radius r > O, 

B(f,r) = fg E C(T) I I/i'-gl! < rJ. 

Da F er kompakt i'indes endelig mange i'unktioner i'1, ••• ,i'n E F 

så 

Da i'i er kontinuert i'indes en omegn Di ai' x så 

Som omegn D 

i'indes nemlig 

gælder 

f'or alle y E D. , i = 1, ••• , n. 1 . 

af' x i (2) kan vi nu bruge 

i E f1, ••• ,nJ så I/i'-f'i ll < 

n 
D = n D.. Til f' E P 

. 1 1 1= , 3' altså f'or y E D 

P~tag dernæst at betingelserne (1) og (2) er opf'yldt. Vi 

viser i'ørst, at F er Qrækompakt, d.v.s. 
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( jvf'. opg. 27). 
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n 
:' F <;.. lJ B(f'j,e) 

j=1 

Lad så e) O være givet, og lad os f'or hvert x E T med 

u(x) betegne en åben omegn af' x svarende til ækvikontinuitets-

betingelsen med ~. 

Da T er kompakt, f'indes endelig mange punkter 

så 

For i=1 , ••• ,p gælder al tså 

< ~. f'or alle 
3 

f' E F , x E U(x.). 
~ 

Mængden G = {(f'(x
1

), ••• ,f'(xp »/f' E Fj er if'ølge (1) en delmæng­

de af' den kompakte mængde fz E KP/ /Zi/ ~ A, i=1, ••• ,pJ, og 

derf'or er G kompakt i KP. 

For hvert f' E F er 

en åben mængde i KP. Hvis z E G f'indes f' E F så 

IZi~f'(xi)1 < S f'or i=1, ••• ,p, altså z E Of" og derf'or udgØr 

0f"t' E F en åben overdækning at' G. Der t'indes f'ølgelig fUnk­

tioner f'1, ••• ,f'n E F så 

og hermed gælder 

n 
F ~ U B(f'j,e). 

j=1 

Til :r E F findes nemlig j E {1,oo.,nj så 
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og til x E T ~indes i E f1, ••• ,pl 

gælder 

så x E U(x.), og dermed 
~ 

< §..+,§,+g. 
3 3 3 = e, 

altså 11~~~jll < e • 

Vi viser dernæ~t at F er ko~pakt. 

Lad g være en ~øl.ge a~ elementer ~ra F. For eth'W·ert 
n 

e > O findes endelig mange ~unktioner ~1' ••• '~n E F så 

n n - ~ ~ 
F <;...U B(~j'3) ~.U B(~j'2)' 

J=1, J=1, 

og derfor findes en delfØlge gn indeholdt i en af kuglerne 
p 

B(~j'~). Der gælder altså IIgn -gn II < e for alle P,cl· 
p Cl 1 1 

Vi anvender nu dette succesivt for e = 1'2'3" •• ; og 

fi nder såle de s : 

En delfØlge 

En delfølge 

• 
• 

• 
• 

g~ af gn opfyldende 

gU af g' opfyldende n n 

lig t -g t II < 1 for alle n, mEN 
n m 

IIg'!...g'II < 1 for alle n,mEN 
n m 2 

er en delfØlge af g opfyldende 
n 

altså er ~ en fundamentalfØlge og 
n 

dermed konvergent, da C(T) er fuldstændigt. Dette viser at F 

er kompakt. II 
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Bemærkninger: If'Ølge opgave 27 er en mængde F c;.. C ( T) rela- . 

tivt kempakt præcis når F er prækompakt, fordi C(T) er et 

f'uldstændigt rum. Fer den læser der er f'ortrolig med opgave 27 er 

den sidste del af beviset (F prækempakt ~ F kompakt) altså over­

f'lØdigt~ 

De te italienske matematikere Arzela og Ascoli viste i det 

væsentlige sætningen i 188e'erne f'or T = [0,1]. 

49. Sto~e-Weierstrass' sætning. 

Lad igen T være et ikke tomt kempakt rum, og lad A være 

en~delmængde af' C(T). stone-Weierstrass' aætning angiver til­

strækkelige betingelser f'or at A = C(T), og er altså af' natur 

en approximationssætning. stone beviste sætningen i 1937, og når 

man egså nævner Weierstrass, er det på grund af et uhyre vigtigt 

specialtilfælde, der skyldes ham: 

Til enhver kentinuert f'unktion f':[a,b]~R og til hvert 

e > O f'indes et polynomium p E R[X] så 

11f'(x)-p(x)f ~ e f'or alle x E [a,b], 

altså underr.ummet af' polynomier er tæt i C([a,b]). 

Fer f'unktioner f',g E C(T,R) betegner f' v g og f' A g de 

kontinuerte f'unktioner 

f' v g(x) = max(f'(x),g(x», f' Å g(x) = min(f'(x),g(x» 

og en delmængde A~ C(T,R) kaldes et gitter såf'remt 

.AE f'ermlerne 
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f'Ølger at et underrum A~ C(T,R) er et gitter hvis, og kun hvis. 

~f' E A( / f' / E A). 

Lenuna 1. ~ A ~ et gi tter i C(T,R). §A g også A 

et gi tter,-2S, QQ!:. gælder ~ f' E C( T,R) ~ f' E A hY.i§. 2& kun 

hvis 

Vp,q E T Ve > ° 3g E A (If'(x)-g(x)/ < e f'or x = p,g). 

Bevis: Hvis en f'unktion f'E C(T,R) kan approximeres ligeligt 

med f'unktioner f'ra A, kan den specielt approximerea samtidigt 

i to punkter p,q E T. Vi skal også vise det omvendte. Vi tænker 

os derf'or givet f' E C(T,n), f'or hvilken vi til e > 0, p,q E T 

kan f'inde f'(p,q,e) E A så 

lif'(x)-f'(p,q,e)(x)/ < e f'or x = p,q. 

Vi sætter 

U(p,q,e) = fx E Tlf'(p,q,e)(x) < f'(x)+el 

V(Pllq,e) = fx: E Tlf'(p,q,e )(x) > f'(x)-el, 

hvilket er åbne mængder indeholdende p,q. Systemet 

fU(p,q,e)lp E Tl er, f'or f'ast q,e, en åben overdækning af' T. 

Vi kan derf'or udtage P1, ••• ,Pn E T så 

n 
T =.U U(Pi,q,e), 

1=1 
og vi sætter 

n 
V{q,e) = n V(p.,q,e) 

. 1 1 1= 

og :r(q,e) =f'(P1,q,e)" ••• "f'(Pn,q,e). Funktlonen f'(q,e) tilhØrer 

A og der gælder 

:re q, e )(x) < :r(x)+e f'or alle x E TO, 

f'(q,e)(x) > f'(x)-e f'or.x E V(q,e). 
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Da V( g, e) er en åben mængde indeholdende g, gi ver et kompak-i~-

hedsræsonnement,at der ~indes punkter g1' ••• '~ E T 

så 

m 
T = U V ( gi ' e ) , 

i=1 

og vi sætter f(e) z= ~(g1,e)v ••• vf(~,e). Funktionen 1'(e) til-o 

hØrer A og der gælder 

f(x)-e < f(e)(x) < f(x)+e for alle x E T~ 

al tså IIf-~(e )11 < e. 

Til e) O har vi fundet ~(e) E A så 11:r-~(e )11 < e, altså 

f E A og dermed har vi vist den givne karakterisering af Ao 

Ar formlen IlIfl-lglIl ~ Ilf-gll fØlger, at a:fbildningen 

~ ~ Ifl er en kontinuert a:fbildning af' C(T,R) ind i C(T,R), 

og heraf følger at kompositionerne (f,g) ~ f v g, (f,g) ~ f A g 

er kontinuerte som a:fbildninger af' C(T,R) x C(T,R) ind i C(T~R)o 

For en vilkårlig mængde A~ C(T,R) gælder derfor 

A v Ae;,... A v A og analogt for A, og dette viser, at hvis A er 

et gitter, så gælder dette også om A. II 

Definition: En mængde A~ C(T,R) siges at §kil~e ~u~~~~ 

i T, så~remt der til vilkårlige 1'orskellige punkter p,g E T 

f'indes ~ E A så ~(p) + ~(g). 
Vi siger, at A er lineært skillende, eller at A skiller 

punkterne i T lineært, såf'remt der til vilkårlige f'orskellige 

punkter p, g E T ~indes ~,ifJ E A så 

( 

~(p) ifJ(P)) 
det 

~(g) ifJ(g) 
=1= O 
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Hvis T kun består af et punkt p,T = fpl" er begge be~ 

tingelserne tomme. Det viser sig imidlertid at være bekvemt i 

dette til~ælde at kræve at der findes ~ E A så ~(p) f o. Vi 

kan identificere C(fpJ,R) med R og betingelsen A~ R skiller 

punkter (lineært) kommer så ud på, at A indeholder et fra O 

forskelligt tal. 

Hvis A er lineært skiIlende må enten ~(p) f ~(q) eller 

tjJ(p) f tjJ(q), og A skiller derfor punkterne i T. 

På den anden side, hvis A skiller punkterne i T og hvis 

funktionen 1 E A, er A også lineært skiIlende (brug tjJ = 1). 

Sætning (Stone's sætning). Hvis A er et underrum og et 

gitter i C(T,RL og hvis A er lineært skillende, s.å er A tæt 

i C(T,R), altså A = C(T,R). 

Bevi~: Hvis T består af et enkelt punkt p gælder klart 

A = C(T,R). 

Vi antager derfor, at T indeholder mindst to punkter. Lad 

f E C(T,R) og lad p,q E T. Hvis vi kan finde g E A så 

f(x) = g(x) for x = p,q, fØlger det af lemma 1, at f E A og 

sætningen er vist. 

Hvis P + q findes ~,tjJ E A så 

{.~(P) tjJ(p) 
de f O 

~(q) tjJ(q) 

men det viser, at ligningssystemet 

~(P)t1 + tjJ(p)t2 = f(p) 

~(q)t1 + tjJ(q)t2 = f(q) 
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g = t1~+t2Ø E A opfylder det Ønskede. 

Hvis p = q vælges r E T, r =l= p, og det lige viste sikrer 

at der findes g E A så f(p) = g(p) (og desuden fer) = g(r), 

men dette skal vi ikke bruge). /I 
Som forberedelse til en anden version af stone's sætning 

viser vi et par lemmaer: 

Lemma 2. Til_ ethvert 8 > O findes et polynomium p E R[:X:] 

uden konstantle~ (i.e. p(O) = O) så 

For 

/vx-p( x) / i 8 for alle x E [0,1]. 

Bevis: Til givet 
x-i z = -1 gælder a+ 

8 > O vælges a > O 

00 
1 

(a+x)t = (a+1)"~ (1 +z)t = (a+1)t I: (ii)zn, 
n=O 

hvor rækken er ligelig konvergent for /z/ i 1~+a, specielt for 

x E [0,1] ide t rækkens l{onvergensradi us som bekendt er 1. 

Der findes derfor N E N så 

j(a+x)t-(a+1)t ~(t)~x-1)1 
n=O a+1 

for x E [0,1], 

altaå et polynomium q så 

Heraf fås /q(O)/ i a~o 

1 

/ (a+.x)2"-q(x) / i a for x €" [0,1]. 

Polynomiet p(x) = q(x)-q(O) opfylder 

det Ønskede: 

1 1 

/vx-p(x)/ i /vfx-(x+a)2"/+/(x+a)2"-q(x)/+/q(O)/ i. 

a(v'x+(x+8.)t)-1+a+a+vt. i 2a+~ i.8 f'or x E [0,1], 

_ 1 :... 

idet vx+(x+a)2" L ~a for x 2. o. /I 

Lemma 3_~ En afsl~ttet delalgebra .il af C(T,R) .§.!: et 

~itter. 
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Bevis: Vi minder om, at en delalgebra A af C(T,R) er et 

underrum som med f,g også indeholder fg. Som bemærket tidlige-

re er A et gitter, hvis blot Ifl E A når f E A, og her kan 

vi uden indskrænkning antage at Ilfll ~ 10 

Til 8 > O findes ifØlge lemma 2 et polynomium p uden konstant­

led så Ivx-p(x)I ~ 8 for x E [0,1]. Hvis polynomiet p er 

p(x) = a
1
x+ ••• +anxn er 

en funktion fra A, fordi A er forudsat at være en algebra. 

Da If
2
(t) I ~ 1 for alle ·t E T (IIfIl ~ 1) fås 

r,2-- 2 
Ilfl (t)-g(t) I =- Ih (t)-p(f (t)) I s.. 8 for alle t E T, 

d.v.s o Illfl-gll ~ 8. Da A var forudaat afsluttet fØlger heraf 

at 1f'1 E A.II 

sætning (Stone-Weierstrass). Lad il.. ~.Q!! delalgebra af' 

C(T,R) der skiller punkterne i T. Enten findes der et punkt 

'\ to E T så f( to) = O f'or alle f E A og så ~ 

A = ff' E C(T,R)lf(to ) = OJ, eller også er A tæt i C(T,R), 

altså A = C(T,R). 

Bevis: Hvis T består af et enkelt punkt gælder klart 

A = C(T,R). Vi antager dernæst, at T indeholder mere end et 

punkt. 

Lad p og q være to forakellige punkter i T, og antag 

a.t der findes f',g E A så f(p) t O, g(q) =1= o. Så findes 

~,~ E A der skiller p og q lineært, i,eo så 
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Som ~ørste skridt på vejen til dette resultat bemærkes, at 

der findes h E A så ° f hep) f h(q) f 00 Der ~indes nemlig 

k E A så k(p) =1= k(q), og hvis~. eks. k(p) =- 0, vil der 

~indes A E R så 

thi da ~(p) =1= 0, k(q) + O, er hver a~ de tre uligheder op~yldt 

~or alle A E R pånær hØjst et. Vi kan således sætte h =- k+'Af 

~or passende reelt A. 

Here~ter ses at 
2 

ep =- h, ø = h skiller p og q lineært, 

idet den betragtede determinant bliver h(p)h(q) (h(p)-h(q)). 

Mslutningen A a~ A ses igen at være en delalgebra a~ 

C(T,R) og dermed er A et gitter (lemma 3). 

Mængden N = f t E Tlv~ ~ A (~(t) = O)J kan ikke indeholde 

to ~orskellige punkter, ~ordi A er ~orudsat at skille punkterne 

i T. Der er derfor to muligheder: 

1J N=- {toJ. Så gælder klart 

~ordi den sidste mængde er a~sluttet i C(T,R). Lad nu ~ E C(TrR) 

op~ylde ~(to) =- ° og lad p,q E T. Hvis vi kan finde g E A 

så f(x) =- g(x) for x = p,q, fØlger det a~ lemma 1 at 

fEA=Ao 

Hvis p =- Cl =- t 
o 

bruges g = O', og hvis: P f q, q = t 

eller p = q ,l, t findes EA så ep(p) f 0, 
o kan 

o ep men sa 

o 

g =- AqJ bruges for passende A. Hvis endelig p f q.l' P f t , o q f t 

~indes qJ1' ep2 E A så ep1(P) f O, ep 2 ( q) f O, men så sikrer resul-

I " ta.tet i begyndelsen a~ beviset, at p og q kan skilles lineært, 

og dermed findes g E A med den Ønskede egenskab. 

c 
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2) N = ø. For hvert punkt p €" T f'indes derf'or ep E: A så 

ep(p) :J= O, og resultatet i begyndellifen af' beviset sikrer da, at 

A (og dermed ogs~ A) er lineært skillende. Det f'Ølger så af' 

Stonets sætning, at li. er tæt i C(T,R), r,lltså A = C(T,R). 1/ 

Vi har hidtil kun arbejdet med det reelle rum C(T,R). 

Skal man undersøge om A <;,.. C(T,-C:) er tæt i c(T,-b) kan man 

underaØge om mængden B = A n C(T,R) er tæt i C(T,R) ved de 

angivne kriterier og deraf' uddrage information om A. Vi angiver 

det vigtigste eksempel nedenfor. 

En delmængde A c;;. C(T,t;) kaldes selvadjungeret såfremt 

Vf' E: A (f' E: A) .. 

Sæ!-ning.{!3tone- WeierstrasJU. ~ad A være.fJ! ~lvadiungeret 

delalgebra af' C(T,-C), der skiller punktern~ i T. Entm tindes 

et punkt to E: T så f'( to) = O f'or alle f' E: A 2S. så ~ 

A = ff E: C(T,c)If'(t )1 = OJ" ell~ også ~ A tæt i C(T,C), . . o 

altså A = C(T,C). 

Bevis: Mængden B = A n C(T,R) er en delalgebra af' C(T,R) 

og f'or f' E: A vil Re(f') og r.m (f') tilhØre B, f'ordi 

Re(f') = ~-(f'+f), rm(f') = -Re(if'). Heraf' ses at B skiller punk-

terne i T. Hvis der findes t E: T så 
o 

E= fr E: C(T,R)I~(t ) =: OJ vil f'et ) =: Re(f')(t )+i Im(f')(t ) _. O 
o o o o 

f'or alle f' E: A, altså er Ar:;._ ff' E: C(T,C)If'(t ) =: OJd Hvis o 

f' E: C(T,C) opf'ylder f'et ) = O, må Re(f')(t ) = Im(f')(t ) = O, 
) o o 

altså Re(r), lm(f') E: B og dermed f' E: B+iB~ A. 

Det ses analogt, at hvis B = C(T,R), så er 1'1.= C(T,c)oll 

Vi samler de hyppigst anvendelige former f'or Stone-Weierstrass\ 

sætning i f'Ølgende f'orm: 
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Scholium: Lad A <;. C(T,K), K = R eller C, ~ et unde:.:-

~ ~ skiller punkterne i T, Q& ~ indeholder ~unktionen 1. 

Så ~ A = C(T',K) under f'Ølgende ekstra betingelaer 

K = R: A er et gi tter elle..!:. §!!. delalgebra. 

K = C: A er~!! Eelvadjungeret delalgebra. 

Eksempel: ~~9:. T ~ eIl kompakt delmængde a~ Rn 
o 

Mængden af' funktionen: ('xi' ••• xn ) 1-7 p( xi' • o ., x
n

), hvor 

( (x
1

, ••• ,xn ) E T og p ~ §t reelt (henholdsvis komplekst) ~­

nomium a~ n reelle variable, ~ ~ tæt delalgebra af' CCT,R) 

(henholdsvis C(T,C». 

Funktionerne (x1 , ••• ,X) f-7 1, (x
1

' •• o,x ) ~ x., i = 1, ••• ,n, n n l 

er reelle polynomier og de n sidste skiller punkterne i T. 

Hvis specielt T = [a,b] ~ R ~ås Weierstrass' approxima­

tionssætning. 

50. Banachrummet G eX). 
o 

Lad X være et ikke tomt lokalkompakt rum. En kontinuert 

f'unktion ~: X ~ K CK = R eller C) siges at gå mod O i 00, 

så~remt mængden fx E xll~(x) I L e 1 er kompakt f'or ethvert 

e > 0, eller anderledes udtrykt: 

Ve > 03K kompakt C-X (1~(x)1 < e ~or x E X \ K). 

Hvis X er kompakt vil enhver kontinuert f'unktion ~: X ~ K 

gå mod O i 00. Hvis X ikke er kompakt betragtes et-punkts 

kompaktif'iceringen X =./\" IJ fooJ, og da de åbne omegne a~ 00 
00 

netop er X \ K IJ fool, når K gennemlØber de l{ompakte delmæng-

der af' X, ser man, at f' går mod O i 00 betyder det sædvan-

( lige: lim f'(x) = O.. på den anden side ved man, at dette er ens-
X-+oo 

betydende med at f'unktionen ~: X -+ IC givet ved 
00 
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er kontinuerte 

={
f'(X), 

f'(x) 
O , 

XEX 

X== 

Mængden af' lwntinuerte f'unldioner f':X ~ K der går mod O 

i 00 udgØr klart et vektorrum, og det betegnes Co(X) eller 

GO(X,K). Afbildningen .-v:f' ~ f' er en isomorf'i af' Co(X) på 

underrummet ff' E C(Xoo ) I'f'(oo) = O 1 af' C(Xoo ). For enhver f'u.nk-­

tion f' E C (X) gælder videre 
o 

IIf'II = supflfC x )Ix E xl = supflf'(x)IIx.E Xml = "f'Il < 00 • 

Dette viser, at c (X) el' et underrum af' Banachrummet CB(X) 
o 

af' lmntinuerte begrænsede f'unktioner, og at c (X) 
o 

isometrisk isomorf't med det af'sluttede underrum 

altså er C (X) selvet Banachrum. 
o 

ved '" er 

Rummet G (X) = C (XyK) består af' alle kontinuerte :funktio-c c 

ner f':X ~ K som har kompakt støtte .. Det f'orudsættes altså, at 

f' er Øl udenf'or en passende kompakt mængde, og derf'or er 

G (X) c C (X),,, 
c - o 

Lemma: UJ}Slerr~met C (X) 
c ~r tæt i BanachrUf!!.l!let C (X)" o 

J?evis: Hvis X er lcompakt gælder endda C (X) = Co (X) • Vi 
c 

kan derf'or'antage at X ikke er kompakt og betragter f' E Co(X), 

8 > O. Mængden K = f x E:_ X II :r(x) I .L e 1 er kompakt, og if'Ølge 

top. sætning 12. 6 :findes Em kontinuert f'unkti on <p:X ~[O, 1 J med 

kompakt støtte så, <p (K) <;_ f 1\ 1 ~ 



( 

( 

( 

Mat. 6, 1971-72. 

Funktionen g == f·cp E Cc (X) og der gælder I fCx)-g(x) I = O for 

x E K, hvorimod If(x)-g(x)I ~ 2If(x)1 < 28 for x E X \ K, 

al tså Ilf-gll < 28" Dette vi s:er at f E Co (X). II 
Via identifikationen ~ mellem C (X) og 

. o 
ff E C(Xoo)lf(oo) == OJ kan man af sætninger om C(Xoo ) få infor-

mation om C (X). Vi giver et eksempel: o 

Sætning CStone-Weierstrass). Lad A være en delalgebra af' -- --- --- ---- -
CO(X,K) som skiller ;punkterne i X, og antag at ~ ,!.il pvert 

x E X findes cp E A så cp (x) f O. I tilfældet IC = G §lltag-Gs' 

desuden at A§.!'. selvadjvngeret (t E: A =lP f' E A). Så ~ A tæt 

i Co(X)" 

Bevis: Identificeres Co(X) med ff E C(Xoo)lf(oo) == OJ ved 

~ bliver A en delalgebra af C(Xoo), der skiller punkterne i 

idet x E X 
i"# 

og 00 skilles af 9, hVOlt-- . ep, E A opfylder 

cp(x) =1= O. 

Af' de to muligheder i Stone-Weierstrass sætning foreligger 
~ 

der nu den, a,t alle ;; E A opfy~der ~(O) == O, og så er 

Bemærk at lemmaet er et specialtilfælde af denne sætning. 

I tilfældet X =:R er f.eks. f(x) = (1+x2)-1 en kontinuert 

funktion der går mod o .ol men f'(x) = e-x går ikke mod O 

i 00. 
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Variant -
§§5, 24 kan erstattes af følgende mere direkte behandling 

af de endeligdimensionale Hausdorff t.v~r. 

For ethvert m E ~ er ifølge sætn. 9 (eller direkte) tal­

rummet Km et (for øvrigt lokalkonvekst) Hausdorff. t.v.r. over 

K, fordi koefficientlegemet K selv er et sådant. 

Lemma. Enhver lineær afbildning f:Km .... E €:f Km ind i et 

t.v.r~ E over K er kontinuert. 

Bevis. Det er åbenbart (jvf. §15) tilstrækkelig~ at på­

vise kontinuiteten i (0,··.,0). Til given omegn U af Q i E fin­

des en omegn V af Q i E med 

u • 
m led 

Da V er absorberende, findes for ethvert n = 1,~~~,m en emegn 

W
n 

af ° i K således at Af(en) E V fer alle A E Wn • Vi har her 

indført basi svektorerne . 

e
1 

= (1,0,·'·,0) , • il. , em = (0,···,0,1) 
m 

i Km ~ For e thvert x = (xi'··· ,xm) E: Km haves x= ~ xnen ; og der· 
n=1 

for gælder 

m 
f(x) = ~ xnf(en) 

n=1 

m 
E: ~V ~U, 

n=1 
m 

såfremt blot X.E n Wn • Da denne sidste mængde er en omegn af 
n=1 

(0, ••• ,0) i Km, er f kontinuert i dette punkt. I 
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Sætnin~. Ethvert Hausdorff t.v.r. E over K (=~ eller C) 

a~ endelig di~ension m er topologisk isomorft med talrummet Km. 

Bevis. ,Der eksisterer en algebraisk isomorfi (bijektiv -
lineær afbildning) f:Km ~ E. Vi viser, at enhver sådan er en ho---
meomorfi. Iføl~e ovenstående lemma er f kontinuert. Tilbage står 

at vise, at ~O-1 a" kontinuert f.eks. i Q, altså at billedet t(U) 
. m t.o...~f.~L· m 

af enhver (basis-)omegn U af (0, •• ·,0) i K er åbent 1 E. Da K 

åbenbart er lokalkompakt, kan vi antaga, at U er kompakt. Randen 

U* er en afsluttet delmængde af U og dermed ligeledes kompakt, 
* . . 

og (0,···,0) ~ U • Da f er kontinuert og E Hausdorff, bliver 

feU*) kompakt og derfor afsluttet i Ej og da r er lineær og in­

jektiv, gælder Q = f(O,"',O) Ej: f(U"'). Da E \ f*(U) således er el 

(åben) omegn at Q 1 E, eksisterer en stjerneformet omegn Vaf 

Q 1 E således at V ~ E \ f(U·), æltså V n f(U·) = ø, og dermed 

Da f er lineær, er f O
-

1(V) ligeledes stjerneformet. Derfor gæl-

der f 0-1 (V) ~ u. . Thi antog man, at der ekSiste-

rer x ~ ~O-1(v) n Cu, så ville liniestykket 

møde Cu (for ~ = 1) og U (for A = O) og derfor også møde randen 

U· i ~rid med at r o
- 1(v) n u* = ø. Da f er surjektiv, slutter vj 

af t
O

-
1(V) , U, at 

og dermed at f(U) ligesom V er 'en o~egn af Q i E. I 
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~rolla!!. Enhver lineær afbildning af et endeligdimensio": 

naIt Hausdorf'f t.v.r. E ind i et t.v.r. F er kontinuert. Enhver 

algebraisk isomorfi mellem to endeligdimensionale Hausdorff t.-" .. r' 

E og F er en homeomorfi (og dermed en topologisk isomorfi). 

~2vis. Ifølge sætningen re.ducerer det første u'dsagn sig 
m . til tilfældet E = K behandlet i det ovenstående lemma. Det s1d-

ste udsagn fremgår af det tørste ved anvendelse på den inverse 

afbildning. r 

B3mærknlne. Sætningen (eller korollar~) kan åbenbart også 

formuleres derhen, at der på Km kun eksisterer en topologi, der 

gør Km til et Hausdorff t.v.r. (nemlig den sædvanlige). Tni den 

identiske at"bildning af Km er. en algebraisk isomorfi. Derimod er 

den diffuse topologi på Km et eksempel på en topologi, der' gtr 

Km til et (for øvrigt lokalkonvekst) t.v.r.; som ikke er Hausdorff. 
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Opgaver til Topologiske vektorrum. 

Ved vektorrum forsitås vektorrum over K = R eller b. 

2. 
v 

Vis, at enhver foreningsmængde af stjerneformede, henholds­

vis symmetriske, delmængder af et vektorrum er stjernefor-

met, henholdsvis symmetrisko 

Vis, at enhver absorberende delmængde af et vektorrum omfatter 

en stjerneformet symmetrisk absorberende mængde. 

(Konveks funktion) o Lad A betegne en konveks delmængde af 

et vektorrum E. En funktion f:A ~ ~ kaldes konveks dersom 

det for ethvert A E [0,1] og x1 ,x2 E A gælder, at 

BeviS, at definitionen er ensbetydende med kravet om, at 

"overgrafen" 

f(x,y) EAxRly~f(x)l 

er en konveks delmængde af E x ~. (r stedet for y 2 f(X) 

kunne her også skrives y > f(X).) 

4. Lad A betegne en konveks delmængde af et vektorrum E. Idet 
IT. 

X
j 

E A og A
j 

E [0,1] for j = 1 ,.··,m, og idet ~Aj = 1, skal 

man vise, at ~AjXj E Ao Lad endvidere f;A ~ R være konveks. 

Vis, at f(~AjXj) ~ ~Ajf(Xj). 

Lad fAjljEJ være en mængde af konvekse delmængder af et 

vektorrum .. Vis, at det konvekse hylster af foreningsmængden 
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A~ =.: U li.. består af san tltge k k b ,t~. _ onvekse .: om 1]ltl\,J.oner , ' 
jE:J J 

j~AjXj af: enOelJ.gt mange punlcter "'j E: Aj (af"\,så Aj E: [0,1], 

~ ". == 1!'J og /\J-' ;r. O kun faT' endeligt mange {~ J) o Specia­
jEJ J 

liser derpå til det tilf'ælde hvor hver af mængderne Aj kun 

" består a:t' et punKt x j " 

Lad A. og B betegne to konve.kse delmængder' af' 

E!) og lad A n B ::: Øo Bev:ts at der eksisterer 

\ 
'. 

e~ vektorrum 

to) konvekse 
\ 

mængdel"l U og V ~ således 
\ 

a t A s: U:> B ~ V tJ U n V ~ ø og U u V --

E. (Benyt Zorns lemma)/) 

7 IS Givet eksempel på en mængde A ~ R2
!) som er afsluttet,? men 

" hvor conv A ikke er afsluttet,. 

8
0 

Lad A betegne en delmængde af et t.w.r. Bevis: 

10. 
V 

11 /) 

V a) A åben => conv A åbeIltl 

b) A konveks => Å konveks" 

Lad A betegne en konveks delmængde af et tov.ra Lad Xo E Åp 

x E Ao Bevis!, at samtlige punkter y ~~ x på liniestykket 

med endepunkter X
o 

og x er indre punkter af A, altså y E 2ir­

(Betragt f~eks~ f'ørst tilfældet x E A)~ 

Lad A be.tegne en konveks delmængde af' et 'tov.,I' .. , og lad 
o 

k-=/:-Ø_a_Yis li at I := Il og A == An (Benyt opgave 9) o 

Lad f':A -.~ 1< betegne en kon.v-e.'ks--fu'Bl-;:.tiQJ1 defineret :L en kon.­

velcs, åben de]JilængcIe A ::~ ø af et t c v c r" Bevis li a t'f e.r .Jeon-· 
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hvis. og klID. hvis f el""' opadtil begrænset i en pas-

sende" ikke tom~ åben delmængde af Ao (Vejledning vedr .. 

Ithvis" ~ Vis først, at. f er kontinuert :L X O E: A d81""'som f' er 

opad ii;..i.l begrænset i en omegn 1!3li' x o " Vis dernæs t ~ a t f el' 

opad til begrænset i en passende omegn a:e et vil1:åpligt punKe. 

'I 2 'Co Lad:r ~A "~; f~ v:æ1'8 er.l konveks funlction define!'e t i en konvelf.s, 

åben delmængde A :1 ø af }~n ~ B evi is , at f er l{on-tinuert .. (Be~ 

n;lt opgave 11 og det forhold, at filtret af omegne af et 

.,-..... 1..-.... 1- ; R(';n In .... , . .:.!:>. u .- ,. har en basis bestående af' mængder, som hver er 

det konve};:se hylst.er øf en endelig mængde)" 

1:3.. Lad g betegn."3 et VelCGOl1!:'umO) og lad 13(Q) betegne mængden af 

§llG konvelr.se de1mængder U 2f TI: oom er symmetriske og 

abf:lOJ:'beren.de" Bevis!) at JJ(Q) udg0P en "basis f'or filtret at' 

oroegne af' Q i den fineste topologi på E~ lT'irorved E er et 

lokaIkonvekflt t"v"IT'" Bevis tillige~ at E herved l>JJ.ver et 

Hausdor:e:C' rum" (Vejledning til dette 8:i.clste~ }~Qc1 e E E 9 

e 4 Q,;l og lad H betegne en hz,rperplan :i. E gen:1em O 1\ som ikke 

:Lndeholder eo Da vil H + ]r·'l if 1[e E: :8(9))" 

14." Lad E være et vektorI'U1ll udstyret neel den i OD!!,,, 13 omtalte 

fineste lokalkonve};:se topologi" B81r:lS i'gJlgende ~ 

a) 

'b) 

c) 

d) 

Enhver seminorm på E er kontinuer"to 

Enhver linee.rform på E~ er kontj.i.1.uert c 

Ethvert underrum af E er afslutJreto 

Et "Dunl::t x E: E er e t indre D, •. unkt af en lwnveks mængde 
~ o 

A c E hvis og kun hvis del""' :på enhver' linie gennem X o 
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findes et i A indeholdt liniestykke~ hvortil Xo hØrer 

uden at være endepunkt for liniestykketo 

15. V Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff t.voro. Bevis, at 

følgende udsagn er ækvivalente (jvf. T.V.R., side 56 f.) 

1°) Der eksisterer et forskydningsinvariant afstandsmål 

på E, som netop bestemmer den givne topologi på E. 

16. 
\/ 

2°) E er metriserbarto 

3°) Der eksisterer en numerabel basis for filtret af om-

egne af ° i E. 

4°) Topologien på E kan defineres ved en numerabel mængde 

af seminormer Pn' n E ~. 

Ve jledning: ° Vis, at 1 ° ° ~ 40 ° 4° ° => 2 => 3"""" => 1 o Ved => 1 

sættes dist(x,y) = d(X-Y), hvo~ 

d(x) = ~ 
n~ 

-n 2 • 

Eftervis og benyt derpå følgende uligheder: 

a) A/(1+A) ~ M/(1+M) for ° ~ A ~ M· 

b) (A+M)/(1+A+M) ~ A/(1+A) + M/(1+M) for A,M f o. 

c) A/(1+A) ~ 2A for A E [0,1] 

d) Pn(X) ~ E gælder for ethvert E > 0, n E ~, x E E for 

hvilke d(x} ~ E/2n+1~ 
-.-

000 
_ Det kan for Øvrigt vises, at 1 ,2,3 er ækvivalente og-

så uden antagelsen om lOkalkonveksitet. 

(Fil trerende mængde af seminormer. ) Lad p og Cl være semi-

normer på et vektorrum E. 

a) Vis, at den ved 

p =< Cl <==> 3c E R+ 'r/x E E:p(x) ~ cq(x) 
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17(> 
J 

definerede relation på mængden S af alle seminormer på 

E er reflexiv og transitiv, altså en præordensrelation~ 

To semd.normer p og q kaldes ækvivalente, dersom 

p =< q 1\ q =<. p .• 

b) Vis, at S er filtrerend~ ved relationen =< o 

c) Lad P ~·S være en filtrerende mængde af semlnormer 

(d.v.s. at to vilkårlige seminormer p,q E P har en 

fælles majorant i p) Cl Vis, at mængderne [x E Elip(x) ~ exl 
danner en basis for filtret af omegne af O i den ved P 

definerede lokalkonvekse topologi på E. 

d) Lad P være en filtrerende mængde af seminormer på et 

vektorrum E og Q en vilkårlig mængde af seminormer på 

et vektorrum F. Vis, at en lineær afbildning ?:E ~ F 

er kontinuert i de ved P og Q definerede topologier 

på E og F, hvis og kun hvis 

'ri q E Q 3p E P: q o f = < p. 

e) Lad Q være en vilkårlig mængde af seminormer på et vek-

torrum. Vis, at Q kan udvides til en filtrerende mæng­

de P af seminormer på E, således at P og Q er ækvivalen-

te, d.v.s. definerer samme topologi på E. 

(Kvotient af. Banachrum.) Lad E være et normeret rum og F 

et afsluttet underrum E. For ethvert sideunderrum x E· E/F 

sættes 
\ 

IIxll = inf{ Ilxll I x ~ il • 
Vis, at der herved defineres en norm på E/F og at den der­

ved bestemte lokalkonvekse topologi på E/F er identiske 

med kvotienttopologien. Vis dernæst, at hvis E er fuldstæn­

digt, da gælder det samme om det normerede rum E/F. 
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En delmængde B af et t.v.ro E kaldes Q~~~~1g dersom 
omegn 

den absorberes af enhver laf Q i E :i.. den forstand~ at 

'r;fV E tJ (Q) 3A E :R +: AB s: V o 

Det er klart; at enhver delmængde af en begl"'ænse"t mængde 

er begrænset. Bevis følgende: 

a) Foreningen af endeligt mange begrænsede mængder er 

begrænset. 

b) Enhver endelig mængde er begrænset. 

o) Enhver kompakt mængde er begrænsetQ 

d) Elementerne i enhver fundamentalfØlgG udgØr en begræn-

set mængde~ 

e) Afslutningen af en begrænset mængde er begrænset. 

f) I et lokalkonvekst rum er det konvelcse hylster for 

en begrænset mængde begrænset. 

19. Lad P være en mængde af seminormer på et vektor'rum Eo Be~-' 

vis, a t en mængde B ~ E er begrænset i den ved P def'inere­
nej 

de topologi, hvis og kun hvis enhver af' seminormerrp E p 

er begrænset på B, altså hvis 

'r;fp E P 30 E R+ 'r;fx E B: p(x) ~ o " 

20. Bevis, at en delmængde B af et t.v.r. E over K er begrænset 

21 .• 

hvis og kun hvis det for enhver punktfølge (xn)nEN På B og 

enhver talfølge (~)nE'& på K med lim An := O gælder, at 
n~ 

lim Anxn = Q i-E. 
n--)oo 

( 
) 

Bevis, a t en delmængde B af et t. v.r e E er begrænset frwis 
I, 

(ag kun hvis) enhver nurnerabel delmængde af' B er beg.cænset" 

(Benyt opg.- 20.") 

" " 
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22. Lad f:E ~ F være en kontinuert lineær afbildning af et 

t.v.r. E ind i et t.v.r. F, og lad B ~ E være begrænset i E. 

Vis, at f(B) er begrænset i F. 

23. Lad E = TI E; være et produkt af t.v.r. E;. Vis, at en mæng·-
i€I .Io ... 

de B ~ E er begrænset, hvis og kun hvis hver af dens projek­

tioner Pi(B) er begrænset, 

24. Vis, at summen af to begrænsede mængder er begrænset. 

25. Vis, at et t.v.r. E er normerb~~, hvis og kun hvis E er 10-

kalkonvekst og Hausdorff og der eksisterer· en begrænset om-

egn af Q. 

26. Vis, at fuldstændiggørelse af et Hausdorff t.v.r. E er en­

tydigt bestemt pånær isomorfi i følgende forstand: Lad 

<Pi:E ~ E
i 

(i=1,2) være fuldstændiggørelser af E. Da eksiste­

rer der en (topologisk) isomorfi t/J af E1 på E2 så at t/J°<P1=<P2· 

En delmængde A af et t.v.r. E kaldes 12rækom12akt, dersom der 

til enhver omegn V af O i E findes en endelig mængde 

X = {x1,···,xml ~ E således at 

a) 

b) 

m 
A ~ U (Xi+V) = X + V • 

i=1 

Vis, at det i givet fald kan opnås, at X ~ A. 

Vis, at det er tilstrækkeligt atoe.tragte·omegne V fra 

en forelagt subbasis for 0(0), d.v.m .• en delmængde'S(.g) - ,-
af tJ(O) således at fællesmængderne af endeligt mange 

mængder udtagne a~ 8(0) danner en basis for O(Q). 
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c) Lad E være Hausdorff, og lad ~:E ~ E være en fuldstændig~ 

gØreIse af E. Vis; at A ~ E er prækompakt, hvis og kun 

hvis ~(A) har kompakt afslutning i E. 

28. Bevis de til a~ - e) i opg. 18 samt opg; 22 og 24 svarende 

udsagn, idet "begrænset" overalt erstattes med "prækompaktll. 

Vis også, at enhver prækompakt mængde er begrænset. 

29. 
li 

Lad A1 ,·'·,Am være kompakte konvekse delmængder af et Haus~ 
m 

dorff t~v.r. E. Bevis at conv U Ai ligeledes er kompakt. 
i=1 

30. Vis, at det stjerneformet symmetriske hylster af en kompakt 

(eller blot prækompakt) delmængde af et Hausdorff t.v.r. E 

er kompakt (resp. prækompakt). 

31. Vis, at det konvekse hylster af en prækompakt delmængde af 

af et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. E er prækompakt. Vis, 

derved, at hvis E desuden er fuldstændigt, har det konvekse 

hylster af enhver kompakt delmængde af E kompakt afslutning 

C i E. 

32. Lad E være et vektorrum over K (=R eller C). For ethvert j 

fra en indeksmængde J lad fj:E ~ F j være en lineær afbild­

ning af E ind i et t.v.r. F j over K~ Idet man udstyrer E 

med den tilhØrende initialtopologi (den groveste topologi 

på E for hvilken alle afbildningerne f j er kontinuerte), 

skal det vises, at E er et t.v~r •• Vis også, at hvis topolo-

gien på F j for hvert j E J er defi neret ved en seminorm Cl j 

(man kunne også betragte flere), så er topologien på E defi-

neret ved mængden af seminormer Clj o f j' j E J. Specialtil-
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fælde: underrum 9 produJ;: "tr'um" 

33. (Topologien for kompakt konvergens i C(X),,) l,ad X være et 

ikke tomt, lokalkompakt. topoJ.ogisk !Um~ Med It = It(X) betegner 

vi mængden af alle kompakte delmængder af X. Med C(X) beteg-

",Y ( r.X , nes det underrum af it' henholds"YJ s J )~, der består 'af' alle 

kontinuerte funktioner X -~ :R (benlL X .-> e;)., Vj_ ndotY:('er C(X) 

med den gpoveste topologi i'or hvilken enhver af de lineære 

afbildninger 

f ~ fiK (restrikiionen af f til K) 

af C(X) ind i C(K) II K E: ,It (x), er }~onti nueI't 6 Herved benyttes 

på C(l<) den ligelige topologi, bestemt ved supremumnormen 

II " • -Den således definerede initial tODolog:i. på C(X) kaldes 
00 -" 

topologien for ligelig ~onvergens på kompalete delmængder af 

X, eller kort topologie:q. for !L~al{t lC9n~~~nl?" 

a) Vis, at der for ethvert K E: rr(x) defineres en seminorm 

PK på C(X) ved 

PK(f) = sup If(x) I 
xEK 

(:f E: C(X)) ~ 

og at mængden af disse seminormer er filtrerende (opga16) 

'og,bestemmer den omhandlede topologi på C(X), som derfor 

er lokalkonveks" Vis også Jl at C(X) er Hausdorf'f'~ 

b) Udfyld detaillerne i nedenstående bevisslci tss :for at 

C(X) er ,fulg.stændi~I~'= Ovennævnte restriktionsaf'bildning 

f ~ flIC induceret for ethvert K E i:(X) en afbi.ldning af 

et f'orelagt fundamentalf'il ter ~1> :9å C(X) ove:::- på e:n f'un-o 

damentaJ.,filterbasis (~K på C(K) ~ Der eksisterer en funk­

tion f på X med fiK = lim QK for ethvert K E l\(X) .. Da 
, 

X er lokalkompakt~ bliver f' kontinuert" If'Ølge en sæt-

ning om ini t5_al to:?ologi gælder CQ-).f' i C(X) o 
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c) Vis, at C(X) er metriserbart, hvis X er numerabelt i 

det uendelige. 

d) Vis, at C(X) er normerbart hvis og kun hvis X er 

kompakt, og at i så fald den omhandlede topologi på 

C(X) er den ligelige, d.v.s. defineret ved supremum­

nOl?men n 1100 -

34. Lad E være et vektorrum over K og lad (Ei)iEI være en 

familie af underrum af E hvis foreningsmængde er E. Vi 

forudsætter at hvert Ei er et lokalkonvekst t.v.r. Vis at 

der findes en og kun en topologi på E i hvilken E er et 

lokalkonvekst t.v.r. og i hvilken systemet 

B(02) = 
f V ~ E I V konveks, syrum .. , V (l Ei. omegn af' .2. i Et for alle iEI j 

er en basis for omegnene af 2- Vis videre at denne topologi 

er den fineste topologi på E i hvilken E er et lokalkon­

vekst t.v.r. og i hvilken de kanoniske indlejringer 

ji: Ei ~ E er kontinuerte. Vi siger, at E med denne topo-

logi er den induktive limes af rummene E .• 
l. 

Lad nu yderligere F være et lokalkonvekst t.v.r. og 

lad qJ: E -+ F være en lineær afbildning. Vis at <p er kon­

tinuert i den induktive limes top~logi hvis og kun hvis <p's 

restriktion til Ei er kontinuert for hvert i E I. 

35. Lad X være et ikke tomt lokalkompakt rum, og antag desuden 

at X ikke er kompakt. Lad K betegne mængden af kompakte 

delmængder af X og betragt for hvert A E K underrummet 
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hvor Cc(X) er rummet af kontinuerte reelle funktioner på 

X med kompakt støtte. 

a) Vis at Cc(X,A) er et afsluttet underrum af Co(X) 

forsynet med den ligelige norm. Ved den stærke topologi 

på Cc(X) forstås den induktive limes af topologierne 

på Cc(X,A) når A gennemløber systemet K af kom­

pakte delmængder af X. 

b) Vis at denne stærke topologi er Hausdorff, og at del­

rumstopologien på Cc(X,A) netop er den oprindelige 

ligelige topologi. 

c) De kontinuerte linearformer ~ på Cc(X) kaldes Radon­

mål. Vis at enhver positiv linearform ~: Gc(X) ~ R, 

altså en line-arform så :f ~ O ~ Il- (:f) ~ O, er kontinuert 

(og dermed et Radonmål). 

d) Antag nu at X er numerabelt i det uendelige, og at 

An er en følge af kompakte delmængder af·X så 
00 o 
U A = X og så A c A 1 for alle n. Vis at den 

n=1 n n- n+ 
stærke topologi på Cc(X) er den induktive limes af rum-

mene C (X, A ), n EN. c n 

36. (Vanskelig). Lad X være et lokalkompakt ikke kompakt rum, 

som desuden antages numerabelt i det uendelige. Vi sætter 

C+(X) = fh E c(x,R)lh(x) > O :for alle x E Xl, 

og for hvert h E G+(X): 
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a) Vis at P = fph1h E C+(X)j er e~ ikke tom filtrerende 

familie af seminormer på C c (X) , og at hvert Ph end­

da er en norm. 

b) Vis at den ved P bestemte lokalkonvekse topologi på 

C (X) netop er den stærke topologi på C (X) (jvf. c c 

opg. 35). 

c) Vis at CC(X) er fuldstændigt i den stærke topologi. 

d) Vis at C (X) 
c ikke er metriserbart. 

37. Rummet H(n) af holomorfe funktioner. Lad n være en åben 

delmængde af den komplekse plan e, og lad H(n) være mæng­

den af funktioner f: n ~ b der er holomorfe i n. Vi for­

syner H(n) med topologien for kompakt konvergens (jvf. opg. 

33), altså topologien givet ved seminormerne 

PK (f) = sup f ! f ( z ) ! ! z E KJ, K kompakt ~ n. 

a) Vis at H(n) er metriserbart, og dernæst at H(n) er 

fuldstændigt. (Brug evt. Cauchy's integralformel). 

b) Vis at f~ f' er en kontinuert lineær afbildning af 

H(n) ind i sig selv'. 

Vink: Lad K,L være kompakte delmængder af n o sa 
o 

K~ L. Vis at der findes a > O afhængigt af K og 

L så PK(f') ~ apL(f) for alle f E H(n). Hertil kan 

man igen bruge Cauchy's integralformel. 

c) Vis at enhver begrænset mængde A ~ H(n) er ækvikonti-

nuert; d.v.s. 

Vz E n Ve > O 30 > O Vw E n Vf E A (!z-w! ~ o q 

If(z) - f(w)! ~ e). 
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d) Vis at enhver begrænset mængde A ~ H(n) er prækompakt . 

(Brug Arzela-Ascoli's sætning). 

e) Vis at en mængde A s;;. H(n) er kompakt 9 hvis og kun hvis 

den er afsluttet og begrænset. Dette resultat kaldes 

Montells sætning og formuleres ofte således: Af enhver 

begrænset følge f n E H(n) kan udtages en konvergent 

delfølge. 

38. Lad t betegne mængden af vilkårligt ofte differentiable 

funktioner f: R ~ R. Ved topologien for kompakt konvergens 

af ~ de afledede forstås den lokalkonvekse topologi på 

...g defineret ved seminormerne 

Pm,n(f) = supf If(m)(x) III xl ~ nl, 

a) Vis at ,g er et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r., og at 

det er metriserbart og fuldstændigt. 

b) Vis at enhver af afbildningerne f ~ fem) er kontinuert 

og lineær, m = 0,1,2, .... 

c) Vis at en begrænset delmængde A ~ .g er ækvikontinuert, 

d.v.s. 

~x E R ~8 > O 30 > O ~Y E R ~f E A(lx-YI ~ o ~ If(x)-f(y)1 ~ 8). 

d) Vis ved c) og Arzela-Ascoli's sætning, at en mængde 

A ~ ~ er kompakt hvis og kun hvis den er afsluttet og 

begrænset. 

39. Lad ~ betegne vektorrummet af vilkårligt ofte differen­

tiable funktioner f: R ~ R med kompakt støtte, ~ n under-
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rummet af [}) bestående af de t: for hvilke st(t:) ~[-n,n]" 
a) Vis at r;; n er et afsluttet underrum af rÆ for alle 

n. 

b) Vi udstyrer nu $) med den induktive limes af rummene 

:;(J n (som har delrumstopologien fra -Æ). Vis at !i) 
hermed er et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. 

e) Vis at t: ~ t:(m) er en kontinuert lineær afbildning af 

fj) ind i 2J for, m = O, 1 ,2, .... 

d) Elementerne i det topologisk duale rum;U' kaldes 

distr?-butioner. Lad <p: R ~ R være en målelig funktion 

som er integrabel over ethvert begrænset interval. Vis 

at der ved 

L (t:) = J t:(x) <p(x)dx 
<p 

defineres en kontinuert linearform L : [}) ~ R, altså 
<p 

en distribution. Vis endelig at L er O-distrtbutionen 
<p 

hvis og kun hvis <p = ° næsten overalt. 

e) For hver distribution T E 60 I defineres TI: SO ~ R 
ved 

. I 
T'(t:) = - T(t:), 

Vis at TI er en distribution og at der gælder L; = L<pl 

når <p: R ~ R er en C1-funktion. Vi kalder derfor TI 

for differentialkvotienten af T. 

f) Lad Y betegne funktionen, der er lig O for x < O, 

og som er lig 1 for x ~ 0, og lad 

linearformen åo(t:) = t:(o). Vis at 

å : 5J ~ R være o 

~ er en distri­U o 

bution (kaldet Diraemålet i o) og at Ly = å o. 
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40. Lad O < p <1, og lad IP være mængden af reelle talfølger 

x= (x) N' for hvilke n nE: 
vektorrum og at 

dist(x,y) = ~ Ix - y IP 
n=1 n n 

Vis at IP er et 

er en translationsinvariant metrik på IP, der gør IP til 

et t.v.r. Vis at IP er fuldstændigt men ikke lokalkonvekst. 

Vink: Vis og udnyt Ix+YIP ~ !x!p + !y!p. 

41. Vis påstanden T.V.R. p. 18: En kontinuert afbildning i': M ...... F 

af en quasikompakt delmængde M i et t.v.r. E ind i et 

t.v.r. F er ligelig kontinuert. 

42. Lad E betegne vektorrummet af kontinuerte funktioner 

'I i': I ~ R, hvor I = [0,1 J. For hvert talpar (e,e), hvor 

O < å < 1, e > O, sættes 

V(å,e) = fi' E: El mf t E: I! !i'(t)! > ej < ål, 

hvor m betegner Lebesguemålet. 

a) Vis, at fV(å, e) IO < å < 1, e > O 1 er en basis for om-

egnsfiltret af Q i E for netop en topologi på E, 

der gør E til et t.v.r. Vis at E er Hausdorff i den-

ne topologi. 

b) Vis, at der for ethvert (å,e) med O < å < 1, e > O, 

eksisterer n E: N således at 

V(å,e) + V(å,e) + ••• + V(å,s) = E 

(n ens led på venstre side). Vis først, at den konstan-
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te funktion 1 kan skrives som sum af stykkevis lineæ­

re funktioner E E hvis støtter har Lebesguemål < o. 
c) Vis, at E ikke er lokalkonvekst, og at den eneste 

kontinuerte linearform på E er nulformen. 

43. Lad A være en afsluttet og B en kompakt delmængde af et 

v t.v.r. E, og lad A n B = ø. Vis, at der findes en omegn 

V af Q. i E så a t (A + V) n (B + V) = ø. 

44. Lad A være en afsluttet og B en kompakt delmængde af et 

t.v.r. E. Vis, at A + B (og A - B) er afsluttede. (Redu­

cer f.eks. til tilfældet O~' A - B, og benyt opg. 43 til at 

vise, at der så findes en omegn V af Q, som ikke møder 
2 

A - B.) Givet eksempel på to afsluttede delmængder af R, 
hvis differens ikke er afsluttet. 

45. (Adskillelse af konvekse mængder.) Lad H være en afsluttet 

hyperplan i et t.v. r. E over :R, og lad f(x) = a være en 

ligning for H. Vi siger, at H adskiller to delmængder 

A og B af E, dersom A og B er delmængder af hver sit 

af de afsluttede halvrum ~-1(]-oo,a]) og ~-1([a,+oo[) af 

E. Hvis desuden H n A = lin B = ø, siges H at adskille 

A og B strengt. 

Bevis følgende om to disjunkte, konvekse, ikke-tomme 

delmængder A og B af E: 

a) Hvis A er åben, kan A og B adskilles ved en hyper-

plan. (Se o A - B. ) pa 

b) Hvis både A og B er åbne, kan de adskilles strengt 
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ved en hyperplan. 

o) Hvis A er afsluttet og B er kompakt, da kan A og 

B adskilles strengt ved en hyperplan, forudsat at E 

er lokalkonvekst. (Benyt b og opg. 43.) 

46. Lad A være en afsluttet, konveks, ægte delmængde af et 10-

kalkonvekst t.v.r. E over R. Vis, at A er fællesmæng­

den for mængden af alle afsluttede halv rum af E, som om­

fatter A. (Benyt opg. 450). Vis desuden, at hvis E tilli­

ge er Hausdorff og A kompakt og ikke tom, så kan man nøjes 

med at medtage sådanne afsluttede halvrum (~), hvis be­

grænsende hyperplan møder A. (Sådanne hyperplaner kaldes 

støttehyperplaner for A.) 

47. Lad f være en kontinuert; lineær afbildning af et underrum 

M af et lokalkonvekst t.v.r. E ind i koeffioientlegemet. 

Vis, at der findes en kontinuert seminorm p på E, for 

hvilken If(x)l ~ p(x) for alle x E M. Vis derved, at f 

kan udvides til en kontinuert linearform på E. 

48. Lad f være en kontinuert, lineær afbildning af et underrum 

M af et lokalkonvekst t.v.r. E over K ind i et endelig­

dimensionalt Hausdorff t.v.r. F over K. Vis, at f kan 

udvides til en kontinuert lineær afbildning af E ind i F. 

(Benyt opg. 47). 

49. Lad M være et endeligdimensionalt underrum af et lokalkon­

vekst Hausdorff t.v.r. E. Vis, at der eksisterer et af-
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sluttet underrum N af E således at E = M + N, hvor den­

ne sum er topologisk direkte. (Benyt opg. 48 på den identiske 

afbildning af M på sig selv.) 

50. Lad E være et t.v.r. over K og F: E -> K en linearform 

som ikke er identisk O. Vis at f er en åben afbildning. 

51 . Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. OVer K, 

A en afsluttet konvekst symmetrisk delmængde. Vis at der til 

hvert a ~ A findes en kontinuert linearform f' E El så 

:r(a) > 1 , 1:r(x)1 ~ 1 for alle x E A. (Brug evt, opg. 50) • 

52. Lad E være et Hausdorff t.v.r. Vis at E er loka~kompakt 

53. 

hvis og kun hvis dimE < 00. Vis dernæst at enhedsl::uglen i 

et normeret rum E er kompakt hvis og kun hvis dimE < 00. 

Lad 

lad 

F. 

F 

Vink til Elokalkompakt "* dimE < 00: Lad U være en 

kompakt symmetrisk omegn. Vis at der findes endelig man­

ge punkter a
1

, ••• ,an E E så U c U a. -:- ~U og lad 
i=1 1 

M være underrummet ud spænd t af a
1

, •• ·, an . Vis at 

U c M + (~)kU for alle k = 1,2, ... og slut heraf 

U c M og endelig E = M. 

E være et t.v.r. opfyldende 1 • numerabilitetsaxiom~ og 

f være en lineær afbildning af E ind i et andet t.v.r. 

Vis at f er kontinuert såfremt f(B) er begrænset i 

for alle begrænsede mængder B c E • (Jvf. opg. 22) 

54. Lad E og F være normerede rum, :r , :r E L(E,F). Vis at 
n 
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f ~ f i det normerede rum L(E,F) hvis og kun hvis 
n 

f (x) ~ f(x) ligeligt over begrænsede delmængder af E. n 

55. Bipolarsætningen. Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff 

t.v.r., El dets topologisk duale rum. For enhver delmængde 

B c El defineres polaren 

BO = {x E E ! !<x,f>! ~ 1 for alle f E Bl. 

o 
Vis at B er konveKs, . symmetrisk og afsluttet. Hvis A c E 

o 
har vi tidligere defineret A c Et. Vis, at for en vilkår-

00 (0)0 ( ) lig delmængde A c E er A = A bipolaren den mind-

ste afsluttede, symmetriske og konvekse mængde der omfatter 

A, o 00 
altsa A er hvad man kunne kalde det afsluttede kon-

vekse symmetriske hylster af A. (Brug evt. opg. 51). 

56~ Lad E være et t.v.r. over R , F en afsluttet hyperplan. 

Vis at delmængden E\F er usammenhængende. 

57. Lad K være en kompakt konveks mængde i et lokalkonvekst 

Hausdorff t.v.r. over R. Lad Q være mængden af kontinuer­

te konvekse funktioner f: K ~ R. Vis at Q er en afsluttet 

konveks kegle i Banachrummet C(K,R) og at Q er maximum­

stabil: f, g E Q ::} f v g E Q. Vis endelig at Q er en total 

delmængde af C(K,R). 

58. Lad S være enhedskuglen i Rn med den euklidiske metrik: 

n 2 
S = {x E Rn I ~ x. ~ 11. 

i=1 1 
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Vis at ethvert randpunkt af S er ekstremt ::pWlkt i S. 

59. Lad T være et ikke tomt kompakt rum, SK enhedskuglen i 

Banachrummet O(T,K), hvor K = R eller C. Vis at de 

ekstreme punkter i ~ er de kontinuerte funktioner 

f': T -+ K der opfylder If'(x) I = 1 for alle x E 'r. 

Fortolk dette resultat når T = f1, ••• ,nJ forsynet med 

den diskrete topologi. 

Antag nu, at T desuden er sammenhængende og består af 

mere end et punkt (f.eks. T = [0,1]). Hvad bliver de ek-

streme punkter i 8ft i dette tilfælde. Vis dernæst at 

C(T,R) ikke er refleksivt. 

60. Lad X være et lokalkompakt rum som ikke er kompakt, og lad 

S være enhedskuglen i Banachrummet -O (X) af kontinuerte 
o 

reelle eller komplekse funktioner på X der går mod o i 

00. Vis at Ext S = ø og slut heraf, at O (X) 
o 

ikke er re-

fleksivt. 

61. Lad K være en konveks delmængde af et vektorrum E over 

R. Vis at hvis A er en ekstrem delmængde af K så er 

K\A konveks, og at det omvendte ikke behøver at være rigtigt. 

Vis at følgende er ensbetydende om x E ~ 

a) xEExtK. 

b) K\fxJ er konveks. 

) ( a-'-b c 'tf a, b E K x = 2- =} x = a = b) • 

62. Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff t.v.r. over R , 
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K S E en kompakt konveks mængde, f: K ~ R en opad halv-

kontinuert konveks funktion. Vis at f antager sit supre­

mum over K i en afsluttet ekstrem delmængde af K. 

63. Lad T være et ikke tomt kompakt rum, F f CeT) en ækvi­

kontinuert delmængde. Vis at også F er ækvikontinuert. Hvis 

F = ffnln E :&1, g E CeT) skal man vise biimplikationen~ 

f (x) ~ g(x) for hvert x E T <=. IIf -gll ~ O. 
n n 

64. Lad T være et ikke tomt kompakt rum, M et afsluttet un­

derrum af C eT ,O) og vi forudsætter desuden at -; 1 E M og 

at M er et gitter. 

Vis at M også er en algebra. 

Yl.nk: Det er nok at vise: lif II 5:. 1, f E M ~ f2 E M. 

Betragt for A E ] O , 1 [ funktionen <[JA: [0,1] ~ R defi­

neret ved 

Vis at <[JA(x) ~ x2 for x E [0,1]. Lad nu An være 

en følge som ligger tæt i ]0,1 [ og sæt tj; = n 

<[JA 1\ <[JA 1\ 
1 2 

opg. 37) at 

• •• 1\ <[JA Vis ved Dini I s lemma e Top. 
n 

tj; (x) ~ x2 ligeligt for x E [0,1]. 
n 

Find et eksempel der viser, at forudsætningen 1 E M 

ikke kan undværes. 

65. Lad T = fz E C I Izl~1 l og lad A være mængden af funk­

tioner z H p( z), Z· E T, .p polynomium med komplekse koef-

ficienter. Vis at A ~: C(T,C). Hvad er A? 



\ 

/ 

/ 

l 

( 

I Mat. 6, 1971-72 T.V.R. opg. 66-68 

66. Ved et trigonometrisk polynomium forstås en funktion 

p: R ~ e af .formen 

67. 

p(e) = e E R , 

hvor ak E e, n = 0,1,2, ...• Vis at man til enhver konti­

nuert funktion :f ~ R ~ e som er periodisk med perioden 21T 

og til hvert E > O kan finde et trigonometrisk polynomium 

p så Ir(e)-p(e) 1 S E for alle g E R. 

Vis desuden, at man kan vælge p af formen 

n 
p(e) = a + ~ (akcoskQ + bk Sink9) 

o k=1 

hvor ak' bk E R, hvis f er reel. 

Lad 

a) 

b) 

Vink: Betragt de periodiske funktioner som funktioner 

på enhedscirklen T = fz E e lizi = 1 J. 

E være et normeret rum. 

Lad x E E opfylde supl:f(x )1 < 00 for alle :fEEr. n n n 
Vis at s~p /lxn /I < 00 • 

Vis at de svagt begrænsede delmængder af E er de sam-

me som de stærkt begrænsede delmængder af E. 

68. Lad E være et normeret rum, ~: E ~ Eli den kanoniske ind-

lejring i det biduale rum. Idet S og Sil betegner enheds­

kuglerne i E og Eli skal man vise at ~(S) = Sti idet af­

slutningen refererer til den svage topologi cr(E" ,E') på 

Eli. (Som vink henvises til opg. 51). Vis dernæst, at E er 

refleksivt såfremt S er cr(E,E')-kompakt. 
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69. Lad E være et lokalkonvekst Hausdorff tov.rG,. K en kom~· 

pakt konveks delmængde af E. Vis at KO "" (Ext ~) c. Lad 

nu E = Rno Idet E t identificeres med Rn ved at 

:? +--io X E: t?n via formlen 
n 

f'(y) := xoy::= ~ x.y~!, 
i:::: 1 l .i 

kan pola:ren 

af A S Rn fås som 

Find A o i tilfældet n = 3 når A er de platoniske lege~· 

mer indskrevet i enhedskuglen. 

70. Lad C/v? betegne mængden af alle komplekse funktioner ~J 
der er definerede på R, er vilkårligt ofte differenti.able y 

og som har den egenskab, at 

for + x -+ - 00, og for alle m,n = 0,1,2, •••. AJ 
Vi kalder ~ 

for rummet ~ RurtiK~ ~tggende funktion~~~. Vi udstyrer jP 
med den ved seminormerne Pro,n definerede topologi~ 

m,n=0,1,2, •••• 

a) Vis at ff er et metriserbart lokalkonvekst taV4r. 

b) Vis at Fouriertransformationen ~ er en isomorfi af 

li på sig selv. , 
c) Det topologisk duale rum sf kaldes rummet af :t~.m1?,?·"· 

rered~ Qi.~ki.Qllli..oner. For f E: LP (li) II 1 ~ P ~ o:> 9 skal 

man vise at L:f ~ f!. -+ O er en tempereret distribution 



Mat. 6~ 1971-72 T.V.R. opg. 70-71 

og at Lf = O ~ f = O næsten overalt. 

d) Vis, at der ved formlen 

rp E gf 

defineres en isomorfi j, af 
~ , rf)' 
~ på a , og at der 

gælder 

2 
L (R). 

Dette viser, at ~ er en udvidelse af den sædvanlige 

Fouriertransformation fra L 1 (R) og L 2(R) til g'/ .. 

e) Vis at eJ.. 1 = 6' o' hvor 6' o er Diracmålet i o som er 

en tempereret distribution rp l-+ rp( o) • 

71. Vi opfatter rummet af kontinuerte funktioner t': R -4 b som 

er periodiske med perioden 2~, som Banachrummet C(~) af 

kontinuerte funktioner på den kompakte enhedscirkel ~ = 
f z E ('j II z I = 1 1 . Hvert t' E C(T) har en Fourierrække, 

hvis nfte afsnit sn(f) igen tilhører C(T) og det er gi­

vet ved 

s (t') = t' * D , n n 

hvor Dn er Dirichlet's kerne. 

a) Vis at Sn! C(T) ~ C(T) er en kontinuert lineær afbild­

ning af norm 

b) Vis at I/s 1/ ~ 00 for n ~ 00 • 
n 

~: Nok at vise at 
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J1T l si;n( n-r:bJ !1d t -> 00 

o t 
for 

Omskriv dette integral til 

og vurder ved den harmoni slw række. 

c) Vis at der findes en l\:ontinuert periodisk funktion f' 

og et pu:'1kt 

konvengent i 

rer o 

t , 
o 

så f I S ]'ouri errække ikke er 

altså så s (f')(t ) n o 
ikke konvenge-

Vink: Indirekte. Anvend opg. 67 og princippet om l$ge-

lig begrænsning. 
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