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§ Oe Afrunding a~ bekendt ~undamental algebra. 

De vigtigste tidligere betragtede algebraiske strukturer er 

grupper~ ringe og legemer. I betegnelsen ~or en sådan struktur ind

går både mængden a~ betragtede objekter og de relevante kompositio

ner (og evt. relationer)~ således at ~.eks. en ring ~år en betegnel

se som (M~+,·). 

I hver a~ disse strukturer kan man have delmængder, som med de 

anvendte kompositioner udgør en struktur a~ samme art. Vi kan såle-

des i en gruppe (G,') have en undergruppe H (hvor vi tillader os at 

udelade kompositionsbetegnelsen ved undergruppen~ idet det er under

~orstået at det er kompositionen ~ra (G,·». 

Lad (G.-) være en gruppe. skrevet multiplikativtj nØdvendigt oE 
l, 

tilstrækkeligt ~or at en ikke-tom delmængde H a~ G u.dgØr en under-

gruppe er det, at H er stabil ved division. At betingelsen er nØdven-

dig er klart; den er tilstrækkelig, thi når den er op~yldt vil H med 

a indeholde aa-1 = e (neutralelementet), og dermed ea-1 = a-i (det 

inverse)~ og så med a og b indeholde a(b-1 )-1 = ab (altså stabil ved 

( mul tiplikation). 

Lad (R,+,') være en ring; nødvendigt og tilstrækkeligt ~or at en 

ikke-tom delmængde S a~ R udgØr en delring er det, at S er stabil v~ 

subtraktion og multiplikation. Det ~Ølger umiddelbart a~ det foregå

ende, ligesom også: Lad (L,+,') være et legeme; nØdvendigt og til

strækkeligt f'or at en delmængde M a~ L udgØr et dellegerne er det, at 

M er stabil ved subtraktion, og at M \ Tnulelem.l er ikke-tom og sta-
<-

bil ved division. 

j 
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Hvis man i en mængde A med kompositionen * har delmængder Bj 

som er stabile ved *, så er O B. også stabil ved *. Heraf fås umid
J J 

delbart: I en gruppe (hhv. ring, legeme) er fællesmængden af endelig 

eller uendelig mange undergrupper (hhv. delringe, dellegerner) igen 

en undergruppe (hhv. delring2 dellegerne). 

Man ser, at "(H,') er en undergruppe i (G,')" er en partiel re

flexiv ordningsrelation på mængden af grupper, og analogt for del

ringe og dellegerner. 

Lad os minde om at en ordningsrelation på en mængde er en rela

tion, som er transitiv og asymmetrisk, og desuden enten reflexiv el

ler ir~eflexiv (i det reflexive tilfælde benyttes ofte en betegnelse 

hvori indgår et lighedstegn, som f.eks. ~, i det irreflexive tilfæl

de benyttes betegnelser uden lighedstegn som f.eks. <; til enhver 

reflexiv ordningsrelation findes en tilsvarende irreflexiv og om

vendt). En ordningsrelation ~ kan være total, d.v.s. at a t. b ~ 

(a ~ b) v (b ~ a); hvis man vil betone at en ordning ikke er (eller 

ikke vides at være) total kan man kalde den partiel. 

En ordnet gruppe (G,', ~) er en gruppe (G,·), hvor der på ele

mentmængden G er defineret en total ordningsrelation ~, som er kob-

let til kompositionen • ved betingelsen (a ~ b) ~ (ae ~ be) A (ca ~ eb); 

man bemærker, at der også gælder den tilsvarende implik8.·tion, selvom 

lighedstegnet overalt udelades, 

En ordnet ring (hhv. legeme) (M, ..• ,~) er en ring (hhv. legeme) 

(M,+,·), hvor der på elementmængden Mer defineret en total ordnings-

relation~, som er koblet med kompositionen + ved kravet om at 
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(M,+, ~) skal være en ordnet gruppe, og desuden er koblet med kompo

sitionen.' ved kravet om (e f O A a ~ b) =*' (ae ~ be A e.a ~ eb); 

her betegner O det i gruppen (M~+) befindtlige neutralelement. Man 

bemærker, at for legemer vil der på grund af nulreglen også gælde 
i 

den tilsvarendeimplikn.tion hvilken lighedstegnet overalt er udeladt, 

men for ringe behØ;ver dette ikke at være tilfældet (tager man f.eks. 

en ordnet abelsk gruppe (M,+,~) og definerer multiplikation ved at 

alle produkter er lig O fremkommer en ordnet ring). 

Lad os iøvrigt minde om at for ringe er nulreglen: 

ab = O ~ (a = O) v (b = O) ensbetydende med forkortningsregle~: 

(ab = ae) A (a ~ O) ~ b = e (og den tilsvarende, hvor a er faktor på 

højre side)~ som jo også kan udtrykkes: division med et fra O for

skelligt element er hØjst entydig. 

Et legeme kan karakteriseres som en ring, hvori division med 

et fra O forSkelligt element altid er mulig, idet dette medfører 

nulreglen, og altså at divisionen er entydig. Bevis: Lad a,b og e 

være vilkårlige ~ O; ligningen ax = e er lØselig, og endvidere er 

by = x lØselig, og ved indsættelse fås e = ax = a(by) = (ab)y, og da 

e t O ~ås, at ab ~ O, altså nulreglen. 

Legemer skal pr. de~ini ti 0:':1 indeholde mindst to elementer (nem

lig ihvertfald O og et der~ra forslwlligt etelement), dette krav kan 

synes urimeligt, men viser sig at være en i'or senere sætnings~ormu-

leringer nyttig konvention. rØvrigt vil de legemer vi skal mØde her 

i forelæsningerne alle være kommutative, men der eksisterer som be

kendt ikke-kommutative legemer, ~.eks. kvaternionerne. En ring må 

gerne nøjes med at indeholde et element (men er så selv~ølgelig ret 
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uinteressant)~ og ringe er ofte ikke-kommutative~ f.eks. matrixrin-

geo. 

Ved en homomorfi forstås en afbildning ~ af en mængde med kom

positioner (M~%~ ••• ) ind i en mængde med ligesåmange kompositioner 

(a~~, ... ), og således at der for vilkårlige a,b E M gælder ~(a * b) = 
<p(a) * <peb) og tilsvarende for de øvrige kompositioner. Ved sammen-

sætning a:1:' to homomorfier fremkommer igen en homomorfi (så at rela

tionen ullOffiornorf' med ll er en transi ti v relation). En bi jekti v homo-

mOI':f'i kcJ.ldGS en ismorf'i (og relationen "isomorf med ll ses at være re-

f'lexiv" symmetrisk og transitiv). 

J~c.Ld os i det fØlgende antage, at homomorfien er surjektiv, så 

R t e thvert element i fÆ kan skrive s på f'ormen a = ~ (a). Hvi s en kom-
A 

QQ!.'i tjco:rJ: ,(. ~r kommutativ, så er den tilsvarende komposition * i bil-

J~.s1~~~S-'!"S3å k~l]lmutati v, thi man har ~ (a) * ~ (b) = ~ (a )l< b) = 
~D(l) ~:' ['1.) -- ~(b) * ~(a), og analogt ses, at associativ komposition 

.rJ...:t'--.9.y.cr: J_ associativ lwmposi tion, og at hvis en komposi tion er di

.~..:!:.ri2'J.th.Y m.ho.t. en anden så gælder det samme for de tilsvarende 

Jigl~)]22:?i t~i_oner i billedet. Ligeledes ses, at gyi§. e er neutralelement 

:!.cf~ eE_~~g1!l12osj.tion )~, så er <p(e) neutral ved *, idet ~(e) * ~(a) = 

<p(e ~;< 8) = ~(a). Hvis en komposition er således at ved den er divi

f31Ql2_~_1-_-Ud ~1-_~gJ' så gælder det samme for den tilsvarende komposi tion 

Lj?_~2J.2.2·e:b Bevi s: Vi skal vise, at f'or alle ~(a) og ~(b) er lignin

gen tp( Cl) *' tp( x) = ~(b) lØselig, men når ligningen a )l< x = b er for

udsFrt lØselig fås umiddelbart at ~(b) = ~(a * x) = ~(a) * <p(x). 

):i:' Ll.':) nævnte egenskaber f'Ølger umiddelbart, at ved en homomorfi 

yil~;g~~~~~pc afbildes på en gruppe, og således at etelement går 0-
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vel' i etelement~ og hvis gruppen er abelsk bliver billedet abelsk. 

Ligeledes ses~ at ved en homomorfi vil en ring afbildes på en ring 

og således at nulelement går over i nulelement og etelement går over 

i etelement. For legemer bliver forholdene særlig simple~ idet ~~ 

homomorf afbildning af et legeme er enten en isomorfi 2 elle~ og~ 

således at billedringen pestår af et eneste element. Bevis: Hvis ~ 

ikke er en isomorfi er den ikke injelctiv, altså findes a :j: b så 

~(a) = ~(b) og dermed ~(a-b) = nul; sættes a-b = d kan ethvert 

c E legemet skrives på formen c = dx (fordi d * O)~ og vi får ~(c) = 
~(d) • ~(x) = nul. 

Derimod må det fremhæves~ at ved homomorf afbildning af ~n ring 

Qå en ring gælder intet om nulreglens gyldighed~ den kan gælde i 

originalringen og svigte i billedet eller svigte i originalringen og 

gælde i billedet, og desuden. er det trivielt at man kan have samme 

forhold i originalringen og i billedet (eksempler nævnes senere). 

Begrebet ækvivalensrelation er velkendt (~eflexiv, symmetrisk 

og transitiv~ bemærk den alfabetiske rækkefølge). En ækvivalensrela

tion ~ siges at harmoner~ med en komposition * såfremt a~a1 A b~b1 

mecli'ører a~<b ~ a 1*b 1 (altså at ækvivalente komponenter giver ækvi

valente kompositionsresultater). 

Lad nu ~ være en homomorf afbildning af (M,*,o.o) på (M,*, •.. ). 

VI definerer en relation'" ved x~x1 ~ ~(x) = ~(x1 ), og man ser u-

middelbart, at det er en ækvivalensrelation, og at der er bijektiv 

i'orbindelse mellem ækvivalensklasserne og elementerne i 1\Ir .. Ækvi va

lensrelationen vil harmonere med de forekommende kompositioner. 
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Bevis: Lad xtv x
1 

1\ y"'Y1' altså ep(x) = ep(x1) og cp(y) = CP(Y1)' så er 

ep(x * y) = ep(x) * ep(y) = cp(x1 ) * CP(Y1) = cp(x1 * y 1), hvilket visen at 

x * Y tv xi * Y 1 • 

Dersom der omvendt på (M,*, ••• ) er givet en ækvivalensrelation 

tv der harmonerer med de forekommende kompositioner *~ ••• , så eksiste-

rer der en homomorf afbildning ep af (M,*, ••• ) således at x "" xi netop 

når cp(x) = ep(x
1

). Bevis: Vi sætter cp(x) lig den ækvivalensklasse 

(delmængde af M) som indeholder x, således at t.7r = fep(x) 1, og define

rer * på M ved at ep(x) * ep(y) = ep(x * y), og tilsvarende for de øvri

ge kompositioner, hvormed vi jo netop (tilsyneladende da) har fået 

opfyldt kravene for at det er en homomorfi. Men for at beviset skal 

være i orden må vi efterse, at det anfØrte virkelig definerer en kom

position * på M; sagen er, at det samme element ep(x) E M: kan fremkom

me for forskellige x, men disse vil kun afvige indbyrdes ved ækvi

valensen, og analogt med ep(y), og når tv harmonerer med * vil alle de 

fremkomne x * y også være indbyrdes ækvivalente, og dermed give samme 

ep(x * y), og vi har altså virkelig defineret en komposition. Dermed 

er beviset fuldført. 

Hvis en anden homomorfi ~: (M,*, ••• ) ~ (M,*, ••• ) giver anledning 

til den samme ækvivalensrelation tv på M, så vil ethvert element i M 
også svare til en ækvivalensklasse, og vi har dermed en bijektiv af

bildning X: M ~ M for hvilken X o ~ = ep. Dette X er endda en isomorfi 

mellem (M,*, •.• ) og (~,*, ... ) thi x.(~(x) * ~(y» = X(~(x * y» = 

cp(x * y) = cp(x) * cp(y) = X(-t(x» ;:; X(~(y», så det er en homomorfi 

fra (M,*, ..• ) til (M,*, ... ) og dermed en isomorfi. 
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Vi har altså ~Ølgende almindelige homomor~isætning: En homomor~ 

a~bildning ~ a~ en mængde med kompositions~orskri~ter giver anledning 

til en ækvivalensrelation '" på mængden? harmonerende med kompositio

~erne2 og således at x '" y netop når ~(x) = ~(y). Hvis man omvendt 

gar en mængde med kompositioner og en på mængden de~ineret ækvivalens-

relation "', som harmonerer med kompositionerne 9 så eksisterer der ho-

momorfe a~ildninger ~ a~ mængden med kompositionerne? således at 

~(x) = ~(y) netop når x '" y, og billedet ved en sådan homomorfi er 

bestemt entydigt pånær isomorfi (nemlig isomor~t med strukturen af 

mængden af ækvivalensklasser organiseret ved de kompositioner der fås 

ved at regne med repræsentanter fra klasserne). 

Vi skal nu betragte homomorfe a~ildninger ~ af en gruppe (G,"), 

do v. s o undersØge på G de ækvi valensrela tioner NJ som harmonerer med •• 

Ved at multiplicere -1 -1 med y ~ y eller med y '" y ser man umid-
at 1 

delbart, x '" y ~ xy- -1 '" e ~ y x "'. e, og dermed at relationen'" er 

bestemt ved H = fh/h '" el, hvor h € G og hvor e er gruppens etelement. 

Mængden H bestemmer altså homomor~ien entydigt (pånær isomorfi i bil

ledet), og kaldes homorfiens kerne, og de~ pånær isomorfi entydigt 

bestemte billedgruppe betegnes som faktorgruppen eller kvotientgrup

pen (G, • )/Ho 

) -1 Da x '" e Å y '" e ~ xy '" e 8es, at H er stabil ved division, 

cg altså er en undergruppe i (G, .). For et vilkårligt fast x er 

fy/y", xl = fy = xhl = fy = hxL hvor h € H, og vi har altsål/ at fQ!'. 

alle x er xli = Hx ~ xHx-1 = H ~ xH = Hx = HxH (idet H = HH, og alt-
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så Hx = HHx = H(Hx) = H(xH) = HxH).+) 

Dersom omvendt H er en undergruppe i (G,·) som for alle x op

fylder xHx-1 = H ensbetydende med xH = Hx = HxH, så er H kerne for 

en homomorfi, nemlig en afbildning x ;-+ xH af G ind i mængden af del-

mængder A af G, og hvor vi som komposition for delmængderne A og B 

tager .lill. Thi afbildningen er en homomorfi da x H xH og Y -+ yH me-

dens xy ~ xyH = xHy = xHHy = (xH)(Hy) = (xH)(yH), og dens kerne er H 

da x € H ~ xH = H = etelementet i billedet = billedet af etelementet 

i (G,e). 

Vi har: En homomorf afbildning af en gruppe er (pånær isomorfi 

i billedet) bestemt entydigt ved sin kerne Hg og billedgruppen beteg

nes som et eksemplar af faktorgruppen (Gg ·)/Ho De mulige homomorfi

kerner kaldes normale undergrupper i (G,· ). 

At H er en normal undergruppe i (G.·) betegnes ved skrivemåden 

II < (G,·). NØdvendigt og tilstrækkeligt for at H ~ (G,·) er det at 

Hvis man på en mængde M har givet en komposition *, og hvis A 

og B er delmængder af M, så sætter man som bekendt A * B = 

fa * bia € A Å b € Bl; specielt benyttes skrivemåden a * B der-

som A kun består af et element a; analogt A * b. Dersom kompo-

~itionen er kommutntiv eller associativ eller distributiv moh.t. 

en anden komposition. så gælder det tilsvarende for kompositio

nen anvendt på delmængderne. Lad os f.eks. bevise associativ: 

(A * B) * C = fCa * b) * cia € A Å b E: BA'.;c E .eJ, medens 

A *(B * C) = fa *(b * c)j" og den elementvise associativitet 

viser det Ønskede. 
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-1 for alle x E G gælder xHx = H ensbetydende med at xli = Hx = HxH. 

Man ser umiddelbart 9 a t i enhver gruppe (Gt ,.) er de trivielle 

undergrupper f e 1 og G normale. IJangtfra alle undergrupper er normale, 

det fremgår senere, men det er klart, at i en abelsk gruppe er en-

hver undergruppe normal. 

Relat,ionen <i er ikke transitiv, man kan altså ikke af H norm9..1 

i K og K normal i (G,·) slutte at H normal i (G,-), det fremgår af 

senere eksempler. Derimod: Hvis H ~ (G,·L, og K er en undergruppe så 

H c K C Gt så er H <l (K t ·). Det er klart, da xHx-1 = H gyldig for 

alle x E G umiddelbart giver, at det er gyldigt for alle x E K. End-

videre: I en gruppe er fællesmængden af normale 

normal undergruPEe, thi når man for alle H
j 

har 

undergrupper igen en 

xH.x-1 = HJ" fås at 
J 

x(n Hj )X-1 ~ n Hj9 og ved at erstatte x med x-i ses at der her gæl-

der lighedstegn. 

Lad os betrClgte en gruppe (G,') og i denne en vilkårlig under

gruppe H (ikke nØdvendigvis normal). 
-1 Vi kan på mængden G definere en relation'" ved x '" y <= x Y E H. 

Relationen bliver en ækvivalensrelation, thi den er reflexiv da 

-1 -1 E H ~ (x-1y)-1 -1 x x = e E H, og den er symmetrisk da x y ~ y x E H, 

og den er transitiv da x-1y E H A y-1 z E H =} (x-1y)(y-1 z ) = x-1z E H. 

Da x-1y E H ~ Y E xH ses~ at den ækvivalensklasse som indeholder et 

fast element x netop er mængden xH, og denne mængde kaldes en venstre 

sideklasse til H, så ækvivalensklasserne bliver netop de venstre si-

deklasser til undergruppen. Hvis vi som definition af relationen hav~ 
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de benyttet yx- 1 E H, var ækvivalensklasserne blevet af formen Hx, 

hvilket kaldes hØjre sideklasser til H. Man ser, at betingelsen for 

at H ~ G netop er, at hØjre-sideklasserne og venstre-sideklasserne 

er identiske. 

Dersom (G, o) er endelig vil enhver sideklasse indeholde ligeså 

manbe elementer som H, og da G er opdelt i ækvivalensklasser har vi 

dermed 

Lagrange's sætning: For en endelig gruppe CG, o) vil ordenen af 

en vilkårlig undergruppe H være divisor i gruppens orden. (Lagrange, 

1736-1 813) • 

Eksempel: En gruppe hvis orden er et primtal har ikke andre un

dergrupper end de to trivielle, nemlig gruppen selv og fetelementetl • 

. lrntallet af sideklasser til en undergruppe kaldes undergruppens 

index, og man ser at i en endelig gruppe må ethvert undergruppeindex 

også være divisor i gruppens orden. Det må her bemærkes, at for be-

stemmeIsen af index er det ligegyldigt om man regner med hØjre eller 

venstre sideklasser, thi der er bijektiv forbindelse mellem disse, 

da mængden af inverse elementer til klassen xli er klassen Hx-1 (for 

(XH)-1 = H-1x-1 = Hx-1 ). Eksempel: (Q \ foJ,·) er en gruppe med 

(Q+, o) som undergruppe, og dennes index er 2 da der findes de to si

deklasser Q og Q o 
+ -

Gruppen (2,+) og dens logiske baggrund behandles udfØrligt i 

næste §. Har man en vilkårlig gruppe (G,o) med etelement e og et 

vilkårligt element a E G, kan det vises, at der findes netop en ho-
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momorf afbildning af CZ,+) ind :t. CG,·) ved hvilken tallet 1 H> a, 
" .. ' , n 

og ved denne betegnes billedet af tallet n 130m a o Beviset 

f d, i k f O d f' ,·n+1 n f øres ve ndu tion: or n ::. e lnerer man a som a·a, or 

n = O sætter man aO = e, og for n < O definerer man an som 

'~-1 ·an+1 .• det ses, at man alment faar 
I . 

n+1 n a = a-a. At det ,er 

en homomorfi udtrykkes ved første potensregel am_an m+n, = a , 

og dennes rigtighed ses ved et lignende induktionsbevis, idet 
m+1 n m il man holder n fast og for m> O faer, a' .a = a- a o a = 

s_am+n = am+;c.+1 = a(m+1)+n, og for m ..c:. O foretager man induk-

tion~n nedad fra O (ligesom ovenfor). 

Et homomorft billede' aJf (Z,+) betegnes som en cyklisk 
i 

gruppe,' og billedet ved den ovenfor' omtalte afbildning betegnes 

som den cykliske gruppe frembragt af a. Man ser at det er den 

mindste undergruppe af (G,.) s6~ indeholder a, og endvidere 

bemærker man, at den er abelsk, ogsaa selvom (G" o) ikke er det. 

Første potensregel giver at ( n)-1 -n a = a • Alment faar 

man anden potensregel (am)n = amno Her betegner mnproduktet i 

(Z,~) af tallene m og n, Qg hvorledes dette defineres (ved 

,indukt;ion) omtales nærmere i næste §, og i overensstemmelse 

hermed bevises reglen ved induktion efter n idet m holdes 'fast: 

For n = ,O gælder den, og omskrivningen (am)n+1, = amG (å,ID)n = 

am.amn = am+mn = am(n+1) beviser den for de positive n hvorefter 

(am)-n = a-mn ved at oplø.:fte til -1' potens viser den for de 

negative n. 

I en abelsk gruppe gælder desuden tredie potensregel' 

(ab)n= anobn, der ogsaa let ses ved induktion, idet 

(ab)o(ab)n = a.an.b-bno 
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For abelske grupper bruges ofte additiv skrivemaade, og 

saa skriver man f.eks. første pntensregel som ma + na = (m+n)a, 
\ 

hvilket ser ud som en distributiv lov, men er.noget helt andet 

"7 nemlig fØrste potensregel. Udtrykket ma, hvori m er et tal 

'-og a er et gruppeelement er ikke noget produkt, men derimod 

(for m positiv) et udtryk a+a+ ••• +a (m addender). ·Men det er 

altaaa saa "heldigt", at selv i flertydige situationer vil 

formel' regning ikke føre til nogen fejl. 

Lad os b.etragte cykliske' grupper (C,.) :: ({ an} , • ). Vi 

bemærker, at aP = an #ap- n = e. 
Dersom det gælder, at i suiten -2 -1 O 2 ••• ,a ,a ,e=a ,a,a , ••• 

. for.ekoDJ.Ifter neutralelementet e kun paa den' viste' plads, saa er. 

homomorfien (Z, +) ~ (C,· ). injektiv ifØlge. det nævnte, al tsaa 

en isomorfi. Mbildningens 'kerne er undergruppen {O} i (Z,+). 

Man siger, at ordenen af a er uendelig, og den af a frembragte 

·cykliske --&-ruppe er altsaa isomorf med (Z,+). 
. . 

I modsat fald findes et m ~ ° hvor am :: e; da am = . e 

4=P a-m =e findes der et positivt m, og lad os tage det mindste 

2 m-1 m' ( positive. Da er a,a , ••• ,a ,a = e alle forskellige ,hvis 

aP ~. an bliver ap- n = e og 0'< I p-ni < m) og da ah = ah+m = ah-ni 

-2 -1 2. 4. d' k d se~at suiten ••• ,a ,a ,e,a,a ,.~. bliver per~o is me 

perioden m.Billedmængden bestaar altsaa af m elementer., saa 

den cykliske gruppe er'af rutte orden, og man ~siger at ordenen 

af a er m. Kernen for den hamamorfe afbildning af (Z,+) ses 

at bestaa af mængden af multipla af m, .og denne mængde betegnes 

som (in). Da denne kerne eT fælles for alle afbildnin~er som 
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fØrer til cykliske grupper af orden m ses, at alle cykliske 

grupper af orden m er isomorfe~,og hvis man ser bort fra isomorfi 

kan man derfor tale om Uden cykliske gruppe af mtte orden". 

Omvendt ses, at for ethvert naturligt tal m er (m) en undergruppe 

.. 1 (Z,+), da den er stabil ved subtraktion,ma-mb = mea-b), man 

ser endda heraf at den er isomorf med (Z,+)j da (Z,+) er abelsk 

bliver (m) <I (Z ,+), al tsaa· afbildningskerne , og der ~ksisterer 

altsaa en cyklisk gruppe af orden m. 

Alt i alt: Ordenen af.et gruppeelem~nt a defineres som. 

ordenen af den cykliske gruppe frembragt af a. Denne ordener 

enten et naturligt tal eller de~ er uendelig (og i sidste til

fælde er det et "numerabelt b,endeligt"). Ethvert naturligt tal 

kan forekomme som orden af en cyklisk gruppe •.. Alle cykliske 

grupper af ru'te orden er isomorfe, og hvis en cyklisk gruppe 

er uendelig, saa er den isomorf med (Z,+). 

Da vi har bestemt samtlige afbildningskerner har vi dermed, 

ogsaa fundet samtlige undergrupper i (z,+) (for i en abelsk 

. gruppe er jo enhve~ unde:r;gruppe normal): Undergrupperne i (Z ,+) 

er af. formen (m), d.v.s. mængden af multipla af et n~turligt tal 

m, og saa den trivielle {O}(som jo iøvrigt kan opfattes øom 

mængde~ af multipla af O; den anden trivielle undergruppe, 

Z selV, er lig (1»~ 

{7ruppen (Z,+) har altsaa uendelig mange ikke-trivielle 

undergrupper, alle isomorfe med gruppen selv~ og uendelig mange 

ikke-trivielle homomorfibilleder, af hvilke ingen er isomorfe 

med gruppen. sel v o ~: For en uendelig gruppe kan en ægte 

undergruppe altsaa godt være isomorf med hele. gruppen, og 
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der findes iøvrigt ogsaa eksempler paa uendelige grupper for 

hvilke billedet ved en·homomorfi som ikke er en isomorfi 
\ 

(altsaa med kerne med flere elementer) bliver isomorft med 

4ele originalgruppen. 

Ordenen af a kan betegnes ord a. lPor ord a = m har vi 

ak::: e#k e (m)Cf::) mike Endvidere (t) ~ (m)#'lm; tal

eksempel: (6) S: (1 a). 

Lad (C, o) være en cyklisk gruppe ogi H en uhder,gruppe i 

.~en. Da er baade H og kvotientgruppen {C,o)!H cykliskeo 

(da alt er abelsk er H ~ (C,.), saa kvotientgruppen eksisterer). 

Bevis: FØrst kvot ientgrupp en , den er homomorft billede af (C,-), 
~ 

som igen er' homomorft billed~ af (2: ,+), og den er al tsaa selv· 

homomorft billede af (2:,+) og dermed cyklisk •. Saa beviset for 

at H er cyklisk: Der findes en surjektiv homomorfi q:(2:,+)~(C,.~ 

Mængden cp-1(H) bliver stabil· ved subtraktion, da f(n~) = ~ ~ H 
. . ' -1 . 

" Cf(n2 ) = h2 e H medfører tf (~-n2) = ~h2 E H, og den ' 

er ~ltsaa undergruppe i (2:,+). Men saa er den enten uen(ielig 

og dermed isomorf med (2:,+) eller den er \01 'og dermed trivielt 

homombrft billede af (Z;+). I begge tilfælde findesaltsaa 

en sur j ekti v homomorfi, 'r: (Z, + ).... «",,1 (H) ,+), og dermed en 

surjektiv homomorf afbildning' Cf o 'f af (Z',+) paa (H,.), 

hvilket viser at H er cyklisko 

I en vilkaarlig gruppe (G,·) vil et element a frembringe 

en cyklisk undergruppe, og af Lagrange's sætning (s.lO) faar 

vi saadet vigtige resultat: I en endelig gruppe er ethvert 

element af endelig orden, og denne er divisor i gruppens 'orden. 
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Eksempel: En gruppe af primtalorden p maa være cyklisk, 

fordi ethvert fra e forskelligt "element maa have orden p. 
\ 

Ethvert saadant element frembringer altsaa hel~ gruppen. Heraf 

ses yderligere, at hvis man i en større gruppe har to under-

grupper af p' orden,' og, de har mere end e fælles, saa er de 

identiske. Taleksempel : Den s;y-mmetriske gruppe 55 bestaar 

af de 120 permutationer af' 5 ting; i gruppen findes elementer 

af'ordener 1,2,3,4,5,6 (stemmer med Lagr~ge). Der findes 

24 elementer af orden 5, og heraf slutter Vi, at der findes 

netop 6 undergrupper af orden 5, idet enhver af disse indehol-

der 4 fra e forskellige elerne,nter, og ligeledes indser man, 

at antallet af elementer af 3\' orden maa være lige (antallet 
a 

er 20}. Forekomsten af elementerVaf orden 6 medfører f'ore--

kOllisten af elementer af orden 2, idet ord(a3) = 2, men man 

kan ikke slutte noget nærmere om deres antal, for dels kunde 
7-

mange f'orskellige a gi ve samme a J , og dels kunde der findes ele-

menter af orden 2 som ikke er 3' potens af et element af orden 60 

Den ikke-trivielle homomorfi (2,+) ~ (Z,+)/(rn) har som 

kerne delmængden (m) af Z. Den til homofG.orfien svarende ækvi-

" valensrelation i Z bliver at a og b er ækvivalente hvis og 

kun hvis a-b E (m). Dette historisk første eksempel paa en 

ækvivalensrelation harmonerende med en komposition har fra 

gammel tid (Gauss, 1777-1855) sin egen betegnelse, idet man 

siger attla er kongruent med b modulo m" og skriver det 

a = b (mOd ro) o De foregaaende resultater viser, at der paa 

(Z,+) ikke findes andre ækvi.valensrelationer harmonerende med +. 
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De tilsvarende ækvivalensklasser kaldes restklasser modulo m, 

og en restklasse .er altsaa mængden af hele tal som giver 
\ 

samme rest ro ved division med m. ]i'aktorgrupp.en (Z,+)/(m) 

betegnes som den Hddi ti ve gruppe __ ~f _..r§stkl~.§se.! modulo ro· og . 

skrives (Zm'+ ). 

I de næste §§ begrundes udførligt hvorledes. de hele t.al 

har struktur som en ring (Z,+,.). 'Det viser sig endda at blive , 

det der betegnes som en integritetsring (eller ~teQritetsom

raade), hvilket d~.!i~~r~.2 som en riniL .. Q.er har et etE!1-§lnent og 

hvori nulreglen gælder og hvor multiplikationen er kommutativ. 

Men i den specielle integritetsring (z,+,·) af de hele 

tal gælder ydermereJ at alle de ækvivalensrelationer som harmo

nerer raed + ogsari harmonerer med •• ' Jfor den trivielle ækvivalens 

hvor ethvert element kun er.æl~ivalent med sig selv er det klart. 

I det ikke-trivielle tilfælde skal vi vise, at a æ a t (mOd ru) 

,... b a b t (mod m) medfører at ab = a tb t (mod m), men det ses let, 

idet omskrivningen ab - atb·· c: (a-at)b + at (b-b t) viser, at 

denne størrelse er delelig med m. 

Kongruens a '!!il a_~ (mOd In) harmonerer al tsaa bande .med + og ~. 

~, og ifØlge den almindelige homQmorfisætning betyder det, 

at ringen (2:,+,.) kan afbildes homomorf·t paa en restklas_sering 

(Zm'+'·). Taleksempel: m = 2 giver en restklassering med 2 

elementer,' der kan betegnes som "lige" og "ulige", og med hvilke 

man kan regne efter reglerne "lige U+ "li.ge"= "lige, '''lige "+ "ulige" 

= "ulige" , ••• ,."ulige". lIulige "="= "ulig~ " • 
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Regning i en 'restklassering sker i praksis ved at regne 

'med repræsentanter fra, restklasl;lerne. F. eks. f'inder' man at 
\ 

i (~6'+'·) bliver produktet af restklasserne ~er indeholder 

repræsentrulterne 2 lillv. 3 lig restklassen der indeholder 

.restklassen 6, altsaa ringens nulelement. I denne ring gælder 

nulreglen al tsaa ikke, og man ser umiddelbart, at det salnrne 

er tilf'ældet i ethvert (.2; , +, ° ), hvor m er et sammensat tal. ,m 

Da restklasseringen er homomorft billede af ringen (z,+,o) i 

hvilken nulreglen gælder, har vi dermed det tidligere lovede 

eksempel pau at en ring'med nulregel ved homomorf afbildning 

kan give en ring uden nulregelo 

Hvis p er et primtal vtl derimod nulreglen gælde i (~p'+'.). 

Thi dersom et repræsentantprodukt ab er dele2igt med p maa enten 

a eller b være delelig med p. Heraf følger atter,. at for et 

primt.al p er (Zp'+'.) et legeme. Der gælder nemlig alminde-
, Jrr:~dst 2 eiementer li 

ligt, at en endelig ring vorr nU re....,glen~lder er et legeme. 

]'or at indse det skal vi blot vise, at hvis x ::/: O er division 

med x altid mulig (side 3); ·vi viser det for venstredivision: 

vi multiplicerer x med ringens forskellige elementer " , , xy. ,xy , ••• 

og p.g.a. nulreglen bliver produkterne alle forskellige',- det 

maa derfor være samtlige elementer, og en lign~ng xy = z er 

derfor altid lØselig, hvormed. beviset er ført. (Paa side 3 
følger af ...J. 

vistes, at nulreglen xxXxx*x~ at division med x T O altid er 

mulig;' for endelige ·ringe har' vi her vist den modsatte impli

kation, for uendeli·ge ringe gaar det ildee, f'.eks. opfylder 

(Z,+,o) jo nulreglen"l:len er ikke noget legeme). 

Lad os endnu bemærke, at et tallegeme def.iheres som et 

dellegeme af (C, +, o). det fremgaar s'enere, at mange saadanne , 
eksisterero Ogsaa: I ethvert le&~me gælder den ~~p'eære algebra. 
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Tetraedergruppen. 

(Til supplering og erstatning af undersøgelsen s. 22-25). 

Ved ~~traedergruppen T forstås gruppen af flytninger af et 

regulært tetraeder ind på sig selv. Ved den udvidede tetraeder

gruPEe T
d 

forstås gruppen af isometrier, hvorved et regulært te

traeder afbildes ind på sig selv. Hvis f og g er to af de nævnte 

flytninger, vil gruppekompositionen gof, eller kortere skrevet 

gf, altså betegne den flytning der fås ved først at udføre fly t-

ningen f og dernæst flytningen g. 

Ved de nævnte flytninger vil tetraedrets midtpunkt blive 

liggende, og vælges dette punkt som begyndelsespunkt for et or

togonalt koordinatsystem, kan en flytning tilhørende T altså an

gives som en ortogonal 3x3-matrix (med determinant +1), medens 

et element fra Td kan angives som en egentlig eller uegentlig 

ortogonal 3x3-matrix (med determinant +1 eller -1), og' gruppe-

kompositionen bliver matrixmultiplikation. Man ser altså, at T 

og Td er isomorfe med undergrupper i gruppen af (egl. eller uegl.) 

3-dimensionale ortogonalmatricer. 

Lad tetraedrets hjørner hedde A1 ,A2 ,A
3

,A4; enhver af de 

nævnte flytninger bevirker en permutation af de 4 hjørner, men 

omvendt ser man også, at enhver permutation af de 4" hjørner frem

kommer ved en isometrisk afbildning af tetraedret på sig selv, 

og gruPEen Td er derfor isomorf med den symmetriske gruEpe 84 
af permutationer af 4 elementer. Ved en transposition vil to 

hjØrner Ai og Aj ombyttes, medens de øvrige bliver liggende, og 

den tilsvarende ortogonale determinant må have værdien -1 (for 

hvis vi havde valgt et koordinatsystem med en akse i retningen 
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A.A. ville denne akse skifte orientering og de øvrige være u-
l J 

ændrede, så at isometriens determinant er -1). Heraf ses, at en-

hver ulige permutation af hjØrnerne får determinanten -1 og alt

så er en uegentlig flytning, medens de lige permutationer af 

hjørnerne giver (egentlige) flytninger, og gruERen T er derfor 

iso~orf med_den al~eEende gruRRe A4 • Undersøgelsen nedenfor 

af tetraedergrupperne kan derfor også opfattes som en undersØ-

Da afbildningen ~ ~ det ~ afbilder en gruppe af matricer 

med matrixmultiplikation homomorft ind i gruppen af determinant -

værdier med simpel mUltiplikation, ses, at de matricer som har 

determinanten 1 udgør en normal undergruppe, nemlig afbildnin-

gens kerne; i vort tilfælde ser vi altså, at T ~E-en normal un

dergruppe af Td (og iØvrigt gælder alment, at for ethvert n er 

An en normal undergruREe i_Sn , thi afbildes permutationer f ved 

f ~ sign f vil afbildningens kerne jo netop være mængden af lige 

permutationer. røvrigt endnu mere alment: !_en vilkårlig gruRue 

vil en uns~rgruREe ~index 2 være normal, thi afbildes under

gruppens elementer på +1 og dens sideklasses elementer på -1 ser 

man let, at det er en homomorf afbildning over på gruppen 

(f1,-1 l,·), og undergruppen er kerne). 

At en undergruppe N er normal undergruppe i en gruppe G be

tegner man kort med skrivem~den N ~ ~ Og vi har ovenfor fundet, 

at ord T =-12~g ord Td~_24 og T q Td~ 

Vi skal nu undersøge strukturen af gruppen T eller den der

med isomorfe gruppe A4 0 Ved opskrivningen af permutationerne af 

hjørnerne vil vi henytte cykelfremstillingen (se mat 1x, §5), og 

for at simplificere betegnelserne vil vi kun angive deres indices, 
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således a t f. eks. (423) eller (L~23) (1) betyder, at hjørne t A4 

erstattes med A2 , A2 erstattes med A3, A3 erstattes med A4 og 

Ai bliver liggende. 

Identiteten (1)(2)(3)(4) er neutralelementet i T, betegnes 
o 

e. Hvis vi drejer tetraedret 120 om en af dets højder, f. eks. 

den gennem Ai' får vi et element af T, nemlig (1)(234); det er 

af 3. orden, og dets anden gotens er (1)(243); elementerne af 

denne type vil vi kalde a, og det er netop dem hvis cykelfrem

stilling er af formen (.)( ... ); der er 4 muligheder for højden, 

og for hver af disse 2 drejningsmuligheder. Hvis vi lægger en 

linie gennem midtpunkterne af to modstående kanter af tetraedret, 
o 

f. eks. kanterne A1A2 og A
3
A

4
, og drejer det 180 om linien, får 

vi et element af T, nemlig (12)(34); elementerne af denne type 

vil vi kalde b, og det er netop dem, hvis cykelfremstilling er 

af formen ( •• )( •. ); der er 3 par modstående kanter. 

Vi får altså følgende gruppeelementer i T: 

type cykler orden antal 

e (.)(.)(.)(.) 1 1 

a (.)( ... ) 3 8 

b ( .. )( .. ) 2 3 

I alt 12 = ord T. 

Lad os bestemme undergrupperne i T. Der er for det første 

de to trivielle, fej og hele T. Et element a frembringer en 
2 

cyklisk 3. ordens gruppe bestående af elementerne e,a og a , og 

d f b · f 2 l' de t (a2 ) 2 en samme gruppe rem rlnges a a , 4 = a = a; dens' 

struktur er som (2
3

,+), og antallet af sådanne undergrupper bli

ver altså 8/2 = 4. Analogt vil de 3 elementer b frembringe 3 
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undergrupper af 2. orden, altså af struktur (Z2'+)' Der er yder

ligere en undergruppe af 4. orden, bestående af e og de tre ele

mneter af type b, det kan vi se således: Lad X,Y og Z betegne 

linierne som hver forbinder to modstående kanters midtpunkter 

(de er iøvrigt indbyrdes ortogonale, thi hvis tetraedret ind-

skrives i en terning,bliver det linierne gennem midtpunkterne af 

modstående sideflader i terningen), og man ser, at enhver fly t-

ning tilhørende T bevirker en permutation af disse linier, og 

sammensætning af flytninger betyder sammensætning af de tilsva-

rende permutationer; vi har altså en momomorf afbildning af T 

ind i gruppen af permutationer af X,Y og Z, og man ser'c;at, netop e 

og elementerne b lader X,Y og Z ligge fast, og udgør afbildnin

gens kerne og dermed en undergruppe, endda normal, i T. Under

gruppen er af 4. orden og ikke cyklisk, d.v.s. at dens struktur 

er som "firgruppen ll (smlgn. øv. 28). 

Idet vi nedenfor viser, at vi hermed har udtØmt alle mulig-

heder, vil vi tabellægge det fundne. 

gnS!~rgruP12er i tetraedergru1212en T (eller i ~4l.:.. 

orden elementer antal struktur normal 

1 f e J 1 e <1 T 

2 f e, b J 3 (2:2 ,+) 

3 fe,a,a
2

J 4 (2:3 ,+) 

4 fe,b,b'.b"J 1 f'irgr. </ T 

6 O 

12 alle 1 .1\4 <I T 

I alt 1,0 
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Ifølge Lagrange's sætning (første side 22) vil ordenen af' en 

undergruppe være divisor i gruppens orden, og det samme gælder 

for ethvert elements orden. En undergruppe må altså have en af de 

anfØrte ordener. En undergruppe af 2. orden må være cyklisk og 

frembragt af et element af 2. orden, og der er altså ikke andre 

muligheder end de anførte; tilsvarende gælder for undergrupper af 

3. orden. En 4. ordens undergruppe kan kun indeholde elementer, 

hvis orden går op i 4, d.v.s. elementer af type e og b, og der er 

altså netop den anfØrte. At der ikke er nogen af 6. orden gem

mer vi et øjeblik. 

Vi minder om, a t ~ und~rg!:uppe er normal, hvis og kU!L1}Yi~ 

den kan være kerne ved en homomorf afbildging af hele_gruQ~e~ 

For enhver gruRRe G er de to trivi~lle und~f~J og ~ 

normale, nemlig kerne for hhv. en isomorff og en afbildning hvor

ved hele G afbildes på et element. I den specielle undersøgelse 

ovenfor er det vist, at den 4. ordens undergruppe er normal. Vi 

mangler at vise, at der ikke er andre normale. 

Vi vil fØrst vise et par almene sætninger om endelige grupper. 

Hvis N 9 G og H er undergrupper i G~ så er eN n H) ~ H og fakto~ 

gruppen H/{N n II) er (vånær isomorfi) en undergruppe i G/N og 

ord H· . ord N går op i ord G • ord {N n H). Beviset er let: Lad 

~ være en homomorf afbildning af G med N som kerne, billedgruppen 

er et eksemplar af G/N. Betragter vi restriktionen af ~ til H bli-

ver billedet en gruppe, som er en delmængde af den forrige billen

mængde, altså en undergruppe i G/N, og man ser, at kernen netop 

er N n II; ordenen af G/N er ord G/ord N, og den er ifølge Lagrange 

delelig med ordenen af undergruppen, som er ord H/ord (N n H), og 

hvis man heri ganger overkors får man sætningens sidste påstand, 
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hvormed beviset er fuldført. 

Speciel t giver sætningen en begrænsning nedad af- ord{N' nU)) 

men den er et specialtilfælde af en 81mindeligere sætning, hvor-

i der ikke længere er tale om normal undergruppe: Hvis_eu Brul2.Q~ 

G har undergruI2l2er H og Kz 
o er ord (R n K2_f sa 

ord R • ord K[ord G. Bevis: R n K er en undergruppe og indeholdt 

i K, altså en undergruppe i K. Så er K foreningsmængde af dis-

junkte sideklasser x(R n K), y(R n K), ••• , og da alt dette ud
-1 . 

spilles i K vil x,y E K, og dermed x Y E K; men når sideklas-
1 . -1 . 

serne er forskellige vil x-'Y ~ R n K, hvoraf ses at x: y 4 H, 

hvilket viser, at xR og yR er forskellige sideklasser til R i G. 

Altså har R mindst ligeså mange forskellige sideklasser i G som 

R n K har i K, eller ord G/ord R ~ ord K/ord (R n K), hvilket er 

det pås tåede. 

Lad os endelig bemærke, at hvis_~_~n homomorf afbildning 

af _~~!:~-.E.~L~å_!il_~~UWg~_2f2 i 2.E:S.2S.:: Lad m bcttogne ord x, 

så er ~(x)m = ~(xm) = ~(e) = etelement i billedgruDpen, 

hvilket viser, at m er et multiplum af oro. ~(x). 
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Lad os nu vise, at der ikke er nogen undergruppe H a~ 

6'orden. Vi tager en 3'ordens undergruppe som K og bruger 

sætningen ove~or,som viser at ord (H n K) ~ 6·3/12 = 3/2, 

så H n K omfatter mere end e, og dermed et element a og så 

o~så a 2; som K kan benyttes enhver a~ de 3'ordens undergrup-

per, så H må indeholde alle 8 elementer a~ type a, hvilket 

er en modstrid. 

En 3'ordens undergruppe i T kan ikke være normal: ved 

en tilsvarende homomor~i vil to elementer a~ type a ligge i 

kernen og gå over i etelementet, og ~or de øvræge 6 a~ type 

a vil ord ~(a) gå op i ord a = 3, og billederne altså være 

a~ 3'orden,hvilket i~Ølge Lagrange strider mOd, at billed

gruppens orden er 12/3 = 4. 

Analogt ses, at en 2'ordens undergruppe ikke kan være 

normal: de 8 elementer af type a ville give 4 billedelemen

ter a~ 3'orden, men det kan ikke ~indes i en gruppe a~ 6'orden; 

thi de ville ~rembringe (mindst) to ~orskellige cykliske 

undergrupper a~ 3 'orden med kun etelementet fælles, og ind

sættes det i sætningen med H og K ove~or fås 1 > 3·3/6 = 3/2, 
:;:: 

altså modstrid. 

Dermed er alle påstandene om undergrupperne i T bevist. 

Man kunne naturligvis også have vist dem enten ved geometri-

ske betragtninger, eller ved at betragte de 144 værdier i 

gruppetavlen ~or A
4

" 

Den udvidede tetraedergruppe Td indeholder også de 

uegentlige ~lytninger svarende til de ulige permutationer o 

Der er to typer, nemlig 
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type 

c 

d 

cykler 

( .. )(.)(.) 
( .... ) 

orden 

2 

4 

antal 

6 

6 

AG II, 2, 33 

ialt 12 = ord Td - ord T 

Type c er spejling i et af tetraedrets symmetriplaner , 

hvorved de to hjØrner i symmetriplanen bliver liggende, og 

de to andre hjØrner ombyttes, altså en transposition. Type d 

kan beskrives med glosen "drejespejling". 

Vi skal ikke her foretage den fuldstændige bestemmelse 

af alle undergrupper i Td (eller den dermed isomorfe 84) -

der er ialt 30 stk. af en halv snes forskellige arter - men 

vi vil nøjes med at bestemme de normale undergrupper. 

Antag N <iTd~ Vi anvender sætningen s. 3O, idet vi sæt-

ter H = T, Og får et ord N går op i (24/12) ord (N n T) = 

2 ord (N n T) , og at Nn T o en af de ov;enfol' :Cundne ma være 

normale undergrupper i T. Altså er N enten en af de normale 

undergrupper i T eller vil fremgå af en sådan ved tilfØjelse 

af lige så mange elementer fra Td\T. Lad os gennemgå mulig

hederne·: 

Hvis N n T er lig T, så er enten N lig T, og den har vi 

tidligere (s. 27) noteret som normal i Td , eller N er hele Td , 

og den er normal i sig selv. 

N n T kan være firgruppen fe,b,b',b"l, og beviset s. 29 

for at denne mængde er en homomorfikerne gælder uændret inden

for Td , Og fir5ruppen er altså normal undergruppe i Td (fak

torgruppen bliver af 6 'orden og består altså af alle 6 per-

mutationer af linierne X,Y 05 Z, medens indenfor T blev fak-
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torgruppen kun a~ 3'orden,hvilket man også kan indse geome

trisk)~ Hvis N bestod a~ firgruppen suppleret med 4 elemen

ter ~ra Td\T, blev den a~ 8'orden, og ~aktorgruppen blev a~ 

3'orden, men i~Ølge sætningen om ord <p(x) skulle så de 16 

elementer i Td\N have en orden delelig med 3, og sådan 16 

elementer findes jo ikke. 

Hvis Nn T er lig ~el, så er enten n = fej, som vi ved, 

er tri vielt normal , eller også består N af to. elementer, 

altså ~oruden e et a~ 2'orden, som må v~re a~ type C; vi 

kan nummerere således,at C = (12)(3)(4) og antage N = fe,cl; 

en modstrid ~remgår let ved at regne med permutationer, thi 

hvis N normal skulle x-1cx E ~e,cl, hvilket svigter ~or næsten 

alle valg a~ x, ~.eks. giver x = (1234) at x-
1

cx = (14)(2)(3). 

laIt får vi 

Normale undergrupper i Td (eller i f)ruppen 84 ) a~ 24'orden: 

orden elementer antal struktur 

1 fej 1 ~ e J 

4, fe b b' bill , , .' . 1 ~irgr. 

12 f lige perm. 1 1 A
4 

24 alle 1 84 
Man ser al tså. at a~ de ialt 30 undergrupper i 84 er kun de 

4 normale. Dette er i grel kontrast til situationen ~or abel-

ske grupper, thi, som man umiddelbart ser a~ de tidligere 

fundne karakteriseringer a~ normal undergruppe: I en abelsk 

gruppe er enhver undergruppe normal. 
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1 • 

Øvelser til Aleebraens grundbegreber ,§ 1,~ 

Gør rede f'or, at hver af f'Ølgende kompositioner 

a) (x 
2 2 1 R, . x * y = + y )2", x,y E 

b) (x 
2 2 1 

R+ U f 01 , x* y= + y )2", x,y E 

c) x * y = 
1 

(xy)2" , x,y E R+, 

d) x * y = største f'ælles divisor for x og y, x"y E N, 

er en komposition inden for den nævnte mængde, og undersØg, 

om kompositionen er associativ, kommutativ, om der findes 

et neutralt element og'i bekræf'tende f'ald, hvilke elementer 

der er invertiblej undersØg endelig, hv~lke elementer der 

kan bortf'orkortes. 

2. + mængden F(E -t R) af reelle funktioner med en given mængde 

E ~ ø som def'initionsmængde indføres kompositioner + og ., 

idet man f'or f,g E F(E -t R) ved f + g, henholdsvis fg, for-

står funktionerne 

t-tf(t)+g(t), tEE, og t-tf'(t)g(t)l' tEE. 

Gør rede for, at + er en kommutatiV. gruppekomposition inden 

f'or F(E -t R), medens. er en associativ og kommutativ kom

position med neutralt element inden for F(E-t R). Bestem de 

ved. invertible elementer af F(E -t R). 

3. Lad E være en ikke tom mængde og XE mængden af alle funk

tioner f·ra E til f 0,11. Idet addi tion og mul tipIika tion af 

reelle funktioner med E som definitionsmængde tænkes indført 

som i øvelse 2~ sætter vi for X
1

,X2 E XE 
c 

Xi + X 2 = Xi + X 2 - XiX 2 • 

Vis, at • og + er kompositioner inden for XE, og vis, at den 

enentydige korrespondance mellem mængden ~(E) af delmængder 
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af E og XE, hvor A E D(E) ~ X E XE betyder' 

[ 

1 for x E A 

~(x) = . O for x E CA, 

er en isomorfi såvel mellem (D(E),n) og (~I.) som mellem 

(D(E) "U) og (XE,+). 

4. Idet n er Qt givet naturligt tal, skal man vise, at den ved 

x ~ xn bestemte funktion med definitionsmængde ~, henholds

v.is R, er en homomorf afbildning af (Q,.), henholdsvis (R,.) 

ind i sig selv. Undersøg i hvert af de to tilfælde, for hvil-

ke værdier af n afbildningen er i$omorf. 

5. Gør rede for, at 

a) z --+ z, z E C, 

~r en endomorf' afbildning såvel af (0,+) som af (C,.)~ 

b) z --+ (z + z)/2, z E C, 

er en homomorf afbildning af (C,+) ind i (R,+), 

c) z--+ Izl, zE C, 

er en homomorf afbildning af (C,.) ind i (R,-), 

d )) z --+ z/ I z I, z E C \ t O 1 , 
er en endomorf afbildning af te \ tol,· 1-

I hvilke tilfælde er afbildningen isomorf ? 

6. Idet c er et givet positivt reelt tal, sættes 

for v 1 ,v 2 E J -c , c [ • 

(Einsteins lov for sammensætning af parallelle hastigheder.) 

Vis, at * er en komposition inden for intervallet ]-c,c[, og 

at (]-c,c[,*) er en gruppe. 
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* Vis, at (]-c,c[,*) er isomorf med (~,+). (Dette går ud på 

at finde en bijektiv funktion f: ~ ~ ]-c,c[, således at 

V~x,y: f(x + y) = f(x) * f(y). ) 

7. Er (~,+) isomorf med (~,.)? med (~\ ~Ol,.) ? 

8. Bestem samtlige automorfe afbildninger af (N,.). (Undersøg, 

hvad et primtal kan føres over i ved en sådan afbildning.) 

9. Vis, at enhver endomorf afbildning f af (Z,+), d.v.s. en 

funktion f: Z ~ Z, der tilfredsstiller "funktionalligningen" 

Vzx,y: f(x + y) = f(x) + f(y), 

er af fOI'men x ~ ax, x E Z, altså at :::IZa VZx: f(x) = ax. 

Vis samme påstand, idet Z overalt erstattes med Q. 

Vis, at enhver endomorf afbildning f af (~,+), SDm tillige 

er voksende, d.v.s. 

V~x,y: x < y ~ f(x) < f(Y), 

er af formen x ~ ax, x E ~, hvor a ~ O. (Man kan f.eks. be

nytte, at hvert irrationalt tal er grænseværdi såvel for en 

voksende som for en aftagende fØlge af rationale tal.) 

10. Benyt de t sids te resul ta_t i Øvelse 9 til a t vi se: 

a) Enhver homomorf afbildning f af (~,+) ind i (R+,.), d.v.s. 

en funktion f: R ~ R+, der tilfredsstiller funktionalligningen 

VRx,y: f(x + y) = f(x)f(y), 

er, hvis den tillige er voksende, af formen x ~ aX
,_ x E R; 

hvor a ~ 1. (Sammensæt f med en passende isomorf af'bildning.) 

b) Enhver homomorf afbildning f af (R+,.) ind i (~,+), d.v.s. 

en funktion f: R+ ~ ~, der tilfredsstiller funktionallignin

gen 

V~ x,y: f(xy) = f'(x) + f'(y), 
+ 
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11 • 

er, hvis den tillige er voksende, enten af formen 

x ~ logax, x E R, hvor a > 1, eller den er identisk O. 

c) Enhver endomorf afbildning f af (Ji+,o), d.v.so en funk'

tion f: Ji+ ~ R+, der tilfredsstiller funktionalligningen 

VR x,y: f(xy) = f(x)f(y), 
+ 

er, hvis den tillige er voksende, af formen x ~ xa~ x E R+, 

hvor a ~ O. 

Angiv endelig alle aftagende, homomorfæ afbildninger af 

(R,+) og (:tt+,.) ind i (R,+) og (R+,,,). 

Opskriv kompositionstavler for (~ ,+) og (Z ,.) for m m 
m = 2, 3, 4 og 5 og undersøg i hvert af de 4 tilfælde, om 

multiplika~ion modulo m er en komposition, evt. en grup~e

komposition inden for Zm \ (O)m~ 

12. For x1 ,x2 E R+ sættes Xi ~ x2 ' hvis de to tal kan skrives 

som evt. uendelige decimalbrØker med samme cifre i samme 

rækkefølge, altså afvigende hØjst ved kommaets placering. 

Gør rede for, at der herved er defineret. en ækvivalensrela

tion i R+, som ha.rmonerer med multiplikation. Mængden af 

ækvivalensklasser med multiplikation ved repræsentanter er 

da en gruppe; angiven hermed isomorf gruppe • 

...... 2 1.3. I!~ defineres en komposition + ved 

(p,q) + (r,s) = (p+r,q+s) 

og en relation rv ve,d 

(p 1 JI qi) rv (P2 ,q2) ~ Pi + q2 = P 2 + q1 o 

Vis, a t tv er en ækvivalensrelation i N2, som harmoner-er 

med +. Vis, at mængden af ækvivalensklasser med addition 

ved repræsentanter er en gruppe, isomorf med (Z,+). 
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1:4. Om en associativ og ko'nmutativ komposi tion * inden for en 

mængde M forudsættes, at hvert element af M kan bortforkor

tes. I M2 defineres en komposition, som vi også vil betegne 

med *, ved 

og en relation N ved 

(p 1 ,,~) N (p 2.' q2 ) ~ P 1 * q2 = P 2 * q1· 

Vis, at N er en ækvivalensrelation i M2 , som harmonerer 

med *. Vis, at mængden af ækvivalensklasser organiseret 

ved regning med repræsentanter er en kommutativ gruppe. 

Gør rede for, attlkonstruktionen" for (M,*) = (N,.) fører 

til en med (Q+,.) isomorf gruppe. 
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Øvelser til Algebraens grundbegreber? § 2. 

1. Lad. være en associativ komposition inden for en mængde Go 

Det forudsættes, at hver af ligningerne 

ax == b og ya == b 

for vilkål'ligt opgivne a,b E G har mindst en lØsning. Vis, 

at (G,.) er en gruppe. (Begynd f.eks. med at vise, at en lØs

ning til en ligning af formen ya == a må være neutralt element.) 

2. Lad. være en associativ komposition inden for en endelig 

mængde G. Det forudsættes, at forkortningsreglerne 

* 

ax == ay ~ x == y og xa = ya x = y 

gælder for' a,x,y E G. Vis, at (G,·) er en gruppe. (ReSUl

tatet fra Øv.1 kan benyttes.) 

Vis ved et modeksempel, at tilsvarende ikke gælder for uen

delige mængder. 

3. Lad· være en associativ komposition inden for en mængde G, 

og lad e være et element af G. Vis, at det er tilstrækkeligt 

for, at (G,.) er en gruppe med e som neutralt element, at 

og 

altså at e er "venstre neutralt", og at hvert element af G 

har et "venstre inverst". 

4. For hvilke grupper (G,.) er qfbildningen x ~ x-i, x E G, 

automorf ? 
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5. Lad (G,·)være en gruppe og H t ø en endelig delmængde af 

Vis, at H er en undergruppe af (G,·). 

Vis ved et modeksempel, at tilsvarende ikke gælder for H 

uendelig. 

6. Lad H og K være undergrupper af en gruppe (G,·). Vis, at 

7. 

H IJ K ikke er en undergruppe af (G,·), medmindre H <; K el

ler K <; H. 

Beskriv den mindste undergruppe af (Q ,.), der indeholder en 
+ 

given mængde P af primtal. 

Vis, at mængden af undergrupper ~f (Q ,.) ikke er numerabel. 
+ 

80 Idet H er en undergruppe og g et element af gruppen (G,·), 

skal man vise, at (gHg-1,.), hvor 

9. 

er en med (H,.) isomorf undergruppe af (G,-). (Den kaldes 

en til (H,-) konjugeret undergruppe af G.) 

L~d specielt (G,o) være en transformationsgruppe ~or en mængde 

E, og lad Ha betegne undergruppen bestående af de transfor

mationer tilhØrende G, der lader elementet a E E gå over i 

sig selv. Idet g E G, skal man da vise, at 

-1 
goH og = H ( )0 a g a 

Vis, at de isometrier af en plan, ved hvilke et givet kva

drat i denne afbildes på sig selv, danner en gruppe (D4,o) 
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af' orden 8 (som er isomorf' med gruppen af' de i'lytninger ai'. 

rummet, ved hvilke kvadratet af'bildes på sig selv). Undersøg, 

om gruppen er kommutativ. 

De til'D
4 

hØrende i'lytninger af' planen udgør en undergruppe 

.C4 af' orden 4. De til D4 hØrende isometrier, ved hvilke hver 

ai' kvadratets diagonaler af'bildes på sig selv, danner en an

den undergruppe V ai' orden 4 (som er isomorf' med gruppen af' 
parvis 

f'lytninger af' rummet, ved hvilke hver af' tre gi vne,fvinkel-

rette linier afbildes på sig selv). Vis, at de to undergrup-

per ikke er isomorf'e. 

10. Opstil gruppetavler f'or de to i Øv.9 omtalte grupper af' or

den 4, og angiv undergrupper af' (8
4

,0), som de er isomorf'e 

med. 

11. Idet M = R \ fO,11, betragtes de f'or t E M def'inerede f'unk-

tioner 

f'1(t) = t f'2(t) = 1/t , f'3(t) = 1-t 

i'4(t) = ti (t-1 ), f'5(t) = 11 ( 1-t) , f'6(t) = (t-1 )/ t, 

Vis, at (fi'1,f'2,i'3,i'4,f'5,f'6 1,0) er en med den symmetriske 

.. gruppe (8
3

, o) isomorf' transf'orma ti onsgruppe i'or M. (Gi v in

tervallerne ]-00,0[, ]O,1[ og ]1,00[, hvis f'oreningsmængde er 

M, numrene 1, 2 og 3, og undersøg, hvorledes de af'bildes ved 

funktionerne i' .• ) 
l 

givet 

12. Lad der værejet tal e E R+ o For et vilkårligt a E R be-

tragtes afbildningen f' : R2 ~ R2
, hvorved til hvert (x,t) E R2 

a 

svarer talparret (x I ,t I) bestemt ved 

Xl = x eosh a - et sinh a 

et' = -x sinh a + et eosh a • 
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13. 

Vis~ at ~a: R2 ~ R2 er bijektiv. Idet (x,t) og (X ' ,t ' ) for

tolkes som sædvanlige retvinklede koordinater for punkter i 

planen~ skal man tillige vise, at hver af linierne x ::;: et 

og x ::;: -et og ligeledes for vilkårligt r E R+ hver gren af 

hyperblen med ligningen 

2 ::;: r 

afbildes på sig selv. (Parameterfremstillingerne 

x ::;: r cosh u 

et ::;: r sinh u, 
u E R, x ::;: -r cosh u 

et::;: r sinh u~ 

for hyperblens grene kan benyttes med fordel.) 

u E R, 

Vis, at der for a,~ E R gælder faof~ ::;: fa+~' og begrund her

ved, at Ufala E Rl,o) er en med (R,+) isomorf transforma

tionsgruppe. (Gruppen af specielle Lorentz transformationer. 

Fortolk c som lysets hastighed, t som tiden og v ::;: c tgh a 

som den konstante hastighed af x'-koordinatsystemet i for

hold til x-koordinatsystemet på en linie.) 

Hvilke funktioner f: R ~ R svarer til translationer 
+ + 

x ~ x + c, x E R, og homotetier x ~ ex, x E R, af R ved den 

enentydige korrespondance eX ::;: y mellem R og R+ ? 

14. a) Idet f er en drejning af planen om et punkt A og s spej-

lingen af planen i en linie l, skal man gøre rede ~or, at 

sofos er en drejning om spejlbilledet s(A) af punktet A med 

hensyn til linien l. Er planen orienteret, og ~ et vinkel-

tal for drejningen f, vil -~ være et vinkel tal for drejningen 

sofos • 

b) Idet f er en drejning af rummet om en linie l og s spej-

lingen af rummet i en plan ff, skal man gøre rede for, 
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at so~os er en drejning om spejlbilledet sCl) a~ linien l 

med hensyn til planen u. Tænkes linien l orienteret, hvil

ket giver anledning til en orientering også a~ spejlbilledet 

sCl) gælder der endvidere 1 idet omlØbsretningen om en orien

teret linie modsat urvisernes, set ~ra liniens positive ende, 

regnes positiv: er ~ et vinkel tal ~or drejningen ~, vil -~ 

være et vinkel tal ~or drejningen so~os. 

c) Lad g og h være' drejninger q~ rummet om to hinanden skæ

rende linier m og n. Idet spejlingen i den ved m og n bestem

te plan betegnes med t, skal man påvise, at tog-1ot = g, og 

at 

samt ud ~ra det sidste resultat beskrive sammenhængen mellem 

goh og hog geometrisk. 

15& Planen tænkes delt i kongruente kvadrater ved et netværk a~ 

rette linier. Vis, at enhver ~lytning a~ planen, hvorved 

netværket går over i sig selv, kan sammensættes a~ en drej

ning om midtpunktet i et givet a~ kvadraterne og en trans

lation. Vis, at gruppen a~ ~lytninger a~ planen, hvorved 

netværket går over i sig selv, kan karakteriseres som den 

mindste trans~ormationsgruppe indeholdende to passende ~lyt

ninger, nemlig dels en drejning og en translation, dels to 

drejninger. 

16. Planen tænkes delt i kongruente regulære sekskanter (som en 

bikage) ved et netværk a~ rette linie stykker. Vis, at grup

pen a~ ~lytninger a~ planen, hvorved netværket går over i sig 

selv, kan karakteriseres som den mindste trans~ormationsgruppe 
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indeholdende to passende ~lytninger, nemlig dels en drejning 

og en translation, dels to drejninger. Vis, at gruppen og-
o a~ planen 

så kan op~attes som bestaende a~ de ~lytninger/, hvorved et 

netværk~ der deler planen i kongruente ligesidede trekanter, 

går over i sig selv. 

17. Idet a og b er hele tal, som ikke begge er 0, skal man vise, 

at H = fax + by I x,y E 21 er en undergruppe a~ (2,+) og ~Øl-

gelig kan skrives på ~ormen H = fZd I z E 219 hvor d E fir +' 

Vis Videre, at d er største ~ælles divisor ~or a og b. 

Idet også c er et helt tal, skal man angive en nØdvendig og 

tilstrækkelig betingelse ~or, at den "dio~antiske ligning ll 

ax + by = c 

har en løsning (x,y) bestående a~ hele tal. (En ligning med 

ubekendte, ~or hvilke der søges heltallige værdier, kaldes 

en dio~antisk ligning e~ter den græske matematiker Dio~antos,. 

ca. +250, der har behandlet sådanne opgaver.) 

18. Lad a, b og c være hele tal, a og b ikke begge O. 

Gør rede ~or, at mængden a~ heltalligeløsninger (x,y) til 

ligningen 

ax + by = ° 
kan skrives på ~ormen f(pt,qt) I t E 21. Under ~orudsætning 

af, at ligningen 

ax + by = c 

har en heltallig løsning (x ,y), skal man dernæst angive alle 
o o 

dens heltallige løsninger. 

Eksempler: 3x - 4y = 1, 6x - 8y = 4. 
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19 .. Vis, at enhver undergruppe (H,.) af en cyklisk gruppe (G,') 

ligeledes er cyklisk. (Lad c være en frembringer for (G,.) 

,og betrag t mængden f n E Z 

20 0 Idet c er frembringer for en cyklisk gruppe med m elementer, 

skal man vise, at elementet ck har ordenen m/d, hvor d er 

største fælles divisor for m og ko 

Eksempel: Angiv samtlige frembringere i (Z10'+). 

21~ Hvilke elementer af (R
1

,+) har endelig orden? 

22.. Gør rede for, at mængden f z E C I 3f;rn: zn = 11 af samtlige 

komplekse enhedsrØdder med multiplikation som komposition 

er en uendelig kommutativ gruppe, hvor hvert element har en

delig orden. 

>;; Givet eksempel på Em uendelig kommutativ gruppe, hvor hver 

ægte undergruppe er endelig. (Søg en passende undergruppe af 

ovennævnte. ) 

23. Vis, at hvis alle fra det neutrale element forskellige ele

menter af en gruppe har orden 2, vil gruppen være kommutative 

Angiven gruppe med fØrstnævnte egenskab bestående af 4 iso

metrier af planen, henholdsvis 8 isometrier af rummet. 

24. Vis, at antallet af elementer af orden 2 i en endelig gruppe 

af lige orden er ulige, i en endelig gruppe af ulige orden 

er lige. 

Vis, at i en endelig kommutativ gruppe er kompositionen af 

alle elementer, hvis orden er større end 2, lig med det neu-

trale element. 



Mat. 1, 1965-66 AG II,2,Øv.25-28 

25. Angiv såvel de venstre som de højre sideklasser til den af 

. (1 2 31 permutatlonen \2 1 3) frembragte cykliske undergruppe H af 

den symmetriske gruppe (8
3
,0) af alle permutationer af mæng

den {1,2,31. 

26 e Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af planen i ven

stre (højre) sideklasser til undergruppen af translationer. 

(Benyt, at enhver flytning af planen er en translation eller 

en drEfjning.) 

27. 
a 1 I a 2 a 3 I a4 

a
5 

a 6 
i -- __ o 

a 1 
, 

a
5 I 

R2 , I I 
8

3 I I 
8

4 II a 1 8 2 
, a3 I 

a
5 

, a
4 

a 1 

a6 
.. 

Ovenstående er en delvis udfyldt gruppetavle for en kommu

tativ gruppe (G,.) med elementerne a1,a2,83,a4,a5,a6 • 

Opskriv den fuldstændige gruppe tavle for (G,.). UndersØg, om 
venstre 

den ved a
5 

bestemteltranslation x ~ a
5

x, x E G, er en lige 

eller ulige permutation af G. Find samtlige undergrupper af 

28. Vis, at der pånær isomorfi findes netop to grupper af orden 4. 

(Analysen af' en ikke cyklisk gruppe med 4 elementer knyttes 

med fordel til en kompositionstavle.) 
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29. En transf'ormationsgruppe (G~o) f'or en mængde E siges at være 

,transi ti v, hvi s 

Vis, at ordenen af' en transitiv gruppe (G,o) Rf' permutationer 

af' en mængde E med n elementer er delelig med n. (Søg en un

dergruppe med index n.) Vis endvidere~ idet n forudsættes 

~ 2, at G må indeholde en permutation, hvorved intet element 

af E går over i sig selv. (Foreningen af n undergrupper med 

index n ksn ikke være hele G.) 

30. Vis, at de inverse til elementerne i en venstre sidekl~sse 

til en undergruppe H af en gruppe (G,-) udgØr en hØjre side

klasse til H. Vis, at mængden qf venstre og mængden af højre 

sideklasser til H i (G~.) er ækvipotente. 

31. I gruppen (G,.) siges et element x E G at være konjugeret 

med et element y E G, hvis 

Vis, at der herved def'ineres en ækvivalensrelation i G. Ækvi

valensklasserne kaldes klasser af konjugerede elementer. 

Vis, at en undergruppe af' (G,.) er normal, hvis og kun hvis 

den er f'orening af klasser af' konjugerede elementer. 

32. Beskriv inddelingen af' gruppen af' f'lytninger af' plAnen i klas

ser af' konjugerede. -Afgør herved, om undergruppen af' transla

tioner, henholdsvis af' drejninber om et givet punkt, er nor

mal. (Se øv.31.) 
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33. Idet * er en komposition med definitionsmængde L x M og 

34. 

35. 

N ~ L, P ~ M, sættes 

N * p = fn * p I n E N, P E pl. 

Vis, at 

N * P = Uf n ~.c P I n E NI = Uf N >!c P I p E pl. 

(Som det er sædvane, er her skrevet h *K i stedet for 

fhl * K og analogt.) 

LRd nu H og K være undergrupper af en gruppe (G,·). 

Vis, at HK er en undergruppe af (G,.), hvis og kun hvis 

HK = KH. Vis, at HK er en undergruppe, hvis H eller K er 

en normal undergruppe af (G,.), og at HK er en normal under

gruppe af (G,.), hvis H og K begge er det. 

Vis, at hvis undergrupperne H og K er endelige, vil HK be

stå af gris elementer, hvor q, r og s er antRllet af elemen-

ter i H, K og H n K. 

Vis, at mængden fa E G I VGx: ax = xal af elementer af en 

gruppe (G,.), som hvert er ombytteligt med alle elementer af G, 

er en normal undergruppe af (G,·). Den kaldes gruppens 

centrum. 

Vis, at hvis gruppen har netop et element af orden 2, må det-

te tilhøre centret. 

Idet a ~ O og b er reelle tal, betegnes med f afbildningen R,b 

x ~ ax + b, x E :R. 

Gør rede for, at f er en homoteti eller translation af 
Il.,b 

tallinien. 
gerne 

Vis, at afbildnin fR,b' a E R \ fol, b E R, udgør en 
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transrormati onsgruppe , og at der ved r ~ a derineres en a,b 

homomorr afbildning ar denne på (R \ foJ,·l; angiv kernen 

og beskriv den tilsvarende inddeling ar transrormationsgrup-

pen i sideklasser. 

36. Lad (G,.) være en gruppe, og lad der i G være givet en cekvi-

valensrellltion'" , som harmonerer med kompositionen. Idet 

gruppens neutrale element betegnes med e, skal man vise, at 

H = fx E G I x '" el 

er en normal undergruppe af (G, • ). Vi s endvidere, a t den givne 

ækvivalensrelation svarer til klasseinddelingen ar G bestå-

ende ar sideklasserne til H. 

Hvilke ækvivalensrelationer harmonerer med kompositionen i en 

gruppe med 13 elementer? 

37. Idet H er en normal undergruppe med endelig index n i en grup

pe (G,.), skal m:ln vise, at xn tilhører H ror hvert x ~ G. 

Slut herar, at ingen ar grupperne (Q,+) og (R,+) har ægte un-

der grupper med endelig index. 

38. Gruppen ar flytninger ar rummet, ved hvilke et givet regu-

lært oktaeder arbildes på sig selv, kaldes oktaedergruppen 

og betegnes med O. (Den er identisk med gruppen ar rlytninger, 

ved hvilke terningen, hvis hjØrner er midtpunkterne ar oktae

drets siJerlader, arbildes på sig selv, og kunne derror også 

kalcle s f'or hexaedergruppen.) 

Find de cykliske undergrupper ar (0,0) og bestem gruppens or

den. Vis, at (0,0) er isomorr med den symmetriske gruppe (S4'0). 

Givet geometrisk bevis ror, at tetraedergruppen (T,o) er en 

undergruppe ar (0,0). 
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>:~ 

Vis, at der ~inJes en homomor~ afbildning a~ (0,0) på (83,0). 

Bestem denne homomor~is kerne og undersøg, om der findes andre 

~ra fej og ° ~orskellige normale undergrupper af (0,0). 

39. Gruppen af ~lytninger af rummet, ved hvilke et givet regu-

lært ikosaeder afbildes på sig selv, kaldes ikosaedergruppen 

og betegnes med r. (Den er identisk med "doclekaedergruppen", 

idet midtpunkterne a~ ikosaedrets side~lader er et regulært 

dodekaeders hjørner.) 

Find de cykliske undergrupper a~ (1,0) og bestem gruppens 

orden. Vis, at (1,0) er isomor~ med den alternerende gruppe 

(A
5

, o) o 

Vis, at (1,0) ikke har andre normale undergrupper end fel og 

I selv (at (I, o) er en "simpel gruppe"). 

* 40. Bevis, at hvis en gruppe a~ isometrier (af planen eller rum-

met) er endelig, vil alle dens isometrier have et fælles fix

punkt. (Benyt f.eks. ~ølgende sætning: Til endelig mange 

givne punkter findes der blandt rummets punkter et og kun et, 

~or hvilket kvadratsummen af dets a~stande ~ra de givne punk-

ter antager den mindst mulige værdi. Dette kan sluttes a~ den 

for vilkårlige vektorer ~'~1' ••• '!n gyldige ligning 

n 

~ (v_ )2 - !v 
v=1 

hvor 

* 1 v = -n 

n 
\'(v* = / -
~._~. 

v=1 

n 

~v 
.;... -v 

. ) 
v=1 

)2 ( *)2 - v + n v - v_ , -v -

41. Vis, at hver ~ra fej forskellig endelig gruppe af flytning-

ger af planen er cyklisk og består af drejningerne, ved 
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hvilke en regulær polygon (i tilfældet af ordenen 2, et li

niestykke) afbildes på sig selv. (Benyt sætningen i øv.40, 

og betragt den drejning i gruppen, der har den mindste po

sitive drejningsvinkel.) 

* 42, I rummet findes der fØlgende fra fel forskellige endelige 

grupper af flytninger: 

1) De cykliske grupper Cn , n= 2,3' •• 0 • Gruppen Cn er af or

den n og består af drejningerne, ved hvilke en regulær 

n-sidet pyramide (for n = 2 en ligebenet, men ikke ligesidet 

trekant) afbildes på sig selv. (For n = 3 må pyramiden ikke 

være et regulært tetraeder.) 

2) Diedergrupperne Dn , n = 2,3,... • Gruppen Dn er af' orden 

2n og består af drejningerne, ved hvilke et regulært n-sidet 

prisme (for n = 2 en rektangulær, men ikke kvadratisk skive) 

afbildes på sig selv. (For n = 4 må prismet ikke være en ter-

ning. For n > 2 kan prismet erstattes med en regulær n-kant, 

der kan opfattes som et regulært "polyeder" med to sideflader, 

et "dieder II. ) 

3) Tetraedergruppen T, oktaedergruppen 0, ikosaedergruppen Io 

GennemfØr det nedenfor skitserede bevis for, at der ikke fin-

des andre endelige grupper af flytninger af rummet. 

Lad N være en sådan gruppes orden. De fra e forskellige 

N-i elementer er da drejninger om akser gennem et fast 

punkt F(se øv.40) og afbilder derfor en vilkårlig valgt kug-

leflade med centrum F på sig selv. Skæringspunkterne mellem 

kuglefladen og gruppens drejningsakser kan fordeles på klas-

ser ved fastsættelsen, at to af dem skal høre til samme klas-

se, hvis der findes en drejning i gruppen, der fØrer det ene 

over i det andet. Lad K1, ••• ,Km betegne disse klasser og n~ 
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::! antallet a:f punkter i klassen K • p, Hvert punkt i Kp, er fix-

punkt :for en cyklisk undergruppe, og dennes orden vp, er den 

samme :for alle punkter i klassen, idet de pågældende unde r-

grupper er indbyrdes konjugerede (Øv.8). Hera:f kan man slut-

te, at n v = N og 
P, P, 

m 

2(N - 1) =p,~ np, (vfl - 1), 

hvilket giver 
m 

2(1 - 1) = '\'(1 - .1.) N ~,., v· 
p,=1 p, 

Da N E N og v E N, kommer kun værdierne m = 2 og m = 3 i 
P, 

betragtning. For hvert N > 1 kan talsættene (v
1

,v2 ) eller 

(v 1 ,v 2 ,v3 ), som til:fredsstiller ligningen, bestemmes, og 

det kan Vises, at de kun kan :forekomme hos de oven:for nævn-

te grupper. 

* 43. Lad (a,o) være en endelig gruppe a:f isometrier a:f rummet, 

og lad H være undergruppen bestående a:f :flytningerne i G. 

Alle isometrier tilhØrende G har et :fælles :fixpunkt F(se 

øv.40). Med s betegnes spejlingen i punktet F. Nu skelnes 

mellem to til:fælde: s E G og s ~G. I det :første til:fælde 

kan den :fra H :forskellige sideklasse skrives soH, og man har 

G = H IJ (soH), . hvor H er en a:f de i Øvelse 42 bestemte :fly t

ningsgruppep. I det andet til:fælde kan sideklassen skrives 

uoH = Hou, hvor u er en uegentlig isometri i G. Da s er om

byttelig med hver isometri med :fixpunkt F (vis dette), vil 

mængden a' = H IJ (soUOH) a:f :flytninger være en gruppe, altså 

en a:f de i Øvelse 42 bestemte. Den :forelagte gruppe a kan 

altså :fås ved i en a:f disse grupper med en undergruppe H a:f 
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index 2 at erstatte den ~ra H ~orskellige sideklasse goH 

med sogoH o Disse resultater tillader at bestemme samtlige 

endelige grupper a~ isometrier a~ rummet. 



( 

Mat. 1, AG, 1965-66 AG II,3,øv.1-·4 

.~velser til Algebraens grundbegreber, § 3 • 

. 1. Om to kompositioner + og • inden for samme mængde M er gi

vet, at + er associativ, at hvert element af M kan bortfor

kortes ved +, at der findes et neutralt element e ved • , og 

at . er distributiv med hensyn til +. Vis, at + er kommu

tati v. 

2. Lad (M,+,.) være en ring. Vis, A.t der for a,b E Mg m,n E Z 

gælder 

(na)b ::; n(ab) = a(nb) og (ma.) (nb ) = (mn)(ab), 

hvor potenser i gruppen (M,+) er betegnet som anført side 

II,2,14. 

'3. Lad (M,+,·) være en ring, hvor nulreglen gælder. Det forud

sættes, at M har mindst to elementer. Vis, at der for 

a, b E M \ fol, n E Z gælder 

na ::; o <==> nb = o, 

og begrund herved, at alle fra o forskellige elementer af M 

har samme orden i gruppen (M,+). Den fælles orden kaldes rin

gens karakteristik. Vis, at hvis karakteristikken er ende

lig, må den være et primtal. (Benyt øv. 2.) 

4. Lad (M,+,.) være et kommutativt legeme. For a,b E M, b =1= o, 

betegnes med a/b lØsningen til de ensbetydende ligninger 

bx ::; a og xb ::; a. Idet også c,d E M, d ~ o, skal man vise: 
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a/b :: c/d ~ ad :: bc~ 

e/b + c/d :: (ad ± b c )/ (b ~l) ; 

(a/b)( c/ d) :: (ac)/(bd), 

samt f'or c :j: o 

( a/b )/ ( c/ d) :: (ad)/ (bc). 

5. Lad (.G,+) være en kommutativ gruppe. Mængden a~ homomor~e 

afbildninger a~ (G,+) ind i sig selv betegnes med Hom(G,G), 

og ~or ~,g E Hom(G,G) ~orstås ved ~ + g afbildningen 

t ~ ~(t) + g(t), t € G. 

Vis, at (Hom(G,G),+,o) er en ring. (Den kaldes ringen ar 

endomorfier ar (G,+).) 

6. Vis, at mængden ar reelle, henholdsvis komplekse polynomier 

med sædvanlig addition og multiplikation er en integritets

ring, mængden ar rationale funktioner et legeme. (En ratio-

nal funktion er en kvotient mellem to polynomier; den er de-

rineret overalt pånær i hØjst endelig mange punkter. Punkter, 

hvor kontinuit~t kan opnås (ved "plombering"), medtages i 
som 

derinitionsmængden for en rational fUnktion såvellror en sum 

og et produkt ar sådanne.) 

7. a) Hvor mange gruppekompositioner med o som neutralt element 

~indes der inden for en mængde med 3 elementer o, P og q ? 

Opskriv kompositionstavle(r). 

b) GØr rede for, at der pånær iSbmorri hØjst rindes et lege

me med 3 elementer. (Eksistens rremgår ar et resultat side 

11,3,17.) 
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8. Vis" at ringen af' endomorf'ier af' (2:,,+) er isomorf' med 

(2,-1:-,-). (Se Øv.5 og II,1,øv.9.) Vis samme påstand,idet 2: 

erstattes med Q. 

9. Gør rede f'or, at mængden 02 af' par af' komplekse tal med kom-

posi ti onerne 

(X1,x2 ) + (Y1'Y2) = (X1+Y1,x2+Y2)' 

(x1,x2 )(Y1'Y2) = (x1Y1-X2Y2,x1Y2+x2Y1) 

er en kommutativ ring med etelement. Bestem de elementer" der 

ikke. er. invertible ved multiplikationen. Gælder nulreglen ? 

10. Bevis, at der f'indes en og pånær isomorf'i kun en kommutativ 

ring (M,+,-), som indeholder et eksemplar (R,+,.) af' de reel-
. 2 

le tals legeme samt et element 8 med 8 = 0, således at et-

hvert x E M har en og kun en fremstilling af' f'ormen 

(Betragt passende komposi tioner + og . inden for :R2
.) 

Elementerne af' en ring med de nævnte egenskaber kaldes duale 

tal. 

11. --Ved-undersØgelser vedrØrende reelle tal kan man tænl{e på et 

eksemplar (R,+,.), som på den i Øv.10 beskrevne måde indgår 

i de duale tals ring. For et polynomium P med reelle koef

ficienter har da p(x) mening f'or ethvert dualt tal x. Vis, at 

hvor Xi ,x2 E R og DP betegner den af'ledede af Po 
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12. Inden for mængden D(E) af delmængder a:f en mængde E def'ine

res en komposition -I- ved 

A + B - (A IJ B) \ (A n B). 

a) Vis, at (D(E),+,n) er en lwmmutativ :eiDg med et.eJ.ement. 

(Benyt figurer.) 

b) Hvilken egens1mb ved en aLbildrd.ng J' ~ E,~ ··c' :82 eI' nØdvendig 

og tilstrækkelig i'or? at den tilsvarend.e mærlgdeai'biJ.dllLng er 

en hornomor!' af'bj.lcLling af (D(E'I L +) j.l1-i i. (:t(3:2 L·r) '? a.f 

(D(E1 ) ,n) ind i (:b(E
2 
Ln) ? 

13. Vi s, a t der ildce fi nde s andre endomoI':fe 2.:('0 ::"l.dn.in,f!C r a:::' 

z ~ z, z E Z. 

Vi s det tilsvarende f'or (Qs -:-, • ), he:nholjsv~:. s (i1~ + 9 • ) < (Slut 

i sidste tilfælde, at en endolTIorf' af'b~.ldnJ.r.i.g m8 væx'c vok-

sende, ved at benytte, at hvert pOBitivt t,2I ,;2 l:T:tdl"at Då 

et reelt.) 

14. Hvilke ækvivalensI'clatj.oncr harmonerer blide merL additionen 

og med mul tipIU~:a tionen i et legem3 ? 

15. For et villeårligt primtaJ. p er mul tipli};:a tJ.on modulo p en 

grupp ekornp o s i tion ind.en f'or Llængden ai' de p .'~ 1 t'ra (O) 
Il 

forskellige restklasser modulo po (Hvcrf'oI' ?) 

tal a og hvert primtal p er 

aY _ a. (mod p)" 
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16. Anvend det sidste resultat i II,2,øv. 24 på gruppen 

(2p \ f (O )pl , • ), hvor p betegner et primtal, og bevi s derved 

Wilsons sætning: For hvert primtal p er 

(p - i)! := -1 (mOd p). 

17. Vis, at restklassen (a)m' hvor m E N og a E Z, er invertibel 

ved multiplikationen modulo m, hvis og kun hvis a er pri

misk med m. (Man kan betragte den diofantiske ligning 

ax + my = 1, se II, 2, øv. 1 7. ) 

18. Inclen for mængden D(E) af' delmængder af' en mængde E defineres 

en komposition + ved 

A + B = (A IJ B) \ (A n B). 

A 

Vis, at (D(E),+,n) er isomorf med ringen (F(E ~ 22 ),+,.) af' 

f'unktioner f'ra E til restklasselegemet (22,+,.). Beskriv 

mængden Ai + A2 + ••• + An' hvor Ai ,A2, ••• ,An er delmængder 

af' E. 

19. Vis, at A = fm + nI3 I m,n E 21 er en delring af' de reelle 

tqls legeme (R,+,.). 

I A def'ineres en ækvivalensrelation '" ved 

m +nV3 IV ml + n'v13 <==> ID:= m'(mod 2) 1\ n:= n'(mod 2). 

Vis, at '" harmonerer med kompositionerne i ringen (A,+,.). 

Mængden A af' ækvivalensklasser organiseres da som en ring 

(A,+,:) ved regning med repræsentanter. 

Angiv antallet af' ækvivalensklasser samt en mængde bestående 

af en repræs~ntant f'or hver klasse. Opskriv kompositions

tavle f'or (A,":). Er (A,+,":) en integritetsring ? 
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.. 20.' Idet· m ogk er naturlige tal og A· en- restklasse modulo m, 

... skal man vise, at mængden fka I a E.Al er en restklasse mo-

dula .km. 

Idet nu m er et givet naturligt tal, skal .man undersØge, f'or 

hv.ilke k EN afbildningen f': Zm -+ ~km pestemt ved 

er en homomorf' af'bildning af' restklasseringen (Zm'+'~) ind 

i restklasseringen (.ZkmJ +,·). 

Vis som. en anvendelse, a t restklasaeringen (Z12' +, .. ) har et 

. med (Z3' +,. .. ) }, somorf't delle gerne • 

21. Find den mina:-ste delr.ing Lf af' de rationale tals legeme 

. (Q,+, • ) ,8om -indeholder tallet 16 • Angi v endvidere de in

verti ble elementer ved-'mul tiplikationen inden f'or Li-

Find den mindste d:elring' L2 -af' (Q, +,. ), som i lldehol der beg-

1 1 g-e tallene 5" og. b" Angiv de invertible .elementer ved mul-

. ~i'plika ti"onen inden f'or L2 ~ 

Er 'ringene (L1 . .?+,.-) og-(L2,+,·) isomorfe? Er grupperne 

.. - ("L
f
,+) og (L2 ,+) isomorfe ? 

22·. Lad: (M, +, .) være en ring.med etelement e. . Beskri v den mindste 

.. -:,".- - delring ,. som. indeholder. e, og vi s, . a t den er i somort' med 

(Z,+,. ). eller med en· res.t.klassering (Zn' +," ), n E N. 

Det forudsættes.nu, ·at (M, +,,..) ·er en. integrite,tsring. Vis, 

. 'at -en del.ring da og kun da er e.n integritetsring, når den 

indeholder e,. og begrund derved, at (M,+,o_) har en .mindste 

-delintegri tetsring,. i s·omorf' med .( Z, +, .) eller med re stklasse

legemet (Zp' +, • ) modulo et primtal .p. 

Endelig forudsættes, at (M·;+,.) er et kommutativt legeme. 
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Vis, at det mindste dellegeme er isomorft med (Q,+,.) eller 

med restklasselegemet (2 ,+,.) modulo et primtal p. p . 

23. Gør rede for, at der pånær isomorfi kun findes en ring med 

etelement, hvor antallet af elementer i ringen er et givet 

primtal p. 

24. En integri tetsring, der ikke ha.r nogen ægte delintegri tets-

ring, kaldes en primintegritetsring. Et kommutativt legeme, 

der ikke har noget ægte dellegeme, kaldes et primlegem~. 

Gør rede for, at der blandt delringene i en vilkårlig inte

gritetsring er netop en primintegritetsring, blandt delle

gemerne i et vilkårligt kommutativt legeme netop et prim-

legeme. 

Vis, at enhver primintegritetsring er isomorf med (2,+,.) 

eller med restklasselegemet (2 ,+,.) modulo et primtal p. 
. p 

Vis, at ethvert primlegeme er isomorft med (Q,+,.) eller med 

restklasselegemet (2 ,+,.) modulo et primtal p. (Benyt øv.22.) p 

25. Lad L ~ C være et tallegeme og s E C et tal, hvor s t L, 

men s2 E L. Det mindste tallegeme indeholdende L og s be

tegnes L(s)e Vis, at 

L(s) = fx + ys I x,y E Ll, 

og at afbildningen. (x,y) ~ x + ys, x,y E L, er en bijektiv 

afbildning af L2 på L(s). Vis videre, at der ved 

x + ys ~ x - ys, x,y E L, 

defineres en automorf afbildning af (L(s),+,-). 

Eksempler: R(i) = G, Q(vI2). 
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Findes der et s Ej:: Q med s2 E: Q, så Q( s) = It ? Findes (ler 

en ~ølge af tal legemer L1,L2 , ••• og en ~ølge a~ tal s1,s2'···' 

2 hvor sn Ej:: Ln , s E: L og L (8 ) = L l' n = 1,2, ••• , så-n n n n n+ 
00 

ledes at Li = Q og U L = It ? 
n=1 n 

26. Vis, at tallegemer (Q(s),+,·) og (Q(t),+,·), hvor s,t Ej:: Q, 

men s2,t2 E: Q, kun erisomerf'e-hvis %E: Q, - i hvilket til

:fælde jo Q(s) = Q(t). (Se øV.25.) 
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§ 1. De naturlige tal. 

Mængden af de naturlige tal kan efterH. Dedeki:p.d (Was 

sind und wassnllen die Zahlen?, 18~7) og G. Peano (Arithmetices 

principia nova methodo exposita, 1889) karakteriseres ved nogle 

få egenskaber. De grundbegreber, ved hjælp af hvilke disse ege~ 

skaber- formuleres, er "mængde", "element af en mængde", "del-

mængde af en mængde" og ;'a:fbildning". Idet en afbildning er en 

speciel relation og en sådan defineres ved hjælp af begreberne 

"mængdeprodukt" eg Jldelmængde", kan man i listen af grundbe.gre

ber erstatte "afbildning" med "mængdeprodukt". ~edekinds og 

Peanos aksiomer for de naturlige tal gengiver i eksakt formule~ 

ring disseB mest primitive egenskaber s~m ordenstal, nemlig at 

der efter hvert naturligt tal følger et bestemt andet, og at 

man kan komme til hvert naturligt tal ved at begynde med tallet 

1, tage det derpå fØlgende, dernæst det på dette fØlgende o.s.v. 

Med de i disse noter brugte logiske tegn kan Peanos aksiomer i 

det væsentlige gengives således: 

Forklaringer. 

N betegner mængden af naturlige tal. 

1 betegner enheden. 

a+1 betegner efterfØlgeren af a eller a plus 1. 

~ betegner lighed. 

Aksiomer. 

1 • 1 E N. 

2. 'Ila E N . a = a. . 
3. 'Ila ,b E N. : a = b ~ b = a. 

4. Va,b,c E N (a = b f.. b = c.) :=} a = c. 

5. Vb E N a = b :=} a E N. 



Mat. 3, 1962-63 II, 1, 2 

6. Va E: N a+1 E: N. 

Va,b E: N . a = b <==* a+1 = b+1. . 
8. Va E: N . a+1 =1= 1 • . 
9. Hvis k betegner en mængde: 

f 1 E: k /\ Vx [x E: N A xE k ~ x+1 E kJ 1 ::} N~ k. 

"Forklaringerne II må ikke opfattes som definitioner. De 

tjener udelukkende til at fremkalde de rette associationer. De 

. pågældende begreber "defineres implicit" ved, at de skal opfylde 

de i aksiomerne formulerede krav. Aksiomerne 2-5 fastlægger bru-

gen af lighedstegnet. Med benyttelse af afbildningsbegrebet kan 

de resterende fem aksiomer erstattes af de nedenfor formulerede, 

som er ensbetydende med Deaekinds aksiomer, og som vil danne 

grundlaget for det fØlgende. 

Om et par bestående af en ikke tom mængde_ N,og en afbild

ning e : N ~ N forudsættes: 

I. Der findes et element 1 E: N, således at 1 ~ e(N). 

II. Afbildningen e er injektiv (enentydig). 

III._Jlvis det for en mængde M ~ N gælder, at 1 E: M ~ e(M) <; M, 

så er M = N. 

Billedelementet e(x) af et element x E: N kaldes efterfØlge-

ren af x og betegnes også med x' • 

Det skal vises, at hvis disse kraver opfyldt, kan der i N 

defineres en kompositionsforskrift +, som har additionens vel-

kendte egenskaber, og således at e(x) = x+1. Det vil endvidere 

blive vist, at to par (N,e) og (N*,e*), som begge opfylder 

I-III, er isomorfe i den forstand, at der findes en enentydig 

* o * korrespondance mellem N og N , saledes at x~x , x E: N, 

* * -- * * o x E: N _IE_edeøre-r-; at e (x}~ -e (x ). SpØrgsmalet om eksistensen 

--a~ et sådant par og det dermed sammenhængende om aksiomsystemets 

modsigelsesfrihed, kan ikke diskuteres på det valgte grundlag. 
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Man må nøjes med at konstatere, at man jo tilskriver mængden af 

naturlige tal. de i aksiomerne udtrykte egenskaber. 

Sætning 1. g(N) = N \ f1 J. 
Bevis: Sæt M = geN) u f1 J ~ N. Da gælder 1 E M, og hvis 

x E M, så g(x) E geN) ~ M, altså geM) ~ M. Af III sluttes, at 

M = N, og heraf påstanden. 

Sætning 2. ~x E N : g(x) ~ x. 

Bevis: Sæt M = fx E N I g(x) ~ xJ. Da gælder 1 E M, idet 

g(1) + 1 ifølge I. Hvis x E M, altså g{x) t x, fås af II, at 

g(g(x)) t g(x), altså g(x) E M. Dette viser, at geM) ~ M. Af III 

sluttes, at M = N. 

Sætning 3. For hvert a E N eksisterer der en og kun een 

afbildning « N ~ N, således at -- a 
(1 ) a (1) = g(a), a 
(2) fX Og = gOa • 

a a 
For disse afbildninger gælder 

= go~ • 
~~a 

* Bevis: Antag, at afbildningerne aa og aa for: et givet a E N 

opfylder (1) og (2). Sæt 

M = fx E N a (~) = a*(x)}. a a 
Da gælder 1 E Mj thi 

x E M, altså aa(x) = 

* og a , at a 

ifØlge (1) er a (1) = a*(1) = g(a). Hvis a a 

a~(x), fås ved hjælp af (2) anvendt på aa 

aa(g(x)) = g(aa(x)) = g(a:(x)) = a:(g(x)), 

altså g(x) E M. Dette viser, at geM) ~ M. Af III sluttes, at 

M = N. Dermed er bevist, at der hØjst kan findes een afbildning 

af den forlangte art. 

Lad L betegne mængden af de elementer a E N, for ~vilke 
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Findes der et s ~ Q med s2 E Q, så Q(s) = R ? Findes der 

en følge af tallegemer L1,L2, ••• og en følge af tal s1,s2'.·0, 

2 hvor sn t Ln, sn E Ln og Ln(Sn) = Ln+1, n = 1,2, ••• , så-
00 

ledes at L1 = Q og U L = R ? 
n=1 n 

26. Vis, at tal legemer (Q(s),+, ~) og (Q(t),+,.), hvor s,t ~ Q, 

2 2 " s " men s ,t E~, kun er isomorfe hvis t E ~, - i hvilket til-

fælde jo Q(s) = Q(t). (Se'øv.25o) 
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der eksisterer en afbildning aa: N ~ N, S4m tilfredsstiller (1) 

og (2). Da gælder 1 E M; thi for den ved a1 = e: (altså (3)) de

finerede afbildning er (1) og (2) øjensynlig opfyldt. Hvis 

a E L, hvis der altså findes en afbildning aa' for hvilken (1) 

og (2) gælder, vil den ved 

(al tså ved (4)) definerede a:rbildning ligelede.s opfylde (1) og 

(2); thi 

a ( )(1) = e:(a (1)) = e:(e:(a)), e: a a 

ac(a)oe: = (e:~aa)OC = eo(aaoe:) = e:o(e:oaa ) = g.ae:(a))· 

Dette viser, at e:(L) ~ L. Af III sluttes, at L = N. Dermed er 

sætning 3 bevist, idet (3) og (4) gælder ifølge de opstillede 

definitioner. 

Definition. I N defineres en kompositionsforskrift, beteg-

net som addition, ved 

x+a = a (x). a 

Man har da specielt ifØlge (3) 

(5) 

og (1), (2) og (4) kan skrives 

(6) 

(7) 

(8) 

Sætnin~ 4. 

'Ila E N . . 
Va,x E N 

va,x E N 

Va,x E 

1 +a = a+1, 

(x+1)+a 

x+(a+1) 

N x+a = 

= (x+a)+1 • 

= (x+a)+1. 

a+x. 

Bevis: For et fast a E N sættes 

M = fx E N I x+a = a+xl. 

Da gælder 1 E M på grund af (6), og hvis x E M, altså x+a = a+x, 

fås ved hjælp af (7) og (8) 

(x+1)+a = (x+a)+1·= (a+x)+1 = a+(x+1), 

altså x+1 = e:(x) E M. FØlgelig er e:(M) ~ M, altså M = N ifØlge 

III. 
----------
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Sætning 5. Va,b,x E N : x+(a+b) = (x+a)+b. 

Bevis: For faste a,x E N sættes 

M = fb E N I x+(a+b) = (x+a)+bl· 

Da gælder 1 E M ifølge (8). Hvis b E M, fås ved hjælp af (8), 

(8), b E M og (8). 

x+(a+(b+1)) = x+((a+b)+1) = (x+(a+b))+1 

= ((x+a)+b)+1 = (x+a) + (b+1), 

altså b+1 = E(b) E M. Dette viser, at E(M) ~ M, hvoraf M = N 

ifØlge III. 

Sætning 6. Va,x,y E N : x+a = y+a ~ x =-y. 

For givne a,b E N har ligningen x+a = b altså hØjst een lØs-' 

ning x E N. 

Bevis: Sæt 

M = f a E N I Vx,y E N : x+a = y+a ~ x = yJ. 

Da gælder 1 E M ifølge (5) og II. Ved hjælp af sætning 5 slut

tes af x+(a+1) = y+(a+1), at (x+a)+1 = (y+a)+1, og heraf ved 

hjælp af II, at x+a = y+a.Hvis a E M, kan heraf sluttes, at 

x = y, altså at da også a+1 = E(a) E M. Man har altså E(M) ~ M 

og derfor M = N ifØlge III. 

Sætning 7. Va,x E N : x+a t x. 

Bevis: For et fast a E N sættes M = fx E N x+a = xl. Da 

gælder 1 E M ifølge (5) og sætningr~. Hvis x E M, t:ås ved hjælp 

af (7) og II, at 

(x+1)~a = (x+a)+1 t x+1, 

altså at x+1 = E(X) E M. Dette viser, at E(M) ~ M, og dermed 

M = N ifølge III. 

Sætning B •. For givne a,b E N, a t b, har en og kun een af 

ligningerne x+a = b og y+b = a en løsning henholdsvis x E N og 

y E N. 

Bevis: For fast a E N sættes 
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M = fb E N I a = b v (3X E N : x+a = b) v (3y E N y+b = a) l. 

Da gælder 1 E M. Dette er klart, hvis a = 1, og hvis a t 1, ~in

des der i~ølge (5) og sætning 1 et x E N, således at x+1 = a. 

Det antages nu, at b E M. Der ~oreligger da tre muligheder: 

1° a = b. Da er 1+a = a+1 = b+1, og ligningen x+a = b+1 har 

lØsningen x = 1, altså b+1 E M. 

2° 3x E N : x+a = b. Da er (x+1)+a = (x+a)+1 = b+1, hvilket 

Viser, at b+1 E M. 

3° 3y E N : y+b = a. Er y = 1, altså a = b+1, ~ås b+1 E M. Er 

y = 1, ~inde der i~ølge sætning 1 et z E N, således at 

E(Z) = z+1 = y. Man har da 

(z+1 )+b = z+(b+1) = a, 

altså også i dette til~ælde b+1 E M. 

Dermed er vist, at E(M) ~ M, hvora~ M = N i~Ølge III. For a t b 

har altså'mi~dst een af dQ t~ ligninger en lØsning. 

At ikke såvel x+a = b som y+b = a kan have en løsning, 

fØlger a~ at 

(y+ )+a = y+(x+a) = y+b = a 

ville stride mod sætning 7. 

Tilsvarende sætninger vedrØrende multiplikation anfØres 

uden bevis. 

Sætni!l€: 9. _:F.Gr .. hvert a E N eksif;'terer der en og kun een 

. _a:rb-lldiling flaN ~ __ N:, __ således a t 

(9) 

(10) 

fl (1) = a, a . 

'<:Ix E N : fl~(X+1) = fla(X) + a. 

For disse afbildninger gælder 

(11 ) 

( 12) 

'<:Ix E N f.11(x) = x, 

'<:Ix E N + x. --.------
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Definition. I N defineres en kompositionsforskrift, beteg-

net som mUltiElikation, ved 

xa = J.I. (x). a 
Ligningerne (9)-(12) kan da skrives 

( 13) 

( 14) 

(15 ) 

(16 ) 

Sætning 

Sætning 

Sæt:r:in.s: 

10. 

11 • 

12. 

1a = a 

(x+1)a = xa+a, 

xi = x, 

x(a+1) = xa+x. 

Va,x,y E: N . (x+y)a . 
Va,x E: N xa = ax. 

Va,b ,x E: N x(ab) = 
Sætning 13. Va,x,y E: N xa = ya 

= xa+ya. 

(xa)b. 

"* x = y. 

Defini tion. I N defineres en relation, betegnet med <, ved 

a < b <=> 3x E: N : x+a = b. 

Sætning 14. Relationen < er en ikke-refleksiv, total ord

ningsrela tion. 

Bevis: At a i a, følger af sætning 7. Af a < b og b < c, 

al tså af eksi stens en af x,y E: N, således a t x+a = b og y+b = c, 

følger 

(y+x)+a = y+(x+a) = y+b = c, 

altså a < c. Sætning 8 viser, at der for a f b enten gælder 

a < b eller b < a. 

Den til < inverse relation > , som ligeledes er en ikke-

refleksiv, total ordningsrelation, defineres ved 

og de tilhørende refleksive ordningsrelationer er bestemt ved 

a < b ~ (a < b v a = b) <==* 
:I: 

a ~ b <==* (a > b v a = b) <==* 
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Sætning 15. V a,b E N 

Bevis: b+a = a+b •. 

II, 1, 8 

a < a+h, 

Sætning 1 6 • V a, b, c E N : a < b *""* a+c < b+c. 

Bevis: ~ Af x+a = b følger 

x+(a+c) = (x+a)+c = b+c. 

~ Af b ~. a ville man ifølge det allerede viste kunne slutte, 

at b+c ~ a+c, hvilket strider mod det givne. 

Sætning 11. V a, b,c E N : a < b {=:} ac < be. 

Bevis: ~ Af x+a = b følger 

xc + ac = (x+a)c = bc. 

~ Af b ~ a ville man ifølge det allerede viste kunne slutte, 

at bc ~ ae, hvilket strider mod det givne. 

Den indførte ordningsrelation i N har foruden de nævnte 

egenskaber (som f~eks. den sædvanlige- ordning i mængden af posi

tive rationale tal også har) visse særlige, for de naturlige tals 

ordning karakteristiske egenskaber. For nemt at kunne formulere 

disse, anføres nogle definitioner og sætninger vedrørende ordnede 

mængder. 

Lad (M,-j være en mængde, hvori der er defineret en reflek

siV, ikke nødvendigvis total ordningsrelation. Et element a i en 

ordnet mængde M siges at være dens første element, hvis a -~<~ x 

for alle x E M. Det er klart, at hvis der overhovedet findes et 

sådant element, er det entydig bestemt, idet a -;< a I og a I -;.< a 

medfører a = al. Tilsvarende defineres sidste element. Idet ord

ningsrelationens restriktion til en delmængde er en ordningsrela

tion i denne, overføres disse definitioner umiddelbart til del

mængder af (M '-:<) • 

En delmængde MI af en ordnet mængde M siges at være nedad 

(opad) begrænset, hvis den har en minorant (majorant), hvormed 
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menes et element m EM, for hvilket m -;< x (x ~ m) -for alle 

x EM' .. 

En mængde M siges at være velordnet ved en ordningsrelation 

-( hvis hver ikke to~ delmængde, ordnet ved relationens restrik-e , 

tion til den, har et første element. (Dette medfører, at ordnings

relationen er total; thi da delmængden ~,yl bestående af to 

forskellige elementer har et første, må der gælde x -(y eller 

y -(x.) 

Det er klart, at hver delmængde af en velordnet mængde er 

velordnet ved ordningsrelationens restriktion til den. 

Sætning a. I en velordnet mængde (M,~) findes der til hvert 

element x, som ikke er sidste element, et (og selvfølgelig kun 

eet) umiddelbart følg~nde, d.v.s. et element x', således at 

x -( Xl og at x -< y medfører x' -=< y. 

Bevis: Da x E M ikke er sidste element, er mængden 

f y E M I x -< y 1 ikke tom. Den har altså et første element x' , 

og dette opfylder de stillede krav. 

Sætning b (Transfinit induktion). Hvis det for en delmængde 

(M' , ~) af en velordnet mængde (M,:,<) gælder, at 

\;fa E M:M c M' a ;:; a E M', 

hvor M = fx E M a 

så er M'= M. 

x -< a J er det ved a bestemte "afsnit" af M, 

Bevis: Hvis delmængden M '" M l af M ikke var tom, ville den 

·have et første element a, og for dette havde man x E Ml for 

x -< a, altså Ma ~ M I. Ifølge forudsætningen ville. dette medføre 

a E M' i strid med a ~ M \ MI. 

(Bemærk, at den indirekte slutning også er gyldig, hvis 

M \ MI indeholdt det første element af M, som så viæiLe være det 

betragtede element a •. Man havde da Ma = 0. Men da 0 <a M', ville 

forudsætningen også i ;dette tj,.lfælde medføre a E Ml .. ) 
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Nu betragtes igen parret (N,€:.) bestående af en mængde N og 

en afbildning E:N ~ N, som opfylder aksiomerne I-III. 

Sætping 1 8. V x E N : 1 ). x, 

d.v.s., N har 1 som første element. 

Bevis: Ifølge sætning 1 findes der for hvert x + 1 et z E N, 

således at E(Z) = z+1 = x. Dette viser, at 1 < x. 

Sætning 1 9. V x , Y E N : x < y =}. x+1 < y, 
:: 

d.v.s., hvert element x E N har et umiddelbart følgende, nemlig 

x+1. 

Bevis: Idet x < YJ findes der et z E N, således at z+x = y. 

Ifølge sætning 18 er 1 ~ z, altså x+1 = 
sætning 16. 

1+x < z+x = y ifølge 
'" 

Sætning 20. Mængden N er velordnet ved relationen < • 
= 

Bevis: Lad M være en ikke tom delmængde af N, og lad L være 

mængden af alle minoranter for M, altså 

L = fy E N l '1x E M l y ~ x J • 

Da er 1 E L, altså L + ø ifølge sætning 18. Mængden N \ L er 

heller ikke tom; thi for et element x E M vil x+1 ~ L, da 

x < x+1. Der findes derfor et element a E L, for hvilket a+1 ~ L, 

da ellers L = N ifølge aksiom III. Dette element a påstås at 

være første element i M. Idet a som element af L er en minorant 

for M, er det tilstrækkeligt at vise, at a E M. Var a Ej:: M, ville 

man ifølge definition af L, have at a < x for alle x E M. Ifølge 

sætning 19 ville dette imidlertid medføre, at a+1 ~x for alle 

x E M, altså at a+1 E L, i strid med bestemmelsen af a. Dermed 

er vist, at hver delmængde af M har et første element. 

Herefter ses af sætning b, at følgende fra III forskellige 

induktions slutning er gyldig i N: 

Sætning 21. Hvis det for en delmængde M af N gælder, at 
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EeX) -~ y, da E(X) fØlger umiddelbart efter x. Endvidere gælder 

y -< E(Y). Transitiviteten af -< giver da E(X) -< E(Y). Afbild-

ningen E er altså ordenstro for den ikke-refleksive relation -<, 

altså specielt injekti v. Derme d er gyldigheden af aksiom II 

bevist. For at bevise III betragtes en mængde M ~ N, for hvilken 

1 E: M f'g E (M) _~ M. Antag, at mængden N \ M ikke er tom. 

Den har da et fØrste element b. Mængden Nb = fx E: N I x -< bl 

er en opad begrænset delmængde af M. Den er ikke tom, da 1 E: M, 

og har fØlgelig et sidste element a. IfØlge det om M forudsatte 

gælder E(a) E: M. Da a -< b og E(a) fØlger umiddelbart efter a, 

har man E(a) ;< b. Da a er det sidste element fØr b, har man 

b ~< E(a), altså b = E(a) E M. Men dette strider mOd, at b E: N\M. 

Dermed er også III bevis t. 

For e ndelig at vise, a t den ved s bestem te ordningsrela tion 

~ stemmer overens med den givne ;<, behØver man blot at bemærke, 

at 1 er fØrste element af N ved begge ordninger, og at EeX) er 

det umiddelbart efter x fØlgende element, ved -< ifØlge defi

ni tion af E, ved < ifØlge sætning 19. For a E: N betragtes p.-e--' 

to mængder 

N_< a = f x E: N I x -< a J , N< a = f x E: N I x < a J • 

Påstanden går ud på, at de stemmer overens for hvert a. Lad 

M ~ N være mængden af de a E: N, for hvilke N-<a = N<a" For a 

er begge mængder tomme, altså 1 E: M. Idet 

N _< s ( a ) = N _< a u f a l , N < E ( a ) = N < a u f li l , 
kan man af N_<a = N<a slutte, at N_<s(a) = N<E(a)" 

Dette Viser, at ceM) ~ M, og anvendelsen af III giver M = N, 

hvilket skulle vises. 

= 1 

.. -
/' 
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VaEN:N cM ~ a ,. a E M, 

hvor N ~ fx E N l x < a} , så er M = N. a 

II, 1, 11 

Sætning 22. Hver ikke tom opad begrænset delmængde L af N 

har et sidste element. 

Bevis: Sæt M = f y E N l V x E L : x ~ y J • Da er, M + ø, idet 

L er opad begrænset. Lad b være det første element i M. Da b 

ifølge definition af M er en majorant til L, drejer det sig kun 

om at vise, at b E L. Hvis b = 1, må L være f1}, da L + ø, og 

påstanden er 'indlysende. Hvis 1 < b, findes der ifølge sætning 

8 (eller 1) et c E N, således at 0+1 = b. For dette gælder o Et: M, 

idet o < b. Der eksisterer altså et d E L, således at o < d. Af 

sætning 19 kan da sluttes, at 0+1 = b ~ d. l\ien b < d er udeluk

ket, da b E M og d E L. Følgelig har man b = d E L som påstået. 

Sætning 22. NØdvendige og tilstrækkelige betingelser for, 

at en ordnet mængde (N,~) tillader en afbildning E:N ~ N, så

ledes at aksiomerne I-III er opfyldt og den ved E bestemte ord

ning ~ stemmer overens med -~, er at (N,-~) er velordnet ved 

-,.< og ikke har noget sidste element, og at hver ikke tom, opad 

begrænset delmængde af N bar et sidste element. 

Bevis: At be tingelserne er nødvendige, viser sætningerne 

20,15,22. 

Tilstrækkeligheden indses på fØlgende måde. Idet det for

udsættes, at (N,-<) ikke bar nogGt sidste element og er vel-= 
ordnet, sluttes af sætning a, at hvert element x E N har e t 

umiddelbart følgende x'. Ved E (x) = x' defineres en afbildning 

E:N ~ Nø Betegnes det fØrste element i N med 1, har man i' -< E (x). 

Aksiom I er altså opfyldt. Er x og y to forskellige elementer 

af N, vil der gælde x -< y eller y -< x, da -< er total. Antag, 

at betegnelserne er valgt således, a t x -< y. Man har da 
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Man lægger mærke til, at forudsætningen om, at hver opad 

begrænset delmængde af N har et sidste element, i beviset fo~ 

betingelsernes tilstrækkelighed kUn blev anvendt på afsnittene 

~ = fx E: N I x -< b}, b =1= 1. At Nb har et sidste element,er 

ensbetydende med, at b har et umiddelbart forudgående element. 

Sætning 23 viser, a t Dedekinds aksiomer I-III kan erstat-

tes med aksiomer, der vedrØrer en ordningsrelation i den be-

tragtede mængde N (E. Schmidt, ca. 1920): 

Om en ordnet mængde (N,~) forudsættes: 

1. N er velordne t ved ~. 

2. N har ikke noget si qste element. 

3. Hvert element af N, som er forskelligt fra det fØrste, har 

et umiddelbart forud8åend~. 

Et af de grundlæggende spørgsmål, som endnu ikke er besva-

ret, er, om Dedekinds aksiomsystem er kategorisk, d.v.s. om det 

fastlægger parret (N,s) på nær isomorfi. At dette er tilfældet, 

vil vise sig at være en konsekvens af nedenstående sætning 24. 

Om parret (N,s) forudsættes at aksiomerne I-III og dermed 

sætningerne 1-23 er opfyldt. Det element, der går umiddelbart 

forud for et element a =1= 1 af N, betegnes med a-i. Med Na be

tegnes som hidtil det ved a bestemte afsnit fx E: N I x < a}. 

Sætning 24. Lad der være gi vet en mængde n, et element 

aE: n og en af'b i ldning ep:S2 ~ n. 

For hvert p E: N eksisterer da en og kun een afbildning 

f p :Np+1 ~ n, således a t 

f
n

(1) = a, f (i+1) = cp(f (i)) 
1:' P P 

for i E: N . 
P 

Der eksisterer en og kun een afbildning f:N ~ n, således at 

f(1) = a, f(i+1) = ~(f(i)) for LE: N. 
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Bevis: FØrst vises, at der for et givet p E N hØjst kan 

findes een afbildning med de forlangte egenskaber. Lad f og 
P 

~ have dem. Da er f p (1) = a = ~(1). Antag, at fp(i) = sp(i) 

fer i E Na , hvor aE Np +1 Da er 

fp(a) = ~(fp(a-1)) = ~(gp(a-1)) = gp(a). 

Sætning b kan altså anvendes på den velordnede mængde N 1 som p+ 

mængden M og med mængden fi E N 1 I f (i) = g (i)l som del-p+ p p 

mængden M'. 

Lad nu L betegne mængden af de elementer p E N, for hvilke 

der eksisterer afbildninger f af den forlangte art. Det er p 

klart, at 1 E L, idet f 1 (1) = a opfylder det fØrste krav, og 

det andet falder bort. Antag, at der eksisterer en afbildning _ 

f p :Np +1 ~ n, således at f p (1) = a og f p (i+1) = ~(fp(i)) for 

i E Np " Afbildningen f'p+1: N(P+1 )+1-~ , bes~mit- wed 

f p +1 (i) = 

f' 1(p+1) = p+ 

for i E Np +1 ' 

opfylder da Øjensynlig kravene med p+1 i stedet for p. Påstanden 

fØlger altså af aksiom III. 

For p < q vil restriktionen af f til N 1 opfylde de til q p+ 

f p stillede krav. På grund af entydigheden af f har man altså " P-
f (i) = f (i) for i E N l' Sættes f( i) = f o (i) for i EN, fås 
~ p p+ l 

en afbildning af N ind i n, for hvilken f(1) = f 1 (1) = a og 

f(i+1) = fo+1(i+1) = ~(fo 1(i)) = ~(fo(i)) = ~(f(i)). 
1 1+ 1 

At der kun kan findes een afbildning f:N ~ n med disse egenska-

ber, fØlger af, at dens restriktion til et afsnit Np+1 for 

hvert p E N opfylder de til f stillede krav ~g følgelig må p 

stemme overens med f p • Dermed er sætning 24 bevist • 

.9ætning 25. Lad (N,s) og (N* ,s*) være to par, hvert bestå-

ende af en mængde og en afbildning af denne ind i sig selv, 
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således at begge par tilfredsstiller Dedekinds aksiomer I-III 

med henholdswis 1 E: N og 1 * E: N*. Da er de to par isomorfe i 

den forstand, at der findes en (og kun een) bijektiw afbild

ning f:N ~ N*, således at f(1) = 1* og f(e(x» = e*(f(x» 

for alle x E: N. 

Bevis: Sætning 24 med N* i stedet for n, 1* i stedet fo"r 

a og-e* i ~tedet for ~ giver eksistensen af en (og kun een) 

afbildning f:N ~ N* med de sidstnævnte egenskaber. Det skal 

vises, at denne afbildning er bijektiv. Hertil benyttes, at 

der ifølge det sagte også findes en afbildning f>'':: N';: -7 N, 

for hvilken f>'': (1 *) = 1 og f* (e * (x» = e (f* (x*». Den sam.-
... 

mensatte afbildning f~o f er den identiske afbildning af N. 

Mængden 

M = fx E: N I f*(f(x») = xl ~ N 

opfylder nemlig forudsætningerne af III; thi f':'(f(1» = f*(1*) = 

1, og hvis f*(f(x» = x, har man 

f*(f(e(x») = f*(e*(f(x») = e(f*(f(x»)) = e(x). 

Af f::'(f(x») = x for alle x E: N følger, at f er injekttvj thi 

af f(x) = f(y) følger 

x = f*(f(X)) = f*(f(y» = ~ 
Endvidere ses, at f* er surjektiv. Men da ~ og f* kan bytte 

rolle, må f også være surjektiv. Dermed er sætningen bevist. 

Herefter er der mening i følgende definition: 

yed mængden ~ af naturlige tal forstås en mænsde N or

g~~eret ved en afbildning e:N -7 N, som opfylder Dedekinds 

aksiomer I-III. 
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Det følgende går ud på ud fra det valgte grundlag at gøre 

rede for de naturlige tals brugbarhed som kardinaltal for ende

lige mængder. 

Sætning 26. Hvis der for to naturlige tal a og b eksisterer 

en injektiv afbildning f af afsnittet Na+1 ind i afsnittet Nb+1, 

så er a :5 b. 

Bevis: Lad M betegne mængden af de a E N, for hvilke på

standen er rigtig for alle b E N. Det er klart, at 1 EM, idet 

i? b for alle b. Antag, at a EM, og lad f være en injektiv af

bildning af N(a+1)+1 ind i et afsnit Nb+1• Det skal vises, at 

a+1 :5 b. Der skelnes mellem tre tilfælde: 

1 ° b Et f(N(a+1 )+1)' 

b = f (a+1 ), 

b = f(o), o + a+1. 

I tilfældene 1° og 2° vil restriktionen af f til Na+1 være en 

injektiv afbildning af Na+1 ind i Nb. På grund af antagelsen 

a E M følger heraf, at a? b-i, altså a+1 :5 b. I tilfældet 3° 

defineres en afbildning f' :N(a+1 )+1 ~ Nb+1 ved 

f'(X) = f(x) for x E N (a+1 )+1 \ k, a+f1, 

f' (o) = f(a+1), 
f'(a+1) = f(o) = b. 

Denne afbildning er injektiv og falder under 2°. 

Følgelig har man a+1 :5 b også i dette tilfælde. Dermed er vist, 

at a+1 E M. Ifølge aksiom III er altså M = N, hvilket skulle 

vises. 

Sætning 27. Hvis en mængde A er ækvipotent såvel med af

snittet Na+1 som med afsnittet Nb+1 af N, så er a = b. 

Bevis: Lad ~:A ~ Na+1 og Ø:A ~ Nb+1 være bijektive afbild

ninger. Da er f = øo~-1 en bijektiv afbildning af Na+1 på Nb+1 
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og f-1 en bijektiv afbildning af Nb+1 på Na+l , Sætning 26 anvendt 

på disse to afbildninger giver a?b og b? a. 

Definition ø En mængde A siges at være en endelig mængd~, 

hvis den er tom eller ækvipotent med et afsnit Na+1 af mængden N 

af naturlige tal. I det sidstnævnte tilfælde er det naturlige 

tal a entydig bestemt (ifølge sætning 27) og kaldes antallet af 

elementer i A eller kardinaltallet kt A for A. 

Det er klar t, at hvis en af to ækvipotente mængder er 

endelig, er den anden det også, og de to mængder har samme kar-

dinaItal. 

Ikke endelige mængder kaldes uendelige mængder. 

Sætning 28. Hver ægte delmængde B af en endelig mængde A 

er endelig, og hvis B f ø, gælder kt B < kt A. 

Bevis: Idet A er ækvipotent med et afsnit Na+1 , hvor 

a = kt A, vil B være ækvipotent med en delmængde af Na+1 • Det 

drejer sig altså om at vise, at hver ægte og ikke tom delmængde 

af Na+1 er ækvipotent med et afsni t Nb +1 , hvor b < a. Lad M 

betegne mængden af de a E N, for hvilke det gælder, at hver 

ægte og ikke tom delmængde af N 1 er ækvipotent med et afsnit a+ 

~+1 med b < a. At 1 E M, følger af, at N1 +1 = f 1 l ikke har 

sådanne delmængder. Antag, a t a E M, og lad P + ø være en ægte 

delmængde af N(a+1)+1' Idet mængden P har (a+1)+1 som majorant, 

har den et sidste element p. Hvis P = fp}, er P ækvipotent med 

N1+1 = f1}, og kt P = 1 < a+1. Er P\fp} ikke tom, vil denne 

mængde ikke indehol~e a+1. Altså er P\fpl ~ Na+1 • Her er lig

hed imidlertid umulig, da denne ville medfØre p = a+1 og fØl

gelig P = N(a+1)+1 i strid med forudsætningen om P. Ifølge 

induktionsantagelsen findes der en bijektiv afbildning af 

P\fp} på et afsnit ~+1 med b < a. Lader man til p svare b+1, 
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får man i alt en bijektiv afbildning af P på N(b+1)+1' og man 

har b+1 < a+19 Dermed er vist, at a+1 E M. Af aksiom III slut-
, 

tes, at M = N. Hermed er sætningen bevist. 

§ætning 29. Er A og B disjunkte endelige mængder, vil 

A u B were endelig og kt(A u B) = kt A + kt B. 

Bevis: Med M betegnes mængden af de a E N, for hvilke det 

gælder, at Nt+1 for hvert b E N er ækvipotent med N(a+b)+1 \ 

Na+1 • Idet der ved x ~ x+1 defineres en bijektiv afbildning af 

Nb +1 på N(b+1)+1 ~ N1+1 , haves 1 E M. Antag, at a E M, altså at 

der for hvert b E N eksisterer en bijektiv afbildning 

f b :Nb +1 ~ N(a+b)+1 \ Na+1 • 

Ved til x E Nt+1 at lade svare f b (X)+1, fås en bijektiv afbild-

ning af ~+1 på N( (a+1 )+b)+1 \ N(a+1 )+1". Dette viser, a t 

a+1 E M. Af aksiom III kan altså sluttes, at M = N. Er nu A og 

B disjunkte endelige mængder med kardinaltallene a og b, vil 

der findes en bijektiv afbildning ~:A ~ Na +1 og en bijektiv af

bildning ø:B ~ Nb +1 • Den sidstnævnte sammensat med afbildningen 

f b , altså fboØ er da en bijektiv afbildning af B på 

N(a+b)+1 \ Na+1 " Ved til y E A u B at lade svare ~(y), når 

y E A, og fb(Ø(y)), når y E B, fås en bijektiv afbildning af 

A u B på N(a+b)+1" Dermed er sætningen bevist. 

Uden bevis nævnes: 

s~tning 30. Er A og B endelige mængder, vil A x B være 

endelig og kt(A x B) = kt A • kt B. 
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1. Bevis, at Dedekinds aksiomer 1,11,111 er indbyrdes uafhæn

gige, ved at angive mængder N og afbildninger E:N ~ N, 

således at hvilkesomhelst to af aksiomerne er opfyldte, 

medens det tredie ikke er det. (I det tilfælde, hvor I 

kræves at være falsk, skal III forstås således, at der fin-

des et element 1 E N, for hvilket det i III forlangte er 

opfyldt.) 

2. Giv beviser for sætningerne 9-13. 

3. For a < b betegnes løsningen x til ligningen x+a = b med 

b-a. Vis, at hvis de venstre sider i de følgende relationer 

eksisterer, vil også de højre sider eksistere og relationer-

ne være gyldige: 

(b-a) + (d-e) = (b+d) - (a+e), 

(b-a)e = be-ae, 

(b-a)(d-e) = (bd+ae)-(ad+be). 

Vis endvidere, at hvis b-a og d-e eksisterer, vil b-a < d-e 

være ensbetydende med b+e < a+d. 

4. Der er givet et element a E N. Om en mængde M!,; N forudsæt

tes, at a E M, og for hvert x E N, at hvis x > a og XE M, • 
så er x+1E M. Vis, at M = N. 

5. Er mængderne 

6 .. 

fp + 1/q I p,q E N~, fp - 1/q I p,q E Nl 
af rationale tal velordnede ved den sædvanlige relation 

< ? Ved > ? 

Lad M være velordnet ved relationen -< • Vis, at der for 

hver ordenstro-afbildning f_:M ~ M gælder x~: f (x) for alle 
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x E M. 

Slut heraf, at den eneste surjektiveordenstro afbildning 

f : M ~ M er den identiske, og at der ikke findes nogen sur

jektiv ordenstro afbildning af et afsnit M = a 

fx E M / x -< aJ af M på M. 

7. Find fejlslutningen i følgende induktions"bevis" for "sæt-O 

ningen": Hvilkesornhelst endelig mange indbyrdes forskellige 

linier i planen har et punkt fælles. 

Påstanden er indlysende for 1 linie. Lad der være givet n ind

byrdes forskellige linier 11, ••• ,ln" Hvis påstanden er rigtig 

for n-i linier, vil såvel linierne 11, ••• ,ln_1 som linierne 

11, ••• ,1 2,1 have et punkt fælles. Disse to punkter må falde n- n 
sammen, da begge ligger på li og 12, Antagelsen medfører alt-

så, at 11, ••• ,ln har et punkt fælles, så at aksiom III kan an

vendes. 

8. Find fejlslutningen i følgende induktions "bevis " for "sæt,nin

gen": For alle naturlige tal n er I sin n1T/3/ ~ t og 

/ cos n1T/3/ ~ t. 
Lad n være et naturligt tal, og antag, at påstanden er rig

tig for alle naturlige tal mindre end n. Da er 

/sin n1T/31 = /sin 1T/3 cos(n-1)1T/3 + cos 1T/3 sin(n-1)1T/31 

<i~i+i.i-.1.. = 2 2 2 2 - 2' 

og tilsvarende Sluttes, at Icos n1T/3/ ~ t. Følgelig kan sæt

ning 21 anvendes. 
n 

9. For naturlige tal p og n sættes sp(n) = L v p • Find (ved at 

v=1 

anvende binomialformlen på (V+1)P+1) sp(n) udtrykt ved 

s1(n), ••• ,sp-1(n). Vis, at der for hvert p E fir eksisterer et 

pOlynomium Pp+1 af graden p+1 og med rationale koefficienter, 
. .--~.---------'"--

således at s (n) = P +1(n). p p 
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10. Bevis sætning 30. 

11~*Vis, at en mængde er epdelig, hvis og kun hvis den ikke er 

ækvipotent med nogen af sine ægte delmængder. [Ved beviset 

for betingelsens tilstrækkelighed kan man begynde med at vi

se, at hvis en mængde er uendelig, kan hvert afsnit af N og 

også N selv afbildes injektivt i den. (Hver uendelig mængde 

har en numerabel delmængde.)] 

12.*Vis, at en ikke tom mængde er endelig, hvis og kun hvis der 

findes en afbildning af den ind i sig selv, ved hvilken ingen 

ægte og ikke tom delmængde afbildes ind i sig selv. (Benyt 

sætning 24.) 

13. Der er givet en mængde n med en kompositionsforskrift $. Be

vis følgende: Til hver afbildning a : N 1 ~ n findes der p+ 

en og kun een afbildning ~ : Np+1 ~ n, således at ~(1) = 

a (1) og 

0-( j+1) = 0-( j) $ a ( j+1 ) 

Når kompositionsforskriften er betegnet som addition eller 

multiplikation, skrives henholdsvis 

a-(j) ~ t a(i), 
l=1 

og ellers j 

,.-( j) = .f a(i). 

i=1 

j 

~(j)= Drv(i) 
·.1 t Ih , 

l=1 

Vis, at hvis kompositionsforskriften $ er associativ, 

gælder for hvert g E N p 
P g p-q) 1 a (i) = (/ a (i)). $ (! ~ (g+1 ), 

i=1 i=1 i~1 
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( 

Man skriver da også r a (i) = a (1) ~ ~.. Il a (p). 

i=1 
~p Vis, at.hvis kompositionsforskriften ~ desuden er kom-

mutativ, gælder tor hver permutation f af Np+1 

(a(f'(i)) = (a(i). 

i=1 1=1 

i 

\ 

\ 
.~ 
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§ 2. BrØklegeme; ordnet Legeme. 

Derinition: Ved en halvgruppe (H,') rorstås en mængde H 

med en associativ kompositionsrorskrirt ~, ror hvilken rorkort

ningsreglerne gælder. 

Eksempler: Enhver gruppe er en halvgruppe. I en ring 

(M,+,') vil (M\fol,") være en halvgruppe hvis og kuh hvis mul

tiplikationen er en komposition i denne mængde (for dette betyder, 

at nulreglen og dermed forkort~ingsreglerne gælder). Mængden ar 

2 x 2 -matricer ~ med det ~ ~ 1 udgør med matrixmultiplikation 

en ikke-kommutativ halvgruppe. Mængden af vektorer i planen be-

liggende indenfor et givet vinkelrum udrra O ar stØrrelse ~ ff 

udgØr med vektoraddition en halvgruppee 

(Det bØr bemærkes~ at ovenstående er on blGndt flere ind

b~r-rdes ~fvigende i den matematiske litteratur forekommende de

fini tioner ar "semigrupper" og "demigrupper" L 

Dersom en halvgruppe (H,.) er indeholdt ien gruppe (G,.) 

(d. v. s. a t (H,.) er "underhalvgruppe" i (G,' », rindes der i 

gruppen en mindste undergruppe Go' som indeholder halvgruppen. 

Thi man ser, at rællesmængden ar de undergrupper i (G,·) som 

indeholder halvgruppen har den nævnte egenskab, og denne fælles

mængde er ikke tom, da G selv er en sadan undergruppe. 

Hvis (H,·) er kommutativ, bliver (Go'·) også kommutativ, 

og Go vil netop bestå ar alle elementer ar rormen ab-i, hvor 

a,b E H; vi vil sige, at (Go") er den af (H,') rrembragte brØk

gruppe indenfor (G,·). Thi dels er det klart, at Go i hvert raId 

må indeholde alle disse elementer. Og dels kan man se, at disse 

elementer udgør en kommutativ gruppe; dertil bemærker vi først, 
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-1 1 -1 -1 at ~ormlen b(ab )b = ba = ab = b(b- a)b viser, at ab = b a; 

ved gentagen anvendelse a~ dette resultat ser man, at både 

(ab-1 )(Cd-1 ) og (cd-1 )(ab-1 ) bliver lig (ac)(bd)-1, så at • er 

en kommuta ti-v komposi ti on inden~or den nævnte elementmængde, og 

da endvidere (ab-1 )-1 = ba-1 udgØr de virkelig en kommutativ 

gruppe _ 

Man ser, at (Go,e) ~remgår a~ H x H ved den afbildning~, 

der til parret (a,b) lader svare elementet ab-i, og a~ den an-

~ørte ~ormel ~or produktet a~ to elementer ses, at hvis man i 

H x H indfØrer kompositionen ~ ved (a,b) * (c,d) = (ac,bd), så 

er (Go'-) netop homomor~t billede ved ~ a~ (H x H, *)e 

Da vi her og senere talrige gange skal benytte ~orbindel-

sen mellem en homomor~i og den tilsvarende ækvivalensrelation, 

skal vi minde om resultatet ~ra AG II, specielt §1~15-19 og 

§3,12, idet vi ~ormulerer dette resultat som ~Ølgende alminde·-

lige homomor~isætning: 

En homomor~ a~ildning ~ a~ en mængde med kompositions

~orskri~ter (O eller 1 eller ~lere) giver anledning til en 

ækvivalensrelation ~ på mængden, harmonerende med kompositi9~ 

nerne, og således at x ~ l netop når ~(x) = ~(y). Hvis ~~Æ= 

vendt har en mængde med kompositioner og en på mængden defineret 

ækvivalensrelation ~2 som harmonerer med kompositionerne~~~ 

eksisterer der homotnor~e afbildninger a~ mængden med kompositio

nerne, således at ~(x) = ~(y) netop når x ~ y, og billedet v~ 

en sådan homomor~i ~ er bestemt entydigt pånær isomor~i (idet 

det er isomor~t med strukturen a~ mængden a~ ækvivalensklasser 

organiseret ved de kompositioner der ~ås ved at regne med repræ

sentanter fra klasserne). 
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Ved den omtalte homomorfi ~ som afbilder (H x H, * ) på 

(Go' .) består den tilsvarende ækvivalens i at (a, b) IV (c,d) netop 
o -1 -1 nar ab = cd ,hvilket også kan udtrykkes ad = bc. Ækvi valens-

relationen er dermed ~astlagt alene ved strukturen af (H,-), hvor-

med man får sætningen: 

Lad der være givet en kommutativ halvgruppei i enhver gruppe 

som indeh~lder den vil halvgruppen frembringe en kommutativ 

brøkgruppe, og dennes struktur er bestemt entydigt pånær isomor

fi. 

Vi skal også vise~ Enhver kommutativ halvgruppe kan udvides 

til en kommutativ gruppe, som er brØkgruppe for den. 

Beviset er nærliggende efter det foregående. Lad halvgruppen 

hedde (H,o). Vi betragter H x H, og indfØrer herpå en relation 

IV ved 

denne relation er åbenbart reflexiv og symmetrisk, og den er og

så transitiv, da ab
1 

= a
1
b A bC

1 
= b

1
c med:f'ører ab

1
bc

1 
= a

1
bb

1
c, 

hvoraf ved forkortningsreglen fås aC
1 

= a
1

c • Det er altså en 

ækvivalensrelation. Endvidere indfører vi på H x H en komposi-

tion * ved 

(a,b) * (c,d) = (ac,bd); 

denne komposition er åbenbart kommutativ og associativ, og IV 

harmonerer med *, thi betragter man 

(a,b) * (c,d) = (ac,bd) 

og antager at faktorerne på venstre side er ækvivalente, altså 
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at ab 1 = a1b og cdi = c1d , får man (ac)(b 1d1 ) = (a1c1 )(bd) , 

som viser, at højr~siderne også er ækvivalente. 

Ifølge den almindelige homomorfi sætning findes der så en 

homomorf' afbildning ~ af (H x H, *) over på en mængde Go med 
, " 

komposition 8, således at elementer fra H x H får samme billede 

hvi s og kUn hvi s de er ækvi valente. Billedet (Go' o) bliver en 

lwmmutati'\.~rU.PJ?e, thi da * er kommutativ og associativ får o 

de samme egenskaber; og endvidere indeholder Go et nelitralt ele

ment, nemlig ~(a~å). fordi ~(a,a)o ~(c,d) = ø(aclad) ~ ~(c,d) 

(det sidste lighedstegn fordi (ac,ad) '" (c,d); da der hØjst kan 

findes et neutralt element ses, at ~(aja) er uafhængig af a E H), 

og endelig vil ethvert element have et inverst, fordi 

~(a,b)o ~(b,a) = ~(ab,ba) = det,neutrale element. Dermed er vist, 

at (Go'o) er en kommutativ gruppe. 

Vi skal nu Vise, at (G ,0) har en delmængde som er isomorf o 

med (H,·), for hvis det er tilfældet kan vi erstatte denne del-

mængdes elementer med elementerne fra H, og når vi efter denne 

erstatning benytter betegnelsen(G,.) i st.f. (Go'o) så er (G,-) 

virkelig en udvidelse af (H,·). Dertil vælger vi et c E H, og 

til et vilkårl'igt a E H lader vi nu svar~ ~ (ac, c) E Go; da 

~(ac,c) ~ ~(bc,c) ~ a = b bliver denne afbildning injektiv,og 

da ~(ac,c)o ~(bc,c) = ~(abc2,c2) = ~(abc,c) bliver det en ho

momorf' afbildning af (H,.). Dermed har vi skabt gruppen (G,·) 

som en kommutativ udvidelse af halvgruppen (H,·). 

Sluttelig ser vi, at (G,.) er brøkgruppe for (H,·), thi et 

vilkårligt element ~(a,b) E G ses indenfor G at opfylde lig-o o 

ningen ~(a,b)o ~(bc,c) = ~(ac,c), hvilket med betegnelserne fra 

(G,.) betyder at ~(a,b) • b = a eller ~(a,b) = ab-i. Sætningens 

bevis er de~med fuldfØrt. 
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Ved en ordnet halvgruppe (H,·,<) forstår vi en halvgruppe 

(H,.), for hvis elementer der er indfØrt en irreflexiv total 

ordningsrelation <, som opfYlder betingelsen 

a < b ~ ae < bc A ca < cb. 

I det sidste udsagn kan ~ erstattes med ~ uden at ændre ind-

holdet, hvilket let bevises indirekte, idet a ? b ~ ae ~ be 

A ca ~ cb • 

Ved en ordnet gruppe (G,.,<) forstår vi en gruppe (G,·), der 

betragtet som halvgruppe er en ordnet halvgruppe. 

Den foranstående udvidelsessætning for halvgrupper kan nu 

kompletteres med fØlgende: Enhver kommutativ ordnet halvgruppe 

kan·udvides til en kommutativ ordnet gruppe, som er brøkgruppe 

for den, og dennes struktur er bestemt entydigt pånær isomorfi. 

~: Glosen isomorfi anvendes overalt i disse forelæsninger som 

reterende til både kompositioner og relationer, og dækker altså 

f. eks. hvad der i Mat. 1 kaldes "ordenstro i somorf'i" o.l. 

Bevis: Lad den ordnede halvgruppe hedde (H,.,<) og den 

(uordnede) brØkgruppe hedde (G,.); små bogstaver betegner elemen

ter fra H. Til et vilkårligt endeligt sæt elementer f'ra G kan man 

bestemme 'et n, så elementerne kan skrives på formen an-1,bn-1 , ••• 

(det er muligt at skaffe en "f'ællesnævner" n, nemlig prOduktet 

af' de enkelte elementers "nævnere"). Med hensyn til entydighe-

den mangler vi blot at gOdtgØre, at brøkgruppens ordningsrela

tion < er bes-temt entydigt udf'ra sin restriktion til halvgrup

pen, og det er klart, f'ordi an-1 < bn-1 ~ a < b (betingelsen 

f'or ordnet gruppe). Med hensyn til muligheden af' brøkgruppens 

Ønskede ordning ved en relation -< er metoden nærliggende: f'or 
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to elementer an-1 og bn-1 ~ra G de~ineres 

Dette er virkelig brugbart som de~inition, thi hvis de samme 

-1 -1 o elementer havde en anden ~remstilling a 1n1 hhv. b 1n1 .9 sa gæl-

der an1 = a 1n A bn 1 = b1n, og man ~år a < b ~ an < bn1 
~ 

1 
a 1n < b 1n ~ a1 < bi· Ordningen a~ G er en udvidelse af ord-

ningen a~ H, for hvis a,b E H, o kan de skrives (an)n-1 sa som 

hhv. (bn)n-1 og man får a -<b ~ an < bn ~ a < b. Og endelig 

op~ylder (G,·,-<) betingelsen ~or at være en ordnet gruppe, idet 

an-1 -< bn-1 ~ a < b ~ ae < be ~ (an-1 )(ed-1 ) ~ (bn-1 )(ed-1), 

Beviset er dermed fuld~Ørte 

Kommutative grupper og halvgrupper skrives hyppigt med kom

positionstegnet + • Betingelsen ~or at en halvgruppe er ordnet 

bliver i så ~ald skrevet på den mere tilvante ~orm a < b ~ 

a + e < b + e. 

Som eksempel til sætningen kan betragtes halvgruppen a~ 

komplexe tal z = x + iy beliggende i ~ørste kvadrant (O ~ x,y) 

med addition som komposition og· en ordning givet ved 

Z1 < z2 ~ O ~ arg(z1 - z2) < w • Den tilsvarende brØkgruppe 

(eller "di~~erensgruppell) bliver (b,+) med den samme ordning. 

Dersom man med samme komposition og ordning betragter komplexe 

tal z = x + ix, 3 ~ x, bliver di~~erensgruppen de komplexe tal 

på linien z = x + ix, ordnet e~ter voksende x. Eksemplet skal 

blot være anskueliggØrende, sætningens formål ~remgår senere e 

Ved en ordnet ring (M,+,.,<) ~orstås en ring (M,+,·), hvor 

der på mængden M er indfØrt en total irre~lexiv ordningsrelation 

<, således at (M,+,<) er en ordnet gruppe (kommutativ), og 
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således at O ~ x A O ~ Y ~ O ~ xy, idet O er ringens nulele-

ment. 

Eksempel: Som (M,+,<) tager man en vilkårlig ordnet gruppe, 

og idet ethvert produkt sættes lig nul = gruppens neutrale ele-

ment, kommer der en ordnet ring. 

For ringe hvori nulre~len gælder kanden sidste betingelse 

i definitionen erstattes af O < x A O < Y ~ O < xy, men det 

kan ikke gøres i almindelighed, hvilket fremgår af det nævnte 

eksempel (interessantere eksempler eksisterer). 

Ved et ordnet legeme (L,+,·,<) forstår man en ordnet ring 

(L,+,.,<), hvor (L,+,.) er et legeme. 
.. 

I en ordnet gruppe (skrevet additivt) og a fortiori i en 

ordnet ring og et ordnet legeme gælder, at 

a < b A C < d ~ a + c < b + d, 

d.v.s. at "uligheder kan adderes"; det ses, idet man får 

a+c < b+c < b+d. Såfremt x > o vil vi sige, at x er positiv, 

og såfremt x < o vil vi sige, at x er negativ. Da et legeme er 

en ring hvori nulreglen gælder, har vi ifØlge det tidligere nævn-

te , at produktet af to positive elementer er igen positivt. Her-
,-

af slutter vi nu, at 

a < b A o < c ~ ac < bc A ca < cb, 

("en ulighed kan multipliceres med et positivt element"); det 

ses, idet man får o < b-a A o < c, som ved multiplikation giver 

o < bc-ac A o < cb-ca. 

Mængden af de positive elementer i en ordnet ring (M,+,·,<) 

vil vi kalde M+ og mængden af de negative vil vi kaldes M • 
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Så viser reglerne ovenfor, at både + og • er kompositioner inden

for M+, og endvidere~ at + også er en komposition i M_. Vi har 

M = M U[olUM , 
+ -

hvor de tre komponenter på højre side er indbyrdes disjunkte. 

Da a ~ o ~ -a ~ o ser vi, at for a F o vil af elementerne a og 

-a det ene ligge i M+ og det andet ligge i ~.~_, thi hvis de lå i 

samme komponent ville deres sum o også ligge i den. Ved på pas-

sende måde at erstatte a med -a ser man, at nroduktet af et po

~tivt og et negativt element bliver negativt, og at produktet 

af to negative elementer bliver positivt. Man bemærker også~ at 

i et ordnet legeme (L,+,o,<) er (L+,+,<) en ordnet halvgruppe og 

(L ,.,<) er en ordnet gruppe. Endelig fremgår, at i en ordnet 
+ 

ring (og endda i enhver ordnet gruppe (M,+,<» vil afbildningen 

a ~ -a være en involutorisk automorfi af (M,+), hvorved M --+ M + 

og omvendt, og < erstattes af > • 

For senere anvendelser vil fØlgende bemærkning være nyttig: 

Hvis der i mængden L af elementer i et legeme (L p + p ·) findes en 

delmængde L , så o f L og så for a ~ o mindst et af elementerne 
- + - +-

a ~ -a tilhØrer L , og således at + og " er kompositioner inden-
+ 

for L , så kan der på L defineres en relation <, således at 
- + -

(L$+'·'<) bliver et ordnet legeme og L+ netop bliver mængden af 

positive elementer i L. 
a 

Bevis: FØrst bemærker vi, at afJgg-a vil netop et tilhØre 

L+, for hvis de begge gjorde det ville også a+(-a) = o E L+ • 

Vi definerer nu relationen < ved 

a < b ~ b - a E L 
+ 
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Ved at sætte a = oses, at fpositivej = L+ • Relationen er ir

re~lexiv, da a-a = o t L+, og den er total og asymmetrisk, da 

~or a ~ b netop et a~ elementerne b-a og a-b tilhØrer L , og 
+ 

endelig er den transitiv, da b-a, c-b E L medfØrer at deres sum 
+ 

c-a E L . det er altså en total irre~lexiv ordningsrelation på L. 
+' 

At (L,+,<) er en ordnet gruppe ~Ølger, da a < b ~ b-a = (b+c) 

-(a+c) E L ~ a+c < b+c e Og sluttelig er det jo direkte givet, 
+ 

at o < x Å o < y ~ o < xy. 

Vi skal nu betragte problemer vedrØrende indlejring a~ en 

ring i et legeme, altså situationen: (M,+,·) er en delring a~ 

(L,+,.), hvor (L,+,.) er et legeme. 

Lad os ~Ørst bemærke den almene sætning: Fællesmængden ~or 

(enuelig eller uendelig mange) dellegerner a~ et legeme (L,+,·) 

er igen et del~egeme af' (L,+,. ). Lad dellegemerne hedde (L j ,+, • • )j 

beviset ~Ølgerså, iuet når Ålle (L.,+) er undergrupper i (L,+), 
J 

så er (nL j ,+) også undergruppe, og når alle (Lj\foJ,t) er under-

grupper i (L\fol,·), så er (nLj\fol,·) også undergrupper; de 

øvrige krav til kompositionerne på nL. er klart opf'yldt, da de 
J 

er restriktion a~ kompositionerne på L. Endvidere: Fællesmængden 

f'or (endelig eller uendelig mange) delringe af' en ring (M.+.·) 

er igen en delring af' (M,+ •• ). Beviset ~ås på analog måde, idet 

~or additionen bliver (nM j ,+) en undergruppe i (M,+), og vedrØ

rende multiplikationen ses, at når· er en komposition i ethvert 

Mj , altså x,y E Mj ~ xy E Mj , så f'Ølger x,y E nM j ~ xy E nMjo 

Hvis (M,+,.) er en clelring af' et legeme (L,+,·), så ~indes 

der et mindste dellegerne (L ,+,.) af' legemet som indeholder o 

(M,+,.), nemlig f'ællesmængden af' samtlige ,.iellegemer der inde-

holder (M,+,.), ~or d~nne ~ællesmængde er et legeme, og den er 
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ikke tom, da L selv i hvert ~ald er et dellegerne a~ den nævnte 

art. 

Hyis (M,+,.)er en kommutativ delrigg a~ et legeme (L,+,'), 

så ~indes der et mindste dellegerne (L ,+,.) a~ (L,+,') som inde-o -
holder (M,+,·). Dette dellegerne er kommutativt 2 og det betegnes 

som brØkJegemet for (M,+,.) indenfor (L,+,.). Det er bestemt ved 

at. (Lo\f 01 , .) er brøkgruJ;!pen ~or (M\f 01, .) inden~or (L\f oll" ) o 

Dersom den samme ring (M,+,.) er indeholdt i ~orskellige legemer 

(L,+,'), så vil de a~ den ~rembragte brØklegemer være indbyrdes 

isomor~e. 

Bevis: Når M er indeholdt i et legeme vil :c.ulreglen gælde, 

og (M\fol,.) er der~or en kommutativ halvundergruppe i (L\fol,·), 

og brøkgruppen eksisterer altså; og når Lo skal være et legeme 

der indeholder M er det klart, at det i hvert ~ald må indeholde 

alle elementer ~ra brøkgruppen. BrØkgruppens elementer suppleret 

med o er netop damtlige elementer som kan skrives på formen 

an-1 hvor a,n E.: L 1\ n :/= 0t og de vil med + udgØre en gruppe , 
fordi an-1 1 . 1 

(idet vi omtalt altid - bn- = (a-b)n som tidligere 

kan skaffe 1t~ællesnævnerll). Betingelserne ~or dellegerne er der-

med op~yldto At det er kommutativt er klart, da dels brøkgruppen 
""'-

er kommutativ, og dels produkter hvori o indgår som faktor evi-

dent er kommutative. Da brøkgruppen er bestemt entydigt pånær 

isomorfi, vil (Lo'o) være bestemt entydigt pånær isomor~i, og 

endelig viser formlen an-1 + bn-1 = (a+b)n-1 , at der - da jo 

additionen på M er givet - hØjst er en måde på hvilken denne iso-
.. 

morfi kan udvides 'til komposi tionen +. 

Men selvom der ikke på forhånd er givet et legeme som in-

deholder ringen, så kan vi konstruere det, idet der gælder: 
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Enhver kommutativ ring hvori nulreglen gælder kan udvides 

til et kommutativt legeme som er brøklegeme for ringen? og det

te er bestemt entydigt pånær isomorfi. 

Entydigheden fremgår af sætningen ovenfor, og resten af 

beviset er nærliggende; den givne ring skal hedde (M,+,.), og små 

bogstaver betegner elementer fra den. Vi har. da at (M\fol,·) er 

en kommutativ halvgruppe, og ifØlge tidligere sætning kan den 

udvides til en brøkgruppe, hvis elementer alle er af formen 

an-i, a,n E M\fol; endelig mange elementer af den kan altid skri

ves med et fælles n. I brøkgruppen er multiplikation givet ved 

formlen (am-1 )(bn-1 ) = (ab)(mn)-1. Vi udvider brøkgruppen med 

et element il til en mængde L, og definerer, at et produkt hvori 

-1 il er faktor skal være lig il ; hvis vi skriver il som on 9 hvor 

n er vilkårlig ~ o, gælder der alment multiplikationsformlen 

(am-1 )(bn-1 ) = (ab)(mn)-1. Denne multiplikation er kommutativ og 

. -1 . associatlv, og ethvert fra il forskelligt element an har et ln-

verst na-1 , så med multiplikqtion vil de fra il forskellige ele

menter udgøre en gruppe. Vi definerer på L en addi tion G1 , idet 

an -1 @ bn-1 f:lættes lig (a+b)n -1. Denne addi ti an er åbenbart kom-

mutativ og associativ, har il som neutralt element, og et vilkår

ligt element an-1 har-et modsat (_a)n-1, så L er med den defi-

nerede addition en kommutativ gruppe. Desuden er G1 en ud.videlse 

af kompositionen + på M, idet a = (an)n- i og b = (bn)n-1 som 

G1 -sum får (an+bn)n- i = a+b • Og den distributive lov gælder, 

fordi både (cd-1)(an-i G1 bn- i ) og (cd-1 )(an-1 ) G1 (cd-1 )(bn-1 ) 

ved udregning ses at give c(a + b)(dn)-i. Sætningen er dermed 

fuldt bevi st. 

Sætningen kan kompletteres med en tilsvarende sætning om 

ordnet ring og legeme: Enhver ordnet kommutativ ring hvori nul-

reglen gælder kan udvides til et ordnet kommutativt legeme. som 
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er brØklegeme for ringen, og dette er bestemt entydigt pånær iso-

morfi. 

Vi bemærker først, at ved fremstillingen an-1 a~ elementerne 

fra Legemet (ovenfor) kan vi~ da n ~ o, uden indskrænkning af 

almindeligheden"antage, at n er positiv, for ellers erstatter 

vi blot an-i med (an)(n2 )-1. Med hensyn til e~tydigheden mangler 

vi blot at vise, at relationen < på L er bestemt entydigt ved 

sin restriktion til M, og det er klart, thi når vi er i et ordnet 

legeme og n er pOSitiv, så er an-1 < bn-1 ~ a < b (små bogsta

ver betyder stadig elementer fra M). Med hensyn til muligheden af 

at udvide den ordnede ring (M,+~.,<) til et brØklegeme (L,+,·) 

som er orunet, mangler vi blot at Vise, at vi kan gøre (L,+,·) 

til et ordnet legeme ved en ordning ~ , som er en udvidelse af 

< : vi vil gøre det ved at benytte en tidligere sætning (s.8). 

Elementerne i L kan alle skrives på formen an-1~ hvor n > o (i M), 

og vi definerer nu L+= fan-1 I a > o Å n > ol. Vi har o t L+ ' 

og for a =1= o vil af el em en terne ±( an-i) = (±a)n -1 netop et til-

~ + hØre L+, idet netop et af elementerne - a er positiv i M. End-

videre + og . kompositioner i L+, fordi an-i + bn-1 = (a+b)n-1 

"og (an-1 )(bn-1 ) = (ab)(n2)-1, og al/b> o ~ a+b > o Å ab > o. 

Ifølge den nævnte sætning er (L~+,.,-<) altså virkelig et ordnet 

legeme. Endelig er -< en udvidelse af <, fordi a -< b ~ (an)n-1 

-< (bn)n-1 ~ ((b-a)n)n-1 € L+ ~ b-a> o ~ a < b. 
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I en ordnet kommutativ gruppe (M;+,<) og dermed også i en 

ordnet ring og et ordnet legeme vil vi definere den absolutte 

værdi af et element a ved 

altså lal = a for o ~ 8i og lal = -a fe~ a < o. Der gælder øjen';;' 

s;ynlig o ~ I al , . hvor :;: er gyldigt hvis og kun hvis a =- o, og end

videre l-al = lal, samt 

Ved at anvende. det sidste på a'",'g b og add.ere fås 

[
a + b J . -(lal + Ibi) ~ -(a +b) ~ lal + Ibi,: 

aljiSå 

la + bl ~ lal + Ibi. 

Erstattes heri b med b-a fås Ib I - I al ~. Ib-al, og hvis ma,n der

næst ombytter a og b vil venstresiden skifte fortegn, og tilsam~ 

men fås 

Ilb I :- I a II ~ Ib-al·· 

Det kan endvidere være nyttigt at bemærke, a.t man ved en uIJiddel;;;' 

bar regning finder 

c < [~J < d => la~bl < d-c. 

For en ordnet ring, og specielt et ordnet legeme, får man ved 

.-'blandt labl =- I (-a)bl = la(-b) I = I (-a)(-b) I at tage en fremstil-

ling i hvilken be.gge faktorer er ikke-ne,gativ, at 

man bØr bemærke, at de.tte gælder uanset. om nulreglen gælder i rin-
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gen, og uanset om den er kommutativ. I en ordnet ring (med mere 

end et element) gælder for et eventuelt etelement e, at 

lel = e > o, 

thi e + o, og antages e negativ fremkommer en modstrid fordi 

e = (-e)(-e) ifølge definitionen af ordnet ring skal være ~ o. 

Heraf ses for et element a i et ordnet legeme, og almindeligt for 

ethvert invertibelt element i en ring, at 

En mængde M siges at være tæt ordnet ved en total irreflexiv 

ordningsrelation -< , hvis der til hvilkesomhelst elementer a,b E M 

for hvilke a -< b, findes et element c E M, således at a -( c -< b. 

Ethvert ordnet legeme (L,+,· ,<) er tæt ordnet ved <, thi for 

a < b får man a+a < a+b < b+b, hvoraf ved di~ision med det positi

ve element e+e fås, a < ~a+b) < b. 

Lad mængden M være ordnet ved en total irreflexiv ordnings-

relation -< : man siger, at en delmængde K af M ligger overalt tæt 

i M , (ofte siges blot, Utæt i Mt! ), hvis der til hvilkesomhelst 

elementer a,b E M, for hvilke a ~ b, findes, et element, k E K, 

således at a -< k --( b. 

Lad (L p +,· ,<) være et ordnet legeme.! hvis, der findes: et kom

mutativt dellegeme K2 som ligger overalt tæt i L, så er (L2+'0'~ 

s,elv et kommutativt legeme. 

FØrst vil vi vise, at k E K /\ a E L medfØrer at ak = ka (alt-

så at K' s elementer kommuterer med hele L); ved beviset kan vi 

gerne antage, at k > o. Det føres indirekte: hvis ak =1= ka kan man 

mellem dem bestemme fØrst k1 E K og dernæst k1,+lc2 E K, hvor k 2 > o 

(herved er to gange brugt at K er tæt i L); så gælder I ak-kai > k2-. 

Dernæst kan man mellem a- k k-i 
2 ng a bestemme k

3 
E K, og man ser, 
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at, 

a < 

Uligheden multipliceres med k fra højre og venstre (siden er dog 

ligegyldig for elementerne fra K), og man finder 

hvoraf ses lak-kai < k 2 , hvilket giver en modstrid. 

Så gentages metoden for at vise, at ab = ba; vi antager 

b > ~. Hvis ab f ba kan man mellem dem bestemme to elementer fra 

K, og dermed et k2 så lab-bal> k 2 • Dernæst kan man mellem 

@ - k2b-1 og a bestemme k
3 

E K, hvoraf 

Vi multiplicerer med b både fra højre og venstre (og kan herved 

-1 -1) efter behag erstatte k 2b ' med b k2 , og finder 

hvoraf ses I ab-ba I < k 2 , hvilket giver en inods,trid. 

De foranstående resultater kan umiddelbart anvendes på det 

i § i, opbyggede system af naturlige tal. Sætningsnumrene i det 

følgende henviser til denne paragr,af. 

I sætningerne 4,5 og 6 blev det vist, at (N,+) udgør en kom-

mutativ halvgruppe. På denne defineredes en relation < ved at 

a < b hvis og kun hvis der findes et naturligt tal x således at 

b = a+x, og sætningerne 14 og 1,6 udsiger, at der derved er dannet 

en ordnet halvgruppe (N,+,<). Ifølge nærværende § kan halvgruppen 

udvides til den ordnede gruppe (Z,+,<) af de hele tal. 

Nulelementet betegnes O ("nUl"), og ifølge sætn. 7 tilhØrer 

det ikke de naturlige tal. Idet ethvert c E Z kan skrives på for-
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men c = b-a, hyor a,b E N ser man ar sætn. 8, at hvis c er et 

rra O rorskelligt helt tal, så vil netop'et ar tallene +c og -c 

være et naturligt\tal. Mderinitionen på ordningsrelationen < 
" 

ser man , idet man ~rindrer at (Z,+,<) er en ordnet gruppe, at 
\ 

\ ~ " 
mæn~den a~ positive hele tal Z+ netopblive~ N. Arbildningen 

a -t -a vil være en involutarisk automorfi arf' (Z,+) ved hvilken 
\ 

de posi tive 'tai afbildes på <\e negative og omvendt, medenlil' < er,
\ 

stattes a1' >. \ 

\ 
\ 

Sætn. 18 viser, at det mind,ste positive tal er 1 (lig den 

neutrale multiplikator indenror d,e naturlige tal), hvorefter 
t ' 

gruppeegenskaben for- de hele tal (Z,+) viser, at der for ethvert 
. . ~~- -=-

~'X findes et umiddelbart efterfØlgende, s;om_!l.et~r x+1 o Af 

den nævnte involutoriske automorfi ses, at det største negative 

hele tal er -1, og at der til ethvert helt tal x findes et umid-
~ ____ ~ ..,...._ .... ~r:-

delbart foregående, nemlig: x,,-1,. Og sætningerne 20-22 viser (sam

men med gruppeegenskaben og den involutoriske automorfi) ~ at en·~ 

hver ne,dad begrænset delmængde af de hele tal har et mindste ele

~, og at enhver opad begrænset delmængde af de heleaJial.. har et 

største element. 

Med hensyn til multiplikation blev en sådan defineret som en .... 
komposition indenfor de naturlige tal, og i sætningerne 10,11,12 

og 13 blev det omtalt, at den er distributiv m.h.t .. additionen, 

kommutativ, associativ og at forkortningsreglen gælder, altsam

men på N; specielt er altså (N,') en kommutativ halvgruppe. Endvi-

dere var den defineret sådan at tallet 1 er neutral t, element" 

Man kan nu definere en multipIika tion som en lcomposi tion 

indenror Z på følgende måde: Hvis en af faktorerne i produktet 

ab er O, sættes produktet lig O; hvis både a og b er + O sættes 

produkte't ab til :t lal"lbl, idet lal"lbl er det ved multiplika-
element 

tionen indenfor N be,ste~ N, og hvor man skal vælge f'orteg.:-" 
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net + hvis begge faktorer er positive eller begge·faktorer er 

negative, medens' man skal vælge fortegnet - hvis den ene faktor 

er positiv og den anden faktor er negativ. Man ser umiddelbart, 

a t den derved definerede multiplikation er en udvidelse af mul~-
, , 

tiplikationen på N ::;: Z+o Endvidere er den åbenbart kommutativo 

Endvidere er det klart, at nulreglen gælder ~ 'l'allet 1 e:- neutral 

faktor, hvilket er klart hvis den anden faktor er positiv eller 

Oog let ses hvis den er negativ, idet så a ::;: --I a' o Den er asso

ciativ, idet et produkt abc er uafhængigt af hvorledes man sæt-

ter parenteser i det,\' hvilket er klart hvis en af faktorerne er 

0, for så er produktet 0, og iøvrigt ses ved at gennemgå de for-
, 

skellige fortegnsmuligheder og benytte, at multiplikationen på N 
~ 

var associatiY. Endelig er den distributiv, idet der gælder 

a(b+c) ::;: ab+ac:; det er klart, hvis et af bogstaverne har værdien 

0, og i de andre tilfælde kan det ses ved at benytte at mul tipli:

kationen på N var distributiv idet man gennemgår samtlige forskel-

lige fortegnsmuligheder for a, b, c og b + C Q Del-'med el' de t bl. a o 

vist, at (Z,+,-) er en ringe 

Endvidere er det en ordnet ring fordi ° ~ a Å O ~ b ~ O ~ ab. 

Af multiplikationens egenskaber kombineret med noget aJ~ det tid

ligere får Vii ial t: S;ys terne t af hele -ial (Z? +, • s <) ~n kom~

tativcrdnet ring med et etelement og i hvil~~egleD gælder$ 

altfSå en integritetsring. 

På sys terne t (Z, +, • , <) kan vi nu anvende sætningen fra s o iii·· 

12 foran, om udvidelse af en ordnet kommu tati v r:Lng med l1.ulregel 

til et ordnet kommutativt legeme som er brøklegeme for ringen 9 og 

derved fremkommer de rationale tals legeme (Q,+,. !'<) c- yed~ . .Q.e~-, 

tionale tals legeme (Q,+,. ,<) f2rstås det ~!!ær iso~i en~Q1.gt 

bestemte ordnede ko.rrgn,utat-ive legeme SQm er brøFl~E'mc f:"r den ordne

dering (1,+~· ,<). Det er tæt ~rjne!, for det er ethvert legeme~ 
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Man bemærker, at i den foregående systematiske opbygning 

af' matematikken i kursus AG (Ma.t.1),kapitlerne I og 11,og i· 

nærværende kapitel AT er· der ikke på noget sted bygget på kend

skab til 'ringen (Z,+,·,.<,) af hele tal eller legemet (Q,+,.~<) 

af rationale tal .. De er kun på grund af deres tilvante karakter 

benyttet i (ganske vist talrige) illustrerende eksempler og øvel-

ser. Ligeledes har systemet af naturlige tal heller ikke været 

nogen forudsætning. En enkelt undtagelse er dog gjort af prak

tiske - men ikke af logiske - grunde med omtalen i AG 11,2 af 

potensreglerne og de dertil knyttede gruppeteoretiske betragt-

ninger, men uden skade for logikken kunne det have været udsat 

til den nærværende paragraf. Ligeledes er begrebet primtal,som 

anvendes lige nedenfor, af praktiske - men ikke logiske - grunde 

taget noget på forskud. Lignende bemærkninger kunne knyttes til 

de følgende paragraffers indførelse af reelle og komplekse taL.; 

Lad (L,+,·) være et legeme med mindst to elementer. Ved 

primlegemet i L forstår man det mindste ikke-trivielle dellegerne 

af L (idet det vil fremgål, at et sådant eksisterer). Når L har 
, 

mere end et element findes der et etelement e forskelligt fra nul-

elementet, og e er indeholdt i ethvert ikke-trivielt dellegerne, 

og fællesmængden af alle ikke-trivielle dellegerner bliver netop 

primlegemet. 

Primlegemet indeholder i hvert fald e og hele den cykliske 

undergruppe af (L,+) som frembringes, af e, altså alle elementer 

af form he, hvor h E: ~. Men disse elementer udgØr i sig en del~ 

ring af (L,+,·), fordi der gælde~ formlerne 

he + ke = (h+k)ej (he) • (ke) = (hk)e; 

(NB prikken betyder legemsmultiplikation, medens stØrrelser som 
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he betyder elementer i den cykliske gruppe, frembragt af e ved +.; 

formlernes begrundelse ligger i de i AG II) 2 omtalte potensreg

ler). Af formlernes udseende ser man' endda, at delringen frem

går af ringe,n ( Z,+,·) ved homomorfien h ~ he ~ Homomorfe afbild

ninger af' (Z,+,·) eI" f'uldstændigt undersø'gt i AG II,3 hvor det 

vistes., at de enten er isomorfier eller billedet er i.somorft med 

en ring (~ ,+,.) af restklasser af de hele tal modulo et naturm 

ligt tal m. I den foreliggende si tuation er muligheden m = 11 ude-

lukket, da det ville medføre e = nulelementet, og da endvidere 

nulreglen gælder i billedet (som jo er indeholdt i et legeme)' må 

m være et primtal p, men så er bille~et også et legeme (AG II,3,17) 

I det sidste tilf~lde er altså primlegemet isomorft med le

gemet af restklasser modu,lo et Erimtal p, og vi siger, at legemet 
-to y 

(L, +,.) haP karakteris,tik J2.. Der gælder pe = o, og derfoiVethvert 

a E L at pa = o (hvor pa er et element af formen a+8+ •• 0+a, p 

addender) • 

I det fØrste tilfælde er delringen is.omorf med (Z~+,·),og 

vi kan umiddelbart amvende en sætning foran (side 110), ifølge 

hvilken der må eksistere et primlegeme som er isomorft med brØk· ... 

legemet for (Z~+,·.·); altså er J?rimlegemet isomorft med (~'+2")Ø 

Vi siger, at legemet (L,+,-) har karakteristik O. 

Man bemærker, at i begge t.ilfælde er den nødvendige og til

strækkelige betingelse for at he = o at h er et mult.iplum af ka-

rakteristikken. 

Et endeligt legeme må have et endelig~ primlegem~,: så at 

karakteristikken for et endeligt legeme er et· primtal E-' Karak

teristikken for et uendeligt legeme kan man derimod ikke sige no-

get om. 

Det er f'oran vist, at i et ordnet legeme er etelementet po-

sitivt, hvoraf' ses., at afbildningen' he ~ h er en isomorf' afbild-
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ning af den ordnede mængde ({he1,<) på (~ == [h 1,<); dera~ ses, 

at ~or h > O er alle he > o, så at et ordnet legeme har kaE....~-

teristik O. Endvidere: primle~eme.t ~or et ordnet legeme er i:Eu:'

mor~t med det ordnede le8"eme (Q, + t· ,<), 0EC ordningen på priml,e.ge

met er bestemt entydigt.; det ~ølger umiddelbart a~ den tidligere 

sætning om det entydigt bestemte ordnede brØklegeme ~or en ordnet 

ring. 

Et ordnet legeme (L,+,· ,<) i hvilket primlegemet ligger 

overalt tæt kaldes o~te arkimedi~lC ordnet. A~ en sætning side 

1:4 ses umiddelbart, at ethvert arkimedisk ordnet...J~~~~·-

mutativt. 

N~dvendi~t og tilstrækkeligt ~or Illlt et ordn~_e~eme {IJ ?.i::L.-.t< ~ 

er arkimedisk ordnet er t at der til ethver~~os~~t a.E~ ~~Q~ 

...... o -i, ( et n E 1'1, fiffi n == e/n < a d.v.:.s. a.t.~lg.~n ~ .. ,·i!&H" k~--

ger:,er mod nul").Vi viser ~ørst nØdvendigheden: Hvis legemet er 

·-1 arkimedisk vil der mellem o og a ~indes et element mn fra prim--

legemet, og hvis m vælges posi ti v bliver n også pOlid t,i v, og s.å er 

o < n-i ~ mn-1 < a. Dernæst tilstrækkeligheden: Vi antager c < d, 

og skal vise, at der mellem dem ~indes et rationalt element mn-1 • 

Hvis: c < o < d er det klart op~yldt, og vi lean der~or (med even

tuelt ~ortegnsski~te) gerne antage~ at o < c < d. Vi vælger først 

n så n-i < d-C, og dernæst m som det mindste naturlige tal (eksi

sterende !) for hvilket m-i < (nc)-1 D så bliver (m-1,)n-i ~ c < mn-1 

(ses let at være Syldigt, Også selvom m == 1,), og ved a.t addere 

n-i < d-c til venstresiden ~ås den Ønskede dobbeltulighed 

c < mn-1 < d. Beviset har benyttet, at det rationale prim~egeme 
er kommutativt, men ~or selve legemet er ikke forudsat kommutati-

vi te t. Man ser, al.t den nævn te be tingeIse ~or arkimedi sk ordning 

også kan udtrykkes: Til ethvert a E L skal ~indes et n E N, så 

a < n. 
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Øvelser til § 2. 

1) Definer kompositioner + og .i en mængde af 4 elementer, så

ledes at der opstår et legeme. 

2) Vis, at en endelig halvgruppe er en gruppe. 

Vis, at en endelig ring hvori nulreglen gælder (f.eks. en 

integritetsring) er et legeme. 

3) Vis, at mængden af n x n-matricer over en ring med matrix

addition og matrixmultiplikation udgØr en ring. 

Vis, at mængden af n x n-matricer over R, og som har lutter O 

under diagonale~ med matrixaddition og matrixmultiplikation 

udgør en ring. Angiv for denne ring samtlige nilpotente ele

menter (et nilpotent element er et element a~ for hvilket 

der findes et n E N, så an = nulelementet). 

4) Vis, at i en vilkårlig ring vil dens centrum være en del

ring; ved c:;ntrum for ringen (M,+,·) forstås mængden af ele

menter x, for hvilke x • y = y • x for alle y E M. 

Vis, at i et vilkårligt legeme er centrum et dellegerne. 

5) på mængden N af naturlige tal defineres en komposition ved 

a * b = a + b + ab. 

Vis, at (N,*) er en kommutativ halvgruppe, som er isomorf 

med (M\~11,.). Bevis, at dens brØkgruppe er isomorf med 

(Q+,. ). 

6)Vis~ at såfremt (M~+,·) er et endeligt kommutativt legeme, 

hvis etelement betegnes e, så har produktet af alle de fra 

nul forskellige elementer altid værdien -e (for visse spe

cielle legemer er en særbetragtning eventuelt nødvendig). 
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7) Lad M være mængden af' kontinuerte f'unktioner x(t), som af'

bilder R ind i R og som kun er f'orskellige f'ra O på et en-

deligt interval o Vis, at M kan organiseres som en ring 

(H,+,*), idet vi som ringaddi tionen benytter sædvanlig ad-

dition, ·og som ringmultiplikationen benytter "f'oldningen" 

x * y(t) = r oox(t - s) y(s) ds. 
J 

Vis, at mængden af' lige f'unktioner indenf'or M udgør en del-

ring. 

Ef'tervis, at ringen (M,+,*) ikke har noget etelement e(t) 

(man kan f'.eks. vise, at hvis man def'inerer ket) = 1 på 

[-1,1] og ket) = O udenf'or dette interval (k(t) E!: M), så 

skulle 

= r
i 

e * ket) e(t - s) ds 
J -1 

være lig k( t), og heraf' udlede en modstrid)_" 

8) Lad (M,+,·) være en vilkårlig ring. på (2 x M) def'ineres 

kompositioner @ og ø ved 

(m,x) @ (n,y) = (m+n,x+y) 

(m,x) ø (n,y) = (mn, my + nx + x·y). 

Vis, at (2 x M,æ,ø) er en ring med etelement, og at den har 

en med (M,+,·) isomorf' delring. 

9) Lad (M,+,.) være en vilkårlig ring~ For dennes elementer 

def'ineres en ny komposition $ ved a $ b = a + b - ab. Vis; 

at kompositionen $ er associativ, og at der f'indes et ved 

kompositionen neutralt element. Vis, at ethvert nilpotent 

element i ringen har et med hensyn til $ inverst element; 

nilpotent er def'ineret i øv. 3. 
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10) Vis, at M = fr + sV2 I r,s E zl udgør en delring af' (R,+,.), 

og at dens brøklegeme er fr + sV2 I r,s E QJ. 

2s2 afbilder (M,.) homomorf't ind 

i (Z,.), og godtgør herved, at mængden af' de naturlige tal 

2 2 der kan skrives som r - 2s , 1)8 E Z, med multiplikation 

udgØr en halvgruppe. Er denne halvgruppe en ægte del af' N ? 

11) Lad der på en ret linie i planen være givet to punkter Po og 

Pi' og lad M være mængden af' reelle tal r, som er således 
~ ~ 

at r . P Pi = P P , hvor P kan konstrueres med passer og o o r r 

lineal udf'ra P og Pi' Vis, at (M,+,.) er et legeme. o. 

12) Lad (M,+,') være en (ikke-kommutativ) ring. Lad e være et 

venstre-etelement, hvormed menes,_ at e.a = a f'or alle a E M. 

Bevis, at dersom nulreglen gælder i ringen, da e~ e også et 

højre-etelement, d.v.s. at b.e = b f'or alle b E M. Gør rede. 

f'or, at dersom der f'indes netop eet venstre-etelement e, da 

kan man ikke deraf' slutte, at nulreglen gælder, men man kan 

ikke destomindre Slutte, at e også er højre-etelement. 

13) Lad (M,+,.) være en (ikke-kommutativ) ring med et et-element 

e. Lad x være et venstre-inverst element til a, d.v.s. at 

x.a = e. Vis, at dersom nulreglen gælder, eller dersom det 

blot er givet, a t x er det ene ste venstre-inverse til a, så 

er x også hØjre-invers til a, d.v.s. at a.x = e. 
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14) Halvgruppen (N,·) har brøkgruppen (Q+,~). Vis på grundlag 

af de naturlige tals egenskaber (men uden at benytte ringen 

(Z,+,o)), at halvgruppen (N,+) kan udvides til en kommutativ 

halvgruppe (Q+,+), således at multiplikationen i Q+ bliver 

distributiv med hensyn til +. 

15) Lad (M,-() være en totalt ordnet mængde, som hverken har et 

første eller et sidste element, men hvori enhver nedad begræn-

set delmængde har et fØrste og enhver opad begrænset delmæng

de har et sidste element~ Bevis, at (M,-<) er isomorf med (Z,<) 

1.6) Godtgør, at de komplexe tals legeme (C,+,~) ikke kan ordnes 

til et ordnet legeme. 

17) Vis, at i et legeme med karakteristik p gælder formlen 

(a + b)P = aP + b P • 

18) I mængden D = QxQ af par af rationale tal defineres kompos,i-

tionerne + og • ved 

Vis, at der herved fremkommer en kommutativ ring (D,+,~) med 

etelement og som har et med (Q,+,.) isomorft dellegerne. Iden

tificeres dette med Q, kan ethvert element i D skrives 

2 hvor p = (0,1), P = O. ( (D,+,·) kaldes: ringen af' duale tal). 

Vis., at der ved 
5. 

defineres en relation < på D, således a,t (D,+,·,<) er en ord-
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net ring. 

Vis, at (D,+,·,<) ikke e,r arkimedifSk ttrdnet. 

19) Vis, at matricerne (med komplexe elementer) 

( a + bi 
= l-c + di 

c + di, 

a - bi) 
a,b,c,d E ~ 

~ixad~ 
med ~ _ og matrixmultiplikation udgør en ikke-kommutativ 

ring med etelement e, og i hvilken ethvert element f'orskelligt 

f'ra nulelementet har et inverst, altså et ikke-kommutativt le-

gerne. 

Angiv legemets, primlegeme ('Ig dets centrum (se def. i øv.4). 

Angiv 3 f'orskellige elementer, hvis kvadrat er -ej kan legemet 

ordnes? 
4 Idet K kan angives ved talsættet (a"b,c,d) E Q , viser øvel-

sen, at 0.4 på en ikke triviel måde kan organiseres som en 
Jkke-kommutativt/ 

ring, og endda som etVlegeme (legemet at' "kvaternioner"; i 

st.f. Q kunne også være benyttet ~). 

20) Lad (G,$) v.ære en vilkårlig kommutativ gruppe, og lad M være 

mængden af homomorfier af (G,$) ind i sig selv ("endomorfier tl 

af (G,$)). Til f,g E M definere$ en afbildning f + g af G ind 

på sig selv ved (f + g)(x) = f(x) $ g(x), x E G; via, at der 

herved er defineret, en komposition indenfor M. Til f',g E M 

defineres, endvidere en afbildning f· g af G indpå ~dg selv ved 

(f'.g) (x) = f(g(x)), x E G; vis, at de,r også herved er define-

ret en komposition indenfor M. Vis, at (M,+,·) er en ring, 

kaldet "endomorfiringen" for (G,$). Vis, at endomorfiringen f'or 

gruppen (Z,+) er isomorf med (Z,+,·). Lad(G,$) være en trans

formationsgruppe af 4. orden, bestående af' de fire afbildninger 

af planen E2 på sig selv 

g1: (x,y) ~ (x,y), 

g2.: (x,y) ~ (-x,y). 
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21. 

g3: (x,y) ~ (-x,-y), 

g4: (x,y) ~ (x,-y); 

find antallet af elementer i endomorfiringen for (G,$), og 

vis, at ringen ikke er kommutativ og at nulreglen ikke gæl-

der. 

Lad (A,+,., <) være en ordnet ring, og lad B være en delri.ll;g 

af den
e 

Vi siger, at x E.LA er uendelig stor rela ti vt til B, 

hvis .det for alle y E B gælder, at I yl < lxi. Vis, at mæng

den af de x E A som ikke er uendelig store relativt til B 

udgør en Delring C af (A,+,·,<), og at B ~ C. 

Vis, at i en kommutativ ring (A,+,',<) vil de nilpotente ele

menter udgøre en delring B, og at x E A\B medfØrer at x er 

uendelig stor relativt til B (nilpotent defineret i øv.3)o 

22. Vis ved den almindelige homomorfi sætning, at hvis f og g er 

to forskellige homomorfe afbildninger af en mængde med kom

positionsforskrifter, og f(x) = f(Y) ~ g(x) = g(y), så kan 

g skrives på formen g ~ ep o f, hvor <p er en homomorfi, hvi s 

definitionsmængde og værdimængde Ønskes angivet. 
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!Flk~ejl og rettelser til AT § 20 

Side 1 linie 7-8 ~.n. "og denne ••• tom, da" udgår. 

6 

6 

7 

8 

8 

8 

8 

9-10 

11 

18 

19 

19 

20 

Øvelse 17 

19 

7 f.o. tilfØJ "Af definitionen ses let, at rela-

5 f.n, 

6 ~.o. 

3 f·.o. 

3 ~.o. 

10 f.o. 

10 f.o. 

11 f.n. 

12 f.o .. 

14 f.o. 

10 f.o. 

tionen -< er irreflexiv, total, asymme-

trisk og transitiv; lad os f.eks. bevise 

-1 -1 det fØrste: an = bn ~ a = b, så at 

hverken a < b eller a.) b 9 og derfor hver

ken an-1 -< bn-1 eller an-1 >- bn-1 • Den er 

derfor brugbar som ordningsrelation. 

for "voksende il læs "aftagende". 

"kommer" 

"M II 
+ 

"M II 

"negativt" 

"posi ti vt" 

"fremkommer". 

"M+ur ol"· 
1'M_Ur 01 II. 

"ikke-posi ti vt". 

"ikke-negativt". 

"og denø .. tom, da" "i hvert fald" udgår. 

tilfØj "så at vi kan identJficere D. med O". 

for "en" læs "uden". 

"I det sidste" "I dette". 

III det fØrste tilfældelI - III isomorfi-

tilfældet". 

tilfØj "Da karakteristikken af et ordnet 

legeme er O, er primlegemet isomorft med 

(~,+,. ,<)". 

tilfØj "kommutativt". 

tilfØj tI K II til venstre udfor matricen. 
= 
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§ 3·. Idealer .• --
, 

Lad (M"." ••• ) være en mængde med komposi tioner, mindst eng 

og således at (M,*) er en gruppe. Ved en homomorf afbildning ~ 

bliver (M.,., ••• ) overført i et billede (L,o, ••.• ) med ligeså man

ge kompositioner, og således at (L,o) er en gruppe. 

Ifølge den almindelige homomorfisætning (§2,2) er ~ bestemt 

entydigt pånærisomorfi i billedet ved den tilsvarende ækvivalens'" 

. re la tion tV, som er således beskaffen, a t x IV y er ensbetydende 

med at ~(x) = ~(y). Men denne ækvivalensrelation er for givet 

(M,. , ••• ) bes temt ved den delmængde I af M, som ved afbildningen 

føres over i det neutrale element eL i gruppen (L,o), altså ved 

I = ~-i(eL). Thi vi får x ~ y hvis og kun hvis x * y-i E I g da 

dette jo betydeF, at ~(x • y-i) = eL ~ 9(X) = ~(y). 

Vi har altså sætningen; For en given mængde med kompositio

ner (M,., .. • 1, hvor M med den fØrst noterede kom!,osi tion * udgØÆ .... 
en gruEEe1 er en homomorf af'bildnin~ p bestemt entydigt ~§nær 

isomorfi i billedet ved den delmæne:de I af MJ som ved homomorfien 

~verføres i det neutrale element i den gruPEe, som er billede~ 

(M,.). Denne delmængde I betegnes som homomorfiens kerne, og den 

pånær isomorfi entydigt bestemte billedstruktur (LpO, ••• ) skrives 

(M,., ••• )/I, og betegnes som den kvotientstruktur eller ~~

struktur der fremgår af (M,*, ••• ) ved en afbildning med I som 

kerne" 

Hvis M har et endeligt elementantal mi så må I også have et 

endeligt elementantal i" og da x ,'" X o hvis c;'g kun hvis x = X o * z, 

hvor z, kan gennemløBe I, ser m~, at enhver a~ ækvivalensklasser-

ne i M indeholder i elementer, og antallet. af ækvivalensklasser 

lig antallet af elementer i kvotientstrukturen bliver derfor lig 

m/i. 
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Heraf fremgår bl.a. at I ikke kan være en vilkårlig delmæng

de af M (idet i skal gå OQ i m), men man har jo også, at den nØd

vendige og tilstrækkelige betingelse for at en delmængde I af M 

kan være kerne for en homomorf afbildning af (M,*, .•• ) er, at den 

rela tion "", som defineres ved a t x IV y *l> X * Y -1 E I, skal være 

en ækvivalensrelation Qå M og harmonerende med samtlige forekom-

mende komQositioner. 

, 
Lad os fØrst betragte situationen hvis der kun er en komQo-

sition, d.v.s. hvis der blot er givet en gruQQe (M,·), i hvilken 

vi nu benytter sædvanlig mUltiQlikativ skrivemåde. For det fØrste 

skal relationen,.., være en ækvivalensrelation, d.v.s. den skal væ-

re 

reflexiv, hvilket medfØrer -1 etelementet E I, xx = 
symmetrisk, -1 

E I "* 
-1 

E I., •• • • xy yx 

transitiv, -1 
E I /\ 

-1 I=*, xz-1'E I, • • • • xy yz E 

og man ser, at disse krav netoQ udtrykker, at I er en undergruQQe 

i (M'·)8 For det andet skal den harmonere med multiQlikationen, 

hvilket betyder, at 

vi mætter x = iy og xi = il, Y1' hvor i, i 1 E I, og så fås ved ind

sættelse i betingelsens højreside, at iYi1Y1Iy~1y-1 E I skal gæl

de for alle valg af disse elementer, men det simplificeres jo u

middelbart til at Yi
1

y-1 E I altid skal gælde, og det er netoQ 

betingelsen for at I er en normal undergruQQe i (M,') (AG 11,2,1,8), 

Vi har dermed reQeteret beviset for de bekendte sætninger om at 

i en gru~Qe (M,') er de d~lmængder af M som kan være kerne ved en 

homomorfi af gruQQen netop de normale undergrupper i CMz ' ). Denne 

karakterisering kunne altså være benyttet som definition af "nor-

mal undergruQQe". 
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Eksempel: I et sædvanligt3-dimensionalt euklidisk rum ud-

gør de ortogonale afbildninger at' ru~e,t på sig selv med fas,t

holdt begyndelsespunkt (ortogonale m.h.t. afstandskv,adratet, 

d.v.s~ afstandsbevarende) en ikke-kommutativ gruppe. De egentlig 

ortogonale afbildninger (detS = +1, de .orienteringsbeveæende) ud-=. . 

gør en undergruppe hvis index er lig 2, og som er en normal under

gruppe. Den er kerne ved en homomorfi, ved hvilken gruppen afbil

des på en kvotientgruppe med 2 elementer, nemlig et neutralele-, 

ment som er billede af ækvivalensklassen bestående af de oriente'" 

ringsbevarende afbildninger, og et andet element som er billede 

af ækvivalensklassen af de orienteringsændrende afbildninger 

(detg = -1). 

Vi skal nu betragte situationen, hvor en ring (M,+,') af

bildes homomorft. De delmængder I af M som kan være kerne f'or 

en homomorf afbildning af ringen kaldes idealer i ringen. 

Enhver ring indeholder to trivielle idealer. Det ene er M 

selv, som er kerne for en afbildning, ved hvilken ringen afbil

des på en (udartet) ring bestående af et element. Det andet er 

nulidealet fol, som er kerne for en afbildning hvor enhver af 

de tilsvarende ækvivalensklasser består af et element, altså en 

bijektiv homomorfi, d.v.s. en isomorfi. 

NØdvendigt og tilstrækkeligt for at en delmængde I af en 

ri~J?i (M,+,') er et ideal er 2 at fØlgende to betingelser er op

fyldt: ' 

Id 1 : I er en undergr1!Ppe i ringens additive gruppe (M g +2. 
Id 2: For a € I og x € M skal axog xa be~ge tilhØre I. 

Man bemærker~ at for kommutative ringe er ax = xa, så at man 

for kommutative ringe kan nøjes med at nævne det ene af de to 

krav i Id2. 
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FØrst v,ises nødvendigheden: Id1 er nødvendig, fordi I speci

elt skal være kerne for en homomorf afbildning af gruppen (M,+), 

og derfor skal være (normal) undergruppe i (M,+).Idet homomorfien 

kaldes ep ses nødvendigheden af Id2 af at ep(a) ~ O ~ ep(ax) 

= ep(a) ep(x) = O A ep(xa) = ep(x) ep(a) = O. 

For at vise tilstrækkeligheden kan vi betragte den relation 

tv som defineres_ ved a tv a i <==} ai-a:. E: I. Når I er undergruppe i. 

(M,+), normal fordi (M,+) er kommutativ, så er tv en ækvivalens-

relation som harmonerer med gruppekompositionen +, hvilket blev 

vist i underSØgelsen nvenfor af homomorfi af en gruppe, og vi 

mangler blot at vise, at tv harmonerer med'; vi skal altså vise, 

at a tv ai A b tv bi ~ ab tv a i b 1 , men det er klart, thi når 

a i -a E: I A b 1-b E: I, så vil ifølge Id2 også (ai -a)b1 og a(b1-b) 

tilhØre I, og derfor også ifølge Id1 . deres sum, som bliver a1 bi-ab, 

tilhØre le Dermed er eftervist, at Idi og Id2 karaktiserer idealer-

ne. 

Af betingelserne ses umiddelbart, at ethvert ideal er en del

ring af (M,+,·). Det omvendte gælde]" ikke, f·.eks. viser Id2 a,t et 

Ideal som indeholder etelementet e er lig hele Mj men det gælder 

ikke almindeligt, at hvis en delring indeholder e, så er den lig 

hele M. F.eks. har (Q,+,.) den ægte delring (2;,+,.) som indeholder 

etelementet, og (Z,+,·) er altså ikke noget ideal i (Q,+,.). 

Der gælder: Fællesmængden for (endelig eller uendelig mange) 

idealer i en ring er et ideal i ringen. Det kan vises ved at be

nytte Idi og Id2j simplest ses det dog ved at bemærke, at hvis der 

på en mængde med kompositioner (M,*, ••• ) er givet en samling ækvi-

valensrelationer harmonerende med kompositionerne, så vil den rela-

tion tv der defineres ved x tv y hvis og kun hvis x og y er ækviva-

lente ved alle de givne relationer, også være en ækvivalensrelation 

som harmonerer' med alle kompositionerne; kernen svarende til tv er 
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netop fællesmængden af kernerne svarende til de givne relationer. 

~en surie~tiv ,homomorfi gi' en ,ring vil et ideal i rin,~~ 

afbildefBl J?å et ideal:i billedringen. Bevis: Lad lp være en homo

morfi som afbilder ringen (M,+,.), og lad r ~ M opfylde rD1 og 

rd2~ Da vil <per) indenfor <p(M) opfylde rdi. (fordi en lttUrjektiv 

homomorfi afbilder uhdergruppe på undergruppe), og den vil op

fylde rd2 (fordi b = ~(a), a E.: r og y = <p(x), x E.: M givei> 

by = <p(a).<p(x) = <p(ax) E.: <p(r), og analogt sefBl at yb E.: <p(r))" 

Eksempel på ideal: Mængden af kontinuerte reelle funktioner 

x = x(t) på intervallet, [0,1IJ er med de sædvanlige kompositioner 

x+y = x(t)+y(t) og x.y = x(t).y(t) en ring (M,+,.). Mængden 

fxlx(o) = Ojer et ideal i ringen, thi det er kerne for afbild-

ningen x ~ x(O), ved hvilken (M,+,.) afbildea homomorft på 

(1<,+,.). 

Eksempel på ideal: Ringen (~,+,.) betragtes. r AG rr,3 er 

det vist, at udover identiteten er samtlige homomorfe afbildninger 

af (Z,+,_) netop afbildningerne på restklaaseringene (Zm'+;·). Den 

tilsvarende kerne er mængden af multipla af mØ Bortset fra nul

idealet fOl er et ideal i (Z,+,.) altså netop mængden af' multipla 

af' et næiturligt tal m. Fællesmængden for idealerne svarende til 

m = 2 og m = 5 er idealet svarende til m = 10. Ved en homomorf 

afbildning af Z på Z6, vil idealet bestående., sæ allIe multipla af 

9 afbildes: på reatklas:aerne med repræsentanter O og 3, og disse 

to restklasser udgØr et ideal i ~6' nemlig kerne for en afbild

ning ved hvilken ~6 afbildes på ~3· 

Ved et Qrimid~ forstås et ideal r, som er således beskaf

fent, at ab E.: r '* a E.: r v b E: r. 1 en ring~+9') er et ideal r 

et 12.rimideal hvis og kun hvis.nulreglen gælder i kvotientrin~ 

(M~+2- )Lr. Det er klart, for lad <p være en homomorfi som ha~ r 
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som kerne, så udtrykker betingelsen jo bl<?t at 

q>(ab) = O ~ q>(a) = O v <pep) = Q. Eksempel! I (z,+,~') er de ikke

tri vielIe pJ?imidealer _ af formen I = ~ mul tipla af p l hvor p er 

et primtal, svarende til at nulreglen gælder. i restk13sseringene 

(Zp ,+,.-) .-

Ved et maximallde~ forstås et ideal som ved inkluEiionsord'" 

ningen er maximalt blandt de ægte delidealer •. Anderiedes beSkre-

vet vil I være et maximalideal i ringen M hvis og kun hvis I c M 

og der ikke findes noget ideal Io så I c Io c M~ 

Der gælder den vigtige sætning: Når 1M, + ,.::1 5:r en lt0mmu tatll 

ring med et etelement,. så vil en kvotietlJE.ing (M .-+ 2·' ~LI være et 

legeme hvis og kun hvis I er maximalideal i riusen .. 

Bevi s: Lad I være kerne for homomorfi en <p o Når (M, + , •. ) er 

kommutativ og har et etelelement, så vil kvotientringen have de 

samme egenskaber. Hvis I er et maximalideal, så vil det for ethvert 

a E M\I gælde, ~i'.t ~ma+i I m E M A i E Il er lig hele M, thi denne 

mængde ses' æt opfylde Id1 og Id2 og er derfor et ideal ~ og den 

indeholder I (nemlig for m = O) og den indeholder mere (nemlig i 

hvert fald a, s:om fås for i = O og m = etelementet)j dette betyder, 

at for et vilkårligt <p(a) t O og et vilkårligt ~(b) E q>(M) findes 

et m så b = ma+i, hvoraf' fås <peb) = <p(ma+i) = ~(m)<p(a), så at 

for <p(a) + O er division med <p(a) altid mulig indenfor <p(M). I 

dette tilfælde er kvotientringen altså et legeme, da den har mere 

end et element (fordi I er en ægte del af M). Hvis I er lig hele 

M består kvotientringen kun af et element, og er altså ikke noget 

legeme. Hvi~ endelig I ikke er maximalideal fordi der findes et 

ideal Io, hvor I c Io c M, så kan vi vælge et a. E 1
0
\1, og så 

bliver ~ ma+i I m E M /\ i E Il åbenbart et delideal af Io; for 

b El: I gælder al tså for alle m, at b-ma El: I, så a t o 
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~(b-ma) = ~(b)~(m)~(a) t O for alle ~(m), hvilket viser, at i 

dette tilfælde er division med ~(a) ikke alt&d mulig, til trods 

for aet ~(a) t O; i dette tilfælde er ;f>(M) altså ikke et legeme. 

Sætningen er dermed bevist. 
I, 

" 

Hvis (M,+,.) er en kommut@-.tiv rin~ med etel.~ment vil det samme 

gælde for billedringen~ og de foregående sætninger' viser så, at 

kvotientringen (M,+,. )/r er en integritetsring netop når r er 

primideal, og den er et legeme netop når r er maximalideal. Da et 

kommutativt legeme er en integritetsring ses, at under de nævnte 

forudsætninger vil ethvert maximalideal være et primideal(men det -- ----
omvendte gælder ikke). Som eksempel kan man betragte ringen Z x Z 

af talpar a = (ai ,a2) med komposi tionerne a+b = (ai +b1 ,a2+b2) og 

ab ;:: (ai bi ,a2h 2); den er kommutativ og har etelelementet (1,11) 8 

Mæ~den af talpar hvori a
1 

= O udgør et primideal i den, og den 

tilsvarende kvotientring er isomorf med 1ntegritetsringen (Z,+,.) 

(nemlig med ringen dannet af førstekomponenterne a1 ). Det er ikke 

noget maximalideal da der findes større idealer, f.eks. vil for 

ethvert m E N mængden af talpar hvori a1 blot er delelig med m 

udgøre et ideal, og den tilsvarende kvotientring er isomorf med 

(Zm'+'.); hvis m er et primtal p findes der ikke noget større ægte 

delideal i Z x Z, og så har vi et maximalideal (som også er primi-: 

deal) og den tilsvarende kvotientring ermomorf med legemet 

(z ,+,.). 
P 
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I en ~utativ_~ing med etelemept vil vi ved det af elemep

tet a frembragtehoved-ideal (a) forSJtå mængden af multipla af 8, 

altså mængden af elementer b som kan skrives b = ax med et x E 

ringen; denne mængde ses at være et ide8il idet den opfylder Id1 

og Id2; og den er netop det mindste ideal som indeholder a. At b 

er et multiplum af a ud tr yklc e s ved skrivemåde alb (læs I'§. går: op 

i bil j' ved betegnelsens anvendelse bØr man naturligvis undgå for·~ 

vekslingsmuligheder med prædikatstregen i mængdeklammer), og så 

er altså (a) lig mængden af elementer b, hvor a I b. (Man kan i .en 

vilkårlig ring definere et hovedideal (a) som det mindste ideal 

der indeholder a, men må så blot være opmærksom på, at hvis der 

ikke findea et etelement vil a ikke være et multiplum af sig selv, 

og manglende kommutativitet vil også give vanskeligheder.) 

Ved en hovedidealring forstås en integritetsring, i hvilken 

ethvert ideal er et hovedidealo Et eksempel er (2,+,.), se side 

5; nulidealet ~01 er trivielt lig (o). 

I en hovedidealEing er altså afbildningen ~ : a ~ (a) en 

surjektiv afbildning af M på mængden af idealerne i M. Da 

alb A bic ~ alc (gå-op-relationen er transitiv;) vil 

alb ~ (a) ~ (b), og omvendt giver (a) ~ (b) at b E (a), altså at 

alb.'Vi har altså at alb er en§~etydende med (a)_~ (b2. 

I den resterende del af denne paragraf skal vi interessere 

os for den multiplikative struktur af en hovedidealring (M,+,.), 

altså strukturen (M\~Ol,~), idet vi ser bort fra det i denne 

forbindelse interesseløae nulelement •. 

Afbildningen ~ er ikke injektiv, idet vi får (a) = (b) 

hviso~ kun hvis a/b Abta,hvil~\.ru ses at være ensbety~ende med 

at a = br,; hvor r er et regulært eJ.;ement~ -Elementer a og b" som 

er forbundet på denne måde kaldes associered~,og de f'rembriItceer 
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altså det samme hovedideal. Associeret-relationen er åbenbart en 

ækvivalensrelation. I AG II,2~2 er det vist, at mængden a~ regu

lære elementer udgør en gruppe, som ses at være den største under

gruppe i halvgruppen (M\~ 01,.), og ækvivaJe nsklasserne af' associe

rede ses netop at være sideklasserne til denne undergrupJ;le o Asso~ .. 

cierede elementer har de s~mme multipla, da de frembringer samme 

hovedideal, og de har også de samme divisorer, for da de gensi

digt går op i hinanden vil alt hvad der går op i det ene af dem 

også gå op i det andet; de forholder sig altså ens m.h.t. delelig

hedsegenskaber. Som eksemJ;lel er i (Z,+,.) mængden af regulære ele

menter lig f11,-1J, og et J;lar fa,-aJ udgØr en klasse af associerede, 

og det,at man ved en undersøgelse af de hele tals multiJ;llikative 

struktur betragter en sådan klasse under et betyder, at man "ser 

bort fra fortegnet". 

Idealet (a) er en ægte del af (b) hvis og kun hvis a = bc, 

hvor c er et ikke-regulært element, og sJ;lecielt vil ethvert ægte 

delideal af M være frembragt af en klasse ikke-regulære elemen

ter. Det fØlger umiddelbart af det foregående. Et ikke-regulært 

a kaldes reducibelt hvis det kan skrives som produkt a = bc af to 

ikke-regulære elementer, og i modsat fald kaldes det 1Ereducibelt, 

og af det foregående fremgår, at a er' irreducibel netoE, ..!1år Ca) er 

et maximalideal. Eksempel: Indenfor hovedidealringen (~,+,.) er de 

irreducible elementer netop ~ p, hvor p er Erimtal, og de red~

cible er ! m, hvor m er et sammens§~ tal. 

Ethvert primideal i en hovedidealring er et maximalideal el

ler et af de trivielle ideale~. Bevis: Et ideal frembragt af et 

regulært element er hele M, som trivielt er primideal. Et ideal 

frembragt af O er nulidealet, som er primideal ifølge nulreglen. 

Et ideal frembragt af et irreducibelt element er maximalideal, og 
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derfor primideal (se side 7). Endelig er et ideal frembragt af et 

redueibelt element a = be, hvor b og e er ikke-regulære, ikke 

maximalideal, men det er heller ikke primideal, thi det indehol-

der a uden at indeholde nogen af faktorerne b eller e. 

Af sætningen følger umiddelbart, at ~ en hov~~~alring 

~ildes homomorft,_wn ikk~~orftl ind i en integri t~~sring, 

og billedEinge~~~~_end et eleme~i~så ~r de~et l~geme. Thi 

da hovedidealringen er kommutativ og har etelement, gælder det 

samme for billedringen, og når billedet ligger i en integritets-

ring gælder nulreglen også; billedet er derfor selv en integri-

tetsring. Men så er afbildningens- kerne et primideal, og idet de 

to trivielle muligheder for dette er udelukket, må det være et 

maximalideal, og billedet er derfor et legeme. Trivielt eksempel: 

Hovedidealringen (Z,+,.) afbildes homomorft, og når de to trivi-' 

elle muligheder udelukkes, bliver billedet en restklassering 

(Zm'+'·) hvor m > 1; hvis billedet skal ligge i en integritets

ring må nulreglen gælde~ og så må m være primtal, men så er bil

ledet også et legeme (Z ,+,.)n p 

En hovedidealring har to vigtige egenskaber: Den opstigende 

kædes egenskal':.:' og fællesrnålsegenskaben. 

Den 0~sti8ende kædes egenskab: En følge af idealer 

It ~ I" ~ ••• ~ I(n) ~ •• G ~luttelig stationær, d.v.s. at 

fra, et vist trin er idealerne ens. 

Bevis: Vi skal fØrst vise, at I = U I(j) er et ideal, og det 

gøres let ved at eftervise Id1 og Id2: når x,y E I vil der til

strækkelig langt fremme i kæden findes) et I (n) som de begge til

hører, men så vil deres sum også tilhØre I(n) og dermed I; når 

x E I vil det tilhøre et I(n), og så vil alle multipla af x til-



( 

Mat. 2, 1966-67 

hØre ren) og dermed r. Men når r er et ideal i en hovedidealring 

er det mængden af' multipla af' et f'rembringerelement a, og blandt 

disse f'orekommer a selv, o.g der findes altså et k, så a E r(k)? 

men så vil o.gså r = (a) ~ r(k) g og idealerne i kæden er altså ens 

fra o.g med r(k). 

Oversættes idealinklusio.Aen til gå,,;op-relattio.nen udsiger 
',', ".,": , ," """', " ,'", J' ',' ,," 

egenskaben: IJv;!:,s1i1arr å:e~;ho.vedide§,ltJ.n@,lhår. etn J'ø..lge af,~lemen-

,te1?ri HV6,f etliveJ:' t går op :i: .d~t fo~egå~na$" ,sg !e~.1~~ et y:i;'st trin 

a=L1Et, elE)men terneåf3soci ere.,9-~. 

Lad os betragte et ikke~regulært elefuent. Enten er det 

irreducibelt~ elier også kan det skrives So.m produkt af to. ikke-
, 

regulære; lad o.s betragte en af disse, enten er den irreducibe~; 

eller o.gså kan den skriveS so.m pro.dukt af to. ikke-regulære; lad 

o.s betragte en af disse; b.s,v,' Ifølge kædeegenskaben må pro.-

cesaten standse, hvilket kun kan ske ved a.t vi har mød t en irredu-

cibel fakto.r, og ethvert ikke-regulært element er altså deleligt 

med en sådan. Lad o.s så gentage pro.cessen, men således at vi 

fØrst uddrager den irreducible fakto.r, dernæst igen en irredu-

cibel fakto.ro..s.v., o.g ifølge kædeegenskaben må pro.cessen igen 

standse. Dermed har vi vist, at i en ho.vedidealringkanethvert 

element so.m ikke er O eller re~lært skrives so.m et pro.dukt (med 

1 eller flere faktorer} af irreducible. l\nvendt på (Z,+,-) viser 

det.L, a t ethvert f'ra O fo.rske,lligt hel t tal kan skrives so.m j: ~ 

pro.dukt (med O eJler 1 ell~lere fakto.rer) af primtal. 

FællesmålseEenskaben: Til to. elementer a o.g b-findes altid 

et d (kaldet et "største fælles mål fo.r a o.g bil), så f'o.r all~ 

gælder 

c I a A c I b ~ c I d, 

o.g mængden af de d so.m o.pfylder betingelsen ud8~r en klasse af 
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associerede. Egenskaben udsiger altså, at mængden af fælles divi

sorer ("mål", et udtryk fra Euklid) for a og b netop er samtlige 

divisorer i et vist d (som selv er fælles divisor, og en "største" 

i en ved gå-op-relationen defineret partiel ordning). 

Oversættes gå-op-relationen til idealinklusion udsiger egen

skaben: Til to idealer (a) og (b) findes netop et ideal (d), så 

(c) ~ (a) A (c) ~ (b) ~ (c) ~ (d). Så er beviset trivielt, idet 

vi som (d) blot benytter fællesmængden for de idealer (c) der 

indeholder både (a) og (b), thi ifølge en tidligere sætning (side 

4) er denne fællesmængde selvet ideal. 

Idealet (d) er det mindste ideal som indeholder idealerne 

(a) og (b), hvilket ses at være ensbetydende med, at det er det 

mindste ideal, som indeholder elementerne a og b, og i analogi 

med hovedidealbetegnelsen skriver man nu (d) = (a,b). Man tillader 

sig dog ofte også at lade betegnelsen (a,b) stå for et vilkårligt 

frembringerelement d for dette ideal, med andre ord: (a,b) kan 

stå for et - pånær associering entydig bestemt - største fælles 

mål for a og b. Indenfor (~,+, .. ) skrives f.eks. (-6,9) = 3. 

MuI"tiJ2likation er distributiv m.h.~. (B:,b)-dannelse, hvormed 

vi mener, at (ma,mb) = m(atEl. Lad os betegne (a,b) som d og 

(ma,mh) som D. Da d går op i a og b, vil md gå op i ma og mb, og 

er altså en fælles divisor for dem, og ifølge fællesrnålsegenskaben 

vil md gå op i D, så at D kan skrives som mdx. Når mdx går op i 

ma vil dx gå op i a, og analogt ses, at dx gå~ op i b, hvorefter 

fællesrnålsegenskaben viser, at dx går op i d. Altså er x regulær, 

så at D og md er "associerede, hvilket skulle vises. 

Dersom clabÅ da kan c skrives på formen c= fg, hvor fla~g 

slE. Vi vælger f = (a,c), hvormed er opnået at fia, og da flc kan c 

skrives på formen fgø Da c = fg er divisor i ab, og desuden er 

divisor i cb (trivielt), vil ifølge fællesrnålsegenskaben 
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fgl(ab,cb) = (a,c)b = fb, hvoraf ses, at gib, hvormed påstanden 

er vist. Dersom c går op i et produkt af t faktorer, da kan c 

skrives på formen c1c2 °·.ct ' hvor c1 går op i den fØrste af fak-

er det muligt at foretage en videreo~IØsning af faktorerne Eå begge 

sider af lighedsteg~, lndtil man opnår, at der står de samme fak-

torer Eå begge si9-~; det ses, idet 1I\an fØrst opløser c1 i t fakto

rer som hver går op i et a, så bortforkorter disse faktorer, der-

næst behandler c2 på s~mme måde, o.s.v. Specielt følger heraf, at 

hvis to produkter af irreducible elementer har den samme værdi, så 

må de - bortset fra associering - bestå af de samme faktorer. 

Kombineres dette resultat med slutkonsekvensen af den opstigen-

de kædes egenskab, får man hovedsætningen: 

1-en hovedidealring kan ethvert element~ som ikke er O eller 

~lært, skrives som produkt imed 1 ell~flere faktorer) af irre

Q!!9.~e Og denne produktfrems};illing ~r entydig, bortset- fra fak

torernes rækkeføl~, og bo~set fra associering. 

Hvis man betragter de positive elementer i hovedidealringen 

(Z,+,.) er de irreducible netop primtallene, og man får den så-

kaldte talteoriens ho~ætning: Ethyert naturligt ~al kan, o~ bort

set fra faktorernes rækkefølge kun på en måde, ~rive§ som Qrodukt 

{med O eller 1 eller fl~ faktorer) a~rimtal. 

Hvis det samme irreducible element forekommer, flere gange,eller 

blot nogle associerede, i en sådan produktfremstilling, kan det 

samles til en potens, evt. multipliceret med et regulært, og for et 

vilkårligt element a (ikke O eller regulært) får vi en fremstilling 

cible og exponenterne a. er naturlige tal. I denne fremstilling kan 
J 
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man gerne formelt tilføje O-te potenser af andre irreducible. Hvis 

man har to elementer a og c kan man på denne måde udtrykke dem ved 

potenser af de samme irreducible Pi'·'· 'Ps' og lad exponenterne 

hedde hhv. a1 ,··· og Y1"" ~ En nødvendig og tilstrækkelig beting

else for at cia bliver så, at man for alle par af tilsvarende ex-

Ponenter har y. < a .. 
J = J 

Hvis man har to elementer a og b, og de er fremstillet på den 

nævnte måde med exponenterne hhv. a1 ,··· og ~1"'" så følger af 

det ovenstående, at et "største" fællesmål d = (a,b) for dem er 

givet ved d = PiOi •• 'PSOs, hvor O. = minfa .,~. J, og et "mindste lf 

J J J 

fælles multiplum af dem er givet ved f = Pi ~1···ps~s, hvor 

~. = maxfa .,~.J. Da minfa,~J + max!a,~l= a +~, bliver 
J J J 

duktet af to el~menter er lig produktet af en "største" fælles di

visor og et "mind,!3te tt fæ;!-les multi~~ for dem. 

Som tidligere antydet refererer gloserne "største" og "mindste" 

til den partielle ordning som defineres ved gå-op-relationen; 

indenfor de naturlige tal vil alb imidlertid medfØre a ~ b, og i 

dette talområde bliver der derfor virkelig tale om største fælles 

divisor og mindste fælles ~ultiplum ved den sædvanlige størrelses-

ordning. Eksistensen af et "største tl fællesmål og et "mindste tl fæl-

les multiplum for to elementer (og dermed for et vilkårligt ende

ligt antal) betyder, at der for en mængde af to (eller blot ende-

lig mange) elementer i en hovedidealring vil findes både en nedre 

grænse og en Øvre grænse i den ved gå-op-relationen definerede par-

tielIe ordning. Noget sådant gælder ikke i almindelighed ved en 

partiel ordning (AG 1,5,26-28). 



( 

( , 
l 

Mat. 2, 1967-68 AT 3.15 

Vi kan ~å karakteristiske eksempler ved at betragte et par 

delringe a~ de komplexe tals legeme (C,+,.): 

Ved Gauss' ring (Gauss 1777-1855) ~orstås mængden Z[iJ = - -
[a+ibla,b E Z}. I det sædvanlige Wessel-diagram er det geometriske 

billede a~ Z[i] mængden Z x Z af gitterpunkter med heltallige 

koo~dihater. Hvis to elementer tilhØrer Z[iJ, vil både deres sum 

og de~es.. -produkt atter tilhØre Z[iJ, hvilket viser, at zl:1.J er en 

delring a~ (C,+,.); da den indeholder tallet 1 er den en integri~ 

tetsring, For de komplexe tal og deres numeriske værdi er som be~ 

kendt a~ildningen x ~ lxi en h6momor~ a~ildning a~ (C,.) ind i 

(~,.). Af Wessel-diagrammet er det klart, at de ~raO ~orskellige 

elementer af ~[i] alle har en numerisk værdi som er større end 

eller lig 1, og den er kun lig 1 ~or elementerne +1 ,-1~i,-i; 

disse ~ire er regulære, og der kan ikke være andre regulære, da 

et produkt hvori et andet element indgår får en numerisk værdi~ 

som er større end 1. Vi skal nu vise, at Z[i] er en hoveaideal

ring: Lad I være et egentligt ideal i den, og lad d ~ O være et 

element ~ra I med minimal numerisk vwrdi; et sådant eksisterer 

åbenbart (Wessel-diagrammet :). Lad c være et vilkårligt element 

E I, så vil vi vise, at c er et multiplum a~ d, hvora~ følger, at 

I netop er hovedidealet (d). Vi har cd-1 E C, og antages, at 

cd-1 ~ Z[i] ~indes der et ~ E Z[i], så O < Icd-1_~1 ~ 1/v2 < 1 

(Wesseldiagrammet l), hvora~ ~ølger, at 0< Ic-~dl < Idl, hvilket 

strider mod at c-fd ifØlge betingelserne Id1 og Id2 også tilhØrer 

I, samtidig med at d havde minimal numerisk værdi. Dermed er vist, 

at Gauss' ring er en hovedidealrigg. En klasse associerede i 

Z[iJ består a~ fire elementer, ~.eks.[:(3+i),~(1-3i)1. Elementet 

3+i er reducibelt, da 3+i = (1+i)(2-i). Elementet 2-i er irredu-
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cibelt, for dets numeriske værdi er /5~ og hvis det var reducibelt 

skulle det være produkt af to elementer, hvis numeriske værdi lå 

mellem 1 og /5, og det er åbenbart umuligt. 

Vi kan let angive en analog ring, som ikke er hovedidealring, 

nemlig ~[2i] = fa+2ibla,b E 21 (tegn Wesseldiagrammet !). Det er 

åbenbart også en integritetsring. De eneste regulære elementer 

er +1 og -1. Elementerne ~ 2 og ± 2i er irreducible (tænk på deres 

numeriske værdi og Wesseldiagrammet l), og de er ikke associerede. 

Da -4 = (2i)2 _. -2.2 er fremstillingen som produkt af irreducible 

ikke entydig, og ~[2iJ kan derfor ikke være en hovedidealring (men 

den geometriske betragtning, som o~enfor anfØrte til et tal mindre 

end 1, nemlig 1//2, vil jo også svigte). 

At den entydige primopløsning i halvgruppen (N,.) langtfra er 

nogen trivialitet fremgår måske endnu mere slående af Hilbert's 

@ksempel (~ilbert 1862-1943): Sædvanlige hele positive tal af form 

4h+l udgØr med multiplikation en halvgruppe. I denne er 

5~9~13,17,21,29,.·· "irreducible", medens 25 = 5·5,45 = 5-9,··· 

er "reducible". Der gælder ikke entydig primopløsning, idet f.eks. 

21·21 = 9.49, og fællesrnålsegenskaben gælder ikke, idet f.eks. de 

fælles divisorer for 189 og 441 er 1,9,21. (Men eksemplet er sva-

gere end det foregående, da der jo ikke er addition i denne struk-

tur) • 



Det må 'betones, at de:fin.itionel'ne a.f reg'u.læ:l~ejl J:'E'.1duc:lble 

og irreduCible elementer og af associerede er gyldige l en 

vilkårlig integritetsring. Dersom det i en ill"tegritetsring 

gælder, at ethvert fra O forskelligt element på en og kun en 
måde (bortset fra faktorernes !~kefølge og associering) kan 

skrives som produkt af irreducible, vil vi sige, at ringen 

.har entydig faktori~eri1J.g; i så fald gælder de side '3,13-14 

anførte resultater. 

Vi har vist, at en hovedidealring har entydig faktori

sering. Side 3,16 viser en integritetsring, som ikke er hoved

idealring, og som ikke har entydig faktorisering. Vi skal se

nere møde en in"tegri tetsring (mængden af polynomier i. to VR-' 

riable)5 som ikke er hovedidealring, men dog har entydig fak

torisering. 

Mængden af de på en åben cirkelskive A holomorfe funk

tioner udgør med sædvanlig regning en integritetsring; de 

regulære elementer er de nulpunktsfri funktioner, og de irre

ducible er funktionerne med netop et nulpunkt som er af første 

orden; i ringen er :faktorisering ikke altid mulig, idet en 

funktion med uendelig mange nulpunkter i A ikke kan skrives 

som produkt af irreducible. Ringens brøklegeme er mængden af 

de på A meromorfe funktioner. 

Ethvert element i brøklegemet for en integritetsring 

(I,+,.) kan skrives som brøk ~, hvor a,b E I; man ser, at 

hvis I har entydig faktor!§ering kan elementet Rå en og v~

@entlig kun en måde skrives som en uforkortelig brøk, hvormed 

menes, at a og b kun har regulære faktorer fælles, og at de er 

bestemt entydigt pånær regulære faktorer. 
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Lad der være givet en ring og i denne to idealer, 11 og 12• 

Ved ideal summen 11 + 12 forstås mæn6den af elementer af formen 

i 1+i 2 ' hvor i 1E Ii og i 2 E 12 ; der gælder, at idealsummen 

11+1 2 er et ideal, og netop det mindste ideal, som indeholder 

Ii og 12 - Thi den opfylder Id1, da den er stabil overfor sub

traktionen idet (i4+i2) - (ii'+i2') = (ii-i1') + (i2-i2'), og 

den opfylder Id2, hvilket ses af omskrivningerne x(i 1+i 2 ) = 
(Xii) + (Xi 2 ) og (i 1+i 2 )X = (i 1x) + (i 2X), og det er klart, at 

den indeholder både 11 og 12 (da O er indeholdt i ethvert ideal), 

og et ideal,som indeholder disse kan ikke ViJjre mindre, da det 

skal være en additiv gruppe. 

Vi har i det foregående mØdt f'lere eksempler på denne ideal

sum, således ved beviset for sætningwn om maximalideal (s. 6), 

hvor vi for et ideal I i en ring (M,+,·) med etelement betrag

tede fma+i I m E M Å i E Il, som ses at være idealsummen (a)+I, 

og endvidere ved beviset for fællesrnålsegenskaben (s. 12), hvor 

vi mØdte det mindste ideal (d), som indeholder to idealer (a) 

og (b), og hvor altså (d) = (a) + (b). 

Dannelsen af idealsummen er en komposition indenfor mængden 

af idealer i en ring, og man ser umiddelbart,at den er kommutativ, 

fordi ringaddi ti olle n er kommutativ, og endvidere er den associa-

tiv, idet 11+12+13 ' uanset hvorledes man sætter parenteser, vil 

blive det mindste ideal, som indeholder Ii ' 1 2 og 1
3 

• Det giver 

ingen mening at ville forsøge en SUbtraktion, idet f. eks. lig':'" 

ningen X +1 0 = Ig som lØsning X har ethvert delideal i Io. 
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Idealsummer kan indgå i mRnge formler. Som eksempel kan 

nævnes, at 

hvor ~ betyder, at de to kvotientringe, hvori kJmpositions

angivelserne er udladt, er isomorfe, (og de er endda på nq

turlig måde "identiske"). Bevis: 11 er kerne for en homomorfi 

~ af hele ringen, og betragtes restriktionen af ~ til 11+1 2 , 

(som jo er en delrin~),vil kernen stadig være 11 ' og billed

ringen er en realisation af formlens venstre side; billederne 

er af formen ~(i1+i2) = ~(i1) + ~(i2) = ~(i2)' Betragtes den 

yderligere restriktion af ~ til 12 ' vil billedringen være ufor

andret, idet den stadig består af alle elementerne ~(i2)' medens 

kernen nu er indskrænket til 11 n 12 ' og billedringen er alt

så nu formlens hØjre side, hvormed rigtigheden er eftervist. 

Taleksempel: Indenfor (2,+,') betragtes idealerne (2) og (5); 

idealsummen er (1) (største fælles divisor I), og fællesmængden 

er (10); formlen giver så (idet kompositionsangivelserne med

tages), at «1),+,')/(2) = «5), +, .)/(10), hvilket jo også 

er rigtigt, da bee,ge sider angiver en ring med to elementer. 

Den kinesiske restklassesætning: Lad (M. + •• ) være en 

kommutativ ring med etelement, og lad 11, 12, •. 0, In ~ 

idealer, som er kerner for homomorfier, hhv. ~1 '~2'···' ~n· 

Dersom k ft j medfører, Ik+I j = M, så vil der for ethvert sæt 

(a1 , ••• ,an ) af elementer fra PlI findes et b E: M, således at 

(~1(b)'···'~n(b» = (~1(a1)'··"~n(an»· 
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Sætningen udsiger altså, at ethvert element i værdimængden 

~or afbildningen (a1, •.• ,an ) ~ (~1(a1)" •• '~n(an» vil antages 

~or et element på diagonalen i originalm~ngden. Det pågældende 

b er ikke entydigt bestemt, men kun pånær en addend, som til

hørernlj,thi en sådan vil jo afbildes i (0, •.• ,0). 

Bevis: Det vil vwre tilstrækkeligt at vise, at vi ~or et-

hvert j k:=m finde et b j' således at b .-a. E I j , medens kp j 
J J 

medfØrer b j El: rk. Thi så er jo ~j (b j) = ~. (a .) medens le p 
J J 

j 

medfØrer ~k(b j) = O, og så kan vi som b benytte summen a~ alle 

b j' idet 

~k(~bj) = ~~k(bj) = ~k(bk) = ak ' 
J J 

da der i den optrædende sum kun kommer et bidrag,nemlig for 

j = k. Vi holder nu j ~ast og efterviser det omt~lte bjo 

Ifølge forudsætning vil k! j medfØre I k + I. = M, og specielt 
. J 

kan altså etelementet skrives e = i k + ij(k), hvor det f~rste 
led tilhØrer I k og det andet I j • Vi sætter så 

b. = 
J 

a . II i
k J k-J j 

= a. II (e-i .(k),. 
J k 1= j J 
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a~ det ~ørste produkt ses, at b j indeholder en ~aktor i k ' 

og i~ølge Id2 tilhører det så idealet I k , og a~ det andet 

produkt ses, at b. er lig a. plus en sum af produkter, som 
J J 

en eller ~lere ~aktorer ij(k), og ifølge Id2 alle indeholder 

og Id1 tilhører b .-a. altså I .• Dermed er sætningen vist. 
J J J 

En nærli6gende anvendelse af den kinesiske restklasse-

sætnin5 er på ringen (2,+,.). Et ideal er her af formen (m), 

og det er kerne for en homomorfi 2 ~ 2m ' og betingelsen 

I k + I j lig ringen bliver til (mk) + (m j ) = (1), altså at 

(mk,mj ) = 1. Vi får altså,at hvis m1, JDæ,na,JDn er parvis 

indbyrdes primiske hele tal, så vil der for ethvert sæt 

R 1 ,a2 , ••• ,an af hele tal findes tal b, som ved division med 

m1 , •.• ,mn giver rester hhv. a1, ••• ,an ; disse b er bestemt 

pånær et multiplum af produktet m1m2 ••• mn. Det sidste fØlger 

af en bemærkning oven~or, idet idealernes fællesmængde jo 

netop består af de nævnte multipla. Taleksempel: Der findes 

tal ,som ved division med 2,3 og 5,giver resterne hhv. 1,0 ogm2, 

nemlig netop de tal, mom ved division med 30 giver resten 27. 

Eksempel til den kinesiske restklassesætning: De reelle 

funktioner tilhørende Coopå [0,1] udgØr med addition 06 multi-

plication en ring, kommutativ og med etelement (funktionen 

som er identisk li€:; 1). Den har også den egenskab, at i ringen 

er enhver nulpunktsfri funktion regulær. Mænbden af fUnktioner, 

for hvilke f(O),f'(O),f' '(O), ••• , alle er lig 0, udgØr et 

ideal Io i ringen, da de opfylder Id1 og Id2 (det sidste på 

grund af de Leibniz'ske formler for di~~erentialkvotienterne 

af et produkt); det er kerne for en homofi ~o 
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ved hvilkenr(t) går over i rØlgen r(o),r'(o),r"(o), ••• , 

og additionen går over i komponentvis addition, og multi

plikationen går over i den ved de Leibniz'ske rormIer be-

stemte komposition. Idealet er ikke trivielt, thi som be

kendt indeholder det en runktion aet), der er positiv på 

(O~1] (nemlig e-1/
t2

, plomberet i t = O). Funktionerne, ror 

hvilke r(1),r'(1),r"(1), ••• , alle er lig O,udgør et til

svarende ideal 1 1, og dette indeholder en runktion b(t),som 

er positiv på [0,1). Summen Io + 1 1 udgør hele ringen, da 

en vilkårlig runktion ket) rra den kan skrives på rormen 

ket) k(t). 
ket) = ~(t)+b(t) °a(t) + a(t)+b(t) bet) 

hvori a(t)+b(t) er positiv på [0,1], således at begge brøkerne 

tilhØrer COO
, bg rørste led derror tilhØrer 1~ og andet 11 , 

Den kinesiske restklassesætning viser så, at dersom f(t) .og 

g(t) er Coo-fUnktioner på [0,1]~så rindes der en ~-runktion 

h(t), ror hvilken man for alle j ~ O har h(j)(O) = r(j)(o) 

og samtidig h(j)(1) = g(j)(1). (Det kan iøvrigt uden bevis 

bemærkes, at man som rølge r(j)(o), jE No kan benytte en 

Vilkårlig talfØlge, og altså ~ilsvarende-ror rØlgen g(j)(1), 

og to sådanne helt vilkårlige lIf'unktionselementer" kan alt

så altid sammenrøjes med en Coo-runktion). 
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~velser t.il § 3. 

1) Lad (M,+,·) være en ring. GØr rede for at mængden af samtlige 

automorfier af (M,+,·) udgør en gruppe (ringens, tlautomorfigrup

pe ll
), som er undergruppe i den fuldstændige transformationsgrup-

pe for mængden M. 
-1 tad a E M være et element, som har et inverst a • Vis, at af-

bildningen x -)o a.x.a-1 er en automorfi aæ (M,+,·) (en "indre 

au tomorfi ") • 

Vis, at mængden af indre automorfier udgør en normal undergrup

pe i ringens automorfigruppe. 

2) Lad (M,+,·) være en (ikke-kommutativ) ring. Vis, at der findes 

et mindste ideal I så xy - yx E I for alle x,y E M, og gør re

de f'or at dette er det mindste ideal I, for hvilket (M,+,· )/1 

bliver kommutatiw. 

3) Lad (M,+,·) være en kommutativ ring, der kun hØJ!' trivielle ide-

aler. Vis, at enten er den et legeme, eller også er alle pro-

dUkter i den lig O. 

4) Lad (M,+,·) være kommutativ ring. Vis, at mængden af de nilpo

tente elementer udgør et ideal I (nilpotent defineret i §2, 

øv. 3). Vis, at faktorringen Mil ikke har andre nilpotente ele-

menter end nulelementet. 

5) Lad (M,+,·) være ringen af' 2 x 2-matricer over (z,+,·) mea sæd~ 

vanlig matrixregning. I M betragtes delmængderne 

A = mængden af matricer (: n 
B = ••• 

c = ••• (~ ~) . 
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1) Via, at disse er delringe af' (M,+,·). 

2) Vis at mængden af' 2 x 2-matricer over de lige tal er et ideal 

I i (M,+,·). 

3) Vis, at I n A er et ideal' i A; f'ormuler og bevis en hertil 

svarende general sætning. 

En homomorf'i med kerne I fØrer M over i en ring M2 , og fører 

A, B og C over idelringe A2 , B2 og C2 af' dennee Disse kan 

repræsenteres ved at man i matricerne ov.enf'or lader elemen-

terne ~re restklasser modulo 2. 

4) Vis, at de additive grupper f'or A2 , B2 og C2 alle er isomor-

fe med den ikke-cykliske gruppe af' orden 4. 

5) Hvilke af' ringene A2 , B2 ?g C2 har et etelement ? 

6) Er nogen af' dem en integritetsring ? 

7) Vis, at A2 og B2 er isomorf'e. 

8) Givet eksempel på en ikke-kommutativ ring med 4 elementer, 

som ikke er isomorf' med A2 , B2 eller C2 ( en sådan, D2 , kan 

let f'ås udf'ra C2 l). 

9) Giv eks.empler på ringe med 4 elementer, som ikke er isomorf'e 

med A2 , B2 , C2 eller D2 • 

10) Hvor mange ikke-isomorf'e ringe med 4 elementer f'indes ? 

6) Man betragter ringen (M,+,') af' kontinuerte reelle f'unktioner 

x = x(t) på O ~ t ~ 1 (se tekstens s.5). Via, at f'ølgende tre 

mængder er idealer, og underSØg hvilke af' dem, der er hovedidea-

ler: 

Ii - fx(t) Ix(t) = O :for aQle t i en ('Imegn af' t = 01, 

12 = fx(t) Ix(O) = 01, 

13 = fx(t) Ix(O) = O A x( t) dif'ferentiabel i t = 01· 
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7) Lad (M,+,") v:ære den i forrige øvelse betragtede ring, og 

I = la = {x(t) /x(a) = 01, a E [0,1]. 

I er et ideal; eftervis, at det er et maximalideal. 

Vis omvendt med benyttelse af Borel's overdækningssætning, at 

ethvert maximalideal er et ideal af formen la (vis, at hvis et 

ideal for ethvert a indeholder et x(t) så x(a) + 0, så indehol

der det et x(t) som er + ° for alle t E [0,1], hvoraf følger, 

at ethvert ægte delideal af M er indeholdt i et la). 

8) Man betragter ringen af n x n-matricer over Q med lutter O un

der diagonalen (smlgn. §2, øv. 3). Vis, at delmængden Mj bestå

ende af matricer hvori a jj = O, udgØr et ideal i ringen, og vis, 

at dette er et maximalideal. Eftervis, at der ikke findes andre 

maximalidealer end de nævnte (l ~ j ~ n), eg bestem derved samt

lige homomorfier af (M,+,·) ind på (~,+,.). 

9) (M,+,.) er ringen af n x n-matricer over ~ med sædvanlig matrix-

regning. Vis, at der i ringen kun findes de to trivielle idealer 

(vis først, at hvis I indeholder ~, så indeholder I den matrix, 

der fremgår af A ved at erstatte alle elementer på nær et en

kelt med O; vis dernæst, at ved operationer indenfor I kan det

te element flyttes hen på en vilkårlig plads i matricen). Vis, 

a t der findes ikke·-tri vielIe hØ jre-idealer i ringen, hvormed 

menes delmængder af ringen som opfylder Id 1, og den fØrste af 

betingelserne i Id 2. 
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10. Lad (M'+9~) være en kommutativ ring og I et ideal i ringen. 

Ved "radikalet" rad(I) forstås mængden UnENfalanE Il. 

Vis, at rad(I) er et ideal. 

Vis endvidere, at rad(rad(I») = rad(I) og at rad(I 1 n 1 2 ) = 
rad(I 1 ) n rad(I 2 ) • 

Hvad bliver billedet af rad(I) ved den homomorfe ai'bildning 

med kernen I af ringen (M;+,.) på Mil ? 

Det er klart~ at I ~ rad(I); givet eksempel på et ideal I 

i ringen (2,+,.), således at I er en ægte delmængde af sit 

radikal. 

11. Lad f være en homomorf afbildning af en ring (M,+,·)~ og lad 

I være homomorfiens kerne. Vis, at en delring af M afbildes 

i en delring af M/I og, at et ideal i M afbildes i et ideal 

i Mil. Vis, at afbildningen giver enentydig forbindelse mel

lem ringene M1, hvor I ~ M1 ~ M og delringene af M/I, og en

entydig forbindelse mel'lem idealerne 1 1, hvor I ~ 1 1 ~ M og 

idealerne i Mil, og endda således, at vi med et Ifnaturligt" 

valg af betegnelserne får M/I 1 = (M/I)/(I 1/I) (smlgm.§2,Øv. 

22) ~ 

12~ Lad (M,+;~) være en kommutativ ring og 1 1 og 1 2 to idealer i 

ringen. Vis~ at mængden Ua2EI2fxlxa2 E 11} er et ideal i rin

gen (Hi dealkvot i enten II 1 1 : 12 ) o 

Giv ved hjælp af idealer af formen 2m i ringen (2,+,·) ek

dempIer på, at samme kvotientideal (1 1 : 1 2 ) kan for samme 11 
' .. 

fremkomme ved forskellige 1 2, og for samme' 1 2 kan det frem-

komme ved forskellige 1 10 
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. r a + bv:31 13. Vis, at mængden a~ komplekse tal M = l 2 j9 hvor 

a,b E ~ og a+b er lige, med sædvanlig addition og multipli

kation udgør en ring. Vis, at r = fa + 01-31, hvor a 9b E Z~ 

og a+b er lige, er et ideal i denne; er det et hovedideal ? 

Hvor mange elementer indeholder ~aktorringen Mir? Vis 9 at 

nulreglen gælder i ~aktorringen, og dermed at denne er et 

leg,eme. 

Bestem samtlige aut~~or~ier a~ Mir • 

. 14. Man betragter ringen a~ kontinuerte ~unktioner x( t) på in

tervallet [0,1J med sædvanlig addition og multiplikation. 

Angiv mængden E a~ regulære elementer. E~tervis9 at der ik

ke ~indes irreducible elementer. Find de ~ælles divisorer 

~or x(t) = t og y(t) = t sin t ' og vis derved, at ringen 

ikke har ~ællesmålsegenskaben. 

15. Man petragter ringen a~ di~~erentiable f'unktioner x(t) på 

intervallet [0,1J med sædvanlig addition og multiplikation. 

Angiv mængden E a~ regulære elementer. Vis, at ringen ikke 

har den opstigende kædes egenskab, men at der dog ~indes 

irreducible elementer. Vis, at de irreducible elementer net

op er de x(t), som kun har et nulpunkt to' og som i omegnen 

a~ dette er således at x(t)/(t - t o )2 er divergent for t ~ to. 

16 0 Vis, at dersom der ~or et integritetsring gælder hovedsæt-

ningen om den entydige og altid mulige ~remstilling som pro-

dukt a~ irreducible, så har integritetsring både ~ælles-

målsegenskaben og den opstigende kædes egenskab (men det be

hØver ikke at være en hovedidealsring, smlgm. §5). 
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17. Lad (M,-) være en mængde med en komposition (betegnet multi

plikation) som er associativ og kommutativ~ og med et etele

ment~ men ingen andre regulære elementer~ og hvori divisio

nen er hØjst entydig (men ikke altid mulig). Ved fællesmul

tiplumsegenskaben forstår vi: Til to elementer a og b findes 

altid et m, (kaldet "mindste fælles multiplum for a og bil)!} 

så alg A blg ~ mig ~or alle g. 

Vis~ at (M!J') vil have fællesmultiplumsegenskaben hvis, og kun 

hvis~ den har fællesmålsegenskaben~ og vis samtidig, at multi

plikationen er distributiv m.h.t. mindste-fælles-multiplums

dannelsen. 

18. Lad M være mængden bestående af de rationale tal, derkan skri

ves som en brøk, hvis tæller og nævner er hele tal, og hvori 

nævneren er en potens af 2. Vis~ at (M~+,.) er en delring 

af (Q, +,' ) • 

Bestem samtlige regulære elementer i (M!J+!Jo). 

Bevis!J 'at (M,+,.) er en hovedidealring, og angiv frembringer

elementer for idealerne. hngiv samtlige reducible og samt

lige irreducible elementer i Mo 

19. Lad (M,+,.) være en integritetsring. Vis, at mængden K af 

ikke-regulære elementer i M er identisk med foreningsmængden 

af samtlige8gte delidealer i M. 

Vis, at dersom K er en delring af (M,+,.), så er K et ideal, 

og at der yderligere i dette tilfælde gælder, at kvotient

ringen (M,+,. )/K er et legeme. 

Giv eksempel på en integritetsring hvori K ikke er et ideal, 

og på en integritetsring hvori K er et ikke-trivielt ideal. 
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20~ GOdtgør, at i en hovedidealring er (a,(b;c)) = ((a,b),c), 

så den fælles værdi kan betegnes (a;b,c) (altså: fælles

rnålsdannelsen er associativ). Vis, at de to udtryk 

abc ------
(ab,ac,bc) 

og abc~(a.ib,c) .. 

begge angiver mindste fælles multiplum af a,b og c. 

21. Lad (L;+,.) være en ægte delring af de rationale tals 

legeme, og således at L indeholder mængden Z af de hele tal. 
. m 

Ethvert element af L skrives som en uforkortelig brØk n:e 

Vis, at 

GodtgØr, at der findes en mængde PL af primtal, således at 

L netop er mængden af de rationale tal, for hvilke nævnernes 

primdivisorer tilhØrer PL~ 

Vis, at et vilkårligt ikke-trivielt ideal i L netop er hoved

idealet frembragt af mr , hvor mr er det mindste tal i i n N. 

Angiv de værdier, som mr kan antage. 

Vis, at idealerne i L kan ordnes i en "nedstigende kæde" 

r' ~ r tl ~ r t
" ~ ••• , hvis og kun hvis der netop er et 

maximalideal, og angiv for hvilke PL dette indtræffer. 
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22. Udnyt Gauss'ring til at bestemme to talpar x,y E N, x~>y, 

så x2+y2 ~ 40049 • 964 ~ 3~607236. 
23. Man betragter mængden P af delmængder af en given mængde M. 

24. 

For to elementer fra P (altså delmængder) defineres kom

positionen 6. ved A 6. B ~ (A IJ B)\(A n B). Vis, at 0 er 

neutral ved 6. , og at (p,6.) er en kommutativ gruppe, i 

hvilken alle elementerne er af 2' orden. 

Vis, at (p96.,n) er en kommitativ ring med et etelement, 

som Ønskes angivet. 

Vis, at mængden af alle delmængder af et J S M op~ylder 

Id1 og Id2, sltså er et ideal, og angiven homomorf 

afbildning af (p,6.,n) for hvilken idealet er kerne. Er 

det et primideal ? Bestem ideal summen af to sådanne ide-

aler svarende til J 1 og J 2• 

:mgi v et maximalideal og strukturen af det tilsvarende 

kvotientlegeme, og vis at alle maximalidealer er af 

den angivne type. -, 
\ 

Vis, at det s. 21 omtalte ideal Io i Coo-funktionerne 

er et primideal. Er det et maximalideal ? 

25. Bevis, at for n~= 2 er i den kinesiske restklassesætning 

foeudsætningen om eksistens af etelement overflØdig. 
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~4, Kontinuert~net gruEpe, De reelle tal. 

I § 2 blev det vist, hvorledes man udfr~ de naturlige tal 

kan 9pbygge de rationale, tals legeme. I den nærværende § skaLL 

det bl.a. vises, hvorledes man ved betragtninger.,... i hvilke be-

gr.ebet "konvergens II spiller en afgørende rolle - udfra de ratio-

nale tal kan opbygge det realle talsystem, og dette eksempel kan 

man have i tankerne ved de nærmest følgende ~iders behandling af 

en ordnet g~uppes fuldstændiggØrelse. 

Lad (M,+,<) være en kommutativ ordnet gruppe. Dens elemen-

ter betegnes x,y,z, •.• ; dog vil vi et par steder af konventio-

nelle grunde lade 8 stå for et vilkårligt pos·i ti vt element, og 

nulelementet betegnes O. Som omtalt i § 2 er lxi = maxfx,-xJ, 
J .--

og for denne abaolutte værdi gælder simple regneregIer. Bogsta-

verne n,m,j,k, ••• skal betegne naturlige tal. 

Ved en følge [xjjJ ~elementer f~, eller udførligere 

skrevet en følge (x
1 

,x2 , ••• ), forstås. som bekendt en afbildning 

j ~ x. af N ind i M. Ved en delfølge af en følge [x.] forstås 
, J - -- J, 

som bekendt en fØlge [x 1, hvor j ~ m. er en endomorfi af (~,<). mj J 

Når vi siger, at en egenskab gælder for alle elementerne ~a et 

vist t,rin i en følge [x. J, eller at den gælder "s;lutteligt" i , , ," J 

følgen [x. J, så menem, dermed, a.t der eks:isrt:erer et n E.: ~, måle
J , 

de~ at egenIDkaben gælder for alle elementerne x., hvor j > n. 
J 

Vi skal nedenfor uden nærmere kommentarer benytte forskellige 

evidente sætninge.r om delfølger, som f.eks.: "En delfølge af en 

delfølge af [x
j

] er selv en delfølge af [x
j 

J II og "hvis en egen

skab gælder fra et vis:t trin for alle elementerne i en følge, 

så gælder den også fra et vist trin for all elementerne i en 

delfølge". 

Mængden af fØlger [x.J af elementer fra gruppen (M,+,<) 
J ' 
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kan oFganiseres som en gruppe ved en følgeaddition, betegnet 

med ®, bestående i elementvis addition, således at 

[x. J ® [y.] = [x. + y.]; den tilsvarende subtraktion betegnes 
J J J J 

med e. Gruppens nulelement er den følge, hvis elementer alle er 

o. 

Ved en nulfølge (forkortet ~) forstås en fØlge [X j ] som 
positivt . 

er således peskaffen, at der til ethvertYE' findes et n, således 

at for alle j > n gælder Ixjl < E. Eksempel: En følge hvori ele

menterne fra et vist trin er lig o er en nulfølge. Man ser umid

delbart, at [x.]nf <===* [-x:]nf ~ [lxJ·I]nf, og at enhver delfølge 
J J 

af en nf er nf. ~ndvidere, at hvis man for alle j har Ixjl < Yj , 

hvor [y. Jnf, så er [x. ]nf. 
J J 

~ngdelJ:. af nulfØlge:r:.-udgør _med fE) e,n 8,EuP,Ee ({nfl ,<fJ). Dertil 

mangler vi blot at vise, at summen af to nulfølger er en nulføl

ge. Ved beviset må man skelne mellem to tilfælde: rO, hvis grup

pen har et minds:te positivt element E (indtræffer f.eks. for 
Q; 

(~,+,<», så ser man ved at vælge E = E at enhver nulfølges eo 

lementer er sluttelig o, men soå er elementerne i summen af soådan 
er en nulføl~ 

to følger jo sluttelig o, så at sumfølgen'r-!r , hvis gruppen ik-

ke har noget mindste positivt element, så kan man ~il ethvert E 

finde et mindre E1 , og 6 2 = E - E1 er da også positiv, og ethvert 

positivt element kan altså skrives som en sum E = E1 * E2 af to 

positive elementer; til E1 kanobestemmes et n1i så Ixjl < Eil for 

j > ni' og til E2 kan bestemmes et n 2 så IYjl < E2 for j > D2 , 

og så er IX j + Yjl < E1 + E2 = E for j > n = max{ni,n21, hvormed 

beviset er fØrt. 

Ved en konvergent følge (forkortet kf) forstås en følge [x.] 
- J 

soom er således beskaffen, a t der findes et x for hvilket følgen 
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[X j - x] er en nulfølge. Elementet x kaldes gr!nseværdi for fØl

gen [X j ]; en følge kan kun have. Em grænsev.;ærdi,. thi an tages a t 

både x og y betegner grænseværdi for [x.], så vIser den for alle J . 

j gyldige ulighed I x. - yl ~ I x j - xl + I x j' - y I "at x - y = o 9 

i'ordi ulighedens højre side er element i en"nulfø1ge (nemlig 

sum af to nu1fø1ger) •. 

Eksempler:. Nu1fø1gerneer netoE de følger, som er konve~

gente med grænseværdien o.En følge hv~ri ~lleelemente!' er lig 

x er konver~ent med~rænseværdien.x • 

. Man ser umiddelbart ~ a t [x. ]kf med grænseværdien x <==* 
J 

[-x.]kf med grænseværdien "'x •. Endvidere,. at'en delfølge af en 
J 

konvergent fØlge er konvergent og med samme grænseværdi. 

Summen af to konvergente fØlger er en konvergent følge, 

hvis grænseværdi er summen af grænseværdierne;· dette er en umid-

delbar konsekvens af at summen af to nf igen er nf •. Heraf s'es"; 

at mæn~den ~f konvergente følger udgØr med ffl en. gruEpe; den af

pi1dning "som til en_konver~nt følge_lader svare dens; srænsevær

di er en homomorf' afbildning. af' gru12pen <! kf 1 ,El') "over .. på gruppeh 

(M,+), og homomorfiens kerne er {nfj. 

Ved en fundamentalf'ø1ge (forkortet ff) forstås en fØlge [x j ] 

som er således beskaffen, at. for env;ilkår1ig delfølge[x .] er m. 
J 

følgedifferensen [x.] e [x ] = [x. - x ] en nulfølge • (Det be-
J m

j 
J m

j
' . 

mærkea~ at der ifunktionsanalysen ofte anvendes en anden defi-

nition 01' 1'1', men man kan let se, at definitionerne er ækviva-

lEm tej smIgn •. øv. 1). 

Eksempel: Enhver'konvergent~f~lge er enfundamentalfølge, thi , 

fOF en kf [x.] med gnænseværdi x er [x. - x . J = bx. - ]C"] e 
J J mj J 

Ix - x] en nf (di,fferens mellem tonf). m. 

J "Man faer umiddelbart, at [xj]ff ~ [-xj}fi'. Endvidere er sum:-:-
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men af to ff, hhve [x.] og [y.], igen en ff t thi omskrivningen 
J J 

[(x. + y.) - (x + y ) J ~ [x. - x ] Cf) [y. - y J viser, a.t 
J J mj mJ J mj J mj 

dette udtryk er en nf (sum af to nf). Heraf ses at, mængden af 

fundamentalfølger udgør med ® en grup~e (~ffl ,~). Denne gruppe 

har {nfl som normal undergruppe i normal , idet ~ er kommutativ), 

og der eksisterer derfor en homomorf afbildning ~ af ({ffl,~) 

over på en faktorgruppe (fffl,t'D)/~nfl ~ Da Offl,(J)) også har. ~kfl 

s:om undergruppe., og denne ved den afbildning som fører en kf o

ver i sin grænseværdi overfØres på (M,+), homomorft og med [nfl 

som kerne, så kan ~ tages som en udvide,ls.e af denne homomorfi, 

og faktoFg~1?~g ([ff15G})/[nfl !elin skrives nå forll!~ (ri:C ,+), ~ 

denne sidste ~u2Ee_er en udvidelse (effektiv eller ej) af (M,+1. 

Man bemærker, at ved 9 vil fffl\[kfl afbildes: på M*\Mø 

Da en fundamentalfølge og en delfølge ®f' den afviger ind

byrdes med en nulfØlge ses, at en delfølge af en fundamentalfØl

ge er igen en fundamentalfølge, som ved afbildningen ~ får det 

* samme billede i M o Specielt ses, at hYis en fQndamentalfølge 

har en delfølge som er konvergent, så er fundamentalfølgen selv 

konvergent og med samme grænseværdi, og endnu mere lllipecielt, at 

hvi® en fundaæntalfølge har en delfØlge som er en nulfølge, så 

er fundamentalfØlgen selv en nulfølgeo 

Hvis M* = M bliver [ffl\[kfl ~ ø, så at enhver~ndamental-

fØlge er konvergent. Med en glose velkendt fra læren om metriske 

rum siger vi i dette tilfælde, at den ordnede gruppe (M,+,<) er 

fuldstændig. 

Dette indtræffer f.eks. hvis enhver nulfølge Sluttelig er o, 

thi så er enhver ff sluttelig konstant (idet ifølge defj.n:!.tlonen 

af ff - med mj = j + 1 - er [X
j 

- X
j
+

1
] en nf), og dermed konver

gent. Specielt indtræffer det i tilfældet rO (side 2)~ Men der 
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~indes også andre ~~ldstændigt ordnede grupper, som ~.eks. det re

elle talsystem der Ønskes konstrueret. 

Vi skal på M* in~Øre en ordning, så der ~remkommer en ordnet 

gruppe (M*,+,<), som er en udvidelse a~ (M,+,<). Vi kalder en ~~ 

[x.] ~or plus~ølge, hvis den ikke er n~, og hvis det ~or all j ~ra 
J 

et vist trin gælder atx j > O. Foi" en vilkårlig ~ølge [x j ] er åben-

bart hØjsit en a~ følgerne [x.] 52.8." 9[x.] en plusfølge, men ~or enhver 
J J 

~~z som ikke er n~2 indtræ~~er altid_en a~ de to muligheder. Thi i 

modsat ~ald ville [x.] have både en del~ølge [x ], hvor alle xm.~O, 
J mj J 

og en del~ølge [x ], hvor alle x 2 o, og ~or ethvert j gælder så 
n j n j -

o < x < x - x , 
= n. = n. m. 

J J J 

(fordi [xjJ var ~f), 

hvori det sidste udtryk er element i en ~ 

så at uligheden ville med~øre, at [x ] var ~, 
n j 

altså at [x.J havde en del~ølge som var n~, og dermed 8Jt [x.J selv. 
J J 

var ~. 

Hvis [xjJ og [yjJ er plus~ølger gælder ~ra et vist trin 

O < x. < x. + y., hvor dette sidste ikke kan være element i en n~ 
J J J 

(~or så viser uligheden, at [x.J er n~), og derme~ er vist, at 
J 

~usf 
plus~ @ plus~, eller med andre ord, at ilplus~12~) er en halvgruppe. 

Endvidere er plus~ @ n~ = plus~, thi summen kan ikke være en n~ (da 

(f~l,®) er en gruppe), og hvis den ikke var plusfØlge måtte den 

e~ter det ovenstående være 9plus~, og ved at ~lytte over lighedsteg-

net ville det gi ve plus Gl plus~ = n~. 

Vi lader stadig ~ betegne den k~oniske a~ildning a~ (fffl,Gl) 

på (ff~lf®)/fnfl = (M*,+). På M* de~inerer vi nu en ordning >, idet 

vi sætter x* = ~([xJ.J) > y* = ~([y.]) hvis og kun hvis [x.-y.J er 
J J J 

* plusf'. Dette er brugbart som de~ip.i it.ion, thi selvom de samme x og 

y* kan ~remgå ved ~ a~ ~orskellige ~~ [x j ]," hhv. [y j ], så vil disse 
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kun afvige indbyrdes med nulfølger, hvilket er uden indflydelse på 

om [x .-y.] er plusi'. For elementer x,y E: M vil relationen> stemme 
J J 

overens med den o~rindeligt givne ordning >på M, således at det 

ikke gør noget, at vi har valgt samme betegnelse; thi for x,y E: M 

er x og y grænseværdien (d.v.s. billedet ved ~) af de kf, hvori samt~ 

lige elementer er x, hhv. y, og disse følgers differens har samtlige 

elementer lig x-y, så at differensfølgen er en plusfølge netop når 
; 

x > y. Da enhver ff er af netop en af typerne nf, plusf nller eplusf, 

bliver relationen irreflexiv., total og asymmetrisk, og anvendes 

plusf ® plusf = plusf på [x.-y.] æ [y.-z.] = [x.-z.] ses; at den 
J J J J J J 

er transiti~. Desuden ser man, at [plusfj netop afbildes på de po-

. t· t' * () ( .).'1 !IC * Sl lve elemen er l M • Og da x.-y. ~ x.+z. - y.+z. Vl X > Y ~ 
J J J J J J 

* * * * (, *) . . x + z > y + z , så a t .0Æ • +, < er en ,9rdnet kommu ta tl v gruRP~. 

Og denne gruppe er al tså en udvidelse af den ordnede gru12pe J M, +i <) .. 

Hvis en fØlge af elementer fra M er nfzkf ~ller ff i (M,+,<2 

vil den oE!attet som fØlge i (M*~+.<) hav~mme ~~sk~o Det er 

åbenbart tilstrækkeligt at bevise det for nulfØlger, da de to andre 

$lags følger er de:f'inerede v.hj.a. disse, men på den anden side er 

det ikke nogen trivialitet, da der i definitionen af en nulfølge skal 

sammenlignes med alle positive elementer, og når der er flere ele

menter i M* end i M, stilles der herved flere krav. Vi skal imid

lertid godtgØre, at der til ethvert positivt E*E M* findes et posi~ 

* ti vt E E: M, hvor E ~ E , for så er det jo tilstrækkeligt a t sammen--

ligne med alle E i.st.f. med alle * E •. Antag E~' = ~([E.]) hvor [E.] 
J J 

* ] er en plusfølge; dersom E > E , så er følgen [E - E. en plusfølge, 
J 

og fra et vist trin gælder derfor E > E.; men hvis dette er tilfældet 
J 

for alle E er [E.] en- nulfølge, hvormed beviset er fØrt. Derimod er 
J 

( det uden videre klart,. at en følge af elementer fra M som er nf" elle.!. 
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ff i (M* r+",<) vil .. have S a.!!lm e egenskab i (M 2 +,<); for an kf kan noget 

tilsvarende ikke påstås idet dens grænseværdi kunne ligge i M*\M. 

En ,.fundamentalf~lge [x.] i (M, 4-, <) vil opfattet som følge i 
J 

*. , * ~ (M ,,+,<) være konvergent med grænseværdien x = ep([x j ]). Ifølge det 

ovenstående er det tilstrækkeligt at vise~ at for ethvert E E M 

gølder fra et vist trin Ix. - x*1 < E, og vi kan gerne antage~ at 
J ' 

x* ~ M, for ellers er følgen allerede kf i (M;+,<). Vi skal altså 

blot vise; at der ikke findes vilkårligt store j, hvor der (med et 

* . passende fortegn) gælder +(x.-x ) > E. Men for ethvert sådant j 
- J 

( ville følgen L±(Xj-~)-E] (hvori nu k er følgeindex) være en plus-

følge, og vi kunne angive et k = k(j) så +(x.-x )-E > O, eller 
- J .le 

IXj-~1 > E. Dersom dette kunne gøres for uendelig mange j fik vi 

to delfØlger [x j ] og [Xk(j)]' f'or hvilke den sidste ulighed strider 

mod at de er udtaget af en fundamentalfølge. 

Den ordnede gruppe (M*,+,<) er fuldstændig~ Bevis: Foran 

(side 4) er bemærket, at dersom enhver nf sluttelig er 0, så er 

(M,+,<) selv fuldstændig og M = M*; vi behøver derfor blot at be-

tragte tilfældet, hvor der i 

er 0, og dermed altså en nf, 

M findes en nf [x.] som ikke sluttelig 
J 

nemlig en delfølge af [lx.I]; som består 
J 

af lutter positive elementer (man bØr bemærke, at selvom der ikke 
o 

findes noget mindste positivt EO; tilfældet II side 2, så er ek-

sistensen af en nf af positive elementer ikke Sikret). Lad [E.] be
J 

* tegne en nf af lutter positive elementer og lad [X j ] være en ff i 

* * M • Ethvert x j er ep-værdi for en ff af elementer fra M; og denne 

ff konvergerer (i M*) mod x;~ Til ethve.rt x; E :11* findes altså et 

Y
J
' E M så XJ~ = y. + O*j' hvor lo~1 < E.~ Man ser, at følgen [o~] er 

J J J " J 
** li: * nf i M , og den er altså både ff og kf i M ~ Da y. = x. - o. ses; 

J J J 

at [Y j ] er ff i M*, og da dens elementer alle tilhØrer M er den og-

så ff i M og dermed kf i M*~ Men så er [X*J.] = [y.] ® [o~] skrevet 
J J 
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som en sum af to fØlger, som begge er kf i M*, og dermed er [xjJ 

selv kf i M*. Dermed er påstanden vist. 

Dermed har vi sætningen: Enhver ordnet k~mmutativ gruppe 

(M l +,<) kan udvides til en fuld§tændig ordnet gruppe i hvilken en

hver fundamentalfølge fra M er konvergent, nemlig den konstruerede 

(M*,+t<). 

Udvidelsen er en entydigt bestemt mindste udvidelse med den 

nævnte egenskab, idet der også gælder: Hvis en kommu}ativ ordnet 

grunpe (M,+,<) er indeholdt i en kommutativ ordnet gruppe (Mz+,<) 

og enhver fundamentalfmlge fra M er konvergent i Mr så vil (i,+,<l 

nmdeholde en undergruppe isomorf med ~M* .z+, <). 

Bevis: Lad os et øjeblik med nr, kr og ff betegne følger som 

er hhv. nulfØlger, konvergente fØlger og fundamentalfølger i M, me

dens nr, kf og f~ betegner følger af de samme arter i M. Da M inde

holder flere positive E end M er det klart, at hvis en følge af ele

menter fra M er nr så er den også nf, og hvis den er ff (specielt 

kr) så er den også ff. Omvendt vil ifølge forudsætning enhver ff 

væ~e kf og specielt enhver nf være nr (den er jo kr, og grænsevær

dien må være O, hvilket f.eks. ses' ved i følgen at indskyde uendelig 

mange elementer = O, hvorved den stadig er nf og dermed kr). Når 

vi kun betragter fØlger af elementer E M er altså fnr} = frrrl og 

fff} = {kr] og endvidere {plusfj = {kr med positiv grænseværdi}. 

Nu er ifØlge det tidligere (side 3) gruppen (M,+,<) netop billedet 

af gruppen (fkf},ffi) ved en afbildning med {nr} som kerne, og ordnet 

ved at de positive elementer er billederne af {kr med positiv græn

sewærdi}. Betragtes restriktionen af denne afbildning til mængden 

af følger, hvis elementer alle tilhØrer M, får vi som billede net

op ([ff},®)/fnf} = (M*,+), og ordnet ved at de positive elementer 

er billedet af [plusf}, altså netop (M*,+,<). Og da billedet ved 
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. * . restriktionen er indeholdt i totalbilledet 1 vl1 (M $)+'<) være lnde-
. . 

holdt i (M,~,<). 

Ved den sidst beviste sætning bør det fremhæves g at det er 

væsentligt,: at vi kræver, at en ff fra M er kf i M. Af en Øvelse 

fremgår; at det er meningsløst at tale om trden mindste fuldstæn-' 

digt ordnede gruppe, som indeholder en gi ven ordnet gruppe" .. 

Ved de reelle tals ordneqe'gr~:!me (R.z...+ g <) forstår ma:n den 

~J2ånær' isomor~~ydist..l>estemte) ved ovenstående-1]letode kons..!?:æ'" 

erede 'Ud;i'delsesgruppe (Q*!+ ti) . til gruppen_(9..\+ .-<}.: af. 2:-'2J.i2P~ 
t'§!;I: Det er let (men udskydes til lidt senere) at indfØre en mul';" 

tiplika;tiori på (R,+, <) således a t man får de reelle tals ordn.ede 

legeme (R'+;:i<). 

Vi skal betragte nogle andre karakteriseringer af (R~+,<) 

som ordnet gruppe. 

Vi betragter en ordnet kommutativ gruppe (M,+,~), ved hvilken 

vi af praktiske grunde i det fØlgende benytter den reflexive ordnings

relation ~ i st.f. den tilsvarende irreflexive~ En følge [x j ] be-

( tegnes voksende, hvis x
1 

~ x2 ~ o •• ~ og på analog måde benyttes 

gloserne "aftagende" og "monoton". 

Lad os minde om majorantbegrebet (AG, I,5;26-27)(for de fØI-

gende småbeviser kan man også bemærke den stærke lighed med bevi~ 

serne for konjugerede underrum, AG III 12,6): Ethvert a har en 

majorantmængde M'(a) = fx Ix f al og en minorantmængde M"(a) ~ 

fxlx ~ al~ En delmængde A harmajorantmængde og minorantmængde hhv. 

lig 

M'(A) = n M'(a) 
aEA 

og M"(A) = n M"(a) .. 
aEA 
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Det er klart, at A c;;: M' (M' '(A» og A c;;: Mt' (Mt (A», og endvidere at 

C c;;: A ~ Mt (a) ~ M' (A) A M'l (a) ~ M' I (A). Øvre og nedre grænse for 

A defineres som sup A = min M'(A) og inf A = max M't(A), idet ek-

sistens på den ene side af lighedstegnet medfØrer eksistens på den 

anden side. 

Ved et snit (ArB) forstås to ikke-tomme delmængder A og B af 

M, for.hvilke B = Mt(A) og A = M' '(B). Det er klart, at A U B = M, 

thi minorantmængden A ~or B vil med ethvert a også indeholde alle 

x ~ a, og de x som ikke kommer med herved er > alle a E A, og til-

( hØrer altså B = majorantmængden B for A. Hvis c E A n B, så er sam

tidigt c E A og c majorant for A, altså c = max A = inf B, og ana

logt ses, at c = min B = sup A, og vi har altså A = fala ~ cl og 

B = {blb ~ c}, og specielt ses, at A n B består af hØjst et element. 

Hvis blot en af størrelserne max A, inf B, min B, sup A eksisterer, 

ser man at dette tilfælde forekommer, og snittet siges at være 

elementbestemt (ved c). Endvidere ses, at ethvert c E M på denne 

måde kan frembringe et elementbestemt snit. Hvis A n B = Øf er snit

tet (A,B) ikke elementbestemt. Der findes grupper med snit som ikke 

er elementbestemte, f.eks. udgør i (~,+,~) mængderne 

A = !xlx3 ~ 2} og B = {xlx3 f 2} et snit som ikke er elementbestemt 

(løst sqgt fordi 0/2 er irrational). 

For en kommutativ ordnet gruppe (M,+,~) er nu følgende tre 

egenskaber ensbetydende 

1) Ethvert snit er elementbestemt 

2) For enhver ikke-tom opad begrænset delmængde a eksisterer 

sup a 

3) Enhver voksende begrænset følge er_konvergent 

idet man naturligvis også kunne erstatte 2) med den tilsvarende egen

skab for nedad begrænset. og inf, og.ligeså kunne erstatte 3) med 
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den tilsvarende egenskab for aftagende følge. 

FØrst skal vises, at 1) medfører 2). Lad O være ikke-tom og 

opad begrænset; vi sætter B = M' (O) og den er ikke tom, og vi sætter 

A = M"(B), og da A == M"(B) = M"(M'(O» ~ C er den heller ikke 

tom. Endvidere vil O S A medfØre B = M'(O) ~ Mt(A), men samtidig har 

vi B C; M' (M' '(B» = Mt (A), og tilsammen fås B = Mt (A), og sammen 

med det forrige viser det, at vi har et snit. Når dette er element-

bestemt så eksisterer min B, som i~ølge sin definition er lig sup 

C, hvormed beviset er ført. (Vi bemærker, at det er trivielt, 'at 

2) medfØrer 1), thi for et snit, (A,B) er A opad begrænset, hvor

e:fter eksistensen af dens sup viser, at snittet er elementbestemt) • ' 

Dernæst skal vises, at ~medfører 3). Hvis [x.] er en voksende 
J 

begrænset fØlge, så udgØr dens elementer en voksende begrænset del-

mængde, og ifølge 2) findes der et x = supfx.J =mindste majorant 
J , " 

for fxjJ,' og for ethvert E er derfor X-E ikke majorant,' og der fin-

des altså et xn så X-E < xn ~ X, og for ethvert j>n gælder så også 

X - E < x j ~,x, hvilket viser, at følgen er kf med grænseværdien x. 

Endelig skal vi vise, at 2.2 medfØrer 1).' Vi vil antager' at 

( der findes et sni t (A,B) som ikke er elementbestemt , men a t en

hver voksende begrænset fØlge er kf, og skal deraf udlede en mod

strid. Da max A ikke eksisterer kan vi til ethvert x E A finde et 

x + E E A, og vi skal først vise, at det kan gøres på en sådan måde,' 

at ~ + 2E E B; vi tager x E A og et positivt o så x + o E A, og 

betragter følgen [x j ] = [x + 2 j o]; følgen [X
j

] kan ikke være kf, 

fopdi [X j +1-X
j

] = [2 j o] ikke er nf (dens elementer er jo ikke fra 

et vist trin mindre end det posi ti ve o), men da [x.] er voksende 
J 

må den så være ubegrænset, og den må derfor have et element x m 

større end et element b E B; hvis vi tager det mindste j så 

x j +1 E B vil for E = 2 j o elementet x j = X+E ligge i A, medens 
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til ethvert af dem findes altså et mindre x. længere ude i følgen, . J 

og wi kan altså opnå en aftagende delfølge. 

Egenskab 3) udsagde,. at 'enhver monoton begrænset følge er 

konvergent. Først vises, at 3) medfØrer 5'). Da enhver kf også er 

ff, er første del af 5') opfyldt. For at vise anden del bemærker 

vi fØrst, at enhver fundamentalfølge er begrænset; hvis dette ikke 

gjaldt kunne vi til ethvert x j finde et xk(j) så IXj-Y'k(j)I > E, 

i strid med at differensfølgen [Xj-~(j)] skulle være nf. Af en .ff 

kan derfor altid udtages en begrænset monoton delfølge,og når den

ne ifØlge 3) er kf, så må fundamentalfølgen selv være konvergent. 

Dermed er anden del af 5') bevist. 

Så vises, at 5') medfører 41- Enhver begrænset haren begrænset 

monoton delfølge" og 5') udsiger at denne erffog dernæst at den 

er kf, hvormed 4) er visto 

Endelig vises at 41 medf2rer 3). En monoton begrænset fØlge 

[X j ] har ifØlge 4) en konvergent delfølge, og hvis grænseværdien 

kaldes x vil altså for ethve rt E uendelig mange x. ligge mellem 
J 

X-E og X+E, men p.g.a. monotonien gælder dette så også for alle 

de mellemliggende indices, d.v.lBl. for alle x. fra et vist trin, 
J 

hvormed beviset er fØrt6 
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x. 1 = X+2E ligger i B, hvilket påstodes. Vi tager så et y E A 
J+ o 

og danner en ~ølge [Yj] a~ elementer E A og en ~Ølge [Zj] a~ ele-

menter E B, idet vi e~ter y tager y - y + E E A og n-i n - n-i n 

zn = Yn_1+2En E B; ~Ølgen [yn ] er voksende og begrænset (~.eks. 

af et vilkårligt element fra B), altså kf, hvilket viser, a-t 

[En] = [Yn-Yn-1] er nf, og følgen [zn] = [Yn+E n ] er derfor også kf 

og med samme grænseværdi. Lad os kalde den fælles grænseværdi x; 

hvis x E A findes et X+E E A, men det strider mod at fra et vist 

trin er Zn < x+t samtidig med at zn E Bj hvis x E B findes et 

X-E E B, men det strider mod at ~ra et vist trin er Yn > X-E sam

tidig med at Yn E A. Der kan altså· ikke ~indes noget x (da jo 

A u B = M), hvormed den ønskede modstrid er opnået. 

Dermed er vist, at 1), 2) og 3) er ensbetydende. 

Vi "lil yderligere vise, at egenskaberne 1), 2) og 3) er ens

betydende med 

4) Enhver begrænset følge har en konvergent delfØlge 

5') Enhver voksende begrænset ~ølge er ~undamental~Ølge, og 

enhver fundamentalfØlge er konvergent. 

Til det formål vil vi fØrst vise, at enhver fØlge har en monoton 

.9-elf~lge .• Lad [x.] være en given følge; vi vil forsøge at udtage 
J 

en voksende delfØlge, og viser, at hvis konstruktionen mislykkes 

findes der en aftagende delfølge. Vi tager om muligt k1 så uendelig 

mange x j ~ ~1; så tager 

uendelig mange x. L xk j så 

vi om muligt k 2 > k
i

, så xk ~ xk 2 1 
og 

J - 2 
tager vi om muligt k3 > k 2 , så 

~ > xk og uendelig mange x. 
K:3 = 2 J 

stadig er mulig ~remkommer der 

e~ter bestemmelsen a~ xk ilcke 
n 

> ~ ; o.s.v •• Hvis konstruktionen 
3 

en voksende følge [Xk .]. Hvis vi 
J 

kan ~ortsætte konstruktionen, så 

skyldes det at for ethvert j blandt de uendelig mange j større 
o 

end k , ~or hvilke x. L x.. vil fra et vist trin gælde at x
J
' < x. j 

n J - K n JO 
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skaberne er karakteristiske for de reelle tal: 

Gruppen (R z+z<) o}2f;ylder de fem ensbetydende betingelser 

1) Æ!hvert snit er eleme~~stemt 

2) For enhver iklce-tom 012ad begræ~.~~~e C eksit?terÆ 

sup C. 

3) Enhver vo~~ende beSEænset ~ø1ge er konvergen~o 

4) ~nhv~r begræns~ f2!g~har en konvergentd~~ge 

5) Gruppen er arkimedis~ og fuldstæn~iig • 

. o,mvendt vil enhver ordnet kommutati'y",Sruppe som ikke h.§.E..,..noget !!lind·~ 

ste positivt elem~nt og opfylder et af de fem ~rav v~r§ Jso~QT~ 

med f R, + ,..sJ.. 
At (R,+,<) opfylder f.eks. 5) ses let, idet den er fuldstændig, 

og til ethvert c:* i den,? altså i (Q~+,<), findes et c: E Q, så 

c: S c:*, og i undergruppen fnc:1 findes åbenbart til ethvert a E R 
et nc: ~ a. 

Beviset den anden vej skal ikke detailleres. LØst sagt beror 

det på at (M,+,<) arkimedisk ~ (M,?+,<) isomorf med en del af 

(R,+,<), hvorefter "fuldstændig" medfører~ at det er hele R. 

Vi skal endnu vise, at der gælder en til sætningen se8 sva

rende sætning om udvidelse af et ordnet kommutativt legeme: Givet 

et ordnet kommutativt legeme; det kan - og pånær isomorf k~n på~n 

måde - udvides til et fuldstændigt ordnet legem§? så~edes at enhver 

fundamentalfølge i det givne er ~onvergent 1 det udvidede~ 

"Ordnet legeme II er tidligere defineret. Gloserne "fundamen .... 

talfølge", "konvergent" og'~uldstændig" refererer til de additive 

grupper. 

I det givne legeme (L,+,.,<) betragter vi den additive gruppe 

( (L'+'<)9 og denne udvides som i det foregående til CL*,+~<), hvor 

CL * ,.+) = C [ff l, ®) /fnf le Men vi skal vise, a t f ff l ~ndda_.lS§.n~-
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Egenskaben 5') kan udtrykkes lidt anderledes. Sidste del af 

den udsiger blot, at (M,+,<) er fuldstændig. Første del skal vises 

at være ensbetydende med: Til to positive elementer E og a E M fin

des altid et naturligt tal n, så a < nE (idet nE er et element 

E+E"'+E; der er ikke tale om mUltiplikation), hvilket åbenbart 

også kan udtrykkes med ordene: for enhver ikke-triviel undergruppe 

(der jo specielt indeholder en mængde {nEl) vil ethvert a E M lig-

ge mellem elementer fra undergruppen. Vi kan udtrykke egenskaben 

kort ved at sige, at (M,+,<) er arkimedisk, og konstaterer over-----
ensstemmeIse med AT 2,20, idet et ordnet legeme er arkimedisk net-

op når dets qdditive gruppe er arkimedisk. 

Først: Hvis (M,+,<) ikke er arkimedisk, så findes a og E, 

hvor a >.alle nE,men så er følgen E,2E,3E,'.· åbenbart voksende 

og opad begrænset, og den er ikke ff, da [x. i-x.] = [E] ikke er 
J+ J 

nf. Så den anden vej: Antag [X j ] voksende, begrænset af a og ikke 

ff, så eksisterer et E, for hvilket man for vilkårligt store j kan 

finde et k = k(j) > j, hvor Xk-X' L Ej vi kan da for ethvert n fin-
J-

de et xm > nE, hvilke~ kan ses ved induktion, thi hvis xm > nE km 

vi tage et j > m, og et tilsvarende k(j), og har så Xk)Xj+E 6 

Xm+E > (n+1 }E; men da a er større end alle Xm' er gruppen ikke 

arkimedisk .. 

I St.f. 5') kan vi derfor sige 5) gruppen (M,+,<) er arkime-

disk og fuldstændig. 

Da 5 ensbetydende betingelser opfyldes trivielt af en gruppe 

bestående af et element, og endvidere af enhver uendelig cyklisk 

gruppe (fnEl,+,<), og man ser omvendt af 5), at hvis en gruppe har 

et mindste positivt element EO og opfylder betingelserne, så må 

den være af denne art, altså isomorf med (~,+,<). 

Der gælder nu følgende vigtige sætning, som udsiger at egen-
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niseres som en ring ({ff ~', $,€»', idet· vi som f'ølgemultiElikati2!! 

€>benytter elementvis,multiplikat.io:q, altså [x.] (!) [y.] = [x.y.], 
J J J J 

og at fm~ bliver et, maximalideal i deime rin.s. Thi så bli verjo 

kvotientringen ({ffhEB,€))/{nfJ et legeme; af det foregående frem-

går, at dets addi ti ve gruppe er fuldstændigt ordnet', og a t enhver 

ff fra det givne legeme er kf i udvidelsen. Med hensyn til multi-

plikationen vil ordningen også være i orden, da produktet af to 

plusfØlger åbenbart :fra et vist trin har positive elementer og 

derfor er plusf eller m, så at i kvotientlegemet bliver produktet 

af toposi ti ve elementer ~ O ~ Vi skal derfor blot, vise de under

stregede påstande. 

Det er foran s~13 vist, at enhver ff er begrænset~ og dette 

medfører at nf (!)ff = nf, for hvis [x .]nf og [y . ]ff~ så findes et 
J J, 

~1 
z > alle IYj I, hvoraf fås Ix ·y·1 < E, når blot Ixjl < EZ (NB her 

J J 

benyttes, at L er et legeme; det gælder ikke alment i en ring~ at 

fff} udgØr en ring)~ 

Så fØlger at ff ~ff = ff, idet for to givne fi(x j ] og [Y j ] 

bliver Xj Yj - ~Yk = X/Yj - Yk ) + (X j - Xk)Yk , som erjelement i 

en nf (nemlig ff 0nf G nf(!)ff). Da elementvis multiplikation end~ 

videre er kommutativ og associativ og distributiv m;h~t~ additionj 

har vi en ring (fffJ;~;(!)). Desuden er fnf} et ideal i denne, for 

ovenfor er vist at Id2 er opfyldt, og fra tidligere ved vi at Id1 

er opfyldt ~ 

Så mangler vi bIo at vise; at (nf} er maximalideal. Hvis et 

ideal indeholder fnfl og desuden en ff, som ikke er nf, så inde

holder det en følge [x.], ikke nf, af elementer som alle er ulig 
J . 

O (nemlig en delfølge af den forrige)~ Følgen [xj1] er begrænset 

for ellers fandtes for ethvert E-
1et større Ix-:-1 I, d.v~s. f'or ethvert 

J 

E et mindne Ix
31, men så ville [x) være nf~ Men så er [xj1 ]ff, 
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idet x~1 - x:1 = (X
k 

- x.)x~1Xk-1 er et nulfølgeelement gange noget 
J K'~ J J 

begrænset. Dernæst viser Id2 at idealet indeholder [x.J€>[x-:-
1

] = [e], 
JJ 

s'om er etelementet i (fff J,€», og dermed indeholder idealet hele 

fffJ~ Dermed er beviset fuldfØrt. 

Ved det reelle ~alleseme (Rt+'~l<) forstår man det Eå denne 
.. 'r .... 1, 
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0vel ser til §4., 

1. Vis,at den i teksten side 3 ~ivne definition af funda

mentalfØl~e er ækvivalent med definitionen: Følgen [Xj] 

siges at være fundamentalfølge, dersom der for ethvert 

e > O ek s i s t e re r e t n EN" s å j,. k > n ~ I x j - xk l < e '! 

2. Lad (G,+, <) være en ordnet kommutativ gruppe~ Mængden 

M = G X Z = f(g,z) l g E G /\ Z E zl organiseres som gruppe 

ved (g1' z1) + (g2' z2) = (g1+g2,z1+z 2)' og ordnes ved 

(g1 ' z1 ) < (g2' z2) <=g 1 < g2 v (g1 = g2 /\ z1 < z2) ~ 

Vis,at der herved er dannet en kommutativ ordnet gruppe 

(M,+,<) med en undergruppe isomorf med (G,+,<)~ Er (M,+,<) 

arkimedisk? Vis, at (M*,+,<) = (M,+,<),så at gruppen er 

'fuldstændig. Kan man af (G,+,<) indeholdt i (M,+,<) slutte 

*) *) at (G ,+,< indeholdt i (M ,+,< ? Som eksempel kan be-

tragtes (~,+,<), og angiv her kardinaltallene for M*og 'Q*. 

3. Lad (G,+,<) v~re en arkimedisk ordnet gruppe. Vis, at for 

givne elementer a,b t O, vil mængderne 

+~lma ~ nbj og f~lma ~ nbl, m, n E Z, n :j: O, 

udg,ØTeet snit i (~,+,<), og benyt dette til at vise, at 

(G,+,<) er isomorf med en undergruppe i (R,+,<). 
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§ 5. Polynomier. 

Lad (M,+,.) være en integritetsring. Ved et polynomium a 

over M forstår vi et endeligt sæt (a ,a
1

, ••• ,a ) af elementer o n 

fra M, indicerede på den angivne måde; elementerne a j kalder vi 

Eolynomiets koefficienter, begrundelsen for denne betegnelse vil 

fremgå nedenfor. Da vi ofte samtidig skal betragte sæt af for-

skellige længder, kan det være praktisk og vil ikke skade at be

tragte polynomiet a som en følge (ao ,a
1

, ••• ) hvori elementerne er 

° fra et vist trin. Det største index m for hvilket a ~ ° kal-m 

des for polynomiets ~a~. 

Mængden af pOlynomier over M organiseres som en ring, Q2-

lrnomiumsringen (M[X],+,.) ved følgende kompositioner (hvor det 

ikke vil volde besvær, at vi vælger de samme kompositionstegn + 

og • som i M): 

Additionen defineres ved at sætte a + b = c, hvor 

c = (c ,c1 , ••• ) med c. = a. + b., altså som koefficientvis ad-
o J J J 

dition. Man ser, at polynomierne med addition udgør en kommuta-

tiv gruppe, hvis neutralelement er ~uIEol~nomiet (0,0, ••• ). Mul

tiplikationen defineres ved at sætte a·b = c, hvor c = (co 'c1 , ••• ) 

med c. = ~akb. kr hvor der summer~s idet k lØber fra ° til j, J . J-

eller med andre ord c j = ~akbl hvor der summeres over alle par 

(k,l) hvis sum ep lig j. Man ser, at multiplikationen bliver kom

mutativ (idet multiplikationen i M var kommutatiV), og den bliver 

associativ, idet man finder 

uafhængigt af hvorledes man sætter parentesec i produktet a.b·c. 

Endvidere bliver multiplikationen distributiv m.h.t. additionen, 
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hvilket let ses (hvis man i udtrykket ej = ~akbl ovenfor erstat

ter ak med a.'+a.'t får mane. erstattet med e'.+e'.')~ Der findes 
~ . ~ J' J J ' 

et etelement (neutral multiplikat6r), nemlig (e,O,O,~q.), hvor 

e betegner etelementet i M. Og endelig ger man, at nulreglen gæ:1.-

der ,thi hvis a og b ikke er nulpolynomiet og hqr hhv. ar og b s 

som hØjestegradskoeffieienter, så vil c + ifølge produktdefi-r s 

ni tionen blive arb s' som er ulig ° (idet M var en integl"i tet.s~· 

ring). Dermed er vist, at polynomiumsringen (M[X],+,o ),~11~: 

kortere M[X], ~v~r en .in~egritetsring (M,+,~) ez ~~~E.rit~~§.~ 

Ovenfor blev defineret graden af et egentligt polynomium a .. 

Nulpolynomiet kan man tilskrive en grad -= , og man ser så~ at 

graden af summen af to pOlynomier er mindre end eller lig med deh 

maximale af addendernes grader, og at graden af produktet af to . . 

pOlynomier er lig summen af faktorernes grader (idet man på en 

selvfølgelig måde regner med -~) • 

Polynomiumsri'ngen M[X] indeholder en delmængde bestående al~ 

pOibynomierne af Otte grad, "konstant~rne", (ao,O,O, •• ø), og af 

definitionerne på additionen og multiplikationen ser man let, at 

de udgør en delring, som ved afbildningen (ao'o,o,o.o) o(-~ a ses 
o 

at være isomorf med (M,+,.). Vi kan derfor, om vi vil, udskifte 

betegnelserne, og i st.f. (ao'O,O, ••• ) blot skrive ao ' og så op

fatte M[X] som en nyskabt udvidelsesring for (M,+,~). 

Polynomiet (O,e,O,O, ••• ) vil vi betegne X. Udregnes de suk

cessive potenser af X findes 

x = (O,e,O,O, •• ~) 

X2 = (O,O,e,O, ••• ) 

X3 = (O,O,O,e, ••• ) 

o.s.v., 
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og af"multiplikationens definition fås" let, at akxk = (ak,O,O, ••• )o 

(O,O,..qe, .... ) -bliver lig (o,O,. •• ,ak , •• ) (med ° undtagen på 

den klte plads), hvoraf vi ser, at polynomiet 

a = (a ,a1,~ •• ,a ,O, ••• ) kan skrives på en form, som vi ofte vil o n 
betegne a(X), nemlig 

a = a(X) = ~ •• + 

Regning med polynomierne indenfor M[X] bliver derved reduceret til 

en simpel (og fra skolen tilvant) form, uden at man behØver at 

opfatte X som et mystisk variabelbegreb. 

Selvom (M~+,~) er en hovedidealring behØver M[X] ikke at 

være en hovedidealring; f.eks. er Z[X] ikke en hovedidealring, 

idet mængden af polynomier ao + aiX + ••• + anxn hvori a o er et 

lige tal let ses at være et ideal (opfylder Id1 og Id2), men ik-

ke er mængden af multipla af et frembringerelement. Men der gæl-

der sætningen: ~vis M er e1-kommutativt legeme, så er pOlyno

miumsringen M[X] en hovedidealrigg. 

For at vise sætningen skal vi bemærke, at til to polyno

mier D(X) ("dividend" ) og d(X) ("di visor"), hvor d(X) ikke er 

nulpolynomiet, er det muligt at bestemme et q(X) (Ilkvotient"), 

således at "resten" 

r(X) = D(X) - d(X).q(X) 

bliver af lavere grad end d(X). Metoden hertil er en velkendt 

divisionsalgoritme, ved hvilken kqefficienten til højestegrads

leddet i d(X) divideres op i visse andre elementer fra M. Herved 

benyttes virkelig, at M er et legeme. 

Lad nu I være et ideal i M[X]. Nulidealet er trivielt et 

hovedideal, så vi kan antage, at I indeholder egentlige pOlynomiero 
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Lad os i I tage et egentligt polynomium d(X) af den lavest 

forekommende grad, vi vil da vise, at et vilkårligt D(X) E I 

er et multiplum af d(X). Dertil bestemmer vi i divisionslig

ningen ovenfor et q(X), således at r(X) bliver af lavere grad 

end d(X), men ifølge Id1 og Id2 gælder r(X) E I, som medfører 

at r(X) = o. Altså vil D(X) være delelig med d(X). 

Lad os stadig antage, at M er et kommutativt legeme, så 

at M[X] er en hovedidealring. Vi kan anvende den i § 3 udvik-

lede teori for faktoropløsning. Gruppen af de regulære elemen

ter __ i M[X] ses at bestå_af=~~gden af de fra O fors~ell~ 

konstanter, medens de ikke-regulære elementer er polynomierne 

af grad større end O. Et polynomium er reducibelt, hvis det kan 

skrives som produk~ af to polynomier som ikke ~ konstant&JJ_ 

og i modsat fal~ det_irr.educ~belt. 

Eksempler: 

Et første,g,radsRoynomium er altid· irreducibel t. 

Et polynomium er deleligt med førstegradspolynomiet 

X-c (hvor c E M) hvis og kun hvis det har c som rod (rodbegre-

bet omtales nærmere senere), og ~olynomium af grad stør!§ 

end eller lig 2 er deFfor reducibel~i-hvis det h~r enrQ§~_M. 

Man ser, at f2F ~olypomier __ af~a~~~ 3 er denne betin~~ 

påde nødv~di'&"Qg tils,:tr>ækkelig. F. eks. er polynomiet X3 _X2 +e over 

legemet (Z2'+'.) (altså over legemet af restklasser modulo 2, og 

hvor e betegner etelementet i dette legeme) irreducibelt, thi 

ved prøve ses, at ingen af de to elementer fra Z2 giver polyno

miet værdien O. 
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Hvis M er brøklegeme for en integritetsring (1,+,·) med 

entydig faktorisering, og a(X) E M[X], så findes et m E I så

ledes at ma(X) E I[X], f.eks. m = "fællesnævneren" for koef

ficienterne i a(X); et ~~adspol~nomium rX-s~vor-L-~ 

s erprtmiske9 r,s E I §an da kun væ1:e faktor i P-2~! 

!.tersom r går op i ~fi..9j§.rTIen til .h~est.§gradi3Jedd~.Qg2 

.@r . ...9p_idet konsta.m ... e_J,.ecl_i polypomie.:L,lli§:ill. Et simpelt be

vis kommer senere i denne §. Reglen generaliserer en fra sko

len velkendt regel ("hvis en uforkortelig brøk §. er rod i et 
r 

polynomium med heltallige koeffocienter, så vil r gå op i 

polynomiets højestegradskoefficient og s gå op i dets konstan

te led") og er nyttig ved opsøgning af førstegradsfaktorer. 

Den såkaldte "algebraens fundamentalsætning" - som vi 

ikke skal bevise her, da den naturligt falder ind under den 

matematiske analyse - udsiger (I): ~~~ C[X] 9~re~~cibe~. 

medf~rer at c(X) er af første gra~, men kan også udtrykkes 

(II): reX) E R[X] og irreducibel medfører at reX) ~r af.,J'ørst y• 

eller anden graq,. Thi (I) =* (II): reX) E C[X] , har altså en 

rod a EC; hvis a E R. er X-a reel faktor i r(X), og hvis 

a E C\R er (X-a)(X-a) reel faktor i reX). Og (11)=* (I): 

c(X)'c(X) E R[X] , og har altså en faktor af første eller anden 

grad i R[X], og i begge tilfælde vil c(X) så have en rod E b. 
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Sætningen om den entydige primoplØsning indenfor en hoved'

idealring giver: Ethve,rt J.)olynomium alf' grad s tørre end O kan P~ 

en og kun en måde skrives somj2rodukt af irreducible polynomier 

~ M[X] (idet disse_dog kun er bestemt pånær konstante faktorer) ~ 

Eksempel: I R[X] kan p(,'llynomiet 3(X4-2) skrives som produkt af 

irreducible, nemlig aom 

og samtlige sådanne produktfremstillinger fåa ved på forskellig 

måde a,t f'ordele den konstante faktor 3 på højre sidea parenteser .. 

Opfa_ttefffi det samme pOlynomium som pOlynomium over Q er det ir

reducibel t, thi hvilBi det indenfor Q[X] kunne, skrives, som produkt 

æ(X)-b(X) ville dette også være en faktoroplØsning indenfor R[X], 

og kunne derfor bortset fra. konstanterne fremgå af den ovenståen-

de oplØsning ved at to 8ft' parenteserne samledes til e,n, men hvor-

ledes: det end gøres kan der ikke derved opstå ryolynomie.r fra 

Q[X] o 

Vi be.tragte]!' igen polynomiumsr-ingen M[X] over et kommutati vt 

legeme (M,+,.); vi antager, at M består aæ mere end nUle,lementet, 

fOl? ellerIBi ville mJl't blive trivielt. Lad endvidere (M,+,.) være 

indeholdet i en integritetsTing (L,+,q), og lad c være et vil

kårligt element fra_L. 

Der findes. netop en homomorf' afbildning af M[X] ind i L, ved 

hvilken M's elementer er fixelementer, og således at X ~ c, nem-

lig afbildningen 

a = a(X) = a~ + a 1X+ •• , + a~n ~ 

thi denne. af'blldning er åbenbart en homomorfi med de ønskede e-

genSkaber, og man ser også umiddelbart, at en sådan ikke kan være [ 

anderledes:,_ Vi beskriver afbildningen kort ved at s'ige, at vi 
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~.~x li~~LRolJ2.l0!!l!~~, og billedet, af a = a(X) kalder vi 

for a(c). Da M[X] er en kommutativ ring med etelement, vil den 

ved homomorfien føres over i en kommutativ ring med etelement" 

og da billedet ligger i integritetsringen L, vil nulringen gælde 

for billedet; dette er derfor en integritetsring, og vi betegne:C' 

den M[ c];> og ka1deJ.~ den for integri tetsE1:ngen fre:tl!gåe,~~L.M. ved 

adJ11D!f.!49..!l.._~_2.; denG; elementer er al taå alle udtryk af' formen 

a O + Bic + ~.o a cn
9 hvor alle a. tilhØrer M. 

I n J 

Homomorfiena kerne er et ideal I c M[X]. Her gælder skarpt 

inklusionstegn~ da de fra O forskellige konstanter aO E M er 

fixe ved afbildningen, og derfor ikke fØres over i nulelementet 

og altså ikke tilhØrer kernen", Integritetlffiringen M[c] ses ifølge 

def'ini tion at være en realisl~dion af faktorringen (M[X], +," )/I ~ 

Der kan nu indtræffe to muligheder: 

~J~ll er I := fOlv det trivielle nulideal" Så indeholder ker-h 

nen kun et element, og homomorfien er bijektiv, alt,så en ilffiomorfi. 

I så faJ.d er a(c) :-/: O f'or ethvert polynomium a forskelligt frat 

nulpolynomiet$ og vi har isomorfien mellem M[X] og M[c]$ idet 

X vn n a O + a 1 +" •• + an.l~ +-) an + a 1 c + •• ~ + anc • I dette tilfælde 

siger Vii." at ~ tr~'Cendenil, over M. Eksempel: Lad (L g +, .. ) væ

re de reelle tals legeme (R,+~.,)!, og lad M være mængden af' rati-· 
1>-

onale tal Qn Man kan vise, at ff = 3,14159 •• er transcendent over 

Q (beviset kræver en del teknik)~ og vi har isomorfi mellem Q[X] 

og Q[ff] C (R,+,.,) t idet <Jo+~X+O<' .. ~xn ~ CJo+g1X+o" "+~ffn, alle 

gj rationale o 

ElJ-eE I er et ikke-trivielt ideal i M[X]. I dette tilfælde 

sd.ger Vj',9 I1Itt C er algebra.i.sk over M .. For ethvert a(X) E: I bliver 

$( c) = O t1 og wi siger, æt Q~r rc:d i l?ol;Y-nomiBt a(Xl-e Da M[X] er 

en hovedidealrj.ng bliver 1 netop mængden af multipla. af et egent

ligt polynomium d(X) E M[X] ~ og heR må d(X) have en grad større 
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end O, al tså ikke være en kons,tan t, f'ordi I er en ægte del af 

M[X] o Man har al tæ, at den nødvendige og tilstrækkelige betin

gelse for at e er rod i et polynomium $(X) er, at at(X) er dele

lig med d(X), hvor' d(X) er et ved e bestemt polynomium; d(X) er 

bestemt entydigt pånær en konstant 'faktoJl, nemlig som et egentlig. 

polynomium af lavest grad med e som rod. 

Polynomiet d(X) er irredueibel t. over M. Thi ellers· kunne 

d.et skrives som et produkt -<1. (X). dZ{X), hvor begge faktorerne 

var af lavere grad, og derfo~ ikke delelige med d(X); idet nu 

d(c) = d
11

(e)i>d2-(e) = O, og nulreglen jo gælder i L, måtte e være 

rod i e,t af' f'aktorpolynomierne, hvilket strider mod, at e kun er 

rod i polynomier l der er delelige med d(X). 

Resultaterne kan sammenfattes i'f'ølgende sætning: Lad ~ 
indeholde delle emet M + .) 

SE.!.!ietsr:i;, ethvert c E L er enten transcendent over 

M~~~å fa~.;~ er det ikke rod i noget polynomium f'ra M[;x:J, ·el-

12!-2~~å. et_d~_§~ebralsk over M. og i så f'ald er-det rod i net-, v 

2E~~j;-.J_rreducibelt polyPomium d(x2 fra M[X] (dog kun entydigt 

,12~~r en lf.c.?nstant f'akt2l')' og samtlige pol;ynomier i hvilke e er 

~.~_ ~-.19E"""de l? o;!;;ynomi er , der er delelige med d(X2. 

Hvis man ind~or en integritetsring (L,+,.) har en delin

tegritetsring M og et element p, så betegner man almindeligt med 

M[c] den mindste integrite.tsring indenfor (L,+,.), f'or hvilken 

M <;: M [eJ og e E M [e]. Vi siger, a.t M[e] er integritetsring~n 

!~ÆEået ai' M v~d afLlunktion af' e (indenf'or L). Benævnelsen seer 

at atemme overens med aU. t det foregående, og sJ?eeiel t be.mærkes, 

a:t hvls man som L benytter M[X], så bliver M[X] virkelig den 

mindste integritetsring der indeholder X = (O,e,O,O, ••• ). 

For legemer benyttes analoge betegnelser med rund~ pa!\enteaer: 

Hvis.ma..~ indenfor et legeme (L,+,.) har et dellegeme M ~g et ele

ment er så betyder M(e) det mindsjte legeme indenfor (L,+,.) fOl!!-
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hvilket M ~ M (c) og c E: M(c) ~ Vi filiger, at M(c). er 1i:.B:eII!et frE}]!

.Ef.ået aJf.' M ved aQ.j~J2...91}..,ll:Lc (indenfor L) ti Man ser, a t M( c) 

netop er brøklegemet for M[c]. Specielt ses, at M(X) er- mængden 

af' "polynomiumsbrø,ker" 

n a +al
1

X+ o o ~ +8.1 X o n - . 
m b +bi X+ooo+b X 

C1 I ITIl 

, 

1 
og at M[X] er en ægte del ær M(X), idet :f"eks. ; Ej: M[X] (hvis-

i var et polynomium skulle. det have en ikke-negativ grad, og der 

fremkommer så en modstrid mod reglen om at graden alf et produkt 

er summen af f'aktorernes grader)" !!.:ti:s c er- transcendent, over M 

~lder det ogS~!,~ M[cJ E:-~~~ del ~ M(c), på grund af' 

iS.omorfien mellem M[X] og M[ c] o 

Derimod gælder der, at hvis: c er algebraisk over legemat M, 

~ er integri te~~.r1ng~ M[c] et legeme..2g al taå. si t ~et brø,k

ygeme, så at M[c] = M(c). Thi når c er algebraisk over M er det 

rod i et irreducibelt polynomium d(X) over M, og så vil mængden 

I af multipla aJf d(X) være et maximalideal i M[X] (idet r c lil 

hvis og kun hvis: det for frembringerelementerne gælder a,t d har 

di som ~gte divisor); ifølge en tidligere sætning er så 

M[c] = M[X]/r et legemeo Da M[c] er mængden af elementer af for

men a. +/3)1 c+" G o+æ. en betyder det, at kvotienten mellem to elementer o n 

af denne form atter kan skrives på samme form. 

Eksempel: indenf'or eR ~ +, G) er {Y2 algebraisk oveF e Q, +, (I ) 11 

idet den er rod i det irreducible polynomium X3 - 2; idet Q[{Y2] 

er et legeme er det indenfor denne mængde BJltid muligt at "skaf

fe. rational nævner" ~ f • aks • er e tilfældige tal) 

e 3 flt ::: 2 {Y2 + 4)::t = 110 e - 4 {Yt + 1 3 {Y2 + 14) o 
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Hvis c E .M, så er c algebraisk over M, idet c åbenbart er 

rod. i pOlynomiet X-c, som tilhØrer M[X]; dersom c er rod i a(X)p 

så er a(X) delelig med X-c. HeraJf kan flrelSJ, at ant,allet af' røddeJl 

i et poll!l0mium er mindre end eller lig detlSJ grad, Thi tager vi 

som M et legeme, der indeholder de rØdder vi vil betr'agte, og 

desuden alle polynomiets koefficienter, så vil polynomiet tilhØre 

M[X], og vi kan inden for M[X] foretage en faktoroplØsning, idet 

vi for enhver rod c får en faktor X-c i polynomiet, og antallet 

af disse faktorer er mindre end eller lig graden (herved benyttes 

sætningen om den entydige fremstilling s.om produkt ar irreducible, 

og at fØrstegradspolynomier er irreducible). 

Hvis a(X) E M[X] og c E M, så vil c ~ a(c) være afbildning 

a::r M ind i M. Til ethvert polynomium a(X) svarer ru tså en "polY'

nomiumsf'unktion" c ~ a( c), og vi har med selvfØlgelige komposJ.

tåonsregler en homomorfi aæ M[X] ind i mængden af afbildninger af' 

M ind i M. Disae pOlynomiumsfunktioner spiller som bekendt en stOF 
kommutativt 

rolle i æmlIDlysen. I ethvert legeme M kan den ffiæclva1..fllige 

Lagranges interpolationsf'ormel anvendes. til æt bestemme et poly-

nomium, som for endelig mange givne c
j 

E M amtager opgivne vær

dier E M. Specielt ses heFaf, at for et endeligt legeme er enhver 

aæbildning af M ind i M en polynomium~unktion c ~ a(c) (hvor 

polynomiet a(X) endda ikke er entydig beatemt, idet ml1m f oekso 

altid til det kan addere rr(x-c.), hvor fc.} = M)a Hvis M er uen-
J J 

delig gælder noget tilsvarende ikke, og f.eklSJ. en af'bildning ved 

hvilken uendelig mange (men ikke alle) c
j 

afbildes i O er iklce 

en polynomiumsfunktion, dal et polynomium kt::1 har endelig mange 

rØdder. 

Vi har hidtil betragtet pol;ynomier d(X) E M[X] og en integri<

te.ts.ring L med M som dellegerne , og så mØd t muligheden af' a.t e t 

c E L kunne være rod i d(X). Dersom der finde5 en sådan rod 09 så 
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er strukturen srf legemet M(c.) givet, nemlig SA)m en kvotientring 

(M[X]'+J~)/I, hvor I er mængden $f multipla af d(X). Men selvom 

vi kun har ~ vet legeme.t M og et irreducib.@l t pOlynomium d(X) E: M[X] ( 

så vil der. al tid f}ndelffi et legeme (L, +,.) ~r h~ M. ~Dm delle.geme 

2g s.om indeholder en rod i d(X), nemlig lØe:t $agt: den nævnte 

kvotientringe Udf'ørligt: Mængden aæ multipla af d(X) er et ideal 

I c M[X] p og ifølge den almindelige homomorfiæætning eksiste.rer 

der en homomorf afbildning a = a(X) ~ a' af' M[X], yed hvilken I 

er ke.rne; billedet er en kvotientring (M[X],+,o )/I,.og den er et 

legeme fordt d er irreducibel $å I er et mrucimalide6ll. Da. M n I = 

{Ol bliver afbildningen af' M's; elementer injektiv, ælitså en iso-

morfi p og vi kan derfor identificere M "s elementer med deres: bil-

leder, hvorved vi opnår at M er dellegerne af (L,+,.). Billedet 

af X wil vi kalde for c, og det vil i kvotientringen være r0d i 

d(X), thi da alle elementerne i M , og all tså speciel t kl>sffi"ien

terne i d(X), er fixelementer ved afbildningen, vil d(X) -+ d(c), 

og da;. d(X) ligger i kernen er d(c) = O. 

Som et vigtigt eksempel kan betragtes polynomiet X
2

+1, som 

er irreducibelt over de reelle tals: legeme. Dette legeme kan ud-

vides t.il et legeme, der indeholder en rod i polynomiet; en sådan 

rod kaldes; s:ædvanligvifffi i, og R[i] = R(i) er da;. de kompleks.e tals 

legeme (t:,+,,,). På et tidligere sted (i AG, II, §3) er komplexa 

taJ. konstrueret (v"hjo arr talpaæ) lS:om et mindste udvidelseslegeme 

af (R,+,o) der indeholdt e.n på særlig vis konstrue.ret løsning til 
2 

X = -·1, men stru..l{t'uren er den samme som strukturen af det ger 

konstruerede RCi) ~ thi ifølge det foregående er det s:trukfuren tæf 

kvotientringen R[X]/I, hVOR I er hovedidel1lllet f'rembF'agt af X2+1. 

Polynomiet X
2 

+1 kan i R( i) spaltes he::t. t til bundS:, s.om et pro

dukt af fØrstegradsfaktorer, nemlig X2+1 = (X-i) (X+i), og mæl aer 

almindeligt, at hvis man til et legeme adjungerer en rod i et 
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irreducibelt ændengradspolynomium, så vil udvidelseslegemet inde-

holde begge polynomiet& rØdder. For polynomier af højere grad 

gælder noget tilsvarende ikke: f .eks. er X3-2.. irreduoibel t over 

(~, +,. ), og Q,( ~) indeholder en rod til polynomiet, men da; 

~(~) ~ R kan dat ikke indeholde nogen ær de komplexe rødder, og 

først hvis mail1. yderligere IÆdjungerer en af' diase får man et legeme, 

som indeholder alle tre rØdder, og hvori p olynomiet kan skrives. 

som produkt ffJJf fØrs tegrads.faktorer. 

Hvis o er algebraJisk over M gælder ifølge det tidligere, at 

M(o) ={a +a1c+ ••• +a omj.Hvis det irreducible polynomium d(X) hvor-o ID 

i o er rod er ær grad n, kan man i fremstillingen af elemente~ne 

fra M(c) nøje~ med exponenter m < n, thi ved at benytte der) = O 

kan .man få on udtrykt som en linearkombination 8Jf' lavere potenser 

EDi' o, og ved gentagen anvendelse heraf kan man få bortskad'fet al

le potenser af c med exponent? n. F.eks .• er jo R(i) = {r1+ir21. 

Dette fænomen skal vi nu nærmere undersøge. 
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Man Kan da med legemets kompositionsregler + og c opfatte L som 

et vektorr'1.:nll over legemet NI, idet man al -Gsaa opf'a tter dette sid-

ste som skalarlegeme. For at godtgØre dette skal man eftervise, 

at de til de:t':Lni t::.on af vektoI'x'u."ir! benyttede betingelse!' V" i - V" 10 

,er opfyldt, fliC:;:l det ses 2.et; 'betingelserne V.i _. V.,5 omhandler lmn 

velctoraddi tlon og er O}J:l;)rldt fordi (L;, +) er en gruppe; betingel-

serne Il" 6 .- v" 9 ornhc~ndJ.e:r' I'e;~ning med vektOl"er og slealarer, og er 

opfyldt fordi disse alla ligger i ringen ( OTo .!. 0''). 
.u~ I., ~ endeli g omhand-· 

J.er V o 10 eks:L3tensen ai' eD fO;J:b.ed.sskalar ll og er opfyldt~ da M in--

deholder et etc!ement c 

P j;.mQl}5,tg_D.:~ll •. .§.:f L.-2.LL~~(c_~J:...-,s om v ek !9"f:rl:!l!L.?Y-~r~)~L1f.~ l d.~ s [. o~: 

E2:s-,g~f.'!-• ..E.f. I!~2:Z,~_!: .. ,lL_O.2-:..._"':;~et91{D22..J..:l!.~ Denne grad angivel" antallet 

af elementer i en 'bagi s f'or TI over M. Som eksempel kan man lJetrag-

te Il 'c:::. E( c) y h'°:,ro:.:.' c er algebrai sle over ~vI; ~_fØlge en tidligere sæt-o 

2 
n:~ng (.s~19 ø'ters'c) Jean man sem en basis for M(c) benytte l~ C y c ~o 

lin8Grtu'afhængige!J i'0Y' i31lers ville c være rod 

i et egen"tJ..:Lzt poJ_Jn0:15u;:1, af' lavere end ntte grad), og vi har alt-o 

at ethvert l E L på netop 

een måde kan sk:-'i ve 3 :på :C()~:n:en 

=-c.d 

[K:M} = s, 8~lcd88 ~t 

f'orElen 

veJre en t'or K over I~I9 idet 

et.hvert, k. på netop con måde kan skrive s på 
l 

-'o' ffi; 1,~31 'i:,." + m. Dc," 13:" .i,' 
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hvor alle mij E M~ Indsættes ~or ki ~år man 

(A) 

således at ethvert l er en linearkombination af' CXJ,.{3. med koe~f'i-
l J 

cienter mij E lÆ, og desuden er f'remstillingen entydig - så1.edes 

at elementerne ai~j udgør en basis - thi et udtryk a~ arten CA) 

kan jo skrives på f'ormen 

1. = L /.:I mi ji3 j)æi ' 
i j 

hvori parenteserne er elementer tilhØrende K, og da fCX1~ var en 

basis ~or L over K, bliver disse parenteser entydigt bestemt, og 

da [J3 j } var en basis ~or IC over M, bliver dernæst elementerne mij 

entydj.gt bestemt .. Men dette viser, at [L:M] er lig antallet ele-

menter <1l:i t3 j , altså lig ro,s, hvormed sætningen er bevist. 
, 

Hvi_s et lege!!!..e (L~+2 <>} har endelig maI?:~~;tement~~.!-_~ts 

k~ls~k~risti~ et p'!imtalp, og antallet a~ dets elementer er~ 

J2...o..,ien§....§f' .P--,,_ Thi (ae AT 1.,22.) karakteristikken f'or L må være ·et. 

primtal ll~ og primlegemet P ~or L (som jo var det mindste egent

lige dellegerne a~ L)' indeholder altså p elementer; endvidere må 

graden [L:P] være endelig, altså lig et tal n, således at der er 

en basis med n elementer a1J.~~'~n' og dersom vi i ~remstillingen 

+ •• ~ + p a 
nn 

JLader alle p. ua~hængigt af' hinanden genneml.Øbe P, f'år vi netop 
l 

samtlige elementer 1 E L, og hvert kun en gang; antallet mulige 

n valg af' P1,-~?~Pn ses at være p , og dette er altså elementantal-

let f'or L, hvormed sætningen er vist. 

En udvidelse a~ et legeme (M, +, .) til et legeme M( c L· hvor 

c er algebraisk over M, kaldes en si mpel algebraisk udvidelse, og 

det blev ~oran vist, at graden [M(c):M] er endelig. Komhinere$ det-

, 
..... 
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te med den foregående sætning ses, at dersom et legeme L fremgår 

af et legeme M ved et endeligt antaJL sukcessive fi:l'impJLe algebra

iake udvidelser, så er [L:Ml endelig. 

Dersom man omvendt har et legeme (L,+t·) og et delleg~e M.l... 

og graden [L:M] er endelig, så kan L fremgå af M ved et endelig..i 

fmtal pukceasi ve s~m;Qle algebraiske udvidelser, og endvid~re~ 

ethvert element c E L algepraisk over M. Lad oa bevise den sidste 

påstand fØrst~ F l l 2 c3 ø . gen ,c, c, , ••• indeholder uendelig mange 

ruementer, og disse kan derfor ikke være lineært uafhængige over M~ 

og der findes derfor en egentlig linearkombination af dem, som er 

0, men det betyder at c er rod i et polynomium over M, altså alge-

braisk over M. Dersom vi til M adjungerer et element c E L, men 

hvor c Ej:: M, så er [M(c) :M] > 1, og derfor [L:M(c)] < [L:M], og 

ved et endeligt antal gentagelser af denne proces når vi frem til 

* *1 * et legeme M ') hvor [L:M 1 = 1, d.v.s. at L = M • 

De foregående sætninger medfØrer, at dersom cl~-~2 er a~ge

braiske over Mt så er deres sum og deres produkt og d~es differens 

og deres kvotient også algebraiske over M. Thi vi kan jo ved to 

simple algebraiske udvidelser nå fra M til et legeme M(cJL,C2 )', som 

indeholder dem begge, og da [M(cJL ,C2 ):M] 

er endelig, er ethvert element fra M(C1 ,c2 ) 

algebraisk over M. F.eks. er-.l2. +.V3 algebraisk over ('Q,+,.); som 

et polynomium hvori stØrrelsen er rod kan nævnes x4 - tO x
2 

+ l .. 

Dersom c er transcendent over M, så er [M(c):M} = co, da eJLe-

menterne l, c, 2 3 c , c , .... er lineært uafhængige over M. 

Man bør hemærke, at det derimod meget vel er muligt, at 

[L:MJ = 00, selvom hvert enkelt element fra L er algebraisk over M. 

Som eksempel kan man betragte mængden A af alle reelle tal som er 

algebraiske over C~, +., • ); ifØlge det ovenstående vil denne mængde 

med to elementer indeholde deres sum og produkt og differens og 
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kvotient, og mængden A er derfor et legeme. Dersom nu graden 

[A:~J = n, skulle ethvert a E A være rod i et irreducibelt pOlY

nomium over ~ og af grad mindre end eller lig n, men dette er ikke 

tilfældet, da der f'indes irreduciblte polynomier over ~ af' vilkårc

-

lig h~j grad, f.eks. xm - 2 f'or alle m (dette kan f'.eks. ses ved 

at benytte re sul tatet t'ra Øvelse 14). 

løvrigt kaldes A of'te t'or mængden at' algebraiske tal, idet 

det altså er underforstået, at det er de reelle tal, som er alge

braiske over det rationale legeme. 
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I begyndelsen af derua.e § har vi indført begrebet "polynolll}.l-er 

af' en variabel over et integritetsområde", idet et polynomium blot 

var et på en bestemt måde indiceret elementsæt (ofte kaldet "po~' 

lynomiets koefficienterH ) fra integritetsområdet; for disse ele

mentsæt indfØrtes bestemte regneregler, og X var en betegnelse fol:"' 

elementsættet (O,1,O$09~øe>n Vi skal nu betragte den tilsvarende 

indf'ørelse af polynomler af flere variable, idet vi for tydelig-

'hedens skyld især vil betragte polynomier af to variable. 

Lad' (M,-lr,o) være et integri tetsområde .. Ved et J291ynornJUIJt b 

to variable ove~~ forstås et sæt af elementer a jk , hvor j,k E 

[Oj ViNI og således at kun endelig mange af dem er forskellige fra 

Q, (elementerne a jk kaldes ofte "polynomiets koefficienter"}o For 

disse elementsæt indfØres additiqn, idet a = [aJ"kJ og h-= [bjkt 

får summen c ~ fCokJ, hvor co,~ = a0k.+bok' og der indfØres J J,& J. J 
multi= 

idet deres oprodukt d = [d jk l defineres ved 

I;J. f . 
d 0T_ = a b • 

Jlll<. mn. j-m l1,k-n 

plikation, 

m=o n=o 

Disse pOlynomier ses let at udgØre et integri tetsområde Csmlgn. 

side 1 i denne § '0 vedrØrende nulreglen se også nedenfor • Hvis 

man definerer X1 som elementsættet a, hvor a10 = 1 medens alle an

dre a jk = a, og endvidere definerer X2 som elementsættet b, hvor 

bQ1 = 1 medens alle andre b- jk = 0, ser man, at a = [ajkJ bliver 

lig L ~ a jk Xi j X2
k

" Ved de videre regninger med polyIiomierne er 

~-yt_::Le_ttest ... -a..t.b.enJ.ttte dette udtryk og betegne polynomiet a(X1 ,X2 }ø 

Intes~itetso~!åd~t af llolynomier i to variable over M bet~gnes~ 

M[X1.z!.2h og man ser af udtrykket, at det er det samme som man vil

le få., dersom man fØrst betragtede integri te tsområde t af polynomier-

\ M[x11 over M (hvor vi har skrevet Xt i st.f. X), og dernæst over 
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dette betragtede integritetsområdet af polynomier, altså (M[Xi1) 

[X21 (hvor vi har skrevet X2 i st.f. X)l. D.enne sidste betragtning 

viser også, at der virkelig bliver tale om et integritetsområde, 

således at nulreglen gælder. 

Man bemærker, at M[X
i
1 ikke er noget legeme, og man kan der

f'or ikke slutte, at (M[xi1Hx21 = M[X1,X21 er en hovedidealring. 

At dette sidste virkelig ikke er tilf'ældet kan ses af' at mængden 

af' polynomier a(X1 ,X2) uden konstantled, d.v.s. f'or hvilke aOO -

0, er et ideal, som ikke er noget hovedideal. Vi skal ikke gå 

nærmere ind på hvorledes man alligevel kan vise en sætning om en-

tydig faktoropløsning. 

Lad integritetsområdet (M,-It,.) være indeholdt i et integri

tetsområde (L,+,.), og lad endvidere c i E. L og c2 E. L. 'Ved M[c1.L 

,.gal forstås det mindste integriitetsområde (indenfor L), som inde

holder M Og~1 og c2i det siges at være fremg~t ved adjunktion 

~ ~ og C2.ti~ M, og dets elementer er netop samtlige udtryk 

~ L mjkc1 J C2 • Man ser, hvorledes benævnelsen stemmer med det 

foregående, idet man ved dannelsen pA denne måde af M[x1,x21 som 

L benytter det tidligere definerede M[x1,x21. Uden at gå nærmere 

ind derpå, skal vi bemærke, at man for legemer benytter tilsva-

rende betegnelser med rund parentes. 

På ganske analog måde kan man definere integritetsområdet 

M[X1 ,. o. ,xnl af' polynomier i n variable over M, og man ser, at man 

f'år illiclusionskæden 

M c M[x11 c M[X1 ,,~1 c ••• c M[Xi , ••• ,xn_11 c M[X1 , •• 0, , xn l, 
i hvilken ethvert led er et integritetsområde Mej), og det :p:å

f'Ølgende led er ringen af polynomier (i en variabel)' derover, 
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altsåM(j)[X. ] =M(j+1). 
J+1 

For et polynomium a(X1, ••. ,xn ) definerer man graden (= 

deg a) som den maximale værdi af summen af eksponenterne til 

X1,··.,Xn . Der gælder så, at graden af et produkt er summen 

af faktorernes grader, deg ab = deg a + deg b. Vi nøjes med 

at give beviset for n = 2, det gennemføres for vilkårligt n 

på analog måde. Lad 

a = og b = , 

hvor alle a jk og blm er ulig O; deg a = max(j+k) og deg b 

= max(l+m). Ved multiplikationen fremkommer led med eksponent

summen (j+l)+(k+m) ~ deg a + deg b, og produktets grad kan der

for ikke være større end dette tal; det kan nu ske, at nogle 

af leddene ophæver hinanden, men tager man fra a leddet (en

tydigt bestemt) med j+k = deg a og hvor j er maximal, og fra 

b leddet med l+m = deg b og l maximal vil det i produktet gi

ve et led af grad deg a + deg b, og med en maximaleksponent 

til x1 som ikke nås af andre led af denne grad, og med en 

koefficient ajkblm t O. 

Selvom (M,+,o) er et legeme vil - som foran bemærket -

polynomier i flere variable over M ikke udgøre en hovedideal

ring, men vi vil vise, at de dog udgør en integritetsring med 

entydig faktorisering. Der gælder: Dersom (r,+.o) er en inte

gritetsring med entydig faktorisering, så har integritets= 

ringen rEx] af polynomier over r også entydig faktorisering. 



r 
'\ 

, 
\ 

Mat. 2, 1968-69 AT 2, 27b (§5) 

Først skal vises: Hvis rr er et primideal i integritets

ringen (1,+,-), så er rr[x] et primideal i I[X]. Vi skal altså 

vise, at hvis a(X) ~ rr[x] og b(X) ~ rr[x], så vil a(X)b(X)~ n[x]. 

Lad a have koefficientsættet (ao ,a1 , ••• ), og lad heri a j være 

den første koefficient, som ikke tilhører n , og lad b have 

koefficientsættet (bo ,b1 , ... ) hvor bk er den første koeffi

cient, som ikke tilhører rr . I produktet vil koefficienten til 

Xj +k være lig 

(aOb j +k+ ... + a j _1bk+1) + ajbk + (a j +1 bk_1 + ..• + aj+kbo )' 

og da alle de første ar tilhører IT vil hele første parentes 

tilhøre IT, og analogt ses at anden parentes tilhører IT , men 

midterIeddet vil ikke tilhøre IT fordi hverken a j eller bk gør 

det, og rr var et primideal; koefficienten til Xj+k tilhører 

altså ikke n ,hvormed lemmaet er vist, idet det ses, at n[x] 

opfylder Id1 og Id2. 

Lad nu (1,+,-) være en integritetsring med entydig fak

torisering, og lad dens brøklegeme hedde M. Så gælder Gauss' 

Sætning: Hvis p(X) E I[X], og p(X) er reducibel i M[X], så 

er p(X) også reducibel i I[X]. Thi lad to polynomier (ikke 

konstanter) fra M[X] have produktet p(X), så kan man ved at 

multiplicere hvert af dem med fællesnævneren for koefficien

terne opnå to polynomier E I[X] , hvis produkt er mp(X), hvor 

m E I; lad fa hhv. f b betegne en største fælles divisor indenfor 

I (eksisterende! ) for koefficienterne i det første hhv. det 

andet polynomuim, vi har da 
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hvor koefficienterne i a(X) hhv. b(X) tilhører I, men ikke har 

nogen fælles ikke-regulær divisor. Dernæst bortforkortes heri 

de fælles irreducible faktorer (tilhørende I) for m og fa og 

f b , og herved bliver hele ID bortforkortet, for hvis der fra 

m resterede en irreducibel faktor ir' så ville (ir) være prim

ideal TI (og maximalideal) i I, og venstresiden ville tilhøre 

rr[x], medens a(X) og b(X) med sikkerhed ikke gør det, og en

ten fa eller f b måtte altså gøre det, d.v.s. være delelig med 

ir. Men når hele m er bortforkortet har vi åbenbart p(X) skre

vet som et produkt indenfor I[X]. 

Vi skal dernæst udnytte den entydige faktorisering i 

(1,+,·) til at vise, at dersom p(X) og q(X) er irreducible 

polynomier, ikke konstanter, i I[X] og de er associerede i 

M[X], så er de også associerede i I[X]. Når p(X) er irredu

cibel i I[X] kan dets koefficienter ikke have nogen fælles 

ikke-regulær divisor fra I, thi ellers kunne en sådan jo træk

kes ud som en faktor E I[X], og tilsvarende gælder for q(X). 

At de er associerede i M[X] betyder, at deres forhold er en 

konstant E M, altså en uforkortelig brøk ~, hvor a,b E I; 

men så er bp(X) = aq(X), hvilket viser, at a går op i alle 

koefficienterne på venstre side, og da a ikke har faktorer 

fælles med b må a gå op i alle koefficienter i p(X), altså 

være regulær, og tilsvarende ses at b er regulær, alt i I. 

Heraf følger, at ~ er regulær i I, hvilket viser påstanden. 

Vi kan nu let vise den annoncerede sætning, altså at 

hvis integritetsringen (1,+,·) har entydig faktorisering, så 
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har I[X] det også. For lad indenfor I[X] 

være produkter af irreducible elementer, som hvis de er kon

stanter (altså irreducible i I) er betegnet i j og hvis de ik

ke er konstanter er betegnet p.(X). Vi kan nu opfatte lig-
J 

ningen som en ligning indenfor M[X], derved bliver konstanterne 

alle regulære, og ifølge Gauss 1 sætning er alle p.(X) irredu-
J 

cible (de er ikke reducible, og åbenbart heller ikke regu-

lære); da vi fra tidligere ved, at der gælder entydig fakto

risering i M[X] , må alle pj(X) og pj'(X) være parvis asso

cierede i M[X], og ifølge den lige beviste hjælpesætning er 

de så også associerede i I[X]. Bortforkortes alle p.(X) vil 
J 

der restere to produkter af irreducible fra I, og disse er 

også parvis associerede p.g.a. den entydige faktorisering i I. 

Dermed er beviset fuldført. 

Vi har nu: Når (I,+,-) er en integritetsring med enty

dig faktorisering - specielt kan det være et kommutativt-le-

+) o geme - sa er der entydig faktorisering i integritetsrin= 

gen I[X1 , .•• ,xn ] af polynomier i n variable over I. Påstanden 

følger umiddelbart af den viste sætning ved induktion efter n. 

+ ) I et kommutativt legeme er alle elementer t O regulære, så 

"entydig faktorisering" er indholdsløs. Det bemærkes, at i 

noterne siderne 2,22-30 (gammelt tryk) skal der overalt ved 

ordet "legeme" tilføjes "kommutativt". 
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Eksempel: I (I,+,') = Z[2i] er der ikke entydig faktori

sering, og elementerne ±2 og ±2i er irreducible (AT 3,16); 

i I[X] er der heller ikke entydig faktorisering, f.eks. er 

i ligningen (2X+2i)(2X-2i) = 2'2 0 (X2+1) alle faktorerne ir-

reducible. 

Eksempel: Man betragter X2+y2_e over et legeme med et

element e. Hvis det er reducibelt er det produkt af to før

stegradspolynomier, altså af typen (aX+bY+c); sættes X = ±e 

bliver polynomiet til y2
9 og faktorerne må i så fald være re

duceret til formen bY, og X = ±e er altså rødder i aX+c; 

men da antallet rødder i et polynomium er ~ graden fås en 

modstrid, således at polynomiet er irreducibelt, dette så

fremt e t -e. Hvis legemet har karakteristik 2 er e = -e, og 

i dette tilfælde er virkelig 

222 X +Y -e = (X+Y-e) • 

Eksempel: Polynomiet Xm_2 er irreducibelt over ~ (om

talt side 25). Ifølge Gauss' sætning er det nok at betragte 

Xm_2 = p(X)q(X) indenfor Z[X]. Koefficienterne i p og q be-

tegnes Po,P1 , ... og qo,q1' •• ·' og vi kan gerne antage Po= 2 

og qo = -1 (da vi evt. kan ombytte p og q og skifte fortegn 

for dem). Nu kan p(X) ikke have lutter lige koefficienter, og 

lad p. være den første ulige, så vil xj i produktet få koef-
J 

ficienten Poqj+P1 qj-1+ .•. +Pj qo' som er ulige, altså er j Lm, 

så at degp L m, hvilket viser det ønskede. 
- a . 

Lovet bevis: Den øverst s.5.4 nævnte sætning ses let, 

thi i r[x] er rX-s irreducibel, og ifølge Gauss er derfor 

ma(X) = (rX-s)-b(X) i r[x], hvoraf ses, at r og s går op som 

påstået. 
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altså Mej) [X. 11 = M(j-tri) • 
J:+ 

AT 2, 28 

Vi antager, a t (M, -It,.) består af mere end nile::J.emen:"te-t (for 

ellers ville alt blive trivielt), og lad M være indeholdt i in

tegritetsområdet (1,+,.), og lad c i , ••• ,en være elementer fra 1. 

Der findes netop een homo morf afbildning af M[X1, ••• ,xnl ind i L, 

ved hvilken M's elementer er fixelementer, og således at x.~c. 
J J 

for j = 1, ••• ,u, nemlig den afbildning som vi kort kan beskrive 

ved at sige, at vi for ethvert pDlynomium sætter (X1., ••• ,xnt lig 

~1 1..'. ,cn) i polynomiet 2 og billedet af a = a(X1 , ••• ,Xn.) kalder 

vi a(c1 , ••• ,cn ),. Billedmængden af M[X1 , ••• ,xnl bliver netop 

M [c1 ' • • • , Cn.1• 
Ved denne homomorfi kan der indtræffe to muligheder: Enten 

er afbildningens kerne lig ~OJ, det trivielle nulideal. Så inde

holder kernen kun et element, og afbildningen er bijektiv, altså 

en isomorfi. I så fald er a(c
1

, ••• ,cn) =f O for ethvert polynom:hum 

a forskelligt fra nulpolynomiet. I dette tilfælde siger vi, at 

ci , ••• ,en er algebraisk uafhængige over M. For n = 1 betyder al

gebraisk uafh@ngig det samme som transcendent. Trivielt - men 

opmærksomhed værdigt - er det, at indenfor M[Xi , ••• ,xn l er Xi' • 

•• ,X. algebraisk uafhængige, idet ethvert polynomium a forskel-n 

ligt fra nulpolynomiet er forskelligt fra O (= nulpolynomiet). 

I modsat fald, altså hvis a(c
1 t ••• ,cn ) kan blive O for et egent

ligt polynomium a, siger vi, at C
1

,ft •• ,cn er algebraisk afhængi

ge over M. F.eks. er de reelle tal rr og \/1r algebraisk afhængige 

over Q. 

Ved et symmetrisk polynomium a = a{X1 , ••• ,xn ) E M[Xi , ••• , 

X 1 forstås et polynomium, som overfØres i sig selv ved enhver 
n 

2 2 
permutation af X1 , ••• t Xn • F.eks. er 3Xi X2 + 3X2 Xi et symme-
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trisk pOlynomium i Q[x1,X21. Da regning med symmetriske polynomd

er fØrer til symmetriske polynomier igen f er mængden af sæmmetri

ske polynomier åbenbart en de~ring af M[X1"'.'Xn~ 

Vigtige eksempler på symmetriske funktioner er de elemen

tars;ymmetr.iske funktioner i M(X1 f'.' ,Xul 

Sf' = X1 -1tX2+·· ,+Xii' 

la2 =- X1X 2 -ItX1 X3-1t e • • -hXn_1 Xn ' 

••••••• 

s :;. X
1

X
2 
••• X , 

n IL. 

for r > n, 

som defineres ved at Sj er summen af alle mulige forskellige pr~ 

dukter af j forskellige af X1 , ••• ,X
n

e 

Der gælder nu den vigtige sætning: De elementarsymmetriske 

funktioner s1, ••• ,sn er algebraisk uafhængige indenfor M[X1 , ••• , 

X 1, o g endvidere e r M [ si ' ••• ta. ..... l...;n;;;.e_t.;.;o;"jp~r;;.;i;.;;n;;;liga.;e;.;;n;;;....;;a;;,;;f:......;;s~y~m::::m:.;:e;..;t;.;;r~i:..:s;;k;;,;e~p .... o ..... --n. ~- . 

lynomier i M[X1'."tX 1. Anderledes udtrykt udsiger sætningen, at 
~kan udtrykkes 

eth'wert symmetrisk polynomium/på netop, een måde ved hjælp af de 

elementarsymmetriske funktionere 

Vi har M[X1 , ••• ,Xnl1c M[X1 ' .•• • ,XJ1Ll, og lad os i det følgen

de bevis kort betegne dem henholdsvis M (n-i. ) og Men). Endvidere 

bemærker man, at dersom man sætter Xn = O i .en symme"t.fisk funktion. 

«n.) M(n-1 )~ fra M fremkommer der en symmetrisk funktion i , og spe-
. . (n) (n-1 }\ 

cielt vil Sj fra M gå over i Sj fra M' • 

Beviserne for sætningens to dele fØres ved induktion efter 

n. 

FØrst den algebraiske uafhængighed: Lad a være et egentligt 

polynomium i n variable, vi skal vise, at a(s1 J". ,sn) er et egent

ligt polynomium i M(n). FØrst udtrækker vi af a(s1' •• "a.n) fak

toren sn så mange gange som det er muligt, så at a(s1,···,sn} =-
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k 
sn • h(s1,···,$~}; hvor b er et polynomium med mindst et led 

(ikke-forsvindende), der ikke indeholder sn som faktor, eller 

anderledes udtrykt, hvor b(S1' ••• ,sn':"'""i ,0)1 ikke er et nulpolyno

mium i s1' ••• '~n-1. Da sn
k = (Xi ••• Xn)k skal vi blot vise, at 

b (si' .... ' sn)': ikke er nulpolynomiet' i Xi' .-. • ,Xn , og det gør vi ved 

at sætte X = Q i det~ hvorved netop fremkommer det samme som ved . n 

i bea1, ••• ,sn-i ,O} at indsætte de elementarsymmetriske funktioner 
(n 1)' fra M' , og det er ifølge induktionsforudsætningen et egent-

ligt polynomium. 

Dernæst den anden del af sætningen:Vi skal vise, at et sym

metrisk polynomium p (Xi'. • • ,Xn )\ fra M(n) kan fremstilles ved 

hjælp af Si' ••• ' s • Vi he tragter p (Xi' • • .. ,X l' O) som er en sym-;n. ]l-

metrisk funktion fra Men-i), og ifølge induktionsforudsætningen 

er den lig et polynomium a(si' ••• 'Sn_t) i de elementarsymmetriske 

funktioner fra Men-t). Vi betragter nu :hndenf'or M(n) funktionen 
. ~-

d(Xi,.··,X) = p(Xi , ••• ,X ) - a(si' ••• 's i}' sætter man X = O . n n n- n 

i d bliver det nulpolynomiet, men det vil sige, at samtlige ikke-

forsvindende led i d har. X som faktor, og som differens mellem . n 
to symmetriske f'unktioner er d selv symmetrisk, så at alle dens 

led har X
i 
..• X = s som faktor, og kvotienten P1 = d: s, bliver n n n 

igen symmetrisk: Vi har altså opnået, at 

p (X1 ' .• • qXn ) = a (Si' • • • ,$n-1)' -Ir æ;n ·:g1 (X1 ' • • • ,Xn ) , 

hvor Pi er symmetriSk og af lavere grad end p. Der:gå kan man gen-

tage pr~cessen med Pi o.s.v.~ og i.IØbet af endelig mange skridt 

bliver man færdig. 
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Uden nærmere definition ses, at hovedsætningen mere 

slående kan udtrykkes: De elementarsymmetriske funktioner 

s1 , •.. ,sn udgør en "algebraisk basis" for de symmetriske poly

nomier i M(X1 , ... ,XnJ. 
Et polynomium, hvis højestegradskoefficient er etelemen

tet, kaldes monisk. Det moniske polynomium med rødder X1",.,Xn 
er (X-X1 )(X-X2 ) ... (X-Xn ), og multipliceres ud får man netop 
n n-1 n-2 + o X -s1X +s2X - ••• -sn' sa at i det moniske polynomium med rød-

der X X k ff ' t tl'l Xn- j ll'~ ( A)j 1"'.' n er oe OClen en ~-I Sj' 

Man bemærker også, at ethvert element i brøklegemet 

M(X1 "."Xu ) som ved enhver permutation af X1 ",.,Xn går over 

:t f'lie selv, vil tilhøre M(s1'··· ,sn)' 

Eksempel: T M{a,b,c) er 

2 2. 2 2 2 2 
U = a + ~ + & + Q + ~ + ~ _ a c+a b+b a+b c+c b+c a 

b c c a a b - abc 

åbenbart symmetrisk i a,b,c, og det kan skrives med fælles-

nævneren s3. For at udtrykke den store tæller ved s1,s2,s3 kan 

vi sætte c=O (smlgn. beviset forrige side), hvorved fås a2b+b2a, 

som i M[a,b] er lig s1s2; så er tælleren (stadig ifølge bevi-

( , set) af formen s1S2-S3"P(s1,s2,s3)' og ved udregning findes let 

p = 3. Altså er 

hvis a,b,c er rødderne E C til polynomiet X3 - 4X + 1 er 

s1 = 0, s2 = -4, s3 = -1, og man får U = -3. 
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~velser til § 2 •. 

1) Lad M være en integritetsring., Mængden aJ.f følger (ao ,a
i

, ••• ) 

m' elementer fra M kan organiseres: som en ring M[ [X] J, ide.t 

man definerer addi tion og mul tiplika.tion på oFdret samme må

de, som det på tekfSiten$ side 1 e.r gjort for polynomier. Idet 

X betegner følgen (O,e,O, ••• ), kan følgen (ao ,a1 , o u) opfat-
. . 2 

tes som en f,Qrmel potensrække a(X)=aa,+a1X+a2X + ... , og 

M[ [X]] betegneS:' oompotensFækkeringen over M; den vil s:om del

ring have polynomiumsringen over M. Godtgør, at M[ [X]] er en 

inte.gri tetsringo 

Vis, at de regulære elementer i M[[X]] netop er følgerne 

(aa,' a i, ' • • • ), hvor ao er regulær i M. 

2) Undersøg brøklegemet fo~ potenarækkeringen M[[X]] (se øv.i) 
er integr~t~sringen der 

ovar et kommutativt legeme M, og via, alt detv:CFe.mgår ved ad-

junktion af 1 til M[ [X]] <' X 

3) Bestem samtlige idealer i potensrækkeringen M[[X]] (se øv.i) 

over et kommutativt legeme M, og vis, at bortset fra, nul

idealet kSlIl de ordnes: i en "nedstigende kætile u 

" o • o Vis, ~t M[[X]] er en hovedidealring. 

Ang. i. v (pånær isomorfi i billedet) sam tlige homomorf'e afbild-

ninger af' M[[X]]e 

4) Indenfor potenEffirækkeringen M[[X]] (lBJe øw.1) over etkommu

tativt legeme M betragtes mængden L af potensrækker a(X) hvor

i a i1 = 00 Vis, at (L,+, .. ) er en integritetsring. Bestem de 

irreducible, elementer i (L,.+, o ) It Vis" at der fin-defSi hoved

idealer (d) frembragt af' irreducible elementer d(X) såledea 
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at nul regI en ikke gælder i faktorringen (L,+,o)/(d). Bestem 

samtlige idealer 1 (L"+,,,), og gør rede for at det ikke er en 

hovedidealring .. Givet konkret eks.empel på et element, Ilwm på 

to væsentlig forskellige måder kan skrives ISlom produkt aæ irre-

ducible. 

5) Bestem samtlige endomorfier (d.v.s. homomorfier ind i sig selv), 

ved hvilke M'm; elementer er fixe, aJ.f potensrækkeringen M[[X]] 

over et legeme M, og angiv specielt samtlige automorfier (d.v.s). 

ifromorfier ind på sig fSlel v) o 

6) Bestem samtlige endomorfier, ved hvilke M'a elementer er fixe, 

af polynomiums~ingen M[X] over et legeme M, og angiv specielt 

fmmitlige automorfier o 

7) Vis, at en ltnomolLorfi anf en ,j.ntegri tetsring (M,+, o) på en inte

gritetsring (L~+,,,) kan udvides til en homomorfi alf M[X] på L[X], 

ved hvilken X € M[X] afbildes i X € L[X]. De egentlige polynomier 

a (X) € ~[X] kæm opdeles i ækvi vruenæklasseF (e;a(X))' af' indbyrdes; 

proportionale. Vis" at dersom a(X) kan skrivelBi som produkt 

b(X)-c(X) af to polynomier af lavere grad fra Z[X], så gælder 

det samme for ethvert polynomium) i kll!LSsen (a(X))' (vis fØrst ud f~' 
\Z ,+,' , 

fra homomorfien (Z,+,o) ~~hVifffi alle koefficienter i a(X) har 

et primtal p som fælles divisor, så gælder det samme for b(X) 

eller c(X)). 

-Mængden af ækvivalensklasserne betegnes M', og det foregående 

giver en klassemultiplikation. Vis, at for strukturen (M' ,.) gæl-

der, at ethvert ølement på en og kun een måde kan IBikrives ISlom 

produkt af irreducible~ Gør rede for at de irreduoibIe elementer-
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i Z[X] er dels; ±. primtaJ..lene, og dels de pOlynomier, æ.om er ir're

ducibIe over Q[X], og hvori koe~~icienterne ikke har nogen ~ællea 

~aktor større end 11. Vilffi, at hovedsætningen om al tid mulig og 

væsentlig entydig primoplØsning gælder i Z[X] (skønt Z[X] som 

omtalt i texten ikke er en hovedidealring). 

S) Vis" ItIit polynomiet a(X) = (X-1,) (X-2.) ••• (X-n) - 11 er irreducibel t 

indenfor Z[X] (og dermed i~ølge ø~. 7 indenfor Q[X])Q (til hjælp: 

betragt a(X) = b(X)c(X) ~or X = 1,2 ••• ,n). 

9) Angiv legemer, dellegemer aæ (6,+,.) og må små som muligt, inden

for hvilke hhv. X3-1 ,x3-s ,X4-1 ,x4-S kwn skrive$> som produkt Ialf' 

fØrstegradsfaktorer. 

10) Lad (M,+,.) være et legeme med to elementer, f.eks. legemet 

(Z2'+'.) Undersøg, om a(X) = X2 + X + e er et irreducibel~ poly

nomium i M[X]. Lad c være en vilkårlig rod i a(X)o Opskriv samt

lige elementer i M(c), og angiv deres antal ilg hvilke af' dem, der 

er rødder i a(X). 

Idet man i stedet ~or (M,+,.) benytter et legeme (N,+,.) med tre 

elementer, ~.eks. (Z3'+'.)' og nu a(X) = x 2 
4 X + e E: N[X], øn

skes de samme S3J?ørgsmål besvaret. Bogstavet e betegner etelemen-

tete 

11 ) I det fØlgende er a et hel t tal :forskelligt ~ra. -1, og 

p(X) = (X-1)(X+1)(X-a) + 1 ~ (a+1) - X _aX2. + X3 • 

Vis, at betragtet som element i pclynomiumsringen Q[X] er p(X) 

irreducibel. Hvad kan man sige Glm p(X) betragtet som element i 

z[X]? 

Vis, at betragtet som eleme,nt i potensrækkeringen Q[ [X] J er p(X) 
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regulær (potenerækkering defineret i øv. 1). 

Undersøg for a = -2., a = 1 og a = 5 om p (x) beJtragtes som ele

ment i Z[[X]] er regulær, reducibel eller irreducibel. Hvis p(X) 

er reducibel Ønske$ angivet de tre fØrste koefficienter i to ik

ke-regulære potensrækker, deR har p(X) SDm produkt. 

Lad (p,+,e) være et legeme med to elementer, f.eks~ (Z2'+'o); 

etelementet betegnes e, og nulelementet o. Vis: at X3 + X
2 

+ e 

er irreducibel over Pø En rod i dette polynomium betegnes e; via, 

@t p(c) har B elementer, og @t disse alle er rod i XB - X. Vis, at 

der ikke findes noget legeme K, så P c K c p( c) o 

13) Lad (L,+,.) væ~e et legeme med 3 elementer, f.eks. (23 ,+,8); 

etelementet betegnes. e og nulelementet betegnefID c o Vis, at poly

nomiet X2. + e er irreducibelt over L. 

Idet en rod i dette pOlynomium betegnes c, skal man undersøge 

strukturen wf L(c), idet mmtallet. EDi' elementer bestemmes, og 

det undersøges om grupp'erne (L(c),+) og L(c)\{oJ p.) er cykliske. 

( 14) Vis, at legem($t A at' de reelle algebraiske tal (se Slide 25) er 

"algebraisk afsluttet" indenfor de reelle tal, hvormed menes;, a.t 

ethvert reelt tal, som er algebraisk over A, vil tilhØre Ao Godt

gør, at [R :A] = 00. Findes. der irreducible polynomier over A et 

højere end førmte grad? 
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15) Vis, at når fh(X,y) betegner det homogene polynomium 

bestående af leddene af maximal grad i polynomiet f(X,Y), 

så vil f h irreducibel medføre f irreducibel. 

Vis, at for alle a er 

irreducibel over Q. 

Vis, at for netop en værdi af a er dette f reducibelt 

over R, og angiv faktoropløsningen. 

16) Vis, at hvis a(X)EI[XJ, hvor I er en integritetsring og n 

( et primideal i denne, og 

med a o ,a1 , ••• , an_1En medens an~n, så vil a reducibel 

medføre a t a o er produkt af to elementer, begge En (IIEi

sensteins kriterium", smln. eks. Xm_2 på side 27~, som er 

et specialtilfælde). 

17) Vis v.hj.a. Eisensteins kriterium (Øv16), at 

f(X) = Xp- 1+Xp- 2+ ••• +X+1 = i~;1 

er irreducibelt over Q[X]; p er et primtal. (Benyt, at f(X) 

reducibel ~ f(X+1) reducibel). 

18) Bestem det moniske polynomium af 3 t grad, hvis rØdder er 

kvadraterne på de tre rØdder Et til polynomiet X3+dX
2

+eX 

+ f, og angiv det moniske polynomium, hvis rØdder er de re-

ciprokke af kvadraterne. 

19) Man betragetr i M(a,b,c,d) den symmetriske sum U af led af 

formen -~. Hvor mange led indeholder U? FindU udtrykt ved 
a b 

de elementarsymmetriske funktioner af a,b,c,d. Bestem vær-

dien af U når a,b,c,d er rØdderne Et til x4+X3-7X+2. 
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, 27. De i det følgende betragtede legemer er dellegemer af de 

koæl;'lekse ta1.s legeme. 

Vis ,at po~ynomiet X3 - X
2 

- 1 er irreducibel t over de 

rationale tals legeme ~. En rod i dette polynomium kaldes c; 

angiv graden [~(c):QJ. 

Angiv endvidere graden [~(v2):QJ, og vis ved hjælp af 

denne, at Q(v2) n ~(c) = Q. Bestem graden [Q(v'2,c) :QJ, (hvor 

Q(v2,c) betyder de mindste legeme, som indeholder v 2 og c). 

Man betragter desuden legemet Q(cv'2); godtgør, at graden 

[Q(cv2:QJ går op i 6. 

Vis, at c :=. c4 - c2. - 1 E: Q(o/2), og benyt dette ti~ at 

udlede at ~(cv'2); = Q(v2"c). 

28. Indenfor M[X
1

, ••• ,xn ] betragtes potenssummerne 

P X h X h F" d P P dt kt d h = 1 + ••• + n' ln l' 2 og P3 u ry ve 

de elementarsymmetriske funktioner 

29. GodtgØr, at Xi' ••• ,Xn er rØdder i polynomiet 

Xn _ s Xn- 1 n-2 ()n 1 + s2X + •• , + -1 sn' og vis, at for 

h > n gælder følgende formel mellem potenssummerne 

(se. øv. 28) og de elementarsymmetrieke funktioner 

Find for h ~ n ~ formel, der forbinder Pi' ••• ,Ph 

og de elementarsymmetriske funktioner. 
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Mere om grupper. 

Tidligere er def'ineret produktet (det "Cartesiske pro

dUkt") af' to mængder X og Y som mængden af' ordnede par (x,y) 

af' elementer::f"ramængderne, - om man vil, kan det også udtryk

kes som mængden af' af'bildninger af' parret (1,2), hvorved 1 

af'bildes ind i x og 2 af'bildes ind i yo 

Udf'ra to givne grupper (G, o ) og (H, • ), (vi benytter sam-

me kompositionstegn i dem) , kan man analogt danne deres direk-

te produkt betegnet (G, • ) x (H, • ), hvormed man mener en gruppe, 

hvis elementer er par (g,h), hvor g E G og h E H, og hvor 

kompositionen skal være komponentvis komposition: 

(g,h)·(g',h') = (gogl,hoh'). Det er nemlig klart, at der derved 

er def'ineret en associativ komposition på GxH, og der er et 

neutralelement (e1,e2 ) dannet af' neutralelementerne i hhv.(G,·) 

og (H,·), og som det inverse (g,h)-1 har man (g-i, h-i ). Man 

bemærker, at det direkte produkt af to abelske grupper igen 

er en abelsk gruppe. 

Når man taler om direkte produkt af' grupper, ser man of'-

te bort f'ra isomorf'i,således at enhver gruppe, der er isomorf' 

med den ovenf'or def'inerede (G,.) x (H,·), betegnes som direk

te produkt af' (G,.) og (H,·). på denne måde kan man sige, at 

direkte-produkt-dannelse er en kommutativ komposition f'or grup

per, idet afbildningen (g,h) +---+ (h,g) ses at give en isomorf'i 

mellem (G,·) x (H,o) og (H,.) x (G,.)o Ligeledes bliver det en 

associativ komposition, idet (G,·) x (H,.) x (K,·), uanset i 

hvilken rækkef'Ørge man regner det ud, ses at være mængden af' 

tripler (g,h,k) med komponentvis kompositiIDn. Det har således 

mening at tale om det direkte produkt af' et ende .. d:,~t ar.ll:1{al 
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grupper, Og ligeledes at danne potenser af en gruppe,(G,.)n, 

hvor n E: N. 
Eksempler: Det n-dimensionale vektorrum (Rn ,+) med ---

vektoraddition ses at være lig \R,+)n. Gruppen (QX~oL') 

er direkte produkt af grupperne (Q+,.) og (~1,-11,·), idet 

vi for q E: Q kan lade (q,1) svare til q og (q,-1) svare til 
+ 

-q. Analogt er (R\~Ol,.) direkte produkt af (R+,·) og "grup-

pen bestående af fortegnene + og -". Den entydige fremstil

ling af tallene i Q+ som uforkortelige brØker viser, at (Q+,.) 

er direkte produkt af en uendelig cyklisk gruppe, f.eks. 

(f2z /z E: zl,.), og en gruppe (M,·) bestående af alle rationale 

tal, der kan skrives som brØker med ulige tæller og ulige 

nævner. 

Det direkte produkt (G,') x (H,.) har en undergruppe 

isomorf·med (G,·), nemlig mængden af par (g,e) hvor e er 

exelement i (H .), og analogt har det en undergruppe isomorf , 
med (H,.),nemlig mængden af par (e,h), og man ser, at to vil-

kårlige elementer fra disse undergrupper kommuterer, 1'ordi 

(g,e)'(e,h) = (g,h) = (e,h).(g,e). 1Øvrigt ser man, at disse 

undergrupper er normale undergrupper, idet f.eks. f(g,e)l 

netop udgØr kernen ved den homomorfe a:fbildning (g,h) ~ (e,h) 

ved hvilken produktgruppen a:fbildes på (H,·). 

Eksempel: Et egentligt direkte produkt må have mindst 

to ikke-trivielle normale-undergrupper, hvis ordeners pro-

dukt er lig gruppens orden, og heraf ses f.eks., at tetra

edergrupperne T og Td (AG 11,2) ikke kan skrives som direk

te produkt af to grupper (af orden >1) 

Omvendt: Hvis (M,.) har undergrupper G og Ho og et-
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hvert produkt gh kommuterer, altså gh = hg (hvor g E G og 

h E H), og endvidere den eneste måde på hvilken etelementet 

e kan skrives på formen gh er som e = ee, så vil mængden af 

elementer gh udgØre en undergruppe i M, som er direkte pro

dukt af G og H. Thi til (g,h) E G x H lader vi svare gh E M, 

og denne a:fbildning Rf G x H ind i M er homomorf' , f'or til 

parrene (g1,h1 ) og (g2,h2 ) med produktet (g1 g2,h1h 2 ) vil i M 

syare.l.elementerne g1 h1 og g2h 2 med produktet g1 h 1g2h 2 = (g1 g2)" 

(h1h 2 ); entydighedsforudsætningen viser, at a:fbildningens kerne 

er (e,e), den består altså kun af' et element, så a:fbildningen 

er injektiv, og påstanden er dermed vist. Det er umiddelbart, 

at dersom under sætningens f'orudsætniDker ethvert element i M 

er et produkt ghg så er (Mg· ) selv direkte produkt af sine un

dergrupper G og H. 

Eksempel: Indenf'or den multiplikative gruppe af' nxn -

matricer over Z med determinRnt 1 har man, idet n = r+s, en 

undergruppe bestående af de matricer, som har alle elementer 

lig g udenfor rxr - kvadratet øverst til venstre og sxs -

kVRdratet nederst til hØjre. Denne er direkte produkt af en 

undergruppe G, bestående af' matricerne med tal ulig O inden

f'or rxr - kvadratet og 1 i resten af' diagonalen og en analog 

undergruppe H dannet udf'ra sxs - kvadratet. 

Uden at gå nærmere ind på det, bØr det nævnes, at man 

på analog måde kan tale om direkte produkt (sommetider "sum") 

af' ringe, idet man ved (K,+,.) x (M,+,·) f'orstår mængden af 

par (k,m) og som kompositioner på parmængden benytter kompo

nentvis addition og komponentvis multiplikation. Eksempler: 

Ringen af' f'unktioner, som a:fbilder en mængde med to elementer 
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ind i en ring (M,+,·),ses at være det direkte produkt 

(M~ +, • ) 2. Den kinesi ske restklasse scBtning (§3, _g •. ,19): hvi s 

man gennemtænker betydninge af de indgående homomorfe afbild

ninger, ser rran~ at sætningen udtrykker, at hvis (M,+,·) er 

en ring med etelement, og 11; ••• ,1n er idealer,hvor 

j:J: k<=> 1
J
+l

k
1::M,så er kvotientringen (M,+,·)/ n 1 j lig det 

direkte produkt af kvotientringene (M,+,o)/1 j ; som talEksempel 

ses, at restklasseringen Z30 er det direkte produkt af rest

klasseringene Z2' Z3 og Z5· 

Vi skal nu vise den fundamentale basissætnin~or endelige 

abelske grupper: Enhver endelig abelsk gruppe er det direkte 

produkt af cykliske grupper (Frobenius og Stickelberger, 1879). 

Her er gwuppens orden åbenbart produktet af de cykliske grup

pers orden, og af beviset vil iØvrigt fremgå, at disse kan 

vælges som potenser af primtal. En cyklisk gruppe (Zr'+) kan 

opfattes som forskydningerne af mængden Z af heltallige punkter 

på en linie over i sig selv betragtet modulo et interval af 

længden r, og basissætningen kan derfor lØst udtrykltBs:' Ebh.ve:c_' 

endelig abelsk gruppe er isomorf med en gruppe af forskydninger 

af et flerdimensional t hel talsJDunktgit:tep":' Zm betragtet modulo 

et m-dimensionalt interval (akseparallelt parallelepipedum) med 

heltallige kantlængder. 

FØrst vises: En endelig abelsk gruppe er direkte produkt af 

undergrupper, således at i hver undergruppe er samtlige element-

ordener potenser af et og samme primtal. 

Lad (G,·)være endelig abelsk, af orden n = pa· s , hvor p er 
a 

et primtal, og PÆs. Vi sætter H = fwP IwEGlog K = fw S lwEgl. så er 

H og K undergrupper i G,fordi de er billederne af (G,o) ved 

endomorfierne w ~ wpa hhv. w ~ W S 
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(den sidste er en endomorfi, fordi wS.vs = (wv)s, og den 

fØrste analogt). Så er H xK = G, hvilket vi ser, idet vi 

(ligesom tidligere) betragter den homomorfe af'bildning 

(x,y) ~ z = xy af H x K ind i G (her x E H og y E K). Af-

bildningen er surjektiv, thi et vilkårligt z E G kan skri

c i-c ves på formen z = z z ,og ifØlge den kinesiske restklas-
a sesætning findes et c, som ved division med p og med s gi-

ver resterne O hhv. 1, så at pagår op i c, og s går op i i-c, 

hvoraf fØlger, at zC E H og z1-c E K, så at z er skrevet 

på formen xy. ~ildningen er injektiv; for at indse det 
a 

bemærkes, at x E H medfØrer x S = (wp 
)S = wn = e (ifølge 

Lagranges sætn.) så at ordenen af x går op i s, og analogt 

ses, at y E K medfØrer, at ordenen af y går op i pa, og for 

et (Xl'Y) liggende i afbildningens kerne, altså med xy = e, 

-1 a er derfor ord. x = ord. y = en fælles divisor for s og p , 

altså lig 1, så både x og y er e; kernen består altså kun 

a -P e't element, .L og af'bildningen er injektiv. Dermed er vistl' 

at G = H x K. 

Som lige nævnt vil y E K medføre,at ord. y/pa, og K er 

derfor en gruppe, hvori alle elementordener er potenser af 

p. For en given orden n > 1 af (G,') er det virkelig muligt 

t l 
a o 

a væ ge p saledes, at H bliver en ægte undergruppe af G, 

thi G indeholder med sikkerhed et element "w af en orden 

større end 1, og hvis denne orden skrives som pm, hvor p er 

t . t l o ·1 m f' d t ( e prlm a , sa.Vl w være a p or en, og med de te p som 

jo er divisor i n ifØlge Lagrange ) går det, for vi har jo 

vist, at x E H ~ ord.x/s, og derfor wm t H. Vi kan altså 

skrive (G,·) som et produkt, hvori der indgår en faldor K 
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af den Ønskede type, og hvori den anden faktor H er af 

lavere orden end ord.G, dernæst opløse H på samme måde 

Ob blive ved indtil (G,·) er helt oplØst på den Ønskede 

måde. 

Dermed har vi eftervist den påståede fØrste opløs-

ning af en abelsk gruppe. Vi bemærker, at dersom speci

elt (G,·) var cyklisk af orden n= pa· s , så bliver H cyk

lisk af s'orden og K cyklisk af pa'orden, og dermed ser 

vi,- at enhver cyklisk gruppe er direkte produkt af cykli-

ske grupper, hvis ordener er potenser af forskellige prim

tal (og disse primpotenser er netop de, som forekommer i 

faktoropløsningen af n = den cykliske gruppes orden)o Da 

vi jo også den modsatte vej kan samle delprodukter, fin

der vi: En cyklisk gruppe af orden rs , hvor(r~~» = 1 er 

direkte produkt af to cykliske grupper af ordener r o~ 

Taleksempel: En cyklisk gruppe af 12'orden er direkte pro

dukt af en cyklisk gruppe af 4'orden og en af 3'orden 

(smlgn. iøvrigt det foran under omtalen af direkte produkt 

af ringe anfØrte om restklasseringe (Z ,+,.), der specielt m 

giver det her nævnte om grupper (Zm'+». 

Vi skal så give anden halvdel af beviset for basis

sætningen J nemlig Vise, at hvis (G,·) er en endelig abelsI\: 

gruppe, i hvilken enhver elementorden er potens af et fast 

primtal p, så er gruppen direkte produkt af cykliske grup

per (hvis ordener er potenser af p hvorafmfØlger, at ordo 

G også er en potens af p). Beviset skal fØres ved induk

tion efter gruppens orden, idet påstanden åbenbart er gyl

dig for en gruppe af 1 'orden; vi antager ord.G > 1. 
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må det være fejalene). Vi har altså et direkte produkt 

K1 = CxC1xC 2x ••• c G. Hvis K1 = G, er vi færdige. I mod

sat fald vil K1C G ligesom fØr medføre,at M ~ K1 ' og vi 

kan så tage et z' E M\K1 og får et direkte produkt 

C'xCxC
1

xC 2x ••• ~ G, og hvis det er lig G, er vi færdige. 

Efter et endeligt antal skridt af denne art får vi den 

Ønskede fremstilling. 

Basissætnin~en er dermed bevist. 

I produktfremstillingen af en abelsk gruppe er de 

cy"kliske gruppers ordener ikke entydigt bestemt; vi havde 

jo foran sætningen om, at en gruppe af orden rs med (r,s) = 

1 er produkt af grupper af ordener~.·r og s., men der erikke 

anden flertydighed end den, som udspringer heraf. Ander

ledes udtrykt~ hvis (G,·) skrives som produkt af cykliske 

grupper af primtalsorden, så er denne mæ~de af primtal

potenser entydig bestemt. Disse primpotenser kaldes ",1-

ve.' gruppens invari anter og bestemmer al tså dens 

struktur. Pørste halvdel af beviset gav jo netop en op

spaltning efter de forskellige primtal p, og senere frem

gik det, at det samtidig var en opspaltning af gruppens 

orden n efter p (idet gruppen bestående af de elementer, 

hvis orden var potenser af p,selv fik en orden, som var 

en potens af p,-det omvendte er trivielt ifØlge Lag~anges 

sætn.), og for et givet p er det klart, at der må være 

en cyklisk faktor, hvis orden er den maximale element

orden, Og ved fØrst at uddrage denne og så gentage ser 

man entydigb:e",den. Men kombineres forskellige primtal, kan 
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fi_ertydigheden opstå, hvis r.eks. (G,·) er direkte produkt 

ar tre cykliske ar ordener 2, 4 og 9, så er den også pro

dukt ar to cykliske af ordener 2 og 36 eller af to af or

dener 4 og 18, (men så er der ikke rlere muligheder). 

Man ser let, at basissætningens bevis (begge halvdele) 

kunne skærpes til at give: For en endelig abelsk gruppe 

(G,·) med en undergruppe U er det muligt at Skrive G som 

direkte produkt ar cykliske undergrupper Cj ar primpotena 

ordens og således at samtidig U er det direkte produkt ar 

u.ndergrupper i de enkelte Cje Heraf rås umiddelbart: En 

~ndel~ abelsk gruppe (Gr·) har en undergruppe isomorr med 

LU9 u
) hvis, og kun hvis invarianterne ror G og U (de sidste 

pm rornØdeQ~s~Qpleret med nogle 1-taller) kan parres sam-

men sålede~ at enhver invariant ror G er delelig med den 

~ilsvar~~de for U~ Taleksempel: en gruppe med invarianter 

4, 2 og 9 har en underbruppe med invarianter 4 og 3, men 

ingen med invarianter 4, 4 og 3. 

Af det foregående fremgår, at ror abelske grupper er 

de cykliske grupper vigtige byggestene, som ved produkt

danneIse kan opbygge alle endelige og talrige ar de uende-

lige grupper. 

Som standardtype ror ikke-abelske kan man benytte 

grupper af n;n matrl.d.t3:r{med rorskellige n) og blandt disse 

endda nøjes med matricer, som er unitære (altså ortogonale 

dersom reelle). Repr~sent~tionsteorien for grupper omhand

ler homomorfe (spec. isomorre) afbildninger af grupper på 

matrixgrupper. 

Lad os her blot bemærke, at enhver endelig gruppe (G,·) 
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kan repræsenteres isomorft ved en matrixgruppe. Thi (G, .) er 

isomorf med en gruppe af permutationer, og til en permutation 

j ~ k(j), j = 1, •.• , n lader vi blot svare en matrix, som ud

trykker den tilsvarende permutation af koordinatakserne i et 

n-dimensionalt koordinatsystem, (den er ortogonal), og dens 

elementer er 1-taller og nUller). 



( 

( 

. Mat. 2,1969-70 AT 6, øv. 1-6 

Øvelser til § 6. 

1, Illustrer (~12'+) = (~3'+) x (~4'+) ved til gitter

punkterne 1 et 3 x 4-rektangel at angive de tilsva

rende gruppeelementers orden og de tilsvarende abecis~ 

ser ~ra et~lineært interval af l~gde 12 •. Hvor mange 

isomor~e af'bildninger ~indes der ~ra interval til rekt- '. 

angel? 

2. Hvor mange ikke-isomorfe abelske grupper ~indes der ~ 

orden 25 ? Og a~ orden 25.73 ? 

3. For hvilke n er alle abelske' grupper af n'orden isomorfe? 

For hvilke n findes netop 2 ikke-isomor~e ? Samme spørgs

mål med 3 og 4. 

4~ Et endeligt legeme (M,+,.) har karakteristik p. Hvad er 

strukturen af gruppen (M,+) ? Vis, at (M,+,') er bestemt 

entydigt pånær isomorfi for [M:~p] = 2 eller 3. 

5. En endelig abelsk gruppe har invarianter 24, 2, 52, 5 • 

. Hvor mange ikke-isomor~e undergrupper har den 1 Hvor 

mange ikke-isomorfe undergrupper af 100 'orden har den? 

Hvor mange, gerne isomor~e, undergrupper af 2 'orden har 

den ? 

6. En endelig abelsk gruppe (G,-) har invarianter 2~, 2, 
. 6 

52, 5. Angiv invarianterne for undergruppen H = {x IxEGl. 
Angiv alment invarianterne for H = {xtlxEG} udtrykt ved 

t og invarianterne ~or G. 

,. 
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Nogle tryk:fejl i AT-stoffet (Th. Bang): 

Side 0,8 nederst og 0,9: tegnet for normal er <1 

0,8 i noten: "e ller distributiv m.h.t. en anden 

komposition" udgår. 

2,8 linie 2: for M+ 

2, 1 o 1 7 : f or L læs M 
, , 

2,18 4 f.n.: for N læs Z 

3,20 8: for ~ læs E 

6,7 12 : 

6,7 nederst: 

6, 8 l i ni e 1 5 : 

6,8 2--
6,8 5: 

6,9 5: 

Sl 
for e= x j o. 

for H læs K (3 steder) 

for primtalsorden læs primpotensorden. 

for let læs ret let 

(d.v.s. teksten 

e,iver ikke bevis 

for sætningen). 
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