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& 0, Afrunding af bekendt fundamental algebra.,

De vigtigste tidligere betragtede algebraiske strukturer er
grupper, ringe og legemer, I betegnelsen for en sidan struktur ind-
g&r bade mzngden af betragtede objekter og de relevante kompositio-
ner (og evt, relationer), sdledes at f,eks. en ring far en betegnel-
se som (M,+,°).

I hver afrdisse strukturer kan man have delmangder, som med de
anvendte kompositioner udggr en struktur af samme art., Vi kan sile-
des 1 en gruppe (G,°*) have en undergruppe H (hvor vi tillader os at
udelade kompositionsbetegnelsen ved undergruppen, idet det er under-

forstéet at det er kompositionen fra (G,*)).

Lad (G,*) vere en gruppe, skrevet multiplikativt; ngdvendigt og

tilstrakkeligt for at en ikke-tom delmaﬁgde H af G udggr en under-

gruppe er det, at H er stabil ved division. At betingelsen er ngdven-

dig er klart; den er tilstrazkkelig, thi nar den er opfyldt vil H med

a indeholde aa~! = e (neutralelementet), og dermed ea~! = a7 (det

inverse), og s& med a og b indeholde a(b'1)-1 = ab (altsd stablil ved

multiplikation),

Lad (R,+,°) vere en ring: ngdvendigt og tilstrazkkeligt for at en

ikke-tom delmazngde S af R udgegr en delring er det, at S er stabil ved

subtraktion og multiplikation. Det fglger umiddelbart af det foregh-

ende, ligesom ogsd: Lad (L,+.°*) vare et legeme: ngdvendigt og til-

strekkeligt for at en delmengde M af L udggr et dellegeme er det, at

M er stabil ved subtraktion, og at M \ {nulelem.] er ikke-tom og sta-

bil ved division. B
: N
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Hvis man i en ma&ngde A med kompositionen * har delmangder Bj
som er stabile ved %, s& er g Bj ogsé stabil ved *. Heraf fé&s umid-

delbart: I en gruppe (hhv, ring, legeme) er fmsllesmzngden af endelig

eller uendelig mange undergrupper (hhv, delringe, dellegemer) igen

en undergruppe (hhv, delring, dellegeme).

Man ser, at "(H,*) er en undergruppe i (G,*)" er en partiel re-
flexiv ordningsrelation pa mangden af grupper, og analogt for del-
ringe og dellegemer,

Lad os minde om at en ordningsrelation pd en mzngde er en rela-
tion, som er transitiv og asymmetrisk, og desuden enten reflexiv el-
ler irreflexiv (i det reflexive tilfaelde benyttes ofte en betegnelse
hvori indgdr et lighedstegn, som f.eks, §, i det irreflexive tilfgl-
de benyttes betegnelser uden lighedstegn som f,eks, <; til enhver
reflexiv ordningsrelation findes en tilsvarende irreflexiv og om-
vendt). En ordningsrelation — kan vare total, d.,v.s. at a $ b =
(a =b) v (b 4a); hvis man vil betone at en ordning ikke er (eller
ikke vides at vasre) total kan man kalde den partiel.

En ordnet gruppe (G,*, <) er en gruppe (G,*), hvor der pad ele-
mentmengden G er defineret en total ordningsrelation g, som er kob-
let til kompositionen °* ved betingelsen (a ¢ b) = (ac  be) A (ca £ cb);
man bemzrker, at der ogsd gmlder den tilsvarende implikation, selvom
lighedstegnet overalt udelades,

En ordnet ring (hhv, legeme) (M,. *,<) er en ring (hhv, legeme)
(My+,°*), hvor der pa elementmangden M er defineret en total ordnings-

relation ¢, som er koblet med kompositionen + ved kravet om at
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(M,+,g) skal vare en ordnet gruppe, og desuden er koblet med kompo~

sitionen.* ved kravet om (¢ > 0 A a < b) = (ac ¢ bec A ca & cb);

her betegner 0 det i gruppen (M,+) befindtlige neutralelement. Man
bemzrker, at for legemer vil der p& grund af nulreglen ogsa ge:lde
den tilsvarendeimplikation;hvilken lighedstegnet overalt er udeladt,
men for ringe behgver dette ikke at vare tilfeldet (tager man f.eks.
en ordnet abelsk gruppe (M,+,<) og definerer multiplikation ved at
alle produkter er lig O fremkommer en ordnet ring).

Lad os igvrigt minde om at for ringe er nulreglen:

ab = 0 = (a =0)v (b = 0) ensbetydende med forkortningsreglen:

(ab = ac) A (a 4+ 0) = b = ¢ (og den tilsvarende, hvor a er faktor pa

hgjre side), som jo ogsé kan udtrykkes: division med et fra 0 for-

skelligt element er hgjst entydig,

Et legeme kan karakteriseres som en ring, hvori division med

et fra 0 forskelligt element altid er mulig, idet dette medfgrer

nulreglen, og altsa at divisionen er entydig. Bevis: Lad a,b og ¢
vaere vilkarlige #+ 0; ligningen ax = ¢ er lgselig, og endvidere er
by = x lgselig, og ved indsmttelse fas ¢ = ax = a(by) = (ab)y, og da
c + 0 fas, at ab $ 0, altsd nulreglen,

Legemer skal pr. definition indeholde mindst to elementer (nem~
lig ihvertfald 0 og et derfra forskelligt etelement), dette krav kan
synes urimeligt, men viser sig at vere en for senere sztningsformu-
leringer nyttig konvention, Igvrigt vil de legemer vi skal mgde her
i forela:sningerne alle vare kommutative, men der eksisterer som be-

kendt ikke-kommutative legemer, f.eks. kvaternionerne, En ring mé

gerne ngjes med at indeholde ét element (men er s& selvfglgelig ret
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uinteressant), og ringe er ofte ikke-kommutative, f,eks, matrixrin-
gt

Ved. en homomorfi forstis en afbildning ¢ af en mangde med kom-
positioner (M,#*....) ind i en mzngde med liges&mange kompositioner
1,%,...), og séledes at der for vilkarlige a,b € M gzlder ¢(a * b) =
p(a) # ¢o(b) og tilsvarende for de gvrige kompositioner. Ved sammen—
s@tning af’ to homomorfier fremkommer igen en homomorfi (s& at rela-
tionen "homomorf med" er en transitiv relation). En bijektiv homo-
morfi kaldes en ismorfi (og relationen "isomorf med" ses at vare re-
flexiv, symmetrisk og transitiv).

Lad os i det fglgende antage, at homomorfien er surjektiv, si

at cthvert element i fl kan skrives p& formen a = ¢(a)., Hvis en kom-

pooition % er kommutativ, sd er den tilsvarende komposition * i bil-

lodet ogs8 kommutativ, thi man har ¢(a) % ¢o(b) = ¢(a * b) =

o(b * &) = ¢(b) # o(a), og analogt ses, at associativ_komposition

gér over i associativ komposition, og at hvis_en komposition er di-

strivuliv m,h,.t, en anden sa galder det samme for de tilsvarende

P P

kompositioner i billedet. Ligeledes ses, at hvis e er neutralelement

ved en komposition *, s&_er ¢(e) neutral ved #, idet ¢p(e) # o(a) =

ple = a) = ¢o(a), Hvis en komposition er sfledes at ved den er divi-

sion altid mulig, s& gelder det samme for den tilsvarende komposition

i billedet, Bevis: Vi skal vise, at for alle ¢(a) og ¢(b) er lignin-

gen pfa) % o(x) = o(b) 1lgselig, men ndr ligningen a * x = b er for-
vdsat lgselig fAs umiddelbart at ¢(b) = ¢o(a * x) = o(a) % o(x).

i d= nevnte egenskaber fglger umiddelbart, at ved en homomorfi

vil en gruppe _afbildes pa& en gruppe, og sdledes at etelement gér o-
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ver i etelement, og hvis gruppen er abelsk bliver billedet abelsk.

Ligeledes ses, at ved en homomorfi vil en ring afbildes pa en ring

og s&ledes at nulelement gar over i nulelement og etelement glr over
i etelement., For legemer bliver forholdene szrlig simple, idet en

homomorf afbildning af et legeme er enten en isomorfi, eller ogsa

sledes at billedringen bestlr af ét eneste element. Bevis: Hvis ¢

ikke er en isomorfi er den ikke injektiv, alts&d findes a + b sé

p(a) = ¢(b) og dermed ¢p(a-b) = nul; szttes a=b = d kan ethvert

c € legemet skrives pa& formen ¢ = dx (fordi d + 0), og vi far ¢(c) =
p(d) * o(x) = nul.

Derimod mé& det fremhzves, at ved homomorf afbildning af en ring

pé& en ring gazlder intet om nulreglens gyldighed, den kan gwlde i

originalringen og svigte i billedet eller svigte i originalringen og
gelde i billedet, og desuden er det trivielt at man kan have samme
forhold i originalringen og i billedet (eksempler navnes senere).
Begrebet gkvivalensrelation er velkendt (reflexiv, symmetrisk
og transitiv, bemark den alfabetiske rskkefglge). En skvivalensrela-

e

tion ~ siges at harmonere med en komposition * s&fremt a~a, A b~b1

medfdrer axb ~ a1*b1 (altsé& at zkvivalente komponenter giver skvi-

valente kompositionsresultater),
Lad nu ¢ vere en homomorf afbildning af (M,*,.o.) pa (M,§,.os).

Vi definerer en relation ~ ved XK, o= p(x) = ¢(x1), og man ser u-

middelbart, at det er en skvivalensrelation, og at der er bijektiv
forbindelse mellem gkvivalensklasserne og elementerne i fl, Ekviva-

lensrelationen vil harmonere med de forekommende kompositioner.
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Bevis: Lad Xx~X, A y~¥y; altsé ¢(x) = ¢(x1) og ¢(y) = ¢(y1), sd er

o(y) = w(x1) #* ¢(y1) = <p(x1 * y1), hvilket viser at

#*>

o(x * y) = ¢(x)

S A T
Dersom der omvendt p& (My#,...) er givet en gkvivalensrelation

~ der harmonerer med de forekommende kompositioner *,...; s& eksiste-

rer der en homomorf afbildning ¢ af (M,*,...) shledes at x ~ x, netop
nar o(x) = ¢(x1). Bevis: Vi satter ¢(x) 1lig den skvivalensklasse

(delmzngde af M) som indeholder x, s8ledes at fl = fp(x)}, og define-
rer % pa M ved at o(x) # o(y) = ¢(x * y), og tilsvarende for de @vri-
ge kompositioner, hvormed vi jo netop (tilsyneladende da) har rféaet
opfyldt kravene for at det er en homomorfi., Men for at beviset skal
vere i orden m& vi efterse, at det anfgrte virkelig definerer en kom-
position % pa& M; sagen er, at det samme element ¢(x) € M kan fremkom-
me for forskellige x, men disse vil kun afvige indbyrdes ved zkvi-
valensen, og analogt med ¢(y), og ndr ~ harmonerer med * vil alle de
fremkomne x * y ogs& vere indbyrdes ®kvivalente, og dermed give samme
o(x * y), og vi har altsd virkelig defineret en komposition., Dermed
er beviset fuldfgrt,

Hvis en anden homomorfi ¥: (M,%,...) = (M,g,...)‘giver anledning
til den samme skvivalensrelation ~ p& M, s& vil ethvert element i M
ogsé svare til en askvivalensklasse, og vi har dermed en bijektiv af-
bildning X: ¥ — I for hvilken X ° ¥ = ¢, Dette X er endda en isomorfi
mellem (M,%,...) og (M,%,...) thi X(¥(x) ¥ ¥(y)) = Xx(¥(x * y)) =
p(x * y) = o(x) % o(y) = x(¥(x)) % X(¥(y)), s& det er en homomorfi

fra (M,#*,...) til (f,%,...) og dermed en isomorfi,
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Vi har alts& fglgende almindelige homomorfisztning: En homomorf

afbildning ¢ af en mengde med kompositionsforskrifter giver anledning

til en @kvivalensrelation ~ pa msngden, harmonerende med kompositio-

nerne, og sdledes at x ~ y netop nar ¢(x) = ¢(y). Hvis man omvendt

har en msngde med kompositioner og en pd mengden defineret skvivalens-

relation ~, som harmonerer med kompositionerne, s& eksisterer der ho-

momorfe afbildninger ¢ af mangden med kompositionerne, sdledes at

p(x) = ¢(y) netop nar x ~ y, og billedet ved en sédan homomorfi er

bestemt entydigt pdnar isomorfi (nemlig isomorft med strukturen af

mengden af skvivalensklasser organiseret ved de kompositioner der fas
ved at regne med reprasentanter fra klasserne).
Vi skal nu betragte homomorfe afbildninger ¢ af en gruppe <G,.)y

d.v.s. undersgge pad G de mkvivalensrelationer ~ som harmonerer med °.

Ved at multiplicere med y ~ y eller med y_JI ~ y“1 ser man umid-

at - -
delbart, x ~ y & xy L e =y 1x ~ e, og dermed at relationen ~ er
bestemt ved H = {h|h ~ el, hvor h € @ og hvor e er gruppens etelement,
Mengden H bestemmer altsé& homomorfien entydigt (pansr isomorfi i bil-

ledet), og kaldes homorfiens kerne, og den pansr isomorfi entydigt

bestemte billedgruppe betegnes som faktorgruppen eller kvotientgrup-

pen (G, *)/H,

Da x ~ e Ay ~ €)= xy" 1~ e seés, at H er stabil ved division,

cg altsd er en undergruppe i (G,*). For et vilkarligt fast x er

vly ~x} = {y = xn} = {y = hx}, hvor h € H, og vi har alts&, at for

alle x er xH = Hx « xHx | = H < xH = Hx = HxH (idet H = HH, og alt-
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s& Hx = HHx = H(Hx) = H(xH) = HxH#).")

Dersom omvendt H er en undergruppe 1 (G,') som for alle X Op-
fylder xHx~ ' = H ensbetydende med xH = Hx = HxH, s& er H kerne for
en homomorfi, nemlig en afbildning x » xH af G ind i m®engden af del-
mazngder A af G, og hvor vi som komposition for delmangderne A og B
tager AB, Thi afbildningen er en homomorfi da x = xH og y = YH me-
dens xy = xyH = xHy = xHHy = (xH)(Hy) = (xH)(yH), og dens kerne er H
da x € H &= xH = H = etelementet i billedet = billedet af etelementet
i(a,+).

Vi har: En homomorf afbildning af en gruppe er (panmr isomorfi

i billedet) bestemt entydigt ved sin kerne H, og billedgruppen beteg-

nes som et eksemplar af Ffaktorgruppen (G, *)/H. De mulige homomorfi-

kerner kaldes normale undergrupper i (G, *).

At H er en normal undergruppe i (G, *) betegnes ved skrivemaden

H < (G,*). Ngdvendigt og tilstrazkkeligt for at H < (G,*) er_det at

+) Hvis man p& en mazngde M har givet en komposition #*, og hvis A

og B er delmzngder af M, s& smatter man som bekendt A * B =

fa * pla € A A b € B}; specielt benyttes skrivemdden a # B der-

som A kun bestér af ét element a; analogt A % b, Dersom kompo-

sitionen er kommutativ eller associativ eller distributiv m.h.t.

en anden komposition, s& gslder det tilsvarende for kompositio-

nen anvendt p& delmazngderne, Lad os f.eks. bevise associativ:

(A#B) % C={(a*b)#* cla€AArb€E B-nc €.0}, medens
A#(B % C) = {a*(b * c)l, og den elementvise associativitet

viser det ¢nskede,
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for alle x € G g®lder xHx—1 = H ensbetydende med at xH = Hx = HxH,

Man ser umiddelbart, at i enhver gruppe (G,*) er de trivielle

undergrupper {e] og G normale, Langtfra alle undergrupper er normale,

det fremglr senere, men det er klart, at i_en abelsk gruppe er_ en-

hver undergruppe normal,

Relationen < er ikke transitiv, man kan altsd ikke af H normal
i XK og XK normal i (@,*) slutte at H normal i (G,*), det fremgér af

senere eksempler, Derimod: Hvis H < (G,*), og K er en undergruppe sé
.1

Hc Kc G, s er H ¢ (XK,*). Det er klart, da xHx ' = H gyldig for

alle x € G umiddelbart giver, at det er gyldigt for alle x € K, End-

videre: I en gruppe er fazllesmengden af normale undergrupper igen en

normal undergruppe, thi nir man for alle Hj har xHjx-1 = Hj’ fas at

1

x(N Hj)xm1 c N Hj’ og ved at erstatte x med x ' ses at der her gml-

der lighedstegn.

Lad os betragte en gruppe (G,*) og i denne en vilkarlig under-

gruppe H (ikke ngdvendigvis normal),
Vi kan p& mangden ¢ definere en relation ~ ved x ~ ¥y < X y € H,

Relationen bliver en skvivalensrelation, thi den er reflexiv da
1X € Hy

xTxzec H, og den er symmetrisk da x 'y € H= (x y)” ! =y~
1 -1

og den er transitiv da x 'y € HA ¥y 'z € H = (" y)y1z) = x7 12 € m,

Da X-1y € He y € xH ses, at den zkvivalensklasse som indeholder et

fast element x netop er masngden xH, og denne mazngde kaldes en vensire

sideklasse til H, sa& ®kvivalensklasserne bliver netop de venstre si-

deklasser til uﬁdergruppen. Hvis vi som definition af relationen hav-
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de benyttet yx—1 € H, var zkvivalensklasserne blevet af formen.Hx,

hvilket kaldes hgjre sideklasser til H. Man ser, at betingelsen for

at H < G netop er, at hgjre-sideklasserne og venstre-sideklasserne

er identiske,

Dersom (G,*) er endelig vil enhver sideklasse indeholde ligesé

mange elementer som H, og da G er opdelt i zkvivalensklasser har vi

dermed

Lagrange's s@tning: For en endelig gruppe (G, ) vil ordenen af

en vilkérlig undergruppe H vere divisor i gruppens orden. (Lagrange,

1736-1813).

Eksempel: En gruppe hvis orden er et primtal har ikke andre un-
dergrupper end de to trivielle, nemlig gruppen selv og {etelementetf.

Antallet af sideklasser til en undergruppe kaldes undergruppens
index, og man ser at i en endelig gruppe md ethvert undergruppeindex
ogs& vere divisor i gruppens orden. Det m& her bemarkes, at for be-
stemmelsen af index er det ligegyldigt om man regner med hgjre eller
venstre sideklasser, thi der er bijektiv forbindelse mellem disse,
da mengden af inverse elementer til klassen XH er klassen me1 (for

(xH)~1 =w 1 - Hx-1). Eksempel: (§ \ {0},*) er en gruppe med

(Q+,') som undergruppe, og dennes index er 2 da der findes de to si-

deklasser Q,_ og Q_.

Gruppen (Z,+) og dens logiske baggrund behandles udfgrligt i
neste §, Har man en vilkarlig gruppe (G,*) med etelement e og et

vilkérligt element a € G, kan det vises, at der findes netop én ho-
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. momorf afbildning af (%,+) ind i (G,+) ved hvilken tallet 1+ a,

og,ved denne betegnes billedet_éf tallet n som a"., Beviset

n+1

fgres ved induktion: for n > O definexer man a som a-an, for

= 0 swttef man aO = e, og for n < O definerer man a” som
Aé -1, a?t 1; det ses, at man alment faar n+1 = a.a®. At det er
en homomorfl udtrykkes ved £¢rste potensregel g = am+n5

0g dennes rigtighed ses ved et lignende induktionsbevis, 1det

man holder n fast og for m> 0 faar . am 1,88 = asaBea® =
gealth o gotntt a(m+1)*n, og for m < O fbretager.man induk-

tionen nedad fra O (1igesom ovenfor).

Et homomorft billede af (2,+) betegnes som en cyklisk

»

- gruppe, ‘og billedet ved den oVenfor'émtalte afbildning betegnes

som den cykliske gruppe frembragt af a. Man ser at det er den

mindste undergruppe af (Ggo) som indeholder a, 0g endvidere

bemerker man, at den er abelsk, ogsaa selvom (Gy°) ikke er det.

Fgrste potensregel giver at (a ny= =1 = a™®, Alment faar

'man anden potensregel (a )n = amn° Her betegner mn produktet i

(Z ) af tallene m og n, 0g hvorledes dette defineres (ved

'.indukt;on) omtales nzrmere i nzste §, og i overensstemmelse

hermed bevises reglen ved induktion efter n idet m holdes fast:

For n =,0 gelder den, og omskrivningen (a )n+1 = a °(a ) Il

e g0 am+mn = gnln+1) beviser den for de positive n hvorefter

(a8)™? = g™ ved at op1¢fte til —-{' potens viser den for de

negative n.
I en agbelsk gruppe~gelder desuden tredie potensregel-

(ab)® = a™eb®, der ogsaa let ses ved induktion, idet

(ab)e(ab)™ = a-a™.beb®,




-
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_ For abelske grupper bruges ofte additiv skrivemaade, 0g
 saa skriver man f.eks. fgrste potensregel sbm ma + na = (m+n)a,
hvilket ser ud som en distributiv 1ov; meh er_nqget helt andet
%.nemlig fﬁrste potensregel. 'Udtrykkeﬁ ma; hvori m er et tal

‘“og a ér et gruppeelement er ikke noget produkt) men dexrimod
(for m ﬁositiv) et udtryk a+a+;..+a (m addender). ‘Men det ex
altéaa saa "heidigt", at selv i flertydige situationer vil

formel regning ikke fgre til nogen fejl.

Lad os betragte cykliske grupper (C,e) = ({ap},-). Vi

bemérker, at aP = a &> ¥ = e.

Dersom det gmlder, at i suiten ...,a-2,a71,e=a 3838 000

forekomner neﬁtralelementét e kun paa den viste plads, saa’er.

homomorfien (2,+) > (C,+) injektiv ifglge det nzvnte, altsaa
en isomorfi. Afbildningens Xerne er undexrgruppen {O} i (2 +).

- Man siger, at ordenen af a er uendelig, og den af a frembragte

-cykliske gruppe er altsaa 1somorf med (Z +) -

I modsat fald findes et m # O nvor a = e; da al =e
=) a = e findes der et positivt m, og lad os tage det mindste

positive. Da ex é,az,...,am'f,am = e alle forskellige (hvis

a? = a® bliver a? P = e 0g 0 < [p—nl<= m) og da ah.= ah+m = ab'm
ses, at suiten vesyd 2,a 1,e,a,a2,... bliver petrtodisk med
perioden e Billedmangden bestaar altsaa af m elementer, saa
den cykliske gruppe er- af m'te orden, 0g man siger at ordenen

af a er m. Kernen for den homomorfe afbildning af (Z,+) ses

at bestaa af>mangden af multipla af m, og denne mmngde betegnes

som (m). Da denne kerne er felles for alle afbildninger som




fgrer til cykliske grupper af orden m ses, at alle cykliske
grupper af orden m er isomorfe,:o0g hVis man ser bort fra isomorfi

AN

kan man derfor tale om "den cykliske gruppe af m'te oxrden".

Omvendt ses; at for ethvert naturligt'tal'm er (m) en undergruppe
:Ri (Z,+), da den er stabil ved subtraktion, ma-mb = m(a-b), man
ser'éndda heraf at den er isomorf med (Z,+); da (Z,+) er abelsk
bliver (m) @ (2,+), altsaa‘afbildningskerne, og der eksisterer.

altsaa en cyklisk gruppe af orden m.

Alt 1 alt: Ordenen af et gruppeelement a defineres som.

ordenen af den cykliske gruppé frembragt af a. Denne orden‘er_

enten et naturligt tal eller deﬁ er uendelig (og i sidste til-

'falde er C det et "numerabeltiypndeligt_l Ethvert naturligt tal

kan forekomme som orden af en cyklisk gruppe. - Alle cykliske

- grupper af m'te orden er isomorfe, og ‘hvis en cyklisk gruppe

er uendelig, saa er den isomorf med (Z,+).
-Da vi har bestemt samtlige afbildningskernexr har vi dermed

ogsaa fundet samtlige undergrupper i (Z,+) (for i en abelsk

" gruppe er jo enhvef undergruppe normal): Undergrupperne i (2,+)

er af formen'(m), eves. mengden af multipla af et naturligt tal

m, 0g 532 den trivielle {O}(som jo 1¢vrlgt kan opfattes som

mengden af multlpla af O den anden trivielle undergruppe,

2 selv, er lig (1)).
Gruppen (Z +) har altsaa uendellg mange ikke~trivielle

undergrupper, alle isomorfe med gruppen selv, 0g uendellg mange

ikke-trivielle homomorfibilleder, af hvilke ingen er isomorfe

med g—ruppen»selx}° OBS: For en uendelig gruppe kan en agte

undergruppe altsaa godt vere isomorf med hele.gruppen, og
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der findes igvrigt ogsaa eksempler paa uendelige grupper for
nvilke billedet ved en homomorfi som ikke er en isomorfi

(altéaé med kerne med flere elementer) bliver isomorft med
helg originalgruppen.
- Ordenen af a kan betegnes ord a. For ord a = m har vi -
ok = e @'k € (m)e m’k. Endvidere (£) ¥ (m)@ f|m; tal-
eksempel: (6) 2 (18).

Lad (C,e) vere en cyklisk gruppe og_?H en uhdergruppe i

den. Da er baade H og kvotientgruppen (C,e)/H CXkliSkeo

(da alt er abelsk er H9 (C,.), saa kvotlentgruppen eksisterer).
Bevis: Fgrst kvotlentgruppen, den er homomorft blllede af (Cye),

som igen er homomorft billede af (2,.+.), 0g den exr altsaa selv
homomor£t billede af (%,+) og dermed cyklisk. .Saa beviset for
at H exj cyklisk: Der i:indes en surjektiv homomorfi q:(2,+)—>(0,ol
Mengden (P'1(H) bliver stabil ved sub.tréktion, da (P.(nl) =h, ¢ H
A -q(nQ) = h, € § medfgrer (P'(ni-nz) = hih? € H, og den -
er'altsaa undergruppe i (2,+). Men saa er'den enten u_encielig
og dermed isomorf med (Z -I:) eller den er {0} og dermed brivielt
~ homombrft billede af (2 +) I begge tilfalde findes altsaa

en surjektiv. homomorfi ‘f’ (2 +)~> (qq(H) +), og dermed en
surjektiv homomorf afbildning oy af (Z,+) paa (_H,-),

hvilket viser at H er cyklisk.

_ I en vilkaarlig gruppe (Gy*) vil et element a frembrlnge

en cyklisk undergruppe y 0g af Lagrange s setning (s 10) faar

vl saa det vigtige resultat: I en endellg gruppe er ethvert

element af endelig orden, og denne er »'divisor i gruppens orden.

¢
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1

Eksempel: En gruppe af primtelorden p maa vere cyklisk,

fordi ethvert fra e forskell%gt~élement maa have orden p.
Ethvert saadant.element‘frembringer altsaa hele gruppen. Heraf
ées yderligere, at hvis man i_én stgrre gruppe har to under~
grupper af p' orden, og de har mere end e felles, saa er de

‘ identiske. Taleksempel: Den symmetriske gruppe S5 bestaar

af de 120 permutaticner af 5 fing; i gruppen findes elementer
af ordener 1,2,3,4,5,6 (stemmer med Lagrgnée). Der findes

- 24 elementer af orden 5, og heraf slutter vi, at dei findes
netop 6 undergrupper af orden 5, idet enhver af disse indehoi—
der 4 fra e forskellige elementer, og ligeledes indser man,

at antallet af elementer af 3“ orden maa vmré lige (antallet
'_ér 20). Forekomsten af elementefsbf orden 6 medfgrer fore--
komsten af elementer af oxden 2, idet ord(a3) = 2, men man

kan ikke slutte noget nzrmere om deres antal, for dels kunde

mange forskellige a give sanme a3, og dels kunde der findes ele-

menter af orden 2 som ikke er 3' potens af et element af orden 6.

Den ikke-trivielle homomorfi (Z,+) = (2,+)/(n) har som
kerne delmengden (m) af %. Den til homomorfien svarende ékvi—
valensrélation i Z blive£ at a og b er akvivalente hvis o0g
kun hvis a-b € (mj. Dette historisk fgrste eksempel paa en
gkvivalensrelation harmonerende med en komposition har fra
gammel tid (Gauss, 1777;1855) sin egen betegnelse, idet man

siger at"a er kongruent med b modulo m" ogISKIiver det

a & b (mod m). De foregaaende resultater viser, at der paa

(Z,+) ikke findes andre @kvivalensrelationer harmonerende med *+.
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De tilsvarende zkvivalensklasser kaldes restklasser modulo m,
0g en restklasse er altsaa m@ngden_af hele tal som giver
samme rest rd ved division med m. Faktorgruppen (Z,+)/(w)

befegnes som den additive gruppe af restklasser modulo m-0g.

 ’skrives (Zm,+).

I de neste 3§ begrundes udfgrligt hvorledes. de hele tal
har struktur som en ring (i,+,-).'Det viser sig endda at blive

det der betegnes som en integritetsring (eller integritetsom—

raade), hvilket defineres som en ring.der har et etelement og |

hvori nulreglen galder og hvor multiplikationen er kommutativ.

Men i den specielle inﬁegritetsring (Z,+5*) af de hele
tal gelder ydermere,at alle de zkvivalensrelationer som harmo-

‘nerer med + ogsaa harmonerer med -. For den trivielle gkvivalens

hvor ethvert element kun er_ékvivalent med sig selv er det klart.
I det ikke-trivielle tilfalde skal vi vise, at a = a' (mod m)
A DE2Db' (mod m) medf¢ref at ab=a'd' (mod m), men det_s'es 1e£,
idet omskrivningen ab - a'b' = (a~2a')b + a'(b-b') viser, at
denne stgrrelse erx delelig med m,

Kongruens a = a' (mod m) harmonerer altsaa basde med + og -

*y o0g ifglge dén almindelige homomorfisetning betyder det,

at ringen (Z,+,-) kan afbildes homomorft paa en restklassering

(2m,+,-). Taleksemgel: m = 2 giver en restklassering med 2
elementer, der kan betegnes som "lige" og "ulige", og med hvilke
man kan regne efter reglerne "lige"+"lige"="lige, "lige"+"ulige"

= "ulige " gecey ,"U.lige e "U.lige "= "ulige " .
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Regning i en restk1assering sker 1 praksis ved at regune
med réprwsentanter-fra restklasserne.‘ F.eks. finder man af

i (Z6,+, ) bliver produktet éf restklasserne der indeholder
repr&sentanterne 2 hhv., 3 lig restklasuen der 1nd9holder
..restklassen 6, altséa ringens nulelement. I denne ring gelder
nulreglén altsaa ikke, og man ser umiddelbart, at det samme
er tlliwldet i ethvert (Am,+, o)y hvor m er et sammensat tal.
Da restklasseringen er homomorft billede af ringen (A + =) i
hvilken nulreglen gzlder, har vi dermed det tidligere lovede.
eksempel paa at en ring med nulregel ved homomorf afbildning
kan give en ring uden nulregel,

Hvis p er et primtal vil derimod nulreglen gzlde 1 (ip,

Thi dersom et reprasentantprodukt ab er deleligt med p maa enten

"a eller b vere delelig med p. Heraf fglgexr atter,. at for et

primtal;p exr (Z,,+,-) et legeme. Der gelder nemlig alminde-
m %ﬁgsz 2 e}e enter)J .
ligt, at en endelig ringVhvori nulreglen gwlder er et legeme.

For at indse det skal vi blot vise, at hvis x # O er division

med x altid mulig (side 3)§-Vi viser det for venstredivision:

+y% )

vi multiplicerer x med ringens forskellige elementer xXy',xy''jees

08 p.g.a. nulreglen bliver produkterne alle forskellige, det
maa derfor vaere samtllge elementer, 0g en ligning xy = z‘er
derfor altid lgselig, hvormed. beviset er fgrt. (Paa side 3
vistes, at nulreglen %%%gxg at division med x '-‘fO al.ti.d er
mulig; for endelige-ringe har vi her vist den modsatte impli-.
katidn,'for uendelige ringe gasr det ikke, f.eks. opfylder
(Z,+,9) jo nulreglen,uen er ikke noget legeme ).

| Lad 0s endnu bemerke, at et tallegeme defiheres som et

dellegeme af (b,+,ob det fremgaar sénere, at mange saadanne

eksisterer. Ogsaa: I ethvert legeme gelder den 1iqe&re algebra.
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Tetraedergrupben.

(Til supplering og erstatning af undersggelsen s. 22-25).

Ved tetraedergruppen T forstis gruppen af flytninger af et

regulert tetraeder ind pd sig selv. Ved den udvidede tetraeder-

gruppe Td forstas gruppen af isometrier, hvorved et regulzrt te-
traeder afbildes ind pé sig selv. Hvis £ og g er to af de navnte
flytninger, vil gruppekompositionen gef, eller kortere skrevet
gf, altsd betegne den flytning der fas ved fgrst at udfgre flyt-
ningen £ og dernasst flytningen g..

Ved de n®vnte flytninger vil tetraedrets midtpunkt blive
liggende, og valges dette punkt som begyndelsespunkt for et or-
togonalt koordinatsystem, kan en flytning tilhgrende T. alts& an-
gives som en ortogonal 3x3-matrix (med determinant +1), medens
et element fra Td kan angives som en egentlig eller uegentlig
ortogonal 3x3-matrix (med determinant +1 eller -1), og gruppe-
kompositionen bliver matrixmultiplikation. Man ser altéé, at T
og Td er isomorfe med undergrupper i gruppen af (egl. eller uegl.)

3-dimensionale ortogonalmatricer.

' Lad tetraedrets hjgrner hedde A1,A2,A5,A ; enhver af de
nevnte flytninger bevirker en permutation af de 4 hjgrner, men
omvendt ser man ogsi, at enhver permutation af de U4 hjgrner frem-
kommer ved en isometrisk afbildning af tetraedret pa sig selv,

0g gruppen Td er derfor isomorf med den symmetriske gruppe SM

al permutationer af L elementer. Ved en transposition vil to

hjgrner Ai og Aj ombyttes, medens de ¢gvrige bliver liggende, og
den tilsvarende ortogonale determinant m& have verdien -1 (for

hvis vi havde valgt et koordinatsystem med en akse i retningen
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AiAj ville denne akse skifte orientering og de gvrige vere u-
#ndrede, si at isometriens determinant er -1)., Heraf ses, at en-
hver ulige permutation af hjgrnerne far determinanten -1 og alt-

s& er en uegentlig flytning, medens de lige permutationer af

hjgrnerne giver (egentlige) flytninger, og gruppen T er derfor

isomorf med den alternerende gruppe Au. Undersggelsen nedenfor

af tetraedergrupperne kan derfor ogsd opfattes som en undersg-
gelse af Sh og AM°

Da afbildningen B - det B afbilder en gruppe af matricer
med matrixmultiplikation homomorft ind i gruppen af determinant ~
verdier med simpel multiplikétion, ses, at de matricer som har

determinanten 1 udggr en normal undergruppe, nemlig afbildnin-

gens kerne; i vort tilfelde ser vi altsd, at T er_en normal un-

dsrgruppe af T4 (og igvrigt gzlder alment, at for ethvert n er

An en normal undergruppe i Sn’ thi afbildes permutationer f ved

£ - sign f vil afbildningens kerne Jjo netop vare mzngden af lige

permutationer. Igvrigt endnu mere alment: i en vilkarlig gruppe

vil en undergruppe af index 2 vare normal, thi afbildes under-

gruppens elementer pad +1 og dens sideklasses elementer péd -1 ser
man let, at det er en homomorf afbildning over p& gruppen
({1,-11,+), og undergruppen er kerne).

At en undergruppe N er normal undergruppe i en gruppe G be-

tegner man kort med skrivemaden N ¢ G. Og vi har ovenfor fundet,

at ord T =12 0g ord T, =24 og T ¢ T

a: d=
Vi skal nu undersgge strukturen af gruppen T eller den der-

med isomorfe gruppe Au. Ved opskrivningen af permutationerne af
hjgrnerne vil vi henytte cykelfremstillingen (se mat 1x, 8§5), og

for at simplificere betegnelserne vil vi kun angive deres indices,
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sdledes at f. eks. (L23) eller (423)(1) betyder, at hjgrnet A
erstattes med A2, A2 erstattes med A3’ A3 erstattes med AM og

bliver liggende.
Identiteten (1)(2)(3)(4) er neutralelementet i T, betegnes

Ay

e, Hvis vi drejer tetraedret 120o om en af dets hgjder, f. eks.
den gennem A, far vi et‘element af T, nemlig (1)(234); det er
af 3. orden, og dets anden potens er (1)(243); elementerne af
denne type vil vi kalde a, og det er netop dem hvis cykelfrem-
stilling er af formen (-)(--+); der er L muligheder for h¢jden,
og for hver af disse 2 drejningsmuligheder. Hvis vi lagger en
linie gennem midtpunkterne af to modstéende kanter af tetraedret,
f. eks. kanterne A A, og Azh, og drejer det 180° om linien, far
vi et element af T, nemlig (12)(34); elementerne af denne type
vil vi kalde b, og det er netop dem, hvis cykelfremstilling er
aff formen (++)(--); der er 3 par modstiende kanter.

Vi far altsd fglgende gruppeelementer i T:

type cykler orden antal

e () () 1 1
a (+)(ere) 3 8
b (+=)(-+) 2 —D
I alt 12 = ord T.

|

Lad os bestemme undergrupperne i T. Der er for det fgrste
de to trivielle, {e} og hele T. Et element a frembringer en
cyklisk 3. ordens gruppe bestiende af elementerne e,a og az, og
den samme gruppe frembringes af a2, idet (a2)2 = aLL = a3 dens:

struktur er som (23,+), og antallet af s&danne undergrupper bli-

ver altsd 8/2 = L. Analogt vil de 3 elementer b frembringe 3
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undergrupper af 2. orden, altsd af struktur (22,+). Der er yder-
ligere en undergruppe af 4. orden, bestdende af e og de tre ele-
mneter af type b, det kan vi se séledes: Lad X,Y 08 Z betegne
linierne som hver forbinder to modstaende kanters midtpunkter
(de er ipvrigt indbyrdes ortogonale, thi hvis tetraedret ind-
skrives i en terning bliver det linierne gennem midtpunkterne af
modstiende sideflader i terningen), og man ser, at enhver flyt-
ning tilhgrende T bevirker en permutation af disse linier, og
sammenswtning af flytninger betyder sammensetning af de tilsva-
rende permutationer; vi har alts& en homomorf afbildning af T
ind i gruppen af permutationer af X,Y og Z, 0g man sersat netop e
og elementerne b lader X,Y og Z ligge fast, og udggr afbildnin-
gens kerne og dermed en undergruppe, endda normal, i T. Under-
gruppen er af 4. orden og ikke cyklisk, d.v.s. at dens struktur
er som "firgruppen' (smlgn. ¢v. 28).

Idet vi nedenfor viser, at vi hermed har udtgmt alle mulig-

heder, vil vi tabellagge det fundne.

Undergrupper i tetraedergruppen T (eller 1 Auli

orden elementer antal struktur normal
1 fel 1 e ¢ T

2 {e,b} 3 (Zp,+)

3 {e,a,a°] L (Zg,+)

L fe,b,p'.b'"} 1 firgr. 4T

6 —— 0 -

12 alle 1 Ay 47T

I alt 40
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Ifglge Lagrange's sztning (fgrste side 22) vil ordenen af en
undergruppe vere divisor i gruppens orden, og det samme gmlder
for ethvert elements orden. En undergruppe mé& altsd have en af de
anfgrte ordener. En undergruppe af 2. orden ma vare cyklisk og
frembragt af et element af 2. orden, og der er altsd ikke andre
muligheder end de anfgrte; tilsvarende gzlder for undergrupper af
%. orden. En L. ordens undergruppe kan kun indeholde elementer,
hvis orden gér op i 4, d.v.s. elementer af type e og b, og der er
altsd netop den anfgrte. At der ikke er nogen af 6. orden gem—

mer vi et ¢jeblik.

Vi minder om, at en undergruppe er normal, hvis og kun hvis

den kan vaere kerne ved en homomorf afbildning af hele gruppen-.

For enhver gruppe G er de to trivielle undergrupper {g} og G

normale, nemlig kerne for hhv. en isomorf; og en afbildning hvor-
ved hele G afbildes pa ét element. I den specielle undersggelse
ovenfor er det vist, at den u; ordens undergruppe er normal. Vi

mangler at vise, at der ikke er andre normale.

Vi vil fgrst vise et par almene s@tninger om endelige grupper.

Hvis N ¢ G og H er undergrupper i G, s& er (N n H) ¢ H og faktor-

gruppen H/(N n H) er (pansr isomorfi) en undergruppe i G/N og

ord H « ord N gir op i ord G - ord (N n H). Beviset er let: Lad

¢ vere en homomorf afbildning af G med N som kerne, billedgruppén
er et eksemplar af G/N. Betragter vi restriktionen af ¢ til H bli-
ver billedet en gruppe, som er en delmzgngde af den forrige billed-
mengde, altsd en undergruppe i G/N, og man ser, at kernen netop

er N N H; ordenen af G/N er ord G/ord N, og den er ifglge Lagrénge
delelig med ordenen af undergruppen, som er ord H/ord (N n H), og

hvis man heri ganger overkors f&r man sz@tningens sidste pastand,
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hvormed beviset er fuldfgrt.
Specielt giver sztningen

men den er et specialtilfalde

i der ikke lzmngere er tale om

G har undergrupper H og K, sa
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en begrensning nedad af ord(N i),
af en almindeligere satning, hvor-

normal undergruppe: Hvis en gruppe

er ord (H nK) >

ord H » ord K/ord G. Bevis: H

i K, altsa en undergruppe i K.

N K er en undergruppe og indeholdt

8a er K foreningsmengde af dis-

junkte sideklasser x(H n K), y(H N K),..., og da alt dette ud-

-4
spilles i K vil x,y € K, og dermed x ¥ € K; men nar sideklas-

serne er forskellige vil Xf4y

hvilket viser, at xH og yH er

-1
¢ H n K, hvoraf ses at x: Y 4 H,

forskellige sideklasser til H i G.

Alts& har H mindst ligesd mange forskellige sideklasser 1 G som

H nX har i K, eller ord G/ord H > ord K/ord (H n K), hvilket er

det pastiede.

Lad os endelig bemzrke, at hvis ¢ er en homomorf afbildning

af en gruppe,sid vil ord ¢(x)gd op i ord x. Lad m betegne ord X,

s er o(x)™ = o(x") = p(e)

= etelement i billedgrunpen,

hvilket viser, at m er et multiplum af ord ¢(x).
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Lad os nu vise, at der ikke er nogen undergruppe H af
6'orden, Vi tager en 3'ordens undergruppe som K og bruger
setningen ovenfor,som viser at ord (H n K) > 6-3/12 = 3/2,
s8 H n K omfatter mere end e, og dermed et element a og sé
O 84 a2; som K kan benyttes enhver af de 3'ordens undergrup-
per, s& H ma indeholde alle 8 elementer af type a, hvilket
er en modstrid.,

En 3'ordens undergruppe i T kan ikke vere normal: ved
en tilsvarende homomorfi vil to elementer af type a ligge i
kernen og g& over i etelementet, og for de gvrige 6 af type
a vil ord ¢(a) g& op 1 ord a = 3, og billederne altsa vare
af 3'orden,hvilket ifplge Lagrange strider mod, at billed-
gruppens orden er 12/3 = L,

Analogt ses, at en 2'ordens undergruppe ikke kan vare
normal: de 8 elementer af type a ville give 4 billedelemen-—
ter af 3'orden, men det kan ikke findes i en gruppe af 6'orden;
thi de ville frembringe (mindst) to forskellige cykliske
undergrupper af 3'orden med kun etelementet fwlles, og ind-
settes det 1 satningen med H og K ovenfor fas 1 2 3:3/6 = 3/2,
altsd modstrid, |

Dermed er alle pastandene om undergrupperne i T bevist.
Man kunne naturligvis ogs& have vist dem enten ved geometri-

ske betragtninger, eller ved at betragte de 144 vardier i

gruppetavlen for Ah'

Den udvidede tetraedergruppe Td indeholder ogsé de
uegentlige flytninger svarende til de ulige permutationer.

Der er to typer, nemlig
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type cykler orden antal

e () 2 6
a (....) L 6

ialt 12 = ord Td - ord T

Type ¢ er spejling i et af tetraedrets symmetriplaner ,
hvorved de to hjgrner i1 symmetriplanen bliver liggende, og
de to andre hjgrner ombyttes, altsd en transposition, Type d
kan beskrives med glosen "drejespejling'.

Vi skal ikke her foretage den fuldstendige bestemmelse
af" alle undergrupper i Td (eller den dermed isomorfe Su) -
der er ialt 30 stk. af en halv snes forskellige arter - men
vi vil ngjes med at bestemme de normale undergrupper.

Antag N qu; Vi anvender s«tningen s. 30, idet vi s&t-
ter H =T, og far et ord N gar op i (24/12) ord (NN T) =
2 ord (NN T), og at Nn T md vare en af de ovenfdr fundne
normale undergrupper i T, Alts& er N enten en af de normale
undergrupper i T eller vil fremgd af en sadan ved tilfgjelse
af lige s mange elementer fra Td\T. Lad os gennemgd mulig-
hederne:

Hvis N n T er 1ig T, s& er enten N lig T, og den har vi
tidligere (s, 27) noteret som normal i Td’ eller N er hele Td’
0g den er normal i sig selﬁ.

N n T kan vere firgruppen ie,b,b',b''}, og beviset s. 29
for at denne.mangde er en homomorfikerne galder usndret inden-
for Td’ Oy firgruPpen er altséd normal undergruppe i Td (fak-
torgruppen bliver af 6'orden og bestar altsd af alle 6 per-

mutationer af linierne X,Y oy Z, medens indenfor T blev fak-
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torgruppen kun af 3'orden,hvilket man ogsé kan indse geome-
trisk), Hvis N bestod af firgruppen suppleret med 4 elemen-
ter fra Ty\T, blev den af 8'orden, og faktorgruppen blev af
3'orden, men ifglge sztningen om ord o(x) skulle s& de 16
elementer 1 Td\N have en orden delelig med 3, og s&dan 16
elementer findes jo ikke,
Hvis Nn T er 1lig {e}, s& er enten n = {e}, som vi ved,
er trivielt normal , eller ogsé bestadr N af to.elementer,
altsd foruden e et af 2'orden, som m& vere af type c; vi
kan nummerere sdledes,at ¢ = (12)(3)(L) og antage N = {e,cl;
en modstrid fremgdr let ved at regne med permutationer, thi
nvis N normal skulle x ex € {e,c}], hvilket svigter for nasten
alle valg af x, f.eks. giver x = (1234) at * Tox = (14)(2)(3).
Talt far vi

Normale undergrupper i Ty (eller i gruppen SM) af 24'orden:

orden elementer antal struktur
1 {el 1 tel
L, fe,b,b",b""} 1 firgr,
12 {lige perm.] 1 Aﬁ
24 ~alle 1
Sy

Man ser alts&, at af de ialt 30 undergrupper i Sh er kun de
L4 normale. Dette er i grel kontrast til situationen for abel-
ske grupper, thi, som man umiddelbart ser af de tidligere

fundne karakteriseringer af normal undergruppe: 1 en abelsk

gruppe er enhver undergruppe normal,
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Pvelser til Algebraens grundbegreber, § 4.

Ggr rede for, at hver af fglgende kompositioner
2 1
a) x#y=(x"+y)2, x,ye€R,
2 2\&
(x= + y9)2, =x,y€ R _U {0},

b) x* y =
_1_ .
c) xx y=(xy)%, x,5€ R,
d) x % y = stgrste falles divisor for x og y, X,y € N,

er en komposition inden for den nzvnte mengde, og undersgg,
om kompositionen er associativ, kommutativ, om der findes
et neutralt element og i bekraftende fald, hvilke elementer

der er invertible; undersgg endelig, hwilke elementer der

kan bortforkortes.

I mengden #(E - R) af reelle funktioner med en given mzngde
E + @ som definitionsmengde indfgres kompositioner + og =,
idet man for f,g € (E > R) ved £ + g, henholdsvis fg, for-
star funktionerne
t - £(t) + g(t), te€ B, og t- £(t)eg(t), te E.

Ggr rede for, at + er en kommutativ gruppekomposition inden
for ﬁ(E -+ R), medens « er en associativ og kommutativ kom-
position med meutralt element inden for F(E » R). Bestem de

ved . invertible elementer af F(E - R).

Lad E vwre.en ikke tom mangde og XE mengden af alle funk-
tioner fra E til {0,1}. Idet addition og multiplikation af
reelle funkﬁioner med E som definitionsme#ngde tznkes indfgrt
som i gvelse 2, satter vi for X1,X2 € XE |

Xy * Xy =Xyt Xy XX
Vis, at » og + er kompositioner inden for Xgs 08 vis, at den

enentydige korrespondance mellem mangden D(E) af delmsngder
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af E og Xpy hvor A € D(E) e y € Xy betyder

1 for x € A
x(x) = { 0 for x € CA,

er en isomorfi sivel mellem (D(E),N) og (XE,.) som mellem
(D(E),U) og (XgsH)-

Idet h er et givet naturligt tal, skal man vise, at den ved

x » x* bestemte funktion med definitionsmengde Q, henholds-

‘vis R, er en homomorf. afbildning af (Q,.), henholdsvis (R,-)

ind i sig selv. Undersgg 1 hvert af de to tilfzlde, for hvil-

ke verdier af n afbildningen er isomorf.

Ggr rede for, at

a) z-» 2z, z€ C,

er en endomorf afbildning savel af (&,+) som af (C,e),
b) z- (z +z2)/2, z€ C,

er en homomorf afbildning af (&,+) ind i (R,+),

c) z- |z|l, ze€ C,

er en homomorf afbildning af (C,+) ind i (R,+),.
a) z - z/lzl, z€ G\ {0},

er en endomorf afbildning af {C \ {0],+}.

I hvilke_@ilf&lde,er.afbildningen isomorf %

Idet ¢ er et givet positivt reelt tal, sazttes

: v, v,
v, %V, = 5 for v,,v, € ]J=c,cl.
1 + v1v2/c

(Einsteins lov for sammensatning af parallelle hastighéder.)

Vis, at % er en komposition inden for intervallet J]-c,c[, og

at (l-c,c[,%) er en gruppe.
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{
#* Vis, at (J-c,c[4%) er isomorf med (R,+). (Dette gir ud pi

at finde en bijektiv funktion f: R - ]-c,c[, sdledes at
VX, f(x +y) = £(x) *» £(y). )

7. Er (R,+) isomorf med (R,«) ? med (R \ {0},.) ¢

8. Bestem samtlige automorfe afbildninger af (N,.). (Undersgg,

hvad et primtal kan fgres over i ved en sadan afbildning.)

9. Vis, at enhver endomorf afbildning f af (Z,+), deV.s. €n
funktion f: % —» %, der tilfredsstiller '"funktionalligningen"
Vax,yt T(x + y) = £(x) + £(y),

er af formen x —» ax, X € %, altsd at Jpa VX f(x) = ax.
Vis samme pastand, idet Z overalt erstattes med Q.

Vis, at enhver endomorf afbildning f af (R,%), som tillige
er voksende, d.v.S. |

VpXsy: x <y = f(x) < £(y),
er af formen x » ax, X € R, hvor a 2 0. (Man kan f.cks. be- .
nytte, at hvert irrationalt tal er grenseverdl savel for en

voksende som for en aftagende fglge af rationale tal.)

10+ Benyt det sidste resultat i gvelse 9 til at vise:
a) Enhver homomorf afbildning f af (R,+) ind i (R+,-), QeVeSe
en funktion f: R - R+, der tilfredsstiller funktionalligningen
VaX,yt £(x + y) = £(x)f(y),
er, hvis den tillige er voksende, af formen x - ax, X e R,

hvor a > 1. (Sammenszt £ med en passende isomorf afbildning.)

b) Enhver homomorf afbildning f af (R+,-) ind i (R,+), daVes.
en funktion f: R+ - R, der tilfredsstiller funktionallignin-

gen

Va X,y f(xy) = £(x) + £(y),
+ ,
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er, hvis den tillige er voksende, enten af formen

X - log X, X € R, hvor a > 1, eller den er identisk O,

¢) Enhver endomorf afbildning f af (R+,v), d.Ves. en funk-
tion £: R, > R, der tilfredsstiller funktionalligningen

| vp %oyt £0) = £(02(¥),
er, hvis den tillige er voksende, af formen X — x%, x¢€ R+,
hvor a 2 0.
Angiv endelig alle aftagende, homomorfe afbildninger af

(Ry+) og (R_,+) ind i (R,+) og (R ,+).

Opskriv kompositionstavler for (Zm,+) og (Zm’°) for
m=2, 3, 4 og B og undersgg i hvert af de 4 tilfzlde, om

multiplikation modulo m er en komposition, evt. en gruppe-

komposition inden for Zm,\ (O)mo

For x,,X, € R+ settes X, ~ X,, hvis de to tal kan skrives
som evt. uendelige decimalbrgker med samme cifre i samme
rekkefglge, altsd afvigende hgjst ved kommaets placerihg.
Ggr rederfor, at der herved er defineret en skvivalensrela-
tion i R+, som harmonerer med multiplikation. Mangden af
gkvivalensklasser med multiplikation ved reprasentanter er

da en gruppe; angiv en hermed isomorf gruppe.

I N° defineres en komposition + ved

(p,q) + (r,s) = (p+r,q+s)
0g en relation ~ ved
(Pysay) ~ (Pps2y) & Dy +ay =Dy + Qe
Vis, at ~ er en skvivalensreclation i N23 som harmonerer
med +. Vis, at mezngden af skvivalensklasser med addition

ved repra&sentanter er en gruppe, isomorf med (Z,+)«
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Om en associativ og kommutativ komposition # inden for en
mengde M forudsattes, at hvert element af M kan bortforkor-
tes, I M2 defineres en komposition, som vi ogsa vil betegne
med %, ved
(psq) * (r,s) = (p#r,qs)

og en relation ~ ved

(pys9y) ~ (P5ra,) ® Dy * Qy =Dy # Qe
Vis, at ~ er en gkvivalensrelation 1 M2, som harmonerer
med #%#. Vis, at mezngden af zkvivalensklasser organiseret

ved regning med reprazsentanter er en kommutativ gruppe.

Ggr rede for, at "konstruktionen" for (M,*) = (N,.) fgrer

til en med (Q+,-) isomorf gruppe.




Mat., 1, 1965-66 AG ITI,2,pv.1-4

Yvelser til Algebraens grundbegreber, & 2,

Lad « vare en associativ komposition inden for en mangde G.

Det forudszttes, at hver af ligningerne

ax = b og ya = b

for vilkarligt opgivne a,b € G har mindst en lgsning. Vis,
at (G,+) er en gruppe. (Begynd f.eks. med at vise, at en 1lgs-

ning til en ligning af formen ya = a m& vere neutralt element,)

Lad . vare en associativ komposition inden for en endelig

msngde G. Det forudsattes, at forkortningsreglerne
‘ax = ay = X =Y og Xa=ya = X =Y

gelder for a,x,y € G, Vis, at (G,+) er en gruppe. (Resul-

tatet fra ¢v.1 kan benyttes. )

Vis ved et modeksempel, at tilsvarende ikke gzlder for uen-

delige maengder,

Lad - vare en associativ komposition inden for en m&ngde G,
og lad e vgre et element af G, Vis, at det er tilstrzkkeligt

for, at (G,+) er en gruppe med e som neutralt element, at

VGX: €X = X og VGX BGy: yx = e,

altsd at e er "venstre neutralt', og at hvert element af G -

har et "venstre inverst'.

For hvilke grupper (G,+) er afbildningen x - x-1, x € G,

automorf ?
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Lad (G, )vare en gruppe og H £ @ en endelig delmzngde af

G, hvor

VHx,y: Xy € H.

Vis, at H er en undergruppe af (G,+).

Vis ved et modeksempel, at tilsvarende ikke gslder for H

uendelig.

Lad H og K vsre undergrupper af en gruppe (G,+). Vis, at
H u K ikke er en undergruppe af (G,+), medmindre H ¢ K el-

ler K ¢ H,.

Beskriv den mindste undergruppe af (Q+,-), der indeholder en .

given mengde P af primtal.

Vis, at mzngden af undergrupper af (Q+,v) ikke er numerabel.

Idet H er en undergruppe og g et element af gruppen (G,-),

1

skal man vise, at (gHg ',+), hvor

gig”! = {gng™" | n € uHl,

er en med (H,.) isomorf undergruppe af (G,+). (Den kaldes

en til (H,-) konjugeret undergruppe af G.)

Lad specielt (G,o) vare en transformationsgruppe for en mengde
E, og lad Ha betegne undergruppen bestldende af de transfor-
mationer tilhgrende G, der lader elementet o € E g& over 1

sig selv, Idet g € G, skal man da vise, at

-1
goH o8 = Ha(q):

Vis, at de isometrier af en plan, ved hvilke et givet kva-

drat i denne afbildes pé sig selv, danner en gruppe (DM’O)
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af orden 8 (som er isomorf med gruppen af de flytninger af-
rummet, ved‘hvilke kvadratet afbildes pé& sig sélv)° Undersgg,
om gruppen er kommutativ,

De til'DLL hgrende flytninger af planen udggr en undergruppe
-Ch af" orden 4. De til Dh hgrende isometrier, ved hvilke hver
af kvadratets diagonaler afbildes p& sig selv, danner en an-
den undergruppe V af orden 4 (som er isomorf med gruppen af
flytninger af rummet, ved hvilke hver af tre giQ%zgﬁéikel—

rette linier afbildes pd sig selv), Vis, at de to undergrup-

per ikke er isomorfe.

Opstil gruppetavler for de to i ¢v,9 omtalte grupper af or-
den L4, og angiv undergrupper af (Su,o), som de er isomorfe

med,

Idet M = R\ {0,1}, betragtes de for t € M definerede funk-

tioner
f1(t) =t y To(t) = 1/t , fs(t) = 1-t ,
£,(t) = ¥/ (2-1), £5(t) = 1/(1-t), f4(2) = (¢-1)/%,

Vis, at ({f1,f2,f3,fu,f5,f6},o) er en med den symmetriske

_gruppe <83’°) isomorf transformationsgruppe for M, (Giv in-

tervallerne J-o,0[, ]0,1[ og ]1,0[, hvis foreningsmangde er
M, numrene 1, 2 og 3, og undersgg, hvorledes de afbildes ved

funktionerne fi.)
givet

Lad der varejet tal ¢ € R+, For et vilkarligt a € R be-
tragtes afbildningen f_: 2% - §2, hvorved til hvert (x,t) € 22

svarer talparret (x',t') bestemt ved

! x cosh o ~ ¢t sinh «

>
1}

ct' = -x sinh a + ¢t cosh o .
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Vis, at £, : #° > %2 er bijektiv., Idet (x,t) og (x',t') for-
tolkes som szdvanlige retvinklede koordinater for punkter i

planen, skal man tillige ViSe, at hver af linierne x = ct

og X = —ct og ligeledes for vilkarligt r € R+ hver gren af
hyperblen med ligningen

X2 - Ct2 :I‘Z

afbildes p& sig selv. (Parameterfremstillingerne

]

-r cosh u s
¢ u € R,
r sinh u,

X =0Dr L X
cosh u u € R,

¢t = r sinh u, ct

i

for hyperblens gréne kan benyttes med fordel.)

Vis, at der for a,B8 € R gelder faofﬁ = fa+ﬁ’ og begrund her-

ved, at ({fdla € Rl,o) er en med (&,+) isomorf transforma-

tionsgruppe. (Gruppen af specielle Lorentz transformationer.
Fortolk ¢ som 1yse£s hastighed, t som tiden og v = ¢ tgh o
som den konstante hastighed af x'-koordinatsystemet i for-

hold til x-koordinatsystemet pa& en linie.)

Hvilke funktioner f: R+ - R+ svarer til translationer
X=X+ ¢, x €R, og homotetier x » ¢cx, x € R, af R ved den

enentydige korrespondance e~ = y mellem R og §+ ?

a) Idet £ er en drejning af planen om et punkt A og s spej-
lingen af planen i en linie 1, skal man ggre rede for, at
sofos er en drejning om spejlbilledet s(A) af punktet A med
hensyn til linien 1. Er planen orienteret, og ¢ et vinkel-
tal fof drejningen f, vil -¢p vare et vinkeltal for drejningen

sofos ,

b) Idet £ er en drejning af rummet om en linie 1 og s spej-

~ lingen af rummet i en plan 7, skal man ggre rede for,
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at sofos er en drejning om spejlbilledet s(1) af linien 1
med hensyn til planen w, Tenkes linien 1 orienteret, hvil-
ket giver anledning til en orientering ogsa af'SPejlbilledet
s(1) gelder der endvidere, idet omlgbsretningen om en orien-
teret linie modsat urvisernes, set fra liniens positive ende,
regnes positiv: er ¢ et vinkel tal for drejningeﬁ £, vil =p

vere et vinkel tal for drejningen sofos,

¢) Lad g og h v&re‘drejninger aff rummet om to hinanden sk®-

rende linier m og n, Idet spejlingen i den ved m og n bestem-

te plan betegnes med t, skal man pavise, at tog_1ot = g, 0g

at

goh = to(hog)—1ot,

samt ud fra det sidste resultat beskrive sammenhzngen mellem

goh og hog geometrisk,

Planen tenkes delt i kongruente kvadrater ved et netvark af
rette linier. Vis, at enhver flytning af planen, hvorved
netvaerket ghr over i sig selv, kan sammensattes af en drej-
ning om midtpunktet i et givet af kvadraterne og en trans-
lation, Vis, at gruppen af flytninger af planen, hvorved
netvarket gar over i sig selv, kah karakteriseres som den
mindste transformationsgruppe indeholdende to passende flyt-

ninger, nemlig dels en drejning og en translation, dels to

drejninger.

Planen tznkes delt i1 kongruente regulsre sekskanter (som en
bikage) ved et netverk af rette liniestykker, Vis, at grup-
pen af flytninger af planen, hvorved netverket gér over i sig

selv, kan karakteriseres som den mindste transformationsgruppe
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indeholdende to passende flytninger, nemlig dels en drejning
og en translation, dels to drejninger., Vis, at gruppen og-
o . ar %}anen

s& kan opfattes som bestaende af de flytninger, hvorved et

netvark; der deler planen i kongruente ligesidede trekanter,

gadr over i sig selv,

Idet a og b er hele tal, som ikke begge er O, skal man vise,
at H = {ax + by | x,y € 2} er en undergruppe af (%,+) og fol-
gelig kan skrives pa formen H = {zd | z € 2}, hvor a € N .

Vis videre, at d er stgrste felles divisor for a og b.

Idet ogsd c er et helt tal, skal man angive en ngdvendig og

tilstrakkelig betingelse for, at den "diofantiske ligning"

ax + by = ¢

“har en légsning (x,y) bestéende af hele tal, (En ligning med

ubekendte, for hvilke der s¢gges heltallige verdier, kaldes

en diofantisk ligning efter den grazske matematiker Diofantos,.

ca. +250, der har behandlet sidanne opgaver.)
Lad a, b og ¢ vare hele tal, a og b ikke begge O.
Ggr rede for, at mengden af heltallige lgsninger (x,y) til
ligningen

ax + by =0
kan skrives pd formen {(pt,qt) | t € %}. Under forudsztning
af, at ligningen

ax + by = ¢
har en heltallig lgsning (Xo,yo), skal man dernmsst angive alle
dens heltallige lgsninger,

Eksempler: 3x - L4y =1, 6x - 8y = L.
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Vis, at enhver undergruppe (H,.) af en cyklisk gruppe (G,+)
ligeledes er cyklisk., (Lad c vare en frembringer for (G,.)

og betragt mengden n€ % | <™ € H}.)

Idet ¢ er frembringer for en cyklisk gruppe med m elementer,

skal man vise, at elementet ck har ordenen m/d, hvor 4 er

stgrste falles divisor for m og k.

Eksempel: Angiv samtlige frembringere i (Z1O’+)°

Hvilke elsmenter af (R1,+) har endelig orden ?

Ggpr rede for, at mengden {z € U | EINE 7z = 4] af samtlige

komplekse enhedsrgdder med multiplikation som komposition

er en uendelig kommutativ gruppe, hvor hvert element har en-

delig orden.,

Giv et eksempel pd en uendelig kommutativ gruppe, hvor hver

®gte undergruppe er endelig, (S¢g en passéende undergruppe af

ovennavnte, )

Vis, at hvis alle fra det neutrale element forskellige ele-

menter af en gruppe har orden 2, vil gruppen vare kommutativ,

Angiv en gruppe med fgrstnzvnte egenskab bestéende af L iso-

metrier af planen, henholdsvis 8 isometrier af rummet.

Vis, at antallet af elementer af orden 2 i en endelig gruppe

‘af lige orden er ulige, i en endelig gruppe af ulige orden

er lige.

Vis, at i en endelig kommutativ gruppe er kompositionen af

alle elementer, hvis orden er stgrre end 2, lig med det neu-

trale element.
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25. Angiv savel de venstre som de hgjre sideklasser til den af
permutationeh (; f %) frembragte cykliske undergruppe H af
den symmetriske gruppe (83,0) aff alle permutationer af mang-

den {1,2,3}.

26, Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af planen i ven-
stre (h¢jre) sideklasser til undergruppen af translationer.

(Benyt,»at enhver flytning af planen er en translation eller

en drejning.)

a, lLay, | ag | a | a; | ag

27 T e s

8.1 85

Ao

83

au a1 8.2 33

35 aLj. 511

ag

Ovenstéende er en delvis udfyldt gruppetavle for en kommu-

‘tativ gruppe (G,.) med elementerne 8158550258 585,85

Opskriv den fuldstmndige gruppetavle for (G,-). Undersgg, om
venstre

den ved a5 bestemte }Jtranslation x - a5x, X € G, er en lige

eller ulige permutation af G, Find samtlige undergrupper af
(Gs')'
28, Vis, at der panzr isomorfi findes netop to grupper af orden L.

(Analysen af en ikke cyklisk gruppe med L4 elementer knyttes

med fordel til en kompositionstavle,)
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En transformationsgruppe (G,o) for en mazngde E siges at vare
transitiv, hvis

v

gXsy 3L f(x) = y.

Vis, at ordenen af en transitiv gruppe (G,o) af permutationer

af en mengde E med n elementer er delelig med n., (S¢gg en un-

dergruppe med index n.) Vis endvidere, idet n forudswtteé

2 2, at G m& indeholde en permutation, hvorved intet element

aff E gar over i sig selv, (Foreningen af n undergrupper med

~index n kan ikke vare hele G, )

Vis, at de inverse til elementerne i en venstre sideklasse

- til en undergruppe H af en gruppe (G,-) udggr en hgjre side-

klasse til H., Vis, at msngden af venstre og m&ngden af hgjre

sideklasser til H i (G,+) er akvipotente.

I gruppen (G,.) siges et element x € G at vare konjugeret

med et element y € G, hvis

EiGg: gX = y§g.

Vis, at der herved defineres en gkvivalensrelation i G. Ekvi-

valensklasserne kaldes klasser af konjugerede elementer,

Vis, at en undergruppe af (G,+) er normal, hvis og kun hvis

den er forening af klasser af konjugerede elementer.

Beskriv inddelingen af gruppen af flytninger af planen i klas-
ser af konjugerede, Afggr herved, om undergruppen af transla-

tioner, henholdsvis af drejninger om et givet punkt, er nor-

mal., (Se ¢v.31,)
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Idet * er en komposition med definitionsmazngde L x M og
N¢gcL, Pg M, sattes

N#% P={nsp| nenN, pec P,

Vis, at
N#« P=Un#P| nen] =UiN=p | p€ Bl.

(Som det er szdvane, er her skrevet h %K i stedet for

{hl = K og analogt.)

Lad nu H og K vare undergrupper af en gruppe (G;-).

Vis, at HK er en undergruppe af (G,+), hvis og kun hvis

HK = KH, Vis, at HK er en undergruppe, hvis H eller K er

en normal undergruppe af (G,-), 6g at HK er eh normal under-

gruppe af (G,.), hvis H og K begge er det.

Vis, at hvis undergrupperne H og K er endelige, vil HK be-

st& af qr/s elementer, hvor g, r og s er antallet af elemen-

ter 1 H, K og Hn K,

Vis, at mengden {a € G | VXt ax = xa} af elementer af en
gruppe (G,-), som hvert er ombytteligt med alle elementer af G,
er en normal undergruppe af (G,+). Den kaldes gruppens

centrum,

Vis, at hvis gruppen har netop &€t element af orden 2, mé& det-

te tilhgre centret,

Idet a + 0 og b er reelle tal, betegnes med f_ , afbildningen

9

X = ax + b, X € R.

Ggr rede for, at f,1 p €T en homoteti eller translation af
. 'g 9
tallinien,

gerne .
Vis, at afbildnin £, 45 @€ R\ {0}, b € R, udggr en
, . :
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transformationsgruppe, og at der ved fa p 2 defineres en
?

homomorf afbildning af denne p& (R \ {0},+}; angiv kernen

og beskriv den tilsvarcnde inddeling af transformationsgrup- .

pen i sideklasser.

36, Lad (G,.) vere en gruppe, og 1lad der i G vare givet en wkvi-
valensrelation ~ , som harmonerer med kompositionen, Idet -

gruppens neutrale element betegnes med e, skal man vise, at

H={x€a6]| x~ ¢}

er en normal undergruppe af (G,+). Vis endvidere, at den givne

zgkvivalensrelation svarer til klasseinddelingen af G besté-

ende af sideklasserne til H,

Hvilke gkvivalensrelationer harmonerer med kompositionen i en

gruppe med 13 elementer ?

57. Idet H er en normal undergruppe med endelig index n i en grup-

pe (G,+), skal man vise, at x tilhgrer H for hvert x £ G.

Slut heraf, at ingen af grupperne (Q,+) og (R,+) har sgte un-

dergrupper med endelig index,

38. Gruppen af flytninger af rummet, ved hvilke et givet regu-

lart oktaeder afbildes pd sig selv, kaldes oktaedergruppen
og betegnes med O, (Den er identisk med gruppen af flytninger,
ved hvilke terningen, hvis hjgrner er midtpunkterne af oktae-
drets sideflader, afbildes p& sig selv, og kunne derfor ogsa
kaldes for hexaedergruppen. )

Find de cykliske undergrupper af (0,°) og bestem gruppens or-
den. Vis, at (0,0) er isomorf med den symmetriske gruppe (Su,o).
Giv et geometrisk bevis for, at tetraedergruppen (T,o) er en

undergruppe af (0,0),
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Vis, at der findes en homomorf afbildning af (0,o) pa (83,0).
Bestem denne homomorfis kerne og undersgg, om der findes andre

fra {e} og 0 forskellige normale undergrupper af (0;0),

Gruppen af flytninger af rummet, ved hvilke et givet regu—’

lert ikosaeder afbildes pd sig selv, kaldes ikosaedergruppen

og betegnes med I, (Den er identisk med "dodekaedergruppen",
idet midtpunkterne af ikosaedrets sideflader er et regulasrt

dodekaeders hjgrner., )

Pind de cykliske undergrupper af (I,o) og bestem gruppens

'orden. Vis, at (I,o) er isomorf med den alternerende gruppe

(ABSO)o

Vis, at (I,0) ikke har andre normale undergrupper end {el og

I selv (at (I,o) er en "simpel gruppe").

Bevis, at hvis en gruppe af isometrvier (af planen eller rum-
met) er endelig, vil alle dens isometrier have et fzlles fix-
punkt, (Benyt f.eks, fglgende smtning: Til endelig mange
givne punkter findes der blandt rummets punkter et og kun et,
for hvilket kvadratsummen af dets afstande fra de givne punk-
ter antagér den mindst mulige vardi. Dette kan sluttes af den

for vilkérlige vektorer VoVyseoesV gyldige ligning

n n
%* %
fﬂ(v - yv)z = 2?(2 - XU)Q + n(v - v )2,
v=1 v=1
hvor
n
*¥_1 <7,
v o= n . s )
v=1

Vis, at hver fra {e} forskellig endelig gruppe af flytning-

ger af planen er cyklisk og bestér af drejningerne, ved
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hvilke en regulsr polygon_(i tilfeldet af ordenen 2, et 1li-
niestykke) afbildes pd sig selv. (Benyt sztningen i @¢v.LO,
og betragt den drejning i gruppen, der har den mindste po-

sitive drejningsvinkel. )

I rummet findes der fglgende fra {e} forskellige endelige
grupper af flytninger:

1) De cykliske grupper Cps B=2,3,... o Gruppen G er af or-
den n og bestdr af drejningerne, ved hvilke en regular
n-sidet pyramide (for n = 2 en ligebenet, men ikke ligesidet
trekant) afbildes p& sig selv, (For n = 3 m& pyramiden ikke
vere et regulart tetraeder,)

2) Diedergrupperne D n=2,3... . Gruppen D er af orden
2n og bestar af drejningerne, ved hvilke et regulart n-sidet
prisme (for n = 2 en rektangulzr, men ikke kvadratisk skive)
afbildes pa sig selv, (For n = 4 m& prismet ikke vsre en ter-
ning. For n > 2 kan prismet erstattes med en regular n-kant,
der kan opfattes som et regulzrt "polyeder" med to sideflader,

et "dieder",)

3) Tetraedergruppen T, oktaedergruppen O, ikosaedergruppen I.

Gennemf'gr det nedenfor skitserede bevis for, at der ikke fin-
des andre endelige gruppef af flytninger af rummet,

Lad N vare en sadan gruppes orden. De fra e forskellige

N - 1 elementer er da drejninger om akser gennem et fast
punkt F(se ¢v.L0) og afbilder derfor en vilkérlig valgt kug-
leflade med centrum P pa sig selv, Skeringspunkterne mellem
kuglefladen og gruppens drejningsakéer kan fordeles pa klas-
ser ved fastszttelsen, at to af dem skal hgre til samme klas- -
se, hvis der findes en drejning i gruppen, der fgrer det ene

over i det andet, Lad K1"°°’Km betegne’disse klasser og ﬁu




Mat., 1, 1965-66

.
5

L3,

AG II,2,¢v.L2- 43

antallet af punkter i klassen %u’ Hvert punkt i %u er fix-
punkt for en cyklisk undergruppe, og dennes orden gu er den
samme for alle punkter i klassen, idet de péagsldende under-

grupper er indbyrdes konjugerede (¢v,8)., Heraf kan man slut-

te, atnv =N o
P) ¥y 2

2(N=-1) =) n (v -1),

hvilket giver

m
. Iy oS - 4
2(1- ) =T -5,
=1

T

Da N € N og v, € N, kommer kun vardierne m = 2 og m = 3 i
betragtning. For hvert N > 1 kan talsazttene (v1,v2) eller
(v1,v2,v5), som tilfredsstiller ligningen, bestemmes, og
det kan vises, at de kun kan forekomme hos de ovenfor nzvn-

te grupper.

Lad (G,o) vare en endelig gruppe af isometrier af rummet,

og lad H vare undergruppen bestaende af flytningerne i G.
Alle isometrier tilhgrende G har et fzlles fixpunkt F(se
¢v.40), Med s betegnes spejlingen i punktet F, Nu skelnes
mellem to tilfmlde: s € G og s ¢ G, I det fgrste tilfwlde
kan den fra H forskellige sideklasse skrives goH, og man har
G = Huw (soH), hvor H er en af de i gvelse 42 bestemte flyt-
ningsgruppep. I det andet tilfxlde kan sideklassen skrives
uoH = Hou, hvor u er en uegentlig isometri i G. Da g er om-
byttelig med hver isometri med fixpunkt F (vis dette), vil -
mengden G' = H w (soucH) af flytninger vere en gruppe, altséa
en af de i1 gvelse L2 bestemte, Den forelagte gruppe G kan

altsd fas ved i en af disse grupper med en undergruppe H af
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index 2 at erstatte den fra H forskellige sideklasse goH
med sogoH, Disse resultater tillader at bestemme samtlige

endelige grupper af isometrier af rummet,
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Yvelser til Algebraens grundbegreber, § 3,

Om to kompositioner + og * inden for samme mengde M er gi-—
vet, at + er associativ, at hvert element af M kan bortfof-
kortes ved +, at der findes'et neutralt element e ved « , 08

at - er distributiv med hensyn til +. Vis, at + er kommu~

tativ,

Lad (M;+,-) vare en ring., Vis, at der for a,b € M, m,n € %
gzlder '

(na)b = n(ab) - a(nb) og (ma)(nb) = (mn)(gb),

hvor potenser i gruppen (M,+) er betegnet som anfgrt side

11,2,14.

La@.(M,+,-) vere en ring, hvor nulreglen gzlder, Det forud-

swttes, at M har mindst to elementer., Vis, at der for

a,b € M\ {o}, n€ % gwlder

og begrund herved, at alle fra o forskellige elementer af M
har samme orden i gruppen (M,+). Den fazlles ordén kaldes rin-

gens karakteristik. Vis, at hvis karakteristikken er ende-

lig, m& den vare et primtal. (Benyt gv. 2.)

Lad (M,+,+) vere et kommutativt legeme, For a,b € M, b % o,

betegnes med a/b lgsningen til de ensbetydende ligninger

bx = a og xb = a, Idet ogsé ¢,d € M, d + o, skal man vise:

— =
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6.

7.

a/b = ¢/d = ad = be,
/b & o/a = (ad + be)/(b1);
(8/0)(¢/a) = (ac)/(va),
Csamt for c o
| = (ada)/(be).

(a/v)/(c/a)

Lad (G,+) vere en kommutativ gruppe. Mzngden af homomorfe
afbildninger af (G,+) ind i sig selv betegnes med Hom(G,G),
og for f,g € Hom(G,G) forstés ved £ + g afbildningen '

t > £(t) + g(t), tE€Ga

Vis, at (Hom(G,G),+,°) er en ring. (Den kaldes ringen af

endomorfier af (G,+).)

Vis, at maengden arf reelle, henholdsvis komplekse polynomier
med sedvanlig addition og multiplikation er en integritets-

ring, mazngden af rationale funktioner et legeme, (En ratio-

" nal funktion er en kvotient mellem to polynomier; den er de-

fineret overalt paner i hgjst endelig mange punkter. Punkter,

hvor kontinuitet kan opnds (ved "plombering"), medtages i

som
definitionsmzngden for en rational funktion sivel |for en sum

og et produkt af s&danne.)

a) Hvor mange gruppékompositioner med o som neutralt element
findes'der inden for en mengde med 3 elementer o, P 08 4 ?

Opskriv kompositionstavle(r).

-b)7G¢r rede for, at der panmr isomorfi hgjst findes ét lege-

me med 3 elementer, (Eksistens fremgér af et resultat side

II,39170)
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8.

10.

11,

Vis, at ringen af endomorfier af (%,+) er isomorf med
(Zy+y¢). (Se gv.5 og 1I,1,6v.9.) Vis samme pastand, idet %

erstattes med §,
Ggr rede for, at mengden 3° af par af komplekse tal med kom-
positionerne | |
(245%5) + (¥555) = (X474, %5+75),
Cpox0)(5y555) = (247 =Xo¥; %y Tp43,7)
er en kommutativ ring med etelemgnto Bestem de elementer, der

ikke er invertible ved multiplikationen. Gzlder nulreglen ?

Bevis, at der findes en og panzr isomorfi kun en kommutativ
ring (M,+,«), som indeholder et eksemplar (R,+,+) af de reel-
le tals legeme samt et element & med e = O, séledes at et-

hvert x € M har en og kun en fremstilling af formen
X =X, + €Xgy, xj,x2 € R,
(Betragt passende kompositioner + og : inden for RQ.)

Elementerne af en ring med de nzvnte egenskaber kaldes duale.

tal.

~Ved undersggelser vedrgrende reelle tal kan man tmnke pé et

eksemplar (R,+,-), som pd den i ¢v.10 beskrevne made indgar
i de duale tals ring, For et polynomium P med reelle koef-

ficienﬁer har da P(x) mening for ethvert dualt tal x. Vis, at
_P(X1 + sxz) = P(X1) + axzDP(x1),

hvor x,,%, € R og DP betegner den afledede af P.
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12, Inden for mengden D(E) af delmzngder af en mengde E define-

res en komposition + ved

A+B=(AwuB)\ (An B).

a) Vis, at (D(E),+,N) er en kommutativ ring med etelement.
(Benyt figurer.) |

b) Hvilken egenskab ved en afbildning £: E1 " G, €1 ngdvendig
og tilétrwkkelig for, at den tilsvarende mengdeafbiidning er
en homomorf afbildning af (B(E1),+) ind i (E(Eg)y+) ¢ af
(b(E1),ﬂ) ind i (D(Eg)yﬂ) 2

13, Vis, at der ikke findes andre endomorfe aibilidninger al

(Z,+,-) end nulfunktionen z —» 0, z € 7%, og identitaten

z > %, 2 € 7.

Vis det tilsvarende for (Q,+,:), henholdsvis (R,+,* ). (Slut

i sidste tilfzlde, at en endomorf aifbildning mé vare vOoK-

sende, ved at benytte, at hvert positivt tal zr uvadrat pa

et reelt, )

0
o

1. Hvilke skvivalensrelationer harmonerer bédse mesd additionen

og med multiplikationen i et legemz ¥

15. For et vilkérligt primtail p er multiplikation modulo p en

1 fra (0)

gruppekomposition inden fcr nengden af de p - 1 o

A

forskellige restklasser modulo p. (Hvcrfor ?)

For hvert helt

Vis ved hjelp heraf Fermats "lille' satning:
tal a og hvert primtal p er

a? = a (mod p).

il
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16,

7.

' 180

19.

Anvend det sidste resultat i II,2,¢v, 24 pd& gruppen
(Zp \ {(O)p},-), hvor p betegner et primtal, og bevis derved

Wilsons satning: For hvert primtal p er

(p - 1)! =2 ~1 (mod p).

Vis, at restklassen (a)m, hvor m € N og a € ¥, er invertibel
ved multiplikationen modulo m, hvis og kun hvis a er pri-

misk med m. (Man kan betragte den diofantiske ligning

ax + my = 1, se 11,2, ¢v, 17.)

Inden for mengden D(E) af delmszngder af en mangde E defineres

en komposition + ved

A+B=(AwvwB)\ (An B).

Vis, at (D(E),+,N) er isomorf med ringen (F(E - 22),+,') af
funktioner fra E til restklasselegemet (22,+,-). Beskriv
mangden A1 + A2 + oees + An’ hvor A1,A2,...,An er delmzngder

af E.

Vis, at A = {m + n/3 | m,n € %} er en delring af de reelle

tals legeme (R,+,+).

I A defineres en gkvivalensrelation ~ ved

m+ 3 ~n' +nV3 = m=mn'(mod 2) A n= n'(mod 2).

Vis, at ~ harmonerer med kompositionerne i ringen (A,+,+),
Mangden A af skvivalensklasser organiseres da som en ring
(X,%,%) ved regning med reprzsentanter.

Angiv antallet af skvivalensklasser samt en mengde bestéende
af én represgntant for hver klasse, Opskriv kompositionsé

tavle for (A,%). Er (A,%,V) en integritetsring ?
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.20,

Idet m og k er naturlige tal og A-en restklasse modulo m,

_.skal man vise, at m&ngden_{ka.l a € A} er en restklasse mo-

dulo. km.,

" Idet num er et givet naturligt tal, skal man undersgge, for

hvilke k € .N afbildningen f: Zm - ka bestemt ved

(x)m ~ (kx)km, X € 7,

er en homomorf afbildning af restklasseringen (Zm,+,3) ind

i restklasseringen.(ka,+,-).

Vis som.en anvendelsey aﬁ restklasseringen (212,+,f) har et

" med (23,+,~) isomorft dellegeme.

21,

22,

Find’ den mindste delring L1vaf de rationale tals legeme

'(Q,+,-),*sem~indeholder taliet %%, -Angiv endvidere de in-

vertible elementer ved-multiplikationen inden for L1;

Find den mindste delring L, af (Q,+,+), som indeholder beg-

ge tallene % ogﬂ%, Angiv de invertible elementer ved mul-

tiplikationen inden for L2.

. Er ‘ringene (L¢o+,f) og (Lys+y+) isomorfe ? Er grupperne

“CLf,+) og_(L2,+)-isomorfe ?

Lad (M,+,+) vare en ring med etelement e. .Beskriv den mindste

delring, som indeholder.e, og vis,. at den er isomorf med

5 (Z,+,-).eller med en. restklassering (Zn,+,=), n € N,

Det forudsattes nu, at (M,+,~) er en.integritetsring. Vis,

.at en delring da og kun da er en integritetsring, nar den

indeholder e, og begrund derved, at (M,+,+) har en mindste
delintegritetsring, isomorf med.(2,+,‘) eller med restklasse-
legemet (Zp,+,~)'modulo et primtal p. .

Endelig forudszttes, at (My;+,+) er et kommutativt legeme.,




Nat., 1, 1965-66

25,

2L'-o

25,

eller med restklasselegemet»(Zp,+,-) modulo et primtal p.

AG II,3,0v,22-25

Vis, at det mindste dellegeme er isomorft med (Q,+,-) eller

med restklasselegemet (Zp,+,-) modulo et primtal p.

Ggr rede for, at der pénzr isomorfi kun findes én ring med

etelement, hvor antallet af elementer i ringen er et givet

primtal p.

En integritetsring, der ikke har nogen zgte delintegritets=-

ring, kaldes en primintegritetsring. Et kommutativt legeme,

der ikke har noget @gte dellegeme, kaldes et primlegeme.

Ggr rede for, at der blandt delringene 1 en vilkarlig inte-
gritetsring er netop én primintegritetsring, blandt delle-

gemerne i et vilkarligt kommutativt legeme netop ét prim-

legeme,

Vis, at enhver primintegritetsring er isomorf med (Z,+,-)

Vis, at ethvert primlegeme er isomorft med (Q,+,-) eller med

restklasselegemet (Zp,+,-) modulo et primtal p. (Benyt ¢v.22,)

Lad L ¢ O vsre et tallegeme og s € C et tal, hvor s ¢ L,

men 52 € L. Det mindste tallegeme indeholdende L og s be-
tegnes L(s). Vis, at

L(s) = {x + ys | x,5 € L},
og at afbildningen (x,y) - X + ys, X,y € L, er en bijektiv
afbildning af L° pa L(s). Vis videre, at der ved

X + ¥ys =@ X - ¥S, bx,y € L,

defineres en automorf afbildning af (L(s),+,*).

Eksempler: R(i) =&, Q(2).
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Findes der et s ¢ Q med s € Q, s& Q(s) = R ? Findes der
en fglge af tallegemer L1,L2,... og en fglge af tal S1,82,.,°,

2
hvor s ¢ L, s, € Ln_ig Ln(sn) =L 4 n=1,25..0 , 88~

ledes at L, = Q og UL =R ?
n="1 n

Vis, at tallegemer (Q(s),+,*) og (&(t),+,+), hvor s,t ¢ Qs
men szth € §, kun er isomorfe hvis % € §, -~ i hvilket til-

fzlde jo Q(s) = Q(t). (Se gv.25.)




Mat. 3, 1962-63 I, 1, 1

§ 1. De naturlige tal.

Mzngden af de naturlige tal kan efter R. Dedekind (Was

sind und was sollen die Zahlen?, 1887) og G. Peano (Arithmetices
principia nova methode exposita, 1889) karakteriseres ved nogle
f& egenskaber. De grundbegreber, ved hjalp af hvilke disse egen-
skaber formuleres, er "mengde", "element af en mangde', "del-
meéngde af en mangde" og "afbildning". Idet en afbildning er en
speciel relation og en s&dan defineres ved hjzlp af begreberne
"mengdeprodukt' eg "delmszngde!, kan man i listen af grundbegre-~
ber erstatte "afbildning' med ”méngdeprodukt”. Dedekinds og
Peanos aksiomer for de naturlige tal gengiver i eksakt formuler
ring disses mest primitive egenskaber sem ordenstal, nemlig at
der efter hvert naturligt tal fglger et bestemt andet, og at
man kan komme til hvert naturligt tal ved at begynde med tallet

1, tage det derpd fglgende, dernast det pa dette fglgende 0.,8.V.

Med de i disse noter brugte logiske tegn kan Peanos aksiomer 1

det vesentlige gengives séledes:
Forklaringer.

N betegner mzngden af naturlige tal.

1 betegner enheden.

a+1 betegner efterfglgeren af a eller a plus 1.

= betegner lighed.
Aksiomer.

1. 1 € N.

2. Vva€ N : a = a.

3, va,bEN.:a=b o= b= a.

Lo va,b,c € N : (a=bD A b=c) = a-=c.

5., vyb&e€ N :a=b = ac N.
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,6? Va € N : a+1 € N.
7, Va,b€e€ N :a=>»b & atl = Dd+l.
8., .Va €N : a+1 £ 1.
9, Hvis k betegner en mengde:
1€k A vx[x€N A x€k = x1€k]] = N¢k.
"Porklaringerne' md ikke opfattes som definitioner. De
t jener udelukkende til at fremkalde de rette associationer. De
pagzldende begreber '"defineres implicit" ved, at de skal opfylde
de 1 maksiomerne formulerede krav. Aksiomerne 2-5 fastlégger bru-
gen af lighedstegnet. Med benyttelse af afbildningsbegrebet kan
de resterende fem aksiomer erstattes af de nédenfor formulerede,

gsom er ensbetydende med Dedckinds eksiomer, og som vil danne

grundlaget for det fglgende.

Om et par bestldende af en ikke tom mengde N og en afbild-

' ning e ¢ N o5 N forudsattes:

I. Der findes et element 1 € N, sdledes at 1 § e(N).

~II. Afbildningen e er_injektiv (enentydig).

”III."HVis det for en mazngde M ¢ N gelder, at 1 € M og e (M) c M,

8§ er M = N.

Billedelementet e(x) af et element x € N kaldes efterfglge-
ren af x og betegnes ogsd med x'.
Det skal vises, at hvis disse krav er opfyldt, kan der i N

defineres en kompositionsforskrift +, som har additionens vel-

kendte egenskaber, og sfledes at e(x) = x+1, Det vil endvidere

blive vist, at to par (N,e) og (N*,e¥), som begge opfylder
I-III, er isomorfe 1 den forstand, at der findes en enentydig
korrespondance mellem N og N*, sdledes at Xe—)X*, x € N,

x* e N%ﬁg@df¢rerj"at e(x) «o £ (x*). Spprgsmalet om eksistensen
"éf/é;ysédant par og det dermed sammenhzngende om aksiomsystemets

modsigelsesfrihed, kan ikke diskuteres pa det valgte grundlag.
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Man m&d ngjes med at konstatere, at man jo tilskriver mszngden af

naturlige tal de 1 aksiomerne udtrykte egenskaber.

Setning 1. e(N) =N\ {1}.

Bevis: Szt M = €(N) u {1} ¢ N. Da gelder 1 € M, og hvis
x € M, s e(x) € e(N) ¢ M, altsd (M) ¢ M, Af III sluttes, at
M = N, og heraf pastanden. :

Setning 2, vx € N : e(x) $ x.

Bevis: Szt M = {x € N | e(x) % x}. Da gwlder 1 € M, idet
e(1) 4 1 ifglge I, Hvis x € M, altsé e{x) 4 x, fas af II, at
e(e(x)) # e(x), altsé e(x) € M. Dette viser, at e(M) ¢ M. Af IIT

3

sluttes, at M = N,

Sztning 3. For hvert a € N eksisterer der en og kun een
afbildning &, : N - N, sdledes at '
(1) | a, (1)

(2) @, %t = €% .

8(3)’

1

For disse afbildninger gazlder
(3) oy = €,
: (4) “g(a) = 8°ﬂa.

Bevist: Antag, at afbildningerne a, o8 a: for et givet a € N
opfylder (1) og (2). Sst \

: %
M={xeN| aa(x) = a (x)}.

Da gwlder 1 € M; thi ifglge (1) er a (1) = a2(1) = ¢(a). Hvis

a:(x), féds ved hjelp af (2) anvendt pa a,

]

X € M, altsa aa(x)

0 a* at
g a’

% L
a, (e(x)) = e(a (x)) = e(a (x)) = a (e(x)), |
altsd €(x) € M. Dette viser, at (M) c M. Af III sluttes, at
M = N. Dermed er bevist, at der hgjst kan findes een afbildning

af den forlangte art.

Lad L betegne masngden af de elementer a € N, for hvilke
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26,

AG II,3,9V.25-26

Findes der et s € Q med s € Q, 88 Q(s) = R ? Findes der

en fplge af tallegemer L1,L2,... og en fglge af tal 81980900y

2 0
hvor s, ¢ L, s, € Ln_ig Ln(sn) =L 4 n=1,200, 5 88~

ledes at L, = Q og UL =R ?
n
n="1
Vis, at tallegemer (Q(s),+,°) og (3(t),+,+), hvor s,t ¢ Q,

men 82,t2 € Q, kun er isomorfe hvis % € Q§, - i hvilket til-

fzlde jo Q(s) = A(t). (Se ¢v.25.)
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der eksisterer en afbildning o, * N - N, sem tilfredsstiller (1)
og (2). Da gzlder 1 € M; thi for den ved a, = ¢ (altsk (3)) de-
finerede afbildning er (1) og (2) ¢gjensynlig opfyldt. Hvis
a € L, hvis der altsé‘findes en afbildning a,, for hvilken (1)
og (2) g®lder, vil den ved

A (g) = eoa
(altsd ved (L)) definerede afbildning ligeledes opfylde (1) og

(2); thi
ag (a) (1) = ela,(1)) = e(e(a)),

ac(a)Oe = (€°aa)°c = c°(aa°8) = 8°(8°aa) = s'as(a)).
Dette viser, at e(L) ¢ L. Af III sluttes, at L = N. Dermed er
s@tning 3 bevist, idet (3) og (4) gelder ifglge de opstillede
definitioner.

Definition. I N defineres en kompositionsforskrift, beteg-
net som addition, ved

x+a = aa(x).

Man har da specielt ifglge (3) Y
(5) va € N : a1(a) = g(a) = a+1,
og (1), (2) og (4) kan skrives

(6) vae N : 1+a = a+1,
(7) Va,x € N : (x+1)+a = (x+a)+1.
(8) va,x € N : x+(a+1) = (x+a)+1.

Sstning L. va,x € N : Xx+a = a+X.
Bevis: For et fast a € N szttes
M= {x€eN| x+ta = a+x}.
Da gzlder 1 € M p&d grund af (6), og hvis x € M, altsd x+a = a+Xx,
fa4s ved hjzlp af (7) 5g (8)
(x+1)+a = (x+a)+1 = (a+x)+1 = a+(x+1),
altsd x+1 = e(x) € M. Fglgelig er (M) ¢ M, altsd M = N ifglge

ITT.
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Setning 5. va,b,x € N : x+(a+b) = (x+a)+b.
Bevis: For faste a,x € N sattes
M=fbe N | x+t(a+tb) = (x+a)+b}.
Da gwlder 1 € M ifplge (8). Hvis b € M, f&s ved hj=lp af (8),

(8), b € M og (8).

x+(a+(b+1)) (x+(a+b))+1

x+((a+b)+1)

(x+a) + (b+1),

I
]

((x+a)+b)+1

altséd b+1 = e(b) € M. Dette viser, at (M) ¢ M, hvoraf M = N

ifplge III.

Setning 6. Va,x,y € N : xta = y+a = X =-Y.

For givne a,b € N har ligningen x+a = b altsd hgjst een lgs—
ning x € N, |

Bevis: Sat

| M=facN|vx,y€ N :x+ta=y+ya = X= vie

Da gzlder 1 € M ifglge (5) og II. Ved hjzlp af s®tning 5 slut-
tes af x+(a+1) = y+(a+1), at (x+a)+1 = (y+a)+1, og heraf ved
hjslp af II, at x+a = y+a. Hvis a € M, kan heraf sluttes, at

X =y, altsd at da ogs& a+1 = e(a) € M. Man har altsé e(M) ¢ M
og derfor M = N ifglge III.

Setning 7. Va,x € N : x+a % x.

Bevis: For et fast a € N sattes M = fx e N |‘X+a = x}, Da
gelder 1 € M ifplge (5) og sstning=2. Hvis x € M, f&s ved hjzlp
af (7) og II, at |

(x+1)+a = (x+a)+1 £ x+1,
altsd at x+1 = e(x) € M. Dette viser, at e(M) ¢ M, og dermed
M= N ifglge III.

Sztning 8..For givne a,b € N, a + b, har en og kun een af

ligningerne x+a = b og y+b = a en lgsning henholdsvis x € N og

y € N,

Bevis: For fast a € N sattes
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H={belN|a=b v (3x €N : x+ta = b} v (3y €N : y+b = a)}.
Da gzlder 1 € M. Dette er klart, hvis a = 1, og hvis a + 1, fin-
des der ifglge (5) og sztning 1 et x € N, sdledes at x+1 = a.
Det antages nu, at b € M. Der foreligger da tre muligheder:
1° a4 = b. Da er 1+a = a+1 = b+1, og ligningen x+a = b+1 har

lgsningen x = 1, altsd b+1 € M,
2° 3x € N : x+a = b. Da er (x+1)+a = (x+a)+1 = b+1, hvilket
- viser, at b+1 € M.
3° 3y €N :y+th=a.Ery=1, altsd a = b+l, Fas b+l € M. Er
y = 1, finde der ifglge sa&tning 1 et z € N, sdledes at |
g(z) = z+1 = y. Man har da | ‘
(z+1)+b = z+(b+1) = a,
altséd ogsd i dette tilfelde b+1 € M.
Dermed er vist, at e(M) ¢ M, hvoraf M = N ifglge III. For a + b
har altsd mindst een af de¢ to ligninger en l¢sning.
At ikke sivel x+a = b som y+b = a kan have en 1l¢sning,
fglger af at
(y+ )+a = y+(x+a) = y+b = a
ville stride mod‘s&tning 7

3

Tilgvarende s@tninger vedrgrende multiplikation anfgres

uden bevis.

Satniggi9.»wfpr”hvert a € N eksigterer der en og kun een

A,afbiidﬁihg 7 : N> N, siledes at

(9) ua(1) = a,

(10) VX € N ﬂé(x+1) = ua(x)v+ a.

For disse afpbildninger galder

(11) vx € N : py(x) = x,

(12) vx € Nt (x) = p (x) +x. s
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Definition. I N defineres en kompositionsforskrift, betég—

net som multiplikation, ved

xa = pa(x) .

Ligningerne (9)-(12) kan da skrives

(13) la = a
(ih) . (x+1)a = xa+a,
(15) .ox1 = x,
(16) x(a+1) = xa+x.

Sztning 10. va,x,y € N : (x+y)a = xa+ya.

Setning 11, va,x € N : Xa = ax.,

Sstning 12, va,b,x € N : x(ab) = (xa)b.

Setning 13. VvVa,x,y€ N : xa = ya = X = Yo

Definition. I N defineres en relation, betegnet med <, ved
a<db e 3Ix€ N : x+ta = b, |

Satning 14. Relationen < er en ikke-refleksiv, total ord-

ningsrelation.

Bevis: At a { a, fglger af satning 7. Af a < b og b < ¢,
altsd af eksistensen af x,y € N, sdledes at x+a = b og y+b = c,
fglger

(y+x)+a = y+(x+a) = y+b = ¢,
altsd a < ¢, Sstning 8 viser, at der for a + b enten gzlder
a < b eller b < a,

Den til < inverse relation >, som ligeledes er en ikke-

refleksiv, total ordningsrelation, defineres wved
a>b &= Db a,

og de tilherende refleksive ordningsrelationer er bestemt ved

a{ b e (a<b v a=Db) = a}b,

D) = ad b.

il

a)b = (a>b v a
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Setning 15, v a,b ¢ N : a < atb,
Bevis: b+a = a+b,
Setning 16, V a,b,c € N : a ¢ b = a+c < b+e.
Bevis: = Af x+a = b felger
i+(a+c) = (x+a)+c = b+c,
« Af b ¢ a ville man ifglge det allerede viste kunne slutte,

at b+c < a+c, hvilket strider mod det givme.
Setning 17. Vv a,b,c € N : a< b = ac < be.
Bevig: = Af x+a = b felger
xc + ac = (x+a)ec = be,

= Af b ¢ a.ville man ifelge det allerede viste kunne slutte,

at be < ac, hvilket strider mod det givme.

Den indforte ordningsrelation i N har foruden de nzvnte
egenskaber (som f;eks. den smdvanlige ordning i mengden af posi-
tive rationale tal ogsd har) visse smrlige, for de naturlige tals
ordning karskteristiske egenskaber. For nemt at kunne formulere
disse, anferes nogle definitioner og smtninger vedrgrende ordnede
mengder, |

Lad (M, vere en mengde, hvori der er defineret en reflek-

siv, ikke ngdvendigvis total ordningsrelation, Et element a i en

ordnet mengde M siges at vere dens forste element, hvis a ;g_x

for alle x € M, Det er klart, at hvis der overhovedet findes et

sédant element, er det entydig bestemt, idet a z<a' og a' <a

medferer a = a', Tilsvarende defineres gsidste element. Idet ord-

ningsrelationens restriktion til en delm®:ngde er en ordningsrela-
tion i denne, overfeores disse definitioner umiddelbart til del-
mengder af (M,=<). B

En delmmngde M' af en ordnet mengde M siges at vere nedad

(opad) begrasnset, hvis den har en minorant (majorant), hvormed
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menes et element m € M, for hvilket = m ¢ x (x ~¢ m) for alle
x €M,

En mengde M siges at vere velordnet ved en ordningsrelation
=<, hvis hver ikke tom delmzngde, ordnet ved relationens restrik-
tion til den, har et forste element. (Dette medfeorer, at ordnings-
relationen er total; thi da delmmngden {x,y} bestdende af to
forskellige elementer har et feorste, md der gelde x ~<y eller
Y =<X)

Det er klart, at hver delmsngde af en velordnet msngde er
velordnet ved ordningsrelationens restriktion til den,

Setning a. I en velordnet mengde (M,g) findes der til hvert
element x, som ikke er sidste element, et (og selvfglgelig kun
eet) umiddelbart feolgénde, d.v.s. et element x', sdledes at
x < x' og at x < y medforer x' X y.

Bevis: Da x € M ikke er sidste element, er msngden
{y €M | x < y} ikke tom, Den har altsd et forste element x',
og dette opfylder de stillede krav,

Swtning b (Transfinit induktion)., Hvis det for en delmsngde
(M', X) af en velordnet msngde (M, =) gwlder, at

va € M:M, ¢ M' = ae€eM',
hvor M, = fx €M | x <a] er det ved a bestemte "afsnit" af M,

88 er M' = M,

Bevis: Hvis delmzngden M'S-M‘ af M ikke var tom, ville den
have et forste elemenﬁ a, og for dette havde man x € M' for
x =< a, altsa Ma c M'. Ifelge forudsmtningen ville dette medfere
a € M'" i strid med a € M \ M!',

(Bemsrk, at den indirekte slutning ogsd er gyldig, hvis
M \M' indeholdt det feorste element af M, som si vidde vere det
betragtede element a, Man havde da Ma = @, Men da @ ¢ M', ville

forudsmtningen ogsd i dette tilfslde medfere a € M',)
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fu betragtes igen parret (N,e) bestéende af en mengde N og
en afbildning e:N - N, som opfylder aksiomerne I-ITI,

setning 18, v € N ¢ 1 ¢ x,

deves., N har 1 som forste element,

Bevis: Ifolge s®tning 1 findes der for hvert x £ 1 et z €N,
sdledes at e(z) = z+1 = x, Dette viser, at 1 < x.

Setning 19, v,y €N : x <y = x+1 <V,
d.v.S., hvert element x € N har et umiddelbart folgende, nemlig

x+1,

Bevis: Idet x < y, findes der et z € N, s@ledes at z+x = ¥.
Ifelge swtning 18 er 1 ¢ z, altsd x+1 = 14x ( z+x = y ifelge
setning 16,

Setning 20, Mengden N er velordnet ved relationen < .

Bevis: Lad M vere en ikke tom delmsngde af N, og lad L wvemre
mengden af alle minoranter for M, altsa

L={yeN|vwvweM|yxi,
Da er 1 € L, altsd L + @ ifslge smtning 18, Mengden N \ L er
heller ikke tom; thi for et element x € M vil x+1 4§ I, da
x < x+1., Der findes derfor et element a € L, for hvilket a+1 4 L,
da ellers L = N ifelge aksiom III. Dette element a pastas at
vere forste element i M. Idet a som element af L er en minorant
for M, er det tilstrmkkeligt at vise, at a € M, Var a ¢ M, ville
man ifelge definition af L, have at a < x for alle x € M. Ifolge
setning 19 ville dette imidlertid medfere, at a+1 ¢(x for alle
x € M, altsd at a+1 €L, i strid med bestemmelsen af a, Dermed
er vist, at hver delmsmngde af M har et forste element,.

Herefter ses af smtning b, at felgende fra III forskellige
induktionsslutning er gyldig i N:

1Swtnin5 21. Hvis det for en delmxngde M af N gzlder, at
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e(x) - vy, da e(x) felger umiddelbart efter x. Endvidere gmlder
y < e(y). Transitiviteten af —< giver da e(x) < e¢(y). Afbild-

ningen ¢ er altsa ordenstro for den ikke-refleksive relation -,

altsd specielt injektiv. Dermed er gyldigheden af aksiom II

bevist. For at bevise III betragtes en mengde M ¢ N, for hvilken
1€ M ege(M) ¢ M. Antag, at mengden N \ M ikke er tom.

Den har da et férste element b. Mengden N = {x € N | xv-<'b}

er en opad begranset delmesngde af M. Den er ikke tom, da 1 € M,
0g har f@¢lgelig et sidste element a. Ifglge det om M forudsatte
gelder e(a) € M, Da a < b og e(a) fglger umiddelbart efter a,
har man g(a) = b. Da a er det sidste element fgr b, har man

b < e(a), altsd b = e(a) € M. Men dette strider mod, at b € MM.

Dermed er ogsd III bevist,

For endelig at vise, at den ved ¢ bestemte ordningsrelatien

—
¢ stemmer overens med den givne =<, behgver man blot at bemarke, —
at 1 er fgrste element af N ved begge ordninger, og at e(x) er
det umiddelbart efter x fglgende element, ved —« ifglge defi-
nition af ¢, ved < if¢glge satning 19. For a € N betragtes de -

]

to mengder

=§{xe N | x < a}, Ny = fxe N | x< al.

N_<a
Pastanden gir ud pad, at de stemmer overens for hvert a. Lad
M ¢ N vare mengden af de a € N, for hvilke N_<a = N<a' For a = 1

er begge mengder tomme, altsd 1 € M. Idet
Nce(a) = Tca U 181y Mep(ay = N vl

kan man af N—(a.= Nka slutte, at N_<€(a) = N(g(a)'

Dette viser, at e(M) ¢ M, og anvendelsen af III giver M = N,

hvilket skulle vises,
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Vae€ N : Na clM = acg€ M,
hvor N, = {x e N | x ¢ a}, sher M =N

Setning 22. Hver-ikke tom opad begranset delm&ngdé L af N
har et sidste element. |

Bevis: Swt M = fye N|vxel:x ¢{y}.Daerl + 0, idet
L er opad begrenset. Lad b vaere det forste element i M, Da b
ifelge definition af M er en majorant til &, drejer det sig kun
om at vise, at b€ L. Hvis b = 1, m& L vere {1}, da L + &, og
pastanden er'}ndlysende. Hvis 1 < b, findes der ifelge s®tning
8 (eller 1) et ¢ € N, sdledes at c+1 = b, For dette gelder ¢ ¢,
idet ¢ < b. Der eksisterer altsd et d € L, shledes at c < d. Af
setning 19 kan da sluttes, at c+1 = b ¢ d. Men b < d er udeluk-
ket, da b €M og d € L, Foslgelig har man b = d € L som pastaet,

N Setning 23, Ngdvendige og tilstrazkkelige betingel ser for;
at en ordnet mengde (N,-<) tillader en afbildning e:N - N, sé&-
ledes at aksiomerne I-III er opfyldt og den ved & bestemte ord-
ning ¢ stemmer overens med -{, er at (N’TS) er velordnet ved
:S og ikke har noget sidste element, og at hver ikke tom, opad
begraenset delm@Engde af’ N har et sidste element.

Bevis: At betingelserne er ngdvendige, viser satningerne
20,15,22.

Tilstrskkeligheden indses pé& fglgende made. Idet det for-
udsattes, at (N,jg) ikke har nogct sidste element og er vel-
ordnet, sluttes af sztning a, at hvert element x € N haret
umiddelbart fglgende x'. Ved e(x) = x' defineres en afbildning
g:N > N. Betegnes det fgrste element i N med 1, har man 1 =< e(x).
Aksiom I er altsd opfyldt. Br x og y to forskellige elementer
af N, vil der gelde x < y eller y < x, da - er total. Antag,

at betegnelserne er valgt sadledes, at x -< y. Man har da
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Man lagger merke til, at forudsetningen om, at hver opad
begrenset delmengde af N har et sidste element, i beviset for
betingel sernes tilstrzkkelighed kun blev anvemdf p4 afsnittene
N, ={x€N]| x <Db}, bsF1.At N, har et sidste element, er
ensbetydende med, at b har et umiddelbart forudgéende element.

Setning 23 viser, at Dedekinds aksiomer I-III kan erstat-
tes med aksiomer, der vedrdrer en ordningsrelation i den be-

tragtede mangde N (E. Schmidt, ca. 1920):

Om_en ordnet mzngde (N,() forudszttes:

1. N er velordnet ved <o

2. N har ikke noget sidste element.

3. Hvert element af N, som er forskelligt fra det fgrste, har

et umiddelbart forudgéende.

Et af de grundlazggende spgrgsmadl, som endnu ikkever besva-
ret, er, om Dedekinds aksiomsystem er kategorisk, d.v.s. om det
fastlzgger parret (N,c) p& ner isomorfi. At dette er tilfaldet,
vil vise sig at vere en konsekvens af nedenstiende sztning 24.

Om parret (N,g) féruds&ttes at aksiomerne I-III og dermed
setningerne 1-23 er opfyldt. Det element, der gar umiddelbart
forud for et element a £ 1 af N, betegnes med a-1. Med N, be-
tegnes som hidtil det ved a bestemte afsnit fxe N | x< al.

Saetning 24, Lad der vare givet en mzngde N, et element
o € 2 og en afbildning ¢:0 - Q.

For hvert p € N eksisterer da en og kun een afbildning
fb:Nb+1 - 1, sédledes at ,
fp(1) = o, fp(i+1) = ¢(fp(i)) for i€ N .

Der eksisterer en og kun een afbildning £:N - , sdledes at

£{1) = a, £(i+1) = ¢(£(i)) for i.€ N.




Mat., 3, 1962-63 IT, 1,14

par

Bevis: Pgrst vises, at der for et givet p € N h¢gjst kan
findes een afbildning med de forlangte egenskaber. Lad fp og
have dem. Da er £ (1) = o = 1). Antag, at £ (i) = i)
g, J p( ) =« gp( ) g, p( ) gp(
fer i € Né, hvor a € Nﬁ+1. Da er

1

£,(2) = (£ (a=1)) = o(g, (a-1)) = gy(a).

Sztning b kan altsd anvendes pa den velordnede mengde Nb+1 som
mengden M og med meéngden {i € Nb+1 | fp(i) = g@(i)} som del-
mengden M'. »

Lad nu L betegne mengden af de elementer p € N, for hvilke
der eksisterer afpildninger fp af den forlangte art. Det er
klart, at 1 € L, idet f1(1) = o opfylder det fgrste krav, og
det andet falder bort., Antag, at der eksisterer en afbildning

f - 0, saledes at fp(1) = a og fp(i+1) = ¢(fp(i)) for

p Mo+
i¢g Nb. Afbildningen fp+1: N(p+1)+1\e g‘bestemtvwed
£ (1) = £(1) for 1€ N,
£o0q (1) = o(£,(2))
opfylder da ¢jensynlig kravene med p+1 i stedet for p. Pastanden
fglger altsd af aksiom III.
For p < q vil restriktionen af fq til Nb+1 opfylde de il

fp stillede krav. P4 grund af entydigheden af fp har man altsa

H

ﬁq(i) = fp(l) for i€ Nb+1. Settes £(1) fi(l) for i € N, fas

en afbildning af N ind i Q, for hvilken f(1) = f1(1) = o og
£(i+1) = £,,(141) = o(f; (1)) = o(£,(1)) = o(£(1)).

At der kun kan findes een afbildning f:N - 0 med disse egenska~-

ber, fglger af, at dens restriktion til et afsnit Nb+1 for

hvert p € N opfylder de til fp stillede krav og fglgelig ma

stemne overens med fp. Dermed er satning 24 bevist. ‘

Swtning 25. Lad (N,e) og (W*,e¥) vare to par, hvert besté-

ende af en mangde og en afbildning af denne ind i sig selv,

-
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séledes at begge par tilfredsstiller Dedekinds aksiomer I-IIT
med henholdswvis 1 € N og‘1* € N*. Da er dé to par isomorfe i
den forstand, at der findes en (og kun een) bijektiv afbild-
ning f:N o N*, siledes at £(1) = 1* og £(e(x)) = ¥ (£(x))
for alle x € N,

Bevis: Satning 24 med N i stedet for Q, 1% i stedet for
o ogfs* i stedet for ¢ giver eksistensen af en {og kun een)
afbildning f£:N - ¥ med de sidstnevnte egenskaber, Det skal
vises, at denne afbildning er bijektiv. Hertil benyttes, at
der ifglge det sagte ogsd findes en afbildning ,f*: N & N,
for hvilken £*(1*) = 1 og £ (e*(x)) = ¢ (£*(x*)). Den sam-

mensatte afbildning £*o £ er den identiske afbildning af N.

Mzngden

M=f{xeN| £ (r(x)) = x} ¢ N

opfylder nemlig forudsmtningerne af III; thi £ (£f(1)) = £(1%) =
1, og hvis £7(£(x)) = X, har man
£ (£(e(x))) = £ (" (£(x))) = e(£¥(£(x))) = e(x).

Af £(f(x)) = x for alle x € N fg¢lger, at f er injektiw; thi

af f(x) = £(y) felger
x = £5(£(x)) = £°(£(3)) = .
Endvidere ses, at % er surjektiv. Men da f og £* kan bytte
rolle, ma f ogséd were surjektiv. Dermed er saztningen bevist.
Herefter er der mening i fglgende definition:

Ved mengden N af naturlige tal forstés en mangde N or-

ganiseret ved en afbildning e:N - N, som opfylder Dedekinds

aksiomer I-III,
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Det folgende gdr ud pd ud fra det valgte grundlag at gere

rede for de naturlige tals brugbarhed som kardinaltal for ende-

lige mengder,

Setning 26, Hvis der for to naturlige tal a og b eksisterer

N

en injektiv afbildning f af afsnittet Né+1 ind i afsnittet N,

s er a < b,
Bevis: Lad M betegne mengden af de a € N, for hvilke pa-
standen er rigtig for alle b € N, Det er klart, at 1 €M, idet

1 <b for alle b, Antag, at a €M, og lad f vere en injektiv af-

bildning af N(a+1)+1 ind 1 et afsnit Nb+1. Det skal vises, at

a+1 gib. Der skelnes mellem tre tilfslde:

1° b ¢ f(I\T(a+1)+1)’
20 b = f(a+1), |
30 b = £(c), c + atl,

I tilf®ldene 1° og 2° vil restriktionen af f til Né+1 vere en
injektiv afbildning af Na+1 ind i N, . P4 grund af antagelsen
a € M felger heraf, at a < b-1, altsad a+l <b. I tilfeldet 3°
. o . _
defineres en afbildning f QN(a+1>+1-+ Nb+1 ved
fi(x) = £(x) for x € N(a+1)+1 \ {c,a+1l,

f(at+1),
f(c) = b,

£'(c)
' (a+1)

Denne afbildning er injektiv og falder under 2°,
Folgelig har man a+1 ;Ib ogsa i dette tilfxlde. Dermed er vist,
at a+1 € M., Ifolge aksiom III er altsd M = N, hvilket skulle
vises.

Setning 27. Hvis en mengde A er skvipotent sdvel med af-

snittet Né+1 som med afsnittet Nb+1 af N, sd er a = b.

Bevis: Lad ¢:A - Na+1 0g YA -~ Nb+1 vere bijektive afbild-

ninger, Da er f = ¢°¢-1 en bijektiv afbildning af Na+1 Pa NB+1
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og 71 en bijektiv afbildning af N ps N_ .. Swtning 26 anvendt

pé& disse to afbildninger giver a <b og b < a.

Definition, En mmngde A siges at vere en endelig msmngde,
hvis den er tom eller zkvipotent med et afsnit Na+1 af mengden N

af naturlige tal, I det sidstnsvnte tilfelde er det naturlige

tal a entydig bestemt (ifelge swtning 27) og kaldes antallet af

elementer i A eller kardinaltallet kt A for A,

Det er klart, at hvis en af to #zkvipotente msngder er

endelig, er den anden det ogséd, og de to mangder har samme kar-

dinaltsal.

Ikke endelige mengder kaldes uendelige mangder.,

Setning 28. Hver :gte delmangde B af en endelig mangde A

er endelig, og hvis B $ @, gazlder kt B < kt A,

Bevis: Idet A er zkvipotent med et afsnit Na+1’ hvor

a = kt A, vil B vare skvipotent med en delmszngde af Na+1. Det

drejer sig altsd om at vise, at hver agte og ikke tom delmangde

af Na+1 er wkvipotent med et afsnit N, , hvor b ¢ a. Lad M

betegne mangden af de a € N, for hvilke det g®lder, at hver

egte og ikke tom delmengde af Na+1 er gkvipotent med et afsnit

: abv X = ;
Nb+1 me < a., At 1 € M, fglger af, at N1+1 = {1} ikke har
sédanne delmzngder. Antag, at ae€ M, og lad P + @ vere en =gte

delmazngde af N(a+1)+1° Idet mengden P har (a+1)+1 som majorant,

har den et sidste element p. Hvis P = {p}, er P gkvipotent med

N1+1
mengde ikke indeholde a+1. Altsd er P\[p} ¢ ¥_,,

= {11, og kt P = 1 < a+1. Er P\{p} ikke tom, vil denne

. Her er l1lig-

hed imidlertid umulig, da denne ville medfgre p = a+1 og fpl-

gelig P = N(a+1)+1 i strid med forudsgtningen om P. Ifglge
induktionsantagelsen findes der en bijektiv afbildning af

P\{p} pa et afsnit Nb+1 med b < a. Lader man til p svare b+1,




Mat, 3, 1962-63 II,1,18

far man i alt en bijektiv afbildning af P pa N(ﬁ+1)+1, og man
har b+1 < a+l1. Dermed er vist, at a+1 € M. Af aksiom III slut-
tes, at M = N, Hermed er smtningen bevist.

Sztning 29. Er A og B disjunkte endelige mangder, vil

AU B vere endelig og kt(A u B) = kt A + kt B.
Bevis: Med M betegnes maengden af de a € N, for hvilke det:

gaelder, at Nb+1 for hvert b € N er azkvipotent med N(a+b)+1 \

Na+1° Idet der ved x -» x+1 defineres en bijektiv afbildning af
Ny ,4 DA N(b+1)+1 \ N1+1, haves 1 € M. Antag, at a € M, altsd at

der for hvert b € N eksisterer en bijektiv afbildning
T iy = Negupyer N Foyq

Ved til x € Nb+1 at lade svare fb<X)+1, f4s en bijektiv afbild-
ning_af Nb+1 pa N((a+1)+b)+1 \ N(a+1)+T' Dette viser, at
a+1 € M. Af aksiom III kan altsd sluttes, at M = N. Er nu A og
B disjunkte endelige m@ngder med kardinal tallene a og b, vil
der findes en bijektiv afbildning ¢:A - Na+1»og en bijektiv af-
bildning ¢ :B - Nb+1. Den sidstnevnte sammensat med afbildningen
fb’ altsd fb°¢ er da en bijektiv afbildning af B pa
N(a¥b)+1 \,Na+1.'Ved til y € Au B at lade svare o(y), nir
Yy € A, og fb(¢(y)), ndr y € B, f4s en bijektiv afbildning af
AU B pa N(a+b)+1° Dermed er satningen bevist.

Uden bevis nazvnes:

Setning 30, Er A og B endelige mangder, vil A x B vare

endelig og kt(A x B) = kt A . kt B.
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3.

5.

@velser Eil kaB.IIIQJ,

Bevis, at Dedekinds aksiomer I,II,III er indbyrdes uafhsn-
gige, ved at angive msngder N og afbildninger e:N - N,
sdledes at hvilkesomhelst to af aksiomerne er opfyldte,
medens det tredie ikke er det. (I det tilfwmlde, hvor I
kreves at vere falsk, skal III forstéds sé&ledes, at der fin-

des et element 1 € N, for hvilket det i III forlangte er
opfyldt, )
Giv beviger for sstningerne 9-13.

For a < b betegnes l@éningen x til ligningen x+a = b med
b-a, Vis, at hvis de venstre sider i de folgende relationer
eksisterér, vil ogséd de hojre sider eksistere og relationer-
ne vere gyldige:
(b=a) + (d=c) = (b+d) - (a+c),
(b-a)e = be-ac,
(b-a)(d=c) = (bd+ac)-(ad+be).
Vis endvidere, at hvis b-a og d-c eksisterer, vil b-a < d~c
vere ensbetydende med b+c < a+d,
Der er givet et element a € N, Om en mmngde M ¢ N forudsmt- f
tes, at a € M, og for hvert x € N, at hvis x 2> a bg xec N,
s er x+1 € M, Vis, at M = N,
Er mmngderne

{p+1/a | pael}, fp-1/a]p,aqely

af rationale tal velordnede ved den smdvanlige relation
< ? Ved > ?

Lad M vere velordnet ved relationen - . Vis, at der for

hver ordenstro.afbildning f:M -» M gelder x < f(x) for alle
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x € M,
Slut heraf, at den eneste surjektive ordenstro afbildning

f : MM er den identiske, og at der ikke findes nogen sur-
jektiv ordenstro afbildning af et afsnit Ma =
fx €M | x ~<a] af M pa M, |

Find fejlslutningen i felgende induktions"bevis" for "set-
ningen": Hvilkegsomhelst endelig mange indbyrdes forskellige
linier i planen har et punkt fmlles.

Pédstanden er indlysende for 1 linie. Lad der vere givet n ind-
byrdes forskellige linier 11""’ln‘ Hvis pastanden ef rigtig
for n-1 linier, vil savel linierne 11,...,ln_1 som linierne
l1"°"ln-2’ln have et punkt felles. Disse to punkter m& falde
sammen, da begge ligger pa 11 0g 12. Antagelsen medfgrer alt-—
sd, at 11""’ln har et punkt fwlles, sd at aksiom IIT kan an-

vendes.

Find fejlslutningen i felgende induktions'"bevis" for '"sstnin-

gen": For alle naturlige tal n er [sin na/3| < % og

|cos nu/3| < 4.
Lad n vere et naturligt tal, og antag, at pdstanden er rig-
tig fof alle naturlige tal mindre end n, Da er

|sin #/3 cos(n-1)w/3 + cos w/3 sin(n~1)w/3|

|sin na/3|

1
- 29

L d

(NES

+ 5

v

1
)

og tilsvarende sluttes, at |cos nw/3| < % Felgelig kan set-

A

ning 21 anvendes.,
n

For naturlige tal p og n swttes sp(n) = j{?vp. Find (ved at

V=1
anvende binomialformlen pi (1) P+ sp(n) udtrykt ved

S1(n),...,sp_1(n). Vis, at der for hvert p € N eksisterer et

polynomiuvm P af graden p+1 og med rationale koefficienter,

p+1 )
sdledes at sp(n) = Pp+1(n).




10, Bevis satning 30.

11,*Vis, at en maengde er endelig, hvis og kun hvis den ikke er
gkvipotent med nogen af sine zgte delmzngder. [Ved beviset
for betingelsens tilstrazkkelighed kan manrbegynde med at vi-
se, at hvis en me#ngde er uendelig, kan hvert afsnit af N og

ogsd N selv afbildes injektivt i den. (Hver uendelig mengde

. har en numerabel delmszngde.)]

12.*Vis, at en ikke tom mazngde er endelig, hvis og kun hvis der
findes en afbildning af den ind i sig selv, ved hvilken ingen

ezgte og ikke tom delmsngde afbildes ind i sig selv. (Benyt

setning 24.)

ﬁ3. Der er givet en maengde ) med en kompositionsforskrift $. Be~

vis fglgende: Til hver afbildning o : Nb+1 - 0 findes der

en og kun een afbildning o : Np+1 - 0, sdledes at (1) =
a(1) og |

o(3+1) =0 (3) $ a(j+1) for je N.
Nar kompositionsforskriften er betegnet som addition eller

multiplikation, skrives henholdsvis

. ' J
N : Y= 1T
o(3) = ZL‘Ot(l_), O—(J)——j:}ja(i)?

i=1 i=
og ellers

J
e () = } a(i).
| i=1

Vis, at hvis kompositionsforskriften $ er associativ,

gelder for hvert q € Np

P -
[ a0 - (Laa) s ([ aan)

i=1 i=1 1=
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Man skriver da ogsa

[pa(i) =a(1) § +0s $alp).

i=1 .
Vis, at hvis kompositionsforskriften § desuden er kom-
mutativ, gzlder for hver permutation f af Nb+1

]Pa(f(i))'= rpa(i).

i=1 i=1
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& 2s Brgklegeme; ordnet Legcme,

Definition: Ved en halvgruppe (H,-) forstés en mangde H
med en associativ kompositionsforskfift . fob hviiken forkort-
ningsreglerne gslder,

Eksempler: Enhver gruppe er en halvgruppe.rl en_ring
(M,+,-) vil (M\{O},‘) vere en halvgruppe hvis og kuh hvis mul-
tiplikationen er en komposition i denne mazngde (for dette betyder,
at nulreglen og dermed forkortiingsreglerne gzlder). Mazngden af
2 x 2 -matricer é med det é 2 1 udggr med matrixmultiplikation
en ikke-kommutativ halvgruppe. Mazngden af vektorer i planen be-
liggende indenfor et givet vinkelrum udfra O af stgrrelse ¢ T -
udggr med vektoraddition en halvgruppe.

(Det bgr bemszrkes, at ovenstéende er €n blandt flere ind-

byrdes afvigeﬁde i den matematiske litteratur forekommende de-
finitioner af "semigrupper" og "demigrupper").

Dersom en halvgruppe (H,+) er indeholdt i en gruppe (G,-)
(d.v.s. at (H,») er "underhalvgruppe" i (G,- )), findes der i
gruppen en mindste undérgruppe»Go, som indeholder halvgruppen.
Thi man sef,}at fzllesmengden af de undergrupper i (G,-) som
indeholder halvgruppen har den navnte egenskab, og denne fmlles-
mengde er ikke tom, dé G selv er en sddan undergruppe.

Hvis (H,+) er kommutativ, bliver (GO,-) ogsé kommutativ,
og GO vil netop bestad af alle elementer af formen ab_1, hvor
a,b € H; vi vil sige, at (GO,-) er den af (H,-) frembragte brgk-
gruppe ‘indenfor (G,+). Thi dels er det klart, at G i hvert fald

mé indeholde'alle disse elementer, Og dels kan man se, at disse

eléménter udggr en kommutativ gruppe; dertil bemzrker vi fgrst,
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at formlen b(ab-1)b =ba = ab = b(b-1a)b viser, at ab” ] ='b—1a;

ved gentagen anvendelse af dette resultat ser man, at bade
(ab'1)(cd_1) og (cd-1)(ab-1) bliver lig (ac)(bd)"1, s& at + er
en kommutativ komposition indenfor den navnte elementmzngde, og

da endvidere (ab—1)'1 = ba”] udggr de virkelig en kommutativ

gruppe.
Man ser, at-(GO,-) fremgdr af H x H ved den afbildning o,
der til parref (a,b) lader svare elementet ab—1, og af den an-
fgrte formel for produktet af to elementer ses, at hvis man i
H x H indfgrer kompositionen #* ved (a,b) * (c,d) = (ac,bd), s

er (GO,') netop homomorft billede ved ¢ af (H x H, *),

Da vi her og senere talrige gange skal benytte forbindelf
éen mellem en homomorfi og den tilsvarende skvivalensrelation,
skal vi minde om resultatet fra AG II, specielt §1,15-19 og
83,12, idet vi formulerer dette resultat som f@lgende alminde-

lige homomorfisztning:

En homomorf afbildning £ af en mazngde med kompositions-—

forskrifter (0 eller 1 eller flere) giver anledning til en

skvivalensrelation ~ pa mengden, harmonerende med kompositio-—

nerne, og shledes at x ~ y netop ndr f(x) = f(y), Hvis man om-

vendt har en mengde med kompositioner og en pd mengden defineret

- gkvivalensrelation ~, som harmonerer med kompositionerne, sé

gksisterer der homomorfe afbildninger af mengden med kompositio-

nerne, séledes at f(x) = £(y) netop ndr x ~ y, og billedet ved

en sadan homomorfi f er bestemt entydigt panzr isomorfi (idet

det er isomorft med strukturen af mengden af skvivalensklasser

organiseret ved de kompositioner der fas ved at regne med reprae-

sentanter fra klasserne),
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Ved den omtalte homomorfi ¢ som afbilder (H x H, * ) pa
(Go") bestér den tilsvarende zkvivalens i at (a,b) ~ (c¢,d) netop
nar ab” ! = cd_1, hvilket ogsé kan udtrykkes ad = be. ikvivalens-

relationen er dermed fastlagt alene ved strukturen af (H,+), hvor-

med man far satningen:

Lad der vare givet en kommutativ halvgruppe; i enhver gruppe

som indeholder den vil halvgruppen frembringe en kommutativ

brgkegruppe, og dennes struktur er bestemt entydigt panzr isomor-

fi,

Vi skal ogs& vise: Enhver kommutativ halvgruppe kan udvides

til en kommutativ gruppe, som er brgkgruppe for den.

Beviset er nzrliggende efter det foregéende, Lad halvgruppen
hedde (H,.). Vi betragter H x H, og indfgrer herpd en relation
~ ved

(a,p) ~ (a1,b1) < ab, = ab ;

denne relation er &benbart reflexiv og symmetrisk, og den er og-

s& transitiv, da ab, = a,b A be, = b,c medfgrer ab,be, = a,bb,c,

hvoraf ved forkortningsreglen fas ac, = a,c ., Det er altsd en

gkvivalensrelation, Endvidere indfgrer vi pd H x H en komposi-

tion * ved

(a,b) * (c,a) = (ac,bd);

denne kbmposition er abenbart kommutativ og associativ, og ~

harmonerer med *, thi betragter man
(a,b) * (c,d) = (ac,bd)
(8191)1) * (01,d1) = (8.101,]3_1‘(11) ’

og antager at faktorerne p& venstre side er zkvivalente, altsa




S~

‘ningen ¢(a,b)° ¢
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at ab1 = a,b og cdy = c,d , fir man (ac)(b1d1) = (a1c1)(bdj ;
som viseﬁ;vat h¢jfésiderne ogsé er akvivalente. |
If¢i§é dén aimindelige homomorfisetning findes der s en
homomorf afbildning ¢ af (H x H; *) over p& en mangde G, med
komposifibn %, séiédes at'elementer fra H x H far samme billede
ﬁvis 0og kﬁh hvis‘de'er gkvivalente. Billedet (G-*°) bliver en
kommutatlm\Fﬁuppe, thl da * er kommutatlv og a83001at1v far °
de samme egenskaber, og endvidere 1ndeholder G et neutralt ele~
ment, nemlig ¢(a,a), fordih¢(a,a)° o(c,d) = ¢(ac¢ad).: olc,a)
(det sidste lighedstegn fordi (ac,ad) ~ (¢,d); da der hpjst kan
findes &t neutralt element ses; aﬁ ¢(a§a) er uafhsngig af a € H),
og endelig vil ethvert element have et inverst, fordi
o(a,b)° ¢(b,a) = ¢(ab,ba) = det_neutréle element, Dermed er vist,
at (GO,°) er en kommutativ gruppe.
Vi skal nu vise, at (Go,°) har en delmangde som er i somorf
med (H,:), for hvis det er tilfsldet kan vi erstatte denne del-
mengdes elementer med élementerne_fra H, og nar vi efter denne

erstatning benytter betegnelsen(G,-) i st.f. (Go,°) s& er (G,+)

virkelig en udvidelse af (H,.). Dertil valger vi et ¢ € H, og

til et vilkarligt a € H lader vi nu svark ¢(ac,c) € G, ; da

o(ac,c) = p(bc,c) <= a = b bliver denne afbildning injektiv,og

da ¢(ac,c)° ¢o(be,c) = ¢(ab02,02) = ¢p(abc,c) bliver det en ho-

momorf afbildning af (H,-). Dermed har vi skabt gruppen (G,')
som en kommutativ udvidelse af halvgruppen (H,*).

Sluttelig ser vi, at (G,.) er brgkgruppe for (H,+), thi et
vilkarligt element ¢(a,b) € GO ses indenfor GO at opfylde lig-
(be,e) = @(ac,c), hvilket med betegnelserne fra
(G, ) betyder at ¢(a,b) ¢« b = a eller ¢(a,b) = ab~1, Smtningens

bevis er dermed fuldfgrt,
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Ved en ordnet halvgruppe (H,-,<)‘fOPStér vi en halvgruppe

(H,»), for hvis elementer der er indfgrt en irreflexiv total

ordningsrelation <, som opfylder betingelsen

a <b = ac < bc A ca < cb,

I det sidste udsagn kan = erstattes med < uden at @ndre ind-

holdet, hvilket let bevises indirekte, idet a 2 b = ac 2 be

A ca 2 cb, »
Ved en ordnet gruppe (G,-,<) forstér vi en gruppe (G,+), der

betragtet som halvgruppe er en ordnet halvgruppe.

Den foranstaende udvidelsesswtning for halvgrupper kan nu

kompletteres med fglgende: Enhver kommutativ ordnet halvgruppe

kan udvides til en kommutativ ordnet gruppe, som er brgkgruppe

for den, og dennes struktur er bestemt entydigt pansr isomorfi,

NB: Glosen isomorfi anvendes overalt i disse forelasninger som

referende til bade komposi tioner og relatidner, og dmkker altsé

f.eks, hvad der i Mat.1 kaldes "ordenstro isomorfi" o,1l,

Bevis: Lad den ordnede halvgruppe hedde (H,-,<) og den
(uordnede) brogkgruppe hedde (G,-); smé.bbgstaver‘betegner elemen-
ter fra H., Til et vilkérligt endeligt smt elementer fra G kan man
5estemme”et n, s& elementerne kan skrives pd formen an—1,bnf1,...
(det er muligt at skaffe en "fellesnzvner" n, nemlig produktet
af de enkelte elementers '"nzvnere"), Med hensyn til entydighe-
den mangler vi blot at godtggre, at brgkgruppens ordningsrela-
tion < er bestemt entydigt udfra éin restriktion til halvgrup-
pen, og det er klart, fordi an"1 < bn_1 <= a < b (betingelsen
for ordnet gruppe). Med hensyn til muligheden af brgkgruppens

gnskede ordning ved en relation - er metoden nerliggende: for




Mat., 2, 1965-66 - AT 2, 6

to elementer an™ og oo~ fra g defineres

an”! < o~ = a < b;

Dette er virkelig brugbart som definition, thi hvis de samme
elementer havde en anden fremstilling a,lnjl'1 hhv, b,ln;1

der an, = a,n A bn, =Db,n, og man far a < b an, <bn, =

, 84 g®l-

a1n < b1n = a1 < b1. Ordningen af G er en udvidelse af ord-

ningen af H, for hvis a,b € H, s& kan de skrives som (an)n-1
hhv, (bn)n"1 og man far a =X b < an < bn <= a < b, Og endelig
opfylder (G,+,—<) betingelsen for at vzre en ordnet gruppe, idet

an™! < bn"l = a < b= ac < be = (an"")(ca”!) < (bn~ 1) (eca 1),

Beviset er dermed fuldfgrt.
Kommutative grupper og halvgrupper skrives hyppigt med kom-

positionstegnet + . Betingelsen for at en halvgruppe er ordnet

bliver i s& fald skrevet p& den mere tilvante form a < b =

a+c<b+ c,

Som eksempel til s®tningen kan betragtes halvgruppen af

komplexe tal z = X + iy beliggende i fgrste kvadrant (0 £ x,¥y)

med addition som komposition og.-en ordning givet ved

z, < 2, = 0¢ arg(z1 - z2) < 7 , Den tilsvarende brgkgruppe
(eller "differensgruppe") bliver (8,+) med den samme ordning.
Dersom man med samme komposition og ordning betragter komplexe
tal z = x + ix, 3 £ x, bliver differensgruppen de komplexe tal

péd linien z = x + ix, ordnet efter voksende x, Eksemplet skal

blot vare anskueligggrende, satningens formdl fremgadr senere.

Ved en ordnet ring (M,+,+,<) forstds en ring (M,+,+), hvor

der pa mengden M er indfgrt en total irreflexiv ordningsrelation

<, saledes at (M,+,<) er en ordnet gruppe (kommutativ), og
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séledes at 0 x A O <y = O < xy, idet O er ringens nulele-

ment.
Eksempel: Som (M,+,<) tager man en vilkarlig ordnet gruppe,

og idet ethvert produkt.smttes lig nul = gruppens neutrale ele-

ment, kommer der en ordnet ring.
For ringe hvori nulreglen gzlder kan den sidste betingelse

i definitionen erstattes af O < x A O <y = 0<%y, men det

kan ikke ggres i almindelighed, hvilket fremgér af det nzvnte

eksempel (interessantere eksempler eksisterer).

Ved et ordnet legeme (L,+,+,<) forstér man en ordnet ring

(Ly+,+,<), hvor (L,+,*) er et legeme.

I en ordnet gruppe (skrevet additivt) og a fortiori i en

ordnet ring og et ordnet legeme gzlder, at

a<bAac<d = a+c¢c<db+d,

d.v.s, at "uligheder kan adderes'; det ses, idet man far

a+c < b+c < b+d, Safremt x > o vil vi sige, at x er positiv,
og safremt x < o vil vi sige, at x er negativ. Da et legeme er
en ring hvori nulreglen gzlder, har vi ifglge det tidligere nzvn-

te , at produktet af to positive elementer er igen positivt, Her-

af slutter vi nu, at

a<baAaAo<c = ac<bcaAacac< ch

("en ulighed kan multipliceres med et positivt element"); det

gses, idet man f8r o < b-a A o0 < ¢, som ved multiplikation giver

o < be-ac A o < cb-ca,

Mengden af de positive elementer i en ordnet ring (M,+,-,<)

vil vi kalde M og mangden af' de negative vil vi kaldes M_ .
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S& viser reglerne ovenfor, at bade + og - er kompositioner inden-

for M+, og endvidere, at + ogséd er en komposition i M_. Vi har

M = M+U{o}UM ,

hvor de tre komponenter pé& hgjre side er indbyrdes disjunkte,

Daa £ o« -a £ o ser vi, at for a { o vil af elementerne a og

-a det ene ligge i M+ og det andet ligge i M_, thi hvis de 14 1

samme komponent ville deres sum o ogsd ligge i den. Ved pd pas-—

sende made at erstatte a med -a ser man, at produktet af et po-

sitivt og et negativt element bliver negativt, og at produktet

af to negative elementer bliver positivt, Man bemazrker ogsé, at

i et ordnet legeme (L,+,+,<) er (L+,+,<) en ordnet halvgruppe og
(L+,~,<) er en ordnet gruppe. Endelig fremgar, at i en ordnet
ring (og endda i énhver ordnet gruppe (M,+,<)) vil afbildningen
a - -a vaere en involutorisk automorfi af (M,+), hvorved M, — M_
og omvendt, og < erstattes af > ,

For senere anvendelser vil fglgende bemsrkning vere nyttig:

Hvis der i mezngden L af elementer i et legeme (L,+,+) findes en

delmengde L, 88 o ¢ L, og s& for a L o mindst et af elementerne

a og -a tilhdrer L+, og _shledes at + og - er kompositioner inden-

for L+, s& kan der pa L defineres en relation <, saledes at

(L,+,-,<) bliver et ordnet legeme og L+ netop bliver mengden af

positive elementer i L.

' a
Bevis: Fgrst bemmrker vi, at afpg-a vil netop €t tilhgre
L%, for hvis de begge gjorde det ville ogsd a+(-a) = o € L+ .

Vi definerer nu relationen < ved

a<b & D -=-a2ac L+ .
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Ved at sztte a = o ses, at {positive] = L, . Relationen er ir-
reflexiv, da a~-a = o ¢ L+, og den er total og asymmetrisk, da
for a £ b netop &t af elementerne b-a og a-b tilhgrer L+, og
endelig er den tfansitiv, da b-a,c~b € L+ medfgrer at deres sum
c-a € L+; det er altsa en total irreflexiv ordningsrelation péa L.
At (L,+,<) er en ordnet gruppe fglger, da a < b = b-a = (b+c)

~(a+c) € L_= atc < b+c, Og sluttelig er det jo direkte givet,

at o< xAo0<y= o< xy.

Vi skal nu betragte problemer vedrgrende indlejring af en
ring i et legeme, altsd situationen: (M,+,+) er en delring af

(L,+,+), hvor (L,+,+) er et legeme.

Lad os fgrst bemmzrke den almene setning: Fellesme:ngden for

{endelig eller uendelig mange) dellegemer af et legeme (L, +,°)

er igen et dellegeme af (L,+,+). Lad dellegemerne hedde (Lj,+,-J;

beviset fglger si, idet nar §lle (Lj’+) er undergruppef i (L,+),
sa er (ﬂLj,+) ogsd undergruppe, og nar alle (Li\{o},-) er under-
grupper i (I\{o},*), s& er (ﬂLj\{o},-) ogsé undergrupper; de

gvrige krav til kompositionerne pé ﬂLj er klart opfyldt, da de

er restriktion af kompositionerne p& L. Endvidere: Fzllesmangden

for (endelig eller uendelig mange) delringe af en ring,(M,+,-)

er igen en delring af (M,+,.). Beviset f&s pd analog made, idet

for additionen bliver (ﬂMj,+) en undergruppe i (M,+), og vedrg- )
rende multiplikationen ses, at n&r . er en komposition i ethvert
My, altsd x,y € My = xy € M, s& fplger x,¥ € ﬂMj = xy € MM,

Hvis (M,+,+) er en delring af et legeme (L,+,+), s& findes
der et mindste dellcgeme (LO,+,-) af' legemet som indeholder

(Mg+,+), nemlig fellesmmngden af samtlige dellegemer der inde-

holder (M,+,+), for denne fzllesmangde er et legeme, og den er
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ikke tom, da L selv i hvert fald er et dellegeme af den nzvnte

art,

Huis (M, +,.)er en kommutativ_delring af et legeme (L,+,*),

s& findes der et mindste dellegeme (LO,+,-) af (L,+,+) som_inde~-

holder (M,+,+). Dette dellegeme er kommutativt, og det betegnes

som brgklegemet for (M,+,+) indenfor (L,+,+). Det _er bestemt ved
at (La\{o},a) er brekgruppen for (M\{o},«) indenfor (IN{o}-).

Dersom den samme ring (M,+,e) er indeholdt i forskellige legemer

(Ly+,+), 84 vil de af den frembragte brgklegemer vzre indbyrdes

isomorfe,

Bevis: Nar M er indeholdt i et legeme vil nulreglen gzlde,

og (M\{o},.) er derfor en kommutativ halvundergruppe i (IN{of,*)s

og brgkgruppen eksisterer altsé; og nar LO skal vare et legeme

der indeholder M er det klart, at det i hvert fald ma& indeholde
alle elementer fra brgkgruppen. Brgkgruppens elementer suppleret

med o er netop damtlige elementer som kan skrives pa formen

an—1, hvor a,n € L A n # o og de vil med + udggre en gruppe

fordi an”! - bn~ | = (a—b)n 1 (idet vi som tidligere omtalt altid

kan skaffe "fmllesnazvner"), Betingelserne for dellegeme er der-

med opfyldt., At det er kommutativt er klart, da dels brgkgruppen
o
er kommutativ, og dels produkter hvori o indgér som faktor evi-

dent er kommutative, Da brgkgruppen er bestemt entydigt panszr
isomorfi, vil (Lo,-) vere bestemt entydigt pansr isomorfi, og
endelig viser formlen an™' + bn | ='(a+b)n-1, at der - da jo

additionen p& M er givet - hgjst er én made p& hvilken denne iso-

morfi kan udvides til kompositionen +.

Men selv om der ikke p& forh&nd er givet et legeme som in-

deholder ringen, s& kan vi konstruere det, idet der gwzlder:
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Enhver kommutativ ring hvori nulreglen gxlder kan udvides .

til et kommutativt legeme som er brgklegeme for ringen, og det-

te er bestemt entydigt pénsr isomorfi.

Entydigheden fremgar af sztningen ovenfor, og resten af
beviset er nmrliggende; den givne ring skal hedde (M,+,+), 0g smi
bogstaver betegner elementer fra den, Vi har da at (M\{o},-) er
Ven kommutativ halvgruppe, og ifglge tidligere setning kan den
udvides til en brgkgruppe, hvis elementer alle er af formen
an_1, a,n € M\{o}; endelig mange elementer af den kan altid skri-
ves med et falles n. I brgkgruppen er multiplikation givet ved
formlen (am'1)(bnf1) = (ab)(mn)-1. Vi udvider brgkgruppen med
et element N til en'mangde L, og definerer, at et produkt hvori
1 er faktor.skal vere lig 2 ; hvis vi skriver ) som on-1, hvor
n er vilkarlig £ o, gzlder der alment multiplikationsformlen
(am-1)(bn_1) = (ab)(mn)-1. Denne mﬁltiplikation er kommutativ og
1

associativ, og ethvert fra I forskelligt element an = har et in-

verst na_1, sé& med multiplikation vil de fra Q forskellige ele-
menter udggre en gruppe. Vi definerer p&d L en addition @ ,Videt
an'1(3 bn~] s@ttes lig (a+b)h_1. Denne addition er &benbart kom-
mutativ og associativ,_har 1 som neutralt element, og et vilkar-
ligt element an™ har-et modsat (-a)n-1, sd L er med den defi-
nerede addition en kommutativ gruppe. Desuden er @ en udvidelse
af kompositionen + pa M, idet a = (an)n“1 og b =_(bn)n’f1 som

@ —sum far (an+bn)n-1 = a+b ., Og den distributive lov gszlder,
fordi bade (cd‘1)(an-1(3 bn'1) og (cd‘1)(an_1)(j (cd'1)(bn-1)
ved udregning ses at give c(a + b)(dn)—1. Setningen er dermed

fuldt bevist,

Setningen kan kompletteres med en tilsvarende sztning om

ordnet ring og legeme: Enhver ordnet kommutativ ring hvori nul-

réglen gxlder kan udvides til et ordnet kommutativt legeme, s0om
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er brgklegeme for ringen, og dette er bestemt entydigt panzr iso-—

morfi.
Vi bemerker fgrst, at ved fremstillingen an_1 af elementerne

fra Legemet (ovenfor) kan vi, da n $ o, uden indskrankning af

almihdeligheden'antage, at n er positiv, for ellers erstatter

vi blot an” ! med (an)(nz)-1. Med hensyn til entydigheden mangler

vi blot at vise, at relationen < p& L er bestemt entydigt ved

sih restriktion til M, og det er klart, thi nér vi er i1 et ordnet

legeme og n er positiv, sa er an-1 < bn"JI < a < b (sm& bogsta-

ver betyder stadig elementer fra M), Med hensyn til muligheden af

at udvide den ordnede ring (M,+,s,<) til et brgklegeme (L,+,°*)

som er ordnet, mangler vi blot at vise, at vi kan ggre (L,+,-)

til et ordnet legeme ved en ordning =< ; som er en udvidelse af

< 2 vi vil ggre det ved at bpenytte en tidligere sztning (8.8).

Elementerne i L kan alle skrives pa& formen an—1, hvor n > o (i M),

og vi defirerer mu L = fan™1 | a> oA n>ol. Vi har o & L,

og for a + o vil af elementerne i(an—1) = (i'a)n"1 netop €t til-

hgre L _, idet netop ét af elementerne = a er positiv i M, End-

videre + og - kompositioner i L _, fordi an™1 & pn7 ! = (a+b)n“1

og (an'1)(bn—1) = (ab)(nz)-1, og.a,b > o= a+b > 0o A ab > o.

Ifplge den nmvnte setning er (L,+,+,-<) altsé virkelig et ordnet

legeme, Endelig er -< en udvidelse af <, fordi a =< b & (an)n—1

—~ (bn)n_1 = ((b-a)n)nm'I € L, e b-a> o= a<hb.
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I en ordnet kommutativ gruppe (M;+;<) og dermed ogsa 1 en
ordnet ring og et ordnet legeme vil vi definere den absolutte

verdil af et element a ved

lal = max {a,-a};;
altsd |al] = a for o ( a og |a| = -a fer a ¢ o. Der gslder gjen-
synlig o ¢ |a),. hvor = er gyldigt hvis og kun hvis a = o, og end~
videre |-a| = |a|, samt
o .
“lal ¢ [ 2] ¢ Tal.
Ved at anvende det sidste pé aﬁég b og addere fas
~(lal + 1) <[ 2 I8 ] < 1al + ol
= —(a +b) = 2.
altsa
la + o] < a] + |p}.
Erstattes heri b med b-a fis [b| - |a] g'lb-a|§ og hvis man der-

- nest ombytter a og b vil venstresiden skifte fortegn, og tilsam-

men fas
1ol - lall < [b-ale«

Det kan endvidere vare nyttigt at bemzrke, at man ved en uniddel=

bar regning finder

c < {g} <4 = |a-b|] ¢ d-c.

For en ordnet ring, og specielt et ordnet legeme, f&r man ved
_--blandt |ab| = |(=a)b| = |a(-b)| = [(-a)(-b)] at tage en fremstil-

ling i hvilken begge faktorer er ikke-negativ, at
lab| = |a|*|v];

man bgr bemazrke, at dette gzlder uanset om nulreglen gzlder i rin-
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gen, og uanset om den er kommutative. I en ordnet ring (med mere

end et element) gaelder for et eventuelt etelement e, at
le] = e > o,

thi e 4 o, og antages e negativ fremkommer en modstrid fordi
e = (~e)(-e) ifglge definitionen af ordnet ring skal vare > 0.
Heraf ses for et element a i et ordnet legeme, og almindeligt for

ethvert invertibelt element i en ring, at

-1 -1
la '] = la] .

En mzngde M siges at vere tat ordnet ved en total irreflexiv

ordningsrelation =< , hvis der til hvilkesomhelst elementer a,b &€ M
for hvilke a —~ b, findes et element ¢ € M, siledes at a =< ¢ = b

Ethvert ordnet legeme (L,+,®,<) er_tet ordnet ved <, thi for

‘a < b fAr man a+a < a+b < b+b, hvoraf ved diwision med det positi-

ve element e+e fas a < %(a+b) < b.

Lad mzngden M vere ordnet ved en total irreflexiv ordnings-

relation —< : man siger, at en delmzngde K af M ligger overalt tat

i M, (ofte siges blot "tet i M" ), hvis der til hvilkesomhelst
elementer a,b € M, for hvilke a = b, findes et element k € K,

sadledes at a < k =< D.
Lad (L,+,*,<) vare et ordnet legeme; hvis der findes et kom-

mutativt dellegeme K, som ligger overalt tet i L, si er (L,+,*)

gselv et kommutativt legeme.

Fgrst vil vi vise, at k € K A a € L medfgrer at ak = ka (alt-
s& at K's elementer kommuterer med hele L); ved beviset kan vi '
gerhe antage, at k > o. Det fgres indirekte: hvis ak # ka kan man
mellem dem bestemme fgrst k4 € K og dernast k,h+k2 € K, hvor k2 > 0
(herved er to gange brugt at K er tat i L); s& gelder |ak-kal >,kéf

Dernzst kan man mellem a- k2k—1 og a bestemme k3 € K, og man ser,
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at

-1
k3 < a < k3 + k2k .

Uligheden multipliceres med k fra hgjre og venstre (siden er dog

ligegyldig for elementerne fra K), og man finder
ak
kk3 < {ka} < kk3 + k2,

hvoraf ses |ak~ka| < k2, hvilket giver en modstrid.
S4 gentages metoden for at vise, at ab = ba; vi antager
b > e. Hvis ab 4 ba kan man mellem dem bestemme to elementer fra
K, eg dermed et k, s& |ab-ba| > K, Dernest kan man mellem
a - kzb_1 og a bestemme k; € K, hvoraf

~1
ky < a<ky+kb o,

Vi multiplicerer med b bade fra hgjre og venstre (og kan herved

efter behag erstatte kzb-1 med b—1k2), og finder

ab
bk3 < {ba} < ka + k2,

hvoraf ses |ab-ba| < k,, hvilket giver en modstrid.

De foranstiende resultater kan umiddelbart anvendes p& det
i § 1 opbyggede system af naturlige tal. Sztningsnumrene i det
fglgende henviser til denne paragraf.

I s@tningerne L,5 og 6 blev det vist, at (N,+) udggr en kom-
mutativ halvgruppe. P4 denne defineredes en relation < ved at
a < b hvis og kun hvis der findes et naturligt tal x saledes at
b = a+x, og s®tningerne 14 og 16 udsiger, at der derved er dénnef

en ordnet halvgruppe (N,+,<). Ifglge nsrverende § kan halvgruppen

udvides til den ordnede gruppe (%Z,+,<) af de hele tal.

Nulelementet betegnes O ("nul"), og ifglge setn. 7 tilhgrer

det ikke de naturlige tal. Idet ethvert c € % kan skrives p& for-
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‘men ¢ = b-a, hvor a;b &€ 1) ser man af satn. 8, at hvis c er-et
fra 0 forskelligy helt tal, s& vil netop ét af tallene +c og —-C
vere et naturligtxtgl. Af definitionen pd ordningsrelationen <
ser man , idet man ér}ndrer at (i,+,<) er en ordnet gruppe, at

mgngden af positive hele tal Z+ netop bliver N. Afbildningen

a -» -a vil vare en involutorisk automorfi'af (%,+) ved hvilken

de positive tal afbildes pékq§ negative bg omvendt, medens < er-~
\
stattes af >, 5

Setn. 18 viser, at det mindste positive tal er 1 (1lig den
neutrale multiplikator indenfor de naturlige tal), hvorefter

gruppeegenskaben for de hele tal (Z,+) viser, at der for ethvert

tal x findes et umiddelbart efterf¢1gende, som _netop_er x+l. Af

den nzvnte involutoriske automorfi ses, at det stgrste negative

hele tal er -4, og at der til ethvert helt tal x findes et umid-

delbart foregdende, nemlig x-1. Og sztningerne 20-22 viser (sam¥

men med gruppeegenskaben og den involutoriske automorfi), at en-

hver nedad begrasnset delmezngde af de hele tal har et mindste ele-

mént; og at enhver opad begranset delmzngde af de hele tal har et

stérste elemente.

Med hensynbﬁil multiplikation blev en saddan defineret som en
komposition indenfor de naturlige tal, og i satningerne 10,11,12
og 13 blev det omtalt, at den er distfibutiv m.h.t. additionen,
kommutativ, associativ og at forkortningsregien gelder, altsam-
men pa N épecielt er altsd (§,*) én kommutativ halvgruppe. Endvi-
dere var den defineret sadan at tallet 1 er neutralt element.

Man kan_nu definere en multiplikation som en komposition

indenfor % pa f¢lgende-méde: Hvis en af faktorerne i produktet

ab er 0, sa®ttes produktet 1lig O; hvis bide a og b er =+ O szttes
produktet ab til + |al+|b|, idet |a|*|b| er det ved multiplika-
element

tionen indenfor N bqsteﬁzéyéf'ﬁ, og hvor man skal velge forteg:
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net + hvis begge faktorer er positive eller begge faktorer er
negative, medens man skal valge foftegnet -~ hvis den ene faktor
er positiv og den anden faktor er negativ. Man ser umiddelbart,
at den derved definerede multiplikation er en udvidelse af mul-
tiplikationen pa X = Z+. Endvidere er den abenbart kommutativ.
Endvidere er det klart, at nulreglen gelder. Tallet 1 er neutral

faktor, hvilket er klart hvis den anden faktor er positiv eller

-~ Dén er asso-

0 8g let ses h&is den er negativ, idet 88 a = —|a
ciativ, idet et produkt abc er uafhzngigt af hvorledes man sat-
ter parenteser i det, hvilket er klart hvis en af faktorerne er

O, for s& er produktet 0, og igvrigt ses ved at gennemga de for-
skellige fortegnsmuligheder og benytte, at multiplikationen pa i)
var associat;vu Endelig er den distributiv, idet der gazlder

a(b+c) = ab+ac; det er klart, hvis et af bogstaverne har vzrdien
O, og i de andre tilfmlde kan det ses ved at benytte at multipli=
kationen pad N var distributiv idet man gennemgar samtlige forskel-
lige fortegnsmuligheder for a,b,c og b + c. Dermed er det bl.a.
vist, at (Z,+,') er en ring. "

Endvidere er det en ordnet ring fordi O Lan0<b=0¢( ab.

Af multiplikationens egenskaber kombineret med noget aif det tid-

ligere f&r wi ialt: Systemet af hele tal (Z,+,°.<) er en kommu-

tativ ordnet ring med et etelement og i hvilken nulreglen gzlder,

altsd en integritetsring.

P& systemet (Z,+,°,<) kan vi nu anvende sztningen fra s.1i-
12 foran, om udvideise aff en ordnet kommutativ ring med.nulregel
til et ordnet kommutativt legeme som er brgklegeme for ringen, og
derved fremkommer de rationale tals legeme (Q,+,°y<)u ngaggmggf

tionale tals legeme (Q,+,-,<) forstis det pansr isomorfi entydigt

bestemte ordnede kommutative legeme som er brgklegemc for den ordne-

de ring (é,+,'i<). Det er tet crdnet, for det er ethvert legeme.
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Man bemarker, at i den foregiende systematiske opbygning
af matematikken i kursus AG (Mat.1),,kapitlerﬁe I og II, og i
ngrverende kapitel AT er der ikke pa noget sted bygget pad kend-
skab til ringen (Z%,+;+ ;<) af hele tal eller legemet (Q,+,%,<)
af rationale tale. De er kun pa grund af deres tilvante karakter
benyttet i (ganske vist talrige) illustrerende eksempler og gvel-
ser, Ligeledes har systemet af naturlige tal heller ikke vgret -
nogen forudsatning. En enkelt undtagelse er dog gjort af prak-
tiske - men ikke af logiske - grunde med omtalen i AG II,2 af
pofensreglerne og de dertil knyttede gruppeteoretiske betragt- .
ninger, men uden skade for logikken kunne det have varet udsat
til den n®rvsrende paragraf. Ligeledes er begrebet primtal, som
anvendes lige nedenfor, af praktiske - men ikke logiske = grunde
taget noget pa forskud. Lignende bemsrkninger kunne knyttes til

de fglgende paragraffers indfgrelse af reelle og komplekse tala.

Lad (L,+,*) vere et legeme med mindst to elementer., Ved

primlegemet i L forstdr man det mindste ikke-trivielle dwslilegeme

af L (idet det vil fremg&, at et sddant eksisterer)., Nar L har
mere end &t element findes der et etelement e forskelligt fra nul-
elementet, og e er indeholdt i ethvert ikke-trivielt dellegeme,

og fellesmaengden af alle ikke-trivielle dellegemer bliver netop

primlegemet.

Primlegemet indeholder i hvert fald e og hele den dykliske
undergruppe af (L,+) som frembringes af e, altsi alle elementer
af form he, hvor h € N. Men disse elementer udggr i sig en del-

ring af (L,+,*), fordi der gzlde® formlerne
he + ke = (h+k)e; | (he) + (ke) = (hk)e;

(NB prikken betyder legemsmultiplikation, medens stgrrelser som
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he betyder elementer 1 den cykliske gruppe frembragt af e ved +;
formlernes begrundelse ligger i de i AG II, 2 omtalté,potenSreg—
ler). Af formlernes udseende ser man endda, at delringen frem-

gar af ringen ( %,+,°) ved homomorfien h - he, Homomorfe afbild-
ninger af (Z,+,*) er fuldstendigt undersggt i AG II,3 hvor det

vistes, at de enten er isomorfier eller billedet er isomorft med
en ring (Zm,+,') af restklasser af de hele tal modulo et natur-~
ligt tal me. I den foreliggende situation er muligheden m = 1 ude-
lukket, da det ville medfgre e = nulelementet, og da endvidere

nulreglen gzlder i billedet (som jo er indeholdt i et legeme) mé

m vere et primtal p, men 8 er billedet ogsd et legeme (AG II,3,17

1 det 31dste tllfmlde er altsf primlegemet isomorft med le-

gpmet af restklasser modulo et primtal p; og vi siger, ?? legemet
or
ethvert

(Ly+,°) har karakteristik p. Der g®lder pe = o, og derfo

a € L at pa = o (hvor pa er et element af formen a+a+eeo.+a, P
addender) .

I det fgrste tilfazlde er delringen isomorf med (Z,+.*), .og
vi kan umiddelbart anvende en s®tning foran (side 10), ifglge
hvilken der m& eksistere et primlegeme som.er isomorft med brgk-

legemet for (Z,+,%); altsd er primlegemet isomorft med (Q,+,°)

Vi siger, at legemet (L,+,+) har karakteristik O.
Man bemzrker, at i begge tilfxzlde er den ngdvendige og til-

strakkelige betingelse for at he = o at h er et multiplum af’ ka-

rakteristikken,

Et endeligt legeme m& have et endeligt primlegeme, s& at

karakteristikken for et endeligt legeme~epuet~primta1-p.“Karak—

teristikken for et uendeligt legeme kan man derimod ikke sige no

get om.

Det er foran vist, at i et ordnet legeme er etelementet po~—

sitivt, hvoraf ses, at afbildningen he - h er en isomorf afbild-
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ning af den ordnede mangde (fhel,<) pa (% = {h }.,<); deraf ses,

at for h > O er alle he > o, s& at et ordnet legeme har karak-

teristik O. Endvidere: primlegemet for et ordnet legeme er ise-

morft med det ordnede legeme (Q,+,°,<), 0g ordningen pd primlege-

met _er bestemt entydigt:; det fglger umiddelbart af den tidligere

setning om det entydigt bestemte ordnede brgklegeme for en ordnet

ring.
Et ordnet legeme (L,+,*,<) i hvilket primlegemet ligger

overalt tet kaldes ofte arkimedisk ordnet. Af en sztning side

14 ses umiddelbart, at ethvert arkimedisk ordnet legeme er kom-

mutativt.

N¢dvendigt og_tilstraklieligt for at et ordnet legeme (Ligty* o<,

er arkimedisk ordnet er, at der til ethvert positivt a € L findes

et nec N, si n~t o e/n < a (duves. at. "Fglgen ...,4/n,... konver-

gerer mod nul").Vi viser fgrst ngdvendigheden: Hvis legemet er

arkimedisk vil der mellem o og a findes et element mn @ fra prim-
legemet, og hvis m valges poéitiv bliver n ogsé positiv, og si er
o< n! < m~" ¢ a. Dernmst tilstraekkeligheden: Vi antager c < &,
og skal vise, at der mellem dem findes et rationalt element mn—1.
Hvis. ¢ < 0 < d er det klart opfyldt, og vi kan derfor (med_ewen—

tuelt fortegnsskifte) gerne antage, at o < ¢ < d., Vi velger fgrst

n sa n_1 { d-c, og dernzst m som det mindste naturlige tal (eksi-

sterende !) for hvilket m! < (nc)-1o S8 Dbliver (m--1t)1r1-1

(ses let at vere gyldigt, ogsi selv om m = 1), og ved at addere
n—1 { d=c til venstresiden fas den ¢gnskede dobbeltulighed

c < mn—1 < d. Beviset har benyttet, at det rationale primlegeme
er kommutativt, men for selve legemet er ikke forudsat kommutati-
vitet. Man ser, at den nmvnte betingelse for arkimedisk ordning

ogsad kan udtrykkes: Til ethvert a € I skal findes et n € N, sa

a < n.

g c < mn |

4
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@velser til § 2.

1) Definer kompositioner + og .i en mengde af L elementer, sé-

ledes at der opstar et legeme.

2) Vis, at en endelig halvgruppe er en gruppe.

Vis, at en endelig ring hvori nulreglen gslder (f.eks. en

integritetsring) er et legeme.

3) Vis, at mengden af n x n-matricer over en ring med matrix-
addition og matrixmultiplikation udggr en ring.
Vis, at mengden af n x n-matricer over R, og som har lutter 0
under diagonaleg med matrixaddition og matrixmultiplikation
udger en ring, Angiv for denne ring samtlige nilpotente ele-
menter (et nilpotent element er et element a, for hvilket |

der findes et n € N, sa a = nulelementet).

L) Vis, at i en vilkérlig ring vil dens centrum v&re en del-
ring; ved ccntrum for ringen (M,+,c) forstés maengden af ele-

menter x, for hvilke x = ¥y =¥ * X for alle y € M.

Vis, at i et vilkérligt legeme er centrum et dellegeme.

5) Pa mengden N af naturlige tal defineres en komposition-ved
a*Db=a+b + ab.

Vis, at (N, %) ér en kommutativ halvgruppe, som er isomorf
med (Mf1},+). Bevis, at dens brgkgruppe er isomorf med
@)

6)Vis, at safremt (M,+,+) er et endeligt kommufativt legeme,
hvis etelement betegnes e, s& har produktet af alle de fra
nul forskellige elementer altid verdien -e (for visse spe-

cielle legemer er en szrbetragtning eventuelt n¢dvendig).
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7) LadlM vezre mengden af kontinuerte funktioner x(t), som af-
bilder R ind i R og som kun er forskéllige fra O pa et en-
deligt interval, Vis, at M kan organiseres som en ring
(M,+,%), idet vi som ringadditionen benytter szdvanlig ad-

dition, og som ringmultiplikationen benytter "foldningen"

x * y(t) = [ ooX(t - s) y(s) ds.

J
-0

Vis, at mengden af lige funktioner indenfor M udgegr en del=
ring.

Eftervis, at ringen (M,+,*) ikke har noget etelement e(t)
(man kan f.eks. vise, at hvis man definerer k(t) = 1 pé
[-1,1] og k(t) = O udenfor dette interval (k(t) ¢ M), s&
skulle

1
e*k(t):[ e(t - s) ds
-1

vaere lig k(t), og heraf udlede en modstrid).
8) Lad (M,+,+) vere en vilkarlig ring. P& (Z x M) defineres

kompositioner ® og ® ved

(m+n, x+y )

- (myx) @ (n,y)

11

(mn, my + nx + x°y).

(m,x) © (n,y)

Vis, at (% x M,®,®) er en ring med etelement, og at den har

en med (M,+,+) isomorf delring.

9) Lad (M,+,-) vaere en Viikérlig ring, For‘dennes elementer
defineres en ny komposition § ved a § b = a + b - ab. Vis,
at kompositionen § er associativ, og at der findes et ved
kompositionen neutralt element., Vis, at ethvert nilpotent

- element i ringen har et med hensyn til § inverst element; .

nilpotent er defineret i gv. 3.
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- 10)

13)

Vis, at M = {r +'s¢§ | r,s € Z} udggr en delring af (R,+,+),

og at dens brgklegeme er {r + &2 | r,s € Q.

Vis, at r + 83 - 1° - 28° afbilder (M,.) homomorft ind

i (Z,+), og godtggr herved, at mengden af de naturlige tal
2

der kan skrives som r? - 2s , £s € Z, med multiplikation

udggr en halvgruppe. Er denne halvgruppe en @gte del af N2

Lad der p& en ret linie i planen vare givet to punkter Po og
P1, og lad M vare mzngden af reelle tal r, som er sdledes

at r . PZP1 = PﬁPr, hvor Pr kan konstrueres med passer og
lineal udfra P_ og P,. Vis, at (Mg+,e) er et legeme.

Lad (M,+,+) vere en (ikke-kommutativ) ring. Lad e vare et
venstre-etelement, hvormed menes, at e.a = a for alle a € M,
Bevis, at dersom nulreglen galdér i Pingen, da er e ogsé et
h¢jre-etelemept, d.v.s. at bee = b for alle b € M, Ggr rede.
for, at dersom der findes netop eet venstre-etelement e, da

kan man ikke deraf slutte, at nulreglen gglder, men man kan

ikke destomindre slutte, at e ogséd er hgjre-etelement,

Lad (M,+,.) vere en (ikke-kommutativ) ring med et et-element
e, Lad x vare et venstre-inverst element til a, d.v.s. at

x.a = e, Vis, at dersom nulreglen gzlder, eller dersom det

" blot er givet, at x er det eneste venstre-inverse til a, s&

er x ogséd hgjre-invers til a, d.v.,s. at a-x = €,
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14) Halvgruppen (N,*) har brgkgruppen (Q+?j). Vis p& grundlag
af de naturlige tals egenskaber (men uden at benytte ringen
(%,+,°)), at halvgruppen (N,+) kan udvides til en kommutativ

halvgruppe (Q+,+), gdledes at multiplikationen 1 Q+ bliver

distributiv med hensyn til +.

45) Lad (M,=<) vere en totalt ordnet mengde, som hverken har et
fgrste eller et sidste element, men hvori enhver nedad begran-
set delmzngde har etbf¢rste og enhver opad begrmnset delmeng-

de har et sidste element. Bevis, at (M,=¢) er isomorf med (Z,<)

16) Godtggr, at de komplexe tals legeme (C,+,+) ikke kan ordnes

til et ordnet legeme.

17) Vis, at i et legeme med karakteristik p gelder formlen

‘(a + b)p = ap + bp.

18) I msngden D = QxQ af par af rationale tal defineres komposi-

tionerne + og « ved
(3"193‘2)‘*' (bal 9b2) = (afl""bz]?az"'bz)f
(agy85) « (bysbp) = (a4 sa botashy) .

Vis, at der herved fremkommer en kommutativ ring (D,+,f) med
etelement og som har et med (Q,+,*) isomorft dellegeme. lden-

tificeres dette med Q, kan ethvert element 1 D skrives
(a1?a2) =8y +ay,p, = 8,38, € Q,

hvor p = (0,;1), p2 0. ( (Dy,+,*) kaldes ringen af duale tal)f

1l

Vis, at der ved

a, + agp < by +Dyp e 8y < byv (ay = b, A ay < by)

defineres en relation < p& D, saledes at (D,+,*,<) er en ord-
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net ringe.

Vis, at (D,+,*,<) ikke er arkimedisk erdnet.

19) Vis, at matricerne (med komplexe elementer)

[ a + bi c + di\
= \~¢ +di a - bi)

V-trixaddition,
med. _og matrixmultiplikation udggr en ikke~kommutativ

ring med etelement e, og i hvilken ethvert element forskelligt

a,b,c,d € Q

fra nulelementet har et inverst, altsd et ikke-kommutativt le-
geme o

Angiv legemets primlegeme cg dets centrum (se def. i Bvelt) s
Angiv 3 forskellige elementer, hvis kvadrat er —e; kan legemet
ordnes?

Idet K kan angives ved talssttet (a,b,c,d) € Qu, viser gvel-
sen, at Qu pa en ikke triviel mide kan organiseres som en

Jkke-kommutativt,
ring, og endda som et¥legeme (legemet af "kvaternioner'; i

stef. § kunne ogsé v&re‘benyttet R).

20) Lad (G,$) vere en vilkarlig kommutativ gruppe, og lad M vare
mengden af homomorfier af (G,$).ind i sig selv ("endomorfier"
af (G,4)). Til £,g € M defineres en afbildning f + g af G ind
pA sig selv ved (f + g)(x) = £(x) $ g(x), x € @; vis, at der
herved er defineret en kompositioﬁ indenfor M. Til £,8 € M
defineres endvidere en afbildning f*g af G indpd sig selv ved
(feg)(x) = F(g(x)), x € G; vis, at der ogsd herved er define-
ret en komposition indenfor M. Vis, at (My+,*) er en ring,
kaldet "endomorfiringen" for (G,$). Vis, at endomorfiringen for
gruppen (Z,+) er isomorf med (Z,+,*). Lad(G,$) vere en trans-
formationsgruppe af L. orden, bestidende af de fire afbildninger
af planen E2 P& sig selv |

gy (x,5) » (x,5),

8'2: (x,5) > ("X.,,V)-
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21,

22,

33: (X,:Y) - (—X’-y)’

ng_: (x,y) = (X"y)i

f£ind antallet af elementer i endomorfiringen for (G,$), og

vis, at ringen ikke er kommutativ og at nulreglen ikke gzl-

der.

Lad (A,+,+, <) vere en ordnet ring, og lad B vare en delring
af den, Vi siger, at x €A er uendelig stor relativt til B,
hvis det for alle y € B gelder, at |yl ¢ |x|. Vis, at meng-
den af de x € A som ikke er uendelig store relativt til B
udggr en Delring C af‘(A,+,-,<), og at B¢ C. o

Vis, at i en kommutativ ring (A,+,+,<) vil de nilpotente ele-
menter udggre en delring B, og at x € A\B medfgrer at x er

uendelig stor relativt til B (nilpotent defineret 1 BV.3)o

Vis ved den almindelige homomorfisatning, at hvis £ og g €er
to forskellige homomorfe afbildninger af en mangde med kom-
positionsforskrifter, og f£(x) = £(y) = g(x) = g(y), s& kan
g skrives p& formen g £ ¢ o f, hvor ¢ er en homomorfi, hvis

definitionsmengde og vardimengde gnskes angivet,
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Trykfejl og rettelser til AT § 2.

- 7 fe0o
- 5 fen,
- 6 f.0.
- 3 fa0.
- 3 f.0.
- 10 f.0.
- 10 fe0.
0
- 11 f.n.
- 12 Te0.
- 14 f.o,
- 19 f.o.
- 10 f.o0.
17

19

"og dennes.. tom, da" udgir. |

tilfgj "Af definitionen ses let, at rela-
tionen — er irreflexiv, total, asymme-
trisk og transitiv; lad os f.eks. bevise
det fgrste: an-1 = brl_1 =» a = b, s& at
hverken a < b eller a.> b, og derfor hver-
! ! T > on™Y. Den er

ken an eller an

—~ bn_
derfor brugbar som ordningsrelation.

for '"voksende"! lms "aftagende',

-  "kommer" -  'Yfremkommer'.,
_ i - N "

M, M, U{o3".
— HM it - HM U{O}”'

- 'negativt" - ‘'ikke-positivt'.
-~ ‘positivt" - '"ikke-negativt'e.
"og den..tom, da" "i hvert fald" udgir.

tilfgj "s& at vi kan identificere Q med 0",

for “en' lzs "uden'.
- "I det sidste™ - "I dette".
- "I det fgrste tilfzlde" - "I isomorfi-

tilfzldet".
tilfgj "Da karakteristikken af et ordnet
legeme er O, er primlegemet isomorft med
(Qe+se 5<)"e
tilfgj "kommutativt".

tilfgj " K " til venstre udfor matricen.
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§ 3. Idealer.

Lad (My#4e¢.+) vere cn mesngde med kompositioner, mindst én,
og sdledes at (M,*) er en gruppe. Ved en homomorf afbildning ¢
bliver (My%,...) overfgrt i et billede (L,°,+..) med ligesd man-
ge kompositioner; og sdledes at (L,°) er en gruppe -«

Ifglge den almindelige homomorfisatning (§2,2) er ¢ bestemt
entydigt pansr isomorfi i billedet ved den tilsvarende &kvi?alens—
"relation ~, som er siledes beskaffen, at x ~ ¥y er ensbetydende
med at ¢(x) = ¢(y). Men denne akvivalensrelation er for givet
(My%,4..) bestemt ved den delmezngde I af M, som ved afbildningen
f¢fes over i det neutrale element er, 1 gruppen (L,O), altséd ved
I= ¢—1(eL). Thi vi far x ~ y hvis og kun hvis x * y—1 € I, da
dette jo betyder, at ¢(x * y’1) = e = o(x) = o(y).

Vi har altsd satningen + For en given mangde med kompositio-

ner (M,*,...), hvor M med den fgrst noterede komposition # udeggr

en_gruppe, er en homomorf afbildning ¢ bestemt entydigt paner

iSomorfi i billedet ved den delmzngde I af M, som ved homomorfien

o#erf¢res i det neutrale element i den gruppe, som er billede af

(M,*)+ Denne delmengde I betegnes som homomorfiens kerne, og den

pénwr isomorfi entydigt bestemte billedstruktur (L,o,...) skrives

(My*y00.)/I, 0g betegnes som den kvotientstruktur eller faktor-
struktur der fremgir af (M,*,...) ved en afbildning med I som

kerne.

| Hvis M har et endeligt elementantal m, s m& I ogsa have et
endeligt elementantal i, og da x .~ X, hvis eg kuﬁ,hvis X =X, % Zj
hvor z kan gennemlgBe I, ser man, at enhver af &kvivalensklasser;
ne i M indeholder i elementer, og antallet af skvivalensklasser

lig antallet af elementer i kvotientstrukturen bliver derfor 1lig

m/i.
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Heraf fremgar bl.a. at I ikke kan vaere en vilkarlig delmzng-
de af M (idet i skal g& op i m), men man har jo ogsi, at den ngd-
vendige og tilstrazkkelige betingelse for at en delmengde I af M
kan vere kerne for en homomorf afbildning af (My%,...) er, at den
1 € I, skal vare

relation ~, som defineres ved at X ~ y o X % y

en gkvivalensrelation pa M og harmonerende med samtlige forekom=

mende kompositioner.

Lad os fgrst betragte situationen hvis der kun er én kompo-
sition, d.v.s. hvis der blot er givet en gruppe (M,*), i hvilken
vi nu benytter sadvanlig multiplikativ skriveméde. For det fgrste
skal relationen ~ vare en skvivalensrelation, d.v.s. den skal va-
re

reflexiv, _hvilket médf¢rer xx—1 = etelementet € I,

symme trisk, .o .e Xy I ;ytzsz;'-j| €I,

€
% - -4 -1
ransitiv, .e .o Xy € IAayz € I=zxz €1,

og man ser, at disse krav netop udtrykker, at 1 er en undergruppe

i (My*)s For det andet skal den harmonere med multiplikationen,
hvilket betyder, at

xy_1 € I A'x1y;1 €I = (Jc;gl)(yy_,l)"1 € I;

vi smtter x = iy og x, = 1,¥,, hvor'i,i1 € I, og s& f&s ved ind~

settelse 1 betingelsens h¢jreside, at iyi1y1y51y-1 € I skal gzl-

de for alle valg af disse elementer, men det simplificeres jo u-
middelbart til at yi,hy-“1 € I altid skal gszlde, og det er netop
betingelsen for at I er en normal undergruppe i (M,*) (AG II,2,18).

Vi har dermed repeteret beviset for de bekendte setninger om at

i en gruppe (Ml')ier de delmazngder af M som kan vare kerne ved en

homomorfi af gruppen netop de normale undergrupper i (M,* ). Denne

karakterisering kunne altsd vare benyttet som definition af 'mor-

mal undergruppe".
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Eksempel: I et swdvanligt»3-dimensiona1t euklidisk rum ud-
ggr de ortogonale afbildninger af rummet pa Sig selv med fast-
holdt begyndelsespunkt (ortogonale m.h.t. afstandskvadratet,
AeVes~ afstandsbevarende) en ikke-kommutativ gruppe. De egentlig
ortogonale afbildninger (det§ = +1, de orienteringsbevarende) ud-
ggr en undergruppe hvis index er lig 2, og som er en normal under-
gruppes Den er kerne ved en homomorfi, ved hvilken gruppen afbil-
des pa en kvotientgruppe med 2 elementer, nemlig et neutralele-.
ment som er billede af %kvivalenskiassen bestéende af de oriente=
ringsbevarende afbildninger, og et andet element som er billede

af" #kvivalensklassen af de orienteringszndrende afbildninger

(detS = =1).

Vi skal nu betragte situationen, hvor en ring (M,+,*) af-
bildes homomorft. De delmazngder I af M som kan vare kerne for
en homomorf afbildning af ringen kaldes idealer i ringen.

Enhver ring indeholder to trivielle idealer. Det ene er M

selv, som er kerne for en afbildning, ved hvilken ringen afbil-
des pa en (udartet) ring bestiende af &t element. Det andet er
nulidealet {0}, som er kerne for en afbildning hvor enhver af
de tilsvarende gkvivalensklasser bestar af &t element, altsid en

bijektiv homomorfi, d.v.s. en isomorfi.

Ngdvendigt og tilstrakkeligt for at en delmzngde I af en

ring (My+,°) er et ideal er, at f¢igende to betingelser er op-

Fyldts

Id 1: I er en undergruppe 1 ringens additive gruppe (M, +) o

Id 2: For a € I og x € M skal ax og xa begge tilhlgre I.

Man bem#rker, at for kommutative ringe er ax = xa, si at man

for kommutative ringe kan ngjes med at nsvne det ene af de to

kragv i Id2,
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Fgrst vises ngdvendigheden: Id1 er ngdvendig, fordi I speci-
elt skal vere kerne for en homomorf afbildning af gruppen (M,+),
og derfor skal vare (normal) undergruppe i (M,+).Idet homomorfien
kaldes ¢ ses ngdvendigheden af Id2 af at ¢(a) = 0 = ¢(ax)
= ¢(a) ¢(x) = 0 A o(xa) = p(x) p(a) = O.

For at vise tilstrakkeligheden kan vi betragte den relation
~ som defineres ved a ~ a1 . a1-az€ I. Nar I er undergruppe i
(M,+), normal fordi (M,+) er kommutativ, s& er ~ en skvivalens-
relation som harmonerer med gruppekompositionen +, hvilket blev

vist i undersggelsen avenfor af homomorfi af en gruppe, og vi

mangler blot at vise, at ~ harmonerer med +; vi skal altséd vise,

at a ~ ay; A b'~'-b1 = ab ~ a1b1, men det er klart, thi nér

8,78 € I A b1~b € I, sk vil ifglge 182 ogsa (a,-a)b, og a(b,=b)
tilhgre I, og derfor ogsd ifglge Id1 deres sum, sem bliver a1b1‘ab;
tilhgre I. Dermed er efterwist, at Id1 bg Id2 karaktiserer idealer-

ne,
ideal er en del-

Af betingelserne ses umiddelbart, at ethvert

ring af (M,+," ). Det omvendte gzlder ikke, f.cks. viser Id2 at et

Ideal som indeholder etelementet e er lig hele M; men det galder
ikke almindeligt, at hvis en delring indeholder e, s& er den 1lig -
hele M. F.eks. har (Q,+,°) den =gte delring (Z,+,*) som indeholder
etelementet, og (Z,+,°) er altsd ikke noget ideal i (Q,+,* ).

Der g®lder: Fzllesmengden for (endelig eller uendelig mange )

idealer i en ring er et ideal i ringen. Det kan vises ved at be-

nytte Id1 og Id2; simplest ses det dog ved at bemazrke, at hvis der
P& en mengde med kompositioner (M,%,...) er givet en samling skvi-
valensrelationer harmonerende med kompositionerne, s& vil den rela-
tion ~ der defineres ved X ~ y hvis og kun hvis x 6g y er :kviva-
lente ved alle de givne relationer, ogsa vaere en skvivalensrelation

~ som harmonerer- med .alle kompositionerne; kernen svarende til ~ er
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netop fellesmengden af kernerne svarende til de givne relationer.

Ved en surjektiv homomorfi af en ring vil et ideal i ringen

afbildes pi et ideal i billedringen. Bevis: Lad p ve@re en homo-

morfi som afbilder ringen (My+,+), og lad I ¢ M opfylde D1 og
I1d2i Da vil ¢(I) indenfor ¢(M) opfylde Id1 (fordi en surjektiv
homomorfi afbilder uhdergruppe pa undergruppe), og den vil op-
fylde Id2 (fordi b = ¢(a), a€ I ogy = ¢(x), x € M giveb
by = p(a)ep(x) = ¢p(ax) € ¢(I), og analogt ses at yb € ¢(I)),
Eksempel pa ideal: Mangden af kontinuerte reelle funktioner
x = x(t) p& intervallet [0,1] er med de szdvanlige kompositioner
x+y = x(t)+y(t) og xsy = x(t)ey(t) en ring (M,+,.). Mzngden
fx|x(0) = 0} er et ideal i ringen, thi det er kerne for afbild-
ningen x » x(0), ved hvilken (M,+,.) afbildes homomorft pa
(Ro+,e)0
Eksempel p& ideal: Ringen (Z,+,s) betragtes. I AG II,3 er
det vist, at udover identiteten er samtlige homomorfe afbildﬁinger
af (Zy+gs) netop afbildningerne pd restklasseringene (Zys+s+)s Den
tilsvarende kerne er mangden af multipla af m., Bortset fra nul-
idealet {0} er et ideal i (Z,+,.) altsd netop mzngden af multipla
af et naturligt tal m. F&llesmangden for idealerne svarende til

m=2o0gm= 5 er idealet svarende til m = 10. Ved en homomorf

afbildning af % pa Z6yvil idealet bestiende af alle multipla af
9 afvbildes pa restklasserne med reprazsentanter O og 3, og disse
to restklasser udggr et ideal i 26’ nemlig kerne for en afbild-
ning ved hvilken 26 afbildes pa 23.

Ved et primideal forstids et ideal I, som er séledes beskaf-

fent, at ab € I s a€ I v be I. I en ring (My+,.) er et ideal I

et primideal hvis og kun hvis nulreglen gzlder i kvotientringen

(My+,0)/I. Det er klart, for lad ¢ vzre en homomorfi som har I
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som kerne, si udtrykker betingelseﬁ Jjo biqt at
p(ab) = 0= ¢(a) = 0 v ¢(b) = Om.ERSempeii 1 (Z,+,;).er de ikke-
trivielle primidealer . af formem I = {multipla‘af p? hvor p er
et primtal, svarende til at nulreglen gzlder i reéfkiasééringene
(Zp stse) e N

Ved et maximalideal forstds et ideal som ved inklusionsords

ningen er maximalt blandt de zgte delidealer. Anderledes beskre-~
vet vil I vare et maximalideal i ringen M hvis og kun hvis I ¢ M

og der ikke findes noget ideal I0 s&d I c IO c M.,

Der gslder den vigtige sstning: Nar_ (M,+,-) er_en kommutativ

ring med et_etelement, s& vil en kvotientring (M,+,.)/I vare et

legeme hvis _og kun hvis I er maximalideal i ringen.

Bevis: Lad I vere kerne for homomorfien ¢. Nar (M,+,.) er
kommutativ og har et eteielement, 88 vil kvotientringen have de
samme egenskaber., Hvis I er et maximalideal, s& vil det for ethvert
a € M\I gelde, at {ma+ti | m€ M A i € I} er lig hele M, thi denne

mangde ses at opfylde Id1 og Id2 og er derfor et ideal, og den

indeholder I (nemlig for m = 0) og den indeholder mere (nemlig i

hvert fald a, som fads for 1 = 0 og m = etelementet); dette betyder,

at for et vilkarligt ¢(a) + O og et vilkidrligt ¢(b) € ¢(M) findes
et m 82 b = ma+i, hvoraf fis ¢(b) = ¢(ma+i) = ¢(m)p(a), sa at

for ¢(a) + O er division med ¢(a) altid mulig indenfor ¢(M). I
dette tilfmlde er kvotientringen altsad et legeme, da den har mere
end ét element (fordi I er en mgte del af M). Hvis I er lig hele
M bestar kvotientringen kun af ét element, og er altsd ikke noget
legeme. Hvis endelig I ikke er maximalideal fordi der findes et
ideal I, hvor I ¢ I_ c M, s& kan vi valge et a € I \I, og sa
bliver {ma+i | m&€ M A i1 € I} &benbart et delideal af I ; for

b 4 I, gmlder altsd for alle m, at b-mad I, sa at
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o(b-ma) = ¢(b)=p(m)p(a) + 0 for alle ¢(m), hvilket viser, at i
dette tilfmlde er division med ¢(a) ikke altdd mulig, til trods
for at ¢(a) $ 0; i dette tilfzlde er p(M) altsd ikke et legeme.

Seztningen er dermed bevist.

Hvis (M,+,+) er en kommutativ ring med etelement vil det samme

gelde for billedringen, og de foregdende satninger viser s&, at
kvotientringen (M,+,.)/I er en integritetsring netop nar I er
primideal, og den er et legeme netop nir I er maximalideal. Da €t

kommutativt legeme er en integritetsring ses, at under de navnte

forudsmstninger vil ethvert maximalideal vare et primideal (men det

omvendte gelder ikke). Som eksempel kah'man‘betragté fingen 7 x Z
af talpar a = (a1,a2)'med.kompositionerne é+b =“(é1+b1,a2+b2) og
ab = (a1b1,aéb2); den er kommutativ og har etelelementet (4,1).
Mangden af talpar hvori ay = O udggr et primideal i den, og den
tilsvarende kvotientring er isomorf med infegritetsringen (Zy+,4)
(nemlig med ringen dannet af fgrstekomponenterne a1). Det er ikke
noget maximalideal da der findes stgrre idealer, f.eks. vil for
ethvert m € N mzngden af talpar hvori a, blot er delelig med m
udggre et ideal, og den tilsvarende kvotientring er isomorf med
(Zm,+,-); hvis m er et primtai-ﬁ findes der ikke noget stgrre zgte

delidéal i % x %, og s& har vi et maximalideal (som ogsd er primi-

deal) og den tilsvarende kvotientring er isomorf med legemet

(Zps"'p')-
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I en kommutativ ring med etelement vil vi ved det af elemen-

tet a frembragte hovedideal (a) forstd mengden af multipla af a,

altsd mazngden af elementer b som kan skrives b = ax med et X €

ringen; denne mengde ses at vere et ideal idet den opfylder Idf

og Id2, og den er netop det mindste ideal som indeholder aie Af b
er et multiplum af a udtrykkes ved skrivemdde a|b (lzs "a glr op
i b"; ved betegnelsens anvendelse bgr man naturligvis undgd for';~
vekslingsmuligheder med przdikatstregen i mwngdeklammer), og sa

er altsd (a) lig mengden af elementer b, hvor a|b. (Man kan i en
.vilkérlig ring definere et hovedideal (a) som det mindste ideal
der indeholder a, men m& s& blot vare opmarksom pad, at hvis der
ikke findes et etelement vil a ikke vare et multiplum af sig selv,
og manglende kommutativitet vil ogséa give vanskeligheder.,)

Ved en hovedidealrigg,forstés en integritetsring; i hvilken

ethvert ideal er et hovedideal. Et eksempel er (Z,+;{)yrse side
5; nulidealet {O}-er trivielt 1lig (0).

I en hovedidealbing er altsid afbildningen ¢ : a » (a) en
surjektiv afbildning af M pa mengden af idealerne i M. Da
alb A blc = alec (gd-op-relationen er transitiv) vil
alb = (a) o (b), og omvendt giver (a) o (b) at b € (a), altsd at

a|lb. Vi har altsd at alb er ensbetydende med (a) 2 (b)s

I den resterende del af denne paragraf skal vi interessere
os for den multiplikative struktur af en'hovedidealring (M,+9')a‘
altséd strukturen (M\{0},:), idet'vi‘ser‘bort fra det i1 denne
forbindelse interesselgse nulelement;:

Afbildningen ¢ er ikke injektiv, idet vi far (a) = (b)

hvis.og kun hvis alb A;hia,”hviIAVU ses at varec ensbetydende med

at a = bry-hvor r er et regulart element. Elementer a og 1 SOl

er forbundet pa denne mide kaldes associerede, og de frembrimpger
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altsd det samme hovedideal. Associeretfrelationen er abenbart en
skvivalensrelation. I AG Ii,2,2 er det Vist, at.mwngden af régu—
lere elementer udgér'én gruppe, som ses at ﬁwre den stgrste underf
gruppe i halvgruppen (M\{O0},.), og mk#ivakansklasserne af associef
rede ses netop at vare sideklasserne til denne undergruppe. ASsOs=. ..

cierede elementer har de sgmme multipla, da de frembringer samme

hovedideal, og de har ogséd de samme divisorer, for da de gensif

digt glr op i hinanden vil alt hvad der gér op i det ecne af dem

ogsd g& op i det amdet; de forholder sig altsd ens m.h.t. deleligf
hedsegenskeber. Som eksempel er i (Z,+,+) mangden af regulare ele-
menter lig {1,-1}, og et par {a,-a} udggr en klasse af associerede,

og det,at man ved en undersggelse af de hele tals multiplikative

struktur betragter en sédan klasse under et betyder, at man ''ser

bort fra fortegnet'.

Idealet (a) er en mgte del af (b) hvis og kun hvis a = Dbc,

hvor c er et ikke~regul®mrt element, og specielt vil ethVert wgte
delideal af M wvare frembragt af en klasse ikkefregulmre elemen-—
ter. Det fglger umiddelbart af det foregiende. Et ikke-regulart

a kaldes reducibelt hvis det kan skrives som produkt a = bc af to

ikke-regﬁlwre elementer, og i modsat fald kaldes det irreducibelt,

og af det foregiende fremgér, at a_er irreducibel netop nér (a) er

et maximalideal. Eksempel: Indenfor hovedidealfingen (Zy+,+) er de

irreducible elementer hetop + p, hvor p er primtal, og de redu-
cible er + m, hvor m er et sammensat tal.

Ethvert primideal i _en hovédidealring er et maximalideal el-

ler et af de trivielle idealer. Bevis: Et ideal frembragt af et :

regulsrt element er hele”M; som trivielt er primideal., Et ideal
frembragt af O er nulidealet, som er primideal ifglge nulreglenf

Et ideal frembragt af et irreducibelt element er maximalideal, og
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derfor primideal (se side 7). Endelig er et ideal frembragt af et
reducibelt element a = bec, hvor b og ¢ er ikke-regulzre, ikke
maximalideal, men det er heller ikke primideal, thi det indehol-

der a uden at indeholde nogen af faktorerne b eller c.

Af satningen fglger umiddelbart, at hvis en hovedidealring

afbildes homomorft, men ikke isomorft, ind i en integritetsring,

og billedringen har mere end ét element, s& er den et legeme. Thi

da hovedidealringen er kommutativ og har etelement, gslder det
samme for billedringen, og nar billedet ligger i en integritets-
ring gzlder nulreglen ogsé; billedet er derfor selv en integri-
tetsring. Men s& er afbildningens kerne et primideal, og idet de
to trivielle muligheder for dette er udelukket, ma det vare et
maximalideal, og billedet er derfor et legeme. Trivielt eksempel:
Hovedidealringen (Z,+,+) afbildes homomorft, og nar de to trivi-
elle muligheder udelukkes, bliver billedet en restklassering
(Zm’+") hvor m > 1; hvis billedet skal ligge i en integritets-
ring méd nulreglen gelde, og & ma m vare primtal, men s& er bil-

ledet ogsa et legeme (ZP,+,-)n

En hovedidealring har to vigtige egenskaber: Den opstigende

kedes egenskal = og fallesmdlsegenskaben.

Den opstigende k®des egenskab: En fglge af idealer

' ¢ 1" C err C I(n) ¢ ++o gr sluttelig stationsr, d.v.s. at

fra et vist trin er idealerne ens.

Bevis: Vi skal fgrst vise, at I = U I(J) er et ideal, og det

ggres let ved at eftervise Id1 og Id2: nar x,y € I vil der til-

strakkelig langt fremme i kzden findes: et'I(n) som de begge til-

hgrer, men s& vil deres sum ogsd tilhgre I(n) og dermed I; nir

Xx € I vil det tilhgre et I<n), og s& vil alle multipla af x til-




Mat. 2, 1966"67 AT 30111

hgre I(n) og dermed I. Men nidr I er et ideal i en hovedidealring

er det maengden af multipla af et frembringerelement a, og blandt
(k)
7

disse forekommer a selv, og der findes altsd et k, s& a € I

men s& vil ogsd I = (a) c I(k), og idealerne i kaden er altsa ens

fra og med I<k)
@verswttes ideailnklu81onen tll gé4op-rela¢ionen udsiger

i - en;hovedldeflrlng har en f¢lge af, elemen—

egenskaben. [ ;s?man

ter, hvor ethvert gar Qp i det foregaendehgsa er fra et v1st trln

alle elementerne associerede.

Lad 0s betragte et 1kke-regulart elements Enten er det
irreducibelt, eller ogsd kan det skrives som produkt af to ikke-
regulafé; lad os betrégte eh éf diése; enten er deﬁ irreducibel;
eller ogsa kan den skrives sdm’produkt af ﬁo ikke*regulwre; 1lad
0s betragte en af dlsse, v.sivi. Ifelge kédeegenskaben m& pro-
cesgen standse, hvilket kun kan ske ved at vi har mgdt en irredu-
cibel faktor, og ethvert ikke-regulsrt element er altsad deleligt
med en sédan. Lad os si& gentage processen, men siledes at vi
fgrst uddrager den irreducible faktor, dernzst igen en irredu-
cibel faktoro.s.v., og ifglge kadeegenskében ma processen igen

standse. Dermed har vi vist, at i _en hovedidealring kan- ethvert

element som ikke er O eller regulmsrt skrives som etAproduktALmed

1 eller flere faktorer) af irreducible. Anvendt pa (Z,+,.) viser

det, at ethvert fra O forskelligt helt tal kan skrives_som + et

produkt (med O eller 41 eller flere faktorer) af primtal.

Ppllesmilsegenskaben: Til to elementer a og b findes altid

et d (Kaldet et "stgrste fmlles mil for a og b"), s& for alle ¢

gelder

claanc| bec]| d,

og mengden af de d som opfylder betingelsen udggr en klasse afl




associecrede. Egenskaben udsiger altsa, at msngden af fglles divi-

sorer ('"mal'", et udtryk fra Euklid) for a og b netop er samtlige
divisorer i et vist d (som selv er fzlles divigor, og en "stgrste"
i en ved gd-op-relationen defineret partiel ordning).

Oversattes ga-op-relationen til idealinklusion udsiger egen-
skaben: Til to idealer (a) og (b) findes netop ét ideal (d), sa
(¢) 2 (a) A (c) o (D) &= (c) o (a). S& er beviset trivielt, idet

vi som (d) blot benytter fmllesmangden for de idealer (c) der

indeholder bade (a) og (b), thi ifglge en tidligere smtning (side

4) er denne fellesmezngde selv et ideal.

" Idealet (d) er det mindste ideal som indeholder idealerne
(a) og (b), hvilket ses at vare ensbetydende med, at det er det
mindste ideal, som indeholder elementerne a og b, og i analogi
med hovedidealbetegnelsen skriver man nu (d) = (a,b), Man tillader
sig dog ofte ogsd& at lade betegnelsen (a,b) std for et vilkarligt
frembringerelement d for dette ideal, med andre ord: (a,b) kan
std for et - pan®r associering entydig bestemt -~ stgrste fazlles

mdl for a og b. Indenfor (Z,+,.) skrives f.cks. (-6,9) = 3.

Multiplikation er distributiv meh.te (a,b)-dannelse, hvormed

vi mener, at (ma,mb) = m(a,b). Lad os betegne (a,b) som d og

" (ma,mb) som D. Da d g&r op i a2 og b, vil md g& op i ma og mb, 0g

er altsd en fzlles divisor for dem, og ifglge fazllesmidlsegenskaben
vil md g& op i D, s& at D kan skrives som mdx. Nar mdx gar op 1

ma vil dx g4 op i a, og analogt ses, at dx gar op i b, hvorefter
fellesmdlsegenskaben viser, at dx gr op i d. Altsé er X regul%rQ
88 at D og md,er-associeréde, hvilket skulle vises.

Dersom c|ab, da kan c¢_skrives pa formen c = fg, hvor fla og

glbe. Vi velger £ = (a,c), hvormed er opndet at f|a, og da f|c kan ¢

skrives p& formen fg. Da ¢ = fg er divisor i ab, og desuden er

divisor i cb (trivielt), vil ifglge fzllesmidlsegenskaben
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fg|(ab,cb) = (a,c)b = fb, hvoraf ses, at g|b, hvormed pastanden
er vist. Dersom ¢ glr op i et produkt af t faktorer, da kan c

skrives pé formen 0102---ct, hvor c1 gar op i den fgrste af fak-

torerne ar op i den e «S.V. Dersom C. oo = a,a,ev+8
ne, ¢, g J9) anden, O«S. S 4 Cs cS 485 "

er det muligt at fofetage en videreoplgsning af faktorerne pa& begge

sider af lighedstegnet, indtil man opndr, at der star de samme fak-

torer pa begge sider; det ses, idet man fgrst oplgser c, i t fakto-

rer som hver gar op i et a, sd bortforkorter disse faktorer, der-
nest behandler C5 pa samme mdde, o.s.v. Specielt fglger heraf, at
hvis to produkter af irreducible elementer har den samme verdi, s
méd de - bortset fra associering - bestd af de samme faktorer.

| Kombineres dette resultat med slutkonsekvensen af den opstigen-

de kxzdes egenskab, far man hovedsztningen:

I en hovedidealring kan ethvert element, som ikke er 0 eller

regulsrt, skrives som produkt (med 1 eller flere faktorer) af irre-

ducible. O0g denne produktfremstilling er entydig, bortset fra fak-

torernes rzkkefglge, og bortset fra associering.

Hvis man betragter de positive elementer i hovedidealringen

(Zs+,+) er de irreducible netop primtallene, og man far den sa-

kaldte talteoriens hovedsatning: Ethvert naturligt tal kan, og bort-

set fra faktorernes rzkkefglge kun pi én mdde, skrives som produkt

(med O eller 1 eller Fflere faktorer) af primtal.

Hvis det samme irreducible element forekommer flere gange,eller
blot nogle éssocierede, i en sadan produktfremstilling, kan det
samles til en potens, evt. multipliceret med et regulsrt, og for et
vilkdrligt element a (ikke O eller regulsrt) far vi en fremstilling

a = P°P1a1'P2a2°.._°Psas, hvor r er regular og p,sPys*+* er irredu-

cible og exponenterne aj er naturlige tal. I denne fremstilling kan
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man gerne formelt tilfgje O~te potenser af andre irreducible. Hvis
man har to elementer a og ¢ kan man pa denne madde udtrykke dem ved
potenser af de samme irreducible p1,---,ps, og lad exponenterne

hedde hhv. Oysess OF Vyseoro En ngdvendig og tilstrzkkelig beting-

else for at cla bliver Sé,_at man for alle par af tilsvarende ex-

ponenter har yj < ajo

Hvis man har to elementer a og b, og de er fremstillet pa den
nzvnte made med exponenterne hhv. Oysece 08 ﬁ1,..., sa fglger af

det ovenstiende, at et "stgrste" fzllesmdl d = (a,b) for dem er

givet ved a4 = p1&1---ps§s, hvor Jj = min{aj,ﬁj}, og et "mindste'"

felles multiplum af dem er givet ved f = p1¢1--.ps¢s, hvor

¢y = max{aj,ﬁj}. Da minfa,B8} + max{a,B8}= a + B, bliver

J
duktet af to _elementer er lig produktet af en "stgrste!" falles di-

pjaj‘pjﬁj = p.ﬁj-pjwj , hvoraf fglger, at ab = df, altsd at pro-

visor og et ''mindste'" falles multiplum for dem.

Som tidligere antydet refererer gloserne "stgrste! og "mindste"
til den partielle ordning som defineres ved ga-op-relationen;
indenfor de naiurlige tal vil alb imidlertid medfgre a £ b, og i
dette talomrade bliver der derfor virkelig tale om stgrste fzlles
divisor.og mindste falles multiplum ved den szdvanlige stgrrelses-
ordning. Eksistensen af et "stgrste" faellesmidl og et '"mindste! fwl-
les multiplum for to elementer (og dermed for et Vilkérligt ende-
ligt antal) betyder, at der for en mezngde af to (eller blot ende-
lig mange) elementer i en hovedidealring vil findes bade en nedre
granse og en gvre granse i1 den ved g-op-relationen definerede par-

tielle ordning. Noget sddant gelder ikke i almindelighed ved en

partiel ordning (AG I,5,26-28).
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Vi kan f& karakteristiske eksempler ved at betragte et par
delringe af delkomplexe tals legeme (&,+,-):

Ved Gauss'_ring (Gauss 1777-1855) forstés mengden %[i] =

fa+ibla,b € 2}. I det s&dvaniiée Wessel-diagram er det geometriske
billede af Z[i] mehgden 7 x Z afrgitterpunkter med heltallige
koordihater: Hvis to elementer tilhgrer 4[i], vil bade deres sum
og detes produkt atter tilhgre 2[i], hvilket viser, at Z[1i] er en
delring af (C,+,+); da den indeholder tallet 1 er den éﬁ“integri4
tetsrings For de komplexe tal og deres numeriske vardi er som be¥
keﬁdtvafbildningen x - |x| en homomorf afbildning af (C,.) ind i
(ﬁ;‘). Af Wessel~diagrammet er det klart, at de fraO forskellige
elementer af %[i] alle har en numerisk verdi som er ét¢rfe end
eller 1lig 1, og den er kin 1lig 1 for elementerne +4;—1,i,—i;
disse fire er regulsre, og def kan ikke vapte andre regulare, da
et produkt hvori et andet element indgér far en numérisk verdi;
som er stgrre end 1. Vi skal nu vise, at %[i] er en hovedidedl-
ring: Lad I vzre et egentligt ideal i den, og lad @ 4 O vere et
element fra I med minimal numerisk veordi; et saddant eksisterer
abenbart (Wessél—diagrammet $), Lad c vere et vilkarligt celement
€ I, s& vil vi vise, at cer et multiplum af d, hvoraf fglger, at
I netop er hovedidealet (d). Vi har ca”l e &, og antages, at

cd™! d Z[i] findes der et £ € 2[i], s& 0 < lcd-1-f| < ANZ <
(Wesseldiagrammet !), hvoraf fglger, at 0< |ec-fd| < |d|, hvilket
strider mod at c~fd ifglge betingelserne Id1 og Id2 ogsa tilh¢r¢r
I, samtidig med at 4 havde minimal numerisk vsrdi. Dermed er vist,

at Gauss' ring er en hovedidealring. En klasse associerede i

2[1] vestar af fire elementer, f.eks.{+(3+i),+(1-31i)}. Elementet

3+i er reducibelt, da 3+i = (1+i)(2-i). Elementet 2-i er irredu-
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cibelt, for dets numeriske verdi er VE, og hvis det var.reducibelt
skulle det vere produkt af to elementer, hvis numeriske vardi 14
mellem 1 og V@} og det er &benbart umuligt.

Vi kan let angive en analog ring, som ikke er hovedidealring,
nemlig %[2i] = {a+2ibla,b € %} (tegn Wesseldiagrammet !). Det er
abenbart ogséd en integritetsring. De eneste régul&re elementer
er +1 og -1. RElementerne + 2 og + 2i er irreducible (tenk pa deres

numeriske vaordi og Wesseldiagrammet !), og de er ikke associerede.
Da -4 = (23‘.)2 = =2+2 er fremstillingen som produkt af irreducible
ikke entydig, og %[2i] kan derfor ikke vzre en hovedidealring (men
den geometriske betragtning, som ovenfor anfgrte til et tal mindre
end 1, nemlig 1A/2, vil jo ogsa svigte).

At den entydige primoplgsning i halvgruppen (N,+) langtfra er
nogen trivialitet fremgéf méske endnu mere sléende af Hilbert's
Eksempel (Hilbert 1862-1943): Sazdvanlige hele positive tal af form
Lh+1 udggr med multiplikation en halvgruppe. I denne er
559513,17,21,29,+++« "irreducible'", medens 25 = 5.5, U5 = 5:9,+-.
er "reducible'. Der gzlder ikke entydig primoplgsning, idet f.eks.
2121 = 9+49, og fallesmilsegenskaben gelder ikke, idet f.eks. de
felles divisorer for 189 og L4u1 er 1,9,21. (Men eksemplet er sva-

gere end det foregdende, da der jo ikke er addition i denne struk-

tur) .
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- Det nmd betones, at definitionexve af regulwmre, reducibvle
. 08 irreducihle elementer og éf asgocierede er gyildige 1 en
vilkdrlig integritetsring. Dersom det i en integritetsring
gelder, at ethvert fra O forskelligt element pd en og kun én

- méde (bortset fra faktorernes rekkefelge og associering) kan

skrives som produkt af irreducible, vil vi sige, at ringen

har entydig faktorisering; i sé& fald gmlder de side 3,13-14
anforte resuitéter. »

Vi har vist; at en hovedidealring har entydig faktoxri-
sering. Side 3,16 viser en integritetsring, som ikke er hoved-
idealring, og som ikke har entydig faktorisering. Vi skal se-
_neré.m@ﬁe en integritetsring (mwngden af polynomier i to va~
riable), som ikke er hovédidealring, men dog har entydig fak-
torisering.

Mengden af de pd en &ben cirkelskive A holomorfe funk-
tioner udger med smdvanlig regning en integritetsring; de
regulare elementer er de nulpunktsfri funktioner,'og de irre-
*ducible er funktionerne med netop ét nulpunkt som er af forste
orden; i ringen er faktorisering ikke altid mulig, idet en
ﬁunktion med uvendelig mange nulpunkter i A ikke kaﬁ skrives
som produkt af irreducible. Ringens broklegeme er mengden af
de pé& A meromorfe funktioner. '

Ethvert element i breklegemet for en integritebtsring
(I,f,.) kan skrives som brek %, hvor a,t) € I; man ser, at
hvis I har entydig faktorisering kan elementet pi en og Ve-
gentlig kuh én made skrives som en uforkortelig brek, hvormed

"menes, at a 0og b kun har regulzre faktorer fmlles, og at de er

bestemt entydigt pansr regulsre faktorer.
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Lad der vare givet en ring og i denne to idealer, I1 og I2.

Ved idealsummen I1 + I2 forstas mengden af elementer af formen

i1+i2 , hvor i1€ I1 og i2 € I2 ; der gelder, at idealsummen

I1+I2 er et ideal, og netop det mindste ideal, som indeholder

I1 0og I2. Thi den opfylder Id1, da den er stabil overfor sub-

T : IR R N I N S N N | st
traktionen idet (14+12) (11 +1] ) = (11 i ) + (12 i) ), og
den opfylder Id2, hvilket ses af omskrivningerne x(i1+12) =
(Xi1) + (xi,) og (i1+12)x = (i,x) + (i,x), og det er klart, at

den indeholder bade I, og I, (da 0 er indeholdt i ethvert ideal),

og et ideal,som indeholder disse kan ikke vzre mindre, da det
skal vare en additiv gruppe.

Vi har i det foregdende mgdt flere eksempler pa denne ideal-
sum, siledes ved beviset for satningen om maximalideal (s, 6),
hvor vi for et ideal I i en ring (M,+,*) med etelement betrag-
tede {ma+i | m e M A i € I}, som ses at vaere idealsummen (a)+I,
| og endvidere ved beviset for f@llesmdlsegenskaben (s. 12), hvor
vi mgdte det mindste ideal (d), som indeholder to idealer (a)
og (b), og hvor altsd (d) =‘(a) + (b).

Dannelsen af idealsummen er en komposition indenfor mzngden

af idealer i en ring, og man ser umiddelbart,at den er kommutativ,

fordi ringadditionen er kommutativ, og endvidere er den associa-

tiv, idet I,+I,+I5 , uanset hvorledes man sztter parenteser, vil

blive det mindste ideal, som indeholder I1 ’ I2 og I3 . Det giver
ingen mening at ville forsgge en subtraktion, idet f. eks. lig-

ningen X +I, = IS som lgsning X har ethvert delideal i I,.




Mat. 2, 1969-70 AT 3, 19

Idealsummer kan indgd i mange formler, Som eksempel Kkan

nevnes, at
(11 + 12)/11 ] I2/(I1 n 12)9
hvor % betyder, at de to kvotientringe, hvori kompositions-

angivelserne er udladt, er isomorfe, (og de er endda pa& na-

I1 er kerne for en homomorfi

¢ af hele ringen, og betragtes restriktionen af ¢ til I1+12,

turlig made "identiske"). Bevis:

(som jo er en delring),vil kernen stadig vare I1 , 0g billed~
ringen er en realisation af formlens venstre side; billederne

er af formen @(i1+i2) = ¢(i1) + 9(1,) = ¢(12). Betragtes den
yderligere restriktion af ¢ til 12 , vil billedringen vere ufor-
andret, idet den stadig bestar af alle elementerne ¢(12), medens
kernen nu er indskraznket til I1 N I2 , 0g billedringen er alt-
sa nu formlens hgjre side, hvormed rigtigheden er eftervist,
Taleksempel: Indenfor (%,+,+) betragtes idealerne (2) og (5);
idealsummen er (1) (stgrste fwlles divisor !), og fellesmangden
er (10); formlen giver s& (idet kompositionsangivelserne med-
tages), at ((1),+,°)/(2) = ((5), +, »)/(10), hvilket jo ogek

er rigtigt, da begge sider angiver en ring med to elementer,

Den kinesiske restklassesaetning: Lad (M, +, ) V@&re en

kommutativ ring med etelement, og lad I1, 12,.,,, In vere

idealer, som er KkKerner for homomorfier, hhv, Py L PYETRY Qe

Dersom k £ j medfgrer, Ik+Ij = M, s& vil der for ethvert sat

(a1 ,...,an) af' elementer fra M findes et b € M, séledes at

(01(0)seeasp (P)) = (04(ay)seus0 (a)).
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Setningen udsiger altsd, at ethvert element i vardimangden
for afbildningen (a1,.,.,an) - (¢1(a1),...,¢n(an)) vil antages
for et element pé& diagonalen i originalmengden, Det pagzldende
b er ikke entydigt bestemt, men kun panzr en addend, som til-
hgrer NI,,thi en sddan vil jo afbildes i (0y4..,0).

Bevis: Det vil vwre tilstrekkeligt at vise, at vi for et-

hvert j kan finde et bj’ sledes at bj-aj € Ij’ medens k £ j

medfgrer b, € I,. Thi s& er jo ¢.(b,) = ¢.(a.) medens k £ j
J k J d J
medfgrer ¢k(bj) = 0, og s& kan vi som b benytte summen af alle

b idet

J'D
wk(?bj-) = ?wk(ba) = ¢k(bk) = ak 9
da der i den optradende sum kun kommer ét bidrag,nemlig for

J = k. Vi holder nu j fast og efterviser det omtalte bj‘

Ifplge forudsstning vil k 1 J medfgre Ik + Ij = M, og specielt

kan altsd etelementet skrives e = ik + ij(k), hvor det forste

led tilhgrer Ik og det andet Ij‘ Vi setter s

(k)

b.=a, 0O 1i_=a. 0O (e-i;‘""’;
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af det fgrste produkt ses, at bj indeholder en faktor ik ’
og ifpglge Id2 tilhgrer det s& idealet Ik’ og af det andet
produkt ses, at bj er lig aj plus en sum af produkter, som
alle indeholder en eller flere faktorer ij<K), og ifglge Id2
og Id1 tilhgrer bj-aj altsa Ij‘ Dermed er s®tningen vist.

En nerliggende anvendelse af den kinesiske restklasse-
satning er ph ringen (%,+,¢). Bt ideal er her af formen (m),
og det er kerne for en homomorfi % - Zm , og betingelsen
I + I lig ringen bliver til (m,) + (mj) = (1), altsa at
(mk’ﬁﬁ) = 1. Vi far altsd,at hvis m,, Mmy,...,m_er parvis

indbyrdes primiske hele tal, s& vil der for ethvert sat

a1,az,...,an af hele tal findes tal b, som ved division med

m1,..,.,mn giver rester hhv. a1,.o.,an; disse b er bestemt

pédnzr et multiplum af produktet myMye oot . Det sidste f@glger

af’ en bemzrkning ovenfor, idet idealernes f&lieémmngde Jjo
netop bestar af de navnte multipla, Taleksempel: Der findes
tal ,som ved division med 2,3 og 5,giver resterne hhv, 1,0 ogm2,
nemlig netop de tal, $om ved division med 30 giver resten 27.
Eksempel til den kinesiske restklassesatning: De reelle
funktioner tilhprende C™p& [0,1] udggr med addition og multi-
plication en ring, kommutativ og med etelement (funktionen
som er identisk lig 1). Den har ogs& den egenskab, at i ringen
er enhver nulpunktsfri funktion regulsr. Msngden af funktioner,
for hvilke £(0),f'(0),r£''(0),... , alle er lig 0, udggr et
ideal I, i ringen, da de opfylder Id1 og Id2 (det sidste pa
grund af de Leibniz'ske formler for differentialkvotienterne

af et produkt); det er kerne for en homofi ¢,
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ved hvilken f(t) gar over i fglgen £(0),£'(0),£''(0)yees,
og additionen gir over i komponentvis addition, og multi-
plikationen gér over i den ved de Leibniz'ske'formler be-
stemte komposition., Idealet er ikke trivielt, thi som be-
kendt indeholder det en funktion a(t), der er positiv pa
(0,1] (nemlig e"1/t2, plomberet i t = 0), Funktionerne, for
hvilke £(1),£'(1),£''(1)ye.., alle er lig O,udgpgr et til-
svarende ideal I,, og dette indeholder en funktion b(t),som
er positiv pa [0,1), Summen I, + I, udggr hele ringen, da

en vilkarlig funktion k(t) fra den kan skrives pé& formen

| Cx(t) K(t) .
() = Sreymeey "2V * sy

hvori a(t)+b(t) er positiv p& [0,1], s@ledes at begge brgkerne

b(t)

tilhgrer C”, og fgrste led derfor tilhgrer I, og andet I,.

Den kinesiske restklassesstning viser sa, atfdersom f(t)~og

g(t) er C*~funktioner p& [0,1],s& findes der en C®-funktion
h(t), for hvilken man for alle J > 0 har h(3)(0) = #(3)(0)
og samtidig h(j)(1) = g<j)(1). (Det kan igvrigt uden bevis
bemarkes, at man som fglge f(j)(o), j< No kan benytte en
vilkarlig talfglge, og altsa filsvarendelfor f'glgen g(j>(1),
og to saddanne helt vilkarlige '"funktionselementer' kan alt-

s& altid sammenf¢jes med en C°-funktion).
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1)

2)

3)

h)

5)

AT 3, gve 1 - 5

Pvelser til § 3. '

Lad (M,+,*) vare en ring. Ggr rede for at mengden af samtlige
automorfier af (M,+,*) udggr en gruppe (ringens "automorfigrup-

pe"), som er undergruppe i den fuldstzndige transformationsgrup-

pe for mzngden M.

Lad a € M vere et element, som har et inverst a—1. Vis, at af-

bildningen x - aexea” | er en automorfi af (My+,*) (en "indre

automorfi').

Vis, at mmsngden af indre automorfier udggr en normal undergrup-

pe i ringens automorfigruppe.

Lad (M,+,*) vzre en (ikke-kommutativ) ring. Vis, at der findes
et mindste ideal I si xy - yx € I for alle %,y € M, og ggr re-

de for at dette er,det»mindéte ideal I, for hvilket (M,+,*)/I

bliver kommutative.

Lad (M,+,*) vere en kommutativ ring, der kun har trivielle ide-

aler.lVis,'at enten er den et légeme, eller ogséd er alle pro-

dukter i den 1lig O.

Lad (M,+,') vere kommutativ ring. Vis, at mzngden af de nilpo-
tente elementer udger et ideal I (nilpotent defineret i §2,

®ve 3). Vis, at faktorringen M/I ikke har andre nilpotente ele-

nmenter end nulelementet,

Lad (M,+,*) vare ringen af 2 x 2-matricer over (Z,+,*) med sed-

vanlig matrixregning. I M betragtes delmzngderne

A = mmngden af matricer (;‘g)
— X Y
B—- LN (Oiy{,)
- Xy
C—- L 3 I (OO .
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AT 3, ¢ve 5 - 6

1) Vis, at disse er delringe af (M,+,*).

2)

3)

L)

5)
6)

7)
8)

9)

Vis at mezngden af 2 x 2-matricer over de lige tal er et ideal

T i (My+y°)e

Vis, at I n A er et ideal i A; formuler og bevis en hertil
svarende generai setning.

En homomorfi med kerne I f¢rer M over i en ring M2, og fgrer
A, B og C over i delringe A2, B2 og C2 af denne. Disse kan
repraesenteres ved at man i matricerne ovenfor lader elemen-
terne were restklasser modulo 2.

Vis, at de additive grupper for Ay, B, og C, alle er isomor-
fe med den ikke-cykliske gruppe af orden L.

Hvilke af ringene Az! B2 og 02 har et etelement ?

Er nogen af dem en integritetsring ?

Vis, at A2 og B2 er isomorfe.

Giv et eksempel pa en ikké~kommutativ ring med 4 elementer,

som ikke er isomorf med A,, B, eller G, ( en sadan, D,, kan

let fas udfra C, 1.

Giv eksempler pa ringe med L4 elementer, som ikke er isomorfe

med A2, B2, 02 ellér DZ'

10) Hvor mange ikke-isomorfe ringe med L elementer findes ?

Man betragter ringen (M,+,*) af kontinuerte reelle funktioner

X

= x(t) pa O < t <1 (se tekstens s.5). Vis, at fglgende tre

mengder er idealer, og undersgg hvilke af dem, der er hovedidea-

ler:

I, = {x(t)|x(t) = 0 for alle t i en ecmegn af t = O},
I, = {x(t)]x(0) = o},
I = 0 A x(t) differentiabel i t = 0},

{x(t)|x(0)

W
11
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7)

8)

9)

AT3,¢V'7—9

Lad (M,+,*) vere den i forrige g¢gvelse betragtede ring, og

I=1 = fx(t)|x(a) = 0}, a€ [0,1].

I er et ideal; eftervis,_at det er et maximalideal.

Vis omvendt med benyttelse af Borel's overdskningssatning, at
ethvert maximalideal er et ideal af formen Ia (vis, at hvis et
ideal for ethvert a indeholder et x(t) s& x(a) + O; s& indehol=-
der det et x(t) som er 4 O for alle t 6.[0,1], hvoraf fglger,

at ethvert sgte delideal af M er indeholdt i et Ia).

Man betragter ringen af n x n-matricer over @ med lutter C un-
der diagonalen (smlgn. §2, ¢v. 3). Vis, at delmangden Mj besta-
ende af matricer hvori ajj = 0, udggr et ideal i ringen, og vis,
at dette er et maximalideal. Eftervis, at der ikke findes andre

maximalidealer end de navnte (1 < j < n), eg bestem derved samt-

lige homomorfier af (M,+,*) ind pa (Q,+," ).

(My+,+) er ringen af n x n-matricer over Q med szdvanlig matrix-
regning. Vis, at der i ringen kun findes de to trivielle idealer
(vis fgrst, at hvis I indeholder é, s& indeholder I den matrix,
der fremgar af A ved at erstatte alle elementer péd n®r et en—
kelt med O; vis dernast, at ved operationer indenfor I.kan det-
te element flyttes hen pa en vilkarlig plads i matricen). Vis,
at der findes ikke-trivielle hgjre-idealer i fingen, hvormed

menes delmzngder af ringen som opfylder Id 1 og den fgrste af

betingelserne i Id 2.
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10, Lad (M,+,*) vere en kommutativ ring og I et ideal i ringen.
Ved 'radikalet" rad(I) forstds mengden U ylala” € 1.
Vis, at rad(I) er et ideal.
Vis endvidere, aﬁ rad(rad(I)) = rad(I) og at rad(I1 n I2) =
rad(I1) n réd(Iz) .
Hvad bliver billedet af rad(I) ved den homomorfe afbildning
med kernen I af ringen (M,+,-) pd M/I ?
Det er klart, at I ¢ rad(I); giv et eksempel pa et ideal I
i ringén (Z,+,-),-séledes at I er en agte delmzngde af sit

radikal,

11, Lad £ vere en homomorf afbildning af en ring (M,+,°*), og lad
I vare homomorfiens kerne, Vis, at en delring af M afbildes
i en delring af M/I og, at et ideal i M afbiides i et ideal
i M/I, Vis, at afbildningen giver enentydig forbindelse mel-
lem ringene M1, hvor I ¢ M1 ¢ M og delringene af M/I, og en-
entydig forbindelse mellem idealerne I, hvor I ¢ I, ¢ M og
idealerne i M/I, og endda siledes, at vi med et 'maturligt"
valg af betegnelserne far M/I1 = (M/I)/(I1/I) (smlgm,.§2, 8V,

22).

12, Lad (M,+,+) vare en kommutativ ring og I1 og I2 to idealer i

1 {xlxa2 € I1} er et ideal i rin-
2
).

Giv ved hj®lp af idealer af formen Zm i ringen (Z,+,+) ek-

ringen, Vis, at mangden U,
. , .2
gen ("idealkvotienten" I,:

€
I
dempler p&, at samme kvotientideal (I, : I,) kan for samme I,
fremkomme ved forskellige I,, og for sémme"I2 kan det frem-

komme ved forskellige I,
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a + b/:gz

———={, hvor

13, Vis, at mengden af komplekse>tal M = { 5
a,b € 2 og a+b er lige, med smedvanlig addition og multipli-
kation udggr en ring, Vis, at I = {a + b/=3], hvor a,b € 7~

og a+b er lige, er et ideél i denne; er det et hovedideal ?

H&or mange elementer indeholder faktorringen M/I ? Vis, ét

nulreglen gazlder i faktorringen, og dermed at denne er et

legeme.

Bestem samtlige aut~norfier af M/I.

"1L. Man betragter ringen af kontinuerte funktioner x(t) p& in-
tervallet [0,1] med sedvanlig addition og multiplikation.
Angiv mengden E af regulare elementer. Eftervis, at der ik-
ke findes irreducible elementer., Find de fwlles divisorer
for x(t) =t og y(t) = t sin % , og vis derved, at ringen

ikke har fzllesmadlsegenskaben,

15. Man betragter ringen af differentiable funktioner x(t) pa
intefvallet [0,1] med smdvanlig addition og multiplikation,
Angiv mengden E af regulzre elementer. Vis, at ringen ikke
har den opstigende k&des egenskab, men at der dog findes
irreducible elementer. Vis, at de irreducible elementer net-
bp er de x(t), som kun har et nulpunkt to’ og som i1 omegnen

af dette er sidledes at x(t)/(t - to)2 er divergent for t — t_.

16, Vis, at dersom der for et integritetsring gelder hovedsst-

ningen om den entydige og altid muligé fremstilling som pro-

dukt af irreducible, sad har integritetsring bade falles-

mélsegenskaben og den opstigende kazdes egenskab (men det be-

hgver ikke at vare en hovedidealsring, smlgm. $5).
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17,

18.

19.

Lad (M,.) v#re en mengde med en komposition (betegnet multi-
plikation) som er associativ og kommutativ, og med et etele-
ment, men ingen andre regulesre elementer, og hvori divisio-
nen er hgjst entydig (men ikke altid mulig). Ved fzllesmul-
tiplumsegenskaben forstar vi: Til to elementer a og b findes
altid et m, (kaldet "mindste fmlles multiplum for a og d"),

sd alg A blg < m|g for alle g.

Vis, at (M,s) vil have fmllesmultiplumsegenskaben hvis, og kun
hvis, den har fmllesmalsegenskaben, og vis samtidig, at multi-

plikationen er distributiv m.h.t. mindste-felles-multiplums-

dannelsen.

Lad M vere mzngden bestiéende af de rationale tal, derkan skri-
ves som en brgk, hvis tmller og nmvner er hele tal, og hvori
nevneren er en potens af 2. Vis, at (M,+,+) er en delring

af (Qy+,0 ).

Bestem samtlige regulzre elementer i (M,+,. ).

Bevis, ‘at (M,+,«) er en hovedidealring, og angiv frembringer-
elementer for idealerne. 4ngiv samtlige reducible og samt-

lige irreducible elementer i M.

Lad (M,+,-)Vvare en integritetsring. Vis, at m®ngden K af
ikke—fegul&re elementer i M er identisk med foreningsmengden
af samtlige zgte delidealer i M.

Vis, at dersom K er en delring af (M,+,.), s& er K et ideal,
og at der yderligere i dette tilfmlde gmlder, at kvotient-
ringen (M,+,«)/K er et legeme.

Giv eksempel pa en infegritetsring hvori K ikke er et ideal,

og pa en integritetsring hvori K er et ikke-trivielt ideal,
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20,

21.

Godtggr, at i en hovedidealring er (a,(b;c)) = ((a,b),c),
s& den fzlles verdi kan betegnes (a,b,c¢) (altsd: fzlles-

médlsdannelsen er associativ). Vis, at de to udtryk

.- abe A og __.abcs{a;b,c)
. (ab’ac’bc) (a}'b);<asc)‘(bbc)

begge angiver mindste f®lles multiplum af a,b og c.

Lad (L;+,.) vare en mgte delring af de rationale tals
legeme, og si&ledes at L indeholder msngden 2 af de hele tal.

Ethvert element af L skrives som en uforkortelig brgk %a

Godtggr, at der findes en mengde PL af primtal, sadledes at

L netop er mzngden af de rationale tal, for hvilke nzvnernes
primdivisorer tilhgrer PL;

Vis, at et vilkérligt ikke-trivielt ideal i L netop er hoved-
idealet frembragt af My s hvor my er det mindste tal i I n N.
Angiv de verdier, som m; kan antage.

Vis, at idealerne i L kan ordnes i en '"nedstigende kzde"

I'5 I'" 5 I'"'' 5 é.., hvis og kun hvis der netop er ét

maximalideal, og angiv for hvilke PL dette indtraffer.
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0o, Udnyt Gauss'ring til at bestemme to talpar X,y c &, x>y,

sé& x2+y2 = ﬁ00u9 * 964 = 3§607236.

23, Man betragter mengden P af delmzngder af en given mengde M.
For to elementer fra P (altsé delmengder) defineres kom-
positionen A ved A A B = (AU B)\(A n B). Vis, at ¢ er
neutral ved A , og at (P,A) er en kommutativ gruppe, i
hvilken alle elementerne er af 2' orden.

Vvis, at (P,A,n) er en kommitativ ring med et etelement,
som ¢nskes angivet,

Vis, at mengden af alle delmangder af et J C M opfylder
Id1 og Id2, alts& er et ideal, og angiv en homomorf
afbildning af (P,A,n) for hvilken idealet er kerne. Er
det et primideal ? Bestem idealsummen af to sé&danne ide-
aler svarende til J1 og J2.

Angiv et maximalideal og strukturen af det tilsvarende
kvotientlegeme, og vis at alle maximalidealer er af

den angivne type. | -

24, Vis, at det s. 21 omtalte ideal I, i c”—funktionerﬁe
er et primideal, Er det et maximalideal ?

25, Bevis, at for n-= 2 er i den kinesiske restklasses@tning

forudsatningen om eksistens af etelement overflgdig,




—
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§ u,rKontinugrt ordnet}gruppe, De_geelle tal.

I § 2 blev det vist, hvorledes man udfra de naturlige tal
kan opbygge de rationale tals 1egeme. I den n&rvmrende $ skal
det bl a. vises, hvorledes man ved betragtnlnger -~ 1 hvilke be-
grebet ”konvergens" spiller en afg¢rende rolle - udfra de ratlo-
nale tal kan opbygge det reeclle talsystem, og dette eksempel kan
man have i tankerne ved de nwrmest f¢1gende s¢ders behandllng af

en ordnet gruppes fuldst&ndlgg¢relae.

Lad (M, + <) vere en kommutatlv ordnet gruppe. Dens elemen-

ter betegnes x,y, ,---; dog vil vi et par steder af konventlo—_

nelle grunde lade € sta for et v1lkar11gt p051t1vt element, og

nulelementet betegnes O. Som omtalt i § 2 er |x| = max{x,—x}

og for denne absolutte V%Pdl gelder simple regneregler. Bogsta-

verne n,m,g,k,-o- skal betegne naturlige tal.

Ved en fglge [x ] af' elementer fra M, eller udf¢r11gere
skreyet en fglge <X4’X2"'°)’ forstis som bekendt en afbildning

j - x5 af N ind i M. Ved en delfglge af en fglge [xj] forstas

som bekendt en fplge [xm I, hvor j - my er en endomorfi af (N,<).

J
Nar vi siger, at en egenskab gelder for alle elementerne fra et
vist_trin i en fglge [x ], eller at den gmlder "alutteligt"‘i |
f¢1gen [x ], sa menes dermed, at der ek51sterer et n € N Sale—

des at egenskaben gelder for alle elementerne XJ, hvor J > n.

Vi skal nedenfor uden nzrmere kommentarer benytte forskelllge

evidente satninger om delfglger, som f.cks.: "En delfglge af en

delfglge af [xj] er selv en delfglge af [Xj]” og "hvis en egen-
skab gazlder fra et vist trin for alle elementerne i en fglge,
s& gelder den ogsd fra et vist trin for all elementerne i en

delfglge",
Mzngden af fglger [xj] af clementer fra gruppen (M,+,<)




Mat. 2, 1966-67 AT 4,2

kan organiseres som en gruppe ved en fglgeaddition, betegnet

med ®, bestiende i elementvis addition, séledes at
[xj] G} [Yj] = [Xj + yj]; den tilsvarende subtraktion betegnes
med ©. Gruppens nulelement er den fglge, hvis elementer alle er

O

Ved en nulfplge (forkortet nf) forstids en felge [Xj] som

pogitivt

er sidledes beskaffen, at der til ethve?tVe findes et n, sidledes
at for alle j > n g#lder Ile < €+ Eksempel: En fglge hvori ele-
menterne fra et vist trin er lig o er en nulfglge. Man ser umid-
delbart, at [xj]nf c#»[-xjﬂnf - [|xj|]nf, og at enhver delfglge
af en nf er nf. kndvidere, at hvis man for alle J har lle < yj’
hvor [yj]nf, sé er [xj]nf.

Mzngden af nulfglger udggr med ® en gruppe ({nf},®). Dertil

mangler vi blot at vise, at summen af to nulfglger er en nulfgl-

gee. Ved beviset md man skelne mellem to tilfzlde: IO, hvis grup-

pen har et mindste positivt element €5 (indtreffer f.eks. for

(Z,+,<)), s& ser man ved at velge ¢ = e, at enhver nulfglges e-

lementer er sluttelig o, men s& er elementerne i summen af s&dan
er en nulfgl '
to fglger jo sluttelig o, s& at sumfglgeny 1I , hvis gruppen ik-

ke har noget mindste positivt element, 84 kan man til ethvert ¢

finde et mindre €49 08 €, = € - €4 er da ogsa positiv, og ethvert

positivt element kan altsd skrives som en sum g = €y + €5 af to
positive elementer; til €, kan bestemmes et n, sa |Xj| < ey for
j >mn,, 08 til €5 kan bestemmes et n, sé |yj| < &g, Tor j > Dy

e, =€ for j> n = max{nﬂ,nZ}, hvormed

og si er [xj + yjl <ey *egy

beviset er fgrt.

Ved en konvergent fglge (forkortet kf) forstds en fglge [xj]

som er saledes beskaffen, at der findes et x for hvilket fglgen
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[x. f'ijer en nulfglge. Elementet x kaldes gramseyzrdi for fpl-
gen [kj]; en fglge kan kun have én grwnsevwrdii thi antages at
badde x og y betegner grgnseverdi for [Xj]’ s& viser den for alle
J gyldige ulighed |x -~ y| ¢ Ix‘_j - x| + |x5-— vl at x -y = o,
fordi ulighedens hgjre side er element i en"nuif¢1ge (nemlig

sum af to nulfglger)..

Eksempler: Nulf¢1gerne_er netop de fglger, som er konver-

gente med gransevysrdien Q. En fglge hvori alle elementer er. 1ig

X er konvergent med gransevardien. X.

“Man ser umiddelbvart, at [xj]kf med gransevardien X
[—xj]kf med grmhsev&rdien -X e Endvidere, at en delfglge af en
konvergenf fplge er konvergent og med samme granseverdi.

Summen af to konvergente fglger er en konvergent fglge,
hvis grensevaerdi er summen af graznsevardierne; dette er en umid-
delbar konsekvens af et summen af to nf igen er nf. Heraf ses; =

at mengden af konvergente fglger udggr med @ en_gruppe; den af-

bildning -som til en konvergent fglge lader svare,dens.gr&nsevaf~

di_er en homomorf afbildning af gruppen ({kf},®)<ovar1pé_gruppeh

(My+), 0g homomorfiens kerne er infle .

Ved en fundamentalfglge (forkortet ££) forstés en fglge [xj]

som er sdledes beskaffen, at for en vilkarlig delfglge [xm;] er

: o . d ‘
fglgedifferensen [xj] e [xm ] = [Xj - X ] en nulfglge. (Det be-

merkes, at der i funktionsanalysen ofte anvendes en anden defi-

nition of ff, men man kan let se, at definitionerne er akviva-

lente; smlgn. ¢v. 4).
Eksémpel} Enhver' konvergent fglge er en fundamentalfglge, thi

for en kf [xj] med grenseverdi x er [Xj - xm;] = Exj - x] ®

J

[xm - x] en nf (differens mellem to nf).

Jd . )
Man ser umiddelbart, at [xj]ff s [—xj]ff. Endvidere er sum-




men aff to £f, hhv. [Xj] og [yj], igen en ff; thi omskrivningen
[(x5 + yj) - (xmj +y, )= [xj -x le [yj - ymj] viser, at
dette udtryk er en nf gsum af to nf). Heraf ses at, mengden ar

fundamentalfglger udggr med ® eh gruppe ({ff},®»). Denne gruppe

har {nf} som normal uﬁdergruppe {normal, idet ® er kommutativ),
og der eksisterer derfor en homomorf afbildning ¢ af ({ff},®)
over p& en faktorgruppe ({ff},®)/{nf}. Da ({ff},®) ogsé har {kf}
som undergruppe, og denne ved den afbildning som fgrer en kf o-
ver i sin gransevardi overfgres pa (M,+), homomorft og med {nf}
som kerne, s& kan ¢ tages som en udvidelse af denne homomorfi,

og faktorgruppen ({ff},®»)/{nf} kan skrives p& formen (M*,+), hvor

denne sidste gruppe er en udvidelse (effektiv eller ej) af (M,+).

Man bemzrker, at ved o vil [FfFI\{kf} afbildes pa M"\M.

Da: en fundamentalfglge og en delfplge af den afviger ind-
byrdes med en nulfglge ses, at en delfglge af en fundamentalfgl-
ge er igen en fundamentalfglge, som ved afbildningen ¢ far det
gsamme billede i M*. Specielt ses, at hvis en fundamentalfglge
har en delfglge som er konvergent, si er fundamentalfglgen selv
konvergent og med samme gransevaerdi, og endnu mere specielt, at
s8

hvis en fundam ntalfglge har en delfglge som er en nulfglge,

er fundasmentalfglgen selv en nulfglge.

Hyis M* = M bliver {ff]\{kf} = @, s& at enhver fundamental-

fglge er konvergent. Med en glose velkendt fra lzren om metriske

rum siger vi i dette tilfzlde, at den ordnede gruppe (M,+,<) er

fuldstendig.

Dette indtrazffer f.eks. hvis enhver nulfglge sluttelig er o,
thi s& er enhver ff sluttelig konstant (idet ifglge definitionen
aff ff - med m, = jJ + 1 - er [xj - Xj+1] en nf), og dermed konver-

gent., Specielt indtraffer det i tilfmldet I° (side 2). Men der
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findes ogsé andre fuldstendigt ordnede grupper, som f.eks. dét re~

elle talsystem der g¢gnskes konstrueret.

. o * . 3 -]
Vi skal pa M indfgre en ordning, si der fremkommer en ordnet
gruppe (M*,+,<), som er en udvidelse af (M,+,<). Vi kalder en ff
[Xj] for plusfglge, hvis den ikke er nf, og hvis det for all j fra

et vist trin gzlder at-xj > 0. For en vilkarlig fglge [xj] er aben-

bart hgjst én af fglgerne [xj] og G[Xj] en plusfglge, men for enhver

ff, som ikke er nf, indtraffer altid en af de to muligheder. Thi i

modsat fald ville [Xj] have bade en delfglge [xm ], hvor alle x, <0,
J J

og en delfglge [xn ], hvor alle Xn 2 0, og for ethvert j galder s&

J J
0 ¢ X, < X, - Xm s hvori det sidste udtryk er element i en nf
J J J
(fordi [xj] var ff), s& at uligheden ville medfgre, at [xn ] var nf,
J

altsa at [xj] havde en delfglge som var nf, og dermed at [xj] selv.

var nf.

Hvis [xj] og [yj] er plusfglger gzlder fra et vist trin

0 <x. K< Xj + y., hvor dette sidste ikke kan vazre element i en nf

(for s& viser uligheden, at [Xj] er nf), og dermed er vist, at

= _plusf
plusf ® plusfy eller med andre ord, at ({plusfl,®) er en halvgruppe.

Endvidere er plusf @ nf = plusf, thi summen kan ikke vare en nf (da

({nf},@) er en gruppe), og hvis den ikke var plusfglge mdtte den

efter det ovenstiende vare ©plusf, og ved at flytte over lighedsteg-

net ville det give plus & plusf = nf,
Vi lader stadig ¢ betegne den kamoniske afbildning af ({ff},®)

rd ({fr},@)/{nf} = (M*,+). P4 M* definerer vi nu en ordning >, idet
vi setter x* = ¢([ij > y* = ¢([yj]) hvis og kun hvis [xj-yj] er

plusf. Dette er brugbart som definition, thi selvom de samme x* og

y* kan fremgd ved ¢ af forskellige ff [xj], hhv. [yj], s vil disse
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kun afvige indbyrdes med nulfglger, hvilket er uden indflydelse pa

om [x.-yj] er plusf, For elementer x,y € M vil relationen > stemme

J
overens med den oprindeligt givne ordning > pa M, saledes at det

ikke ggr noget, at vi har valgt samme betegnelse; thi for x,y € M
er X og y graznseverdien (d.v.s., billedet ved ¢) af de kf, hvori samt=
lige elementer er x, hhv. y, og disse fglgers differens har samtlige
elementer lig x~y, s& at differensfglgen er en plusfglge netop nar
X > ¥y« Da enhver ff er af netop én af typerne nfy plusf eller €plusf,

bliver relationen irreflexiv, total og asymmetrisk, og anvendes

plusf ® plusf = plusf pa [xj-yj] ® [y5~zj] = [Xj—zj] ses, at den

er transitiv. Desuden ser man, at {plusf} netop afbildes p& de po-
sitive elementer i M*. Og da X7V = (Xj+zj) - (yj+zj) vil x> y*=>

* A * 3 .
X+ z‘:>y + z*, s8 at LM?,+,<) er_en ordnet kommutativ_gruppg.

Og denne gruppe er altsid en udvidelse af den ordnede gruppe (M;+;<)

Hvis en fglge af elementer fra M er nf, kf ellier ff 1 (M;+,<)

vil den opfattet som fglge 1 (M*.+,<) have samme_egenskab. Det er

&benbart tilstrakkeligt at bevise det for nulfglger, da de to andre
slags fglger er definerede v.hj.a. disse, men pad den anden side er
det ikke nogen trivialitet, da der i definitionen af en nulfglge skal
sammenlignes med alle positive elementer, og nar der er flere ele-
menter 1 M* end i M, stilles der herved flere krav. Vi skal imid-
lertid godtggre, at der til ethvert positivt e*e M* findes et posi=
tivt € € M, hvor ¢ geﬁ, for si er det jo tilstrakkeligt at sammen-
ligne med alle € ie.st.f. med alle € « Antag e* = ¢([ej]) hvor [Sj]

er en plusfglge; dersom & > e*, s& er fglgen [e - sj] en plusfglge,
og fra et vist trin gzlder derfor e > ej; men hvis dette er tilfaldet

for alle e er [sj] en nulfglge, hvormed beviset er fgrt. Derimod er

det uden videre klart, at en fglge af elementer fra M som er nf eller
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£ i (M¥ . +,¢) vil havejsammeregenskab i (M,+,<); for én kf kan noget

tilsvarende ikke pastds idet dens grsnseverdi kunne ligge i M*\M.

En .fundamentalfglge [xj] i (M,;+,<) vil opfattet.som fglge i

(M*;+,<) vere konvergent med grensevsrdien x* = ¢([xj])£ Ifglge det

ovenstéende er det tilstrmkkeligt at visey at for ethvert € € M
gglder fra et vist trin Ixj - x*| < &, og vi kan gerne antage; at
x* ¢ M, for ellers er fglgen allerede kf i (M;+,<). Vi skal altsad
blot vise; at der ikke findes vilkarligt store j, hvor der (med et
passende fortegn) gzlder i(xj?x*) S €. Men for ethvert sddant jJ
ville fglgen [i(xj?xk)-s] (hvori nu k er f¢1geindex) vere en plus-—
fplge, og vi kunne angive et k = k(j) sa i(xj—xk);s > 0, eller
Ixj;xkl > €

to delfglger

Dersom dette kunne ggres for uendelig mange j fik vi

[xj] og [Xk(j)]’ for hvilke den sidste ulighed strider

mod at de er udtaget af en fundamentalfglge.
Den ordnede gruppe (M*,+,<) er fuldstandig; Bevis: Foran

(side 4) er bemzrket, at dersom enhver nf sluttelig er O, s& er
(M,+,<) selv fuldstendig og M = M*; vi behgver derfor blot at be-
tragte tilfazldet, hvor der i M findes en nf [xj] som ikke sluttelig
er 0, og dermed alts& en nf, nemlig en delfglge af [|xj|]; som bestar

af lutter positive elementer (man bgr bemzrke, at selvom der ikke

findes noget mindste positivt ey, tilfsldet IT° side 2, s er ek-

sistensen af en nf af positive elementer ikke sikret). Lad [aj] be-
tegne en nf af lutter positive elementer og lad [x?] vere en ff i
M*. Ethvert x% er ¢-vaerdi for en ff af elementer fra M, og denne
ff konvergerer (i M*) mod X?J Til ethvert x; € ﬂ* findes altsa et
y; € M sa x; =¥ + &?, hvor |&§{ < ej; Man ser, at f¢1gén [6?] er

J
nf i M*, og den er altsa bade ff og kf i M*: Da Y3 = x? - &? ses;y
at [yj] er ff i M*, og da dens elementer alle tilhgrer M er den og-

s& ff i M og dermed kf i M*; Men si er [x?] = [yj] ® [6?] skrevet




som en sum af to fglger, som begge er kf i M*, og dermed er [x?]

gelv kf i M*. Dermed er pastanden vist.

Dermed har vi setningen: Enhver ordnet kommutativ gruppe

(M,+,<) kan udvides til en fuldstendig ordnet gruppe i hvilken en-

hver fundamentalfglge fra M er konvergent, nemlig den konstruerede

*+<)o

Udvidelsen er en entYdigt bestemt mindste udvidelse med den

M

nevnte egenskab, idet der ogsad gmlder: Hvis en kommutativ ordnet

gruppe (M,+,<) er indeholdt i en kommutativ ordnet gruppe iﬁ;+,§)

og enhver fundamentalfglege fra M er konvergent i M, sa vil (M,+,<)

indeholde en undergruppe isomorf med (M*,+i§).

Bevis: Lad os et gJjeblik med Ef, kf og T betegne fglger som

er hhv. nulfglger, konvergente fglger og fundamentalfglger 1 M, me-
dens nf', kf og ff betegner fglger af de samme arter 1 M. Da M inde-
holder flere positive € end M er det klart, at hvis en fglge af ele-
menter fra M er nf sd er den ogsd nf, og hvis den er ff (specielt
Ef) 88 er den ogsd ff. Omvendt vil ifglge forudsztning enhver ff
vere Kt og specielt enhver nf vare nf (den er jo Ef, 0g gransever-
dien m& vare 0, hvilket f.eks. ses ved i fglgen at indskyde uendelig
mange elementer = 0, hvorved den stadig er nf og dermed Ef). Nar
vi kun betragter fglger af elementer € M er altsd {nf} = {nf} og
{£f} = {kf}] og endvidere f{plusf}] = {kf med positiv grensevardi].
Nu er ifglge det tidligere (side 3) gruppen (ﬁ,+,<) netop billedet
af gruppen ({kf},®) ved en afbildning med iﬂf} som kerne, og ordnet
ved at de positive elementer er billederne af {EF med positiv gran-
sev&rdi}. Betragtes restriktionen af denne afbildning til mengden
af fglger, hvis elementer alle tilhgrer M, far vi som billede net-
op ({£f},®)/{nf} = (M¥,+), og ordnet ved at de positive elementer

er billedet af {plusf], altsd netop (M*,+,<). Og da billedet ved




Mat.2, 1967-68 - . AT L, 9

restriktionen er indeholdt i totalbilledet, vil (M*,+,<) vere inde-
holdt i (i,%,<).

Ved den‘siaSt be#iste setning begr det fremhzves, at det er
vwséhtliét,:at vi:kfmver,'at en ff fra M er kf i M; Af en gvelse
fremgéf,‘at dét er meningslgst at tale om '"den mindste fuldsten-
digt’ordnede grﬁppe,'som indeholder en given ordnet gruppe".

Ved de reelle talé'ordnede;gruppe (Rg+,<) forstar man den

(pansr isomorfi entydigt bestemte) ved ovenstiende metode konstri~

erede“ud#idelsésgruppe'(Q*;+;<)-til gruppen (Q,+.<)- af rationale

tals Det er let (men udskydes til 1idt senere) at indfgre en mul-
tiplikation pa (R,+,<) siledes at man fir de reelle tals ordnede

legeme (Ry+50,<).

Vi skal betragte nogle andre karakteriseringer af (R,+,<)
som ordnet gruppe.

Vi betragter en ordnet kommutativ gruppe (M,+,§); ved hvilken
vi af praktiske grunde i det fglgende benytter den reflexive ordnings-
relation ¢ i st.f. den tilsvarende irreflexive. En fglge [xj] be-
fegnes voksende, hvis X, < Xy § oess 08 pa analog mide benyttes
gloserne "aftagende" og '"monoton'.

Lad os minde om majorantbegrebet (AG, I,5,26-27)(for de fgl-

gende smabeviser kan man ogsad bemzrke den stmrke-lighed med bevi-
serne for konjugerede underrum, AG III 412,6): Ethvert a har en

ma jorantmengde M'(a) = fx]x > a} og en minorantmengde M''(a) =

fx]x ¢ a}. En delmsngde A harmajorantm#ngde og minorantmzngde hhv.
lig

M'(A) = N M'(a) og M''(A) = N M''(a).
ach acA




P
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Det er klart, at A ¢ M'(M''(A)) og A ¢ M''(M'(A)), og endvidere at
CcA=M(C) oM (A) AN'"'(C) 2 M''(A). @fvre og nedre granse for
A defineres som sup A = min M'(A) og inf A = max M''(A), idet ek-

sistens p&d den ene side af lighedstegnet medfgrer eksistens pa den

anden side.
Ved et snit (A,B) forstis to ikke-tomme delmzngder A og B af

M, for.hvilke B = M'(A) og A = M''(B). Det er klart, at A U B = M,
thi minorantmzngden A for B vil med ethvert a ogsé indeholde alle
X ¢ a, og de x som ikke kommer med herved er > alle a € A, og til-

hgrer altsd B = ma jorantmsngden B for A. Hvis ¢ € A n B, s34 er sam~

tidigt ¢ € A og ¢ majorant for A, altsd ¢ = max A = inf B, og ana-

logt ses, at ¢ = min B = sup A, og vi har altséd A = {ala { ¢} og
B = [plp > ¢}, og specielt ses, at A n B bestdr af hgjst et element.,
Hvis blot én af stgrrelserne max A, inf B, min B, sup A eksisterer,

ser man at dette tilfzlde forekommer, og snittet siges at vare

elementbestemt (ved c). Endvidere ses, at ethvert ¢ € M pad denne

méde kan frembringe et elementbestemt snit., Hvis A n B = @, er snit-

tet (A,B) ikke elementbestemt. Der findes grupper med snit som ikke

er clementbestemte, f.eks. udger i (Q,+,<) mengderne
A= fx|xd <2} ogB = {XlXB > 2} et snit som ikke er elementbestemt
(1pst sagt fordi &2 er irrational).

For en kommutativ ordnet gruppe (M,+,§) er nu fglgende tre
egenskaber ensbetydende

1) Ethvert snit er elementbestemt

2) TFor enhver ikke~tom opad begrznset delmzngde C eksisterer

sup C

3) Enhver voksende begranset fglge er_konvergent

idet man naturligvis ogs& kunne erstatte 2) med den tilsvarende egen-

skab for nedad begrznset og inf, og.liges& kunne erstatte 3) med
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den tilsvarende egenskab for aftagende fglge.

Pgrset skal vises,vat 1) medfgrer 2)., Lad C vare ikke-tom og

opad begranset; vi sstter B = M'(C) og dener ikke tom, og vi satter

A=M"(B), ogdah=MN"(B)=u"M(C)) 3 Cer den heller ikke

tom. Endvidere vil C ¢ A medfgre B = M'(C) o M'(A), men samtidig har

vi B ¢ M'(M''(B)) = M'(A), og tilsammen fis B = M'(A), og sammen

med det forrige viser det; at vi har et snit.vNér dette er element-
bestemt s& eksisterer min B; som ifglge sin definition er lig sup
C, hvormed beviset er fgrt. (Vi bemwrker; at det er trivielt,'at‘
2) medfgrer 1),7thi for et snit (A,B) er A opad begr&nset, hvor—

efter eksistensen af dens sup viser, at snittet er elementbestemt) .,

~ Dernmst skal vises,”at 2) medfgrer 3). Hvis [xj] er en voksende
bégrénset f¢lge,.sé udggr dens elementer en voksende begrénset.del-'
mwngde,:og ifglge 2)‘findeslder et x = sup{xj} =mindste méj0rant.
fori{x.},fog for ethvert e er derfor x-e ikke majorant;:og der fiﬁ—
dés altsé et xn sé x—é < xngfx,.og for ethvert jsn gwlder s8 ogsa

X - € < xj g_x,'hvilket viser, at fglgen er kf med grsnsevaerdien Xe

Endelig skal vi vise,;at 3) medfgrer 1). Vi vil antage, at

der findes et snit (A,B) som ikke er'elementbestemt, men at en-

hver voksehde begranset fglge er kf,‘og skal deraf udlede en mod-
strid. Da max A ikke eksisterer kan vi til ethvert x € A finde et

X + e € A, og vi skal fgrst vise, at det kan ggres pad en sadan made,
at x + 2¢ € B; vi tager x € A og et positivt § 88 x + § € A,‘og
betragter fglgen [xj] = [x + 236]; fglgen [Xj] kan ikke vare kf,
fordi [xj+1-xj]‘= [2j§] ikke er nf (dens elementer er jo ikke fra

et vist trin mindre end det positive 6); men da [Xj] er voksende

ma den s& vare ubegranset, og den md derfor have et element X
stgrre end et element b € B; hvis vi tager det mindste J sa

x € B vil for e = 298 elementet x5 = x+e ligge 1 A, medens

Jj+1
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til ethvert af dem findes altsa& et mindre Xj langere ude i fglgen,

og vi kan altsid opnd en aftagende delfglge.

Egenskab 3) udsagde, at enhver monoton begraznset fglge er

konvergent. Fgrst vises, at 3) medfgrer 5'). Da enhver kf ogsd er
ff, er fgrste del af 5') opfyldt. For at vise anden del bemazrker

vi fgrst, at enhver fundamentalfglge er begranset; hvis dette ikke

jaldt kunne vi til ethvert x. finde et x_,.\ 88 [x.=% ,. > €

gJ j k(3) o 155l > e
i strid med at differensfglgen [xj—xk(j)] skulle vere nf. Af en ff
kan derfor altid udtages en begranset monoton delfglge, og nar den-~
ne ifglge 3) er kf, s md fundamentalfglgen selv vare konvergent.

Dermed er anden del af 5') bevist.

S& vises, at 5') medfgrer L). Enhver begraznset har en begranset

monoton delfglge, og 5') udsiger at denne er ff og dernmst at den

er kf, hvormed L) er vist,

Endelig vises at L) medfgrer 3). En monoton begraznset fglge

[Xj] har ifglge L) en konvergent delfglge, og hvis gransevsrdien
kaldes x vil altsd for ethvert ¢ uendelig mange Xj ligge mellem
X—-€ 0g X+e, men p.g.a. monotonien gzlder dette s& ogsd for alle

de mellemliggende indices, d.v.s. for alle xj fra et vist trin,

hvormed beviset er fgrt.




Mat. 2, 1967-68 | AT L, 12

Xip1 = x+2¢ ligger 1 B, hvilket pastodes., Vi tager si et vy, € A
og danner en fglge [yj] af elementer € A og en fglge [Zj] af ele-
menter € B, idet vi efter Vet tager yn = yn_1 + o € A og

e, € B; felgen [yn] er voksende og begrznset (f.eks,

zn = yn_1 +2

af et vilkarligt element fra B), altsd kf, hvilket viser, at

[enJ = [yn-yn_1] er nf, og fglgen [zn] = [yn+gn] er derfor ogsd kf
og med samme grenseverdi., Lad os kalde den fzlles grenseverdl x;
hvis x € A findes et x+e € A, men det strider mod at fra et wvist
trin er zn < x+eg samtidig med at Z, € B; hvis x € B findes et
X~g € B, men det strider mod at fra et vist trin er Yn > X~-g sam-
tidig med at ¥, € A. Der kan altsd. ikke findes noget x (daa jo
A U B = M), hvormed den gnskede modstrid er opniet.

Dermed er vist, at 1), 2) og 3) er ensbetydende.

Vi vil yderligere vise, at egenskaberne 1), 2) og 3) er ens-
betydende med

4)  Enhver begreznset fglge har en konvergent delfglge

5Y Enhver voksende ﬁegr&nset fglge er fundamentalfglge, og

enhver fundamentalfglge er konvergent.

Til det formdl vil vi fgrst vise, at enhver fglge har en monoton

delfglge. Lad [xj] vere en given fglge; vi vil forsgge at udtage
en voksende delfglge, og viser, at hvis konstruktionen mislykkes
findes der en aftagende delfglge. Vi tager om muligt k1 s& uendelig
mange xj 2 xk1; sa tager vi om muligt k2 > k1, sa Xk2 2 xk1 og
uendelig mange X, > Xx,_ ; sa tager vi om muligt k., > k., S&

2 X og uendelig mange x. > 3 OeS.Ves Hvis konstruktionen
ks ¢ Tk, J Xk3

stédig er mulig fremkommer der en voksende fglge [xk ]s Hvis vi

efter bestemmelsen af X ikke kan fortsztte konstruktionen, si

n
skyldes det at for ethvert jo blandt de uendelig mange J stgrre

end ¥ o for hvilke x, > Xk vil fra et vist trin gmlde at x, < x. 3
n J = Tk, J Jo
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skaberne er karakteristiske for de reelle tal:

Gruppen (B,+,<) opfylder de fem ensbetydende betingelser

1) BEBthvert snit_er_elementbestemt

2) TFor enhver ikke-tom opad begranset delmengde C eksisterer

SU.Q Co.
3) Enhver voksende bégrwnset fplge er konvergent.

L) Enhver begranset fglge har en konvergent delfplge

5) Gruppen er_arkimedisk og fuldstzndig.

Omvendt wil enhver ordnet kommutativ gruppe som ikke har noget mind-

Ste positivt element og opfylder et af de fem krav vare isomorxf

med (R,+,<).

At (R,+,<) opfylder f.eks. 5) ses let, idet den er fuldstazndig,
og til ethvert e" i den, altsd i (8%+,<), findes et € € Q, s&

e < 8*, og i undergruppen {ne] findes &benbart til ethvert a € R

et ne ¥ a,.

Beviset den anden ve] skal ikke detailleres. L¢gst sagt beror
det pad at (M,+,<) arkimedisk = (M,+,<) isomorf med en del af
(R,+,<), hvorefter "fuldstzndig" medfgrer, at det er hele R,

Vi skal endnu vise, at der gazlder en til sztningen s.8 sva-

rende s@tning om udvidelse af et ordnet kommutativt legeme: Givet

et ordnet kommutativt legeme; det kan - og pansr isomorf kun pé én

méde_-_ udvides_til et fuldstendigt ordnet legeme, sdledes at_ enhver

fundamentalfglge i det givne er konvergent i _det udvidede.

"Ordnet legeme' er tidligere defineret. Gloserne '"fundamen-

talfplge', "konvergent" og'fuldstendig" refererer til de additive

grupper .
I det givne legeme (L,+,+,<) betragter vi den additive gruppe

(L,+,<), og denne udvides som i det foregiende til (L*,+,<), hvor

(L*,+) = ({rr}, ®)/fnf}. Men vi skal vise, at {ff} endda kan orga-
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Egenskaben 5') kan udtrykkes 1idt anderledes. Sidste del af
den udsiger blot, at (M,+,<) er fuldstmndig; Fgrgste del skal vises
at vere ensbetydende med: Til to positive elementer e og a € M fin-
des altid et naturligt tal n, #& a < ne (idet ne er et clement
g+esse+g; der er ikke tale om multiplikation), hvilket Abenbart
ogsa kan udtrykkes med ordene: for enhver ikke-triviel undergruppe
(der jo specielt indeholder en mengde fne}) vil ethvert a € M lig-
ge mellem elementer fra undergruppen. Vi kan udtrykke egenskaben
kort ved at sige, at (M,+,<) er arkimedisk, og konstaterer over-
ensstemmelse med AT 2,20, idet et ordnet legeme er arkimedisk net-
op nir dets gdditive gruppe er arkimedisk.

Pgrst: Hvis (M,+,<) ikke er arkimedisk, s& findes a og ¢,
hvor a >.alle ne, men s& er fglgen €,2e,3€,++»+ &abenbart voksende
og opad begrznset, og den er ikke ff, da [xj+1ﬂxj] = [e] ikke er
nf'. S84 den anden vej: Antag [xj] voksende, begrznset af a og ikke
ff, si eksisterer et e, for hvilket man for vilkarligt store j kan
finde et k = k(3) > j, hvor X, Xy2 €3 vi kan da for ethvert n fin-
de et X > ne, hvilket kan ses ved induktion, thi hvis X > ne ka

vi tage et j > m, og et tilsvarende k(j), og har si xk>xj+e >

Xm+8 > (n+1)e; men da a er stgrre end alle xm, er gruppen ikke

arkimedisk.,

I St.f. 5') kan vi derfor sige 5) gruppen (M,+,<) er arkime-

disk og fuldstandig.

Da 5 ensbetydende betingelser opfyldes trivielt af en gruppe
bestédende af et element, og endvidere af enhver uendelig cyklisk
gruppe ({nel,+,<), og man ser omvendt af 5), at hvis en gruppe har
et mindste positivt element €y 08 opfylder betingelserne, sa ma
den vare af denne art, altsa isomorf med (Z,+,<).

Der gslder nu fglgende vigtige satning, som udsigsr at egen-
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niseres som en ring ({ff}, ®,®), idet vi som f¢1gemultipiikation

© benytter elementvis. multiplikétion, altsa [Xj] ® [yj] = [ijj]’

og at fnfl bliver et maximalideal i dehne ring. Thi si bliver jo

kvotientringen ({ff},®,0)/{nf} et legeme; af det foreghende frem-
gar, at dets additive gruppe er fuldstwndigt ordnet, og at enhver
ff fra det givne legeme er kf i udvidelsen. Med hensyn til multi-
plikationen vil ordningen ogsd vaere i orden, da produktet af to
plusfglger abenbart fra et vist trin har positive elementer og
derfor er plusf eller nf, s& at i kvotientlegemet bliver pfoduktet

af to positive elementer > O, Vi skal derfor blot vise de under-

\

stregede pastande.

Det er foran s:13 vist, at enhver ff er begraenset, og dette
medfgrer at nf ©ff = nf, for hvis [xj]nf og [yj]ff; sa f%#des et
z > alle |yj|, hvoraf fas Ixjyjl < €, nir blot lle ¢ ez~ (NB her
benyttes, at L er et legeme; det gazlder ikke alment i en fihg; at
§£f} udger en ring).

8& fglger at £f ® £f = £f, idet for to givne ff[xj] og [yj]
bliver X595 e Xj(yj - yk) + (xj - Xk)yk’ som er,element i
en nf (nemlig ff enf @ nfeff). Da elementvis multiplikation end-
videre er kommutativ og associativ og distributiv mehete addition;
har vi en ring ({ff}j®;®). Desuden er {nf} et ideal i denne, for
ovenfor er vist at Id2 er opfyldt, og fra tidligefe ved wi at Ia1
er opfyldt.

S& mangler vi blo at vise, at {nf} er maximalideal. Hvis et
ideal indeholder {nf} og desuden en ff, som ikke er nf, s& inde-
holder det en Fglge [Xj], ikke nf, af elementer som alle er ulig
0 (nemlig en delfglge af den forrige). Rglgen [X31] er begrsnset
for ellers fandtes for ethvert ¢ et stgrre |x51|, d.v.s. for ethvert

e et mindbe |x.|, men sd ville [xj] vere nf. Men s& er [x51]ffg
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idet x51 - X£1 = (xk - Xj)x51x£1 er et nulfglgeelement gange noget

begranset. Dernmst viser Id2 at idealet indeholder [xj]©[xg1] = [el,

som er etelementet i ({ff},®), og dermed indeholder idealet hele

{ff]. Dermed er beviset fuldfert.

Ved det reelle tallegeme (B,f,q,<) forstar man_det Da denne

vis konstuerede udvidelseslegeme til (Q,+se,¢) .
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¢Velser til §H;

1. Vis,at den i teksten side 3 givne definition af funda-
mentalfglge er azkvivalent med definitionen:; Fglgen [Xj]
siges at vere fundamentalfglge, dersom der for ethvert

& > 0 eksisterer et n € N, s& j, k >n= lxj - x| <e,

2, Lad (G,+, <) vare en ordnet kommutativ gruppe., Mzngden
M=0cX%={(g,2)| g€Gnazc€li organisefes som gruppe
ved (g4, 24) + (85, 2p) = (g,+8552,+2,), og ordnes ved

(815 29) < (8ps 2p) = gy < 8y v (8 = 8y A 7y < Zs)
Vis,at der herved er dannet en kommutativ ordnet gruppe
(M, +,<) med en undergruppé¢ isomorf med (Gy+5<)y Er (M,+,<)
arkimedisk? Vis, at (M*,+,<) = (M,+,<),s4 at gruppen er

- fuldstendig. Kan man af (G,+,<) indeholdt i (M,+,<) slutte
at (& ,+,<) indeholdt i (M ,+,<) ? Som eksempel kan be-
tragtes (§,+,<), og angiv her kardinaltallene for M og Q*,

3, Lad (G,+,<) vere en arkimedisk ordnet gruppe. Vis, at for
givne elementer a,b + 0, vil mengderne

%%]ma < nb} og {%]ma > nb}, my, n € %, n 40,
wdggreet snit i (Q,+,<), og benyt dette til at vise, at

(G,+,<) er isomorf med en undergruppe i (R,+,<).
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§ 5, Polynomier.

Lad (M,+,.) vaere en integritetsring. Ved et polynomium a
over M forstar vi et endeligt szt (ao,a1,...,an) af elementer
fra M, indicerede pa den angivne méde; elementerne aj kalder vi

polynomiets koefficienter, bégrundelsen for demne betegnelse vil

fremgd nedenfor. Da vi ofte samtidig skal betragte szt af for-
skellige lzngder, kan det vaere praktisk og vil ikke skade at be-
tragte‘polynomiet a som en fglge (ao,a1?...) hvori elementerne er
O fra et vist trin. Det st¢rsterindex m for hvilket ay, 4 O kal~-

des for polynomiets grad.

Mzngden af polynomier over M organiseres som en ring, po-

lynomiumsringen (M[{X],+,+) ved fglgende komposiﬁioner (hvor det

ikke vil volde besvaer, at vi valger de samme kompositionstegn +

og » som i M):

Additionen defineres ved at sztte a + b = ¢, hvor

c = (00,01,...) med cy = ay + b., altsad som koefficientvis ad-

dition. Man ser, at polynomierne med addition udggr en kommuta-

tiv gruppe, hvis neutralelement er nulpolynomiet (0,0,...). Mul-

tiplikationen defineres ved at satte ab = ¢, hvor c = (00’01’°")

med cj = Eakbj—k’ hvor der summergs idet k lgber fra O til jJ,
eller med andre ord c'j = Zakbl hvor der summeres over alle par

(k,1) hvis sum eB lig j. Man ser, at multiplikationen bliver kom-
mutativ (idet multiplikationen i M var kommutativ), og den bliver

associativ, idet man finder

asbec = d = (d ,d,5ee.), hvor d, = S a b.c. ,
o’ k+1 +m=j k™1"m

uafhengigt af hvorledes man setter parenteser 1 produktet a-b-c.

Endvidere bliver multiplikationen distributiv m.h.t. additionen,
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hvilket let ses (hvis man i udtrykket cj = Zakbg ovenfor erstat-

! te 2 . t Tt s ‘ o~
ter 8y med ak+ak far}man cj erstattet med cj+cj ). Der llnd¢§

et etelement (neutral multiplikator), nemlig (e,0,0,...), hvor

K betegher etelementet i M. Og endeiig ser man, at nulreglen gal-

der, thi hvis a og b ikke er nulpol&nomiet og hgr hhv, a, 08 bs

som hgjestegradskoefficienter, sia vil Chig ifglge produktdefi-
nitionen blive arbs, som er ulig O (idet M var en integritets—

ring). Dermed er vist, at pglynomiumsringen (M[X],+g«),§ii9£

kortere M[X], over en integritetsring (M,+,-) er_en integritets-
ring.

Ovenfor blev defineret graden aff et egentligt polynomium a.
Nulpolynomiet kan-man tilskrive en grad -e , 0og man ser sa, at
graden af summen af to polynomier er mindre end eller 1lig med derc
maximale af addendernes grader, og at graden af produktet af to
poiynomier er lig summen af faktorerneé grader (idet man pa en
selvfglgelig méde regner med —e) . ‘

Polynomiumsrihgen M[X] indeheclder en delmzngde bestiende af

podynomierne af 0'te grad, '"konstanterne", (aO,O,O,...), og af

definitionerne pé& additionen og multiplikationen ser man let; at

~ de udggr en delring, som ved afbildningen (ao,0,0,,.o) > a, ses

at vare isomorf'med (M,+,+). Vi kan derfor, om vi vil, udskifte

-betegnelserne, og i st.f. (aO,O,O,.,.) blot skrive 8,5 08 s op-

fatte M[X] som en nyskabt udvidelsesring for (M,+,-).
Polynomiet (0,e,0,0,...) vil vi betegne X. Udregnes de suk-

cessive potenser af X findes

X = (0,6,0,0,..5)
2
X = (0,0,G,O,..-)
x> = (0,0,0,6,404)

O.S.V.,
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og af multiplikationens definition fas let, at aka = (ak,0,0,...)a
(0,050005€,04,) bliver lig (0,0,...,ak,..) (med 0 undtagen pa
den k'te plads), hvoraf vi ser, at polynomiet

a = (ao,a1,o..,an,0,..c) kan skrives pa en form, som vi ofte vil

- betegne a(X), nemlig

‘ | n
a = a(X) = a, ta,X + ... +a X,

Regning med polynomierne indenfor M[X] bliver derved reduceret til
en simpel (og fra skolen tilvant)>form,,uden at man behgver at

opfatte X som et mystisk variabelbegreb.

Selvom (M;+,-) er en hovedidealring behgver M[X] ikke at

vere en hovedidealring; f.eks. er Z[X] ikke en hovedidealring,

idet mengden af polynomier a, * a1X T e +‘aan hvori a, er et

lige tal let ses at vare et ideal (opfylder Id1 og Id2), men ik-
ke er mzngden af multipla af et frembringerelement. Men der‘gml-

der sztningen: Hvis M er et kommutativt legeme, s& er polyno-

miumsringen M[X] en hovedidealring.

For at vise satningen skal vi bemazrke, at til to polyno-
‘mier D(X) ("dividend") og 4(X) (“"divisor"), hvor 4(X) ikke er

nulpolynomiet, er det muligt at bestemme et q(X) ("kvotient"),

sfledes at "resten"
r(X) = D(X) - a(Xx).q(X)

bliver af lavere grad end d(X). Metoden hertil er en velkendt
divisionsalgoritme, ved hvilken koefficienten til hgjestegrads-—
leddet i d(X) divideres op i visse andre elementer fra M. Herved
benyttes virkelig, at M er et legeme.

Lad nu I vere et ideal i M[X]. Nulidealet er trivielt et

- hovedideal, sa& vi kan antage, at I indeholder egentlige polynomier.,

LY
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Tad os i I tage et egentligt polynomium d(X) af den lavest
forekommende grad, vi vil da vise, at et vilkdrligt D(X) €I
er et multiplum af d(X). Dertil bestemmer vi i divisionslig-
ningen ovenfor et gq(X), sdledes at r(X) bliver af lavere grad
end d(X), men ifelge Id1 og I1d2 gzlder r(X) € I, som medferer
at r(X) = 0. Altsd vil D(X) vere delelig med 4(X).

Lad os stadig antage, at M er et kommutativt legeme, s& .
at Mlx] er en hovedidealring. Vi kan anvende den i § 3 udvik-

lede teori for faktoroplesning. Gruppen af de regulzre elemen-

ter i MIX] ses at bestd af meneden af de fra O forskellige

konstanter, medens de ikke-regulszre elementer er polynomierne

af grad sterre end 0. Et polynomium er reducibelt, hvis det kan

skrives som. produkt af to polvnomier som ikke er konstanter,

og i modsat fald er det irreducibelt.

Eksempler:

Bt forstegradspolynomium er a21tid irreducibelt.

Et polynomium er deleligt med forstegradspolynomiet
X-c¢ (hvor ¢ € M) hvis og kun hvis det har ¢ som rod (rodbegre-

bet omtales nm:rmere senere), og et polynomium af grad sterre

end eller lig 2 er derfor reducibelt, hvis det har en rod € M.

Man ser, at for polynomier af grad 2 eller 3 er denne betingelse

bade nedvendig og tilstrekkelig. F.eks. er polynomiet X3—X2+e over

legemet (ZZ’+") (altsd over legemet af restklasser modulo 2, og
hvor e betegner etelementet i dette legeme) irreducibelt, thi

ved preve ses, at ingen af de to elementer fra 22 giver polyno-

miet verdien O.
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Hvis M er breklegeme for en integritetsring (I,+,°) med
entydig faktorisering, og a(X) € M[X], s4 findes et m € I sé-
ledes at ma(X) € I[X], f.eks. m = "fwllesnmvneren" for koef-

ficienterne i a(X); et forstegradspolynomium rX-s, hvor r og

s er primiske, r,s € I kan da kun vere faktor i polynomiet

dersom r glr op i koefficienten til hejestegradsleddet og s

gdr op i det konstante led i polynomiet ma(X). Et simpelt be-

vis kommer senere i denne §. Reglen generaliserer en fra sko-
len velkendt regel ("hvis en uforkortelig brok % er rod 1 et
polynomium med heltallige koeffocienter, s8 vil r gd op 1
polynomiets hegjestegradskoefficient og s g8 op i dets konstan-

te led") og er nyttig ved opsegning af forstegradsfaktorer.

Den sékaldte "algebraens fundamentalsmtning" - som vi

ikke skal bevise her, da den naturligt falder ind under den

matematiske analyse - udsiger (I): ¢(X) € ¢[X] og irreducibel

medforer at c(X) er af forste grad, men kan ogsd udtrykkes

(11): r(X) € R[X] og irreducibel medfgrer at r(X) er af forste
eller anden grad. Thi (I) = (II): r(X)€ &[X] , har altsd en

rod a2 €0; hvis a € R er X-a reel faktor i r(X), og hvis

a € é\ﬁ er (X-a)(X-a) reel faktor i r(X). Og (IL)= (I):
c(x)-5(x) € ®lx], og har altsd en faktor af fgrste eller anden

grad i R[X], og i begge tilfmlde vil c¢(X) s& have en rod € U.
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Sztningen om den entydige primoplgsning indenfor en hoved-

idealring giver: Ethvert polynomium a&f grad st¢rré end O kan pa

en og kun én made skrives som_produkt af irreducible polynomier

fra M[X] (idet disse_dog kun er bestemt pinsr konstante faktorer).

Eksempel: I R[X] kan polynomiet 3(Xu—2) skrives som produkt af

irredﬁcible, nemlig som
3(x*-2) = (3%-3V2) (x +72)(x% +v3),

0og samtlige saddanne produktfremstillinger fas ved pa forskellig

méde at fordele den konstante faktor 3 pi hgjre sides parentéser«
Opfatte& det samme polynomium som polynomium over @ er det ir-

reducibelt, thi hvis det indenfor Q[X] kunne skrives som produkt
a(X)sb(X) ville dette ogsi vere en faktoroplgsning indenfor R[X],
0g kunne derfor bortset fra konstanterne fremgd af den ovenstien-
de oplgsning ved at to af parenteserne samledes til en, men hvor-

ledes det end ggres kan der ikke derved opstd nolynomier fra

alxl.

Vi betragter igen polynomiumsringen M[X] over et kommutativt
legeme (M,+,+); vi antager, at M bestidr af mere end nulelementet,
for ellers ville alt blive trivielt. Lad endvidere (M,+,e) vare
indeholdet i en integritetsring (L,+,-), og lad ¢ vaere et wvil-
karligt element fra L.

Der findes netop én homomorf afbildning af M[X] ind i L, ved

hvilken M's elementer er fixelementer, og séledes at X — ¢, nem—

lig afbildningen
= — . ' n _ n
a = a(X) = Byt 8,X + o0y +a X o ay + 8)C + aes 8 CT,
thi denne afbildning er &benbart en homomorfi med de gnskede e-—
genskaber, og man ser ogsa umiddelbart, at en sddan ikke kan vare ¢

anderledes. Vi beskriver afbildningen kort ved at sige, at vi




—
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setter X 1lig ¢ i polynomiet, og billedet af a = a(X) kalder vi .

for a(e). Da M[X] er en kommutativ ring med etelement, vil den
ved homomorfien fgres over i en kommutativ ring med etelement,
og da billedet ligger i integritetsringen L, vil nulringen gzlde
for billedet; dette er derfor en integritetsring, og vi betegner

den M{c], og kalder den for integritetsringen fremgiet af M ved

adjunktion af c; dens elementer er altsd alle udtryk af formen

+ a,Cc 4+ coo ancng hvor alle aj tilhgrer M.,

a0 1

Homomorfiens kerne er et ideal I c M[X]. Her gzlder skarpt
inklusionstegn, da de fra O forskellige konstanter an € M er

fixe ved afbildningen, og derfor ikke fgres over i nulelementet

og altsd ikke tilhgrer kernen. Integritetsringen M[c] ses ifglge

definition at vere en realisation af faktorringen (M[X],+,¢)/I.

Der kan nu indtrzffe to muligheder:

Enten er I = {0}, det trivielle nulideal. S& indeholder ker-

rews

nen kun et element, og homomorfien er bijektiv, aliséd en isomorfi.
I s& fald er a(c) 4 O for ethvert polynomium a forskelligt fra
nulpolynomiet, og vi har isomorrien mellem M[X] og M[c], idet

S0 n .
ao + a1X + s0e + anf = ag, + a1c + so00 + anc . I dette tilfazlde

siger vi, @t c_er transcendent over M., Eksempel: Lad (Ly+,e) va-

re de reelle tals legeme (ﬁ,+,a), og lad M vere mengden af rati-
onale tal ég Man kan vise, at 7 = 3,14159.. er transcendent over
Q@ (beviset krever en del teknik), og vi har isomorfi mellem §[X]
og Alr] ¢ (R,+,.), idet qo+q4X+o..ann‘+a qo+q1X+oao+qnﬁﬁ} alle
4 rationale., '

Eller I er et ikke-trivielt ideal i1 M[X]° I dette tilfslde

siger vi, at c_er algebraisk over M. For ethvert a(X) € I bliver

a(c) = 0, og vi siger, at c_er rod i polynomiet a(X). Da M[X] er

en hovedidealring bliver I netop m@ngden af multipla af et egent-

ligt polynomium d(X) € M[X], og her md a(X) have en grad stgrre
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end 0, altsd ikke wmre en konstant, fordi I er en mgte del af
M[X]s Man har altsi, at den ngdvendige og tilstrakkelige betin-
gelse for at ¢ er rod i et polynomium a(X) er, at a(X) er dele-

1ig med d(X), hvor d(X) er et ved ¢ bestemt polynomium; d(X) er

bestemt entydigt pan®r en konstant faktor, nemlig som et egentlig .

polynomium af lavest grad med c som rod.

Polynomiet d(X) er irreducibelt over M. Thi ellers kunne
det skrives som et produktldl(x)-dz(x), hvor begge faktorerne
var af lavere grad, og derfor ikke delellge med 4(X); idet nu
d(c) = d, (c) dz(c) = 0, og nulreglen jo gmlder i L, matte ¢ vare
rod i et af faktorpolynomierne, hvilket strider mod, at ¢ kun er
rod i polynomier, der er delelige med 4(X).

Resultaterne kan sammenfattes i f¢lgende swtnlng. Lad 1nte

indeholde dellegemet (M,+,.)

gritetsringen (L, +.=§i ethvert ¢ € L er enten transcendent over

M, og i s& fald er det ikke rod i noget polynomium fra M[X], el-

ler ogsd er det_algebraisk over M, og i sd fald er det rod i net=~.

op_eet irreducibelt polymomium d(X) fra M[X] (dog kun entydigt

paner en konstant faktor), og samtlige_polynomier i hvilke c er

rod er netop_de polynomier, der er delelige med da(X).

Hvis man indenfor en integritetsring (L,+,+) har en delin-
tegritetsring M og et element ¢, s& betegner man almindeligt med
M{c] den mindste integritetsring indenfor (L,+,+), for hvilken

McM([c] og c€ M [e]. Vi siger, at M[c] er integritetsringon

fremgiet af M _ved sdjunktion af ¢ (indenfor L). Benmvnelsen ses

at stemme overens med alt det foreg8ende, og specielt bemzrkes,
at hvis man som L benytter M[X], &8 bliver M[X] virkelig den

mindste integritetsring der indeholder X = (0,€,0,0,5000)%

For legemer benyttes analoge betegnelser med runde parenteser:

Hvis man indenfor et legeme (L,+,.) har et dellegeme M e¢g et ele-

ment c, =& betyder M(c) det mindste legeme indenfor (L,+,s) for

~




hvilket M ¢ M (c) og ¢ € M(c). Vi siger, at M(c) er legemet frem-

ghet af M ved adjunktion af c¢ (indenfor L). Man ser, at M(c)

netop er brgklegemet for Mie]. Spécielt.ses, at M(X) er mengden .

af "polynomiumsbrgker"

n
ao+aﬁx+ood+anx

m
bofme+,,,+bm§

og at M[X] er en =gte del af M(X), idet f.eks. §'¢ M[x] (nvis

X
fremkommer s& en modstrid mod reglen om at graden af et produkt

L var et polynomium skulle det have en ikke~negativ grad, og der

er summen af faktorernes grader). Hvis c er transcendent over M

gelder det ogsd, at M[{c] er_en sgte del af M(c), pé grund af

isomorfien mellem M[X] og M[c].

Derimod gmlder der, at hvis c er algebraisk over legemat M,

g8 er integritetsringen M{c] et legeme og altsfi sit eget brgk-

legeme, s& at M{c] = M(c). Thi nar ¢ er algebraisk over M er det

rod i et irreducibelt polynomium a(X) over M, og s vil mzngden
I af multipla af d(X) vere et maximalideal i M[X] (idet I c¢ I,
hvis og kun hvis det for frembringerelementerne gzlder at d har
d, som sgte divisor); ifglge en tidligere sztning er si
Mlc] = M[X]/I et legeme. Da M[c] er mzngden af elementer af for-
men ab+ch+nc,+ancn'betyder det, at kvotienten mellem to elementer
af denne form atter kan skrives p& samme form.

Eksempel: indenfor (R,+,-) er ¥2 algebraisk over (Q,+,e),
idet den er rod i det irreducible polynomium x> - 2; idet Q[¥Z]
er et legeme er .det indenfor denne mengde altid muligt at '"skaf-

fe rational nevner'", f.eks. er (tilfzldige tal)

(397 292+ W)™ " = 55 (- 49T + 1397 + ).
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Hvis ¢ € .M, s& er ¢ algebraisk over M, idet c abenbart er

rod i polynomiet X-c, som tilhgrer M[X]; dersom c er rod i a(X),.

s& er a(X) delelig med X-c. Heraf kan ses, at antallet af rgdder

i et polynomium er mindre end éeller lig dets grad. Thi tager vi

som M et legeme, der indeholder de rgdder vi vil betragte, og
desuden alle polYnomiets koefficienter, sa vil polynomiet tilhgre

M[X], og vi kan inden for M[X] foretage en faktoroplgsning, idet

vi for enhver rod ¢ far en faktor X-c 1 polynomiet, og antallet
af disse faktorer er mindre end eller lig graden.(her#ed benyttes
setningen om den entydige fremstiliing som produkt af irreducible,
og at fgrstegradspolynomier er irreducible).

Hvis a(X) € M[X] og c € M, 88 vil ¢ - a(c) vere afbildning
agf M ind i M. Til ethvert polynomium é(X) svarer alted en."poly~
nomiumsfunktion" ¢ -» a(c), og ¥vi har med selvfglgelige komposgi-
tionsregler en hémomorfi af M{X] ind i mengden af afbildninger af
M ind i M. Disse polynomiumsfunktioner spiller som bekendt en stor
rolle i gnalysen. I ethvé?%?mutatin legeme M kan den szdvanlige
Lagranges interpolationsformel anvendes til at bestemme et poly-
nomium, som for endelig mange givne cj € M antager opgivne var-—
dier € M. Specielt ses heraf, at for et endeligt legeme er enhver
éfbildning af M ind i M en polynomiumsfunktion ¢ - a(ec) (hvor
polynomiet a(X) endda ikke er entydig besfemﬁ, idet man foekso
= M). Hvis M er uen-—

altid til det kan addere H(X—cj), hvor {cj} =

delig gelder noget tilsvarende ikke, og f.eks. en afbildning ved

hvilken uendelig mange (men ikke alle) cj afbildes i1 O er ikke

eén polynomiumsfunktion, da: et polynomium kwn har endelig mange
rgdder,

Vi har hidtil betragtet poiynomier a(x) € M[X] og en integri-
tetsring L med M som dellegeme, og s mgdt muligheden af at et

¢ € L kunne vere rod i d(X), Dersom der findes en sadan rod c, 84
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er strukturen af legemet M(c) givet, nemlig som en kvotientring
(M[X],+,4)/I, hvor I er mzngden af multiplas af d(X). Men selvom
vi kun har givet legemet M og et irreducibelt polynomium 4(X) € M[X],

s& vil der altid findes et legeme (L,+,+) der har M. som dellegeme

og_som indeholder en rod i d(X), nemlig l¢st sagt: den nmvnte

kvotientring. Udfgrligt: Mahgden af multipla af d(X) er et ideal
Ic M[X], og ifglge den almindelige hombmorfiswtning eksisterer
der en homomorf afbildning a = a(X) - a' af M[X}, ved hvilken I
er kerne; billedet er en kvotientring (M[X],+,+)/I, og den er et
legeme fordi 4 er irreducibel s I er et maximalideal. Da M n I =
{01 bliver afbildningen af M's elementer injektiv, altsd en iso-
- morfi, og vi kan derfor identificere M's elementer med deres bil-
leder, hvorved vi opndr at M er dellegeme af (L,+,+). Billedet
af’ X vil vi kalde for ¢, og det vil i kvotientringen vare red i
d(X), thi da alle elementerne i M , og altsd specielt ksofficien-
terne i 4(Xx), er fixelementer ved afbildningen, vil a(x) - d(e),
og da d(X) ligger i kernen er d(c) = O.

Som et vigtigt eksempel kan betragtes polynomiet X2+1, som
er irreducibelt over de reelle tals legeme. Dette legeme kan ud-
vides til et legeme, der indeholder en rod i polynomiet; en sadan
rod kaldes szdvanligvis i, og R[i] = R(i) er da de komplekse tals
~legeme (C,+,-). P& et tidligere sted (i AG, II, §3) er komplek&
tal konstrueret (v.hj, af talpar) som et mindste udvidelseslegeme ..
af (R,+,+) der indeholdt en pa sarlig vis konstrueret lgsning til
X2 = -1, men strukturen er den samme som strukturen af det ber

konstruerede R(i), thi ifglge det foregiende er det strukturen af

kvotientringen R[X]/I, hvor I er hovedidealet frembragt af X241 .
Polynomiet X°41 kan i R(i) spaltes helt til bunds som et pro-

dukt af fgrstegradsfaktorer, nemlig X%+ = (X-i)(X+1i), og man ser

almindeligt, at hvis man til et legeme adjungerer en rod i et




Mat. 2, 1965-66 AT 5, 14

rirreducibelt andengradspolynomium, si vil_udvidelseslegemet inde~-
holde begge polynomiets-r¢dder; For polynomier af hgjere grad |
gelder noget tilsvarende ikke: f.ckse. er X3-2 irreducibelt over
(Qy+5¢ ), og Q( ¥2) indeholder en rod til polynomiet, men e
Q(&2) c R kan det ikke indeholde nogen af de komplexe rgdder, og
fgrst hvis man yderligere ad.jungerer en af disse far man et legeme,
som indeholder alle tre rgdder, og hvori polynomiet kan skrives.
som produkt af fgrstegradsfaktorer.

Hvis ¢ er algebraiskrover M gelder ifglge det tidligeré, at
M(c) ={a0+a1c+...+amcm}.Hvis det irreducible polynomium d(X) hvor-
i c er rod er af grad n, kan man i fremstillingen af elementenne-
fra M(e) ngies med exponenter m < n, thi ved at benytte d(e) = O
kan man £a oo udtrykt som en linearkombination af lavere potenser .
af ¢, og ved gentagen anvendelse heraf kan man fa bortskaffet al-
le potenser af ¢ med exponent ) n. F.eks. er jo R(i) = {r1+ir2}.

Dette feznomen skal vi nu narmere undersgge.
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Lad os betragte et legeme (L,+,°), som har et Qellegeme M,

Man xan da med legemets kompositionsregler + og ° opfatte L som
et vektorrum over legemet M, idet man altsaa opfatter dette sid-

ste som skalarlegeme., For at godtggre dette skal man eftervise,

at de til definition af vektorrum benyttede betingelser V.1 -~ V.10

iet; betingelserne V,4 -~ V.5 omhandler kKun

vektoraddition og er oplyldt fordi (L,+) er en gruppe; betingel-
serne V.6 - V.9 omhandler rezning med vektorer og skalarer, og er

opfyldt fordi diesse elle ligger i ringen (L,+,*); endelig omhand-

ler V,10 eksiatensen ai en erhedsskalar, og er opfyldt, da M in~

deholder el eivelencnt.

ttet som vektorrum over M kaldes Tor

Dimensi

e Sy pos e

graden af L over ¥ og betcgnes [Li:M]. Denne grad angiver antallet

af elementer i en bhasis for L over M, Som eksempel kan man betrag-

te I == ¥{c), hvor ¢ er algebraisk over M; ifglge en tidligere szt-
2

ning (8,19 gverss) kan men scin en basis for M(c) benytte 1, ¢, ¢yo
n=L ;.. o <
sy C (gisse er linesrt wafhengige, for ellers ville c¢ vare rod

i et egentligt polynomiuvm af lavere end n'te grad)a og vi har alt-

saa, at [#M{c):M] = n. hvor n er graden af det irreducible polyno-

miun_over M med ccon rod, F.eks. er [§V/2):4] = 3.

- Wi s S e S T

) have et dellegems K og dette igen et dellegeme

:L.:l On( .'E’-

oo 0uaOy, vare en basis

M, da er {T:W] =

%], Devis: Lad a

o

pa netop

for L. over X, idew [7.:¥] = r, sAlzdes at ethvert L € L

een made kan skrives pa Tourmen
:.E'L = 1?- @Z:; " A W 1)'":: 04 o
. - i
hvor allc X, € ¥; Zed ﬁ4q¢ﬁuqﬁ% vare en vasis for X over M, idet
P M v -
[KeM] == &5, sfledes a% ethvert ki pa netop een made kan skrives pa
formnen

1
X, o M. ’3 W N e b - Il %y
i st B 15 o
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hvor alle mij € M, Indsattes for ki far man

(A) 1= ; ; mij miﬁj’

sdledes at ethvert 1 er en linearkombination af wiﬁj med koeffi-
cienter m, . € M, og desuden er fremstillingen entydig - saledes

1)
at elementerne aiﬁj udggr en basis - thi et udtryk af arten (A)

¥an jo skrives p& formen
5 (5 )
=) <A M5 385)%
1 J

hvori parenteserne er elementer tilhgrende K, og da {aiﬁ var en

basis for L over K, bliver disse parenteser entydigt bestemt, og
da {ﬂjk var en basis for X over M, bliver dernzst elementerne my 5
entydigt bestemt. Men dette visér, at [L:M] er lig antallet ele-
mén?er miﬁj, altsd lig r*s, hvormed satningen er bevist.

Bvis et legeme (L,+,°) har endelig mange elementer, er dets

karakteristik et primtal p, og antallet af dets elementer er en

potens af p, Thi (se AT 1,22) karakteristikken for I m& vare et

primtal p, og primlegemet P for L (som jo var det mindste egent-
lige dellegeme af L) indeholder altsd p elementer; endvidere mé&
graden [L:P] vare endelig, alts& lig et tal n, saledes at der er
en basis med n elementer Aysesas@ , OF dersom vi i fremstillingen
1 = pya, + vee 4 P&,
lader alle Py vafhaengigt af hinanden gennemlgbe P, far vi netop
samtiige elementer 1L € I, og hvert kun en gang; antallet mulige
valg af pizugappn ses at vare pn, og dette er altsid elementantal-
let for L, hvormed s®tningen er vist.
En udvidelse af et legeme (M,+,*) til et legeme M(c), hvor

¢ er algebraisk over M, kaldes en simpel algebraisk udvidelse, 08

det blev foran vist, at graden [M{c):M] er endelig. Komhineres det-




o
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te med den foregéende satning ses, at dersom et legeme L fremgar

af et legeme M ved et endeligt antal sukcessive simple algebra-

igke udvidelser, s& er [L:M] endelig.

Dersom man omvendt har et legeme (L,+,*) og et dellegeme M,

og graden [L:M] er endelig, s& kan L fremgd af M ved et endeligt

antal sukcessive simple algebraiske udvidelser, og endvidere er

ethvert element ¢ € L algebraisk over M. Lad os bevise den sidste

padstand fgrsts Fglgen 1, c, c2, c3,... indeholder uendelig mange
elementer, og disse kan derfor ikke vare lineazrt uafhangige over M,
og der findes derfor en egentlig linearkombination af dem, som er
0, men det betyder at c er rod i et polynomium over M, altsi alge-
braisk over M. Dersom vi til M adjungerer et element ¢ € L, men
hvor ¢ € M, s& er [M(c):M] > 1, og derfor [L:M(c)] < [L:M], og
ved et endeligt antal gentagelser af denne proces nar vi frem til
et legeme M, hvor [L:M' ] =1, d.v.s, at L = M,

De foreghende saztninger medfgrer, at dersom S og_Co, er alge-—

braiske over M, s& er deres sum og deres produkt og deres differens

og deres kvotient ogsé& algebraiske over M, Thi vi kan Jjo ved to

simple algebraiske udvidelser na fra M til et legemé M(cl,cz), som
indeholder dem begge, og da [M(cl,cz):Ml
er endelig, er ethvert element fra M(cl,cz)

algebraisk over M, F.eks, er V2 + V3 algebraisk over (§,+,°); som

et polynomium hvori stédrrelsen er rod kan n&vnes XA - 10 x2 + 1.

Dersom ¢ er transcendent over M, s& er [M(c):M] =, da ele-
menterne 1, c, cz, c3,... er linezrt uafhengige over M,

Man bgr bemzrke, at det derimod ﬁeget vel er muligt, at
[L:M]’z w, selvom hvert enkelt element fra L er algebraisk over M.
Som eksempel kan man betragte mzngden A af alle reelle tal som er
algebraiske over (d,+,*); ifplge det ovenstldende vil denne mangde

med to elementer indeholde deres sum og produkt og differens og
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kvotient; og mangden A er derfor et legeme. Dersom nu graden

[A:4] = n, skulle ethvert a € A vere rod i et irreducibelt poly-

nomium over § og af grad mindre end eller lig n, men dette er ikke

tilfzldet, da der findes irreducibke polynomier over ¢ af vilkar-
lig hg¢J grad, f.eks, X - 2 for alle m (dette kan f.eks. ses ved

at benytte resultatet fra gvelse 14).
Igvrigt kaldes A ofte for mangden af algebraiske tal, idet

det altsd er underforstlet, at det er de reelle tal, som er alge-

braiske over det rationale legeme,
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I begyndelsen af denne § har vi indfgrt begrehat "polynomier
af en variébel over et integritetsomrade'", idet et polynomium blot
var et p& en bestemt mide indiceret elementsat (ofte kaldet ''po-
lynomiets koefficienter") fra integritetsomradet; for disse ele~
mentsa@t indfgrtes hestemte regneregler, og X var en betegnelse for
elementszttet (0,1,0;0500.)s Vi skal nu betragte den tilsvarende

indfgrelse af polynomier af flere variable, idet vi for tydelig-

‘hedens skyld iszr vil betragte polynomier af to variable.

Lad (M,+,0 ) vare et integritetsomridde. Ved et polynomium i

to variable over M forstis et smt af elementer ajk’ hvor j,k €

iO} Uﬁ; og sdledes at kun endelig mange af dem er forskellige fra
Q (elementerne a4y kaldes ofte "polynomiets koefficienter'"). For

disse elementsazt indfgres addition, idet a = {ajkj og b = ﬁbjki
s 0g der indfgres multi~

1

far summen ¢ = {cjkj, hvor Cye = ajk*bjk
plikation, idet deres produkt d = {djk} defineres ved
d_ :Z/ 1 ®
Jk amnbj-mgkfn
- m=0 n=0
Disse polynomier ses let at udggre et integritetsomréde (smlgn.
side 1 i denne §, vedrgrende nulreglen se ogsd nedenfor . Hvis

man definerer X, som elementsmttet a, hvor ayg = 1 medens alle an-

, 1
dre a, xS Q, og endvidere definerer 32 som elementszttet b, hvor

= 4 medens alle andre b % = 0, ser man, at a = {ajk} bliver

k )
113 }: }: ﬁi 2 o« Ved de videre regninger med polynmomierne er

@Eﬁflgttestma$4benytte dette udtryk og betegne polynomiet a(Xﬂ,XZ)a

Integritetsomradet af;polynomier i _to variable over M betegnes

Mlzaé_alé og man ser af udtrykket, at det er det samme som man vil—
le f4, dersom man fgrst betragtede integritetsomradet af polynomier

M[X1] over M (hvor vi har skrevet X1 i st.f. X), og dernast over
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dette betragtede integritetsomrddet af polynomier, altsi (M[X1l)
[le (hvor vi har skrevet X, i st.f. X). Denne sidste betragtning

Viser'ogsé, at der virkelig bliver tale om et integritetsomréde,

sdledes at nulreglen gwmlder,

Man bemzrker, at M[X1] ikke er noget legeme, og man kan der
for ikke slutte, at QM[X11)[X21 = M[X1,X2l er en hovedidealring.
At dette sidste virkélig ikke er tilfeldet kan ses af at m®ngden
af polynomier a(zﬁ,Xz) uden konstantled, d.v.s. for hvilke a,, =
O, er et ideal, som ikke er noget hovedideal. Vi sgkal ikke ga.
nagrmere ind péd hvorledes man alligevel kan vise en setning om en-
tydig faktofopl¢sning.

Lad integritetsomradet (M,+,s) vzre indeholdt i et integri-
tetsomrdde (L,+,+), og lad endvidere cy € L og s € L.‘Ved M|c+h

ggl forstads det mindste integritetsomrade (indenfor L), som inde-

holder M og Cy 08 _Coj, det siges at vaere frémggbt ved adjunktion

af c, o til M, og dets elementer er netop samtlige udtryk

P Y

c
2 3

01302k}-Man ser, hvorledes benzvnelsen stemmer med det
foregéende, idet man ved dannelsen pd. denne made af M[Xﬂ,le som

L benytter det tidligere definerede M[X1,X21. Uden at ga nmrmere

ind derp&, skal vi bemzrke, at man for legemer benytter tilsva-

rende betegnelser med rund parentes.

P& ganske analog m&de kan man definere integritetsomradet
M[Xﬁ,.o.,xhl af polynomier i n variable over M, og man ser, at man
far inklusionsksden

Mc M[X1]j (e M[X1 ’Xz]j C esee C M[X1,‘o"Xn_1 ] C M[X,l,...,,Xn],-,
i hvilken ethvert led er et integritetsomrade MCJ), og det pa-

fglgende led er ringen af polynomier (i en variabel) derover,
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s (d) _ y(3+1)
altsd M [Xj+1] =M .

For et polynomium a(X1,...,xn) definerer man graden (=

deg a) som den maximale verdi af summen af eksponenterne til

X;504.,K,. Der gwlder s&, at graden af et produkt er summen

af faktorernes grader, deg ab = deg a + deg b. Vi nejes med

at give beviset for n = 2, det gennemfgres for vilkérligt n
pd analog méde. Lad

a = Za XJX

m
ik 51 Fo og b= 2D mX X2 5

hvor alle 23y bg by, er ulig O; deg a = max(j+k) og deg b

= max(1l+m). Ved multiplikationen fremkommer led med eksponent-
summen (j+1)+(k+m) < deg a + deg b, og produktets grad kan der-
for ikke vare sterre end dette tal; det kan nu ske, at nogle

af leddene ophmver hinanden, men tager man fra a leddet (en-
tydigt bestemt) med j+k = deg a og hvor j er maximal, og fra

b leddet med 1l+m = deg b og 1 maximal vil det i produktet gi-
ve et led af grad deg a + deg b, og med en maximal eksponent

til X1 som ikke nds af andre led af denne grad, og med en
koefficient ajb), £ 0.

Selvom (M,+,+) er et legeme vil - som foran bemsmrket -
polynomier i flere variable over M ikke udgere en hovedideal-
ring, men vi vil vise, at de dog udger en integritetsring med

entydig faktorisering. Der gelder : Dersom (I,+,-) er en inte-

gritetsring med entydig faktorisering, sd har integritets-—

ringen 1[x] af polynomier over I ogsd entydig faktorisering.
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Forst skal vises: Hvis II er et primideal i integritets-

ringen (I,+,+), 83 er H[X] et primideal i I[X]. Vi skal altsd
vise, at hvis a(X) € 0[X] og v(X) ¢ n[X], sa vil a(X)b(X) O[x].

Iad a have koefficientsmttet (ao,a1,,..), og lad heri aj vere

den forste koefficient, som ikke tilherer II , og lad b have
koefficientszttet (bo,b1,...) hvor b, er den forste koeffi-

cient, som ikke tilherer I . I produktet vil koefficienten til

Xj+k vere lig

(aobj+k+ veo + aJ_1bk+1) + ank + (a3+1bk_1 + o0 + aj_l_kbo),

og da alle de forste a.. tilherer I vil hele forste parentes
tilhgre II , og analogt ses at anden parentes tilhgrer II , men
midterleddet vil ikke tilhegre II fordi hverken aj eller bk gor
det, og I var et primideal; koefficienten til X' tilnorer
altsd ikke O , hvormed lemmaet er vist, idet det ses, at nx]

opfylder Id1 og Id2.

Iad nu (I,+,+) vare en integritetsring med entydig fak-
torisering, og lad dens bregklegeme hedde M. S& gzlder Gauss'

Setning: Hvis p(X) € I{X ), og p(X) er reducibel i M[X], sé

er p(X) ogsd reducibel i I[X]. Thi lad to polynomier (ikke

konstanter) fra M[X] have produktet p(X), s& kan man ved at
multiplicere hvert af dem med fwllesnmvneren for koefficien-
terne opnd to polynomier € I[X] , hvis produkt er mp(X), hvor
m € I; lad fa hhv. fb beteghe en storste felles divisor indenfor
I (eksisterende! ) for koefficienterne i det feorste hhv. det

andet polynomuim, vi har da

nep(X) = £,0a(X) 2, +b(X),




e
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hvor koefficienterne i a(X) hhv. b(X) tilherer I, men ikke har
nogen fmlles ikké-regul&r divisor. Dernsst bortforkortes heri

de fmlles irreducible faktorer (tilherende I) for m og fa 0g

fb’ og herved bliver hele m bortforkortet, for hvis der fra

m resterede en irreducibel faktor ir’ s8 ville (ir) vere prim-
ideal I (og maximalideal) i I, og venstresiden ville tilhsre
I[x], medens a(X) og b(X) med sikkerhed ikke gor det, og en-
ten f, eller f, matte altsd gore det, d.v.s. vere delelig med
i Men ndr hele m er bortforkortet har vi &benbart p(X) skre-
vet som et produkt indenfor I[X].

Vi skal dernzst udnytte den entydige faktorisering i

(I,+,+) til at vise, at dersom p(X) og a(X) er irreducible

polynomier, ikke kongtanter, i I[X] og de er associerede i

M[X], sd er de ogs& associerede i I[X]. N&r p(X) er irredu-

cibel i I[X] kan dets koefficienter ikke have nogen fxlles
ikke-reguler divisor fra I, thi ellers kunne en sddan jo trek-
kes ud som en faktor € I{X], og tilsvarende gmlder for q(X).
At de er associerede i M[X] vbetyder, at deres forhold er en
konstant € M, altsd en uforkortelig brek %, hvor a,b € I;

men 88 er bp(X) = aq(X), hvilket viser, at a gir op i alle
koefficienterne pd venstre side, og da a ikke har faktorer
felles med b md a gd op i alle koefficienter i p(X), altsd
vere regulsr, og tilsvarende ses at b er reguler, alt i I.
Heraf felger, at % er reguler i I, hvilket viser péstanden.

Vi kan nu let vise den annoncerede sstning, altsad at

hvis integritetsringen (I,+,+) har entydig faktorisering, sé
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har I[X] det ogs&. For lad indenfor I[X]
pI(X)e,eeaepl(X)ed ouw 10 = pJ ' (X) Luu pLt(X)edt Ll Y
vaere produkter af irreducible elementer,. som hvis de er kon-
stanter (altsd irreducible i I) er betegnet ij og hvis de ik-
ke er konstanter er betegnet pj(X), Vi kan nu opfatte lig-
ningen som en ligning indenfor M[x], derved bliver konstanterne
alle regulere, og ifwlge Gauss' smtning er alle pj(X) irredu-
cible (de er ikke reducible, og &benbart heller ikke regu-
lere); da vi fra tidligere ved, at der gmlder entydig fakto-

J
cierede i M[X], og ifelge den lige beviste hjelpes=ztning er

risering i M[X] , md alle pﬁ(X) og pl'(X) vere parvis asso-

de s& ogsé associerede i I[X]. Bortforkortes alle pj(X) vil
der restere to produkter af irreducible fra I, og disse er
ogséd parvis associerede p.g.a. den entydige faktorisering i I.

Dermed er beviset fuldfert.

Vi har nu: Nar (I,+,+) er en integritetsring med enty-

dig faktorisering - specielt kan det vere et kommutativt le-—

+ o . . . . . . .
geme ) - 88 er der entydig faktorisering i integritetsrin-

gen I[X1,.,,,Xn] af polynomier i n variable over I. Pastanden

folger umiddelbart af den viste sstning ved induktion efter n.

+

) I et kommutativt legeme er alle elementer # 0 regulmre, sa
"entydig faktorisering" er indholdsles. Det bemsrkes, at i
noterne siderne 2,22-30 (gammelt tryk) skal der overalt ved

ordet "legeme" tilfgjes "kommutativt".
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Eksempel: I (I,+,+) = 2[2i] er der ikke entydig faktori-
sering, og elementerne H og toi er irreducible (AT 3,16);
i I[X] er der heller ikke entydig faktorisering, f.eks. er
i ligningen (2X+2i)(2X-2i) = 2.2+(X°+1) alle fakbtorerne ir-
reducible. ’ |

Eksempel: Man betragter X2+Y2—e over et legeme med et-
element e. Hvis det er reducibelt er det produkt af to for-
stegradspolynomier, altsd af typen (aX+bY+c); smttes X = te
bliver polynomiet til Y2, og faktorerne md i s8 fald vere re-
duceret til formen bY, og X = te er altsd redder i aX+C;
men da antallet rsdder i et polynomium er £ graden fas en
modstrid, sdledes at polynomiet er irreducibelt, dette sé-

fremt e # -e. Hvis legemet har karakteristik 2 er e = -e, o0g

i dette tilfxlde er virkelig

X%4Y%-e = (X+Y-e)?.

Ekgempel: Polynomiet X'-2 er irreducibelt over Q (om-
talt side 25). Ifelge Gauss' sstning er det nok at betragte
-2 = p(X)q(X) indenfor %[X]. Koefficienterne i p og g be-
tegnes PyrPyseee 08 4yydqseves OF vi kan gerne antage P,= 2
0g d, = -1 (da vi evt. kan ombytte p og q og skifte fortegn
for dem). Nu kan p(X) ikke have lutter lige koefficienter, og
lad pj veere den ferste ulige, sd vil Xj i produktet fa koef-
ficienten poq“+p1qj-1+"°+quo’ som er ulige, altsd er j 2 m,

J
s& at deg p 2 m, hvilket viser det enskede.

Lovet bevis: Den gverst s.5.l+a nzvnte satning ses let,

thi 1 I[X] er rX-s irreducibel, og ifglge Gauss er derfor
ma(X) = (rX-s)+b(X) i 1[X], hvoraf ses, at r og s gir op som

pastaet,
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altsd M(j)[xd+1l = M§3*1).

Vi antager, at (M,+,+) bestdr af mere end niiglementet (for
ellers ville alt blive trivielt), og lad M vsre indeholdt i in-
tegritetsomradet (L,+,+), og lad 31,...,cn vere elementer fra L.
Der findes netop een homomorf afbildning af M[X1,---,an ind i L,
ved hvilken M's elementer er fixelementer, og sdledes at Xjacj

for j = 1,e0eyn, nemlig den afbildning som vi kort kan beskrive

ved at sige, at vi for ethvert polynomium sgtter (X1,...,Xl) lig .

&EA,...,GE) i polynomiet, og billedet af a = a(Xﬁ,...,Xn) kalder
vi a(cyse+es0 ), Billedmengden af M[X1,...,an bliver netop
M[c1,...,cnl.

Ved denne homomorfi kan der indtreffe to muligheder: Enten
er afbildningens kerne lig {0}, det trivielle nulideal. S& inde-
holder kernen kun et element, og afbildningen er bijektiv, altsa
en isomorfi. I s& fald er a(c1,...,cn) + 0 for ethvert polynomium
a forskelligt fra nulpolynomiet. I dette tilfelde siger vi, at

01,...,cn_er algebraisk uafhsngige over M., For n = 1 betyder al-

gebraisk uafhzngig det samme som transcendent. Trivielt — men
opmarksomhed verdigt - er det, at indenfor M[X1,...,an er X, e
..,Xh_algebraisk vafhsngige, idet ethvert polynomium a forskel-
ligt fra nulpolynomiet er forskelligt fra O (= nulpolynomiet).

I modsat fald, altsd hvis a(c1,...,cn) kan blive O for et egent~-
ligt polynomium a, siger vi, at CygnoesC ©F algebraisk afh&hgi—l

ge over M. F.eks. er de reelle tal s og Vr algebraisk afhengige

”
over Q.

Ved et gymmetrisk polynomium a = a(X1,...,Xn) E;M[X1,...,
Xn} forstas et polynomium, som overfgres i sig selv ved enhver

. 2 2
permutation af Xﬁ""’an F.cks. er 3X1 X2 + 3X2 X1 et symme
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trisk polynomium i Q[X1,le. Da regning med symmetriske polynomi~-

er fgrer til symmetriske polynomier igen, er mgngden af symmetri-

ske polynomier &benbart en delring af MLXﬂi,..,anL

Vigtige eksempler pad symmetriske fﬁnktioner er de elemen—

tarsymmetriske funktioner i M[X1,...,an

81.. = X1 'h'X2'|'|‘o . 0+Xﬁ.,

32 = 1X '*FX.1X.341'...+!X 1Xn

SIL = X1X2. ° .Xﬂ’

. 8, = 0 for r > n,

som defineres ved at s, er summen af alle mulige forskellige pro—
dukter af j forskellige af xﬂ,...,xm.
Der gzlder nu den vigtige sztning: De_glementarsymmetrigke

funktioner g,5e+:,8 er algebraisk uafhangige indenfor M[X1’0[LL

X 1, 0g endvidere er MLﬁ1,...,s ] netop ringen af symmetriske po-

lynomier i M[X ,...,X l Anderledes udtrykt udsiger ssztningen, at
" kan udtrykkes

ethwert symmetrisk polynomium/p& netop een madde ved hjzlp af de

elementarsymmetriske funktioner.
Vi har M[X1,...,an1c M[x1,...,xm1, og lad os i det fglgen—
(n-1)

de bevis kort betegne dem henholdsvis M og M(n). Endvidere

bemzrker man, at dersom man satter X =041ien symmet;isk funktion
fra M«n) fremkommer der en symmetrisk funktion i M(n 1), og spe-
cielt vil sJ fra M( n) ga over i sj fra M(n~1)

Beviserne for sztningens to dele fgres ved induktion efter
N

FPgrst den algebraiske uafhengighed: Lad a vere et egentligt
polynomium i n variable, vi skal vise, at a(s1,--qssn) er et egent-
ligt,polynomiuﬁ i M(n). Fgrst udtrakker vi af a(s1,---:sh) fak-

toren Sn,Sé mange gange som det er muligt, s& at a(s1,-.-,sn) =
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snk. 5(31,...,§m), hvor b er et polynomium med mindst et 1led
(ikke-forsvindende), der ikke indeholder s som faktor, eller
anderledes udtrykt, hvor b(s1,..,,sh_4,0) ikke er et nulpolyno-
mium i B,5e0e,8 4o Da snk = (X1...Xn)k skal vi blot vise, at

b(s1,...,sn) ikke er nulpolynomiet i Xy95eesX , 0g det ger vi ved
at swttg Xn = 0 1 det, hvorved netop fremkommer det samme som ved

7 i b(ﬁﬂ,...,sn_4,Q) at indssztte de elementarsymmetriske funktioner
fra M(n-1), og det er ifglge ihduktionsfofuds&tningen et egent-
ligt polynomium.

Dernsst den anden del af sztningentVi skal vise, at et sym—~
mctrisk polynomium p(Xq,...,Xn) fra M(n) kan fremétilles ved
hjelp af 81""’Snf Vi betragter p(X1,...,Xir4,O) som er en Sym-
metrisk funktion fra M(n_1), og ifglge induktionsforudsstningen
er den lig et polynomium a(s1,...,shr4) i de elementarsymmetriske
funktioner fra M<ﬁ_1). Vi betragter nu indenfor M<n) funktionen
dCX1,...,Xn) #’P(XH"°"Xn) -a(s1,...,é;;1), sptter man X =0

i 4 Bliver det nulpolynomiet, mén det vil sige, at samtlige ikke-
forsvindende led i 4 har_Xn»som faktor, og som differens mellem
to symmetriske funktioner er d selv symmetrisgk, =4 at alle dens - -
led har Xﬁ...Xn4= sn gom faktor, og kvotienten Dy =~d:an<bliver
igen symmetrisk. Vi har altsd opniet, at

p(Xﬁ,...,Xn) = aQs1,...,ﬁn?1) + snfpﬁQX1,...,Xn),
hvor py er symmetriék og af lavere grad end p. Derpé& kan man gen=-

tagé'prpcessen med Py Oe8.Ve, 08 i lgbet af endelig mange skridt

bliver man fardig.
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Uden nermere definition ses, at hoveds®tningen mere

sldende kan udtrykkes: De elementarsymmetriske funktioner

SqseesS, udeogr en "algebraisk basisg" for de symmetriske poly-—

nomier i M[X1,...,an.
Et polynomium, hvis hejestegradskoefficient er etelemen-

tet, kaldes monisk. Det moniske polynomium med redder X1,...,Xn

er (X-X1)(X—X2)...(X-Xn), og multipliceres ud fir man netop

Xn-s Xn_1+s Xn'z—...isn, sd at i det moniske polynomium med rgd-

1 2
der X,,...,X er koeffocienten til X qig (-1)3sj.

Man bemmrker ogsad, at ethvert element i breklegemet

M(X1,...,Xn) som ved enhver permutation af X1"'°’Xn gar over

i mig selv, vil tilhore M(s1,...,sn).

Eksempel: T M{a,b,c) er

c _ a2c+a2b+b2a+b2c+02b+c2a

a c
4+ = 4 = =
a b abc

_2,2.b
U = prEto+t

dbenbart symmetrisk i a,b,c, og det kan skrives med fzlles-

\A(ea

nevneren SB. For at udtrykke den store tzller ved s1,s2,s3 kan

2 2

vi swtte c=0 (smlgn. beviset forrige side), hvorved fas a“b+b a,

som i Mla,b] er lig 5.8,; 84 er tmlleren (stadig ifslge bevi-
set) af formen 8182—83'p(s1,82,83), og ved udregning findes let
p = 3. Alts3d er
. S8, = 3 s3 :
°3

hvis a,b,c er redderne € € til polynomiet X3 - 4X + 1 er

s, = 0, 8, = -4, 83 = -1, og man far U = -3,
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@velser til § 5.

1) Lad M vare en integritetsring, Mzngden af fglger (ao,a1,...)

3)

L)

af’ eleménter fra M kan organiseres som en ring M{[x]], idet
man definerer addition og multiplikation pa ordret samme mé-
dé, som det pad tekstens side 41 er gjort for polynomier. Idet
X betegner fglgen (O,e,Q,...), kan fglgen (ao?a1,...) opfat-

tes som-en formel potensrakke é(X)=ana1X+a2X2+..., og

- M[[X]] betegnes sompotensrakkeringen over M; den vil som del-

ring have polynomiumsringen over M. Godtgg¢r, at M[[X]] er en
integritetsring.
Vis, at de regulzre elementer i M{[X]] netop er fglgerne

(aQ,a1,...),rhvor a, er regulzr i M.

Undersgg brgklegemet for potensrskkeringen M[[X]] (se gvel)
er 1ntegy%§ﬁjsr1ngen der

over. et kommutativt 1egeme M, og vis, at detVfremgar ved ad-.

junktion af % 41 M[[X]].

Bestem samtlige idealer i pdtensrmkkeringen M{[X]] (se gv.1)
over et kommutativt legeme M, og vis, at bortset'fraanul-
idealet kan de ordnes i en '"nedstigende kzde" _

I I ;,I"Vg noe o Vis, at M[[X]] er en hovedidealring.
Angiv (pénmr isomorfi i billedet) samtlige homomorfe afbild-

ninger af M[[X]].

Indenfor potensrakkeringen M[[X]] (se ¢v.1) over et kommu~
tativt legeme M betragtes mengden L af potensrmkker a(X) hvor-
ia, =0, Vié, at (L,+,+) er en integritetsring. Bestem de
irreducible elementer i (L,+,0). Vis, at der findes hoved-

idealer (d) frembragt af irreducible elementer A(X) sdledes




5)

6)

7)
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at nulreglen ikke gmlder i faktorringen (Ly+ye)/(d). Bestem
samtlige idealer i (L,+,c), og ger rede for at det ikke er en
hovedidealring. Giv et konkret eksempel pa et element, som pa

to vamsentlig forskellige mader kan skrives sonm produkt af irre-

ducibie.

Bestem samtlige endomorfier (d.v¥.s. homomorfier ind i sig selv),
ved hvilke M's elementer er fixe, af potensrakkeringen M[[X]]

over et legeme M, og angiv specielt samtlige automorfier (Aevesi

isomorfier ind pa sig selv).

Bestem samtlige endomorfier, ved hvilke M's elementer er fixe,
af polynomiumsringen M[X] over et legeme M, og angiv specielt

samtlige automorfier.

Vis, at en homomorfi af en .Iintegritetsring (M,+,.) pad en inte-
gritetsring (L,+,) kan udvides til en homomorfi af M[X] pa L[X],
ved hvilken X € M[X] afbildes i X € L[X]. De egentlige polynomier
a(X) € 2[X] kxan opdeles i skvivalensklasser (a(X))' af indbyrdes
proportionale. Vis, at dersom a(X) kan skrives som produkt
b(X)ec(X) af to polynomier af lavere grad fra %[X], s& gmlder

det samme for ethvert polygoTi?p)i klassen (&(X))' (vis fgrst ud >
fra homomorfien (Z,+,.) Qﬁéﬁfhvig alle koefficienter i a(X) har
et primtal p som fzlles divisor, si gzlder det samme for b(X)
eller c(X)). |

'Mwngdén.af zkvivalensklasserne betegnes M', og det foregiende
giver en klassemultiplikation. Vis, at for strukturen (M',.) gzl~
der, at ethvert element pd en og kun een méde kan skrives som

produkt af irreducible. Ggr rede for at de irreducible elementer




e

8)

9)

40)

11)

Mat. 2, 41965-66 ' AT 5, gv. 7-11

i Z[X] er dela;ibprimta&lene, og dels de polynomier, som er irre-
ducible over §[X], og hvori koefficienterne ikke har nogen f@lles .
faktor stgrre end 1. Vis, at hovedsztningen om altid mulig og
vesentlig entydig primoplgsning gmlder i Z[X] (skgnt Z[X] som

omtalt i texten ikke er en hovedidealring).

Vis, at polynomiet a(X) = (X~1)(X-2)...(X-n) - 1 er irreduecibelt
indenfor Z{X] (og dermed ifglge ¢v. 7 indenfor Q[X]). (til hjzlp:

betragt a(X) = b(X)c(X) for X = 4,2¢e.,n)0

Angiv legemer, dellegemer af (C,+,») og s& sm& som muligt, inden-

for hvilke hhv, X3~1,X3-8,Xu;1,X4-8 kan skrives som produkt af

fgrstegradsfaktorer.

Lad (My+se ) vere et legeme med to elementer, f.cks. legemet

(ZZ'+") Undersgg, om a(X) = X2 + X + e er et irreducibelt poly=-

nomium i M[X]. Lad ¢ vere en vilkérlig rod i a(X). Opskriv samt-
lige elementer i M(c), og angiv deres antal ag hvilke af dem, der
er rgdder i a(X).

Idet man i stedet for (M,+,+) benytter et legeme (N,+,«) med tre
2

elementer, f.eks. (23,+,-), og nu a(X) = X“ + X + e € N[X], ¢n-

skes de samme spgrgsmal besvaret. Bogstavet e betegner etelemen-

tet,.

I det fglgende er a et helt tal forskelligt fra -1, og
p(X) = (X-1)(X+1)(X-a) + 1 = (a+]) - X -aX” + X°.
Vis, at betragtet som element i peclynomiumsringen Q[X] er p(X)
irreducibel. Hvad kan man sige om p(X) betragtet som element i

2[x]1e
Vis, at betragtet som element i potensrakkeringen Q[[X]] er p(X)
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reguler (potensraekkering defineret i gv. 4).
Undersgg for a = =2, a = 1 og a = 5 om p(X) betragtes som ele-
ment i Z[[X]] er regulzr, reducibel eller irreducibel. Hvis p(X)

er reducibel ¢gnskes angivet de tre fogrste koefficienter i to ik-

ke-regul@re potensraskker, der har p(X) som produkt.

Lad (P,+;s) vere et legeme med to elementer, f.cks. (22,+,=);
etelementet betegnes e, og nulelementet o, Vis, at X3 + X2 + e

er irreducibel bver P. En rod i dette polynomium betegnes ¢; vis,
at P(c) har 8 elementer, og at disse alle er rod i X8 - X. Vis, at

der ikke findes noget legeme K, s& P c K c P(c).

Lad (L,+ye) vere et legeme med 3 elementer, f.eks. (23,+,Q);
etelementet betegnes e og nulelementet betegnes o. Vis, at pbly—
nomiet X2 + e er irreducibelt over L.

Idet en rod 1 dette polynomium betegnes ¢, skal man undersgge
strukturen af L(c), idet antallet af elementer bestemmes, og

det undersgges om grupperne (L(c),+) og L(c)\fo},.) er cykliske.

Vis, at legemet A af de reelle algebraiske tal (se side 25) er
"algebraisk afsluttet'" indenfor de reelle tal, hvofmed{mene&, at
ethvert reelt tal, som er algebraisk over A, vil tilhgre A. Godt-
ggr, at [ﬁ:A] = . Findes der irreducible polynomier ever A af

h¢ jere end forste grad %
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15)

16)

17)

18)

19)

Vis, at nar fh(X,Y) betegner det homogene polynomium
bestdende af leddene af maximal grad i polynomiet f£(X,Y),
88 vil fh irreducibel medfgre f irreducibel.

Vis, at for alle a er
’f(X,Y) = Xu + Yu + MXZ + MY2 + ' a
irreducibel over §.

Vis, at for netop én vaerdi af a er dette £ reducibelt

over R, og angiv faktoroplgsningen.
Vis, at hvis a(X)€I[X], hvor I er en integritetsring og I

et primideal 1 denne, og

n
a(X)=ao+a1X+ ooo+anx,

med a_,8,, .+, & ,Cll medens an¢ﬂ, s& vil a reducibel

medfgre at a, er produkt af to elementer, begge €0 ("Bi-
sensteins kriterium", smln. eks. x"-2 pa side 273, som er

et specialtilfzlde).
Vis v.hj.a. Eisensteins kriterium (¢v16), at

x2-1

1 ——
= X1

£(x) = x°~ X272 X

er irreducibelt over Q[X]; p er et primtal. (Benyt, at £(X)

reducibel = F£(X+1) reducibel).

Bestem det moniske polynomium af 3'grad, hvis rgdder er
kvadraterne pa de tre rgdder €0 til polynomiet X3+dX2+eX

+ f, og angiv det moniske polynomium, hvisvr¢dder er de re-
ciprokke af kvadraterne;

Man betragetr i M(a,b,c,d) den symmetriske sum U af led af

formen —%—, Hvor mange led indeholder U? FindU udtrykt ved
a™

de elementarsymmetriske funktioner af a,b,c,d. Bestem vaer-

dien af U nar a,b,c,d er rgdderne €C til XM+X3—7X+2.
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27. De 1 det fglgende betragtede legemer er dellegemer sf de

korplekse tals legeme.
Vis,-dt polynomiet X3 -—-X2 - 4 er irreducibelt over de

rationale tals legeme Q. En rod i dette polynomium kKaldes cC;

angiv graden [Q(c):Q].

Angiv endvidere graden [&(/3):Q], og vis ved hjelp af

denne, at Q(/2) n Q(C) = Q. Bestem graden [Q(/Z,c):Q], (hvor
Q&(v/2,c) betyder de mindste legeme, som indeholder V2 og ¢).

Man betragter desuden legemet Q(Q/E); godtgegr, at graden

[Q(e/2:6) gir op i 6.
Vis, at ¢ = Ch'_ c2 -1 Q(Q/gl, og benyt dette til at

ndlede at §(e/2) = Q(vV2,¢).

28, Indenfor M[X1,...,Xn] betragtes potenssummerne
. h h .
Ph = X1I + eee + Xn . Find P1, P2 og P3 udtrykt ved
de elementarsymmetriske funktioner

29. Godtggr, at X1, oo ’Xn er rgdder i polynomiet

y G s1Xn~1 + sgxn"2 + oees +(—1)nsn! og vis, at for

h > n gzlder fglgende formel mellem potenssummerne

(se. ¢v. 28) og de elementarsymmetriske funktioner

n
P + 8P _, - vee + (-1)78 P, = O

h - %1 h-1 T %2'n

Find for h < n®h formel, der forbinder P , «.. »Py

og de elementarsymmetriske funktioner.
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Mere om grupper.

Tidligere er defineret produktet (det "Cartesiske pro-
dukt'") af to mazngder X og Y som mangden af ordnede par (x,¥)
af elementerf ramengderne, - om man vil, kan det ogsd udtryk-
kes som mengden af afbildninger af parret (1,2), hvorved 1
afbildes ind 1 x og 2 afbildes ind i y.

Udfra to givne grupper (G,+) og (H,+*), (vi benytter sam-
me kompositionstegn i dem), kan man analogt danne deres direk-

te produkt betegnet (G,-) x (H,*), hvormed man mener en gruppe,
hvis elementer er par (g,h), hvor g € ¢ og h € H, og hvor

kompositionen skal vzre komponentvis komposition

(g,h)«(g',h') = (g°g',hepn'), Det er nemlig klart, at der derved
er defineret en associativ komposition pa& GxH, og der er et

neutralelement (81,62) dannet af neutralelementerne i hhv.(G,-)
og (H,*), og som det inverse (g,h)'JI har man (g_1,.h~1)a Man
bemazrker, at det direkte produkt af to abelske grupper igen
er en abelsk gruppe.

Nar man taler om direkte produkt af grupper, ser man of-
te bort fra isomorfi,sédledes at enhver gruppe, der er isomorf
med den ovenfor definerede (G;.) x (H,*), betegnes som direk-

te produkt af (G,.) 08 (H,‘). P4 denne méde kan man sige, at

direkte-produkt—-dannelse er en kommutativ komposition for grup-

per, idet afbildningen (g,h) «— (h,g) ses at give en isomorfi
mellem (G,*) x (j,) og (H,+) x (G,+). Ligeledes bliver det en
associativ komposition, idet (G,*) x (H,*) x (K,*), uanset i
hvilken rzkkefglge man regner det ud, ses at vare mazngden af
tripler (g,h,k) med komponentvis komposition, Det har s&ledes

mening at tale om det direkte produkt af et endaérigt antal
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grupper, og ligeledes at damme potenser af en gruppe,(G,-)n,
hvor n € N,

Eksempler: Det n-dimensionale vektorrum (R",+) med
vektoraddition ses at vere lig (R,+)™. Gruppen (QX{0},*)
er direkte produkt af grupperne (@ ,*) og (H,-135), iget
vi for q € Q+ kan lade (q,1) svare til q og (g,-1) svare til
~q. Analogt er (R\{0},.) direkte produkt af (R+,-) og "grup-
pen bestéende af fortegnene + og -". Den entydige fremstil-
ling af tallene i Q+ som uforkortelige brgker viser, at (Q+,')

er direkte produkt af en uendelig cyklisk gruppe, f.eks.
(ggzlz € %},+), og en gruppe (M, - ) bestéende af alle rationale

tal, der kan skrives som brgker med ulige tzller og ulige
nevner.

Det direkte produkt (G,*) x (H,+) har en undergruppe
isomorf med (G,*), nemlig mangden af par (g,e) hvor e er
etelement i (H °), og analogt har det en undergruppe isomorf
med. (H,,),nemlzg mengden af par (e,h), og man ser, at to vil-
karlige elementer fra disse undergrupper kommuterer, fordi
(g5¢)*(e,h) = (g,h) = (e,h).(g,e). Igvrigt ser man, at disse
undergrupper er normale undergrupper , idet f.eks, {(g,e)}
netop udggr kernen ved den homomorfe afbildning (g,h) = (e,h)
ved hvilken produktgruppen afbildes p& (H,*).

Eksempel: Kt egentligt direkte produkt m& have mindst
to ikke-trivielle normale undergrupper, hvis ordeners pro-
dukt er lig gruppens orden, og heraf ses f.eks,, at tetra-
edergrupperne T og T, (AG II,2) ikke kan skrives som direk-

te produkt af to grupper (af orden >1)

Omvendts: Hvis (M,.) har undergrupper G og H, og et-
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hvert produkt gh kommuterer, altsd gh = hg (hvor g € G og

h € H), og endvidere den eneste mdde pd hvilken etelementet

e kan skrives p& formen gh er som € = ee, s& vil mengden af

elementer gh udggre en undergruppe i M, som er direkte pro-

dukt af G og H, Thi til (g,h) € G x H lader vi svare gh € M,

og denne afbildning af G x H ind i ¥ er homomorf, for til
parrene (g1,h1) og (gz’hz) med produktet (g1g2,h1h2) vil i M
svare.elementerne g,lh1 og g2h2 med produktet g1h1g2h2 = (g1g2)°
(h1h2); entydighedsforudsztningen viser, at afbildningens kerne
er (e,e), den bestlr altsd kun af ét element, s& afbildningen

er injektiv, og pastanden er dermed vist, Det er umiddelbart,

at dersom under sztningens forudsztnin.er ethvert element i M

er et produkt gh, s& er (M,+) selv direkte produkt af sine un-—

dergrupper G og H,

Eksempel: Indenfor den multiplikative gruppe af nxn -
matricer over Z med determinant 1 har man, idet n = r+s, en
undergruppe bestéende af de matricer, som har alle elementer
lig O udenfor rxr - kvadratet gverst til venstre og sxs -
kvadratet nederst til hgjre. Denne er direkte produkt af en
undergruppe G, bestaende af matricerne med tal ulig O inden-
for rxr - kvadratet og 1 1 resten af diagonalen og en analog
undergruppe H dannet udfra sxs - kvadratet.

Uden at gd nermere ind p& det, bgr det n®vnes, at man
pé analog méde kan tale om direkte produkt (sommetider "sum')
af ringe, idet man ved (K,+,+) % (My+,*) forstidr mengden af

par (k,m) og som kompositioner pd parmangden benytter kompo-

nentvis addition og komponentvis multiplikation. Eksempler:

Ringen af funktioner, som afbilder en mzngde med to elementer
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ind i en ring (M,+,*),ses at vare det direkte produkt
(M9+y°)2. Den kinesiske restklassesatning (83, P. -19): hvis
man gennemtznker betydninge af de indgéende homomorfe afbild-
ninger, ser man, at sztningen udtrykker, at hvis (M,+,‘) er
en ring med etelement, og Iys.-.s1, er idealer,hvor

k=
direkte produkt af kvotientringene (M,+,-)/Ij; som talek sempel

j+ k= 1j+1 Ly, s8 er kvotientringen (M,+,+)/ n I, lig det

ses, at restklasseringen 230 er det direkte produkt af rest-

klasseringene 22, 23 og 25.

Vi skal nu vise den fundamentale basissatning for endelige

abelske grupper: Bnhver endelig abelsk gruppe er det direkte

produkt af cykliske grupper (Frobenius og Stickelberger, 1879).

Her er @ruppens orden &benbart produktet af de cykliske grup-
pers orden, og af beviset vil igvrigt fremgd, at disse kan
velges som potenser af primtal. Bn cyklisk gruppe (Zr’+) kan
opfattes som forskydningerne af mengden Z af heltallige punkter
p& en linie over i sig selv betragtet modulo et interval af
lezngden r, og basissstningen kan derfor lgst udtrykkes: Ehhver.
endelig abelsk gruppe er isomorf med en gruppe af forskydninger
af et flerdimensionalt heltalspunktgitter - Zm betragtet modulo
et m-dimensionalt interval (akseparallelt parallelepipedum) med
heltallige kantlsngder,

Fgrst vises: En endelig abelsk gruppe er direkte produkt af

undergrupper,siledes at i hver undergruppe er samtlige element-
ordener potenser af et og samme primtal,

Lad (G,*)vaere endelig abelsk, af orden n = pa‘S, hvor p er

. - a S
et primtal, og pfs. Vi satter H = {wP |wedlog K = {w"|weg}., 84 er
H og K undergrupper i G,fordi de er billederne af (G, ) ved

) a
endomorfierne w -» wP~ hhv. w — wS
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(den sidste er en endomorfi, fordi wo.ew®= (WV)S, og den
fgrste anélogt). S& er H xK = G, hvilket vi ser, idet vi
(ligesom tidligere) betragter den homomorfe afbildning
(x,y) >z =xy af H x Kind i ¢ (her x € H og y € K), Af-
bildningen er surjektiv, thi et vilkarligt z € G kan skri-
ves p& formen z = zcz1‘c, og ifglge den kinesiske restklas-
sesatning findes et ¢, som ved division med pa og med s gi-
ver resterne O hhv. 1, sa at pagér opic, og s gdr op i 1-c,
hvoraf fglger , at z° € H og 217¢ ¢ K, s& at z er skrevet
p4 formen xy. Afbildningen er injektiv; for at indse det
bemsrkes, at x € H medfyrer x° = (Wpa)S = Wt = e (ifglge
Lagranges s#tn.) s& at ordenen af x gér op i s, og analogt
ses, at y € K medfgrer, at ordenen af y gar op i pa, og for
et (x,y) liggende i afbildningens kerne, altsé med Xy = e,
er derfor ord, x = ord. y_1 = en felles divisor for s og pa,
alts& lig 1, s& bade x og y er e; kernen bestar altsd kun
af ét element, og afbildningen er injektiv, Dermed er vist,
at 6 = H x K,

Som lige ngvnt vil y € K medfgre,at ord, ylpa, og K er
derfor en gruppe, hvori alle elementordener er potenser af
p. For en given orden n > 1 af (G,°) er det virkelig muligt
at vaelge pa sdledes, at H bliver en =gte undergruppe af G,
thi G indeholder med sikkerhed et element © w af en orden
stérre end 1, og hvis denne orden skrives som pm, hvor p er
et primtal, sa,.vil w" vare af p'orden, og med dette p (som
Jo er divisor i n ifglge Lagrange ) gir det, for vi har jo
vist, at x € H = ord.x|s, og derfor W ¢ H. Vi kan altsa

skrive (G,*) som et produkt, hvori der indgir en faktor K
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af den ¢nskede type, og hvori den anden faktor H er arf

lavere orden end ord.G, dernzst oplgse H pad samme made
og blive ved indtil (G,*) er helt oplgst p& den gnskede
made,

Dermed har vi eftervist den pastidede fgrste oplgs-—
ning af en abelsk gruppe. Vi bemezrker, at dersom speci-
elt (@,+) var cyklisk af orden n= p-+s, si bliver H cyk-
lisk af s'orden og K cyklisk af pa'orden, og dermed ser
vi, at enhvef cyklisk gruppe er direkte produkt af cykli-
ske grupper, hvis ordener er potenser af forskellige prim-
tal (og disse primpotenser er netop de, som forekommer i
faktoroplgsningen aff n = den cykliske gruppes orden), Da
vi jo ogs& den modsatte vej kan samle delprodukter, fin-

der vi: En cyklisk gruppe af orden rs, hvor{r,s) = 1 er

direkte produkt af to cykliske grupper af ordener r 0Og S.

Taleksempel: En cyklisk gruppe af 12'orden er direkte pro-
dukt af en cyklisk gruppe af L'orden og en af 3'orden

(smlgn., igvrigt det foran under omtalen af direkte produkt
af ringe anfgrte om restklasseringe (Zm,+,'), der specielt

giver det her navnte om grupper (Zm,+)).

Vi skal s give anden halvdel af beviset for basis-

setningen, nemlig vise, at hvis (G,*) er en endelig abelsk
gruppe, i1 hvilken enhver elementorden er potens af et fast
primtal p, s& er gruppen direkte produkt af cykliske grup-
per (hvis ordener er potenser af p hvorafmfglger, at ord.
G ogsd er en potens af p), Beviset skal fgres ved induk-
tion efter gruppens orden, idet pastanden &benbart er gyl-

dig for en gruppe af 1'orden; vi antager ord.G > 1.
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m& det vare {elalene). Vi har altsd et direkte produkt

Ky = CxC1xC2x... € G, Hvis K1 = G, er vi ferdige. I mod-
sat fald vil K,c G ligesom fgr medfgre,at M ¢ K, 5 og vi
kan s tage et z' € M\K1 og far et direkte produkt
C'xCxC1x02x... c G, og hvis det er lig G, er vi ferdige.
Efter et endeligt antal skridt af denne art far vi den
gnskede fremstilling.

Basissatningen er dermed bevist,

I produktfremstillingen af en abelsk gruppe er de
cykliske gruppers ordener ikke entydigt bestemt; vi havde
jo foran s#tningen om, at en gruppe af orden rs med (r,s) =
1 er produkt af grupper af ordener) T of 8, men der cr likke
anden flertydighed end den, som udspringer heraf., Ander-
ledes udtrykt: hvis (G,+) skrives som produkt af cykliske
grupper af primtalsorden, s& er denne mangde af primtal-

potenser entydig bestemt, Disse primpotenser kaldes .1~

v..' gruppens invarianter og bestemmer altsé dens

struktur., Fgrste halvdel af beviset gav jo netop en Op-
spaltning efter de forskellige primtal p, og senere frem-
gik det, at det samtidig var en opspaltning af gruppens
orden n efter p (idet gruppen bestéende af de elementer,
hvis orden var potenser af p,selv fik en orden, som var
en potens af p,-det omvendte er trivielt ifglge Lagranges
setn, ), og for et givet p er det klart, at der md vare

en cyklisk faktér, hvis orden er den maximale element-
orden, og ved fgrst at uddrage denne og sa gentage ser

man entydighedsn. Men kombineres forskellige primtal, kan
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flertydigheden opsté, hvis f.eks. (G,*) er direkte produkt
af' tre cykliske af ordener 2, L og 9, s& er den ogs& pro-
dukt af to cykliske af ordener 2 og %6 eller af to af or-
dener 4 og 18, (men s& er der ikke flere muligheder).

Man ser let, at basiss®ztningens bevis (begge halvdele)
kunne sk&rpes til at give: For en endelig abelsk gruppe
(G, ) med en undergruppe U er det muligt at skrive G som
direkte produkt af cykliske undergrupper Cy af primpotens
orden, og saledes at samtidig U er det direkte produkt af
undergrupper i de enkelte Cj' Heraf f&s umiddelbart : En

endelig abelsk gruppe (G,+) har en undergruppe isomorf med

(U, ) hvis, og kun hvis invarianterne for G og U (de sidste

om forngdent supplerct med nogle 1-taller) kan parres sam-—

men séledes, at enhver invariant for G er delelig med den

tilsvarende for U, Taleksempel: en gruppe med invarianter

Ly 2 0g 9 har en undergruppe med invarianter L og 3, men
ingen med invarianter L, 4 og 3.

Af det foregdende fremgar, at for abelske grupper er
de cykliske grupper vigtige byggestene, som ved produkt-
dannelse kan opbygge alle endelige og talrige af de uende-
lige grupper.

Som standardtype for ikke-abelske kan man benytte
grupper arf nw matricer(med forskellige n) og blandt disse
endda ngjes med matricer, som er unitere (altsé& ortogonale

dersom reelle). Representationsteorien for grupper omhand-

ler homomorfe (spec., isomorfe) afbildninger af grupper pa
matrixgrupper,

Lad os her blot bemzrke, at enhver endelig gruppe (G,')
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kan reprasenteres isomorft ved en matrixgruppe, Thi (@G, +) er
isomorf med en gruppe af permutationer, og til en permutation
j~>k(j), 3 =1,.405 n lader vi blot svare en matrix, som ud-
trykker den tilsvarende permutation af koordinatakserne i et
n-dimensionalt koordinatsystem, (den er ortogonal), og dens

elementer er 1-taller og nuller).




1,

3.

L

Yvelger til § 6.

Illustrer (Z,,,+) = (23,+) X (zu,+) ved til gitter-
punkterne i et 3 x h—rektaﬁgel at angive de tilsva-
rende gfuppeelementers orden og de tilsvarende abscis-
ser fra et ‘lineart interval af langde 12.?Hvor mange

isomorfe afbildninger findes der fra interval til rekt-"

angel?

Hvor mange ikke-isomorfe abelske grupper findes der af
orden 23 ? Og af orden 29+75 ¢

For hvilke n er alle abelske grupper af n'orden isomorfe?
For hvilke n findes netop 2 ikke-isomorfe ? Samme sp@rgs-
mal med 3 og L.

Et endeligt legeme (M,+,+) har karakteristik p. Hvadﬁer
strukturen af gruppen (M,+) ? Vis, at (M,+,*) er bestemt
entydigt pansr isomorfi for [M:Zp] = 2 eller 3.

En endelig abelsk gruppe har invarianter 2“, 2, 52, 5.

.Hvor mange ikke-isomorfe undergrupper har den ¢ Hvor

mange ikke~isomorfe undergrupper af 100'orden har den ?
Hvor mange, gerne isomorfe, undergrupper af 2'orden har
den ? '

En endelig abelsk gruppe (G,+) har invarianter 2%, 2,

52, 5. Angiv invarianterne for“undergruppen H = {x6lx€G1.
Angiv alment invarianterne for H = fxtIxEGf udtrykt ved

t og invarianterne for G,




Side

Nogle trykfejl i AT-stoffet (Th. Bang):

0,8 nederst og 0,9: tegnet for normal er 4

0,8 i noten: "eller distributiv m.h.t. en anden
komposition" udgér,

les M, U o}

2,8 1linie 2: for M+
2,10 - 17 for L lws M
2,18 - L f.n.: for N les %
3,20 - 8 for ¢ les €

®4 ®
6,7 - 12 for e= Xye les e= X,
6,7 mnederst: for H lzs K (3 steder)
6,8 1linie 15: for primtalsorden l@s primpotensorden.
6,8 - 2 for K,= C x G, % .. les K,= C x K
6,8 - 5: for C' x C x 01 % Cpes  lms C' x K1
6,9 - b for let les ret let

(d.v.s. teksten
giver ikke bevis

for setningen).
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