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§ 1. Ringe., Idealer, Legemer.

I AG II er nogle af algebraens grundbegreber beskrevet;
vi skal af hensyn til det fglgende resumere noget derfra, idet
vi-igvrigt henviser til det nevnte kapitel.

Ved en komposition indenfor en mwngde M forstas en afbild-—

ning af M x M ind i M, almindeligt betegnet ved en skrivemdde
som x $ y = z.

I de f@lgende udsagn star a, b og ¢ for vilkarlige elemen~
ter fra M.

Kompositionen er associativ, safremt a $ (b § ¢) =
(2 $p) % c.

Kompositionen er kommutativ, safremt a $ b = b $ a.

Et neutralt element e opfylder e $ a =a $ ¢ = a,

(og det vistes, at der findes hgjst eet sadant).

Hvis e er neutralt element kaldes a regular, s&fremt der
findes et element, betegnet 8-1, sd a $ a--1 = a—1 $ a =e og
a_ll kaldes inverst til a, (og det vistes, at ved en associativ
komposition haf et regulart element kun eet inverst).

Forkortningsreglen kunne udtrykkes: hver af ligningerne
a$x=D>bogx$a=D>bhar hgjst een 1lgsning (og det vistes,
at safremt kompositionen er associativ og ethvert element er
regulert, s& gelder forkortningsreglen).

Det vigtigste tilfzlde af en mazngde med een komposition
blev behandlet i AG II, 2, nemlig begrebet en gruppe. Derved fp
forstds en mangde med en komposition, som er associativ, hvor
der findes neutralt element, og nhvor alle elementer er regulare.
Forkortningsreglen gelder altsi, og endda i den sterkere for-—
stand, at enhver af de nzvnte ligninger har netop een lgsning

x. S&fremt kompositionen er kommutativ, kaldes gruppen kommuta-
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tiv. Vi skal nu betragte mazngder M med to kompositioner, og

skal minde om definitionen pa, at & er distributiv med. hensyn til

$, hvilket betyder, at
x5 (y$ z)
(v $ 2) Bx

gelder for alle x,y,z € M.

(xBy)$ (x5 2)
(y 8x) ¢ (2 & x)

1

En ved to kompositionsforskrifter organiseret mengde M

kaldes en ring, s&fremt M ved den fgrste komposition ("ring-

additionen") udggr en kommutativ gruppe, og endvidere den an-

den komposition ("ringmultiplikationen") er associativ og di-

stributiv med hensyn til den fgrste.

Til den anden komposition kan man eventuelt forstarke kra-
vene: safremt den anden komposition er kommutativ, vil vi tale

nm en kommutativ ring, si&fremt den anden komposition har et

neutralt element ("et-element ved ringmultiplikationen') taler

vi em ring med et-element, og dersom vi siger, at et eglement

i ringen har et inverst skal det ogsa réferere +il den anden

komposition.,
Som antydet vil vi s®dvanligvis betegne den fgrste kompo-

sition som addition og benytte tegnet +, og for a+at+a+a vil vi

skrive lLa, o.s.v; den anden komposition betegner vi som multi-

plikation og benytter tegnet . (der evt. kan udelades), og

i

a-asa+a vil vi skrive som a', 0.s8.ve. Dette vil kun sjazldent
komme til at kollidere med betegnelserne fra sazdvanlig talreg-
ning, men 1 de tilfelde, hvor det kan give anledning til misfor-
stdelser, md vi naturligvis benytte andre betegnelser (smlgn.
eks. 2 nedenfor).

Additionens neutrale element vil vi betegne som nul-ele-

ment, og ofte skrive O, Da O 0+0 finder vi med benyttelse af

11

den distributive lov, at O-.a = (0+0)+a = O.a + O.a, hvoraf ses,
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at Oea = O for alle a € M, og analogt ses, at a-0 = 0O,
Lgsningen x til ligningen a + x = b betegnes b - a, idet
vi dog for O - a ngjes med at skrive -a. Det herved indfgrte
minustegn opfylder de szdvanlige regler. Saledes er b + (-a) =
b - a, hvilket ses af ligningen b = Db + 0 = b + ((-a) + a) =

(b + (-a)) + a; endvidere er (-a) + (-b) -(a + b), hvilket

ges af ligningen ((-a) + (-b)) + (a + b) (-a) + (-b) +a + D
= (-a) +a+ (-b) + b =0+ 0 = 0; endelig er a(b - ¢) = ab - ac,
hvilket ses af at a(b - ¢) + ac = a((b - ¢c) + ¢c) = ab,

Det eventuelle inverse element til a betegnes a—1, 0g gan-
ske som det bevistes for grupper (AG II, 2) ser man, at de
szdvanlige potensregler er opfyldt, idet aP.a® = aP*e og (aP)¢
= aP9 for alle p,q € 7. Eventuelle lgsninger x til ligningerne
ax = b og xa = b behgver ikke at vare ens, men safremt vi har
at ggre med en kommutativ ring bliver de ens, og vi kan da be-
nytte brgkskrivemadden x = g; for denne bregkstreg gelder lignen-~-
de bemerkninger som for minustegnet ovenfor.

Ligeledes vil vi benytte den smdvanlige talaritmetiks kon-
ven@ioner om udeladelse af parenteser, sdledes, at hvor ikke.
andet er angivet ved parenteser Skal man 1 sammensatte udtryk
f?rst foretage potensopl¢ftninger? s multiplikationer (og di-
visioner) og sluttelig additioner'(og subtraktioner).

Da O.a = a+0 = 0 for ethvert a € M, ser man, at forkort-
ningsreglen ikke kan g®lde generelf‘for ringmultiplikationen,
idet man ikke kan "forkorte med 0", Men forudszttes det, at xz
= yz for z 4+ O medfgrer x = y, sd gzlder nulreglen

v X:y((xy = 0) = (x =0)v(y = 0))
(i ord: et produkt er kun O, hvis en af faktorerne er 0); be-

viset er umiddelbart, thi enten er y = 0, eller ogs& far man

ved at sammenligne formlerne O:.y = O og xy = 0, hvori y + 0, at



x = 0., (Smlgn. AG II, 1 ¢v. 3). Hvis omvendt nulrerien gzlder,

s& vil (xz = yz)A(z 4 0) medfgre xz ~ yz = (x - y)z = 0, og

dermed x = y. Med andre ord: nulreglen er ensbetydende med, at

en ligning xa = b, hvori a 4 0, hgjst har en lgsning. Analogt

ser man, at nulreglen er ensbetydende med, at en ligning ax =

b, hvori a 4 0, hgjst har een lgsning.

1)

3)

'y

5)

6)

Eksempler p& ringe (M,+,-):
(ﬁ;+:'), (é,+,-) og (2,+,-). I den sidste af dem har kun
tallene +1 og -1 inverse elementer,

; ringadditionen defineres som multiplikation

Lad M vzre ﬁ+,

af elementerne, og ringproduktet af tallene x og y define-~
res ved e(log x) (Log y). I dette eksempel kan man ikke u-
middelbart benytte + og ¢« som kompositionstegn., Igvrigt
fremgar eksemplet af den f¢rste ring i eksempel 1) ved en
isomorfi x - er,

Lad (M,+) vere en vilkirlig kommutativ gruppe; ringmultipli-
kationen defineres ved at sette ethvert produkt lig gruppens
neutrale element, altsd xy = O for alle x,y € M., Nulreglen
svigter til overflod (forudsat M indeholder mere end eet
element).

M er mzngden af funktioner x = x(t) : A ind i R, t € A, hvor
A indeholder mindst to elementer; ringaddition x + y =
x(t)+y(t), t € A, og ringmultiplikation x-y = x(t)-y(t),

t € A. Nulreglen gzlder ikke. |

M er mzngden af n x n-matricer, og kompositionerne er ma-
trixaddition og matrixmultiplikation (AG III, 6). Ringen

er 1 modsztning til de forrige eksempler ikke kommutativ
(for n > 1),

(2m,+,-); her betyder Zm mengden af hele tal som er multipla

af et tal m € N, Ringen har i modsaztning til de forrige
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eksempler (p& n®r L)) ikke noget et=element (rorudsat m > 1).

Ved en delring (eller underring) (L,+,-) i en ring (M,+,.)
forstds en delmazngde L atf M, som organiseret ved restriktionen
af kompositionsforskrifterne + og . til L udggr en ring. Dette
indebzrer &benbart dels, at (L,+) skal vare en undergruppe af
(M,+), og dels, at restriktionen af kompositionen - til L skal
vere en komposition indenfor L, d.v.s. at x,y € L medfgrer
x-y € L. Disse to krav er ogsd tilstrazkkelig til at en delmeng-
de L af M er en delring, thi de medfgrer jo, at restriktioner-
ne af + og «+ fra M til L bliver kompositioner i L; og nar kom~
positionen + er kommutativ, og kompositionen . er associativ
og distributiv med hensynttil +, alt indefor M, s& gzlder det
samme for deres restriktioner til L.

I stedet for at sige at (L,+,) er delring i ringen (M,+,.),
vil vi ofte blot sige, at L er delring i ringen (M,+,.), idet
det er underforstéet, at kompositionerne er restriktionerne af
kompositionerne i M, Analogt vil vi istedet for at sige, at
(H,$) er undergruppe i (G,$) blot sige, at H er undergruppe i

(G, %).

Hvis L er fzllesmezngden for (endelig eller uendelig mange)

delringe Lj i en ring (M,+,:), s8 vil L selv ogs& vare delring
i (M,+,.).

Bevis: Lad os vise, at x,y € L medfgrer x.-y € L, idet vi
benytter, at den tilsvarende egenskab er opfyldt for alle Lj;
det sker saledes

X, 7 € L = Vj(x,y € Lj) = Vj(x-y c Lj) = Xy e:(ﬂj Lj).
P4 ganske analog made kan vi vise, at x,y € L medfgrer x+y € L,
og at x € L medfgrer -x € L ved at benytte, at de tilsvarende
egenskaber er opfyldt for alle Lj' Dette viser, at restriktio-

nen af kompositionerne «, + og - til L bliver kompositioner



indenfor L, Og det er klart, at egenskaberne kommutativ, asso-
ciativ og distributiv bevares ved restriktion, hvormed satnin-
gens bevis er fuldfgrt. Lad os igvrigt bemezrke, at beviset sam=-
tidig indeholder et bevis for en analog sztning em undergrupper
(se AG II, 2, 3):

Hvis H er fzllesmzngden for (endelig eller uendelig mange)

undergrupper Hj i en gruppe (G,$), s& er H selv en undergruppe

1 (a,8).

Exsempler: Enhver ring har sig selv samt {0} som delringe.

Til eksempel 1) foran: (C,+,«) har som delring R, og denne har
igen delringen Z. Til eksempel 6) foran: (Zm,+,-) er delring i
i (Zn,+,») da, eg kun da nidr m er et multiplum af n; (Z,+,+)

har som delringe 22 og Z5’ hvis fellesmengde er delringen 26;

fellesmengden for alle Zm’ m € N er delringen {0}.

Lad os betragte en homomorf afbildning af en ring (M,+,-).
Mengden M afbildes ved homomorfien oven pi en mangde M', og in-
denfor M' har vi to kompositioner ® og ©®, siledes at (M,+,-) af-
bildes pa (M',®,0). Det er tidligere bevist (AG I1I,2,9), at nir
(M,+) er en gruppe, s& vil (M',®) ogsd vazre en gruppe, siledes
at neutralt element afbildes 1 neutralt element eg inverse ele-
menter afbildes i inverse elementer, og endvidere er det vist
(AG I,1,8 £f), at egenskaberne kommutativ, associativ og di-
stributiv ved homomorfien overfgres fra kompositionsforskrifter-—
ne + og *» til ® og ®., Vi har derfor:

Lad (M,+,+) vere en ring og (M',®,0) en ved to kompositions-

forskrifter ® og ® organiseret mengde. Hvis der findeg en homo-

morf afbildning £ af (M,+,-) pa (M',®,0), sa er (M',®,0) lige-

ledes en ring. Dennes nulelement er billedet ved f af nulele-

mentet 1 M; hvis M har et etelement e, s& vil M' ogsi have et
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ctelement, nemiig £(e); hvis x € M har et inverst x| ved ko -

positionen :, s& vil £(x) € M' ogsd have et inverst ved kompo-

sitionen ©®, nemlig f(x—1).vais ringen (M,+,.) er kommutativ,

s er ringen (M,®,®) ogsé kommutativ.

Eksempler: Lad (M,+,«) vare ringen fra eksempel L) for.a
bestéende af funktisner x(t), t € A; for <t fast by € 4 Vil
x(t) - x(to) vere en homomorf afbildning af (M,+,s) over pa
(R,+,+); vi bemmrker, at nulreglen gslder for (R,+,.), medens
den jo ikke gmlder for (M,+,.). At det omvendte kan ske; at
nulreglen gelder for en ring, men ikke for dens billede ved en
homomorfi, kan ses af fglgende eksempel: ringen (Z,+,‘) vil ved
afbildningen p —» p+2m blive afbildet homomorft over pa en ring
af restklasser modulo m (se AG II,2,side 1L og AG II,2 @velse
16; vi skal igvrigt senere udfgrligt behandle dette eksempel),
og for denne ring gmlder nulreglen kun, hvis m er et primtal.

Lad (M,$) vere en mzngde med en kompositionsforskrift, og
lad £ v@re en homomorfi, der afbilder den ind pa (M',$'). Tor
elementerne i1 M definerer vi en relation =, idet vi ssatter x = ¥y
nar f(x) = f(y). Det er klart, at relationen bliver en zkviva-
lensrelation indenfor M, idet den er refleksiv,'symmetriék og

transitiv, og ®zkvivalensklasserne er f_1(x'), x' € M', Men detvil

endda vzre en zkvivalensrelation harmonerende med kompositionen
$, hvormed vi mener, at x = X, 08 ¥ = ¥, me@férgr x$y= X, $ Yy
dette ses let, thi ifglge definitionen af §/er f(x) = f(x1) og
f(y) = f(y1), og ved at benytte homomorf}én far vi s& £(x $ y,

= £(x) §' £(y) = £(x)) $' £(y;) = £(x,§7y,), altsd x § y =

Xy $ Iy Hvis der i M findes flere kgmbositionsforskrifter, s&
vil en homomorf afbildning give aqlédning til en #kvivalensre-
lation i M harmonerende med allgxiompositionsforskrifterne.

Specielt far vi, at en homomorf afpildning £ af en ring (M,+,+)
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giver anledning til en zkvivalensrelation harmonerende med kom=-

positionerne + og ., idet vi satter x og y ®kvivalente, nar

f(x) = f(y). En zkvivalensrelation for elementerne i en ring
harmonerende med ringkompositionerne kaldes ofte en "kongruens-
relationt.

Lad der omvendt vare givet en mengde med en eller flere
kompositionsforskrifter (M,$,b,..), og i mzngden en smkvivalens~
relation = harmonerende med kompositionerne. Da eksisterer der
en homomorf afbildning f af (M,$,b,..), sdledes at x = y netop
ndr £(x) = £(y). Bevis: Da = er en zkvivalensrelation giver den
anledning til en klassedeling af mengden M (se AG I,7,13), sa-
ledes at ethvert x tilhgrer netep en klasse som kaldes f(x) el-
ler x'. Dermed har vi en afbildning af M ind p& et M', nemlig pa
mengden af klasser. Ethvert x' kan angives ved hj®lp af et vil~
karligt af de elementer x den indeholder, og vi siger, at x er
reprasentant for klassen x'., I M' definerer vi nu kompositionen
x' $ y' pd fplgende made: vi tager reprasentanter x og y for hhv.
x' og y', danner x § y, og den klasse € M', der indeholder det-
te element altsa (x § y)', tages som x' §' y'; dette er virke-
ligt brugbart som definition, thi selvom vi tog andre repra&sen-
tanter X, € x' og v, € y', sa blev X, =X 08y, =Y 08 derfor
Xy $ vy =X $ v (da skvivalensrelationen er harmonerende med
$), sdledes at vi fgres til den samme klasse € M'. Og da (se
fem linier ovenfor) x' $y' = (x $ y)', er afbildningen af (M,$)
p&d (M',$') en homomorfi. P4 tilsvarende made kunne vi i M' de-
finere en komposition k', og ogsé med hensyn til denne komposi-
tion vil afbildningen af M p&d M' vare en homomerfi; o.s.v. Men
dermed har vi opnaet en homomorfi af den organiserede mzngde
(M,$,5,..) ind pd (M',$',B',..).

Hvis vi betragter en vilkérlig homomorfi x - g(x) = x'',
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der afbilder (M,$,%,..) (det samme som ovenfor) ind p&
(M'"',$'',&%'",,.), og sdledes, at x = x, medforer g(x) = g(x1),
s& vil vi vise, at der findes en homomorf afbildning h af M'
ind p& M'', sdledes at g = hof. Vi definerer h(x') som gof—1(x‘)
= g(x), hvor x er et element € M, for hvilket f(x) = x'; det er
ligegyldigt, hvilket x inden for f_1(x‘) vi valger, thi velger
vi et andet, x,, s& er jo x = x,, og derfor g(x) = g(x1), sd vi
f&r samme billede h(x'). Og h er en homomorfi, thi betragter vi
f.eks. kompositionen $', s far vi ved at benytte, at £ og g er
homomorfier, at

n(x'$'y') = gt (x'$'y') = elxdy) = e(x)$ 'ely) = n(x")$ 'hiy').

Dersom specielt ger sdledes, at g(x) = g(x1) netop nér x = x,,

d.v.s. ndr f(x) = f(x1), kan vi ogsd lade f og g bytte roller i
det ovenstiende bevis, si at h"1 bliver en homomorf afbildning
af M''! ind pd M', og M' og M'! er altsd i dette tilfxlde isomor-
fe.

Alt i alt: Enhver homomorf afbildning f af en mengde med kom-~

vositionsforskrifter giver anledning til en skvivalensrelation

= harmonerende med kompostitionerne, sdledes at X = y netop nar

f(x) = £(y). Omvendt vil der til enhver skvivalensrelation = i

mEngden harmonerende med kompogitionerne svare en homomorf af-

bildning f (hvor dens billedmengde med kompositioner er bestemt

entydigt pénsr isomorfi), sdledes at f(x) = f(y) netop ndr x = y.

Lad nu f vere en homomorf afbildning af en ring (M,+,°), og
= den dertil svarende :kvivalensrelation i M, Ved homomorfiens
kerne I forstdr vi mengden af de med O =k-rivalante elementer i
M, Da = er harmonerende med ringaddition (og -subtraktion), og
da y = y, fds at x = y netop ndr x -~ y = 0, altsd netop nar

X -y € I. Kernen bestemmer derfor zkvivalensrelationen entydigt,
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og billedet (M',®,®) af (M,+,:) er derfor paner isomorfi bestemt
entydigt ved I. Den ved (M,+,+) og kernen I panmr isomorfi en-

tydigt bestemte billedring (M',®,®) kaldes faktorringen

(M,+,-)/T (eller kortere M/I). Betegnelsen er suggestivt heldig:
hvis I er "stor", far mange elementer det samme billede ved ho-
morfien, sd M' bliver "lille", Hvis M er endelig, bliver I og

M' endelige, og for elementantallene far man formlen m' = %. Be-~
vis: for fast Vo, T X = ¥, ensbetydende med x ~ Yo = 0, som er
opfyldt af i forskellige elementer (x - yo); den tilfeldige &kvi-~
valensklasse (yo)‘ indeholder altsd ogsd i elementer, og antallet
af forskellige =zkvivalensklasser bliver derfor %.

Bn delm®ngde I af en ring (M,+,+) kaldes et ideal i ringen,
hvis der findes en homomorf afbildning af ringen, ved hvilken I
er kerne,

Dersom vi inden for en ring har givet nogle (endelig eller
uendelig mange) mkvivalensrelationer, harmonerende med ringkom-—
positionerne, s& kan vi definere en ny relation =, idet vi s®t-
ter x = y, hvis og kun hvis x og y er skvivalente ved samtlige
de givne skvivalensrelationer. S& bliver x = y &benbart ogsd en
wgkvivalensrelation harmonerende med kompositionerne, og det til-
svarende ideal ses at blive netop fellesmzngden for de til de
givne ®kvivalensrelationer svarende idealer. Vi har derfor: Fel-

lesmengden for (endelig eller uendelig mange) idealer i en ring

er et ideal i ringen.

Eksempler pd ringe (M,+,:) med homomorfier f og tilsvarende
zgkvivalensrelationer:
1) Lad f vere en isomorfi i en vilkarlig ring; enhver mkviva-
lensklasse bestdr af et element, og kernen er nulelementet, hvor-

af vi ser, at {0} er et ("trivielt") ideal i ringen.
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2) Enhver ring kan ved en homomorfi afbildes over i ringen
bestdende af et eneste element (dette er samtidig nuleleunent og
etelement i billedringen); hele ringen udger altsd en akviva-

lensklasse, som er afbildningens kerne, og M er altsd et ("tri-

vielt") ideal i (M,+,-).

3)  Lad (M,+,:) vere ringen fra eksempel 4) (side 4) af fuuk-
tioner x(t), t ¢ A; afbildningen x(t) X(to) vil (som ogsd om~
talt side 7) vere en homomorf afbildning af ringen; enhver skvi-
valensklasse bestdr af mmngden af x(t), hvor X(to) har en fasst
verdi ¢ € R; afbildningens kerne er {x(t) | X(to) = 0}, og den-
ne mengde er altsd et ideal i ringen.

4) De hele tals ring (Z,+,-) blev ved p—» p + Zm afbildet
homomorft over pa restklasserne modulo m; kernen er Zm’ som alv-
sd er et ideal,

5) Af de nedenstéende egenskaber Id1 og Id2 felger umiddelbart,

at ethvert ideal er en delring. Men ikke enhver delring er et

ideal; f.eks, er (%Z,+,:) en delring af (R,+,-), men den er ikke
et ideal, thi en homomorfi af R, hvorved Z feres over i nulele~
mentet, vil specielt fore 1 over i nul, og dermed a = a-1 over
i nul for ethvert a, si& at homomorfiens kerne er hele R.

Negdvendigt og tilstreskkeligt for at en delmsngde I af ringen

(M,+,°) er et ideal er, at folgende to betingelser er opfyldt:

Id1: I er en undergruppe i ringens additive gruppe (M,+).
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;g_g: For a€ I og alle x € M skal a.xXx og X.a begge
tilhgre I,

Ifplge idealets definition skal vi vise, at Idi og Id2
karakteriserer mengderne I = {x | x = 0} for samtlige skvivalens-
relationer = harmonerende med + og .

Lad os fg¢rst vise betingelsernes ngdvendighed. Hvis a = O
og b=0far vi a + b = 0, hvilket viser Id1, Hvis a = 0 far vi

a.X = 0ex = 0 0og x+a2a = x.0 = O, hvilket viser Id 2.

Dernzst vises betingelsernes tilstrazkkelighed. Lad I op-

fylde Id 1 og Id 2. Vi definerer relationen = ved a = b, nar

i

a-b € I, Relationen er refleksiv, fordi a-a 0 € I, symmetrisk
fordl a-b € I medfgrer b-a € I og transitiv fordi a-b € I og
b-c € I medfgrer a-c € I, altsammen pad grund af Id 1. Det er
altsd en skvivalensrelation. Endvidere vil a-a, €I og b—b1 €I
medfgre (a+b)—(a1+b1) €I, sd at a = a, og b = b, medfgrer

a+b = a1+b1. 0g endelig vil a-a, € I og b—b1 € I medfgre

171

b1 medfgrer a.b = a,l-b1

a(b—-b1)+(a—a1)b1 = ab-a,b, € I, idet bade Id 1 og Id 2 er benyt-

+ Dermed er til-

11

tet, s& at a = a, °og b
gtrakkeligheden bevist.
For kommutative ringe behgver man kun at stille et af de
to i Id 2 anfgrte krav, idet det andet sd af sig selv er dpfyldt,

hvorimod man for ikke-kommutative ringe ma stille begge krav.
For de sidstnzvnte ringe kan man foruden de ovenfor definerede
idealer ("tosidede'") betragte "hgjreidealer", hvormed menes
mengder der kun opfylder Id 1 og den férste af betingelserne 1
Id 2, s& altsd a € I og x € M medfgrer a.x € I; analogt kan man
definere "venstreidealer" ved kun at forlange det sidste af kra-
vene i Id 2. Men da vi 1 det fglgende n:sten udelukkende skal
betragte kommutative ringe, skal vi ikke behandle disse '"ensi-

dede'" idealer udfgrligere.
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Hvis vi for grupper anvender den almindelige homomorfisst-
ning (side 9), far vi resultater, der pd betydningsfuld méde
kompletterer tidligere resultater om homomorf afbildning af en
gruppe (AG II,2,9): En homomorf afbildning f af en gruppe (G,$)
giver anledning til en smkvivalensrelation = i G harmonerende med
f§, sdledes at x = y netop ndr f(x) = £(y), og samtlige mkvivalens-
relationer harmonerende med § kan frembringes pd denne mide.
Endvidere (smlgn. AG II,2,10): Idet kernen N defineres som msngden
af de med eclementet skvivalente elementer, si vil x = y x$y_1€ N,
hvoraf ses, at kernen bestemmer skvivalensrelationen entydigt, og
dermed homomorfiens billedgruppe (G',$') entydigt paanzr isomorfi.
Den ved gruppen (G,$) og kernen N paanzr isomorfi entydigt be-

stemte billedgruppe (G',$') kaldes faktorgruppen G/N (eller ud-

fgrligere (G,$)/N). Det er tidligere vist, at enhver kerne er
normal undergruppe (AG II,2,10), og omvendt kan enhver normal
undergruppe N virkelig forekomme som kerne, fordi den giver an-
ledning til en @kvivalensrelation harmonerende med gruppekompo-

gsitionen (se gvelse 7). Alt i alt: Hvis en gruppe (G,$) afbil-

des homomorft ind pa en mangde med komposition (G',$'), vil

(¢',$') vere en gruppe; homomorfiens kerne N = f—1(e') er en

normal undergruppe i (G,$). Omvendt vil der til enhver normal

undergruppe N i (G,$) eksistere en homomorfi med N som ksrne,

og_den p& nzr isomorfi entydigt bestemte billedgruppe ved afbild-

ningen betegnes som fakitorgruppen (G,$)/N.

Vi vender tilbage til ringene. Det mindste ideal I,lsom in-
deholder et givet element a fra ringen (M,+,.) kaldes def af a
frembragte hovedideal. Dersom ringen er kommutativ og hér et
etelement, hvilket oftest vil indtraffe ved vore anvendélser,
bliver det af a frembragte hovedelement I = {x.a | x € M}, for

denne mzngde opfylder abenbart Id 1 og Id 2, og den kan ikke



vere mindre, nidr den skal indeholde a og opfylde Id 2. (Uden

de simplificerende forudswtninger om ringen blev hovedidealet

I = {na+x-a+a-y+§{?zjvaéwj | XY 5% 4pWy EMAane iz} (1)), Ek-
sempel: Indenfor (Z,+,.) er det af m frembragte hovedideal rev-
op Zm' Og et eksempel pd et ideal, som ikke er et hovedideal:
Lad (M,+,.) vere den i eks. L) betragtede ring af funktioner
x(t), t € A; lad I vare mengden af funktioner x(t), som hver
for sig kun er forskellig fra O for endelig mange t; I opfylder
abenbart Id 1 og Ida 2, men dersom A er en uendelig mzngde, kan

I ikke frembringes som m@zngden af multipla af et a(t) € I.

En ring (M,+,-), hvori (M \ {0},.) er en gruppe, kaldes

et legeme., Af definitionen ser man, at man ogsd kan karakteri-

sere et legeme som en ring, hvori nulreglen gmlder og med et-—

element og siledes at ethvert element + O har et inverst (thi

nulreglen udsiger jo netop at - er en komposition indenfor
M\ {0}). Endvidere ser man af det tidligere (side 3-4) om nul-

reglen anfgrte, at man ogs& som karakterisering kan benytte,
0g xX°a = b
at et legeme er en ring, hvori enhver divisionsligning a«x = bV

(hvor a 1 0) har netop een lgsning, nemlig henholdsvis x = a b

0g X = ba ',

Ved et dellegeme L 1 et legeme (M,+,.) forstas en delmeng-
de L af M, som organiseret ved restriktionen af kompositions-
forskrifterne + og « til L udggr et legeme, Dette giver &ben-
bart som ngdvendige og tilstrazkkelige betingelser for at L er
et dellegeme af (M,+,-), at (L,+) skal vere en undergruppe af
(M,+) og (L \ {0},.) skal vare en undergruppe af (M / {0}.). Med
et bevis af ganske samme art som tidligere for ringe (side 5)

f&r vi: Hvis L er fallesmengden for (endelig eller uendelig




Mat. 2, 1961-62 AT 1,14

mange) dellegemer Lj i et legeme (M,+,.), 88 er I, ogsd selv del-

legeme i (M,+,-).

Eksempler pa legemer: (C,+,.), (R,+,.) og (L1,+,-) hvor
Ly = {q,+ia, | 94,9, € §1; her er R og L, dellegemer i (C,+,.);
endvidere er R n L1 = Q, gom er dellegeme 1 alle de tre andre.
Lad PO ng P1 vere to punkter pd en ret linie, og lad M vzre
mengden af tal r € R, med den egenskab at r-P;?1 = ?ZPP hvor Pr
kan konstrueres med passer og lineal ud fra PO og P1; da er
(M,+,.) et legeme-- dellegeme af (R,+,.) - fordi man kan konstru-
ere sum og differens af liniestykker og endvidere produkt og
kvotient (fjerdeproportionalkonstruktion). Der eksisterer ogsa
endelige legemer, f.eks. det ("uegentlige") legeme, der kun be-
star af eet element, og endvidere et legeme med to elementer,
idet ringen af restklasser af hele tal modulo 2 let ses at vare
et legeme; vi skal igvrigt senere udtrykkelig gg¢gre rede for, for
hvilke m ringen af restklasser modulo m er et legeme.

Da et legeme er en ring, kan man spgrge om idealer i et le-
geme, men svaret bliver, at der findes kun de to trivielle, M
og {0}. Thi dersom idealet blot indeholder et element a # O, s&
indeholder det (ifglge Id 2) ethvert b = a.x, d.v.s. alle lege-
mets elementer. Heraf ser vi, at ved en homomorfi vil enten le-
gemet blive overfgrt i legemet bestldende af kun et element, nem-
lig n&r homomorfiens kerne er M, eller ogsd vil homomorfien va-
re en isomorfi, nemlig nAr dens kerne er {0}.

Nar homomorfier er isomorfier, kunne man tro, at de
ikke frembyder st@grre interesse, men lad os pa dette sted blot
bemzrke, at allerede isomorfier af et legeme pa sig selv (og
igvrigt ogsd af en ring p& sig selv), altsi automorfier, giver

bemerkelsesvaerdige fenomener. S&ledes har legemet (Q,+,.) ikke

andre automorfier end identiteten, thi det er tidligere vist
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(1gsning til ¢v. 8, AG II,1) at en homomorfi af blot (§,+) ind
i (Q,+) har formen X - cx, og da desuden etelement skal ga over

i1 etelement, skal ¢ vere 1. Endvidere har legemet (§,+,-) ikke

andre automorfier end identiteten; for en ordenstro automorfi

fglger det umiddelbart af det tidligere viste (stadig 1¢sning
til ¢v. 8, AG II,1), idet en ordenstro homoé&ffi af blot (R,+,<)
ind i (R,+,<) har formen x - cx, og her mi atter c vare 1; og
en automorfi £ af (R,+,.) md ngdvendigvis vere ordenstro, da
)2, s& at et tal > O afbildes i et

a = b° medfgrer f£(a) = £(b
tal » 0, og derfor x » y « X~y » O medfgrer f(x-y) > 0 < f(x)
2 f(y). Lad nu M betegne mangden af reelle tal af formen

r + s/2, hvor r,s € Q; af AG II,1,¢v.7 fremgar, at denne mangde
er et legeme, og at den har en ikke-triviel homomorfi, som end-
da er en automorfi, nemlig afbildningen r + 8/2 5 r - 8/2. Det-
te indtraffer tiltrods for, at (M,+,.) bade har (Q,+,-) som del-
legeme, og selv er dellegeme i (R,+,.).

Kommutative legemer er langt de vigtigste, og i alt det
fplgende skal vi kun betragte sddanne. Som eksempel pé& et ikke
-kommutativt legeme kan vi nzvne "kvaternionerne" (se g¢gvelse
3).

Lad (L,+,-) vere et legeme, som indeholder en delring
(My;+,+) med mindst to elementer. S& md (M,+,.) vere en kommuta-
tiv ring, hvori nulreglen galder., Der findes et mindste legeme
Lo, som er dellegeme i (L,+,-) og sdledes at M c Lo’ nemlig
L, = fazllesmengden for alle de dellegemer i (L,+,+), der inde-
holder M, (der eksisterer s&danne dellegemer, f.eks. L selv).

Dette L md i hvert fald indeholde L* =

%

£ 1 a,b.€ M A D 4 0}, men faktisk er L, = L*, idet L* i sig selv

udggr et dellegeme af L. For at indse dette bemsrker vi fgrst,
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at 0 € L¥, thi 0 = % for et vilkarligt b 4 O; endvidere, av

X = % c L* medfgrer ~x € L¥, da - % = %? (begrundelsen for den-
ne omskrivning findes p& side 3 ved omtalen af minustegn og brgk-
streger, det samme gelder nogle af de fglgende smiéomskrivninger);
endvidere, at % tq= g € L* (her er benyttet, at dev er
tilladt at multiplicere taller og n=vner i en brgk med det sam-
me element + O (det er tilladt at "forlange" og ‘forkorte" Lrg-
ker), rigtigheden fglger af, at xb = a « x-(bg) = ag ifglge

nulreglen safremt g 4+ 0). Hermed er vist, at (L*,+) er under-

gruppe 1 (L,+). For at godtggre, at (L*\{O},-) er undergruppe

i (L\{0l,.) skal vi tilsvarende f¢rst bemzrke, at 1 = % e L*,
endvidere at x = % € L medfgrer x_1 = 2 € L*, og endelig at
a.c - € L* (ner er a,b,c,d £ 0 og ifglge nulreglen derfor

b d bd
ogsd ac og bd 4 0). At endelig L* indeholder M er klart, da et-

%P. Forudsetningen om at M indeholder mindst to ele-
menter m& med, for ellers fandtes intet b € M A b 4 0, s& kon-

hvert a =

struktionen af L svigtede., Alt i alt:

Nar et kommutativt legeme (L,+,-) har en delring M med

mindst to elementer, si eksisterer der et mindste dellegeme Lﬁ

af L, sledes at M ¢ LO, og dette bestdr netop af mengden af kvo-

tienter %, hvor a,b € M A b 4+ 0. Det kaldes M's kvotientlegeme.
a _ad . c_be P
Da T = g °8 3 = pa Sess at de to brgker er ligestore da

og kun da, nar ad = bc, og man ser, at man da kan komme fra den
ene til den anden ved fgrst at forlange, og dernmst forkorte
med elementer + O fra ringen. Endvidere ser man af formlerne
for sum og produkt af to bregker, at kompositionerne indenfor
kvotientlegemet er entydigt bestemt ved kompositionerne inden-

for~rningebocParfy *ﬁMIsrmorfe ringe vil have isomorfe kvotien—e.

SIS ':{‘E'l’ L . . Y .

c-—-...__ﬁ_‘_&

R DU L . oo U P
e e e R T

legemer,

Lad c¢s nu vende situationen om,

08 antage, at der er givet
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vet en ring, og sa spgrge, om der cksisterer et legeme, i hvilket
den er delring. Ifglge det feregaende ved vi, at hvis der findes
et shddant, s& findes der ogséd et kvotientlegeme for ringen, og
endvidere, at dette uanset legemet er bestemt entydigt paanzr
isomorfi. Svaret bliver positivt, idet vi vil vise, at vi til
den givne ring kan skabe et kvotientlegeme; ved denne skabelse
rader vi selv over benzvnelserne, og det er derfor klart, at

kvotientlegemet kun bliver bestemt paanzr isomorfi.

Lad (M,+,.) vere en kommutativ ring med mindst ta elementer,

rg 1 nvilken nulreglen gelder. Da kan ringen udvides til et kom-

mutativt legeme (L,+,.) som er kvotientlegeme for ringen, og

dette er paaner isomorfi bestemt entydigt ved ringen.

Bevis: Vi betragter M x (M\{0}), d.v.s. mengden
{(a,b) | a,b € M ADb % 0}, men i stedet for at skrive (a,h),

vil vi skrive parret som en 'formel brgk" %. Indenfor m&ngden

ar formelle bregker definerer vi relationen = ved % = %, nar %

ved fgrst at forlanges og dernazst forkortes kan overfgres til

% (forlazngelse og ferkortning skal ske med elementer fra M for-

skellige fra nulelementet). Relatienen = ses umiddelbart at vare

reflexiv og symmetrisk, og den er transitiv, da vi i stedet for

at forlange med 11, forkerte med k1, forlznge med 12 og forkorte

med k2 kan forlange med 1112 og forkorte med k1k2. Det er altséa

en gkvivalensrelation indenfor m@ngden af formelle brgker. Vi

kal der mengden af skvivalensklasser for L. Enhver skvivalensklasse

kan angives ved en af sine reprasentanter, og lad <%>' betegne den
a

#kvivalensklasse, der indeholder reprasentanten B

Vi definerer en komposition + indenfor mzngden af skvivalens-—

klasser ved
]

() + () -(e2e)
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dette er virkelig brugbart som definition, idet det kun tilsyne-
ladende afhanger af valget af reprazsentanterne indenfor klas-
serne, thi hvis vi f.eks. erstatter % med en brgk der fremgar af
den ved at forlenge med 1 og forkorte med k, s& bliver den for-
melle brgk i1 parentesen pad hgjre side af lighedstegnet ogsé
forlenget med 1 og forkortet med k. Man ser umiddelbart, at

kompositionen + er kommutativ. Den er associativ, idet man far

<%>’ + <%>'-h<%>'= <adf + ggg + bde>'

uanset hvorledes man sztter parenteser fgr udregningen af venstre-

’

siden. Der findes et neutralt element ved +, nemlig klassen
! !
é%) , og endvidere har enhver klasse (%> en invers (''modsat")

1
ved +, nemlig (:%> ; begge dele ses umiddelbart ved at indsztte
i definitionen af klassekompositionen +.

Vi definerer en komposition . indenfor m@zngden af skviva-

&) () - (&) ;

dette er virkeligt brugbart som definition, idet det kun til-

lensklasser ved

syneladende afhenger af valget af reprmssentanterne indenfor
klasserne, thi hvis vi forlenger og forkorter i en af de for-
melle brgker pa venstre side, s& far vi forlanget og forkortet
tilsvarende i den formelle brgk pad hgjre side. Man ser umiddel-
bart, at kompositionen . er kommutativ (idet ringen M jo var
forudsat kommutativ). Ligeledes ser man umiddelbart, at kompo-
sitionen er associativ. Endvidere er . distributiv med hensyn
til +, thi man finder
1 ; '
OROEY

]

e

og
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(&). (9 (). )

hvor hgjresiderne abenbart er den samme akvivalensklasse, da

var

!
<a¢bf + a§9g>'
den sidste reprazsentant kan fremgd af den fgrste ved at for-
lenge og forkorte (f.eks. med henholdsvis b2 og b). Der findes
et etelement ved ‘s nemlig klassen <%> s, 0g endvidere har

t
enhver klasse , hvori a % 0, en invers klasse, nemlig <§> ;

2
b
begge dele ses umiddelbart af definitionen.

Dermed har vi konstrueret et legeme (L,+,.). Det har ikke
umiddelbart den giwne ring (M,+,.) som delring, men det kan vi
opnd, dersom vi identificerer visse af elementerne i L med
elementerne 1 M, og viser, at for denne delmzngde bliver restrik-
tionen af legemskompositionerne + og y netop til ringkomposi-
tionerne + og .. Vi identificerer (§%> € Lmed a € M (det ses,
at vere ligegyldigt, hvilket element b vi her har benyttet).

Ringsummen af elementerne a og ¢ bliver a + ¢, medens legems-—

summen af de dermed 1dent1ficerede bliver

( ) (cb> ab +cb2
, 0g man ser, at den netop bliver iden-

tificeret med ringsummen a + c¢. Med multiplikationen gar det
analogt. Dermed har vi faet gjort legemet til et udvidelses-
legeme for ring§n. Og det er kvotientlegeme for ringen, thi
man ser, at \%) netoQ er kv?tienten Qellem ringelementerne a
og b, da <%>'-b = <%> . <g£> = <2%% = a., Dermed er saztningen
bevist.

Dersom vi som ring (M,+,.) benytter (%,+,.), bliver kvo-
tientlegemet netop (Q,+,.).

Men det bgr bemzrkes, at i den foregdende systematiske
opbygning af matematikken i kursus AG (Mat.1), kapitlerne I og

IT, og i nazrvaerende paragraf er der ikke pa noget sted bygget
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p& kendskab til legemet af rationale tal (§,+,.), og ejheller
pa kendskab til legemet (R,+,.) af de reelle tal eller legemet
(é,+,-) af komplekse tal. De er kun pa& grund af deres tilvante
karakter benyttet i (ganske visttalrige) illustrerende eksempler
og ¢velser. Ringen (%,+,.) af hele tal er derimod benyttet fra
et tidligt tidspunkt. Den foregiende sztning om kvotientlegemets
gkabelse giver pad grundlag af de hele tal en indfgrelse af de
rationale tal, en indfg¢relse, som naturligvis 1 princippet
minder om regneundervisningens indfg¢grelse af brgker, men er be-
tydelig kraftigere gennemtznkt.

Vedrgrende mengden af reelle tal R, skal vi bemmrke, at de
kan fés ud fra systemet af rationale tal ved en videreudbygning,
hvorved man sgger at nd frem til et system med egsaskaber, der
er motiveret ved, hvad der kan synes rimeligt for m®ngden af
punkter p& en ret linie (se AG III, §3). Vi skal ikke her fore-
tage denne udbygning, men i det fglgende antage systemet af
reelle tal for bekendt, ligesom det jo ogsd i kursus MA(Mat.)
lige fra fgrste ferd har veret antaget bekendt. Lad os igvrigt
bemzrke, at med begrebet "tallegeme" (i AG I1I,$2) menes del-
legeme af (R,+,.) (evt. af (G,+,.).

Lad os endnu bemzrke, at hele laren om determinanter og
lineare ligningssystemer umiddelbart kan anvendes, nd&r blot de

indgadende stgrrelser er elementer i et legeme.
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Lad (M,+,') vere en ring, og I et ideal i denne; vi siger,

at I er maximalideal i ringen, safremt det ikke er mgte delideal

af noget andet ideal end det trivielle ideal M, Hvis vi har en

ring (M,+,°), som er kommutativ og har et etelement, og I er et

maximalideal i ringen, da er faktorringen (M,+,+)/I et legeme,

Bevis: Lad f vmre en homomorfi, som férer (M,+,:) over i L =
(M,+,+)/I. Ifslge de almindelige resultater om homomorf afbild-
ning (AT 1, 6) vil L ogsd vere kommutativ og have et etelement.
Lad nu a vere et fra nulelementet forskelligt element i L, da vil
a frembringe et hovedideal Ia indenfor L, og Ia er kerne for en
homomorf afbildning g af L; den sammensatte afbildning ge°f er en
homomorf afbildning af (M,+,+), og dennes kerne er et ideal, som
indeholder hele I og desuden indeholder mere, nemlig f_1(a), og
ifelge definitionen af maximalideal er det derfor hele M, siledes
at resultatet af geof bliver en (uegentlig) ring, kun bestdende af
et nulelement. Idealet Ia omfatter derfor hele L, men dermed er jo
vist, at ethvert element i L er et multiplum af a, d.v.s. at di-
vision med a altid er mulig; og L er derfor et megeﬁe.

Eksempel: Indenfor (Zy+,¢) g&ldef det for ethvert primtal p,
at mengden Zp af multipla af p er et maximalideal., Thi det er jo
i hvert fald et ideal, og den tilsvarende faktorring (Z,+,-)/Zp
(altsd restklasseringen modulo p) indeholder p elementer; for et
ideal I, hvor Zp § I vil der ifelge beviset ovenfor findes en ho-
momorf afbildning af 2/Z pd 2/1, og ifelge et tidligere resul-
tat (AT 1, side 10 overst) md elementantallet for Z/I s& gi op i
p, d.v.s. enten vere 1, i hvilket tilfzlde I er det trivielle i-

deal %, eller vmre p, i hvilket tilfmlde er lig Zp, Vi ser alt-

sa, at Zp er et maximalideal, og at for ethvert primtal p findes

der et legeme med p elementer, nemlig restklasseringen modulo D,
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Lad (M,+,*) vere et legeme, og lad etelementet hedde e. Da
(M,+) er en kommutativ gruppe, vil der indenfor (M,+) findes en
mindste undergruppe, der indeholder e, nemlig fallesmengden for
samtlige undergrupper, der indeholder e. Denne undergruppe ma i
hvert fald for alle ne€ % indeholder elementet ne, idet dette for
n > 0 defineres som e+e+...+e¢ (n addender), og man endvidere de-
finerer (-n)e som -(ne); man ser, at me+ne bliver lig (m+n)e, og
undergruppen kan derfor fremgd af (Z,+) ved en homomorfi.

Der kan nu indtrzffe to muligheder: Enten er alle elementer-
ne ne forskellige, slledes at undergruppen er isomorf med (Z,+),
og da man af definitionen p& ne let ser, at (me):(ne) = (mn)e,
vil undergruppens elementer endda udgere en delring af (M,+,-) i-
somorf med (Z,+,*): Denne delring har indenfor (M;+,+) et kvoti-
entlegeme som er isomorft med kvotientlegemet for (Z,+,+), d.v.s.
med (Q,+,'), og dette ses at vare primlegeme (d.v.s. det mindste
ikke-trivielle dellegeme) for (M,+;-), da et ikke-trivielt delle-

geme altid md indeholde etelementet. I dette tilfelde siger man,

at (M,+,+) har karakteristik O, og i s& fald er dets primlegeme

isomorft med (Q,+,+).

Eller man har ne = me, hvor n og m er forskellige; sa er

(n-m)e = 0, og der vil da findes et mindste positivt p € 4, si

pe = 0, og undergruppen bliver isomorf med den additive restklas-
segruppe modulo p, og man ser som ovenfor, at dens elementer ud-
gor en delring af (M,+,+) isomorf med restklasseringen modulo p.
Da nulreglen gmlder i (M,+,:), md p vere et primtal, thi hvis p =
ab (smdvanlige hele tal) vil (ae)-(be) = pe = 0, og det er oven-
for omtalt, at restklasseringen s& i sig udger et legeme. I dette

tilfelde siger man, at (M,+,+) har karakteristik p, og denne er et

primtal, og legemets primlegeme er isomorft med legemet af rest-—

klasser modulo p.
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Eksempel: Legemerne (&,+,.), (R,+,.) og (C,+,.) har alle ka-
rakteristik O.

Nogle trykfejl i AT § 1:

Side 5 Linie 1 f.o. L) 1lzs 3)
- 6 - 8 f.n. AG I - AG II
- 7 - L4 f.o. (M, - (m',
- 8 - 14 f.n. $ - B!
- 12 - 9 f.o. elementet - etelementet
- 12 - 2 f.n. hovedelement - hovedideal
- 16 - 14 f.n. L - LF

gvelse 3 K betegner matricen

pvelse 17 U 1l=s N



Pvelser til § 1.

1) Vis, at i en vilkérlig ring vil dens centrum vare en del-
ring; ved centrum for ringen (M,+,-) forstds mengden af ele-

menter x, for hvilke x+y = y«x for alle y € M,

2) Lad (M,+,«) vere en vilkérlig ring. P& (%2 x M) defineres
kompositioner ® og ® ved

(ﬁ,X) ® (n,y) = (m+n,x+y)

H

(m,x) ® (n,y) = (mn, my + nx + x:y).
Vis, at (Z x M,®,®) er en ring med etelement, og at den har

en med (M,+,+) isomorf delring.

3) Vis,; at matricerne (med komplekse elementer)

( a + bi c + di> a,b,c,d € R
-c + di a = bi

med matrix addition og matrixmultiplikatiéen udggr en ikke
~kommutativ ring med etelement, 6g i hvilken ethvert ele~
mentforskelligt fra nulelementet har et inverst;

Bestem ringens centrum (definitionen af centrum nsvnt i

¢v. 1), Idet K kan angives ved talsmttet (a,b,c,d) € Ru, vi-
ser opgaven, at éu p& en ikke-triviel méde kan organiseres

som ring ("kvaternionringen").

L) Lad (M,+,.) vere en vilkdrlig ring. For dennes elementer
defineres en ny komposition $ ved a $ b = a + b -ab. Vis,
at kompositionen $ er associativ, og at der findes et ved
kompoesitionen neutralt element. Vis, at ethvert nilpotent
element har et med hensyn til § inverst element; et nilpotent
element a € M er et element, til hvilket der findes et n s&

(med ringkompositionerne) a™ = 0.

5) Lad (G,$) vere en vilkarlig kommutativ gruppe, og lad M vare

mezngden af homomorfier af (G,$) ind i sig selv ("endomorfier"
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6)

7)

af (G,$)). Til f,g € M defincres en afbildning £ + g af G

ind i sig selv ved (f + g)(x) = £(x) $ g(x), x€ G; vis,

at der herved er defineret en komposition indenfor M., Til
f,g € M defineres endvidere en afbildning f.g af G ind 1

sig selv ved (f.g)(x) = £(g(x)), X € G; vis, at der ogsad
herved er defineret en komposition indenfor M. Vis, at
(M,+,s) ef en ring, kaldet "endomorfiringen'" for (G,$).

Vis, at endomorfiringen for gruppen (%Z,+) er isomorf med
(%,+,0). Lad (G,$) vere en transformationsgruppe af L. orden,

bestdende af de fire afbildninger af planen E2 pa sig selv

gyt (x,5) - (x,5),
gyt (x,¥) » (=x,¥),
g3 : (x,¥) » (=x,~y),
g, (x,5) » (x,-y)

(tidligere undersggt i AGI,6,pv.4); find antallet elementer
i endomorfiringen for (G,$), og vis, at ringen ikke er

kommutativ og at nulreglen ikke gmlder.

Vis, at mengden af n x n-matricer A, der har O under dia=
gonalen, med matrixaddition og matrixmultiplikation som
kompositioner udggr en ring (M,+,«).

Angiv samtlige nilpotente elementer i M(definitionen af
nilpotent ﬁ&vnt i ¢v.4). Gmlder nulreglen i (M,+,4)?
Undersgg om afbildningerne é - deté og é-e tré er homomorfe
afbildninger af (M,+,.) ind i (R,+,-). Angiv to forskellige
homomorfier af (M,+,.) ind i (R,+,.).

Lad N vare en normal undergruppe i gruppen (G,$). Vi define-

rer relationen = i G ved: X = ¥ xﬁ{iyw1 € N, Vis, at re-

lationen = er en skvivalensrelation harmonerende med §.
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8)

9)

10)

11)

Lad (V. +,+*) vere en (ikke-kommutativ) ring. Vis, at fel-
lesmzn den for (endelig eller uendelig mange) idealer i
ringen atter er et ideal, Vis herved, at der findes et
mindste ideal I sd xy - yx € 1 for alle x,y€ M, og ger
rede for at dette er det mindstve ideal I, for hvilket M/I

bliver kommutativ,

Lad (M,--;¢) vere en kommutativ ring., Vis; at msngden af de
nilpotente elementer udger et ideal I (nilpotent defineret
i svelse 4). Vis, at faktorringen M/I ikke har andre nil-

potente elementer end nulelementet.

Der betragtes ringen af de kontinuerte funktioner x(t), der
afbilder 0 < t < 1 ind i R, idet ringsum og ringprodukt er
definerede ved henholdsvis x(t) + y(t) og x(t)éy(t). Vis,

at folgende tre mengder er idealer, og underseg hvilke af dem,

der er hovedidealer:

I, = {x(t)|x(t) = 0 for alle t i en omegn af t = 0},
I, = fx(t)|x(0) = 0},
I = fx(t)|x(0) = 0 A x(t) differentiabel i t = 0}.
Lad (M,+,+) vere den i gvelse 10 betragtede ring, og I = I, =

0
{x(t)|x(t)) = 0}.

I er et ideal; vis, at det er et maximalt ideal, hvormed
menes, at M er det eneste ideal i hvilket I er en =mgte del-
mengde-,

Vis omvendt, at hvert naximalt ideal er af den nmvnte form,
idet ethvert mgte delideal af M er indeholdt i et Ito (ti1
hjelp: vis ved hjzlp af Borel's overdskningssstning, at hvis
et ideal for ethvert t  indeholder et x(t) sa x(to) + 0, s8
indeholder det et x(%) som er £ O for alle t, 0 < t < 1,

hvoraf folger, at det indeholder hele M),
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12) Lad (M,+,.) vare ringen af vilkarlig ofte differentiable

13)

14)

funktioner x(t), som afbilder 0 ¢ t ¢ 1 ind i R; sadvanlig
addition og multiplikation. Lad I ={x(t) |x(0) = 0}.Vis, at

I er et ideal, og unders¢gg, om det er et hovedideal.

Idet "vilkarlig ofte differentiable" erstattes med "en gang
differentiable" stilles de samme spgrgsmidl (det kan ved det-
te spgrgsmil vere fordelagtigt at bemzrke, at hvis k(t) be-
tegner funktionen t sin-% suppleret med verdien O for t = O
(det kendte eksempel p& en kontinuert, men ikke differen-
tiabel funktion), sd vil a(t) € I= a(t)-k(t) € I.

Bemark, at hvis der erstattes med "kontinuerte", er de sam-

me spgrgsmal stillet i gvelse 10, 12.

(M,+,+) er ringen af n x n—matricér med sadvanlig matrix-
regning. Vis, at der i ringen kun findes de to trivielle
idealer (vis fgrst, at hvis I indeholder é, sé4 indeholder I
den matrix, der fremgar af A ved at erstatte alle elementer
pé& ner et enkelt med O; vis dern®zst, at ved operationer in-
denfor I kan dette element flyttes hen p& en vilkarlig plads
i matricen). Vis, at der findes ikke-trivielle hgjre-idea-

ler i ringen.

Lad f vere en homomorf afbildning af en ring (M,+,-), og lad

I vare homomorfiens kerne. Vis, at en delring af M afbildes
M afbildes 1 et ideal
i en delring af M/I og, at et ideal™i M/I. Vis, at afbild-

ningen giver enentydig forbindelse mellem ringene M1, hvor
I ¢ M, ¢ M og delringene af M/I, og enentydig forbindelse
c M og idealerne i M/I, og

mellem idealerne I hvor T < I

1? (
endda saledes, at vi med et "naturligt" valg af betegnelser-
ne far M/I1 = (M/I)/(Q/T) (hvormeget ligger der i glosen

"naturligt'?).



15) Lad (M,+,.) vzre en ring. Ggr rede for at mezngden af samt-
lige autemorfier af (M,+,.) udggr en gruppe (ringens 'auto-
morfigruppe'), som er undergruppe i den fuldstendige trans-
formationsgruppe for m@zngden M.

Lad a € M vere et element, som har et inverst a_1e Vis, at
afpildningen x - a.x-a” | er en automorfi afr (M,+,.) (en
"indre automorfi').

Vis, at m&ngden af indre automorfier udggr en normal under-

gruppe 1 ringens automorfigruppe.

16) Lad (M,+,.) vere en kommutativ ring og I et ideal i ringen.
Ved "radikalet" rad(I) forstds mengden U _ g [a al e I}.
Vis, at rad(I) er et ideal.

Vis endvidere, at rad(rad(I)) = rad(I) og at rad(I1 n 12) =
rad(I1) n rad(Iz).

Det er klart, at I ¢ rad(I); giv et cksempel pa et ideal I
i ringen (Z,+,-), sdledes at I er en zgte delmzngde af sit

radikal.

17) Lad (M,+,.) vere en kommutativ ring og I, og I, to idealer i

ringen. Vis, at mangden |J {x | xa, € I1} er et ideal

a, € 12 2

i ringen ("idealkvotienten" I1:12).

Giv ved hjzlp af idealer af formen Zm i ringen (Z,+,.)
eksembler pa, at samme kvotientideal (I1:I2) kan for samme I1
fremkomme ved forskellige 12, og for samme 12 kan det frem-

komme ved forskellige I1.

18) Vis, at legemet af de rationale tal ikke indeholder noget

xegte egentligt dellegeme.
19) Vis, at en endelig ring, hvori nulreglen gzlder, er et legeme.

20) Vis, at i et vilkarligt legeme er centrum et dellegeme

(smlgn. ¢v. 1 ¢g #v. 3).
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21)

22)

23)

Vis, at mazngden af komplekse tal M = jé—iT?ZEZ}, hvor

a,b € VA og at+b er lige, med sadvanlig addition og multipli-
kation udggr en ring, Vis, at I = {a + b/=3}, hvor a,b € %
og a+b er lige, er et ideal i denne; er det et hovedideal?
Hvor mange elementer indeholder faktorringen M/I? Vis, at
nuireglen gelder i faktorringen, og dermed at denne er et
legeme (idet resultatet fra ¢v. 19 kan benyttes),

Bestem samtlige automorfier af M/I.

Vis, at ethvert legeme, som har samme elementantal som M/I

er isomorft med M/I.

Lad (M,+,-) vere en kommutativ ring, der kun har trivielle
idealer. Vis, at enten er den et legeme, eller ogsd er det
en ring af den art, hvori alle produkter er O (omtalt i eks.

3, AT 1, side 4).

Lad (M,+,.) vare en kommutativ ring med etelement.

Et ideal I 1 ringen kaldes et primideal, dersom nulreglen
gelder i M/I. Vis, at I er primideal hvis, og kun hvis
asb€I = a€lIvbel,

Et ideal T i ringen kaldes maximalideal, dersom M/I er et
(egentligt) legeme. Vis, at I er et maximalideal hvis, og
kun hvis der ikke findes noget ®:gte delideal af M, som har

I som zgte delmengde; ved beviset kan man med fordel anvende
resultaterne fra ¢v. 14 og ¢v. 22, (Maximalidealet er tid-
ligere omtalt i ¢v. 11; hvad bliver legemet M/I i denne ¢vel-
se?)

Sammenlign fer en given ring mangden af primidealer og m&ng-—
den af maximalidealer, og giv eventuelt et eksempel pa at

disse mzngder kan vere forskellige.
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24)

25)

26)

27)

AT 1, ov. 24-27.

Lad (M,+,+) vere et kommutativt legeme, i hvilket

1+1 =24 0.Lad f vere en afbildning af M ind i sig selv,
sBledes at f(x+y) = f(x) + £(y) og f(x)-f(%) = £(1) £ 0.
Vis, at f er en isomorfi af (M,+,+) pd et (zgte eller

uzgte) dellegeme af sig selv. (Benyt ferst formlen

1 12 . . 2\ arn2
T TR < - til at vise, at f(x°) = f(x)°, og benyt

derefter den frade kvadratiske formers teori bekendte frem-

stilling af et produkt ved hjelp af kvadrater).

Lad (M,+,:) vere et kommutativt legeme, i hvilket 1+1
2 + 0. Lad G vere en undergruppe i (M,+) for hvilken det
gelder, at de inverse af elementerne i G \ {0} ogsé, sup-
pleret med {0}, udger en undergruppe i (M,+). Vis, at der
findes et (zgte eller umgte) dellegeme L af (M,+,+), sdledes
at G = {a.x | x € L}, hvor a er et element fra G\fO}. (Be-
nyt forst formlen xzy"ﬂ1 = x+((X-a-;y)"-'t-*xﬂ)-1 til at vise,. at
¥,y €6 \{0] = x°y"" € @ \ [0}, og slut heraf at

x,7,2 € 6 \ {0} » xyz ' € G\ {0}).

Lad (M,+,+) vere ringen af n x n-matricer af reelle tal og
med O under diagonalen (omtalt i ev. 6). Vis, at delmsngden
Mj bestdende af matricer hvori ajj = 0, udger et ideal i
ringen, og vis, at dette er et maximalideal (se ov. 23).
Eftervis, at der ikke findes andre maximalideale r end de
nevnte (1 <3< n), og bestem derved samtlige homomorfier
af (M,+,-) ind pa (R,+,-).

Bestem samtlige automorfier og endomorfier af den i ev. 10
omtalte ring (vis ferst, at de konstante funkti oner er
fixelementer ved enhver ikke-triviel endomorfi (ferst be-
tragtes rationale vaerdier), og at funktioner > O afbildes i
funktioner > O. Vis dernmst, at ligelig konvergentfolge af-
bildes 1 ligelig konvergent folge, og udnyt Welerstrass'

approximationssatning).



Mat., 2, 1962-63 AT 1, ¢v. 28-30

28)

29)

30)

Lad (M,+,.) vere en (ikke-kommutativ) ring. Lad e vzre et

venstre-etelement, hvormed menes, at e.a = a for alle a € M.
Bevis, at dersom nulreglen gzlder i ringen, da er e ogsa et
hgjre-etelement, d.v.s. at bee = b for alle b € M. Ggr rede
for, at dersom der findes netop eet venstre-etelement e, da
kan man ikke deraf slutte, at nulreglen gzlder, men man kan

ikke destomindre slutte, at e ogsad er hgjre-etelement.

Lad (M,+,.) vere en (ikke-kommutativ) ring med et et-element
e. Lad X vare et venstre-inverst element til a, d.v.s. at
X.a = e, Vis, at dersom nulreglen galder, ecller dersom det
blot er givet, at x er det eneste venstre-inverse til a, si

er x ogséd hgjre-invers til a, d.v.s. at a.x = e,

Lad M vere mengden af kontinuerte funktioner x(t), som af-
bilder R ind i R og som kun er forskellige fra O pd et en-
deligt interval. Vis, at M kan organiseres som en ring
(M,+,%), idet vi som ringadditionen benytter szdvanlig ad-
dition, og som ringmultiplikationcn benytter '"foldningen'"

x % y(t) = /N,x(t - 8) y(s) ds.
Vis, at mengden af lige funktioner indenfor M udggr en del-
ring.
Eftervis, at ringen (M,+,%*) ikke har noget etelement e(t)
(man kan f.eks. vise, at hvis man definerer k(t) = 1 pa
[-1,1] og k(t) = O udenfor dette interval (k(t) ¢ M), sd
skulle

1
e x k(t) = [ e(t - s) ds
-1
vere lig k(t), og heraf udlede en modstrid).
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§2. Polynomier, Hele tal.

Lad (M,+,-) vare en ring, om hvilken vi for simpelheds
skyld antager, at den er kommutativ, har et etelement og, at

nulreglen gzlder (en s&dan ring kaldes ofte "integritetsomréde";

prototypen er de hele tals ring (2,+,e)). Me&ngden af fglger

a = (ao,a1,a2,...) af elementer fra M vil vi organisere som en
ring, idet vi definerer kompositioner + og . indenfor mzngden

(det vil ikke volde besvar, at vi valger de samme tegn + og -

som for kompositionerne i M).

Additionen defineres, idet vi sztter fglgesummen a + b lig
fglgen ¢ = (co,c1,02,..o), hvor ¢ = a +b_. Man ser let, at
fplgerne med denne komposition udggr en kommutativ gruppe, hvis
neutrale element (fglgeringens nulelement) bliver nulfglgen
(0,0,0,.4.). Multiplikationen defineres, idet vi sattgr fplge-
produktet asb lig fglgen ¢ = (00’01"")’ hvor ¢ = zz:ajbn_j.

3=0
Multiplikationen bliver kommutativ (fordi ringen M var kommuta-

tiv), og endvidere bliver den associativ, idet man finder

a+.b.c=4d= (do’d1"”)’ hvor 4 = }: ajbkcl’
Jj+k+1l=n
unanset hvorledes man s®ztter parenteser i produktet a.b.c. Endvi-
dere bliver den distributiv m.h.t. additionen, hvilket let ses
(fordi udtrykket for c, ovenfor &bembart er lineart i a4 og 1li-

geledes linezrt 1 b ). Der findes et etelement (neutralt ele-

n-j
ment ved multiplikationen), nemlig fg¢lgen (1,0,0,...), hvor A

er etelementet i ringen (M,+,.). Endelig g®lder nulreglen, thi
dersom a og b ikke er nulfglger, findes der 1 fglgen a et for-
ste element ay + 0 og 1 fglgen b et fgrste element bm + 0, og af

produktfglgens definition finder man sa Coram = akbm + 0,



Mzngden af fglger er altsd hermed organiseret som et inte-
gritetsomrade. Som mnemoteknisk regel for fglgemzngdens organi-
sation kan man opfagte a som koefficientfglge i en "formel po-
tensrakke" a(X) = aan, og s& fas summen c = a + b som fglgen

n=0 .
af koefficienter til den formelle sum af potensrskkerne a(X) og

b(X), og produktet ¢ = a.-b som fglgen af koefficienter til det
formelle produkt af a(X) og b(X), idet man i produktudregningen
satter Xj-}(n-J = Xx*. Den hermed organiserede ring af fglger kal-

des derfor ofte potensrazkkeringen over ringen (M,+,.), og beteg-

nes hyppigt M[[X]]. Det turde vare overflgdigt at anfgre, at det
her omtalte intet har at ggre (umiddelbart i hvert fald) med
spgrgsmal om konvergente rakker.

Til a, € M kan vi lade svare fglgen (ao,0,0,...) e m{[x]],
og man ger let af definitionerne af addition og multiplikation,
at vi derved har fdet en isomorf afbildning af ringen (M,+,.)

p& '"konstanterne'" i potensrskkeringen M[[X]]. Vi kan derfor, om
vi vil, udskifte betegnelserne og i stedet for (ao,0,0,...)
blot skrive a_, og kan opfatte M[[X]] som en nyskabt udvidelses~

ring for (M,+,.).

Hvis man 1 potensrakkeringen betragter mazngden af fglger
(ao,a1,a2,...), hvori kun endelig mange elementer er ulig O, sa
udgegr disse fglger en delring, thi man ser, at de med hensyn til
kompositionen + udg¢r en gruppe, og at produktet af sddan to
fglger er en fglge af samme art. Delringen indeholder etelemen-—
tet, og endvidere er den kommutativ, og nulreglen gzlder (fordi
potensrakkeringen har disse egenskaber), den er altsd et integri-

tetsomrade., Den kaldes integritetsomrédet af polynomier over

(M,+,+), og betegnes hyppigt M[X].
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M[X] indeholder specielt fg¢lgen (0,1,0,0,...) som vi vil betegne
X, Udregner vi de sukcessive potenser af X finder vi

X = (0,1,0,0,...)

X°= (0,0,1,0,.0.)

x3= (0,0,0,1,0..)

0eSoVe

og da vi endvidere har sat a, = (ak,0,0,...) finder vi af den
ovennavnte mnemotekniske regel for fglgemzngdens kompositioner,
at det vilkarlige element (ao,a1,...,an,0,0,...) indenfor inte-
gritetsomradet af polynomier M[X] kan skrives p& formen

a=a  + a1X + eos + aan,
hvor lighedstegnet er et szdvanligt lighedstegn, og ikke blot
en formel skrivemade., Nar vi fremtidig taler om et polynomium a
vil vi t@nke os det skrevet pa denne form, og for at understrege
dette efte kalde det a(X). Addition og multiplikation af poly-
nomier bliver derved reduceret til simple (og fra skolen vel-
kendte) regninger. Vi skal her kun betragte "polynomier i en
variabel’, men "polynomier i to variable'" kunne pad analog mdde
defineret ved hjelp af smt af elementer 8 3y hvor j,k € {0} u N,
og tllsvarende for "flere variable'.

Ved graden af' det ovenfor opskrevne polynomium a vil vi,
safremt a + 0, forstd det stgrste index k, for hvilket ay + 0,
medens vi vil tilskrive nulpolynomiet a = O en grad —-. Vi
finder s&, at graden af en sum af to polynomier er mindre end
eller lig den maximale af addendernes grader, og at graden af
et produkt af to polynomier er lig summen af faktorernes grader
(idet vi p& en selvfplgelig mide regner med = ).

Et kommutativt legeme er automatisk et integritetsomrade,
da det har et etelement og nulreglen gzlder. Lad os antage, at

(M,+,.) er et kommutativt legeme. For to givne polynomier D(X)
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("dividend") og a(X) ("divisor"), hvor 4(X) + @, fra M[X] kan
vi for ethvert q(X) € M[X] opskrive

r(X) = D(X) - a(X).a(Xx),
eg det er her muligt ved en velkendt divisionsalgoritme -~ ved
hvilken man benytter at (M,+,.) er et legeme, idet man dividerer
koefficienten til hgjestegradsleddet i dA(X) op i visse andre
elementer fra M - at bestemme q(X) siledes at graden af r(X)
bliver mindre end graden af d(X).

Inden vi glr videre skal vi minde om begrebet hovedideal.
Derved forstod vi det mindste ideal I indenfor en given ring som
indeholder et givet element a. Hvis ringen er et integritetsomra-
de (L,+,-), s& er hnvedidealet netop I = {q.a.| a €.1L3 (se AT 1,
12), Indenfor integritetsomridet M[X] af polynomier over et lege-
me (M,+,.) er det af polynomiet a(X) frembragte hovedideal altsé
netep m@ngden af polynomier {a(X).q(X){, hvor q(X) gennemlgber
M{x].

I ringen M[X] af polynomier over et legeme (M,+,.) er et-

hvert ideal et hovedideal. Bevis: For nulidealet {O} er pastan-

den triviel, idet det Abenbart er det af O frembragte hovedideal,
og igvrigt kan skrives som {8.q(X) | a(X) € M[X]}. Ellers inde-
holder idealet egentlige polynomier, og lad os fra idealet tage
et d(X) + 0 af lavest forekommende grad. For et vilkarligt D(X)
fra idealet kan vi ved divisionsligningen ovenfor bestemme et
r(X) af lavere grad end d(X), og af idealbetingelserne Id 1 og
Id 2 (se AT 1,410) ser vi, at r{(X) tilhgrer idealet; det m& da
have graden -~, alts& vere 0, ng D(X) = d(X).q(X). Idealet er
fglgelig netop det af d(X) frembragte hovedideal.

Lad os pa dette sted bemzrke, at vi ved et ganske lignende

bevis kan indse, at i integritetsomrédet (Z,+,-) er ethvert ideal

et hovedideal., Thi for to givne hele tal D og 4, hvor d 4 O
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kan vi for ethvert q € V/ opskrive en divisionsligning
r=D-4d-q,

og det er her muligt at bestemme q sdledes at |r|<|d|: Derefter

kan vi kopiere det foregdende bevis: For nulidealet 01 er pa~

standen triviel, idet det &benbart er det af O frembragte hoved-

ideal. Ellers indeholder idealet hele tal forskellige fraO, og

lad os fra idealet tage et d=4 O, som har den lavest forekom-

. Por et vilkdrligt D fra idealet kan vi ved

mende verdi af |d
divisionsligningen bestemme et r, sd |r|<|d|, og af idealbe-
tingelserne ser vi, at r tilhgrer idealet: vi har da r = 0, og
D =4d-q, s& idealet er det af 4 frembragte hovedideal. Ievrigt
folger setningen ogsd af at idealet er en undergruppe i (Z,+)
(se AG II,2,11).

For et integritetsomrdde, hvori ethvert ideal er et hoved-
ideal, skal vi se at man kan bevise nogle betydningsfulde set-
ninger; man har derfor indfert en serlig betegnelse for et

sédant integritetsomrdde, nemlig hovedideal ring. Og vi har altsd

vist, at ringen af polynomier over et kommutativt legeme er en
hovedidealring, og at (4,+,-) er en hovedidealring.

Som eksempel pd et ideal i M [X] kan vi betragte mengden
af polynomier hvori ao=a1=0, altsd I = {a2X2+a3X3+...+aan};
det er &benbart netop hovedidealet bestdende af alle multipla
af X2. Hvis vi nu i M{x] tager delmengden L bestdende af poly-
nomier hvori a, = 0, si vil M[X] 5 L > I, og I ses at vare et
integritetsomradde, der ogsd indeholder I som ideal; men I er
ikke noget hovedideal i I (fordi X° € T og X° € T, og der let
ses at komme en modstrid, ndr man forseger at skrive disse ele-
menter pd formen a(X)-q(X) med q(X) € L og et fwlles a(X) € I).

Altsd er L et eksempel pd et integritetsomrdde, der ikke er en
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hovedidealring.

Lad nu (M,+,-) vere en hovedidealring, hvilket altsd be-
tyder, at det er et integritetsomrdde, hvori ethvert ideal er
af formen IC = {multipla af c}; omvendt vil ethvert ¢ frembringe
et ideal IC, og vi har ¢ € IC. Vi skal nedenfor komme tilbage
til det fznomen, at det samme ideal IC kan frembringes af for-
skellige ¢, det er f.eks. klart at IC = I_C. Vi ser, at

Id c IC = d € IC = d = multiplum af ¢ = ethvert multi-~

plum af d = multiplum af ¢ = Id c IC, s8ledes at alle de her

understregede relationer udtrykker det samme, nemlig at d er et
multiplum af c. At d er et multiplum af ¢ skrives kort med be«

tegnelsen old (leses: "c gdr op i 4d").

En hovedidealring har to vigtige egenskaber: fzllesmdleégen-~
skaben og den opstigende k:des egenskab.

Fellesmilsegenskaben: Til to elementer a og b findes altid

et d (kaldet "storste felles mdl for a og b"), s& for alle c er

cla Ac|b «s cld.

Egenskaben udsiger altsd, at mengden af felles divisorer ("m3l",
et udtryk fra Euklid) for a og b netop er samtlige divisorer i
et storste felles mdl d(blandt disse er d selv; glosen "storste"
i "st@rste.fwlles médl" skal vi ikke udlegge, vi har ikke nogen
sterrelsesordning i M).

Beviset klares let, idet vi udtrykker péstanden pd ideal-
form a EIIC ADb € IC = d € Ic' Endvidere benytter vi, at fel-
lesmengden for (endelig eller uendelig mange) idealer i en ring
igen er et ideal i ringen; dette kan bevisés med idealkarakteri-
seringen Id1 og Id2 (se AT 1,10) ganske som de tilsvarende szt~

ninger om fellesmengder for delringe og for undergrupper (se
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AT 1,5-6)., Thi s& er fmzllesmengden for de idealer, som inde-
holder elementerne a og b netop et ideal, og nédr vi er i en

hovedidealring kan dette skrives pé& formen Id, 0g s& er bade
venstre- og hojresiden i pastandens formel (p& idealfbrmen)

opfyldt netop ndr I, cI,.

Den opstigende kzdes egenskab: Har vi en folge af idealer

I' §I1''s ,... S r(n)¢ ceo, 54 er alle 183) ons fra ot vist

trin,

Bevis: Vi skal forst vise, at foreningsmzngden LJjI(J) er

et ideal I, og det ses let ved at vise, at den opfylder egenska-
berne Id1 og Id2; for at vise, at x,y € I medforer x+y € 1
benytter vi, at ldealerne er. indeholdt:i hinanden
pé& den anforte mdde; der md da findes et felles n si x,y € I(n)
og derfor x+y GZI(n> ¢ I; sammenlignet hermed er de pvrige dele
éf beviset simple. Ndr vi nu er i en hovedidealring kan idealet
I skrives pd& formen Id’ hvor d € I, men det vil jo sige, at der
findes et k 88 4 € I(k), og derfor I =1, ¢ I(k), og altsd
I' ¢I" €eeee €¢I = I(k), og alle idealerne i keden er derfor
ens fra og med I(k).

Begge de to egenskaber omhandler i realitetem hovedidealrin-
gens multiplikative struktur, og det er denne struktur vi skal
se nzrmere pd; nulelementet er uden interesse i1 denme forbindelse,
s& det vi vil betragte er (M\{0},:). Dette er en mzngde med en
kompositien, der er associativ og kommutativ, med et etelement,
eg slledes at diwision er hojst emtydig (men ikke altid mulig).

Et regulszrt element r er et element, som har et inverst r_1a
De regulere elementer kanm derfor karakteriseres som de elementer,

med hvilke det altid er muligt at dividere., Lad mengden af de re-

gulere elementer hedde E; man ser, at (E,.) udger en gruppe (for-



Mat. 2, 1961-62 AT 2,8,
di etelementet € E, og endvidere r € E = 1L B idet (ru1)"1
r, og endelig r,t, € E=» r,r, € B idet (r1r2)—1 = r1_1ﬁr2_1).
Igvrigt ser man, at E er den st@rste delmangde af M \ {0}, som
med multiplikationen udggr en gruppe.

Division med et regulart element er en triviel mulighed,
som vi gerne vils e bort fra ved undersggelsen af den multipli-
kative struktur. Det opnds sdledes: Vi satter x = y dersom
X = ry, hvor r € E; man ser, at = er en zkvivalensrelation

indenfor M \ {0}, og at den er harmonerende med multiplikationen,

d.V.S. X YAX =Yy = XX =YY, Ifplge den a Imindelige ho-~
momorfisztning (AT 1,9) findes der s& en afbildning x - x',
hvorved (M \ {0},.) afbildes homomorft p& en mengde med kompo-
sition (M',®). Som elementer x' € M' kan vi tage zkvivalens-
klasserne, d.v.s. klasser af elementer fra M \ {0}, som ind-
byrdes kun afviger med en regulsr faktor. Billedet (M',0) er en
mengde med en komposition, som er associativ og kommutativ og
med etelement, og x|y = x'|y' (idet vi for simpelheds skyld be-
nytter det samme ga-op-tegn ved ® som ved .). Lad os omvendt
antage, at x'|y', der findes da et z' s& x'oz' = y', og i denne
ligning er venstresiden billede af x.z og hgjresiden er billede
af y, og vi har derfor x.z = y, eller x.z.r = y, hvoraf ses, at

x|y; endvidere ses af denne sidste ligning, at z = LB % for

ethvert z der har et billede z' som passer i ligningen

x'®z' = y', og denne ligning bestemmer derfor z panzr en regu-

lar faktor, og dermed z' entydigt. Vi har dermed vist, at

x|y «= x'|y' og at der er hg¢jst endtydig (men ikke altid mulig)

division i (M',@). I analogi med tidligere betegnelser kan vi

sige, at strukturen (M',®) er faktorstrukturen (M \ {0},.)/E.
Fksempler: I integritetsomradet af hele tal er de regulare

elementer +1 og -1, og det foregaende udtrykker blot, at vi
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ved en undersggelse af den multiplikative struktur af de fra O
forskellige hele tal vil "se bort fra fortegnet'"; faktorstruk-
turen (Z\{0},.)/{+1,-1} bliver isomorf med (%,.), altsa den
multiplikative struktur af de maturlige tal. I integritetsom-
rddet M[X] af polynomier over legemet M er de regulezre elemen-
ter netop de fra O forskellige konstanter, og det foregaende
udtrykker blot, at vi ved en undersggelse af den multiplikative
struktur af masngden af de fra O forskellige polynomier vil ''se
bort fra konstante faktorer'.

I(M',0) er etelementet e' det eneste regulazre element, thi
efter det foreglende vil r'|e' = r|e, s4 at r er regulaer og
dets billede r' derfor e'. Heraf fglger let, at d'|c' A c'|d' er
ensbetydende med at ¢' = 4', thi relationen udsiger jo, at
%; eksisterer € M' og har en invers € M' og derfor mi vare
lig e'. Betragter vi idealer har vi I, =I5 I, ¢ Iy A Ig ¢ I,
e= dlc Acld e d']lc' Ac'|d' e ¢' = d' & c = d; vi har derfor
at et ideal IC bestemmer sit frembringerelement ¢ entydigt pa
n2r en regulsr faktor, og endvidere at der er enentydig forbin-
delse mellem idealerne og elementerne c' € M', og ved denne for-
bindelse vil I; ¢ I, svare til c'|d’,

Udtrykt ved elementerne fra M' bliver fazllesmadlsegenskaben:
Til to elementer a' og b' findes altid et entydigt bestemt 4'
saledes at c'la' A ¢'|b' «» c'{d'. Ved at operere i M' har vi
opnéet den fordel, at d' er entydigt bestemt, tidligere var det
kun idealet I, som var entydigt bestemt. Vi vil betegne d' som

d
det stgrste felles mal for a' og b', og benytte betegnelsen

(2',b'). Vi kan opfatte det som fremgéet af a' og b' ved en kom=~
positionsforskrift, for hvilken vi altsd benytter tegnet ( , );
kompositionen er &benbart kommutativ og associativ (men der gazl-

der ikke forkortningsregel ellsr findes neutralt element, smlgn.
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AG IT,1, ov. 1,d)). Vi vil lejlighedsvis ogs& tillade os at und-
lade indfgrelsen af M' og ngjes med betegnelser fra M\{O0}, og
(a,b) skal s& betyde et (pad ner en regulsr faktor entydigt be-
stemt) stgrste felles mdl d for a og b.

Multiplikationen er distributiv m.h.t. stgrste-felles-méls-

dannelse, idet (m'ea',m'@b') = m'e(a',b'), eller med den lgse

skrivemade (ma,mb) = m(a,b). Beviset benytter gentagne gange,

at p|g « mp|mg. Det forlgber igvrigt sdledes: Vi satter (a,b)

= d og (ma,mb) = D; vi har d|a A d|b = md|ma A md|mb = md|D, og
vi kan derfor skrive D p& formen D = mx, hvor d|x; s er

D|ma A D|mb « mx|ma A mx|mb = x|a = x|b = x|d, og denne sidste
kombineret med d|x giver, at d = x (idet Id = Ix’ smlgn. forrige
side), eller altsd D = mx = md pd nzr den lgse formulerings
uundgielige ubestemthed med en regular faktor (for valgt d kan
vi sige, at D = md er en brugbar verdi for (ma,mb)).

Fzllesmdlsegenskaben medfgrer, at dersom clab, da kan ¢

skrives pa formen c = 0192, hvor 01[a og 0212. Bevis: Vi vzl-

ger c, som en af verdierne for (aﬁc), hvormed vi har opndet,
at c1|a og endvidere, at c1|c, s& at ¢ = c,c, med et vist c,;
det er evident, at c|cb, og derfor clab A c|cb = c|(a,c)b eller
0102|c1b = c2|b. Ved successiv anvendelse heraf ses, at hvis
c|a1a2...as, s& er ¢ = C CpeneCy, hvor cjlaj for J = 1,2,.0448,

eller med andre ord, det er muligt at oplgse c og a1,a2,...,a

s

i faktorer, s8ledes at alle de faktorer, der stidr foran gd-op-

tegnet ogsi star efter gA-op-tegnet. Ved succesiv anvendelse

heraf ses, idet man undervejs bortdividerer de fzlles faktorer,
at den understregede pastand ogsd er gyldig, hvis man har en

situation CTCZ"‘CtIa1a2°”as‘

Dersom specielt c seoC. = 8,8,...a__er det muligt at

122 % 122
foretage en videreoplgsning i faktorer pa begge sider af lig-
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hedstegnet, sdledes at man fAr den samme mangde faktorer (gen-

tagelser medregnet) pa begge sider af 1ighedstegnet1.Thi ifglge

det foregiende kan vi opnid, at alle faktorer pa venstre side
ogsd findes pa hegjre side, og de overskydende pa hgjre side har
produktet 1, og kan derfor fas ved at trekke en faktor 1 ud pa
venstre side og oplgse den. Af homomorfien (M\{0},.) - (M',®)
er det klart, at ordret det samme resultat gzlder i (M',@).
Inden vi udnytter den opstigende kzdes egenskab skal vi

give et par definitioner.

Et element p' € M' kaldes reducibelt, dersom det kan skri-
ves som et produkt a'eb', hvori ingen af faktorérne er etelemen-
tet. Bt element p € M\{O} kaldes reducibelt, dersem p' er redu-
cibel, eller med andre ord: p er reducibel, dersom det kah
skrives som produkt af to ikke-regulare faktorer. Hvis p' € M'
ikke er etelementet og ikke er reducibelt, kaldes det irreduci-
belt. Et element p € M\{O} kaldes irreducibelt, dersom p' er

irreducibel, eller med andre ord: p er irreducibel, dersom det

for enhver produktfremstilling p = ab gelder, at eh'éf fakto~- ..
rerne, men ikke dem begge, er regulzr.

Eksempler: Som navnt vil integritetsomradet (Z,+,.) give
en struktur (M',»), der kan reprazsenteres ved (N,.); heri vil
de reducible elementer netnp vere de sammensatte tal, og de
irreducible vil vere primtallene. Indenfor en polynomiumsring
er et polynomium reducibelt, dersom det kan skrives som produkt
af to polynomier fra ringen, ikke konstanter; hvis dette ikke
er muligt, og polynomiet ikke selv er en konstant, sd er det
irreducibelt. F.eks. er 8(X2-2) reducibelt i R[X], medens det
samme polynomium er irreducibelt i Q[X]; polynomier af fgrste
grad er altid irreducible.

Den opstigende kades egenskab udsagde, at har man idealer,
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hvor I' ¢ I'' ¢ ...y 88 er de alle ens fra et vist trin. I en

) 1(n)

hovedidealring kan man skrive pa formen Ia s 0g betingel-

n

sen I(n) - I(n+1) betyder, at a_ er et multiplum af a

- " 4l ? altsa

at a, = an+1qn, og if¢glge det tidligere vil de to idealer vare
lige store,hvis, og kun hvis q, er regulaer. Den opstigende
kedes egenskab udsiger altsé, at hvis 8y = 85Qyseee,8, = & 40,
cee 3 SA er alle a, regulere fra et vist trin.

Vi ser nu, at dersom M\{0} overhovedet indeholder ikke-
regulere elementer, s& eksisterer der irreducible elementer;
thi ellers kunne vi tage et ikke-regulart element 8y skrive
det som produkt a,qy af to ikke-regulare, igen skrive a, £0m
produkt a3q2 af tg ikke-regulzre o.s.v., og derved ville vi fé&
en modstrid med den opstigende kades egenskab. Men resonnementet
giver endda mere, thi det viser jo, at et vilkarligt ikke-regu-

lert element a, er deleligt med et irreducibelt element. Og sa

1
viser det endda endnu mere, nemlig at i en hovedidealring kan

ethvert ikke—regglmrtgslement skrives som produkt af irreducible

glementer. For onten er a, irreducibel, og s& er det i orden,
eller ogs& kan vi skrive a, som produkt a2q1, hvor Qy er irre-—
ducibel og a, er ikke-reguler; enten er 8, irreducibel, og sa
er det i orden, eller ogs& kan vi skrive a, som produkt a3q2,

hvor q, er irreducibel og a, er ikke-regular; siledes fort-

3
sattes, men ifglge det foregdende skal proéessen standse,
hvilket sker ved at vi m@gder et irreducibelt a,s og sa har vi
den ¢ndkede produktfremstilling q1q2..,qn_1an.'Det er klart, at
resultatet umiddelbart kan overfgres til strukturen (M',®).

Vi kombinerer nu med resultatet fra faellesmidlsegenskaben,

og opnar fglgende hovedsmstning: Lad (M,+,.) vare en hovedideal-

ring, og E mengden af dens regulsre elementer. I faktorstrukturen
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(M',0) = (M\J01,.)/E gelder det, at ethvert fra etelementet

forskelligt element pa en og (bortset fra faktorernes rakkefglge)

kun een méde kan skrives som prqdukt af irreducible.

Formulerer vi smtningen for selve hovedidealringen (M,+,+), kommer
der den uundgaelige ubestemthed i entydigheden;, som skyldes de re-

gulzre faktorer, si sétningen bliver: I en hovedidealring kan et-

hvert fra 0 forskelligt ikke-resulmrt element a skrives som pro-

dukt af irreducible elementer a = ajgg..laﬂ,;og hvis man har to
e >4

sddanne fremstillinger af a, f.eks, a1;x.as.og,q1s.zct, s8 inde-

holder de lige mange faktorer (s:t)LJOg_ethvaﬁtlaj er panzr en

regulsr faktor 1igﬁetﬁoj; S#tningens rigtighed felger af det fore-
géende, idet den opstigende kades egenskab giver produktfremstil-
lingens mulighed, medens fwllesmdlsegenskaben giver dens entydig-
hed (nér CqeeeCy = a1...askanyvi videreoplese produkterne indtil
de to sider bliver identiske, se side 10, men for en irreducibel
faktor findes kun den trivielle oplesning, der bestdr i at udtreke
ke en regulsr faktor).
Anvendes s®tningen pad hovedidealringen (%,+,+) far vi for

dens faktorstruktur (N,-): Ethvert naturligt tal sterre end 1 kan

& en og kun een mdde skrives som produkt af primtal (talteoriens

hovedsztning om den entydige primoplesning).

Anvendes smtningen pa hovedidealringen af polynomier over et

legeme M far vi: Ethvert polynomium af grad sterre end O kan pi

en og kun een made skrives som produkt af irreducible polynomier

fra M[X] (idet disse dog kun er bestemt pdnsr konstante faktorer).

Eksempel: I K[X] kan polynomiet 3(X4-4) skrives som produkt af

irreducible, nemlig som (3X—3/?)(X+vé7(X2+2), (idet dog den kon-
stante faktor 3 ogsd pd andre méder kan "fordeles" pd de tre pa-
renteser). Den sdkaldte "algebraens fundamentalsztning" - som vi

ikke skal bevise her, da den er en sztning fra den matematiske
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analyse - udsiger i det vazsentlige, at ethvert irreducibelt poly-

nomium i R[X] er af forste eller anden grad.

Vi betragter igen polynomiumsintegritetsomradet M[X] over et
legeme (M,+,*); vi antager, at M bestlr af mere end nulelementet,
for ellers ville alt blive trivielt. Lad endvidere (M,+,*) vare
indeholdt i et integritetsomrade (L,+,*), og lad c vere et vil-
kédrligt element fra L.

Der findes netop een homomorf afbildning af M[X] ind i I, ved
hvilken M's elementer er fixelementer, og sdledes at X —» c, nemlig
afbildningen

n
a=a(X) = ay + a1X + eee + aan—+ By + 84C + eeo + BCT,

n
thi denne afbildning er &abenbart en homomorfi med de onskede egen~
skaber, og man ser ogsd umiddelbart, at den ikke kan vere ander-
ledes, Vi beskriver afbildningen kort ved at sige, at vi smtter

X 1lig ¢ i polynomiet, og billedet af a = a(X) kalder vi for a(c).

Da M[X] er en kommutativ ring med etelement, vil den ved homomor-
fien feres over i en kommutativ ring med etelement, og da bille-
det ligger i integritetsomraddet L, vil nulreglen gwlde for bille-
det; dette er derfor et integritetsomrade, og vi betegner det

M[c], og kalder det for integritetsomridet fremglet af M ved ad-

Junktion af c¢; dets elementer er altsd alle udtryk af formen

8o + 84C + oo anon, hvor alle aj tilherer M,

Homomorfiens kerne er et ideal Ic M[X]. Her gzlder skarpt
inklusionstegn, da de fra O forskellige konstanter aq € M er fixe
ved afbildningen, og derfor ikke feres over i nulelementet, altsd
ikke tilherer kernen. Integritetsomrddet M[c] ses ifelge defini-
tion at vere en realisation af faktorringen (M[X],+,+)/I.

Der kan nu indtrsffe to muligheder:
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Enten er I = {0}, det trivielle nulideal: S& indeholder ker-
nen kun et element, og afbildningen er enentydig, altsd en iso-
morfi, I sd fald er a(c) + O for ethvert polynomium a forskelligt
fra nulpolynomiet, og vi har isomorfien mellem M[X] og M[c], idet

n n . . L
ao+a1X+..a+anX > agta,Ct...+ad Co. I dette tilfzlde siger vi, at

¢ _er transcendent over M. Eksempel: Lad (L,+,') vere de reelle

tals legeme (B,+,*), og lad M vare mengden af rationale tal, (.
Man kan vise, at ¢ = 3,14159.. er transcendent over § (beviset
krzver en del teknik), og vi har isomorfi mellem §[X] og
Glwr] ¢ (R,+,+), idet qo+q1X}...ann+—+ qO+qu+4..+qﬁﬁn, alle q;
rationale.

Eller I er et ikke-trivielt ideal i M[X]. I dette tilfelde

siger vi, at c er algebraisk over M. For ethvert a(X) € I bliver

a(c) = 0, og vi siger, at c er rod i polvnomiet a(X). Da M[X] er

en hovedidealring bliver I et hovedideal Id frembragt af et egent—
ligt polynomium d(X) € M[X], og da I er en mgte del af M[X], m&
d(X) have en grad sterre end 0 (ellers var d(X) en konstant, d.v.
S. et regulert element, og I blev lig hele M[X]). Idealet I be-
stér netop af mengden af multipla af 4(X), og vi fér derfor, at
nedvendigt og tilstrzkkeligt for at c er rod i et polynomium a(X)
er, at a(X) er delig med d(X). Dette d(X) er ikke bestemt enty-
digt, men kun pé&nsr en konstant faktor.

Polynomiet d(X) er irreducibelt over M. Thi ellers kunne
det skrives som et produkt dl(X)-dZ(X), hvor begge faktorerne var
af lavere grad, og derfor ikke delelige med d(X); idet nu d(c) =
dj(c)-dg(c) = 0, og nulreglen jo gwlder i L, mdtte c vere rod i
et af faktorpolynomierne, hvilket strider mod, at c kun er rod i
polynomier, der er delelige med d(X).

Resultaterne kan sammenfattes i felgende satning: Lad inte-~
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gritetsomrddet (L,+,) indeholde dellegemet (M,+,:); ethvert

c € L er enten transcendent over M, og i s& fald er det ikke r'od

i noget polynomium fra M[X ], eller ogsd er det algebraisk over

M, og 1 88 fald er det rod i netop eet irreducibelt polynomium

a(X) fra M[X] (dog kun entydigt pdnmr en konstant faktor), og

samtlige polynomier i hvilke ¢ er rod er netop de polynomier.

der er delelige med d(X).

Lad os igen et pjeblik betragte en vilkarlig hovedideal-
ring (K,+,+), og lad d vare et irreducibelt element i denne.
Ker lig I1 = Ir for ethvert regulsrt r, medens Id er en mgte
delmzngde af K, fordi d ikke er regulzr. Lad os omvendt antage,
at Id er ®gte delmzngde af et ideal IS, s vil s I d, hvoraf
felger, at enten er s regulsr, eller ogsd vil s afvige fra d
med en regulsr faktor; det sidste tilfzlde kan ikke indtrzffe,

for s& var I, = I, og s er derfor regulwr, sdledes at I, =K.

Vi har altsd, at i_en hovedidealring er et af et irreducibelt

element 4 frembragt ideal Id maximalt, i den forstand at det

ikke er indeholdt i noget andet ideal end hele ringen. Man ser

iovrigt let, at dersom d er reducibel, s& er idealet Id ikke
maximalt.

Lad nu Id vere maximalt ideal i en hovedidealring (K,+,-).
Det er kerne ved en homomorfi f, ved hvilken (K,+,+) afbildes
i en ring (L,+,+). Ifslge de almindelige resultater om homomorf
afbildning af en ring (se AT 1, side 6) vil (L,+,+) vere en
kommutativ ring med etelement, fordi (K,+,-) har disse egen-—
skaber, hvorimod nulreglens gyldighed jo ikke umiddelbart kan
overferes; men vi vil faktisk vise et endnu sterkere resultat
nemlig at (L,+,°) er et legeme. Lad a vamre et fra O forskelligt
element i L, mengden af multipla af a udger et hovedideal

Ia ¢ L. Der findes da en homomorfi g, med Ia som kerne, ved
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hvilken (L,+,.) overfgres 1 en ny ring, og denne ses at vare
fremgéet af (K,+,.) ved anvendelse af den sammensatte af-
bildning geof, der selv er en homomorfi, fordi den er sammen-—
sat af to homomorfier. Kernen for geof er et ideal i K, og

det indeholder I og det indeholder desuden mere, nemlig

a’
ogsa f_1(a); det m4 derfor vere hele K, fordi I, var et
maximalt ideal. Den sidste billedring bestér derfor kun af
et nulelement, og Ia’ som var kernen ved g, omfatter derfor
hele L, d.v.s. at ethvert element i L er et multiplum arf a;
indenfor I er det altsd altid muligt at dividere med det

vilkarlige, blot fra O forskellige, element a. Dermed har

vi vist: Hvis d er et irreducibelt element i en hovedideal-

ring (K,+,.), s& er faktorringen (K,+,-)/Id et legeme.

Fgrste anvendelse: I hovedidealringen (Z,+,.) er de ir-
reducible elementer +p og -p, hvor p er et primtal; de giver
anledning til idealerne Zp = mzngden af multipla af p, og
faktorringen @,;,,)/zp er den ofte tidligere omtalte rest-

klassering modulo p. Sztningen viser nu, at restklasseringen

af de hele tal modulo p (p=primtal) er et legeme. Dette har

p elementer, og vi ser altsd specielt, at for ethvert prim-
tal p eksisterer der et legeme med p elementer.

Anden anvendelse: Nar ¢ er algebraisk over M, si er
kernen ved homomorfien M[X] - M[c] netop idealet I4s hvor d
er et irreducibelt polynomium € M[X;, og vi har derfor at inte-

gritetsomrddet M{c] er et legeme, nadr c er algebraisk over

legemet M.

Hvis man indenfor et integritetsomradde (L,+,.) har et
delintegritetsomrdde M og et element c, s& betegner man
almindeligt med M[c] det mindste integritetsomradde indenfor

(Ly+,+), for hvilket M ¢ M[c] og c € M[c]. Vi siger, at
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M[c] er integritetsomradet fremglet af M ved adjunktion af ¢

(indenfor L). Benzvnelsen ses at stemme overens med alt det
foregaende, og specielt bemarkes, at M[{X] er det mindste inte-
gritetsomrade, der indeholder X = (0,1,0,...). For legemer be-
nyttes analoge betegnelser med runde parenteser: Hvis man indenfor
et legeme (L,+,.-) har et dellegeme M og et element c, si beteg-
ner man almindeligt med M(c) det mindste legeme indenfor (M,+,.)

for hvilket M ¢ M(c) og ¢ € M(c). Vi siger, at M(c) er legemet

fremgdet af M ved adjunktion af ¢ (indenfor L). Vi ser, at M(c)

er kvotientlegemet for M{c]. Specielt ses, at M(X) er mangden

af "polynomiumsbrgker"

n
a +a,X+...+a_ X
o 1 n

m
bo+b1X+n,.+me

og at M[X] er en =gte del af M(X), fordi f.eks. £ d& M[X]. Hvis

1
X
¢ er algebraisk over M, s& er M(c) = M[c].

Nar ¢ er rod i polynomiet d(X), s& er d(c) = O. For et vil-
karligt polynomium a(X) kan vi opskrive en divisionsligning
a(x) = a(x).-q(X) + r(X), og homomorfien X » c giver s& at

a(c)

altid velge r(X) af lavere grad end d(X). Vi kan nu sammenfatte

il

d(c).q(e)+r(c) =r(c) og her kan vi i divisionsligningen

nogle af de foregdende resultater i fglgende satning:

Lad ¢ vere et element, der er indeholdt i et integritets-—

omrade, der ogsf indeholder et dellegeme (M,+,.). Enten er c

transcendent over M. og dette indtraffer specielt for X =

(0,1,0,...):; 84 er integritetsomriderne M{c] indbyrdes isomorfe

(for forskellige c), og specielt alle isomorfe med polynomiums-—

ringen M[X], og M{c] er ikke noget legeme; dets kvotientlegeme

M(c) er isomorft med legcmet M(X) af "polynomiumsbrgker'. Eller

ogsé _er c algebraisk over M; si er integritetsomrédet M[c] et
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legeme, altsd sit eget kvotientlegeme og M[c ] = M{c); som

fremstilling af elementerne i M[c ] kan vi tage alle udtryk

af formen ao+a1c+,..+an_1cn—1, hvor alle a, € M og hvor n er

graden af det irreducible polynomium, der har ¢ som rod.

Eksempel: Indenfor (R,+,:) erd/2 algebraisk over (Q,+,:);
det er rod i det irreducible polynomium X3-2, 0og meEngden
{qo + q1€/2 + q29\/22 | Q15 € Q} udger derfor QR/2] =
Q(¥2); da det er et legeme, er det altid mulig at "skaffe
rational nmvner", f.eks. er (tilfmldige tal)

(3%22 - 2%/2 + 4)7" = 7l (=4822 + 132 + 14);

Hvis ¢ € M, 88 er c algebraisk over M, idet c Abenbart
er rod i polynomiet X-c; som tilherer M[X]; dersom c er rod i

a(X), s& er a(X) delelig med X-c. Heraf kan ses, at antallet af

rgdder i et _polynomium er mindre end eller lig dets grad. Thi

tager vi som M et legeme, der indeholder de rsdder vi vil be-
tragte, og desuden alle polynomiets koefficienter, sd vil poly-
nomiet tilhere M[X], og vi kan inden for M[X] foretage en
faktoroplesning, idet vi for enhver rod ¢ far en faktor X-c

i polynomiet, og antallet af disse faktorer er mindre end eller
lig graden (herved benyttes, at forstegradspolynomier er irredu-
cible, og s®tningen om den entydige faktoroplesning).

Hvis a(X) € M[X] og c € M, s& vil ¢ - a(c) vere en afbild-
ning af M ind i M. Til ethvert polynomium a(X) svarer altsd en
"polynomiumsfunktion" ¢ - a(c), og vi har med selvfplgelige
kompositionsregler en homomorfi af M[X] ind i mengden af af-
bildninger af M ind i M. Disse polynomiumsfunktioner spiller
som bekendt en stor rolle i analysen. Lad os blot bemsrke, at

for endelige legemer M vil nulfunktionen: ¢ - O for alle ¢ € M
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fremkomme for uendelig mange a(X), nemlig for alle delelige mzd
(X—c1)(X-02)...(X—cm), hvor Cq7CpypesnyCp €T elementerne i M,
For uendelige legemer M kan nnget sddant ikke indtreffe, da et
egentligt polynomium ikke kan have uendelig mange redder (men
for uendelige M findes til gengeld afbildninger af M ind i i,
som ikke er polynomiumsfunktioner, f.eks., den afbildning,
hvorved ¢ —» O for alle c + O, medens O — 1).

Vi har hidtil betragtet polynomier d(X) i M[X] og et
legeme (L,+,-) med M som dellegeme, ng €& mgdt muligheden af,
at et ¢ indeholdt i L kunne vere rod i d(X). Dersom der findes
en s&dan rod c, s& er strukturen af legemet M(c) givet, idet
legemet er bestemt paansr isomorfi, nemlig som en faktorring

(M[X] ,+,-)/Iq. Men selvom vi kun har givet M og et irreducibelt

polynomium d(X) € M[X ], s8 vil der altid fiwdes et legeme

(L,+,-) der har M som dellegeme og som indeholder en rod c i d(X),

nemlig lest sagt: den nazvnte faktorring. Udferligere: d(X)
frembringer et ideal T4 cM[X], og ifelge den almindelige homn-
morfisetning findes der da en homomorf afbildning a = a(X), at

af M[X], ved hvilken I, er keme; billedet er en faktorring

d
(M[X],+,-)/Id, og da d er irreducibel bliver det et legeme
(L,+,+); for mengden af M's elementer er afbildmingen enentydig,
altsd en isomorfi, og vi kan derfor identificere M's elementer
med deres billeder, hvorved vi opndr, at M er dellegeme af
(Ly+,+); billledet X' af X vil vi kalde for ¢, og det vil netop
have den onskede egenskab, thi da vi har opndet at alle elemen-
terne 1 M, og altsd specielt koefficienterne i da(X), er fix-
elementer ved afbildningen, vil d(X) - d(c), og da 4(X) ligger
i afbildningens kerne er d(c) = O,

Eksempel: Polynomiet X2+1 er irreducibelt over de reelle
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tals legeme (R,+,-); legemet kan udvides til etlegeme, der
indeholder en rod i polynomiet, og en s&dan rod kaldes sed-
vanligvis i, og K[1] = R(i) er da de komplekse tals legeme
(6y+,-). I den foregiende systematiske opbygning af matematik-
ken er kendskab til de komplekse tal intetsteds benyttet, og
det ovenstdende viser nu, hvorledes man pd grundlag af de reelle
tal kan indfore de komplekse tal (sammenlign slutningen af
forrige §).

I eksemplet gav adjunktion af en rod legemet K(i), som
3

ogséd indeholder den anden rod -i. Derimod X -2 er irreducibel
over ({,+,+); legemet §(3/2 ) vil kun indeholde een rod til

polynomiet, men hvis man til dette legeme dernzst adjungerer
en af de komplekse rgdder, fas et legeme, der indeholder alle

tre reogdder til X3—2.
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1)

3)

4)

5)

@velser til § 2.

Potensrakkeringen M[[X]] over et integritetsomrade M be-
tragtes. Vis, at de regulzre elementer netop er folgerne

(8 98qss0+), hvor a_ er reguler i M.

Undersog kvotientlegemet for potensrekkeringen M[[ X]]

over et legeme M,

Bestem samtlige idealer i potensrazkkeringen Ml x]] over

et legeme M, og vis, at de kan ordnes 1i.en "nedstigende kzde"
I(O)Q I' 2I'" 2 ...; vis, at den er en hovedidealring;

am giv (paaner isomorfi i billedet) samtlige homomorfe af=-

bildninger af mI[Lx]].

Bestem sam tlige endomorfier, ved hvilke M's elementer er
fixe, af polynomiumsringen M [X ] over et legeme M, og angiv

specielt samtlige automorfier.

Bestem samtlige endomorfier, ved hvilke M's elementer er
fixe, af potensrskkeringen M[[ X ]] over et legeme M, og

angiv specielt samtlige automorfier,

Lad (M,+,-) vare en kommutativ ring, i hvilken nulreglen

sdledes, at der eksisterer en funktion g(x) som afbilder M
over i de hele, ikke negative tal, og for hvilken

1) g(xy) > g(x) for alle x,y €M Ay % O,

2) for ethvert d £ O og ethvert D findes et q s&

g(r) = g(D-dq) < g(d).
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8)

9)

Vis, at (M,+,-) er en hovedidealring. Vis, at den med __
understregede forudsetning felger af de gvrige. Opgaven
generaliserer beviset pd side 4-5 i teksten for (Z,+,:),
idet g(x) = |x| brugbar; vis, at den ogsd generaliserer
beviset samme sted for M[X]. Idet de nmvnte beviser pd en
madde beror pd muligheden af at gennemfere den sékaldte "Bu-~
klids algoritme", kalder man ofte en ring, som opfylder opga-

vens betingelser for en "euklidisk ring", og en sadan er alt-

sd altid en hovedidealring.

Lad Z[i] betegne mzngden af komplekse tal a+bi, hvor a,b € 7
Vis, at Z[i] med smdvanlig addition og multiplikation udger
en "euklidisk ring" (se forrige ovelse), idet man som funk-
tion g(a+bi) kan benytte a2+b2 (benyt eventuelt en figurbe-
tragtning i den komplekse plan). |

Angiv mengden E af regulzre elementer i %[i] . Underseg hvil-
ke af tallene 2, 2+i, 3 og 3+i der er reducible, Vis, at af-
bildningen a+bi - a2+b2 er en homomorf afbildning af
(Z[1\{0},*) ind i (X,-), og at herved vil et regulart ele-
ment afbildes i 1, og et reducibelt element afbildes i et
sammensat tal; hvad kan man sige om billedet af et irreduci-
belt element.

Bestem et frembringerelement for det mindste ideal, der inde-
holder 2 og 3+i.

Vis, at 40049-964 = 38607236 kan skrives som en sum X2+y2 af

to smdvanlige kvadrattal (x,y € N).

Iad (M,+) vere en mengde med en komposition (betegnet multi—
plikation) som er associativ og kommutativ, og med et etele-
ment, men ingen andre regulzre elementer, og hvori divisio-

nen er hejst entydig (men ikke altid mulig). Ved fwllesmul-
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tiplumsegenskaben forstér vi: Til to elementer a og b findes
altid et m, (kaldet "mindste fmlles multiplum for a og b"),

s8 alg A b|lg— m|g for alle g.

Vis, at (M,+) vil have fellesmultiplumsegenskaben hvis, og kun
hvis, den'har fellesmdlsegenskaben, og vis samtidig, at multi-~
plikationen er distributiv m.h.t. mindste-felles-multiplums-

dannelsen.
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11)

12)

13)

10)

2, 1961-62 AT 2, @¢v. 10-14

Man betragter ringen af kontinuerte funktioner x(t) pa in~-
tervallet [0,1] med szdvanlig addition og multiplikation.
Angiv mengden E af regulare elementer. Eftervis, at der ik-
ke findes irreducible elementer. Find de fzlles divisorer
for x(t) = t og y(t) = t sin %; og vis derved, at ringen

ikke har fzllesmildgegeriskaben.

Man betragter ringen af différentiable funktioner x(t) pa
intervallet [0,1] med 8&®mdvanlig addition og multiplikation.
Angiv mengden E af regulzre elementer. Vis, at ringen ikke
har den opstigendé kedes egenskab, men at der dog findes

irreducible elementer. Find samtlige irreducible elementer.

Vis, at dersom der for et integritetsomrade gazlder hoved-
s@tningen om den entydige og altid mulige fremstilling som
produkt af irreducible (side 13), s& har integritetsomridet
bade fallesmalsegenskaben og den opstigende kazdes egenskab

(men det behgver ikke at vere en hovedidealring, se ¢v. 1),

Indenfor M[[X]] (M et legeme), betragtes mengden L af potens-
rekker, hvori a, = O; Bestem de irreducible elementer i
(Ly+,+). Vis, at der findes hovedidealer I, frembragt af ir-
reducible elementer d, séledes at nulreglen ikke gmlder i
faktorringen (L,+,-)/Id. Bestem samtlige idealer i (L,+,¢),
og g¢r rede for at det ikke er en hovedidealring. Giv et
konkret eksempel p& et element, som pd to vasentlig forskel-

lige mé&der kan skrives som produkt af irreducible.

Vis, at en homomorfi af et integritetsomradde (M,+,.) pad et
integriﬁetsomréde (M*,+,.) kan udvides til en homomorfi af'
M[X] pa M*[X], ved hvilken X € M[X] afbildes i X € M*[x].
De fra O forskellige polynomier a(X) € %Z[X] kan opdeles i

mkvivalensklasser (a(X))' af indbyrdes proportionale. Vis,
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15)

16)

at dersom a(X) kan skrives som produkt b(X).c(X) af to po-

lynomier af lavere grad fra Z[X], s& gzlder det samme Tor
ethvert polynomium i klassen (a(X))' (vis fgrst ud fra homo -

morfien (Z,+,-) - (Z(mod.p),+,-), at hvis alle koerficiente:r

[}

i a(X) har et primtal p som fzlles divisor, s& azlder de-
samme for b(X) eller c(X)).

Mengden af skvivalensklasserne betegnes M', og det fovesien=—
de giver en klassemultiplikation. Vis, at for strukturen
(M',.) gzlder, at ethvert element p& en og kun een méde kan
skrives som produkt af irreducible (for mkvivalencklaszeznc
fra @[X] er den tilsvarende pastand gyldig ifglge $2).

Ger rede for at de irreducible elementer i %[X] er dels +
primtallene, og dels de polynomier, som er irreducible over
Q[X], og hvori koefficienterne ikke har nogen felles faktor
stgrre end 1. Vis, at hovedsztningen om altid mulig og ve-
sentlig entydig primoplgsning gzlder i zlx].

Eftervis, at Z[X] iklze er en hovedidealring.

Vis, at polynomiet a(X) = (X-1)(X-2)...(X-n) 1 er irredu-
cibelt indenfor Z[X] (og dermed ifglge ¢v. 1 indenfor Q[X]).

Angiv legemer, dellegemer af (C,+,.) og s& smd som muligt,

3 Ly b

~1,X -8 kan sgkrives som

indenfor hvilke hhv. X-—1,X°-8,X

produkt af fgrstegradsfaktorer.
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Lad (M,+,-) vere et legeme med to elementer, f.eks. legemet
af restklasser modulo 2. Underseg, om a(X) = X2 + X+ 1 er
et irreducibelt polynomium i M[X]. ILad c¢ vere en vilkarlig
rod i a(X). Opskriv samtlige elementer i M(c), og angiv de-
res antal og hvilke af dem, der er rgdder i a(X).

Tdet man i stedet for (M,+,-) benytter et legeme (N,+, )
med tre elementer, og nu a(X) = X + X +1¢€ N[X], enskes

de samme speorgsmidl besvaret.

Bevis, at s&fremt (M,+,-) er et endeligt kommutativt legeme,
hvis etelement betegnes e, s& har produktet af alle de fra
nul forskellige elementer altid verdien -e (for visse spe-

cielle legemer er en smrbetragtning eventuelt nedvendig).

Lad (M,+,+) vere en hovedidealring med etelementet e, og

lad T vere en ideal 1 ringen; med = betegnes den til I sva-
rende kongruensrelation, d.v.s. at x = y er ensbetydende med
at x-y € I. Der defineres en ny relation ~ i mengden M, ved
at x ~ y hvis, og kun hvis X2 = y2. Lad endvidere I4 beteg—
ne det af elementet 4e frembragte hovedideal.

Vis, at ~ er en &kvivalensrelation, og at den er harmoneren-
de med multiplikationen.

Vis, at dersom ~ desuden er harmonerende med additionen, sa
er 2e ~ 0 og I4 - I.

Vis, at mmngden K af elementer, hvis kvadrat tilherer I, er
et ideal. Vis endelig, at dersom (M,+,:) er ringen af hele
tal (Z,+,), og I, ¢ I, s4 er ~netop den til idealet K

svarende kongruensrelation.

I det feolgende er a et helt tal forskelligt fra -1, og
p(X) = (X-1)(X:1)(X-a) + 1 = (a+1) = X - aX® + X°.
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Vig, at betragtet som element i polynomiumsringen Q[X] er
p(X) irreducibel. Hvad kan man sige om p(X) betragtet som
clement i Z[X]?

Vis, at betragtet som element i potensraekkeringen Q[[X]] er
p(X) regular.

Underseg for a = -2, a = 1 og a = 5 om p(X) betragtes som
clement i Z[[X]] er regulsr, reducibel eller irreducibel.
Ivis p(X) er reducibel onskes angivet de tre forste koeffi-
cienter i to ikke-regulmre potensrzkker, der har p(X) som

produkt.

Tad M vere mzngden bestidende af de rationale tal, der kan
skrives som en brek, hvis t®ller og nzvner er hele tal, og
hvori nzvneren er en potens af 2, Vis, at (M,+,+) er en del-
ring af de rationale tals ring (Q,+,+).

Bestem samtlige regulere elementer i (M,+,+). Bevis, at
(M,+,+) er en hovedidealring med en numerabel mszngde af idea-
ler, og angiv idealerne. Angiv sluttelig, hvilke elementer

i (M,+,+) der er irreducible, og hvilke der er reducible.

Lad (M,+,:) vere et integritetsomréde, og lad K vsre meng-
den af de ikke-regulmre elementer i dette. Vis, at K netop
er foreningsmengden af alle de fra M forskellige idealer 1
(M,+,+).

Vis, at dersom K er en delring af (M,+,:), s& er K et ideal,
og gor rede for at i dette tilfelde er faktorringen
(M,+,+)/X et legeme.

Giv eksempel pd et integritetsomrdde, hvori K ikke er noget
ideal, og pa et integritetsomridde, hvori K er et ikke~tri-

vielt ideal.
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23. I potensrakkeringen %[[x]] over de hele tals integritets-
omrédde skal I betyde det af potensrzkken (2,0,0,...) frem-
bragte hovedideal.

Vis, at faktorringen (M,+,-) = Z[[X1)/I indeholder uende-
lig mange elementer, og angiv de potensrakker a =
(ao,a1,a2,...) € Z[[x]] som ved homomorfien med I som kerne
afbildes over i regulsre elementer i (M,+,:), Vis, at (M,+,*)
er et integritetsomrade.

Lad (M1,+,°) vare faktorringen Z[[X]]/I1, hvor 11 er det af
potensrakken (2,~1,0,0,...) = 2 - X frembragte hovedideal,

Det eonskes vist, at (M,+,-) og (M1,+,°) ikke er isomorfe.
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