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§ 1. Ringe. Idealer. Legemer. 

I AG II er nogle af algebraens grundbegreber beskrevet; 

vi skal af hensyn til det fØlgende resumere noget derfra, idet 

vi :iØvrigt henviser til det nævnte kapitel. 

Ved en komposition indenfor en mængde M forstås en afbild­

ning af M x M ind i M, almindeligt betegnet ved en skrivemåde 

som x $ y = z. 

I de fØlgende udsagn står a, b og c for vilkårlige elemen-

ter fra M. 

Kompositionen er associativ, såfremt a $ (b $ c) = 

(a $b) $ c. 

Kompositionen er kommutativ, såfremt a $b = b $ a. 

Et neutralt element e opfylder e $ a = a $ e = a, 

(og det vistes, at der findes hØjsteet sådant). 

Hvis e er neutralt element kaldes a regulær, såfremt der 

findes et element, betegnet a-1 , så a $ a-1 = a-1 $ a= e og 

a-1 kaldes inverst til a, (og det vistes, at ved en associativ 

komposition har et regulært element kun eet inverst). 

Forkortningsreglen kunne udtrykkes: hver af ligningerne 

a $ x = b og x $ a = b har hØjst een lØsning (og det vistes, 

at såfremt kompositionen er associativ og ethvert element er 

regulært, så gælder forkortningsreglen). 

Det vigtigste tilfælde af en mængde med een komposition 

blev behandlet i AG II, 2, nemlig begrebet en gruppe. Derved fp 

forstås en mængde med en komposition, som er associativ, hvor 

der findes neutralt element, og hvor alle elementer er regulære. 

Forkortningsreglen gælder altså, og endda i den stærkere for-

stand, at enhver af de nævnte ligninger har netop een lØsning 

x. Såfremt kompositionen er kommutatiy, kaldes_gruppen kommuta-
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tiv. Vi skal nu betragte mængder M med to kompositioner, og 

skal minde om definitionen på, at ~ er d:Lstr~b~.lli me<L hensyn 

$, hvilket betyder, at 

x h (y ~ z) = (x h y) $ (x h z) 

(y $ z) h x = (y h x) $ (z h x) 

gælder for alle x,y,z E M. 

En ved to kompositionsforskrifter organiseret mængde M 

kaldes en ring, såfremt M ved den fØrste komposition ( 11 ring ... 

additionen11
) udgØr en kommutativ gruppe, og endvidere den an'"' 

den komposition ("ringmult~plikationen11 ) er associativ og di-

stributiv med hensyn til den fØrste. 

til 

Til den anden komposition kan man eventuelt forstærke kra-

vene: såfremt den anden komposition er kommutativ, vil vi tale 

~m en kommutativ ring, såfremt den anden komposition har et 

neutralt element ("et-element ved ringmultiplikationen") taler 

vi om ring med et-element, og dersom vi siger, at et element 

i ringen har et inverst skal det også referere til den anden 

komposition. 

Som antydet vil vi sædvanligvis betegne den første kompo-

sition som addition og benytte tegnet +, og for a+a+a+a vil vi 

skrive 4a, o.s.v; den anden komposition betegner vi som multi-

plikation og benytter tegnet • (der evt. kan udelades), og 

a·a•a•a vil vi skrive som a4 , o.s.v. Dette vil kun sjældent 

komme til at kollidere med betegnelserne fra sædvanlig talreg-

ning, men i de tilfælde, hvor det kan give anledning til misfor­

ståelser, må vi naturligvis benytte andre betegnelser (smlgn. 

eks. 2 nedenfor). 

Additionens neutrale element vil vi betegne som nul-ele-

ment, og ofte skrive o. Da O = 0+0 finder vi med benyttelse af 

den distributive lov, at O·a = (O+O)•a = O·a + O·a, hvoraf ses, 
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at O•a = O for alle a E M, og analogt ses, at a·O = O. 

Løsningen x til ligningen a + x = b betegnes b - a, idet 

vi dog for O - a nøjes med at skrive -a. Det herved indførte 

minustegn opfylder de sædvanlige regler. Således er b + (-a) = 

b - a, hvilket ses af ligningen b =b + O =b + ((-a) +a) = 

(b+ (-a)) +a; endvidere er (-a) + (-b) =-(a+ b), hvilket 

ses af ligningen ((-a) + (-b)) + (a +b) = (-a) + (-b) + a +b 

= (-a) + a + (-b) +b = O +O = O; endelig er a(b - c) = ab - ae, 

hvilket ses af at a(b - c) + ae = a((b - c) + c) = ab. 

Det eventuelle inverse element til a betegnes a-1 , og gan­

ske som det bevistes for grupper (AG II, 2) ser man, at de 

sædvanlige potensregler er opfyldt, idet aP.aq = ap+q og (ap)q 

= apq for alle p,q E z. Eventuelle lØsninger x til ligningerne 

ax = b og xa =b behøver ikke at være ens, men såfremt vi har 

at gØre med en kommutativ ring bliver de ens, cg vi kan da be­

nytte brØkskrivemåden x = Q; for denne brØkstreg gælder lignen­a 

de bemærkninger som for minustegnet ovenfor. 

Ligeledes vil vi benytte den sædvanlige talaritmetiks kon­

ventioner om udeladelse af paren~eser, således, at hvor ikke 

andet er angivet ved parenteser s~al man i sammensatte udtryk 

fØrst foretage potensoplØftninger, så multiplikationer (og di­

visioner) og sluttelig additioner (og subtraktioner). 

Da O·a = a·O = O for ethvert ·a E M, ser man, at forkort-

ningsreglen ikke kan gælde generelt for ringmultiplikationen, 

idet man ikke kan "forkorte med 0 11
• Men forudsættes det, at xz 

= yz for z ~ O medfØrer x = y, så gælder nulreglen 

VMx,y((xy = O) ~ (x= O)v(y = O)) 

(i ord: et produkt er kun o, hvis en af faktorerne er O); be-

viset er umiddelbart, thi enten er y = o, eller også får man 

ved at sammenligne formlerne O·y = O og xy = o, hvori y ~ o, at 
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x~ o. (Smlgn.AG II, 1 øv. 3). Hvis omvendt nulrerLen gæJ.der, 

så vil (xz = yz)A(z ~ O) medfØre xz - yz = (x - y)z = O, og 

dermed x = y. Med andre ord: nulreglen er ensbetydende med, at 

en ligning xa = b, hvori a ~ o, hØjst har en lØsning,. Analogt 

ser man, at nulreglen er ensbetydende med, at en ligning ax = 

b, hvori a ~ o, hØjst har een lØsning. 

Eksempler på ringe (M,+,·): 

1) (R,+,·), (6,+,·) og (Z,+,·). I den sidste af dem har kun 

tallene +1 og -1 inverse elementer. 

2) Lad M være R+; ringadditionen defineres som multiplikation 

af elementerne, og ringproduktet af tall8ne x og y define­

res ved e(log x)(log y). I dette eksempel kan man ikke u-

middelbart benytte +og • som kompositionstegn. røvrigt 

fremgår eksemplet af den fØrste ring i eksempel 1) ved en 

isomorfi x~ ex. 

3) Lad (M,+) være en vilkårlig kommutativ gruppe; rin@JlUltipli­

kationen defineres ved at sætte ethvert produkt lig gruppens 

neutrale element, altså xy = O for alle x,y E M. Nulreglen 

svigter til overflod (forudsat M indeholder mere end eet 

element). 

4) M er mængden af funktioner x = x(t) : A ind i R, t E A, hvor 

A indeholder mindst to elementer; ringaddition x + y = 

x(t)+y(t), t E A, og ringmultiplikation x·y = x(t),y(t), 

t E A. Nulreglen gælder ikke. 

5) M er mængden af n x n-matricer, og kompositionerne er ma­

trixaddition og matrixmultiplikation (AG III, 6). Ringen 

er i modsætning til de forrige eksempler ikke kommutativ 

(for n> 1). 

6) (zm,+,·); her betyder Z mængden af hele tal som er multipla m 
af et tal m E N. Ringen har i modsætning til de forrige 
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eksempler (på nær 4)) ikke noget et~element (forudsat m > 1). 

Ved en delring (eller underring) (L,+,·) i en ring (M,~,·) 

forstås en delmængde L af M, som organiseret ved restriktionen 

af kompositionsforskrifterne + og • til L udgØr en ring. Dette 

indebærer åbenbart dels, at (L,+) skal være en undergruppe af 

(M,+), og dels, at restriktionen af kompositionen· til L ska:L 

være en komposition indenfor L, d.v.s. at x,y E L medfØrer 

x·y E L. Disse to krav er også tilstrækkelig til at en delmæng-

de L af M er en delring, thi de medfØrer jo, at restriktioner-

ne af+ og · fra M til L bliver kompositioner i L; og når kom-

positionen+ er kommutativ, og kompositionen · er associativ 

og distributiv med hensynttil +, alt indefor M, så gælder det 

samme for deres restriktioner til L. 

I stedet for at sige at (L,+,·) er delring i ringen (M,+,·), 

vil vi ofte blot sige, at L er delring i ringen (M,+,·), idet 

det er underforstået, at kompositionerne er restriktionerne af 

kompositionerne i M. Analogt vil vi istedet for at sige, at 

(H,$) er undergruppe i (G,$) blot sige, at H er undergruppe i 

(G,$). 

Hvis L er fællesmængden for (endelig eller uendelig mange) 

delringe Lj i en ring (M,+,·), så vil L selv også være delring 

i (M,+,•). 

Bevis: Lad os vise, at x,y E L medfØrer x·y E L, idet vi 

benytter, at den tilsvarende egenskab er opfyldt for alle Lj; 

det sker således 

x,y E L~ ~j(x,y E Lj) ~ ~j(x•y E Lj) ~ X•Y E(nj Lj). 

På ganske analog måde kan vi vise, at x,y E L medfører x+y E L, 

og at x E L medfØrer -x E L ved at benytte, at de tilsvarende 

egenskaber er opfyldt for alle Lj. Dette viser, at restriktio­

nen af kompositionerne •, +og- til L bliver kompositioner 
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indenfor L. Og det er klart, at egenskaberne kommutativ, asso­

ciativ og distributiv bevares ved restriktion, hvormed sætnin-

gens bevis er fuldført. Lad os iØvrigt bemærke, at beviset sam­

tidig indeholder et bevis for en analog sætning •m undergrupper 

(se AG II, 2, 3): 

Hvis H er fællesmængden for (endelig eller uendelig mange) 

undergrupper Hj i en grupEe (G,$), så er H selv en undergruppe 

i (G,~). 

Eksempler: Enhver ring har sig selv samt {o} som delringe. 

Til eksempel 1) foran: (C,+,·) har som delring R, og denne har 

igen delringen Z. Til eksempel 6) foran: (Z ,+,•) er delring i 
m 

i (Zn,+,~) da, Qg kun da når m er et multiplum af n; (Z,+,•) 

har som delringe z2 og z
3

, hvis fællesmængde er delringen z6; 

fællesmængden for alle zm, m E N er delringen {o}. 

Lad os betragte en homomorf afbildning af en ring (M,+,• ). 

Mængden M afbildes ved homomorfien oven E! en mængde M', og in­

denfor M' har vi to kompositioner® og 0, således at (M,+,·) af­

bildes på (M',$,0). Det er tidligere bevist (AG II,2,9), at når 

(M,+) er en gruppe, så vil (M',®) også være en gruppe, således 

at neutralt element afbildes i neutralt element og inverse ele-

menter afbildes i inverse elementer, og endvidere er det vist 

(AG I,1,8 ff), at egenskaberne kommutativ, associativ og di-

stributiv ved homomorfien overføreB :E'ra kompositionsf'orskrifter-

ne + og • til ®og 0. Vi har derfor: 

Lad (M,+,•) være en ring og (M' ,®,0) en ved to kompositions­

forskrifter ®og 0 or~~nisGret mængde. Hvis der findes en homo-
•· 

morf afbildning f af (M,+,·) på (M' ,®,0), så er (M' ,®3 8) lige­

ledes en ring, Dennes nulelement er billedet ved f af nulele-

mentet i M; hvis M har et etelement e 2 så vil M' også have et 
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et~lem.ent, n..w1:J4g f(~j; hvis ~E M har et inverst x - 1 ve<t__li9.E;­

positionen ·, så .vil, f(x) E M.:._også have et inverst v~ kom_J2.Q­

si tionen_G), nemlig !~~:._l!Yi-SJ.ingel1,;_.lM.,_ .• :!:.2 •• :J er .Jf2!!}.IE,.~~§.BY 11 
så er rinaen ~~.t~t§2.L.2E~~ll.)~JJ1.IJlll.~i v. 

Eksempler;: Lad (M,+, .. ) være ringen fra eksempel 4) for•·.Cl 

bestående af funkti0ner x(t), t E A; for '~t f~ast t E 1~ -"·:i.:_:_ o 

x(t) -t x(t
0

) være en homomorf afbildning af (M,+,•) over' på 

(R,+,.); vi ber)ærker, a t nul reglen gælder for (R,+, • ) , Jn-.-"dens 

den jo ikke gælder for (M,+,.). At det omvendte kan skeJ at 

nulreglen gælder for en ring, men ikke for dens billede ved en 

homomorfi, kan ses af fØlgende eksem;Pel: ringen (Z,+,•) vil ved 

afbildningen p -t p+Z blive atbildet hornamorft over på en ring m 

af restklasser modulo m (se AG II,2,side 14 og AG II 1 2 Øvelse 

16; vi skal iØvrigt senere udfØrligt behandle dette eksempel), 

og for denne ring gælder nulreglen kun, hvis m er et primtal. 

Lad (M,$) være en mængde med en kompositionsforskrift, og 

lad f være en homomorfi, der afbilder den ind på (M' , $' ) • ···~o r 

elementerne i M deJ''inerer vi en relation =, idet vi sætter x = y 

nå~ f(x) = f(y). Det er klart, at relationen bliver en ækviva-

lensrelation indenfor M, idet den er refleksiv, symmetrisk og 
-1 transitiv, og ækvivalensklasserne er f (x'), x' E M'. Men detvil 

endda være en ækvivalensrelation harmonerende med komposition~ 

1, hvormed vi mener, at x 

dette ses let, thi ifØlge 

;' 

= x1 og y = y1 me~fØre_r x $ Y = x1 $ Y1: 
/ 

definitionen af? er f(x) = 
i 

f(y) = f(y1 ), og ved at benytte 

= f(x) $' f(y) = f(x1 ) $i f(y1 ) 

homomorfi,en får vi 
/ = f(x1, 1 y1), altså 

f(x1 ) og 

så f(x ~ y) 

x $ y= 

x1 $ y1 • Hvis der i M findes flere k~~ositionsforskrifter, så 

vil en homomorf afbildning give a~Jedning til en ækvivalensre-
/ 

lation i M harmonerende med allEt-·kompositionsforskrifterne. 

Specielt får vi, at en homomorf afbildning f af en ring (M,+,.) 
/ 
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giver anledning til en ækvivalensrelation harmonereude med kom­

positionerne + og ·, idet vi sætter x og y ækvivalente, når 

f(x) = f(y). En ækvivalensrelation for elementerne i en ring 

harmonerende med ringkompositionerne kaldes ofte en "kongruens-

relation'~. 

Lad der omvendt være givet en mængde med en eller flere 

kornpositionsforskrifter (M,$,~, •• ), og i mængden en ækvivalens-

relation= harmonerende med kompositionerne. Da eksisterer der 

en homomorf afbildning t af (M,$,n, •• ), således at x= y netop 

når f(x) = f(y). Bevis: Da= er en ækvivalensrelation giver den 

anledning til en klassedeling af mængden M (se AG I,7,13), så­

ledes at ethvert x tilhØrer netep en klasse som kaldes f(x) el­

ler x'. Dermed har vi en afbildning af M ind på et M', nemlig på 

mængden af klasser. Ethvert x' kan angives ved hjælp af et vil~ 

kårligt af de elementer x den indeholder, og vi siger, at x er 

repræsentant for klassen x'. I M' definerer vi nu kompositionen 

x' ~ y' på fØlgende måde: vi tager repræsentanter x og y for hhv. 

x' og y', danner x$ y, og den klasse E M', der indeholder det­

te element altså (x$ y)', tages som x' $' y'; dette er virke­

ligt brugbart som definition, thi selvom vi tog andre repræsen­

tanter x1 E x' og y
1 

E y', så blev x
1 

= x og y1 = y og derfor 

x1 $ y1 ~ x $ y (da ækvivalensrelationen er harmonerende med 

$~, således at vi fØres til den samme klasse E M'. Og da (se 

fem linier ovenfor) x' $'y' = (x$ y)', er afbildningen af (M,$) 

på (M',$') en homomorfi. På tilsvarende måde kunne vi i M' de­

finere en komposition~', og også med hensyn til denne komposi­

tion vil afbildningen af M på M' være en homom~rfi; o.s.v. Men 

dermed har vi opnået en homomorfi af den organiserede mængde 

(M,$,~, •• ) ind på (M',$',~', •• ). 

Hvis vi betragter en vilkårlig homomorfi x _.,. g.(x) = x' ', 
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der afbilder (M,$,~, .. ) (det samme som ovenfor) ind på 

(M'',$'',~'', .. ), og således, at x= x1 medfører g(x) = g(x1 ), 

så vil vi vise, at der findes en homomorf afbildning h af M' 

ind på M'', således at g= h 0 f. Vi definerer h(x') som g 0 f- 1 (x') 

= g(x), hvor x er et element E M, for hvilket f(x) = xt; det er 

ligegyldigt, hvilket x inden for f- 1 (x') vi vælger, thi vælger 

vi et andet, x
1

, så er jo x_ x
1

, og derfor g(x) = g(x1 ), så vi 

får samme billede h(x' ). Og h er en homomorfi, thi betragter vi 

f.eks. kompositionen $', så får vi ved at benytte, at f og g er 

homomorfier, at 

h(x'$'y') = g 0f- 1 (x'$'y') = g(x$y) = g(x)$' 'g(y) = h(x')$' 1h(y')" 

Dersom specielt g er således, at g(x) = g(x1 ) netop når x = x 1 , 

d.v.s. når f(x) = f(x 1 ), kan vi også lade f og g bytte roller i 

det ovenstående bevis, så at h-1 bliver en homomorf afbildning 

af M' ' ind på M', og ]\q' og rlJ' ' er al t så i dette tilfælde isomor-

fe. 

Alt i alt: Enhver hom9morf afbildning f af en mængde med ko~-

positionsfors~rifter giver anledning til en ækvivalensrelation 

= harmonere~~e med komp~stitionerne, således at x = y netop når 

f(x) = f(y). Omvendt vil der til enhver ækvivalensrelation = i 

mængden harmonerende_med kompositionerne svare en homomorf af­

bildning f (hvor dens billedmængde med kompositioner er bestemt 

entyd~gt pånær isomorfi)t således at f(x) = f(y) netop ~LX= y. 

Lad nu f være en homomorf afbildning af en ring (M,+,·)~ og 

-den dertil svarendeækvivalensrelation i M. Ved homomorfiens 

kerne I forstår vi mængden af de med O "dkrivalante elementer i 

M. Da- er harmonerende med ringaddition (0g -subtraktion), og 

da y= y, fås at x = y netop når x - y= O, altså netop når 

x - y E I. Kernen bestemmer derfor ækvivalensrelationen entydigt, 
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og billedet (M',@,~) af (M,+,·) er derforpånær isomorfi bestemt 

entydigt ved I. Den ved (M,+,·) og kernen I pånær isomorfi en­

tydigt bestemte billedring (M' ,ffi,0) kaldes faktorringen 

(M,+,·)/I (eller kortere M/I). Betegnelsen er suggestivt heldig: 

hvis I er "stor",får mange elementer det samme billede ved ha­

morfien, så M' bliver "lille". Hvis M er endelig, bliver I og 

M' endelige, og for elementantallene får man formlen m' = ~. Be­
l 

vis: for fast y
0 

er x = y
0 

ensbetydende med x - y
0 

= O, som er 

opfyldt af i forskellige elementer (x- y ); den tilfældige ækvi­
o 

valensklasse (y
0

)' indeholder altså også i elementer, og antallet 

af forskellige ækvivalensklasser bliver derfor ~. 
l 

En delmængde I af en ring (M,+,·) kaldes et ideal i ringen, 

hvis der findes en homomorf afbildning af ringen,ved hvilken I 

er kerne. 

Dersom vi inden for en ring har givet nogle (endelig eller 

uendelig mange) ækvivalensrelationer, harmonerende med ringkom­

positi0nerne, så kan vi definere en ny relation =, idet vi sæt-

ter x = y, hvis og kun hvis x og y er ækvivalente ved samtlige 

de givne ækvivalensrelationer. Så bliver x = y åbenbart også en 

ækvivalensrelation harmonerende med kompositionerne, og det til-

svarende ideal ses at blive netop fællesmængden for de til de 

givne ækvivalensrelationer svarende idealer. Vi har derfor: Fæl­

lesmængden for (endelig eller uendelig mange) idealer i en ring 

er et ideal i ringen. 

Eksempler på ringe (M,+,·) med homomorfier f og tilsvarende 

ækvivalensrelationer: 

1) Lad f være en isomorfi i en vilkårlig ring; enhver ækviva­

lensklasse består af et element, og kernen er nulelementet, hvor­

af vi ser, at [O l er et ("trivielt") ideal i ringen. 
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2) Enhver ring kan ved en homomorfi afbildes over i ringe~ 

bestående af et eneste element (dette er samtidig nulele'.aent og 

etelement i billedringen); hele ringen udgør altså en ækviva­

lensklasse, som er afbildningens kerne, og !!.E' al t så et (:~t r _i­

viel~~deal i (M,+,·). 

3) Lad (M,+, · ) være ringen fra eksempel 4) (side 4) af full1
_{:­

tioner x( t), t E A; afbildningen x( t)~ x( t ) vil (som også um-o 

talt side 7) være en homomorf afbildning af ringen; enhver ækvi-

valensklasse består af mængden af x(t), hvor x(t ) har en fa8G o 

værdi c E R; afbildningens kerne er (x(t) l x(t
0

) = OJ, og den-

ne mængde er altså et ideal i ringen. 

4) De hele tals ring (Z,+,·) blev ved p~ p+ Z afbildet m 

hornamorft over på restklasserne modulo m; kernen er Z , som alG­m 

så er et ideal. 

5) Af de nedenstående egenskaber Id1 og Id2 følger umiddelbart, 

at ethvert ideal er en delring. Men ikke enhver delring er et 

ideal; f.eks. er (Z,+,·) en delring af (R,+,·), men den er ikke 

et ideal, thi en homomorfi af R,hvorved Z føres over i nulele-

mentet, vil specielt føre 1 over i nul, og dermed a = a·1 over 

i nul for ethvert a, så at homomorfiens kerne er hele R. 

Nødvendigt og tilstrækkeligt for at en delmængde I af ri!~~D 

(M,+,·) er et ideal er, at følgende to betingelser er opfyJdt: 

Id1: I er en undergruppe i ringens additive gruppe (M,+). 
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Id 2: For a E I og alle x E M skal a.x og x-a begge 

tilhØre I. 

IfØlge idealets definition skal vi vis e, a t Id·; og Id2 

karakteriserer mængderne I = {x l x = Oj for samtlige ækvivalens-

relationer = harmonerende med + og •• 

Lad os fØrst vise betingelsernes nødvendighed. Hvis a::: O 

og b = O får vi a + b ::: O, hvilke t viser Id1 • Hvis a = O får vi 

a.x = O·x = O og x-a= x·O = O, hvilket viser Id 2. 

Dernæst vises betingelsernes tilstrækkelighed. Lad I op­

fylde Id 1 og Id 2. Vi definerer relationen_ ved a ::: b, når 

a-b E I. Relationen er refleksiv, fordi a-a = O E I, symmetrisk 

fordi a-b E I medfører b-a E I og transitiv fordi a-b E I og 

b-c E I medfØrer a-c E I, altsammen på grund af Id 1. Det er 

altså en ækvivalensrelation. Endvidere vil a-a1 E I og b-b 1 E I 

medføre (a+b)-(a1+b 1 ) E I, så at a_ a1 og b_ b 1 medfØrer 

a+b ::: a1+b 1 • Og endelig vil a-a1 E I og b-b1 E I medfØre 

a(b-b1 )+(a-a1 )b1 = ab-a1b 1 E I, idet både Id 1 og Id 2 er benyt­

tet, så at a::: a1 og b= b 1 medfører a-b= a1 .b1 • Dermed er tll­

strækkeligheden bevist. 

For kommutative ringe behøver man kun at stille et af de 

to i Id 2 anførte krav, idet det andet så af sig selv er opfyldt, 

hvorimod man for ikke-kommutative ringe må stille begge krav. 

For de sidstnævnte ringe kan man foruden de ovenfor definerede 

idealer ("tosidede") betragte "hØjreidealer", hvormed menes 

mængder der kun opfylder Id 1 og den fØrste af betingelserne i 

Id 2, så altså a E I og x E M medfører a.x E I; analogt kan man 

definere "venstreidealer" ved kun at forlange det sidste af kra-

vene i Id 2. Men da vi i det fØlgende næsten udelukkende skal 

betragte kommutative ringe, skal vi ikke behandle disse "ensi­

dede" idealer udfØrligere. 
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Hvis vi for grupper anvender aen almindelige homomorfisæt­

ning (side 9), får vi resultater, der på betydningsfuld måde 

kompletterer tidligere resultater om homomorf afbildning af en 

gruppe (AG II,2,9): En homomorf afbildning f af en gruppe (G,$) 

giver anledning til en ækvivalensrelation = i G harmonerende med 

$, således at x= y netop når f(x) = f(y), og samtlige ækvivalens­

relationer harmonerende med $ kan frembringes på denne måde. 

Endvidere (smlgn. AG IIJ2,10): Idet kernen N defineres som mængden 

af de med elementet ækvivalente elementer, så vil x= y~ x$y-1E N, 

hvoraf ses
1 

at kernen b~stemmer ækvivalensrelationen entydigt, og 

dermed homomorfiens billedgruppe (G',~') entydigt paanær isomorfi. 

Den ved gruppen (G,$) og kernen N paanær isomorfi entydigt be­

stemte billedgruppe (G',$') kaldes fa~~orgru~pen G/N (eller ud­

førligere (G,$)/N). Det er tidligere vist, at enhver kern0 er 

normal undergruppe (AG II,2,10), og omvendt kan enhver normal 

undergruppe N virkelig forekomme som kerne, fordi den giver an-

ledning til en ækvi valensr·ela tion harmonerende med gruppekompo­

sitionen (se Øvelse 7). Alt i alt: Hvis en gruppe (G,$) afbil­

des hornamorft ind på en_mæ~~med komposition (G',$'), vil 

(G',$') være ~~Epe; homomo~fiens kerne N= f-1 (e') er en 

normal undergruppe i ~Q.l$2. Omvendt vil der til enhver normal 

undergruEEe N i (~J$) eksistere en homomorfi med N som kerne, 

og den på nær~o_rJ_1~entldigt b.estemte billedgruppe ved. afbild­

ningen betegnes SOJ!l fak!~=>rgruppen (G 2.!2.L!'!. 
Vi vender tilbage til ringene. Det mindste ideal I, som in­

deholder et givet element a fra ringen (M,+,.) kaldes det af a 

frembragte hovedideal. Dersom ringen er kommutativ og har et 

etelement, hvilket oftest vil indtræffe ved vore anvendf;llser, 

bliver det af a frembragte hovedelement I= !x-a l x E ~J, for 

denne mængde opfylder åbenbart Id 1 og Id 2, og den kan ikke 
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være mindre, når den skal indeholde a og opf';ylde Id 2. (Uden 

de simplificerende forudsætninger om ringen blev hovedldealet 

I = ~ na +x· a +a· y+ L z j" a~ w j l x, y, z j~ w j E: M A n E: Z J ( ! ) ) ~ Ek­

sempel: Indenfor (z,+, •) er det af m frembragte hovedideal ret .. -

op Z • Og et eksempel på et ideal, som ikke er et hovedideal: m 
Lad (M,+,•) være den i eks. 4) betragtede ring af' funktioner 

x(t), t E: Ai lad I være mængden af' funktioner x(t), som hver 

f'or sig kun er forskellig fra O f'or endelig mange t; I opfylder 

åbenbart Id 1 og Id 2, men dersom A er en uendelig mængde, kan 

I ikke frembringes som mængden af' multipla af' et a(t) E I~ 

En ring (M,+,·), hvori (M\ fOL,· Ler en gru~.,~.ka~ 

et legeme. Af' definitionen ser man, at man også kan karakteri-· 

sere et leg~me som en ring, hvori nulregien gælder _og_ill~~­

element og således at ethvert element f. O har et inverst (thi 

nulregien udsiger jo netop at . er en komposition indenfor 

M\ {o}). Endvidere ser man af' det tidligere (side 3-4) om nul-

reglen anf'Ørte, at man også som karakterisering kan benytte, 
og x·a = b 

at et legeme er en ring, hvqri enhver divisionslignin~x~ 

(hvor a 4 O) har netop een lØsnjng, nemlig henholdsvis x~ a-1b 

-1 og x = ba 9 

Ved et dellegeme L l et legeme (M,+,·) forstås en delmæng-

de L af' M, som organiseret ved restriktionen af' kompositions·-

forskrifterne + og • til L udgØr et legeme. Dette giver åben-

bart som nØdvendige og tilstrækkelige betingelser f'or at L er 

et dellegeme af' (M,+,.), at (L,+) skal være en undergruppe af' 

(M,+) og (L\ {OJ,.) skal være en undergruppe af' (M/ {OJ:J")Q Med 

et bevis af' ganske samme art som tidllgere f'or rj.nge (side 5) 

f'år vi: Hvis L er fællesmængden f'or (endelig eller ~endelig 
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mange) dellegemer Lj i et legeme (M,+,.), så er L også selv del­

legeme i (~J~l· 

Eksempler på legemer: (6,+,.), (R,+,•) og (L1 ,+,·)hvor 

L
1 

= {q
1

+iq2 l q1 ,q2 E Q}; her er R og L1 dellegemer i (6,+,.); 

endvidere er R n L
1 

= Q, som er dellegeme i alle de tre andre. 

Lad P ~g P
1 

være to punkter på en ret linie, og lad M være 
o ~ 

mængden af tal r E R, med den egenskab at r·P~1 = P0 Pr hvor Pr 

kan konstrueres med passer og lineal ud fra P
0 

og P1 ; da er 

(M,+,.) et legeme-- dellegeme af (R,+,.)- fordi man kan konstru-

ere sum og differens af liniestykker og endvidere produkt og 

kvotient (fjerdeproportionalkonstruktion). Der eksisterer også 

endelige legemer, f.eks. det ("uegentlige") legeme, der kun be-

står af eet element, og endvidere et legeme med to elementer, 

idet ringen af restklasser af hele tal modulo 2 let ses at være 

et legeme; vi skal iØvrigt senere udtrykkelig gøre rede for, for 

hvilke m ringen af restklasser modulo m er et legeme. 

Da et legeme er en ring, kan man spØrge om idealer i et le-

gerne, men svaret bliver, at der findes kun de to trivielle, M 

og {OJ. Thi dersom idealet blot indeholder et element a+ O, så 

indeholder det (ifØlge Id 2) ethvert b = a.x, d.v.s. alle lege-

mets elementer. Heraf ser vi, at ved en homomorfi vil enten le-

gernet blive overfØrt i legemet bestående af kun et element, nem-

lig når homomorfiens kerne er M, eller også vil homomorfien væ­

re en isomorfi, nemlig når dens kerne er {o}. 

Når homomorfier er isomorfier, kunne man tro, at de 

ikke frembyder større interesse, men lad os på dette sted blot 

bemærke, at allerede isomorfier af et legeme på sig selv (og 

iØvrigt også af en ring på sig selv), altså automorfier, giver 

bemærkelsesværdige fænomener. Således har legemet (Q,+,.) ikke 

andre automorfier end identiteten, thi det er tidligere vist 
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(lØsning til øv. 8, AG II 1 1) at en homomorfi af blot (Q,+) ind 

i (Q,+) har formen x~ ex, ~g da desuden etelement skal gå over 

i etelement 1 skal c være 1. Endvidere har legemet (R,+,•) ikke 

andre automorfier end identiteten; for en ordenstro automorfi 

fØlger det umiddelbart af det tidligere viste (stadig lØsning 

til øv. 8, AG II,1), idet en ordenstro homomorfi af blot (R,+,<) 

ind i (R,+,<) har formen x ~ ex, og her må atter c være 1; og 

en automorfi f af (R,+,•) må nødvendigvis være ordenstro, da 

a= b 2 medfØrer f(a) = f(b) 2 , så at et tal~~ afbildes i et 

tal ~ o, og derfor x ~ y~ x-y ~ O medfØrer f(x-y) ~ O ~ f(x) 

> f(y). Lad nu M betegne mængden af reelle tal af formen 

r + s/2, hvor r,s E Q; af AG II,1 ,øv.7 fremgår, at denne mængde 

er et legeme, og at den har en ikke-triviel homomorfi, som end­

da er en automorfi, nemlig afbildningen r + s/2 4 r - s/2. Det­

te indtræffer tiltrods for, at (M,+,·) både har (Q,+,·) som del­

legeme, og selv er dellegeme i (R,+,.). 

Kommutative legemer er langt de vigtigste, og i alt det 

fØlgende skal vi kun betragte sådanne. Som eksempel på et ikke 

-kornmutativt legeme kan vi nævne "kvaternionerne" (se øvelse 

3). 

Lad (L,+,·) være et legeme, som indeholder en delring 

(M,+,.) med mindst to elementer. Så må (M,+,.) være en kommuta-

tiv ring, hvori nulreglen gælder. Der findes et mindste legeme 

L
0

, som er dellegeme i (L,+,·) og således at M~ L
0

, nemlig 

L
0 

= fælleBmængden for alle de dellegemer i (L,+,.), der inde­

holder M, (der eksisterer sådanne dellegemer, f.eks. L selv). 

Dette L
0 

må i hvert fald indeholde L* = 

f~ l a,b,E M A b~ OJ, men faktisk er L
0 

=L*, idet L* i sig selv 

udgØr et dellegerne af L. For at indse dette bemærker vi fØrst, 
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at O E L*, thi O=~ for et vilkårligt b t O; endvidere~ a~ 
a * * a -a ( x = b E L medfører -x E L , da b = b- begrundelsen :for den-

ne omskrivning f:';.ndes på side 3 ved omtalen af minustegn og brØk .. -

streger, det samme gælder nogle af de fØlgende småomskrivninger); 

d ·d at _a + ~- - _ad___±_b __ c c L~~ (h b ' t t -'- d en Vl ere, b d - -bd <::. er er eny-r; e , a v e~:; er 

tilladt at multiplicere tæller og nævner i en brØk med det sam­

me element =l= O (det er tillad t a t "forlænge" og :;:forkorte 11 ~ro ø-· 

ker), rigtigheden fØlger a:f, at X·b = a~ x·(bg) = ag i:fØlge 

nulreglensåfremt g t O). Hermed er vist, at (L*,+) er under-

gruppe i (L,+). For at godtgØre, at (L *\f o L.) er undergruppe 
... 

(L\{ O J,. ) b i skal vi tilsvarende fØrst bemærke, at 1 =b E L'''. 
' 

endvidere at x = 
a E L)~ medfØrer x -1 =~E L*, endelig at b a og 

a c ae L* ( ~ o · b"d = bd E her er a,b,c,d -~ og lfØlge nulreglen derfor 

) * også ae og bd t O • At endelig L indeholder M er klart, da et-

hvert a ab = 1)• Forudsætningen om at M indeholder mindst to ele-

menter må med, for ellers fandtes intet b E M A b t O, så k~n-

struktionen af L svigtede. Alt i alt: 

Når et kommutativt legeme (L,+,.) har en delring_M_~ 

mindst to elementer, så eksisterer der et mindste del~~gem~~I.:,.-, 

af L, således at M <; L
0

, og dette består netop af mængde_:Q_af_kV:?.-

ti en ter a b' hvor a 2b E M A b + O. Det kaldes M'§ kvotiep_!,}~B:~Jll-~· 

Da a ad c 
b = bd og d = 

b c bd ses, at de to brØker er ligsstore da 

og kun da, når ad = bc, og man ser, at man da kan komme fra den 

ene til den anden ved fØrst at forlænge, og dernæst forlwrte 

med elementer t O fra ringen. Endvidere ser man af formlerne 

for sum og produkt af to brØker, at kompositionerne indenfor 

kvotientlegemet er entydigt bestemt ved kompositionerne inden-

Lad ~s 
l. nu vende situationen om 

' og antage, at der er givet 
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vet en ring, og så spørge, om der eksisterer et legeme, i hvilket 

den er delring. IfØlge det f~regående ved vi, at hvis der findes 

et sådant, så findes der også et kvotientlegeme for ringen, og 

endvidere, at dette uanset legemet er bestemt entydigt paanær 

isomorfi. Svaret bliver positivt, idet vi vil vise, at vi til 

den givne ring kan skabe et kvotientlegeme; ved denne skabelse 

råder vi selv over benævnelserne, og det er derfor klart, at 

kvotientlegemet kun bliver bestemt paanær isomorfi. 

~ad 1M~~) være en kommutativ ring med mindst t~ elementer, 

cg i nvilke~ nulreglen gælder. Da kan ringen udvides til et kcm­

rnutatlvt legeme (L,+,.) som er kvotientlegeme for ringen, og 

det~~aanær isomorfi bestemt entydigt ved ringen. 

Bevis: Vi betragter M x (M\[01), d.v.s. mængden 

f (a,b) l a,b E M A b :f Ol, men i stedet for at skrive (a;~), 

vil vi skrive parret som en ;'formel brØk" %· Indenfor mæn~den 

af formelle brøker definerer vi relationen = ved % = ~, når ~ 

ved fØrst at forlænges og dernæst forkortes kan overføres til 

~. (forlængelse og f0rkortning skal ske med elementer fra M fr'lr­

skellige fra nulelernentet). Relati~nen = ses umiddelbart at være 

reflexiv og symmetrisk, og den er transitiv, da vi i stedet for 

at forlænge med 1
1

, forkorte med k
1

, forlænge med 1
2 

og forkorte 

med k 2 kan forlænge med 1
1

1 2 og forkorte med k
1

k
2

, Det er altså 

en ækvivalensrelation indenfor mængden af formelle brøker. Vi 

kalder mængden af ækvivalensklasser for L. Enhver ækvivalensklasse 

(ba)' kan angives ved en af sine repræsentanter, og lad betegne den 

ækvivalensklasse, der indeholder repræsentanten%· 

Vi definerer en kornposition + indenfor mængden af ækvivalens-

klasser ved 

. 
' 
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dette er virkelig brugbart som definition, idet det kun tilsyne­

ladende afhænger af valget af repræsentanterne indenfor klas­

serne, thi hvis vi f.eks. erstatter~ med en brØk der fremgår af 

den ved at forlænge med l og forkorte med k, så bliver den f~r­

melle brØk i parentesen på hØjre side af lighedstegnet også 

forlænget med l og forkortet med k. Man ser umiddelbart, at 

kompositionen +er kommutativ. Den er associativ, idet man får 

( ~ \ 
1 

+ (s.\ 1 

+ ( ~) '= (adf + bcf _:t..E.~~ \ 1 

\b) d) \f bdf ) ' 

uanset hvorledes man sætter parenteser fØr udregningen af venstre­

siden. Der findes et neutralt element ved +, nemlig klassen 

~~) 
1

, og endvidere 
1 
har enhver k las se (~) 

1 

en invers ("modsat") 

ved +, nemlig (-~) ; begge dele ses umiddelbart ved at indsætte 

i definitionen af klassekompositionen +. 

Vi definerer en komposition • indenfor mængden af ækviva-

lensklasser ved 

dette er virkeligt brugbart som definition, idet det kun til-

syneladende afhænger af valget af repræsentanterne indenfor 

klasserne, thi hvis vi forlænger og forkorter i en af de for­

melle brØker på venstre side, så får vi forlænget og forkortet 

tilsvarende i den formelle brØk på hØjre side. Man ser umiddel­

bart, at kornpositionen . er kommutativ (idet ringen M jo var 

forudsat kommutativ). Ligeledes ser man umiddelbart, at kompo-

sitionen er associativ. Endvidere er • distributiv med hensyn 

til +, thi man finder 

(~ )'. f(~)' + (%J'] ., (ae\~ a de)' 
'-

og 
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(~)'. (~)' + (~)'. (?)' ~ (acb~2~ af')?dy 
. . 

hvor hØjresiderne åbenbart er den samme ækvivalensklasse, da 

den sidste repræsentant kan fremgå af den fØrste ved at for-
2 længe og forkorte (f.eks. med henholdsvis b og b). Der findes 

et etelement ved;' nemlig klassen (~)
1

, og endvidere har (Qa)
1 

enhver klasse (~) , hvori a t o, en invers klasse, nemlig -

begge dele ses umiddelbart af definitionen. 

Dermed har vi konstrueret et legeme (L,+,.). Det har ikke 

umiddelbart den givne ring (M,+,•) som delring, men det kan vi 

opnå, dersom vi identificerer visse af elementerne i L med 

elementerne i M, og viser, at for denne delmængde bliver restrik-

tionen af legemskompositionerne +og. netop til ringkomposi-

t . V. . d t. f. (ab) 
1 

L d M (d t lonerne + og • • l l en l lcerer \b E: me a E: e ses, 

at være ligegyldigt, hvilket element b vi her har benyttet). 

Ringsummen af elementerne a og c bliver a + c, medens legems-

·summen af de dermed identificerede b li ve r 

( abb) l + (,cbb\ l= -(ab:2cb\'' t d t bl' . d ) ) og man ser, a en ne op lver l en-

tificeret med ringsummen a + c. Med multiplikationen går det 

analogt. Dermed har vi fået gjort legeme t til et udvidelses-

legeme for ringen. Og det er kvotientlegeme for ringen, thi 
( \l 

man ser, a t \%J neto~ er kv~ ti en ten ~ellem ringelementerne a 

og b, da (~J 1 
·b =(~J . (~c) =(a~~)= a. Dermed er sætningen 

bevis t. 

Dersom vi som ring (M,+,.) benytter (Z,+,·), bliver kvo­

tientlegemet netop (Q,+,. ) • 

Men det bØr bemærkes, at i den foregående systematiske 

opbygning af matematikken i kursus AG (Mat.1), kapitlerne I og 

II, Dg i nærværende paragraf er der ikke på noget sted bygget 
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på kendskab til legemet af rationale tal (Q,+,.), og ejheller 

på kendskab til legemet (R,+,•) af de reelle tal eller legemet 

(C,+,.) af komplekse tal. De er kun på grund af deres tilvante 

karakter benyttet i (ganske visttalrige) illustrerende eksempler 

og øvelser. Ringen (Z,+,.) af hele tal er derimod benyttet fra 

et tidligt tidspunkt. Den foregående sætning om kvotientlegemets 

skabelse giver på grundlag af de hele tal en indfØrelse af de 

rationale tal, en indfØrelse, som naturligvis i princippet 

minder om regneundervisningens indfØrelse af brØker, men er be-

tydelig kraftigere gennemtænkt. 
, 

VedrØrende mængden af reelle tal R, skal vi bemærke, at de 

kan fås ud fra systemet af rationale tal ved en videreudbygning, 

hvorved man søger at nå frem til et system med eg~nskaber, der 

er motiveret ved, hvad der kan synes rimeligt for mængden af 

punkter på en ret linie (se AG III, §3). Vi skal ikke her fore-

tage denne udbygning, men i det fØlgende antage syEtemet af 

reelle tal for bekendt, ligesom det jo også i kursus I~(Mat.1) 

lige fra fØrste færd har været antaget bekendt. Lad os iøvrigt 

bemærke, at med begrebet 11 tallegeme 11 (i AG III,§2) menes del­

legeme af (R,+,.) (evt. af (6,+,.). 

Lad os endnu bemærke, a t hele læren om determinanter og 

lineære ligningssystemer umiddelbart kan anvendes, når -blot de 

indgående størrelser er elementer i et legeme. 
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Lad (M,+,·) være en ring, og I et ideal i denne; vi siger, 

at I er maximalideal i ringen, såfremt det ikke er ægte delideal 

af noget andet ideal end det trivielle ideal M. Hvis vi har en 

ring (r1,+,·), som er kommutativ og har et etelement, og I er et 

maximalideal i ringen, da er faktorringen (M,+,·)/I et legeme. 

Bevis: Lad f være en homomorfi, som f~rer (M,+,·) over i L= 

(M,+,•)/I. Ifølge de almindelige resultater om homomorf afbild­

ning (AT 1, 6) vil L også være kommutativ og have et etelement. 

Lad nu a være et fra nulelementet forskelligt element i L, da vil 

a frembringe et hovedideal I indenfor L, og I er kerne for en a a 

homomorf afbildning g af L; den sammensatte afbildning gof er en 

homomorf afbildning af (M,+,·), og dennes kerne er et ideal, som 

indeholder hele I og desuden indeholder mere, nemlig f-1 (a), og 

ifølge definitionen af maximalideal er det derfor hele M, således 

at resultatet af gof bliver en (uegentlig) ring, kun bestående af 

et nulelement. Idealet I omfatter derfor hele L, men dermed er jo a 

vist, at ethvert element i L er et multiplum af a, d.v.s~ at di-

vision med a altid er mulig, og L er derfor et megeme. 

Eksempel: Indenfor (~,+,•) gælder det for ethvert primtal p, 

at mængden Zp af multipla af p er et maximalideal. Thi det er jo 

i hvert fald et ideal~ og den tilsvarende faktorring (~,+,·)/Zp 

(altså restklasseringen modulo p) indeholder p elementer; for et 

ideal I, hvor Z c I vil der ifølge beviset ovenfor findes en ho-
p = 

momorf afbildning af ~/Zp på ~/I, og ifølge et tidligere resul-

tat (AT 1, side 10 øverst) må elementantallet for ~/I så gå op i 

p, d.v.s. enten være 1, i hvilket tilfælde I er det trivielle i-

deal Z, eller være p, i hvilket tilfælde er lig Z • Vi ser alt~ . p· 

så, at Z er et maximalideal, og at for ethvert primtal p findes 
p 

der et legeme med p elementer, nemlig restklasseringen modulo p. 
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Lad (M,+,·) være et legeme, og ladetelementet hedde e. Da 

(M,+) er en kommutativ gruppe, vil der indenfor (M,+) findes en 

mindste undergruppe, der indeholder e, nemlig fællesmængden for 

samtlige undergrupper, der indeholder e. Denne undergruppe må i 

hvert fald for allenE Z indeholder elementet ne, idet dette for 

n> O defineres som e+e+ •.• +e (n addender), og man endvidere de­

finerer (-n)e som -(ne); man ser, at me+ne bliver lig (m+n)e, og 

undergruppen kan derfor fremgå af (Z,+) ved en homomorfi. 

Der kan nu indtræffe to muligheder: Enten er alle elementer­

ne ne forskellige, således at undergruppen er isomorf med (Z,+), 

og da man af definitionen på ne let ser, at (me)·(ne) = (mn)e, 

vil undergruppens elementer endda udgøre en delring af (M,+,·) i­

somorf med (Z,+,')• Denne delring har indenfor (M;+,·) et kvoti­

entlegeme som er isomorft med kvotientlegemet for (Z,+,·), d.v.s: 

med (Q,+,·), og dette ses at være primlegeme (d.v.s. det mindste 

ikke-trivielle dellegeme) for (M,+~·), da et ikke-trivielt delle­

geme altid må indeholde etelementet. I dette tilfælde siger man, 

at (IVI, +, · ) har karakteristik O, og i så :fald er dets primlegeme 

isomorft med (Q,+,·). 

Eller man har ne = me, hvor n og m er forskellige; så er 

(n-m)e = O, og der vil da findes et mindste positivt p E Z, så 

pe = O, og undergruppen bliver isomorf med den additive restklas­

segruppe modulo p, og man ser som ovenfor, at dens elementer ud­

gør en delring af (M,+,·) isomorf med restklasseringen modulo p. 

Da nulreglengælder i (M,+,·), må p være et primtal, thi hvis~= 

ab (sædvanlige hele tal) vil (ae)·(be) = pe =O, og det er oven­

for omtalt, at restklasseringen så i sig udgør et legeme. I dette 

tilfælde siger man, at (M,+,·) har karakteristik p, og denne er et 

primtal, og legemets primlegeme er isomorft med legemet af rest­

klasser modulo p. 
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Eksempel: Legemerne (Q,+,.), (R,+,·) og (6,+,.) har alle ka-

rakteristik O. 

Nogle trykfejl i AT § 1 : 

Side 5 Linie 1 f'.o. 4) læs 3) 

6 8 f'.n. AG I AG II 

7 4 f'.o. (M, (M'' 

8 14 f'.n. ~ $' 

12 9 f'. o. elementet e telemen te t 

12 2 f'.n. hovedelement hovedideal 

16 14 f'.n. L 
, .. 

L" 

øvelse 3 K betegner matricen 

øvelse 17 u læs n 
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Øvelser til § 1 • 

1) Vis, at i en vilkårlig ring vil dens centrum være en del­

ring; ved centrum for ringen (M,+,·) forstås mængden af ele­

menter x, for hvilke x·y = y•x for alle y E M. 

2) Lad (M,+,•) være en vilkårlig ring. På (Z x M) defineres 

kompositioner® og Ø ved 

(m,x) ~ (n,y) = (m+n,x+y) 

(m,x) 0 (n,y) = (mn, my + nx + x•y). 

Vis, at (Z x M,®,Ø) er en ring med etelement, og at den har 

en med (M,+,·) isomorf delring. 

3) Vis~ at matricerne (med komplekse elementer) 

( 
a. + bi 

-c + di 
c + di) 
a .... bi 

a;b,c,d E R 

med matrix addition og matrixmultiplikation udgØr en ikke 

-kommutativ ring med etelement, cg i hvilken ethvert ele-

mentforskelligt fra nulelementet har et inverst' 

Bestem ringens centrum (definitionen af centrum nævnt i 

øv. 1). Idet K kan angives ved talsættet (a,b,c,d) E R4i vi­

ser opgaven, at R.4 på en ikke-triviel måde kan organiseres 

som ring ("kvaternionringen"). 

4) Lad (M,+,·) være en vilkårlig ring. For dennes elementer 

defineres en ny komposition$ ved a$ b= a+ b -ab. Vis, 

at kompositionen $ er associativ, og at der findes et ved 

kompositionen neutralt element. Vis, at ethvert nilpotent 

element har et med hensyn til $ inverst element; et nilpotent 

element a E M er et element, til hvilket der findes et n så 

(med ringkompositionerne) an= O. 

5) Lad (G,$) være en vilkårlig kommutativ gruppe, og lad M være 

mængden af homomorfier af (G,*) ind i sig selv ( 11 endomorfier" 
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a~ (G,$)). Til ~,g E M defin0res en afbildning~+ g af G 

ind i sig selv ved (~ + g) (x) = ~(x) $ g(x), x E G; vis, 

at der herved er de~ineret en komposition inden~or M. Til 

~,g E M de~ineres endvidere en afbildning ~.g a~ G ind i 

sig selv ved (~.g)(x) = f(g(x)), x E G; vis, at der også 

herved er de~ineret en komposition inde~or M. Vis; at 

(M,+,~) er en ring~ kaldet "endomor~iringen" ~o:rl (G,$). 

Vis, at endornor~iringen for gruppen (Z,+) er isomor~ med 

(~ 1 +,~ ). Lad (G,$) være en trans~ormationsgruppe a~ 4. orden, 

bestående a~ de fire afbildninger a~ planen E2 på sig selv 

g1 : (x,y) ~ (x,y), 

g2: (x,y) ~ ( -x,y) .1 

g3 
. (x,y) ~ (-x,-y), . 

g4: (x,y) ~ (x,-y) 

(tidligere undersøgt i AGI,6,øv.4); ~ind antallet elementer 

i endomor~iringen ~or (G,$), og vis, at ringen ikke er 

kommutativ og at nulreglenikke gælder. 

6) Vis, at mængden a~ n x n-matricer ~~ der har O under dia­

gonalen, med matrixaddition og matrixmultiplikation som 

kompositioner udgØr en ring (M 1 +,4 ). 

Angiv samtlige nilpotente elementer i M(de~ini tionen a~ 

nilpotent nævnt i øv-4)ø Gældernulreglen i (M,+,.)? 

Undersøg om a~ildningerne f} -+ det~ og ~ ~ tr~ er homomor~e 

afbildninger a~ (M,+,.) ind i (~,+,• ). Angiv to ~orskellige 

homomor~ier a~ (M,+,.) ind i (R,+,.). 

7) Lad N være en normal undergruppe i gruppen (G,$). Vi de~ine­

rer relationen= i G ved: x= y= x$y-1 E N. Vis, at re­

lationen= er en ækvivalensrelation harmonerende med$. 
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8) Lad (r-'..+,·) være en (ikke-kommutativ) ring• Vis, at fæl­

lesmæn.~den for (endelig eller uendelig mange) ideale! i 

ringen atter er et ideal. Vis herved, at der findes et 

mindste ideal I så xy - yx E: J for alle x,y E: M, og gø.~ 

rede for at dette er det mindFtie ideal I, for hvilket H/I 

bliver kommutativ4 

9) Lad (M,~- 1 ') være en kommutativ ring~ Vis1 at mængden af de 

nilpotente elementer udgør et ideal I (nilpotent defineret 

i øvelse 4). Vis, at faktorringen M/I ikke har andre nil-

potente elementer end nulelementet. 

10) Der betragtes ringen af de kontinuerte funktioner x(t), der 

afbilder O -=:: t -=:: 1 ind i R, idet ringsum og ringprodukt er 
- -

definerede ved henholdsvis x(t) + y(t) og x(t)•y(t). Vis, 

at følgende tre mængder er idealer, og undersøg hvilke af dem, 

der er hovedidealer: 

I1 = fx(t)!x(t) = O for alle t i en omegn af t = O}, 

I2 = [x(t)!x(O) = o J, 

I3 = [x(t)!x(O) = O A x(t) differentiabel i t = OJ • 

11) Lad (M,+,·) være den i øvelse 10 betragtede ring, og I= It = 
o 

I er et ideal; vis, at det er et maximalt ideal, hvormed 

menes, at M er det eneste ideal i hvilket I er en ægte del­

mængde·. 

Vis omvendt, at hvert naximalt ideal er af den nævnte form, 

idet ethvert ægte delideal af M er indeholdt i et It (til 
o 

hjælp: vis ved hjælp af Borel's overdækningssætning, at hvis 

et ideal for ethvert t
0 

indeholder et x(t) så x(t
0

) f o, så 

indeholder det et x(t) som er f O for alle t, O~ t~ 1, 

hvoraf følger, at det indeholder hele M). 
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12) Lad (M,+,•) være ringen af vilkårlig ofte differentiable 

funktioner x(t), som afbilder O ~ t~ 1 ind i R; sædvanlig 

addition og multiplikation. Lad I =(x(t) jx(O) =O J.Vis, at 

I er et ideal, og undersøg, om det er et hovedideal. 

Idet "vilkårlig ofte differentiable" erstattes med 11 en gang 

differentiable;' stilles de samme spørgsmål (det kan ved det­

te spØrgsmål være fordelagtigt at bemærke, at hvis k(t) be­

tegner funktionen t sin·t suppleret med værdien O for t = O 

(det kendte eksempel på en kontinuert, men ikke differen-

tiabel funktion), så vil a( t) E I=> a( t) ·k(t) E I. 

Bemærk, at hvis der erstattes med "kontinuerte", er de sam-

me spØrgsmål stillet i øvelse 10, I 2 • 

13) (M,+,•) er ringen af n x n-matricer med sædvanlig matrix-

regning. Vis, at der i ringen kun findes de to trivielle 

idealer (vis fØrst, at hvis I indeholder 6, så indeholder I 

den matrix, der fremgår af A ved at erstatte alle elementer 

på nær et enkelt med O; vis dernæst, at ved operationer in-

denfor I kan dette element flyttes hen på en vilkårlig plads 

i matricen). Vis, at der findes ikke-trivielle hØjre-idea-

ler i ringen. 

14) Lad f være en homomorf afbildning af en ring (M,+,·), og lad 

I være homomorfiens kerne. Vis, at en delring af M afbildes 
M afbildes i et ideal 

i en delring af M/I og, at et ideal~~M/I. Vis, at afbild-

ningen giver enentydig forbindelse mellem ringene M1 , hvor 

I ~ M1 ~ M og delringene af M/I, og enentydig forbindelse 

mellem idealerne I 1 , hvor I~ I 1 ~M og idealerne i M/I, og 

endda således, at vi med et 11naturligt" valg af betegnelser-

ne får M/I1 = (M/I)/(I/'~) (hvormeget ligger der i glosen 

"naturligt"?). 
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15) Lad (M,+,•) være en ring. Gør rede for at mængden af samt­

lige automorfier af (M,+,•) udgør en gruppe (ringens "auto­

morfigruppe"), som er undergruppe i den fuldstændige trans-

16) 

formationsgruppe for mængden M. 

Lad a € M være et element, som har et inverst a-1 
o Vis, at 

afbildningen x~ a.x.a-1 er en automorfi af (M,+,·) (en 

11 indre automorfi"). 

Vis, at mængden af indre automorfier udgØr en normal under-

gruppe i ringens automorfigruppe. 

Lad (M,+,·) være en kommutativ ring og I et ideal i ringen. 

Ved 11 radikale t 11 rad( I) forstås mængden un € N f a l 
an € I l · 

Vis, a t rad( I) er et ideal. 

Vis endvidere, at rad(rad(I)) = rad( I) og at rad(I
1 

n I 2 ) = 
rad(I1 ) n rad( I 2 ). 

Det er klart, at I ~ rad( I); giv et eksempel på et ideal I 

i ringen (z,+,.), således a t I er en ægte delmængde af sit 

radikal. 

17) Lad (M,+,•) være en kommutativ ring og r 1 og I 2 to idealer i 

ringen. Vis, at mængden U r I fx 
a2 '=- 2 

xa2 € I 1 l er et ideal 

i ringen ( 11 idealkvotienten" I
1 

:I2 ). 

Giv ved hjælp af idealer af formen zm i ringen (Z,+,.) 

eksempler på, at samme kvotientideal (I1 :I2
) kan for samme I

1 

fremkomme ved forskellige I 2 , og for samme r 2 kan det frem­

komme ved forskellige I
1 

• 

18) Vis, at legemet af de rationale tal ikke indeholder noget 

ægte egentligt dellegeme. 

19) Vis, at en endelig ring, hvori nulreglen gælder, er et legeme. 

20) Vis, at i et vilkårligt legeme er centrum et dellegeme 

(smlgn. øv. 1 ~g øv. 3). 
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21) Vis, a t mængden af komplekse tal M = f a + 2b/=3 J, hvor 

a,b E Z og a+b er lige, med sædvanlig addition og multipli­

kation udgØr en ring. Vis, at I = fa + bv-3}, hvor a,b E z 
og a+b er lige, er et ideal i denne; er det et hovedideal? 

Hvor mange elementer indeholder faktorringen M/I? Vis, at 

nul~eglen gælder i faktorringen, og dermed at denne er et 

legeme (idet resultatet fra øv. 19 kan benyttes). 

Bestem samtlige automorfier af M/I. 

Vis, at ethvert legeme, som har samme elementantal som M/I 

er isomorft med M/I. 

22) Lad (M,+,·) være en kommutativ ring, der kun har trivielle 

idealer. Vis, at enten er den et legeme, eller også er det 

en ring af den art, hvori alle produkter er O (omtalt i eks. 

3, AT 1, side 4). 

23) Lad (M,+,·) være en kommutativ ring med etelemento 

Et ideal I i ringen kaldes et primideal, dersom nulreglen 

gælder i M/I. Vis, at I er primideal hvis, og kun hvis 

a·b E I ~ a E I v b E I. 

Et ideal I i ringen kaldes maximalideal, dersom M/I er et 

(egentligt) legeme. Vis, at I er et maximalideal hvis, og 

kun hvis der ikke findes noget ægte delideal af M, som har 

I som ægte delmængde; ved beviset kan man med fordel anvende 

resultaterne fra øv. 14 og øv. 22. (Maximalidealet er tid­

ligere omtalt i øv. 11; hvad bliver legemet M/I i denne øvel­

se?) 

Sammenlign f~r en given ring mængden af primidealer og mæng­

den af maximalidealer, og giv eventuelt et eksempel på at 

disse mængder kan være forskellige. 
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24) Lad (M,+,·) være et kommutativt legeme, i hvilket 

1 +1 == 2 ~ O. Lad f være en afbildning af M ind i sig selv, 

således at f(x+y) = f(x) + f(y) og f(x)·f(~) = f(1) ~O. 

Vis, at f er en isomorfi af (M,+,·) på et (ægte eller 

uægte) dellegeme af sig selv. (Benyt først formlen 

1 1 2 --+-=-1 .... x 1 +x 
1 

2 -x 
til at vise, at f(x2 ) = f(x) 2 , og benyt 

derefter den frade kvadratiske formers teori bekendte frem-

stilling af et produkt ved hjælp af kvadrater). 

25) Lad (M,+,·) være et kcmmutativt legeme, i hvilket 1+1 = 

2 t O. Lad G være en undergruppe i (M,+) for hvilken det 

gælder, at de inverse af elementerne i G \ fo j også, sup­

pleret med fO J, udgør en undergruppe i (M,+). Vis, at der 

findes et (ægte eller u~gfu) dellegeme L af (M,+,·), således 

at G= fa•x l x (L}, hvor a er et element fra G\fO}. (Be-

2 .;,j1 ( ( ) -1 -1 ) -1 . . nyt først formlen x y = x+ x-y ~x tll at v2se~. at 

x,y E G \fO J ~ x 2y-1 E G \ fo }, og slut heraf at 

x, y, z E G \ f O J ~ xyz - 1 
E G \ f O J ) • 

26) Lad (M,+,·) være ringen af n x n-matricer af reelle tal cg 

med O under diagonalen (omtalt i øv. 6). Vis, at delmængden 

Mj bestående af matricer hvori ajj = O, udgør et ideal i 

ringen, og vis, at dette er et maximalideal (se øv. 23). 

Eftervis, at der ikke findes andre maximalidea~r end de 

nævnte (l~ j ~n), og bestem derved samtlige homomorfier 

af (M,+,·) ind på (R,+,·). 

27) Bestem samtlige automorfier og endemorfier af den i øv. 10 

omtalte ring (vis først, at de konstante funktioner er 

fixelementer ved enhver ikke-triviel endemorfi (først be­

tragtes rationale værdier), og at funktioner~ O afbildes i 

funktioner~ O. Vis dernæst, at ligelig konvergentfølge af­

bildes i ligelig konvergent følge, og udnyt Weierstrass' 

approximationssætning). 
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28) Lad (M,+,.) være en (ikke-kommutativ) ring. Lad e være et 

venstre-etelement, hvormed menes, at e. a= a for alle a E M. 

Bevis, at dersom nulreglen gælder i ringen, da er e også et 

hØjre-etelement, d.v.s. at b.e =b for alle b E M. GØr rede 

for, at dersom der findes netop eet venstre-etelement e, da 

kan man ikke deraf slutte, at nulreglen gælder, men man kan 

ikke destomindre slutte, at e også er hØjre-etelement. 

29) Lad (M,+,•) være en (ikke-kommutativ) ring med et et-element 

e. Lad x være et venstre-inverst element til a, d.v.s. at 

x.a =e. Vis, at dersom nulreglen gælder, eller dersom det 

blot er givet, at x er det eneste venstre-inverse til a, så 

er x også hØjre-invers til a, d.v.s. at a.x = e. 

30) Lad M være mængden af kontinuerte funktioner x(t), som af­

bilder R ind i R og som kun er forskellige fra O på et en-

deligt interval. Vis, at M kan organiseres som en ring 

(M,+,*), idet vi som ringadditionen benytter sædvanlig ad­

dition, og som ringmultiplikationen benytter "foldningen" 

x * y(t) = ~=~x(t - s) y(s) ds. 

Vis, at mængden af lige funktioner indenfor M udgØr en del-

ring. 

Eftervis, at ringen (M,+,*) ikke har noget etelement e(t) 

(man kan f.eks. vise, at hvis man definerer k(t) = 1 på 

[-1 ,1] og k(t) =O udenfor dette interval (k(t) ~M), så 

skulle 
1 

e * k(t) = r e(t - s) ds 
-1 

være lig k(t), og heraf udlede en modstrid). 
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§2. Polynomier. Hele tal. 

Lad (M,+,·) være en ring, om hvilken vi for simpelheds 

skyld antager, at den er kommutativ, har et etelement og, at 

nulreglen gælder (en sådan ring kaldes ofte "integri tetsområd~''; 

prototypen er de hele tals ring (Z,+,.)). Mængden af fØlger 

a= (a
0

,a1 ,a2 , ••• ) af elementer fra M vil vi organisere som en 

ring, idet vi definerer kompositioner + og • indenfor mængden 

(det vil ikke volde besvær, at vi vælger de samme tegn + og . 

som for kompositionerne i M). 

Additionen defineres, idet vi sætter fØlgesummen a +b lig 

a +b • Man ser let, at n n 

fØlgerne med denne komposition udgØr en kommutativ gruppe, hvis 

neutrale element (fØlgeringens nulelement) bliver nulfØlgen 

(o,o,o, ••• ). Multiplikationen defineres, idet vi sætter fØlge-
n 

produktet a•b lig fØlgen c= (c
0

,c1 , ••• ), hvor en= Lajbn-j" 

j=O 

Multiplikationen bliver kommutativ (fordi ringen M var kommuta-

tiv), og endvidere bliver den associativ, idet man finder 

a. b • c= d= (d
0

,d1 , ••• ), hvor dn = L ajbkc1 , 

j+k+l=n 

uanset hvorledes man sætter parenteser i produktet a·b•c. Endvi-

dere bliver den distributiv m.h.t. additionen, hvilket let ses 

(fordi udtrykket for en ovenfor åbenbart er lineært i aj og li­

geledes lineært i b .). Der findes et etelement (neutralt ele-
n-J 

ment ved multiplikationen), nemlig fØlgen (1 ,o,o, ... ), hvor 1 

er etelementet i ringen (M,+,.). Endelig gælder nulreglen, thi 

dersom a og b ikke er nulfØlger, findes der i fØlgen a et fØr­

ste element ak t O og i fØlgen b et fØrste element bm t O, og af 

produktfØlgens definition finder man så ck+m = akbm t o. 
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Mængden af fØlger er altså hermed organiseret som et inte-

gritetsområde. Som mnemoteknisk regel for fØlgemængdens organi-

sation kan man opfatte a som koefficientfØlge i en ''formel po-
oo 

tensrække 11 a(X) = ~ anxn, og så fås summen c = a + b som fØlgen 

n= O 
af' koefficienter til den formelle sum af potensrækkerne a(X) og 

b(X), og produktet c= a·b som fØlgen af koefficienter til det 

formelle produkt af a(X) og b(X), idet man i produktudregningen 

sætter xj.xn-j = xn. Den hermed organiserede ring af fØlger kal­

des derfor ofte potensrækkeringen over ringen (M,+,.), og beteg­

nes hyppigt M[[X]]. Det turde være overflØdigt at anføre, at det 

her omtalte intet har at gøre (umiddelbart i hvert fald) med 

spØrgsmål om konvergente rækker. 

Til a
0 

E M kan vi lade svare fØlgen (a
0

,o,o, •.• ) E M[[X]], 

og man ser let af definitionerne af addition og multiplikation, 

at vi derved har fået en isomorf afbildning af ringen (M,+,.) 

på 11konstanterne 11 i potensrækkeringen M[ [X] J. Vi kan derfor, om 

vi vil, udskifte betegnelserne og i stedet for (a
0

,o,o, ••• ) 

blot skrive a
0

, og kan opfatte M[[X]] som en nyskabt udvidelses­

ring for (M,+,•). 

Hvis man i potensrækkeringen betragter mængden af fØlger 

(a
0
,a1 ,a2 , ••• ), hvori kun endelig mange elementer er ulig o, så 

udgØr disse fØlger en delring, thi man ser, at de med hensyn til 

kompositionen+ udgØr en gruppe, og at produktet af sådan tn 

fØlger er en fØlge af samme art. Delringen indeholder etelemen­

tet, og endvidere er den kommutativ, og nulreglen gælder (fordi 

potensrækkeringen har disse egenskaber), den er altså et integri­

tetsområde. Den kaldes integritetsområdet af polynomier over 

(M,+,.), og betegnes hyppigt M[X]. 
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M[X] indeholder specielt fØlgen (0,1,0,0, ••• ) som vi vil betegne 

X. Udregner vi de sukcessive potenser af X finder vi 

x= (0,1 ,o,o, ... ) 
2 x= (0,0,1 ,o, .•. ) 

x3 = (o , o , o , 1 , o •• ) 

o.s.v. 

(")g da vi endvidere har sat ak= (~,0,0, ••• ) finder vi af' den 

ovennævnte mnemotekniske regel for fØlgemængdens kompositioner, 

at det vilkårlige element (a ,a1 , ••• ,a ,o,o, ... ) indenfor inte-o n 

gritetsområdet af polynomier M[X] kan skrives på formen 

. . . n + a X , n 

hvor lighedstegnet er et sædvanligt lighedstegn, og ikke blot 

en formel skrivemåde. Når vi fremtidig taler om et polynomium a 

vil vi tænke os det skrevet på denne form, og for at understrege 

dette rfte kalde det a(X). Addition og multiplikation af poly­

nomier bliver derved reduceret til simple (og fra skolen vel­

kendte) regninger. Vi skal her kun betragte "polynomier i en 

variabel 11
, men 11polynomier i to variable 11 kunne på analog måde 

defineret ved hjælp af sæt af elementer ajk' hvor j,k E ~O] u N, 
og tilsvarende for 11 fle re variable 11

• 

Ved B!aden af det ovenfor opskrevne polynomium a vil vi, 

såfremt a + O, forstå det største index k, for hvilket ak + o, 

medens vi vil tilskrive nulpolynomiet a = O en grad -~. Vi 

finder så, at graden af en sum af to polynomier er mindre end 

eller lig den maximale af addendernes grader, og at graden af 

et produkt af to polynomier er lig summen af faktorernes grader 

(idet vi på en selvfØlgelig måde regner med-=). 

Et kommutativt legeme er automatisk et integritetsområde, 

da det har et etelement og nulreglen gælder. Lad os antage, at 

(M,+,.) er et kommutativt legeme. For to givne polynomier D(X) 
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{i 1 di vidend11 ) og d(X) ("di visor 11
), hvor d(X) ~ 8, fra M[X] kan 

vi for ethvert q(X) E M[X] opskrive 

r(X) = D(X) - d(X).q(X), 

eg det e r her muligt ved en velkend t divisionsalgoritme - ved 

hvilken man benytter at (M,+,•) er et legeme, idet man dividerer 

koefficienten til hØjestegradsleddet i d(X) op i visse andre 

elementer fra M - at bestemme q(X) således at graden af r(X) 

bliver mindre end graden af d(X). 

Inden vi går videre skal vi minde om begrebet hovedideal. 

Derved forstod vi det mindste ideal I indenfor en given ring som 

indeholder et givet element a. Hvis ringen er et integritetsomr~­

de (L,+,·), så er h~""~vedidea'let netop· I <=.{q~a .. l q_ E-L:J (se AT 1, 

12). Indenfor integritetsområdet M[X] af polynomier over et lege-

me (M,+,•) er det af polynomiet a(X) frembragte hovedideal altså 

net~p mængden af polynomier ~a(x).q(X)}, hvor q(X) gennemlØber 

M[X]. 

I ringen M[X] af polynomier over et legeme (M,+,•) er et­

hvert ideal et hovedideal. Bevis: For nulidealet ~OJ er påstan­

den triviel, idet det åbenbart er det af O frembragte hovedideal, 

og iøvrigt kan skrives som ~e.q(X) l q(X) E M[X]}. Ellers inde-

holder idealet egentlige polynomier, og lad os fra idealet tage 

et d(X) ~ O af lavest forekommende grad. For et vilkårligt D(X) 

fra idealet kan vi ved divisionsligningen ovenfor bestemme et 

r(X) af lavere grad end d(X), og af idealbetingelserne Id 1 og 

Id 2 (se AT 1 ,10) ser vi, at r(X) tilhØrer idealet; det må da 

have graden-~, altså være o, ng D(X) = d(X)·q(X). Idealet er 

fØlgelig netop det af d(X) frembragte hovedideal. 

Lad os på dette sted bemærke, at vi ved et ganske lignende 

bevis kan indse~ at i integritetsområdet (Z,+,•) er ethvert ideal 

et hovedideal. Thi for to givne hele tal D og d, hvor d r O 
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kan vi for ethvert q E i opskrive en divisionsligning 

r == D - d·q~ 

~g det er her muligt at bestemme q således at lrl<ldln Derefter 

kan vi kopiere det foregående bevis: For nulidealet b J er på-

standen triviel, idet det åbenbart er det af O frembragte hoved­

ideal. Ellers indeholder idealet hele tal forskellige fraO, og 

lad os fra ideale t tage et de~:=!= O, oo m har den lavest forekom­

mende værdi af lal. For et vilkårligt D fra idealet kan vi ved 

divisionsligningen bestemme et r, så lrl<ldl, og af idealbe-

tingeleerne ser vi, at r tilhører idealet: vi har da r = O, og 

D == d•q, så idealet er det af d frembragte hovedideal. løvrigt 

følger sætningen også af at idealet er en undergruppe i (i,+) 

(se AG II,2,11). 

For et integritetsområde~ hvori ethvert ideal er et hoved­

ideal~ skal vi se at man kan bevise nogle betydningsfulde sæt­

ninger; man har derfor indført en særlig betegnelse for et 

sådant integritetsområde, nemlig hovedidealring. Og vi har altså 

vist, at ringen af polynomier over et kommutativt legeme er en 

hovedidealring, og at (Z,+,·) er en hovedidealring. 

Som eksempel på et ideal i M [X] kan vi betragte mængden 

r 2 3 n 1 af polynomier hvori a
0

=a1=o, altså I= la2x +a
3
x + ••• +anX 5; 

det er åbenbart netop hovedidealet bestående af alle multipla 

af x2 • Hvis vi nu i M[x] tager delmængden L bestående af poly­

nomier hvori a1 = O, så vil M[X] ~ L ~ I, og L ses at være et 

integritetsområde, der også indeholder I som ideal; men I er 

ikke noget hovedideal i L (fordi x2 E I og X3 E I, og der let 

ses at komme en modstrid, når man forsøger at skrive disse ele-

menter på formen a(X)·q(X) med q(X) E L og et fæl~es a(X) E I). 

Altså er L et eksempel på et integritetsområde, der ikke er en 
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hovedidealring. 

Lad nu (M,+,·) være en hovedidealring, hvilket altså be­

tyder, at det er et integritetsområde, hvori ethvert ideal er 

af formen Ic = fmultipla af cl; omvendt vil ethvert c frembringe 

et ideal I c, og vi har c E: I c. Vi skal nedenfor ko:mm.e tilbage 

til det fænomen, at det samme ideal Ic kan frembringes af for-

skellige c, det er feeks. klart at I = I • Vi ser, at c -c 

d =multiplum af c ~ ethvert multi-

plum af d = multiplum af c Id ~ Ic' således at alle de her 

understregede relationer udtrykker det samme, nemlig at d er et 

multiplum af c. At d er et multiplum af c skrives kort med be~ 

tegnelsen cjd (læses: "c går op i d"). 

En hovedidealring har to vigtige egenskaber: fællesmålegen­

skaben og den opstigende kædes egenskab. 

Fællesmålsegenskaben: Til to elementer a og b findes altid 

et d (kaldet "største fælles mål for a og b"), så for alle c er 

cla A cjb ~ cjd. 

Egenskaben udsiger altså, at mængden ai' fæl1-es divisorer ("mål", 

et udtryk fra Euklid) for a og b netop er samtlige divisorer i 

et største fælles mål d(blandt disse er d selv; glosen "største" 

i "største fælles mål" skal vi ikke udlægge, vi har ikke nogen 

størrelsesordning i M). 

Beviset klares let, idet vi udtrykker påstanden på ideal­

form a E: I c A b E: I c <==* d E: I c. Endvidere benytter vi, at fæl­

lesmængden for (endelig eller uendelig mange) idealer i en ring 

igen er et ideal i ringen; dette kan bevises med idealkarakteri­

seringen Id1 og Id2 (se AT 1,10) ganske som de tilsvarende sæt­

ninger om fællesmængder for delringe og for undergrupper (se 
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AT 1,5-6). Thi så er fællesmængden for de idealer, som inde­

holder elementerne a og b netop et ideal, og når vi er i en 

hovedidealring kan dette skrives på formen Id' og så er både 

venstre- og højresiden i påstandens formel (på idealformen) 

opfyldt net op når Id ~ I c. 

Den opstigende kædes egenskab: Har vi en følge af idealer 

I' ~I"~ ~I(n)~ så er alle I(j) ens fra et vist 
- --·· ! • • • • •• 9 

trin. 

Bevis: Vi skal først vise, at foreningsmængden U .I(j) er 
J 

et ideal I, og det ses let ved at vise 7 at den opfylder egenska-

berne Id1 og Id2; for at vise 9 at x,y E I medfører x+y E I 

benytter vi, at idealerne er·. i:hdehoJ.d:t,; i hinanden 

på den anførte måde; der må da findes et fælles n så x,y E I(n) 

og derfor x+y E I (n) ~ I; sammenlignet hermed er de øvrige dele 

af beviset simple. Når vi nu er i en hovedidealring kan idealet 

I skrives på formen Id' hvor d E I, men det vil jo sige, at der 

findes et k så d E I(k), og derfor I = Id ~ I(k), og altså 

I' ~ I" ~ •••• ~ I = I(k), og alle idealerne i kæden er derfor 

ens fra og med I(k). 

Begge de to egenskaber omhandler i realitete~hovGdidealrin-

gens multipl~tive struktur, og det er denne struktur vi skal 

se nærmere på; nulele~entet er uden interesse i denwe forbindelse, 

så det vi vil betragte er (M\~l ,·)o Dette er en mængde med en 

komposition, der er associativ og kommutati_v, med et etelement, 

eg således at diwision er hø~st entydig (~en ikke altid mulig). 

Et regtl.llært element r er et element, som har et ililiversit r-1
o 

De regulære elementer kan: derfor karakteriseres som de elementer,. 

med hvilke det altid er muligt at dividere. Lad mængden af de re­

gulære elementer hedde E; man ser, at (E,·) udgør en gruppe (for-
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di etelementet E E, og endvidere r E: E ~ r~· 1 ~ E idet (r"-1 ) -'l :-:: 

. ( ) -1 -1 -1 r, og endelig r 1 ,r2 E: E~ r 1r 2 E: E J.det r 1r 2 = r 1 .'r2 ) • 

røvrigt ser man, at E er den største delmængde af M\ fOJ, som 

med multiplikationen udgør en gruppe. 

Division med et regulært element er en triviel mulighed, 

som vi gerne vil s e bort fra ved undersøgelsen af den multipli­

kative struktur. Det opnås således: Vi sætter x = y dersom 

x = ry, hvor r E: E; man ser, at = er en ækvivalensrelation 

indenfor M\ {Ol, og at den er harmonerende med multiplikationen, 

d.v.s. x _ y A x1 = y1 ~ xx1 = yy1 • IfØlge denalmindelige ho-· 

momorfisætning (AT 1,9) findes der så en afbildning x~ x', 

hvorved (M\ {Ol,·) afbildes homomorft på en mængde med kompo­

sition (M' ,ø). Som elementer x' E: M' kan vi tage ækvivalens­

klasserne, d.v.s. klasser af elementer fra M\ {Ol, som ind­

byrdes kun afviger med en regulær faktor. Billedet (M' ,ø) er en 

mængde med en komposition, som er associativ og kommutativ og 

med etelement, og xly ~x' ly' (idet vi for simpelheds skyld be­

nytter det samme gå-op-tegn ved ø som ved.). Lad os omvendt 

antage, at x' ly', der findes da et z' så x'øz' =y', og i denne 

ligning er venstresiden billede af x.z og hØjresiden er billede 

af y, og vi bar derfor x. z = y, eller X· z. r = y, hvoraf ses, at 
-1 

xly; endvidere ses af denne sidste ligning, at z = r 

ethvert z der har et billede z' som passer i ligningen 

il for x 

x 'øz' = y', og denne ligning bestemmer derfor z pånær en regu--

lær faktor, og dermed z' entydigt. Vi har dermed vist, at 

xly ~ x'ly' og at der er hØjst endtydig (men ikke altid mulig) 

division i (M' ,ø). I analogi med tidligere betegnelser kan vi 

sige, at strukturen (M' ,ø) er faktorstrukturen (M\ {Ol,. )/E. 

Eksempler: I integritetsområdet af hele tal er de regulære 

elementer +1 og -1, og det foregående udtrykker blot. at vi 
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ved en undersøgelse af den multiplikative struktur af de fra O 

forskellige hele tal vil "se bort fra fortegnet"; faktorstruk­

turen (Z\fOl,· )/[+1 ,-1 j bliver isomorf med (N,.), altså den 

multiplikative struktur af de naturlige tal. I integritetsom­

rådet M[X] af polynomier over legemet M er de regulære elemen-

ter netop de fra O forskellige konstanter, og det foregående 

ud trykker blot, a t vi ved en undersøgelse af d en mul tiplikati ve 

struktur af mængden af de fra O forskellige polynomier vil 11 se 

bort fra konstante faktorer". 

I(M',~) er etelementet e' det eneste regulære element, thi 

efter det foregående vil r'le' ~ rle, så at r er regulær og 

dets billede r' derfor e'. Heraf fØlger let, at d' le' A c' Id' er 

ensbetydende med at c' =d', thi relationen udsiger jo, at 
l Kr eksisterer E M' og har en invers E M' og derfor må være 

lig e'. Betragter vi idealer har vi Ic = Id~ Ic ~ Id A Id~ I
0 

~die A cld ~d' le' A c' Id'~ c'= d'~ c~ d; vi har derfor 

at et ideal I bestemmer sit frembringerelement c entydigt på c 

nær en regulær faktor, og endvidere at der er enentydig forbin-

delse mellem idealerne og elementerne c' € M', og ved denne for­

bindelse vil Id~ Ic svare til c'ld'. 

Udtrykt ved elementerne fra M' bliver fællesmålsegenskaben: 

Til to elementer a' og b' findes altid et entydigt bestemt d' 

således at c'la' A c'lb' ~ c'ld'. Ved at operere i M' har vi 

opnået den fordel, at d' er entydigt bestemt, tidligere var det 

kun idealet Id som var entydigt bestemt. Vi vil betegne d' som 

det største fælles mål for a' og b', og benytte betegnelsen 

(a',b'). Vi kan opfatte det som fremgået af a' og b' ved en kom­

positionsforskrift, for hvilken vi altså benytter tegnet ( , ); 

kompositionen er åbenbart kommutativ og associativ (men der gæl-

der ikke forkortningsregel el~r findes neutralt element, smlgn. 
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AG II,1, øv. 1 ,d)). Vi vjl lejlighedsvis også tillade os at und­

lade indfØrelsen af M' og nøjes med betegnelser fra M\fOl: og 

(a, b) skal så bet:;·u_e et (på nær en regulær faktor entydigt be­

stemt) største fælles mål d for a og b. 

Mul t!E,lik~_tionen __ ~_E_Qistributi v m~h. t. største-fælle_f?-måls­

dannelse, idet (m'øa' ,m'øb') = m'ø(a' ,b'), eller med den lØse 

skrivemåde i!!!.a4 m1?J_ .. ~=-!!1~.2.Ql. Beviset benytter gentagne gange, 

at plq ~ mplmq. Det forlØberiØvrigt således: Vi sætter (a,b) 

= d og (ma,mb) = D; vi har dia Å dlb ~ mdlma A mdlmb ~ mdiD, og 

vi kan derfor skrive D på formen D = mx, hvor dlx; så er 

Djma Å Dlmb ~ mxlma Å mxlmb ~ xla ~ xlb ~ xld, og denne sidste 

kombineret med dlx giver, at d = x (idet Id = Ix' smlgn. forrige 

side), eller altså D= mx = md på nær den lØse formulerings 

uundgåelige ubestemthed med en regulær faktor (for valgt d kan 

vi sige, at D= md er~ brugbar værdi for (ma,mb)). 

Fællesmålsegenskaben me~er, at dersom clab, da kan c 

skrives på formen c = ~1 ~2 , hvor c 1 ~ og c 2~. Bevis: Vi væl­

ger c1 som en af værdierne for ( a:,c), hvormed vi har opnået, 

at c1 la og endvidere, at c1 le, så at c= c1c2 med et vist c2 ; 

det er evident, at clcb, og derfor clab Å clcb ~ cl(a,c)b eller 

c1 c 2 1 c1 b ~ c 2 lb. Ved su_ccessi v anvendelse heraf ses, a t hvis 

cla1a 2 ••• as' så er c= c 1 c2 .~.cs' hvor cjlaj for j= 1 ,2, ••• ,s, 

eller med andre ord, det er muligt at o:p_~-~se c og a1 ,a2 , ••• ,as 

i faktorer, således at alle de faktorer, der står f0ran gå-op­

tegnet også står efter_J~å-op-teEnet. Ved succesiv anvendelse 

heraf ses, idet man undervejs bortdividerer de fælles faktorer, 

at den understregede påstand også er gyldig, hvis man har en 

situation c1c2 ••• ctla1a 2 ••• as. 

Dersom sEecielt ~1 ~2~~t~1 ~2~s~r det muligt at 

foretage en videreopl~snin~[aktorer på begge sider af lig-
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hedstegnet, .således at man f'år den samme mængde faktorer (gen­

tagelser medregnet) på begge sider af' lighedstegnet •. Thi ifØlge 

det foregående kan vi opnå, at alle faktorer på venstre side 

også findes på højre side, og de overskydende på hØjre side har 

produktet 1, og kan derfor f'ås ved at trække en faktor 1 ud på 

venstre side og opløse den. Af' homomorfien (M\~0} 1 .) ~ (M',ø) 

er det klart, at ordret det samme resultat gælder i (M',~). 

Inden vi udnytter den opstigende kædes egenskab skal vi 

give et par definitioner. 

Et element p' E M' kaldes reducibelt, dersom det kan skri­

ves som et produkt a'øb', hvori ingen af faktorerne er etelemen-

tet. Et element p E M\~0} kaldes reducibelt, ders~m p' er redu-

cibel, eller med andre ord: p er reducibel, dersom det kan 

skrives som produkt af' to ikke-regulære faktorer. Hvis p' E M' 

ikke er etelementet og ikke er reducibelt, kaldes det irreduci­

!Lill· Et element p E M\fOJ kaldes irreducibelt, dersom p' er 

irreducibel, eller med andre ord: p er irreducibel, dersom det 

f'or enhver produktfremstilling p = ab gælder; at en af' f'akto-

rerne, men ikke dem begge, er regulær. 

Eksempler: Som nævnt vil integritetsområdet (Z,+,.) give 

en struktur (M' ,ø), der kan repræsenteres ved (:N,._); heri vil 

de reducible elementer net0p være de sammensatte tal, og de 

irreducible vil være primtallene. Indenfor en polynomiumsring 

er et polynomium reducibelt, dersom det kan skrives som produkt 

af' to polynomier fra ringen, ikke konstanter; hvis dette ikke 

er muligt, og polynomiet ikke selv er en konstant, så er det 

irreducibelt. F.eks. er 8(X2-2) reducibelt i R[X], medens det 

samme polynomium er irreducibelt i Q[X]; polynomier af' fØrste 

grad er altid irreducible" 

Den opstigende kædes egenskab udsagde, at har man idealer, 
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hvor I' ~ I''~ ••• , så er de alle ens fra et vist trin. I en 

hovedidealring kan man skrive I(n) på formen I , og betingel­
an 

sen I(n) c I(n+1 ) betyder at a er et multiplum af a 
1

, altså 
= ' n n+ 

at an= an+1 ~, og ifØlge det tidligere vil de to idealer være 

lige store,hvis, og kun hvis ~ er regulær. Den opstigende 

kædes egenskab udsiger al t så, a t hvis a 1 = a 2q1 , ••• , an = an+1 ~, 

••• , så er alle~ regulære fra et vist trin. 

Vi ser nu, at dersom M\{01 overhovedet indeholder ikke-

regulære elementer, så eksisterer der irreducible elementer; 

thi ellers kunne vi tage et ikke-regulært element a 1 , skrive 

det som produkt a 2q1 af to ikke-regulære, igen skrive a 2 som 

produkt a 3q2 af to ikke-regulære o.s.v., og derved ville vi få 

en modstrid med den opstigende kædes egenekab. Men ræsonnementet 

giver endda mere, thi det viser jo, at et vilkårligt ikke-regu­

lært element a
1 

er deleligt med et irreducibelt element. Og så 

viser det endda endnu mere, nemlig at i en hovedidealring kan 

ethvert ikke-r~~l~rt .element skrives som produkt af irreducible 

elementer. For enten er a
1 

irreducibel, og så er det i orden, 

eller også kan vi skrive a 1 som produkt a
2

q
1

, hvor q
1 

er irre­

ducibel og a 2 er ikke.-regulær; enten er a 2 irreducibel, og så 

er det i orden, eller også kan vi skrive a 2 som produkt a
3

q2 , 

hvor q2 er irreducibel og a
3 

er ikke~regulro~; således fort­

sættes? men ifØlge det foregående skal processen standse, 

hvilket sker ved at vi mØder et irreducibelt a , og så har vi n 

den Ønskede produktfremstilling q1 q 2 •• ~~-1 an. Det er klart, at 

resultatet umiddelbart kan overføres til strukturen (M' ,ø). 

Vi kombinerer nu med resultatet fra fællesmålsegenskaben, 

og opnår fØlgende hovedsætning: Lad (M,+,~) v~r,e, e:r;t :qoyedideal­

rinffi og E mængden af dens regulære elementer. l faktorstrukture_g 
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(M' ,ø) - (M\fOJ ,. )/E gælder de.t, at ethvert fra etelementet 

forskelligt element på en og (bortset fra faktorerne~ rækkefØlge) 

kun een måde .kan skrives som prgdukt af irreducible. 

Formulerer vi sætningen for selve hovedidealringen (M,+,·), kommer 

der den uundgåelige ubestemthed i entydigheden; som skyldes de re­

gulære faktorer, så sætningen bliver: I en ~ovedidealring kan et­

hyert fra O forskelligt il}.lce-reey.J_ært element a skrives som pro­

dukt af irre~Mciple. elemen~er a 7 a1 ~2 •• last; og hvis man har to 

sådanne fremstillingEtr af a, f. eks.~ a1 • ~.as Qg 01 •. l et, så inde­

holder de lige. mange faktorer ( s=t), . og etbv~l?.t ,aj er pånær en 

regulær faktor lig et, ej • S!'Btningens rigtighed følger af det fore­

gående, idet den opstigende kædes egenskab giver produktfremstil­

lingens mulighed, medens fællesmålsegenskaben giver dens entydig­

hed (når c1 ••• et = a1 ••• as kan vi videreopløse produkterne indtil 

de to sider bliver identiske, se side 10, men for en irreducibel 

faktor findes kun den trivielle opløsning, der består i at udtræk-

ke en regulær faktor). 

Anvendes sætningen på hovedidealringen (Z,+,·) får vi for 

dens faktorstruktur (N,·): Ethvert naturligt tal større end 1 kan 

på en og kun een måde skrives som produkt af primtal (talteoriens 

hovedsætning om den entydige primopløsning). 

Anvendes sætningen på hovedidealringen af polynomier over et 

legeme M får vi: Ethvert polynomium af grad større end O kan på 

en og kun een måde skrives som produkt af irreducible polynomier 

fra M[X] (idet disse dog kun er bestemt pånær konstante faktorer). 

Eksempel: I R[X] kan polynomiet 3(X4-4) skrives som produkt af 

irreducible, nemlig som (3X-~2)(X+v2l(X2+2), (idet dog den kon-

stante faktor 3 også på andre måder kan "fordeles" på de tre pa­

renteser). Den såkaldte "algebraens fundamentalsætning" - som vi 

ikke skal bevise her, da den er en sætning fra den matematiske 
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analyse - udsiger i det væsentlige, at ethvert irreducibelt poly­

nomium i R[X] er af første eller anden grad. 

Vi betragter igen polynomiumsintegritetsområdet M[X] over et 

legeme (M,+,·); vi antager, at M består af mere end nulelementet, 

for ellers ville alt blive trivielt. Lad endvidere (M,+,•) være 

indeholdt i et integritetsområde (L,+,·), og lad c være et vil­

kårligt element fra L. 

Der findes netop een homomorf afbildning af M[X] ind i L, ved 

hvilken M's elementer er fixelementer, og således at x~ c, nemlig 

afbildningen 

a = a(X) = a0 + a1X + ••• + anr ~ a0 + a1 c + ••• + anen, 

thi denne afbildning er åbenbart en homomorfi med de ønskede egen­

skaber, og man ser også umiddelbart, at den ikke kan være ander-

ledes. Vi beskriver afbildningen kort ved at sige, at vi sætter 

!_lig c i polynomiet, og billedet af a= a(X) kalder vi for a(c). 

Da M[X] er en kommutativ ring med etelement, vil den ved homomor-

fien føres over i en kommutativ ring med etelement, og da bille­

det ligger i integritetsområdet L, vil nulreglen gælde for bille­

det; dette er derfor et integritetsområde, og vi betegner det 

M[c], og kalder det for integritetsområdet fremgået af M ved ad­

junktion af c; dets elementer er altså alle udtryk af formen 

a 0 + a1 c. + ••o anen, hvor alle aj tilhører M. 

Homomorfiens kerne er et ideal I c M [X] o Her gælder skarpt 

inklusionstegn, da de fra O forskellige konstanter a0 E M er fixe 

ved afbildningen, og derfor ikke føres over i nulelementet, altså 

ikke tilhører kernen. Integritetsområdet M[c] ses ifølge defini­

tion at være en realisation af faktorringen (M[X] ,+,·)/I. 

Der kan nu indtræffe to muligheder: 
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Enteper I= fOl, det trivielle nulideal~ Så indeholder ker­

nen kun et element, og afbildningen er enentydig,. al t så en iso­

morfi. I så fald er a(c) f O for ethvert polynomium a forskelligt 

fra nulpolynomiet, og vi har isomorfien mellem M[ X] og M[c], idet 

n n 
a0+a1X+•·•+anX ~ a0+a1c+ ••• +anc • I dette tilfælde siger vi; at 

c er transqegdent over M. Eksempel: Lad (L,+, 4 ) være de reelle 

tals legeme (R,+,·), og lad M være mængden af rationale tal, Q. 

Man kan vise~ at ff = 3,14159 •• er transcendent over Q (beviset 

kræver en del teknik), og vi har isomorfi mellem Q[X] og 

Q[7r] c (R,+,·), idet q0+q1X+ ••• qnxn~ q0+qF+~ •• +qn1Tn, alle qj 

rationale. 

Eller I er et ikke-trivielt ideal i M[X]. I dette tilfælde 

siger vi; at c er algebraisk over M. For ethvert a(X) E I bliver 

a(c) =O, og vi siger, at c er rod i pol:vpomiet a(X). Da M[X:] er 

en hovedidealring bliver I et hovedideal Id frembragt af et egent­

ligt polynomium d(X) € M[X], og da I er en ægte del af M[X], må 

d(X) have en grad større end O (ellers var d(X) en konstant, d"v. 

s. et regulært element, og I blev lig hele M[X]). Idealet I be­

står netop af mængden af multipla af d(X), og vi får derfor, at 

nødvendigt og tilstrækkeligt for at c er rod i et polynomium a(X) 

er, at a(X) er delig med d(X). Dette d(X) er ikke bestemt enty-

digt, men kun pånær en konstant faktor. 

Polynomiet d(X) er irreducibelt over M. Thi ellers kunne 

det skrives som et produkt d
1

(X)·d2 (x), hvor begge faktorerne var 

af lavere grad, og derfor ikke delelige med d(X); idet nu d(c) = 

d1 (c)•d2(c) =O, og nulregien jo gælder i L, måtte c være rod i 

et af faktorpolynomierne, hvilket strider mod, at c kun er rod i 

polynomier, der er delelige med d(X). 

Resultaterne kan sammenfattes i følgende sætning: Lad inte-
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gritetsområdet (L,+,•) indeholde dellegemet (M,+,·); ethver1 

c E L er enten transcendent over M, og i så fald er det ikke 1'99:. 

i noget polynomium fra M [X], eller også er det algeprai!?k. over 

M, og i så fald er det rod i netop eet irreducibelt polynomium 

d(X) fra M[X] (dog kun entydigt pånær en konstant faktor)~~ 

samtlige polynomier i hvilke c er rod er netop de polynomier~ 

der er delelige med d(X). 

Lad os igen et øjeblik betragte en vilkårlig hovedideal­

ring (K,+,·), og lad d være et irreducibelt element i denne. 

K er lig I 1 = Ir for ethvert regulært r, medens Id er en ægte 

delmængde af K, fordi d ikke er regulær. Lad os omvendt antage, 

at Id er ægte delmængde af et ideal Is' så vil s l d, hvoraf 

følger, at enten er s regulær, eller også vil s afvige fra d 

med en regulær faktor; det sidste tilfælde kan ikke indtræffe, 

for så var I = Id' og s er derfor regulær, således at I = K. s s 
Vi har altså, at i en hovedidealring er et af et irreducibelt 

element d frembragt ideal Id maximalt, i den forstand at det 

ikke er indeholdt i noget andet ideal end hele ringen. Man ser 

iøvrigt let, at dersom d er reducibel, så er idealet Id ikke 

maximal t. 

Lad nu Id være maximalt ideal i en hovedidealring (K,+,·). 

Det er kerne ved en homomorfi f, ved hvilken (K,+,·) afbildes 

i en ring (L,+,·). Ifølge de almindelige resultater om homomorf 

afbildning af en ring (se AT 1, side 6) vil (L,+,·) være en 

kommutativ ring med etelement, fordi (K,+,·) har disse egen-

skaber, hvorimod nulreglens gyldighed jo ikke umiddelbart kan 

overføres; men vi vil faktisk vise et endnu stærkere resultat 

nemlig at (L,+,·) er et legeme. Lad a være et fra O forskelligt 

element i L, mængden af multipla af a udgør et hovedideal 

I c L. Der findes da en homomorfi g, med I som kerne, ved 
a"' a 
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hvilken (L,+,.) uverfØres i en ny ring, og denne ses at være 

fremgået af (K,+,.) ved anvendelse af den sammensatte af-

bildning gof, der selv er en homomorfi, fordi den er sammen-

sat af to homomorfier. Kernen for gof er et ideal i K, og 

det indeholder Id, og det indeholder desuden mere, nemlig 

også f-1 (a); det må derfor være hele K, fordi Id var et 

maximalt ideal. Den sidste billedring består derfor kun af 

et nulelement, og I , som var kernen ved g, omfatter derfor a 

hele L, d.v.s. at ethvert element i L er et multiplum af a; 

indenfor L er det altså altid muligt at dividere med det 

vilkårlige, blot fra O forskellige, element a. Dermed har 

vi vist: Hvis d er et irreducibelt element i en hovedideal--
ring (K,+,.), så er faktorringen (K,+,. )/Id et legeme. 

Første anvendelse: I hovedidealringen (Z,+,.) er de ir-

reducible elementer +p og -p, hvor p er et primtal; de giver 

anledning til idealerne Z = mængden af multipla af p, og 
p 

faktorringen (Z,:-,. )/Z er den ofte tidligere omtalte rest­
p 

klassering modulo p. Sætningen viser nu, at restklasseringen 

af de hele tal modulo_E lP=primtal) er et legeme. Dette har 

p elementer, og vi ser altså specielt, at for ethvert prim-

tal p eksisterer der et legeme med p elementer. 

Anden anvendelse: Når c er algebraisk over M, så er 

kernen ved homomorfien M[X] ~ M[c] netop idealet Id' hvor d 

er et irreducibel t polynomium E: M[XJ, og vi har derfor at !~ 

gritet§Qmråd~t Mlcl er et leg~e, når c er algebraisk over 

legemet M. 

Hvis man indenfor et integritetsområde (L,+,·) har et 

delintegritetsområde M og et element c, så betegner man 

almindeligt med M[c] det mindste integritetsområde indenfor 

(L,+,.), for hvilket M~ M[c] og c E: M[c]. Vi siger, at 
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M[c] er integritetsområdet fremgået af M ved adjunktion af c 

(indenfor L). Benævnelsen ses at stemme overens med alt det 

foregående, og specielt bemærkes, at M[X] er det mindste inte­

gritetsområde, der indeholder X= (0,1 ,o, ••• ). For legemer be-

nyttes analoge betegnelser med runde parenteser: Hvis man indenfor 

et legeme (L,+,.) har et dellegeme M og et element c, så beteg­

ner man almindeligt med M(c) det mindste legeme indenfor (M,+,.) 

for hvilket M S: M(c) og c E: M( c). Vi siger, at M(c) er legemet 

fremgået af M ved adjunk~~on af c (indenfor L). Vi ser, at M(c) 

er kvotientlegemet for M[c]. Specielt ses, at M(X) er mængden 

af 11polynomi umsbrØker 11 

n a +a1 X+ ••• +a X o n 
m b +b1X+ .•• +b X o m 

og at M[X] er en ægte del af M(X), 

' 

fordi f.eks.~~ M[X]. Hvis 

c er algebraisk over M, så er M(c) = M[c]. 

Når c er rod i polynomiet d(X), så er d(c) =O. For et vil­

kårligt polynomium a(X) kan vi opskrive en divisionsligning 

a(X) = d(X).q(X) + r(X), og homomorfien X~ c giver så at 

a( c) = d( c). q(c)+r(c) =-r(c) og her kan vi i divisionsligningen 

altid vælge r(X) af lavere grad end d(X). Vi kan nu sammenfatte 

nogle af de foregående resultater i fØlgende sætning: 

Lad c være et element, der er i~deholdt i et integritets­

område, der også :i.:_ndeho.lder_~t de.!}egeme (M,+,. )o Enten er c 

transcendent over M. og det!e i~~træff~r specielt for X = 

(0,1 ,o, ... ); så~~integrit~tsområderne M[c] indbyrdes isomorfe 

(for_fQrsk~i~Sl~g~pecielt ?lle_i~omorfe meg Eolynomiums­

rin~n-~JX], og M[c] ~E ik~e noget_1egeme; dets kvotientlegeme 

M1 ~f: isOII.!2.f:f.'L~9:.l:._E?.B_,~met M(Xl af~:QolynomiumsbrØker 11 • Eller 

også er c algebra~~~ over M; så er integritetsområdet M[~] ~~ 
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legeme. altså sit eget kvotientlegeme og M[c] = M(c); som 

fremstilling af elementerne i M[c] kan vi tage alle udtryk 

n-1 af formen a +a1c+, .. +a 1c , hvor alle a. E M og hvor n er o n-

graden af det irreducible polynomium4 der har c som rod. 

Eksempel: Indenfor (R,+,·) er~2 algebraisk over (Q,+,·); 

det er rod i det irreducible polynomium x3-2, og mængden 

f q
0 

+ q1 o/2 + q2V2 2 l q
0

,q1 ,q2 E Q J udgør derfor QR/2] = 

Q({Y2); da det er et legeme, er det altid mulig at "skaffe 

rational nævner", f.eks. er (tilfældige tal) 

(3W22 - 2o/2 + 4)-1 = ~ (--4:V22 + 13o/2 + 14L 

Hvis c E MJ så er c algebraisk over M, idet c åbenbart 

er rod i polynomiet X-e; som tilhører M[X]; dersom c er rod i 

a(X), så er a(X) delelig med X-e. Heraf kan ses~ at antallet af 

rødd<:3i; i .. et.,pol;momi;um er mindre end eller lig dets grad. Thi 

tager vi som M et legeme, der indeholder de rødder vi vil be­

tragte, og desuden alle polynomiets koefficienter, så vil poly­

nomiet tilhøre M[X], og vi kan inden for M[X] foretage en 

faktoropløsning, idet vi for enhver rod c får en faktor X-e 

i polynomiet, og antallet af disse faktorer er mindre end eller 

lig graden (herved benyttes, at førstegradspolynomier er irredu­

cible, og sætningen om den entydige faktoropløsning). 

Hvis a(X) E M[X] og c E M, så vil c~ a(c) være en afbild­

ning af M ind i M. Til ethvert polynomium a(X) svarer altså en 

"polynomiumsfunktion" c~ a(c), og vi har med selvfølgelige 

kompositionsregler en homomorfi af M[X] ind i mængden af af-

bildninger af M ind i M. Disse polynomiumsfunktioner spiller 

som bekendt en stor rolle i analysen. Lad os blot bemærke, at 

for endelige legemer M vi~ nulfunktionen: c ~ O for alle c E M 



Mat. 2, 1961-62 AT 2, 20 

fremkomme for uendelig mange a(X), nemlig for alle delelige med 

(X-c 1)(X-c2 ) ••• (X-cm)' hvor c 1 ,c2,. ... ,cm er elementerne i l\L 

For uendelige legemer M kan n~get sådant ikke indtræffe, da et 

egentligt polynomium ikke kan have uendelig mange rødder (men 

for uendelige M findes til gengæld afbildninger af M ind i Ivi, 

Eom ikke er polynomiumsfunktioner, f.eks. den afbildning, 

hvorved c~ O for al~e c t O, medens O~ 1). 

Vi har hidtil betragtet polynomier d(X) i M[X] og et 

legeme (L,+,·) med M som dellegeme, l')g m mødt muligheden af; 

at et c indeholdt i L kunne være rod i d(X). Dersom der findes 

en sådan rod c, så er strukturen af legemet M( c) gi ve~~, idet 

legemet er bestemt paanær isomorfi, nemlig som en faktorring 

(M[X] ,+,·)/Id. Men selvom vi kun har g!v~t M=~t ~r~~~uci.~~f~J:t 

polynomium d (X) E Ml!J.-rl-=s_å vil der al tid fi::J.des et legem~ 

(L?+,·) der har M som dell~~.!ll-~-"~g som iQ._~h_21der en rod c l d(XL, 

nemlig løst sagt: den nævnte faktorring. Udførligere: d(X) 

frembringer et ideal Id c M [X ], og ifølge den aTmindelige hom0-­

morfisætning findes der da en homomorf afbildning a= a(X)~ a: 

af M[X], ved hvilken Id er kerne; billedet er en faktorring 

(M[X],+,·)/Id' og da d er irreducibel bliver det et legeme 

(L,+, •); for mængden af M' s elementer er afbildningen enentydig, 

al t m en isomorfi, og vi kan derfor identificere M' s elementer 

med deres billeder, hvorved vi opnår, at M er dellegeme af 

(L,+,·); bilTiedet X' af X vil vi kalde for c, og det vil netop 

have den ønskede egenskab, thi da vi har opnået at alle elemen­

terne i M, og altså specielt koefficienterne i d(X), er fix~ 

elementer ved afbildningen, vil d(X) ~ d(c), og da d(X) ligger 

i afbildningens kerne er d(c) = 0 .. 

Eksempel: Polynomiet x2+1 er irreducibelt over de reelle 
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tals legeme (R,+,·); legemet kan udvides til etlegeme, der 

indeholder en rod i polynomiet, og en sådan rod kaldes sæd­

vanligvis i, og ~[i] = R(i) er da de komplekse tals legeme 

(C;+,·). I den foregående systematiske opbygning af matematik­

ken er kendskab til de komplekse tal intetsteds benyttet, og 

det ovenstående viser nu, hvorledes mæ. på grundlag af de reelle 

tal kan indføre de komplekse taL (sammenligrr slutningen af 

forrige §). 

I eksemplet gav adjunktion af en rod legemet R(i), som 

også indeholder den anden rod -i. Derimod x3-2 er irreducibel 

over (Q,+,·); legemet Q(~2) vil kun indeholde een rod til 

polynomiet, men hvis man til dette legeme dernæst adjungerer 

en af de komplekse rødder, fås et legeme, der indeholder alle 

tre rødder til x3-2. 
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Øvelser til § 2. 

1) Potensrækkeringen M[[x]] over et integritetsområde M be-

tragtes~ Vis, at de regulære elementer netop er følgerne 

(a
0

,a1 , ••• ), hvor a
0 

er regulær i M. 

2) Undersøg kvotientlegemet for potensrækkeringen M[[ X]] 

over et legeme M. 

3) Bestem samtlige idealer i potensrækkeringen M[[ x]] over 

et legeme M, og vis, at de kan ordnes i. en "nedstigende kæde" 

I( o)~ I' ~I' 1 il ... ; vis, at den er en hovedidealring; 

rngiv (paanær isomorfi i billedet) santlige homomorfe af­

bildninger af M [ [ X ] ] • 

4) Bestem samtlige endomorfier, ved hvilke M's elementer er 

fixe, af polynomiumsringen M[X] over et legeme M, og angiv 

specielt samtlige automorfier. 

5) Bestem samtlige endomorfier, ved hvilke M's elementer er 

fixe, af potensrækkeringen M [ [ X J] over et legeme M, og 

angiv specielt samtlige automorfier. 

7) Lad (M,+,·) være en kommutativ ring, i hvilken nulreglen 

gælder, ~~=~~~=~~=~~~1~~~~~ (altså et integritetsområde), og 

således, at der eksisterer en funktion g(x) som afbilder M 

over i de hele, i~B negative tal, og for hvilken 

1 ) g ( xy ) ::=- g ( x) f o r all e x, y E M A y + O , 

2) for ethvert d + O og ethvert D findes et q så 

g(r) = g(D-dq) < g(d). 
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Vis, at (M,+,·) er en hovedideålring. Vis 1 at den med== 

understregede forudsætning følger af de øvrige. Opgaven 

generaliserer beviset på side 4-5 i teksten for (Z,+,·), 

idet g(x) = lxl brugbar; vis, at den også generaliserer 

beviset samme sted for M[X]. Idet de nævnte beviser på en 

måde beror på muligheden af at gennemføre den såkaldte ;'Eu-

klids algoritme", kalder man ofte en ring, som opfylder opga-

vens betingelser for en "euklidisk ring", og en sådan er alt~ 

så altid en hovedidealring. 

8) Lad Z[i] betegne mængden af komplekse tal a+bi, hvor a~b E 2ø 

Vis, at Z[i] med sædvanlig addition og multiplikation udgør 

en "euklidisk ring" (se forrige øvelse), idet man som funk­

tion g(a+bi) kan benytte a 2+b 2 (benyt eventuelt en figurbe­

tragtning i den komplekse plan). 

Angiv mængden E af regulære elementer i Z[i]. Undersøg hvj_l-

ke af tallene 2, 2+i, 3 og 3+i der er reducible~ Vis~ at af~ 

bild . b . 2 b2 h f fb 'ld . f . nlngen a+ l -+ a + er en amornor a l nlng a 

(Z[i]\{OJ,·) ind i (N,·), og at herved vil et regulært ele-

ment afbildes i 1, og et reducibelt element afbildes i et 

sammensat tal; hvad kan man sige om billedet af et irreduci-

belt element. 

Bestem et frembringerelement for det mindste ideal, der indep~ 

holder 2 og 3+i. 
2 2 Vis, at 40049·964 = 38607236 kan skrives som en sum x +Y af 

to sædvanlige kvadrattal (x,y E N). 

9) Lad (M,·) være en mængde med en komposition (betegnet multi­

plikation) som er associativ og kommutativ, og med et etele-

ment, men ingen andre regulære elementer, og hvori divisio-

nen er højst entydig (men ikke altid mulig). Ved fællesmul-
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tipiurosegenskaben forstår vi: Til to elementer a og b findes 

altid et m, (kaldet "mindste fælles multiplum for a og b"), 

så alg 1\ blg~ mig for alle g. 

Vis, at (M,·) vil have fællesmultiplumsegenskaben hvis, og kun 

hvis, den har fællesmålsegenskaben, og vis samtidig, at multi­

plikationen er distributiv m.h.t. mindste-fælles-multiplums­

dannelsen. 
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10) Man betragter ringen af kontinuerte funktioner x(t) på in­

tervallet [0,1] med sædvanlig addition og multiplikation. 

Angiv mængden E af ~egulære elementer. Eftervis, at der ik­

ke findes irreducible elementer. Find de fælles divisorer 

1. for x(t) = t og y(t) = t sin t' og vis derved, at ringen 

ikke har fællesmålsegertskaben. 

11) Man betragter ~ingen af differentiable funktioner x(t) på 

intervallet [0,1] med sædvanlig addition og multiplikation. 

Angiv mængden E af regulære elementer. Vis, at ringen ikke 

har den opstigende kædes egenskab, men at der dog findes 

irreducible elementer. Find samtlige irreducible elementer. 

12) Vis, at dersom der for et integritetsområde gælder hoved­

sætningen om den entydige og altid mulige fremstilling som 

produkt af irreducible (side 13), så har integritetsområdet 

både fællesmålsegenskaben og den opstigende kædes egenskab 

(men det behøver ikke at være en hovedidealring, se øv. 14). 

13) Indenfor M[ [X] J (M et legeme), betragtes mængden L af potens-

rækker, hvori a1 = o. Bestem de irreducible elementer i 

(L~+,.). Vis, at der findes hovedidealer Id frembragt af ir­

reducible elementer d, således at nulreglen ikke gælder i 

faktorringen (L,+,.)/Id. Bestem samtlige idealer i (L,+,.), 

og gØr rede for at det ikke er en hovedidealring. Giv et 

konkret eksempel på et element, som på to væsentlig forskel­

lige måder kan skrives som produkt af irreducible. 

14) Vis, at en homomorfi af et integritetsområde (M,+,.) på et 

integritetsområde (M*,+,.) kan udvides til en homomorfi af 

M[X] på M*[x], ved hvilken X E M[X] afbildes i X E M*[x]. 

De fra O forskellige polynomier a(X) E Z[X] kan opdeles i 

ækvivalensklasser (a(X))' af indbyrdes proportionale. Vis, 
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at dersom a(X) kan skrives som :produkt b(X). c(X) 3.f' to po··· 

lynemier af' lavere grad f'ra z[x], så gælder det samme :ior 

ethvert :polynomium i klassen (a(X))' (vi3 f'Ørst nd fra homo­

morf'ien (Z,+,.)~ (Z(mod.:p),+,.), at hvi:-:1 alle koe!':L:i_ciente:" 

i a(X) har et :primtal :p som fælles divisor~ s~ gælder de~ 

samme f'or b(X) eller c(X)). 

Mængden af' ækvivalensklasserne betegnes M' ~ og det. fol'ccj_erJ.-

de giver en klassemulti:plikation. Vis, at f'or strukturen 

(M',.) gælder, at ethvert element :på en og kun een mtde kan 

skrives som :produkt af' irreducible ( f'or ækvi valenc:l<:lac>~.o~::_.,nc 

f'ra Q[X] er den tilsvarende :påstand gyldig ifØlge §2)c 

GØr rede for at de irreducible elementer i Z[X] er dels + 

:primtallene, og dels de :polynomier, som er irreducible over 

Q[X], og hvori koefficienterne ikke har nogen fælles faktor 

større end 1. Vis, at hovedsætningen om altid mulig og væ­

sentlig entydig primoplØsning gælder i z[x]. 

Eftervis, at Z[X] ikke er en hovedidealring. 

15) Vis, at :polynomiet a(X) = (X-1)(X-2) ••• (X-·n) 1 er irredu­

cibelt indenf'er z[x] (og dermed ifØlge øv., 1 indenfor Q.[x]) <• 

16) Angiv legemer, dellegemer af' (6,+,.) og så små som muligt, 

indenfor hvilke hhv. x3 ~1 ,x3·-8 ,x4··-1 ,x4·-8 kan sl{ri ves som 

:produkt af' f'Ørstegradsf'aktorero 
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17. Lad (M,+,·) være et legeme med to elementer, f.eks. legemet 

af restklasser modulo 2. Undersøg, om a(X) = x2 + X + 1 er 

et irreduc i bel t polynomium i l\1[X]. Lad c være en vilkårlig 

rod i a(X). Opskriv samtlige elementer i M(c), og angiv de­

res antal og hvilke af dem, der er rødder i a(X). 

Idet man i stedet for (riJ, +, ·) benytter et legeme (N,+, ·) 

med tre elementer, og nu a(X) = x2 + X + 1 E N[X], ønskes 

de samme spørgsmål besvaret" 

18. Bevis, at såfremt (M,+:·) er et endeligt kommutativt legeme, 

hvis etelement betegnes e, så har produktet af alle de fra 

nul forskellige elementer altid værdien -e (for visse spe­

cielle legemer er en særbetragtning eventuelt nødvendig). 

19. Lad (M,+,·) være en hovedidealring medetelementet e, og 

lad I være en ideal i ringen; med = betegnes den til I sva-

rende kongruensrelation, d.v.s. at x = y er ensbetydende med 

at x-y E I. Der defineres en ny relation "' i mængden M, ved 

t h · k h . 2 - 2 L d d 'd I b t a- x "'y vls, og un VlS x = y . a en Vl ere 4 e eg-

ne det af elementet 4e frembragte hovedideal. 

Vis, at "' er en ækvivalensrelation, og at den er harmoneren-

de med multiplikationen. 

Vis, at dersom "' desuden er harmonerende med additionen, så 

er 2e "' O og I 4 ~ L 

Vis, at mængden K af elementer, hvis kvadrat tilhører I, er 

et ideal. Vis endelig, at dersom (M,+,·) er ringen af hele 

tal (Z,+,·), og I 4 ~I, så er"' netop den til idealet K 

svarende kongruensrelation. 

20. I det følgende er a et helt tal forskelligt fra -1, og 

p(X) = (X-·1) (X+1) (X-a) + 1 = (a+1) - X - aX2 + X3. 
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Vis, at betragtet som element i polynomiumsringen Q[X] er 

p(X) irreducibel. Hvad kan man sige om p(X) betragtet som 

olement i Z[X]? 

Vis, at betragtet som element i potensrækkeringen Q[[X]] er 

p(X) regulær. 

Gndersøg for a = -2, a = 1 og a == 5 om p(X) betragtes som 

element i Z[[X]] er regulær, reducibel eller irreducibel. 

Hvis p(X) er reducibel ønskes angivet de tre første koeffi­

cienter i to ikke-regulære potensrækker, der har p(X) som 

produkt. 

21. Lad M være mængden bestående af de rationale tal, der kan 

skrives som en brøk, hvis tæller og nævner er hele tal, og 

hvori nævneren er en potens af 2. Vis, at (M,+,·) er en del.:... 

ring af de rationale tals ring (Q,+,·). 

Bestem samtlige regulære elementer i (M,+,·). Bevis; at 

(IVI, +, · ) er en hovedidealring med en numerabel mængde af idea­

ler, og angiv idealerne. Angiv sluttelig, hvilke elementer 

i (M,+,·) der er irreducible, og hvilke der er reducible. 

22. Lad (M,+,·) være et integritetsområde, og lad K være mæng­

den af de ikke-regulære elementer i dette. Vis, at K netop 

er foreningsmængden af alle de fra M forskellige idealer i 

(M,+,·). 

Vis, at dersom K er en delring af (M;+,·), så er K et ideal, 

og gør rede for at i dette tilfælde er faktorringen 

(M,+, ·)/K et legeme. 

Giv eksempel på et integritetsområde, hvori K ikke er noget 

ideal, og på et integritetsområde, hvori K er et ikke-tri­

vielt ideal. 
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23. I potensrækkeringen Z[[x]J over de hele ials integritets­

område skal I betyde det af potensrækken (2,0,0, •.• ) frem­

bragte hovedideal. 

Vis, at faktorringen (M,+,·)= z[[xJYI indeholder uende-

lig mange elementer, og angiv de potensrækker a = 

(a
0
,a1 ,a2 , ... ) E Z[[X]] som ved homomorfien med I som kerne 

afbildes over i regulære elementer i (M,+,·). Vis, at (M,+,•) 

er et integritetsområde. 

Lad (M1,+,·) være faktorringen Z[[X]]/I1 , hvor I 1 er det af 

potensrækken (2,-1,0,0, •.. ) = 2- X frembragte hovedideal. 

Det ønskes vist, at (M,+,·) og (M1 ,+,·) ikke er isomorfe. 
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