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Matematik 3 M A

Opgave 1

Man betragter den partielle differentialoperator i to variable
A= D} + D3 +bD3iD3,

hvor b er en kompleks konstant.

1° Vis, at A er elliptisk hvis og kun hvis b € C\ ] — 0o, —2]. (Undersgg evt. tilfseldene
beRogbe C\R hver for sig.)

2° Gor rede for (ved henvisning til de relevante sstninger), at den maksimale og den

minimale realisation af A pa R? er sammenfaldende, og at de i de elliptiske tilfzelde har
definitionsmeengde H*(R?).

3° Vis, at Amax kan defineres ved Lax-Milgram ssetningen ud fra en sesquilineser form
a(u,v) pa et passende underrum V af H = Ly(R?) (angiv a og V).

Giv en afgraensning af den numeriske veerdimaengde og spektret for A,,., dels nar
be]—2,00[,dels nairb=a+if med o, € R, 3 # 0.

Opgave 2

I det fglgende betegner ¢(x) en given funktion i Lo(R) med kompakt stotte.
1° Vis, at ¢ € H™(R) for alle m € N, samt at ¢ € C*°(R).
2° Vis, at nar ¢(§) € L1(R), sa konvergerer ), , ¥(§ +27l) mod en funktion i L, (T), og

[ede= [ 7S (e + 2m) de.
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(Vi minder om, at L,(T) (1 < p < co) betegner rummet af (sekvivalensklasser af) funk-
tioner ¥(§) i Lp1oc(R) med periode 27; med normen (5= f027r lw(&)P dﬁ)l/p er det et

Banach rum.) .

Vis, at reekken Y, , |¢(€ + 2wl)|? konvergerer uniformt mod en kontinuert funktion
g(§) med periode 2.
(Vink. Ved hjeelp af en ulighed fra Kapitel 7 i Mat 3MA noterne kan man vise, at

SUP¢e[2rl, 2 (14+1)] |(:5(£)|2 < CH¢|[2“552”(H‘1)]H%ﬁ([27rl,27r(l+1)])')
3° Vis identiteterne, for n € Z,

- ) 27 .
/RsO(w —n)p(z)de = 5 /R |2(6) e de = %/0 ST 1@(€ + 2ml)[e ™ de.
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4° Vis, at fglgende udsagn (a) og (b) er sekvivalente:

(a) Systemet af funktioner { p(z —n) | n € Z} er et ortonormalsystem i Ly (R).
(b) Funktionen g(&) defineret i 2° er lig med 1.

(Vink. Betragt Fourierraekken for g.)

Opgave 3

1° For hvert j € N defineres distributionen u; ved
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Vis, at u; € D'(]0,1[), og at u; — 11 D’(]0,1[) for j — oo.

2° Man betragter R? med koordinater (x,%) og betegner (22 +y?)'/? = r. Lad vy (z,y) =
logr og va(z,y) = O, logr for (x,y) # (0,0) og szt funktionerne lig med 0 for (z,y)
(0,0); vis, at begge funktioner tilhgrer Ly jo.(R?).

Idet logr som element af D’(R?) identificeres med vy, skal man vise at den afledte i
distributionsforstand 0, log r identificeres med funktionen vy, samt at begge distributioner
har orden 0.



