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1. Kurver og flader.
Ved en differentiabel kurve, K, med en parameterfremstilling, ¢, forstas en
C?—funktion af et interval, ¢ : [a,b] € R", n=2,3,....

Z2

1

Hvis ¢ er vilkarlig ofte differentiabel, kaldes kurven glat.
Tilsvarende defineres en differentiabel (glat) flade, F', med en parameterfrem-
stilling, ¢, som en C?- (C'°°-) funktion, ¢ : [a1,b1] X [a2,b2] € R", n =3,4,....
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Fladebegrebet generaliseres til en p—flade, hvor p > 0, ved at forlange inter-
vallet i RP. En kurve er pa denne made en 1-flade, og et punkt en O—flade.
Man kan udmeerket betragte en 3-flade i R3:
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Et eksempel er fladen (kuglefladen)
v T3
é(u,v)
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¢: (u,v) €[0,27] x [—g, g] — (cos v cos u, cos v sinu, sinv) € R?
Et andet eksempel er en torus,

¢ : (u,v) € [0,27] x [0,27] — (cosv(2 + cosu),sinv(2 + cosu),sinu) € R?
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Disse eksempler viser flader uden rand. Men intervallerne har alle en rand.
Hvor bliver randen af? I kugletilfeeldet afbildes de vandrette rande, v = 5 og
v = —7%,ihhv. “nordpol” (0,0, 1) og “sydpol” (0,0, —1), mens de lodrette, u = 0
og u = 2, afbildes i den samme kurve: v — (coswv,0,sinv).

z3

Randens billede ///

Z2
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Pa torus afbildes de lodrette i den samme cirkel og de vandrette i den samme
cirkel:

_/

Z2

x Randeneu = 0ogu = 27w

Randenev = 0ogv =27

Randene kunne forsvinde ved at falde sammen eller ved at reduceres til et
enkelt punkt.

Da vi er interesserede i at beskrive kuglefladen med den anfgrte parame-
terfremstilling, ma vi tillade randsammenfald. Men i det indre af intervallet er
sammenfald ikke sa interessant.

Vi indfgrer ogsa en orientering af flader. Fgrst orienterer vi intervallerne.
Et interval i R fra a til b har dermed en gennemlgbsretning, nemlig fra a til b:

Den modsatte orientering er gennemlgbsretningen fra b til a.

I tilfeeldet fra a til b vil vi endvidere orientere endepunkterne med + for b og
— for a:

Dernaest orienterer vi et rektangel ved et omlgb ad randen:



O

Ved et omlgb langs randen i pilenes retning har vi det indre af rektanglet pa
venstre side.

Afbildes det orienterede rektangel pa en torus, bliver de modstaende sider
limet sammen pa den made, at pilene pa siderne gar i modsat retning:

oo
NN

Cylinder

Torus

En flade, der er dannet ved at lime dele sammen med samme orientering,
kan ikke selv orienteres. Et eksempel er Mobius bandet, hvor man ikke kan skelne
mellem op og ned.



Mobius band

Ved deling af et rektangel i to rektangler ses, at de to nye sider naturligt far
modsat orientering:

Deling af et rektangel

Vi indfgrer derfor den regel, at ved sammenfald af to modsat orienterede sider
hever de hinanden.

Sammenlimning af to rektangler

Derved bliver sfeeren og torus til flader uden rand.
Vi orienterer tilsvarende en kasse:



I

Orienteret kasse

Hvert rektangel pa siderne orienteres saledes, at kanterne far modsatte ori-
enteringer, som kraeves, for at de kan heeve hinanden.

Kassens overflade er derfor uden rand; alle kanter er med 2 gange, men
modsat orienteret:

! |

Vi definerer nu en kede af kurver eller flader som et szt af kurvestykker eller
fladestykker med orientering, hvor sammenfaldende dele med modsat orientering
haever hinanden.

F. eks. er randen af rektanglet en keede af 4 kurver, hvis endepunkter parvis
haever hinanden. Nar rektanglet afbildes pa en cylinder, haever de to af siderne
hinanden, sa cylinderens rand kommer til at besta af billederne af de to andre
sider, altsa af 2 cirkler.

Hvis en kurve eller flade er uden rand, kaldes den lukket. Eksempler er cirkel,
sfeere og torus.

Hvis en flade har en rand, sa er denne rand lukket.

Sporgsmalet om, hvornar en lukket kurve eller flade er en rand, er emnet for
den algebraiske topologi. Det drejer sig om, hvorvidt rummet har huller. I planen

er en lukket kurve uden selvgennemskaeringer rand af et omrade, men i en hullet
plan som f. eks. R?\ {(0,0)} geelder det ikke:
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R? R*\{(0,0)}

rand ikke rand

Vi definerer nu 0 som den funktion, der til en flade lader svare dens rand,
som er en kaede af flader af lavere dimension med den nedarvede orientering.

Seetning 1. En rand er altid lukket.

00 =V

2. Differentialformer og kurveintegraler.
Differentialet af en differentiabel funktion af 2 variable, f(z,y), er som be-
kendt en funktion af 4 variable, x,y, dx, dy, som er linegr i de to sidste,

Of (x,y) 4 Of (x,y)

d
ox oy 4

Det er naturligt at spgrge om, hvorvidt et tilsvarende udtryk

(*) P(z,y)dz + Q(x,y)dy

hvor P og @Q er funktioner af R? ind i R, er differential af en funktion, f(z,y).
Et udtryk af formen (x) kaldes en differentialform. Hvis der findes en funk-
tion, f, med () som differential, kaldes () et totalt differential.
Som bekendt geelder, at hvis f er kontinuert differentiabel, sa er

o*f  0°f
0xdy  Oyox

Med andre ord, en ngdvendig betingelse for, at (x) er et totalt differential, er, at
der galder:

() -
oy  Ox

Betingelsen (x) er tilstrackkelig, hvis funktionerne P og @ er definerede overalt.
Thi vi kan da definere f som

flz,y) = /: P(t,b)dt + /by Q(z, s)ds

8



Bewvis. Vi regner saledes:

D) _ iy 4 [ 22y,
b

Ox Ox
Y OP(z,s)

= P(z,b) +/b Tds
= P(x,b) + P(z,y) — P(z,b) = P(z,y)

og umiddelbart

of(x,y)
oy Q(z,y)

Ved definitionen af f har vi kun benyttet funktionerne P og ) langs kurven

Yy

b ab
Vi kunne lige sa godt have defineret
Y T
fa) = [ Qasids+ [ Pty
b a
altsa integralet langs kurven

Y Yy
bg x

Det viser sig, at f(z,y) = g(x,y), nar P og Q er definerede overalt pa og
inden i rektanglet og er kontinuert differentiable der.
Vi udtrykker dette forhold ved at sige, at

T a b
[ P+ [ Qs+ [P+ [ Qs =0
a b x Yy
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altsa, at integralet er = 0 langs kurven

Lad ¢ = (s, py) : [a,b] — R? veere en differentiabel kurve. Vi definerer nu
kurveintegralet af differentialformen (x) ved

= [ (Pl 1 o 22 a
® a dt dt

Bemeerkninger:

1) Kurveintegralet afhsenger ikke af den valgte parameterfremstilling, kun af
dens retning. Lad nemlig ¢t = h(s) veere en orienteringsbevarende kontinuert
differentiabel funktion, A : [c,d] — [a,b], fx. A’ > 0, sd er po h: [¢,d] — R?
en parameterfremstilling af den samme kurve:

d b ¢ (b) = poh(d)

Kurveintegralet er per definition

4 S
§ = [ (Peotmm e+ oo LN )

d
= [ P52 raem ] we
@ d(px(t)) dley () o,
_/h(c) (P(gp(t))T-i-Q(SO(t))T) dt—f;(*)

2) Kurveintegralet af et totalt differential er givet ved veerdierne i endepunk-
terne af kurven.

b
fi 0= [ (e ®eD 4 H iy At

b (@]
_ / d<fdt gt = [f ol = Fo(B) — Flg(a)
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3) Hvis kurven er lukket, sa er integralet 0. Thi da er f(o(b)) = f(p(a)).
Saetning 2. Integralet af et totalt differential langs en lukket kurve er 0.
Omvendt galder:

Saetning 3. En differentialform w = Pdx + QQdy som opfylder, at integralet langs
enhver lukket kurve, @, er 0, altsa
% w=10
%)

Bevis. Vi vaelger et punkt (xg,yo) og definerer i (z,y) funktionen

f(z,y) Zf;w

hvor ¢ : [0,1] — R? er en kurve, sa ¢(0) = (zo,y0) og p(1) = (z,y). (Betingelsen
sikrer, at f(z,y) er uathezengig af valget af kurve, ¢, mellem endepunkterne.)

er et totalt differential.

©(t)
(iﬂo,yo)
Da er
of _ ., fle+dry) — fz,y)
— = 11m
or  dx—0 dz
hvor

1
o+ day) = foy) = § o= [ (Plo+ tdoy)doi
" 0
hvor ¢(t) = (z + tdx,y) for t € [0,1]. Altsa er ifplge middelveerdisaetningen

f@+dz,y) — f(z,y) _2 /1P(:1;—i—tdx,y)dt:P(:U—i-de,y)
0

dx Cdx
for et 7 € [0,1]. Da P er kontinuert, fas

of . B
3g — Am P(z+7dz,y) = P(z,y)

Et grimt eksempel:

Y d T
w = xr —
.'172+y2 .'172+y2

dy

11
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Denne form er ikke defineret overalt, nemlig ikke i (0,0). Selv om den opfylder
(x), sikrer det os ikke, at den er et totalt differential.

(x) 9 Y _ oy 9 =
Oy \a?+y?) (a2 +y2)° Ox \ 2%+y?

Hvis den var et totalt differential, sa skulle

%w:O
%)

for enhvar lukket kurve, ¢. Lad os satte

o(t) = (cost,sint), t € [0,27]

altsa den lukkede kurve, enhedscirklen. Bemszerk, at kurven lgber rundt om hullet,
(0,0).

o Y
\_

Vi finder efter definitionen

27
sint —cost
w = —sint) + ————— - (cost) | dt = -2«
% / <0082t+81nt ( ) cos?t + sin?t ( ))

Altsa kan w ikke veere et totalt differential.

3. Anvendelser pa differentialligninger.
En differentialligning af formen

P(x,y)dx + Q(z,y)dy = 0
siges at have en lgsning, y = ¢(z), hvis
P(z,¢(x)) + Q(z,0(x))¢" (z) =0

Med andre ord, ligningen identificeres for Q(z,y) # 0 med den sadvanlige ligning
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Hvis differentialformen,
w = Pdz + Qdy

er et totalt differential, altsa

_of of
w = axd:p—i— 8ydy

sa vil ligningen
of of
—dr+ —dy =0
ox T oy 4

betyde for lgsningen, y = ¢(z), at

df(z, p(x)) _ Of(x, () | Of(x,(x)) ,
dx N ox * oy #lw) =0

altsa, at
f(@,o(x) = K

hvor K er en konstant.
Med andre ord, y = ¢(x), er bestemt implicit ved relationen,

flxy) =K
Eksempel.
dy ¢
dex =«

Lgsningen findes ved at lgse f. eks.

1 1

Nu er 8% (1)=00g % (;—21) =0, sa for (z,y) # (0,0) er formen maske et totalt

differential af en funktion,

f(x,y) = g(x) + h(y)

Vi finder, at
1

dur. Altsa er lgsningen y = @(x) givet implicit af ligningen
1
In|z|+ - =k
Y

Denne ligning lgses umiddelbart i y til

1

S K
Y k —In|x| or el #e

13
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Prove:
dy -1 1 z oy
de  (k—1Inlz|)? lz| ) |x| =«
Eksempel.
dy _y—w
dr  y+x
eller evt.
(x —y)dx + (x +y)dy =0
Nu er 5
(ﬂc—y):_l7é oz +y) _
oy ox

sa vi har ikke et totalt differential. Men ligningen kan erstattes af
T —y y+a
d dy =0
$2+y2 $+$2+y2 Y

Denne form er det totale differential af

n+/x? —i—yQ—l—aurctamg for x#0
x

sa ligningen
In \/22 + y? + arctan Y _k
x

bestemmer implicit lgsningen til den oprindelige differentialligning. Men her er
der ikke tale om et totalt differential i hele omradet; kurveintegralet langs enheds-
cirklen er 2m.

4. Green’s sxtning.
Lad der veere givet et rektangel, R, i planen og en differentialform, som ikke
ngdvendigvis er et totalt differential,

(*) W = P(x,y)dx + Q(.I’,y)dy

Det er altsa ikke givet, at (x) er opfyldt. Vi kan derfor betragte afvigelsen fra (x)
som funktionen
oQ oP

flx,y) = é%<zn—5§@w>

Altsa, (x) betyder nu, at f = 0.
Lad ¢ veere en parameterfremstilling af rektanglet. Saetning 3 generaliseres

fi w= /R F (@, y)dady

(Hvor R og ¢ har tilsvarende orienteringer.)

Bevis. Lad R = [a,b] x [c,d].

/R g—g(:p,y)dxdy = /d (/ab g—gd:p> dy =

= /Cd [Qz,y)]" dy = /CdQ(b,y)dy —/j@(cz,y)dy = f;@(m)dy

14

til:

Green’s formel.
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Green’s saetning generaliseres uden videre til et vilkarligt omrade. Thi et
omrade kan deles i stykker af formen:

som kan beskrives ved

D ={(z,y)laly) <z <By)Ne <y <d}

Regnestykket bliver sa det samme med a og b erstattet af a(y) og 5(y). Vi har
derfor Green’s setning:

Saetning 4. Lad D vere et omrade i planen med orientering, og lad 0D vaere den
tilsvarende orienterede rand. Lad endvidere w = Pdx + Qdy veere en kontinuert
differentialform pa D. Da gaelder

oQ 8P)
W= — — — | dzd
%SD /D ( Ox dy Y
Eksempel.

Arealet af et omrade, D, er jo

/ ldxdy
D

Nu sgger vi en form, w, med 1 som partiel afledet. F. eks. vil w = zdy, w = —ydx
eller

1
w= E(a;dy — ydz)

15
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kunne bruges. Green’s saetning siger nu, at

1
Areal(D) = / ldxdy = % w= 5% (xdy — ydx) = % xdy = —% ydx
D oD oD oD oD

Er D enhedscirklen, fas altsa

2m 2m
2 1
71':% xdy:/ COSQO‘SiHQOdQO:/ Md@:()‘i_ﬂ'
oD 0 0 2

eller

1 27 1 27
W:—% (:I;dy—ydm):—/ (COSQgp—l—sinzgo)dgo:—/ ldp=m
2 Jop 2 Jo 2 Jo

5. Differentialer af differentialformer.
I Green’s ssetning indgik processen:

0 oP
Pdz + Qdy — (29 — 92 4zay
or Oy
Denne proces er et eksempel pa den relevante differentiation af differentialformen.
I R™ indfgres fglgende basisformer af graderne 0, ..., n:
grad form antal
0 1 1
1 dxri,...,dxr, n
2 dri1 ANdxo,dxy Ndxs, ..., de,—1 Ndo, (g)
3 dri Ndxo ANdxs, ... (g)
n dri ANdxo ANdxs A\ -+ Ndxy, 1

I dimension n = 2 fas altsa basisformerne:
1, dz, dy, dxAdy
I dimension n = 3 fas fglgende 8 = 23 basisformer:
1; dx, dy, dz; dyANdz, dzAdxr, dxAdy, dxANdyAdz

For disse former indfgres regneoperationen A med fglgende spilleregler (formerne
siges at alternere)

(1) dr Ndx =0
(2) dr Ndy = —dy N dx

(Bemeerk, at (2)=-(1).) Produktet A kaldes det ydre produkt (af formerne).

16
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Ved en differentialform af grad p forstas en sum af udtryk af form som en
differentiabel funktion gange en basisform af grad p:

flxy, .. xn)dey, Ao Ndy,
F. eks. i planen af grad 1:
Pz, y)dz + Q(z,y)dy
eller i rummet af grad 2:
L(z,y,z)dy Ndz + M(x,y, z)dz ANdx + N(z,y, z)dz A dy
Vi definerer nu en differentiation, d, af en form

fb: f(xl,...,:]jn)dgjil A .../\dmip

som of of
I Green’s saetning optraeder netop
OP oP oQ oQ
d(Pd S bals - il il
(Pdz + Qdy) awd:p/\dx—l— aydy/\dx—i— axdzz:/\dy—l— aydy/\dy
0oQ 0P
=(——-——|d
( or Oy ) z A dy

under anvendelse af (1) og (2). Vi kan derfor formulere Green’s sstning som

formlen:
% w = / dw
aD D

Differentiation af former opfylder

Seetning 5.
dd =0

Bevis. d(d(fb)) = d((df) Ab) = (d(d(f)) Ab og

d(df) =d (;—idxl +--+ %dwn) =
%dwl ANdzxy + -+ afjaj;n dry, Ndxy +---
+ 8:1:((125:1:1 dri Ndxy, + -+ + %dwn Adzy,
Nu er aiQGfmj = 89?3-25;1- og dx; Ndxj; = —dxj A dx;. Altsa er d(df) = 0.

Bemaerk, at er w = df, sa gaelder:

$ar= [ aan)-o
17
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Lad nu
¢ (u,v) € E— (z,y) = (p1(u,v), p2(u,v)) € D

veere en kontinuert differentiabel homeomorfi af £ pa D. Da er jo

dx N\ dy = (a—mdu + a—xdv) A (@du + @dv)

ou ov ou ov
_ Oz Oy oz Oy Oz Oy oz Oy
=50 audu/\du—l— auavdu/\dv—l— a—v%dv/\du—l— a—va—vdv/\dv
_ (0xdy Ox Oy

Derfor fas

B Oz dy 8_:1:@
| sttty = [ oo (S5~ 222

Faktoren i formlen skrives ofte som determinanten

Oy |
Jgp_@(u,v)_'g—z %

kaldet Jacobi—determinanten.
Vi definerer endvidere A—produktet af to former

w = f(x)dry N---Ndx;,
7w =g(x)dxj, N--- Ndxj,

som (p + g)—formen
wAT= f(x)g(x)dr; A--- Ndx, Ndxj N---N\dxj,
Da geelder regnereglen
dwAm) =dwAm+ (=1)PwAdr
Thi

dwAm) =d(fg)dx; N--- Ndxj,
=d(f)gdxi, N--- Ndxj, + (fdg)dz;, A--- Ndxj,
= (df) Ndxip N - Ndxg, A gdxg, A Ndxg,

= 0
—|—Zf(x)—gd:1;k/\dxil A Ndxi, Adxj, A--- A dg
— (9.'13% P q

= (dw) N + (—l)pi(a;)dxil A Ndxg, A @d:pk Ndzj, N--- Ndxj
1 r (9:1;k !

= (dw) A+ (—1)Pw A (dr)

18
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6. Fladeintegraler af differentialformer.
Er der givet en flade, F', af dimension p ved
¢:1—R" TCRP
og en differentialform af grad p
w= fr.pdri N ANdxp + -+ fooprrndlnpyr Ao Adxy

defineres integralet af formen w over fladen, F', ved

/Fw:/1<f1...p<90(y))d901/\“‘/\d@p‘i‘““i‘““f‘)

F. eks. kurveintegralet

f’;( (Pdz + Qdy) = [ (Po(®)&) () + QUo(®))h () dt

I

idet dp1 = ¢ (t)dt og dps = ©5(t)dt. F. eks. koordinattransformationen
¥ 1 2

/Ff(ac,y)dx Ady = /If(x(u,v),y(u,v))J(x,y)du A dv

For fladeintegraler geelder analogt til Green’s ssetning fglgende hovedsaetning, der
benaevnes efter Newton, Leibniz, Gaufl, Green, Ostrogradskij, Stokes, Poincaré og

evt. de Rham:
/dw:/ w
F oF

Til at bevise hovedsatningen bruges folgende lemma af Poincaré:
Lemma.
d(wop) = (dw) oy

Bevis. Hvis w er en O—form, sa er w = f(x). Altsa

d(wo @) = d(f(p(u))) = VfDedu
ifolge kaedereglen for differentiation. Men da
dw =df =V fdx
er pr. definition
(dw) o =V fowdp =V fDpdu
Hvis formlen geelder for former af lavere grad, w og m, sa gaelder den for w A .
Thi ifglge regnereglen er
(dwAm)op=(dwAm)+ (—1)PwAdr) oy
(dw) o) A (mop)+ (=1)P(wop) A((dr) o)
= (dwog) N (mop)+ (=1)P(wop)A(d(rop))
=d((wop)A(mop)) =d((wAT)oyp)
Det er nu nok at vise formlen for formen dx;. Men
(d(dz1))op=00p =0
d((dz1) o @) = d(der) =0

P

19
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Hovedsatning.

/dw:/ w
F oF

Bewis. Da der findes et p—interval, I, sa

/dw:/(dw)ogpog/ w:/ wop
F I oF o1

folger af lemmaet, at det er nok at vise ssetningen for intervaller.
Vi kan da antage, at formerne er hhv:

w=f(x1, - ,zp)dra N--- Ndxp
of

dw = —— (z1,- -+ ,xp)dz1 Ndxa A -+ Ndxy
8.1171

Da er integralet af w over de sider af intervallet, der er parallele med x;—aksen lig
med 0. Altsa er med I = [a,b] x J

/ w:/f(b,a;g,...7:1cp)da;2/\.../\dxp—/f(ajg;z,...,xp)de/\.../\dwp
oI J J

:/J(f(b,x)—f(a,.r))da::[]/Clbg—:i(ﬁ,x)dgAdx:/Idw

Laeg marke til harmonien mellem hovedsaetningen og konventionen om op-
haevelse af modsat orienterede sammenfaldende dele af randen.
Er. f.eks. w = Pdx + Qdy og F' = F + F»:

v - Fy —+|7

er jo abenbart

/dw:/ dw—i—/ dw
F Fy Fy
Lo et
oOF 8F1 8F2

men det gaelder da kun, nar det for delelinien, ~y, geelder, at

/w—l—/ w=20
v —y

20

og derfor



hvad der imidlertid er klart efter definitionen.
Anvendes hovedsaetningen pa regnereglen, fas

/aFw/\W:/Fd(w/\w) /Fdw/\w—l—/F(—l)pw/\dw

21

Det viser, at der galder generalisationen af reglen om delvis integration, i denne

form kaldet Green’s formler,

Green’s formler. For en P—form, w, gaelder:

/dw/\W:/ w/\w—/(—l)pw/\dw
F oF F

Lad os som et eksempel beregne rumfanget af en ellipsoide

2?2 22
E:{(%y’fz)a—ngb—ngc—QSl}

Ifslge hovedseetningen er

Rmf(E)z/ldx/\dy/\dz:/ zdx N dy
E OF
Nu er OF beskrevet af (9,0), 0< ¢ <27, —Z <0< 75

T = acosycosf

y = bsin ¢ cos

z = csinf
Vi finder
dxr = —asin ¢ cos @dy — acos @ sin 0df
dy = bcos ¢ cos Odp — bsin p sin 0df
hvoraf

dx A dy = absin® ¢ cos 0 sinfdp A df — abcos? p cos §sind A dyp
= abcos 0 sin (sin2 © + cos? gp) dp N\ df = abcos 0 sinOdp A db

Indsaettes i integralet, fas med R = [0, 27] x [—g, g}

/ zdxr N dy = / abe cos 0 sin? Odp A df
OE R

5 27
= abc / / cos 6 sin? Odp A db
-z Jo

us
2

! 9 4m
= 27rabc/ rdr = ?abc

—1
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Rumfanget eller evt. arealet af en vilkarlig p—flade i et n—dimensionalt rum kan
findes af nedenstaende formel. Lad F' vaere p—fladen defineret for I C RP ved

p: I —-R"
Vi har funktionalmatricen for zq (w1, ,up), -+, Tpn (U1, ,Up)
dzy ., Oz
ouq Ooup
Dy = : :
9zn ..  Ozn
ouy Oup

som er en n X p—matrix.
Vi definerer nu de (Z) Jacobi—underdeterminanter som determinanterne

Oxiy — Oxiy
Ouq Ooup
Jiy..q, = det : :
__ P . __ P
our Ooup

for ethvert seet, 1 <3 < -+ <1ip < n.
Volumenet af F' er nu

2
/ d.’L‘il /\‘“/\d.’]?ip)
1<11< <ip<n
/ T dur A A dug
1< < <zp<n

For en kurve, K, givet ved x1 (¢ ,xn(t), te€ I, far vi leengden

:/K\/(dxl)Q S (day)® /\/—x?dt

For en flade, F, i R? far vi arealet, idet (z,y, 2) = f(u,v):

- / V{dy A d2)? + (dz A dz)? + (dz A dy)?

2 2 2
:/ @%_@3_2) +<%3_$_%3f’3) +<3_$@_3_$@) du A dv
I

Oudv Ovou Ouodv  Ovou Ooudv Ovou
= [l follu n o
I

hvor jo
9y Oy 9z 0z 9z Oz
fuva:<% %"Bu v ou 81})
ou  Ov Oou  Ov ou  Ov

F. eks. overfladen af ellipsoiden. Vi fortsaetter fra eksemplet ovenfor med at finde

dz = ccos 6df
dz A dz = acsin g cos® Odp A dO
dy A dz = becos @ cos? Odo A d
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Herefter fas arealet

— [ Vg NG (@ A (e dy)?

= / \/bQC2 cos2 ¢ cost 0 + a2¢2 sin? ¢ cos? 0 + a2b? cos? 0 sin® Odyp A db
R

Dette integral kan ikke udregnes i almindelighed. Men for omdrejningsellipsoiden
gar det. Vi saetter derfor a = b og finder

= / \/a2c2 cos 0 (cos? p + sin® ) + at cos? 0 sin® Odyp A df
R

S E

:27T/ a cos 6\/c2 cos2 0 + a2 sin® 0do

jus

:47ra/ cos 0\/02 cos2 0 + a2 sin® 0do
0

1
:47ra/ Ve + (a2 — ) x2de
0

:47Tac/01 \/1 + ((%)2 - 1) 22dz

Nu gar det forskelligt, eftersom a > ¢, a = c eller a < c. a = c er en kugleflade, sa
det ser vi bort fra.

a > c. Vi substituerer y = (%)2 — 1z = ax i integralet, som derved bliver

4 «
_ Amac / T2 dy
@ Jo

Nu substituerer vi y = sinhu og far i graensen = Arsinh a.

_ 4mac /ﬁ cosh? udu — 4drac /ﬁ cosh 2u + ldu _ Amac (sinhZﬁ N é)
0 0

o o 2 « 4 2
= %CLCQ sinh 84/1 + sinh? g + 27?@05 = 2macy/ 1+ (%)2 -1+ 27?@05
= 2ma® + \/%Arsinh (%)2 -1
(Formlen for overfladen af en diskos.)
a < c. Vi substituerer y = /1 — ( )Qx = ax i integralet, som derved bliver

47TCLC / \/1—7dy

Nu substituerer vi y = sinu og far i greensen (= arcsina.

_ 4mac /ﬁcos?udu: drac /ﬁ cos2u—|—1du: drac (sinZﬁ n é)
0 0

o a 2 o 4 2

2 2 2
= 7T—CLCQSmﬁ 1 —sin?g+ Wacﬁ :27rac\/1 — (1 — (ﬂ) ) + Wacﬁ
Q@ c Q@

2 2 2
= 21a® + _cmae arcsin4/1 — (E>

1/62_0/2 I

(Formlen for overfladen af en cigar.)
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7. Eksakte og lukkede differentialformer.
For at bruge hovedsatningen pa et problem som beregningen af

[

er det naerliggende at se efter to lgsninger:

1) Find G, sa 0G = F, thi sa er:
/w:/dw
F G

Joo= L

I § 1 fandt vi den ngdvendige betingelse for 1), at

2) Find 7, sa dm = w, thi sa er:

OF = 900G =10
Analogt fandt vi i § 5 den ngdvendige betingelse for 2), at
dw =0

Vi definerer folgende begreber:
En form, w, kaldes lukket, hvis dw = 0.
En form, w, kaldes eksakt,, hvis der findes en form, 7, sa w = d.

Seetning. Enhver eksakt form er lukket.

Sporgsmalet er, hvornar en lukket form er eksakt.

Svaret afhsenger — ligesom svaret pa det tilsvarende spgrgsmal for fladerne —
af det omrade, hvorpa formen betragtes.

Hovedreslutatet er, at pa et “peent” omrade er enhver lukket form eksakt.
Et “peent” omrade er uden huller, jvf. eksemplet i § 3.

Poincaré’s lemma. Pa et interval, I, er enhver lukket p—form, w, hvor p > 1,
tillige eksakt.

Beuwis:. Lad
w = Z Jir.apdxiy Ao Ndxy,
1<iy <-+-<ip<n
og lad xg € I veere et punkt, o = (zo1,-*+ ,Zon). Vi betragter nu de led, hvor

dxy forekommer, typisk
Jriy.ipdry Ndziy A - Ndz,
Vi danner funktionerne for hver af dem,

1
Gliy..ip (T1, T2, , Tn) :/ frig..i, (L2, -+ 2p) dt
Zo1
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Da er
39112...¢p f
—Qa = Jlis...d
8.1171 2ty

Derfor vil
d (9112...1pdl’12 JAERIAN da:ip) = f1¢2,,.¢pdl‘1 ANdzi, NN\ dg;ip + ...

flere led, der ikke indeholder dx;.
Vi definerer nu formen

m = g Gliy..ipydTiy N+ -+ Ndxy,
1<iz < <ip<n

Da vil formen
w1 =w — d7'('1

kun indeholde led uden dz;. Samtidig geelder stadig, at
dwl = dw—ddm =0

Vi kan nu skrive formen

w1 = Z fill...ipdxil VANREIVAN d.’]?ip

2<iy < <ip<n

Heraf findes, at dw; indeholder led af formen

Off,..i
—Pdx, A d.’]?il JANEIRIVAN d.’]?ip
8.1171
Men da dwi = 0 og dx; ikke forekommer blandt dz;,,--- ,dz;,, ma koefficientern

veere 0. Det vil sige, at fill.__ip er uafhaengig af ;.
Vi kan derfor finde en form, 7o, sa

Wy = w1 — d7T2
og wo er lukket og uatheengig af xo. Vi fortseetter sadan og ender med

— n—p+1 —
Wn—pt1 = E fiy iy dxig Ao Ndxg, =0
n—p+1<is<--<ip<n

da der ma vaere gentagelser blandt dx;,, - -+ ,dx;,. Altsa er

w=dm +dmy+--- +d7Tn—p—|—1

Eksempel.
Lad os betragte formen i R3

1
w=22dy Ndz + ydx N\ dz + (g—i—z) dx N dy
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som opfylder dw = 0. Vi integrerer de to udtryk, der indeholder dx:

1 1
/yda;:yx og /(——l—z)d:z::x(——l—z)
Y Y

Sa dannes formen

1
T :ya:dz—l—x<——i—z) dy
Y

Nu er
1 1
dm = xdy/Ndz+ydxNdz+ (g + z) dexNdy+xdzNdy = ydx Ndz+ (g + z) dx N\dy

da dy AN dz = —dz A dy.
Altsa er
W] = w — dmy :z?’dy/\dz

Vi finder f 2dy = 23y, sa vi far wy = dmo, hvor my = 23ydz. Men sa er
3 1
w=d(m +me)=d|z°ydz+2x| -+ 2z |dy +yxdz
Yy

:d(x GJrz) dy+y(23—i—:1:)dz)

Lad nu F' vzere en halvkugleflade med centrum i (0,2, 1), radius 1 og defineret ved,
at > 0. Sa er randen, OF, en cirkel, C, med centrum i (2,1) i (y, z)—planen og
radius 1.

/Fw:/C(erm):/C<x<$+z)dy+y(z?’+x)dz) :/Cyz?’d,z

Men C er tillige rand af cirkelskiven, D, sa vi far videre

/w:/z?’dy/\dz
F D

Skifter vi til poleere koordinater,

z=1+1rcosb

y=2+rsinf

med Jacobi—determinanten, r, far vi videre

2 1
/ w :/ / (14 rcos0)® rdrdd
F o Jo

2m 1
= / / (r + 372 cos 0 + 3r> cos® 0 + r* cos® 9) drdf
0 0

eI 3 1
:/0 (§+COSH+ZCOSQG+ECOS?’9)CZ9

™

3 [, 3.7
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8. Fysikkens rum.

Rummet R? betragtes i fysik som model for det rum, vi lever i. De fire typer
af differentialformer opfattes som hhv. funktioner af R® — R, nemlig 0-former og
3—former, og som vektorfelter pa R3, nemlig 1-former og 2-former.

Lader vi for kortheds skyld C = C? [RS, R} betegne maengden af kontinuert
differentiable funktioner af tre reelle variable ind i de reelle tal, sa identificeres

C = Cy, mangden af O—former
C =Cs, - af 3—former
C3 =C,, - af 1-former
C3 = C,, - af 2-former

idet vi opfatter basis i Cy, dx, dy, dz, som lokale koordinater til feltvektoren i
punktet, og tilsvarende basis i Cs, dy A dz, dz A dz, dz A dy, som de samme
koordinater.

w=(P,Q,R) = Pdx+Qdy+Rdz
~ 7 = PdyNdz+QdzNdx+RdxN\dy
dz ~ dzdxNdy

dy ~ dzN\dx
(@,y, 2)
dx ~ dyNdz

Funktionen d har i fysikken 3 navne efter sit definitionsrum og sit dispositi-
onsrum.

d d d
Co—Ci — Cy — (s
v rot div

kaldet hhv. “gradient” “rotation” “divergens”
Seetningen dd = 0 har derfor to former i fysik:
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1) Rotationen af et gradientfelt er nul: rot o V = 0.
2) Divergensen af et rotationsfelt er nul: div o rot = 0.
Poincaré’s lemma siger, at i et interval er ethvert rotationsfrit vektorfelt et
gradientfelt og ethvert divergensfrit vektorfelt et rotationsfelt.
Med brug af identifikationerne dx ~ dy A dz etc. taler man i fysikken om
divergensen af et gradientfelt. Vi starter altsa med en funktion, f, og far

of of of ;. sia» Of of of

v,
—dxr + =——dy + =— —dyNd —dz Nd —dx ANd
flz,y,2) — o +8 +8 pe A z—l—a Z A x—l—a x A dy

div an 2f 2f
—_—

0x? 0y? 072

_(an LT 0 ST O

de Ndy Nd
0z?  0y? +822) TAGY Az Ox? 8y2+822

Sdx Ndy Ndz+ —Sdy Ndz Ndx + —dz ANdz AN dy

Operatoren kaldes Laplace operatoren og skrives

A = divoV = div o grad

0*f  0*f O°f
Al = 0x? * 0y? * 022

En funktion, f, der opfylder
Af=0

kaldes harmonisk. Sperger vi, hvilke harmoniske funktioner, der findes, som er 0
pa randen af en flade, bliver svaret, “kun 0”.
Thi vi betragter formen

of of of
w=2

dy A d —dzNd —dx N\ d
97 Yy N z—l—ay Z N\ x—l—az T A\ ay
Da er
Af =dw
Tillige betragtes
of of of 4
d, —dr + —dy + =
e M

Det ses, at

2 2 2
af Nw = ((g—i) —i—(%) —l—(g—‘i) )d:z:/\dy/\dz

Nu bruger vi Green’s formel, hvor p = 1:

/df/\w: f/\w—i—/f/\dw:()—l—o
F OF F

da f =0 pa OF og dw =0 pa F. Men da

() + (50) +(3) =

28
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kan vi af
/gdx/\dy/\dz:()
F

slutte, at g =0 pa F. Altsa er

of _of _of _,

or Oy 0z
overalt, sa f er konstant. Da f = 0 pa JF, er denne konstant abenbart 0.
Heraf fglger, at i det indre af et omrade er en harmonisk funktion entydig

bestemt ved sine veerdier pa randen. Thi differensen mellem to sadanne funktioner
er harmonisk og 0 pa randen.

9. Strgmme.

Lad der veere givet et vektorfelt, f = (f, fy, f-) i R®, samt en kurve, ¢ :
I — R3.

Vi skal nu definere vektorfeltets strom langs kurven. 1 et punkt af kurven

findes tangenten,
f= V¢
Vel

Pavirkningen af feltet, f, i et punkt fas som projektionen af f pa tangenten, f - ¢:

Har kurven lzengde, ¢, og velger vi den kanoniske parameterfremstilling,
YP(s), med ||¢'(s)|| = 1, defineres strommen som

/ (Vs

Nu er det jo

‘
= / (fmf(b; + fngl + fzzp;) ds = / w, hvor w = fydx + fydy + f.dz
0

K

Hvis feltet er et kraftfelt, kaldes stremmen langs kurven for feltets arbejde pa en
partikel, der bevaeger sig ad kurven. Kraftfeltet kaldes konservativt, hvis dette
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arbejde kun afthaenger af kurvens endepunkter, altsa er uafheengigt af den valgte
bane.

Hvis feltet er konservativt, sa geelder abenbart, at arbejdet eller strommen
langs en lukket kurve er = 0. Ser vi specielt pa en kurve, der er rand af en flade,
sa siger hovedsaetningen, at integralet af feltets rotation over fladen ogsa er = 0.
Da dette gaelder for enhver begraenset flade, ma feltets rotation selv vaere = 0:

dw =20

Poincaré’s lemma siger nu, at feltet ma veere et gradientfelt, altsa at der findes en
funktion (skalarfelt, 0—form), ¢ : R?® — R, sa

dp =w
dp . 0o ., Op
o

Funktionen ¢ kaldes potentialet af kraftfeltet, og kraftfeltet kaldes et potentialfelt,
nar der findes et potential.
F. eks. et tyngdefelt fra en “sol” i (0,0,0):

(2, y,2)

3
( /.'172 + y2 + 22>
den tilsvarende 1-form (med r = \/x2 4+ y2 + 22) er

f:_

T Yy z
w = —T—Sdzz; — r_de — T—Sdz
Vi finder rotationen
rotf :dw:3i—gdy/\dx+3i—§dx/\dy+~« =0

Altsa er tyngdefeltet konservativt. Vi sgger

€T
— [ Sda
.

Vi substituerer v = 22 + 4% + 22, dv = 2zdz:

1

/.’172 +y2+22

I

|
DO | =

4

Nl

QL

4

I

4

D=

I
S

Det ses, at
1

r,y,z) =
p(2,y,2) T

er potentialet af tyngdefeltet, dp = w.
Solen udfgrer altsa intet arbejde pa Jorden, nar denne gennemlgber et ars-
omlgb.
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I almindelighed kaldes strgmmen af et felt langs en lukket kurve for feltets
cirkulation langs kurven. Et felt er altsa konservatlivt, hvis og kun hvis dets
cirkulation langs enhver lukket kurve er nul.

En elektrisk strgm ad z—aksen skaber et magnetfelt i (x,y)—planen,

_ <_y7 :17)
f .’132 +y2

(_yzw)
$2+y2

(z,9)

Den tilsvarende 1-form, w, er

w = x2+y2d$+ $2+y2dy

Men her er
2 2
dw = 2y7$)2d:1: A dy
(2% +y?)

sa formen er ikke lukket eller eksakt. Cirkulationen langs en cirkel med radius, 7,
og positiv omlgbsretning er

27 o :
/w:/ ( 7nsme(—rsinﬁ)—l—7400280(7“(3086)) df = 27
c 0 r

r2

Bemaerk, at cirkulationen er uathaengig af radius, r.
Strgm gennem en flade. Vi har et vektorfelt, f, i R3, samt en flade, F:
r:(u,v) € I — r(u,v) € R3, hvor I er et interval.
Vi skal nu definere vektorfeltets strogm gennem fladen. 1 et punkt pa fladen
findes normalen som
To X Ty

n= -———
[[ru X 70|
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Strgmmen i punktet fas som projektionen af feltvektoren, f, pa fladenorma-
len, n, altsa som f - n

Den samlede strom gennem fladen, F', defineres som

[ (¢ -mas
F
hvor ds star for fladearealet.

Dette integral kan ogsa opfattes som integralet af en 2—form over fladen,
nemlig formen

w= fidy Ndz+ fadz Adx + fsdx A dy
hvor f = (f1, f2, f3). Thi

Jo=
F
Oy 0z Oy 0z 0z 0x 0z Ox Ox 0y Oz Oy
[@(%%‘%a)ﬁ%a% %%)%{a% %%DMNM
:/f~(ru><rv)du/\dv
I
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som jo kan tolkes som (idet ds = ||, X || du A dv)
/f ru X o) ||ruxrv||du/\dv:/f~nds
|7 X 7| F

Er f specielt et rotationsfelt, dvs. der findes et felt, g, med tilsvarende 1-form
T = girdxr + gody + g3dz

sa f er feltet svarende til 2—formen

dgz  0g2 dg1  0gs dg2 O
dm = (83; 8z)dy/\dz+<8z B dz N\ dx + B By dz A dy

/W:/dﬂ'
oF F

Altsa: Cirkulationen af et felt, f, langs randen af fladen, F', er lig med strgmmen
af feltets rotation, rotf, gennem fladen, F'.

Er fladen, F, selv rand af et legeme, V', sa siger hovedsatningen, at med
w = fidy Ndz + fodz Ndx + fsdzx A dy er

/Fw:/de:/Vdivf

Altsa: Strgmmen af et felt gennem randen af et legeme er lig med integralet af
feltets divergens over legemet.

Eksempel. Tyngdefeltets strom gennem en kugleflade, S, med radius, R.
Feltet giver 2—formen

da gaelder jo

1
w = —— (zdy N dz + ydz N dx + zdz N dy)
r

Kuglefladen har parameterfremstillingen

x = Rcosypcosf
y = Rsinp cosf
z = Rsinf

hvor (p,0), 0< ¢ <2,

/wz/(—cos&)dgo/\@z—27r-2:—47r
S I
1

Stremmen gennem kuglefladen er rettet mod centrum og af stgrrelse . Den
samlede strgm gennem en kugleflade med arealet 47r? er 47, uafheengig af kuglens
radius.

<6 < 3. Derfor er

wm

33



34

10. Eksempler.
1. Lad som et eksempel veaere givet en flade, S, som randen af omradet

Q= {(:z;,y,z)}xQ—i—yQ—i—zQ <1Axz>0ANy>0Az 20}
Desuden er der givet et vektorfelt
w = 3z%ydy A dz + 3zy’dz A dx + 3zyzdz A dy

Vi skal beregne strammen af vektorfeltet ud gennem fladen.

) kan parameterfremstilles som

T = 1 cos p cos
y = rsinpcosf

z=r7rsinf

hvor (r,¢,0), 0<r <1, 0<¢<7ZF, 0<0<7Z. Vikan beregne strgmmen
direkte. Vi betragter hver af fladerne (der er 4) for sig. Pa fladerne, hvor x = 0
eller y = 0, er w = 0, sa der er ingen strgm. Pa fladen, hvor z = 0, er w =
3x2ydy A dz + 3zy?dz A dx, men her er dz = 0, sa w = 0 alligevel. Tilbage er blot
kuglefladestykket. Her er r = 1. Vi far fgrst

dx = —sin cos 0dy — cos p sin 0df
dy = cos p cos Ody — sin p sin 0d6
dz = cos 6df

Dernsest findes

dy A dz = cos @ cos? Odp A df
dz A dx = sin p cos® 0dp A df
dx N dy = cos@sinfOdp A db
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Altsa er strgmmen pr. definition (idet I = [O, 3}2):

/ w =3 / ((3082 @ cos? 0sin ¢ cos @ cos o cos? 0 4 cos o cos 0 sin? o cos? O sin ¢ cos? 0
S I
+ cos ¢ cos @ sin ¢ cos 0 sin 0 cos O sin 0) de A d
=3 / ((cos® psinp + sin® g cos ) cos® O + cos psin ¢ cos® O sin® 0) dyp A db
I

7 7 1
:3/ cosgosingodgo/ cos® 0dh = 3 / (1 — xQ) de =1
0 0 2 Jo

Men vi kunne slippe billigere ved hjaelp af hovedsatningen (med K = [0,1] x I):

/w:/dw:/15xydx/\dy/\dz
s Q Q

=15 / 1 cos o cos Or sin ¢ cos Or? cos Odr A do A db
K

1 z z
:15/ r4dr/ cosgosingodgo/ cos® 0d6
0 0 0
3
2

11t )

2. Et andet eksempel er en flade, S, der er rand af et omrade, €2, hvor
Q= {(:z;,y,z)}xQ—i—yQ <1IAy>0N0<2z< 1}
Lad w veere differentialformen
w = zydy A dz + (zyz)*dz A dx + dx A dy

Beregn strgmmen af w gennem S.
Vi giver € en parameterfremstilling

T =1TCosp
y=rsine
z=2z

hvor (r,p,2), 0<r<1, 0<ep<m 0<z<I1.

z z

@ 1 Y

1 1 blaeksuger
kasse
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Vi kan beregne strgmmen direkte. Nu er S delt i 4 flader, svarende til hhv.
r=1,y=0,z=0o0gz=1. (Bleksugerens traekpapir, handtagsside og to sider.)
Pa siderne z =0 og z = 1 er dz = 0, sa formen reduceres til

w=dx Ady

Da denne form er den samme pa de to sider, og siderne har modsat orientering,
ma de to integraler ga ud mod hinanden.
Pa siden y = 0 er dy = 0, sa formen reduceres til

w=(x-0-2)2%dzAdx =0

Dette integral er altsa = 0.
Tilbage er traekpapirsiden, » = 1. Parameterfremstillingen er heraf

T = CcoS
Yy =siny
z=2z

hvor (1,,2), 0<p <7, 0<z<1
de tre former er hhv.

dy N\ dz = cos pdp N dz
dz N\ dx = sinpdp N dz
de Ndy =0

Formen w transformaeres til
w = €os @sin pz cos pdp A dz + (cos psin pz)? sin pdp A dz

Integralet over fladen er derfor

1
/w:/ zdz - / cos? @ sin pdp + 22dz - / cos? psin® pdy
s 0 0
:_/ 2d:1;+1/ (1—1;2)61:1;
2 /)4 3

Ogsa denne opgave kan lgses med brug af hovedssetningen:

/w—/dw—/ yz—|—2x yz)d:z;/\dy/\dz

—/(rsmgoz—l—?r cos? orsin pz )rdr/\dgo/\dz

/ r2dr - / sin pdp - / zdz—l—/ rtdr - / cos? @ sin pdyp - / 22dz

36



37

11. Hgjere ordens ordinaere differentialligninger.
Selv en 2. ordens differentialligning som

¢ () — a(z)¢’ (x) + b(x)p(z) =0

kan ikke lgses i almindelighed. Men der er et trick til at finde den anden lgsning,
hvis man kender den ene. Lad ¢ og v vere to lgsninger. Vi vil nu undersgge, om
de er forskellige, dvs. ikke proportionale. Hvis de ikke er det, vil kvotienten ikke
vaere konstant, sa vi differentierer kvotienten:

(f)'_ A T K
2

e 2|y Y
Den indgaende determinant kaldes Wronski determinanten,

/

_|¥Y @
som har den interessante afledede,
: _|e W e @ e ¢
W<§07w)_ w/ w/ +'¢ ,lp// _'w ,lp//
Derfor er
: 3 e ¢ e o _|e ¢ —alz)¢
W () — W) = |9 5 —ata)| 9 5| =] 0 500
e —b(w)w'zo
v —b(z)y

Men sa er enten W = 0, og dermed de to lgsninger proportionale, eller W # 0
overalt, og de to lgsninger forskellige. Tilmed kan W findes af differentialligningen
alene som

W = Oéef a(z)dz
Definitionen af W giver nu ¢ for ¢ kendt som lgsning til

e W
W-Zy==
2 2
altsa W
Y = go/ —dx
2
Eksempel.
¢"(x) + 2tan(z)p’(z) — o(x) =0
W lgser

W' +2tanW =0

sa vi finder
W(.’l?) — e—than:cdcc — tencoscc — COSQ.CC

Har vi geettet lgsningen ¢(z) = sinz, finder vi den anden lgsning

¥(z) = sinz /

COS2 xT

sin?

dx = sinz(—cotx —x) = —zsinz — cos
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12. Hgjere ordens ordinare differentialligninger med konstante koeffi-
cienter.

Hvis koefficienterne er konstante, kan ligningerne principielt altid 1gses. Lad
D betegne differentialoperatoren,

Dy =y
Sa vil differentialoperatorer af formen
D —aD’
kommutere, og ved sammensaetning af flere fas
(D—-a1D% - (D= anD’) =D"+an_1D" ' +---+a1D+agD°

Med andre ord, operatoren til hgjre kan spaltes til operatorsammensaetningen til
venstre, hvor «; er rgdderne i polynomiet

2"+ an 12" o F a4 ag

regnet med multiplicitet. Dette polynomium kaldes derfor operatorens karakteri-
stiske polynomaium.
En differentialligning af formen

(D—a1D% - (D —a,D°) =1
lgses ved sukcessivt at lgse de enkelte 1. ordens inhomogene ligninger. Den gene-
relle 1gsning til den homogene ligning fas, hvis polynomiet spaltes som

(x —a)" (2 — am)"™

m o
med .~ pj = n, pa formen
m

> pix)es®

j=1
hvor p;(x) er et vilkarligt polynomium af grad hejst p; — 1.
13. Cayley—Hamilton’s ssetning.

Lad A veere en n x n—matrix, A = (a;;). Sa kan determinanten beregnes ved
udvikling efter en sgjle eller raekke, dvs.

det A= a;;(—1)""7 det A7)
j=1

hvor A9 er det (,7)—te komplement, dvs. matricen dannet ved udeladelse af
den i—te raekke og den j—te sgjle fra matricen A. Det betyder, at hvis vi definerer
en matrix B = (b;;) som

bjr, = (—1)%7 det A®9)
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sa har vi fundet den inverse til matricen A, forudsat at den findes. I det mindste
kan vi skrive

Z aijbjk = ;. det A
j=1

eller, i matrix form,

AB = (det A)E.

Vi har udledt diagonalen, men nullerne kommer fra den kendsgerning, at hvis
i # k, sa svarer det til erstatning af den k—te raekke med den i—te, i hvilket tilfzelde
matricen bliver singulaer og derfor determinanten nul.

(I fald matricen A er reguleer, kan vi finde den inverse ved at dividere med
det A.)

I formlen skal vi udnytte, at elementerne i matricen B findes som produkter
af elementerne fra A.

Nu kan vi formulere og bevise

Cayley—Hamilton’s saetning. Hvis
p(§) =det (EE — A) = £" + a1 € + -+ ag
er det karakteristske polynomium for matricen A, sa er matricen p (A) nulmatricen:

p(A)=A"+a, A"+ +agE=0

Beuvis. Vi anvender formlen ovenfor pa matricen A\E — A og far
PVE = (AE — A) B(\)

hvor B(A) = (b;;(\)) er en matrix af polynomier i A, defineret som det (,7)-te
komplement af matricen A\E — A. Derfor kan vi skrive

B(A)=A""'By_1+4---+AB1 + By

som et polynomium i A med koefficienter, som er matricer, der er uafheengige af
A
For et vilkarligt k£ > 1 kan vi skrive

AP —NE = (A= XE) (A" 1+ 2AF 2 4 4 AFLE)
Derfor kan vi skrive
p(A) —pNE=A" = N"E+ a1 (A" "= X"'E) + -+ a; (A = \'E)
=(A=AE)C(\) = (A= AE) A" 'E4+ A" 2Cp_g+ -+ Co)

hvor C(\) er et polynomium i A med koefficienter, som er matricer, der er uaf-
heengige af \.
Leegger vi de to udtryk sammen, far vi

p(A) = (A= AE)(C(N) - B(V)
=(A=XE)(\"" Y (E = By_1) + -+ A(C1 — B1) + Co — Bo)
=\ (By — Cp) + A (B -

hvor k er graden af den anden faktor til hgjre.
Men dette polynomium i A kan kun vaere konstant, dvs. uathsengigt af A,
hvis den anden faktor er nul. Men sa er det hele nul, altsa p (4) = 0.
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14. Systemer af lineaere differentialligninger med konstante koefficien-
ter.

Et system af linesere differentialligninger af 1. orden med konstante koeffici-
enter kan skrives som

90/1 =a11p1 + a21p2 + -+ + An1Pn
90/2 = a12p1 + a22p2 + -+ + An2pn

O = a1np1 + a2pp2 + -+ Annn

Det bliver mere overskueligt pa matrixform, idet vi saetter

aix a1 -+ QGnpil

ai2 a2 -+ Gp2
A=

Q1n A2n Qnn

og definerer sgjlevektorfunktionen

© = (1,02, ,on)"

kan vi skrive systemet pa den bekvemme form
o' =Ap

For j = 0,---ner jo o) = A, sa hvis p(z) = 2" + ap_12" ' + --- + ag er det
karakteristiske polynomium for matricen A, sa siger Cayley—Hamilton’s seetning,
at

Med andre ord, hver af funktionerne i systemet tilfredsstiller den hgjere ordens
differentialligning, der har samme karakteristiske polynomium som koefficientma-
tricen for systemet.

Eksempel.

Systemet
T=Y—Z
Yy=z—=
=z —Yy

Man ser straks, at, da (x +y + 2z)’ = 0, ma summen af de 3 funktioner vaere en
konstant, x + y + 2z = k. Efter et gjeblik, ser man ogsa, at

(xQ + 92 —1—22)/ =0

sa ogsd x2 4+ y? + 22 = h er konstant. Men hvad er lgsningerne? Umiddelbart ses,
at t =y =z =k, hvor k er en konstant, lgser ligningerne.

40



41

Pa matrixform ser ligningerne sadan ud:

/

x 0 1 -1 x
y| =|-1 0 1 Y
z 1 -1 O z

Det karakteristiske polynomium for matricen er €3 + 3¢ med rgdderne 0 og +iv/3.
Roden 0 svarer til den konstante lgsning. De andre reelle lgsninger ma vaere
kombinationer af sin v/3t 0g cos V/3t. Tkke enhver kombination dur, man ma lgse
de 6 ligninger i de 6 koefficienter, man far ved at indsaette i systemet. En lgsning
er, — hvor k er en vilkarlig konstant:

z(t) = 2cos(V3t) + 2sin(V3t) + k
y(t)—(\/_—1>cos (V/3t) — (\/5—1—1)3111 (V3t) + k
z(t) = (\/_—l—l)cosx/_t ( —1)81n(\/_t)—|—k

15. To koblede line=xre differentialligninger med konstante koefficien-
ter.
Lad os betragte et system af 2 funktioner,

¢ =ap+ by
Y = co+dy

Da er det karakteristiske polynomium
p(z) =22 — (a + d)z + (ad — bc) = (z — a)(z — )

hvor

— 2
al  a+dxy/(a—d) —i—4bc:@i\/z
B 2
med@:%logA:(“T_d)Q—i—bc.

Lgsningerne er derfor linearkombinationer af e®* og e”% evt. re™®
Lgsningerne skrives bekvemt som summer af produkter af

I(z) = "
og enten
% sinh(v/Ax) for A >0,
z)=<¢ x for A =0,
\/i_A sin(v—Az) for A <0.
eller

cosh(vVAz)  for A >0,
S(z)=¢ 1 for A =0,
cos(v—Azx) for A <0.
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Thi hvis startveerdierne skal veere (¢(0),1(0)) = (u,v) vil vektoren

(igg) = 0(z) (§(x)E +8(x) (4 - OF)) (5)

lgse opgaven. Det ses umiddelbart, at veerdien i 0 er korrekt, og ved differentiation

fas
) /

(5

i) (5@)]5 +8(x) (A - @E)) +0(z) (6(:1:)E +6(x) (A - @E))) (Z)

(
(00 (50008 + 5(0) (04 - €2E)) +0(2) (86(0) + 52 (4 - ) ) ()
0(x) (5(:1,‘)/1 + 0(x) (@A + (A _ @2) E))) (u)

()

I I
S S

o(x) (5(:1:)A 4 o(z)A(A — @E))) (5)

(9(2) (3(2)E + 6(x)(A - OE))) (5) =4 (ﬁg )

hvor vi har benyttet Cayley—Hamilton, at

I
A

A? —20A+ (0 - A)E=0

Sporgsmalet om stabilitet, dvs. at alle lgsninger nsermer sig den stationsere
lgsning (p(x),1¥(x)) = (0,0) besvares af formerne e“*. Der er stabilitet, hvis og
kun hvis alle realdele er negative.

Dvs. at a+d < 0 i tilfeelde af negativ diskriminant, A < 0, mens vi ma have
ulighederne

O+VA<0

ellers. Dvs. bade a +d < 0 og A < ©2. Indsattes veerdierne fas
2 2
a—d a+d
b

be < ad

som reduceres til

Vi kan illustrere betingelserne grafisk i en (a, d)-plan:
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bec <0

ab > becNa+d <0

bec >0

ab > becNa+d <0
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16. Opgaver.
1. Bestem differentialerne, (divergens og rotation) af fplgende differentialformer
(vektorfelter)
a)
(xQ —l—yz) dy Ndz + (y2 —l—:z;z) dz Ndz + (22 —|—:1;y) dx N\ dy

hhv.
(xQ + yz) dx + (y2 + :1;2) dy + (22 + :I;y) dz
b)
(x 4+ arctany)dy A dz + (3x — z)dz A dx + 2Y*dx A dy
hhv.
(x 4+ arctany)dz + (3z — 2)dy + 2Y*dz
c)
In(1 + z2)dy A dz + (y + arcsinz)dz A dx + (z — 2z)dz A dy
hhv.

In(1 + zz)dzx + (y + arcsinx)dy + (2 — 2z)dz

2. Hvilke former i opgave 1 er lukkede hhv. eksakte? Find stamformer til de
eksakte blandt formerne.

3. I R? er 1-formen w defineret ved

w= (v +y)dz + (y — x)dy

fo

Beregn kurveintegralet

nar k er hver af kurverne
a) liniestykket fra (0,0) til (1,2),
b) parabelbuen y = 22, 0 <z <1,
c) halvcirklen 22 +y? =1, y > 0,
d) randen af trekanten med hjgrnerne (1,0), (2,0), (2,1). P.S. Fortegnet af-
haenger af gennemlgbsretningen.
4. Beregn cirkulationen af
w = —ydzr + xdy

langs enhedscirklen i positiv omlgbsretning.

5. Givet 1-formen
w=(z+y)dz+ (z—y*)dy

Vis, at formen er eksakt og find potentialet. Beregn for enhver kurve, k, fra (1,0)

til (0,1)
f;ﬁw

6. Lad x +y > 0. Vis, at 1-formen

y €T
w = dx — d
@+)2 " @ry2?
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er eksakt og bestem potentialet.

7. Bestem tallet, a, saledes, at der findes en funktion, f(z,y), med

0

= =arly+y® -2
ox
g:x3+2my—1
dy

8. Lad k veere cirklen 22 + 32 — 22 = 0. Beregn

f;(l‘ +y)dz + (y — x)dy

direkte og med brug af hovedsatningen.

9. Beregn for en lukket kurve, k,

% yidx + xdy
k

hvor k er
a) randen af kvadratet med hjgrner (0,0), (2,0), (0,2), (2,2),
b) cirklen med centrum (0,0) og radius 2,
c¢) randen af kvadratet med hjgrner (1,1), (-1,1), (-1,-1), (1,-1).

10. Lad F betegne fladen 2x 4 2y + 2z = 6, der afskaeres af koordinatplanerne,
dvs. alle variable er positive. Beregn strommen gennem fladen bort fra (0,0,0) af
vektorfeltet

w = xydy Ndz — z*dz Ndx + (z + 2)dz A dy

11. Lad F betegne delfladen af cylinderen z? + 32 = 16, der afskaeres af z =
0, y=0, z=0, z =25 og har alle koordinater positive. Beregn stremmen ud fra

cylinderen gennem fladen af feltet

w = zdy A dz + xdz A dx — 3y*zdz A dy

12. Lad F betegne fladen z = xy i R3. Lad k veere kurven, som cylinderen
22 4+ y? = 1 afskaerer pa F. Lad endvidere g veere vektorfeltet

g<$7y72) = (x—i—y,ac—y,yQ—l—z)

Find strgmmen af g gennem den del af F', som afskaeres af k. Find cirkulationen
af g langs k.

13. Lad F vere randen af
A= {(x,y,z) }xz—l—yQ—i—zQ <1Az> 0}
og lad w veere 2—formen
w= (x2+y2) dy Ndz + (y2+22)dzAdx+ (x2+22) dx N\ dy
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Beregn strgmmen af feltet gennem fladen,

[

14. Lad F' vaere kuglefladen med centrum i (3, —1,2) og radius 3, og lad w vaere
formen

W= (2:1; + vy + 22> dy A dz — (cosh(zz) +y)dz A dz + (y* + 22) de A dy

[

15. Lad F vere randen af omradet, der begraenses af fladen

Find strgmmen af w gennem F,

og planerne,

og lad w vaere formen

w = (cos z — x)dy Ndz — zydz Ndx + (e¥ + 32z) dz N dy

[«

16. Lad S vere den lukkede flade, der begraenser omradet

Find strgmmen af w gennem F,

Q={(z,y,2) [z +y*+ 2> <1Az>0}

Lad w veere formen

2
W= (Qxy—;vy?’z)dy/\dz—i—(xyz—yQ)dz/\dx—l—(1—%) dx N dy

Beregn strgmmen af w ud gennem S,

[

17. Lad k veere liniestykket fra (0,0) til (7, 27) i planen R?. Lad w veere formen

W= (siny + 2xy3) dxr + (x cosy + 3x2y? + 1) dy

fo

46
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18. En halv omdrejningsellipsoide, F', er givet ved parameterfremstillingen
(x,y,2) = (sinf cos p, sin O sin p, 2 cos )
(¢,0) € [0,27] x [0, Z]. En differentialform w har fremstillingen

w=3dy Ndz+ 4dz Ndzx + 2dxz N dy
/w
F

F={(z,y,2) |2 +3y+62=6A2>0Ay>0A2z>0}

Bestem

19. En flade, F', er defineret ved

En form w er givet ved

w=e"YdzNdxr+ e Vdx Ndy

[

20. Lad k betegne kurven i R? givet ved parameterfremstillingen

Bestem strgmmen af w ud gennem F',

r =sintcost
{ , } t € [0, ]

y =sint
Det oplyses, at k er en lukket kurve uden selvgennemskaeringer. Lad €2 betegne
det begraensede omrade af planen, der har k som rand. Lad w betegne differenti-
alformen

w = —ydzr + xdy

fo

1) Beregn

2) Bestem arealet af €.
21. Lgs differentialligningerne

8y_3

or Y
%:17y+1
oy  3y*+2
or 6y
dy

or Y

% _y

or
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22. Lgs differentialligningen

oy _ =
oxr vy
23. Lgs differentialligningerne
U
or 1+ux
9 _ oy
or 1+ a2
24. Lgs differentialligningerne
ay —2y
8_;1; =e
Jy
Y9 _ oy
dr ¢
25. Antag y = ¢(x) tilfredsstiller ligningen
y2 o :L,Sy -1
Angiv en differentialligning
Jy

som © ma lgse.

26. Lgs differentialligningerne

cos T
D—-——" DV )yp= x
( 1+sinz ) €08

1
(D + —DO) @ = — 227
27. Lgs differentialligningen
(D + coszD?) p =sinz cos

28. Lgs differentialligningerne

(D*+ D -56D°) =0
(D*+2D+D°%) =0
(D*+4D+5D°%) =0

29. Lgs differentialligningen
(D*+ (2+2i)D 4 2iD°) ¢ =0
Har ligningen reelle lgsninger?
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30. Lgs differentialligningen
(D* + D°) ¢ = sin(wx)

hvor w er en konstant.

31. Lgs differentialligningen

(2°D* — 52D +9D°) ¢ =0

«

Vink. Gaet pa p(z) = .
32. Lgs differentialligningen

4 Oy x?

3 O0r 3
33. Lgs differentialligningen

ay _ T, 2

or Y
34. Lgs differentialligningerne

9y 2y

or xy+wx

oy vy

or x+1
35. Lgs differentialligningerne

oy _ 162

or vy

dy e

oxr  e¥

36. Lgs differentialligningerne

T1 = ax1 +4xo

.Ci?Q = —4.771 — X2

hvor a = —11,—9, —6 og =1, x2 er funktioner med initialveerdier

I (O)
X9 (O)

o0 2
/ e ? dx
— o0

Vink: Betragt kvadratet som dobbeltintegralet og skift til poleere koordinater:
o0 o0 5 5
/ / e ¥ 7Y dxdy
— o0 — o0
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37. Udregn integralet



