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Solche Werke sind Spiegel; wenn ein Affe hinein guckt, kann kein Apostel heraus sehen.
Lichtenberg!

Forord

Disse noter er udarbejdet til brug ved undervisningen i kombinatorik- og grafteoridelen af kurset
Dis1&Algl, Matematisk Afdeling, Kgbenhavns Universitet. Emnevalget er baseret pa erfaringer
fra arelang undervisning i kurset MatXX men s@gt tilpasset det a&ndrede format.

Jeg har ved arbejdet med fgrste udgave af noterne (2005) faet god hjelp fra Anders Thorup,
bade i forbindelse med mange TgX-»hacks«, og fra hans gennemlasning, og mange, mange kom-
mentarer/rettelser. Tak!

I denne anden udgave af noterne er kendte fejl forsggt rettede, og jeg héber, at der derved ikke
er produceret mange nye fejl. Noterne er utvivlsomt fortsat ikke fejlfrie.

Kgbenhavn, februar 2006
Gunnar Forst

Sokrates: Man kan ikke nagte, at dette er en kedelig Egenskab, som klaber ved alt, hvad der er skrevet.
Skribenten minder ganske om Maleren. Malerens Skikkelser staar der, som om de var levende; men spgrger
man dem om noget, iagttager de en meget fornem Tavshed. Det samme gelder de skrevne Ord; man kunne
fristes til at tro, at de selv tenkte noget ved det, de sagde; men beder man om n@rmere Besked om noget
af det, der er sagt, fordi man gerne vil forstaa det, saa baerer de sig ad som en Trompeter, der ved enhver
Lejlighed kun bleser eet og samme Signal. Hertil kommer, at hvad der engang er skrevet, cirkulerer i alle
Kredse, ligesaa godt mellem dem, der forstaar det, som mellem dem, der ikke begriber et Muk; og ingen
skriftlig Fremstilling magter selv at afggre, hvem den skal henvende sig til, og hvem ikke. En Bog, som
bliver ilde medhandlet og uretfaerdigt kritiseret, vil altid behgve Hjalp af sit faderlige Ophav; ved egne
Krzafter vil den hverken vzre i Stand til at slaa fra sig eller til at skaffe sig den forngdne Hjalp.>

LCiteret som motto til »In vino veritas« af William Atham; se Sgren Kierkegaards Skrifter, bind 6, side 16. Kgben-
havn 1999. Lichtenberg henviste med Solche Werke til varker af Shakespeare og andre store dnder — hvad William
Afham tenkte pa vides ikke; desuden er tiden vist ikke til apostle!

2Fra Platons Faidros. Her citeret fra Platons Skrifter, bind VI, side 78. Kgbenhavn 1954.
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Kapitel 1

Til teelling

Formalet med dette kapitel er — introducerende, kredsende om den »varme grgd« — at give en
fornemmelse for, hvad kombinatorik »gér ud pa«.

Y derst kortfattet udtrykt er kombinatorik at teelle samlinger af objekter, altsa bestemme antallet
af objekter i forelagte objektsamlinger. Dette er — for sma objektsamlinger — trivielt, men for de
fleste objektsamlinger er det ngdvendigt at benytte diverse struktureringsmetoder for at kunne
bestemme elementantallene.

Kapitlet indeholder en omtale af flere sddanne tellemetoder, der af de fleste, der teller, anven-
des n@rmest ubevidst. Desuden diskuteres kort diverse principper — det vigtigste af disse er nok
skuffeprincippet — der tit benyttes i argumenter, inden for kombinatorik og anden matematik, og i
mange andre forbindelser.

1.1 Indledning. Emnet for kombinatorik er optelling og studium af »samlinger af objekter«,
der kan vere af utallige (!?) typer, men for det meste har form af mgnstre, arrangementer, eller
konfigurationer af matematiske, eller virkelige, objekter, og saidanne mgnstre kan indgd som ob-
jekter pa hgjere niveauer. Mange eksempler fglger — og pa en made er alt det fglgende eksempler!

Et mgnster, eller en konfiguration, af objekter ma teenkes beskrevet, specificeret, eller fastlagt,
pa en eller anden made, og et fundamentalt spgrgsmal kan veere, om der overhovedet findes ét eller
flere mgnstre — altsa mindst ét — som specificeret? Det er nok nyttigt at overveje, hvordan dette
spgrgsmal kan besvares!

e En mulighed er, at det efter en analyse viser sig, at der ikke findes nogen konfiguration
af objekter som specificeret. Typisk kan der sa argumenteres for dette ved at pege pa, at
specifikationen indeholder krav, det er umuligt at opfylde.

e Eller det kan maske direkte anvises, hvordan en konfiguration, der fglger specifikationen,
kan konstrueres, eller, der kan argumenteres via et abstrakt eksistensbevis for eksistensen af
mindst én af de omspurgte konfigurationer.

Et andet fundamentalt spgrgsmal, der indeholder det forste som en slags specialtilfeelde, er:
Hvor mange konfigurationer af en given specifikation findes der?, eller, formuleret som en opgave:
Find antallet af konfigurationer, der opfylder specifikationen. Det kan sagtens forekomme, at dette
andet spgrgsmal kan besvares, uden at det er muligt, eller i det mindste nogenlunde overkomme-
ligt, direkte at angive en konkret konfiguration; hvis umuligheden af en omspurgt konfiguration er
pavist, er der naturligvis 0 saidanne konfigurationer, og omvendt, hvis det pa anden made vides, at
der er 0 konfigurationer af en bestemt type, er det naturligvis umuligt at lave en siadan!

I tilfeelde, hvor der findes flere konfigurationer af den specificerede art, kan der vaere behov for
en detaljeret beskrivelse af disse, fx med henblik pa at

e opstille konfigurationerne i en for et givet formal passende struktureret orden, eller

e udpege eventuelle konfigurationer, der er optimale, altsa bedst mulige, i en for situationen
passende forstand.
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1.2 Hvad ger man nar man teeller? Det er afggrende at have en nogenlunde klar, og i det
mindste anvendelig operativ opfattelse af, hvad der ligger i at feelle en forelagt samling af objekter,
med henblik pa at besvare spgrgsmalet: Hvor mange objekter er der i en given forelagt samling af
objekter? Uden at »trampex i filosofiske aspekter er det grundleggende i at telle at tilvejebringe
en bijektiv korrespondance mellem enkeltobjekter i den givne objektsamling og et passende afsnit,
eller startsegment, af den naturlige talrcekke.

For det meste benyttes glosen mengde som kort — og ikke-teknisk — betegnelse for en samling
af objekter, og enkeltobjekterne i samlingen kaldes elementer i mengden. Ngglebegreberne oven-
for er naturligvis dels bijektiv korrespondance, dels afsnit af den naturlige talreekke. Det fgrste
af disse tages her i en intuitiv betydning (kapitel 2 diskuterer mere uddybende): En bijektiv kor-
respondance mellem mangder, fx X og Y, er en parring af elementerne i X og Y, i den pracise
betydning, at

e hvert element x € X danner par med et éntydigt bestemt element y € Y, og

e hvert element y € Y danner par med et éntydigt bestemt element x € X.

Hvordan en sadan parring etableres, og beskrives, er sagen delvis uvedkommende; det afgg-
rende er, at hvis der bestar en bijektiv korrespondance mellem mangder X og Y (dvs. der findes
en bijektiv afbildning af X pa Y) sa har de to maengder X og Y lige mange elementer.

Mengden N = {1, 2, 3, ...} af naturlige tal udggr en slags modelobjekter, og afsnit i N, der
er delmangder af formen' {1, 2, ..., n}, dvs. bestdende af de naturlige tal, der er mindre end eller
lig et bestemt naturligt tal n, fungerer som en slags modelsamlinger for telleformal: En mangde
X kaldes endelig, hvis der findes et afsnit {1, 2, ..., n} af rekken af naturlige tal, altsa et naturligt
tal n, og en bijektiv korrespondance mellem X og {1, 2, ..., n}; i sa fald siger man, at X har n
elementer, eller, at antallet af elementer i X er n, eller, at kardinaliteten af X er n. Som betegnelse
for antallet af objekter/elementer i en (endelig) samling/mengde X benyttes ofte: | X |, med en slags
»numerisk«-tegn.

Det er nu sa heldigt — ellers ville det at telle neermest kun have beskeftigelsesterapeutisk
interesse — at hvis der findes en bijektiv afbildning af en maengde X pa afsnittet {1,2, ..., n}, og
en bijektiv afbildning af X pa afsnittet {1, 2, ..., m}, sd galder, at n = m. At dette faktisk er
tilfeeldet beror pa, hvad der overhovedet forstas ved mengden af naturlige tal og afsnit heri, iser at
induktionsprincippet forudsattes at geelde for de naturlige tal. Dette er ikke bare pjat: de uendelige
mangder er netop de mengder, der tillader bijektive afbildninger af mengden ind i sig selv, hvis
billedmengde er en wgte delmengde af mengden selv!

1.3 To teelleprincipper. Det at tlle opfattes normalt som en zriviel operation, der kan udfgres
af nasten hvem-som-helst. Ganske vist er det nok en udbredt erfaring, at det kun er ganske sma
objektsamlinger, maske med op til 6 eller 7 objekter, som kan overskues og antalbestemmes uden
en egentlig én-for-én-optelling, men denne begransning i det menneskelige opfatteapparat @ndrer
ikke ved den grundlaeggende principielle simpelhed.

Det er nok ogsa en falles erfaring for mange, at opteelling i praksis, og iser af objektsamlinger
med mange objekter, eller med objekter, hvis komplicerede struktur ggr telleopgaven uoversku-
elig, pa trods af den principielle enkelhed, ofte fgrer til ikke reproducerbare resultater. Optalling
pa én made giver antallet n, men en efterfglgende optalling, enten med samme metode, eller pa
en made, der anlegger et andet struktureringskriterium for telleopgaven, giver resultatet m, hvor
n # m. (Dette strider mod det basale teelleprincip, at en endelig mangde star i bijektiv korrespon-
dance med et éntydigt bestemt afsnit af den naturlige talreekke. Ofte er det ganske svert at finde

IFor sma verdier af n skal notationen {1,2, ..., n} fortolkes passende: nar n = 1 betegnes derved singleton-
mangden {1}, for n = 2 mangden {1, 2}, for n = 3 mengden {1, 2, 3}, og fgrst for n > 4 far udeladelsestegnet . ..
saledes den egentlige betydning!
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det eller de steder, hvor bijektiviteten »mangler«, altsa elementer som enten ikke er talt med, eller
er talt med to eller flere gange! Og sadanne fejl kan have ophevet hinanden undervejs!)

Nu er det naturligvis is@r objektsamlinger, hvis elementantal ikke kan bestemmes ved direkte
inspektion, som det er interessant at optelle, og pa en reproducerbar made, der endvidere kan
kommunikeres til eventuelle andre interesserede parter: det er relevant at kunne argumentere, og
pa overbevisende made, for et heevdet telleresultat. To basale »tellemetoder« — det lyder nasten
for fint — er fglgende:

Optelling ved addition: Hvis en forelagt endelig samling X af objekter er delt i to del-
mangder X, og X,, sa er antallet af objekter i X summen af objektantallene i X| og X,, altsa i
formel:

1X] =Xy + | X2l

At X er delti X; og X, betyder, at hvert objekt fra X forekommer enten i X eller i X;, men ikke
begge steder, og videre, at hvert objekt fra X, og hvert fra X,, forekommer i X. (I maengdetermi-
nologi er X = X U X,, foreningsmeengden af X; og X,, hvor X, og X, er disjunkte, dvs. deres
feellesmeengde er den tomme mangde @, altsa X N X, = @.)

Dette teelleprincip geelder ogsa i udvidet form, hvor X er delt (disjunkt) i flere end to delmaeng-
der; antallet af objekter i X er summen af delmengdernes objektantal.

Dette telleprincip anvendes ofte »bagleens« — som en slags optaelling ved subtraktion: kendes
antallene af elementer i en endelig ma&ngde X, og en delm@ngde A C X, er antallet af elementer i
komplementermengden A¢ = X \ A, altsa delmangden bestaende af de elementer fra X, der ikke
tilhgrer A, givet ved: |A¢| = | X| — |A| (fordi X = A U A€ er en deling af X).

Optelling ved multiplikation: For endelige objektsamlinger X og Y er antallet af mader at
kombinere et objekt fra X med et objekt fra Y, altsa antallet af ordnede par (x, y) af et element
x fra X, og et element y fra Y, produktet af objektantallene | X| og |Y|, hvor det er underforstaet,
at fgrstekoordinaten x og andenkoordinaten y er indbyrdes »uafhangige«.

Ma®ngden af ordnede par (x, y) af et element x fra X, og et element y fra Y betegnes normalt
X x Y, og kaldes mengdeproduktet, eller det kartesiske produkt af X og Y ; med denne betegnelse
udtrykkes telleprincippet ved: | X x Y| = |X]| - |Y].

Foruds®tningen, at andenkoordinaten y har samme variationsmuligheder for alle x € X er
sagen delvis uvedkommende: det afggrende er, at der for hver mulig fgrstekoordinat x er samme
antal mulige andenkoordinater, men de behgver ikke at vaere taget fra samme faste mengde Y,
men kan komme fra en mangde Y,, der varierer med x, og hvor k = |Y,| er samme tal for alle
x € X.1safald er antallet af ordnede par | X| - k.

Disse telleprincipper er vel i brug — maske ofte ubevidst — ved mange dagligdags optellinger,
hvor talleprocessen befordres ved opdeling af objektmangden i let overskuelige dele, hvis antal
adderes, eller ved at arrangere objekterne i simple mgnstre, fx rektangulere formationer, hvis
elementantal beregnes ved multiplikation af rektanglets sidelengder.

At optaelling har disse egenskaber er indbygget i vores begreb om naturlige tal og deres addi-
tion og multiplikation, og princippet for optelling ved multiplikation er en konsekvens af princip-
pet for optelling ved addition.

Eksempel: Optalling ved overlap. I mange situationer er den objektsamling, eller maengde,
hvis elementantal gnskes bestemt, foreningsmangden A U B, bestaende af elementer fra A, eller
fra B, eller tilhgrende begge, hvor A og B er givne (endelige) mengder.

Hvis ingen objekter tilhgrer bade A og B (mangderne A og B er saledes disjunkte, uden felles
elementer, altsa: A N B = ) giver opteelling ved addition direkte: |A U B| = |A| + | B|.

Hvis A og B ikke vides at vaere disjunkte, betragtes fellesmangden C = A N B, af elementer,
der tilhgrer bade A og B. Dermed er A delt i de disjunkte dele A’ og C, hvor A’ = A \ B, bestar
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af de elementer fra A, der ikke ogsa tilhgrer B, og B er tilsvarende delt i de disjunkte dele B’ og
C,hvor B’ = B\ A, bestar af de elementer fra B, der ikke ogsa tilhgrer A.

Dermed er AUB delt i tre disjunkte dele, nemlig A’, C, og B, som antydet pa figuren (lignende
figurer, der kaldes Venn-diagrammer, er ofte nyttige til at give overblik i teellesituationer); den skal
fortolkes pa fglgende made: cirklen til venstre (omradet pa papiret indenfor) stér for elementerne
i meengden A, cirklen til hgjre pa tilsvarende made elementerne i B, den »linseformede« mangde
i midten for fellesmangden C = AN B, osv.:

A B

Derfor gelder med brug af princippet for optaelling ved addition, at
|AUB| = |A| +|B'| = |A| +|B| — |AN B|.

Den anden identitet fas, da |B| = |B’| + |C| = |B’| + |A N B| (optelling ved addition). 0

Formler, der pa samme méde som i ovenstdaende eksempel udtrykker antallet af elementer
i en foreningsmengde af n > 2 mangder som et aritmetisk udtryk i antal elementer i diverse
fellesmangder, bevises i kapitel 15 (optelling ved inklusion/eksklusion).

1.4 Bijektivitetsprincippet. Dette udtrykker, at to (endelige) mengder X og Y, for hvilke der
findes en bijektiv korrespondance mellem X og Y, har samme antal elementer, altsa: | X| = |Y].

I en hyppigt forekommende variant heraf er det i mindre grad antallet af elementer i mang-
derne, der er interessant, men den bijektive afbildnings parring af elementer i X og elementer i Y
udnyttes til at konkludere, at der er lige mange elementer i X ogiY.

En typisk anvendelse er i umulighedsargumenter. En teenkt konfiguration kan analyseres na®r-
mere, og det kan vise sig, at enhver sadan konfiguration har bestemte tilknyttede parametre af ens
stgrrelse, hvorimod en analyse af de omgivelser i hvilke konfigurationen tenkes realiseret afslgrer,
at de pageldende parametre ikke kan vere ens. Se eksemplet nedenfor.

En anden typisk anvendelse er en slags baglens optelling: To tilsyneladende forskellige stgr-
relser, der vises at vere antallet af elementer i samme mangde, men opnaet ved forskellige tal-
lemetoder, er samme (endda hele) tal. (Dette er kernen i et kombinatorisk bevis for en identitet,
der er mange eksempler herpa i det fglgende.)

Eksempel: Overdakning af skakbraetter. Et skakbraet bestar af 64 kvadratiske felter arran-
geret i et 8 x 8 mgnster. (Lav selv illustration efter behov!) Dette breaet tenkes forsggt overdwkket
med brikker, der alle er rektangulare, af stgrrelse 2 x 1 skakbratfelter; overdekning betyder pree-
cist, at brikker, der bade kan ligge »vandret« og »lodret«, ikke ligger ind over hinanden, og, at
hvert skakbretfelt er deekket af (den ene halvdel af) en brik. Der skal saledes benyttes 32 brikker
til en overdekning, og det er let at angive massevis af dem.

Betragtes i stedet breetter af stgrrelse n x n, hvor n er et naturligt tal, kan det tilsvarende
spgrges, om det er muligt at overdekke brattet med et antal 2 x 1 brikker. Hvorvidt dette er muligt
beror pa, om n er lige eller ulige. For n lige kan man bare overdakke brettet reekkevis, hver raekke
med n /2 brikker, og der er naturligvis mange andre typer overdekninger. Hvis derimod 7 er ulige,
fx n = 2m + 1, med m et helt tal, kan brattet ikke overdekkes; i denne situation er der nemlig ialt
n®> = 2m+1)> = 4m® 4 4m + 1 sma felter, altsé et ulige antal, men et breet, der kan overdeekkes,
har et lige antal sma felter, da hver brik i overdekningen dekker praecis 2 af dem.
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Nu betragtes igen et sedvanligt 8 x 8 skakbraet, men der spgrges, om det er muligt delvist
at overdekke brettet med et antal 2 x 1 brikker, pa en sadan made, at samtlige felter paneer
to modstaende hjgrnefelter er dekket, hver som ovenfor af precis en brik. (En grovere version
af eksemplet betragter et braet, hvor to modstaende hjgrnefelter simpelthen er savet af, og der
spgrges om overdekning af det skamferede breet.) I denne modificerede situation gnskes altsa
64 — 1 — 1 = 62 sma felter overdekket, hvilket i princippet kan ske med 31 brikker. Man kan
preve at forestille sig en eventuel sddan overdakning, men det virker som om det altid er umuligt
at legge den sidste brik pa plads! Grunden hertil er, at en overdekning som specificeret ikke
findes. Med den sedvanlige skiftevise sort/hvid-farvning af skakbrettets felter er det nemlig klart,
at hver 2 x 1 brik, uanset lodret/vandret placering, i en eventuel overdekning dakker netop ét
hvidt og ét sort felt, og, at derfor en delmengde af brettets felter, der kan overdekkes, har lige
mange sorte og hvide felter, og, at en delmangde med et forskelligt antal sorte og hvide felter ikke
kan overdakkes. Men to modstaende hjgrnefelter har samme farve, s den delmangde, der sgges
overdekket, har 32 sorte og 30 hvide felter, eller 30 sorte og 32 hvide. ]

1.5 Skuffeprincippet. Det drejer sig om fglgende velkendte forhold: Fordeles et antal objekter
i skuffer, med flere objekter end der er skuffer, ma mindst én af skufferne rumme 2 eller flere ob-
jekter. Denne observation anvendes ofte delvis i forkleedning, og det er derfor nyttigt at formulere
en rekke varianter. En fordeling, eller kategorisering, af elementerne i en given endelig meengde,
eller objektsamling, kan pracist beskrives via en afbildning, som diskuteret n@rmere i afsnit 2.3.
I formuleringen nedenfor spiller opdelingskategorierne rollen af »skuffer«.

Observation. Lad k, m og n vare naturlige tal. S gaelder:

I enhver opdeling af en samling pa n objekter efter m opdelingskategorier, hvor n > m, er der
mindst 1 kategori med 2 eller flere objekter.

I enhver opdeling af en samling pa n objekter efter m opdelingskategorier, hvor n < m, er der
mindst 1 kategori med O objekter.

I enhver opdeling af en samling pa n objekter efter m opdelingskategorier, hvorn > k - m, er
der mindst én kategori med k + 1 eller flere objekter.

I enhver opdeling af en samling pa n objekter efter m opdelingskategorier, hvorn < k - m, er
der mindst én kategori med k — 1 eller farre objekter.

Bevis. En kategorisering af objekter efter m kategorier, hvor der af hver kategori er hgjst 1 ob-
jekt (altsa enten O eller 1 objekt) omfatter hgjst m objekter. Tilsvarende benytter en kategorisering
af n objekter hgjst n kategorier, dvs. der er hgjst n af de mulige kategorier, hvorunder der falder
objekter (1 eller flere).

Videre omfatter en kategorisering af objekter efter m kategorier, hvor der af hver kategori er
hgjst k objekter, hgjst k - m objekter; og en kategorisering af objekter efter m kategorier, hvor der
i hver kategori falder k eller flere objekter, omfatter mindst k - m objekter. [ |

Denne nzrmest banale observation, der kaldes skuffeprincippet (engelsk: pigeonhole® prin-
ciple), er serdeles nyttig. Ved brug af skuffeprincippet som del af et argument er det ofte en hjelp
at teenke pa kategoriseringen som en slags fordeling af objekterne i »skuffer«, fx i en kommode,
hvor hver skuffe baerer den tilhgrende kategoris »navn«. Skuffeprincippet dukker ofte op i varian-
ter. Lad n vere et naturligt tal:

e Hvis n objekter inddeles efter n kategorier, og hver kategori indeholder mindst 1 objekt, sa
er der praecis 1 objekt af hver af de n kategorier.

2Betydningen af dette ord er hul i et dueslag, dog mest i overfgrt betydning, som et rum i et fordelingsapparat for
post, fx i et sekretariat, eller til gaster pa et hotel.
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e Hvis n objekter inddeles efter n kategorier, og hver kategori indeholder hgjst 1 objekt, sa er
der praecis 1 objekt af hver af de n kategorier.

Ved anvendelse af skuffeprincippet i et argument er det ofte svert at udpege sével objekter
som inddelingskategorier; kun gvelse kan give rutine heri. Princippet giver ikke nogen-som-helst
oplysning om (i den fgrste formulering ovenfor) hvilken kategori, der har 2 eller flere objekter.

Eksempler: Simpel brug af skuffeprincippet. A. I en serie af 7 kast med en s@dvanlig raf-
leterning er der mindst 2 kast med samme antal gjne. (Hvilke objekter, og hvilken kategorisering,
kan her benyttes i en anvendelse af skuffeprincippet?)

B. Blandt vilkarlige 101 af tallene {1, 2, 3, ..., 200} er der to primiske. Benyt de 100 katego-
rier, hver bestaende af et ulige tal n, og dets efterfglger n + 1; to tal i samme kategori har forskel
1 og er derfor primiske.

C. Enhver pokerhdnd, dvs. 5 kort fra et sedvanligt st spillekort (med 52 kort) har to kort af
samme farve (farverne er jo spar, hjerter, ruder, klgr).

D. Enhver bridgehdnd, dvs. 13 kort fra et seedvanligt set spillekort, har 4 eller flere kort i en
af de fire farver. []

I de fglgende eksempler pa anvendelse af skuffeprincippet er de benyttede kategorier mindre
direkte, eller fortolkes pa serlig made. Det fglgende resultat skyldes Erdds og Szekeres (1935).

Satning. Lad n vere et naturligt tal. I enhver folge af n> + 1 forskellige tal ay, ay, . . ., a2
findes en monoton delfglge af leengde n + 1 (eller mere).

Bevis. Pastanden er precist, at der findes n + 1 indices k; < k, < ... < k,y blandt
1,2,...,n% + 1, siledes at delfglgen

akl ’ ak2’ ak3 r akn’ akn+l ’

er monoton, altsa enten monotont voksende, eller monotont dalende (aftagende); det kan sagtens
forekomme, at der er sadanne delfglger — naturligvis forskellige — af begge typer.

Ved forklaringen af den generelle fremgangsmade i argumentet er det nok nyttigt at have et
konkret taleksempel til stgtte. Hertil benyttes de 10 tal: 7, 4,0, 8,1, 5, 2,9, 6, 3.

For hver af de n?+ 1 pladser i den givne fglge defineres to talstgrrelser: v, d; p& denne snedige
made. For plads j settes:

e v; er lengden af den lengste voksende delfplge, hvis sidste element er a j, og

e d; er lengden af den lengste dalende delfplge, hvis forste element er a ;.

I det konkrete taleksempel er tallene v;, d; givet i tabellen:

i1 2 3 45 6 7 8 9 10
aj|7 4 0 815 29 6 3
v, [T 1T 1 2 2 3 3 4 4 4
i3 21312132 1

Bestemmelsen af v;’erne sker nok lettest fra venstre mod hgjre, medens det for d;’erne nok
er lettere at ga den anden vej. Det er underforstdet, at det for fastleggelsen af v; er ligegyldigt,
hvordan tallene med indices > j er fordelt, og for d; tilsvarende er ligegyldigt, hvordan tallene
med indices < j er fordelt. For eksempel er v = v, = v3 = 1, fordi de forste tre elementer udggr
en aftagende delfglge; v, = 2 fordi 7, 8 er en lengste voksende delfglge, der ender i a4 (der er to
andre sadanne, nemlig 4, 8 og 0, 8). Det anbefales at ga tabellen ngje efter!
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Den afggrende observation er nu, at de ialt n* + 1 pd denne médde definerede par (v, d;) er
forskellige, altsé enten har forskellige forstekoordinater, eller forskellige andenkoordinater, eller
har begge koordinater forskellige. Betragt nemlig naturlige tal j og k mellem 1 og n? + 1, der
opfylder j < k. Ifplge forudsetningen er a; # ai, og hvis a; < a; gelder v; < vy, fordi tallet ay
kan benyttes i en mulig forlengelse i slutningen af en leengste voksende delfglge, der enderia;
tilsvarende, hvis a; > a; sd gelder d; > dj fordi tallet a; kan benyttes i en mulig forlengelse i
begyndelsen af en lengste dalende delfglge, der begynder i ay.

Nu indrettes et »skuffedarium« til kategorisering af parrene (v, di). De enkelte skuffer heri er
heltalsgitterpunkterne i fgrste kvadrant af et koordinatsystem (punkterne pa koordinatakserne ikke
medregnet). Det k’te par (v, di) placeres simpelthen i gitterpunktet med koordinaterne (v, dy),
som antydet pa figuren for tallene fra eksemplet, med udfyldte nummererede cirkler.

N W A W
(©)
(©)
(©)
(©)
(©)

e2 O .6:.9 ©)

1 | @3 @5 @7.,8100
1 2 3 4 5

De ialt n? + 1 par (vx, di) placeres i indbyrdes forskellige punkter, og derfor kan de ikke alle
befinde sig indenfor kvadratet af par for hvilke begge koordinater er mellem 1 og n; pa tegningen
er dette kvadrat antydet med de stiplede linier. At et par (v, di) falder udenfor det nevnte kvadrat
betyder imidlertid, at enten er v, > n, i hvilket tilfeelde, der findes en voksende delfglge af leengde
> n som ender i k, eller d; > n, i hvilket tilfeelde, der findes en aftagende delfglge af lengde > n
som begynder i k (eller begge dele), hvilket var pastanden. |

Som en morsom (!?) —det er naturligvis en smagssag — anvendelse af s@tningen galder, atien
samling af n% + 1 personer, der er opstillet pa en rekke, kan der udvalges n + 1 af dem — de kunne
fx trede et skridt frem — sa de udvalgte har monotont voksende/aftagende hgjde (eller vegt, eller
alder, eller telefonnummer .. .) nér de tages i deres oprindelige raekkefglge. (Det er underforstaet,
at de til personerne knyttede talstgrrelser er forskellige.)

Eksempel: Avanceret brug af skuffeprincippet. I en skakklub mgdes (en bestemt dag) et vist
antal personer (2 eller flere), og der spilles et vist antal skakpartier; hver person holder regnskab
med, hvilke modstandere den pagaldende har haft i dagens lgb. Der findes da 2 eller flere af disse
personer, der har spillet med det samme antal (forskellige) modstandere i dagens Igb.

Lad n betegne antallet af skakklubbesggende. De n personer kategoriseres efter antallet af
forskellige modstandere; kategorierne er siledes pa naturlig made tallene 0, 1,2,...,n — 1. En
person sattes i kategorien k, hvis personen har spillet med praecis k forskellige modspillere. Der
er ialt n kategorier, og den eneste fordeling af antal modstandere, som strider mod pastanden,
er precis én person i hver kategori. Hm ... det ser umiddelbart ikke sa godt ud, men en ekstra
egenskab ved situationen kommer til hjelp: kategorierne 0 og n — 1 er indbyrdes udelukkende, i
den forstand, at hvis der findes en eller flere personer, der slet ikke har spillet, sa findes der med
garanti ingen personer, der har spillet med n — 1 forskellige modstandere, og tilsvarende, hvis der
findes en eller flere personer, der hver har spillet med n — 1 forskellige modstandere, sa er der
ingen, der slet ikke har spillet. Derfor er mindst én af kategorierne 0 og n — 1 tomme, og derfor er
de n personer faktisk opdelt i n — 1 kategorier (de kunne kaldesOU (n — 1) og 1,2,...,n — 2),
og folgelig er der mindst én kategori med 2 eller flere personer. N
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Eksempel: Mere om overdaekning af braetter. Her betragtes et 6 x 6 brat. Som vist i ek-
semplet i afsnit 1.4 findes der overdekninger af et sadant breet med 18 brikker af stgrrelse 2 x 1.
Ilustrationen nedenfor til venstre giver et eksempel pa en sddan overdekning.

V1
v2
v3
— V4
Us

1 Ll 3l ls

For den viste overdekning gelder, at der findes en snitlinie (vandret eller lodret), der ikke
gennemskearer nogen brikker (snitlinier er de linier, der inddeler brettet i smafelter). Dette er en
generel egenskab for alle overdakninger af et 6 x 6 brat. (I eksemplet findes faktisk bade en
vandret og en lodret sadan, antydet ved pilene, men dette geelder ikke i almindelighed.)

Betragt nemlig en vilkarlig given overdakning af 6 x 6 breettet, og de 10 mulige snitlinier, vist
pa figuren til hgjre som vy, ..., vs, [y, ..., vs; disse snitlinier spiller rollen af skuffer: hver snitli-
nie tildeles de (eventuelle) af de 18 brikker, fra den givne overdekning, der gennemskeres af den
pageldende linie; derved placeres hver brik naturligvis i preaecis én af skufferne; i overdaeknings-
eksemplet til venstre er antallene af brikker i de 10 skuffer, som det let kontrolleres: (2, 2, 2, 0, 2),
for v;’erne, og (4, 2, 0, 2, 2), for [;’erne. Det er planen at anvende skuffeprincippet til at godtggre
eksistensen af en snitlinie, der ikke skeerer nogen 2 x 1 brik, altsa for hvilken den tilhgrende skuffe
er tom; det er maske rigeligt optimistisk: 18 objekter i 10 skuffer! Objektantallene for den viste
overdekning er imidlertid alle lige, og dette er ved nermere eftersyn et generelt forhold.

For en vilkarlig overdaekning geelder, at hver af de 10 snitlinier vy, ..., vs, 1y, ..., [s gennem-
skerer et lige antal brikker.

Dette beror pa, at det givne braet har lige sideleengder (malt med de sma felters sideleengde).
Hver af de 10 linier deler dermed brettet i to dele, der begge bestar af et lige antal sma felter. Pa
hver side af en linie er der et vist antal hele 2 x 1 brikker, samt et antal halve 2 x 1 brikker (skaret
midt igennem af den pageldende linie), men antallet af saledes gennemskarne brikker er dermed
lige, nemlig det samlede antal felter pa den ene side af linien (dette er lige) minus antallet af felter
pa den pagaldende del af brettet, der deekkes af ikke gennemskarne brikker (ogsa dette antal er
lige, da hver overdekkende brik dekker 2 felter).

Den ved den givne overdekning af braettet bestemte fordeling af de 18 brikker i de 10 skuffer
har dermed egenskaben, at hver ikke tom skuffe indeholder et lige antal brikker, altsd mindst 2.

Derfor er mindst én af skufferne tom, og for mindst én af linierne vy, ..., vs, [y, ..., s, gelder,
at den ikke gennemskerer brikker; antagelsen, at alle skuffer er ikke-tomme, indebarer nemlig, at
der er mindst 20 = 10 - 2 brikker i den givne overdekning. ]

1.6 To teellestrategier. Basalt set bestar optlling af en mangde i at tilvejebringe en bijektiv
korrespondance — i det mindste via en principbeskrivelse — mellem mangden og et vist afsnit
af den naturlige talreekke; det stgrste benyttede tal i afsnittet er sa det sggte elementantal. Dette
svarer til at gennemgd mangden pa en sadan made, at hvert element i meengden bliver talt preecis
én gang, og dette kan kaldes

e direkte, eller disjunkt optaelling.

Ofte er det imidlertid lettere at teenke, og lettere at forklare, optellingen ved med vilje — men pa
struktureret, eller systematisk, made — at teelle visse elementer flere gange, men holde regnskab
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med, hvor mange gange hvert element medtalles, og inden resultatet afleveres, kompensere for
elementer, der er talt multipelt. Dette kan kaldes

e optzelling med gentagelser, og efterfglgende korrektion.

Disse abstrakte overvejelser udmgntes i utallige eksempler i det fglgende; ogsa eksemplet om
optelling med overlap, i afsnit 1.3, benytter basalt set optelling med gentagelser, og efterfglgende
korrektion.

Eksempel. For en fodboldturnering med 12 hold gnskes antallet af kampe bestemt, nar hvert
hold skal spille pracis én kamp mod hvert af de andre hold. For at kunne tale om holdene tankes
de nummererede: 1,2, ..., 12.

A. En direkte — disjunkt — optelling baseres pa, at hver kamp udspilles mellem to hold med
forskellige numre, og optellingen — eller gennemgangen — af kampene struktureres efter, for hver
kamp, det mindste af de to ke&mpende holds numre:

Der er 11 kampe mellem hold 1 og hold j > 1 (nemlig 1 for hvert af holdene: 2, ..., 12);

der er 10 kampe mellem hold 2 og hold j > 2 (nemlig 1 for hvert af holdene: 3, ..., 12);

og séaledes fortsettes ...

der er 2 kampe mellem hold 10 og hold j > 10 (nemlig 1 for hvert af holdene: 11, 12); og

der er 1 kamp mellem hold 11 og hold 12.

Der er naturligvis ingen kampe mellem to hold, hvor det mindste holdnummer er 12. Ved brug
af additionsprincippet er det sggte antal kampe derfor summen (se fx lemmaet i afsnit 1.7):

I1+104+94...+34+2+1=066.

B. En optelling med gentagelser, og efterfglgende korrektion, fas ved i stedet at telle, hvor
mange par af to (forskellige) hold der er, og dernast bemarke, at hver kamp, fx mellem hold
nummer i, og hold nummer j (med j # i), svarer til pracis to sadanne par, nemlig (i, j) og
(j, i) (hvert teelleobjekt teelles altsa to gange, svarende til, at hvert hold kemper mod hvert andet
hold bade »hjemme« og »ude«; i den betragtede turnering foregar alle kampe pa »neutral bane«),
saledes, at antallet af kampe bestemmes herfra ved korrektionen, at dele med to, til:

1
~(12-11) = 66;
5 )

antallet af par er jo 12 - 11 (ifglge multiplikationsprincippet), da der er 12 muligheder for det ene
hold, og for hvert valg heraf, 11 muligheder for det andet hold. ]

(Det kan overvejes, om det er muligt at tilrettelazgge en sadan turnering med en spilleplan, hvor
hvert hold hgjst spiller én kamp pr. spilledag, og turneringen afvikles pa pracis 11 spilledage; da
hvert hold deltager i 11 kampe er en turnering pa ferre end 11 spilledage ikke mulig!)

1.7 De sma situationers princip, rekursion, og induktionsbeviser. De sma situationers
princip (det er en noget barnlig betegnelse, men — det haber jeg — suggestiv) er et heuristisk princip
for behandling af problemer, der pa naturlig made beskrives via en stgrrelsesparameter, fx et helt
tal n > 0. Begynd med at analysere situationen for sma vardier af n. Her er det ofte muligt at fa et
fuldsteendigt overblik. Et gt pa en generel formel for et antal a,,, svarende til stgrrelse n, er ikke
korrekt safremt det ikke passer for sma vardier af n. Dette udelukker dog ikke, at sma veerdier af
n ofte formelmeessigt kreever serbehandling, eller s@rlige konventioner.

Ofte er et problem formuleret som at bestemme antallet af . . ., hvor et gyldigt svar er en formel
for dette antal, typisk involverende én eller flere parametre, der beskriver telleproblemet nermere.
Derfor er der serlig interesse for talfglger, fx (a,),>0, hvor a, giver svaret pa et bestemt konkret



16 KAPITEL 1. TIL TELLING

telleproblem af stgrrelse n. Et vigtigt eksempel er fglgen af fakultetstal n!; méaske endnu vigtigere
er binomialkoefficienterne (}) (nzrmere om disse i kapitel 3).

Det er vigtigt at have gennemarbejdet mange konkrete telleopgaver; med gvelse opbygges
derved en vis »flair« for typen af svar pad mgnsterproblemer, og i mange situationer kan en ny
telleopgave Igses ved simpelthen at blive oversat til en af de velkendte mgnsteropgaver.

Det er dog i mange situationer for optimistisk at sgge en eksplicit formel, men en god erstat-
ning kan vare en rekursion, eller rekursionsligning, eller differensligning, der sammenknytter de
sggte antal for forskellige verdier af stgrrelsesparameteren, og som suppleret af diverse begyndel-
sesbetingelser fastlegger de sggte antal. Mere herom i kapitel 7.

En i det folgende hyppigt benyttet bevismetode er bevis ved induktion; at sddanne beviser »fun-
gerer« beror pa egenskaber ved mengden af naturlige tal, som beskrevet i TAL2 (i Algebrabogen).

Kernen i et induktionsbevis er et argument for, at der fra foruds@tningen, at en bestemt egen-
skab er tilstede for alle situationer af stgrrelse n, kan konkluderes, at den pageldende egenskab
ogsa er tilstede for alle situationer af stgrrelse n+ 1; denne del af beviset kaldes induktionsskridtet,
og foruds@tningen, at egenskaben er tilstede, kaldes induktionsantagelsen.

Induktionsskridtet suppleres med et argument for, at den pageldende egenskab er tilstede for
en situation af startstprrelse ng; denne del af beviset kaldes induktionsstarten. Herefter kan det
konkluderes, at egenskaben er tilstede for alle situationer af stgrrelse > ny.

Induktionsskridtet bestar i at reducere en situation af en stgrrelse, om hvilken der endnu ikke er
viden, til en — eller maske flere — mindre situation(er), hvorom induktionsantagelsen giver viden.
Mindre gvede induktionsbevisere kan fristes til en formulering, der i bedste fald er uklar, men ofte
er direkte forkert: nemlig pa basis af en situation af en stgrrelse, hvorom induktionsantagelsen
giver viden, at konstruere en situation nummeret stgrre, og om denne via induktionsantagelsen at
konkludere, at egenskaben er tilstede. Dette sikrer ikke, at alle situationer af naste stgrrelse har
den pageldende egenskab, medmindre det samtidig godtggres, at alle situationer af naste stgrrelse
kan fas pa den anviste méade!!

Det er en smagssag — og det athenger igvrigt af den tilsigtede modtager — hvor mange af
besveergelserne i et induktionsbevis, der medtages i en skriftlig/mundtlig fremstilling.

Da mange telleopgaver lgses ved passende opdeling af den forelagte mengde X i disjunkte
dele, der telles hver-for-sig, og hvor derfor antallet af elementer i X er summen af delenes ele-
mentantal, er der ofte behov for kendskab til diverse standardsummer. Her fglger et par simple
sadanne, der nok er velkendte for de fleste; opgaverne giver diverse udvidede varianter.

Lemma. Lad n betegne et naturligt tal. Sa gaelder:

n

nin+1)
+24...+n Z J 5
j=1
0g
I+2+4... 42" =) 2/ =21,
j=0
Bevis. Dette fglger ved induktion (udfgr det! — det er n@sten hovedregning). [ |

Bemaerkning. Et induktionsbevis for en formel er i en rekke tilfeelde kun delvis informativt, i
den forstand, at man ikke fgler sig »klogere« efter at have udfgrt (udregningerne i) beviset, og det
kan vere vanskeligt at huske formelen udenad, hvilket er en afgjort ulempe! Et direkte suggestivt
bevis, der giver en slags form pa beviset, kan her vere en hjelp. For eksempel kan den fgrste
formel i lemmaet udtrykkes, at summen er antallet af led gange gennemsnittet af fgrste og sidste
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led; beviset herfor fglger ved at sla leddene sammen parvis fra hver ende af summen (det skal dog
overvejes, hvad der sker, nar n er ulige). ]

1.8 Grafmodeller. Mange af de konkrete telleopgaver, der behandles i det fglgende, har deres
oprindelse i grafer, som er en serlig type matematiske objekter; kapitlerne 4-6, og 11-13 udggr et
minikursus i grafteori. Desuden kan en illustrerende tegning ofte vare en god stgtte ved lgsningen
af en telleopgave.

Eksempel. I mange sportsgrene, fx tennis, atholdes sld-ud-turneringer, eller cupturneringer:
hver kamp har én vinder, og én taber — og kun vinderen fortsatter i turneringen (eller, efter finalen,
er vinderen af turneringen).

Sadanne turneringer kan illustreres grafisk via en turneringsplan, som fx de to nedenstaende:

A ds B 62190
d7 dS

d dy

6

de
ds ds
ds ds
ds d
d> d>
d1 dl

De udfyldte cirkler i hver plans venstre side star for turneringens deltagere di, d,, ..., d,,

der parvis udkeemper kampe, hver markeret med et udfyldt kvadrat, der star til hgjre for, og er
forbundet med linier til de to kampdeltagere. Vinderen af en kamp kamper naeste kamp med
vinderen af en nabokamp, og séledes videre.

Det er lettest at arrangere turneringer med et deltagerantal af formen n = 2*, som eksemplifi-
ceret pa plan A, for n = 2% = 8. Antallet af spillerunder i en sidan turnering er k, og det samlede
antal af kampe kan findes pa fglgende made: i fgrste runde er der ialt 2% deltagere og 2*~! kampe, i
anden runde er der 2~ (rest)deltagere og 22 kampe, og siledes videre, i finalerunden, den k’te,
er der 2 (rest)deltagere, finalisterne, og 2° = 1 kamp, nemlig finalen, og det samlede antal kampe
er summen af antal kampe i hver af de k runder, altsa (se lemmaet i afsnit 1.7)

k—1
2k-1+2’<—2+...+21+20222i =2k 1.
=0

En turnering med n deltagere, hvor n ikke er en 2-potens, er lidt mindre overskuelig, men
héandteres ved fx at »indsluse« deltagere, der »kvalificerer« sig hertil efter deltagelse i forberedende
kampe, som antydet pa plan B, med n = 10; hvordan en sadan turnering leegges til rette er op til
arranggrerne, og der er naturligvis mulighed for at lave en kvalifikationsturnering, der bestar af
kampe i flere niveauer, eller indledende runder.

Det samlede antal kampe i en sddan turnering kan beregnes som ovenfor ved at telle antallet
af kampe 1 hver runde, inklusive eventuelle indledende runder, og legge disse kampantal sammen.
Men det er vel mere slaende (!) at bemzrke — dette argument forenkler ogsa overvejelsen i tilfaeldet
n = 2k, at hver udkeempet kamp reducerer antallet af turneringsdeltagere med pracis 1 (nemlig
taberen), og turneringen fortsattes indtil kun én deltager er tilbage, nemlig vinderen af finalen.

Derfor: det samlede antal kampe i en sld-ud-turnering med n deltagere ern — 1. []
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Opgaver’

(1.1) Lad X betegne en endelig ikke-tom ma@ngde med n = |X| elementer. Find antallet af
(ordnede) par (x, x’) € X x X for hvilke x # x'.

(1.2) Lad der vare givet n + 1 forskellige positive hele tal, der alle er < 2n (n er et naturligt tal).
Vis, at:

(a) der findes to af disse tal, hvis sum er 2n + 1;

(b) der findes to af disse tal, der er indbyrdes primiske;

(c) der findes to af disse tal, sa det ene er et multiplum af det andet.

(1.3) Vis, at summen af to ulige kvadrattal ikke selv er et kvadrat.

(1.4) Angiv en overdekning af et 6 x 8 »skakbrat« med 2 x 1 brikker, jf. eksemplet i afsnit 1.5,
for hvilken alle vandrette og alle lodrette snitlinier gennemskearer mindst én 2 x 1-brik.

(1.5) Vis ved et eksempel, at pastanden i setningen i afsnit 1.5 (af Erd&s og Szekeres) ikke kan
skarpes til, at hver fglge af n? forskellige tal har en monoton delfglge af lengde n+ 1 (narn > 1).

(1.6) Lad x veere et komplekst tal og n et naturligt tal. Vis, at der geelder:

n—+1 forx =1,
Yo =ltx4x+. 42" = o
k=0 for x # 1.
x—1

(1.7) Lad x veere et komplekst tal og n et naturligt tal. Vis, at der geelder:

1
w forx = 1,
n 2
kak =x+2° 43 +... +nx" =
=1 X — (l’l + 1)xn+] +nxn+2

(x —1)?

for x # 1.

(1.8) Ladn € N, og betragt mangden af talpar 7 = {(i, j) e N?|i = 1,2,...,n, 1 < j < i}
(det er en slags trekant). Vis, at der for en familie (a; ;) j)er af tal, som er indiceret ved mangden

T, gelder, at
n i n n
DD =) a

i=1 j=1 j=1 i=j

3Appendiks indeholder kommentarer/lgsninger til de fleste opgaver.



Kapitel 2

Nogle grundbegreber

Efter den blgde introduktion i kapitel 1 er det nok pa tide at »smgge @rmerne op« og komme
i gang. Emnerne i dette kapitel er en blanding af matematiske grundbegreber, is@r vedrgrende
afbildninger, og terminologi for meengder, og simple hjelpemidler til lgsning af telleopgaver, fx
fakultetsfunktionen, og de dermed beslegtede dalende og stigende faktorieller.

Desuden introduceres en familie af nyttige modeller, der kan illustrere mange telleopgaver;
disse modellers objekter er (endelige) symbolstrenge, som for det meste blot kaldes ord, bestaende
af symboler fra en meengde af tegn, der omtales som et alfabet.

2.1 Notation og terminologi for mangder. Den brug der i det fglgende ggres af mengder
er is@r af formuleringsmassig art, hvor det er fuldt tilstreekkeligt at opfatte maengder som en be-
kvem sammenfatningsmekanisme for samlinger af objekter med en-eller-anden grad af indbyrdes
sleegtskab. Det er dog praktisk at benytte den pracise notation for mengder, og nedenstiende er
primert en oversigt over de vigtigste betegnelser.

Definitioner. En maengde er en samling af objekter, der ogsa kaldes mangdens elementer;
at x er element i mangden A, eller at x tilhgrer A, skrives x € A, og lases »x er element i A«.

En mangde er bestemt ved sine elementer; to maengder A og B er ens, eller er samme
mangde, hvilket skrives A = B, hvis A og B er samme samling af objekter; to mangder A
og B er forskellige, hvilket skrives A # B, hvis de ikke er ens, altsa hvis A har et element, der
ikke er element i B, eller hvis B har et element, der ikke er element i A, eller begge dele.

En eneste mangde har ingen elementer; den kaldes den tomme mangde, og den betegnes ).

Gloserne element og objekt anvendes i fleng. En mangde kan angives, eller beskrives, ved
en precis bestemmelse af dens elementer, fx ved en liste, omgivet af meengdeklammerne { og },
af (navne pa) elementerne, eller ved en egenskab, der karakteriserer elementerne. Visse mengder
benyttes s& ofte, at det er nyttigt at have standardnavne for dem; dette gelder fx mangden af
naturlige tal, der betegnes N, og mangden af hele tal, der betegnes Z. Som lister er disse mangder

N={1,2,3,...} og Z={..,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

Disse ma&ngder er uendelige og derfor er der benyttet udeladelsestegnet . . . i listeangivelsen.

Definitioner. Lad A og B vare mangder.

Hyvis hvert element af A er element i B siges A at vare en delmaengde af B, hvilket skrives
A C B (eller A C B)." Det udelukkes ikke, at hvert element i B er element i A, altsd at A = B.
Med denne notation geelder, at A = B hvis og kun hvis bide A C B og B C A. Videreer) C A
for enhver mangde A (der er simpelthen ingen elementer i {), der skal verificeres at tilhgre A).

Hvis A C B siges A at vare en agte delmaengde af B sifremt A # B, altsa hvis der findes
et element 1 B, der ikke er element i A.

Meangden bestdende af de objekter, der er elementer i bade A og B kaldes faellesmzengden af
A og B, og den betegnes A N B, der lzses »fzllesmangden af A og B«, eller »A faelles med B «.

1Nogle fremstillinger benytter symbolet C i betydningen »@gte delm@ngde«.
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Det udelukkes ikke, at der slet ikke er sadanne objekter, altsa, at AN B = @, i hvilket tilfalde A
og B siges at vare disjunkte.

Mangden af de objekter, der er elementer af enten A, eller B, eller begge, kaldes forenings-
maengden af A og B, og den betegnes A U B, der lzses »foreningsmangden af A og B«.

Mazngden af de objekter, der er elementer af A, men ikke af B, kaldes overskudsmangden
af A over B, og den betegnes A \ B. Hvis A og B er disjunkte, sier A\ B = A, og hvis A C B,
saer A\ B = (. Overskudsmangden af A over B kaldes ogsa komplementaermangden til B
relativt til A; i en situation, hvor det er underforstaet, at alle de elementer der omtales tilhgrer A
(hvor A fungerer som en slags »universalmaengde«, eller »elementunivers«), kaldes den blot for
komplementaermangden til B, og den betegnes sd B€.

Som navnt i kapitel 1 er de endelige meengder praecis de mangder X for hvilke der findes en
bijektiv korrespondance mellem mangden og et afsnit af de naturlige tal, altsa en delmangde af
N af formen {1, 2, ..., n}, for et naturligt tal n. Nar dette er tilfeldet kaldes dette naturlige tal n,
der er entydigt bestemt ved X, for antallet af elementer i X, og det betegnes | X|.

Mzangderne N og Z er uendelige (altsa ikke endelige). Her er N en delmeangde af Z, altsa
N C Z. De lige tal, og de ulige tal, er begge delmangder af Z; som mengder er de bestemt via en
karakterisering af deres elementer ved egenskaber, og de kan fx skrives pa felgende made:

(.., —4,-2,0,2,4,...) = {n € Z|nerlige},

og
{...,—5,-3,—-1,1,3,5,...} = {n € Z|n er ulige};

de to mangders foreningsmangde er Z, og deres faellesmangde er ¥ (de er altsa disjunkte).

Begreberne fellesmangde og foreningsmangde anvendes ofte for familier (A;);c; af mengder
A;, hvor der altsa for hvert element i af en indeksmeengde I er givet en mangde A;.

Fellesmaengden for familien (A;);c;, der betegnes N;¢; A;, bestar af de elementer, der tilhg-
rer hver eneste af maengderne A;, altsa de x, for hvilke x € A;, for alle i € I; og foreningsmaeng-
den for familien (A;);c;, der betegnes U;c; A;, bestar af de elementer, der tilhgrer en eller flere
(mindst én) af mangderne A;, altsa de x, for hvilke der findes et i € I, sdledes at x € A;.

2.2 Produktmaengder og relationer. Ofte bestar de objektsamlinger, der gnskes talt, af sam-
linger af par, eller ordnede scet, dannet af elementer fra en eller flere mangder.

Definitioner. Lad X og Y vere mangder. Samlingen af ordnede par (x, y) bestdende af et
element x € X og et element y € Y udgdr en mangde, der kaldes produktet af X og Y, og
betegnes X x Y. Tilsvarende udggr, for endelig mange mangder X, X5, ..., X,, medn € N,
samlingen af ordnede n-szet, eller n-tupler, (x{, x», ..., x,), hvorx; € X;, fori = 1,2,...,n,
en mangde, der kaldes produktet af disse maengder og betegnes X1 x X, X ... X X,,.

Produktet X x X af to ens mangder betegnes ogsd X2, og tilsvarende betegner X" produkt-
meangden X x X X ... x X (med n faktorer) af n eksemplarer af X .

En delmangde af X x Y kaldes en relation fra X til Y ; en delmangde af X> = X x X kaldes
en relation i maengden X .

En relation bestemmer en »egenskab« ved par af elementer; saledes er »x er mindre end x’«
en relation i Z, dvs. en delmangde af Z x Z (og flere andre talmengder). At parret (x, x’) tilhgrer
denne delmangde skrives naturligvis for det meste pa den sedvanlige made: x < x’.

Definitioner. Lad X vare en mangde og R C X x X en relation i X. Relationen R kaldes

refleksiv, hvis (x,x) € R for alle x € X, videre kaldes R symmetrisk, sifremt det for alle
x,x" € X gealder, at hvis (x, x’) € R s geelder ogsa (x', x) € R (med modsat reekkefplge af x
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og x'), og R kaldes asymmetrisk, safremt det for alle x, x’ € X gealder, at hvis (x,x’) € R og
samtidig (x', x) € R sd er x = x'; endelig kaldes R transitiv, sifremt det for alle x, x', x" € X
gealder, at hvis (x, x") € R og tillige (x’, x") € R, sd geelder ogsa (x, x") € R.

En zekvivalensrelation i en maengde X er en refleksiv, symmetrisk, og transitiv relation i X .

En ordensrelation i en maengde X er en asymmetrisk og transitiv relation i X.

En ordensrelation R i en maengde X kaldes total sifremt det for alle par (x, x') € X? galder, at
enten er (x, x') € R, eller x = x’, eller (x’, x) € R (ofte benyttes i stedet glosen linezer ordning).
Denne egenskab kan ogsa udtrykkes, at vilkarlige to forskellige elementer er »sammenlignelige«:
enten er (x, x’) € R, eller (x’, x) € R.

For en relation R i en mangde X, hvor altsa R € X x X, siges x € X at std i relationen R til
x" € X, hvilket ogsa skrives x Rx’, nar parret (x, x’) tilhgrer delmangden R, altsa (x, x’) € R.

En @kvivalensrelation skrives ofte pa en made, der ligner identitet, fx x = x’, som kort udtryk
for, at x stér i den pagaldende relation til x’.

Det er nok velkendt — og ikke svert at indse — at enhver @&kvivalensrelation i en ma@ngde X
giver anledning til en klassedeling af X, eller en partition af X, dvs. en opdeling af X i parvis
disjunkte, ikke-tomme delmangder af X, med foreningsmangde X, og at omvendt hver sadan
klassedeling af X bestemmer en akvivalensrelation i X. (Klasserne i klassedelingen bestar af
indbyrdes @®kvivalente elementer, mere pracist, alle elementer, der er &kvivalente med et bestemt
af klassens elementer.)

I kurset mgdes mange &kvivalensrelationer/klassedelinger: sammenh@ngskomponenter i graf-
teori, restklasser i talteori, og sideklasser til undergruppe af gruppe, er vigtige eksempler.

Det seedvanlige begreb mindre end for tal definerer en ordensrelation, der er total. En ordensre-
lation skrives ofte pa en made, der ligner uligheder; séledes er delmengde af, der skrives A C B,
for delmangder A, B € P(X), nar A er en delmangde af B, en ordningsrelation i P(X). Her
betegner P(X) meengden af alle delmeengder af et »univers« X; denne relation kaldes ogsa meng-
deinklusion. (Den er ikke total, nar X bestar af to eller flere elementer.)

2.3 Afbildninger. T utallige situationer er der brug for en sammenknytning af elementer mel-
lem mangder X og Y, i den pracise forstand, at der til hvert element af X er knyttet et bestemt
element af Y. De to mangder spiller her hver sin rolle, og sammenknytningen har en retning.

Definition. Lad X og Y vare mangder. En afbildning af X ind i Y er en tilordning, der til
hvert element x € X knytter et element y € Y, der kaldes billedet af x ved afbildningen; som
betegnelse for en atbildning benyttes et navn, fx f, og at f er en afbildning af X ind i Y skrives
f : X — Y; billedet ved afbildningen f af elementet x € X betegnes f(x), hvor altsi y = f(x)
erdet til x € X knyttede element y € Y. For en afbildning f : X — Y betegner f(X) mangden
af alle billeder, altsa f(X) = {f(x) | x € X}, og den kaldes billedmaengden for f.

Det afggrende ved en afbildning er den »mekanisme«, der til hvert element i X »producerer«
et element af Y. Der er ikke taget stilling til hvordan en sadan tilordning er, kan vere, eller skal
vere, fastlagt. Nar ¥ = R eller Y = C bruges glosen funktion ofte i stedet for afbildning.

Hvis X er en endelig mengde med liste af elementer {x1, x,, x3, ..., x,}, hvor n = | X]|, kan
en afbildning f : X — Y beskrives (forklares, fastlegges, specificeres) simpelthen ved en fabel
af formen:

xeX X1 Xo X3 o X,

el | fx) fx2) f&3) ... fx)

I den egentlige del af tabellens gverste rekke star elementerne i X, i en eller anden raeekkefglge,
og for hvert x € X stér billedet y = f(x) € Y af x i tabellens nederste razkke under x, altsa i
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samme sgjle som x. Ofte er rekkefglgen af elementerne i X fast valgt, og i sa fald kan den gverste
rekke udelades; tabellen er da blot en ordnet liste af l&ngde n bestdende af elementer fra ¥ (med
gentagelser tilladt), altsa et ordnet n-tupel (element af Y™). Se ogsa afsnit 2.5 om ordmodeller.

Nar maengden X er uendelig kan en tabel ikke (direkte) benyttes til fastleggelse af en afbild-
ning; i stedet bruges formler, eller verbale definitioner.

Definition. Lad X og Y vare mangder. En afbildning f : X — Y kaldes injektiv, hvis
vilkarlige forskellige elementer i X har forskellige billeder i Y. Kravet er altsd, at det for alle
x,x" € X gelder, at hvis x # x', sder f(x) # f(x').

Denne egenskab, der pa engelsk kaldes injective, eller one-to-one, er meget vigtig! Den kan
ogsa udtrykkes, at der om f galder, at hvis elementer x, x’ € X har samme billede, altsa hvis
f(x) = f(x'), sa fglger deraf, at x = x'. Dette betyder, at billedet fastleegger det det er billede af,
eller pracist, at for hvert element af billedma®ngden, y € f(X), findes et entydigt bestemt x € X
say = f(x).

Definition. Lad f : X — Y veare en injektiv afbildning af mengden X ind i mengden Y ;
tilordningen, der til hvert y € f(X) knytter det entydigt bestemte x € X, for hvilket y = f(x),
kaldes den omvendte afbildning til f, og den betegnes f~' : f(X) — X.

En afbildning f af en endelig mengde X, der er givet ved en tabel som ovenfor, er injektiv hvis
og kun hvis den nederste tabelrekke ikke har gentagelser. 1 sa fald fas en tabel for den omvendte
afbildning ved at ombytte de (egentlige dele af de) to reekker.

Definition. Lad X og Y vere mangder. En atbildning f : X — Y kaldes surjektiv (af
X paY), hvis dens billedmangde f(X) er Y, altsda hvis hvert element y € Y er et billede ved
atbildningen f, dvs. for hvert y € Y eksisterer (mindst) et element x € X, sa f(x) = y.

Hvis X er endelig, og afbildningen f er beskrevet via en tabel som ovenfor, sé er f surjektiv
hvis og kun hvis den nederste r&ekke rummer samtlige elementer af Y.

Definition. Lad X og Y vare mangder. En afbildning f : X — Y kaldes bijektiv, hvis den
er injektiv og surjektiv. At f er injektiv og surjektiv indeberer, at forskellige elementer af X har
forskellige billeder i Y, og, at hvert element i Y er billedet af et (endda entydigt bestemt) element
i X. I stedet for bijektiv afbildning tales om en bijektiv korrespondance mellem X og Y.

En bijektiv afbildning f : X — Y har en omvendt afbildning, af Y ind i X, der selv er en
bijektiv afbildning, og de to mangder X og Y spiller séledes, for en bijektiv afbildning, symmetri-
ske roller. En bijektiv afbildning af en maengde X ind i sig selv kaldes ofte (dog isar for endelige
mangder) en permutation af mengden X.

Ved diskussionen af skuffeprincippet i kapitel 1 blev en fordeling af objekter i skuffer om-
talt som en kategorisering af objekterne. Som pracisering af dette lidt diffuse begreb benyttes
afbildninger.

Lad X og Y vare endelige mangder, og betragt en atbildning f : X — Y. Da fas en ka-
tegorisering af X i kategorierne Y pa fplgende made: x € X falder i kategorien y € Y, via
kategoriseringen f, hvis f(x) = y. 1 denne ramme giver skuffeprincippet:

e Hvis f er injektiv, sa gelder | X| < |Y].
e Hvis f er surjektiv, sa gelder | X| > |Y|.
e Hvis f er surjektiv og |X| = |Y|, sa er f bijektiv.

e Hvis f erinjektiv og | X| = |Y|, sa er f bijektiv.



2.4. FAKULTETSFUNKTIONEN, OG DALENDE OG STIGENDE FAKTORIELLER. 23

2.4 Fakultetsfunktionen, og dalende og stigende faktorieller. Produktet af de fgrste n na-
turlige tal dukker sa hyppigt op i tellesituationer, at det er praktisk med en kort betegnelse.

Definition. For hvert naturligt tal n betegner n! produktet af alle naturlige tal, der er mindre
end eller lign, altsan! = n-(m — 1) -...-2 -1, og dette antal leeses »n udrabstegn«, eller »n
fakultet«. Det er praktisk, og velbegrundet, at definere: 0! = 1, svarende til »det tomme produkt«,
eller »produktet uden faktorer«. Funktionen n + n! kaldes fakultetsfunktionen.

Derved er n! fastlagt for alle hele tal n > 0. Stgrrelsen n! indgér ofte i formuleringen af et
teelleresultat, vel iser fordi n!, for n > 1, er antallet af mader n forskellige objekter kan opstilles i
rekkefglge, eller permuteres (med den dagligdags betydning af permutere); antallet af sddanne er
jo produktet af antal muligheder for objekt pa fgrste plads, altsa n, med antallet af muligheder for
objekt pa den anden plads, altsa n — 1 (objektet pa fgrste plads er ikke til radighed pa de fglgende
pladser), og saledes videre, gange antallet af muligheder for objekt pa den sidste, den n’te, plads,
som er 1, idet de n — 1 objekter pa de forste n — 1 pladser ikke er til radighed.

Nedenstaende lille tabel indeholder n! for de fgrste sma verdier af n; det er faktisk en god
investering at lere de fleste — og i det mindste de fgrste — af disse vardier udenad.

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800

n!

Som det ses er n! voksende, endda »meget sterkt«, som funktion af n. Et klassisk resultat, der
kaldes Stirlings* formel, udtaler sig pracist om denne vakst:

o o
n! ~2xn" 2e™ nirn — oo.

Indholdet heri er, at forholdet mellem de to sider af ~ konvergerer mod 1 for n gaende mod oo.

En narliggende generalisation af fakultetsfunktionen er de sakaldte fakrorieller, dvs. produkter
af tallene fra et segment af hele tal, eller, mere almindeligt, produkter, hvis faktorer er et st af
reelle tal, hvor to pa hinanden fglgende afviger med 1. I den matematiske litteratur benyttes mange
forskellige betegnelser for disse faktorieller; her er valgt betegnelser, der fremheaver analogien til
potenser, dog med en supplerende streg under, eller over, eksponenten.

Definition. Lad k > 0 vare et ikke-negativt helt tal og x et reelt (eller komplekst) tal. Den k ’te
dalende (eller nedstigende) faktoriel af x, der betegnes xX, som fx kan lzses: »x ik ’te dalendex,
sattes til x2 = x° = 1 fork = 0, og for k > 0 til produktet af k faktorer, den forste x, den naste
x — 1 og saledes videre, hvert skridt reducerer faktoren med 1, den sidste x —(k—1) = x —k+1,
altsa:

1 hvisk =0,
xk =
x(x—=1)-...-(x—k+1) hvisk > 0.

Den k te stigende faktoriel af x, der betegnes x*, som fx kan lzses: »x ik te stigende«, er pd

tilsvarende made produktet af k faktorer, der starter fra x og @ges skridtvis med 1, altsa:

F 1 hvisk =0,
x(x+1)-...-(x+k—1) hvisk > 0.

DeterKklart, at x! = x! = x for alle x, og at bide x* og xk, opfattet som funktioner af variablen

x, er polynomier, se ogsa kapitel 9.Videre er n! = n™ = 17, for alle hele tal n > 0.

2James Stirling (1692-1770), skotsk matematiker, som ogsa er ansvarlig for Stirling-tallene, se kapitel 9.
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2.5 Ordmodeller. Mange telleopgaver foregar, i det mindste efter neermere eftersyn, indenfor
produktmengder, altsa mengder af formen Y”, for en endelig meengde Y ogn € N, og det er derfor
nyttigt at forsyne sddanne mangder med en konkret og anskuelig fortolkning, som hjalpemiddel i
abstrakte telleovervejelser. Dette benyttes i afsnit 2.6 i forbindelse med optelling af diverse typer
afbildninger.

Denne fortolkning bestér i at opfatte elementerne i Y som bogstaver, og dermed Y selv som
en slags alfabet; elementerne af Y", der jo er (ordnede) n-tupler af elementer fra Y, svarer dermed
pa naturlig made til ord, af lengde n, skrevet i alfabetet Y. Nar det ikke kan misforstas skrives et
n-tupel (y1, y2,...,yn), med y; € Y, fori = 1,2,...,n, der opfattes som et sadant ord, uden
parenteser og skilletegn, og n-tuplet noteres blot som en rekkefglge, eller en liste, af elementer
fra Y, fx y ... y,; en liste er bestemt ved hvilket element, der star pa hver plads — rekkefglgen af
elementerne er vigtig — og gentagelser er tilladt!

Observation. For en endelig maengde Y med m = |Y | elementer og et naturligt tal n er antallet
af n-tupler Y" endeligt, og det er givet ved: |Y"| = m" (altsa: |Y"| = |Y|").

Bevis. Dette er vel klart! For alligevel at knytte en kommentar til pastanden kan det bemarkes,
hvordan der pa basis af en tabel over samtlige k-tupler, altsé elementer af Y*, for et-eller-andet

naturligt tal k, kan fis en tabel over samtlige (k + 1)-tupler Y**!. Hvert k-tupel (y1, y2, ..., Y%)
giver nemlig anledning til de ialt m forskellige (k + 1)-tupler (yi, y2, ..., Y&, y), der fas at lade y
gennemlpbe Y . [ |

Eksempel. For mengden Y = {a, b, ¢, d} af »bogstaverne« a, b, ¢, d (det er de jo faktisk) er
der nedenstaende 4 ord af lengde 1:

a b c d
og der er de 16 ord af l&ngde 2:
aa ab ac ad ba bb bc bd ca cb cc cd da db dc dd
og der er de 64 ord af l&ngde 3:

aaa aab aac aad aba abb abc abd aca acb acc acd ada adb adc add
baa bab bac bad bba bbb bbc bbd bca bcb bcc bed bda bdb bdc bdd
caa cab cac cad cba cbb cbc cbd cca ccb ccc ced cda cdb cdc cdd
daa dab dac dad dba dbb dbc dbd dca dcb dcc dcd dda ddb ddc ddd
Laeg merke til den nogenlunde systematiske opskrivning. Laest reekkevis fra venstre mod hgjre,
og rekkerne oppefra og nedefter, er ordene sat i rekkefglge som i en ordbog — det kaldes den
leksikografiske reekkefplge, mere herom nedenfor — fgrst alle ord, der begynder med a, og blandt
dem forst de ord, der begynder med aa, og blandt disse fgrst ordet aaa, dernast aab, og séledes
videre; dernzst alle ord der begynder med b, i tilsvarende reekkefglge, og saledes videre. ]

For mangden Y”, opfattet som mangden af ord af lengde n skrevet i alfabetet Y, kan der
formuleres en reekke naturlige telleopgaver, fx fglgende:

e Hvor mange af ordene fra Y” skrives med et enkelt bogstav?
e Hvor mange af ordene fra Y" skrives med indbyrdes forskellige bogstaver?
e Hvor mange af ordene fra Y" benytter alle alfabetets bogstaver?

e Hvor mange af ordene fra Y'" er »voksende«, dvs. benytter alfabetets bogstaver i »alfabetisk«
reekkefglge? (Hvad kan dette betyde?)

Det fgrste af disse spgrgsmal er nasten ikke navnet verd: der er naturligvis precis ét sddant
ord for hvert bogstav i Y, altsa ialt |Y|. Der er mere kgd pa det naeste spgrgsmal:
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Seetning 1. For et naturligt tal n er der |Y |, altsa |Y | i n’te dalende, ord fra Y", der bestar af
n forskellige bogstaver.

Bevis. Lad m = |Y|. For et ord af lengde n skrevet med indbyrdes forskellige bogstaver fra ¥
er der m muligheder for det fgrste bogstav; for hver af disse er der m — 1 muligheder for bogstavet
pa den anden plads (da bogstavet pa fgrste plads ikke kan bruges), og dermed ialt m (m — 1) mulige
»forstavelser« af lengde 2; for hver af disse m(m — 1) muligheder er der m — 2 muligheder for
bogstavet pa den tredje plads, da ..., og saledes videre. |

Satning 1 giver, anvendt for n = |Y|, at der er n! ord, hvori alfabetets bogstaver forekommer
preecis én gang hver, hvor altsé ordet er en permutation af alfabetets bogstaver (med den dagligdags
betydning af permutation). Laeg ogsa merke til, at udregningen automatisk giver det korrekte antal
0, i tilfeeldet hvor n > |Y|.

Det tredje af spgrgsmaélene ovenfor kan vi ikke besvare nu — se eksemplet i afsnit 2.6 — og det
fjerde spgrgsmal forudsatter en afklaring af meningen med alfabetisk reekkefglge.

I de fleste tilfeelde er maengden Y, der fungerer som alfabet, fra sin fgdsel forsynet med en
ordning, og elementerne har en naturlig rakkefglge, som typisk svarer til den made elementerne
indiceres pa, nar Y angives pa listeform:

Y ={a, a0, ...,a,}. 2.1

Hvert valg af en indicering af elementerne i Y som i (2.1) definerer en ordning af elementerne
i Y simpelthen ved: y < y" hvis y = o; og ' = «j, med i < j; denne ordning har pa sedvanlig
made en blgd variant, der skrives: y < y’, i betydningen: y < y’, eller y = y’.

Herefter kan det fastsattes, at et ord (y1, y2, ..., Y») € Y" benytter bogstaverne i den alfabe-
tiske reekkefplge givet ved (2.1), sifremt reekken af uligheder: y; < y, < ... < y, er opfyldt’.

Inden antallet af monotont voksende ord kan bestemmes er der brug for en hjzlpeovervejelse,
der i gvrigt bliver meget klarere i lyset af telleresultaterne i naste kapitel.

For naturlige tal n og k tenkes n (forskellige) objekter fordelt i k nummererede kasser, pa en
sadan made, at objekterne i hver kasse har en razkkefglge; der er ingen krav til antal objekter i de
enkelte kasser, og hvilke objekter, der puttes i hvilke kasser, kun, at alle n objekter fordeles, og, at
objekterne i hver kasse har en reekkefglge. Hver sddan fordeling kaldes en fordeling af n objekter
ik nummerede kasser med ordnet indhold. Det kan maske vere til hjeelp at forestille sig en saed-
vanlig permutation af n elementer inddelt i k »sektioner«, via k + 1 »skillevegge«, nummererede
med 0, 1, ..., k, den 0’te for, den k’te efter elementerne, og k — 1 placeret pa passende made mel-
lem elementerne, hvor elementerne, taget i deres rekkefglge, mellem skilleveggene med numre
Jj — 1 og j, udggr den j’te kasse elementer. Se figuren nedenfor:

0 1 2 k—1 k

kasse 1 kasse 2 kasse k

Lemma. Antal fordelinger af n objekter i k nummerede kasser med ordnet indhold er: k™.

Bevis. Dette er klart for n = 1, da der jo er k mulige kasser, hvori det ene element kan placeres.
Med n = 2 objekter, kan det andet objekt, for hver af de k mulige placeringer af det f@grste objekt,
placeres enten i en af de k — 1 tomme kasser, eller i samme kasse som det fgrste objekt, og i sa fald
enten for eller efter dette, altsa pa ialt k + 1 mader; dermed kan 2 objekter placeres pa k(k + 1)

3Der er ikke mange — naturligt forekommende — sadanne »voksende« ord, men de findes afgjort, og ikke kun
slangord som fx abeflot, eller vrgvleord som abbedfilmost; det kan jeg skrive under pa!
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mader. Hvis T,,_; er en tabel over samtlige fordelinger af n — 1 objekter i K nummerede kasser med
ordnet indhold fas en tabel T, svarende til fordeling af n objekter, ved for hver fordeling fra 7,,_;
successivt at indsatte det n’te objekt pa alle mulige pladser. Antallet af mulige pladser er k+n—1,
og hver fordeling fra 7,_; giver saledes anledning til kK + n — 1 fordelinger i T,. Dette ses nok
lettest via billedet ovenfor. En fordeling af n — 1 objekter i k nummerede kasser med ordnet indhold
svarer til et ord af lengde n — 1 +k+ 1 = n 4 k skrevet med n — 1 objekter og k + 1 skillevegge,
der starter og slutter med en skilleveg. Mellem start- og slutskillevaeggen er de n — 1 objekter
og k — 1 skillevaegge i en-eller-anden konfiguration; der er séledes n + k — 1 pladser, mellem
objekter/skillevegge, hvor det n’te objekt kan indsattes (nemlig fgr farste, eller efter sidste, eller
ietaf de n + k — 3 mellemrum, mellem de n — 1 objekter og k — 1 indre skillevegge). Derfor er
antallet af elementer i 7, blot n + k — 1 gange antallet af elementer i 7,_;, hvoraf pastanden fglger
(ved induktion). [ |

Saetning 2. For naturlige tal n og m er der m" /n! voksende ord af lzengde n skrevet i alfabetet
{og, a2, ..., ). (At et ord er voksende betyder som ovenfor, at listen bestdende af indices (ved
indiceringen af alfabetet) for ordets bogstaver er voksende.)

Bevis.* Der benyttes en afbildning, der knytter et voksende ord til hver fordeling af n objekter
i m nummerede kasser med ordnet indhold. Lad (ky, ks, ..., k,,) betegne sattet af antal objekter
i de enkelte kasser for en sadan fordeling; tallene k; er dermed ikke-negative hele tal, og deres
sum er n. Det tilknyttede voksende ord bestar simpelthen af fgrst k| eksemplarer af o, dernast
k, eksemplarer af o, og séledes videre, sluttende med k,, eksemplarer af «,,. Dette giver oplagt
et voksende ord, og ethvert voksende ord af leengde »n kan fas pa denne made. Der er imidlertid
precis n! blandt de ialt m” fordelinger af n objekter i m nummerede kasser med ordnet indhold,
som giver antals-s&ttet (ky, k2, ..., k,,), 0g dermed samme voksende ord. (Fra én fordeling fas de
gvrige ved at permutere de n objekter, men »lade skillevaeggene sta«.) [ |

Med voksende (!) besver kan disse beregnede antal kontrolleres i eksemplet ovenfor.

2.6 Optelling af afbildninger. Tzlleresultaterne i afsnit 2.5 har naturlige og vigtige fortolk-
ninger som antal af diverse typer afbildninger. Lad X og Y vare endelige mengder med n = | X|
og m = |Y| elementer. Hver afbildning af X ind i Y kan som n&vnt ovenfor specificeres fuld-
steendigt via en tabel, se afsnit 2.3, altsa efter valg af en reekkefplge af elementerne i X, som et ord
af lengde n skrevet i alfabetet Y. Der er derfor en bijektiv korrespondance mellem mangden af
afbildninger f : X — Y og mangden Y" af ord af l®engde n skrevet i alfabetet Y, og specielt
har de to m@ngder samme elementantal. Egenskaber for en afbildning f : X — Y svarer via den
bijektive korrespondance til egenskaber ved det ord U € Y”, der benyttet som nederste rekke i en
tabel fastlegger f; sdledes er f injektiv hvis og kun hvis det tilsvarende ord U bestar af indbyrdes
forskellige bogstaver, og f er surjektiv hvis og kun hvis alle alfabetets bogstaver forekommer i U.
Dermed fas umiddelbart felgende:

Seetning. For endelige mangder X og Y med n = |X| og m = |Y| som elementantal, er der
ialt m"™ afbildninger af X ind i Y, hvoraf m”* er injektive.

Blandt de ialt m" afbildninger er der praecis m, der er konstante, nemlig én for hver af de m
mulige verdier; videre findes der en bijektiv afbildning af X ind i Y, hvis og kun hvis n = m,
og nar dette er tilfeeldet, sa er der n! bijektive afbildninger af X ind i Y. Dette sidste har et meget
vigtigt specialtilfelde, der fremhaves separat.

Korollar. For en endelig mengde X, med n elementer, er der n! bijektive afbildninger af X
indiX.

41 afsnit 3.6 diskuteres denne problemstilling igen!
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Mengden af bijektive afbildninger af X ind i sig selv er permutationerne af mangden X,
se afsnit GRP2 (i Algebrabogen); med en fast valgt indicering X = {x, x2, ..., x,,} af X svarer
fortolkningen af en sadan bijektiv afbildning, som et ord af leengde n skrevet med indbyrdes for-
skellige bogstaver fra X, til specifikationen via den direkte notation, dog her benyttet for andre
alfabeter end {1, 2, ..., n}.

Observation. For en endelig mangde X med n elementer er der 2" delmangder af X, altsa:
PX)| =2,

Bevis. Der bestar en bijektiv korrespondance mellem delmangder af X og afbildninger af X
ind en mangde med 2 elementer, fx ma&ngden {0, 1}. En delmangde A definerer afbildningen
14 (denne afbildning kaldes indikatorfunktionen for A) givet ved 1,(x) = 1 hvis x € A, og
14(x) = 0 hvis x € A; omvendt definerer en afbildning f : X — {0, 1} en delm®ngde A C X
ved at sette A = {x € X | f(x) = 1}. Denne korrespondance er, som man let ser, bijektiv, og
pastanden fglger dermed af satningen. |

Det viser sig en del vanskeligere at beregne antallet af surjektive afbildninger, se afsnit 9.1. I
sma situationer kan dette antal dog findes direkte — med noget besver.

Eksempel. Betragt igen mangden (alfabetet) Y = {a, b, ¢, d}; der er ialt 4° = 1024 ord af
leengde 5. Et sddant ord af leengde 5 svarer til en afbildning f af en maengde X med 5 elementer
ind i Y. Denne afbildning er surjektiv hvis og kun hvis hvert af de 4 bogstaver fra ¥ forekommer
i det tilsvarende ord (mindst én gang). (Dette betyder — det er vel nermest en slags skuffeprincip-
situation — at preecis ét af de fire bogstaver forekommer 2 gange i ordet, og de @vrige tre bogstaver
forekommer precis én gang hver.)

Lad X vare mengden {1, 2, 3,4, 5}. En surjektiv afbildning f : X — Y bestemmer en
opdeling af X i fire (ikke-tomme) delmangder, nemlig originalmangderne: f~'({a}), f~'({b}),
e}, og f'({d}), hvoraf én indeholder 2 elementer, og de tre gvrige hver indeholder et
enkelt element. Til at fastlegge den surjektive afbildning f kraeves ved siden af en beskrivelse af
den tilhgrende opdeling af X i 4 ikke-tomme delmangder en fastsettelse af, hvordan vardierne
a, b, c,d er knyttede til delmangderne, der indgar i opdelingen. Dette kan forega pa 4! = 24
mader, og da der er en opdeling af X af den beskrevne type pracis for hvert valg af hvilke 2 af de
5 elementer fra X, der skal danne delmengden med 2 elementer, altsa ialt 10 sadanne opdelinger
(kapitel 3 viser hvordan dette telles), er der 10 - 4! = 240 surjektive afbildninger af X ind Y. (Det
fremgar vist klart, at for stgrre vaerdier af X og Y er det ikke nogen rar opgave at bestemme antallet
af surjektive afbildninger af X ind i Y via sddanne ad-hoc overvejelser. Se videre i kapitel 9.) []

2.7 Leksikografisk ordning. I de foregaende afsnit blev ord mest opfattet som enkelte objek-
ter; her drejer det sig om sammenligning af ord. Den endelige mengde Y med m = |Y| elementer
opfattes fortsat som alfabet, bestaende af bogstaver, eller symboler, hvormed der kan skrives ord;
mangden Y”, for et naturligt tal n, er ordene af lengde n.

Mengden Y forudsattes at vare forsynet med en reekkefplge af elementerne — en alfabetisk
ordning — og det er naturligt at benytte en indicering af elementerne i Y, der svarer til den alfabe-
tiske reekkefglge af elementerne i Y, altsa ¥ = {o1, o, . . ., &0}, hvor

o <0y < ... <0Uy.

Symbolet < benyttes her for ordningsrelationen pa Y'; ofte er de benyttede symbolmangder ord-
nede pa naturlig méade, fx for alfabeter bestaende af (visse af de) seedvanlige bogstaver, eller cif-
fersymboler, men dette er ikke et krav!

Pa basis af bogstavraekkefglgen i Y defineres en raekkefglge af ord svarende til den reekkefglge
ord ordnes efter i et leksikon, eller en ordbog; her sammenlignes dog kun ord af samme le&ngde n;
en mere generel udgave diskuteres i opgave 2.5.
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Definition. For to forskellige elementer U = ujus...u,, V = vjvy...v, € Y" siges U at
komme leksikografisk for V, og V at komme leksikografisk efter U, hvilket skrives: U < V,
eller udferligt: uyuy ...u, < vivy...v,, sifremt u; < v;, hvor j betegner det mindste indeks
Jj€{1,2,...,n} for hvilket u; # v; (et sadant findes, da ordene er forskellige).

Idéen er at sammenligne de to ord fra venstre mod hgjre: fgrste gang der optreder en forskel,
er det ordet med det alfabetisk set fgrste bogstav pa denne fgrste forskelsplads, der kommer lek-
sikografisk fgrst af de to ord. Derved defineres en transitiv og asymmetrisk relation i Y", altsa en
ordensrelation; den kaldes leksikografisk ordning, og det er ikke vanskeligt at indse, at den er en
total ordning af Y". Pa sedvanlig made benyttes ogsa en »blgd« variant, der skrives med symbolet
<,oghvor U <V, for U,V € Y", betyder, at U < V,eller U = V (bogstav for bogstav).

Den leksikografiske ordning af ord af l&engde 1 svarer til den givne ordning af alfabetet Y.

Hver (ikke-tom) delmangde M af Y" har et leksikografisk set mindste element, altsa et ord
U € M, der opfylder U < V for alle V € M; det kan findes ved fx at sammenligne alle de
endeligt mange elementer i M indbyrdes. For et givet ord U € Y" kaldes det mindste element
i maengden {V € Y"|U < V} af ord, der kommer leksikografisk efter U (den skarpe relation),
for den leksikografiske efterfglger til U; denne efterfglgermekanisme giver anledning en reekke-
folge af elementerne i Y”. Nedenfor diskuteres en algoritme, der gennemgdr ordene i Y" i denne
rekkefplge. Fgrst et par enkle observationer.

Et ord af leengde &, altsa w € Y* hvor k < n, kaldes et preefiks af et ord V € Y" (af leengde
n), safremt de fgrste k bogstaver af w, plads for plads er de samme som bogstaverne i V, altsa
hvis w udggr starten af V. For et givet ord w € Y* har mangden af ord V € Y", der har w
som prafiks, et (leksikografisk) mindste element, nemlig ordet: wo; ...« , dannet ved at s®tte
n — k eksemplarer af alfabetets fgrste bogstav efter w. Videre er det mindste element af Y " ordet
oo ... o bestdende af n eksemplarer af alfabetets forste bogstav, og det stgrste element af Y er
ordet o, . . . @, bestaende af n eksemplarer af alfabetets sidste bogstav.

Algoritme. Med et ord U = uuy...u, € Y" som input, som ikke er det sidste ord
Oy, - .. Oy, (der findes altsd et j sdledes, at u; # o), giver algoritmen som output ordet
V =vv,...v, € Y", der er den leksikografiske efterfolger til U .

Opskriften er: opsgg det farste bogstav u i U regnet fra hgjre, der ikke er «,,, altsid u < «,,, 0g
erstat u med efterfplgeren u™ af u i alfabetet, og erstat de fplgende bogstaver i U med lutter ;.

En hjelpevariabel betegnet j initialiseres: j := n (den peger pa en plads indenfor ordet, og
pladserne undersgges bagtra).

I. Hvis u; # a,, fortsettes med 1I, ellers sattes j := j — 1 (dette udfgres kun i en situation,
hvor j > 1, fordi U ikke er det sidste ord), og algoritmeskridt I genudfgres (det undersgges om
bogstavet pa plads j ikke er det sidste i alfabetet; nar skridt I forlades er j indeks for den sidste
plads i ordet med et bogstav, »der kan gges«, og et sadant findes ifglge antagelsen).

II. Nu defineres V := uqu, ... uj,lu;ral ...oq, hvor u;’ som navnt betegner efterfglgeren til
ujiY (u; < a,). (Hvis j = 1 benyttes ikke et preefiks af j — 1 indledende u; elementer. De sidste
n — j bogstaver i V er alle det farste bogstav i alfabetet; disse bortfalder hvis j = n.)

2.8 Leksikografisk gennemgang af permutationer. Den leksikografiske ordning af samtlige
ord tilhgrende Y™ giver, nar den anvendes pa mangden af permutationer af Y, en ordning af denne
meangde. En udbygning af algoritmen i det foregaende afsnit giver en metode til at gennemgd de
m! permutationer af Y i den leksikografiske ordning af permutationer. Da bogstaverne i en per-
mutation er indbyrdes forskellige, hvert bogstav fra ¥ forekommer endda pracis én gang, ses det
let, at den leksikografisk fgrste permutation er ordet: oy« . . . «,,, hvor de m bogstaver forekom-
mer i deres alfabetiske rekkefglge, og tilsvarende er den leksikografisk sidste permutation ordet:
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Uy - - .o1. (Da de m bogstaver er indbyrdes forskellige i en permutation, er o3 . . . &y, fak-
tisk det fgrste ord, der begynder med «q, og ligeledes det fgrste ord, der har oy, som preaefiks af
leengde 2, og saledes videre.)

Eksempel. Permutationerne af ma@ngden {1, 2, 3, 4} skrevet i deres leksikografiske orden (sva-
rende til den s@dvanlige ordning af ciffersymbolerne 1, 2, 3, 4) er:

1234 1243 1324 1342 1423 1432 2134 2143 2314 2341 2413 2431
3124 3142 3214 3241 3412 3421 4123 4132 4213 4231 4312 4321

Tabellen skal som de gvrige sadanne tabeller leses reekkevis, oppefra og nedefter, og hver reekke
fra venstre mod hgjre. ]

Idéen i nedenstaende algoritme er at modificere et givet ord sa lidt som muligt og sa langt til
hgjre som muligt, og med bevarelse af egenskaben at vere en permutation. En nggleobservation er,
at en given permutation, der kan opdeles i to segmenter (y;, yi, - - - Yir) Vigyy Yieyr - - - Yin)» hvor det
andet segment er aftagende, er den sidste blandt permutationerne, der har det fgrste segment som
prefiks. Derfor ma efterfglgeren til en given permutation fas ved at modificere det sidste element
for det lengste aftagende slutsegment.

Algoritme. Med en permutation u,u; . ..u, som input, der antages ulig permutationen
Q1 . ..o (derfor findes et j sd u; # oy,41—;), giver algoritmen som output den leksiko-
grafiske efterfolger til uu; . ..u,,.

En hjelpevariabel j initialiseres: j := m — 1 (j er indeks for starten af et slutsegment indenfor
ordet, af lengde > 2, og disse undersgges efter voksende laengde).

I. Hvis slutsegmentet u ; . . . u,, ikke er aftagende fortsattes med 11, ellers szttes j := j—1, og
algoritmeskridt I genudfgres (det undersgges om bogstaverne pa pladserne j, j + 1, ..., m udger
et aftagende segment; nar skridt I forlades er j indeks for den sidste plads i ordet sa bogstaverne pa
den og de fplgende pladser kan »permuteres« til et »stgrre« segment; en sadan plads findes ifglge
antagelsen). Anderledes udtrykt: u; < uji1, 0Ogujr1 > Ujpd > ... > Up.

II. Efterfglgeren viv, ... v, tiluju, ...u, er dermed bestemt pa tglgende made:

De forste j — 1 elementer er de samme somiuu, .. .u, (bortfalder hvis j = 1);

v; sattes til det mindste af bogstaverne {u 1, Uy, ..., uy,}, derer stgrre end u j; og

de fplgende bogstaver vj, ... v, sattes til den entydigt bestemte voksende permutation af de
resterende bogstaver {uj, i1, ..., uu}\ {v;}.

Eksempler. Efterfglgeralgoritmen udfert pa nogle permutationer af: {1, 2, 3, 4,5, 6} (med den
sedvanlige rekkefglge af tallene).

(a) 123456 — 123465, slutsegmentet af leengde 2, altsa 56, er ikke aftagende, og 6 er det
mindste element i 6, der er stgrre end 5; og 5 er de resterende bogstaver i slutsegmentet taget i
voksende rekkefglge.

(b) 123465 — 123546; slutsegmentet af lengde 2 er aftagende, men slutsegmentet af l&ngde
3, altsa 465, er ikke; 5 er det mindste element stgrre end 4 blandt 65, og 46 er de resterende
bogstaver i slutsegmentet i voksende raekkefglge.

(c) 124365 — 124536; slutsegmenterne af lengde 2 er aftagende, men slutsegmentet af
leengde 3, altsa 365, er ikke; 5 er det mindste elementer blandt 65, der er stgrre end 3, og 36
er de resterende bogstaver i herfra i voksende rekkefglge.

(d) 546321 — 561234, slutsegmenterne af lengde 2, 3, og 4 er alle aftagende, men slutseg-
mentet af lengde 5, altsa 46321, er ikke; 6 er det mindste element blandt 6321, der er stgrre end
4, og 1234 er de resterende bogstaver i slutsegmentet i voksende raekkefglge. ]
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Opgaver

(2.1) Vis, at der for alle ikke-negative hele tal m, og alle reelle tal x gaelder:
= (=D"(—x)"=x-—m+1", og x"=(-D"(-x)"=x+m— 1™

(2.2) En afbildning ¢ : N — Z siges at vaere multiplikativ, hvis det for alle primiske tal
m,n € N gelder, at o(m - n) = p(m) - p(n),og (1) = 1.

Angiv diverse eksempler pa simple multiplikative funktioner.

Vis, at n — d(n) er multiplikativ, hvor d(n) er antallet af divisorer in € N.

(2.3) Bestem (et regneudtryk for) antallet af voksende 8-cifrede tal (starter ikke med ciffer 0).

(2.4) Lad Y betegne et ordnet alfabet med m bogstaver. Vis, at der for et naturligt tal n er lige
mange voksende og aftagende ord af lengde n skrevet med bogstaver fra Y. Bestem antallet af
monotone ord af lengde n € N, altsa ord som er enten voksende eller aftagende.

(2.5) Lad Y vere et endeligt alfabet, og lad Y * betegne foreningsmengden Y™ = U | Y* af ord
af vilkarlig (endelig) lengde.

For to forskellige ord U = uuy...u, € Y"og V = viv;...v, € Y™, hvor m, n er naturlige
tal, siges U at komme leksikografisk for V , hvis enten U er et ®gte prafiks af V (dette betyder,
atn <m,ogu; =v; fori =1,2,...,n),ellerhvis u; < v;, hvor j er det mindste k, s& uy # v
(altsda nummeret pa den fgrste position med forskellige bogstaver indenfor de to ord).

Vis, at den derved definerede relation er en total ordensrelation i Y .

Overvej om rekkefglgen af Y *: fgrst ordene af leengde 1, i deres leksikografiske orden, der-
nast ordene af lengde 2, i deres leksikografiske orden, dernast ordene af leengde 3, i deres leksi-
kografiske orden, osv., definerer en ordensrelation pa Y .

(2.6) Vis, idet ord af l&ngde n skrevet i alfabetet {0, 1, 2, ..., 9} af de seedvanlige ciffersymboler
opfattes som n-cifrede tal, hvor altsa eventuelle »indledende 0’er« skrives, at den leksikografiske
ordning af ordene er den sedvanlige ordning af de tilsvarende talverdier.

(2.7) Ladn > 3 vere et naturligt tal. Bestem antallet af i det veesentlige forskellige placeringer af
n personer (eller objekter) omkring et cirkulert bord; to placeringer regnes her for i det vesentlige
ens safremt de bestemmer samme cykliske reekkefplge, dvs. hvis den ene fas af den anden ved at
lade samtlige personer flytte sig det samme antal stole, og alle i samme retning (alle til venstre,
eller alle til hgjre). Der er udover den cykliske reekkefglge ogsd en slags orientering, med eller
mod uret!

(2.8) Bestem antallet af monotone, henholdsvis surjektive afbildninger af X = {a, b, ¢, d, e} ind
i Y = {0, 1}, hvor der benyttes de sedvanlige ordninger af X og Y.

(2.9) Overvej en algoritme til gennemlgb af samtlige delmangder af given endelig mangde.

(2.10) Find, idet der betragtes permutationer af {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, efterfglgeren til 3147652, og
til 2467531.

(2.11) For et naturligt tal n betragtes permutationer af ma@ngden {0, 1,2, ...,n — 1}; der er jo
n! sadanne permutationer, og de kan derfor nummereres, i den leksikografiske orden med tallene
0,1,...,n!—1, der fungerer som en slags »lgbenumre«. Overvej en metode til at udregne Igbe-

nummeret for en given permutation, og omvendt, en metode, der fra en permutations lgbenummer,
udregner permutationen.



Kapitel 3

Binomialkoefficienter: basale tellemodeller

Utallige telleopgaver bestér i, eller har som vigtig delopgave, at bestemme antallet af »mgnstre«
en samling S af objekter, eller passende afgreensede delmangder af S, kan danne.

I dette kapitel introduceres de nok nyttigste kombinatoriske tellestgrrelser — binomialkoeffici-
enterne — der er nzrmest alle-steds-nervaerende i sddanne problemer, og saledes fungerer som en
slags standardantal. Disse binomialkoefficienter athanger af to parametre, der pa naturlig made
svarer til det tilhgrende teelleproblems stgrrelse. Et vigtigt formal i det fglgende er at illustrere, via
en rekke eksempler, hvordan binomialkoefficienterne dukker op i telleproblemer — for derved at
give substans til det ovenfor benyttede vage begreb mgnstre.

I sidste del af kapitlet omtales de med binomialkoefficienterne nart beslegtede standardan-
tal, der kaldes multinomialkoefficienter; disse er en del »varre« — og heldigvis mindre hyppigt
forekommende — end binomialkoefficienterne.

3.1 Introduktion. En af de mest fundamentale telleopgaver er at bestemme antallet af kombi-
nationer af objekter fra en forelagt objektsamling.

Lad A betegne den forelagte objektsamling (mwngde), og antag at A bestar af n objekter, hvor
n € N, fx, efter indicering A = {ay, as, ..., a,}. En kombination af objekterne fra A er primart
bestemt ved hvilke og hvor mange af objekterne fra A den omfatter, men den kan betragtes med
flere synspunkter. Lad k vere et naturligt tal som opfylder & < n.

En kombination af k af objekterne fra A kan tenkes dannet ved k successive valg, og rekke-
fglgen i hvilken de k objekter udvelges kan vere afggrende; i sé fald er der tale om en ordnet
k-kombination af objekter fra A, der pa naturlig made kan specificeres ved en liste med de valgte
objekter: a;,, a;,, . .., a;, hvor det underforstas, at listens j’te element, altsa objektet aj;, er det
Jjte valgte objekt, for j = 1,2, ..., k.

I andre situationer kan en eventuel rekkefglge i hvilken objekterne blev udvalgt — hvis de over-
hovedet blev valgt i en rekkefglge — vere irrelevant, eller ikke til radighed, og kun hvilke & objek-
ter fra A, som kombinationen omfatter, er afggrende; s foreligger en ikke-ordnet k-kombination
af objekter fra A, eller en k-delmengde af A, dvs. en delmangde B C A, for hvilken |B| = k.

Eksempel. For A = {1, 2, 3, 4, 5} er der de 20 ordnede 2-kombinationer af objekter fra A vist
nedenfor (som kommaadskilte lister, f@rst alle der starter med 1 og voksende efter andet listeele-
ment, dernast alle der starter med 2, analogt ordnede, osv.):

1,2 1,3 1,4 1,5 2,1 2,3 2,4 2,5 3,1 3,2
3,4 3,5 4,1 4,2 4,3 4,5 5,1 5,2 53 5,4
Nar der her ses bort fra reekkefglgen af listeelementerne fas de 10 nedenstdende 2-delmengder

af A (ferst alle, der indeholder 1, arrangeret voksende efter det stgrste element, dernast alle med
2 som mindste element, pa analog made, osv.):

(1,2}, {1,3}, {L4}, (1,5}, {2,3}, {2,4}, (2,5}, {3,4}, {3,5}, {45} []

Antallet af ordnede k-kombinationer af objekter fra A bestemmes nok lettest via en fortolkning
af dem, som ord af lengde k skrevet med indbyrdes forskellige bogstaver fra alfabetet A; antallet
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af disse ord er ifglge satning 2 i afsnit 2.5, givet som den k’te dalende faktoriel af antallet af
elementer i A, altsa:

k=nmn—-1)...n—k+1).

Antallet af k-delmengder af A kan nu findes. Hver ordnet k-kombination a;,, a;,, . . . , a;, giver,
ved at se bort fra objekternes reekkefglge, anledning til en k-delmeaengde af A, nemlig den besta-
ende af de pagzldende objekter, altsa {a;,, a;,, ..., a;}; af de ialt n¥ ordnede k-kombinationer
giver precis k! anledning til denne delmengde: da der er k! reekkefglger i hvilke de k objekter i
{ai,, ai,, ..., a;} kan opstilles. Dermed er antallet af k-delmangder af A brgken:

n“ nn—1...(n—k+1)

k! k(k—1)...1

Disse antal indgar ofte i beregninger med en reekke forskellige vaerdier af parametrene n og &,
og for at fa en robust regneformalisme er det vigtigt, at diverse greensetilfeelde for de kombinatorisk
bestemte antal er fastlagte, pa fornuftig og konsistent made.

Parameteren k er i argumentet ovenfor et naturligt tal < n; for k = 0 er der ingen sedvanlige
ordnede k-kombinationer, og heller ingen sedvanlige k-delmangder. Det viser sig dog praktisk
at regne den tomme liste (uden objekter) for en ordnet O-kombination, og den eneste sadanne, og
tilsvarende at regne den tomme mangde for en 0-delmangde, og den eneste sadanne.

3.2 Binomialkoefficienter — definition og simple egenskaber. Pa basis af de indledende
overvejelser fastsattes fglgende:

Definition. For hele tal n, k, hvor n > 0, kaldes antallet af k-delmangder af en objektmangde
med n elementer for binomialkoefficienten (}), der lzses »n over k«.

Dette er en kombinatorisk definition, hvilket betyder, at et antal, et ikke-negativt helt tal, fast-
settes som antallet af objekter med den-og-den egenskab. En saddan definition kan veere nyttig
fordi den knytter et intuitivt preegnant indhold til en ellers neutral talverdi; derved kan det blive
lettere at opdage dette antal, nar det optraeder i »forkleedning«.

Den gvre parameter n er normalt et naturligt tal, men det er nyttigt ogsa at tillade veerdien
n = 0, som det blev gjort i definitionen; i dette tilfalde er der ingen objekter i den givne mangde,
og tilsvarende ingen seedvanlige k-delmangder, for noget-som-helst £ # 0. Den tomme meangde
er dog en fuldgyldig 0-delmangde, ogsa af den tomme objektmangde.

Den nedre parameter k angiver stgrrelsen af de betragtede delmangder; der findes naturligvis
ingen delm@ngder med et negativt antal elementer, og heller ingen med flere elementer end n. Med
disse bemaerkninger giver optellingen i det foregaende afsnit nedenstaende beregningsudtryk for
binomialkoefficienterne:

Seetning. Binomialkoefficienterne er for hele tal n, k, hvor n > 0, givet ved:

0 for k<O,
N o<k < 3.1
v )= A or <k <n, 3.1
0 for n<k.

Leg mearke til, at beregningsudtrykket giver de rigtige verdier ogsa i grensetilfaeldene, nar
k=0,eller k = n,idet 0! =1, og nd=1, ogsa forn = 0.
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Observation 1. For alle hele tal n, k, hvor n > 0, galder:

()= (20) 62

Bevis. Begge sider af ligningen (3.2) er 0 nar k < 0 og nar k > n. Antag derfor, at 0 < k < n,
og lad A betegne en mangde med n elementer. Ved til en k-delmangde af A at lade svare dens
komplementermangde, der er en (n — k)-delmengde af A, defineres en afbildning fra mengden
af k-delmangder af A til (n — k)-delmangderne af A. Denne afbildning er bijektiv — hvert valg
af k elementer fra A bestemmer et valg af n — k elementer fra A, nemlig de ved det fgrste valg
udeladte! — hvilket giver pastanden. [ |

Symmetrien mellem k og n — k, der udtrykkes i ligning (3.2), treeder klart frem i nedenstédende
udgave af beregningsudtrykket fra s@tningen, der fglger ved at forlenge brgken med (n — k)!, og
det er nok den form hvori binomialkoefficienterne er kendt af de fleste!

Observation 2. For alle hele tal n, k, hvorn > 0 0g 0 < k < n, galder:

(n) B n!
k] kl(n—k)!

Ved brug af regneudtrykket for binomialkoefficienterne kan (Z) let findes, i det mindste for
smé veerdier af n og k, og nedenfor er binomialkoefficienterne for alle n < 15 angivet.

3.3 Binomialformelen. Som navnt indgir binomialkoefficienterne pa naturlig méade i utal-
lige telleproblemer; betegnelsen binomialkoefficienter skyldes disse tals optraeden i det simplifi-
cerende regneudtryk for n’te potens af en toleddet, eller binom, stgrrelse (x + y)”. Ved at »gange
parenteserne ud« fis en sum af ialt 2" led, hvor hvert er! af formen x¥y"~*; samles alle led med
feelles veerdi af k, reduceres summen til ialt n + 1 led, nemlig ét for hvert k =0,1,2, ..., n.

Eksempel. Forn = 0, 1, 2, 3 finder man ved direkte udregning (og med voksende besver):
x+'=1 @+»'=x+y, @+y*=x>42xy+)%
0g
(x—i—y)3 =x3 —i—?a)czy—i-?)xy2 +y3. 0

Setning. For vilkarlige (relle eller komplekse) tal x, y og et vilkdrligt helt taln > 0 galder:

CESEDY (Z)xky”k : (3.3)

k=0

(Ligningen (3.3) kaldes binomialformelen.)

Bevis. Formelen (3.3) er korrekt for n = 0, 1, fordi (8) = ((1)) = (i) = 1, s& vi betragter

et n > 2. Som navnt til indledning drejer det sig om at bestemme, hvor mange gange et led af
formen x*y"~* forekommer i resultatet af multiplikationen:

E+'=@x+yE+y)...(x+y).

n par af parenteser

Hvert af de 2" led, der fas ved at gange alle parenteserne ud, er produktet af et tal (x eller y)
fra det fgrste parentesudtryk med et tal (x eller y) fra det andet parentesudtryk, og sdledes videre,

IFordi x og y kommuterer, altsa xy = yx.
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med et tal fra det sidste (det n’te) parentesudtryk, og et sidant led er x* y"~* pracis hvis der fra k af
parentesudtrykkene er benyttet x, medens der fra de resterende n — k parentesudtryk er benyttet y.
Derfor er antallet af led, blandt de 2", af udseendet x*y"~* antallet af k-delmangder af mangden
af de n par af parenteser, altsa (}). |

Beviset for binomialformelen (3.3) er et kombinatorisk bevis. Problemstillingen formuleres
som en telleopgave, hvor det sggte antal via en fortolkning som antallet af k-delmangder af en
vis objektmangde kan udtrykkes som en binomialkoefficient. Den benyttede objektmengde er
vel nermest mangden af parentespar i regneudtrykket for (x + y)”, altsa en ret uhdndgribelig,
eller abstrakt, objektmangde; mange analoge telleopgaver bliver neermest trivielle, nar den rette
objektmeengde er fundet, og det er derfor vigtigt via (mange) eksempler at fa erfaring i at udpege
en relevant ma@ngde af objekter!

3.4 Rekursionsformelen og Pascals trekant. Der bestar utallige relationer mellem binomi-
alkoefficienter for diverse st af parametre; én af de vigtigste sadanne er nedenstaende, hvor ogsa
verdifastsattelsen for parameterverdier n, k udenfor det naturlige omrade star sin prgve:

Seetning. For alle naturlige tal n, og alle hele tal k gzlder:

(Z) - (n K 1) * (Z . 1) (3.4)

(Ligningen (3.4) kaldes for rekursionsformelen for binomialkoefficienterne.)

Bevis.? For k < 0 og for k > n er alle led i (3.4) lig 0, og (3.4) derfor trivielt opfyldt; for
k = 0 reducerer (3.4) til 1 = 1 + 0, hvor den altsa ogsa er opfyldt. Betragt derfor tilfeeldet, hvor
k opfylder 1 < k < n;lad A vere en objektmengde med n objekter, og lad a € A betegne et
fast valgt objekt (et sddant findes, da n > 1). Samlingen af k-delmangder af objekter fra A bestar
af to typer: delmangder af den ene type har ikke det udvalgte objekt a som element, delmangder
af den anden har a som element, og da denne typeopdeling er en udtgmmende og disjunkt deling
af k-delmangderne af A, er antallet af disse, altsa (Z), blot summen af antallene af hver af de to
typer. Antallet af k-delmangder af A, der ikke indeholder objektet a er antallet af k-delmangder
af A\ {a}, altsa (”;1). Antallet af k-delm@ngder af A, der indeholder objektet a er antallet af
mader, hvorpa {a} kan suppleres med k — 1 objekter fra A \ {a} til en fuld k-delmangde af A, altsa
(i) i

Rekursionsformelen (3.4) for binomialkoefficienterne (den kan ogsa mgdes under betegnel-
serne Pascals formel, og additionsformelen), kan benyttes til en successiv beregning af binomi-
alkoefficienterne (og som kernen i et induktionsbevis for binomialformelen). Denne beregnings-
metode far en simpel form, nar den forklares ved hjelp af Pascals trekant, der er et talskema
indeholdende samtlige binomialkoefficienter (Z) med uendeligt mange rekker, og hvor rekkerne
nedefter i skemaet rummer flere og flere egentlige verdier; normalt skrives dog kun vardierne
svarende til 0 < k < n, og rekken for n > 0 indeholder dermed n + 1 talvaerdier (# 0).

Pascals trekant, hvoraf et udsnit omfattende de gverste reekker er vist pa naste side, dannes
ved at skrive den venstre sg@jle bestdende af lutter 1 = (g), og diagonalen i skemaet, hvor altsa
n = k, ligeledes af lutter 1 = (Z), og derefter benytte rekursionsformelen til at fylde »resten« ud!
Hver verdi (2) i skemaet er nemlig summen af (”;1), der star i samme sgjle, men i den foregédende

rekke, og (Z:i), der star i sgjlen én plads til venstre og i den foregdaende raekke. Undervejs lettes
arbejdet ved at benytte symmetrien omkring midtpunktet af rekkerne, se ligning (3.2).

2Se opgave 3.1 for et udregningsbevis, der ogsa gelder i en mere generel ramme.
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@ MG 6 @ 6 6 6 6 6 (@ ()@ GG 66
0T - - - - - - - - - - - - ——=
T T
201 2 1 - - - - - oo oo
30103 3 1 - - - - - - oo oo
S
sf1 s 1010 s 1 - - - - - - - - - =
61 6 1520 15 6 1 - - - - - - - - -
701 7 2135 35 20 7 1 - - - - - - - -
8|1 8 28 56 70 s6 28 8 1 - - - - - - -
91 9 36 84 126 126 8 36 9 1 - - - - - -
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 - - - - -
11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1 - - - -
12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1 - - -
13| 113 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1 - -
14[ 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1 -
15 115 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

De fglgende afsnit diskuterer et par vigtige eksempler pa telleopgaver, hvis Igsning pa naturlig
made inddrager binomialkoeffienter.

3.5 Antal gitterveje. Lad n og k vare naturlige tal. Vi betragter et gitter dannet af k + 1
vandrette linjestykker og n + 1 lodrette linjestykker; den indbyrdes afstand mellem nabolinjer er
den samme vandret og lodret, og linjerne danner dermed 7 - k sma kvadrater, der kaldes et k x n
gitter; et eksempel er vist pa figuren nedenfor i tilfeeldet n = 8 og k = 3.

B

A

Idet gitteret er en slags vejnet (fx fra et udsnit af et kort over Manhattan, hvor kvadraterne er
husblokke) gnskes antallet af veje fra A, i nederste venstre hjgrne, til B, i gverste hgjre hjgrne,
beregnet. Det er underforstaet, at veje er sa direkte som muligt — men fglger linjerne — altsa, at en
vej bestar af preaecis n vandrette smaskridt mod hgjre og pracis k lodrette smaskridt opad.

Denne abstrakte meengde af veje fra A til B telles ved at bringe den i bijektiv korrespondance
med en anden abstrakt mangde, hvis elementer telles via en binomialkoefficient. Hver vej af den
betragtede type kan beskrives entydigt via et ord af lengde n + k af bogstaverne H og O, med
praecis n bogstaver H og k bogstaver O, idet ordet opfattes som en kode. For en given vej fas
koden ved at fglge vejen, og for hver pabegyndt kvadratside langs vejen at registrere om vejen gar
vandret mod hgjre (kode H), eller lodret op (kode O). Den pa figuren fedt optrukne vej har saledes
koden: HHOHHHOHHHO (to skridt vandret mod hgjre, et skridt lodret op, tre mod hgjre, et op,
tre mod hgjre, et op). Omvendt fas fra et givet ord af den specificerede type (leengde n + k, precis
n bogstaver H, og k bogstaver O) en entydigt bestemt vej af den gnskede art, simpelthen ved at
navigere efter den givne kode.

Mengden af veje af den specificerede type er dermed i bijektiv korrespondance med mangden
af ord af den specificerede type, og da antallet af ord er antallet af mader at vaelge de k pladser af
de ialt n 4 k, 1 hvilken bogstavet er O, er antallet af veje binomialkoefficienten: ("Zk ) N



36 KAPITEL 3. BINOMIALKOEFFICIENTER: BASALE TALLEMODELLER

3.6 Antal lgsninger til visse heltalsligninger. 1 en rekke situationer gnskes antallet af grup-
peinddelinger af en samling af objekter bestemt; selvom objekterne er forskellige, er der ikke
behov for, eller ikke mulighed for, at skelne mellem objekterne; objekterne fungerer nermest som
en slags enere, hvor antallet af elementer i hver gruppe er afggrende.

Lad n vere et naturligt tal, antallet af objekter, der ikke skelnes indbyrdes, og k et naturligt
tal, antallet af grupper objekterne gnskes fordelt pa; disse grupper kan skelnes indbyrdes, fx num-
mereres. Idet antallet af objekter i den j’te gruppe betegnes x ; er der en bijektiv korrespondance

mellem inddelinger af objekterne og s&t (x1, x», ..., x;) af hele tal x; > 0, der Igser ligningen
X1+ x4+ ...+ x, =n. 3.5)
Antal gruppeinddelinger af de n objekter i k grupper er derfor antallet af se@t (x, x2, ..., xx)

af ikke-negative heltal, der lgser (3.5); dette antal kan findes via flere teellemodeller.

En model fortolker lgsningssat som sekvenser af lengde n + k — 1 bestiende af n objekter og
k — 1 skilleveegge, hvor x; er antal objekter indtil den fgrste skillevaeg, x, er antal objekter mellem
den fgrste og den anden skillevaeg, osv. x; er antal objekter efter den k — 1’te skilleveeg; hvilke
objekter, der star hvor, er ligegyldigt, kun antallet af objekter fgr, mellem, og efter skillevaggene,
er afggrende; fx med n = 5 og k = 3 er sekvensen x|xxxx| model af Igsningen: x; = 1, x, = 4,
og x3 = 0. Dermed ses:

Observation 1. Antallet af Igsninger til (3.5) er antallet af mader de k — 1 pladser til skille-
veeggene kan velges blandt de ialt n + k — 1 pladser til objekter/skillevagge, altsa

n+k—1
( b1 ) (3.6)

En anden — méske mere suggestiv — model beskriver st af lgsninger via de vandrette vej-
streekninger i et passende vejgitter, se det foregadende afsnit. Med k vandrette linjestykker, hver af
leengde n, altsa et (k — 1) x n gitter, er der en bijektiv korrespondance mellem szt (xy, x3, ..., Xx)
af hele tal x; > 0, der Igser ligningen (3.5) og gitterveje fra A til B; fra en given sadan gittervej
afleses s@ttet (xy, x2, ..., x;) som lengden af de vandrette strek, med x; som lengden pa den
Jjte vandrette linje; omvendt giver en Igsning (xq, xo, ..., x;) til (3.5) anledning til en gittervej,
fx ved at danne koden for vejen som x; gange H, dernzst et O, dernast x, gange H, dernast et O,
osv. sluttende med x; gange H (hvor visse af de nevnte antal H kan vere 0); den pa figuren viste
gittervej svarer til lgsningen x; = 2, x, = x3 = 3 og x4 = 0 til ligningen x; + x, + x3 + x4 = 8.
Igen fas antallet givet ved binomialkoefficienten (3.6).

Bemaerkning. Den fgrste af ovenstdende modeller blev —i det vasentlige — tidligere benyttet i
forbindelse med opt®lling af monotont voksende ord, se lemmaet i afsnit 2.5; her er overvejelsen
nok simplere, fordi der fra starten ikke skelnes mellem objekterne indbyrdes.

Telleresultatet her giver tillige en klarere optalling af antallet af monotont voksende ord
af lengde n skrevet med et alfabet pa k bogstaver; et sddant ord er jo fastlagt ved antallene
X1, X2, ..., x; af successive forekomster af alfabetets bogstaver: fgrst x; af det fgrste, derneest
x, af det andet, og saledes videre, og sidst x; eksemplarer af det sidste (k’te) bogstav. ]

Eksempel. Ofte forsvinder den skelnen mellem forskellige objekter, der ligger til grund for bi-
nomialkoefficienterne ved anvendelsen (fx binomialformelen, antal Igsninger til heltalsligninger).
Som et yderligere eksempel klares et tilsyneladende helt anderledes problem pa denne made. De
hele tal, der spiller rollen af x;’erne i (3.5), bestar af et vist antal enere, men typen af disse enere
kan tillades at variere mellem x;’erne.

En bolchefabrikant pakker poser med blandede bolcher. Hver pose indeholder n bolcher, og
der er k typer af bolcher, hvor n og k er naturlige tal — hver type bolcher er til radighed i et
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ikke-begraenset antal. Antallet af forskellige indhold af siadanne poser blandede bolcher gnskes
bestemt. Ved at lade x;, fori = 1,2, ..., k, betegne antallet af en sadan poses bolcher af den i’te
type, er der en naturlig bijektiv korrespondance mellem mengden af mulige bolche-pose-indhold
og maengden af s@t (x1, x5, ..., x;) af ikke-negative Igsninger til (3.5), og det sggte antal er derfor
givet ved binomialkoefficienten i (3.6). []

I overvejelserne ovenfor er det afggrende, at koordinaterne i lgsningssat (xi, x3, ..., X;) er
ikke-negative, altsa, at x; > 0, for alle indices i = 1,2, ..., k. En mere generel problemstilling er
folgende. Lad der vere givet et s&t (a;, ay, .. ., a;) af k hele tal a;, og betragt ligningen:

X|+Xy+ ...+ X =n. (37)
sammen med sidebetingelserne:
ap =x;, ay=x3, ... G =X (3.8)

Antallet af st af lgsninger (x1, X7, ..., x;) af hele tal til (3.7), der opfylder alle ulighederne i (3.8),
kan bestemmes ved at oversette til et problem af den tidligere behandlede type (hvor x;’erne

er ikke-negative). Lettest foregar det nok ved at introducere nye variable: y; = x; — a;, for
i = 1,2,...,k. Deter da klart, at der er en bijektiv korrespondance mellem mangden af st
(x1, X2, ..., x¢) af hele tal, der lgser ligningen (3.7), og som opfylder alle ulighederne i (3.8) og
maengden af s®t (y1, 2, ..., yx) af ikke-negative hele tal y;, der tilfredsstiller ligningen:
vttt w=n—(ata+...+a); (3.9
korrespondancen er simpelthen givet koordinatvis ved: x; —a; <> y;,fori =1,2,..., k.

Observation 2. Det sggte antal er derfor binomialkoefficienten:

(n+k—1—(a1+az+...+ak)) 5

k—1

Antallet af Igsninger til en ligning af formen (3.7), hvor koordinaterne opfylder tosidede ulig-
heder, er vanskeligere at bestemme: se kapitel 15 om optlling ved inklusion og eksklusion.

3.7 Multinomialkoefficienter. For en mengde af n > 1 (indbyrdes skelnelige) objekter, er
binomialkoefficienten (Z), for hele tal k, antallet af k-delmaengder, altsa delmangder med pracis k
elementer. Eller (Z) er antallet af opdelinger af de n objekter i to kategorier, den ene med k valgte
objekter, den anden med de n — k fravalgte objekter. Mere almindeligt kan der spgrges:

For en mangde af n > 1 objekter, og et s®t af r > 2 hele tal (ky, k2, ..., k), der opfylder, at
ki +k, + ... 4+ k, = n, hvad er antallet af fordelinger af objekterne i r skuffer med k; objekter i

den i 'te skuffe, fori =1,2,...,r?

Eksempel 1. Et hold pa 14 studerende skal — inddelt i passende studiegrupper — lgse en »pro-
jektopgave« valgt blandt 5 projektforslag; bemandingen af de 5 grupper er givet ved tabellen:

Opgavenr. |1 2 3 4 5
Antalstud. |3 4 2 2 3

Antallet af mader, hvorpa de 14 studerende kan fordeles i 5 studiegrupper med de anfgrte antal
medlemmer, gnskes bestemt. Denne telleopgave kan Igses ved successivt at bestemme antallet af
mader hvorpa gruppe 1 kan dannes, hvilket er binomialkoefficienten (]34), for hver af disse at gange
med antallet af mader hvorpa gruppe 2 kan dannes blandt de resterende 11 studerende, hvilket er
(141), og saledes videre. Resultatet er produktet af disse antal, altsa:
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(B)E)CEE) - sz .

Med henblik pa sadanne telleopgaver beskrives et generelt setup: Der tenkes forelagt en
meangde med n > 0 objekter, og en rekke mulige placeringer, de kaldes kasser, ialt r > 2 sddanne.
Desuden tenkes givet et st af r hele tal (ky, ko, ..., k), der opfylder, atk; + kr + ... + k. = n;
det viser sig praktisk at betragte vilkarlige hele tal k;, og det forudscettes altsa ikke her, at k; > 0.
Det er maske til hjalp at forestille sig objekterne som fx »tennisbolde« og de mulige placerin-
ger som fx »kurve«, hvori tennisboldene kan lagges; tennisboldene er indbyrdes skelnelige, fx
nummererede, og det samme galder kurvene.

Definition. Med dette setup kaldes antallet af fordelinger af n objekter i r kasser, med k ;

objekter i den j ’te kasse, for j = 1,2, ..., r, en multinomialkoefficient, og antallet betegnes
n
kl’k27"'9kr ’
hvilket fx leeses »multinomialkoefficienten n over k1, ka, . .., k. «. (Objekterne har ikke en raek-

kefglge i kasserne, og kassernes indhold opfattes altsa ikke-ordnet.)

De ovenfor definerede multinomialkoefficienter har direkte relevans som udtryk for Igsningen
til det teelleproblem hvoraf de defineres, og de optreder — pa samme made som binomialkoeffi-
cienterne — som koefficienter i udtrykket for den n’te potens af en flerleddet stgrrelse, her n’te
potensen af en r-leddet stgrrelse, se afsnit 3.8 nedenfor. Endvidere er hver binomialkoefficient (Z)
faktisk multinomialkoefficienten (, " ), med r = 2 kasser.

I en sn@ver vending kan det vare fristende at kalde multinomialkoefficienterne svarende til
r > 2 fordelingskasser for r-nomialkoefficienter, fx nar r = 3, for trinomialkoefficienter.

Inden talvaerdier for multinomialkoefficienterne beregnes er det nyttigt at fa et strukturelt over-
blik: Som naevnt tillades et eller flere negative k;’er, men for talset (ki, k», ..., k) med et eller
flere negative »elementantal«, er der naturligvis ingen fordelinger, der opfylder fordelingskravene,
og derfor er den tilsvarende multinomialkoefficient, nemlig antallet af relevante fordelinger, for
sadanne st = 0. Pa den anden side er der for hvert s&t (kq, k», ..., k,) af tal k;, > 0, med sum
n, mindst én fordeling, der opfylder fordelingskravene, nemlig fx den, der placerer de k; fgrste af
objekterne i kasse 1, de naste k, af objekterne i kasse 2, og saledes videre, de sidste k, af objek-
terne i kasse r (summen af elementantallene for kasserne er jo forudsat at vare n). Dette gaelder
ogsa for greensetilfeeldet n = 0; det er ogsa her umuligt at fordele pa en sadan made, at der i en
kasse placeres et negativt (< 0) antal objekter; men med O objekter er der pracis én fordeling —
den tomme — der placerer 0 objekter i hver af de r kasser, og dermed er multinomialkoefficienten
(0’0?_.’ 0) = 1, hvilket ogsa fas af regneudtrykket i seetningen nedenfor.

Derfor er en multinomialkoefficient (kl, k;,l..., k,) positiv hvis og kun hvis det for sattet af antal
(ki,kp, ..., k) geelder,atk; > Ofori = 1,2,...,r (og sumbetingelsen k; + k, + ... + k. = n).
Det er imidlertid pa nuverende tidspunkt let for os at bestemme antallet af siddanne antalssat
(k1,ka, ..., k,): det er jo antallet af lgsninger til ligningen (3.5) i ikke-negative hele tal, dog her
med r ubekendte, altsd binomialkoefficienten (”j:l

Endvidere athenger en multinomialkoefficient kun af elementantallene k1, k3, . . ., k,, ikke af
deres reekkefplge; der er nemlig en oplagt bijektiv afbildning mellem fordelinger for et set af
elementantal (ki, ks, ..., k,) og fordelinger for en permutation af disse elementantal (det der star
pa de r pladser), nemlig den, der bestar i at permutere objekterne »kassevis« tilsvarende.
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Setning. For hele taln, r, hvorn > 0 ogr > 2, ogr-tupler (ky, ks, ..., k,) af hele tal k; (med

elementsum = n), er multinomialkoefficenten n over ki, k,, . .., k, givet ved:
0 hvis der findes eti sak; < 0,
n
= ! (3.10)
<k1,kz,---,kr) ! ndr k>0, fori=1,2,...,r
ki k! k!

Bevis. Pastanden er allerede godtgjort i tilfeeldet med ét eller flere af k;’erne negative. Antallet
beregnes i tilfelde, hvor alle k; > 0, pa samme made som i eksemplet ovenfor:
De k, af de n objekter, der skal i den fgrste kasse, kan vaelges pa ( ) mader; for hver af disse,

kan blandt de n — k; resterende, de k, objekter, der skal i den anden kasse, vaelges pa (" 2" ‘) mader;
og saledes videre; efter valg af k1 + k» + ... + k,_; objekter til de fgrste » — 1 kasser, skal de
resterende k, = n — (ky +kr + ... + k,_ 1) objekter alle i den r’te kasse, hvilket er muligt pa
(it thDy — (%) = 1 made. Det samlede antal fordelinger er dermed produktet af de

k, ke
k, n!
= . (3.11)
k, k' k! k!

fundne binomialkoefficienter, altsa:
n n n—k
(kl,kz,...,kr) - (k1> ' ( ks )

(Benyttes regneudtrykket for en binomialkoefficient, se observation 2 i afsnit 3.2, forkortes en
af nevnerfaktorerne med telleren i den nestfglgende binomialkoefficient.)

Til belysning (og ikke ekstra bevissikkerhed) anfgres ogsa en anden tellefremgangsmade: En
fordeling af de n objekter af den gnskede beskaffenhed kan fas ved at placere objekterne »pa
rekke«, og 1 denne afgrense objekterne til de enkelte kasser med passende »skillevaegge«, én
efter de fgrste k; objekter, dernast én efter de fglgende k, objekter, og saledes videre, med en
skilleveeg fgr de sidste k, objekter (forstaet passende i tilfeelde af O objekter i en kasse). Blandt de
ialt n! rekkefglger af de n objekter vil k;! give samme s@t af elementer mellem skillevaeggene,
der fastlegger elementerne til den i’te kasse, og dermed fés igen regneudtrykket i (3.11). [ |

n

Bemarkning. Regneudtrykket viser, at multinomialkoefficienten (k k. ) kun ath@nger af
hvilke tal, der indgar i sattet (ky, ks, .. ., k), og ikke disse tals rcekkefmge som allerede bemzrket
ovenfor; denne egenskab generaliserer b1nom1alkoefﬁ01enternes symmetri, se (3.2). ]

Eksempel 2. For gvre parameter n = 4 og r = 3 Kkasser, er der som navnt ovenfor ialt
(”j:l) = (g) = 15 talsat, for hvilke de tilsvarende trinomialkoefficienter, med 4 som @vre

parameter, er positive. Disse er:
4 B 4 _q
0,4,0) \0,0,4)

4
(4,0,0):
(o) =Goot) = (no) = o) = (oa) = (0.12) =
3,1,0 3,0, 1 1,3,0 0,3, 1 1,0,3 0,1,3 ’
4 4 4
(2, 2, 0) - <2, 0, 2) - (o, 2, 2) =6,
4 4 4
(2,1,1) - (1,2,1) - (1,1,2) =12

De falder som vist pa naturlig made i 4 typer, én for hver af de — panar permutation — forskel-
lige lgsninger til x| + x, + x3 = 4 i ikke-negative hele tal. I forbifarten bemarkes, at summen af
disse 15 trinomialkoefficienter er3-1+6-4 43 -6+ 3 - 12 = 81, hvilket passer med multino-
mialformelen, se s@tningen i afsnit 3.8 nedenfor, idet 3% =38l. N
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Eksempel 3. Som indfgrt ovenfor teller multinomialkoefficienterne antal fordelinger af ind-
byrdes skelnelige objekter i r kasser, med foreskrevne elementantal i kasserne. En telleopgave
kan imidlertid kreeve at »situationen vendes pa hovedet« (begrebsligt). Ordet MISSISSIPPI be-
star af 11 bogstaver, hvoraf et M, fire I, to P, og fire S. Problem: hvor mange forskellige ord, altsa
bogstavsekvenser af lengde 11, bestidende af netop bogstaverne fra MISSISSIPPI, kan der dannes?

I stedet for at argumentere direkte pa bogstaverne, og undervejs forsgge at holde styr pa genta-
gelser, omformuleres spgrgsmalet til ét, hvor der kan skelnes mellem alle de objekter, som indgar
1 fordelingssituationen. Et ord af lengde 11 dannet af bogstaverne fra MISSISSIPPI i en eller
anden rekkefglge, er entydigt fastlagt ved specifikation af hvilke af de 11 pladser i det dannede
ord, hvorpa der star M, I, P, og S. Det sggte antal er derfor antallet af fordelinger af 11 objekter
(»pladser«) i 4 kasser, med kasseantal (1,4,2,4) (til et M, fire I’er, to P’er, og fire S’er), altsa
multinomialkoefficienten:

. = L = 34650
1,4,2,4)  11-41.21.41 : [

3.8 Multinomialformelen. Svarende til binomialkoefficienternes rolle i udviklingen af den
n’te potens af en 2-leddet stgrrelse fungerer multinomialkoefficienterne ved udviklingen af n’te
potensen af en r-leddet stgrrelse.

Setning. Lad n, r vere hele tal, der opfylder n > 0 og r > 2. For hvert s@t (xy, ..., x,) afr
tal geelder:
n__ n ki ko ky
(i4+xn+...4+x) = > <k1,k2,...,k,)x‘ XXk (3.12)

ki +ky+...+k-=n

(Den store sum i (3.12) har et led for hvert szt (ki, ..., k,) af ikke-negative hele tal med sum n,
og det pagaeldende led er den anfgrte multinomialkoefticient multipliceret med r faktorer, hvoraf

. k;
den j’te er potensen x;'.)

Bevis. Argumentet er analogt til argumentet for binomialformelen. Ved direkte udregning af
n’te potensen af den r-leddede stgrrelse:

(x1+x2+...+x,)n=(xl+x2+...+x,)(x1+x2+...+x,)...(x1+x2+...+x,)

n par af parenteser

fas en sum af ialt " led, der hver er et produkt af n faktorer x; med pracis én faktor fra hvert
af parentesudtrykkene. Disse led har dermed alle formen xlf ‘xlz€2 ...xk hvor k; er antallet af pa-
rentesudtryk, som har bidraget med faktoren x; til det pageldende led; for et st af ikke-negative
hele tal (ky, ks, ..., k), med sum k; +k,+...+k, = n, fas derfor et led af formen xf‘x'z€2 .. .xff
for hvert af de pracis (lq, k;,l..., kr) valg, blandt de n parentesudtryk, af de &, fra hvilke der benyt-
tes faktoren x;, de k, parentesudtryk, fra hvilke der benyttes faktoren x,, og saledes videre, de k,

parentesudtryk, fra hvilke der benyttes faktoren x,. [ |

3.9 Rekursionsformelen for multinomialkoefficienter. 1lighed med rekursionsformelen for
binomialkoefficienter er en multinomialkoefficient med et naturligt tal » som gvre parameter en
sum af multinomialkoefficienter med n — 1 som @gvre parameter; antallet af led i summen er r,
dvs. dette antal er multinomialkoefficientens nedre parametre. Pracist:
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Setning. For hele taln,r, hvorn > 1 ogr > 2, og sat (ky, ks, ..., k,) af hele tal, gaelder

n . n—1
= . 3.13
<k1,k2,...,kr) ;(kl,kz,...,kj—l,...,kr) ( )

(Det j ’te led i summen er altsi multinomialkoefficienten med n — 1 som gvre parameter, og sattet
af r nedre parametre fas af (ky, ka, ..., k,) ved at treekke 1 fra tallet pa den j’te plads. Ligningen
(3.13) kaldes rekursionsformelen for multinomialkoefficienterne.)

Bevis. Betragt en samling A af n indbyrdes skelnelige objekter, og lad ét af dem veare a (det
forudsettes jo, at n > 1). Multinomialkoefficienten pa venstre side i (3.13) er antallet af fordelin-
ger af objekterne fra A i r kasser, med k; objekter i den j’te kasse; disse fordelinger er af r typer,
afhaengigt af placeringen af a, og antallet af fordelinger (tallet pa venstre side) er derfor summen
af antallene af fordelinger af de r typer; antallet af fordelinger, hvor objektet a placeres i den j’te
kasse, er imidlertid det j’te led i summen pa hgjre side i (3.13), altsd multinomialkoefficienten

n—1
ki,ky,....kj—1,... k. ’

nemlig antallet af mader en delvis fordeling, der placerer a i den j’te kasse, kan suppleres til en
fuld fordeling af A i r kasser med k; objekter i den i’te kasse, fori =1, 2, ..., r. (Leg merke til,
at eventuelle vaerdier k; < 0 handteres automatisk.) [ |

3.10 Generaliserede binomialkoefficienter. Definitionen i afsnit 3.2 af binomialkoefficien-
terne er kombinatorisk, og forudsatter, at den gvre parameter er et helt tal > 0; den nedre parameter
kan vere et vilkarligt helt tal. Regneudtrykket ’;{—kj for binomialkoefficienterne, se (3.1), har imid-
lertid god mening for vilkarlige reelle, eller komplekse, tal indsat for n, og for k et ikke-negativt
helt tal; nar den nedre parameter k er negativ (og et helt tal) fas 0, og derfor fastsattes:

Definition. For reelle eller komplekse tal x og hele tal k betegner (}) talvardien:

0 for k <0,

(x): & (3.14)
k o for 0<k

og den kaldes den »generaliserede binomialkoeffient x over k.«

De generaliserede binomialkoefficienter har ikke direkte kombinatorisk relevans medmindre
den gvre parameter x er et ikke-negativt helt tal; uden at komme ind pa detaljer nzvnes, at de
generaliserede binomialkoefficienterer, med et reelt tal « som gvre parameter, er koefficienter i
en vigtig rekkeudvikling af stgrrelsen (1 + z)*, geldende for komplekse tal z, der har numerisk
veerdi |z| < 1 (rekken kaldes binomialreekken).

De generaliserede binomialkoefficienter er ogsa nyttige pa andre mader: Dels geelder formler
for binomialkoefficienter ofte ogsa for generaliserede binomialkoefficienter. Desuden anleegger de
et synspunkt, der kan forsimple beviser, ogsa for de saedvanlige binomialkoefficienter. En afgg-
rende nggle hertil er, at de generaliserede binomialkoefficienter (),z), nar k er et ikke-negativt helt
tal, er polynomier i x, af grad k, se eksempler i opgaverne.

Eksempel. Nar x er et helt tal gelder, at (;) = O for k > x. Nar x er et »brudent tal« (altsé et
tal € R\ Z) sd er (7) # 0 for alle k > 0. 0
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3.11 Vandermondes foldningsformel. Binomialkoefficienterne udggr et sandt eldorado for
»formelelskere«, med utallige relationer mellem binomialkoefficenter for diverse s&t af parametre.
Som eksempel n@&vnes en bergmt formel, der kaldes Vandermondes formel.

Seetning. Lad m og n veare ikke-negative hele tal. Sa gaelder:

k
m-+n Z m n
( k >=j=o(j>(k_j>, for k=0,1,2,...,m+n. (3.15)

Bevis. Binomialformelen giver direkte, at

m n

T+x)" =3 (’:’>x og (1+x"=Y (':)x

i=0 i=0

og produktet af disse to polynomier er polynomiet (1 4+ x)™*", altsa igen ved binomialformelen:

m+n
(1 +x)m+n — Z (m ]j-n)xk'

k=0

For polynomier p(x) = ap + ajx + ... + a,,x™ og g(x) = by + b1x + ... + b,x" er koeffici-
enten til x* i produktpolynomiet p(x)q(x) summen af produkterne a;b;_;, af koefficienten til x'
i p(x) og koefficienten til x*~* i g(x). Dermed er koefficienten til x* i (1 4 x)™*", der pi den
ene side er ('";:'"), pé den anden side bestemt ved multiplikationen af polynomierne (1 + x)” og
(1 + x)", hvilket giver summen pa hgjre side af (3.15). Husk ved fortolkningen af (3.15), at en
binomialkoefficient er 0, nir den nedre parameter er negativ, og nir den er stgrre end den gvre. |

Denne drabelige formel er neppe indlysende; den har imidlertid en simpel kombinatorisk
fortolkning, med bevis: Lad der vere givet ialt m + n objekter, der falder i to klasser, den ene
med m, den anden med #n, objekter. Delmangder pa k objekter, valgt blandt de m + n objekter,
opdeles naturligt i k + 1 typer, med j = 0, 1,2, ..., k elementer fra den ferste klasse og k — j
elementer fra den anden (her er naturligvis j < m og k — j < n). Antallet af delmangder pa k
objekter valgt blandt m 4+ n er binomialkoefficienten til venstre, medens antallet af delmangder pa
k objekter, med j valgt fra den forste klasse og k — j valgt fra den anden klasse, er produktet af
de to binomialkoefficienter i summen ovenfor.

Et eksempel pa Vandermondes foldningsformel (regn selv efter!):

6)=-00)+()6) =66+ ()0 +C)6)

3.12 Leksikografisk gennemgang af r-delmzngder. Der er ikke nogen naturlig reekkefglge
af r-delmangderne af en given mangde A = {oy, a2, ..., ®,} pa n objekter, men ved at velge
en standardopskrivning af r-delmeangderne kan de opstilles i en reekkefglge pa fglgende made:
farst skrives en r-delmangde af A som det entydigt bestemte ord af laengde r, der fas ved at tage
elementerne 1 delm@ngden i voksende indiceringsrekkefglge. Dernest, blandt de ialt (':) saledes
dannede voksende ord af lengde r skrevet med indbyrdes forskellige bogstaver fra A, benyttes den
leksikografiske rekkefglge, arvet fra mangden af samtlige ord af l&engde r, og pa samme made
som tidligere for permutationer, se afsnit 2.8, giver denne anledning til en efterfglgermekanisme
for mangden af (de pa denne made voksende skrevne) r-delmaengder.

Den fgrste er delmangden {o1, oz, ..., «,} bestaende af de r forste bogstaver i alfabetet, og
den sidste delmangde er {&,,_,11, ¥ k12, - - -, &} bestdende af de sidste » bogstaver i alfabetet.
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Idéen i algoritmen nedenfor er at modificere et givet ord sa lidt som muligt og sé langt til hgjre
som muligt, og med bevarelse af egenskaben at vere en voksende skrevet r-delmengde. En given
voksende skrevet r-delmangde, der kan opdeles i to segmenter (y;, i, - - . Yi,) Vipyy Viesr - - - Viy)s
hvor det andet segment, af l&ngde r — k, bestar af de r —k sidste bogstaver i A, er den sidste blandt
de voksende skrevne r-delmangder, der har det fgrste segment som prafiks, og dens efterfglger
fas ved at modificere det sidste bogstav fgr det leengste sadanne slutsegment til det naste bogstav
i alfabetet, og justere de efterfglgende bogstaver sa de kommer til at danne det mindste relevante
segment.

Algoritme. Med en voksende skrevet r-delmangde uu; ...u, at A = {1, a2, ..., o, } sSom
input, der er forskellig fra o,,_, ;10,15 . .., (derfor findes et j sdu; < o, ), giver algorit-
men som output den r-delmeengde, der er leksikografisk efterfalger til u u; ... u,.

En hjalpevariabel j initialiseres: j := r (j er indeks for starten af et slutsegment indenfor
ordet, der undersgges bagtra).

I. Hvis uj < o,_,4;j, altsd hvis u; ikke er det (n — r + j)’te bogstav fra A fortszttes med
II, ellers sattes j := j — 1, og algoritmeskridt T genudfgres (det undersgges om bogstaverne pa
pladserne j, j + 1,...,r — 1,r er de sidste r — j + 1 bogstaver fra A i voksende raekkefplge;
nar skridt I forlades er j indeks for den sidste plads i ordet sa bogstaverne pa den og de folgende
pladser kan »modificeres« til sammen med prafikset af laengde j—1 at danne en »stgrre« voksende
skrevet r-delmangde).

II. Nu gzelder: uj < otp_yqj, O Uji| = Qp—ppjgls -5 Uy = Qy.

Efterfglgeren vv, ... v, tiluju, ...u, er dermed bestemt pa falgende made:

De forste j — 1 elementer i viv, ... v, er somiuus...u, (bortfalder hvis j = 1); v; sattes
til o, altsd efterfglgerbogstavet i A til uj; og de efterfglgende bogstaver sattes til v; = og_j,
fori = j+1,...,r.(Ordet viv,...v, er siledes den voksende skrevne r-delmangde, der har
up...uj_y som prefiks, og som ender med oy, . . ., Qg yr—j.)

Eksempel. Den leksikografiske reekkefglge af delmangder blev benyttet ved opskrivning af
2-delmengderne af A = {1, 2, 3, 4, 5} i afsnit 3.1.

For at illustrere algoritmens virkemade vises her de fgrste seks efterfglgere til {1, 3, 5, 7} op-
fattet som 4-delmangde af A = {1,2,3,4,5,6,7}.

1357 —- 1367 — 1456 — 1457 — 1467 — 1567 — 2345. 0

Opgaver

(3.1) Vis, for de generaliserede binomialkoefficienter defineret i afsnit 3.10, for et reelt (eller

komplekst) tal x og helt tal k, at:
x\  [(x—1 n x—1
k) \ k k—1)

(3.2) Vis binomialformelen ved induktion (efter n) baseret pa rekursionsformelen.
(3.3) Ved at stte y = 1 i binomialformelen fas
" (n
(1+x)" = ( )x", (3.16)

der ofte ligeledes kaldes binomialformelen. Vis, at binomialformelen (3.3) er en konsekvens af
den simplificerede formel (3.16).
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(3.4) Bevis rekursionsformelen for binomialkoeffienterne (med n hel > 1 og k hel opfyldende
1 < k < n) ved at argumentere i et gitter af passende stgrrelse.

(3.5) Overvej, hvordan gitterargumentet tager sig ud for multinomialkoefficienter (fx r = 3).

(3.6) Mangden af 1gsninger, altsa st (xy, x2, . .., x;) af k ikke-negative hele tal x;, til ligningen
x1 + x2 + ...+ xx = n, er leksikografisk ordnede, nar disse lgsningssat opfattes som ord af
leengde k skrevet med bogstaver fra alfabetet {0, 1, ..., n}. Angiv fgrste og sidste element. Beskriv

en algoritme, der beregner den leksikografiske efterfglger til et givet lgsningsset, der ikke er det
sidste.

Gittervejsmodellen giver en fortolkning af disse Igsningssat. Kan den leksikografiske ordning
ogsa fortolkes heri?

(3.7) Vis, at der for reelle tal x og hele tal k geelder:

-t

(3.8) Vis, at der for hele tal m og n, der opfylder 0 < m < n, gelder:

(i)=20)

og giv en kombinatorisk fortolkning af formelen.

(3.9) Vis, at for et naturligt tal n:

2 2 2 2
n n n n n T n\"_ 2n
0 1 2 o n n)
og giv en gittervejsfortolkning af denne formel.

(3.10) Angiv samtlige trinomial-koefficienter (k1 ksz k}).



Kapitel 4

Grundlaeggende om grafer

Grafer benyttes til at modellere og studere »kommunikation« — taget i meget bred forstand. En graf
bestar af en endelig samling af objekter, og visse relationer mellem disse objekter; nermere be-
stemt er visse, eventuelt ingen, par af forskellige objekter »knyttet sammenc, eller »forbundne«, og
grafen er fastlagt ved sin mengde af objekter, og sin mengde af sammenknyttede par af objekter;
begge disse mengder kan fx vare givet via elementlister.

Der er her slet ikke taget stilling hverken til arten af objekter eller til den sammenknytning af
objekter, der bestemmer grafen; begge kan vere ganske vilkarlige, og teorien er dermed abstrakt.
Derimod er hvert forelagt eksempel pa en graf et konkret matematisk objekt.

I forbindelse med argumentation vedrgrende en graf benyttes ofte illustrationer af grafen, hvor
objekterne markeres som punkter pa en tegning, og par af sammenknyttede objekter markeres med
en kurve pa tegningen, der forbinder de til de pagaeldende objekter svarende to punkter pa tegnin-
gen. Det virker maske her som »pindehuggeri«, men en sadan illustration af en graf er ikke selve
grafen, kun en s@rdeles bekvem anskueligggrelse af den graf, som tegningen er en illustration af,
og ofte en god hjelp ved omtale af og argumentation vedrgrende grafens egenskaber.

Hovedformalet her er at indfgre de — desvaerre ganske mange — grundbegreber for grafer; de
fleste af disse begreber virker nok naermest trivielle i deres enkelhed, men et sadant fgrsteindtryk
kan skuffes, og under alle omstandigheder er det vigtigt at blive fortrolig med begreberne, og is@r
at kunne argumentere praecist med dem.

Udover eksempler pa grafer, og diverse typer af standardgrafer, diskuteres to vigtige klasser
af grafer, nemlig treeer og bipartite grafer; disse dukker op flere gange i det fglgende som objekter
for eller som begrebsramme for telleopgaver.

4.1 Basale definitioner. Der er uheldigvis ingen standardiseret terminologi for grafer, og man
ma vere forberedt pa at mgde savel varianter af betegnelser som endrede begrebsafgreensninger
i andre fremstillinger af grafteorien, og maske is@r i anvendelser af grafteori.

Eksempel. Mulighederne for flybefordring, fx indenfor Europa, med en bestemt gruppe af
flyselskaber, kan illustreres pa et kort, hvor lufthavne er markeret med udfyldte cirkler pa kortet,
svarende til deres geografiske placering, og hvor en buet kurve forbinder to lufthavne hvorimellem
der findes en flyrute — betjent af et af de betragtede flyselskaber.

Pa et sadant kort angiver de buede kurver kun den abstrakte mulighed for at kunne befordres
mellem to lufthavne, men ikke hvordan befordringen precist foregar, fx hvad angar flyselskab,
eller hvilken luftkorridor, der benyttes ved en konkret beflyvning af ruten. ]

Definition. En graf G er et par bestiende af en ikke-tom mangde V af knuder (eller hjor-
ner, eller punkter; engelsk vertices, i ental vertex) og en mangde E af kanter (engelsk edges).
Hver kant »forbinder« to knuder, kantens endeknuder. For at tydeligggre knudemaengden V og
kantmaengden E benyttes ogsa betegnelsen G = (V, E). For en grat G = (V, E) kaldes antallet
af knuder, altsa |V |, for grafens orden.

Diskussion. I en graf, der studeres med henblik pd kommunikation, er kanter med ens en-
deknuder (en sadan kaldes en Igkke, engelsk loop) ikke relevante. Tilsvarende er det for to for-
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skellige knuder u, v kun afggrende om der er en kant mellem dem; eventuelle yderligere kanter
mellem u og v (hvor u og v sé siges at vere forbundet med multiple kanter) gger ikke grafens
kommunikationsmuligheder (men nok dens robusthed og kapacitet). Ofte udelukkes derfor lgkker
og multiple kanter, dvs. der betragtes de sdkaldte »simple grafer«. I denne situation er kanter i det
vasentlige par af to forskellige knuder, og det er praktisk simpelthen at identificere hver kant med
det ikke-ordnede par af kantens endeknuder. I andre situationer kan der vare behov for at studere
grafer, hvor kanterne har en retning, og kanten kun tillader »trafik« i kantens retning (en graf, hvor
alle kanter har en retning, kaldes en orientereret graf, eller en digraf — pa engelsk directed graph,
eller digraph); eller hvor kanterne har tilknyttet en veegt (en »vaegtet« graf), fx til modellering
af »prisen« for at benytte den pageldende kant til at »flytte sig« mellem endeknuderne, eller til
beskrivelse af kapaciteten af kanten fortolket som kommunikationskanal.

Definition. I det fplgende stir glosen graf, og betegnelsen G = (V, E), altid — med mindre
andet udtrykkeligt skrives — for en simpel graf, dvs. V er en ikke-tom endelig mangde af knuder,
og E er en mangde af kanter, hvor hver kant, altsa element e € E, forbinder to knuder u, v € V,
med u # v, og altsa svarer til et ikke-ordnet par e = {u, v} af elementer u,v € V, der kaldes
endeknuderne for e; da parret opfattes ikke-ordnet bestemmer u, v og v, u samme kantmulighed,
der ogsd betegnes uv. For u,v € V skrives u < v, eller blot uv € E, siafremt der findes en
kant e € E, altsi e = uv, mellem u og v, og u og v er i sa fald naboknuder. (I forhold til den
foregaende definition udelukkes saledes lgkker og multiple kanter (og kanter er ikke-orienterede).)

Mz=ngden V af knuder forudsettes # @, hvorimod kantmangden E kan vare tom; grafer med
E = ¢ er naturligvis ikke ret interessante — enhver sadan kaldes en fom graf — men de dukker tit
op som gransesituationer, fx som starttilfeelde i induktionsbeviser.

Kravet, at kanter forbinder fo forskellige knuder, bevirker, at knudemangder med én enkelt
knude, hvor altsd |V| = 1, udggr et specialtilfelde; den eneste graf med |V| = 1 er tom, og den
kaldes den trivielle graf. Den krever ofte serbehandling, fx i pastande om alle grafer med en
bestemt egenskab, hvor antallet af knuder er en naturlig parameter.

4.2 Specifikation af graf — valens. En graf G = (V, E) er givet ved sin knudemangde V
og sin kantmangde E; begge disse er endelige mangder, og kan derfor beskrives via lister med
deres elementer. Er grafens orden n = |V| angives knudemengden altsa ved en liste af l&ngde n;
knuderne kan fx betegnes med indicering, vi, v, ..., Uy.

Kantmangden E er en vis delmangde af ikke-ordnede par {v;, v;}; da disse par bestédr af to
forskellige elementer, er der ialt (;) = n(n — 1)/2 mulige kanter, og E, og dermed grafen G, er
saledes specificeret ved angivelse af hvilke af disse (;) kantmuligheder, der er realiserede. Grafens
kantmangde kan kodes via den sékaldte kantmatrix (engelsk: adjacency matrix); den bestar, med
en valgt rekkefglge af knuderne, fx vy, v, ..., v, som ovenfor, af en n X n matrix, hvis indgange
er 0 eller 1, og hvor elementet pa plads (i, j) (altsa i den i ’te rekke, og den j’te sgjle) er = 1, hvis
v; <> vj, og = 0 ellers. Denne matrix er symmetrisk og har lutter 0’er i diagonalen; den er derfor
redundant, og ofte angives kun en bestemmende del af den, fx elementerne under diagonalen.

Eksempel. Nedenfor til hgjre er tegnet en graf med 5 knuder og 6 kanter; dens kantmatrix er
vist til venstre — antallet af 1’er i delen under diagonalen, er antallet af kanter.

vy V2 U3 V4 Vs V1
vy | O 1 1 0 1
vy | 1 0O 0 O 1 vs v
vy | 1 0o 0 1 1
vy | O O 1 0O O
vs | 1 1 1 0 O V4 v3 N
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I kantmatricen er hver knudes naboer angivet med 1’er i knudens sgjle, ud for rekkerne sva-
rende til naboer, og i knudens rakke ud for naboernes sgjler. Ved alle tegninger af grafer under-
forstas, at kun markerede skaringspunkter mellem kanter — de »udfyldte klatter« — er knuder!

Fordelingen af kanter i en graf, der dels kan opfattes lokalt som antallet af kanter til hver knude
i grafen, dels globalt, altsa for hele grafen pa én gang, som familien bestdende af disse antal, er
vigtige stgrrelsesparametre for en graf.

Definition. Lad G = (V, E) vare en graf, ogu € V en knude.

Antallet af kanter med u som endeknude, altsa antallet af knuder v € V for hvilke uv € E,
kaldes valensen af u, og det betegnes §, (5 er et lille graesk delta).

Knuden u kaldes en isoleret knude, hvis 8, = 0, altsa hvis u ikke er endeknude for en kant,
og u kaldes et blad, hvis 5, = 1, altsd hvis u er endeknude for pracis 1 kant.

Da der hgjst er én kant mellem to forskellige knuder (og ingen Igkker) gelder, for en vilkarlig
knude u i en vilkarlig graf G = (V, E), at 0 < §, < |V| — 1. For tomme grafer, specielt for den
trivielle graf, har alle knuder u valens 8, = 0; i en tom graf er alle knuder altsa isolerede.

Observation 1. I enhver ikke-triviel graf findes to knuder af samme valens.

Bevis. Dette er faktisk vist i indpakning, se skakklubeksemplet i kapitel 1; ogsa her benyttes
skuffeprincippet. Lad n > 2 betegne antallet af knuder i grafen; disse n knuder kategoriseres, hver
knude u efter dens valens §,, et helt tal, der opfylder, 0 < §, < n — 1; da §, = O for én knude
u udelukker at §, = n — 1 for nogen-som-helst anden knude v, er enten kategorien §, = 0, eller
kategorien §, = n — 1, eller begge tom(me); derfor er der hgjst n — 1 ikke-tomme kategorier, men
med n knuder findes sé en kategori indeholdende to eller flere knuder, altsa et helt tal, der er felles
valens for to (eller flere) knuder. |

Observation 2. For enhver graf G = (V, E) er summen af knudernes valenser et lige tal,
nemlig to gange antallet af kanter, altsd: ), _,, &, = 2|E].
Specielt er der et lige antal knuder af ulige valens.

Bevis. Fgrste pastand er klar: hver kant bidrager med en valens 1 til hver af endeknuderne.

Det samlede bidrag til valenssummen fra knuder af lige valens er sum af lige tal, altsa selv et
lige tal, og derfor er resten af valenssummen, der jo er det samlede bidrag fra (eventuelle) knuder
af ulige valens, ogsa et lige tal, men da en sum af et ulige antal addender, der alle er ulige, selv er
ulige, medfgrer dette, at der er et lige antal knuder af ulige valens. [ |

Definition. For en graf G = (V, E), med n = |V| knuder, kaldes n-tuplet bestidende af de n
knuders valenser i G, taget i aftagende rekkefglge, for valensprofilen for graten G.

Grunden til at tage knudevalenserne i aftagende rekkefglge — voksende rekkefglge ville vaere
lige sa nyttig — er, at derved lettes sammenligning mellem grafer; endvidere — og dette synspunkt
forsterkes gennem kapitlet — er knudernes »navne«, og en eventuel indiceringsrekkefglge af knu-
derne, delvis irrelevante for de fleste formal — kun grafens »form« er vigtig.

Eksempel — fortsat. I grafen i eksemplet ovenfor har vy, vs, vs valens 3, knude v, har valens 2,
og vy har valens 1; der er ingen isolerede knuder, og v, er det eneste blad i grafen. Valensprofilen
er 5-settet: (3,3, 3,2, 1). 0

4.3 Grundbegreber: vandring, tur, vej, lukkethed og kreds. Grafer benyttes som navnt til
at studere »kommunikation«, og dertil indfgres en rekke begreber, der for fleres vedkommende
tilsyneladende kun afviger indbyrdes med betydningslgse distinktioner; disse distinktioner udtryk-
ker imidlertid relevante forskelle for »faerdsel« i en graf, og de pageldende begreber bliver anvendt
i argumenter i deres precise definerede betydninger, som derfor skal kendes. Der ma dog adva-
res: der er desvaerre IKKE en fast praksis for definition af disse begreber; mange bgger/artikler
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benytter afvigende definitioner og gloser, og man ma derfor i hvert tilfeelde ved brug af andre
kilder sikre sig at benytte begreberne med den af kilden fastsatte betydning.

Definitioner. Lad G = (V, E) vare en graf, og n > 2 et naturligt tal. En liste af knuder
V1, V2, U3, ..., Uy_1, Uy, hvor v; € V, fori = 1,2,...,n, for hvilken alle par af pa hinanden
folgende listelementer er kantforbundne i G, altsa for hvilken v;v; ;| € E, fori =1,2,...,n—1,
kaldes en vandring fra knude v, til knude v, (pa engelsk ofte: walk). Der er ingen begransninger
p4, hvor mange gange en knude forekommer i listen, og det forudsattes ikke, at de n — 1 kanter
v;v;41 er indbyrdes forskellige (men v; # v;y1, fori =1,2,...,n — 1, dav;v;y; er en kant).

Antallet af kanter v;v; | i en vandring, altsa tallet n — 1, kaldes lzengden af vandringen. (Hver
kant medtalles det antal gange den »benyttes«.) Ofte er der behov for at kunne tale mere pracist
om en vandrings eventuelle »genbrug« af knuder og kanter. En vandring kaldes: en tur (engelsk
ofte: trail), hvis dens kanter er indbyrdes forskellige (knuder kan gentages), og den kaldes en
vej (engelsk ofte: path), hvis alle knuderne er indbyrdes forskellige — dermed er ogsa kanterne
indbyrdes forskellige (man kan ogsa mgde betegnelsen: simpel vej). En vandring/tur kaldes lukket
(engelsk: closed), hvis vi = v,, altsa hvis startknuden er den samme som slutknuden.

Ofte er det bekvemt at udvide disse begreber en smule, ved for en knude v i en graf, at opfatte
listen bestdende af v alene som en »lukket vandring« fra v til v, den tomme vandring/vej i v
(den har altsd ingen kanter, og ingen knudegentagelser), af lengde 0. For det meste ggres der i
argumenter, hvor tomme vandringer/veje forekommer, udtrykkeligt opmaerksom pa dette.

Observation. En vandring i en graf G = (V, E) fra knude u til knude v definerer, nar den
tilsvarende liste af knuder »leses baglens«, en vandring fra v til u.

En vandring, der ikke er lukket, hvor altsa fgrste og sidste knude i den liste af knuder, der
beskriver vandringen, er forskellige, kaldes derfor en vandring mellem u og v, eller kort, en
(u, v)-vandring. Tilsvarende for tur og vej mellem to forskellige knuder.

Lemma. Enhver (u, v)-vandring i en graf G = (V, E), hvoru, v € V er to forskellige knuder,
er enten en (u, v)-vej, eller den kan ved at fjerne visse knuder fra dens knudeliste ggres til en
(u, v)-vej, hvor altsa samtlige vandringens knuder er indbyrdes forskellige.

Bevis. Der benyttes induktion efter lengden k af en forelagt (u, v)-vandring. Hvis k = 1 er
vandringen simpelthen u, v, der er en (u, v)-vej fordi u # v ifglge antagelsen. Betragt nu en
(u, v)-vandring af l&engde k > 1, og antag — dette er induktionsantagelsen — at en vilkarlig (u, v)-
vandring af lengde < k kan ggres til en (u, v)-vej ved at fjerne knuder. Enten er knuderne pa
denne vandring indbyrdes forskellige, og vandringen er i sa fald en vej; eller to af knuderne er ens,

fxu; = u; med 1 <i < j < n;isafald fjernes alle knuderne med indices i +1,i +2, ..., j fra
vandringen; dette giver en (u, v)-vandring af lengde k — (j — i), som ifglge induktionsantagelsen
kan ggres til en (u, v)-vej ved at fjerne knuder. [ |

Et meget vigtigt begreb, der pa en vis made kombinerer lukkethed og simpelhed, hvor simpel-
hed udtrykker, at knuderne langs en vandring er forskellige, er fglgende:

Definition. Lad G = (V, E) vere en graf og n et naturligt tal > 3. En kreds (engelsk: cycle) i
G, eren liste vy, vy, V3, ..., U,_1, U, af leengde n bestaende af knuder v; € V, fori = 1,2, ...,n,
med v, # v,, som udggr en vej fra v, til v, (knuderne v; er derfor indbyrdes forskellige), og hvor
desuden vy og v, er kantforbundne; laengden af en kreds er antallet n af knuder, der definerer den,
altsa ogsa antallet af kanter, der indgar i den (en kreds har lengde > 3).

Bemaerkning. For en vej, og tilsvarende for en kreds, er det for det meste den tilhgrende kon-
figuration af knuder og forbindende kanter (altsa delgraf, se afsnit 4.5), der tenkes pa. Retningen
af en vej er sdledes i en reekke forbindelser delvis irrelevant, og for en kreds kan hver knude tjene
som »startknude«, ligesom de to knuderakkefglger »rundt i kredsen« ofte er lige gode. N
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Eksempel. Alle knuderne i en kreds er forskellige, og lengden af en kreds er derfor hgjst
antallet af knuder i grafen; videre har alle knuder, der indgar i en kreds, valens 2 eller mere.
Grafen i eksemplet i afsnit 4.2 har to kredse af l@ngde 3, nemlig vy, vy, vs 0g vy, v3, Vs, OZ én
kreds af lengde 4, nemlig v, v2, vs, v3, men ingen kreds af lengde 5 (knude v4 har valens 1). []

4.4 Standardgrafer: Komplette grafer, kreds- og vejgrafer. Med en given knudemangde V
giver visse kantmangder let genkendelige grafer, og de kan siges at vere standardgrafer. Ofte kan
en graf bedst beskrives ved, at den »na&sten er en standardgraf«, eller mere pracist, at den er en
standardgraf paner en vis (lille) mangde af kanter — der er mange eksempler i det fglgende. Teg-
ningerne nedenfor anbringer ofte knuderne i reguler formation, dvs. som hjgrnerne i en reguler
n-kant; dette ggr det let at »se« grafens »symmetrier«.

Komplette grafer. For en knudemangde V med n = |V| elementer, er den komplette graf
med knudemengde V grafen G = (V, E), hvor E bestar af samtlige par {u, v}, af to forskellige
knuder u, v € V; kantmengden har altsa (;) = n(n — 1)/2 elementer. Ofte er knudemangdens
beskaffenhed delvis irrelevant, og kun knudeantallet afggrende; en komplet graf med n knuder,
der betegnes K,, er sa en graf med n knuder og samtlige ('2’) = n(n — 1)/2 kantmuligheder
realiserede. Her er tegninger af de fgrste sma K ,-grafer:

SRSRPAN iy
K K> K3

Ky K5
Kredsgrafer. For en knudemangde V med n = |V| > 3 elementer, er kredsgrafen med
knudemceengde V, og en valgt cyklisk reekkefplge, fx vy, vo, ..., v,, af elementerne fra V, gra-

fen G = (V, E), hvor E bestar af samtlige par {v;, v;1}, fori = 1,2...,n — 1, samt {vy, v,};
kantmangden har altsé n elementer. Ofte er knudemengdens beskaffenhed delvis irrelevant, og
kun knudeantallet afggrende; en kredsgraf med n knuder, der betegnes C,, er sa en graf med n
knuder og et bestemt st af n kantmuligheder realiserede, svarende til en valgt cyklisk reekkefplge
af knuderne. En cyklisk reekkefglge af n knuder, og den modsatte cykliske rekkefglge, bestemmer
samme st af n kanter, og dermed samme kredsgraf. Der er derfor (n — 1)!/2 kredsgrafer pa en
given knudemengde af n knuder. Her er tegninger af de fgrste sma C,,-grafer:

AN 7 <2

C3 Cy Cs Ce

Vejgrafer. For en knudemangde V med n = |V| elementer er vejgrafen med knudemcengde 'V,
og en valgt reekkefplge, tx vy, v, . .., v,, af elementerne fra V, grafen G = (V, E), hvor E bestar
af samtlige par {v;, v; 1}, fori = 1,2...,n — 1; kantmaengden har altsd n — 1 elementer. Ofte er
knudemangdens beskaffenhed delvis irrelevant, og kun knudeantallet afggrende; en vejgraf med
n knuder, og lzengde n — 1, er sa en graf, der betegnes P,, med n knuder og et bestemt set af
n — 1 kantmuligheder realiserede, svarende til en valgt reekkefplge af knuderne. For n = 1 er der
naturligvis ikke nogen egentlig vej, men det kan vere praktisk at medtage P; = K; (som den
tomme vejgraf). Her er tegninger af de fgrste sma P,-grafer:

o — N Y

Py

En rekkefglge af n knuder, og den modsatte rekkefglge, bestemmer samme st af n kanter, og
dermed samme vejgraf. Der er derfor n!/2 vejgrafer pa en given knudemangde af n knuder.  []
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4.5 Delgraf, sammenhang og komponenter. Ofte er der for en given graf G = (V, E) brug
for at betragte diverse fra G afledte grafer, der — lgst sagt — fas ved at tilfgje/fjerne knuder/kanter
til/fra G. Tilfeldet, hvor knuder/kanter fjernes, diskuteres via begrebet delgraf.

Definition. Lad G = (V, E) vere en graf. En delgraf af G er en graf G' = (V’, E'), hvor
V' er en ikke-tom delmeangde af V, altsa V' C V (det udelukkes ikke, at V' = V), og E' er en
delmeangde af E, for hvilke alle kanter i E' har begge deres endeknuder tilhgrende V'.

En nerliggende delgrafkonstruktion for en forelagt graf bestar i at fjerne én eller flere kanter
fra grafen, men beholde alle knuder. Eller fra grafen kan fjernes én eller flere knuder, og alle kanter
i grafen, for hvilke én eller begge endeknuder er blandt de fjernede knuder.

For en grat G = (V, E), der t®nkes »fastholdt« som en slags »univers«, kan mangden af
delgrafer af G forsynes med en ordning, hvorved visse delgrafer kan sammenlignes.

Definition. For delgrafer G’ = (V', E') og G” = (V",E") af G = (V, E) siges G’ at veere
indeholdt i G, hvis G' = (V', E’) er en delgraf af G = (V", E"), dvs. hvis der geelder V' C V”
og E' C E”. (Det udelukkes ikke, at V' = V", og heller ikke, at V' = V" og E' = E".)

Dette definerer en ordningsrelation, dvs. en antisymmetrisk og transitiv relation, pa mangden
af delgrafer af G = (V, E). Ordningen er partiel — altsa ikke ngdvendigvis total: for to delgrafer
af G = (V, E) gaelder ikke i almindelighed, at en er en delgraf af den anden (fx for delgrafer med
disjunkte knudemangder). Ordningen er refleksiv, og burde maske laeses: »indeholdt i eller lig«.

I mange bevissituationer er det praktisk at udnytte en viden om at visse objekter er stgrst
mulige, eller mindst mulige, med hensyn til en given egenskab; ofte kan dette udtrykkes som at
vaere maksimal, eller minimal, med hensyn til en partiel ordning (se ogsa senere i afsnittet).

Pa knudemangden V ien graf G = (V, E) defineres en relation betegnet med symbolet ~.

Definition. For u, v € V siges u og v at vere vejforbundne i G, eller, at u star i relationen
~ til v, hvilket skrives u ~ v, hvis enten u = v, eller, hvis u # v og der findes en vej fra u til v.

Relationssymbolet ~ benyttes kun i dette afsnit — relationen benyttes derimod utallige gange;
specialtilfeldet u = v kan fortolkes, at # og v er forbundne med den tomme ve;.

Observation 1. Relationen ~ er en @&kvivalensrelation pa V.

Bevis. Den er refleksiv, da u ~ u for alle u € V, og symmetrisk, fordi u ~ v, foru,v € V,
medfgrer, at v ~ u; dette er klart, hvis u = v, ellers bruges en vej fra u til v baglens. Videre er
~ transitiv. Antag nemlig, for u, v, w € V,atu ~ vogv ~ w; hvis u = w gelder u ~ w; hvis
u # w betragtes knudelisten, der eventuelt kan besta af én knude, for en vej fra u til v, hvorfra
slutknuden v fjernes, efterfulgt af knudelisten for en vej fra v til w; denne sammensatte liste er
ikke 1 almindelighed en vej fra u til w, men blot en vandring fra u til w; ifglge lemmaet i afsnit 4.3
findes imidlertid sa en vej fra u til w, og derfor geelder u ~ w. [ |

Relationen ~ giver anledning til en klassedeling af V, dvs. en familie af ikke-tomme, parvis
disjunkte delmangder V; af V, med foreningsmangde V. Hver delm®ngde V; fra klassedelingen
er en samling af indbyrdes e&kvivalente (via ~) knuder: enten bestar den af en enkelt knude u af
valens 8, = 0 (en isoleret knude), eller den bestar af knuder, for hvilke vilkarlige to forskellige er
vejforbundne. Der findes séledes ingen kant mellem knuder fra forskellige ekvivalensklasser.

Definition. En graf G = (V, E) kaldes sammenhaengende, hvis vilkirlige to forskellige
knuder u og v iV er vejforbundne i G; dette betyder, at den til ~ svarende klassedeling af knude-
mangden V bestdr af én enkelt klasse, altsa, at vilkdrlige knuder er &kvivalente ved ~.

Eksempel. Alle de ovenfor indfgrte standardgrafer K ,, C,,, og P,, er ssmmenhangende for alle
relevante verdier af parameteren n. Vilkarlige to forskellige knuder u og v er nemlig vejforbundne
i grafen. For en komplet graf K, er dette klart, fordi der simpelthen (nar n > 1) er en kant, nemlig
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uv, mellem u og v; i almindelighed, for n > 3, er der flere veje fra u til v. For en kredsgraf C,,, hvor
knudeantallet n er > 3, benyttes blot vejen fastlagt ved knuderne fra u til v i den til kredsgrafen
hgrende cykliske reekkefglge af knuderne; idet ogsa knuderne fra u til v, men benyttet »baglaens«
i forhold til den cykliske rekkefglge, udggr en vej fra u til v, er der to veje mellem u og v (og
faktisk ikke andre). For en vejgraf P, kan benyttes vejen fra u til v, enten med eller mod den valgte
rekkefplge af knuderne (og her er der kun denne ene vej mellem u og v). 0

Definition. En delgraf G' = (V', E’) afen graf G = (V, E), bestemt ved, at V' er en &kviva-
lensklasse af knuder (ved ~), og E' bestar af samtlige kanter fra E, for hvilke begge endeknuder
tilhgrer V', kaldes en sammenhzngskomponent af grafen G.

En sammenhangskomponent af en graf er ssmmenhangende: vilkarlige to knuder i en sam-
menh@ngskomponent er jo vejforbundne. For en sammenhangende graf G = (V, E) er der kun
en enkelt ssmmenh@ngskomponent, nemlig G selv — alle knuder tilhgrer samme klasse.

Observation 2. Lad G = (V, E) vare en graf. Hver sammenhangskomponent af G er en
maksimal (mht. relationen indeholdt i for delgrafer af G) sammenhangende delgraf af G, og
omvendt er enhver maksimal sammenhangende delgraf af G en sammenhangskomponent af G.

Bevis. Lad G’ = (V’, E') vere en sammenhangende delgraf af G = (V, E); det skal vises, at
G’ = (V’, E’) er indeholdt i en af ssmmenhangskomponenterne af G. Lad derfor G” = (V”, E”)
betegne sammenhangskomponenten indeholdende én af knuderne fra V’. Sé geelder V' C V”, og
E’ C E”, det sidste fordi E” bestar af samtlige kanter med endeknuder i V"

Hvis omvendt G’ = (V’, E’) er en sammenhangende delgraf af G, der er maksimal mht. in-
deholdt i blandt delgrafer af G, sa er G’ en sammenhangskomponent af G. Ingen knude € V \ V’
er nemlig vejforbunden med en knude i V’: en sadan ville tilhgre V', da G' = (V’, E’) er forudsat
maksimal, og tilsvarende er der ingen kant € E \ E’, der har begge endeknuder i V'. [ |

4.6 Treeer. I mange situationer er der behov for at »skabe sammenha&ng« mellem et antal, fx
n, knuder, med brug af det mindst mulige antal kanter. Dette kan forega ved at anbringe knuderne
som »perler pa en snor« i en vejgraf af leengde n, altsa med brug af n — 1 kanter. Mange andre
konfigurationer, ligeledes med n — 1 kanter, er mulige, og de bliver senere opregnet fuldstendigt.

Det er vel intuitivt klart, at med en foreliggende sammenh@ngende knudegruppe, hvortil en
ekstra knude gnskes forbundet — en ny »maskine« til et eksisterende »netvaerk« — kreves (mindst)
én ekstra kant, og desuden, at en tilfgjet kant, der bruges til at forbinde to knuder, der allerede
indgar i en sammenhangende knudegruppe, er ungdvendig for sammenhzangen; det er vel ogsa ret
klart, at en sadan kant faktisk indgar i en kreds.

Definition. En graf, der er sammenhaengende og kredslgs, kaldes et trae.

Den trivielle graf, med |V | = 1, er et tree; det indtager en s&rstilling blandt traeer, og kaldes det
trivielle tree. En graf med 2 knuder V er et tree hvis og kun hvis den er sammenh@ngende, dvs. af
type K, = P,; en kreds omfatter jo 3 eller flere knuder. Her er alle sma treer, med |V | < 5:

-~ N YOS

n=1 n=2 n=3 n=4
Alle treeer — panzr det trivielle — har mindst ét blad, altsa knude af valens 1, og et sadant blad
er serdeles nyttigt, fx i forbindelse med induktionsbeviser for pastande om traer.

Lemma 1. Hvert tre med to eller flere knuder har mindst én knude af valens 1.

Bevis.! For at finde en knude af valens 1 valges (vilkarligt) en knude vy € V. Valensen §,,
er > 1 fordi grafen er sammenh@ngende og ikke-triviel. Hvis §,, = 1, er en knude som gnsket

IEt nesten arketypisk argument; det har ikke et fast navn, men »spadsere«-argumentet er vel ganske suggestivt!
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fundet; ellers er 8§,, > 2, og i s fald valges én af kanterne fra v, fx til knude v;. Hvis §,, = 1,
er en knude som gnsket fundet; ellers er §,, > 2, og i sd fald vaelges én af kanterne fra v, blot
ikke den, der forer tilbage til vy, fx til knude v;; hvis 6,, > 2 forts@ttes analogt, ved at vaelge én af
kanterne til v,, blot ikke den der fgrer tilbage til vy, fx til knude v3; denne proces fgrer efter et vist
antal skridt til en knude af valens 1; processen kan nemlig ikke fortsette med stadig nye knuder,
da knudemangden er endelig, og processen kan ikke fgre til besgg af en allerede benyttet knude,
idet et sadant besgg ville fastlegge en kreds (knuderne fra det fgrste til, men ikke med, det andet
besgg af en dobbeltbesggt knude udggr en kreds). Dermed findes en knude af valens 1. [ |

Argumentet i lemmaet kan let udvides — ved at lade »spadsereturen« starte i et allerede fundet
blad — til at vise eksistensen af mindst to blade i hvert ikke-trivielt tree; denne péstand folger ogsé
let af teelleovervejelserne nedenfor, se opgave 4.8. Inden den vigtige karakterisering af traeer er det
praktisk at overveje en simpel, og naturlig, operation med traer:

Lemma 2. Lad T = (V, E) vare et tre.

Hvis v € V er en knude af valens 1, sa er grafen, der tas fra T ved at fjerne v og kanten til v
(denne kant er entydigt bestemt), ligeledes et tre.

For en knude u € V i T og et element v, der ikke tilhgrer V, er grafen (V U {v}, E U {uv}),
der fas fra T ved at tilfgje den ny knude v og en kant fra u til v, ligeledes et tre.

Bevis. Fjernes, fra en sammenhangende graf uden kredse, en knude af valens 1 og kanten til
den, efterlades en sammenhangende graf uden kredse.

Omvendt giver tilfgjelse, til en sammenha@ngende graf uden kredse, af en ny knude, og en
kant, der forbinder denne med resten af grafen, en sammenhangende graf uden kredse (den nye
knude, og kanten til den, indgér ikke i en kreds, da valensen af en knude pé en kreds er > 2). |

Seetning 1. Forettre T = (V, E) er |[E| = |V| — 1; der er altsa én kant ferre end knuder.

Bevis. Der benyttes induktion efter antallet af knuder n = |V|. Et tre med 1 knude er det
trivielle tree, altsa med 0 = |V| — 1 kanter. Antag, at det for et givet n > 1 er bevist, at alle
treeer med n — 1 knuder har (n — 1) — 1 = n — 2 kanter, og betragt et tre 7 = (V, E) med n
knuder. Dette tree har ifglge lemma 1 en knude, fx v, af valens 1. Grafen T, der fas fra T ved at
fjerne knuden v, og kanten til v, er et tree, se lemma 2, med n — 1 knuder, og T’ har derfor ifglge
induktionsantagelsen n — 2 kanter, og dermed har 7 selvn —2 + 1 = n — 1 kanter. [ |

Setning 2. En sammenhangende graf G = (V, E), med |E| = |V| — 1 kanter, altsa med en
kant feerre end der er knuder, har ingen kredse, og er derfor et tre.

Bevis. Igen benyttes induktion efter antallet af knuder. En graf med |V | = 1 er (sammenhan-
gende og) den trivielle graf med O kanter, og ingen kreds. Antag, at det for et givet n > 1 er bevist,
at enhver sammenha@ngende graf med n — 1 knuder og n — 1 — 1 = n — 2 kanter er kredslgs, og lad
G = (V, E) vare en sammenh@ngende graf med n = |V | knuder og n — 1 kanter; det skal vises,
at G er kredslgs. Alle knuder i G har valens > 1, og der findes (mindst) én knude af valens 1 (hvis
alle knuder har valens > 2 er valenssummen > 2n, men denne valenssum er precis 2n — 2, fordi
der ifglge antagelsen er n — 1 kanter). Lad v betegne en knude af valens 1; grafen G, der fés af G
ved at fjerne v og kanten til v er ssmmenhangende, har n — 1 knuder, og n —2 = (n— 1) — 1 kanter,
og den er derfor ifglge induktionsantagelsen kredslgs. Dermed er ogsa G = (V, E) kredslgs.

(Det er maske mere naturligt at argumentere »indirekte«: ved fra en eventuel kreds i G at fjerne
en kant, fas en sammenhangende graf med ferre kredse end den givne graf, og fortsaettes denne
proces — at fjerne en kant, der indgar i en kreds, fra grafen — indtil der ikke er flere kredse, opnas
en sammenhangende graf uden kredse, altsa et tre, og for et sddant vides fra setning 1, at der er
n — 1 kanter (til n knuder), men ved processens start er der n — 1 kanter, og derfor er ingen kanter,
fra en eventuel kreds, fjernet undervejs, sa startgrafen er selv kredslgs!) [ |
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Setning 3. En graf G = (V, E), der er kredslgs og har |E| = |V| — 1 kanter, altsa en kant
feerre end der er knuder, er sammenhangende og derfor et tre.

Bevis. Antag, at G = (V, E) er en graf med n knuder, uden kredse, og med n — 1 kanter;
det skal vises, at G er sammenhangende. Lad k betegne antallet af sammenhangskomponenter
af G; det skal vises, at k = 1. Hver sammenhangskomponent er (naturligvis) sammenhangende,
og endvidere uden kredse, altsa et tree; derfor gelder ifglge setning 1, at antallet af kanter i hver
sammenhangskomponent G; af G er n; — 1, hvor n; betegner antallet af knuder i den pageldende
komponent. Det samlede antal kanter er derfor ) ., (n; — 1) = ) ,n; —k = n — k, men pa den
anden side ifglge forudsatning n — 1, hvilket viser, at k = 1. |

Bemarkning. Resultatet i setningerne 1, 2, 3 kan ogsa udtrykkes, at for en graf G = (V, E),
kan der fra vilkarlige to af nedenstaende tre udsagn om G sluttes det tredje:

e grafen G er sammenhangende,
e grafen G er kredslgs, og
e antallet af kanter er antallet af knuder minus én (|E| = |V | — 1).

Den del heraf, der udtrykkes af s@tning 1, er den hyppigst brugte. Formuleringen i tre serskilte
pastande er valgt for overskuelighedens skyld. []

Observation. For et tre T = (V, E) findes der for vilkarlige to forskellige knuder u, v € V
pracis en (u, v)-vej. Hvis der i en graf G = (V, E), for vilkarlige to forskellige knuder u, v € V,
findes preacis en (u, v)-vej, si er G et trae.

Bevis. Et tree er sammenhangende, og altsa findes for vilkarlige u, v € V en (u, v)-vej. Lad
u,v € V vere to forskellige knuder, og antag, for et indirekte bevis, at der findes to forskel-
lige (u, v)-veje i grafen T'; der findes (mindst) én kant e = xy, som forekommer i praecis én af
(u, v)-vejene, og ved at sette den ene vej efter den anden last baglens (kun et eksemplar af hver
sammensatningsknude) fas en lukket vandring, hvori kanten e forekommer pracis 1 gang. Fjernes
kanten e = xy fra denne lukkede vandring fas en (x, y)-vandring, der ikke benytter kanten e, og
der findes derfor ifglge lemmaet i afsnit 4.3 en (x, y)-vej, der ligeledes ikke benytter e; indsettes
kanten e heri fas en kreds, hvilket strider mod, at der ikke findes kredse i T'.

Antag nu omvendt, at der for vilkarlige u#, v € V findes pracis en (u, v)-vej. Dette medfgrer,
at G er sammenh@ngende. En eventuel kreds i G ville give anledning til to forskellige (u, v)-veje
mellem to forskellige knuder u, v, der indgar i kredsen (»hver sin vej rundt« i kredsen). [ |

4.7 Bipartite, eller todelte, grafer. I en rekke situationer er der i en graf en naturlig skelnen
mellem to typer knuder, og grafen har kun kanter fra en knude af den ene type til en knude af den
anden type. En sadan todeling af knudemangden giver grafen vigtige egenskaber, og ggr det ofte
lettere at argumentere for en todelt graf end for en generel graf.

Definition. En graf G = (V, E) kaldes bipartit, eller todelt, hvis knudemangden V kan
opdeles V.= V; UV, i to ikke-tomme, disjunkte mangder Vi, V, saledes, at for enhver kant
uv € E i1 G geelder,u € V; ogv € V,, eller omvendt.

Bemerk, at begge knudedelmangder kreves ikke-tomme; dette er maske delvis en smags-
sag. Den afggrende bipartithedsbetingelse er, at der ikke er interne kanter indenfor hver af de to
knudedelmangder, sa den eneste graf, der udelukkes ved dette krav, er den trivielle graf.

Begge grafer med 2 knuder er bipartite, med 1 knude i hver del. Endvidere er K, den eneste
komplette graf, der er bipartit: en graf med en Kj3-delgraf er nemlig ikke bipartit. Den eneste
graf med 3 knuder, der ikke er bipartit er K3 = C;. Vejgraferne P, er bipartite, for alle n > 2.
Dette fglger — de er traeer — af observationen nedenfor. Endvidere gelder, at kredsgraferne C,
(n > 3) er bipartite hvis og kun hvis n er lige. Det er nemlig klart, at en kreds af lige l&engde er
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bipartit: knuderne fordeles blot med hveranden i V, og de gvrige i V,. At omvendt en kredsgraf af
ulige l&ngde ikke er bipartit kan ses ved at prgve efter, eller af karakteriseringen senere i afsnittet.

Observation. Ethvert tree med 2 eller flere knuder er bipartit.

Bevis. Induktion efter antallet n = |V| af knuder i treet T = (V, E). Induktionsstarten,
n = 2, er klar: benyt opdelingen V = V| U V, med én knude i hver af ma@ngderne Vi, V,.
Induktionsskridtet godtggres med et »blad«-argument: Antag n > 3, og, at alle treer med n — 1
knuder er bipartite (dette er induktionsantagelsen). Valg en knude v af valens 1 og lad u betegne
den med v forbundne knude; grafen 7', der fas af T ved at fjerne v og kanten til v er et tre, se
lemma 2 i det foregdende afsnit, med n — 1 knuder, og derfor bipartit; lad den disjunkte opdeling
af V \ {v} = V[ UV, veere valgt sa u € Vs; tilfgjes v til V|, altsa V; = V| U {v}, fas, som det let
ses, en todeling af V, hvor alle kanter forbinder en knude i V| med en knude i V5. [ |

Komplet-bipartite grafer. Hvis en mangde af knuder V er delt V = V, U V, i to ikke-tomme
disjunkte delmangder Vi, V,, definerer mengden af samtlige par, af en knude u € V; og en
knude v € V,, som kantmengde, en bipartit graf. Den kaldes den komplet-bipartite graf med
knudemaengder V,, V,. Nar der ses bort fra selve knudemangderne V, V, betegnes med K, ,,
den komplet-bipartite graf med n og m knuder i de to knudedelmangder. Tegningerne her viser
de fgrste smé K, ,-grafer, hvor det underforstas, at knudernes lodrette placering markerer deres
delm@ngdetilknytning (den ene delmangde har knuderne foroven, den anden forneden).

AN A KM M

K11 K12 K13 Ki4 K2 K>3 K33
Nedenstiende resultat om bipartite grafer er en sékaldt karakterisering?, her af egenskaben at
veere en bipartit graf ; dermed menes en omformulering af denne egenskab til en anden, der selvom
den ser ud til at have et endret indhold, ved nermere eftersyn — og dette foregér i beviset — faktisk
ses at have samme indhold som den fgrste.

Seetning. En graf med to eller flere knuder er bipartit hvis og kun hvis den ikke har kredse af
ulige lengde.

Bevis. Antag forst, at den foreliggende graf er bipartit, med opdelingen V. = V; U V, af
knudemangden, og lad der vare givet en kreds heri, fx bestemt ved knuderne vy, vy, ..., v, (er
der ingen kredse er der jo specielt ingen af ulige l&ngde, som pastaet). Det skal godtggres, at n er
lige. Kredsen bestar af kanterne: vy vy, vpvs, ..., v,_1V, samt v,v;; antag, X, at v; € Vi (tilfeldet
v; € V, behandles analogt). Bipartitheden sikrer, da grafen indeholder de angivne kanter, at f@rst
v, € V,, dernaest v; € Vi, og saledes videre, altsa, at v; € V| for i ulige, og v; € V, for i lige; pa
den anden side giver eksistensen af kanten v, vy, at v, € V, da v; € Vy, altsé n lige som gnsket.

Antag nu omvendt, at den givne graf er uden kredse af ulige l&ngde; det skal vises, at den er
bipartit. Alle (eventuelle) kanter er kanter i de sammenhangskomponenter af grafen, der bestar
af 2 eller flere knuder. Det er idéen at foretage opdeling i to dele af knudemangderne for hver
sammenha@ngskomponent, og stykke disse todelinger sammen til en todeling af V.

Derfor betragtes forst en sammenhengende graf G = (V, E), med |V| > 2, hvori alle (even-
tuelle) kredse har lige lengde (dvs. antal indgaende kanter, eller knuder); en sadan graf er bipartit,
da den har en opdeling af knudemangden som kravet ved bipartithed. Beviset for dette fgres ved
induktion efter antallet k af kredse i G = (V, E). Induktionens start, altsa tilfeeldet k = 0, at hvert
tree med 2 eller flere knuder er bipartit, fglger af observationen ovenfor.

ZHovedresultatet i det foregdende afsnit — se bemerkningen — er ogsé en karakterisering. Matematikere har et pas-
sioneret forhold til karakteriseringer. Som i andre brancher er det dog ikke altid kun kerlighed, der driver verket!
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Nu til induktionsskridtet: Lad G = (V, E) vere en sammenh@ngende graf med |V| > 2 og
k > 0 kredse, alle af lige lengde, og antag, at enhver sammenhangende graf med mindst 2 knuder
og hgjst k — 1 kredse, der alle er af lige l&ngde, er bipartit — dette er induktionsantagelsen.

Antagelsen om G sikrer, at der findes en kant, som indgar i en kreds (med et lige antal kanter
og knuder); lad uv vere en sadan kant, og lad G’ = (V, E \ {uv}) vare hjelpegrafen, der fas fra
G ved at fjerne kanten uv. Denne graf G’ er ssmmenh@ngende og den har ferre end k kredse: Det
farste skyldes, at kanten uv indgér i en kreds, og derfor ikke er afggrende for sammenhang (en vej,
hvori kanten uv indgar, kan »omdirigeres den anden vej rundt« i kredsen, se eksemplet i afsnit 4.5).
Det andet er ligeledes klart, da kun de kredse i G, hvori kanten uv ikke indgdr, er kredse i G, og
uv indgar jo ifglge antagelsen i mindst én kreds i G. Det er videre klart, at eventuelle kredse i G’
ogsd er kredse i G og derfor har lige leengde. Ifglge induktionsantagelsen kan V' derfor opdeles
V = VUV, i to disjunkte mangder Vi, V,, sé alle kanter uv i G” har endeknuderne fordelt u € V,
og v € V,, eller omvendt. En sadan opdeling er ogsd en todeling for grafen G = (V, E); dette
kreever nemlig blot yderligere, at hvis u € Vy, sa gelder v € V,. Antag, at u € V. Ifglge valget af
uv, som kant i en kreds (af lige leengde), findes jo en sekvens (vy, vz, v3, ..., V,_1, V,) af parvis
forskellige knuder (knuderne i en kreds hvori uv indgar), hvor n er lige, og sa

U="0,02,V3,...,0-1,Vp =V

danner en vej fra u til v. Kanterne v;v;,,for j = 1,2,...,n—1, er jo kanter i G', som er bipartit,
med knudemangdetodeling V = V; U V,, og derfor, da v; € Vi, gelder induktivt, at v; € Vy, ndr
j erulige, og v; € V, nar j er lige; specielt er altsd v = v, € V,, dan er lige.

For hver sammenhangskomponent af G bestemmes dermed en todeling af den pagaldende
komponents knudemangde, og komponenternes todelinger giver en todeling af den fulde knude-
mangde V = V; U V,. Her s&ttes V; til foreningsmangden af eventuelle isolerede knuder, og af
én af todelingsknudemangderne for hver komponent, der ikke blot bestar af en enkelt knude, og
V, settes til foreningsmangden af den anden todelingsknudemangde for de pagaldende kompo-
nenter. Dette giver en todeling, da der ikke findes kanter mellem forskellige komponenter. [ |

Bemaerkning. Betingelsen, at grafen ikke har kredse af ulige leengde, kan vare opfyldt dels
ved, at der slet ikke findes kredse — sé er der heller ingen kredse af ulige leengde — eller grafen kan
indeholde kredse, men alle sadanne har lige leengde. Resultatet omfatter det allerede kendte (og i
beviset benyttede), at hvert ikke-trivielt tree er bipartit: da der i et tree ikke findes kredse, findes der
naturligvis heller ikke kredse af ulige lengde. (Sammenhangen spiller ingen rolle her!) ]

4.8 Isomorfi og komplement. Man kan ikke tale om en konkret graf uden at have navne for
knuderne, og enhver computerbehandling af en graf forudsatter en passende repreesentation af
grafens objekter via datastrukturer, der i det mindste udmearker sig ved deres placering i compute-
rens lager (deres »variabelnavne«) ved afvikling af algoritmer, der behandler grafen. Pa den anden
side er de navne, der bruges til at referere til grafers knuder og kanter delvis irrelevante: mange
forhold for grafer athenger kun af grafernes overordnede form. For de tegninger, hvormed grafer
illustreres, er tilsvarende kun visse strukturelle treek vigtige. Mange forskellige tegninger illustre-
rer den samme graf. Disse »tagede« overvejelser preciseres via begrebet: grafisomorfi.

Definition. Lad G = (V, E) og H = (W, F) veare grafer. En bijektiv afbildning ¢ : V. — W
kaldes en isomorfi af G pa H, hvis det for alle u,v € V gealder, at u og v er kantforbundne
i G, altsa uv € E, hvis og kun hvis billedknuderne ¢ (u), ¢ (v) € W er kantforbundne i H,
altsa ¢(u)¢p(v) € F. Hvis der findes en isomorfi ¢ af G pd H siges graferne G = (V, E) og
H = (W, F) at veere isomorfe.

Den afggrende egenskab for den bijektive afbildning ¢ kan Igst formuleres, at ¢ »bevarer
kanter«. Alle grafteoretiske forhold bevares af en isomorfi, og de er altsa ens for to isomorfe
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grafer, blot panar navne pa knuder, og den konkrete art af kanter. Som eksempler pa sadanne
grafteoretiske forhold kan na&vnes, at to isomorfe grafer har samme antal knuder, og samme antal
kanter, og samme valensprofil, og samme antal sammenh@&ngskomponenter, og samme antal og
leengder af kredse (forstaet passende), og der er mange, mange andre.

Bemarkning. Grafisomorfi giver anledning til en wkvivalensrelation pa mangden af grafer
(to grafer star i relationen til hinanden hvis og kun hvis de er isomorfe). For det meste studeres
en graf G kun pdneer isomorfi, hvilket praecist betyder, at de udsagn, der bevises om G, faktisk
galder for alle grafer, som er isomorfe med G. 0

Bemaerkning. Er der forelagt to grafer G = (V, E) og H = (W, F) kan det vises, at de
er isomorfe ved at angive en bijektiv afbildning, der opfylder betingelsen i definitionen ovenfor,
eventuelt kan samtlige bijektive afbildninger af V pa W prgves efter; hvis én opfylder isomorfibe-
tingelsen er de to grafer isomorfe; hvis ingen ggr det, er de ikke isomorfe. I kantmatrixsprog, se
afsnit 4.2, drejer det sig om at permutere knuderne i den ene graf, og udfgre den tilsvarende per-
mutation af reekker og sgjler i kantmatricen, sa de to grafer derved far samme kantmatrix. Ulempen
ved disse metoder er at arbejdet kan vaere enormt, ogsa selvom resultatet er afkraftende. Ofte kan
det lettere godtggres, at to grafer ikke er isomorfe, ved at papege et strukturelt treek, der ikke er
feelles for graferne, men ville vare det, hvis de var isomorfe. ]

Definition. Lad G = (V, E) vere en graf. Grafen G = (V, E), med samme knudemangde
som G, og hvor kantmangden E bestar af netop de »ikke-realiserede« kantmuligheder i E, kaldes
komplementet til G, eller den til G komplementzere graf.

Definitionen skal forstas pa fglgende made: for to forskellige knuder u, v € V gelder, at
uv € E hvis og kun hvis uv & E, dvs. u og v er kantforbundne i G = (V, E) hvis og kun hvis
u og v ikke er kantforbundne i G = (V, E). Eller: grafen G = (V, E) fas fra grafen G = (V, E)
ved at danne den komplette graf pa knudemangden V, og derfra fjerne kanterne tilhgrende E.

Eksempel 1. Graferne G, og G, nedenfor har begge 8 knuder og 20 kanter — alle knuder
har valens 5. Afklaring af om de to grafer er isomorfe er dermed ganske omstaendeligt. To grafer
er imidlertid isomorfe hvis og kun hvis deres komplementer er isomorfe (overvej!), og komple-
menterne til G| og G,, vist nedenfor til hgjre, er ikke isomorfe: det ene komplement bestar af to
disjunkte 4-kredse, medens det andet komplement er en 8-kreds.

G Gy G A Ga

{ P
\2 0

Eksempel 2: Grafer med 4 knuder. For en knudemengde V, med |V| = 4, er der 6 kantmu-
ligheder, og derfor 26 = 64 grafer, alle vist nedenfor, af ialt 11 forskellige isomorfityper.

Pa tegningen er graferne angivet med 6-bit-koder, der fx kan leses som tallene 0, 1,2, ..., 63
skrevet binzrt, eller som en bitmap over de indgaende kanter. De 6 bit, lest fra venstre mod hgjre,
koder kanterne i reekkefglgen: NV-S@, SV-N@, SV-NV, SV-S@, NO-S@, og NV-N@.

Der er 1 graf med |E| = 0 (uden kanter). Der er 6 grafer, indbyrdes isomorfe, med |E| = 1,
bestaende af en kant og 2 isolerede knuder.

Der er 15 grafer med |E| = 2, af to isomorfityper; dels 3 grafer med to disjunkte kanter,
dvs. grupperinger af knuderne i to par; dels 12 vejgrafer af l&engde 2 (og 3 knuder) med 1 isoleret
knude, med 4 valg af den isolerede knude, og for hver sadan, ved valget af midterknude pa 3-vejen.

Der er 20 grafer med |E| = 3, af tre isomorfityper; dels 4 kredsgrafer af lengde 3 med 1
isoleret knude, bestemt ved den isolerede knude; dels 4 grafer af type K 3, en »3-stjerne«, hver
bestemt ved sin knude af valens 3; dels 12 vejgrafer af lengde 3 (og 4 knuder), hver bestemt ved
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valget af de to midterknuder, og for hvert af disse valg, rekkefglgen af de to endeknuder. (De to
sidstn@vnte isomorfityper er treeerne med 4 knuder.) Komplementet til en 3-kreds er af type K 3
(naturligvis med samme antal grafer), og komplementet til en vejgraf er igen en vejgraf, se fx
graferne 7 og 56. (Er det et tilfelde, at numrene har sum 637?)

Der er 15 grafer med | E| = 4, af to isomorfityper; dels 3 kredsgrafer af l&engde 4, fastlagt (efter
navngivning 1, 2, 3, 4) ved hvilken knude blandt 2, 3, 4, der star overfor 1; dels 12 grafer af type
K3 med en supplementskant, hver bestemt ved dens indeholdte K5 (4 muligheder), og for hver af
disse, hvilken af de 3 knuder i denne K3, som den fjerde knude er forbundet til. Komplementet til
en 4-kreds er to lgse kanter, se fx graferne 5 og 58, med 3 grafer af hver type.

Der er 6 grafer med |E| = 5, der alle er af type: K4 med én kant fjernet (eller en 4-kreds med
en diagonal tilfgjet); komplementet er naturligvis den fjernede kant. Og der er 1 graf med |E| = 6,
af type K4, og med den tomme graf som komplement.
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Hver af de 11 isomomorfityper af grafer med 4 knuder er fastlagt ved dens valensprofil; dette
gaelder ikke for grafer med 5 eller flere knuder. Bemark videre, at graferne her med 4 eller flere
kanter alle er ssmmenha&ngende, og indeholder mindst én kreds. []

Opgaver

(4.1) Tegn grafen G = (V, E) med knudemengde V := {2,3,...,9, 10}, hvor u, v € V, med
u # v, er kantforbundne, hvis og kun hvis u og v ikke er primiske. Er G sammenhangende?

(4.2) Angiv alle grafer med 1, 2, og 3 knuder.
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(4.3) Hvor mange grafer er der pa en mengde V af n knuder? Hvor mange kredse af l&engde m,
og veje af lengde m — 1, findes der i den fuldstendige graf med knudemeengde V7.

(4.4) Find de to mindste, dvs. med ferrest knuder og ferrest kanter, ikke-isomorfe grafer med
samme valensprofil. (Vink: Der skal 5 knuder til.)

(4.5) Betragt grafen G = (V, E), hvor knudemangden bestar af 2-delmangderne af en mangde
pa 5 elementer, fx tallene {1,2,3,4,5} (der er (;) = 10 sadanne 2-delmzngder), og hvor to
forskellige af knuderne u, v er kantforbundne hvis og kun hvis de pagaldende to 2-delmaengder er
disjunkte. Ggr rede for, at alle knuder har samme valens, og angiv denne. Lav dern®st en tegning
af G. Grafen kaldes Petersen-grafen, efter den danske matematiker Julius Petersen.

(4.6) Beskriv udseendet af kantmatricen for en stjernegraf (precist en K, graf), en kreds, en
vej! Det kan maske veare en fordel at veelge en passende indicering af knuderne.

(4.7) Angiv den maksimale lengde af en kreds i en bipartit graf med m og n knuder i todelings-
mangderne (m,n > 1).

(4.8) Vis, at et ikke-trivielt tree har mindst to blade.

(4.9) Bestem de naturlige tal n for hvilke der findes et tree med n knuder saledes at ogsa kom-
plementgrafen er et tree (med n knuder). Angiv for hver funden verdi af n alle sddanne traeer.

(4.10) Vis, at enhver knude i en sammenhangende graf, med to eller flere knuder, har positiv
valens (altsa valens > 1).

(4.11) Lad G = (V, E) vere en sammenhangende graf. For vilkarlige to knuder u, v € V, hvor
u # v, findes en korteste vej fra u til v, og ved at s@tte d(u, v) til l&ngden af en korteste vej fra u
til v, nar u # v, og d(u, u) = 0 for alle u € V, defineres en funktiond : V x V — N U {0}. Vis
at d er en metrik, altsa d(u, v) > 0, og kun = O nar u = v; d(u,v) = d(v,u) foralle u,v € V;
og trekantsuligheden d(u, v) < d(u, w) + d(w, v) for alle u, v, w € V.

(4.12) Vis, at en sammenhangende graf, hvor alle knuder har valens 2, er en kredsgraf.

(4.13) Antag, for et naturligt tal n, at der findes en graf G = (V, E), med |V | = n knuder, og
som er isomorf med sin komplementgraf G = (V, E). Vis, at n er kongruent med 0 eller 1 modulo
4. Angiv for n = 4 én graf G, og n = 5 to ikke indbyrdes isomorfe grafer G, der hver er isomorfe
med deres komplement. Prgv ogsd med n = 8 ogn = 9.

(4.14) Vis, at der i et tre er 3 blade hvis og kun hvis der i treet findes en knude af valens > 3.
Gelder tilsvarende, at der i et tree er 4 blade hvis og kun hvis der findes en knude af valens > 47

(4.15) Vis, at hvis der i en graf findes en ikke-tom lukket vandring, sa findes der for hver knude
u pa denne vandring en ikke-tom lukket vandring, der starter og slutter i u.

(4.16) Vis, at en sammenhangende graf med n knuder har n — 1 eller flere kanter.

(4.17)  Undersgg om graferne her er isomorfe:

(4.18) Undersgg om graferne her er isomorfe: @ @




Kapitel 5

Treeteelling

I dette kapitel er et tree — ligesom i kapitel 4 — en sammenhengende graf uden kredse, men ved
siden af den underliggende traestruktur er vi interesserede i, hvor de enkelte, indbyrdes skelnelige,
knuder er anbragt i treeet. Her er det naerliggende at benytte afsnit af den naturlige talraekke, altsé
mangder af formen {1, 2, ..., n}, for et n € N, som standardknuder.

Hovedresultatet er, at antallet af traeer, hvis knudemangde er et sddant afsnit af den naturlige
talrekke, er n"~2; dette telleresultat kaldes Cayleys formel, og det er i tidens Igb bevist med en
rekke forskellige metoder.

En naturlig idé til et bevis er at forsgge at telle treeer med en given valensvektor, dvs. med et
foreskrevet s@t af knudevalenser, og bestemme antallet af treeer ved at addere de fundne antal for
alle mulige valensvektorer. Dette gennemfgres som fgrste hovedemne i kapitlet, hvilket samtidig
giver anledning til at genopfriske bekendtskabet med multinomialkoefficienter.

Et tre med knudemangden {1, 2, ..., n}, for et n € N, kan naturligvis specificeres via listen,
af lengde n — 1, af traeets kanter. En mere gkonomisk specifikation af sddanne traeer kan ske via
Priifer-koder, der er ord af lengde n — 2 skrevet i bogstaverne {1, 2, ..., n}, hvor gentagelser som
sedvanlig er tilladte. Kapitlets andet hovedemne er disse Priifer-koder, deres beregning, og kon-
struktion af traeet med en forelagt Priifer-kode, iser hvorledes strukturen af et tree afspejles i treeets
Priifer-kode. Priifer-koder giver supplerende indsigt i Cayleys formel, og kan faktisk benyttes til
et bevis for den.

5.1 Treer med en fast knudemaengde. For at fa fornemmelse for, hvad der ligger i syns-
punktet at benytte en mengde af formen {1, 2, ..., n} som standardknuder for de betragtede treer
diskuteres fgrst sma traeer, med op til 4 knuder.

Eksempel. Der er 1 treestruktur med n = 1 knude, nemlig det fomme tree, uanset beskaffenhe-
den af den ene knude. Dermed er der pracis ét tr& med knudemengde {1}.

Der er ligeledes 1 treestruktur med n = 2 knuder, nemlig grafen, hvis kantmeengde bestéar af
den eneste mulige kant mellem de to knuder. Med knudemangde {1, 2} er der derfor pracis ét tre,
nemlig treet med den ene kant! 12.

For n = 3 knuder er der fortsat kun én mulig trestruktur, nemlig et vejtre med 3 knuder
(og l&ngde 2), men dette tree kan bygges med knuderne {1, 2, 3} pa 3 forskellige mader, hvor
forskelligheden pracist ytrer sig i, at de tilsvarende lister af kanter er forskellige. Lgst sagt kommer
det ud pa, hvilken af knuderne, der er midterknude: med 1 som midterknude fas kantmangden
{12, 13}, med 2 som midterknude fas kantmangden {12, 23}, og med 3 som midterknude fas
kantmangden {13, 23}.

For n = 4 knuder er situationen lidt sjovere! Der er 2 forskellige
traestrukturer for treeer med 4 knuder, se kapitel 4, nemlig dels et vejtre
med 4 knuder (og l&ngde 3), dels et stjernetre med 4 knuder, eller mere

pracist, en graf af type K 3. Disse er vist her:

Dette kapitel benytter, for at undga forveksling med decimaltal, en sarlig overstregsnotation for kanter: kanten
mellem i og j, hvor i # j er ciffersymboler, betegnes ij; dette virker naturligvis kun nérn < 9.
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Nar knuderne konkretiseres til {1, 2, 3, 4}, giver dette anledning til et nogenlunde stort antal
forskellige treer. Tretypen til hgjre er lettest at overskue: der er ialt 4 forskellige traeer af denne
type bygget pa knuderne {1, 2, 3, 4}, nemlig ét for hvert valg af knude af valens 3; overvej selv,
at uanset hvordan de tre gvrige knuder placeres fas samme kantmengde. Traetypen til venstre kan
bygges pa 12 forskellige mader. Dette kan fx ses ved at bemearke, at der er 4! = 24 reekkefolger
af de 4 knuder langs den til treet svarende vej, og to forskellige rekkefglger giver samme kant-
mengde, hvis og kun hvis den ene raekkefglge er den modsatte af den anden raekkefglge, altsa
24/2 = 12 mader.

Samlet fas altsé for n = 4 ialt 16 = 4 + 12 forskellige traer; det ses, at de hidtil indsamlede
data stemmer overens med den indledningsvis naevnte Cayleys formel. Pa den anden side er ogsa
behovet for en systematisk fremgangsmade for optellingen blevet tydeligt! ]

5.2 Traeer med given valensvektor. I fortsattelse af den konkrete optlling i eksemplet oven-
for, hvor optallingen for n = 4 skelnede mellem treernes struktur — dette begreb er dog for store
treeer ganske diffust — forsgges her en opdeling af telleopgaven i delopgaver, svarende til de pa-
geldende treers knudevalenser.

Definition. Lad n € N. Valensvektoren for et tre2> med knudemangde {1,2, ..., n} er n-
tuplet af knudevalenser: (81, 63, ..., 8,), hvor §; er valensen af knuden k, fork = 1,2, ..., n.

Som sadvanlig er tilfeldet n = 1 serligt — men let overskueligt, og ret uinteressant — og i
det fglgende antages altid, at n > 2. Denne foruds@tning giver specielt, at alle knuder har positiv
valens (der er kanter til alle n > 2 knuder); da et tre med n knuder har n — 1 kanter, og hver kant
bidrager med 2 »valenser«, fas umiddelbart:

Observation. Valensvektoren for et tre med knudemengde {1,2,...,n}, hvor n > 2, har
positive hele tal som elementer, og summen af elementerne er 2n — 2. [ |

Eksempel 1. For n = 2 er der jo kun 1 tre, og derfor kun 1 mulig valensvektor, nemlig (1, 1).
For n = 3 er der 3 treer med knudemangde {1, 2, 3}, og de tilsvarende valensvektorer er: (2, 1, 1),
(1,2, 1), og (1, 1, 2), hvor knuden med valens 2 er midterknuden i treeet. I disse tilfaelde er hver
valensvektor altsa valensvektoren for et entydigt bestemt tre.

Lad n = 4. Valensvektoren for et stjernetree bestar af tre gange 1, og én gang 3, med 3 placeret
pa centerknudens nummer, og den er altsa valensvektor for et entydigt bestemt tree. Et vejtre pa
{1, 2, 3, 4} har valensvektor med to gange 2 og to gange 1, og der er ialt 6 sadanne vektorer; det
ses heraf, at en valensvektor ikke i alle tilfelde er valensvektor for et entydigt bestemt tree. ]

Seetning. Lad (d,, d>, ..., d,), for et naturligt tal n > 2, vare et n-tupel af positive hele tal d;
med sum Zle d; = 2n — 2. Antallet af treeer med knudemengde {1, 2, . .., n}, for hvilke knude
i har valens d;, fori = 1,2, ..., n, er givet ved multinomialkoefficienten:

n—2 5.1)
di—1,dr—1, ...,d,—1)" '

Tallet i (5.1) udtrykker det sggte antal treeer som en multinomialkoefficient med n tal forneden,
hvor disse fas fra de givne d; ’er, ved at trakke 1 fra hver af dem. Summen af tallene forneden er,
fordi summen af d; ’erne ifglge antagelsen er 2n — 2, netop 2n —2 —n = n — 2, alts4 tallet foroven
i multinomialkoefficienten, der saledes er korrekt formet, og dens verdi er dermed:

(n —2)!
(di =D (dr—D!-...-(d, — D

2Begrebet valensvektor har god mening for en vilkarlig graf pa {1, 2, ..., n} og ikke blot for traeer!
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Bevis. Der benyttes induktion efter 7.

Starttilfeeldet, for n = 2, er naesten ferdigbehandlet via eksemplerne ovenfor. Der findes netop
ét 2-tupel af positive hele tal (d, d») med elementsum d; + d, = 2 -2 — 2 = 2, nemlig givet
ved di = d, = 1. Dette 2-tupel er altsa det eneste som péstanden i setningen vedrgrer, og det er
umiddelbart, at den anfgrte multinomialkoefficient i dette tilfalde er ( 1_21712_1) = (0?0) = 1, hvilket
stemmer med, at der er precis 1 tree med knuderne {1, 2} og valensvektor (1, 1).

Nu til induktionsskridtet. Lad der vere vere givet et n-tupel (dy, ds, ..., d,) af positive hele
tal med sum 2n — 2. Det drejer sig om at telle treeerne med knudemangde {1, 2, ..., n} og med
(di,d>, ...,d,) som valensvektor. Det antages, at det for et vilkarligt (n — 1)-tupel af positive hele
tal med sum 2(n — 1) — 2 geelder, at antallet af treeer med knudemangde {1, 2,...,n — 1} og med
dette (n — 1)-tupel som valensvektor er givet ved den tilsvarende multinomialkoefficient (5.1).

Idéen i beviset er, under foruds@tningen, at d, = 1, at lede efter traeer af formen: et tre med

knudemangde {1, 2, ..., n — 1} suppleret med en kant fra én af disse knuder, fx k, til , sdledes, at
det derved dannede tre pa knudemsengden {1, 2, ..., n} samlet set har de rigtige knudevalenser.
Antallet af relevante treeer pa knudemangden {1, 2, ..., n—1} er via induktionsantagelsen en mul-

tinomialkoefficient, og det sggte antal er, idet k gennemlgber de mulige sammens@tningsknuder,
en sum af multinomialkoefficienter, der ved brug af rekursionsformelen for multinomialkoeffici-
enter, se afsnit 3.9, udtrykkes som en enkelt multinomialkoefficient.

Det er pa forhand wuvist om der overhovedet er sadanne traeer, sa det vides altsa ikke om

(dy, ds, ...,d,) faktisk er en valensvektor for et tre med knudemangde {1, 2, ..., n}. (Man kan
tenke pad d;’erne som »forsggs«-valenser!) Vi gar frem i en raekke skridt.
1. Mindst ét af tallene d; er = 1 (hvilket gzlder, hvis (dy, d>, ..., d,) er en valensvektor, men

dette vides endnu ikke!). Tallene d; er positive hele tal, og antages, for et indirekte argument, at
alle tallene d; er > 2, fés, at deres sum er > 2 - n, men summen er forudsat = 2n — 2.

2. Det antages, primert for at fa simple betegnelser, at d,, = 1; hvis det om det givne n-tupel
gelder, at d, > 1, sd betragtes i stedet n-tuplet med d, ombyttet med et af de d;’er for hvilke
d; = 1 (og et sadant findes som allerede vist). Denne ombytning pavirker ikke tzlleresultatet.
Antallet af treeer for det modificerede n-tupel er nemlig det samme som antallet af traeer for det
oprindelige n-tupel, da denne ombytning definerer en bijektiv afbildning mellem de tilsvarende
mangder af treeer — og multinomialkoefficienten @ndres ikke ved denne ombytning.

3. Lad os forsgge at danne et forelgbigt »billede« af et eventuelt tree med knudemangde
{1,2,...,n} og (dy,dy, ...,d,) som valensvektor. Da d,, = 1, er knuden n i et eventuelt sa-
dant tree — hvis det findes — et blad, altsa en knude med valens = 1, og derfor forbundet til en
éntydigt bestemt af knuderne {1, 2, ...,n — 1}.

T - el LT
4 M \

N

"

:T/ '
' ’

Figuren ovenfor illustrerer »analysen«. Antages, at T er et sadant trae, sa har knude n valens
1, og den med n forbundne knude er en af de andre, fx knude k. T@nkes kanten kn og knuden n
fjernet fra treeet T resterer en graf, pa figuren kaldt 7' i den stiplede »sky«, som — ifglge lemma 2,
afsnit 4.8 —er et tree med knudemeangde {1, 2, ..., n — 1}, og disse knuders valenser i T’ er nesten
som de tilsvarende knuders valenser i 7', bortset fra, at valensen af ki 7’ er 1 mindre end valensen
af ki T (og knude n ikke findes i 7"). Valensvektoren for 7', af lengde n —1, er (d{, d3, ..., d,_,),
hvor d; = d; — 1, og d} =djforalle j =1,2,...,n — 1, som opfylder j # k.
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Derved er der en korrespondance mellem fglgende to mengder:

Ay: treer med knudemangde {1, 2, ..., n} og valensvektor (d;,d,,...,d,) hvor d, = 1, og
hvor den entydigt bestemte, med n forbundne knude, er &, og

By: treer med knudemangde {1,2,...,n — 1} hvis valensvektor (d{, d}, ..., d,_,) opfylder
d, = dy — l,ogd} =d; foralle j =1,2,...,n—1,hvor j #k.

Denne korrespondance er bijektiv. To forskellige treeer fra A; giver ved fjernelse af kanten kn
og knuden n to forskellige traer fra By, og hvert tree fra B, kan fas pa denne made.

4. Nu vides det jo ikke hvilken af knuderne {1, 2,...,n — 1}, som n er forbundet til; men
mangden af treer, der gnskes optalt, er naturligvis foreningsmengden:

AlUAU...UA, 4,

(disse mangder er disjunkte) og da hver mangde A pa grund af den navnte bijektive korrespon-
dance har samme elementantal som den tilsvarende B;-mangde, er det sggte treeantal

|Bi| + |Ba| + ... + | Bu_1l.

(Visse af disse tremangder, faktisk mindst én, og ofte flere, er tomme, og de tilsvarende antal
er derfor 0, se ogsd nedenfor.) Hvert af treeantallene |Bj| kan imidlertid, med brug af induk-
tionsantagelsen, udtrykkes ved en multinomialkoefficient: Det er antallet af treeer med knude-
meangde {1, 2, ..., n— 1} og valensvektor af formen (d{, d;, ..., d,_,) (fra den givne »kandidat«-
valensvektor (d;, ds, ..., d,) er det n’te element fjernet, fra det k’te element er trukket 1, og de
gvrige er uendrede), altsa udtrykt ved (d, da, ..., d,):

n—1-2 (n—1 -2
|BI|: ) 7|Bl’l7]|: M
di—2,d,—1,...,d,_1—1 di—1,dr—1,...,d,_—2

5. Disse n — 1 multinomialkoefficienter har en faelles opbygning, fork = 1,2, ...,n—1, nem-
lig baseret pa den afkortede »kandidat«-valensvektor (dy, dy, ..., d,_1); fra hvert af elementerne
her er trukket 1, dog panar det k’te element, som er reduceret med 2. Summen af disse multino-
mialkoefficenter er derfor, ifglge rekursionsformelen for multinomialkoefficienter, se afsnit 3.9,
selv en multinomialkoefficient, med et tal foroven, der er gget med 1, og baseret pa selve sattet
(di—1,d,—1,...,d,_;—1), altsa

n—2
Bi|+ B +...4+|B,—1| = . 5.2
|B1| + | Bz | By—1l (d]—l,dz—l,...,dn]—l) (5.2)
Dette udtryk er nasten det pastdede; multinomialkoefficienten i (5.2) har n — 1 elementer
forneden, hvorimod multinomialkoefficienten i (5.1) har n elementer forneden. De to multinomi-
alkoefficienter er dog samme talveerdi, fordi d, — 1 = 0, da jo ifglge antagelsen d,, = 1. [ |

Bemarkning. Det blev undervejs i beviset flere gange fremhavet, at det ikke var klart, hvor-
vidt der overhovedet findes treeer med et forelagt n-tupel af positive hele tal, med sum 2n — 2,
som valensvektor. Det er det til gengzeld nu! Antallet af sadanne traeer er nemlig, ifglge setningen,
bestemt som multinomialkoefficienten (5.1), og denne er med de anfgrte betingelser pa d ;’erne et
positivt helt tal. ]

Eksempel 2. Det er instruktivt at se, hvordan s@tningens optlling tager sig ud i et konkret
tilfeelde. Hvor mange traeer er der med knudemengde {1, 2, 3, 4, 5} og valensvektor (3,2, 1,1, 1)?
(Dette 5-tupel bestar af positive hele tal med sum 8 = 5 - 2 — 2, og elementet pa 5’te plads er 1.)

Som i beviset opdeles mangden af sddanne treer efter hvilken af knuderne k£ € {1, 2, 3, 4}
som knude 5 er kantforbundet til. Teelleopgaven bestar pa denne made i addition af resultaterne
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af optalling af treeer med knudemangde {1, 2, 3, 4} og »valensvektorer«, der fas af den givne
valensvektor ved at fjerne det 5’te element, og successivt, for k = 1, 2, 3, 4, at reducere det k’te
af de gvrige elementer med 1 (anfgrselstegnene her skal minde om, at det ikke 1 alle tilfaelde giver
anledning til en rigtig valensvektor), altsa

k »valensvektor« traer
1 2,2,1,1 2
2 G, 1,1,1 1
3 (3,2,0,1) 0
4 (3,2,1,0 0

Disse treantal for knudemangden {1, 2, 3, 4} beregnes som visse multinomialkoefficenter, og
de tilsvarende treeer er allerede beskrevet i forbindelse med det tidligere eksempel. De resulterende
treeer med knudemaengde {1, 2, 3, 4, 5} er vist nedenfor (traeet pa {1, 2, 3, 4} er stiplet):

3e o4 4e 3 .-*4
L L [oii o3
5 1 5 11 5
—  @------ ) — o------ D 5—0
. o . 3 3!
Den tilhgrende multinomialkoefficient er: = =3. (]
2,1,0,0,0 20-11-0!-0!-0!

5.3 Cayleys formel. Den detaljerede optlling — i det foregaende afsnit — af treeer med knu-
demengde {1, 2, ..., n} og forelagt valensvektor giver nu antallet af samtlige treeer ved at legge
disse antal sammen for alle »mulige« valensvektorer.® Denne addition udfgres via multinomial-
formlen; resultatet* kaldes Cayleys formel.

Satning. Antallet af treeer med knudemangde {1,2, ...,n} ern"=2.

Bevis. Det er allerede bemerket, at antalsudtrykket er korrekt for n = 1,2, sd det antages
herefter, at n > 3. Antallet af treeer med knudemeengde {1, 2, ...,n} og en given valensvektor
(dy, ds, ...,d,) erifglge s@etningen i afsnit 5.2 multinomialkoefficienten:

n—2
di—1,d,—1,...,d,—1)’
og antallet |7,,| af alle treeer med knudemengde {1, 2, ..., n} er derfor summen af disse, hvor der

summeres over samtlige valensvektorer, altsa

n—2
7, = . 5.3
7] Z (d]—l,dz—l,...,dn—l) (5-3)

valensvektor

Dette drabelige udtryk er ikke sa slemt som det ser ud! Et n-tupel (d;, d,, ..., d,) er en va-
lensvektor hvis og kun hvis alle d;’erne er positive hele tal, og deres sum er 2n — 2. Hgjre side i
(5.3) kan derfor simplificeres, ved at erstatte d; med k; + 1, fori = 1,2, ..., n, il

( n—2 ) 54
Z ki, ky, ..., k,)’ -4)

hele tal med sum n — 2

3Det @ndrer ikke resultatet, at et eller flere antal for umuli ge »valensvektorer« medtages: hvert sadant er 0.
4Efter A. Cayley (1821-1895); resultatet er fra 1889.
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og denne sum er tidligere blevet beregnet til: n"~2, se afsnit 3.8. [ |

Eksempel. Hvilke n-tupler (ki, ka, . . ., k,) indgdr i additionen (5.4) fra beviset for satningen?

Tallene k; er ikke-negative hele tal, med sum n — 2, og antallet af n-tupler er séledes antallet af
Igsninger (kq, ko, . .., k), 1 ikke-negative hele tal, til ligningen: k; + k, + ...+ k, = n — 2. Dette
antal er tidligere, se afsnit 3.6, bestemt til binomialkoefficienten

nmn—2)4+n-1 . 2n —3
n—1 T \n-1)
For n = 5 er der séledes (Z) = 35 led, der bidrager til summen; lgsningerne, i ikke-negative
hele tal (ky, k3, ..., ks), til ligningen: k1 +k,+. ..+ ks = 3, falder naturligt i 3 typer: i den f@rste er

ét af k;’erne 3, og de gvrige O (ialt 5 s@t); i den anden er ét af k;’erne 2, og ét andet 1, og de gvrige
3 er O (ialt 20 saet); i den tredje er 3 af k;’erne 1, de gvrige 2 er O (ialt 10 s&t). Summen er altsa:

3 3 3
5. 20 - 10 - =5.1+20-3+10-6= 125.
(3,0,0,0,0)Jr (2,1,0,0,0)Jr (1,1,1,0,0) + + i

5.4 Priifer-kode for et trae. I dette afsnit vises, at hvert tree med knudemangde {1, 2, ..., n},
for n > 3, kan beskrives ved et ord af lengde n — 2 skrevet i symbolerne {1, 2, ..., n}, hvor det er
underforstéet, at samme symbol kan forekomme flere gange i et ord; indholdet af glosen beskrives
er her, at der er en bijektiv korrespondance mellem mengden 7, af treeer med knudemangde
{1,2,...,n}, og mengden af ord af lengde n — 2 i bogstaverne {1, 2, ..., n}, altsd mengden
{1,2,...,n}" 2. Disse treebeskrivelser kaldes Prb’ifer-koder,5 og eksistensen af denne bijektive
korrespondance kan udnyttes til et andet bevis for Cayleys formel.

Bemarkning 1. For n = 1, og ligeledes for n = 2, er der netop ét sadant tre, og dermed ikke
behov for en preecisere beskrivelse end angivelse af knudeantallet n. For n = 3 er der 3 sadanne
traeer, der hvert er precist fastlagt ved specifikation af navnet pa midterknuden (se afsnit 5.1) som
faktisk er Priifer-koden for det pagaldende tre. 0

Den nzvnte bijektive korrespondance mellem trzerne 7, og ordene {1, 2, ..., n}" 2 er »kon-
struktiv« og eksplicit, og kan implementeres via to algoritmer, hvor den ene pa basis af et forelagt
tre T € 7, beregner koden for T, og den anden, pa basis af et forelagt ord, altsa et element
ke{l,2,...,n}"2, beregner treeet T € 7T, hvis tilhgrende kode er «.

Fremgangsmaden i den fgrste algoritme, der konstruerer det til et tre hgrende kodeord, er
successivt at veelge en knude, derefter fjerne den og kanten til den, og undervejs registrere den
ikke-fjernede endeknude for denne kant, og fortsette hermed indtil et tree bestaende af en enkelt
kant, dvs. med precis 2 knuder, resterer.

Algoritme 1: fra tree til Priifer-kode. Lad T vzre et tre med knudemangde {1,2, ..., n},
hvor n > 3. Algoritmen tager treeet T som input og producerer som output et ord « af leengde
n — 2 skrevet i bogstaverne {1, 2, ..., n}. Processen begynder med at initialisere outputordet x

til det tomme ord, eller den tomme liste. Dernast gennemfgres nedenstiende 1.—4.:

1. Find den mindste knude u i treeet af valens 1. (Der findes mindst 2 knuder af valens 1.)

2. Lad v betegne den entydigt bestemte knude i treeet som u er kantforbundet til.

3. Indsat v bagest i listen k, og fjern knuden u, samt kanten uv, fra treeet. (Dette efterlader
et tre med én knude og én kant ferre end ved den narmest foregdende passage af punkt 1.; at
restgrafen er et tree, fglger af lemma 2 i afsnit 3.8.)

4. Hvis restgrafen er et tree med en enkelt kant, si STOP, ellers gentag processen fra 1., men
nu anvendt pa resttraeet. (Hvert gennemlgb af 1.-3. reducerer kantantallet, der til start var n — 1,
med 1, sa processen stopper!)

SEfter H. Priifer (1896-1934), der 1918 benyttede disse koder til at give et bevis for Cayleys formel.
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Hvert gennemlgb af 1.-3. tilfgjer et knudenavn til listen og fjerner en kant fra (listen af kanter 1)
treeet, og processen fortsettes indtil kun en enkelt kant resterer, altsa med preecis n — 2 gennemlgb,
altsd med outputordet « af lengde n — 2.

Definition. Foret tr& T € 7, hvorn > 3, kaldes det ved ovenstaende algoritme 1 definerede
ordk =k(T) € {1,2,...,n)" 2, af lengde n — 2 skrevet i bogstaverne {1,2, ..., n}, for Priifer-
koden for traeet T .

Eksempel 1. For traeet nedenfor til venstre, med knuderne {1, 2, ..., 7}, findes Priifer-koden
skridtvis som antydet pa figurerne (med navnet pa den mindste valens-1 knude understreget):

3 5 3 5 3 5 5
7 7 7 7 7 7
4 4 4 4 4 4
1454 N6 26 %6 6 6 6

K = tom K =4 K =44 K = 447 K =4477 k= 44774
Dermed er Priifer-koden for det givne tree: k = 44774. 0

Det viser sig, at dette ord af l&engde n — 2 i bogstaverne {1, 2, ..., n}, er en slags fingeraftryk®
for treeet: et tree er entydigt bestemt ved sin Priifer-kode, og det er relativt let at finde treet, der har
et forelagt ord (af lengde n — 2 i bogstaverne {1, 2, ..., n}) som Priifer-kode.

Bemaerkning 2. Det er kun 1 fgrste skridt af algoritme 1, at det behandlede trae har knude-
mengde {1,2,...,n}; hvis den i fgrste skridt fjernede knude er k, har resttreeet knudemengde
{1,2,...,n}\ {k}. I de folgende overvejelser er det derfor nyttigt at anlegge et mere abstrakt
synspunkt, hvor der betragtes traeer, hvis knudemangde er et eller andet alfabet, hvis elementer er
ordnede, sa det har mening at vaelge et mindste element med en vis egenskab, og hvor hvert skridt
i algoritme 1 ovenfor benyttes til at producere, dels et bogstav fra (rest)alfabetet, dels et tre med
én knude og tilhgrende kant fjernet, altsa med en knudemangde, der er en yderligere reduceret

delmangde af det til start benyttede alfabet. H
Lemma. Antag n > 3. For et tre T med knudemangde {1, 2, ..., n} og Priifer-kode « (T)
forekommer knudenavnet k, fork = 1,2, ..., n, praecis §;—1 gange i ordet k (T). Specielt fore-

kommer der i k (T) ikke navne pa knuder af valens 1.

Bevis. Dette er vel nasten klart fra beskrivelsen af algoritme 1. Et induktionsargument gar som
fglger. For n = 3, hvor Priifer-koden er navnet pa treets midterknude, eller knude af valens 2, er
pastanden korrekt. For et tree T med n knuder (n > 3), har den fgrste knude v i Priifer-koden
en valens i T, som er 1 stgrre end dens valens i resttreeet, der fas ved at fjerne preecis én kant
til v. (Disse med 1 reducerede valenser er tallene forneden i multinomialkoefficientudtrykket for
antallet af treer med given valensvektor.) [ |

Eksempel 2. Mekanismen i Priifer-koder, altsa hvorledes reekkefglgen af bogstaverne i « (T')
registrerer treets »forme, er allerede aktiv for n = 4. Den ene type treer, af formen K 3, har en
Priifer-kode af to ens bogstaver, nemlig navnet pa knuden af valens 3. Den anden type treer, af
formen Py, har Priifer-koder x med navnene pa de 2 knuder af valens 2; reekkefglgen af disse navne
i k bestemmer rekkefglgen af {1, 2, 3, 4} langs P4-vejen, med det i ¥ fgrstnevnte knudenavn som
den knude af valens 2, der har den mindste af de ikke-na@vnte knuder som valens-1-naboknude. []

Seetning 1. Lad S og T vere treeer med knudemaengde {1,2, ..., n}, hvor n > 3, og antag, at
traeernes Priifer-koder er ens, altsa: k (S) = «(T'). Sa er treerne ens, altsa: S = T.

SMere moderne: en slags DNA-profil!
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Bevis. For n = 3 er pastanden korrekt, idet Priifer-koden for et tree med knudemaengde {1, 2, 3}
er midterknuden, eller den entydigt bestemte knude af valens 2.

I almindelighed er det f@grste bogstav, fx v, i Priifer-koden for et trae den knude, der er kantfor-
bundet til den mindste knude af valens 1 i treet, altsa med et kant vk, hvor k er den mindste knude
af valens 1 i treeet, men her er k fastlagt ved Priifer-koden, fordi knuderne af valens 1 i treet er
netop de knuder, der ikke forekommer i Priifer-koden; begge treerne S og T har altsa kanten vk.

Betegner S’ og T' de to resttreeer, der fas fra S og T ved i begge treer at fjerne kanten vk,
sa har begge knudemengden {1, 2, ..., n} \ {k}, og deres Priifer-koder, nar de opfattes som treer
med knudemengden {1, 2, ..., n}\{k}, er begge den oprindelige Priifer-kode med fgrste bogstav v
slettet. Specielt har S” og T’ samme Priifer-kode, hvilket induktivt medfgrer, at S og 7’ er samme
tree, men s er ogsa S og T samme tree (begge fas ved at montere kanten vk i S’ = T7). |

Fremgangsmaden i den anden algoritme, der konstruerer et tree pa basis af et ord « af leengde
n — 2 1ibogstaverne {1, 2, ..., n}, er i princippet en »omvending« af den direkte algoritme (algo-
ritme 1); ngglen til denne omvending er, at den i fgrste skridt af den direkte algoritme fjernede
kant har endeknuderne u og v, hvor v er farste bogstav i «, og u er den mindste knude i treet af
valens 1, altsd den mindste knude, der ikke forekommer i den producerede Priifer-kode «.

Algoritme 2: fra Priifer-kode til tree. Lad der her vare givet et ord k af lengde n — 2 i
bogstaverne {1,2,...,n}, hvor n > 3. Algoritmen konstruerer, med x som input, som output
et tree T, hvis Priifer-kode er «, i form af en liste bestaende af n — 1 kanter. Processen begynder
med at oprette en hjelpeliste K, der simpelthen omfatter alle knudenavnene 1, 2, ..., n, og videre
en liste L, hvori treets kanter efterhanden »opsamles«, og L initialiseres til den tomme liste (af
kanter). Dernzst gennemfgres nedenstaende 1.—4.:

1. Find det mindste element a i K, der ikke forekommer i k. (Elementerne i K er indbyrdes
forskellige, og K indeholder 2 elementer mere end der er bogstaver i k.)

2. Indsat kanten ab i listen L, hvor b er det fgrste bogstav i k.

3. Fjern elementet a fra hjelpelisten K, og det fgrste bogstav b fra k. (Herefter er savel K som
Kk ét bogstav kortere end ved den nermest foregaende udfgrelse af punkt 1.)

4. Hvis k er det tomme ord (den tomme liste) sa indsat kanten ab i L, hvor a, b er de 2
resterende elementer i listen K, og STOP, ellers gentag processen fra 1.

Hvert gennemlgb af 1.-3. fjerner et bogstav fra savel k som K, og tilfgjer en kant til listen L, og

processen stopper derfor efter n —2 sddanne gennemlgb, og efterfglgende tilfgjelse af »restkanten«
til L, der saledes ialt indeholder n — 1 kanter.

Eksempel 3. Her fglges processen i algoritme 2 for inputordet 22334. Listen har leengde 5, og
derfor er knudemangden {1, 2, 3,4, 5,6, 7}.

Restkode Listen K Listen L
22334 1,2,3,4,5,6,7 12
2334 2,3,4,5,6,7 12,25
334 2,3,4,6,7 12,25,23
34 3,4,6,7 12, 25,23, 36
4 3,4,7 12,25, 23,36, 34
4,7 12,25, 23,36, 34,47

I hvert algoritmeskridt er det aktive fgrste bogstav i Priifer-koden og det mindste knudenavn i
hjelpelisten, der ikke forekommer i Priifer-koden, markeret ved understregning. ]

Det er klart, at algoritme 2 ovenfor, for et givet ord af l&ngde n — 2 i bogstaverne {1, 2, ..., n}
(nar n > 3) konstruerer en liste af l&ngde n — 1 af kanter, altsa en graf med knudemzaengde
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{1,2,...,n} og n — 1 kanter; denne graf har hver af knuderne {1, 2, ..., n} som endeknude for
en kant en gang for hver forekomst enten i Priifer-koden eller i hjelpelisten med samtlige knu-
denavne, og valensen af en knude er altsa 1 mere end antal forekomster af knudenavnet i koden.
Denne graf er faktisk et tree, der endda har det givne ord som sin Priifer-kode:

Setning 2. Antag, at n € N opfylder n > 3. For hvert ord k € {1, 2, ...,n}""% er den af
algoritme 2 konstruerede graf med knudemangde {1, 2, ..., n} et tre, hvis Priifer-kode er k.

Bevis. Beviset er induktion efter n. For n = 3 giver fgrste (og eneste) skridt i algoritme 2 en
kant fra den mindste knude, der ikke forekommer i «, til knuden, der n@vnes i «, og derefter tilfgjes
kanten mellem de to resterende knuder i hjelpelisten — den ene af disse er den i k¥ forekommende
knude — hvilket giver en sammenhangende graf, altsa et tree; der er ikke mulighed for en kreds
bestaende af 2 kanter. Det er klart, at dette trae har det givne ord « af leengde 1, nemlig navnet pa
midterknuden i det konstruerede trae, som Priifer-kode.

Antag her, at n > 3, og induktivt, at algoritme 2, for hvert inputord af lengde n — 3 skrevet
i et alfabet med n — 1 bogstaver, producerer et tr& med alfabetets bogstaver som knuder, og det
givne ord som Priifer-kode (skrevet i det relevante alfabet). Lad nu « vaere et ord af lengde n — 2
i bogstaverne {1, 2, ..., n}, og antag, at det fgrste skridt i algoritme 2 producerer kanten ab, hvor
a er det fgrste bogstav i k. Sa geelder, at b ikke forekommer i k, og derfor har « formen x = ax’,
hvor «’ er et ord af leengde n — 3 skrevet i alfabetet {1, 2, ..., n}\ {b}; ifglge induktionsantagelsen
vides, at algoritme 2 anvendt pa «" producerer et tree 7’ med {1, 2, ..., n}\ {b} som knudemaengde,
og k' som Priifer-kode (skrevet i det relevante alfabet); dette trae, suppleret med den i fgrste skridt
konstruerede kant ab, udggr et tre T med knudemeengde {1, 2, ..., n} (se lemma 2 i afsnit 4.6),
fordia € {1, 2,...,n}\{b}. Ifglge valget af knude b som den mindste knude, der ikke forekommer
i i, er fgrste bogstav i Priifer-koden for T knuden a, og derfor k (T') = ax (T') = ax’ = «. [ |

Bemarkning 3. Nar treeet med en given Priifer-kode skal tegnes er det bekvemt at benytte den
af algoritme 2 konstruerede kantliste »bagfra«; derved fés i hvert tegneskridt en sammenhangende
graf, som det ses af beviset for s@tning 2. 0

Bemarkning 4. Udsagnet i stning 1 er, at afbildningen af mangden 7, af treeer med knude-
mengde {1,2,...,n}ind i mengden {1, 2, ..., n}"~2 af ord af leengde n — 2 skrevet med bogsta-
ver fra knudemangden {1, 2, ...,n}, dertil et tre T € 7, knytter treets Priifer-kode « (T"), er en
injektiv afbildning.

Ifplge Cayleys formel er antallet af disse treeer: |7,,| = n"~2, hvilket jo ogsa er antallet af ele-
menter i mengden {1, 2, ..., n}"~2 af ord af lengde n — 2 skrevet med bogstaver fra {1, 2, ..., n},
og injektiviteten af afbildningen 7'+ « (T") medfgrer derfor, at denne afbildning ogsd er surjek-
tiv, altsa ialt en bijektiv afbildning. Derfor kan det pa basis af Cayleys formel — og uden brug af
setning 2 — konkluderes, at ethvert ord fra {1,2, ..., n}"~? Priifer-kode for et tre.

Tilsvarende giver udsagnet i satning 2, at afbildningen T +— «(T) er surjektiv, altsa samlet
bijektiv, og har »algoritme 2« afbildningen som omvendt afbildning. Bade algoritme 2 og argu-
menterne for s@tning 2 er uathengige af — de benytter ikke — Cayleys formel, og s®tningerne 1,2
giver derfor et nyt bevis for Cayleys formel. Direkte anvendt giver de som naevnt, at T +— «(T)
er bijektiv, og da mangden af Priifer-koder, altsa {1, 2, ..., n}"~2, har ialt n”"~? elementer, er der
lige s& mange trzer, hvoraf |7,,| = n" 2.

Ogsa den detaljerede tretaelleformel i afsnit 5.2 er direkte konsekvens af lemmaet og satnin-
gerne 1,2. For hvert n-st (d,, d», . . ., d,) af hele positive tal med sum d; +dy+...+d, =2n—2

er antallet af treer med knudemangden {1,2,...,n} og (d;,d>, ..., d,) som valensvektor na-
turligvis antallet af Priifer-koder (ord af lengde n — 2 skrevet i bogstaverne {1, 2, ..., n}) hvori
bogstavet k forekommer d;—1 gange, for k = 1, 2, ..., n. Antallet af disse ord er en multinomial-

koefficient, nemlig antallet af fordelinger af de n — 2 pladser i ordet, med d;—1 pladser i den k’te
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»kasse«, svarende til, at der star bogstavet k pa den pagaldende plads, fork = 1,2, ..., n:
n—2
di—1,dr—1,...,d,—1)" b
Opgaver.

(5.1) Undersgg om 7-tuplerne a), b), og ¢) nedenfor er valensvektorer for treer, og angiv i be-
kreftende fald antallet af treeer, med det pageldende 7-tupel som valensvektor.
a) (1,2,1,4,2,1,1), b) (1,2,1,2,1,2,2), ¢) 43,1,1,1,1,1).

(5.2) Find en ngdvendig og tilstrekkelig betingelse for, at en valensvektor, dvs. et n-tupel af
positive hele tal med sum 2n — 2 (hvor n > 2) er valensvektor for et entydigt bestemt tree.

(5.3) Bestem antallet af typer (=isomorfiklasser) af treer med 5 knuder, og find for hver type
antallet af treeer af den pageldende type.

(5.4) Lav en opggrelse svarende til den i den foregdende opgave, men nu for treeer med 6 knuder.
(5.5) Tegnettre T med de 8 knuder {1, 2, ..., 8} og bestem Priifer-koden for T'.

(5.6) Kast en terning 6 gange, og noter gjenantallene; find dernast det tre med — hvor mange
knuder har det? — der har denne sekvens af gjenantal som Priifer-kode.

(5.7) Beskriv Priifer-koden for et vejtre, eller »perler-pa-snor«, og et stjernetree, altsa preecist af
formen K ,,.

(5.8) Findes der treer, hvis Priifer-kode omfatter alle bogstaverne {1, 2, ..., n} i alfabetet?

(5.9) Beskriv udseendet af et tree, hvis Priifer-kode bestar af lutter forskellige bogstaver. Hvor
mange sadanne treeer er der?



Kapitel 6

Euler-grafer og Hamilton-grafer

I dette kapitel introduceres to grafegenskaber, der ved fgrste gjekast virker ganske analoge, men
ved n@rmere eftersyn viser sig at veere dramatisk forskellige, ogsa hvad angar vanskeligheden af i
konkrete tilfaelde at afklare, hvorvidt en forelagt graf har den pagaldende egenskab.

De to egenskaber vedrgrer muligheden af at tilrettelegge en »besggsrunde«, i grafen, der be-
nytter alle kanter i grafen, henholdsvis, besgger samtlige knuder i grafen. Den pracise afgreensning
af glosen besggsrunde i de to situationer er selvsagt afggrende.

En besggsrunde af forstnevnte art kan benyttes som en model for gadefejning, hvor dels samt-
lige gadestrekninger (kanter i grafen) skal passeres og det for at undga dobbeltfejning, eller over-
flgdig kgrsel, er gnskeligt at kunne tilrettelegge besggsrunden, sa hver gadestreekning passeres
netop én gang. En besggsrunde af den anden art kan bruges som model for postudbringning, hvor
dels alle adresser (knuder i grafen) skal besgges, og det desuden gnskes — om muligt — at gennem-
fore postomdelingen uden at dobbeltbesgge adresser.

6.1 Euler-ture. Det grundleeggende spgrgsmal er det simple, om det er muligt, i en given graf,
at »sammenstrikke« grafens kanter til en tur, der benytter hver kant i grafen pracis én gang. (Kan-
terne i en tur er indbyrdes forskellige.)

Definition. Lad G = (V, E) vare en graf. En tur i G kaldes en Euler-tur hvis den omfatter
samtlige kanter i G, og G kaldes en Euler-graf hvis der findes en lukket Euler-tur' i G.

Alle knuder pa en ikke-tom tur i en graf tilhgrer en faelles sammenhengskomponent af grafen,
og har desuden positiv valens. Derfor har en graf, i hvilken der findes en ikke-tom Euler-tur, pracis
én ikke-triviel sammenhangskomponent, og kan derudover eventuelt have en eller flere isolerede
knuder. I tomme grafer, hvor alle knuder er isolerede, findes kun én tur, den tomme tur, der i en
vis forstand omfatter alle grafens kanter, og saledes er en slags Euler-tur, men pa den anden side
er irrelevant for kantbesgg. Tilsvarende er hver (eventuel) isoleret knude i en graf, da den ikke er
endeknude for kanter i grafen, irrelevant for Euler-ture, sa i det fglgende betragtes udelukkende
sammenheengende grafer med mindst én kant, hvor altsa alle knuder har positiv valens.

En lukket Euler-tur har samme start- og slutknude, og en vilkarlig knude pa turen kan fungere
som en sadan. Det er vel plausibelt — og det vises precist nedenfor — at hver knude pa en lukket
Euler-tur i en graf har en valens, der er det dobbelte af antallet af gange knuden passeres pa turen
(start og slut pa turen teller hver en halv passage af startknuden = slutknuden). Specielt gelder
derfor, at alle knuder pa en lukket Euler-tur har lige og positiv valens.

En ikke-lukket Euler-tur har forskellige start- og slutknuder; hver knude pa en ikke-lukket
Euler-tur har en valens, der er det dobbelte af antallet af gange knuden passeres pa turen, og start
og slut pa turen teller hver en halv passage af startknuden, henholdsvis slutknuden. Specielt har
startknuden og slutknuden pa en ikke-lukket Euler-tur ulige (og positiv) valens, medens alle andre
knuder har lige og positiv valens.

1Begrebet er knyttet til Leonhard Euler (1707-1783), som efter sigende overvejede, om det var muligt at tilrette-
leegge en spadsererundtur i Konigsberg/Kaliningrad, der passerede byens broer pracis én gang hver.



70 KAPITEL 6. EULER-GRAFER OG HAMILTON-GRAFER

Settet af valensbetingelser, at alle knuder har lige og positiv valens, der som skitseret lgst
ovenfor er opfyldt i en graf med en lukket Euler-tur, er altsa ngdvendige for eksistens af en lukket
Euler-tur; de vises i naste afsnit ogsa at vere tilstrakkelige for eksistens af en lukket Euler-tur i
en graf. Setningen, der udtrykker, at dette set af valensbetingelser er ngdvendige og tilstreekkelige
for eksistens af en lukket Euler-tur er sdledes en karakterisering af klassen af Euler-grafer. Tilsva-
rende vises de navnte valensbetingelser for grafer, der har en ikke-lukket Euler-tur, ogsa at vere
tilstrekkelige for eksistens af en ikke-lukket Euler-tur, se afsnit 6.3.

6.2 Karakterisering af Euler-grafer. Den afggrende ingrediens i beviset for karakteriseringen
af Euler-grafer via valensbetingelser er nedenstaende tekniske hjelperesultat:

Lemma. En graf G = (V, E) for hvilken alle knuder har lige valens er disjunkt forening af en-
delig mange kredse. (Det praecise indhold heri er, at der findes en endelig familie (C;);¢;, indiceret
af den endelige meangde I, saledes, at C;, for hverti € I, er en kreds, at disse kredse er disjunkte
hvad angar kanter — men i almindelighed ikke hvad angar knuder — og videre, at kantmangden E
er foreningsmengden af disse kredses kantmangder, altsa (lidt Igst): E = U,¢;C;.)

Bevis. Hvis grafen er tom, altsd E = {, benyttes den tomme mangde af kredse, og derfor
betragtes tilfeeldet E # (.

Der findes saledes en knude med positiv valens, og en sadan, fx u € V, tenkes valgt. Derefter
vaelges en kant fra u, dvs. en knude v € V sa uv € E; knuden v er ikke et blad, dvs. §, > 1, fordi
alle knuder har lige valens, altsa valens > 2, medmindre valensen er = 0, og der findes derfor
en kant fra v, der er forskellig fra kanten uv, og en sadan vealges. Dette valg af pa-hinanden-
fglgende knuder i grafen fortsettes, men efter et vist antal sddanne valg af knuder dukker en
allerede benyttet knude dukke op: fgrste gang dette sker defineres en kreds, der betegnes C; denne
kreds — praecist kanterne i den — fjernes derefter fra E. Restgrafen G’ = (V, E\ C) har egenskaben,
at alle knuder har lige valens: kredsen C bidrager nemlig med valensen 2 til hver af sine knuder.
Processen fortsattes til den tomme graf resulterer; processen stopper fordi hver kreds, der dannes
og hvis kantmangde derefter fjernes fra E, reducerer antallet af kanter med 3 eller mere. [ |

Der er ikke i almindelighed entydighed af en sadan opspaltning af kantmengden for G i kant-
mangder fra disjunkte kredse, se det fglgende eksempel.

Eksempel. Til belysning af lemmaets opspaltning af kantmengden i en graf, hvor alle valenser
er lige, i en disjunkt forening af kredse, vises her diverse sddanne opspaltninger for en K.

Y- 7oW VS u v A T

De to farste bestar af to 5-kredse (der er 6 opspaltninger i to 5-kredse), medens den tredje
bestar af én 4-kreds og to 3-kredse (der er 15 sddanne opspaltninger, én for hver 4-kreds i K's). []

Seetning. Lad G = (V, E) vare en sammenhangende og ikke-triviel graf. Sa findes en lukket
Euler-tur i G hvis og kun hvis alle knuder i G har lige valens.

Bevis. Det vises forst, at for en graf af den betragtede type, i hvilken der eksisterer en lukket
Euler-tur, geelder, at alle knudevalenser er lige (det er kun-hvis-delen). Antagelsen giver, at der

findes en sekvens vy, v, vs, ..., v, af knuder, hvor gentagelser kan forekomme, saledes, at v;v; 1,
fori =1,2,...,n— 1, samt v,v; er kanterne i G, hver optreedende netop én gang, altsa
E = {vivs, vov3, ..., 0,1V, VU1 }. 6.1)

For en vilkarlig knude v € V er valensen §, af v precis antallet af forekomster af v i listen
(6.1), og dette antal er for hver knude lige — hver knude, der er slutknude for én kant er startknude



6.2. KARAKTERISERING AF EULER-GRAFER. 71

for den i listen nastfglgende kant, paner, at slutknuden for den sidste kant i (6.1) er startknuden
for den fg@rste kant i (6.1).

Beviset for hvis-delen er mere raffineret. Det antages, at G = (V, E) er en sammenhangende
graf, hvor alle knuder har lige og positiv valens, og det skal vises, at grafen har en lukket Euler-tur;
beviset, der benytter induktion, angiver en slags konstruktion af en lukket Euler-tur. Ifglge lemmaet
er kantmangden E disjunkt forening af kantmangderne for en endelig familie af kredse, og induk-
tionsbeviset benytter antallet r af kredse, i en sadan fremstilling af E, som induktionsparameter,
og udfgrer en slags sammenstrikning af disse kredse til en lukket Euler-tur.

Induktionens start er let. For » = 1, altsa hvis kantmangden E selv er mangden af kanter i en
kreds C, sa definerer kredsen C direkte en lukket Euler-tur.

Nu betragtes en sammenha&ngende graf G = (V, E), hvor alle knuder har lige valens, og
hvor kantm@ngden har en fremstilling som foreningsmangde af » > 1 kantmassigt disjunkte
kredse: det skal vises, at G har en lukket Euler-tur. Induktionsantagelsen er fglgende: enhver sam-
menhangende graf, hvis kantmangde er foreningsmangde af faerre end r kantmassigt disjunkte
kredse (i en sadan har alle knuder lige valens), har en lukket Euler-tur.

De r kredse, der indgar i fremstillingen af E, indiceres pa en serlig made: Cy, C, Cs, ..., C,,
hvor de r — 1 fgrste kredse danner en sammenhengende graf; eksplicit kan fx valges fglgende
rekkefglge: C; er vilkarlig, dernast vaelges C, blandt de gvrige kredse, sa C; U C;, er sammen-
haengende (en sadan kreds findes blandt de gvrige, fordi G er sammenhangende), dernast velges
C3 blandt de resterende kredse, sa C; U C, U C5 er sammenhangende (en sadan kreds findes fordi
G er sammenhangende), og saledes fortsattes, indtil den r’te kreds — den sidste — der pa grund af
sammenhangen af G har en knude felles med C; UC, U ---UC,_;.

De r—1 fgrste af kredsene udggr en graf G’ = (V’, E’), der er sammenhangende og hvor kant-
meangden E’, ifglge konstruktionen, er foreningsmangde af » — 1 kantmassigt disjunkte kredse.
Denne graf har derfor ifglge induktionsantagelsen en lukket Euler-tur, fx 7’. Efter valg af en vil-
karlig »startknude« v pa en sadan lukket Euler-tur (relativt til G'), defineres en lukket Euler-tur ¢
for G pa felgende méade: med udgangspunkt i v fglges turen 7’ indtil der fgrste gang nas en knude,
fx w, der indgar i kredsen C, (og naturligvis t’); herefter indsattes et enkelt men fuldt gennemlgb
af C,, og efter dette, néet til w, fortseettes med resten af t'. [ |

Eksempel. Metoden fra beviset kan faktisk benyttes til i praksis at finde en lukket Euler-tur i
en sammenhangende graf, hvor alle knuder har lige valens. Her er et eksempel:

b c
Cy:abgf
C, : becef
a d C; : cdeg
8 T’ i abcefbgfa
T i abcdegcefbgfa
f e E—

I midten er dels beskrevet opspaltningen af kantmangden i disjunkte kredse C;, C,, C3, der er
vist pa figuren til hgjre (C, er stiplet, og C3 har »tykke« kanter), dels er sammenstykningen til en
lukket Euler-tur — dannet som i beviset — med kredsene successivt indfgjet (vist understreget). []

Bemarkning. Det er pa forhand klart, at eksistens af en lukket Euler-tur i en graf vedrgrer
»hele grafen pa én gang« — og man siger, at eksistens af en lukket Euler-tur er en global egenskab.
Setningen er en slags analyse af denne egenskab i en »global del«, at grafen er sammenhangende,
og en primert »lokal del«, at hver knude har et lige antal naboknuder. At hver knude har lige valens
kan kontrolleres separat for hver knude, kun under hensyntagen til knudens naboer. ]



72 KAPITEL 6. EULER-GRAFER OG HAMILTON-GRAFER

6.3 Karakterisering af grafer med ikke-lukket Euler-tur. Det er pa basis af karakteriseringen
i det foregédende afsnit forholdsvis let at bestemme en ngdvendig og tilstreekkelig betingelse for
eksistens af en ikke-lukket Euler-tur i en graf.

Setning. En sammenhangende graf G = (V, E) har en ikke-lukket Euler-tur hvis og kun
hvis to knuder har ulige valens, og alle andre knuder har lige valens.

Bevis. Det vises fgrst — hvis-delen — at hvis to knuder i en sammenha&ngende graf G har ulige
valens, og alle andre har lige valens, sa findes en ikke-lukket Euler-tur i G, dvs. valensbetingelsen
er i en sammenh@ngende graf tilstrekkelig for eksistens af en ikke-lukket Euler-tur.

Lad altsa G vare en sammenh@ngende graf, og antag, at knuderne u, v € V har ulige valens
(og er forskellige), og at alle andre (hvis der er sddanne) knuder i G har lige valens.

Nu betragtes en hjelpegraf G' = (V U {v*}, E U {uv*, vv*}), hvor v* betegner en »ny« knude
(ikke tilhgrende V'); knudemengden er altsd V med v* tilfgjet, og kantmangden er £ med to nye
kanter, nemlig fra u til v* og fra v til v*. Konstruktionen er antydet pa figuren nedenfor.

Det er nasten oplagt, at denne hjelpegraf G’ er ssmmenheangende og at alle dens knuder har
lige valens (overvej det!); derfor findes der i G', ifglge s@tningen i afsnit 6.2, en lukket Euler-tur
7; det kan gerne antages, at t starter i knuden v*, og at v*u er den fgrste, og vv* den sidste kant pa
7; ved at fjerne kanterne {v*u, vv*} fra t fas en ikke-lukket Euler-tur fra u til v.

Nu vises, at betingelsen er ngdvendig for eksistens af en ikke-lukket Euler-tur. Det skal altsa
vises, at hvis den sammenha@ngende graf G = (V, E) har en ikke-lukket Euler-tur t, fx med u
som startknude, og v som slutknude, sa har alle knuder i G, panar pracis to, lige valens.

Som i fgrste del af beviset, og pa analog made, konstrueres en hjelpegraf G’ ved at tilfgje en
ny knude v*, og de to kanter uv* og vv*; det er herefter klart, at v*u, 7, vv* definerer en lukket
Euler-tur i hjelpegrafen, der derfor ifglge resultatet i afsnit 6.2 har alle knuder af lige valens; men
valenserne i G fas let fra valenserne i G', de er nemlig de samme som valenserne i G’ paner, at
knuden v* er fjernet, og knuderne u og v har valens 1 mindre i G end i G', hvoraf pastanden. |

Bemaerkninger. Det virker maske ved fgrste gjekast overflgdigt at introducere den nye knude
v* i konstruktionen af hjelpegrafen G’; hvorfor ikke bare tilfgje kanten v mellem u og v, hvor,
ligesom i beviset, u, v er de to knuder af ulige valens i G. Grunden er, at u og v kunne vere
kantforbundne i G, og vores konventioner for grafer udelukker multiple kanter (der dog ellers slet
ikke ville »ggre skade« i forbindelse med Euler-ture).

Kun-hvis-delen kan ogsa vises som i foregdende afsnit: En ikke-lukket Euler-tur fra u til v
bestemmer en liste af kanter som (6.1), og en knudes valens er 2 gange dens antal forekomster i
listen, paner u og v, hvis valens er 2 gange deres antal forekomster i listen minus 1. ]

6.4 Hamilton-kredse. Det til eksistens af en lukket Euler-tur tilsyneladende analoge problem,
men for knuder, spgrger i en graf om eksistensen af en kreds gennem alle grafens knuder.

Definition. Lad G = (V, E) vare en graf. En kreds i G kaldes en Hamilton-kreds hvis den
har lzengde |V |, altsa hvis den gar gennem alle knuder i grafen, og grafen G kaldes en Hamilton-
graf hvis der eksisterer en Hamilton-kreds® i G.

2Betegnelsen er knyttet til matematikeren W. R. Hamilton (1805-1865), som lancerede — med beskeden succes — et
breetspil baseret pa konstruktion af kredse gennem alle knuder i dodekaedergrafen, se kapitel 12.
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Eksempel 1. Hver kredsgraf C,, hvor n > 3, er en Hamilton-graf: den cykliske rekkefglge af
de n knuder definerer en Hamilton-kreds. Ligeledes er alle de komplette grafer K,,, hvor n > 3,
Hamilton-grafer: en vilkarlig cyklisk reekkefglge af de n knuder definerer en Hamilton-kreds (da
alle de (}) »kantmuligheder« er realiserede, mellem de n knuder, der danner kredsen). ]

Begrebet Hamilton-graf er langt mere »forfinet« end begrebet Euler-graf; lgst sagt skal der
vaere mange kanter i grafen, for at kunne danne en Hamilton-kreds, men det afggrende er, at der
er tilstreekkeligt mange relevante kanter, hvilket naturligvis er hablgst diffust. Der kendes ikke en
karakterisering af Hamilton-grafer, analogt til karakteriseringen i afsnit 6.2 af Euler-grafer, via en
simpel ngdvendig og tilstreekkelig betingelse.

Det er let at fa gje pa en rekke egenskaber, som en graf G = (V, E), i hvilken der findes en
Hamilton-kreds, ngdvendigvis ma have. Séledes:

e Den har mindst 3 knuder, altsa |V | > 3 (dette gaelder alle kredse).
e Den er sammenh@ngende (benyt en »strekning« fra u til v af en Hamilton-kreds).
e Alle knuder har valens > 2 (dette gelder enhver knude pa en kreds).

e Ingen kant i grafen er afggrende for grafens sammenh&ng, dvs. for hver kant e € E er
delgrafen, der fas af G ved at fjerne ¢, sammenhangende (dette geelder alle kredsgrafer); se
ogsa kapitel 12.

e Ingen knude i grafen er afggrende for grafens sammenhang, dvs. for hver knude v € V er
delgrafen, der fas af G ved at fjerne v og kanterne til v, sammenhangende (dette gelder alle
kredsgrafer); se ogsa kapitel 12.

Bemaerkning. Der kan vere anledning til i en graf G = (V, E) at betragte en vej af lengde
|V|—1, som altsa passerer gennem alle grafens knuder. (En sddan vej kan kaldes en Hamilton-vej
i G.) De fleste af de ovenfor nevnte egenskaber for grafer med en Hamilton-kreds fglger ikke af
eksistensen af en Hamilton-vej; grafen er dog sammenh@ngende, hgjst to knuder har valens 1, og
alle gvrige har valens > 2; de eneste traer, der har en Hamilton-vej, er vejtreerne P,,n > 2. []

Problemet at afggre, hvorvidt en given graf har en Hamilton-kreds eller ej er, uden dog at
praecisere n@rmere, »svert«, og det har endvidere en serlig egenskab, der ofte mgdes for grafteo-
retiske og kombinatoriske problemer, nemlig, at selvom det kan vere vanskeligt savel at finde en
eventuel Hamilton-kreds, eller bevise, at ingen sadan findes, sa er det »let« at konstatere om en
forelagt liste over knuder i grafen bestemmer en Hamilton-kreds. Det skal nemlig blot undersgges
om listen indeholder samtlige grafens knuder, og desuden, om knuderne i listens reekkefglge defi-
nerer en kreds. Gloserne sver/let skal naturligvis forstas relativt til en slags problemstgrrelse, her
typisk antallet af knuder i grafen.

I naeste afsnit diskuteres en simpel betingelse, der sikrer — altsa er tilstreekkelig for — eksistens
af en Hamilton-kreds i en graf; denne betingelse er dog langtfra ngdvendig, hvormed menes, at der
findes mange — endda uendelig mange — Hamilton-grafer, hvori den pagaldende betingelse ikke
er opfyldt. Forinden varmes op med diverse heuristiske greb, der i mange situationer kan hjelpe
i et argument for, at der ikke findes en Hamilton-kreds i en given graf. Et sddant argument bestar
typisk i at nd en modstrid ved efterprgvning via et system af »forgrenende« muligheder.

Observation. Lad G = (V, E) vare en graf.

1. Hvis v € V har valens 2 sa indgar begge kanterne til v i en eventuel Hamilton-kreds.

2. Ved konstruktionen af en Hamilton-kreds dannes ikke en @gte delkreds, dvs. en kreds af
lengde < |V|.
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3. Hvis det fra anden side vides, at to kanter til en knude v € V indgar i en eventuel Hamilton-
kreds — under opbygning — sa er de de eneste kanter til v, der kan indga i Hamilton-kredsen.

4. For en graf med en »symmetri« er det tilstrekkeligt at kontrollere, eller efterprgve, ét af to
symmetriske konstruktionsforlgb. [ |

Eksempel 2. Nedenstaende graf G er ikke en Hamilton-graf, som billedserien illustrerer (kom-
mentarer nedenfor). En »eventuel« Hamilton-kreds i G analyseres n@rmere:

e

Grafen G har to knuder af valens 2, og af symmetrigrunde kan det antages at en eventuel
Hamilton-kreds benytter den skra kant fra knuden nederst til venstre, altsa omfatter de optrukne
kanter pa tegning b, hvor ogsé den skra kant til knuden nederst til hgjre er slettet; denne kant kan
ikke indga i en Hamilton-kreds, der benytter den optrukne nederste skra kant.

En eventuel Hamilton-kreds fortseetter derfor som vist pa tegning ¢ med optrukne kanter, hvor
ogsa den lodrette kant nederst til venstre, som ikke kan indga i en Hamilton-kreds, er slettet.

Den vandrette kant fra midterknuden pa den lodrette hgjreside i grafen kan ikke indga i en
eventuel Hamilton-kreds, da kredsen derved ville lukkes for tidligt, og derfor ma den gvre lodrette
kant fra denne knude indga, hvilket nu medfgrer, at den skra kant til knuden gverst til hgjre ikke
kan indgé, og situationen er derefter som vist pa tegning d.

Derfor har G ikke en Hamilton-kreds. Kun én af de to knuder u og v kan nu indga i en sadan
kreds: vanset hvilken stiplet kant der benyttes forceres en for tidlig lukning af kredsen. ]

6.5 En tilstreekkelig betingelse for eksistens af Hamilton-kreds Et af de bedste resultater
om Hamilton-grafer er nok den tilstraekkelige betingelse for eksistens af en Hamilton-kreds i ne-
denstaende s@tning 2 af Ore; denne s@tning er dog i det vaesentlige en »strgmlinet« udgave af et
tidligere resulat, formuleret i s@tning 1, der skyldes Dirac.

Seetning 1. En graf G = (V, E), med 3 eller flere knuder, for hvilken den minimale knudeva-
lens, der betegnes §(G), optylder uligheden: 6(G) > |V|/2, er en Hamilton-graf.

Udsagnet i setning 1 kan Igst udtrykkes, at med |V |/2 eller flere kanter fra hver knude er der
tilstrekkeligt mange kanter til at der findes en Hamilton-kreds. En graf der opfylder denne betin-
gelse er sdledes specielt sammenhangende, hvilket ogsa let fglger direkte af valensbetingelsen.
Setning 1 er en n@sten umiddelbar konsekvens af nedenstiende skarpelse:

Setning 2. En graf G = (V,E), med |V| > 3, for hvilken det for vilkarlige to knuder
u,veV,medu # v oguv & E, gelder, at§, + 8, > |V|, er en Hamilton-graf.

Bemarkning. Forudsatningerne i s@tning 2 er nok ved et fgrste mgde lidt »tricky«. Det kree-
ves, at der er mange kanter fra vilkarlige to knuder, der ikke er kantforbundne, precist, at det
samlede antal kanter fra to sddanne knuder mindst er lig antallet af knuder i grafen. Der er deri-
mod ikke noget krav om mange kanter til to knuder u og v, der er kantforbundne. (En graf i hvilken
der slet ikke findes par af ikke-forbundne knuder opfylder saledes betingelsen — betingelsen er i sa
fald trivielt opfyldt — grafen er jo i s fald komplet, og det vides sa (heldigvis!?) fra anden side, at
en sadan faktisk er en Hamilton-graf, nar |V | > 3.)
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Bevis for scetning 2. Der benyttes et indirekte bevis, af en ganske spgjs karakter. Det antages, at
der foreligger en graf G = (V, E), der opfylder betingelserne, og som ikke har en Hamilton-kreds;
denne graf modificeres — om ngdvendigt — til en graf, der heller ikke har en Hamilton-kreds, men
hvor det dog ved ngjere eftersyn viser sig, at der alligevel findes en Hamilton-kreds!

Det antages nu yderligere, at den betragtede modeksempelgraf er »maksimal« derved, at den
har sa mange kanter, at der ved tilfgjelse af blot en enkelt kant (mellem to ikke forbundne knuder)
skabes en Hamilton-kreds. Hvis dette ikke galder for G kan en »maksimal modeksempelgraf«
konstrueres ved for hvert par u, v af knuder, der ikke er kantforbundne i G, at undersgge, om grafen
med uv tilfgjet har en Hamilton-kreds eller ej, og hvis denne graf ikke har en Hamilton-kreds, s&
at tilfgje den pageldende kant til G; denne »meatnings«-proces fortsetter med at undersgge naeste
ikke-realiserede kantmulighed, indtil der ikke er flere sidanne. (Overvej, at i denne graf gelder:
8y + 6, = |V, for alle par af forskellige ikke-forbundne knuder u, v.)

Denne maksimale modeksempelgraf er ikke komplet — de komplette grafer med > 3 knuder er
jo Hamilton-grafer. Der findes altsa knuder u, v som ikke er kantforbundne; og ifglge antagelsen
har grafen med uv tilfgjet en Hamilton-kreds, dvs. der findes en Hamilton-vej fra u til v, der altsa
omfatter samtlige grafens n = | V| knuder (indiceret fra 1 til n, med u = vy, v = v,):

Vi, V2, U3, oy U, Vjgty o vy Upet, Up, (6.2)

med vilkarlige to pa hinanden fglgende knuder her kantforbundne; en sadan rekkefglge fas sim-
pelthen fra den Hamilton-kreds, der »ville opsta« ved tilfgjelse af kanten uv.

Nu oprettes et »skuffedarium« med n — 1 skuffer, en for hver af kanterne v; v, n®vnt i (6.2).
Baseret pa raekkefglgen af knuderne har hver skuffe en tilknyttet fgrste knude, og en tilknyttet
anden knude. For skuffen hgrende til kanten v;v; er v; f@grste knude, og v;; anden knude.

De ialt 8, + §, > n kanter til u og v fordeles nu i skufferne pa fglgende snedige made: hver
kant fra u = v; leegges i den skuffe, hvis anden knude er kantens fra u forskellige endeknude, og
tilsvarende legges hver kant fra v = v,, i den skuffe, hvis fgrste knude er kantens fra v forskellige
endeknude. Skuffeprincippet giver umiddelbart, at der findes en skuffe med to kanter (overvej, at
der ikke kan vere mere end to kanter i nogen skuffe), og de to kanter er ngdvendigvis 1 kant fra u
og 1 kant fra v.

Dette betyder, at der findes et par af naboknuder i reekkefglgen ovenfor, fx v; og vj41, sa der
er en kant fra u = vy til vj44, og en kant fra v; til v = v,,.

Med et sddant par v;, v;;; er det let at angive en Hamilton-kreds i grafen, nemlig:

Vi, V2, 00ty Uj, Uny Up—1y « o+ vj+17

der jo »lukkes« af kanten v, v. [ |

Bemaerkning. Betingelsen i s@tning 2 er som vist tilstraekkelig for eksistens af en Hamilton-
kreds, men den er ikke ngdvendig; en kreds C,,, med n > 5 knuder, har en Hamilton-kreds (nemlig
kredsen selv), men opfylder ikke valensuligheden.

Opgaver

(6.1) Beskriv udseendet, hvad angér »krydspunkter«, af en tegning, der er lavet pa et stykke papir
ved 1) at s@tte blyanten til papiret, 2) tegne uden at lgfte blyanten fra papiret, og uden at tegne
oveni allerede trukne streger, og 3) at slutte i det punkt, hvori blyanten blev sat til papiret.

(6.2) Vis, at en bipartit graf, der har en Hamilton-kreds, har et lige antal knuder, med lige mange
knuder i hver todelingsmengde.
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(6.3) Vis, at Petersen-grafen ikke har en Hamilton-kreds.

(6.4) Vis, at for en sammenh&ngende grat G = (V, E) med k > 0 knuder af ulige valens
(k < |V]) er kantmaengden E foreningsmangde af k/2 kantmassigt disjunkte ikke-lukkede ture.

(6.5) I en multigraf er der mulighed for mere end 1 kant mellem to forskellige knuder. Hvad
kan der med rimelighed forstas ved en Euler-tur i en sadan multigraf, og hvordan kan multigrafer
med en lukket Euler-tur karakteriseres? Hvad skal @ndres, hvis ogsa lgkker, dvs. kanter, hvis to
endeknuder er samme knude, blev tilladt i en multigraf?

(6.6) Lad k > 2 vare et naturligt tal. Mzngden {0, 1}¥ af k-tupler af 0, 1, er knudemangden i en
graf, der kaldes den k-dimensionale hyperterning, hvor to forskellige k-tupler (x1, x2, ..., x;) og
(y1, y2, - - -, yx) er kantforbundne, hvis de afviger indbyrdes pa precis én af de k koordinater.

Vis, at den k-dimensionale hyperterning er en Hamilton-graf. (En Hamilton-kreds heri bestem-
mer en sdakaldt Gray-kode for tallene 0, 1, . . ., 2k — 1, der kodes »binart« af knudenavnene; denne
kode har den gnskvardige egenskab, at j og j 4+ 1 har k — 1 ens »cifre«!)

(6.7) For hele tal p, g, med p, g > 2, bestar p x g-gittergrafen af p - ¢ knuder i et rektanguleert
gittermgnster med p rakker, hver pa ¢ knuder, og kanter mellem knuder, der er vandrette eller
lodrette naboknuder (se tegning). Hvilke af p x g-gittergraferne er Hamilton-grafer?

2><21:I 2><3I:I:I 33 3 x4 3x5

(6.8) Lad G = (V, E) vaere en graf med |V| = 2d 4 1 knuder, der alle har valens d, hvor d er et
ikke-negativt helt tal. Vis, at G har en lukket Euler-tur.

(6.9) Lad G = (V, E) veare en graf med |V| > 4 knuder, med egenskaben, at for vilkarlige 3
forskellige knuder u, v, w er mindst 2 af kantmulighederne uv, uw, vw realiserede. Vis, at G er
en Hamilton-graf.

(6.10) Vis, at en graf G = (V, E), der har |V| = n knuder, hvor n er et naturligt tal, og hvor
antallet af kanter opfylder |E| > %(n2 — 3n + 4), har en Hamilton-kreds.

Vis videre, at det for alle n > 1 gelder, at den tilsvarende pastand er falsk, hvis det kun
forudsettes, at |E| > (3(n® — 3n +4).

(6.11)  Ggr rede for, at nedenstaende graf G har en lukket Euler-tur, og angiv en sddan. Undersgg
om nedenstaende graf G, har en Hamilton-kreds.

Gy G, G3 Gy

(6.12) Undersgg om G5 (Kirkmans graf) og G4 (Herschels graf) ovenfor er Hamilton-grafer.

(6.13) Vis, uden at benytte s@tning 2 i afsnit 6.5, aten graf G = (V, E), med | V| > 3, for hvilke
alle par af to forskellige ikke-kantforbundne knuder u, v opfylder valensuligheden: 6, + 8, > |V/|,
er sammenh@ngende og har alle knudevalenser > 2.



Kapitel 7

Rekursioner

I mange situationer er der knyttet en stgrrelsesparameter til en telleopgave, og Igsningen athaenger
pa en informativ made af denne parameter. Typisk kan lgsningen af et sddant problem, for en
bestemt verdi af parameteren, reduceres til lgsningen af analoge problemer svarende til mindre
vardier af stgrrelsesparameteren, og ofte kan en telleopgaves lgsning, det sggte antal, udtrykkes
ved lgsningsantal for den eller de tilsvarende mindre telleopgaver gennem en ligning; en sadan
ligning kaldes en rekursionsligning, eller ofte blot en rekursion.

Idéen at 1gse en forelagt telleopgave via Igsning af »mindre« analoge opgaver er udnyttet flere
gange i det foregaende, og mange flere kommer til i det fglgende. Som vigtige eksempler navnes
rekursionsformlerne for binomial- og multinomialkoefficienter, se kapitel 3.

Dette kapitel ser lidt nermere pa simple typer af rekursioner, hvis lgsninger er falfplger. Be-
handlingen er indledende, og i hgj grad baseret pa eksempler.

7.1 Indledning til rekursioner. De rekursioner, der diskuteres her i kapitlet, drejer sig om
talfplger (x,)n>0, der er indiceret fra n = 0, bestdende af reelle eller komplekse tal x,, og i
forbindelse med telleopgaver endda for det meste hele tal. En sadan fglge (x,),>o er naturligvis
i princippet givet ved kendskab til x, for alle n > 0, fx via en formel; fglgen kan dog ogsa
vere bestemt ved, at der bestar diverse relationer, eller ligninger, mellem dens elementer; sddanne
relationer/ligninger — de kaldes rekursioner' — kan vare af mange typer. Det afggrende er, at det
via ligningerne, og kendskab til fglgens start, dvs. kendskab til et passende st af fglgeverdier,
givet ved information af formen xo = oy, x| = o1, ..., X, = oy, hvor o, aq, ..., oy, er kendte
konstanter — et sadant set kaldes begyndelsesbetingelser — er muligt at beregne fplgens elementer
successivt. Ofte tillader relationerne at give en eksplicit formel for (det n’te element af) en sadan
folge; hermed kan beregningen af fglgelementer — med store indices — forenkles, men en formel
kan desuden tjene andre formal, fx vurdering af den asymptotiske opfarsel af fglgen, og i det hele
taget give indsigt i fglgen, og den problemstilling, der hgrer til fglgen.

Det er ikke altid naturligt at indicere den involverede talfglge fra n = 0; problemstillingen
kan simpelthen forudsatte en vis positiv mindste stgrrelse af indeks n, eller det kan pa anden
made vare ngdvendigt at give visse n-verdier en serskilt behandling. I mange situationer er det
dog muligt — med omhu — at fortolke eventuelle grensetilfeelde pa en made, der harmonerer med
rekursionen og dens »naturlige« begyndelsesvardier (mange eksempler i det fglgende).

Eksempler. (1) Antallet a, af rekkefplger af n > 1 objekter opfylder begyndelsesbetingel-
sen: a; = 1, og rekursionen: a, = na,_;, for n > 2; af n objekter kan nemlig det fgrste i en
reekkefglge af dem bestemmes pa n mader, og for hver af disse er der a,_; rekkefglger for de
resterende n — 1 objekter. (Sattes ap = 1, svarende til den »tomme« rekkefglge af n = 0 objekter,
opfylder (a,),>o rekursionen a, = na,_;, for n > 1, med begyndelsesbetingelsen ay = 1.)

ISadanne rekursioner kan ogsd formuleres ved ligninger mellem differenser: x,41 — xp, for n > 0, mellem suc-
cessive elementer i den sggte talfglge (x5),>0, og rekursioner kaldes derfor ofte differensligninger. Synspunktet via
differenser ggr analogien til differentalligninger tydelig; i kapitlet tilstreebes en ikke-teknisk behandling.
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(2) Kontoudvikling. Pa en bankkonto ggres der til tidspunktet ¢y et indskud pa 100 kroner;
til tidspunkterne 1, ,, ... foretages rentetilskrivning pa 5% af indestaendet ved begyndelsen af
perioden fra #; _; til #; (inklusive eventuelle tilskrevne renter). Idet s, betegner indestaendet ved
tidspunktet ¢, gelder: so = 100, og s, = 1,05 - 5,1, forn =1,2,....

Ggres der til alle tidspunkterne (og ikke blot ved det fgrste) et indskud pa 100 kroner, gaelder
om indestaendet: sy = 100, og s, = 1,05 -5, + 100, forn = 1,2, ....

(3) En ofte foreckommende rekursion er Fibonacci-rekursionen, af form: x,.o = x,.1 + x,,
for n > 0. Mange kombinatoriske problemer har lgsningsantal, der tilfredsstiller denne rekursion
med passende begyndelsesbetingelser: xo = c¢o og x; = c;. (Der er desverre ikke enighed om
de begyndelsesbetingelser, der fastlegger Fibonacci-fplgen; vi benytter begyndelsesbetingelserne:
xo = 0 og x; = 1, og den tilsvarende talfglge behandles detaljeret senere, se naste kapitel.)

(4) En rekursion af en helt anden karakter, der ligeledes optraeder i forbindelse med mange
telleproblemer, er nedenstaende:

X, = X0 Xp_1+X1 X2+ ...+x,-1-x9 for n=1,2,3,....

Denne rekursion udtrykker det n’te element i den ubekendte fglge (x,),>¢ som sum af produkter af
elementerne med indices 0, 1, ..., n—1 (endda saledes, at faktorerne i hvert led har sum af indices
= n — 1; dette minder om multiplikation af polynomier, hvor koefficienten til x* i produktet
p(x) - g(x), af polynomier p(x) og g(x), er summen af alle produkter af koeffienten til x/ i
p(x) med koefficienten til x*~/ i ¢(x), hvor j successivt antager vaerdierne j = 0, 1,2, ..., k).
Rekursionen fastlegger med kendskab til det fgrste element x, den ubekendte fglge. For sma
verdier af n er regningerne simple; for eksempel fas for xo = 1:

xi=xt=1 xx=xxi+xx0=2, x3=1-2+1-1+2-1=5,
og saledes videre. Lag merke til, at den ene begyndelsesbetingelse er nok til at fastlegge fgl-

gen, og endvidere at beregningerne »svulmer op«, nar n vokser, fordi ligningen for x,, involverer
samtlige elementer med indeks < n. I kapitel 10 om Catalan-tal 1gses denne rekursion. []

7.2 Diverse terminologi. Det er her naeppe umagen verd at indfgre en strikt terminologi, men
et par lgse betegnelser til beskrivelse af eksempler kan vare nyttige. Det er praktisk at benytte
en skrivemade for rekursionerne, hvori deres strukrur er synlig, eller som er tilpasset formalet
med at studere den pagaldende rekursion. I visse situationer kan dette ske ved at samle de led,
der inddrager den ubekendte fglges elementer, pa den ene side af ligningen, og om muligt ordne
dem efter aftagende indices; nar rekursionen bruges til beregning er det méaske mere naturligt at
udtrykke hgjeste-indeks-leddet direkte ved de gvrige led — hvis dette er muligt.
Mange af de rekursioner, der m@gdes i praksis, har fglgende overordnede struktur:

Cm,m+nXm4n + Cmn—1,m—14nXm—14n +...+ ConXn = dn’ for n= 0, 1’ 2’ s (71)

Her betegner (x,),>0 den ubekendte talfglge, medens (¢, 1)n>0, (Cn—1.1)n>0, OSV. (Co.n)n>0 OZ
(dn)n>0 er givne folger, der fungerer som koefficienter og hgjreside i rekursionen (7.1).

En sadan rekursion kaldes linecer; ofte antages, at koefficientfglgen (¢, ,),>0 til leddet med
den hgjest forekommende indeks til den ubekendte f@glge er den konstante fglge (1,1, 1,...), og
i sa fald siges (7.1) at vaere normeret. Hvis ogsa alle de gvrige forekommende koefficientfplger
(Cm—1.n)n>0, OSV. (co.n)u>0 €r konstante siges (7.1) at have konstante koefficienter (12g mearke til,
at hgjresidefplgen her ikke forudsettes at veere konstant).

En rekursion af formen (7.1) for hvilken hgjresidefglgen (d,),>o er nul-fglgen (0, 0,0, ...)
kaldes homogen; en rekursion for hvilken det ikke vides, at hgjresidefglgen er nul-fglgen, siges at
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vaere generel, eller inhomogen (eller ikke-homogen). Ofte er det relevant, for en given (inhomogen)
rekursion (7.1), at betragte den rekursion, der fas ved at erstatte hgjresidefglgen med nul-fglgen:
denne rekursion kaldes den til den forelagte rekursion svarende homogene rekursion.

Lad der veere givet en normeret rekursion af formen (7.1), altsa skrevet ud

Xm+n + Cm—1m—14nXm—14n + - -« + ConXn = d,, for n=0,12,.... (7.2)

Denne rekursion har normalt — for et givet st af koefficientfplger og hgjresidefplge — uendelig
mange lgsninger, dvs. fglger (x,),>0, der indsat passer i (7.2). Idéen med en rekursion er at fast-
leegge den skridt-for-skridt-vise opfgrsel af den ukendte fglge, og at rekursionen — suppleret med
et passende szt af startverdier — fastlegger fglgen (x,),>o entydigt.

For vilkarlige m begyndelsesvardier, altsa hvert sat af m tal (ag, o1, . . ., ¢y_1), findes pracis
én folge (x,)n>0, der tilfredsstiller ligningen (7.2) og opfylder begyndelsesbetingelserne: x; = «o;,
fori =0,1,2,...,m — 1.

Pa basis af disse begyndelsesverdier giver (7.2) anvendt for n = 0 nemlig x,,; herefter er
specielt x, xp, ..., x,, kendte, og (7.2) anvendt for n = 1 giver sa x,, 1, hvorefter x;, X3, ..., X1
er kendte; denne procedure kan naturligvis fortsaettes (i tanken og delvis i praksis). (Pastanden
ovenfor er en slags eksistens- og entydighedsscetning for rekursioner af den betragtede type.)

En rekursion af formen (7.2) siges at have orden m, hvor denne orden madler afstanden i indices
mellem yderleddene i rekursionens venstre side, og m er ligeledes antallet af begyndelsesbetin-
gelser for en entydig fastleggelse af en lgsningsfglge. Normalt forudsettes, at koefficientfglgen
(co.n)n>0 til den lavest indicerede forekomst af den ubekendte fglge »spiller en rolle«, dvs. pd-
virker 1gsningsfglgen via den 0’te begyndelsesvaerdi, altsa, at cog 7 0. (Derved er rekursionens
egentlige orden m; dette bliver nok klarere i forbindelse med s@tningen i afsnit 7.5.)

Eksempler (fortsat fra afsnit 7.2). (1) Rekursionen a,1 — (n + 1) - @, = 0 er en lineer
homogen rekursion, af orden m = 1, med koefficientfglge (n 4 1),>, der er ikke-konstant.

(2) Den anden rekursion kan skrives: s,+1 — 1.05 - 5, = 100, som er en linezr ikke-homogen
rekursion af orden 1 (eller fgrste orden), med hgjresidefglge (d,),>0, hvor d, = 100 for alle n;
den fgrste er den tilsvarende homogene rekursion, med konstant koefficientfglge (1,05),>¢.

(3) Rekursionen kan skrives: x,.» — x,+1 — x, = 0, der er en line@r homogen rekursion af
orden m = 2 (eller anden orden) med konstante koefficienter (c;; = co ; = —1 for alle i, j).

(4) Rekursionen er ikke-linezr, og den kan ikke tilskrives en »fast orden. 0

Begrebet lgsningsfglge til en rekursion er uproblematisk — en fglge, der indsat passer i lignin-
gerne for alle n; den fuldsteendige lpsning til en rekursion er mangden af samtlige 1gsningsfolger.
Det er derimod ikke ganske klart hvad det er (eller burde vere!) at »lgse en rekursion«.

Fra et passende s@t af begyndelsesbetingelser kan det n’te element i den entydigt bestemte
Igsningsfolge (x,),>0 1 princippet beregnes for hver fast given verdi af indeks n, simpelthen ved
at benytte selve rekursionen; for store, og meget store, verdier af n kan det imidlertid vere van-
skeligt, eller direkte umuligt, i praksis at beregne x, indenfor den til radighed staende tid, eller
med en for formalet tilstrekkelig beregningsngjagtighed.

Normalt indeberer lpsning af en rekursion en eller anden slags formelmassig beskrivelse af
Igsningsfglgerne, og her bestemmer arten af »tilladte formler« naturligvis hvilke ligninger, der kan
lgses i denne forstand. (Dette bliver klarere — haber jeg — i lyset af senere overvejelser!)

7.3 Linere 1. ordens rekursioner med konstante koefficienter. Det er nyttigt at gennem-
fore overvejelserne for tilfeldet af lineare rekursioner af fgrste orden med konstante koefficienter;
en sadan kan skrives:

Xp+1 +cx, =d,, for n=0,1,2,..., (7.3)
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hvor konstanten ¢, og fglgen (d,),>0 er givne. Den til (7.3) svarende homogene rekursion er:
Xpe1 +cx, =0, forn = 0,1,2,..., der blot udtrykker, at hvert fglgeelement x,, for n > 0, er
—c gange det foregdende fglgeelement x,_;; den til en begyndelsesbetingelse xo = o (hvor «g er
givet) entydigt bestemte lgsningsfglge er derfor: x,, = (—c)"ay, for n > 0 (og faktisk ogsa for n =
0). Nar ¢ = 0 er det kun det 0’te fglgeelement i Igsningen, der afthaenger af begyndelsesvardien.

Dermed er det homogene tilfeelde »uddebatteret«! For at fa hul pa det inhomogene tilfzelde er
det nyttigt at anlegge et abstrakt synspunkt, der yderligere forfglges i naeste afsnit.

Mengden af komplekse talfglger, udstyret med de sedvanlige pladsvise regneoperationer, ud-
ggr et vektorrum, der betegnes F. (Summen af fglger (x,),>0 02 (Vn)n>0 €r (24)n>0, hvis n’te
element er z, = x, + y,, og en skalar ¢ gange (x,),>0 er fglgen, hvis n’te element er cx,.)

Det ses umiddelbart — ved at indsette — at Igsningerne til den til (7.3) svarende homogene
rekursion udggr et underrum af F; videre ses — ligeledes ved at indsatte — at hvis (x,),>0 0g
(w0 er to vilkarlige lgsninger til den inhomogene rekursion (7.3) sé er differensfplgen, hvis
n’te element er x, — y,, lgsningsfglge til den tilsvarende homogene rekursion. Dette betyder, at
hvis blot én enkelt lgsningsfalge (y,),>o til (7.3) kendes, sa kendes alle: enhver anden fas nemlig
ved til (y,)n>0 at addere en (passende valgt) lgsning til den tilsvarende homogene rekursion, og
den fuldstendige lgsning hertil er beskrevet ovenfor.

Problemet er altsa at beskrive en enkelt Igsning til den inhomogene rekursion, hvilket dog kan
vere trivielt, eller umuligt, afhengigt af hvad der forstas ved at beskrive en lgsning.

Eksempel 1. I specialtilfeldet ¢ = —1 er Igsningerne til den til (7.3) svarende homogene
rekursion de konstante fglger, og den inhomogene rekursion har Igsningen

Xap1 =Xo+ ) _dj, for n=0,1,2,..., (7.4)
Jj=0

der let ses at passe i (7.3). Nytten af denne lgsningsformel, der dog trods alt blotlegger begyn-
delsesbetingelsens indvirkning pa lgsningen, afh@nger (af brugen og iser) af om det er muligt at
udtrykke summen i (7.4) eksplicit. []

Problemstillingen kan ogsa anskues delvis omvendt: for at finde en fglge (x,),>0 som indsat
passer i (7.3), og gerne med et »pent udtryk«, beregnes, med kendte og nogenlunde pane udtryk
for felgen (x,),>0, hvad x,+1 + cx,, altsa venstresiden i (7.3), er. Med held kan det heraf ses, hvor-
ledes (x,),>0 skal se ud for indsat i (7.3) at passe med en given hgjresidefglge (d,),>¢. Tabellen
nedenfor giver resultatet af sadanne beregninger for diverse simple fglger (x,,),>0.

Xn Xpa1 + Cxp

a (en konstant) a(l +c¢)

n (I1+cn—+1

n? A+om?+2n+1

n3 (I4+om3+3n2+3n+1
a" (a en konstant, a % —c) (a +c)a”

na" (a en konstant,a # —c) | (a + c)na®™ + a™+!
n’a" (a enkonstant, a # —c) | (a + c)n?a™ + 2n + a"*!

(_C)n 0

n(—c)” (—c)”+]
n%(—c)" (Zn+ D(=o)"

n3(—c)" 3n? 4 3n+ D(=c)"
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Det ses, at for rekursioner med hgjresidefglge af formen: et polynomium i n gange potensfunk-
tionen n — a”, er det let at udpege — eller gaette pa — en lgsning; potensfunktionerne n — (—c)",
hvor c er konstanten i (7.3), krever dog en lidt afvigende behandling.

Eksempel 2. Med henblik pé lgsning baseret pa et sadant »gzt« betragtes rekursionen (7.3),
med ¢ = —1 og hgjresidefglge n?, altsi: x,,; — x, = n?, for n > 0, med begyndelsesbetingelsen
xo = 0. For at simulere hgjresidefglgen n? forsgges med x,, af formen: x,, = an> + bn* + cn, for
passende konstanter a, b, ¢ (polynomiet géar én grad ned nar x,,; — x,, dannes):

2

Xpa1 —Xp = am+ 1> +bmn+D>+ctn+1)—an® —bn*> —cn = 3an’*+ Ba+2b)n+a+b+c,

hvilket er n2 hvis og kun hvis: 3a = 1,3a +2b =0,0ga + b + ¢ = 0, dvs. for
1, 1, 1 _n(n—l)(2n—1)

Xy ==-n"—=-n"+-—-n

37 2 6 6

Det tilsvarende udtryk for x,; giver, se eksempel 1, summen af hgjresideleddene, her den klassi-
ske formel (se TAL2, Eksempel (2.6), i Algebrabogen):

ikz _n(n+1)Q2n+ 1D
k=1

f =1,2,....
6 or n []

7.4 Linexre rekursioner med konstante koefficienter. Mange? af strukturforholdene for
1. ordens rekursioner (afsnit 7.3) geelder — passende generaliserede — ogsa for linere rekursioner
med konstanter koefficienter af vilkarlig orden. En sadan rekursion af orden m > 0 kan skrives:

Xnam + Cn1Xnam— + ...+ coxp =d,, for n=0,1,2,..., (7.5)
hvor konstanterne cy, ¢y, ..., cm—1, 0g f@lgen (d,),>o er givne. Den til (7.5) svarende homogene
rekursion er:

Xpnam + Con—1Xntm—1 + ... +cox, =0 for n=0,1,2,.... (7.6)

Igen benyttes vektorrummet F af komplekse talfglger; det er let at se ved inds@tning, at maeng-
den af lgsninger (x,),>0 til (7.6) udger et underrum at F.

Rekursionen bestemmer en liner afbildning L af F ind i sig selv: billedet ved L af en fglge
(xn)n>0 fra F er folgen, hvis n’te element er givet ved venstresiden af (7.6). Dermed er mengden
af lgsninger til (7.6) blot kernen, eller nul-rummet, for L. Videre ses, at afbildningen af C™” ind i
JF, som til et givet s@t af m begyndelsesbetingelser: x; = o;, fori =0, 1, ..., m — 1, knytter den
entydigt bestemte Igsning til (7.6) med disse begyndelsesvardier, er lineer og bijektiv, og derfor
har underrummet af F bestaende af lgsninger til (7.6) dimension m.

For den givne inhomogene rekursion gelder, at hvis (x,),>0 02 (y,)n>0 er to vilkarlige 1gs-
ningsfglger til (7.5) sa er differensfplgen, hvis n’te element er x,, — y,, Igsning til (7.6); dette fglger
ligeledes ved inds@tning. Denne enkle observation har vidtrekkende konsekvenser:

Fra den fuldstendige Igsning til (7.6) — det kan vises pd samme made som i naste afsnit
for tilfeldet m = 2, at denne fuldsteendige lgsning kan bestemmes via rgdderne i et passende
polynomium — og en enkelt Igsning til (7.5), kan den fuldstendige Igsning til (7.5) angives. En
folge (x,),>0 af formen x, = y, + z,,, hvor (y,),>0 er en Igsning til (7.6), og (z,)»>0 er en Igsning
til (7.5), er en Igsning til (7.5); omvendt er enhver Igsning (x,),>o til (7.5) af denne form (med
(zn)n>0 fastholdt), dvs. der findes en Igsningsfalge (y,)n>o til (7.6) sd x, = y, + z-

2Dette afsnit er kapitlets vigtigste — er det volapiik kan det dog uden tab af sammenhzng springes over!
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Den ovenfor indfgrte linezre afbildning L af F ind i sig selv er ifglge eksistens- og entydig-
hedssctningen, se afsnit 7.2, bijektiv, og at Igse (7.5) for en given hgjresidefglge (d,),>0 kommer
derfor ud pa at bestemme det entydigt bestemte element af F, altsa fglge (x,),>0, der ved L afbil-
des i fglgen (d,),>0; om dette kan ske via et pant, eller simpelt udtryk, ath@nger af rekursionens
hgjresidefglge.

7.5 Lineare 2. ordens rekursioner med konstante koefficienter. Mange tellesituationer
forer til en lineer 2. ordens rekursion med konstante koefficienter, altsa af formen:

Xpao +bx, 1 +cx, =d, for n=0,1,2,..., (7.7

til fastleggelse af en talfglge (x,),>0, hvor konstanterne b, c, og talfglgen (d,),>¢ er givne.
Hovedresultatet i dette afsnit vedrgrer den tilsvarende homogene rekursion, altsa:

Xpao +bx, 1 +cx, =0 for n=0,1,2,.... (7.8)

Idet et folgeelement x,,, for n > 2, athenger af de to foregdende (og for (7.7) af hgjreside-
felgen (d,)n>0), kr®ves to begyndelsesvardier til entydig fastleggelse af en lgsning.

I resten af dette afsnit betragtes kun den homogene rekursion (7.8). Tilfeldet b = ¢ = O er
udartet: en Igsningsfglge (x,),>o er konstant x, = 0O, for n > 2, og xp og x; er blot de givne
begyndelsesverdier. Tilfeeldet ¢ = 0 er delvis udartet — pa en made svarer det til en 1. ordens
rekursion —idet i en Igsningsfglge (x,),>0 hvert element x,,, for n > 2, er —b gange det foregaende;
dermed er x fastlagt ved den ene begyndelsesveardi, og resten af fglgen er x, = (—b)" x|, alts
bestemt ved den anden begyndelsesvardi. Ved at forudsatte ¢ #~ 0 sikres en egentlig afhengighed
mellem x,., og x,, altsd pa en made, at rekursionen effektivt er af 2. orden.

Erfaringerne fra afsnit 7.3 ggr det nerliggende at undersgge, om en fglge af formen (A"),>0,
for en konstant A # 0, er 1gsning til rekursionen (7.8). Ved at indsette x,, = A" fas:

Xpio 4 bxyi1 +cxy = A2 4 AT £ ea = A (W2 4 b + ).

Denne udregning viser, at fglgen x, = A" er Igsning til (7.8) hvis og kun hvis A2 +bA +c¢ = 0.
Derfor er fglgende andengradsligning afggrende for lgsning af (7.8):

M 4+br+c=0. (7.9)

Denne andengradsligning kaldes den karakteristiske ligning for rekursionen (7.8) (og venstresiden
det karakteristiske polynomium); den er afledt fra (7.8) ved at »overfgre« koefficienterne i (7.8) til
Xni2, Xni1 O X, som koefficienter til A2, 1! og konstantleddet A° i den karakteristiske ligning.
Det viser sig, at samtlige lgsninger til ligningen (7.8) kan udtrykkes simpelt via Igsningsfglger
af formen x, = A", hvor A er lgsning til den karakteristiske ligning (7.9). Tilfeldet hvor den
karakteristiske ligning har lgsning A = 0 er s@rligt; det indtreffer hvis og kun hvis ¢ = 0.

Setning. Lad (x,),>o vare den entydigt bestemte Igsning til rekursionen (7.8), der antager
givne begyndelsesverdier a og a, altsa for hvilken:

Xpi2 +bxy1 +cx, =0 for n=0,1,2,..., samt xo=coy o0g x| =0.

Antag,? at ¢ # 0, og lad a og B betegne de to rgdder i den karakteristiske ligning (7.9) for (7.8).
T tilfeeldet o« # B, hvor (7.9) har to forskellige r@dder, findes entydigt bestemte konstanter r, s, sa

Xp =ra" +sp" for n=0,1,2,.... (7.10)

3Tilfldet ¢ = 0 er diskuteret ovenfor.
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I tilfeeldet « = B, hvor (7.9) har dobbeltroden «, findes entydigt bestemte konstanter r, s, sd
X, =ra" +sna" for n=0,1,2,.... (7.11)

Bevis. Til forberedelse betragtes tilfeldet med dobbeltrod, hvor altsa « er to gange rod i den
karakteristiske ligning. Dette betyder, at polynomiet: A2 4 b + ¢ er kvadratet pa fgrstegradspoly-
nomiet A — «, altsa at

Mrbrte=0—a)? =22 =2axr+a.

Heraf ses, at 2o = —b og o> = c. Fglgen (na™),o er en lgsning til (7.8). Dette verificeres pa
samme made som ovenfor for fglgen (1"),>o ved at indsatte:

b(n + D" +cna”® = o"(b(n+ Da+cn) = o"(=2a(n + Da + o*n)
"= 2n+2)+n) = —(n+2)a"?.

Dermed er der i tilfeldet @ # B de to basislgsninger (a"),>0 0g (B"),>o til rekursionen,
medens der i tilfeldet med dobbeltrod o« = B er de to basislgsninger (a"),>¢ og (no"),so til
rekursionen. Det viser sig, at de er lineart uathengige, og at hver lgsning til (7.8) er en linearkom-
bination af dem.

Antag fgrst, at @ # B. Det drejer sig om at bestemme r, s sa (7.10) geelder, med xy = «g og
x; = aq. Men for n = 0, 1 fas, at eventuelle brugbare konstanter r, s opfylder:

oy=r+s, og o =ra+sp,

og dette ligningssystem har en entydigt bestemt lgsning i (r, s), fordi de to hgjresider ikke er
proportionale, da o # B.

Antag dernast, at « = B. Det drejer sig om at bestemme r, s sa (7.11) gelder, med x¢y = «g og
X1 = «q. Men indsaettes n = 0, og n = 1 fés, at eventuelle brugbare konstanter r, s skal opfylde:

ay=r1, 0og o =roa+se=uoalr-+s),

og dette ligningssystem har en entydigt bestemt lgsning i (r, s), fordi faktoren « er # 0, da den
karakteristiske ligning ikke har O som rod (¢ # 0). [ |

Eksempler. (a) Rekursionen x,,» — 3x,11 + 2x, = 0, for n > 2, har karakteristisk ligning:
A2 =31 42 = 0, med rgdderne A = 1, 2. Ved direkte inds@tning i rekursionen bestemmes starten
af Igsningsfglgerne med begyndelsesverdier 1, 0, henholdsvis 0, 1, til

1,0,-2,-6,—-14,-30,...) og (0,1,3,7,15,31,...),

og disse lgsninger har formeludtrykkene: x, = 2 — 2", henholdsvis x, = —1 + 2", som findes ved
at tilpasse konstanterne r, s fra s@tningen.

(b) Rekursionen x,, 15 — 2x,41 + x, = 0, forn > 2, med A> — 21 + 1 = 0 som karakteristisk
ligning; denne har dobbeltroden A = 1. Ved direkte inds@tning i rekursionen bestemmes starten
af lgsningsfglgerne med begyndelsesvardier 1, 0, henholdsvis 0, 1, til

1,0,—-1,-2,-3,-4,...) og (0,1,2,3,4,5,...),

og disse Igsninger har formeludtrykkene: x, = 1 — n, henholdsvis x, = n, som findes ved at
tilpasse konstanterne r, s fra s@tningen.

(c) Rekursionen x4, + x, = 0, for n > 2, har den karakteristiske ligning: 2241 =0, medde
to komplekse rgdder A = +i. Hvert fglgelement x,, er for n > 2, med et fortegnsskift, fglgelemen-
tet to indices tidligere, altsa (uden fortegnsskift) for n > 4, fglgelementet fire indices tidligere,
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dvs. lgsningsfglger er periodiske med periodelengde 4. Ved direkte inds@tning i rekursionen be-
stemmes starten af Igsningsfglgerne med begyndelsesverdier 1, 0, henholdsvis 0, 1, til

l4,0,-1,0,1,0,-1,0,...) og (0,1,0,-1,0,1,0,—1,...).

For den fgrste findes formeludtrykket: xy = (— Dk, og xp+1 = 0, for k = 0,1,2,..., og for
den anden: xy; = 0, 0g X241 = (=D*, fork =0,1,2,..., ved at tilpasse konstanterne r, s fra
s@tningen. ]

Bemarkning. I eksempel (c) hvor den karakteristiske ligning har komplekse rgdder fas nar
udregningerne fgres til bunds hele tal som elementer i lgsningsfglgerne. Dette er ikke overra-
skende! Rekursionen har hele tale som koefficienter, og derfor bestar enhver lgsning med hele tal
som begyndelsesvardier af lutter hele tal.

Lag ogsa mearke til, at den indledende beregning af de fgrste elementer i en lgsningsfglge
faktisk siger det meste.

Som det er gjort i eksemplerne kan det vere praktisk at beregne lgsningsfglger for begyndel-
sesveerdierne 1, 0, henholdsvis 0, 1. Lgsningen med generelle begyndelsesverdier oy og oy er da
blot linearkombinationen af de to specielle lgsninger med koefficienterne oo og ;. ]

7.6 Fortsaettelse: det inhomogene tilfaelde. Lgsning af inhomogene rekursioner kan ofte
gennemfgres ved et kvalificeret »g@t«. Den fuldstendige 1gsning har den generelle form: en vil-
karlig Igsningsfglge til den givne inhomogene rekursion plus den fuldsteendige 1gsning til den
tilsvarende homogene rekursion, se afsnit 7.4, og det sidstn@vnte bidrag, for en rekursion af orden
2, er givet ved lgsningsformlerne (7.10) og (7.11). Dermed kan den fuldstendige 1gsning opskri-
ves nar en enkelt lgsning til den inhomogene rekursion er kendt, en sadan kaldes en partikulcer
lpsning. Hvordan en partikuler lgsning er erhvervet er sagen uvedkommende — én made kunne
vere via et geet. Nedenstaende tabel, der svarer til tabellen for en 1. ordens rekursion i afsnit 7.3,
udregner x,> + bx,41 + cx, for diverse simple fglger (x,),>0; den kan benyttes til sadanne get.

Xn Xn+2 + bxpp1 +cxy

a (en konstant) a(l+b+c)

n n(l+b+c)+@Q2+b)

n? n?(1+b+c)+n@d+2b) + (4 +b)

n3 (1 +b+c)+n26+3b) +n(12+3b) + (8 + b)
a" (a en konstant) | a"(a? + ba + ¢)

na’ na(a?®+ ba + ¢) + a"(2a + b)

na" n2a™(a® + ba + ¢) + na"t'(4a + 2b) + a" 1 (4a + b)

n3a" n3a"(a? + ba + ¢) + n2a" 1 (6a + 3b) + na"t1(12a + 3b) + a1 (8a + b)

Med x, givet som et polynomium i n er x,» + bx,; + cx, ligeledes et polynomium i n;
graden som polynomium i » er ikke i almindelighed bevaret.

Tilsvarende nar x, er af formen: et polynomium i n gange n’te potensen af en konstant, sa er
Xn+2 + bx,41 + cx, af samme form, og med eventuelt tab af grad i polynomiet, hvis konstanten er
rod i det karakteristiske polynomium for 2. ordens rekursionen.

Eksempel. Antallet af visse ord, dvs. endelige fglger, skrevet i bogstaverne 0, 1 gnskes be-
stemt. Dette antal kunne vare relevant i en kommunikationssituation, hvor en meddelelse skrives
som en sekvens af 0, 1, og hvor et bestemt mgnster fungerer som en slags skillesymbol.

Precist skal antallet af fglger af lengde n > 3, der ender med skillesymbolet 010 bereg-
nes. Det er dog ikke alle fglger af lengde n, for hvilke de tre sidste tegn er 010, der ender med
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skillesymbolet (1 kommunikationsmassig forstand): det ligger i modellen, at en fglge »afkodes
sekventielt« fra venstre ende, og hver gang et skillesymbol detekteres genstartes »dekodningen«
med det nestfglgende symbol i meddelelsen.

Med (b,),>3 betegnes det sggte antal. Det er klart, at b3 = 1 (den ene sekvens 010 af lengde
3), og by = 2 (de 2 sekvenser 0010 og 1010 af lengde 4). Der er naturligvis ialt 4 ord af lengde
5 for hvilke de 3 sidste bogstaver er 010, nemlig antallet af forstavelser af lengde 2, men kun 3
af dem ender pa 010 i den fastlagte betydning (undtagelsen er 01010, hvor mgnsteret 010 i starten
»blokerer« for at opfatte de sidste 3 tegn som skillesymbol); altsa er bs = 3.

For et n > 5 er der ialt 2”3 fglger af l&ngde n i bogstaverne 0, 1 for hvilke de 3 sidste
symboler udggr mgnsteret 010. Disse fglger er af to typer: den fgrste bestar af fglger, der ender
i 010 i den fastlagte betydning, og antallet af disse er b,; den anden type bestar af de fglger, der
ikke ender i 010 i den fastlagte betydning, hvor altsa det tredjesidste tegn i folgen, der jo er et O,
er slut-O’et i et foregdende skillesymbol 010. Hver fglge af den anden type svarer dermed — pa
bijektiv made — til en fglge af lengde n — 2, der ender pa 010 i den anfgrte betydning, og antallet
af sddanne er b,_,. Derfor er antalsfglgen (b,),>3 lgsning til rekursionen nedenfor med de anfgrte
begyndelsesbetingelser:

Xp+ X0 =2"3 for n=5,67,..., og x3=1, x4=2.

Denne inhomogene 2. ordens rekursion lgses. Den tilsvarende homogene rekursion er behand-
let i eksempel (c), afsnit 7.5, hvor der blev fundet de to basislgsninger:

a1,0,-1,0,1,0,-1,0,...), og (0,1,0,-1,0,1,0,-1,...),

indiceret medn = 3,4, .. ..

Hgjresiden i den inhomogene 2. ordens rekursion er 2”3, og derfor »gattes« pa en partikulzer
Igsning af formen x, = ¢2"3_ for en konstant c. Indsttes x, = ¢2" > i rekursionens venstreside
fas

Xp + Xy = €273 4 27273 = 500073,
Dette viser, at x, = 2" tilfredsstiler den inhomogene rekursion (for n > 3) hvis og kun hvis
5S¢ = 4. Dermed fas den partikulere 1gsning:

481632

n—3 Sz - =
(2 )n>3—(55 55 ).

Nu benyttes begyndelsesbetingelserne, at b3 = 1 og by = 2, og den sggte Igsning findes til:

(4816 32 o4 )+1(10 1,0,1 )+2(010 1,0,...)=(1,2,3,6,13,...)
57 5’ 5 9 5 9 5 .. 5 9 b 9 9 9 . 5 9 9 9 9 9 - 9 9 9 9 9 )
(Husk, at fglgerne indiceres fran = 3.) H

7.7 Eksempel pa 3. ordens rekursion. Antallet af ord af lengde n skrevet med de 3 ciffer-
symboler 0, 1,2 er 3". Visse af ordene indeholder et, eller maske flere, delord af l&ngde 3 besta-
ende af 012 (i denne rekkefglge). Med a, betegnes for n > 1 antallet af ord af l&ngde n, som ikke
har et eller flere delord 012 (ogsa gerne for n = 0, hvor ap = 1, da det ene ord af l&ngde O er det
tomme ord, hvori delordet 012 ikke forekommer). Dermed er a; = 3 og a, = 9, og af de ialt 27
ord af l&ngde 3 er der praecis ét, nemlig 012, der har 012 som delord; dermed er a; = 27 —1 = 26.

Lad n > 4. Et ord af leengde n, hvori delordet 012 ikke forekommer, fas af et ord af leengde
n — 1, hvori delordet 012 heller ikke forekommer, ved forlengelse med et symbol, der er 0, 1, eller
2. Hvis forlengelsessymbolet er O eller 1 kan der ikke ved forleengelsen skabes et delord 012; hvis
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derimod forlengelsessymbolet er 2 vil forleengelsen skabe et delord 012 hvis og kun hvis ordet af
leengde n — 1 ender pa 01. Idet antallet af ord af leengde n — 1, hvori delordet 012 ikke forekommer,
og som ender pa 01, er a,,_3, geelder saledes, at

a, = 30,1 — ap_3.

(Leddet 3a,,_; teller samtlige 1-symbolforlengelser af 012-delordfri ord af lengde n— 1, og leddet
a,_3 teller de 012-delordfri ord af lengde n — 1, der ender pa 01, hvis forlangelse med 2 altsa
danner et 012-delord pa de 3 sidste positioner.)

Den fundne rekursion er en liner 3. ordens rekursion med konstante koefficienter; l&eg maerke
til, at med fastsettelsen ay = 1, er rekursionen ovenfor faktisk opfyldt for n > 3. De nastfglgende
verdier a,, kan herefter let bestemmes:

n |0 2 3 4 5 6 7
1 3 9

26 75 216 622 1791

1
3

day

Den tilhgrende karakteristiske ligning, der fas af rekursionen ved at overfgre koefficenterne
fra rekursionen til potenser af A er: A> — 312 4+ 1 = 0, der ikke er venlig. Den har 3 forskellige
reelle rgdder, én mellem —1 og 0, én mellem O og 1, og én mellem 2 og 3. []

7.8 Antal permutationer uden fikspunkter. Lad n vere et naturligt tal. Blandt de n! per-
mutationer af en mangde af n objekter har visse ét eller flere fikspunkter, altsa et objekt, der ikke
Jfiyttes af permutationen. Den identiske permutation af n objekter har alle n objekter som fikspunk-
ter. Antallet af permutationer uden fikspunkter gnskes bestemt.

Definition.* Forn € N betegner D,, antallet af permutationer = € S, uden fikspunkter.

Her er D, for sma vardier af n, let at bestemme med kendskab til sméa permutationer:

(For n = 3 er kun de to 3-cykler uden fikspunkter, og for n = 4 er det kun de tre dobbelt-
transpositioner, samt de seks 4-cykler, der flytter alle objekter.)

For stgrre verdier af n er den direkte optalling af permutationerne uden fikspunkter besverlig,
og nasten umulig at gennemfgre uden fejl. Derfor sgges en rekursion for D,,.

Setning. Folgen (D,),cn er den entydigt bestemte fplge, der tilfredsstiller rekursionen
Xy =(n—1D(x4-1 +x,0) forn=23,4,5,... (7.12)

med begyndelsesvardierne: x; = 0 og x, = 1.

Bevis. Det er Klart, at D, har de anfgrte verdier for n = 1, 2. Lad n > 3. Rekursionen (7.12)
verificeres ved at bestemme antallet af permutationer 7 € S, uden fikspunkter, som opfylder
w(l) =k, fork =2,3,...,n,ogaddere de fundne antal.

For hver af de n — 1 mulige vardier for k telles permutationerne 7 € S, uden fikspunkter,
som opfylder 7 (1) = k, ved dels at bestemme antallet af sadanne, hvor 1 og k ombyttes, hvor altsa
(k) = 1, dels antallet af sadanne, hvor 1 og k ikke ombyttes, hvor altsa 7 (k) % 1. Det viser sig,
at antallet, hvor 1 og k ombyttes er D,_,, og antallet, hvor 1 og k ikke ombyttes er D,_; specielt
er antallet af permutationer 7w € S,, uden fikspunkter, som opfylder 7 (1) = k, det samme for alle
vaerdier af k # 1, og ligningen (7.12) felger ved addition.

4p3 engelsk kaldes en permutation uden fikspunkter for a derangement.
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Lad 7w € S,, vaere en permutation uden fikspunkter, for hvilken 7w (1) = &, foretk € {2, ..., n},
og betragt permutationen: v = (1 k), altsa transpositionen (1 k) efterfulgt af 7.

Hvis © € S, ombytter 1 og k (og ingen fikspunkter har), sa har v fikspunkterne 1 og k, og ikke
andre; derved giver m — (1 k) anledning til en bijektiv afbildning af mangden af permutationer
7 € S, uden fikspunkter, der ombytter 1 og k, pa mangden af permutationer af n — 2 objekter
uden fikspunkter. Antallet af disse permutationer er saledes D, _,

Hvis derimod w € S, er uden fikspunkter, opfylder 7 (1) = k, og hvor & ikke ombytter 1
og k, sa gelder om permutationen v = m(1k), at v(k) = k, den har altsa k som fikspunkt, og —
viser det sig — ikke andre fikspunkter. Det er nemlig klart, at j = 1 ikke er fikspunkt, fordi ifglge
antagelsen, m (k) # 1. Videre gelder, at et j > 1, med j # k, ikke bergres af transpositionen
(1k), og ikke er fikspunkt for anden faktor 7. Derved giver m +— (1 k) anledning til en bijektiv
afbildning af mengden af permutationer = € S, uden fikspunkter, for hvilke 7 (1) = k, men hvor
7 ikke ombytter 1 og k, og mangden af permutationer af n — 1 objekter uden fikspunkter. Antallet
af disse permutationer er saledes D,,_;. [ |

For n = 5 giver rekursionen — baseret pa de tidligere vaerdier — at D5 = 4(2 +9) = 44,
svarende til de 24 + 20 permutationer af cykeltyperne 5! og 2!3'. Diverse antal af permutationer
studeres naermere i eksempel 2, afsnit 15.5.

Bemarkning. Rekursionen (7.12) har, som det let eftervises, udover fglgen (D,),>; ogsa en
anden interessant lgsningsfglge, nemlig fakultetstallene (n!),>, der svarer til begyndelsesvardien
1 forn =0o0gn = 1. Forn > 2 gelder nemlig

(n — 1)((n DI+ - 2)!) =m—-—1Dnr-14+1)n-2)!=nl ]

Eksempel. For et naturligt tal n > 1, og et helt tal m, der opfylder 0 < m < n, er antallet

af permutationer af n objekter, der har preecis m fikspunkter, produktet: (:1) D,_,,, nemlig for

hvert valg af m blandt de n objekter de D,_,, permutationer, der holder de valgte objekter fast og
permuterer resten indbyrdes pa fikspunktsfri made. ]

Opgaver.

(7.1) Lgs den inhomogene 1. ordens rekursion: x,.; — x, = n°, for n > 0, med begyndelsesbe-
tingelsen: xo = 0, og find derved en formel for summen af de n fgrste kubiktal, altsd Y }_, k°.

(7.2) Lgs for k € N rekursionen: x,,; — x, = n. (Hgjresidefglgen er n i k’te faldende.)
(7.3) Gennemfgr udregningerne i eksempelrekursionerne i afsnit 7.5.

(7.4) Betragt den linezre homogene 2. ordens rekursion: x4, — x,4+1 — 6x,, = 0. Brug rekursio-
nen til beregning af de 6 fgrste elementer i Igsningerne med begyndelsesvardier (xg, x;) = (1, 0),
henholdsvis, (xg, x;) = (0, 1). Find den fuldsteendige lgsning til rekursionen, og tilpas dernzest
konstanterne svarende til de to angivne begyndelsesveardier.

(7.5) Betragt den linezre homogene 2. ordens rekursion: x,,, — 2x, = 0. Brug rekursionen
til beregning af de 6 fgrste elementer i Igsningerne med begyndelsesvaerdier (xo, x;) = (1, 0),
henholdsvis, (xg, x;) = (0, 1). Find den fuldsteendige lgsning til rekursionen, og tilpas dernzest
konstanterne svarende til de to angivne begyndelsesveardier.

(7.6) Betragt den lineere homogene 2. ordens rekursion: x,,, —2x,.1 +2x, = 0. Brug rekursio-
nen til beregning af de 8 fgrste elementer i Igsningerne med begyndelsesvardier (xg, x;) = (0, 1),
henholdsvis, (xg, x;) = (1, 0). Find den fuldsteendige lgsning til rekursionen, og tilpas dernzest
konstanterne svarende til de to angivne begyndelsesveardier.
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(7.7) Identificer de fglger af leengde 6, 7, 8, der ender pa 010, som i eksemplet i afsnit 7.6.

(7.8) Udpeg de ord, skrevet i bogstaverne 0, 1, 2, af lengde 4, 5, 6, der ikke indeholder noget
delord 012, se eksemplet i afsnit 7.7, hvor en rekursion for antallet af sadanne ord er udledt.

(7.9) Bestem antallet af permutationer af 5, 6 og 7 elementer, der ikke har fikspunkter, og angiv
disse.

(7.10) Bestem for hvert m = 0, 1,2, ...,7 antallet ¢,, af permutationer af 7 objekter, der har
praecis m fikspunkter.

(7.11)  Ggr rede for, at felgen (D,),> af antal permutationer af n objekter uden fikspunkter,
suppleret med verdien Dy = 1, tilfredstiller rekursionen (7.12) for alle n > 2.
Vis, med fastsattelsen Dy = 1, at der for naturlige tal n > 1 galder:

n n

=3 <Z>D,,_k = <Z>Dk.

k=0 k=0

(7.12)  Linecere rekursioner med konstante koefficienter, af orden > 3. Hvad mon den karakteri-
stiske ligning for en saddan rekursion er?, og hvilken rolle spiller lgsningerne i den karakteristiske
ligning i en Igsningsformel for en homogen ligning? Hvad mon der skal ggres i tilfaelde af Igsnin-
ger med multiplicitet > 1? Gaettemetode for en inhomogen ligning?



Kapitel 8

Fibonacci-tallene

Emnet for dette kapitel er en bergmt talfglge, bestdende af de sékaldte Fibonacci-tal. Ved fgrste
gjekast virker disse tal nok ret tilfeeldige, og mange andre talfglger kan forekomme lige sa, eller
mere, interessante; det kan méaske vere fristende at tro, at interessen for dem er udtryk for matema-
tikeres saedvanlige (!?) forkerlighed for s@re objekter. Det sidste kan naeppe afvises fuldstendigt,
men det er et faktum, at Fibonacci-tallene ofte dukker op i svar pa telleopgaver.

Grunden hertil er i al korthed, at mange tellesituationer har en falles overordnet struktur, der
klart fremgar i standardeksemplet med fliseleegninger, se afsnit 8.1. En mangde A, af objekter,
der er fastlagt ved en stgrrelsesparameter, et naturligt tal n, gnskes talt; videre er der, panzr for de
forste mindste verdier af n, en naturlig — dog ikke altid direkte synlig — opdeling af objekterne i
to klasser, hvor den ene svarer til mengden A,_1, og den anden svarer til ma@ngden A,_,. Glosen
svarer betyder her: er i bijektiv korrespondance med, og derfor gelder: |A,| = |A,—1| + |An—2].
Fibonacci-tallene er simpelthen en af Igsningerne til denne rekursion.

Kapitlet introducerer Fibonacci-tallene via en intuitiv tellemodel, der er udgangspunkt for
kombinatoriske beviser for relationer mellem Fibonacci-tal, og ogsa kan benyttes til illustration
af beslegtede talfglger. Desuden diskuteres et meget beskedent udpluk af den meget omfattende
mangde af egenskaber ved Fibonacci-tallene, is@r diverse »markelige« delelighedsegenskaber.

8.1 Fliseleegninger. Betragt, for et naturligt tal n, et rektangel af stgrrelse n x 1; lengden
er altsd n gange bredden. Dette rektangel er model for en smal vej, fx en havegang, som gnskes
belagt med fliser, af to typer, dels kvadratiske med sidelengde lig vejens bredde, dels rektangulaere
svarende til to af de kvadratiske fliser sat sammen lang en side — disse kaldes kort for dobbeltfliser.
Den j’te (kvadrat)position i en fliselegning af lengde n > 1 er, for j = 1,2,...,n, den del
af vejen, der deekkes af den j’te flise i en fliseleegning bestdende af lutter kvadratiske fliser. Det
underforstés, at en korrekt fliselaegning daekker hele vejen, og at ingen flise rager ind over nogen
anden. Antallet k af kvadratiske fliser plus antallet m af dobbeltfliser, der bruges i en fliseleegning
af lengde n, opfylder derfor: n = k + 2m. Antallet af forskellige fliseleegninger gnskes bestemt.

For n = 1 kan fliseleegningen udfgres pa én made, med 1 kvadratisk flise; for n = 2 kan
fliseleegningen udfgres med 2 kvadratiske fliser, eller med 1 dobbeltflise, altsa pa 2 mader. For
n = 3 er der 3 mader, enten 3 kvadratiske fliser, eller 1 kvadratisk flise og 1 dobbeltflise, hvor de
2 fliser kan leegges pa to mader (rekkefglger). For n = 4 er der 5 mader, som vist pa figuren:

n=1 [

n=2 [JJ,C]

n=3 O0O0,CJ3,0C]

n=4 OO OO0 000 11

Antallet f;, af flisel®gninger af en vej af l&engde n vokser hurtigt med n. Der svarer naturligvis
ingen i praksis foreckommende fliselegningsopgave til en vej af lenge n = 0, men det viser sig
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praktisk at opfatte den »tomme fliseleegning« — uden fliser — som den eneste fliselegning af en vej
af lengde 0 (den tomme vej), og s@tte det tilsvarende antal af fliseleegninger til fo = 1. Dermed
er de fgrste sma veerdier af f, givet ved (overvej selv tilfaldet n = 5):

n]0 1 2 3 4 5
11 1 2 3 5 8

Fliselegninger kan kombineres ved at blive lagt i foriengelse af hinanden, og dette er ngglen
til mange relationer mellem flisel&gningsantal for forskellige vejlengder.

Observation. Lad n > 3. Sd gaelder: f, = fu_1 + fn_2.

Bevis. En vilkarlig fliseleegning af en vej af leengde n er af én af fglgende to typer: enten er den
sidste flise en kvadratisk flise, eller den sidste flise er en dobbeltflise. I det fgrste tilfelde er den
fulde fliseleegning altsa en fliseleegning af lengde n — 1 efterfulgt af en kvadratisk flise, og antallet
af den fgrste type fliseleegninger er derfor f,_1; i det andet tilfeelde er den fulde flisel&gning en
fliselegning af lengde n — 2 efterfulgt af en dobbeltflise, og antallet af disse er f,_,, hvilket
derfor er antallet af flisel&gninger af den anden type. Det samlede antal fliseleegninger er dermed
summen af de to antal, som pastaet. (Med f, = 1 gaelder ligningen ogsa for n = 2.) |

8.2 Fibonacci-tallene - definition og simple egenskaber. Rekursionen, som fliseleegnings-
antallene ( f,,),>o tilfredsstiller, mgdes i mange situationer, og med andre begyndelsesbetingelser.

Definition. Den linezre homogene 2. ordens rekursion med konstante koefficienter:
Xpio = Xpa1 + X, for n >0, 8.1)

kaldes Fibonacci-rekursionen. Talfglgen (F,),>0, der opfylder Fibonacci-rekursionen (8.1) med
begyndelsesbetingelserne: Fy = 0, og Fy = 1, kaldes Fibonacci-talfplgen, og elementerne i
folgen kaldes Fibonacci-tal.'

Det er klart, at de to begyndelsesbetingelser sammen med rekursionen fastlegger en éntydigt
bestemt talfglge, se ogsa det foregaende kapitel; alle tallene F, er hele tal, endda positive nar
n > 0, fordi F; = 0 og F; = 1 er hele tal, og hvert Fibonacci-tal er summen af de to foregaende.
Endvidere er talfglgen (F,),>o voksende, endda strengt, panr, at F; = F,, og den gar mod oo
for n — oo, fx fordi F, | > F, + 1, nar n > 2. Her er en tabel over de fgrste sma Fibonacci-tal.

n= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
F, 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34
Fio+n | 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181

For fortolkning af Fibonacci-tallene via fliseleegningsantallene er det praktisk at udvide defini-
tionen af (fi)r>0 endnu en gang ved at s@tte: f_; = 0. Dette er en naturlig konvention: dels er der
ingen fliselegninger af en vej af l&engde —1 (og vel heller ikke en vej), og desuden sgrges derved
for, at rekursionen i (8.1) gaelder for fglgen (fi)i>—_1, for alle n > —1. Fibonacci-tallene kan sa
udtrykkes via disse »generaliserede« fliseleegningsantal pa fglgende made:

Observation 1. Fibonacci-tallet F, er, for alle n > 0, lig fliselazgningsantallet for en vej af
lengde n — 1, altsa: F,, = f,_y, forn > 0. |

VEfter Leonardo Fibonacci, der »indfgrte« disse tal &r 1202. Det folger Murphys lov, at der ikke er enighed om de
begyndelsesbetingelser, som fastleegger Fibonacci-talfglgen; andre konventioner end den benyttede kan mgdes!
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Setning 1. Fibonacci-tallene (F,),>¢ er givet ved formelen:?

1 14+V5\" [1-+/5)"
Fn=£<( 5 )—( 3 )) for n=0,1,2,.... (8.2)

Bevis. Det er nermest en gvelsesopgave, der Igses via s@tningen i afsnit 7.5. Den til Fibonacci-
rekursionen (8.1) svarende karakteristiske ligning er: A2 — A — 1 = 0, der har de to forskellige
1+f 1-/5

,0g B ==
Dermed er F1b0nacc1—f¢lgen af formen: r(%)” + s(%)”, hvor r og s tilpasses begyndel-

sesbetingelserne, altsa, at r +s = 0 (for n = O) og r( 1J“/_) + s (17“/—) = 1 (for n = 1). Disse
ligninger fastlegger r, s til: r = % ogs = f’ hvoraf formel (8.2). [ |

Igsninger: o =

Bemaerkning. Den noget intimiderende formel (8.2) er ikke meget anvendelig. Dens primzre

”“/— er ca. }8

, der dominerer i udtrykket (8.2) for F,, nar n — oo,

styrke er at tydeligggre den asymptotiske opfgrsel af F,,, for n gaende mod co. Da
og ‘[ er ca. Tg, er det leddet S(HTI)"
idet det andet led gar »hurtigt« mod 0 for n — oo.

Formel (8.2) udtrykker det hele tal F, som et stort regnestykke med masser af tal, der for
ca. halvdelens vedkommende er irrationale. Stgrrelsen (I“Lz—“/g)” kan via binomialformelen skrives

som en sum af n + 1 led, hvor hverandet indeholder +/5, og tilsvarende med (%)”. Da F, er
et helt tal, specielt et rationalt tal, er det store regnestykke en »irrational maskering« — alle de
egentlig irrationale led gar-ud-mod-hinanden, se ogsa opgave 8.9. ]

Der gelder utallige (!?) formler for talfglgerne (F,),>0 0g (f,)n>—1; sadanne formler kan for
det meste let bevises ved induktion, og brug af rekursionen. Via et kombinatorisk argument kan
der imidlertid ofte fas »indsigt« i talfglgerne. Et sadant kombinatorisk argument bestar typisk
af forskelligt strukturerede optallinger af fliseleegninger af en bestemt leengde: telleresultaterne
herfra er jo samme talveerdi, og dermed fas en ligning mellem elementerne i talfglgen.

Observation 2. For alle n > 0 galder:
fot i+t ot oo+ fu=far2 — L, (8.3)
fot ot ..ot fon = fons1 (8.4)

Bevis. Hgjresiden i (8.3) er antallet af fliseleegninger af leengde n + 2, der ikke bestar af lutter
kvadratiske fliser (antallet af dem alle paner 1, den der bestér af n 4 2 kvadratiske fliser); leddene
pa venstre side af (8.3) fortolkes pa felgende méade, idet der for en fliseleegning af lengde n+2, der
indeholder mindst én dobbeltflise skelnes mellem placeringen af den sidste dobbeltflise. Antallet
af fliselegninger af lengde n + 2, med den sidste dobbeltflise pa positionerne k£ + 1 og k + 2, for
k =0,1,...,n, hvor der altsa er lutter kvadratiske fliser pa positionerne k + 3, ...,n + 2, er jo
fi, nemlig antallet af fliseleegninger af l&ngde k (idet resten af fliseleegningen er bestemt).

Hgjresiden i (8.4) er antallet af fliseleegninger af lengde 2n + 1; venstresiden fortolkes som en
sum af passende flisel&gningsantal: en fliselegning af lengde 2n+1 omfatter, da lengden er ulige,
mindst én kvadratisk flise, og endvidere er positionen af den sidste kvadratiske flise ulige (da resten
af fliselegningen bestar af dobbeltfliser, og altsa dakker en straekning af lige leengde). Antallet af
fliseleegninger, hvor den sidste kvadratiske flise ligger pa position 2k + 1, fork =0, 1,...,n, er
Jfor, nemlig antallet af fliseleegninger af leengde 2k. (La&eg mearke til den naturlige brug af fo.) ||

ZDenne formel kan — delvis misvisende — mgdes under betegnelsen: Binets formel. Leonhard Euler publicerede et
bevis for formelen i 1765, men det blev tilsyneladende glemt, og Jacques Binet genopdagede formelen i 1839.
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Setning 2. For naturlige tal n galder:

n—1 n—2 n—23
Fn=( 0 )+< | )+< ) )+ (8.5)

(Dvre parameter i binomialkoefficienterne aftager med 1, og den nedre gges med 1, fra et led til
det naeste, og summen bestar af de led, hvor den gvre parameter er > den nedre. For n ulige er der
%, og for n lige, 5 sadanne led.)

Bevis. Her er F,, antallet af fliseleegninger af lengde n — 1. Disse fliseleegninger typeinddeles
efter, hvor mange dobbeltfliser de benytter: enten ingen dobbeltflise og n — 1 kvadratiske, eller 1
dobbeltflise og n — 3 kvadratiske, eller 2 dobbeltfliser og n — 5 kvadratiske, og saledes videre. Med
i dobbeltfliser, og altsa n — 1 — 2i kvadratiske, omfatter en fliselegning n — 1 — i fliser, og antallet
af fliselaegninger med i dobbeltfliser er dermed antallet af mader de i placeringer til dobbeltfliser
kan veelges blandt de ialt n — 1 —i pladser i flisereekkefglgen, altsa binomialkoefficienten: ("7;7" )
Dermed er F,, summen af disse binomialkoefficienter, som pastaet i (8.5). [ |

Eksempel. For n = 8 glder séledes

Ne (V) +(H=14641044=21=F
0 1 2 3~ - T
og forn =9,

8 ’ 6 . 4 =14+74+154+10+1=34 = F
() (roremmermnon o

Setning 3. For naturlige tal n gaelder:3 F, 1 F,_— Fn2 = (=D".

Bevis.* Idet F,Fy — F? = 1-0 — 12 = —1 passer ligningen for n = 1; antages, forn > 1, at
F,F,_ — Fn2 = (—1)", sa giver rekursionsformelen (8.1) brugt et par gange, at
FraFy = Flyy = (Fya+ F)F = Fly = FuaFy+ F] —

= FouiFy+F By — (=)' = Fp = (="

og pastanden fglger derfor ved induktion. [ |

I argumentation for formler for tallene (f,),>o fgles den kombinatoriske fortolkning maske
mere som en hemsko end en hjelp: ofte er det ganske let at argumentere for formlerne ved in-
duktion baseret pa rekursionen (8.1). Derimod er den kombinatoriske fortolkning n@rmest uund-
veerlig, nar det drejer sig om at »opdage« de ofte meaerkelige formler, der gaelder for lgsninger til
rekursionen (8.1). Her er situationen delvis omvendt: pa basis af en-eller-anden distinktion for
fliseleegninger kan mangden af alle fliseleegninger af en bestemt leengde struktureres i dele, hvis
antal og sammensatningsmade giver anledning til en formel for fliseleegningsantallene.

8.3 Delelighedsegenskaber. Udtrykkes, for et fastholdt naturligt tal n, de nermestfglgende
Fibonacci-tal via rekursionsformlen, som linearkombination af F, og F, |, finder man:

Foio = Fp1 + Fy,

Foiz = Foo+ Fun = For + By + Fo) = 2F,00 + Fy,

Foig = Fuy3 + Fupo = 3F, 1 + 2F,,

Fuys = Fyra + Foys = 5F, + 3F,,

3Ligningen kaldes Cassinis formel, efter Jean-Dominique Cassini, der opdagede den i 1680.
4Der er en kombinatorisk fortolkning af denne formel via antal fliseleegninger, se opgave 8.10.
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og koefficienterne her »lugter« langt vaek af Fibonacci-tal. Dette er ikke tilfaeldigt:
Observation 1. For alle hele taln > 2 og k > 0 gaelder:

E1+k = Fan—H + Fu1 Fy. (86)

Bevis. Forn = 2, hvor F,, = F,_; = 1, er (8.6) blot rekursionsformelen for Fibonacci-tallene,
som jo gelder for alle £ > 0. Betragt nu et naturligt tal n > 2 og et helt tal £ > 0, og antag, for
et induktionsbevis (efter n for fastholdt k), at F,,, .y = F,, Fyr1 + F,,—1 Fy, for alle naturlige tal m,
med m < n. Sa finder man via rekursionsformlen, dernaest induktionsantagelsen anvendt pa to led,
og sa rekursionsformelen benyttet to gange, at

Foik =F ik + Fyope = (Pt Fo1 + Foo ) + (Fy 2 Frp1 + Fy3Fy) = FyF + B F,

og pastanden, ligning (8.6), fglger derfor ved induktion. |
Nu begynder Igjerne: Ved at sette k = n i formel (8.6) fés

FZn = FnFn+l + anan’
og dermed er F,, et multiplum af F,; anvendes formel (8.6) igen, nu med k = 2n, fas
F3n = F2nFn+l + Fanan’

som er multiplum af F,,, fordi F5, er det. Ved induktion fas:
Observation 2. For alle hele taln, g > 1 er F,, et multiplum af F,. |
Eksempel. Ved opslag i tabellen fra afsnit 8.2 ses, at Fy = 34, der, som pastdet, gar op i
Fig = 2584 = 76 - 34. (]
Observation 3. For alle hele tal n > 0 er stgrste faelles divisor gcd(F,, F,.1) for F, og F,
lig 1; to pa hinanden fglgende tal i (F,),> er altsa primiske.
Bevis. For n = 0 har vi ged(Fy, F) = ged(0, 1) = 1, og hvis ged(F,,, F,+1) = 1, foretn > 1,
sa fas direkte af rekursionsformlen:

ng(Fn+1 , Fn+2) = ng(Fn+] s Fn+] + Fn) = ng(Fn+l’ Fn) = 17

fordi et tal er feelles divisor for F, . og F,; + F, hvis og kun hvis det er feelles divisor for F,
og F,, og pastanden fglger derfor ved induktion. 1

Observation 4. For alle hele tal n, m > 0 galder: gcd(F,, F,) = Focdn,m)-

Bevis. Antag fx, at n > m og skriv n = gm + r med et r, der opfylder 0 < r < m. Ifglge
observation 1 kan F,, derfor skrives: F, = F 4, = Fy1 Fy + Fy Fr—1. Da F, gr op i F,,, kan
vi regne videre

gcd(F,, Fy) = ged(Fy, Fypq1 Fr) = ged(Fy,, Fr). (8.7)

Den sidste identitet er en konsekvens af, at F,, 4, og Fy,, er primiske. Af (8.7) fés, at Euklids
algoritme udfert pa F, og F,, skridt-for-skridt svarer til Euklids algoritme udfert pa n og m, hvilket
giver pastanden. [ |

Observation 5. Lad m, n > 2 veare hele tal. Hvis F, | F,, sa geldern |m.

Bevis. Hvis F, | F,, sa gelder F,, = gcd(F,, F,,), men gcd(F,, F,,) = Fycam,m) ifolge obser-
vation 4. Idet Foeqn,my < F, fds sammenfattende, at F,, = Fycqn,m), hvilket, da n > 2, medfgrer,
atn = ged(n, m), altsa, at n | m. |

Idet F3 = 2 fas heraf, at F, er lige hvis og kun hvis n er et multiplum af 3, hvilket naturligvis
ogsa fglger let direkte fra Fibonacci-rekursionen. Tilsvarende, da F5 = 5, er F, et multiplum af 5
hvis og kun hvis n er et multiplum af 5.
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Opgaver

(8.1) Angiv en rekursion for (F2,),>0, de lige, og (F2,+1)a>0, de ulige Fibonacci-tal.
(8.2)  Angiv rekursioner for (F3,)u>0, (F3n+1)n>05 02 (F3142)n>0-

(8.3) Etsadvanligt 8 x 8 skakbrat kan opskares i 4 dele, der kan samles til et 5 x 13 rektangel
som vist nedenfor. Fortolk, eller diskutér, dette »trylleri, i lyset af Cassinis formel.

(8.4) Giv et kombinatorisk bevis for ligningen: f,,+, = fufu + fin—1fu—1 (n,m > 0) for flise-
leegningsantallene (f,,).

(8.5) Lav en teori for flisel&gninger, der benytter 3 typer fliser, dels de sedvanlige (kvadratiske
fliser og dobbeltfliser), dels tripelfliser, der daekker 3 pa-hinanden-fglgende positioner.

(8.6) Lav en teori for fliseleegninger der benytter 5 typer fliser, kvadratiske, der findes som bade
sorte og hvide, og dobbeltfliser, der findes sorte, grd, og hvide. Hvilke @ndringer skal foretages
hvis det i stedet er de kvadratiske fliser, der findes sorte, grd, og hvide, medens dobbeltfliserne er
enten sorte eller hvide.

(8.7) Giv en fortolkning af ligning (8.5) via Pascals trekant.

(8.8) Ved at benytte Fibonacci-rekursionen baglens kan der defineres et »Fibonacci-tal« Fy for
alle hele tal k: fgrst F_y = F; — Fp = 1, demast F_, = Fy — F_1 = —1, derm&st F_5 =
F_{ — F_, = 2. Angiv diverse formler for tallene Fj.

(8.9) Vis fgrst, at udtrykket pa hgjre side af (8.2) tilfredsstiller Fibonacci-rekursionen med kor-
rekte begyndelsesbetingelser. Formel (8.2) fremstiller det hele tal F, som et udtryk med masser af
V5. Forsgg en omskrivning til et udtryk uden disse faktorer /5.

(8.10) Forsgg en kombinatorisk fortolkning af Cassinis formel via pa den ene side par af flise-
leegninger af leengde n, og pa den anden side, par af fliseleegninger, den ene af leengde n — 1 og
den anden af lengde n + 1.

(8.11) Fibonacci-rekursionen, med de sedvanlige begyndelsesbetingelser, xo = 0 og x; = 1,
har god mening for restklasser, fx modulo et primtal p.

Find betingelser pa en restklasse A for, at fglgen A" tilfredsstiller Fibonacci-rekursionen mo-
dulo p.

Lgs ligningen x> = 5 modulo 19, og angiv dernast en eksplicit formel for Fibonacci-tallene
modulo 19.

Gentag for p = 17 og Fibonacci-tallene modulo 17.



Kapitel 9

Stirling-tal og partitionstal

I dette kapitel introduceres diverse nye familier af nyttige kombinatoriske antal: Stirling-tal af
anden og fgrste art, og partitionstal.

Begge typer Stirling-tal ath@nger af to parametre n og k; der er desverre langtfra enighed om
en notation for disse antal; her benyttes en notation, der fremhaver analogien til binomialkoeffici-
enter. Stirling-tallet af anden art {ﬁ} angiver antallet af mader, hvorpa en mangde med n elementer
kan deles i k ikke-tomme delmangder; antal elementer i de enkelte delmangder er uden betyd-
ning, ligesom delmangderne heller ikke har en rekkefglge, afggrende er kun, hvilke elementer, der
samles i hver af delmangderne. Stirling-tallet af fgrste art [Z] er en slags forfining af Stirling-tallet
af anden art; det angiver antallet af mader, hvorpa n objekter kan opstilles i k ikke-tomme cykliske
arrangementer; udover en opdeling af mengden af de n objekter i k ikke-tomme delmangder, er
der til hver delmangde knyttet en cyklisk reekkefglge af den pageldende delmangdes elementer.
Stirling-tallene er saledes standardantal knyttet til teelleopgaver, og de dukker op i mange situatio-
ner; her belyses de is&r via deres rolle ved omsatning mellem s@dvanlige potenser xk, og dalende
xk, henholdsvis, stigende faktorieller x*.

Partitionstallene kan opfattes som en slags forgrovning af Stirling-tallene af anden art: de angi-
ver antallet af mader, hvorpa n objekter kan grupperes, men objekterne kan ikke skelnes indbyrdes,
sa alene stgrrelserne af grupperne, altsa antallene af objekter i de enkelte grupper, er afggrende,
og der er heller ikke en rekkefglge af grupperne — de kan ikke skelnes indbyrdes.

9.1 Stirling-tal af anden art. Vi begynder med Stirling-tallene af anden art, der optrader no-
get oftere i forbindelse med talleopgaver end Stirling-tallene af fgrste art. Det drejer sig om at
bestemme antallet af klassedelinger af n elementer i k ikke-tomme klasser, eller, hvad der kommer
ud pa det samme, antallet af wkvivalensrelationer pa en mengde med n elementer, med preecis k
ekvivalensklasser. Der er ikke nogen ordning, eller rekkefglge, af akvivalensklasserne, og der
sporges derfor om antallet af »grupperinger« af n objekter i k ikke-tomme grupper.

Definition. Lad n, k vare hele tal, med n > 0. Antallet af opdelinger af en maengde med n
elementer i k ikke-tomme delmangder betegnes { Z}, og kaldes Stirling-tallet af anden art, med
parametre n og k; det kan fx leeses »n over k delmaengder«.

Tilfeldet n = 0 er specielt. Det viser sig praktisk — det giver et simpelt formelapparat — at
sette {8} := 1, svarende til den tomme partition af den tomme mangde; pa en made telles vel
her den tomme delm@ngde af den tomme mangde, men den svarer ikke til en klassedeling af den
tomme mangde! Uanset elementantallet n er der, savel for k < 0 som for k > n, ingen opdelinger
af en mangde med n elementer i k ikke-tomme delmangder, og derfor er {Z} = Ofork < 0, og for
k > n. Nér antallet n af elementer er positivt, er {{} =0, og {}} > 0, praecis fork = 1,2, ..., n.

Eksempel. For n = 4 objekter er der fglgende opdelinger i k ikke-tomme delmzangder:

Med k = 1: alle objekter sammen (1 opdeling); med k = 2: enten én singleton, og de tre andre
sammen (4 opdelinger, en for hver mulig singleton), eller to-og-to (3 opdelinger, en for hver part-
ner til 1); med k = 3: to singleton’er og et par (6 opdelinger, en for hvert valg af to objekter), og
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med k = 4: fire singleton’er (1 opdeling). Stirling-tallene af anden art med »kgd pé«, for n = 4,
4 4 4 4
erdermed {|} = 1, {;} =7. {;} =6, {}} = L. U
Observation. Der er precis én opdeling af n elementer (n > 0) i sivelk = 1 somik = n
delmengder, nemlig alle i samme delmangde, henholdsvis 1 element i hver delmangde. Ogsa
vardierne fork =2, ogk = n — 1, er simple:

{?}:1, {Z}:T”—l, {nfl}=(g) og {Z}=1 for n>0. (9.1

Bevis. Verdierne for k = 1 og k = n er begrundede. Betragt k = 2. Det anfgrte udtryk for
{;} er = 0 for n = 1, hvilket er korrekt. For enhver opdeling af n > 1 objekter i 2 ikke-tomme
delmangder geelder, at delmangden indeholdende det sidste af de n objekter bestar af dette objekt
suppleret med visse, eventuelt ingen, men ikke alle, af de gvrige objekter; dette supplement kan
valges pa 2"~! — 1 méider (antallet af ®gte delmengder af en mengde med n — 1 elementer).
Eller argumentere saledes: hver @gte og ikke-tom delmangde giver anledning til en opdeling i 2
ikke-tomme delmzngder, nemlig delmangden og dens komplement, og 2 sddanne delmangder

bestemmer samme opdeling hvis og kun hvis den ene er komplementermangden til den anden;

der er 2" — 2 ikke-tomme ®gte delmangder, og halvdelen heraf er 2"~! — 1.
En opdeling af n objekter i n — 1 ikke-tomme delmangder er fastlagt ved hvilke 2 objekter,
der er i samme delmangde. [ |

Seetning. Antallet af surjektive afbildninger af en mangde X med n = |X| elementer pa en
mengde Y med m = |Y| elementer er: {Z}m'

Bevis. Vi kan antage, at elementerne i Y er nummererede. En surjektiv afbildning ¢ af X pa
Y = {y1, y2, ..., ym} bestemmer en opdeling af X i et ordnet s&t af m ikke-tomme delmangder,
nemlig originalmangderne ¢ ~'({y;}) til elementerne i ¥. Omvendt bestemmer hver opdeling af
X i m ikke-tomme delmangder, og et valg af én af de ialt m! reekkefglger af disse delmangder, en

surjektiv afbildning af X pa Y. |

9.2 Rekursionen for Stirling-tal af anden art. Der findes formler, der udtrykker Stirling-
tallene af anden art »eksplicit«, men de er ganske indviklede, og benyttes sjeldent. Derimod er
der en simpel og informativ rekursion for disse tal:

Seetning. For hele tal n, k med n > 0 galder:

n n—1 r n—1 9.0

=) 2

Bevis. Hvis k < 1 eller hvis k > n er begge sider i (9.2) lig 0, og vi antager derfor, at

1 <k <n.ltilfeldet n = k = 1 er venstre side i (9.2) lig 1, og andet led pa hgjre side er 0, og det
forste er { 8} = 1, sa formelen (9.2) passer (med konventionen {8} = 1). Betragt dernast tilfeldet
n > 1. Opdelingerne af en mangde med n objekter i k ikke-tomme delmangder er af to typer:
enten har opdelingen det sidste objekt i en delmangde for sig selv, og de gvrige n — 1 objekter er
fordelt i k— 1 ikke-tomme delmangder, hvilket kan ske pa {Z:} } mader, eller opdelingen anbringer
det sidste objekt sammen med andre, dvs. opdelingen fas fra en entydigt bestemt opdeling af de
n — 1 fgrste objekter i k ikke-tomme delmangder, ved at supplere én af de kK mengder i den
pageldende opdeling med det sidste objekt; en given opdeling kan suppleres pa pracis £ mader,
nemlig hver bestemt ved hvilken af de k delm@ngder, der suppleres med det sidste objekt. [ |

Rekursionen (9.2) sammen med de lette »yderverdier«, for k = 1 og k = n, der er givet
ved (9.1), gar det let at beregne {']:} for sma verdier af n, k. Det giver et godt overblik at opstille
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disse vaerdier i hvad der kan kaldes »Stirlings anden trekant«, svarende til binomialkoefficienternes
Pascals trekant. 1 tabellen nedenfor, hvor alle ikke skrevne vardier skal fortolkes som 0, er hver
indgang i reekken for n > 0 summen af tallet skrat til venstre i reekken ovenover, og k gange tallet
i rekken over (fx 1701 = 301 + 4 - 350, for n = 8 og k = 4). Stirling-tallene af anden art i
skralinien under diagonalen i tabellen er binomialkoefficienterne: { nfl} = (;), se ogsa (9.1).

R N R 3 T I 1 A O A €1 A A 1
0| 1

1o 1

2| 0 1 I

300 1 3 I

40 1 7 6 1

s o0 1 15 25 10 1

6|0 1 3 9% 65 I5 I

700 1 6 301 350 140 21 1

8§ | 0 1 127 96 1701 1050 266 28 1

9 | 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

9.3 Stirling-tal af forste art. Det drejer sig her om antallet af mader at arrangere n objekter i
k cykler; de n objekter er altsa ikke blot grupperet i k ikke-tomme grupper, men tillige er der til
hver af grupperne, med m > 3 objekter, knyttet én af de (m —1)! cykliske rekkefglger af gruppens
objekter.

Definition. Lad n, k vare hele tal, hvor n > 0. Antallet af cykliske arrangementer af n objek-
ter i praecis k cykler, betegnes [ ], og kaldes Stirling-tallet af forste art, med parametre n og k;
det kan tx leses »n over k cykler«.

Igen er tilfeldet n = 0 objekter specielt; der findes ingen cykliske arrangementer, hverken
med et positivt, eller med et negativt, antal cykler, og derfor er [g] = 0 for alle hele tal k # O;
derimod sttes [g] := 1, fordi det viser sig praktisk.

Da et cyklisk arrangement i k& cykler omfatter & eller flere objekter — hver cykel bestar af mindst
ét objekt — er det iser tilfelde med n > 0 og 1 < k < n, der har kombinatorisk relevans. Videre er
[Z] antallet af permutationer af n objekter, hvis fremstilling som produkt af disjunkte cykler bestar
af praecis k cykler. For n > 0 galder, at [Z] >Q0fork=1,2,...,n, hvorimod [Z] =0fork <0

og for n < k (disse tilfzelde medtages is@r for at fa et strgmlinet formelapparat).
Eksempel. For n = 4 objekter er der fglgende arrangementer i k cykler:
Med k = 1: alle 4 objekter i en cykel, med 6 cykliske reekkefglger; med k = 2: enten en singleton,
med en 3-cykel, pa ialt 8 mader (4 valg af singleton, og for hver af disse 2 cykliske rekkefglger af
de tre andre objekter), eller to 2-cykler, pa ialt 3 mader (3 muligheder for opdeling af de 4 objekter
i to 2-cykler); med k = 3: to singleton’er, og en 2-cykel, pa ialt 6 mader (nemlig de 6 valg af to
objekter til 2-cyklen); med k = 4: fire singleton’er, pa 1 made; Stirling-tallene af fgrste art med
»kod pa«, for n = 4, er dermed [ﬂ =6, [3] =11, [‘3‘] =6, [ﬂ =1. 0
Observation. For naturlige tal n gelder:

[n]:(n—l)' [” }:(”) og [”]:1 for n>0
1 v n—1 2)’ n ’

9.3)

og
(9.4)
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Bevis. En cykel af n objekter kan laves pa (n — 1)! mader; n — 1 cykler af n objekter bestér af
en 2-cykel, der kan vaelges pa (’;) mader, og resten 1-cykler; og n cykler af n objekter forekommer
kun med lutter 1-cykler. Ligningen (9.4) fglger direkte af definitionen, da der er n! permutationer
af n > 0 objekter (og da 0! = 1 geelder ligningen ogsa for n = 0). [ |

9.4 Rekursionen for Stirling-tal af ferste art. Der findes »grimme« formler for Stirling-
tallene af fgrste art; beregningsmassig tilgang sker imidlertid (forholdsvis) let via en rekursion:

Setning. For hele tal n, k, med n > 0, galder:

=l 03
T i A ©-5)

Bevis. Hvis k < 1eller hvis k > n er begge sideri (9.5) lig 0, og vi antager derforat 1 < k < n.
Tilfeldet n = k = 1 klares via konventionen [8] = 1. Et arrangement af n > 1 objekter i k£ cykler
bestar enten af det sidste objekt i en 1-cykel for sig selv, og de gvrige n — 1 objekter arrangeret i
k—1 cykler, eller det kan fas fra et arrangement af de fgrste n — 1 objekter i k cykler ved at indscette
det sidste objekt i én af disse k cykler. Antallene af disse to typer svarer til leddene pa hgjre side
i (9.5). Antallet af arrangementer af n — 1 objekter i k — 1 cykler er jo [Z:}], og et arrangement
af de n — 1 fgrste objekter i k cykler kan suppleres til et arrangement af alle n objekter (fortsat i
k cykler) pa ialt n — 1 mader. Dette er maske ikke umiddelbart klart: Betragt en cykel af leengde
m (af objekter valgt blandt de n — 1 fgrste), fx (x; x2 ... x,,,); den kan forleenges til en cykel af
leengde m + 1 med et ekstra objekt x pa ialt m mader, idet x jo kan indszttes mellem x; og x; | for
i=1,2,...,m—1,eller mellem x; og x,,. (Dette geelder ogsa for cykler af lengde 1.) Derved er
antallet af arrangementer af den anden type pracis: (n — 1) [” ;]] [ |

Rekursionen (9.5) ggr det let at beregne [Z] for sma veerdier af n, k. I »Stirlings fgrste trekant«
nedenfor er hver indgang i den n’te reekke summen af tallet skrat til venstre i reekken ovenover, og
n — 1 gange tallet i reekken over (fx 13132 = 1764 4+ 7 - 1624, for n = 8 og k = 3).

n | [o (1] 3] (5] (] 3 I 1 I € I e Y
0 1

1] o 1

2| 0 1 1

30 0 2 3 1

4] 0 6 11 6 I

s o 24 50 35 10 I

6 0 120 274 225 85 15 I

70 0 720 1764 1624 735 175 21 1

8| 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 |

9 | 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 |

10| 0 362880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 870 45 |

I rekken for n = 5 afl@ses — det for »garvede permutatorer« velkendte — at der er 24 arrange-
menter af 5 objekter i 1 cykel (det er 5-cyklerne, type 5'), 50 arrangementer i 2 cykler (permutatio-
ner af typerne 1'4! og 2!3"), 35 arrangementer i 3 cykler (typerne 1!22 og 1231), 10 arrangementer
i 4 cykler (typen 132!), samt 1 arrangement i 5 cykler (typen 1°, den identiske permutation).

9.5 Omsetning mellem potenser og faktorieller. En vigtig anvendelse af Stirling-tal er til
at udtrykke koordinatskift, altsd oversattelse, mellem diverse baser for vektorrum af polynomier.
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Den dalende faktoriel x£ er et normeret polynomium af grad k i variablen x, dvs. koefficienten
til x* i dette polynomium er 1; for de fgrste sma verdier af k ses ved udregning, at:

X = x0 = 1,

o= x! = g,

x2 = x(x—1) = x? —x,

¥o= =0 =2 = x—3x>+2x,

4 _ 3 2 _ 4 3 2

xx = (X7 —=3x"4+2x)(x—3) = x"—6x"+11x~ — 6bx,

og disse ligninger kan lgses med hensyn til monomierne, altsa potenserne x”, der saledes udtrykkes
via polynomierne xX, fork =0, 1, ..., n,

x2,

Y

= x343x2 4l

X
X
x° = x2~|—x{
X
xt = e+ 7%+ 1l

Koefficienten til xX i fremstillingen af x” ligner Stirling-tallet af anden art {Z}, se fx rekken
for n = 4 i tabellen i afsnit 9.2, og dette er ikke et tilfelde.

Setning 1. For hele tal n > 1 og alle reelle tal x galder:

=3 {Z}x&. (9.6)

k=1

Bevis. Induktion efter n. For n = 1 er (9.6) verificeret ovenfor. Idet x**L = xk(x — k), er
x - xk = xkL 4 kxk Lad n > 1. Antages induktivt, at (9.6) gzlder for n — 1, fis

- b - £l

hvor nzstsidste skridt fis af rekursionsformlen (9.2), idet »ydervardierne« omskrives ved (9.1). |j

Bemaerkning 1. Ved i summen fra (9.6) at summere fra k = 0, fas en gyldig formel (det ekstra
led er 0), der sa ogsa gelder for n = 0 idet jo {8} = 1. Udregningerne ville nok fremsta klarere
ved at udelade summationsgranserne, og lade definitionen af Stirling-tallene selv styre, at kun led
for k-verdier mellem 1 og n (dog k = 0 nar n = 0) bidrager effektivt til summen i (9.6)! N
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For de stigende faktorieller xk gaelder tilsvarende

x6 = x0 = 1,

x' = x!' = i,

2 _ _ 2

x = x(x+1) = x+x,

o= P40 +2) = xP+3x%+ 24,

= P3P 200+3) = xt+6xP +11x% +6x.

Seetning 2. For hele tal n > 1 og alle reelle tal x galder:
- n
o k
= E . 9.7
' k=1 |:k ]X e

Bevis. Igen induktion efter n, hvor tilfeeldene for de fgrste sma verdier af n er verificeret ved
udregningen ovenfor. Lad n > 1. Antages induktivt, at ligningen (9.7) gelder for n — 1, fas ved
brug af identiteten: (x +n — Dx* = x**1 + (n — 1)xk, at

X" = (x—l—n—l)x”f1
n—1
_ (x—l—n—l)Z[n_l]xk
k=1 k
_ S n—1| = 1 n—1} ,
= P +Z(n—) v I
k=1 k=1
" n—1 ol n—1
— Z[k_l]xk—i—Z(n—l)[ L :|xk
k=2 k=1

=17, =1 n—1 . n—17,
= [H_Jx +k2:;([k_l]+(n—1)[ . Dx +(n—1)|: | }x
nl , kg " n

[n]x +;[k}xk+("_l)!xl - Zuxk’

k=1

hvor nastsidste skridt fis af rekursionsformlen (9.5) idet »ydervaerdierne« omskrives ved (9.3). |

Bemaerkning 2. Ved i summen fra (9.7) at summere fra k = 0, fas en gyldig formel (det ekstra
led er 0), der sa ogsa gelder for n = 0 idet jo [g] = 1. Se ogsd den foregdende bemarkning.  []

Ligning (9.6) udtrykker x" som linarkombination af faldende faktorieller med Stirling-tal af
anden art som koefficienter; ligning (9.7) udtrykker tilsvarende en stigende faktoriel som linarkom-
bination af seedvanlige potenser med Stirling-tal af fgrste art som koefficienter. Ved formelmanipu-
lation fas andre varianter heraf. Summerne i resten af afsnittet er summer over alle heltalsvardier
af summationsvariablen(e); kun endeligt mange af disse giver led # 0.

Fgrst giver (9.6) ved brug af identiteten: x* = (—1)*(—x)*:

n n k k
— —k (=
XM=y { k}( ) (=x)f,
k
der, idet (—1)/ = (—1)7/, for hele tal j, ved at erstatte x med —x giver

=3 {Z }(—1)"’<x? (9.8)

k
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Og (9.7) giver ved brug af: xk = (—1)*(—x)k, og efterfglgende erstatning af x med —x, at

=3 [Z] (—1)"*x, (9.9)

k

Det virker maske ved forste betragtning lidt tilfeeldigt hvilke af formlerne, der indeholder
fortegnsskift, men for hele tal £ > 0 og store x, fx x > k, geelder uligheden:

xk < xF < XK,
hvilket om ikke andet kan benyttes som hjelp til at kunne huske, hvor der er behov for fortegns-
skift. (Et »stort« polynomium kan maske udtrykkes som linearkombination, med ikke negative
koefficienter af »mindre« polynomier, hvorimod visse negative koefficienter er ngdvendige, nar et
»lille« polynomium skrives som linearkombination af »stgrre« polynomier.)

Ved at indsztte det udtryk for x*, der fis af (9.7) anvendt for k som gvre parameter, i (9.8), fis

i f e e M i ol 1| M (e

k k k,m

Observation. Forn,m > 1 er

Z{n}[k](—l)”_k— 1 for m=n, 9.10)
k]|m |l 0 for m # n. .

k

Bevis. Ovenstaende identitet mellem polynomier giver, via identitetssetningen for polynomier,
at koefficenten til x/ er den samme i polynomiet pa venstre side, og i polynomiet pa hgjre side;
pa venstre side er denne koefficient tydeligvis O, panar for j = n, hvor den er 1, og dette gaelder
derfor ogsa pa hgjre side. |

Bemarkning 3. Den drabelige formel (9.10) er en slags inversionsformel, der knytter de to
arter Stirling-tal sammen. En tilsvarende formel gelder med de to typer Stirling-tal ombyttede, se
opgave 9.1.

Disse formler kan fortolkes, at visse matricer er indbyrdes inverse, hvilket antydes i en af op-
gaverne, se opgave 9.3. Formlerne (9.6) og (9.9) giver koordinattransformationen mellem sattene:
Lx,....,x"og1,xL, ... xm

De fortegnsskift, der indgar i (9.10), og den nevnte analoge formel med de to typer Stirling-
tal ombyttede, kan ggre det naturligt definere Stirling-tallene af fgrste art med disse fortegnsskift
»indbyggede«, og denne konvention kan ofte mgdes (fx i Maple). N

9.6 Partitionstal: Indledning og definition. Stirling-tallene af anden art {}} angiver antallet
af opdelinger af en ma&ngde med n elementer i k ikke-tomme delmangder. I en rakke forbindelser
er der ikke behov for, eller det er ikke muligt, at skelne mellem elementerne, og det er da alene
typen af opdelingen, dvs. det ikke-ordnede scet af elementantal i de k delmangder, der er afggrende.
I de folgende afsnit undersgges antallet af sddanne typer. Det drejer sig om at bestemme antallet af
mader, hvorpa et naturligt tal n kan deles, eller partitioneres, dvs. fremstilles som sum af ét eller
flere naturlige tal; dette antal, der betegnes p(n), er ofte en vigtig parameter; saledes er antallet
af typer af permutationer af n elementer, og antallet af (isomorfiklasser af) endelige kommutative
grupper af orden ¢", for et primtal g, begge lig p(n).

Definition. En partition af et naturligt tal n er en fremstilling af n som sum af naturlige
tal, den pagaldende partitions summander, eller dele, hvor rekkefplgen af addenderne er uden
betydning. Antallet af partitioner af n € N betegnes p(n).
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Ved omtale af partitioner er det ofte praktisk at skrive partitionens dele, eller summander, i
monoton rekkefglge — typisk aftagende. Forn = 1,2, ..., 5 er partitionerne fglgende:

1: 1;

2. 1+1 = 2

30 14141 =241 = 3;

4: 1414141 =24141 =242 =341 = 4

50 141414141 = 2414141 = 24241 = 3+141 = 342 = 441 = §5;

For n < 5 kan partitionstallene bestemmes herfra ved »inspektion«; antallene p(n) af partitioner
er, for de fgrste sma verdier af n, givet ved (se beregningsskemaet i neste afsnit):

6 7 8 9 10

n 1 5
7 11 15 22 30 42

pn) |1

2 3 4
2 35

9.7 Rekursiv beregning af partitionstal. Der kendes ikke en generel formel for p(n), men
dog diverse simple rekursioner, hvoraf verdier af p(n) kan beregnes. En partition er lidt diffus
fordi antallet af summander er ubestemt; for at modvirke dette indfgres nogle hjelpeantal:

Definition. For naturlige tal n og k betegner p,(n) antallet af partitioner af n med preecis
k summander.

Hermed er py(n) = 0, hvis k > n. For eksempel ses af det ovenstaende, at:
G =1 pS) =2, p35) =2, psS) =1 ps(6)=1

Observation 1. Da hver partition af n har et eller andet summandantal, mellem 1 og n, gaelder

pn) =Y pe(n).
k=1

Tallene p;(n) er mere »handgribelige« end partitionsantallene p(n), fordi antallet af summan-
der er fast (= k); de tilsvarende partitioner kan derfor talles pa nesten sedvanlig made som antal
Igsninger i naturlige tal til diverse ligninger. Enhver partition af n i k dele svarer nemlig til en

lpsning, dvs. et s&t (yi, y2, ..., yx) af naturlige tal y;, til ligningen:

yity+t...+wn=n, 9.11)
som opfylder:

Vvizy>...>2w>1L 9.12)

Disse y;’er er simpelthen summanderne af 7 i den tilsvarende partition af n i kK summander.

Det fulde set af partitioner af n, altsa partitioner uden band pa antallet af summander, kan
ligeledes beskrives via lgsninger til ligninger. Der er nemlig en bijektiv korrespondance mellem
mangden af partitioner af n og mangden af Igsninger (x1, x5, ..., x,) i ikke-negative hele tal til
ligningen:

x1+2-x%+...4+n-x, =n. (9.13)

Ved denne korrespondance er x; > 0 antallet af summander af stgrrelse j i den tilsvarende parti-
tion af n. Partitioner med pracis kK summander svarer herved til Igsninger for hvilke:

X1+x+...+x, =k. 9.14)
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Til bekvem formulering af de rekursioner, hvoraf p(n) kan beregnes, indfgres antallene af
partitioner med givet maksimalt summandantal.

Definition. For naturlige tal n og k betegner p;(n) antallet af partitioner af n med op til k
summander, altsa k eller feerre summander.

Det er klart, at p;(n) = p(n) nar k > n, og at hvert af antallene p;(n) er en slags stamsum' af
tallene py(n), mere pracist, at de opfylder ligningerne:

k
pi(n) =Y pjn), og pc(n) = pi(n) — pi_ (). 9.15)
j=1

Lemma. Szttes, for naturlige tal k, p;(0) = 1, sd tilfredsstiller antallene p;(n) folgende:
pi(n) =p;_(n) + pi(n—k), nir n>k>2, og pin) =1L

Bevis: Her er p;(n) antallet af 1gsninger til (9.13), der opfylder betingelsen x| +x, +... <k,
og mengden af disse Igsninger deles naturligt i to (disjunkte) dele: pa den ene side lgsningerne til
(9.13), der opfylder betingelsen x| +x, + ... < k — 1, og pa den anden side lgsningerne til (9.13),
der opfylder betingelsen x| + x, 4+ ... = k (altsd betingelse (9.14)). Antallet af lgsninger i den
fgrstneevnte delmangde er p;_,(n); lgsningerne i den anden delmangde er i bijektiv korrespon-
dance med lgsninger (x», ..., x,) til ligningen x; +2x34... = n—k der opfylder x, +x3+... <k
(ved at treekke (9.14) fra (9.13); der betragtes Igsninger med x; > 0); antallet af elementer i den
anden delmangde er derfor p;(n — k). [ |

Nedenstdende tabel viser starten af et beregningsskema for stgrrelserne p;(n), med verdierne
p(n) angivet ved understregninger. Rekursionsformlen i lemmaet udtrykker, at elementet p;(n) i
den k’te reekke af kolonnen merket n, nar k > 1 ogn > 1, er summen af elementerne i rekken
over (samme kolonne) og elementet i samme reekke men k pladser til venstre.

p,’(‘(n) n=0n=1n=2n=3 n=4 n=5n=6 n=7n=8 n=9 n=10
k=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
k=2 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6
k=3 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14
k=4 1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23
k=5 1 1 2 3 5 7 10 13 18 23 30
k=6 1 1 2 3 5 7 11 14 20 26 35
k=7 1 1 2 3 5 7 11 15 21 28 38
k=238 1 1 2 3 5 7 11 15 22 29 40
k=9 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 41
k=10 1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

En szrdeles instruktiv grafisk model for argumenter vedrgrende partitioner er de sikaldte?
Ferrers-diagrammer. De kan mgdes i flere udformninger; her illustreres en partition af n, svarende
til ligningen (9.11) og kravet (9.12), ved k reekker af prikker, hvor den i’te bestar af y; prikker.

Ferrers-diagrammet for partitionen 21 = 6 + 5 4+ 5 + 3 + 2 er vist nedenfor til venstre:

IDette betyder, at formlerne i (9.15) galder; den anden formel viser, at py (-) er en differens af p]:(~) og p,:71 ).

ZEfter N. M. Ferrers, 1829-1903, hvis navn is&r er knyttet til disse diagrammer; navnet udtales ’ferrers’ med et
tydeligt ’s’.
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Ved at lese Ferrers-diagrammet for en given partition af n sgjlevis, eller spejle det om »ho-
veddiagonalen«, fas en ny partition af n. Mere precist, betegner z; antallet af prikker i den i’te
spjle gelder z; +z2 4+ ... = nogz; > zp > .... Denne partition kaldes den til den givne partition
konjugerede partition. Pa figuren til hgjre er vist den til 21 = 6 + 5 + 5 4+ 3 + 2 konjugerede
partition af 21; skrevet ekspliciter den: 21 =5+5+4+4+34+3 4 1.

Observation 2. Antallet p;(n) af partitioner af n i hgjst k summander er lig antallet af parti-
tioner af n i summander, der hver er hgjst k, altsa < k.

Bevis. Konjugering anvendt pa de til partitioner hgrende Ferrers-diagrammer giver, at der be-
star en bijektiv korrespondance mellem partitioner af n i hgjst k summander, og partitioner af n i
summander, der hver er hgjst k. [ |

9.8 Algoritme for gennemgang af partitioner. Ved brug af partitioner er der ofte behov for
en gennemgang af partitionerne af et givet n, der er systematisk, bl. a. for at undga, at én eller flere
partitioner overses, hvilket let® kan ske, nar n er andet end et legetgjstal. En naturlig rekkefglge
af partitioner fas via den leksikografiske ordning, se afsnit 2.7.

Ved gennemgang af k-delmengderne af en mangde pa n objekter, se afsnit 3.12, blev der
benyttet et trick, nemlig at skrive delmengderne med elementerne i voksende reekkefplge, til fast-
leeggelse af den leksikografiske reekkefglge af delmangderne. Pa analog made anvendes her stan-
dardskrivemaden for partitioner, med summanderne skrevet efter aftagende stprrelse, til definition
af den leksikografiske raekkefglge:

Lad (x1, x2, ..., x5) og (31, ¥2, - .., yy) veere partitioner af n i henholdsvis s og t summander;
der galder saledes, at

X1+xX2+...+x, = n = Yy1+y2+...+ )Y,

og
X1 =2X22...2X 08 YI=)Y22...2 ).

Hyvis de to partitioner er forskellige findes et indeks i, mindre end eller lig det mindste af s og ¢,
sd x; # y;, og med j betegnes det mindste sddanne indeks; sd geelder x| = y;, ..., x;_; = y;_| 0g
xj # yj, og den leksikografisk fprste, eller mindste, af de to partitioner, defineres sd som den med
mindst verdi af den j’te summand. I det indledende eksempel, se afsnit 9.6, blev partitionerne af
5 angivet i den leksikografiske rekkefglge.

Som udgangspunkt for en algoritme, der for et fast givet n gennemlgber partitionerne af n i
leksikografisk rekkefglge, bemerkes, at den leksikografisk fgrste partitionern = 1+1+...+1,
altsa med n summander, der alle er 1, og den sidste er den med en enkelt summand, altsd n = n.

Blandt partitionerne af n i summander, hvoraf den stgrste er m, med m < n, har den lek-
sikografisk sidste partition et antal & ens summander af stgrrelse m, og eventuelt 1 summand af
stgrrelse r = n — km (hvor k er kvotienten, og r er resten, der opfylder 0 < r < m, ved division
af n med m); denne partitions leksikografiske efterfglger har derfor 1 summand af stgrrelse m + 1,
og n — (m + 1) summander af stgrrelse 1 (dette antal kan veere 0). Tilsvarende er for en partition
af n med et givet s@t af »store« summander: x; > x, > ... > x,, hvor x, > 1, den leksikografisk
sidste partition med disse summander, og alle gvrige summander < x,, den, hvor restsummen
n' =n—(x; + ...+ x,) er fordelt »fladest/stgrst muligt«, precist, med k summander af stgrrelse
x, — 1, og en eventuel restsummand af stgrrelse n’ — k(x, — 1), hvor k er valgt, sa restsummanden
er < x; — 1 (og > 0).

Algoritme. For en given partition (xy, xa, ..., xs) af n i s summander bestemmes den leksi-
kografisk neeste partition, hvis der er en sadan, pa f@lgende made:

3Dette skrives baseret pa pinagtige personlige erfaringer!
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1. Hvis partitionen har to eller flere ens mindste summander, fx q ens af stgrrelse m, hvor
q > 1, med samlet bidrag gm til partitionen af n, erstattes disse med (mm + 1) + 14+ 14+ ...+ 1,
dvs. én summand m + 1 og gm — (m + 1) summander, der alle er 1 (summander > m beholdes,
og erstatningsummander af stgrrelse 1 bortfalder, hvis gm — (m + 1) = 0).

2. Hyvis partitionen har praecis én mindste summand, af stgrrelse m, og erm < n, si findes der
summander > m; antag, at den nastmindste summand er m’ > m, og at partitionen indeholder
ialt ¢’ summander af stgrrelse m’. Sa bidrager summanderne af de to mindste summandstgrrelser
med ialt g'm’ + m til partitionen af n, og disse ¢’ + 1 summander i partitionen af n erstattes med
summen (¢’ + 1)+ 1+ 1+4...4 1, med én summand m’ + 1 og g'm’ +m — (m’ 4+ 1) summander,
der alle er 1 (summander > m’ beholdes, og erstatningsummander af stgrrelse 1 bortfalder, hvis
gm+m—@m +1)=0).

3. Hvis partitionen har praecis én summand er denne = n, og partitionen er den sidste partition
i den leksikografiske ordning.

Eksempel 1. Her er partitionerne af 7, med hjelpeantallene m, m’, ¢, ¢’ fra algoritmen anfort:

Partition m g m' ¢’ | Partition m qg m q
I+1+1+1+1+1+1(1 7 - —=|4+1+1+1]1 3 - -
24+ 141414141 1 5 — —|l44+2+1 1 1 - -
242414141 1 3 - —14+43 31 4 1
2424241 1 1 2 3 S5+1+4+1 1 2 - -
3+14+14+14+1 1 4 - —|5+2 2 1 5 1
342+1+41 1 2 - =] 6+1 1 1 6 1
34242 2 2 — — |7 — -~ _(sluw)
34+3+1 1 1 3 2

Eksempel 2. Pa basis af partitionerne af 7, fra det foregdende eksempel, er det relativt let at
udarbejde en fuldstendig cykel-»statistik« for permutationer af 7 objekter.

Type Antal Cykler | Type Antal Cykler | Type Antal Cykler
17 1 7 122131 420 4 34t 420 2
12 21 6 223! 210 3 1251 504 3
1322 105 5 1132 280 3 2151 504 2
1123 105 4 1341 210 4 16! 840 2
131 70 5 112141 630 3 71 720 1

De fundne antal kan sammenholdes med Stirling-tallene af f@grste art [Z], se tabellen i afsnit 9.4.
420 + 504 + 840 = 1764, 210 + 280 + 630 + 504 = 1624, 105 + 420 + 210 = 735,
105 + 70 = 175. 0

Opgaver

(9.1) Vis, at

nl[k nk _ | 1 for m=n,
;[k]{m}(_l) _{ 0 for m #n.

(9.2) I afsnit 9.5 er der ligninger, der udtrykker de stigende faktorieller xk som polynomier, for
k=0,1,...,4. Lgs disse ligninger mht. x/,forj=0,1,..., 4

(9.3) Opskriv 5 x 5-matricen A = ({Z}), forn,k =1,2,...,5, idet n er rekkeindeks, og k er
sgjleindeks, og tilsvarende 5 x 5-matricen B = ((—D)"*[}]), for n,k = 1,2,...,5, idet n er
rekkeindeks, og k er sgjleindeks. Udregn matrixproduktet: AB.
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(9.4) Opstil og bevis de rekursionsformler, der beskriver antallet g, (r) af partitioner af n 1 sum-
mander, der hgjst er m.

(9.5) Vis, at p5(n) = |5]. (Her betegner |x], for et reelt tal x, det stgrste hele tal, der er < x.)

(9.6) Vis, at antallet p;(n) af partitioner af n i precis k summander tilfredsstiller rekursionen:
pk(n) = pr1(n — 1) + pr(n — k).

(9.7) Vis at antallet af partitioner af n i summander, der alle er forskellige og ulige, er lig antallet
af selvkonjugerede partitioner af n (pracist betyder dette, at den pageldende partitions Ferrers-
diagram ikke @ndres ved spejlingen om linien x = y).

(9.8) Find antallet af typer af permutationer af 10 elementer; og antal typer af permutationer af
11 elementer.

(9.9) Der betragtes partitioner af n = 30. Angiv den leksikografisk neste partition til nedensta-
ende partitioner:

(a) 10410+ 10.

® 94+9+9+1+1+1.

() 84+8+8+1+1+1+14+1+1.

d 7+7+7+7+1+1.

e 6+6+6+6+3+1+1+1.

) 6+6+6+6+1+1+1+1+1+1

(9.10) Find antallet af permutationer af 8 objekter, hvis cykelfremstilling bestar af 3 cykler.

(9.11)  Angiv for hvert naturligt tal k& < 10, dels antallet af permutationer af 10 elementer, hvis
cykelfremstilling bestar af k cykler, dels antallet af cykeltyper, der bestar af k cykler.



Kapitel 10

Catalan-tal mm.

Hovedemnet for dette kapitel er de sikaldte Catalan-tal', der dukker op i mange tzllesituationer,
hvor en given problemstilling, fx af stgrrelse n, naturligt — nar man har set det — lader sig opdele
i komplementcere delproblemer af samme overordnede struktur som det givne problem, af stgr-
relserne k og n — k, og hvor det gnskede antal objekter kan beregnes som summen af en rekke
produkter, der hver er antallet af objekter for stgrrelse k gange antallet af objekter for stgrrelse
n — k, adderet for de relevante verdier af k, og ofte med diverse modifikationer undervejs.
En nggle til Catalan-tallene er derfor deres fortolkning som lgsning til rekursionen:
Sp =80 Su—1+S1-Sp—2+ ...+ Su—1 " So.

I fremstillingen her indfgres Catalan-tallene imidlertid som antal objekter knyttet til en be-
stemt telleopgave, og det godtggres derefter, at tallene tilfredsstiller rekursionen ovenfor, med en
naturlig begyndelsesbetingelse. Hovedformalet er at diskutere diverse konkrete teelleopgaver, hvor
Catalan-tallene direkte, eller modificeret, indgar i lgsningen. Desuden undersgges, med anvendel-
ser, hvor mange gange et primtal p er divisor i n!, for naturlige tal n.

10.1 Veje, der forlaber over diagonalen i kvadratisk gitter. 1 fortsattelse af fortolkningen
af binomialkoefficienter som antallet af gifterveje i et k x n gitter af sméakvadrater betragtes her
specialtilfeldet af et kvadratisk gitter, af stgrrelse n x n, altsd med n+ 1 vandrette og n+ 1 lodrette
gitterlinier. Nedenfor er et sadant gitter illustreret for n = 5.

B B B

A
diagonalen @vre vej krydsende vej

I den oprindelige model, se afsnit 3.5, blev antallet af veje fra A til B (i et n x n gitter) bestemt
som (2n”), fordi hver gittervej kan beskrives éntydigt via et ord af langde 2n i bogstaverne O (ga
et skridt op) og H (gé et skridt til hgjre), med n O’er og n H’er, og antallet af sadanne ord er (2,1"),
hvert ord er jo fastlagt ved hvilke n af de ialt 2n bogstaver, der er O’er.

Disse ialt (2';’) gitterveje fra A til B forekommer i tre fyper ath@ngig af deres forlgb relativt
til diagonalen, der er vist pa figuren ovenfor til venstre. Veje af den fgrste type forlgber over
diagonalen; kravet hertil er preecist, at alle punkter pa vejen har en y-koordinat, der er > punktets
x-koordinat, nar figuren indleegges i et seedvanligt x y-koordinatsystem med begyndelsespunkt i A;
sadanne veje kaldes gvre veje. Tilsvarende er nedre veje gitterveje, der forlgber under diagonalen;
der er naturligvis en bijektiv korrespondance mellem mangden af gvre veje og mengden af nedre
veje bestemt ved spejling omkring diagonalen. Den tredje type veje, bestdende af de resterende, er
altsa gitterveje, der forlgber pa begge sider af diagonalen, altsa krydser diagonalen. Midterfiguren
viser en gvre vej, der ganske vist »rgrer« diagonalen flere steder (og ikke bare i A og B som

I'Studeret af E. Catalan, belgisk matematiker (1814—1894), i forbindelse med parentesproblemet, se afsnit 10.3
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alle veje ggr), medens figuren til hgjre viser en vej, der hverken er gvre eller nedre: den krydser
diagonalen to gange. Telleopgave: Find antallet af gvre gitterveje i et n X n gitter.

Om en gittervej beskrevet som ovenfor ved et ord af l&ngde 2n i bogstaverne O og H, med n
af hver, er gvre, nedre eller krydsende, beror pa fordelingen af bogstaver pa langs i ordet, dvs. om
ordet har en »overvaegt« eller »undervagt« af bogstaver O i starten af ordet. Mere pracist:

Observation. En vej beskrevet ved et bestemt ord af leengde 2n i bogstaverne O og H, med
n af hver, er en gvre gittervej hvis og kun hvis det for hvert startsegment af ordet gelder, at dets
antal bogstaver O er stgrre end eller lig dets antal bogstaver H. [ |

For n = 1 er der to gitterveje, hvoraf én er gvre, den anden nedre (og ingen krydser diago-
nalen). For n = 2 er der ialt 6 gitterveje, med 2 af hver af de tre typer. For n = 3 er situationen
allerede — prgv selv — nesten uoverskuelig! Pa en made er det klare geometriske indhold af tel-
leopgaven forstyrrende. Derfor reformuleres telleopgaven sa det anskuelige indhold nedtones.

10.2 Folger med ikke-negative partialsummer. For n € N betragtes fglger (x1, xa, ..., X2,)
af lengde 2n, af ialt n elementer +1 og n elementer —1; den tilsvarende fglge af partialsummer
er fglgen (s, 52, ..., S2,) givet ved:

s; :=Zx,- for j=1,2,...,2n.

En fglge (xi, x2, ..., x2,), af lige mange +1 og —1, er naturligvis fastlagt ved pa hvilke n
af dens 2n pladser, der star +1; der er séledes ialt (zr:’) af disse fglger. Videre er der en nesten
umiddelbar overszattelse mellem en sadan fglge og en gittervej fra A til B i et n x n gitter: plads-
for-plads erstattes i (x, x2, . . ., xp,) tallet x; med O hvis x; = 4+1 og med H hvis x; = —1; derved
fas et ord af leengde 2n skrevet i bogstaverne O og H, med lige mange O og H, altsa en gittervej fra
A til B; oversettelsen den anden vej er analog, og tilordningen mellem fglger (af den betragtede

type) og gitterveje er bijektiv (overvej!). Det er nu klart, at:

Observation. En forelagt fplge (x1, X2, ..., x2,) af leengde 2n, bestaende af n elementer +1
og n elementer —1, svarer pa ovenstaende made til en gvre gittervej hvis og kun hvis den har alle
sine partialsummer ikke-negative. [ |

Dermed Igses den i afsnit (10.1) formulerede tzlleopgave via nedenstaende:

Setning. Ladn € N. Antallet af folger (xi, x2, ..., X2,) af lengde 2n, bestaende af n elemen-
ter +1 og n elementer —1, for hvilke alle partialsummer er ikke-negative, er: —+ .

Bevis. Der er, som navnt, ialt (Zn") folger (x1, x2, ..., x2,) af lige mange elementer +1 og —1,
og en sadan fglge har enten alle partialsummer > 0, eller én eller flere af dens partialsummer er
< 0. Det viser sig nogenlunde let at bestemme antallet af fglger, der har én eller flere negative
(altsd < 0) partialsummer; mengden af sidanne fglger betegnes i beviset her kort AV, og det sggte
antal er derfor (2';’) — |\, antallet af samtlige de betragtede fglger, fratrukket antallet |N|, der
bestemmes nedenfor, af fglger med én eller flere negative partialsummer.

Optellingen af N bruger standardmetoden, at fastleegge en bijektiv afbildning mellem meeng-
den, hvis elementantal skal bestemmes, altsa her A/, og en mangde, hvis elementer er mere over-
skuelige. Et af problemerne ved optazllingen af A er, at antallet af negative partialsummer, der
optreder i hvert element af V, tilsyneladende kan vere nasten vilkarligt mellem 1 og 2n — 1, og
de negative partialsummer kan forekomme pa tilsyneladende naesten vilkarlige pladser.

Denne bijektive afbildning fra N fastlegges pé folgende made: Lad (xy, xs, ..., xp,) vare et
givet element af N. Det vides altsd, at der er n tal +1 blandt x;’erne, og n tal —1, og desuden,
at mindst én af partialsummerne er < 0; betragt nu det indeks k£ mellem 1 og 2n, hvor den forste
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negative partialsum findes; pracist geelder altsa om k, at

J k
> xi=0 for j=12....k—1, og Y x <O.
i=1 i=1

I tilfeldet £k = 1, der indtraeffer hvis x; = —1, skal summen til venstre ovenfor fortolkes som
= 0 (den tomme sum). Det fglger heraf, at le‘;i x; = 0ogx; = —1, fordi k er det fgrste indeks,
hvor en negativ partialsum optreder. Dette medfgrer, at k er ulige, da der blandt x{, x5, ..., X;_1
er lige mange +1 og —1 (eventuelt slet ingen), idet summen af disse jo ifglge valget af k er O; at
x, = —1 fglger af, at partialsummen af leddene til og med indeks k er negativ.

Nu kommer der et trick: En fglge (yy, y2, . . ., y2,) defineres pa basis af den givne ved at skifte
fortegn pa de k fgrste elementer i (xi, x2, ..., X2,), altsd

1, Y25 -5 Yon) = (=X1, =X2, o oo, —Xk—15 —Xks Xkt1s -« - » X2n)- (10.1)

Denne fglge har ikke samme antal elementer +1 og —1, men pracis n + 1 elementer 41 og
n — 1 elementer —1; blandt x1, x, ... x;_;, og derfor blandt y;, y,, ... yx—1, er der jo lige mange
+1 og —1, hvorimod x; = —1 og y; = +1.

Samtlige fglger af n + 1 elementer +1 og n — 1 elementer —1, kan fas pa denne made fra en
folge i \V, der endvidere er entydigt bestemt (dette sidste er klart); mengden af folger af n + 1
elementer +1 og n — 1 elementer —1 betegnes H. Opskriften til at finde den falge (x1, x2, ..., X2,)
tilhgrende N/, der ved konstruktionen (10.1) giver en forelagt falge (y, ya, ..., y2,) fra H, er blot
at opsgge det fgrste ulige indeks k sa deri (yi, y2, ..., y2,) er flere elementer +1 end elementer
—1 blandt de k fgrste; et sadant k findes, da der jo ialt er n 4 1 elementer +1 men kun n — 1
elementer —1 i fglgen (yq, y2, ..., ¥2,); med dette k fastlagt kan processen i (10.1) omvendes
ved simpelthen at skifte fortegn pa de forste k elementer i fglgen (yq, y2, ..., y2,) (det er faktisk
samme proces som den, der giver (v, y2, ..., Y2n) fra (x, x2, ..., X2,)).

Den bijektive korrespondance mellem N og H giver specielt, at de to mangder har lige mange
elementer; endvidere er || let at beregne. Det er jo blot antallet af fglger (v, y2, ..., y2,) afn+1
elementer +1 og n — 1 elementer —1, der klart er (nzfl), nemlig antallet af valg af de n + 1 pladser
blandt 2n, der tildeles verdien +1. Samlet er antallet af fglger (xi, x3, ..., x2,) med lutter ikke-
negative partialsummer:

2n . 2n . 2n B 2n _(2n)!_ (2n)! _ 1 2n
<n>_|N|_<n>_|H|_(n> <n+1)_n!n! (n—i—l)!(n—l)!_n—i-l(n)’

som pastaet (den sidste identitet fas ved at »satte pa felles brgkstreg«). [ |

Figuren her — svarende til fortolk-
ningen som gitterveje — antyder over-
gangen fra en fglge med en negativ par-
tialsum (altsd en ikke-gvre gittervej i
n x n gitteret) til den fortegnsmodifi-
cerede f@lge (altsa en bestemt gittervej
iet(n+1) x (n — 1) gitter): en ikke-gvre vej efter fortegnsendring

Til venstre: en ikke-gvre vejiet 6 x 6 gitter og den del af vejen (vist tykt) der flippes (spejles
omkring underdiagonalen, vist tyndt); til hgjre: den resulterende vej i 7 x 5 gitteret.> En vej er
ikke-gvre hvis og kun hvis den har punkter pa underdiagonalen.

2Det benyttede trick, at foretage en slags spejling af den fgrste del af en gittervej omkring underdiagonalen, gar
tilbage til D. André, fransk kombinatoriker (1840-1917).
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Definition. Fglgen af Catalan-tal, der betegnes (C,),=o, er givet ved:

)
C, = (”) for n=0,1,2..... (10.2)
n+1\n

Der er en — maske noget formel — fortolkning af Cy: den tomme vej i et 0 x O gitter (det ma
vare et punkt) kan opfattes som den eneste gvre gittervej, og tilsvarende har den ene (tomme)
fglge af lengde 0 ingen elementer, og ingen (strengt) negativ partialsum!

Fortolkningen i de foregdende afsnit, viser, at de for n > 1 ved (10.2) definerede tal alle er
naturlige tal, hvilket vel ikke er direkte oplagt ud fra definitionen som binomialkoefficienten (Zn”)
divideret med n + 1 (panzr for n = 0, 1, 2). Se imidlertid afsnit 10.4 og opgave 10.1.

De fgrste Catalan-tal findes let af formel (10.2); for stgrre verdier af n kan benyttes, at Catalan-
tallene er lgsning til en simpel rekursion, se opgave 10.2. Her er de forste vaerdier:

n |0 1 2 3 4 5 6 7
C, |1 1 2 5 14 42 132 429

10.3 En rekursion for antallet af ovre veje. I fortsattelse af optellingen af de gvre veje i
et n x n gitter vises her, at antallet af veje fra A til B, der forlgber over diagonalen i gitteret,
tilfredsstiller en vigtig rekursion, der mgdes i mange telleopgaver.

Seetning. Fglgen (u,),>0, hvor uy = 1 og u,, forn > 1, betegner antallet af gvre gitterveje i
etn x n gitter, tilfredsstiller rekursionen:

Up =Ug Up—1 + UL - Up+ ...+ U2 U +U,—1-uy for n=1,2,3,....

Bevis. Betragt en hjeelpefplge, betegnet (v,),>0, der for n > 1 teller de veje fra A til B i et
n x n gitter, der dels forlpber over diagonalen af kvadratet, altsa er gvre, og desuden har A og
B som de eneste punkter feelles med diagonalen: sadanne veje kaldes her super-gvre veje. Det er
nzppe ganske klart, hvad verdien vy er, eller burde vare, men vi s&tter vy = 1.

Figurerne nedenfor illustrerer idéen i det efterfglgende argument. Til venstre er vist en super-
gvre vej fra A til B. Pa midterfiguren ses, at den gverste venstre del af n x n gitteret danner et
indlagt (n — 1) x (n — 1) gitter, vist optrukket, hvori diagonalen bestemmes af A’ og B’, og den er
en slags overdiagonal i det givne n x n gitter. Ved at se bort fra fgrste skridt (opad) og det sidste
skridt (mod hgjre) i en forelagt super-gvre vej fas, som antydet til hgjre for den super-gvre vej vist
pa venstre figur, en @gvre vej, relativt til (n — 1) x (n — 1) gitteret og A’ og B’.

/ /
B B B B

A’ A’
A A
SUpET-@VTE VE] overdiagonalen gvre A'B’ vej

Da der er en naturlig bijektiv korrespondance mellem super-gvre gitterveje i et n x n gitter, og
(almindelige) gvre gitterveje i et (n — 1) x (n — 1) gitter, erv,, = u,_; forn =2,3,4,....

En vej fra A til B kan nemlig specificeres ved en sekvens af leengde 2n bestaende af n bogstaver
O og n bogstaver H, der fortolkes som koder for skridt opad, henholdsvis til hgjre. En vej, der
forlgber i den gverste del af kvadratet og har A og B som de eneste punkter faelles med diagonalen
kodes med en sekvens, der starter med O og slutter med H, og som desuden har egenskaben, at
der pa alle steder indeni sekvensen er mgdt mindst et O mere end H (i modellen med fglger af
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leengde 2n af lige mange +1 og —1 er alle egentlige partialsummer panar den sidste mindst +1).
Ved fra en sadan sekvens at fjerne det fgrste bogstav (der er et O) og det sidste (der er et H) fas
en sekvens af lengde 2n — 2, der koder en gvre vejiet (n — 1) x (n — 1) gitter. Omvendt svarer
der til hver gvre vejiet (n — 1) x (n — 1) en gvre vejiet n x n gitter, der kun mgder diagonalen
i dens endepunkter: fra en kodning af den fgrste fas en kodning af den anden ved at foranstille et
O, og efterstille et H.

Hver af de ialt u,, gvre veje fra A til B i et n x n gitter rgrer diagonalen en eller flere gange til
visse af de lige antal skridt 0, 2,4, ..., 2n — 2 (punktet B nas jo efter 2n skridt), om ikke senere
sa i det mindste efter O skridt svarende til startpunktet A; ved at inddele alle de gvre veje efter det
sidste tidspunkt, dvs. antal skridt, fgr 2n hvori de rgrer diagonalen, ses, at der gelder:

Up =Ug Vy+ UL Vyey + .. F U2 V3 + Upy_y - V. (10.3)

Det forste led er nemlig antallet af gvre veje, der kun rgrer diagonalen i A og Bj; det andet led
er antallet af veje, der rgrer diagonalen efter 2 skridt, men er en super-gvre vej derefter; og séledes
videre; det sidste led er antallet af gvre veje, der rgrer diagonalen efter 2n — 2 skridt.

Erstattes v; i ligningen (10.3) med u;_, for j = 1,2,...,n, fds, at (u,),>¢ tilfreddstiller
rekursionen:

Up =Uy - Up—1 + UL Uy + ...+ U2 U+ Uy - U,
hvilket var pastanden. [ |

Korollar. Fglgen af Catalan-tal (C,),>o er den entydigt bestemte talfplge (u,),>o der til-
fredstiller rekursionen

Uy =Ug Up—1 + UL Uy + ...+ U2 Ul + U,_1 - U, (10.4)

med begyndelsesbetingelsen uy = 1. Rekursionen (10.4) kaldes Catalan-rekursionen.

Eksempel. Betragt n + 1 variable xg, x1, ..., x,, hvis produkt xo-x; -. . .-x,, med faktorerne i
den viste rekkefglge, gnskes beregnet via ialt n multiplikationer. Den associative opbygning af et
beregningsudtryk for produktet kan fastlegges via parenteser, der fuldstendigt foreskriver hvilke
delprodukter, der dannes undervejs i beregningen. For n = 2 er der de 2 beregningsudtryk:

(x0-x1)-x2 0g Xxo-(x1-x2),

og for n = 3 er der de 5 beregningsudtryk:

Xo-(x1-(x2-x3)),  xo-((x1-x2)-x3), (x0-x1)-(x2-x3), (xo-(x1-x2))-x3, og ((xo-x1)-X2)-X3.

Antallet af forskellige beregningsudtryk, altsa af parentessatninger, gnskes bestemt. Dette an-
tal betegnes b,. Af eksemplerne ses, at b, = 2 og b3 = 5. I grensetilfeldene, n = 0, 1, hvor der
til det f@rste ikke svarer noget produkt, og til det andet ikke svarer nogen parentessa@tning, haves
by = by = 1, i begge tilfelde tellende den ene tomme parentess@tning.

En rekursion for tallene (b,),>o fas ved at bemerke, at der i et korrekt produkt findes pracis
én - udenfor alle parenteser, nemlig svarende til den sidste multiplikation (hvorefter beregningen
er feerdig). Er denne udenfor-alle-parenteser-staende - placeret mellem x; og x; er der b, mader
at seette parenteser til specifikation af produktet af variablene xo, ..., x; 0og b,_x_; mader at sette
parenteser til specifikation af produktet af variablene x.1, ..., x,, og derfor gelder:

b, = bob,_1 +b1b,_ >+ ...+ b,_1by for n=>2.

Det folger derfor af korollaret, at (b,),>¢ er Catalan-talfglgen, altsa b, = C, = ﬁ(zn’l) for

n=0,1,2,.... [
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10.4 Gulv og loft af tal, med anvendelser. Det er ofte bekvemt at have korte betegnelser for
de hele tal, der ligger nermest ved at forelagt (reelt) tal. Lad x € R. Der findes et éntydigt bestemt
helt tal k saledes, at

k<x<k+1.

Hvis x selv er et helt tal gaelder naturligvis om dette k, at x = k, og k er i sa fald savel det stgrste
hele tal < x, og det mindste hele tal > x. Ellers, altsa nar k < x, er k det stgrste hele tal < x, og
k + 1 er det mindste hele tal > x. I alle tilfelde benyttes fglgende betegnelser, for x € R:

|x| = det stgrste hele tal m sa m < x,

0g
[x] = det mindste hele tal m sam > x.

Her kaldes | x| for gulvet af x, og [x] kaldes loftet af x (ofte m@des betegnelsen [x] i stedet
for |x], og [x] kaldes den hele del af x). Derved defineres to afbildninger af R ind i Z, den ene
X +— |x], og den anden x — [x7], der begge er monotont voksende, og der galder:

x| <x <[x] forxeR.

Endvidere geelder | x| = [x] hvis og kun hvis x er et helt tal, nemlig x = [x]| = [x].
Det fglger direkte af definitionerne, at

x—1l<|x]<x<[x]<x+1 forxelR.

I flere forbindelser er det nyttigt at kende antallet af gange et givet primtal p gar op i n!. Dette
antal, der betegnes v,(n!), er naturligvis = 0 ndr n < p, men ndr n vokser, stiger antallet v ,(n!)
hver gang n er et multiplum af p. Precist gelder:

v,(n!) =v,(n — 1) +k,

nar p indgar som faktor precis k gange i primoplgsningen af n. Dette kan benyttes til at fa en
formel for v,(n!). Verdierne af v,(n!), ndr p og n er sma, findes let:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
v@ah |1 1 3 3 4 4 7 7 8 8§ 10 10 11 11 15
vsr) 1O 1 1 1 2 2 2 4 4 4 5 5 5 6 6
vs(n) 1O O O 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3
vir) O O O O O 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
viirh) {0 0 0 0O O O O O O 1 1 1 1 1 1
Formelen for v, (n!) benytter gulvfunktionen introduceret ovenfor.
Setning 1. For hvert primtal p og hvert naturligt tal n gelder:
o
o= 5]+ [5) 5]+ - Z 5]
vy(n!) = | — — — s = —|.
g p P P — | pk
(Summen her er endelig, da LﬁJ = 0 nar k er s4 stor, at p* > n.)
Bevis. Blandt faktorerne 2, 3, ..., n i n! bidrager kun tallene af formen mp, altsd multipla af

p, til v, (n!), og antallet af disse er L%J; faktisk bidrager hvert multiplum af p? med 2 (eller flere)
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faktorer p, sa det andet led i summen, der er antallet af multipla af p2 blandt 2, 3, ..., n, er antallet
af bidrag nummer to fra disse multipla, og saledes videre. [ |

Eksempel. Man finder siledes umiddelbart, at:

100 100 100 100 100 100
100) = | — — — — — — | =50425+1246+3+1 =97.
v2(100!) {2J+L4J+{8J+L6J+L3ZJ+{64J +25+ 124643+

(Her er 100! faktisk et ret stort tal!) H

Den kombinatoriske definition af binomialkoefficienterne (Z) giver umiddelbart, at disse er
hele tal; hvert er nemlig antallet af . ... Et kombinatorisk argument godtggr beregningsudtrykket
for binomialkoefficienterne som forholdet mellem passende fakultetstal:

|
"= — ™ forhele tal n, k som opfylder 0 < k < n. (10.5)
k) K=k

Uden den kombinatoriske fortolkning af disse brgker er det neppe umiddelbart, at de faktisk
er hele tal, altsd, at nevneren k!(n — k)! gar op i telleren n!, for alle de relevante verdier af
k,n. At dette er tilfeldet kan eftervises via beregningen af v,(m!) i s@tning 1, der jo beskriver
primoplgsningerne af n!, k!, og (n — k)!.

Seetning 2. For hele tal n, k, der opfylder: 0 < k < n, og vilkarlige primtal p galder:

v (k) +v,((n —k)!) <v,(n!).
Hvert primtal p gar op i telleren i brgken fra (10.5) mindst sa mange gange som p gar op i

navneren, og brgken er derfor et helt tal.

Bevis. Der gelder uligheden: |x| + |y| < |x + y/, for vilkarlige reelle tal x, y. Idet nemlig
lx] <x,0g |y] <y,er|x]+ |y] dermed et helt tal < x + y, altsd mindre end eller lig | x + y],
som er det stgrste hele tal, der er mindre end eller lig x + y.

For et primtal p fas ved brug af denne ulighed:
k | n—k | k+n—k
s ontn-in- S|4 T |55 5 o
Jj= Jj= Jj=

En anden nyttig egenskab — der let verificeres — ved gulvfunktionen er fglgende:

oo

For ikke-negative tal x € R og ikke-negative hele tal k galder: k|x] < |kx].

Catalan-tallene (C,),>( defineret ved formel (10.2) vides — via den kombinatoriske fortolk-
ning — at besta af lutter naturlige tal, men som navnt er det ikke (helt) umiddelbart, at brgken i
(10.2) faktisk er et helt tal, altsa, at binomialkoefficienten (2'1” ) er delelig med n + 1. At dette er
tilfeeldet kan indses ved en forfinet variant af argumentet for setning 2. Der gelder jo

(2n)!

=—— for n=0,1,2,...
nl(n+1)!

n

og det er en konsekvens af lemmaet nedenfor, at denne brgk er et helt tal.
Lemma. Lad p vare et primtal, og lad n og k vere naturlige tal. Sa galder:

LnJ_ﬁ_Ln%—lJ <L2nJ
pr P17 Lkl

Bevis. Tallet ”pikl er enten et helt tal, eller det er ikke et helt tal. I det fgrste tilfalde gelder, idet
h betegner ”plkl = VP#J’ at LﬁJ =h—1,fordi 0 < # < 1; videre gelder: Li—’k’J =2h—1,

fordi 2’;;2 =2hog0 < % <1




114 KAPITEL 10. CATALAN-TAL MM.

I det andet tilfeelde, hvor altsé ”pikl ikke er et helt tal, geelder LﬁJ = L”pili hvoraf

L2l :

Opgaver.

(10.1) Vis direkte, uden at benytte den kombinatoriske fortolkning af Catalan-tallene, og uden
s@tningen i afsnit 10.4, at ﬁ (2”) er et helt tal for alle hele tal n > 1.

(10.2) Vis, at Catalan-tallene tilfredsstiller rekursionen:

4n + 2
X

n+2

Xpal = , for n=0,12,...,

med begyndelsesbetingelsen: xo = 1 (det er en rekursion med ikke-konstante koefficienter).

(10.3)  Ved en iskagebod s&lges iskager til fast pris pa 10 kr. Boden har netop abnet, dog desverre
uden byttepenge i kassen, og der er allerede en k¢ pa 10 bgrn; her har 5 af bgrnene hver en
10-krone-mgnt, og de @gvrige 5 har hver en 20-krone-mgnt, og skal altsa have penge tilbage i
forbindelse med kgbet. P4 hvor mange mader kan kgen dannes sa der pa alle tidspunkter ved
betjeningen af kgen er penge nok i kassen, af den rette stgrrelse, til at give tilbage?

(10.4) Bestem antallet af diagonalkrydsende veje i et n x n gitter, for n € N. Beregn antallet for
n = 4, og beskriv de diagonalkrydsende veje for n = 3.

(10.5) Bestem antallet fglger af lengde n+m med ikke-negative partialsummer i tilfeeldet n > m
og n elementer +1 og m elementer —1.

(10.6) Lad der, for et naturligt tal n, veere givet 2n punkter pa en cirkelperiferi; det kan gerne
antages, at punkterne er &kvi-angulert fordelt (det ®ndrer dog ikke telleopgaven). Det gnskes
beregnet, pa hvor mange mader, der kan dannes en parring af alle 2n punkter, altsa i n par, saledes,
at de ialt n liniestykker, der forbinder hvert af parrenes punkter indbyrdes, udggr et ikke-skerende
set af n liniestykker.

(10.7) Bestem antallet 7, af trianguleringer af en reguler n-kant, for n = 3,4,5,.... Enhver
sadan er bestemt ved n — 3 korder, som antydet med de stiplede linier pa figuren nedenfor, hvor
detses,at3 =1, 74 = 2,02 15 = 5.

n=3 n=4 n=4 n=>5 n=>5 n=>5 n=>5 n=>5




Kapitel 11

Kantfarvning

I dette kapitel diskuteres begrebet kantfarvning af en graf; kantfarvning drejer sig om tildeling
af farver til grafens kanter, pa en sadan made, at alle kanter med en fzlles endeknude er tildelt
forskellige farver — dette kaldes en egentlig kantfarvning. Der findes altid sadanne farvetildelinger
til kanterne i en forelagt graf, fx med en separat farve til hver kant. Det kantkromatiske tal for en
graf G er det mindst mulige antal farver i en egentlig kantfarvning af G.

Det er let at angive en nedre greense for det kantkromatiske tal udtrykt ved den maksimale
knudevalens A(G) for G; alle kanter, der har en knude af valens A(G) som felles endeknude, har
forskellige farver ved en egentlig kantfarvning, og derfor indgar mindst A(G) forskellige farver i
en egentlig kantfarvning. Visse grafer kan kantfarves i A(G) farver, andre, fx kredsgrafer af ulige
leengde kan ikke.

Det er et hovedresultat om kantfarvning — Vizings scetning, der bevises i kapitlet — at enhver
graf faktisk kan kantfarves med brug af A(G) + 1 kantfarver, altsd med én yderligere farve i
forhold til det fra den maksimale knudevalens ngdvendige. For en forelagt graf G vides altsa, at
den kan kantfarves med enten A(G) eller A(G) + 1 kantfarver; der kendes imidlertid ikke simple
kriterier for om en graf er af den fgrste eller af den anden type.

11.1 Motivering og definitioner. Kantfarvning benyttes ikke primert til »dekoration« af gra-
fer,! men som model for tildeling af ressourcer.

Eksempel. For lang tid siden blev antallet af kampe i en alle-mod-alle turnering mellem 12
hold bestemt, se eksemplet i afsnit 1.6. I forlengelse heraf kan der spgrges, hvor mange kampdage,
der skal til for afvikling af turneringen, nar hvert hold deltager i hgjst én kamp pr. kampdag?

Turneringen kan beskrives via en K,-graf, hvis knuder er turneringens deltagende hold, og
hver af de (122) = 66 kanter er kampen mellem kantens to endeknuder (hold). Kampdagene i en
turneringsplan kan markeres via farver pa kanterne, og kravet, at hvert hold hgjst deltager i én
kamp pr. kampdag oversattes direkte til kravet, at alle kanter (kampe) med en felles endeknude
(med ét bestemt hold som deltager) har forskellige farver (udkempes pa forskellige dage).

Det vises 1 afsnit 11.3 nedenfor, at K,, hvor alle knuder har valens 11, faktisk kan kantfarves
med brug af 11 farver, og det er derfor muligt at afvikle turneringen pa 11 kampdage! ]

Definition. En kantfarvning af en graf G = (V, E) er en tildeling af farver til elementerne i
kantmangden E; en sddan kantfarvning kaldes egentlig, hvis vilkarlige to kanter, der har en fzlles
endeknude, altsa uv, uw € E, medu, v, w € V (parvis forskellige), har forskellige farver.

En farvetildeling kan specificeres ved en afbildning ¢ : E — F, for en passende farvemangde
F, fx et afsnit af de naturlige tal; det basale kompatibilitetskrav for en kantfarvning er, udtrykt ved
o, at p(uv) # @(uw) for u, v, w € V, der opfylder v # w og uv, uw € E.

Det er kun de egentlige kantfarvninger, der har interesse, og ofte »glemmes/underforstas«
glosen egentlig. Alle tomme grafer, altsa grafer uden kanter, kan kantfarves med den tomme farv-
ning (uden farver). Hver ikke-tom graf har (uendelig mange) egentlige kantfarvninger. Et naturligt
spgrgsmal i forbindelse med kantfarvning er, hvor fa farver en grafs kanter kan farves med?

1Og heller ikke til farvning af I. Kant (1724-1804); jeg burde kunne holde mig fra den slags brandere — fy!
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Definition. Det mindste antal farver i en egentlig kantfarvning af en graf G = (V, E) kaldes
det kantkromatiske tal for G, og det betegnes x'(G) (x er et lille graesk khi).

For en given graf G = (V, E) bestar et bevis for, at x'(G) = k, for et naturligt tal k, af to
dele: (1) et argument for, at der findes en kantfarvning af G med brug af k farver, typisk i form af
en konkret kantfarvning af G, og (2) et argument for, at der ikke findes kantfarvninger af G med
k — 1 eller ferre farver; denne del kan vare ganske uoverskuelig, da jo i princippet alle mulige
farvningsforsgg med k — 1 farver skal kontrolleres, og vises, ikke at kunne fuldfgres.

Observation. Foren graf G = (V, E) gelder, at enhver egentlig kantfarvning omfatter mindst
A(G) farver, hvor A(G) betegner den maksimale knudevalens i G (A er et stort grask delta).

Bevis. Dette er bemerket i indledningen: Med v € V valgt som en knude af valens k = A(G)
gaelder, at kanterne med v som endeknude har forskellige farver ved en egentlig kantfarvning af
G; altsa indgar der mindst k forskellige farver i en egentlig kantfarvning. |

11.2 Eksempler pa kantfarvning og kantkromatiske tal. (1) En vejgraf P, med n knuder,
altsd af leengde n — 1, kan kantfarves med O farver hvis n = 1, med 1 farve hvis n = 2, og med 2
farver, der benyttes skiftevis, hvis n > 2. I alle tilfaelde er det kantkromatiske tal lig den maksimale
knudevalens; se ogsa (3) nedenfor.

(2) For en kredsgraf C, er den maksimale knudevalens 2, endda med samme valens i alle
knuder. En kreds af lige leengde kan kantfarves med 2 farver, der benyttes skiftevis. En kreds af
ulige leengde kan deriomod ikke kantfarves med 2 farver, men den kan med 3; forsgges med 2
farver, ma disse ngdvendigvis benyttes skiftevis, hvilket »gar godt« undtagen ved farvning af den
n’te kant: da den fgrste og den (n — 1)’te kant har hver sin farve — fordi n er ulige, og derfor
n — 1 er lige — kreever en egentlig farvning en ny tredje farve til den n’te kant. Altsa gelder
x'(C,) =2 = A(C,) for n lige, og x'(C,) =3 = A(C,) + 1 for n ulige.

(3) Ettree T er bipartit, og ifglge Konigs satning (afsnit 11.5) geelder: x'(T) = A(T).

(4) Grafen G til venstre (nedenfor) har maksimal knudevalens A(G;) = 4, og da den kan
kantfarves med 4 farver som skitseret (farvenavnene er: 1, 2, 3, 4), har den kantkromatisk tal 4.

2
G, 1
3 3
2
o 1
4 L4
3¢

(5) Grafen G, til hgjre, der er af typen »Ks med en kant fjernet«, har ligeledes maksimal
knudevalens A(G;) = 4, men G, kan ikke kantfarves i 4 farver; argumentet er desverre lidt rodet.
Antag, at der foreligger en egentlig kantfarvning med kun 4 farver; denne bruger 4 forskellige
farver til de 4 kanter, der har topknuden som endeknude, fx farverne 1, 2, 3, 4, som antydet. Lad
os forfglge de gvrige kanters farver! Kanten market b er enten farvet b = 2 eller b = 4. Hvis
b = 2, sa gelder, at e = 1, og derfor d = 3 og ¢ = 4, men sa kan kanten a ikke vere farvet med
én af farverne 1,2, 3,4 (foroven skal 1, 2 undgas, og forneden skal 3, 4 undgés). Hvis derimod
b = 4 geelder pa samme made, at a = 3, ¢ = 1 og ¢ = 2, men sa kan d ikke vare farvet med én
af farverne 1, 2, 3, 4, (i gverste hgjre endeknude skal 2, 4 undgas, og i nederste venstre endeknude
skal 1, 3 undgas). Analyserne viser i gvrigt, at med en femte farve til radighed ville kantfarvningen
kunne gennemfgres, altsd: x'(G,) =5 = A(G,) + 1. ]

11.3 Kantfarvning af komplette grafer. I dette afsnit bestemmes de kantkromatiske tal for
de komplette grafer K,,. Forinden er det dog nyttigt at ggre en generel overvejelse:
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Lemma. For hver egentlig kantfarvning af en graf G = (V, E), og hver farve, er antallet af
kanter med denne farve hgjst |V|/2, og dermed, hvis |V | er ulige, hgjst (|V| — 1)/2.

Bevis. Argumentet benytter skuffeprincippet. Knuderne spiller rollen af kategorier eller skuf-
fer, og kanterne med den betragtede farve teenkes »skaret midtover«, og hver halvkant (disse er
objekterne) kategoriseres efter den tilsvarende endeknude. Er der k kanter med den pagaldende
farve, er der altsa 2k objekter og |V| kategorier; at kantfarvningen er egentlig betyder, at hver
kategori rummer hgjst 1 halvkant, hvoraf: 2k < |V| som pastaet. Da antallet af kanter med en
bestemt farve er et helt tal, fglger den skerpede ulighed for | V| ulige. [ |

Bemarkning. Med lemmaet til radighed er den kedelige gennemgang af successiv tildeling af
kantfarver i grafen G,, eksempel (5), afsnit 11.2, faktisk overflgdig, og det er tillige klart, hvad der
forhindrer kantfarvning af grafen G, i A(G,) = 4 farver. Grafen har 9 kanter, og da hver farve i
en egentlig kantfarvning kan benyttes pa hgjst 2 kanter (der er jo 5 knuder) kan der med 4 farver
hgjst farves 8 kanter (ved en egentlig kantfarvning)! 0

For hvert naturligt tal » har den komplette graf K, med n knuder maksimal knudevalens
A(K,) = n — 1; det kantkromatiske tal x’'(K,) vises nedenfor at vere den maksimale knude-
valens A(K,) for n lige, og A(K,) + 1, altsd den maksimale knudevalens plus 1, for n ulige,
panear for den tomme graf Ky, hvor: x’(K;) = A(K;) = 0 (ingen kanter skal tildeles en farve).

Dette er neermest hovedrregning for de fgrste sma veaerdier n = 1, 2, 3, 4.

K, K> K3 Ky
2 3 2 3
J 1
1 1

Her er K3 = C3 og kraver altsa 3 kantfarver, fx som vist ovenfor; tegningen af K4, til hgjre,
fortolker K4-grafen som en K3 (»ydertrekanten«) med hver af dennes knuder forbundet til en fjerde
knude (»centerknuden«). kantfarvningen af ydertrekanten kan suppleres til en kantfarvning af K4
ved at farve hver kant fra centerknuden med farven for den »modstaende« kant fra ydertrekanten.
Dette ggres preaecist nedenfor.

Seetning. Det kantkromatiske tal for de komplette grafer er givet ved:

0 forn =1 (altsa x'(K,) = A(K})),
x'(K,) =14 n—1 forn lige (altsd x'(K,) = A(K,)),
n forn ulige, ogn > 1 (altsd x'(K,) = A(K,) + 1).

Bevis. Pastanden er godtgjort for n = 1,2, 3, 4. Betragt fgrst tilfeldet n ulige, og n > 1.
Grafen K, har (;) = n(n — 1)/2 kanter (10 kanter for n = 5). I en vilkarlig egentlig kantfarvning
har derfor hgjst (n — 1)/2 kanter samme farve (lemmaet), og derfor er det kantkromatiske tal > n.
Det drejer sig altsd om at angive en kantfarvning af K, for n ulige (og n > 3) i n farver. Det
samlede kantantal er n(n — 1)/2, og derfor er der i en eventuel egentlig kantfarvning af K, i n
farver, preecis (n — 1)/2 kanter i hver af de n farver. At en sadan findes vises med en »tegning«.

Grafen K, tegnes med de n knuder anbragt &kvidistant pa en cirkelperiferi, og de n(n — 1)/2
kanter deles pa naturlig made i n parallelbundter, hvor kanterne fra hvert parallelbundt farves med
samme farve: hver af de n yderkanter bestemmer et sadant parallelbundt, nemlig bestaende af de
med yderkanten pracis (n — 1)/2 parallelle kanter (inklusive yderkanten selv). Den eneste knude,
der ikke ligger pa en kant tilhgrende et givet parallelbundt er den kanten direkte modstaende knude;
med udgangspunkt i en af knuderne bestemmes parallelbundtet ved »korden« mellem knudens to
»naboknuder« i den cirkulere konfiguration; den naste kant i parallelbundtet forbinder nastna-
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boknuderne (hver sin vej rundt pa cirkelperiferien), osv. Figuren til venstre nedenfor illustrerer
tilfeeldet n = 5; forklaringen gelder for alle ulige n > 3.

Tilfeeldet n lige klares, se figuren til hgjre, fra den ovenfor beskrevne kantfarvning af K, i
n—1 farver, pa fglgende made. Hver af de n— 1 farver forekommer pa preecis ((n—1) —1) /2 kanter,
og hver farve »rgrer« dermed n — 2 af de n — 1 knuder i K,_;, nemlig alle knuderne paner den
til yderkanten med den pageldende farve modstdende knude. Den fulde K ,-graf opfattes som en
K, _1 med en ekstra »midterknude«, der er kantforbundet til alle knuder i K,_;-delgrafen. Hver af
disse n — 1 kanter til midterknuden farves nu blot med den af de n — 1 farver, der ikke forekommer
pa kanter til den pageldende kants anden endeknude, i kantfarvningen af K, grafen. [ |

11.4 Farveombytning. Flere af de fplgende argumenter benytter et vigtigt trick, der pa basis
af én egentlig kantfarvning af en graf definerer, med den samme farvemangde, en anden egentlig
kantfarvning, som har en for det aktuelle formal bedre udnyttelse af de givne farver.

Lad G = (V, E) vare en graf, med en given egentlig kantfarvning i mindst 2 farver, herunder
»1rgd« og »hvid«. I delgrafen G’ = (V, E’) af G, bestemt ved knudemangden V og alle de kanter,
der er enten rgde eller hvide, har alle knuder valens 0, 1, 2, nemlig valens O for knuder, hvortil der
ingen rgde og ingen hvide kanter gér, valens 1 for knuder, hvortil 1 rgd, eller 1 hvid kant gar, men
ikke kanter af begge farver, og valens 2 for knuder, hvortil, der gar pracis 1 rgd og 1 hvid kant.

En sammenha@ngskomponent af delgrafen G’ er dermed enten en isoleret knude, eller en vej,
eller en kreds. En isoleret knude i G’ er ikke endeknude for nogen rgd, og heller ingen hvid
kant i G; en sammenh@&ngskomponent af formen vej har kanter, der skiftevis er rgde og hvide,
og endeknuderne pa vejen er endeknuder for en hvid, men ingen rgde kanter, eller omvendt; en
sammenhangskomponent af formen kreds har ligeledes kanter, der skiftevis er rgde og hvide, og
specielt er lengden af sddanne kredse lige. Med dette setup geelder:

Vealges en vilkarlig sammenhangskomponent af G’ og foretages i denne ombytningen, der
gar alle hvide kanter rgde, og alle rgde kanter hvide, medens alle gvrige kanter beholder deres
kantfarve fra den givne kantfarvning af G, sa tas en egentlig kantfarvning af G ; denne kantfarvning
af G siges at vare dannet ved farveombytning i den valgte sammenhangskomponent.

Dette er — ved nermere eftertanke — naesten umiddelbart. Kun kanter til knuder i den valgte
sammenhangskomponent af G’ @ndrer farve. En endeknude i en sammenhangskomponent af
type vej, der er endeknude for en rgd kant, men ingen hvid kant (i den givne kantfarvning), er
efter rgd/hvid-skiftet endeknude for pracis 1 hvid kant (og tilsvarende med en endeknude for en
hvid kant); en knude i en sammenhangskomponent af type kreds, og de knuder i en ikke-triviel
sammenh@ngskomponent af type vej, der ikke er vejendeknuder, er endeknude for pracis 1 rgd,
og praecis 1 hvid kant, bade fgr og efter rgd/hvid-skiftet.

Eksempel. I eksempelgrafen til venstre er kanterne med farverne 2, 3 vist fuldt optrukne.
2

1. - 1 3 1 3

2 3
Der er to sammenhangskomponenter, en kreds gverst til hgjre af l&ngde 4, og en vej af lengde
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3 nederst til venstre. Midterfiguren viser resultatet af farveskiftet 2/3 i kredskomponenten, og
figuren til hgjre resultatet af farveskiftet 2/3 i begge sammenhangskomponenter. ]

11.5 Kantfarvning af bipartite grafer — Konigs saetning. Medens de komplette grafer har
kantkromatisk tal, der enten er den maksimale knudevalens A(G), eller A(G)+1 (i det vasentlige
athengigt af pariteten af knudeantallet), udger de bipartite grafer en klasse af grafer, der alle har
kantkromatisk tal lig den maksimale knudevalens. Dette resultat kaldes Konigs seetning:

Setning. For enhver bipartit graf G = (V, E) galder: x'(G) = A(G).

Bevis. Induktion efter antallet | E| af kanter, hvor induktionens start, altsa tilfaeldet |E| = O er
klart: den maksimale knudevalens er 0, og der er ingen kanter at farve, sa O farver er nok.

Lad nu G = (Vy, E, V;) vare en bipartit graf, med knudeopdeling V =V, U V, og |E| > 0,
og maksimal knudevalens, fx d, og antag — dette er induktionsantagelsen — at alle bipartite grafer
med ferre end | E| kanter har en egentlig kantfarvning 1 et antal farver, der er lig den maksimale
knudevalens. Der findes en kant i G; lad en sadan vare valgt, fx af formen vw, med v € V,
og w € V,. Grafen G/, der fas af G ved at fjerne kanten vw, altsd G' = (V, E \ {vw}), er
bipartit; knudeopdelingen V = V| U V; er en todeling relativt til de resterende kanter; videre har
G’ maksimal knudevalens < d, og den har feerre kanter end G, nemlig pracis |E| — 1 kanter.

Derfor har G’ en egentlig kantfarvning i d farver (det er dog ikke sikkert, at alle d farver
benyttes); nu velges og fastholdes en sadan kantfarvning af G’. Denne kantfarvning af G’ kan
modificeres til en egentlig kantfarvning af G. Det drejer sig — i det vaesentlige — om at farve kanten
vw, uden at inddrage »nye« farver. Da bade v og w har valens < d (i grafen G), altsa valens
< d—1iG’, foreckommer der, ved kantfarvningen af G’, hgjst d — 1 forskellige farver pa kanterne
til v, og tilsvarende, hgjst d — 1 forskellige farver pa kanterne til w. Der skelnes mellem to typer
situationer.

A. Der findes 1 farve blandt de d mulige, som ikke forekommer pa nogen kanter i G’ til v, og
heller ikke forekommer pa nogen kanter i G’ til w; i sa fald farves kanten vw med denne farve,
hvilket sammen med kantfarvningen af G’ fastlegger en egentlig kantfarvning af G.

B. Alle farver, der er »ubenyttede« i v »forekommer« pa kanter til w, og tilsvarende, alle
farver, der er »ubenyttede« i w »forekommer« pa kanter til v (»ubenyttet«, og »forekommer, er
relativt til kantfarvningen af G’). I denne situation skal der arbejdes lidt mere: Antag, fx, at der
ved den foreliggende egentlige kantfarvning af G’ ikke er rgde kanter til v, men der er en rgd kant
til w, og tilsvarende, at ingen kanter til w er hvide, men der er en hvid kant til v.

Betragt nu den sammenhangskomponent af G’, der indeholder v, og bestar af hvide og rgde
kanter. Da der ikke gér en rgd kant til v er denne sammenhangskomponent af formen en vej, med
v som ene endeknude. Denne vej bestar af kanter, der skiftevis er hvide og rgde, og begynder med
en hvid kant fra v, og bipartitheden sikrer, at knuderne pa vejen skiftevis tilhgrer V| og V,; hvis
leengden af vejen er lige tilhgrer vejens anden endeknude Vi, og specielt er w ikke en knude pa
denne vej vej (den ville nemlig vere en indre knude pa vejen, hvilket ikke er muligt, da der ikke
gar en hvid kant til w); hvis lengden af vejen er ulige ender vejen i en knude i V5, via en hvid
kant, men den kan ikke ende i w, da der ikke gar en hvid kant til w.

Farveskiftet rgd/hvid udfert i den betragtede sammenhangskomponent af G’ giver en egentlig
kantfarvning af G’; kanterne i G’ til w bevarer deres farver, hvorimod den hvide kant med en-
deknude v bliver rgd, og de (eventuelle) gvrige kanter til v bevarer deres farver, hvorefter farven
hvid er ledig i bdde v og w; nu kan farven hvid derfor benyttes pa kanten vw, hvilket sammen med
den modificerede kantfarvning af kanterne i G’ giver en egentlig kantfarvning af G. [ |

11.6 Farvelemma. Farveombytningsidéen er afggrende i beviset for Vizings s@tning, se naste
afsnit. Den udkrystalliseres i et lemma, der faktisk ggr det meste af arbejdet. Udsagnet i lemmaet
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er ganske kompliceret, og formuleringen af pastanden derfor (desvarre!) noget omstendelig, og
det anbefales at gennemarbejde det efterfglgende eksempel, i forbindelse med savel formulering
som bevis.

Lemma. Lad G = (V, E) vare en graf, og lad D vare et helt tal D > A(G). Ladv € V vare
en knude i G, og betragt et sat af r kanter ey, e, .. ., e,, der alle har v som ene endeknude; disse
kanter har dermed formen e; = vv; for passende knuder vy, v, ..., v, € V.

Antag nu, at hjelpegrafen G’ = (V, E\ {e1, ez, ..., e,}), altsa grafen G, hvorfra alle kanterne
e1, e, ...,e, er fjernede, har en egentlig kantfarvning med brug af D farver, pd en sadan made,
at der findes 1 blandt de D farver, der ikke forekommer pa kanter til v, og heller ikke pa kanter til
vy, og for hver af de gvrige knuder v;, fori = 2,3, ..., r, at der findes 2 blandt de D farver, disse
2 farver kan afhaenge af i, der ikke forekommer pa kanter til v, og heller ikke pa kanter til v;. (Her
er tale om kanter, og deres farver i kantfarvningen af hjalpegrafen G'.)

Sa har graten G en egentlig kantfarvning med brug af D farver.

Inden beviset er det nyttigt i et eksempel at se, hvad der foregar!

Eksempel. Grafen her nedenfor til venstre er delvist kantfarvet med farverne 1,2,3,4,5;
topknuden v har kanter til vy, vy, v3, v4 0g Vs 0g det drejer sig om at farve disse 5 kanter; til hgjre
for grafen er anfgrt »ledighedsmangder«, dvs. for hver af knuderne v; et valg af farver blandt de
5, bestaende af farver, der er »ledige« i v og den pageldende knude; det ses, at der er én ledig
farve for én af knuderne (her knuden v3), og 2 ledige farver for hver af de gvrige knuder.

L C1={3,5} o Ci = {3}
R TN, Cy = (2,4) TN Cy = (2,4)
I N LI DN T s s g T
V] v2 ~ v Sevs C3 = {5} vielT ¢ v4 vs
1 5 b 4 3 5 ) C4 { 73} 3 1 5 , 3 5 A C4 { ,3}
Cs ={4,5} Cs = {4, 5}

Med henvisning til beviset for lemmaet ses, at farveopgaven er af den »svere« type: alle de
i undtagelsesmangderne naevnte farver forekommer i 2 eller flere af disse. Videre er farve 1 den
eneste, der ikke forekommer i nogen af undtagelsesmangderne, og derfor ses nermere pa farverne
1 og 5, og 1/5-komponenten ud fra v; (knuden med singletonmangde). Denne komponent er en
vej fra v3 gennem v, og endende i vy (vist tyk). Efter 1/5-farveskift langs denne vej kan vvj farves
med farve 1, hvorefter farve 5 fjernes fra C; og C3 udgar; herefter er situationen som vist pa figuren
ovenfor til hgjre. Denne er af den »lette« type: der findes én blandt de i undtagelsemangderne
navnte farver, der kun forekommer i én mangde, nemlig farve 5 i Cs. Derfor farves kanten vvs
umiddelbart med farve 5, hvorefter situationen er som vist her til venstre:

R\ C=1{3} A C=1{3}
PR TN 5 C,=1{2,4} ey 1NN
. , N .- v N
view vy el B4 V4 5 view” 1 5 o34 v vs
Cs=1{2,3 Cy,=1{2,3
3 1 b . 3 5 5 4 { ) } 3 1 b A 3 5 5 4 { ) }

Systemet af undtagelsesmangder er her igen af den lette type: En af de i undtagelsemangderne
navnte farver, nemlig farve 4, forekommer kun i én af mengderne, nemlig C,, og derfor tildeles
kanten vv, direkte farve 4, mengde C, udgar, og situationen er nu som vist ovenfor til venstre:

Resten er hovedregning: fgrst far kanten vv, farve 2, der kun forekommer én gang som und-
tagelsesfarve, og sluttelig gives kanten vv; farve 3, der ligeledes — pa nuvarende tidspunkt i pro-
cessen — er en kun én gang forekommende undtagelsesfarve. []
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Bevis for lemmaet. Der benyttes induktion efter r, antallet af endnu ikke farvede kanter i G;
for r = 1 vides ifglge forudsaztningen, at hjelpegrafen G’ = (V, E \ {e}) kan kantfarves med
D farver, pa en sadan made, at 1 af de D farver ikke benyttes pa kanter til v og vy, og suppleres
en sadan kantfarvning af G’ med en farvning af kanten e; = vv, i en farve, der ikke allerede er
benyttet pa kanter til v og vy, fas naturligvis en egentlig kantfarvning af G.

Lad nu G vare en given graf, der har en delvis kantfarvning, med r > 1 endnu ikke farvede
kanter, som opfylder betingelserne i lemmaet, og antag — dette er induktionsantagelsen — at alle
grafer, der er delvist kantfarvede i D farver, hvor kantfarvningen opfylder betingelserne i lemmaet,
og har feerre end r ikke-farvede kanter, kan ferdigkantfarves i D farver. Det drejer sig om at tildele
en farve, valgt blandt de D, til én af kanterne ey, e5, .. ., ¢,, fX ¢;, som sammen med kantfarvnin-
gen af G', eventuelt i modificeret form, giver en (egentlig) kantfarvning af grafen G’ Ue;, og pd en
sadan made, at undtagelsesfarveantallene i den reducerede situation opfylder betingelserne i lem-
maet. (Disse er pracist, at der for én af de ikke-farvede kanter er 1 »ledig« farve i kantens to ender,
og at der for de gvrige kanter er 2 »ledige« farver i kantens to ender; en passende omnummerering
af knuderne fgrer sa til situationen beskrevet i lemmaet.)

Betragt nu en kantfarvning af G', i D farver, og lad der vaere valgt et system Cy, C», ..., C, af
ledige farver som beskrevet i lemmaet; dette holdes fast i argumentet for induktionsskridtet.

C, = {1 farve, der er ledig i enderne af e},
C, = {2 farver, der er ledige i enderne af e;},

C, = {2 farver, der er ledige i enderne af e, }.

Elementerne i disse mangder er farver valgt blandt de D. Der er nu to typer af situationer:

A. Der findes 1 farve, blandt elementerne i C; U C, U ... U C,, der forekommer i precis én af
mangderne, altsd er en valgt-og-fastholdt ledig farve for precis én af kanterne, eller

B. Hver farve blandt elementerne i C; U C, U ... U C,, forekommer i mindst to af mangderne
C;, er altsa en valgt-og-fastholdt ledig farve for mindst to af kanterne.

Den fgrste type situation er let at viderefarve: Lad farve a vere en ledig farve, der kun fore-
kommer i ledighedsmangden C;. Sammen med farvningen af kanterne i G’ giver tildeling af farve
a til kanten e; = vv; en egentlig kantfarvning af G" U ¢;, der opfylder betingelserne i lemmaet;
hvis j > 1 fjernes blot C;, og de resterende ledighedsmangder benyttes direkte; ellers har alle
de resterende ledighedsmengder to elementer, og fra en vilkarlig af dem fjernes et vilkarligt valgt
element (farve).

Den anden type situation er mere kreevende. Her forekommer hvert elementi C,UC,U...UC,
i to eller flere af maengderne C;, og bruges en ledig farve direkte pavirkes jo alle de ledigmangder,
hvori den pagaldende farve indgar. Men forudsatningen betyder pa den anden side, at der samlet
iC;UC,U...UC, forekommer hgjst r — 1 forskellige farver (med r eller flere forskellige farver,
der hver forekommer som ledig farve for to eller flere kanter, er der, med gentagelser, 2r eller flere
ledige farver, men der er, med gentagelser, pracis 2r — 1).

Da D er forudsat > A(G) er der hgjst D — r allerede farvede kanter til knude v (ved kantfarv-
ningen af G’), og altsa er der r eller flere farver blandt de D, der ikke forekommer pa kanter til v
ved kantfarvningen af G'. Derfor findes en farve, blandt de D, fx rgd, der dels ikke er benyttet pa
allerede farvede kanter til v, dels ikke tilhgrer C; U C, U ... U C, (hvor der samlet er » — 1 eller
feerre forskellige farver).

Hvis farven rgd er ledig ogsé i knude vy, dette er jo muligt, C; er blot en valgt og fastholdt
ledig farve i vy, og der kan sagtens vere andre farver, der er ledige i vy, benyttes farven rgd pa
kanten e; = vvy, og en vilkarlig valgt af de resterende farveledigmangder reduceres til 1 farve pa
samme made som i slutningen af et type A skridt.



122 KAPITEL 11. KANTFARVNING

Derfor betragtes nu tilfaldet, hvor farven rgd forekommer pa en allerede farvet kant til v;; den
i mengden C; navnte ledige farve kaldes hvid. Det er planen at udfgre et rgd/hvid-farveskift i
den rgd/hvide-sammenhangskomponent af G’, der udgar fra v;; dette vil ggre den rgde kant til
v hvid, og derfor ggre rgd mulig som kantfarve til kanten e; = vv;. Det ma dog sikres, at dette
rgd/hvid-farveskift, der naturligvis kan pavirke ledighedsmeangderne C,, ..., C,, ikke forhindrer,
at induktionen kan fortsatte. Fgr farveskift og farvning af e; er ingen kanter til v rgd og ingen kant
er hvid (dette ligger i valget af red som ledig farve i v, og hvid som element af C ). Dette betyder,
at v ikke ligger i den rgd/hvide-sammenhangskomponent af G’, der udgér fra v, og farveskiftet
pavirker derfor ikke, hvilke farver, der er ledige i v-enden af kanterne e,, ..., e,.

Den rgd/hvide-sammenhangskomponent af G’, der udgéar fra vy, er en vej bestdende af skif-
tevis rgde og hvide kanter, og den kan indeholde visse af knuderne v,, ..., v,. Hvis v; er gen-
nemgangsknude pa denne vej, er der altsa bade en rgd og en hvid kant til v;, og specielt er hvid
ikke en af de i C; nzvnte ledige farver. Rgd er en farve der ikke foreckommer i den samlede ledig-
hedsmangde C; U C, U ... U C,, og derfor kan C; benyttes som ledighedsmangde for v; ogsa
efter det rgd/hvide-farveskift. Hvis v; derimod er endeknude pa vejen er der enten 1 rgd kant til
v; men ingen hvid kant til v;, eller omvendt. I det forste tilfeelde skal derfor hvid fjernes fra C;
som ledighedsfarve, i det andet er C; fortsat en korrekt ledighedsmangde for v;, da rgd slet ikke
forekommer som ledighedsfarve i den samlede ledighedsmangde C; U C, U ... U C,; her kan
altsa Cs, ..., C, benyttes efter, at en vilkarlig af disse er blevet reduceret til 1 ledighedsfarve pa
vilkarlig made. |

11.7 Vizings s@tning. Det er efter den omfattende forberedelse i farvelemmaet nzsten umid-
delbart at bevise hovedresultatet om kantfarvning, nemlig Vizings setning.

Seetning. For alle grafer G = (V, E) er det kantkromatiske tal x'(G) enten den maksimale
knudevalens A(G), eller den maksimale knudevalens plus 1, altsa: A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

Bevis. Induktion efter antallet af kanter. Hvis | E| = 0 er den maksimale knudevalens naturlig-
vis A(G) = 0, og der er ingen kanter at farve, altsa x'(G) = 0.

Herefter betragtes en graf G = (V, E), der har kanter, og det antages — det er induktionsan-
tagelsen — at alle grafer med faerre end | E| kanter kan kantfarves i hgjst A(G) + 1 farver. Grafen
G kantfarves nu pa fglgende made: Lad v € V vere en knude med valens A(G), og lad G’ be-
tegne hjelpegrafen, der fas fra G ved at fjerne samtlige kanter med v som ene endeknude, altsa
G = (V,E\ {vvy,vv,,...,vv,}), hvor r = A(G), og vy, vy, ..., v, er de r med v kantfor-
bundne knuder. Grafen G’ har naturligvis ferre kanter end G (< |E]), og ligeledes en maksimal
knudevalens A(G’) < A(G); ifplge induktionsantagelsen har G’ derfor en egentlig kantfarvning i
A(G) + 1 farver (maske endda ferre farver).

Hver egentlig kantfarvning af G’ kan ved brug af farvelemmaet suppleres til en fuld egentlig
kantfarvning af G; hertil skal det blot kontrolleres, at der i en egentlig kantfarvning af G’ er et
passende antal ikke-benyttede farver i enderne af de midlertidigt fjernede kanter vvy, vv,, ..., vv,,
men dette er opfyldt: Der er ingen kanter til v i grafen G’ og derfor ingen farver, der skal undgas i
v-enden af disse kanter. Hver af knuderne vy, v,, ..., v, har, da den maksimale knudevalens er r,
hgjst r — 1 allerede — ved kantfarvningen af G’ — farvede kanter, og da der kan bruges ialt » + 1
forskellige farver, er der for hver af disse knuder mindst 2 af de r + 1 farver, der ikke forekommer
pa allerede farvede kanter til knuden, men dette er faktisk mere end kravet i farvelemmaet. [ |

11.8 Grafer af klasse 1 og klasse 2. Pa basis af Vizings s@tning deles mangden af grafer i
to klasser, den ene bestaende af de grafer G = (V, E), for hvilke det kantkromatiske tal er lig
den maksimale knudevalens, og den anden klasse omfattende de gvrige grafer, hvor altsa (Vizings
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setning) det kantkromatiske tal er lig den maksimale knudevalens plus 1. Der benyttes fglgende
terminologi.

Definition.? En graf G = (V, E) siges at vare af klasse 1, hvis x'(G) = A(G), og i modsat
fald at veere af klasse 2, hvor altsd x'(G) = A(G) + 1.

Bemarkning. Det kan maske forekomme sert at interessere sig specielt for grafers kantkro-
matiske tal, og is@r for om A(G) farver er nok til en egentlig kantfarvning (graf af klasse 1), eller
om A(G) + 1 farver er ngdvendige (graf af klasse 2).

Der er imidlertid en forbindelse® mellem kantfarvning og det bergmte 4-farveproblem, om et
»landkort« altid kan farves med 4 farver. Uden at komme ind pa detaljer naevnes, at dette problem
kan omformuleres til, om alle grafer for hvilke alle knuder har valens 3 (sddanne kaldes kubiske
grafer), med den yderligere egenskab, at kunne tegnes i planen uden krydsende kanter, har kant-
kromatisk tal = 3, altsd om alle sddanne grafer er af klasse 1; en graf med den nzvnte egenskab,
at kunne tegnes i planen uden krydsende kanter, kaldes en planar graf. ]

Eksempel. Der er ialt 208 typer af grafer med op til 6 knuder, hvoraf 143 sammenhangende.
Af disse er de fleste af klasse 1, har altsa kantkromatisk tal lig den maksimale knudevalens A(G).
De nedenfor viste 8 grafer er de ssmmenhangende grafer, med op til 6 knuder, af klasse 2.

<0t w0

De fgrste 5 kreever A(G) + 1 farver i en egentlig kantfarvning, fx med henvisning til lemmaet
i afsnit 11.3; og G¢ er en simpel variation pa G: der er til G5 fgjet en knude og en kant til den
tilfgjede knude fra en knude af mindre end maksimal valens; tilsvarende fas G ; fra G4 ved at fgje
en knude og en kant til den fra en knude af mindre end maksimal valens; og G g fas ved at forbinde
de to knuder, der har valens 3, i G4, med en ekstra knude. 0

Opgaver.

(11.1) Lad G; = (V;, E;), fori = 1, 2, vaere sammenhengende grafer, hvor knudemangderne
Vi og V, er disjunkte, altsa V| NV, = @, og betragt grafen G = (V, E), hvor V = V; U V; og
E = E,UE,. Diskuter maksimal knudevalens, kantkromatiske tal, og klasse 1/klasse 2 forholdene
for G sammenlignet med G og G».

(11.2)  Ggr rede for, at i enhver egentlig kantfarvning af K¢ 1 5 farver er der precis 3 kanter med
hver farve, og hver knude er endeknude for 5 kanter med hver sin af de 5 farver. Vis videre, at for
vilkarlige 2 af de 5 farver danner kanterne med disse 2 farver en kreds af leengde 6.

(11.3) Vis, at en graf G, der er kubisk (eller 3-regular, dvs. alle knuder har valens 3), og har en
Hamilton-kreds, har kantkromatisk tal: x'(G) = A(G) = 3 (den er altsa af klasse 1).

(11.4) Vis, at en kantfarvning af Cs i 3 farver, med passende farvenavne og kredsstart, er af
formen 1 —2 — 1 — 2 — 3 pa de 5 kanter.

(11.5) Angiv en kantfarvning af K5 med 5 farver, hvor farverne ikke er fastlagt ved parallelbundt-
metoden fra teksten. Vis, at ved n@rmere eftersyn er der faktisk alligevel tale om en parallelbundt-
kantfarvning (hvad kan dette betyde?). Vis, at dette ikke er et tilfelde, altsa, at enhver kantfarvning
af K5 med 5 farver er en (eventuelt delvis skjult) parallelbundtfarvning.

2Gloserne er ikke i den grad informative.
3Hvorvidt dette ggr interessen mindre sar lades usagt!
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(11.6) Bestem for hver af nedenstaende grafer det kantkromatiske tal.

G, G,

Vis, at G (det er Petersen grafen) ikke har en Hamilton-kreds, og angiv en Hamilton-kreds for
grafen G, til hgjre. Er de to grafer isomorfe?

(11.7) Bestem det kantkromatiske tal for alle sammenh@ngende grafer med op til (og med) 5
knuder.

(11.8) Lad G = (V, E) vare en graf, og antag, at den maksimale knudevalens A(G) i G opfylder
uligheden: A(G) - L%J < |E| (hvor |x], for x € R, betegner det stgrste hele tal < x).

(a) Vis, at G er af klasse 2.

(b) Vis videre, at |V| er ulige, og giv et eksempel pa en sadan graf.

(11.9) Lad G = (V, E) betegne en graf, hvor alle knuder panzr pracis én har valens d, og antag,
at det kantkromatiske tal for G er d, altsa x'(G) = d.

(a) Vis, at |V | er ulige.

(b) Vis, at G har en isoleret knude, altsa en knude v af valens §, = 0.

(11.10) Lad G vere en sammenha@ngende graf, hvor alle knuder har valens d, og hvori der findes
en knude v, saledes, at grafen med v og alle kanter til v fjernede, er ikke-sammenhangende. Vis,
for det kantkromatiske tal, at x'(G) = d + 1 (altsd, at G er af klasse 2).

(11.11) Betragt nedenstaende graf, der paner kanterne til knude v gverst (disse kanter er vist
stiplede) er kantfarvet med brug af farverne 1, 2, 3, 4, og til hgjre er angivet et set af ledige farver
pa samme made som i farvelemmaet i afsnit 11.6. Gennemfgr en ferdigfarvning af grafen med
algoritmen givet i beviset for farvelemmaet.

!
G =1{2
v~ vg—3 ‘g3 v Cr = {2,4}
3 |3 Cs = {2, 4}
2
1 I Ci=1{2,4
A A 4=1{2,4}




Kapitel 12

Mere om sammenhaeng mm.

En sammenh&ngende graf kan vere mere eller mindre sammenhangende, i den forstand, at visse
kanter kan fjernes, sa de resterende kanter er nok til at sikre vejforbindelse mellem vilkarlige to
knuder, eller en eller flere knuder kan fjernes — og alle kanterne til dem — sa der i restgrafen fortsat
findes en vejforbindelse mellem vilkarlige to knuder.

For en graf, der tjener som model for et kommunikationsnetvaerk, er graden af sammenhang
udtryk for netvaerkets robusthed: Er kommunikationsmulighederne fortsat til stede efter bortfald
af en knude, eller af en kant? En knudes bortfald svarer til, at et kommunikationsknudepunkt (en
maskine) »géar ned«; dette vil naturligvis afskere den pageldende knude (maskine) fra at kom-
munikere, men knuden kan ogsa vere afggrende for den indbyrdes kommunikation mellem andre
knuder. En kants bortfald svarer til, at en kommunikationslinie afskeeres, men ofte er netvarket
designet, sa vilkarlige knuder kan kommunikere uden brug af en bestemt af kanterne.

Det viser sig nyttigt at kunne beskrive, endda ligefrem mdle, en sammenhangende grafs grad
af sammenheeng (engelsk: connectivity) dels via antallet af knuder, der kan fjernes (med de kanter,
der gar til dem) uden tab af sammenhzang, dels via antallet af kanter, der kan fjernes uden tab af
sammenhang. Hovedformalet i kapitlet er at forberede beviset for Brooks’ setning i naste kapitel
via analysen af knudesammenhang i afsnit 12.1 og 12.3.

12.1 Knudesammenhang. Formalet i det fglgende er primert at opbygge en basal intuition
for knuders og kanters bidrag til en grafs grad af sammenhceng. Begreberne er desvarre lidt ro-
dede, da de skal tage hensyn til undtagelsestilfelde, iser for grafer med fa knuder.

En graf skal have mindst 2 knuder for at fjernelse af én knude efterlader en graf; den eneste
sammenhangende graf med 2 knuder (som nedenstiende definition vedrgrer) er K,, og fjernelse
af en af knuderne heri giver den trivielle graf, der er ssmmenhangende:

Definition 1. For en sammenhangende graf G = (V, E), med |V| > 2, kaldes en knude
u € V en snitknude i G, hvis graten G' = (V \ {u}, E \ {kanterne til u}), altsa graten, som fas
fra G ved at fjerne u og kanterne, der har u som ene endeknude, er ikke-sammenhangende.

Eksempel 1. (a) For en komplet graf G = K,,, med n > 2 knuder, vil fjernelse af en vilkarlig
knude, og kanterne til den, efterlade en K,,_;, der jo er sammenh@ngende, og G = K,, medn > 2,
har saledes ingen snitknuder.

(b) Et tre med 2 knuder er K, ogiettre T = (V,E) med |V| > 3erenknude u € V en
snitknude hvis og kun hvis den har valens §, > 1. Fjernes en knude af valens 1 fra et tree, og kanten
til den pageldende knude, fas et tre, specielt en sammenha@ngende graf. En knude u € V af valens
> 1 har to forskellige naboknuder, fx v og w, og den entydigt bestemte vej, der forbinder v og w
itreet T gar gennem u, hvilket medfgrer, at v og w tilhgrer hver sin sammenhangskomponent af
restgrafen 7', der fas ved fjernelse af u og kanterne til u.

(c) Ingen knude i en kredsgraf C = (V, E) er snitknude; vilkarlige forskellige knuder i en
kreds er nemlig forbundet med to veje (hver sin vej rundt i kredsen), og fjernelse af en enkelt
knude fra kredsen gdelegger kun den ene af disse veje. []
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Successiv fjernelse af knuder fra en K, forer ikke til en ikke-sammenh@ngende graf, men
processen stopper pa naturlig made, nar den trivielle graf K; nas.

En sammenh@ngende graf, der ikke er komplet, har 3 eller flere knuder, og der findes knuder
u, v i grafen, der ikke er kantforbundne; dermed vil fjernelse af samtlige knuder (og kanterne
til dem) paner u og v producere en ikke-sammenhangende graf, nemlig med knuderne u, v og
tom kantm@ngde. Som navnt er det primart for grafer med 3 eller flere knuder, at de detaljerede
sammenha@ngsbegreber i de fglgende afsnit har relevans.

Definition 2. Lad G = (V, E) vare en sammenhangende graf. En agte delmangde S C V
af knudemengden kaldes en snitmaengde i G, eller en adskillende maengde af knuder for G,
hvis delgrafen af G, med knudemangde V og kantmangde E \ {kanterne til knuder i S} er ikke-
sammenhangende. (Denne delgraf, med knudemangde S, og hvis kantmangde er de kanter fra
E, der forbinder to knuder i S, kaldes den af knudemaengden V \ S udspzendte delgraf af G.)

Som allerede bemerket har ingen af de komplette grafer snitmangder, hvorimod der for alle
ikke-komplette grafer med 3 eller flere knuder eksisterer mindst én snitmangde. Som mal for
grafens grad af sammenhceeng tages det mindste antal knuder i en eventuel snitmangde.

Definition 3. En sammenhangende graf G = (V, E), der har en snitmangde, siges at vaere
k-sammenhaengende, for et naturligt tal k, hvis hver snitmangde i G omfatter k eller flere knuder,
og graden af sammenhaeng for grafen G, der betegnes « (G), er den minimale stgrrelse, dvs. antal
knuder, af en snitmangde i G. For de komplette grafer er det praktisk at satte Kk (K,) :(=n — 1,
selvom disse grafer ikke har en snitmangde.

For en ikke-sammenhengende graft G = (V, E) udger den tomme mangde af knuder en
snitmangde af G, og tilsvarende siges, at en ikke-sammenh@ngende graf er 0-sammenhangende,
og vi seetter k (G) = 0, nar G er ikke-sammenhangende.

Dermed er for alle grafer G (ikke ngdvendigt at forudszatte 2 eller flere knuder) tallet « (G) det
mindste hele tal £ > 0, sa der findes et (eventuelt tomt) knudesnit pa k knuder, eller s fjernelse
af k knuder reducerer grafen til den trivielle graf K;. For sammenhangende grafer, ogsd med fa
knuder, kan graden af sammenhe@ng « (G) direkte udtrykkes ved stgrrelsen af knudemangder:

Observation. For en sammenhangende graf G, med 2 eller flere knuder, er k (G) det mindste
hele tal k sa restgrafen efter fjernelse af vilkarlige k — 1 knuder, med deres kanter, er en sammen-
hangende graf, eventuelt en 1-knude graf (altsda en K ).

Eksempel 2. (a) For kredsgrafer geelder: «(C,) = 2 (her er n > 3). Forn = 3 er jo C3 = K3,
der findes ingen snitmangde, men fjernelse af 2 knuder reducerer grafen til en K. Forn > 4
er der snitmangder i C,, men ingen enkelt knude udggr en sadan, altsa «(C,) > 2, og da hver
delmangde bestaende af 2 knuder, der ikke er naboknuder pa C,,-grafen, faktisk er en snitmangde,
geelder k (C,) = 2. (En perlekaede, med 4 eller flere perler, falder i 2 dele, hvis der fjernes 2 perler
som ikke er naboperler, men forbliver i én del, hvis to naboperler fjernes.)

(b) For et tree T, med 2 eller flere knuder, geelder: «(T) = 1.

(c) For de komplet-bipartite grafer gelder: « (K, ,) = min{m, n} , for m,n > 2, da en snit-
mangde ma omfatte alle knuder i én af todelingsmengderne. 0

12.2 Kantsammenhzeng. Successiv fjernelse af kanter! fra en graf er en mere fleksibel meka-
nisme til reduktion af sammenhang end fjernelse af knuder, dels fordi kanter kan fjernes enkeltvis,
dels fordi alle knuderne forbliver i grafen.

Definitioner. Lad G = (V, E) vare en sammenhangende graf med 2 eller flere knuder. En
delmengde F C E af mangden af kanter kaldes en adskillende kantmangde sifremt grafen
med knudemangde V og kantmangde E \ F er ikke-sammenhangende.

IDette afsnit er ret »teknisk«, og det kan — paner glosen snitkant — uden ulemper for det fglgende springes over!
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En kant e € E, for hvilken singleton-kantmangden {e} er en adskillende kantmangde, kaldes
en snitkant, eller en bro, i G.

Grafen G siges at vare k-kantsammenhaengende, for et naturligt tal k, hvis hver adskillende
kantmengde bestar af k eller flere kanter, og dens grad af kantsammenhaeng, der betegnes k' (G),
er det mindste tal k, for hvilket der findes en adskillende kantmangde pa k kanter, eller hermed
ensbetydende, det starste k sa G er k-kantsammenhangende.

For en ikke-sammenha&ngende graf G er den tomme mangde af kanter en adskillende kant-
mengde, og tilsvarende sattes x'(G) = 0, for en sadan graf G. Den trivielle graf G (med en
enkelt knude, og ingen kanter) er ssmmenh@ngende, men det er praktisk ogsa at s@tte ' (G) = 0
for denne graf (det svarer i det mindste til konventionen « (K;) = 0).

Eksempler. (a) For en graf med 2 eller flere knuder udggr samtlige kanter til en vilkarligt valgt
knude en adskillende kantmangde. Specielt er kanten til en knude af valens 1 en snitkant.

(b) Ingen af kanterne i en kredsgraf er en snitkant.

(c) Hver kant i et tree (med 2 eller flere knuder) er en snitkant. ]

En adskillende kantmangde kan fas ved at dele knudemangden V ito dele, Sog S = V \ S,
hvor § er en ikke-tom egte delmangde af V, og betragte samtlige kanter fra en knude i § til en
knude i S; en kantmangde af denne form er en adskillende kantmangde, og den betegnes [S, S]
(den bestar altsa af alle kanter i grafen mellem en knude i S og en knudei S = V \ §).

Ikke alle adskillende kantmangder har denne form [S, S1, for en ikke-tom egte delmangde S
af knudemengden; samlingen bestaende af de tre kanter i en K5 (eller C3) er adskillende, men er
ikke af formen [S, S] (for nogen delmangde S af knudemzangden). Hvis |V| > 2 s har enhver
minimal adskillende kantmaengde F € E formen [S, S]: Nar G med kanterne F fjernede har to
eller flere sammenhangskomponenter, sa tilhgrer alle kanter, der kun har én endeknude i en af
disse komponenter, fx med knudem@ngde H, mengden F af fjernede kanter, og den adskillende
kantmengde [H, H] er derfor indeholdt i F, og minimaliteten af F sikrer, at F = [H, H].

De to mal k(G) og «'(G) for graden af en grafs sammenh@ng er beslegtede, men normalt
ikke sammenfaldende. Der gelder dog en ulighed mellem dem, « (G) < x'(G), og begge er hgjst
grafens minimale knudevalens, der betegnes §(G).

Seetning. For enhver graf G gelder: k (G) < k'(G) < §(G).

Bevis. Hvis G er ikke-sammenhzngende, eller hvis G er triviel, gelder '(G) = «(G) = 0,
altsa den pastdede ulighed. I det fglgende betragtes derfor en sammenhangende ikke-triviel graf
G, hvor altsa §(G) > 0.

Uligheden «'(G) < §(G) er nasten umiddelbar: Lad nemlig u# vere en knude af minimal
valens k = §(G) > 0; mangden af kanter, hvis ene endeknude er u, er da en adskillende kant-
mangde, bestaende af k kanter, altsa geelder: «'(G) < k.

For uligheden «(G) < «'(G) bemerkes fgrst, at k (G) < |V| (dette er klart for alle ikke-
komplette grafer, og «(K,) = n — 1 ifglge definitionen). For |V| > 1 betragtes en minimal
adskillende kantmzngde, der som nzvnt har formen [S, S], for en passende gte ikke-tom del-
mangde S C V, der bestar af k := «’'(G) kanter. Hvis hver knude i S er kantforbundet til enhver
knude i S, gelder k > |S]| - IS| > |V|—1, og uligheden er opfyldt (uligheden: m(n —m) >n — 1
form=12,...,n—1).

Derfor betragtes tilfeeldet, hvor der findes u € S og v € S som ikke er kantforbundne, altsd
uv ¢ E. Det drejer sig om at finde en knudemengde pa hgjst k knuder, der adskiller G. Hertil de-
fineres knudemangden T pa fglgende méde: dels bestaende af de knuder i S, der er kantforbundne
med u, dels de knuder fra S \ {u} der er kantforbundne til knuder i S. Denne knudemangde er et
knudesnit, der efterlader u og v i hver sin komponent; endvidere bestér T af hgjst k knuder, nemlig
hgjst én for hver kant i kantmangden [S, S].
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(Idéen er i det vaesentlige, at definere et knudesnit ved at vaelge én endeknude fra hver kant i
[S, S]; det ma dog g@res omhyggeligt, sa det sikres at restgrafen ikke er sammenhangende, hvilket

kunne indtreeffe, fx hvis den ene komponent, der fas, nar kantmangden [S, S] fjernes, bestar af
netop én endeknude fra hver kant.) [ |

Eksempler. Der gelder ikke i almindelighed lighedstegn i ulighederne i setningen:

DB X P

8(G) =3,k'(G)) =2,k(GD =1 8(Gp) =«'(Gp) =2,k(Gy) =1 8(G3) =2,k'(G3) =x(G3) =1

De sammenhangende grafer G, G,, G3 ovenfor har de anfgrte verdier af §, " og k. I G
og G, er kun midterknuden snitknude, i G5 er begge endeknuderne pa midterkanten snitknuder.
I G| udggr de to kanter fra venstre til midterknuden en adskillende kantmangde, og alle andre
adskillende kantmangder omfatter 3 eller flere kanter. I G, udggr to kanter til samme knude en
adskillende kantmangde, paner, hvis de er valgt pa hver side af midterknuden, og der er ingen
snitkanter i G. I G3 er kanten mellem de to midterknuder en snitkant. ]

12.3 Blokke og blok/snitknude-grafen for en graf. Lad G = (V, E) vare en sammenhzn-
gende graf med en snitknude v. Fjernelse af v, og kanterne til v, giver en ikke-sammenhangende
graf, og dermed en klassedeling af V \ {v}, specielt af de knuder i G, der er kantforbundne til
v, svarende til hvilken komponent af G' = (V \ {v}, E \ {kanter til v}), knuden tilhgrer. I flere
forbindelser er der brug for at betragte delgrafer af formen: en sammenhangskomponent af G’
suppleret med v, og de kanter, der i G forbinder v med knuder i den pageldende komponent af G'.

Dette synspunkt kan viderefgres: Svarende til opdelingen af en graf i komponenter, altsd mak-
simale sammenh@ngende delgrafer, giver opdeling af en sammenhangende graf (med en snit-
knude) i maksimale delgrafer uden snitknuder en nyttig strukturering af grafen.

Definition. Lad G vare en sammenhangende graf med 2 eller flere knuder. En blok af G
er en maksimal sammenhangende delgraf af G, der ikke har en snitknude. Hvis G ikke har en
snitknude, si er G selv en blok.

En kant (med dens endeknuder) udggr en blok hvis og kun hvis den er en snitkant. For et tra
er blokkene pracis kanterne (med deres endeknuder). Hvis en blok har 3 eller flere knuder er den
2-sammenhangende. Blokkene i en sammenhangende graf med 2 eller flere knuder, er dels dens
snitkanter, dels dens maksimale 2-sammenhangende delgrafer. En kant, der indgar i en kreds,
danner (med dens endeknuder) ikke en blok; kredsen udggr nemlig en sammenh@ngende delgraf
uden en snitknude, og derfor tilhgrer alle kredsens kanter samme blok.

Lemma. Lad G veare en sammenhangende graf med 2 eller flere knuder. To forskellige blokke
i G har hgjst én knude fzlles, og denne er i sa tald en snitknude.

Bevis. Lad B; og B, vare blokke af G, med 2 falles knuder. Lad x vere en vilkarlig knude i
B1 U By, 0g lad y € By N B, vare en felles knude s y # x; fjernelse af x fra B; farer ikke til
en ikke-sammenhangende delgraf, og derfor er enhver knude # x i B; forbundet til y via en vej i
B;, der ikke benytter x. Derfor er (B U B;) — x sammenhangende, og B; U B, altsa en delgraf,
der ikke har en snitknude, hvilket medfgrer, at By = By U B, = B;, da By og B, er maksimale
sammenhangende delgrafer uden snitknuder. Den sidste pastand er ligeledes en fglge af blokkes
maksimalitet (som sammenhangende delgrafer uden snitknuder). [ |

Lemmaet viser, at blokkene af G definerer en klassedeling af kanterne for G. Denne inddeling
kan beskrives n@rmere via en afledt graf:
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Definition. Lad G vare en sammenhangende graf med en snitknude. Den bipartite graf
bs(G), hvis ene knudemengde er blokkene for G, og hvis anden knudemangde er snitknuderne
for G, og hvor en blok B er kantforbundet med en snitknude v, i grafen bs(G), hvis snitknuden
tilhgrer blokken, kaldes blok/snitknude-grafen for G.

Eksempel. Grafen nedenfor til venstre har den yderst til hgjre viste blok/snitknude-graf.

< :

Bg
Bs
v3 IBS 3
v o Ba
)
V]

v
| Bz
By

Pa tegningen til venstre er de 3 snitknuder betegnet v, vy, v3, 0g tegningen i midten viser

opdelingen af grafen i 6 blokke, betegnet By, B;, ..., Bg, hvor hver snitknude er givet en separat
kopi for hver af de blokke den tilhgrer. Tegningen til hgjre illustrerer den tilhgrende bipartite
blok/snitknude-graf. ]

Seetning. Blok/snitknude-grafen bs(G) for en sammenhangende graf G med en snitknude er
et tree.

Bevis. Dels er bs(G) nemlig sammenhangende: vilkarlige to forskellige knuder u, v i bs(G)
(altsa blokke eller snitknuder i G) er vejforbundne. I den fglgende konstruktion antages, at u er
en blok og v er en snitknude; for tilfaeldet af to blokke, eller to snitknuder, skal konstruktionen
modificeres en smule. Lad v, betegne en vilkarligt valgt knude af blokken u. Der findes en vej
fra vy til v (1 G), fx af formen: vy, vy, v3, ..., v, = v. Ved heri at erstatte, 1) alle knuder indtil,
men ikke med, den sidste snitknude pa vejen, der tilhgrer startblokken, med u, 2) hvert segment
af ikke-snitknuder med den blok som de pagaldende knuder tilhgrer, og 3) hvert par v;, v;,; af to
pa hinanden fglgende snitknuder i vejen, med v;, b, v;,, hvor b betegner den blok som v;, v;4
tilhgrer, fas en vej i bs(G) fra u til v.

Videre har bs(G) ingen kredse: en sekvens By, vy, B, v, ..., By, v, af skiftevis blokke B;
og snitknuder v;, hvori vilkarlige to pa hinanden fglgende, og ogsa v, og Bj, er forbundne i
blok/snitknude-grafen, er ikke mulig, da der i sa fald ville fas en kreds i G ved at erstatte hver
af blokkene B; med en vej mellem snitknuderne v;_; og v;, fori = 2,3, ..., n, og mellem v, og
v, fori = 1. Som bemarket ovenfor, er hver (eventuel) kreds i G helt indeholdt i en blok. [ |

Dette medfgrer specielt, at blok/snitknude-grafen for en vilkarlig sammenhangende, men ikke
2-sammenha&ngende graf er et ikke-trivielt tree, og derfor har mindst 2 knuder af valens 1 (blad-
blokke). (Alle de til snitknuder svarende knuder er indre knuder i traet!) Dette er er vigtig ingre-
diens i beviset for hoveds@tningen om knudefarvning i naste kapitel.

12.4 Reguleere grafer. Ien rxkke forbindelser mgdes grafer, hvor alle knuder har samme va-
lens, og det er praktisk at have en kort betegnelse for sadanne grafer.

Definition. En graf G = (V, E) kaldes k-regulzr, for et ikke-negativt helt tal k, safremt alle
knuder u € V har valens §, = k.

Eksempler 1. (a) En O-reguler graf har ingen kanter, og den er altsa tom.
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(b) En 1-reguleer graf G = (V, E) bestar af et antal »lgse« kanter, og der gelder |V| = 2|E|,
specielt har den et lige antal knuder, og den eneste 1-regulere sammenhangende graf er K.

(c) En 2-reguler graf har 3 eller flere knuder, og den er foreningsmangde af én eller flere
kredsgrafer. (Dette indses via et spadsereargument.) En sammenh@ngende 2-reguler graf er der-
med en kreds C,,, for et naturligt tal n > 3.

(d) For hver naturligt tal n er den komplette graf K, med n knuder (n — 1)-reguler.

Eksempler 2. Tegningerne nedenfor viser graferne for de 5 platoniske legemer, dvs. de mu-
lige reguleere polyedre i rummet. Disse grafers knuder svarer til hjgrnerne i de pageldende rum-
lige legemer, kanterne svarer til legemernes kanter, medens omraderne i tegneplanen afgranset af
kanterne svarer til legemernes sideflader, dog med én af disse sideflader representeret af det af
samtlige kanter afgreensede omrade (eller omradet udenfor grafen).

NN

Den forste er tetraeder-grafen, med 4 knuder og 6 kanter; den er jo en K4. Den n@ste er
hexaeder-grafen, med 8 knuder og 12 kanter; den er bipartit. Midtergrafen kaldes octaeder-grafen,
med 6 knuder og 12 kanter. Den fjerde er icosaeder-grafen, med 12 knuder og 30 kanter. Den
sidste er dodekaeder-grafen, med 20 knuder og 30 kanter. De graske talord henviser til antallet af
omrader: tetra 4, hexa 6, octa 8, ikosa 20, og dodeka 12. []

Opgaver

(12.1) Bestem for hver af nedenstaende grafer G de tre stgrrelser: §(G), «'(G), «(G), og angiv
samtlige minimale knudesnit, og samtlige minimale kantsnit.

<< X=X

(@) (b) ()

(12.2) Undersgg om der findes grafer, der er lig med, mere pracist er isomorfe med, deres
blok/snitknude-graf.

(12.3) Vis, for en sammenhangende graf G = (V, E), at antallet af snitknuder er < |V| — 2.
(12.4) Vis, at en snitknude v, der tilhgrer en kreds, har valens §, > 2.

(12.5) Hyvilke grafer har et antal snitknuder = |V | — 27

(12.6) Bestem graderne af sammenhang for Petersen-grafen.

(12.7)  Angiv samtlige 3-regulere grafer, og samtlige 4-regulere grafer, med 6 knuder

(12.8) Bestem blok/snitknude-grafen for en 3-kreds, med en »strit«-kant monteret i hvert af de
3 hjgrner.



Kapitel 13

Knudefarvning

I dette kapitel introduceres begrebet knudefarvning, der ligesom kantfarvning spiller en rolle for af-
klaringen af 4-farveproblemet. Efter at have bevist et klassisk resultat om knudefarvning — Brooks’
seetning — vises, at antallet af knudefarvninger af en graf med et givet antal farver k til radighed, er
et polynomium i k; dette polynomium, der kaldes det kromatiske polynomium for grafen, rummer
vigtig information om grafen, og det kan beregnes med en simpel algoritme.

13.1 Motivering — definitioner. Farvning af knuderne i en graf bruges (ligesom farvning af
kanterne, se kapitel 11) som model for ressourceallokering. Til indledning et eksempel:

Eksempel. Antag, at en forelagt graf G = (V, E) beskriver en skemalwgningssituation, hvor
mangden V af knuder kunne vere kurser, og kanterne registrerer deltagerbdnd, praecist med en
kant mellem to kurser hvis og kun hvis de to kurser har en eller flere feelles deltagere, og derfor
skal afholdes pa disjunkte tidspunkter. Et naturligt spgrgsmal i en sddan situation er, hvor fa tids-
punkter skal der til for en kursusatholdelse, der respekterer deltagerbandene? Med farver i rollen
af tidspunkter kan spgrgsmalet formuleres som et farvningsproblem: hvor fa farver skal benyttes
ved en farvning af knuderne i G, der giver kantforbundne knuder forskellige farver?

Definition. En knudefarvning af en graf G = (V, E) er en tildeling af farver til elementerne
i knudemeangden V; en sddan knudefarvning siges at vere egentlig, hvis vilkarlige to kantfor-
bundne knuder u, v € V, altsa med uv € E, har forskellig farve.

Det er neppe umagen vard at veere meget formel hvad angér farver, og knudefarvning: farver
er elementer i en farvemangde F, typisk et afsnit af den naturlige talrekke, og en knudefarvning
er en afbildning ¢ : V — F af grafens knudemangde V ind i F, hvor ¢(v) erdentil v € V givne
farve. I praksis foregar knudefarvning af en graf — givet ved en tegning — ved at skrive farvenavne,
eller farvenumre, ved grafens knuder. En knudefarvning bestemt ved en afbildning ¢ som ovenfor
er egentlig, hvis ¢(u) # ¢(v) for alle u, v € V, der opfylder uv € E.

Det er kun egentlige knudefarvninger, der har interesse, og ofte glemmes/underforstas adjek-
tivet egentlig. Det er klart, at der for en vilkarlig graf G = (V, E) findes egentlige knudefarvnin-
ger: knudemangden V er jo endelig, og om ikke pa anden made fas en egentlig knudefarvning
ved at give separate (forskellige) farver til knuderne. Den tomme graf (med knudemaengde V),
altsd grafen uden kanter, kan naturligvis farves (egentligt) ved brug af en enkelt farve. En graf
med kanter krever mindst 2 farver i en knudefarvning. Et naturligt spgrgsmal i forbindelse med
(egentlige) knudefarvninger er, hvor fa farver en grafs knuder kan farves med?

Definition. Det mindste antal farver i en egentlig knudefarvning af en graf G = (V, E) kaldes
det kromatiske tal, eller det knudekromatiske tal, for G, og det betegnes x (G).

For en forelagt graf G bestér et bevis for, at x (G) = k, for et naturligt tal k, af to dele:

(1) et argument for, at der findes en egentlig knudefarvning af G med brug af k farver, typisk i
form af en konkret knudefarvning af G, og

(2) et argument for, at der ikke findes en egentlig knudefarvning af G med k& — 1 eller faerre
farver; denne del kan vere ganske uoverskuelig, da jo i princippet alle mulige farvningsforsgg med
k — 1 farver skal kontrolleres, og for hvert sadant godtggres, at det ngdvendigvis ma mislykkes.
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13.2 Eksempler pa knudefarvning og kromatiske tal. (1) De komplette grafer. For et na-
turligt tal » har den komplette graf K, med n knuder kromatisk tal x(K,) = n. Da vilkarlige
forskellige knuder u, v i K,, er kantforbundne, og derfor alle knuder i en egentlig knudefarvning
af K, har forskellige farver, skal der bruges mindst n farver, hvilket pa den anden side, for en
vilkarlig graf med »n knuder, er nok til en egentlig knudefarvning.

(2) En grat G = (V, E), der kan knudefarves med én farve, altsa for hvilken x(G) = 1, har
en tom kantmangde.

(3) Kredse. En kreds C,, bestdende af et lige antal knuder (og kanter), kan knudefarves med 2
farver, men ikke med 1 farve (ifglge (2)). En egentlig knudefarvning i 2 farver fas ved simpelthen
at lade de 2 farver alternere — bruges skiftevis — langs kredsen.

En kreds C, bestaende af et ulige antal knuder (og kanter), altsa n = 2m + 1 for et naturligt
tal m, kan knudefarves med 3 farver, men ikke med 2 farver, og har derfor kromatisk tal = 3.
Betegnes knuderne vy, vy, ..., Va1, $& kredsens Kanter er vy vz, V203, - - ., V2 V2ma1s V2mi1V1, S&
kan knuderne vy, v,, ..., Uy, farves med 2 farver, blot ved at lade farverne alternere, dvs. farve 1,
hvis knudens indeks er ulige, og farve 2, hvis knudens indeks er lige; denne farvning kan imidlertid
kun udvides til en egentlig knudefarvning af alle kredsens knuder, ved brug af en ekstra tredje farve
til knude v,,, 11, der jo er forbundet med sével knude v,,, og knude vy, der har hver sin af de 2 fgrste
farver. Altsa:

2 for n lige,
x(Cn) = { 3 forn ulige.

(4) En graf, der har kanter, er bipartit hvis og kun hvis dens kromatiske tal er 2.

Bevis. Antag fgrst, at grafen er bipartit. Farves knuderne i den ene todelingsmangde med
farve 1 og knuderne i den anden med farve 2 fas en egentlig knudefarvning, da alle kanter har
endeknuder i hver sin todelingsmangde. Hvis omvendt grafen kan knudefarves med 2 farver fas
en knudetodeling, der respekterer kanterne, ved at dele knuderne efter farven; med denne knude-
opdeling har en vilkarlig kant endeknuder i forskellige dele pa grund af knudefarvningen. [ |

Det fglger, at alle treeer, panar det tomme, og specielt alle vejgrafer, har kromatisk tal = 2;
disse grafer er jo bipartite.

(5) Hvis en graf H er delgraf af G sa galder: x(H) < x(G). Dette er klart, da en egentlig
knudefarvning af G ved restriktion (brug samme farve pa en knude fra H som den blev givet
opfattet som knude i G; enhver kant mellem 2 knuder i H er jo ogsé kant i G) giver en egentlig
knudefarvning af H. Som typisk anvendelse af denne observation navnes, at en graf G, der har
en delgraf af rype K, for et naturligt tal n, har kromatisk tal x(G) > n; en graf, der indeholder
en K3 (en 3-kreds), dvs. 3 knuder u, v, w med kanterne uv, uw og vw, har kromatisk tal > 3.
Tilsvarende er det kromatiske tal > 3 for en graf, der indeholder en kreds af ulige l&ngde.

(6) Et hjul G med n > 3 eger har x(G) = 3, nar n er lige, og x(G) = 4, nar n er ulige.
Felgknuderne kan nar n er lige farves egentligt med 2 farver, og en tredie farve er ngdvendig til
navknuden, der sammen med 2 pa hinanden fglgende falgknuder danner en K. Nar n er ulige
udggr felgen en kreds af ulige l&ngde, og den kan derfor farves egentligt med 3 farver, men ikke
med 2; navknuden er forbundet til alle felgknuderne og kan derfor ikke farves med disses farver.

(7) I en graf G med 2 eller flere sammenhangskomponenter kan knuderne i hver sddan knu-
defarves uathangigt af knuderne i enhver anden sammenha&ngskomponent, og derfor gelder, hvis
G, Ga, ..., G, betegner komponenterne

x(G) = max{x(G1), ..., x(Gu)}.

(8) En permutation af farverne i en egentlig knudefarvning giver en egentlig knudefarvning. []
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13.3 Brooks’ saetning — opvarmning. Eksemplerne ovenfor antyder en forbindelse mellem
knudekromatisk tal x (G) og maksimal knudevalens, som betegnes A(G), for en graf G; denne
forbindelse er dog noget mere sofistikeret end den forbindelse mellem kantkromatisk tal x'(G) og
maksimal knudevalens, der udtrykkes af Vizings sceetning, se kapitel 11.

I almindelighed er x(G) < A(G), og uligheden her er ofte opfyldt med skarpt ulighedstegn,
endda med x (G) meget mindre end A(G), som fx for et hjul med mange eger. Der er dog to fami-
lier af undtagelsesgrafer, dels komplette grafer, dels kredse af ulige leengde, hvis knudekromatiske
tal er = A(G) + 1. Det pracise resultat skyldes Brooks (1941):

Seetning. Lad G = (V, E) vare en sammenhangende graf. Hvis G = K, for et naturligt tal
n, hvor A(K,) = n — 1, eller hvis G = C,, for et ulige naturligt tal n > 3, hvor A(C,) = 2, sd
galder x(G) = A(G) + 1. 1 alle andre tilfelde gaelder: x (G) < A(G).

Knudefarvning af en graf kan som navnt forega i hver sammenha@ngskomponent af grafen
uafh@ngigt af knudefarvningen i andre sammenh&ngskomponenter. Forudsatningen, at den fore-
lagte graf er ssmmenhangende, tjener til det precise udsagn, at der kun er de to nevnte klasser af
undtagelsesgrafer.

Der er i tidens Igb givet adskillige beviser for Brooks’ s@tning — naturligvis ikke for at vere
ekstra sikker pa rigtigheden af pastanden — men med forskellig teoretisk fundering. Neeste afsnit
gennemgar et bevis, hvis hovedstruktur skyldes Lovdsz (1975). Her gives diverse »opvarmning,
der — det haber jeg — hjelper til at se, »hvad sagen drejer sig om«!

For de komplette grafer, og for kredse uanset lige/ulige leengde, er knudefarvning afklaret
ovenfor. Det drejer sig derfor om at indse, at en forelagt sammenheengende graf, der ikke er kom-
plet, og heller ikke er en kreds, kan knudefarves med A(G) (eller ferre) farver. Argumentet for
dette er naesten en opskrift pa konkret udfgrelse af en knudefarvning. Lad os prgve at se »hvor
sveert det kan vere«! Den fgrste indskydelse er vel at forsgge at farve knuderne fra en ende af,
ved sa vidt muligt at sgrge for, at der i hvert skridt, for hver naste knude v € V, er en ledig farve,
dvs. en farve, der ikke er benyttet pa allerede farvede naboknuder til v. Dette kan for visse grafer
ggres nogenlunde let med A(G) farver.

Lemma. En sammenh@ngende graf G = (V, E), for hvilken der findes en knude u € V,
hvis valens er < A(G) (grafen er dermed hverken en kreds eller en komplet graf) har en egentlig
knudefarvning i A(G) farver.

Bevis. Lad u € V veare valgt af valens < A(G). Idet n = |V| betegner antallet af knuder
indiceres disse knuder u1, us, ..., u,, med u, = u, efter aftagende afstand til knude u (afstanden
fra v € V til u er lengden af en korteste vej mellem u og v; en sadan eksisterer fordi grafen er
sammenhangende); u; er siledes en knude af maksimal afstand til u; u, en knude af maksimal
afstand til # blandt de resterende. I tilfeelde hvor flere knuder har samme afstand til # valges blot
én af dem. Den afggrende egenskab ved en sadan indicering er, at hver knude u;, for i < n, har en
hgjere indiceret naboknude, fx den foregaende knude pa vejen fra u; tilbage mod u.

Nu farves efter den valgte indicering. For i = 1,2,...,n — 1 valges en farve til u; blandt
de A(G) mulige; da valensen af u; er < A(G), og da u; er forbundet med mindst én knude af
hgjere indeks (som derfor endnu ikke er tildelt en farve) er hgjst A(G) — 1 af farverne benyttet
pa allerede farvede naboknuder til u;, og der er saledes mindst én ledig farve (ledig i henseende
til, at kantforbundne knuder tildeles forskellige farver); denne farve benyttes pa u;. Saledes farves
Wi, up, ..., u, 1; valget af knude u, = u, som en knude af valens < A(G) sikrer pa tilsvarende
made, at der en en ledig farve til u,,. [ |

Bemerkning. Farvningsmetoden i lemmaet ovenfor er et eksempel pa en sakaldt »gradig«
algoritme; denne betegnelse henviser til, at der i hvert skridt valges den fgrste ledige farve, uden
at tage hensyn til eventuelle besveerligheder for fremtidige farvevalg — disse er dog imgdegaet via
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det indledende valg af knude som udgangspunkt for indiceringen. Pa samme gradige made fas, via
en indicering efter aftagende afstand til en vilkdrlig knude i G:
Enhver sammenhangende graf G har en egentlig knudefarvning i A(G) + 1 farver.

Tricket i lemmaet, at knudefarve hen mod en knude af valens < A(G), tager hgjde for det
problem, der opstar »nar man maler sig op i en krog«. En tilsvarende idé baerer beviset generelt.

13.4 Brooks’ setning — bevis. Beviset for Brooks’ s@tning, der fglger nedenfor, er i princip-
pet en anvisning til udfgrelse af en egentlig knudefarvning.

En vigtig egenskab ved kredse, og komplette grafer med 3 eller flere knuder, er, at ingen enkelt
knude »barer« grafens sammenh@ng. Mere pracist: ved at fjerne en enkelt knude, og kanterne til
den, fra en sadan graf, efterlades en sammenhangende restgraf. Beviset forgrener sig efter den
forelagte grafs grad af sammenhang, og pa grund af lemmaet i det foregaende afsnit, er det blot
tilfeeldet af reguleere grafer (alle knuder har samme valens = A(G)), der mangler behandling.

Hovedidéen i beviset er en skarpelse af den gradige knudefarvningsmetode fra lemmaet. For
en reguler graf er det naturligvis umuligt at finde en knude af valens < A(G), men i mange
tilfeelde (tilstreekkeligt mange) findes en lige sa nyttig erstatning.

Lemma. En sammenhangende graf G = (V, E), for hvilken der findes tre forskellige knuder
u,w,v €V, der optylder de to betingelser:

a) knuden w har kanter til bade u og v, men u og v er ikke kant-forbundne, og

b) restgrafen G’ = (V \ {u, v}, E \ {kanter til u, v}) er ssmmenhzangende,
har en egentlig knudefarvning i A(G) farver.

Bevis. Lad u, w,v € V vere valgt sa betingelserne a) og b) er opfyldt. Knuderne i grafen
indiceres uy, us, ..., u, = w, hvor n er antallet af knuder, pa fglgende méade. De fgrste to er de
valgte naboknuder til w, fx u; = u og u, = v; de gvrige knuder indiceres efter aftagende afstand
til knude w, men vel at merke: afstand malt i den sammenh@ngende graf G’, hvor knuderne u
og v, samt kanterne til u, v er fjernede fra G (afstanden er lengden af en korteste vej mellem
de to knuder; grafen G’ er ssmmenh@ngende som fglge af valget af u, v, w); us er saledes en
knude af maksimal afstand til w (i G'); us en knude af maksimal afstand (i G') til w blandt
de resterende. I tilfzelde hvor flere knuder har samme afstand til w valges blot én af dem. Den
afggrende egenskab ved en sadan indicering er, at der for hver knude u;, hvor i < n, findes en
hgjere indiceret naboknude, fx den foregaende knude pa vejen fra u; tilbage mod w gennem grafen
G’ (dette geelder ogsa for u; og us).

Nu farves i knuderne i G i den valgte knuderekkefglge (grafen G’ bruges ikke mere), og der
startes med tricket. Ifglge valget af u, v, w er uy = u og u, = v ikke kantforbundne, og de
tildeles begge farve 1. Fori = 3,4,...,n — 1 valges den »fgrste« ledige farve til u; blandt de
A(G) mulige; da valensen af u; er = A(G), og da u; er forbundet med mindst én knude af hgjere
indeks (denne har derfor endnu ikke faet tildelt en farve) er hgjst A(G) — 1 af farverne benyttet
pa allerede farvede naboknuder til u;, og der er saledes mindst én ledig farve (ledig i henseende
til, at kantforbundne knuder tildeles forskellige farver); denne farve benyttes pa u;. Saledes farves
ui, up, ..., u, 1;valget af samme farve til de to naboknuder til knude u, = w sikrer pa tilsvarende
made, at der en en ledig farve til u,,. [ |

Pointen i lemmaet er, at en knude w med to naboer, der ikke er indbyrdes kantforbundne, udggr
en »krog«, hvortil der uden problemer kan males op med brug af A (G) knudefarver. Det tilrades at
gennemarbejde nogle substantielle eksempler pa knudefarvning under brug af metoden i lemmaet.
Her er et par simple eksempelgrafer (flere fglger beviset for Brooks’ s@tning).

Eksempel 1. Tegneserien viser, fra venstre mod hgjre, en 3-reguler graf G |, med 8 knuder, de
kanter (vist stiplede), der skal fjernes fra G for at give delgrafen G’, efter valg af et tripel u, w, v,
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der opfylder betingelserne fra lemmaet, grafen G’ med knudernes afstand til w angivet, og sidst
den tilsvarende indicering af knuderne i G, der benyttes til successiv knudefarvning.

G u
1 WA
! ’
! ’
/
vé._ [
\\ RN
\
G, WL
ve U

Usq

Den anden billedserie viser et eksempel mere pa en 3-reguler graf Gz, med 8 knuder, og
tilsvarende behandling. ]

Bevis for Brooks’ scetning. Lad nu G = (V, E) vare en sammenhengende og regulcer graf, der
ikke er en kreds og heller ikke er en komplet graf. Dette medfgrer specielt, at valensen af knuderne
i G, altsd A(G), opfylder A(G) > 3.

Tilfeelde 1. Antag yderligere om G, at der findes en snitknude, dvs. en knude v € V, hvis
fjernelse (med de kanter, der har den som endeknude) giver en ikke-sammenhzangende graf G'.

Der konstrueres en rekke delgrafer af G, hver bestaende af en sammenh@ngskomponent af
G’, suppleret med de kanter, der gar fra den pageldende sammenhangskomponent af G’ til snit-
knuden v, samt en »kopi« af v for hver sammenh@ngskomponent (se eksemplet nedenfor); disse
hjelpegrafer er ikke regulere: valensen af kopien af v har lavere valens end de andre knuder;
derfor kan hver af hjelpegraferne farves (egentligt) med brug af A(G) farver, via lemmaet i det
foregéende afsnit, og knudefarvningerne af delgraferne kan tilretteleegges, eventuelt via en per-
mutation af farverne, sa kopien af v tildeles samme farve i alle hjelpegraffarvningerne, der derfor
sammenstykker til en egentlig knudefarvning af den givne graf med A(G) farver.

Tilfeelde 2. Her antages grafen G at vere 2-sammenh&ngende, men ikke 3-sammenh@ngende;
der findes derfor et knudesnit i G pa to knuder, og w valges som en knude, hvortil der findes en
anden knude w’, som sammen med w udggr et knudesnit i G. Nu betragtes den sammenhangende
hjelpegraf: G’ = (V \ {w}, E \ {kanter til w}), altsi G med w, og kanterne til w, fjernede.

Blok/snitknude-grafen for G’ er et ikke-trivielt tree, derfor med mindst to knuder af valens 1,
altsd »bladblokke« (disse har praecis en snitknude), der hver indeholder mindst én knude (forskellig
fra blokkens snitknude), som er kantforbundet til w i den oprindelige graf. (Hvis ingen knude i en
endeblok er kantforbundet til w i G er bladblokkens snitknude (i G”) faktisk snitknude i G, hvilket
er umuligt da G er 2-sammenhangende.) Nu valges u og v som naboknuder til w i to forskellige
endeblokke i blok/snitknude-grafen, og dermed er u, w, v et tripel, der opfylder betingelserne a)
og b) fra lemmaet. At restgrafen efter fjernelse af u, v, og kanterne til u, v er ssmmenhangende
folger af, at valensen af w er > 3.

Lemmaet giver dermed den gnskede egentlige knudefarvning af G i A(G) farver.

Tilfeelde 3. Grafen antages her 3-knudesammenhzngende, altsd med egenskaben, at restgrafen
efter fjernelse af vilkarlige to (forskellige) knuder er ssmmenhangende. I sé fald findes tre knuder
u, v, w i grafen, som opfylder betingelserne a) og b) fra lemmaet.

Lad nemlig u, v" vere valgt sa uv’ ¢ E (grafen er ikke komplet), og veelg en korteste vej fra
u til v’ (G er sammenhangende); en sadan vej har leengde > 2, og betegner u, w, v de tre f@grste
knuder pa vejen geelder, at uw, wv € E oguv ¢ E (hvis u og v er kantforbundne findes en kortere
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vej fra u til v/, nemlig den, der »springer over« w). Videre er restgrafen dannet ved fjernelse af
u, v, og kanterne til u, v, ssmmenhangende, fordi G er forudsat 3-sammenhangende.
Lemmaet giver dermed igen den gnskede egentlige knudefarvning af G i A(G) farver. [ |

Eksempel 2. Eksemplerne her illustrerer fremgangsmaden i beviset for tilfeeldene 1 og 2 (ek-
sempelgrafen G i det foregdende eksempel 1 belyser tilfeelde 3, og grafen G, i eksempel 1 er
et yderligere eksempel pa tilfeelde 2). Grafen G nedenfor til venstre er 3-reguler, og den har en
snitknude (faktisk har den 4 sddanne). Valges én af dem, v, som udgangsknude for konstruktionen
for tilfelde 1 fas de tre delgrafer G|, G, og G} vist til hgjre

q G/2 9
PO T e
1 v | q V] |
Jred

Nedenstaende graf G (i midten) er 3-reguleer, og 2-sammenhangende, men ikke 3-sammen-
hangende. Kandidaterne for valget af en knude w, der sammen med en anden knude udggr et
2-knudesnit, er de 6 knuder merket a, og de 2 knuder merket b.

Konstruktionen forlgber som vist til venstre nar den fgrste a-knude tages som udgangsknude
w, medens konstruktionen baseret pa den gverste b-knude (som w) er vist til hgjre.

G’ G b G
a a
/N AN AN
> <> <
v a a ) 4 U3
v b %)

Grafen G’ til venstre har en blok/snitknude-graf med de to snitknuder v, v, og tre blokke,
»K,-grafen bestemt ved vy, vp«, »trekanten over v;« inklusiv knuden v;, og »knuder og kanter i
hgjre side over v,« inklusive knuden v,; de to sidstna@vnte blokke er bladblokkene.

Grafen G” til hgjre har en blok/snitknude-graf med de fire snitknuder vy, vy, v3, v4 0g seks
blokke, dels tre » K,-grafer« bestemt ved vy, v,, henholdsvis v;, v4, 0g v5, v3, dels de tre »firkant
med diagonal« over snitknuderne vy, henholdsvis vy4, 0g vs, disse tre inklusive snitknuderne; de tre
sidstn®vnte blokke er bladblokkene. H

13.5 Antal knudefarvninger med k farver. I de fglgende afsnit anleegges et nyt synspunkt
pa knudefarvning. I stedet for at spgrge om antallet af farver en egentlig knudefarvning har behov
for, spgrges nu om, givet et antal, fx k farver (k et helt tal > 0), hvor mange forskellige egentlige
knudefarvninger af den forelagte graf kan udfgres med disse k farver til radighed? Det kraeves ikke,
at alle k farver indgér i knudefarvningen, dvs. optreder som knudefarver. En K,-graf, dvs. en graf
med 2 knuder, og kanten mellem dem, kan med k farver knudefarves pa k(k — 1) mader, nemlig
den ene knude pa k mader, og for hver af disse, den anden knude pa k — 1 mader.

Hovedresultatet er, at for hver graf G findes et polynomium p¢(x), der her fungerer som et
beregningsudtryk knyttet til grafen G, séledes, at antallet af knudefarvninger af G med brug af k
farver, er verdien pg (k) af polynomiet i tallet k. Vi starter med at undersgge knudefarvningsan-
tallet for nogle konkrete grafer.

Lemma. For hvert helt tal k > 0 er antallet af egentlige knudefarvninger af den komplette graf
K,, med k tarver til radighed, k in’te faldende, altsa k> = k(k — 1)(k —2)... (k —n+1).

Bevis. Idet vy, vy, . .., v, betegner knuderne i K, er der med ialt k farver til radighed, k£ mulig-
heder for valg af farve til vy, og for hver af disse er der kK — 1 muligheder for valg af farve til v,; da
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der er en kant mellem v; og v, skal disse knuder farves forskelligt (i en egentlig knudefarvning).
For hver af de k(k — 1) mulige farvninger af vy, v, er der kK — 2 muligheder for valg af farve til vs,
fordi v; er forbundet til savel v; som til v,, der er indbyrdes forbundne og derfor har forskellige

farver. Sdledes fortsattes: For j < nerderk(k —1)...(k — j + 1) farvninger af vy, v, ..., v},
og for hver af disse er der k — j muligheder for valg af farve til v, ; farven til v; ; skal vare
forskellig fra farverne pa alle de j »allerede farvede« knuder, der har forskellige farver. [ |

Observation. Lad n veare et naturligt tal. For hvert helt tal k > 0 er antallet af egentlige
knudefarvninger af et tree med n knuder, med k farver til ridighed, k(k — 1)"~.

Bevis. Dette vises ved induktion efter n. Et tre med n = 1 knude kan med & farver knudefarves
pa k méader som pastaet.

Betragt nu et tre 7 med n > 1 knuder, og antag — dette er induktionsantagelsen — at alle
treer med n — 1 knuder, med k farver til ridighed, kan knudefarves pa k(k — 1)*~D~! mader.
Da T er et tree med 2 eller flere knuder sa findes en knude i 7', der har valens 1; lad u betegne
en sadan knude. Ved at fjerne knuden u, og kanten uv (v € V), med u som ene endeknude,
fra treeet T, fas (dette trick er benyttet mange gange) et tree 7', med n — 1 knuder. Enhver af
de k(k — 1)"=D=1 = k(k — 1)"~? egentlige knudefarvninger af 7’ med k farver til ridighed
(induktionsantagelsen) kan udvides til en egentlig knudefarvning af T ved at farve u med en fra
farven i v forskellig farve, altsa pa k — 1 mader, hvilket giver pastanden. [ |

For sével de komplette grafer som for treeer kan knudefarvningen foretages »fra en ende
af«: fra en vilkarlig (tilfeldet K,), eller en passende (for treeer), valgt rekkefglge af knuderne kan
antallet af farvemuligheder ved skridtvis farvning let overskues. Dette er imidlertid ikke tilfeldet i
almindelighed.

Eksempel. Ved konkret knudefarvning af en graf er det ofte en hjelp at »mzrke« knuderne
med antallet af farvemuligheder ved en passende skridtvis farvetildeling. Figuren til venstre viser
dette for C; = K3, der omfattes af lemmaet ovenfor: antallet af knudefarvninger med & farver er
produktet af k-udtrykkene anfgrt ved knuderne, altsa her: k(k — 1) (k — 2).

k—2 v2 U3
k k-1 U

Den tilsvarende idé til knudefarvning mgder vanskeligheder for C4-grafen vist til hgjre. Gan-
ske vist kan det siges, at der er kK muligheder for farvning af vy, for hver af disse, kK — 1 muligheder
for v,, for hver af disse k(k — 1) muligheder for farvning af v; og v,, kK — 1 muligheder for v3; men
nu gar det galt! Antallet af farvningsmulighder af vy afhenger nemlig af om v, og v; har samme
farve (i sa fald er der k — 1 muligheder for farve til v4), eller om v; og v; har forskellige farver (i
sa fald er der k — 2 muligheder for farve til vy).

En mere robust optelling af farvningsmulighederne, der faktisk udggr princippet i beviset for
setningen nedenfor, fas ved at basere optallingen pa en typedeling af de egentlige knudefarvnin-
ger i to typer: den fgrste type knudefarvninger af C4 benytter samme farve pa v; og vs (to ikke
forbundne knuder), medens den anden type tildeler to forskellige farver til v; og vs. Det er klart, at
denne opdeling giver en disjunkt deling af samtlige knudefarvninger, og summen af antallene for

de to typer er derfor det sggte antal; antallet af farvninger af hver af de to typer kan nogenlunde
let findes ved at overveje antal farvemulighder i hver knude, og multiplicere disse.

Figuren A til venstre illustrerer optellingen for knudefarvninger af den fgrste type. Med k
muligheder for farve til v; (og implicit dermed ogsa til vs, markeret med %), er der for hver af
disse, k — 1 muligheder i v,, og for hver af de k(k — 1) muligheder for vy, v, og vs, er der k — 1
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muligheder for v, (hvor kun den ene farve, der er benyttet pa v; og vs, er ikke-anvendelig). Antallet
af knudefarvninger af den fgrste type er derfor produktet: k(k — 1)(k — 1).

k—1 * k—1 k—2

(%) v3 ) v3

A B

1] Vg4 V1 V4
k k—1 k k—2

Optellingen af knudefarvninger af den anden type foregér som skitseret pa figuren B til hgjre.
Med k muligheder for farve til vy, og for hver af disse, k — 1 muligheder for farve til v,; for
hver af de k(k — 1) muligheder af farver til v,, v, er der netop k — 2 farvemulighder for vs, fordi
savel farven benyttet i vy, som farven i v; skal undgas (den fgrste pa grund af kanten v,v3, den
anden fordi der her telles knudefarvninger af den anden type, hvor v, og v; har forskellige farver);
tilsvarende er der nu for hver af de k(k — 1) (k —2) farvninger af vy, v,, v3, preecis k — 2 muligheder
for farve til vs. Farverne benyttet i knuderne v; og vs, der i den aktuelle optlling er forskellige,
skal begge undgas. Antallet af knudefarvninger af den anden type er derfor: k(k —1)(k —2)(k—2).

Samlet er antallet af knudefarvninger af C4 med k farver til radighed altsa:

k(k —1)(k — 1) + k(k — 1)(k —2)(k — 2) = k(k — 1)(k? — 3k + 3). 0

13.6 Kanttilfgjelse og knudesammentrakning. I alle de hidtil betragtede situationer er an-
tallet af knudefarvninger af den forelagte graf, med k farver til radighed, lig med vardien i tallet
k af et fra grafen beregnet polynomium. Dette gelder generelt, se s@tningen i naste afsnit, men
inden dette resultat bevises, indfgres en abstrakt konstruktion, der i »strgmlinet« form svarer til
tellemetoden i C4-eksemplet ovenfor.

En graf G = (V, E), der ikke er den komplette graf pa sin knudemangde, giver for hvert valg
af to knuderu,v € V (u # v), der ikke er kantforbundne, anledning til to afledte grafer.

Den ene er G med kanten uv tilfgjet, altsi G| = (V, E U {uv}).

Den anden fas af G ved at sammentraekke knuderne u og v; dens knudemangde kan beskri-
ves (V \ {u, v}) U {v*}, altsd med u og v fjernede og erstattet af en enkelt knude v*, der fungerer
som den knude u og v sammentrzakkes i, og dens kantmangde bestar dels af kanterne fra E, der
ikke har u eller v som endeknude, dels af kanter wv* for hver knude w € V \ {u, v}, deri G er
kantforbundet til enten u eller v, eller til begge.

Eksempel. Grafen G = (V, E) vist nedenfor til venstre har knudemangde a, b, ¢, d, u, v, og
knuderne u og v er ikke kantforbundne.

G AP G, AP G, AP

c c c

Den fgrste afledte graf G er vist i midten: den fés ved at tilfgje kanten uv. Den anden afledte
graf G, er vist til hgjre; den har den »nye« knude v* pa samme relative plads som v i G (og man
kan tenke pa v* som en ny udgave af v). Kanterne i G, mellem to af de oprindelige knuder fra
G er som i G, dvs. kanterne ab, cd, og kanterne i G, med v* (= v = u) som endeknude er af
formen wv*, hvor wv, eller wu (eller begge) er kanter i G. Med en »lidt barnlig« — men, det haber
jeg, suggestiv — formulering, kan G, beskrives som resultatet af at flytte u oven i v, og treekke
kanterne i G til u over som kanter til v (med »elastiske« kanter); dette kan give dobbeltkanter, fx
giver kanterne au, av i G begge kanten av* i G,, og tilsvarende giver ud, vd begge v*d; med »de
elastiske kanter« opfattes eventuelle dobbeltkanter til v* blot som en enkelt kant! N
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Pointen med denne konstruktion er at kunne opdele egentlige knudefarvninger af G i to typer,
for separat opteelling: dels knudefarvninger, hvor u og v har forskellige farver, dels sddanne, hvor
u og v har samme farve. Hver egentlig knudefarvning af den fgrste type bestemmer (den er!) en
egentlig knudefarvning af G (kravet til egentlighed er jo, at kantforbundne knuder har forskellige
farver: dette er givet for alle andre knudepar end u, v, fordi knudefarvningen af G er egentlig, og
galder ogsa for u, v, fordi der betragtes en knudefarvning af G, hvor u og v har forskellige farver);
omvendt bestemmer enhver egentlig knudefarvning af G; en egentlig knudefarvning af G (samme
farvetilordning): dette er klart. Hver egentlig knudefarvning af G af den anden type, hvor altsa u
og v har samme farve bestemmer (se bort fra den felles farve pa u og v, og benyt denne farve pa
v*) en egentlig knudefarvning af G,; omvendt fas fra en given egentlig knudefarvning af G, en
egentlig knudefarvning af G, hvor u og v har samme farve, altsa af den anden type (her benyttes
farverne fra alle andre knuder end v* direkte pa de tilsvarende knuder i G, medens farven fra v*
benyttes pa savel u som v, hvilket ikke gdelegger egentlighed).

13.7 Kromatisk polynomium. Pa forhand er det ikke klart, at antallet af knudefarvninger af
en forelagt graf G er givet ved et beregningsudtryk af polynomiumsform. Men:

Seetning. Lad G = (V, E) vare en graf. Der findes et polynomium pg(x), sd antallet af
egentlige knudefarvninger at G, med k farver til radighed er givet ved: p¢(k), for hele ikke-
negative tal k. (Betegnelsen p¢(x) skal minde om, at dette polynomium athanger af grafen G.)

Bevis. Der benyttes induktion med en lidt us@dvanlig induktionsparameter. Lad n = |V | vere
antallet af knuder i G; antallet af kanter, |E|, opfylder sa ulighederne: 0 < |E| < (g) = @
og induktionen fgres efter, hvor mange kanter G mangler i at vere den komplette graf pa sin
knudemangde; dette antal er givet ved stgrrelsen m = (g) — |E|, der altsa ligger mellem O (for
den komplette graf pa de n knuder) og (;) (for den tomme graf pa de n knuder).

Ydermere er der tale om en form for induktion, hvor induktionspastanden udtaler sig om alle
grafer, altsa uanset antallet af knuder, nemlig, at antallet af knudefarvninger med k farver til ra-
dighed (k > 0 helt tal) er et polynomium i k. Undervejs i argumentet udnyttes denne pastand for
diverse afledte grafer, med andre knudeantal og andre kantantal.

Induktionens start. Ifglge lemmaet i afsnit 13.5 gaelder for de komplette grafer, med »n knuder,
at antallet af knudefarvninger i k farver er k%, der jo er et polynomium i k (for ethvert naturligt tal
n). Dermed galder for alle naturlige tal n, og for m = 0, at en graf med n knuder, med et kantantal,
der opfylder 0 = (;) — | E|, at antallet af knudefarvninger i k farver er et polynomium i k.

Betragt nu en graf G = (V, E) med n = |V| knuder, og kantantal [E|sém = (}) — |E| > 0.
Induktionsantagelsen er fglgende:

For enhver grat H = (W, F) hvis antal kanter | F| opfylder (|V2V|) —|F| < m galder, at antallet
af knudefarvninger af H med k farver til radighed er et polynomium p g (x) udregnet i k.

Antagelsen om G, at den ikke er den komplette graf pa sin knudemangde, giver, at der findes
knuder, fx u, v € V, som ikke er kantforbundne. Disse benyttes som udgangspunkt for konstruk-
tionen af de to afledte grafer som i afsnit 13.6, og G betegner den afledte graf hvor kanten uv
mellem u og v er tilfgjet, medens G, betegner den afledte graf med u og v trukket sammen.

Der er som navnt en bijektiv korrespondance mellem egentlige knudefarvninger af G, hvor u
og v har forskellige farver, og egentlige knudefarvninger af den afledte graf G, og tilsvarende en
bijektiv korrespondance mellem egentlige knudefarvninger af G, hvor # og v har samme farve, og
egentlige knudefarvninger af den afledte graf G,.

Det er klart, at grafen G; mangler m — 1 kanter i at veere den komplette graf pa sin knude-
mangde; derfor giver induktionsantagelsen, at antallet af egentlige knudefarvninger af G med k
farver til radighed, er af formen pg, (k), for et polynomium pg, (x).
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Ogsa grafen G, mangler faerre (<) end m kanter i at veere den komplette graf pa sin knude-
mengde (der bestar af n — 1 knuder). Dette kreever dog et argument: betragt to forskellige knuder
w, w' i G,, og antag, at de ikke er kantforbundne i G,; sé er de tilsvarende knuder heller ikke
kantforbundne i G (hvis den ene af disse knuder er v* svarer der til den ene manglende kant i G,
faktisk to manglende kanter i G); desuden er heller ikke # og v kantforbundne i G. Dermed er der
for hver manglende kant i G, mindst én manglende kant i G, og tillige mangler ogsa forbindelsen
mellem u og v. Derfor giver induktionsantagelsen ogsa i dette tilfeelde, at antallet af egentlige
knudefarvninger af G, med k farver til radighed, er af formen pg, (k), for et polynomium pg, (x).

Sammenfattende er antallet af knudefarvninger af G med & farver til radighed summen af de
to polynomiumsudtryk: pg, (k) og pg,(k), altsa selv et polynomiumsudtryk som pastaet. |

Definition. Polynomiet pg(x), hvor pg(k) for hele tal k > 0 angiver antallet af egentlige
knudefarvninger af G med k farver til ridighed, kaldes det kromatiske polynomium for G.

Bemaerkning. For en given graf G har det kromatiske polynomium p (k) heltalskoefficienter
(overvej!), og det rummer diverse information om G (opgaverne til kapitlet giver mange eksemp-
ler). Den mest nerliggende oplysning om G, der kan afleses fra pg (k), er vel det knudekromatiske
tal x (G), som simpelthen er det mindste positive hele tal &, for hvilket p (k) > 0. Det kromatiske
polynomium for en graf er dog ikke steerkt nok til at fastleegge grafen (panar isomorfi); ovenfor
blev det kromatiske polynomium for treeer beregnet, og resultatet er det samme for treeer med
samme antal knuder (og for n > 4 er ikke alle treer med n knuder isomorfe). ]

13.8 Algoritme for beregning af kromatisk polynomium. Den konstruktion, der ligger til
grund for induktionsskridtet i beviset for s@tningen i afsnit 13.7, kan udmentes til en beregningsal-
goritme. Med en graf G som input produceres i et fgrste skridt to grafer, der enten er komplette, el-
ler er grafer, der er »mere« komplette end G, og som »erstatter« den givne graf; de ikke-komplette
grafer blandt de producerede underkastes hver for sig samme proces, og erstattes af de resulterende
grafer, og sdledes fortsattes til alle erstatningsgrafer er komplette, hvorfra det er let at udregne det
kromatiske polynomium for den givne graf som summen af de kromatiske polynomier for erstat-
ningsgraferne. Metoden illustreres med et eksempel.

Eksempel 1. Grafen G gverst
har 6 knuder og 11 kanter. Den
giver anledning til de to grafer <
vist i niveauet under, baseret pa
de valgte knuder markeret u, v.

Hver af graferne i niveau 2 be- " Y\ "

handles pa tilsvarende made, pa

basis af disse grafers valgte knu-

der (ligeledes kaldt u, v). v A v
Processen fortsattes; nar der /N Ks K4

i ét niveau opstar en graf, der kun
mangler en enkelt kant i at vaere
den komplette graf pa sin knude-
mangde, fx med m knuder, er det
n&ste (og sidste) skridt for den " PN Ka
pageldende graf klart: der produ-
ceres en K,, og en K,,_, og pa
tegningen er dette blot markeret § v
via disse grafers betegnelser. K 6/\K s K 5/\1( 4
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Sammenfattende giver processen for grafen G én K¢-graf, fire Ks-grafer, og tre K4-grafer, og
det kromatiske polynomium er dermed summen af de tilsvarende kromatiske polynomier, altsé:

pck) = pg (k) +4pg,(k) + 3pk, (k)
= k(k— 1Dk —2)(k —3)(k — 4)(k — 5) + 4k(k — 1)(k — 2)(k — 3)(k — 4)
+3k(k — ) (k —2)(k — 3)
= ktk— 1k —2)(k —3)(k* — 5k + 7).

Ved inds@tning af k = 1,2, 3, ... ses, at pg(k) =0 for k = 1,2, 3, men ps(4) = 72, og det
kromatiske tal er derfor x (G) =4 . 0

Bemarkninger. 1. Algoritmen udfgrer nasten »aritmetik« med graferne, som fx ovenfor, hvor
algoritmen producerede: én K¢-graf, fire K5-grafer, og tre K,-grafer.

2. Pa basis af den forelagte grafs knudeantal og kantantal er det let at forudberegne i hvor
mange niveauer algoritmen/processen forgrener sig.

3. Det er vigtigt (pinefulde erfaringer!) at udfgre tegningerne omhyggeligt, is@r at bevare
knudernes relative placering fra en graf til dens afledte grafer. Endvidere kan farver vare til hjelp!

4. De kromatiske polynomier for de grafer, der opstar i processen, har typisk produktform
(dalende faktoriel i variablen k), og denne faktorisering er en vigtig ekstra viden om de pageldende
polynomier, som ikke bgr slettes ved at udmultiplicere disse dalende faktorieller.

5. Med gvelse kan der foretages diverse kortslutninger i processen, som pa tegningen ovenfor,
hvor en graf af formen »en K, panzr en kant« direkte blev feerdigbehandlet (til K,, + K,,,_1). Det
kan saledes vaere nyttigt én gang for alle at have overvejet, hvad en graf af formen »en K, panar
to kanter« feerdigbehandles til (NB. der er to muligheder for en sadan graf!).

6. Algoritmen kan udfgres nasten i blinde, ved at basere det naeste skridt pa to vilkarligt valgte
ikke-kantforbundne knuder u, v. I mange tilfeelde kan der dog spares en del arbejde ved at velge
knuderne u, v med omtanke! Opstar der som mellemresultat i processen en graf, hvis kromatiske
polynomium direkte kan bestemmes, kraever denne graf ikke algoritmisk viderebehandling. Det
afggrende for dette er, at der findes en reekkefglge af knuderne sa det ved en successiv tildelig af
knudefarver i hvert skridt — pa grund af grafens kanter — vides, at alle tidligere farvede knuder,

som den aktuelle knude er forbundet til, har forskellige farver. Se eksemplet nedenfor. ]
Eksempel 2. Med grafen G fra det fo-

regaende eksempel vaelges nu de to knuder G a b

u, v som udgangspunkt; de er markeret pa

den gverste figur. ! Y
Beregningen af de kromatiske poly- ¢ d

nomier sker via successiv knudefarvning. b—1 k-2 s b1 k-2

Ved hver knude er anfgrt antallet af knude-

farver pa samme made som tidligere. Knu- k k-3 k

derne u, a, b, c udspender en K,, hvor de

enkelte knuder kan farves med de angivne k—3 k—3 k—3 k—2

farveantal.

I grafen til venstre farves nu knuden v. For hver af de k% egentlige knudefarvninger af K
delgrafen pa u, a, b, c, er der k — 3 mulige farver for v (alle de allerede farvede knuder u, b, ¢ har
forskellige farver), og for hver af k*(k — 3) farvninger af a, b, u, v, c er der k — 3 muligheder for
farve til knude d (alle de allerede farvede knuder u, v, ¢ har forskellige farver). I grafen til hgjre
fas tilsvarende k*(k — 2) farvninger, og dermed er det kromatiske polynomium for G, som fgr:

pok) = k*(k — 3)% + k*(k —2) = k(k — )(k — 2)(k — 3)(k* — 5k + 7). 0
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Opgaver

(13.1) Bestem for hver af nedenstaende tre grafer den maksimale knudevalens A(G) og det
kromatiske tal x (G), og angiv for hver graf en knudefarvning i x (G) farver; diskutér resultaterne.

(13.2) Bestem for hver af nedenstaende grafer den maksimale knudevalens A(G) og det kroma-
tiske tal x (G), og angiv for hver en knudefarvning i x (G) farver; diskutér resultaterne.

(13.3) Bestem de kromatiske polynomier for alle grafer med < 3 knuder.

(13.4) Vis, at isomorfe grafer har samme kromatisk polynomium. Kan det omvendt sluttes, at to
grafer, der har samme kromatisk polynomium, er isomorfe.

(13.5) Lad G = (V, E) vare en graf for hvilken |E| > 0. Find summen af koefficienterne i det
kromatiske polynomium pg (k) for G.

(13.6) Vis, at konstantleddet i et kromatisk polynomium er = 0.
Vis, at det kromatiske polynomium for en graf er produktet af de kromatiske polynomier for
grafens sammenha&ngskomponenter.

(13.7)  Vis at det kromatiske polynomium for en graf G = (V, E) er normeret, dvs. koefficienten
til hgjestegradsleddet er = 1, og har grad | V|, altsa antallet af knuder i G.

(13.8) [Mini projekt!] Lad pg betegne det kromatiske polynomium for grafen G = (V, E), der
antages at have n := | V| knuder, g := |E| kanter, og r > 1 sammenh@ngskomponenter.
Vis, at pg har formen:

pek) = a,k" —a, K" 4+ (D" ak + 4 (=D a k. (13.1)
hvor a, = 1, a,_; = ¢, og de @vrige konstanter a,_,, a,_3, ..., a, alle er positive hele tal, altsa
> 0, og hvor koefficienterne til leddene af grad 0, 1,...,r — ler=0.

(13.9) Vis, at C,, for n > 3, har kromatisk polynomium: (k — 1)* 4+ (—=1)"(k — 1).

(13.10) Vis, at en graf med kromatisk polynomium k(k — 1)™ er et tree med m + 1 knuder.



Kapitel 14

Bryllupssaetningen

Emnet for kapitlet er den sakaldte bryllupsscetning, der giver en ngdvendig og tilstraekkelig betin-
gelse, 1 form af en serie af antalsuligheder, for eksistens af en pardannelse af alle elementer fra
en maengde A, med elementer fra en maengde B; det er underforstiet, at pardannelsen er injek-
tiv, dvs. at forskellige elementer fra A far tilordnet forskellige elementer fra B, og pointen, eller
problemet er, at pardannelsen desuden skal opfylde diverse givne kompatibilitetsbetingelser.

Det ved fgrste gjekast simple resultat — denne opfattelse holder dog nappe for en nermere
preve — er i essentielt akvivalente varianter opdaget adskillige gange, sdledes fx af Dénes Konig
(1916), og Philip Hall (1935), og resultatet kan derfor mgdes under flere navne, dog nok hyppigst
under det sidstn@vnte; nedenfor omtales resultatet som bryllupsseetningen, og den ngdvendige og
tilstreekkelige betingelse kaldes Halls betingelse.

14.1 Indledning. Bryllupsstningen har mange anvendelser, og i det fplgende formuleres den
i flere ikledninger. Den nok mest suggestive — det er selvsagt en smagssag — formulering' er
fglgende: Der er givet en samling af piger, hvor hver pige har en drengebekendtskabskreds, dvs. en
samling drenge, som den pagaldende pige kender. Er det i en sadan situation muligt at lave et
bryllup for alle pigerne?, eller mere pracist, er det muligt at arrangere et valg af drenge til pigerne
pa en sadan made, at hver valgt dreng vealges af én pige, som kender den pagaldende dreng? (Det
er underforstaet, at af flere forskellige piger, der kender den samme dreng, kan hgjst én af pigerne
velge den pagaldende dreng.)

Der er vel egentlig tale om en slags bunkebryllup; i en mindre hgjtidelig formulering kan der
sporges: Er det muligt at arrangere en pardans for alle pigerne, som opfylder, at hver pige danser
med en dreng fra den pagaldende piges drengebekendtskabskreds?

I en matematisk indpakning er samlingen af piger en endelig og ikke-tom mengde P, og for
hver pige p € P er denne piges drengebekendtskabskreds en endelig meengde D ,. Samtlige til-
radighed-stiende drenge er siledes foreningsmangden D = U ,cp D), 0g et bunkebryllup, eller
pardans, for alle pigerne, af den gnskede type, er en injektiv afbildning, § : P — D, som
opfylder betingelsen, at B(p) € D, for alle p € P. (At denne bryllupsafbildning B er injektiv
sikrer monogamitet, medens kompatibilitetsbetingelsen B(p) € D, for p € P, sgrger for, at hver
pige p valger/tildeles en dreng fra den pagaldende piges drengebekendtskabskreds D ,.)

Observation. Hvis der med ovenstaende betegnelser findes en injektiv atbildning B af P ind
i D, som opfylder betingelsen, B(p) € D, for p € P, si gelder for enhver delmangde Q C P,
at|U,eco D,| > |Q|. (I pige/drenge-terminologi: den samlede drengebekendtskabskreds for hver
delmangde Q af piger omfatter mindst sa mange drenge som der er pigeri Q.)

Bevis. For den tomme delmangde af P er antalsuligheden i observationen trivielt opfyldt; lad
derfor Q € P veare en ikke-tom delmangde. Restriktionen af 8 til ma@ngden Q er naturligvis
injektiv, fordi B selv er injektiv, og derfor gelder: |Q| = |B(Q)l; idet betingelsen B(p) € D,
for p € P, giver, at B(Q) € U,coD,, fplger den péstiede ulighed. (Ved et bunkebryllup, der
opfylder betingelsen, kender hver pige sin tildelte dreng, og da alle tildelte drenge er indbyrdes

IDet er ganske uklart for mig om denne formulering er politisk korrekt!



144 KAPITEL 14. BRYLLUPSSATNINGEN

forskellige omfatter den samlede drengebekendtskabskreds for en samling Q af piger mindst de
til de pagaeldende piger tildelte drenge, altsa ikke feerre end | Q| drenge.) [ |

Det viser sig, at ulighederne i observationen ovenfor, der som godtgjort ngdvendigvis er op-
fyldte, hvis der eksisterer et bunkebryllup som opfylder kompatibilitetsbetingelserne, tillige er
tilstreekkelige for eksistens af et sddant bunkebryllup. Det kan saledes eftervises, at der findes et
bunkebryllup uden at prgve sig frem ved at gennemga samtlige a priori mulige tildelinger, og enten
finde én, der fungerer, eller, efter at have afprgvet alle muligheder, konstatere, at ingen fungerer.
Der er dog en enkelt ulempe: det er et meget stort antal uligheder, der skal verificeres (nar n er
stor), nemlig praecis 2" — 1 uligheder, hvis samlingen af piger omfatter n = | P| piger.

At disse uligheder er »relevante« for eksistens af et bunkebryllup er maske uklart, men for
delmangder Q med en enkelt pige, fas, at |[D,| > 1, altsa, at alle drengebekendtskabskredse er
ikke-tomme; for Q = P fés, at | Upcp D,| > |P|, altsa, at der samlet er mindst lige sa mange
drenge som piger. Begge disse krav er naturligvis opfyldt hvis et bunkebryllup er muligt!

14.2 Halls betingelse og opvarmningseksempler. Senere i kapitlet gives andre formulerin-
ger af bryllupsproblemstillingen, men fgrst praciseres bryllupsproblemet matematisk.

Definitioner. En bryllupssituation, der betegnes (P, (D) cp), er et par bestiende af en
endelig ikke-tom mangde P og et system (D) ,cp af endelige mangder, dvs. for hvert p € P
en endelig maengde D,. (Elementerne af P kaldes »piger«, og elementerne af hver D, kaldes
»drenge«, og D, siges at udggre »drengebekendtskabskredsen« for p € P.)

Et bryllup for en bryllupssituation (P, (D) ,cp) er en delmangde af mangden U ,cp D, pi
| P| elementer og en bijektiv tilordning af disse til elementerne fra P, der opfylder, at hvert p € P
tilordnes et element fra D ,. (Glosen »bunkebryllup« er som navnt mere daekkende.)

Eksempler. (a) Med m@ngden P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} og tilhgrende mangdesystem (D ,) pep:
D, ={1',2,3}, D,={2,3}, D; ={3,5,7},
Dy ={1',2'}, Ds ={1',2',3}, De¢=1{4,5,6,
kan man efter nogen afprgvning indse, at der ikke findes et bryllup; de 4 piger {1, 2, 4, 5} kender
tilsammen preecis de 3 drenge {1/, 2/, 3'}, og kan derfor ikke alle tildeles en dreng, hver valgt i den

pageldende piges bekendtskabskreds, saledes, at ingen af de valgte drenge er valgt af to eller flere
forskellige piger, jf. observationen i afsnit 14.1.

(b) Med ma®ngden P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} og tilhgrende mangdesystem givet her:
D, ={1',3}, D, ={2,3}, D;={l',3,4,5},
Dy ={2,4,6,7}, Ds={l5}, De¢={l,2},
kan man efter nogen afprgvning indse, at et bryllup er muligt; saledes er tilordningen:
1«—3, 2«2, 3«4, 4«6, 5«5, 6«1,

én blandt flere, der opfylder savel bijektivitetskravet som kravet, at hver pige far tildelt en dreng
fra den pageldendes bekendtskabskreds. H

Definition. En bryllupssituation (P, (D) ,cp) siges at opfylde Halls betingelse, safremt
|UpeoDp| = |Q|,  for alle delmengder Q C P. (14.1)

(Igen, med drenge/pige-terminologi: den samlede drengebekendtskabskreds for hver delmangde
Q af piger omfatter mindst sd mange drenge som der er pigeri Q.)

Som allerede nevnt findes der i en forelagt bryllupssituation, der opfylder Halls betingelse,
et bryllup: beviset for dette gives i naeste afsnit. Det er afggrende at forstd indholdet af Halls
betingelse. Er der fx n piger i en forelagt bryllupssituation krever Halls betingelse ialt 2" — 1
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uligheder opfyldt, nemlig, for hver ikke-tom delmangde Q af pigerne, at den samlede drengebe-
kendtskabskreds for pigerne i Q omfatter mindst sa mange drenge som der er piger i Q. Disse
uligheder — de kan kaldes delbetingelser — falder naturligt i n grupper, efter hvor mange piger
delmangden Q bestar af; der er saledes ialt (2’) delbetingelser for pigedelmangder omfattende k

piger (k =1, 2, ..., n). (Passer dette med det anfgrte samlede antal uligheder?)

6
1

1-pige-delmengder, og alle (g) = 15 betingelser for 2-pige-delmangder, klart opfyldte, da hver

Eksempler — fortsat. For bryllupssituationen i eksempel (a) er alle () = 6 betingelser for

af drengebekendtskabskredsene er pa 2 eller flere drenge. Ligeledes er alle (g) = 20 betingelser
for 3-pige-delmaengder opfyldte, fordi af vilkarlige 3 blandt de 6 piger har mindst én en drengebe-
kendtskabskreds pa 3 drenge, og deres samlede drengebekendtskabskreds er derfor ogsa pa 3 eller
flere. Af de (2) = 15 betingelser for 4-pige-delmangder er alle — panzr den i den tidligere omtale
nzvnte — opfyldte, fx fordi en sddan delmangde enten omfatter pige 3 eller pige 6, og derfor har
en samlet drengebekendtskabskreds pa 3 drenge udover drengen 2’, der er kendt af hver af pigerne
1,2,4,5. De (g) = 6 betingelser for 5-pige-delmangder er alle opfyldte, fordi enhver sadan del-
maengde omfatter enten pige 3 eller pige 6, samt piger, hvis samlede drengebekendtskabskreds
omfatter drengene {1’, 2, 3’}. Den samlede bekendtskabskreds for alle 6 piger er pa 7 drenge.

Sammenfattende er saledes 62 af de ialt 63 delbetingelser opfyldte, men den ene, der ikke er
opfyldt, forhindrer som allerede godtgjort, at bryllupssituationen tillader et bryllup.

(b) For bryllupssituationen i det andet eksempel, er det klart, at alle delbetingelser med 1 og 2
piger er opfyldte (hver drengebekendtskabskreds er pa 2 eller flere drenge). Videre er der kun fire
»problematiske« 3-pige-delmangder, nemlig med 3 piger valgt blandt {1, 2, 5, 6} (pigerne med
drengebekendtskabskredse pa 2); her er betingelsen for pigerne {1, 2, 6} opfyldt, men tat pa at
bryde sammen (den samlede bekendtskabskreds er pa 3 drenge), de gvrige valg giver en samlet
drengebekendtskabskreds pa 4. Af 4-pige-delmangderne er kun {1, 2, 5, 6} »problematisk«, men
betingelsen er opfyldt, da disse pigers samlede drengebekendtskabskreds er pa 4 drenge. Ogsa
5-pige-betingelserne er opfyldte, da hvert valg af 5 blandt de 6 piger ma omfatte enten pige 3 eller
pige 4, eller begge, og alle kombinationer let ses at give samlede drengebekendtskabskredse pa
mindst 5 drenge. Endelig er betingelsen for alle 6 piger klart opfyldt, da der er 7 drenge i den
samlede drengebekendtskabskreds for alle 6 piger. ]

14.3 Bryllupssaetningen. Observationen i afsnit 14.1 kan udtrykkes, at Halls betingelse er
ngdvendig for eksistens af et bryllup i en given bryllupssituation. Det skal nu godtggres, at Halls
betingelse tillige er tilstreekkelig til at sikre eksistens af et bryllup for en bryllupssituation.

Seetning. En bryllupssituation (P, (D)) yep) tillader et bryllup, hvis og kun hvis den opfylder
Halls betingelse.

Inden beviset for hvis-delen — den endnu ikke viste del — er det nyttigt at se nermere pa,
hvordan et bryllup — hvis det findes — kan konstrueres. En vigtig pointe er, at det ved en successiv
tildeling af drenge til piger undgas at tildele drenge pa en made, der udelukker andre ngdvendige
tildelinger, som fXx, at en dreng, der »ene mand« udggr bekendtskabskredsen for én pige, tildeles
en anden pige (der ogsa kender den pagaldende dreng). Dette styres med fglgende begreb:

Definition. Lad (P, (D) ycp) vare en bryllupssituation. En delmangde S € P kaldes kri-
tisk, hvis mangden U 5D, bestar af pracis | S| elementer. (Den »samlede drengebekendtskabs-
kreds« for »pigerne« i S omfatter pracis | S| »drenge«.)

En mangde S er saledes kritisk, hvis den til S svarende ulighed (delbetingelse) i Halls betin-
gelse er opfyldt med lighedstegn. Hvis en bryllupssituation, som opfylder Halls betingelse, omfat-
ter en kritisk mangde S af piger, sa kan en »forelgbig« tildeling af drenge, hvor piger udenfor S
tildeles drenge fra U ,cgD,, umuligt suppleres til et bryllup, der omfatter alle pigerne.
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En mengde R af piger er derimod ikke kritisk, hvis den samlede drengebekendtskabskreds
for pigerne fra R omfatter |R| + 1 eller flere drenge. Ved kontrol af Halls betingelse kan det
fx registreres for hver mangde af piger om den er kritisk eller ej; hvis der ved denne kontrol
detekteres en kritisk delmangde er en forenkling af den videre kontrol mulig (med den naturlige
kontrolrekkefglge, nemlig efter voksende stgrrelse af pigedelmangderne).

Eksempel - fortsat. For eksempel (b) ovenfor blev det konstateret, at ingen af 1-pige-del-
mangderne, og heller ingen af 2-pige-delmangderne er kritiske, hvorimod 3-pige-delma@ngden
S = {1, 2, 6} er kritisk, da disse 3 pigers samlede drengebekendtskabskreds er {1’,2’, 3'}. Den er
faktisk den eneste kritiske 3-pige-delmangde.

Et eventuelt bryllup ma ngdvendigvis tildele drengene {1’, 2’, 3’} til pigerne {1, 2, 6} pa en-
eller-anden made, og derfor kan der ved den videre kontrol ses bort fra savel pigerne {1, 2, 6} som
drengene {1’, 2/, 3}, dvs. restkontrollen reduceres til kontrol af den formindskede bryllupssituation
(R, (E,)per), hvor R = {3, 4, 5} er resten af pigerne, og mengdesystemet (E,),cr bestar af
mangderne E, = D, \ {I’,2/,3'}, altsd

Es={4.5}, E,={4,6,7}, Es={5}

Denne bryllupssituation ses let at opfylde Halls betingelse (dette kunne ogsa konkluderes fra
den tidligere undersggelse, der kontrollerede samtlige uligheder); her er 1-pige-delmengden (i
den reducerede bryllupssituation) S = {5} kritisk, og pige 5 og dreng 5’ kan derfor fjernes (efter
»formeeling«!), hvilket fgrer til en yderligere reduceret bryllupssituation, og séledes videre. Pa
denne made er det relativt enkelt at konstruere et (lille) bryllup. 0

Idéen fra dette eksempel kan udmgntes til et bevis for den svare del af bryllupss@tningen.

Bevis for bryllupsscetningen. Lad (P, (D)) ,cp) vare en bryllupssituation, der opfylder Halls
betingelse, dvs. at der for enhver delm@&ngde Q C P gelder, at | U,co D,| > |Q]. Beviset for,
at der eksisterer et bryllup fgres ved induktion efter antallet | P| af piger i bryllupssituationen; i
induktionsskridtet udfgres, i princippet, en slags konstruktion af et bryllup.

Induktionsstarten: Hvis | P| = 1 er Halls betingelse en enkelt ulighed, nemlig, idet P = {p},
at|D,| > |P| = 1, altsa, at D,, # ¢J; derfor kan der laves fglgende bryllup: den ene pige p tildeles
en vilkérligt valgt dreng fra D, der jo ikke er den tomme mangde.

Induktionsskridtet: Antag her, at (P, (D,),cp) omfatter mindst 2 piger, altsa, at |P| > 1.
Videre antages — dette er induktionsantagelsen — at alle bryllupssituationer, der opfylder Halls be-
tingelse, og omfatter hgjst | P|—1 piger, tillader et bryllup. Et bryllup for (P, (D) ,cp) konstrueres
ved at skelne mellem to typer af den givne bryllupssituation:

1. der findes ingen ikke-tom, @gte, kritisk delmangde af P, og
2. der findes en ikke-tom, @gte, kritisk delmengde af P.

Bevis for bryllupssituation af type 1: Her vaelges fgrst — vilkarligt — en pige pg € P, og dernzest
vaelges — ligeledes vilkarligt — én af drengene dy € D,,; som bemarket ved induktionsstarten er
D, # { for alle D,, fordi bryllupssituationen opfylder Halls betingelse, og derfor er D ,, # #.

Denne tilordning af dj til py suppleres derefter til et bryllup, der omfatter alle pigerne, ved
hjlp af et bryllup for de resterende piger P’ = P\ {po} og de resterende drenge. Preecist betragtes
bryllupssituationen (P’, (E,) yep) defineret ved at s@tte E, = D, \ {dp}, for p € P’ (hver pige i
P’ har samme drengebekendtskabskreds som i den givne bryllupssituation, dog paner, at ingen nu
kender d;). Denne hjelpebryllupssituation opfylder Halls betingelse, og omfatter faerre piger end
den givne.

Det sidste er klart, og at den opfylder Halls betingelse indses pa felgende made. Lad Q € P’
vere en vilkarlig ikke-tom samling af piger fra P’ (altsa uden py); da den givne bryllupssituation
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er af type 1, er Q, opfattet som delmangde af P, en ®gte, og derfor ikke-kritisk pigedelmengde,
og altsa gaelder (for de oprindelige drengebekendtskabskredse), at:

[UpeoDy| > 1. (14.2)

Men foreningsmangden af de tilsvarende reducerede drengebekendtskabskredse fas ved blot, om
ngdvendigt, at fjerne dy fra U,cp D, altsd U,cpE, = (UpepD)p) \ {do}, og derfor medfgrer den
skarpe ulighed i (14.2), at

UpeoEp| = [UpeoDy| =12 101

Altsé er Halls betingelse opfyldt for (P’, (E,) epr), som derfor ifglge induktionsantagelsen
tillader et bryllup, der suppleret med parret (po, do) fastlegger er bryllup for (P, (D) yep).

Bevis for bryllupssituation af type 2: Lad P’ betegne en @gte, ikke-tom, kritisk delmzaengde af
P; om den samlede bekendtskabskreds for pigerne i P’, altsd C := U,cp' D, geelder |C| = | P'|.
Men (P’, (D,) pep) er en bryllupssituation — den til P’ reducerede bryllupssituation — der opfylder
Halls betingelse (hertil kreeves kun uligheder opfyldt for delmengder af P’, og ulighederne vides
opfyldt for alle delmangder af P), og omfatter ferre piger end P (P’ er en @&gte delmangde), og
den tillader derfor, ifglge induktionsantagelsen, et bryllup.

Ogsa pigerne udenfor P’, altsa pigerne P” = P\ P’, bestemmer en reduceret bryllupssituation,
nemlig (P”, (F,),epr), hvor F, = D, \ C, for p € P”, med ferre piger end |P|; fra hver af de
oprindelige drengebekendtskabskredse, for p € P”, er fjernet drengene fra C.

Denne bryllupssituation opfylder Halls betingelse. Betragt nemlig en delmangde Q < P”;
det skal vises, at | U,cp F),| > |Q]; men den givne bryllupssituation opfylder Halls betingelse, og
derfor geelder for mengden Q U P’ C P af piger, fra den givne bryllupssituation, at

|Upeour Dy| = QU P'| = |Q] + |P'|.

(Ligningen til sidst fglger fordi Q og P’ er disjunkte.) Bidraget til U,coup'D,, fra pigerne i P’,
altsd p € P/, er precis drengene C, altsa ialt | P’|, og da der er |Q| + | P’| eller flere elementer i
Upeoup D, er der | Q] eller flere elementer i | U ¢ F),|; udtrykt med mangdesymboler gzlder jo
for de involverede mengder, at:

UruvlUp,= UJ Db

peQ peP’ pPEQUP’

Dermed opfylder bryllupssituationen (P”, (F,),cp~) Halls betingelse, og ifglge induktionsanta-
gelsen tillader den derfor et bryllup pd P”, der sammen med brylluppet pa den kritiske del P’
fastleegger et bryllup for den givne bryllupssituation. [ |

14.4 Reformulering af bryllupssatningen. Dette afsnit giver et par formuleringer — uden alt
»pige/dreng«-pjattet — af bryllupssetningen. Den fgrste er baseret pa begrebet transversal.

Definition. Lad A = (A, A,, ..., A,) vare en (endelig) familie af endelige meangder. En

transversal for A er en delmangde af A; U A, U ... U A, pa n elementer {x, x, ..., x,} (i
notationen ligger, at disse elementer er forskellige) siledes, at x; € A;, fori = 1,2, ..., n. (Idéen
er, at x; kan benyttes til at »repraesentere« mangden A;, fori =1,2,...,n.)

Seetning 1. En (endelig) familie A = (A1, Aa, ..., A,) af endelige mangder har en transver-
sal hvis og kun hvis den optylder antalsulighederne:

|UierA;| > ||, for alle delmengder I < {1,2,...,n}. (14.3)
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Bevis. Pastanden vises ved oversettelse af den forelagte transversalsituation A til en bryl-
lupssituation (P, (A;);ep). M@ngden P af piger er P = {1,2,...,n}, og for hver af pigerne
i €{1,2,...,n}, er den pageldende piges drengebekendtskabskreds mangden A;. Et bryllup for
(P, (A;)icp) definerer en transversal for familien A = (A, A,, ..., A,): som reprasentant for
A; benyttes blot, for i = 1,2,...,n, den ved brylluppet til pige i knyttede dreng (disse er, pa
grund af monogami, n forskellige elementer, og bryllupskravet sikrer, at den til i knyttede dreng
tilhgrer A;, altsa kan reprasentere A;); omvendt giver en transversal for A = (A, A5, ..., A,)
anledning til et bryllup for (P, (A;);ep): til pige i, fori = 1,2, ..., n, knyttes blot den ved trans-
versalen udpegede reprasentant for A; (representanterne er forskellige, hvilket sikrer monogami,
og repraesentatnten for A; tilhgrer denne mangde, hvilket giver, at bryllupskravet er opfyldt).

Antalsulighederne (14.3) for transversalsituationen A er blot ulighederne (14.1) fra Halls be-
tingelse for den tilsvarende bryllupssituation. [ |

De kompatibilitetsbetingelser mellem elementer fra to mangder, der fastlegger bekendtska-
berne i en bryllupssituation, kan modelleres ved kanterne i en bipartit graf G = (Vy, E, V»).
De ikke-tomme knudemangder Vi, V, bestar af piger, henholdsvis, drenge, og kantmengden E
beskriver hvilke drenge v € V,, som en pige u € V) kender: u kender v hvis og kun hvis uv
er en kant, dvs. uv € E. Er det muligt at lave en »pardannelse«, der til hver knude u € V;
knytter en knude v € V,, som er kantforbundet med u (og underforstaet, at en knude v € V,
ved en pardannelse danner par med hgjst én knude u € V;)? Dette er naturligvis en variation af
bryllupsproblematikken.

Definition. Lad G = (Vy, E, V,) veare en bipartit graf, med knudetodeling V;, V, i ikke-
tomme knudeméangder. En parring af V| ind i V, i grafen G er en injektiv atbildning ¢ : Vi — V,
med egenskaben, at v og ¢(v) er kantforbundne, for alle v € Vy. (En sddan injektiv atbildning
kommer ud pa et valg af en samling af kanter F € E med egenskaben, at hver knude u € V; er
endeknude for praecis én kant fra F', og en knude v € V, er endeknude for hgjst én kant fra F.)

Setning 2. Lad G = (V,, E, V) vare en bipartit graf, med knudetodeling V,, V, i ikke-
tomme knudemangder. Da findes en parring af Vy ind i V,, hvis og kun hvis

{u € V5 | derfindesv € V,sdvu € E}| > |V|, foralle delmangder V C Vi, (14.4)

dvs. hvis det for enhver delmangde V C V| gelder, at det samlede antal knuder v € V,, der er
forbundet med en (eller flere) knude(r) fra maengden V, er > antallet |V | af knuderi V.

Bevis. Dette er en simpel konsekvens af bryllupssatningen, eller varianten fra s@tning 1 (trans-
versalsetningen). Knuderne i V spiller rollen af piger, knuderne i V, er drenge, en knude u € V;
kender de knuder v € V, som er kantforbundne med u. En parring af V; ind i V; er et bryllup, og
antalsbetingelserne i (14.4) er pracis Halls betingelse for den tilsvarende bryllupssituation. [ |

14.5 Lidt om latinske rektangler. I flere forbindelser — maske mest af underholdende karak-
ter — m@des rektangulere, eller kvadratiske, formationer af objekter, hvor objekterne indenfor hver
rekke er indbyrdes forskellige, og ligeledes objekterne indenfor hver sgjle er indbyrdes forskel-
lige. I en situation med ialt n slags objekter til fordeling kan det vare naturligt at benytte tallene
{1,2,3,...,n},eller {0, 1,...,n — 1}, som korte »navne« for disse objekter.

Definition. Lad n, p og g vere naturlige tal, s p,q < n. Et latinsk rektangel af stor-
relse p x g med elementer fra {1,2,...,n} er et p X q talskema, hvor alle elementer tilhgrer
{1, 2, ..., n}, og hver rekke bestar af q forskellige elementer, og hver sgjle bestar af p forskellige
elementer. Et latinsk kvadrat af orden n, med elementer fra {1, 2, ..., n}, er et latinsk rektangel
af stgrrelse n x n med elementer fra {1,2, ...,n}.
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Eksempel. For en endelig gruppe G giver gruppetavlen for G anledning til et latinsk kvadrat af
orden |G|, ved, efter valg af en indicering af elementerne i G med tallene {1, 2, ..., n}, at erstatte
hvert gruppeelement med sit indeks. []

Hver raekke, og hver sgjle, i et latinsk kvadrat, udggr en permutation af den tilhgrende objekt-
mangde, og hver type objekt forekommer preacis n gange i skemaet.

Seetning. Lad n, p vere naturlige tal si p < n, og lad L vare et latinsk rektangel af stgrrelse
p x n, med elementer fra {1,2,...,n}. Da findes et latinsk kvadrat af orden n, hvis p @verste
reekker er L. (Hvert latinsk rektangel af stgrrelse p x n med elementer fra {1, 2, ..., n}, der siledes
har fuld bredde = n, kan altsa udvides til et latinsk kvadrat.)

Bevis. Det er tilstrekkeligt at ggre rede for, at der findes en rekkefglge (permutation) af tallene
{1,2, ..., n}, der ssmmen med de p raekker i L danner et latinsk rektangel af stgrrelse (p+ 1) x n.
Gentagen anvendelse heraf giver pastanden.

En sadan ekstra reekke til L bestemmes som transversal for en passende valgt mangdefamilie
A= (A, Ay, ..., A,). Disse mengder A;, fori = 1,2,...,n, dannes fra L pa fglgende made:

A; :=de tal blandt {1, 2, ..., n}, der ikke forekommer i den i’te sgjle af L.

Det er nemlig klart, at en eventuel transversal for A benyttet som (p + 1)’te rekke i en ud-
videlse af L, giver et latinsk rektangel af stgrrelse (p + 1) x n; en sadan transversal bestar af n
indbyrdes forskellige tal, den er altsé en permutation af {1, 2, ..., n}, hvilket sikrer »latinskhed« i
den ekstra reekke; som transversal for maengderne (A, A,, ..., A,) sikres »latinskhed« i hver af
de n sgjler (sgjle fra L sammen med hver s@jles repreesentant i den tilsvarende A;-mangde).

Hver sgjle i L rummer p forskellige elementer valgt blandt {1, 2, ..., n} og derfor er der
n — p af disse elementer, der ikke forekommer i den pagaldende sgjle; dette betyder, at antallet af
elementer i A; er det samme for alle i, nemlig |A;| = n — p.

Videre har mengdefamilien .4 en vigtig egenskab, at elementerne fra {1, 2, ..., n} er passende
»spredt ud«: hvert af tallene fra {1, 2, ..., n} forekommer i netop n — p af maengderne i .A. Lad
nemlig m betegne ét af tallene {1, 2, ..., n}; hver af de p rekkeri L er jo en permutation af tallene
{1,2,...,n}, og derfor foreckommer m én gang i hver rakke af L, altsa ialt p gange i L, altsa i
pracis p af sgjlerne (elementerne i hver sgjle er indbyrdes forskellige); derfor forekommer m ikke
iprecis n — p af sgjlerne, dvs. m er element i precis n — p af A;-mangderne.

De nzvnte antalsforhold medfgrer, at mengdefamilien A = (A, A,, ..., A,) opfylder Halls
betingelse. For en delm@ngde I C {1, 2, ..., n} skal det godtggres, at | U;c; A;| > |I|. En liste
over elementerne i U;c;A;, hvor hvert element medtages én gang for hver A;-mengde (i € I)
som det forekommer i, rummer dermed |/| - (n — p) elementer (talt med gentagelser), men da
ettalm € {1,2,...,n} er element af precis n — p af A;-mangderne, altsa i hgjst n — p af A;-
mangderne med indices i € I, er der mindst |/ | forskellige tal i listen (med r < |I| forskellige tal
kan listen hgjst have leengde (n — p) - r). Dette betyder imidlertid, som pastéet, at | U;c; A;| > |I],
og dermed eksisterer der en transversal for A = (A, A,, ..., A,), og derfor kan L udvides. [ |

Den afggrende iagttagelse i beviset ovenfor, at en liste af lengde kq, af elementer (med gen-
tagelser tilladt), hvor hvert element forekommer hgjst g gange, rummer mindst k forskellige, er jo
en variant af skuffeprincippet. Den er imidlertid nyttig og »slaende«.

Eksempel: et korttrick. Lagges kortene fra et almindeligt szt spillekort (4 farver, 13 forskel-
lige veerdier af hver farve) op i et rektanguleert 4 x 13 skema — helt vilkarligt — s findes der et valg
af ét kort fra hver sgjle, saledes, at hver af de 13 kortverdier er reprasenteret.

Fra en sadan oplegning af de 52 spillekort i 13 kolonner, med 4 kort i hver, defineres en
transversalsituation A = (A1, A,, ..., Aj3). Elementerne i mengden A; er de blandt (op til fire
forskellige af) verdierne Es, Konge, Dame, Knagt, 10,9, ..., 3,2, der forekommer pa kortene
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i den k’te sgjle. Denne familie A opfylder Halls betingelse: for et vilkarligt udpluk af, fx k, af
sgjlerne, er der nemlig ialt 4k kort i de pagaeldende sgjler, og da hver af de 13 kortvardier fore-
kommer pracis 4 gange i hele saxttet af spillekort, og dermed hgjst 4 gange i de betragtede sgjler, er
der mindst k forskellige kortvardier i de betragtede k s@jler, hvilket jo betyder, at Halls betingelse
er opfyldt. En transversal for A ggr jobbet! []

Opgaver

(14.1) Undersgg, hvorvidt der i hver af nedenstdende to bryllupssituationer findes et bryllup:
(a) Med mengden P = {1, 2, 3,4, 5, 6} og tilhgrende mengdesystem (D;);cp:
D, ={1'2"}, D,={1'2,4}, Dy;={12,3},
D,=1{1'3}, Ds={4,5,6}, D¢={1,2,5}.
(b) Med mangden P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} og tilhgrende mangdesystem (D;);cp:
D, ={1,3,5}, D, ={1,3}, D;={l',5},
D,=1{1'2,3,4,5}, Ds=1{3,5}, D¢g=1{2,4,6,7}.

(14.2) Lad (P, (D)) cp) vare en bryllupssituation, med n = | P| piger, og lad k vare et naturligt
tal, der opfylder k < n. Et partielt bryllup af stgrrelse ki (P, (D) pcp), er en delmangde § C P
med k elementer, altsd k = |S|, og en injektiv afbildning g af S ind i U,cp D), s B(s) € Dy, for
alle s € S. Vis, at der findes et partielt bryllup af stgrrelse k hvis og kun hvis:

|UpeoDp| = 10| — (n —k), for alle delmengder Q C P.

(14.3) Lad G = (Vy, E, V,) vare en bipartit k-reguleer graf, hvor k er et naturligt tal (k-reguler
betyder, at alle knuder har valens k).

Vis, at de 2 todelingsknudemengder V; og V, har samme antal knuder, og at der eksisterer en
parring af den ene ind i den anden, og af den anden ind i den fgrste.

(14.4) Lad A vere en m x n matrix, hvor alle elementer er enten O eller 1 (m, n er naturlige tal).

(a) Vis, at der findes en tilknytning af sgjler i A til rakkerne i A, s& forskellige rakker far
tilknyttet forskellige sgjler, og sa hver reekke har et 1’tal i reekkens tilknyttede sgjle, hvis og kun
hvis det for alle sat af reekker geelder, at antallet af sgjler for hvilke der stéar et 1°tal i en eller flere
af sattets reekker, er stgrre end eller lig antallet af reekker i settet.

(b) Vis, at hvis hver rekke i A indeholder mindst d 1’taller, og hver sgjle indeholder hgjst d
I’taller, hvor d > 0, sa findes der m 1’taller i A, sa hver reekke har preecis ét af disse 1’taller, og
hver sgjle i A indeholder hgjst ét af de valgte 1’taller.

(14.5) Lad n vere et naturligt tal. En n x n kvadratisk matrix A, hvis elementer alle er O eller 1,
kaldes en permutationsmatrix, hvis hver rekke og hver sgjle i A indeholder pracis ét 1’tal.

Vis, at en n x n kvadratisk matrix, hvis elementer alle er O eller 1, og for hvilken hver rekke
og hver sgjle indeholder pracis d 1’taller (d er et naturligt tal), er sum af d permutationsmatricer.

(14.6) Lad n > 1 vere et naturligt tal. Vis at n x n matricen, hvis element pa plads (i, j), for
i,j=1,2,...,n,errestklassen bestemt ved i + j, regnet modulo n, er et latinsk kvadrat af orden
n med elementer fra {0, 1,...,n — 1}.

Lad k vere et naturligt tal, der er primisk med n. Vis at n x n matricen, hvis element pa plads
@, j),fori,j =1,2,...,n, er restklassen bestemt ved &k - i + j, regnet modulo n, er et latinsk
kvadrat af orden n» med elementer fra {0, 1,...,n — 1}.



Kapitel 15

Optalling ved inklusion og eksklusion

Der er ofte behov for at bestemme antallet af objekter, der har en eller flere af et s@t af egenska-
ber, baseret pa kendskab til antal objekter med hver af egenskaberne. Safremt egenskaberne ikke
»overlapper«, mere pracist, safremt hvert af de betragtede objekter har hgjst én af egenskaberne,
findes det gnskede antal direkte som summen af objektantallene for hver af egenskaberne.

Foreligger derimod en situation, hvor hvert objekt kan have et vilkarligt udvalg af egenska-
berne, ma beregningen kende, og tage hensyn til, antal objekter med vilkarlige delsat af egenska-
berne. For eksempel galder for endelige delmengder X, Y C U af en maengde U, at

I XUY[=I[X]+[Y]-[XNY]

altsd, at antallet af objekter med én eller begge (af to) egenskaber er summen af objektantallene
for hver af egenskaberne, kompenseret ved subtraktion af antallet af objekter, der har begge egen-
skaber — disse objekter bliver jo talt med bade i | X| ogi |Y].

Kapitlets emne er en telleformel, i flere varianter, der generaliserer formelen ovenfor, for
antallet af elementer i en foreningsmengde af n mengder. Denne formel, der udnytter antallene
af elementer i samtlige mulige feellesmeengder af de givne mangder, er et beregningsudtryk, som
detaljeret »holder styr pa« diverse kompensationsbidrag til summen af delmangdernes element-
antal. Tellemetoden kaldes derfor ofte for opteelling ved inklusion og eksklusion.

15.1 Indledende eksempel. Lad E, F, T betegne delmangder af en (endelig) samling U af
personer, der hver behersker visse, eventuelt ingen, af sprogene engelsk (E), tysk (T), og fransk
(F). Med kendskab til antallene: |E|, |F|, |T|, |[ENF|,|ENT|, |FNT|,og |ENFNT|, kan
antallet |E U F U T| af personer (indenfor U), der behersker ét eller flere af sprogene engelsk,
fransk, og tysk, ifglge telleformelen, der bevises i afsnit 15.2, findes via regneudtrykket:

|[EUFUT|=|E|+|F|+IT|—|ENF|—|ENT|—|FNT|+|ENFNT|. (15.1)

De tre figurer nedenfor antyder med gra omrader typerne af beregningsudtrykkets led og den
made, hvorpa de svarer til kombination af egenskaber. Hvert af de tre led |E|, |F|, |T| angiver
antallene af objekter i de tilsvarende cirkler, der star for personer som behersker det pagaeldende
sprog, og muligvis andre; hvert af de tre fglgende led |E N F|, |E N T|, |F N T| angiver antallene
af objekter indenfor de tre linseformede omrader, der omfatter personer, som behersker de pagel-
dende to af de tre sprog, og eventuelt det tredje sprog, og det sidste led | E N F N T| angiver antallet
af objekter i centeromradet, der omfatter personer som behersker alle tre sprog.

U U U
E F E F E F
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De tre fgrste led i hgjresiden af (15.1) teller personerne i centeromradet tre gange, personerne
i delene udenfor centeromradet i hvert af de linseformede omrader to gange, og personer indenfor
hver cirkel, men udenfor de linseformede omrader, hver én gang. Ved subtraktion af de naeste tre
led i regneudtrykket kompenseres derfor dobbelttzllingen i yderdelene af de linseformede omra-
der, men derved overkompenseres der for centeromradet, hvilket ggres godt igen ved addition af
det sidste led i regneudtrykket.

Uden formelen fra neste afsnit til radighed kunne man pa basis af oplysningerne successivt
bestemme objektantallene i samtlige delomrader: Centeromradets objektantal er direkte givet, og
ud fra dette og hvert af de linseformede omraders samlede objektantal findes antal objekter i hvert
linseformet omrades yderdel, og sluttelig findes objektantallene i hver cirkels rest efter fjernelse
af de linseformede dele (inklusive centeromradet). Er de konkrete antal, for eksempel:

|E| =18, |F|=9, |T|=12,
|[ENF|=6, [ENT|=5, |FNT|=5,0g
[ENFNT| =2,

sa findes antal personer i yderdelene af de linseformede omrader til:
IENFNT|=|ENF|—|ENFNT|=6-2=4,
IENTNF|=|ENT|—|ENFNT|=5-2=3,0g
IFNTNE|=|FNT|—|FNTNE|=5-2=3,

og derefter antal personer i cirklernes restomrader:
|E|—|ENFNT|—|ENTNF|—|ENFNT|=18—4-3-2=09,
|[FI—|ENFNT|—|FNTNE|—|ENFNT|=9—-4-3-2=0,0g
IT|—|ITNENF|—|FNTNE|—|ENFNT|=12-3-3-2=4.

Dette giver de pa figuren her anfgrte objektantal i hvert af de syv delomrader:

E o /o Vo

Ved sammentzalling af delomradernes objektantal bestemmes antallet af personer, der beher-
sker et eller flere af de tre sprog til: 9 +0+4 +4 + 3 + 3 + 2 = 25. Dette stemmer med, at
regneudtrykket (15.1) giver: [EUFUT|=184+9+12-6-5-542=25. 0

15.2 Formelen for optealling ved inklusion og eksklusion. Det fgrste hovedresultat er en
generel og systematisk formel til bestemmelse af antallet af objekter med én eller flere egenskaber
blandt et givet sat af egenskaber — analogt til beregningen ved »handkraft« i eksemplet ovenfor.
Formuleringen er desvearre ikke helt simpel.

Lad der vere givet en endelig mangde U af objekter, og et set af n (n > 2) mulige egenskaber
&1, &,...,&, for objekterne i U. Fori = 1,2, ..., n betegner A; delmaengden af U bestaende af
objekter med den i’te egenskab, altsa egenskaben &;. Det antages, at for hvert s&t af r af egen-
skaberne, hvor 1 < r < n, fx givet ved de indbyrdes forskellige numre iy, i, ..., i,, er antallet
|A;, NA;,N...NA; | af objekter med disse egenskaber kendt: dette antal betegnes N (i, iz, ..., i,).
Det er afggrende at forsta betydningen af tallet N (i1, iy, ..., i,) som antallet af objekter med egen-
skaberne &, &, ..., &, (og eventuelt flere); med et barnligt billede: N(iy, iy, ..., i,) er antallet
af objekter, der markerer som svar pa opfordringen: »Objekter med egenskaberne &;,, &;,, ..., &,
bedes rakke handen op!«
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Der er saledes for hver ikke-tom delmangde {i{, i»,...,i,} C {1,...,n} givet et antal, altsa
ialt 2" — 1 antal, da der er 2" — 1 sadanne delmangder. Med disse betegnelser gaelder:

Setning. Antallet af objekter fra U, der har én eller flere af egenskaberne &£, &,, ..., E, er
givet ved beregningsudtrykket nedenfor (summen af alle led nedenfor til venstre med de anfgrte
fortegn; parenteserne til hgjre indeholder »kommentarer«):

N1)+NQ2)+...+ N(@»n) (n led med fortegn +)  (15.2)
—(N(1,2) + N(1,3) +...+ N(n — 1,n)) ((5) led med fortegn —)
+(N(1,2,3)+...+ N(n —2,n — 1,n)) ((3) led med fortegn +)

(=D (N, 2,....n0+...+ Nmn—r+1,...,n) (%) led med fortegn (—1)" ")

(=D IN(,2,...,0) (1 led med fortegn (—1)"~")

(Det er en sum af ialt 2" — 1 led, som beskrevet i kommentarerne til hgjre; skrives leddene som vist
in rekker er leddene i den r ’te reekke alle de (f) egenskabsantal N (i1, i,, ..., i,) for r egenskaber,
og de optrader i summen med fortegnet (—1)"~1.)

Bevis. Formelen vises ved at kontrollere, at et objekt fra U, der ikke har nogle af egenskaberne
ikke pavirker summen, medens et objekt, der har en eller flere af egenskaberne &, .. ., £, bidrager
med pracis 1 til summen. Dette lgse udsagn skal forstas med »god vilje«. Det er maske en hjalp
at forestille sig, at objekterne fra U undersgges ét efter ét, eller, at det pa basis af en taellesituation,
hvor formelen er korrekt, udledes, at formelen ogsa er korrekt efter tilfgjelse af et enkelt element.

Et objekt, der ikke har nogle af egenskaberne &4, .. ., &, telles slet ikke af de 2" — 1 teellestgr-
relser N(-, ..., ), og bidrager derfor med O til summen.

Et bestemt objekt x med en eller flere af egenskaberne &4, ..., &, har et bestemt szt af egen-
skaberne, fx de r egenskaber: &, &, ..., &, (og ikke andre), altsd svarende til indekssattet
{i1,...,i,}. Dermed kan bidraget fra x til tellestgrrelserne ggres op. Blandt de n led i udtryk-
kets fgrste rekke er objektet x talt med af tellestgrrelsen N (j) pracis for de j som opfylder
j €lir, ..., i}, altsdialt r = (I) gange. Blandt de (;) led 1 anden rakke er x talt med i taellestgr-
relsen N (j, k) netop nar j, k er forskellige og opfylder j, k € {iy, ..., i}, altsa ialt ( ) gange. Og
saledes videre. I den m’te rekke, nar m < r, telles x med i netop de ( ) led, hvor alle m egen-
skabsindices tilhgrer {ii, ..., i.}. Specielt i den r’te rekke telles x med i precis 1 led, nemlig
af teellestgrrelsen N(iq, ..., i,). I de fglgende rekker, med numre m = r + 1, ..., n (hvis der er
sadanne) telles x ikke med, da uanset valg af m blandt egenskaberne, x ikke har dem alle.

Det samlede bidrag b til beregningsudtrykket fra x kan derfor ggres op, idet bidraget fra den
m’te rekke er ( ) form =1,2,...,r,altsd, nar der tages hensyn til fortegn:

() o)
S 0-0 (-0 ()

0

)0+ 0@ ()

= 1-(1+D) =1,

hvor den nastsidste identitet fglger af binomialformlen. [ |
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Hvis det samlede antal af objekter i U er kendt, sa kan formelen fra satningen bruges til
at bestemme antallet af objekter fra U, der ikke har nogle af egenskaberne &1, ..., &, (ikke én
eneste), ved subtraktion. Denne udgave af resultatet formuleres i korollaret nedenfor. Ved anven-
delser kan det veere praktisk at sla tellestgrrelserne sammen efter antallet af egenskaber de teeller.

I viderefgrelse af betegnelserne ovenfor defineres antallene Ny, Ny, N, ..., N, ved
No = |U|, (nér dette antal er kendt),
Ny = NO+NQR)+...+N(n),
N, = NU,2)+N1,3)+...+Nn—-1,n),
N, = NL2,....,r)+...+Nmn—-r+1,...,n),
N, = N(,2,...,n).
(Hvor mange led indgér, for » = 1, 2, ..., n, i summen til beregning af N, ?)
Korollar. Med betegnelserne indfgrt ovenfor galder, at antallet af objekter fra U, der ikke
har nogle af egenskaberne £, &, . .., E,, altsa antallet af objekter tilhgrende overskudsmengden

U\ (Uiz1a... Ai), er givet ved:
No— N +No— ...+ (1D)'N,+...+ (=1)"N,. (15.3)
Bevis. Dette fglger af setningen ved subtraktion. [ |

15.3 Anvendelser. Her fglger et par eksempler pa optalling ved inklusion og eksklusion.

Eksempel 1. Det gnskes bestemt, hvor mange af tallene 2, 3, . . ., 1000, der har formen xk, for
hele tal x, k > 2, altsa er kvadrattal, kubiktal, 4. potenser, osv.

Mengden U af objekter, indenfor hvilken der telles, er tallene 2, 3, . .., 1000, og der benyttes
egenskaber &, &; . . ., hvor et tal n har egenskaben &, hvis n = x* for et helt tal x > 2, altsa, hvis
n er en k’te potens. Da 219 = 1024 > 1000 er kun egenskaberne &, fork = 2,3, ..., 9, relevante
for objekterne i U. Med betegnelser som i s&tningen er det sggte antal:

NQR)+NQB)+...+N(©)
—(N2,3)+N2,4)+...+ N@3,9)
+(N2,3,49) +...+ N(1,8,9)

—-N(2,...,9)

Hver af tellestgrrelserne N () findes nogenlunde let: Antallet af positive kvadrattal, inklusive
1, der er mindre end et tal M er jo |~/ M|, og derfor er N(2) = |+/1000] — 1; tilsvarende er
N(m) = | V1000] — 1,form =3, ...,9, hvilket giver verdierne:

m |2 3 4 5 6 7 8 9
N@m) |30 9 4 2 2 1 1 1

Tellestgrrelsene for 2 og flere egenskaber kan findes ved at bemarke, idet mfm(j, k) betegner
det mindste feelles multiplum af j og k, at, for eksempel, N(j, k) = N(mfm(Jj, k)); betegner m
tallet mfm(j, k) er det klart, at et tal af formen x™ er savel en j’te potens som en k’te potens;
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og omvendt er et tal som er bade en j’te potens og en k’te potens en m’te potens. Tilsvarende
gelder for et vilkarligt st af egenskaber, at N(iy,...,i,) = N(mfm(i,...,i)) (se ogsd op-
gave 15.2). Alle andre end nedenstdende fleregenskabsantal er 0, fordi det tilsvarende mindste
feelles multiplum er 10 eller mere:

N2,3)=N2,6)=N@3,6) =N(2,3,6) = N(6), NQ2,4) =N@4),
N@3,9) = N(©), N(2,8)=N4,8) =N(2,4,8) = N(8).
Det sggte antal er derfor:
30+94+44+24+2+1+14+1—-Q2+44+2+14+24+1+1)+ 2+ 1) =40. ]

Bemaerkning. Ved optzlling via inklusion og eksklusion, der i sagens natur er noget involve-
ret, og derfor krever en del »overhead« i form af betegnelser og diverse hjelpeovervejelser, bgr
det pa forhand vurderes om besvaret ved at sette maskineriet op med notation mv. kompenseres
af fordelen ved en mere »robust« optelling end en direkte manuel optelling.

I den forelagte tellesituation: Optalling af rene potenstal mellem 2 og 1000, kan opgaven
lgses ved at gennemga — eller er det Igbe? — kvadrattal, kubiktal, 4. potenser og séaledes videre, op
til 9. potenser (den mindste 10. potens er jo 1024, som er > 1000), og undervejs kun telle tal, der
ikke er mgdt tidligere, fx ved at s®tte gengangere i parentes. Fgrst de 30 kvadrattal: 4, 9, 16, 25,
36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400, 441, 484, 529, 576, 625,
676, 729, 784, 841, 900, 961; herefter 7 nye kubiktal: 8, 27, (64), 125, 216, 343, 512, (729), 1000;
alle 4. potenser er gengangere: (16), (81), (256), (625); begge 5. potenser er nye: 32, 243; begge
6. potenser er gengangere: (64), (729); den ene 7. potens: 128 er ny; bade den ene 8. potens: (256),
og den ene 9. potens: (512) er set for; altsa ialt 30 + 7 + 2 4+ 1 = 40.

Var opgaven i stedet at telle de rene potenstal mellem 2 og 100 giver den tilsvarende frem-
gangsmade de 9 kvadrattal: 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100; derefter 2 nye kubiktal: 8, 27, (64),
medens begge 4. potenser: (16), (81) er gengangere, og 1 ny 5. potens: 32, medens den ene 6. po-

tens: (64) er set for; altsaialt 9 +2 + 1 = 12. ]
Eksempel 2. For et givet naturligt tal m skal antallet af primiske restklasser modulo m, altsa
antallet af med m primiske tal blandt 0, 1, ..., m — 1, bestemmes. Dette antal er verdien ¢ (m) af

Eulers ¢-funktion i tallet m, se TAL 6.11 og TAL 6.15 i Algebrabogen.

Optellingen foregar via inklusion og eksklusion i varianten fra korollaret: mangden af objek-
ter er tallene O, 1,...,m — 1, hvis elementantal er m, og de benyttede egenskaber svarer til de
primtal p, der gar op i m, én eller flere gange. Lad derfor py, p,, ..., p, betegne de forskellige
primdivisorer i m; et tal k blandt O, 1, ..., m—1 siges at have egenskaben &;, foreti = 1,2, ...,n,
hvis p; |k. Dermed galder, at et tal k € {0, 1, ..., m — 1} er primisk med m hvis og kun hvis det
ikke besidder nogle — én eller flere — af disse egenskaber. Ved inklusion og eksklusion fas derfor,
med standardbetegnelserne:

pm) = m—(N(D+NQ) +...+N®n))
+(N(1,2)+N(1,3)+...+ N@n—1,n))
—(N(1,2,3)+...+ N(n—2,n—1,n))

(—D)"N(1,...,n).

Her er det let at finde tellestgrrelserne: N (i) er jo antallet af tal fra {0, 1,...,m — 1}, der er
delelige med p;, altsa %; tilsvarende geelder for et vilkarligt st af r af egenskaberne, fx bestemt
ved primtallene p;, pi,, ..., pi,,at N(ij, i, ..., i,) er antallet af tal fra {0, 1, ..., m — 1}, der er
delelige med alle primtallene: p; , p;,, ..., pi ., og dette er antal er jo L

Piy Piy--Pir
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Indsettes disse vaerdier i udtrykket fas:

m m m
pm) = m—(—+—+...+—)
pPr D2 Pn
m
+( + +.t
Pi1pP2 P1P3 Pn—1Pn
m m

— toei o ——
P1P2P3 Pn—2Pn—1Pn

m

pip2-- P

1 1 1
= m(l-—)(1-—)...(1—-—).
m(t=)(1 =) (=)

(Efter en del omordning. Det er maske lettere at regne tilbage, altsa konstatere, at ved at udfgre
multiplikationen i det sidst anfgrte udtryk, og skrive alle led panzr det fgrste som brgker, fas netop
samtlige 2" led, med korrekte fortegn, i det foregaende udtryk!) 0

15.4 Antal losninger til visse heltalsligninger (fortsat). For lang, lang tid siden blev antallet
af Igsninger til visse heltalsligninger bestemt som binomialkoefficienter, se afsnit 3.6.

Dengang var det afggrende, at det drejede sig om Igsninger i ikke-negative hele tal; med brug
af optelling ved inklusion og eksklusion er det nogenlunde let at bestemme antallet af lgsninger,
hvor de ubekendte opfylder tosidede uligheder. Metoden fremgér af fglgende eksempel.

Eksempel. Antallet af sat af Igsninger (x1, X2, x3) i hele tal x; til ligningen
X1+ x2 + x3 = 20,
som opfylder ulighederne:
l<x1=5 2=<x=<7 og 3<x3=9,
gnskes beregnet.

Antallet bestemmes i to skridt. Fgrste skridt er en slags normalisering af de nedre grenser. Med
nye variable (y1, ¥, y3), der blot er translaterede udgaver af de givne: y; = x; — 1, y, = x, —2, 0g
y3 = x3 — 3, og den tilsvarende modificerede hgjreside i ligningen, er det sggte antal det samme
som antallet af lgsningsset (y;, y», y3) til ligningen y, + y, 4+ y3 = 14, der opfylder ulighederne:

0<y1<4, 0<y»m<=<5 og 0<y;=<6.

Her er det umiddelbart — med brug af resultatet fra afsnit 3.6 — at bestemme antallet af Igsninger
(y1, ¥2, ¥3) 1 ikke-negative tal y;, altsa antallet af lgsninger, hvor der ikke tages hensyn til de gvre
grenser! Dette antal er binomialkoefficienten: (14;“ 2) = 120.

Andet skridt inddrager de gvre greenser pa raffineret made! For mangden U af lgsninger
(y1, y2, y3) 1 ikke-negative hele tal y; til ligningen y; + y, + y3 = 14 indfgres 3 egenskaber, og
de tilsvarende mangder af lgsninger betegnes A, A, og As. En lgsning (y;, y», y3) har den i’te
egenskab, eller tilhgrer A;, hvis den i’te koordinat ikke opfylder den tilsvarende gvre ulighed, altsa
hvis y; > 5 (fori = 1), eller y, > 6 (for i = 2), eller y; > 7 (fori = 3).

Antallet af Igsninger tilhgrende A; bestemmes — som i fgrste skridt — ved at renormalisere
hver af koordinaterne (én efter én), og man finder: |A;| = (9;2) = 55, |Ay] = (8;2) = 45, og
|As| = (7;2) = 36. Antallene af lgsninger med to af egenskaberne findes pa tilsvarende made ved
parvis renormalisering af koordinaterne: |A; N Ay| = (3;2) =10, |A; N A3| = (2;2) = 6, og
|A2 N As| = (*}?) = 3. Sluttelig ses, at |[A; N A, N As| = 0fordi 5+6+7 = 18 > 14.

Sammenfattende giver optelling ved inklusion og eksklusion, at der er:
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120— (55+454+36) +(10+6+3)—0=3
lgsningssat, der opfylder de givne uligheder. (Det er faktisk: (4,7,9), (5,6,9), 0g (5,7,8).) []

15.5 Forbedret optelling ved inklusion og eksklusion. Undervejs i argumentet for formelen
for optelling via inklusion og eksklusion blev det udnyttet, hvordan et objekt med precis r af de
betragtede egenskaber bidrager til det store sumudtryk. Denne detaljerede information indgar ikke
direkte i formelen, og gar dermed pa en made tabt; i det fglgende vises, hvordan den kan ggres
eksplicit i formler, der generaliserer (15.2) og (15.3).

Eksempel 1. For det i afsnit 15.1 diskuterede eksempel er de sammenfattende antal N;, der
blev defineret i afsnit 15.2, summer af de givne tellestgrrelser:

Ni=|E|+|F|+|T|=184+9+ 12 = 39,
N, =|ENF|+|ENT|+|FNT|=6+5+5=16,0g
Ns=|ENFNT|=2.

Ved den direkte manuelle optelling blev implicit antallene af personer med hvert muligt mgn-
ster af sprogkundskaber bestemt. Idet e;, for i = 1, 2, 3, betegner antallet af personer, der beher-
sker pracis i af de 3 sprog, kan de fundne antal (se tegningen) sammenfattes til:

e1=94+0+4=13,
e, =44+3+3=10,0g
e3 = 2.

Der bestar en tilsyneladende mystisk relation mellem de to talsat (N1, N2, N3) og (e1, €2, €3).
Ved nermere eftersyn forsvinder mystikken dog, og erstattes af indsigt i, hvad der er pa ferde ved
optelling via inklusion og eksklusion (is@r hvilken rolle binomialformelen spiller). Dette finder
et serlig klart udtryk via to polynomier: Idet n(x) betegner polynomiet, hvor N; er koefficient til
x¥, og e(x) tilsvarende er polynomiet, hvor e, er koefficient til x, gzlder:

n(x) =2x> +16x> +39x, og e(x) =2x> + 10x> + 13x.
Ved at erstatte x med x + 1 i udtrykket for e(x) fas via binomialformelen:

ex+1) = 20+ D>+ 10(x + D+ 13(x + 1)
= 2x° 4+ 6x%+6x +2+ 10x% +20x + 10 + 13x + 13
2x° +16x2 4+39x +25 = n(x) +25.

Resultatet er polynomiet n(x), dog med konstantled = 25, der er det samlede antal personer.  []

Det er fristende at forfglge — og forsgge at forsta — disse sammentraf! Antag som i afsnit 15.2
givet en mangde U af objekter, og et st £y, &,, ..., &, af egenskaber; hvert objekt i U enten har
eller har ikke, egenskaben &;, og som fgr er alle tellestgrrelserne N (i1, iy, ..., i) kendte, i det
mindste i form af de sammenfattende tellestgrrelser N,. Som noget nyt (og ligesom i korollaret)
teenkes ogsa antallet af objekter i U kendt, betegnet Ny. I analogi med eksemplet indfgres et st
(eg, €1, - .., e,) af —indtil videre ukendte — antal, hvor ¢, for k =0, 1, 2, ..., n, betegner antallet
af objekter fra U, der har eksakt k af de betragtede egenskaber. Da hvert objekt i U har et bestemt
antal af egenskaberne £, &,, ..., &,, gelder, at:

N0=€0+€1+...+€n.

Der er mange andre identiteter mellem (Ng, Ny, ..., N,) og (eg, e1, ..., e,), og de kan sammen-
fattes »elegant« via polynomierne n(x) og e(x), der har disse talset som koefficienter, altsa

n n
n(x) = Z kak, og e(x)= Zekxk.
k=0 k=0
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Setning. Med disse betegnelser gaelder: n(x) = e(x + 1).

Bevis. S@ttet af sammenfattende tellestgrrelser (Ng, Ny, ..., N,) kan udtrykkes ved sattet af
eksakte teellestgrrelser (eq, e1, ..., €,) via nedenstdende ligning:

n l’
Nr:Z(r)e,, for r=0,1,...,n.
t=r

Dette fas ved, for et givet r at ga efter, hvordan et objekt med et bestemt antal ¢ af egenskaberne
bidrager til N,. Blandt objekter med pracis s af egenskaberne, hvor s < r, bidrager ingen til N,.
Hvert objekt, der har pracis s af egenskaberne, hvor s > r, telles af N(iy, ..., i) hvis og kun
hvis det har egenskaberne &, ..., &;, , hvilket er tilfeldet (f) gange, og dermed bidrager hvert
sadant objekt til N, ialt (j) gange. (Denne overvejelse svarer til den »centrale« optelling i beviset
for telleformelen (15.2).)

Herefter er det let at udtrykke polynomiet n(-) ved polynomiet e(-),

n(x) = XZ:kak
- 5 (20))
- (50

t=0 k=0
n

= Y el +x)
t=0
= e(l+x).

(Den tredje identitet fas ved ombytning af reekkefglgen af de to summationer.) [ |

Bemaerkninger. Sxtningens ligning mellem de to polynomier er faktisk formelen for optel-
ling ved inklusion og eksklusion, og en del mere, fordi den ogsa koder information for de eksakte
objektantal. Den udtrykker, at polynomiet e(-) med variablen erstattet af x + 1 giver n(x), el-
ler ensbetydende hermed, at polynomiet n(-) med variablen erstattet med x — 1 giver e(x), altsa
e(x) = n(x — 1). Koefficienten til x* i e(x), det eksakte antal e, er altsi ogsa koefficienten til
x¥in(x — 1), og kan siledes bestemmes fra szttet (No, Ny, ..., N,). Settes x = 0 i ligningen
e(x) =n(x — 1) fas:

eo=No— N+ N, — ...+ (—1D"N,,
der jo er telleformelen (15.3) fra korollaret i afsnit 15.2. Ogsa den primzre telleformel fglger let:
Antallet af objekter med én eller flere af egenskaberne er jo: e; + e, + ... + ¢,, der ved ligningen
ovenfor er: Ny — ey, altsa den alternerende sum:
Ni—No+...+(=D"'N,.

Men der er meget mere information til rddighed: Koefficienten til x* i polynomiet e(x), alts&

koefficienten til x* i n(x — 1), kan findes, idet

n(x—1) = iwx — 1) = ZN(Z (;)xk(—l)”‘) = Zxk(z (Z)Nr(—l)’k),
r=0 r=0 k=0 k=0

r=k

altsa:

=Y (;)N,(—l)’k. (15.4)
r=k



15.5. FORBEDRET OPTZALLING VED INKLUSION OG EKSKLUSION. 159

En hovedpointe ved alle formlerne er, at de eksakte antal (eg, ey, ..., €,), der kan vere vanske-
lige at bestemme, kan udtrykkes ved »stgrre end eller lig«-antallene fra sattet (Ng, Ny, ..., N,),
som 1 mange tilfelde er lette(re) at finde. []

Eksempel 2. Tidligere er antallet af permutationer uden fikspunkter blevet bestemt — via en
rekursion. Nu er det let at lave en fuldstendig fikspunktsstatistik for permutationer.

Det benyttede relleunivers U har som objekter alle permutationer af {1, 2, ..., n}, for et fast
n > 2, og der betragtes n egenskaber, hvor den r’te egenskab, forr =1, 2, ..., n, for en permuta-
tion 7 af {1, 2, ..., n}er, at r er fikspunkt for 7, altsa, at T (r) = r.

For en delmangde S C {1, 2, ..., n} er tellestgrrelsen N(S), altsa antallet af permutationer,
der har alle elementer af S som fikspunkter (og muligvis andre), lig antallet af permutationer af de
n — |S| elementer udenfor S, altsd (n — |S|)!. Herfra kan N,’erne, forr = 1, 2, ..., n, beregnes:

n n!
No= Y N©S) = — ISPt = =2
DONGS) =D (n—1S) (r)(” Nt=—
IS|=r IS|=r
Polynomiet n(x) er derfor:
" n! 2x
= —x" =n! -
n(x)_XO:r!x =n! . e

der, paner faktoren n!, er Taylor-polynomiet af grad n for eksponentialfunktionen.
De eksakte tzllestgrrelser ¢, kan afleses heraf, idet e; er koefficienten til x* i polynomiet

n(x — 1), altsa i polynomiet
(1)
n! Z BT
r=0

Benyttes det feerdige udtryk (15.4) for e, fas:

o r\n! . onl s (=)
ek:Z(k)ﬁ(_l) k:az(r—k)!'

r=k r=k

Indszttes k = n, og k = n — 1, heri fas:

mi_ AR
= = (6] é,_1 = — — — ) =0,
S YA TRRY

€y = —— ’
" no!

hvilket er korrekt (hvorfor?). Endvidere ses, at for alle k < n — 1 haver leddene forr =n — 1 og
r = n hinanden. Antallet af permutationer uden fikspunkter fas for k = 0,

T N G VLS I T L1
w=n) =y gty o),
r=0
og i almindelighed, for k =0, 1,...,n — 2, gelder
TINTE DL 1 U B P
. - (= - = ... Y S
e k!;(r—k)! k!(2! 3!+4! (=D (n—k)!)

Som taleksempel udregnes stgrrelserne e;, for n = 6, til

j1T0 1 2 3 4 5
e; | 265 264 135 40 15 0

@)
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De 135 permutationer af {1, 2, ..., 6}, der har precis 2 fikspunkter, er de 45 dobbeltransposi-
tioner (type 122?) og de 90 fire-cykler (type 124'). Kontroller selv de gvrige antal! 0

Opgaver

(15.1) Overvej, hvad der kunne ske, hvis de i en tellesituation oplyste verdier for tellestgrrel-
serne ikke er korrekte, altsd enten er meddelt eller opfattet med fejl.

(15.2)  Vis, at hvert positivt helt tal, der er bade en j’te potens og en k’te potens, for naturlige tal
k, j > 2, ogsa er en m’te potens, hvor m = mfm(J, k) er mindste felles multiplum af j og k.

(15.3) Udregn ¢(m) og angiv de primiske restklasser modulo m, for m = 60; og for m = 45.

(15.4) Lad m, n vere naturlige tal.
(a) Vis, at antallet af surjektive afbildninger af {1,2,...,m}indi {1, 2, ..., n}er givet ved:

m n H™ . 2)m ln—l n 1"
T T (T

(b) Ggr rede for, at dette antal er O for n > m, og m!, nar m = n; kontroller, at regneudtrykket
giver dette, forn =5 ogm =4, samtform =n = 3.

(c) Udfgr en direkte optelling i situationen, hvor m = n + 1, og kontroller i det konkrete
tilfelde: m = 3, ogn = 2.

(15.5) Opstil et regneudtryk for antallet af »bridgeh@nder« med mindst ét kort 1 hver farve.

(15.6) Betragt ligningen x; 4+ x, + x3 = 301 hele tal x;.
(a) Find antallet af lgsningssat (x1, x;, x3) for hvilke 0 < x; <20, fori =1, 2, 3.
(b) Find antallet af 1gsningssat (x1, x,, x3) for hvilke 0 < x; < 20.
(c) Find antallet af lgsningssat (x1, x;, x3) for hvilke x; < 20,0 < x;,0g 0 < x3 < 50.

(15.7) Lav fikspunktsstatistik for permutationer af {1, 2, ..., 5}, ogaf {1, 2, ..., 7}, og kontroller
de fundne antal via direkte optaelling af antal permutationer af de enkelte cykeltyper.



Kapitel 16

Tarnpolynomier

I mange tellesituationer er der givet to typer objekter, altsa to endelige mangder X og Y, med
sammenknytninger mellem visse par af objekter x € X og y € Y; objekter og sammenknytninger
kan vere af utallige slags, men idéen er, at visse par (x, y) er tilladte, eller brugbare, mens andre
er ikke-tilladte, eller ikke-brugbare. Et vigtigt kombinatorisk problem for en sddan tellesituation,
nemlig at bestemme hvorvidt hvert af objekterne fra den ene mangde, fx X, kan fa tildelt, eller
danne par med, et objekt fra Y, der respekterer de ved sammenknytningerne givne betingelser
for tilladte par, og desuden til forskellige objekter x € X knytter forskellige objekter y € Y, er
afklaret via bryllupsscetningen, se kapitel 14.

Der kan mere generelt spgrges om antallet af sddanne parringer. Emnet for kapitlet er indfg-
relse af en abstrakt teellemodel til behandling af sadanne telleopgaver. Som ofte tidligere drejer
det sig om at udforme en begrebsramme, der ggr det muligt at se bort fra telleopgavens konkrete
detaljer, men samtidig ggr det let at argumentere robust via modellens intuitivt enkle objekter.
Tallemodellen her benytter de sakaldte tarnpolynomier. Af de to ord antyder det fgrste, at model-
len benytter en vis — beskeden — intuition om tarnes opfgrsel i skak; at der er tale om polynomier
henviser til, at den underliggende telleopgave »administreres« via diverse polynomier. Alt dette
er nok pa nuverende tidspunkt ganske mystificerende, sa det er bedre at komme i gang.

16.1 Braetter og tilladte parringer. Texllemodellen benytter en grafisk kodning af de tilladte
par. Et kvadratisk, eller rektangulert, skakbreetlignende mgnster af smakvadrater, et for hvert ele-
ment (x, y) i produktet X x Y, koder via en hvid, henholdsvis gra, markering af hvert smakvadrat,
hvorvidt det tilsvarende par er tilladt — et hvidt felt, eller ikke-tilladt — et grat felt.

Eksempel. Figuren til venstre viser et fgrste simpelt braet. M@ngderne er X = {1, 2, 3, 4}, og
Y ={a, b, c, d}, og brattet, der koder de tilladte par har 8 tilladte (hvide) felter, nemlig svarende
til parrene: (1, a), (1, d), (2,a), (2,¢), (3,b), (3, ¢), (4,¢), (4,d).
1234

@ ]
(] ]
(] ]
[ ) || |:|

SIS NN

For det meste er det blot det abstrakte breet, der er vigtigt for telleopgaven, og den konkrete
tilordning af felter til par af objekter er delvis irrelevant; derfor udelades for det meste navne pa
objekter, som det er tilfeeldet pa de to sidste figurer i eksemplet ovenfor.

Det basale spgrgsmal om eksistens, og antal, af parringer fra X til Y, der respekterer de ved
mgnsteret af hvide/gra felter specificerede tilladte par, behandles via en skakmetafor pa fglgende
made: En parring fra X til Y er et valg, for hvert element x € X af et element y = ¢(x) € Y,
saledes, at to forskellige elementer x, x' € X tilknyttes to forskellige elementer ¢(x), p(x') € Y,
og saledes at alle par (x, ¢(x)) er tilladte. En sadan parring kan kodes via en mearkning af felterne
pa brettet, med precis ét mearke i hver sgjle (for hvert x € X), og hgjst ét merke i hver rekke, og
pa en sadan made, at alle mearker befinder sig i hvide felter. Figuren ovenfor i midten viser, med
sorte cirkler som merker, parringen: (1, a), (2, ¢), (3, b), (4, d).
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En saddan merkning minder om en opstilling af skakbrikker pa et skakbret; kravet, at hver
s@jle indeholder praecis ét maerke, og hver reekke hgjst ét, giver association til den made skaktarne
slar pa, i en situation, hvor alle brikker keemper mod hinanden, og der derfor hgjst kan placeres
ét tarn i hver reekke, og hver sgjle, i en ikke-truende konfiguration; det er nok for en narmere
betragtning »ret langt ude«, men modellen er god til stgtte for intuitionen.

Udtrykt matematisk er en parring fra X til Y, der respekterer brettets tilladte felter, en injektiv
afbildning ¢ : X — Y, sd ¢(x), for x € X, tilhgrer mengden {y € Y| (x, y)er tilladt}. Af-
bildningen ¢ bestemt ved midterfigurens sorte cirkler (i eksemplet) svarer til afbildningstabellen
til venstre. Det egentlige spgrgsmal vedrgrer antallet af sadanne parringer; for brettet i eksemp-
let viser viser figuren til hgjre, med sorte kvadrater, en anden parring; den svarer til afbildningen
Y 1 X — Y givet ved tabellen til hgjre:

3 4 X 1
b d Y(x) | d

X 1 2
c

2 4
p(x) |a a c

3
b

I det ovenstaende simple eksempel er det nogenlunde let at overbevise sig om, at der er netop
disse to nevnte injektive afbildninger, som respekterer braettets mgnster af tilladte felter; for stgrre
mangder X og Y er det i de fleste tilfelde ganske uoverskueligt. En af pointerne med tarnpolyno-
mier er at stgtte simple algoritmer, hvormed antallet af parringer kan beregnes.

16.2 Tarnpolynomium for et braet. Lad der vere givet et breet B som beskrevet ovenfor; det
kan gerne forudseattes at vere kvadratisk, fx af stgrrelse n x n, for et naturligt tal n (se bemerk-
ningen nedenfor), og det afggrende ved B er dets mgnster af hvide/gra felter (smakvadrater).

Definition. For et helt tal k > 0 er en ikke-truende k-tarnkonfiguration pa et brat en
opstilling af k tarne pa brettet, sa hver rekke og hver sgjle indeholder hgjst ét tarn. Polynomiet,
af grad < n, af formen:

rB(x)=1+r1x+r2x2+...+rkxk+..., (16.1)

hvor koefficienten ry til x*, fork = 1,2, 3, ..., er antallet af ikke-truende k-tarnkonfigurationer pa
tilladte felter af braettet B, kaldes tarnpolynomiet for brzettet B.

Koefficienten til x° i r5(x), altsi konstantleddet = 1, kan ogsa fortolkes som antallet af ikke-
truende O-tarnkonfigurationer; der er nemlig 1 sadan, den tomme, omfattende O tarne. Det er
normalt aldrig verdien af tarnpolynomiet rp(x), der belyser en kombinatorisk problemstilling;
derimod er organiseringen af settet af antal (rg, r1, 72, 73...), hvor rp = 1, som koefficienter i
polynomiet rp(x) afggrende pa grund af analogien mellem operationer med bretter og simple
manipulationer med de tilhgrende tarnpolynomier; mere herom i det fglgende.

Bemaerkning. Brattet B kan forudsattes kvadratisk; hvis en konkret telleopgave fgrer til et
ikke-kvadratisk bret opnas et kvadratisk breet ved at tilfgje et passende antal helt gra reekker eller
s@ijler, og sadanne tilfgjede reekker/sgjler @ndrer ikke koefficienterne i tarnpolynomiet, fordi de
tilfgjede felter ikke rummer tarne ved en tarnkonfiguration pa tilladte felter.

Et braet B og det breet B’, der fas ved at spejle B om en af breettets diagonaler har samme
tarnpolynomium; der er nemlig en bijektiv korrespondance mellem ikke-truende konfigurationer
af k tarne pa tilladte felter af B og ikke-truende konfigurationer af k tarne pa tilladte felter af
brettet B’ (lad tarnene fglge med under spejlingen).

Et breet B og hvert braet B, der fas ved at skeere B op rekkevis (eller sgjlevis) og samle disse
efter en permutation, med bevarelse af venstre/hgjre orientering (eller med bevarelse af op/ned
orientering) har samme tarnpolynomium. Dette ses pa samme made som for spejling. []
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For alle breetter B paner de allersimpleste, er det ganske tungt at beregne det tilhgrende tarn-
polynomium rg(x). Det er dog klart, at et breet med udelukkende gra — ikke-tilladte — felter, uanset
stgrrelse, har det konstante polynomium 1 som tarnpolynomium. Videre angiver fgrstegradsleddet,
altsa koefficienten til x!, antallet af tilladte felter pa B.

Nedenfor fglger tarnpolynomierne for alle — i det vaesentlige forskellige — ikke-trivielle 1 x 1
og 2 x 2 bretter. Der er naturligvis ialt 4> = 16 bratter af stgrrelse 2 x 2; med 1 grat felt er der 4,
med 2 gré er der 6, hvoraf 2 har de gra felter anbragt diagonalt, og 4 har de to gra felter i samme
rekke eller sgjle; med 3 gra felter er der 4 braetter.

L]

1+x 1+ 4x + 2x2 1+ 3x + x2 1+2x +x2 1+ 2x 1+x

I almindelighed er det besverligt at beregne tarnpolynomiet for et forelagt braet B ved direkte
optaelling af ikke-truende k-tarnkonfigurationer, for de relevante verdier af k. Og uden en passende
valgt — og fulgt — strategi for systematisk optelling gar det ikke!

Eksempel. Eksplicit optelling af ikke-truende tarnkonfigurationer for det i ind-
ledningen viste breet kunne fx foregd pa fglgende made, idet de hvide felter num-
mereres fortlgbende oppefra og mod hgjre som vist her: 6

Antallet af ikke-truende 2-tarnkonfigurationer bestemmes ved at skelne mellem |78
placeringen af det fgrste (i den valgte nummereringsreekkefglge) af de to tarne.

Med det fgrste tarn pa 1 kan det andet sta ikke-truende pa: 3, 4, 5, 6, 8; dette symboliseres som
1 — 3,4,5,6, 8 (tilsvarende i det fglgende; overvej selv, at der ikke er yderligere muligheder!);
2—>3,46,7,8, 3—>6,7, 4—- 17,8, 5—6,7,8 6— 7,8. Altsa ialt 19 ikke-truende
2-tarnkonfigurationer. Tilsvarende telles ikke-truende 3-tarnkonfigurationer ved at skelne mellem
placeringen af de to fgrste tarne: (1,3) — 6; (1,49 — 8; (1,5 — 6,8; (1,6) — 8;
2,3 - 6,7, 2,49 —> 1,8, (2,6) - 7,8, (3,6) —> 7, (5,6) — 7,8, altsa ialt 14
ikke-truende 3-tarnkonfigurationer.

Der er 2 ikke-truende 4-tarnkonfigurationer, da der ved en sadan skal sta ét tarn i hver raekke
og i hver sgjle. Sammenfattende er tirnpolynomiet altsd: 1 + 8x + 19x2 + 14x3 + 2x*. []

\]

16.3 Produktformelen - deling af breet i uafhaengige delbreaetter. Som det foregaende ek-
sempel antyder er det for stgrre bretter ikke i almindelighed muligt at beregne tarnpolynomiet
ved direkte optelling! I det fglgende forklares en tarnpolynomiumsberegningsalgoritme, der er
baseret pa en rekursionsformel (se naste afsnit), som udtrykker tarnpolynomiet for et bret B via
tarnpolynomier for to bretter, hver med ferre tilladte felter end B, og derfor hver for sig med
tarnpolynomier, der er lettere at beregne end tarnpolynomiet for B. Denne algoritme kombineres
typisk med »turbo«-beregningsskridt, nar der undervejs mg@des bratter med en sarlig struktur:

Definition. Lad B vere et brat. En agte og ikke tom delmangde C af braettets reekker (eller
sgjler) udgar et delbreet, og de gvrige reekker (henholdsvis sgjler) fra B udggr et breet, der betegnes
D. Dette par (C, D) udggr en opdeling af B, og det siges, at denne opdeling bestir af uafhaengige
dele, hvis det for vilkarlige to tarne, hvoraf det ene er anbragt pa et tilladt felt fra C og det andet
er anbragt pa et tilladt felt fra D, gaelder, at de star i forskellige rakker og i forskellige sgjler.

Det er afggrende at forsta betingelsen ovenfor: Lidt mere mundret er den, at ingen rakke og
ingen sgjle har tilladte felter i begge de to dele. Det er ikke noget krav, at rekkerne, der udger C er
de k gverste, og D de n — k nederste, men situationen er naturligvis bedst overskuelig, nar dette er
tilfeeldet, og enhver opdeling kan gives denne form efter permutation af rekkerne, hvilket jo giver
et breet med samme tarnpolynomium som det givne bret.
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Eksempel 1. Det kan vere svert at fa gje pa en opdeling af et braet i uathengige delbrat-
ter. Tegneserien nedenfor viser fra venstre mod hgjre, hvorledes ombytning af passende valgte
s@jler/rekker, merket a, b, ferer fra ét braet til et simplere breet vist som det naste mod hgjre:

b H

ab a b

Det fjerde 5 x 5 breet har en opdeling i uathengige delbretter, fx bestdende af de 2 gverste rek-
ker, henholdsvis de 3 nederste. Til hgjre er vist de kvadratiske delbretter, der fas, nar reekker/sgjler,
med lutter gra felter, fjernes fra de to bretdele. ]

Beregningen af tarnpolynomiet for et bret B, der kan opdeles i to uathaengige dele, forenkles
via fglgende observation: For et givet k er en ikke-truende k-tarnkonfiguration pa B af én af ialt
k + 1 typer (i almindelighed er mange af disse typer umulige pa det givne bret). Da der ingen
trusselsmuligheder findes mellem to tarne anbragt pa hver sin af de to dele, ma de k tarne fordeles
med et vist antal pa C og de gvrige pa D (altsa O + k, eller 1 4+ (k — 1), eller, osv. (k — 1) + 1,
eller k + 0, pa henholdsvis C og D). Her viser polynomiumssynspunktet sin styrke.

Beviset for satningen nedenfor benytter den velkendte made, hvorpa produktet af to polyno-
mier p(x) og g(x) beregnes. Koefficienten til x* i produktpolynomiet p(x)g(x) er summen af alle
produkter af formen a; - by_;, for j =0, 1, ..., k, af koefficienten a; til x/ i polynomiet p(x) med
koefficienten by_; til x*~/ i polynomiet g (x).

Setning. Lad B vere et brat, der tillader en opdeling (C, D) i uathangige dele. Sa gealder
om tarnpolynomierne for B, C, og D, produktformelen, at

re(x) =rc(x) -rp(x).

Bevis. 1det (1, ¢y, ¢3,...) og (1,d;, d>, .. .) betegner koefficientsettene i r¢(x) og rp(x) kan
koefficienten ry til x* i tarnpolynomiet rg(x), dvs. antallet af ikke-truende k-tarnkonfigurationer
pa B, beregnes som:

re=1-di+c-dertce-diat - +odi o L

En ikke-truende k-tarnkonfiguration pa B er nemlig som navnt af én af k + 1 typer: enten med
alle k tarne pa D og altsa ingen pa C, eller med k — 1 tarne pa D og 1 tarn pa C, eller med k — 2
tarne pa D og 2 tarne pa C, og saledes videre, sluttende med den (k + 1)’te type, hvor ingen tarne
star pa D og alle k tarne derfor star pa C. Antallene af ikke-truende k-tarnkonfigurationer af de
enkelte typer er netop produkterne i regneudtrykket ovenfor til hgjre: de ialt k tirne kan opstilles
ikke-truende pd B, med j af tdrnene pa C og de resterende k — j pd D, pd ialt c; - dy_; mader;
da intet tdrn pd C kan true et tdrn pd D, er dette antal nemlig c; (antallet af mader, for j tarnes
anbringelse pa C) gange d_; (antallet af mader for k — j tarnes anbringelse pa D). [ |

Eksempel 2. Tarnpolynomiet for et n x n braet B, med pracis n tilladte felter anbragt i ho-
veddiagonalen har fglgende simple form:

n

) =+x)"=Y" (Z)xk.

k=0

Dette indses let direkte: vilkarlige k trne anbragt pa B,,-tilladte felter er placeret i k forskellige
rekker og k forskellige sgjler, og derfor uden indbyrdes »trusler«; antallet af anbringelsesmader
er derfor antallet af valg af k blandt de n raekker (sgjlerne er da ogsa fastlagte).
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Produktformlen kan benyttes i et simpelt induktionsbevis. Forn = 1 gelder, atrp, (x) = 1+x,
og antages induktivt, at rp (x) = (1 4+ x)™ for et m x m brat (af den beskrevne beskaffenhed),
finder man for et (m + 1) x (m + 1) brat, at den gverste reekke er uathengig af resten af breattet,
og derfor via produktformlen: rp, ., (x) = (1 +x)(1 +x)" = (1 + x)"+L ]

16.4 Rekursionsformlen. Den systematiske komponent i algoritmen for beregning af tdrnpo-
lynomier er baseret pa den mest nerliggende tellemetode: For et givet bret B fokuseres pa et
tilladt felt, der fx betegnes s. En ikke-truende k-tarnkonfiguration pa B er da af én af to typer: en-
ten star ét af de k tarne pa feltet s, eller ingen af de k tarne star pa s. For den fgrstnavnte type star
alle gvrige k — 1 tarne pa raekker og sgjler, der ikke indeholder feltet s.

For at handtere denne opdeling af tarnkonfigurationerne indfgres to hjelpebratter; det ene,
der betegnes E, fas fra B ved at gramarkere feltet s, altsd ggre s til et ikke-tilladt felt, medens
det andet, der betegnes F fas fra B ved at gramarkere alle felter i den reekke og i den sgjle, der
indeholder s, altsd ggre alle felter, der kan trues af et tarn pa s, ikke-tilladte. Det er maske en
hjlp at forestille sig braettet F' som det breet, der fas fra brettet B ved at fjerne hele den raekke og
hele den sgjle, der indeholder feltet s, som det ggres i det illustrerende eksempel efter s@tningen
nedenfor (hvis s er et hjgrnefelt fjernes blot en yderreekke og en ydersgjle; hvis s er et yderfelt,
men ikke et hjgrnefelt, bevirker fjernelse af reekken, eller sgjlen, indeholdende s, at brattet falder
i to dele, der blot samles langs det fjernede; hvis s er et indre felt pa B falder brettet i fire dele,
der kan tenkes samlet pa tilsvarende made).

Setning. Med disse betegnelser galder om tarnpolynomierne for B, E, og F, at
rp(x) =rp(x) +x - rp(x).

Bevis. Det drejer sig om at vise, at koefficienten til x* er den samme i 7z (x) + x - r(x) som
irg(x),for k = 0,1,2,.... Dette er klart (overvej selv!) for k = 0, 1. Antag derfor £k > 1.
Koefficienten til x* i rz(x) er jo antallet af ikke-truende k-tdrnkonfigurationer pi B, der som
allerede nzvnt er af to typer, og deres antal altsd summen af de to typers enkeltantal.

En ikke-truende k-tarnkonfiguration pa B, hvor ingen af de k tarne benytter feltet s, er na-
turligvis en ikke-truende k-tarnkonfiguration pa E, og omvendt; mere precist: der er en bijektiv
korrespondance mellem mangden af ikke-truende k-tarnkonfigurationer pa B, der ikke har et tarn
pa s, og maengden af ikke-truende k-tarnkonfigurationer pa E. Derfor er antallet af disse (i begge
formuleringer) koefficienten til x* i tirnpolynomiet rg (x).

Tilsvarende er der en bijektiv korrespondance mellem mangden bestaende af ikke-truende k-
tarnkonfigurationer pa B, der har et tarn pa s, og mangden af ikke-truende (k— 1)-tarnkonfiguratio-
ner pa F. Denne bijektive korrespondance er bestemt ved for en ikke-truende k-tarnkonfiguration
pa B, med et tarn pa s, at fjerne tarnet pa s, hvilket giver en ikke-truende (k — 1)-tarnkonfiguration
pa F; omvendt, fra en ikke-truende (k — 1)-tarnkonfiguration pa F, fas en ikke-truende k-tarnkon-
figuration pa B, der har et trn pa s, ved at »opstille« et tarn pa s; derved dannes ikke en situation
hvor to tarne pa B star i samme rakke eller samme sgjle: pa breettet F er jo alle felter i reekken,
og i sgjlen, med feltet s, gra, og derfor star der ved en ikke-truende (k — 1)-tarnkonfiguration pa
F intet tarn i den pageldende raeekke, og intet tarn i den pageldende sgjle.

Sammenfattende er derfor antallet af ikke-truende k-tarnkonfigurationer pa B, med et tarn pa
feltet s, altsd antallet af ikke-truende (k — 1)-tarnkonfigurationer pa F', der jo netop er koefficienten
til x*~! i tirnpolynomiet rx(x) for F; koefficienten til x*~! i polynomiet rx(x) er naturligvis lig
med koefficienten til x* i polynomiet x - g (x), hvilket giver pastanden. [ |

Eksempel 1. Tarnpolynomiet for et n x n bret B, med pracis n tilladte felter anbragt i ho-
veddiagonalen beregnes ogsa simpelt ved rekursionsformlen (og induktion). Fokuseres pa ét af
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de tilladte felter, fx det i gverste rekke (og fgrste s@jle), ses, at begge de afledte bretter (£ og
F), nar der ses bort fra reekker og sgjler uden tilladte felter, har formen B,_;, og derfor gel-
der: B,(x) = B,_1(x) +x - B,_1(x) = (1 + x)B,_1(x). |:|

Eksempel 2. Tarnpolynomiet for det i indledningen viste 4 x 4 brat B kan nu beregnes via
en slags tegnealgoritme. I hvert algoritmeskridt er det felt s, som benyttes ved opspaltningen i
simplere bretter, markeret; med en pil, der gar nedad og til venstre vises det breet, der fas ved
at ggre det valgte felt grat, og med pilen nedad til hgjre vises tilsvarende breattet, der fas ved at
gramarkere alle felter i reekken og i sgjlen som indeholder det valgte felt. Reekker og sgjler som
derved omfatter udelukkende gra felter fjernes »stiltiende«.

N

/N

x I I I

(14 2x)(1 + 4x + 3x2) x(1+x)3 x(1+3x)  x2(1+2x) x2(143x +x2)

Processen fortsattes indtil alle tarnpolynomierne for de dannede bretter kan beregnes direkte
ved »hovedregning«, eller pa anden made er kendte — dette er naturligvis steerkt subjektivt. De
breetter, der er dannet ved at slette en reekke og en sgjle bidrager til det oprindelige brets tarnpoly-
nomium efter multiplikation med en potens x¥, hvor k er antallet af gange, der er slettet en rekke
og en sgjle fra det oprindelige braet. Pa tegningen holdes der regnskab med disse ekstra potenser
af x ved at skrive en faktor x (og gentagne som potenser af x) til venstre for brattet.

I eksemplet er de effektive bidrag til det oprindelige tarnpolynomium skrevet under slutbrat-
terne i tegningens nederste linje, og sammenfattende findes tarnpolynomiet derfor til:

rp(x) = (14+2x)(1 +4x +3x3) + x(1 + x)° + x(1 +3x) + x2(1 4+ 2x) + x2(1 + 3x + x?).

hvilket stemmer med resultatet fra den tidligere foretagne manuelle optelling — kontrollér selv! []

Bemaerkning. Det er vel nesten overflgdigt at ggre opmarksom pa den strukturlighed, der
bestar mellem pa den ene side metoden i rekursionsformlen for beregning af tarnpolynomier via
graning af et tilladt felt, og fiernelse af reekken og sgjlen indeholdende det pageeldende felt, og pa
den anden side metoden for beregning af kromatiske polynomier, se kapitel 13, baseret pa tilfgjelse
af en ikke-realiseret kantmulighed, og sammentrekning af de involverede knuder.

16.5 Optelling via komplementbraet. Som nzvnt er der sjeldent — maske aldrig — behov
for at benytte et tarnpolynomiums verdier for konkrete x. Desuden er det iser koefficienten til
hgjestegradsleddet i tarnpolynomiet for et braet, der har tellemassig interesse: koefficienterne
til led af lavere grad »slebes med« under beregningerne. Disse koefficienter har imidlertid en
afggrende og nyttig funktion i forbindelse med beregningen af hgjestegradsleddet i tarnpolynomiet
for det breet, der fas fra et forelagt breet, ved at ggre hvide felter gra, og omvendt.
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Definition. Det til et bret B hgrende komplementzre brzet, som betegnes B, er det bret,
der fas fra B ved at ggre de hvide felter pi B grd, og ggre de gra felter pa B hvide.

Der bestar en — ved fgrste blik — nzesten mystisk forbindelse mellem koefficienten til hgjeste-
gradsleddet i tarnpolynomiet for B, og settet af koefficienter i tarnpolynomiet for B. Pracist:

Seetning. Antag, at B er et n x n braet med tarnpolynomium:
r(X) =ro+rx +rx+ .+ rxk
Da er koefficienten 7, til x" i tirnpolynomiet for B givet ved:
Fn=ro-nl—r-m—D!4+ ...+ D -n =)+ ...+ (=1)"r, -0 (16.2)

(Udtrykket er en alternerende sum, af ialt n + 1 led, indiceret af k = 0, 1, ..., n, startende med
fortegn + for k = 0; leddene har form: koefficienten til x* i rg(x) ganget med (—1)*(n — k)!.)

Bevis. Pastanden fglger via optelling ved inklusion og eksklusion for en mangde af abstrakte
objekter og et system af egenskaber, som disse objekter har eller ikke har.

Mzangden af objekter T er de ikke-truende n-tarnkonfigurationer pa B, hvor der ikke tages
hensyn til om tarnene star pa hvide eller gra felter. Hvert objekt T € T har pracis ét tarn i hver
reekke, og hver sgjle, af B; antallet af elementer i T er |T| = n!, da tarnet i den fgrste rakke kan
placeres pa n mader, for hver af disse kan tarner i den anden raekke placeres pa n — 1 mader, osv.

De egenskaber, der benyttes ved optellingen, athenger af braettet B. Hvert hvidt (tilladt) felt
pa B giver anledning til en egenskab for objekter t fra T, nemlig, at t har et af sine tarne staende
pa det pageldende felt. Betegnes de hvide felter pa B med sy, 55, ..., s, (der er altsa m hvide
felter), kan den j’te egenskab &; for T udtrykkes, at T har et tdrn placeret pa s;. Intet objekt kan
have n + 1 eller flere af egenskaberne, da hvert t jo omfatter pracis n tarne; endvidere, egenskaber
& og &; svarende til to (forskellige) felter s; og s; i samme rekke eller samme sgjle, indehaves
aldrig begge af et objekt 7.

Det sggte antal, altsd antallet af ikke-truende n-tarnkonfigurationer, hvor alle n tarne star pa
B-tilladte felter, er dermed antallet af objekter i T, der har pracis 0 af egenskaberne — dette
betyder jo, at ingen af tarnene i T star pa B-tilladte felter.

Idet Ny, for k = 0, 1, ..., n, betegner de sammenfattende teellestgrrelser, se afsnit 15.2, altsa
summen af tellestgrrelserne for alle udvalg af k af egenskaberne, og N(S) for en delmangde
S C{1,2,...,m} betegner antallet af objekter med egenskaberne fra S, ses, at

Ny = Z N(S) = ri(n — k).

SC{s1,50,---.5m}
1S|'=k

Hver opstilling af k ikke-truende tarne pa B bidrager nemlig med (n — k)! til denne sum: Nar S
svarer til de k felter pa B, hvor de k tarne er anbragt, er k af de n raekker, og tilsvarende k af de n
s@jler, fastlagt for n-tarnkonfiguration 7, og de gvrige n — k sgjler, og rekker, for T kan valges pa
(n — k)! méader.

Pastanden, at antallet af objekter med preecis O af de betragtede egenskaber er den alternerende

sum (16.2) fglger nu af formelen i korollaret i afsnit 15.2. [ |

Bemarkninger. M@ngden 7T i beviset er »i virkeligheden« permutationer af {1, 2, ..., n};
nummereres reekkerne og sgjlerne med tallene 1, 2, ..., n fas fra en permutation 7 af {1, 2, ..., n}
et element T € T ved at sztte tarnene pa felterne (j, 7 (j)), for j = 1,2, ..., n; omvendt bestem-

mer t € T direkte permutationen i — (i), hvor for t € T, nummeret pa den entydigt bestemte
s@jle, hvori tarnet i den i’te raekke star, betegnes 7 (7).

Algoritmen for beregning af tarnpolynomiet for et kvadratisk bret giver siledes en metode til
at bestemme antallet af permutationer, der opfylder betingelser specificeret ved breettet. []
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Opgaver

(16.1) Kan et polynomium p(x) vere bade kromatisk polynomium for en graf, og tarnpolyno-
mium for et braet?

(16.2) Bestem tarnpolynomiet for komplementet til breettet i det indledende eksempel.

(16.3) Bestem tarnpolynomiet for et n x n braet med precis ét hvidt (tilladt) felt i hver raekke, og
ét tilladt felt i hver sgjle (et permutationsbreet, jf. begrebet permutationsmatrix).

(16.4) a) Bestem tarnpolynomiet R, ,(x) for et m x n brat med lutter tilladte felter.
b) Vis, at der gelder: R, ,(x) = Ry—1,,(x) + xRy -1 (X).
¢) Vis, at der gelder: %Rm,n(x) =mnRy,_1,-1(x).

(16.5) Find tarnpolynomiet for et n x n breet med et enkelt grat felt (for n > 2).

(16.6) Angiv to essentielt forskellige sma bratter med samme tarnpolynomium. (Forskellige
betyder: paner opskaring og efterfelgende permutering af reekker og eller sgjler.)

(16.7) Find tarnpolynomiet for breettet (se eksempel 1 i afsnit 16.3):

(16.8) Bestem antallet af ikke-truende 8-tarnkonfigurationer for brettet:

(16.9) Lad B,, forn > 1, betegne n x n brattet, hvor de tilladte felter er alle felterne pa eller
under diagonalen. Udregn tarnpolynomierne for B,,, forn = 1, 2, 3, 4 (bretterne er vist nedenfor).

[]

Forsgg at se et mgnster i disse polynomier, og formuler pa basis heraf en formel for rp, (x),
geeldende for alle n > 2. Vis dern@st denne formel.



Svar og kommentarer til opgaver

1.1 Der er n(n — 1) sadanne par, fx via optelling ved multiplikation; for hvert x € X er der
nemlig n — 1 elementer i mangden X \ {x}. Eller bemzrke, at der er n? parialti X x X, og przcis
n af disse har ens »koordinater«, og derefter optelling ved subtraktion.

1.2 (a) et skuffesystem med n skuffer, hvor den j’te skuffe kategoriserer de to muligheder j og
2n+1—j,forj=1,2,...,n.

(b) et skuffesystem med n skuffer, hvor den j’te skuffe kategoriserer de to muligheder 2j — 1
og?2j,for j =1,2,...,n (to tal med forskel 1 er primiske).

(c) et skuffesystem med n skuffer, hvor den j’te skuffe kategoriserer det j’te ulige tal, 2j — 1,
for j = 1,2,...,n; hvert af de givne hele tal x skrives pa formen x = u2¥, hvor u er ulige, og
tallet x kategoriseres derefter i den til u svarende skuffe.

1.3 Det er klart, at for et naturligt tal m galder, at m er lige (ulige) hvis og kun hvis m? er lige
(ulige). Desuden er et lige kvadrat kongruent med O modulo 4, og et ulige kvadrat er kongruent
med 1 modulo 4; derfor er summen af to ulige kvadrattal et lige tal, der er kongruent med 2 modulo
4, altsa ikke et kvadrat.

1.4 Der findes utvivisomt mange! Her er et — endda med egenskaben, at hver »snitlinje« skarer
pracis to brikker: er dette et tilfelde?

1.5 Der er mange! Fglgen af lengde 4 givet ved 3,4, 1,2 har lengste monoton delfglge af
leengde 2; og fglgen af lengde 9 givet ved 7, 8,9, 4,5, 6, 1,2, 3 har lengste monoton delfglge
af lengde 3. Prgv at konstruere en tilsvarende fglge af lengde n = 100.

1.6 Dette fglger ved et simpelt induktionsbevis; eller bemerke, idet summen betegnes S, at
S—Sx=14+x+x>+... +x"—Q+x+x>+...+x"Hx=1—x",
fordi summen teleskoperer, og formlen fglger, nar x # 1, ved division med 1 — x.
1.7 Dette folger ved et simpelt induktionsbevis; eller, nar x # 1, fra den foregaende opgave:
2”: o X 1’
P x—1

hvoraf ved differentiation, og efterfglgende multiplikation med x, at

x—1 /" x—1)

ikxk B xi(x"“ —1 nx" —(n 4+ Dx" + 1
— - Tdx

1.8 De to udtryk er begge summen af samtlige led a; ;, for (i, j) € T.



170 Svar og kommentarer til opgaver

2.1 Dette fglger ved direkte udregning!

2.2 Den konstante funktion 1, og den identiske afbildning af N, og potensfunktionerne n — n®
(o € N) er multiplikative.

Hver divisor d i produktet mn er, nar m og n er primiske, pa entydig made produkt af en divisor
im og en divisor i n.

2.3 Med m = 9 mulige ciffersymboler til de n = 8 pladser er der 98_/8! = 81,—652, voksende
8-cifrede tal (ciffer O kan jo ikke forekomme).

2.4 Ved at lzse et voksende ord »bagfra« fis et aftagende ord, og omvendt. Der er m" /n! vok-
sende ord, og samme antal aftagende ord. Antal monotone ord er dermed to gange antal voksende
ord minus antal konstante ord, der telles med begge steder.

2.5 Det er maske lettest at fa bragt specialtilfeeldene ud af verden fgrst!
2.6 Deter jo én af pointerne med et positionstalssystem.

2.7 Der er (n — 1)! cykliske rekkefglger af n objekter. Det er nok enklest at bemarke, at af
de ialt n! almindelige rekkefglger af n objekter giver praecis n anledning til den samme cykliske
rekkefglge. Eller forestille sig, at pladserne er nummerede 1, 2, ..., n, fx med uret rundt, hvor
altsa plads n efterfglges af plads 1, og placere objekterne enkeltvis: det fgrste objekt sattes pa
plads 1. Plads nummer 2 kan beszttes pa n — 1 mader; for hver af disse kan plads 3 besattes pa
n — 2 mader; og saledes videre; den sidste plads ma besettes af det n’te objekt (1 made).

2.8 Det kan maske vere til hjelp at tenke pa S-cifrede binre tal, eller delmangder, herunder
egte og ikke-tomme, af {a, b, c, d, e}.

2.9 Hyvis den forelagte maengde X har n > 1 elementer, fx indiceret x1, X2, ..., x,, kan benyt-
tes en slags »bit-map« til beskrivelse af en delm@ngde: hvert binzrt skrevet tal by, by, ..., b, af
leengde n, altsa med ialt n cifre (bit) b;, der alle er O eller 1, leeses som en beskrivelse af den
tilsvarende delmengde A C X, hvor x; € A hvis og kun hvis b; = 1. Med denne kodning af
delmangder er den leksikografiske ordning af n-cifrede binere ord nerliggende.

2.10 Deer 3152476 og 2471356.

2.11 Permutationerne med Igbenumre O, 1,..., (m — 1)! — 1 har alle O pa fgrste plads, med
Igbenumre (n—1)!,...,2(n—1)!—1 erder 1 pa fgrste plads, osv. Blandt de (n —1)! permutationer
med O pa fgrste plads, har de forste (n — 2)! et 1 pa anden plads, osv. Listen over permutationer af
{1,2, 3,4} i afsnit 2.8 er maske instruktiv!

3.1 Udregning af hgjresiden for k > 1:

x—DF  (—DEL - DE k(e —DEL XE

k! + k—1! k! kY

Eller bemerke, at de to sider af ligningen begge er polynomier af grad &, og fordi formelen galder
for alle hele tal indsat for x, gelder formelen for alle x (to polynomier, der er ens for uendelig
mange x-verdier, er ens, dvs. har samme st af koefficienter).

3.2 Det er nok set af de fleste allerede!

3.3 For y = 0 er binomialformelen blot x” = x". For y # 0 anvendes den simplificerede bino-
mialformel (3.16) med x erstattet af x/y, hvorefter multiplikation med y” giver binomialformelen.

3.4 Overvej gitterdimensioner, og tel gittervejene fra A til B ved at skelne mellem vejenes »ret-
ning« i det sidste skridt.
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3.5 Rektanglet »bliver til« en kasse med 3-dimensionale akseparallelle gitterveje. Beskrives via
ord med bogstaverne @, N, og O.

3.6 Det fgrste lgsningssaet er (0,0,...,0,n), medx; =0fori =1,2,...,k — 1, 0g x; = n.

3.7 Hgjresiden udregnes, for k > 0:

(_1)k<k—x—l) _ (_l)k(k—x—1)(k—x—2)...(—x+1)(—x)

k k!
= k+Dx—k+2)...(x—Dx  (x
B k! k)
3.8 Ved gentagen ekspansion via rekursionsformelen:
n+1 n n n n—1 n—1
— + = + + =...
m+1 m m—+ 1 m m m+ 1
Delmangderne af {1,2,3,...,n,n+ 1} med m+ 1 elementer kan opdeles og telles efter hvorvidt
det stgrste elementer n+1, n, . . .; der er jo (::l) mader at supplere k+ 1 med m tal blandt {1, ..., k}

til at danne en sadan.
3.9 Vandermondes foldningsformel, for m = n, og symmetrien (j) (nfj) = (3)2

Gittervejene i et kvadratisk gitter med n + 1 vandrette og lodrette linjer kan inddeles efter
hvilket punkt pa »diagonalen« de passerer.
3.10 Derer (5 “;i Tl) = 21 s@t (k;, k», k3) af ikke-negative hele tal k;, med sum k;+k,+k3 = 5. Af
de 21 s@t er der 3 med vardierne (5, 0, 0) i en-eller-anden rakkefglge, dernest 6 med vardierne
(4,1, 0), og 6 med verdierne (3, 2, 0), og 3 med verdierne (3, 1, 1), og 3 med vaerdierne (2, 2, 1).
De tilsvarende trinomialkoefficienter er: 1 (3 gange), 5 (6 gange), 10 (6 gange), 20 (3 gange), og
30 (3 gange); summen af disse 21 taler: 3-1+6-5+6-104+3-20+ 3 -30 = 243.

4.1 Knude 7 er isoleret, medens alle de lige tal 2, 4, 6, 8, 10 er parvis forbundne (disse kanter
udger en K5 med knudemaengde 2, 4, 6, 8, 10), og ligeledes knuderne 3, 6, 9 (disse kanter udggr
en C3 = K3 med knudemangde 3, 6, 9), samt endelig en kant mellem 5 og 10.

4.2 Den eneste graf med 1 knude er den trivielle; der er to grafer med 2 knuder, den tomme og
den komplette. Med knuderne {1, 2, 3} er der nedenstaende 8 grafer, af fire isomorfityper:

2e 2\ 2e 7 2 2A 2 2
le o3 le 3 Jo——e3 1 o3 IAC_? 1 3 1~A3 IA_"?

4.3 Med n knuder er der N := (}) kantmuligheder, og derfor 2" forskellige grafer (hver kant-
mulighed kan vare realiseret eller ikke). En kreds af lengde m, hvor 3 < m < n, er givet ved,
dels de m knuder, der kan valges pa (:1) mader, dels ved den cykliske rekkefglge af dem, der kan
fastleegges pa (m — 1)!/2 mader. Tilsvarende er en vej af lengde m — 1, hvor 2 < m < n, givet
ved, dels de m knuder, der kan velges pa (;’l ) mader, dels ved den rakkefglge, hvori de benyttes
langs vejen, og denne kan fastleegges pa m!/2 mader.

4.4 Deteren Ps ogen C; suppleret med en disjunkt kant P;.

4.5 Her er en tegning:
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{3, 4} {3,5}

4.6 For en K| ,-graf med valens-m knuden som den fgrste har kantmatricen 1-taller i fgrste
reekke og farste sgjle (paner i diagonalen). For en kredsgraf med knuderne vy, v,, ..., v, har
kantmatricen med raekker og sgjler i den ved indiceringen bestemte raekkefglge 1-taller under
diagonalen, og i nederste venstre hjgrne (og er symmetrisk).

4.7 Den har lengde < 2 min{m, n}, specielt findes ingen kredse, hvis m = 1, ellern = 1.
4.8 Ettre med n knuder har valenssum 2n — 2, og derfor mindst 2 knuder af valens 1.

4.9 Ettre med n knuder har n — 1 kanter, og komplementet til et tree har derfor (g) —(n—-1)
kanter; om et af de sggte n’er gelder derfor, at ('21) —(m—1)=n—-1l,ellern(n—1) =4(n —1),
hvoraf enten n = 1 eller n = 4.

Den trivielle graf, svarende til n = 1, og en P4, svarende til n = 4 er treer for hvilke komple-
mentet er et tree, der endda er isomorft med traeet selv; treeer med 4 knuder af den anden isomorfi-

type K 3 har en 3-kreds samt en isoleret knude som komplement, hvilket ikke er et tree.

4.10 En knude med valens O er isoleret, og den eneste sammenha@ngende graf med en isoleret
knude er den trivielle.

4.11 Ved at betragte leengden af samtlige (u, v)-veje mellem forskellige knuder u, v, der er en-
deligt mange sddanne veje, kan en korteste vej findes (det kan sagtens forekomme, at der findes
forskellige lige lange korteste (u, v)-veje).

Trekantsuligheden fglger ved at s@tte en korteste (v, w)-vej efter en korteste (u, v)-vej, og fra
resultatet at fjerne eventuelle dobbeltknuder (og tage vare pa diverse specialtilfelde).

4.12 Dette ses ved en variant af spadsereargumentet.

413 Af|E| = |E| felger, at (3) = n(n — 1)/2 er lige, altsd, at n(n — 1) er et multiplum af 4,
dvs. enten n eller n — 1 er et multiplum af 4 (det ene af tallene er jo ulige, det andet lige). For
n = 4 er en vejgraf P4 isomorf med sit komplement. For n = 5 er en 5-kreds iosomorf med sit
komplement, og ogsa en 3-kreds med to pamonterede kanter er isomorf med sit komplement, se
tegningen nedenfor.

O% W O%
Det tredje par af en graf og dens komplement generaliserer til stgrre verdier af n.

4.14 Med 3 blade, og med en knude af valens > 3, er der mindst 4 knuder. Brug dernest fx, at
valenssummen i et tre med n knuder er 2n — 2. Nej, en vejgraf af lengde 4 med en ekstra kant
monteret i hver af vejgrafens valens-2 knuder, har 4 blade, men ingen knude af valens 4. At et tre
med en knude af valens > 4 har mindst 4 blade ses som fgr.

4.15 Dette fglger ved at klippe en passende del af vandringens begyndelse fra og flytte afklippet
hen efter resten af vandringen.
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4.16 Ved fra en forelagt sammenhangende graf at fjerne en kant fra en eventuel kreds fas en
sammenhangende graf med en kant ferre. Fortsattes hermed til en kredslgs graf, altsa et tre,
resterer, er der n — 1 kanter i restgrafen, og derfor var der ved processens start ogsd mindst n — 1
kanter.

4.17 De er isomorfe, og faktisk blot andre inkarnationer af Petersen-grafen, se tegningen her,
hvor markningen med knudenavne antyder isomorfierne (centerknuden i midtergrafen er a’).

4.18 De er alle isomorfe; nedenstaende tegninger viser hver graf med en fuldt optrukket 6-kreds
og de gvrige kanter stiplede, som hjelp til at se isomorfien.

BOZaE , \
. \ . .
/ 3 / g
\ N ’
N \ ,
N \ ’

5.1 Her er a) en valensvektor for 20 traer, b) er ikke en valensvektor (summener 11 # 2-7 —2),
og ¢) er valensvektor for 10 treeer; antallet af treeer fas af ligning (5.1).

5.2 Etaftallene n — 1 og alle andre = 1; brug ligning (5.1).

5.3 Der er 3 typer: vejtreer af lengde 4 (ialt 60), vejtreer af lengde 3 med en »sidegren« mon-
teret pa en af vejens valens-2 knuder (ialt 60), og stjernetreeer, eller K 4 (ialt 5), og summen af
disse antal er: 60 + 60 + 5 = 125 = 5°.

5.4 Der er 6 typer, med fglgende antal: 6 + 90 + 120 + 360 + 360 + 360 = 1296 = 6*.

SIS SO Y,

5.5 Etnerliggende tre kunne vere som i eksempel 1 (afsnit 5.4) men med en kant 78 fgjet til
(med Priifer-kode 447747).

5.6 Hyvis der blev slaet 6 seksere, er terningen med stor sandsynlighed uhaderlig, og der skal
derfor slas om (med en anden terning)!

5.7 Medn > 3 knuder er alle n — 2 knudenavne i Priifer-koden for et vejtrae forskellige, og deres
rekkefglge koder knudernes rekkefglge i traeet.

5.8 Nej, en Priifer-kode har lengde n — 2 < n.

5.9 Det er et vejtrae, eller »perler-pa-snor«. Der er n=2 = n!/2 ord af lengde n — 2 med for-
skellige bogstaver fra alfabetet {1, 2, ..., n}, og lige s& mange traeer, hvis Priifer-kode bestar af
indbyrdes forskellige bogstaver.

6.1 Alle krydspunkter har et lige antal streger til sig. Begrebet »tegning« er dog hablgst vagt!
6.2 Dette er klart!

6.3 Dette indses ved at prgve efter via den »forgrenende« fremgangsmade. Det kan maske vare
en fordel at benytte den tegning af Petersen-grafen, der fremhaver den indeholdte 9-kreds (i en
opgave til kapitel 4).
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6.4 Fgrst bemarkes, at k er lige (det gelder generelt, at antallet af knuder af ulige valens i en
graf er lige). Prgv at kopiere idéen fra karakteriseringen af grafer med en ikke-lukket Euler-tur,
ved at introducere k/2 »nye« knuder, og for hver af dem to kanter, en til hver af to af knuderne af
ulige valens. Herefter haves en graf med alle knuder af lige valens, altsd med en lukket Euler-tur,
der skeres op ved igen at fjerne de k/2 nye knuder, og de k tilfgjede kanter.

6.5 En tur bestar af lutter forskellige kanter, men to kanter e; og e;, der begge har u og v som
endeknuder, kan forekomme i samme tur. En Euler-tur er en tur, der benytter alle kanter hver
pracis én gang; en sammenh@ngende multigraf (hvad skal det betyde?) har en lukket Euler-tur
hvis og kun hvis alle knuder har lige valens (hvad er mon valensen af en knude i en multigraf?).

6.6 Fork =2er00,01, 11, 10 en Hamilton-kreds; hvis vg, vy, ..., v, er en Hamilton-kreds for
den k-dimensionale hyperterning (med n = 2K — 1), er Ovg, Ovy, ..., Ov,, lu,, lv,—1, ..., lug en
Hamilton-kreds i den (k + 1)-dimensionale hyperterning.

6.7 De har en Hamilton-kreds hvis og kun hvis pg er lige (og en Hamilton-vej, nar pq er ulige).

6.8 Knudeantallet 2d + 1 er ulige, og derfor er den fzlles knudevalens d lige. For d = 0 er kant-
mangden tom, og den tomme tur er en (slags) Euler-tur. Antag herefter d > 0. For to forskellige
knuder u, v, der ikke er kant-forbundne, findes ifglge skuffeprincippet en knude w sa uw, vw € E
(bade u og v er forbundet med d forskellige knuder blandt V \ {u, v}), og derfor er G sammen-
hangende; og da alle knuder har lige valens findes en lukket Euler-tur.

6.9 Vilkarlige to knuder u, v, som ikke er kantforbundne, er hver forbundet til alle andre knuder,
og derfor gaelder: 8, + 6, > |V| —2+ |V| —2 > |V| (det sidste fordi |V | > 4).
6.10 Lad u og v vaere to forskellige ikke-forbundne knuder i G. Der er hgjst

n—2\ 1 5 S PR
(2)—§(n—)(n—)—§(n—n+)

kanter, hvor begge endeknuder tilhgrer V \ {u, v}. Alle gvrige kanter har enten u eller v som
endeknude, og derfor kan valenssummen vurderes:

1 1 1
8u+8UZ|E|—5(n2—5n+6)> E(nz—3n+4)—5(rﬂ-5n+6)=n—1,

altsd 8, + 8, > n, og dermed har G en Hamilton-kreds.
For n > 2 har en K,_; suppleret med en ekstra knude og en enkelt kant fra en af knuderne
K, _i-grafen ialt (” ;1) +1= %(n2 — 3n 4+ 4) kanter, men naturligvis ingen Hamilton-kreds.

6.11 Alle knuder i G har lige valens (og G er sammenhangende).

Den »forgrenende« eftersggning/kontrol af en eventuel Hamilton-kreds i G, kan udnytte bade
op/ned og hgjre/venstre symmetri (knuden tegnet gverst til hgjre er faktisk en »center-knude«), og
den viser, at G, ikke har en Hamilton-kreds; eller G, er bipartit, med 6 + 8 knuder.

6.12 Begge er bipartite, med et ulige antal knuder, og derfor ikke Hamilton-grafer.

6.13 For to forskellige knuder u, v, der ikke er kantforbundne, gar samtlige kanter til de |V | — 2
gvrige knuder; uligheden §, + §, > |V| udelukker 6, = 0, og §, = 1, og medfgrer desuden (via
skuffeprincippet), at der findes en tredje knude w, sd u og v begge har en kant til w.

7.1 Der gattes pa et polynomium af formen: an* + bn? + cn® + dn, hvilket ved inds®tning ses
at tilfredsstille rekursionen hvis og kun hvis

4a=1, 6a+3b=0, 4a+3b+2c=0, og a+b+c+d=0,
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,0g d = 0. Summen af de fgrste n kubiktal er dermed

8 hvie: g = 1 1
altsa hvis: a = 1 1

Xup1 = 107 (n + D2

7.2 For fglgen x, := n**l ses ved udregning, at for n > 0

x,,+1—x,,=(n+1)n(n—1)...(n—k+l)—n(n—1)...(n—k—|—1)(n—k)=(k+l)n]i.

7.3 Iser i eksempel (c) er den direkte beskrivelse af lgsningsfglgerne langt mere instruktiv end
den pa lgsningsformelen baserede.

7.4 De to lgsningsfglger: (1,0,6,6,42,78,...) og (0,1,1,7,13,55,...). Den karakteristiske
ligning er > — A — 6 = 0, der har rgdderne: A = —2, 3. Den fgrste fglge er: x, = %(—2)’Z + %3",
den anden er: x,, = —%(—2)" + %3”.

7.5 De to lgsningsfglger: (1,0,2,0,4,0,...) og (0,1,0,2,0,4,...). Den karakteristiske lig-
ning er A2 — 2 = 0, der har rgdderne: A = :I:\/E. Den forste fglge er: x, = %(«/En + (—«/E)”),

dvs. xop = 2F, 0g x2141 = 0, og den anden er: x, = 217(\/71“ + (—v/2)"*1), dvs. xy = 0 og
Xopg1 = 2.

7.6 De to Igsningsfglger: (1,0, -2, —4, —4,0,8,16,...)o0g (0, 1,2,2,0, —4, —8, —8...). Den
karakteristiske ligning er A2 — 2A + 2 = 0, med rgdderne: A = 1 % .

7.7 For lengde 6 skal blandt de 8 forstavelser af l&engde 3 undgas de 2 af formen x01.

For langde 7 skal blandt de 16 forstavelser af langde 4 undgés de 3 af formen xy0l, dog
paner, at 0101 er ok.

For leengde 8 (hvor bg = 26) skal blandt de 32 forstavelser af l&ngde 5 undgas de 8 af formen
xyz01, dog paner, at de to forstavelser x0101 er ok.

7.8 For lengde 4 alle 3* = 81 ord panzr de ialt 6 af formerne x012 og 012x. For lengde 5 alle
3% = 243 ord péner de 3 gange 9 ord af formerne: xy012, x012y, og 012xy. For l&ngde 6 alle
3% = 729 ord panzr de 4 gange 27 ord af formerne: xyz012, xy012z, x012yz, og 012xyz, dog
kompenseret for den dobbelte fratrekning af 012012.

7.9 Af rekursionen findes: Ds = 44, Dg = 265, og D; = 1854.

For n = 5 er typerne 2!3! og 5!, med 20 + 24 = 44 permutationer; for n = 6 er typerne 2°,
32,4121 og 6', dvs. ialt 15+40+90+ 120 = 265 permutationer; for n = 7 er typerne 2231 2151
3141, 0g 7', med 210 + 504 + 420 + 720 = 1854 permutationer.

7.10 De sggte antal findes som ( )D7_m:

7
m

m 0 1 2 3 4 5 6
en | 1854 1855 924 315 70 21 O

7
1

7.11 1den fgrste sum, er det fgrste led antallet af permutationer uden fikspunkter, det andet led
er antallet af permutationer med praecis 1 fikspunkt, osv.

7.12 Det er vel nzsten et projekt!

8.1 Rekursionen er t,,, = 31,1 — t,,forn > 0,0gty =0, t; = 1(= F,), henholdsvis t;) = 1,
ogt =3.

8.2 Rekursionen er t,» = 4,4 + t,, forn > 0.

8.3 Et5 x 5 breet kan pa analog made opskeares og samles til et 3 x 8 rektangel, hvor der altsa
er »forsvundet« et felt! Formulér selv det generelle resultat.
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8.4 Der benyttes fglgende hjelpebegreb: En fliselegning af lengde n > 2 siges at skille efter
position k, hvis positionerne k og k + 1 daekkes af forskellige fliser (k = 1,2, ...,n — 1), altsa,
hvis positionerne k og k + 1 ikke dekkes af én dobbeltflise. Nu til argumentet.

Deialt f,,, fliseleegninger af l&ngde m +n er af to typer: den ene bestar af fliseleegninger, der
skiller efter position m, og den anden bestar af af fliseleegninger, i hvilke en dobbeltflise dekker
positionerne m og m + 1. Antallet af den fgrste type fliselegninger er produktet af antal fliseleg-
ninger af den fgrste del (af l&ngde m), altsa f,,, og antal fliseleegninger af den anden del (af l&engde
n), altsd f,,; antallet af den anden type fliseleegninger, hvor der altsé ligger en dobbeltflise pa posi-
tioner m og m + 1, er produktet af antal fliselegninger af lengde m — 1, indtil denne dobbeltflise,
altsd f,,_1, og antal fliselegninger af leengde n — 1, efter denne dobbeltflise, altsa f,_;.

8.5 Rekursion: u, 3 = t,12 + Upry + Uy, forn > 1,0gu; =1, u, =3,0gu3 =4.
8.6 Rekursion: u, 5 = 3u, | + 2u,,forn > 1,0gu; =3 o0gu, = 11.

8.7 Er Pascals trekant skrevet som i kapitel 3 findes Fibonacci-tallene som sum af binomialko-
efficienter pa skrélinier med healdning 1.

8.8 For eksempel gelder: F_; = (—1)*"' F, for k > 0.

8.9 Potensleddene kan skrives ved binomialformlen, og det ses leddene med de lige verdier af
summationsindeks tager hinanden:

F((5-(59)-

1 « n 2j+1  — n 4
= 2V/50 = 57,
il o) == 20

(#vre summationsgranse m i de sidste summer, er 5 hvis n er lige, og %, hvis n er ulige.

1 —(n N~
2nﬂg<k)(ﬁ (—D*V5)

8.10 Lagges to fliselegninger, begge af l&ngde n, parallelt, men den ene »forskudt« én posi-
tion 1 forhold til den anden, vil der i visse — faktisk de allerfleste — sadanne vere flisemellemrum,
der »flugter«. Med positioner nummereret 1,2, ...,n,n + 1, med de fgrste n for den fgrste fli-
selegning, og de sidste n for den anden, betyder dette precist, at der i begge flisel&gninger er et
mellemrum mellem position k og k + 1 (altsa ikke en dobbelt flise pa positionerne k og k + 1 i
én eller begge fliselegninger). Ved for hvert par med et flugtende flisemellemrum at opsgge det
sidste sddanne, og dern@st ombytte fliserne efter dette mellem de to fliseleegninger, fas et par af
fliselegninger, men nu med n + 1 og n — 1 fliser. Nasten alle par af fliselegninger, af lengde n+ 1
og n — 1, kan fas pa denne made. Det er klarest at se pa tilfeeldene n lige, og ulige, hver for sig.

8.11 Betingelsen er, at A er Igsning til ligningen A2 — A — 1 = 0 (modulo p); det er den karakte-
ristiske ligning.

For p = 19 er restklasserne 5, 15 de to Igsninger til den karakteristiske ligning, og ved tilpas-
ning af konstanter finder man, at F,, = 17 - 5" 4+ 2 - 15" (modulo 19).

For p = 17 ses ved at prgve efter, at der ikke er lgsninger til x> = 5, og heller ikke til
x?> —x — 1 = 0, modulo 17. Dermed bliver den direkte analogi til formel (8.2) et regneudtryk,
der omfatter led, som ikke er restklasser modulo 17 (helt pd samme made som formelen i det
sedvanlige heltalstilfaelde bestar af irrationale tal). Regneudtrykket er dog »godt nok«, og det
kan omformuleres til et udtryk, der alene bestar af restklasser modulo 17, pa samme made som i
opgave 8.9.
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9.1 Pasamme made som i argumentet i teksten, se afsnit 9.5, ses, at
n n n—k k n k n—k _.m
no_ —1 = —1 =.
=3[ =[] e

hvoraf pastanden.

9.2 Her er x/ udtrykt ved de stigende faktorieller, jvfr. (9.8):

X0 = xa,

x' = xl,

x? = xi—xi,

X = x§—3x§+xT,

xt = x1—6x§+7x§—x7.

9.3 Matricerne er:
1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
1 1 0 0 O —1 1 0 0 O
A= 1 3 1 0 0|, og B= 2 =3 1 0 O

1 7 6 1 0 -6 11 -6 1 0
1 15 25 10 1 24 =50 35 -—-10 1

og produktet AB er 5 x 5 enhedsmatricen.

9.4 Partitionerne af n i summander, der alle er < m, falder i to klasser: dels partitioner, hvor alle
summander endda er < m — 1, dels partitioner, hvor alle summander er < m, og hvor mindst én af
dem er = m; antallet i den farste klasse er g,,_;(n), og antallet i den anden klasse er g,,(n — m),
og den gnskede rekursion er saledes: g,,(n) = g1 (1) + g (n — m).

9.5 Detteerklart, fx:5=4+1=34+2,066=5+1=4+2=343.

9.6 Mzangden af disse partitioner af n deles naturligt i 2 dele, den ene bestdende af partitioner
med mindst én summand = 1, og den anden bestaende af partitioner, hvor alle summander er > 2,
og hvor der derfor ved at reducere hver summand med 1 fas en partition af n — k i kK summander.

9.7 Brug Ferrers-diagrammer: Ved at »folde« hver ulige summand omkring midterprikken, og
»stakke« dem med spidsen, altsa midterprikken, langs diagonalen, fas en selvkonjugeret partition,
og omvendt.

9.8 For 10 elementer er der 42 typer, se tabellen i afsnit 9.7. For 11 elementer fas ved at udvide
tabellen med en ekstra sgjle, at der er 56 typer.

9.9 Efterfglgeren til partitionen i (a) er 30 = 11 + 1 + ... 4+ 1, med 19 summander 1.

9.10 Cykeltyperne er: 126", 1'2'51, 1131412241 2132 med henholdsvis 3360, 5032, 3360, 1260,
og 1120 permutationer. Summen af disse er: 13132 (heldigvis!).

9.11 Antallet af permutationer findes i den nederste rekke i tabellen i afsnit 9.4. For at bestemme
hvor mange cykeltyper, der bestar af k cykler er det nok mest systematisk at gennemga de 42
partitioner af 10, og registrere antallet af summander. Men lettere (?!) at lave et beregningsskema
baseret pa rekursionen i opgave (9.6). Man finder 1, 5,8,9,7,5,3,2,1,1 fork =1, 2,...,10.
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10.1 Det er Klart, at nlﬁ(zf) = %(nz_"l), og med a := (Qn”) ogb = (nz_"l), som begge er hele tal,

kan denne identitet mellem rationale tal skrives: an = b(n + 1), hvoraf b = n(a — b) og videre
a/(n+1)=>b/n=n(a—>b)/n =a— b, som altsa er hel.

10.2 Dette fglger direkte af beregningsudtrykket.

10.3 Dette er et antal-gvre-veje-problem i et 5 x 5 gitter. Et barn med en 10-krone-mgnt svarer til
O, og et barn med en 20-krone-mgnt svarer til H. Det omspurgte antal er derfor C5 = 42 safremt
der ikke (kan, eller skal) skelnes mellem hvilke bgrn, der har hvilke penge med, og 5!-5!- Cs, hvis
der skelnes mellem bgrnene.

104 Antalleter (7') —2C, = ()1 — &) = (n— )C,.. Forn = 4 er der altsa 42, og forn = 3
er der 10, som falder i 2 klasser med 5 1 hver, athengigt af om ferste skridt er O eller H.

10.5 Ved at benytte et trick, der er analogt til det i beviset for s@tningen i afsnit 10.2, men her
for et n x m gitter, fés, at det spgte antal er:

n—m+1/m+n
n+1 ( m )
10.6 Idet det sggte antal betegnes a, gelder a; = 1 oga, = 2.

Betegnes punkterne xq, xp, ..., X2, gelder for n = 2, at x; <> x», eller x; <> x4 (x; 0g x3 kan
ikke parres, da de to resterende i sa fald bestemmer en linie der skeerer den fgrste).

Det er praktisk at s®tte ap = 1 selvom dette ikke svarer til en egentlig tellesituation (ved
optellingen er der behov for at multiplicere med et antal parringer blandt O punkter, hvilket kun
fungerer korrekt ved at sette ag = 1).

Vealges P som ét af punkterne; for hvert af de gvrige punkter Q tenkes P parret med Q og
det beregnes pa hvor mange mader punkterne pa hver side af linien P Q kan parres indbyrdes uden
at danne skerende linier. Kun for valg af Q, sa der pa hver side er et lige antal punkter, ggr dette
muligt. Med (0, 2n—2) er der ag-a,_; mader at parre de gvrige punkter; med (2,2n—4) era;-a,_,

mader at parre de gvrige punkter; med (4, 2n — 6) er a, - a,_3 mader at parre de gvrige punkter;
osv. med (2n — 2, 0) er a,_; - ap mader at parre de gvrige punkter. Sammenfattende geelder:

ap =4ap-ap—1 +ay-ap—+---+a,—1 - ap.

hvilket med vardierne ag = a; = 1 identificerer tallene: ¢, = C,, forn =0, 1,2, .. ..

10.7 Forn > 3 velges en af n-kantens sider som en slags grundlinje, og der betragtes triangule-
ringer, hvori trekanten med denne side indgar, sammen med ét af de n — 2 hjgrner, som ikke ligger
pa den valgte grundlinje. For en bestemt sadan trekant betragtes de to dele af n-kanten, der ligger
pa hver side af trekanten: en k-kant og en n 4+ 1 — k-kant (forstaet passende for k = 2), fordi af
de oprindelige n sider er trekantens grundlinje optaget, hvorimod hver af trekantens to andre sider
indgar til afgraensning af de to dele. Dette er illustreret i tilfeeldet n = 6 nedenfor:

rmm - == rmm
, N . \ . N , N
’ \ , \ , \ ’ \
» ¢ ) ¢ » ‘
’ \ ’, \ ’ v
’ \ , \ ’ \
\,

Detses,at s = 1-75+ 13- T4 + 74 - T3 + 75 - 1, og det fremgar, at det er fornuftigt at sztte
7, = 1, hvorefter Catalan-rekursionen er abenbar. Samme princip for vilkarlig n > 4.

11.1 Den maksimale knudevalens i G er det stgrste af tallene A(G 1) og A(G»); tilsvarende for
kantkromatisk tal. Hvis begge graferne G, og G, er af klasse 1 (klasse 2) er ogsa G af klasse 1
(klasse 2); ellers athenger klasse 1/klasse 2 distinktionen af om klasse 2 grafen er den med stgrst
maksimal knudevalens.
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11.2 Det forste er klart. Det andet fglger fordi delgrafen bestdende af kanterne med de 2 farver
har alle knuder af valens 2, og den er derfor en disjunkt forening af kredse, men 3-kredse kan ikke
optreede her fordi sddanne ikke har egentlige kantfarvninger i 2 farver.

11.3 Alle knuder har valens 3, derfor antal knuder lige. En Hamilton-kreds har derfor lige
leengde, og den kan 2-kantfarves. Med en sadan farves resten af kanterne med en tredje farve;
derved fas egentlig kantfarvning.

11.4 To af farverne (kaldes 1, 2) forekommer pa 2 kanter, den tredje (kaldes 3) pa kun 1 kant;
nabokanterne til kanten med farve 3 har forskellige farver, ellers er der en farvekonflikt, hvor de
sidste to kanter mgdes.

11.5 Kantfarvningen nedenfor er et eksempel. Den fede 5-kreds har kanter af alle 5 farver, og
tages denne som den cykliske reekkefglge af knuderne i den reguleere formation er farvningen af
parallelbundttype.

Fgrst bemarkes, at ingen 5-kreds i en Ks, der er kantfarvet i 5 farver, kan have kanter af 4
forskellige farver, men enten 3 eller 5 forskellige. Kantfarvemgnstereta —1—b—2—c—-3—d —
4 — e — 2 — a (hvor knuderne har navnene a, b, c, d, e) ville umuligggre kantfarvning af kanterne
ad, bd med en ekstra farve. Hvis 5-farvet 5-kreds ses let, at farvningen er af parallelbundttype;
hvis 3-farvet 5-kreds, fx som vist pa figuren til hgjre med kantfarverne 1 —2 — 1 —2 —4— paen
yderkreds; kant ¢ = 4 eneste mulighed; derefter kaldes farven pa kant b for 5, men sa ogsd a = 5,
og dermed d = e = 3.

11.6 At Petersen grafen ikke kan 3-kantfarves indses ved at prgve efter:

Med 3 kantfarver ma yderkredsens kanter vere farvet 1 —2—1—2—3, se opgave 11.4. Derefter
ma de 5 kanter »mellem« yderkredsen og inderkredsen veare farvet som vist, men sa skal begge de
fede kanter farves med farve 2! Hvis grafen havde en Hamilton-kreds sa kunne den 3-kantfarves.

11.7 Med 3 knuder er kun P; og K3 = C3 sammenhangende, og her er P; af klasse 1, og C3 af
klasse 2. Med 4 knuder er der 11 grafer — se oversigten i afsnit 4.8 — hvoraf 6 sammenh&ngende,
og alle disse er af klasse 1. Med 5 knuder er der 34 grafer, heraf 21 sammenhangende; af disse er
kun de 4 i afsnit 11.8 navnte af klasse 2 (det er en Cs, en Cs med 2 krydsende korder, og en K5
med en kant fjernet, samt en K5 selv).

11.8 (a) I en egentlig kantfarvning af G er der hgjst L%J kanter med samme farve, og med A(G)
farver til radighed kan derfor hgjst A(G) L'zﬂj kanter farves, men uligheden giver, at dette antal er
skarpt mindre end antallet af kanter.

(b) Idet summen af alle knudevalenserne er 2|E| fas A(G)|V| > 2|E|, endda med skarpt
ulighedstegn medmindre alle knuder har samme valens (= A(G)). Antages | V| lige er L%J = %,
altsa A(G) L%J > | E|, hvilket er i modstrid med den givne ulighed. Grafen G, i afsnit 11.2.
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11.9 Det ligger i foruds@tningen, at |V| > 2, og faktisk |V| > 3, fordi begge grafer med 2
knuder har samme valens i begge knuder. Altsé er der |V| — 1 knuder af valens d, og 1 knude af
valens d’ # d; men da G kan kantfarves i d farver gelder d’ < d. Og det gzlder sa, at alle d
farver forekommer pa kanter til hver af knuderne af valens d.

(a) Der findes en farve, fx rgd, der indgar i en egentlig kantfarvning af G, som ikke forekommer
pa kanter til knuden af valens d’; antallet af knuder, der er endeknuder for rgde kanter, og dette
gaelder samtlige knuder af valens d, er naturligvis lige, og dermed er | V| ulige.

(b) Antag, indirekte, at d’ # 0. Sa findes der en kant til denne knude, og den er tildelt en vis
farve, fx hvid, ved en egentlig kantfarvning af G, men sa kan ikke alle gvrige knuder — antallet af
disse er jo lige — vaere endeknuder for hvide kanter.

11.10 Det fglger af Vizings s@tning, at G kan kantfarves egentligt med d eller d + 1 farver. An-
tag, for et indirekte bevis, at G kan kantfarves i d farver. Med knuden v valgt som en knude, hvis
fjernelse — med kanterne til den — ggr restgrafen G’ ikke-sammenhangende, gennemfgres nu fgl-
gende konstruktion. En af sammenhangskomponenterne af G’ valges og suppleres med knuden v
og de af kanterne til v, der gar til knuder i den valgte sammenhangskomponent af G’. Derved dan-
nes en graf G”, hvori alle knuder u«, der er forskellige fra v, har valens d, og valensen af v er ikke d,
fordi ikke alle kanter til v géar til knuder i den valgte sammenhzngskomponent. Dermed opfylder
grafen G” valensbetingelserne for grafen i opgave 11.9. Endvidere kan G” kantfarves egentligt i
d farver, fordi G kan (blot bruge kantfarverne pa kanterne i G”’). Men sa giver opgave 11.9, at G”
har en isoleret knude, hvilket strider mod, at G” er sammenhangende og ikke er den trivielle graf.
Altsa fgrer antagelsen, at x'(G) = d, til en modstrid, og derfor gelder x'(G) = d + 1. (Grafen
(c) i opgave 12.1 er et eksempel pa en graf, der opfylder betingelserne med d = 3.)

12.1 Alle tre grafer er 3-regulare, hvoraf specielt §(G) = 3. For (a) gelder x(G) = «'(G) = 3,
for (b) geelder k(G) = k'(G) = 2, og for (¢) k(G) = k' (G) = 1.

12.2 En sadan er et tree, specielt bipartit, fx K; ,; der er en bijektiv korrespondance mellem
kanter i grafen (treet) og blade i blok/snitknude-grafen.

12.3 Induktion efter n := |V|. En sammenh®ngende graf med 3 knuder er enten en C3, der ikke
har snitknuder, eller P;, der har 1 snitknude (midterknuden). Antag, at v € V er en snitknude i G,
og at restgrafen efter fjernelse af v har & > 2 komponenter; hver af disse komponenter suppleres
med deres individuelle »kopi« af v, og de kanter, der i G forbinder knuderne i den pagaldende
komponent med v; den sdledes dannede delgraf svarende til den j’te komponent betegnes G ;, for
J=1,2,..., k. Dermed er hver snitknude i G, panar v selv, snitknude i netop én af graferne G ;,
ogidetn;, for j =1,2,...,k, betegner antallet af knuder i G ;, inklusive de k kopier af v, galder
n; < n og derfor med brug af induktionsantagelsen, at det samlede antal snitknuder i G er hgjst:

1+(n1—2)+(n2—2)+...+(nk—2)=n1+n2+...—|—nk—2k—|—1=|V|—k§|V|—2,

idetjony+ny+...+n,=|V|+k—1.

12.4 Hyvis knuden v indgar i en kreds og har valens 2 er restgrafen efter fjernelse af v sammen-
hengende safremt grafen selv er sammenhzangende.

12.5 Antag, at G = (V, E) er en sammenhangende graf med |V | — 2 snitknuder. Hvis G har
kredse — én eller flere — fjernes en vilkarligt valgt kant fra G, der indgar i en kreds; den derved
dannede restgraf har samme mangde af snitknuder som den forelagte graf. Denne proces gentages
indtil den producerede graf er uden kredse, altsa er et tree, der har |V| knuder hvoraf |V| — 2 er
snitknuder; men mindst 2 af knuderne i traeet har valens 1, og sadanne er ikke snitknuder; men sa
er preecis 2 af knuderne af valens 1, altsa de gvrige af valens 2, og et sadant tra er et vejtrae!
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12.6 Der gelder «(G) = «'(G) = §(G) = 3 for Petersen-grafen G. Det er let at angive en
snitmangde pa 3 knuder, og ved at ga de forskellige indbyrdes placeringer af vilkarlige 2 knuder
efter ses, at intet st af 2 knuder udggr en snitmangde.

12.7 Der er to, nemlig den til venstre og den i midten viste 3-regul®re: Den tilstrekkelige betin-

gelse for eksistens af en Hamilton-kreds giver, at en 3-reguler graf med 6 knuder har en Hamilton-

kreds. Med de 6 knuder i en valgt cyklisk reekkefglge er der to muligheder: enten indeholder grafen

en »korde« (relativt til den valgte cykliske raekkefglge), og i sa fald er den grafen til venstre, eller

ingen af de mulige korder (...) indgar i grafen, og i sa fald er den grafen til hgjre (en K3 3).
Tilsvarende ses, at en 4-reguler graf med 6 knuder er de(n) til hgjre viste:

W & K

Dette er lidt spggefuldt: de to tegninger til hgjre er faktisk samme graf, blot baseret pa to
forskellige valg af cyklisk rekkefglge (Hamilton-kreds); grafen er faktisk oktaeder-grafen.

13.1 Grafen til venstre (3, 2) og farvning 1,2, 1,2, 1, 2 langs yderkredsen (grafen er en K3 3);
grafen i midten (3, 3) og farvning 1, 2, 3, 1, 3, 2 (den har en K3-delgraf); og grafen til hgjre (4, 3)
og farvning 1, 2, 3, 1, 2, 3 (den har en K3-delgraf).

13.2 Grafen til venstre (4, 4) fordi den indeholder en K3-delgraf, men en forsggsfarvning med
3 farver kan ikke fuldfgres til en egentlig knudefarvning; grafen til hgjre (3, 3) (det er Petersen-
grafen) fordi den indeholder en K3-delgraf, og en farvning 1, 2, 1, 2, 3 langs yderkredsen kan let
udvides til en fuld egentlig knudefarvning i 3 farver.

13.3 For 1 knude: k; for 2 knuder: k2, og k(k — 1) = k2; for 3 knuder: k*, og k*(k — 1), og
k(k — 1)?, og k3 = k(k — 1)(k — 2) (i alle tilfelde angivet i rekkefplge efter voksende antal
kanter). Polynomierne er indbyrdes forskellige!

13.4 Det fgrste er klart. Nej! Som naevnt i afsnit 13.7 har alle treeer med n knuder kromatisk po-
lynomium k(k — 1)"~!. Det simpleste eksempel pa to ikke-isomorfe grafer med samme kromatisk
polynomium er nok: en knudemangde med 4 knuder, og to disjunkte kanter, med kromatisk po-
lynomium (k(k — 1)), henholdsvis en 3-vej samt en isoleret knude, med kromatisk polynomium
k(k — 1)% - k.

13.5 Summen af koefficienterne er veerdien ps(1), for k = 1, der er = 0, da det kromatiske tal
er > 1.

13.6 Antallet af egentlige knudefarvninger i O farver er = 0. Det andet er klart!

13.7 Egenskaben, at vere et normeret polynomium af grad lig knudeantallet i grafen, kan fgjes
til pastanden i induktionsbeviset for s@tningen i afsnit 13.7.

13.8 Induktion efter antallet ¢ af kanter. For ¢ = 0 er grafen den tomme graf pa n knuder, hvis
kromatiske polynomium er k", og det ses, at pastanden er korrekt, svarende til r = n.

Betragt nu en graf G med ¢ > 0, altsd mindst én kant, og antag induktivt, at pastanden er
korrekt for alle grafer med »n knuder og ferre end ¢ kanter. Veelg en kant i G og lad G vare grafen
G med denne kant fjernet, og lad grafen G, vere grafen G med den valgte kants endeknuder »slaet
sammen« (og eventuelle derved dannede dobbeltkanter fjernede); sa geelder — ligesom i beviset for
setningen i afsnit 13.8 — at:

pc(k) = pg, (k) — pg, (k).
Her har G| jo n knuder, ¢ — 1 kanter, og har enten r eller r 4+ 1 sammenh@ngskomponenter, medens
G, har n — 1 knuder, ferre end g kanter, og pracis r sammenh@ngskomponenter. Dermed:

P, (k) =k" — (@ — D" '+ .+ (=1)" bk + ...+ (=1)""bK,
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hvor muligvis b, = 0, men b, > 0, og ¢vrige viste b ;-koefficienter > 0 og
pe, (k) =k""1— 4+ (=) k) + 4 (D) K
hvor alle ¢; > 0. Ved at udfgre subtraktionen ses pastanden. Induktion ogsa efter 7.

13.9 Induktion efter n. Forn = 3 er
k=ktk—1)k—=2)=k>=3k>+2k=(k— 1>+ (—D**k—1).

og induktionen kan derfor starte. Antages formelen korrekt for et n > 3 finder man ved at lave
kanttilfgjelse/knudesammentraekning for knuder u, v pa C,,+;, med indbyrdes afstand 2 (altsd med
én mellemknude); derved produceres dels en C,,_; med en kant monteret i # = v knuden, dels en
C,+1 med en korde mellem knuderne u og v, der kan opfattes som en C,, (der overspringer knuden
mellem u og v) med en vinkel monteret, fra u gennem den oversprungne mellemknude til v. P&
sedvanlig made findes antallet af farvninger for de producerede grafer, og samlet fas:

(k=D""+ (D" k= D)k =D+ (k= D"+ (=D"(k — 1)k —2)
— (k _ 1)n+1 + (_1)n+l(k _ 1)

13.10 Det fglger af regneudtrykket i (13.1), at en sddan graf er sammenhangende (koefficienten
til k er # 0), og har m kanter (koefficienten til k™ er er —m), og dermed er grafen et trz.

14.1 (a). Alle 1-, 2-, og 3-pige-betingelser er opfyldte (alle drengebekendtskabskredse er pa
mindst 2 drenge, og kun 2 af dem er pa preecis 2 drenge; dog er pigemangden {1, 3, 4} kritisk (disse
pigers samlede drengebekendtskabskreds er {1’,2’, 3'}). Derfor findes der et partielt bryllup, der
omfatter pigerne {1, 3, 4}, og den forelagte bryllupssituation tillader derfor et bryllup hvis og kun
hvis den reducerede bryllupssituation, med restpigerne {2, 5, 6}, og restdrengebekendtskaberne:
D, ={4}, Ds={4,5,6'}, D¢c=1{5}.

tillader et bryllup, hvilket den ggr. (Hovedregning!)

(b) Der findes ikke et bryllup, da den samlede drengebekendtskabskreds for pigerne {1, 2, 3, 5}
er {1’, 3, 5}, og Halls betingelse er derfor ikke opfyldt. (1-, 2-, og 3-pige-betingelserne er opfyldte.)

14.2 Supplér den forelagte bryllupssituation med n — k »nye drenge«, og fastset, at alle pigerne
kender alle de nye drenge. Da findes et fuldt bryllup i den supplerede bryllupssituation hvis og kun
hvis der findes et partielt bryllup af stgrrelse k i den givne bryllupssituation. De anfgrte uligheder
er blot Halls betingelse for den supplerede bryllupssituation.

14.3 Antallet af kanter er k| V|| og ogsa k| V3|, hvoraf |V|| = |V,]| (idet jo k > 0).

For en vilkarlig delmengde U < V; omfatter m@ngden af knuder v € V,, som er kantfor-
bundne til en knude fra U, mindst |U| knuder. I en liste, skrevet med eventuelle gentagelser, over
disse knuder, er der precis k|U | elementer, og da en knude v € V, forekommer hgjst & gange, da
dens valens jo er k, er der mindst k forskellige knuder i listen. Dette viser, at Halls betingelse er
opfyldt. Eller den fglgende opgave!

14.4 (a) Pastanden er en variant af bryllupssatningen. I formuleringen for parring i bipartite gra-
fer spiller rekkeindices rollen af V, og sgjleindices rollen af V,, og matricen A koder simpelthen
hvilke kanter grafen indeholder.

(b) Et sadant st af m 1’taller koder et bryllup, og at et sddant eksisterer verificeres ved at
kontrollere Halls betingelse. Hvert s@t af fx r reekker har samlet set 1’taller i mindst r forskellige
sgjler; dette fglger ved en enkel variant af det centrale telleargument i beviset for udvidelse af et
p x n latinsk rektangel (eller »korttricket«!).

14.5 Det fglger af den foregaende opgave, at der fra matricen kan dannes en permutationsmatrix
ved at vaelge 1’taller, n ialt, fra matricen, ét i hver rekke og ét i hver sgjle. Hvis d = 1 er alle
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1’taller brugt; hvis d > 1 fjernes 1’tallerne fra en permutationsmatrix valgt som beskrevet, og
restmatricen har samme egneskab som den givne, blot med d — 1 i stedet for d.

14.6 Det fgrste er klart! Det er det andet vel ogsa: hvis k - i + j = k -i + j’ geelder klart, at
j=j,oghvisk-i+j=k-i'"+ jsafasforst,atk-i = k-i’, hvoraf i = i’, da k er primisk med
n (alle ligninger gelder modulo n).

15.1 Optellingen fungerer naturligvis i sa fald ikke i almindelighed — men fejl kunne teenkes at
ophave hinanden! Ved en handkraftoptelling ligesom i det indledende eksempel, ma naturligvis
enhver af de optredende delmangder have et ikke-negativt antal objekter — ellers er der noget galt.

15.2 Et primtal p, der gir op i en k’te potens x*, gér op i x* et multiplum af k gange (aritmetik-
kens fundamentals@tning).

15.3 ¢(60) = 16; de primiske restklasser er 1, 49, samt de 14 primtal mellem 7 og 59.
©(45) = 24; de primiske restklasser er 1,2,4,7, 8, 11, 13, 14, og de med 15 og 30 forskudte tal.

15.4 Optelling af komplementermangde ved inklusion og eksklusion. Antallet af alle afbild-
ninger er n™, og ved at inddele disse efter egenskaberne: tallet i tilhgrer ikke billedmangden, for
i = 1,2,...,n, felger regneudtrykket (som i eksemplet med permutationer uden fikspunkter).
(c) Der er (';) valg af originalmangden med 2 elementer — de gvrige er singleton’er — for hvert
sadant n! mader for tilordning af billeder til disse originalmengder, altsa ialt: (’;)n! surjektive
afbildninger; hvilket passer med 6 surjektive afbildninger, nar m = 3, og n = 2.

15.5 Benyt de fire egenskaber: De 13 kort omfatter ingen spar (E1), ingen hjerter (E,), ingen
ruder (E3), og ingen klpr (E4). Dermed galder, nir i, j, k er indbyrdes forskellige, |E;| = Gg) og

|E; NE;| = (fg), og |[E;NE; NE| = (g) = 1, hvormed det sggte antal er:

52 39 26
—4 +6 —4.
13 13 13
15.6 For (a) benyttes metoden fra eksemplet i afsnit 15.4. For (b) og (c) er der uendeligt mange
Igsninger.

15.7 For n = 5 fordeler de 120 permutationer sig pa felgende made:

jJ0 1 2 3 4
e; |44 45 20 10 0

5
1

Med cykeltyperne: 5' og 2'3! (uden fikspunkter), 1'4' og 1'2% (ét fikspunkt), 123! (to fikspunkter),
132! (tre fikspunkter), og 1° (med fem fikspunkter).
Forn = 7 fas:

il o 1 2 3 4 5 6 7
e; | 1854 1855 924 315 70 21 0 1

16.1 Nej. Et tarnpolynomium har konstantled 1, det kromatiske polynomium for en graf har
konstantled O (hvorfor?).

16.2 Brattet er selvkomplementert: efter opsk@ring og permutering af rekker/sgjler, fx ombytte
sgjlerne 1 og 3, dernast sgjlerne 2 og 4, og sluttelig ombytning af rekkerne b og c.

16.3 Brattet kan opskares/omordnes til et breet med hvide felter kun i diagonalen; tarnpolyno-
miet for dette breet er udregnet flere gange i eksempler.
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m

16.4 a) Koefficienten til x* i R, ,(x), for k < min{m, n}, er (k)(’;)k!, nemlig antal valg af k
blandt m rekker, gange antal valg af k blandt n sgjler, gange antal opstillinger af k tarne med ét
tarn 1 hver af de valgte reekker og i hver af de valgte sgjler. Regneudtrykket geelder naturligvis ogsa
nar k > min{m, n}.

b) Rekursionsformlen for tarnpolynomier giver denne formel for »udvikling« efter felterne i
fx den gverste rekke.

c) Dette fplger ved differentiation af det eksplicitte udtryk for R,, ,(x) fra a).

Af resultatet fas simple formler for tarnpolynomier for helt hvide brztter. For eksempel gelder
Ri1(x) =1+ x, og dermed:

Ryo(x) = 1+f 22(1 4+ 0)dt = 1 + 4x + 2x2,
0
Og N
R33(x) =1 +/ 32(1 4 41 + 26%)dt = 1 + 9x + 18x2 + 6x°.
0

16.5 Rekursionsformlen giver let, at det er differensen: R, ,,(x) — xR,—1 ,—1(x), med R, , fra
den foregéende opgave. For eksempel, for n = 2: 1 + 3x + x? = (1 4 4x + 2x?) — x(1 + x).

16.6 Alle braetter med lutter gra felter har, uanset stgrrelse, tarnpolynomium: 1. Dette opfattes
nok som et snydesvar! Bratter med mindst ét tilladt felt, og stgrrelse op til 2 x 2 er bestemt ved
deres tarnpolynomium (panzr omordning af reekker og sgjler, og fjernelse af raekker/sgjler helt
uden tilladte felter), se eksemplet i afsnit 16.2.

Et 2 x 2 breet med lutter tilladte felter, og et bret med et L-formet mgnster af 4 tilladte felter,
fx p et 3 x 2 brat, har begge tirnpolynomiet: 1 + 4x + 2x2.

16.7 Brattet tillader — som vist i eksemplet — en opdeling i uathaengige bratter, og tarnpolyno-
miet er derfor: (1 + 4x + 2x2)(1 + 6x + 9x2 + 2x3).
2)4

16.8 Tarnpolynomiet for komplementbrettet til det forelagte bret er: (1 + 4x + 2x-)*, der med

noget besvar udregnes til:
1+ 16x + 104x? + 352x7 + 664x* + 704x> + 416x° + 128x7 + 16x°,
og det omspurgte antal er derfor ved brug af komplementbraetformelen:

81 —71-164+6!-104 —5!-35244!.664 —3!-704 2! -416 — 1! - 128 + 0! - 16 = 4752.

16.9 Tarnpolynomierne er:

1+ x,

1+ 3x + x2,

1+ 6x + 7x> +x3, og

1+ 10x +25x% + 15x% + x*.

Koefficienterne i disse polynomier er Stirling tal af anden art: koefficienten til x* i rp, (x) er
{n_': ! k}, hvilket vises ved induktion. Antallet af ikke-truende k-tarnkonfigurationer pa B,, bestem-
mes ved for en sddan at skelne mellem to tilfeelde: 1) intet tarn pa sidste reekke, pa {nf k} mader;
2) et tarn pa sidste reekke (i sa fald k — 1 tarne pa de gverste n — 1 rakker, og for hver af de {n_ (Z_ 1)}
sadanne ikke-truende (k — 1)-tarnkonfiguration pa de gverste n — 1 reekker kan tarnet i den n’te
rekke placeres pa n — (k — 1) mader); dette giver at koefficienten til x* opfylder rekursionen for
Stirling-tal af anden art.



Indeks

(u, v)-vandring i graf, 48

4-farveproblem, 123

C,, kredsgraf med n knuder, 49

K, komplet graf med » knuder, 49

K,,,m komplet-bipartit graf, 54

P, vejgraf med n knuder, 49
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endelig mengde, 8, 20
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octaeder-grafen, 130 snitkant i graf, 127
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mier), 163 stigende faktoriel, 23
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