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Forord

I mange ar benyttedes pa kurset Analyse 1 en samling af undervisningsmate-
riale der hver for sig var glimrende, men som ikke var perfekt fagligt afstemt
med hinanden, hvilket forte til ungdvendige udfordringer for kursets delta-
gere. Neerveerende fjerde udgave af et fuldsteendigt notesaet til kurset er en
videreudvikling af det notesaet, den fgrstnesevnte forfatter udgav i 2019 for at
lgse dette problem.

I forhold til tredje udgave er noteseettet navnlig seendret pa to punkter. For
forste gang indeholder notesattet nu en egentlig opgavesamling, og for det
andet er det grafiske materiale fuldsteendig gennemarbejdet og uniformiseret
ved brug af KTEX-veerktgjer. Den betydelige opgave med at omlaegge bogens
grafiske udtryk er lgst af Thor Gabelgaard Nielsen, og vi gnsker at udtrykke
vores taknemmelighed til ham for et ekstremt kompetent stykke arbejde.

I naerveerende udgave er en raekke trykfejl i den trykte udgave af noteseset-
tet rettet. Disse trykfejl blev lokaliseret i en trykfejlskonkurrence, som over
20 studerende deltog i. Vi retter stor tak til alle deltagerne, og navnlig til vin-
deren af konkurrencen, Johannes Hounsgaard Markussen, og de to deltagere
pa en delt andenplads: Sebastian Kamper Nilausen og Bastian Briinniche
Schou. Disse tre deltagere rapporterede mere end halvdelen af det samlede
antal fundne fejl.

MATTHIAS CHRISTANDL
SOREN EILERS
HENRIK SCHLICHTKRULL

N@GRREBRO
9. NOVEMBER 2022
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Kapitel 1
Komplekse tal og talfglger

I kursets forste del ser vi pa fglger af reelle og komplekse tal. For at forsta
begreberne konvergens og divergens, er det i princippet tilstrackkeligt kun at
se pa de reelle tal. Vi vaelger dog ogsa at se pa komplekse talfplger, da vi der-
ved far en mere omfattende eksempelmeengde, der illustrerer den generelle
teori om talfglger. Undersggelsen af komplekse talfglger leder hen mod un-
dersggelsen af funktionsfglger og -reckker, specielt potens- og Fourierraekker,

som vi behandler senere i kurset.

1.1 Komplekse tal

Introduktion Som kursernes navne antyder, er Analyse 0 og Analyse 1
nert beslegtede, og vi skal her i Analyse 1 traekke betydeligt pa materiale
udviklet i Analyse 0. Men pé ét punkt skiller de to kurser sig ad pa en
dramatisk made: de komplekse tal spiller en helt central rolle i neerveerende
kursus, men indgar overhovedet ikke i Analyse 0. Derfor starter vi disse noter
med at samle op hvad Analyse 0 har leert os om de komplekse tal — uden at
papege det — og repetere de centrale ideer om C som laeseren mgdte endnu
tidligere i sit matematikstudium.

De komplekse tal C er jo defineret som linearkombinationer af tallet 1 og

symbolet i:

z€eC&da,beR:z=a+ib. (1.1)
Givet et komplekst tal z = a+ b, siger vi ogsa, at a = Re(z) er realdelen, og
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4 KAPITEL 1. KOMPLEKSE TAL OG TALFOLGER

at b = Im(z) er imaginaerdelen af z. Siden leeserne mgdte denne definition for
fgrste gang er de blevet introduceret til ideen om et reelt vektorrum, og det
er klart at C opfylder aksiomerne og at {1,i} udger en basis. Betragtet som
reelt vektorrum er der altsa ikke den store forskel pa C og R?, de er begge af
dimension to, og saledes isomorfe (jf. [HW] Definition 4.4.1]). Det er seerligt
naturligt at identificere det komplekse tal a + ib med vektoren (a,b) i R?,
som vi gjorde i .

Sa langt, sa godt set fra et vektorrumsperspektiv. Men hele pointen med

C er jo multiplikationen
(a+1b) - (¢ +id) = (ac — bd) + i(ad + bc)

der fglger fra den centrale ide om at 2 = —1, og den ide har ikke noget
spejlbillede i generelle vektorrum.

Nar vi skal arbejde med C i kontekst af matematisk analyse skal vi derfor
veere ekstremt papasselige med at identificere C og R?. Nogle gange er det
det helt rigtige at ggre, og vi kan tage hvad vi har lsert om R? (fx i Analyse 0)
og bruge det pa C i Analyse 1. Men andre gange gar det galt, fordi vi taber
kontakten til multiplikationsoperationen. Og i endnu andre sammenhaenge er
det nyttigt at bare teenke pa C som en udvidelse af R og simpelthen genbevise
de reelle resultater vi allerede har udviklet om analyse i R til analyse i C med
de samme argumenter, ved bare at benytte multiplikationen pa C pa samme
made som multiplikationen pa R.

Den store udfordring her er nzesten altid at de komplekse tal savner en
ordning med de samme egenskaber som < og < pa R, saledes at en stor del
af veerktgjerne i R-vaerktgjskassen holder op med at virke hvis man forsgger
at bruge dem i C. Men der er ogsa mange tilfzelde hvor det ikke ggr nogen
forskel overhovedet om man arbejder i R eller C.

Det er erfaringsmeessigt forvirrende nar man skal tilegne sig ny matema-
tisk viden at vi pa denne made skal studere det komplekse tallegeme C nogle
gange ved at tzenke pa det som R?, nogle gange som R, og andre gange med
helt nye metoder. De komplekse tal er sa vigtige i pensum navnligt til sidst
i kurset at det ikke er en mulighed at se bort fra dem, men vi vil forsgge
at hjelpe laeseren med at markere i marginerne hvorvidt de resultater vi

praesenterer kun gaelder i R eller i hele C (hvis de geelder i C, vil de altid
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ogsd geelde i R € C). Vi markerer ogséa med R -+ R, C —- C, R — C om
resultaterne omhandler funktioner der er rent reelle, rent komplekse, eller
defineret reelt med komplekse veerdier. Det er isser den sidstnaevnte klasse vi

har noget at sige om i kurset her.

Analyse i C

For overhovedet at kunne diskutere analyse i C skal vi bruge et afstandsbe-

greb. Det laner vi uden omsvgb i R? og seetter
la +ib| = ||(a,b)|] = Va? + b?

dvs.

|z| = v/Re(2)2 + Im(2)2.

Vi taler om |z| som lengde eller modulus af z. Vi husker pa at nar z = a+ib

sa er dets komplekst konjugerede givet ved formlen
zZ=a—1ib

og at der galder

|z| = V2z (1.2)
Vi ved fra R? at modulusoperationen opfylder trekantsuligheden
|20 + 21| < 20| + |21],

og det er nemt at se at

|z021] = |20]|21] (1.3)

fx ved at referere til (1.2)) og kommutativiteten af C.
Nu kan vi tale om kontinuitet for funktioner der tager komplekse argu-

menter og/eller giver komplekse veerdier:

Definition 1.1. Lad A C Cog f : A — C veare givet. Vi siger at f er

kontinuert i a € A hvis der geelder
Ve>030 >0Wex e A: |z —a|l <d=|f(x) — f(a)| <e.

Vi siger at f er kontinuert hvis f er kontinuert i alle a € A.
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Dette er praecis den samme definition som vi far ved at opfatte f som en
funktion fra (en delmaengde af) R? til R?. Ved at argumentere preecis som i
R (men sa bruge (1.3) i stedet for den trivielle version |zoz1| = |zo||z1] i R)

ser vi:

Saetning 1.2. Lad f,g9: A — C veere funktioner med A C C, og antag at f

og g er kontinuerte i a € A. Sd geelder at

f+a9,f—9,f 9

er kontinuerte i a, og hvis g(a) # 0 er

fla

kontinuert i a. Hvis h : B — C med f(A) C B C C, og hvis h er kontinuert
i f(a), sd er endvidere

hof
kontinuert i a.

Resultatet betyder at man uden videre kan bygge nye kontinuerte funk-
tioner ud fra gamle, preecis som vi er vant til fra R.
Greaenseovergang defineres helt parallelt og har de samme egenskaber som

dem vi kender fra R. Nu ser vi pa differentiabilitet:

Definition 1.3. Lad A C Rog f : A — C veere givet. Vi siger at f er
differentiabel i a € A hvis der geelder

o 1@ = f@)
T—a Tr—a

for et ¢ € C, og vi skriver f’(a) = ¢ og kalder veerdien for differentialkvotien-

ten af fia.

Bemeerk at z i greenseovergangen er reel, mens f(x) og f(a) kan veere
komplekse. Derfor svarer situationen til den vi kender for afbildninger R —
R? fra Analyse 0, og differentiabilitetsbegrebet er ngjagtig det samme. Det
viser at vi kan tjekke differentiabilitet i den reelle og den imaginaere koordinat

hver for sig, sa der geelder

f er differentiabel i a <= Ref og Imf er differentiable i a
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0g
f'(a) = (Ref)'(a) + i(Imf)'(a) (1.4)
De sadvanlige regneregler for differentiation af sum, differens, produkt
og kvotient gaelder ogsa her. Det ses enten ved at skrive ud i real- og imagi-
nardele for sig, eller ved at inspicere beviserne og bemaerke at de ogsé holder

her. Vi har ogsa en ksederegel

(fog)(z) = f(g(x))g (z)

men bemeerk at da vi kun giver mening til f nar f er defineret reelt, si mé
veerdimeengden for g veere reel. Den indre funktion g skal saledes bade have
reel definitions- og veerdimaengde.

Vi husker pa at middelveerdiseetningen (og dermed, en raekke af dens
konsekvenser) fejler for afbildninger R — R2, jf. [EHM, Eksempel 4.19]. Vi
vil snart vise et eksempel der viser at den ogsa fejler for funktioner f : R — C.
Dette kalder pa forsigtighed, og i hele kurset vil vi veere pa vagt overfor denne
problemstilling. I langt de fleste tilfselde er der dog ikke de store problemer
med at arbejde med funktioner der tager reelle variable og leverer komplekse
resultater.

Vi afstar fra at definere differentiabilitet for afbildninger defineret pa C\R

— det ville fgre for vidt. Vi veelger samme strategi for integration:

Definition 1.4. Lad f : [a,b] — C veere givet. Vi siger at f er Riemann-
integrabel hvis der findes et I € C med den egenskab at der for alle ¢ > 0
findes 6 > 0 saledes at

n

1= f(&)Ax

i=1

<e

hvis > | f(&)Az; er en middelsum for f hgrende til en inddeling af finhed

mindre end 6.

Dette er igen en definition vi allerede kender, nemlig den vi benyttede til
at definere integrabilitet og integral for afbildninger fra [a, b] til R?, jf. [EHM,
Definition 5.23|. Derfor ved vi at I er entydigt bestemt og fortjener navnet

I /abf(t)dt
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Vi ved igen at
f er Riemann-integrabel <= Ref og Imf er Riemann-integrable

og
/bf(t)dt - /b Ref(t)dt+i/b1mf(t)dt (1.5)

Nar Ref og Imf er kontinuerte, kan vi lede efter deres stamfunktioner og

bestemme integralet pa den méde. Derfor geelder

Seetning 1.5 (Infinitesimalregningens hovedsaetning). Lad I C R wveere et
interval. For enhver kontinuert funktion f : I — C kan vi definere ® : [ — C
ved, for fast c € I, at scette

B(z) = /x F(t)at.

Herved opnds en stamfunktion til f i den forstand at ® er differentiabel

overalt i I med

() = f()
Bevis. Benyt den sedvanlige hovedseetning ([EHM, Seetning 5.30]) pa Ref
og Imf separat og szt det hele sammen igen med (1.4) og (1.5). O

Nar vi skal formulere det vigtige korollar til hovedsaetningen, lgber vi ind i
den problemstilling at vi i Analyse 0 viste at f/ = 0 medfgrer at f er konstant
ved at trackke pa middelveerdissetningen, som jo ikke gaelder komplekst. Vi

lpser det med fglgende lemma:

Lemma 1.6. Lad [a,b] C R veere et afsluttet og begrenset interval. Huvis
f : la,b] = C er differentiabel med f'(x) = 0 for alle x € (a,b), sd findes
¢ € C sdledes at f(z) = c for alle x € [a, b].

Bevis. Vi har set at Ref er differentiabel med diffentialkvotient (Ref) =
Re(f") = 0 overalt, sa ved middelveerdiseetningen (jf. [EHM, Seetning 4.20])
er Ref = ¢y med ¢ € R. P4 samme méde er Imf = ¢» med c2 € R, og

dermed er f(x) =c1 +ica =: ¢ O

Korollar 1.7. Lad I C R wvere et interval. Hvis der til kontinuert f : I — C

kendes en stamfunktion F' : I — C, sa geelder

b
/ F(ydt = [F(x)]}
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Bevis. Argumentet fgres preecis som i [EHM| Seetning 5.31, Korollar 5.32],
bortset fra at vi benytter Lemma [I.6] til at slutte at F' = ® + ¢ fra at der
tydeligvis geelder F/ = @' = f. O

Til at bestemme stamfunktioner og dermed beregne integraler benytter vi
os intensivt af partiel integration og integration ved substitution, der geelder
praecis som i det klassiske tilfaelde.

Vi far brug for en trekantsulighed for integraler, og starter med at skeerpe

en sxtning fra Analyse 0 med fglgende lemma:

Lemma 1.8. Lad f : [a,b] — C veere Riemann-integrabel. Sa er |f| : [a,b] —

R ogsd Riemann-integrabel.

Bevis. For to komplekse tal z,w har vi (ved at kvadrere pa begge sider)
|z — w| < |Re(2) — Re(w)] + [Im(z) — Im(w)|

og for to reelle tal x,y har vi (ved at se pa tilfeeldene z < y, z =y, x >y
for sig)
|':C - y| = max{:c, y} - mln{xvy}

og vi samler disse observationer til
|z —w| < max{Re(z),Re(w)} — min{Re(z), Re(w)} (1.6)

+ max{Im(z),Im(w)} — min{Im(z), Im(w)}

Vi vil vise at |f| har Bolzano-egenskaben (JEHM, Definition 5.15]) pa
[a, b] og betragter til det forméal to inddelinger
D:ia=zg<x1<---<xp=0

D:ia=yy<y1< - <yYm=>b

og tilhgrende middelsummer
n
M=} |f(&)lAz
i=1

M =" |f(n)|Ay;

J=1
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for | f|, hvor & € [z;_1, ;] og nj € [yj—1,Y;]-
Givet € > 0 skal vi s& finde § > 0 saledes at

|M — M| <e,

blot finheden af de to inddelinger er hgjst 4. Fordi vi har antaget at f er
Riemann-integrabel, er sdvel Ref som Imf Riemann-integrable. Vi kan der-
for veelge et § > 0 som afparerer £/4 i forhold til Bolzano-egenskaben for
bade Ref som Imf.

Vi ser forst, som i beviset for [EHM, Seetning 5.17|, pa problemstillingen
under antagelsen at D’ er en videreinddeling af D, og vi skriver som i dette
bevis j - i hvis i og j er sammenknyttet ved at (y;j—1,y;) C (zi—1,2;). Vi
veelger (; € {n; | j I i} sddan at

[f (i) < 1F(C) (1.7)

for alle j - ¢, altsa saledes at (; giver den stgrste veerdi blandt alle |f(n;)]
med j Fi. Bemeerk at ¢; € (-1, ;). Vi far dermed

M =33 Ay < 3 S 1R GIAY = 317Gl A
=1 jki i=1 jki i—1

og det viser

M =M < Y If(G) Az — Y| f(&)| A
i=1 i=1
= 306 - If(E)) Az
=1
< D If(G) - f(&)] A
=1

hvor

LF(Gl =1 F (&) < [f(G) — f(&)]
folger af trekantsuligheden. Bruger vi nu (1.6]) far vi

M — M

< > _max{Ref(¢), Ref(&)}Az; — ) min{Ref(G), Ref (&)} Aa;
=1 i=1

+ > max{Imf(¢), Imf (&)} Az — Y min{Imf(G), Tmf (&)} Az;
=1 =1
< e/d+e/d=¢/2
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fordi alle fire summer er middelsummer hgrende til en inddeling af finhed
hajst §; de to ferste for Ref og de to sidste for Imf.
Ved det samme argument hvor vi erstatter ((1.7]) med

LF(G)I < [f ()]

far vi at M — M’ < /2, og dermed har vi |M — M'| < ¢/2.
For D og D' i generel position vaelger vi D” som er en videreinddeling af
begge, og ser at
M — M"|,|M — M"| <¢g/2

for M" en middelsum hgrende til D", ved brug af bevisets forste del. Og sa
far vi

M — M| < |M' = M"| + |M" — M| < e/2+¢/2 =e.

O

Saetning 1.9. Lad f : [a,b] — C wvere Riemann-integrabel. S er |f]| :

[a,b] — R ogsd Riemann-integrabel, og der geelder

/ bf(t)dt\ </ "Lt

Bevis. At |f| automatisk er integrabel er netop vist. S& fplger trekantsulig-

heden ved at teenke pa f som en afbildning over i R? og referere til [EHM),
Seetning 5.26|. O

Den komplekse eksponentialfunktion Hvorimod det er oplagt at ar-
bejde med real- og imaginaerdel, nar det drejer sig om den additive struktur
af C, er det ofte mere naturligt at repraesentere komplekse tal ved hjeelp af
polarformen, nar man kigger pa den multiplikative struktur. Vi husker pa at
polarformen af et komplekst tal opnas ved at dividere med leengden r = |z|
og ved at skrive det komplekse tal pa enhedscirklen ved hjelp af cosinus og

sinus.

z =r(cosd +isind).

Vi kalder 9 for et argument for z.
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Im

a = rcosV

Skriver vi nu ogsa

w = s(cosp +isinp),

hvor s = |w|, s& finder vi

z-w=r-5((cosvcosp — sinvsin ) + i(cos ¥ sin ¢ + sin v cos ))
=15 (cos(V + @) +isin(d +¢)),

hvor vi brugte additionsreglerne for cosinus og sinus, jf. [EHM|, Korollar A.7].
Vi ser saledes, at vinklerne opfgrer sig additivt under multiplikation!

Vikender dette faenomen fra eksponentialfunktionen (jf. [EHM| Eksempel
3.27]) og er derfor ledt til fplgende definition.

Definition 1.10 (De Moivre). Lad ¥ € R.
e .= cos 9 + isin V.
Vi vil veksle mellem at bruge ¥ og x i dette udtryk alt efter om vi vil
fremhaeve argumentet som en vinkel eller ikke.
Som vi lige har vist opfylder den imaginare eksponentialfunktion vi netop

har defineret funktionalligningen

ez’(ﬁ+<p) _ 61'7961'@‘

Multiplikation af z og w kan derfor skrives som

2w = rselte),
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Da det geelder at e?™¢ = e%° for de reelle tal a og ¢, er det naturligt at
udvide definitionen af eksponentialfunktionen fra reelle og imaginzeere til alle

komplekse tal z = a + ib ved at definere
Definition 1.11 (Euler). Lad z =a +ib € C.
e” 1= %™ = e%(cos b + isinb)

I forste omgang beder vi lzeseren taenke pa '’ og e* som en definition der
giver effektiv notation. Men vi vil snart praesentere tunge argumenter for at
de Moivre og Euler herved har udvidet eksponentialfunktionen til C pa den
eneste rimelige méade, og at koblingen mellem eksponentialfunktionen pa den
ene side og sinus/cosinus pa den anden er alt andet end en fiks ide hos de to

herrer.

Im

se'? =w 9

e

v+
ci0+ip

Zow = (rs)ei(ﬁ+‘ﬁ)

Vi samler nogle resultater til senere brug, der alle peger i den retning ved

at etablere egenskaber for e eller €/ som vi kender fra exp.

Lemma 1.12. Ndr z,w € C, geelder
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Bevis. Lad z = a 4+ ib og w = ¢ + id. Sa far vi

ez+w —

e(a+c)+i(b+d)
— ea-‘rcei(b-i-d)

— eaecezbezd

— (eaeib)(eceid)

= e“ev.

Lemma 1.13. For alle a € R geelder
d

v (eiax) — iaeiax

dz
og for alle a € R\{0} har vi sdledes

a

/ezaxdx:_ezax+c

Beuwis.

d

. (e") = < cos(ax) + zi sin(ax)
T

dx dx
= —asin(ax) + ia cos(ax)
= ia(cos(ax) + isin(ax))

= dae'"”

og vi far % (—éemw) = €' ved at dividere igennem med ia. Sa folger inte-

gralformlen af korollaret til infinitesimalregningens hovedszetning (Korollar

7). 0

Nar a = 0 er stamfunktionerne til /% = 1 selvfglgelig af formen z + c.

Vi bemaerker her at med f(z) = €/® sa er f’ aldrig nul, og dermed er der

ingen lgsning 0 < & < 27 til

£(6) = f(Q;T?Z : g(o) _ 12;1 _o

Hermed har vi fundet det annoncerede modeksempel til middelveerdiszetnin-
gen i denne kontekst. Bemaerk at det essentielt er det samme som det der
anfgres for afbildninger R — R? i [EHM| Eksempel 4.19].
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Den imaginaere eksponentialfunktion far en szerligt vigtig rolle i Fourier-

analysen, hvor vi, for hvert k € Z, ser pa

6k:R—>C
ikx

er:x+— e =coskx + isinkx.

Det er vigtigt at bemaerke, at e; er periodisk med periode 2.

Visualisering

Observation 1.14. Senere i kurset far vi brug for at visualisere funktioner
f:I — C, og det kraever en lille overvejelse som vi tager hul pa nu. Veelger

vi fx I = [—27,27] og ser pa f,g: I — C givet ved
f(x) = e*® g(x) = 2ie*™

(som vi lige har set, er da f’ = g) kan vi teenke pa de to afbildninger som

parametriseringer af kurver og tegne deres spor:

Im(z)

Re(z)

men en sadan illustration forteeller jo ikke noget om hvordan punkterne gen-
nemlgbes og skjuler fx helt at kurverne lgber fire gange rundt om origo. Det
ser vi bedre pa to plots af graferne for de to funktioners realdele (til venstre)

og imagingerdele (til hgjre):
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2
Re(f(x)) 1 Im(g(z))
Im(f(x))
| Re(g())
_9 2

Her mister man til gengeeld overblikket over hvilke punkter der besgges. I et
computeralgebrasystem der kan lave 3D-plots, kan man i stedet afszette alle

punkter af formen

Ref()
Imf ()

som her giver

Im(f(z)), Im(g(x))

Re(f(x)), Re(g(x))

Vi kan taenke pa denne 3D-figur som den naturlige generalisering af grafer
for afbildninger R — R til situationen med R — C. Bemserk at nar vi ser pa

Y Z-planen ovenfra, si far vi netop den forste graf vi afbildede herover, og
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nar vi ser pa XY- og XZ-planerne fra siden, sa fremkommer de to naeste
grafer. Det er saledes en god made at forsta sadanne funktioner ved at dreje

rundt pa graferne i et sadant computeralgebrasystem, fx Maple.

1.2 Talfglger

I denne del skal vi introducere de grundleeggende begreber inden for stu-
diet af talfglger. Vi starter med definitionen af en talfglge og ser pa4 mange
eksempler herpa. Vi introducerer derefter begreberne fortsetningspunkt, kon-
vergens og divergens. De reelle fglger, hvor vi kan sammenligne stgrrelser pa

fplgeleddene, spiller en serlig rolle i beviserne.

Eksempel 1.15. Menneskeheden har selvfglgelig haft behov for at udregne
kvadratrgdder leenge inden den fik udstyret sig selv med isenkram der kan
lgse sadan en opgave med et tryk pa en knap. En metode med flere tusind
ar pa bagen til at bestemme +/c med ¢ > 0 er folgende. Vi starter med at

saette g = ¢, og bestemmer x1,z9,... fra den forrige veerdi ved formlen

rog = 2
3
T = =
! 2
17
Ty = —
2 12
g. = 207
57408
665857
T 170832
886731088897
Trs =

627013566048
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eller i decimalapproksimation

Tg = 2

Ty = 1.5

o = 1.416666667
rs = 1.414215686
ry = 1.414213562
x5 = 1.414213562

Vi ved at v/2 er et irrationalt tal, s& det er klart at de brgker vi opnar i
proceduren aldrig rammer helt rigtigt, men vi ser jo tydeligt at de beveeger
sig mod en veerdi, endda s& hurtigt at vi efter en handfuld iterationer ikke
kan se forskel med de givne ni decimalers ngjagtighed. Vi ser at kvadratet af
heltallet 1414213562 er

1999999998944'727844

hvilket viser at 1.4142135622 svarer til tallet 2 med otte cifres ngjagtighed.

Vi gar nu i gang med at formalisere hvad der skal forstas ved at xz,
bevaeger sig mod /c. Nar det er pa plads kan vi ret nemt fore bevis for at

metoden herover faktisk virker.

Definition og eksempler

Definition 1.16 (Reel talfplge). Lad a,, € R for alle n € N. Vi siger, at
ai,a2,as, . ..
eller {a, }nen er en reel talfolge.

Bemeerk at en reel talfglge ikke er andet end en afbildning a : N — R.
Navnet og notationen formidler at vi teenker pa funktionens veerdier sat op

i reekkefplge
a(1).a(2),a(3), ..
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Brugen af krgllede parenteser her méa ikke forveksles med deres brug
ved specifikation af meengder. Det er ogsa almindeligt i den matematiske
litteratur at skrive folger (ap)nen-

Nar det er praktisk for os starter vi folger i andre indekser end 1. Iseer
tilfeeldet {an fnen, er vigtigt.

Vi vil ofte have brug for at runde veerdier fra R op eller ned til veerdier i

Z. Til den brug indfgrer vi fglgende notation:

Definition 1.17. Nar = € R betegner

]

det storste hele tal der er mindre end eller lig med z. Funktionen z +— |z]

kaldes gulvfunktionen. Pa preecis samme made betegner

[]

det mindste hele tal der er stgrre end eller lig med z, og = — [z] kaldes

loftsfunktionen.

Vi starter med at illustrere begrebet talfslge med en rackke karakteristiske

eksempler, som vi vil referere tilbage til senere i kurset.

Eksempel 1.18. Den aftagende reelle talfslge

1 . 11
ap, = — — =
n n ? 2’ 37
lgber igennem positive veerdier der bliver mindre og mindre. Faktisk aftager
den ret langsomt, hvis vi sammenligner den med
111 1
274787167

anp =27"

Vi kalder sadanne fglger monotone, da veerdierne enten stiger hver gang

eller aftager hver gang (en formel definition af monotoni bliver givet senere).

Eksempel 1.19. Fglger kan ogséa vokse ubegraenset opad
ap =N 1,2,3,4,5,6,...
pa en langsom made eller pa en hurtig made

an = 2771 1,2,4,8,16,32, ...
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eller aftage ubegreenset nedad

an=-n  —1,-2,-3,—4, -5 —6,...

Grafen illustrerer de forskellige hastigheder.

n—1
30 1 °2
20 |
[ ]
10 |
[ ) n
s . ¢ *
§ : : n
3 4 5 6

Eksempel 1.20. Der findes ogsa fglger, som vakler lidt

(=1)" L1t
n 23

ap =

men som alligevel ser ud til at have et mal, og nogle, som vakler sa meget,

at det ser ud som om at de ikke kan bestemme sig for hvor de skal hen, fx:
an = (—-1)" —-1,1,—-1,1,...
En talfglge kan ogsa hoppe mellem flere end to veerdier, fx som
an =n—>5|n/5] 1,2,3,4,0,1,2,3,4,...
(jf. Definition eller som

= sin 2—71- in 2—71- in 2-2m in 327
an =S kn S A ,8 A ,8 A e

(i grafen med k =6, k = 14).
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4 . . . . " mod 5

3 ° ° ° ° °

21 e ° ° ° °

1 e ° ° ° °
e+ o+ —+——>7n

0.5 |

sin(%’rn)
—o—00+—90—0—0 00— —0—@ ||
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

—-0.5 1

: 2
o0 o0 L) O: Sm(ﬁn)
oo °

Folger kan ogsa hoppe mellem store positive og negative veerdier
ap = (-1)"n —1,2,-3,4,...
eller mellem en konstant fglge og en folge af tal som bliver stgrre og stgrre:

a, = max{(—1)"n,0} 0,2,0,4,0,6,...
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max{(—1)"n,0}

I de fglger vi hidtil har mgdt, har leddet pa plads nummer n veeret
givet direkte ved en forskrift der athang direkte af n. Der er mange vigtige

eksempler der i stedet defineres rekursivt, fx:

Eksempel 1.21 (En implicit defineret fplge). Folgen { fy,}nen, givet som

fQ = 0
fi=1
Vn € No @ fny2 = fot1 + [

kaldes for Fibonacci-folgen, og dens vaerdier
0,1,1,2,3,5,8,...
for Fibonacci-tal.

Eksempel 1.22. Ofte ser vi ikke pa eksplicitte talfslger, men i stedet p& en
maengde af folger med en seerlig egenskab. Derefter vil vi gerne udlede et nyt
udsagn, som geelder for alle talfglger i meengden. Fx kan vi se pa maengden

af fglger, der er ikke-negative, a,, > 0, og aftagende, a,, > apy1:

ay > ag > ag > --- .

For alle sadanne fglger betragter vi talfglgen b, := a2. Udsagnet, vi vil vise,

er at {by }nen 0gsa er ikke-negativ og aftagende. Her kommer beviset:

2
bn+1 = 0py1 = Ant1 ° Gpt1l < antn, = bn
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Vi udtrykte n + 1-leddet b,+1 ved hjelp af definitionen, sa brugte vi den

aftagende egenskab for {a,}n,en og satte resultatet sammen til b,. Grafen

viser eksemplet med a,, = %:

1 x@
0.8 1
0.6 1
[ ]
0.4
[}
o2 * ¢
+ °
' ® o a, = +
... ..o......;n

Og sa er der selvfplgelig de komplekse talfglger:

Definition 1.23 (Kompleks talfplge). Lad z, € C for alle n € N. Vi siger,

at

R15 %2y %3y -+

eller {z,}nen er en kompleks talfolge.
Bemeerk, at en reel talfglge ogsa er en kompleks talfslge, da R C C.

Eksempel 1.24 (Real- og imaginserdel). Nar man betragter en fplge af
komplekse tal, er det ofte oplagt fgrst at se pa de relaterede reelle talfglger
af realdelene {Re(zy,) }nen og imagineerdelene {Im(z;,)}nen. P4 den méade ses

den komplekse talfglge som to reelle talfslger, som skal analyseres separat.

Fglgen
_1+in 144 1420 143
Zn = - i, 5 T3
har
1 11
R = — 1, -, —,.
e(zn) 72737
0g
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1 ® 6 e e o o o o o o o o o o o

Im(zy)
0.8 1
0.6 |
[ ]
0.4 |
®
0.2 ° e
. 0.........Re(zn)
: n

Eksempel 1.25 (Polarform). I andre tilfaelde er det godt at se pa den reelle
talfplge af absolutveerdierne {|z,|}nen,, da deres egenskaber ofte giver en
god indikation af, hvordan den komplekse talfglge opfgrer sig. Det er isser
tilfeeldet, hvis talfglgen har en multiplikativ struktur, fx

Zp = 2" 1,2, 22,25, ...,

for et z € C med z # 0. Skriver man z om pa polarformen z = re'’, sa bliver

det klart at |z,| = r™. Grafen viser tilfeeldet med r = 0.8,1,1.2.

(6/5)"
°
41
°
°
°
924 °
°
. °
H : ° ° ° ° ° o]
° ° °
; ® e,
1 2 3 4 5 6 s o)

Hvis r < 1, beveeger talfplgen {zy}nen, sig indad mod nul uanset 9,
hvorimod den beveaeger sig udad, hvis » > 1. Hvis r = 1, sa forbliver tallene

pa cirklen med radius 1. Som eksempler lad os betragte ¢ = /8, hvor

;N
n 'I’L'Lg

3
Zn — 2 =T € 3

‘o 2m  3m
1,re's, r2e's el

PEITIEI

I grafen er {r"}, \, optegnet, for r = 0.8 (rod), r = 0.9 (bla), r =1 (gren)
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og r = 1.2 (lilla). Punkternes stgrrelse angiver hvor langt ude i fglgen de

fremkommer — jo mindre punkter, jo stgrre er det tilsvarende indeks.

Fortaetningspunkt Som vi har set i eksemplerne, kan der findes ingen, én
eller flere veerdier, som en fglge ofte kommer taet pa. Sadanne veerdier kalder

vi forteetningspunkter.

Definition 1.26. Lad {a, }nen veere en talfplge. a € C er et fortetningspunkt
for {an}nen, hvis der for alle € > 0 findes uendeligt mange n € N med

la, —al <e.

Man viser at a ikke er et forteetningspunkt ved at finde et ¢ > 0 sddan

at |a, — a| < € kun geelder for endelig mange n.

Eksempel 1.27 (Et forteetningspunkt). Den reelle talfolge {a,}nen givet



26 KAPITEL 1. KOMPLEKSE TAL OG TALFOLGER

ved
1 ] 11
ap = — — =
n n 9 27 37
har a = 0 som forteetningspunkt. For at kunne se dette, bemaerker vi, at for
et givet € > 0 og for alle naturlige tal n, som opfylder n > é (det er uendeligt
mange veerdier af n) gaelder det, at
1 1
lan, —a| = ’—0’=<E.
n n
Folgen har ikke andre forteetningspunkter. For at vise dette, lad a € R,a # 0

veere vilkarlig, og lad € = % For alle naturlige tal n, som opfylder n > ‘%l

vil

Det betyder, at

lap, —al < e

. _ l . . .

ikke kan geelde for andre nendn =1,2, ..., I—\a|J (jf. Definition . Vi har
derfor fundet et € > 0 (lig med %), sddan at der kun findes endeligt mange
led i folgen, som ligger i "e-omegnen” af a. Det betyder, at a ikke kan veere et
forteetningspunkt for folgen. Alle veerdier n > {%J = 10 har a,, som ligger

mindst € vaek fra a.

[ ]
0.4
°

1/5+¢

(0.2 sereenrnareanas @t resassassEsEEsssssssEssssEsEEsnEsEEnRnnRnnnnE 1/5

2 ®
® e, 1/5—¢
[ J ° ° ° °

1
JLn
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Eksempel 1.28 (Nul forteetningspunkter). Lad den reelle talfglge {ay, }nen

veere givet ved

anp=mn 1,2,3,....

Fglgen har ikke nogen fortaetningspunkter, hvilket let ses ved at veelge € = %
Uligheden

]an—a\:]n—a\<§

har jo hgjst én lgsning n, fordi afstanden mellem to forskellige hele tal er

mindst en.
10 % .77,
[ ]
8 + °
[ ]
6 ° 5+¢
............................. S
4 ° 5—¢
°
21 °
°
: n

a = 1 er et fortetningspunkt fordi a,, = 1 for alle lige n (og der findes
uendeligt mange lige tal) og dermed |a, — 1| = 0 < ¢ for alle ¢ > 0. Pa
lignende vis ser man, at a = —1 er et forteetningspunkt. Der findes ikke

andre fortaetningspunkter.
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(=" 14e
1 Seveacan @ rrensannans P [ @rrrrnnnnnnns e- ]
1—¢
0.5
t n
1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
—0.5 |
—14¢
B P PP PP P YT -1
—1—c¢

Folgen —1,1,—1,1,... har en elegant generalisering i den komplekse tal-

plan:

Proposition 1.30 (Mange forteetningspunkter). Lad x € [0,27). Vi ser pa
den komplekse talfolge {ay tnen givet ved

an = einz — (ez:z:)n

Hvis /2w € Q, sdledes at
T p

g
hvor p,q er indbyrdes primiske, sa har {an}nen netop q fortetningspunkter,
nemlig

omil  2mi2 omid=L
eMa e e e ] (1.8)

Hvis /27 ¢ Q, sa har {an}nen uendeligt mange fortetningspunkter, nemlig
alle punkterne i
{zeCllz| =1}

Bewvis. 1 det rationale tilfselde bemeerker vi forst at

;P jdatr ; ;T iT
ay = 627rz T — 627rz T — 627r@d€27rzq _ equ

hvor vi har skrevet
np=dq+r

med 0 < r < ¢ i den seedvanlige forstand af division med rest, og brugt

27mid

at e = 1 fordi d er et helt tal. Altsa ligger alle folgens elementer i en
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af de ¢ anfgrte veerdier, og et tal x der ikke er blandt dem kan ikke veere
forteetningspunkt, idet der findes € > 0 sa |z — a,| < ¢ aldrig geelder.
Omvendt ved vi fra Bézouts lemma (|Li, Seetning 137]) at fordi p og ¢

er primiske, s& findes r, s € Z s& der geelder
rp+sqg=1

Vi kan antage at r > 0 ved at om ngdvendigt veelge ¢ € N sa stor at r+tqg > 0

og i stedet se pa
(r+tg)p+ (s —tp)g=1

Vi far

. -1—sq -1 . 1
2mi—= 2w —+ 2mi= 27
a,r, = e 9 = e q = e q9e 2mis = e q

og sa ser vi at

Qpy A2, A3y, * *

gennemlgber de g veerdier i den raekkefglge vi angav i , med hver veerdi
besggt uendeligt ofte. Sa er de veerdier tydeligvis forteetningspunkter.

Nu ser vi pa det irrationale tilfeelde. Vi bemeerker forst at e?*® £ ¢ for
k # ¢, idet der ellers ville geelde kx—fx € 2nZ i modstrid med irrationaliteten
af x/2m. Meaengden af tal

{e**® | k € N} = {ay | k € N}

er altsa uendelig. Vi fastholder et N € N og inddeler cirklen i IV lige lange cir-
kelbuer svarende til en sekvidistant inddeling af intervallet [0, 27]. Da folgen
{an}nen antager uendeligt mange forskellige veerdier mé et af buestykkerne
indeholde mindst to fglgeelementer, lad os sige ap og ay, hvor vi antager
k> (. Vived at de to komplekse tal har et argument der ligger hgjst 27 /N

fra hinanden, sa vi far at

_ ei(k—():c _

eik:c / ei&v

ak—¢ = ak/aﬁ

er et komplekst tal med modulus 1 og argument i [-27/N,0) U (0,27 /N].

Det viser, p4 samme made som i det rationale tilfselde, at

Ak—0, A2(k—0)> A3(k—0)s " "
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besgger alle de N cirkelbuer uendeligt ofte. Besggene sker i positiv eller
negativ omlgbsretning alt efter hvilket delinterval argumentet for a;_, lander
i

Det viser at alle tal zg pa enhedscirklen er forteetningspunkter ved at for

€ > 0 veelge N sa stor at
{zeC:lz|=1,]z — 2| < ¢}

indeholder en hel cirkelbue. Tal udenfor enhedscirklen er ikke fortesetnings-

punkter, praecis som i det rationale tilfzelde. O

1 1 lag a1
‘.'\\al

Figuren illustrerer fire rationale tilfeelde 5~ = 1%, hvor p = 1,2,3,4. De

tilsvarende veerdier for r i beviset er 1,7, 9, 10.

Konvergens Vi har allerede bemeerket, at talfglger sommetider gdr mod
en verdi, pa den made at folgens led kommer taettere og teettere pa veerdien.
Vi skal nu lave en formel definition af begrebet konvergens, som udtrykker

dette og som er det mest centrale begreb i hele kurset.
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Definition 1.31 (Konvergens). En talfplge {ay, }nen konvergerer mod a € C,
hvis der for alle € > 0 findes et N € N, séaledes at det for alle n > N geelder,
at

lan, —al <e.

En fglge, som konvergerer, kaldes for konvergent. I sa fald skriver vi

lim a, = a.
n—oo

eller

ap — @ Nar n — oo

Omvendt er det underforstaet, at folgen konvergerer med graenseveerdi a,

hvis vi skriver sadan. En fglge, som ikke konvergerer, kaldes for divergent.

Konvergens for en fglge betyder altsa at der for alle € findes et indeks N
saledes at a,, fra og med det indeks har afstand mindre end ¢ fra graenseveer-
dien. Vi siger at fglgeveerdierne er vilkdrligt teet pa grenseverdien fra et vist
trin.

Bemaerk at trinnet N er et naturligt tal. Sommetider skriver vi N(e) for

at tydeligggre, at IV er aftheengig af €.

Eksempel 1.32 (Konvergent folge). Talfglgen {a, }nen givet ved a,, = % er
konvergent mod a = 0: Givet et € > 0, veelger vi N = [%], og finder for alle

n > N:
1

< — =
- N

‘ -

lan, — a| = la, — 0] = <+ =e

SHE
m |
o I=] =

]
Se graf i Eksempel [1.27]

Eksempel 1.33 (Divergent folge 1). Talfolgen {an}nen givet ved a, = n
divergerer. Vi skal vise, at der for alle a € R findes et ¢ > 0, sadan at
der for alle N findes et n > N, sddan at |a, —a| > . Lad ¢ = 1. Veelg

n = max{N, [a]} + 1. S& estimerer vi
la—an| >ap—a=n—a=max{N,[a]}+1—a>[a]+1—a>1.

Folgen kan dermed ikke veere konvergent og er i sa fald divergent per defini-

tion.
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Eksempel 1.34 (Divergent folge 2). Talfolgen {ay}nen givet ved a, =
(—=1)™ divergerer. Vi skal vise, at der for alle a € R findes et € > 0, sddan at
der for alle N findes et n > N, sadan at |a,, — a| > ¢.

Lad a veere givet og € = 1. For alle N, hvis |ay —a| <e,ladn=N +1

og dermed

lan, —a| = |an, —an + ay — a
> |an — an| —lan — af
> (=DM = (~D)N] ~ |ay —a

>2—e2>1
Hvis |ay —a| > ¢, lad n = N og dermed
lan, —al = lay —a| > e.
Bemaeerk, at folgen divergerer ’anderledes’ end i det forrige eksempel.

Koncepterne graenseveerdi og fortaetningspunkt er teet besleegtede, hvilket

fglgende lemma viser.

Lemma 1.35 (Graenseveerdi versus forteetningspunkt). Hvis en folge {an fnen
konvergerer mod a, sd er a det entydige fortetningspunkt for talfslgen. Det
medforer at konvergenspunktet er entydigt og notationen lim,_,.. ay, = a er

veldefineret.

Bewvis. Lad os forst vise, at hvis lim,,_ o a, = a, sa er a et forteetningspunkt
for talfglgen. Lad € > 0 veeret givet. Ifglge antagelsen findes der et IV, sadan
at der for alle n > N (der er uendeligt mange!) geelder at |a, —a| < €. a er
dermed et forteetningspunkt for fglgen.

Lad os nu vise, at der ikke findes andre fortsetningspunkter for en fglge
med lim, o a, = a. For at gore dette antager vi, at a’ # a er yderligere et
forteetningspunkt og viser, at dette forer til en modstrid. Veelg e = %\a—a’ | >
0. Sa findes der et N séledes at alle a,, med n > N ligger i afstand hgjst ¢
fra a. Ved konstruktion af € kan de ikke ligge i afstand strengt mindre end ¢

fra a':

lap, —d'| =|ap —a+a—d|>]a—d|—|a,—al| >|a—d|—e=2—c=c.
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Vi har brugt trekantsuligheden i den forste ulighed. Maksimalt kan |a,—a’| <
e derfor veere sandt for alle n < N. Der findes saledes feerre end N (og specielt

kun endelig mange) forskellige veerdier af n. O

Det omvendte geelder ikke. En fglge med unikt forteetningspunkt er ikke
ngdvendigvis konvergent, som eksemplet 0,2,0,4,0,6,0,8,0,... (se Eksem-
pel viser.

Bemeerk, at alle forteetningspunkter af en reel talfglge, betragtet som
en kompleks talfplge, er reelle. Konvergensegenskaber og graenseveerdierne af
reelle talfglger zendres derfor ikke, selvom de bliver betragtet som komplekse

talfglger.

Begransede talfglger Vihar i Eksemplerne og|1.20|set, at fglger kan
divergere pa forskellige mader. Vi indfgrer begrebet begreenset til at seette

ord pa en vigtig egenskab som er ngdvendig for konvergens:

Definition 1.36. En talfolge {a,}nen kaldes begrenset, hvis der findes et
¢ € Ry med |ay,| < ¢ for alle n € N.

Lemma 1.37. En konvergent talfolge {ay,}nen er altid begrenset.

Bevis. Lad {ay }nen veere en konvergent folge. Dvs. der findes et a, siddan at
der for hvert £ > 0 findes et N(¢), saledes at for alle n > N(¢): |a, —a| < e.
Specielt geelder dette udsagn for e = 1. Alle n > N(1) opfylder derfor

lan| = |an —a+al <la, —a| + |a| < |a| + 1.

Der findes kun endeligt mange veerdier — nemlig dem i maengden {a,, : n <
N(1)} — som potentielt har en stgrre absolutveerdi. Dermed er alle |a,| be-

graenset ved c := max{|a| + 1, |a1], ..., ay)-1]}- O

Eksempel 1.38. Hvorimod egenskaben konvergent medfgrer egenskaben
begreenset er det omvendte ikke ngdvendigvis rigtigt, som fx ved talfglgen
{an}nen givet ved a, = (—1)", eller ved {z, }nen givet ved z, = i".
Nedenstaende graf viser den konvergente talfglge givet ved a, =5 —1/n
og dens graenseveerdi, samt den ubegraensede fglge givet ved a, = n og den

n

ikke-konvergente begreensede talfplge givet ved a,, = (—1)".
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1.3 Beregningsmetoder

Regneregler for konvergente talfalger Man kan undersgge konvergens
af en lidt mere kompliceret talfslge ved at skrive den som sum og produkt

af flere mindre komplicerede talfglger.

Seetning 1.39 (Regneregler for konvergente folger). Lad {an }nen 09 {bn}nen

veere konvergente folger med respektive grenseverdier a og b. Sa gelder
(1) Folgen {an + by tnen er konvergent med grenseverdi a + b.

(2) Folgen {ay — by }nen er konvergent med grenseveerdi a — b.

(3) Folgen {anby}nen er konvergent med grenseverdi ab.

(4) Hvis b,b, # 0, sa er folgen {5 }nen konvergent med greenseveerdi 4.

Bevis. Da {an}nen 08 {bn}nen konvergerer mod a og b, ved vi, at for alle
€ > 0 findes et N4(€) og et Np(€) saledes at for alle n > max{N4(&), Np(é)}
geelder, at |a, —a| < € og |b, —b| < E.

(1) Antag et givet ¢ > 0 for at vise den fgrste pastand. Trekantsuligheden

medfgrer, at
|(an + bp) — (a +b)| <lan —a| + |b, — b < 2&.

Hvis vi seetter € := § og definerer N(¢) := max{Na(5), Np(5)}, geelder
for alle n > N (e):
|(an +bp) — (a+b)| <e
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Dvs., a, + b, konvergerer mod a + b.
(2) Udsagnet folger fra (1) og (3).

(3) Vi kan antage at £ < 1, og ved hjelp af trekantsuligheden (to gange)

finder vi

|anby, — ab| = |anby, — anb + anb — ab|
<lanbp — apb| + |anb — ab|
= lan||bn — b] + [an — al 0]
= |an — a + al|b, — b| + |a, — al|b|
< (lan — al + |a[)|bn, — b] + [an — al[b]
< (€4 |al)é + £]b]
< E(1+ |a| + |b]).

Vi har derfor vist, at der for alle ¢ > 0 findes

w6 = e {0 () ()

med den egenskab, at der for alle n > N(¢g) geelder
|anb, — ab| < e.
Dvs., apb, konvergerer mod ab.

(4) Beviset ligner (3).

Eksempel 1.40 (Regneregler). Vi skal undersgge

1+1/n
an = s
2+1/n

Ved at definere de fire konvergente folger b, = 1, ¢, = 1/n, d, = 2 og

fn = 1/n? med greenseveerdierne b=1, ¢ =0, d = 2, f = 0, ser vi ved hjzlp

af Seetning , at ap, = ZZI?Z konvergerer mod fl’i; = %
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Eksempel 1.41 (Forberedelse til brug af regneregler). Det er tit vigtigt at

bearbejde fglgen, inden man bruger regnereglerne. Nar vi fx undersgger

n+1
Qp = —————
" 2n+1/n
ser vi at Seetning [1.39 ikke er direkte brugbar, fordi teelleren og neevneren
divergerer. Men hvis vi forkorter med n, ser vi, at a,, = %, og dermed

er fplgen den samme som i forrige eksempel.

Folgende metode er ogsa nyttig, men virker kun for reelle tal, idet vi kun

her kan give mening til “<”.

Lemma 1.42 (Klemmelemmaet). Lad {an}nen; {bn}nen 09 {Cn}nen veere

reelle talfolger, og antag at der geelder

an < by < cp

for alle n € N. Huis folgerne {an}tnen 09 {cn}tnen begge konvergerer mod

d € R, sd geelder det samme om {by}nen.

Bevis. Vi antager altsa

lim a, = lim ¢, =d
n—oo n—oo

og vil vise

lim b, =d.

n—oo
Givet € > 0 kan vi veelge N sa
la, —d| < e

n>N—
len —d| <e



1.3. BEREGNINGSMETODER 37

ved at tage N storst blandt de to veerdier der sikrer at afstanden til d er

mindre end ¢ for de to fglger. Det giver specielt

—d>—
n> N — an > —¢
cp—d<e

Néar n > N har vi sa
—e<ay,—d<b,—d<c,—d<e
hvilket som gnsket viser at |b, — d| < e. O

Eksempel 1.43. Vi skal undersgge

_ n+cos(n)
2n+1/n "

n -

Vi ved, at
—1<cos(n) <1

for alle n, sa vi far

n—1 <n—|—cos(n) < n+1

fn = 2n+1/n = 2n+1/n ~ 2n+1/n

=:cp
Her er hgjresiden {cy, }nen den folge, vi underspgte i Eksempel og fandt
graenseveerdien % Og vi kan analysere venstresiden pa praecis samme made:

n—1 1-1/n 1

= — —.
2n+1/n  2—-1/n2 2
Ved Lemma opnar vi saledes at lim,, o, b, = %
Kontinuitet For at bestemme konkrete graenseveerdier kan vi ogsa traekke
pa viden fra tidligere kurser. Det uddyber vi her.

Observation 1.44. Givet en funktion f : R — R, betragt talfslgen med led
an := f(n), n € N. I Analyse 0 (JEHM, Definition 2.29|) definerede vi
S =c

til at betyde

Ve>03IM e RVz e R:x > M = |f(z) —c¢| <¢ (1.9)
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Folgekonvergens af {f(n)}nen er ikke det samme, idet det jo betyder

Ve >03dM e NVvn e N:n> M = |f(n) —c| < e (1.10)
og saledes kun inddrager de veerdier f antager i N. Det er klart at

lim f(z) =c¢= lim a, =c,
Tr—00 n—oo

(man kan jo erstatte det M der er givet i (1.9) med [M]), og det giver
os mulighed for uden videre at importere viden fra tidligere kurser til vort
arbejde her. Men den modsatte vej geelder ikke! Fx har vi med f(z) = sin(7x)

at ap, = f(n) =0 for alle n, mens f(z) ikke er konvergent for z — oco.

Vi omskriver den ssedvanlige definition af kontinuitet (JEHM, Definition

3.1]) til en definition, som er baseret pa talfplger.

Saetning 1.45. Lad A C C. En funktion f: A — C er kontinuert i a € A,

hvis og kun hvis der for alle {xy}nen med x,, € A 0g lim, o0 x,, = a, geelder,

at
Jim f(zn) = f(a).
Grafen illustrerer seetningen for en kontinuert og en diskontinuert funk-
tion.

/ I T2 T3 X
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/ : ; e
/ Tl Xy T3 X

Bevis. ” = ”: Hvis f er kontinuert i a, findes der, for alle ¢ > 0, et § > 0,

sadan at
|f(x) = fla)| <e

for alle x € A med |z — a| < 0. Da limy,—,o , = a, findes der et N := N(J),
sddan at for alle n > N: |z, —a| < 0. Dette medforer, at |f(x,) — f(a)| < e.
7 «<=7: Hvis f ikke er kontinuert i a, s& findes der et € > 0, sddan at der

for alle 6 > 0 findes et x € A med
|z —al <9, (1.11)
men

f(z) = fla)| = e (1.12)

Setnud =1, %, %, ...oglad z1, 20, x3, ... veere tilhgrende veerdier af z, som

opfylder (1.11)) og (1.12). Bemaerk, at lim z,, = a, men at |f(x,) — f(a)] > &
for alle n og derfor konvergerer talfolgen {f(z,)}nen ikke mod f(a). O

Det samme bevis giver at nar f : A — C er givet, og a er et kontaktpunkt

for A, sa er

lim f(z) =c

T—a
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praecis nar der for alle folger {a, }nen med alle a,, € A geelder

lim a, =a= lim f(a,)=c
n—oo n—oo

Det er interessant i sig selv at kontinuitet kan forstas alene ud fra fgl-

gekonvergens, men i fgrste omgang bruger vi mest observationerne her i

situationer hvor vi allerede ved at vi har en kontinuert funktion.

1/n

Eksempel 1.46. Vi vil undersgge konvergens af folgen a,, = n'/™. Vi ser

forst pa folgen b, = log(a,) og bemeaerker

b, = log (nl/") _ 1 log(n) = log(n)

n n

Vi ved (JEHM| Eksempel 2.39])

lim M =0
T—00 x

s {b,} konvergerer mod 0, jf. Observation Men exp er kontinuert i 0,
s& da ay, = exp(b,) giver Saetning at {an fnen konvergerer mod 1.

Eksempel 1.47. Vi vil undersgge konvergens af fplgen

1 n
an:<1—|—)
n

Igen saetter vi b, = log(ay,) og bemeerker

log(1+ L
by, =nlog(l+ 1) = 70g( T ")
n
Vi genkender udtrykket som en differenskvotient og ser at
log(1 log(1 — log(1
g los(t ) . log(l+a) —log(1)

li =1
r—0 X xz—0 T

1
= log/(1) = 7 =1

sa idet 1/n — 0 slutter vi at lim b,, = 1. Ved igen at bruge kontinuitet af exp

ender vi med

n—o0

1 n
lim <1 + > =exp(l) =e.
n

1.4 Reelle talfglger

For bedre at kunne forstd konvergens og divergens, skal vi fgrst se pa de
reelle talfglger, hvor vi har en total orden pa talrummet, og senere vende

tilbage til de komplekse talfglger.



1.4. REELLE TALFOLGER 41

Divergens mod +oo Hvis vi kun ser pa reelle talfglger, s& kan vi udvide
vores notation lima, = a og skrive lima, = 4oo for seerlige divergente

fglger:

Definition 1.48 (Divergens mod +00). Vi siger, at en reel talfolge {ay, }nen
divergerer mod uendelig, hvis der for alle ¢ € R findes N € N, saledes at
ay > c for alle n > N. I s& fald skriver vi

lim a, = oco.
n—oo

Vi siger, at en reel folge {a,}nen divergerer mod minus uendelig, hvis der
for alle ¢ € R findes et N € N, saledes at a,, < ¢, for alle n > N. I sa fald
skriver vi

lim a, = —oo.
n—oo

Vi vil tillade os sprogbrugen “gar mod (minus) uendelig” for disse diver-
gente folger.

Bemeerk, at det er tilstrackkeligt at se pa positive ¢ € R, hvis man vil vise
divergens mod uendelig, og at det er tilstrackkeligt at se pa negative ¢ € R,

hvis man vil vise divergens mod minus uendelig.

Eksempel 1.49. Den divergente folge {a, }nen givet ved a,, = n divergerer
mod uendelig, fordi der for alle ¢ € R findes et N (fx N := [|c|]), saledes at
der for alle n > N geelder, at

apb=n>N >c.

Den divergente folge a,, = (—1)" divergerer hverken mod uendelig eller minus

uendelig, fordi for alle n: |a,| = 1. Grafen viser begge folger og linjen ¢ = 5.

10 « .n
[ J
[ ]
[ ]
o
5 ............................. @ csssssssssssssEsssssnannnnnnnnnnnn 5
[ ]
[ ]
° (="

[ J o [ ] o [ ] o
; ; n

é 2 ¢ 4 & 6 ¢ 8 @9 10
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Eksempel 1.50. Lad a, := é, hvor b, er en fglge af strengt positive tal,
som konvergerer mod nul. S& vil a, divergere mod uendelig. Mere praecist:
Lad ¢ € R veere givet. Da lim,_ .. b, = 0, findes der for alle ¢ > 0 et IV,
saledes at der for alle n > N geelder at b, < . Da b, > 0 gelder ogsa
i > 1 Ved at sette & := ﬁ (c #0), ser vi, at for alle n > N

1
an = >

ba

Fordi ¢ var vilkarlig, divergerer talfglgen mod uendelig. Grafen viser fglgerne

an =mn og b, = % sammen med linjer der illustrerer € = %, N =4 c=4.

m | =

=lc| >ec.

n

10 ¢ 4 °
. ®
[ ]
°
[ ]
5+ °
4 | P
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Det er en god gvelse at udvide regnereglerne for konvergente fglger til

fglger, der divergerer mod plus eller minus uendelig.

Monotone reelle talfglger Bemseerk at vi ikke altid kan afggre om fgl-
ger konvergerer ved hjeelp af regnereglerne, da det sommetider er sveert at
transformere fglgen om til noget, der kan behandles med Szetning [1.39

Der er andre gange, hvor vi ikke har den fulde information om talfglgen.
Det kan veere, fordi talfplgen er implicit defineret, eller fordi vi kun kender

fa af dens egenskaber. Vi skal nu undersgge dette nsermere.

Definition 1.51 (Monoton). En reel talfslge {a, }nen kaldes monotont vok-
sende, hvis

ar<ag<az< ...,

dvs. hvis ap41 > ay, for alle n € N. {ay, }nen kaldes monotont aftagende, hvis

ay>ay>a3 > ...,
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dvs. hvis an11 < ay, for alle n € N. Talfplgen {a, }nen kaldes monoton, hvis
den enten er monotont voksende eller monotont aftagende. Hvis ulighedsteg-

nene er skarpe, kalder vi nogle gange talfglgen strengt monoton.

Eksempel 1.52 (Ubegreenset). Talfslgen {a,}nen med a, = n opfylder
ap+1 =n+ 1 >n = a, og er dermed (strengt) monotont voksende. Den er
ikke begraenset, fordi for alle ¢ findes der et n, nemlig n = [¢| + 1, sddan at

anp=[c]l+1>c+1>c

Eksempel 1.53 (Monotont aftagende og begreenset). {an}nen med a, = 1
er (strengt) monotont aftagende, fordi a, 1 = %H < % = an, 0g begranset,

fordi 1 > a,, > 0, og dermed er |a,| < 1 for alle n.

Eksempel 1.54 (Begreenset og ikke-monoton). {a,}nen med a, = (—1)"
er ikke monotont voksende, fordi der for lige n geelder, at a1 = -1 < 1=
an. Den er heller ikke monotont aftagende, fordi der for ulige n geelder, at

ap+1 = 1> —1 = a,. Den er dog begraenset, da |a,| =1 for alle n.

Den fglgende seetning er den forste vigtige saetning inden for talfglger og

er central for den videre teori, der behandles i kurset.
Saetning 1.55. En monoton og begrenset reel talfolge er konvergent.

I betragtning af de eksempler vi har set, virker seetningen maske ikke
s& overraskende. Beviset bruger dog kontinuitetsaksiomet for de reelle tal

([EHM], p. 88]), og udsagnet er derfor alt andet end trivielt.

Bevis. Lad folgen {ap}nen veere monotont voksende, og lad a := sup{a,, |
n € N}, hvilket er endeligt, da folgen er begraenset. Vi vil vise, at a,, er
konvergent med graenseveerdi a. Fra definitionen af a er a,, < a for alle n € N.
Fordi a er den mindste gvre graense pa folgen, eksisterer der for ethvert € > 0
et N med egenskaben ay > a — e. Men da a,, er monotont voksende, ma
an > ay > a — ¢ for alle n > N. Med andre ord er |a, — a| < ¢, og folgen er
konvergent med greenseveerdi a.

Nér {a, }nen er begraenset og monotont aftagende, er {—ay, }nen begraen-
set og monotont voksende, og konvergerer derfor mod a ved fgrste del af
beviset. Ved Saetning konvergerer {ay}nen s& mod —a. O
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Observation 1.56. Det folger af beviset, at nar {a,,} er monotont voksende,
s& er

lim a, = sup{a, | n € N}.
n—oo

Specielt er graenseveerdien et overtal for alle elementerne i folgen. Pa samme
méade gaelder

lim a, = inf{a, | n € N}.
n—oo
for monotont aftagende folger.

Observation 1.57. Nar f : [1,00) — R er voksende i forstanden

r<y= f(z) <[f(y)

eller aftagende i forstanden

r<y= f(x) > f(y)

bliver talfplgen {f(n)} selvfolgelig monoton. I dette tilfeelde falder vore to
konvergensbegreber (se Observation [1.44) sammen, og der gaelder

lim f(x):c(:>1}i_)rgof(n):c

Tr—00
for hvis |f(n) —¢| < e nar n > N, n € N sa geelder ogsa |f(z) — ¢| < € nar

x> N,z €eR.

Eksempel 1.58. Vi forsggte i Eksempel at beregne kvadratroden af ¢
ved at se pa folgen f(c), f(f(c)), f(f(f(c))),... med

Nar /¢ < x geelder der

(jf. figur) sa
¢z fle) = f(f(c) = F(f(f(e) = -~

og folgen er aftagende, og nedadtil begreenset af \/c. Den konvergerer séledes
pga. Seetning lad os sige med greenseveerdi y. Vi har y > /¢, sd y > 0.
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i\

1.4
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1.3 |

1.2 ¢

{ T

Men nu ser vi af at ga til greensen i

Ty = f(Tn-1)

at
y=f(y)

fordi f er kontinuert pa (0, 00), og derfor specielt i y. Ved at lgse ligningen

Y
y=5\v+,
far vi at y = \/c som gnsket.

Bemaerk hvordan vi delte opgaven op i eksemplet herover: Fgrst brug-
te vi monotoniciteten til at vise konvergens og bagefter karakteriserede vi

greenseveerdien. Sadan skal vi ofte arbejde i kurset her.

Bolzano-Weierstrass Saetning At en monoton og begraenset, reel talfgl-
ge altid er konvergent, har veeret vores fgrste vigtige resultat om talfglger
(Seetning [1.55)). Det har givet os en handterbar klasse af talfglger, som vi nu



46 KAPITEL 1. KOMPLEKSE TAL OG TALFOLGER

skal bruge til at undersgge konvergens af generelle talfslger. Lidt overrasken-
de vil vi vise, at vi “inden i” enhver reel talfslge i en passende forstand kan

finde en monoton fglge.

Seetning 1.59. Lad {an}nen vere en reel talfolge. Da findes en voksende

folge
ng<ng <-- - <N < N1 <

af naturlige tal, saledes at talfplgen {an, }ken er monoton.

Beuvis. Et led a,, i folgen, som opfylder a,, > aj for alle k > n kaldes en top.

Vi analyserer nu to tilfaelde hver for sig: Enten har fglgen uendeligt mange

toppe eller kun endeligt mange.

e Hvis der er uendeligt mange toppe a,, benytter vi simpelthen disse
veerdier ng. Vi har at {an, }ren er monotont aftagende, da der for hver
top ap, geelder, at for alle n > ng: a, < ap, og dermed ogsa for

N="Ng41: Qnyyy < Apy-

e Hvis der kun er endeligt mange toppe, eller hvis der ikke er nogen
toppe overhovedet, kan vi veelge ni saledes at enhver top har indeks
mindre end n;. Fordi a,,, ikke er en top, ma der findes et senere led ap,,
(ng > n1) med ap, > an,. Men a,, kan heller ikke veere en top, sa vi
kan finde ng med a,; > a,, Pa den made konstruerer vi n saledes at

Apy < Gy < Qpy < ---, dvs. saledes at {ap, }ren er monotont voksende.
O

Ordet “top” skal fa leeseren til at forestille sig et bjerglandskab, hvor man

fra hver top har uhindret udsyn hele vejen til uendelig.

Eksempel 1.60. St a,, = % og lad n veere vilkarlig. Der gelder, at a, >
ag for alle k& > n, og derfor er a,, en top. Fordi n var vilkarlig, sa er alle
folgeleddene toppe (specielt er der uendeligt mange), og vi har fundet en
monoton delfglge (nemlig hele fplgen).

Lad nu z,, = (—1)". Lad n veere lige (der er uendeligt mange lige tal). I
s& fald geelder z, = 1, og dermed er x,, > zy for alle k > n. Delfglgen b,,

med b,, = ag;, = 1 er dermed en monoton delfglge af a,.
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Til sidst ser vi pa

2 1 1 1 3 1 4
= — — = 1,0,—~,——, —,——,——,... =0
TR T U9 T8 250 949
Toppene er de forste to elementer 1 = 1,20 = 0. Da y; := 23 = —% ikke

er en top (folgen konvergerer til 0), finder vi et element yo := zg > x3 = y1.

Men z¢ er igen ingen top, da ys := x7 er stgrre...

1 e

0.5 1

3w
S

1.5 Delfglger og Cauchys kriterium

Vi dykker nu dybere ned i temaet konvergens og vil vise, at en talfslges kon-
vergens kan bestemmes direkte ud fra leddenes opfersel via Cauchys kriteri-
um. Resultatet er bade overraskende og kraftfuldt og vil veere hgjdepunktet
af den fglgende analyse af talfslgers konvergens ud fra den made, delfglger-
ne opfgrer sig pa. Vi starter med at definere begrebet delfglge, som er teet

beslaegtet med begrebet fortaetningspunkt.

Delfglge versus forteetningspunkt Nu formaliserer vi den centrale ide
fra Seetning til begrebet delfalge:

Definition 1.61 (Delfplge). Lad {ay, }nen veere en talfplge, og {ny }ren veere
en strengt voksende fglge af naturlige tal, dvs. n1 < ngo < ---. Talfglgen
{bk }ken med by = ay, kaldes en delfplge af {ay}.

Nar man teenker pa en folge {a,}nen som en afbildning a fra N til C

svarer delfglgebegrebet til komposition med en strengt voksende afbildning



48 KAPITEL 1. KOMPLEKSE TAL OG TALFOLGER

n:N—N:
k— n(k) — a(n(k))

eller, udtrykt som seedvanlig med fodtegn,
k— ng — an,

Med denne sprogbrug kan Seetning [1.59] omformuleres til “enhver reel

talfglge har en monoton delfglge”.

Eksempel 1.62. Lad ny := 2k veere den strengt voksende fglge af de lige
naturlige tal: 2,4,6,.... Lad

{an}nen ai,as,as, ...

vaere en given talfplge, og lad folgen {by }ren veere givet ved by, := ay,, . Dette
er delfglgen af {a,}nen, som bestar af de elementer af a,, med lige indeks

n = 2k, dvs. hvert andet led i fglgen:

{bx }ren b1 = as,ba = a4,b3 = ag, . ...

Bemaerk, at en delfplge altid bestar af uendeligt mange elementer. Vi vil
vise at en delfslge af en konvergent fglge altid er konvergent, men en ikke-
konvergent fglge kan sommetider have en konvergent delfglge, fx er delfglgen

af den divergente folge
ap, = (—1)" -1,1,-1,1,...

af leddene med lige indeks nj = 2k den konstante (og specielt konvergente)
folge
bp=agp=(—1D* =1 1,1,1,....

Det folgende lemma viser, at begreberne delfslge og forteetningspunkt er

taet forbundne.

Lemma 1.63. Lad {ay}nen vere en talfolge. a € C er et fortetningspunkt
for talfolgen, hvis og kun hvis talfolgen har en konvergent delfslge med gren-

severdi a.
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Bevis. "< Lad {by}xen veere en konvergent delfplge af {ay, }nen med graen-
seveerdi a, dvs. limg_,o0 by, = a. Specielt er a et forteetningspunkt for {by }ren
ved Lemma m Dermed er a ogsé et fortetningspunkt for {a, }nen-

"=" Lad a veere et forteetningspunkt for {a,}nen. Dvs. for alle € > 0

eksisterer der uendeligt mange veerdier n med
lan, —al < e. (1.13)

Vi vil nu se pé en fglge af mindre og mindre veerdier for € og hver gang vaelge
et nyt led som opfylder . Mere praecist, lad ng veere indekset pa det
forste led i talfolgen {a,}nen, som opfylder for e = 1/k, men (hvis
k > 1) som ogsa er strengt stgrre end ny_1. Bemeerk, at det altid er muligt
at finde sadan et ny, fordi der er uendeligt mange n som opfylder . De

valgte elementer danner en talfglge {ay, }ren, som konvergerer mod a. [

Eksempel 1.64. Lad {ay}nen veere den reelle talfplge givet ved a,, =
(=1)™(1+ ﬁ) I decimalapproksimation starter folgen sadan her:

—2.0,1.70, —1.58,1.50, —1.45,1.41, —1.38,1.35, —1.33,
1.32,-1.30,1.29, —1.28,1.27, —1.26,1.25, —1.24, 1.24,

Folger vi konstruktionen fra beviset for Lemma [1.63| med forteetningspunktet

a =1 finder vi

— 6 fag— 1] = = < »
R B N
10 Jarg— 1] = —— < 1
ng =10: |ajg — 1| = —
? 0 Vio 3
18 Jars — 1] = —— < 1
ny=18:|lag— 1| = —= < -
’ ' Vg 4
med leddene ag, a1g, a1s, . . . Decimalveerdierne er fremhaevet herover i rgd.
Lemma 1.65. Huvis {a,}nen konvergerer, si konvergerer enhver delfolge, og

grenseveerdien er den samme.

Bewvis. Lad {an, }ren veere en delfplge af {a,}nen. Antag at {a,}nen kon-

vergerer mod a. Det betyder at der for alle € > 0, findes et N, saledes at for
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alle n > N geelder
la, —al < e.

og dermed

lan, —al <e
for alle ng > N. Dvs., der findes et K, saledes at ng > N og dermed
lan, —al <e
for alle k > K. Vi konkluderer, at delfglgen konvergerer mod a. O

Det fremgar af vores eksempelsamling om forteetningspunkter at man
ikke generelt kan slutte den modsatte vej, men hvis den oprindelige fglge er

monoton, sa er det faktisk muligt. Det noterer vi nu til senere brug:

Lemma 1.66. Huvis {a,}nen er en monoton reel talfolge med en delfolge der

konvergerer, si konvergerer {an}nen, 09 grenseverdien er den samme.

Bewvis. Lad {an, }ren veere en konvergent delfglge af {ay,}nen. Vi antager
forst at {a,}nen er monotont voksende.

Kalder vi greenseveerdien for {ay, }ren for a, ved vi at der for alle € > 0
findes et K, saledes at for alle k > K geelder

lan, —al <e.
Vi bemsaerkede i Observation at an, < a for alle k, sa vi slutter at
a—ec<ap <a

for £k > K.

Seetter vi nu N := ng ser vi at der for n > N geelder
a—¢€ <apg =anN < ap < Gpy, < a,

hvor k er valgt vilkarligt s n < ny (her benyttes, at nj er strengt voksende).
Dermed fas

lan, —a| < e,

som gnsket.
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Det monotont aftagende tilfeelde vises tilsvarende ved at bemaeerke at
{—an}nen er monotont voksende. Ved Seetning er {—an, }ken konver-

gent, sa ved det vi lige har vist er {—ay,}nen konvergent, og ved Seetning
geelder det samme for {a, }nen- d

Nu har vi alle ingredienserne klar til at vise den vigtige Bolzano-Weierstrass

seetning:
Lemma 1.67. Enhver begrenset reel talfolge har en konvergent delfolge.

Beuvis. Ifplge Seetning har fglgen en monoton delfglge. Fordi delfglgen

ogsa er begraenset, er den konvergent ifglge Saetning [1.55 O

Seetning 1.68 (Bolzano-Weierstrass). Enhver begrenset talfolge har en kon-
vergent delfolge.

Bevis. Lad {z,}nen veere en begreenset kompleks talfplge. Lad os se péa
realdelen a,, = Re(z,). Ifolge Lemma har a, en konvergent delfglge
a), = an,. Lad os nu se pa de tilsvarende imagineerdele b} := by, , hvor
b, = Im(z,). Ifolge Lemma har {0} }ren ogsa en konvergent delfglge
by, - Folgen {zn, }men er en konvergent delfglge af {2, }nen, fordi folgen af
imaginaerdelene er lig med den konvergente folge {by, . }men, og fordi folgen
af realdelene {ay, }men er en delfplge af den konvergente folge {an, }ren 0g

dermed konvergent ifglge Lemma [1.65] O

Eksempel 1.69. Vi ser pa z, = i". Vi har Re(z,) = 0 for ulige n, Re(z,,) =
(—=1)"/2 for lige n. Im(z,) = (—=1)=Y/2 for ulige n, Im(z,) = 0 for lige n.
Blandt de ulige n, veelg n med (n — 1)/2 lige. Vi far at med ny = 4k + 1 er

{zn, }ren en konvergent delfplge af {2y, }nen, idet den er konstant i.

11 . . .

0.5 ¢

—-0.5 1
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1te . . .

Im(i™)

0.5 ¢

—-0.5 1

Cauchys kriterium Vi starter med at introducere konceptet Cauchy-

folge.

Definition 1.70. En folge {x,, },en er en Cauchy-folge, hvis Ve > 0,IN € N,
saledes at der Vn,m > N gelder

|Ty — x| < €.
Hvis en talfglge er en Cauchy-folge, siger vi ofte, at talfglgen er Cauchy.

Eksempel 1.71. Lad z,, = %, da er {z, }nen Cauchy, fordi vi for alle e > 0
kan veelge N = [2] + 1, sadan at der for alle m,n > N gelder

1 1 1
i I

1
< — = <e.
n m nom

|Tr, — | =

Eksempel 1.72. Lad z, = (—1)", da er {x, }nen ikke Cauchy, fordi der for
e = 1, og for alle N, findes n,m > N (fx m = N ogn = N + 1), sddan
at |x, — x| = 2. Dermed er |z,, — | ikke mindre end ¢, og folgen er ikke

Cauchy.
Konvergente fglger er altid Cauchy:
Lemma 1.73. En konvergent folge er en Cauchy-folge.

Bevis. Lad € > 0 veere givet, og lad x veere greenseveerdien af {x, }nen. Da

{zn }nen konvergerer mod z, findes der et N, saledes at der ¥n > N geelder

|zn, — x| < /2.
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Ved hjalp af trekantsuligheden finder vi at
Ty — | < |zp — 2| + |2 — 20| < €,
nar m,n > N, hvilket betyder, at {z,}nen er en Cauchy-folge. O

Eksempel 1.74. Grafen viser talfglgen {z,}nen, hvor x,, = %, og e =

0.2. Bemeerk at fglgen gar mod nul. Nar fglgeleddene har en afstand pa
mindre end 0.1 fra greenseveerdien, ligger de mellem de to vandrette linjer,
dvs. de har en indbyrdes afstand pa maksimalt 0.2.

0.4t
0.2 *
T (=)™
« . 2 e/2
@ ® ° o ° .
n
2 4 6 8.10_12.14016018°20
02 o ° /2

Eksempel 1.75. Nar man skal undersgge om en given folge {x,}nen er
Cauchy, er det essentielt at eftervise at |x, — x,,| < € for alle n,m > N.
Det er ikke nok at undersgge tilfeeldet n = N og m = N + 1, som fglgende
eksempel viser.

Lad x, = /n og bemaerk at {x,}nen er en divergent fplge, idet den gar
mod uendelig. Fglgen er ikke Cauchy, for hvis vi holder n fast har vi

| Ty, — Tin| > T — Ty — 00 DAr M — 00

Men vi har
(Vi FT— VA (VA T+ vA) = VAt T = Vil =n+1-n=1

sS4

— 0 nar n — oo.

1
T — X =  —m—
n+1 n T—i—l—i—ﬁ

Vi har set at alle konvergente fglger er Cauchy. Det er mere overraskende,
at det omvendte ogsa gaelder, og det vil give os den store fordel at vi kan
bevise at en fglge er konvergent uden ngdvendigvis at kunne pege pa en

greenseveerdi. Vi skal forberede dette vigtige resultat med to lemmaer.
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Lemma 1.76. En Cauchy-folge er begrenset.

Beuvis. Ifplge definitionen for Cauchy-fglger geelder, at Ve > 0,4dN € N, sale-
des at Vn,m > N gaelder

|Ty — T | < €.

Vi betragter specialtilfeeldet, e = 1 og m = N. Vi har nu, at for alle n > N:
|z, —xN| < 1.

Det betyder, at
[N =1 < [on] < |zn|+ 1,

hvilket viser, at folgen er begreenset af max{|z1|,..., |zn_1|, |zn|+1}. O

Det naeste lemma siger, at en Cauchy-fglge klamrer sig til alle sine delfgl-
ger. Hvis der er en delfglge der konvergerer mod x, s konvergerer Cauchy-

fglgen mod den samme veerdi.

Lemma 1.77. Huvis en Cauchy-folge har en konvergent delfslge med gren-

severdi z, sa konvergerer Cauchy-folgen og har grenseverdi x.

Bewvis. Lad {xy, }nen veere en Cauchy-folge. Lad {xy, }ren veere en konvergent
delfplge, som konvergerer mod x. Vi skal vise, at {x, }nen konvergerer mod

x, og lader hertil € > 0 veere givet.

e Da {z,, }ren konvergerer mod x findes et K, saledes at der Vk > K
geelder
|z, — x| < eg/2.

e Da {x,}nen er en Cauchy-folge, findes et M, saledes at der Vm,n > M
geelder
|Tm — x| < £/2.

For N := max{M,nk} finder vi et k med ny > N. Derved gelder for alle
n > N:

|z —xn| < |z —zp, |+ |Tn, —2n| <e/2+¢/2=c¢.

Det viser, at {z,, }nen konvergerer med graenseveerdi . O
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Vi er nu klar til at bevise vores hovedsaetning.

Seetning 1.78 (Cauchys kriterium). En talfolge er konvergent, hvis og kun

hvis den er Cauchy.

Bevis. "=": Lemma [I.73 viser, at en konvergent fplge er en Cauchy-folge.
"<": En Cauchy-fglge er ifglge Lemma begraenset. Den har derfor en
konvergent delfglge ifglge Seetning [1.68] Vi kan nu bruge Lemma til at

se, at selve Cauchy-fslgen konvergerer. O

Seetningen kan bruges savel i R som i C. I den reelle version er graense-
veerdien automatisk reel.

Det er vigtigt at fastsla, at gyldigheden af Cauchys kriterium afhsenger
af den maengde vi undersgger konvergens i. Udsagnet "En rationel talfglge er
konvergent i Q, hvis den er Cauchy” er nemlig forkert. Vi gav et modeksempel
i vores allerforste Eksempel hvor vi konstruerede en rationel fglge af tal
{x, }nen og viste at den konvergerede mod v/2 ¢ Q. Da fglgen er konvergent
i R, er den Cauchy i R, og s& er den dermed ogsa Cauchy i Q. Men den er
ikke konvergent i Q da der sa ville veere to forskellige graenseveerdier i R.

Nar vi prover at finde ud af, hvor i beviset af Seetning [I.78|egenskaber ved
de reelle tal er krgbet ind, ser vi, at vi benyttede Bolzano-Weierstrass ssetnin-
gen, som bruger Setningen m (monoton & begraenset = konvergent), som
bruger kontinuitetsaksiomet. Dermed er vores bevis af Cauchys kriterium
baseret pa kontinuitetsaksiomet som sa meget andet central analyse.

Begrebet Cauchy-falge giver mening i meget hgjere generalitet end det
vi har set her. Det vender vi tilbage til til sidst i kurset.

1.6 Opgaver

Opgave 1.1. [Algebra og komplekse tal|
1) Skriv fplgende komplekse tal pa formen a + bi med a,b € R.

i) (3+2i) — (6 —+/131)

i) (3+2i)-(6—130)
3+2i

6 —/13i

iii)
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iv) V/2eim/4
v) {2022

vi) (14 1)%0%

2) Find alle komplekse lgsninger z til fplgende ligninger:

1) z

11

N

111

I\

1
1
v 1.

) 2
) 3
) 4
) 210 =
Skriv lgsningerne til i)—iii) bade pa formen med real- og imaginaerdel og

pa polarform. Skitsér dem alle i den komplekse talplan.
3) Lad x = %(\/g + ). Skitsér folgende punkter i planen, for n =1,...,8:
i) (Re(z"),Im(z"))
ii) (n,Re(z™))
iii) (n,Im(z™))
Opgave 1.2. [Differentiation og integration af komplekse funktioner|

1) Lad I C R veere et abent interval. Vis formlen (fg) = f'g + f¢' for
differentiable funktioner f,g: I — C pa to méader:

a) Opskriv Re(fg) og Im(fg) ud fra Re(f), Re(g), Im(f) og Im(g), og
benyt almindelige regneregler for differentiation af produkt.

b) Inspicer beviset for den almindelige regneregel for differentiation af
produkt (JEHM) Seetning 4.9]) og argumenter for, at beviset ogsa gael-

der for funktioner f : I — C “mutatis mutandis"ﬂ

2) Lad n € Z. Betragt funktionen f : R — C givet ved f(z) = e for alle
x € R. Find f’(z) for ethvert z € R.

3) Find en stamfunktion til f.

1814 “mutatis mutandis” op hvis du ikke ved, hvad det betyder.
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4) Lad g, h : [0,27] — R veere givet ved g(z) = Re f(z) og h(z) = Im f(x)
for alle z € [0,27]. Argumenter for at g og h er Riemann-integrable og

udregn fozﬂ e dx
Opgave 1.3. [Rekursiv versus direkte definition af talfolger|
1) Folgen {ay}nen er givet direkte ved

ap, = (=)™

Find en rekursiv definition af {a, }nen-

2) Folgen {b, }nen er givet rekursivt ved
by =1 by =bp—1+n,n>1

Find en direkte definition af {b, }nen-

Opgave 1.4. [Newtons metode|

1) Beregn afstanden fra /2 til den n’te approksimation af v/2 givet i Ek-
sempel for n mellem 1 og 15. Lav et plot der illustrerer hvor hurtigt

denne metode konvergerer. [Forslag: Lav et semilogaritmisk plot.|

1 2
2) Betragt nu i stedet folgen xg = 2, z, = 3 < 5 +2xn_1>, for n =
Lhn—1

1,2,3,.... Beregn x1, x2,..., x19. Hvilken rod af 2 ser denne fglge ud til at

approksimere?
Opgave 1.5. [Konvergens|

1) Find greenseveerdierne for nedenstaende talfplger (n =1,2,3,...):

n3

27" 4 3n3
cos(n)

i)
iii) 3sin(1/n)
iv) sin(1/n)n

(st
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n + in?
2n—n2+1
ei27r(n+l/n)

vii)
viii)
Opgave 1.6. [Den omvendte trekantsulighed i C|

1) Vis, at der for alle komplekse tal z og w geelder |z —w| > ||z] — |w]].
Begrund herudfra, at hvis {2,}, .y er en kompleks fglge, der konvergerer

mod z, sa vil folgen {|2,|}nen konvergere mod |z|.

Opgave 1.7. [Komplekse eksponenter|
Vi definerer, for a € Ry og z € C,

aF = elog(a)z

1) Redegor for, at vi hermed opnar den sedvanlige definition nar z € R.
2) Bestem 2% og 1071~% med 5 cifres ngjagtighed.

3) Vis formlen

|az‘ — aRez

Opgave 1.8. [Forstaelse af konvergens, divergens og fortaetningspunkter|

1) Lad a, = # Folgen {a,},cn konvergerer. Angiv dens graenseveerdi a,
og find for hvert ¢ > 0, et N € N sadan at der for alle n > N gelder

|an, — a| < € (med andre ord: giv et eksplicit bevis for konvergensen mod

a).

2) Lad b, = n?. Find for hvert K > 0 et N € N, sadan at der for alle n > N
geelder b, > K (med andre ord: giv et eksplicit bevis for, at {b,}, o\

divergerer mod +00).

3) Lad ¢, = (—=1)"+ 5. Angiv alle fortaetningspunkterne for folgen {c,,},,cn-
Vis, for hvert forteetningspunkt ¢, at der for hvert € > 0 findes uendeligt
mange n € N med |¢, —¢| < ¢ (med andre ord: giv et eksplicit bevis
for, at ¢ er forteetningspunkt). Vis tilsvarende eksplicit, at ingen andre

punkter er fortaetningspunkter for fglgen.
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Opgave 1.9. [Mere om divergens og fortzetningspunkter|

1) Lad {an},cn 08 {bn},en Veere komplekse talfplger givet ved

0 n lige 27
an = y n _= GT.
1 n ulige

Bestem alle forteetningspunkter for fglgerne. Hvorfor kan du med det

samme konkludere, at begge fglger er divergente?

2) Lad {an},cn veere en folge som divergerer mod oo, og lad {b,}, N Vveere

en fglge som opfylder b, > a,, for alle n € N.

a) Vis, at {b,},cn divergerer mod oco.

b) Vis, at ingen af fplgerne har nogen fortaetningspunkter.

3) Er det sandt, at enhver reel talfglge, der ikke har nogen forteetningspunk-

ter, enten divergerer mod oo eller mod —oo?

4) Find en talfplge, for hvilken mengden af forteetningspunkter bestéar af
alle de naturlige tal, N.

Opgave 1.10. [Folger med en variabel|
For alle a € R betragter vi fglgerne

. 1
1) 2n
14+a neN

3 n3
11) 2n 3
a=" +3n neN
111) {ei(z(nJrl/n) }neN
iV) {e_na}nGN

Bestem for hvilke veerdier af a der gaelder at fglgerne i1i)-iv) er konvergente,

og find for disse veerdier af a graenseveerdien som en funktion af a.
Opgave 1.11. [Greenser for graenseveerdier|

1) Lad {z},cn veere en reel talfglge, der konvergerer mod x. Antag, at
a € R opfylder a < z, for alle n € N. Vis, ved brug af definitionen af
konvergens, at a < x. [Vink: Antag for modstrid at a > z.|
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2) Antag, at a € R opfylder a < z, for alle n € N. Gaelder det sa altid at

a<z?
Opgave 1.12. [Forberedelse til talrackker|
1) Lad {an}nen, veere folgen givet ved
ap =1,
ap = ap—1+ 107" for n € N.
Opskriv de 5 fgrste led i fglgen pa decimalform.
2) Vis ved induktion at
an — (10)"ta, =1 —-10"""1
for alle n € Ng.
3) Vis at folgen konvergerer, og find greenseveerdien.
4) Kan

bO - 17
b, =b,_1+2"" forneN.

analyseres pa samme made?
5) Kan

00:17

Cn = Cp—1 + 10" for n € N.
analyseres pa samme made?

Opgave 1.13. [Delfplger og forteetningspunkter|
Lad {an},cn veere en fglge. Husk, at en delfglge af {an}, oy er en folge

{an, }rens hvor {ng},cy er en strengt voksende folge af naturlige tal.

1) Lad {an},cn veere talfplgen givet ved
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Angiv de tre forste elementer af delfglgen {ag ren, og vis at delfplgen
er monoton. Er delfglgen konvergent? Er den oprindelige folge {a,}, o

konvergent?

2) Find en konvergent delfglge af {b,}, .y, hvor b, = i". Kan du finde

konvergente delfplger med andre greenseveerdier?

3) a) Vis, at en folge {an},cn konvergerer mod a hvis og kun hvis enhver

delfglge af {a,},cn har a som fortaetningspunkt.

b) Vis, at hvis {an},cn er en begraenset folge, og enhver konvergent del-
folge af {an},cn konvergerer mod a, sa konvergerer {a,}, .y mod a.
[Vink: Brug Bolzano- Weierstrass’ sactning (, Saetning og resultatet
fra 3)a).|

Opgave 1.14. [Cauchy-folger|

1) Betragt folgen {ay}nen med
1

Ay = —&
n2

Find for ethvert ¢ > 0, et N € N, saledes at |a,, —a,| < € for alle
m,n > N. Konkludér at {%}neN er en Cauchy-folge.

Opgave 1.15. [Monotone delfplger]
1) Vis at folgen {cos(n)},en har en monoton delfplge.

2) Vis at folgen {cos(n) },en har en monotont voksende delfplge. [Vink: Brug
Proposition til at vise at folgen ikke har nogen toppe, og traek si pa
beviset for Setning|1.59

Opgave 1.16. [Den udvidede reelle talakse]

Den udvidede reelle talakse,

R = [~00,00] ;== RU{~00, 00},

bestar af alle de reelle tal, samt to tilfgjede punkter ‘co’ og ‘—o0’. R udstyres
med den oplagte ordning <, som udvider ordningen pa R, og om hvilken der
gaelder —oco < x < oo for ethvert z € R.

Som vi skal se i denne opgave, s& bliver mange udsagn mere simple i R.
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1) Begrund, at enhver ikke-tom delmeengde A af R har et supremum (alt-
s& en mindste gvre greense) i R. Begrund endvidere, at enhver ikke-tom

delmeengde A af R har et supremum i R.

2) Vis, at enhver monoton fglge i R er konvergent i R. (Hvis en folge ‘diver-
gerer mod 400 eller —oo’ jf. Definition [I.48| vil vi sige at den konvergerer
mod +o00 hhv. —oo som greenseveerdi i R). Sammenhold dette udsagn med

Seetning [1.55

3) Kan man udvide regnereglerne for sum og produkt af konvergente fglger
(Seetning [1.39] (1)(3)) til R? Hvorfor /hvorfor ikke?



Kapitel 2

Talraekker

I denne del skal vi se pa summen af leddene i en talfglge
ay+ag+ag—+---.

Da det er en sum af uendeligt mange led, skal vi veere meget omhyggelige
med vores analyse. Vi starter derfor med at definere preecist, hvad vi mener
med en uendelig sum, og udleder derefter nogle grundleeggende egenskaber
(fx at summen kun kan veere endelig, hvis talfglgen bestaende af leddene
konvergerer mod nul). Bagefter undersgger vi dybdegaende den fundamen-
tale situation, hvor leddene er positive, og hvor vi derfor ikke far led der
gar ud med hinanden. Det er interessant at observere, at vi ofte er i stand
til at afggre konvergens uden at have mulighed for at udregne summen. I
den sidste del behandler vi den svaereste, men ogsé sjoveste situation, hvor

varierende fortegn som i

v (=5) +g+(-5)

kan fgre til det overraskende resultat, at vi kan ombytte led i rackken, saddan

at raekken konvergerer mod en vilkarlig veerdi.

2.1 Introduktion

Definition og divergenstest Vi starter med en precis definition af en

talreekke, dvs. af den uendelige sum af leddene i en talfglge.

63



64 KAPITEL 2. TALRAKKER

Definition 2.1. Lad {a,}nen veere en talfplge.

Talfplgen {sy}nen af afsnitssummerne

N
SN = E Ay,
n=1

kaldes for talreekken genereret af {a,}nen. Vi betegner den med

oo
Zan:a1+a2+a3+....
n=1
Hvis {sy}nen konvergerer med graenseveerdi A, kalder vi A for summen af

talreekken > > | a,, og skriver

i o — A, (2.1)

I s& fald kalder vi talreekken Y >°, a, for konvergent. Ellers kaldes den di-
vergent. En talrackke kaldes begrenset, hvis afsnitssummerne danner en be-

greenset talfglge.

Det er selvfglgelig muligt at betragte summer af talfslger der er indekseret
med start i ng # 1, og iser ng = 0 optraeder ofte. Sa skriver vi Zzozno ap OF
2 im0 Gn-

Notationen i er standard, men indebeerer risiko for forveksling, idet
der selvfplgelig er forskel pa en reekke > >° | a, og det tal A, der er dens
sum. Specielt benytter vi ogsa notationen » °  a, til at omtale reckker
der divergerer, eller til at omtale rsekker hvis konvergensforhold endnu er
ukendte. Nar man stgder pa udsagn af formen skal man saledes altid
sgrge for at laese dem som at udsige dels at reekken er konvergent, og dels at
summen er som angivet, ngjagtigt som vi ggr det med lim.

For endelige summer, fx a; + ao + ag, geelder
e (kommutativitet) a1 + a2 + a3 = a2 + a1 + a3
e (associativitet) (a1 + a2) + as = a1 + (a2 + as)

e (distributivitet) for alle ¢ € C: c¢(aj + a2 + a3) = caj + cas + cas
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For en talreekke er det a priori ikke tilladt at ombytte leddene (kom-
mutativitet), saette parentes (associativitet) eller multiplicere ind med et tal
(distributivitet), da det muligvis kan sendre konvergensegenskaber og givet-
vis graensevaerdierne. Senere ser vi pa betingelser, som giver os lov til at lave
disse operationer (Seetning [2.6] (Parentes), Seetning (Regneregler), Kor-
ollar (Ombytning)). Men inden vi gor det, vil vi gerne komme i gang

med at se pa en vigtig konvergenstest og nogle eksempler.

Seetning 2.2 (Divergenstesten). Hvis reekken Y 2 | an konvergerer, si vil

{an}nen konvergere mod nul.

Beuvis. At rackken Y ° | a, konvergerer mod S betyder jo at afsnitsfolgen
{sn}nen konvergerer mod S. Ser vi nu pa {sy}nen givet ved sy =
Z;V;l a, bemeerker vi at sy er en delfplge af sy og séledes ogsa gar mod
S. Ved hjeelp af regnereglerne for talfplger ser vi, at folgen {a, }nen gar mod
nul, da vi kan skrive a, 11 = s, — s,.

O]

Divergenstesten ser i forste omgang ikke ud som en seerlig dyb indsigt
eftersom en positiv talfglge, som ikke konvergerer mod nul tydeligvis vil fare
til en reekke, som divergerer mod uendelig (fx talfplgen 1,1,1,...). Bemaerk
dog, at den ogsa behandler talreekker med bade positive og negative led, fx
an = (—1)", savel som komplekse talfglger, fx a, = e®’", hvor situationen
ikke er helt sa abenlys (iseer, nar vi teenker pa J/27 ¢ Q, jf. Proposition
. Vi skal bruge divergenstesten, netop i denne situation, i analysen af
det folgende vigtige eksempel.

Geometriske raekke Betragt rackken

NN ST O WS S
n:12n_2 4 8 16 32 7

som konvergerer til 1 ifglge illustrationen:

1 1 1 ...
2 4 8
~—" =AW

0 025 05 075 1
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Vi skal nu vise dette udsagn i stgrre generalitet. Lad x € C og for alle
n € Ng: a, = x™. Talraekken ZZ‘;O an kaldes den geometriske rekke. Vi

begynder med at finde en formel for afsnitssummerne.

Lemma 2.3 (Afsnitssum af den geometriske raekke). For alle N € Ny og
alle x # 1 geelder

N N+1
1—
n=0 r

For x =1 geelder selvfolgelig

N
d a2t =N+1 (2.3)
n=0

Bevis. Lad Py veere udsagnet (2.2)). Vi vil nu bevise, ved hjeelp af induk-
tionsmetoden, at Py er sandt for alle N € Ng. Induktionsstarten er opfyldt,

dvs. Py er sandt, fordi

ZO: n_0__1_l-z _1-a!
xr = = = - = = .
= 1 1—-z 11—z

Lad os nu tjekke induktionsskridtet: Py sandt = Pn41 sandt. Vi skal vise,

at
N+l N+2

11—z
"= — 2.4
> = (2.4)
n=0
ud fra induktionsantagelsen
N N+1

S 4t = % (2.5)

Det er oplagt at prgve at splitte det sidste led af summen pa venstresiden af

(2.4) og bruge induktionsantagelsen ([2.5]

N+1 ( N
an: an> +1’N+1
n=0 n=0
IR
1—=2x
B 1—xN+1—|—(1—a;)xN+1
N 11—z
1 _$N+2

1—=x
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I de sidste to skridt har vi bare forenklet udtrykket. Dermed er bade induk-
tionsstarten og induktionsskridtet opfyldt, og vi kan nu bruge induktions-

princippet til at konkludere, at pastanden (2.2) er rigtig for alle N € Ng. [

Saetning 2.4 (Den geometriske reekke). Lad x € C. Huvis |z| < 1, geelder
oo
n=0 -

Hvis |x| > 1 divergerer rekken.

Bevis. Vi ved fra Lemma [2.3] at for z # 1

N
" 1_1:N+1
i) et =
n=0

Hvis |z| < 1, geelder
lim 2Vt = 0.
N—o00
Med regnereglerne for talfglger finder vi, at den hgjre side konvergerer mod

ﬁ. Hvis |z| > 1, gar {2"},en ikke mod nul, og dermed divergerer raeckken

ifglge divergenstesten. O

Den harmoniske raekke Reekken >°° , L kaldes den harmoniske reekke.
Rackken er seerligt interessant, da leddene er positive og gar mod nul, mens
rackken stadig divergerer. Specielt viser den harmoniske rackke, at ikke enhver

folge der gar mod nul har en konvergent rackke.

N
00000000 Z -
4 00® 0000"......... n=1 n
o0°®
o"..
31 ..o°.
o..
21 .°
°

n

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Seetning 2.5 (Den harmoniske reekke). Den harmoniske reekke divergerer.
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Bevis. Lad forst M veere lige. Vi estimerer afsnitssummen:

L I L T v Ll
2 3 4 5 6 7 8 — M
) D () (e
2 3 4 5 7 8 M —1 M
3 (50 (o) o)« o) (o)
- 2 2 2 4 4 6 ) 8 8 M M
2 2 3 4 %
1
=g tsu

Lad os nu antage, at raekken konvergerer med sum S og vise at dette fgrer til
en modstrid. Ifglge denne antagelse konvergerer {sy}nyen mod S, men det

gor jo sa ogsa delfplgen {son}nen, og vi har netop vist at
1
SoN = = + SN.
2
Hvis vi nu lader N ga mod uendelig, far vi
S > ! +S
-2

hvilket er en modstrid. Det viser, at antagelsen om konvergensen af den
harmoniske reekke ma veere forkert, og vi konkluderer, at reekken divergerer.
O

Regneregler for talraekker Hvis vi har en konvergent talrsekke, sa kan

vi saette parentes.

Seetning 2.6 (Parentes). Lad {n;}ien vere en strengt voksende folge af

naturlige tal, hvor ny = 1. Huis

ian =A
n=1

sa geelder ogsd

o0

Z (ani tan;+1 4+ + ani+l_1) = A
=1
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Bevis. Bemeerk, at fglgen af afsnitssummerne af raekken

o0

Z (ani + anﬁ—l + -+ aTLH_l—l)

i=1

er en delfglge af fglgen af afsnitssummerne af raekken
o0
>
n=1

pa grund af vores antagelse om at n; = 1. Da denne fglge er konvergent, er

ogsa delfglgen konvergent med samme greenseveerdi ifslge Lemma O

Eksempel 2.7. Lader vi {n;};en veere folgen givet ved n; = 2i=1 sa bliver

rackken

oo
Zan:a1+a2+a3+~--

n=1
til
(o @]
D (a1 +agi1py + - +agi_y) = a1+ (ag+a3) + (as+ a5+ Fa7)+- -
i=1
Ifglge Seetning medfgrer konvergens af den forste raekke konvergens af

den anden raekke (med samme graenseveerdi).

Hvis talraekken derimod er divergent er det problematisk at sette paren-

tes, da resultatet kan blive konvergent som fglgende eksempel viser.

Eksempel 2.8. Lad a, = (—1)".Visa i Saetning at

o o
>0 =31y
n=0 n=0
er divergent. Hvis vi derimod ser pa
[e.e] oo [e.e]
D (azn +azmi1) =Y (1-1)=> 0,
n=0 n=0 n=0

sé er rackken konvergent med sum S = 0, da sy = 0 for alle V.

I analogi med regnereglerne for talfglger finder vi fglgende regneregler for

talrackker.
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Szetning 2.9 (Regneregler for talreekker). Huis rekkerne Y 07 | a, og

> o2, by er konvergente med sum henholdsvis A og B, s geelder at

o (Sum) Z(an + by,) konvergerer med sum A+ B

n=1
o
e (Differens) Z(an — by) konvergerer med sum A — B
n=1

[e.9]
o (Skalarmultiplikation) Z cay, konvergerer med sum cA for ethvert c €

n=1
C.
Bevis. Reekkerne > 02 | an 0og Y oo by har sum A og B, hvis fplgen af af-
snitssummerne {sy}nen 0g {tn}nen konvergerer mod henholdsvis A og B.
Efter regnereglerne for folger er ogsé {sy £ tn}nen konvergent mod A+ B.
For at vise det tredje udsagn, bemeerk at afsnitssummerne af » > | ca, er
givet ved (cay +cag+---+can) = c(a;+az+---+an) = csy. Det medforer,

at Y .2 ca, har sum cA. O

Eksempel 2.10. Talraekken
[e.@]
2
> (2" - 3”) (2.6)
3
n=0
er sammensat af to geometriske raekker >0° ()" og >oo 1(3)", som kon-

n=0\2
vergerer mod henholdsvis 2 og % (2.6)) konvergerer derfor mod 1.

Multiplikation af reekker er mere kompliceret, og vi udskyder analysen af
dem til sidst i kapitlet.

De fglgende udsagn udvider regnereglerne til divergente raekker.

Korollar 2.11. Huis rekken Y o2 | a, er konvergent, og » -2, by, er diver-

gent, si divergerer > 07 | (an + by).

Bevis. Lad os antage, at -~ (an + by) konvergerer. Da ogsd Y > | a,, kon-
vergerer, finder vi ved hjeelp af regnereglerne for talraekker, at » 7 | (ay, +

bn — an) = > o7 by konvergerer. Dette er en modstrid. O

Proposition 2.12. Givetm € N vil Y 7 1 an 09 Y 7 ay enten begge kon-

vergere eller divergere.
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. o . —1
Bevis. Pastanden er en konsekvens af, at differencen d = """ a,, er et fast

o0

tal. Hvis {sy, }nen er afsnitssummen for ) >° | ay,, og {tn}n>m er afsnitssum-

men for Y >° a,, s& har vi jo
Sp=1tn +d
for alle n > m, og derfor har de to reekker samme konvergensforhold. O

Observation 2.13. Nar der er konvergens i de to raekker, gaelder

00 —1 00
D=2 ant ) an
n=1 n= n=m

2.2 Positive raekker

Reekker med ikke-negative led er specielt lette at behandle, da afsnitssum-
merne vil veere monotont voksende og vi ikke behgver at bekymre os for
led der gar ud med hinanden. Sddanne rackker kaldes positive selv om “ikke-
negative rackker” havde veeret mere korrekt. Men de er simpelthen for vigtige

for os til at have sa tungt et navn.

Generelle udsagn

Definition 2.14. Rackken genereret af folgen {a,}nen kaldes for positiv,
hvis fglgen er ikke-negativ, dvs. hvis a,, > 0 for alle n € N.

Positive talraekker fgrer til monotont voksende afsnitssummer, da
sN=a1+taz+--+any <ar+az+---+an+any1 = SN1-

Fra vores undersggelse af talfglger ved vi, at monotone talfglger har gode

konvergensforhold, som vi nu skal bruge til at undersgge positive raekker.

Seetning 2.15. FEn positiv rekke konvergerer, hvis og kun hvis den er be-

grenset.

Bewvis. Hvis raekken er positiv, sa er afsnitssummen monotont voksende. Hvis
den ogsa er begraenset, sa er den konvergent (Seetning [1.55). Hvis den er

ubegraenset, sa divergerer den. O
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For at vise, at en positiv raekke er konvergent, er det derfor nok at finde
et M € Rmed Y " a, < M for alle m € N. Bemeerk ogsa at hvis en
positiv rackke er divergent, sa giver det mening at sige at den divergerer mod

uendelig og eventuelt skrive Y 7 | a, = co.

Eksempel 2.16. Lad 0 < r < 1 og betragt rackken

[e.o]

g
E o
n=1

Afsnitssummerne er begreensede af M = ﬁ, da (Seetning

N n N 00 1
anz:rngnz:%r”:l_r.

n=1 n=1

Reekken er dermed konvergent ifplge Seetning [2.15]

Bemaerk, at vi ikke bare fandt en gvre graense i eksemplet, men faktisk
sammenlignede talreekken med den geometriske raekke. Ved at betragte M

som summen af den ’stgrre’ talraekke, er fglgende en direkte konsekvens.

Korollar 2.17 (Sammenligningstest). Lad > >°  an og Y 2 b, vere to
positive talrekker med b, < a,Vn € N.

o0 - [e.e]
o > 7, by konvergerer, hvis Y | a, konvergerer.

00 . . 00 .
o >, an divergerer, hvis )~ | b, divergerer.
Sammenligningstesten giver os endda information om graenseveerdien:

Observation 2.18. Antag at 0 < b, < a,Vn € N. S& gaelder

00 0
anézan
n=1 n=1

Udsagnet her skal forstas sidan, at hvis Y~ a, = 00, s& geelder der
> o2 by < o00. Det forteeller os ikke noget af veerdi, men det er heller ikke
ukorrekt.

Vi bemaerker ogsa at den besveerlige situation hvor en divergent raekke

kan blive konvergent ved seetning af parenteser ikke forekommer her:
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Korollar 2.19. Lad >,° | an veere en positiv rekke med den egenskab, at

hvis man seetter parenteser

o0

Z(am‘ +ot ani+1_1)

i=1
(hvor ny = 1), sa bliver rekken konvergent. Sa er den oprindelige rekke ogsd

konvergent, med samme sum.

Bevis. Afsnitssummerne for rackken med parenteser er jo netop delfglgen sy,
af den oprindelige afsnitssum s,. Men disse fglger er voksende, s Lemma
kan anvendes til at konkludere som gnsket. O

Konvergenstests Med sammenligningstesten har vi set en fgrste test, som
hjelper os med at afggre, om en talreekke er konvergent eller divergent.
Bemeerk, at vi har brug for en anden (nemmere) talraekke at sammenligne
med, for vi kan bruge testen.

I det fglgende skal vi udlede en del flere tests som er tilpasset for at afggre
konvergens af saerlige typer af rackker. Vi starter med integraltesten. Det vir-
ker intuitivt, at man skulle kunne undersgge konvergens ved at approksimere
rackken med et integral. Vi husker pa (JEHM, s. 182]) at en funktion define-
ret pa et abent og/eller ubegraenset interval I siges at veere lokalt integrabel
hvis den er Riemann-integrabel pa ethvert afsluttet og begreenset delinterval
[a,b] C I. Vi har vist at alle kontinuerte funktioner har denne egenskab. Vi
husker videre pa at nar f er lokalt integrabel pa [1,00), sa er det uegentlige
integral floo f(x)dx defineret ved lime—_s oo flc f(x)dz, forudsat selvfplgelig at

sidstneevnte eksisterer.

Saetning 2.20 (Integraltest). Lad f : [1,00) — R veere en positiv, kontinuert
og aftagende funktion. Rekken Y 2 | f(n) konvergerer, hvis og kun hvis det
uegentlige integral floo f(x)dx er endeligt.

Bevis. Vi indfgrer f+, f~ :[1,00) — R ved
@) = f(lz))
(@) = f(lz])

og bemearker at da
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og f er aftagende, s geelder

FHa) = f(lz]) > f(z) > f([2]) = [~ (2). (2.7)

Lad k € N,k > 1. Begge funktioner f* er lokalt integrable fordi de er
stykkevist kontinuerte, og ved . har vi dermed

/f+ dw>/f dw>/f

pé grund af monotoniciteten af Riemann-integralet ([EHM)| Korollar 5.9], se

grafik). Integralerne bliver til summerne

k k—1
| £ @iz =3 s
n=1

k k
| £ @iz =3 s
n=2

for k € {2,3,...}, og dermed finder vi

" k—1
< /1 f(z)dx < ;f(n) (2.8)

0g

Hvis reckken er ubegraenset er fplgen { fl x)dx}ren saledes ubegraenset,
og vice versa. I det begraensede tilfeelde ved vi fra Seetning [I.55] at folgen har
en graenseveerdi a, og det folger af Observation at

lim /c f(z)dx =
Cc—00 1

ogsé i den steerkere forstand af graenseovergang i R. O
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Observation 2.21. Nar integraltesten har givet at > 7, f(n) er konver-
gent, far vi fra (2.8)) det nyttige estimat

/1 Fovda <37 00) < 1)+ / f(z)de

Eksempel 2.22 (Den harmoniske raeekke). Vi giver et alternativt bevis for

divergensen af den harmoniske reekke. Lad f(z) = 1, sa er
o q - .
/ —dx = [logz|]” = lim logc —log1 = oc.
1z c—00

Det viser, at den harmoniske rackke »_ > | % er divergent.

Eksempel 2.23 (p-rackkerne). Nar p > 1, sd er >0, - konvergent, for vi

n=1 np
har
© 1 00 —p+1 ] —p+l _ 1-p+1 1
/ da::/ e Pdr = | 2 — lim & = < 0
1 xP 1 -p+1] c—00 1—p p—1
NarO<p<l1,saerd 2, % divergent, for vi har
% 1 00 —p+1 7% —p+l _ 1-p+1
/ da::/ e Pdr = | 2 —lim &
. aP 1 —p+ 1 1 c—00 1— P

Nar p < 0 er p-reekken selvfglgelig divergent idet den underliggende folge
ikke gar mod nul. Vi ser altsa samlet set at » > | # er konvergent, hvis og

kun hvis p > 1 — et meget vigtigt eksempel.

Szetning 2.24 (Kvotienttest). Lad > "7 ; a, vere en positiv rekke hvor a, >

0 for alle n > ng, ng € N. Antag at folgen {ant1/an}tn>n, er konvergent.

o Reekken konvergerer, hvis limy,_ oo GZH < 1.

n

e Reekken divergerer, hvis lim,,_, az“ > 1.

n

Beuvis. Definer ¢ := lim,,_, aZH

bemeerker at der findes et N > ng, sadan at for alle n > N

.Nar ¢ < 1 veelger vir med c < r <1 og

Gn+41
an,

<r

Vi ser at

an+1 < Tran
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og herfra at

2
an+2 <Trany41 <T7an,

og sa videre. Vi far saledes, formelt ved induktion, at
a <P
N+p < T7AaN

nar p > 1, sa ved at substituere n = N + p giver det

anN o,
angrwr.

for alle n > N (vi gar til svagt ulighedstegn alene af hensyn til tilfeeldet
n = N). Den hgjre side er proportional med leddene i den geometriske
raekke, som jo konvergerer. Vi kan derfor bruge sammenligningstesten til at
konkludere, at talraekken » >\ a,, konvergerer. Ved Proposition geelder
det ogsé Y 7 | an.

Néar ¢ > 1 findes N saledes at for alle n > N > ng, ant1/a, > 1. Det
betyder at a,t+1 > a, fra dette trin, og s& kan {ay}nen ikke g& mod nul,
da leddene er strengt positive fra og med trin ng. Reekken vil derfor veere

divergent ifglge divergenstesten. O

Det skal understreges at testen ikke giver nogen konklusion i tilfeeldet

An4+1
nil .

hvor lim,, o

Eksempel 2.25 (Eksponentialreckken). Reekken Y°°°  a,, med a,, = 2 kon-
vergerer ved kvotienttesten, for leddene er aldrig nul, og

ant1  nl

= = —-0<1
an (n+1)! n+1

Vi ser pa praecis samme made at

OORTL

n!
n=0

er konvergent for alle R > 0, idet kvotienten er

Rtlpl R

Riin+1)! n+1

Kvotienttesten er nem at bruge i praksis, men ikke saerligt steerk, fordi

leddene ikke méa veere nul, og enten skal aftage eller vokse eksponentielt,
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inden man kan sige noget: Fra beviset ser vi at testen i princippet bare
sammenligner rackken med den geometriske rackke. Rodtesten, som vi viser
nu, har en lidt stgrre raekkevidde, blandt andet fordi den ogsé virker for led

der er nul.

Seetning 2.26 (Rodtest). Lad Y 7 | an vere en positiv rekke og antag at

folgen {a,ll/n}neN konvergerer.

o Reekken konvergerer, hvis lim,_ oo a}/n < 1.

o Reekken divergerer, hvis lim,_ oo a}/ "> 1.

1/

Bewis. Definer ¢ := lim, o ay/ . Det er intuitivt, at reckken forholder sig
som en geometrisk raeekke med parameter c. Det skal vi nu bevise.

Nar ¢ < 1 veelger vir med ¢ < r < 1 og ser fra definitionen af graenseveerdi
at vi kan finde et NV, sidan at for alle n > N: a,ll/n < r, eller med andre ord
a, < r". Ved sammenligningstesten er summen af ) ° \ a, mindre end
Soo2 n 7", hvilket er mindre end ﬁ Reaekken konvergerer, fordi summen af
de forste N led ogsé er endelig, jf. Proposition 2.12]

Hvis ¢ > 1, findes der N, sddan at for alle n > N: a,ll/ " > 1, og dermed
0gsa

an > 1.

Talfplgen {a,}nen kan derfor ikke gd mod nul, og reekken divergerer ifplge
divergenstesten (Seetning . O

Igen skal det understreges at testen ikke giver nogen konklusion nar

limy,, oo (an)l/” =1.

Observation 2.27. Vi noterer til senere brug fra beviserne, at hver gang
kvotient- eller rodtesten viser divergens, si er divergensen en konsekvens af
at den bagvedliggende fglge ikke gar mod nul.

At testene ikke giver nogen konklusion hvis graeensen er 1 er en tvingende
ngdvendighed, for der findes konvergente savel som divergente fglger der
resulterer i denne greenseveerdi. Betragt fx den divergente harmoniske raekke
med a, = 1/n og den konvergente 2-raekke med b, = 1/n%. Vi har

an+1 1 1

= = T — 1
QA n+1 1+E
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samt
b1 n? B n? B 1 1
bn  (n+1)2 nP42n+1 1424 L '
Og vi har
1
((In)l/n - nl/n —1
samt
1 1
(bn) V™ = = -1

(n2)1/n (nl/n)Z

ved brug af Eksempel

2.3 Absolut og betinget konvergens

I dette afsnit behandler vi reekker med led, som ikke kun har positivt fortegn.
Vi skal forst se pa reelle rackker, hvor fortegnet skifter (alternerende rackker)
og bagefter mere generelle raekker. Vi vil mgde de vigtige begreber absolut

konvergens og betinget konvergens.

Alternerende raekker

Definition 2.28 (Alternerende rackke). Visiger, at en reel talrackke 7 | ay,

er alternerende, hvis a,, har alternerende fortegn, dvs. hvis enten

ar + a2 + a3 + aq4 +...
~— O
<0 >0 <0 >0

eller

ap + a2 + az + a4 +....
~ W~ =~
>0 <0 >0 <0

Eksempel 2.29. Et karakteristisk eksempel er den alternerende harmoniske
reckke

1 1 1 1 >N (1))

1_,+,_,+,_...:ZL_
2 3 4 5 n
n=1

I forste omgang er der ingen grund til at g& ud fra, at reekken forholder
sig anderledes end den harmoniske rackke, som jo divergerer. Men et plot af

afsnitsfglgens led ser ud til at konvergere:



2.3. ABSOLUT OG BETINGET KONVERGENS 79

0.9 1
[ ]

081 o

’ ° N (71)77-{—1
0.7 1 ........Oooo.o.....Zn=1 n

...................

....
0.6 .,
¢ n

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Den fglgende saetning viser konvergens, uden at kunne afggre summen.

Szetning 2.30 (Leibniz’ test). Lad >, a, veere en alternerende talrekke.
Huis talfolgen {|an|}nen er monotont aftagende med lim, o |a,| = 0, er

o0
Y ey G konvergent.

Beuvis. Vi bemeerker fgrst, at hvis a,, = 0 for et indeks n, s& er folgen herefter
konstant nul og raekken selvfglgelig konvergent. Derfor kan vi antage at a,, #
0 for alle n.

Lad a1 > 0 uden tab af generalitet. Sa er ag < 0,a3 > 0,.... Derved er

fglgen af de lige afsnitssummer voksende:

2(m—+1

( ) 2m 2m
32(m+1) = Z anp = <Z an> + a2m+1 + a2m+2 Z Zan = S2m, (29)
n=1 n=1 >0 n=1

da det ulige led agp,11 er positivt og sterre end agp,t2 1 absolutveerdi.

Omvendt er de ulige afsnitssummer aftagende:

2(m+1)-1 2m—1 2m—1
82(m41)—-1 = Z an = < Z an) + agm + azm41 < Z an = 52m—1-
—_———

n=1 n=1 <0 n=1
(2.10)

Vi ved ogsa, at

Som = Som—1 + Qom < Som—1,
~~
<0
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da de lige led er negative. Da de ulige afsnitssummer er monotont aftagende,

og de lige monotont voksende, finder vi derfor
s2 < Som < Sam—1 < S1

og ser, at {S2m }men 08 {S2m—1}neN er begraensede og dermed konvergente.
Vi betegner graenseveerdierne med henholdsvis sj;ge 08 Sulige- Da agm = som—

Som—1 finder vi med regnereglerne for talfglger at

lim aogm = ( lim SQm) - ( lim ng_1> = Slige — Sulige-
m—00 m—00 m—00

Da den venstre side er antaget at veere nul, finder vi, at sj;4c = Sulige =: 5.
{sn}nen konvergerer derfor mod s, for til givet ¢ > 0 kan vi veelge
Mli967 Mulige € N s

m > Mjige = |Som — 8| < €
og
m > Myjige = |S2m—1 — 5| < €.

Med N = max{2Mj;ge, 2Myige — 1} har vi sa

n>N=|s, —s| <e.

Bemeerk, at Leibniz kreever at {|ay|}nen skal veere aftagende!

Observation 2.31. Det fplger direkte fra beviset (og Observation|1.56) at s
ligger klemt inde mellem to pa hinanden fglgende led i afsnitssummen, altsa
at

Som <8 < Soma1

0og
Som—1 = S 2 Som

nar a; < 0, og omvendt nar a; > 0. Det viser
|5 - 5n| < |an|7

dvs. at det sidste led, som blev tilfgjet, er en gvre graense pa fejlen man begér

ved at afbryde summen.
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Eksempel 2.32. De to forste led i den alternerende harmoniske raekke giver

1—

1 1
2 2

mens de tre fgrste giver

IR B
2 3 6

4]

Vi bemeaerker til senere brug at summen dermed ikke kan veere 0.

Summen ligger altsa i intervallet

Bemeerk, at Leibniz-testen kun behandler reekker med alternerende for-

tegn og ikke med generelle fortegn, et emne vi nu skal beskaeftige os med.

Generelle raekker

Definition 2.33. En talrackke > >° | a, siges at vaere absolut konvergent,
hvis >, |an| konvergerer. En talreckke, som konvergerer, men som ikke

konvergerer absolut, kaldes for betinget konvergent.

Ordvalget “betinget” henviser til et feenomen vi skal undersgge omhyg-
geligt 1 det fglgende: summen af en betinget konvergent raekke afheenger af
den raekkefglge elementerne er sat op i. Bemeerk, at for positive raeekker er

konvergens det samme som absolut konvergens.

Eksempel 2.34. Bemerk, at den alternerende harmoniske rackke

S (U

n=1 n
er betinget konvergent, da den er konvergent pga. Leibniz-kriteriet, men
0o
>

n=1

0§

n

1

n

n=1

er divergent, da vi genkender den som den harmoniske rakke.

Nér {an}nen er en reel talraekke definerer vi for alle n € N:

a} = max{0, a,}
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og

a, := max{0, —a,}.

Vi ser at der gaelder

ay + a, = |an|

0g

+ _ g =
a, —a, = an

ved at checke lighederne separat for negative og positive a,.

Seetning 2.35. Hvis Y .- | a, er en absolut konvergent reel reekke, konver-

gerer > o2 at og > o7 an . Seetter vi
[e.e]
ST
n=1
geelder
[e.e]
dan=A; - A
n=1
0g
oo
D lan| =Ap + A
n=1

Bevis. Hvis Y 7 | ay er absolut konvergent betyder det, at > > | |a,| kon-
vergerer. Fordi a < |a,| og a;, < |a,| konkluderer vi i s& fald, ud fra
sammenligningstesten (Seetning 2.17)), at reckkerne > °°  af og > .00 ay

konvergerer. Ifplge Seetning 2.9 konvergerer differensen og summen, hvilke er

lig med henholdsvis summen af >~>° | a, 0g > o7 |ay|. O

Seetning 2.36. En absolut konvergent rekke er konvergent.

Bevis. Udsagnet folger direkte af Seetning [2.35] 1 det reelle tilfselde. Hvis
raekken er kompleks, seetter vi b, = Re(ay,) og ¢, = Im(a,,) og bemeerker at
|bnl, len] < |apn|. Ved sammenligningskriteriet ses at by, og ¢, begge er absolut
konvergente, og da de ogsé er reelle, siger Saetning at de konvergerer.
Det geelder sa ogsa for a, = b, + ic, ved regnereglerne for konvergente
rackker. O
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Med den sidste seetning kan vi nu anvende vores konvergenskriterier pa
reckker med generelle fortegn til at etablere konvergens af en generel raek-
ke ud fra den positive reckke den definerer. Divergensen kan ofte ses med

divergenstesten.

Definition 2.37. En folge af naturlige tal {n;}ien er en permutation af N,
hvis alle naturlige tal forekommer ngjagtigt én gang, dvs. hvis funktionen

i — n; er en bijektiv afbildning fra N til N.
Eksempel 2.38. Lad 7 veere en permutation af {1,2,..., N}. Sa er
m(1),7(2),...,m(N),N+1,N+2,...

en permutation af N. Anvendt pé en talraekke sendrer den kun raekkefglgen pa
de forste N led og har dermed ingen indflydelse pa konvergensegenskaberne
eller summen.

For at se pa en mere drastisk made at ombytte leddene pa, bemaerker
vi at ethvert naturligt tal n kan skrives ngjagtigt enten som 2k — 1 (ulige),
n = 2(2k — 1) (lige, men ikke deleligt med 4) eller n = 4k (deleligt med 4),
hvor k € N. Det viser at

2k+1 n=3k+1
m(n) =q4k+2 n=3k+2
4k +4 n=3k+3

er en bijektion, der giver permutationen
1,2,4,3,6,8,5,10,12,--- , 2k — 1,2(2k — 1), 4k, - - -

Ved hjalp af denne permutation bliver raekken

ISR PR U SR I T
27374 576 7" 8

ombyttet til

gyt i b b b Ly
2747376 '8 5 10 12 2% —1 22k—1) 4k

Grafen viser afsnitssummerne af den oprindelige og den ombyttede rackke.
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41 N
ZnZI %
0

o0’ N 1

3 L, o0 Don—1 7(n)

s
°
°
o8
2 1 [ J
s
[ ]
1 1@

t t t t t t t t t > T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Grafen indikerer, at konvergensforhold og sum ikke aftheenger af ombyt-

ningen.

Szetning 2.39 (Ombytning af led i positive rackker). Lad Y 7 | an vere en
konvergent, positiv rekke med sum A, og lad {n;};en vere en permutation

af N. Da er 3~°, apn, konvergent med sum A.

Bewvis. Definer b; := ay,, for alle 7+ € N. For alle N € N, findes der et M € N,

saledes at alle ny,...ny < M. Fordi leddene er positive, geelder

N N M
E bz — g ani S E Ap,.
=1 =1 n=1

A er dermed en gvre greense for summen af >, b;. Specielt er y -2, b; kon-
vergent. Lad B veere dens sum, som opfylder B < A. Da {n;};en er bijektiv
kan a,, betragtes som ombytning af b; (med den inverse permutation), og vi

ser ogsa, at B > A gelder. O

Korollar 2.40. Hvis > ° | a, er en absolut konvergent rekke, som konver-
gerer mod A, si geelder det samme for Y .2 an,, hvor {n;}ien er en per-

mutation.

0o
n=1

A er 3220 at konvergente mod AL med A = A, — A_ ifglge Seetning[2.36

n=1"n

Bewvis. Antag forst at rackken er reel. Da > > | a,, er absolut konvergent mod

0o+
=1 ani

Bruger vi nu Saetning [2.39) pa de to positive raeekker ser vi at > er
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konvergente med sum Ap. Med regnereglerne for talreekker konkluderer vi,
at Y .o ap, er konvergent med sum Ay — A_ = A.
Det komplekse tilfzelde folger uden videre af det reelle ved at se pa realdel

og imaginaerdel for sig. O

Sa let gar det ikke med de betinget konvergente rackker. Vi vil snart se,
at disse raekker kan konvergere mod hvad som helst, nar man bytter om pa
leddene.

Eksempel 2.41. Ved at skrive de ulige naturlige tal pa formen 2k — 1 og
de lige enten som 4k eller som 2(2k — 1) kan vi ombytte den alternerende

harmoniske rackke til

11 1 1 1 1 1 1 1 1

2 43 6 8 5 10 12 "'+2k—1_2(2k:—1)_@+'”

Lad os vise at den ikke kan konvergere med samme sum s som den oprin-
delige alternerende harmoniske rackke. Hvis den omordnede fplge konvergerer

mod ¢, kan vi seette parenteser (Seetning [2.6]),

(o 1
2%k —1 202k—1)) 4k

og ser derved, at reekken bliver til

1 1 1+1 1+1 1+1 1+ n 1 1+
2\ 2 3 4 5 6 7 8 2k—1 2k

hvilket er lig med
1 o (_1)n+1
n=1

Det viser at t = s/2. Da vi har set i Eksempel at s # 0 har vi nu set at
den omordnede raekke ikke konvergerer med samme sum som den oprindelige.

Enten er den divergent, eller ogsé er den konvergent mod noget andet end s.
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Grafen viser afsnitssummerne i den ombyttede talreekke, sammen med

den forventede sum.

1 t1e
0.8 1
061 o
° . ZN (_I)Tr(n)+l

n=1 w(n)
0.4 + 'o.'.oooooo'o'on°

0.2 |

Folgende lemma forbereder beviset af Saetning herunder (sammen-
lign med Seetning |2.36)).

Lemma 2.42. Hvis Y ., ay, er en betinget konvergent reel reekke divergerer

bade rekken af de positive og de negative led.

Bevis. Antag, at Y7, a;b konvergerer. Da Y >° | |a,| er divergent og da

|an| — a; = a,

giver Korollar at Y .2 a, divergerer. Men vi har jo ogsa

W, = ap
sa Korollar anvendt igen viser at Y - a, divergerer, hvilket er i strid
med antagelsen om betinget konvergens. Pa lignende vis, ses, at talreekken

af de negative led divergerer. O

Seetning 2.43 (Riemann-ombytning). Lad > 7 a, vere en betinget kon-
vergent, reel rekke, hvor alle a, # 0. For vilkirligt B € R findes der en

ombytning af rekken som konvergerer mod B.
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Bevis. Givet B € R skal vi definere en ombytning som konvergerer mod B.
Vi antager i forste omgang at B > 0.

Vi veelger b til at veere det forste positive led i folgen {ay,}nen. For
k=1,2,3,..., gor vi herefter som fglger:

e Hyvis Zle b; < B, lad bi1 = naeste nye positive led
e Hyvis Zle b; > B, lad by1 = naeste nye negative led

Bemeerk, at hver betingelse kun er opfyldt endeligt mange gange efter hinan-
den, da rackkerne af de positive og negative led er divergente. Hvis vi saetter
ky til at gennemlgbe de indekser hvor vi skifter mellem at veelge positive

led og veelge negative led fra {an }nen opforer afsnitssummen for > 72, by, sig

SO
Sky S0 S Sk
Sk}gz "Zskg
Sk;gg" S8k4
Sk42 "23]{5

(her er k1 =1).

Da vi har sikret at alle elementer i {a,} bliver valgt pa et og kun et
tidspunkt, har vi hermed defineret en omordning, og nu viser vi at den kon-
vergerer mod B. Vores konstruktion medfgrer at alle led i afsnitssummen

{sk}ren ligger “klemt inde” mellem s, og s, ,, hvor k, < k < kp11, sa vi

n+1
kan vise at hele afsnitssummen — og dermed den omordnede rackke — konver-
gerer mod B ved blot at vise at delfglgen s,, gor det.

For n lige har vi situationen

kn—1 k

Y bi<Bog i:bizB
=1 i=1

fordi vi jo valgte en positiv veerdi til indeks k,, og en negativ veerdi til indeks
ky + 1. Det giver

kn kn—1

BSZbl: Z bi + by, < B+ by,
=1 =1
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og Vi ser at

0< Sk, — B < bnk
For n ulige har vi pé praecis samme méde

0<B- Sk, < _bnk

sa vi far samlet set at

Sk, — B| < [bn,|.
Vi husker pa at by, er valgt blandt elementerne i {ay, }nen, og at denne folge
gar mod nul fordi den definerer en konvergent raekke. Derfor gar hgjresiden
mod nul, hvilket viser det gnskede.

Hvis B < 0 ser vi i stedet pad ) 2 ; —a, der har positiv sum, men i gvrigt

har de samme egenskaber som » 7 | ay,. O

Udsagnet er stadigvaek sandt hvis der er led blandt a, der er nul. Hvis
endelig mange a,, er lig nul, placerer vi dem som de fgrste elementer i om-
ordningen og omordner resten som herover. Og hvis uendeligt mange a,, er
lig nul, placerer vi dem i omordningen pa alle ulige indekser og forskyder den

omordning vi har konstrueret ud pa de lige indekser.

Produktsummer De distributive og kommutative regneregler i C forteel-

ler os at produktet af summer

(ag + a1)(by + b1)
kan skrives ud som en sum af produkter

apbo + agbi + a1by + a1by
Det virker intuitivt rimeligt at produktet af to konvergente reekker
(ao+ay+ag+---)(bo+by +by+---)

kan fortolkes som en uendelig raekke af alle leddene

a;b;, 1,7 € Ng

og det er faktisk tilfszeldet, men som vi skal se i afsnittet her ligger der en

stor udfordring i at ordne disse led i en rackkefglge der pa den ene side giver
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konvergens med den forventede sum, og pa den anden side er mulig at arbejde
med.

For at kunne summere leddene a;b; med (i,5) € Ng x Ng skal vi ordne
alle veerdierne i Ng x Np, eller hvad der er det samme, finde en bijektion
m:No = Ng x Ng. Vi kommer med to kandidater der begge starter i (0,0)

og slanger sig udad som indikeret pa figur:

8 8
6 6
4 4
2 2
1
2 4 6 8 2 4 6 8

Den forste metode kalder vi “akseparallel” fordi vi beveeger os i en vin-
kelform parallel med z- og y-aksen pa skift; her gennemlgbes elementerne

altsa

agbo+ (2.11)
aibg + a1by + agbi1+
apbz + a1bz + azbs + azby + azbp+
azbo + aszby + azbz + azbs + azbs + a1b3 + agbz+

Hvis vi seetter parenteser svarende til hver vinkelform (og svarende til hver

linje i (2.11))) far vi den mere komprimeret udtrykte sum

00 n—1 n—1
> <Z anby, + anbn + Y akbn> (2.12)
n=0 \k=0 k=0

hvor vi i forhold til (2.11]) har omordnet leddene svarende til ulige n séledes
at vi altid gennemlgber vinkelformerne fra z-aksen mod y-aksen. Det kan vi

frit ggre, fordi summerne i parenteserne altid er endelige.
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Den anden metode kalder vi “diagonal”. Her gennemlgbes elementerne

aobo+ (2.13)
arby + apb1+
agbz + a1by + azbo+
asbo + az2by + ai1ba + apbs+

og vi kan seette parenteser svarende til hver diagonal (og svarende til hver
linje i (2.13))) og igen omordne leddene svarende til ulige n saledes at vi altid

gennemlgber fra z-aksen mod y-aksen og fa

> (Z akbn_k> (2.14)
n=0 \k=0

Lemma 2.44. Antag at Y > qan 09 Y o by begge er konvergente med
summerne A og B, respektivt. Den komprimeret akseparallelt ordnede rekke

(2.12) er da konvergent med sum AB.

Bevis. Vi benaevner afsnitssummen for > >° ja, med s, og afsnitssummen

for > 77, by, med t,,. Det er nu klart at
n m—1 m—1
Sptn = Z (Z ambr + ambm + Z akbm>
m=0 \ k=0 k=0

fordi begge sider indeholder alle led a;b; med ¢, j € {0,...,n} preecis én gang.
Men vi ved jo at spt, — AB ved regnereglen (Seetning |1.39)) for produkt i
folgekonvergens, sa reekken (2.12)) konvergerer med sum AB. O

Folgende eksempel viser at vi ikke uden videre kan summere diagonalt.
Men eksemplet er tydeligvis kun betinget konvergent, sa vi bevarer habet for

det absolut konvergente tilfselde.

Eksempel 2.45. Vi ser pa

anp = b, =
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og bemarker at folgen er konvergent ved Leibniz’ kriterium. Ved det lemma
vi lige har vist, konvergerer den akseparallelt komprimerede sum, svarende

til de store rgde cirkler i figuren:

1.5

0.5 ”“ ‘

Vi har her benyttet at afsnittene for de komprimerede summer er delfglger

af afsnittene for de ukomprimerede summer, sa vi kan have det hele i en figur,
hvor de sma rgde cirkler indikerer leddene i afsnitssummen for , de sma
bléa cirkler er afsnitssummen for (2.13)) og de store bla er afsnitssummen for
. Figuren indikerer at der ogsa er konvergens for den ukomprimerede
akseparallelle sum, men for de diagonale summer ser reekken divergent ud.

Figuren viser ogséa tydeligt problemet: I alle de diagonale delsummer er
fortegnene de samme, da

=Yy =y ey ]
B R RV e RV L k1

s& den diagonale omordning giver meget store udsving undervejs. Vi har jo
k+1<n+logn—-k+1<n+1

Sa,

1 . 1 os 1 . 1
VE+T ~ Vn+1l " Vn—k+1 " Vn+1

og dermed er

n—+1

n n
1 1
Cp| = > = =1
leal kzo\/k+1\/n—k+1 _kZO\/n+1\/n+1 n+1
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der tydeligvis ikke gar mod nul. Raekken er dermed divergent ved divergens-

testen.

Seetning 2.46. Antag at >.,;” ;an 09 Y.~ by begge er absolut konvergente
med summerne A og B, respektivt. Alle de ordnede rekker (2.11]), (2.12),

(2.13) og (2.14) er da absolut konvergente med sum AB.

Bewis. Vi anvender fgrst Lemma pa de konvergente summer Y 7 |ay|
08 > 12 |bnl, 0g ser at

[e's) n—1 n—1
> (Z |anbil + lanbn| + > yakbny>
n=0 \k=0 k=0

konvergerer. Men i en positiv reekke ma vi gerne heeve parenteser ifglge Kor-

ollar sa,
lagbo| + |atbo| + |a1b1| 4 |agb1 | + [agba| + |a1ba| + |agba| + |agby| + |agbo| + - -

er ligeledes konvergent. Det betyder at er absolut konvergent, og sa er
den jo ogsé konvergent. Summen sendres ikke hvis vi seetter parenteser, sa vi
seetter dem som i og slutter at summen af er AB ved at bruge
Lemma [2.44] igen, nu uden at sette | - |.

Da ([2.13)) er en omordning af som vi nu ved er absolut konver-
gent, fplger det af Korollar at den ogsa er absolut konvergent, og har
samme sum. Og endelig kan vi seette parenteser og fa at har samme
konvergensforhold, ved brug af Seetning [2.6 O

Man kan faktisk vise at altid konvergerer med den rigtige sum,
men da vi ikke har nogen anvendelse for det sparer vi arbejdet. Vi vil se
senere at den relativt simple form af de diagonale udtryk ger det muligt at
effektivt regne pa produkter af uendelige summer. Metoden gar tilbage til

Cauchy, og kaldes Cauchy-multiplikation:

Korollar 2.47 (Cauchy). Hvis > o2 qan 09 Y .o by begge er absolut kon-

vergente med summerne A og B, si gelder

Z ( akbnk> = AB
n=0 \k=0
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Eksempel 2.48. Vi vil Cauchy-multiplicere to kopier af en geometrisk raekke
for x med |z| < 1, altsa benytte Korollar pa

an = b, = 2"

Summerne er
1

1—z

A:B:

)

og da Y > |z|™ er konvergent for sddanne z, er rackkerne absolut konver-

gente. Vi ser at

Zakbnk—ka"k Zaz (n+ 1)z

sa Cauchy giver os at

o0

> (n+1)a" E:(E:amnk>::AB::CL}$V.

n=0 =

Ved at substituere m for n + 1 far vi

> 1
ma™ =
2 (=

og ved at gange med x pé begge sider finder vi den lidt smukkere form
E:Wm 1—xV (2.15)

2.4 Estimerede summer

Ved dette trin i vores analyse af talraekker og deres konvergensforhold finder
vi os selv i den lidt pinlige situation, at vi nu kan vise at et stort antal
rackker er konvergente, men kun i meget sjeeldne tilfzelde bestemme deres
sum. Det er jo stort set kun de geometriske raekker vi kan bestemme sum
for. Vi vil i de folgende kapitler fylde nogle meget slagkraftige veerktgjer til at
bestemme summer i vores vaerktgjskasse, men lad os her ved andet kapitels
afslutning reflektere over at vi ofte kan estimere konvergente reekkers sum
ud fra fastholdte veerdier i afsnitssummen.

Det er i almindelighed ikke muligt at sige noget om afstanden mellem

en veerdi 1 en konvergent fglge, og denne folges greenseveerdi, selv om man
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allerede ved at folgen konvergerer. Det gaelder ogsa for forholdet mellem en
veerdi sy = SN

n—1 0n 1 en afsnitssum, og denne folges graenseveerdi

s= lim sy = g ay,
N—oo

men ofte kan vi bruge et eller flere af de resultater vi har samlet i Observation
2.13} [2.18] [2.21] og [2.31] til at finde et p > 0 og bevise at |sy — s| < p. Hvis

rackken sé er reel, ved vi derved at s € (sy — p, sy + p), og hvis vi ved at
veelge N stort nok kan fa at p < 5- 107571 si giver det os mulighed for at
bestemme de fgrste k& decimaler af s. Lad os se pa nogle eksempler hvor vi i
alle tilfeelde holder os til N = 50.

Eksempel 2.49. Vi saetter r = % i Eksempel og ser at argumentet der

giver at
oo

1
— <2
n2n —
n=1
er konvergent. Vi bruger et computeralgebrasystem til at beregne
60463469751752265663579884559739219

87230347965792839223946208178339840

som afrundes til 0.69314718055994529. Vi noterer at fordi 300 | —1- er en

S50 =

positiv reekke er dens afsnitssum monotont voksende, s& vi ved nu

o0

1

> —— € (0.69314718055994529, 2].

n2n

n=1

Men vi kan bruge Observation til at komme meget taettere pa. Vi har
jo
i 1 50 1 B 00 i

n2n n2” = n2m

oo

el n2" ved at estimere halesummen

sd vi kan finde et gvre estimat for Z

med start i N = 51. Der har vi jo

00 1 00 1 e
__ o9—51 -n _ =50 . —16
—n < > o =2 > 27 =279 % 8.881784197 - 10
n=51 n=>51 n=0
sa vi far

1
Z —om (0.69314718055994529, 0.69314718055994574)
n=1

og ser dermed at summen afrundes til 0.69314718055995.
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Eksempel 2.50. (2-reekken) Vi viste at Yo% | n=2 var konvergent ved brug
af integralkriteriet, og Observation gav os direkte det gvre estimat

[ee)
Zn <12 / a:*Qda::1*2+[—ac*1]To:1+1:2
1

Igen kan ss5q let beregnes som en eksakt brgk

3121579929551692678469635660835626209661709
1920815367859463099600511526151929560192000

der afrundes til 1.634983900, sa vi ser at

Z n~% e (1.634983900, 2]

Men vi kan bestemme veerdien meget mere preecist ved at benytte Observa-
tion péa halesummen Y oo -, n~2. Her har vi jo

/ 2dz < Z n- < 5172 +/ x 2dx
51

n=>51

[ et = s = g
51% T = xT 51—51

[ee]
» n?e LI A [0.01960, 0.01999]
51°51 ' (51)2 ‘ "

hvor

hvorfor

Derfor far vi

f:n Zn +Zn [1.6447,1.6451]
n=1

n=>51

og at summen afrundes til 1.645.

Eksempel 2.51. (Eksponentialrackken) Det er ikke noget problem for et
computeralgebrasystem at beregne
L
|
= n!
eksakt til

2666905705783137373306341322880702364612402788688346977445977371
981099780700431549793955102131121575625085211901952000000000000
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der afrundes til 2.7182818284590452. Fordi 3 °° /L er en positiv raekke er

n=0 n!

dens afsnitssum monotont voksende, sa det viser med det samme at S % , 2

n=0 n!
er stgrre end eller lig denne veerdi. Som i Eksempel vurderer vi nu pa
1

halesummen ) >° o\ —.
Til det formal bemeerker vi at det er klart at n! > 2™ si snart n > 4,
fordi vi kan vurdere alle tal 2,...,n — 1 ned til 2 og n ned til 4 = 22. Derfor
geelder
=1 1
IEEPIE
n! 2n
n=>51 n=>51
som vi allerede har beregnet til cirka 8.882-10716. Vi kan derfor konkludere

at
o0

1
Z — < 2.7182818284590461
n

n=0

og dermed at summen afrundes til 2.71828182845905.

Eksempel 2.52. (Den alternerende harmoniske sum) Vi ggr som i Eksempel

[2:32] men gar en del leengere. Vi kan beregne sq9 og s50 eksakt til

2179394248109401221881

~ 3099044504245996706400
2117413358024481287753

~ 3099044504245996706400

~ (0.7033

S49

~ (0.6833

850

sa vi kan konkludere at

0 (_1)n+1

E ———— € (0.6633,0.7033)
n

n=1

og dermed at summen afrundes til 0.7. Forskellen mellem de to estimater er

det sidst tilfgjede led —%.

Vi ser at det varierer meget fra raekke til reekke hvor teet vi kan komme
pé at estimere en sum ud fra halvtreds led. Hvis vi i stedet fastholder at vi
skal bruge otte cifre kan vi ved at lgse de uligheder vi benyttede i estimaterne
herover finde de ngdvendige N-veerdier. For de fire raekker vi har set pa giver

det
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Sum Estimat N
1
o 0.69314718 28
n:ln
1
27 1.64493407 | 2000000001
n:ln
1
Z — 2.71828183 28
=0 n.
0 (_1)n+1
0.69314718 | 2000000001
n
n=1

Vi vil senere vise, at de to summer der har samme estimat faktisk er eksakt
ens, og at gvrige ligheder mellem de estimater vi finder her og elementeere

udtryk i vigtige matematiske konstanter ikke er tilfaeldige.

2.5 Opgaver

Opgave 2.1. [Talraekker med positive led]

1) Afggr, om fplgende reekker konvergerer.

1
(n+1)%

WE

S
Il
—

1
+2

M8

ii)

3
Il
A

1
vn+3

2) Vis, at folgende raeekker konvergerer.

WE

iii)

S
Il
—_

S
Il
—

e 10e
[\:Dw‘r—‘ [\:D"‘

i
L

ii)

M8
S|~

iii)

S
Il
—

M8
mw
!

iv)

i
L
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Hvilke af reekkerne kan du bestemme summen for? Angiv summen i disse

tilfaelde.

3) Afgor, om fplgende rackker konvergerer.

e 2

. n°—4
0 nzz (n—1)2(n + 3)2
i) > o

23

iii)

n
n"
n=1

[e.e]

|
iv) n

nn
n=1
[e's)

1
v) Z n(log(n) + 1)

n=1
o 1 n
vi) Z <1 + n)
n=1
Beskriv eksplicit hvilke regneregler og tests, du benytter. Kan du finde

summen for nogen af de konvergente raekker?

Opgave 2.2. [Generaliseret geometriske rackker|

Ved en generaliseret geometrisk rekke vil vi i denne opgave forsta en rackke
pa formen Y > jar™ (a #0).

1) Betragt folgende generaliserede geometriske raekker.
) 14424242 4.
i) 4—-2+3 -4+
i) 2421 —2—-2i4+2+4---

Angiv for hver af reekkerne den tilsvarende veerdi af a og r, nar rackken
opskrives pa formen )7 jar™. Opskriv et eksplicit udtryk for den N’te
afsnitssum, afggr om reekken konvergerer, og bestem i sa fald dens sum.

2) Betragt

)1—z422 -3+
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i) 22 —4z* + 1625 — - .

Angiv for hver af raekkerne den tilsvarende veerdi af a = a(x) og r = r(x),
nar reekken opskrives pa formen > jar™. Afger for hvilke x raekkerne

konvergerer, og bestem et udtryk for summen.

Opgave 2.3. [Summable fejl]

1) Lad ¢ € (0,1) og ¢ € Ry, og lad {z,},cn veere en talfslge sadan at

|Tpt1 — xn| < g™ for alle n € N.

Vis, at |2y, — 2| < c(¢" + ¢"T + - + g™ 1Y) for alle n,m € N med
n < m, og brug dette til at vise, at folgen {x,}, .\ er en Cauchy-folge.

2) Er folgen konvergent? Sammenlign med Eksempel

Opgave 2.4. [En konkret rackke|

1) Vis ved induktion, at

N n_ N+2
227 9N
n=1

for alle N € N.

oo
2) Bestem Z 2% ved brug af 1). Sammenlign resultatet med Eksempel [2.48

n=1

Opgave 2.5. [Alternerende talrsekker|

1) Skitsér i en graf de forste ti-tyve led af afsnitsfglgen for rackken

S
= 2n+1

Vis, ved brug af Leibniz’ test, at raeckken konvergerer. Benyt Observation

2311 til at bestemme et estimat af summen med 5 korrekte decimaler.

2) Afggr for hver af folgende rackker, om raekken er absolut konvergent, be-

tinget konvergent, eller divergent:

= (~1
i Z(nz)

n=1

n
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(="
NG

NE

ii)

i
I

WE

iii) (—1)"sin(n)

n=1

3) Vis at reekken 7 | a, med

142 (=1
N n

Gnp
er alternerende, og at a, gar mod nul. Er reekken konvergent?
Opgave 2.6. [Generelle talrackker|

1) Afger om fplgende raekker konvergerer.

Opgave 2.7. [Ombytning af led|

Betragt den alternerende harmoniske rackke

n

= (-1
z_:l(n)'

1) Beskriv en ombytning af leddene, s& den ombyttede raekke divergerer mod

Q.

2) Beskriv en ombytning af leddene, si den ombyttede raekke har bade 1 og

—1 som fortaetningspunkter.
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3) Findes der en ombytning af leddene, s den ombyttede raekke har preecis

de to veerdier 1 og —1 som forteetningspunkter?

Husk at alle led skal benyttes!

Opgave 2.8. [Linear differensligning|
For fastholdte a,b € C betragter vi den rekursivt definerede talfglge

o =1 Tn, = axp_1+ b,n € N.
1) Beregn de forste 10 folgevaerdier for a = 1/2 og b = 3/2.
2) Bevis formlen
n—1
Tn=0a"+b Z ak
k=0
for alle n € N.
3) Bestem mengden af (a,b) hvor fplgen ovenfor er konvergent.

4) Opskriv en formel for graenseveerdien for alle saidanne (a,b).
Opgave 2.9. [Sammenligning af summer]|

1) Vis at begge de to rackker

= (1) . sin(n)
2 oy 2w

n=2

er konvergente.

2) For bevis for at

= (-1 . sin(n)

2 Tlogtmy? ¥ 2w
[Metode: Start med at bruge et computeralgebrasystem til at finde mate-
matisk uunderbyggede estimater for summerne. Vaelg et peent tal ¢ mellem
disse estimater, og bevis sé stringent at den ene sum er skarpt mindre end

¢ mens den anden sum er skarpt stgrre ved at beregne konkrete afsnit og

vurdere pa fejlene.|
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Opgave 2.10. [Kaedebrokstremstillingen for det gyldne snit|

Definér folgen {a, }nen rekursivt ved a; =1 og

1
fn+l = 1+ay,
for n > 1.
1) Vis at
Ap+1 — an| < % |an — an—1
for n > 2.

2) Vis at {an}nen er en Cauchy-folge [Vink: Brug 1) og Opgave[2.3).

3) Konkludér at folgen er konvergent. Find greenseveerdien og giv mening til

udsagnet

1 1
+Vh L
2 1

1+

1+

1+

1+
1

14+---

1+

Opgave 2.11. [Symmetriske summer|
Nar {a, }nez er en dobbelt uendelig fplge af komplekse tal, ser vi pa den

symmetriske afsnitsfglge

N
SN = Z an, N € Ng
n=—N

o0
n=—oo

Hvis denne fplge konvergerer siger vi at den dobbelt uendelige reekke G,

[e.e]

er konvergent, og skriver “» a,” for greenseveerdien. Bemeerk at der sa

n=—00
geelder
o
~ lim 3
Z “n Ngnoo SN
n=-—00
1) Giv et eksempel pa at Y > a, kan veere konvergent uden at Y 7, a,

er det.
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2) Vis, at hvis Y 7 | an 0g > o” | a—y, begge er konvergente, s er Y > a,

konvergent, og

o0 o0 o
SRR STNEPIE S “
n=—00 n=1 n=1
3) Vis, at hvis Y ° _ |an| er konvergent, s& er Y 7 |a,| og Y oo |a—y]

begge konvergente. Konkluder herfra at (x) geelder i det tilfaselde.
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Kapitel 3
Funktionsfglger og -rackker

Vi vil nu udvide vores undersggelse af talfplger og talrsekker til fglger af

funktioner

f17f27f3a"‘7

og senere til raekker af funktioner

fi+tfot+fa+-,

hvor f,, er reelle eller komplekse funktioner. For ethvert x i definitionsmaeng-
den af alle f,, s er {fn(z)}nen en talfplge hvis konvergensforhold vi kan
undersgge. Dette fgrer til konceptet punktvis konvergens af funktionsfglgen
mod en mulig graensefunktion f. Allerede det fgrste eksempel vil vise, at
egenskaber af en funktionsfglge, fx kontinuitet af alle f,,, ikke ngdvendigvis
overlever graenseovergangen og at f kan veere diskontinuert. Dette leder os
til at se pa alle z samlet og til en definition af en uniform konvergens, som
sikrer, at kontinuitetsbegrebet overlever graenseovergangen (Afsnit .
Da en funktion er kontinuert i x, hvis

f(z) = lim f(a'),

' —x

kan dette resultat ses som et kriterium, som giver tilladelse til ombytning af

to graenseovergange:

. . no_ 1 . /
Hom, Jim Sl = Jom, Jim, F)

105
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Vi vil undersgge i Afsnit under hvilke betingelser det er tilladt, at om-

bytte lim,, .-, og integration

lim [ f, = / lim f,.
n—oo n—o0
og under hvilke betingelser
/
lim f = (nm fn) :
n—oo n—oQ
Fordi bade Riemann-integration og differentiation er givet ved en graense-

proces er problemet af samme natur som det for kontinuitet.

3.1 Konvergens af funktionsfglger

Definition, eksempler og punktvis konvergens

Definition 3.1 (Funktionsfslge). Lad A C C og for alle n € N
fn:A—C.

Vi siger at
flvf?af?n' ..

eller {f,,}nen er en funktionsfolge.

Nogle gange er det vigtigt at holde sig til tilfeeldene hvor A C R og/eller
fn: A — R. Vi gor eksplicit opmaerksom pé det fra gang til gang.

Hvis vi ser pa et fastholdt punkt z, bliver funktionsfglgen til talfglgen
{an}nen med a,, = fi,(x). Det er derfor ofte nyttigt at se pa en funktionsfolge
som en familie af talfslger for hvert x. Dette forer til fglgende konvergensbe-

greb:

Definition 3.2 (Punktvis konvergens). Lad A € C og f, : A — C for alle
n € N. Vi siger {f,}nen konvergerer punktvist mod f : A — C, hvis for alle
xz e A

lim fu() = f(@).

n—o0

Dvs., hvis
Vee AVe >03IN eNVn>N:|f,(z) - f(z)| <e.

Funktionen f kaldes grensefunktionen.
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Néar vi siger, at en funktionsfglge f,, : A’ — C konvergerer punktvist mod
f pi A C A’ mener vi at funktionen betragtet som funktion f, : A — C
konvergerer punktvist mod f: A — C.

Eksempel 3.3 (2" pa R). Lad
fn:R—=R fn(x) = 2"
for alle n € N. Funktionsfglgen er givet ved
x,x,x”, ...

Bemeerk, at 2™ gar mod nul for alle z med |z| < 1, at 2™ er divergent for
|z|] > 1 ogx=—1, 0g at 2" er lig med 1 for x = 1. Derfor er funktionsfglgen
punktvis konvergent pa A = (—1, 1] mod graensefunktionen f : A — R, givet
ved

0 x e (—1,1)

flz) =

1 r=1
Bemeerk, at greensefunktionen ikke er kontinuert, selvom funktionerne i fgl-
gen er kontinuerte. Grafen viser f,, for n = 2,3,4,16,17 samt graensefunk-

tionen f.

For at understrege, hvad vi ser i grafen, betragter vi funktionsfglgen i
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punkterne x = —2, —1, %, 1,2:

{fa(=2)}nen —2,4,-8,16,-32, ...
{fu(=1)}nen ~1,1,-1,1,-1,.
111
{fn(3)Inen TS
{fn(l)}neN 1,1,1,...
)

{f’n(2 }neN 2,4, 8,. ..

Med en enkelt funktionsfglge kan vi altsa generere et hav af interessante

talfglger.
Eksempel 3.4 (2" pa C). Lad
fn:C—C fu(z) =2"

Folgen konvergerer mod nul for alle z med |z| < 1 og divergerer for alle z
med |z| > 1. For x pa cirklen |x| = 1 er det bedst at skrive x pa polarformen
x = €. Talfplgen er kun konvergent for /2 € Z (x = 1) og ellers divergent.
Hvis ¢/27 € Q\Z, er maengden af fortaetningspunkter endelig (med mindst
to elementer); hvis ¥/27 er irrational, er maengden af forteetningspunkter

hele cirklen (jf. Proposition [1.30). f er dermed punktvist konvergent pa
A={zeC:|z|<1}U{l}
med graensefunktion f: A — R givet ved

0 x|z <1
flz) =
1 r=1
Uanset om vi teenker pa f,,(z) = 2™ som definitionen af en kompleks eller
reel funktion, viser eksemplerne, at en funktionsfolge { f,, }nen af kontinuerte
funktioner kan konvergere punktvist mod en diskontinuert graensefunktion
I
Det ovennaevnte feenomen skyldes, at det er vanskeligt at ombytte to
greenseovergange. Vi sa jo i Seetning at en funktion f var kontinuert i
et givet punkt x preecis nar der gaelder

lim f(zn) = f(2)

n—oo
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for alle folger {zy}nen der konvergerer mod punktet x. Bruger vi dette pa
greensefunktionen f af en funktionsfelge { fi,, }men ser vi at den er kontinuert

i x, hvis og kun hvis der for alle {z,, },eN, som konvergerer mod x:

lim lim fp(z,) = lim lim fp(z,). (3.1)

m—r00 N—r00 n—0o0 M—r00

Dvs. hvis og kun hvis vi far lov til at ombytte de to graenseovergange.

Eksempel 3.5. I vores eksempel f,(z) = 2", lad =, = 1—% med lim,,,—yo0 Ty, =
1. Dermed bliver den hgjre side af (3.1]) til

lim lim fp(z,)= lim f,(1)= lim 1=1,
n—00 M—r00 n—oo n—oo

hvorimod for alle m € N

lim f,(zp)= lim z], =0,
n—o0 n—oo

da |z,,| < 1. Dermed er den venstre side af (3.1]) lig med

lim lim f,(zy,) = lim 0=0.

Graenseovergangene ma derfor ikke altid ombyttes.

Uniform konvergens For at forstd, hvorfor greensefunktionen af funk-
tionsfolgen { f, }nen, hvor f,(x) = 2™, ikke er kontinuert, er det bedst, at vi
ser en gang til pa beviset for punktvis konvergens. Lad 0 < z < 1 og € > 0.

Sa er

1
|z" — 0| =2" < ¢ Vn > N := {ogs-‘ (3.2)

Vi ser, at N ikke kun afhaenger af e, men ogsa af x: N = N(z,¢).
Mens talfglgen er konstant (og dermed hurtigst muligt konvergerende)
for x = 1:
N(1,e) =1,

bliver konvergensen langsommere og langsommere (dvs. N stgrre og storre),
jo mere vi neermer os x = 1 nedefra, fordi jo sa logz — 0.
lim N(z,¢e) = oc.
Tz—1—
Da N ikke kan veelges uafhengigt af x, siger vi, at konvergensen ikke er

uniform i z. Det er intuitivt, at dette er grunden til at graensefunktionen
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far en diskontinuitet ved x = 1. Udstyret med dette eksempel, indfgrer vi
nu formelt definitionen uniform konvergens. Som vi senere skal se, sikrer en

uniform konvergent funktionsfglge os, at greensefunktionen er kontinuert.

Vi starter med at definere en sédkaldt norm p& meengden af funktioner

med samme definitionsomrade.

Definition 3.6 (Den uniforme norm (sup-norm)). Lad A C Cog f: A — C.

Sé er den uniforme norm (sup-normen) givet ved

[flloc,a = sup{[f ()], z € A}.
Vi skriver blot || f||c 1 de tilfaelde, hvor A fremgér af konteksten.

I overensstemmelse med konventionen (jf. [EHM| p. 89]) om at sup af en
opad ubegraenset maengde er 0o, skriver vi || f||co = 00 nar f er ubegraenset.
Vi vil se at den uniforme norm er for funktioner, hvad absolutveerdien er for

reelle tal og modulus for komplekse. Specielt opfylder den fglgende:

Lemma 3.7 (Trekantsuligheden). Lad A C C og f : A — C. For alle
f,9:A— C gelder

1f + glloo < [ flloo + [lglloo-
Beuwis. For alle a € A har vi
I(f +9)(a)| = |f(a) + g(a)| < [f(a)| + |g(a)] < [[fllec + l|9lloo-

$& || flco+lgllco €r et overtal for den meengde der har supremum || f+g||o0. O

Uligheden i Lemma [3.7] geelder ogsé hvis f eller g er ubegraenset pa A,

men har der ingen nytte.

Eksempel 3.8 (Begraensede funktioner). f(z) = cosx er en begraenset funk-
tion, da || f|leo = 1. g(x) = —2? er ikke begraenset pa R, da [|g|lco = 00, men

begraenset pa [0, 1], da ||g]|co = 1.
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Lad A C C. Det er ikke sveert at vise ud fra Lemma at meengden af

begreensede funktioner

B(AR):={f: A= R:|flle < o0}

udggr et reelt vektorrum.

P4 samme made som vi bruger absolutveerdi eller modulus til at male
afstanden mellem to reelle eller komplekse tal x og y som |z — y| vil vi bruge

udtryk af formen

If — 9l

til at male afstanden mellem to funktioner f og g.

Nar vi tegner grafer af begge funktioner i det samme koordinatsystem,
s& svarer afstanden mellem funktionerne til den maksimale lodrette afstand
mellem graferne. Hvis ||f — g|loo < €, sé ligger g i "e-bandet omkring f” (og

omvendt). Grafen illustrerer en funktion g, som ligger i e-bandet af f. Her

valgte vi f(z) = 3 + 2z — 2%, g(z) = f(2) + £ cos(50z) og € = 0.1.
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0.8 |
f(x) +e
0.6 1 g(x)
f(x)
0.4 1
fx) —e
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Definition 3.9. Lad A C C og f,, : A — C for alle n € N. En funktionsfglge

{fn}nen konvergerer uniformt mod f: A — C, hvis
Ve>0, INeN, Vn > N: [[fn — flloo <e.

Med andre ord konvergerer funktionsfolgen {f,}nen uniformt mod f, nar
talfolgen {||frn, — flloo fnen konvergerer mod nul. Hvis vi seetter definitionen

af den uniforme norm ind, bliver definitionen til
Ve>0, ANeN, Vn> N, Ve € A: |f(z) — f(z)| <e.

Hvis konvergensen er uniform, s& geelder, at for alle e > 0, findes der et N,
saledes at for alle n > N, ligger f,, i e-bandet af f (se grafen). Det er vigtigt
at papege, at forskellen mellem punktvis konvergens ligger i rackkefglgen af
kvantorerne. For punktvis konvergens skriver vi V3N, hvilket betyder, at
N mé afheenge af 2: N := N(z), mens vi for uniform konvergens skal have
INVz hvilket betyder, at N ikke mé afthsenge af x (parallellen med begrebet
uniform kontinuitet (JEHM, Definition 3.32]) skulle gerne veere tydelig).

Disse overvejelser viser, at uniform konvergens medfgrer punktvis kon-

vergens med samme gransefunktion:

Lemma 3.10. Lad A C C og f, : A — C for alle n € N. Hvis funktionsfolgen
{fn}tnen konvergerer uniformt mod f : A — C, sd konvergerer talfslgen
{fn(a)}nen mod f(a) for alle a € A.

Vi vil nu udvide Cauchys kriterium til uniform konvergens og begynder

med definitionen af Cauchy for funktioner.
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Definition 3.11. Lad A C Cog f,, : A — C for alle n € N. En funktionsfslge
{fn}nen er en Cauchy-folge hvis

Ve > 03N VYn,m > N : | fn — fmlleo <e.

Selve Cauchy-kriteriet vil vi bruge til at bevise det vigtige Weierstrass-
Majorant-kriterium senere hen. Det vil ogsa have betydning for vores studier

af fuldsteendige metriske funktionsrum.

Seetning 3.12 (Cauchy-kriterium for uniform konvergens). Lad A C C og
fn i A— C forallen € N. {fp}nen er uniformt konvergent, hvis og kun hvis
{fn}nen er en Cauchy-folge.

Bewvis. Vi viser fgrst, at uniform konvergens medfgrer Cauchy-egenskaben.
Hvis { fn }nen konvergerer uniformt mod en greensefunktion f, findes der for

alle e > 0 et N, saddan at for alle n > N

”fn - f”oo S

| ™

Ved hjalp af trekantsuligheden ser vi at for alle n,m > N

1= Frallso < 1= Flloo + 1 = Finlloo < 5 + 5 =,

dvs. funktionsfglgen er Cauchy.

Vi viser nu, at Cauchy-egenskaben medfgrer, at konvergensen er uniform.
For alle x € A (dvs. punktvis), er {f,(z)}nen en Cauchy-folge. Cauchy-
kriteriet for talfplger (Seetning medforer, at {f,(z)}nen konvergerer
for alle z € A sa vi kan opna en kandidat f til en graenseveerdi for {f,, }nen

ved at saette
fz) = lim_ f,(z).

Vi vil vise, at fglgen konvergerer uniformt mod f, selv om vi i fgrste omgang
kun ved at den konvergerer punktvist.

Hertil veelges € > 0. Fordi fplgen konvergerer punktvist, findes et M (z),
sadan at der for alle m > M(x) geelder

[fm(z) — f(2)] < e/2.
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Da {fn}nen er en Cauchy-folge, kan vi ogsa finde et N, saddan at for alle
n,m > N og alle z:

[fn(z) = fm(z)| < €/2.
Kombinerer vi de to udsagn, finder vi for et fastholdt x at for alle n > N,
og m > max{N, M(x)}:

[fn(2) = F@)] < |fo(@) = fm(2)[ + [fm(2) = f(2)] <e/24¢/2 =€

Vi brugte M (z) til at etablere uligheden

[fu(z) = f(2)] <e,

men konklusionen afheenger ikke af M (x) og geelder for alle z € A, s& vi har

vist, at for alle ¢ > 0 ogn > N(¢):

1f = fallo < e

O

Bemeerk, at bevisets vigtigste ingrediens var Cauchys kriterium, men at
beviset alligevel kraevede en ny ide. Vi skal bruge resultatet lidt senere, nar
vi ser pa funktionsraekker.

Vores naeste setning viser at uniform konvergens af kontinuerte funk-
tioner fgrer til en kontinuert greensefunktion. Husk, at vi indferte begrebet

uniform konvergens netop for at vise dette resultat.

Saetning 3.13. Lad A C C og f, : A — C veere kontinuerte for alle n € N.

Hvis { fn}nen konvergerer uniformt mod f : A — C, sd er f kontinuert.

Bevis. Lad a € A. Vi skal vise, at f er kontinuert i a € A, dvs., givet £ > 0,
skal vi finde § > 0, saledes at |f(z) — f(a)| < € for alle |z — a| < 4.
Lad € > 0 veere givet. Da konvergensen er uniform, kan vi finde et N,

saledes at ||f — fn|loo < €/3. Fordi fy nu ogsa er kontinuert kan vi finde

et § > 0, sidan at |fy(x) — fn(a)| < /3 for alle |z — a| < J. Ved hjeelp af

trekantsuligheden finder vi

[f(z) = fla)l < [f(2) = fn (@) + [fn(2) — fn(a)| + [fn(a) — f(a)]
<e/3+4+¢/3+¢/3=¢

som er preecis det, vi vil vise. O
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Eksempel 3.14. Fglgende funktionsfglge skal illustrere, at funktioner kan
konvergere til en kontinuert funktion, selvom konvergensen kun er punktvis
(og folgen endda er begreenset) og ikke uniform. Lad f,(x) = na™(1 — x),

som konvergerer punktvist mod nulfunktionen pa [0, 1], da

lim nz"(1—2)=0
n—oo

for alle x € [0, 1]. Konvergensen er ikke uniform, da funktionsveerdien i mak-

simalpunktet x, = 7 er givet ved

Jul@n) = <n:L— 1>n+1

og dermed forbliver udenfor et e-band for alle € < % og stort nok n, da

, n \""T7 1 11
lim = lim i T = = .
n—oo \ n + 1 n—00 (14_5)(14_5)71 l1-e e

jf. Eksempel

Grafen illustrerer situationen med n = 2,6, 12.

Q= NI
. ,
|

N[ =
|

fi12 fe f2

3.2 Integration og afledning af funktionsfglger

Hvis en funktionsfplge bestaende af differentiable/integrable {f,}nen kon-
vergerer, konvergerer si ogsa folgen af de afledede {f] },en og/eller fplgen af
stamfunktionerne { [ f,}nen? Det er et vanskeligt spergsmal som vi nu vil
studere. Fordi vi kun har defineret differentiation og integration for funktio-
ner med definitionsmaengde A C R er det udelukkende det tilfeelde vi ser pa
i dette afsnit.
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Eksempel 3.15 (Stamfunktioner). Lad n > 2. Betragt de kontinuerte funk-
tioner f,, : [0,1] — R givet ved

re o)
h@) = fn-n(a=d) e k)
0 re i

Det ses uden videre, at {f,}nen konvergerer punktvist mod nulfunktionen
f(z) = 0 pa [0,1], idet f,(0) = 0 og fn(x) = 0 s snart x > 2/n, altsa si

snart n > x/2. Stamfunktionen

F,(x) = / fa(t)dt
0
er derimod ikke lig med stamfunktionen af graensefunktionen,
Flz) = / F(t)dt =0,
0

Specielt er ved x = 1: F,,(1) = 1 for alle n > 2, hvorimod F(1) = 0. Vi ser

derfor, at integration og lim,, .~ generelt ikke kan byttes om:

/0 1 <nlifolo fn(t)> dt # lim_ ( /0 ' fn(t)dt>

Graferne illustrerer situationen med n € {3,...,10}.

0.8 1
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Eksemplet viser, at punktvis konvergens af en fglge af kontinuerte funk-
tioner {f,}nen mod en kontinuert funktion f ikke er tilstreekkeligt for at
sikre, at {F),}nen konvergerer mod F'. Fglgende seetning og dens korollar

viser, at uniform konvergens er tilstraeekkeligt.

Seetning 3.16. Lad { f,, }nen vere en funktionsfolge af funktioner f,, : [a,b] —
C der alle er Riemann-integrable. Hvis {f,}nen konvergerer uniformt mod
f, sa@ er f ogsa Riemann-integrabel, og der gelder

b b
lim [ fy(t)dl = / F(t)dt

n—oo
Bewvis. Viseetter I, = f: fn(t)dt og bemaerker at {I, }nen er en Cauchy-folge,
idet trekantsuligheden for integraler (Seetning giver

b b b
Ly L] = / (fn(t)—fm(t))dt'é / Fult) = fun(0)|dt < / 1o flloodt

saledes at
[ Iy — Im| < (b—a)||fn — fmlloo-

Fordi {f,} er Cauchy, idet fglgen er uniformt konvergent, kan vi ggre hgjre-
siden vilkarligt lille ved at gé tilstraekkeligt langt ud i folgen, og dermed er
{I,}nen Cauchy. Vi far fra Cauchys kriterium (for talfglger, Seetning [1.78))
at {I}nen er konvergent, lad os sige med graenseveerdi I € C, og vort maél
er at vise at f er Riemann-integrabel med integral I. Til det formal mé&
vi bruge definitionen, sa vi veelger ¢ > 0 og tager N € N sa der geelder
If — fnlleo < €/(3(b—a)) og |I — In| < €/3. Vi ved at fn er Riemann-

integrabel med integral Iy, s vi kan veelge § > 0 saledes at

<e/3

In = In(&)Ax
=1
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nar finheden af inddelingen er mindre end §. Men sa har vi ogsé

=) f&@)Ax| < |I—In|+|Iv =) fn(&)Az;
=1 i=1

+ Y fn(&)Am =Y f(&) Az
=1 =1

< S5+ N - fE)|A
=1

2e € o
< = Ar; =
= 3+3(b—a); ri=e

O

Korollar 3.17. Lad I C R veere et interval. Lad { f,} veere en funktionsfolge
af lokalt integrable funktioner f : I — C der konvergerer uniformt mod f.

Veelg et ¢ € I. Da giver
Faw)i= [ fatidt F@)i= [ (o

mening for alle x € I, og {Fy,}nen konvergerer punktvist mod F pd I:
i ([ o) = [ (Jm o)

Huvis I er begrenset, er konvergensen ogsa uniform pd I.

for alle x € 1.

Bevis. Antag forst at x > c. Fordi f, er Riemann-integrabel pa interval-
let [c,z] og konvergerer uniformt mod f der, giver Saetning at f er
Riemann-integrabel, saledes at udtrykket for F'(x) giver mening. Saetningen
viser videre at F,,(z) konvergerer mod F'(z). Nar z < ¢ argumenterer vi pa
samme made pa [c, x|, og nar z = c er alle veerdier nul, s& vi har vist at F,
konvergerer punktvist mod F'.

Nu vender vi os mod den uniforme konvergens under den videre antagelse
at I er begreenset. Vi finder derfra a < b s& I C [a,b] og lader & > 0 veere
givet. Fordi konvergensen af {f,}n,en mod f er uniform, kan vi finde et N,
saledes at der for alle n > N og alle t € I geelder

3

50 = falt)] < 5.
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Nu bruger vi trekantsuligheden for integraler (Seetning samt denne ulig-

hed til at estimere differensen. Nar x > ¢ giver dette direkte

dt’

/|f (t)ldt
dt

_/C b—a

|F(2) — Fn(2)| =

C
=¢ <e

b—a ~

og nar x < c opnar vi samme konklusion ved at bytte om pa greenserne.

Dette viser pastanden. ]
Folgen af konstante funktioner f,(z) = % konvergerer uniformt mod
nulfunktionen pa hele R, men stamfunktionerne F,(xz) = ¥ (svarende til

¢ = 0) konvergerer ikke uniformt mod nulfunktionen.

Det er naturligt at gnske, at et lignende resultat skal holde for den afle-
dede, men det er ikke tilfeeldet, som det folgende eksempel viser.

Eksempel 3.18 (Den afledede). Lad {f,}nen med f,(x) = Sm(m) . Folgen
konvergerer uniformt mod nulfunktionen f(z) = 0, hvorimod f@lgen af de
afledede {f] }nen med f),(z) = cos(nx) ikke konvergerer, specielt ikke til den

afledede f’(x) = 0. Grafen illustrerer situationen med n = 10 og ¢ = 0.1.

/2 QA’I \
N0

A

o/a
v,
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cos(nzx)

o}

Hvis vi kreever at de afledede konvergerer uniformt, kan vi dog bruge

Seetning pa {f] }nen og bevise folgende udsagn for {f,}nen. Til den
brug husker vi pé fglgende definition

Definition 3.19. Vi definerer C!([a,b]) som mzngden af funktioner f :
[a,b] — C der er differentiabel i seedvanlig forstand i alle z € (a,b) og

differentiabel fra hgjre i a i den forstand at

lim ——~——" —: f/
x—1>I}11+ r—a / (a)
og fra venstre i b i den forstand at

r—b— r—0b

saledes at den afledede f’: [a,b] — C bliver kontinuert.

Korollar 3.20. Lad {f,}nen vere en funktionsfolge fra C*([a,b]) som kon-
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vergerer i mindst et punkt d € [a,b]:

lim f,(d) =c.

n—oo
Antag at {f] }nen konvergerer uniformt mod en funktion h. Da konvergerer
{fn}nen uniformt mod en differentiabel funktion f og der geelder f' = h.
Specielt konkluderer vi, at der gelder

(hm fn)'z lim [/

n—oo n—o0

med uniform konvergens i begge grenseovergange.

Bevis. Bemeerk, at antagelsen at f, er kontinuert differentiabel betyder, at
fn er differentiabel og at den afledede f] er kontinuert og derfor Riemann-

integrabel. Integralerne .
(@)= | pitya

og

g(z) = /dw h(t)dt

er derfor veldefinerede, og ved infinitesimalregningens hovedsatning (Seet-
ning har vi at ¢ = h. Ved hjalp af Korollar ser vi, at gn(z) kon-
vergerer uniformt mod g(z).

Bemeerk, at g, og f, begge to er stamfunktioner for f/. Vi kan derfor
konkludere ved Lemma at

fo() = gn() + cn,

hvor vi ser at ¢, = f,(d) fordi g,(d) = 0.
Da ¢, konvergerer mod c ifglge antagelsen, finder vi, at f,,(x) konvergerer

uniformt mod f(z) := g(x) + ¢. Specielt geelder f' = h. O

I beviset herover havde vi igen det potentielle problem at vi skal bruge
middelveerdiseetningen til at slutte at en funktion hvis afledede er lig med
nul er ngdt til at veere konstant. Vi lgste det som i beviset for Seetning [1.5

Folgen af konstante funktioner f,(z) = n har selvfplgelig en uniformt
konvergent fplge af afledede, da f/ (z) = 0 for alle n og x, men den konvergerer
ikke selv. Det viser ngdvendigheden af at kraeve punktvis konvergens i et

enkelt punkt for {f,}nen 1 korollaret.
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3.3 Funktionsrackker

Definition 3.21. Lad A C C. Lad {f,}nen veere en funktionsfolge med
fn : A — C. Definer oy := Zivzl fn- Da kaldes funktionsfglgen {on}nen

for (afsnits)funktionsrekken genereret af {fy,}nen 0g betegnes ved
o0
> fala) = fil@) + fala) + -
n=1

Definition 3.22. Funktionsreekken > >° | fn(z) konvergerer punktvist (uni-
formt) hvis afsnitsfunktionsfolgerne {oy, tnen, on(z) = > 5, fr(z), konver-
gerer punktvist (uniformt). Vi kalder graensefunktionen for afsnitsfolgen for

sumfunktionen.

Eksempel 3.23 (Geometrisk rackke). Vores undersggelser (Seetning i
konteksten af talrackker forer umiddelbart til udsagnet at

00
2"
n=0

1

konvergerer punktvist pa [0, 1) mod graensefunktionen =—. For ethvert 6 > 0

er konvergensen uniform pa [0,1 — 4], da
N

I

n=0 -7

for N := Lcl)‘;g(géfg)-‘ , specielt er N uafheengig af x.

Grafen viser afsnitssummerne for N = 3,10 (rgd,bla) sammen med graen-

:CN'H (1 _5)N+1
= <
11—z — )

<e€

sefunktionen 1 samt dens e-band (e = 1).
15 1 J1o(z) f3(x)
10 |
5 1
f(z)+e
0.5 1 = b /()
-5 f<1> — €
_10 is
—15
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Det er nemt at udvide argumentationen til at vise uniform konvergens i

omradet

A={x:|z|<1-6}CC.

Seetning 3.24 (Weierstrass’ Majoranttest). Lad A C C og lad f, : A — C.
Huis | fr(z)] < apn for alle x € A ogn € N og hvis Y2 | an er konvergent,

s konvergerer Y >0 | frn(x) uniformt.
Vi kalder {a,} for en majorantrekke.

Bevis. Lad {sy}nen veere folgen af afsnitssummerne for talfplgen og {0y, }nen
veere folgen af afsnitssummerne for funktionsfelgen. Da | f,(x)| < a, for alle

x ifplge antagelsen, finder vi, at for alle m > n:

m m m
[om = onlloe = Z Jel] < Z [ felloo < Z ag = S$m — Sp- (3.3)
k=n+1 A k=nitl k=n+1

Da {sn}nen er konvergent ifplge antagelsen, er den ogséd Cauchy. Ulighe-
den (3.3) medfgrer nu, at ogsa {o,}nen er en Cauchy-folge i den uniforme
forstand og dermed uniformt konvergent ifglge Seetning [3.12 O

Bemeaerk, at konvergens af

D allss
n=1

medfgrer uniform konvergens af

> fas
n=1

ved blot at seette ap = || fnlloo- Dette kan man taenke pa som en generalisering
af relationen mellem absolut konvergens og konvergens i R eller C.

Weierstrass brugte sin test til at producere eksempler af fglgende art:

Eksempel 3.25 (En Weierstrass-funktion). Reekken
>, sin(n!?z)
2
n=0

har den ledvise majorant a,, = 1/n! pa hele R, og vi ved fra Eksempel

at den tilhgrende raekke er konvergent. Altsa geelder at raekken konvergerer
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uniformt mod en sumfunktion W : R — R. At W er kontinuert ses nu af

Seetning fordi alle de summerede funktioner er kontinuerte.

TR

0.5 1

----T-----------'

|
[
'

Men som figurerne indikerer, er W voldsomt fluktuerende, og Weierstrass
chokerede sin samtids matematikere med at vise at W ikke er differentiabel
i noget = € R, selv om alle de summerede funktioner er vilkarligt ofte diffe-
rentiable. Se [Li, Seetning 12.5.4] for detaljer.

Det sidste eksempel i dette kapitel opforer sig en del paenere.

Eksempel 3.26 (Eksponentialreekken). Lad R > 0. Vi ser forst at funk-

tionsrackken
X n

>
n!

n=0

er uniformt konvergent i regionen
Br:={z€C:|z| <R}

Bemzerk, at for alle z € By geelder
n RTL
n!

xT

n!

Vi sa i Eksempel [2.25] ved brug af kvotienttesten, at

>
nl
= n!
er konvergent, sa vi konkluderer med Sectning [3.24] at funktionsreekken er
uniformt konvergent i regionen Bg. Da R er vilkarligt, er funktionen punktvis

konvergent pa hele C.
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Vi ved kun at konvergensen er uniform pa begreensede maengder, men
vi har alligevel vist at sumfunktionen f(x) er kontinuert opfattet som en
funktion f : C — C, for nar vi skal undersgge kontinuiteten i et fast x € C
veelger vi bare R > |x| og ser at der er uniform konvergens i Bg og dermed
kontinuitet i € Bp.

Hvis vi holder os til at se pa rackken kun defineret pa den reelle akse kan

vi sige mere. Vi har lige vist at afsnitsfglgen

N o n

on(z) = Z %

n=0

konvergerer uniformt pa ethvert interval af formen [—R, R], og vi ser uden

videre at

Det betyder altsa at den afledede afsnitsfglge er en delfglge af den oprindelige
afsnitsfolge, og dermed konvergerer den ogsa uniformt mod f. Vi kan séledes
bruge Korollar til at se at f er differentiabel med f'(z) = f(x). Igen
folger dette pa hele R fra at R er vilkarligt valgt.

Vi kender allerede en funktion der som f har f' = f og f(0) = 1, nemlig

eksponentialfunktionen. Og nu kan vi slutte at f = exp ved at differentiere

( f )’: flexp—exp'f _ fexp—expf _

exp exp? exp?

0

og konkludere at f(x)/exp(x) = ¢ for en passende valgt konstant c. Ved at
indsaette x = 0 ser vi at ¢ = 1.
Vi har saledes vist

o0 n

> = fla) = exp(a)

n=0
for alle z € R, hvilket forklarer reekkens navn. Med x = 1 far vi
1
IEE
n=0

hvilket maske bekraefter en mistanke grundlagt i Eksempel [2.51]
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Vi vil snart se pa hvad vi kan sige ud fra vores viden om at opy(iz)
konvergerer uniformt pa alle intervaller [—R, R] mod f(iz), men vi mangler
lidt mere teori som vi skal udvikle i naeste afsnit. Vi ngjes derfor nu med at
visualisere situationen pa samme méade som i Observation [[.14] og plotter

o1(iz),...,o9(ix). Vi kan fx se pa kurvernes spor,

eller pa deres realdele (til venstre) og imaginaerdele (til hgjre) separat (sam-

men med e'*)

Bemeerk her at da forskellen (iz)™ mellem 0,1 og o, altid er rent reel
eller rent imaginaer, sa falder real- og imaginserdelene sammen parvist. Vi

kan ogsa samle det hele i en 3D-figur:
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Im(oy, (ix))

3.4 Opgaver

Opgave 3.1. [Funktionsfolger|

T

)

Lad, for n € N, funktionen h,, : [0,00) — [0, 00) veere givet ved hy,(z) =

2n

Skitsér pa intervallet [—2,2] grafen for funktionen h, for fire forskellige

veerdier af n.

Bestem talfglgerne {h,(z)}nen for = 0,2 = 3,2 = 1 og x = 2. For
hvilke af disse x er talfglgen konvergent, og hvad er graenseveerdien i sa

fald?

Bestem konvergensomradet for funktionsfglgen, altsa maengden af veerdier
x € R for hvilke {h,(z)}nen konvergerer.

Angiv den funktion h, som folgen {h,}, y konvergerer punktvist imod i

sit konvergensomrade.

Er h kontinuert pa konvergensomradet? Er funktionsfelgen {hy}, o\ uni-

formt konvergent pa konvergensomradet?
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Opgave 3.2. [Konvergens af funktionsfslger|

For n € N lad funktionerne fy,, g,: [0,00) — [0, 00) veere givet ved

1
fo(z) = G_n2+1

gi(z) =2z, gn41(z) = Vgn(z)
1) Skitsér i samme koordinatsystem grafen for f,, for flere forskellige veerdier
af n € N. Ggr det samme for g,.
Vis, at begge funktionsfolger { f},,en, {9n}nen Konvergerer punktvist pa

deres definitionsomrader, og angiv greensefunktionerne f, g.

2) Vis, at funktionsfslgerne { f,.},cn 08 {9n}nen ikke konvergerer uniformt

pé deres respektive definitionsomrader.

3) Lad a € Ry. Vis, at {f,},,cn konvergerer uniformt pa [0, a].

Lad b,c € Ry og antag b < c. Vis, at {gn}, N konvergerer uniformt pa
b, c].

Opgave 3.3. [Funktionsfolger og integration|
Lad f1 : R — [0, 00) veere kontinuert med [*_ fi(z)dz = 1. Vi kan tamnke

pa f1 som teethedsfunktionen for en sandsynlighedsfordeling pa R. Definér,
for ethvert n € N, funktionen f, : R — [0, 00) ved

ful@) = nfi(na). (3.4)
1) Tegn graferne for fi, fo, f3 og fi i det tilfeelde, hvor f; er teethedsfunk-
tionen for standardnormalfordelingen, d.v.s. f1(z) = \/%e_#/z.

I det fglgende er f; igen en vilkarlig kontinuert taethedsfunktion, og f,

defineret som i (3.4)).

2) Vis ved brug af substitution, at

n

Cr@dr= [ p@)ds (3.5)

—a —na
for ethvert a > 0.
Begrund, at funktionen f,, er en kontinuert teethedsfunktion for en sand-
synlighedsfordeling p& R (dvs. er kontinuert og ikke-negativ med [*_ f,(z)dz =
1).
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3) Lad a > 0. Begrund, at

a

7}1_{1010 9 fn(z)de =1.

Vis med udgangspunkt i Seetning at funktionsfolgen {f,.}, o ikke

kan konvergere uniformt mod nulfunktionen pa intervallet [—a, a].

Afggr om fplgen kan konvergere uniformt mod en anden funktion pé dette
interval. [Forslag: Bemeerk at hvis der er en uniform graensefunktion f,
sa ma den opfylde at [, f(x)dx = 1 for alle 0 < o’ < a. Brug [EHM,
Opgave 5.9] sammen med hvad man i gvrigt kan slutte om f til at afgore

om en sadan funktion kan eksistere|.

Opgave 3.4. [Uniform konvergens af funktionsraekker|

I denne opgave bruger vi den konvention at x er reel og z er kompleks.

1) Find omradet hvor fglgende raekker konvergerer punktvist, det vil sige
betragt dem som talraekker for hvert x eller z, og afggr for hvilke veerdier

de konvergerer.

B> (22)"
n=0
ii) ;(—1)%'

Er konvergensen absolut i alle punkter i konvergensomradet?

2) Vis uniform konvergens af reekkerne pa de angivne maengder, hvor vi i ii)

benytter konventionen a® = €'°8(®# som i Opgave .

o0 n

. x o

i) > g pal-11];
n=1
— 1

ii) ZE pa {z € C: Re(z) > p}, hvor p > 1.
n=1

Afggr, om reekken fra ii) er uniformt konvergent pa meengden

{z € C: Re(z) > 1}.
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Opgave 3.5. [Egenskaber af sumfunktion|
I denne opgave betragter vi rackken

> cos(nz)

> =

n=1

for alle z € R og alle p € R.

1) Vis at reekken konvergerer punktvist for alle € R netop nar p > 1.
Vi seetter sP(z) := > 2 cos(nz)n P for alle p > 1 og alle x € R.

2) Vis at sP er kontinuert pa R for alle p > 1.

3) Vis at sP er kontinuert differentiabel (C') pa R for alle p > 2

4) Vis at s” er C2 pa R for alle p > 3.

Opgave 3.6. [Tab af Riemann-integrabilitet ved punktvis konvergens|
Det er kendt fra Analyse 0 (JEHM, Opgave 3.7, 5.24]) at Dirichlets funk-
tion
1 2z€Q

0 z¢Q

ikke er Riemann-integrabel pa intervallet [0,1]. I denne opgave viser vi at

fz) =

f opfattet som en funktion pa [0, 1] er summen for en punktvis konvergent

raekke af Riemann-integrable funktioner pa [0, 1].

1) Vis at der findes en bijektiv afbildning o : N — QN [0, 1]. [Forslag: Benyt
en af metoderne illustreret pa side |89 til at gennemlgbe alle elementer i

No x N i raekkefolge, opstil brokerne, og fjern sa dem der er ugnskede].
2) Vis at funktionen
1 y==2
0 y#=x
er Riemann-integrabel pa [0,1] for ethvert x € R.

3) Vis at 337 | do(n) konvergerer punktvist mod f pa [0, 1].
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Opgave 3.7. [Uniform kontinuitet og uniform konvergens|

For f : R — R betragter vi folgen { f,, }nen givet ved

1
fulx)=f (1: + >
n
1) Vis, at hvis f er kontinuert, sa er {f,}nen punktvis konvergent i R.

2) Vis, at hvis f er uniformt kontinuert, si er { f, }nen uniformt konvergent
iR.

3) Kan udsagnene i 1) og 2) vendes om? For bevis eller giv modeksempler.
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Kapitel 4
Potensraekker

Vi har set, at nar vi betragter den geometriske rackke
o0
> 3"
n=0

som en kompleks funktionsraekke, sa konvergerer den indenfor enhedscirklen
og divergerer udenfor. I dette afsnit skal vi se pa vilkarlige potensrekker, dvs.

funktionsraeekker af formen
o0

g anpx",

n=0

hvor z € C, og vil vise, at konvergensomradet for sddanne raekker har en
seerlig form der kan beskrives med et tal » € [0,00] som vi kalder rack-
kens konvergensradius. Vi viser steerke resultater om summerne af sddanne
reekker, og indfgrer regneregler der giver mulighed for at manipulere med po-
tensrackkerne og bestemme deres sum, navnlig ud fra regler for integration
og differentiation af potensraekker ud fra de kendte regler for monomierne
™.

Teorien giver os mulighed for at tage Taylorpolynomierne “til graensen”
ved at indfgre en seerlig potensraekke hvis koefficienter er valgt sa de passer
med de afledede af en konkret funktion. Det giver os simple raekkebeskri-
velser for de vigtigste funktioner, og nar vi til sidst i kapitlet treeder ud i
de komplekse tal leder det til dybe indsigter om relationen mellem ekspo-
nentialfunktionen pa den ene side, og de trigonometriske funktioner sinus og

cosinus pa den anden.

133
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4.1 Punktvis og uniform konvergens

Konvergensradius Vi starter med at definere, hvad en potensraekke er,

for derefter at undersgge omrader af punktvis og uniform konvergens.

Definition 4.1. Lad {a,}nen, veere en talfplge. Funktionsrackken

o0
E anx"
n=0

kaldes en potensrekke. x kan betragtes enten som en reel eller kompleks

variabel.

Potensreekker er formelt set altid givet ved talfplger {a,}nen, der er

indekseret fra 0 og frem, men vi kan jo se pa
o0
> o
n=N

ved at saette

a():--~=aN_1:0.

Man studerer ogsé mere generelle potensraekker af formen

for et @ € C eller a € R, men som udgangspunkt betragter vi her kun
situationen a = 0, da alle resultater uden problemer kan overfgres dertil med

en variabelsubstitution z — = + a.

Konvergensen af en potensraekke kan beskrives med et enkelt tal r (po-
sitiv, lig med nul eller lig med uendelig), som benaevnes konvergensradien.
Figurerne illustrerer situationen, hvis x € C og x € R. Den efterfolgende

seetning karakteriserer 7.
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Im(z)

divergent

konvergent

Re(z)

divergent konvergent divergent

For at formulere ssetningen bedst muligt indfgrer vi
B, :={zxeC:z| <r}
og repeterer definitionen

B, :={zeC:lz|<r},

135

hvor vi tillader » = 0 og 7 = oo. Her er By, = Bo, = C mens By = 0 og

Bo = {0}.

Lemma 4.2. Antag |z| < |y| med z,y € C, og lad en folge {an}tnen, of

komplekse tal veere givet. Da geelder at hvis folgen {any™ nen, er begrenset,

sd er rekken Y o0 apx™ absolut konvergent.

Bevis. Antag at folgen {a,y" Inen, er begraenset, og lad K € R veere givet

sa |apy™| < K for alle n € Ng. Definer ¢ = |z/y| og bemaerk at ¢ < 1. Vi har

saledes at

|ana”| = lany"™ (x/y)"| < K"
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for alle n € Ng. Da raekken ) > j K¢" er konvergent, geelder det samme for
raekken > >° |apa™|, jf. sammenligningstesten (Seetning [2.17)). O

Seetning 4.3. Lad en folge {an}nen, af komplekse tal vere givet. Da findes

der r € [0,00] sd

(1) Reekken )y > anx™ er konvergent for alle x € By,
(2) Reekken Y > o anx™ er divergent for alle x ¢ B,.
Der geelder videre at

(3) Reekken Y o7 anx™ er absolut konvergent for alle v € B,,

(4) Reekken Y >° o anx™ er uniformt konvergent i By for alle s < r.

Tallet r er tydeligvis entydigt bestemt, og benaevnes konvergensradien
for >, a,z™. Hvis man kun betragter reelle , kan man erstatte B, med
intervallet (—r,7) og B, med [—r,7]. I de ekstreme tilfzelde r = 0 og r = oo

er (—r,r) henholdsvis () og R, mens [—r, 7] er henholdsvis {0} og R.

Bevis. Saet

A= {t € [0, 00)

oo
Z ant™ er konvergent }

n=0

og definer
r=supd

Det er klart at 0 € A, sa r er defineret som en veerdi i [0, co].

Nar |z| < r ved vi at |z| ikke er et overtal for A, og vi kan derfor veelge
te Asd|z] <t <r. Dad 2 a,t" er konvergent ved definitionen af A, er
specielt {a,t"}en begreenset. Det folger derfor af Lemma at Y o0 anx™
er absolut konvergent, og dermed konvergent.

Nér |z| > r, veelges et t s& |x| > ¢ > r. Antag for modstrid at Y 7 ) ana™
konvergerer. Da er {a,z"},en, begreenset, sa derfor mé » 7 jant™ veere
(absolut) konvergent ved Lemma Sa ligger t 1 A, men dette strider mod
at t > r, for r er antaget at veere et overtal for A.

Udsagnet (3) har vi allerede vist som en del af argumentet for (1). For (4)
veelger vi s < 7. For at bevise, at uniform konvergens holder i By, bemaerker
vi, at

lanz™| < lan|s"”,
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for alle z med |z| < sogallen € N.Das<r,er

oo
D lanls®
n=0

konvergent, som vi lige har vist. Vi kan derfor bruge Weierstrass’ Majorant-
test[3:24] til at konkludere, at potensraekken er uniformt konvergent i omradet

B;. O

Det er nemt at komme til at undervurdere den netop viste saetning her, da
resultatet virker sa naturligt og beviset er sa relativt ligefremt (bemaerk dog
at vi er afheengige af kontinuitetsaksiomet bade til at definere r og nar vi gar
fra absolut konvergens til konvergens). Slagkraften i resultatet, og i hele ideen
om konvergensradius, ligger i at vi kan slutte fra viden om konvergensforhold
for Y7 janz™ i et enkelt punkt til at udsige noget om konvergens i en hel
region af den komplekse plan. Ved viat y_ °  a,x{ er konvergent i et zg # 0,
sd méa r > |zo| og dermed er Yo ; a,z" konvergent for alle z med |z| < |xo|.
Ved vi at Y ° jan,xf er divergent i et xp, s& mé r < |zg| og dermed er
Y02 anx™ divergent for alle z med |z| > |z

Her er et slaende eksempel pa denne tankegang:

Eksempel 4.4. Vi saetter ag = 0 og a, = 1/n for n € N. Den tilsvarende

potensraekke

X n

>

n=1 n
er divergent i * = 1 fordi vi der opnar den harmoniske raekke. Derfor er
konvergensradius hgjst 1. Men den er konvergent i * = —1 fordi vi der

opnar den alternerende harmoniske raekke (eller rettere: —1 gange den), sa

konvergensradius er mindst 1, og vi konkluderer direkte at r = 1.

Observation 4.5. Vi er mest interesserede i konvergensradien r som et
skillepunkt mellem konvergens og divergens af rackker, men bemeerker at r

ogsé kan karakteriseres direkte ud fra folgerne {a, 2" },en,. Der geelder
(5) {a,z™} gar mod nul for alle x € B, og gar ikke mod nul for alle = ¢ B,

(6) {anz™} er begreenset for alle x € B, og er ubegreenset for alle z ¢ B,..



138 KAPITEL 4. POTENSRAKKER

Begge udsagn fglger af beviset for Seetning For x € B, ved vi at reek-
ken er konvergent, og derfor ma fglgen ga mod nul, og derfor ma den veere
begraenset. For x ¢ B, forte antagelsen at {a,z"}nen, var begraenset til
modstrid i beviset. S& ma den veere ubegraenset, og gar dermed heller ikke

mod nul.

Eksempel 4.6. Vi ser pa potensrakken » >, fpz™ hvor f, er det n'te
Fibonacci-tal, jf. Eksempel Det er let at se ved induktion at

fo <27

for alle n € Ny, sa der geelder

fa
gn 1

og dermed er {f,z"}nen, begreenset i x = % Det medfgrer ved hjelp af
Observation (6) at r > %, og dermed er rackken konvergent for alle x med

1

Nu opskriver vi variationer af rod- og kvotienttestene (Seetning [2.24] og
2.26]) til brug ved bestemmelse af konvergensradier.

Seetning 4.7. Lad )., a,x" vere en potensrekke med den egenskab at
folgen

{|an‘1/n}n€N
konvergerer. Da er

~1
r= (hm ]anll/n>
n—o0

nar vi bruger konventionen at 071 = 0o og co™! = 0.

Bevis. Vi benytter rodtesten pa den positive raekke > >° o |ana™| og ser
lim (Japz™)Y™ = |z| lim |a,|"/™.
n—oo n—oo

Nar z € C, |z < (limp—oo \an|1/")71, giver rodtesten at > -7, |apz™| er

konvergent og » 7 ja,z™ dermed (absolut) konvergent.

Nar z € C, |z > (limy—o |an\1/”)_1, giver rodtesten at »_°  |a,z"| er
divergent, og af Observation ved vi endda at {a,z" }nen, ikke konverge-
rer mod 0. Ved at sammenligne med Observation [£.5(5) ser vi at r m4 have

samme veerdi som den reciprokke graenseveerdi. O



4.1. PUNKTVIS OG UNIFORM KONVERGENS 139

Det er veerd at bemaerke at vi nu far information ud af rodtesten ogsa i

den situation at greenseveerdien

lim |a,|"/"
n—oo

giver 1. I det tilfeelde ved vi ikke om ) > ay, er konvergent, men vi ved at
Yool o anx™ er konvergent nar |z| < 1 og divergent nar |z| > 1. P& praecis

samme méade viser vi ved appel til kvotienttesten:

Seetning 4.8. Lad Y., ja,z" veere en potensrekke med den egenskab at

an # 0 for n > ng, og at folgen

{‘an+1’/|an|}n2no

konvergerer. Da er
-1
r=(1im (ans1l/lanl))

nér vi bruger konventionen at 071 = 0o og oo™ = 0.

Eksempel 4.9. Lad p € R veere givet. Vi ser pa potensraekken hvor koeffi-
cienterne er givet som ag = 0 og a,, = 1/nP for n € N. S har vi

an4+1 n¥

— 1Iy—p
an, _(n+1)p_(1+”) —1

fordi funktionen x~P er kontinuert i x = 1, og dermed har potensrackken

o n
2
konvergensradius 1.
Bemeaerk at argumentet ogsa geelder for de p € (—oo, 1] hvor vi har set at
den tilsvarende talraekke divergerer. Specielt kan vi ssette p = —1 og indse at

Yoo, nz™ konvergerer for alle € By. Vi kan ogsé saette p = 0 og genfinde

den geometriske rackke.

Eksempel 4.10. Potensrackken ) > %T har konvergensradius oo, da

Un41 _ n! _ 1 o
an (n+1)! n+1

Det folger ogsé fra Eksempel



140 KAPITEL 4. POTENSRAKKER

Potensraekken ) 7 ;nlz™ har konvergensradius 0, da

1!
ang1 _ (n+1) 1 - oo,
an n!

Bemeerk, at rackken (som enhver potensraekke) konvergerer i « = 0 fordi alle

led der er nul.

Eksempel 4.11 (Randpunkter). Det er essentielt at bemaerke, at Seetning
ikke siger noget om konvergensen i punkterne med |z| = r, og vi har
allerede set at den harmoniske potensrackke > 7 | 2™ /n var divergent i x = 1
og konvergent i x = —1.

Der er potensraekker der er divergente overalt pa cirklen |x| = r. Betragt
fx den geometriske raekke, som har konvergensradius » = 1, men hvor intet
punkt med |x| = 1 giver konvergens, fordi jo 2™ ikke gar mod nul for |x| = 1.

Der er ogsé potensrakker der er konvergente overalt pa cirklen |z| = r, fx
potensraekken Y fl—g knyttet til 2-reekken. Nar || = 1 har vi jo |2"/n?| =
n~2 og dermed er fplgen absolut konvergent.

Vi bemeerker at de tre eksempler alle er af formen studeret i Eksempel
Ved at argumentere pa praecis samme made ser vi at der er divergens
overalt for p < 1 og konvergens overalt for p > 1. Abel viste at der er
konvergens pa cirklen |x| = 1 for alle andre x end x = 1 i det harmoniske
tilfeelde p = 1.

Kontinuitet Ud fra vores generelle undersggelser af uniform konvergens
er det oplagt, at greensefunktionen er kontinuert i B,.. Vi skal hurtigt skri-
ve dette ned og bagefter undersgge, hvornar konvergensen kan udvides til

randpunkterne.

Korollar 4.12 (Kontinuitet i det indre). Potensrekkeny > anx™ med kon-
vergensradius r har en sumfunktion i B, som er kontinuert. Specielt er den

kontinuert for reelle x i det abne interval (—r,r).

Bevis. Vi viser kontinuitet i hvert z € B,. Da |z| < r kan vi valge et s,
sadan at || < s < r. Da vi med Saetning 4.3(4) ved, at funktionsreekken er

uniformt konvergent i By, og da alle leddene

N
on(z) = Z anz"”
n=0
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er kontinuerte, ser vi med Seetning at summen ogsa er kontinuert i Bs.
Da x € By, er x et kontinuitetspunkt for sumfunktionen. Beviset er fuldfert,

da x € B, var vilkarligt valgt. O

Vi studerer nu hvad man kan sige om kontinuitet hvis potensraekken

konvergerer i et endepunkt af konvergens-intervallet (—r,r).

Lemma 4.13. Lad ) > a,x™ betegne en potensrekke, og betragt et fast
x € C. For alle m,n € N med n > m gelder da

n n—1
Zakxk = (am+- - +ap)z" + (1 —2x) Z(am+~--—|—ak)xk
k=m k=m

Beuvis. Det er sckvivalent at vise

n n—1
Z apr® + Z (G 4 -+ - + ag)z* !
k=m k=m
n—1
= (am+ -+ ap)x" + Z(am+---+ak)xk.
k=m
I denne ligning repraesenterer begge sider summen af alle ajzng hvorm < j <
¢ < n. P& venstre side summeres leddene med j = ¢ separat og pa hgjre
side leddene med ¢ = n. Da siderne repraesenterer den samme sum gaelder

ligheden. O

Proposition 4.14. Lad Y ,° ;a,z" veere en potensrekke (x € R) med kon-
vergensradius 1, som ogsa er konvergent i x = 1. Da er sumfunktionen f(x)
kontinuert i endepunktet x = 1, dvs.

lim f(z) = f(1).

r—1—

Sdledes er sumfunktionen kontinuert i intervallet (—1,1].

Bewvis. Vi vil vise at afsnitsfunktionsreekken {o, }nen, konvergerer uniformt
pa [0, 1], og gor det (jf. Seetning [3.12)) ved at vise at folgen er Cauchy.
Givet € > 0. At potensrakken er konvergent for x = 1 betyder jo at

>0 o an er konvergent. Dermed er afsnitsfolgen Cauchy, sa der findes N sa



142 KAPITEL 4. POTENSRAKKER

lam + -+ + ap| < € for alle n > m > N. Sa fas ved Lemma for alle

n—1

(am+ - +an)a" + (1—=2) Y (am + -+ ap)z”
k=m

n—1

’am++an|xn+(1_x) |am++ak’xk

IN

IN
Q)
7\
)
3
+
—
|
o
M1
—
8
Eal
N~

< a(x”—i—(l—x)Zxk)

= £

hvor vi i sidste trin har brugt Lemma . Altsé er reekken Cauchy pa [0, 1]
og den har saledes ved Seetning [3.13] en kontinuert sumfunktion dér, som
gnsket. Vi ved allerede fra Korollar at f er kontinuert i (—1,1). O

Vi vil meget snart udvide resultatet til andre konvergensradier end r = 1,
og til konvergens i det andet endepunkt. Det generelle resultat kaldes Abels

seetning.

4.2 Ledvis manipulation af potensrakker

En af de centrale styrker ved potensraekketeorien er at det er nemt at ma-
nipulere med rackkerne ledvist uden at miste kontrol over deres sum og kon-
vergensradius. Det giver stor frihed til at beregne deres summer. Vi starter
blgdt med:

Szetning 4.15 (Ledvis manipulation, del I). Lad > 7, anz™ vere en po-

tensrekke med konvergensradius r og sumfunktion f pa B,.
(1) 307 g cana™, ¢ # 0, har konvergensradius r og sumfunktion cf(x) pd B,

(2) >0 g canx™, ¢ # 0, har konvergensradius r/|c| og sumfunktion f(cx)
pa Byl

(3) >0 an—mz™, m € N, har konvergensradius r og sumfunktion x™ f(x)

p& BT;
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(4) D02y anx™™, m € N, har konvergensradius rl/

™ og sumfunktion f(z™)

pd Brl/mi

Bevis. (1) Da ¢ # 0, er konvergensforholdene for ) >° j apa™ og 7 cana™

de samme (jf. Seetning [2.9)), sd konvergensradius for de to raekker er ens.
Summerne stemmer overens som anfgrt, igen ved brug af en regneregel

fra Seetning [2.9

Omskrivningen
e e} o
E apcx" = E an(cx)"
n=0 n=0

viser at den oprindelige rackke er konvergent i cx hvis og kun hvis den
manipulerede raekke er det i . Vi har specielt at den manipulerede raek-
ke er konvergent for t € [0,r/|c|), fordi der s& geelder |ct| < 7, og den
oprindelige raekke saledes er konvergent i ct. P4 samme made ses at den
manipulerede rackke er divergent for ¢ € (r/|c|, 00). Derfor korresponde-

rer konvergensradierne som anfgrt.

o0 o0 o0
E G = 2™ g x| = 2™ E anx"
n=m n=m n=0

sa nar x # 0 ser vi at de to potensraekker konvergerer samtidig, og beviset
feerdigggres som 1 tilfeeldet .

Det er klart at den at den oprindelige reekke er konvergent i ™ hvis
og kun hvis den manipulerede raekke er det i . Vi har specielt at den
manipulerede raekke er konvergent for ¢t € [0,71/™), fordi der sa gelder
t"™ < r, og den oprindelige reekke saledes er konvergent i ¢"*. Pa samme

l/m’ OO)

méde ses at den manipulerede raekke er divergent for ¢ € (r
Derfor korresponderer konvergensradierne som anfgrt.

O]

Observation 4.16. Man kan bruge manipulationsreglerne “bagleens” efter

lidt overvejelse i tilfeeldene og . En raekke pa formen

o0
n
E bnx",
n=N
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er, som vi allerede har bemeerket, en potensreekke svarende til by = --- =

by—1 = 0. Den har samme konvergensradius som

[ee)
E bn+N$n.
n=0

Og en potensraekke pa formen

[e.o]

§ : Mn
CMnZ )

n=0
er en potensraekke hvis vi definerer ¢, = 0 for alle m der ikke er et multiplum
af M. Denne reekkes konvergensradius er 7/M | hvor r er konvergensradius

for
o0

E cunx”.

n=0
Vi bemeerker at vi nu uden videre kan udvide konklusionen fra Proposi-

tion .14

Szetning 4.17 (Abel). Lad )7 anx™ vere en potensrekke (x € R) med
konvergensradius 0 < r < 00, som ogsd er konvergent i et endepunkt af
intervallet (—r,r). Da er sumfunktionen f(x) kontinuert i endepunktet xg,

dvs.

lim f(z) = f(r)

T—r

nar ro =r, og

lim f(z) = f(-r)

z——rt

nar o = —r.

Bewvis. Potensrackken
oo
E apr™ta™
n=0

har konvergensradius 1 og sum g(z) = f(rz) ifolge Seetning[£.15([2). Hvis den
oprindelige raekke konvergerer i r sa vil den manipulerede raekke konvergere

i1, og vi kan benytte Proposition til at indse

lim f(x) = lim g(z) = g(1) = £(r).

T—=rT r—1—

Potensrackken

oo
Z an(—r)"x"
n=0
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har konvergensradius 1 og sum h(z) = f(—rz) ifglge Seetning [4.15([2). Hvis
den oprindelige raekke konvergerer i —r sa vil den manipulerede rackke kon-
vergere i 1, og vi kan benytte Proposition til at indse
lim f(zx)= lim h(z)=h(1) = f(-r).
z——rt r—1—

O]

Eksempel 4.18. Satning [{.15 giver os en masse muligheder for at ga pa
jagt efter en potensrakke der har en gnsket sum ved at tage udgangspunkt

i summer vi allerede kender. Starter vi med den geometriske rackke

. =l+a+22+22+ 42"+ (4.1)
-z

kan vi bruge med ¢ = —1 til at opna

1
eller med m = 2 til at opné
1
- =1+ +at+ab+ a4 (4.3)
—x

Konvergensradierne er alle 1, sa lighederne geelder for |z| < 1.

Szetning 4.19 (Ledvis manipulation, del IT). Lad >~7° 5 ana™ 0g > o7 bpa”
veere potensrekker med konvergensradius r hhv. s og sumfunktion f hhv. g

pa B, hhv. Bs.

(5) >0 o(an + bp)x™ har konvergensradius mindst min{r, s} og sumfunk-

tion f(l‘) + g(l‘) pa Bmin{r,s};

(6) > 07 gcna™ med ¢y, givet som

n
Cn = Z akbnfk = aObn +oF anb07
k=0

har konvergensradius mindst min{r, s} og sumfunktion f(x)g(x) pd Buin{r.s},

Bevis. Seet t = min{r, s}.

(5) Vived at reckkerne Y 7 j ana™ og > o byz™ konvergerer for alle |z| < t.
Seetning[2.9|giver s& at > 7 (an+by)x™ ogsa konvergerer for alle |z| < t.

Dermed er konvergensradius mindst ¢, og summen er som anfgrt.
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(6) Vi ved fra Seetning [4.3(3) at reckkerne » 7 jan,z™ og Y .o byz™ kon-
vergerer absolut for |z| < t. Derfor kan vi benytte Cauchy-multiplikation

(Korollar [2.47)) og far at produktet konvergerer mod rackken med led

n

Z(akffk)(bn—kwn_k) = (Z akbn—k> " = cp”
k=0

k=0
Dette er netop den angivne potensraekke, og da den konvergerer for alle

|x| < t er konvergensradien mindst t.

0
Eksempel 4.20. Vi kan summere (4.1)) og (4.2) med Seetning og fa
1 1
+——=2+22"+ 22" + 225+ 4 227 -
l—2 14z

fordi leddene for ulige n gar ud med hinanden. Vi har jo

1 1 (+a)+(1-2) 2

1—a:+1—|—x_ 1—-2)1+2) 1-—22

s& vi kan videre bruge Seetning med ¢ = % til at se at

1.2 =142+t 428+ 2?4

it (4.3).
Multiplikationsmetoden i Seetning [4.19|(5) er lidt mere vanskelig at be-
nytte. For at finde en potensrackke der summerer til

11
1-2)2 1-zl-=z

skal vi bruge formlen for ¢, med koefficienterne a,, = b, = 1 overalt. Det

giver selvfglgelig
n n
Cn, :Zakbn—k :ZI =n+1
k=0 k=0

sa vi ender pa

1
e =1+422+32% + 42’ + -+ (n+ D"+
(1—z)?
Vi ved fra ssetningen at konvergensradien her er mindst 1, og det er jo klart

at raekken divergerer i x = 1, sa den er altsa ngdt til at veere praecis 1.
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Ggr vi det samme for

1 1 1

1—22 14zl-—=2

er a, = (—1)" og b, = 1, sa vi far

n

Cn = Zakbnfk - Z(_l)k -
k=0

k=0 1 nlige

0 n ulige

hvilket giver

1

1_x2=1+x2+x4+x6+--'+x2”+-'-

fordi alle led ™ med n ulige forsvinder. Igen mé konvergensradius veere 1.

Det var tredje gang vi fandt en potensraekkefremstilling af 1/(1 — z2),
og vi skal snart vise et entydighedsresultat der forklarer hvorfor vi far den
samme potensreekke uanset hvilken af disse meget forskellige veje vi gar.
Det er meget ofte tilfaeldet at der som her er en stor grad af metodefrihed
nar man forsgger at sammensaette kendte potensraekker til at bestemme en
ukendt.

Eksempel 4.21. Vi ser som i Eksempel [£.6] p4 potensraekken

oo
> faa"
n=0

givet med Fibonacci-tallene, og husker pa at vi ved at konvergensradius r er

mindst 1/2. Vi saetter
s(x) = fo+ fix + foa® + f32® + faxt + o 4 fra" 4
for alle  med |z| < r. Vi far nu fra Ssetning og at
—xs(x) = —foxr — fra® — foxd — faat — o — f_ja" — -

0g

—2%s(x) = —for® — fra® — fort — faa® — o = froa" — -

Alle disse tre potensrackker har konvergensradius r, si vi ser med Seetning

4.19((5]) at deres sum (1 — 2 — 22)s(x) er givet ved potensrackken
g

fo+ (fi—fo)x+(fo—fi—fo)r* + -+ (fn — fuo1 — fao)z" + -
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Men koefficienterne til 2" med n > 2 er jo dermed alle nul ved den defi-
nerende egenskab af Fibonacci-tallene, sa idet fo = 0 og fi = 1 ender vi
med

(1—2z—2Hs(z)=x

for alle z med |z| < r. Dermed har vi bestemt sumfunktionen:

s(z) =

S l—z—2a2

X

i hvert fald for |z| < % hvor vi ved at s er defineret, og hvor vi samtidig ser
at andengradspolynomiet ikke har nogen rgdder saledes at der ikke er risiko

for division med nul.

Nu tager vi hul pa differentiation og integration af potensraekker. Som

seedvanlig kraever vi sa at = skal vaere reel.

Lemma 4.22. Hvis Y ", a,z" er en potensrekke med konvergensradius r,

sd har potensrekken
oo
E nanpT"
n=0

0gsa konvergensradius 7.

Bevis. Lad os kalde konvergensradien for den manipulerede raekke s. Det
folger direkte fra Observation [4.5(5) at s < r fordi |an| < nlay| for alle
n > 1. Malet er at vise r = s, og det vil vi ggre ved at se pa de to raekker pa

Ry. Til dette bemaerker vi at hvis 0 < < y, sa gaelder
{any" }nen, er begraenset = {na,z" }nen, er begreenset (4.4)
Hvis |a,y"| < K, s vil
[nanz"| = nlz/y|"|any"| < nlz/y["K.

For at vise skal vi derfor blot begreense {n|z/y|" }nen,. Og fra Eksempel
[.9ved viat Y0 n(x/y)™ er konvergent, saledes at {n |z/y|" }nen, 0gsi ma
vaere begraenset (folgen gar endda mod nul).
Antager vi nu for modstrid s < r kan vi veelge x,y med s < x < y < r.
Sa er y i konvergensomradet for den oprindelige rackke, og det medfgrer at
{any" }nen, er begreenset. Ved er s& ogsd {nanx"}nen, begreenset, og
dermed kan z ikke ligge udenfor Bs. Dermed opnas den gnskede modstrid.
O
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Szetning 4.23 (Ledvis manipulation, del III). Lad > .2 japx™ veere en po-
tensrekke med konvergensradius r og sumfunktion f pa (—r,r). Da er f

differentiabel i (—r,r), og der gelder

(7) > omo_o(m+1)am12™ har konvergensradius r og sumfunktion f'(x) pa (—
(8) Sopo_y “m=La™ har konvergensradius r og sumfunktion F(z) = [ f(
pa (—r,r).

Observation 4.24. Det er en essentiel del af ssetningen at bemaerke at
sumfunktionen for den oprindelige rackke er differentiabel i (—r, ), der jo er
et abent interval omkring 0 s& snart r > 0. Indholdet af ssetningen huskes

lettest ved
o0 ! oo
(Sonet) =3 toa) = 3
n=0 n=0

0g

x o0
t"dt = t"dt = s
/ 2_an Z / 't =3 g

idet vi s& blot finder udtrykkene ved at differentiere og integrere hvert af
leddene a,x™ for sig, preecis som vi plejer. Seetningen siger ogsa at konver-
gensradius for de ledvist afledede og integrerede udtryk er den samme som
den oprindelige raekkes.

At det er det samme der er udtrykt herover ses ved substitution n = m+1

i (@) ogn=m-11i().

Bevis. Bemaerk, at afsnitsfglgerne

er differentiable funktioner med

N
= g apnz™
n=1

Reekken Y °°  na,z™ ! har samme konvergensradius som > °° | na,z" ved
Saetning , og fra Lemma er denne radius netop r. Det viser at
oy konvergerer uniformt pa [—t¢,t] for alle t < r, og da vi ogsa ved at on er

konvergent i alle punkter i [—¢, t] kan vi bruge Korollar til at konkludere

r,T).
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at f er differentiabel og at oy konvergerer mod f’ p& (—r,r), som gnsket.
Det viser differentiabiliteten af f samt manipulationsreglen ([7)).

For at vise ser vi pa reekken

o0

St
n—+1

n=0

og anvender til at se at den har konvergensradius r fordi den ledvist afle-
dede raekke netop er vores udgangspunkt. Dermed har den en differentiabel
sumfunktion F'(z) i (—r,r) hvis afledede er f(x). Da F(0) = 0 giver det den
gnskede konklusion ved Korollar O

Eksempel 4.25. Vi kan ledvis differentiere den geometriske raekke

1
71_36=1+:13—|—a:2+:c3+'--—|—:c"—|—---

og fa

1
m:1+2x+3w2+~--+(n+1)x"+--~

for || < 1. Det fandt vi ogsa i Eksempel med andre metoder.

Hvis vi i stedet ledvist integrerer far vi noget helt nyt! Det giver jo

_ Lo 13,14 L
log(1 a:)—:c+2x —i—Sx +4x+ +n1:+
som vi oftest benytter i formen
oo xn
log(1+z) = Z(—l)”“z (4.5)
n=1

ved at inddrage Seetning [1.15|(T)) (2).
I punktet x = —% giver (4.5)) uden videre

o0

Det var den sum, vi betragtede i Eksempel
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I punktet x = 1 er raekken lig med den alternerende harmoniske rackke

i (_1)n+1
n=1 n

som konvergerer mod en graensevaerdi ¢ ifglge Leibniztesten. Vi kan derfor

bruge Abels Satning til at konkludere, at sumfunktionen opfylder

lim f(z) = £(1).

r—1—

Bemeerk, at den hgjre side er lig med c og at den venstre side kan regnes ud

som
lim log(1l+ x) =log2,
=1~
da log(1l + x) er kontinuert i x = 1. Det var den sum, vi forsggte med

begreenset held at estimere i Eksempel [2.52] og vi har nu bevist vores tidligere
numeriske observation at de to summer var ens. At det var meget mere
effektivt at approksimere greensen i det indre af konvergensomradet end pé

dets rand er et ofte forekommende faenomen.

Eksempel 4.26. Vi fandt i (4.2) at

1
1+x

og kan indseette 22 heri (formelt ved brug af Setning [4.15([)) og fa

1

1+x2 :1—$2+x4_$6++(_1)n1'2n+

Da vi ved at arctan’(z) = ﬁ og arctan(0) = 0, ser vi at

(=D
arctan(x)zg 5 +1:z2"+1.
n

n=0

Konvergensradien er overalt 1, sd udsagnet geelder for alle z € (—1,1).

4.3 Analytiske funktioner

Vi er indtil videre stgdt lidt sporadisk pa funktioner som fx

1 () 1 T
— exp(x
1- o P 14221 —2—

5 log(1 + z), arctan(z)
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der har vist sig at veere sumfunktioner for en potensraekke i et stgrre eller
mindre omrade omkring 0. Nu vender vi perspektivet og undersgger systema-
tisk om en konkret funktion kan opskrives pa den made. I de mange tilfaclde
hvor en sddan potensraekkefremstilling er mulig finder vi séledes en effektiv

made at studere og beregne den. Lad os indfgre en praktisk sprogbrug:

Definition 4.27. Lad I veere et abent interval der indeholder 0. Vi siger
at f : I — C er analytisk i 0 hvis der findes r > 0 og en potensraekke

Y onr o anx™ saledes at
o0
f(z) = Z anx"
n=0

for alle z € (—r,r).

Det er selviplgelig underforstaet at (—r,r) C I og at r ikke er stgrre end
konvergensradien for > ° ; a,z". Bemeerk at vi ikke kreever at sumfunktio-
nen og f skal veere ens overalt hvor de begge er definerede; kun at de er ens

pa et interval omkring 0.

Eksempel 4.28. Alle polynomier

p(z) = agp + a1z + asx® + -+ + anzN

er analytiske i 0, idet vi har

o0

p(x) = Z anT"

n=0

nar vi fortsetter med a,, = 0 for n > N. Raekken har konvergensradius co.

Vi ser med resultaterne fra sidste afsnit at en funktion der er analytisk i

0 er ngdt til at veere relativt peen:

Seetning 4.29. Givet en potensrekke

o
g anx”
n=0

med konvergensradius v > 0 og sumfunktion f(x). Da er f wvilkarligt ofte
differentiabel i (—r,r), og der geelder
()

n!

Qp =
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Beuvis. Bemeerk, at
f(0) = ao.
Ved hjxlp af Seetning finder vi, at f er differentiabel, og at f’ er

sumfunktionen til
o0
E anpnz™ 1,
n=1

med samme konvergensradius. Ved evaluering i x = 0 finder vi,
f(0)=1-a.
Bruger vi nu Saetning pad> ., a,nz™ ! ser viat f’ er differentiabel,

og f" er sumfunktion for

oo
Z ann(n — 1)z 2,
n=2
og at konvergensradien igen er r. Ved evaluering i x = 0 far vi
f"(0)=2-1-as.

Vi kan nu fortseette med at aflede og evaluere og finder (formelt ved hjaelp

af induktion) at f er vilkarligt ofte differentiabel, og at
F™(0) = nla,.
O

Seetning [£:29] viser, at hvis f er analytisk i 0, s& er den vilkarligt ofte
differentiabel i et interval (—r,7) omkring 0, og at der kun er én made at
potensrakkefremstille den pa. I erkendelse af at denne made er en umiddelbar

generalisering af de velkendte Taylor-polynomier, definerer vi:

Definition 4.30. Lad f : I — C veere defineret pa et abent interval 0 €
I C R, og antag at f er vilkarligt ofte differentiabel i (—r,r) for et » > 0. Vi

siger, at potensraekken
i 170)
= n!

er Taylorreekken for f (i punktet 0).



154 KAPITEL 4. POTENSRAKKER

Vi har saledes opnaet et sprog til at omformulere spgrgsmalet om hvor-
vidt en vilkarligt ofte differentiabel funktion f er analytisk i 0 til spgrgsma-

lene om

e hvorvidt der geelder at Taylorraekken for f har positiv konvergensradius

5> 0, og

e hvorvidt Taylorreekkens sumfunktion stemmer overens med f pa (—r,r)

med 0 < r <s.
At det sidstnaevnte ikke altid er tilfeeldet, viser folgende eksempel.

Eksempel 4.31. Vi ser pa

f:R—=R
givet ved
0 z<0
flx) =
e = > O
1 f(x)
0.8 | E
0.6 | 5
0.4} [
0.2/ ! 5
i e
B 5 10 15



4.3. ANALYTISKE FUNKTIONER 155

og vi pastar at der for alle n geelder at
_1
f(n)(x) = DPn (%) € =
hvor p,(y) er et passende valgt polynomium. Dette ses ved induktion, da
e-t) = _1(lyed 1y(1ye-t
Pn (x)e ¢ - x2pn(;p)e ® +pn(x)(z2)e z
_1
= 22 (a(3) —Ph(3)) ez
Vi har fx p1(y) = v, p2(y) = y* —2¢°, p3(y) = y° —6y° +6y*, og de folgende
polynomier kan bestemmes ved den rekursive formel
Por1(y) = 4 (0a(y) — Pi(y))

men det er underordnet for den videre analyse af f.

Saetter vi ¢, (y) = ypn(y) ser vi
f™ () oz (5)

lim = lim
x—0+ X r—0+

hvor den sidste greenseveerdi er bestemt ved at e¥ gar hurtigere mod uendelig
end et hvilket som helst polynomium, jf. [EHM| Eksempel 2.40]. Dermed har
vi vist at alle f er differentiable fra hejre i 0, med differentialkvotient 0.
Det samme geelder selvfplgelig ogsa fra venstre, sa vi har fundet at f ogsa er

vilkarligt ofte differentiabel i hele R, med
F™(0) =o0.

Taylorraekken for f i punktet nul har dermed sumfunktionen der er kon-
stant nul, og den stemmer ikke overens med f i noget interval (—r,r) fordi

funktionen er skarpt positiv for x > 0.

Der er ingen problemer med funktionen herover i forhold til konvergens-
radius — Taylorreekken konvergerer i hele R af oplagte arsager. Men den

summerer til noget andet end f, som derfor ikke kan veere analytisk i 0.
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Taylors formel Det er oplagt at forsgge at vise at en konkret funktion
er analytisk i 0 ved hjeelp af Taylors seetning med restled (JEHM| Seetning
4.27]). Den giver jo at der mellem x og 0 findes et £ med egenskaben

/ (n—1) (n)
PO 0 O,

flw) = £0)+ 1 SR o

som er det samme som

f(x) =opn1(x) +

hvor o, er afsnitsfglgen for Taylorraekken.
Hvis vi forst antager at x > 0 kan vi ved at indfgre den uniforme norm
se

(n)
@) - ona(@)] < I Not0) (46)

hvor vi benytter den detaljerede notation fra Definition der eksplicit
nzevner hvad vi betragter som funktionens definitionsmaengde. Her ved vi at
2" /n! gar mod nul nar n gar mod uendelig (folgen har endda endelig sum), s&
kan vi finde en made at vise at || f( |oo,(0,z) € begreaenset — eller ikke vokser
alt for hurtigt — s& kan vi bruge til at vise at Taylorraekken konvergerer

mod f i z. Vi kan argumentere pa samme made for x < 0, men far her

(n)
@) = (o) < o0 (4.7)

Det skal bemeerkes at Taylors formel med restled og dermed (4.6)),(4.7))
afhaenger af middelveerdissetningen og saledes ikke gaclder for f der antager
komplekse veerdier. Men sd kan man arbejde separat pa Ref og Imf og

komme i mal pa den made. Fglgende lemma samler alle disse overvejelser:

Lemma 4.32. Lad r > 0 og antag at f : (—r,7) — C er vilkarligt ofte
differentiabel. Hvis der om x € (—r,r) geelder at folgen

1 oo (—lal el | 1n
{ (lebeD
.
neN

konvergerer mod nul, sa er Taylorrekken for f konvergent i x med sum f(x).

Bewvis. Udsagnet gaelder for f der kun antager reelle vaerdier ved at bemaerke

at

1£ oo, 00) < 17 oo, (fol e
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og bruge (4.6)) for z > 0 og bemaerke at
1 Nsoy,0) < 1™ Mooy~ ol fal)

og bruge (4.7) for x < 0.
I det komplekse tilfeelde deler vi op i real- og imagingerdele. Vi har at

Re(f)™ = Re(f™) og at [[Re(f™) oo (o)) < I/ lloo,(—fa Jo1)» 54 denne
funktions Taylorrackke

. Re(£)™ (0
Z:O (fZL! (0)

konvergerer mod Ref i x. Det samme geelder Imf, og dermed ogsa f =
Ref +ilmf. O

Eksempel 4.33. Vi ved at cos er vilkarligt ofte differentiabel, og at dens
afledede cykler periodisk gennem = cos og 4 sin. Mere preecist har vi

/

cos(z) n=4m
—sin(z) n=4m+1
cos™ (z) = (@)
—cos(x) n=4m+2
sin(z) n=4m+3
hvilket sa giver
(
1 n=4m
0 n=4m+1
cos(™(0) =

-1 n=4m+2

0 n=4m+3

Da vi tydeligvis har

| cos™ ||oo = 1

for alle n viser Lemma [1.32] at Taylorreekken konvergerer overalt med sum

cos. Dermed er cos analytisk i 0.
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Vi kan argumentere parallelt med sin, eller blot benytte ledvis differen-
tiation, til at se at sin er analytisk i 0 og har potensrakkefremstillingen
:c—:gl!x?’—i-;f—i—---—i-(;gi):)!x%ﬂ—i----
Eksempel 4.34. Vi ved fra konklusionen i Eksempel at Lemma [4.32
umuligt kan finde anvendelse for funktionen f derfra, idet konklusionen jo er
falsk. Et plot af f(® og f(19 giver en visuel forklaring: selv om funktionerne
er helt flade teet pa nul, s& er der meget store udsving ikke sa langt derfra,

og nar n gar mod uendelig vil udsvingene pa f(™) ske teettere og teettere pa

nul.
4 . 1 14
20,000 | 0
2.10M |
5) (1 ] F10) (.
| M(x) : Y o — :.SU )
0.2 2 04 —0.1 V.l 02 03
—2-10M | R
~20,000 |
—4-10" 1

Nu viser vi den generaliserede binomialssetning, som var en af de mange
ting Newton fandt pa da han var i pandemikaranteene. Vores udgangspunkt

er binomialformlen

hvor jo

m\ m! m(m—1)---(m—n+1)
n)  nl(m-—n) n(n—1)---1 '
Vi indsaetter y = 1 og ser at

oy = () (o () (ot ()

hvor vi bemeerker at hgjresiden er en potensraekke der konvergerer overalt,
da koefficienterne er 0 fra trin m + 1 og fremefter.
Newton indfgrte de generaliserede binomialkoefficienter givet ved

(2) = oo Dl e ) "
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for alle o € R og n € Ny, hvor vi seetter (j) = 1.

Saetning 4.35. For alle « € R\Ng er fo : (—1,1) — R givet ved
fa(z) = (14 2)%,

analytisk © 0. Dens Taylorrekke

(0.9]

> ()

n=0 n

har konvergensradius 1, og konvergerer mod f, overalt i (—1,1).

Bewvis. Vi har
f@) =ala—1)(a—n+1)(1+2)*"

sS4

n! n!

M) ala—1)-(a—n+1)  [(a
n
og dermed er Taylorreekken for f, givet som anfert.
Vi ser at

(n+1)< “ ):O‘(O‘_U“'(O‘_”):(a—n)<o‘> (4.10)

n-+1 n---1 n

sa ved at bruge kvotienttesten og

«
n+1 a—-n a/n—1

= = — —1,n — o0

<a> n+1 1+1/n

n

far vi at konvergensradius er 1. Bemeerk at (g) # 0 netop fordi vi har antaget
at o & Ng.
Vi skriver s, (z) for sumfunktionen i (—1,1) og gnsker at vise f, = Sq.
Nu differentierer vi ledvist og far
oo o0 00
s (x) = ;n<z> 2l = nz:()(n +1) <nj— 1>x" = ;:0(04 —n) (Z)xn

igen ved brug af (4.10)). Vi har ogséa

25 (x) = xin(Z‘)x”—l _ i n<z> o



160 KAPITEL 4. POTENSRAKKER

Samlet set far vi

(1+2)s,(z) = i(a —n) (Z) 2"+ in@‘)ﬂ

n:(;o n=0
> (Z) 2
= asa(a),
og dermed
(5 - oo

= —a(l42) sy (z) + (1 +z) s} ()
= (1+2) ! (—asa(z) + (1 + 2)s,(2))
= 0

saledes at sq(x) = cfa(x) for en konstant c. Ved at indsaette x = 0 ser vi at

c =1, og seetningen er vist. O

Bemaerk at (Z) er de almindelige binomialkoefficienter nar o« € Ng med

n < a,ogat () =0 nar o € Ng med n > «. Newtons formel

(142) = i <Z>x"

n=0
geelder siledes for alle a € R og alle x € (—1,1), men konvergensradius er

uendelig nar o € Ng.

4.4 Entydighed og konsekvenser

Nu er vi klar til at formulere det lovede entydighedsresultat. Beviset har vi

stort set klaret allerede:

Seetning 4.36. Antag at to potensrekker > o7 anz™ og Y o0 bpa™ begge

har konvergensradius mindst r > 0, og at

[o.¢] o0
E anx” = g bna™
n=0 n=0

gelder for alle x € (—r,r); altsd at sumfunktionerne stemmer overens pd

intervallet. Sa er a, = b, for alle n € Ng.
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Bevis. Nar f betegner den faelles sumfunktion fandt vi i Seetning [4.29| at

(n)
GO
n!

Eksempel 4.37. Lad ¢,y € R veere givet som

1++5 1-5
=7 Y=

(konstanten ¢ kaldes “det gyldne snit”) og bemeerk at der geelder
po=-1  p+v=1 o-¢=15
hvilket medfgrer
(z+o)z+) =2+ (p+P)r+pp =2+ —1.

0og

1 1 Y ©
l—pr 1—4oux T4+ z4o
Y+ ) —plz+9)

(z+9)(z+¢)
(v — )
2+x—1

NG
1—x— 22

= Vbs(x)

hvor s(z) er sumfunktionen for potensreekken Y ° | f, 2" knyttet til Fibonacci-
tallene, jf. Eksempel og Vi far alts& at sumfunktionen kan skrives

alternativt som

olw) = \}5 <1 —1s0fv 1 —11,!):6)

for z med |z| < r, med r konvergensradien for > > f,z™. Men hgjresiden

er jo teet knyttet til den geometriske raekke, idet vi har

1 D
-3
1—px o
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for z med |z| < [t = |[¢| ~ 0.61 og

1 [ee]
S
1 -9y =
for  med |z| < [ 7! = |¢| ~ 1.61. Vi ser herfra at

o0 o0 1
foa" = s(x) = )  —=(" —y")a"

for alle z med |z| < %, sa Korollar m giver at koefficienterne er ens, altsa

at

1 n n
fn:%(ﬁp —!ﬁ)

Denne lukkede formel for Fibonacci-tallene er kendt som Binets formel.

Bemerk at analysen her ogsé giver den eksakte konvergensradius af
>0 o fax™. Den er [p] = ¢! fordi

ft1 _ @t — gt _ e —p(@/p)" S

In " —Yn L— (/)"

nar n — oo.

Man kan systematisk analysere alle potensraekker hvis sumfunktioner er
givet som en kvotient af to polynomier pa denne made ved hjalp af teorien
for partialbrgker, og man kan vise at konvergensradius altid er den reciprokke
absolutveerdi af den stgrste rod i polynomiet i nsevneren, forudsat at denne

ikke er rod i teelleren. Vi afstar fra at beskrive dette naermere.

Den komplekse eksponentialfunktion Taylorreekkerne har hjulpet os
til at lokalisere potensraekkefremstillinger for vigtige funktioner som exp(z),
sin(z), cos(x) for reelle z, men kun for reelle x, fordi vi undervejs trak pa
differentiabilitetsresultater der kun er til vores radighed der. Men vi ved jo at
disse potensraekker konvergerer for alle komplekse tal med modulus strengt

mindre end konvergensradien (som er oo for de tre funktioner), si nu kan vi
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uden videre udvide exp, sin, cos til funktioner defineret péa hele C ved

exp(z) := Z %x"
n=0
oo _1)"
cos(xz) := Z ((2n;! "
n=0
. D" o
sin(x) = nzo (2(71_’_)1)!x2 +

Dermed far vi:

Seetning 4.38 (De Moivre). For alle x € C geelder
exp(ix) = cos(z) + isin(x)

Bevis. Vi sammenligner koefficienterne i de to potensraekker péa hver side af

lighedstegnet. Til venstre har vi koefficienterne

n!
og til hgjre har vi
(_1)n/2
n!
nar n er lige, og
—1)(n—1)/2
1)
n!

nar n er ulige. Og det er jo preecis det samme i alle tilfeelde, jf. Eksempel

11.69 O

Da vi i Definition satte €® = cos(z) + isin(x) for reelle z gav vi
blot et praktisk navn for de komplekse tal med modulus 1. Men nu har
vi retfeerdiggjort brugen af symbolet “e” og den underliggende reference til
eksponentialfunktionen, ved at sammenligne funktionernes potensraekker.

Vi far ogsa at den udvidede eksponentialfunktion opfylder den ssedvanlige

funktionalligning:

Saetning 4.39. For alle x,y € C geelder

exp(z +y) = exp(r) exp(y).
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Bevis. Vi regner

|
=0 n:
o n
1 N\ k n—k
=X ()
n=0 k=

hvor vi i midterste trin brugte binomialformlen (4.8). Men vi ved ogsa at
> o % 0g >0, %7,1 er absolut konvergente, sa vi kan bruge Korollar W
til at fortseette

som gnsket. O

Korollar 4.40. For alle a,b € R geelder
exp(a + ib) = e*(cosb + isinb)

Bevis. Udsagnet er selviglgelig sandt for b = 0, og vi har netop bevist det i
Seetning [£.38 for a = 0. Det generelle udsagn folger af

exp(a + ib) = exp(a) exp(ib) = e*(cosb + isinb)
ved brug af Seetning .39 O

Vi behgver nu ikke leengere at skelne mellem e® defineret som i Definition
1.11{ og exp(z) defineret med potensraekker, og vil herfra bruge den notation

der er mest leeselig i ssmmenhaengen. Pa falderebet noterer vi:

Korollar 4.41 (Eulers formler). For alle z € C geelder

eiaz + efi:(:
cos(z) = —

o
g eiac o e—ia:
sin(x) = 5;
i
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Bewvis. Vi har allerede set at
' = cos(x) + isin(z)

for alle komplekse x, og det fglger af potensraekkefremstillingerne at

‘ 00 _1)» . 0o _1)» . ‘
sin(—z) = nz:;] (2(n+)1)!(_$)2 +1 _ _72(2(71131)!562 = _sin(z)

og

o
@)
BN
|
=
I
(]2
/\/—\
| |
S|
==
|
)
S~—
(&)
3
Il
(]2
/_\/\
o |
S|~
S— | —
8
[\~
3
I
o
@)
BN
2

ogsa udenfor R. Det viser
e = cos(x) — isin(x)
og dermed
e 4 e = 2cos(x)

og

e — e = 2jsin(x)

4.5 Opgaver

Opgave 4.1. [Repetition af Taylorpolynomier|
Opskriv (gerne med computer) Taylorpolynomiet udviklet til grad 10

omkring x = 0 for hver af funktionerne
i) sin(x)
. 1
i) 1—2z

iii) log(1 + z)

iv) arctan(x)
Opgave 4.2. [Konvergensradier uden arbejde|

1) Lad {an}nen, veere en aftagende reel talfplge der konvergerer mod nul.

Vis at konvergensradien for potensrackken » > ;a,z™ er mindst 1.
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2) Lad ) 07, by veere betinget konvergent. Vis at konvergensradien for po-

tensreekken » 7 ) by er netop 1.

Opgave 4.3. [Genkendelse af potensraekker|
Bestem om hver af folgende raekker er en potensraekke, og bestem kon-

vergensradien hvis den er.

) Sova(3)

) x—2)"
vi) Z( n!)

n=0
Opgave 4.4. [Manipulation af potensrsekker|

I denne opgave tager vi udgangspunkt i de tre kendte resultater

1

: = 14+ +23 4+ +a2"+.-. re(-1,1)
—x
1
2 3 n
x  _ r T E
et = 1—|—a:+2!+3!—|- +n!+ z € R.

Alle opgaver kan lgses udelukkende ved at manipulere disse tre potensreekker

og benytte vores viden om deres sum.

1) Bestem potensrackker hvis sum stemmer overens med funktionerne
1414
P
1—1ix
ii)

T

l1—=z
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i) 1
H 1+ 2z + 22

pa intervallet (—1,1). Stemmer de overens pé stgrre maengder ogsa?

2) Bestem summen af potensrackkerne
11 2 22 23 on—1
) S tp o2 3% 4y 2
i) 2+2l‘+3!l‘ TR +5!$ + +(n+1)!l’ +
i) 224223 +22° + 22" 4+ -+ (1 — (=1)")z" + - -
iii) 1+ 2222 4+ 2%2* + 2625 + ... + max{0, (-2)"}2" + - -

iv) x+x2+2x3+2x4+3x5+3x6+---+{g]x’urm

pa intervallet (—1/2,1/2). Stemmer summen overens pa stgrre meengder

ogsa?

Opgave 4.5. [Bessels funktion|
Lad « € N og definér Bessels funktion J,: R — R ved

— c- (_1)71 2n+a
Jo () = ZO 22ntap] (n + a)!z

1) Bestem konvergensradius r for Bessels funktion.

2) Vis, at J,, er en lgsning til differentialligningen

0? 0
$287;;+x£+(x2—a2)y:0

Opgave 4.6. [To potensrzekker|
Betragt raekken

o0
ZQ(n—i— 12?2 €R
n=0
1) Bestem konvergensomradet for ovenstaende raekke.

2) Lad f betegne sumfunktionen i konvergensomradet, og definér

ota) = [ty

Bestem Taylorraekken i 0 for g.

3) Angiv en forskrift for f og g.
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Opgave 4.7. [En formel for «|

1) Brug Eksempel sammen med Abels saetning til at vise, at

i 4( 1 n+1
ot 2n —1
2) Vis, at

Z* ~log( )—i—z%.

Opgave 4.8. [Analyticitet i 0]

I opgaven her ser vi pa funktionerne givet ved udtryk
i) cos(z?) —1
i) |z — 3]

i) log(2 +z),z > —2

iv) / et dt
0

sin(x) £ 40
V) T

1 =0
vi) /||

0 <0

vii)
er T 2 >0

[Obs: I opgave 1)-3) kan man spare meget tid ved at tage udgangspunkt i

kendte Taylorrsekker og manipulere dem.|

1) Vis at udtryk i)-v) definerer funktioner der alle er analytiske i 0.
2) Opskriv Taylorraekkerne for funktionerne defineret i i)-v).

3) Find konvergensradierne for Taylorrackkerne fra 2) og find det stgrst mu-

lige 7 s& funktionen og Taylorreekken stemmer overens pa (—r, 7).

4) Vis at udtryk vi)-vii) definerer funktioner der ikke er analytiske i 0.
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Opgave 4.9. [Den generaliserede binomialformel|

()= ()

for alle k,n € N og udled fra den generaliserede binomialformel at

1) Vis at

1 /n+k—1 n
n=0
nar k € N.
2) Vis at

()= () C)

for alle n € N og udled fra den generaliserede binomialformel at
1 /20 fx\n
— —Z<n> (1) wecrm
n=0

3) Find Taylorraekken for arcsin og vis at den konvergerer mod arcsin i
(—1,1). [Vink: Hvad er arcsin’?]
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Kapitel 5

Fourierrasekker

5.1 Introduktion

Udgangspunkt Grundresultatet fra vores undersggelse af potensraekker

var, at enhver potensrsekke
oo
5
n=0
(teenk x € C) har en konvergensradius r € [0, 00|, sddan at rackken divergerer

for alle  uden for radien (|| > r), mens raeckken konvergerer for alle x inden

for radien (|z| < 7).
Im(z)

divergent

konvergent r

Situationen er noget mere kompliceret for x, som ligger ngjagtig pa kon-
vergenscirklen (|z| = r), og vi har nogle gange kun forméet at se pa nogle
enkelte tal pa cirklen. For bedre at kunne forstd denne situation, antager vi

r = 1. Pa sadan en cirkel kan alle punkter x skrives som z = cos ¢ +isin?d =

171
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e for et ¥ € [—m,m) (eller faktisk ¢ € R). Nu begraenser vi potensrakken

til disse veerdier ved at erstatte z med e’ og far derved funktionsraekken

00
2 :aneznﬂ'
n=0

Bemeerk, at denne funktionsraekke har e, (9) = ™ i stedet for monomierne.

Da alle ¢’ er periodiske med periode 27, dvs.
en(ﬁ + 27T) _ ein(ﬁ-ﬁ-?n’) _ einﬁ . ein27r _ einﬂ _ €n(19), (5.1)

er deres sum (og dermed afsnitsfplgerne samt den potentielle sumfunktion),
2m-periodisk.

Emnet Fourierrsekker beskeeftiger sig med konvergens af sddanne raek-
ker og mere generelle trigonometriske rackker, hvor vi ogsé inddrager e,

hvilket fgrer til udtryk af formen

[e.e]

Z e

Opbygning Vi begynder denne del af kurset med at definere trigonome-
triske rackker og udlede deres grundlaeggende egenskaber (Afsnit . Bagef-
ter fremleegger vi strukturen af vektorrummet af 27w-periodiske funktioner og
definerer et indre produkt (-, -) pa rummet (Afsnit[5.3). Rummet er uendelig-
dimensionelt, men ud fra vores viden fra lineser algebra har vi et godt grund-
lag for at kunne forsté, at funktionerne e, skal betragtes som en basis for

rummet, og at vi skal forvente

o0

f=>Y (fenen

n=—0oo

Mere eksplicit leerer vi den hgjre side at kende som Fourierrekken

o0

Z Ck(f)eiw

n=—00
for f, hvor ¢k (f) := (f, ex) (Afsnit . Vi diskuterer den vigtige lighed, der
findes mellem summen af kvadraterne af Fourierkoefficienterne og funktio-
nens norm (Parsevals identitet). Til sidst analyserer vi punktvis konvergens
mod dens forventede sumfunktion f (Afsnit og uniform konvergens (Af-

snit
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Opsummering [ vores undersggelser skal vi opdage, at Fourierrsekkerne
er for 2m-periodiske funktioner, hvad Taylorrackker er for analytiske funk-
tioner, og at den Fourierteoretiske analogi til polynomier er trigonometriske

polynomier og det samme for potensrackker og trigonometriske rackker:

analytisk periodisk

polynomier trigonometriske polynomier

potensrakker | trigonometriske raekker

Taylorrackker | Fourierraekker

Vi vaelger at fremlaegge teorien bag Fourierraekker ved hjeelp af €V, da
den derved opnar sin mest elegante form. I kraft af de Moivres formel e?’ =
cos ¥ + isin omskrives rackkerne ofte til cosinus- og sinusrakker, nar vi
skal illustrere eksempler. Fourierrackker, og mere generelt, Fourieranalyse er
vigtigt bade i abstrakt matematik (harmonisk analyse), anvendt matematik

(signalbehandling) og fysik (kvanteteori).

5.2 Periodiske funktioner, trigonometriske raekker

I dette afsnit definerer vi periodiske funktioner, trigonometriske polynomier
og trigonometriske reekker samt praesenterer vigtige eksempler og udleder

grundleeggende egenskaber.

Periodiske funktioner Vi skifter fra o til z ifplge vores konvention (se
lige efter Definition [1.10]), da vi ikke gnsker at fokusere entydigt pa variablen

som en vinkel.

Definition 5.1 (Periodisk funktion). En funktion f : R — C er 27-periodisk,
hvis f(xz + 27) = f(z) for alle z € R.

Nar vi taler om konkrete 2m-periodiske funktioner, sa er det tilstraekkeligt
at definere dem pa et interval [a,a + 27). Vi veelger ofte a = —m, dvs.

intervallet [—m, ).

Definition 5.2 (Lige og ulige). En funktion kaldes lige, hvis f(—z) = f(x)
for alle © € R og ulige, hvis f(—xz) = —f(x).
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Eksempel 5.3 (Cosinus, sinus og den komplekse eksponentialfunktion).

cos kx og sin kx er de mest velkendte 2w-periodiske funktioner, da
cos k(z + 2m) = cos(kx + k2m) = cos kx
sin k(x 4 27) = sin(kx + k27) = sin kx.
Faktisk er perioden 27 /k og cosinus er lige mens sinus er ulige:
cos kx = cos(—kx).
sin kx = —sin(—kzx).

Graferne viser situationen for k = 1,2 i intervallet [—27, 27|, dvs. vi ser to

perioder for tilfzeldet k = 1, og fire perioder for k = 2:

COST

cos(2x)
cos(3x)

X

Vi kan ydermere fortolke graferne som real- og imagineerdel af e?**, da

ved de Moivre
% — coskx + isin kz.
2m-periodiciteten

eik(ac+27r) _ eikx

folger umiddelbart fra periodiciteten af cosinus og sinus, eller fra (5.1]). Be-

meerk, at e'* hverken er lige eller ulige.
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Undersggelse af Fourierraekker er ofte integraltungt. Vi bemeerker derfor

den ofte brugte observation, at for £ € N\{0}:

/_7r eikzdx _ [_;eikx:| - _ %Z((em)k o (€—i7r)k:) =0
ved brug af Lemma [I.13] og observationen

M =—1=e "

iy i T
/ eV dy = / ldx =27
—Tr —TT

Vi noterer dette effektivt som

mens

/ eikzd.%' = 27T(5k70, (5.2)

—T
hvor Kroneckers delta d,,,, er defineret sadan, at d,,,, = 0, hvis m # n, og

Omm =1 hvis m =n.
Eksempel 5.4 (Absolutveerdifunktion). Betragt funktionen givet ved
abs(z) = |z|

i intervallet [—7,7) og udvidet periodisk til hele R, sddan at abs(z + 27) =

abs(z) for all z € R. Graferne viser definitionsperioden og dens periodiske

fortseettelse.
\/\/W h
+ + + v + t t X
—15 —10 -5 5 10 15

Eksempel 5.5 (Fortegnsfunktion). Vi ser ogsa pa fortegnsfunktionen med
definitionsperioden

sgn(z) = —1 z € (—m,0)
sgn(z) =1 z € (0,m)
sgn(0) = sign(—m) =0

og periodisk fortsattelse. Graferne viser definitionsperioden og dens perio-

diske fortsaettelse.
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sgn x

*-———0—0——0—0— 06— —0—0—0

—15 —10 -5 5 10 15

— 1 —
T

Bemeerk, at sgn er den afledte af abs i alle punkter, hvor abs er differen-
tiabel. I de resterende punkter z = nm,n € Z er sgn(z) sat til nul, hvilket
er gennemsnittet af f+(nm) :=lim, ..+ f(z) og f~ (n7) = lim,_,,— f(2),

hvor f = sgn.

sign og abs er et karakteristisk par af eksempler i Fourierrackkernes ana-
lyse. Mere generelt skal vi senere se pa stykkevist kontinuerte funktioner og

deres integraler.

Trigonometriske polynomier Analogt til polynomier, som er endelige
linearkombinationer af monomier (dvs. potenser ™), er trigonometriske po-

lynomier endelige linearkombinationer af e?**,

Definition 5.6 (Trigonometrisk polynomium). Lad c_y, ..., cx veere kom-

plekse tal. Det tilhgrende trigonometriske polynomium er givet ved

N .
()= ) e (5.3)
k=—N

Vi siger, at 7 har grad N hvis ¢y # 0 eller c_n # 0.

Lemma 5.7 (Cosinus-sinus form). Det trigonometriske polynomium

N
n(T) == Z et
k=—N
er lig med
a N
50 + Z (ay cos(kx) + by sin(kz)) , (5.4)
k=1
hvor ag, a1, ...an 0g by,..., by er komplekse tal givet ved
ar = cg+c_g, ke{0,1,...,N}

b, = i(ck—c_k), k‘E{l,...,N}
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Bevis. Vi bruger de Moivres formel (Definition [1.10, Seetning [4.38)) til at

omskrive 7y til:

N

~(z) = Z cx(cos kz + isin kx).
k=N

Den hgjre side af ((5.4) er lig med

N N
co—i—ch(cosk:z—i-isinkx —I—Zc k(cos(—kx) + isin(—kx))
k=1 k=1
N
=co+ Z cp(coskx + isinkx) + Z c_k(coskx —isinkz),
k=1 k=1

da cosinus er lige og sinus ulige. Udsagnet fglger, da den sidste formel kan

omskrives til
co—i-z (cr +c—k) coskx—i—z (cp — c—p)sinkz.

O

Observation 5.8. Hvis vi kender a- og b-veerdierne kan c-vaerdierne bestem-

mes som
ao
cCo —= 5
1
C, = i(ak—ibk), ]{26{1,...,]\7}
1
c_p = §(ak+ibk), kE{l,...,N}

Vores konvention om at ag = 2¢q er standard, og gor det ofte muligt at regne
pa ag pa samme made som a, med n > 0. Bemeerk at der ikke er noget der

hedder bg!

Da trigonometriske polynomier er endelige linearkombinationer af 27-
periodiske funktioner, er de selvfglgelig ogsé 2m-periodiske. Det fplgende ek-
sempel kommer vi til at se igen og igen, specielt i vores undersggelse af

punktvis konvergens.
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Eksempel 5.9 (Dirichlets kerne). Dirichlets kerne af grad N er det trigo-
nometriske polynomium givet ved
N .
Dy (x) := Z ek,

k=—N

Da ¢y, er lig med 1 for alle k med |k| < N, finder vi ved hjelp af Lemma
for alle k € {0,...,N}: ap =2 og for alle k € {1,...,N}: by =0, dvs.
N
Dy(z)=1+2 Zcos(k:r).

k=1

Vi bemaerker fglgende:
e Dirichlets kerner antager kun reelle veerdier
e Dirichlets kerner er lige funktioner

e Ved (j5.2) har Dirichlets kerner fglgende integral:

N N

Dn(t)dt= Y / ek dy = 27610 = 27
- k=—N“"T k=—N

Her er Dy plottet for N = 1,2,3,4 i intervallet [—7, 7], og [—37, 37] for at

illustrere periodiciteten.
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Da vi udelukkende ser pa 2m-periodiske funktioner, vil vi ofte kun plotte
funktioner i intervallet [—7, 7].

Graferne motiverer os til at bevise folgende udsagn, som vi far gavn af

senere hen.

Lemma 5.10 (Dirichlets kerne). Dirichlets kerner opfylder folgende formel

sin Dy
D) (iﬁéf) )

)

for alle x & 2nZ.
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Beuvis. For at kunne se at ligheden er sand, beregner vi

N N

(eiz N 1)DN(1') _ Z ei(k-l-l)x _ Z etk _ ei(N—l—l)m _ 6—1’sz
k=—N k=—N

da resten af leddene i de to summer gar ud med hinanden. Ganger vi begge
sider med e ™% finder vi
(61% N eii%)DN(l‘) _ 61’(N+%):13 _ efi(N+%)z’

hvilket er sekvivalent med udsagnet pa grund af de Moivres formel. O

Trigonometriske raekker Vi udvider nu begrebet trigonometrisk polyno-
mium til trigonometrisk rackke, helt i analogi med det skridt vi foretog, da

vi udvidede begrebet polynomium til potensrackke.

Definition 5.11 (Trigonometrisk rackke). Lad ¢ € C for alle k& € Z. Den

tilhgrende trigonometriske rekke er givet ved
o
co + Z(ckelkx + c,ke*”“”).
k=1

Det er kutyme at skrive

i stedet. Afsnitssummerne 7y (z) af denne raekke er givet ved (5.3)).

Folgende lemma er en direkte konsekvens af Lemma anvendt pa af-

snitssummerne.

Lemma 5.12. Den trigonometriske rekke
0o
Z ckeikm
k=—o00
er lig med funktionsrekken
a >
) + ; (ay cos(kx) + by sin(kzx))

for 2co = ag, cp + c—p = ag,i(cky — c—x) = b, k € Np.
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Ved hjelp af Weierstrass’ Majoranttest (Seetning [3.24) far vi et forste

konvergenskriterium for trigonometriske raekker.

Seetning 5.13 (Uniform konvergens af trigonometriske raekker). Huvis

o
D la

k=—o00

er konvergent, si ery po cre€™™® uniformt konvergent med kontinuert sum-

funktion.

Bevis. Da |e7**?| = 1, geelder det at
|Ckeikz +C_ke—ikz| < |Ckeik:;t| + |C_ke—ik;t| — ‘Ck| + |C—k|7

hvor vi har brugt trekantsuligheden. Da ) 2 x| er konvergent ifplge
antagelsen, er den trigonometriske rackke uniformt konvergent ifslge Wei-
erstrass’ majoranttest (Seetning . Afsnitssummerne er trigonometriske
polynomier og derfor kontinuerte. Da konvergensen er uniform, er sumfunk-

tionen kontinuert ifplge Seetning [3.13] O

Observation 5.14. Vores konvention om at summere veerdier indiceret over
Z ved hjeelp af symmetriske afsnit er lige hvad der skal til nar vi summerer
trigonometriske funktioner, men nar man ger det samme for at summere tal
— fx nar man ser pa funktionerne i et punkt, eller summerer koefficienter —

skal man holde tungen lige i munden. Vi har jo simpelthen sat

00 N
E ar := lim E a
k N—o0 F
k=—N

k=—o0

hvilket fx giver konvergensen

oo
S ko
k=—00
selv om Y ., k selviplgelig er divergent.
Det hjeelper hvis vi antager at alle ay er ikke-negative tal. At den sym-
metriske afsnitssum Ziv:_ ~ @k konvergerer, hvor alle leddene er positive, er
jo det samme som at > ;o (ay + a_i) er konvergent, eller at > 72, a; og

> poy a—k| er konvergente hver for sig (jf. Seetning [2.39).
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Eksempel 5.15 (Absolutveerdifunktion). Betragt den trigonometriske reaek-
ke

7_72005 ((2k — 1)x)
(2k —1)2

givet ved
4

w(2k —1)2
og agry = 0 for alle k& € N. Ved Lemma [5.12| og Observation er c-

koefficienterne givet ved

ag = T,a25—-1 = —

-2
C2k—1 = C—(2k—1) — ma

0g

co = Cop = C_o =0

5
for k € N. Talreekken Y 72 |cg| er altsd konvergent ved sammenligning
med p-raekken for p = 2, og ifglge Seetning er den trigonometriske rackke
uniformt konvergent med kontinuert sumfunktion f. Men hvad er f? En
tegning af de fgrste afsnitssummer (grafen viser den fgrste) indikerer, at f

er lig med abs:

Men bemeerk, at vi ikke har bevis for det endnu. Selv hvis det er rigtigt,
fordrer det spgrgsmalet om, hvordan man finder en sadan raekke for et givet

f- Dette vil blive behandlet i det naeste afsnit.

Eksempel 5.16 (Fortegnsfunktionen). Betragt den trigonometriske raekke

gii' (2k — 1))
s 2k —1
k=1

givet ved
4

b1 = B )
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og by = 0 for alle kK € N. Ved Lemma [5.12] og Observation er c-
koefficienterne givet ved
—2i
C2k—1 = —C—(2k-1) = ma
og
cor =0
med k € Ng. Grafen viser 719 sammen med fortegnsfunktionen, som raekken

ser ud til at konvergere imod:

T10()

Bemeerk, at konvergensen ikke kan veere uniform, da fortegnsfunktionen
ikke er kontinuert. Bemaerk ogsé, at kriteriet fra Seetning[5.13|ikke er opfyldt,
da

= 1

2 551

er divergent (det er jo essentielt den harmoniske reekke). Bemaerk, at leddene
i reekken er de afledte af leddene i den cosinusreekke, som vi har set pa.

Dette harmonerer derfor godt med observationen af, at fortegnsfunktionen

— i naesten alle punkter — er den afledte af absolutveerdifunktionen.
Eksempel 5.17 (En Weierstrass-funktion). Den Weierstrass-funktion

>, sin(n!?x)

|
0 n:

n!

vi sa pa i Eksempel er en trigonometrisk reekke med by = 2 0g b2 = 4

for alle n > 2, og gvrige b,,-veerdier lig nul.

Eksempel 5.18 (Geometriske raekke versus Dirichlets kerne). Hvis vi be-

tragter den geometriske raekke

o
>

k=0
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pa cirklen z = €% finder vi den trigonometriske rackke

)
§ : ezk’x'
k=0

Bemeerk, at realdelene af afsnitssummerne er lig med %(DN + 1). Den geo-
metriske rackke har konvergensradius lig med 1 og har sumfunktion flz, dvs.
divergerer ved z — 1. Den trigonometriske raeekke divergerer for alle x (reel)

pa grund af divergenstesten.

5.3 Vektorrumstruktur

Vi vil nu betragte 2m-periodiske funktioner som vektorer i et vektorrum
og bruge vores metoder fra lineser algebra og [HW] til at skrive vilkarlige
funktioner som linearkombinationer af basisfunktioner (e**?).

Da vi har brug for nogle integrationsegenskaber af funktionerne vil vi ger-
ne se pa kontinuerte 27-periodiske funktioner. Desveerre er det en for fattig
meangde af eksempler, da den udelukker fx fortegnsfunktionen. Mangden af
2m-periodiske Riemann-integrable funktioner er til gengaeld en lidt for stor
meengde, hvor teorien vil blive alt for indviklet. Fourieranalyse er smukke-
st formuleret ved hjeelp af Lebesgue-integralet, men da det er andetéarsstof
satser vi her pa meengden PCsy, af 2w-periodiske funktioner f, som er sa-
kaldt stykkevist kontinuerte. Vi foretraekker videre at funktionerne ved en

diskontinuitet ¢ tager middelvaerdien

hvor fi(c) := lim, ,.+ f(x), og kalder delrummet af sddanne funktioner
PCNay,:.

Lidt mere praecist:

Definition 5.19. En 27-periodisk funktion er stykkevist kontinuert, hvis der
findes et m € N og en inddeling

—m=dp<di<dy<...<dp=m (5.5)
saledes, at for alle i =1,...,m:

f : (difl,di) — C7
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er kontinuert og alle de ensidede graensevaerdier

f+(d0)a fi(dl)v s 7fi(dm*1)a f—(dm)

eksisterer.
Vi siger videre, at f er normaliseret, hvis for alle ¢ € {1,...,m — 1}:
fo(di) + f(d;
0g

i) = () = L)+ 1)

Meengden af 27-periodiske funktioner, som er stykkevist kontinuerte pa [—, 7]
betegnes med PCsy,;. Mangden af funktioner som er stykkevist kontinuerte

og normaliserede pa [, w] betegnes med PCNay;.

Det bliver helt essentielt for os, at stykkevist kontinuerte funktioner er
Riemann-integrable ved [EHM|, Eksempel 5.18|. Vi kalder et delepunkt, hvor
f ikke er kontinuert, for et springpunkt. Bemeerk at der hgjst er et endeligt
antal springpunkter, og at normaliseringsbetingelsen automatisk er opfyldt
i de gvrige punkter. Vi kan beskrive de stykkevist kontinuerte 2w-periodiske
funktioner som dem der kun har endeligt mange springpunkter i [—7, 7], og

hvor der er konvergens fra venstre og hgjre i alle disse.

Eksempel 5.20. Funktionerne abs og sgn ligger i PCNy,. abs er endda

kontinuert, men sgn har springpunkt i 0 og +.

Eksempel 5.21. Figuren viser en typisk funktion i PCo,; som ikke ligger i
PCNay,..
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/,%

O

do =T d1 dQ d3 d4 =T

Vi kan dog nemt gendre funktionen i endeligt mange punkter (som indi-

keret i rgd) og opné en funktion i PCNay;.

/ SRV,

O

do =T d1 d2 d3 d4 =T

Det er nemt at tjekke, at PCa, 0og PCNy, er komplekse vektorrum:

Lemma 5.22. PCy,; og PCNy, er komplekse vektorrum udstyret med de

punktvise operationer

(f+9)(x) = f(z)+9(z)  (af)(z)=af(z),

Bevis. Det er nemt at se, jf. [HW], at maengden af funktioner f : R — C

bliver et komplekst vektorrum udstyret med de angivne funktioner. Vi skal
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derfor blot eftervise at PCo, og PCNa, er underrum heraf; det vil sige at
nulfunktionen er indeholdt begge steder, og at meengderne er lukket under
addition og skalarmultiplikation. Det fgrste og sidste udsagn er klart, og
til det midterste bemaerker vi at hvis f og ¢ hver kun har endeligt mange
springpunkter, s& geelder det samme f + g. Det ses ogsa direkte at hvis
normaliseringsbetingelsen er opfyldt i alle punkter for f og g, sa gaelder det

samme f + g. O

Bemaerk at en kontinuert funktion f : R — C ligger i PCNa, netop nar
den er 2m-periodisk.
PCNgy, kan udstyres med et indre produkt (-,:) : PCNg; x PCNy, — C

givet ved -
)= 5 [ f@igde (5.

Definitionen opfylder betingelserne for et indre produkt, da for alle f, g, h €
PCNy, 0og a, 8 € C:

e (f,f) >0 for alle f med lighed kun for f =0

o (af+Bg,h) =alf,h) +Blg,h)

* (f,9) =19, f)

Alle disse egenskaber ses uden videre at veere opfyldt pa PCNaj,, bortset
fra kravet om at (f, f) = 0 kun forekommer for f = 0. Det kreever fglgende

bevis:
Lemma 5.23. Hvis f € PCNo; med (f, f) =0, sd er f =0.

Bevis. Vi opdeler (—m,7) i kontinuitetsintervaller for f som i (5.5). Hvis
f(zo) = ¢ # 0 med xg € (di—1,d;) sa er f kontinuert i zp, og dermed findes
et § > 0 sadan at |f(x)| > |c|/2 for alle € (xg — 0,29+ ) C (d;j—1,d;). Det
giver

T zo+9 zo+0 2
1) =5 [ M@Pae= o [ @bz oo [T a0

27 J_, z0 T2 Jgo—s

som er en modstrid. Altsa er f(z) = 0 for alle x € (d;—1,d;), og ved norma-

liseringsbetingelsen geelder det samme i alle d;. O
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Det indre produkt definerer stgrrelsen

™

Ik =TT = (52 [ !f(m)y2dx>%

—T

pé PCNa, som vi i fuldkommen analogi med |-| for tal og || || for funktioner
skal bruge til at male afstanden mellem to funktioner f,g € PCNy, som
||f = gl|l2- Som vist i [HW] 6.1.4,6.1.5] folger det helt generelt at vi hermed

far en version af Cauchy-Schwarz og af trekantsuligheden:

Proposition 5.24. For alle f,g € PCNay, geelder
Lf +gll2 < [If1l2 + [lg]2

og
(9] < I S1]2llgll2

Skriver vi de to uligheder ud efter definitionerne, og forleenger med /27

en eller to gange, far vi de to imposante uligheder

([Lisersotapar)’ = ([ o)« ([ tora)
< </7;|f<gc>|2azx>é (/ |g(x)|2dx);

Den sidstnaevnte ulighed blev vist pa anden vis af Bunyakovsky, og Schwarz’

[ st

store bidrag var netop at indse at resultatet uden videre falder ud af den

generelle/abstrakte version.

Eksempel 5.25. Vi husker pa at Riemann-integralet ikke afhsenger af den
integrerede funktions veerdi i endeligt mange punkter (jf. [EHM| Lemma

5.14]). Derfor er integralet for f € PCay, givet ved

fa) = 0 ze€[-m0)U(0,n)
1 =0

det samme som integralet for nulfunktionen, nemlig 0, og der geelder

L7 p@)f@yde =0

2 J_,
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Det forklarer hvorfor vi ikke kan bruge symbolerne “(-,-)” og “|| - ||2” pa
funktioner fra PCy;\PCNgy,; betingelsen “med lighed kun for f = 0” for et
indre produkt er ikke opfyldt her.

Men néar vi forst har sikret os at normaliseringsbetingelsen er opfyldt og
dermed at f,g € PCNa,, kan vi se stort pa funktionens veerdi i springpunk-
terne nar vi skal integrere os frem til udtryk for (f, g), || f||2, og ||g||2. Betragt
fx g € PCNy, givet som

0 ze€(—m0)
g(x) =491 ze€(0,m)

x € {—m 0,7}

D=

Her ser vi uden videre at

lalls= (5 \g(x)\%)é ([ 1d:c>% -1

ved (naesten underbevidst) at sendre funktionsveerdierne til 0 i = —7 og til

liz=00gx=m.

Konstanten 1/27 er bygget ind i vores definition af det indre produkt
for at sikre ||1||]2 = 1. Denne konvention giver os nu fglgende helt essentielle

observation.

Lemma 5.26 (Ortonormalitet af e**). Funktionerne givet ved ej,(z) := e'**

udgor en ortonormal familie af funktioner i PCNa,, dus. det geelder for alle
kK e€Z, at

(ek,er) = Op pr-

Beuwis.

1 T
(eg, epr) = — A I
—Tr

2T
L / " i)z gy
27 J_,
2
= ?5k—k/,o = Ok
™

ifolge (5.2). 0
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Bemeerk at vi nu kan male afstanden mellem to funktioner f, g € PCNg,

pa to forskellige mader: som ||f — g||oc 0g som ||f — g||2. Vi har set at

lerlloo = llexll2 =1

for alle k, men fx for ¢ € PCNy, fra Eksempel har vi

1
1= gl # ll9ll2 = Nola 0.71.

Det geelder generelt at den uniforme norm er stgrst:

Lemma 5.27. For alle f € PCNa, geelder

12 < [[flloc

Beuis.

1 i

HfH% = Gy 77r\f(95)\2d97
1 ™ 2
— d
5 | Itz

IA

1 s
— Il [ 1z =171

ved trekantsuligheden for integraler. O

5.4 Fourierraekker

Hvis vi har et endelig-dimensionalt vektorrum C% med et indre produkt
(-, )ca og en ortonormalbasis {b;}L ,, si kan vi skrive enhver vektor v som

linearkombination af basisvektorerne,

d
v = g cibi,
i=1

med koefficienter ¢; = (v, b;)ca givet ved det indre produkt mellem v og b;.
I vores tilfeelde vil vi gerne skrive en 27-periodisk funktion f € PCNy,
som linearkombination af de ortonormale funktioner ey (z) = ’**, k € Z,

o0

F=> (frex)ex, (5.7)

k=—o0

men komplikationer optraeder, fordi PCa, er et uendelig-dimensionalt rum:



5.4. FOURIERRAKKER 191

e Den hgjre side af (5.7]) er en reekke, s f kan i bedste tilfeelde veere

raekkens sumfunktion.

e En mulig konvergens forventes i relation til normen || - ||2, og det er
ikke oplagt, hvordan denne konvergenstype forholder sig til punktvis

konvergens eller uniform konvergens.

e Funktionerne ej er ortonormale, og dermed en basis for et underrum
af PCNa,. Men det udspeendte underrum er netop de trigonometriske

polynomier, sa det er klart at dette underrum ikke er hele PCNo,.

Uafskraekkede af disse matematiske vanskeligheder starter vi med at

navngive den hgjre side af ((5.7)):

Definition 5.28 (Fourierraeekke for f). Med f € PCay, kaldes

1 " —ikx
cx(f) = o f(x)e 2 dy, keZ,

—T
for Fourierkoefficienterne for f, og

o0

Z cr (f)ezkx

k=—oc0
for Fourierreekken for f. Bemeerk, at den N'te afsnitssum er givet ved det
trigonometriske polynomium:

N

@)= Y elf)et

k=—N
Observation 5.29. Nar f videre er normaliseret, dvs. nar f € PCNy,, sa

kan vi skrive
Ck(f) = <fa €k>'

Det er ikke noget problem, men en besveerlig distraktion, at normalisere et
element f € PCy, til fe PCNa,; ved om ngdvendigt at sendre funktionens

veerdier i de endeligt mange springpunkter. Sa har vi, ligesom i Eksempel

b.23] N
ce(f) = cr(f)

s& arbejdet med Fourierkoefficienter er stort set det samme for f i PCo, som

for f i PCNy,, med den vigtige formelle distinktion at vi kun har adgang til
det indre produkt for funktioner i PCNg,.
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Hovedspgrgsmalet indenfor Fourieranalysen er, under hvilke betingelser,
sumfunktionen af Fourierrackken til f er lig med selve funktionen f, og hvil-
ken type konvergens (punktvis eller uniform) vi kan forvente. Med andre ord
undersgger Fourieranalysen hvornéar og hvor godt, de nsevnte komplikationer

kan overkommes.

Eksempel 5.30 (Trigonometrisk polynomium). I det nemmeste tilfzelde er
f selv et trigonometrisk polynomium Zsz— N cpe™® for et endeligt N € No.

Fourierkoefficienterne er

1 & .
wlf) =5 [ Ha)e s
= — cpe™ e dy
2 J_, N

AN N T
_ E : Ck’/ ezk zefzkxdx
it 2 J_,

N . k| <N
= Z Cr Ok iy =
K =—N 0 |kl>N
Dermed er sumfunktionen for Fourierraekken
[o¢]
> al(f)e™
k=—0c0

lig med f. Dette resultat er fuldsteendig analogt med resultatet (Eksempel
, at Taylor-udviklingen af et polynomium er lig med polynomiet selv.
Som konkret eksempel, betragt Dirichlets kerne af grad N: Dy(z), som er
et trigonometrisk polynomium for hvert N € N. Grafen viser Fourierkoeffi-

cienterne for Dy (bla) og D7 (red).

00000 d 0000000
ck(Dr)
0.5
Ck(DQ)
00000000 —— 1 0009090000 I
-10 -3 5 10
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Situationen kan direkte generaliseres til uniformt konvergente trigonome-

triske rackker.

Proposition 5.31. Lad > ;2 ce™® vere en uniformt konvergent trigo-
nometrisk rekke med sumfunktion f. Da er f € PCNay, og Fourierkoefficien-

terne for f er givet ved ci(f) = cx. Dermed er Y po cwe’*®® Fourierrekken
for f.

Bewvis. Da afsnitssummen 7 er kontinuert og 2w-periodisk og konvergerer
uniformt mod f, er f kontinuert og 2m-periodisk. Dermed har vi f € PCNy,,

og cx(f) er defineret som
<fa €k> :
Ved Eksempel ved vi videre at
<TNa ek) = Cg

for alle N > k.

Vi bemeerker nu at {7y, er) — (f, e) fordi

(s er) — (frew)| = (v — fren)] < It — fll2llexll2 < lTn = fllo = 0

ved brug af Cauchy-Schwarz og Lemma [5.27 Vi har altsi vist at folgen
{{Tn, ex)} Nen Pa den ene side er konstant lig med ¢, fra et vist trin, og pa

den anden side konvergerer mod ¢ (f). Det er kun muligt nar ¢, = ¢ (f). O

Folgende lemma siger, at Fourierrackken til en lige funktion kan skrives
som ren cosinusrakke og at Fourierrackken til en ulige funktion kan skrives

som en ren sinusraekke.

Proposition 5.32. Huvis f € PCNy er lige kan Fourierrekken for f skrives

som
“Oéf ) | 3" ax(f) cos(kz)
k=1
hvor i
aw(f) == [ Jw)cos(hr)dr

Er f € PCNo, ulige kan Fourierrekken for f skrives som

Z bi(f) sin(kzx).
k=1
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hvor

() = 2 [ f(@)sin(ka)da

—Tr

Bewvis. For lige f bemaerker vi forst at

alf) = o [ f@e s
1

L[ f(—z)e k2 g

- 2 J_,
1 [ o
D[ rahe (-1as
1 " N ikx! 3.1
=5 f(z")e"™ ™ dx
™ —T
= C*k(f%
hvor (*) sker ved substitutionen 2/ = —z. Vi har dermed, med notationen

fra Lemma at by = 0 og ar = 2¢;, for alle k, saledes at vi opnar en ren

cosinusrackke med koefficienterne

a(f) =20(f) = 5= [ F@H =2 [ @) conlhe)da

27 L -

for alle k € Np. En tilsvarende beregning i det ulige tilfeelde giver at ¢ =

—c_y, hvilket helt analogt leder til en ren sinusraekke pa den anfgrte form. O

Eksempel 5.33 (Absolutveerdifunktion). Vi beregner Fourierrackken for

abs: Vi ser at
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For k # 0 udregner vi at

1 7 ,
cx(abs) = 2/ abs(xz)e” % dy

7'('

I : I

= (—x)e’kxd:v—l—2/ zeFdy
T Jo

—Tr

dzx

W 1 o—ikz 0 1 [0 p—ike
[“T —ik}ﬂ—i_% . ik

_'_i xe—ikz 7"_1/# 6—ikmdx
27 -tk |, 27 )y —ik
_;1 (_1)k +i e—ik:c 0 +1 (_1)k _i e—ikx T
2\ —ik 2r | (—ik)2| 2\ —ik 2m | (—ik)?],

- (=D*
k2

hvor (*) sker ved partlel integration ([ f'g = [fg]— [ fd'). ck(abs) er dermed

nul for lige k og — for ulige k. Grafen illustrerer Fourierkoefficienterne og

71'l~c2

understreger med den stiplede linje at de koefficienter der ikke er nul aftager

som !

5.
0.05 4
Re(ck(abs))
—10" 7.5 ‘g,—*""l'ox
\\‘—0.05 b
. s
o1l ¢

Fordi abs(z) er en lige funktion er det naturligt at skrive raekken i cosi-

nusform (ved Lemma |5.7] og |5.32)
T 4 Z cos((2k — 1)x)
2k —1)2 7

hvilket afmystificerer vores tidligere valg af denne trigonometriske rackke.
Selvom vi nu ved, at denne rackke er Fourierrackken for abs og at rackken
konvergerer uniformt mod en funktion f (se Eksempel , har vi endnu
ikke bevis for, at f = abs. (Vi ved dog at f og abs har samme Fourierraekke
ved Proposition . Men hvis vi kan etablere at dette er tilfeeldet, s& kan
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vi evaluere bade raekken og absolutveerdifunktionen i punktet = 0 og finde

2

> 1 T
; 2k—1)2 8’ (58)

Eksempel 5.34 (Fortegnsfunktion). Fourierkoefficienterne for sgn-funktionen

er givet ved

1 " ;
cx(sgn) = 277/ sgn(z)e * dy
—T
1 0 " 1 T o
=— (=1)-e* zda:—i—/ 1-e "™ dx
2 J_, 21 Jo

1 |:e—ik;t:| 0 1 |:€—ik:x:|7r
= - ; + — ;
2 | —ik | 2w | —ik |,

ck(sgn) er derfor nul for lige k og lig med _—i’ for ulige k. Grafen illustrerer

s

Fourierkoefficienternes imaginerdele (realdelene er nul). Den stiplede linje

understreger, at de koefficienter der ikke er nul aftager som %

¢
k5 |
ca--0-""%" Im(cg(abs))
* o o o o ¢ o o o o oI
—10 -5 _8---*""710
"‘
0.5 ¢
¢

Ved hjelp af Lemma [5.12] omskriver vi rackken til den rene sinusrackke
i 1 @k — 1)),
— m(2k — 1)

da fortegnsfunktionen er en ulige funktion. Denne udregning forklarer vores

tidligere valg af denne rackke.
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5.5 Pythagoras, Bessel og Parseval

Formalet med dette afsnit er at relatere de to stgrrelser
2 L[ 2
= — d
11 =5- | 1f@)lde

og

o0

> le(H)P

k=—o0
for fastholdt f € PCNy,. Den dybe og ekstremt vigtige Parsevals identitet
siger at disse to veerdier er ens for samtlige f € PCNy;, og dermed specielt
at raeekken konvergerer, men et bevis for dette resultat er desveerre udenfor
vores reekkevidde. Derfor méa vi ngje os med at vise ligheden under antagelse
af at Fourierrsekken konvergerer uniformt, men ved at traekke pa ideer fra
lineser algebra kommer vi faktisk i mal med at vise at den fgrstnaevnte veerdi
altid dominerer den sidstnaevnte pa hele PCNa, i den vigtige Bessels ulighed.
Igen viser det at raekken altid er konvergent, og det er et nggleresultat for

den fglgende analyse af Fourierrsekkers konvergensforhold.

Lemma 5.35 (Pythagoras). Lad f wveere et trigonometrisk polynomium af

grad N, da gelder
N
1A= D lea()*
k=—N

Beuts.
N N
(1) =< > aDers Y Ck’(f)ek’>
k=—N kK'=—N
N N
= > D alHew()ler ew)
=—Nk'=—N
N N
= > > alew()dr
k=—N k'=—N
N
= > el
k=—N
hvor vi brugte ortonormaliteten af ey. O

Det folgende lemma generaliserer Lemma [5.35]
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Lemma 5.36 (Parseval for uniformt konvergent reekke). Lad

o

§ : Ckezkm

k=—o00
veere en uniformt konvergent trigonometrisk rekke med sumfunktion f. Da

er

konvergent med sum || f||3.

Bevis. Vi har tidligere vist i Proposition at f er kontinuert pa [—m, 7]

og dermed indeholdt i PCNoy,, og vi ser som i beviset for dette resultat at

<f7TN> - <f7f> fordi
[(fomv) = (0= Kfomv = O < fll2llrw = fllz < 1 fll2llmv = flle — 0

ved brug af Cauchy-Schwarz og Lemma

Nu regner vi

o) = 5 [ @)

1 T — —ikx
= — cre” " f(x)dx
2 J_,
k=—N
N 1 '
= Y (o [ sweta)
k=—N
N
= ) @alf)
k=—N
N
-3
=N
N
= 2 laP
k=—N

hvor vi i neestsidste lighed atter benyttede Proposition til at se at
ck(f) = cg. Dermed har vi

00 N

D lal = Jim Y fel? = lim (f,7v) = (f, 1) = [I£115

k=—00 k=—N
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O]

Eksempel 5.37 (Absolutveerdifunktion). Fourierrsckken af abs konvergerer
uniformt. Den ser ud til at konvergere mod absolutveerdifunktionen. Hvis
dette viste sig at veere rigtigt, kunne vi bruge Lemma til at beregne

summen af
o0

S et = T2y
4 — w2 (2k — 1)%

k=—o00

ved at udregne

1 [ 2 [T 2 1 1" =2
bs||2 = — 2dp = = 20 = 2 | =23 = 2.
[[abs|2 27r/,r|f(’;)| v 271'/0 T = o [3‘” .3

Vi ser, at Fourierraekker kunne forteelle os noget om den eksakte sum af en
talreekke, hvor vi tidligere kun har forméet at vise konvergens (rzekken er jo
essentielt en p-reekke med p = 4, jf. Eksempel [2.23)). Vi skal bare kunne vise,

at Fourierrsekken konvergerer mod abs.

Eksempel 5.38 (Fortegnsfunktion). Bemeerk, at vi ikke kan bruge Lemma
til at regne summen ud, selv hvis vi vidste, at den trigonometriske rackke

ville konvergere mod sign, da vi ved at konvergensen ikke er uniform.

For at kunne vise den annoncerede ulighed beviser vi nu fglgende satning,
som kan tages som en bekraftelse af vores ide om at f kunne veere lig med
Fourierraekkens sumfunktion. Mere preecist siger saetningen, at Fourierraek-
kens afsnitssummer leverer den bedste approksimation til f (i ||-||2-normen)

blandt alle trigonometriske polynomier.

Saetning 5.39 (Bedste approksimation). Lad f € PCNy, og lad
N .
(@)= S alf) e

k=—N

veere den N-te afsnitssum af Fourierrekken for f.

(1) For ethvert trigonometrisk polynomium

N
ty(z) = Z dy etke
k=—N
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af grad < N geelder

1f = 7nll2 < If —tnll2,

og der geelder lighed hvis og kun hvis dy, = ci(f) for k= —N,...,N.

NI

(2) llrwllz = (Zei_n lex(HIP) 2 < 112

Bevis. Et tilsvarende resultat gaelder helt generelt i ethvert vektorrum med
indre produkt (jf. [HW), 6.2.26]), og vi giver beviset i denne ramme, idet det
derved fremstar mere klart.

Lad derfor E veere et reelt eller komplekst vektorrum med indre produkt,
og lad eq,...,e, € E vere et ortonormalt szt af vektorer. Lad x € E og

st u=3 ;" (x,eg)eg. Vivil vise fplgende:
(1’) For enhver vektor v =Y ;" | dyey € span{er,..., ey} gelder

[x —uf <fx—v],

og med lighed kun for v = u, dvs. d, = (x,e;) for k =1,...,m.
1
) llull = (ZI X, ex) ) < [Ix]I.
Med E = PCNa; og || - || = || - ||2 fas seetningen straks herfra, idet vi netop

har defineret Fourierkoefficienterne ved cx(f) = (f, ex).
Figuren viser i R3, at u er den vektor i x;-x»-planen, som approksimerer

X bedst.

u = (X,X1)X] + (X, X2)X2

Da ey, ..., ey, er ortonormale er (e, e;) = §; og dermed

m m
(u,ep) = <Z(x ej ej,ek> Z x,ej)(ej,er) = (X, ep)
7=1

j=1
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for alle k. Det medfgrer at x — u er ortogonal til alle ey:
(x —u,e;) = (u,ex) — (u,er) =0,
og da bade u og v er linearkombinationer af x1, ..., X,, fas derfor ogsa

(x—u,u—v)=0.
Vi kan nu anvende Pythagoras pA x — v = (x —u) + (u — v) og far
e = vI[* = [lx —uf]* + [[u - v
Heraf fas bade

[x=vll = lx—ul og [x=v|=][u-v].

201

Den forste ulighed er (1°), og der geelder = kun hvis u = v. Den anden giver

uligheden i (27), hvis vi indsaetter v = 0.

At [Jul? =300, [{x, ex)|? fas ved udregningen
m
(u,u):< (x,€; eJ,ZXek >
1 k=1
m
(x,e;)( Z| X, €g)|
7,

k=1

'MS

S
Il

I

=
Il
—

(det er Pythagoras generaliseret til en ortogonal sum af m vektorer praecis

som i Lemma |5.35)).

Skrevet mere udfgrligt er udsagnet i

Z e f |2</_” (@) de

for alle f € PCNy; og alle N € N.

Korollar 5.40 (Bessels ulighed). Lad f € PCor. Da er Y 32 |ck

konvergent med

> lalnf < 5 [l

k=—o00

O]

(NI
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Bevis. Lad forst f € PCNa,. Da uligheden (5.9) geelder for alle N, geelder

det ogsa for summen S af reekken

oo
>l
k=—o00
at
o [ @) dz=S.
2 J_,
Hvis f kun ligger i PCo,; kan vi normalisere til ]7 € PCNsy,; og drage
samme konklusion for f, jf. Observation [5.29] O

Observation 5.41. Nar f € PCNy, kan Bessels ulighed skrives

[e.o] [e.9]

Yo leHP= Y Ifeen)l < IIFIE.

k=—o00 k=—o00

Bessels ulighed har som konsekvens, at reekken > 50 |ex(f)|? er kon-

vergent. Da rackken er positiv, viser dette (jf. Observation [5.14]) at savel
Soesy e ()2 som Y22, [e—k(f)|? er konvergente, og cx(f) gar derfor mod

nul for kK — 400 ifglge divergenstesten.

Korollar 5.42 (Riemanns lemma). Hvis f € PCoy, sa geelder ci(f) — 0 for
k — +o0.

Eksempel 5.43 (Absolutveerdifunktion). Da abs € PCNy, finder vi, at

rackken )
o o 4
bs)|? = m ) -
> la(abs)l? = - + kzzl 722k — 1)

k=—0o0
har sum mindre end eller lig med ||abs||3 = %2 Bemeerk, at ¢ (abs) gar mod

nul, hvilket er konsistent med Riemanns lemma.

Eksempel 5.44 (Fortegnsfunktionen). Da sgn € PCNy, finder vi at

o0

8 o0
D lew(sen)” wkg 2k—1

k=—o00

er konvergent ifplge Bessels ulighed med sum mindre end eller lig med
Isgnl[3 = 1.

Bemeerk, at ci(sgn) gar mod nul, hvilket er konsistent med Riemanns lemma.
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5.6 Punktvis konvergens

Indtil nu har vi kun haft indicier for vores forventede udsagn om, at f er

sumfunktionen til Fourierraekken

o

> alfex.

k=—00

I dette afsnit skal vi finde et kriterium, som medfgrer punktvis konvergens
af Fourierrackken i et punkt z til f(z). I modsaetning til vores undersggelser
af punktvis konvergens af potensraekker, inddrager vores kriterium ikke kun
Fourierreekken i punktet z, men ogsé i en omegn af x (ved at fordre en lidt
overraskende blanding af kontinuitet og differentiabilitet). For vi kommer til
kriteriet for punktvis konvergens, er vi dog ngdt til at have et kort lemma

om afsnitssummer af Fourierrackker pé plads.

Lemma 5.45 (Fourierraekkens afsnitssum). Lad f € PCor med afsnitssum-

merne Ty til Fourierrekken. Da geelder:
1 s
TN(.I) = 271'/ f(w + t)DN(t)dt.

Udtrykket fremkommer ved en sakaldt foldning af f og Dpy. Foldningen

af to generelle funktioner g, h € PCqy, er givet som

(g% h)(x) = — / " oo — (et

2 J_,

der ogsa kan skrives

(gxh)(z) = 1 /7r g(z + t)h(—t)dt

2 J_,

ved en substitution af —t for ¢. Da h = Dy i vores tilfeelde er lige, kan vi

skrive foldningen pa den lidt simplere form i lemmaet.



204 KAPITEL 5. FOURIERRAKKER

Bewvis. Vi starter med at omformulere definitionen af afsnitssummen:

(@)= Y clf)e”
=—N
N < 1 -
— Z - f(u)e—zkudu> eikz
k=—N 27 )
1
—_ / Z f(u)e—ikueik:xdu
2 J_, Pt
1 N
_ % f(’LL) Z 6zk(x7u)du
- k=—N
1 s
= o fw)Dy(x — u)du.

Substituerer vi u = x + t, finder vi
1 ™
(@) =5 [ fDx (@ - u)du
™ —T
1 mT—X

= Fz +t) Dy (—t)dt

or ) s

1 s
_ / (@ + ) Dy (t)dt.
2 J_,
Den sidste lighed er sand, fordi bade f og Dy er 2m-periodiske. O

Vi er nu klar til konvergenstesten, som vi formulerer for de normaliserede
stykkevist kontinuerte funktioner f i PCNo;. Vi kreaever ikke at f skal veere
kontinuert i det givne punkt xg, men vi kreever at den er differentiabel bade

fra hgjre og fra venstre der, altsa at

fl(x0) = lim f@) = f-(20)

=T T — o

findes, og at
(o) — i HE) = Fx(a0)
z%mg T —Zo
findes, hvor jo f_(xg) og f+(xg) er graenseveerdierne fra venstre og hgjre for

f selv. Vi husker pa at vi har kraevet

f=(z0) + f+(0)

f(xo) = 5
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for den normaliserede funktion f, og denne betingelse kommer essentielt i

spil her i den a&kvivalente form

f+(z0) = f(x0) = f(w0) — f-(x0) (5.10)

Seetning 5.46 (Konvergenstest). Lad f € PCNo,. Hvis f er differentiabel
bade fra venstre og fra hgjre i xg, sd er Fourierrekken for f konvergent i xg

med sum f(xg).

Bevis. Vi skal vise, at differensen mellem 7x(z¢) og f(x¢) gar mod nul, og

starter med at omskrive den til

(o) ~ f(0) = 5 [ Flwo+ DN (0t~ f(ro)s- [ Dyl
1 s

= (f(wo +1t) — f(wo)) Dn(t)dt

2 ),

hvor vi har brugt Lemma og at o= [T Dy(t)dt =11 det forste ligheds-
tegn, og integralets linearitet i det andet.

Vi indfgrer to hjselpefunktioner h, j € PCo, givet som

flo+1t)— f-(xg) —-w<t<O
h(t) = 4 flzo+t) = fr(zo) O<t<m
0 te{—m0,7r}
og
f-(zo) = flzo) —m<t<O
J(t) = fr(xo) — flwo) O<t<m
0 te{-m0,7}

og ser uden videre at

J(wo +1t) — f(zo) = h(t) +j(t)

undtagen i {—m, 0, 7}, samt at normaliseringsbetingelsen ([5.10]) giver at j er
ulige. Vi bemeerker ogsa at h er differentiabel fra venstre og hgjre i t = 0,

med
H(0) = lim flxo+1) = fr(20)

t—0+ t

= fi(x0) (5.11)
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og

R’ (0) = lim f@ot+t) = f-(x0) _ I (o) (5.12)

t—0— t

Nu fortseetter vi omskrivningen af 7 (xo) — f(xo):

'm@w—f@w=:l/ﬂU@m+ﬂ+ﬂmDDN®ﬁ

27 J_ .
— % _ﬂ (h(t) + j(t)) Dn(t)dt
:% _ﬂ h(t)DN(t)dt—f—% _ﬂ J(t)Dn (t)dt
:% " b D ()t

hvor integralet med j forsvinder da j- Dy er en ulige funktion idet j er ulige
og Dy er lige. Vi har ogsa brugt at integralet ikke sendres af integrandens
veerdi pa de tre punkter —m, 0, 7.
Lemma giver videre at
D) = hip) 2N 20
sin(5t)

for alle t € [—m,0) U (0, 7], s& med en tredje hjeelpefunktion
h(t)

k(t) = { sin(gt)
0 te{-m0,7}

te (—m,0)U(0,m)

N[

(der fortseettes periodisk som szedvanlig) har vi at
h(t)Dy(t) = k(t)sin((N + $)t)

for alle t € [—m, 7]. Det giver

™

mm%ﬂm:;/;mmmﬁ

—Tr

1 (7 . 1
) k(t) sin <(N + 2)t> dt
1 4 1 . 1 . 1
- = = i(N+3)E —i(N+3)t
o | k(t) 5 <e 2 e 2 ) dt

1" iNt e —iNt
L / k(e N,

—T —T
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hvor k4 (t) := k(t)e™

Vores endelige track bliver at omskrive det sidste udtryk ved hjeelp af
Fourierkoefficienterne for k4, men de er jo kun definerede hvis k+ € PCoyy,
sa vi skal undersgge om funktionerne er stykkevist kontinuerte. Det er de

uden videre alle andre steder end i ¢t = 0, og der har vi

ht) .. ht) ¢ )
lim k(t) = lim —=— = lim —* =2
10+ )= 10+ sin 5t o0t t sin(3t) f3 (o)
0g
h(t h(t t
lim k(t) = lim ():lim hit) = 2f" (x0)
t—0- =0~ singt  t—0- ¢ sin(it)

der folger af (5.11)), (5.12) og af L’Hospitals regel (JEHM| Seetning 4.31]),

der giver
~ lim 1 1
im ———— —— ===
t=0sin(3t) =0 1cos(3t) 3
Vi konkluderer, at ki (t) € PCor, og far endelig
1 1
™~ (zo) — f(xo) = ic,N(k:_,_) - ?CN(k_) — 0 nar N — oo
i i
ved at anvende Riemanns lemma (Korollar [5.42) pa k(). O

Eksempel 5.47 (Fortegnsfunktion). Vi har at sign € PCNay, og funktionen
er ogsé differentiabel fra venstre og hgjre overalt. Den er jo differentiabel i
almindelig forstand i alle x ¢ {—m,0, 7} og har ensidede afledede 0 i de gvrige

punkter. Vi konkluderer, at dens Fourierraekke
4 Z sin((2k — 1)x)
2k —1

konvergerer punktvist mod sgn overalt. Grafen viser fortegnsfunktionen sam-

€T

3 -2 -1 1 2 3 70(2)

men med 7.

Konvergensen er ikke uniform, da sgn ikke er kontinuert. Indssettes x = %

29
— (-DF
Z k—1 4

k=1

finder vi

[\~
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da jo sin((2k —1)%) = (—1)*. Denne smukke formel fglger ogsa ved at bruge
Abels seetning pa konklusionen af Eksempel 4.26} idet jo arctan(1) = 7.

Eksempel 5.48 (Absolutveerdifunktion). Vi har at abs € PCNa,, og funk-
tionen er ogsé differentiabel fra venstre og hgjre overalt. Den er jo differen-
tiabel i almindelig forstand i alle z ¢ {—m, 0,7} og har ensidede afledede +1
i de gvrige punkter. Vi konkluderer, at Fourierraeekken for abs konvergerer
punktvist mod abs overalt. Konvergensen er ydermere uniform ifslge vores

tidligere diskussion, s nu ved vi at (5.8)) er sand, altsa at

s o1
— (2k—-1)2 8"

k=1

Vi har vidst leenge (Eksempel [2.23) at 2-reekken
— 1
D
k=1

er konvergent, og estimeret summen s til 1.645 i Eksempel 2.50, Men nu kan

vi bestemme summen eksakt! Vi har jo

k

Il
»—-

og (ved ombytning af led, der jo altid er tilladt for positive rackker pga. Saet-

ning [2.39))
1 = 1 1
S ot g o
2 2 2
P (2k) — (2k+1) P k
Det giver samlet set
S n 2
— — =S
4 8
og dermed
472 7
= -— = — ~ 1.644934068
"T38 6

Bestemmelsen af 2-raekkens sum gar tilbage til Euler, der dgde inden

Fourier grundlagde Fourieranalysen og saledes benyttede helt andre metoder.

Eksempel 5.49 (Halvcirkelfunktionen). Funktionen

/1 - (%)2 z € [—m 7]
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som vi ser i grafen

—1

kan fortseettes periodisk til en funktion f € PCNg,, men har ingen hgjre
eller venstre-afledte i * = —m. Konvergenstesten kan derfor ikke anvendes

der.

5.7 Uniform konvergens
Vi bemeerker at vi har vist, at

e Fourierraekken for abs konvergerer punktvist mod abs ifglge Seetning
Konvergensen er uniform ifglge Seetning da Fourierkoeffici-
enterne aftager med k%:

oo

Z ck(abs)e, = abs uniformt pa R.

k=—o0

e Fourierraekken til sgn konvergerer punktvist, men ikke uniformt mod

sgn:
oo

Z ck(sgn)er = sgn punktvist pa R.

k=—o0
Bemseerk ogsa, at sgn er den afledte af abs i alle punkter x, hvor abs er
differentiabel, og at abs er integralet af sign i alle punkter:
abs'(z) = sgn(z) xz € (—m0)U(0,7)

abs(z) = /01 sgn(t)dt x € [—m, 7]
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og vi ser at abs har den egenskab vi i Analyse 0 kaldte stykkevis C' — funk-
tionen er kontinuert overalt pa [—m, 7|, og den har kontinuerte afledede pa
[—7,0] og pa [0, 7] (ogsa fra hgjre og venstre i endepunkterne), der sa ikke
passer sammen i 7Z.

Vi bemeerker ogsa et mgnster, nar vi ser pa leddene i Fourierraekkerne af

abs og sign — de er koblet sammen som
cx(sign) = ikcg (abs),

for alle k. Vi kunne derfor have en formodning om, at det generelt gael-
der, at Fourierraekken til en stykkevist C! funktion F konvergerer uniformt,
og at dens Fourierkoefficienter er relateret til Fourierkoefficienterne for den
funktion f der er meget teet pa at veere den afledede af F'.

Dette er praecis det, som vil vi vise i det folgende afsnit. Vi formaliserer

forst begrebet stykkevis C1:

Definition 5.50. Vi siger at F € PCNy, er stykkevis C' hvis F er kontinu-
ert, og der findes en inddeling (5.5)) saledes at alle restriktioner

F [di_l,di] —C
er C! som defineret i Definition [3.19

Vi kalder i denne kontekst delepunkterne d; for knekpunkter. Bemaerk at
da F(—7m) = F(m) kan vi teenke pa F' som parametriseringen af en lukket

kurve i C, der er stykkevis C'! i samme forstand som [EHM, p. 264].

Lemma 5.51. Ndr F € PCNoy, er stykkevis C, sa findes en entydigt bestemt
funktion f € PCNa, med den egenskab at

for alle x € R der ikke er knekpunkter for F. Videre geelder for alle k € Z:

Ck(f) = ikck(F).

Beuvis. Det fplger direkte fra Definition at der er netop én funktion i
hvert delinterval (d;_1,d;) der svarer til F’ og konvergerer ved graenseover-
gang mod endepunkterne. Veerdien for f i delepunkterne er entydigt givet

ved normaliseringsbetingelsen, og f fortseettes periodisk pa entydig vis.
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Nu finder vi ved hjelp af partiel integration pa hvert interval (a,b) hvor

F' er differentiabel at
b b
/ f(z)e"*2dy = [F(x)e"*=)? —/ F(x)(—ike *®)dx
. . b .
- (F(b)e—lkb - F(a)e_”m) +ik / F(z)e % dy

som med indskudsreglen (JEHM] seetning 5.12]) kan samles til
s ) N d; )
f(zx)e e dy = Z/ f(x)e = dy
- i=1 /di-1

N d;
= Z ([F(m)e‘mz]gzl + zk‘/ F(m)e_ikmdaz>
1=1

di_1

) ) dn )
= (F(dN)e_’de — F(do)e_’kdo) + zk/ F(a:)e_’kxdx
do

= (F(7r)e_””r - F(—Tr)eikw) + zk/ F(x)e ke dg
fordi leddene F(d;)e~"*% gar ud med hinanden.
Det fgrste led er lig med nul, fordi F' og eksponentialfunktionen er 2x-

periodiske og dermed
F(m)e ™ = F(—r)e k),
Det andet led er lig med 2mikeg(F'), som gnsket. O

Bemeerk at den ledvist afledede af Fourierrsekken

netop er
Z ike(F)ete,
k=—o00
men vi ved alt for lidt om konvergensen her til at udlede Lemma [5.51| direkte
fra at F' = f, selv hvis F havde vaeret C! i global forstand. Det er dog stadig
en god huskeregel!

Szetning 5.52 (Uniform konvergens). Ndr F € PCNy, er stykkevis C*, sa

konvergerer Fourierrekken for F uniformt mod F overalt pd R.
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Bevis. Vi bemeerker forst at Seetning [5.46] giver at Fourierrackken for F' kon-
vergerer punktvist mod F'. For at etablere at konvergensen er uniform, ind-
drager vi f som defineret i Lemma[5.51

Bessels ulighed anvendt pa f giver at > pe _ |ex(f)|? er konvergent.
Ifglge Lemma geelder at

Ck(f) = zkck(F) Vk e Z,

sa ved brug af uligheden 2ab < a? + b? finder vi at
1 1 1
F) = 2
(P = () < 5 (s +1aOF )
for k£ # 0. Sammenligningskriteriet for reckker, og det faktum, at bade
PRy 1%2 0g

o0

> (NI

k=—o00
er konvergente raekker, medforer at > 72 |ex(F')| er konvergent, og dermed
er betingelserne i Seetning [5.13] opfyldt for F. O

|2 er konver-

Bemaerk at Bessels ulighed giver os direkte at > 72 |ex(F)
gent, men at dette ikke direkte medforer at > o2 |cx(F)| er det. Vi kender
jo fplger som fx ap, = % der opfylder Y 7° | a2 < comen Y e | ay = oo. Derfor
er det essentielt for argumentet herover at ga omvejen via f.

Dette afslutter vores undersggelse af uniform konvergens og Fourierrack-

ker mere generelt.

5.8 Opgaver

Opgave 5.1. [Trigonometriske polynomier|

1) Omskriv fplgende funktioner mellem eksponentialform

N
§ : Ckezkz
k=—N
og cosinus/sinus-form

N
ag
5 + ]; ay cos(kx) + by sin(kz)].
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i) 1 —sin(2z) — 2 cos(3z)
11) eix _ e2'i;t

lll) _e—3ix 4 Z'e—i:r: _ Z'eix _ e3ix
2) Skriv cos?(z) ud som et trigonometrisk polynomium i eksponentialform,

og omskriv det til cosinus/sinus-form.

3) Skriv sin?(z) og cos®(x) ud som trigonometriske polynomier i eksponen-

tialform, og omskriv dem til cosinus/sinus-form.
4) Bevis at sin”(z) og cos™(x) er trigonometriske polynomier for alle n € N.

Opgave 5.2. [Fourier-koefficienter|

For f: [—m,m] — C som er stykkevist kontinuerte vil vi definere
a(f) = [ fityear
2 J_,

1) Redegor for at f(t)e” ! er Riemann-integrabel for alle k € Z.

2) Eftervis formlen
1—ikx
/weikxdx = 9 k?

x
2

¢k ke 2\ {0}

3) Bestem ci(f) for alle k og for alle funktioner

i) f(z) ==
i) ) = {0 x € [-m,0)
x x €0,
) ) = {w x € [-m,0)

i
iz x€l0,7]

v) f5) =4 .2,
-3 x € [0, 7]

- 37 T e [*77’0)

o

Opgave 5.3. [Geometrisk Fourier, del 1]
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1) Vis at

00 .
eine
Z 2n

n=0

er konvergent for alle x € R, og vis, at sumfunktionen kan skrives

4—2e7®
5 — 4 cos(z)
for alle z € R. [Vink: Forlaeng altid komplekse broker med det konjugerede

af neevneren!|

2) Vis at den trigonometriske rackke

er konvergent for alle x € R, og bestem et udtryk for sumfunktionen.

Bemeerk at denne er lige og kun antager reelle veerdier. [Forslag: Inddrag

Opgave|2.11}]

Opgave 5.4. [Opstilling af Fourierrackker|
[Obs: Losninger af Opgave og er kan med fordel inddrages her!|

1) Bemeerk at alle udtryk

i) 1 —sin(2z) — 2 cos(3x)

11

el _ e?zx

iii) sin?(z)

1v

)
)
)
) cos®(x)

definerer funktioner i PCNy,, og bestem deres Fourierrackker pa formen

oo inx
Zn:foo tn€ :

2) Korriger definitionerne af
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x x€[-m0)
iz x€[0,7]

-5-3 wel-m0)

iv) f(z) =

o

—; x € [0,7]

hver i endeligt mange punkter, saledes at funktionerne kan udvides til at
ligge i PCNy,.

3) Opskriv Fourierreekkerne 00 ¢ e for alle funktionerne fra 2).
Opgave 5.5. [Dirichlets kerne|

1) Lad N € Ny og vis at
2N
Dy (2) 2= Dn ()
n=0

2) Eftervis, at
1 ™
— D dr =1
o | N (x) dx

for alle N, og brug det til at vise, at
1 ™

— [ |Dy(z)?dz=2N +1
27

—T

Opgave 5.6. [Et par af reekker, del I]

Betragt den trigonometriske rackke

Z sin ;nx)

n=1

Herunder er tegnet graferne for afsnitssummerne s1, s5 og s1g pa intervallet
[—4,4].

1) Vis at reekken konvergerer i punkterne —m, —m/2,0,7/2 og .
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2) Vis at hvis reekken konvergerer i bade x og —z med sum henholdsvis s(x)

og s(—z), sd er s(x) = —s(—x).

3) Omskriv sinus-reekken til formen > 30 cre®™®, hvor ¢, € C for alle
kel

4) Vis at raekken netop er Fourierraekken for den ulige funktion f € PCNy,

x € [-m,0)
z=0

x € (0,m)

diskuteret i iv) af Opgave og Opgave .

5) Eftervis at s(x) = f(x) alle steder hvor vi ved fra 1) at s er defineret.

Opgave 5.7. [Opstilling af Fourierraekker for lige og ulige funktioner|

1) Bemeerk at funktionerne i 1)iii) og 1)iv) af Opgave |5.1] er lige, og opskriv

deres Fourierrackke pa formen

o0
% + ; ay, cos(kx)

2) Bemeerk at funktionerne i 3)i) og 3)iv) af Opgave er ulige, og opskriv

deres Fourierrackke pa formen
o
Z by, sin(kx)
k=1

Opgave 5.8. [Et par af rackker, del I1]

Vi ser pa den trigonometriske rackke
i — cos(nx)
n2
n=1

Herunder er tegnet graferne for afsnitssummerne Sy, S5 og 5o pa intervallet
[*47 4]
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Y vV Y

1) Bemzeerk, at denne rackke fremkommer ved ledvis differentiation af rackken

i Opgave [5.6]

2) Vis, at reekken konvergerer uniformt pa hele R mod en kontinuert funktion

S, og vis at S er lige.

3) Vis, at rackken netop er Fourierrackken for den lige funktion F' € PCNy,

givet ved

7-(2

1
— — (z+7)? z€[-m0)
Fo=92 1
E—Z(II)—F) ZL‘E[O,TF)

4) Vis, at F'(z) = f(x) i alle 2 hvor F er differentiabel, med f som defineret
i Opgave 4).

Opgave 5.9. [Geometrisk Fourier, del 1]
Vi betragter funktionen

studeret 1 Opgave [5.3]

1) Redeggr for, at f € PCNy,, og bestem ¢, (f) for alle n € Z.

2) Redeggr for, at Fourierrackken for f konvergerer uniformt mod f.
3) Bestem || f]|2 ved hjelp af Parsevals ligning.

Opgave 5.10. [Brug af konvergenssatningerne|
Vi ser pa fplgende funktioner

i) fl(x) = \/m"r € [_77771-)

ii) fo(z) = sin®(z),z € [-m, m)
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iii) f3(z) =
0 xz € (0,m)
5 T=-7
iv) fa(x)=q0 z€ (0]
x x€(0,m)
x;” € [, 0]

v) f5(2) = 9 gin(a)

xz € (0,m)
og deres periodiske udvidelse fra [—m, ) til R.

1) For hvilke k giver Saetning at Fourierrakken for f; konvergerer
punktvist mod fi i hele R?

2) For hvilke k giver Saetning at Fourierrackken for fj konvergerer uni-
formt mod fi i R?

Opgave 5.11. [Brug af Parseval|

1) Gennemga Eksempel og forklar hvorfor vi nu ved at der gaelder

o0
Y lea(abs)* = [labs|3
n=-—o00
2) Find den eksakte sum af den konvergente positive raekke
>
A
n=1 "

[Forslag: Bemeaerk at 1) giver summen over ulige n og argumenter si som

i Eksempel .



Kapitel 6

Metriske rum

I dette afsluttende kapitel indfgrer vi det teoretiske fundament for begrebet
afstand. Ved et tilbageblik pa kurset ses at graenseovergange spiller en vigtig
rolle i hele dets indhold. Forstaelse af konvergens hviler pa en opfattelse
af hvad det vil sige at to stgrrelser neermer sig hinanden. Det ggr de nar
afstanden mellem dem gar mod nul, og dermed far begrebet afstand den helt

afggrende rolle.

For to reelle tal x,y har vi omtalt absolutveerdien |z — y| som deres
indbyrdes afstand, og for vektorer x,y € R™ definerede vi i Analyse 0 deres
euklidiske afstand som leengden af linjestykket der forbinder dem, hvilket er
det samme som leengden ||x —y|| af vektoren x —y. Det stemmer naturligvis
overens med hvordan man i praksis maler afstande, for eksempel med en

lineal.

Vores brug af begrebet afstand har imidlertid ikke veeret indskrzenket til
tal og talseet, idet vi i forbindelse med uniform konvergens (se Definition
ogsa har omtalt og opfattet den uniforme norm ||f — g|loc som “afstanden”
mellem de to funktioner f og g. Fra lineser algebra ved vi at vidt forskellige
stgrrelser som talsaet og funktioner har nogle feelles traek, som det kan veere
fordelagtigt at behandle under ét. Til det formal blev abstraktionen vektor-
rum indfért med nogle aksiomer som lige netop udtrykker de feelles track.
Malet i dette kapitel er i et lignende skridt at indfgre en aksiomatisk ramme

for afstandsbegrebet.

Indenfor den nye ramme vil vi definere abne og afsluttede meengder,

219
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og de tilhgrende begreber som indre og afslutning. Vi vil endvidere udvide
tidligere begreber som konvergens og kontinuitet til nye generelle rammer, og
vi slutter af med at se pa ekstremalveerdissetningen (ogsa kendt som forste

hovedseetning) i denne sammenhzeng.

6.1 Metriske rum

Vi starter med at definere, hvad et metrisk rum er og betragter derefter den

vigtigste klasse af eksempler, normerede vektorrum.

Metriske rum Med den fglgende definition opsamler vi de vaesentlige
egenskaber ved begrebet afstand, herunder den helt fundamentale trekants-
ulighed.

Definition 6.1 (metrik). Lad M veere en vilkarlig meengde. Vi kalder en
funktion d : M x M — R for en metrik, hvis der geelder

(i) (ikke-negativitet) d(z,y) > 0, med lighed hvis og kun hvis z = v,
(i) (symmetri) d(z,y) = d(y, z),
(iii) (trekantsulighed) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

for alle xz,y,z € M. Nar der er givet en metrik kaldes d(x,y) for afstanden

mellem z og y.

Alle aksiomerne i definitionen er uundveerlige, men det er trekantsulig-
heden som er det bazerende element. Den udtrykker lgst sagt et krav om at
afstanden mellem = og y skal udtrykke leengden af den korteste “tur” fra z
til y. Hvis vi kan komme fra x til y ved at skyde genvej gennem z, sa kan
det ikke ggre den samlede tur kortere end den faktiske afstand fra z til y.

Trekantsuligheden far naturligvis sit navn fra R?, hvor den blev bevist af
Euklid (Elementer, Bog I, Proposition 20): To vilkarlige sider af en trekant

er tilsammen stgrre end den tredje.

Definition 6.2 (Metrisk rum). Et metrisk rum er en meaengde M udstyret
med en metrik d. Funktionen d kaldes metrikken pa M.
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Formelt set er et metrisk rum altsé et par (M, d) bestaende af en meengde
og en tilhgrende metrik. Der er en pointe i at nsevne d sammen med M,
nemlig at den samme maengde M godt kan udstyres med forskellige metrikker
(for eksempel far man igen en metrik hvis man ganger en givet metrik med

en vilkarlig positiv konstant).

Eksempel 6.3 (Talrum). Egenskaberne (i)-(iii) er velkendte (se [EHM), Ka-
pitel 1]) bade for d(z,y) = |x — y| pa R og for d(x,y) = ||x — y|| p4 R™, hvor
| - || defineres som ||x|| := v/x-x ved hjelp af skalarproduktet. Altsa er R

og R™ metriske rum med disse metrikker. P4 samme méade er C (og dermed
C") metriske rum, jf. diskussionen i Afsnit

Bemeerk, at hvis (M, d) er et metrisk rum, og X C M en delmeengde,
sé er X udstyret med restriktionen af d til X x X ogsa et metrisk rum. Vi
kalder det et delrum af M. For eksempel er (I, d) dermed et metrisk rum for
ethvert interval I C R.

Udover at tilgangen til afstandsbegrebet med aksiomer giver mulighed
for at behandle forskellige metrikker med et feclles veerktej, er der ogsa en
mere teoretisk pointe. Nar alle resultater skal bevises ud fra nogle fa enkle
aksiomer klarleegges det, hvor sstningerne kommer fra. Nogle egenskaber
ved talrummene geaelder generelt for alle metriske rum, men vi skal ogsa
se eksempler som ikke ggr det. De beror derfor ngdvendigvis pa andet end
tallenes metriske egenskaber.

Det fglgende lemma er et eksempel pa en ulighed vi har set for, og som

geelder generelt for metriske rum.

Lemma 6.4 (Omvendt trekantsulighed). For alle punkter x, y, z i et metrisk
rum (M,d) gelder
|d(z,2) — d(y, 2)| < d(z,y).

Beuvis. Beviset er en god anledning til at se aksiomerne — i brug. Idet
d(z,y) > 0 skal vi vise at —d(x,y) < d(z,2) — d(y,z) < d(z,y). Den hgjre
ulighed omskrives direkte til trekantsuligheden

d(z,2) < dla, ) + d(y, 2).

Den venstre omskrives til

d(y,z) < d(z,y) + d(z, 2),
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som fas fra trekantsuligheden og symmetri ved ombytning af = og y. O

I dette kursus fremkommer alle vaesentlige metriske rum (M, d) i en for-
bindelse hvor M er et vektorrum. Inden vi uddyber dette nsermere skal vi

lige se et par eksempler der ikke er baseret pa en vektorrumsstruktur.

Eksempel 6.5 (Diskret metrik). Lad M veere en vilkarlig meengde og lad
for alle x,y € M:
0 z=y

1 z#vy.

Det er oplagt at der geelder bade ikke-negativitet og symmetri for denne

daisk(®,y) =

funktion. At trekantsuligheden

daisk (2, 2) < daisk(z,y) + daisk (v, 2)

geelder indses saledes: Hvis dgisk(, 2) = 0 gaelder uligheden oplagt, og hvis
dgisk(z,z) = 1 er x # z. I sa fald kan y ikke veere lig med bade z og z, og
dermed kan dgisk(x,y) og daisk(y, z) ikke begge veere nul. Altsa er deres sum
stgrre end eller lig 1.

Vi konkluderer, at (M, dgisx) er et metrisk rum. Det kan virke uinteres-
sant, fordi metrikken er primitiv, men det kan af og til bruges til at vise ting

som ikke geelder generelt for metriske rum.

Eksempel 6.6 (Graf). Her er M maengden af knuder i en endelig og sam-
menhangende graf, og d(z,y) er antallet af kanter i den korteste forbindelse
mellem z og y.

Hvis grafen er

A B

bliver fx d(C, E) = 3 gennem CBDE.
Det overlades til laeseren at verificere — i dette eksempel.
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6.2 Normerede vektorrum

Hvis det pa forhand vides at meengden M har struktur af et vektorrum er
det naturligt at stille nogle krav til metrikken om hvordan den skal spille
sammen med den linesere struktur. Det opnar vi ved fgrst at definere det vi
kalder mormen af en vektor, som i metrisk sammenhaeng skal fortolkes som
dens lengde. 1 det efterfglgende lemma konstrueres ved hjeelp af lineariteten

en metrik ud fra normen.

Definition 6.7 (Normeret vektorrum). Lad E veere et reelt eller komplekst

vektorrum. En norm pa E er en funktion || - || : E — R, som opfylder
(i) (ikke-negativitet) ||z|| > 0, med lighed hvis og kun hvis z =0
(i) (skalering) Azl = | |la]

(iii) (trekantsulighed) ||z + y|| < ||z]| + [|y||

for alle z,y € E, og A € R eller C. Et normeret vektorrum er et vektorrum

udstyret med en norm.

Eksempel 6.8. Absolutveerdifunktionen |-| : R — R er en norm pa det reelle
vektorrum R. Det samme geelder absolutveerdifunktionen pa det komplekse

vektorrum C.

Eksempel 6.9. Den euklidiske norm pa R™ kendes allerede fra Eksempel
[6.3] Den er direkte relateret til den euklidiske afstand ved at der geelder
lIx|| = d(x,0) og d(x,y) = |x—y]|. Ikke overraskende er den euklidiske norm
en norm i henhold til ovenstaende definition. Det ses let at den opfylder (il
og , og trekantsuligheden blev bevist i [EHM| Seetning 1.4].

Eksempel 6.10. Lad E vere et reelt eller komplekst vektorrum, pa hvilket
der er givet et indre produkt (-,-). Med ||z|| := (ac,x)é for x € FE opnés, at F
er et normeret vektorrum. Betingelserne (jil) og ses let, og trekantsulighe-
den folger i dette tilfzelde fra Cauchy-Schwarz uligheden (jeevnfer [HW),
6.1.4, 6.1.5], som vi allerede har brugt til at etablere Proposition

Vi bemearkede netop der, at PCNg, udstyret med 2-normen

1

Il = (55 [ 1£@)P da)’
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er et normeret vektorrum, idet det blev bevist med Lemma at ((5.6))
definerer et indre produkt pa PCNy;.

Det fplgende lemma viser at relationen mellem norm og metrik i eksemp-

lerne herover er generel for alle normer.
Lemma 6.11. Lad (E,|| -||) vere et normeret vektorrum. Da fas med
d(z,y) = [lz -y

en metrik pa E.
Bevis. (i) Fas umiddelbart fra den tilsvarende betingelse for en norm.

(ii) Ved skalering med —1 fas ||y — z|| = ||z — y||. Altsa er d(y, z) = d(z,y).
(iii) Af trekantsuligheden for normen fas

o =zl = Iz —y) + (=2 < llz =yl +lly — =],
det vil sige d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2). O

Lemma 6.12. Lad E =R" eller C" og skrivx = (x1,...,xy) for x € E.

Da defineres ved hver af folgende ligninger en norm pd vektorrummet E:

e (1-norm) ||x||1 := Z?:l |z,

1
e (2-norm) ||x||2 := (\xl\Q +- |xn|2> :
o (maz-norm) ||X||ec 1= max{|z1],...,|zn|}.

Her er 2-normen blot en gentagelse af den euklidiske norm. For n = 1 er

alle tre normer lig med absolutveerdien.

Bevis. Vi mangler kun at vise normegenskaben for || - ||1 og || - ||so. Det er
klart at de er ikke-negative og ogsa at de er lig med nul, hvis og kun hvis

x = 0. Vi verificerer forst skaleringsegenskaberne:

Al =[] = > Al = A 1],
j=1 j=1
IAX|loo = max{|Az1],..., | \zn|}
= max{[A|[z1], ..., [A|[zn|}

= [Amax{|z1],..., [znl} = [A][[X]|co,
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og dernaest trekantsuligheden:

n n
Ix+ylle =Y laj +yl < D lagl +lysl = Il + [y,

j=1 j=1
1%+ ¥lloo = max{lzr + vl . [0 + ynl}
< max{lzy| + 1], |2al + [yal}
< max{|z1|,...,|zn|} + max{|y1|, ..., |ynl}
= [%lloo + llylloo
Vi har dermed vist at alle tre er normer, bade for R" og for C™. O

Notationen skyldes at ||x||; og ||x||2 er del af en familie af normer

3=

n
Ixllp o= { D legl” |

j=1

hvor 1 < p < o0, og hvor [|x||, = [|X[|cc nér p — oo. I dette kursus har vi

kun brug for p =1, 2, cc.

Lemma 6.13 (Funktionsrum). Lad A C C og lad F(A,R) vere vektorrum-
met af funktioner f: A — R. Scet

[flloo = sup{|f(z)] |z € A} € [0,00]
for f € F(A,R). Da geelder folgende:
(I) Mengden
B(A,R) :={f € F(A,R) | f er begreenset }
er et underrum af F(A,R) og || flleo €r en norm derpd.
(IT) Antag A er afsluttet og begrenset. Da er
C(A,R):={f e F(A,R) | f er kontinuert }

et underrum af B(A,R) og ||f|ls er en norm derpa.
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Bemeerk at || f]lcoc < oo for enhver begreenset funktion. Normen || - ||oo
kaldes den uniforme norm. Betegnelsen blev indfert i Definition [3.6] for alle
f € F(A,R), men i den generalitet er den faktisk slet ikke en norm, idet
normer ikke tillades at antage veerdien oo.

Vi kan indfgre og analysere F(A, C), B(A,C) og C(A, C) pa preecis samme

made.

Beuvis. Det er ikke sveert at verificere at B(A4, R) og C(A, R) er stabile overfor
addition og skalarmultiplikation, og dermed er underrum. Desuden geaelder
der

C(A,R) € B(4,R),

idet A er begraenset og afsluttet, saledes at enhver kontinuert funktion er
begraenset. Dermed behgver vi kun at verificere norm-betingelserne for funk-

tioner i B(A,R), idet de naturligvis s& ogsa geelder for funktioner i C(A4,R).

(i) Det ses let at sup{|f(x)||x € A} > 0, og at der geelder lighed hvis og
kun hvis f(z) = 0 for alle x € A, det vil sige f er nulfunktionen.

(i) [[Aflloe = sup{|Af(2)| [z € A} = [A[sup{[f(2)|[z € A} = |A][|f]loo-
(iii) Se Lemma[3.7]
Altsa er (B(4,R), || - ||oc) 08 (C(A,R), || - ||s0) normerede vektorrum. [

Eksempel 6.14. Man kan ogsé indfgre

b
1l = / ()| da

pa C([a, b],R). Vi undlader at bevise at det faktisk er en norm da vi ikke far
brug for den her.

Eksempel 6.15. For to funktioner f,g € F(A,R) defineres den indbyrdes
afstand

doo(f,g) = Hf _gHoo-

Det folger af Lemma og Lemma at (B(A,R), d) er et metrisk rum.
Det samme geelder (C(A,R),ds) nar A er afsluttet og begreenset.
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6.3 Konvergens
Begrebet talfglge generaliseres umiddelbart til en hvilken som helst maengde.

Definition 6.16 (Folge). Lad M veere en vilkarlig maengde, og lad z, € M
for alle n € N. Vi kalder

{Zn}nen X1, T2, X3, ...
en folge i M.

En fglge i M er altsa intet andet end en funktion fra N til M, skrevet z,
i stedet for x(n).
Vi er interesseret i konvergens, og det er her afstand kommer ind i billedet.

En metrik giver os mulighed for at tale om konvergens af en fglge.

Definition 6.17 (Konvergens). Lad (M, d) vaere et metrisk rum og betragt
en folge {zy}nen 1 M. Vi siger, at folgen konvergerer mod x € M, hvis der
for talfglgen af afstande d(x,,x) gaelder

lim d(x,,z) =0.

n—oo

I sa fald skriver vi limy, oo , = x eller x,, — x for n — o0, og vi kalder z
grensepunkt for fglgen. Vi siger, at fglgen er konvergent, hvis der findes et

graeensepunkt r € M.

Definitionen udtrykker preecist at x,, skal neerme sig « for n — oo. Skrevet

med ud med kvantorer vil det sige
Ve >03IN e NV > N: d(z,,z) <e.

Eksempel 6.18 (Talfglge). For talfglger fra R eller C er konvergens med
hensyn til metrikken d(z,y) = |z — y| preecis det konvergensbegreb som blev
defineret i Kapitel

Eksempel 6.19 (Funktionsfplge). Tilsvarende geelder for funktionsfplger af
begreensede funktioner (med veerdier i R eller C) at konvergens med hensyn

til metrikken d(f,g) = ||f — g|loo er det samme som uniform konvergens.
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Med Definition kan vi altsa sla to fluer med et smaek og behandle
konvergens af talfglger og uniform konvergens af funktionsfglger under et.

Ligesom vi har set fgr kan en fglge ikke have flere greensepunkter:

Lemma 6.20. Huis der for en folge i et metrisk rum geelder bide x, — x

09 Tp — Yy for n — 00, s4 er x =y.

Bevis. Her kommer trekantsuligheden straks ind i billedet. For alle n er
0 S d(iﬂ,y) S d(x’ In) + d(xnay) = d(ﬂfn, 1") + d(xﬂny)a

og da bade d(xy, ) og d(x,,y) gar mod nul, slutter vi at d(x,y) = 0, og s&

er x = y ved betingelsen om at d(z,y) kun er nul nar elementerne er ens. [

Eksempel 6.21 (Konvergens i R¥). Vi har defineret tre forskellige metrikker

pa R¥, ud fra normerne

%[y = |2af + - o+ [k
1
Ixll2 = (2% + -+ 23)2

[1%[loo = max{[z1],..., |zx[}

Vi skal se, at for alle tre metrikker betyder konvergens mod x for n — oo
det samme, nemlig koordinatvis konvergens.

Vi betragter en folge i R*. For at undga konflikt mellem numrene for fgl-
gens elementer og numrene for koordinaterne i R* vaelger vi i dette eksempel
benytte notation som en funktion N — R¥ for fplgen, det vil sige det n-te

element skrives z(n). Koordinaterne for dette element skriver vi pa formen
x(n) = (x1(n),...,z1(n)) € RF
Pastanden er at

nh_g)lo (z1(n),...,zK(n)) = (nh_{rolo zi(n),... ,nli_{I(;lo z(n))

uanset hvilken af de tre metrikker vi har udstyret R¥ med.

For hver af de tre normer geelder |z;| < ||x|| for hvert ¢ = 1,..., k. Derfor
er |x;(n)—z;| < ||x(n)—x|| for alle n € N, s& hvis ||x(n) —x|| — 0 for n — oo
sé geelder der ogsa at |x;(n) — ;| — 0 for hvert i. Konvergens med hensyn

til || - || medferer altsd koordinatvis konvergens.
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Omvendt medfgrer regnereglerne for konvergens af talfglger umiddelbart
at hvis |z;(n) — x;| — 0 for n — oo for hvert i = 1,...k, sa vil ogsa
[x(n) =x[1 = [z1(n) = 1] + - -+ [zr(n) — 2k = 0

Koordinatvis konvergens medfgrer altsa konvergens med hensyn til || - ||;.

Endelig geelder der bade ||x||oo < [|%]|2 0g ||%[]2 < [|x]|1 for alle x € R¥,
og derfor medfgrer konvergens med hensyn til || - ||; ogsd konvergens med
hensyn til de to andre normer.

At ||x||oo < [|x[]2 < |Ix||1 fas fra folgende udregninger
]2 = (max |;])* = max | |* < |1 [* + - + | = [1x]13
k
(13 = o1 + - + |2 < D Jail |2g] = (2] + - + |ax])® = ]
ij=1
Lemma 6.22. Hvis ©,, — x for n — oo geelder
d(zn,y) = d(z,y)  forn — oo

for alley € M.

Beuvis. Det folger fra uligheden |d(x,y) — d(zp,y)| < d(zy,x), som fas af den
omvendte trekantsulighed. O

Delfglger Dem far vi ogsa brug for. Definitionen er den samme som fgr.

Definition 6.23 (Delfglge). Lad {z,,}nen veere en folge i M, og {ng }ren en
strengt voksende fplge i N. Da kaldes {zy, }ren en delfplge af {z,}nen.

Vi husker pa, at nar vi teenker pa fglger som funktioner defineret pa N,

sa er delfslgen dermed den sammensatte funktion

k= ng = op,
af x med en strengt voksende funktion fra N til N. Ligesom for talfglger arver
enhver delfglge moder-fglgens konvergensegenskaber:

Lemma 6.24. Lad {x,}nen vere en konvergent folge i et metrisk rum (M, d)
med grensepunkt © € M. Da er enhver delfolge af {xy}nen konvergent med

grensepunkt x.

Bevis. Det folger umiddelbart af Definition [6.17] og det tilsvarende Lemma
for talfglger, idet d(x, ,x) er en delfglge af talfglgen d(x,, z). O
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6.4 Fuldstaendighed
Begrebet Cauchy-fplge kan ogsa generaliseres direkte til metriske rum.

Definition 6.25. Lad {z,}nen veere en folge i et metrisk rum (M, d). Vi
siger, at folgen er en Cauchy-folge (eller blot at den “er Cauchy”), hvis der
for alle € > 0 findes et NV, saledes at

d(Tp, Tm) < €
for alle n,m > N.

De fglgende to lemmaer er generaliseringer af Lemma [1.73] og Lemma

77
Lemma 6.26. Enhver konvergent folge i et metrisk rum er en Cauchy-folge.

Bevis. Antag x = lim,, 00 ¥, 1 (M,d), og lad € > 0. Da findes der et N,

sadan at for alle n > N er

S
Ay, z) < =
(Tn,x) < 5

Hvis n,m > N finder vi sa ved hjezlp af trekantsuligheden

d(xn, Tm) < d(xp,z) + d(z,20) < % + g =¢,

og derfor er {z,,} en Cauchy-folge. O
Lemma 6.27. Lad {z,}nen vere en Cauchy-folge i et metrisk rum (M, d),

og antag, at den har en konvergent delfplge {xp, tren med grensepunkt x.

Da konvergerer folgen {xy}nen 0gsd selv mod .

Beuvis. Det folger af den omvendte trekantsulighed at
|d(xn, ) — d(zm, )| < d(Tn, Tm).

Fra Definition fas da, at for alle ¢ findes N sa |d(zp,z) — d(zm,z)| <€
for m,n > N. Det viser at talfglgen d(x,,x) er Cauchy. P4 den anden side
folger det fra Definition at d(zp,,x) — 0 for k — co. Lemma [L.77]
medfgrer sa at d(z,,x) gir mod nul, og dermed er Lemma vist. O
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Indtil nu har alle vores resultater om talfplger ladet sig generalisere til
metriske rum. Men festen stopper her, idet Cauchys fundamentale resultat,
Saetning ikke lader sig generalisere. Det er endda nemt at komme med

et modeksempel.

Eksempel 6.28 (Ikke konvergent Cauchy-fglge). Betragt M = (0, 00) som
delrum af R med den saedvanlige metrik d(z,y) = |x — y|. Folgen givet ved
Ty = % er konvergent i R og derfor ogsd Cauchy i R. Det vil sige at for
hvert ¢ findes N sa d(zy,z,) < € for alle n,m > N. Det betyder per
definition at den ogsa er Cauchy i M. Men den er ikke konvergent i M.
Definition [6.17] siger jo udtrykkeligt at greensepunktet skal tilhgre M, og
hvis den havde et graensepunkt i M ville den have to graensepunkter i R, da

den ogsa konvergerer mod 0.
Denne skuffelse fgrer straks frem til en ny definition.

Definition 6.29 (Fuldstendighed). Et metrisk rum (M, d) kaldes fuldsten-
digt, safremt enhver Cauchy-folge er konvergent i M.

Med andre ord siger vi, at et rum M er fuldsteendigt, hvis udsagnet i
Seetning geelder i M. Det illustrerer pointen at skuffelser ikke ngdven-
digvis er slutpunkter i en matematisk udvikling, men kan markere en ny
begyndelse grundet i en dybere forstaelse af emnet.

Som vi har naevnt tidligere, er mange af vores eksempler oprindeligt nor-

merede vektorrum. Vi definerer derfor

Definition 6.30 (Banachrum). Et normeret vektorrum kaldes et Banach-

rum, hvis det tilhgrende metriske rum er fuldsteendigt.

Seetning 6.31 (Talrum). Med en hvilken som helst af normerne || - |1, || - |2

09 || - |loo er R¥ et Banachrum.
Bevis. Lad {x(n)}nen veere en Cauchy-folge i R¥, altsa
Ve>03dN eNVm,n>N: [x(m)—x(n)||<e

hvor || - || star for en af de tre normer. For hvert i = 1,..., k er talfplgen af

koordinater {z;(n)}nen ogsa Cauchy, idet |z;(m) — z;(n)| < ||x(m) —x(n)]|,
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og fra Cauchys seetning ved vi derfor at der findes et tal x; € R som x;(n)
konvergerer mod. Vi samler disse k tal i et talseet x := (21,...,2;) € RF.
Fra Eksempel vides, at en fglge i (R¥,|| - ||) er konvergent netop
hvis alle k talfglger af koordinater konvergerer. Altsa konvergerer x(n) mod
X. g

Seetning 6.32 (Funktionsrum). De folgende rum er Banachrum:
e (B([a,b,R), [ - llc) 09 (B([a,b],C), || - [ls0)

® (C([a’ b]’R)7 H : ||oo) 0g (C([a’ b],C), H : Hoo)

Bewis. Vi viser fuldsteendighed for funktioner med veerdier i R. Argumentet
for C er ikke anderledes.

Vi starter med at betragte B([a, b], R). Lad { f,, }nen veere en Cauchy-folge
af begreensede funktioner. Ved hjeelp af Seetning [3.12]ser vi, at der findes en
funktion f : [a,b] — R som f,, konvergerer uniformt imod. Vi mangler derfor
blot at vise at denne funktion f faktisk tilhgrer B([a, 0], R).

For alle € > 0, findes der et N € N, sadan at for alle n > N geelder at

[fn = fllo <e

Vi behgver kun dette for e = 1 og n = N, det vil sige at der findes der et NV,

sadan at
HfN - f“oo < 1.

Vi ser nu, at f er begreenset, da fx € B([a,b],R) og

[f (@) < [f(x) = In@)| + @) < = Fnlloo + [N lloo < T+ fNlloo

for alle z. Det viser at f tilhgrer B([a, b],R), som dermed er fuldstaendigt.
For at vise, at (C([a,b]), ]| - ||so) er fuldstendigt, mangler vi tilsvarende
blot at vise, at graensefunktionen er kontinuert, hvis funktionsfglgen bestér
af kontinuerte funktioner. Men dette er sandt ifslge Seetning [3.13] Dermed
er (C([a,b],R) fuldsteendigt. O

Eksempel 6.33 (Normeret vektorrum som ikke er Banach). Lad A = [a, b
veere et begreenset og afsluttet interval med a < b, og betragt vektorrummet

P(A,R) af alle reelle polynomier

p(x) =ag+ar1x+---+ayz", xz€ A
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P(A,R) er et underrum af C(A,R), og restriktion af den uniforme norm
giver derfor en norm pa P(A,R). Vi vil vise rummet ikke er fuldsteendigt
med denne norm.

Lad

| —

k
!1‘

o

pn(x) = Z
k=0

Denne fplge er uniformt konvergent i C([—r, r], R) for ethvert » > 0, da den er
afsnittet for en potensraekke med konvergensradius co. Greensefunktionen er
e, jf. Eksempel . Det samme geelder dermed ogséa pa A fordi A C [—r, 7]
for r tilstreekkelig stor.

Da p,, er uniform konvergent i C(A,R) er den ogsa Cauchy i dette rum,
og da normen er den samme, er den dermed ogsa Cauchy i P(A,R).

Hvis den var uniformt konvergent i P(A,R) mod en funktion p(x), ville
den ogsa veere uniformt konvergent mod p(z) i C(A,R). Altsa ville p(z) = €*,
men det er ikke et polynomium (fx ved brug af Seetning , og folgen kan
dermed ikke konvergere i P(A,R).

6.5 Kontinuitet

Kontinuitet af funktioner er som begreb teet knyttet til greenseveerdier, og
det har en naturlig generalisation til alle metriske rum. Det skal vi nu se pa.

Ligesom for reelle funktioner skelner man mellem kontinuitet i et punkt
og kontinuitet. Standarddefinitionen af at f : R — R er kontinuert i @ € R
er som bekendt, at for alle € > 0 eksisterer der § > 0, sddan at for alle
z € Rmed |z — a| < § geelder der |f(z) — f(a)] < e. Den definition kan vi
umiddelbart udvide til en generel situation, hvor vi har en afbildning mellem

to metriske rum, som endda ikke behgver veere ens.

Definition 6.34 (Kontinuitet i et punkt). Lad (X,dx) og (Y,dy) veere
metriske rum, og lad @ € X. En afbildning f : X — Y kaldes kontinuert i

a dersom der for alle € > 0 eksisterer § > 0, sddan at for alle x € X med
dx(z,a) < § gelder der dy (f(x), f(a)) < e.

Definitionen af kontinuitet udvides ligeledes direkte.
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Definition 6.35 (Kontinuitet). Lad (X,dx) og (Y, dy) veere metriske rum.
En afbildning f : X — Y kaldes kontinuert dersom den er kontinuert i alle
acX.

Den folgende saetning udtrykker sammenhsengen mellem kontinuitet og
graenseovergang for folger. Den kan bevises pa praecis samme made som Saet-

ning [T.45] som den generaliserer.

Satning 6.36 (Folgekontinuitet). Lad f : X — Y were en afbildning mel-
lem to metriske rum, og lad a € X. Da er f kontinuert i a hvis og kun huvis

der for enhver folge {xp}nen @ X geelder
Tp —a formn—o00 = f(zn) = f(a) for n — oo.

Med Lemma far vi dermed straks at funktionen x — d(z,y) er kon-
tinuert for alle y. Ved hjelp af Seetning kan vi ogsa nemt vise fglgende:

Seetning 6.37 (Sammensaetning). Lad f : X — Y og g : Y — Z veere
afbildninger mellem metriske rum, og lad a € X. Hvis f er kontinuert i a og

g er kontinuert i f(a), si er go f ogsd kontinuert i a.

Beuvis. For enhver folge {zy }nen 1 X som konvergerer mod a far vi fra Seet-
ning at f(x,) konvergerer mod f(a), og derneest at g(f(x,)) konvergerer
mod g(f(a)). Ifplge den samme saetning er g o f derfor kontinuert i a. O

6.6 Abne maengder

Vi indfgrer egenskaben aben for delmaengder af et metrisk rum. Det generali-
serer en velkendt definition fra R™ (se [EHM) Afsnit 1.2]). Vi lader et metrisk

rum (M, d) veere givet.

Kugler

Definition 6.38 (Kugle). Lad a € M og r > 0. Vi kalder
K(a,r) :={x:d(a,z) <r}

kuglen med radius r omkring a.
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Bemeerk det strenge ulighedstegn i definitionen. Ofte omtales K (a, ) som
den dabne kugle med radius r. Vi skal senere se hvorfor.

Ordet “kugle” kommer naturligvis fra R? med euklidisk metrik, men det
benyttes helt generelt for alle metriske rum. Nar man betragter et metrisk
rum kan det ofte understgtte ens intuition at teenke pa det som R? med
euklidisk metrik, og pa den metriske kugle K (a,r) som en aben cirkelskive
deri. Argumenter bliver derfor illustreret med tegninger af cirkler, selvom

kugler med hensyn til andre metrikker kan se helt anderledes ud.

Eksempel 6.39 (R?). Betragt de tre metriske rum (R?, d;), (R?,d2), (R%, dso).
De tilsvarende enhedskugler omkring nulpunktet er givet ved:

K1(0,1) := {x € R? : ||x|; < 1},

K5(0,1) := {x € R? : ||x]|2 < 1},

Ko(0,1) :={x € R?: ||x[|oo < 1},

og er plottet i de fglgende grafer.

ol I, Il

N,
N

Eksempel 6.40. Betragt metrikken givet ved den uniforme norm pa [0, 1].

b 4

Kuglen med centrum i f og radius € > 0 er alle funktionerne i e-bandet om

f, jf. figur pa side

Eksempel 6.41. Lad M = [—1,1] U [2,4] C R med den saedvanlige metrik
d(z,y) = |z — y| fra R. Her er

K(0,3) = [-1,1]U[2,3).

Indre, ydre og rand Lad A C M vere en delmaengde af et metrisk rum.

Dens komplementermeengde betegnes A°€.
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Lemma 6.42. For hvert x € M geelder en og kun en af de folgende tre

betingelser
(i) Der findes r >0 si K(z,r) C A.
(ii) Der findes v >0 sa K(z,r) C A°.
(i1i) For hvert r > 0 er hverken K(x,r) N A eller K(x,r) N A° tom.

Bevis. Hvis x € A geelder eller , men ikke begge og heller ikke .
Tilsvarende geelder eller hvis z € A°, men ikke begge og ikke . O

A
@ indre @ ydre
@ randpunkt

Definition 6.43 (Indre). Et punkt = som opfylder kaldes indre i A.
Mengden af disse punkter kaldes det indre af A og betegnes A°.

Definition 6.44 (Ydre). Et punkt z som opfylder kaldes ydre for A.
Mengden af disse punkter kaldes det ydre til A.

Der er ingen seerskilt betegnelse for det ydre, idet det kan skrives (A¢)°.

Definition 6.45 (Rand). Et punkt = som opfylder kaldes et randpunkt.
Mengden af disse punkter kaldes randen af A og betegnes 0A.

Dermed er

M= A° U QA U (A°)°

en disjunkt opdeling af M. Vi har A° C A og (A€)° C A€, hvorimod 0A kan
indeholde punkter bade fra A og A°.

Aben meengde

Definition 6.46 (Aben). En delmeengde A C M kaldes dben, hvis alle dens

punkter er indre, altsd hvis A = A°.
En akvivalent karakterisering er A N 9A = ().

Eksempel 6.47. For M = R™ med euklidisk afstand er begrebet preaecis det

samme som fgr.
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Lemma 6.48. Kuglen K(x,r) er dben for alle x € M og alle r > 0.

Bevis. Lad y € K(x,r). Vi skal vise y er et indre punkt i kuglen. Vi skal
altsd finde en kugle K(y,s) omkring y inde i K(z,7). Day € K(z,r) er
d(z,y) < r. Vi kan derfor veelge s sddan at 0 < s < r —d(x,y).

For alle z € K(y, s) geelder nu ifglge trekantsuligheden

d(x,z) < d(z,y) + d(y,z) <d(z,y) +s<r
Altsé er K(y,s) € K(z,7), og y er dermed indre i K(x,r). O

Figuren herunder illustrerer bevisets ide.
— ()
x

Lemma 6.49. For enhver delmengde A C M er A° Gben.
Resultatet kan ogsa udtrykkes (A°)° = A°.

Bevis. Lad x € A°. Vi skal vise x er indre i A°, og vi ved den er indre i A.
Det vil sige, vi ved der findes > 0 sa K (z,r) C A. Vi viser lemmaet ved at
vise, at den samme kugle opfylder K (z,r) C A°.

Lad y € K(z,r). Ifolge Lemmal6.48|findes s > 0 med K (y,s) C K(z,r).
Da K(z,r) C A slutter vi at K(y,s) C A. Dermed er y € A°, og altsa er
K(x,r) C A°. O

Kontinuitet udtrykt ved a4bne meengder Lad (X,dx) og (Y,dy) veere
metriske rum, og lad f : X — Y veere en afbildning. Vi har i Definition [6.35
indfort, at f kaldes kontinuert hvis den er kontinuert i hvert punkt a € X.
Den fglgende alternative karakterisering er vigtig.

For en delmengde A C Y defineres originalmengden ved f som del-

maengden

FHA) ={z e X | f(z) € A}

al X.
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Saetning 6.50. En afbildning f : X — Y er kontinuert, hvis og kun hvis
originalmengden f~1(A) er dben i X for enhver dben delmengde A af Y.

Beuvis. Vi starter med at omformulere Definition [6.34] ved hjeelp af kugler.
Afbildningen f er kontinuert i z € X hvis og kun hvis

Ve>030>0: f(K(x,0))CK(f(x),e)). (6.1)
Inklusionen i (6.1)) udtrykker nemlig

dx(z,x) <6 =dy(f(2), f(x)) <e.

Antag f er kontinuert, og lad A C Y veere aben. Vi skal vise, at ethvert
x € f71(A) er indre i f~!(A). Da A er aben og f(z) € A findes ¢ > 0 sa
K(f(x),e) € A. Da f er kontinuert i x findes ifplge et 9 > 0 saledes at
f(K(z,6)) € K(f(x),e). Dermed er f(K(xz,6)) C A, og K(x,6) C f~1(A).
Det viser x er indre i f~1(A).

Antag omvendt, at f~1(A) er aben i X nar A er abeniY, oglad z € X.
For at vise kontinuitet af f i 2 lader vi e > 0 veere givet. Fra Lemmal[6.48| ved
viat K(f(z),e) er aben. Antagelsen om f medfgrer sa, at f~1(K(f(x),¢)) er
aben. Specielt er x dermed indre punkt i denne originalmsaengde, hvilket per

definition betyder at der findes § > 0 sa K (z,0) C f~Y(K(f(x),¢)). Altsa er
f(K(z,9)) € K(f(x),e) som gnsket i (6.1)). O

Figuren herunder illustrerer beviset.

X f Y
N
K(z,0)
K(f(x),¢e)

Eksempel 6.51. I et diskret metrisk rum er alle delmaengder abne, og det
fglger derfor at hvis X har diskret metrik er alle afbildninger f : X — Y

kontinuerte.
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6.7 Afsluttede mangder

Sammen med egenskaben aben har vi ogsa egenskaben afsluttet.

Definition 6.52 (Afsluttet). Lad A C M. Mangden A := A U JA kaldes
afslutningen af A, og vi siger, at A er afsluttet (lukket), hvis A = A.

Vi har dermed for enhver delmengde at
A° C ACA.

Mengden A er aben hvis den fgrste inklusion er en lighed, og afsluttet hvis

den anden inklusion er en lighed.

Lemma 6.53 (Karakterisering af afslutningen). Lad A C M og x € M. Der
gelder x € A hvis og kun hvis K(x,7) N A # () for alle r > 0.

Bevis. Hvis x € A gaelder x € A eller x € 0A. I begge tilfaelde far vi straks

at K(z,r) N A aldrig er tom. Det omvendte ses tilsvarende. O

Det fglgende eksempel illustrerer, at man skal veere lidt forsigtig med

intuitionen nar det angar det indre og afslutningen af en maengde.

Eksempel 6.54. Lad M = (0,2] med metrikken |z — y| fra R. For dette
metriske rum er J[1,2] = 9(0,1) = {1} og dermed

[1,2° = (1,2] og (0,1) = (0,1].

Seetning 6.55 (Dualitet). Lad (M,d) vere et metrisk rum, og lad A C M.
Sa geelder, at A er afsluttet hvis og kun hvis A€ er dben.

Beuvis. Det folger af den disjunkte opdeling
M =AU 0A U (A°)° (6.2)
at begge dele er aekvivalent med at A C A. O

Det er en hyppig misfortolkning af det ovenstaende, at aben og afsluttet
er komplementeere egenskaber, altsd at A er aben hvis og kun hvis A ikke

er afsluttet. Det underbygges af ordene dben og lukket (en dgr er aben hvis
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og kun hvis den ikke er lukket). Det er imidlertid forkert. Af de fire typer af
intervaller

(a,b), la,b), (a,b], [a,b]

er halvdelen jo hverken abne eller afsluttede i R. Det folgende eksempel viser

man ogsa kan komme ud for delmaengder som er bade abne og afsluttede.

Eksempel 6.56. Lad M = [0,1] U [2, 3] med den sadvanlige metrik fra R.
Delmaengden A = [0, 1] er bade aben og afsluttet i M.

Lemma 6.57. For enhver delmengde A C M er A afsluttet.

Bevis. Nar vi anvender Lemma pa A far vi at (A°)° er aben. Fra

Seetning m ses nu at A er afsluttet, idet komplementsermaengden til A

netop (A)° (se (52). s
Resultatet kan ogsa udtrykkes A=A

Lemma 6.58. Lad A C M. Da er A mengden af grensepunkter for kon-

vergente falger med elementer fra A.

Bevis. Lad z € A. For hvert n € N velges z, € K(x, %) N A, hvilket er
muligt ifglge Lemma Idet d(zy,z) < L konvergerer z,, mod x.

Antag omvendt at x,, € A for alle n, og z,, - x € M for n — oco. Lad
r > 0. Sa findes N s d(x,x,) < r for alle n > N. Altsa er K(x,r)N A ikke
tom. Det viser x tilhgrer A. 0

6.8 Begrenset maengde

Lad A C M veere en delmeengde af et metrisk rum.

Definition 6.59 (Diameter og begraenset meengde). Vi siger A er begrenset

hvis meengden af afstande mellem dens elementer
{d(z,y) | z,y € A} C [0,00)

er begraenset. Den mindste gvre greense i [0, 00] kaldes diameteren af A og
betegnes diam A. For A # () er det

diam A = sup{d(z,y) | z,y € A}.

Den tomme meengde er per definition begraenset og har diameter 0.
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Det er klart at enhver delmaengde af en begreenset maengde ogsé er be-

graenset.

Eksempel 6.60. Lad r > 0. Kuglen K(a,r) er begreenset, idet
d(z,y) < d(a,2) + d(a, ) < 2r

for alle z,y € K(a,r). Altsa er diam K (a,r) < 2r.

Bemzeerk, at diameteren af K (a, r) ikke ngdvendigvis er lig med 2r. For ek-
sempel i intervallet M = [0, 1] med seedvanlig afstand |z—y| er diam K (0,r) =
1 for ethvert r > 1.

Lemma 6.61. Lad a € M. For enhver delmengde A C M geelder, at A er
begreenset hvis og kun hvis der findes r > 0 sdledes at A C K(a,r).

(a,7)

Bevis. Hvis A C K(a,r) er A begrzenset fordi kuglen er det ifplge Eksempel
Antag omvendt at A er begreenset, det vil sige diam A < oo. Hvis A er
tom er konklusionen triviel, s vi antager A # ().

Velg et punkt y € A. For alle x € A fas
d(a,z) < d(a,y) + d(y, @),

Hvis r veelges sa
d(a,y) + diam A < r
er d(a,z) < r og dermed A C K(a,r). O

Eksempel 6.62 (Euklidisk rum). For M = R™ defineres, at en delmaengde

A er begrenset, hvis den er indeholdt i en kugle omkring origo, dvs. der
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findes r > 0 sa ||x|| < r for alle x € A. Det er &kvivalent med Definition
[6.59 ifolge lemmaet herover.
Definitionen er i gvrigt aekvivalent for alle tre normer ||x||1, ||x||2 og

|%X|l0o, idet der geelder
[%lloo < [Ixll2 < Il < nfl%]loo,

men diam A er ikke ngdvendigvis den samme for de tre metrikker.

6.9 Kompakte maengder

Den sidste og vanskeligste maengdeegenskab vi skal se pa er kompakthed. Vi
ved fra Analyse 0, at kontinuerte funktioner pa R har fine egenskaber nar man
betragter dem péa en afsluttet og begraenset maengde, for eksempel et interval
[a, b]. Det giver sig navnlig udtryk i den vigtige ekstremalveerdiseetning (kendt
fra Analyse 0 i et fundamentalt specialtilfeelde som forste hovedssetning,
[EHM|, Seetning 3.19]) at en kontinuert funktion defineret pa [a,b] antager
en storste og en mindste veerdi. Malet her er at finde en generel betingelse
for delmaengder af metriske rum, som sikrer noget tilsvarende.

Da vi netop har defineret begge egenskaberne afsluttet og begraenset for et
generelt metrisk rum, er et neerliggende gaet, at betingelsen blot generaliseres
ved at forlange disse to egenskaber, men det er desveerre ikke tilfaeldet. Som
det bliver vist i Eksempel [6.65] herunder, lader ekstremalveerdiseetningen sig
ikke generalisere sé let, og der skal mere til for at sikre dens gyldighed.

Vi leegger ud med at give definitionen, hvorefter vi gar over til at sam-
menligne med det vi har set tidligere for talrummene. Dernsest viser vi en
generel ekstremalveerdiseetning for kompakte meengder.

Som fgr er (M, d) et metrisk rum og A C M en delmaengde. Den folgende
definition er inspireret af Bolzano-Weierstrass saetningen (Lemma :

Enhver begrenset reel talfolge har en konvergent delfolge.

Definition 6.63. A er kompakt, hvis enhver folge i A har en delfglge som er

konvergent i A.

Det fplger af Bolzano-Weierstrass, at i et afsluttet og begreenset interval [a, b]

har enhver talfglge en konvergent delfglge med en greenseveerdi der ligger i
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intervallet. Altsé er [a,b] kompakt. Det folgende lemma viser den modsatte
implikation for et generelt metrisk rum, altsd at kompakt medfgrer bade

afsluttet og begraenset.

Lemma 6.64. Lad (M,d) vere et metrisk rum, og A C M en kompakt
delmengde. Da er A afsluttet og begrenset.

Bewis. Vi starter med at vise A er afsluttet, det vil sige A = A. Lad x € A.
Vi ved fra Lemma at der findes en folge {, }nen 1 A, som konvergerer
mod z. Da A er kompakt, har denne folge ogsa en delfglge som konvergerer
mod et punkt i A. Ifslge Lemma har delfglgen det samme graensepunkt
som moderfglgen, altsd x. Vi konkluderer derfor at x € A, og vi har dermed
vist A = A.

Vi viser A er begraenset ved at antage det modsatte og na en modstrid.
Vi veelger et vilkarligt punkt a € M. Ifglge Lemma er A ikke indeholdt
i K(a,r) for noget r > 0. Det medferer, at der findes en folge {xp}nen 1 A
med d(x,,a) > n for alle n. Da A er kompakt har denne fglge en konvergent
delfplge x,, . Ifslge Lemma er talfplgen d(zy,,a) dermed konvergent,

selvom den er ubegraenset. Dermed har vi opnaet en modstrid. O

Det fplgende eksempel viser et metrisk rum, hvor det omvendte udsagn,

at enhver afsluttet og begraenset meengde er kompakt, er forkert.

Eksempel 6.65. Lad M = N udstyret med den diskrete metrik. M er en
begraenset delmaengde af sig selv, da diameteren er 1. Den er ogsa afsluttet,
da et metrisk rum altid er afsluttet som delmaengde af sig selv. Til gengeeld
er den ikke kompakt, da fglgen x,, = n ikke har nogen konvergent delfglge.
Alle folgens elementer har jo afstand 1 til hinanden. Det samme geelder ngd-
vendigvis ogsa for enhver delfslge, og det umuligggr tydeligvis konvergens.
Bemzeerk, at funktionen f : N — R defineret ved f(n) = n er kontinuert
ligesom enhver funktion M — R pa et metrisk rum med diskret metrik. Men
den antager ikke nogen stgrste veerdi, sa afsluttet og begreenset er ikke nok

til at sikre ekstremalveerdiseetningens gyldighed.

Bolzano-Weierstrass satningen for R (Lemma |1.67)) kan generaliseres til

alle talrummene R™. For R? er beviset essentielt det samme som for C (Saet-
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ning7 og det generelle tilfeelde udnytter den samme metode, som bygger
pa at tage delfglger af delfglger.

Husk at en delfglge fremkommer fra en folge ved at fjerne nogle af ele-
menterne. Eneste krav er at der skal veere uendeligt mange elementer tilbage,
og at de skal sta i samme raekkefglge som fgr.

En del-delfglge fremkommer ved at fjerne endnu flere elementer, med de
samme krav igen. Det kunne naturligvis lige sa godt have veeret gjort i et
hug, nar slutkravet er det samme. Vi konkluderer at en del-delfglge igen er
en delfglge af den oprindelige moder-fglge.

Det eneste vanskelige i den forbindelse er notationen. Hvis den oprindelige
folge betegnes {ap fnen fremkommer delfplgen {a,, }ren ved at sette ekstra
fodtegn k pa fodtegnet n for a. En del-delfglge fremkommer derfor ved at
seette ekstra fodtegn pa k. Sa det bliver til {an, }ien.

Det er i virkeligheden en sammensat funktion

E»—>kg»—>nke»—>anke, N—N-—>N — M,

strengt voksende
og pointen er at sammensatningen af to strengt voksende funktioner N — N

selv er en strengt voksende funktion N — N.

Seetning 6.66 (Bolzano-Weierstrass for R™). For alle delmengder A C R™

geelder, at A er kompakt hvis og kun hvis den er afsluttet og begrenset.

Bevis. = er vist generelt i Lemma [6.64]
<: Lad der veere givet en fglge i A. Vi skriver folgens elementer pa for-
men z(n) = (x1(n),...,zm(n)). Da A er begraenset er hver af talfglgerne af

koordinater {z;(n)}nen begraenset, idet

m
jzj(m)]* <Y lza(n)? = ||]3.
i=1

For hvert j = 1,...,m kan vi ifglge Bolzano-Weierstrass finde en delfglge
x(ny) af x(n), saledes at talfslgen z;(ny) af de j-te koordinater konvergerer
for k — oo. P4 forhand er det bare ikke sikkert at det kan ggres med den
samme delfglge for alle j. Det er derfor vi far brug for del-delfglger.

Forst veelges delfplgen x(ny), sa der er konvergens for forstekoordinaterne:

lim z1(ng) = y1.
k—ro0
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Til delfplgen x(ny) finder vi dernzest en delfplge, for hvilken der er konvergens

for andenkoordinaterne:

lim z2(ng,) = yo.
l—o0

Bemseerk, at ifplge Lemma [6.24] geelder

lim z1(ng,) = lim z1(ng) = y1.
{—00 k—ro0

Vi fortseetter pd den made og finder efter m skridt en del--- - -delfplge af
z(n), for hvilken der er konvergens i alle koordinaterne. Jeevnfor Eksempel
6.21] er koordinatvis konvergens det samme som konvergens med hensyn til
den euklidiske metrik, sa vores del-- - --delfglge konvergerer i R™. Da A er
afsluttet ligger greensepunktet i A, og da del-- - - -delfglgen i virkeligheden
bare er en delfglge har vi opnaet det vi skulle. O

Kontinuitet og kompakthed Motivet for vores interesse for kompakte

mengder kommer som tidligere naevnt fra korollaret til den fglgende saetning.

Saetning 6.67. Lad f : X — Y wvere en kontinuert afbildning mellem to
metriske rum. Da er f(A) CY kompakt for enhver kompakt mengde A C X.

Bevis. Vi skal vise at enhver folge {y,}nen 1 f(A) har en delfplge, som kon-
vergerer mod et element i f(A). For hvert n er y, € f(A), s der findes
x, € A med f(z,) = yn. Da A er kompakt har folgen {x, },en en konver-
gent delfglge z,, med greensepunkt x := limy_,o ,, € A. Da f er kontinuert
far vi fra Seetning at yn, = f(an,) — f(x) € f(A) for k — oco. Dermed

er setningen vist. O

Korollar 6.68 (Ekstremalveerdissetningen). Lad M wveere et metrisk rum.
Enhver kontinuert funktion f : M — R antager en stgrste og en mindste

veerdi pa enhver kompakt ikke-tom delmengde A af M.

Bevis. Den foregaende saetning viser, at f(A) er en kompakt delmaengde i
R, og Lemma viser dernaest, at f(A) er afsluttet og begreenset. Den

indeholder derfor sit supremum og sit infimum. O
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Udtyndningssaetningen Vi afslutter kapitlet med en vigtig seetning, som
karakteriserer de kompakte maengder ved hjeelp af abne maengder. Fgr vi kan

formulere seetningen, definerer vi:

Definition 6.69. Lad A C M vere en delmaengde af et metrisk rum. En
overdwkning af A er en samling {G; };cr af delmaengder G; C M, som opfylder

AC UG

i€l

Hvis alle maengderne G; er abne kaldes overdeekningen for en dben overdek-
ning. Indeksmeaengden I kan veere en hvilken som helst maengde, og overdack-

ningen kaldes endelig hvis I er endelig.

Samlingen {G1, G, G3, G4, G5, Gs, G7,Gg} er en endelig overdaekning af A.

Nogle af de maengder der deltager i en overdackning af A kan veere over-
fladige, saledes at A stadig er overdaekket hvis man tager dem fra. Det kaldes

at udtynde overdeekningen.
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{Gl, Go, Gs, Gg, G7, Gg} er en udtynding af {Gl, Gy, G3,Gy, G5, Gg, G7, Gg}.

Definition 6.70. Antag samlingen af maengder {G;};cs er en overdeekning
af A, oglad J C I veere en delmaengde af I. Hvis {G;};cs ogsa er en over-

deekning af A kaldes den en udtynding af den oprindelige overdeekning,.

Eksempel 6.71. Lad M = R. Samlingen {G,, },cz defineret ved

n n+2
Gn—(4’4>

er en aben overdeekning af A = [0, 1] (den overdaekker faktisk hele R). Med
{Gfla G07 Gla G27 G3}

fas en endelig udtynding. De fem intervaller

11 0 1 13 1 1 35
4 ) 4 ) ) 2 ) 4 ) 4 ) 2 ) ) 4 ) 4
overdaekker nemlig stadig [0, 1].

Seetning 6.72 (Udtyndingsseetningen). Lad A C M wvere en kompakt del-
mengde af et metrisk rum. Enhver daben overdekning af A kan udtyndes til

en endelig overdekning af A.

Fgr vi beviser saetningen kigger vi pa et specialtilfeelde. Vi antager at
A C M er kompakt. For ethvert » > 0 kan vi anvende udtyndingssaetningen

pa overdeekningen

AC U K(a,r)
acA
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og dermed fa en endelig overdackning af A med kugler der alle har samme

radius r. Det er udsagnet i det fglgende lemma.

Lemma 6.73. For hvert r > 0 findes endeligt mange a1, . ..,a,m € A sd

AC K(ar,r)U---UK(am,T).

Bevis. Lemmaet er godt nok et specialtilfeelde af udtyndingsssetningen, men
planen er ogsa at bruge det til at vise den. Her er et selvstaendigt bevis.
Vi kan antage A ikke er tom, og veelger x1 € A. Vi veelger dernsest

successivt xo, 3, - € A saledes at
Tpy1 & K(z1,r) U UK (Tp,T).

Hvis denne proces stopper er lemmaets konklusion opfyldt.

Antag den ikke stopper. Sa fas en folge {xy, }nen fra A med d(xy,, zx) > r
for alle k # n. Sddan en fplge kan umuligt have en konvergent delfglge,
eftersom delfglgen ikke ville veere Cauchy, i modstrid med Lemma O

Det centrale skridt i beviset for udtyndingsssetningen giver et resultat,

der ogsa har selvsteendig interesse. Det formulerer vi derfor ogsé i et lemma.

Lemma 6.74 (Lebesgues overdeekningslemma). Lad {G;}icr vere en dben
overdekning af en kompakt mengde A C M. Der findes et tal s > 0 sadan
at for hvert x € A er hele kuglen K(x,s) indeholdt i mindst en af overdek-

ningsmengderne G;.

Tallet s er et mal for hvor lidt overlap der er mellem overdsekningsmaeng-
derne, og lemmaet siger at for enhver overdeekning er der et positivt mindste

overlap.

Eksempel 6.75. Lad os overdackke A = [0, 1] med to abne intervaller

AC(~1,b)U(a,2)
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hvor 0 < a < b < 1. Seet s = 3(b — a). Ethvert interval (z — s,z + s)
med z € [0, 1] vil s& ligge helt inde i et eller begge intervaller, idet der ikke
samtidig kan geelde bade x — s < a og x + s > b.

Beuis for Lemma[6.7] Antag siddan et tal s ikke eksisterer. S& findes for
hvert n € N et x,, € A, sddan at K(zy, %) ikke ligger inde i G; for noget .
Da A er kompakt har fglgen {z,} en delfplge {z,,} som konvergerer
mod et © € A. Dette punkt z tilhgrer en af meengderne G;, eftersom de
overdaekker A.
Da G; er aben findes r > 0 sa K(z,r) C G;, og da delfplgen konvergerer

mod z findes ny, > 2 s& x,,, € K(z,%). Nu har vi
K(.’Enk,i)gK([Enk, gK(x7T)gGl
ng

Det er en modstrid. O

Beuis for Setning[6.72 Lad {G;}icr veere en aben overdeekning af A. Vi
skal vise den har en endelig udtynding.

Ifglge Lemma findes s > 0 s& ethvert x € A opfylder
K(z,s) C G
for mindst et ¢ € I, og ifglge Lemma findes z1,..., 2z, € A sa
ACK(z1,s)U---UK(xm,s).
For k =1,...,m kan vi veelge i) s& K(zg,s) C Gi,. Sa er
ACG,U---UG;,

og seetningen er vist. O

Det omvendte udsagn til Seetning [6.72] geelder ogsa:

Seetning 6.76. Lad (M,d) vere et metrisk rum og A C M en delmengde.
Antag enhver aben overdekning af A kan udtyndes til en endelig overdekning
af A. Da er A kompakt.



250 KAPITEL 6. METRISKE RUM

Bevis. Lad {xy,}nen veere en folge 1 A. Vi skal vise den har en konvergent
delfglge.

Vi starter med at ggre en antagelse og vise den ikke kan vaere sand.
Antagelsen er, at omkring hvert a € A findes en kugle som kun indeholder
xy for endeligt mange n. Alle disse kugler udggr en aben overdasckning af
A fordi hvert element fra A ligger i mindst en af kuglerne, nemlig den som
det selv er centrum i. De har derfor en endelig udtynding. Det vil sige A er
overdeekket af endeligt mange kugler, der hver iseer kun indeholder endeligt
mange led af fglgen. Det er tydeligvis umuligt.

Altsa eksisterer der et punkt a € A, omkring hvilket enhver kugle indehol-
der x,, for uendeligt mange n. Vi kan nu veelge delfglgens indices ny, rekursivt.
Vi veelger forst ny sa z,, € K(a,1), derneest np > ny sa z,, € K(a,3) og
sa videre. Fordi der er uendeligt mange folgeelementer i hver kugle K (a, %),
kan vi altid finde et som kommer efter det seneste vi har valgt. Det giver en

delfolge, og da d(a, xy,) < % for alle k, konvergerer den mod a € A. O

At A er kompakt er altsd sekvivalent med at enhver overdeekning af A
kan udtyndes til en endelig en. Denne akvivalente betingelse benyttes ofte
som en alternativ definition af kompakthed. Vi afslutter disse noter med at
benytte den til at bevise en kraftig generalisering af tredje hovedsatning fra

Analyse 0 (JEHM, Saetning 3.38]):

Seetning 6.77. Lad (X,dx) og (Y,dy) vere metriske rum, og antag at
f X = Y er kontinuert, og at (X,dx) er kompakt. Da er f uniformt

kontinuert.
Bevis. Vi skal vise
Ve > 035 > OVz, 2’ € X 1 dx(x,2") <6 = dy(f(x), f(2)) <¢
men ved som udgangspunkt jo kun
Ve > OVr € X3, > 0V’ € X 1 dx(z,2') < §, = dy (f(x), f(2)) <¢

hvor §, afheenger af x.

Vi bemeerker, at
{K(2,02/2)} e x
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er en aben overdackning af X, fordi x € K(x,0,/2) og fordi K(z,d,/2) er
aben ved Lemma [6.48] Ved Seetning [6.72) kan vi udtynde sé

X = K(x1,04,/2) U+ UK (2p,08,,/2) (6.3)
og vi vil vise at der med 6 = min{d,, /2,...,ds,/2} geelder
dx(z,2') <0 = dy(f(2), f(z) < 2e,

hvilket fgrer til den gnskede konklusion med ¢ i stedet for 2¢ pa ssedvanlig
vis.

Antag derfor at z, 2" € X med dx(z,2") <. Ved ligger z i en af de
kugler der er med i udtyndingen, lad os sige x € K (x;,04,/2). Da g, /2 < 0g,
viser det

dy (f(z:), f(z)) <e. (6.4)

ved definitionen af 6,,.Vi far videre
dx(zi,2") < dx(xi,2) +dx(2,2') < 0z, /2 + 6 < 62, /2+ 04, /2 = s,

og det giver jo

dy (f(z:), f(a')) < e (6.5)
Trekantsuligheden giver os den gnskede konklusion ved at sammenszette ((6.4])
og (6.5)). O

6.10 Opgaver

Opgave 6.1. [Metrikker og ikke-metrikker pa R|
Vi ser pa afbildningerne d;: R X R — R givet ved

i) di(z,y) =7ly — |
i) da(z,y) = |y* — 2|
i) ds(z,y) = |e¥ — €|
v) ds(z,y) = min(g, [z —y|)

: |z =y zy > 0
Vl) dﬁ(l’,y) =
lt—yl+1 zy<0
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1) Afggr hvilke af afbildningerne d; der definerer metrikker pa R.
2) For hver metrik d;, bestem d;(0, 1) og maengden

K;(0,1) :={x € R| d;(0,2) < 1}
3) For alle metrikker pa naer én geelder

di(n,y) = 0 <= |z, —y| =0

for alle y € R og alle reelle folger {x,, }neN, nar vi ser pa greenseovergangen

n — oo. For hvilken metrik gaclder dette ikke? Og i hvilket y gér det galt?

Opgave 6.2. [Paris-metrikken pa C|
Ved at taenke pa elementerne i C pa deres polarform kan vi definere
(

ls—r| s,r>09=¢

. , s+r s,r>09
dParis (Te“g? Se’up) = # v
S r=20

r s=0

(det er her underforstaet at 9, ¢ € [—m,7)). Det kan benyttes uden bevis at

dparis herved beskriver en metrik.
1) Befegn dParis(lvi)y dParis(_la 1) og dParis(la 2)

2) Sammenlign metrikken med den rejsetid der er mellem to stationer i et
jernbanesystem hvor alle toglinjer fgrer til én hovedbanegard og hvor man
ikke kan rejse mellem stationer pa to forskellige linjer uden at skifte tog
der. [Metrikken har sit navn ud fra en lidt urimelig forestilling om at

tognettet i Frankrig ser sadan ud|
3) Skitsér maengderne
Kpais(z,1) := {w € C | dpayis(z,w) < 1}
forz:O,z:%,z:%.

4) Vis, at hvis en folge {z,}nen konvergerer mod w i metrikken dpa,yis, s

konvergerer folgen mod w i den ssedvanlige forstand.
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5) Find en folge {2, }nen der konvergerer mod w i den sadvanlige forstand

uden at konvergere i metrikken dpayis-

Opgave 6.3. [Banachrum og absolut konvergens|

Lad (V,|| - ||) veere et normeret vektorrum. For en fglge {x,}, o\ af punk-
ter V kan vi opskrive den tilhgrende rekke, > 2 | ;. Vi kalder rackken kon-
vergent med sum x netop hvis fglgen af afsnitssummer sy := fo:l Ty kon-
vergerer mod x i (V,]|-]]). Lad os ogsé kalde reekken absolut konvergent, hvis

talraekken y > | ||y || er konvergent.

1) Vis “divergenstesten” for normerede vektorrum: Hvis reekken y 2 | x,, er

konvergent, sa ma fglgen {x,}, .y konvergere mod 0i (V, || -[]).

2) Vis, at hvis rackken > > | @, er absolut konvergent, sa er folgen af af-
snitssummer {sy} ycn en Cauchy-fglge. Konkludér, at hvis (V,[|-|[) er et

Banachrum, sa er en absolut konvergent rsekke konvergent.

3) Vis omvendt, at hvis (V) || - ||) er et normeret rum med den egenskab, at
enhver absolut konvergent reckke er konvergent, sa er (V|| - ||) faktisk et
Banachrum.

Opgave 6.4. [Fvlgekonvergens|
Lad (M,d) veere et metrisk rum, og lad {z,}, N veere en konvergent

punktfalge.

1) Lad f: N — N vaere en bijektiv afbildning. Vis, at {y,},cn givet ved

Yn = Tf(n) €r konvergent.

2) Antag {z,},\ er konvergent mod x og lad y € M. Vis, at d (z,,y) er
konvergent mod d (z,y).

3) Antag nu {2}, cn 08 {Un},en Degge er konvergente mod henholdsvis x

og y. Vis, at d (zy,yy) er konvergent mod d (z,y).

Opgave 6.5. [Afsluttede kugler|
Lad (M, d) vaere et metrisk rum. Man refererer ofte til K (zg,r) som den
abne kugle, hvilket er retfeerdiggjort af Lemma
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1) Vis at maengden
K(zo,7) :={x € M :d(z,70) <1}
er afsluttet. K (wg,r) kaldes undertiden den afsluttede kugle.

2) Vis, at den abne kugles afslutning K (zg, ) altid er en delmengde af den
afsluttede kugle, K (zq, 7).

3) Giv et eksempel, hvor de to maengder er veere forskellige.
4) Vis, at der i ethvert normeret rum geelder K (zg,7) = K(xq,7).

Opgave 6.6. [Konkrete indre, afslutninger, rande|

Bestem det indre, afslutningen og randen af fglgende maengder.
1) (0,1] 1 (R [ []1)-
i) QxZi(R%]-]2).
i) §%i (R% 1] - |l2),
hvor 52 := {z € R®: ||z|[2 = 1} er enhedssfeeren i R®.

Opgave 6.7. [Kontinuitet karakteriseret ved afsluttede maengder|
Lad X og Y veere metriske rum og lad f: X — Y veere givet

1) Vis, at

for alle BCY.

2) Vis, at f er kontinuert netop nar

B er afsluttet i Y = f~1(B) er afsluttet i X
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Bilag A
Usikkerhedsprincippet

Mange af eksemplerne i Kapitel [5|leder til den observation, at jo mere spids
og diskontinuert f er, jo mere spredt og langsommere aftagende er Fourier-
koefficienterne ¢, (f)— og omvendt. Det vil vi diskutere her i kontekst af de

kvantemekaniske usikkerhedsprincipper.

For bedre at kunne sammenligne funktionerne, normaliserer vi dem, sé-
dan at ||f]|3 = 5= [ |f(z)|?dz = 1, og 5=|f(z)|* kan derved tolkes som en
teethedsfunktion for et sandsynlighedsmal pa [—, 7]. Nar Parsevals identitet
holder, er ogsa >, |cx|? = 1 og dermed er |c;|? en sandsynlighedsfordeling
pa Z. Vi vil nu undersgge, hvordan disse sandsynlighedsfordelinger spiller

sammen ved at se pa tre eksempler mere detaljeret:

Eksempel A.1 (Den konstante funktion). Vi ser pa f(z) = |f(x)|* = 1,

som selvfglgelig har |cx(f)]? = 0k

=
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—10 ) 5 10

Vi observerer, at |f(x)|? er konstant og dermed er z fuldsteendig delo-
kaliseret pa cirklen, mens fordelingen af Fourierkoefficienterne er lokaliseret

udelukkende i £ = 0.

Eksempel A.2 (Dirichlets kerne). Nu ser vi pa de normaliserede kerne-
sin2((N+%)z)

funktioner fy(x) = 7%2]{[+1DN($), |fn(2)]? = 2N1+1 T Her er
lee(fN)]? = ﬁ hvis |k| < N, og nul ellers.
15

1071
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Vi ser at jo stgrre N i fu, jo mere lokaliseret bliver z. Grafen illustrerer
dette ved fo, som har en smal fordeling af Fourierkoefficienter og en forholds-
vis bred distribution af x pa cirklen (rgd). For f7; derimod, som er tegnet i
bla, er Fourierkoefficienterne bredere fordelt, mens distributionen pa cirklen

er spidsere og mere lokaliseret.

Eksempel A.3 (Absolutveerdi- og fortegnsfunktion). Hvis f(z) = éabs(x)
med z € [—m, ), hvor

@) = laf?

12 = %7 ogellerser ¢k (f) =0

|2 = 1, geelder at

geelder at |ci,(f)|? = % hvis k er ulige og |co(f)
(rod i grafen). Hvis g(x) = sgn(z), som opfylder |g(z)
lek(g)? = # hvis k er ulige, og ellers er ¢x(g) = 0 (bla i grafen).

35 |fI> = 3 abs?
9|
|g|21== sgn”
-3 —2 —}1 1 2 3

2
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0.1 % '
—2 | ‘\
5-10 .
(P e ox(g)?
el T DO ®---.
= ®=- g e o=@ >
2 4 6 8 10

Vi ser, at Fourierkoefficienterne (rgde), for den kontinuerte absolutveer-
difunktion aftager hurtigere end dem for den diskontinuerte fortegnsfunktion
(bla).

Vores eksemper leder til fglgende generelle observation:

e hgjere usikkerhed af vaerdien z (fordelt med sandsynlighed 5-| f(z)|?dz)

medfgrer en lavere usikkerhed af veerdien k (fordelt med sandsynlighed

|cx]?)

e lavere usikkerhed af veerdien z medfgrer en hgjere usikkerhed af veer-
dien k.

Med andre ord observerer vi, at enten x eller k£ har en hgj usikkerhed.

Dette udsagn er sandt for alle f € PCoq, og vi vil nu formulere dette mere
preaecist. Der findes flere mader, at male usikkerheden pa, f.eks. variansen eller
entropien. Vi veelger en entropisk formulering, da variansen af en stgrrelse
fordelt pa en cirkel er vanskeligt at definere. Da sandsynlighedsmal ofte er
komplicerede at handtere, indfgrer vi en diskretisering af cirklen i T dele med
storrelse 2w A, hvor A = 1/T (vi veelger T ulige). Den diskretiserede version
af f bliver sa til

1 —m+(x+1)A2w )
glx) = / f(x)|“dz
W= ) . M@

for x =0,...7 — 1. g(x) er nu en sandsynlighedsfordeling pa 0,...,7 — 1,

og vi kommer ikke ind i noget matematisk vanskeligt terreen.
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Shannon entropi er et mal for usikkerheden for en given sandsynligheds-

fordeling. Shannon entropien af g(x) og |c(k)|? er givet henholdsvis ved

Z! *log|e(k)[?

0g

Zg )log g(x

og Vi ser, at
e hgj usikkerhed <= hgj entropi
o lav usikkerhed <= lav entropi
Lad os se pa de fgrste to eksempler:

1. (Konstant funktion) |cg|* = 6k og dermed er H(K) = 0; vi kender
veerdien k praecist (k = 0), og derfor er der ingen usikkerhed. Derimod
er |f(x)|> =1 og g(x) = A konstant. H(x) = log %, og usikkerheden

omkring hvilket af de T' = % mtervaller x falder i, er maksimal.

2. (Dirichlets kerner) ¢ er uniformt fordelt pa T = % vaerdier og har

derfor H(K) = log %, men vi ser, at |f(x)> er mest koncentreret i

intervallet omkring nul, derfor, H(x) ~ 0.

Dette motiverer fglgende usikkerhedsprincip, som Bialynicki-Birula beviste

generelt: For alle f € PCqy, geelder at
1
H(x) + H(K) 2 log .

Usikkerhedsprincipper galder mere generelt i Fourieranalysen pa andre
funktionsrum. Hvis man fx ser pa en arbitraer funktion f : R — C (som ikke
ngdvendigvis er periodisk), sa afbilder den sékaldte Fouriertransformation
den til en funktion ¢ : R — C (og ikke kun pé ¢ : Z — C som for periodiske

funktioner) og man kan vise, at
1

hvilket er den diskretiserede, entropiske form af det bergmte Heisenberg usik-

kerhedsprincip
Var(X)Var(K) >

N
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hvor x (uden diskretisering) bliver fortolket som position, og k som impuls

(=masse - hastighed).



	Komplekse tal og talfølger
	Komplekse tal
	Talfølger
	Beregningsmetoder
	Reelle talfølger
	Delfølger og Cauchys kriterium
	Opgaver

	Talrækker
	Introduktion
	Positive rækker
	Absolut og betinget konvergens
	Estimerede summer
	Opgaver

	Funktionsfølger og -rækker
	Konvergens af funktionsfølger
	Integration og afledning af funktionsfølger
	Funktionsrækker
	Opgaver

	Potensrækker
	Punktvis og uniform konvergens
	Ledvis manipulation af potensrækker
	Analytiske funktioner
	Entydighed og konsekvenser
	Opgaver

	Fourierrækker
	Introduktion
	Periodiske funktioner, trigon. rækker
	Vektorrumstruktur
	Fourierrækker
	Pythagoras, Bessel og Parseval
	Punktvis konvergens
	Uniform konvergens
	Opgaver

	Metriske rum
	Metriske rum
	Normerede vektorrum
	Konvergens
	Fuldstændighed
	Kontinuitet
	Åbne mængder
	Afsluttede mængder
	Begrænset mængde
	Kompakte mængder
	Opgaver

	Usikkerhedsprincippet

