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Kapitel 1

Tal og Talfglger

I kursets forste del ser vi pa fglger af reelle og komplekse tal. For at forsta
begreberne konvergens og divergens, er det i princippet tilstrackkeligt kun at
se pa de reelle tal. Vi vaelger dog ogsé at se pa komplekse talfglger, da vi der-
ved far en mere omfattende eksempelmeengde, der illustrerer den generelle
teori om talfglger. Undersggelsen af komplekse talfglger leder hen mod un-
dersggelsen af funktionsfglger og -reekker, specielt potens- og Fourierraekker,
hvilket vi behandler senere i kurset.

For at begynde kurset pa et solidt grundlag starter vi med at repetere
de reelle og komplekse talrum og fremheaeve de egenskaber ved de reelle og

komplekse tal, som vil veere afggrende for vores forstaelse af talfglger.

1.1 Reelle tal

Introduktion Strukturen af de reelle tal er essentiel i det matematiske fag
analyse. I denne del vil vi diskutere konstruktionen af de reelle tal og deres

egenskaber. For at fastleegge notationen introducerer vi

e de naturlige tal N = {1,2,3,...}

e de naturlige tal med nul No = {0,1,2,3,...}
e deheletal Z={...,—1,0,1,...}

e de rationelle tal Q = {% :p€Z,qe N}

1



2 KAPITEL 1. TAL OG TALFOLGER

Tallene har en orden <, som ggr at det er naturligt at preesentere dem
som tal pa en linie. Mens det er abenlyst, at de hele tal ikke fylder hele
tallinien, s& er situationen mindre klar i forhold til de rationelle tal. Det
bliver mere klart, at der er huller (linien bestar faktisk neesten udelukkende

af huller), nar vi prgver at lgse ligningen

idet det kan bevises, at der ikke findes et tal € Q med z? = 2. Ved hjeelp
af Newtons metode, kan vi fa en fglge af rationelle tal, der kommer taettere
og teettere pa at lgse ligningen. Bemeerk, at vi prgver at finde nulpunkter for
funktionen

f(z) =2%—2.

Metoden fungerer sadan:
o gt xg

e tegn tangenten til f i punktet z¢. Beregn tallet, hvor tangenten rammer

z-aksen. Kald det tal x1 og brug x; som det naeste geet. Bemeerk, at

=20~ FiE2

Metoden fungerer godt, hvis vi starter tilstraekkeligt teet pa en lgsning. I
vores tilfeelde, f(z) = 22 — 2, finder vi, at z,41 = o+ i Bemeerk, at alle

tal i fglgen er rationelle, hvis vi starter med et rationelt geet x.

n| x, Ty &
0|1=1 1
1[3=15 2.25

2 | 1~ 1.416.. 2.006..

3 | 3% ~1.414215.. | 2.00001..

Vi kan derfor konstruere en fglge af rationelle tal, som gar mod et tal
som ikke findes pa tallinien - vi har fundet et hul i tallinien. Se Figur for
en illustration.

En anden méade at se pa, at der mangler noget pa tallinien, er at se pa
talmaengden

A={recQ:a? <2}
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0.6 0.8 1.0 12 4 16 18 20

Figur 1.1: Grafen viser funktionen x? — 2 (bla) samt tangenten tilhgrende
den fgrste (orange) og den anden (grgn) Newton-iteration. Pa x-aksen er
punkterne zg = 1,21 = 1.5, 9 = 1.416 og greenseveerdien v/2 vist. Bemserk,

at xo er allerede meget teet pa v/2.

Mengden har en gvre greense eller overtal (f.eks. geelder det for ¢ = 1.5:
x < ¢ for alle x € A), men for hver gvre greense ¢ i Q kan vi finde en
mindre gvre greense i Q: da de x,, som vi har konstrueret ovenfor, er strengt
aftagende for alle n > 1, er z,11 en mindre gvre greense end x,, for alle n.
Den mindste gvre greense /2 ligger ikke i Q og mangler derfor i tallinien.
Figur illustrerer dette.

1.40 1.42 1.44 1.46 1.48 1.50 1.52

Figur 1.2: Grafen viser talmeengen A, samt de gvre greenser x1, T2, 3.

Fuldstaendiggdrelse En matematisk metode, som fylder alle disse huller,
kaldes for fuldsteendigggrelsen af de rationelle tal, og vi betegner resultatet
- de reelle tal - med R. Der findes flere forskellige méader at fuldsteendigggre
de rationelle tal pa, men heldigvis er resultatet altid det samme, s& det er

veldefineret at tale om R uden at referere til, hvilken metode, der blev brugt.
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Vi starter med at diskutere en aksiomatisk metode, som tager udgangspunkt
i manglen af den mindste gvre graense i Q. Vi vil senere i kurset se, at metoden
er taet beslaegtet med en anden metode, som tilfgjer greensepunkter af folge
af rationalle tal.

Den fglgende seetning definerer de reelle tal. Vi giver den her uden bevis

og diskuterer begreberne nedenfor.

Seetning 1.1 (De reelle tal). Det reelle tal R er det entydige legeme, der har

en total ordning, og som ogsda er Dedekind-fuldstendigt.

Definition 1.2 (Legeme). Et legeme (F,+, %) er en mengde F med en ad-
dition (+) og multiplikation (x), som opfyldeﬂ

o (afslutning) Vx,y e F: x+y€eF, xxyeF

(kommutativitet) Ve,y €F: s +y=y+x 0gx*y=y=*x

(associativitet) Ve, y,z € F: (x+y)+z=a+ (y+2) og (xxy)*xz=
x* (Y * 2)

(identitet) 31 €e F,0€e F,1#0:Vx €F: 24+ 0=2 ogzxl=x

(additiv invers) Ve € F: 3(—x) e F:x+ (—x) =0

(multiplikativ invers) Vo € Fox #0: Jz ' e Flaxa~l =1
o (distribution) Vx,y,z €EF:axx(y+2) =z*y+x*2

Definition 1.3 (Total ordning). Et legeme (F,+, %) har en total ordning <,

hvis mengden F har en total ordning <
o (refleksiv) Vo € F: o <
o (symmetrisk) Vx,y € F: hvisx <y ogy <z, s erxz =1y
o (transitiv) Vr,y,z € F: hwisx <y ogy <z, si erx < z
o (total) Vx,y € F: enten er x < y eller y < z,

og hvis < er kompatibel med addition og multiplikation

Vi skriver kort V, nar vi mener “for alle, og 3, hvis vi vil sige, "der findes*.
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eV yzeFae<y=zx+2z<y+=z2
e Ve yzeF: o<y O0<z=>zxxz<yxz.

Det er en god @velse at tjekke, at de rationelle tal opfylder alle disse
aksiomer, og derfor er et legeme med en total orden.
For at definere, hvad Dedekind-fuldsteendigt betyder, har vi brug for en

formel definition af gvre graenser og den mindste gvre graense.

Definition 1.4 (gvre graense). Lad (F, <) vere en mengde med en total
orden. ¢ € F er en gvre greense for A C F, hvis for allex € A: x < c. g er
en mindste gvre greense for A C F, hvis, g er en gvre grense for A, og hvis,

for alle gvre grenser ¢ af A geelder, at g < c.

Definition 1.5 (Dedekind-fuldsteendig). Et legeme (F,+,x) med en total
orden < er Dedekind-fuldstendig (eller har supremumsegenskaben / konti-
nuitetsaksiomet), hvis alle delmeengder, som ikke er tomme, og som har en

gure grense, 0gsd har en mindste gure grense.

Vores diskussion af de rationelle tal viste, at for hver gvre graense ¢ € Q
af A = {2? < 2,2 € Q}, findes der en mindre gvre graense. De rationelle tal
er derfor ikke Dedekind-fuldsteendige.

For at bevise Seetning skal man konstruere de reelle tal, og man skal
vise, at alle andre konstruktioner har det samme resultat. Desvaerre kan vi
ikke lave en formel konstruktion af de reelle tal i kurset, men jeg vil prove
at forklare ideen bag konstruktionen.

Ideen bruger konceptet Dedekind-snit. Et Dedekind-snit er en opdeling
af Q i ikke-tomme delmaengder A og B, sddan at AN B =0 og AUB =Q,
og sadan, at alle a € A og b € B opfylder a < b. Desuden skal A ikke have
et maximalt element (et element apax € A med a < amax for alle a € A). Et

Dedekind-snit repraesenterer det mindste tal, som er stgrre end alle tal i A.

Eksempel 1.6. Betragt som eksempel Dedekind-snittet

A={2cQr<0}U{recQ:z?<2}

B={xcQ:2*>2z>0}
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Det er nemt at tjekke, at ANB =0 og AUB = Q, da /2 ikke er rationelt.

Dette Dedekind-snit representerer det irrationale tal /2 og er illustreret i

Figur

3363

1 239 985 2378 o77 9

T 169 408 —

V2 !

Figur 1.3: [llustration af Dedekind-snit (By Hyacinth |[Public domain|, from

Wikimedia Commons)

Man kan nu lave regler for addition og multiplikation af Dedekind-snit,
sadan at alle aksiomer for et legeme med total orden er opfyldt. Dedekind-
fuldsteendighed folger neermest fra definitionen, og det er den egenskab, der

er vigtig for os. Det er lidt mere vanskeligt at vise, at resultatet er entydigt.

1.2 Komplekse tal

Introduktion De reelle tal blev indfgrt, da man ikke kunne lgse ligningen
2?2 =21 Q (selvom det vigtigeste for os var supremumsegenskaben). Hvis vi
nu prgver at lgse ligningen

2 =—1

Y

s& stgder vi igen pa et problem, fordi for alle € R, 22 > 0. Denne gang
kan vi heller ikke tilnezerme os lgsningen, sa der er ikke tale om at lukke
nogle huller i tallinien. Vi skal i stedet tilfsje en yderligere dimension for
at kunne lgse ligningen. For at ggre dette introducerer vi et nyt symbol i,
som vi forestiller os repraesenterer v/—1. De komplekse tal C er nu reelle

linearkombinationer af tallet 1 og symbolet i:

e 2cC& da,beR:z=a+1b
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Givet et komplekst tal z, siger vi ogsé, at a = Re(z) er realdelen, og at

b = Im(z) er imaginzerdelen af z.

Im

Addition i C bliver nedarvet fra de reelle tal
e (addition) For alle z = a+ib,w = c+id € C: z+w = (a+c)+i(b+d).

Indtil nu har vi praesenteret C som et to-dimensionelt reelt rum R?, hvilket

1 0
bliver tydeligt, hvis vi identificerer 1 med vektoren ( 0 ) og i med ( ) > ,

a
for sa bliver det komplekse tal z repraesenteret med ( ; >

Im

z+w=(a+c)+i(b+d)

a+ib=z

w=c+1id

Re

For at give C en multiplikation skal vi forst postulere, at i opfylder i? =
—1, hvilket er naturligt, da ¢ skal repraesentere v/—1. Vi postulerer ogsé, at
1 kommuterer med alle reelle tal, dvs. ir = r¢ for alle r € R. Sammen med

distributionsegenskaben finder vi

o (multiplikation) For alle 2 = a + ib,w = c+id € C: zxw = (a +
ib)(c + id) = ac — bd + i(bc + ad).



8 KAPITEL 1. TAL OG TALFOLGER

Det er ikke sveert at se, at de komplekse tal opfylder de fleste aksiomer for at
veere et legeme. Vi mangler bare at finde den multiplikative invers til z # 0
(den additive invers til z = a + ib er (—a) + i(—b).) Man kan beregne den
inverse til et komplekst tal z = a + ¢b ved at multiplicere bade neevneren og

teelleren med den kompleks-konjugerede

= a — 1b.

Y

Vi finder saledes

1 zZ _ a—ib
z

. a ;b
o (inverse) e s i s i sl e o

og det er nemt at se, at z x % = 1. De komplekse tal (C,+, ) er derfor et
legeme, men de har ikke en total ordning <, da man ikke kan sammenligne

1 og i, som repraesenterer forskellige dimensioner.

Polarformen Hvis vi igen ser p& det komplekse talplan, ser vi, at kom-
pleks konjugation svarer til en spejlning i x-aksen. Anskuet som vektor kan vi
beregne leengden af z, hvilket er v/a2 + b2, som ogsé kan skrives pa folgende
méde: |z| = /2 * z. Hvorimod det er oplagt at arbejde med real- og imag-
inserdel, nar det drejer sig om den additive struktur af C, er det ofte mere
naturligt at repraesentere komplekse tal ved hjelp af polarformen, nar man
kigger pa den multiplikative struktur. Polarformen far man ved at dividere
med leengden r = |z| og ved at skrive det komplekse tal pa enhedscirklen ved

hjelp af cosinus og sinus.

z =r(cosf +isinf).
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Im

a=rcosf

b=rsinf

Skriver vi nu ogsa

w = s(cos ¢ +isin¢),

hvor s = |w|, s& finder vi

zxw =1%5((cosfcosp—sinfsine) + i(cosfsinp + sin b cos ¢))

=rx*xs(cos(d + @) + isin(6 + ¢)),

hvor vi brugte additionsreglerne for cosinus og sinus. Vi ser, at vinklerne

opforer sig additivt under multiplikation!

Im

qe’ = w

ei‘z’

0+ ¢
i0+io

2w = (rq)e!0+9)
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Vi kender dette feenomen fra eksponentialfunktionen og er derfor ledt til
fglgende definition
Definition 1.7 (Euler’s formel). Lad 6 € R.
e .= cos @ + isind,
Som vi lige har vist opfylder den komplekse exponentialfunktion
oH(0+9) _ 0 ,id
Multiplikation af z og w kan derfor skrives som

ZFxwWw = 7’36i<0+¢).

Da det gaelder, at e2t¢ = e%° for de reelle tal a og ¢, kan vi udvide defini-
tionen af eksponentialfunktionen fra reelle og imaginsere til alle komplekse

tal z = a + ib ved at definere

Definition 1.8 (Euler’s formel). Lad z = a + ib € C.

Eksponentialfunktionen kan defineres p4 mange forskellige mader, fx som

e*= sup €,
reQ,r<a
1\P 1 e
hvor for r = g med p,q € N, hvor " = (eQ) , hvor e er den positive

lgsning til 9 = e. En anden made, at indfgre eksponentialfunktionen er som

omvendt funktion til logaritmen.

Eksponentialfunktion Eksponentialfunktionen far en seerlig vigtig rolle

i Fourieranalysen, hvor vi, for hvert k € Z, ser pa

e, :R—C
e o+ e = coskx + isin k.
Det er vigtigt at bemseerke, at ey er periodisk med periode % (k #0). Ud af

eksponentialfunktionens egenskaber er det nemt at verificere, at

C€kCl = €L+,
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hvorimod beviset af denne formel er lidt mere vanskeligt ved brug af cosinus
og sinus. Hvis k,l > 0, s& er perioden af den multiplicerede funktion blevet
mindre, nemlig fra 2?” og 27” til lc%rl
Givet x € [0,27) er det ogsa naturligt at se pa k-afheengigheden af e**®
eller mere preecist pa folgen

etk = (iT)k,

Hvis vi fglger punktet pa cirklen igennem fglgen k& = 1,2,..., sa ser vi, at
vinklen fordobles hver gang. Er x/27 rationel er der endeligt mange punkter,
som vi hvert rammer uendeligt mange gange. Er x/27 irrationel, s& kommer
vi arbitreert teet pa ethvert punkt pé cirklen, men rammer naesten intet punkt

preecist. Se Fig. [[.4] for en illustration.

Im
1.0+

. 0.5/ .

S S SO S S B S S S R Re
-1.0 -0.5 b 0.5 1.0

. -0.5+ .

-1.0¢+
Figur 1.4: Grafen viser tallene for x = %r, som talfslgen gar igennem som

viseren pa en urskive

Metrik I undersggelsen af talfglger er det afggrende, hvilken funktion man
benytter til at méale afstande for at kunne forsta, om man er taet pa eller langt
fra en seerlig veerdi. Nar vi maler afstanden mellem to reelle tal zg og x1,
bruger vi absolutveerdien af differencen |xg — x1]. Ofte bruger vi trekants-
uligheden

|20 + 21| < |wo| + [71]
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som den vigtigeste egenskab ved absolutveerdifunktionen. Ofte ogsé i formen
2| — |z1| < |og — 21,

hvilken man far, nar man seetter oy := x9 — x1. De komplekse tal er udstyret

med absolutveerdien (z = a + ib)

2| = Vlal* + [b]* =,
som opfylder trekantsuligheden
|z0 + 21| < [20] + |21],

og som er nem at bevise. Bemaerk, at vi ofte bruger trekantsuligheder sammen

med en teleskopsummering
|20 — 21| = [20 — 22 + 22 — 21| < |20 — 22| + [22 — 21].

Nar vi taler om metriske rum senere i kurset, skal vi kalde absolutveerdi-
funktionen for en norm, som inducerer denne afstandsfunction (eller metrik)

pa de reelle eller komplekse tal.

1.3 Talfglger

I denne del skal vi introducere de grundleeggende begreber inden for studiet af
talfplger. Vi starter med definitionen af en talfglge og ser pa mange eksempler
herpa. Vi introducerer derefter begreberne forteetningspunkt, konvergens og
divergens. Til sidst ser vi pa reelle fglger, hvor vi kan sammenligne stgrrelser
pa folgeleddene og f.eks. undersgge folgens gvre graense (limsup).

Definition og eksempler

Definition 1.9 (Reel talfplge). Lad a, € R for alle n € N. Vi siger, at
ay,az,as, . ..
eller {an}nen er en reel talfplge.

Vi starter med at illustrere begrebet talfslge med en reekke karakteristiske

eksempler, som vi vil referere tilbage til senere i kurset.



1.3. TALFOLGER 13

Eksempel 1.10. Den aftagende reelle talfolge

1

geey

Wl

1
) 57
gar tilsyneladende mod nul. Faktisk aftager den ret langsomt, hvis vi sam-

menligner den med

11
T

an =2"" ’

(bineer) 0.1,0.01,0.001,0.0001, . . ..

N —
e

Talfolger kan selvfolgelig ogsd ga mod andre verdier end nul, som fx
an=5+1/n 5.5,5.33...,5.25,5.2,. ..,

eller veere stigende
anp=5—1/n 4.5,4.66...,4.75,4.8, .. ..

Vi kalder sadanne folger monotone, da verdierne enten stiger hver gang eller
aftager hver gang (en formel definition af monoton bliver givet senere). Den

forste graf illustrerer de forste to folger, den anden de sidste to.
10f o
0.8}

06

0.2+ .
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60 o

Eksempel 1.11. Fyglger kan ogsa gd mod uendelig
ap =N 1,2,3,...,
pa en langsom mdade eller pa en hurtig made
ap = 2" 2,4,8,16,32,64 ...,
eller ga mod minus uendelig
ap = —"N —-1,-2,-3,-4,-5,—6,....

Grafen illustrerer de forskellige hastigheder.

a_n

30
2]

100

ele
»
owr- e
IN
3
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Eksempel 1.12. Der findes ogsé folger, som vakler lidt
(=)™ 1 —-11
= -1, =, —, ...
an n 727 3 74 )
men som alligevel gar mod en scerlig verdi, og nogle, som vakler sd meget,

at de ikke kan bestemme sig, hvor de skal hen:
an=(-1)"  —1,1,-1,1,....
En talfolge kan ogsa hoppe mellem flere end to verdier, fx tre
a, =n mod 3 1,2,0,1,2,0,...

eller rigtigt mange (k> 1, i grafen med k =10)

= sin 2—7T n 2—7T in 72*27T in 3+ 2m
an =S kn S i ,8 k ,S i Y

an
20 e . . . . . .
15
10/ o . . . . . .
05}

| I

5 10 15 20
a_n
1‘0j o o o o
° ° ° °
0.5+
* ¢ & o N
5 10 15 20
e
L ° ° ° °
10 o o o o
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Falger kan ogsd hoppe mellem store positive og negative verdier
an=(—1)"n —1,2,-3,4,...
eller mellem en konstant folge og en folge af tal som bliver stgrre og storre:

a, = max{(—1)"n,0} 0,2,0,4,0,6....

an
[ ]
L [ ]
5L
L [ ]
[ ]
| | | T - | | | | n
b 2 3 4 5 6 7 8
[ ]
5L °
L ]
a_n
8- °
6+ °
4 - °
2+ °
. ‘ . ‘ - ‘ . Lon
1 2 3 4 5 6 7 8

Eksempel 1.13 (Implicit definerede folger). Udover at definere en folge ved
hjelp af en given funktion f: N — R

sa kan folger ogsd veere givet via rekursion. F.eks. bliver

ag=0,a1 =1,Vn € N,apy2 := ant1 + an
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til folgen af Fibonacci-tal
1,1,2,3,5,8,....

En talfolge {ay }nen kunne ogsd vere defineret ved at lade a,, vere den posi-

tive lgsning af ligningen " = 2:
2,21/2 2173
Eller talfolgen {an}nen kunne veere defineret som en funktion f : R — R af

en givet talfolge {bn}: an := f(by). Hvis f(x) = —logx, bliver b, = % til
a, = logn (se folgende graf).

an
20k
150
1.0le
05k .

[ [ ]

° . R . .
i Il Il Il Il Il Il Il Il Il n
1 2 3 4 5 6 7 8

Eksempel 1.14. Ofte ser vi tkke pa enkelte eksplicitte talfolger, men i stedet
pa en mengde aof folger med en serlig egenskab. Derefter vil vi gerne aflede
et nyt udsagn, som geelder for alle talfolger i mengden. F.eks. kan vi se pd

meengden af folger, der er positive, a, > 0, og aftagende, a, > apy1:

ap=zaxy=zaz > ---.

For alle sadanne folger betragter vi talfslgen by, := a2. Udsagnet, vi vil vise

er, at {by}nenN 0gsd er positiv og aftagende. Her kommer beviset:
2
bpi1 = Apy1 = An41 * An41 < apa, = by.

Vi udtrykte n+ 1-leddet by, 1, ved hjelp af definitionen, sa brugte vi monoto-

niciteten af {an tnen 09 satte resultatet sammen til by,. Grafen viser eksemplet

med a, = %
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anb_n

08l
06k
04l

02l .

Og sa er der selvfplgelig de komplekse talfglger:

Definition 1.15 (Kompleks talfglge). Lad z, € C for alle n € N. Vi siger,

at

21322923y

eller {zn}nen er en kompleks talfplge.
Bemeerk, at en reel talfslge ogsa er en kompleks talfslge, da R C C.

Eksempel 1.16 (Real- og imaginaerdel). Nar man betragter en folge af kom-
plekse tal, er det ofte oplagt forst at se pa de relaterede reelle talfolger af
realdelene {Re(zk) tnen, imaginerdelene {Im(zy) bnen. Pd den mdde ses den

komplekse talfolge som to reelle talfolger, som skal analyseres samtidigt. Fol-

gen
1+4+1in 1442 1+13
= 1474
Zn n —"_/L? 2 M 3 M
har
1 11
R = - 1, =, =
e(zn) ’2737
og
Im(z) = 2 =1 1,1,1,...
n

og gar tydeligvis mod 0+ i x 1 = 4.
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Im(z_n) Re(z_n)

1.0
0.8
0.6}
I [ ]
04L
[ °
L [ ]
0.2+ °
L o [ ] Y
Il Il Il Il L Il L Il Il Il n
1 2 3 4 5 6 7 8

Eksempel 1.17 (Polarform). I andre tilfelde er det godt at se pd den reelle
talfolge af absolutverdierne {|zn|}nen,, da deres konvergens eller divergens
ofte giver en god indikation af, hvordan den komplekse talfolge opforer sig.
Det er iscer tilfeldet, hvis talfolgen har en multiplikativ struktur, f.eks

Zp = 2" 1,222 2%, ...,

for et z € C med z # 0. Skriver man z om pa polarformen z = re'®, sd bliver
|zn| = ™. Grafen viser tilfeeldet med r = 0.8,1,1.2.

rn

35"
300
25"
200
155
1.0¢ o . o o o o 0

05F .

Hvis r < 1, gar talfslgen {zn}nen (i en spiral) mod nul uanset ¢, hvor-

imod den spirallerer udad, hvis r > 1. Hvis r = 1, sd forbliver tallene pd
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cirklen med radius 1. Som eksempler lad os betragte ¢ = /8, hvor

3 3

2 ei§

1 s P
Zn =2 =71"€e38 1,re's, r“e" 8 r e

Graferne viser tilfeldene r = 0.8,1,1.2

Im(z_n)
2.0+
1.5

1.0¢

Y Y Y Y Y P Y T S Re(zin)

-1.0¢

Fortsetningspunkt Som vi har set i eksemplerne har talfslger det karak-
teristikum, at der kan findes ingen, én eller flere veerdier, som en fglge ofte

kommer teet pa. Sadanne vaerdier kalder vi forteetningspunkter.
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Definition 1.18. Lad {ay,}nen vere en reel (eller kompleks) talfolge. a € R
(eller a € C) er et fortetningspunkt for {ay}nen, hvis der for alle € > 0

findes uendeligt mange n € N med |a,, —a| < e.

For at vise, at a ikke er et fortaetningspunkt, skal der geelde at der findes

et € > 0 sidan at |a, — a| < e geelder kun for endelig mange n.

Eksempel 1.19 (Et forteetningspunkt). Den reelle talfolge {a,}nen givet

ved

har a = 0 som fortetningspunkt. For at kunne se dette, bemeerker vi, at for
et givet € > 0 og for alle naturlige tal n, som opfylder n > % (det er uendeligt

mange verdier af n) gelder det, at

1 1
lap, —al=]——-0]=—-<e
n n

Folgen har ikke andre fortetningspunkter. For at vise dette, lad a € R,a # 0
veere vilkarlig, og lad € = % For alle naturlige tal n, som opfylder n > ‘%',

finder vi:

an = al > lal — [aa] = la] = = > Jaf - 12 = 12,
n 2 2

la|

Vi brugte trekantsuligheden i den forste ulighed og % < 5l =€ i den anden.

Det betyder, at

|

lan, —al <€

2
|a]

ikke kan geelde for andre n end n = 1,2,..., 75| (|x| betegner det storste
heltal mindre end eller lig med x). Vi har derfor fundet et € > 0 (lig med
%l), siadan at der kun findes endeligt mange led i folgen, som ligger i “e-
omegnen” af a. Det betyder, at a ikke kan veere et fortetningspunkt for folgen.
I grafen er a = % indikeret med den rgde streg. a + € er i gron. Alle verdier

n> L%J =10 har a,, som er mindst € langt vek fra a.
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1.0} .
0.8}
0.6 7
0.4 f

0.2 .

Eksempel 1.20 (Nul forteetningspunkter). Lad den reelle talfslge {ap }tnen
veere givet ved

ap =" 1,2,3,....

Fglgen har ikke nogen positive fortetningspunkter, da for alle a > 0.5, og for
et specifikt €, nemlig e = 0.5,

lan, —al =|n—al <0.5 (1.1)

kun geelder for hgjst en verdi af n. Hvis a < 0.5, findes der slet ikke no-
gen veerdier n, som opfylder (1.1), fordi a, > 1 for alle n. Grafen viser

situationen, hvor a = 5.
a.n

10| .
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Eksempel 1.21 (To forteetningspunkter). Lad {a,}nen vere givet ved

an = (-1)"  —1,1,-1,1,...

a =1 er et fortetningspunkt, fordi a, =1 for alle lige n (og der findes uende-
lig mange) og dermed |a, —1| = 0 < € for alle e > 0. Pd lignende vis ser man,

at a = —1 er et fortetningspunkt. Der findes ikke andre fortetningspunkter.

an
1.0+ . . . TS TS
05
| | | | | n
2 4 6 8 10
-0.5+
-1.0+ ° ° ° ° °

Eksempel 1.22 (Mange forteetningspunkter). Fglgen —1,1,—1,1,... har
en elegant generalisering 1 det komplekse talplan. Lad t € N. Den komplekse
talfolge {an tnen givet ved

2mik
t

T 1<m<t)

igen og igen. Det er ogsa muligt at konstruere en folge med uendeligt mange

er periodisk og genmemgdr de t fortetningspunkter e~

fortetningspunkter. Grafen viser fortetningspunkterne fort = 12, som folgen

lober igennem, ligesom en viser lgber tallene igennem pd en urskive.
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Im(a_n)

1.0¢

0.5+

Re(a_n)

-1.0 -0.5 [ 0.5 1.0

-0.5-

-1.0¢

Konvergens Vi har allerede bemeerket, at talfglger sommetider gdr mod
en verdi, hvis folgens led kommer taettere og taettere pa veerdien. Vi skal
nu lave en formel definition af begrebet konvergens, som udtrykker dette og

som er det mest centrale begreb i hele kurset.

Definition 1.23 (Konvergens). En reel (eller kompleks) talfolge {an}nen
konvergerer mod a € R(C), hvis der for alle € > 0 findes et N € N, sdledes
at det for alle n > N geelder, at

lan, —al <.
En folge, som konvergerer, kaldes for konvergent. I sd fald skriver vi

lim a, = a.
n—oo

Omuendt er det forstaet, at folgen konvergerer med grenseveerdi a, hvis vi

skriver limy, .o a, = a. En folge, som ikke konvergerer, kaldes for divergent.

Bemeerk at N er et naturligt tal. Sommetider skriver vi N(e) for at

tydeligggre, at N er afthaengig af e.

Eksempel 1.24 (Konvergent). Talfplgen {an}nen givet ved a, = % er kon-
vergent mod a = 0: Givet et € > 0, veelger vi N = [%], og finder for alle
n>N:

‘ -

<1 <
— = — €.
N =

S|

lan — a| = |a, — 0] =

a =
o= =

|
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Se graf i Eksempel[1.19

Eksempel 1.25 (Divergent 1). Talfolgen {ay}nen givet ved a, = n diverge-
rer. Vi skal vise, at der for alle a € R findes et € > 0, sddan at der for alle N
findes et n > N, siddan at |ap,—a| > €. Lade = 1. Veelgn = max{N, [a]}+1.

Sa estimerer vi
la —an| > a, —a=n—a=max{N,[a]}+1—-a>[a]+1—a>1

Folgen kan dermed ikke veere konvergent og er i sa fald divergent per defini-

tion.

Eksempel 1.26 (Divergent 2). Talfolgen {an}nen givet ved a, = (—1)"
divergerer. Vi skal vise, at der for alle a € R findes et € > 0, sadan at der
for alle N findes et n > N, sdadan at |a, — a] > €.

Lad a veere givet og € = . For alle N, hvis lay —a| <€, ladn =N +1

og dermed
lan, — a| = |lan, —an + an — af
> |an —an| = [an — al
> (1) = ()Y~ |ay —a
1

>1l—€e>—.

= €= 5
Hvis lay — a| > €, lad n = N og dermed

lan, —al = lay —a] > €.
Bemeerk, at folgen divergerer ’anderledes’ end i det forrige eksempel.

Eksempel 1.27. Givet er en funktion f : R — R, betragt talfolgen med led
an = f(n), n € N. Det er en god pvelse at vise, at hvis (i Analyse 0 forstand)

lim f(z) =c¢

Tr—00
geelder, sa geelder ogsa

lim a, =c.
n—oo

Koncepterne greenseveerdi og forteetningspunkt er teet beslegtede, hvil-
ket folgende lemma viser. Grunden til, at vi lagde s meget vaegt pa fortaet-
ningspunkter, er, at maengden af forteetningspunkter kan undersgges ved alle

talfglger, hvorimod greenseveerdien kun findes for de konvergente talfglger.
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Lemma 1.28 (Graenseveerdi versus forteetningspunkt). Hvis en {ap }nen
konvergerer mod a, sd er a det entydige fortetningspunkt for talfolgen. Det
medforer at konvergenspunktet er entydigt og notationen lim, . a, = a er

veldefineret.

Bevis. Lad os fgrst vise, at hvis lim,,_,, a, = a, sa er a et forteetningspunkt
for talfglgen. Lad € > 0 veeret givet. Ifplge antagelsen findes der et IV, sadan
at der for alle n > N (der er uendeligt mange!) gaelder at |a, —a| < €. a er
dermed et forteetningspunkt for felgen.

Lad os nu vise, at der ikke findes andre forteetningspunkter for en fglge
med lim,, .o a, = a. For at ggre dette antager vi, at a’ # a er et yderligere
forteetningspunkt og viser, at dette forer til en modsigelse. Veelg € = %|a —
a’| > 0. Sa ligger der alle a, med n > N i afstand € fra a. Ved konstruktion

af € kan de ikke ligge i afstand strengt mindre end € fra a’:
la, —d'|=|an—a+a—d|>|a—d|—|a,—a| >|a—d|—e=2¢e—ec=c¢.

Vi har brugt trekantsuligheden i den forste ulighed. Maksimalt kan |a, —
a'| < e derfor veere sandt for alle n < N. Men dette teeller kun veerdierne
n=1,2,...N — 1. Det findes siledes feerre end N (og specielt kun endelig

mange) forskellige veerdier af n. O

Desveerre gaelder det omvendte ikke, dvs. en fglge med unikt forteetnings-
punkt er ikke ngdvendigvis konvergent, som eksemplet 0,1,0,2,0,3,0,4,0, ...
viser.

Bemerk, at alle forteetningspunkter af en reel talfglge, betragtet som
en kompleks talfglge, er reelle. Konvergensegenskaber og graensevaerdierne af
reelle talfglger sendres derfor ikke, selvom de bliver betraget som komplekse

talfplger.

Regneregler for konvergente talfglger Man kan undersgge konvergens
af en lidt mere kompliceret talfglge ved at skrive den som sum og produkt

af flere mindre komplicerede talfglger.

Seetning 1.29 (Regneregler for konvergente folger). Lad {an }nen 09 {bn }nen

veere konvergente folger med respektive grenseverdier a og b. Sa gelder
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1. Folgen {an + by }Inen er konvergent med grenseveerdi a + b.

2. Folgen {a, — by tnen er konvergent med grenseverdi a — b.

3. Folgen {anby}nen er konvergent med grenseveerdi ab.

4. Hvis b, b, # 0, sa er folgen {‘Z—:}neN konvergent med grenseverdi 7 .

Bevis. Da {an}nen 08 {bn}nen konvergerer mod a og b, ved vi, at for alle
€ > 0 findes et N4(€) og et Np(€) saledes at for alle n > max{N4(é), Ng(€)}
geelder, at |a, —a| < € og |b, —b| < €.

1. Antag et givent € > 0 for at vise den fgrste pastand. Trekantsuligheden

medfgrer, at
|(an +bp) — (a+b)| <l|an —a| + |by — b] < 2€.

Hvis vi seetter € := § og definerer N(e) := max {Na(5),Np(5)}

geelder for alle n > N (e):
|(an, +bn) — (a+b)| <€
Dvs., a, + b, konvergerer mod a + b.
2. Udsagnet folger fra 1. og 3., hvilket vi forst beviser.

3. Lad € > 0 veere givet. Ved hjalp af trekantsuligheden (to gange) finder
vi

|anby, — ab| = |anby, — anb + anb — ab|
< |anby, — anb| + |anb — ab|
= lan|[bn — b| + |an — al[b]
= |a, — a + a||b, — b| + |a, — al|b|
< (lan — al + |a[)|bn, — b] + [an — al[b]
< (€+ |a])€+ €|b|.

Hvis vi nu seetter € < 1, bliver den hgjre side mindre end eller lig

med €(|a| + |b] + 1), hvilket er mindre end ethvert e, hvis vi saetter

€= Ta[ret



28 KAPITEL 1. TAL OG TALFOLGER
Vi har derfor vist, at der for alle € > 0 findes
00 = {3 (s ) o (e )
€) := max _ ), _—
A\Jal+ ol +1/) 7P a| + o[+ 1
med den egenskab, at der for alle n > N(e) geelder
lanby, — ab| < e.

Dvs, a,b, konvergerer mod ab.

4. Beviset ligner 3.

O

Eksempel 1.30 (Regneregler). Vi skal underspge a, := 21:11/52. Ved at

definere de fire konvergente folger b, = 1, ¢, = 1/n, d,, = 2 og fn, = 1/n?

med grenseverdierneb=1,c=0,d =2, f =0, ser vi ved hjelp af Setning
b+c 1

d+f — 2-

__ bptc
J n n
1.29, at a, = ir konvergerer mod

1.0

0.8k

02l

—0.2l

Eksempel 1.31 (Forberedelse til brug af regneregler). Det er tit vigtigt at
bearbejde folgen, inden man bruger regnereglerne: Vi skal undersgge a, :=

ZTL”fll/n. Setning er tkke direkte brugbar, fordi teelleren og nevneren

1+1/n
241/n2’

divergerer. Men hvis vi forkorter med n, ser vi, at a, = og dermed

er folgen den samme, som i forrige eksempel.
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Begraensede talfglger Vi har i Eksemplerne og [1.26] set, at fglger
kan divergere pa forskellige mader. Dette skal vi nu undersgge nsermere. Vi

starter med begrebet begrenset.

Definition 1.32. En kompleks talfslge {an }nen kaldes begraenset, hvis der
findes et ¢ € R med |ay| < ¢ for alle n € N.

Lemma 1.33. En konvergent talfolge {an}nen er altid begrenset.

Bevis. Lad {ay}nen veere en konvergent folge af reelle eller komplekse tal.
Dvs. der findes et a, sddan at der for hvert € > 0 findes et N(e), saledes at
for alle n > N(e): |an, — a| < e. Specielt geelder dette udsagn for e = 1. Alle
n > N(1) opfylder derfor

lan| = |an — a+a| < lap —a| + |a| < |a] + 1.

Der findes kun endeligt mange veerdier — nemlig dem i meengden {a,, : n <
N(1)} — som potentielt har en stgrre absolutveerdi. Dermed er alle |a,| be-

graenset ved ¢ := max{|a| + 1, |a1], ..., ay)|}- O

Eksempel 1.34. Hvorimod egenskaben konvergent medforer egenskaben be-
greenset er det omvendte ikke ngdvendigvis rigtigt, som f.eks. ved talfolgen

{an}nen givet ved a, = (—1)", eller ved {zp}nen givet ved z, = i".

Grafen viser den konvergente talfolge givet ved a, = 5 — 1/n og dens
gresenveerdien samt den ubegrensede folge givet ved a, = n og den ikke-

konvergente begrensede talfslge givet ved a, = (—1)".

For bedre at kunne forsta konvergens og divergens, skal vi fgrst se pa de
reelle talfglger, hvor vi har en total orden pa talrummet, og senere komme

tilbage til de komplekse talfslger.
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Divergens mod +oo Hvis vi kun ser pa reelle talfglger, s& kan vi udvide
vores notation lima, = a og skrive lima, = Z£oo for serlige divergente

folger:

Definition 1.35 (Divergens mod +o0). Vi siger, at en reel talfolge {an }nen
divergerer mod uendelig, hvis der for alle ¢ € R findes N € N, sdledes at
an > c for allen > N. I sa fald skriver vi

lim a, = co.
n—0o0

Vi siger, at en reel folge {a,}nen divergerer mod minus uendelig, hvis der
for alle c € R findes et N € N, sdledes at a, < ¢, for allen > N. I si fald
skriver vi

lim a, = —oo.
n—o0

Bemeerk, at det er tilstrackkeligt at se pa positive ¢ € R, hvis man vil vise
divergens mod uendelig, og at det er tilstraekkeligt at se pa negative ¢ € R,

hvis man vil vise divergens mod minus uendelig.

Eksempel 1.36. Den divergente folge {an}nen givet ved a, = n divergerer
mod uendelig, fordi der for alle c € R findes et N (fr N :=[|c|]), sdledes at
der for alle n > N geelder, at

ap=n>N >c.

Den divergente folge a,, = (—1)" divergerer hverken mod uendelig eller minus

uendelig, fordi for alle n: |a,| = 1. Grafen viser begge folger og linien ¢ = 5.



1.3. TALFOLGER 31

10 - .

Eksempel 1.37. Lad a, := i, hvor b, er en folge af strengt positive tal,
som konvergerer mod nul. Der er indlysende, at a,, divergerer mod uendelig.
Mere preecist: Lad ¢ € R vere givet. Da limy,_,o by, = 0, findes der for alle
€ >0 et N, sdledes at der for allen > N geelder at b, < €. Da b, > 0 geelder
0gsd bi > % Ved at scette € := ﬁ (c #0), ser vi, at for alle n > N

n —

1
Qp = >

=5 =lc| > e

a |

Fordi ¢ var arbitrer, divergerer talfolgen mod uendelig. Grafen viser folgen
an = % sammen med den horisontale € = % linie og den vertikale N = 4 linie

1 orange samt de tilsvarende grafer for b, =n c=4 og N =4 1 bld.

a_nb_n
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Det er en god gvelse at udvide regnereglerne for konvergente fglger til

fglger, der divergerer mod plus eller minus uendelig.

Monotone reelle talfglger Bemseerk at vi ikke altid kan afggre om fgl-
ger konvergerer ved hjeelp af regnereglerne, da det sommetider er sveert at
transformere fglgen om til noget, der kan behandles med Szetning [1.29

Der er andre gange, hvor vi ikke har den fulde information om talfglgen.
Det kan veere, fordi talfplgen er implicit defineret, eller fordi vi kun kender

fa af dens egenskaber. Vi skal nu undersgge dette nsermere.

Definition 1.38 (Monoton). En reel talfslge {an}nen kaldes monotont vok-
sende, hvis

a1 <az<az<...,

dvs. hvis any1 > ay, for alle n € N. {ap}nen kaldes monotont aftagende,
hvis

ay>ay>as > ...,

dvs hvis any1 < ay for alle n € N. Talfolgen {ap}nen kaldes monoton, hvis
den enten er monotont voksende eller monotont aftagende. Hvis ulighedsteg-

nene er strenge, kalder vi talfolgen strengt monton.

Eksempel 1.39 (Ubegraenset). Talfolgen {ap}nen med a, = n opfylder
ant1 = n+1 >n = a, og er dermed monotont voksende. Den er ikke
begrenset, fordi for alle ¢ findes der et n, nemlig n = [c¢| + 1, sadan at

ap = [c]+1>c+1>c

Eksempel 1.40 (Monotont aftagende og begreenset). {a, }nen med a, = *

n
er monotont aftagende, fordi any1 = n%rl < % = an, og begrenset, fordi

1> ay, >0, og dermed er |a,| <1 for alle n.

Eksempel 1.41 (Begranset og ikke-monoton). {an}tnen med a, = (—1)"
er tkke monotont voksende, fordi der for lige n geelder, at apy1 = —1 <1 =
an. Den er heller ikke monotont aftagende, fordi der for ulige n geelder, at

ap+1 = 1> —1=ay,. Den er dog begrenset, da |a,| =1 for alle n.

Den fglgende setning er den forste vigtige seetning inden for talfglger og

er central for den videre teori, der behandles i kurset.
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Saetning 1.42. En monoton og begrenset reel talfolge er konvergent.

I betragting af de eksempler vi har set, virker seetningen maske triviel.
Beviset bruger dog supremumsegenskaben af de reelle tal, og udsagnet er

derfor alt andet end trivielt.

Beuis. Lad folgen {a,} veere montont voksende, og lad a := sup,,cy @p, hvil-
ket er endeligt, da folgen er begraenset. Vi vil vise, at a,, er konvergent med
greenseveerdi a. Fra definitionen af a er a,, < a for alle n € N. Fordi a er den
mindste gvre greense pa folgen, eksisterer der for ethvert € > 0 et N med
egenskaben ay > a—e. Men da a,, er monotont voksende, ma a,, > any > a—e¢
for alle n > N. Med andre ord er |a, — a| < €, og folgen er konvergent med

graenseveerdi a. O

Eksempel 1.43 (Rationelle talfglger). Bemerk, at definitionen af konver-
gens er afhengig af talrummet, vi bruger. Betragter vi en talfolge af rationelle
tal {qn}neN, qn € Q, som konvergerer mod det irrationelle tal /2, sa konver-
gerer talfolgen ikke mod et rationelt tal g € Q. Selvom talfslgen er begrenset
og monoton og alle led er i Q, vil folgen derfor ikke konvergere i Q. Det wvil
derfor vere mere precist at formulere setningen pa folgende made: “En mo-
noton og begrenset reel talfolge er konvergent i R.” Vores eksempel vil derfor
veere et modeksempel til udsagnet: "En monoton og begrenset rational talfolge
er konvergent i Q.”.

Grafen viser de forste led i den rationelle og monotone talfplge diskuteret
1 Sektion som konvergerer mod \/2.

q_n
1.420
1.418
1.416

1.414 ¢ ¢ ¢

1.412
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Limes superior og limes inferior Nar der er tale om reelle talfslger, har
vi en orden <, som vi kan benytte til at finde den asymptotisk mindste gvre
greense for talfslgen, dens limes superior eller lim sup. Pa lignende vis kan vi

definere den stgrste nedre graense, limes inferior eller lim inf.
Definition 1.44. Lad {ay}nen vere en reel talfolge.

limsupa, := lim sup{a, :n > N}
n—00 N—oo

liminf a, := lim inf{a, :n > N}.
n— 00 N—oo

Bemeerk, at disse er veldefineret, fordi sup{a, : n > N} enten er uendelig
for alle N eller monotont aftagende. Hvis den er monotont aftagende, kon-
vergerer den eller divergerer mod minus uendelig. Pd lignende vis er lim inf

veldefineret.
Eksempel 1.45. Fra vores tidligere eksempler er

1 1
limsup — = 0 = liminf —
n—oo TN n—oo N

limsupn = oo =liminfn
n—00 n—0o0

limsup(—1)" =1 > —1 = liminf(-1)".
n—o00 n—00
Huvis vi har en kompleks talfolge, ser vi ofte pa limsup af leddenes absolut-
veerdier
2mi

limsup [e“™ | = 1 = liminf |e
n—00 n—00

: T
27rzt|‘

Bemeerk, at limsup og liminf svarer til det stgrste og mindste forteet-
ningspunkt, hvis folgen er begrenset og kun har endeligt mange fortetnings-

punkter.

Graferne viser henholdsvis de forste led i talfolgen a,, = sin 22[)—”” 0g mang-

den af fortetningspunkterne. Bemeerk, at limsup og liminf svarer til hen-

holdsvis det storste og mindste fortetningspunkt (£1).
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1.4 Delfglger og Cauchys kriterium

Vi dykker nu dybere ned i temaet konvergens og vil vise, at en talfplges
konvergens kan bestemmes direkte ud fra leddenes opfgrsel via Cauchys kri-
terium. Resultatet er bade indlysende og kraftfuldt og vil veere hgjdepunktet
af den fglgende analyse af talfslgers konvergens ud fra den made, delfslger-
ne opforer sig pa. Vi starter med at definere begrebet delfglge, som er teet
beslaegtet med begrebet forteetningspunkt.

Delfglge versus fortaetningspunkt

Definition 1.46 (Delfplge). Lad {an}nen vere en reel eller kompleks tal-
folge, og {ni}ren veere en strengt voksende folge af naturlige tal, dvs. ny <

ng < ---. Talfolgen {by}nen med by := ay, kaldes en delfplge af {ay}.

Eksempel 1.47. Lad ny := 2k vere den strengt voksende folge af de lige
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naturlige tal: 2,4,6,.... Lad

{an}nen ai,a2,as, ...

veere en given talfolge, og lad folgen {by}nen veere givet ved by, = an, . Dette
er delfolgen af {an}nen, som bestar af de elementer af a, med lige indeks

n = 2k, dvs. hvert andet led i folgen:

{bk}kEN b1 :a2,bg :a4,b3 = QGy - - -

Bemeerk, at en delfolge altid bestir af uendeligt mange elementer. En delfalge
af en konvergent falge er altid konvergent, men en ikke-konvergent folge kan

sommetider have en konvergent delfplge, f.eks. er delfolgen af den divergente

folge

an = (-1)"  —1,1,-1,1,...
af leddene med lige indeks ny, = 2k den konstante (og specielt konvergente)
folge

b = ag, = (-1)*" =1 1,1,1,....

an
1.0; ° ° ° ° °
0.5}
| | | | | n
2 4 6 8 10
05|
-1.0+ ° ° ° ° °
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Det folgende lemma viser, at begreberne delfslge og forteetningspunkt er

teet forbundne.

Lemma 1.48. Lad {ay}nen vere en reel eller kompleks talfplge. a € R (eller
a € C) er et fortetningspunkt for talfolgen, hvis og kun hvis talfolgen har en

konvergent delfglge med grenseverdi a.

Bevis. ”<" Lad {by }ren veere en konvergent delfplge af {a, }nen med green-
seveerdi a, dvs limy_, oo by, = a. Specielt er a et forteetningspunkt for {by }ren-
Dermed er a ogsé et forteetningspunkt for {a, }nen.

"=" Lad a veere et forteetningspunkt for {a,}nen. Dvs. for alle € > 0

eksisterer der uendelig mange veaerdier n med
lan, —al <e. (1.2)

Vi vil nu se pa en folge af mindre og mindre veerdier for € og hver gang
veelge et nyt led som opfylder . Mere preecist, lad nj veere indekset pa
det forste led i talfolgen {ay }nen, som opfylder for e = 1/k, men (hvis
k > 1) som ogsa er strengt stgrre end ny_1. Bemeerk, at det altid er muligt
at finde sadan et ny, fordi der er uendelig mange n som opfylder . De

valgte elementer danner en talfglge {ay, }ren, som konvergerer mod a. [

Eksempel 1.49. Lad {ay}nen vere den reelle talfolge givet ved a, = (—1)"(1+

ﬁ) I decimalapproksimation ser folgen sadan ud

~2,1.70..,—1.57..,1.5, —1.44..,1.40.., —1.37..,1.35..,
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~1.33..,1.31..,-1.30..,1.28.., —1.27..,1.26.., —1.25.., 1.25, . ..

Folger vi konstruktionen fra beviset for Lemma med fortetningspunktet

a =1 finder vi

ny=6:as — 1| =

DN =

Sl

ngle:\a10—1|<

n3:18:\a18—1]:

W
(=
o
] =

med leddene

ag, A10, A18y - - - 4 14,131,

Lemma 1.50. Hvis {a,} konvergerer med en grenseverdi a, si konvergerer

enhver delfolge med den samme grenseverdi.

Bewvis. Lad {an, }ren veere en delfplge af {an}nen At {an}nen konvergerer
mod a betyder, at der for alle ¢ > 0, findes et N, saledes at: for alle n > N
geelder

lan, —al < e.

eller specielt

lan, —al <e€
for alle ng > N. Dvs., der findes et K, saledes at ng > N og dermed
lan, —al <e€

for alle £ > K. Vi konkluderer, at delfglgen konvergerer mod a. O

Til senere brug betragt folgende korollar.

Korollar 1.51. Lad {ap }nen 09 {bn }nen veere recle talfolger med lim,, o0 by, =
b. Sa geelder, at

lim sup a,b,, = blim sup a,,.
n—0o0 n—00
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Beuvis. Ifplge antagelsen geelder det at for alle € > 0, der eksisterer et N =
N (e), sadan at for alle n > N(e): |b, — b| < e. Derfor

|sup{anb, : n > N(€)} —bsup{a, : n > N(e)}| <e.

Velg € = ﬁ og antag uden tab af generalitet antag at IV (ﬁ) vokser strengt

monoton med M. Vi konkluderer, at

1

1
i n>N(—)} = i n>N(—)}
A/}linoo sup{anb, : n > N(M)} bﬂ/}gnoo sup{a, : n > N(M)}

Dette afslutter beviset, da leddene sup{a, by, : n > N (ﬁ)} danner en delfplge
af sup{a,b, : n > N} og graenseveerdien af en konvergent fplge sendres ikke

ved at betragte en delfglge. O

Bolzano-Weierstrass Saetning At en monoton og begraenset, reel talfgl-
ge altid er konvergent, har veeret vores fgrste vigtige resultat om talfglger
(Seetning . Det har givet os en handterbar klasse af talfglger, som vi nu
skal bruge til at undersgge konvergens af generelle talfglger. Vi starter med
at finde en monoton delfglge i enhver reel talfslge. Vi bruger dette til at vise,
at hver begreenset talfslge har en konvergent delfslge, det bergmte resultat

fra Bolzano-Weierstrass.
Saetning 1.52. Enhver reel talfslge har en monoton delfolge.

Bevis. Et led z, i folgen, som opfylder x,, > xj for alle K > n kaldes en
spids. Vi analyserer nu to tilfeelde hver for sig: Enten har fglgen uendeligt

mange spidser eller kun endeligt mange.

e Hvis der er uendeligt mange, sa er fglgen af spidserne x,, i sig selv en
monotont aftagende delfglge, da der for hver spids x,, gelder, at for

alle n > ny: o, < zp, og dermed ogsa for n = nyg1: T, < Ty,

e Hvis der kun er endelig mange spidser, lader vi x,,_; veere den sidste
spids. Fordi x,, ikke er en spids, ma der findes et senere led x,, (n2 >
ny) med Zn, > Tpn,. Men x,, kan heller ikke vaere en spids, sa vi kan
finde ng med x,, > =, Pa den made konstruerer vi en monotont

voksende delfglge =), < zp, < Tp, < ---
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O

Eksempel 1.53. z,, = % Lad n vere vilkarlig. Der geelder, at x,, > xy
for alle k > n, og derfor er x, en spids. Fordi n var vilkarlig, sd er alle
folgeleddene spidser (specielt er der uendeligt mange), og vi har fundet en
monoton delfplge (nemlig hele folgen).

Lad nu x, = (—1)". Lad n veere lige (der er uendelig mange lige tal). 1
sa fald geelder x,, = 1, og dermed er x, > xp for alle k > n. Delfglgen b,

med by, = ao,, = 1 er dermed en monoton delfslge af a,.

2 1 10 1 1 3 1 4 S0
Ty =—5 — — —_— e ——, ==, —— ...
n n2 n b b 97 87 25? 9’ 497 )
Spidserne er de forste to elementer x1 = 1,29 = 0. Day, := x3 = —é ikke er

en spids (folgen konvergerer til 0), finder vi et element yo := xg > x3 = Y1.

Men x¢ er igen ingen spids, da ys := x7 er stgrre...
an

1.0[ °

0.8}

0.6

04

02f

N e
N
[e2)

[ Joo)

Sammensattes alle ingredienserne vises at:

Seetning 1.54 (Bolzano-Weierstrass (reel)). Enhver begrenset reel talfolge
har en konvergent delfalge.

Bevis. Ifplge Seetning har fglgen en monoton delfglge. Fordi delfglgen
ogsé er begreenset, er den konvergent ifplge Seetning [T.42] O

Seetning 1.55 (Bolzano-Weierstrass (kompleks)). Enhver begrenset kom-
pleks talfolge har en konvergent delfolge.
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Bevis. Lad {zp}nen veere en begraenset kompleks talfplge. Lad os se pa re-
aldelen a,, = Re(z,). Ifslge Seetning har a, en konvergent delfglge
aj, = apn,. Lad os nu se pa de tilsvarende imagineerdele b}, := by, , hvor
b, = Im(z,). Ifolge Seetning har {b),}ren ogsé en konvergent delfplge
by, - Folgen {zpn, }men er en konvergent delfglge af {2, }nen, fordi folgen af
imaginaerdelene er lig med den konvergente folge {by,, }men, og fordi folgen
af realdelene {ay, }men er en delfplge af den konvergente folge {ayn, fren 0g
dermed konvergent ifplge Lemma [T.50 O

Eksempel 1.56. z, = i" Re(z,) = 0 for ulige n, Re(z,) = (=1)"? for
lige n. Veelg de ulige n. Im(z,) = (—1)"=Y/2 for ulige n, Im(z,) = 0 for
lige n. Blandt de ulige, veelg n med (n — 1)/2 lige. Dvs. for ny, = 4k + 1 er
{zn, }ken = 1 en konvergent delfolge af {zp}nen-

Re(z_n)

1.0 . .

05|

—1.0; ° ° °
Im(z_n)

1.0; ° . °

05

—1.0; ° °
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Cauchys kriterium Vi starter med at introducere konceptet Cauchy-

folge.

Definition 1.57. En folge {x, } er en Cauchy-folge, hvis Ve > 0,3N, sdledes
at der VYn,m > N gelder

|y, — x| < €.
Huis en talfolge er en Cauchy-folge, siger vi ofte, at talfolgen er Cauchy.

Eksempel 1.58. Lad x,, %, da er {xp}nen Cauchy, fordi der for alle e > 0
findes et N (f.eks. N = |

%] + 1), sddan at for alle m,n > N |x, — xp| =
7 =l < lonl +lom| < % < g <e

Eksempel 1.59. Lad z,, = (—1)", da er {z, }nen tkke Cauchy, fordi der for
e =1, og for alle N findes der nymm > N (N =m ogn = N + 1), sadan
at |xy — x| = 1. Dermed er |x,, — x| ikke mindre end €, og folgen er ikke

Cauchy.

Eksempel 1.60. Lad {z,}nen vere en rational talfpslge, som konvergerer
mod /2, da er {x,}nen Cauchy, fordi der for alle € > 0 eksisterer et N,

sadan at
|$n_$m| = |$n_\/§+\/§—l‘m| < |$n_\/§|+|\/§_l'm| < 5/2+€/2: €
for alle n,m > N. Bemeerk, at talfolgen ikke er konvergent i Q, da /2 ¢ Q.

Det er oplagt, at konvergente fglger er Cauchy, da afstanden af leddene
(f.eks. x,, og x,,) fra greenseveerdien x bliver mindre for stgrre m, n. Med tre-

kantsuligheden bliver afstanden mellem x,, og x,, ogsad mindre, og vi finder:
Lemma 1.61. En konvergent folge er en Cauchy-folge.

Bevis. Lad € > 0 veere givet, og lad x veere greenseveerdien af {x, }. Da {z,}

konvergerer mod z, findes der et N, sdledes at der Vn > N gelder
|xy, — x| < €/2.
Ved hjelp af trekantsuligheden finder vi
[Ty — T | < |zn — x| + |2 — 20| <€,

hvilket betyder, at {z,} er en Cauchy-folge. O
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Eksempel 1.62. Grafen viser den nulkonvergente talfolge {xy}nen, hvor

Ty = ﬂ, og € = 0.2. Nar folgeleddene har en afstand pd mindre end

n

0.1 fra grenseverdien, ligger de mellem de to gronne linier, dvs. de har en

afstand pda maksimalt 0.2.

Xx_n
04|

02l

—02} .

—04|

-06L

Det er mere overraskende, at det omvendte ogsa gaelder. Vi skal forberede

dette resultat med to lemmaer.
Lemma 1.63. En Cauchy-folge er begrenset.

Beuvis. Ifplge definitionen for Cauchy-fglger geelder, at Ve > 0, AV, saledes at
Vn,m > N gelder

|zy, — 2| < e

Vi betragter specialtilfeeldet, e = 1 og m = N. Vi har nu, at for alle n > N:
|z, —xN| < 1.

Det betyder, at
zy — 1<z, <xy+1,

hvilket viser, at fglgen er begraenset. O
Det naeste lemma siger, at en Cauchy-fglger klamrer sig til en delfplge.

Hvis den konvergerer mod x, s& konvergerer Cauchy-fslgen mod den samme

veerdi.
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Lemma 1.64. Huvis en Cauchy-folge har en konvergent delfslge med gren-

severdi x, si konvergerer Cauchy-folgen og har grenseverds x.

Bewvis. Lad {zy}nen veere Cauchy-folgen. Lad {xy, }ren veere dens konver-
gente delfplge, som konvergerer mod z. Vi skal vise, at {x,, },en konvergerer

mod z. Vi antager et givent € > 0.

e Da {z,, }ren konvergerer mod z findes et K, saledes at der Yk > K
geelder
|zp, — x| < €/2.

e Da {x,}nen er en Cauchy-folge, findes et M, saledes at der Vm,n > M
geelder
| T — Tn| < €/2.

For N := max{M,nk} finder vi et k med ny > N. Derved gelder for alle
n > N:
|z — x| < |x—xn, |+ |Tn, — 20| <€/2+¢€/2=¢.

Det viser, at {z,, }nen konvergerer med graenseveerdi x. O

Eksempel 1.65. Grafen viser Cauchy-folgen {xy}nen givet ved xop = 1/k
09 To_1 = 1/k?. Verdierne fra delfslgen {xon1}ren er farvet med orange.
For e = 0.1 (gron) falder delfslgen under € for k > K = 3, da xox4—1 = 7 =
1/4? < 0.1. For M = 20 er folgen Cauchy med dette €. Det mindste ny, som
opfylder betingelserne, er ng = 21.

X_Nn
0.6;
0.5; .
0.4;
0.3;
0.2; .

0.1 } ® -
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Vi er nu klar til at bevise vores hovedsaetning.

Saetning 1.66 (Cauchys kriterium). En reel (kompleks) talfolge er konver-
gent i R(C), hvis og kun hvis den er Cauchy.

Bevis. "=": Lemma [I.61] viser, at en konvergent folge er en Cauchy-folge.

"<": En Cauchy-folge er ifplge Lemma [1.63] begraenset. Den har derfor en
konvergent delfglge (Saetning |1.55 (Bolzano-Weierstrass)). Vi kan nu bruge
Lemma til at se, at selve Cauchy-fglgen konvergerer. O

Det er vigtigt at fastsla, at Cauchys kriterium athsenger af talrummet,
vi undersgger konvergens i. Udsagnet “En rationel talfglge er konvergent i
Q, hvis den er Cauchy” er nemlig forkert. Vi gav et modeksempel i vores
diskussion af de reelle tal, hvor vi konstruerede en rationel folge af tal {x,,},
som det er nemt at se, er Cauchy, men som ikke konvergerer mod noget tal
i Q, da den konvergerer mod v/2 ¢ Q.

Nar vi prgver at finde ud af, hvor i beviset af Seetning [I.66] egenskaber
ved de reelle tal er krybet ind, ser vi, at vi benyttede Bolzano-Weierstrass
ssetningen, som bruger Ssetningen (monoton & begraenset = konver-
gent), som bruger supremumsegenskaben. Dermed er vores bevis af Cauchys
kriterium baseret pa Dedekind-fuldstzendighed af de reelle tal.

Det virker méaske mere naturligt at kalde en maengde med en afstands-
funktion fuldsteendig”, hvis enhver fglge af elementer i maengden, som kom-
mer taettere og teettere pa hinanden (dvs. en Cauchy-folge), er konvergent.
Det giver anledning til at betragte konvergens og Cauchy-fglger i mere gene-
relle metriske rum og fgrer os til en ny definition af fuldsteendighed, Cauchy-
fuldsteendighed, som vi vil se pa senere i kurset, nar vi betragter metriske

ruml.
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Kapitel 2

Talraekker

I denne del skal vi se pa summen af leddene i en talfglge
ay+ag+az+....

Da det er en sum af uendeligt mange led, skal vi vaere meget omhyggelige
med vores analyse. Vi starter derfor med at definere preecist, hvad vi mener
med en uendelig sum, og afleder derefter nogle grundleeggende egenskaber (fx
at summen kun kan veere endelig, hvis talfglgen bestaende af leddene kon-
vergerer mod nul). Bagefter undersgger vi dybdegéende den relativt nemme
situation, hvor leddene er positive, og hvor vi derfor ikke far led der gar ud
med hinanden. Det er interessant at observere, at vi ofte er i stand til at af-
ggre konvergens uden at have mulighed for at udregne summen. I den sidste
del behandler vi den sveereste, men ogsé sjoveste situation, hvor varierende

fortegn som i

L+ (=g) b5+ (-7 4

kan fgre til det overraskende resultat, at vi kan ombytte led i rackken, sadan

at raekken konvergerer mod en vilkarlig veerdi.

2.1 Introduktion

Definition og divergenstest Vi starter med en praecis definition af en

talrackke, dvs. af den uendelige sum af leddene i en talfglge.

47
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Definition 2.1. Lad {ay,}nen vere en reel eller kompleks talfslge. Talfolgen

{sn}nNeN af afsnitssummerne

N
SN = E Qnp,
n=1

kaldes for talreekken genereret af {an}nen. Vi betegner den med

oo
Zan:a1+a2+a3+....

n=1
Hvis {sn}neN konvergerer med grenseverdi A, kalder vi A for summen af

talrekken Yo7 | a, og skriver

oo
g ap ~ A.
n=1

I sa fald kalder vi talreekken Y .7 | a, for konvergent. Ellers kaldes den di-
vergent. En talrekke kaldes begrenset, hvis afsnitssummerne danner en be-
grenset talfolge.

Mange benytter notationen » 7, a, = A, i stedet for > 2 a, ~ A,

S
n=1

men bemeerk, at det kan skabe forvirring, da > >, a, er en talfglge og A et
tal.

Veer opmeerksom pé, at en talraekke per definition er en talfglge, nemlig
talfplgen af afsnitssummerne. Summen af talrackken er kun veldefineret, hvis
talfglgen af afsnitssummerne konvergerer.

For endelige summer, f.eks. a; 4+ as + a3, geelder

e (kommutativitet) a1 + ag + a3 = a2 + a1 + a3

e (associativitet) (a1 + az) + ag = a1 + (a2 + as)

e (skalar multiplikation) for alle ¢ € R(C): ¢(a1+ag+a3) = cai+-caz+cas

For en talrackke er det a priori ikke tilladt at ombytte leddene (kommuta-
tivitet), seette parentes (associativitet) eller multiplicere med et tal (skalar
multiplikation), da det muligvis kan endre konvergensegenskaber og givetvis
greenseveerdierne. Senere ser vi pa betingelser, som giver os lov til at lave
disse operationer (Setning [2.6Parentes), Seetning [2.9(Regneregler), Korol-
lar 2.33[ Ombytte)). Men inden vi gor det, vil vi gerne komme igang med at

se pa en vigtig konvergenstest og nogle eksempler.
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Seetning 2.2 (Divergenstesten). Huvis reekken > . a, konvergerer, si er

{an}nen en nulfolge, dvs. konvergerer mod nul.

Bevis. Hvis reekken > 7 a, konvergerer mod S, sd konvergerer fplgerne
{sn}nen og {sy}nen givet ved sy = Zﬁle an 0g Sy = Zgjll a, 0gsi
mod S. Ved hjelp af regnereglerne for talfplger ser vi, at folgen {a, }nen gar
mod nul, da vi kan skrive a,4+1 = s, — sp.

O]

Divergenstesten ser i fgrste omgang ikke ud som en saerlig dyb indsigt
eftersom en positiv talfglge, som ikke konverger mod nul tydeligvis vil fore
til en reekke, som divergerer mod uendelig (fx talfplgen 1,1,1,...). Bemaerk
dog, at den ogsa behandler talrsekker med bade positive og negative led,
feks. a, = (—1)", savel som komplekse talfglger, f.eks. a,, = €™/, hvor
situationen ikke er helt s& abenlys (iseer, nar vi teenker pa irrationelt f). Vi
skal bruge divergenstesten, netop i denne situation, i analysen af det fglgende

vigtige eksempel.

Geometriske raekke Betragt reckken
S S U U S B
2on 2 4 8 16 32 7

som konvergerer til 1 ifglge illustrationen (taken from Wikimedia commons,

Copyright Jim.belk):

1
2

Vi skal nu vise dette udsagn i sterre generalitet. Lad x € C og for alle n €
N: a,, = z™. Talraekken EZO:O an kaldes den geometriske rekke (Sommetider
er det mere naturligt, at starte i andre veerdier end 1) . Vi begynder med at

finde en formel for afsnitssummerne.
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Lemma 2.3 (Afsnitssum af den geometriske reekke). For alle N € Ny og

alle x # 1:
N N+1

1—2
n _
o= — (2.1)
n=0
For x =1 geelder selvfolgelig

N

d 2t =N+1 (2.2)

n=0

Bevis. Lad Py veere udsagnet (2.1]). Vi vil nu bevise, ved hjeelp af induk-
tionsmetoden, at Py er sandt for alle N € Ng. Induktionsstarten er opfyldt,
dvs Py er sandt, fordi

0+1

0
1 1—x 1—x
n _ 0 = = - = =
d et =al=l=g=1— =
n=0
Lad os nu tjekke induktionsskridtet: Py sandt = Pn41 sandt. Vi skal vise,

at
N+1
+ 1— .%'N+2

2= 2.3
n=0

ud fra induktionsantagelsen

N N+1

1 —
Yt = % (2.4)
n=0 z

Det er oplagt at prgve at splitte det sidste led af summen pa venstresiden af

(2.3) og bruge induktionsantagelsen ([2.4)

N+1 N
Z " = (Z .an) +xN+1
n=0 n=0
— ﬂ 4 xNJFl
1—=z
1— xNJrl + (1 o 1‘)$N+1

1—=x
N+2

1—2

1—=z
I de sidste to skridt har vi bare forenklet udtrykket. Dermed er bade induk-
tionsstarten og induktionsskridtet opfyldt, og vi kan nu bruge induktions-

princippet til at konkludere, at pastanden (2.1)) er rigtig for alle N € Ng. O
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Saetning 2.4 (Den geometriske reekke). Lad x € C. Huvis |z| < 1, geelder
oo
P
n=0 -7

Huis |x| > 1 divergerer rekken.

Bewvis. Udsagnet er trivielt for x = 0, da vi far reekken 1+0+0+- - - hvilken
konvergerer til 1. S& lad os antage at  # 0. Vi ved fra Lemma [2.3] at for

x#1

N
. 1—LL‘N+1
i) et =
n=0

Hvis |z| < 1, gaelder

lim 2V*! =0,
N—oo

da for alle € > 0, og M := ngid:

|2V 0] <€

for alle N > M. Med regnereglerne for talfglger finder vi, at den hgjre side
konvergerer mod 1. Hvis |z| > 1, er {z"},en ikke en nulfslge, og dermed

divergerer rackken ifglge divergenstesten. O

Den harmoniske rackke Reckken ) 7, % kaldes den harmoniske rekke

. Reekken er seerligt interessant, da leddene er positive og gar mod nul, mens
rackken stadig divergerer. Specielt viser den harmoniske rackke, at ikke enhver
nulfglge har en konvergent rackke.
s_ N

3.5 o °

3.0 o ¢

2.5 °

2.0 ¢

1.5 °

1.0 o

0.5
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Seetning 2.5 (Den harmoniske reekke). Den harmoniske rekke divergerer

mod uendelig.

Bevis. Lad N veere lige. Vi estimerer afsnitssummen:

—1+1+1+1+1+1+1+1+ + ! +1
N Ty Ty Ty Ty T T TR T NI TN
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1+ )+ (+ )+ (+ )+ (2 )+ (=
(+2)+(3+4)+(5+6)+(7+8)+ +(N_1+N)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
>4+ (=+= —+= —+ = -+ )+ +(=+=
_2+(2+2)+(4+4)+(6+6)+(8+8)+ +(N+N)
—1+ 1+1+1+1+ +1
2 2 3 4 g
1
=5ty

Lad os antage, at reekken konvergerer med sum S og vise at dette forer
til et modstrid. Ifplge denne antagelse konvergerer {sy}nyen mod S, men
ogsa delfplgen {sn}neN,N lige- Hvis vi nu lader N ga mod uendelig, ser vi,
at den venstre side konvergerer med summen S, hvorimod den hgjre side
konvergerer mod % + 5, hvilket er strengt stgrre, og dermed ikke lig med S.
Dette er en modsigelse, hvilket viser, at antagelsen om konvergensen af den
harmoniske raekke ma veere forkert. Vi konkluderer, at rackken divergerer.
For at se, at den divergerer mod uendelig bemeerker vi, at afsnitssummer-
ne er monotont voksende. Afsnitssummerne kan derfor ikke vaere begreensede
(da raekken ellers vil veere konvergent ifglge Saetning . Reekken diverge-

rer derfor mod uendelig. O

Den harmoniske rackke har en sjov anvendelse til bog-stablings problemet.
Spergsmalet er, hvordan vi kan stable n bgger (hver med leengde 1 og masse
m) ud over en bordkant, sddan at de heenger leengst muligt ud over kanten.

n = 1: Hvis vi laegger bogen med midten lige over kanten, far vi en leengde
di = % Generelt n: Lad n — 1 bgger veere stablet, sddan at tyngdepunktet
ligger lige ved kanten. Nu leegger vi den nte bog under stablen, sddan at den
ogsé flugter med kanten. Bemeerk, at den har en tygndepunkt i dens midte.
Den nye stabel er stadig stabil, men tyngdepunktet ligger nu strengt inde pa
bordpladen, da vi har tilféjet en bog, som ligger helt inde pa bordpladen.
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Den nye tyngdepunkt d,, opfylder
1

m(5 —dn) = M,

hvor M = (n — 1)m er massen af stablen inden vi tilfgjede bogen. Lgser vi
ligningen, finder vi d,, = % Vi kan derfor flytte hele stablen ud over kanten

med d,, sddan at det nye massecenter igen ligger pa kanten. Den totale

N 1
n=1n"

leengde man far ved at stable N bgger efter denne metode er derfor % >
Da denne sum divergerer for N mod uendelig, kan vi stable bgger uendeligt
langt over bordpladen. Mere preecist, sa giver N bgger en leengde pa ca.
$In N (hvorfor?). Det viser sig, at hvis man stabler lidt mere gennemtaenkt
kan man fa ca. n!/3 (Patersen Zwick 2006, vist optimalt af Paterson, Peres,

Thorup, Winkler, Zwick i 2007, grafen er fra denne publikation)

1]
I

l T T I T l blocks = 30
| | overhang = 2.70909

Regneregler for talraekker Hvis vi har en konvergent talraekke, sa kan

vi saette parentes.

Seetning 2.6 (Parentes). Lad {n;}ien vere en strengt voksende folge af

naturlige tal, hvor ny = 1. Huis

o
E ap ~ A
n=1

sa geelder ogsa

[e.o]

Z (am‘ tan+1+ -+ ani+1_1) ~ A
i=1
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Bevis. Bemeaerk, at fglgen af afsnitssummerne af raekken
oo
Z (an, + an;41+ - + @y -1)
i=1

7

er en delfglge af fglgen af afsnitssummerne af rackken
o0
>
n=1

Da denne fglge er konvergent, er ogsa delfglgen konvergent med samme graen-
sevaerdi ifglge Lemma, O

Eksempel 2.7. Lad {n;}ien, med n; = 201, s bliver rekken

o
Zan:a1+a2+a3+---

n=1
tal
)

D (agi-1 +agi-ip ++agiy) =a1+ (az+az) + (ag + a5+ az) + -
i=1

Ifplge Scetning [2.6 er medforer konvergens af den forste rekke konvergens af

den anden rekke (med samme grenseverdi).

Hvis talrackken er derimod divergent er det vanskeligt at saette parentes,

da resultatet kan blive konvergent som fglgende eksempel viser.

Eksempel 2.8. Lad a, = (—1)". Da er

o oo
>0, Y
n=1 n=1
divergent, fordi sy = —1 for ulige N og sy = 0 for lige N. Hvis vi derimod
ser pa
(o] [o.¢]
Z(@n + agnt1) = Z 0,
n=1 n=1

sa er den konvergent med sum S =0, da sy =0 for alle N.

I analogi med regnereglerne for talfglger finder vi fglgende regneregler for

talreekker.
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Szetning 2.9 (Regneregler for talreekker). Huvis reekkerne Y o7 | an og
Y02 by er konvergente mod henholdsvis A og B, si geelder at

o (Sum) Y " (an + by) konvergerer med sum A+ B
o (Differens) o7 | (an — by) konvergerer med sum A — B
e (Skalar multiplikation) For ¢ € C: Y > | ca,, konvergerer med sum cA.

Bevis. Reekkerne > > | an 0og Y oo by har sum A og B, hvis fplgen af af-
snitssummerne {sy}nen 0g {tn}nen konvergerer mod henholdsvis A og B.
Efter regnereglerne for folger er ogsé {sy £ tn}nen konvergent mod A+ B.
For at vise det tredje udsagn, bemeerk at afsnitssummerne af » 7, ca,, er
givet ved (cay+cag+---+can) = clai+az+---+an) = csy. Det medforer,

at Y o2, ca, har sum cA. O

Eksempel 2.10. Tualrekken

2
d -3 (2.5)
3
n=0
er sammensat af to geometriske reekker > (3)" og Y-(3)", som konvergerer

mod henholdsvis 2 og % (2.5)) konvergerer derfor mod 1.

Bemeerk, at beviset for multiplikation af talfslger ikke kan overfgres pa
lignende vis til produktet af talreekkerne, da produktet af afsnitssummerne

for Y 0% | an og Yo7, by ikke er afsnitssummen for Y ° | an *by,. Det forven-

00 1

tede udsagn er ikke engang rigtigt, idet, som vi ser senere, raekken ) | 5

konvergerer, mens Z% divergerer (a,, = b, = %)

De fglgende udsagn udvider regnereglerne til divergente rackker.

Korollar 2.11. Huis rekken Y 2 | a, er konvergent, og Y -2 | by er diver-

gent, si divergerer Y >° | (an + by).

Bevis. Vi laver et bevis ved modsigelse. Lad os antage, at Y -~ (a, + by)
konvergerer. Da ogsi Y~ | a,, konvergerer, finder vi ved hjelp af regnereg-
lerne for talreekker, at Y7 | (ay, + by — an) = >, b, konvergerer. Dette er

en modsigelse. O
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Proposition 2.12. Givetm € N vil Y2 1 an 09 Y 7 ay enten begge kon-

vergere eller divergere.

. R . -1 .
Bevis. Pastanden er en konsekvens af, at differensen """}" a,, er endelig. O

2.2 Positive raekker

Reekker med positive led er specielt lette at behandle, da afsnitssummerne

vil veere monotont voksende og vi ikke behgver bekymre os for ophaevelse.

Generelle udsagn

Definition 2.13. Rekken genereret af folgen {ay}nen kaldes for positiv,
hvis folgen er positiv, dvs hvis a, > 0 for alle n € N.

Positive talraeekker fgrer til monotont voksende afsnitssummer, da
sNy=a;+ax+--+any<ai+ax+---+any+anNt1 = SN+1-

Fra vores undersggelse af talfglger ved vi, at monotone talfglger har gode

konvergensforhold, som vi nu skal bruge til at undersgge positive reekker.

Seetning 2.14. En positiv rekke konvergerer, hvis og kun hvis den er be-

grenset.

Bewvis. Hvis reekken er positiv, sé er fglgen af delsummerne monotont vok-
sende. Hvis den ogsa er begreenset, s er den konvergent (Ssetningen |1.42]).

Hvis den er ubegraenset, sa divergerer den. O

For at vise, at en positiv reckke er konvergent, er det derfor nok at finde
et M € Rmed ) " (an, < M for alle m € N.

Eksempel 2.15. Lad 0 < r <1 og betragt reekken

o0 n

,
Znﬂ—l‘

n=0

Afsnitssummerne er begrensede af M = %, da
-

N r’ N 1

E < E r < :
n+1 1—r

n=0 n=0

Reekken er dermed konvergent ifplge Scetning[2.17)
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Bemeerk, at vi ikke bare fandt en gvre graense i eksemplet, men faktisk
sammenlignede talreekken med den geometriske raekke. Ved at betragte M

som summen af den ’stgrre’ talraekke, er folgende en direkte konsekvens.

Korollar 2.16 (Sammenligningstest). ¢ > 0. Lad > "> ;an 09 Y > by veere
to positive talrekker med b, < ca,Vn € N.

o > > o bn konvergerer, hvis Y7, an konvergerer.
o > > yan divergerer, hvis > 7 by, divergerer.

Sammenligningstesten kan udvides til en den sékaldte greensesammenlig-

ningstest, som ogsa giver os informationen om greenseveaerdien.

Korollar 2.17 (Graensesammenligningstest). ¢ > 0. Lad Y ° jan ~ A og
bn < cap¥n € N. Sa geelder

ib” ~ B
n=0

med B < cA.

Konvergenstests Med sammenligningstesten har vi set en forste test, som
hjeelper os at afggre, om en talraekke er konvergent eller divergent. Bemserk,
at vi har brug for en anden (nemmere) talraekke at sammenligne med, for vi
kan bruge testen.

I det folgende skal vi aflede en del flere tests som er tilpasset for at afggre
konvergens til seerlige typer af raekker. Vi starter med integraltesten. Det vir-
ker intuitivt, at man skulle kunne undersgge konvergens ved at approksimere

reckken med et integral.

Seetning 2.18 (Integraltest). f : [1,00) — R er en positiv, kontinuert og av-

tagende funktion. Rekken Y7 | f(n) konvergerer, hvis og kun hvis integralet
[ fx)da er endeligtﬂ

Bewvis. Lad ¢ € N, ¢ > 1. Betragt den stykvise konstante funktion f*: R, —
R som er lig med f(n) pa intervallet [n,n + 1) (n € N), og funktionen

1f1°° f(x)dx er det uegentlige integral defineret ved lim.— ff f(x)dx, hvis sidstneevnte

eksisterer og er endeligt.
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f~ Ry — R som er lig med f(n+ 1) pa samme interval. Begge funktioner
er Riemann-integrable. Da f*(z) > f(z) > f~(z) for alle z, geelder

[ ranz [ sz [ @

péa grund af monotoniciteten af Riemann-integralet (se grafik). Integralerne

/1 Frade =Y fn)
n=1

bliver til summerne

og

/ @ =Y fn)
1 n=2

og dermed finder vi

Raekken er derfor begrzenset, hvis og kun hvis integralet er begraenset.
Pastanden er bevist, fordi en positiv rackke konvergerer, hvis og kun hvis den

er begraenset. O

Eksempel 2.19 (Den harmoniske raekke). Vi giver et alternativt bevis for di-
vergensen af den harmoniske reekke. Lad f(x) = %, sa er floo % = [log z]|° =

oo. Det viser, at den harmoniske reekke 300 L

1, €r divergent. Mere generelt,

ery o # konvergent, hvis og kun hvis p > 1 - et meget vigligt eksempel.

Szetning 2.20 (Kvotienttest). Lad > -7 an vere en positiv rekke.

o Reekken konvergerer, hvis limsup,,_, o a2+1 <1.
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o Reekken divergerer, hvis der findes et N sdadan at for alle n > N:
Intl > 1,
an —

Z:l =a < 1. Dvs. for alle » med a < r < 1 findes

der et N, sddan at for alle n > N

Bewis. Lad limsup,,_, . “

Qn41
an

<r,

eller

an < anr—Npm,

Den hgjre side er proportional til leddene i den geometriske rackke, hvilken
konvergerer. Vi kan derfor bruge sammenligningstesten til at konkludere, at
talrackken konvergerer.

Hvis for alle n > N, ant1 > ap, sé kan {a, }nen ikke veere en nulfplge.

Reekken ma derfor veere divergent ifglge divergenstesten. O

Bemzerk at testen ikke siger noget om konvergens, hvis lim sup,, ., “2 =
n

1, da bade a,, = % og % resulterer i denne limsup, men har forskellige kon-
vergensegenskaber.

Testen er nem at bruge i praksis, men ikke seerligt steerk, fordi leddede
enten skal aftage eller vokse eksponentielt, inden man kan sige noget: fra
beviset ser vi at testen i princippet bare sammenligner rackken med den
geometriske rackke. En anden test, som er lidt bedre, men stadig veek svag

af samme grund, er rodtesten.

Szetning 2.21 (Rodtest). Lad Y 7 ay vere en positiv rekke.

o Rwkken konvergerer, hvis lim sup,, a%/n <1.

o Reekken divergerer, hvis limsup,,_, a,l/ ">,

. . 1/n
Bevis. Definer a := limsup,,_, an/

e Det er intuitivt, at reekken forholder sig som en geometrisk rackke med
parameter a. Det skal vi nu bevise. Ud fra definition af limes superior
kan vi, for alle r > a, finde et N, sddan at for alle n > N: a%/n <7,
eller med andre ord a, < r”. Da a < 1, kan vi indskraenke os til r <

1. Ved greensesammenligningstesten er summen af ) ° \ a,, mindre
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end Y 7 \ 7", hvilket er mindre end ﬁ Rakken konvergerer, fordi

summen af de fgrste N led ogsa er endelig.

e Hvisa > 1, findes der uendeligt mange elementer ny, sadan at a%cn > 1,
og dermed ogsa

Qp,, > 1.

Talfglgen a,, kan derfor ikke veere en nulfglge, og reekken divergerer
ifplge divergenstesten (Seetning .

O

Bemeerk, at vi ikke har et udsagn, hvis limsup,,_, ., a,ll/ " = 1. Kan du

illustrere dette ved to eksempler?

Cauchy-forteetning Man kan, f.eks. ved hjzlp af integraltesten, se, at
talrackken y 07 n—lp er konvergent for p > 1, men divergent for p < 1. Den
fglgende test, som kaldes for Cauchy-forteetnings- eller kondensationstest gi-
ver os en yderligere made at analysere denne raekke (og andre reekker som

ligner denne) pa.

Seetning 2.22 (Cauchy-forteetning). Lad {ay}nen vere en monotont afta-
gende, reel talfolge of ikke negative tal, dvs. an, > 0 og a1 > a9 > .... Det

geelder, at Y ° | a, konvergerer, hvis og kun hvis >~ 28 aq. konvergerer.

Resultatet et ret overraskende, da det siger, at vi ikke behgver at se pa
alle led for at afggre konvergens. Vi har set tidligere, at starten af en rackke er
ikke afggrende for dens konvergensegenskaber. Cauchy fortaetningsssetningen
siger, at vi ikke ens behgver at se pa hele halen, men kun en tynd (men
uendelig stor) delmaengde af leddene.

Cauchy-forteetning kan ogsé bruges for talraeekker som ikke starterin = 1,
hvis man kombinerer udsagnet i Seetning med Korollar .

Bevis. "< Lad

Sp,=a1+ag+...+ay

te = a1+ 2ag + . .. + 2Fan
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veere afsnitsfolgerne af de to raekker.

For n < 2k+1

sp<ai+(ag+az)+...+ (agp +...a9641_7)
< ay+2a9+ ...+ 2Kag = ty,

hvor vi brugte monotonicitet i den anden ulighed. Derfor er lim, o s, <
limg_, o0 t (begge udtryk er veldefinerede, da s, og t; er montone). For n >
2k

Sp > a1+ as+ (a3 +as) + ...+ (agr-141 + ... agk)

1 1
Z 50 +ay+2a4+ ...+ 28 ay = 5t

Derfor er lim,, oo Sy > %limk%oo tr. Vi konkluderer, at begge rackker enten

er konvergente eller divergente. O
Eksempel 2.23. Ifolge setningen ery 7, n—lp konvergent, hvis og kun hvis
oo 1 o
n _ (1—-p)\n
> 2 i = 00)
n=0 n=0

er konvergent. Men denne er en geometrisk rekke, som konvergerer, hvis og
kun hvis 2P < 1, hvilket er @kvivalent med p > 1. Vi ser, at Cauchys
fortetnings-test omdanner p-rekkerne til geometriske rekker.

Beuviset er illustreret i tilfeeldet p = 1. Den forste graf viser talrekken
an = %, sammen med den talfslge man far, nar man estimerer a, > aqr for
2k <p <2kl 1.

an
1.0

0.6

0.4 F

0.2F R
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Hvis man nu sammenfatter de 2% led af storrelse aqi i estimatet til et led,
ser vi med vores valg, at de allesammen er lig med %

a_n 2”’1
1.0

0.8

0.6

04

0.2

Den tilsvarende rekke divergerer selvfolgelig, som forventet.

s_N

8 —

I tilfeldet p = 2 wviser vi graferne for sqr og t, hvor begge konvergerer
som forventet.
s_(27k) bla, t_k gul

20+

1.8+

141
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2.3 Absolut og betinget konvergens

I dette afsnit behandler vi reekker med led, som ikke kun har positivt fortegn.
Vi skal forst se pa reelle rackker, hvor fortegnet skifter (alternerende rackker)
og bagefter mere generelle reekker. Vi vil mgde de vigtige begreber absolut

konvergens og betinget konvergens.

Alternerende rakke

Definition 2.24 (Alternerende raekke). Vi siger, at en reel talrekke Y ° a,

er alternerende, hvis a, har alternerende foretegn, dvs. hvis enten

ar + a2 + a3 + a4 +...
—~—

<0 >0 <0 >0
eller
ap + az + a3 + ag4 +....
~— M~ =~ =~
>0 <0 >0 <0

Eksempel 2.25. Et karakteristisk eksempel er den alternerende harmoniske

rekke

 (—1)(n+D)
1,11 (e

R IR D D

n=1
I forste omgang er der ingen grund til at gd ud fra, at rekken forholder
sig anderledes end den harmoniske rekke, som divergerer. Men et plot af
afsnitsfolgens led ser ud til at konvergere mod In2, som er indikeret med en
linie.
s_N
0.80

0.75

0.70 AL I R S

0.65 °

0.60
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Den fglgende seetning viser konvergens, uden at kunne afggre summen.

Seetning 2.26 (Leibniz test). Lad > 7, a, vere en alternerende talrekke.
Huis talfolgen {|an|}nen er monotont aftagende med lim, o |a,| = 0, er

>°%° | an, konvergent
n=1an q .

Bevis. Lad a1 > 0 uden tab af generalitet (UTAG), sa er ag < 0,a3 > 0,....

Derved er fglgen af de lige afsnitssummer er voksende:

2(m+1

) 2m 2m
S2(m+1) = Z Qp = <Z an) + aom41 + a2ma2 = Z Qp = S2m, (26)
n=1 n=1 >0 n=1

da det ulige led agp41 er positivt og stgrre end agp,y2 1 absolutvaerdi.

Omvendt er de ulige afsnitssummer aftagende:

2(m+1)—-1 2m—1 2m—1
S2(m+1)—1 = Z an = < Z an) + agm + agm41 < Z an = S2m—1-
———

n=1 n=1 <0 n=1

(2.7)
Vi ved ogséa, at
S2m = Soam—1 + Q2m < S2am—1,
<0

da de lige led er negative. Da de ulige afsnitssummer er monotont aftagende,

og de lige monotont voksende, finder vi derfor
82 < Som < Som—1 < S1

og ser, at {Som }menN 08 {Sam—1}neN er begraensede og dermed konvergente.
Vi betegner greensevaerdierne med henholdsvis sjige 08 Syiige-
Da a9, = som — Som—1 finder vi med regnereglerne for talfglger at

lim a9, = ( lim 52m) — ( lim SQm_]_> = Slige — Sulige-
m—00 m—00 m—0o0

Da den venstre side konvergerer mod nul ved antagelse, finder vi, at s;;4 =

Sulige =: 5. {Sn }nen konvergerer derfor mod s.
O
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Det fglger direkte fra beviset, at
‘5 - Sn’ < |an|’

dvs. at det sidste led, som blev tilfgjet, er en gvre graense pa fejlen man ggr
ved at afbryde summen. Bemaerk, at Leibniz-testen kun behandler raekker
med alternerende fortegn og ikke med generelle fortegn, et emne vi nu skal

beskeeftige os med.

Generelle raekker

Definition 2.27. En talreekke Y o2 | an konvergerer absolut, hvis > o2 | |ap|
konvergerer. En talrekke, som konvergerer, men som ikke konvergerer abso-

lut, kaldes for betinget konvergent.

Bemeaerk, at for positive raekker, konvergens er det samme som absolut

konvergens.

Eksempel 2.28. Bemceerk, at den alternerende harmoniske rekke

(_1)n+1
2
n
er betinget konvergent, da den er konvergent, men
o

n=1

SIS

n

1

n
n=1

er divergent, da vi genkender den som den harmoniske rekke.

Saetning 2.29. Lad {a,}nen 0g definer for alle n € N:

+

a, = max{0, an}

09

a, = max{0, —ay}.

Hvis Y07 | an er absolut konvergent, konvergerer > >°  at og Y o2, a, . For

o]
> ai ~ A
n=1
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geelder
e}
Y an~ AL - A
n=1

09

> an| ~ Ay + A

n=1
Specielt er en absolut konvergent rekke konvergent.
Bevis. Hvis Y o7 | ap, er absolut konvergent betyder det, at > >~ ; |a,| kon-
vergerer. Fordi af < |a,| og a, < |a| konkluderer vi i s& fald, ud fra
sammenligningstesten Szetning at reekkerne Y >0 alf og > 07 | a. kon-

vergerer. Ifplge Seetning 2.9 konvergerer differensen og summen, hvilke er lig

med henholdsvis summen af > | an 0g > o7 |an]. O

Med den sidste ssetning kan vi nu anvende vores konvergenskriterier pa
reekker med generelle fortegn. Divergensen kan ofte ses med Leibniz testen.
Set i det lys behgver vi ikke diskutere forholdstesten og rodtesten for generelle

rackker.

Definition 2.30. En folge af naturlige tal {n;};en er en permutation af
N, hvis alle naturlige tal forekommer ngjagtigt én gang, dvs. hvis funktionen

1 — n; er en bijektiv afbildning fra N til N.
Eksempel 2.31. Lad 7w veere en permutation af {1,2,...,N}. Sd er
m(1),7(2),...,m(N),N+1,N+2, ...

en permutation af N. Anvendt pd en talrekke endrer de kun rekkefolgen pd
de forste N led og har dermed ingen indflydelse pd konvergensegenskaberne
eller summen.

For at se pa en mere drastisk made at ombytte leddene pa, bemcerk, at
ethvert naturligt tal n kan skrives ngjagtigt enten som 2k — 1 (ulige) , n =
2(2k — 1) (lige, men ikke deleligt med /) eller n = 4k (deleligt med 4), hvor
k € N. Betragt permutationen

1,2,4,3,6,8,5,10,12,...,2k — 1,2(2k — 1), 4k, .. ..

Ved hjelp af denne permutation bliver rekken

FISEVEE VL UL UL R I
2345 6 7 8
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ombyttet til

UL IPIL S S S I I S S
2747376 '8 5 10 12 T 2%—1'22k-1)4k

Grafen viser afsnitssummerne af den oprindelige og den ombyttede rekke.

s_N
4

Grafen indikerer, at konvergensen ikke afhenger af ombytningen.

Szetning 2.32 (Ombytning af led i positive reckker). Lad )">7  a, veere en
konvergent, positiv rekke med sum A, og lad {n;};en vere en permutation

af N. Da er 32, apn, konvergent med sum A.

Bevis. Definer b; := ay,, for alle i € N. For alle N € N, findes der et M € N,

saledes at alle ny,...nxy < M. Fordi leddene er positive, gaelder

N N M
E b; = g an,; < g an.-
i=1 i=1 n=1

A er dermed en gvre greense pa summen af y .o b;. Specielt er > 7, b;
konvergent. Lad B veere dens sum, som opfylder B < A. Da {n;}ien er
bijektiv kan a,, betragtes som ombytte af b; (inverse permutation), og vi ser

ogsé, at B > A gelder. O

Hvis vi bruger seetningen, som geelder for positive reekker, pa de positive

og negative veerdier af en absolut konvergent reekke finder vi fglgende
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Korollar 2.33. Hvis > . a, er en absolut konvergent rekke, som konver-

gerer mod A, sd geelder det samme for y .o

| Gn,;, hvor {n;}ien er en per-
mutation.

Bevis. Da > °° | a,, er absolut konvergent mod A, er > °° | air konvergente

mod Ay med A=A, — A_ ifglge Seetning Bruger vi nu Saetning [2.32

ooaj:

pa de to positive reekker ser vi at ) 7%, a,, er konvergente med sum Ax. Med

regnereglerne for talreckker konkluderer vi, at y :°; a,, er konvergent med

sum Ay — A_ = A. O

Men det, der er sjovt, er, at betinget konvergente folger kan konvergere

mod hvad som helst, nar man bytter om pa leddene.

Szetning 2.34 (Riemann-ombytte). Hvis > > an er en betinget konver-
gent, reel reekke, og a € R er arbitrer, sa findes der en ombytning af rekken

som konvergerer mod a.

Riemann-saetningen antyder, at ombytte altid leder til en konvergent rack-
ke. En direkte generalisering kan dog vise, at man kan ombytte leddene, sa-
dan at den resulterende talraekke har et vilkarligt limsup > liminf (se f.eks
Rudin). Ud fra denne diskussion kan man udlede, at en raekke er absolut
konvergent, hvis og kun alle ombyttede talreckker er konvergente og har den

saimime sul.

Eksempel 2.35. Ved at skrive de ulige naturlige tal pda formen 2k — 1 og
de lige enten som 4k eller som 2(2k — 1) kan vi ombytte folgen fra forrige
eksempel til

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 17376 375 10 12 "'+2k—1_2(2k—1)_ﬂ+”‘

Hvis denne folge konvergerer, kan vi scette parenteser (Scetning ,

RS SRS T A O B N O
2 4 3 6 8 5 10 12 7

(! 1 1
2%k —1 202k—1)) 4k

(A S NS U ST N B B
2 3 4 5 6 7 8 T2%k-1 28 7
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hvilket er lige med
i
2 ot n
og den har derfor dens halve sum.

Grafen viser afsnitssummerne i den ombyttede talreekke, sammen med

den forvente sum 1%2

s N
101~

08l

04 0 . L e e .

0‘07 I I I I | I I I I | I I I I | I I I I N

Folgende lemma forbereder beviset af ssetningen (sammenlign med Saet-
ning |2.29)).

Lemma 2.36. Huis Y ° ;a, er betinget konvergent, divergerer bade reekken

af de positive og de negative led.

Bevis (ved modstrid). Antag, at > - ; a; konvergerer. Ved antagelse konver-
+

n —

[es)
D> an
n=1

konvergerer. Pa lignende vis finder vi at

)
> lan|
n=1

konvergerer, da |a,| = a} + a,. Det er i modstrid med antagelsen om,

gerer ogsd » > ap. Daa, =a an finder vi ved hjeelp af regnereglerne

at

at reekken er betinget konvergent, og vi konkluderer, at talreekken af de
positive led divergerer. Pa lignende vis, ses, at talraekken af de negative led

divergerer. O



70 KAPITEL 2. TALRAKKER

Beuis for Setning[2.3) Givet B € R skal vi definere en ombytning som
konvergerer mod B. Lad a; > 0 og B > 0 uden tab af generalitet.
Lad by :=a;. For k=1,2,3,...,

e Hvis Zle b; < B, lad bi+1 = naeste nye positive led
e Hvis Zle b; > B, lad by = naeste nye negative led

Bemeerk, at hver betingelse kun er opfyldt endeligt mange gange efter hin-
anden, da raekken af de positive og negative led er divergente. Bemaerk ogsa,

at nar fortegnet skifter, dvs. nar Zle b; < B og Zfill b; > B, finder vi, at

k
1> b — B| < by
=1

Da by41 konvergerer mod nul, konvergerer summen derfor mod B. O

Eksempel 2.37. Lad B = 2. Huis vi folger algoritmen i beviset til at bytte

2
_1\n+1
om pd > o7, ( 17)1 , finder vi preecis den ombytning, som vi har betragtet

tidligere. I grafen har vi forbundet linierne, sdaledes at det er nemt at se, at

vi tilfgjer et positivt led efterfulgt af to negative led.
s_N
1.0~

0.8
0.6

0.4

02l

0L LN




Kapitel 3
Funktionsfglger og -raekker

Vi vil nu udvide vores undersggelse af talfolger og talreekker til fglger af

funktioner

f17f27f37"'7

og senere til reekker af funktioner

fi+tfot+fa+-,

hvor f,, er reelle eller komplekse funktioner. Hvis vi teenker os et givet x, s&
er en funktionsfplge ikke andet end en talfglge fi(z), fo(z), f3(z),..., og vi
kan undersgge dens konvergens for alle x. Dette forer til konceptet punkt-
vis konvergens af funktionsfglgen til en mulig greensefunktion f. Allerede
det forste eksempel vil vise, at egenskaber af en funktionsfglge, f.eks. kon-
tinuitet af alle f,,, ikke ngdvendigvis overlever greenseprocessen og at f kan
veere diskontinuert. Dette leder os til at se pa alle x samlet og til en defini-
tion af en uniform konvergens, som sikrer, at kontinuitetsbegrebet overlever
graenseprocessen (Afsnit [3.1]).
Da en funktion er kontinuert i x, hvis

flz) = lim f(af),

/' —x

kan dette resultat ses som et kriterium, som giver tilladelse til ombytning af

to graenseprocesser:

. . no_ 1 . /
Hom, Jim Sl = Jm, Jim, F)

71



72 KAPITEL 3. FUNKTIONSFOLGER OG -RAKKER

Vi vil undersgge i Afsnit under hvilke betingelser det er tilladt, at om-

bytte lim,, .-, og integration

im [ f, = / lim f,.

n—o0 n—o0

og under hvilke betingelser
/
lim [/ = ( lim fn) .
n—oo n—oo

Husk, at bade Riemann-integration og differentiation er givet ved en green-

seprocess.

3.1 Konvergens af funktionsfglger

Definition, eksempler og punktvis konvergens

Definition 3.1 (Funktionsfolge). Lad A CR eller A C C og for allen € N
fniA—=R

Vi siger at

f17f27f3>°"

eller { fn}nen er en reel funktionsfelge. Hvis f,, : A — C, kalder vi { fn}nen
for en kompleks funktionsfglge.

Hvis vi ser pa et specielt punkt x, bliver funktionsfslgen til talfglgen
{an}tnen med a, = fr(x). Det er derfor ofte nyttigt at se pa en funktions-
folge som en familie af talfglger for hvert x. Dette forer til folgende konver-
gensbegreb.

Definition 3.2 (Punktvis konvergens). Lad f, : A — R(C) for alle n € N.
{fn}nen konvergerer punktvist mod f : A — R(C), hvis for alle x € A:

lim_fn(2) = f(z).

n—o0

Duvs., huvis

Vee AVe>03INeNVn>N:|fy(z)— f(z)] <e
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Nér vi siger, at en funktion f, : A* — R konvergerer punktvist mod f
pad A C A’ mener vi at funktionen betragtet som funktion f,, : A — R(C)
konvergerer punktvis mod f : A — R(C).

Eksempel 3.3 (z" pa R). Lad
fn:R—=R fo(z) = 2"

for alle n € N. Funktionsfolgen er givet ved

z,x? 23,
Bemeerk, at ™ er en nulfolge for alle x med |x| < 1, at ™ er divergent for
|z| > 1 og x = —1, og at 2™ er lig med 1 for x = 1. Derfor er funktionsfalgen
punktvis konvergent pa A = (—1,1] mod grensefunktionen f : A — R, givet
ved

0 re(-1,1)

fz) =
1 z=1

Bemeerk, at grensefunktionen ikke er kontinuert, selvom funktionerne i fol-
gen er kontinuerte. Grafen viser f, forn = 2,3,4,16,17 samt grensefunk-

tionen f.

-1.0

For at understrege, hvad vi ser i grafen, betragt funktionsfolgen i punk-
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terne x = —2, —1 L 1,2:

59
{fa(=2)}nen  —2,4,-8,16,-32,...
{fa(=1) }nen -1,1,-1,1,-1,...
1 111
{fn(i)}HEN 5,1,@,-“
{fnW)}nen  1,1,1,...
{fa2)}nen  2,4,8,...

Med en enkel funktionfolge kan vi altsd generere et hav af interessante tal-

folger.

Eksempel 3.4 (2" pa C). Lad
Jn:C—C fa(z) = 2"

Folgen konvergerer mod nul for alle x med |x| < 1 og divergerer for alle x
med |xz| > 1. For x pa cirklen |z| =1 er det bedst at skrive x pd polarformen
x = e Tulfslgen er kun konvergent for § € Z (x = 1) og ellers diver-
gent. Hvis 0 € Q\Z, er maengden af fortetningspunkter endelig (med mindst
to elementer); hvis 0 er irrationel, er mengden af fortetningspunkter hele

cirklen (dette er ikke-trivielt). f er dermed punktvist konvergent pa
A={z:|z|<1}U{1l}
med grensefunktion f : A — R givet ved

0 x|z <1
fz) =
1 r=1

Begge eksempler viser, at en funktionsfolge { f,, }nen af kontinuerte funk-
tioner kan konvergere punktvist til en diskontinuert greensefunktion f. Grun-
den til det er, at det er vanskeligt, at ombytte to graenseprocesser. For bedre
at kunne forstd dette problem, omskriver vi den almindelige definition af
kontinuitet (f.eks. fra Analyse 0 bogen) til en definition, som er baseret pa

talfglger.
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Seetning 3.5. Lad A C R(C). En funktion f : A — R(C) er kontinuert i
a € A, hvis og kun hvis der for alle {xy,}nen med x,, € A og limy, o0 T, = a,

geelder, at
lim f(z,) = f(a).

n—oo
Grafen illustrerer sztningen for en kontinuert og en diskontinuert funk-
tion.

£(x)

fix]

flx_2]
flx_1]

flx_0

f(x)

X
/ x_1 X2 X3 x

Bevis. 7 = 7: Hvis f er kontinuert i A, findes der for alle a € A, for alle
€ >0, et § >0, sddan at

[f(@) = fla)] < e
for alle z med |z — a| < §. Da lim,,yo0 x,, = a, findes der et N = N(d(e)),
sadan at for alle n > N: |x,, —a| < 0. Dette medferer, at |f(x,) — f(a)| < e.
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7 <= 7: Hvis f ikke er kontinuert, sa findes der et ¢ > 0, sadan at for alle

6 > 0, der findes et x med
|z —al <4, (3.1)
men

|f(z) = fla)] > e (3.2)

Seet nu § =1, %, %, ...oglad x1,x2,x3, ... veere tilhgrende veerdier af x, som

opfylder (3.1) og (3.2]). Bemeerk, at limx,, = a, men at |f(z,) — f(a)| > €
for alle n og derfor konvergerer talfglgen { f(zy)}nez ikke mod f(a). O

Greensefunktionen f af en funktionsfolge {f,}nen er derfor kontinuert i

x, hvis og kun hvis for alle {z,, },eN, som konvergerer mod z:

lim lim f,(z,)= lim lim f,(2,,). (3.3)

n—0o0 m—0o0 mM—r00 N—00

Dvs. hvis og kun hvis vi far lov til at ombytte de to greenseprocesser.

Eksempel 3.6. I vores eksempel f,(x) = z™, lad z,, = 1—% med iMoo Tm =
1. Dermed bliver den venstre side af (3.3)) til

lim lim fu(zy)= lim f,(1)= lim 1 =1,
n—o0 Mm—00 n—oo n—oo

hvorimod for alle m

lim f,(zp) = lim 2, =0,
n—oo n—oo

da |xm,| < 1. Dermed er den hgjre side af (3.3)) lig med

lim lim f,(2,)= lim 0=0.
m—0o0 N—00 m—0o0

Grenseprocesserne md derfor ikke altid ombyttes.

Uniform konvergens For at forsta, hvorfor greensefunktionen af funk-
tionsfolgen { fy, }nen, hvor f,,(z) = z", ikke er kontinuert, er det bedst, at vi
ser en gang til pa beviset af punktvis konvergens. Lad 0 < z < 1 og € > 0.

Sa er

(3.4)

1
|z — 0] = 2" <€ VnZN::[OgG—‘

log x



3.1. KONVERGENS AF FUNKTIONSFOLGER 7

Vi ser, at N ikke kun afhasenger af €, men ogsé af z: N(x,¢).
Mens talfglgen er konstant (og dermed hurtigst muligt konvergerende)
for x = 1:

N(l,e) :=1,

bliver konvergensen langsommere og langsommere (dvs. N stgrre og storre),

jo mere vi nzermer os x = 1 nedefra

N(x,e):|r %-‘ lim N(x,¢) = 0.
z—1-

Da N ikke kan veelges uafthengigt af x, siger vi, at konvergensen ikke er
uniform i x. Det er intuitivt, at dette er grunden til at, at graensefunktionen
far en diskontinuitet ved x = 1. Udstyret med dette eksempel, indfgrer vi nu
formelt definitionen uniform konvergens. Som vi senere skal se, sikrer os en
uniform konvergent funktionsfelge, at graensefunktionen er kontinuert.

Vi starter med at definere en sdkaldt norm pa meengden af funktioner

med samme definitionsomrade.

Definition 3.7 (Den uniforme norm (sup-norm)). Lad f: A — R(C), sd er

den uniforme norm (sup-normen) givet ved

1fl[a = sup{|f(z)|, = € A}.

Nar vi undlader at scette A i subskript, er A forstdet.

Denne norm karakteriserer, hvornar en funktion f er begreenset (f er
begraenset, hvis og kun hvis ||f||4 < o0), men den er ogsa god til at male
afstandene mellem to funktioner. Den uniforme norm er for funktioner, hvad

absolutveerdien var for tal. Specielt opfylder den trekantsuligheden

1f +glla <IIflla+1lglla;
hvilket nemt kan vises.

Definition 3.8 (Afstand). Lad f,g: A — R(C). Sd er afstanden mellem f
0g g givet ved

da(f,g) = |f — glla.
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I den sidste del af kurset, som handler om metriske rum, skal vi kalde d

for en metrik pa funktionsrummet.

Eksempel 3.9 (Begreensede funktioner). f(x) = cosz er en begrenset funk-

2

tion, da ||f|lr = 1. g(x) = z* er ikke begreenset pd R, da ||g||r = o0, men

begreenset pa [0, 1], da ||g]jp1 = 1.

Lad A C R. Det er ikke svert at vise, at mengden af begrensede funk-

tioner

B(AR):={f:A—=R:||flla < oo}

udggr et reelt vektorrum med metrik d 4.

Nar vi tegner grafer af begge funktioner i det samme koordinatsystem,
sa svarer afstanden mellem funktionerne til den maksimale vertikale afstand
mellem graferne. Hvis da(f,g) < ¢, sa ligger g i "e-bandet omkring f” (og
omvendt). Grafen illustrer en funktion g, som ligger i e-bandet af f. Her

valgte vi f(z) = 3 + 2 — 2%, g(2) = f(2) + {5 cos(50z) og e = 0.15.
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f(x)
1.0~

0.8
0.6

0.4

0.2+

0.0 I I I ! I I I ! I I I ! I I I ! I I I X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Definition 3.10. Lad f, : A — R(C) for alle n € N. En funktionsfolge
{fn}nen konvergerer uniformt mod f : A — R(C), hvis

Ve>0, INeN, Vn > N: da(fo,f) <e

Med andre ord, hvis talfolgen {da(f, fn)}nen konvergerer mod nul. Hvis vi

skriver definitionen helt ud, bliver den til

Ve >0, AN €N, Vn > N, Vo € A: |fo(z) — f(z)| <e.

Hvis konvergensen er uniform, sa geelder, at for alle € > 0, findes der et N,
saledes at for alle n > N, ligger f, i e-bandet af f (se grafen). Det er vigtigt
at papege, at forskellen mellem punktvis konvergens ligger i rackkefglgen af
kvantorerne. For punktvis konvergens skriver vi Vx3dN, hvilket betyder, at N
mé athenge af 1 N = N(z), mens vi skriver for uniform konvergens INVz
hvilket betyder, at N ikke ma athsenge af x.

Bemeerk, at uniform konvergens medfgrer punktvis konvergens med sam-
me graensefunktion.

Vi vil nu udvide Cauchys kriterium til uniform konvergens og begynder

med definitionen af Cauchy for funktioner.

Definition 3.11. Lad fy : A — R(C) for alle n € N. En funktionsfolge
{fn}nen er en Cauchy-folge hvis

Ve >0 3IN Vn,m > N : da(fn, fm) < €.
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Selve Cauchy-kriteriet vil vi bruge til at bevise det vigtige Weierstrass-
Majorant-kriterium senere hen. Det vil ogsa have betydning for vores studier

af fuldsteendige metriske funktionsrum.

Seetning 3.12 (Cauchy-kriterium for uniform konvergens). Lad f, : A —
R(C) for alle n € N. {fu}nen er uniformt konvergent mod f, hvis og kun
hvis { fn}nen er en Cauchy-folge.

Bevis. Vi viser forst, at uniform konvergens medfgrer Cauchy-egenskaben.
Hvis {fn}nen konvergerer uniformt mod f, findes der for alle € > 0 et N,

sadan at for alle n > N

da(fu, f) < g.

Ved hjelp af trekantsuligheden ser vi at for alle n,m > N

dA(fnafm) < dA(fnaf) + dA(fv fm) <

dvs. funktionsfglgen er Cauchy.

Vi viser nu, at Cauchy-egenskaben medfgrer, at konvergensen er uniform.
For alle x € A (dvs. punktvis), er {f,(z)}nen en Cauchy-folge. Cauchy-
kriteriet for talfglger medforer, at

f(x) = lim f,(z)

n—oo

eksisterer (punktvis konvergens). Hvis vi skriver konvergensbegrebet ud, si-
ger det, at der for alle x og alle § > 0, findes et M(x,d), sadan at for alle
m > M(x,6):

[fm(2) = fz)] <6

Da {fn}nen er en Cauchy-folge, geelder det, at der for alle € > 0, findes et
N, sadan at for alle n,m > N(e) og alle x:

[fn(z) = fm(z)] < e

Kombinerer vi de to udsagn, finder vi, at for alle n > N(¢), og m >
max{N (¢), M (z,0)}:

[fa(@) = f(@)] < |ful2) = fin(@)] + | fm(z) = f(2)] < €+ 0.
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Da dette geelder for alle 6 > 0 og x, har vi vist, at for alle e > 0 og n > N(e):

() = f(z)] < e
U

Bemaerk, at bevisets vigtigeste indgrediens var Cauchys kriterium, men
at beviset alligevel ikke var trivielt. Vi skal bruge resultatet lidt senere, nar
vi ser pa funktionsraekker.

Vores neeste ssetning viser at uniform konvergens af kontinuerte funk-
tioner fgrer til en kontinuert grsensefunktion. Husk, at vi indfgrte begrebet

uniform konvergens netop for at vise dette resultat.

Seetning 3.13. Lad f, : A — R(C) vere kontinuerte for alle n € N. Huis

{fn}nen konvergerer uniformt mod f : A — R(C), sd er f kontinuert.

Bevis. Lad a € A. Vi skal vise, at f er kontinuert i a € A, dvs., givet € > 0,
skal vi finde § > 0, séledes at |f(z) — f(a)| < € for alle |x —a| < 0.

Lad € > 0 veere givet. Da konvergensen er uniform, kan vi finde et N,
saledes at da(f, fn) < €/3. Fordi fy nu ogsa er kontinuert kan vi finde et
d > 0, sddan at |fy(z) — fn(a)| < €/3 for alle |x — a| < §. Ved hjalp af
trekantsuligheden finder vi

[f(z) = fla)] < [f(x) = fn(@)| + |fn (@) — [ (@) + | fn(a) = fla)l
<e€/3+¢/3+¢€/3=¢

som er praecis det, vi vil vise. O

Eksempel 3.14. Fglgende funktionsfolge skal illustrere, at funktioner kan
konvergere til en kontinuert funktion, selvom konvergensen kun er punktvis
(og endda folgen er begrenset) og ikke uniform. Lad fn(x) = nx™(1—1x), som
konvergerer punktvis mod nulfunktionen pd [0,1], da

n11_>1r010n$ (1-2)=0

for alle x € [0,1]. Konvergensen er ikke uniform, da funktionsverdien i

mazimalpunktet x, = ;15 er givet ved

fal@n) = (nilu)nﬂ




82 KAPITEL 3. FUNKTIONSFOLGER OG -REKKER
og dermed forbliver udenfor et e-band for alle € < % og stort nok n, da

lim = —.
n—oo \ n + 1 e

Grafen illustrerer situationen med n = 2,6,12.
f_n(x)

1/e

W IN -
~N o
|_\
N
-

-
w

3.2 Integration og afledning af funktionsfaglger

Hvis en funktionsfolge bestéende af differentiable/ kontinuerte { f,, }en kon-
vergerer, konvergerer sa ogsa folgen af de afledte {f/ },en og/ eller folgen af

stamfunktionerne {F), }nen ?

Eksempel 3.15 (Stamfunktionen). Lad n > 2. Betragt den kontinuerte

funktion
falz)=n’z  z €0, %)
fa() =n—n2(w—%> z € [%7%)
@ =0 zel2]

som konvergerer punktvis til nulfunktionen f(x) = 0. Stamfunktionen F,(z) =
fo fn t)dt er derimod ikke lig med stamfunktionen af greensefunktionen, F(x) =
Jo f)dt = 0. Specielt er ved x = 1: F(1) = 1 for alle n > 2, hvorimod
F(1 ) = 0. Vi ser derfor, at integration og lim, -, generelt ikke kan byttes

/0 1 (nlggo fn( dt # lim ( / Fult) dt)

om:
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Graferne illustrerer situationen med n = 3,6, 10.

0.4 0.6 0.8 1.0

F_n(x)
1.0~

0.8+

0.6 -

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Eksemplet viser, at punktvis konvergens af {f,}n,en mod f ikke er til-
strackkeligt for at sikre, at { F, },en konvergerer til F'. Fglgende seetning viser,

at uniform konvergens er tilstreekkeligt.

Seetning 3.16. Lad { f,,} vere en funktionsfolge af kontinuerte funktioner pa
[a,b] med stamfunktioner F,(x) := [T fu(t)dt, hvor ¢ € [a,b]. Hvis {fy}nen
konvergerer uniformt mod f, sa konvergerer { F), }nen uniformt mod F(x) :=

fcm f(t)dt. Specielt gelder for hvert x:

Tim ( / ’ fn(t)dt) - / ’ (nlggo fn(t)> dt.
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Bevis. Lad € > 0 veere givet. Fordi konvergensen { f,, }nen mod f er uniform,

kan vi finde et N, saledes at der for alle n > N geelder

€

0= fald)] < .

a

Nu bruger vi trekantsuligheden for integraler samt denne ulighed til at esti-

mere differensen

hvilket viser pastanden. O

Det er naturligt at gnske, at et lignende resultat skal holde for den afledte,

men det er ikke tilfzeldet, som det fglgende eksempel viser.

Eksempel 3.17 (Den afledte). Lad {fn}nen med frn(x) = % konverge-
rer uniformt mod nulfunktionen f(x) = 0, hvorimod folgen af afledningerne
{f] }nen med f](x) = cos(nz) ikke konvergerer, specielt ikke til den afledte

f'(x) = 0. Grafen illustrerer situationen med n = 10 og ¢ = 0.15.

1.0

0.5+

00 N N AN N W
N Do 15520 NAB N 1y

-05+-

-1.0t
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1.0
0.5F 7,’ -t
"X)+€

0.0 "(x)

tVUVVVM

Hvis vi fordrer at de afledte konvergerer uniformt, kan vi dog bruge Seet-

ning pa {f] }nen og bevise fglgende udsagn for {f,, }nen-

Korollar 3.18. Lad {f,}nen vere en funktionsfolge af kontinuert differen-

tiable funktioner pd [a,b] som konvergerer mindst i et punkt d € [a,b]:

lim f,(d) =c.

n—o0

Antag at {f] }nen konvergerer uniformt mod en funktion h. Da konvergerer
{fn}nen uniformt mod en differentiabel funktion f og der gelder f' =
Specielt geelder for hvert x:

(lim fn(x)>/ = lim f; ().

n—oo

Bevis. Bemeaerk, at antagelsen at f, er kontinuert differentiabel betyder, at

fn er differentiabel og at den afledte f; er kontinuert og derfor integrabel.

- /d WAG

g(x) = /dw h(t)dt

er derfor veldefinerede. Ved hjelp af Seetning ser vi, at g, () konvergerer

uniformt mod g(z).

Integralerne

0g

Bemeerk, at g, og f, begge to er stamfunktioner for f;. Vi kan derfor

konkludere, at

fn($) = gn(l‘) + ¢p,
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hvor vi brugte g,(d) = 0 og har indfert konstanterne ¢,, := f,,(d).

Da ¢, konvergerer mod c ifplge antagelsen, finder vi, at f,,(z) konvergerer

uniformt mod f(z) := g(x) + c. Specielt geelder f' = h. O

3.3 Funktionsraekker

Definition 3.19. Lad A C R(C). Lad { fn}nen veere en funktionsfolge med
fn i A— R, hvor A CR. Definer oy := Ziv:l fn. Da kaldes funktionsfalgen

{oN }nen for funktionsraekken genereret af { fn}nen 0g betegnes ved
> fal@) = fi(@) + fala) + -+
n=1

Definition 3.20. Funktionsrekken > | fn(z) konvergerer punktvis (uni-
formt) hvis afsnitsfunktionsfolgerne {oytnen, on(x) = > 1y fx(x), konver-

gerer punktvis (uniformt).

Eksempel 3.21 (Geometriske rackke). Vores undersogelser i konteksten af
talreekker forer umiddelbart til udsagnet at

oo
> "
n=0

konvergerer punktvis pa [0,1) mod grensefunktionen ﬁ For ethvert § > 0

er konvergensen uniform pa [0,1 — 0], da

N
1 xNJrl (1_5)N+1
n
— o <
‘;x 1—l‘| l—z 0 <

for N := L(l)‘;g(iafg)-‘ , specielt er N uafhengig of x.

Grafen viser afsnitssummerne for N = 3,10 (bld og rod) sammen med

1
1—x

denfor bandet i intervallet [0,1—0] med 6 = 0.16 (vertikal linie). Divergensen

gransefunktionen samt dens e-band (e = 1). Vi kan se, at fio ligger in-

ved x = 1 er ogsa indikeret.
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f_10(x)
15 f_3(x)
10
° [ f(x)+ €
0 0.5 100 0 1(x)
-5 f(x)-€
-10
-15

Det er nemt at udvide argumentationen til at vise uniform konvergens i

omrdadet

A={z:|z|<1-6} CC.

Saetning 3.22 (Weierstrass Majoranttest). Lad A C R(C) og lad f, : A —
R(C). Huis |fn(x)| < ay, for allex € A ogn € N og hvis Y o2 | an, er konver-

gent, si konvergerer Y " | fn(x) uniformt.

Bevis. Lad {sp, }nen veere folgen af afsnitssummerne for talfglgen og {0y, fnen
veere folgen af afsnitssummerne for funktionsfelgen. Da |f,,(x)| < a,, for alle

x ifplge antagelsen, finder vi, at for alle m > n:
m m m
low—omlla =13 filla < SSUAlla €S ok =su—sm. (35)
k=n k=n k=n

Da {sp}nen er konvergent ifglge antagelsen, er den ogsad Cauchy. Ulighe-
den (3.5) medfgrer nu, at ogsa {0y }nen er en Cauchy-folge i den uniforme
forstand og dermed uniformt konvergent ifglge Seetning [3.12] O

Bemeaerk, at konvergens af

> lflla
k=1

medfgrer uniform konvergens af

> Fe
k=1
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og at dette kan testes ved hjeelp af sammenligning af talreekken > 72 | || fxl|a
med Y22, ak. Nar vi taler om metriske rum, skal vi omformulere dette ved at
sige, at absolut konvergens af > 77 | fr medferer konvergens i den uniforme
norm.

Vi betragter fglgende eksempel.

Eksempel 3.23. Lad R > 0. Vi wil vise, at funktionsrekken

o n

X
2

n=0

er uniformt konvergent i regionen
Br = {z:|z] < R}.

Bemerk, at for alle x € B geelder

RTL
nl

x'I’L

n!

Vi vil nu bruge kvotienttesten for at se, at

oo Rn
nl
= n
er konvergent:
Rn+1 n!
lim sup = lim sup =0.

nooo (M+HDIRY T g n+1
Vi konkluderer med Scetning[3.29 at funktionsrekken er uniformt konvergent
i regionen Br. Da R er arbitrert, er funktionen punktvis konvergent pd hele

C. Konvergensen er dog kun uniform pa begrensede mengder, som man kan

nemt verificere.



Kapitel 4
Potensraekker

Betragtet som kompleks funktionsraekke, har vi set, at den geometriske raekke
konvergerer indenfor enhedscirklen og divergerer udenfor. I dette afsnit skal

vi se pa arbitraere potensrekker, dvs. funktionsraekker af formen

oo
E anx",
n=0

hvor = € C og vil vise, at konvergensomradet altid er en cirkel med radius
r. Hvis vi indskraenker til reelle z, bliver cirklen til et interval og vil vi ogsa
finde et kriterium for kontinuitet i endepunkterne af intervallet, f. eks. z = r
(Abels seetning). Bagefter finder vi regler for integration og differentiation af
potensrakker ud fra de kendte regler for monomerne z™. Til sidst ser vi pa
Taylorreekken, hvilken, som vi bemeaerker, er en potensraekke. Dermed far vi
mulighed for at finde potensraekker til vigtige funktioner sasom sinus, cosinus

og eksponentialfunktionen.

4.1 Punktvis og uniform konvergens

Konvergensradius Vi starter med at definere, hvad en potensrakke er,

for derefter at undersgge omréader af punktvis og uniform konvergens.

Definition 4.1. Lad {an}nen, vere en reel eller kompleks talfolge. Funk-

tionsrekken

o
E anx”
n=0

89



90 KAPITEL 4. POTENSRAKKER

kaldes en potensraekke. = kan betragtes enten som en reel eller kompleks

variabel.

Mere generelt er en potensraekke en raekke af formen

Z an(z —a)”
n=0

for et a € R(C), men som udgangspunkt betragter vi kun situationen a = 0,
da alle resultater uden problemer kan overfgres dertil med en variabelsubsti-

tution = — = + a.

Konvergensen af en potensraekke kan beskrives med et enkelt tal r (po-
sitiv, lig med nul eller lig med uendelig), som benaevnes konvergensradien.
Graferne illustrerer situationen, hvis x € C og = € R. Den efterfglgende

seetning karakteriserer 7.

divergent

N I~

konvergent

N IS
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divergent konvergent divergent

For at formulere ssetningen bedst muligt indfgrer vi
B, :={zeC:z| <r}
og repeterer definitionen
B, ={xeC:lz| <r},
hvor vi tillader r = oco.

Saetning 4.2. For hver potensrekke

o0
E anx"
n=0

findes der en konvergensradius r € Ry U {oo}, sddan at rekken er
o absolut konvergent for alle x € B,
e divergent for alle x ¢ B,
o uniformt konvergent i omradet By for alle s < r.

Ydermere er r givet ved Cauchy-Hadamard formlen

-1
r= (limsup]an|vlw> , (4.1)

n—oo

. . 1 _ 1 _
hvor vi bruger konventionen § = oo og -5 = 0.

Hvis man kun betragter reelle x, kan man erstatte B, med intervallet

(—r,7) og B, med [—r,7].
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Beuvis. Lad x veere et konkret tal. Ifplge rodtesten er talfglgen » 7 janaz”
konvergent / divergent, hvis
n|1/n

lim sup |a,z = |z|lim sup |an|*/™

n—00 n—o0

er strengt mindre / strengt stgrre end et (Se Korollar |1.51). Dermed er

Y ey anx™ absolut konvergent for alle z med

~1
|z| < <limsup|an|1/”> ,

n—oo

og divergent for alle z med

-1
|z| > <limsup|an|1/"> .

n—oo

Dette viser de forste to pastande. Lad nu s < r. For at bevise, at uniform

konvergens holder i By, bemaerk da, at
lanz™| < |an|s™,

for alle z med |z| < sogalleneN. Das<r, er

o0

2 lanls"

n=0
konvergent, som vi lige har vist. Vi kan derfor bruge Weierstrass Majoranttest

til at konkludere, at potensraekken er uniformt konvergent i omradet By. [
Vi betragter tre eksempler, hvor henholdsvis r = 1, co og 0.

Eksempel 4.3 (Geometriske raekker). Som vi har set tidligere, har den

geometriske rekke
oo
> 3"
n=0
konvegensradius v = 1. Denne gang ser vi det ved hjelp af Cauchy-Hadamard

formlen

— . 1 .
r~1:=limsup |a,|» = limsup1 = 1.

Eksempel 4.4. Potensrekken
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har konvergensradius r = oo, da

1
lim sup (1> "o (4.2)

Dette udsagn kan vises ved at observere, at for S > 0, findes der et N € N,

sadan at

n! > S™,

for alle n > N. Derved er

1 1
1\~ 1\~
limsup | — < limsup | — =51
n—)oop (n'> B n—>oop (Sn)
Da dette geelder for arbitrere S > 0, md (4.2) vere sandt. Alternativt kan
man bruge kvotienttesten til at bestemme konvergensradien, hvilket er nem-

mere i dette tilfelde og hvilket vi allerede gjorde, da vi diskuterede uniform
konvergens af denne reekke i Eksempel [3.23

Eksempel 4.5. Potensrekken

Bemeerk, at rekken konvergerer i x = 0 (ligesom enhver potensrekke kon-

vergerer i det centrale punkt a).

Bemeerk, at ssetningen ikke siger noget om konvergensen i punkterne r og
—r. Hvis rackken konvergerer i disse punkter, er det ogsa muligt, at rackken

konvergerer uniformt pé hele det lukkede interval [r, —r]

Eksempel 4.6 (Endepunkter). Ifslge formlen for konvergensradien har rek-

kerne Y00 a™, 300 Lan o9 320 | Lan konvergensradius lig med 1.

o > > ya" konvergerer ikke i nogen endepunkter, da x" ikke er en nul-

folge for |xz| = 1.
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>, %m” konvergerer i punktet x = —1, da det svarer til den alter-
nerende harmoniske rekke, men ikke i x = 1, da det svarer til den

harmoniske rekke.

o > 5a™ konvergerer uniformt pi hele intervallet [—1,1], hvilket kan
vises ved hjelp af WeierstrafS Majoranttest, da

1

xn

n2

for alle x med |x| <1, og da > 7, 712 konvergerer.

Kontinuitet Ud fra vores generelle undersggelser af uniform konvergens
er det oplagt, at greensefunktionen er kontinuert i B,. Vi skal hurtigt skri-
ve dette ned og bagefter undersgge, hvornar konvergensen kan udvides til

randpunkterne.

Korollar 4.7 (Kontinuitet i det indre). Potensrekken ), anxz™ med kon-
vergensradius v har sumfunktion, som er kontinuert ¢ B,. Specielt er den

konvergent for reelle x i det dabne interval (—r,r).

Bewis. Vi viser kontinuitet for hvert € B,. Da |z| < r kan vi veelge et s,
sadan at |x| < s < r. Da vi med Saetning ved, at funktionsraekken er
uniformt konvergent i By, ser vi med Saetning at den ogsa er kontinuert
i By. Da x € By, er = et kontinuitetspunkt for sumfunktionen. Beviset er

fuldfgrt, da = € B, var arbitraert valgt. O

Hvis potensrackken konvergerer i et endepunkt (fx x = r) af konvergens-
intervallet (—r,r), s kan vi med folgende seetning konkludere, at kontinui-
tetsomradet udvides til (—r,r|. Beviset er et af de leengste, men ogsa en af

de mest fascinerende i kurset.

Szetning 4.8 (Abel). Lad Y .7 anx™ vere en potensrekke (x € R) med
konvergensradius r, hvor 0 < r < 0o, og som 0gsa er konvergent i x = r. Da

er sumfunktionen f(x) kontinuert i endepunktet x =r, duvs.

hvor f=(r) := lim,_,,— f(z). Specielt er sumfunktionen kontinuert i inter-

vallet (—r,7].
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Bevis. Uden tab af generalitet antager vi, at r = 1, da vi altid kan betragte

funktionsreekken i y = 7, som giver en ny potensraekke. Lad 1 > x > 0 i hele

beviset. Ved antagelse geelder
o0
k
Z agz” ~ f(x)
k=0

0g

> ag ~ f(1).
k=0

Lad s, vere afsnitssummerne af talreekken ) jaj. Definer s_; = 0, og

bemaerk, at

k=0 k=0
m—1 m
=smT  —+ Z ska:k — Zsk,lx
k=0 k=1
m—1 m
= Spua’" + Z sp® — l’Z sp_qzF T
k=0 k=1
m—1 m—1
=smT  + Z skxk - Z ska:k
k=0 k=0
m—1
=spz™ + (1 — ) spat.
k=0

Da {sm}men, er begranset, og z < 1, har vi limy,_y00 Smx™ = 0, og derfor

er

(1- x)Zskxk ~ f(z).
k=0

Ved hjalp af sumfunktionen for den geometriske raekke ser vi, at

oo

(1—w)2xk~1

k=0

og ved hjelp af regnereglerne for talfglger finder vi

(L—2)) (sk = f(V)2" ~ flz) = f(1) (4.3)

k=0
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Vi vil nu vise, at rackken til venstre konvergerer til noget sméat. For at
gore dette, splitter vi summen op i to dele og giver en gvre graense for hver
del.

Lad € > 0 veere givet. Da lim,, o0 s, = f(1), findes der et N € N, sddan
at

[f(1) = sn| < ¢/2

for alle n > N. Hvis vi nu ser pa den venstre side af (4.3)), ser vi, at summen

til

oo
(1—x) Zsk—
k=0

er lig med
N
(1—2)> (sk — f(1))a*
k=0
plus summen af
(1—x) Y (sk— f(1)".
k=N+1

Den sidste sum er mindre i absolutveerdi end summen af

(1—2x) Z gajk

k=N+1

og dermed mindre end §. Da N er endeligt og || < 1, findes der ydermere
et 0 > 0, sddan at

(1—2x Z|sk— D|z* <e/2

for alle z > 1 —¢. Vi har derfor fundet et estimat af 2 x § pa den venstre

side af (4.3) og konkluderer derfor, at
[f(z) = f(1)] <
for alle 1 > & > 1 — §. Dermed ser vi, at

lim f(x) = f(r).

T—Tr
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4.2 Integration og differentiering

Vi vil nu undersgge specialtilfeeldet af vores seetning om integration og diffe-
rentiering af funktionsfglger for potensrackker. Folgende korollar er en direkte

konsekvens af vores karakterisering af konvergensomradet.

Korollar 4.9. Lad -
Z anz" ~ f(x)
n=0

veere en potensrekke med konvergensradius r. Da gelder

& In+1 T
n ~ F(x) .= t)dt,
S g~ F | o

09
o0
Zannxnfl ~ f'(z)
n=1

for alle x med |z| < r. Desuden har begge reekker konvergensradius lig med

r.

Bevis. Vi starter med at verificere, at de to potensraekker har konvergens-
radius lig med r. For den forste potensraekke finder vi ved hjeelp af Cauchy-

Hadamard formlen,

An+1
n+4 2

lim sup
n—oo

1 1
n+2 . | ‘4l7 1 nt2
= lmsup |ap41|"+?
n—00 n+2

. 1 1 In 1
= limsup |ap41|"+t2entz " n+2
n—oo

1
= 1limsup |ap41|7+2
n—o0
. 1 -1
= limsup |a,|» =77".
n—oo

I den tredje ligning brugte vi Korollar sammen med at %—i—? In n%m er en
nulfglge og at envz Mtz dermed konvergerer til 1. Det er en lille gvelse at
vise den sidste ligning.

Et lignende argument kan bruges for at udregne konvergensradien for den

anden potensraekke:

1
lim sup |a,n|"+1 = lim sup |an|% =L,

n—oo n—oo



98 KAPITEL 4. POTENSRAKKER
Vi vil nu undersgge graeensefunktionerne. Bemeerk, at afsnitsfglgerne
N
fn(z) = Zanx"
n=0

er kontinuerte. Vi bruger nu Seetning |3.16| (med ¢ = 0) til at konkludere, at

integration og graenseprocessen bytter plads

i ([ o) = [ (g ) e

og finder det fgrste udsagn, da

T T N N T N anrl
fn(t)dt = / apt™dt | = an </ t”> dt = an, .

Ved at differentiere de differentiable funktioner fn finder vi

N N-1
fn(x) = Z apnz" ! = Z ant1(n+1)z".
n=1 n=0

Da fj er kontinuert, og reekken er uniformt konvergent i B for s < r,
konvergerer den mod en kontinuert funktion h pa B,. Da fy konvergerer i
punktet 0 kan vi bruge Korollar til at konkludere, at fn konvergerer til
en differentiabel funktion som opfylder f’ = h. O

Eksempel 4.10. Betragt den geometriske rekke,

n=0

som har r = 1. Ved Korollar[{.9 kan vi integrere begge sider og far

Z(—1)”§+ -~ In(1+ ).

n=0
I punktet © = 1 er reekken lig med den alternerende harmoniske rekke
i (_1)n+1
n=1 n
hvilken konvergerer til en grenseverdi c ifslge Leibniztesten. Vi kan derfor

bruge Abels seetning til at konkludere, at sumfunktionen opfylder

lim f(z) = f(1).

rz—1~
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Bemeerk, at den hgjre side er lig med ¢ og at den venstre side kan regnes ud
som

lim In(1+42) =1n2,

r—1—

daIn(1+z) er kontinuert i x = 1. Vi har derfor givet bevis for vores tidligere
numeriske observation, at den alternerende harmoniske rekke har sum In 2.
Vi kan ogsd aflede den oprindelige reekke for at vise, at

o0

n,, ,n— —1
Z(—l) na™ 1t~ A7

n=1
4.3 Taylorraekker

Vores sporgsmal indenfor funktionsrackker (men ogsa talrackker) har veeret:

e Givet en funktionsraekke, konvergerer den? Og hvis ja, hvad er dens

an"’f ?
n=0

Hvorimod funktionsraekker og talreekker generelt er sveer at analysere,

sumfunktion?

har vi set, at potensraekker er en del nemmere, blandt andet er konvergen-
somradet en cirkel, der er givet ved en eksplicit formel. Selv hvis vi har
en simpel funktion (f.eks. sinus), er det meget nyttigt at betragte den som

potensraekke. Det er derfor naturligt at spgrge omvendt:

e Kan en given funktion f(x) opfattes som sumfunktion af en potens-

reekke? Og hvis ja, hvad er potensraeckken?
o
f(z) — Z apz™ 7
n=0

Svaret til dette spergsmaél er naturligvis relateret til Taylors seetning, som

giver en polynomiel approksimation til funktionen.

Saetning 4.11 (Analyse 0 bog, Seetning 4.20 (Taylors formel med restled)).
Lad f : A = R vere n gange kontinuert differentiabel i et lukket interval
ACR oglad a,z € A. Der findes et & mellem a og x, sidan at

(g (-1 (q (n)
f 1!( )(1‘—a)+---+f(n_l()!)(x—a)n_l"i‘f n'(g)(w_a)n

f(z) = fla) +
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Vi vil nu undersgge, hvad der sker, hvis vi lader n ga mod uendelig.
Som fgr indskraenker vi situationen til @ = 0 uden tab af generalitet. Om
Taylor ssetningen giver en brugbar approksimation til funktionen f, aftheenger
selviglgelig af, om restleddet gar mod nul. Nogle gange ggr det, andre gang

ikke, som de folgende to eksempler viser

Definition 4.12. Lad f vere en reel funktion, der er uendeligt mange gange

differentiabel © punktet a. Vi siger, at potensrekken

% £(n)(q
> e
n=0

er Taylorreekken til f i punktet a.

Hovedspgrgsmalet er, hvornar sumfunktion af Taylorraekken til f er lig
med f.
At det ikke altid er tilfeeldet, viser folgende eksempel.

Eksempel 4.13. Lad

f:R—=R
veere givet ved
0 x <0
fle) =9
e a2 x>0

Graferne viser funktionen omkring nul og i et storre interval.

f(x)
1.0}

081

041

021
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0.15

0.05+

-1.0 -0.5 0.5 1.0

For x> 0 er den n’te afledning givet ved (produktregel for differentiering)

m"“

£ ) = P2 -

xr3n e
hvor pn(z) er et polynomium af grad 2(n —1). For x < 0, er f(z) = 0.
Da e_z% gar hurtigere mod nul end ethvert polynomium finder vi at

lim f™(z)=0= lim fO(x).

z—0t z—0~

Funktionen er dermed uendeligt ofte differentiabel © punktet nul og
f™(0)=0

Taylorrekken til f 1 punktet nul er dermed konstant nul og stemmer dermed
tkke overens med f i et vilkarligt lille interval. Selvfolgelig er dette ikke et
modeksempel til Taylors setning, men kun en advarsel om, at restleddet kan

veere betydeligt 1 stgrrelse.
Det neeste eksempel er af en mere positiv natur.

Eksempel 4.14 (Eksponentialfunktionen). Husk definitionen af eksponen-
tialfunktionen (v € R)

e = sup e,
reQ,r<z

!Det er en god gvelse at formalisere dette argument.
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1 1 1
hvor ed = (ea)P, og ea er det positive tal med (ea)? = e for p,q € N. Ud fra

disse egenskaber kan man vise, at €* opfylder
(ex)/ — 6x7

Dermed er e uendeligt mange gange (kontinuert) differentiabel pa R og spe-
cielt pa [—R, R|. Ved Taylors seetning ser vi, at for alle N € N, eksisterer
der et £ € [-R, R], sidan at

e§£N+1 eRRN+1
<
(N+1)! = (N +1)!

gar mod nul for N — oo, ser vi, at

Nk cRRN+1

T
x —
e = 2 Gallen < v

og dermed er Taylorrekken uniformt konvergent indenfor intervallet |[— R, R)].
Dermed er den konvergent pa hele R. Det samme argument holder ogsa for
cosinus og sinus (se Lindstrgm Scetning 12.8.2). Ved hjelp af Euler’s formel
ser vi, at ogsa den komplekse eksponentialfunktion er uniformt konvergent pa

{z :|z| < R}.

Den fglgende saetning siger, at en potensrakke er Taylorraekken for sin
sumfunktion. Dermed finder vi et tilfredsstillende resultat om potensraekker

som afslutning pa dette afsnit.

Saetning 4.15. Givet en potensrekke

o
E anxt”
n=0

med konvergensradius r > 0 og sumfunktion f(x). Potensrekken er da lig

med Taylorrekken til f(x) i punktet 0, dvs.

F™(0)

n!

Qp =
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Bevis. Lad f veere sumfunktionen til potensrackken

oo
g anx"
n=0

med positiv konvergensradius. Bemaerk, at

f(0) = ao.

Ved hjalp af Korollar finder vi, at f’ er sumfunktionen til

o0
E anpnz™ 1,
n=1

med samme konvergenradius. Ved evaluering i = 0 finder vi,
f/(O) =1 aj.

Vi kan nu fortseette med at aflede og evaluere og finder (formelt ved hjeelp
af induktion)
FM0) = nlay,.

O

Eksempel 4.16. Vi bemeerker, at setningen sikrer os, at Taylorrekken til

sumfunktionen af
x  k
x
D
k=0
er lig med denne rekke uden eksplicit brug af at sumfunktionen er lig med

f(z) = e*, som vi tidligere havde vist.

Saetningen opfordrer os til at give en speciel status til funktioner f(z),

som i et omrade omkring a er givet som sumfunktioner af potensrakker

Z an(z —a)”
n=0

Disse bliver kaldt analytiske funktioner og vi kan sammenfatte seetningen til
at sige, at sumfunktionen til Taylorreekken af en analytisk funktion er lig

med funktionen (indenfor konvergensomradet).
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Kapitel 5

Fourierrsekker

5.1 Introduktion

Udgangspunkt Hovedresultatet fra vores undersggelse af potensraeckker

var, at enhver potensrakke
oo
E anx"
n=1

(teenk z € C) har en konvergensradius r € [0, oo], sadan at raekken divergerer
for alle z uden for radiussen (|z| > r), mens rackken konvergerer for alle x

inden for radiussen (|z| < r).

divergent

konvergent

105
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Situationen er noget mere kompliceret for x, som ligger ngjagtig pa kon-
vergenscirklen (|z| = r), og vi har kun forméaet at se pa nogle enkelte tal
pa cirklen. For bedre at kunne forstd denne situation, ssetter vi r = 1
uden tab af generalitet. P4 sddan en cirkel kan alle punkter = skrives som
x = cosf+isind = e for et § € [—m,7) (eller faktisk 6 € R). Nu begraenser

vi potensraekken til disse veerdier ved at erstatte 2 med e’ og far derved

S
§ :aneznO.
n=1

Bemaerk, at denne funktionsraekke har e, () = ¢™? i stedet for monomerne.

funktionsrackken

Da alle ¢ er periodiske med periode 27, dvs.
eﬂ(@ + 27‘(‘) _ ein(0—|—27r) _ ein@ % ein27r _ ein@ _ en(0)7

er deres sum (og dermed afsnitsfplgerne samt den potentielle sumfunktion),
2m-periodisk.

Emnet Fourierrsekker beskeeftiger sig med konvergens af sddanne raek-
ker og mere generelle trigonometriske raekker, hvor vi ogsé inddrager e,
hvilket fgrer til udtryk af formen

[e.9]

Z anemg.
n=—00
Opbygning Vi begynder denne del af kurset med at definere trigonome-
triske rackker og udlede deres grundleeggende egenskaber (Afsnit . Bagef-
ter fremleegger vi strukturen af vektorrummet af 27-periodiske funktioner og
definerer et indre produkt (-, -) pa rummet (Afsnit[5.3). Rummet er uendelig-
dimensionelt, men ud fra vores viden fra lineser algebra har vi et godt grund-
lag for at kunne forsta, at funktionerne e, skal betragtes som en basis for
rummet, og at vi skal forvente

(e}

f~ ) (frenden.

n=—0o0

Mere eksplicit leerer vi den hdgjre side at kende som Fourierrcekken

(e o]

> e

n=—oo
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for f, hvor ¢k (f) := (f, ex) (Afsnit [5.4)). Vi diskuterer den vigtige lighed, der
findes mellem summen af kvadraterne af Fourierkoefficienterne og funktio-
nens norm (Parsevals identitet). Til sidst analyserer vi punktvis konvergens
mod dens forventede sumfunktion f (Afsnit og uniform konvergens (Af-

snit

Opsummering I vores undersggelser skal vi opdage, at Fourierrackkerne
er for 2m-periodiske funktioner, hvad Taylorraekker er for analytiske funk-
tioner, og at den Fourierteoretiske analogi til polynomier er trigonometriske

polynomier og det samme for potensraekker og trigonometriske raekker:

analytisk periodisk

polynomier trigonometriske polynomier

potensrakker | trigonometriske raekker

Taylorreekker | Fourierraekker

Vi veelger at fremleegge teorien bag Fourierrsekker ved hjzelp af €, da
den derved opnér sin mest elegante form. I kraft af Eulers formel e?? =
cos 0 + ¢ sin € omskrives reekkerne ofte til cosinus og sinusrackker, néar vi skal
illustrere eksempler. Fourierraekker, og mere generelt, Fourieranalyse er vig-
tigt bade i abstrakt matematik (harmonisk analyse), anvendt matematik
(signalbehandling) og fysik (kvanteteori).

Ved brug af Parsevals identitet og ved evaluering af Fourierrraekker i
specielle punkter, finder vi eksakte veerdier for specielle talreekker. F.eks.

finder vi
SRR
k2 6
k=1

og far derved en lille talteoretisk indsigt fra Fouriers verden. Dette er specielt
bemeaerkelsesveaerdigt, da vi i vores undersggelse af talraeekker kun formaede
at vise, at denne talraekke konvergerer (f.eks. via integraltesten eller Cauchy

forteetning) uden at kunne bestemme dens sum.
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5.2 Periodiske funktioner og trigonometriske raek-

ker

I dette afsnit definerer vi periodiske funktioner, trigonometriske polynomier
og trigonometriske rsekker samt praesenterer vigtige eksempler og udleder

grundlaeggende egenskaber.

Periodiske funktioner Vi skifter fra 6 til x, da det er mere standard.

Definition 5.1 (Periodisk funktion). En funktion f : R — C er 2m-periodisk,
hvis f(x + 2m) = f(x) for alle z € R.

Nar vi taler om konkrete 27-periodiske funktioner, s& er det tilstreekke-
ligt, at definere dem pa et interval [a,a + 27). Vi veelger ofte a = —m, dvs.

intervallet [—m, ).

Definition 5.2 (Lige og ulige). En funktion kaldes lige, hvis f(—z) = f(z)
for alle x € R og ulige, hvis f(—x) = —f(x).

Eksempel 5.3 (Cosinus, sinus og den komplekse eksponentialfunktion).

coskx og sinkx er de mest velkendte 2m-periodiske funktioner, da
cosk(x + 2m) = cos(kx + k27) = cos kx
sin k(x 4 27) = sin(kx + k27) = sin kx.
Faktisk er perioden 2w /k og cosinus er lige mens sinus er ulige:
cos kx = cos(—kx).

sin kx = —sin(—kx).

Graferne viser situationen for k = 1,2 i intervallet [—2m, 27|, dvs. vi ser 2

perioder for tilfeldet k = 1, og 4 perioder for k = 2:
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cos(x) cos(2 x)

101

sin(x)sin(2 )

1.0

10l

Vi kan ydermere fortolke graferne som real- og imaginerdel af €%, da
ved Eulers formel
e = cos ka + isin k.
2m-periodiciteten

eik(z+27r) _ eika:

folger umiddelbart fra periodiciteten af cosinus og sinus og kan ses grafisk i
det komplekse talplan, idet funktionsverdien svarer til det rode punkt, som
beveeger sig med konstant hastighed pa cirklen (x er nu vinklen!). Bemeerk,

at €% hverken er lige eller ulige, da den er summen af en lige og en ulige

funktion.
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Undersggelse af Fourierrekker er ofte integraltungt. Vi bemeerker derfor

den ofte brugte observation, at for k € N:

/ cos kxdx = [11: sin kw] =0

—Tr

T _1 ™
/ sin kzdx = [k cos k:af:] =0

/ cos(0 * z)dx :/ ldx = 2w

/ sin(0 * z)dr = / Odx =0

og dermed for alle k € Z:

og for k=10

1 [ .
/ e*dx = 61,0, (5.1)

2 )y

hvor Kroneckers delta 6,,,, er defineret sadan, at 0y, = 0, hvis m # n, og
Ommn =1 hvis m = n.

Vi bemeaerker ogsd, at for k # 0 er stamfunktionen til e** givet ved iei’m,
Det er derfor muligt at vise uden at referere til cosinus og sinus ved at
benytte analysens fundamentalsetning for funktioner med komplekse veerdier.

Den afledte af €% er ike'™ ™.

Eksempel 5.4 (Absolutveerdifunktion). Betragt funktionen givet ved
abs(z) = |z

i intervallet [—m,m) og udvidet periodisk til hele R, sidan at: abs(x + 27) =

abs(z) for all x € R. Graferne viser definitionsperioden og dens periodiske

fortseettelse.
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abs(x)

30/

2.53

2.0%

15!

1.0%

05

abs(x)

Eksempel 5.5 (Signumfunktion). Vi ser ogsa pd fortegnsfunktionen med

definitionsperioden

sign(z) = —1 x € (—m,0)

sign(z) =1 z € (0,m)

sign(0) = sign(—m) =0

og periodisk fortseettelse. Graferne viser definitionsperioden og dens periodi-

ske fortseettelse.
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sgn(x)
1.0+

05h

sg n (x)

05

_05L

Bemeerk, at sign er den afledte af abs i alle punkter, hvor abs er diffe-
rentiabel. I de resterende punkter x = nmw,n € Z er sign(x) sat til nul, hvilket
er middelverdien af f+(nm) = lim,_, .+ f(x) og f~(n7) := lim,_,,.— f(x),

hvor f = sign.

sign og abs er et karakteristisk par af eksempler i Fourierrsekkernes ana-
lyse. Mere generelt skal vi senere se pa stykvist kontinuerte funktioner og

deres integraler.

Trigonometriske polynomier Analogt til polynomier, som er endelige
summer af monomer (dvs. potenser z™), er trigonometriske polynomier en-

delige summer af e*?.
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Definition 5.6 (Trigonometrisk polynomium). Lad c_n,...,cn vere kom-
plekse tal. Det tilhgrende trigonometriske polynomium er givet ved

N

ty(z) = Z creke, (5.2)

=—N

Vi siger, at tn har grad N.

Lemma 5.7 (Cosinus-sinus form). Det trigonometriske polynomium

N
ty(x) = Z crek?
k=—N

er lig med
ag

N
5 + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)) , (5.3)

k=1
hvor ag,ay ...ayn og by ...by er komplekse tal givet ved

Q,
co = ?O,Ck +c_f = ak,i(ck - C_k) =bi,k €N.

Bevis. Vi bruger Eulers formel for at omskrive ¢y til:

N
tn(z) = Z cx(coskx + isinkx).
k=—N
Den hgjre side er lig med
N N
co + Z ck(coskx + isinkx) + Z c_p(cos(—kx) + isin(—kx))
k=1 k=1
N N
=co+ Z ci(coskx +isinkx) + Z c_k(coskx —isinkz),
k=1 k=1

da cosinus er lige og sinus ulige. Udsagnet fglger, da den sidste formel kan

omskrives til

N N

co + Z(ck + c_) coskx + Z i(cky — c_g) sinkx.
k=1 k=1

O

Da trigonometriske polynomier er endelige summer af 27-periodiske funk-
tioner, er de selvfplgelig ogsa 2m-periodiske. Det fglgende eksempel kommer

vi til at se igen og igen, specielt i vores undersggelse af punktvis konvergens.
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Eksempel 5.8 (Dirichlets kerne). Dirichles kerne af grad N er det trigono-

metriske polynomium givet ved

Da ¢y, er lig med 1 for alle k med |k| < N, finder vi ved hjelp af Lemma
for alle k € Ng: ar = 2 og for alle k € N: b, = 0, dvs.

N
Dn(z)=1+2 Z cos(kx).
k=1

Vi bemeerker folgende:
e Dirichlets kerner har nulfunktionen som imaginerdel
e Dirichlets kerner er lige funktioner

e Ved (5.1) har Dirichlets kerner folgende integral:

1 s
— Dy (t)dt = 1.
o | N (t)

Her er Dy plottet for N =1 (bla), 2 (orange), 3 (gron), 4 (rod) i intervallet

[—7, 7|, og [=3m, 37| for at illustrere periodiciteten.

D1(x) D2(x) D3(x)
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D1(x) D2(x) D3(x)

|

Da vi udelukkende ser pa 2m-periodiske funktioner, vil vi ofte kun plotte

funktioner i intervallet [—m, m].

Graferne motiverer os til at bevise folgende udsagn, som vi far gavn af

senere hen.
Lemma 5.9 (Dirichlets kerne). Dirichlets kerner opfylder folgende formel

al in Ly,
Dy(a):= e“m:%,

k=—N

hvor Dn(0) = 2N + 1 svarende til greenseverdien x — 0.
Bewvis. For at kunne se at ligheden er sand, beregner vi

N N
(eia: . 1)DN(-73) _ Z ei(kJrl)z _ Z etk _ ei(NJrl)z _ efiNx7
k=—N k=—N

da resten af leddene i de to summer gar ud med hinanden. Ganger vi begge
sider med e’z finder vi

(ei§ _ 6_1%)DN($) _ ei(N-‘r%)z _ e—i(N—l—%)z’
hvilket er sekvivalent med udsagnet pa grund af Eulers formel. O
Trigonometriske raekker Vi udvider nu begrebet trigonometrisk polyno-

mium til trigonometrisk raekke, helt i analogi med det skridt vi foretog, da

vi udvidede begrebet polynomium til potensraekke.
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Definition 5.10 (Trigonometrisk reekke). Lad ¢ € C for alle k € Z. Den

tilhgrende trigonometriske reekke er givet ved

o
co+ Z(cke’k:’: + c_ke”kx).
k=1

Det er kutyme at skrive
oo

Z Ckeikm

k=—00

i stedet. I hvert fald er afsnitssummerne ty(x) af denne rekke givet ved

E2f

Folgende lemma er en direkte konsekvens af Lemma anvendt pa af-

snitssummerne.

Lemma 5.11. Den trigonometriske rekke

er lig med funktionsrekken

+ Z (ak cos(kx) + by sin(kx))

20
2
k=1

for 2co = ag, ¢ + c—p = ag, i(cy, — c—g) = b, k € No.

Ved hjelp af Weierstrass M-test far vi et forste konvergenskriterium for

trigonometriske raekker.

Saetning 5.12 (Uniform konvergens af trigonometriske reckker). Hvis

kx

er kom)ergentl sd er Y po oo cxe™® uniformt konvergent med kontinuert

sumfunktion.

'Husk, at dette kan have betydning, da raekken ikke ngdvendigvis er absolut konvergent,

sa at parenteserne kan have betydning.
2dvs. 322 (k| + |c—k|) er konvergent
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Bewvis. Da |e~*%| =1, geelder det at
lcke™ + c_pe™ | < ere™ | 4 |c_pe ™| = Jeg] + el

hvor vi har brugt trekantsuligheden. Da ) 2 x| er konvergent ifplge
antagelsen, er den trigonometriske raekke uniformt konvergent ifslge Weier-
strass M-test (Seetning . Afsnitssummerne er trigonometriske polyno-
mier og derfor kontinuerte. Da konvergensen er uniform, er sumfunktionen

kontinuert ifplge Seetning [3.13] O
Eksempel 5.13 (Absolutveerdifunktion). Betragt den trigonometriske rekke

*_*ZCOS ((2k+ 1)x)
(2k+1)2
Ved Lemmalb.11| er c-koefficienterne givet ved
-2
C2k+1 = C—(2k+1) = m7

09

co = Cop = C_o, =0

57
for k € No. Talrekken Y oo |ck| er altsd konvergent (f.eks. Cauchy for-
teetning) og ifolge Saetm’ng er den trigonometriske rekke uniformt kon-
vergent med kontinuert sumfunktion f. Men hvad er f? Tegning af de forste

afsnitssummer (grafen viser den forste) indikerer, at f er lig med abs:
abs(x)

3.02

25!

2.0 f

15

1.0F
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abs(x)

Men bemeerk, at vi ikke har bevis for det endnu. Selv hvis det er rigtigt,
fordrer det sporgsmdlet om, hvordan man finder en sadan rekke for et givet

f. Dette vil blive behandlet i det neeste afsnit.

Eksempel 5.14 (Signumfunktionen). Betragt den trigonometriske rekke

4 sin((2k + 1)z)
o 2%k+1

Ved Lemma[5.11] er c-koefficienterne givet ved

—29
C2k+1 = —C—(2k+1) = m7

09

Cgk:()

k € No. Grafen viser si9 sammen med signum funktionen, som rekken ser

ud til at konvergere imod:
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sign(x)

1.0k

0.5

o5l

I\AAAAAI\I\AA’
"4 ¥

o ot o et

O S O S O o

Bemeerk, at konvergensen ikke kan vere uniform, da signumfunktionen
ikke er kontinuert. Bemerk ogsd, at kriteriet fra Setning[5.13 ikke er opfyldt,
da

o0

1
255t

k=0
er divergent (harmoniske rekke). Bemeerk, at leddene i rekken er de afledte

af leddene i den cosinusrekke, som vi har set pd. Dette harmonerer derfor
godt med observationen af, at signumfunktionen er — i neesten alle punkter
— den afledte af absolutverdifunktionen.

Eksempel 5.15 (Weierstrass funktion). Den trigonometriske rekke

o0

cos(n!?z)
D

k=0
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har c-koefficienter givet ved cqn = % (og nul ellers). Da n! > 2™ for n >
4, og da Y2 27" er konvergent (geometriske rekke), ved vi ved Scetning
at den trigonometriske rekke konvergerer uniformt mod en kontinuert

sumfunktion W. Grafen illustrerer at W er kontinuert.

AR

Huvis vi zoomer mere og mere ind, bemeerker vi, at W har en fraktal

struktur og derfor ikke differentiable (her uden bevis).

I I I I
-0.03 -0.02 -0.01 0.01 0.02 0.03
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1.71820

1.71815

1.71810

1.71805

f I I I I N X
-0.0003 -0.0002 -0.0001 0.0001 0.0002 0.0003

Weierstrass opdagede dette eksempel ved sin undersggelse af potensrek-
ker og havde dermed en forstielse af sammenhengen mellem potenrekker
og Fourierrekker som fremlagt i introduktionen. Fourier undersdgte derimod

Fourierrekker udelukkende pa cosinus- og sinusformen.

Eksempel 5.16 (Geometriske rackke versus Dirichlets kerne). Huvis vi be-
tragter den geometriske rekke

[e.e]

>

k=0

pa cirklen z = €' finder vi den trigonometriske rekke

00
Z ezkm‘
k=0

Bemeerk, at realdelene af afsnitssummerne er lig med %-DN. Den geometriske

1
1—27

ved z — 1. Den trigonometriske rekke divergerer for alle x (reel) pa grund

reekke har konvergensradius lig med 1 og har sumfunktion dvs. divergerer

af divergenstesten.

5.3 Vektorrumstruktur

Vi vil nu betragte 2m-periodiske funktioner som vektorer i et vektorrum og
bruge vores intuition fra linear algebra til at skrive vilkarlige funktioner som
linearkombinationer af basisfunktioner (e?*%).

Da vi har brug for nogle integrationsegenskaber af funktionerne vil vi
gerne se pa kontinuerte 27-periodiske funktioner. Desveerre er det en for fattig

maengde af eksempler, da den udelukker f.eks. signumfunktionen. Maengden



122 KAPITEL 5. FOURIERRAKKER

af 27 periodiske Riemann-integrable funktioner er til gengeeld en lidt for stor
maenge, hvor teorien vil blive alt for indvilket. Fourieranalyse er smukkest
formuleret ved hjalp af Lebesgue-integralet, men da det forst er Analyse
2-materiale satser vi her pa meengden PCoy, af 27-periodiske funktioner f,
som er sakaldt stykvis kontinuerte pa [—m, 7| og som ved en diskontinuitet ¢
tager middelvaerdien

o= O

hvor f*(c) := lim,_,.+ f(x). Bemark, at PCy, inkluderer vores to eksempler

abs og sign, som er karakteristiske for teorien.

Definition 5.17. En 2mw-periodisk funktion er stykvist kontinuert pd [—m, 7],
hvis der findes et d € N og en inddeling

—T=c<cp<c<...<c=Tm
saledes, at for allei=0,1,...,d—1:
f : (Ci?ci+1) _>C>

er kontinuert og alle f*(c;) eksisterer og er endelige. Vi siger, at f er nor-
maliseret, hvis for alle i:

f(e) + f(ei)
5 :

flei) =

Mcengden af 2m-periodiske funktioner, som er stykvist kontinuerte pa [—m,

og normaliserede betegnes med PCoy.

Stykvis kontinuerte funktioner er Riemann-integrable, da Riemann-inte-
gralet ikke sendres ved sendring af funktionsveerdien i endeligt mange punkter
(se ogsa Analyse 0 bogen, eksempel 5.19).

Det er nemt at tjekke, at PCo, er et komplekst vektorrum og vi konsta-

terer (uden bevis):

Lemma 5.18. PCy,; er et komplekst vektorrum, da for alle f,g,h € PCoy
oga,B€C, af + g € PCor:

e (associativ) (f +g)+h=f+(g+h)

o (kommutativ) f+g=g+ f
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e (nul) 0 := nulfunktionen opfylder 0+ f = f

(inverse) f + (—f) =0

(skaler associativitet) a(Sf) = (aB)f

(skaler distributivitet) (a+ B)f = af + Bf

(distributivitet) a(f + g) = af + ag

(skaler identitet) 1f = f.

PCy, kan udstyres med et indre produkt (-,-) : PCy; x PCor — C givet

ved

gy == [ f@)g@)de. (5.4)

T or o

Definitionen opfylder betingelserne for et indre produkt, da for alle f,g,h €
PCor 0g o, 8 € C:

o (f,f) >0 for alle f med lighed kun for f =0

o (af+Bg,h) =alf,h) +Blg,h)

e (f,9)=1{9,f)

Det indre produkt definerer en norm (se Kapitel @

Hmw=%%ﬁ=¢;/TW@Wx

pa PCy, og en afstandsfunktion (som vi senere i kurset vil kalde for en

metrik)
da(f,9) = |If = gll2,

som vi kan bruge til at male afstanden mellem to funktioner f,g € PCo.

Lemma 5.19 (Ortonormalitet af e*%). Funktionerne givet ved ej,(z) := e'**

udgor en ortonormal familie af funktioner i PCor, dvs. det geelder for alle
k,k' e Z, at

(ek,er) = Op pr-
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Beuis.

o

1 T /
_ = i(k—k)x
o /_ﬂe dx

= O—k’,0 = Ok I/

1 [ . -~
<€k, ek’> — ezkze—zk T
—T

ifolge (5.1)). O

I C? med indre produkt (v, w)ca := Y%, v;i; udger vektorerne b; =
(0,0,...,0,1,0,...,0) (med 1 pa plads ¢) for i = 1,2,...,d, en ortonormal-

basis

5.4 Fourierraekker

Definition Hvis vi har et endelig-dimensionalt vektorrrum C% med et indre
produkt (-, -)ca 0g en ortonormalbasis {b;}_,, sa kan vi skrive enhver vektor

v som linearkombination af basisvektorerne,

d

v = Zcibi,

i=1

med koefficienter ¢; = (v, b;)ca givet ved det indre produkt mellem v og b;.
I vores tilfeelde vil vi gerne skrive en 27-periodisk funktion f € PCo, som

linearkombination af de ortonormale funktioner ey () = e**, k € Z,

f=> (fener (5.5)

men komplikationer optraeder, fordi PCy, er et uendeligt dimensionalt rum:

e Den hgjre side af (5.5)) er en reekke, si f kan i bedste tilfeelde veere

rackkens sumfunktion.

e En mulig konvergens forventes i afstandsfunktionen tilhgrende til nor-
men ||-||2 og det er ikke oplagt, hvordan denne konvergenstype forholder

sig til punktvis konvergens eller uniform konvergens.
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e Funktionerne e er ortonormale, men vi har ikke undersggt, at de ud-
spaender hele PCy,. I princippet kunne der derfor findes andre funk-

tioner i det uendelig-dimensionale rum PCs,.

Uanset disse matematiske vanskeligheder starter vi med at navngive den
hgjre side af (5.5)):
Definition 5.20 (Fourierraekke til f). Lad f € PCoyr, sd kaldes

1

cx(f) == (f,ex) = o ! f(a;)e*ikxdx, keZ,

for Fourierkoeflicienter for f, og

o0

> alfet

k=—oc0
for Fourierreekke af f. Bemeerk, at den Nte afsnitssum er givet ved det tri-
gonometriske polynomiums:

N

sv@) = 3 alf)et

k=—N
Hovedspgrgsmalet indenfor Fourieranalysen er, under hvilke betingelser,
sumfunktionen af Fourierrackken til f er lig med selve funktionen f, og hvil-
ken type konvergens (punktvis eller uniform) vi kan forvente. Med andre ord
undersgger Fourieranalysen hvornér og hvor godt, de naevnte komplikationer

kan overkommes.

Eksempel 5.21 (Trigonometrisk polynomium). I det nemmeste tilfelde er
f selv et trigonometrisk polynomium EkN:_N cue®® for et endeligt N € No.

Fourierkoefficienterne er

wlf) =5 [ H@)e s

—1f -
_27r_

o .
Ck/elk ze—zkxdx

Tk'=—N

o

ik T, zkxdx

N 1 P

= Cr' — (&

Wit 27 J_
N

= E Ch/ O !

k'=—N
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For |k| < N er det ovenstiende lig cx,, mens det for |k| > N er lig 0. Dermed
er sumfunktionen til Fourierrekken

[e.9]

Z e (f)e

k=—oc0
lig med f. Dette resultat er fuldstendig analogt med resultatet, at Taylor-
udviklingen af et polynomium er lig med polynomiet selv. Som konkret ek-
sempel, betragt Dirichlets kerne af grad N: Dy (x), som er et trigonometrisk
polynomium for hvert N € N. Grafen viser Fourierkoefficienterne for Do

(bla) og D7 (orange).

Re(c_k)
2.0

1.5

(] ¢ .08 [ ] [ ]

0.5
ba 2 o o & o o e o & o o -+ <+ J x
-10 -5 5 10
-0.5
-1.0

Situationen kan direkte generaliseres til uniformt konvergente trigonome-

triske rackker.

Proposition 5.22. Lad > ;2 cr€'™ wvere en uniformt konvergent trigo-

nometrisk rekke med sumfunktion f. Da er Fourierkoefficienterne for f givet

ved cx(f) = ¢k 09 Y pe_ o CkE

ik er Fourierrekken til f.

Bevis. Da afsnitssummen sy er kontinuert og konvergerer uniformt mod
f, er f kontinuert. Da e_j er kontinuert og begraenset, konvergerer sye_
uniformt mod fe_j. Da integration og limy_, bytter plads for uniformt
konvergente funktioner (Seetning|3.16|) finder vi, at
1 (7 :
lim </ SN({I,‘)G_ZkdeZ})
N—oo \ 27

—T
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eksisterer og er lig med

L ( lim SN(a:)e_ikm> dx = S /7r f(x)e *de = e (f).

2T N—oo 2 —x

Udsagnet fglger, hvis vi bemeerker at

1 [ ;
7 sy(x)e”Fdr = ¢
for alle N > k ifplge Eksempel O

Husk, at cosinus og sinus var vores standardeksempler pa lige og ulige
funktioner. Folgende lemma siger, at Fourierrsekken til en lige funktion kan
skrives som ren cosinusraekke og at Fourierrackken til en ulige funktion kan

skrives som en ren sinusrackke.

Lemma 5.23. Hvis f € PCy, er lige medforer det, at ¢, = c_, dvs. by = 0;
Fourierrekken til f er i det tilfeelde givet ved

o0
a
50 + Zl ay cos kx.
n=

Er f € PCor ulige medforer det, ¢, = —c_y dvs. ap = 0; Fourierrekken er

her givet ved
Z by sin kzx.

Beuvis. For lige f:

i 71kxdx
2 J_,
i " —ikz dax
2m
; i zkz 1) dz’
2
i zkx dax’
27
hvor (*) sker ved substitutionen 2/ = —x. Pa lignende vis bevises tilfzldet,

hvor f er ulige. O
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Eksempel 5.24 (Absolutveerdifunktion). Vi kan nu beregne Fourierrekken
til abs: Vi ser at

I r [ 1 (" ™
co(abs):%/ \x|dx:% (—x )dx—l—ﬂ Oxdx:§.

—T

For alle andre k # 0 udregner vi at

1 (7 ,
ck(abs) = 2/ abs(x)e " dx

ﬂ-—ﬂ'

1 /0 " 1 [7 "
= — (—x)e " *dx + / xe dx
2 J_, 2m Jo
—1 0 0 —ikx
() 1 [ e = 1 e
= —— — d
o [”C k| o) ™

fzk:r ™ ™ efikz
T on [x —ik } o Jy —ik
1 e—zka: 0 +1 (71)19 _i e—ikcc ™
—Zk: (—ik)?]__ 2\ —ik 27 | (—ik)?],

7rk:2 ’

hvor (*) sker ved partiel integration ([ f'g = [fg]— [ fg'). Grafen illustrerer
Fourierkoefficienterne og understreger med den stiplede linie at koefficienter-

ne aftager som k—lz

Re(c_k)
02}

0.1F

010

Fordi abs(zx) er en lige funktion er det naturligt at skrive rekken i cosi-
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nusform (ved Lemma[5.7)

>1

™ ézcos ((2k+1)x)
2 mis (2k+1)2 7

hvilket afmystificerer vores tidligere valg af denne trigonometriske rekke.
Selvom vi nu ved, at denne rekke er Fourierreekken til abs og at rekken
konvergerer uniformt mod en funktion f (se Eksempel , har vi endnu
ikke bevis for, at f = abs. (Vi ved dog at f og abs har samme Fourierrek-
ke ved Proposition Men hvis det er tilfeldet, sa kan vi evaluere bade

reekken og absolutverdifunktionen i punktet x = 0 og finder

R
S~ (2k+1)2 8

Eksempel 5.25 (Signumfunktion). Fourierkoefficienterne for sign-funktionen

er givet ved

1 [e—ikz]o 1 |:6—zkm:|7"
=—— - + — -
2 | —k | _ 2w | —ik |,

ck(sign) er derfor nul for lige k og lig med —3* for ulige k. Grafen illustrerer
Fourierkoefficienternes imagincerdele (realdelene er nul). Den stiplede linie

understreger, at koefficienterne aftager som %
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Im(c_k)
$ |
1.0-57
e
en@emmmn @-=="" - [
¢ e ' e | e 1 e I ¢ ' e ' e | e 1 e & X
-10 s 7 e
_—'."'
,.—"
—05 :.
o

Ved hjeelp of Lemma |5.11] omskriver vi rekken til cosinus og sinus form.

Vi far den rene sinusrekke

S sin((@k+ a),

— m(2k + 1)
da signumfunktionen er en ulige funktion. Denne udregning forklarer vores

tidligere valg af denne rekke.

5.5 Pythagoras, Bessel, Parseval

Formalet ved dette afsnit er argumentere for at ||f||3 = o= [7_|f(z)[*dz
er lig med summen af raekken > 72 |cx|?. Udsagnet kommer i forskellige

sveerhedsgrader, som hver har sit navn, og som vi viser i dette afsnit:

e Hvis f er et trigonometrisk polynomium, hedder udsagnet Pythagoras’

formel (Lemma |5.26]).
e Hvis f € PCq; hedder uligheden < Bessels ulighed (Korollar [5.32)).

e Hvis f € L?[—7, 7] (Funktioner med || f||2 < oo og det sikaldte Lebegue-
integral) hedder udsagnet Parsevals identitet, hvilket vi viser i det spe-
cialtilfzelde, hvor f er sumfunktion af en uniformt konvergent trigono-

metrisk rackke (Lemma [5.28))
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Lemma 5.26 (Pythagoras). Lad f wveere et trigonometrisk polynomium af

grad N, da gelder
N
115 ="Y lex()I?
k=—N

Beuwis.

N
(L5 =(D alPew, D cw(ew)

klf

= E Z ck(f)ew (f) Ok pr

Nk/_

= Z lex(f)[?
k=—N

hvor vi brugte ortonormaliteten af ey. O

Eksempel 5.27 (Dirichlets kerne). Betragt den trigonometriske rekke med
c, =1 for alle k:

)
§ : ezkx

k=—o0
Den N ’te afsnitssum af denne reekke er Dirichlets kerne af grad N: Dy (z).
Det er ikke svert at se, at ||Dy||3 = 2N + 1, hvilket er lig med

Z ek (D) Z 12,

k=—N k=—N

Det folgende lemma generaliserer Lemma [5.26]

Lemma 5.28 (Parseval for uniform konvergent rackke). Lad

[e.e]

Z Ckeik:z

k=—o00
veere en uniform konvergent trigonometrisk rekke med sumfunktion f. Da er
[e.e]
2
D el
k=—00

konvergent med sum || f||3.
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Bevis. Vi har tidligere vist, at f er kontinuert pa [—7, 7] og dermed begraen-
set. Da sy konvergerer uniformt mod f, konvergerer ogséa sy f uniformt mod

|f|2. Da integral og limpy_so bytter plads ved uniform konvergens, konklu-

Jim. (;ﬂ | SN(w)f(x)dx>

LI ( lim sN(a:)f(x)) dz = |I£113

2 N—o0

derer vi, at

konvergerer mod

Udsagnet fglger, da

1 LN N
o) sn(2)f(z)dz = o~ /_ﬂ S ae T (a)de = Y eper(f)
k=—N k=—N
og den hgjre sider er lig med
N
> el
k=—N
ved Proposition som fastslar cx(f) = ck. O

Eksempel 5.29 (Absolutveerdifunktion). Fourierrekken af abs konvergerer
uniformt. Den ser ud til at konvergere mod absolutverdifunktionen. Huvis det-

te viste sig at veere rigtigt, kunne vi bruge Lemma[5.28 til at beregne summen

af

o0 o0

D lex(abs)P? Z 2k+1

k=—o00

ved at udregne

1 2 71 ™ 2
Habsll%:%/_wun da:—/ 22 x—%[g 3] -z

Vi ser, at Fourierrekker kunne fortelle os noget om den eksakte sum af en
talrekke, hvor vi tidligere kun har formdet at vise konvergens (f. eks. ved
hjelp af Cauchy fortetning eller integraltest). Vi skal bare kunne vise, at

Fourierreekken konvergerer mod abs.

Eksempel 5.30 (Signumfunktion). Bemerk, at vi ikke kan bruge Lemma
[5-28 til at regne summen ud, selv hvis vi vidste, at den trigonometriske rekke

ville konvergere til sign, da vi ved at konvergensen ikke er uniform.



5.5. PYTHAGORAS, BESSEL, PARSEVAL 133

Bessels ulighed er en konsekvens af det fglgende seetning, som bekraefter
vores intuition om, at f kunne veere lig med Fourierrsekkens sumfunktion.
Mere preecist siger seetningen, at Fourierrackkens afsnitssummer leverer den
bedste approksimation til f (i || - ||o-normen) blandt alle trigonometriske

polynomer.

Seetning 5.31 (Bedste approksimation). Lad f € PCayr. Sd er er den N ’te

afsnitssum sy af dens Fourierrekke

N

sv@) = 3 el e

k=—N

en bedre approksimation til f end et vilkarligt Nte-grads trigonometrisk po-

lynomium
N
ty(x) = Z dkelkx.
k=N
Mere precist gelder
1 = snll2 < |If = tall2,

med lighed, hvis og kun hvis dy, = ci(f) for alle k.

Bevis. Vi starter med at ekspandere ||f — tx/||3:

f =t = (f —tn, f —tn)
= (f, [) = (fitn) — (tn, f) + (v, tN)
= (f, f) — (sn,tn) — (tn,sN) + (EN, )

da
N N B
(ftn) = Y dilfrex) = D cr(f)ds
k=N k=N
N
= > alNdeler en) = (s, tn).
kk= N

Hvis vi nu bruger denne ligning igen med ¢ty = sy finder vi

N

(sv, f) = (fosn) = D lew()I? = (sw,sn)

k=—N
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og dermed

L =t = (f, f) — (s, tn) — (tn, sn) + (En, tw)
= ((f, f) = {fisn) = (sn, ) + (s, 5n)

+ ({snv, sv) — (sn,tn) — (Evs sn) + (Ev, EN)
=(f—sn,f—sNn)+ (s8N — N, SN — tN)

= |If = snll5+ |lsn — twl[3-

Fordi ||sy — ty||3 altid er stgrre end eller lig med nul, finder vi

1f = twllz > [1f = swll3.

I beviset brugte vi

<5N7f> f?SN Z |Ck 8N75N>_||SNH2‘

Hvis vi nu omskriver afstanden mellem f og sy ved hjelp af denne relation,

finder vi

0<|If —snllz = ((f = sn), (f — sn))
=(f, f) = (fisn) — (sn, f) + (sn,8N)

=[I£115 - lIsnll3
17 N
= o [ V@i — S P
T
k N
eller med andre ord

- N
e WO SN PO
- k=—N

Da ulighed geelder for alle N, geelder det ogsa for summen S af reekken

S e,

k=—o00

at
1 vy

— [ |f(@)dz > 5.

27

—T
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Korollar 5.32 (Bessels ulighed). Lad f € PCar. Da er

> la(HP

k=—o00
konvergent med sum mindre end eller lig med

113 = = / f (@) .

27 J_,

Bessels ulighed har som konsekvens, at reekken Y22 |ex(f)[* er be-

graenset. |cx(f)| gar derfor mod nul for |k| — oo ifplge divergenstesten.

Korollar 5.33 (Riemanns lemma). Huvis f € PCayr, sa geelder |cp(f)] — 0
for |k| — oc.

Eksempel 5.34 (Absolutveerdifunktion). Da abs € PCoy finder vi, at rek-

ken

har sum mindre end eller lig med ||abs||3 = %2 Bemeerk, at |ci(abs)| er en

nulfolge, hvilket er konsistent med Riemanns lemma.

Eksempel 5.35 (Signumfunktionen). Da sign € PCy, finder vi at

o0

8 — 1
> \Ck(f)\Q—WEZ:OW

2
k=—0o0 k
er konvergent ifslge Bessels ulighed med sum mindre end eller lig med

. Q_E
Iignll3 = 7.

Bemeerk, at |cp(sign)| er en nulfolge, hvilket er konsistent med Riemanns

lemma.

Usikkerhedsprincip Som vi vil diskutere i det fglgende, leder vores ek-

sempler til den observation, at jo mere spids og diskontinuert f er, jo mere

spredt og langsommere aftagende er Fourierkoefficienterne — og omvendt.
For bedre at kunne sammenligne funktionerne, normaliserer vi dem, sa-

dan at ||f|3 = 5= [|f(z)|?dz = 1, og 5=|f(z)|*dz kan derved tolkes som



136

KAPITEL 5. FOURIERRAKKER

et sandsynlighedsmal pa [—m,n]. Nar Parsevals identitet holder, er ogsa

Soilek|? = 1 og dermed er |cx|? en sandsynlighedsfordeling pa Z. Vi vil

nu undersgge, hvordan disse sandsynlighedsfordelinger spiller sammen ved

at se pa tre eksempler mere detaljeret:

1. (Den konstante funktion) f(x) =1, |f(z)]*> =1, |ek(f)|* = ko

ID_N|?

201

05l

lc_k|?

10.

opli

Vi observerer, at | f(x)

er konstant og dermed er z fuldsteendig delo-

kaliseret pa cirklen, mens fordelingen af Fourierkoefficienterne er loka-

liseret omkring k£ = 0.

2. (Dirichlets kerne) f(z) =

ler(F)I? = 3351

1 2 _
WDN(Q:)’ |f(2)]* = INFI sin(
hvis |k] < N, nul ellers
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1F(x)12

/|

205

150

10F

06}
0.4}
0_2}
e--e--+-4.--+--e-+-+--9--i — - il----4--------6----4------
210 5 5 10

Viser at jo stgrre N i Dy, jo mere lokaliseret bliver x. Grafen illustrerer
dette ved Dy, som har en smal fordeling af Fourierkoefficienter og en
spids, men ikke alt for spids distribution af z pa cirklen (bla). For
D7 derimod, som er tegnet i orange, er Fourierkoefficienterne bredere

fordelt, mens distributionen pa cirklen er spidsere og mere lokaliseret.

3. (Absolutveerdi- og signumfunktion) Hvis f(z) = ?abs(m), hvor

3

= ﬁlx\Q

|f (@)

gaelder at |cp(f)]? = n%i2 hvis k er ulige, ellers er ¢, = 0 (orange

i grafen). Hvis f(z) = sign(z), som opfylder |f(z)|?> = 1, geelder at

lex(F)? = ﬂ;lﬁ hvis k er ulige, ellers er ¢, = 0 (bla i grafen).
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17012
3.0F
2.0 ~

100

Vi ser, at Fourierkoefficienterne (orange), for den kontinuerte absolut-
veerdifunktion (ved x = —m) aftager hurtigere end dem for den diskon-

tinuerte signumfunktion (bla).

Vores eksemper leder til fglgende generelle observation:

e hgjere usikkerhed af vaerdien z (fordelt med sandsynlighed 5-| f(z)|?dz)

medforer en lavere usikkerhed af veerdien k (fordelt med sandsynlighed

)

e lavere usikkerhed af veerdien x medfgrer en hgjere usikkerhed af veer-

dien k.

Med andre ord observerer vi, at enten z eller k& har en hgj usikkerhed.
Dette udsagn er sandt for alle f € PCs, og vi vil nu formulere dette mere

praecist. Der findes flere mader, at male usikkerheden pa, f.eks. variansen eller
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entropien. Vi veelger en entropisk formulering, da variansen af en stgrrelse
fordelt pa en cirkel er vanskeligt at definere. Da sandsynlighedsmal ofte er
komplicerede at handtere, indfgrer vi en diskretisering af cirklen i 7" dele med
storrelse 2w A, hvor A = 1/T (vi veelger T ulige). Den diskretiserede version
af f bliver sa til g(x) = 5= :fjgzgim% |f(z)]2dx for x =0,...T — 1. g(x)
er nu en sandsynlighedsfordeling pa 0,...,7 — 1, og vi kommer ikke ind i
noget matematisk vanskeligt terreen.

Shannon entropi er et mal for usikkerheden for en given sandsynligheds-
‘2

fordeling. Shannon entropien af g(x) og |c(k)|* er givet henholdsvis ved

N—Z! *loge(k)[?

og

Zg )log g(x

og vi ved, at
e hgj usikkerhed < hgj entropi
e lav usikkerhed < lav entropi
Lad os se pa de fgrste to eksempler:

1. |cx|* = Okpo og dermed er H(K) = 0; vi kender veerdien k praecist
(k=01), og derfor er der ingen usikkerhed. Derimod er |f(z)|> = 1 of
g(x) = A konstant. H(y) = log %, og usikkerheden, omkring i hvilket

af de T'= % intervaller = falder, maximal.

2. k er uniformt fordelt pa T = % veerdier og har derfor H(K) = log %,

men vi ser, at |f(z)|? er mest koncentreret i intervallet omkring nul,

derfor, H(x) = 0.

Dette motiverer fglgende usikkerhedsprincip, som Biralynicki-Birula beviste

generelt: For alle f € PCo, gaelder at
1
H(x)+ H(K) > logZ.

Usikkerhedsprincipper gaelder mere generelt i Fourieranalysen pa andre

funktionsrum. Hvis man f. eks. ser pa en arbitreer funktion f : R — C (som



140 KAPITEL 5. FOURIERRAKKER

ikke ngdvendigvis er perodisk), s& afbilder den sékaldte Fouriertransforma-
tion den til en funktion ¢ : R — C (og ikke kun pa ¢ : Z — C som for

periodiske funktioner) og man kan vise, at
1
H(x)+ H(K) > logﬁa

hvilket er den diskretiserede, entropiske form af det bergmte Heisenberg usik-

kerhedsprincip
Var(X)Var(K) >

)

N =

hvor x (uden diskretisering) bliver fortolket som position, og k som impuls

(=masse x hastighed):

5.6 Punktvis konvergens

Indtil nu har vi kun haft indicier for vores forventede udsagn om, at f er

sumfunktionen til Fourierraekken

o0

> elfen

k=—o00

I dette afsnit skal vi finde et kriterium, som medfgrer punktvis konvergens
af Fourierraeekken i et punkt z til f(z). I modseetning til vores undersggelser
af punktvis konvergens af potensraekker, inddrager vores kriterium ikke kun
Fourierreekken i punktet x, men ogséa i en omegn af x (ved at fordre en vis
kontinuitet). For vi kommer til kriteriet for punktvis konvergens, er vi dog

ngdt til at have et kort lemma om afsnitssummer af Fourierraekker pé plads.

Lemma 5.36 (Fourierreekkens afsnitssum). Lad f € PCar med afsnitssum-

merne sy til dens Fourierrekke. Da geelder:

sy(x) = (f * Dn)(7),

hvor foldningen af f og Dy er givet ved (f * Dy)(z) := iffﬂ flz —
t)Dy (t)dt.
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Bewis. Vi starter med at omformulere definitionen af afsnitssummen:

N

Z Ck zkm

N 1 T

Z <27r/ f )e—ik’u> eik’xdu
=—N

1 N

fzku zkx
— du
=5 / Z

i / zk(r—u) du
27

- /_7r F() Dy (2 — u)du.

Substituerer vi x — u = t, finder vi

1
sny(x) = 5 f( )Dn(x — u)du
T
-1
=5 f(x—t)DN( )d
T Jatm
1 T+
= — —t)D d
5 f(z—1)Dn(t)
= o | s nDx0d
o * N
Den sidste lighed er sand, fordi bade f og Dy er 2w-periodiske. O

Vi er nu klar til konvergenstesten. Kontinuitetsbetingelsen, som vi kraever
i punktet xg, er en Lipschitzbetingelse. Det vil sige, vi kraever, at funktionen
i en omegn af x( ligger i en kegle omkring f(z(). Grafen viser et eksempel,
hvor vi ser pa en funktion, som er ikke differentiabel i z9 = 7, men hvor

funktionen ligger i en kegle med heeldning M = 7.
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Seetning 5.37 (Konvergenstest). Lad f € PCor. Huis der, for xg € R, findes
et § >0 og et M € Ry, sadan at der for alle t € (—9,9) geelder

[f (o — 1) = flzo)| < Mt (5.6)

sG er Fourierrekken konvergent i xy med sum f(xg). Specielt medforer dif-

ferentiabilitet © x¢ denne betingelse og dermed punktvis konvergens i xg.

Bevis. Vi skal vise, at differensen mellem sy (z) og f(xo) gar mod nul. Vi
gor dette ved hjeelp af funktionen h(t) := %&ﬂmo) som vi definerer for
alle t # 0. Teet pd t = 0 er den naesten identisk med 2 - f/ teet pa xo (da
sin(t) = ¢ for lille ), og som har en begraenset diskontinuitet i o pa grund

af Lipschitzbetingelsen.

Grafen illustrerer h(t) versus greenserne 2M og —2M med det tidligere

eksempel.
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_20L

Vi starter med at omskrive differensen til

sn(wo) — f(zo) = (f * Dn)(20) — f(0) - 1
1 T s

L7 bz — ) Da(t)dt — f(mo)% D (#)dt,

2 —r -

hvor vi har brugt Lemma i det forste lighedstegn og at % ffﬂ Dy(t)dt =
1 i det andet. Vi bruger nu lineariteten af integralet og Lemma [5.9] til at

omskrive den hgjre side til

_ % _” (f(zo0 — t) — f(x0)) D (t)dt

1 (7 sin((N + 1)t

(f(xo —t) = f(z0)) dt

= — ; 1
2 J_, sin 5t

Ved definitionen af h(t) bliver dette til

1 s
o)

h(t) sin ((N + ;)t) dt, (5.7)

som vi, ved hjeelp af Eulers formel, omskriver til

L ("t

o (ez‘(]\H—%)t _ e—i(N—i—%)t) dt

:% o

1 & . 1 & :
hy ()Nt — / he (t)e=iN'at, (5.8)

T Ami ), Ami

—T

hvor h (t) := h(t)ei’%.
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Ved konstruktion er hy (t) stykkevis kontinuert pa neer muligvis i ¢t = 0,
da vi dividerede med sin 5 ~ L. Men i punktet ¢t = 0 er h(t) begreenset
pa grund af Lipschitzbetingelsen. Vi konkluderer, at hy(t) € PCa;. Vi kan
derfor anvende Riemanns lemma pé hy (t), som viser, at Fourierkoefficien-
terne c_py(hy) og en(h-), og dermed ogsa den hgjre side af , gar mod
nul. O

Eksempel 5.38 (Absolutveerdifunktion). Absolutverdifunktionen opfylder
Lipschitzbetingelsen med M =1 for alle x, da

labs(z — t) — abs(x)| < 1-¢t|.

Vi konkluderer, at Fourierrekken for abs (den 2m-periodiske version af ab-
solutverdifunktionen) konvergerer punktvis mod abs. Konvergensen er yder-

mere uniform ifolge vores tidligere diskussion.

Man kan selvfglgelig anvende seetningen pé funktioner, som ikke opfylder
Lipschitzbetingelsen overalt, men kun for nogle veaerdier. I sa fald vil udsagnet
kun geelde i disse vaerdier. Men hvordan vil funktionen opfgre sig i punkter,
som ikke opfylder Lipschitz-betingelsen eller hvor funktionen ikke engang er

kontinuert?

Eksempel 5.39 (Signum funktion). Signumfunktionen opfylder Lipschitz-

betingelsen for alle x # nm. Vi konkluderer, at dens Fourierrekke

4 Ksin((2k +1 sin((2k + 1)z)

(it 2k +1

konvergerer punktvis til sign pd ncer muligvis i x # nw for n € Z. Men i
disse punkter er den lig med nul og derfor ogsa lig med sign. Fourierrek-
ken til signumfunktionen er derfor overalt punktvis konvergent. Grafen viser

signumfunktionen sammen med S1g.
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sgn(x)

T AW NN, W A

Konvergensen er ikke uniform, da sign ikke er kontinuert. Indsettes x =

5, finder vi

i(—l)’“ ™
Ziok+1" 4

[\

da sin((2k +1)3) = (1)~

Som eksemplet indikerer, geelder punktvis konvergens mere generelt for
f € PCyr, da den hgjre og venstre afledte i diskontinuitetspunktet eksisterer

i dette tilfzelde. I s fald konvergerer funktionen til middelveerdien

(ST @)+ f (2)).

N =

flz) =
Dette kan vises ved en let generalisering af vores ssetning.

Eksempel 5.40 (Halvcirkelfunktionen). Funktionen

flx)=m\/1— (E)Q

s

som vi ser i grafen
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er ikke Lipschitz, og har heller ingen hgjre eller venstre-afledte i x =
—7. Seetningen (og den nevnte udvidelse) kan derfor ikke anvendes. Men
den konvergerer sikkert alligevel punktvist, da et eksempel pa en kontinuert

funktion med en ikke-konvergent Fourierrekke ikke er nem at finde (men det
findes!).

5.7 Uniform konvergens
Vi bemeaerker at vi har vist, at

e Fourierraekken til abs konvergerer punktvist mod abs ifslge Szetning
.37 Konvergensen er uniform ifglge Seetning da Fourierkoeffici-

enterne aftager med k%:

(e}
Z e (abs)ey, ~rm ahg.

k=—o00

e Fourierraekken til sign konvergerer punktvist, men ikke uniformt mod

sign:
[e.e]

Z cp(sign) ey, ~PURELVES oy

k=—o00

Bemeerk ogsa, at sign er den afledte af abs i alle punkter x, hvor abs er
differentiabel.

abs’(r) = sign(x) xz € (—m0)U(0,m)
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Omvendt er abs integralet af sign i alle punkter.

x
abs(x) ::/ sign(t)dt x € [—m,m).
0
Det samme geelder, nar vi ser pa leddene i Fourierraekkerne af abs og
sign. Leddene i den sidstneevnte er de afledte af leddene i den forstnsevnte

og leddene i den fgrstnaevnte er integralerne af leddene i den sidstnaevne (se
diskussion i Eksempel [5.14)). For Fourierkoefficienterne betyder det

ck(sign) = ikeg (abs),

for k # 0.
Vi kunne derfor have en formodning om, at det generelt gaelder, at Fouri-

erraekken til integralet

Fz) = / fOdt oz e [—m )
0
konvergerer uniformt, hvis f € PCy; og F' er kontinuert.

Dette er praecis det, som vil vi vise i det folgende afsnit. Vi ma bare veere
forsigtige med at handtere F', da den ikke er differentiabel overalt (og derfor
ikke ma blive kaldt stamfunktion til f). Vi bemeerker dog, at F er kontinuert
og stykvis kontinuert differentiabel.

Vi starter med et lemma, som relaterer Fourierrackkerne for f og F'.

Lemma 5.41 (Fourierkoefficienter af f og F'). Lad f € PCar med co(f) =0,
sG geelder for alle k € Z (k#0)

Ck(f) = chk(F)

Bevis. Vi starter med at observere, at F(—m) = F(m), da

F(r) - F(—m) = /waos)dt— T pde= [ pyde = co(f) = 0.

0 -
Vi finder ved hjeelp af partiel integration ([ fg = [Fg] — [ F¢’ )E|

wlf) =5 [ Ha)e s
1 ) 1 0 )
= %[F(x)e_m]zw “o ] F(z)(—ike™™*®)dx
1

‘ , 1 /7 ‘
— —ikm _ _ —ik(—) N —ikx
(F(ﬂ)e F(—m)e ) —i—z/<:27T /7r F(z)e ""*dx

2

3Partiel integration for kontinuerte funktioner f udvides uden problemer til f € PCor

(g stadig differentiabel).
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Den fgrste summand er lig med nul, fordi F' og eksponentialfunktionen er

2m-periodiske og dermed
F(m)e ™™ = F(—m)e *(m),
Den anden summand er lig med ikcy(F') som gnsket. O

Seetning 5.42 (Uniform konvergens). Lad f € PCar med co(f) = 0, sa

konvergerer Fourierrekken til F' uniformt mod sumfunktion F.

Bewvis. Da f € PCay, er den ogsé begraenset ved et M € Ry: |f(z)| < M for

alle z. Da den ogsa er integrabel, finder vi at

F(z+A) - \—\/ dt—/xf(t)dt!
:\/x dt\<]/ (1)[dt] < |A|M.

Dvs. funktionen er globalt Lipschitz, og vi kan bruge Seetning til at

konkludere, at Fourierrackken konvergerer punktvist mod F'. Vi vil nu vise,

> len(F

k=—o0

at

er konvergent, og vil medfgre (Seetning [5. , at Fourierrackkens konvergens
er uniform. Vi ved fra Bessels ulighed, at > o |ck(F)[* er konvergent,
men det medfgrer generelt ikke, at Zi‘i_oo |k (F)| er konvergent (f.eks hvis
lcx(F)| = ). Men fordi F(z = [y f(t)dt kan vi bruge Bessels ulighed pa
f 1 stedet og finder, at Zszoo lex(f)|? er konvergent. Ifglge Lemma m
geelder at

ek (f) = ikeg(F) Vk e Z, k #0.

Ved brug af den geometrisk-aritmetiske ulighed (vab < 2 ) finder vi at
1 1/ 1
F)|=+—
(P = () < 5 (s +aOF )
for k£ # 0. Sammenligningskriteriet for rackker, og det faktum, at bade

k_foo T 0og
D

> len(HP

k=—o00

er konvergente rackker, medforer at > ;2 |ci(F)| er konvergent. O
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Dette afslutter vores undersggelse af uniform konvergens og Fourierraek-

ker mere generelt.
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Kapitel 6

Metriske rum

I dette sidste afsnit af kurset samler vi vores forskellige emner under ét tag,
som hedder metriske rum. Et metrisk rum (M, d) er en maengde M udstyret
med en metrik (afstandsfunktion) d, som associerer en afstand d(x,y) > 0

til enhvert par af to punkter x og y i M.

Udgangspunktet for vores undersggelse er observationen, at bade talfglger
og funktionsfglger kan betragtes som fglger af punkter i metriske rum. I
tilfzeldet med talfglger, er maengden givet ved de reelle tal (M = R), som vi
udstyrer med metrikken d;(z,y) := |z — y|. I tilfeeldet med funktionsfelger
udstyrer vi maengden af begraensede funktioner B med metrikken doo(f, g) :=
l|f = glloo, hvor || - ||oo er den uniforme norm. Vi skal ogsa se pa helt nye

metriske rum og se, blandt andet, at meengden af facebook-deltagere udstyret

151
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med afstanden

0 z=y
1 x og y er facebook-venner
2 x og y er ikke facebook-venner,

men de har en feelles facebook-ven
dfacebook (T,Y) = $ 3z og y er ikke facebook-venner,
og har heller ikke en feelles facebook-ven,
men x har en facebook-ven,

som har en felles facebook-ven med y

er et metrisk rum.

Vi vil leegge vaegt pa at forstad vores tidligere resultater, f.eks. fuldsteen-
dighed, Cauchy-falger og uniform konvergens, i den nye ramme og diskutere
koncepter som Cauchy-fuldsteendighed og Banachrum.

Vi afslutter studiet af metriske rum ved at undersgge seerlige delmaengder.
Koncepterne vi vil mgde, er generaliseringer af abne (a,b) og lukkede [a, b]
intervaller i (R, d;), som leder os mod det vigtige matematiske fagomrade
topologi. I den sammenhaeng vil vi undersgge begreber som indre punkter,
randpunkter osv. Vi vil ogsd udvikle vores forstaelse af maengder i metriske

rum ved introduktion af det vigtige begreb kompakthed.

6.1 Metriske rum og normerede vektorrum

Vi starter med at definerere, hvad et metrisk rum er og betragter derefter
i mere detalje en vigtig klasse af eksempler, som kommer fra normerede

vektorrum.

Metriske rum

Definition 6.1 (Metrisk rum). Lad M veere en ikke-tom mengde. Vi siger
at

d:MxM—R
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er en afstandsfunktion (metrik) pi M, sdfremt der for alle x,y,z € M
geelder:

o (positivitet) d(x,y) > 0, med lighed hvis og kun hvis x =y,
o (symmetri) d(z,y) = d(y,z),
o (trekantsulighed) d(x, z) < d(z,y) + d(y, z).

Parret (M,d) kaldes et metrisk rum. Elementerne i mengden M kalder vi

for punkter ¢ rummet.

Bemeerk, at hvis (M, d) er et metrisk rum, og ikke-tom X C M, sa er
(X, d) ogsa et metrisk rum. (Mere preaecist skulle vi skrive (X, dx), hvor dx
er d indskraenket til X.

Eksempel 6.2 (talrum). Lad x,y € C og definer di(x,y) = |x — y|, sd er
dy en metrik pi C (og dermed ogsi pa R og Q), da den opfylder:

o (positivitet) di(x,y) = |z —y| > 0 med lighed hvis og kun hvis x = y.

o (symmetri) d(z,y) = | — 9] = ly — o] = da (3)

e (trekantsulighed) dy(x, z) = |z—z| < |x—y|+|y—z| = di(z, y)+di(y, 2).
Dermed er (Q,dy), (R,dy) og (C,dy) tre metriske rum.

Eksempel 6.3 (arctan). Lad x,y € R og definer dayctan(z,y) = | arctan x —

arctany|, si er dayctan €n metrik pa R, da den opfylder:

o (ikke-negativitet) darctan(z,y) = |arctanx — arctany| > 0, med lighed

hvis og kun hvis ©x =y,

o (symmetri) darctan(2,y) = | arctan x—arctan y| = | arctan y—arctan x| =

darctan (y, {L') ;

o (trekantsulighed)

darctan (T, 2) = |arctan x — arctan z|

< |arctan x — arctan y| + | arctan y — arctan z|

= darctan (l‘, y) + darctan(y, Z)'
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Dermed er (R, dayctan) €t metrisk rum. Bemerk, at afstanden mellem x og y
altid er mindre end w. Grafen viser arctan-funktionen med angivelse af linien
y==x3.

-
10f

05F

-10 -5 [ 5 10

£1.0f

-1.5

Eksempel 6.4 (Funktionsrum). Lad F(R,R) vere mengden af funktioner
f:R—=R. Definer

doo(f59) = [If = glloo,
hvor
| lloo := sup{|f(z)| : # € R}
er den uniforme norm. Lad

B(R,R) :={f € F(R,R) : || f]|cc < 00}

veere meengden af begrensede funktioner. Da er (B(R,R), dw) et metrisk rum,
da for alle f, g, h:

o (ikke-negativitet) doo(f,9) = ||f — gllcc = 0 med lighed kun hvis f = g,
o (symmetri) doo(f, 9) = ||f = glloo = [l9 = flloc = doo(9, f),

o (trekantsulighed) doo(f,h) = [|f — hlloc < |[f = Glloc + llg — Plloo =
doo(f,9) + dso(g, h).

Bemeerk, at (F(R,R),dw) ikke er et metrisk rum, da en metrik skal tage
veerdier i R, og da der findes funktioner f (fr f(x) = x) med ||f||cc = 00 0g
dermed ds(f,0) = co.
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Eksempel 6.5 (Diskret metrisk rum). Lad M wvere en mengde og lad for
alle x,y € M:
0 z=y

1 x#y.

daisk(,y) =

Da geelder
o (ikke-negativitet) dqisi(x,y) > 0 og dgise(z,y) = 0 kun hvis © = y.
o (symmetri) dgisk(z,y) = daisk (Y, x)

o (trekantsulighed) daisk(x, z2) < daisk(x,y) + daisk(y, 2), som indses sda-
ledes: hvis dgisk(z,2) = 1 md x veere forskellig fra y eller y ma veere

forskellig fra z.

Vi konkluderer, at (M, dqisk) er et metrisk rum. Bemerk, at selv hvis M har
uendeligt mange elementer, sa er diameteren af M

diam M := sup d(z,y),
T, yeM

aldrig storre end 1.

Eksempel 6.6 (graf). Lad G = (V,E) vere en graf med en mengde af
knuder (vertices) V' og en maengde af kanter (edges) E. En kant forbinder
to knuder, og er altsa givet ved et uordnet par af knuder: e € E er givet ved
e = (z,y) med x # vy, hvor x,y € V. Grafafstanden mellem x and y er givet

ved leengden af den korteste vej, der forbinder x og y. Formelt

dg(z,y) ;== min{n : Iz = zp,x1,...,2, =y

med (xi,xiH) el Vi=0,...,n— 1}

Huis x og y ikke er forbundet, setter vi dg(x,y) := oco. En graf kaldes forbun-
det, hvis alle par af punkter er forbundet med en vej af kanter. I dette tilfeelde
er det nemt at se, at (V,dg) et metrisk rum. Hvis G ikke er forbundet, s er
(V,dg) ikke et metrisk rum, da afstanden nogle gange bliver uendelig.

Hvis knuder er personer pa facebook, og kanterne forbinder venner, sa er
afstanden mellem to (forbundne) personer x ogy pa facebook lig med det antal

personer (+ 1) som er ngdvendig for at forbinde de to (se introduktionen til
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dette kapitel). Linkedin viser faktisk denne distance direkte til brugerne. Huvis
knuderne er matematikere, og kanterne forbinder matematikere, som har en

feelles publikation, og x er matematikeren Paul Erdés, sa er grafafstanden

dmatematik (SL‘, y)

kendt som Erdés-tal af y. Ligesom facebook-distancen, er Erdds-tallet over-
raskende lille (selv mit er kun 3 via Harry Buhrman og Mario Szegedy) hvis

det er endeligt.

Bemeerk, at der er en stor forskel mellem eksemplerne talrum og funk-
tionsrum pa den ene side og diskret metrisk rum og det metriske rum afledt
fra en graf. Forskellen ligger i det, at talrum og funktionsrum har en vektor-
rumstruktur, hvor afstanden er induceret af normen pa vektorrummet. Den-
ne egenskab fgrte ogsa til at vi kunne betragte talrackker og funktionsrsekker
(dette kraever nemlig en sum-struktur). I det fglgende afsnit undersgger vi

sadanne normerede vektorrum i mere detalje.

Normerede vektorrum

Definition 6.7 (Normeret vektorrum). Lad E veere et reelt eller komplekst
vektorrum (addition betegnes med + ). En norm pa vektorrummet er en af-
bildning

-0l B >R,

som opfylder for alle z,y € E, og A € R(C):

o (ikke-negativitet) ||z|| > 0, med lighed hvis og kun hvis x = 0 (nulvek-

toren)
o (skalering) |[Ax|| = |All]x]]
o (trekantsulighed) ||z + y|| < ||z|| + ||y||-
Parret (E,||-||) kaldes for et normeret vektorrum.
Lemma 6.8. Lad (E,||-||) vere et normeret vektorrum. Da er
d(z,y) = ||z = yll

en metrik pa E.
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Beuvis. For alle x,y,z € E geelder:

o (ikke-negativitet) d(z,y) = ||z — y|| > 0, med lighed hvis og kun hvis
x —y = 0 ifglge ikke-negativitetsegenskaben af normen. Dette er akvi-

valent med x = y, da F er et vektorrum.

o (symmetri) d(z,y) = |lz—y|| = [-1{[(=1)(z=y)|| = [[y—=[| = d(y, z),

hvor vi bruger skaleringen af normen

e (trekantsulighed) d(z,z) = ||z — 2|| < ||z — y|| + ||y — 2|| = d(z,y) +

d(y, z), hvor vi bruger trekantsuligheden for normen.

O]

Bemeerk ogsa at metrikken i Lemma opfylder d(z,0) = ||z||. Vi kan

derfor ekstrahere normen fra metrikken.
Eksempel 6.9. Normen pd R er absolutverdifunktionen
|-] :R—=R
og ledte os til afstanden dy(x,y) = |z — y|. Bemerk, at
darctan (T, y) = | arctan  — arctan y|
tkke kommer fra en norm, da
||z]| :== darctan(z,0) = | arctan x|
tkke opfylder skaleringsegenskaben, og derfor gelder generelt

||IL’ - y|| 7£ darctan(xvy)'

Den uniforme norm || - ||eo er dog en norm pa B(R,R). Den diskrete metrik
kommer heller ikke fra en norm pa et vektorrum M af den trivielle grund,
at M ikke behgver veere et vektorrum. Pa lignende made ser vi, at (V,dg)
heller ikke kommer fra et normeret vektorrum, da punktmengden V. mangler

en addition pa V' og derfor ikke er et vektorrum.

Bemaerk, at normerne pa vektorrum ikke er unikke. Som det fglgende ek-
sempel viser, kan vi indfgre flere naturlige normer pa de endelig-dimensionelle

vektorrum R4 og C?.
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Lemma 6.10 (R? og C%). De folgende tre er normer pi vektorrummet R%
(Cl) (Her er x = (x1,...,24)):

d
o (t-norm) lfelh = T, Jz]
o (2-norm eller euklidisk norm) ||z||2 = Z?:l |22
o (co-norm eller sup-norm) ||z||ec = max{|z1],...,|z4|}

Bemeerk, at alle tre normer er lig med absolutvaerdien, hvis d = 1. Faktisk
er enhver norm pa R en positiv skalering af absolutveerdien. Kan du vise

dette?

Bevis. Alle tre er ikke-negative ifplge absolutveerdiens egenskaber og ogsa lig

med nul, hvis og kun hvis x = 0. Vi starter med at verificere skaleringsegen-

skaberne
d d
Al =" sl =Y [l = (Al [|2]a
j=1 j=1
[|AZ||oo = max{|A\z1],..., | \xq|}
= max{|Al[z1],..., [Al|zal}
= [Amax{[z1],..., zal} = [A] |2/

d d d
Xl = [ D gl = ARl = AL | Dl = AL ]l
j=1 j=1 j=1

Til sidst verificerer vi trekantsuligheden:

d d
e +ylh =D laj +y5l < D lagl + lysl =zl + llylla.

= =1
|2 4+ ylloo = max{|z1 +y1],. .., |vq + yal}
< max{|z1|+ |y1],- .., |za| + |yal}
< max{|z1],. .., |zql} +max{|yi], ..., |yal}

= [|2]loc +[lyloo
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Den euklidiske norm kommer fra det indre produktﬂ
d
)= Z Ty
j=1

og opfylder trekantsuligheden pa grund af Cauchy-Schwarz uligheden for det

indre produkt (se lineser algebra)

{2, 9)| < V(@ 2){y,9),

da
lo+ylff = (z+y,2+y)
= (z,2) + (4, 9) + (2, 9) + (y,2)
< (z, ) + (y,y) + 2[(z, y)|
< () + (y,y) + 2V (2, 2)(y, )
= (ll=[l2 + llyll2)*.
Vi har dermed vist, at alle tre er normer pa R% og C¢. O

l|z||1 og ||x||2 er del af familien af p-normer (p > 1)
P
llellp = | D lasl |
j=1
0g ||z||c kan opnas ved at lade p g& mod uendelig
Tim [zl = [Jel |

Vi kan desveerre ikke vise i dette kursus, at ||z||, er normer for alle p > 1,
da man i stedet for trekantsuligheden har brug for den sveaerere Minkowski-

ulighed.

Lemma 6.11 (Funktionsrum). Lad A = [a,b] C R vere et lukket interval.
Lad F = F(A,R) vere mengden af funktioner f : A — R og definer

[ lloo = sup{[f(z)[ : x € A} = 0.

De folgende tre er normerede reelle vektorrum:

!Generelt geelder at et indre product inducerer en norm.
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e B=B(A,R):={f €F: f begreenset }
e C=C(AR) :={f €F: f kontinuert }
o C'=CYA,R):={f €F: f kontinuert differentiabel },

Beuvis. Det er ikke sveert at verificere, at alle tre rum er reelle vektorrum:

[|flloc = ||f]l00,4 €r en norm pa B(A,R), da

[|fllooc = sup{|f(z)| :x € A} >0

med lighed kun hvis f(x) = 0 for alle x, og fordi || f||oc < o0 for alle begraen-

sede funktioner. Normen opfylder skaleringskravet, da

IMlloo = sup{[Af(2)| : x € A} = [A[sup{[f(2)] : z € A} = [A][|]]oo-
Trekantsuligheden fglger, da
1S + glloo = sup{[f(z) + g(z)[ : © € A}
< sup{|f () + |g(x)| : = € A}
< sup{|f(z)| : z € [a,b]} + sup{lg(z)| : x € A}
= [ lloo + [lglco-

Den er selvfglgelig ogsa en norm pa de andre to rum, da
C'CCCB.
Derfor er (B, || ||s); (C, || |loo) 0g (CL,]]+||oo) tre normerede vektorrum. [l

Pa C! er det naturligt at indfgre en lidt staerkere norm:

1 f oot = l1£1loo + I1f lloe-

Normegenskaberne er nemme at verificere.
Man kan ogsé indfgre lidt svagere normer pa C([a, b],R): 1- og 2-normen

er givet ved )
171l = [ £
og
b
1£]l2 = /If(a:)Pd:c.



6.2. PUNKTFOLGER, KONVERGENS OG FULDSTANDIGHED 161

Bemeerk, at normaliseringen er anderledes end i afsnittet om Fourierraekker.

Mere generelt, kan man indfgre p-normer (med Lebesgue-integral)

Il = (| b rf<:c>|pda:)’l’ |

som fgrer til konceptet LP rum
LP(A,R) :={f € F(A,R) : || fl[ < oo}

Man kan ogsé betragte rum af stykvis kontinuerte (PC) eller stykvis kon-
tinuert differentiable (PC!) funktioner, som er lidt stgrre end henholdsvis de
kontinuerte C eller kontinuert differentiable C!, eller komplekse funktions-
rum. 2-normen kommer fra et indre produkt, som vi havde vi set pa rummet

PCy; = PC([—m, 7], C) i sammenheeng med Fourierraekker (Bessels ulighed).

6.2 Punktfglger, konvergens og fuldstaendighed

Vi vil nu se pa konvergenegenskaber i metriske rum. Til dette formal in-
troducerer vi punktfplger (som generaliserer talfglger og funktionsfolger) og

indforer begrebet Cauchy-fuldsteendighed.

Punktfglger og konvergens Begreberne talfglge og funktionsfglge gene-

raliserer til punktfplge i generelle metriske rum.

Definition 6.12 (Punktfplge). Lad (M, d) vere et metrisk rum, og x, € M
for alle n € N. Vi kalder

{xn}nEN X1,22,X3,...
en punktfolge ¢ (M, d).

Eksempel 6.13. En punktfolge i (R,dy), hvor di(z,y) = |z — y|, er en reel
talfolge, som vi har set pa i starten af kurset. En punktfolge i (C,dy) er en
kompleks talfolge.

Eksempel 6.14. En punktfolge i (B, ds), hvor d(f,9) = ||f — 9lle er

afstanden, som kommer fra den uniforme norm, er en funktionsfolge.
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Afstandsfunktionen i det metriske rum giver os en mulighed for at tale

om konvergensegenskaber af punktfglger.

Definition 6.15 (Konvergens). Lad {z,}nen vere en punktfolge i et metrisk
rum (M,d). Vi siger, at folgen konvergerer mod x € M, hvis der for alle
€ >0, findes et N € N, sddan at for allen > N:

d(xn, ) < €.

I sd fald skriver vi:

lim z, = x.
n—oo

Vi siger, at folgen konvergerer, hvis der findes et © € M, sddan at

lim z, = x.
n—oo

Eksempel 6.16 (Talfplge). At en punktfolge {xn}nen @ (R,d1), hvor

di(z,y) = |z =y,

konvergerer mod x, betyder, at den reelle talfslge {xy}tnen konvergerer mod

x som definieret i Kapitel[]

Eksempel 6.17 (Funktionsfolge). En punktfolge {fn}nen @ (C([a,b]),do),
hvor deo(f, g) = ||f —9lleo, er en folge af kontinuerte funktioner. Punktfslgen
{fn}nen konvergerer mod punktet f, hvis funktionsfolgen { fn }nen konverge-

rer uniformt mod funktionen f.

Definition 6.18 (Forteetningspunkt). Lad (M, d) vere et metrisk rum. x €
M er et fortaetningspunkt for punktfolgen {xy}nen, hvis der for alle € > 0,

der findes uendeligt mange n € N med
d(x,z,) < €.

Definition 6.19 (Delfplge). Lad (M,d) veere et metrisk rum, {Tn}nen en
punktfolge og {ny}ren en strengt voksende folge af naturlige tal. Da kaldes
(g then en delfolge af {2, }nen.
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Eksempel 6.20 (Funktionsdelfplge). Vi har tidligere set pd delfolger af tal-
folger, men ikke sda meget pa delfslger of funktionsfolger. Huvis vi opfatter en
talfolge som en folge af konstante funktioner

fn(@) = an,

finder vi selvfolgelig eksempler pa funktionsfolger, som ikke er konvergente,

men som har konvergente delfslger. Et mere interessant eksempel er
fn(z) =sin((—1)"z) = (—1)"sinx.

Funktionsfolgen er ikke konvergent, men har { for }ren som konstant (og der-

med konvergent) delfplge, da
for(x) = (=1)*sinz = sinz.
Folgende lemma bevises som for (R, dy).

Lemma 6.21. En folge {x}nen @ et metrisk rum (M, d) har punktet a € M
som fortetningspunkt, hvis og kun hvis der findes delfslge som konvergerer

mod a.

Eksempel 6.22. Betragt det normerede vektorrum (B,|| - ||oo). Bemeerk, at
funktionsfolgen { fn}nen givet ved

fn(x) =sin((—=1)"z) = (—1)"sinx

har sinz og —sinz som fortetningspunkter med {fon}tnen 09 {fan—1}nen

som uniformt konvergente delfslger.
Pa samme méde generaliseres begrebet Cauchy-fglger til metriske rum.

Definition 6.23 (Cauchy). Lad {xy,}nen vere en punktfolge i et metrisk
rum (M,d). Vi siger, at punktfolgen er en Cauchy-folge, hvis der, for alle
€ > 0, findes et N, sdledes at for alle n,m > N gelder:

d(xn, Tm) < €.

Fglgende tre lemmaer er generaliseringer af Lemma [1.48] Lemma og
Lemma Bevisene folger umiddelbart ved at erstatte |z — y| med d(x,y)

fra de gamle beviser. Vi giver her kun det tredje bevis.
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Lemma 6.24. Lad {xy,}nen vere en konvergent folge i et metrisk rum (M, d)
med grensepunkt © € M. Da er enhver delfolge af {xy}nen konvergent med
grensepunkt x. Specielt har en konvergent folge sit greensepunkt som eneste

fortetningspunkt.

Lemma 6.25. Lad {zp}nen vere en Cauchy-folge i et metrisk rum (M, d),
og antag, at den har en konvergent delfolge. Da er {xy}nen konvergent. Spe-
cielt har en Cauchy-folge hgjst et fortetningspunkt, og hvis den har et, da er

den konvergent.

Lemma 6.26. Enhver konvergent punktfolge {xy }nen i et metrisk rum (M, d)
er en Cauchy-folge.

Bewvis. lim,, o x,, = x betyder at for alle € > 0, findes der et IV, sddan at
for alle n > N:

€
d(xn, ) < 2

Lad nu ogsa m > N, ved hjeelp af trekantsuligheden finder vi
€ €
d(a;n,arm) < d(l’n, .%') + d(l’,(lﬁm) < 5 + 5 =€
O

Eksempel 6.27. Lad f, vere givet ved Dirichlets kerne (cf Eksempel@

Funktionsfolgen { fn}nen er ikke konvergent i (C([—m,7]),dx), da den ikke
er Cauchy:

[ Dn, — DTZ—ngo = |len + e—ano
= [|2cos(n - 7|2,

= 2.

Den fglgende definition giver en méade at se pa fuldsteendighed, som er

alternativ til Dedekind-fuldsteendighed.

Definition 6.28 (Cauchy-fuldstendighed). Et metrisk rum (M,d) kaldes
Cauchy-fuldsteendigt, sdfremt enhver Cauchy-folge er konvergent.
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Med andre ord siger vi, at et rum er fuldsteendigt, hvis udsagnet i Seetning
geelder. Dette faenomen, at en saetning bliver til en definition, ses ofte
i matematikken og illustrerer pointen at ssetninger sjeeldent er slutpunkter i
en matematisk udvikling, men ofte markerer en ny begyndelse grundet i en

dybere forstaelse af emnet.

Eksempel 6.29 (talrum). I starten af kurset havde vi vist (Scetning[1.66]), at
(R,d1) og (C,dy) er et Cauchy-fuldstendigt metriske rum og bemeerkede ogsa,
at (Q,dy) ikke er et Cauchy-fuldstendigt rum. Bemerk specielt, at Dedekind-
fuldstendighed af R medforer dets Cauchy-fuldstendighed.

Graferne illustrerer de rationelle, de reelle tal og de komplekse tal og

indikerer \/2:

6 5 4 3 8 5 7 9 @
1 s4 3 M™% 53 45 2
654‘3 8 5 7 9 R
1 s4 3V2 2 53 4% 2
R
2 -
V2
1L
L | | | | \|R

Denne nye definition af fuldsteendighed, forer til en made at fuldsteen-
digggre et ikke-fuldsteendigt metrisk rum ved at sige, at hvert punkt i fuld-
steendigggrelsen er repraesenteret ved en Cauchy-fglge.

Specielt opnar vi en alternativ made at fuldsteendigggre de rationelle tal.
I stedet for at repraesentere et reelt tal ved et Dedekind-snit, bliver et reelt tal

repraesenteret ved en Cauchy-folge. /2 kan dermed forstas som repraesenteret
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af den rationelle talfglge

3 17 LY
- =15 —~1416...,—
5 12 0 " 408

R 1.414215. ..
2

som vi havde konstrueret ved hjelp af Newtons metode.
Som vi har set tidligere, er mange af vores eksempler oprindeligt norme-

rede vektorrum. Vi definerer derfor

Definition 6.30 (Banachrum). Et normeret vektorrum kaldes et Bana-

chrum, hvis det tilhgrende metriske rum er Cauchy-fuldstendigt.

Eksempel 6.31 (R? eller C%). Udstyret med 1-normen, 2-normen eller co-
normen bliver R4 og C¢ Banachrum: Man kan ¢d fra fuldstendighed af R til

RY pd samme made, som vi gik fra R til C(= R?).

Seetning 6.32 (Funktionsrum). De folgende tre rum er Banachrum:
e (Bla, 0], [[ - [lo0)
e (Cla, bl ] - [[oo)
o (Cla, 0L, [If1), hvor [If1] := 1| flloc + /']l

Bevis. Vistarter med at vise, at B([a, b], R) er fuldsteendigt. Lad { fy, }nen vee-
re en Cauchy-fglge af begreensede funktioner. Ved hjeelp af Cauchy-kriteriet
for uniform konvergens (Seetning [3.12)) ser vi, at konvergensen er uniform,

dvs. for alle € > 0, findes der et N € N, sadan at for alle n > N gelder at

||fn_f||oo <e

Specielt findes der et NV, sddan at

||fN 7fHoo <e

Lad nu e = 1. Vi ser nu, at f er begraenset, da der findes et IV, sadan at

[[flloo = [If = fn + [Nl SIf = FNlloo + I fN]oo < [N ]loo + 1,

og da || fn]|| er begreenset. Vi konkluderer, at enhver Cauchy-fglge af begraen-
sede funktioner konvergerer uniformt mod en begreenset funktion. B([a, b], R)

er dermed Cauchy-fuldstaendigt.
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For at vise, at (C([a,b]),|| - ||co) er fuldsteendigt, er det tilstraekkeligt,
at vise, at greensefunktionen er kontinuert, hvis funktionsfglgen bestar af
kontinuerte funktioner (da alle andre udsagn fglger fra det forste bevis). Men
dette er sandt, da en uniformt konvergent folge af kontinuerte funktioner
konvergerer mod en kontinuert funktion. I vores nye sprog betyder det, at vi
har vist, at en Cauchy-fglge i C konvergerer i C. Dermed er C udstyret med
den uniforme norm Cauchy-fuldsteendigt.

Et lignende argument holder i det tredje tilfaelde. O

6.3 Delmangder og topologi

For at forsta strukturen af et metrisk rum vil vi nu undersgge delmaengder
af punkter i et metrisk rum. Vi vil mgde generaliseringer af dbne (a,b) og
lukkede [a,b] intervaller ved hjeelp af generaliseringer af kugler. I den for-
bindelse vil vi ogsa undersgge indre punkter x € (a,b), randpunkter, som
kan ligge inde i eller udenfor maengderne (a € [a, ] eller a € (a,b)), og andre
typer af punkter. Vi vil ogsa generalisere de begreensede maengder og udvikle

vores forstaelse af metriske rum ved introduktion af kompakte meaengder.

Kugler og begraensede mangder

Definition 6.33 (Kugle). Lad (M,d) veere et metrisk rum, a € M ogr > 0.
Vi siger, at

K(a,r) :={z:d(a,z) <r}

er kuglen med radius » omkring punktet a. Hvis r = 1, kalder vi kuglen for

enhedskuglen omkring a.

Definition 6.34 (Diameter og begraenset meengde). Lad (M,d) vere et
metrisk rum, og A C M. Vi siger, at

diam A := sup{d(z,y) : z,y € A}
er diameteren af A. Hvis diam A < oo, siger vi, at A er begraenset.

Bemaerk det strenge ulighedstegn i definitionen, og at kuglerne ligger i
hinanden, da
K(a,r) C K(a,r2)
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for alle r1 < rs.

Eksempel 6.35 (R?). Betragt de tre metriske rum (R?,dy), (R?,d2), (R%, dwo).

De tilsvarende enhedskugler omkring nulpunktet er givet ved:
K1(0,1) := {z « [|lz[lh <1},
K5(0,1) :=A{z: ||z|]2 < 1},
Koo(0,1) :={z: ||z]|eo < 1},

og er plottet i de folgende grafer.

Il Il Il

N
N

K1(0,1) C K»(0,1) C Koo (0,1)

W

Vi ser, at

hvilket kan fortolkes ved at sige, at ||z||oo er en svagere norm pd rummet
end ||z||2, som igen er svagere end ||x||1. Bemerk, at R? ogsd kan forstds
som C uden multiplikativ struktur. Generaliseringen til R folger umiddelbart.
Bemcerk ogsd, at kuglerne er ens pa R, da afstanden i det tilfeelde er lig med
absolutveerdien af differensen. Hvordan ser kuglerne ud, hvis vi ser pd R

udstyret med arctan afstanden?

Eksempel 6.36 (Funktionsrum). Betragt (C([0,1]),d1), (C(]0,1]),d2) og
(C([0,1]),dxo). De tilsvarende enhedskugler omkring nulpunktet er givet ved

K1(0,1) :=={f - [If[[y < 1}

K3(0,1) :=={f : [Ifll2 <1}
Koo(0,1) :={f : [[flleo <1}

Denne gang er inklusionerne omvendte

Koo(0,1) C K»(0,1) C K1(0,1).
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Inklusionerne er strenge, da der, for € > O tilstreekkeligt lille, geelder at
f@) =2 -z
ligger i K1(0,1), men ikke i K2(0,1), og
fa) = V2 -0
ligger i K9(0,1), men ikke i K (0,1). Selvfolgelig ligger
fla)=1

1 alle tre rum. Grafen illustrerer funktionerne for e = 0.

f(x)

20k

1.0k

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Det er vigtigt at forsta, at (C([0,1]),d1) er uendelig-dimensionelt, og at

det er derfor ikke muligt at tegne kuglerne i en graf.

Eksempel 6.37 (Diskret metrisk rum). I et diskret metrisk rum (M,d)
er kuglerne lidt underlige, da de enten bestdr af et enkelt punkt, eller hele
rummet:

{a} r<l

M r>1

K(a,r) =

Abne og afsluttede maengder Vi bruger nu kuglerne til at definere, hvad
en aben meengde er, og hvordan man afslutter en meengde. Vi begynder med

at definere nogle punkter i forhold til en given meengde.
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Definition 6.38 (Punkter). Lad x € M og A C M. Vi siger, at

e z er et indre punkt for A, hvis 3r > 0: K(z,r) C A

e x er et ydre punkt for A, hvis 3r > 0: K(z,r)NA =10

e x er et randpunkt for A, hvis det hverken er et indre eller ydre punkt

for A

e x er et kontaktpunkt for A, hvis Vr > 0: K(xz,7) N A # 0, dvs. hvis x

tkke er et ydre punkt for A.

Definition 6.39 (Det indre, randen, afslutningen, komplementeermaeng-

den). Lad A C M. Vi siger, at

A°:={z € M :z indre punkt for A} er det indre af A

e 0A:={x € M : x randpunkt for A} er randen af A

o A:={x € M :z kontaktpunkt for A} er afslutningen af A.

tet) til A.

A®:={x € M :x ¢ A} er komplementaermaengden (eller komplemen-

Det er en god gvelse at tjekke, at disse begreber stemmer overens med

vores terminologi fra talrummet (R, d;). Specielt, hvis A = (a, b] er det hal-

vabne interval (a < b), sa er A°

(a,b), A = {a,b} og A = [a,b]. Dette

generaliserer pa en naturlig méde til hgjere dimensioner, som fglgende ek-

sempel viser.

Eksempel 6.40 ((R% dy)). Lad A = K((1,1),1) vere kuglen med radius 1
omkring punktet (1,1). Figuerne viser A, A°, OA, A og A°.

Lad A = K((1,1),1) vere afslutningen af kuglen af radius 1 omkring
punktet (1,1). Graferne viser A, A°, A, A og A°.
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Folgende eksempler er mere overraskende og illustrerer samtidigt, at man
skal veere forsigtig med at bestemme f.eks. det indre og afslutningen af en

meengde.

Eksempel 6.41 (diskret metrisk rum). I et diskret metrisk rum (M, dgisk)
og i en mengde A C M er alle punkter indre punkter og der findes ikke

nogen randpunkter.

Eksempel 6.42 (Q C R). Lad (R,dy) vere vores metriske rum, og A = Q.
Da er

A° =0,0A =R, A =R, A° =R\Q.

Vi er nu klar til at definere abne og afsluttede meengder og se péa deres

relationer.

Definition 6.43 (aben, afsluttet). Lad A C M. Vi siger, at
o A er dben, hvis A = A°.
o A er afsluttet (lukket), hvis A = A.

Seetning 6.44 (dualitet). Lad (M,d) veere et metrisk rum, og lad A C M.
Sa geelder, at

o A er afsluttet, hvis og kun hvis A° er dben.
o A er dben, hvis og kun hvis A er afsluttet.

Bevis. Det er tilstreekkeligt at vise den fgrste pastand, da vi kan bruge den
forste pastand pa B = A€ og finde at

e B = A€ er afsluttet, hvis og kun hvis B¢ = (A°)¢ = A er aben.
For at vise den fgrste pastand, bemeerk, at

(A)° = (A%
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Hvis A er afsluttet, dvs. A = A, gaelder
A° = (A = (A%,

og dermed er A€ &ben. Omvendt, hvis A¢ er aben, dvs. (A€)° = A¢, sa geelder
A° = (4 = (A,

hvilket er sckvivalent med
A=A,

og viser dermed, at A er afsluttet. O

Bade definitionen og seetningen illustreres ved vores tidligere grafer. Be-

meerk fglgende vigtige eksempel.

Eksempel 6.45. Lad (M,d) vere et metrisk rum. Da er M og () bide dbne
og afsluttede: | er lig med sit indre og sin afslutning og dermed bide afsluttet
og daben. M er komplementermengden af O og er dermed (Setning

0gsd dben og afsluttet.

Vi er nu klar til at se pa alle &bne maengder pa en gang og pa denne made
undersgge topologiske egenskaber af metriske rum, dvs. egenskaber som er

uaendrede ved kontinuerte deformationer.

Definition 6.46 (Systemet af abne meengder). Lad (M,d) vere et metrisk
rum. Da kaldes

G:={A: A dbeni (M,d)}

for systemet af abne mengder. Et begreb, som kun afhenger af systemet af
abne meengder kaldes for et topologisk begreb. To metrikker d og d' pd M

kaldes ekvivalente, hvis de tilhgrende systemer af Gbne mengder er identiske.

Lemma 6.47. Begreberne aben og afsluttet er topologiske begreber. Begrebet
begreenset er ikke et topologisk begreb.

Beuvis. Det er abenlyst, at begrebet aben kun er afheengigt af systemet af
abne maengder. Da en maengde er afsluttet, hvis og kun hvis komplementzer-
maengden er aben (Lemma , ser vi, at ogsa dette begreb kun athsenger
af systemet af abne meengder. At begrebet begreenset ikke er et topologisk
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begreb, ses ved at systemet af abne meengder i (R, d;) er identisk med syste-
met af abne maengder i (R, darctan), men at alle maengder i den sidstnaevnte

er begraensede, hvorimod maengden R ikke er begreenset i (R, dy). O

Kompakte mangder Mange gange, nar man har brug for en nem meeng-
de i R, tager man et lukket interval [a,b]. Overvej f.eks. hvorfor funktions-
maengden C([a,b]) er nemmere’ end C((a,b)) eller C(R). I denne sektion
skal vi udvide konceptet lukket interval til generelle metriske rum. [a,b] i

(R,d) er et eksempel pa en sekventiel kompakt maengde:

Definition 6.48. Lad (M,d) vere et metrisk rum og A C M. A er se-
kventielt kompakt (eller folge-kompakt), hvis enhver punktfolge i A har et
fortetningspunkt i A. (Specielt er A =0 sekventiel kompakt).

Vi skal senere hen se, at sekventiel kompakthed er et topologisk begreb
(Seetning [6.53)).

Folgende lemma vil vi nok forvente ud fra vores eksempel [a, b].

Lemma 6.49. Lad (M,d) veere et metrisk rum, og A C M en sekventielt
kompakt delmengde. Da er A afsluttet og begrenset.

Bevis. Da A er sekventiel kompakt, har enhver punktfolge {x, }nen 1 A et
forteetningspunkt ifglge definitionen. Hvis A ikke er afsluttet, findes der et
x € A\A. Det er nemt at se, at der findes en punktfolge {z, }nen i 4, sadan
at lim,, oo £ = . Dvs. z er den unikke fortaetningspunkt for punktfelgen,
men ifglge antagelsen ligger x i A, hvilket er et modstrid. A mé& derfor veere
afsluttet.

A ubegraenset betyder, at

diam A = sup{d(z,y) : z,y € A} = 0.

Det medfgrer, at der findes en punktfolge {z,, }nen med d(xy,, x1) > n. Ellers
vil der findes R > 0, s at d(z,z1) < Rfor allex € A, men sa er diam A < 2R
ved trekantsuligheden.

Sadan en fglge har ikke noget forteetningspunkt, da der for alle x med
d(z,z1) < N — 1 gaelder, at

d(z,zy) > d(xp, 1) —d(x1,2) >n—(N—-1)>1
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for alle n > N. Dermed kan
d(z,z,) <1

geelde for hgjst endelig mange n og = kan derfor ikke veaere et forteetnings-

punkt. Da N var arbitreert, geelder dette udsagn for alle x. O

Intuitionen fra [a, b] vil lede os til at spekulere péa, om det omvendte ud-
sagn ogsa galder, altsd om enhver afsluttet og begraenset meengde er kom-

pakt. Dette er ikke altid rigtigt, som folgende eksempel viser.

Eksempel 6.50. Lad (M, d) veere et diskret metrisk rum med uendeligt man-
ge punkter. M er en begreenset mengde, da d(x,y) < 1 for alle z,y € M og
0gsa afsluttet, da M altid er afsluttet. Til gengeeld er M ikke sekventiel kom-
pakt, da der findes en punktfolge {xy}nen med xp, # Ty, for alle m # n, og
dermed d(xp,x) > 1 for alle pa ner maksimalt et punkt i rummet. {x,}nen

har derfor intet fortetningspunkt, og M er ikke sekventiel kompakt.

Men i tilfeeldet af RY kan vi redde situationen. Beviset er naesten det

samme som for den komplekse Bolzano-Weierstrass Seetning (Seetning [1.55]).

Szetning 6.51 (Heine-Borel). Lad (R?, dy) veere et Buklidisk rum og A C R?
en delmengde. Da er A sekventiel kompakt hvis og kun hvis A er afsluttet og

begrenset.

Bevis. = er indholdet i Lemma [6.49]
<: Hvis A er begreenset er enhver punktfolge {z,},en begreenset. Hvis vi
skriver @, = (a1, 22,...,2%), er ogsa talfglgen af koordinaterne {a7 }nen

begrzenset for hvert j, da
) ? <Dl * = |l=]5.
i=1

Ifglge Seetning har {z!},en en konvergent delfglge i (R, ds):

lim z) , =z’
n'—oo

Vi ser nu pa punktfolgen {z, , }nen 0og gentager det samme argument med

den anden koordinatfglge og finder en delfglge {a:?ln, , IneN, sadan at

lim 2 , = z?.
n''—o0 non
n
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Bemeerk, at

lim z} =zl
' oo !y,
n

Vi fortsaetter pa den made og finder en delfplge {xy, }ren, sadan at

lim 2z} =z!
k—oo Tk
lim 22 =22
kooo 'k
lim 2¢ = ¢
kooo 'k
Dvs.
lim z,, =z:= (:Ul,x2, .. .,acd).

k—o00
Da A er afsluttet, ligger i A, og vi har dermed fundet en konvergent delfglge,
og dermed et forteetningspunkt for hver punktfglge. A er dermed sekventielt
kompakt. O

Vi afslutter kurset med denne vigtige satning, som karakteriserer de
sekventiel kompakte maengder ved hjzlp af systemet af abne maengder. For

vi kan formulere saetningen, definerer vi:

Definition 6.52. Lad (M,d) vere et metrisk rum, A C M, og A; dbne
mengder med i € I. Vi siger at {A;}ier er en aben overdaekning af A,
hvis A C |J
A C ey Ai, siger vi, at den abne overdekning kan udtyndes til en endelig

ier Ai- Hvis der findes en endelig delmengde J C I, sadan at

en.

Seetning 6.53 (Overdaekningssaetningen). Lad (M, d) vere et metrisk rum
og A C M en delmengde. Da er A sekventiel kompakt, hvis og kun hvis

enhver daben overdekning af A kan udtyndes til en endelig overdekning.

Bewis. Vi viser forst, at hvis enhver aben overdaekning af A kan udtyndes til
en endelig en, s& ma A veere sekventiel kompakt. Antag at A ikke er sekventiel
kompakt, dvs., antag at der findes en punktfolge {z, }nen i A som ikke har
noget forteetningspunkt i A. For hvert y € A, findes der derfor en radius
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ry > 0, sadan at kuglen K (y,r,) kun indeholder endeligt mange punkter af

fglgen. Bemeerk, at foreningsmeaengden

U K(y,ry)

y €A
indeholder A og at dermed {K(y,7y)}yeca er en aben overdakning af A.
Denne overdaekning kan ikke udtyndes til en endelig overdeekning: hver kug-
le indeholder nemlig kun endelig mange led i punktfglgen, og en endelig
mangde af disse kugler kan derfor ikke indeholde hele punktfglgen (og der-
med ikke overdackke A). Vi har derfor konstrueret en aben overdackning som
ikke kunne udtyndes til en endelig overdaekning.

Vi vil nu vise, at A er sekventiel kompakt medfgrer, at enhver &ben over-
dackning kan udtyndes til en endelig en. Antag at A er sekventiel kompakt
og lad {G;}icr veere en aben overdeekning af A. Vi skal nu konstruere en
endeligt udtynding af A. Hvis A = () kan vi udtynde ned til en tom (eller
faktisk en vilkirlig endelig) overdaekning, si lad os antage at A # ().

Vi viser fgrst, at vi kan finde en radius s > 0, sadan at enhver kug-
le K(x,s), hvor x € A, er indeholdt i en af meengderne i overdaekningen
{G;}icr. Hvis det ikke var tilfeeldet, ville vi kunne finde for hvert n et z,, € A,
sadan at K (x,, %) ikke ligger i nogen af maengderne G;. Da A er sekventiel
kompakt, har {x,}n,en et fortetningspunkt € A. Da {G;}ics er en over-
deekning af A, findes der et i, sddan at z € GG;. Da G; er aben, findes der en
radius r > 0, sddan at kuglen K (x,r) ligger i G;. Da x er forteetningspunkt
kan vi finde et n, sadan at z, € K(z,7/2) og 1/n < r/2. Dette viser at
K(zn,1/n) € K(z,7) C G; i strid med at K(z,, £) ikke ligger i nogen af
meangderne. Vi ved altsa, at der findes et s > 0, sddan at der for hvert x € A
geelder at K (z,s) er indeholdt i en af meengderne G;.

Vi skal nu udtynde den givne abne overdsekning. Lad y; € A. Hvis
A C K(y1,8), sa er A overdaekket af en G, da K(y1,s) er delmaengde af
en G;. Hvis A € K(y1,s), sd veelger vi et punkt yo € A\ K(y1,s). Hvis
A C (K(y1,5) U K(y2,5)), sa har vi fundet den gnskede udtynding. Ellers
fortseetter vi med at finde y3 € A\ (K (y1,5) U K(y2,5)) og sa videre. Enten
ophgrer vores punktfplge efter endelig mange trin (i hvilket tilfselde vi er
feerdige) eller sa ophgrer den ikke. I sidstnaevnte tilfeelde, sa opfylder den
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d(Ym,yn) > s for alle m, n, og kan derfor ikke have noget forteetningspunkt.
Per antagelse er A sekventiel kompakt hvilket forer os til en modsigelse.

Folgen ma derfor veere endelig og vi har fundet en endelig udtynding. O

Seaetningen viser, at begrebet sekventiel kompakthed er af topologisk na-
tur. Som ofte i matematik, giver denne satning anledning til at definere et

nyt begreb, som skal erstatte sekventiel kompakthed.

Definition 6.54. Lad (M,d) vere et metrisk rum, og A C M. Da er A
kompakt, hvis og kun hvis enhver dben overdekning af A kan udtyndes til en

endelig overdekning.
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