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1.1

Kapitel II. Mal- og integralteori
§i.  Indledning

Nar der i dette kapitel tales om integralet af en funktion eller skrives
[ f(x)dz, [ f(z)du(z), [ fdu olign., menes altid et tal, nemlig en graen-
seveerdi for visse summer. Integraltegnet [, indfert af Leibniz (1675), er i
gvrigt afledt af bogstavet S for det latinske ord summa.

For os er et integral saledes, hvad man ogsa kalder et bestemt integral.
Geaengse betegnelser som f; f(z)dz, der skyldes Fourier (1816), vil naturligvis
blive benyttet, nar der er behov for at preecisere integrationsomradet.

Om integralbegrebets udvikling
Fgr Cauchy lod man sig ngje med at sige, hvilke arealer man skulle addere

eller subtrahere for at opna integralet ff f(x)dx af en funktion f : [a,b] — R.

Til tilnsermet beregning af en sadan arealstgrrelse har vel landmalere og
matematikere til alle tider brugt middelsummer

S = Zf(fz’)(%' — Ti-1)



1.2

03] | / y = f(x)
~ [\

meda=x9 <& <x1<...<xi-1 <& <x; <...<x, =b. Cauchy tager
ikke laengere arealstgrrelsen for givet. Han beviser, at hvis f : [a,b] — R er
kontinuert, da findes et tal I, saledes at Ve > 030 > 0 : |S — I| < ¢ for
enhver inddeling med max;(x; —z;—1) < J, og definerer derpa f; f(z)dz som
greenseveerdien I for middelsummerne. (1823).

Riemann definerer f; f(z)dx pa samme made, men for enhver funktion
f :[a,b] = R, hvor middelsummerne har en graensevaerdi. (1854).

Riemann integralet, som det nu kaldes, vil vi dog foretraekke at indfgre
som forst gjort af den franske matematiker Darboux (1873):

Lad f :]a,b] — R veere en begraenset funktion.
Et tal U € R kaldes da en undersum for f, hvis der findes en inddeling
a=20 <11 <...<Ti1<x; <...<xp =0bsamt tal uy,---,u,, hvor

Vo €lxi—1,zi) tui < f(z), i=1,---.,n,

saledes at U = >_"" | wi(w; — x;—1). — Se figur pa side 1.3.

Nedre Riemann integral af f, [ b f(z)dz, defineres nu som gvre graense for
“a

—b
alle undersummer. Qure Riemann integral af f, [ .Jf(@)dz defineres ganske
analogt som nedre graense for alle oversummer.
Idet enhver undersum er mindre eller lig enhver oversum, har man

[ Zf(w)d:c < 7if(w)dfc-



1.3

y = f(x)

N, /o
N4

Hvis der her galder lighedstegn, siges f at veere Riemann integrabel, den

feelles vaerdi kaldes Riemann integralet af f og betegnes f; f(z)dz.

Riemanns integralbegreb har desveerre en alvorlig mangel: De Riemann
integrable funktioner udggr ikke noget velafrundet omrade ved graenseover-

gang.
Eksempelvis kunne man gnske sig bekvemme regler af form

/ol<§:1 Jn(2))dz = nf:l/; fu(2)dz.

Betragt imidlertid for hvert ¢ € Q, 0 < ¢ < 1, funktionen f, : ]0,1] — [0, 00|

givet ved
{ 1 for x =gq
0 for x # q .

Alle funktionerne er Riemann integrable med integralet 0, saledes at

2/01 fo(x)dz =0,

men sum- og integraltegn kan ikke ombyttes; funktionen ; fq er ikke Rie-
mann integrabel. Det er den sakaldte Dirichlet funktion, med veerdi 1 i hvert
rationalt, 0 i hvert irrationalt punkt i intervallet |0, 1] ; gvre Riemann integral
er lig 1, nedre Riemann integral lig 0.
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1.4

Det er imidlertid lykkedes den franske matematiker Lebesgue (Intégrale,
longueur, aire. These. Paris 1902) at indfgre et nyt integralbegreb, der
indfrier alle rimelige forventninger vedrgrende graenseovergang. Lebesgue
integralet blev et afggrende gennembrud, en vaesentlig forudsaetning for den
matematiske analyses udvikling i indeveaerende arhundrede.

Pa dette sted vil vi ngjes med at skitsere, hvordan Lebesgue definerede
integralet af en begraenset funktion f : ]a,b] — R.

Yi
i
Yi—

En Lebesgue middelsum har formen

=1

hvor

Vz €la, bl : yo < f(z) < yn
Yo<m<<y1 <N <...<yi-1 <N <Yy <...<N <Yn
E,={z€la,b] | yi-1 < f(x) <y}, i=1,...,n,

og m(E;) betyder “den samlede laengde” af E;.

Man bemeerker, at der inddeles efter funktionsveerdier.

Lebesgue indfgrte sa integralet f; f(z)dz som den eventuelle graenseveerdi
for middelsummer, svarende til max;(y; — y;—1) — O.
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1.5

Til belysning af forskellen fra Riemanns fremgangsmade giver vi Lebesgue
ordet (Foredrag i Dansk Matematisk Forening, se Matematisk Tidsskrift B
1926, p.54 ff):

... . On peut dire encore que, avec le procédé de Riemann, on essayait de sommer les
valeurs de la fonction en les prenant dans ’ordre ou ils étaient fournis par la variation
de x, on opérait donc comme le ferait un commercant sans méthode qui compterait
pieces et billets au hasard de ’ordre ou ils lui tomberaient sous la main; tandis que
nous opérons comme le commercant méthodique qui dit:

j’al m(E7) pieces de 1 couronne valant 1 - m(E),
j’al m(E2) pieces de 2 couronnes valant 2 - m(Ez),

j’al m(Es3) billets de 5 couronnes valant 5 - m(E3) ,

etc., j’ai donc en tout:
S=1-m(E1)+2-m(E2)+5 -m(E3)+---.

Les deux procédés conduiront, certes, le commercant au méme résultat parceque,
si riche qu’il soit, il n’a qu’un nombre fini de billets & compter; mais pour nous, qui
avons & additionner une infinité de valeurs, la différence entre les deux fagons de faire
est capitale.

Til Lebesgues integraldefinition knytter vi nogle bemaerkninger.

1. Mengderne F; kan veere yderst komplicerede. Dannelsen af Lebesgue
middelsummer forudsaetter derfor et nsermere studium af begrebet “samlet
leengde”, ogsa kaldet Lebesgue mal, for vilde delmaengder af R.

2. Under forudsatning af et tilsvarende hold pa areal, volumen, ... , lige-
ledes kaldet Lebesgue mal, for vilde delmsengder af R?,R3, ... kan Lebesgue
integralet for funktioner af 2, 3 eller flere reelle variable indfgres ganske som
for funktioner af 1 variabel. Ovenfor erstattes blot intervallet |a,b] med
funktionens definitionsmaengde.

3. Teenker man sig en massefordeling pa linien (eller i planen, rummet,. . .)
far man ved at lade m(E;) betyde den samlede masse i E;, men i gvrigt
ga frem som fgr, hvad der kaldes integralet af f med hensyn til den givne
massefordeling. (Johann Radon 1913.) Videre:

4. Det er kun fa, fundamentale egenskaber ved lezengde, areal, volumen,. . .
der benyttes ved definitionen af Lebesgue integralet og ved beviserne ved-
rgrende graenseovergang med dette. Idet man af et mal p i en (abstrakt)
maengde netop kraever disse egenskaber, kan sa hovedtraek af teorien overfgres
til integration med hensyn til et vilkarligt mal. (Maurice Fréchet 1915.)

Neermere om integralbegrebets udvikling kan man leese i I. Pesin: Classical
and modern integration theories (Moskva 1966; Academic Press 1970). Se
ogsa Lebesgues ovennaevnte foredrag samt N. Bourbaki: Eléments d’histoire
des mathématique (Hermann 1960) for kortere oversigter.
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1.6

Her gar vi frem modsat den historiske udvikling, idet vi starter med den
abstrakte mal- og integralteori. (Se 4. ovenfor.) Selv om vi ikke havde an-
det sigte end Lebesgue integralet, ville denne fremgangsmade dog have den
fordel, at hovedtraekkene fremstar klarere, nar teorien er befriet for irrele-
vante forudseetninger. Pa den anden side bgr man stedse have det konkrete
hovedtilfzelde i tankerne: Lebesgue integralet i R*.

Vi vil i gvrigt ikke i detaljer fglge Lebesgue i definitionen af integral,
men benytte en af de mange mulige varianter, der bl.a. tillader os straks at
inddrage ogsa ubegraensede funktioner, defineret f.eks. pa hele R,

En anden fordel ved den abstrakte teori er, at den omfatter grundlaget
for sandsynlighedsregning. En sandsynlighed er et mal med total masse en.
En stokastisk variabel er en malelig afbildning og middelveerdi er integralet
med hensyn til en sandsynlighed.

Lad os slutte denne historiske indledning med at sammenligne talbegrebet
med integralbegrebet.

Til praktiske formal er de rationale tal tilstrackkelige. En regnemaskine
kan kun give os et rationalt facit. Alligevel er det fra et teoretisk synspunkt
fundamentalt at have alle reelle tal til radighed. (En begreenset talmaengde
har et supremum, Cauchy-folger er konvergente).

I praksis mgder man hovedsagelig integralet af kontinuerte funktioner,
eventuelt af stykkevis kontinuerte funktioner. Alligevel er det fra et teoretisk
synspunkt fundamentalt, at kunne integrere en stgrre klasse af funktioner —
de Lebesgue integrable — fordi denne klasse af funktioner er lukket overfor
granseprocesser, der svarer til at en voksende begraenset talfglge er konver-
gent.

At stoppe ved Riemann integralet ville veere som at ngies med en del af
do reelle tal. e

Henri Lebesgue (1875-1941)
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§0. Regning med +c.

0.1. Den udvidede tallinie

Det er undertiden bekvemt at udvide maengden R af reelle tal med to
ekstra elementer, som vi vil betegne oo og —oo.

Vi seetter R = [—00,00] = RU {—00, 00}, (i Mat 1 MA betegnet R*).

Enhver ikke tom mangde A C R har et mindste overtal sup A € R og et
storste undertal inf A € R.

For en talfglge (a,) fra R minder vi om limes superior

limsupa, = limsupa, = inf sup{a, | n > p} € R,
n n— oo p>1

som altsa er graenseveaerdien (=infimum) af den dalende talfplge A, = sup{a,, |

n > p}.
Tilsvarende defineres limes inferior ved

lim inf a,, = liminf a,, = supinf{a, | n > p} € R,
n n—oo pzl

altsa som graensevaerdien (=supremum) af den stigende talfglge 0, = inf{a,, |
n > p}.

SETNING 0.1. En talfslge (a,) fra R er konvergent hvis og kun hvis

liminf a,, = limsup a,,.
n—00 n—00

Beviset henvises til opg. 0.9.

Nar co indgar som led i en sum Y . a;, a; € R men —oo ikke ggr det,
seettes Y | a; = oo.

Nar —oo indgar som led i en sum Z?Zl a;, a; € R, men oo ikke gor det,
settes Y | a; = —o0.

En sum, hvor bade co og —oo indgar som led, tillegges ikke mening. F.eks.
er 0o + (—o0) ikke defineret.

En differens b — a tolkes som b+ (—a). F.eks. er da oo — oo ikke defineret.

Ethvert produkt ab med a,b € R tilleegges en mening, idet vi ssetter

0 (£00) = (£00) -0 =0
c(£o0) = (£o0)c =
c(+o0) = (£oo)e = Foo nar —oo < ¢ < 0.

+00 nar 0 < ¢ < o0,

Multiplikationen i R er da kommutativ og associativ.
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0.2

Der er ikke meget pzent at sige om regneoperationerne i R. T almindelighed
arbejder vi da ogsa i R eller i [0, oo].
Lad os dog til senere brug naevne fglgende regler:

at+tb=c&a=c—b nairbcR oga,ccR
a+b<a+ceb<c nirac€R ogbccR.

0.2. Summer }_,.;

I R, = [0,00] kan og vil vi boltre os, hvad angar multiplikation og iseer
addition. Fgrst bemeerkes, at begge regneoperationer inden for R er kom-
mutative og associative, og at den distributive lov gaelder. Herved vil vi dog
ikke blive staende.

a; med 0 < a; < oo.

Vi definerer summen }_,c ; a; af en vilkarlig familie (a;) e af tal a; € R,
som supremum af alle endelige delsummer, altsa

Zaj:sup Zaj,

Jje€J jer*

hvor supremum tages over alle endelige delmaengder I* af indeksmaengden
J.

Dette er naturligvis kun noget nyt, hvis J er uendelig.

Vi naevner 3 vigtige resultater om summer:
1° Splittes J i (gerne uendelig mange) delmengder Ji,, k € K daer} ;. ;a;
lig summen af summerne ZjeJk a;j . Mere formelt skrevet

doai=) D 4

jeJ kEK jEJT)

nar J = Ugex Jr med Ji, N Jg, = & for ki # ko (Viregner } ., a; =0,
for det tilfeelde at Jy, = @ for et eller flere k.)

For bevis, se opg. 0.6. — Resultatet finder specielt anvendelse pa dobbelts-
ummer: For enhver familie (bnk)nk)emxx af tal bpx € R, er

Z thk :thk ZZ thk~
ho ok hok k h

I almindeligggrelse af den distributive lov gaelder der i R
2° b)Y ies a5 =2 e (baj).
Endelig geelder:
12



0.3

3° Huis en sum .. a;, a; € R, , har en endelig verdi, altsd hvis

j{:(%'<100,

Jje€J

jeJ

sa er aj # 0 for kun telleligt mange indices j € J .

Antag nemlig ZjEJ aj = s < oo. For hvert n € N er der da hgjst endelig
mange j € J med a; > 1/n; antallet er begreenset af ns.

En sum ) jen g, aj € R. , med N som indeksmaengde kan tolkes som en
rekkesum: Der geelder nemlig

n
sn:E aj/g a; forn —oo.
=1 jeN

o oo
Summen betegnes derfor ogsd >~ a; .

Eksempelvis er
E — = E — =00.
n n
n=1 neN

(Summer >, ; a; med a; € R, eller a; € C, behandles i §4.6.)
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0.4

Opgaver til §0

0.1. For en vilkarlig fglge A1, As, ... af delmeengder af en grundmaengde X

saettes
hnnlgng” = U n Ay,
p>1lnzp
limsup A,, = n U A,.
e p>1n>p
1° Vis, at
liminf A,, C limsup 4,, .
n—00 n—00
2° Vis, at

liminfA, ={x € X |IpVn>p:xze€ A,},
limsupA, ={zr € X |VpIn>p:zec A,}.

n—oo
(Bemaerk, at

dpVn>p:x e A, & x tilhgrer alle A,, fra et vist trin,
Vpan>p:x € A, < x tilhgrer maengder A,, med vilkarligt hgje numre.)

3° Gogr rede for, at lim inf,, A,, og limsup,, A,, bevares ved omordning af
folgen Aq, Ao, . ...

0.2. Bestem limes inferior og limes superior (se opg.0.1) for fglgerne

Ay C Ay C-orog B2 By 2
o,X,0.X,0,X,...,

Y

C1,C5, ..., hvor Cn:]%,l—i—%[gR.

Ved indikatorfunktionen (med grundmengde X) for en delmeengde A af
en given maengde X # & forstas funktionen 14 : X — {0,1}, hvor

1 a(2) {1 forxec A
xr) =
A 0 forxGEA:X\A.

14



0.5

0.3.

1° Lad A og B veaere delmangder af en (grund)meengde X. Gor rede
for, at

lga=1-14,
lavp =sup{la,lp}t=1a+1p —lans,
lanp =inf{la,1p} =1a+1p — laus.

2° Lad (A;j)jes veere en familie af delmeengder af X. Gor rede for, at

1U]—A]— :SuplAj , 1ﬁjAj :in}f 1Aj‘
J

0.4. Lad (A, )nen veere en folge af delmeengder af en grundmeengde X. Gor
rede for, at

1lim inf A, — lim inf 1An 5 1lim sup A, — lim sup 1An .

(Se opg. 0.1.)

0.5.
1° Idet a € Ry og A, B C R, er ikke tomme, skal man vise, at

sup(a + B) = a+sup B,
supaB =a-sup B,
sup(A+ B) =sup A +sup B,
sup(AB) =sup A -sup B.
Her er
a+B={a+b|be B}, {aB=ab|be B}
A+B={a+blac A, be B}, AB={ab|la€ A, be B}.

2° Gealder det samme med infimum i stedet for supremum?

0.6. Lad (a;);cs veere en familie af tal a; € [0, o0].

1° Vis, at
Z %':Zaﬂrzaaw

JjeJ1UJ2 Jj€J1 JE€EJ2
15



0.6

nar Ji,Jy C J er disjunkte, dvs. J; N Jy = @.
(Vink: Man kan benytte opg. 0.5.)

2° Vis, at
n
POEEEDID I
jEU:=1 Jk k=1 jeJi
nar Ji,...,J, C J er parvis disjunkte.
3° Vis, at
2 G=2, D
jeJ keK jeJy
nar J = UgexJi, hvor (Ji)rerx er en familie af parvis disjunkte
maengder.

0.7. Gogr rede for, at reglen om dobbeltsummer i noterne er et specialtilfeelde
af resultatet i opg. 0.6.3°.

0.8. Vi regner i Ry = [0,00]. Gor rede for, at

1° multiplikationen er distributiv med hensyn til additionen.
2° ad jepbi =2 abs,
3° (ZiEI ai) (Zje,f bj) = Z(i,j)e]xj a;bj,

hvor a € [0, 00], medens (a;)icr 0g (bj)jes er vilkarlige familier med a; €
[0, 0], b; € [0, 00].
(Vink: Man kan benytte opg. 0.5.)

0.9. Gennemfgr beviset for Saetning 0.1.

0.10. Vis, at en vilkarlig reel talfglge (z,) altid har en monoton delfglge.
(Vink: Betragt meengden

A={neN|Vm>n:z, >x,}

og del op i de to tilfeelde 1) A er endelig 2) A er uendelig.)
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1.1

§1. Malelige maengder

1.1. Indledende om lsengde—, areal— og volumenproblemet

Problemet bestar i til passende delmesengder A af R (hhv. af R%2 R3,...)
at knytte tal m(A), som med rimelighed kan kaldes leengden (hhv. arealet,
voluminet,...) af A.

Ud over kravet om, at kongruente maengder bgr have samme laengde (areal,
volumen,...), havde man tidligere feestet sig ved additivitet: nar en meengde A
i R (henh. R? R3,...) kan stykkes sammen af endelig mange, parvis disjunkte
dele, der hver har en laeengde (areal, volumen,...), da bgr A som leengde (areal,
volumen,...) have summen af delenes.

Emile Borel peger i stedet pa numerabel additivitet: her tillades sammen-
stykninger ogsa af numerabelt mange, parvis disjunkte dele; summen af leeng-
derne (arealerne, voluminerne,...) er da en rackkesum. (Legons sur la théorie
des fonctions, Paris 1898.) Denne drejning er afggrende for Lebesgue inte-
gralet.

Hvis man kunne tilleegge alle delmsengder A i R (henh. R2 R3 ...) en
leengde (areal, volumen,...) og samtidig indfri gnsket om numerabel addi-
tivitet, og at kongruente meengder tilleegges samme vaerdi, var situationen
optimal. Dette kan lade sig ggre, hvis man bygger pa Solovays model for
meangdelaeren (1970). I denne model gaelder bl.a. det numerable udvalgs-
axiom, men udvalgsariomet geelder ikke. Udvalgsaxiomet kan formuleres
saledes: For enhver familie (A;)icr af ikke tomme meangder A; findes en
funktion f pa I sa f(i) € A; for hvert i € I. Hvis man kun betragter nu-
merable familier (dvs. I forudseettes numerabel), far man det numerable
udvalgsaxiom.

(Insker man at operere i en version af meengdelaeren, hvor udvalgsaxiomet
geelder, og det ggr man normalt, kan man vise, at der er delmaengder f.eks.
af R, der ikke kan tillaegges en lzengde pa fornuftig made. (Se §5.8, Szetning
5.30).

Dette betyder, at vi skal finde et passende stort system af delmaengder A
af R¥ og tilleegge dem en veerdi my(A) kaldet det k-dimensionale Lebesgue
mal af A, sa vi for k = 1,2,3 opnar leengde, areal og volumen. Mangderne i
systemet vil blive kaldt Lebesgue malelige, jf.§5.8. Af tekniske grunde stude-
rer vi fgrst et mindre system, hvis meengder kaldes Borel malelige eller Borel
mangder.

1.2. Begrebet o-algebra
DEFINITION 1.1. Et system E af delmaengder af en maengde X kaldes en
o-algebra i X, hvis fglgende tre aksiomer geelder:

i) X €E

(ii) (A=X\A€E, nir AcE
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1.2

(111) UnEN An c E, nar Al,AQ, - c K.

(Et system E af delmeengder af X kaldes en algebra hvis (i) og (ii) geelder og
E desuden er stabil overfor endelige foreningsmeengder. Praefixet o hentyder
til stabiliteten (iii) overfor numerable foreningsmengder.)

For en o-algebra E geelder tillige

ek
AUB,ANB,A\BecE, nir A BEeE,
() An €E, nar Ay, 4,--- €E.
neN

En o-algebra er altsa stabil over for de ssedvanlige maengdeoperationer an-
vendt pa endelig eller numerabelt mange maengder.
Pastandene fremgar af

o=0X=X)\X,
AUB=AUBUZ U---UgU---,
AnB=_C(CAuUCB),

A\ B=AnCB,
ﬂAn:E<UEAn>.
neN neN

Systemet P(X) af alle delmengder af en maengde X er naturligvis en o-
algebra i X, den stgrst mulige. Systemet {&, X'} er den mindste o-algebra i
X.

Enhver faellesmaengde af o-algebraer i X er igen en o-algebra i X. Det
verificeres umiddelbart.

SETNING 1.2. LadD veere en vilkarlig maengde af delmeengder af en maengde
X. Der findes da en mindste o-algebra (D) i X, der indeholder D, dvs.

(i) o(D) er en o-algebrai X sa D C o(D),
(ii) for enhver o-algebraF i X med D C F gaelder o(D) C F.

Bevis. Fellesmaengden o(D) af alle o-algebraer F i X, der indeholder D, er
selv en o-algebra indeholdende D, — og abenbart den mindste. Strengt taget
burde fgrst bemaerkes, at der er noget at tage feellesmaengden af, altsa at der
findes i hvert fald én o-algebra F i X, der indeholder . Men det er oplagt:
P(X). O

Bemaerk, at beviset er et rent eksistensbevis. Det giver ikke nogen eksplicit
betingelse for, om en forelagt meengde A C X tilhgrer o(DD) eller ej. Man si-
ger, at o(D) er o-algebraen frembragt af D, og D kaldes et frembringersystem
for o(D).
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1.3

Nar man i en maengde X har udvalgt en o-algebra E kaldes parret (X, E) et
malbart rum, jf. terminologien topologisk rum, hvor man pa X har udvalgt et
mangdesystem G med helt andre egenskaber, kaldet en topologi. Maengderne
i E siges at vaere malelige eller mere preecist E- malelige.

1.3. Borel mangder
Et interval i R* er en meengde

[:Il><‘~><Ik:{($1,...,£€k)|.ZL’Z'€IZ', Z'Zl,...,k‘},

hvor hvert I; er et (begreenset eller ubegraenset) interval i R. Er alle I; abne,
henholdsvis afsluttede i R, fas et abent, henholdsvis afsluttet interval I i R*.
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1.4

Er alle I; begraensede og af samme leengde, kaldes I ogsa en terning.

Vi skal iseer betragte intervaller I = I1 X --- x I, hvor hvert I; er af form
lai,b;] med —oo < a; < b; < co. For at have et navn vil vi kalde dem standard
intervaller. Standard intervallet I tilleegges et k-dimensionalt Lebesgue mal
lig med produktet af leengderne af de indgaende intervaller, dvs.

mk(I) = (bl — al) s (bk — ak).

Standard intervaller er velegnede som byggeklodser. F.eks. gaelder:

SAETNING 1.3. Enhver dben mangde G # @ i R* kan fis som forening af
numerabelt mange parvis disjunkte standard terninger.

Bevis. De numerabelt mange terninger
{(x1,..c,z) | ni<x; <ny+1,i=1,... k}

med n; € Z danner en klassedeling af R¥, som maskerne i et net. Lad os
kalde dem masker af 0'® orden. For hvert p € N betragtes en tilsvarende
klasseinddeling af R¥ i masker af p*® orden

{(x1,...,z) | ni - 27P<a; <(ny +1)27P, i=1,...,k}.

Enhver aben maengde G # @ i R* kan nu opbygges af de masker af 0*¢ orden,
der er indeholdt i G; de masker af 15 orden, der er indeholdt i G' uden at
vaere del af en maske af 0*® orden indeholdt i G; osv. Vi far hele G med fordi
hvert punkt af G er indre punkt. O

Det er nu neerliggende at tilleegge G et k-dimensionalt Lebesgue mal lig
med summen af Lebesgue malene af de indgaende standard terninger i oven-
staende fremstilling. Vi gnsker imidlertid at indfgre Lebesgue malet for et
meget stgrre maengdesystem end de abne maengder, sa derfor lader vi den
problematik ligge indtil §5.
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1.5

Som konsekvens af Saetning 1.3 noteres, at en o-algebra i R*, der inde-
holder ethvert standard interval (eller blot alle terninger i de ovennzevnte
klasseinddelinger af R¥), ogsa vil indeholde enhver &ben maengde.

Omvendt er det klart, at en o-algebra i R*, der indeholder alle Abne maeng-
der, ogsa vil indeholde alle intervaller. Thi ethvert interval kan fas som feel-
lesmaengde af en fglge af abne intervaller, eksempelvis

{(@1,...,2p) | ai <a; <b;} = ﬂ{(ml,...,xk)|a¢<x¢<b¢+%}.
neN

DEFINITION 1.4. Ved Borel algebraen i R* forstas den mindste o-algebra i
R*, der indeholder alle &bne mzengder i R*. Den betegnes B(R*) eller blot
Bjy. De Bi-malelige meengder, dvs. maengderne tilhgrende By, kaldes ogsa
Borel mengder. Vi setter B = B;.

Borel maengderne i R blev forste gang angivet af Emile Borel (1898), i
forbindelse med en skitse til fastsaettelse af leengder for disse maengder (se
§1.1).

Borel algebraen i R* kan, ifslge ovenstaende, ogsa karakteriseres som den
mindste o-algebra, der indeholder alle standard intervaller. Med andre ord:
De abne mangder og standard intervallerne er hver for sig frembringersyste-
mer for By.

Bemezerk, at vi ikke er i besiddelse af en generel, eksplicit betingelse til af-
gorelse af, om en maengde A C R¥ er en Borel meengde. Beviser for pastande
af formen VB € By, : p(B), hvor p(-) er et abent udsagn, ma derfor som regel
bevises pa fglgende made:

a) Man viser at systemet af de meengder A € By, (eller blot A C R¥) for
hvilke p(A) er sand, udggr en o-algebra.

b) Man efterviser, at p(A) er sand for alle meengder A i et passende
frembringersystem for By.

For at klare b) ma man ofte udsgge sig et frembringersystem pa snedig vis.
Vi vil se mange eksempler pa ovenstaende bevismetode.

Medmindre det gar meget underligt til, kan man imidlertid vente, at en
eksplicit beskrevet maengde A C R* er en Borel meengde, og det vil som regel
kunne vises ved, at man udtrykker A ved teelleligt mange maengdeoperationer
udfra maengder, som man allerede ved er Borel maengder, f.eks. intervaller
eller abne meengder.

EKSEMPEL 1.5. (a) En afsluttet maengde i R¥ er en Borel maengde, som
komplementaermaengde til en aben maengde.
(b) En endelig delmzengde af R¥ er en Borel mzengde, da den er afsluttet.
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1.6

(c) En tellelig delmeengde af R*¥ er en Borel maengde som forenings-
mangde af teelleligt mange etpunktsmeaengder.

Der findes delmeengder af R* som ikke er Borel maengder. Det er ikke helt
let at vise, men er en konsekvens af resultater om sekvipotente maengder, idet
B;. kan vises at vaere aekvipotent med R* (og dermed med R), medens P(R¥)
ikke er sekvipotent med R*. (To meengder A og B kaldes @kvipotente, hvis
der findes en bijektiv afbildning af A pa B, altsa hvis meengderne lgst sagt
har lige mange elementer.)

For et vilkarligt metrisk rum (X, d) (eller et topologisk rum (X, G)) define-
res Borel algebraen B(X') som den mindste o-algebra, der indeholder systemet
af abne maengder, altsa B(X) = o(G), hvor G er systemet af abne mzngder.
Mengderne i B(X) kaldes Borel mangder. Bemaerk, at “Borel maengde” er
et topologisk begreb. Et topologisk rum kan altid opfattes som malbart rum
udstyret med Borel algebraen.

Den udvidede reelle tallinie R = [—o00, 00] vil vi ogsa forsyne med en o-
algebra, betegnet B og defineret ved

B = o{]a,o0] | a € R}.
For A C R geelder (opg. 1.6)

AcB< ANReB.
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1.7

Opgaver til §1
1.1. Vis, at systemet E af delmeengder A C X, sa enten A eller CA er taellelig,
er en o-algebrai X.

1.2. Vis, at maengdesystemerne
{]CL,OOHCLGR}, {[CL?OO“CLER}? {]—OO,G,HGER}, {]—OO,CL] |CLGR}

alle er frembringersystemer for B.

1.3. Vis, at systemet F af afsluttede maengder og systemet K af kompakte
meengder i R¥, begge er frembringersystemer for By,.

1.4. Vis, at for A C X geelder o({A}) = {2, 4,04, X}.

1.5. Lad A4,..., A, vere delmaengder af X. Vis, at den mindste o-algebra
i X, der indeholder Ay, ..., A,, har hgjst 22" elementer, og giv et eksempel,
hvor o({A1,...,A,}) har 22" elementer.

1.6. Lad R vaere udstyret som metrisk rum med metrikken
d(z,y) = | Arctan z — Arctan y|,

idet Arctan(+oo) = 7.

Vis, at Borel algebraen B(R) for det metriske rum (R,d) er frembragt af
maengdesystemet {]a,o00] | a € R}, altsa B = B(R). Vis videre, at der om
A C R gaelder

AeB< ANREB.

1.7. Vis, at folgende maengdesystemer alle frembringer Borel algebraen B
for R:

a)
b)
c)

1.8. Lad Q veere udstyret med den ssedvanlige metrik. Vis, at B(Q) = P(Q).

{] = oo, r[| r € Q}
{la,b] |a < b, a,b R}
{la,b] | a < b, a,b €T}, hvor T er en overalt taet delmaengde af R.
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2.1

§2. Malelige afbildninger

2.1. Definitioner og simple egenskaber
Lad (X,E) og (Y,F) vaere malbare rum.

DEFINITION 2.1. En afbildning ¢ : (X,E) — (Y,F) kaldes E — F-malelig
(eller blot malelig nar E,F er underforstaet af ssmmenhgengen), safremt

VEcF:o Y(F)€E,

altsa safremt enhver maengde F' € F “tilbagetransporteres” i en maengde fra
E.
Bemaerk analogien med kontinuerte afbildninger.

Det er meget bekvemt, at man i praksis kan ngjes med at eftervise betin-
gelsen for delmeengder i et frembringersystem for F:

SETNING 2.2. Lad ¢ : (X,E) — (Y,F) veere en afbildning og antag, at D er
et frembringersystem for F. Sa er ¢ |E —F — malelig blot

VEeD:o Y(F)cE.

Beuvis. Systemet N
F={FecF|p YF)cE}

er en o-algebrai Y, thi

oo

e '(YV) =X, o ' (CF) =Cp™'(F) og ¢ (U Fn> =J ¢ 1(F),

1

og antagelsen er, at D C F. Da F er den mindste o-algebra i Y indeholdende
DmalF CF, mensamalF =TF. O

(Bemaerk, at beviset passer i “skemaet” p.1.5).
Ved sammensetning af malelige afbildninger ¢ : (X, E) — (Y,F), ¢ :
(Y,F) — (Z,G) fas en malelig afbildning 1 o ¢ : (X,E) — (Z,G),
thi for G € G har vi
Wop) HG) =¢ (¥ H(G)) €E,
idet ¥ ~1(G) € F.

Betragtes frembringersystemet { ]a, co[| a € R} for B eller frembringersy-
stemet {]a, 0] | a € R} for B fas folgende specialtilfzelde af Szetning 2.2:
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2.2

SETNING 2.3. En funktion f : (X,E) — R (henv. R) er mélelig hvis og kun
hvis
VaeR:{z e X | f(zx) >a} €E.

Ved at benytte andre frembringersystemer for B (jf. opg. 1.2 eller 1.7)
kan man formulere tilsvarende specialtilfzelde af Seetning 2.2.

En afbildning f : X — R* har k koordinatfunktioner fi,...,fx : X — R
sa f(z) = (fi(x),..., fu(x)) for x € X. Som ved kontinuitet reduceres
malelighed af f til koordinatfunktionernes malelighed:

SETNING 2.4. En afbildning f : (X,E) — R* er malelig, hvis og kun hvis
hver koordinatfunktion f; er malelig, j =1,... k.

Bevis. Lad D veere systemet af abne halvrum

{y eR* | y; > a;}, ai,...,ax €R.

/ 1

Foraj <af, j=1,...,k, er
{yeRF |d) <y; <a)} ={yeR"|d) <y} \{y e R* |a] <y;}

en “parallelstrimmel” som tilhgrer o(ID), og feellesmeengden af k sadanne, en
for hver koordinat, giver standard intervallet

Jay, ay] x - X]ag, ay],

som altsa tilhgrer (D) C By. Da By er den mindste o-algebra, indeholdende
standard intervallerne, ma (D) = By. Ifplge Seetning 2.2 er f malelig hvis
og kun hvis

f_l({yeRk |y; > a;}) € E foralle aq,...,a; € R,
26



2.3

men
FTFUy eR* |y > a;}) ={x € X | f;(z) > a;},

sa ifglge Seetning 2.3 kommer dette ud pa, at f; er malelig for j =1,...,k.
O

Pa analog made finder vi:

SETNING 2.5. En kompleks funktion f : (X,E) — C er malelig, hvis og kun
hvis Re f og Im f er malelige.

Hvis (X, dx) og (Y,dy) er metriske rum, kaldes en afbildning ¢ : X — Y
Borel malelig eller en Borel afbildning, safremt den er B(X) — B(Y')-malelig.
Idet de abne maengder frembringer Borel algebraen finder vi som specialtil-
feelde af Seetning 2.2:

SETNING 2.6. En kontinuert atbildning ¢ : (X,dx) — (Y,dy) er en Borel
afbildning.

I almindelighed er de kontinuerte afbildninger kun en “meget lille” del-
meengde af Borel afbildningerne. Som eksempel kan naevnes, at Dirichlets
funktion 1g : R — R er en Borel funktion, som er diskontinuert i alle punk-
ter. For a € R geelder nemlig

o) hvis a > 1
reR|1g(x) >al =< Q hvis 0 <a <1
Q
R hvis a < 0,

og &,Q, R er alle Borel maengder.
Medens kontinuitet normalt saettes over styr ved punktvis konvergens, sa
bevares malelighed ved punktvis konvergens, som vi skal se i naeste afsnit.

2.2. Granseovergang med malelige funktioner
Lad E veaere en o-algebra i en maengde X # .

SETNING 2.7. For enhver folge f1, f2,... af E-malelige funktioner f; : X —
R, er sup,, fn, inf, f,, limsup,, f, og liminf, f, igen E-maélelige funktioner.

Her betegner eksempelvis sup,, f,, og limsup,, f,, funktionerne

x + sup fn(x) og = — limsup f,(x), xz€ X,
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2.4

dvs. for hvert x € X er funktionsveerdien lig supremum, henholdsvis limes
superior for talfplgen fi(x), fa(x),....

Bevis. For a € R og x € X galder

sup fn(z) >a< 3IneN: f,(z) >a,

altsa -
{z € X |sup fn(x) >a} = U{x€X|fn(:1;)>a}€]E
" n=1
og analogt

{z € X |inf fo(z) <a} = UJ{z e X | fulz) <a} €E.

Dette viser, at sup,, f, og inf,, f, er E-malelige. Derpa benyttes, at

limsup f, = inf (sup f,,) og liminf f,, = sup(inf f,,).
n p>1 n>p n p>1 nzp

O

KOROLLAR 2.8. Nar en falge f1, f2,... af E-malelige funktioner f; : X — R
er punktvis konvergent i R, da er greensefunktionen lim,, f,, igen E-mélelig.

Konvergensforudszetningen er, at talfglgen fi(z), fo(z),... er konvergent
i R for hvert z € X, og lim,, f,, betegner funktionen

x—limfp(z), z€X.

Da nu lim, f,, = liminf,, f,, = limsup,, f,, er resultatet en umiddelbar
konsekvens af det foregaende.

KOROLLAR 2.9. Nar en folge f1, f2,... af E-malelige funktioner f; : X — C
er punktvis konvergent i C, da er graensefunktionen lim,, f, igen E-malelig.

Bevis. Seettes f, = f) +if) med f] : X — R, fI': X — R, da har lim,, f,
som real- og imagineerdel funktionerne lim,, f/ og lim,, f//. Resultatet folger
nu af det foregaende. O

2.3. Regning med malelige funktioner
Lad E veere en o-algebra i en maengde X # .
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2.5

SETNING 2.10. Nar f: X - R ogg: X — R er E-malelige og ¢ € R, da er
\fl, cf, f+g, Vg, fAgog fg ligeledes E-malelige.

Her betegner eksempelvis |f| og f V g funktionerne

z— [f(2)| og #— f(x) V g(x) = max{f(x),g(z)}, v € X.

Beuvis. Pastanden folger af, at de naevnte funktioner kan fas ved sammensaet-
ning af f: X — Reller ¢ = (f,g) : X — R? med

y—|yl, cy eller (yi,y2) — y1 +y2, y1Vy2, y1 AY2, y1y2,

der alle er kontinuerte og dermed Borel funktioner. O

EKSEMPEL 2.11 Lad f,g : X — R vaere malelige funktioner. Sa vil maeng-
derne

{reX | f(x) <g@)}{reX]|[f(z)<g(@)}{zeX]|flz)=gx)}

tilhgre o-algebraen E.
Funktionen ¢ = g— f er nemlig malelig, og de tre meengder kan udtrykkes

©71(10,00[), ™1 ([0, 00]), ' ({0}).

SETNING 2.12. Nar f: X — C og g: X — C er E-malelige og c € C, da er
\fl, ¢f, f+ g og fg ligeledes E-malelige.

Bevis. Funktionen |f| kan fas ved sammensaetning af f med z — |z|, z € C.
For de tre gvrige kan man benytte Seetning 2.5; eksempelvis er jo cf =
(C/f/ _ C//f//) +’l:(clf// +C”f’), nér c = C/ +’iC”,f — f/ +’l:f”~ O

2.4. Delrum
Lad (X,E) veere et malbart rum. For en ikke tom delmeengde X' C X
betragtes meengdesystemet i X’

Ex. ={X'NE|E €E},
som er en o-algebra i X', idet
X'NX =X X'\(X'NE)=X'n(X\E), | JX nE,) = ’ﬁ(UEn> .
1
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2.6

Forsynet med o-algebraen E x/, som kaldes den inducerede eller nedarvede

o-algebra, er (X', Ex/) et malbart rum kaldet delrummet bestemt ved X’ og
E.
Bemeerk, at hvis X’ € E sa er

Ex ={F€E|ECX'}CE.

Hvis pa den anden side Ex C E, sa er X’ € E.

Inklusionsafbildningen i = ix' x : (X', Ex/) — (X,E) givet ved i(z) = x

er malelig, idet
iYW (E)=X'"NE

for E € E. Faktisk er Ex, den mindste o-algebra pa X', sa i er malelig.

Hvis ¢ : (X,E) — (Y, F) er malelig, og X’ er en ikke tom delmangde af X
sa er restriktionen | X' : (X', Ex/) — (Y,F) malelig, idet p|X’' = poix/ x.
Hvis ¢(X) C Y’ C Y kan vi betragte ¢ som en afbildning ¢ : X — Y.
Man ser, at ¢ : X — Y’ er E — Fy -malelig, hvis og kun hvis ¢ : X — Y er
E — F-malelig.

SETNING 2.13. Lad aftbildningen ¢ : (X,E) — (Y,F) vaere givet ved en
“Tuborg”
v1(z) for x € Ay

a2 () for x € As
p(z) =

on () for x € A, ,

hvor X = A1 U---U A, er en spaltning af X i parvis disjunkte ikke tomme
maengder A; € E, og ¢; er en afbildning af A; indiY,i=1,...,n.
Hvis ¢; er E 4, — F-malelig for hvert i =1,...,n, sa er ¢ E — F-malelig.

Bewvis. For hvert F' € F har vi nemlig

n n

e () = e () nAi = e H(F) €E,

i=1
idet ¢; *(F) € Ea, CE. O
EKSEMPEL 2.14. Funktionen f : R — R givet ved

0 for x <0
f(x) =< cosz  for z €]0,2n]
logxz  for x € |27, o0,
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2.7

er en Borel funktion. Med betegnelserne fra Saetning 2.13 er X =Y = R,
E=F=DBog A = ]_0070]7A2 = ]0727T]7A3 = ]27T700[7 p1 = 0,2 =
cos, w3 = log. De tre funktioner er kontinuerte og dermed Borel funktioner
pa de respektive maengder.

EkSEMPEL 2.15. Lad f,g : X — [0, 00] veere E-malelige funktioner. Sa vil
maengderne

{re X | f(x) <g@)}{re X[ [f(z) <g(@)} {zeX]|flz)=gx)}

tilhgre E.
Da f, g kan antage veerdien oo, kan vi ikke bare trackke dem fra hinanden
som i Eksempel 2.11. Vi indfgrer maengderne

F={zeX|f() <oo}=f""([0,00])
Fo={z € X | f(z) =00} = f"({o0})

G={reX|g(x)<oo}=yg'([0,00])
Goo = {z € X | g(z) = 00} = g~ ({o0}),

som alle tilhgrer E. At A = {z € X | f(z) < g(x)} tilhgrer E folger af
formlen

A= (FNGx)U{z e FNG| f(z) < g(a)},

idet den sidste maengde i foreningsmaengden er malelig ifglge Eksempel 2.11,
da restriktionerne af f og g til F'N G er Epng-malelige.
De andre maengder behandles analogt.
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Opgaver til §2

2.1. Vis, at indikator funktionen 14 : (X,E) — R for en maengde A C X
er malelig, hvis og kun hvis A € E. (14(x) =1 for x € A og 14(x) = 0 for

x ¢ A).
2.2. Lad ¢ : X — Y veere en afbildning.

a) Vis, at hvis E er en o-algebra i X, sa findes en stgrste o-algebra F i
Y med egenskaben at ¢ er E — F-malelig, og F er givet ved

F={FCY |y }F)cE}.

b) Vis, at hvis F er en o-algebra i Y, sa findes en mindste o-algebra E i
X med egenskaben at ¢ er E — F-malelig, og E er givet ved

E—{p\(F)| F € F}.

Antag, at X' C X og X' # @.
c) Vis, at hvis E’ er en o-algebra i X', sa findes en stgrste o-algebra E
i X med egenskaben Ex, C E/, og E er givet ved

E={ECX|EnX €E}.

2.3. Betragt f : (X,E) — (Y,F). Vis, at hvis E = P(X), sa er f malelig
uanset hvad F er, og hvis F = {&,Y'}, sa er f malelig uanset hvad E er.

2.4. Lad (A4,) veere en folge af parvis disjunkte ikke tomme malelige del-
maengder i (X,E) sa X = (J© 4, og lad (a,) veere en folge af relle tal. Vis,
at f: X — R defineret ved f(z) =a, for z € A,, n=1,2,..., er malelig.

2.5. Lad (X,E) vaere et malbart rum. Undersgg om der om en funktion
f: X — R gelder

f er E-malelig < |f| er E-malelig.

2.6. Lad (X, E) vaere et malbart rum, og lad (f,,) veere en folge af E-malelige
funktioner f, : X — R.

1° Vis, at
{x € X | (fu(z)) er konvergent i R} € E.

2° Samme opgave med R i stedet for @
3° Samme opgave med C i stedet for R.
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2.7.
1° Lad E veere en o-algebra i X frembragt af et meengdesystem D C E.
Vis, at for X’ C X er den inducerede c-algebra Ex/ frembragt af
mangdesystemet

Dx, ={X'ND|DeD}, dvs. 6(D)x = oc(Dx-).

(Vink: {E C X | ENX' € o(Dx/)} er en o-algebra i X som
indeholder D).

2° Lad (X, d) veere et metrisk rum, og X’ C X. Vis, at B(X') = B(X) x-,
altsa at Borel algebraen for det metriske delrum (X', d) er lig den af
B(X) inducerede o-algebra pa X'.
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§3. MAl

Det almene begreb mal er udsprunget af leengde-, areal- og volumenbe-
grebet, saledes som dette har fundet sin udformning i Lebesgue malet, idet
man har haeftet sig ved nogle fa fundamentale egenskaber som de afggrende
ved definitionen af Lebesgue integralet og ved beviserne vedrgrende graense-
overgang med dette. (Radon 1913, Fréchet 1915, jf. Indledningen.) Blandt
disse egenskaber maerkes iszer numerabel additivitet (forste gang fremhaevet
af Borel 1898, jf. §1.1).

3.1 Mal

DEFINITION 3.1. Ved et mal pa et malbart rum (X, E) forstas en funktion
u: E — [0, 00] med egenskaberne

(1) u(@) =0,
(i) (Ujoil Ej) = > ;21 1(Ej), nar By, B, --- € E er parvis disjunkte.

En maengde X forsynet med en o-algebra E og et mal p : E — [0, o0
kaldes et malrum. Som betegnelse benyttes (X, E, u) eller blot (X, u), hvis
E er underforstaet, og man taler om et mal 1 X. Tallet p(E) svarende til
en maengde F € E kaldes malet af E.

At (ii) er opfyldt, udtrykker man ved at sige, at p er numerabelt additiv.

Man kan anskue et mal g i X som beskrivelse af en massefordeling i X.
Herved tolkes p(E) som massen i maengden E. Tallet pu(X) kaldes den totale
masse. Hvis pu(X) < oo kaldes p endeligt, og hvis pu(X) = 1 kaldes p et
sandsynlighedsmal eller en fordeling.

Et mal p har fglgende hyppigt benyttede egenskaber:

1) pu (U;'L:1 Ej) = > i1 W(Ej), nar Ey,..., E, er parvis disjunkte og
tilhgrer E.
Thi wW(FAU---UE, U@UGU---)=pu(Ey)+ -4+ u(En)+0+0+---.

(2)  J(E) < p(F), néx E,F € B, E C F.
(3)  wF\E)=uF)—pkE),nar E,F€E,ECF og pu(E) < oo.
Begge fas af pu(F) = u(E) + u(F \ E).
@) (U2 B) < X532, ulEy), nar By, By, €E.
1 (U;’L:1 Ej) < Z;’L:1 w(Ej), nar Eq, ..., E, € E.

Ad forste pastand: Med Fy = By og Fj = E;\U/Z{ Ei, j =2,3,... er
Fy, F5, ... parvis disjunkte og U;il F; = U;il E;. Thi hvert z € (J;2, E;
tilhgrer netop ét F};, nemlig F; med j = min{i|z € E;}.
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Det er klart, at F; € E, og idet F; C Ej;, har vi

wlJ ) = n(JF) Zu <> uE

J

Anden pastand fas af forste, eller vises analogt.

(5)  w(ER) S p (U;il Ej), nar F1 C Fy C ... og alle E,, tilhgrer E.

Thi med F} = Ey og Fj = Ej\ Ej_1, j = 2,3,..., er Fy,Fy,... parvis
disjunkte, E, = U;'L:1 Fj,n=12..., og U;il E; = U;il F;. Folgelig
geelder
=> wF) /> wF)=p| JE;
j=1 j=1

J=1

(6)  w(En) \ p (ﬂjoi1 Ej), nar By O Ey D ..., alle E, tilhgrer E og
n(Er) < oo

Thi med Fn = E1 \En har vi F1 Q FQ Q ... 08 Uij = El\ﬂjEj.
Folgelig geelder

W(Ey) — u(By) = u(Fy) / M(U Fj) = u(Ey) — u(ﬂ Ej).

Som simple eksempler viser (se nedenfor), kan man i (6) ikke slette forud-
seetningen p(E7) < oo. (Men selvfglgelig kan man ngjes med In : u(E,) <
00.) I (3) er forudseetningen p(E) < oo veesentlig.

EKSEMPEL 3.2. A. Lebesgue malet

(Hovedeksempel.)

Vi skal senere (§5) gore rede for, at der findes et og kun et mal m defineret
pa Borel algebraen i R, hvis vaerdi for ethvert interval er lig intervalleengden.
Dette mal kalder vi Lebesgue malet i R.

Mere generelt skal vi (ligeledes i §5) gore rede for, at der findes et og kun
et mal my, defineret pa Borel algebraen i R*, hvis veerdi for ethvert interval er
lig produktet af kantleengderne. Dette mal kalder vi Lebesgue mdlet i RF. Vi
skal videre bevise, at kongruente Borel maengder i R*¥ har samme Lebesgue
mal; hermed vil det vaere berettiget at opfatte vaerdien my(E) for en Borel
maengde F i R* som dennes volumen (specielt areal for k = 2, leengde for
k=1).

Vi vil allerede nu tillade os at benytte Lebesgue malet i eksempler og
opgaver.
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Ad (3), p.3.1. Med E =]1,00[ CR og F =]0,00[ C R kan m(F \ E) =
m(]0,1]) = 1 ikke findes som u(F') — p(E). (Det havde ikke hjulpet at regne
oo — oo =0.)

Ad (6), p.3.2. Med E,, = |n,o0] CR, n=1,2,...,er B4 O Es DO ....

Men m (ﬂjoil Ej) =m(@) = 0, skent m(E,,) = oo for hvert n.
B. Taellemal

Funktionen p defineret pa maengden P (X) af alle delmaengder af en vilkarlig
(endelig, numerabel eller overnumerabel) maengde X ved

w(E) =

er et mal, kaldet tellemaleti X.

{ antal elementer i F, nar £ C X er endelig

00 nar F C X er uendelig

C
Er u:E — [0,00] et mal pa (X,E) og A € E, da vil funktionen

Ew— u(ANE), EEE,

igen veere et mal pa (X,E), som er 0 pa alle malelige delmaengder disjunkt
med A. Det er derfor neerliggende at ngjes med at betragte malet pa de
malelige delmeengder af A, dvs. betragte restriktionen pus = u|E4, idet E»
er den pa A inducerede o-algebra, jf. §2.4. Bemeerk, at

pa(E) =pu(E) = u(ANE) for E € E4.
Malrummet (A, E 4, pa) kaldes restriktionen af p til A.
D
Er (u;)jcs en (endelig eller uendelig) familie af mal, alle defineret pa

samme o-algebra E i en maengde X, og er (a;);jes en familie af tal a; € R.,
da er funktionen } .. ; a;u;, dvs.

Ew > aju(E), ECE,
JjedJ

igen et mal pa (X, E).
Thi med p =3, ;a;jp; har vi

p (U E) =Y am (U E) =30 oniB) = P asmi B

neN jeJ neN j j

= Z%’M(En) = ZZGij(En) =D B,

neN
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nar Ey, Es, ... er parvis disjunkte og tilhgrer E. (Se §0.)

E
For en maengde X og et punkt a € X defineres Dirac malet €, i a pa
o-algebraen P(X) ved

1 hvisa € E,

sa(E) = { 0 hvis a ¢ E.

Man ser, at ¢, er et sandsynlighedsmal i X, der ofte kaldes “den i a udartede
fordeling”.

3.2. “Neesten overalt”

Lad (X,E, u) veere et malrum.
DEFINITION 3.3. En maengde N C X kaldes en nulmengde med hensyn til
w (kort: en p-nulmengde) safremt der findes F € Esa N C E og u(E) =0.

Man ser, at en delmangde af en py-nulmeengde er en p-nulmaengde, og
at en forening af endeligt eller numerabelt mange p-nulmeengder er en p-
nulmangde.

I tilknytning til begrebet nulmaengde benyttes sprogbrugen “naesten over-
alt”:

Lad P(x) veere et praedikat (en abent udsagn) vedrgrende maengden X,
eller blot vedrgrende en delmaengde A C X. (Eksempelvis kan P(x) sta for
“f(z) =07, hvor f er en given funktion defineret pa A.) Vendingen

“for naesten alle z € A med hensyn til p: P(x),”
“for p-neesten alle x € A : P(x)”

eller, nar p er underforstaet kortet ned til f.eks.
“for neesten alle x : P(z)”,
skal da betyde:
“{z € A" P(x)} er en nulmeengde m.h.t. p”,
Til sammenligning bemaerkes, at “Vx € A : P(z)” jo kommer ud pa et
med “{z € A|"P(z)} er tom”.

Undertiden skrives blot “P naesten overalt”, “P p.p.”, “P a.e.”, eller “P
n.0.” (p.p. star for presque partout, a.e. for almost everywhere).
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I ovennaevnte eksempel har vi saledes udtryksmader som “f(z) = 0 for
naesten alle x € A7, “f = 0 naesten overalt i A”, og det betyder altsa, at
{z € A| f(x) # 0} er en p-nulmaengde.

EKSEMPEL 3.4. KONVERGENS NESTEN OVERALT. Lad fi, fo,... og f veere
funktioner defineret pa X. Udsagnet “f,(x) — f(x) for p-nzesten alle z”
eller kort

“fn N f ,LL—Il.O.”
betyder da, at der findes en p-nulmeengde N, saledes at

fn(x) — f(x) for hvert z € X \ N.
Der findes altsa £ € E med N C E og u(E) =0, ogidet X\ EC X\ N

geelder ogsa
fn(x) — f(x) for hvert z € X \ E.

Seettes
f(x) forx e X\ E
g(z) =
0 forrx e F,
og defineres g1, g2,... pa samme made ud fra fi, fo,... , opnas konvergens
overalt:

Ve e X :gn(z) — g(z).

Er fi1, fo,... og f alle E-malelige, vil g1, g2,... og g ligeledes veere det ifslge
Seetning 2.13.

Ved
f ~g< f=g naesten overalt m.h.t. pu

defineres en akvivalensrelation i meengden af E-malelige funktioner pa X. 1
mange henseender viser ackvivalente funktioner sig at vaere “lige gode”.

Eksempelvis harmonerer sekvivalensrelationen med konvergens naesten o-
veralt: Hvis f,, — f p-n.o., f = h p-n.o. og V¥n : f, = h, p-n.o., sa gelder
hy, — h p-n.o., jf. opg. 3.13.

Med hensyn til tellemalet i en maengde X findes ikke andre nulmaengder
end @. Med hensyn til Dirac malet €, i X er nulmaengder N karakteriseret
ved at a ¢ N.

Med hensyn til Lebesgue malet my : By — [0,00] er ethvert punkt og
dermed enhver tellelig maengde, en nulmaengde. Men ogsa Cantors maengde
Z, der er @kvipotent med R, er en nulmaengde, jf. §5.6. Derimod er @ den
eneste abne nulmaengde. (Hvorfor?)
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Opgaver til §3

3.1. Lad (X,E,u) veere et malrum med p(X) < oco. Vis, at funktionen
d:EXxE — [0, o00[ givet ved

d(A, B) = u(A\ B) + pu(B\ 4)
er en pseudometrik pa E.
3.2. Lad p: P(X) — [0, 00] veere givet ved

0 for E =9

00 ellers

Vis, at p er et mal i X.
3.3. Lad p: P(X) — [0, 00] veere givet ved

0 nar F er endelig eller numerabel

n(E) = {

00 ellers .

Vis, at p er et mal i X.

3.4. Lad (Ej)jes veere en familie af parvis disjunkte Borel meengder i R,
hvor UjEJ E; igen er en Borel maengde.

1° Vis, at } . ;m(E;) <m (Uje] Ej).
2° Vis, at “ < ” kan forekomme. (Begraensningen til numerabel additi-

vitet i definitionen af mal har saledes sine gode grunde.)

3.5. Lad B veere en Borel meengde i R.

1° Vis, at funktionen
z— m(BN] —z,2]), xR,

er kontinuert og voksende. Bestem funktionens graenseveerdi for x —
oo og for z — 0.

2° Vis, at der for ethvert a € R, 0 < a < m(B), findes en Borel maengde
A C B med m(A) = a.

3.6. Vis pastanden i Eksempel B, p.3.3 i noterne.

3.7. Vis pastanden i Eksempel C, p.3.3 i noterne.
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3.8. Betragt en vilkarlig funktion p : X — [0, 00| og saet

wE) =" p(x)

reFE

for hver delmeengde £ C X. Gor rede for, at p er et mal pa (X, P(X)).
Man siger, at malet p er givet ved vegtfunktionen p. (Sprogbrugen svarer
til, at p(z) tolkes som en vaegt eller masse anbragt i punktet x.)
Vis, at p svarer til konstruktionen i Eksempel D med J = X, a; = p(z)

0g [lj = €.

3.9. Lad X veere en tellelig maengde. Gor rede for, at ethvert mal u :
P(X) — [0, 00] svarer til en veaegtfunktion (se opg. 3.8).

3.10. Lad (X,E, p) veere et malrum. Bevis, at

oo

w| UJE | = ZM(EJ'),

j=1

nar Fy,Es,--- € E og p(E; N E;) =0 for i # j. (Vink: Se beviset for regel
(4), p.3.1 i noterne.)

3.11. Lad E veere en c-algebra i en maengde X og lad A : E — R vaere
numerabelt additiv. Seet

AM(E) =sup{\(A) | ACE, AcE} for ECE,
A (E)=—inf{\(A) | ACE, AcE} for E€E.

1° Vis, at A(E) < AT (FE) og 0 < AT (F) for alle F € E.
2° Vis, at AT (U, En) <>, AT(En), nar Ey, Es,--- € E er parvis dis-
junkte.
3° Vis, at AT(X) < oo. (Vink: Antag at AT(X) = oo og begynd med
at slutte, at der findes en maengde A; € E, hvor [A(41)] = 1 og
AT(X \ 41) = 00.)
4° Vis, at AT er et mal.
5° Vis, at A~ er et mal med A~ (X) < 0.
6° Vis, at A= AT — A\
7° Vis, at AT < p, A= < v, nar p og v er (endelige) mal defineret pa E
med A = p — v.
Svarende til en tolkning af A\(E') som den samlede ladning i maengden FE er
det naturligt at opfatte AT (F) som den positive og —A~ (F) som den negative
ladning i F.
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3.12. Idet 0 ¢ ] 0]
or x € |—o0,
)=
1 for x € ]0, 00,

skal man vise, at der ikke findes nogen kontinuert funktion g : R — R, saledes
at f(z) = g(z) for naesten alle € R med hensyn til Lebesgue malet.

3.13. Lad (X,E,u) veere et malrum og antag f, — f p-n.o., f = h p-n.0.
og Vn : f, = h, p-n.o. Vis, at h,, — h p-n.o.

3.14. Et mal y : E — [0,00] i en meengde X siges at veere koncentreret i
en maengde A € E, hvis u(CA) = 0. Vis, at hvis p er koncentreret i hver af
meengderne Ay, A, ... fra E, sd er pu ogsa koncentreret i (), A,.

3.15. Et mal p: E — [0, 00] i en meengde X siges at veere fuldstendigt, hvis
der for M, N C X gaelder

MCN og NecE med u(N)=0=M cE,

dvs. hvis enhver py-nulmsengde tilhgrer E.
Giv eksempler pa
1° et fuldsteendigt mal,
2° et mal, der ikke er fuldsteendigt,
3° to mal defineret pa samme o-algebra, hvor det ene er fuldsteendigt,
det andet ikke.

(Hovedeksemplet er det fuldstaendige Lebesgue mal i R¥, se §5.8).

3.16. Lad p : E — [0,00] veere et fuldstendigt mal i en meengde X (se
opg. 3.15). Med f,g, fi, f2,... betegnes funktioner defineret pa X og med
veerdier i samme maengde R eller C.
1° Antag f = g p-n.o. Vis da, at f er E-malelig, hvis og kun hvis g er
det.
2° Antag f,(x) — f(z) for u-naesten alle z. Vis, at f er E-malelig, hvis
f1, fa,... alle er det.
3° Gor rede for, at forudssetningen om fuldstaendighed er ngdvendigi 1°
og 2°.

3.17. Lad (X, E, u) veere et malrum og szt

F={FCX|3A,BEE:ACFCB, u(B\ A) =0}.

1° Vis, at en maengde F' C X tilhgrer I, hvis og kun hvis F' kan skrives
F=AUM, hvor A € E, og M er en u-nulmaengde.
2° Vis, at F er en o-algebra i X.
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3° Vis, at p pa en og kun en made kan udvides til et mal 7 : F — [0, oo].
(Vink. Benyt 1°.)

4° Vis, at nulmaengderne m.h.t. p og & er de samme.

5° Vis, at 11 er et fuldsteendigt mal (se opg. 3.15), og at enhver udvidelse
af p til et fuldsteendigt mal i X, ogsa er en udvidelse af @. (Kort:
7t er den snaevreste udvidelse af p til et fuldsteendigt mal i X. Ofte
kaldes @ for fuldstendiggorelsen af p.) (Hovedeksempel: Se §5.8.)

3.18. Lad p: E — [0,00] veere et mal i en meengde X # Foglad m: F —
[0,00] veere den sneevreste udvidelse af p til et fuldsteendigt mal i X. (Se
opg. 3.17.)

1° Vis, at der til enhver F-malelig funktion g : X — R findes en E-
malelig funktion f: X — R, saledes at

f =g p-n.o.

(Vink: Seet F,, = {x | g(x) > r} for hvert r € Q og skriv F, pa
formen A, |JM,, hvor A, € E, og M, er en p-nulmaengde. Videre
veelges N € E med pu(N) = 0, saledes at | ..o M, C N. Prov sa

reQ
g(x) for e X\ N
fx) =
0 for x € N,

idet {]r,00] | r € Q} frembringer B.)
2° Som 1°, men med R, henholdsvis C, i stedet for R.
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§4. Integral

Lad (X, E, u) veere et malrum. I de 3 naeste afsnit skal vi til visse funkti-
oner f: X — R (eller C) knytte et tal [ fdu kaldet integralet af funktionen
med hensyn til malet u. Dette skal naturligvis ggres pa en sadan made, at
vi genfinder det szedvanlige integral, nar p er Lebesgue malet. Den grund-
leeggende ide er at definere

/1E du = p(E) for E€E,

idet 1g er indikatorfunktionen for E, dvs.

1 for z e F,

0 for z € X\ E.

Vi skal se, at denne ide fastlaegger integralet, hvis vi samtidig gnsker, at
afbildningen f — [ fdu er linezer og har “passende kontinuitetsegenskaber”.

4.1. Integral af positive malelige funktioner

En funktion s : X — R (eller C) kaldes simpel, hvis den kun har endelig
mange forskellige funktionsveaerdier. Som eksempel naevnes indikatorfunktio-
nen 1g for en delmeengde £ C X. Den har hgjst to veerdier.

Er ay,...,a, de forskellige funktionsvaerdier for en simpel funktion s, vil
A ={r € X | s(z) = a;} = s ({a;}), i = 1,...,n, veere ikke tomme,
parvis disjunkte delmeengder af X med [J] A; = X, altsa en klasseinddeling

af X, og
n
s = Z a; g, .
i=1
Man ser, at s er E-malelig netop hvis A; € E fori =1,...,n.

Lad M*T = M (X,E) betegne maengden af malelige funktioner f : X —
[0,00]. Det understreges, at funktionerne i M™ ma antage vaerdien oo, og
f.eks. er funktionen z — oo element i M™*. For f,g € M™T og ¢ € [0, 0]
er f+gogcfigeni M™ oghvis (f,) er en folge fra M™ som konvergerer
punktvis mod en funktion f, sd er f i M™. Specielt vil greensefunktionen
for en voksende fglge af simple, positive malelige funktioner tilhgre M™. At
alle funktioner i M™ kan opnas pa denne made, er indeholdt i fglgende:

SETNING 4.1. For enhver funktion f € M™*(X,E) findes en voksende folge
s1 < s9 < --- af simple, E-malelige funktioner s,, : X — [0,00] med f =
lim,, o0 Sn (punktvis).
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Bevis. Man kan benytte s, : X — [0,n], n =1,2,..., defineret ved

(0 nar 0< f(z) < 5
7 nar g < f(r) < 5
sn(x) =
e nar 22 < f(a) <n
[ n nar n < f(z) <oo.

Funktionen s,, er defineret ved en “Tuborg” og derfor E-malelig ifolge §2.4.
Desuden galder at s, (z) konvergerer voksende mod f(z) for alle x € X,
hvilket kort skrives s,, / f. Thier f(z) < 1, finder man s;(x), s2(x),. ..
ud fra f(z) som nzermeste lavere multipla af 1/2,1/22,.... For 1 < p <
f(z) < p+ 1 begynder talfglgen s1(x),s2(x),... med 1,2,...,p, medens
de resterende elementer fas ud fra f(z) som nsermeste lavere multipla af
1/2p %1 1/2p%2  _ Er f(z) = oo bliver talfglgen 1,2,... . O

BEMAERKNINGER. (a) En simpel funktion s € M™ har per definition veerdier
i [0, 00[, veerdien oo tillades ikke.

(b) For et reelt tal x betegner [z] den hele del af x, altsa [z] er det hele
tal n € Z, der opfylder n < x < n + 1. Dermed kan s,, skrives

{ 2727 f ()] nar  f(z) <mn,

$n(@) = n nar f(z) >n.

Vi gnsker at tilskrive enhver funktion f € M™ et integral I,,(f) = [ fdu,
som skal veere et tal i intervallet [0,00]. Fglgende hovedresultat viser, at

dette kan ggres pa kun én made, hvis vi gnsker nogle rimelige regneregler for
afbildningen I, : f — [ fdpu.
HOVEDSETNING 4.2. Lad (X,E, u) veere et malrum. Der findes en og kun
en afbildning I,, af M*(X,E) ind i [0, cc], som har folgende egenskaber:

(i) I,(1g) = u(E) for E € E.

(i) 1u(f +g) = L.(f) + 1.(g) for f,g € MT.

(iii) limy—oo L, (frn) = I,(f) nar (fy) er en folge fra M™* sa f, / f.

For den ved (i)-(iii) fastlagte afbildning I,, skrives I,,(f) = [ fdu. Den er
givet ved

Iu(s) = [ sdn =" ai (). (+)
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nar s € M™ er simpel med de indbyrdes forskellige funktionsveerdier ay, . .., an
og A; = s71({a;}), og ved

I.(f) :/fd,uzsup{/sd,u | s € M™T, s simpel, sgf} , (xx)

for vilkarligt f € M™T.

Bevis. Analyse af problemstillingen. Antag, at der findes en afbildning 1,
med de gnskede egenskaber. Af (ii) sluttes ved induktion I,(nf) = nl,(f)
for n € N. For et rationalt tal » = p/q, p,q € N har vi da

pLu(f) = Lu(pf) = L(q(rf)) = q1.(rf),

Lu(rf) = r1.(f).

Idet der til ethvert ¢ € ]0, oo] findes en voksende falge (7, ) af positive rationale
tal, der konvergerer mod ¢, finder vi af (iii) at

Iu(cf) = nl_fgo Lu(rn f) = nli_{]gorn L.(f) = c1u(f),
altsa
(iv) L(cf) =cl,(f) for ce[0,00], f € MT.

For en simpel funktion s € M™* med verdierne ay,...,a,, har man s =
ST aila,, hvor A; = s71({a;}), og ved anvendelse af (ii), (iv) og (i) fas (x).

For vilkarligt f € M™ geelder (x*). Hvis nemlig s < f og s er simpel og E-
malelig, vil f—s € M™T og f = s+ (f—s), hvoraf I,(f) = I,(s)+ 1, (f—s) >
I,(s), og dermed er I,(f) et overtal for den betragtede talmeengde. Pa
den anden side viser (iii) og Seetning 4.1, at der findes simple E-malelige
funktioner s, < f med I,,(sy) sa teet pa I,(f), vi gnsker.

Analysen viser, at der hgjst er én afbildning med de gnskede egenskaber,
og hvis der findes en, ma den opfylde (iv), og veere givet ved (x) for simple
funktioner, og ved (xx*) for vilkarlige funktioner i M.

I eksistensbeviset definerer vi forst I,,(s) = [ sdp for simple funktioner i
M ved (x), og far brug for

LEMMA 1. For simple E-malelige funktioner s,t : X — [0,00[ og ¢ € [0, 00|
er cs og s +t igen simple og E-malelige, og der gaelder

/csd,u:c/sd,u, /(s—l—t)d,u:/sd,u—i—/td,u.
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Bevis. Kun den sidste pastand er vaerd at omtale:
1° Hvis X = J)_; Ch, hvor C4,...,C, € E er parvis disjunkte, og hvis
c1,...,¢p € [0,00[, da er

/ (Z Ch10h> d,u = Z ch,u(C’h) .
h=1 h=1

Bemaerk, at nogle af maengderne C} kan veere tomme, og at ci,...,¢p
ikke er forudsat indbyrdes forskellige. — Udelades tomme CY},, og erstattes led
Chy 1(Chy )y - -+ Chy t(Chy ) P hojre side med

k k
Ch,y Z M(Chz) = chuu(U Chz)
i=1 i=1
nar cp, = ... = cp,, kommer vi imidlertid tilbage til definitionen af

/(Z cnlo,)dp
h=1

2° Erai,...,am, o0gby,...,b, deforskellige funktionsveerdier for henholdsvis
s og t, og settes A; = s7'({a;}), i = 1,...,m, og B; =t *({b;}), j =
1,...,n, har vi

n

X=XNX-= (GAZ)ﬁ UBi| =Jins),

i=1 i

hvor de mn meengder A; N B; € E er parvis disjunkte. Da nu
s = Z a;la,np;, t= ijlAmBj
%] %]

og dermed
s+t= Z(ai +bj)1a,nB;
%]

finder vi med brug af 1°

/sd,u + /td,u = Zai,u(Ai N Bj) + ij,u(Ai N Bj)

i,j 7/7.7

- Z(ai +0)p(Ai N Bj) = /(s+t)du. O

48



4.5

LEMMA 2. For simple E-malelige funktioner s,t : X — [0,00[, hvor s < t,

gaelder
/sd,u < /td,u.

Bevis. Idet t = s+ (t —s) med ¢t — s > 0, har vi

/tdu:/sdu—l—/(t—s)d,uz/sd,u. O

For vilkarligt f € M™ defineres dernsest

I(f) :sup{/sd,u |se Mt .s simpel,sﬁf} € [0, 00].

Hvis f € M™ selv er simpel, indgar [ fdp i talmeengden pa hgjre side, altsa
I(f) > [ fdu. Paden anden side kan vi af Lemma 2 slutte, at [ fdu > [ sdu
for de betragtede s, altsa [ fdu > I(f). Der geelder altsa I(f) = [ fdu =
I,(f) nar f € M er simpel, og dermed er der ingen grund til at opretholde
betegnelsen I(f). Det har mening at definere I,,(f) = [ fdu ved (s) for alle
femMt.

En umiddelbar konsekvens af definitionen er, at der for f,g € M™ geelder

fﬁg:/fduéfgdu-

Vi skal nu eftervise, at afbildningen I, : f — [ fdu har egenskaberne (i)-
(iii), og her er (i) en umiddelbar konsekvens af definitionen (x). Egenskaben
(i) felger af (iii) og Lemma 1 pa fglgende made: Til f,g € M™ kan vi ifglge
Seetning 4.1 finde folger (s, ), (t,) af simple funktioner fra M™* sa s, / f,
tn /" g. Da s, +t, / f+ g giver (iii)

/ (f + g)dy = lim / (50 + t)dps = lim ( / sudyi + / tnd,u)
:lim/snd,qulim/tnd,u:/fd,u—i—/gd,u.

Den manglende egenskab (iii) er af fundamental betydning, sa vi citerer
den som en selvstaendig seetning (jf. Lebesgue: Legons sur I'intégration, Paris
1904 p.98).
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HOVEDSATNING 4.3. (LEBESGUES MONOTONISETNING).
For enhver stigende fplge f1 < fo < ... af funktioner fra M™ geelder

/ (lim f,,)dp = lim / Fady.

Bevis. Vi bemeerker, at f = lim, f, = sup, fn € M™T, og at talfglgen
(f fndp)n=1,2,.. er stigende. Bade venstre og hgjre side i ligningen har
derfor mening.

Idet f > f,, for alle n € N, er det endvidere klart, at

[ s =1im [ goan.

Problemet er altsa at vise den modsatte ulighed.
Ifplge definitionen af [ fdu kommer dette ud pa at vise

/sd,u < lim/fnd,u

for en vilkarlig simpel, E-malelig funktion s : X — [0,00[ med s < f. — Det
vil veere nok for et vilkarligt tal a € ]0,1[ at vise

a/sdu:/asduglim/fnd,u.

For hvert x € X, hvor 0 < f(x), er as(x) < f(x) = lim,, f,(x), hvorfor
dn € N:as(z) < fn(x). Og f(x) = 0 medfgrer 0 = s(x) = fi(z) = fo(x) =

Seetter vi B, = {z € X | as(x) < fn(z)}, n=1,2,... har vi derfor

Endvidere er E; C Es C ..., og alle F, tilhgrer E (§2.4, Eksempel 2.15).
Imidlertid er afbildningen E — v(E) = [as 1gpdp et mal pa E, thi hvis
s =" ,a; 1a, har vi ifplge Lemma 1

v(E) = /Zaai la,nedu = Zaai,u(Ai NE),
i=1 i=1

og sidste udtryk er et mal ifglge eksemplerne C, D i §3.1. Fglgelig har vi
(83.1 (5)), at

v(E,) = /as g, dp / v(X) = /as 1xdp = /as dp .
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Idet as - 1g, < f, og dermed [as-1g,du < [ fodp, folger det gnskede

/as d,u:lim/alend,uglim/fnd,u. U

BEMARKNING 4.4. Egenskaben (5) i §3.1 er et specialtilfeelde af monoto-
niseetningen (f, = 1g,). Det afggrende skridt i ovenstaende bevis er at
udnytte egenskaben (5), dog for et andet mal.

Saetningen viser, at integration og graenseovergang kan ombyttes, nar man
har en stigende folge fra M™.

Vi fremhaever to egenskaber ved integralet som er vist under henholdsvis
analysedelen, og eksistensbeviset:

TILLEG TIL HOVEDSETNING 4.2. For f,g € M™ og ¢ € [0, 00] gaelder

(iv) [efdp=c /[ fdu,
(v) [ fdp< [gdpnir f <g.

KOROLLAR 4.5. For f € M™ gealder

/fd,u:O<:>f:0u—n.o.

samt

/fd,u<oo:>f<oo,u—n.o.

Bevis. Med A ={x € X | f(x) >0} eroco- f=00-14 og dermed

OO/fduzfoof duz/oolAduzoou(A),

men dette viser [ fdu =0 < u(A) =0.
Med B={z € X | f(x) = o0} er colp < f, og dermed

cop(B) < /fdu,
hvilket viser [ fdp < oo = p(B) = 0. O

Som en anvendelse af monotonissetningen viser vi, at egenskab (ii) i Hoved-
seetning 4.2 geelder ikke blot for endelig mange addender, men for numerabelt
mange.
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SETNING 4.6. For en uendelig raekke Y 1° f, af funktioner fra M geelder

(505 o

Bevis. At Y0 [ /' >oney [r folger at

g:l/fkdu:/(gjlfk> du//(g:lfk> dp. O

Vi slutter med en anvendelse af monotonisaetningen, som vi skal udnytte
i beviset for Lebesgues majorant ssetning i §4.2.

SETNING 4.7. (FATOUS LEMMA). For en folge (fy,) fra M gaelder
/(lim inf f,)dp < lim inf/fnd,u.

Bevis. Med g, = inf,,>, fn, p=1,2,... har vi g, < f, for p <n, hvoraf

/%WS/EW,

/gpd,u < iI;f /fnd,u < liminf/fnd,u.
n>p n

Da nu g, /" liminf,, f,, giver monotonisaetningen det gnskede. O

altsa

BEMARKNING 4.8. Hvis (f,,) er voksende, giver Fatous lemma

/@mhMmmm/hw,

men den modsatte ulighed er oplagt, idet lim f,, > f, for alle n, og dermed
genfinder vi monotonisaetningen.

Uanset at Fatous lemma kun er en lille variant af monotonisatningen, er
den ofte til stor nytte. (Pierre Fatou, fransk matematiker 1878-1929).

4.2. Integral af reelle funktioner
Medens det, sa leenge talen er om integration af positive funktioner, er
overordentlig bekvemt at operere med tallet co, ville det for vilkarlige reelle
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funktioner tveertimod vaere en belastning at inddrage oo og —oo. Derfor
lader vi veere.

Er f en reel funktion f: X — R, sasetter vi fT = fVO0og f~ =—(fA0),
altsa

oo [ f(=) nar 0 < f(x) L { 0 nar 0 < f(x)

! <x)_{o nar f@) <0, L DTV pw) mar f@) <o,

De to funktioner kaldes den positive og den negative del af f.

Bemewrk, at f = f* — [~ og [f| = f* + .

Er E en o-algebra i X, vil f veere E-malelig, hvis og kun hvis f* og f~
begge er det.

Lad nu (X, E, p) veere et malrum med X # &.
DEFINITION 4.9. En funktion f : X — R siges at veere integrabel med hensyn

til o (kort: p-integrabel), hvis f er E-malelig og

/f+du<oo, /f_d,u<oo.

I bekraeftende fald saettes

/fdu=/f+du—/f‘du-

Mengden af p-integrable funktioner f : X — R betegnes £(u) = L(X, u)
L(X,E, n). Bemaerk at 14 er integrabel hvis og kun hvis A € E og u(A) < oo.
Abenbart er —oo < [ fdu < oo for hvert f € L(X,E, p).

Definitionen af [ fdu er tilladelig. Thi for f > 0er jo f* = f, f~ =0.

BEMARKNING 4.10. Enhver E-malelig funktion f : X — [0,00] har et in-
tegral [ fdu, eventuelt med veerdien co, men den regnes kun for integrabel
m.h.t. p, hvis alle funktionsveerdier f(z) er endelige og [ fdu er endeligt.

SETNING 4.11. En E-malelig funktion f : X — R er integrabel med hensyn
til p, hvis og kun hvis |f| er det, dvs. hvis [ |f|du < oo. I bekreeftende fald

er
'/fdu' < [ 15l
Bevis. Af |f| = ft + f~ folger [ ftdp+ [ f~du = []|f|du, hvoraf

/f+d,u<oo, /f_d,u<oo<:>/|f|d,u<oo,
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og i bekraeftende fald er
'/fdu' = '/f+du—/f‘du' S/f+du+/f_du:/|f|du.

Integrabilitet godtggres oftest ved folgende trivielle

KOROLLAR 4.12. Hvis f : X — R er E-malelig og hvis |f| < g,hvor g €
MT(X,E) og [ gdu < oo, sa er f integrabel m.h.t. p.

Bevis. [|fldp < [ gdu. O

SETNING 4.13. Nar f,g € L(X,E,u) og a € R, da er ogsa af,f +g €
L(X,E, p) og

/af du:a/fdm/(erg)du=/fdu+/gdu-

Bevis. For a = 0 er pastanden triviel. For a > 0 benyttes (af)™ = afT,
(af)” = af~. Det er nu nok at betragte tilfeeldet a = —1; her benyttes
=Hr=f=N"=r

At summen f + g : X — R er u-integrabel folger af, at den er E-malelig,
og at [f +g| < [f[ + lg], hvor [ f|+ |g] € MT(X,E) og

[ st 1ahdn = [ 171dn+ [ lgldn < oo.
At [(f+g)du= [ fdp+ [ gdu, kan nu vises saledes: Af

f+9) " —(f+9) =f+9=f"—f"+9" -9
fas
(f+9) " +f +g =+ +(f+9,
hvor alle led tilhgrer M* (X, E). Men sa er

/(f+g)+du+/f‘du+/g‘du=/f+du+/g+du+/(f+g)‘du,

og da disse integraler alle er endelige tal, sluttes

/(f+g)+du—/(f+g)‘du=/f*du—/f‘dwr/g*du—/g‘du,
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dvs.

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

KOROLLAR 4.14. Nar f,g € L(X,E,u) og f < g, da er

/fdMS/ng-

Lighedstegnet gaelder, hvis og kun hvis f = g naesten overalt m.h.t. p.

Bevis. Idet g — f € M1 (X,E), er [(9— f)du > 0, med lighedstegn hvis og
kun hvis g — f = 0 naesten overalt m.h.t. p (Korollar 4.5). Og

/(g—f)dMZ/gdu—/fdu.D

Ovenstaende kan rekapituleres saledes: L£(X,u) er et vektorrum og f +—
[ fdp er en positiv linearform.

Graensefunktionen f for en punktvis konvergent fglge f1, fo,... af inte-
grable funktioner behgver ikke at vaere integrabel, end ikke hvis talfglgen
[ fidu, [ fadp, ... er konvergent. Og hvis f er integrabel, geelder ikke ngd-
vendigvis [ fndu — [ fdp. Det er let at give trivielle modeksempler, f.eks.
med p = Lebesgue malet pa R, saledes f, = 1j9,,) — 1)j—p,0], henholdsvis
fn = 1]n—1,n}7 n=12....

Der galder imidlertid fglgende simple og ofte anvendelige hovedsatning,
et af teoriens hgjdepunkter:

HOVEDSATNING 4.15. (LEBESGUES MAJORANTSETNING).

Lad funktionerne f,, : X — R, n=1,2,..., vaere E-malelige og lad folgen
fi(x), fa(x),... veere konvergent i R for hvert x € X. Hvis der findes en
funktion g € M*(X,E) med [ gdu < oo, saledes at Vn : |f,| < g, da er
funktionerne fi, fo,... og f =lim f,, alle integrable m.h.t. i, og

/fndu n:;@/fdu-

Bevis. En funktion g € M*(X,E) med [ gdu < oo, som opfylder |f,| < g
for alle n, kaldes en majorant for funktionerne f, fo,... . En sadan funktion
g teenkes givet.

1° Det er klart, at fi, fo,... og f = lim f,, er integrable m.h.t. pu, idet
funktionerne alle er E-malelige, og | f,| < g medfgrer |f| < g.
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2°  Antag forst Vo € X : g(x) < oo, saledes at majoranten g er integrabel
m.h.t. p.
Idet g + fr, > 0 0g g — fn > 0, kan vi anvende Fatous lemma (Saetning
4.7) pa hver af folgerne (g + fn)nen 08 (9 — fn)nen. Da
liminf(g + fn) =lim(g + fn) =g + f,
far vi i fgrste tilfeelde

/(g +f)dp < liminf/(g + fu)dp,
altsa ifglge Seetning 4.13
/gd,u—l—/fd,u < liminf (/gd,u—l—/fnd,u)
:/gd,u—l—liminf/fnd,u,

dvs.

/fd,ugliminf/fnd,u.

I andet tilfselde fas

/(g — [dp < liminf/(g — fn)du,

/gdu—/fdu < liminf (/gdu—/fndu)
= /gdu—limsup/fndu,

limsup/fnd,uS/fd,u.

altsa

dvs.

Sammenholdt har vi
[ s < it [ o<t [ o< [ gan,

altsa
liminf/fndu:limsup/fndu:/fd,u,
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dvs.
[t = [ sdn.

3° Generelt: Med N = {z € X | g(z) = oo} er g- 1x\n en p-integrabel
majorant for fi - 1x\n, fo-1x\n,--. . Ifolge 2° geelder derfor

/fn “lx\ndp e /f Ix\ndp.

Da nu pu(N) = 0 (Korollar 4.5), har vi imidlertid (jf. bemerkning nedenfor)

/fndM:/fn'lx\NdM og /fdM:/f~1X\Ndu. O

Som et specialtilfzelde af Lebesgues seetning neevnes, at majorisering med
en konstant K € R

Vn e NVe € X : |fu(x)] < K,

er en tilstreekkelig betingelse, nar p(X) < oo. (Lebesgue 1902; den almene
majorantbetingelse: Lebesgue 1908.)

BEMARKNING 4.16. Hvis f = g naesten overalt m.h.t. p, hvor f: X — Rer
E-malelig, medens g € L(X,E, u), da er ogsa f € L(X,E, u), og

/fduzfgdu-

Bevis. Viskriver f = g+ (f —g). Idet [|f— g|dp= 0 (Korollar 4.5), sluttes
af Seetning 4.11, at f — g € L(X,E, u) med [(f — g)dpu =0, og Seetning 4.13
giver det gnskede. O

Bemaerkningen tillader en svaekkelse af forudsaetningerne i en raekke saet-
ninger i disse noter.

I Lebesgues majorantssetning kan forudssetningen, at fi(z), fo(z),... er
konvergent for hvert x € X, saledes sendres til

fn(x) — f(x) for pu-nsesten alle z € X,

hvor f : X — R er en E-malelig funktion. Og hvad majorantfunktionen
angar, vil det veere nok, at

Vn € N :|f,| < g neesten overalt m.h.t. p.
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Thi da der kun er tale om numerabelt mange undtagelsesnulmangder, kan
disse forenes til en enkelt, N, hvorefter den oprindelige seetning anvendes pa
Jn - 1X\N — [ 1X\N~

Vi vil ogsa tillade os at integrere en funktion f, der kun er defineret naesten
overalt, under forudszetning af at den kan udvides til en integrabel funktion f
pa hele X. Visatter [ fdu = [ fdpu, idet vaerdien ikke atheenger af, hvordan
udvidelsen til en integrabel funktion foretages.

4.3. Integral af komplekse funktioner
Lad (X, E, u) veere et malrum med X # &.
Idet vi skriver en funktion f: X — C pa formen

f=f+if med f': X =R, f": X >R,

siges f af veaere integrabel med hensyn til p, hvis f/ og f” begge er det. I
bekraeftende fald saettes

[ gan= [ raw+i [ au.

Mengden af p-integrable funktioner f : X — C betegnes £(u) = L(X, u) =
L(X,E, 1), ganske som for reelle funktioner.

En funktion f = f’ + if”, der er p-integrabel, er abenbart E-malelig
(Seetning 2.5). Det er ogsa indlysende, at den konjugerede funktion f =
f"—if" er u-integrabel, og at [ fdu er konjugeret til [ fdu.

Resultaterne i §4.2 (setninger, korollarer, bemerkninger,...) gelder ord
til andet ogsa for funktioner med komplekse veerdier, idet R overalt endres
til C. En eneste undtagelse er Korollar 4.14, der naturligvis er specifikt for
reelle funktioner.

Begrundelsen er gennemgaende ganske ligetil. Eksempelvis:

Nar f : X — C er p-integrabel og a € C, da er ogsa af € L(X,E,pu) og

/afd,u:a/fd,u.

Thi med f = f'+if" oga=a +id har vi

af:(a//f/_a// //)+i(a//f//+a//f/)~

58



4.15

Altsé er af € £(u) og
[at du= [@s—a"gin+i [@ s +a £
— (d / Fdu—d" / Fdp+ i / Fdu + a” / Fdu)
_ (a'—l—ia”)(/ f’du+i/f”du) :a/fd,u.

En E-malelig funktion f : X — C er integrabel m.h.t. u, hvis og kun hvis
|f| er det, dvs. hvis [ |f]du < co.
Thi f, f"” og | f| er E-malelige, og

P USL 17T < Tf] samt [f] < |F71+ 7]

Kun for ét resultat kraever begrundelsen mere opfindsomhed:

. Nar f : X — C er integrabel m.h.t. u, da er

[ sdul < [ 1f1dn.

Bevis. Veelg a € C med |a| = 1, saledes at a [ fdu € [0,00[. Da er

I/fdulza/fduzfaf duz/g’dwri/g”du,

hvor vi har af = ¢’ +ig” med ¢’ : X — R, ¢” : X — R. Idet tallet er reelt,

har vi
|/fdu| Z/g’du-

Uligheden folger nu af, at ¢’ < |af| = |f|. O

Bemszerk specielt, at Lebesgues majorantsetning geelder ordret med C i
stedet for R.

Med f, = fl +if)/, n =1,2,..., og f = f' 4+ if” kan sstningen for
reelle funktioner nemlig anvendes pa f), — f' og f/! — f", idet jo |fn| < g
medforer [f,[ < g og [f/| < g.

BEMERKNING 4.17. OM NOTATIONEN. Er der givet et malrum (X, E, ),
knytter vi altsa til funktioner f € MT (X, E)UL(X, u) et tal i CU{oo}, som vi
har betegnet [ fdu. En anden benyttet skrivemade er [ f(z)du(x), hvor x er
en variabel. Denne skrivemade har iseer betydning, hvis f athsenger af flere
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variable, idet den viser, efter hvilken variabel integrationen skal foretages.
Bogstavet “d” optraeder af historiske grunde. Man kunne naturligvis lige
s& godt have benyttet betegnelsen [ fu eller mere neutrale betegnelser som
I.(f), p(f), < p, f >, der alle kan ses i litteraturen. I sandsynlighedsteori
ser man endvidere skrivemaden [ f(z)u(dz).

4.4. Integral over delmaengde. Mal med taethed
Lad (X,E, ) veere et malrum og V' € E en ikke tom delmaengde. Vi kan
pa naturlig made organisere V' til et malrum (V,Ey, puy ) idet

EV:{BGE’BQV}, ,uv:,u|Ev

Vi siger, at uy er restriktion af malet p til V.
En funktion g med definitionsmaengde V' vil vi udvide til en funktion g pa
X ved fastsaettelsen

N g(x) forz eV,
g(x) =
0 forx e X\ V.

Vi erindrer om, at g er E-malelig, hvis og kun hvis g er Ey-malelig, jf. §2.4.
Vi skal nu se hvorledes integraler m.h.t. py kan fores tilbage til integraler
m.h.t. p.

SETNING 4.18. For enhver Ey-malelig funktion g : V' — [0, o] er

/gduvzfédu- ()

Om en Ey -malelig funktion g : V' — R (eller C) geelder
g e ‘C(Vvlu\/) Ag g € E(X,,U,),

og (x) bevarer sin gyldighed for g € L(V, uy).
Bevis. Afbildningen g — [ g du af M*(V,Ey) ind i [0, co] har egenskaberne
(1)-(iii), der ifplge Hovedseetning 4.2 karakteriserer afbildningen I,, : g —
[ g dpy:

(i) [1g du=pv(E) for E€Ey,
idet Ip =1gpsa [1pdu = pu(E) = pv(E).

i) [(f+9)~du= [ [fdu+ [§dp for f.ge M*(V,Ev),
idet (f +9)~ = f+3.

(iii) limn oo [ fodp = [ f dpnér fo /7 f, fo € MF(V,Ey),idet f /' f.
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Heraf folger (x).
For en Ey-malelig funktion g : V' — R (eller C) gaelder

g€ L(Viy) / glduy < oo

og
geﬁ(X,u><:>/|g|du<oo,

/ glduy = / Gldu

ifplge (*), (bemaerk at |g|™~ =|g|), har vi bevist, at

sa da

ge ‘C(Vvu\/) <:>§ € ‘C(Xnu’)

Hvis g : V — R tilhgrer £(V, py ) har vi

/ng=/@ﬂmv—/gwa5/@ﬂ%m—/@v%m
~ [@rdu= [@ du= [gau.
sa (x) geelder. Det komplekse tilfeelde reduceres let til det reelle. O

For g € L(V, uy ) benytter vi sprogbrugen, at g er p-integrabel over V', og
vi benytter fglgende skrivemader for integralet

fom= (- 1)

Hvis g er defineret pa hele X, defineres integralet af g over V m.h.t. u ved

/QW:/MWWM
1%
/‘gdu=i/gleL
1%

Hvis man tillader sig at misbruge de matematiske symboler, kan man ogsa i
forste tilfselde benytte [ glydp som definition af integralet af g over V.

Idet (g|V)~ = gly, har vi
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Misbruget ligger i, at g1y ikke er defineret udenfor V', hvis g kun er defineret
pa V. Pa den anden side kan man ignorere dette, da der multipliceres med
nul.

EKSEMPEL 4.19. For en funktion g pa et interval I af en af de fire typer
la,b], [a,b], ]a,b] eller ]a, b skrives

/ @) = / " g(@)dmi(z) = / g dm

i stedet for [ 7 gdm, hvor m er Lebesgue malet. Nar vi kan benytte samme
symbol uanset intervaltype, er det fordi etpunktsmaengder er nulmaengder
m.h.t. Lebesgue malet. Hvis vi derimod integrerer funktioner pa et interval
med hensyn til et mal p pa (R,B), for hvilket u({b}) > 0 for visse b € R, er
det naturligvis vigtigt at holde rede pa intervaltypen, idet

/ fdu = / £yt FO)ub}).,
]a,b] Ja,b[

hvis f er p-integrabel over |a, b].

Ud fra et malrum (X, E, ) og en funktion f € M*(X,E) kan man kon-
struere et nyt mal pa E ved fastsaettelsen

E|—>/fd,u for EFe€E,
E

idet

/@fduzo og /UTEnfduzi;[Enfdu,

nar (F,) er en fplge af parvis disjunkte meengder fra E. Den sidste ligning
folger af Saetning 4.6, idet

Ayr e, =/ (Zlm) = fis, -
1 1

Malet betegnes f - u (eller blot fu) og siges at have tetheden f m.h.t. malet
. I symboler har vi

(f~,u)(E):/Efd,u for EcE.
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EKSEMPEL 4.20. Er u = m, og opfylder f € M™(R,B) betingelsen [ fdm =
1, er f-m et sandsynlighedsmal pa (R, B) og f kaldes en sandsynlighedstethed.
Med

1 1 . 11
f(.’]?) = \/% eXp(_§ xQ) ) f(.’]?) = 1]0,oo[<x)e 7f<$) = ; 1+ 72
fas henholdsvis normalfordelingen, eksponentialfordelingen og Cauchy-forde-

lingen.
Vedrgrende integration m.h.t. malet f - u har man fglgende

SETNING 4.21. For ¢ € MT(X,E) er

/sod(f~u) = /sof dp . (%)

Hvis f har endelige vaerdier geelder der om en malelig funktion ¢ : X — R
(eller C)

pe E(Xvaf ’ :U’) e Qof S E(X7E7N>7
og (*x) bevarer sin gyldighed for ¢ € L(X,E, f - u).
Bevis. Afbildningen ¢ — [of dp af MT(X,E) ind i [0, co] ses umiddelbart
at opfylde de tre betingelser, der karakteriserer afbildningen If., : ¢ —

[ @d(f - p), og derfor gaelder (+x). For en malelig funktion ¢ : X — R geelder
ifolge (x*) og Seetning 4.11

weﬁ(X,E7f~u)<:>/|so|fdu< o,

og hvis f har endelige veerdier, er dette ensbetydende med, at ¢ f € L(X,E, ).
At (xx) geelder for ¢ € L(X,E,f - u) ses nu umiddelbart ved at skrive
@ = T — . Udvidelsen til komplekse funktioner gar glat. O

4.5. Billedmal
Lad ¢ : (X,E) — (Y,F) veere en malelig afbildning. Hvis der er givet et
mal p pa E, er afbildningen

B u(¢~'(B), BEeF

et mal pa F, hvilket umiddelbart verificeres. Det kaldes billedmalet af
under ¢ og betegnes (). (Betegnelsen for billedmalet er ikke standard.
Man traeffer ogsa andre betegnelser f.eks. p?). Der gaelder altsa

¢(u)(B) = u(¢~'(B)) for BEF.

Bemeerk, at p og ¢(p) har samme totale masse. Om integration med hensyn
til billedmalet gaelder:
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SETNING 4.22. For enhver F-malelig funktion g : Y — [0, 00] er

/gdw(u) = /goso dp. ()
Om en F-malelig funktion g : Y — R (eller C) gaelder

g€ LY, p(p) & gope L(X,p),

og (x) bevarer sin gyldighed for g € L(Y, p(n)).

Bevis. Afbildningen af M*(Y,F) ind i [0,00] givet ved g — [(g o ¢)du
ses umiddelbart at opfylde betingelserne (i)—(iii) i Hovedsaetning 4.2, der
karakteriserer afbildningen I,,(,,), og derfor geelder (*). At f.eks. (i) er opfyldt
ses saledes:

[1zowdn= [ 1o mdu= o™ (B) = p(u)(B) tor BeF.

Dernest er g : Y — R integrabel m.h.t. ¢(u), hvis og kun hvis |g| er ¢(u)-
integrabel, og idet

/Mwwzjhwwwaﬂwww,

er dette ensbetydende med, at goy er u-integrabel. Hvis g er ¢(u)-integrabel,
anvendes (x) pa g7 og g, og derved ses, at formlen (x) bevarer sin gyldighed.
Udvidelsen til komplekse funktioner er umiddelbar. O

EKSEMPEL 4.23.
(a) Lad p veere et sandsynlighedsmal defineret i (X,E). For en malelig

funktion ¢ : X — R (= en stokastisk variabel) kaldes billedmalet ¢(1u), som
er et sandsynlighedsmal pa Borel algebraen i R, fordelingen af p. Tallet

e(u)(B) = u(e ' (B)) = u({z € X | p(x) € B})

er sandsynligheden for at ¢’s veerdier ligger i maengden B. Den stokastiske
variabel ¢ har forste moment netop hvis

| telau= [ Jaldgtia) < .

og nar denne betingelser er opfyldt, er middelverdien E(p) af ¢ givet ved

B(o) = [ wdu= [2do(a)
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(b) Lad v veere et mal pa en o-algebra F i X, og lad p veere en udvidelse
af v til et mal pa en o-algebra E D F i X. For en F-malelig funktion g pa X
kommer integration med hensyn til v og i da ud pa et.

Dette fremgar, idet v er billedmalet af ;o under den identiske afbildning af
(X,E) ind i (X,F), som er E — F-malelig.

4.6. Summer }_,_;a;
Hovedanvendelsen af det foregaende er integration med hensyn til Le-
besgue malet i R*. (Se Eksempel 3.2, A.)

Pa dette sted vil vi imidlertid — som illustration af den almene teori —
betragte integration med hensyn til tellemalet p i en vilkarlig meengde J # &.
(Se Eksempel 3.2, B.)

Idet definitionsmaengden for p bestar af samtlige delmaengder af J, er der
ingen problemer med malelighed.

SETNING 4.24. For enhver funktion f : J — [0,00] er
/ fap=">" f(x).
J
Bevis. For hvert x € J er f{w} fdp = f(z)-p({z}) = f(x), og folgelig geelder

[ fin=Y" 1)
I
for enhver endelig eller numerabel delmaengde I C J, jf. §4.4. Ifglge sumde-

finitionen (§0) er da
[ fin=3 s

zed

specielt geelder lighedstegn, hvis 3. ; f(z) = oo. Oghvis }_ . ; f(z) < oo,
vil I = {x € J | f(x) # 0} veere teellelig (se §0), hvorfor

/deu - /Ifdu+[]\l i =310 +$EZ]:\IJ”($) - Y@ 0

En funktion f:J — Reller f:J — C er integrabel m.h.t. teellemalet p i

J, hvis og kun hvis
Do 1f@)] < oo
zeJ
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I bekraeftende fald definerer vi summen ) _; f(x) som integralet S s fdp. 1
stedet for L(J, ) skrives ofte £(.J).

Er funktionen f skrevet som en familie (a;),;cs af tal, bliver sumbetegnel-
sen » . ;a;, som i §0.

Er J endelig, f.eks. J = {1,...,n}, har summen >, ;a; = > . ; f(J)
den saedvanlige betydning, idet regningen

/deﬂ:al'M({l})+---+an~u({n}):a1+...+an

geelder ikke blot i tilfeeldet a; € [0, 0o], men ogsa nar tallene a; alle er reelle
eller komplekse.
En sum ZjeN a; med N som indeksmaengde kan tolkes som en rekkesum

S aj, dvs.

j=1
n
Zaj —>Zaj for n — oo,
J=1 JeN
ikke blot i tilfeldet a; € [0,00], men ogsa nar tallene a; alle er reelle eller
komplekse og 3y laz| < oo.

Tilfeeldet a; € [0,00] er omtalt allerede i §0, og vi har siden benyttet
det gentagne gange. I sidstnaevnte tilfzelde kan Lebesgues majorantssetning
anvendes pa graenseovergangen

[,y — f=(aj)jen,

med |f| som majorantfunktion. — For a; € [0, 0o] kan Lebesgues monotoni-
seetning i gvrigt anvendes pa samme graenseovergang.

Med ¢ betegnes meengden af (reelle eller komplekse) talfglger f = (a;);en,

hvor
o0
> lal =" laj| < oo,
j=1

JjEN
altsa talfglger, hvor raekken Z;; aj er absolut konvergent.
Anderledes udtrykt drejer det sig om de (reelle eller komplekse) funktioner

pa N, der er integrable m.h.t. teellemalet 11 N. Altsa £ = L(N, u) = ¢(N).
Da rakkesummen Z;; a; her, som netop vist, stemmer med integralet

ZjeN aj = fN fdu, kan resultaterne i §§4.2, 4.3 savel som mange senere re-
sultater benyttes pa absolut konvergente rackker, — ligesom §4.1 kan anvendes
pa raekker med positive led.

EKSEMPEL 4.25. Som specialtilfeelde af Lebesgues majorantsaetning har vi:
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Lad Z;; aij, Z;; azj, ... veaere rackker med reelle eller komplekse led og
forudseet, at fglgen a1, az;, ... er konvergent for hvert j € N. Hvis der findes
en rakke Z;; b; med 0 < b, og Z;; bj < oo, saledes at Yy, j : |an;j| < by,
da er de givne rakker savel som rakken Z;; lim,, a,,; absolut konvergente,
og om reekkesummerne gaelder

o0 o0

E lim a,; = lim E (pj -
n n

=1 =1

Formentlig er det uhensigtsmaessigt saledes at opskrive specialtilfeelde af
vore integralssetninger. Det er nok bedre ved anvendelse pa f.eks. raekker at
teenke i et integralsprog.

4.7. Integral med reel parameter
Idet (X,E,u) er et malrum med X # & og I et (begraenset eller ube-

graeenset) interval pa R, tenker vi os givet en funktion f: X x I — R eller
f: X xI—C.
For hvert x € X vil vi med f(z,-) eller f, betegne snitfunktionen

t— f(z,t), tel,
medens vi for hvert ¢t € I med f(-,t) eller f* betegner snitfunktionen
x— f(x,t), v € X.

Vi antager f' € L(X,E,u) for hvert t € I og betragter funktionen F
defineret pa I ved

FO) = [ fdu= [ s tdua), ter.
X X
Ofte omtales F' som “integralet [ f(z,t)du(x) som funktion af parameteren
.

SETNING 4.26. Antag yderligere, at alle snitfunktioner f, er kontinuerte
i samme punkt to € I. Findes der nu en funktion ¢ € M™*(X,E) med
[x 9dp < oo, séledes at

Vie IVx € X @ |f(x,t)| < g(x),

da er ogsa F' kontinuert i tg.

Beuvis. For enhver punktfglge t1,t2,--- — to,t, € I, vil funktionsfglgen
i) f2 ... konvergere punktvis mod f'°. Vi har jo f.(tn) — fz(to), dvs.
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f(x,tn) — f(z,to) eller fin(x) — fto(x), for hvert x € X. Nar Vi € I :
|f*] < g, hvor g € MT(X,E) med [, gdu < oo, sluttes derfor af Lebesgues
majorantsaetning, at [ fidp — [ flodu, dvs. F(t,) — F(to). O

BEMARKNING 4.27. Szetningen kan uden videre generaliseres ved at lade I
veere et metrisk rum.

SETNING 4.28. DIFFERENTIATION UNDER INTEGRALTEGNET. Ud over Vt €
I:f' e L(X,E, ) antages her, at alle snitfunktioner f, er differentiablei I,
altsa at den (partielle) afledede %f(ac, t) = Df,(t) eksisterer for alle z € X
ogt € I. Findes der nu en funktion g € M*(X,E) med [, gdu < oo, séledes
at

VieIVee X : '%f(x,t)' <g(z),

da vil z +— %f(ac, t) tilhgre L(X,E, ) for hvert t € I, og F er differentiabel

i I med
DF
dt/fxtd,u /81& (x,t)dp(z) .

Beuvis. For fast t € I betragtes folgen

F _ tn _ gt
M_/f Py n=12..
by —t x tn—t

af differenskvotienter svarende til en vilkarlig talfglge t1,t2,--- — t med
tn € I,t, # t, og det bemaerkes, at funktionsfolgen (f'» — f*)/(t, — t)
konvergerer punktvis mod x — % f(z,t). For hvert z € X har vi nemlig

fir () = f1(@) _ faltn) = ful®) 9
tn —1 B b — 1t njo)onm(t)_ af@vt)

Er f reel, findes der ifglge differentialregningens middelvaerdissetning et
tal 7, , mellem ¢,, og ¢, saledes at

fu(tn) = fo(t)
b — 1

2f(.’17,7'n7w).

= Dfﬂ&(Tn,w) = ot

Eksisterer nu en majorantfunktion g som beskrevet, har vi folgelig

ftn ft

Pa— <g foralle neN,
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saledes at Lebesgues majorantsesetning kan anvendes. Altsa vil x — % f(z,t)
tilhgre L(X,E, 1) og

F(ty) - F b — ! 9
P =P e e )

tn — 1 n—00

Er f kompleks, f = f'+if”, kan den reelle saetning anvendes pa [’ og f”,
eller man kan modificere beviset ovenfor ved at anvende middelveerdissetnin-
gen pa f' og f" og opna majoriseringen

for—f
b — 1

Sg\/ﬁ.
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Opgaver til §4

I opgaver vedrgrende integraler m.h.t. Lebesgue malet pa R (Lebesgue
integraler) er det gnskeligt straks fra starten foruden funktioner defineret pa
hele R at inddrage funktioner defineret f.eks. pa et interval.

Vi bruger fol f(x)dz, [~ f(z)dz,--- som betegnelse for integraler m.h.t.
Lebesgue malet i |0, 1], |1, 00[, - .

Det vil senere (som Korollar 5.7 til infinitesimalregningens hovedsaetning,
§5.2) blive vist, at

Er f : [a,b] — C kontinuert pa et kompakt interval [a,b] C R, og er ® en
stamfunktion til f, dvs. differentiabel i [a,b] med afledet D® = f, da er

b
/ f(2)de = [B(2)=" = B(b) - B(a).

Dette resultat, der jo knytter traden til gymnasiematematikken, teenkes
allerede nu anvendt i opgaver, hvor der er behov for det.

Integral af positive funktioner

4.1. En begrenset funktion pa et begrenset interval, som er Lebesgue inte-
grabel, men ikke Riemann integrabel.

Pavis, at Dirichlets funktion (se p.I1.i.3) pa intervallet |0, 1] er en Borel
funktion, og bestem dens Lebesgue integral.

4.2. Lad (X, E, ) veere et malrum. Vis, at hvis hvert z € X tilhgrer mindst
k af meengderne Aq,..., A, € E, sa er

w(A;) > %M(X) for mindst et j.

4.3. Lad f: Ry — [0,00] veere en Borel funktion med [, f(z)dz < oc.

1° Kan man slutte, at

f(z) — 0 for z — c0?
da € Ry :sup{f(z) |z > a} < 00?
Vee Ry :m({x >al f(x) >e}) - 0 for a — oco?
2° Samme spgrgsmal, idet f yderligere forudssettes kontinuert, hen-
holdsvis uniformt kontinuert.
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1° Vis, at

n 0o 1 1
/ f(z)dz H/ f(z)dz og f(z)dz H/ f(z)dz for n — oo,
1 1 1/n 0

20

4.5.
1°

20

30

nar f : Ry — [0,00] er en Borel funktion. (Vink: Benyt Lebesgues
monotonisaetning. )
Gealder ogsa

/1u f(z)dr — /100 f(x)dx og /ul flz)dz — /01 f(z)dz

for u — oo, henholdsvis u — 0, u € R;7
Find fol x%dz og floo x%dx for hvert a € R.
(Resultaterne anvendes ofte.)

Vis, at (1 — %)n 1)_oo,nj(x) /e for hvert € R for n — co.
(Vink: Benyt, at log er en konkav funktion med D log(1) = 1.)

Vis, at [ (1—2)"dx /1 for n — oo.

n

Vis, at [;' 2 (1 — %)n dx / fR+ 2%~ *dz for hvert a € R for n — oo.

Bemeaerk, at man ikke behgver at bekymre sig om, hvorvidt
fR+ 2% %dx < co. For hvilke a € R er det i ovrigt tilfseldet?

4.6. Lad (X,E, u) veere et malrum, hvor u(X) = oo, og lad f : X —]0, 00
veere E-malelig. Vis, at

(Vink:

/fd,u<oo:>/%d,u:oo.

1< f+73)

4.7. Lad (X, E, p) veere et malrum, hvor u(X) < oo, og lad f1, fa,... veere
en fplge af E-malelige funktioner f, : X — [0, 00[, der konvergerer uniformt
mod en funktion f: X — [0,00[. Vis, at

/h@ﬂ/ﬁw
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4.8.
1° Udregn

1 o© n+1
s
E dr.
0 n

n=1

2° Undersgg, om raekken

0o
xn—|—1

n
n=1

er uniformt konvergent for 0 < x < 1.

4.9. Lad a,b € R,
1° Vis, at

b—1 ©

1x+ i (1 — 2%z 12" for <z < 1

n=0

2° Vis, at

/1 2t 11 L] Lo, 1 N
r=-— — —
o 1+az¢ b b+a b+2a b+ 3a b+2na b+ (2n+1)a

4.10. Udregn

1 00
1 1 1 1
/ (— — sin—) dx og / (— — sin —) dx
0 X X 1 X X

(Veerdien af det sidste integral kan angives som en rackkesum.)

4.11.

1° Giv et eksempel pa en dalende folge f1 > fo > ... af Borel funktioner
fn : R — [0, 00[, hvor

/R lim f, (@)dz # lim /R fo(@)da.

n

2° Samme opgave med |0, 1] i stedet for R.

4.12. Giv et eksempel pa en familie (f;);jes af Borel funktioner f; :]0,1] —
0, oo], hvor ZjeJ fj igen er en Borel funktion, men

Al;fj<x>dm¢§;/ol e
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4.13. Vis ved eksempler, at hvert af tegnene < og = kan forekommer i
uligheden

n—oo n—oo

1
/ liminf f, (z)dx <11m1nf/ fn(
0

og at hvert af tegnene <, = og > kan forkomme mellem

1 1
/ lim sup f,,(z)dz og limsup/ fn(z)dz
0 0

hvor f, :]0,1] — [0,00[, n = 1,2,..., er Borel funktioner.

Integral af reelle funktioner

4.14. Lad (X, E, u) veere et malrum og lad g : X — R vaere E-malelig.

1° Vis, at g € L(X,E, u), hvis der findes funktioner f,h € L(X,E, u),
saledes at f < g < h.
2° Vis, at g € L(X,E, u) og

ap(X) < / g dp < bu(X),

hvis u(X) < o0 og a < g(x) < b for alle z € X, hvor a,b € R.

4.15. Er produktet af to integrable funktioner altid integrabelt?
(Sml. opg. 4.22.1°.)

4.16. Lebesgue under- og oversummer.
Lad (X,E, pu) veere et malrum med u(X) < oo, og lad f : X — R veere
E-malelig og begraenset. Svarende til et sset P af (dele-) punkter yo < y1 <
- < yn, hvor Vo € X : yo < f(x) < yn, defineres Lebesgue oversummen

Zyz ({zlyi < f(2) <wi}),
og Lebesgue undersummen
S(P.f) = iyi_lm{xm_l < @) S ub).
Vis, at S(P, f) < [ fdu < S(P, f), og at

supS(P. 1) = [ fdp =g S(P.f).
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4.17. Lebesgue Middelsummer. (Jf.p.i.4).

Lad (X,E, pu) veere et malrum med u(X) < oo, og lad f: X — R veere
E-malelig og begraenset. Vis, at der til hvert ¢ € R findes et 6 € R, saledes
at

' [ =3 mt el < 7o) < )| <<

nar yo <m <y1 <2 <y2 < - <My < yp, Ve € X 1 yo < f(2) < yp, samt
Yi—Yio1 <0,1=1,...,n.

4.18. Bevis, at

1
/ Md:l/;—>0 for n — oco.
o 1+ n2z?
(Vink: Vis, at
n\/x < 1

1+n2a2 — 2\/5)

4.19. Giv eksempler pa punktvis konvergente fglger f1, fo,... af Lebesgue
integrable funktioner f, :]—1,1] — R, med f = lim f,, hvor henholdsvis

(a) f e L(]—1,1],m), og talfglgen f_ll fu(x)dz, n =1,2,..., er konver-

gent, men

1 1
/_1 f(z)dx # 1171111/_1 fn(x)dx.

(b) f € L(] —1,1],m), men talfglgen f_ll fn(x)dz, n =1,2,... er diver-
gent.
(c) talfplgen f_ll fn(x)dz, n=1,2,... er konvergent, men

f¢£(] _171]7m)'

4.20. Samme opgave som opg. 4.19, idet dog | — 1, 1] erstattes med R, og
der gnskes eksempler, hvor konvergensen af fglgen f1, f2,... er uniform og
numerisk majoriseret af en konstant K € R .

4.21. Vis, at hvis f,g € L(X,E,u), sa er fV g og f A g igen integrable
funktioner.

Integral af komplekse funktioner

4.22. Lad (X,E, p) vaere et malrum.
1° Vis, at fg er pu-integrabel, nar f : X — C er u-integrabel og g : X —
C er E-malelig og begrzenset. (Sml. opg. 4.15.)
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2° Vis, at enhver begrazenset, E-malelig funktion ¢ : X — C er u-
integrabel, hvis p(X) < co. (Sml. opg. 4.14.2°.)

4.23.
1° Vis, at

/au f(a)dz — /aoo f(a)dz for u — oo,

nar f € L(]a, o[, m).
(Vink: Betragt en vilkarlig folge ui,us,...,a < u, < oo, med
u, — 00 og benyt Lebesgues majorantsaetning.)
(Resultatet anvendes ofte).
2° Giv et eksempel pa en kontinuert funktion f : [0, co[— R, hvor
limy, 00 fou f(z)dz eksisterer i R, uden at f er Lebesgue integrabel
over |0, ool.

4.24. Lad (X, E, u) veere et malrum, antag f € L(X,E, u) og seet A,, = {x €
X | |f(x)] = n}. Vis, at nu(A,) — 0 for n — co.

4.25. Lad (X,E, u) veere et malrum og lad f : X — C veere en E-malelig
funktion. For n € N og x € X sattes

(I wir (@) <n
f”(w)_{nf(x)/!f(-r)! wir (@) > n.

1° Gor rede for, at hver af funktionerne f, : X — C, n =1,2,..., er
E-malelig.
2° Bevis, at

feLX,E,n) < Sup/ | fuldp < oo,
samt i bekraeftende fald, at

/fnd,u—>/fd,u for n— c0.

4.26. Lad (X,E,pu) veere et malrum, lad f, : X — C veaere E-malelig,
n=1,2,..., og antag, at

oldye < 0.
L
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1° Vis, at raekken > 7 | fu(x) er (absolut) konvergent for p-naesten alle
r e X.

2° Med f(z) =07 fn(z) for p-neesten alle z € X, hvor f: X — Cer
E-malelig, skal man derneest vise, at f € L(X,E, u) og

/fduzi:l/fndu-

4.27. Vis, at reekken > 7 | g(2"x) er (absolut) konvergent for nasten alle
x € R, nar g € L(R, m).
Hvad viser opg. 4.26 om summen?

Integral over delmangde

4.28. Lad (X,E, u) veere et malrum, lad f og g tilhgre M T (X, E) og antag,
at f = g naesten overalt m.h.t. . Vis, at

/fduzfgdu-

4.29. Lad (X, E, u) veere et malrum og lad f : X — R veere integrabel m.h.t.
1.

(Resultatet benyttes ofte.)

1° Vis, at

/ fdu >0 for alle £ € E
E
& f(x) >0 for p-neesten alle x € X .

2° Vis, at

/fd,uzO for alle £ € E
E

& f(z) =0 for p-neesten alle x € X .

4.30. Lad (X,E,pu) veere et malrum og lad Uy, Us, -+ € E vaere parvis

disjunkte. Vis, at rackken
> [ sau
j=17Uj

er absolut konvergent, nar f er u-integrabel over Ujil U;.
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4.31. Lad f: R4 — R, veere aftagende. Vis, at
~1,(k
Z_f(_)_) f(z)dz for n — oco.
=1 n Ry

4.32. Lad (X,E, p) veere et malrum og lad f : X — [0, 00] veere E-malelig

med
/fd,u < 00.

1° Vis, at u({xr € X|f(x) > a}) < oo for hvert a € R

2° Vis, at {x € X|f(z) > 0} har o-endeligt mal, dvs. at maengden kan
skrives |J,—_ | Ey, hvor E,, € E, og p(E,) < oo, n=1,2,....

3° Vis, at der til ethvert ¢ € Ry findes en maengde E € E med p(F) <
00, saledes at

fdp < e.
X\E

4.33. Lad (X, E, p) veere et malrum og lad f tilhgre L(X,E, p).
1° Vis, at {x € X|f(z) # 0} har o-endeligt mal. (Se opg. 4.32.)
2° Vis, at der til ethvert ¢ € Ry findes en maengde E € E med p(F) <

00, saledes at
/ |fldu < e.
X\E

4.34.
1° Vis, at

liminf(a, + b,) < liminfa, + limsupb,, < limsup(a, + b,),

n—00 n—00 n—00 n—00
nar a,,b, e Ry, n=1,2,....

2°* Lad (X,E,u) veere et malrum og lad fi, fa,... veere en punktvis
konvergent folge af funktioner f,, € MT(X,E) med graensefunktion
f. Det antages, at [ fdu < oo, og at

/fnd,u—>/fd,u for n — oco.
Vis, at [, fndp — [, fdu for enhver maengde E € E for n — oc.

3° Vis ved et eksempel, at konklusionen i 2° ikke behgver at geelde, nar
forudseetningen [ fdu < oo udelades.
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Billedmal

4.35. Lad ¢ : (X, P(X)) — (Y,P(Y)) veere en (malelig) afbildning. Vis, at
©(ga) = €p(q) for hver a € X, idet e, betegner Dirac malet i a (§3.1).

4.36. Lad (X,E, ) veere et malrum og lad ¢ : (X,E) — R veere en simpel
E-malelig funktion. Vis, at billedmalet ¢ (1) pa (R,B) er givet som

%ﬁﬁo :::E:ﬁ“fh)gaiy

nar ai,...,a, er ¢’s verdier og A; = o 1({a;}),i=1,...,n.
Summer } . ;a;

4.37. Lad f : J — C veere integrabel m.h.t. teellemalet i maengden J, altsa
f € £(J). Vis, at der til hvert ¢ € R, findes en endelig maengde H* C J,

saledes at
VEZEDSIOEE
xel*

for enhver endelig meengde I'*, hvor H* C I* C J. (Vink: Man kan anvende
opg. 4.33.2°.)

4.38. Ggr rede for, at
Jm, > oy =3 i ans.
jed jed
nar 0 < aj; <ag; <... for hver j € J. (Eksempel: J =N.)

4.39. Lad pu1 < ps < ... veere en stigende folge af mal, alle defineret pa
samme o-algebra E i en maengde X, og sat

w(E) =limu,(FE), EcE.
1° Vis, at p er et mal. (Vink: Man kan benytte opg. 4.38.)
2° Vis, at
/fd,un—>/fd,u for n — oo

for enhver funktion f € M (X,E).
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4.40. Lad (p;)jes veere en familie af mal pj, alle defineret pa samme o-
algebra E i en meengde X, antag a; € [0,00], j € J, og s&et pp =3, ;a;p;.
(Se Eksempel 3.2, D.)
Vis, at
/fduz Zaj/fduj
JjeJ
for enhver funktion f € M (X, E).
4.41. Funktionen F' : R, — R defineres ved

F(t) :/ we_mdx, teRy.
0 x

1° Ggr rede for, at definitionen har mening.
2° Bevis, at F'(t) — 0 for t — oo.
3° Bevis, at F' er differentiabel med

DF(t) = teR, .

142
(Vink: Betragt forst et interval Ja, oo i stedet for R,. — Undervejs
kan man eventuelt benytte, at sinx = (e'* —e™"")/2i.)

4° Angiv F(t) eksplicit, uden brug af integraltegn.

4.42. Gamma funktionen I' defineres for z € C med Rez > 0 ved integralet

1° Vis, at definitionen har mening, og at I' er kontinuert.

2° Vis, at I" er vilkarligt ofte differentiabel pa |0, ool.

3° Vis, at I'(z + 1) = 2I'(2) for Rez > 0, og slut, at I'(n + 1) = n! for
n € N.

4° Idet -

/ e 2% dy = /21 ,

— 00

skal det vises, at I'(1/2) = /7.
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§5. Lebesgue malet i R”

Leengderne b; — a; af intervallerne I; =la;,b;] pa R, i = 1,...,k, kaldes
kantlengder for intervallet I = I7 x -+ X I i R*. Det er naturligt at kalde

Uk([) = (bl —a1)~~~(bk —Gk),

det k-dimensionale volumen (= laengde, areal og volumen for k£ = 1,2 og 3)
af I.

HOVEDSETNING 5.1. Der findes et og kun et mal mj defineret pa Borel

algebraen By i R*, sdledes at my(I) = v(I) for ethvert standard interval I
i R

Det ved hovedsaetningen bestemte mal my, vil vi kalde det k- dimensionale
Lebesgue mal.

Hovedsaetningen indeholder et entydighedsudsagn, som vil blive bevist i
§5.1. Hovedsaetningen giver dermed et signalement af Lebesgue malet. Nar
vi i fremtiden mgder et mal defineret pa By med de anfgrte egenskaber, sa
ma det vaere my,.

Hovedsaetningen indeholder ogsa et eksistensudsagn. Da beviset herfor er
langt, vil det ikke blive gennemgaet. Ideen er, at my er bestemt ved fglgende
formel

my(B) = inf{ka(In) |BC In}, Bc By,
n=1 n=1

hvor vi betragter alle folger af standard intervaller der overdasekker B. Malet
er altsa det samlede volumen af den mest “gkonomiske” overdaekning. (Ek-
sistensen er vist i opg. 5.1-5.5).

5.1. Entydighedsbeviset
Lad (X,E) veere et malbart rum, og lad p,v veere to mal pa E. Det er
narliggende at prgve at finde egenskaber ved et system K C E, der sikrer,
at = v blot u(A) = v(A) for alle A € K. T denne sammenhaeng er fglgende
hjeelpebegreb nyttigt:
DEFINITION 5.2. Et system D af delmaengder af en maengde X kaldes en
o-klasse (eller et Dynkin system) i X, hvis folgende tre aksiomer geelder
(i) X €D
(ii) CAcD,ndr AcD
(iii) U,enAn € D, nar (Ay,)n>1 er en folge af parvis disjunkte maengder
fra .
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5.2

Hvis D er en o-klasse gelder @ € D og AUB € D, nar A,B € D og
ANB=0.

Enhver o-algebra i X (se §1.2) er naturligvis ogsa en o-klasse. Omvendt
bemeerkes, at en o-klasse D i X vil veere en o-algebra, hvis (og kun hvis)

ANBeD nar A BeD.

Thi da er ogsa AUB = ((CANCB) e Dog A\B = ANCB € D, nar A, B € D.
En foreningsmeengde J,,cy Brn med B, € D kan derfor skrives som forening
Unen An af parvis disjunkte maengder A,, € D, nemlig

n—1
Ay =By, Ay =B,\ | JBi, n=23,....

=1

Enhver feellesmaengde af o-klasser i X er igen en o-klasse i X. Heraf folger,
at der for enhver maengde K af delmeengder af X findes en mindste o-klasse
D(K) i X, der indeholder K, nemlig fzellesmaengden af alle o-klasser i X der
indeholder K.

Da o(K) er en o-klasse indeholdende K ma den omfatte den mindste
sadanne, i.e.

D(K) C o(K).

Bemeerkelsesveerdigt er det imidlertid, at der geelder lighedstegn, hvis K er
fellesmeengde stabilt, dvs.

ANBeK nar A BeK.

Det udtrykker vi i folgende

FUNDAMENTALLEMMA 5.3. Lad K veare et fzllesmeengde stabilt system af
delmaengder af en maengde X. Da er D(K) = o(K).

Beviset forer vi ved at godtgere, at den mindste o-klasse D = D(K) i X,
der indeholder K, er en o-algebra i X, for sa har vi ¢(K) C D(K). Hertil er

det som bemszerket ovenfor nok at vise, at
ANBeD nar A BeD.
For hvert A € D betragtes maengdesystemet
Fa={BCX|ANBeD}.

Vi pastar, at [F 4 er en o-klasse i X, thi
(i) X € Fy fordi AN X = A € D.
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(ii) CB € F4 nar B € F4 fordi ANCB = ANC(ANB) =C(CAU(ANDB)) €
D, idet CA og AN B er disjunkte og tilhgrer D.

(iii) U, ey Bn € Fa nar By, By, --- € F4 er parvis disjunkte fordi

An|JB.=JANnB, €D,
neN neN
idet AN By, AN By, -- €D er parvis disjunkte.

For hvert A € K er K C 4 ifglge forudssetning. Vi slutter nu, at D C F 4.
Hermed er vist, at

ANBeD nar AeK, BeD.

For hvert B € D er altsa K C Fp og dermed ogsa D C Fp, da Fp er en

o-klasse, altsa
ANBeD nar A BeD.

O

HOVEDSATNING 5.4. (ENTYDIGHEDSSATNING FOR MAL). Lad p og v veere

mal pa en o-algebra E i X og antag, at K er et fellesmeengde stabilt frem-

bringersystem for E. Antag yderligere, at X kan skrives som forening X =

U Ky, med K1 C Ky C ..., hvor K, € K og pu(K,) < oo, n=1,2,....
Hvis u(K) = v(K) for alle K € K, sa er u = v.

Bevis. Vi antager, at u(K) = v(K) for alle K € K og satter
D, ={FecE|uK,NE)=v(K,NE)},n=1,2,....

Vi har:
1°KCD, forn=1,2,....
Lad nemlig K € K. At K € D,, kommer ud pa at vise, at u(K, N K) =
v(K, N K), men da K, N K € K, fordi K er fellesmaengde stabilt, er dette
klart.

2° D, er en o-klasse forn =1,2,....

Vi skal vise

(i) X € D,. (Dette er klart.)

(ii) Nar E € D,,, er ogsa CE € D,,, idet u(K, NCE) = u(K,) — u(K, N
E) = v(K,) — v(K,NE)=v(K,NCE). Her benyttes, at u(K,) =
v(Ky) < oo.

(iii) Nar Fy, Es,--- € D, er parvis disjunkte, er ogsa Uj E; € Dy, idet

(K, N UEj) = Z,u(Kn NE;) =Y v(Kn,NE;)=v(K,n UEj) :

J J J
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og ifplge lemmaet ovenfor er D(K) =

Af 1° og 2° folger at D(K) C D,
=1,2,..., dvs.

o(K) =E, altsa D,, = E for n
WK, NE)=v(K,NE) foralle EcE,n>1.
Det er nu let at slutte p = v. For vilkarligt £ € E er nemlig

w(E) =limp(K, NE) =limv(K,NE)=v(E),
idet KiNECK,NEC... ogU,(K,NE)=E. O

Lad K vere systemet af standard intervaller i R* samt @. Sa er K et
feellesmaengde stabilt frembringersystem for By. Hvis der om to mal u og v
pa By geelder, at u(I) = v(I) = vi(I) for alle standard intervaller, kan vi
umiddelbart af entydighedssaetningen slutte, at 4 = v. Hermed er entydig-
hedsdelen af Hovedsaetning 5.1 bevist.

5.2. Lokalt Lebesgue integrable funktioner

For en ikke tom Borel maengde B i R* kan vi betragte Lebesgue maélets
restriktion til B, dvs. malet E — my(E) defineret for Borel maengder E i
RF indeholdt i B. Dette mal kaldes kort Lebesque mdlet i B, og betegnes
(my)p eller seedvanligvis blot my, med mindre der er fare for misforstaelse.
Rummet af funktioner pa B, der er integrable med hensyn til Lebesgue malet,
betegnes L£(B), eller L(B, my). For en funktion f € L(B) bruges folgende
betegnelser for integralet

[ simi= [ f@is = [ far . aod. ).

For k = 1 skrives m i stedet for my.

DEFINITION 5.5. En Borel malelig funktion f : B — C kaldes lokalt in-
tegrabel, hvis f|K € L(K) for enhver kompakt delmasengde K C B, altsa
hvis

/ |f(z)|de < oo for enhver kompakt delmaengde K C B.
K

Mengden af lokalt integrable funktioner pa B er et vektorrum som be-
tegnes Lioc(B). Der gelder £(B) C Lioc(B), men ogsa enhver kontinuert
funktion f : B — C er lokalt integrabel, da

/K (@)ldz < sup | (e () < oc.
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fordi en kontinuert function er begrzenset pa en kompakt maengde, og en
kompakt maengde har endeligt Lebesgue mal

Hvis I C R er et interval, og f € Lioc(I), er f f(z)dz veldefineret for alle
a,b € I med a <b. Som i Mat 1IMA er det bekvemt at indfgre

/ab f(z)dz = _/ba f(z)dz

nar a > b. Dermed galder indskudsreglen, (som kendes fra Mat 1MA for
kontinuerte funktioner)

/ab f(z)dx = /ac f(x)dx + /cb f(z)dx

for vilkarlige punkter a, b, c € I.
Differential- og integralregningens hovedsaetning kan ogsa formuleres mere
generelt end i Mat 1MA:

SAETNING 5.6. (INFINITESIMALREGNINGENS HOVEDSAETNING). Lad I C R
veere et interval og lad f € Lioc(I). For hvert a € I er funktionen F : [ — C

defineret ved N
:/ f@dt, wel

kontinuert, og hvis f er kontinuert i xog € I er F differentiabel i x¢o med
F'(zo) = f(z0)-

Bevis. Lad 2o € I og antag, at (x,) er en fglge fra I, der gar mod z¢. Vi
skal vise, at F'(x,) — F(zo) for n — oo. Der findes byc € I sa b <z, <c¢
for alle n, og idet

b Tn b o
Flan) = / F()dt + /b F(t)dt, Flwo) = / F()dt + /b F(t)dt

er det tilstraekkeligt at vise, at

JECITSI I Ey FOITsIO

Dette fglger af Lebesgues majorantsaetning, idet |f|- 1 o er en integrabel
majorant, og f(t)1p q,1(t) — f(t)1p,2,(t) for alle t € 1 \ {z0}, altsa nzesten
overalt med hensyn til Lebesgue malet.

Hvis z,, # x¢ for alle n og f er kontinuert i xy finder vi ifglge indskuds-

reglen
F(z,) — F(xo) 1 /””"

Tn — X0 Tn — 0

f(t)dt.

0
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Til € > 0 findes 6 > 0, sa | f(zo) — f(t)| < e, blot t € I og |xo —t| <J. Forn
sa stor, at |z, — zo| <, finder vi da

'F(l‘n) — F(xo)

Tn — X0

[0 - fao <.

Tn — X0 To

— f(=o)

hvilket viser, at F' er differentiabel i o med F'(z¢) = f(x¢). O

KOROLLAR 5.7. Lad f : I — C vaere en kontinuert funktion. For a,b € I
kan f; f(t)dt udregnes ved formlen

b

Lﬂwﬁzkwﬁ:=¢@—¢@,

a

hvor ® er en vilkarlig stamfunktion til f, dvs. en differentiabel funktion ®
pal sad =f.

Bevis. Hvis ® betegner en vilkarlig stamfunktion til f, og hvis F' er som i
seetningen ovenfor, sa er (F'—®)' = 0, og derfor er F'— ® en konstant k. Idet
F(a) = 0 finder vi

b
/ ft)dt = F(b) = F(b) — F(a) = ®(b) — ®(a).

O

Korollaret er af stor praktisk betydning i forbindelse med udregning af
konkrete integraler, og det viser, at Lebesgue integralet er en udvidelse af
det klassiske integralbegreb.

Vi skal senere se (Fubinis ssetning), hvordan integration med hensyn til
my, kan udfgres som k successive integrationer med hensyn til m, og dermed
fores integration med hensyn til my essentielt tilbage til stamfunktionsbe-
stemmelse.

Hovedsaetningen udtrykker, at integration efterfulgt af differentiation fgrer
tilbage til udgangspunktet. Dette kan generaliseres, idet fglgende dyberelig-
gende resultat af Lebesgue gealder:

SETNING 5.8. For f € Lioc(I) og a € I er funktionen

F(x) = /m f(t)dt, xel

differentiabel for naesten alle x € I med differentialkvotient F'(x) = f(x).

(Et bevis for Seetning 5.8 kan findes i Rudin: Real and complex analysis.
Third edition. McGraw-Hill. New York 1986.)
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For en differentiabel funktion f : R — C er f’ en Borel funktion, idet f’ er
greensefunktion for den punktvis konvergente folge af kontinuerte funktioner

vz +2) — f@).

Derimod behgver f’ ikke vaere lokalt integrabel og formlen

b
/ F(t)dt = F(b) — f(a).,

som gaelder for C''-funktioner, har derfor ingen mening for siadanne f. Jf.
opg. 5.15.

5.3. Radon mal i R¥

Et mal 1 i R¥ defineret pa Borel algebraen By, kaldes et Borel mdl i R*.
Blandt Borel malene betragtes en snaevrere klasse af mal opkaldt efter den
gstrigske matematiker J. Radon (1887-1956). Et Borel mal p : By — [0, o0
kaldes et Radon mal, hvis det har endelig veerdi for enhver begraenset Borel
maengde. Det er selviglgelig ensbetydende at kraeve, at (1) < oo for ethvert
standard interval I, eller at u(K) < oo for enhver kompakt delmaengde K C
R,

BEMERKNING 5.9. Et mal i defineret pa Borel algebraen B(X) for et metrisk
rum (eller et Hausdorff topologisk rum) X kaldes et Borel mal i X. Et Borel
mal p kaldes et Radon mal, hvis

(i) u(K) < oo for enhver kompakt maengde K C X

(ii) pu(B) =sup{u(K) | K kompakt, K C B} for alle B € B(X).
Man kan vise, at (ii) automatisk er opfyldt i tilfeeldet X = R¥, se opg. 5.17,
og dermed harmonerer den generelle definition med definitionen i R¥.

EKSEMPEL 5.10

(a) Lebesgue malet er et Radon mal.

(b) Lad f : R¥ — [0, oo veere en Borel funktion og lad p = f -mj, veere malet
med teetheden f med hensyn til Lebesgue malet. Da er u et Radon mal hvis
og kun hvis f € Lo (R¥).

For en funktion f : R¥ — R eller f : R¥ — C indfgres stgtten (eng.
support) som mangden

supp(f) = {z € R* | f(z) # 0}.

Stgtten er altsa en afsluttet meengde i R¥, udenfor hvilken funktionen er 0,
og det er den mindste afsluttede masengde med denne egenskab. F.eks. er
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supp(sin) = R, supp(exp) = R. Stotten for nulfunktionen er & og ikke andre
funktioner har denne stgtte. Bemaerk, at f = flgupp(s)-

Maengden af kontinuerte funktioner f : R¥ — R med kompakt stgtte
betegnes C.(R¥). Idet der for funktioner f,g : R¥ — R og A # 0 oplagt
geelder

supp(f + g) C supp(f) Usupp(g)

supp(Af) = supp(f),

ser man, at C.(R¥) er et underrum af vektorrummet F(R* R) af alle reelle
funktioner pa R*.

For et Radon mal u i R* er C.(R¥) C L(R¥, By, ). En funktion f €
C.(R¥) er nemlig specielt en Borel funktion, og hvis K = supp(f) er f’s
kompakte stotte, har vi

[ 1@dna / F@l@ut) < [ (spl7)]) 1xadnto

= sup | f(x)|u(K) < oo.
zeK

Med betegnelsen
:/fd,u for f e C.(RF)

er I, : C.(R¥) — R en linezer afbildning, som er positiv, dvs. I,,(f) > 0 nar
f >0, altsa I, er en positiv linearform.
Det fglgende hovedresultat blev vist af F. Riesz i 1909 i et specialtilfselde.

SAETNING 5.11. (RIESZ’ES REPRESENTATIONSSATNING).
Til en positiv linearform I : C.(R*) — R findes et og kun et Radon mal yu i
RF s4 I = 1, altsa sa

1(f) = / fdu for e CuRY).

Saetningen kan betragtes som begyndelsen til funktionalanalysen, idet den
giver en en-entydig korrespondance mellem en klasse af funktionaler (= funk-
tioner defineret pa et vektorrum) og en klasse af andre objekter, nemlig Ra-
don malene.

Sesetningen kan generaliseres ved at R” erstattes af et vilkarligt lokalkom-
pakt topologisk rum, dvs. et Hausdorff rum hvor enhver omegn indeholder
en kompakt omegn. Beviset for denne generelle seetning, vil blive givet i et
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senere kursus. (Et bevis findes i Rudin: Real and complex analysis. Third
edition. McGraw-Hill. New York 1986.)

Vi skal nu forklare, hvordan man i tilfseldet £ = 1 kan karakterisere Radon
malene ved en klasse af voksende funktioner.
Lad ¢ : R — R vaere en voksende funktion. For hvert a € R gaelder

lim ¢(z) = sup{p()lr < a} < ¢(a) < inf{p(z)lz > a} = lm _p(z).

T—a~

De to midterste ulighedstegn geelder klart, og at ¢ har en greensevaerdi fra
venstre i a, som er lig med sup{p(z) | z < a}, ses saledes:
Til € > 0 findes ag < a sa

v(ag) >sup{p(z) |z <a} —¢,

og for alle = € Jag, a| geelder sa

sup{p(z) [z <a} —e < p(x) <sup{p(z) |z <a}.

Det sidste lighedstegn ses tilsvarende.
Man siger, at o er kontinuert fra hgjre (henh. venstre) i a, hvis

v(a) = lim ¢(z) (henh. ¢(a) = lim ¢(x).)

z—a¥t z—a~

Man bruger ogsa betegnelserne ¢(a+) og ¢(a—) for greenseveerdierne fra
hgjre og venstre i a. Naturligvis er ¢ kontinuert i a, hvis og kun hvis ¢ er
kontinuert bade fra hgjre og venstre i a.

(a, p(a))
+ (a,(a))

v/ /

kont. fra venstre kont. fra hgjre hverken kont. fra hgjre eller venstre

Vi vil indse:
Meaengden D af diskontinuitetspunkter for ¢ er tellelig.
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Bevis. For a € R seettes §(a) = p(a+)—¢(a—), ogsaer D ={a € R | (a) >
0}. For hvert n € N er meengden

Dy ={a€]-n,n[[d(a) > —}

S|

endelig, idet

Y da) < p(n) = p(-—n).

a€D,
Da D =J;_, Dy, er D endelig eller numerabel. O

HOVEDSETNING 5.12. Lad ¢ : R — R vare voksende og kontinuert fra
hgjre. Der findes et og kun et mal . pa B, sa

u(la, b)) = p(b) — p(a) for a,beR, a<b. (%)

Det ved (x) bestemte mal er et Radon mal, som betegnes ji,. Funktionerne
@ + ¢, c € R bestemmer alle samme mal.

Til et Radon mal p pa R findes en og pa naer addition af en konstant kun
en funktion ¢, som er voksende og kontinuert fra hgjre, sa p1 = .

Beuvis. Ifplge entydighedssaetningen for mal findes hgjst et mal p pa B, sa
(%) geelder. At ¢ bestemmer et mal ;1, med de gnskede egenskaber, og som
derfor er et Radon mal, er ikke enkelt at vise. Det spgte mal p, er ved ()
fastlagt pa standard intervallerne. Som ved Lebesgue malet kan vises, at

py(B) = inf{z 1o (1) B C Uln} for BeB,
1 1

hvor der betragtes alle fglger af standard intervaller i R, der overdakker B.
Vi kan ogsa ggre som Stieltjes, der i 1894 indfgrte Stieltjes integralet I.,(f)
af en funktion f € C.(R) med hensyn til ¢ som graensevaerdien

I,(f) = 1imZ &) (p(zi) — p(xi-1))

af middelsummer hgrende til inddelinger a = z¢p < 1 < --- < z, = b,
hvor a < b er valgt sa supp(f) C [a,b]. Mere praecist gaelder i analogi med
resultater fra Mat 1 MA:

Til en inddeling D af [a, b] som ovenfor, indfgres undersummer s og overs-
ummer S, som tal af formen

s =2 0ilp(@) —p(wia)), §=3 Gilplw) = p(zi1),
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hvor ¢; < f(z) < G, for alle z € Jz;_1,%;], i = 1,...,n. Enhver undersum er
mindre end eller lig enhver oversum, sa vi har I,(f) < T,(f), hvor I,(f) er

supremum af maengden af undersummer, og I,(f) er infimum af maengden af
oversummer. Da f er uniformt kontinuert pa [a, b, kan vi til ¢ > 0 finde § > 0,
sé der for 2,y € [a,b] med |z—y| <4, geelder | f(z)—f(y)] < e(p(b)—p(a))~".
For enhver inddeling af finhed < §, geelder der om under- og oversummer s, .S
hgrende til tallene

gi = inf{f(z)|lz € |zi1, 2]}, Gi=sup{f(z)|lz € |ziz1, 7]},

at

Dermed er I,(f) = I,(f), og man ser som i Mat 1MA, at den feelles veerdi
I,(f) er greenseveerdi for ovenneevnte middelsummer, nar finheden gar mod
0. Man ser ligeledes, at f +— I,(f) er en positiv linearform pa C.(R), sa
ifglge Riesz’es repreesentationsseetning findes et Radon mal p, pa R med
egenskaben

I,(f) = /fd,uq, for alle f € C.(R).
Vi vil dernzest indse, at
pp(Ja, b]) = @(b) — ¢(a)

for et vilkarligt standard interval ]a, b]. Hertil veelges en folge (f,,) fra C.(R)
som vist pa tegningen:

(0 for x<a
In n(x — a) for agxga—l—%
falz)=4¢1 for a—i—%gxgb
a b 1—n(x—0>) for b§x§b+%
a—i—% b—l—% v 91\O forb—i—%gx
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Idet fn, — 1j,4 punktvis, og 1y 541 er en p,-integrabel majorant for
folgen, finder vi af Lebesgues majorantsaetning

Imidlertid er ¢(b+ 1) — ¢(a) en oversum, og ¢(b) — ¢(a + 1) en undersum
for f,, altsa

1 1
P0) — pla+ ) < Tp(fa) < 90+ ) — 0(@),
og da ¢ er kontinuert fra hgjre, far vi for n — oo

pp(la; b)) = (b) — ¢(a).

Vi mangler nu blot at vise, at ethvert Radon mal y pa R har formen p,, og
at ¢ er entydigt bestemt pa naer en konstant. Et sadant ¢ ma ngdvendigvis
opfylde

110, a]) = ¢(a) — ¢(0) for a >0
p(la, 0]) = #(0) = p(a) for a <0,

og er altsa af formen ¢ + ¢g, hvor g : R — R er defineret ved

1(]0, a)) for a >0
vo(a) =< —u(]a,0]) for a <0
0 fora=0.

Funktionen ¢q er klart voksende og kontinuert fra hgjre (jf. §3.1), og man
ser let, at u(]a,b]) = po(b) — po(a) for a < b. Hvis f.eks. a < b < 0, ses det

saledes:
p(Ja, b]) = p(Ja, 0]\]b, 0]) = p(la, 0]) — p(]b, 0]) =
— po(a) — (=po(b)).
|
Det ved den voksende funktion ¢ definerede mal p, og integral [ fdpu,
kaldes Stieltjes malet og Stieltjes integralet bestemt ved ¢. (J.T. Stieltjes,
hollandsk matematiker, 1856-1894). I mange iseer aldre laerebgger i analyse

optraeder begrebet mal slet ikke, idet man indskraenker sig til at integrere
med hensyn til den voksende funktion ¢, og man bruger betegnelsen

[ sde= [ sa,.
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Idet vi saetter p(o0) = limy o0 p(x) < 00, @(—00) = limy—, o p(z) >
—00, noterer vi fglgende formler:

tip(Ja, 0o]) = p(00) — p(a), idet Ja, o0[= | J]a,n]
po(] = 00,b]) = @(b) — p(—o00),  idet]—o0,b] = |J]—-n,b]
n>—>b

polla,b]) = o(b=) — pla) idet Ja, b= | JJa,b— 1]
e (D) = 9 (8) — 0(b-) et {0} =Ja 8\, ]
pe((a b)) = o) ~ p(a-). et a,b] =Ja,] U {a)

Heraf ses, at ., er et endeligt mal, netop hvis ¢ er begraenset. For et endeligt
Radon mal p bestemmes der ved ¢(z) = pu(] — 00,x]), £ € R en voksende
funktion, som er kontinuert fra hgjre, og som opfylder p(—oc) = 0. Der
geelder p = p, og p(R) = p(o00). Hvis p er et sandsynlighedsmal, kaldes
o(z) = p(] — oo,x]) fordelingsfunktionen for p. Vi har dermed folgende
hovedresultat fra sandsynlighedsregningen:

SETNING 5.13. Der er en en-entydig korrespondance mellem sandsynlig-
hedsmal p pa (R, B) og fordelingsfunktioner ¢ : R — R, dvs. funktioner med
egenskaberne

(i) ¢ er voksende og kontinuert fra hgjre.
(i) p(—00) = 0, p(00) = 1.
For givet p er ¢ bestemt ved p(x) = pu(] — o0, z]), og for givet p er p = p,.

EKSEMPEL 5.14. (1) Funktionen

{O for z<a

wlr) = 1 for xz>a

er voksende og kontinuert fra hgjre. Det tilhgrende Stieltjes mal p, er lig
med Dirac malet £,. Der geelder nemlig

eal]o, B]) = (B) — ¢(a)

for alle o < 3, som ses ved at betragte de 3 tilfzelde a < o, @ < a < 3, 8 < a.

(2) Lad ¢ : R — R veere en voksende C''-funktion. Det tilsvarende Stieltjes
mal ., er lig med malet ¢ - m, der har teetheden ¢’ m.h.t. m. Der gaelder
nemlig
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for alle a < B. Dermed har man for f € C.(R)

[ fane = [ 10w,

og idet differentialet dy = ¢'(t)dt, kan man forsta den gammeldags beteg-
nelse for Stieltjes integralet [ fdp, der er blevet brugt ogsa nar ¢ ikke er en
C*-funktion.
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5.4. Lebesgue malets invarians

For vi med rette kan opfatte Lebesgue malet my, i R*¥ som det fornuftige
volumenbegreb, ma vi endnu vise, at det har samme veerdi for kongruente
maengder. (Seetning 5.17 nedenfor.) Hertil benytter vi en deskriptiv karak-
terisering af malene cmy, 0 < ¢ < 0o, ved hjzlp af additionen i R¥ (Szetning
5.16).

Lad ¢ : R¥ — R* vare en bijektiv afbildning, hvor bade ¢ og ¢! er

malelige, nar R betragtes med Borel algebraen By, dvs.
EeB, < ¢(F) €By.

Et Borel mal u siges at veere invariant ved o, hvis billedmalet p(u) er lig
med g, dvs. hvis

VB € By : u(p~'(B)) = u(B).

Enhver homeomorf afbildning ¢ : R¥ — RF fgrer Borel algebraen By, i R*
over i sig selv, og den fgrer et Radon mal p over i et Radon mal ¢(u).

Thi at ¢ : R¥ — R* er homeomorf, betyder at ¢ er bijektiv og tillige
med ¢! kontinuert. Specielt er ¢ og ¢! Borel funktioner. For enhver
kompakt maengde K C R¥ er p~1(K) ogsa kompakt som billede af K ved
den kontinuerte afbildning ¢ ~!. Dermed er p(u)(K) = u(¢ 1 (K)) < .

Translationen T, bestemt ved a € R* er defineret ved
To(z) =z +a, xcRF.

Den er naturligvis en homeomorf afbildning af R¥ pa sig selv, med 7,1 = 7_,,.

SETNING 5.15. Lebesgue malet my, i R* er translationsinvariant, dvs. inva-
riant ved enhver translation af R¥.

Bevis. Ved translationen 7, fores mj over i malet 7,(my), og for ethvert
standard interval I i R* vil 7, 1(I) = 7_,(I) pany veaere et standard interval
med samme kantlaengder, hvorfor

Ta(mi)(I) = mi(T—a(I)) = m(I).
Af entydighedsudsagnet i Hovedseaetning 5.1 folger, at 7,(my) = my. O
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Idet vi betegner 7,(F) med E + a og erstatter a med —a, kommer saetnin-
gen ud pa, at
mi(E + a) = mi(E)

for ethvert @ € R* og enhver Borel meengde E i R¥. Seetningen indebaerer,
at der for f : R¥ — C geelder

/f(a;)dx:/f(x—l—a)dx,

saledes at forsta, at de to integraler samtidig har mening og i bekraeftende fald
samme veerdi, jf. Seetning 4.22 om integration med hensyn til et billedmal.

SAETNING 5.16. Malene cmy, ¢ € [0,00], er de eneste translationsinvariante
Radon mal i R¥,

Hermed har vi en ny deskriptiv karakterisering af Lebesgue malet my i
R¥ nemlig som det translationsinvariante Radon mal, der har veerdien 1 pa
enhedsterningen

{(x1,...,2) | 0<x; <1, 0i=1,...,k}.

Beuwis.

Vi har lige vist, at mj og dermed hvert af malene cmy, er translationsin-
variant.

Lad nu omvendt p vaere et translationsinvariant Radon mal i R*. Det
har abenbart samme veerdi pa alle standard intervaller med samme saet af
kantleengder. Idet vi med ¢ betegner veerdien pa enhedsterningen, ma veaer-
dien veere ¢/q* pa enhver standard terning med kantleengde 1/¢, hvor ¢ € N;
enhedsterningen kan jo deles i ¢* siddanne. For et standard interval med ra-
tionale kantleengder r1,...,r, = p1/q,...,pr/q ma veerdien veere cry - - - rg;
intervallet kan jo deles i py---py terninger med kantleengde 1/q. For et
vilkarligt standard interval I med kantlengder a1, ...,ar “klemmes” I mel-
lem standard intervaller J’ og J” med rationale kantleengder r/,..., 7). og
..., saJ C I CJ" hvoraf

k
c[Iri=n) <) <u")=c]]/
=1 =1

For hvert e > 0 kan vi veelge J' og J” sa

a;, —e<ri<a<r! <a+e,i=1,...,k,
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og dermed ma der geelde u(I) = cay ---ag. Da saledes p(l) = emy(I) for
ethvert standard interval I, fglger u = cmy, af entydighedssaetningen for mal
(Hovedsaetning 5.4). O

SETNING 5.17. Lebesgue malet my i R* er invariant ved enhver isometri

¢ : R¥ — R* med hensyn til den euklidiske metrik.

Mangder E,F C RF kaldes kongruente, hvis der findes en (euklidisk)
isometri ¢ : R¥ — R* med ¢(E) = F. Setning 5.17 kommer ud pa, at
kongruente Borel mangder i R* har samme Lebesque mdl. Vi ved, at en

isometri ¢ kan udtrykkes ¢(x) = Ax+a, hvor A er en ortogonal k X k matrix
og a € R*. (Se Sztning 1.3.11).

Beuvis for Setning 5.17.

Det er nok at vise, at my er invariant ved en vilkarlig lineser isometri
¢ : RF — RF, svarende til @ = 0, idet vi jo allerede ved, at my, er transla-

tionsinvariant. For at opna simplere betegnelser veelger vi at vise, at my er

invariant ved o1

Ved o~ ! fores my, over i Radon mélet v = ¢~ !(my) defineret ved
v(E) = mi(p(E)), E€By.

Nu er v translationsinvariant, thi idet p(z + a) = ¢(z) + ¢(a), har vi for
hvert E € By, og a € R*

v(E +a) = mi(p(E + a)) = mi(p(E) + ¢(a)) = mi(p(E)) = v(E).

Ifglge Seetning 5.16 er da v = ¢my, for passende ¢ > 0.
Idet ¢ er en isometri, er imidlertid ¢(B) = B, nar

k
B={(r1,...,m) | S a2 < 1}
=1

er enhedskuglen i R*. Da nu
v(B) =mg(e(B)) =mg(B), 0 <mg(B) < oo,

sluttes ¢ = 1, altsa v = my, dvs. my, er invariant ved ¢~ 1. O
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5.5. Malforholdet af en isomorfi af R”

Med GL(k) betegnes meengden af invertible k x k matricer med reelle
elementer. Vi minder om, at en bijektiv lineser afbildning af R ind i R”
kaldes en isomorfi af R*. Det er velkendt, at matricen for en isomorfi af
R* tilhgrer GL(k). Omvendt vil z — Gz veere en isomorfi af R* nar G €
GL(k). En isomorfi af R¥ er specielt en homeomorfi. Maengden GL(k) er
en gruppe under matrix multiplikation (kaldet den generelle lineere gruppe),
og determinanten giver en afbildning det : GL(k) — (R \ {0},-), som er en
gruppe homomorfi.

For G € GL(k) er billedméalet G~1(my) af Lebesgue malet under afbild-
ningen x — G~z et translationsinvariant Radon mal pa R*, idet der for
E € By, og a € R* gaelder

G~ (mi)(E + a) = mi(G(E +a)) = mi(G(E) + G(a))
= mp(G(E)) = G~ (m) ().
Ifplge Seetning 5.16 findes en konstant ¢ > 0, s3 G~1(my) = cmy, altsd sa
mir(G(E)) = emi(E) for alle E € By.

Konstanten ¢ afhaenger af G, betegnes ¢ = mth (G), og kaldes G’s malforhold.
Malforholdet er altsa en afbildning mfh : GL(k) —]0, oo[ opfyldende

mi(G(E)) = mth (G)my(F) for alle G € GL(k) og E € By, .
Seettes F = [0, 1] fas specielt
mfh (G) = mi(G((0,1]%)).

Hvis e1,...,ex betegner den sseedvanlige basis i R¥, og hvis vi saetter v, =
Gey,...,v, = Gey, som altsi er G’s sgjler, er G([0, 1]¥) lig med parallelotopen
udspaendt af vy, ..., vg:

k
G([0,1)¥) = {Z .

Dermed har vi:

Malforholdet af G er lig Lebesque malet af parallelotopen udspendt af G’s
sajler.

For G1,G2 € GL(k) har vi

mfh (G1Gs) = mi(G1G2([0,1]%)) = m(G1(Ga([0,1]7)))
= mfh (G1)mi(G2([0,1]%)) = mfh (G1)mth (Ga) .

0<MN<1, zzlk}

Med andre ord er malforholdet en gruppe homomorfi af (GL(k),-) ind i
(]07 OO[, )
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SETNING 5.18. For G € GL(k) geelder mfh (G) = | det G|.

Bevis. Hvis G er en ortogonal matrix geelder pastanden, idet mfh (G) = 1
ifglge Seetning 5.17, og det G = +1 fordi GG* = I (= enhedsmatricen).
Hvis G er en symmetrisk positivt definit matrix gselder pastanden ogsa.
Fra Mat 1 vides nemlig, at G er ortogonalt diagonaliserbar til en diagonal-
matrix D(A1,...,Ag), hvor A1,..., Ay > 0 er G’s egenveerdier. Der findes
med andre ord en ortogonal matrix O sa OGO* = D(Ay, ..., \), hvoraf

mfh (D(\1, ..., Ax)) = mfth (O)mfh (G)mfh (O") = mth (G),

men

D(A1, .., ) ([0,17F) = [0, A1] X - -+ x [0, Ag]
mfh (D(A1, ..., M) = ma([0, A\1]x---x[0,X\g]) = A1 --- A\p = det G = |det G .

Idet mfh og |det| er gruppe homomorfier, folger ssetningens pastand af fol-
gende resultat, der er analogt til fremstillingen z = ~r af et komplekst tal
z # 0 som produkt af et tal v med |y| =1 og et positivt tal r = |z|.

LEMMA 5.19. En matrix G € GL(k) kan skrives G = AP, hvor A er en
ortogonal matrix og P er en symmetrisk positivt definit matrix.

Bewvis. Vi minder om, at en vilkarlig k x k matrix M og dens transponerede
M? har fglgende samspil med skalarproduktet

Mz -y=ux My forz,yeRF

Vi bemeerker, at G'G er symmetrisk idet (G'G)! = G!'G*" = G'G, og at
den er positivt definit. For z € R* har vi nemlig

G'Gz-x=Gr-Gr=|Gz|j3 >0,

og hvis 7 # 0 er Gz # 0, da G er invertibel, altsa ||Gz||3 > 0.

Der findes en symmetrisk positivt definit matrix P sa P2 = G'G. For
at se dette udnytter vi, som ovenfor, at der findes en ortogonal matrix O
sa OG'GO' = D(A1,..., k), hvor A\1,..., \x er G'G’s egenveerdier. Seettes
P = O'D(VX1,...,v/A)O, er P symmetrisk og positivt definit og P? =
O'D(V1,...,vV)?0 = G'G, idet vi har udnyttet, at OO = I og
DV, ;vV2k)? = D(A1,..., ). Vi definerer dernaest A = GP~!, og
lemmaet vil veere vist, nar det er godtgjort, at A er ortogonal, hvilket fglger
af at

A.’,E1~A.’172:.’171~£C2, .CCl,.CCQERk.
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For at se dette saettes y; = Pz, Yo = Pz, og vi finder
A.’,I?l ~A.’172 :Gyl Gyg :GtGyl * Y2 :P2y1 * Y2 :Pyl Pyg =T -X2. O

KOROLLAR 5.20. Lad vy, ...,v; vere linezert uathangige vektorer i R*. Pa-
rallelotopen [v1, ..., vi| udspaendt af vy, ..., v, har Lebesgue malet

|det(v1,...,vk)| .

Bevis. Lad G veaere matricen hvis sgjler er vy,...,v;. Saer G € GL(k) og
mg([v1,...,v,]) = mfh (G) = |det G|. O

5.6. Eksempler
EKSEMPEL 5.21. Enhver hyperplan i R* er afsluttet og har Lebesgue mal 0.

Bevis. En hyperplan H (gennem 0) er givet ved en normalvektor £ = (£1,...,&k) €
R* med ||€lo =188 H=He = {z € R* | x-¢ = 0}. Idet H er original-
meaengden til {0} ved den kontinuerte afbildning x — z - £ er H afsluttet.
(Dette folger ogsa af Bemerkning 1.6.13.) Ved en ortogonal matrix O gar
H¢ over i hyperplanen O(H¢) = Hp¢, der har samme Lebesgue mal som
H¢, da Lebesgue malet er invariant ved isometrier. Vi kan vealge O sa

O¢ = (0,0,...,1) = e;. (Veelg en ortonormal basis ug,...,u, for R¥ si
ur = &, og lad O veere den ortogonale matrix for den linesere afbildning, der
forer u; over i standard basis vektoren e;, i = 1,...,k.) Dermed har vi

Hy = Hoe = {x € R* | 2, = 0}.

Det er altsa nok at vise, at my (Hy) = 0, og endvidere nok at enhver begraen-
set mangde

{.’L‘GRk|LEk:O, -TiE]CLi,bi], Zzlvvk_1}7

har Lebesgue mal 0, idet Hy, er forening af numerabelt mange sadanne. Imid-
lertid er ovenstaende maengde indeholdt i intervaller med vilkarligt lille Le-
besgue mal, f.eks. for hvert n € N indeholdt i

1
{wGRk|—E<LEk§O, .’1716]&1,[)1], iZl,...,k,’—l}.
O

KONSEKVENSER. En polygon i R?, et polyeder i R? og generelt en polytop
i R*, har samme Lebesgue mal, hvadenten randen medregnes eller ej, idet
randen er endelig foreningsmaengde af delmaengder af hyperplaner.
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Derimod kan randen af mere indviklede afsluttede maengder have positivt
Lebesgue mal. (Se opg. 5.26, 5.27).

EKSEMPEL 5.22. CANTORS MANGDE.

For at komme frem til Cantors maengde Z C [0, 1] fjernes abne delinter-
valler af [0,1] i teelleligt mange skridt.

I forste skridt deles [0, 1] i tre lige store dele, og den midterste abne tre-
diedel G1 = | %, 2| fjernes, hvorved der resterer Fy = [0, 2] U [2,1]. T andet
skridt tredeles de to delintervaller, som F} bestar af, og den midterste abne
trediedel af hver af dem fjernes. Der fjernes altsa Go = }%, % [ U } %, % [, og
Fy = F1 \ Gy bestar af 4 intervaller, hver af laeengde (%)2 I nte skridt fjernes
en dben maengde G, bestdende af 2" ! abne intervaller af leengde (3)", altsa

og F, = F,_1\ G,, bestar af 2" disjunkte afsluttede intervaller af laeengde

(3), altsa

Vi definerer nu Cantors maengde Z som faellesmeengden af den dalende
folge F1 D Fy DO --- af afsluttede maengder, og dermed har vi (jf. §3.1 (6))

m(Z) = lim (2)" =0,

n—oo

hvilket stemmer med at

Z=10,1]\ |J Gn
Og oo oo 7 oo
(G =S m(G) = 3 > =1

Man kunne tro, at der ikke var mange punkter tilbage, nar man fra [0, 1]
har fjernet numerabelt mange intervaller med lsengdesummen 1. Af ne-
denstaende karakterisering af Z ved trialbroker vil imidlertid fremga, at Z
er ekvipotent med R.

En trialbrok 20,a1 as . ..a, ..., hvor hvert a,, er 0, 1 eller 2, siges at frem-
stille summen af rackken

a1/3—|—a2/32—|—~~—i—an/3”—|—...,

hvilket vil vaere et tal i intervallet [0, 1].
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Lad os her for de afsluttede intervaller, der fremkommer ved successive
tredelinger af [0, 1] benytte betegnelser som vist pa figuren:

[0 [1 [2
O 1 1 1 1 1
v Too Tor Too ' Lo Iy Lo Iy Ion Ing !
o —m——T—7 7 1
0 \ : : : : : : : : : 1

Trialbrgken ovenfor fremstiller da samme tal som intervalindsnaevringen
Ioy, D 1ojar O D lajaga, O -

idet feellesmaengden af disse intervaller bestar af netop et reelt tal.

Heraf fremgar for det forste, at hvert x € [0,1], som ikke er tredelings-
punkt, har netop én trialbrgkfremstilling, medens delepunkterne har to: en
endende pa lutter 0’er, en endende pa lutter 2’er.

Men det fremgar ogsa, at Cantors maengde Z bestar af netop de tal, der
kan fremstilles ved en trialbrgk 30, a; as ... med cifrene 0 og 2. Fremstillin-
gen er entydig. (Pa denne form er maengden angivet af Georg Cantor, Acta
Mathematica 2 (1883), p.407.)

At Z er xkvipotent med R folger nu let af, at afbildningen
30,a1a2...an... = 20,()162...1)”... s

der fgrer x € Z fremstillet ved trialbrgk 30,a1as...a, ... med cifre 0 og
2 over i tallet fremstillet ved dualbrgken med cifrene b, = a, /2, har hele
intervallet [0, 1] som billedmengde, jf. opg. 5.28.

Cantors mangde er saledes en kompakt delmaengde af R, sekvipotent med
R, men med Lebesgue malet 0.

BEMARKNING 5.23. Da enhver delmeengde af Z er en nulmaengde m.h.t.
Lebesgue malet, ser man, at meengden af Lebesgue nulmeengder i R har
samme maegtighed som mangden af alle delmaengder af R. Man kan derimod
vise, at Borel algebraen i R er sekvipotent med R. Der findes altsa Lebesgue
nulmaengder, som ikke er Borel maengder.

EKSEMPEL 5.24. Uden at ga ind pa detaljer naevner vi, at den italienske
matematiker G. Peano som den fgrste har angivet en kontinuert kurve
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¢ : [0,1] — R? hvis punkter udfylder enhedskvadratet [0,1] x [0,1] i R2.
(Mathematische Annalen 36 (1890), p.157-160. Man kan konstruere ¢ sa
billedet af Lebesgue malet pa [0, 1] er Lebesgue malet pa [0, 1]2.

Peanos kurve har multiple punkter, dvs. punkter der optraeder for mere
end én parameterveerdi. Sadan ma det ngdvendigvis veere pa grund af Brou-
wer’s Seetning 1.3.9, der viser, at en aben maengde i R ikke kan vaere hom-
eomorf med en aben meengde i R™, nar k£ # n. Ved modifikation af Peanos
konstruktion (W.F. Osgood, Transactions of the American Mathematical So-
ciety 4 (1903), p.107-112, — smukke figurer!) kan man imidlertid opna en
Jordan bue i [0, 1] x [0, 1], der ganske vist ikke udfylder hele kvadratet, men
dog har Lebesgue mal sa teet ved 1 man gnsker. (En Jordan bue i R er
billedmeengde ved en injektiv, kontinuert afbildning ¢ : [0,1] — R2.)

EKSEMPEL 5.25. Lebesgue malet af den afsluttede enhedskugle i R* betegnes
Vi, altsa

k
Vi =m({z e RF | a7 <1}).
1

(Vi bestemmer Vi i §6.4.) En ellipsoide med halvakser aj,...,ar > 0 er
defineret som mangden

E:{xeRﬂé‘zzz <1}.
Den linezere afbildning med matrix
ai 0 0
A=1]0 a2 0
0 O ak

afbilder enhedskuglen pa F, og derfor har vi

mi(E) =|det A|Vy = Vi - ar1as - - ay .

En ellipse i planen med halvakser a; og as har altsa arealet wajas.
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5.7. Transformation af Lebesgue integraler

Vi vil nu forklare, hvordan formlen for substitution i et integral kan ud-
vides fra en variabel til flere variable. Det drejer sig altsa om at udvide
formlen

B e H(B)
[ twar= [ @) @) da,
a o= 1(a)
hvor ¢ : [a,b] — [a, 3] er en bijektiv C'! funktion. En sidan er enten strengt
voksende, og sa er p(a) = a,(b) = B og ¢'(z) > 0, eller strengt aftagende,
og sa er p(a) = B,p(b) = a og ¢'(z) < 0. I sidste tilfeelde er gvre greense
mindre end nedre graense i det andet integral. Ved at ombytte greenserne og
skifte fortegn kan vi altsa skrive formlen

B b
| 1wy = [ @)l @] ds

som derved geelder uanset om ¢ er voksende eller aftagende.

SAETNING 5.26. (TRANSFORMATIONSSATNINGEN). Lad ¢ : X — Y vaere en
bijektiv afbildning af en aben maengde X C R¥ pa en aben maengde Y C RF,
hvor ¢ og ¢! begge har kontinuerte partielle afledede. Der geelder da:

En funktion f defineret pa Y er Lebesgue integrabel over Y hvis og kun
hvis (f o ¢) - |det Dy| er Lebesgue integrabel over X ; i bekrzeftende fald er

/Y f(y)dy = /X F(o(x)) - | det Dgp(a)|dx.

Her betegner det Dy(x) Jacobi determinanten (funktionaldeterminanten) for
¢ 1 punktet x.

Vi vil ngjes med et heuristisk bevis, idet et stringent bevis ikke er helt
simpelt. (Se f.eks. E. Asplund/L. Bungart: A first course in integration,
Holt, Rinehart and Winston 1966, p.179-186. Eller Tue Tjur: Probability
based on Radon measures. Wiley 1980, p. 32-35.)

Lad ¢1,...,¢r : X — R veere koordinatfunktionerne, sa p(x) =
(p1(x),...,pr(x)). Af Taylors formel fplger, at

p(z+h) = o(@)+ De(x)h +e(h)|[h]l, 2 e X, [[h]| <r,

hvor r er s4 lille, at kuglen K(z,r) C X, og (h) € R¥ gar mod 0 for h — 0.
Formlen viser, at funktionstilveeksten ¢(z + h) — ¢(x) approksimeres godt
af den linezere afbildning h — Dy(x)h for sma h. Intervallet

Iz, ) ={x+h|0<hy </l,...,0 < hy </}
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afbildes derfor for sma ¢1,...,¢; > 0 i en maengde, der approksimativt er

men denne maengde kan skrives

{@($)+)\1£18—¢+“‘+)\k£k§7¢|O§)\z’§17 izl,---,k},
K

8.1171
hvor g—;’l, ce 597“1 er sgjlerne i Jacobi matricen Dy(z), og den fremgar altsa
af parallelotopen [61 g—;,...,ﬁk%} ved translation med ¢(z). Dens k-

dimensionale Lebesgue mal er (jf. Korollar 5.20)

0 0
Oy L my, ([3—:2”%]) =4yl det Dp(z)]|.

Intuitivt har vi altsa, at

I(x, 0
sa | det Dy(z)| kan opfattes som malforholdet i punktet x.

Billedet af et infinitesimalt interval [x1,21 + dx1] X « -+ X [x, 2 + dog]
med kantleengder dxq,...,dxy er altsa en maengde der approksimativt har
Lebesgue malet | det Do(x)|dz; - - - doxg. En maengde A C X, der er disjunkt
forening af infinitesimale intervaller, afbildes derfor i en maengde ¢(A) med
Lebesgue malet

mi(p(4)) = /A|deth0(ac)] dzy - - dzy .

Denne formel kan fortolkes som ¢~!(my) = |det Dp| - mx, altsa at bil-
ledmalet af Lebesgue malet my pa Y under ¢~ ! er malet med teetheden
| det(D¢)| med hensyn til Lebesgue malet mx pa X.

Seetningen om integration med hensyn til et billedmal, giver nu den gn-
skede formel

/Yf(y)dyzfyfosooso‘ldmyZ/Xfosodso_l(my)~
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5.8. Det fuldsteendige Lebesgue mal

Et malrum (X, E, u) kaldes fuldstendigt, hvis enhver y-nulmaengde tilhgrer
E. Ifglge Bemaerkning 5.23 er (R By, my) ikke fuldstaendigt.

Det kan man rade bod pa ved at indfgre en stgrre o-algebra end By, nemlig
o-algebraen Ly af Lebesgue malelige maengder. Lad N} betegne maengden
af mg-nulmeengder.

DEFINITION 5.27. En delmsengde A C R* kaldes Lebesque mdlelig, hvis
A= BUN, hvor B € B og N € Nj.
Maengden af Lebesgue malelige meaengder i R* betegnes Ly,.

SAETNING 5.28. (a) Systemet Ly er den mindste o-algebra, der indeholder
alle Borel meengder og alle Lebesgue nulmaengder, dvs. L = o(B U Ny).
(b) Lebesgue malet my, : By, — [0, 00] kan pa en og kun en made udvides
til et mal my, : Ly — [0, o0].
Udvidelsen my, er givet ved

mi(A) =mi(B) for A=BUN,
hvor B € B, N € Nj.

(c) Malrummet (R¥ 1Ly, ) er fuldstsendigt.

Bevis. Pastand (a) vil veere bevist, hvis vi godtger, at Ly er en o-algebra.
Hvis A, = B,UN, € Ly, n=1,2,..., har vi

OAH:OBHUONHEM,
1 1 1

idet U7° By, € By, og U;" Ny, € Ny nar B, € By, og N,, € N}, for ethvert
n € N.

_ Hvis A=BUN € Ly findes M € By, sa N C M og my (M) = 0. Seettes
B =BUM, har vi B € By og A C B, altsa CADCB, og differensmeengden
D =(CA\CB = B\ A C M er en nulmzngde. Dermed er CA =CBUD € L.

(b) Antag at my : Ly — [0,00] er et mal sa my(B) = my(B) for alle
B € By. Vi viser forst, at mi(N) = 0 for alle N € N. Til N € N, findes
nemlig M € By sa N C M, og sa my(M) = 0, men sa har vi

For vilkarligt A € Ly af formen A = BUN, B € Bg, N € N}, viser vi
dernaest, at mx(A) = mi(B). Vi har nemlig
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Efter denne analyse definerer vi my, : L — [0, 00] ved
mi(A) =mg(B) nar A= BUN hvor B € By og N € N},

1° Definitionen har mening;:

Hvis A = B; U Nj er en analog opsplitning, ser man let, at my(B) =
my(B1). Hvis nemlig M € By, opfylder N C M, my (M) =0harviB; C A=
BUN C BUM, hvoraf my(B1) < mp(BUM) < mg(B)+myi (M) = mi(B).
Den modsatte ulighed vises analogt.
2° my, udvider my, og mi(N) = 0 for N € N.
3° Ty, er et mal:

Hvis A, = B, UN,, n = 1,2,... er parvis disjunkte, sa er ogsa B,
n=1,2,... parvis disjunkte og | J N,, € N}, hvorfor

O R

(c) Lad N C R* vaere en nulmaengde m.h.t. 7. S& findes M € Ly med
mr(M) = 0o0g N C M. Om M ved vi at M = BU Ny, hvor B € By
opfylder my(B) = mi(M) = 0, og N1 € Nj. Sa er ogsa M, og dermed N,
en nulmaengde m.h.t. myg, altsa N € N C Ly. O

Malet iy, kaldes det fuldstendige Lebesgue mal. I mange fremstillinger af
teorien kaldes det dog bare Lebesgue malet.

Systemet Ly er effektivt storre end By, da vi allerede har bemeerket (jf.
5.23), at N, og dermed Ly, er eekvipotent med P(R), medens By, er sekvipo-
tent med R. (Det erindres, at R¥ er sekvipotent med R for alle k).

For en Borel funktion f : R¥ — R kommer integration m.h.t. mj og My
ud pa et, jf. Eksempel 4.23(b). Vi vil seedvanligvis ngjes med at betragte
malrummet (R¥, By, my). At dette er en uveesentlig indskreenkning fglger af,
at der gaelder:

SETNING 5.29. Til en Lebesgue maélelig funktion f : R¥ — R, (dvs. f er
LLy-B-malelig) findes en Borel funktion g : R¥ — R s f = g ms-n.o.

Bevis. Antag forst, at f > 0, og lad (f,) veere en fglge af simple, positive
Lebesgue malelige funktioner, sa f,, /' f. En sadan findes iflg. Seetning 4.1.
Hvert f,, er en endelig sum af formen

Pn
fn - § Qn i 1An7i7
=1
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hvor A, ; € Ly. Idet A,,; = By, U Ny 4, hvor B,, ; € By, og N, ; € Ny, vil

Pn
gn = E Qn g 1Bn7i
=1

veere en simpel Borel funktion, og meengden

&) Pn
N = L_Jl L_Jan

tilhgrer Ny. For = ¢ N er f,(z) = gn(z) for alle n, og betegner M € By, en
nulmaengde, sa N C M vil

lim g,,(z), re X\ M
g(x) =
0, reM

veere en Borel funktion, sa f(z) = g(x) for « ¢ M.
Hvis f er reel anvendes det lige viste pa de Lebesgue malelige funktioner

frogf~. O

Ogsa det fuldstaendige Lebesgue mal er invariant ved euklidiske isometrier:
Hvis A € Lg og G : RF — R* er en isometri, s er G(A) € Ly, og my(G(A)) =
mk(A)

Under brug af udvalgsaksiomet skal vi nu vise, at der findes delmaengder
A C R, som ikke er Lebesgue malelige. Vi viser mere generelt, at man ikke
kan udvide 7 til et translationsinvariant mal pa P(R).

SAETNING 5.30. (Vitali, 1905). Lad (R,E,m) veere et malrum med egenska-
berne

(i) BCE, m|B er Lebesgue malet,

(ii) m : E — [0,00] er translationsinvariant, dvs. Va € RVE € E :

(a+E € E)A (m(a+ E)=m(E)).

Sa er E # P(R).
Bevis. Vi indforer en sekvivalensrelation ~ i [0, 1] ved fastsaettelsen x ~ y <
x —y € Q. Pa grund af udvalgsaksiomet, findes en maengde A C [0, 1], som

bestar af et element fra hver sckvivalensklasse. Vi pastar, at A ¢ E.
Vi bemeaerker forst, at

qEQﬁ[Ozl} qeQ
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og maengderne A + ¢, ¢ € Q er parvis disjunkte.
Antages at A € E, vil ogsa A + ¢ € E for alle ¢ € Q, og vi har da

2> Z m(A+q) = Z m(A) = oo -m(A)

q€QNI0,1] q€QNI0,1]

)

:Zm(A—l—q):oo-m(A).

Af forste ligning sluttes m(A) = 0, af sidste ligning m(A) > 0, og vi har en
modstrid. O

I Solovays model for maengdelzeren fra 1970 betragtes Zermelo-Fraenkels
aksiomer, samt aksiomet I.; = P(R). Dette er naturligvis uforeneligt med
udvalgsaksiomet, men dog med det numerable udvalgsaksiom.

Ethvert malrum kan udvides til et fuldsteendigt malrum, jf. opg. 3.17.

5.9. Lebesgue malet i euklidiske rum. Fladeintegraler
Et euklidisk rum V' er som bekendt et endelig dimensionalt reelt vektorrum
med et indre produkt. Ved fastsaettelsen

el = Vo -z, dzy) = |z -yl

defineres en norm og en metrik i V', og dermed kan vi definere Borel algebraen
B(V)iV.

Valges en ortonormal basis a = (a1, ...,ax) for V (idet k = dim V'), har
vi en bijektiv lineser isometri ¢, : R¥ — V defineret ved ¢, (r) = Zle ;.

DEFINITION 5.31. Ved Lebesgue malet my i V forstas billedmalet ¢, (my;)
af Lebesgue malet my i R* under ¢.

Vi ma naturligvis godtggre, at denne definition er uafheengig af valget af
ortonormal basis. Hvis § = (b1,...,bx) er en anden ortonormal basis, og
#p : R¥ — V er den tilsvarende linezre afbildning, si er ¢El 0 o : RF — RF
en bijektiv lineser afbildning, der med hensyn til den saedvanlige basis i R”
har matricen gll,, hvis j'te sgjle er a;’s koordinatsgjle med hensyn til basen
(. Denne matrix er ortogonal, da baserne er ortonormale, sa ifglge Seetning
5.17 er my invariant under (;551 0 ¢g, dvs. ¢El 0 ¢ (my) = my, hvoraf fglger

ba(mr) = pp(my).

Det er nu let at vise, at ssetningerne 5.15-5.17 gaelder usendret for Lebesgue
malet i et euklidisk rum.
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Hvis ¢ : V. — V er en isomorfi, sa er billedmalet ¢(my ) translationsin-
variant og dermed proportionalt med my . Som i §5.5 indfgres malforholdet
mfh (¢) som den konstant for hvilken

my (¢(E)) = mth (p)my (FE) for alle FE € B(V),

og der galder
mfh (¢) = [det(p)],

idet determinanten af en lineser afbildning defineres som determinanten af
den tilhgrende matrix efter valg af basis. (Hvis ¢ har matricerne A hhv. B
mht. baser a hhv. 3, sa er B = G 'AG, idet G er basisskiftmatricen, og
dermed er det(B) = det(A), sa det har mening at tale om det(p).)

SETNING 5.32. Lad 8 = (by,...,by) veere et linezert uathangigt saet af vek-
torer i et euklidisk rum V af dimension k.
Parallelotopen P = [by, ..., bg] udspaendt af by, ..., by har Lebesgue malet

mv(P) = \/det(bi . b]) .

Bevis. Lad o = (aq,...,a) veere en ortonormal basis for V', og lad ,0g =
(vij) veere a-koordinatmatricen for 3, altsa den matrix, hvis j’te sgjle er b;’s
koordinater mht. basen a:

k
bj: E vijai.
=1

Idet ¢o : R¥ — V defineres ved ¢q(z) = Y z;a; er ¢ (b;) € R* den jte
sojlei (g, 7 =1,..., k. Ifglge Korollar 5.20 har vi da

| det(a0p)| = ma([6g" (b1),-- -, b5 (bk)])
= mp(o5 (b1, ..., b)) = my ([b1,...,be]).

Imidlertid geelder

k k k
bi : bj = (Z Um'ar) : (Z Usjas) = Zvrivrj )
r=1 s=1 r=1

da a, -as = 1 for r = s og ellers 0, altsa (b; - b;) = (o03) g, hvoraf folger,
at det(b; - bj) = (det o g)?. O

Fladeintegraler. Lad X C R” vaere en aben maengde og lad ¢ : X — R™
vaere en C'l-afbildning, idet vi antager k < n. Intuitivt vil ¢(z) beskrive en
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k-dimensional flade F' = ¢(X) i R™, nar x gennemlgber X. Vi vil definere

flademalet o og fladeintegralet | [ do for funktioner f defineret pa F'. Vi vil

kun ggre dette under antagelsen, at differentialet er injektivt i hvert punkt
Op Op

xr € X, altsa at sgjlerne Bar ) Dag i Jacobi matricen Dy(x) er lineeert

uafhaengige. Dermed udspaender de en parallelotop

Oy dp
P<x>_[8—:1;1"“’£]

i underrummet

Oy Oy
V= St
Span(ax17 7axk)7

der er et k-dimensionalt euklidisk rum med det indre produkt fra R™. Paral-
lelotopen P(x) har et k-dimensionalt Lebesgue mal givet ved

my (P(z)) = 4/det(gi;),

idet matricen (g;;), kaldet den metriske tensor for fladen, er givet ved

_ 9 ¢
_(9.131’ (9.]7]'.

9ij
Vi definerer fladeintegralet ved
| tio = [ stet@pmy (P)is.
F X
Hvis f = 1 for en Borel maengde E C F finder vi
o(B)= [y (Pla)s,
e H(E)
og fladens totale k-dimensionale volumen er
o(F)= / my (P(x))dx .
X

Ved hjelp af transformationssaetningen (5.26) og regning med determinanter
kan man se, at ovenstaende formler er invariante overfor et parameter skift
x = 1(y), men beviset forbigas.
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Opgaver til §5

I de fglgende opgaver 5.1-5.5 betegner I, systemet af standard intervaller
i R* og vy, : I — [0, 00[ betegner det k-dimensionale volumen.

Formalet med opgaverne, er at vise eksistensen af Lebesgue malet my :
By — [0, 0], og beviserne skal derfor fores uden brug af dette.

5.1. Lad Iy, ..., I, veere endeligt mange standard intervaller i R*. Vis, at der
findes endeligt mange parvis disjunkte standard intervaller Jy, ..., J, saledes,
at hver af meengderne I; N1 og I;\ I, 4,5 =1,...,n, hvis de er ikke tomme,
er foreningsmaengde af visse af intervallerne Jy, ..., J, (“byggeklodserne for
Ly,....1,").
5.2. Vis, at afbildningen vy, : I, — [0, 00 er

1° additiv, dvs.

ve(I) =ve(l) + - +vp(Ip) nar I=LU---UL, og I,...,I,

er parvis disjunkte.
2° subadditiv, dvs.

ve(I) <wvp(li)+ -4+ v(Ilp) nar ICLHU---UI,.

3° numerabelt subadditiv, dvs.

vp(I) < ka(In) nar I C U I,.
n=1 n=1

(Vink: Til 1° og 2° benyttes 5.1. 3° “reduceres” til 2° ved hjalp af
Borels overdaekningssaetning, anvendt pa kompakte delintervaller af
I).

5.3. (Carathéodorys setning). Lad a : P(X) — [0,00] veere defineret pa
mangden af alle delmaengder af X, og antag a(@) = 0. Lad M betegne
systemet af maengder £ C X, hvor

VAC X :a(A) =a(ANE)+a(ANCE).

Vis, at M er en maengdealgebra, dvs.
i) X eM
(ii) CE€e M ndr E € M
(iii) FUF € M nar E, F € M.
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Vis videre, at a(E U F) = o(E) + a(F), nar E, F' € M er disjunkte.
Vis, at hvis Ey,...,E, € M er parvis disjunkte, sa galder der for alle
ACX, at

n

OAQEJ' :Za(AﬂEj).
7j=1

=1

Antag, at der yderligere geaelder

a(A) <a(B) nar ACB,
a([jAn>§iaA

Vis, at hvis Eq, Es,--- € M er parvis disjunkte, sa gaelder der for alle A C X,
at

OAmEj Z (AN Ej)
i=1 i=1

og slut, at |J;° F; € M.
Vis derved, at M er en o-algebra, og at a’s restriktion til M er et mal.
Vis, at (X, M, a) er et fuldsteendigt malrum (§5.8).

5.4. Lad k : I U{@} — [0, c0] opfylde
1° k(@) =0
2° k er additiv (jf. opg. 5.2)
3° k er numerabelt subadditiv (jf. opg. 5.2).

Vis, at afbildningen a : P(R¥) — [0, oo] defineret ved

oo

a(A) = inf{z k(1)

1

AcJIL, I el u{a}, n:1,2,...}
1

opfylder
(i) a(l) =k(I) nar I € [y U{@}
(ii) a(A) < «(B) nar ACB

i)
(i) o (Ur 4n) <3277 a(An)
(iv) a(A) =a(ANT)+a(ANCI) for ACRE T €T, U{2}.

(Vink til (iv): Nok at vise

a(ANT) +a(ANCI) <> k(1L
1
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nar I,, € Iy, n =1,2,... og Uy I, 2 A.
Dette ggres ved at bemaerke, at

Am[g[j[nml
1

A\Ig[j[n\l.

Brug dernaest “byggeklodserne” Jp1,..., Jpp, for parret I,,, I for hvert n, jf.
opg. 5.1).
5.5. Vis folgende hovedresultat, ved at kombinere opg. 5.3 og 5.4.

Lad k : I}, — [0, 00] vaere givet. Vis, at k kan udvides til et mal y : By, —
[0, 00], hvis og kun hvis k er additiv og numerabelt subadditiv.

(Vink til “hvis-delen”: Lad « veere som i opg. 5.4, og M som i opg. 5.3,
idet k forst udvides til I, U {@} ved k(&) = 0. Bemeerk, at By, C M.)

5.6. Lad (X,E) veere et malbart rum, og lad p og v veere to mal pa E, sa
w(X) =v(X) < co. Vis, at meengdesystemet

er en o-klasse.

5.7. Lad L = {2,4,6,...} vere meengden af lige tal og P = {2,3,5,7,...}
maengden af primtal. Bestem den mindste o-klasse i N, der indeholder L
og P, og vis, at den har 6 elementer. Bestem den mindste o-algebra, der
indeholder L og P, og vis, at den har 16 elementer.

Lokalt integrable funktioner

5.8. Lad I veere et abent interval, I =Ja,b][ med —oco < a < b < oo, og lad
f € Lioe(I). Man siger, at f er integrabel i b, safremt

b
/ |f(t)|dt < 0o for et xp € ]a,b] .
Zo

Vis, at denne betingelse er uathaengig af xo € |a, b|. Integrabilitet i a defineres
tilsvarende.
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Vis, at der om f € Lioc(]) geelder

f€L(I)< f integrabeli a og b.

5.9. (Fortsaettelse af 5.8). Lad f € Lioc(I), hvor I er som fgr. Vis, at f er
integrabel i b, hvis og kun hvis

lim_/ F(0)dt < oo,

r—b

hvor xy € |a, b| er vilkarlig, og at der i bekrzftende fald geelder

/x b f(t)dt = lim / f(t)dt.

5.10.
1° Vis, at log : ]0,00[ — R er integrabel i 0, men ikke i oco.
2° Vis, at f:]0,1][ — R givet ved

1
flax) = @
er integrabel i 0, men ikke i 1.
3° Vis, at f:]1,00[ — R givet ved
1
f(m) - logm )

hverken er integrabel i 1 eller oco.

5.11. Bestem de a € R for hvilken (sinz)™® er integrabel over |0, 7|.

5.12. Bestem de o € R for hvilke (tanx)~®, z €]0, 5[ er
1° integrabel i 0.
2° integrabel i 7.
3° integrabel over |0, 7.

5.13. Lad f : G — C vere en Borel funktion i en dben meengde G C RF.
Vis, at f € Lioc(G), hvis og kun hvis, der til hvert € G findes r > 0, sa

K(xz,r) CG og
/ | fldmy < 0o
K(z,r)
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5.14.

1° Vis, at funktionen z — sinz/z ikke er integrabel i oo.
(Vink.

(n4+1)7m | - 1 ™
/ de > 7/ sinz dz.)
nw x (n + 1)7T 0

2° Vis, at x — 2~ tsin(z72), x € ]0, 00}, er integrabel i oo, men ikke i 0.
5.15. Saet
22 cos(z72) for = #0
0 for =z=0.

Vis, at f er differentiabel, men at f’ ikke er lokalt integrabel.
(Vink: Benyt opg. 5.14.)

Radon mal i R¥
5.16. Lad (X,d) veere et metrisk rum, og lad p : B(X) — [0, 00] veere et
endeligt Borel mal, i.e. u(X) < co.

1° Vis, at enhver afsluttet maengde i X er fesellesmaengde for en da-
lende fglge af abne maengder, og at enhver aben meengde er fore-
ningsmaengde af en stigende fglge af afsluttede maengder.

2° Vis, at der for alle Borel maengder B € B(X) gaelder

sup{u(F)|F € F,F € B} = u(B) = inf{u(G)|G € G,G 2 B},

idet F (resp. G) er systemet af afsluttede (resp. abne) meengder i X.
(Vink: Lad D betegne systemet af Borel meengder med ovenstaende

egenskab. Vis, at F,G C D, og at D er en o-klasse. Konkludér, at

D=DB(X).)

5.17. Lad p : By, — [0, 00] veere et Radon mal i R¥.
1° Vis

Ve>0VBeB,IGeG: BCGAu(G\B)<e,
og slut heraf, at
u(B) = inf{u(G)|G € G,G O B} for alle B € By, .

(Vink: Antag forst, at B er begrzenset, og prov at udnytte opg. 5.16.)
116



20

30

5.37

Vis

Ve>0VBeB,IFeF:FCBAuB\F)<e,
og slut heraf, at

w(B) =sup{u(F)|F € F,F C B} for alle B € By,.
Vis, at der for alle B € By, geelder

w(B) = sup{u(K)|K kompakt, K C B}.

5.18. Vis, at to Radon mal iz og v i R” er ens, blot en af fglgende 3 betingelser

er opfyldt:
1) pu(I) = v(I) for alle standard intervaller.
2) u(K) = v(K) for alle kompakte meengder i R¥.
3) u(G) = v(G) for alle abne meengder i R¥,

5.19. Lad p veere et Radon mal i R¥. Vis, at meengden

A= {z eR* | p({z}) > 0}

er teellelig.

5.20. Lad p veere et Borel mal i R¥, og lad G,, betegne systemet af dbne
p-nulmeaengder.

10

20

30

Vis, at der findes teelleligt mange maengder fra G,,, sa enhver meengde
fra G, er forening af visse af disse. (Vink. Prgv med abne intervaller
med rationale endepunkter).

Vis, at
RE

Geg,

er en aben p-nulmeengde, og altsa den stgrste sadanne.
Vis, at meengden F = RF \ UGEQH G er karakteriseret ved at der for

x € R* gaelder
reFeVr>0:uK(z,r) >0.

Meangden F' kaldes p’s stotte, og betegnes supp(u). Find supp(e,),
supp(my,) og vis, at supp(f) = supp(f - mg) nar f : R¥ — [0, 00] er
kontinuert.
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5.21. Tyngdepunkt for Radon mdl. Lad ¢ vere en ret linie i R? givet ved en
ligning

ar +by+c=0 med a?+0b* =1,
og lad os orientere normalen til ¢ ved vektoren (a,b). For hvert (z,y) € R?
er ax + by + ¢ da som bekendt den med fortegn regnede afstand til (z,y) fra
linien ¢. Hvis (z,y) — ax + by + ¢ er integrabel over R? med hensyn til et

Radon mal p i R?, siges dette at have et moment med hensyn til £, nemlig
(med den valgte orientering af normalen til ¢):

/RQ(aw + by + c)du(z, y) -

Lad nu u veere et Radon mal i R? med 0 < u(R?) = M < oo og antag, at u
har momenter med hensyn til 2 hinanden skaerende rette linier ¢ og 5 i R2.

1° Bevis, at p har et moment med hensyn til enhver ret linie i R?.
2° Bevis, at der findes et og kun et Radon mal v, der er koncentreret i
ét punkt (z0,v0), dvs. hvor v(R?\ {(z0,50)} = 0, og som har samme
moment som p om enhver ret linie ¢ i R2.
(Punktet (xo,yo) kaldes tyngdepunktet for p.)

5.22. Angiv et mal u : By — [0, 00] som ikke er af formen cmy, ¢ > 0, men
dog er invariant ved enhver euklidisk isometri af R¥.

5.23. Vis, at
| wrirdy) <o,
K(0,R)

nar K(0,R) = {(z,y) € R%|2? +y?> < R?} ogn € N.
(Vink: Gor rede for, at

/’ <x+wwaaw=i/ e + iy)"d(z, ).
K(O,R) K(O,R)

nar ¢ € C og |c| =1.)

5.24. Reelle tal r, 0, 0 kaldes sferisk polere koordinater for punktet (x,y, z) €
R3, hvor
x =rsinfcoso

y =rsinfsino

z=rcosf.

1° Tllustrer formlerne i et retvinklet koordinatsystem.
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2° Beregn Jacobi determinanten for afbildningen S : (r,0,0) — (x,y, z).
Ggr rede for, at restriktionen af S til det abne interval

I={(r0,0)|0<r0<0<70<0<2n}

er en bijektiv afbildning af dette pa R?\ {(z,v,2) |z > 0,y = 0}.

3° Hvorledes udtrykkes et integral [os f(z,y, 2z)d(z,y, z) 1 sferiske po-
lzere koordinater?

5.25. Lad E C |0, 1] veere en Borel maengde med m(E) > 0. Til ackvivalens-
relationen givet ved
r~ysy—zeQ

svarer en klasseinddeling af . Lad A veere en meengde bestaende af én
repraesentant fra hver klasse. (For eksistens af en sadan maengde paberabes
udvalgsaksiomet.)

1° ViS, at £ - UqEQﬁ]—l,l[(A + q) g] — 1,2[

2° Vis, at A ikke er Lebesgue malelig.
(Resultatet anvendes i opg. 5.29.)

5.26. En aben maengde i R, hvis rand har positivt Lebesgue mal.

Antag 0 < £ < 2 og lad F fremga af [0, 1] pa folgende made: Midt i [0, 1]
fjernes det abne interval af leengde /4, midt i hvert af de to tiloversblevne
intervaller fjernes det abne interval af leengde /42, osv.

1° Vis, at G =[0,1] \ F er aben og har F' som rand.
2° Bestem m(G) og m(F).

5.27. Angiv en sammenhaengende, aben maengde (dvs. et omrade) i R?, hvis
rand har positivt Lebesgue mal.
(Vink: Seg inspiration i opg. 5.26.)

Cantor—Lebesgues funktion

5.28.
1° Lad f: Z — [0,1] veere den i Eksempel 5.22 definerede atbildning

fC0,a1a9 ) =20,biby -+, by = an/2.
Vis, at f er surjektiv.
Vis, at nar
y = 20,b1bg - b,1000--- , b; € {0,1}
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er en endelig dualbrgk, s bestar f~1({y}) af tallene
30,a1a2 - - an0222---  og 30,a1as---a,2000---

hvor a; = 2b;, men at f~'({y}) bestar af netop et tal i alle andre
tilfeelde.

Konstruer en bijektiv afbildning af Z pa |0, 1] og vis derved, at Z
er akvipotent med R.

Gor rede for, at f : Z H~[O, 1] pa en og kun en made kan udvides
til en voksende funktion f : [0,1] — [0,1]. (Denne kaldes Cantor-
Lebesques funktion og betegnes bare f i det folgende.)

Gor rede for, at Cantor-Lebesgues funktion f er kontinuert i hele
intervallet [0,1], og at f er differentiabel med D f(z) = 0 i hvert x €
[0,1] \ Z, men ikke differentiabel i noget x € Z. (Cantor-Lebesgues
funktion benyttes i opg. 5.29-5.32.)

5.29. En Lebesque malelig mengde, som ikke er en Borel maengde.
Lad f :[0,1] — [0, 1] veere Cantor—Lebesgues funktion (opg. 5.28), og szt

10
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30

40

o) = 3o+ 5 @), w01,
2 2

Gor rede for, at g er en homeomorf afbildning af intervallet [0, 1] pa
sig selv.
Vis, at meengden E = g(Z) har Lebesgue malet m(E) = 3 (medens
jom(Z) =0).
Ifglge opg. 5.25 har F en delmaengde A, som ikke er Lebesgue malelig.

Vis, at g7!(A) er Lebesgue malelig, men ikke en Borel mzengde,
altsd at g71(A) € Ly \ B.
Vis, at ¢ : R — R defineret ved

(g @) for x € [0, 1]
gp(:z;)—{x for z € R\ [0,1],

er kontinuert, men ikke IL; — IL;-malelig.

5.30. Vis, at sammensatningen ¢ o ¢ af to Lebesgue malelige funktioner
Y, : R — R ikke behgver at veere Lebesgue malelig.
(Vink: Lad ¢ veere funktionen i opg. 5.29.4°.)

5.31. Lad f : [0,1] — [0, 1] veere Cantor—Lebesgues funktion, og lad ¢ : R —
R veere udvidelsen defineret ved

0 for x < 0,
o@)={ f@)  forze01],
1 forx > 1.
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Lad p = p, veere Stieltjes malet bestemt ved den voksende funktion ¢.

1° Vis, at pu er koncentreret pa Cantors maengde Z, dvs. u(R\ Z) =0,
og at u(Z) = 1.
2° Vis, at supp(u) = Z (jf. opg. 5.20.)
3° Vis, at pu({z}) =0 for alle z € R.
(1 er et eksempel pa et sakaldt kontinuert singulert sandsynlig-
hedsmal, hvis stgtte er en Lebesgue nulmaengde, men som ikke har
masse i nogen punkter).

5.32. Lad f : [a,b] — R vaere voksende samt naesten overalt differentiabel.
1° Vis, at Df er Lebesgue integrabel i [a, b], samt at

b
/zﬁ@stﬂm—ﬂ@.

(Vink: Seet f(x) = f(b) for x > b, og betragt funktionsfglgen g, :
[a,b] = R, n=1,2,..., givet ved

gnl@) = n(f(z + 1) - f(x)).)

n
2° Vis, at

b
| pf@s < f0) - (@

kan forekomme, endda med f kontinuert i [a, b].
(Vink: Prov Cantor—Lebesgues funktion, opg. 5.28.)

5.33. Bevis, at
b
| D@ = 10) - (@),
nar f : [a,b] — R er differentiabel med en begrzenset afledet Df.
(Vink: Seet f(z) = f(b)+(xz—b)Df(b) for x > b og betragt funktionsfalgen
gn i la,b] = R,n=1,2,..., givet ved
1
gn(z) =n(f(z + =) = f(2)) )

n

5.34. Lad K*(R) betegne maengden af ikke tomme kompakte delmaengder af
R forsynet med Hausdorff metrikken , og betragt afbildningen F': K*(R) —
K*(R) givet ved F(K) = fi(K)U f2(K) for K € K*(R), hvor fi(z) = (1/3)x
og fao(x) = (1/3)x + (2/3) for z € R. (Jf. opg. 1.8.6.)

Vis, at Cantors maengde Z er fixpunkt for F.

5.35. Vis, at formlen for fladeintegralet er invariant overfor et C''-parameter
skift = = ¢(y).
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§6. Produktmal

I denne paragraf vil vi til to malrum (X, E, u) og (Y,F,v) knytte et nyt
malrum (X X YVE® F, u ® v) kaldet produktet af de givne. Ideen bag kon-
struktionen er, at

pRv (Ax B)=puA)r(B) for Ac€E, BeF, (%)

og nar paragraffen er slut, bgr lseseren have indset, at konstruktionen er den
eneste mulige, nar (x) gnskes opfyldt.

En advarsel: Man kan ikke danne produktet af vilkarlige malrum. Man
ma indskraenke sig til o-endelige malrum, som defineres i 6.2.

Det viser sig, at produktet af (RP,B,,m,) med (R?,B,, m,) er
(RPF, By g, Mpq)-

De to italienske matematikere Guido Fubini (1879-1943) og Leonida To-
nelli (1885-1946) har deres navne knyttet til ssetninger, der udtaler sig om,
hvordan integralet af en funktion f pa X x Y med hensyn til produktmalet
1 ® v kan udregnes ved successivt at integrere med hensyn til pu og v.

6.1. Malelighed i cartesisk produkt
Lad (X,E) og (Y,F) veere to malbare rum. Vi taenker os det cartesiske
produkt X x Y forsynet med en o-algebra G sa projektionsafbildningerne

m: X XY =X og m:XxY =Y
er malelige. Idet
N (A)=AxY, 7, (B)=X x B, 7; (A) N7, (B)=AxB

for A C X, B CY, ser man, at G indeholder alle rektangler A x B, hvor
A € E, B €F. Dette leder til fglgende:

DEFINITION 6.1. Ved produkt o-algebraen i X x Y forstas den mindste o-
algebra i X x Y, der indeholder alle rektangler A x B, hvor A € E, B € F.
Idet produkt o-algebraen betegnes E ® F har vi altsa

EQF=0c({AxB|A€cE,BeF}).

Idet X x Y udstyres som malbart rum med o-algebraen E ® F, ser man, at
projektionerne 7 og mo er malelige, og E ® F er abenbart den mindste o-
algebra pa X xY med denne egenskab. I almindelighed vil der veere maengder
i E®F, som ikke er rektangler.

123



6.2

Er g og h funktioner defineret pa henholdsvis X og Y, og med veerdier i
samme talomrade R, R eller C, betegnes funktionen

(z,9) — g(2)h(y), (z,y) € X xY

med g ® h; den kaldes undertiden tensorproduktet af g og h. Bemeerk, at for
ACX,BCY gelder 14 ®1p =1axp.

LEMMA 6.2. Er g en E-malelig funktion pa X og h en F-malelig funktion
pa 'Y, begge med vardier i samme talomrade R, R eller C, da er g ® h en
E ® F-malelig funktion pa X x Y.

Bevis. For funktionerne

(z,y) = g(z) og (z,y) — hly), (r,y) e X xY,
har vi betegnelserne g ® 1y henholdsvis 1x ® h, og der geelder
gRh=(g®1ly) - (1x ®h).
Da produktet af malelige funktioner igen er en malelig funktion, er det til-

straekkeligt at vise, at g® 1y og 1x ® h er malelige, men det ses for den fgrste
funktions vedkommende saledes:

(9@ 1y)" (D) ={(z,y) | g(x) e D} =g~ '(D) xY €E®F,
idet g~1(D) € E, nar D tilhgrer Borel algebraen for talomradet. O

Y
For G C X xY og x € X sattes

Y
G = {yGY ’ (33,'3/) GG};
meaengden kaldes et sniti G. Er f en
Gy funktion defineret pa X x Y og

x € X, betegner f, eller f(x,-)
snitfunktionen

y— flz,y), yeY

Hvis vi indfgrer indlejringen j, : Y — X x Y ved

Jz(y) = (z,y), yeY
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er Gy = ]ac_l<G) og f(z,") = f o ja
Tilsvarende taler vi om snit {z € X | (z,y) € G}, og snitfunktion = —
f(z,y), z € X bestemt ved et y € Y. Her benytter vi betegnelserne G¥ og

fCoy) eller fo.

Indlejringen j, : Y — X XY er malelig idet

B, hvisz € A,

i~1(Ax B) = {

Ja ) %) hvisz ¢ A,

og maengdesystemet {A x B | A € E, B € F} frembringer E ® F.
Vi har dermed vist:

SETNING 6.3. Ladx € X ogy €Y.

For enhver maengde G e EQF vil G, € F og GY € E.

For enhver E ® F-malelig funktion f pa X x Y vil snitfunktionen f(x,-)
veere F-malelig, og snitfunktionen f(-,y) vaere E-malelig.

HOVEDEKSEMPEL.

Det cartesiske produkt RP x R? vil vi identificere med R¥, hvor k = p+ g,
idet vi for x = (21,...,2p) 08 (Y1,...,Yq) tolker (z,y) som
(15 s Xp, Y1, --.,Yq). Dermed kan produkt o-algebraen B, ® B, opfattes
som en o-algebra i R¥.

SETNING 6.4. Med k =p+q er By =B, ® B,.

Bewvis. Idet projektionerne m; : R¥ — RP og m : R¥ — RY er kontinuerte, og
dermed Borel malelige, har vi B, ® B, C Bj. Produkt o-algebraen er nemlig
den mindste o-algebra i R¥ = RP x RY, s m; og 7 er malelige.

Et standard interval I i R* kan skrives I = I; x I5, hvor I; er et standard
interval i RP, og I er et standard interval i R?. Dermed har vi I € B, ® B,
men da By, er den mindste o-algebra i R¥, der indeholder standard interval-
lerne, ma B, C B, ® B,. O

Som konsekvens af inklusionen B, C B, ® B, og Ssetning 6.3 noteres, at
ethvert snit i en Borel mangde (Borel funktion) i R* igen er en Borel mangde
(Borel funktion).

Som konsekvens af inklusionen B, ® B, C B noteres, at A x B er en
Borel mengde i R*, ndr A og B er Borel mangder i henholdsvis RP og RY,
samt at ¢ @ h er en Borel funktion pd R*, ndr g og h er Borel funktioner pd
henholdsvis RP og RY med vaerdier i samme talomrade R, R eller C.
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6.2. Produktmal
DEFINITION 6.5. Et malrum (X, E, 1) kaldes o-endeligt, hvis X kan skrives
som forening X = |J° 4, af en folge af meengder A,, € E med u(A,) < oo.
Man overbeviser sig let om, at maengderne A,, fra definitionen kan veelges
enten som en stigende fglge, eller parvis disjunkte.
Et endeligt mal er o-endeligt, og ethvert Radon mal i RF er o-endeligt, da
R* er foreningsmeengde af numerabelt mange kompakte maengder.
Definition af produkt o-algebraen E ® F kraever ingen indskrsenkende for-
udsaetninger om malrummene (X, E, 1) og (Y, F,v), men indfgrelsen af pro-
duktmalet p ® v kraever o-endelighed.

SETNING 6.6. (HOVEDSETNING OM PRODUKTMAL). Lad (X,E, u) og (Y,F,v)
vaere to o-endelige malrum.
Der findes et og kun et mal w pa produkt o-algebraen EQF med egenskaben

m(Ax B)=pu(Av(B) for AcE,BeF. (1)

Det ved (1) entydigt bestemte mal kaldes produktmalet af u og v og betegnes
p®v. Malrummet (X X Y,E®TF, u ® v) er o-endeligt, og kaldes produktet
af de givne malrum.

Beuvis. At der er hgjst et mal som gnsket, fglger af entydighedssaetningen for
mal (Hovedseetning 5.4):
Systemet
K={AxB|A€E,BecTF} (2)

er et faellesmaengde stabilt frembringersystem for E @ F, idet
(Al X Bl) N (AQ X BQ) = (Al N AQ) X (Bl N BQ) .

Ifslge forudseetningen om o-endelighed findes maengder A} C As C --- € E
med pu(A4,) < 0o, og meengder B; C By C -+ € F med v(B,,) < oo, saledes
at X = U7 An, Y = U B, Saettes K, = A, x Bp, n=1,2,... geelder
KiCKyC -+ €eKogJ” K, =X xY. Teenker vios mal m og p pAEQF
opfyldende (1), har vi

(A x B) = p(A)v(B) = p(A x B) for AcE,BeF,

specielt m(K,) = pu(A,)v(B,) < 0o, og entydighedssetningen giver m = p.
Desuden ses, at (X x Y,E® F, ) er o-endeligt.

Eksistensen af et mal som gnsket, viser vi ved eksplicit at angive et, nemlig
funktionen 7 : E® F — [0, oo] bestemt ved

w(G) = /X v(Ca)dp(a), 3)
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jf. tegningen p.6.2. Formlen er naerliggende for den, der har beregnet arealer
“ved deling i strimler” og voluminer “ved deling i skiver”. Vanskeligheden

bestar i at godtggre, at funktionen z — v(G,) er E-malelig, sa integralet har
mening. Det sikres af

LEMMA 6.7. For hvert G € EQTF er pg : X — [0, 0] defineret ved pg(x) =
v(Gy) en E-malelig funktion.

Beuvis. Ifplge Seetning 6.3 er G, € F, og dermed har definitionen af ¢ me-
ning.
Vi fremhaever dernaest fglgende egenskaber ved g

a) For G=Ax Bmed A€ E, BeF gelder pg =v(B)la.
Thi

o _{B narz € A ltsd ()_{IJ(B) narx € A
T lo narzeX\A, aa Pt = v(@)=0 narze X\ A.

b) Hvis G1,G2, - € EQF er parvis disjunkte og G = |J;° Gy, da er

oo
va :ZSOG,L~
1

Thi for hvert © € X er G, = U7 (Gn)az, hvor (G1)z, (G2)s, - € Fer
parvis disjunkte, og dermed er

va(2) =v(Ga) = Y v((Gn)e) =) v, (@)

1° Vi viser forst lemmaet under forudsesetningen v(Y') < oo.

Pa grund af a) vil maengdesystemet

D={GeEQF|pce MT(X,E)},

indeholde K givet ved (2).

Vi indser dernaest, at ) er en o-klasse.

Betingelsen X x Y € D fglger af at K C ID.

Hvis G1,Ga, -+ € D er parvis disjunkte, da er G = J;° G,, € D.

Thi nar pg, € MT(X,E), n = 1,2,... folger af saetninger om regning
og greenseovergang med malelige funktioner, at > 7° vq, € M1 (X,E), men
denne funktion er netop ¢ ifglge b).

Hvis G € D, da er ogsa 0G € D.
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Thi da

PxXxy = Pa t+¥ea 08 SOXxY(w) = V(Y) < o0,

kan vi slutte, at ¢ har endelige veerdier, og dermed er gpz = v(Y) — pg €
MT(X,E).

Vi har nu vist, at D er en o-klasse.

Da K er et feellesmaengde stabilt frembringersystem for E ® F, kan vi af
Fundamentallemma 5.3 slutte, at D(K) = ¢(K) = E® F, men da D er en
o-klasse indeholdende K, ma D(K) C D, altsa D = E ® F, og lemmaet er
bevist.

2° Vi skal nu vise, hvordan det generelle tilfeelde kan udledes af 1°.

Da (Y,F,v) er o-endeligt, findes meengder By C By C --- € F med
v(By) <00, Y = B.

For fast n betragtes malet v, : F — [0, 0co[ defineret ved v, (B) = v(B N
B,). Dav,(Y) = v(B,) < oo, kan vi af forste del af beviset slutte, at

x gogL)(:I;) = vp(Gy) € MT(X,E).
Af egenskab (5) i §3.1 folger for x € X at
eC (@) = v(Ga N By) 7 1(Ga) = p6(a),
og dermed sluttes, at greensefunktionen pg € M1 (X, E). O
Det er nu godtgjort, at (3) har mening, og vi mangler at eftervise, at
m:E®F — [0,00] er et mal opfyldende (1).

Nar G1,G2, - € EQF er parvis disjunkte, og G = |J;° Gn, daer pg =
ST e, ifolge b), og dermed (Seetning 4.6)

76 = [ vadu=" [ va,du=>n(Gn).
1 1
For G = A x Bmed A € E, B €F finder vi ifolge a), at
m(A x B) = /U(B)lAd,u =v(B) / ladp = p(A)v(B).

Hvis specielt G = @ = @ x &, har vi (&) = 0. O
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KOROLLAR 6.8. Lad (X,E, u) og (Y,F,v) veare to o-endelige malrum. Da
gaelder

,u®V(G):/

X

(Go)du(a) = [ p(@iv(y

Y

for ethvert G c EQ F.

Beuvis. Det forste lighedstegn fglger af eksistens- og entydighedsbeviset for
hovedsaetningen. Ganske analogt vil naturligvis y — u(GY), y € Y, tilhgre
MT(Y,F) for ethvert G € E®F, og funktionen p: E®F — [0, o] givet ved

p(G) = / (G )du(y)

er et mal pa EQTF opfyldende (1), altsa p = p®v ifplge entydighedsudsagnet.
O

HOVEDEKSEMPEL.

SETNING 6.9. Idet RP x R? identificeres med RPT, og my,, m, og mpi,
betegner Lebesgue malene i henholdsvis RP, RY og RPT4, defineret pa Borel
algebraerne B,,B, og By, er

Mp & Mg = Mptq-

Bewvis. lfglge Seetning 6.4 er B, ® B, = B,+,. Produktmalet m, ® m, er
altsa defineret pa Borel algebraen B,y,, og dets veerdi my(I) - mq(J) =
vp(I) - vg(J) for ethvert standard interval I x J =13 X -+ x I, X Jp X -+ X
Jq er abenbart produktet af samtlige kantleengder. Men disse egenskaber
karakteriserer Lebesgue malet my . O

KOROLLAR 6.10. For enhver Borel meengde B i RP1Y er x — my(B,) en
Borel funktion pa RP og

Myp1q(B) = . Mq(By)dz .

For p = ¢ = 1 kan formlen tolkes som arealbestemmelse ved deling i
strimler, for p = 1, ¢ = 2 som volumenbestemmelse ved deling i skiver.

Lad os ogsa notere, at produktmalet u ® v af Radon mal p og v i hen-
holdsvis R? og R? er et Radon mal i RPT4,
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6.3. Tonellis og Fubinis satninger
SETNING 6.11. (TONELLIS SETNING). Lad (X,E, u) og (Y,F,v) vare o-
endelige malrum. For f € M (X xY,E®T) gaelder

(i) funktionen x — fY fzdv = fY z,y)dv(y) tilhorer M*(X,E).

Bevis. For f € M+(X><Y E®F) ogz € X, vil f, € M (Y,F) (Seetning 6.3),
og dermed er der ved g(z) = [ fodv deﬁneret en funktion g : X — [0, o).
Pastanden i ssetningen er, at ge MY (X,E), og at [ fdu®@v = [ gdu.

1°. For en indikatorfunktion f = 1g pa X xY med G € E®F er de
to pastande vist i §6.2, omend i en anden formulering. For ethvert x € X
er nemlig (1g), = lg,, hvor 1, betegner indikatorfunktionen pa Y for
snitmaengden G, C Y. Lemma 6.7 udsiger, at funktionen

2o v(G) = [ (la), dv

tilhgrer M1 (X,E), og ifglge Korollar 6.8 er dens p-integral er lig med
pRv(Q) = [ledu® .

2°. De to pastande gaelder for enhver simpel funktion f = Z;;l a;j lg,
pa X xY med 0 <aj <oo,Gj €e E®T.

Dette folger af 1°, idet det er let at eftervise, at (i) og (ii) geelder for f1+ fo
og cf1, hvor 0 < ¢ < 0o, hvis de geelder for f; og fs.

3°. En vilkarlig funktion f € MT(X x Y,E ® F) kan fas som greense-
funktion for en folge f1 < fo < --- af simple E ® F-malelige funktioner
fn: X XY — [0,00] (Seetning 4.1). Vi noterer, at

| gdwer)=tm [ fduew
XxY =0 JXxY

ifglge Lebesgues monotonissetning.
For hvert € X har vi (f,). /" fo og dermed

gn () Z/Y(fn) dv / g(x /fxdv

ifplge Lebesgues monotonisetning. Da nu g, € MT(X,E) og g, /" g, er
g € MT(X,E), samt

/ gdp = lim [ gpdp

n—oo X

130



6.9

ifglge Lebesgues monotonisaetning. Og da fXXY frd(p@v) = fx gndp, n =
1,2,..., sluttes endelig

/Xxyfd(,u@I/):/ng,u. O

Tilfojelse til Tonellis setning. Der geelder naturligvis et analogt resultat
med integrationerne i dobbeltintegralet ombyttet (jf. symmetrien i Korollar
6.8). Sammenholdt har vi da for enhver funktion f € MT(X x Y,E® F):

J o= [ ([ o) = | s

Resultatet rummer en ofte nyttig regel om ombytning af integrationsorden.
(Opg. 6.19 viser, at o-endeligheden er ngdvendig.)

Vi teenker os stadig givet o-endelige malrum (X, E, ) og (Y, F,v).
For en E®QF-malelig funktion f : X xY — R vil snitfunktionen f, : Y — R
veere F-malelig for hvert x € X, som allerede vist i Ssetning 6.3. Videre er

A={zeX|f, € LY,F,v)}

en E-malelig maengde, og hvis A # @ vil funktionen g : A — R givet ved

:/wad”:/Yf(%y)dV(y), r €A,

Begrundelse: Ifplge Tonellis seetning, (i), anvendt pa f* og f~ vil funkti-
onerne p: X — [0,00] og n: X — [0, 00| givet ved

veere E-malelig.

pa) = [ (F)adv 0g nia) = [ (1w, we X,

tilhgre M*(X,E). Idet (f7), = (fz)T og (f )z = (fz)~, har vi derfor
A={ze X |plx)<oo}nN{ze X |n(r) <o} ek,

samt hvis A # &, at g = p|A — n|A er E-malelig.
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Ifplge Tonellis seetning, (ii), er endvidere

/Xpduzfxwﬁd(u@V) og /Xnduzfxwf‘d(uééw-

I tilfzelde af, at f er integrabel m.h.t. p®wv, har vi derfor pu(X\ A) = 0, idet
[x pdp < 00 og dermed p({z € X | p(z) = oo}) = 0, ligesom [ ndp < oo og
dermed p({x € X | n(x) = oo}) = 0. (Se Korollar 4.5.) Medmindre A = &,
vil endvidere p|A, n|A og dermed g = p|A — n|A tilhgre L(A, ), og

/ gdp = / pdp — / ndp = / pdp — / ndp

—/Xxyﬁd(u@ v)— /Mf A @ v) = /Xxyfd(u®1/)-

Vi noterer:

SETNING 6.12. (FuBINIS SETNING). Lad (X,E,u) og (Y,F,v) veere o-
endelige malrum. For f € L(X X Y, E®F, u ® v) geelder da

(i) A={ze X | f, e LY, F,v)} € Eogu(X\A) =0,

(ii) funktionen x — [, fodv = [, f(z,y)dv(y), © € A, er integrabel
m.h.t. u,

(i) [,y fdu@v)= [, (fy f@,y)dv(y)) du(@).

Seetningen geelder ordret ogsa for funktioner f med komplekse veerdier.
Det fremgar, idet seetningen for reelle funktioner anvendes pa f’ og f”, hvor
f = f +if"”. (De indledende resultater vedrgrende en E ® F-malelig, men
ikke ngdvendigvis (u® v)-integrabel funktion f : X x Y — R geelder ligeledes
med C i stedet for R.)

I (iii) skrives ofte [ istedet for [,, selv om integranden kun er defineret
p-naesten overalt i X.

Tilfojelse til Fubinis setning. Der geselder naturligvis et analogt resultat
med integrationerne i dobbeltintegralet ombyttet. Sammenholdt har vi da
for enhver funktion f € L(X x Y, p® v):

f = ) = (] )

Resultatet rummer en ofte benyttet regel om ombytning af integrationsorden.

En E®F-malelig funktion f defineret pa X x Y tilhgrer jo L(X XY, p®v),
hvis [y .y |fld(1 ® v) < co. Til udregning eller vurdering af dette integral
benyttes ofte med fordel Tonellis seetning.
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EKSEMPEL 6.13. Erg € L(X,u) ogh € L(Y,v),daer g®h € L(p® V) og

/ g hdp®v) /gd,u/hdy
XxXY

Thi g ® h er E ® F-malelig ifglge Lemma 6.2 og Tonellis seetning giver

/Xxy|9®h|d(“®” /(/ l9(2)h(y)|dv( )) du(z)
~ [ (it [ 1niav) aute / hldv / oldu < 50,

Altsaer goh € L(X XY, p®v), og regningen kan nu gentages uden numeriske
tegn, i kraft af Fubinis saetning.

BEMERKNING 6.14. For en funktion f, der er integrabel m.h.t. u ® v over
en maengde G € E® F, kan Fubinis ssetning anvendes pa funktionen

(@ )i_){f(x,y) for (z,y) € G
Y 0 for (z,y) e X xY \G.

Samme idé kan naturligvis benyttes i forbindelse med Tonellis saetning.

HOVEDEKSEMPEL 6.15. Nar k=p+q, p,q € N, gaelder

[ = [ 1wy

_ /R ( } f(a;,y)dy) dz = /R ( 5 f(x,y)dx) dy

for enhver Borel funktion f defineret pa R¥, der enten har veerdier i [0, o0]
eller har endelige (reelle eller komplekse) veerdier og er Lebesgue integrabel.

Thi ved identifikationen af R* med RP x R? stemmer Lebesgue maélet

k : Bg — [0,00] overens med produktmalet m, ® m,. Tonellis og Fubinis
seetninger star sa til radighed, idet integralet ka f(z)dz = ka fdmy, opfattes
SOM. [y ga fA(mMp @ my).

Resultatet skyldes Lebesgue, 1902, for en begraenset funktion f defineret
pa et begraenset interval I x J. Fubini klarede tilfseldet f € £(I x J); Tonelli
bemarkede, at f € L(I x J), hvis [;([, |f(z,y)|dy)dz < co; 1909.)

133



6.12

Den foregaende teori kan uden vanskelighed udvides, sa man kan danne
produktet af endeligt mange o-endelige malrum (X;,E;, u;), i = 1,...,n.
Produkt o-algebraen E; ® --- ® E,, er den mindste o-algebra pa X; x -+ x
X, der indeholder meengderne Ay x --- x A,, A; € E;, i« = 1,...,n, og
produktmalet 1 ® --- ® u, er fastlagt ved

Desuden kan man danne produktet af en vilkarlig familie af sandsynligheds-
felter (X;,E;, p;), @ € I, dvs. malrum, hvor p;(X;) = 1 for alle i € I. Dette
resultat har stor betydning i teorien for stokastiske processer, men falder
udenfor rammerne af dette kursus.

6.4. Eksempler

EKSEMPEL 6.16. Lad B € By og lad f,g : B — R vaere Borel funktioner
opfyldende f(x) < g(x) for alle x € B. Maengden

R
g G=A{(z,y) e BXR| f(z) <y < g()}
a er en Borel maengde i R**1 og dens (k+1)-
f dimensionale Lebesgue mal er givet ved
5 R (@) = [ (ala) = fa)dmi (o).

Seettes nemlig ¢,v : B x R — R til
o(r,y) =g(x) —y, Y(z,y) =y — f(z), z€B, yeR,
er ,1) Borel funktioner, og
G = '([0,00[) N ¥~ 1([0, 00])
hvilket viser, at G € Byy1. For x € R” er

[f(2),9(2)] forz e B
G_{@ for x € R¥\ B,

hvoraf formlen fremgar, idet myy+1 = my @ m.
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Hvis ® : G — R er enten integrabel over G eller en positiv Borel funktion,

sa geelder
g9(z)
/ O dmyq :/ (/ @(m,y)dy) dmy(x)
G B \Y f(z)

ifolge Fubinis og Tonellis setninger. Snitfunktionen (15®), er nemlig givet

ved
{ Lf(2),0))(¥)®(z,y)  forz € B
y —
0 for x € R¥ \ B.

EKSEMPEL 6.17. UDREGNING VED POLARE KOORDINATER.

Et punkt (z,y) € R? har de polere koordinater (r,0), hvor r = (x> —i—yz)%
og 0 € R opfylder x = rcosf, y = rsinf. For (x,y) # (0,0) er 6 som bekendt
kun bestemt pa neer et multiplum af 27. Afbildningen

¢+ X(= 10,00 x] = m,7]) — ¥ (= B2\ {(2,0) | 2 < 0})
givet ved (r, ) = (r cos @, r sin #) er bijektiv, og savel p som ¢! er vilkarligt
ofte differentiable. Forudsaetningerne i Transformationssaetningen (5.26) er
derfor opfyldt, og Jacobi-determinanten udregnes til

det Do(r,0) =

cos b —rsinf
sin 6 rcosf

Hvis f : R? — R er enten integrabel eller en positiv Borel funktion, finder vi

J dma :/ f dma :/ f(rcos®,rsin@)r dms(r,0) =
R? Y X

/ ( f(rcos&,’rsin@)d@) rdr :/ (/ f(rcosf,rsinf)r dr) o,
0 - - 0

idet det fgrste lighedstegn er begrundet med, at en halvlinie i planen er en
ma-nulmaengde.

Lad os som anvendelse heraf vise
2 2
e " TV dma(x,y) =T7.
R2

Vi har nemlig

/ e_xQ_demQ(IIJ,y) = / (/ e_TQdG) rdr = w/ e_r22rd7’
R2 0 7 0
= 7r/ e “du=m.

0
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Pa den anden side finder vi ved Tonellis satning, at

2
/ €_m2_y2dm2<$,y) :/ (/ e—m2_y2dw) dy — (/ e_m2d.'17) :
R2 R R R

/ e dr = VT,

— 00

sa

(jf. Eksempel 4.20).

EKSEMPEL 6.18. ENHEDSKUGLENS LEBESGUE MAL.
Idet Vj, betegner Lebesgue malet af enhedskuglen i R*, geelder

mp(K(a,7)) = Vir® for ae€RF r>0.

Vi har nemlig K(a,7) = a + K(0,7) og K(0,r) er billede af enhedskug-
len under isomorfien z + rz med determinant 7% jf. §5.5. Da K(a,r) =
N K(a,r + %) ser man, at ogsd den afsluttede kugle med radius r har
Lebesgue mal V¥, og dermed er kuglefladerne nulmaengder.

Vi vil vise, at

2m
k+2

som ud fra de kendte veerdier V7 = 2, Vo = 7 giver en simpel beregning af
de gvrige. Formlen giver V3 = 4r/3, V, = m2/2.

Vi opfatter R¥T2 som RF x R?, og betegner punkterne i R¥*2 ved
(x1,...,Tk,7,y). Snittet i enhedskuglen i R¥*2 bestemt ved (z,y) € R2, er
da givet som

Vo = Vi, k=1,2,...,

{(z1,...,ap) ERF |22+ 422 <1—22 -y},
hvilket er en kugle i R* med radius (1—502—3;2)%, nar
(%y) cD:= {(;]j,y) GRQ | x2+y2 < 1}7

og den tomme mangde nar (z,y) € R? \ D. Udnyttes myi2 = my ® ma
finder vi

™ 1
Vitz = / Vi(1 = 2® — )" 2dmo (2, y) = Vk/ (/ (1 —r?)k/2y dr) do
b 0

—T

1
2
= k/Q =
va/O u du k—l—QVk,
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idet vi har benyttet poleere koordinater (jf. Eks.6.17), og substitutionen u =
1 —r2. Se ogsa opg. 6.25.

EKSEMPEL 6.19. GULDINS REGEL: Nar et plant areal roteres om en der-
med disjunkt akse i samme plan, er det opstaede rumfang lig med arealet
multipliceret med laengden af tyngdepunktets bane.

Vi teenker pa “arealet” som en begraenset Borel maengde E C ]0,00[ x R,
der drejes om y-aksen. Dermed kan omdrejningslegemet beskrives som

L ={(rcosb,y,rsinb) e R3 | (r,y) € E, 6 €[0,2x][},
altsa
L={(z,y,2) e R®| (Va2 + 22,y) € E},

hvoraf ses, at L € Bs. Afbildningen
(r,y,0) — p(r,y,0) = (rcosb,y,rsinf)

af X =]0,00[ x Rx]0,27[ pA Y = R3\ {(z,4,0) | x > 0,y € R} ses at
opfylde forudsaetningerne for Transformationssaetningen (5.26), og Jacobi-
determinanten udregnes let til 7. Som i Eks. 6.17 far vi da

ma(L) = ma(LNY) = / Loy o @(r,y, 0)r dms(r,y,0)
X

= /X 1g(r,y)rd(me @ m1)((r,y),0) = 27r/Er dma(r,y) = 2rbma(F),

idet vi har indfert tallet

1
b= W/Er dma(r,y),

som netop er abscissen til E’s tyngdepunkt, dvs. tyngdepunktet for mso|E,
jf. opg. 5.21.

(Reglen er fremsat af den schweiziske jesuit P. Guldin i veerket Centroba-
ryca 1635-1641. Den findes dog allerede hos den graeske matematiker Pappos,
3.arh.e.kr.).

6.5. Enhedskuglens overflade mal
Vi skal indfgre flademalet wy, for enhedssfaeren i RF

St ={z e R | |lall2 = 1},
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idet ||z||2 betegner den euklidiske norm.
Problemstillingen er neert forbundet med polere koordinater i R*. For
xr € R¥\ {0} har vi en entydig fremstilling z = r¢ hvor » > 0 og & € Sk1.

Parret
(r &) = (lzll2, /l]z[l2)

kaldes de polaere koordinater for z. (Sml. med Eks. 6.17 for k = 2.)
For t > 0 og © € B(S*~1!) defineres sektoren

Bi(2) ={s|0<s<t,&ecQ}.
LEMMA 6.20. Meangde systemet
D={B,(Q)]|0<t,QeB(S 1)}

er feellesmeengde stabilt og frembringer o-algebraen B(R* \ {0}).

Bevis. Afbildningerne r : R* \ {0} —]0,00[ og & : R¥\ {0} — S*~1 givet
ved r(z) = ||z||2 og {(z) = z/||z||2 er kontinuerte og dermed Borel malelige.
Derfor er

By(Q) =r~(J0,t[) nE7H(Q)

en Borel meengde i R* \ {0}, s& o(D) C B(R* \ {0}). Idet
By, (21) N By, (Q2) = By, at, (21 N Q2),

er systemet D faellesmaengde stabilt.

.

Sk—l

A

Lad G C R*\ {0} veere en aben meengde og lad 9 € G have polere
koordinater (ro,&). Da afbildningen (r,&) + 7€ af ]0,00[x.S*~ 1 ind i R*\
{0} er kontinuert findes rationale tal t; < ro < t2 og en aben omegn 2 af &
i SF1gat; <s<ty og 1 € ) medfgrer sn € G, specielt

o € Bt2<Q) \ Bt1<Q) C G?
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og vi kan endda vaelge (2 fra det teellelige system B givet ved
nes " lla=nlz2<r}, acQ’, req..

(Systemet B er en teellelig basis for S*~1, jf. opg. 6.7). Da zo € G er vilkarlig
kan G skrives som foreningsmeengde af maengder By, (€2) \ By, (), hvor 0 <
t1 < to er rationale og ) € B. Da dette maengdesystem er numerabelt vil
G € o(D). Vi har dermed vist, at enhver aben delmaengde G af R* \ {0}

tilhgrer o(D), og far derfor B(R* \ {0}) C o(D). O
For hvert fast ¢ > 0 defineres ved
My(Q) = mi(B(Q)), QeB(S* 1) (4)

et Borel mal M; pa S*~!. Hvis nemlig (€2,,) er en fglge af parvis disjunkte
maengder fra B(S*~1), si er de tilhgrende sektorer B;(Q,,) parvis disjunkte i
R¥ og

Bt (U Qn) - UBt<Qn) ,
1 1
hvoraf falger, at

M () =D Mi(Q).

Malet M, er invariant overfor gruppen O(k) af ortogonale k x k matricer.
For A € O(k) er nemlig A(B:(2)) = B:(A(R)), sé

My (A(©)) = mi(A(Bi(2))) = mi(Bi(Q)) = My(€)

fordi Lebesgue malet er invariant under isometrier, specielt under O(k).
Idet B(2) =t B1 () har vi (jf. §5.5)

M(Q) =t"M(Q) for t>0,QeB(S*1). (5)
Differentialkvotienten % M, (Q) = kt*~1M;(Q) for ¢t = 1, altsa
wi,(Q) = k M1 (), (6)
definerer et mal wy, pa S*~1, og idet
. Miop(Q2) — M1(Q2 . 1
orl®) = lim. 144 )h () = lim 3 mi(Bryn(@)\ Bi(©)

er det naturligt at opfatte wy, som flademalet for S¥~1. (Man kan vise, at wy,
stemmer overens med det generelle flademal fra §5.9 med F = S*~1.) Den
totale masse af wy er wi(S¥~1) = kVj, idet B1(S*~1) = K(0,1) \ {0} har
Lebesgue malet Vi, (jf. Eks. 6.18).

Vi har dermed vist eksistensudsagnet i fglgende sztning.
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SETNING 6.21. Der findes et og kun et mal wy, pa (S*~1, B(S*~1)) som er
invariant under O(k), og som har den totale masse k Vj,.

BEMARKNING 6.22. Seetningen er analog til Ssetning 5.16. Vi viser ikke
entydighedsudsagnet.

Vi betragter afbildningen j :]0, 0o [x.S¥~1 — R¥\{0} defineret ved j(r, &) =
ré. Da
i (Bl(@)) =10, [xQ, (7)

giver Lemma 6.20, at j er malelig mht. o-algebraerne B(]0,00[) @ B(S*1)

og B(R* \ {0}). Det har si mening at betragte billedmalet j((r*~1dr) ® wy)
af produktmalet af r*~1dr og wy,.

SAETNING 6.23. INTEGRATION I POLERE KOORDINATER. Der gaelder
my | RF\ {0} = j((rk_ldr) ® W) - (8)

Integralet af f € L(R* | my) eller f € M*(RF By) kan udregnes i polzre
koordinater efter formlen

[ram= [ ([ seort-tar) due

B /ooo( /S F(r€)duwy (€)) (9)

Bevis. Af entydighedssatningen for mal (Hovedsaetning 5.4) kombineret med
Lemma 6.20 fglger, at vi blot skal vise, at

my (B () = j((rk_ldr) ®wi) (Bi(Q)) for t>0,0¢ B(S* 1),

hvilket geelder, da hgjresiden ifglge (7) er lig med

t tk
(r*Ydr) @ we(]0,t[xQ) = / Rl dr we(Q) = ?wk(Q),
0
og venstresiden udregnes ved hjzlp af (4)-(6)
k t*
my (Be(Q)) = My(Q) = t* My (Q) = = wi(Q) .

Formel (9) er en umiddelbar konsekvens af (8) kombineret ned Seetning 4.22
om integration mht. et billedmal og Fubini/Tonellis ssetninger. O
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EKSEMPEL 6.24. Om funktionen
e |z)s% = (22 + - —i—xi)_%o‘ for =€ RF
har vi:

d
/ T x s a<k, (10)
I

z||2<1 [Ealey

/ d—x<oo & a>k. (11)
[

z||2>1 [E1FS

Dette folger af udregningerne i poleere koordinater

1
/ —d:Ea :/ / irk_lalrdwk(é’)
lzlla<t 1Zl5 sk=1Jo T

1
:k;Vk/ rf
0

som er endeligt netop hvis k — « > 0 (jf. opg. 4.4, 2°);

d o0
/ S ka/ rhlma gy
lz|l2>1 [E4lB 1

som er endeligt netop hvis k — o < 0 (jf. opg. 4.4, 2°).
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Opgaver til §6

6.1. Gaelder
A1X31:A2XBQZ><A1:A2)/\<31 :BQ)?
AlXBlZAQXBQ?éQ:(Al:AQ)/\<31:BQ)?

6.2. Vis, at der om G C X x Y gaelder

G= ]|z} xGa).

reX

6.3. Lad (X, E) veere et malbart rum. En delmeengde G C N x X modsvares
af en fglge af delmaengder af X, nemlig snittene G1,Gs, ... . En funktion f
pa N x X modsvares af en fglge af funktioner pa X, nemlig snittene f1, fa,... .

Idet N udstyres med o-algebraen P(N) af alle delmeengder, betragtes pro-
dukt o-algebraen G = P(N) ® E. Vis:

GeG&VneN:G, cE
f er G —malelig< Vn € N: f,, er E — malelig.

6.4. Lad X veere en tallelig maengde, Y en vilkarlig maengde. Vis, at
PX)@P(Y)=P(X xY).

6.5. Lad X og Y vaere metriske rum med Borel algebraerne B(X) og B(Y).
Vis, at B(X) @ B(Y) CB(X xY), hvor X x Y er det metriske produktrum.
(I almindelighed er B(X x Y) mere omfattende end B(X) @ B(Y). Se dog

opg.6.7).

6.6. Lad (X,E) og (Y,F) veere malbare rum, og antag, at E; og F; er
frembringersystemer for henholdsvis E og F, saledes at der findes folger af
maengder Ay, As,--- €Ky, B1,Ba,--- € Fy med X =JA4,,Y = B,.

Vis, at maengdesystemet D = {E x F' | E € Eq, F € Fy} frembringer
produkt o-algebraen E ® F.

(Vink: Vis, at projektionerne 71, mo er o(D)-malelige.)

6.7. Et system D af abne maengder i et metrisk rum X kaldes en basis
for topologien, hvis enhver ikke tom aben meengde er foreningsmaengde af
maengder fra . Vis, at hvis et metrisk rum X har en tellelig basis D for
topologien, sa er o(D) = B(X).

Vis, at hvis X og Y er metriske rum med teellelig basis ID; henholdsvis
Ds, sa har det metriske produktrum X X Y en teellelig basis

{Gl x Go | G1 E]Dl, G EDQ}
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og B(X)®@B(Y) =B(X xY). (Vink: opg. 6.6).
Fksempel. X = RF, D = systemet af abne intervaller med rationale ende-
punkter.

6.8.

1° Vis, at L, ® L, C Lp4q, hvor L, betegner systemet af Lebesgue
malelige maengder i RP.

2° Vis, at Ly ® Ly # Ly. (Vink: Betragt {0} x A, hvor A C R ikke er
Lebesgue malelig).

3° Vis, at m, ® M, stemmer overens med restruktionen af 7,  til
L, ® L,.

6.9. Vis, at produktet af malrummene (R, B, ¢,) og (R, B, &) er (R?, Bz, £(4.p))-

6.10. Lad (X,E,u) og (Y,F,v) veere o-endelige malrum, og antag, at f €
MT(X,E) og g € MT(Y,F) er sadan, at malene f - u og g - v igen er o-
endelige.
Vis, at
(frwelgrv)=feg pev.

6.11.

1° Lad $1 ¢ (Xl,El) — (Yl,Fl), Y2 (XQ,EQ) — (YQ,FQ) vaeere mélehge
afbildninger. Vis, at produktafbildningen

p1 X 21 (X1 X X9, E1 @ Ey) — (Y1 x Y3, F1 @ Fy)
er malelig, idet
P1 X pa(x1,72) = (p1(21),p(22)) -
2° Lad nu p; veere et mal palE1, uo et mal pa Eo. Vis, at hvis billedmalet
v1(u1) er o-endeligt, sa er ogsa py o-endeligt.

3° Vis, at hvis ¢1(u1) og w2(u2) begge er o-endelige, sa er

01 X @21 ® p2) = @1(p1) @ Ya(p2).

6.12. Lad (X,E,u) og (Y,F,v) vere malrum, og antag, at funktionen x +—
v(Gg), © € X, er E-malelig for enhver meengde G € E® F.
Gor rede for, at den ved

m(G) = /X v(Gg)du(z), GeEQRF,
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definerede funktion 7 er et mal, og at

m(A X B) =pu(A)v(B) foralle AcE, BeF.

6.13. Lad p: P(R) — [0, 00] veere malet i R givet ved

0 nar A er endelig eller numerabel

wA) = {

00 ellers
og lad v : P(R) — [0, o0] veere teellemalet i R.

1° Gor rede for, at der ved

w(B) = [ vE)du(o), o(E) = [ n(Edvly)
defineres mal 7 og p pa P(R) @ P(R), saledes at
VA,Be PR):7(Ax B) =pu(A) -v(B) =p(Ax B).

(Vink: Benyt opg. 6.12.)
2° Vis, at ™ # p. Sammenhold med Korollar 6.8. (Vink: Betragt f.eks.
diagonalen {(z,y) € R? | z = y}.)

6.14. ff f(x)dx som areal.
Lad f : RF — [0, 00] veere en Borel funktion.

1° Vis, at ordinatmaengden

O ={(z,y) = (z1,...,z,y) ER" [0 <y < f(a)}
er en Borel maengde i RF+1.

2° Vis, at

f@MﬁﬂmH@ﬂzémmwawwmw-

Rk

(Lebesgue integralet af funktioner pa R¥ kunne séledes vaere defineret
ud fra Lebesgue malet i R¥*1. Specielt er “begynder”-definitionen af
f; f(x)dz som et areal faktisk korrekt!)

6.15. Vis, at grafen

Gr = {(@,y) = (21, 70,y) € R |y = f(@)}
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for en Borel funktion f : R¥ — R er en Borel maengde i R¥*! med Lebesgue

6.16. Lad u,v og m veere teellemalene i X # &, Y # & og X x Y. Gor rede

for, at
/XXY fdm = /X (/Y f(a:,y)dz/(y)) dpu(x)
]

for enhver funktion f: X x Y — [0, o0].

6.17.
1° Om en funktion f: X xY — R antages

Yo Sy < oo,

(z,y)EX XY

Vis, at

Z f(mvy):ZZf@jvy):ZZf(mvy)'

(z,y)EXXY
2° Som 1°, men med C i stedet for R.

6.18. Definer a,,, for m,n € N ved

1 nar m=mn
Amn = {4 —1 nar m=n-+1
0 ellers.

Vis, at > > Gmn # D D m Gmn. Sammenhold med Tilfgjelse til Fubinis
seetning, og med opg. 6.17.

6.19. Szt E = {(x,y) € R? | x = y} og vis, at

/R/RlE(f’%y)dm(y)dT(:c) #A[RlE(x,y)dT(x)dm(y)

nar m : B — [0,00] er Lebesgue malet og 7 : B — [0, 00] er restriktion af
teellemalet i R.
Sammenhold med Tilfgjelse til Tonellis seetning.

6.20. Find
[ @y
E
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for ethvert a € R, idet £ = {(z,y) e R? |0 <y <z < 1}.

6.21.
1° Beregn fK(O,R)\{O} red(x,y) for hvert a € R, nar r = /22 + y2.

2° Undersgg, for hvilke n € Z funktionen

(z,y) = (z +iy)"

er Lebesgue integrabel i K (0, R) \ {0}, og find for hvert af disse n

veerdien af
[ ).
K(0,R)\{0}

6.22. Lad f:]0,1] x ]0,1] — R veere givet ved

y 2 for 0<z<y<l1
flx,y) =< —a72 for 0<y<z<l1
0 for 0<z=y<1.

1° Vis, at felgende dobbeltintegraler er veldefinerede og udregn dem:

[ f(z,y)dydz, e f(z,y)dzdy .
0 0 0 0

2° Er f Lebesgue integrabel?

6.23. St
22 — o2

(22 + 12)2
Vis, at fol fol f(z,y)dydx = F, og find fol fol f(x,y)dxdy. (Vink: For x # 0
kan integralet fol f(z,y)dy f.eks. udregnes ved substitutionerne y = xt og

t=tan3.)

flx,y) = for (z,y) # (0,0).

6.24. Udfyld detaljerne i folgende bevis for Seetning 5.16: Lad p veere et
translationsinvariant Radon mal pa By, og set ¢ = u([—1, 1]%). Vis, at der
for f,g € M+ (RF By) gaelder

[, owste+ o) wemate) = [ san [ gami

:/g(—x)d,u(x)/fdmk,
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og seet g =11 1y, f=1p, B € By.

6.25. Idet V}, betegner Lebesgue malet af enhedskuglen i R*, skal man vise
w/2
Vk+1:2Vk/ cosPtltdt, k=1,2,....
0
6.26. Tegn for a > 0 simplexet
Si(a) ={(z1,...,ax) €R* | Y mi <a, @1 >0,...,24 > 0}

i k=1,2,3 dimensioner. Vis, at

mi(Sk(a)) = %

(Vink: Induktion efter k).

6.27. For B € By, og h > 0 defineres keglen K C R* xR frembragt af B x {0}
og (0,...,0,h), ved

K={((1=XNxz, ) eRF xR |Xe0,1],2 € B}.

1° Vis, at snitmeengden K¥ C R” for y € R er givet ved

Ky—{ (1-y/h)B for y € 0,h]
e for y ¢ [0,h].

2° Idet f: R¥x]0, h[— R* defineres ved
-1
f(mvy):<1_%) z,
skal man vise, at

K=Bx{0}uf(B)u{,...,0,h)},

og slut heraf, at K € By4.

3° Vis, at
1
K)y=——h B).
M1 (K) = o= h mi(B)
(Volumen af en kegle er hgjde gange grundflade divideret med dimen-
sionen).
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6.28. Lad (X,E,u) og (Y,F,v) veere o-endelige malrum, og lad E € E,
F eF. Vis, at
Eg @Fr =E®Fpxr

og
UE @VE = U ® VExF,

idet Eg er den inducerede o-algebra pa E, og ug er restriktionen af p til F,
dvs. UE = ,u|EE
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§7. Funktionsrummene 2,

7.1. Funktionsrummet £ = L(X,E, )
For et vilkarligt malrum (X,E, ) er meengden £ = L(X,E,u) af p-
integrable funktioner f : X — C et vektorrum, idet

af, f+ge€ L, nar acC, f,ge L.

Med || fllx = [|fldp gelder

@) [Ifll =0,
(i) [laflls = lalll fllx
(i) [If +gllv < £l + gl
for a € C, f,g € £, medens

(iv) [|[flli =0« f =0 p— naesten overalt,

ifolge Korollar 4.5.

Afbildningen f — ||f]|1 er med andre ord en seminorm, jf. §1.1.2.

I ovenstaende kan C erstattes med R. I begge tilfeelde vil det ofte veere
naturligt at betragte

I£ =gl = [ 17 = gldn
som en afstand mellem funktionerne f og g tilhgrende £. Man bemeerker, at

Hf —gH1 =0« f=g u— naesten overalt,

sa ||f — g|l1 er en pseudometrik og kun en metrik, hvis @ er den eneste
p-nulmeengde.

DEFINITION 7.1. KONVERGENS I 1-MIDDEL.
En fglge af funktioner fi, fa,--- € L siges at konvergere mod f € L i
1-middel, hvis || f,, — f|l1 — 0 for n — oc.

Dette konvergensbegreb for funktioner er et helt andet end punktvis kon-
vergens, som vi hidtil udelukkende har beskzaftiget os med. (Et vist samspil
er der dog, se Szetning 7.10 og Korollar 7.20, 7.21.)

Med f, = % Lo € LR), n=1,2,... ,eller f, =n- g1y € LR), n=
1,2,..., konvergerer talfglgen f1(x), fa(x),... mod 0 for hvert x € R, dvs.
f1, f2,... konvergerer punktvis mod nulfunktionen. Men fglgen f1, fs,... er
ikke konvergent i 1-middel mod nulfunktionen.

Felgen ¢1,92,--- € L(R) af indikatorfunktioner for intervallerne ]0, 1],
10,4],15,13,10, 3], 13, 2], 12,1], ]0, 3], - - - - - konvergerer mod nulfunktionen i
1-middel, men for hvert = € ]0,1] er talfglgen g1(z), g2(z), ... divergent.
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7.2. Vektorrum med seminorm

Lad (M, d) veere et pseudometrisk rum, dvs. en maengde M forsynet med
en pseudometrik. Aksiomet (M1) er afsvaekket, sa der kan optraede punktpar
(x,y) med x # y og d(x,y) = 0, jf. §1.1.1.

For et pseudometrisk rum defineres kugler, indre punkter og randpunkter,
abne og afsluttede maengder, osv., ganske som for et metrisk rum. En folge
x1,%2, -+ € M siges at konvergere mod x € M, netop hvis d(z,,,z) — 0 for
n — oQ.

Man ser, at systemet G af abne meengder i M opfylder egenskaberne i
Seaetning 1.2.6, saledes at et pseudometrisk rum bliver et topologisk rum. En
vigtig forskel fra metriske rum er der: Hausdorff egenskaber gelder ikke. Hvis
nemlig = # y men d(x,y) = 0 sa vil y € K(x,r) for ethvert r > 0, og dermed
kan man ikke finde disjunkte abne meaengder G1,Gs sa x € Gy, y € Go.

Mere almindeligt kan man sige: Nar d(x,y) = 0 sa “folges” = og y: Af
trekantsuligheden fas

Vze M :d(z,z) =d(y, z),

specielt kommer kugler med centrum z eller y ud pa ét, K(x,r) = K(y,r).
Dermed vil x og y samtidig veere indre punkter, ydre punkter eller randpunk-
ter for en maengde A C M. Er x grensepunkt for en folge x1,x2,... vil y
0gsa veere det.

Konvergens i 1-middel er netop konvergens i det pseudometriske rum L.

I et vektorrum V med seminorm || - || indfgres en pseudometrik ved defini-
tionen
d(.’E,y)ZH.ﬁ—yH, x?@/EV'

Bemerk, at || - || : V¥ — R er kontinuert ligesom i et normeret rum, jf.
Seetn. 1.3.14, idet der geelder

[zl =Nyl < llz = yll- (1)

Ogsa kompositionerne er kontinuerte, jf. Seetning 1.4.4. Saledes kan man
indse, at multiplikationen med skalarer er kontinuert i (Ao, zo), ved brug af

Az = Xozo || < [Al [l = zoll 4+ [A = Aol [[xoll,
der fas af identiteten
Az — Nz = Az — 20) + (A — No)xo -
For additionen i V benyttes tilsvarende

Iz +y) = (a+ b < llz—al +lly—bll.
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Ved fastsaettelsen
r~ysdry) =[r—y|=0

defineres en sekvivalensrelationen i V, jf. opg. 1.1.10. Maengden V =V/ ~ af
ekvivalensklasser

[zl ={yeV]z~y={yeV||z -yl =0}
er et vektorrum med kompositioner defineret ved repraesentanter,
[z] + [y] = [z +y], alz] = [ax].
Da ||z|| = |ly|| nar ||z — y|| = 0 ifslge (1), defineres en funktion || - || : V — R
ved || [z] || = ||=||. Denne funktion er en norm i V. Vi noterer:
SETNING 7.2. Et vektorrum V med seminorm gar over i et vektorrum V
med norm, nar elementerne samles i klasser ved akvivalensrelationen
r~y e e -yl =0.

(Det bemaerkes, at Vo = {x € V | ||z|| = 0} er et underrum af V, og V er

isomorft med kvotientrummet (eller faktorrummet) V/Vy.)

EKSEMPEL 7.3. For et vilkarligt malrum (X, E, x) med X # @ defineres en
seminorm i funktionsrummet £ = L(X,E, 1) ved

11 =/|f|du, f € LX,E,p).

Funktionsrummet £ = L(X,E, u) med seminorm ||-||1 gar over i et vektor-
rum L = L(X,E, u) med norm (som vi ogsa skriver || - ||1), nar funktionerne
samles i klasser ved aekvivalensrelationen ~ givet ved

f~gelf =gl =0,

dvs.
f~g< f=g nesten overalt m.h.t. .

Overgangen fra funktionsrummet £ til Lebesgue rummet L bestar lgst
sagt i, at vi ophgrer at skelne mellem funktioner f og g, eller regner dem
for lige gode, nar f = g naesten overalt m.h.t. p. Praecist: de opfattes som
repraesentanter for en og samme ting (nemlig for samme klasse).
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En funktion defineret pa et funktionsrum, eller eventuelt blot pa et vektor-
rum, kaldes ofte en funktional. I nogle fremstillinger af integralteorien laegges
der megen vaegt pa, at man skal opfatte integralet m.h.t. p som funktionalen

fH/ fdu, feL(X,E p).
X

Denne funktional er lineser, og den er kontinuert, idet

[ odn= [ saul=1 [ o= naul < [ lo— flau=1lo =11

Specielt er [y gdp = [ fdu, nar |g— f]j1 = 0. Integralet m.h.t. p giver der-
for anledning til en kontinuert, lineser funktional [f] — [ fdu pa L(X,E, u),
og man ser, at dens norm er < 1, jf. §1.4.3. (Se ogsa opg.7.21.)

7.3. Funktionsrummene £, = £,(X,E,u), 1 <p < oo

Lad (X,E,pu) veere et malrum med X # &, medens p er et reelt tal,
1 <p<oo.

En reel (eller kompleks) funktion f defineret pa X siges at veere p-dobbelt
integrabel med hensyn til u, hvis f er E-malelig og

/Iflpdu < 0.

Meangden af p-dobbelt integrable funktioner f : X — R (eller f : X — C)
betegnes L, = L,(p) = L,(X,E, p).

Bemerk, at £1 = L£1(X,E, u) netop er maengden £ = L(X,E, u) af p-
integrable funktioner pa X. — I stedet for 2-dobbelt integrabel siges ogsa
kvadratisk integrabel.

SAETNING 7.4. Maengden L,(X,E, u) er et funktionsvektorrum over R (eller
C).

Bevis. Lad a veere en skalar og f,g € £,. Daeraf € L, og f+g € L.
Funktionerne af og f + ¢ er nemlig E-malelige og

[lasran=1ar [irpan,
[1s+aPans [an+1glran <2 [irau+2 [igran.

Den sidste ulighed folger af, at der for b, c € [0, 00| geelder

(b+ )P <2P(bV )P =2P(bP v cP) < 2P(DP + ),
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med bV ¢ = max{b, c}. O

Ovenstaende geelder uden videre for ethvert p > 0, men for det folgende
er det vaesentligt at p > 1. Vi skal se, at der ved

1/p
Il = ( [1Pan) " pe L0eER

defineres en seminorm || - ||, 1 £,(X, E, p).
Problemet ligger i trekantsuligheden. For p = 1 er ogsa den triviel, saledes
at kun tilfeeldet 1 < p < oo star tilbage. Her benytter vi

SAETNING 7.5. (HOLDERS ULIGHED). Nar f € L,(X,E, u) ogg € Ly(X,E, p),
hvorp,q>1ogpt+qt=1,daer fg € L(X,E,u) og

1l = / ol < 1Nl

BEMERKNING 7.6. Talpar (p,q) € ]1,00[> opfyldende p~* + ¢! =1
kaldes duale eksponenter. Ligningen p~! + ¢~! =1 er ensbetydende med

dels (p—1)(¢g—1)=1, dels (p—1)g=0p.
De duale eksponenter ligger altsa pa hyperbelgrenen

(p—1)(g—1)=1, p,g>1.

BEVIS FOR HOLDER ULIGHED.
Under forudseetningen p,q > 1, p~! + ¢! = 1, viser vi forst Youngs

ulighed:
uf e
uvgz—i—g for w,v € [0,00] . (2)
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(For p = q = 2 er uligheden den velkendte 2uv < u? + v2.)

(0,v) : // y =Pt
7

1]

(u,0)

Arealet af de to med skravering angivne punktmeengder i R? er

/ 2P e = — | / Yty = —.
0 p 0 q

I sidste tilfselde er brugt
y=aPte =yt
Uligheden (2) fas nu straks, idet uv tolkes som arealet af et rektangel.

Ved beviset for Holders ulighed kan vi antage ||f|, # 0 og ||gllq # O, thi
ellers er fg = 0 naesten overalt, altsa || fg||1 = 0. Vi kan sa yderligere antage

I fllp = llgllq = 1, idet f, g ellers erstattes med f/| fllp, 9/ll9llq- Ifolge (2) er
nu

|ﬂwmwﬂééﬂ@9+aﬂﬁﬁ

for alle z € X, og dermed

/ Foldu < X / FPdut / Iglqdu
- —anp —Hgnq - 5 + L = ANl < oo

Heraf fremgar pastandene i Holders uhghed. (Ved beviset er stiltiende be-
nyttet, at fg er E-malelig.) O

KOROLLAR 7.7. (CAUCHY-SCHWARZ’ ULIGHED). Nar f,g € Lo X, E, p),
daer fg e L1(X,E,u) og

gl = [ 1fgldu < 7Tl
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SAETNING 7.8. (MINKOWSKIS ULIGHED). Nar f,g € L,(X,E,u), hvor 1 <
p < 00, da erf—l—g S EP(X7E7M) o8

1F +glly < [1£llp + llgllp -

Vived allerede at f+¢g € L,(X,E, ), saledes at det kun er selve uligheden,
vi skal vise. Vi kan antage p > 1 og lader ¢ vaere givet ved p~! 4+ ¢! = 1.
Vi begynder med vurderingen

Hf+g\|£=/|f+g!pdu=/|f+g! | + g~ dps
< [19015 +gp =+ [ lol1f + 9P

Funktionen |f + g|P~! er E-maélelig, og

15+ 9= [ 15+ grau < o,

idet f+g € L,. Altsaer |f +g[P~! € L, med

1/q
1f + g7, = (/|f+g!pdu) gl = 1+ gln

Holders ulighed giver sa

J 19107+ g < 11115 + 9l

19110+ gl i < gl + gl
Sammenholdt har vi

1 +gllf < (1Fllp + Nall)ILF +gll5 ™

hvoraf Minkowskis ulighed fas ved multiplikation med || f + g||, 7, forudsat
at || f + gll, > 0. I modsat fald er uligheden triviel. O

Vi samler det viste i fglgende:
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SAETNING 7.9. Lad 1 < p < oo. Ved fastsattelsen

1/p
11l = ( / Iflpdu) L Fe LX),

defineres en seminorm i funktionsrummet L,(X,E, p).

Det til seminormen || - ||, svarende konvergensbegreb kaldes konvergens i
p-middel (for p = 2 ogsa konvergens i kvadratisk middel).

En folge f1, f2, -+ € L,(X,E, u) konvergerer saledes mod f € L,(X,E, )
i p-middel, netop hvis

an_f||p_>o for n — oo,

dvs. hvis
/|fn—f|pd,u—>0 for n — co.

Dette konvergensbegreb er et helt andet end punktvis konvergens (jf. §7.1).
Der geelder dog

SAETNING 7.10. Lad f, € L,(X,E, ), n=1,2,..., og lad f veere en malelig
funktion sa lim,, f,(z) = f(x) for p-neesten alle v € X. Hvis der findes
g € MY (X,E) med [gPdu < oo, — (vi regner ooP = o0) — , saledes at
|fnl < g pn.o. for ethvert n € N, daer f € L,(X,E,u) og

1fn = Fllp = 0 1 — oo

Bevis. Idet |f| < g p-n.o. ser man, at [|f|Pdu < [gPdp < oo sd f € Lp.
Idet | fn(z) — f(z)|P — O for p-naesten alle z, og | f,, — f|P < 2PgP p-n.o., giver
udvidelsen af Lebesgues majorantsasetning (pp.4.13-14)

/|fn—f|pd,u—>/0d,u:0 for n - o0c0. O

For flere resultater om samspil med punktvis konvergens, se Korollar 7.20,
7.21.

Seminormen || - ||, er ikke i almindelighed en norm i £, (X, E, u), idet

1/p
1fllp = (/ |f|pd,u) =0<« f =0 u — naesten overalt .
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Men ved at samle funktionerne i £, i klasser kan man, ifglge §7.2, fgre semi-
normen over i en norm:

Funktionsrummet £, = L,(X,E, ) med seminormen || - ||, gar over i
et vektorrum L, = Ly(X,E, u) med norm (som vi ogsa skriver || - ||,), nar
funktionerne samles i klasser ved aekvivalensrelationen

f~gellf—gl,=0,

dvs.
f ~g< f=g nasten overalt m.h.t. .

Hermed er Lebesgue rummene L, = L,(X,E, u) indfert for 1 < p < oc.
Bemeerk, at Ly (X, E, u) = L(X,E, p).

SAETNING 7.11. Hvis pu(X) < oo, sa er L,.(X,E,pu) O Lo(X,E,p) for 1 <
r<sog
11l < W llsp(X)V7=* for € Lo(XE, ).

Hvis u(X) =1, gaelder specielt || f|l» < ||flls for f € Ls(X,E, p).

Bevis. Antag pu(X) < oo og f € Ls. Anvendelse af Holders ulighed pa
|f|" € L)y og den konstante funktion 1 € Ly /;_,y giver da [f|" € L, altsa
f € L,, samt

/|f|’" 1dp < </|f|r.s/rdu)’"/s (/1 du)@—r)/s |

dvs. || fllr < [ fllsp(X)H7715. O

I tilfeeldet p(X) = oo geelder ikke i almindelighed resultater af lignende
karakter. For Lebesgue malet pa R er det saledes let at give eksempler pa
funktioner tilhgrende henholdsvis £, \ Ls, £, N L, og L \ L, nar r < s.

EKSEMPEL 7.12. Er f € L,(X,E,u) og g € L,(Y,F,v), hvor 1 < p < o0,
medens p : E — [0,00] og v : F — [0, 00] er o-endelige mal i meengder X # &
ogY# o, daer fge L(X XY, EQF, u®v) med

LF e gllo =11 fllpllglls -

Thi f ® g er E ® F-malelig, og ifslge Tonellis seetning er
| regraney) = [ [ ir@plawPaae
X XY xJy
= /X [f(@)Pllglpdutz) = 1 flIZlgll; < oo
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EKSEMPEL 7.13. (VIGTIGE TILFZELDE).

a) For £,(R¥ By, my) og L,(R* By, my) skriver vi kort £,(RF), L,(R¥).
Ligeledes skrives £,(A), Ly(A) for L,(A, my), L,(A, my), hvor A er en Borel
maengde i R¥.

b) Betegnelsen ¢,(.J) bruges for £,(J, ), nar p er teellemalet i JJ # @. Er
en funktion pa J skrevet som en familie (a;);cs af reelle (eller komplekse)
tal, har vi

(aj)jes € bp(J) & D la|P < oo,

JjeJ
og i bekraftende fald
1/p
I(as)jerlly = | D lal?
JjeJ
Her er || - ||, en norm (og ikke blot en seminorm).

c) For £, (N) skrives ogsa £,. Altsa

gp:{a:(alva%'“) | Z|aj|p<oo}
j=1

1/p

o0
lall, = | ) lay[? nar a = (ay,az,...) €4p.
j=1

d) Bemeerk, at £,({1,...,k}) netop er R* (eller C¥), med

1/p

k
I,z = | Dl
j=1

Som specialtilfaelde af Holders og Minkowskis uligheder har vi her
1/p 1/q

k k k
Dol < (Dol | D sl
j=1 j=1 j=1

nar z;,y; € C, 1 <p,q < 00 og % + % = 1, henholdsvis

A 1/p . 1/p 1/p

k
> lay+ oyl <Dyl Dk
j=1

j=1 =1
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nar zj,y; € Cog 1 < p < oo. Det er disse uligheder, der skyldes henholdsvis
Otto Holder (1889) og Hermann Minkowski (1896).

7.14. HISTORISKE KOMMENTARER. Ligesom ||- ||, i R¥ og C* er en generali-
sation af tilfeeldet p = 2, saledes er rummene ¢, og L,([a,b]) forst indfert og
studeret for p = 2. (David Hilbert, Erhard Schmidt, Frédéric Riesz, Ernst Fi-
scher, 1906-1908.) Tilfseldet p = 2 er ogsa langt det mest interessante, idet
Lo(X,E, p) er et Hilbert rum, dvs. et fuldsteendigt normeret vektorrum, hvor
normen udspringer af et skalarprodukt (z,y) = x-y ved formlen ||z| = vz - x.
I dette tilfzelde er skalarproduktet givet ved

([F1:19]) = /f(l‘)mdu(x) for [f],[g] € La(X,E, ).

For vilkarligt p, 1 < p < oo, er L,([a, b]) indfert af den ungarske matematiker
Frédéric Riesz (Mathematische Annalen 69 (1910), p.449 ff.).

7.4. Fischers fuldsteendighedssaetning

Begreberne Cauchy folge og fuldstezendighed defineres i et pseudometrisk
rum pa ngjagtig samme made som i et metrisk rum.

I et vektorrum V med seminorm || - || kan man indfgre begreberne konver-
gent og absolut konvergent uendelig rackke.

DEFINITION 7.15. En uendelig raekke > 25 med elementer fra V kaldes
konvergent med sum s safremt afsnitsfglgen s,, = x1 + ... + x,, konvergerer
mod s. Rakken kaldes absolut konvergent safremt raekken af positive tal
>~ |lzk || er konvergent, altsa safremt > ;° ||z || < oo.

Fra Mat 1 MA vides, at for reekker med komplekse led, vil absolut kon-
vergens medfgre konvergens. Dette skyldes fuldsteendigheden af C, og mere
generelt gaelder folgende fundamentale resultat:

SETNING 7.16. Et vektorrum V med seminorm er fuldstaendigt, hvis og kun
hvis “absolut konvergens medfgrer konvergens”, altsa hvis og kun hvis enhver
reekke "7 x med led fra V, hvor Y 7° ||k || < oo, er konvergent i V.

Bevis. 1° Antag forst, at V er fuldstendigt, og at raeckken >z er absolut
konvergent. Seettes s, =Y ,_, ¥, har man

n+p n+p
lsntp —snll = || D @ < D Nl
k=n-+1 k=n-+1

og da reekken Y 7° | |lzk|| er konvergent folger af udsnitskriteriet, at (s,,) er
en Cauchy folge, altsa konvergent. Dermed er > | zj konvergent.
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2° Antag dernzest at “absolut konvergens medfgrer konvergens” og lad
(xn,) veere en Cauchy folge i V. Vi kan veelge ny < ng < ... saledes at
|zr — T || < 27F for n,m > ny, og dermed har vi

oo
Z Hxnk+1 — Ty, H < 0.
k=1

(Rackkens sum er faktisk < 1.) Rackken

o0
Ty + Z (wnk+1 - xnk)

k=1

er altsa absolut konvergent, og dermed konvergent, sa der findes = € V, sa
afsnitsfolgen x,,,, x,,, . .. konvergerer mod z. Men sa vil ogsa (x,,) konvergere
mod z, hvilket ses af uligheden

|2 — zn|l < |2 — 2, || + |20y, — 2nll,

jf. opg. L1.5.1. O

Sporgsmalet om fuldsteendighed af et vektorrum med seminorm, kan fgres
tilbage til det tilsvarende spgrgsmal for normerede rum, idet der gaelder:

SAETNING 7.17. Lad YV vere et vektorrum med seminorm, V det tilsvarende
normerede rum af &kvivalensklasser ved relationen x ~ y < ||z —y|| = 0. Sa
er V fuldsteendigt, hvis og kun hvis V' er fuldstaendigt, altsa et Banach rum.

Beuvis. Idet der for x,y € V gaelder

Iz = yll = [llz] = [yl = [z = wlll,

sa folger, at (x,) er konvergent (henholdsvis en Cauchy folge) i V, hvis og
kun hvis ([z,]) er konvergent (henholdsvis en Cauchy folge) i V. O

Med || f]l, = (f; |f(2)|Pdx)"/?, hvor 1 < p < oo, er det ofte langt mere
hensigtsmeessigt at benytte Lebesgue rummet L,([a,b]) i stedet for f.eks.
rummet C([a,b]) af kontinuerte funktioner, idet L,([a,b]) er fuldsteendigt,
medens C([a, b]) ikke er fuldsteendigt ved || - ||, (jf. opg. 7.18). Forholdet er
som mellem R og Q.

Der gaelder nemlig folgende hovedsaetning:
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SETNING 7.18. (FISCHERS FULDSTANDIGHEDSSAETNING). Lad (X,E, u)
veere et malrum og 1 < p < oo. Funktionsrummet £, = L,(X,E, u) er
fuldstaendigt. Anderledes sagt: Lebesgue rummet L, = Ly(X,E,u) er et
Banach rum.

For Ls([a,b]) skyldes seetningen den gstrigske matematiker Ernst Fischer
(1875- 1959). (Sur la convergence en moyenne, C.R.A.S. 144, Paris 1907,
p.1023. Han benyttede straks resultatet til et elegant bevis (ibid.p.1024)
for Riesz-Fischers ssetning om Fourier raekker, — en af Lebesgue integralets
storste triumfer. Denne saetning behandles i Mat 2 MA kap.IV.)

Bevis. Vi benytter Seetning 7.16 og betragter altsa en reekke > -, g, med
led gi, € Ly, hvor > 72 |lgkllp < 00, og seger en funktion f € L£,, siledes at

Hf—ngHpHO for n — .
k=1

Eftersggningen viser sig at lykkes ved, at reekken Y ;- g er punktvis
konvergent naesten overalt med en sumfunktion, der kan bruges:

1° Med -
h(z) =) lo(z)l, z€X,
k=1
vil h : X — [0,00] tilhgre MT(X,E), og raekken > ;- gr(z) er (absolut)
konvergent i hvert punkt x € X, hvor h(z) < oc.
2° For n — oo har vi Y ;_, |ge(x)| /" h(x) for alle z € X og dermed

(Z ng(l‘)|> /(=)
k=1

idet vi regner oo? = co. Lebesgues monotonisaetning giver da

/(é@kl)pdu//hpdm

n 1/10
1S lowllly ( / hpdu) .
k=1

Idet || Y0_q lgkllly < Xp—q llgkllp for alle n € N, finder vi som resultat:

1/p oo
([ran) ™ <3 oy < .
k=1
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3° Da [ hPdp < oo, slutter vi af Korollar 4.5, at
N ={z | h(z) = oo} ={z | (h(z))’ = o0} €E

har mal p(N) = 0. Reekken > 7, gr(x) er altsa absolut konvergent for
p-nzesten alle z € X, og dermed kan vi definere f: X — C ved

f(x)_{zzo_lgk(x) forz € X\ N,
Lo forx € N.

42 felyoglflly <2k llgrlly-

At f er malelig folger af “Tuborg-resultatet” Saetning 2.13 og saetninger om
regning og greenseovergang med malelige funktioner. Videre har vi |f(z)| <
h(z), = € X, hvoraf

1/p 1/p 00
(fistan) "< (frean) " <3 oy < oo
k=1

5% || f — Zz:l 9kllp — 0 for n — oo.

Dette fglger umiddelbart af Seetning 7.10, idet Y} g — f p-n.o., og h er
en majorant af den gnskede type. O

BEMERKNING 7.19. Vi har faktisk vist folgende:

En raekke Y g med led fra L, sa > ;" ||gk|lp < oo, konvergerer punktvis
absolut nzesten overalt og i p-middel mod en funktion f € L,, som opfylder

oo
11 <> gklp-
1

Denne ulighed kan lidt farligt skrives

oo oo
1> aells <> llgells
1 1

og fremtraeder derved som en generalisation af Minkowskis ulighed.

KOROLLAR 7.20. Enhver folge fi, fa,--- € L,(X,E, ), der konvergerer i
p-middel mod f € L, har en delfplge f,,, fn,,..., der konvergerer punktvis
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mod [ nasten overalt. Det er endda muligt at opna, at (f,,) har en majorant
g€ MT med [ gPdu < oo, altsé sa |fn,| < g forp=1,2,---.

Thi veelges n1 < no < ..., saledes at

o0
Z ank+1 - fnka <0
k=1

(jf. 2°, p.7.12), da vil felgen f,,, fn,, ..., — som afsnitsfglge for raekken f,, +
> re 1 (fagss — fni)» — konvergere bade nasten overalt og i p-middel mod en
funktion f € £,. Da ogsa f,, — fiL,, sluttes, at ||f — f||, = 0, altsa f = f
nasten overalt. Som majorant kan benyttes

9(@) = [fo (@) + D g (2) = fr (@) -
k=1

KOROLLAR 7.21. Hvis en fplge fi, fa, -+ € L,(X,E,u) konvergerer i p-
middel mod ¢1 € L, og punktvis mod 2 nsesten overalt, da er g1 = @2
naesten overalt.

Thi en passende delfglge konvergerer nzesten overalt mod ¢4, foruden na-
turligvis tillige mod (2.

7.5. Funktionsrummet L., = L (X,E, )
Betragtet med den uniforme norm

[ fllw = sup [f(z)|
zeX

er funktionsrummet B(X) af begraensede funktioner f : X — R (eller f :
X — C) pa en mengde X # & fuldsteendigt, altsa et Banach rum. (Jf.
Seetning 1.5.7). Ifplge §§2.2 og 2.3 er maengden M (X, E) af begraensede
E-malelige funktioner et afsluttet underrum af B(X), altsa ogsa et Banach
rum. Vi vil nu definere rummet £ (X, E, 1), der vil komme til at omfatte
My (X, E).

Et tal a € [0, 00] siges at veere et p-essentielt overtal for funktionen f :
X — [0, 00], hvis

f(z) < a for p-neaesten alle x € X .

Enhver funktion f : X — [0,00] har et mindste essentielt overtal M €
[0, 00]. Det kaldes det p-essentielle supremum for f og betegnes ess.sup f.
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Thi f har i hvert fald et essentielt overtal, nemlig oo, og
M = inf{a € [0,00] | f(z) < a for p-nzesten alle x € X}

er selv et essentielt overtal for f, — og dermed det mindste. For hvert k£ € N
findes jo en maengde Ny, € E med u(Ny) = 0, saledes at

1
f(a;)gM—l—E for x ¢ Ny,

men sa er

f(z) <M for xgéUNk,
k

og (U1 Ni) = 0. -
En funktion f defineret pa X, med veerdier i R eller C, siges at veere
u-essentielt begraenset, hvis der findes et a € [0, 0o[, saledes at

|f(z)] < a for p-neesten alle z € X,

dvs. hvis ess.sup|f| < oo.

Med Lo = Loo(X, E, 1) betegnes maengden af p-essentielt begraensede, E-
malelige funktioner f : X — Reller f : X — C. Man verificerer umiddelbart,
at Loo(X,E, p) er et funktionsvektorrum, og at der ved

Hf||oo:ess.sup]f], f€£00<X7E7:u)

defineres en seminorm || - |looc 1 Loo(X,E, ). Bemeerk, at My(X,E) C
Loo(X,E, 1), og for f € Mp(X,E) geelder || flloc < ||f]lw, men i alminde-
lighed geelder der ikke lighedstegn.

Det til || - || svarende konvergensbegreb er uniform konvergens naesten
overalt: Med fi, fa,... og f tilhgrende Lo Vil || fr, — f|lcc — 0, hvis og kun
hvis der findes en maengde N € E med u(N) = 0, saledes at f,(z) — f(x)
uniformt for x € X \ N.

Thi for hvert n € N findes en mengde N,, € E med u(N,,) = 0, saledes at
uligheden

(@) = f(@)] < |[fn = flloo

er opfyldt for alle z ¢ N,,. Med N = J,, N,, vil der sa vaere uniform konver-
gens i X \ N, hvis || fr, — f]lec — 0.
Omvendt: Uniform konvergens i X \ N kommer ud pa, at

sup{|fn(z) — f(z)| |z € X\ N} — 0 for n — 0,
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og nar p(N) =0, er
1fn = Flloo < sup{[fa(z) = f2)| [z € X\ N}, n=1,2,....
SETNING 7.22. Funktionsrummet Lo = Loo(X,E, p) forsynet med semi-

normen || f|lo = ess.sup|f| er fuldsteendigt.

Funktionsrummet Lo, = Loo(X,E, ) gar altsa over i et Banach rum,
betegnet Loo = Loo(X,E, 1), nar funktionerne samles i klasser ved asekviva-
lensrelationen

f~gelf—glle =0,

dvs.
f ~g< f =g neesten overalt m.h.t. p.

Beuvis. Lad f1, f2,... veere en Cauchy fglge i L.
For hvert m,n € N kan vi teenke os valgt en maengde N,,, € E med
1(Npmp) = 0, saledes at

|fm(x) = fo(@)] < || fm — fulloo for @ & Ny .

Vi veelger yderligere en meengde N1 € E med p(N1) = 0, saledes at restrikti-
onen f1|(X \ N1) er begreenset, og seetter N = NyUJ,,,, Nonn. Saer N € E
med pu(N) =0, og

AIXAN), fo|(X\N),...

er en Cauchy folge i B(X \ N), betragtet med den uniforme norm. (Det er
klart, at X \ N # &, medmindre vi er i det trivielle tilfselde u(X) = 0.)
Fglgen konvergerer da uniformt mod en funktion i B(X \ N). Med

[ limy, fo(z) forx e X\ N
f(m)_{o forx € N

er sa f € Loo(X,E, 1) og [[fn — flloc — 0. O

BEMERKNING 7.23. HOLDERS ULIGHED (Satning 7.5) geelder ogsa med
p=1,q=o0c:

Nér f € L(X,E, u) og g € Loo(X,E, ), daer fg € LIX,E, p) og

gl = [ 1fgldu < 171l

Thi |f(x)g(x)| < |f(x)|]|g|lsc for p-neesten alle x € X.
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SETNING 7.24. Lad 1 < p < oco. Hvis pu(X) < oo, sa er L,(X,E,pu) D
Loo(X,E, 1) og

IFllp < 1Flocn(X)P for  f € Loo(X,E,p).
Hvis u(X) =1, gaelder specielt || fllp < || flloo for f € Loo (X, E, ).

Thi nar f € Lo, er |f(z)[P < ||f||E, for p-neesten alle x € X og dermed
har vi

[1swdu< [ 1rdn = 171Eonx).

Pa grund af ovenstaende kaldes tallene 1 og oo for duale eksponenter.
EKSEMPEL 7.25: {5 (J).

Idet £ (J) star for Lo (J, 1), hvor p er teellemalet i J # &, har vi £ (J) =
B(J) og

[(aj)jerlloo = [(aj)jetllu = sup |a;].

jed

Det folger af, at @ er den eneste maengde med p(@) = 0. Bemeark, at
lp(J) Clo(J) for 1 < p < 0.
Specielt er {5, = {5 (N) rummet af begraensede talfglger.

EKSEMPEL 7.26: Lo (R¥) = Lo (RF, By, my).
En kontinuert funktion f : R¥ — R (eller f : R¥ — C) tilhgrer L. (R¥),
hvis og kun hvis den er begraenset. I bekraeftende fald er

[ fllee = [[fllw = sup |f(z)].
rERF

Thi er | f(zo)| > a, sa er |f(z)| > a for alle x i en omegn af x(, og dermed
mr({x | |f(z)| > a}) > 0. Der er derfor ikke flere essentielle overtal for |f|,
end der er overtal.

Ved til f € Cy(R¥) C L (R¥) at knytte sekvivalensklassen [f] € Lo (R?)
defineres en isometrisk afbildning af Cy(R¥) ind i Lo (R¥). Der geelder nemlig

1171 = [9lllco = lIIf = glllos = I = gllos = [If — gllu for f,g € Cy(R).

Afbildningen f — [f] af Cp(R*) ind i Lo (RF) er specielt injektiv, og man
tillader sig derfor ofte at skrive Cp(R¥) C Lo (RF). Sagt med andre ord:
Ekvivalensklassen [f] indeholdende f € C(R¥) indeholder ikke andre funk-
tioner fra Cy(R¥) end f.
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7.6. Approksimation i middel

Saetningerne i denne paragraf er nyttige ved, at de ofte gor det muligt at
vise egenskaber for alle funktioner i et Banach rum, blot disse egenskaber er
kendt for simple eller seerligt paene funktioner.

En delmaengde A af et pseudometrisk rum (M, d) siges, ganske som i et
metrisk rum, at veere overalt teeti M hvis A = M, dvs. hvis

Ve € MVe>03a € A:d(x,a) <e.

I ord betyder det, at ethvert element i M skal kunne approksimeres vilkarligt
godt med elementer fra A.

En delmangde A af et vektorrum V med seminorm, siges at veere totali )V,
hvis det af A udspaendte underrum span A er teet i V. Der kraeves altsa at et-
hvert element i V kan approksimeres vilkarligt godt med linearkombinationer
af elementer fra A.

Lad os betragte £,(X,E,pu) for 1 < p < co. Maengden af simple £,-
funktioner, altsa £,-funktionerne med kun endeligt mange funktionsveerdier,
er lig med

span{14]A € E, u(A) < oo}.

SETNING 7.27. For ethvert malrum (X,E, u) og 1 < p < oo er maengden af
simple L,-funktioner overalt teet i L,(X,E, ).

Bewis. Vi viser fgrst, at f € £,, f > 0, kan approksimeres vilkarligt godt
med simple £,-funktioner. Der findes en fglge 0 < g; < go < ... af simple
malelige funktioner, sa g, /' f (jf. Seetning 4.1). Idet 0 < g, < fog f € L,,
sluttes g, € Ly, og ||f — gnllp — 0 (Seetning 7.10).

En reel funktion f € £, kan spaltes f = fT — f~, og fT,f~ € L, er
> 0. Til givet ¢ > 0, kan vi ifglge det netop viste, finde positive simple
L,-funktioner g1 og go, sa ||t — g1llp <€/2, ||/~ — g2|lp < €/2. Funktionen
g = g1 — g2 er da en simpel L,-funktion, og

1f =gl <17 —g1llp + 117 = gell, <e.

Det komplekse tilfzelde reduceres let til det reelle. O

En version af Seetning 7.27 for p = oo findes i opg. 7.28.

I resten af paragraffen antages at X = R*, E = B, og i antages at veere
et Radon mal, altsa et mal pa By, som er endeligt pa begraensede Borel
maengder.
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SETNING 7.28. For ethvert Radon mal i pa RF og 1 < p < oo er rummet
C.(R¥) af kontinuerte funktioner med kompakt stotte taet i L,(RF, ).

Bevis. Til B € By med pu(B) < oo og € > 0, kan man ifplge egenskab (ii) i
Bemaerkning 5.9 finde en kompakt maengde K C B, sa u(B \ K)'/P < gl/P,
Dette kombineret med Saetning 7.27 viser, at {l1x | K kompakt i R*} er
total i £,(R*, ). Derfor er det nok til en kompakt maengde K C R* og til
e > 0 at finde f € C.(R¥), sa || f — 1k||, < . Maengderne

1
Gn:{xeRk|d(x,K)<—}, n=12...
n

udgger en dalende folge af abne meengder (jf. opg. 1.3.6) med (", G,, = K.
Idet G er begraenset, vil u(G,) \, u(K), sa der findes n € N, sa u(Gp) <
u(K) + €.

Funktionen (jf. opg.1.3.7)

d(z,R*\ G,)

@)= demen rde®) "€k

er kontinuert, og opfylder 0 < f <1, f(z) =1 for z € K,
{z eR"| f(x) #0} = Gn C{z e R¥ | d(z, K) < £},

og da hgjresiden er kompakt, ser man, at f’s stotte er kompakt. Under brug
af uligheden
0<f—-1k <lg\K

finder man || f — 1k, < u(Gn \ K)'/? < e. O

ADVARSEL. Saetning 7.28 kan ikke opretholdes for p = oo, jf. opg. 7.22.
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Rummet C.(R¥) er et normeret rum under 1-normen

£l = [ 1#a)dma(a).

men det er ikke fuldstezendigt. Ved at g til det stgrre rum £ (R*, my) opnar
vi et fuldstzendigt rum, men rummet er ikke stgrre end, at C.(R*) ligger
overalt taet deri. Situationen er altsa helt analog til udvidelsen fra Q til R,
if. p. TLL.6.

For at se, at C.(R¥) ikke er fuldsteendigt, kan vi betragte f.eks. indika-
torfunktionen f for enhedskuglen K (0,1). Pa grund af Szetning 7.28, findes
en folge (f,) fra C.(R¥), sd ||f — fulli — 0. Dermed er (f,) en Cauchy
folge i C.(R¥), og antog vi, at C.(R*) var fuldsteendigt, sa kunne vi finde
g e Cc<Rk)7 sa Hg - fn”l — 0. Vi har da Hf _ng = 0, altsa

mr({z € R* | f(z) # g(x)}) = 0.
Specielt er
{z eR" ||lz] < 1g(x) #1} og {zeRF||z| >1,9(x) # 0}

begge Lebesgue nulmaengder, men de er abne, fordi g er kontinuert. Da & er
den eneste abne Lebesgue nulmaengde, har vi

() { 1 for |z|| <1
€Tr) =
g 0 for |jz|| > 1,

men det strider mod kontinuiteten af g.
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Opgaver til §7

7.1. Lad V vaere et vektorrum med seminorm | - || og antag, at rackken
> re gk med led gi € V er konvergent med sum f € V. Vis, at

A<D lgwll-
k=1

7.2. Betragt malrummet (X, P(X),e,), hvor €, er Dirac malet i a € X. Vis,
at L,(X,P(X),eq) = C* for alle p € [1,00[, og at || fll, = [f(a)].

Beskriv det til || - ||, svarende konvergensbegreb. Gor rede for, at det
normerede rum L, (X) er isometrisk isomorft med C ved afbildningen [f] —

f(a).
7.3. Lad fi, fa,... og f tilhgre L(X,E, u). Vis implikationen

fn — f 1 1-middel :>/ fndu —>/ fdu.
X X

7.4. Vis, at
feLy X Ep) & |fP71f e L(X,E,p),

nar (X,E, ) er et malrum, p € |1,00[ og f: X — C. (Glem ikke at vise, at
IfIP~1f er E-malelig = f er E-malelig.)

7.5.

1° Lad 0 < p < 1 veere fast.
Vis uligheden

(a+b)P <aP+b for a,b>0.

Idet man for z = (z1,29) € R? saetter ||z||, = (Jz1|? + |22|P)'/P, skal
man finde to talpar x = (x1,22), ¥ = (y1,%2) € R?, s&

1z +yllp > ll2llp + llyllp-

2° For et malrum (X,E,u) og 0 < p < 1, defineres £,(X,E, u) som
meengden af E-malelige funktioner f : X — C opfyldende

/Iflpdu < 0.
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Vis, at L£,(X,E, u) er et funktionsvektorrum, og at

9) Z/If—g!pdu

er en pseudometrik pa £,.
3° Angiv funktioner f,g € £,(R,B, m), sa

Lf +gllp > [1fllp + llglln »
idet [|fllp = (J |f[Pdm)"/?.

7.6. HOLDERS ULIGHED FOR POSITIVE FUNKTIONER.
Lad (X,E, ) veere et malrum, og antag at p,q > 1 opfylder * +1 =1,

Vis, at . y o
/fgdu < (/ fpdu) ’ (/quu) q

for vilkarlige f,g € MT(X,E). — Vi regner co® = oo for s € R..

1 1
7.7. Lad (X, E, u) veere et malrum med X # &, og antag z + 7= 1, med
0<k<l1,<0. Vis

oz ([ )" ()"

for vilkarlige f,g € M*(X,E). — Her regnes co® = 00, 00™* =0 0g 0% = o0
for s > 0.

Bemeaerk, at Holders ulighed er vendt.

(Vink: Antag p({z | f(z) > 0}) > 0, u({z | g(x) = 0}) = 0, samt
p({z | f(z) > 0,9(x) = 0o}) = 0, og anvend opg. 7.6 med p = 1/k og (fg)*,
g~ % i stedet for f,g.)

7.8. MINKOWSKIS ULIGHED FOR POSITIVE FUNKTIONER.
Lad (X, E, u) veere et malrum, og antag 1 < p < co. Vis, at

(firsora) " (fra) "+ (fru)"

for vilkarlige f,g € M*(X,E). — Vi regner co® = co for s > 0.
7.9. Lad (X, E, p) veere et malrum med X # &, og antag 0 < k < 1. Vis, at

(Joeora) "= (fr4) "+ (f )"
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for vilkarlige f,g € M*(X,E). — Vi regner s> = oo for s > 0.
Bemeaerk, at Minkowskis ulighed er vendt.
(Vink: Antag 0 < [(f + g)*du < oo, og anvend opg. 7.7.)

7.10. Lad (X, E, u) veere et malrum, og antag at p,q > 1 opfylder %—l—é =1

samt at f € L,(X,E, u). For z € C defineres sgn z (leeses signum z) ved

{Z/|Z|7 2 #0
sgnz =
0, z=0.

1° Seet g = |f|P~1sgn f og vis, at g € L, (X, E, p),
f =19l seng, fg = | = gl"
og
[
2° Vis, at
|1l = max]| [ fhdul,

hvor maksimum tages over alle h € L,(X,E, u) med |||/, < 1.

3° Vis, at T : Ly(X,E, u) — C givet ved T¢([h]) = [ fhdp er en konti-
nuert linearform med || 7| = || f]l,-

7.11. Antag k € L,(X XY, EQF, u®v), hvor pu : E — [0,00] og v : F — [0, o0]
er o-endelige mal i meengder X og Y, medens p € |1,00[. Vi forudsatter
w(X) > 0.
1° Vis, at snitfunktionen y — k(x,y), y € Y, tilhgrer £,(Y,F,v) for
p-naesten alle x € X.

1 1
Idet g € L4(Y,F,v), hvor — + — = 1, saetter vi
p 4q

f(x) = /Y k(x,y)g(y)dv(y)

for hvert € X, hvor funktionen y — k(x,y)g(y), y € Y, er integra-
bel med hensyn til v.

2° Begrund, at f(z) er defineret for y-naesten alle z € X. Vis, at enhver
E-malelig udvidelse af f til hele X, tilhgrer £,(X,E, ), og opfylder

LAl < lIFllpllgllq

(idet udvidelsen stadig kaldes f).
3° Vis, at der ved [g] — [f] defineres en kontinuert linezer afbildning
T: Lg(Y) = Lyp(X) med [T < [[K[|p.
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7.12. Vis, at der hverken geelder £,(R) C L4(R) eller L5(R) C £, (R), nar
0<r<s.

7.13. Antag J # @. Vis, at £,(J) C ly(J) for 0 < r < s, samt at ||z, >
|z||s, nar z = (x;)jes € €r(J). (Vink: Antag ||z||, =1.)

7.14. Vis: (a) €1 C(Vyo1¥s, (b) Vre Ry 14, C s, fs (C betyder C og
#)

7.15. Antag f € L, (X,E,p) N Ls(X,E, p), hvor (X, E, u) er et malrum og
0<qg<s.
Vis, at f € L,.(X,E, u) for ethvert r € ]q, s|.

7.16. For hvilke p > O er f € £L,(R}), nar

1/x for 0<z<1
f(z) =
0 for 1<z<o0?

0 for O0<z<1
flx) =
1/x for 1<z <o0?

7.17. Vis, at f € L,(Ry) < p =2, nar

1
Vol +|logz|)’

fx) =

$€R+

7.18. Vis, at funktionsrummet C([0, 1]) af kontinuerte funktioner f : [0, 1] —
R med normen ||f||; = fol |f(z)|dx ikke er fuldsteendigt.

(Vink: Lad (an)n>1 veere en folge fra ]0, 5[, der konvergerer mod i for
n — 00, og betragt funktionsfalgen

0 for x € [0,a,]
xr —ay

(@) =93 175 —a,

1 for z€[3,1].)

for € [an, 5]

Funktionsrummet £
7.19. Vis:

Vp € Ry tlog € £,,(]0,1]),  men log ¢ L(]0,1]),

1
Vp e Ry : Tog ¢ L,(]1,00[), men Tog € Loo(]2,00]).
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7.20. Lad (X,E,u) veere et malrum, og antag f € L,(X,E,u) for alle
p € [po,oo[, hvor pg € R. Vis, at

| fllp — ess.sup|f| for p — 0.

(Heri ligger én motivering for definitionen af Lo (X, E, ) og || - [|c-)

(Vink: Vis, at ||f|l, > ap(A)YP nar a < ess.sup|f|, og A = {z | |f(z)| >
a}. Vis desuden, at ||f||, < ([ |f|Podu)*/P, nér ess.sup |f| = 1.)
7.21.

1° Antag f € Loo(X,E, ), hvor (X, E, ) er et o-endeligt malrum. Vis,
at

1l = sup] [ s,

hvor supremum tages over alle h € L(X,E, ) med ||h||s < 1.
2° Vis, at [h] — [ fhdp er en kontinuert linezer afbildning T : L(X,E, u) —
C med [T = [[flloo-

7.22. Er Cp(R) afsluttet i Loo(R)? Er {[f] | f € Cp(R)} afsluttet i Loo(R)?

7.23. Vis, at et delrum U af et separabelt, pseudometrisk rum V igen er
separabelt. (Et pseudometrisk rum kaldes separabelt, hvis det har en teellelig
overalt teet delmaengde.)

(Vink: Lad folgen y1,ya,... ligge overalt teet 1 V og saet

dn = ;.;16115 d(Yn, ).

Hvis d,, > 0, veelges z,, € U, sa d(yn,xn) < 2d,, og hvis d,, = 0, veelges
i, Tn2, - € U, 88 d(Yn, Tnk) — 0 for k — 00.)

7.24. Vis, at et vektorrum med seminorm, der har en tellelig total del-
maengde, er separabelt.
7.25.
1° Idet J # @, vil vi med k(J) betegne meengden af familier (a;);cs
med a; € R (eller a; € C), hvor a; # 0 for hgjst endelig mange j € J.
Vis, at k(J) er teet i £,(J) ved || - ||, for ethvert p € [1, 00].
2° Vis, at £, = £,(N) er separabelt for ethvert p € [1,00][.
7.26.

1° Lad V veere et pseudometrisk rum og antag, at der findes et ¢ € Ry
og en ikke teellelig delmaengde A C V), saledes at

d(x,y) >¢e nar x #y,x,y € A.
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Vis, at V ikke er separabelt.

2° Vis, at L([0,1]) ikke er separabelt ved || - ||co-

3° Vis, at £,(J) ikke er separabelt ved || - ||, nar J ikke er teellelig og
1 <p<oo. Vis, at £oo = oo (N) ikke er separabelt ved || - ||0o-

7.27. Med k, ¢y og ¢ betegner vi maengden af reelle (eller komplekse) talfglger
x = (x1,x2,...), hvor henholdsvis

(1) x, # 0 for hgjst endelig mange n € N,

(2) , — 0 for n — o0,

(3) z1,22,... er konvergent i R (eller i C).

1° Bestem afslutningen af k, ¢y og ¢ i {o betragtet med || - ||oo-
2° Hvilke af rummene k, ¢y og ¢ er Banach rum ved || - ||oo ?
3° Hvilke af rummene k, ¢y og ¢ er separable ved || - ||oo ?

7.28. Lad (X, E, p) veere et vilkarligt malrum. Vis, at meengden {14|A € E}
er total 1 Lo (X).
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§8. Fourier transformationen.

Som en vigtig anvendelse af Lebesgue integralet vil vi nu indfgre Fourier
transformationen, der har stor betydning i fysik, kemi og statistik, bl.a. til
lgsning af partielle differentialligninger.

Som saedvanlig betegner £ - x skalarproduktet £ - x = &1x1 + - - - + &gy, for
¢, € RF. Som norm pa R* benyttes den euklidiske ||z|| = v/ - 2. (Da der
ikke kommer andre normer pa R¥ pa tale skriver vi ||z|| i stedet for ||z]|2.)

8.1. Fourier transformation af integrable funktioner
DEFINITION 8.1 Nar f : R¥ — C tilhgrer £;(R¥), defineres f : R¥ — C ved

for= [ ey, tor g e R (1)
Rk
Funktionen f (leeses f-hat) kaldes den Fourier transformerede af f, og
afbildningen F : f — f kaldes Fourier transformationen.

For hvert £ € R¥ er f (&) veldefineret og f er en kontinuert funktion. Dette
folger umiddelbart af Seetning 4.26 og Bemeerkning 4.27 med (X,E,u) =
(R*, B, ms) og I erstattet af R¥, idet g(x) = | f(z)| er en integrabel majorant
for alle funktionerne z +— e =% f(x) £ € R*. Af (1) fas desuden

F©] < [le e s@]do= s ¢ e B,

som viser, at f er begranset med || f|l, < ||f|l1. Fourier transformationen er
dermed en linezer afbildning F: £1(R¥) — Cy(RF). Da f(€) abenbart ikke
zendres, hvis f sendres pa en nulmaengde, induceres en afbildning af L;(RF)
ind i Cp(R¥), som vi ligeledes vil kalde Fourier transformationen og betegne
ved F, dvs. X
F(H=1f for feLi(R")
idet [f] € L1(R*) betegner ackvivalensklassen bestemt ved f.
Vi har dermed vist fglgende:

SETNING 8.2. Fourier transformationen F er en kontinuert lineaer afbildning
af L1(R¥) ind i Cy(R¥), og der gaelder

Iflu < Ul for f e Li(RF). (2)

EKSEMPEL 8.3. Lad k = 1. Funktionen e~* /2 tilhgrer L1(R). Man kan
vise, f.eks. ved brug af kompleks funktionsteori (jf.kap.III og opg.8.4), at den
Fourier transformerede af 41 (z) = =% /2 er

P1(8) = Vame ¢ /2,
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Formlen udvides til vilkarlig dimension £ > 1 ved brug af Fubinis seetning:
Lad
wk(xly .. 7$k) _ e_($?++xi)/2 — e_||w||2/2

sa er Yy, € L1(RF), og

Uk (€) :/ e ey, (x)dw :/ e 1T i o~ 2w 2 gy
Rk

RF

e / e_iélmle_a:?/del. . / e_iékmke_mi/dek
R R

— (gw)k/Qe—éfﬂ e ER/2 = (27T)k/26—||§||2/2.

Denne funktion, der altsa har den ussedvanlige egenskab at veere lig med sin
egen Fouriertransformerede, panger en konstant faktor, spiller en szerlig rolle
i teorien. Af (2) fplger, at normen ||F|| af F som kontinuert lineser afbildning
af Banach rummet L;(R¥) ind i Banach rummet C,(R*) er < 1. Idet

H@W)_%%Hl =1, He—||£||2/2

=1,

u

sluttes, at || F|| = 1.

8.2. Fourier transformation af Schwartz funktioner
For partielle differentialoperatorer bruger vi multi-index notation. Et
multi-index er et szt af k hele tal > 0 (et k-tupel)

a=(ag,...,a) € NE.

Man satter |a] = a1 + - + ag, og regner med multi-indices pa folgende
made, idet 8 = (B1,...,0k):

a<lp betyder a1 < fB1,...,ar < B;

na = (nag,...,naE), narn € Np;
Oé‘i‘ﬁ = (Oél‘i‘ﬁla“'?ak"i_ﬁk);
a—03 = (a1 —p1,...,ap— Br) (defineret, nar 5 < «a);
al = ap!-agl;
« al al) (Ozk) i
= = defineret, nar § < «).
() = w1 (5) )
Nér o = (r1,...,7;) € R, defineres monomiet z* ved
x® =t aph.
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Notationen benyttes f.eks. i folgende formel

A+lz>)™ =1 +af+-+a)™ = > Cmaz®, (3)

lor|<m

der geelder for et bestemt szet af hele positive koefficienter C, o, for hvert
m € N. (Se opg.8.3.)

For partiel differentiation i x;-retningen har vi jo betegnelsen %, som
J

ogsa skrives d,; eller 0;.

Vi skriver

0=0, =(0pyy---,08,) = (O1,...,0k) .
Nar « er et multi-index, seetter vi
9% = 0% = 901 - O = OO0

der er en differentialoperator af orden |a|. For o = (0,...,0) er 9% identi-

tetsoperatoren.
Med disse notationer har man Leibniz’ formel for differentiation af et pro-
dukt
0%(wv) = Y Ca,p0"ud* P,

Bl

hvor konstanterne C, g kan vises at vaere lig (g)

DEFINITION 8.4. Med S(R¥) betegnes maengden af funktioner f € C°°(R¥),
for hvilke

sup |20 f(z)| < oo for alle o, 3 € N,

T ERK

Funktionerne i S(R*¥) kaldes Schwartz funktioner (efter den franske mate-

matiker Laurent Schwartz, distributionsteoriens skaber). Bemeerk, at for at
vise, at en C'*°-funktion f er en Schwartz funktion, er det tilstraekkeligt (og
ngdvendigt) at vise, at

sup |(1 4+ ||z)|>)™0P f(x)| < oo for alle m € Ny og alle € N§.  (4)
T ERK

Thi da [t| <1+ ¢2 for alle ¢t € R har vi pa grund af (3) at
2% < 14+ 22 < (1 + ||lz]|*)™ for m > |a|,m € N,

da 1 og 2% begge optraeder i hgjre side af (3) med koefficient > 1. P& den
anden side viser (3), at (4) er opfyldt for enhver Schwartz funktion.
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Formlen (4) viser, at Schwartz funktioner er karakteriseret blandt C°-
funktionerne ved, at enhver partiel afledet 92 f gar hurtigere mod 0 for ||z| —
oo end enhver potens af W Schwartz funktionerne kaldes derfor ogsa
hurtigt aftagende funktioner.

EKSEMPEL 8.5. Funktioner af formen z®e=¢II* med o € N§ og ¢ > 0 er

Schwartz funktioner. Man ser nemlig, at 9 (mo‘e_cnw ”2) er af formen

p(a;)e_CHwHQ, hvor p er et polynomium, og derfor skal man blot vise, at
(L4 [|z)?)™ e~cllzl” er begraenset pa R* | altsa at (1+¢)™e~ er begraenset
pa [0, 00 [, hvilket er opfyldt nar ¢ > 0 og m € Ny .

Mengden S(RF) (ogsa betegnet S) kaldes Schwartz rummet. Det er et

linesert underrum af C°°(R¥). Man kan vise, at det er et metrisk rum med
metrikken

A.0)= Y g min(Lpn(f —9)).
méeNy
hvor
P (f) = sup{ (1 + [|z[|*)™|0° f ()| | = € R, Ja| < m };

og at det er fuldstezendigt med hensyn til denne metrik. Vi vil ikke komme
nzrmere ind pa dette, blot vise nogle simple egenskaber i relation til Fourier
transformationen.

I det fglgende vil vi ofte benytte, at (1+||z||?)~™ er integrabel i R*, nar m
er tilstraekkeligt stor. Til beregning af integralet af denne funktion benyttes
“polaere koordinater”, idet man repraesenterer punkterne x € R*\ {0} ved
(r,€), hvor r = ||z||, og £ gennemlgber enhedskugleoverfladen

St ={z e R* | 2] = 1}.

Ifplge §6.5 finder vi

L wvtem = Lo, ([ i) v

00 rk—1
= k‘v 7617” =C 9
)y =

hvor ¢;, er < oo nar 2m > k, da funktionen r*~172™ er integrabel i co nar
2m > k, jf. Eksempel 6.24 og opg. 4.4.2°. Udregningerne viser altsa, at
(14 ]|z]|?)~™ tilhgrer £1(R*) hvis og kun hvis 2m > k.

Da enhver Schwartz funktion f opfylder

Cm

™ forallex € R og m €N, )
T+ [P : ©)

[f(2)] <
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med konstanter C,,, der athaenger af f, er S(R¥) C L1 (R¥). Endvidere ses
(ved brug af Leibniz’ formel), at nar f € S(R¥), er 229° f € S(R¥) C £, (RF)
for alle multi-indices a og f3.

Vi skal nu undersgge sammenhaengen mellem differentiation og Fourier
transformation og begynder for simpelheds skyld i en dimension:

SETNING 8.6. Lad f € L1(R) og € € R.
(i) Hvis zf(z) € L1(R) sa er f € C*(R) og

F(zf(2)(€) =if'(€).

(ii) Hvis f € CY(R) og f' € L1(R) sa er

Bevis. (i) Af Satning 4.28 folger umiddelbart, at f € C1(R) og

9 —éx - —i€T .
P = [ g de i@} do = [ —iae® fa)do = ~iF(ef@)(©).
idet g(z) = |xf(x)| er en integrabel majorant for funktionerne
x i —ize *Tf(z), £E€R.
(i) Vi bemeerker forst, at en Cl-funktion f, for hvilken f' € L1(R), har
grenseverdier for x — =+ oo.

For at se dette udnyttes, at flwlzn |f'(t)|dt — 0 for n — oo ifglge Lebesgues
majorantsatning. Til € > 0 findes altsa N € N sa

/ (0t < e,
|2|>N

hvoraf for 1,29 > N eller 1,20 < —N,

/ 2f’(t)dt' < /| e,

hvilket viser, at limy .o f(2), limy— o f(x) eksisterer. (For enhver fplge
(x5,) med x, — oo er (f(x,)) en Cauchy folge og dermed konvergent med
en graenseveerdi, der er uafhengig af fglgen xz,, — oo, jf. beviset for Seetning
1.6.18).

|f(x2) = f(z1)] =
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Vi pastar dernaest, at der for den forelagte funktion, som tillige er i £ (R),
geelder

lim f(z) = lim f(z)=0. (6)

Ir—00 r— —00

Hvis vi nemlig antager, at lim, .o f(z) = a # 0 findes N > 04 | f(z)| > 1|a|
for x > N, men det strider mod, at f er integrabel. Pa samme made ses, at
lim,, o f(z) =0.

For 1 < x2 finder vi nu ved partiel integration

[ e @ = e e T e [ e

1

Lader vi derngest x1 — —o00, xo — o0, finder vi ved Lebesgues majorantsaet-

ning (da f, f' € £1(R)) og (6)

O

SAETNING 8.7. Fourier transformationen afbilder S(R¥) ind i S(R¥), og for
f € S(R¥), ¢ € R* gaelder
(i) F(z; f(2))(E) = i, [(£),
(i) F(8z, f(2))(§) = &5 f(£), )
(iii) F (20} f(2))(€) = il*I*1Plag (€7 £(¢)),
) F(0F (@ f(x))(€) = dlIT1PleBag f(¢).

Bevis. For f € S er f og z; f(x) begge integrable, og af Seetning 4.28 fplger
da, at f har en kontinuert partiel afledet efter &j, sa (i) geelder. Da nu
2% f(x) € S for alle @ € N} kan vi ved gentagen anvendelse af argumentet
slutte, at f € C°°(RF) og

F (2 f(x))(&) = illog f(¢). (7)

For at se (ii) bemeerkes, at nar de variable 2’ = (z1,...,2j—1,%j41,...,Zk)
fastholdes, vil snitfunktionen z; +— f(x) tilhgre S(R), og dermed geelder
forudsaetningerne for (ii) i Seetning 8.6. Altsa har vi

(iv

/e—i.ﬁjmjamjf(w)dxj = 'ij /e—iﬁjmj f(a;)dx] .

Multipliceres med e~ hvor & = (€1, ... 2 &i-1,€541, - -, &k), og integreres
mht. z1,...,2j-1,%j41,..., 7, finder vi ved brug af Fubinis seetning

F (02, f(2)) (€) = i& f(€).
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Da 02 f € S(R¥) for alle 3 € N§, ses ved successiv anvendelse af denne regel,

at
F(075) ©) =i"1e? f(¢). (8)

Anvendes (7) pa funktionen 92 f fas (iii) og anvendes (8) pa funktionen
@ f(z) fis (iv). Da funktionen 02 (z®f(z)) er integrabel, folger af Seet-
ning 8.2 og (iv) at £ﬁ8g‘ f(€) € Cy(R¥) for alle o og 3, altsd har vi f € S. O

Vi kan nu ogsa vise Fouriers inversionsformel.

SETNING 8.8. Nir f € S(R¥) og f = Ff, sé er
fla) = 2™ [ e fee

Bewvis. Vi gnsker at beregne (2m)~" [e®%([e~%Y f(y)dy)dé med f € S.
Funktionen e (=% f(y) er ikke 1ntegrabel pa R?* s4 vi kan ikke ombytte
integrationsraekkefglgen. Vi introducerer derfor en integrationsfaktor ¢ (&) €
S(R¥), som fjernes ved graenseovergang senere. Mere praecist indfgres en
funktion 9 (e€), hvor ¢ € S(R¥) og e > 0. Vi har da for hvert fast x, ved
anvendelser af Fubinis saetning og variabelskiftet (n, z) = (&€, (y — x)/¢),

[ esmveaieie = [ esruen( [ e
- / eI () )l )
e~ M E(n) f(x + e2)d(n, 2)

flz +ez)dz, 9)

Il
%\»%\»

idet Jacobi determinanten er 1. o
For & — 0 vil €€7(c)f(€) — $(0)e™ ™ f(€), med |e*7¢(e€) f(€)] <
C|f(&)| hvor C = supg [¢(€)], medens P(2)f(z + e2) — (2)f(x), med

() f(z + €2)] < C'|ih(z)| hvor €' = sup, |f(y)|. Lebesgues majorant-
seetning giver da i graensen:

$(0) / ¢ f(€)de = f(x) / $(2)dz

Specielt kan man bruge ¥(¢) = e I€I°/2 T3 fald er ¥(0) = 1, og ¥(z) =
(2m)k/2e~ 112172 jf. Eks. 8.3, samt [¢)(z)dz = (2m)*. Heraf folger sztningen.
O
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BEMAERKNING 8.9. Det er bekvemt at indfere den co-Fourier transformerede
F f og co-Fourier transformationen F ved

Fi(6) = [ e fa)da

Idet Ff(€) = Ff(=€) = F f(€) har vi:
KOROLLAR 8.10. F afbilder S(R¥) bijektivt pa S(R¥) med F~1 = (2m)~FF.

Bevis. Det ses af Seetning 8.8, at f = (27) *F(Ff), som viser, at F er
injektiv og F er surjektiv. Da S fgres over i sig selv ved kompleks konjugering,
og da

Ff=Ff og Ff=F]J,
ses, at F og F er bijektive, og at F~! = (27) "k F. O
Det er nu let at vise

SAETNING 8.11. (PARSEVAL’S LIGNING FOR S(R¥)). For f,g € S geelder

[ t@g@rds = 2o [ femeas.
[1s@Pds =20 [17©Pd.

Bevis. Lad f,g € S. Ifolge Seetning 8.8 gaelder

g(z) = (2m) / €4 (¢)de

og under udnyttelse af Fubinis seetning finder vi

/f g(x)dx = (2m)~ /f /—Zéw()dgdx

— (2m) / / F(a)e € dx GE)dE = (2m) / F(&)a@)de

Den anden formel opnas for f = g. O

8.3. Foldning
Meangden F (M, C) af funktioner pa en maengde M er organiseret ved de
punktvise regneoperationer + og -, der udspringer af regneoperationerne i
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C. Hvis maengden M er forsynet med en komposition + er der som regel
mulighed for at indfgre en ny komposition * i F (M, C) kaldet foldning.

Hvis (M, +) f.eks. er en endelig abelsk gruppe, defineres foldningen af f, g €
F(M,C) som funktionen

frg(x Zf x €M,

s+t=x

idet der summeres over alle par af elementer (s,t) € M x M for hvilke
s+t = x. Idet disse par kan opskrives som parrene {(x —t,t) | t € M} eller
som {(s,z —s) | s € M} har vi

fxg(x Zfa;—t Zf (x —s) (10)

teM seM

Talrummet R* er en abelsk gruppe under addition, men med uendeligt
mange elementer. Vi erstatter derfor sum med integration og forsgger at
definere

fxg(x / flx—t)g(t)dt, z € R” (11)

for funktioner f,g: R¥ — C.

For at (11) skal have mening for et z € R* skal funktionen t s f(x—t)g(t)
veere integrabel. Det er derfor neerliggende at indskrzenke sig til at betragte
Borel funktioner f og g.

DEFINITION 8.12. Ved foldningen f g af to Borel funktioner f,g: R*¥ — C
forstas funktionen (11), hvis definitionsomrade er meengden D(f * g) af de
x € R¥ for hvilke t +— f(x — t)g(t) er integrabel, altsa:

D(f +g) = {x € B*| [ |f(w— ig(o)de < o}

BEMERKNING 8.13. Foldningen er kommutativ, dvs. D(f x g) = D(g * f) o

for z herier fx g(z) =g * f(x).
Thi for z € R* er Lebesgue mélet invariant under isometrien ¢, (t) = r—t,
altsa @, (my) = my, og dermed har vi

[ 15 = Dgtedmu®) = [ 1@ - g®ldpam) o) =
[ 156 = eatDgten@lamo) = [ lote — 0 @m0,

som viser, at € D(f xg) <

x € D(g * f), og ovenstaende regning uden
numerisk veerdi giver at f x g(z) =

g* f(z) for z € D(f  g).
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SETNING 8.14. Hvis f € L1(R¥) og g € Cy»(R¥) sa er f x g defineret for alle
r €R*, fxgec Cp(RF) og

1 gllw < WA Mgl - (12)

Beuvis. Da Lebesgue malet er invariant under isometrien ¢, fra Bemarkning
8.13 har vi

[ 16~ tg(0la < gl [ 156 = lat = gl 111

som viser, at D(f x g) = R ogat ||f*gllu < |fll1llgllw-

For at vise, at f * g er kontinuert gar vi frem i 3 skridt.
1° Enhver funktion f € C.(R¥) er uniformt kontinuert.
Lad K = supp(f) veere f’s kompakte stotte og lad

Ky = {z € R | dist(z, K) < 1},

idet dist(x, K) = inf{||Jz —y|| | y € K} er afstanden fra x til K, jf. opg. 1.3.6.
Sa er K7 kompakt, og dermed er f| K uniformt kontinuert, jf. Seetning 1.6.17.
Til e > 0 findes altsa 0 < 6 < 1, sa der for z,y € K; med ||z —y|| < 0 geelder
|f(z) — f(y)| < e. Dermed har vi

Yo,y €RY o —yll <6 = |f(2) — f(y)l <elk,(z) <e,  (13)

thi hvis z eller y tilhgrer K og ||z — y|| < § < 1 sa vil z,y € K; og (13)
er klar, og hvis hverken x eller y tilhgrer K er f(z) = f(y) = 0, og (13) er
triviel.

2° For f € C.(R¥) er f * g kontinuert.

Lad £ > 0 veere givet og lad § > 0 veere sa (13) er opfyldt. For z,y € R¥
med ||z — y|| < J har vi da

frg(e)— frgly) = / (Flx —t) — fly — t)g(t)dt,

hvoraf

£9(e) = £ 9 < [ elis(o = Dl ds
= &llgllu mr (K1),
hvilket viser, at f x g er (uniformt) kontinuert.

3° For f € L1(R¥), ¢ € C(R¥) har vi ||f*g— ¢ *gllu < [|f — @ll1 9]l
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Dette folger umiddelbart af (12) idet fxg—p*xg = (f —¢)*g. Da vi ifplge
Saetning 7.28 kan veelge ¢, sa || f — ¢||1 er sa lille, vi gnsker, viser 3°, at f*g
kan approksimeres uniformt med kontinuerte funktioner ¢ * g, og dermed er
f * g kontinuert. O

BEMERKNING 8.15. Sasetning 8.14 kan uden videre generaliseres til fglgende:
For f € L1(R¥), g € Loo(RF) er f g defineret for alle x € R*, fxg € Cy(RF)

0g
1 * gl < 112 Nlglloo -

For en udvidelse af dette resultat se opg. 8.8.
SETNING 8.16. For f,g € £1(R¥) er foldningen

Fra@ = [ fa= g

defineret for nasten alle x € R* og bestemmer et element i Li(R¥), ogsa
betegnet f * g, for hvilket

1 gl < 1 fllllgll - (14)

Bevis. Da f ® g, dvs. funktionen (z,y) — f(x)g(y), er Borel malelig pa R2*
(se Lemma 6.2), geelder dette ogsa funktionen, der fas ved sammensatning
med (x,t) — (z —t,t), dvs.

(x,t) — f(x —t)g(t), =x,tcR".

Denne funktion tilhgrer £;(R?¥), idet vi med brug af Tonellis szetning og
translationsinvariansen af Lebesgue malet i R¥ finder

/R%|f(a:—t)g(t)!d(.r,t)=/w (|g(t)|/Rk|f($_t)’dx) &t
= /Rk (|g(t)|/Rk If(a:)lda:) dt = |||l llgll < oo

Af Fubinis seetning folger nu, at ¢t — f(z — t)g(t) er integrabel for naesten
alle z € R*, og at den naesten overalt i R* definerede funktion

| flz—t)g(t)dt,
Rk
som jo netop er f * g, bestemmer et element i L;(R¥). Da

(f * 9)(@) s/ |l — t)g(t)] dt.

Rk
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finder vi endelig
[f*gl < /Rk /Rk |f(z — t)g(t)|dtda
= [\ = g(0lda.t) = 1 gl

O

BEMERKNING 8.17. Vi kan definere en foldning x i L1(R*) ved [f] * [g] =
[f % g, idet f % g ikke eendres, nar f eller g fra £;(R*) erstattes med en
akvivalent funktion. Dermed opnas, at foldning er en komposition i L (R¥),
hvilket ikke er tilfseldet med £1(R¥), hvor kun 8.16 geelder. Rummet L;(R¥)
er et vigtigt eksempel pa en Banach algebra, dvs. et Banach rum E med en
“multiplikation” (u,v) — uv, der ggr F til en ring med egenskaben [|uv|| <
||| ||v]|. Banach algebraen L;(R¥) under foldning kaldes gruppealgebraen for
RE.

SETNING 8.18. For f,g € L1 (RF) gaelder

F(f=g)=Ff-Fg.
Bewvis. Fubinis satning samt Lebesgue malets translationsinvarians giver

Fis 9 = |

R

— /Rk e T fz — y)g(y)d(z,y)

= [ o ([ e s - ac) ay
= /Rk 9(y) (/Rk e"f'(“”)f(w)dx) dy

N /Rk e f(x)da /Rk e " Vg(y)dy
=Ff(§)Fg(§).

e ( [ fa- y)g(y)dy) dr

O

Dette kan benyttes ved lgsning af partielle differentialligninger, hvilket vi
blot vil illustrere her ved et simpelt eksempel.

EKSEMPEL 8.19. Differentialligningen i S(R¥)
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hvor A er Laplace operatoren, A = 5’51 + -4 02 | overfores ved Fourier

Tk ?
transformation til ligningen

1+ [IE1*)aE) = f(©),

der er ensbetydende med

aE) = 1+ 1€ f©). (15)

Ved lgsning af opg. 8.2 og opg. 8.6, finder man for £ = 1 og 3, at
(1 + [€1%)7" = Fgi, hvor gi(z) = are” "l hhv. gs(x) = asllz]| e el
begge er L;i-funktioner pa de respektive rum. I disse tilfaelde overfores (15)
ved Sezetning 8.18 umiddelbart i lgsningsformlen

u=gr*f.

For andre veerdier af k er formlerne for g; mere komplicerede og involverer
Bessel-funktioner.

Ved en videreudvikling af teorien for foldninger og for Fourier transforma-
tionen (specielt ved inddragelse af distributionsteori) kan man pa lignende
made opstille Igsningsformler for langt mere generelle differentialligningspro-
blemer.

8.4 Fourier-Plancherel transformationen

Vi vil vise, at Fourier transformationen kan defineres ogsa pa L2 (R¥) pa en
sadan made, at definitionen stemmer overens med den forrige pa Li(R¥) N
Lo(R¥). Hertil har vi brug for at vise, at S(R¥) er overalt teet i Lo(R¥).
Dette geelder ogsa for £, med p # 2 (p € [1,00[), og det gaelder endda, nar
S(R¥) erstattes af underrummet C2°(R¥) bestiaende af C> funktionerne med
kompakt stgtte:

C>®(RF) = C=(RF) N C.(RF).

At OX(R*) er ikke-tom, fremgér af fglgende eksempel.

ExsEMPEL 8.20. Funktionen
e 1/t for t>0,
f<t):{o for t<0
- 0 1
er C* pa R. Funktionen er klart C*° pa R\ {0} og pa den positive akse er
F®) (t) = pp(1/t)e~ 1/t for et passende polynomium pg, k= 0,1,---. Det er

derfor tilstraekkeligt at vise, at enhver funktion af formen

{ p(1/t)e 1/t for t>0,
0 for ¢t <0,
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er differentiabel for ¢ = 0 med afledet 0, altsa at

lim (1/t)p(1/t)e 1/t =0,

t—0t

men dette fglger af at

lim z"e ™ =0 for ethvert n>0.
xr— 00

Funktionen

fit) =ft—3)f(1—1)

er i C°°(R), og er positiv for ¢ €]1,1[, nul ellers. Funktionen

1 1
fa(t) = %/ fi(s)ds , hvor c= fi(s)ds,

1/2

er C*°. Denerlfort < %, er 0 for ¢t > 1, og ligger mellem 0 og 1 for ¢ E]%, 1.

fi fa

0
Endelig er

N[
—_
[a)

N[
—_

x(@) = fo(llz]) , = € R,
en funktion i C°(R¥) med

supp(x) = {z € R* | [lz]| < 1}, x(x) €]0,1] for ||z]| < 1,
og x(x) =1 for [jz]| < %

Man kan nu ogsa let konstruere en funktion h(z) € CS°(R¥) med
supp(h) = {z € R¥ [ [z <1}, h>0, /h(:z;)da; ~1, (6)

f.eks. ved at tage h(x) = x(z)/c1, hvor ¢; = [ x(y)dy. For hvert € €]0,1]
definerer vi funktionen h. € C°(R¥) ved

he(z) = 5"%(%) , zeRF,
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hvor h er givet ved (16). Vi har da
supp(h) = {z € R¥ | |lz]| <&}, he >0, /hs(:z;)da; 1. an

Vi kalder (he).c10,1] en Dirac familie.

SETNING 8.21. For ethvert p € [1,00[ er C®(R¥) og dermed S(R¥) en
overalt teet delmaengde af L,(RF).

Bevis. Lad p € [1,00[. Vi skal vise, at der for ethvert u € £,(R¥) og ethvert
tal 6 > 0 findes en funktion w € C°(R¥) si at ||ju — wl||, < §. Lad u og &
vaere givne.

Ifglge Seetning 7.28 findes v € C.(R¥) sd |[u—v||, < §/2. Lad K = supp(v).
For hvert € €]0, 1] danner vi funktionen

ve() = v % he(z) = /K he(z — y)o(y)dy |

hvor h. er givet ved (17). Man ser ved brug af szetningen om differentiation
under integraltegnet, at v. € C>°(R¥). Endvidere er

supp(ve) C K. := {x € R¥ | dist(z, K) < e} C K1, (18)

thi nar dist(z, K) > ¢, er ||z —y|| > ¢ for y € K, og dermed he(z —y) =0
for y € K, hvoraf fglger at v.(z) = 0. Da K. er kompakt, er v. € C°(R¥).
Da [ h.(y)dy =1, kan vi skrive

o) = 0w = [ ooy = [ vle = p)h(o)dy
[ @)~ vla ~ y)he(w)d.
lyll<e
Vi ved fra beviset for Saetning 8.14, at v er uniformt kontinuert. Til { > 0

findes altsd 0 < ¢ < 184 |v(z) — v(z —y)| < for ||y|| < e, z € R¥, og deraf
ses

jo(z) — ve ()] < / o(@) — (@ — 3)|he(y)dy

lyll<e
<¢ / he(y)dy = C.

Det fglger, at

Jo=velly = ([ 1o6@) = velaypar)

= ( /K [v(z) - vs<x>|pdm)”p < Cmi(K)'7.
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Vaelges ¢ < 6/(2my(K1)'/P), og dernzest ¢ som angivet ovenfor, far vi ialt
I = vellp < flu=ollp +[lv—vell, <6/2+8/2 <,
sa med w = v, fas det gnskede. O

Ved at ga over til sekvivalensklasser ser vi, at maengden {[f] | f € C°(R")}
er overalt teet i L,(R¥) for 1 < p < co. Idet en skvivalensklasse [f] af funk-
tioner pa R¥, der er ens my-n.o., kun kan indeholde én kontinuert funktion,
har afbildningen f + [f] af £,(R*) ind i L,(R*) en injektiv restriktion til
C(R*) N L,(R¥), og derfor vil vi tillade os at opfatte C(R*) N £, (R¥) som
underrum af L,(R*). Som fglge heraf kan vi sige, at C>°(R*) og S(R¥) er
teet i L,(R¥). Vi vil desuden benytte den almindeligt anvendte “abuse of
notation”, der bestar i at bruge f som betegnelse bade for funktionen f € £,
og den tilhgrende ackvivalensklasse [f].

SETNING 8.22. Fourier transformationen F : S(R¥) — S(R¥) kan pa entydig
maéde udvides til en isometrisk isomorfi Fy af Lo(RF, my) pa Lo(RF, (27) "Fmy,).
For f,g € La(R¥) geaelder Parsevals ligninger

[ t@g@ ds = n)* [ Fap©Fag@ de. (19)
[1s@Pdo=em* [17s©)Pa. 20

Bevis. Af Satning 8.11 fremgar, at F: S(R*) — Lo(R¥, (27)*my) er en
lineser isometri fra S(RF) opfattet som teet underrum i La(R* my). Da
afbildningen gar ind i et fuldsteendigt rum giver Saetning 1.6.20, at F pa
entydig made kan udvides til en kontinuert afbildning Fo : Lo(R*, my) —
Lo(R*, (2m)~%my), som er en linezer isometri. Billedrummet Fo (Lo (R, my))
er fuldsteendigt som isometrisk billede af et fuldsteendigt rum (Seetning 1.5.6).
Heraf folger, at Fo(L2(R¥,my)) er afsluttet (Seetning 1.5.3), men det er
ogsa overalt taet, da det ifglge Korollar 8.10 omfatter S(R¥), og altsa er
fQ(LQ(Rk,mk)) = LQ(Rk, (27?)_kmk). ]

BEMZERKNING 8.23.

(a) Rummene Lo(R¥, my) og Lo(R¥, (2)~*my,) indeholder naturligvis de
samme elementer. Normerne er forskellige, men proportionale, altsa
specielt aekvivalente. o

(b) Ogsa co-Fourier transformationen F: S — S kan udvides til en isome-
trisk isomorfi F af La(R¥, my) pd La(R¥, (27r) "*my). Som i Korollar
8.10 geelder Fy ' = (2m)~*Fy. Dette er Fouriers inversionsformel for
Lo (RF).
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8.17

(c¢) Udvidelsen Fy af Fourier transformationen fra S til Lo kaldes ofte
Fourier-Plancherel transformationen. Saetning 8.22 skyldes den schwei-
ziske matematiker M. Plancherel 1910.

(d) Isometriegenskaben kan ogsa udtrykkes pa den made, at operatoren

F = (2n) "2 Fy: Ly(R*,my) — La(R*, my,)

er en isometrisk isomorfi.

SETNING 8.24. 1° For f € Lo(R¥) N Ly (R*) geelder
Fof =Ff. (21)

2° Lad Kn betegne den afsluttede kugle med radius N; Ky = {x € R |
|z|| < N}. For hvert f € La(R¥) er 1, f € L1(R¥), og folgen af kontinuerte
funktioner F(1k, f),

Fllrn f)(E) = / ¢ f(2)da,

Kn

konvergerer i Ly(R*) mod Fof for N — oco.

Bevis. For f € Lo(RF) er 1k, f € L1(R¥) ifglge Cauchy-Schwarz’ ulighed, da
1k, € La(R¥), og naturligvis tilhgrer 1g, f ogsa Lo(R¥). Vi viser forst (21)
for 1, f. Da S(R¥) er overalt teet i Lo(IR¥), findes der en folge ¢; € S(RF),
sdat ¢; — 1y f1L2(RF) for j — co. For enhver mélelig begraenset funktion
g geelder gp; — glg, f i La(R¥) fordi

lge; — 91lxyllz < llgllulles — Ty ll2-

Benyttes g = 1gx, fas specielt, at 1gg, ¢; — 01 Lo(R¥). Med x(z) som
defineret i Eksempel 8.20 lader vi

n(x) = x(x/(2N));
sa har n stotte i Kon og n(z) = 1 pa Kn. Da vil ogsa folgen ¢; = nyp;

konvergere mod nlx, f = 1y f i La(RF).
Da 1k, f og v har stgtte i Kon, har vi ved Cauchy-Schwarz’ ulighed

Lrn f = W5l < mu(Kan) 2 1ky £ — ¥5]l2,

s& 1b; konvergerer ogsd mod 1, f i L1(R¥) for j — oo.
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8.18

Da 9; € C°(R*) C S konvergerer mod 1k, f i bade L1 (R¥) og La2(RF),
giver Seetningerne 8.2 og 8.22, at

Fipj — Flgy f) i Co(R"),
f’(ﬂj — fg(lKNf) i LQ(Rk, (27?)_kmk) .

Ifplge Korollar 7.21 geelder da, at Fo(lx, f) = F(lk, f) naesten overalt,
dvs. sagt preecist: den kontinuerte funktion F(1g, f) er en repraesentant
for sekvivalensklassen Fo(lxy f) € Lo(RF, (27)"Fmy). Dette viser (21) for
1rn f-

Nu fas 2° let ved brug af Parsevals ligning (20) samt Lebesgues majorant-
seetning:

(27T)_kH~7:2f - ~7:2(1KNf)H§ =||f - 1KNfH§ — 0 for N — oo.

Endelig kan vi vise (21) i almindelighed: Nar f € L;(R¥) N Ly(R¥), vil
Iy f— fiLi(R*) savel som i Ly(R*) ved Lebesgues majorantszetning. Da
vil Fo (1ky f) — Fof i La(RF, (2m)"*my) og F (1ky f) — Ff i Co(RF), og
Korollar 7.21 viser som overfor at Fof = Ff. O

BEMARKNING 8.25. Pa grund af Seaetning 8.24 er det ikke ngdvendigt at
opretholde en sarlig betegnelse F» for Fourier-Plancherel transformationen,
og man bruger seedvanligvis bare betegnelsen F.

Joseph Fourier, fransk matematiker, 17681830
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8.19

Opgaver til §8

8.1. Lad a > 0, og lad f1(z) og fao(z) veere funktionerne pa R defineret ved

e for z > 0,

fl(x)_{o for x < 0;

0 for x > 0,

fa(@) = { e** for x < 0.

Vis, at
O = —— . he)=—
P T ae 0 Y T a e
8.2. Lad b > 0, og lad f veere funktionen pa R defineret ved
1
o) =mrp

Find f(¢). (Vink: Man kan skrive f som

1 1 1
@) =3 (b+m * b—m)
og benytte den foregaende opgave samt Fouriers inversionsformel pa Lo (R),
jf. Bemeerkning 8.23(b).)

8.3.
1° Vis, at koefficienten C,, o i formel (3) er givet ved

m)
Crpo=——"—— fi <m.
T al(m — |al)! or |a| <m

2° Vis Leibniz’ formel for differentiation af et produkt, herunder at C, g =
(3):
8.4. Lad o > 0. Nar formlen [, e dx = /7 antages kendt, kan man
beregne den Fourier transformerede af funktionen f(z) = e=7% /2 (z € R)
pa folgende made:
i) Vis, at
af€) _ .

Ud—f :—ﬁf(§)7

og vis endvidere, at denne ligning medfgrer, at f €) = ce=€ /29 for
en vis konstant c.

ii) Vis, f.eks. ved at betragte f(0), at ¢ = /27 /0.
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8.20

8.5. Vis, at nar f og g € S(R¥), sd er f * g € S(R¥).

8.6. Lad

— 1 3
g(&) - HéHQ‘i‘VQ ’ §€R ’

hvor v > 0. Vis, at g er den Fourier transformerede af funktionen

(Vink: Bemaerk forst, at f(€) = f(A€) for enhver ortogonal 3 x 3 matrix
A, og slut at (&) = f(0,0,]|&|]). Udregn dernzest f(0,0,||£]|) ved sfeerisk
poleere koordinater, jf. opg. 5.24.)

8.7. Vis, at udsagnet i Seetning 8.24, 2° ogsa geelder, nar folgen K erstattes
af en vilkarlig fglge af kompakte maengder My, der opfylder

My CMyC---CMyC..., UMN:Rk,
NeN

8.8. 1° Vis, at hvisp~ 1 +¢ ' =1, p,¢ > 1 og hvis f € L,(R¥), g € L,(RF),
sa er f * g defineret for alle z € R, og der gzelder

1+ gllw < [[£1lp llgllq -

2° Vis, at f x g er kontinuert, hvis f og g er som i 1°.
(Vink: Vis forst pastanden for f € C.(R¥), og benyt dernzest, at C.(R¥)
er overalt teet i £, (R¥).)

8.9. Vis, at nar a > 0 og 2m > k sa er

/ dx —ak_Qm/ dx
re (% 4 [|2[2)™ re (14 [lzf?)™

8.10. (RIEMANN-LEBESGUES LEMMA.) (a) Vis, at nar f € £1(R¥), sa vil

F(€) — 0 for ||€]| — oo. (Vink: Man kan benytte, at f kan approksimeres i
L1 (R¥) med funktioner fra S(R¥).)

(b) Vis, at nar f € £1(R¥), s& er f uniformt kontinuert pa R*.
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Appendix

Denne fremstilling er baseret pa s. 28—-34 i G.B. Folland’s “Real Analysis” og pa noter
udarbejdet af Uffe Haagerup.

1 Eksistensen af Lebesguemalet pa R

Konstruktionen af Lebesguemalet gar via ydre mal. Disse er knapt sa fine som mal,
ved det, at de ikke ngdvendigvis er teelleligt additive, men blot teelleligt subadditive:

Definition 1 Et ydre mal u* pa en mengde X er en funktion p*: P(X) — [0,00],
som opfylder

(i) (@) =0,

(il) p*(A) < p*(B), hvis A,B € P(X) og A C B,

(i) p*(Unzy An) < 32021 w5 (An) for enhwer folge {An}32, © P(X).
Til et ydre mal betragtes en seerlig familie af delmeengder af X:

Definition 2 Lad p* vere et ydre mal pa mengden X. En delmengde E of X kaldes
w*-malelig, hvis der for alle A € P(X) geelder

W (4) = (AN E) + p*(ANCE). (1)

Definition 1 (iii) giver u*(A4) < u*(AN E) + p*(ANCE) for ethvert par A, E € P(X).
Vi har derfor, at E er p*-malelig hvis og kun hvis den anden ulighed,

W(A) = p (AN E) + p*(ANCE), (2)
geelder for alle A € P(X).
Definition 3 En familie A af delmengder af en mengde X kaldes en algebra, hvis
(i) X € A,
(ii) A € A medforer CA € A,

(iii) A, B € A medforer AUB € A.

Enhver o-algebra er en algebra. Det modsatte gaelder ikke, men vi har fglgende lemma,
hvis bevis overlades til leeseren (= Opgave 1, som regnes til gvelserne):



Lemma 4 Lad A vere en algebra pa mengden X, og antag A er afsluttet under tel-
lelige disjunkte foreninger, dvs. for alle folger { A} af parvis disjunkte maengder i
A gelder |, A, € A.

Da er A en o-algebra.

Theorem 5 (Carathéodory’s Seetning) Lad u* vere et ydre mal pa en mengde X .
Lad E vere familien af alle pu*-malelige delmengder af X. Lad p vere restriktionen af
p* tlE, dvs. u: E— [0,00] og u(E) = p*(F) for E € E.

Da er (X,E, n) et malrum.

Beuvis: Det skal vises, at E er en g-algebra, og at u er et mal pa E. Det folger umiddelbart
af (1), at E € E medfgrer CE € E, og at () og X begge ligger i E.
For E,F € E og A € P(X) har vi
p(4) = p(ANE)+p*(ANCE)
= WANENF)+u*(ANENCE)+p*(ANCENF) + u*(ANCENCF)
> P (ANENF)UANENCF)UANCENF)) 4+ (ANCENCF)
= p(AN(EUF))+p (AnC(EUF)).
Dette viser, at FE, F' € E medfgrer E U F' € E. Det er nu vist, at [E er en algebra.
Lad nu {E,}2°, veere en fplge af parvis disjunkte maengder beliggende i E. Seet
= U;'L:1 E;, og bemerk, at F,, € E, da E er en algebra. Seet F = U;’;l E; (=
UZO:1 F,). Hovedslaget, der skal udksempes i dette bevis, bestar i at vise:
W (A) = (AN F) + 1" (ANCF) = Y W™ (AN By) 4+ 1 (AN CF), 3)
j=1

for alle A € P(X).
For at se (3), bemeerk forst

A=(ANF)U(ANCF)= | | JANE; | U(AnCF).
j=1

Sammen med Definition 1 (iii) giver dette

pH(A) < P (ANF)+ p*(ANCF) <Y p (AN E;) + p*(ANCF). (4)
j=1

Omvendt, for alle n > 2 har vi
p(ANE)) =p*(ANFE,NE,) +p* (ANF,NCE,) = u (ANE,) +u* (AN F,_1).
Det folger heraf ved induktion, at

W(ANF) =Y W (ANEy),
j=1



for alle n > 1. (Til grundtrinnet n = 1 benyttes at F; = F;.) Ved at benytte CF cCF,
og (ii) i Definition 1 far vi

W(A) = w(ANF)+u (ANCE,)

= Y W(ANE)+ ' (ANCF)

=1

> Y w(ANE;) +p(ANCF).

j=1

Da dette gaelder for alle n € N, har vi Z;; w(ANE;)+p*(ANCF) < p*(A). Sammen
med (4) viser dette (3).

Det folger umiddelbart af (3), at F' € E. Derfor er E afsluttet under teellelige
disjunkte foreninger, sa [E er en o-algebra jvf. Lemma 4. Seettes A = U;’;l E;(=F)i

(3), far vi
M(U Ej) =Y u(Ej).

(Husk at u(F) = p*(F) for E € E.) Dette viser, at u er et mal pa o-algebraen E. [

Vi vender os nu til konstruktionen af Lebesguemalet pa den reelle akse.

Definition 6 Et h-interval er et delinterval af R af formen (a,b], (a,00), eller (), hvor
—00 < a < b<oo. Mengden af alle h-intervaller benevnes med 1.

Bemzerk, at hvis I er et h-interval, si er 0 enten igen et h-interval eller en disjunkt
forening af to h-intervaller. Thi i tilfseldet hvor I = (a,b] og —00 < a < b < o0, da er
CI en disjunkt forening af to h-intervaller, og i alle andre tilfaelde er CI et h-interval.
Snitmaengden af to h-intervaller er igen et h-interval.

Definition 7 Definer £: 1 — [0, o0] ved
((a,b) =b—a, £((a,0))=~L((—00,b]) =L(R) =00, £(D)=0.

Definer m*: P(R) — [0, 00| ved

m*(A) =inf > 0(L;) | el, AC| L. (5)
j=1 j=1

Strategien er nu at vise, at m* er et ydre mal, at alle h-intervaller er m*-malelige, og
at m*(I) = £(I) for alle h-intervaller I. Dette gores i nedenstaende lemmaer. Herefter
giver Carathéodory’s saetning det gnskede resultat om eksistensen af Lebesguemalet
(Theorem 13).



Lemma 8 m™* er et ydre mal.

Bevis: Det skal vises, at (i), (ii) og (iii) i Definition 1 holder. (ii) er en umiddelbar
konsekvens af definitionen af m* (overvej dette!). (i) indses let ved f.eks. at veelge
L=L=I3=---=1.

For at vise (iii), lad {A,}52; veere en vilkarlig folge i P(R). Hvis m*(A4,,) = oo for
mindst et n, sa geelder uligheden m* (U, An) < Yo, m*(A,) trivielt. Antag derfor
gerne, at m*(Ay) < oo for alle n. Lad € > 0. Find for alle n folger {1, ;}52, i L, sa

U wge 3 M(Ig) SmT(A,) 4277

Da er {1 ;}55,-; en teellelig familie i I, og

U U g D Ung) D (m*(An) +2778) = 3 m(An) +e

Dette viser, at m*({J;—; A,) < >~ m*(A,) +¢. Da dette holder for alle € > 0 fplger
det gnskede: m*(U,_; An) <> o0 m*(4,). O

Lemma 9 Alle h-intervaller er m*-malelige.

Bevis: Lad I veere et h-interval. Vi viser, at I er m*-malelig ved at eftervise (2).

Lad A € P(R), og betragt hertil en vilkarlig folge {.J,,}22; af h-intervaller sa A C
UoZ, Jn. Som tidligere bemeerket er CI foreningen af to disjunkte h-intervaller I’ og I”
(det ene af disse h-intervaller kunne veere den tomme maengde). Seet

K, =1nJ,, K =1'nJ,, K!'=1"nJ,.

Da er K,, K|, K/ parvis disjunkte h-intervaller, og J, = K,, U K] U K. Derfor er
0(J,) = 0K, +U(K]) + (K]) (overvej). Endvidere geelder

ANIC GKH, ANI C GK;L, ANnI’ C OK;{.

n=1 n=1 n=1
Samlet har vi
S UJn) = > UK+ Z (L) + Y UKY)
n=1 = n=1

n=1

> m (AmI)+m (ANT)+m*(AnI"),



hvor > skyldes (5). Da overdeekningen {.J,, }72; af A var vilkarlig, kan vi igen ifplge (5)
konkludere, at

m*(A) > m*(AﬂI)—l—m*(AﬂI')—l—m*(AﬂI”)
> m*(ANI)+m*(An T UI")

m*(ANI)+m*(AnCI).

Det ses nu, at (2) er opfyldt, sa I er m*-malelig. [

Lemma 10 Huvis .
[a,b] C U aj,b;

hvor a <b og aj < b; for j =1,2,...,n, sd er

b—a S Z(bj — CLj).
7j=1

Beuvis: Beviset fores ved induktion efter n. Overvej selv situationen for n = 1. Antag
n > 2, at [a,b] C U;'L:1(aj7 b;), og at pastanden i lemmaet er vist for alle overdeekninger
med feerre end n intervaller. Find jo € {1,2,... n} sa a € (aj,,bj,). Hvis bj, > b, sa er
la,b] C (aj,,bj,), og sagen er klar!

Antag b, <b. Da er

[bjo» ] = [a,b] \ (aj,.bj,) € | (a;,b)).
J#Jjo

Induktionsantagelsen giver derfor b — b, < > it (bj — a;). Dermed har vi

b—a = (b_bjo)+<bjo ) ( b]0)+( a]o)
< Z(bj_aj)+( — aj,) Z .
J#Jo J=1

Lemma 11 Lad I, 14,15, 13,... vere h-intervaller, saledes at I C Uflozl I,,. Da gelder

S
n=1

Bewvis: Hvis I = (), sa er der intet at vise. Antag derfor gerne, at I # (). Endvidere, hvis
¢(I,,) = oo for mindst et n, sa er der heller intet at vise. Vi kan derfor ogsa antage, at
((1,) < oo for alle n. Dvs. I, = (an, by], hvor —co < a,, < b, < 0o (idet vi ogsa smider



alle tomme maengder blandt intervallerne I, Io, ... ud).
Bemeerk, at

(1) =sup{t —d |,V €I, d <¥}, (6)

nar I # (). Lad a/,b’ € I med o’ <V veere givet.

Lad € > 0, og s&t a,, = ay, og b, = b, +€27". Da er I,, = (an,b,] C (a,,b],), sa
@', b'] C T C U;il(a;wb;')~ Da [da’, V'] er kompakt giver Heine-Borel’s s&tning [a’, b'] C
U;;l(a;, b;) for et passende stort n.

Det fglger nu fra Lemma 10, at

bV —d < Z(b; — aj)

oo oo

< (bj +e279 — aj) =

Jj=1 J

(€(Ij) + 82_j) = iﬁ(lj) + €.

1

Da e > 0 var vilkarlig, far vi b/ —a’ < Z;; U(I;), og da a’,b" ogsa var vilkarlige folger
det gnskede af (6). O

Lemma 12 For ethvert h-interval I er m*(I) = ¢(I).

Bevis: Seet Iy =1, I = I3 =--- = (. Da er Iy, I5,13,... h-intervaller og I C UZO:1 I,,
sa

m*(I) <Y 4(I,) = (1)

ifolge definitionen af m*. Omvendt, hvis {I,}>2, er en fglge af h-intervaller med
I CU, I, daer Y o2 £(I,) > {(I) ifplge Lemma 11. Dette viser, at m*(I) > ¢(I).
U

Theorem 13 Der findes et malrum (R,L,m), som opfylder B(R) C L og
m((a,b]) =b— a,
for alle a,b med —co < a < b < .

Beuvis: Lad L veere maengden af alle m*-malelige maengder, og lad m vaere restriktionen
af m* til L. Carathéodory’s setning giver, at (R,L,m) er et malrum. Lemma 9 giver
I C L. Da o-algebraen frembragt af I er lig med Borel-o-algebraen B(R) (jvf. Opgave
1.2), sa giver Saetning 1.2 i noterne, at B(R) = o(I) C L.
Endelig, hvis —oo < a < b < o0, sa er (a,b] et h-interval, og ved at udnytte Lemma
12 far vi
m((a,b]) = m*((a,b]) = ¥¢((a,b]) =b— a. O



Ved at tage restriktionen af malet m til Borel-o-algebraen B(R) far vi fplgende korollar
til Theorem 13:

Korollar 14 Der findes et mal m defineret pa o-algebraen B(R), som opfylder
m((a,b]) = b—a,
for alle a,b med —co < a < b < .

Hovedsaetning 5.1 i noterne siger, at malet m i Korollar 14 tillige er entydigt.

Eksistensen af Lebesguemalet pa R* kan vises pa en tilsvarende, men mere besveerlig,
made. Istedet vil vi, nar tiden er moden, konstruere Lebesguemalet pa R* ved at bruge
teorien for produktmal, som udvikles i noternes §6.

2 Fuldstaendige mal

Malet i Carathéodory’s Saetning — og dermed ogsa Lebesguemalet m defineret pa o
-algebraen I — har en seerlig fin og nyttig egenskab kaldet fuldstaendighed. Denne
egenskab defineres formelt saledes:

Definition 15 Et malrum (X, E, u) kaldes fuldsteendigt, hvis alle p-nulmengder ligger
i E.

Bemeerk, at (X, E, u) er fuldsteendig, hvis og kun hvis det for alle E' € E med p(F) =0,
ogalle N C E gaelder, at N € E. Af og til vil man sige, at p er fuldsteendig i betydningen
(X,E, p) er fuldsteendig, nar X og E fremgar af sammenhzngen.

Fuldsteendige mal er diskuteret i opgaverne 3.15-3.18 i noterne. Fuldsteendige mal

er bekvemme at arbejde med, bl.a. p.g.a. folgende sztning, som til dels er bevist i
Opgave 3.18.

Seetning 16 Lad (X, E, u) veere et fuldstendigt malrum, og lad (Y, F,v) vere et vilkarligt
andet malrum (ikke ngdvendiguist fuldstendigt). Hvis f: X — Y er E-F-malelig, og hvis
g: X =Y opfylder g = f p-n.o., sa er g ogsa E-F-malelig.

Til ethvert malrum (X,E, ) kan man konstruere et nyt malrum (X, E, i), som er
fuldsteendigt, og som opfylder E C E og fi[g = u (se Opgave 3.17 eller Opgave 4
nedenfor). Dette nye malrum kaldes en fuldstendiggorelse af (X, E, ). Lebesguesmalet
konstrueret i Theorem 13 er, som vist nedenfor, automatisk fuldsteedigt, sa vi far ikke
brug for denne fuldsteendigggrelsesmaskine.

Seetning 17 Malrummet (X,E, ) fra Carathéodory’s Setning (Theorem 5) er fuld-
stendigt.



Beuwis: Vi benytter notationen fra Theorem 5, hvor bl.a. u* er et ydre mal pa maengden
X, E er maengden af p*-malelige maengder, og p er restriktionen af p* til E.
Lad E € E og N C E med pu(E) = 0 vaere givet, og lad A € P(X). Da er

P (ANN) +p*(ANCN) < p(E) + p(A4) = " (4).

Betingelsen (2) er saledes opfyldt for N, sa N € E. Dette viser, at u er fuldsteendig. [

Korollar 18 Lebesguemalet m defineret pa o-algebraen L (defineret i Theorem 13) er
fuldstendigt.

Bevis: Dette folger umiddelbart af Seetning 17, idet malrummet (R, L, m) kommer fra
et ydre mal via Carathéodory’s Seetning. [

Meangderne i o-algebraen L kaldes Lebesguemalelige mangder. Alle Borel-delmaengder
af R er saledes Lebesguemalelige. Det omvendte geelder ikke. Faktisk har vi

B(R) C L C P(R). (7)
Den fgrste af disse segte inklusioner kan ses ved en kardinalitetsbetragtning, idet
card(LL) = card(P(R)), card(B(R)) = card(R). (8)

Den fgrste identitet i (8) kan indses ved at benytte Cantor’s maengde Z (se Eksempel
5.22 i noterne). Maengden Z er kompakt (og dermed Z € B(R) C L), m(Z) = 0,
og card(Z) = card(R). Da (R,L,m) er fuldsteendig, har vi P(Z) C L. Dette giver
card(P(R)) = card(P(Z)) < card(L) < card(P(R)). Den anden kardinalitetsidentitet i
(8) er en del mere kompliceret, og vil ikke blive vist her.

Den anden agte inklusion i (7) folger umiddelbart af Vitali’s Seetning (Seetning 5.30
i noterne).

En funktion f: R — R, hhv. f: R — C, kaldes Lebesguemalelig, hvis den er L-B(R)-
malelig, hhv. L-B(C)-malelig.

Alle Borelfunktioner f: R — R og f: R — C er saledes Lebesguemalelige (da
B(R) C L). Endvidere, hvis f,g: R — R, hvis f er Lebesguemalelig, og hvis f = g
m-n.o., sa er g Lebesguemalelig ifglge Seetning 16.

Lad [a, b] vaere et kompakt delinterval af R, og saet

L((a.b) = {En[ab] | EEL) (=Lyy).

Det kan (ret nemt) vises, at ([a,b],L([a,b]),m) er et fuldsteendigt malrum, og at
B([a,b]) C L([a,b]). I Opgave 3 nedenfor vises det, at L([a,b],L([a,b]), m) indehol-
der alle Riemannintegrable funktioner f: [a,b] — R, og at Lebesgueintegralet stemmer
overens med Riemannintegralet, nar Riemannintegralet er defineret.

Der findes eksempler pa Riemannintegrable funktioner, som ikke er Borelmalelige
(se Opgave 4).



3 Opgaver

Opgave 1  Bevis Lemma 4.

Opgave 2 Lad X vare en ikke-tom mengde, og definer p*: P(X) — R ved
p*(@) =0 og pu*(E) =1 for alle E € P(X)\ {0}. Vis at u* er et ydre mal, og bestem
alle p*-malelige delmaengder af X.

Opgave 3 Lad f: [a,b] — R veere en Riemannintegrabel funktion, hvor Riemannin-
tegralet er defineret pa ssedvanlig vis ved hjzlp af over- og undersummer.

(i) Vis at der findes fplger af funktioner
$1 <82 <s3< - < f<-<ig<iy<ty,

hvor funktionerne s; og ¢; er pa formen > _, a;l[z, | 2;), for passende inddelin-
ger,a =29 <11 <Tg < -+ <Tp_1 <z, => af intervallet [a, b], og for passende
reelle tal oy, s, ..., ay,, saledes at

b
sup/ sndm:/ f(z)dz :inf/ tndm.
n  Jla,b] a " Jla,b]

(ii) Vis at der findes g1, g2 € L([a, b],B([a,b]),m), sa g1 < f < g2 og

b
/ gldm:/ f(a;)dx:/ gadm.
[a,b] a [a,b]

(iii) Vis at g1 = f = g2 m-n.o.
(iv) Vis at f € L([a,b],L([a,b]), m), og at

b
- fdm:/a f(z)dz.

Opgave 4 Lad Z vaere Cantormaengden (jvf. Eksempel 5.22 i noterne). Det erindres
herfra, at Z er en kompakt delmengde af intervallet [0, 1], at Z er overteellelig, og at
m(Z) = 0.

(i) Vis at 14: [0,1] — R er Riemannintegrabel, og at fol la(xz)dx = 0 for enhver
delmeengde A af Cantormeengden Z.

(ii) Find et eksempel pa en Riemannintegrabel funktion f: [0,1] — R, som ikke er
en Borelfunktion. [Vink: Mangden af Borel-delmaengder af R er teellelig]



Opgave 5 Lad (X,F,\) vaere et malrum. I analogi med definitionen af m* (i Defi-
nition 7) defineres pu*: P(X) — [0, 00| ved

L@

p*(A) = inf Z)\ )| F;eF, AC||F;

j=1

Formalet med denne opgave er at undersgge hvad denne definition fgrer til, og at saette
undersggelsen af m* i relief. Som et biprodukt far vi en fuldsteendigggrelse af A\, men
dette kan opnas betydeligt enklere ved at folge Opgave 3.17.

(i) Vis at
w'(A) =inf{\(F) | FeF, ACF},

for alle A € P(X), og vis, at der til ethvert A € P(X) findes F' € F saledes, at
A CF og pu*(A) = A\(F).

(ii) Vis at p* er et ydre mal.

Benaevn med E meengden af p*-malelige delmaengder af X, og lad p betegne restrik-

tionen af p* til E.
(iii) Gor rede for, at (X,E, u) er et fuldsteendigt malrum.

(iv) Visat F C E, dvs. at alle meengder F' i F er p*-malelige.

(v

(vi

Vis at u(E) = A(F) for alle E € E.
Gor rede for, at (X, E, 1) er en fuldsteendigggrelse af (X, F, \).

(vii) Beskriv (X,E, u) i tilfeeldet, hvor F = {(), X} og hvor A\(X) = 1.

)
)
)
)
)
)

Antag at A er o-endelig. Vis at £ € E hvis og kun hvis der findes F' € F saledes
at den symmetriske difference (E \ F)) U (F'\ E) er en A-nulmaengde.

(viii

(ix) Beskriv (X, E, u) i tilfeeldet, hvor A(F') = oo for alle ikke-tomme F' € F. Vis at
resultatet fra spegrgsmal (viii) ikke holder generelt uden antagelsen om, at A er
o-endelig.
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