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FORORD

Kurset 3GT er et nyt kursus i 5. semester omhandlende maengdelaere, generel
topologi og homotopiteori. Det forudsaettes, at laeseren er bekendt med grundlaeg-
gende operationer med mangder og med teorien for metriske rum. I forbindelse
med homotopiteori bedes laeseren genopfriske Cauchys integralsaetning, hvor be-
grebet enkeltsammenhaengende maengde dukker op. Det forudsaettes endelig, at
lzeseren har stiftet bekendtskab med begreberne gruppe og gruppehomomorfi.

Forste bogversion udkom efteraret 1997, og de fglgende ar er bogen blevet
genoptrykt usendret bortset fra rettelse af nogle trykfejl. I naserveerende optryk er
nogle fa yderligere trykfejl rettet, og beviset for Seetning 7.13 er erstattet af et
simplere bevis af David Brink.

Jeg er René Moss megen tak skyldig for at have samlet materiale til heeftets
index.

Kgbenhavn, juni 2001
Christian Berg
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Kapitel 1. Mangdelsere.

Introduktion.

I dette kapitel behandles ackvivalens- og ordensrelationer som optakt til studiet
af sekvipotens og kardinaltal. De to sidste begreber blev indfgrt af Georg Can-
tor (1845-1918) i slutningen af det 19. arhundrede. I denne videregaende del af
maengdelaeren er det ngdvendigt at inddrage udvalgsaksiomet, som ggr det muligt
at vise f.eks. eksistensen af baser i uendelig dimensionale vektorrum. Det vises,
at det intuitive udvalgsaksiom er logisk sekvivalent med eksistensen af maksimale
elementer i visse ordnede maengder, et vigtigt resultat kaldet Zorns Lemma. For
yderligere information om hele denne emnekreds henvises til artiklerne af T. Heiede
og H.J. Helms: Meaengdelere og transfinite kardinaltal I-II1. Nordisk Matematisk
Tidsskrift bd. 10, 11-51, 108-136, 169-190 (1962). Desuden henvises til K. Hrbacek
og T. Jech: Introduction to set theory. Marcel Dekker, New York 1984.

s1. Relationer.
1.1. Alment om relationer.

En relation i en maengde M defineres som en delmaengde R C M x M. Mangden
R fastleegger de par af elementer (a,b) € M x M, som star i relation til hinanden.

I stedet for at skrive (a,b) € R indfores ofte et specielt symbol som sattes
mellem a og b, f.eks. 3 < 5 for relationen “mindre end” i R givet ved

R = {(z,y) € R? |  mindre end y}

og N C Z for relationen “delmaengde af” i maengden P(R) af delmeengder af R
givet ved
R={(A,B) e P(R?|VzeR (zr € A=z € B)}.

Lad os indfgre symbolet < hgrende til en relation R i M. Der gaelder altsa
Ve,ye M ((z,y) e Rex <y).

Relationen kaldes
refleksiv, hvis Vo € M (z < x)
symmetrisk, hvisVr,y € M (z <y =y < x)
transitiv, hvis Va,y,z € M ((x <y) Ay < 2) = x < 2)
antisymmetrisk, hvis Vo, y € M ((z <y) A (y < x) = x =)
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En relation R i en maengde M inducerer en relation i enhver delmaengde N C M
nemlig relationen RN (N x N). Det betyder blot at « € N star i relation til y € N
inden for N preecis hvis x star i relation til y, nar x og y opfattes som elementer i
M.

1.2. Akvivalensrelationer og klasseinddelinger.

Definition 1.1. Ved en @kvivalensrelation i en meengde M forstas en relation,
som er refleksiv, symmetrisk og transitiv.

Den kendteste ackvivalensrelation er lighed = som er underforstaet i maengde-
begrebet, i og med at det forudsaettes muligt at afggre om to forelagte elementer
er ens eller ej i en given meengde.

En vigtig aekvivalensrelation i Z kendes fra talteori. For fast n € N taler man
om, at x,y € Z er kongruente modulo n, hvis x — y er delelig med n, altsa hvis
x — y = kn for passende k € Z. Man bruger betegnelsen x =y (mod n) eller blot
x =y, hvis n er underforstaet af sammenhaengen.

Definition 1.2. Ved en klasseinddeling af M forstas et ikke tomt system K af
ikke tomme parvis disjunkte delmaengder af M sa |J o K = M.

F.eks. er maengderne af lige og ulige tal en klasseinddeling af Z i 2 klasser.

Begreberne @kvivalensrelation og klasseinddeling er teet forbundne, idet en
ekvivalensrelation giver anledning til en klasseinddeling og vice versa, som det
fremgar af fglgende satning.

Seetning 1.3. Lad M vere en ikke tom mangde. Til en ekvivalensrelation ~ © M
betragtes for hvert x € M @kvivalensklassen [x] bestaende af de med x @kvivalente
elementer, 1.e.

[zl ={ye M|z ~y}.

Sa er systemet KK = {[z] | x € M} en klasseinddeling af M.
Til en klasseinddeling IC af M er relationen ~ defineret ved

r~y<edK e K(z,y € K)

en @kvivalensrelation 1 M.
De to netop definerede afbildninger mellem mangden af @kvivalensrelationer i
M og af klasseinddelinger af M er hinandens inverse.

Bevis. Til en given @ekvivalensrelation ~ i M er K = {[z] | x € M} et ikke tomt
system bestaende af ikke tomme meengder med |Jye K = M da z € [z] for
x € M. Desuden galder, at hvis [z] N [y] # @, sa er [z] = [y]. Hvis nemlig
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xo € [x] N [y], ser vi at [z] C [y] pa grund af den transitive lov: For z € [z]| har vi
z~x, T~z altsa z ~ xg, og da ogsa xg ~ y fas z ~ y dvs. z € [y|. Inklusionen
[y] C [z] ses analogt. Dermed er K en klasseinddeling.

Hvis omvendt K er en klasseinddeling er relationen

r~y<sdK ekl (z,y € K)

refleksiv (til x € M findes K € K sa 2 € K da [Jgc K = M), symmetrisk
(oplagt) og transitiv (z,y € K, y,z € L,sama K = L da KNL # @, altsa z ~ z).

Lad nu ~ vere en @kvivalensrelation med klasseinddeling K og lad ~x vaere
den til K hgrende ackvivalensrelation. Sa geelder for x,y € M:

r~ys dze M (zy € [z])
SIzeM(@x~zAy~2)
STy,

hvilket viser, at relationerne ~ og ~x er ens.

Lad endelig K vaere en klasseinddeling med tilhgrende sekvivalensrelation ~.
Vi skal vise, at K = {[z] | * € M}. Til K € K og 2 € K gelder [z] = K, og
pastanden fglger. [

I en vilkarlig maengde M findes to ekstreme klasseinddelinger £ = {M} med
kun én klasse og K = {{z} | z € M}, hvor alle klasser kun bestar af ét punkt,
altsa hver klasse er en singleton. De to tilhgrende skvivalensrelationer er, at alle
elementer er sekvivalente henholdsvis lighed.

1.3. Ordensrelationer.

Definition 1.4. Ved en ordensrelation i en meengde M forstas en relation, som
er refieksiv, antisymmetrisk og transitiv. Hvis < er en ordensrelation i M kaldes
(M, <) en ordnet maengde.

Er en relation i M kun refleksiv og transitiv, kaldes den en preordensrelation.

Hvis < er en praeordensrelation i en maengde M, sa kan man indfgre en sekvi-
valensrelation ~ i M ved

r~ySr<yNy<x.

Herved bliver M inddelt i akvivalensklasser. Klassen indeholdende z € M
betegnes [z]. Der defineres nu en relation i maengden M/~ af skvivalensklasser
ved fastsaettelsen

[F] <yl ez =<y

9
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idet man let ser, at definitionen er uathasengig af valget af repreesentant i aekvi-
valensklassen. Det er ligeledes umiddelbart at verificere, at der herved defineres
en ordensrelation i M/~ saledes at en preaeordensrelation giver anledning til en
ordensrelation i maengden af sekvivalensklasser.

Eksempler pa ordensrelationer er relationen < i R og relationen C i maengden
P(M) af delmaengder af en maengde M. Endvidere naevnes “ga op” relationen | i
N defineret ved at alb, hvis b er et multiplum af a.

Definition 1.5. En ordensrelation < i M kaldes total og (M, <) kaldes en totalt
ordnet meengde, hvis der gselder

Ve,ye M (x <yVy=<x).

Betingelsen kan udtrykkes ved at sige, at to vilkarlige elementer er sammenlig-
nelige ved relationen <.

Af de ovennaevnte 3 eksempler er kun den fgrste ordensrelation total.

Vi indfgrer nu en raekke vigtige begreber vedrgrende en ordnet maengde (M, <).

Et element a € M kaldes det forste elementi M safremt

Vee M (a <z) .

Det fremgar af antisymmetrien, at der hgjst findes et element i M, der tilfreds-
stiller denne betingelse (og derfor kan vi sige det fgrste element).
Analogt kaldes a € M det sidste element i M, safremt

Vee M (z <a) .

Det fgrste og det sidste element er per definition sammenlignelige med alle
elementer i M.
Et element a € M kaldes minimalt i M, hvis

Vee M (z<a=2x=a),

og maksimalt, safremt
VeeM (a<z=a=ux).

Hvis M har et fgrste element er det ogsa minimalt, og det er det eneste minimale
element i M. Hvis M ikke har noget fgrste element, kan der veere forskellige mini-
male elementer, men to af disse vil ikke veere sammenlignelige.Ved totalt ordnede
meaengder er begreberne fgrste element og minimalt element det samme.
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Eksempel 1.6. For den ordnede maengde (N, |) er 1 det fgrste element, og der er
ingen maksimale elementer. For den ordnede delmeengde N\{1} er der ikke noget
forste element og primtallene er praecis de minimale elementer.

Er (M, <) og (N, <) ordnede maengder kaldes en afbildning f: M — N orden-
stro, safremt
Vo,y e M (z <y = f(z) < f(y)) -

Hvis f er bijektiv og savel f som f~! er ordenstro kaldes f en ordensisomorfi.
Ved en ordensisomorfi overfgres alle egenskaber defineret i henhold til ordensrela-
tionen i M til N. Hvis f.eks. a € M er det forste element i A C M, sa er f(a) det
forste element i f(A).

11



Matematisk Afdeling 1.6
30. januar 2003

OPGAVER TIL §1

1.1. Lad f : M — N vere en surjektiv afbildning. Vis, at meengden

Ry = {(z,y) € M x M | f(x) = f(y)}

er en xkvivalensrelation, der svarer til at

z~ye f(z)=fly) for z,yeM.

Vis, at den tilhgrende klasseinddeling er {f~1(n) | n € N}.

Vis, at man til en vilkarlig sekvivalensrelation i en maengde M altid kan kon-
struere en maengde N og en surjektiv afbildning f : M — N, sa den oprindelige
aekvivalensrelation er lig med Ry.

1.2. Lad (G,+,0) veere en abelsk gruppe og P en delmaengde af G. Vis, at
relationen

R={(z,y) eGxG|ly—zeP}, zx<y<(r,y) €R

er en ordensrelation i G hvis og kun hvis P har egenskaberne
(i) 0 € P, (ii) PN (—P) ={0}, (iii) P+ P C P.

Vis, at hvis P har disse egenskaber sa geelder
(a) P={zeG|0=<zx}.
(b) Vz,y,2€ G (z <y x+2<y+2).

Gruppen kaldes en ordnet gruppe.
Vis, at ordensrelationen er total hvis og kun hvis P U (—P) = G.

1.3. Lad (M;)ies veere en familie af maengder og antag, at der for hvert ¢ € I er
defineret en ordensrelation <; i M;.
Vis at produktmeaengden

M = HMz = {(mi)ief | Vi € I(mz S Mz)}

iel
er en ordnet maengde ved relationen
(mi)ier < (ni)ier & Vi€ I (m; <;ng)

kaldet produktordningen.
12
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1.4. Leksikografisk ordning. Lad M; og M, vere to ordnede maengder, hvor
ordensrelationen i begge maengder betegnes <, og pa ssedvanlig made betyder
r<yatx<yogax#y. Vis, at relationen

(z1,72) < (y1,92) & (21 <y1) V ((z1 = y1) A (22 < 92))
er en ordensrelation i My x Ms. Vis, at hvis M; og M, er totalt ordnet sa er ogsa
M; x M5 totalt ordnet.

Generaliser ordningen til produkter af n ordnede meengder og forklar navnet
leksikografisk ordning.
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§2. Akvipotente maengder.
2.1. Akvipotens. Kardinaltal.

Vi skal nedenfor definere en ordensrelation mellem maengder. Dermed far vi
formelt brug for meengden () af alle maengder, men det leder til et paradoks pa
folgende made: Vi betragter

S={AcQ|A¢ A},
altsa meengden af maengder A, der ikke er element i sig selv. Sa gaelder abenbart

SeSe S¢S,

hvilket er absurd. Dette er indholdet af Bertrand Russells paradoks (1904), og det
gav anledning til megen skepsis overfor maengdelaeren i begyndelsen af 1900-tallet.
Problemet er analogt til kasernebarberen, der far ordre til at barbere alle maend pa
kasernen, der ikke barberer sig selv. Bliver kasernebarberen barberet? Man undgar
paradokser af ovennaevnte type ved at tale om klasser af maengder. Visse klasser
af maengder er igen maengder men ikke alle. F.eks. er klassen af delmaengder af
en given maengde en maengde, men klasserne 2 og S er ikke meengder. Vi vil ikke
ggre noget forsgg pa at praecisere, hvad der er klasser, og hvad der er maengder.
Noget sadant vil kraeve en aksiomatisk indfgrelse af maengdelseren.

Der er imidlertid ikke noget til hinder for at tale om relationer i klasser, sa
de foregaende bemarkninger om relationer kan anvendes pa f.eks. klassen af alle
maengder.

Vi skal diskutere hvad det vil sige, at to maengder har lige mange elementer. For
endelige maengder er vi ikke i tvivl — vi taeller —, men teellearbejdet er overflgdigt,
hvis vi er i stand til at parre elementerne i de to maengder. I et arbejde fra 1638
betragter Galilei to liniestykker af forskellig leengde og spgrger, om det lsengste
indeholder flere punkter end det korteste. Han svarer, at det ikke har nogen
mening om uendelige mangder at sige, at den ene indeholder flere eller feerre eller
lige sa mange elementer som den anden, og han fortsaetter med folgende argument:
Det synes anskueligt klart, at der findes langt flere naturlige tal end kvadrattal,
og dog kan man haevde, at der er lige mange; thi til ethvert kvadrattal svarer et
naturligt tal nemlig dets kvadratrod, og til ethvert naturligt tal svarer et kvadrattal
nemlig dets kvadrat. Sagt med moderne terminologi: Afbildningen n ~— n? er en
bijektiv afbildning af N pa maengden K af kvadrattal.

Det er praecis den definition Georg Cantor (1845-1918) benyttede pa “ligestor-
hed” eller sekvipotens af maengder i sine banebrydende undersggelser over uende-
lige maengder omkring 1870. Cantors ideer mgdte stor modstand bl.a. fra Kronec-
ker og modstanden var utvivlsomt medvirkende til Cantors nervesammenbrud og
depressioner. Hilbert stgttede Cantors teori og udtalte: Ingen skal fordrive os fra
det paradis, som Cantor har skabt.
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Definition 2.1. To maengder kaldes @kuvipotente, hvis der findes en bijektiv af-
bildning af den ene maengde pa den anden. Herved defineres en sekvivalensrelation
kaldet sekvipotens i klassen af alle meengder. Ved et kardinaltal forstas en askvi-
valensklasse af a&ekvipotente maengder. For en meengde M betegner card M den
akvivalensklasse, der indeholder M.

For to meengder M og N betyder card M = card N altsa, at M og N er aekvi-
potente.

Hvis en maengde M har n elementer, sa har alle med M akvipotente maengder
ogsa n elementer, og derfor betegner man ofte askvivalensklassen med n, man
skriver altsa

card M =n .

Ogsa for andre @kvivalensklasser har man indfgrt seerlige symboler. Saledes be-
tegner Ry og N aekvivalensklasserne, der indeholder henholdsvis N og R. (Symbolet
N leeses alef og er det forste bogstav i det hebreeiske alfabet).

At der om en maengde M geelder card M = N betyder altsa, at M er aekvipotent
med N, og man siger, at M er numerabel. En maengde der er endelig eller numerabel
kaldes tellelig eller hgjst numerabel.

Meaengder M med card M = N er aekvipotente med R og siges at have kontinuets
megtighed. Det er klart, at alle abne intervaller er sekvipotente med R, f.eks.
er tan : }—g, g[ — R en bijektiv afbildning, men at ogsa ]0,1] er skvipotent
med |0, 1] kan ses f.eks. ved folgende afbildning f : ]0,1] — ]0,1[, der opfylder
f(A/n) =1/(n+1),n>1o0g f(x) =z for x # 1/n, n > 1. Man ser nu let, at alle
intervaller, der indeholder mere end et punkt, er s&ekvipotente (opg. 2.1). Cantor
viste, at meengden af reelle tal er overtellelig i betydningen ikke teellelig. Vi kan
gengive hans bevis pa fglgende made. Lad x1, x5, ... veaere en vilkarlig fglge af tal
fra ]0, 1] og skriv dem som uendelige decimalbrgker

1 = 0,z11212213 . ..

2o = 0, T21T22%23 . ..

hvor cifrene z;; € {0,1,...,9}. Vi kan nu opskrive en uendelig decimalbrgk y =
0, y1y2ys3 . .. som er forskellig fra tallene x1, x2,.... Viskal blot vaelge cifferet y; sa
|x11 — y1| > 2, cifferet yo sa |zo2 — y2| > 2, osv. (Hvis vi kun kraevede |z;; —y;| > 1
kunne vi veere uheldige: 1 = 0,299--- =0,300---). En fglge af tal fra ]0,1] kan
altsa ikke indeholde alle tal fra ]0, 1].

15



Matematisk Afdeling 1.10
30. januar 2003

Definition 2.2. For to maengder M og N defineres at card M < card N, hvis der
findes en injektiv afbildning f af M ind i N.

Det er klart, at der herved er defineret en praeordensrelation i klassen af kardi-
naltal. Den fglgende saetning viser, at < faktisk er en ordensrelation.

2.3. Felix Bernsteins sekvivalenssaetning (1897). Huis der om to mengder
M og N gelder card M < card N og card N < card M, sa er M og N @kvipotente.

Bevis. Der findes injektive afbildninger f: M — N ogg: N — M. Vi indfgrer

maengden
oo

A=J@goHr(\g(NV))
og afbildningen

h<$):{f(x) for z€ A,

g () for ze M\A,

hvilket har mening da g(N) O M \ A, som fglger af at A O M \ g(N). Vi pastar
nu, at h er en bijektiv afbildning af M pa N.
Injektiviteten kan kun ga galt ved at

flx)y =g '(y) for zeA yeM\A,

men dette kraever, at y = go f(x) € go f(A) C A, og er altsa umuligt.
Surjektiviteten fglger af at

N\f(A) C g~ (M\A) .

Denne inklusion ses saledes:
Hvis = ¢ f(A) vil ogsa g(x) ¢ go f(A) fordi g er injektiv, men da

A=go f(A)U(M\g(N)),

fglger videre at g(x) ¢ A, altsa € g~ 1(M\A). O

Vi viser dernzest, at der ikke findes noget stgrste kardinaltal. Som ved tal skriver
vi card M < card N, hvis der gelder < og #.
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2.4. Cantors ssetning. For en vilkarlig mengde M gelder
card M < card P(M) ,

hvor P(M) er mengden af delmengder af M.

Bevis. Der geelder klart card M < card P(M), idet afbildningen, der til z € M
knytter delmeengden {x} af M, er injektiv.

Vi antager nu, at der findes en bijektiv afbildning f af M pa P(M). Vi betragter
delmaengden

A={zeM|z¢ f(z)} € P(M),
og da f specielt er surjektiv, findes et element a € M sa f(a) = A. Der gaelder da
acAsad fla)=A,

hvilket er en modstrid.
Der ma altsa geelde card M < card P(M). O

Vi minder om, at for to maengder X og Y betyder XY meengden af alle afbild-
ninger af Y ind i X.

2.2. Regning med kardinaltal.

Vi far brug for fglgende lemma:

Lemma 2.5. Lad der vere givet fire maengder M;, N;, © = 1,2, opfyldende
card M; = card N;, i = 1,2. Sa er

cardM1 X MQ = cardN1 X NQ,
card M2 = card N1V |
og card My U Mo = card Ny U No ,

det sidste under forudsetning af at My N My = N1 N Ny = &.
Beuvis. Lad ¢; veere en bijektiv afbildning af M; pa N;, i =1,2. Saer ¢ = @1 X 2
en bijektiv afbildning af M; x My pa N1 x Ny givet ved

@((m1,m2)) = (p1(m1), pa(m2)) ,
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ogh — ¢pio0ho g02_1 definerer en bijektiv afbildning af MlM2 pa N1N2. Endelig
definerer
w1(m), for m e M
b(m) =
pa(m), for m e M,

en bijektiv afbildning af M; U Ms pa N7 U N2 under forudsaetningen M; N My =
NiN Ny =0@. O

Lemmaet viser, at det har mening at definere produkt, potens og sum af to
kardinaltal o og [ ved
af=a-pF=cardA x B
a? = card AP
a+(=cardAU B,

hvor A og B er vilkarlige maengder med card A = «, card B = 3, idet man dog
forudsaetter at AN B = & ved additionen. Vi bemzerker, at det altid er muligt at
finde disjunkte repraesentanter for to kardinaltal « og (3, vi skal blot tage A x {1}
og B x {2}, hvor A og B er repraesentanter for « og (3.

Herved udvides definitionen af sum og produkt af naturlige tal til vilkarlige
kardinaltal, og det er klart, at de kommutative og associative love vedbliver at
gaelde. Bemaerk ogsa at

a+t+...+ta=n-a ogat «a-...-a=a".
—— & N——
n addender n faktorer

Der geelder imidlertid helt specielle regneregler for uendelige kardinaltal (ogsa
kaldet transfinite kardinaltal). F.eks. geelder fplgende resultat

Ng - Np =Rg + Ny =R,

og det kan naturligvis udvides til et vilkarligt endeligt antal af faktorer og adden-
der.
Den fgrste pastand kommer ud pa at N2 er sekvipotent med N, hvilket fglger af
opstillingen
L1 12 (1,3

(2,1) (2,2) (2,3)

(3,1) (3,2) (3,3)
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ved hvilken N2 stilles i reekkefglgen (1,1), (2,1), (1,2), (3,1), (2,2),....
Den anden pastand fglger f.eks. af spaltningen

N ={2n|n e N}U{2n — 1jn € N} .
Vi skal senere generalisere dette resultat til vilkarlige transfinite kardinaltal,

men dette bygger pa udvalgsaksiomet som igen haenger ngje sammen med velord-
nede mangder.
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OPGAVER TIL §2

2.1. Vis, at alle intervaller, der indeholder mere end et punkt, er sekvipotente med
R.

2.2. Lad M veere en uendelig maengde og £ C M en endelig maengde. Vis, at M
og M\ E er xkvipotente. (Pa “Hilberts hotel” er der altid plads til en til). Lad N
veere teellelig. Vis, at N UM og M er skvipotente.

2.3. Illustrér Bernstein’s sekvivalensseetning idet M = ]0,1[, N = [0, 1], f(x) = «,
_ 1,1
9(x) = 3+ 3.

2.4. Vis, at for en vilkarlig maengde M er P(M) xkvipotent med {0, 1}, og vis
derved, at
card P(M) = 2¢ardM

2.5. Vis, at Q er numerabel. Vis dernaest, at en vilkarlig familie J af parvis
disjunkte abne intervaller er teellelig.

2.6. Lad M vezere en numerabel maengde. Vis, at meengden P.(M) af endelige
delmaengder af M er numerabel.

2.7. Vis, at maengden af alle polynomier med heltallige koefficienter er numerabel.
Et komplekst tal kaldes algebraisk, hvis det er rod i et polynomium med heltallige
koefficienter som ikke alle er 0. De gvrige komplekse tal kaldes transcendente.
Vis, at der findes transcendente tal ved at vise, at maengden af algebraiske tal er
numerabel. (G. Cantor 1874).

2.8. Vis, at R? er =kvipotent med R, altsa 82 = X. Det er nok at vise, at ]0, 1]2
er akvipotent med ]0,1]. Udfyld detaljerne i folgende bevisskitse. Ethvert tal
x € ]0,1] har en og kun en fremstilling som uendelig decimalbrgk, som ikke ender
med lutter nuller. Lad x = 0, x1x5 ... veere denne fremstilling af x, idet z1, x2, . ..
ikke ngdvendigvis er cifrene, men z; er de forste decimaler efter kommaet til og
med den fgrste, der er forskelligt fra 0; x2 er de fglgende cifre til og med det forste,
der er forskelligt fra 0, osv. Hvis y = 0,y192 -+ € ]0,1] har samme betydning er
afbildningen (x,y) — 0,z1y122%2 ..., hvor grupperne anfores skiftevis, en bijek-
tiv afbildning af ]0,1]* pa ]0,1]. Hvorfor kan dette argument ikke bruges, hvis
x1,%2,... betegner cifrene? (Resultatet skyldes G. Cantor (1877), som meddelte
resultatet til Dedekind med ordene: Je le vois, mais je ne le crois pas.)

20



Matematisk Afdeling 1.15
30. januar 2003

2.9. Vis, at RY er sekvipotent med R, altsa 8N = X. Vink. Det er nok at vise, at
10, 1]N er ekvipotent med |0, 1], og betragt afbildningen

O, L1XoXg - — (O, 1135 ..., O, Lo2XEL1Q « - - O, L4X12T20 « - - O, L8L24LA) « « vy v » )

af 10, 1] pa |0, I]N, hvor samme princip er brugt som i opg. 2.8. I n’te koordinat
har x felgende indices 2=l L 2 k> 0.
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§3. Velordnede maengder.

Lad M vere en ordnet meengde, og lad os bruge det sseedvanlige symbol < for
ordningen i stedet for symbolet <. Dermed vil vi ogsa skrive x < y for x < y og

x #y.

Definition 3.1. Ordensrelationen < kaldes en wvelordning og (M, <) kaldes en
velordnet maengde, safremt enhver ikke tom delmaengde af M har et fgrste element.
Den tomme maengde kaldes velordnet.

Ved at betragte delmaengder af M bestaende af to elementer indses det, at en
velordnet maengde er totalt ordnet. Enhver delmaengde af en velordnet maengde
er velordnet under den inducerede ordensrelation.

Meangden af naturlige tal N er velordnet ved den seedvanlige ordning, hvorimod
Q og R ikke er det. Enhver endelig meengde kan velordnes f.eks. ved at man
nummererer elementerne. Det samme gaelder om enhver numerabel maengde, idet
den kan afbildes bijektivt pa N.

Begrebet velordnet maengde gar tilbage til Cantor, som ogsa haevdede, at enhver
mangde kan velordnes. Det forste strenge bevis for dette resultat (velordnings-
seetningen) blev givet af E. Zermelo (1871-1953) i 1904. Hans bevis byggede pa
folgende aksiom som synes indlysende:

3.2. Udvalgsaksiomet: Til enhver ikke tom maengde M findes en afbildning
wPM)\{o} > M
med egenskaben
VACM,A# @ (u(A) € A).

Afbildningen u kaldes en udvalgsfunktion for M, fordi den til enhver ikke tom
delmaengde A C M knytter et element i A.

Vi viser senere, at velordningssaetningen og udvalgsaksiomet er logisk ackviva-
lente og fortsaetter her studiet af velordnede maengder.

Definition 3.3. Ved et afsnit i en velordnet maengde (M, <) forstas en delmaengde
V C M med egenskaben

Ve,ye M((z <yhyeV)=zxzeV).

Af definitionen fglger umiddelbart, at en vilkarlig foreningsmaengde og en vilkarlig
faellesmaengde af afsnit igen er et afsnit.
For a € M settes
Vm(a) ={x e M |z <a}.
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Det ses let, at Vis(a) er et afsnit i M, og det kaldes det ved a bestemte afsnit.
Hele M er et afsnit, og er V et afsnit forskelligt fra M, har M\V et forste
element a, og vi har da Vis(a) C V. Antager vi nu, at der findes y € V\Vis(a),
geelder y € V og a <y, men da V er et afsnit ma a € V, hvilket er en modstrid.
Et afsnit i en velordnet meengde M er altsa enten hele M eller af formen Vi (a)
for et a € M.

Lemma 3.4. Meaengden af afsnit i en velordnet mengde (M, <) er velordnet ved
inklusion.

Beuis. Lad A veere en ikke tom maengde af afsnit i M. Hvis A har M som eneste
element, er M fgrste element i A ved inklusion og ellers kan maengden A \ {M}
skrives pa formen {Vys(z) | € A}, hvor A er en ikke tom delmaengde af M. Hvis
xq er forste element i A er Vjs(xg) forste element i A. O

Af lemmaet fglger specielt, at af to afsnit i M er det ene en delmaengde af det
andet. Det folgende lemma viser endda, at af to afsnit i en velordnet maengde er
det ene et afsnit af det andet:

Lemma 3.5. Lad (M, <) vere en velordnet maengde, N et afsnit i M og V en
delmeengde af N.

Da er'V et afsnit i« N hvis og kun hvis V' er et afsnit i M.

Beuvis. Det er klart, at hvis V er et afsnit i M sa ogsa i N. Hvis omvendt V er et
afsnit i N, og der om x,y € M geelder xt <y ogy € V,savil x,y € N, da N var
et afsnit i M. Heraf fglger dernsest at x € V. [

Den fglgende saetning kaldes princippet om transfinit induktion. Den er meget
anvendelig, nar man skal vise, at en delmangde af en velordnet masengde udggr
hele den velordnede maengde.

Seetning 3.6. Lad (M, <) vere en velordnet mengde og A C M en delmaengde
med egenskaben

(TT) Vee M(Vy(z) CA=azcA).

Daer A=M.

Bevis. I modsat fald har M\ A et forste element x, og det medforer at Vs (x) C A,
altsa ifplge antagelsen = € A, hvilket strider mod, at z € M\ A. O
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Hvis vi som velordnet maengde M benytter (N, <), reduceres princippet om
transfinit induktion til en variant af det ssedvanlige induktionsprincip. I et saed-
vanligt induktionsbevis for at A = N starter man med at vise, at 1 € A. Noget
tilsvarende er overflgdigt i transfinit induktion, idet fgrste element m; i M auto-
matisk tilhgrer A ifplge (TI). Der geelder nemlig Vs (m1) = @ C A, og derfor vil
my € A.

Der findes uendelig mange ordensisomorfier af (R, <) pa sig selv, bl.a. alle af-
bildningerne f(z) = az, a > 0. Dette indtreeffer ikke ved velordnede maengder.

Saetning 3.7. Identiteten er den eneste ordensisomorfi af en velordnet mengde
(M, <) pa sig selv.

Bevis. Lad ¢: M — M vaere en ordensisomorfi. Vi indser at maengden
E={reM|z=p)}

er hele M ved princippet om transfinit induktion. For x € M er x forste element
i M\Va(z), og sa er p(x) forste element i o(M\Var(x)) = M\@(Var(x)). Hvis
nu Vi (z) C E er o(Var(x)) = Var(z), men sa er bade = og p(x) forste element i
M\Vis(z), altsa © = p(z), og derfor er x € E. [

Vi teenker os, at (M, <) er en ordnet maengde, og at u er en udvalgsfunktion
for M.

For en delmaengde A C M betegner H(A) meengden af egte majoranter for A,
dvs.

reHA) & VaecA (a<ux).

Der geelder altsa AN H(A) = @ og H(@) = M.
En delmaengde K C M kaldes en kede, hvis K er velordnet (under den induce-
rede ordensrelation), og der desuden for alle x € K gaelder

(%) z = u(H(Vk(2)))
altsa hvis udvalgsfunktionen veelger = blandt de segte majoranter for Vi (x). Be-
maerk, at © € H(Vk(x)). Hvis k betegner forste element i keeden K giver (x)

specielt k = u(M), saledes at alle kaeder har u(M) som fgrste element. Bemzerk
ogsa, at {u(M)} er en kaede.
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3.8. Kadelemmaet. Lad K1, Ky vere keder i M sa Ki\Ky # @. Sa gelder
Ko = Vi, (x1), hvor x1 er forste element i K1\ K.

Bevis. Da x1 < k for alle k € K;\ K2 ma gaelde
(a) Vi, (1) C K> .

[Hvis z € K3, z < x1 geelder z ¢ K1\ K>3 og dermed z € K]

Lad os indse, at antagelsen Vi, (x1) # K2 leder til en modstrid. Pa grund af
antagelsen findes et forste element xo i Ko\ Vi, (1), fordi Ko er velordnet. Dermed
har vi

(b) VK2<$2) - VK1 (.’171) s

og der gaelder faktisk =, thi ellers findes et forste element y € Vi, (1) \ Vi, (x2).
Om dette y geelder y € K pa gund af (a), og " (y < x2) altsa o2 < y, da Kj er
totalt ordnet. Videre galder ifglge definitionen pa y at

(c) Vi, (y) € Vi, (22) -

Her gaelder faktisk =, thi hvis z € Vi, (z2) geelder z € K pa grund af (b), og af
z < xo < y sluttes z < y, altsa z € Vi, (y).

Afkeedebetingelsen (x) anvendt pa savel Ky som K sluttes af Vi, (y) = Vi, (z2)
at y = x2, men da y € Vi, (z1) og 2 ¢ Vi, (z1) er der modstrid, og vi slutter, at
der geelder = i inklusionen (b). Kaedebetingelsen (x) giver derefter x1 = x5, som
strider mod x1 ¢ K5, zo € K. Dermed ma der gaelde lighedstegn i betingelse (a),
altsa Vi, (x1) = K. O

Korollar 3.9. Af to vilkarlige keder i M er den ene altid et afsnit af den anden.
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OPGAVER TIL §3

3.1. Lad M; og Ms veere velordnede maengder. Vis, at My x My er velordnet i
den leksikografiske ordning (jfr. opg. 1.4).

3.2. Vis satningen: FEn velordnet mengde M er ikke ordensisomorf med noget
afsnit Vyr(a).

Vink. Antag at p: M — Vj(a) er en ordensisomorfi og brug transfinit induktion
pa mengden FE = {zx € M | p(z) = z}.

3.3. Lad f:M — N vere injektiv. Vis, at der findes en surjektiv afbildning
g:N — M sa go f = Iy (identiteten pa M).

Lad f:M — N vere surjektiv. Vis (ved hjeelp af udvalgsaksiomet), at der
findes en injektiv afbildning g: N — M sa fog = Iy.

3.4. Vis, at ordensisomorfi er en @skvivalensrelation i klassen af alle velordnede
meengder. En aekvivalensklasse af ordensisomorfe velordnede maengder kaldes et
ordinaltal. Medens endelige velordnede maengder er ordensisomorfe netop hvis de
har samme elementantal, sa behgver sekvipotente uendelige velordnede maengder
ikke veere ordensisomorfe. Giv et eksempel.
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§4. Induktivt ordnede maengder, Zorns lemma.

Det er vigtigt i mange grene af matematikken at kunne udtale sig om eksistensen
af maksimale eller minimale elementer. Det vigtigste resultat i den retning kaldes
Zorns lemma og er fremsat af Max Zorn (1906-1993) i 1935, men er kendt af
Kuratowski allerede i 1922. Zorns lemma bygger pa fglgende begreb:

Definition 4.1. En ordnet meengde (M, <) kaldes induktivt ordnet, safremt en-
hver totalt ordnet delmaengde A C M har en majorant, altsa safremt der findes
z € M med a <z for alle a € A.

4.2. Zorns lemma. Enhver ikke tom induktivt ordnet mengde (M,<) har et
maksimalt element.

Korollar 4.3. Lad (M, <) vere en induktivt ordnet mengde og lad a € M. Der
findes et maksimalt element m € M sa a < m.

Bevis. Vi anvender Zorns lemma pa den induktivt ordnede meengde N = {z €
M | a < z} og bemarker, at et element y € N er maksimalt i N, hvis og kun hvis
det er maksimalti M. [

Hovedsaetning 4.4. Fglgende 3 udsagn er ekvivalente:

(1) Velordningssetningen: Enhver mangde kan velordnes.
(2) Udvalgsaksiomet.
(3) Zorns lemma.

Bevis. “(1) = (2)”. Lad M veere en ikke tom maengde. Vi gnsker at vise eksi-
stensen af en udvalgsfunktion for M under forudsaetning af, at M er udstyret med
en velordning <. Enhver ikke tom delmaengde A C M har et fgrste element, og
betegnes dette u(A), er u en udvalgsfunktion for M.

“(2) = (3)”. Lad (M, <) veere en ikke tom induktivt ordnet maengde, lad u
veere en udvalgsfunktion for M, og lad os betragte meaengden {K; | i € I} af alle
kaeder. Vi vil vise, at

K =|JK;

icl

er en kade.
Fgrst bemaerkes, at

(%) Vi (z) = Vi, (x) for z € K, .

Til z € Vg (z) findes j € I sa z € K, og enten er K; C K; og sa er klart z €
Vi, (), eller ogsa er K; et afsnit af K; ifglge keedelemma 3.8. Dax € K; og z <
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folger heraf at z € K, altsa igen z € Vi, (z), og dermed har vi Vi (z) C Vi, (z).
Den omvendte inklusion er triviel.

Vi kan nu let se, at K er velordnet, thi hvis A C K er en ikke tom delmaengde
findes i € I sa AN K; # &, og af (x) fremgar, at forste element i A N K; ogsa er
forste element i A.

Egenskaben (k) viser ogsa, at K er en kade, og dermed er K den mest om-
fattende af alle keeder. Heraf folger at H(K) = @, thi hvis H(K) # & og hvis
a=u(H(K)), er KU{a} en keede der er effektivt stgrre end K.

Da M er induktivt ordnet har K en majorant a, men a har ingen aegte major-
anter da H(K) = @. Dette viser, at a er et maksimalt element i M.

“(3) = (1)”. Lad M vere en vilkarlig ikke tom maengde, og lad A vaere maeng-
den af delmaengder K C M pa hvilke der findes en velordning <. Maengden A
er ikke tom, idet den indeholder f.eks. alle endelige delmaengder af M.

Vi indfgrer nu en ordensrelation < pa A, idet vi skriver
(K,<k) < (L,<p)

hvis K er et afsnit af L, og hvis ordensrelationen <y er restriktionen til K af
ordensrelationen <; pa L. Vi overbeviser os nu om, at A herved er induktivt
ordnet. Vi ggr det omhyggeligt, da det er et typisk eksempel pa anvendelse af
Zorns lemma.

Lad {K; | i € I} veere en totalt ordnet delmaengde af A og lad velordningen pa
K; vaere betegnet <;. For at finde en majorant for {K; |i € I} i A settes

K:Um.
el

Til to vilkarlige elementer z,y € K findes i,j €
forudseetningen om total ordning sikrer, at (K;, <;) <
derfor vil z,y € K;. Ved fastsaettelsen

Isax e K;, y € Kj, men
(Kj,<;) (eller omvendt) og

r<ysr<;y

defineres en ordensrelation i K, idet  <; y <& x <; y hvis ogsa z,y € Kj.
Relationen < er en velordning pa K, thi hvis A er en ikke tom delmaengde af K
findesi € I sa AN K; # &, og som under “(2) = (3)” ses det, at forste element i
AN K, er forste element i A. Dermed er (K, <) € A og det er let at se, at (K, <)
er en majorant for {K; | ¢ € I}.

Et maksimalt element (L,<r) i (A, <) ma opfylde L = M, thi ellers findes
a € M\ L, og ved at betragte maengden L U{a} forsynet med velordningen x <, y
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for z,y € L, x < a for x € L, nar vi til en modstrid med maksimaliteten af (L, <p).
Der findes altsa en velordning af M. [

Vi har hidtil arbejdet med maengder ud fra det intuitive standpunkt, hvorefter
en maengde er en velafgreenset samling af elementer. Skal man udtale sig praecist
om maengdelaeren og udvalgsaksiomets stilling, er det ngdvendigt at aksiomatisere
mangdelaeren, ngjagtig som man kan aksiomatisere geometrien eller teorien for
reelle tal. En sadan aksiomatisering af maengdelseren er bl.a. udfgrt af Zermelo og
Fraenkel. T 1938 viste K. Godel (1906-1978), at hvis Zermelo-Fraenkels aksiomsy-
stem er konsistent (dvs. modsigelsesfrit) — men det ved man ikke om det er — sa
er ogsa Zermelo-Fraenkels aksiomer plus udvalgsaksiomet et konsistent system.

I 1963 har amerikaneren P.J. Cohen vist, at negationen af udvalgsaksiomet er
konsistent med Zermelo-Fraenkels aksiomer. Hermed indtager udvalgsaksiomet
samme stilling i maengdelaeren som parallelaksiomet i geometrien.

Udvalgsaksiomet og dermed Zorns lemma og velordningssatningen accepteres
af de fleste matematikere, og en gennemgang af den moderne matematik viser
at mange nggleresultater (f.eks. Tychonoffs s@tning og Hahn-Banachs s&tning)
bygger pa udvalgsaksiomet. Opgiver man derfor dette aksiom, ma man opgive
vaesentlige dele af den moderne matematik eller i det mindste ngjes med mindre
generelle resultater.

Der findes dog matematikere, der ikke accepterer udvalgsaksiomet og som kun
anerkender konstruktive eksistensbeviser, nemlig den intuitionistiske retning, hvis
betydeligste talsmand var holleenderen Brouwer (1881-1966). Han kom i bitter
strid med Hilbert (1862-1943) pa grund af dette.

Lad os give et eksempel pa en bevismetode som intuitionisterne ikke anerkender:
Vi gnsker at bevise, at uendelig mange naturlige tal har en vis egenskab E. Vi ggr
det indirekte og antager, at der findes et naturligt tal N sa ingen tal n > N har
egenskaben E. Vi viser dernaest, at denne antagelse leder til en modstrid. Hermed
har vi bevist, at uendelig mange naturlige tal har egenskaben. Rasonnementet
bygger pa det klassiske princip “tertium non datur”, altsa “en tredie mulighed
findes ikke”: Hvis et udsagn ikke er falsk er det sandt.

Intuitionisterne vil derimod godtage et bevis som angiver et tal med egenskaben
E og en metode til ud fra et tal med egenskaben F at konstruere et stgrre tal med
egenskaben F.

29



Matematisk Afdeling 1.24
30. januar 2003

OPCGAVER TIL §4

4.1. Vis, at enhver maengde kan velordnes pa en sadan made, at den har et sidste
element.

4.2. Vis folgende variant af Zorns lemma: Lad (M, <) veere en ordnet maengde
med egenskaben, at enhver velordnet delmaengde har en majorant. Sa har (M, <)
et maksimalt element.

4.3. For et meengdesystem (A4;);er betegner produktmaeengden [[ A; meengden af
il
alle afbildninger f: I — |J A; med egenskaben Vi € I(f(i) € A;).
il
Vis, at udsagnet: “For ethvert ikke tomt maengdesystem (A;);cs af ikke tomme

maengder er [[ A; ikke tom” er logisk akvivalent med udvalgsaksiomet.
il

4.4. Det forste ikke teellelige ordinaltal €.

(i) Vis, at der findes en ikke teellelig velordnet meengde 2, sa ethvert afsnit
Va(x), € Q er teellelig.

Vink. Konstruer forst en ikke teellelig velordnet maengde M, for hvil-
ken der findes z € M, sa Vi(z) er ikke teellelig. Betragt sa {x € M |
Vi (z) er ikke teellelig}.

(ii) Vis, at enhver teellelig delmeengde A af  har en majorant og dermed en
mindste majorant i 2.

Vink. Vis, at |J Va(z) # 2.
r€A

30



Matematisk Afdeling 1.25
30. januar 2003

§5. Anvendelser af Zorns lemma.

5.1. Transfinite kardinaltal.

Ved hjalp af velordningssaetningen er det muligt at vise fglgende resultat om
kardinaltallene (beviset forbigas).

Seetning 5.1. Klassen af kardinaltal er velordnet.

Ifglge seetningen kan vi opstille kardinaltallene i raekkefglge, hvoraf begyndelsen
ser saledes ud:
0, 1,2, 3,...,89, Ny, N ...

idet som tidligere Ny = card N, og derefter er N; det umiddelbart efterfolgende
OSV.

Man spgrger nu sig selv, hvor man i denne rackkefglge skal placere kardinaltallet
N = cardR. Det er klart at 8; < N. Kontinuumshypotesen, der blev opstillet af
Cantor, udsiger at X = Ny, eller med andre ord, at enhver delmaengde A C R enten
er endelig, numerabel eller ackvipotent med R.

Kontinuumshypotensen er senere kendt som det fgrste af de 23 problemer Hil-
bert opstillede ved matematikerkongressen i Paris ar 1900. En del af problemerne
er i dag lgst, andre er stadig ulgste.

I 1938 viste Godel, at Zermelo-Fraenkels aksiomer sammen med udvalgsaksio-
met og kontinuumshypotesen udggr et konsistent system under forudsaetning af,
at Zermelo-Fraenkels aksiomer er konsistente.

Hilberts 1. problem blev lgst af P.J. Cohen i 1963, idet han beviste, at kon-
tinuumshypotesen ikke kan udledes af Zermelo-Fraenkels aksiomsystem inklusive
udvalgsaksiomet. Der er altsa mulighed for at opbygge mangdeteorier med og
uden kontinuumshypotesen i analogi med euklidisk og ikke-euklidisk geometri.

Vi viser nu forskellige resultater om regning med transfinite kardinaltal, dvs.
kardinaltal > Ng.

Saetning 5.2. Der gelder a + o = « for alle transfinite kardinaltal .

Bevis. Lad A veere en maengde med card A = «. Det er nok at vise, at A x {0, 1}
er akvipotent med A.

Lad F veere maengden af par (X x {0,1}, f), hvor X er en delmaengde af A
og f er en bijektiv afbildning af X x {0,1} pa X. Mangden F er ikke tom, idet
numerable delmaengder X C A er eekvipotente med X x {0,1} (Xo+ Ry = Rp). Vi
indfgrer en ordensrelation pa F ved

(X x{0,1}, f) < (Y x {0,1},9)
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hvis X C Y, og hvis f er g’s restriktion til X x {0,1}. Det er ligetil at bevise,
at (F, <) er induktivt ordnet, sa Zorns lemma sikrer eksistensen af et maksimalt
element (M x {0,1},h) i F. Specielt geelder altsa card(M x {0,1}) = card M, og
det vil derfor veere nok at vise, at card A = card M. Antag, at card M < card A.
Mangden A\M ma vere uendelig, jfr. opg. 2.2, og dermed indeholder A\M en
numerabel delmeengde Y. Da er ogsa Y x {0, 1} numerabel, og der findes folgelig
en bijektiv afbildning f af Y x {0,1} pa Y. Sammenstykkes de to afbildninger A
og f pa oplagt made, fas en bijektiv afbildning af (M UY") x {0,1} pAa MUY, —
hvilket strider mod maksimaliteten af (M x {0,1},h). O

Korollar 5.3. Lad o og B vere kardinaltal opfyldende o < B, Nog < 3. Sa er
a+pB=20.

Bevis. Der geelder a+ 0 < B+ 8 = 3, og uligheden o+ 8 > 3 er klar. Pastanden
folger nu af at < er en ordensrelation. [J

Saetning 5.4. Der gelder o? = o for ethvert transfinit kardinaltal o.

Bevis. Lad A veere en meengde med card A = a. Vi betragter maengden G af par
(X x X, f), hvor X C A, og f er en bijektion af X x X pa X. Der findes sadanne
par da 82 = X,. Som ordensrelation pa G indfgres

hvis X C Y og hvis f er lig ¢’s restriktion til X x X. Det ses at Zorns lemma kan
anvendes og lad (M x M, h) veere et maksimalt element i G. Specielt gaelder altsa
card(M x M) = card M, og det vil derfor veere nok at vise, at card A = card M.
Antag at card M < card A. Det er klart at A\ M er uendelig (jfr. opg. 2.2), og ved
brug af Korollar 5.3 sluttes, at der ogsa geelder card M < card A\M. Der findes
derfor en delmaengde N af A\M med card N = card M. Vi bemeerker nu, at

(MUN)x (MUN)=(MxM)U(M xN)U(N xM)U(N xN),

samt at
card M x N =card N x M =card N x N =card N ,

idet card N = card M = card M x M. Ved brug af Seetning 5.2 folger herefter,
at der findes en bijektiv afbildning k£ af (M x N)U (N x M) U (N x N) pa N.
Afbildningerne h og k kan derfor pa oplagt made stykkes sammen til en bijektiv
afbildning af (M UN) x (M UN) pa M UN, — hvilket strider mod maksimaliteten
af (M x M,h). O

32



Matematisk Afdeling 1.27
30. januar 2003

5.2. Baser i vektorrum. Dimension.

Lad (F,+, L) veere et vektorrum over et kommutativt legeme L. Et vektorsy-
stem (e;);er kaldes som bekendt en basis for E over L, hvis det bade er lineert
uafhengigt og frembringer E, altsa hvis hvert element x € E er en linearkombina-
tion af endelig mange vektorer e; og denne fremstilling er entydig.

Det er kendt fra Matematik 1, at ethvert endelig dimensionalt vektorrum har
en basis. Zorns lemma tillader nu at generalisere dette resultat:

Seetning 5.5. Ethvert vektorrum (E,+, L) med E # {0} har en basis.

Bevis. Maengden U af linezert uatheengige vektorsystemer i E' er ordnet ved inklu-
sion. Hvis (Ug)rex er en totalt ordnet delmeengde af U er ogsa

U= ] U

et linesert uathaengigt system, idet endelig mange elementer i U ligger i endelig
mange Uy og derfor i det mest omfattende af disse systemer. Zorns lemma viser
nu eksistensen af maksimale elementer i den induktivt ordnede meengde . Et
maksimalt linezert uafhaengigt vektorsystem V' = (e;);cr ma imidlertid veere en
basis for F, thi hvis det af V' udspsendte underrum F' er et sgte underrum i F,
kan vi veelge e € E\F og dermed er V U {e} € U, i strid med maksimaliteten af
V. 0O

Af Korollar 4.3 fas, at ethvert linesert uathsengigt system i E' kan udvides til en
basis for F, dvs. suppleringssetningen gaelder uindskraenket.

Det er kendt fra Matematik 1, at hvis E har en endelig basis pa n elementer,
vil alle baser have n elementer, og n kaldes dimensionen af E over L. (Det kendte
bevis for L = R gaelder usendret).

Vi vil nu indse, at to vilkarlige uendelige baser er skvipotente, og dermed har
det mening af definere dimensionen af E som

dim E =card I,

hvor (e;)ier er en basis for E.

Saetning 5.6. To uendelige baser (e;)icr og (fj)jes for et vektorrum E er akvi-
potente.

Bewvis. Hver vektor e; kan pa entydig made skrives som
=Y Al
JEA;
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hvor A; er en endelig delmaengde af J og A\; € L\ {0}. Hvert j € J ligger i mindst
et A;, i € I, thi fandtes et jo € J sa

jog |J A,
iel
ville (fj)jen (5o} frembringe E, hvilket strider mod at (f;);ecs er linesert uafheen-
gigt. Der gaelder altsa
J=J4.

il
Lad nu u veere en udvalgsfunktion for I,
u:P(I)\{o} -1,

og lad os for hvert ¢ € I veelge en injektiv afbildning ; af A; pa et afsnit af N. Vi
kan da konstruere en injektiv afbildning ¢ : J — I x N ved fastsaettelsen

©(7) = (i0, @i, (7)) »
hvorig =u({ieI|je A}).
Heraf fas
cardJ < cardI x N<cardI x [ =cardIl

pa grund af Sezetning 5.4. Af symmetrigrunde geelder ogsa card J > card I, altsa
card =cardJ. O

Mengden af reelle tal R kan opfattes som et vektorrum over de rationale tals
legeme Q. Enhver basis i dette vektorrum kaldes en Hamelbasis, og er altsa et
system af reelle tal (e;);er, og ethvert reelt tal x kan pa praecis en made skrives

T = Z qiCi
il
hvor ¢; € Q er O for alle ¢ € I pa neer endelig mange.
Til hver basisvektor e; svarer en Q-linezr afbildning p; : R — Q givet ved

pi(®) = q;
altsa ved koefficienten til e; i ovennaevnte fremstilling af x. Afbildningerne p; :
R — Q C R tilfredsstiller specielt den klassiske funktionalligning

flx+y) = flx)+ f),
og er diskontinuerte, idet billedet af R ved en kontinuert reel funktion er et interval.
De kontinuerte lgsninger til denne funktionalligning er som bekendt funktio-
nerne f(x) = ax, a € R. Ved hjelp af udvalgsaksiomet er det hermed vist, at der
findes andre lgsninger end disse til funktionalligningen, men det pointeres, at det
er umuligt at angive en eksplicit formel for sadanne funktioner.
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OPGAVER TIL §5

5.1. Vis folgende regneregler for kardinaltal o, 3,~:
(i) a’a” =Pt

(i) (aB)” = a7p”
(iii) (@)Y = a7,

5.2. Lad a, 3,7, 0 veere fire kardinaltal. Vis, at hvis a < 8 og v < 6, sa er ogsa

ol <30,

5.3. Lad a og 8 veere kardinaltal opfyldende 1 < o < 27, R < 3. Vis, at

ol =28,

5.4. Lad M vere en uendelig maengde, P.(M) meengden af endelige delmaengder
af M. Vis, at
card M = card P.(M) .

5.5. Idet X = card R skal man vise, at
N = 2%

Af opgave 5.3 fglger da, at
N = REO =R

5.6. Vis, at card A = X for enhver ikke tom aben delmangde A C R”.

5.7. Vis, at ethvert aegte ideal i en ring med etelement er indeholdt i et maksimalt
ideal.

5.8. Vis, at alle Hamelbaser er sekvipotente med R, altsa at

dim(R, +,Q) = X .

5.9. Lad F og C veere maengden af vilkarlige henholdsvis kontinuerte funktioner
f:R—=R.
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Vis, at card F = 2% > R, men at cardC = X.

5.10. Vi betragter en vilkarlig afbildning ¢: [0, 1] — R. Kan vi da altid konstruere
en kontinuert afbildning f:[0,1] — R, saledes at Vz € [0,1] (f(z) # g(z))? Svaret
er benaegtende pa grund af fglgende konstruktion:

Lad C([0,1],R) veere meengden af kontinuerte afbildninger f:[0,1] — R. Ifglge
opgave 5.9 eksisterer en bijektiv afbildning ¢ af [0,1] pa C([0,1],R) og for x €
[0,1] er ¢(x) : [0,1] — R en kontinuert afbildning, som til y € [0, 1] lader svare
o(z)(y) € R. Vis, at der til afbildningen g: [0, 1] — R defineret ved g(x) = ¢(z)(x)
ikke svarer noget kontinuert f med den gnskede egenskab.

Y
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Kapitel 2. (GGenerel topologi.

Introduktion.

Det er velkendt, at begreber som aben maengde, randpunkt og kontinuitet uden
problemer kan overfgres fra de euklidiske talrum R™ til metriske rum. I studiet af
metriske rum bemsarker man, at en raekke begreber kun athsenger af systemet af
abne maengder i det metriske rum, — det er de sakaldte topologiske begreber. Andre
begreber som uniform kontinuitet og fuldsteendighed kan derimod ikke beskrives
alene ved de abne mangder.

I generel topologi gar man et skridt videre i abstraktion fra klassen af metriske
rum. Man definerer et topologisk rum som en maengde, hvor det aksiomatisk
er specificeret hvilke delmaengder, der skal kaldes abne. Derefter studerer man de
begreber, der naturligt kan defineres i denne ramme. Den abstrakte definition af et
topologisk rum gar i det veesentlige tilbage til Felix Hausdorffs bog: Grundzige der
Mengenlehre, Leipzig 1914. En fyldig moderne fremstilling findes i R. Engelking:
General Topology, Warszawa 1977, samt i J.R. Munkres: Topology, a first course,
Prentice-Hall, Inc., 1975.

s1. Topologiske rum.

1.1. Abne maengder.

Definition 1.1. Ved en topologi pa en maengde M forstas et system 7 af del-
maengder af M med fglgende egenskaber:

(1) Enhver foreningsmengde af meengder fra 7 tilhgrer 7.
(2) Enhver faellesmaengde af endelig mange maengder fra 7 tilhgrer 7.
3) €T ogMeT.

Er 7 en topologi pa M, kaldes parret (M,7) et topologisk rum, og maengderne i
7 kaldes de abne mengderi (M, T).

Bemeerk, at (2) er opfyldt blot enhver faellesmeengde af to meaengder fra 7
tilhgrer 7.

Er 77 og 75 forskellige topologier pa samme maengde M, sa er (M, 77) og (M, 73)
forskellige topologiske rum. Dog tillader man sig at sige, at M er et topologisk
rum, dersom det af sammenhaengen fremgar, hvilken topologi 7 pa M talen er om.
Er (M, T) et topologisk rum, og er A en delmaengde af M, tillades sprogbrugen,
at A er en delmeengde af (M, 7).

39



Matematisk Afdeling 2.2
30. januar 2003

Eksempel 1.2. Lad (M,d) veere et metrisk rum. En delmengde A af M siges da
som bekendt at veere aben, dersom der for ethvert x € A findes et » > 0, saledes
at den “abne” kugle

K(z,r):={ye M | d(z,y) < r}

er indeholdt i A. Mengden af de i denne forstand abne delmaengder af M er
faktisk en topologi pa M i betydningen af 1.1. Denne topologi pa (M,d), som
betegnes 7, siges at veere induceret af d. — Bemaerk i gvrigt, at de “abne” kugler
K (z,r) faktisk er 7;-abne ifplge kuglelemmaet, jfr. mat. 2.

Bemazerkning 1.3. Et topologisk rum (M, 7)) siges at vaere metrisabelt, dersom
der findes en metrik d pa M, saledes at 7; = 7. Ikke alle topologiske rum er me-
trisable. To forskellige metrikker pa en maengde M kan inducere samme topologi,
og i sa fald kaldes de to metrikker @kvivalente.

Eksempler 1.4. For en vilkarlig meengde M er 7 := {&, M} en topologi pa
M, kaldet den trivielle topologi eller den diffuse topologi. Den indeholder faerrest
muligt abne maengder ifplge aksiom (3). Rummet (M, 7) kaldes trivielt.

For en vilkarlig meengde M er 7 := P(M) en topologi pa M, kaldet den dis-
krete topologi, som indeholder flest muligt abne maengder. Rummet (M, 7") kaldes
diskret. Bemeerk, at den diskrete topologi er induceret af den diskrete metrik

1, =z#y
0, rT=1.

d(z,y) = {

1.2. Omegne og indre punkter.

Definition 1.5. En mangde A i et topologisk rum (M, 7') siges at vaere en omegn
af et punkt z i M, dersom der findes en aben maengde O, saledes at x € O C A.
— Systemet af x’s omegne betegnes U(x), og kaldes omegnsfiltret i x.

Definition 1.6. Et punkt x i et topologisk rum (M, 7)) siges at veere et indre
punkt i en maengde A i M, dersom der findes en aben mangde O, saledes at
r € O C A. — Mengden af indre punkter i A betegnes int A (eller A°), og kaldes
A’s indre (“int” for interior).

Leeg meerke til “dualiteten” mellem begreberne omegn og indre punkt: A er en
omegn af x, hvis og kun hvis x er et indre punkt i A.

40



Matematisk Afdeling 2.3
30. januar 2003

Eksempel 1.7. Lad (M,d) veere et metrisk rum. Et punkt z siges som bekendt
at veere et indre punkt i A C M, dersom der findes et r > 0, saledes at K(z,r)
er indeholdt i A. De saledes definerede indre punkter i en maengde A i (M,d) er
faktisk de 74-indre punkter.

Seetning 1.8. For en mangde A i et topologisk rum (M, T) erint A den storste
(m.h.t. C) abne mangde indeholdt i A.

Beuvis. Ifglge 1.6 er int A foreningen af alle abne maengder indeholdt i A. Denne
forening er aben ifplge 1.1 (1), og er derfor den stgrste abne mangde indeholdt i
A O

Seetning 1.9. For en maengde A i et topologisk rum (M, T) er folgende tre
pastande ensbetydende: (1) A er aben. (2) A er omegn af alle sine punkter.
(3) Ethvert punkt i A er indre punkt i A (dvs. A =1int A).

Bevis. AEkvivalensen af (2) og (3) er oplagt, og akvivalensen af (1) og (3) folger
af 1.8. 0O

Lad (M, T) vere et topologisk rum. Man kan sige, at 7 giver anledning til en
afbildning U: M — P(P(M)), nemlig afbildningen, som til = € M lader svare om-
egnsfiltret U (z). Lad nu omvendt M veere en meengde, og lad U: M — P(P(M))
veere en afbildning; til hvert x € M er altsa knyttet et system U (z) af delmaengder
af M. Man kan da spgrge, under hvilke omstaendigheder der findes en topologi 7
pa M, saledes at U(x) netop er 7-omegnsfiltret i . Af 1.9 [(1) < (2)] fremgar,
at hvis en sadan topologi 7 eksisterer, sa ma 7 besta af netop de maengder A for
hvilke A € U(x) for alle z € A. Spgrgsmalet er derfor, under hvilke omstesendig-
heder der geelder bade, at systemet af sadanne meengder A er en topologi, og at
omegnsfiltrene i punkterne x € M netop er meengdesystemerne U (x). Svaret gives
i 1.10. — Bemseerk i gvrigt, at blot det om U vides, at € U for alle U € U(x),
sa findes mindst én topologi 7 pa M (nemlig i hvert fald den diskrete, jfr. 1.4),
saledes at alle meengderne i U(x) er 7-omegne.

Seetning 1.10. (a) Lad (M,T) vere et topologisk rum. Omegnsfilterafbildningen
U: M — P(P(M)) har da folgende egenskaber:

(1) Vee M : M € U(x).

(2) Vee MVYU elU(z) :x € U.

(3) Vo€ MYU cU(z) VAC M :U C A= AeU(z).

(4) Ve e M VYU,,Us; € Z/l(a:) U NU; € Z/l(a:)

(5) Ve e MVYU eU(z) IV elU(z)YVye M :y eV = U € U(y).
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(b) Lad omvendt M vare en mangde, og lad U: M — P(P(M)) veare en af-

bildning med egenskaberne (1)-(5). Der findes da en og kun en topologi T pa M,
saledes at T -omegnsfiltret i x € M netop er U(z).

Bevis. (a) Egenskaberne (2) og (3) er oplagte, (1) folger af 1.1 (3), og (4) folger af
1.1 (2). For at vise (5) betragtes U € U(x). Der findesda O € 7 med x € O C U.
Vi har da O € U(xz) og U € U(y) for alle y € O, — begge dele ifplge 1.5. Dette
viser, at (5) er opfyldt med V = O.

(b) Som allerede bemzerket ovenfor er

() T ={OCM|VxeO:0cl(x)}

den eneste mulige topologi med den gnskede egenskab. — Vi viser fgrst, at 7
faktisk er en topologi. Lad {O; | i € I} veere et system af meengder fra 7. For at
vise, at UO; € T, betragtes x € UO;. Der findes da iy € I med = € O;,. Vi har
da O;, € U(x) ifplge (). Ved brug af (3) sluttes dernsest, at UO; € U(z). Hermed
er vist, at 7 har egenskaben 1.1 (1). Lad dernaest Oq,...,0, € 7. For at vise, at
O1N---N0O, €T betragtes x € O1 N---NO,,. Ifplge (x) har vi da O; € U(z),
i=1,...,n. Ved brug af (4) sluttes dernzest, at O1 N---NO,, € U(x). Hermed er
vist, at 7 har egenskaben 1.1 (2). Endelig er det trivielt, at @ € 7, og klart ifglge
(1) at M € 7. Hermed er ogsa godtgjort, at 1.1 (3) er opfyldt og 7 er altsa en
topologi. — Det skal herefter vises, at 7-omegnsfiltret i € M netop er U(z). Lad
forst U veere en 7-omegn af x; der findes altsa en maengde O € 7 med x € O C U.
Ifglge (*) har vi da O € U(x). Ved brug af (3) sluttes dernaest, at U € U(x). Lad
omvendt U € U(x). Saet

(f) O:={yeM|UclU(y)}.

Bemerk, at z € O. Endvidere har vi O C U; thi U € U(y) giver y € U ifplge
(2). Det pastas, at O € T; ifplge det lige sagte vil hermed vaere vist, at U er en
7T-omegn af z. Lad derfor z € O; det skal da vises, at O € U(z), jfr. (x). Ifplge
(1) har vi U € U(z), og ifplge (5) findes derfor V' € U(z), saledes at U € U(y) for
alle y € V. Heraf fremgar, at V C O, jfr. (f). Idet V € U(z), fas det gnskede ved
brug af (3). O

Seaetning 1.10 anviser en alternativ definition af begrebet topologi: Ved en topo-
logi pa en maengde M forstas en afbildning U: M — P(P(M)) med egenskaberne
(1)-(5) i 1.10.

Bemeerk, at (1) i 1.10 kan erstattes med
(6) Vee M :U(x) # D .
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Thi (6) folger oplagt af (1), og (1) folger af (6) ved brug af (3).

Bemeerk ogsa, at (1)-(4) alene udtaler sig om omegnsfiltret i hvert enkelt punkt,
hvorimod (5) sammenknytter omegnsfiltrene i forskellige punkter. — I sproglig
formulering lyder (5) saledes: Enhver omegn af = er tillige omegn af alle punkter
y i en (passende) omegn af x.

1.3. Afsluttede maengder. Randpunkter.
Definition 1.11. En maengde A i et topologisk rum (M, 7") siges at vaere afsluttet

(eller lukket), dersom M\ A er aben.

Seetning 1.12. [ et topologisk rum (M, T) gelder:

(1) Enhver fellesmaengde af afsluttede mangder er afsluttet.
(2) Enhver foreningsmangde af endelig mange afsluttede mengder er afsluttet.
(3) M og @ er afsluttede.

Bewvis. Umiddelbar konsekvens af 1.1. [

Bemazrk at afbildningen A — CA (komplementzermaengde) er en bijektion mel-
lem systemerne af abne og afsluttede maengder.

Definition 1.13. Et punkt x i et topologisk rum (M,7) siges at veere et kon-
taktpunkt for en meengde A i M, dersom enhver omegn af x har en ikke tom
feellesmaengde med A. — Maengden af kontaktpunkter for A kaldes A’s afslutning,
og betegnes cl A (eller A). (“cl” for closure).

Der geelder altsa om x € M, A C M:
reAsVUcU(x) : UNA#D
og ved negation B
r¢ A IV el(r) :UC M\A
& x € int(CA)

altsa
CA = (CA)°, eller A=C(CA)°.

Heraf fas fglgende duale saetning til 1.8:

Szetning 1.14. For en delmengde A i et topologisk rum (M, T) er A den mindste
(m.h.t. C) afsluttede maengde, som indeholder A.
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Definition 1.15. Et punkt x i et topologisk rum (M, 7)) siges at veere et rand-
punkt for en meengde A i M, dersom z er kontaktpunkt for bade A og CA. —
Mengden af randpunkter for A kaldes A’s rand, og betegnes bd A (eller JA).
(“bd” for boundary).

Definition 1.16. Et punkt z i et topologisk rum (M,7) siges at veere et ydre
punkt for A C M, dersom x er et indre punkt for CA.

Vi har umiddelbart felgende vigtige egenskaber:

(a) 0A =0(CA)

(b) M = A° UEA)O UoA

(c) 0A=ANCA= A\ A°
(d) A=A°U0A = AUDIA.
Definition 1.17. Er A og B delmangder af et topologisk rum (M, 7)), siges A at

veere teti B, dersom A O B. Er A teet i M altsa A = M, siges A at vaere overalt
tet.

Bemaerk at A er overalt teet i M hvis og kun hvis

VGeT(G#o=ANG #Q2).

Definition 1.18. Et topologisk rum (M, 7)) siges at vaere separabelt, dersom der
findes en teellelig delmeengde A af (M, 7)), som er overalt taet.

De euklidiske talrum R™ er separable, da Q™ er numerabel og overalt teet.
1.4. Sammenligning af topologier.

Definition 1.19. Lad 7; og 75 veere topologier pa samme mangde M. Topologien
Ty siges da at veere grovere end 7Ta, og 75 siges at veere finere end 77, dersom
71 C T, altsa dersom enhver aben meengde i (M, 77) er aben i (M, 7).
Seetning 1.20. Er (7;)icr en familie af topologier pa en mangde M, sa er ogsa
N7; en topologi pa M.

Beuvis. Det skal vises, at hvis enhvert af meengdesystemerne 7; har egenskaberne
(1)-(3) 1 1.1, sa har ogsa N7; disse egenskaber. Dette er oplagt. [

En topologi 7 pa M er et element i P(P(M)) og maengden af topologier pa M
er altsa en delmeengde af P(P(M)), som vi betegner Top(M). Relationen “grovere
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end” er en ordensrelation i Top(M) induceret af relationen C i P(P(M)). Den
trivielle topologi er det fgrste element og den diskrete topologi det sidste element
i Top(M). En anden made at sige dette pa er, at den trivielle topologi er grovere
end en vilkarlig topologi, som pa sin side er grovere end den diskrete topologi. Det
er let at konstruere eksempler der viser, at Top(M) ikke er totalt ordnet. Dette
skal sammenholdes med Seetning 1.22 nedenfor.

Definition 1.21. En ordnet meengde (M, <) kaldes et fuldstendigt gitter (eng.
complete lattice), hvis enhver ikke tom delmangde har en stgrste minorant og en
mindste majorant.

Seetning 1.22. Maengden Top(M) af topologier pa en meangde M er et fuldsten-
digt gitter under ordningen C.

Bevis. Det skal vises, at for en vilkarlig ikke tom maengde {7; | i € I} af topologier
7; pa M findes en fineste, som er grovere end dem alle, og en groveste, som er finere
end dem alle. — Det er trivielt, at en topologi 7 pa M er grovere end alle 7;’erne
hvis og kun hvis 7 C N7;. Da imidlertid N7; er en topologi ifslge 1.20, er N7; den
fineste blandt de topologier, som er grovere end alle 7;’erne. — Der findes mindst
én topologi, som er finere end alle 7;’erne, nemlig den diskrete. Lad {S; | j € J}
vaere maengden af de topologier, som er finere end alle 7;’erne. Ifglge 1.20 er NS;
en topologi pa M, og den er abenbart den groveste blandt de topologier, som er
finere end alle 7;’erne. [

Seetning 1.23. Lad S vere et vilkarligt system af delmengder af en maengde M .
Der findes da en groveste topologi T pa M med S C T. — Denne topologi T siges
at vere frembragt af S.

Bevis. Der findes (mindst) en topologi pa M, som indeholder S, — nemlig i hvert
fald den diskrete. Faellesmeengden af alle sadanne topologier er en topologi ifglge
1.20; den er derfor den groveste, som indeholder S. [

Saetning 1.24. Lad S vere et system af delmaengder af M. Den af S frembragte
topologi T pa M bestar af @ og M samt de delmaengder af M, som er forenings-
mengde af fellesmaengder af endelig mange mengder fra S.

Bevis. Lad S’ betegne systemet af de delmeengder af M, som er fellesmaengde
af endelig mange meengder fra S. Lad S” betegne systemet af de delmaengder af
M, som er foreningsmaengde af maengder fra S’. Pastanden er, at S” U{@&, M} er
den groveste topologi pa M, som indeholder §. Det er klart ifglge 1.1, at enhver
topologi pa M, som indeholder S, tillige ma indeholde §” U {@, M}. Det skal
derfor vises, at S” U{@, M} er en topologi. Men dette verificeres let. [
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OPGAVER TIL §1

1.1. Lad (M, d) veere et metrisk rum og seet
To={AePM) |V e AIr>0: K(z,r) C A},

hvor som saedvanlig K (x,r) = {y € M | d(z,y) < r}. Vis, at 7; er en topologi pa
M.

1.2. Lad M vere en ikke tom maengde. Vis, at systemet
T ={o}u{AeP(M)|CA endelig}

er en topologi pa M. Beskriv systemet af afsluttede maengder. Vis, at enhver
uendelig meengde er overalt tet i (M, 7).

1.3. Lad (M, T) veere et topologisk rum. Vis, at afbildningen ¢ = cl: P(M) —
P (M) har egenskaberne

(i) ¢(2) =2
(ii) VA€ P(M): A C p(A)
(iii) VA € P(M):p(p(A)) = ¢(A)
(iv) VA, B e P(M): p(AUB) = ¢p(A) U p(B).

Vis omvendt, at hvis M er en vilkarlig maengde og hvis ¢: P(M) — P(M) er
en afbildning med egenskaberne (i)-(iv), sa findes en og kun en topologi pa M
sa p(A) er afslutningen af A i denne topologi. (Kuratowski indfgrte topologi pa
denne made).

Vink. Vis at maengdesystemet
F={AePM)|A=p(A);
opfylder betingelserne i Szetning 1.12.

1.4. Lad A vere overalt teet i det topologiske rum (M, 7). Vis, at for enhver
aben meengde G geelder cl(ANG) = cl(G).

1.5. Lad (M, T) veere et topologisk rum. Vis, at

(AUB) COAUIB .
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1.6. Vis, at 7 ={|t,c0[ | t € R} U{D,R} er en topologi pa R. Bestem systemet
af afsluttede maengder. Vis, at {t} =] — o0, 1] for t € R og beskriv A for en vilkérlig
delmaengde A C R.

1.7. Lad 71,7, veere topologier pa M og lad Zl, A% veere afslutningen af A i de
to topologier. Vis, at 7; C 75 hvis og kun hvis A D A° for alle A C M. [Jo finere
topologi jo mindre afslutning].

1.8. En aben maengde G i et topologisk rum (M,7) kaldes reguler hvis G =
int(G). Tilsvarende kaldes en afsluttet meengde F reguler hvis F = cl(F°). Vis,
at for en vilkarlig delmzengde A C M er int(A) og cl(AY) regulere. Vis, at
komplementaermaengde-operationen forer de afsluttede regulsere maengder over i
de abne reguleere maengder og omvendt.

1.9. En maengde i et topologisk rum (M, 7') kaldes en F,-mangde, hvis den er for-
eningsmangde af en folge af afsluttede maengder. Den kaldes en Gs-maengde, hvis
den er faellesmaengde af en fglge af abne maengder. Vis, at komplementaermaengde-
operationen fgrer klassen af F,,-maengder over i klassen af Gs-maengder. Vis, at
klassen af F,-maengder er stabil ved teellelige foreningsmaengder, og at klassen af
Gs-maengder er stabil ved teellelige faellesmaengder.

1.10. Vis, at en aben maengde G i et topologisk rum (M, 7T) er regulaer (jfr. opg.

1.8) hvis og kun hvis 0G = 9(G). Vis, at en afsluttet meengde F' er reguleer hvis
og kun hvis OF = 9(F°).
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s2. Baser, teellelighedsaksiomer.

Definition 2.1. Lad (M, 7T) vaere et topologisk rum, og lad x € M. Ved en basis
for omegnsfiltret i z, eller en omegnsbasis i x, forstas et system B(x) af omegne af
x med egenskaben, at enhver omegn af x indeholder en af omegnene i B(z).

Definition 2.2. Et topologisk rum (M, 7) siges at opfylde 1. tellelighedsaksiom,
dersom der for ethvert punkt x € M findes en teellelig omegnsbasis i x.

Eksempel 2.3. Lad (M, d) veere et metrisk rum, og lad z € M. Lad D vere en
delmaengde af Ry, og seet

B(z):={K(x,r) |r € D}.

Det er da klart, at B(x) er en basis for 7j-omegnsfiltret i x, hvis inf D = 0.
Specielt noteres, at der findes numerable omegnsbaser, nemlig f.eks. systemet 5(x)
med D = {n~! | n € N}. Ethvert metrisabelt topologisk rum opfylder altsa 1.
teellelighedsaksiom.

Definition 2.4. Lad (M, 7 ) veere et topologisk rum. Et system S af abne maeng-
der kaldes en basis for 7, dersom enhver ikke tom maengde i 7 er forening af
meengder fra S.

Systemet af alle kugler i et metrisk rum (M, d) er en basis for 7;. Systemet af
singletons S = {{z} | x € M} er en basis for den diskrete topologi pa M.

Saetning 2.5. Ft system S af delmaengder af en maengde M er basis for en topologi
pa M, nemlig den af S frembragte topologi, hvis og kun hvis S er en overdekning

af M (dvs. |J S = M) og der for alle S1,S2 € S og alle x € S1NSs findes S3 € S,
Ses
saledes at x € S3 C S1NSs.

Beuvis. Antag forst, at S er basis for en topologi 7. Det er da for det fgrste klart,
at § er en overdackning; thi M er aben, og enhver aben maengde er forening af
mangder fra S. Betragt dernsest 51,5 € S ogx € M med x € S§; N Se. Da
enhver aben maengde er forening af meengder fra S, og S1 N Sy er aben, findes
S3 € S med x € S3 C 51 NS5 Antag omvendt, at betingelserne er opfyldt, og
lad 7 veere den af S frembragte topologi, jfr. Seetning 1.24. Det pastas, at S er
en basis for 7. Betragt derfor O € 7 og x € O; det skal da vises, at der findes
SeSmedz eSS CO. Hvis O = M, findes S som gnsket pa grund af, at S
er en overdekning. Hvis O # M, sa findes ifglge 1.24 endelig mange meaengder
S1,...,5, € S med

(+) z€SN...NSCO.
48



Matematisk Afdeling 2.11
30. januar 2003

Hvis n > 1, sa findes ifglge antagelsen S/, ; € S med x € S/,_; C S,_1 NSy,
hvormed
$€S1ﬁ...ﬂsn_2ﬁ5’;_1 cCO.

Antallet af meengder S; i (%) kan altsa reduceres med 1, dersom n > 1. Heraf
folger pastanden. [J

Seetning 2.6. Lad (M,T) vere et topologisk rum. Et delsystem S af T er da en
basis for T, hvis og kun hvis for hvert x € M systemet

B(x):={SeS|zeS}

er en omegnsbasis i x.

Bevis. Antag forst, at S er en basis for 7, og lad U € U(x). Der findes da O € T
med x € O C U. Da S er en basis for 7, fglger heraf, at der findes S € S med
x €S C O CU, — hvilket viser, at B(x) er en omegnsbasis i . Antag omvendst,
at B(x) er en omegnsbasis i  for hvert x € M. Lad O € T, og lad z € O. Da er
O en omegn af x, og der findes fglgelig S € S med z € S C O. Heraf fremgar, at
S er en basis for 7. 0O

Definition 2.7. Et topologisk rum (M, 7) siges at opfylde 2. tellelighedsaksiom,
dersom der findes en taellelig basis for topologien 7.

Bemazrkning 2.8. Hvis et topologisk rum (M, 7") opfylder 2. teellelighedsaksiom,
sa opfylder det ogsa 1. teellelighedsaksiom (jfr. 2.2), og det er separabelt (jfr. 1.18).
Det forste folger af Seetning 2.6. Det andet indses saledes: Er S = {S,, | n € I}
en teellelig basis for 7, og er x,, et punkt i S, sa er A:={xz, | n € I} en tellelig
overalt teet delmaengde.
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OPGAVER TIL §2

2.1. Lad M vere en vilkarlig ikke tom maengde og lad a € M. Vis at 7, =
{@,M,{a}} er en topologi pa M. Vis dernest, at Top(M) ikke er totalt ordnet,
hvis M har mindst 2 elementer a # b. Beskriv den groveste topologi pa M der er
finere end 7, og 7.

2.2. Sorgenfrey topologien pa R. Sadan kaldes topologien pa R frembragt af inter-
vallerne [a, b[, a < b. Vis, at disse maengder udggr en basis for topologien. Vis, at
maengderne [a, b[ er afsluttede (og abne per definition) i topologien. Vis, at Sorgen-
frey topologien er finere end den ssedvanlige topologi, og at 1. teellelighedsaksiom
geelder. Vis, at Sorgenfrey topologien er separabel, men at 2. teellelighedsaksiom
ikke gaelder. (Vink. Hvis B er en basis kan vi til hvert a € R finde A, € B sa
a€ A, Cla,a+1[. Saer a — A, injektiv.)

2.3. Gennemfor beviset for at hvis (M,7) opfylder 2. tellelighedsaksiom, sa
opfylder (M, 7T) ogsa 1. teellelighedsaksiom og er separabelt.

Vis, at hvis (M,7) er metrisabelt, sa gaelder det omvendte. Dermed har vi
altsa folgende:

Seetning. Et metrisabelt rum (M, T) er separabelt hvis og kun hvis 2. tellelig-
hedsaksiom gelder.

Konkludér at Sorgenfrey topologien (2.2) ikke er metrisabel.

2.4. Vis, at et diskret topologisk rum (M, 7') opfylder 2. teellelighedsaksiom netop
hvis M er teellelig.

2.5. Vis, at de abne intervaller |aj,bi[X - X]an, b, med a;,b; € Q udger en
numerabel basis for R".

2.6. Ordenstopologien. Lad (M, <) veere en totalt ordnet maengde, som ikke er en
singleton. Definér “intervallerne” for a,b € M:
la,00o[={x e M |a<z},
| —oo,bl={z € M|x<b},
la,bl={x e M |a<z<b}.
Vis, at ovenstaende maengder for a,b € M udggr en basis for en topologi pa M.
Topologien kaldes ordenstopologien.

Vis, at ordenstopologien pa R med den szdvanlige ordning er den ssedvanlige
topologi pa R.
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s3. Kontinuerte og abne afbildninger.

Definition 3.1. En afbildning f af et topologisk rum (Mj,77) ind i et topologisk
rum (M, 73) siges at veere kontinuert, dersom for enhver aben mengde Os i
(Mz,T3) originalmeengden f~1(0s) er &ben i (My,7T7).

Betingelsen kan kort udtrykkes saledes: f~! (72) C 73, altsa enhver aben maengde
i 75 tilbagetransporteres i en aben maengde i 77.

Hvis 77 er den diskrete topologi, sa er f kontinuert for enhver topologi 7> pa
Ms. Og hvis 75 er den trivielle topologi, sa er f kontinuert for enhver topologi 73
pa M;. Afbildningen f har vanskeligere ved at blive kontinuert, des grovere 77 er
og des finere 75 er.

Bemaerkning 3.2. Lad 77 og 75 veere topologier pa samme mangde M. Topo-
logien 77 er da finere end 75, hvis og kun hvis den identiske afbildning Idy; af M
er kontinuert som afbildning af (M, 77) pa (M, 73).

Definition 3.3. En afbildning f af et topologisk rum (Mj,77) ind i et topologisk
rum (Ms, 7) siges at veere kontinuert i et punkt x € My, dersom for enhver omegn
Us af f(z) i (Ma,73) originalmaengden f~1(Us) er en omegn af x i (My,77).

Bemazerkning 3.4. Idet U4 hhv. Uy betegner omegnsfilterafbildningen i (M, 77)
hhv. (M, 75), kan betingelsen i 3.3 kort udtrykkes saledes: f~1(Usz(f(x))) C U ()
eller ekvivalent hermed

YU, € Z/lQ(f($))E|U1 € Z/ﬁ(l‘) : f(Ul) CUs,

hvorved definitionen ligner den saedvanlige e-d-definition. Heraf ses ogsa, at Defi-
nition 3.3 er en udvidelse af den kendte definition i tilfeelde af at topologierne er
inducerede af metrikker.

Seetning 3.5. En afbildning f af et topologisk rum (My,7T7) ind i et topologisk
rum (Ma,T3) er kontinuert, hvis og kun hvis den er kontinuert i ethvert punkt af
M.

Bevis. Antag forst, at f er kontinuert. Lad x € M; og lad Uz € Uz(f(z)). Der
findes da Oy € 75 med f(x) € Oy C Us, hvormed z € f=1(03) C f~1(Us). Ifslge
antagelsen er f~1(03) aben i (M1,77), og f~1(Us) er derfor en omegn af z. Antag
omvendt, at f er kontinuert i ethvert punkt af M. Lad Oy € 75. For ethvert
x € f71(O2) er da Oz en omegn af f(x); thi f(x) € Oz, og Oz er dben. Ved
brug af antagelsen fglger heraf, at f~1(O3) er omegn af alle sine punkter, hvormed
f71(02) er aben, jfr. 1.9. O
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Definition 3.6. En afbildning f af et topologisk rum (Mj,77) ind i et topologisk
rum (Ms,73) siges at vaere aben, dersom for enhver aben meengde Oq i (My,7;)
billedmeengden f(O1) er aben i (Ms,73).

Betingelsen kan kort udtrykkes saledes: f(77) C 7s.

Hvis 7; er den trivielle topologi og f(My) = M, eller 75 er den diskrete topologi,
sa er f aben, uanset hvilken topologi 72 hhv. 77, der betragtes. Afbildningen f
har vanskeligere ved at blive aben, des finere 77 er og des grovere 75 er.

Bemaerkning 3.7. Lad 7; og 7> vaere topologier pa samme maengde M. To-
pologien 77 er da grovere end 73, hvis og kun hvis Idy: (M, 77) — (M,73) er
aben.

Definition 3.8. En afbildning f af et topologisk rum (Mj,77) ind i et topologisk
rum (Ms,7T3) siges at vaere aben i et punkt x € My, dersom for enhver omegn U;
af z i (My,77) billedmaengden f(U;) er en omegn af f(z) i (Ms, 7).

Seetning 3.9. En afbildning f af et topologisk rum (My,7T7) ind i et topologisk
rum (M, T3) er aben, hvis og kun hvis den er aben i ethvert punkt af M; .

Beuvis. Se opgave 3.3.

Definition 3.10. En afbildning f af et topologisk rum (M7,77) ind i et topolo-
gisk rum (Mas, 73) siges at veere homeomorf (eller en homeomorfi), dersom den er
bijektiv, kontinuert og aben.

Betingelsen i 3.10 er ensbetydende med, at f er bijektiv, og f og f~! begge er
kontinuerte. Betingelsen kan kort udtrykkes saledes: f er bijektiv og f(77) = 75.
(Eller saledes: f er bijektiv og f~1(73) = 71.)

Den inverse afbildning til en homeomorfi er en homeomorfi. Findes en hom-
eomorfi af (My,77) pa (M2, 72), sa findes folgelig ogsa en homeomorfi af (Maz, 73)
pa (My,77). To rum med denne egenskab siges at vaere homeomorfe.

Seetning 3.11. Ved sammensetning af kontinuerte hhv. abne hhv. homeomorfe
afbildninger fas igen en kontinuert hhv. aben hhv. homeomorf afbildning.

Bevis. Lad (M1,71), (M2, 73) og (Ms,73) vaere topologiske rum, lad f veere en
afbildning af (My,77) ind i (M2,73) og lad ¢ veere en afbildning af (Maz,73)
ind i (Ms,73). Antag, at f og g begge er kontinuerte, og lad O vere en aben
maengde i (M3,73). Da er ¢g71(O) dben i (Ms,73) pa grund af g’s kontinui-
tet, og f~1(g71(0)) er derfor aben i (My,7;) pa grund af f’s kontinuitet. Men
Y9 H0)) = (go f)~HO), og falgelig er g o f kontinuert. — Péastanden om
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abenhed vises pa tilsvarende made. Pastanden om homeomorfi folger af de to
forste pastande. [

Via dualiteten mellem abne og afsluttede maengder kan man let se, at f: (M1,77) —
(Ms,T3) er kontinuert hvis og kun hvis f~!(F) er afsluttet i M; for enhver afslut-
tet maengde F' i My. Som anvendelse af det foregaende ses, at hvis f: (M,7) — R
er kontinuert, sa er maengderne

{reM| f(z)>a}, {xeM|a< f(x)<b}
abne i M, og maengderne
{reM|fx)<a}, {reMl|a<f(z)<b}

er afsluttede i M.
Ved inddragelse af begrebet basis kan beviset for at en afbildning er kontinuert
eller aben forenkles.

Seetning 3.12. Lad f: (M1,71) — (Ma2,73) og lad B; C 7T; veere baser for topolo-
gierne.

(a) Hwvis f~1(03) € T1 for enhver maengde Oz € Ba, sd er f kontinuert.

(b) Huis f(O1) € T3 for enhver mangde Oy € By, sa er f aben.

Bevis. En vilkarlig ikke tom aben meengde Os € 75 kan skrives Os = |J G;
il
med G; € Ba, og da f~1(02) = |J f71(G;) ser man, at f~1(03) er aben, hvis
il

betingelsen i (a) er opfyldt.

Tilsvarende kan en ikke tom aben maengde Oy € 77 skrives O1 = Uz’e ; Gi med
G € Bi, og da f(O1) = U,c; f(Gi) ser man, at f(O1) er aben, hvis betingelsen i
(b) er opfyldt. [

For et topologisk rum (M,7) kan vi betragte maengderne C(M,K) af konti-
nuerte funktioner f: M — K, hvor K = R eller K = C. Fuldsteendig som ved
metriske rum ses, at C(M,K) er et K-vektorrum og en kommutativ ring ved de
punktvise operationer. Desuden er underrummet af kontinuerte begraensede funk-
tioner Cp(M,K) et normeret rum under den uniforme norm

[ fllo = sup{[f(2)] | x € M} .

At dette rum er fuldsteendigt, altsa et Banach rum, fglger af, at kontinuitet
bevares ved uniform konvergens. Vi minder om resultatet i fglgende formulering:

53



Matematisk Afdeling 2.16
30. januar 2003

Seetning 3.13. (a) Lad (M, T) vere et topologisk rum og A C F(M,C) vere en
mengde af funktioner som alle antages kontinuerte i xg € M. Huvis f : M — C
kan approksimeres uniformt med funktioner fra A, altsa hvis

Ve>03dge A VeeM:|f(x)—g(x)| <e,

sa er f kontinuert i xg.

(b) (Weierstrass’ majorantrekke-kriterium). Huvis den uendelige rekke > fy,
1

af kontinuerte funktioner (f, € C(M,C)) har en konvergent majorantrekke »  a,
1

hvor |fn(z)| < ay, for alle x € M, sa er f(x) = > fn(z) en kontinuert funktion
1
pa M.
Bevis. (a) Vi gnsker til € > 0 at finde U € U(zop) sa
|f(x) — f(zo)| <e foralle zeU.
Forst veelges g € A sa |f(x) — g(z)] <¢e/3 for alle x € M, og da ¢ er kontinuert i

xo kan vi veelge U € U(xo) sa |g(x) — g(z0)| < /3 for x € U. Heraf fas for x € U
ved trekantsuligheden for numerisk vaerdi:

[f (@) = f(xo)| = [(f(z) — g(x)) + (9(x) — g(20)) + (9(x0) — f(z0))| <3-g/3=¢.

oo
(b) Reekken > f,,(z) er konvergent for hvert x ifglge sammenligningskriteriet, og
1

om sumfunktionen f(z) har vi

F@ =Y h@| < Y @IS Y
k=1 k=n+1 k=n+1

og da “halen” i en konvergent rackke gar mod 0 ses, at betingelsen i (a) er opfyldt
med A lig med meengden af afsnit i reekken. [
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OPGAVER TIL §3

3.1. Gor omhyggeligt rede for at f : (X,dx) — (Y,dy) er kontinuert i z € X
i henhold til Definition 3.3 hvis og kun hvis f er kontinuert i henhold til den
saedvanlige e-d-definition for metriske rum.

3.2. (a) Angiv en kontinuert funktion f : R — R som ikke er aben. (b) Der findes
en aben afbildning f : R — R som ikke er kontinuert.

Vink. Hvert tal 2 €]0, 1] har en entydig fremstilling 2 = 20,a1as ... som dual-
brgk, der ikke ender pa lutter nuller. (Cifrene a; er enten 0 eller 1, og dualbrgken
fremstiller tallet >_ a;27%). Definer nu

1
g(x) = limsup — Zai , x€]0,1],

og udvid g til R ved periodicitet. Vis, at g(I) = [0, 1] for ethvert interval I med
indre punkter.

Vis, at g(%0,a1az...a,11...) =1, g(30,a1as...a,10101...) = 1.

Lad h : ]0,1[— R veere en homeomorfi med h(3) = 5 og udvid A til [0,1] ved

2
h(0) =0, h(1) =1. Vis, at f =hog: R — R er aben, men ikke kontinuert.

3.3. Gennemfgr beviset for Saetning 3.9.

3.4. Lad f,g : (M,7) — R veere kontinuerte funktioner. Vis, at funktionerne
fVg(r) =max(f(x),g9(x)) og f A g(x) = min(f(z), g(x)) er kontinuerte.

3.5. En funktion f : (M,7) — R kaldes nedad (hhv. opad) halvkontinuertiz € M
hvis
Ve>03U e U(x) : f(U) C|f(x) —e,00[,

(hhv.Ve > 03U e U(x) : f(U) C] — o0, f(z) +¢€]) .

Vis, at f er kontinuert i x hvis og kun hvis den er bade opad og nedad halvkonti-
nuert i x.
Vis, at f er nedad halvkontinuert i x netop hvis — f er opad halvkontinuert i x.
Vis, at f er nedad halvkontinuert (dvs. nedad halvkontinuert i hvert z € M)
hvis og kun hvis
f'Ja,0[) €T foralle acR.

Vis, at indikatorfunktionen 14 for en delmaengde A C M er nedad (hhv. opad)
halvkontinuert hvis og kun hvis A er aben (hhv. afsluttet). (Per definition er
la(z) =1for x € Aog lua(x) =0 for z ¢ A).
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3.6. Mengden af kontinuitetspunkter C(f) er en Gs-maengde, jfr. opg. 1.9. Lad
f: (M, T) - (X,d) veere en afbildning af et topologisk rum (M,7) ind i et
metrisk rum (X,d). For € > 0 defineres U, som foreningsmeengden af de O € T
for hvilke diam f(O) < ¢, idet diameteren for en delmeengde A C X defineres som

diam A = sup{d(zx,y) | x,y € A} .

Vis, at maengden C(f) af f’s kontinuitetspunkter er lig med [ Ue, og gor rede
e>0
for, at dette er en Gs-maengde.

3.7. Vis, at f: (My,71) — (Ma2,73) er kontinuert hvis og kun hvis

VA C M : f(A) C f(A) .
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s4. Konstruktioner med topologiske rum.

4.1. Delrum.

Seetning 4.1. Lad (M, T) vere et topologisk rum og lad A vere en delmengde af
M. Systemet
Ta:={ANO |0 €T}

er da en topologi pa A. For x € A gelder
Ua(z) ={ANU | U el(x)},

hvor U hhv. Uy betegner T -omegnsfiltret hhv. Ta-omegnsfiltret i x. — Topologien
Ta kaldes delrumstopologien pa A (eller den af T inducerede topologi pa A). Det
topologiske rum (A, Ta) kaldes et delrum af (M, T).

Beuviset er oplagt. [

Eksempel 4.2. Lad A vaere en delmaengde af et metrisk rum (M, d). Restrikti-
onen d’ af d til A x A er da en metrik pa A. Den af d’ inducerede topologi pa A
er netop delrumstopologien pa A, induceret af 7;. Med andre ord: 7y = (73) a.

Seetning 4.3. De afsluttede mengder i et delrum (A,7T4) af et topologisk rum
(M, T) er netop mengderne af formen ANF, hvor F er afsluttet i (M, T).
For en delmengde X C A gelder om afslutningen cla(X) i (A,74) at

cla(X)=AnNcl(X).

Beuvis. Forste pastand fglger af formlen ANCO = A\ (ANO), O € T. Da ANcl(X)
er afsluttet i (A,74) og omfatter X fas cla(X) C ANcl(X) ifplge Seetning 1.14.
Pa den anden side ved vi at cla(X) = AN F, hvor F er afsluttet i (M, 7T), altsa
X CF. Men saer cl(X) C F, og derfor har vi ogsa ANcl(X) CANF =cla(X).
U

Bemaerkning 4.4. Lad (A, 74) veere et delrum af (M, 7). En delmeengde B af A
kan da bade opfattes som en maengde i (A,74) og som en maengde i (M, 7). Nar
man udtaler sig om topologiske egenskaber ved B (f.eks. “B er aben”), ma man
derfor praecisere, om B opfattes som en maengde i (A, 74) elleri (M, 7). Dette kan
f.eks. ske ved benyttelse af vendinger som “B er aben relativt til A”. — Bemeerk i
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gvrigt at den af 7 og den af 74 inducerede delrumstopologi pa B er den samme
(nar BC A C M), altsa T = (74)B.

Inklusionsafbildningen 14 : A — M givet ved [4(x) = z forx € A C M er
kontinuert, idet
I;'(0)=AnoO

for O € 7. Vi ser endda, at 74 er den groveste topologi pa A, sa I 4 er kontinuert.
Hvis f: M — (N,7yn) er kontinuert i a € A, sa er restriktionen f|A:A — N
kontinuert i a idet f|A = f o I4.
Hvis f(M) C B C N kan vi betragte f som afbildning f: M — B. Man ser, at
f: M — B er kontinuert i a € M hvis og kun hvis f: M — N er kontinuert i a.

4.2. Produktrum.

Lad (M;);er veere en familie af meengder. Produktmaengden [] M; bestar af
icl

ier Mi sa f(i) € M; for alle i € I, men det er
ofte hensigtsmeessigt (i stil med R¥) at opfatte sidanne afbildninger som familier
(f(i))ier af elementer, hvor x; := f(i) € M;. 1 praksis ignoreres afbildningen og
man teenker pa produktmaengden som maengder af familier (z;);er, hvor z; € M;
for hvert i € I.

Lad m;, : IIM; — M;, betegne den ig’te projektion, dvs. afbildningen m;, ((z;)icr) =
Zi,. Den fglgende saetning beskriver en naturlig topologi pa IIM;, nar hver af
mangderne M; er forsynet med en topologi 7;.

maengden af afbildninger f: I — |

Seetning 4.5. Lad ((M;,T;))ic1 vere en familie af topologiske rum, og lad S
betegne systemet af delmaengder af IIM; af formen

(%) 7 (On) NN N0,

hvor {iy, ..., in} er en vilkarlig endelig delmengde af I, og O;, er en vilkarlig aben
mengde i (M;,,7;,.), k =1,...,n. Systemet S er da basis for en topologi T pa
IIM;. Omegnsfiltret i et punkt (z;);er har en basis bestaende af mengderne af
formen (x) med z;, € O;,, k=1,...,n. — Topologien T kaldes produkttopologien
pa IIM;; den betegnes lejlighedsvis I17;. Det topologiske rum (IIM;,117;) kaldes
produktrummet af faktorrummene (M;,7T;).

Bewvis. Den fgrste pastand folger umiddelbart af Seetning 2.5 idet man bemaerker,
at S er afsluttet under dannelse af endelige faellesmeengder. Den anden pastand
er derefter en umiddelbar konsekvens af Seetning 2.6. [
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Mengderne af formen (%) i 4.5 kan ogsa beskrives som produktmaengderne
I1O;, hvor O; = M; for i ¢ {i1,...,i,}. Hvis I er en endelig maengde, bestar
basen for I17; altsa af produktmeengderne I10;, hvor O; € 7;. Man ser af (x)
at alle projektionerne m; er kontinuerte i produkttopologien, som er den groveste
topologi pa IIM;, sa alle projektionerne er kontinuerte.

4.3. Kvotientrum.

Lad ~ veere en a&kvivalensrelation i en meengde M, lad M/. betegne kvoti-
entmaengden, dvs. meengden af akvivalensklasser, og lad x: M — M/ betegne
afbildningen, som til z € M lader svare den kvivalensklasse [z], som indehol-
der x. Den kaldes den kanoniske afbildning. Den folgende ssetning beskriver en
naturlig topologi pa M/, nar M er forsynet med en topologi 7.

Seetning 4.6. Lad ~ vere en ekvivalensrelation i et topologisk rum (M, T). Sy-
stemet
T.:={ACM/ |1 (A) eT}

er da en topologi pa M/ ... — Topologien T, kaldes kvotienttopologien. Det topolo-
giske rum (M/~,T.) kaldes kvotientrummet m.h.t. ~.

Det simple bevis overlades til leeseren.

Bemezerk, at kvotienttopologien er konstrueret, sa afbildningen x er kontinuert,
idet man som abne maengder har brugt alle maengder, hvis originalmaengde er aben
i M. Vi har derfor, at topologien pa M/ ~ er den fineste, sa k er kontinuert.

4.4. Initial- og finaltopologi.

Lad f veere en afbildning af en maengde M; ind i et topologisk rum (M, 73). Vi
ser, at f bliver kontinuert, hvis M; forsynes med den diskrete topologi. Endvidere
geelder, at f har vanskeligere ved at blive kontinuert jo grovere topologi M; taenkes
forsynet med. Af den folgende seetning vil fremga, at der findes en groveste topologi
Ty pa My, som ggr f kontinuert. Hermed vil samtidig veere givet en eksplicit
beskrivelse af samtlige de topologier pa M7, som ggr f kontinuert.

Seetning 4.7. Lad M vere en maengde, lad ((M;,7T;))icr vere en familie af to-
pologiske rum, og lad der for hvert i € I veere givet en afbildning f; + M — M.
Der findes da en groveste topologi T pa M med egenskaben, at alle afbildningerne
fir (M, T) — (M;,T;) er kontinuerte, nemlig topologien frembragt af maengderne
f710:), hvori €1 og O; € T;. Meengderne i M af formen

(*) fz'_l(Oil)ﬂ“‘mfi;l(Oin) )
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hvor {i1,...,in} er en endelig delmengde af I og hvor O;, € T;, fork=1,...,n,
udgor en basis for T. For hvert x € M udgor de maengder af formen (%), som
indeholder x, en T -omegnsbasis i x. — Topologien T pa M kaldes initialtopologien
m.h.t. afbildningerne fi: M — (M;,7T;), i € I.

Bewvis. Enhver topologi pa M, som ggr f; kontinuert, ma indeholde mangderne
f._l(Oi), hvor O; € 7;. Den af mangderne fi_l(Oi), 1 € 1, O; € T;, frembragte

7
topologi er derfor den groveste, som ggr alle f;’erne kontinuerte. Hermed er seet-
ningens fgrste og anden pastand eftervist. Idet @ og M begge er af formen fi_1 (0;)
— nemlig med O; = @ hhv. O; = M, for et vilkarligt ¢« € I — folger satningens

tredie pastand af Seetning 1.24. Sidste pastand felger derefter af Seetning 2.6. [

Eksempel 4.8. Lad A veere en delmaengde af et topologisk rum (M, 7), og lad
I4: A — M betegne inklusionsafbildningen, dvs. I4(x) = x for x € A. Initialtopo-
logien pa A m.h.t. afbildningen I4: A — (M, 7) er da delrumstopologien 74.

Eksempel 4.9. Lad ((M;,7;))ier veere en familie af topologiske rum, og lad M
betegne produktmaengden IIM;. Initialtopologien pa M m.h.t. projektionerne
mi: M — (M;,7T;), i € I, er da produkttopologien I17;.

Seetning 4.10. Lad M vere en maengde, og lad T wveere initialtopologien pa M
m.h.t. afbildningerne fi: M — (M;,7;), i € I. Lad g vere en afbildning af et
topologisk rum (Mo, 7o) ind i (M, T). Afbildningen g er da kontinuert, hvis og
kun hvis alle afbildningerne f; o g: (Mo, 7o) — (M;,7;), i € I, er kontinuerte.

Beuvis. Hvis g er kontinuert, sa er ogsa alle f; o g kontinuerte, jfr. 3.11. Antag
omvendt, at alle f; o g er kontinuerte. Da mangderne () fra Seetning 4.7 udger
en basis for 7, er det ifglge Saetning 3.12 nok at vise at

Q=g ' (f;,"(0i)N N [ 10:,) €To

(3

men det fglger af omskrivningen

Q=g ' (f;,(0)N---Ng  (f1(0s,))
= (fi,o9) " (Oi) NN (fi, 09) 1 (0:,))

idet kontinuiteten af afbildningerne f; o g sikrer, at maengderne

(fix og)_l(Oik), k=1,....,n,

er abne i (Mo, 7p). Feellesmaengden af disse meengder er fglgelig ogsa aben, altsa
ey, O

()

Ved anvendelse af Saetning 4.10 pa produktrum fas fglgende vaesentlige resultat:
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Korollar 4.11. En afbildning g af et topologisk rum (Mo, 7o) ind i et produktrum
(IIM;, I17;) er kontinuert, hvis og kun hvis alle afbildningerne m; o g: (Mo, Ty) —
(M;,T;), i € I, er kontinuerte.

Vi skal dernaest betragte en dual situation. Lad f veaere en afbildning af et topo-
logisk rum (M;,77) ind i en maengde M. En topologi 72 pa Ms gor f kontinuert
hvis og kun hvis f~1(73) C 77. Den trivielle topologi pa Ms har denne egenskab.
Jo finere topologier pa Ms, man betragter, des vanskeligere har f ved at blive
kontinuert. Af det folgende fremgar, at der findes en fineste topologi pa Ms, som
gor f kontinuert. Hermed vil samtidig maengden af de topologier pa My, som ggr
f kontinuert, veere bestemt.

Seetning 4.12. Lad M vere en mengde, lad ((M;,T;))icr vere en familie af
topologiske rum, og lad der for hvert i € I vere givet en afbildning f;: M; — M.
Der findes da en fineste topologi T pa M med egenskaben, at alle afbildningerne
fi er kontinuerte. Systemet af abne maengder i (M, T) er de delmengder A af M
for hvilke fi_l(A) € 71; for allei € I. — Topologien T pa M kaldes finaltopologien
m.h.t. afbildningerne f;: (M;,7;) — M, i€ I.

Beuvis. Det er let at eftervise, at systemet
T:={ACM|Viel:f{ (A €T}

er en topologi pa M, og det er derefter klart, at 7 ggr alle f;’erne kontinuerte.
Men heraf fremgar det gnskede. Thi er 7’ en topologi pa M, som ggr alle f;’erne
kontinuerte, s& ma der for alle O € T’ gzelde f; *(0) € T;, i € I, — og dermed
7CcT. O

Eksempel 4.13. Lad ~ vare en akvivalensrelation i en maengde M, og lad
k: M — M/ ~ betegne afbildningen, som til x € M lader svare den akvivalens-
klasse [z], som indeholder z. Lad yderligere 7 veere en topologi pa M. Finaltopo-
logien pa M/ ~ m.h.t. afbildningen x: (M,7) — M/ ~ er da kvotienttopologien
7., jfr. 4.6.

Saetning 4.14. Lad M vere en maengde, og lad T wvere finaltopologien pa M
m.h.t. afbildningerne f;: (M;,T;) — M, i € I. Lad g vere en afbildning af (M, T)
ind i et topologisk rum (Mo, Ty). Afbildningen g er da kontinuert, hvis og kun hvis
alle afbildningerne g o f;: (M;,T;) — (Mo, 7o), i € I, er kontinuerte.

Bewvis. Hvis g er kontinuert, sa er ogsa alle sammensatte afbildninger go f;, i € I,

kontinuerte. Antag omvendt, at alle g o f;, i € I, er kontinuerte. Lad O veere en
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aben maengde i (Mo, 7o). Af det givne fglger da at (g o f;)~1(O) € 7; for hvert
i € I. Men idet (go f;)~1(O) = f; (g1 (0)) ses, at g~ *(O) € T, jfr. 4.12. Heraf
fremgar, at g er kontinuert. [
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OPCGAVER TIL §4

4.1. Lad M vere meaengden af punkter (z,y) € R? sd enten = y = 0 eller
xy = 1, og lad M vaere forsynet med delrumstopologien fra R?. Lad f : M — R
veere restriktionen f = m1|M af projektionen m1(z,y) = x pad R%2. Vis, at f er
kontinuert men ikke aben.

4.2. Lad (M;,7T;);er veere en vilkarlig familie af topologiske rum. Vis, at projek-
tionen m; er en aben afbildning af produktrummet ([ M;,[[7:) pa M;.

Vis, at hvis F; er afsluttet i M; for hvert ¢ € I, sa er [[ F; afsluttet i produk-
trummet. Vis videre, at for vilkarligt A; C M; er

cl (HA¢> =[] 4.

1= icl

4.3. Lad ~ vere en sekvivalensrelation i det topologiske rum (M, 7)) og lad M\ ~
veere maengden af akvivalensklasser forsynet med kvotienttopologien 7. Vis, at
A C M\ ~ er afsluttet hvis og kun hvis s 1 (A) er afsluttet i M. Vis, at punkterne
i M\ ~ er afsluttede netop hvis alle ackvivalensklasser er afsluttede i M.

For en maengde S C M er metningen af S givet ved

gz{weM]ElyeS:xwy}:U[y].

yes

Vis, at k er en aben afbildning hvis og kun hvis meetningen af enhver aben maengde
er aben.
Vis, at hvis sekvivalensklasserne er abne maengder, sa er de ogsa afsluttede.

4.4. Vis, at hvis (M, 7) opfylder 1. hhv. 2. tellelighedsaksiom, sa geelder det
samme om ethvert delrum.

4.5. Lad M vere en vilkarlig ikke tom maengde og antag, at A C M er ikke
tom og A # M. Konstruer en topologi pa M sa delrumstopologien pa A er den
diskrete, og pa CA den trivielle topologi (jfr. 1.4). Brug dette til at konstruere et
separabelt topologisk rum med et ikke-separabelt delrum.

4.6. Lad (M;,7;),i=1,...,n veere en endelig familie af topologiske rum. Lad (x)
sta for en af de 3 egenskaber: 1. tellelighedsaksiom, 2. teellelighedsaksiom, sepa-
rabilitet. Vis, at hvis hvert af rummene har egenskaben (x), sa har produktrummet
[] M; ogsa egenskaben (x).
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4.7. Lad (M;,7;)ies veere en vilkarlig familie af topologiske rum og lad ¢ : [ — I
veere en permutation, dvs. en bijektiv afbildning. Vis, at afbildningen (z;);er —
(7,(i))ier af [[ M; pa [ My(;y er en homeomorfi.

4.8. Lad I vere en vilkarlig meengde og antag, at der for hvert ¢ € I foreligger
en kontinuert afbildning f; : (M;,7;) — (N;,S;). Lad f =[] fi veere afbildningen

defineret ved
f((@i)ier) = (fi(zi))ier

af produktrummet [] M; ind i produktrummet [ ;.
Vis, at f er kontinuert.

4.9. Lad (M;,7;)iecs veere en teellelig familie af topologiske rum, som alle antages
at opfylde 2. teellelighedsaksiom. Vis, at initialtopologien pa en maengde M med
hensyn til afbildningerne f; : M — (M;,7;), i € I, opfylder 2. tallelighedsaksiom.

4.10. Pa R betragtes akvivalensrelationen x ~ y < x —y € 2nZ. Vis, at
kvotientmaengden kan identificeres med enhedscirklen T i den komplekse plan og
vis, at kvotienttopologien dermed identificeres med delrumstopologien pa T fra C.
Anderledes udtrykt: [x] — €*® er en homeomorfi af R/ ~ pa T.

4.11. Betragt produktrummet M x N af to topologiske rum. For x € M og
A C M x N betegner A, snitmaengden

Ae ={ye N |(z,y) € A} .
Vis, at hvis A er aben hhv. afsluttet i M x N, sa er A, aben hhv. afsluttet i N.
Vis, at hvis f : M x N — T er kontinuert, sa er snitafbildningen f(x,) : N — T

kontinuert. Her er T et vilkarligt topologisk rum, og f(x,-) er afbildningen y —
f(z,y).
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sp. Hausdorff rum, normale rum.

5.1. Adskillelsesaksiomer.

Det er velkendt, at der for to forskellige punkter x; og z2 i et metrisk rum
(M,d) findes disjunkte abne maengder O; og Oz med z1 € O1 og 2 € Oy f.eks.
O1 = K(z1,7), O3 = K(x2,7), hvor r = 1d(z1,z2). Dette kan udtrykkes ved at
sige, at der er “tilstrackkeligt mange” abne meengder til at skille punkter. I det
folgende skal denne og andre lignende skillende egenskaber ved de abne maengder
formuleres som sakaldte adskillelsesaksiomer. [T i 5.1-5.4 star for Trennung.]

Definition 5.1. Et topologisk rum (M, 7)) siges at veere et T1-rum, dersom fgl-
gende betingelse er opfyldt:

(T1) For alle punkter x; og o med x1 # x5 findes en aben maengde O med

.CC1€O,$2¢O.

Definition 5.2. Et topologisk rum (M, 7)) siges at veere et Ta-rum, dersom fgl-
gende betingelse er opfyldt:
(T9) For alle punkter x1 og x2 med z1 # x2 findes disjunkte abne maengder O,
og Oy med x1 € O; og x3 € Os.

Et To-rum kaldes ogsa et Hausdorff rum.

Definition 5.3. Et topologisk rum (M, 7)) siges at veere et Ts-rum, dersom fgl-
gende betingelse er opfyldt:

(T3) For alle punkter = og alle afsluttede maengder F' med = ¢ F findes disjunkte
abne maengder O og O3 med z € O; og F' C Os.

Et Ts-rum, som tillige er et T;-rum, kaldes et requlert rum.

Definition 5.4. Et topologisk rum (M, 7)) siges at veere et T4-rum, dersom fgl-
gende betingelse er opfyldt:

(T4) For alle disjunkte afsluttede maengder F; og F» findes disjunkte abne
meangder O og Os med F; C O7 og Fr C Os.

Et T4-rum, som tillige er et T1-rum, kaldes et normalt rum.

Bemzerkning 5.5. Abenbart geelder (Ts) = (T;). Ingen anden implikation mel-
lem de fire betingelser er almengyldig. Men for et topologisk rum, hvori alle
1-punkts maengder vides at vaere afsluttede, gaelder abenbart, at (T4) implicerer
(T3), og (T3) implicerer (T3). Af Ssetning 5.6 fremgar, at 1-punkts maengderne
i (M, T) er afsluttede, hvis og kun hvis (M,7) er et Ti-rum. Der gelder derfor
(T4)A(T1) = (T3) og (T3)A(T1) = (T3). Ethvert normalt rum er altsa reguleert,
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og ethvert reguleert rum er et Hausdorff rum. Heraf ses, at i definitionen af regu-
leert og normalt rum kan betingelsen (T;) erstattes med den stezerkere betingelse
(T2).

Seetning 5.6. Et topologisk rum (M, T) er et Ti-rum, hvis og kun hvis enhver
1-punkts maengde © M er afsluttet.

Beviset overlades til lseseren.

Seetning 5.7. Et topologisk rum (M,T) er et To-rum, hvis og kun hvis der for
ethvert punkt x € M og ethvert punkt y € M \ {x} findes en afsluttet omegn U af
xmedy ¢ U.

Beviset overlades til lseseren.

Seetning 5.8. FEt topologisk rum (M,T) er et Ts-rum, hvis og kun hvis der for
ethvert punkt x € M og enhver aben mangde O1 med x € O1 findes en aben
mangde Oy med x € Oy C Oy C Oy, — altsd hvis og kun hvis ethvert punkt har en
omegnsbasis bestaende af afsluttede mengder.

Beviset overlades til lseseren.

Seetning 5.9. FEt topologisk rum (M, T) er et Ty-rum, hvis og kun hvis der for
enhver afsluttet mengde F i M og enhver aben mengde O1 med F' C Oy findes
en aben maengde Oz med F C Oy C 05 C O1.

Beviset overlades til laeseren.
5.2. Adskillelse ved kontinuerte funktioner.

Sporgsmalet om gyldighed af et eller flere af adskillelsesaksiomerne for et to-
pologisk rum (M, 7) er teet forbundet med spgrgsmalet om eksistens af “mange”
kontinuerte (reelle) funktioner pa (M, 7). Det kan meget vel teenkes, at der ikke
findes andre kontinuerte funktioner f : M — R end de konstante. Hvis (M, 7)
har egenskaben, at de kontinuerte funktioner pa (M, 7T) skiller punkter, — dvs. at
der for alle punkter z1,x92 € M med x; # x2 findes en kontinuert funktion f pa
(M, T) med f(x1) # f(xz), —saer (M, 7T) et Hausdorff rum. Thi af f(x1) # f(x2)
folger eksistensen af abne meengder 01 og O2 1 R med f(z1) € Oy, f(z2) € Oz og
01 N Oy = @; maengderne f~1(01) og f~1(0,) er da disjunkte abne maengder i
(M, T) med z1 € f~1(01) og z2 € f~HO3).

Et analogt argument viser, at hvis de kontinuerte funktioner pa (M,7) skiller
punkter og afsluttede maengder, — dvs. at der for alle punkter x og alle ikke tomme
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afsluttede maengder F' med = ¢ F' findes en kontinuert funktion f pa (M,7 ), som
er konstant pa F', saledes at f(z) er forskellig fra f’s veerdi pa F', — sa har (M, 7)
egenskaben (T3).

Hvis de kontinuerte funktioner pa (M, 7)) skiller afsluttede mengder, — dvs. at
der for alle ikke tomme disjunkte afsluttede meengder F; og F5 findes en kontinuert
funktion f pa (M,7T), som er konstant pa Fy og Fy, saledes at veerdien pa F er
forskellig fra veerdien pa Fa, — sa har (M,7) egenskaben (T4). Vi skal i den fgl-
gende saetning vise, at hvis omvendt (M, 7)) er et T4-rum, sa skiller de kontinuerte
funktioner afsluttede maengder. “Kun hvis” udsagnet kaldes Urysohns lemma.

Seetning 5.10 (Urysohns lemma). FEt topologisk rum (M, T) er et Ty-rum, hvis
og kun hvis der for alle ikke tomme disjunkte afsluttede maengder Fy og F findes en
kontinuert funktion f pa (M,T) med f(Fy) ={0}, f(F1) = {1} og f(M) C [0,1].

Bevis. Som bemaerket er “hvis” udsagnet oplagt. Antag derfor, at (M,7) er et
Ty-rum, og lad Fy og F} veere ikke tomme disjunkte afsluttede maengder i (M, 7).
Da er O; := M\F; en aben maengde med Fy C O, og ifglge 5.9 findes derfor en
aben maengde Og med

FO QOO gClOo QOl :M\Fl .
Anvendes derefter 5.9 pa clOg og Oy, fas en aben maengde O/, med
clOg € O1/3 CclOy/ €01 .

Anvendes derefter 5.9 pa clOg og Oq/2, og pa clOy/2 og O1, fias abne maengder
O1/4 0g O34 med
clOp € 014 CclOy/4 C Oy,

clOy1/2 € 0374 CclO3,4 € O .
Ved induktion indses herefter, at der for hvert rationalt tal i [0, 1] af formen k/2"

kan tilordnes en aben meengde Oy, /2n, saledes at der geelder cl O, C O, nar r < s.
Vi saetter nu

flz) = inf{k/2" |2 € Ogjon}  for z € M\Fy,
= 1 for xe€ I .

Vi har da f(M) C [0,1], f(Fo) = {0} og f(F1) = {1}. Det pastas, at f er
kontinuert. Betragt forst et punkt € M med f(x) €]0,1[, og lad U vaere en
omegn af f(x) i [0,1]. Der findes da r,s af formen k/2"™ med r < f(z) < s og
[r,s] CU. Seet V := (M \ clO,) NOs; daer V abeni (M, T). Af f(z) < s folger
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x € O, og af r < f(x) folger x ¢ clO,. Vi har altsa x € V, og V er derfor en
(aben) omegn af x. For et vilkarligt punkt y € V geelder f(y) € [r, s]; thiy ¢ cl O,
giver r < f(y), og y € Os giver f(y) < s. Vi har derfor f(V) C U, hvormed
f~Y(U) € U(x). Dette viser, at f er kontinuert i z. P4 tilsvarende made ses, at f
ogsa er kontinuert i ethvert punkt, hvor f tager veerdien 0 eller 1. [J

Det er veerd at notere sig, at hvis der til givne ikke tomme disjunkte meengder
Fy og F3 i et topologisk rum (M, 7) findes en kontinuert funktion, som blot skiller
Fy og Fy som beskrevet lige fgr Saetning 5.10, sa findes ogsa en, som skiller pa
den i 5.10 beskrevne made. Er nemlig f en kontinuert funktion pa (M,7) med
f(Fo) ={a}, og f(F1) = {b}, hvor a # b, sa vil funktionen

g = inf{1, |(f —a)(b —a)~'[}

ligeledes veere kontinuert, og der vil geelde g(Fy) = {0}, g(F1) = {1} og g(M) C
[0,1]. Kernen i Urysohns lemma er altsa udsagnet, at de kontinuerte funktioner
pa et Ty-rum skiller de afsluttede maengder.

Bemaerkning 5.11. De til 5.10 analoge udsagn om Ts-rum og Ts-rum er ikke
sande: Der findes Ty-rum hhv. T3-rum uden egenskaben, at de kontinuerte funk-
tioner skiller punkter hhv. punkter og afsluttede meengder.

Definition 5.12. Et topologisk rum (M, 7) siges at veere et T3 5-rum, dersom
folgende betingelse er opfyldt:

(Ts.5) For alle punkter = og alle ikke tomme afsluttede meengder F' med =z ¢ F
findes en kontinuert funktion f pa (M,7) med f(z) =0, f(F) = {1} og
F(M) < [0,1].

Et T3 5-rum, som tillige er et Ti-rum, kaldes et fuldstendig requlert rum.

Det er klart, at ethvert normalt rum er fuldsteendig reguleert, og ethvert sadant
rum er regulsert.

Seetning 5.13. FEthvert metrisk rum er normalt.

Bevis. For en afsluttet meengde F' i et metrisk rum (M, d) indfgres afstandsfunk-
tionen

dp(z) = inf{d(z,y) |y € F'}

som er afstandsformindskende og dermed kontinuert, jfr. Mat 2. Bemeerk ogsa, at
dr(x) = 0 hvis og kun hvis € F. Det er nu let at finde en kontinuert funktion,
som adskiller to afsluttede disjunkte maengder Fy, Fy € M, nemlig

_ dFo (.’L’)
1@) = Tn@ +dn@
68

re M. O




Matematisk Afdeling 2.31
30. januar 2003

I normale rum geelder et vigtigt resultat om udvidelse af kontinuerte bgraensede
funktioner.

Seetning 5.14 (Tietzes udvidelsessaetning). I et Ty-rum (M,7T) kan enhver kon-
tinuert begrenset funktion f : F — R pa en afsluttet delmaengde F' C M udvides
til en kontinuert begrenset funktion f: M — R.

Bevis. Vi kan uden indskraenkning antage, at f(F') C [—1,1]. Vi vil konstruere en

kontinuert udvidelse f : M — [—1,1].
De disjunkte delmaengder f~1([—1, —1]) og f~1([3,1]) af F er afsluttede relativt
til F', da f er kontinuert, men da F' er forudsat afsluttet, er de afsluttede i (M, 7).

Ifslge Urysohns lemma findes en kontinuert funktion f; : M — [—%, %], som er —+

3

pa den fgrste maengde, % pa den anden maengde. I den resterende del af I’ har f

(og f1) veerdier i intervallet [—1, 1], altsa | f(z) — fi(x)| < 2/3 for alle z € F.
Anvendes dette argument pa den begransede kontinuerte funktion f— f1|F med
12 1 2}

veerdier i [—% , %}, kan man finde en kontinuert funktion fs : M — [—5 “3,3°3
sa

|ﬂ@—ﬁ@—ﬁwﬂggy,afF.

Fortsaettes pa denne made findes for hvert n en kontinuert funktion f,, med
—1
|[fu(x)] < %(g)n for z € M og

V@—énWS@Y,xgn

Idet rackken > fr har en konvergent majorantrackke fremstiller den en kontinuert

begraenset funktion f : M — R, som klart opfylder f(z) = f(z) for z € F.
Desuden geelder
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OPGAVER TIL §5

5.1. Lad (M, 7T) vaere et topologisk rum og lad A C M. Vis, at hvis M opfylder en
af betingelserne (T;), i = 1,2,3,3.5, sa geelder det samme om delrummet (A4, 74).
(Det behgver derimod ikke gaelde for (Ty)).

5.2. Vis, at et vilkarligt produkt af rum, der alle opfylder betingelsen (7;) igen
opfylder (T;) nar i = 1,2,3. (Det er ogsa rigtigt for (T35) men ikke for (T4), men
det fgrer for vidt at ga ind herpa).

5.3. Lad (M;,7;)ics veere en familie af Hausdorff rum og lad M veere forsynet
med initialtopologien for en familie af afbildninger f; : M — M,;. Vis, at hvis
familien af afbildninger skiller punkteri M, dvs.

Ve,ye M, x#yJiel: fi(z)# fi(y),

sa er initialtopologien pa M Hausdorff.

5.4. Tychonoff-terningen er et produktrum, hvor alle faktorer er enhedsinterval-
let [0,1]. Vis Tychonoffs resultat: Ethvert fuldstendig requlert rum (M,T) er
homeomorft med et delrum af en Tychonoff-terning.

Vink. Lad I veere meengden af alle kontinuerte afbildninger f : M — [0, 1] og
lad T" = [],;[0,1] veere Tychonoff-terningen, hvor [0, 1] optreeder som faktor en
gang for hvert f € I. Lad ® : M — T veere defineret ved ®(z) = (f(z))fer. Vis
forst, at ® er kontinuert og injektiv. Vis endelig, at ® er aben som afbildning af
M pa ®(M).

5.5. Lad (M, T) vaere et topologisk rum og lad M? = M x M veare forsynet med
produkttopologien.

Vis, at M er et Hausdorff rum hvis og kun hvis diagonalen A = {(z,y) € M? |
x =y} er afsluttet i M2.

5.6. Lad f: M — N vere en kontinuert afbildning af et topologisk rum M ind i
et topologisk rum N. Ved grafen af f forstas maengden

G(f) ={(z,y) e M X N |y = f(x)} .
Vis, at hvis N er et Hausdorff rum, sa er G(f) afsluttet i produktrummet M x N.

5.7. Lad f,g : M — N vere kontinuerte funktioner mellem topologiske rum, hvor
N antages at veere Hausdorff. Vis, at meengden

{zeM]f(x)=g(x)}
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er afsluttet. Vis, at hvis f og g stemmer overens pa en overalt teet delmaengde af
M,saer f=g.

5.8. En topologisk gruppe er en gruppe G forsynet med en topologi 7 sa afbild-
ningen (z,y) — x 'y af G x G med produkttopologien ind i G er kontinuert.
(Kompositionen i G af x og y skrives zy, det neutrale element betegnes e og det
inverse element til z betegnes z71).

Vis, at en gruppe G med en topologi 7 er en topologisk gruppe netop hvis
afbildningerne (z,y) — xy og x +— x~! er kontinuerte.

Vis, at i en topologisk gruppe gaelder fglgende:

a) Afbildningen z — 2! er en homeomorfi.

b) Ventre- og hgjretranslationerne v,,h, : G — G givet ved v,(z) = az,
ha(z) = xa er homeomorfier.

c) va(U(e)) = ho(U(e)) = U(a) for omegnsfiltrene.

d) Vis, at der for enhver omegn U € U(e) findes en symmetrisk omegn V' af
e(ie. V1=V)saVV CU, ogslut at VCU.

e) Vis, at hvis {e} er afsluttet (& G er et Ti-rum), sa er G automatisk
Hausdorff og regulzert. (Man kan endda vise, at G er fuldsteendig reguleert.)
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6. Kompakthedsbegreber.
6.1. Indledning.

Begrebet kompakthed spiller en vigtig rolle i alle dele af matematik, bl.a. fordi
det kan bruges til at vise eksistens af maksimum og minimum. Fglgende saetning
forudsaettes bekendt fra Matematik 2.

Seetning 6.1. For en delmengde K af et metrisk rum (M,d) er folgende egen-
skaber ensbetydende:

(i) Enhver punktfolge fra K har et fortetningspunkt i K.
(ii) Enhver punktfolge fra K har en delfolge, der er konvergent i K.
(iii) Enhver aben overdekning af K kan udtyndes til en endelig overdekning.

Delmaengder K med de tre egenskaber er netop hvad man forstar ved kompakte
delmaengder af et metrisk rum.
I beviset for (i) = (iii) benytter man fplgende delresultat om Lebesgue tal:

Lad K vaere en kompakt (dvs. (i) gaelder) delmaengde af et metrisk rum (M, d)
og lad (S;)ier veere en aben overdaekning af K. Sa findes et € > 0 sa der til hver
delmaengde A C K med diam(A) < ¢ findes i € I med A C ;.

Et sadant ¢ kaldes Lebesgue tal for overdeekningen.

Beuvis. 1 modsat fald geelder
Ve>03AC K : diam(A) <eVie I(AZS;),

og udnyttes dette for ¢ = 1,1/2,1/3,... findes a,, € A,, diam(A4,) < 1/n sa
A, € S; for alle n og i.

Da (a,) har et forteetningspunkt a € K findes iy € I sa a € S;, og altsa
K(a,e) C S;, for € > 0 tilstrackkeligt lille. Vi kan dernaest finde n € N sa

d(a,a,) <e/2, 1/n<e/2,

men da diam(A4,) < 1/n < e/2 ma A,, C K(a,e), og dermed opnar vi modstrid,
idet K(a,e) C S;,. 0O

Det forudsaettes bekendt og er igvrigt let at vise, at en kompakt maengde i et
metrisk rum er afsluttet og begreenset. For talrummene R" gaelder ogsa det om-
vendte, dvs. de kompakte delmaengder af R™ er praecis de afsluttede og begraensede
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delmeengder. At dette ikke gaelder for alle metriske rum ses f.eks. ved at betragte
en uendelig maengde med den diskrete metrik.

Nar man skal generalisere kompakthed til topologiske rum, kan man tage udgangs-
punkt i (i), (ii) eller (iii), og det er ogsa gjort i tidens lgb, men det leder til forskel-
lige begreber: (i) taellelig kompakthed (ii) folge-kompakthed eller (iii) kompakthed.
Det mest udbredte idag er at tage udgangspunkt i (iii), der er sserdeles velegnet til
topologiske rum, og det vil vi ogsa ggre, jfr. Definition 6.2 nedenfor. Vi bruger altsa
betegnelsen kompakt, nar “Borels overdeekningsseetning gaelder”. Sprogbrugen er
imidlertid ikke universelt accepteret. Hos visse forfattere, f.eks. Bourbaki og En-
gelking bruges betegnelsen quasikompakt for betingelse (iii), og kompakt defineres
som quasikompakt og Hausdorff.

6.2. Kompakte rum.

Et system S = {5; | i € I} af delmaengder af en meengde M siges som bekendt at
vaere overdekning af K C M, dersom K C |J S;. En overdaekning i et topologisk
=
rum (M, 7T) kaldes en aben overdekning, dersom den bestar af abne maengder.
Definition 6.2. Et topologisk rum (M, T) siges at veere kompakt, dersom enhver
aben overdaekning af M indeholder (kan udtyndes til) en overdaekning bestaende
af kun endelig mange maengder. Der forlanges altsa, at det for et vilkarligt system

S = (Si)icr af abne meengder opfyldende |J S; = M er muligt at veelge en endelig
icl
delmaengde {i1,...,i,} C I sa

Silu...ug.

Bemazrkning 6.3. Ved overgang til komplementsermaengder ses, at (M,7) er
kompakt, hvis og kun hvis der for ethvert system S af afsluttede delmaengder af
(M, T) geelder, at hvis alle meengderne i S har en tom faellesmaengde, sa vil der
findes endelig mange maengder fra S med tom fasellesmaengde.

Definition 6.4. En delmaengde K af et topologisk rum (M,7) siges at veere
kompakt, dersom delrummet (K, 7x) er kompakt.

Bemszrkning 6.5. En delmaengde K af (M,7) er kompakt, hvis og kun hvis
der for ethvert system S af abne delmeaengder af M, som overdasekker K, findes et

endeligt delsystem af S, som overdaekker K.
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Seetning 6.6. Lad K vere en afsluttet delmengde af et kompakt topologisk rum
(M, T). Da er K kompakt.

Bevis. Lad S veere et system af abne maengder i (M, 7) som overdsekker K, — jfr.
6.5. Da K er afsluttet, er M\ K aben, og S’ := SU{M\ K} er derfor et system af
abne maengder i (M, 7)), som overdaekker M. Da (M, T) er kompakt, vil der findes
et endeligt delsystem 8" af S’ som overdaekker M. Systemet S := 8" \ {M\K}
er da et endeligt delsystem af S, som overdaekker K. Hermed er pastanden bevist.
O]

Seetning 6.7. Lad K vere en kompakt delmengde af et Hausdorff rum (M, T).
Da er K afsluttet.

Bevis. Lad x € M\ K. For hvert y € K findes da pa grund af Hausdorff egenskaben
disjunkte abne meengder O;, og Oy med x € O, ogy € O,. Systemet af maengderne
Oy, y € K, er abenbart en dben overdakning af den kompakte meengde K, og
der findes derfor yi,...,y, € K med K C Oy U---UO, . Fellesmaengden af
de tilsvarende maengder O ,...,0, er en aben mengde, som er disjunkt med
Ogl ..U O;’n, og derfor yderligere disjunkt med K. Hermed er vist, at der til
hvert x € M\ K findes en aben maengde O med z € O C M\ K. Dette viser, at K

er afsluttet. O

Af 6.6 og 6.7 fremgar, at de kompakte delmeengder af et kompakt Hausdorff
rum netop er de afsluttede maengder.

Lad (M,T) vere et topologisk rum. Det er da klart, at foreningsmaengden af
endelig mange kompakte delmaengder af (M,7) igen er kompakt. Endvidere er
det let at se ved anvendelse af 6.6, at faellesmaengden af et system af afsluttede
mangder er kompakt, nar blot en af maengderne er kompakt. I et Hausdorff rum
er feellesmaengden af kompakte maengder igen kompakt.

6.8. Kompakthedsteoriens 1. hovedssetning. Lad (M;,7;) vere kompakt,
og lad f vere en kontinuert afbildning af (My,7T1) ind i et topologisk rum (Ms,T3).
Da er f(My) kompakt i (Ma,T3).

Bevis. Lad S veere et system af abne maengder i (Ma, 72), som overdaekker f(M;).
Systemet f~1(S) af originalmeengder er da en overdaekning af M;, og meengderne
i f~1(8S) er Abne pa grund af f’s kontinuitet. Kompaktheden af (M7, 77) sikrer, at

der findes et endeligt delsystem S’ af S, saledes at f~1(S’) overdaekker M;. Men
sa vil 8’ vaere et endeligt delsystem af S, som overdaekker f(My). O

Fglgende Korollar af 1. hovedssetning har mange velkendte anvendelser:
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Korollar 6.9. Lad f : (M,7T) — R vere en kontinuert funktion pa et kompakt
rum. Sa er f begrenset og har maksimum og minimum, dvs. der findes punkter
Tmax, Tmin € M sa

f(@min) < f(z) < f(Tmax) for alle z € M.

Bevis. Billedmeengden f(M) er kompakt, altsa afsluttet og begraenset i R, og
pastanden fglger. [

Resultatet er ogsa en konsekvens af fglgende ssetning, der begrebsmaessigt byg-
ger pa opgave 3.5.

Seetning 6.10. Lad (M,T) vere et kompakt rum og f : M — R en funktion, som
er opad (hhv. nedad) halvkontinuert. Sa har f maksimum (hhv. minimum).

Beuvis. Ved at ga over til — f er det tilstrackkeligt at vise pastanden, nar f er opad
halvkontinuert. I dette tilfzelde er maengdesystemet {f~!(] — o0, al) | @ € R} en
aben overdakning af M, og da denne kan udtyndes til en endelig overdaekning
(givet ved ai,...,a, € R) er f opad begraenset ved max(ai,...,a,). Antages
dernzest, at a := sup f(M) ikke tilhgrer f(M), altsa at supremum ikke er et
maksimum, sa findes en folge a,, < a med a,, € f(M) og lima,, = a. Ma&ngderne
{f~Y(]—o00,ay]) | n € N} er en aben overdaekning af M, idet der for x € M gaelder
f(z) < a og altsa f(z) < a, for passende n. Da endelig mange af disse maengder
overdaekker M, er der modstrid med at @ =sup f(M). O

6.11. Kompakthedsteoriens 2. hovedsatning. Lad (M;,7;) vere kompakt,
lad (M, T3) vere et Hausdorff rum, og lad f vere en kontinuert bijektiv afbildning
af (My,7T1) pa (Ms2,73). Da er f en homeomorfi.

Bevis. Vi viser, at f er aben. Hertil betragtes en aben maengde O i (M;,77). Vi
har Cf(O) = f(CO) pa grund af at f er bijektiv. Af 6.6 fglger, at CO er kompakt,
og af 6.8 fglger dernaest, at f(CO) er kompakt. Derefter giver Seetning 6.7, at
f(CO) er afsluttet og derfor er komplementaermaengden f(O) aben. [0

Seetning 6.12. Ethvert kompakt Hausdorff rum (M, T) er normalt.

Bevis. Lad Fy og Fy veere ikke tomme disjunkte afsluttede meengder i (M, 7).
Ifslge 6.6 er da F; og F> kompakte. Af Fy’s kompakthed fglger, at der for hvert
x € F findes disjunkte abne maengder O, og O med F; C O., og x € OY; dette
indses som i beviset for Seetning 6.7. Af Fy’s kompakthed folger dernsest, at der
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findes endelig mange punkter 1, ...,r, € Fy, saledes at meengderne O} ,..., 0}
overdaekker F». Meengderne

01:=0, N---NO;,
Oy : =07 U---UO0;

er disjunkte abne maengder med F; C O; og F5 C O2. Rummet er altsa et Ty-rum.
Da det tillige er et Hausdorff rum, er det altsa normalt. [

Fra teorien for kompakte metriske rum vil man forvente at et produkt af en-
delig mange kompakte rum er kompakt. Vi viser senere (§7) Tychonoffs seetning,
der siger, at et vilkarligt (endeligt eller uendeligt) produkt af kompakte rum er
kompalkt.

6.3. Lokalkompakte rum.

Definition 6.13. Et topologisk rum (M, 7)) siges at veere lokalkompakt, hvis et-
hvert punkt har mindst en kompakt omegn.

Et kompakt rum er specielt lokalkompakt. Ligesom ved kompakthed er begrebet
mest interessant, nar det kombineres med Hausdorff egenskaben.

Seetning 6.14. Lad (M, T) vere et lokalkompakt Hausdorff rum. Da har hvert
punkt en omegnsbasis bestaende af kompakte mangder.

Beuvis. Lad x veere et punkt i M, og lad A veere en kompakt omegn af z. Da
(A,7T4) er normalt (jfr. 6.12), og dermed et Ts-rum, har z en 74-omegnsbasis
B4(x) bestaende af 74-afsluttede maengder. Idet A er en 7-omegn af z, er systemet
Ba(x) faktisk en 7-omegnsbasis i x, og af 6.6 fremgar, at omegnene i B4(z) er
kompakte. [

Hvis man kan udvide et topologisk rum (M,7) til et kompakt rum, sa taler
man om en kompaktifikation af M. Vi giver en preecis definition.

Definition 6.15. Ved en kompaktifikation af et topologisk rum (M, 7T) forstas et
par ((M,7T), ), hvor (M, T) er et kompakt topologisk rum, og ¢ er en homeomorfi
af (M,T) pa en teet delmeengde af (M, T).

Da M og ¢(M) er homeomorfe kan man opfatte M som en overalt taet del-
mangde af M, og dermed taenke pa M som en udvidelse af M.
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Seetning 6.16. FEthvert lokalkompakt Hausdorff rum (M,7T) har en Hausdorff
kompaktifikation.

Bevis. Hvis (M, T) endda er kompakt, sa er parret ((M,7),1d ) en kompaktifika-
tion af (M, T). Antag derfor, at (M, 7T) ikke er kompakt. Viseetter M := MU{w},
hvor w er et punkt, som ikke tilhgrer M. Seet

S = {OQM\MUGO og M\O kompakt} ,

og s&t T:=TUS. DaerT en topologi pa ]TJ\, som altsa bestar af de ssedvanlige
abne maengder i M samt maengderne (M\K) U {w}, hvor K C M er kompakt.
Dette eftervises let ved brug af at S er afsluttet under dannelse af vilkarlige for-
eningsmaengder og endelige feellesmaengder. Det pastas, at det topologiske rum
(]\/4\ , ’]A') er kompakt. Betragt forst et system R af abne maengder i (]\/4\ , ’]A'), som
overdsekker M. Mindst en af maengderne i R ma da indeholde punktet w; for den
pageldende maengde O ma derfor gaelde, at M\O er kompakt. Da nu R \ {O}
overdaekker M\ O, findes endelig mange meengder Oq,...,0, € R\{O}, som over-
daekker M\O. lalt fas derfor, at O,0y,..., 0, overdakker M. Hermed er vist,
at (]\/4\ , ’]A') er kompakt. Betragt dernaest to forskellige punkter x og y i M. Hvis
begge punkter ligger i M, sa findes disjunkte maengder 01,02 € 7 med x € O7 og
y € Og, thi (M, T) er et Hausdorff rum. Da 7 C ’]A', findes altsa abne meengder i
(]TJ\ , ’]A'), som skiller de to punkter. Dernzest betragtes det tilfeelde, hvor det ene af
de to punkter er punktet w, lad os sige, at y = w. Da (M, 7T) er lokalkompakt, fin-
des en kompakt meengde Ai(M,T) med z € int A. Der gaelder da x € int A € T
ogy € M \A € T: mengderne int A og M\A er derfor abne maengder i (M T)
som skiller de to punkter. Hermed er vist, at (M , T) er Hausdorff. For at se at
M er overalt teet i M bemszerkes, at en vilkarlig aben omegn O af w ma opfylde
ONM # @, thi ellers var M = M \ O kompakt. Det bemaerkes endelig, at for
enhver maengde O € § gaelder M NO € 7, jfr. 6.7. Dette viser, at den af T pa M
inducerede delrumstopologi T er identisk med den givne topologi 7. Anderledes
formuleret: Afbildningen z — x af M ind i M er en homeomorfi af (M, T) pa
delrummet (M, 7y) af (]TJ\ ,T). Hermed er satningen bevist. [

Bemaerkning 6.17. Den i beviset for Ssetning 6.16 angivne kompaktifikation af
et lokalkompakt rum (M, 7) kaldes 1-punkts kompaktifikationen eller Alexandroff
kompaktifikationen, og w kaldes det uendeligt fjerne punkt, og det betegnes ofte
00.
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Bemaerkning 6.18. Satning 6.16 viser specielt, at ethvert lokalkompakt Haus-
dorff rum og mere almindeligt ethvert rum, der har en Hausdorff kompaktifikation,
er fuldsteendig regulaert; thi et kompakt Hausdorff rum er normalt (jfr. 6.12), et
normalt rum er fuldstaendig reguleert, og et delrum af et fuldsteendig reguleert
rum er fuldstendig reguleert (jfr. opg. 5.1). Man kan omvendt vise, at ethvert
fuldsteendigt reguleert rum har en Hausdorff kompaktifikation, jfr. opg. 7.1. Et
lokalkompakt Hausdorff rum behgver derimod ikke at veere normalt.

De lokalkompakte Hausdorff rum spiller en vigtig rolle i nyere mal- og integral-
teori, jfr. Radon mal og Riesz’s repraesentationssaetning.

6.4. Parakompakte rum.

Dette begreb, som er indfgrt i 1944 af Dieudonné, spiller iseer en rolle i diffe-
rentialgeometri.

Definition 6.19. Et system S af delmangder af et topologisk rum (M, 7)) siges
at veere lokalt endeligt, dersom der for ethvert x € M findes en omegn U € U(x),
saledes at der kun gaelder U N S # @ for endelig mange maengder S € S.

Definition 6.20. Lad R og S vere systemer af delmeengder af en maengde M.
Systemet R siges da at veere en forfining af S, dersom der for enhver maengde
R € R findes en maengde S € S, saledes at R C S.

Definition 6.21. Et topologisk rum (M,7) siges at veere parakompakt, dersom
det er et Hausdorff rum, og der for enhver aben overdasekning S af (M, 7) findes
en lokalt endelig aben overdasekning R, saledes at R er en forfining af S.

Bemaerkning 6.22. Ethvert endeligt system af delmaengder er lokalt endeligt.
Er R og § systemer af delmaengder med R C S, sa er R en forfining af S. Folgelig
er ethvert kompakt Hausdorff rum parakompakt.

Seetning 6.23. Lad S veere et lokalt endeligt system af delmengder af et topologisk
rum (M,T). Da er ogsa systemet S := {clS | S € S8} lokalt endeligt, og der geelder

cl<U S): U as.

Bevis. Lad * € M. Der findes da en aben omegn U af x og endelig mange

maengder Si,...,S5, € S, saledes at U NS = & for alle S € S\ {S1,...,Sn}.
For de samme maengder S geelder da ogsa U Ncl S = &; thi M\U er en afsluttet
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meaengde, som indeholder S, og dermed cl S. Dette viser, at S er lokalt endeligt.
Lad derngest = veere et punkt i cl(US), hvor foreningsmaengden tages over S € S.
Lad U vere en aben omegn af x med den ovenfor angivne egenskab. Der ma da
geelde x € cl(S1U---US,), men cl(S1U---US,) =clS;U---UclS, (jfr. opg. 1.3),
og vi far derfor x € Ucl S, hvor foreningsmaengden tages over S € S. Hermed er
den ene inklusion vist. Den anden er almengyldig. [

Seetning 6.24. Ethvert parakompakt topologisk rum (M, T) er normalt.

Bevis. Der vises forst, at (M, 7) er reguleert. Lad x veere et punkt i M, og lad F'
veere en afsluttet maengde, saledes at « ¢ F. For ethvert punkt y € F findes da
en aben omegn U, af y med x ¢ clU,. Systemet

§:={U, |y e FyU{M\ F}

er nu en aben overdaekning af M. Lad R veere en lokalt endelig aben overdackning,
som er en forfining, og saet

R :={ReR|RNF + 2},

A= ] dR,

ReR/

Op:=M\A, 0y=|]JR.
RER’
Systemet R’ er lokalt endeligt, sa af 6.23 fremgar, at A er afsluttet; O; og O-
er altsa abne. Endvidere er det klart, at O; og O, er disjunkte, og let at se, at
x € 01 og F C Oy. Hermed er vist, at rummet er reguleert. — Dernaest betragtes
to ikke tomme disjunkte afsluttede maenger Fjy og F. For ethvert punkt y € F
findes da en aben omegn U, af y med Fy NclU, = &; dette fglger af 5.8. Lad
derefter S, R, R/, A, O1 og Oy veere som ovenfor. Da er O og O- disjunkte abne
mangder med Fyp C O1 og F C O,. [

1 1948 viste A. H. Stone det overraskende resultat, at ethvert metrisabelt rum
er parakompakt.

6.5. Metrisationsproblemet.

Metrisationsproblemet drejer sig om at karakterisere de topologier, der er me-
trisable. Da ethvert metrisk rum er normalt (jfr. 5.13) er normalitet en ngdvendig
betingelse. En raekke matematikere har bidraget med tilstreekkelige betingelser
for metrisabilitet. Vi naevner her uden bevis fglgende 2 saetninger af Urysohn fra
henholdsvis 1923 og 1925.

79



Matematisk Afdeling 2.42
30. januar 2003

6.25. Urysohns fgrste metrisationssaetning. FEt kompakt Hausdorff rum er
metrisabelt, hvis og kun hvis det har en tellelig basis.

6.26. Urysohns anden metrisationssaetning. FEt topologisk rum (M,7T) med
en tellelig basis er metrisabelt, hvis og kun hvis det er normalt.

Urysohn karakteriserede saledes metrisabilitet indenfor to vigtige klasser af rum.
De fgrste fuldt tilfredsstillende karakterisationer af metrisabilitet for generelle to-
pologiske rum haenger sammen med begrebet lokalt endeligt mengdesystem, jfr.
§6.4. Naesten akvivalente resultater blev opnaet uathsengigt af Nagata, Smirnov
og Bing 1950-51.

6.27. Nagata-Smirnov-Bings metrisationssaetning. FEt topologisk rum er
metrisabelt, hvis og kun hvis det er requlert og har en basis, der bestar af telleligt
mange lokalt endelige familier af abne mangder.

6.6. Baire rum.

I 1899 viste den franske matematiker René Baire (1874-1932), at der om en
folge af abne overalt teette delmeengder af R geelder, at faellesmeengden igen er
overalt teet.

Resultatet har givet navn til en klasse af topologiske rum, hvor Baires resultat
geelder.

Definition 6.28. Et topologisk (M,7) rum kaldes et Baire rum, hvis der om

oo
enhver folge (G,,) af abne overalt teette meengder geelder, at (G, er overalt teet.
1

Ved overgang til komplementermaengde svarer abne overalt teette maengder til
afsluttede meengder uden indre punkter. Man kalder en delmaengde A C (M, 7T)
af forste kategori, hvis den kan overdasekkes med en fglge af afsluttede maengder
uden indre punkter, altsa hvis der findes en folge (F),) af afsluttede maengder med

F'=0sa AC|JF,.
1
Vi har derfor straks folgende oplagte omformulering:

Seetning 6.29. FEt topologisk rum (M,T) er et Baire rum, hvis og kun hvis kom-
plementermangden til enhver mengde af forste kategori er overalt teet.

Det afggrende er at kende nogle omfattende klasser af Baire rum.
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Seetning 6.30. Fuldstendige metriske rum og lokalkompakte Hausdorff rum er
Baire rum.

Bevis. Lad (G),) veere en fglge af abne overalt tette meengder i rummet (M, 7)
og lad U € U(x) veere en vilkarlig omegn af et vilkarligt punkt x € M. Vi skal
vise

UﬂﬁGn;&@.
n=1

Vi vil konstruere en dalende folge K1 O Ko DO ... af afsluttede meaengder sa
N K, # @ og K,, CU NG, for hvert n, og heraf folger pastanden.
1

(a) Antag forst, at M er et fuldsteendigt metrisk rum. Da U° NGy er en &ben
maengde # @ (G er overalt teet), kan vi veelge en afsluttet kugle K1 C U° N Gy,
f.eks.

Ki={xe M |d(ci,x) <m}.

Da KY NG5 er en dben maengde # & (G2 er overalt taet), kan vi veelge en afsluttet
kugle Ko C K NGy, f.eks.

Ky ={x € M | d(ca,x) <12},

og vi kan uden indskraenkning antage, at ro < %rl. Dernzaest veelges en afsluttet
kugle

1
Ks={z €M |d(cs,z) <r3} C KyNGs, 7‘3§§7“2,

og sadan fortseettes. De afsluttede kugler (K,,) udger en dalende folge, og K,, C
UNG),. Dar, — 0 vil centrene (¢,,) udggre en Cauchy folge, sa fuldsteendigheden
af M sikrer, at ¢ = limc,, eksisterer, og dernaest ses, at ¢ € ﬂ‘fo K,,dac, € K,,
for n > m.

(b) Antag dernast, at M er et lokalkompakt Hausdorff rum. Ifslge Szetning
6.14 har hvert punkt en omegnsbasis af kompakte omegne.

Da U° N Gy er dben og # @, kan vi vaelge en kompakt omegn K; C U° NG,
af et vilkarligt punkt i U° N G;. Da K NGy er dben og # @, kan vi veelge en
kompakt omegn Ko C K?QGQ. Dernaest veelges en kompakt omegn K3 C KSﬁGg,
og sadan fortsaettes. Dermed er (K,,) en dalende fglge af ikke tomme afsluttede
delmeengder af den kompakte meengde K7 og K,, CUNG,,. Viharat (" K,, # &
ifglge Bemaerkning 6.3. [

Meangder af forste kategori opfattes naturligt som “sma” i et Baire rum (M, 7).
Hvis man gnsker at vise, at der findes punkter z € M med en vis egenskab FE,
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kan det undertiden realiseres ved at vise, at maengden af punkter, der ikke har
egenskaben, er af fgrste kategori. Baire anvendte metoden til fglgende resultat.

Seetning 6.31. Lad (M,T) vere et topologisk rum og f, : M — R en folge af
kontinuerte funktioner som konvergerer punktvis mod en funktion f : M — R, dvs.
lim f,(x) = f(z) for allex € M. Sa er maengden D(f) af diskontinuitetspunkter

for f af forste kategori.
Specielt er mengden C(f) af kontinuitetspunkter for f overalt tet, hvis M er
et Baire rum.

Bewvis. For € > 0 defineres

Pu(e) ={z e M| |f(z) = fu(x)| <}, G(e) = | int(Pu(e)) .

m=1

Vi vil indse at

() c(f) = () Gle) = ﬁe(%) .

e>0

Idet G(e) vokser med ¢ er det sidste lighedstegn klart.
Antag fgrst, at f er kontinuert i xp € M og lad € > 0 veere givet. Da

lim f,, (zo) = f(xo) findes m, sa |f(xo) — fm(x0)| < /3, og da f og fm begge
er kontinuerte i z¢, findes en aben omegn U af o sa |f(z) — f(xo)] < €/3 og
| frm () = fin(x0)| < €/3 for € U. Af trekantsuligheden finder vi for z € U

[f(2) = fm(2)] < [f(2) = f(@o) + [f(20) = fm(20)| + | fm(20) — frm(2)[ <€,

altsa U C P,,(g), hvilket viser, at z¢ € int(P,,(¢)) C G(¢). Da e > 0 var vilkarlig

har vi
C(f) < ()Gl .

e>0

Vi viser dernzest, at x¢ i hgjresiden ovenfor er et kontinuitetspunkt for f. For
givet € > 0 er specielt zg € G(¢/3) og dermed findes m € N sa ¢ € int(P,,(g/3)).
I den abne omegn U = int(P,,(/3)) af xg geelder |f(x) — fin(z)| < e/3. Da fp,
er kontinuert i xq, geelder | f,, () — fm(z0)| < &/3 for x i en passende omegn V' af
xo, og ved trekantsuligheden fas som fgr

|f(z) — f(zo)| <e for z€eUNV,
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hvilket viser at z¢ € C(f).
For € > 0 defineres derneest

Fu(e) = ({z € M| |fm(2) = finrn()] < e},

k=1

som er faellesmeengde af afsluttede meengder, og dermed afsluttet. Da lim f, (z) =
f(z) for alle z € M, geelder for alle € > 0

hvoraf

altsa

og i folge (%)

D(f) :EC(f):QlﬂGG) c U 8Fm(%).

n,m=1

Da randen af en afsluttet maengde ikke har indre punkter, er D(f) af forste kate-
gori. [
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OPGAVER TIL §6

6.1. Lad M vere en uendelig maengde og lad 7 besta af @ og de delmaengder
A C M sa CA er endelig. Vis, at 7 er en topologi og at (M,7) er et kompakt
T-rum, som ikke er Hausdorff. Vis, at enhver delmaengde af (M, 7 ) er kompakt.

6.2. Ved et fortetningspunkt for en folge (z,,) i et topologisk rum (M, 7) forstas
et punkt a € M med de akvivalente egenskaber:

(1) YUelU(a)VN eN3In>N:z, €U,

(2) ac€ n {zpln > N} .

N=1

Vis, at (1) og (2) er sekvivalente. Vis, at fglgende egenskaber for (M, 7)) er aekvi-
valente:

(a) Enhver teellelig aben overdaekning kan udtyndes til en endelig overdaekning.
(b) Enhver folge i M har et fortaetningspunkt.

Et rum med disse egenskaber kaldes telleligt kompakt.

6.3. Lad (M, T) veaere et topologisk rum med en teellelig basis.

Vis, at enhver aben overdaekning kan udtyndes til en teellelig aben overdaekning.
Vis derved, at for rum med en teellelig basis er teellelig kompakthed og kompakthed
det samme.

6.4. Vis, at de kompakte topologier pa en masengde M er minimale elementer i
mangden af Hausdorff topologier pa M ved relationen C.

Vink. Hvis 77 er kompakt og 75 C 77 er en grovere Hausdorff topologi, sa er
Ing o (M, T1) — (M, 73) en kontinuert bijektion.

6.5. Lad en ret linie ¢ tangere en cirkel C' i punktet S og lad P veere det diametralt
modsatte punkt pa C'. Lad ¢ : £ — C veere defineret ved at A € ¢ afbildes i
linien AP’s skeeringspunkt (# P) med cirklen. Vis, at (C,¢) er en Hausdorff
kompaktifikation af ¢, og at C' er homeomorf med 1-punkts kompaktifikationen af
l.

Generaliser ovennaevnte ved at erstatte £ med en plan og C' med en kugle, og
mere generelt, ved at erstatte £ med R™ og C' med en n-dimensional kugleflade.

6.6. Lad (M, 7T) veere et Hausdorff rum og antag at A C M er overalt teet, og at
delrummet (A, 74) er lokalkompakt. Vis, at A er aben i M.
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Vink. Lad K € Ua(x) veere en kompakt omegn af z € A i delrumstopologien,
sa er K € U(x). For at se dette bemaerkes, at K = ANU, hvor U € U(x). Sa er

U C K, thiellerser (U\ K)NA# @, da A er overalt tat).
6.7. Lad R = R U {—00, 00} og definer
d(z,y) = |Arctanz — Arctany| for z,y € R,

idet Arctan(£oo) = £ 7. Vis, at d er en metrik pa R, og at (]@, d) er et kompakt
metrisk rum.
Beskriv U(c0), U(—o0) og vis, at delrumstopologien pa R er den szdvanlige

topologi. Gor rede for at R kan opfattes som en kompaktifikation af R.

6.8. Et topologisk rum (M, 7) kaldes et Lindeldf rum, hvis enhver aben overdaek-
ning af M kan udtyndes til en teellelig overdeekning. Vis fglgende:

(a) Hvis (M, 7) opfylder 2. tellelighedsaksiom, sa er M et Lindel6f rum.

Vink. Lad S veere en aben overdaekning og (B,,) en tellelig basis for topologien.
Set S, = {5 €S| B, C S} ogveelg S, € Sy, hvis S, # @. Vis, at systemet af
de udvalgte maengder S,, udggr en overdasekning.

(b) Vis, at hvis et Lindel6f rum opfylder adskillelsesaksiomet (T'3), sa opfylder
det ogsa (T4).

Vink. Lad F} og Fs veere disjunkte afsluttede meengder. Vis, at der findes en
fglge U, af &bne maengder som overdeckker Fy, og sa U, N Fy, = @ for alle n.
Lad tilsvarende (V,,) veere en fglge af abne maengder som overdaekker Fs, og som
opfylder F; NV,, = & for alle n. Saet

k=1 k=1

og vis, at de er abne, at U, NV, = @ for alle n,m, og at (U]) overdaekker F},
(V) overdeekker Fb.

6.9. Sorgenfrey topologien pa R er Lindeldf. (Jfr. opg. 2.2). Lad S vere et
vilkarligt system af intervaller af formen [z,y[. Vis, at der findes et telleligt
delsystem S’ som overdaekker det samme som S. Vis dernsest, at dette medfgrer
pastanden i opgaven.
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Vink. (a) Seet

A= U ko] U l=yl

og vis, at hvis xy, 29 € A, 21 # 2, og hvis [x1, y1[, [x2,y2][€ S, saer [z1,y1[N]x2, y2[=
J og slut, at A er tellelig.
(b) For = € A defineres

Y, ={y eR|[z,yle S}.

Vis, at der findes en teellelig meengde Y, C Y, sa

U == =9l

nae yey)

(c) Udnyt, at den ssedvanlige topologi pa R har en teellelig basis til at vise, at
der findes et teelleligt delsystem S af S, sa

U Jzul= U Jaul.

[z,y[€eS EX

6.10. Et topologisk rum kaldes o-kompakt, hvis der findes en teellelig overdaekning
med kompakte meengder.

Vis, at et o-kompakt rum er Lindelof.

Vis, at et lokalkompakt og o-kompakt Hausdorff rum er normalt. (Udnyt opg.
6.8).

6.11. Vis den simple del af Urysohns fgrste metrisationssaetning: FEt kompakt
metrisk rum (M, d) har en tellelig basis.

Vink. For hvert € > 0 findes en endelig delmeengde A. C M sa |J K(z,¢e) =
€A,

oo
M. Vis, at | Ay, er overalt teet, og udnyt opg. 2.3.
n=1

86



Matematisk Afdeling 2.49
30. januar 2003

§7. Konvergens.

7.1. Introduktion.

En fglge i en meengde M er som bekendt en afbildning ¢ : N — M. Ved
at indfgre symbolet x, = @(n) for det almindelige element i fglgen, far vi de
suggestive skrivemader (x,,) og (n)nen for folgen.

Fglgekonvergens i et metrisk rum (M, d) forudsaettes bekendt. Der geelder, at
Ty — x € M hvis og kun hvis

Ve > 03N e NVn > N:d(z,z,) <e
eller sckvivalent hermed

YU e U(x) IN e NVn > N:z, € U .

Den sidste betingelse kan uden videre benyttes som definition af fglgekonvergens
i et vilkarligt topologisk rum. Fglgekonvergens kan ofte benyttes til “malende”

beskrivelser af begreber i metriske rum, f.eks. geelder om afslutningen af en del-
mangde A C (M, d):

(%) reAsIr,) CArx, — .

Hvis man prover at kopiere dette resultat til topologiske rum (M,7), ser man
straks, at “<” geelder, men der er “problemer” med “=" med mindre rummet
opfylder forste teellelighedsaksiom. Hvis dette gaelder, kan man til hvert x € M
veelge en teellelig omegnsbasis (B, (z)) som kan antages aftagende (ellers erstattes
den n’te meengde med fzellesmaengden af de n forste). For z € A vil ANB,, (x) # 9,
og veelges x,, € AN B, (z), sa er (x,) en folge fra A som konvergerer mod .

Der findes eksempler pa rum (M, 7)), hvor (x) er forkert, jfr. opg. 7.6, og der er
saledes behov for et mere generelt konvergensbegreb end fglgekonvergens.

Der findes to forskellige (men ackvivalente) begreber, der tilfredsstiller dette
behov nemlig net og filtre, og matematiksamfundet har delte meninger om, hvad
der er bedst. Se f.eks. R.G. Bartle: Nets and filters in topology. Amer. Math.
Monthly, 62(1955), 551-557. Vi vil her basere fremstillingen pa net, men vil ogsa
kort bergre begrebet filter.
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7.2. Net og filtre.

Ved en preordensrelation i en maengde [ forstas en relation < som er refleksiv
og transitiv. Parret (I, <) kaldes en przeordnet maengde.

En praeordensrelation < i en maengde [ kaldes opad filtrerende, hvis to vilkarlige
elementer fra I har en majorant, altsa hvis

Vi,jel3dkel:i,j<k.

Nedad filtrerende defineres analogt ved at majorant erstattes af minorant. En total
ordning er opad filtrerende, men f.eks. P(M) er opad filtrerende ved inklusion, men
ikke totalt ordnet (med mindre M er en singleton).

Definition 7.1. Ved et net i en maengde M forstas en afbildning ¢ :
(I,<) — M defineret pa en opad filtrerende praeordnet meengde I kaldet nettets
indeksmangde. Nettet betegnes (I, <, ) eller blot (I, ).

Ved at indfgre symbolet x; = (i) for det almindelige element i nettet, far vi de
suggestive skrivemader (x;) og (z;)ier for nettet. Net kaldes ogsa generaliserede
folger.

Eksempel 7.2. Som et vigtigt eksempel pa net i et topologisk rum (M, 7) be-
tragtes som indeksmaengde omegnssystemet I = U(x) af x med ordensrelationen
U<V & U DV, altsd omvendt inklusion. At ordensrelationen er opad filtre-
rende skyldes at Uy N Uz € U(z) nar Uy, Us € U(z). Derneest veelges et element
xy € U for hvert U € U(x). Nettet er altsa (zv)vey(a)-

Definition 7.3. Et net (J,1) i M kaldes et delnet af nettet (I,¢) i M, hvis der
findes en afbildning A : J — [ med egenskaberne

(a) poh =1, ie. hvis x; = (i), y; = (j), saer xp ) =y; .

(b) Vip € I 3jo € JVj € J (jo < j=io <h(j)).

Som generalisation af begrebet delfglge er (a) naturlig, medens (b) er mindre
gennemskuelig. Den er et modstykke til at n; < ng < --- € N, nar (z,,) er en
delfglge af (,,). Delnet af (z;)icr vil analogt kort skrives (x;;) idet b : j — i,
af J ind i I underforstas at opfylde (b).

I mange konkrete tilfeelde vil h : J — I veere ordenstro, altsa j; < jo = h(j1) <
h(j2), og sa kan (b) simplificeres til

jeJ

(b/) Vip € I dj0 € J:ip < h(jo) .
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Definition 7.4. Lad (z;);er veere et neti M oglad A C M. Man siger, at (z;)icr
efterhanden er i A eller tilhgrer A fra et vist trin, hvis der findes ig € I sa x; € A
for ig < 1.

Man siger, at (z;);cr er ofte i A, hvis der for hvert ¢ € I findes j € I med i < j
sa x; € A

Da (I,<) er opad filtrerende har vi (naturligvis), at hvis (z;) er efterhanden i
A, sa er (z;) ofte i A. Desuden gaelder:

(z;) tilhgrer ikke A ofte <> (x;) tilhgrer CA efterhanden .

Definition 7.5. Et net (x;);cs 1 et topologisk rum (M, 7) konvergerer mod x €
M, i symboler x; — x, limx; = x eller 1111[1 r; = x hvis
1€
VU eU(z) Ji(U)eIViel (i(U)<i=xz,€U),
altsa hvis (z;) efterhanden er i enhver omegn af z. Et sadant x kaldes grensepunkt

for nettet.

Definition 7.6. Et punkt z i (M,7) kaldes fortetningspunkt for nettet (z;);cr
fra M hvis
VWUel(z)Vieldjel (i<jnzjel),

altsa hvis (z;) er ofte i enhver omegn af z.

Seetning 7.7. Et punkt x i et topologisk rum (M,T) er fortetningspunkt for et
net (x;)ier preecis hvis der findes et delnet, der konvergerer mod x.

Bevis. Hvis et delnet af (z;) konvergerer mod = er (z;) ofte i enhver omegn af x
ifolge 7.3 (b), og dermed er = et forteetningspunkt. Den modsatte implikation er
en konsekvens af fplgende lemma anvendt pa B =U(z). O

Fundamentallemma 7.8. Lad B vere et system af ikke tomme delmengder af
M, og antag, at B er nedad filtrerende under inklusion, dvs.

VBl,BQ € BdBs € B (Bg gBlﬁBg) .

Huis et net (x;)ier er ofte i enhver mengde B € B, sd findes et delnet (zp(j))jes
som er efterhanden i alle B € B.
Bevis. Meengden I x B forsynes med produkt-praeordensrelationen
(i1, B1) < (i2, B2) & (i1 <i2) A (B1 2 Ba),
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og vi saetter
J={(,B)elxB|x; €B}.

Relationen < pa J er opad filtrerende, thi hvis x;;, € By € B og x;, € By € B
findes ig € I sa i1,i2 < iy og By € B sa B3 C By N Bay, og da (x;) er ofte i By
findes iz € I med iy < i3 og x;, € Bs, hvilket viser, at (i3, B3) € J er en majorant
for (i1, B1) og (i2, B2). Defineres ¢ : J — M ved ¢((i, B)) = z; og h: J — I ved
h((i,B)) =i ser man, at (J, 1) er et delnet af (z;);er.

Til 19 € I og B € B findes 71 € I med i9 < i1 og z;;, € B, sa den ordenstro
afbildning h opfylder (b’) med jo = (i1, B). Desuden geelder ¢(j) € B for jo <
j € J sa nettet (J,1) er efterhanden i enhver maengde B € B. [

Definition 7.9. Lad M vere en ikke tom maengde. Ved et filter F pa M forstas
et system F C P(M) af ikke tomme delmaengder af M med egenskaberne

(F1): M e F

(FQ): VF, Fs € F (Fl Nky e f)

(F3): VF e FYAe P(M) (FC A= AcF).

Et filter er altsa et ikke tomt meengdesystem af ikke tomme maengder som er
stabilt ved endelig faellesmaengde og som yderligere opfylder, at hvis en maengde
F tilhgrer F, sa tilhgrer enhver stgrre meengde automatisk filtret.

Et typisk eksempel er systemet U(x) af omegne af = i et topologisk rum (M, 7).
Vi har da ogsa brugt betegnelsen omegnsfiltret om U(x).

Meangden af filtre F pa M er ordnet ved inklusion, og man siger, at filtret F»
er finere end filtret F1, som er grovere end Fa, hvis F; C Fy. Filtret {M} er det
groveste (forste element) i maengden af alle filtre pa M. Man ser let, at meengden
af filtre er induktivt ordnet, sa ifslge Zorns lemma findes maksimale elementer.
Disse kaldes wltrafiltre, og Korollar 1.4.3 giver, at ethvert filter kan forfines til et
ultrafilter.

Lemma 7.10. Lad F wvere et filter pa M og lad A C M. Filtret F kan forfines
til et filter Fa, der indeholder A, hvis og kun hvis CA ¢ F.

Bewis. Hvis der findes et filter F4 O F med A € F4 ma CA ¢ F, thi ellers ville

CAc FC Faogdermed @ = ANCA € F4. Hvis omvendt (A ¢ F, kan vi slutte

at F' ¢ CA for alle F € F (iflg. (F3)), altsda AN F # & for alle F € F. Systemet
Fa={XCM|IFEeF:ANnE C X}

ses let at veere et filter, hvorom der gaelder A € F4 og F C Fu. O
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Korollar 7.11. FEt filter F pa M er et ultrafilter hvis og kun hvis der om enhver
maengde A C M geelder enten A € F eller CA € F.

Beuvis. Hvis F er et ultrafilter og CA ¢ F sa findes et filter F4 O F med A € Fa,
men ifglge maksimaliteten geelder F4 = F altsa A € F.

Hvis et filter F har egenskaben fra korollaret er det maksimalt, altsa et ultrafil-
ter, thi hvis A € G\ F, hvor G er en zgte filterudvidelse af 7, sa ma (A € F C G,
hvilket leder til modstriden @ = ANCAeG. O

Definition 7.12. Et net (x;);es i en maengde M kaldes universelt, hvis der om en-

hver delmaengde A C M gelder at enten er nettet efterhanden i A eller efterhanden
i CA.

Et net (z;)ier der efterhanden er konstant, dvs. for hvilket der findes a € M og
io € I sa x; = a for iy < i, er klart universelt. At der findes andre typer universelle
net er ikke oplagt, og de kan kun pavises ved brug af udvalgsaksiomet. Hvis et net
har et fortaetningspunkt sa kan vi “udtynde” det til et net (dvs. veelge et delnet),
der konvergerer mod fortaetningspunktet (jfr. Seetning 7.7). Et universelt net er i
en vis forstand “maksimalt udtyndet”, idet ethvert fortetningspunkt x automatisk
er grensepunkt. Hvis nemlig U € U(x) er en vilkarlig omegn af forteetningspunktet
z, sd er det ikke muligt at (x;) er i CU efterhanden, fordi det er ofte i U, men s&
giver definitionen pa et universelt net, at det er efterhanden i U.

Det fglgende elegante bevis for Saetning 7.13 skyldes en tidligere studerende
David Brink.

Seetning 7.13. Ethvert net (x;)icr i@ en maengde M har et universelt delnet.

Beuvis. Lad Fy veere systemet af delmeaengder F', saledes at nettet er i F' fra et vist
trin. Det er klart, at M € Fy, og at F' C G samt F' € Fy medfgrer G € Fy. Hvis
bade F' og G tilhgrer Fy, vil der findes i1 og is i I, saledes at x; € F for ¢ > i1 og
x; € G for i > is. Men sa vil x; tilhgre F'N G for hvert ¢ > i3, safremt i3 er valgt
stgrre end bade 71 og is. Dette viser, at Fy er et filter, jf. Definition 7.9.

Ifslge Zorn’s lemma, jf. Korollar 1.4.3, er Fy indeholdt i et ultrafilter F. Vi
heevder nu, at nettet kommer ofte i enhver maengde F' fra F. Thi i modsat fald
findes F' € F sa nettet tilhgrer M \ F fra et vist trin, jf. Definition 7.4, hvormed
M\ F € Fy. Men da Fy C F vil dette medfgre, at bade F' og M \ F tilhgrer F,
hvilket giver en modstrid idet () ¢ F.

Anvend nu fundamentallemmaet 7.8 pa det givne net, men med ultrafilteret F
i stedet for B. Vi far sa et delnet (x5,(;))jecs, som tilhgrer enhver maengde fra F
fra et vist trin. Men for en vilkarlig delmaengde A af M gealder enten at A € F,
eller at M \ A € F. Dette viser, at (xp(;))jes er et universalnet i M. [
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7.3. Simple anvendelser af net.

Vi skal nu se, at nar folger erstattes af net, sa opnar vi egenskaben (x) fra afsnit
7.1.

Seetning 7.14. Afslutningen af en delmengde A af et topologisk rum (M, T) er
karakteriseret ved

.CC€A<:>E|(.T¢)¢€[§AI.'B¢—>LE.

Bevis. Implikationen “<” er simpel. For at se “=" antager vi at x € A og satter
I = U(x), som forsynes med ordensrelationen Uy < Uy < Uy D Us. DaUNA # @
for alle U € U(x) kan vi ved udvalgsaksiomet veelge et punkt ¢y € U N A for hvert
U € U(x), og dermed er (zy)uer et net i A som konvergerer mod z. [

Et net (z;);cr i et topologisk rum kan have mange graensepunkter. F.eks. er
ethvert net i et trivielt rum (M, 7T) (T = {@, M}) konvergent med ethvert z € M
som graensepunkt. For det ekstremt modsatte rum, et diskret rum (M, P(M)), er
et net (z;);er kun konvergent med graensepunkt = hvis x; = x efterhanden.

Seetning 7.15. FEt topologisk rum (M,T) er et Hausdorff rum hvis og kun hvis
ethvert net har hgjst et grensepunkt.

Beuvis. 1 et Hausdorff rum M kan vi til to forskellige punkter z,y € M finde
disjunkte omegne U og V af henholdsvis x og y, og da et net (z;);cr ikke kan veere
efterhanden i to disjunkte maengder ser man, at der er hgjst et graensepunkt. Hvis
derimod rummet ikke er Hausdorff, sa findes = # y sa

YU eU(z)VV eU(y) [UNV +2).

Lad dernaest I = {UNV |U € U(z), V € U(y)} veere forsynet med relationen
A< B& ADB. Saer (I,<) en opad filtrerende ordnet meengde, og velges
xa € A=UNYV for hvert A € I, sa er (xa)acr et net i M, der konvergerer mod
savel z som y. [

Det er velkendt, at en afbildning f af et metrisk rum (M, d;) ind i et andet
metrisk rum (Ms, dz) er kontinuert i € My hvis og kun hvis der om enhver folge
() fra M; gaende mod z geelder, at billedfolgen (f(z,)) konvergerer mod f(z).

Dette udsagn geelder i rammen af topologiske rum, nar fglger erstattes af net.
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Seetning 7.16. Lad f vere en afbildning af et topologisk rum (My,7T7) ind i et
topologisk rum (Ma,T2). Sa er f kontinuert i x € My hvis og kun hvis

V(zi)ier € My (limz; = = lim f(z;) = f(z)) .

Bevis. Antag forst at f er kontinuert i z, og lad (x;);cs veere et net fra My, der
konvergerer mod x. Til en vilkarlig omegn U € U(f(x)) findes V € U(x), sa
f(V) C U, jfr. 3.4, og derneest findes (V') € I, sa der for i € I, i(V) < i geelder
x; € V. Heraf folger at f(x;) € f(V) C U for i(V) <1, altsa at (f(x;))icr tilhgrer
enhver omegn af f(z) efterhanden.

Hvis f derimod ikke er kontinuert i « har vi:

WU eU(f(x) VWV el(x) (F(V)\U#2).

Veelges vy € V sa f(xy) € f(V)\U for hvert V € U(x), er (vv)veu() Pa
seedvanlig made et net i M; gaende mod x, men billednettet (f(zv))vecu(z) kan
ikke konvergere mod f(x), da f(zy) ¢ U for alle V. € U(xz). Dette viser, at
betingelsen i saetningen ikke er opfyldt. [J

Ogsa i kompakthedsteorien geelder de fra metriske rum kendte resultater, jfr.
Seetning 6.1.

Seetning 7.17. For en delmengde K af et topologisk rum (M, T) er folgende
egenskaber ensbetydende:

(i) Ethvert net fra K har et fortetningspunkt i K.
(ii) Ethvert net fra K har et delnet, der er konvergent i K.

(iii) Ethvert universelt net fra K er konvergent i K.

(iv) K er kompakt, dvs. enhver aben overdekning af K kan udtyndes til en

endelig overdaekning.

Bevis. “(i) = (ii)” folger af Seetning 7.7.

“(ii) = (iii)”. Hvis (ii) geelder og (x;) er et universelt net i K, sa har (x;) et
konvergent delnet og dermed et forteetningspunkt i K, men for universelle net, er
forteetningspunkter automatisk graensepunkter, og dermed geelder (iii).

“(iii) = (iv)”. Antag at (iii) geelder, og at der findes en aben overdaekning S
af K, som ikke kan udtyndes til en endelig overdeekning. For alle Sy,...,S5, € §
gaelder altsa K € S1U---U S, og dermed

(%) KmE(SlumuSn):ﬁK\SHé@.
i=1
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Lad I veere maengdesystemet af alle meengder af formen (x), hvor n € N og
S1,...,8, € S er vilkarlige, og lad I vaere ordnet ved omvendt inklusion A <
B < A D B. Velges x4 € A for vilkarligt A € I, er (z4)aes et net i K, og ifplge
Seetning 7.13 har det et universelt delnet, som altsa er konvergent i K ifplge (iii).
Dette viser, at (x4)aer har et forteetningspunkt € K, og da S er en overdaekning
af K, findes S € S med z € S. Nettet (x4)acs er ofte i KNS, og da K\S € I,
findes altsa A € I, A C K\S, sa x4 € KNS, men da ogsa x4 € A, far vi en
modstrid.

“(iv) = (i)”. Antag at (iv) geelder, og at (z;);er er et net fra K uden forteetnings-
punkt i K. Dermed geelder (idet Ux () betegner omegnssystemet af = i K):

Ve € K 3U € Uk (x) ((x;) tilhgrer ikke U ofte) .

Idet meengderne SN K, x € S € 7, udger en basis for Uk (x), kan vi altsa til
hvert € K veelge S, € T med x € S, sa (x;) tilhgrer K\S, efterhanden (jfr.
biimplikationen efter Definition 7.4). Systemet S = {S, | © € K} er en aben
overdaekning af K, og ifslge (iv), findes altsa x1,...,z, € K, sa

KC Sy U---US,,

eller
n
NE\S:, =2,
j=1
men det strider mod at der for hvert j =1,...,n findes i; € I, sa x; € K\ Sy, for
i > ij. Hvis nemlig ¢* € I er en majorant for 1, ..., gelder

Tix € ﬁ K\S% .
j=1

7.4. Tychonoffs ssetning.

Det er velkendt, at produktet af 2 kompakte metriske rum er kompakt. Vi skal
nu praesentere en vidtraekkende generalisation af dette resultat, som skyldes den
russiske matematiker A. Tychonoff (1930).
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Seetning 7.18. Lad (M., 7,)aca vere en vilkarlig familie af topologiske rum.
Produktrummet (M, T) = ([ Ma, [[ Za) er kompakt hvis og kun hvis alle rummene
(M, 7,) er kompakte.

Bevis. Da projektionerne 7, : [[ My — M, er kontinuerte og pa, sa fplger det
umiddelbart af Ssetning 6.8, at hvert af rummene M, er kompakte, hvis [ M, er
kompakt. Den vanskelige del — som er camoufleret i begrebet universelt net og
Seetning 7.17 — er, at produktet af kompakte rum er kompakt. Det er Tychonoffs
seetning.

Vi antager altsa, at M, er kompakt for alle @ € A, og betragter et vilkarligt
universelt net (z;);cr i [[ Mo og vil vise, at det er konvergent.

For hvert a € A er billednettet (7, (z;))ier universelt i M,. For en vilkarlig
delmazengde X C M, er (z;) nemlig efterhanden i 7 1(X) eller efterhanden i
Cr;1(X) = 7,1 (CX), hvilket netop siger, at (mq(z;)) er efterhanden i X, eller
efterhanden i CX. Da M, er kompakt, findes mq € My, sa henll To(Ti) = Mmq.

7

Punktet m = (mq)aca er da greensepunkt for (x;);cs. Hvis nemlig U er en omegn

af m af formen
U= ] Ua.
acA

hvor U, er en omegn af m, for hvert o, og Uy = M, for a € A\ {a,...,ap}, sa
findes for hvert j =1,...,pet ¢; € I, sa der for ¢ € I, i; <1 geelder

7T05j (xl) e UOéj )

og altsa x; € U for ¢* <14, hvor ¢* er en majorant for ¢1,...,7,. U

Bemaerkning 7.19. Man ser let, at et produkt (][ My, ][ 7a) er Hausdorff hvis
og kun hvis alle (M,,7,) er Hausdorff. Dermed kan Tychonoffs satning ogsa
formuleres saledes:

Et produkt er et kompakt Hausdorff rum hvis og kun hvis alle faktorerne er
kompakte Hausdorff rum.
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OPGAVER TIL §7

7.1. Vis, at ethvert fuldsteendig reguleert rum har en Hausdorff kompaktifikation,
som er et delrum af en Tychonoff-terning. (Vink. Se opgave 5.4).

7.2. Lad (M,)aeca veere en familie af ikke tomme topologiske rum. Vis, at [[ M,
er lokalkompakt hvis og kun hvis M, er lokalkompakt for alle @ € A, og M, er
kompakt for alle a pa naer endelig mange.

7.3. Lad H vere et uendelig dimensionalt Hilbert rum. 1) Vis, at enhedskuglen
B ={r c H | ||z|| <1} ikke er kompakt.

Vink. Betragt en ortonormal fplge (e,,).

2) Vis, at H ikke er lokalkompakt.

7.4. Lad M vaere forsynet med initialtopologien for en familie af afbildninger
fa : M — (My,7,), a € A. Vis, at et net (x;)ie; 1 M konvergerer mod x € M
hvis og kun hvis

Va e A (111611} fali) = fa(:z;)) .

7.5. Lad G vere en topologisk gruppe, jfr. opg. 5.8. Vis, at hvis A, B C G er
henholdsvis afsluttet og kompakt i G, sa er AB = {ab|a € A, b€ B} afsluttet i
G.

Vink. Lad € AB, og betragt et net (x;) fra AB, s x; — x.

7.6. Lad () vaere det forste ikke teellelige ordinaltal, jfr. opg. 4.4 i kap. 1, og lad

Q = QU {co}. Velordningen udvides til Q ved at w < oo for alle w € Q. Idet Q

forsynes med ordenstopologien skal det vises, at 0o er et kontaktpunkt for €2, (sa

betegnelsen Q) er fornuftig). Vis, at oo ikke er graensepunkt for nogen fglge fra €.
Vink. Brug (ii) fra ovennaevnte opgave.

7.7. For en ikke tom delmaengde A C M seettes
Us={BCM|ACB}.
Vis, at Uy er et filter, og at U4 er et ultrafilter hvis og kun hvis A er en singleton.

Vis, at hvis M har mindst 2 punkter, sa findes der ikke noget storste (fineste)
element i maengden af filtre pa M.
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§8. Sammenhsaeng.
8.1. Om intervaller pa den reelle akse.

Meangden af reelle tal R har den fundamentale egenskab, at enhver ikke tom
opad begranset delmaengde har et supremum, dvs. en mindste majorant. Fglgende
maengder vil vi omtale som intervaller:

{a}, aeR

la,b], [a,b], ]a,b], Ja,b], a,b € R, a<b
[a,00[, |a,00[, | —o0,b], | —00,b[, a,b €R
] — o0, 00[=R.

Intervaller kan karakteriseres ved fglgende ordningsegenskab.

Seetning 8.1. FEn ikke tom delmengde E C R er et interval, hvis og kun hvis den
har folgende egenskab

Va,be EVx€R (a<z<b=z€FE).

Beuvis. Det er klart, at ethvert interval har ovenstaende egenskab. Hvis en ikke
tom mangde E har egenskaben seetter vi

b, hvis E er opad begranset
sup F/ = . )
00, hvis E ikke er opad begraenset
. a, hvis E er nedad begranset
inf £ = ] )
—00, hvis E ikke er nedad begraenset ,

og dermed geelder
Jinf E,sup E[C EC{z eR|infE <z <supFE},

hvoraf pastanden fremgar.

Den sidste inklusion fglger af definitionen pa inf og sup. Den fgrste inklusion
felger, fordi der til = opfyldende inf £ < x < sup F findes a,b € E med a < x < b,
altsax € . U

Vi skal nu karakterisere intervallerne ved en topologisk egenskab, dvs. en egen-
skab som kun involverer de abne maengder. Vi bemarker som optakt, at i et
vilkarligt topologisk rum (M,7) er {@&, M} et system af maengder, der er bade
abne og afsluttede.
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Saetning 8.2. For en ikke tom delmengde E af R er folgende to betingelser ens-
betydende:

(1) E er et interval.
(2) Maengderne & og E er de eneste delmeangder of E, der er bade abne og
afsluttede i den inducerede topologi pa E.

Betingelse (2) kan ogsa udtrykkes saledes:

FE kan ikke deles i to disjunkte, ikke tomme maengder, der begge er abne relativt
til F,
eller saledes:

FE kan ikke deles i to disjunkte, ikke tomme maengder, der begge er afsluttede
relativt til £

Bevis. “(2) = (1)”. Antag, at E ikke er et interval, altsa at (1) ikke geelder. Ifplge
Seetning 8.1 findes a < x < b, hvor a,b € E, men z ¢ E. Da er de to maengder
EN] — o0, z[ og EN|x, o[ disjunkte og ikke tomme, og deres foreningsmaengde er
E. Da]— 00, x[ og |z, o00[ er abne, er EN| — 00, z[ og EN|x, co[ abne relativt til E.
Altsa er (2) ikke opfyldt.

“(1) = (2)”. Antag, at (1) geelder, men ikke (2), altsa at E er et interval, som
kan deles i to disjunkte, ikke tomme maengder A og B, der begge er afsluttede
relativt til F. Lad a € A og b € B. Vi kan antage, at a < b (idet A og B kan bytte
roller). Da E er et interval geelder [a,b] C E. Vi indfgrer tallet ¢ = sup{z € A |
x < b}, som opfylder a < ¢ < b, hvoraf sluttes ¢ € E. Da A er afsluttet relativt til
E, ma der geelde ¢ € A, men sa ma ¢ < b, og folgelig |c,b[C B. Da B er afsluttet
relativt til E fglger at ¢ € B, altsa ¢ € AN B, hvilket er en modstrid, da A og B
er forudsat disjunkte. [

8.2. Sammenhasengende delmangder.

Motiveret af Saetning 8.2 indferes fglgende:

Definition 8.3. En ikke tom delmangde E af et topologisk rum (M,7) kaldes
sammenhaengende, hvis @ og E er de eneste delmaengder af E, der er bade abne
og afsluttede relativt til E.

Specielt er rummet (M, 7)) ssmmenhgengende, hvis @ og M er de eneste delmaeng-
der af M, der er bade abne og afsluttede i M.

Med brug af definitionen siger Saetning 8.2 simpelthen, at de sammenhaengende
delmaengder af R er preaecis intervallerne.
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Seetning 8.4. Lad f : (M1,71) — (M2, T2) vere en kontinuert afbildning mellem
topologiske rum. Huvis M; er sammenhaengende, sa er billedmangden f(My) en
sammenhaengende delmaengde af M.

Bevis. Lad Go C f(M;) veere bade aben og afsluttet relativt til f(M;). Da f ogsa
er kontinuert som afbildning af M7 ind i f(M;) er f~1(G3) aben og afsluttet i M.
Idet M; er forudsat sammenhzengende, er f~1(Gy) = @ eller f~1(G2) = My, og
da Go = f(f~1(G2)) (da Gy C f(My)), geelder altsd Go = @ eller Gy = f(My),
hvorved er vist, at f(M;) er sammenhaengende. [

Som en vigtig anvendelse noteres fglgende hovedssetning om reelle funktioner
af en reel variabel.

Seetning 8.5. Verdimengden for en kontinuert reel funktion pa et interval er et
interval.

Under inddragelse af Seetning 8.1 kan vi ogsa formulere Szetning 8.5 pa den
malende made: En kontinuert reel funktion pa et interval E springer ingen verdier
over: Huis f antager verdierne o < (3 @ to punkter af E, sa findes for hvert

E€la,fl etz € E sa f(x) =¢&.
Kombineres Saetning 6.8 og Saetning 8.4 fas

Seetning 8.6. Lad f : (M,7) — R wvere kontinuert pa et sammenhaengende
kompakt rum. Sa er billedmangden f(M) et afsluttet og begrenset interval.

Om sammenhangende delmaengder geelder folgende elementaere

Seetning 8.7. Lad (M, T) vere et topologisk rum.

(a) Hvis (E;)icr er en familie af sammenhengende delmengder, og hvis E; N
E; # @ for allei,j € I, sa er |J E; sammenhangende.

=

(b) Hvis E er sammenhaengende, sd er E ogsd sammenhaengende.
Bevis. (a) Lad O C |J,¢; E; veere aben og afsluttet relativt til (J E;. Hvis O # @
findesi € I, sa ONE; # &, og da ON E; er aben og afsluttet relativt til E;, og da
E; er sammenhangende, er O N E; = E;, altsa E; C O. Da E; N E; # @ for alle
j€Il, maONE; #3. Da E; er ssmmenheengende og O N E; er bade aben og
afsluttet relativt til £;, ma O N E; = Ej, altsa E; C O, og da j € I er vilkarlig,

(b) Lad @ # O C E og antag, at O er aben og afsluttet relativt til E. Dermed
er O specielt afsluttet. Maengden O N E er aben og afsluttet relativt til £. Da
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E er forudsat sammenhaengende, er enten O N E = J eller O N E = E. Antages
ONE = & og udnyttes, at O = ENG med G aben, sa fas ONE =GN E = &,
altsa F C 0G. Da CG er afsluttet fas E C 0G eller O = EN G = @, hvilket er en
modstrid.

Dermed sluttes, at O N E = E, altsa E C O, og da O var afsluttet fas ogsa
ECO,altsda E=0. O

Ved brug af Seetning 8.7 skal vi beskrive en opdeling af et topologisk rum i
naturlige sammenhaengende dele, nemlig de sakaldte sammenhaengskomponenter.

I et vilkarligt rum (M,7) vil vi kalde to punkter forbundne, hvis der findes
en sammenhaengende delmaengde af M, der indeholder dem begge. Pa grund
af 8.7.(a) er den herved definerede relation transitiv, og dermed er den klart en
akvivalensrelation. Klasserne i den tilsvarende klasseinddeling kaldes sammen-
hengskomponenter, eller kort komponenter.

Seetning 8.8. Lad (M, T) vere et topologisk rum.

(1) Sammenhangskomponenterne er de maksimale sammenhangende delmang-
der af M.

(2) Sammenhaengskomponenterne er afsluttede.

(3) M er sammenhangende, netop nar der kun er én komponent.

Bevis. (1): Hvis K = [z] er &kvivalensklassen, der indeholder z, sa er K fore-
ningsmangden af alle sammenhaengende delmaengder, der indeholder x, og derfor
sammenhaengende ifglge 8.7.(a). Maksimaliteten folger af konstruktionen.

(2): Hvis K er en komponent, si er ogsd K sammenhaengende ifslge 8.7.(b),
men ifglge (1) ma sa K = K.

(3): Klar. 0O

Eksempel 8.9. Et diskret rum M, hvor 7 = P(M), er ssmmenhaengskomponen-
terne reduceret til de enkelte punkter. Et rum med denne egenskab kaldes totalt
usammenhaengende. Et rum kan veere totalt usammenhaengende uden at vaere
diskret, jfr. opg. 8.3.

Det trivielle rum M, hvor 7 = {@&, M}, er sammenhangende.
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8.3. Kurvesammenhang.

Definition 8.10. Lad (M, 7) veere et topologisk rum. Ved en kontinuert kurve i
M forstas en kontinuert afbildning ¢ af et interval [a,b] ind i M, idet vi antager
a < b.

Ved et parameterskift kan man naturligvis altid antage, at en kontinuert kurve
er parametriseret af enhedsintervallet [0,1]. En kontinuert kurve ¢ : [0,1] — M
kaldes kort en sti.

En delmeengde F C M kaldes kurvesammenhaengende safremt hvilke som helst
to punkter i E/ kan forbindes med en kontinuert kurve, der forlgber helt i E.

Kravet kommer ud pa, at der for vilkarlige punkter P, € F findes a < b og
en kontinuert afbildning ¢ : [a,b] — F med ¢(a) = P, ¢(b) = Q.

Seetning 8.11. FEt kurvesammenhaengende rum er sammenhaengende.

Bevis. Lad (M, T) veere et kurvesammenhaengende rum og antag, at der findes en
ikke tom maengde E # M, som er bade aben og afsluttet. Veelges P € E, Q € CE,
findes en sti ¢ : [0,1] — M med p(0) = P, ¢(1) = Q. Mangden ¢ }(FE) er da
bade aben og afsluttet i [0,1] og 0 € ¢ }(E), s& da [0, 1] er sammenhzengende, er
¢ 1(F) =[0,1], men det strider mod at ¢(1) € CE. O

Der findes sammenhaengende rum, der ikke er kurvesammenhaengende, jfr. opg.
8.2. Dette gezelder dog ikke for abne delmeengder af R*.

Szetning 8.12. For en dben maengde G C R* er folgende betingelser ekvivalente:

(i) G er kurvesammenhangende.
(ii) G er sammenhangende.
(iii) To hvilke som helst punkter P,QQ € G kan forbindes med en kontinuert
kurve, der bestar af akseparallelle liniestykker.

Bevis. Implikationen (i) = (ii) er eftervist og implikationen (iii) = (i) er triviel.
Beviset for sekvivalensen er derfor gennemfgrt, nar vi har vist implikationen (ii)
= ().

For et givet punkt P € G indfgres meengden

Ap ={Q € G| P forb Q}
idet “ P forb )7 skal betyde, at der findes en kontinuert kurve fra P til Q i G

bestaende af akseparallelle liniestykker.
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Om Ap noteres tre egenskaber:

a)

b)

Ap # @, idet P kan forbindes til P ved en konstant kurve (som er akse-
parallel per definition).

Ap er aben. (Se fig. 1.)

Hvis nemlig @ € Ap findes r > 0 sa K(Q,r) C G, da G er aben. For
et vilkarligt punkt R € K(Q,r) geelder abenbart @ forb R, og fortsaettes
kurven fra P til @) (som findes, da @ € Ap) med kurven fra @ til R fas en
akseparallel kontinuert kurve fra P til R, altsa K(Q,r) C Ap.

FIG. 1

Ap er afsluttet relativt til G. (Se fig. 2.)

Hvis nemlig @@ € G tilhgrer afslutningen af A p relativt til G har vi K(Q, )N
Ap # @, idet r > 0 veelges sa lille at K(Q,r) C G, hvilket er muligt, da G
er aben. Hvis R € K(Q,r) N Ap har vi P forb R og R forb @, altsa som
for P forb @ sa Q € Ap.

Da G er forudsat sammenhangende, er @ og G de eneste delmangder af G,
der er abne og afsluttede relativt til G. Af a) - ¢) ovenfor sluttes at Ap = G, og
dermed er (iii) opfyldt. [
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Re K(Q,r)NAp

Q._

FIG. 2

I det folgende far vi hyppigt brug for at sammenstykke kontinuerte afbildninger
til nye kontinuerte afbildninger. Vi kalder resultatet:

8.13. Tuborg-lemma. Lad Fi,..., F, vere afsluttede delmaengder af det topo-
logiske rum (M,T) sa M = FyU---UF,, og lad f; : F; — N, vere en kontinuert
afbildning med hensyn til den inducerede topologi pa F;, i = 1,...,n. Huvis for
i # j fi(x) = fj(x) nar x € F; N Fj, sa er den sammenfgjede afbildning

fi(z), for x e F
fl@) =9 :
fn(x), for zeF,
veldefineret og kontinuert fra M til N.

Bevis. Vi indser, at f er kontinuert ved at vise, at f~1(A) er afsluttet i M for en
vilkarlig afsluttet delmaengde A C N. Vi har

A ={zeM|f@)e Ay = J{z e F| filz) € A} = Uffl(A) :

=1

og fi_l(A) er afsluttet relativt til F;, da f; er kontinuert. Da F; er afsluttet i M,
er f; '(A) endda afsluttet i M, og dermed er f~1(A) afsluttet i M. O

I analogi med sammenhaengskomponenter for et usammenhaengende rum, vil vi
definere kurvekomponenter.
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To punkter P, ) € M kaldes kurveforbundne, hvis der findes en sti fra P til Q.
Den herved definerede relation i M er en skvivalensrelation: Den konstante sti
p(t) = P for t € [0,1] er en sti fra P til P. Hvis ¢ er en sti fra P til @, er den
modsatte sti p(t) = (1 —t) en sti fra @ til P. Hvis desuden 1 er en sti fra @ til

R, sa er
(1) = { ©(2t) for te 0,3
Cly@t-1)  for te[i
en sti fra P til R ifglge Tuborg-lemmaet.

Akvivalensklasserne kaldes kurvekomponenter, som er maksimale kurvesam-
menhaengende delmaengder. Rummet er kurvesammenheengende, netop hvis der
er én kurvekomponent. Derimod behgver kurvekomponenterne ikke at vaere af-
sluttede, jfr. opg. 8.2.

Ifglge Seetning 8.11 er enhver kurvekomponent en delmaengde af en sammenhaengs-
komponent, og kurvekomponenterne udggr en klasseinddeling af sammenhaengskom-
ponenterne.
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OPGAVER TIL §8

8.1. Vis, at (M,7) er sammenhangende hvis og kun hvis 0A # & for enhver
delmeengde A C M med A # &, A # M.

8.2. Lad M C R2 vere defineret ved
M = {(z,sin 1) |z €]0,1]} U{(0,y) | -1 <y <1}.

Vis, at M er en sammenhangende men ikke kurvesammenhaengende delmaengde
af R?. Find kurvekomponenterne.

8.3. Find sammenhaengskomponenterne i Q med delrumstopologien fra R.

8.4. Vis, at folgende egenskaber ved et topologisk rum (M, 7)) er skvivalente:

i) Hvert punkt x € M har en omegnsbasis bestaende af sammenhasengende meaeng-
der.

(ii) For enhver ikke tom aben delmaengde G C M er komponenterne i delrummet
(G,7¢) abne i (M, T).
Et rum med de naevnte egenskaber kaldes lokalt sammenhaengende.

8.5. Lad G C R” veaere en ikke tom aben maengde. Vis, at G har teelleligt mange
sammenhangskomponenter, som alle er abne.

Vis, at en aben maengde G C R er foreningsmaengde af teelleligt mange parvis
disjunkte abne intervaller.

8.6. Lad M vere en uendelig maengde forsynet med topologien fra opg. 6.1. Vis,
at enhver uendelig delmaengde af M er sammenhaengende og vis derved, at M er
sammenhaengende og lokalt sammenhangende, (jfr. opg. 8.4).

8.7. Lad C vare en sammenhaengende delmaengde af et topologisk rum M. Vis,
at hvis C' har punkter felles med bade A C M og M \ A, sa er C NOA # @.

8.8. (a) Vis, at et produkt af to ssammenhangende rum M og N er ssmmenhzngen-
de.

Vink. Vis, at meengderne T}y, ,, = ({m} x N)U (M x {n}) for (m,n) € M x N
er sammenhangende og udnyt, at

MxN=|]J Tnn .
nelN
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(b) Vis, at et vilkarligt produkt [[ M, af sammenhaengende rum er ssammenhen-
acA
gende.

Vink. Veelg (ma)aca € [[ Mo. For enhver endelig delmaengde B C A sattes
Mp ={(za) | o =mq for a€ A\ B}.

Vis, at Mp er sammenhaengende og slut, at

M:Z U MB
BCA

er sammenhaengende, idet der forenes over de endelige delmaengder B C A. Vis
endelig, at M er teet i [[ M,.

8.9. Vis, at kontinuert afbildning af et sammenhsengende rum ind i et totalt
usammenhangende rum er konstant.

8.10. Et rum kaldes lokalt kurvesammenhaengende, hvis hvert punkt har en om-
egnsbasis bestaende af kurvesammenhaengende maengder.

Vis fglgende om et lokalt kurvesammenhaengende rum (M, 7):

(a) Hvis A C M er aben, sa er ogsa delrummet A lokalt kurvesammenhaengende,
og kurvekomponenterne i M er abne.

(b) Vis, at enhver aben sammenhzngende delmaengde af M er kurvesammenhaen-
gende.

Vink. Sgg inspiration i beviset for Saetning 8.12.

(c) Vis, at komponenter og kurvekomponenter er det samme.
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Appendix 1

Oversigt over nogle vigtige typer af topologiske rum

Kompakt Hausdorff

I

Lokalkompakt Hausdorff

Baire

= Parakompakt

107

=

Fuldsteendig metrisk
U

Metrisabelt

I

Normalt
I
Fuldsteendigt regulzert
I
Reguleert
I

Hausdorff, To

I

T

=

=

Baire
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Appendix 2

Lidt om topologiens historie

Ordet topologi er afledt af graesk og betyder “stedlaere” ligesom topografi be-
tyder “stedbeskrivelse”. Det er betydeligt vanskeligere at praecisere, hvad emnet
daekker over.

Man plejer at fore topologi tilbage til Leibniz (1646-1716), som praesenterede
nogen vage ideer om “analyse af steder” i korrespondance med Huygens i 1679.
Leibniz brugte det latinske navn Analysis Situs, som forblev i brug indtil begyn-
delsen af det 20. arhundrede. Ordet topologi blev foreslaet af Listing i et brev fra
1836. I 1847 udgav han: Vorstudien zur Topologie. Flere af de kendte topologiske
begreber som aben og afsluttet meengde og forteetningspunkt, blev indfgrt af Can-
tor for delmeengder af R™. Han kom ind pa disse ting i forbindelse med studier
over konvergensspgrgsmal for trigonometriske rackker.

Uden at veere alt for praecis kan man sige, at topologi drejer sig om kontinu-
erte transformationer (deformationer) af rum, hvor man med rum i ferste om-
gang kan tenke pa kurver, flader og hgjere dimensionale analoge objekter, altsa
n-dimensionale mangfoldigheder, dvs. strukturer der lokalt ligner kugler i det euk-
lidiske talrum R™. Riemann (1826-66) nsevnte kort mangfoldigheder i sit bergmte
Habilitationsschrift (1859): Uber die Hypothesen welche der Geometrie zur Grunde
liegen. H. Weyl praeciserede visse af Riemanns ideer i sin bog fra 1913: Die Idee
der Riemannschen Fldiche. De italienske matematikere G. Ascoli (1843-96) og
V. Volterra (1860-1940) betragtede rum af kurver og funktioner i 1880’erne, men
det virkelige gennembrud skete med indfgrelsen af metriske rum i 1906 af den fran-
ske matematiker M. Fréchet (1878-1973). Topologiske rum blev indfert i 1914 af
den tyske matematiker F. Hausdorff (1868-1942). Hausdorff indfsrte topologi ved
at fastlaegge omegnsfiltrene af hvert punkt i meengden, sadan som det er muligt
ifglge Saetning 1.10. Den her anvendte metode med at fastleegge systemet af abne
maengder aksiomatisk gar tilbage til H. Tietze (1880-1964), hvis navn er knyttet
til udvidelsessaetningen 5.14.

En rasekke russiske matematikere bidrog afggrende til topologiens udvikling:
P. Urysohn (1898-1924) (der omkom ved en drukneulykke), P. Alexandroff (1896—
1982), og A. Tychonoff (1906-1993). Kompakthedsbegrebet optradte i forskellige
varianter i mellemkrigsarene, jfr. teellelig kompakthed og felgekompakthed, men
fra omkring 1940 har man fokuseret pa overdsekningsdefinitionen.

Af de mange nyere begreber spiller parakompakthed (1944) en vigtig rolle. Op-
havsmanden er den franske matematiker Jean Dieudonné (1906-1992), som sam-
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men med Henri Cartan (f. 1904) og André Weil (1906-1998) var med til at starte
forfatterkollektivet Bourbaki. Cartan indfgrte begrebet filter i 1937.
Fuldsteendighed kan ikke defineres i generelle topologiske rum. Blandt de ab-

strakte teorier for fuldsteendighed kan nsevnes de uniforme strukturer, indfgrt i
1937 af André Weil.
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Kapitel 3. Homotopiteori.

Introduktion.

Et grundlseggende problem i topologi er at afggre om to forelagte topologiske
rum er homeomorfe, jfr. kapitel 2, 3.10. Der er ikke nogen metode til at lgse
dette problem generelt, men den algebraiske topologi, en af det 20. arhundredes
matematiske nyskabelser, giver en rackke anvendelige redskaber.

Hvis det lykkes at konstruere en homeomorfi f : M — N, sa er M og N ho-
meomorfe, men hvis det ikke lykkes, sa kan det jo veere, at man ikke har veeret
tilstreekkelig opfindsom. En made hvorpa man kan afggre, at M og N ikke er
homeomorfe, er at finde en topologisk egenskab, som M har, men som N ikke
har. F.eks. er det klart, at [0, 1] og ]0, 1] ikke er homeomorfe, da [0, 1] er kompakt,
og det er ]0, 1] ikke. Tilsvarende er R og R? ikke homeomorfe, fordi R \ {0} er
usammenhzengende, men R? \ {(0,0)} er sammenhzengende. At bevise, at R™ og
R™ ikke er homeomorfe nar n # m, er kompliceret, og det blev fgrst gjort af hol-
leenderen L.E.J. Brouwer (1881-1966) i 1911. Man skal huske pa, at Cantor havde
bevist, at R" og R™ altid er ackvipotente, og at Peano i 1890 havde konstrueret
en kontinuert surjektiv funktion f : [0,1] — [0,1]?, altsa en kontinuert kurve, der
lgber gennem alle punkter i enhedskvadratet.

I den algebraiske topologi knytter man forskellige algebraiske objekter til et rum
pa en sadan made, at homeomorfe rum har isomorfe objekter. Objektet kaldes sa
en topologisk invariant. Der findes f.eks. homologigrupper, cohomologigrupper
og homotopigrupper, som kan bruges til at skelne mellem rum. Vi skal her kun
beskeeftige os med den forste homotopigruppe, som blev indfgrt af H. Poincaré
(1854-1912) i 1895 under navnet fundamentalgruppen. En indfering i algebraisk
topologi findes i W.S. Massey: A basic course in algebraic topology. Graduate
Texts in Mathematics 127. Springer, New York 1991.

s1. Homotopi af stier.

I det fglgende bruger vi ordet rum som kort betegnelse for et topologisk rum.
Vi seetter I = [0, 1] forsynet med delrumstopologien fra R.

Definition 1.1. Hvis f, g er kontinuerte afbildninger af et rum X ind i et rum M
kaldes f homotop med g, hvis der findes en kontinuert afbildning F': X x I — M
sa

F(z,0) = f(x), F(z,1) =g(z) for z € X .

Afbildningen F' kaldes en homotopi fra f til g, og man skriver f ~ g.
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Man skal teenke pa homotopien som en énparameter familie af kontinuerte af-
bildninger fra X til M. Familien varierer kontinuert fra f(¢ = 0) til g(¢t = 1). Man
kan teenke pa ¢t som en tidsvariabel. I tidsrummet [0, 1] deformeres f kontinuert
til g.

Vi skal nu betragte det specielle tilfzelde, hvor afbildningerne er stier i rummet
M, dvs. kontinuerte afbildninger af I ind i M.

Definition 1.2. Hvis f,g : I — M er stier med samme begyndelsespunkt zo =
f(0) = ¢g(0) og samme endepunkt z; = f(1) = g(1), kaldes f sti-homotop med g,
hvis der findes en kontinuert afbildning F': [ x I — M, sa

F(s,0) = f(s), F(s,1) =g(s) for sel
F(0,t) = o , F(1,t) = x4 for tel.

Afbildningen F' kaldes en sti-homotopi fra f til g med begyndelsespunkt xg og
endepunkt z;. Man skriver f ~; g.

Den fgrste betingelse udtrykker, at F' er en homotopi fra afbildningen f til g,
og den anden udtrykker, at alle de “mellemliggende stier” har samme begyndel-
sespunkt xp og samme endepunkt z;.

g
t
Tl
1
t3 F
Ito
t Zo
f

0 s

0 I 1

Fic. 1

Lemma 1.3. Relationerne ~ og ~ er ekvivalensrelationer i mengderne C(X, M)
og {f € C(I,M) | f(0) = xo, f(1) = z1}. De tilhprende mengder af @kvivalens-
klasser betegnes henholdsvis [ X, M| og w1 (M;xo,x1).
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Bevis. For givet f € C(X, M) ser man, at f ~ f ved at seette F(z,t) = f(x). Hvis
ferenstii M fra zg til x1, er F' automatisk en sti-homotopi. Dermed er begge
relationer refleksive. Symmetrien er ogsa let:

Hvis F' er en homotopi fra f til g, sa er G(x,t) = F(x,1 —t) en homotopi fra g
til f. Hvis F' er en sti-homotopi, sa er G ogsa en sti-homotopi.

Antag endelig, at F' er en homotopi fra f til g, og at G er en homotopi fra g til
h. Vi kan da definere en homotopi H fra f til A ved fastsaettelsen

H(o.t) { F(x,2t) for z€X,tel0,1]
x, =
G(x,2t—1) for ze€X,te[3,1].

Afbildningen er veldefineret, da der for ¢t = 1 geelder F(z,1) = G(z,0) = g(x).
Da H er kontinuert pa de to afsluttede delmaengder X x [0,1] og X x [1,1], er H
kontinuert ifglge Tuborg-lemmaet. Man ser klart, at H er en sti-homotopi, hvis F
og G er sti-homotopier. [

Eksempel 1.4. To vilkarlige kontinuerte afbildninger f, g : X — R? er homotope,
idet
F(z,t) = (1 —1)f(x) + tg(z)

er en homotopi. Den kaldes den ret-liniede homotopi, idet f(x) deformeres til g(z)
langs liniestykket fra f(x) til g(x). Vi ser, at det afggrende for konklusionen er,
at f,g afbilder X ind i en konveks delmaengde af et normeret vektorrum, eller
et topologisk vektorrum, dvs. et vektorrum E med en topologi sa afbildningerne
(x,y) — x+y og (A, z) — Az af henholdsvis £ x E og Rx E ind i F er kontinuerte.

Eksempel 1.5. Stierne ¢(t) = ™ (t) = e~ i C\ {0} fra 1 til —1 er intuitivt
tkke homotope, da man ikke kan passere 0. Fanomenet kendes fra kompleks
analyse, hvor det udregnes, at

dz

. z . . .
int,, — =i # inty — =i

I kompleks analyse betragter man stier ¢ som er stykkevis C'* for at kunne definere
kurveintegralet int, f(z)dz. Man kan vise, at hvis f er holomorf i et omrade G,
og hvis ¢, er homotope stykkevis C''-stier i G, s er

int, f(2)dz = inty, f(2)dz .

Under diskussionen af kurvesammenheaeng har vi kort bergrt sammensaetning af
stier ved fortsaettelse. Vi vil nu ggre det mere systematisk.
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Definition 1.6. Hvis f er en stii M fra x¢ til 1 og g er en sti i M fra x; til xo,
sa betegner h = f * g den sammensatte sti i M fra x¢ til xo givet ved ligningen

hs) {ﬂ%) for s€l0,3],
- lg2s—1) for sel[3,1].
Funktionen h er veldefineret (f(1) = ¢(0) = z1) og kontinuert ifglge Tuborg-
lemmaet. (NB! Sammensaetning af stier har intet med foldning at gere selv om
der bruges samme symbol.)

Vi vil dernzest vise, at sammensaetning af stier harmonerer med skvivalensre-
lationen ~, dvs.

[~ [ fra xq til 1

, , = fxgo~y flxg fra xo til o .
g~ g frax til o

Hvis F' er en sti-homotopi fra f til f’, og G er en sti-homotopi fra g til ¢/, sa er

F(2s,t) for s€0,1]
G(2s —1,t) for se€[i,1]

H@ﬂ:ﬂJHG@mﬁz{

ctel

en sti-homotopi fra f x g til f’ x ¢’ ifolge Tuborg-lemmaet.
Hvis sekvivalensklassen ved ~ indeholdende f betegnes [f], er det altsa muligt
at sammensaette sekvivalensklasserne ved fglgende definition:

[fIx[g]l =[f*g].

Vi samler de vigtigste egenskaber ved operationen x.

Saetning 1.7. Operationen x pa sti-homotopiklasserne har folgende egenskaber:

(i) (Associativitet). Huvis [f] * ([g] * [h]) er defineret, sa er ogsa ([f] *[g]) * [h]
defineret, og de er ens.

(ii) (Hgjre og venstre neutralt element). For x € M betegner e, : I — M den
konstante sti e,(s) = x. Sa geelder for en vilkarlig sti f fra xo til 1, at

[eao] * [f] = [f] x [ex,] = [f] -

(iii) (Inverst element). Hvis f er en sti fra xqo til x1 betegner f den modsatte
sti f(s) = f(1 —s), som gdr fra x1 til zo, og der gelder

1% [f] = lexo] s [F]* [f] = [ex] -
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Beuvis. (i): Vi ser, at

f(2s), s €0, 3] f(4s), s €0, 4]
frlgxh)(s) =4 9(ds=2), s €[5, 3 (fxg)*h(s)= { g(4s—1), s € [}.5]
h(4s—3), s€[3,1] h(2s—1), s€[3,1],

og begge stier bestar af gennemlgb af f, g, h efter hinanden blot med forskelligt
tempo i de 3 afsnit.

For at definere homotopien inddeles enhedskvadratet i 3 firkanter ved rette linier
¢y og {5, der forbinder de tidspunkter, svarende til t = 0 og ¢ = 1, hvor der skiftes
“bane” fra f til g og fra % til h, se fig. 2.

1 1
4 2
1
Cy \ o (s
t
Oél(t Oég(t)
0 lq Uy .
1 3
2 4

Fic. 2
For at definere F'(s,t) for t €]0, 1] udregnes skaeringspunkterne (a1 (t),t) og (ae(t),t)
mellem den vandrette linie med ordinat t og 1 og ¢5. Idet ligningerne for ¢ og {2
er nemme at opstille, finder man

ar(t)=2—1t, ax(t) =3 - 1¢.

[

D=
=

Nar s gennemlgber de 3 intervaller 1 (t) = [0, a1 (t)], I2(t) = [a1(t), aa(t)], I5(t) =
[aa(t), 1], skal man gennemlgbe f, g, h. Man skal altsa udregne de 3 bijektive
affine funktioner (3, : I;(t) — [0, 1], og sammensatte med f, g, h. Man finder

)
M(z7) - s € L(H)
F(s,t) = _s—oa(t) € Ir(t)
5 I\ @@ ) 5< 2
| () . s€I(t) .
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At F er kontinuert fglger af Tuborg-lemmaet, da F' er sammenfgjet af kontinuerte
funktioner pa de 3 firkanter [y, o, (3.
(ii): Vi viser, at f ~; fxe,,. Idet

f2s),  s€[0,3]
x1, s € [3,1]

Freats) =

inddeles enhedskvadratet i 2 dele Di, Dy ved linien ¢, der forbinder (1,0) med
(%,1), se fig. 3.

t
1
2
1
D, Dz
1
t :
0 ’ s
a(t) 1
Fi1G. 3
Den vandrette linie med ordinat ¢ skaerer £ i (a(t), ), hvor a(t) = 1 — 3¢. Man skal

dernzest beregne de bijektive affine funktioner v : [0, a(t)] — [0, 1], 72 : [a(t), 1] —
[0, 1], og sammenszette med f og e,, for at fa den gnskede homotopi G, som bliver

G(s,t) = { / (ﬁ) o s€0,a)]

x1, s € [a(t),1] .

At G er kontinuert folger af Tuborg-lemmaet, da G er sammenfgjet af to kontinu-
erte funktioner pa D; og Ds.

Beviset for at e;, x f >~ f er analogt.

(iii): Vi viser, at e, ~s f * f.

Stien f f gar langs f fra zo til 21 og tilbage igen. For at lave homotopien gar
vi fra z¢ et stykke langs f (indtil punktet f(¢)), og tilbage til xo. Vi satter altsa

f(2ts) , s €10,1]

ft-s), selz]]
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som ses at veere en sti-homotopi med de gnskede egenskaber.
Anvendes ovenstaende pa stien f med begyndelsespunkt z; fas e,, >~ f * f,

idet f=f O
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OPGAVER TIL §1

1.1. Vis, at hvis f, f' : X — M er homotope, og hvis g,¢’ : M — N er homotope,
saer gof, g'of : X — N homotope. Bemaerk specielt, at go f, go f’ er homotope
nar g : M — N er kontinuert, og g o f, g’ o f er homotope nar f : X — M er
kontinuert.

1.2. Lad fi, f/ : M; — N;, i € I vaere en familie af par af homotope kontinuerte
afbildninger. Vis, at produkt-afbildningerne (jfr. opg. IL4.8) [[ fi, [ f/ : [I M: —
[] N er homotope.

1.3. (a) Vis, at for et vilkarligt rum X er [X, I] en singleton.

(b) Vis, at hvis X er kurvesammenhaengende, sa er [I, X] en singleton.

Vink. Vis forst, at en vilkarlig kontinuert afbildning f : I — X er homotop
med den konstante afbildning ¢ — f(0).

1.4. Et rum X kaldes kontraktibelt (sammentrackkeligt), hvis identiteten Ix : X —
X er homotop med en konstant afbildning.

(a) Vis, at I og R* er kontraktible.

(b) En delmaengde K i et vektorrum kaldes stjerneformet, hvis der findes a € K,
sa liniestykket fra a til x tilhgrer K for hvert = € K, i.e.

Vee K Vtel (tr+(1—-tae K).

Vis, at en stjerneformet delmaengde af et normeret rum er et kontraktibelt rum.
(c) Vis, at et kontraktibelt rum er kurvesammenhangende.

1.5. (a) Vis, at hvis Y er kontraktibelt, sa er [X,Y] en singleton for ethvert rum
X.

(b) Vis, at hvis X er kontraktibelt, og Y er kurvesammenhangende, sa er [ X, Y]
en singleton.

1.6. Lad f,g : X — M veere kontinuerte afbildninger og antag, at A C X er en
delmaengde sa f(x) = g(x) for alle z € A. Man kalder f, g homotope relativt til A,
i symboler f ~ grel A, hvis der findes en homotopi F' fra f til g med egenskaben
F(z,t) = f(x) = g(z) for alle z € A, t € [0,1]. Vis, at relationen f ~ grel A
er en xkvivalensrelation. Vis, at relationerne ~ og ~ er specialtilfzelde af denne
relation.

1.7. En kontinuert afbildning f : X — Y kaldes en homotopiekvivalens, hvis der
findes en kontinuert afbildning g : Y — X, sa go f : X — X er homotop med Ix
og fog:Y — Y er homotop med Iy.
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Rummet X kaldes homotopisekvivalent med Y, hvis der findes en homotopi-
ekvivalens f : X — Y. Vis, at homotopiskvivalens er en askvivalensrelation i
klassen af topologiske rum.

Vis, at homeomorfe rum er homotopisekvivalente.

Vis, at et kontraktibelt rum er homotopisekvivalent med et rum bestaende af
ét punkt.
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§2. Fundamentalgruppen.

Hvis vi ngjes med at betragte stier, der alle begynder og ender i samme punkt
xro € M, kan vi uindskraenket sammensaette dem, og det fglger umiddelbart af
Seetning 1.7, at de tilhgrende sti-homotopiklasser udggr en gruppe, som vi nu skal
studere naermere. Vi preaeciserer forst begreberne:

Definition 2.1. Lad M vere et rum og lad xg € M. Ved en lgkke baseret i xq
forstas en sti i M, der begynder og ender i x¢g. Maengden af sti-homotopiklasser af
lgkker baseret i x¢ kaldes fundamentalgruppen for M med hensyn til basispunktet
x0, og den betegnes w1 (M, zg) (= m(M;z0,x0)).

Det neutrale element i w1 (M, xo) er sekvivalensklassen [es,] af lokker baseret i
xo, som er sti-homotope med den konstante lgkke e, (s) = z¢. Det inverse element
til [f] er klassen [f], der indeholder den til f modsatte lgkke f(s) = f(1 —s). Vi
betegner det neutrale element med tallet 1.

Gruppen 71 (M, zy) kaldes ogsa den forste homotopigruppe, idet man i vide-
regaende homotopiteori opererer med homotopigrupper 7, (M, z¢), n =1,2,....

Eksempel 2.2. Lad M veere en konveks delmangde af R” eller mere generelt
en konveks delmangde af et normeret rum (eller et topologisk vektorrum) med
delrumstopologien. For hvert =g € M er 7 (M,z9) = {[ex,]}. Man siger, at
gruppen er triviel i dette tilfselde, hvor den kun bestar af det neutrale element.
Pastanden fglger af at enhver lgkke f i M baseret i z( er sti-homotop med e, via
den retliniede sti-homotopi

F(s,t) = (1 —t)f(s) + tegy(s) = (1 —t)f(s) +twg, (s,t)cI?.

Man kan bevise, at enhver gruppe kan optreede som mq (M, xg) for passende
rum M, men det ligger udenfor rammerne af dette kursus. Vi vil senere vise,
at (Z,+) er fundamentalgruppe for en cirkel uathzengigt af basispunkt. Intuitivt
svarer det til, at enhver lgkke er sti-homotop med en lgkke, der gar n gange rundt,
idet fortegnet for n € Z saettes i forhold til en pa forhand valgt omlgbsretning.

Vi vil kort se pa, hvordan fundamentalgruppen athsenger af basispunktet.
Seetning 2.3. Til en wilkarlig sti o © M fra xo til x1 induceres en afbildning

a:mi(M,zg) — m (M, x1) ved fastsettelsen

a([f]) =@« [flxla], [f] € m(M,z0).
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Afbildningen a er en gruppeisomorfi. Specielt vil enhver lokke o i xo inducere en
automorfi af m (M, xo) — nemlig konjugering med |«].

Bevis. Hvis f betegner en lgkke baseret i xg, og « er en sti fra xg til 1, sa er
(@« f) x «a en lgkke baseret i x1, se fig. 4.

1

]

Zo

Fig. 4

Dermed er [a] x[f]*[a] et element i 71 (M, z1) — husk at den associative lov gaelder
for klasserne, sa paranteser er overfladige. At & er en homomorfi ses saledes, idet
f og g er lgkker baseret i xg:

a(lf]) ~a(lgl) = ([@ x [f] x [el) = ([ x [g] % [a])

Her er benyttet, at [a] x [@] = [ex,] og [f] * [ex,] = [f] ifolge Seetning 1.7.
Den modsatte sti @ fra x; til zg inducerer pa tilsvarende made en gruppehom-
omorfi & : m (M, x1) — m (M, x0), som er den inverse til & idet

aoa(lf]) =@ (@ *f] *[a]) = [@ = [f].

og tilsvarende er @ o @ den identiske afbildning af 71 (M, z1) pa sig selv. [

Korollar 2.4. For et kurvesammenhangende rum M er alle grupperne w1 (M, o),
xg € M isomorfe, og man kan tale om fundamentalgruppen m (M) for M.

Bemaerkning 2.5. Lad M vere et topologisk rum og lad C' veere kurvekompo-
nenten, der indeholder xy € M, jfr. §8.3 i kapitel 2. Enhver lgkke i M baseret i z¢
ma ngdvendigvis forlgbe helt i C, og derfor ser man let, at w1 (C, xo) = m1 (M, ).
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Fundamentalgruppen i et punkt o giver saledes kun information om kurvekom-
ponenten indeholdende punktet. Derfor er det naturligt kun at betragte kurve-
sammenheengende rum.

For et kurvesammenheaengende rum M og xo, 1 € M er w1 (M, x¢) og m1 (M, z1)
isomorfe, idet ethvert valg af sti «v fra xg til 21 inducerer en isomorfi @ af m (M, )
pa m (M, x1). Kan det teenkes, at to forskellige stier aq,as fra zp til z; giver
forskellige isomorfier? Ja, men det kan kun ske hvis fundamentalgruppen er ikke-
kommutativ, jfr. opg. 2.2.

Definition 2.6. Et kurvesammenhsengende rum M kaldes enkeltsammenhaen-
gende, hvis gruppen 71 (M, xg) er triviel for et og dermed for alle z¢ € M.

I et enkeltsammenhgengende rum kan enhver lgkke traekkes sammen til basis-
punktet. Begrebet er velkendt for omrader i den komplekse plan, hvor enkelt-
sammenhang er en forudsaetning i Cauchys integralssetning. For omrader i C er
enkeltsammenhaeng intuitivt det samme som et omrade uden huller, men dette
gzelder ikke i rum af hgjere dimension. F.eks. er R\ {0} enkeltsammenhsengende,
jfr. opg. 2.4, idet der er “mere plads” i 3 dimensioner end i 2.

Vi vil nu vise, at fundamentalgruppen er en topologisk invariant, altsa at hom-
eomorfe rum har samme fundamentalgruppe. Udgangspunktet er, at en kontinuert
afbildning h : M — N inducerer en gruppehomomorfi w1 (M,z) — 71 (N, h(z)) for
hvert x € M. Denne afbildning betegnes h, ., og er defineret ved

haw(f]) = Tho fl, [fl € m(M,z) .

Betegner f en lgkke i M baseret i x € M, saer ho f en lgkke i N baseretiy = h(zx),
og for at afbildningen h, , er veldefineret, skal det eftervises, at der geelder

~yf = hof~;hof

for vilkarlige lgkker f, f’ baseret i x. Dette er let, for hvis F' er en sti-homotopi
fra f til f’, sa er ho F' en sti-homotopi fra ho f til ho f'.

Saetning 2.7. For enhver kontinuert afbildning h : M — N og hvert x € M er
hyo:m(M,z) — 71 (N, h(x)) en gruppehomomorfi. Hvis yderligere k : N — P er
kontinuert gelder

(1) (k’ O h)*@ = k*,h(w) @) h*,w .
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Bewvis. For at vise, at h, , er en gruppehomomorfi betragtes to lgkker f,g i M
baseret i x, og man har da
f(2s) for s€l0,1],
frgls)= { L
g(2s —1) for se(3,1],
og derfor 1
h(f(2s)) for s€]0,5],
(s = { v
h(g(2s — 1)) for se(5,1],
)

men dette udtryk er lig med (ho f)x (ho g)(s), og altsa geelder
[ho(fxg)]=[(hof)x(hog)].
Udnyttes definitionen pa gruppekompositionen i fundamentalgruppen fas
o ([f] * [9]) = haa([f x g]) = [ho (fxg)] = [(ho f)*(hog)] =[ho f]x[hog]
= haa([f]) * hex([g]) -

Den anden egenskab fglger saledes:
(koh)a(lf]) =[(koh)o fl=Tko(hof)] = kqn@)/lhof])
= k*,h(:c) (h*,:c([f])) . U

Bemaerkning 2.8. Man udelader ofte basispunktet i notationen h, , og skriver
hy. Derved kan (1) i Seetning 2.7 skrives (ko h), = k, o h,.

Det er en god ide at sammenligne ovenstaende med egenskaber ved differentialet
af en afbildning h : M — N, hvor M, N er abne mangder i euklidiske rum, f.eks.
M CR™ N CR". For hvert x € M er differentialet i x, dh, en lineser afbildning
af R™ ind i R™ (hvis matrix er Jacobi-matricen). Er k : N — P ogsa differentiabel
og P C RP geelder kadereglen

d(k o h), = dkpy) 0 dh, .

Differentialet dh kan opfattes som en familie af linezere afbildninger R™ — R"™
indiceret af punkterne i M. Pa samme made kan h, opfattes som en familie af
gruppehomomorfier indiceret ved punkterne i M. Definitionsmeengden 71 (M, z)
varierer med z. Analogien med differentiable afbildninger bliver mere fuldkommen,
nar man taenker pa R som tangentrum til den abne maengde M C R™. I hvert
punkt z € M har man et tangentrum, som er isomorft med R™, og i beskrivelsen af
differentialet ovenfor har man identificeret dem alle med R™. I studiet af kurver
og flader og mere generelt differentiable mangfoldigheder, har man en tangent
(tangentplan, tangentrum) i hvert punkt, og differentialet er en lineser afbildning
af tangentrummet i x ind i tangentrummet i billedpunktet h(x).
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Szetning 2.9. Hvis h : M — N er en homeomorfi sa er hy , en gruppeisomorfi
for hvert x € M.

Bevis. Hvis I : M — M er den identiske afbildning, er det oplagt, at I, ., :
m(M,z) — m (M, z) er den identiske afbildning. Sammenholdt med ligning (1)
giver dette det gnskede. Af hoh™! = Iy og h™! o h = I folger nemlig

hao (W™= (In)e, (W7o he = (In)s

som viser, at gruppehomomorfien h, , har gruppehomomorfien (h'_l)*,h(:c) som
invers. [

Bemaerkning 2.10. Saetning 2.9 viser, at kurvesammenhaengende homeomorfe
rum har samme fundamentalgruppe. En dybere liggende hovedsatning, som vi
ikke beviser, siger, at ogsa homotopiakvivalente kurvesammenhangende rum har
samme fundamentalgruppe. Jfr. opg. 1.7.
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OPGAVER TIL §2

2.1. Lad S vere et delrum af et normeret vektorrum (eller mere generelt, et
topologisk vektorrum, jfr. 1.4). Vis, at hvis S er stjerneformet med hensyn til
a €S (jfr. opg. 1.4), sa er m1 (5, a) triviel.

2.2. Lad M vere et kurvesammenhgengende rum og lad zo € M. Vis, at w1 (M, o)
er kommutativ, hvis og kun hvis der for alle 1 € M og for vilkarlige stier «, § fra

xo til 21 geelder a = [3, idet a og 5 er de inducerede isomorfier af m (M, xo) pa
w1 (M, z1).

2.3. Lad M veere et kurvesammenhangende rum. Vis, at M er enkeltsammen-
haengende, hvis og kun hvis der for alle xg,x1 € M og alle stier «, 8 fra xg til z;
geelder, at « og (§ er sti-homotope.

2.4. Vis, at R?\ {0} er enkeltsammenhaengende.
Vink. Udfyld detaljerne i folgende bevisskitse.

(i) R3\ {0} er kurvesammenhzngende.

(i) Lad f : I — R3\ {0} veere en lgkke baseret i zg # 0. Vis, at der findes
e>0sa|f(t)] >eforallet el Vis, at der findes N € N sa der for vilkarlige
s,t €1, |s—t| <1/N geelder ||f(s) — f(t)|| < e/3.

(iii) Vis, at hvis 2 € R3 opfylder ||f(k/N)— x| <e&/3,k=1,...,N —1, sa vil
den stykkevis retliniede lgkke g — 21 — @2 — -+ — Tx_1 — o tilhgre R3 \ {0}
og vere sti-homotop med f.

(iv) Veelg forst x1 sa [|f(1/N) — x1]| < €/3, xo # x1 og sa linien bestemt ved
xo og x1 ikke indeholder 0. Velg derefter successivt xs,...,zx_1 sa planerne
udspeendt af xg, xx, rpr1, K = 1,2,..., N —2 ikke indeholder 0. Vis, at den derved
bestemte retliniede lgkke g — 21 — -+ — xny_1 — x¢ er sti-homotop med e, .

2.5. Lad h,h' : X — Y veere kontinuerte afbildninger, som antages homotope
relativt til en singleton A = {z¢}, jfr. opg. 1.6, specielt er altsa h(zg) = h'(zo).
Vis, at h,, = hi}w

2.6. m (X xY) er isomorf med m1(X) x m(Y). Vis folgende:

1) For to grupper G1, G2 er produktmeengden G; X G2 en gruppe ved koor-
dinatvis produkt (g1, g2)(h1, he) = (g1h1, g2h2).
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2) For to topologiske rum X og Y og lgkker o i X baseret iz € X, i Y
baseret i y € Y, er (a x §)(s) = (a(s),3(s)) en lpkke i X x Y baseret i
(x,y). Enhver lgkke v i X X Y baseret i (z,y) har denne form.

3) Afbildningen ¢, der til ([a], [5]) € m1(X,z) x m1(Y,y) lader svare [a x 3] €
T (X x Y, (z,y)), er veldefineret.

4) ¢ :m(X,z) x m(Y,y) — m (X x Y, (z,y)), er en gruppeisomorfi.
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§3. Overlejringsrum.

Vi skal nu introducere det vigtige begreb overlejring, som er et uundveerligt
hjeelpemiddel ved beregning af fundamentalgrupper.

Definition 3.1. Lad p: EF — B vere en kontinuert surjektiv afbildning mellem
topologiske rum. En aben delmsengde U C B kaldes jevnt overlejret ved p, hvis
den abne originalmaengde p~1(U) kan skrives som foreningsmeengde af en familie
(Va)aea af disjunkte abne delmaengder af F saledes, at der for alle o € A geelder,
at restriktionen af p til V,, er en homeomorfi af V,, pa U.

Alle meengderne V,, er altsa homeomorfe med U og dermed indbyrdes homeom-
orfe. Man kan forestille sig p~1(U) som en stabel pandekager alle med samme
form som U. Hvis U er jeevnt overlejret ved p : E — B, sa er enhver aben maengde
U’ C U ogsa jeevnt overlejret ved p.

Definition 3.2. Ved en overlejring af et rum B (basisrummet) forstas et par
(E,p) af et rum E, overlejringsrummet, og en kontinuert surjektiv afbildning p :
E — B, overlejringsafbildningen, med egenskaben:

Ethvert punkt b € B har en aben omegn U som er jevnt overlejret ved p.

Ethvert rum B har mange forskellige overlejringer. Produktrummet £ = B x
{1,...,n}, hvor {1,...,n} har den diskrete topologi, er et overlejringsrum under
projektionen p : E — B givet ved p(b,i) = b for b € B, i = 1,...,n. For hvert
b € B er B en aben omegn af b som er jevnt overlejret ved p, idet p~1(B) =
B x {1,...,n} bestar af n disjunkte abne maengder B x {i}, i = 1,...,n. Mere
generelt kan man betragte en vilkarlig meengde I med den diskrete topologi, og
seette E = Bx I, p(b,i) = bfor b € B ogi € I. Overlejringer af denne form kaldes
trivielle. De inkluderer den identiske overlejring [ : B — B.

Vi skal nu give et vigtigt eksempel, hvor bade B og E er sammenhangende.

Saetning 3.3. Ved afbildningen

p(t) = (cost,sint) , teR

er (R,p) en overlejring af enhedscirklen S C R?.
Bevis. For U = {(x,y) € S* | z > 0} geelder

p HU) = U }27?71— g,an—i— g[ ,
nez
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hvilket viser, at U er jeevnt overlejret ved p, idet p’s restriktion til intervallet
Vo= }27m - 5,2mn+ 5 [ er en homeomorfi pa U, se fig. 5.

X
,
Fic. 5

Ved at betragte den dbne overdaekning af S' bestdende af de fire delmaengder
af S*, hvor henholdsvis > 0, z < 0, y > 0, y < 0 ser man, at hvert punkt b € S*
har en aben omegn som er jevnt overlejret ved p. [

|

[\

3

(e}
N[ ——
[\

3

i~

3

Seetning 3.4. For en overlejring p: E — B gelder:

(i) For hvert b € B er fiberen p~1(b) et diskret delrum af E.

(ii) Afbildningen p er en lokal homeomortfi, dvs. for hvert x € E findes en aben
omegn af x som afbildes homeomorft pa en aben delmaengde af B. Specielt
er p en aben afbildning.

Bevis. (i) Lad b € B og lad U vere en aben omegn af b, som er jeevnt overlejret
ved p. Lad p~}(U) = UV, idet (Va)aca er givet ved definition 3.1. Da fiberen
p~1(b) er en delmaengde af p~1(U), vil hvert punkt x € p~1(b) ligge i netop et V,,
men da p : V, — U er bijektiv fas

p~H0) N Vo = {a},

som viser, at {x} er aben relativt til p~1(b).

(ii) For x € F saettes b = p(z). Med betegnelserne fra (i) fas, at p afbilder den
abne omegn V,, af x homeomorft pa U. Heraf ses, at p er aben i z, idet en vilkarlig
omegn W af z indeholder den abne mangde W° NV, som afbildes pa den abne
omegn p(W°NV,) af b. Anvendes Seetning 3.9 i kapitel 2 finder man, at p er aben.
O
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Eksempel 3.5. En ringflade eller en 2-dimensional torus D (D for doughnut)
kan simpelt beskrives som produktrummet af 2 cirkler C; og Ca, se fig. 6. For en
vilkarlig ringflade D defineres en overlejring p : R2 — D ved

p(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu) ,

hvor R > r > 0 er radierne i de to cirkler.

z

Fic. 6

Resultatet er intuitivt klart. For (ug,vo) € R? sattes

T s 7T s
(o 10) = o = 5o+ 5[ Juo = oo+ 5
(uo, v0) = |uo — o uo + 5| X |vo = F. 00 + 5
og det ses, at p afbilder K(ug,v9) homeomorft pa billedet p(K (ug,vp)), idet
p(u,v) = p(u,;v’") hvis og kun hvis (u — v/,v —v’) € (27Z) x (27Z). Den abne
maengde p(K (ug,vp)) er jeevnt overlejret ved p idet

P (K (uo,w0)) = | K(2mn + uo, 2mm +vo) .
(n,m)€Z?

Det kan tilfgjes, at D er homeomorft med kvotientrummet R?/ ~ under @kviva-
lensrelationen (u,v) ~ (u',v") & p(u,v) = p(u',v’).

For det fgrste inducerer p en bijektion p : R?/ ~— D séledes at p([(u,v)]) =
p(u,v), altsa sa diagrammet
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kommuterer, hvilket blot betyder, at p = p o k, hvor k((u,v)) = [(u,v)] er den
kanoniske afbildning, jfr. §4.3 i kapitel 2.

Da p er kontinuert, bliver p kontinuert i kvotienttopologien: Hvis nemlig U er
dben i D er p~1(U) aben i R?\ ~, fordi det betyder, at x~(p~1(U)) skal veere
aben i R?, men x~1(p~1(U)) = p~ (V).

Da p er en dben afbildning, er p aben: Hvis V er aben i R?/ ~ bliver p(V) aben
i D. Per definition er nemlig k~!(V) dben i R?, og dermed er p(x~1(V)) aben i
D. Til slut bemeerkes, at p(k~1(V)) = p(V).

Dermed er vist, at p : R?/ ~— D er en homeomorfi. En ringflade er altsa et
kvotientrum af planen.

Definition 3.6. Lad (F,p) vaere en overlejring af B, og lad f : X — B veere en
kontinuert afbildning. Ved et lgft af f forstas en kontinuert afbildning f: X — F
sa po f = f, altsa sa diagrammet kommuterer:

E

Sk

X—f>

Man siger ogsa, at f kan lgftes til en afbildning f: X — F.

Lad os se pa nogle eksempler pa lgft ved overlejringen p : R — S! fra Szetning
3.3.

Stien f : I — S givet ved f(s) = (cos(as), sin(as)) kan lgftes til stien f: I — R
givet ved f(s) = as som begynder i 0 og ender i a, men den kan ogsa lgftes til stien
fr(s) = 2wk + as, der begynder i 2wk og ender i 27k + a. Her er k € Z vilkarlig.

Der gaelder folgende generelle resultat.

Seetning 3.7. (Loft af stier). Lad (E,p) vere en overlejring af B, og lad ey €
p~L(bo). Enhver sti f I — B med begyndelsespunkt by kan pa en og kun en made
loftes til en sti f : I — E med begyndelsespunkt eq.

Beuvis. Vi veelger en familie U af abne maengder U C B som overdakker B, og
som alle er jeevnt overlejret ved p. De tilhgrende originalmsengder f~!(U) udggr
en aben overdaekning af [0, 1]. Ifplge §6.1 i kapitel 2 findes et Lebesgue tal € > 0 sa
alle delintervaller af [0,1] af leengde < € er indeholdt i en af maengderne f~1(U).

Vi laver dernaest en inddeling 0 = s < s1 < -+ < s, = 1sas; —s;—1 < ¢ for
i =1,...,n. For hvert i geelder altsa, at f([s;—1,s;]) tilhgrer en af maengderne
Uel.

132



Matematisk Afdeling 3.21
30. januar 2003

Vi definerer nu et lgft skridtvis, idet vi starter med at swtte f(0) = eo. Idet
f([0,51]) C U for passende U € U, specielt by = f(0) € U, og idet p~1(U) = |JVa
med betegnelserne fra 3.1, sa findes @ med eg € V, og p]V Vo — U er en

homeomorfi. Pa intervallet [0,s] er der saledes et loft f af f med f(0) = eo,
nemlig f(s) = (V)1 (/(5))

Tilsvarende vil f([s1,s2]) € U’ for passende U’ € U med p~1(U’") = |JV/ og
f(s1) € V!. En made at fortsaette lgftet pa, er at ssette fls) = (pIVI)=H(f(s))
for s € [s1,s2]. Efter endelig mange skridt har vi defineret et lgft f af f med
begyndelsespunkt eg. Kontinuiteten af ff@lger af Tuborg-lemmaet.

Vi skal dernaest indse, at lgftet er entydigt bestemt. Teenker vi os to lgft fl, fg
af f med f1(0) = f2(0) = eq, sa indser vi forst, at fi(s) = fa(s) for s € [0, 51], hvor
S0, -, Sn 0g U er som i bevisets begyndelse og eg € Va. Da p(fl( ) = p(j;(s)) =
f(s ) € Ufor s € [0,51] ma f1([0, 1)), f2((0,51]) € p~(U) = U Vaa, 0g da f1([0, 51])
og fg([O, s1]) er sammenhaengende, ma de begge tilhgre V,,. Da p’s restriktion til
V,, specielt er injektiv, sluttes fi(s) = fa(s) for s € [0,s1]. Efter endelig mange
skridt er det bevist, at fl = fg U

Bemaerkning 3.8. Lad os give et eksempel pa en kontinuert afbildning f : X —
S1, som ikke har et 1gft f: X — R, hvor p: R — S er overlejringen fra Seetning
3.3.

Vi lader X = S, og betragter den identiske afbildning i : S — S'. Et lgft iaf
i, er det samme som en kontinuert argumentfunktion for S 1 og en sddan eksisterer
ikke. En kontinuert argumentfunktion i : S! — R sa z(l O) = 0 ma ngdvendigvis
veere vinklen 6 € [0, 7| pa

S} ={(z,y) €S |y >0},
idet~S41_ er homeomorft med I, sa Seetning 3.7 kan anvendes pa ’L|S_1|_ Tilsvarende
ma i veere vinklen 6 € [—m, 0] pa

SL={(zy) es' |y<0},
og derfor skal i(—1,0) veere bade  og —, hvilket er en modstrid.

Hvis f : X — B fra Definition 3.6 kan lgftes til f : X — E med f(z) = b,
f(z) =e, p(e) = b, giver Seetning 2.7 fplgende kommutative diagram:

Uy <E7 6)
Far lp
7T1(X,.'L’) —_— 7T1(B,b)

f*,x
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Specielt gaelder f, »(m1(X,x)) C pee(mi(E,€)).

Denne inklusion er altsa en ngdvendig betingelse for at f kan lgftes. I eksemplet
ovenfor med B = S! og E =R, b= (1,0), e =0, er m1(R,0) og pxo(m1(R,0)) den
trivielle gruppe {0}, medens 71 (S*, (1,0)) = Z (dette er antydet tidligere, men
vises forst i Seetning 4.1 nedenfor), og da i, er den identiske afbildning, ledes man
til inklusionen Z C {0}, hvis der fandtes en kontinuert argumentfunktion.

Man ser, at det er nyttigt at kunne udregne fundamentalgrupper.

Ogsa homotopier kan lgftes. Det er indholdet af

Lemma 3.9. Lad (E,p) vere en overlejring af B og lad eq € p~t(by). Enhver
kontinuert afbildning F : I x I — B med F(0,0) = by kan pa en og kun en made
loftes til en kontinuert afbildning F:IxI— FE med ﬁ(O, 0) = ep.

Hvis F' er en sti-homotopi sa er F en sti-homotopi.

Beuvis. Ideen er den samme som i Saetning 3.7, blot er udfgrelsen mere teknisk,
se fig. 7. Ved hjelp af Sezetning 3.7 lgftes stierne F'(t,0) og F'(0,t) til stier med
begyndelsespunkt ey. Vi har altsa defineret F pa venstre og nedre rand af I x I.
Vi veelger en familie U af abne maengder U C B som overdaekker B, og som alle
er jeevnt overlejret ved p. Da maengderne F~!(U) udger en aben overdackning af
I x I kan vi inddele I x I i et kvadratnet I, ;, 4,5 = 1,..., N, sa hvert F'(I; ;) er
indeholdt i et passende U € U.

E VO{
—er
N Y Iny Inn
F/
I3o
U /b,
I
IxI F—>
B I | e | 13 |In| N=4
Fic. 7

Vi lpfter successivt F' til kvadraterne I11,..., 11 n,l21,..., 12N, ..., IN N, idet vi

i hvert skridt allerede kender F pa kvadratets venstre og nedre side. Lad os starte
med at lpfte F' betragtet pa kvadratet I11. Idet F'(I11) C U for passende U € U
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og p~H(U) = |JVa bestemmes «a sa eg € V,. Lad C betegne den delmaengde af
I der bestar af venstre og nedre rand. Da C' er sammenhangende, og da F
allerede er defineret og kontinuert pa venstre og nedre rand af I x I, er f’(C’)
sammenhangende og indeholder eg. Altsa ma f’(C’) C V,, og vi lpfter sa F til I14
ved fastsattelsen F = (p|Va)~! o F. Vi ender med en kontinuert afbildning F pa
grund af Tuborg-lemmaet.

Antag dernzest, at F' er en sti-homotopi; specielt vil F afbilde {0} x I i det feelles
begyndelsespunkt by. Derfor vil loftet F afbilde {0} x I ind i den diskrete fiber
p~(by), og s& mé den sammenhsengende meengde F ({0} x I) besta af et enkelt
punkt ey € p~1(by), det fxlles begyndelsespunkt for alle stierne ﬁ(~,t), t el
P tilsvarende made ses, at F({1} x I) bestar af ét punkt, og dermed er F en
sti-homotopi.

Beviset for at lgftet er entydigt ses i analogi med Saetning 3.7. I

Seetning 3.10. Lad (E,p) vere en overlejring af B og antag, at f og g er to stier
i B fra by til by. Lad eq € p~t(bo) og lad f 09 G veere de loftede stier i E med
begyndelsespunkt eq.

Hvis f og g er sti-homotope, sa ender f 0g g i samme punkt, og er sti-homotope.

Bevis. Lad F : I x I — B vere en sti-homotopi fra f til g, dvs. F(s,0) = f(s),
F(s,1) = g(s) og F(0,t) = by, F(1,t) = by. Lad F : I x I — E vare sti-
homotopien fra Lemma 3.9, som lgfter F' og som opfylder ﬁ(O, t) = e, ﬁ(l, t) =es.
Dermed er~f’(s, 0) et loft af f(s) begyndende i eg. Af entydigheden fra Seetning

3.7 ses at f(s) = F(s,0), og tilsvarende er g(s) = F(s,1). Dermed ender bade f

og g iey, og F er en sti-homotopi fra f til g. O

Korollar 3.11. For en overlejringp : E — B med p(eg) = by er py.e, : m1(F,€0) —
m1 (B, bo) injektiv.

Bevis. Da p4 e, er en gruppehomomorfi, er det nok at vise, at kernen er triviel.
Hvis v er en lgkke i E baseret i eg sa pxe,([7]) = 1 (det neutrale element i
m1(B,bo)), sa er lpkken p o «y altsa sti-homotop med den konstante lgkke ep, i B.
De entydigt bestemte lgftede stier i £ med begyndelsespunkt ey er henholdsvis ~
0g €¢,, 0og de er homotope lgkker ifplge Seetning 3.10, men det viser at [y] = 1.
O

Vi skal nu vise, hvordan en enkeltsammenhangende overlejring bestemmer fun-
damentalgruppen som mangde.
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Seetning 3.12. Lad (E,p) vere en enkeltsammenhaengende overlejring af B, og
lad p(eo) = bo. Afbildningen ¢ : w1 (B,by) — p~1(bo), givet ved p([y]) = (1), er
en bijektion.

Bevis. For en lgkke v i B baseret i by, betegner 7 det entydige lgft af v med
begyndelsespunkt eg. Ifsle Ssetning 3.10 er 7(1) samme punkt for alle med ~
homotope lgkker, og dermed er ¢ veldefineret. Punktet 5(1) tilhgrer p~*(bg), da
po~y = ender i by.

Afbildningen ¢ er surjektiv. Til et vilkarligt punkt e; € p~1(bg) findes nemlig
en sti a i E fra ey til e, da E er forudsat enkeltsammenhaengende, og dermed
specielt kurvesammenhaengende. Den projicerede sti v = p o a er en lgkke baseret
iby og Y(1) = (1) = ey, altsa p([y]) = e1.

Afbildningen ¢ er injektiv. Hvis nemlig v1,v2 er to lgkker i B baseret i by sa
F1(1) = F2(1), s& er 71 * 7, en lgkke i E baseret i eg. Ifglge forudsaetningen er
[Y1 % 73] = 1, hvoraf p, ¢, ([J1 * 75]) = 1, hvilket viser, at p o (31 x Y5) = Y1 * ¥, €r
homotop med den konstante lgkke i by. Dette viser, at [y1] = [y2]. O

Bemazrkning 3.13. En enkeltsammenhzengende overlejring (F,p) af B kaldes
ogsa en universel overlejring.

Man kan vise, at hvis B er lokalt kurvesammenhaengende, sa er E entydig i
den forstand, at universelle overlejringer er homeomorfe. En universel overlejring
eksisterer ikke altid, men f.eks. for differentiable mangfoldigheder.
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OPGAVER TIL §3

3.1. Vis, at hvis (E1,p1) er en overlejring af By og (Fa,p2) en overlejring af
B, sa er (E1 X Ea,p1 X p2) en overlejring af By x B, idet (p1 X p2)(e1,e2) =

(p1(e1), pa(e2)).

3.2. Lad T = {z € C| |z| = 1} vaere enhedscirklen i den komplekse plan. Vis, at
afbildningen p : T — T givet ved p(z) = z*, hvor k € N, definerer en overlejring af
T. Vis ogsa at (C\ {0}, p) er en overlejring af C \ {0}. Gaelder det ogsa for C?

3.3. Lad (E,p) veere en overlejring af et sammenhaengende rum. Vis, at hvis
fiberen p~1(bg) har k elementer for et by € B, sa har alle fibre p~1(b) ogsa k
elementer.

3.4. Betragt p : |0, 00[— S! givet ved p(s) = (cos s,sin s). Hvorfor er (|0, oco[,p)
ikke en overlejring af S!?

3.5. Udnyt overlejringen fra opg. 3.2 med k = 2 til at vise, at lgkkerne f(s) = 2™,
g(s) = e¥™ s € I baseret i z = 1 ikke er sti-homotope. Prgv at udvide resultatet
til at lgkkerne €27 2™ims n m € Z, n # m ikke er sti-homotope og slut, at
m1(T, 1) er en uendelig gruppe.

3.6. Betragt overlejringen p : R? — D fra eksempel 3.5. Lgft stierne p(au,0) og
p(0,bv) til stier i R? med begyndelsespunkt (0,0) og slut, at lgkkerne p(2mu,0),
p(0,27v) ikke er sti-homotope.

3.7. Lad p : E — B vare en overlejring sa p~1(b) er endelig for alle b € B. Vis,
at hvis ¢ : F' — E er en overlejring, sa er poq : F' — B en overlejring.

(Man kan vise, at sammensatningen af to overlejringer ikke behgver at vaere en
overlejring).

3.8. Lad p : E — B med p(eg) = by veere en overlejring og antag, at E er
kurvesammenhaengende.

(i) Vis, at afbildningen ¢ : 71 (B, bo) — p~1(bo) er veldefineret ved

hvor 7 er det entydige loft af lokken 7 baseret i by, sa 7(0) = eg.
(ii) Vis, at ¢ er surjektiv.
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(iii) Vis, at ¢([a]) = ¢([B]), hvis og kun hvis [o] x [B] € ps.e, (71 (E, €0)).

(iv) Seet G = m1(B,by) og H = py.eo(m1(E,€p)), som er en undergruppe af
G. Mangden af hgjre sideklasser {Hg | g € G} betegnes som saedvanlig
G/H. Vis, at ¢ inducerer en bijektion ¢ : G/H — p~1(bg), sa diagrammet
kommuterer

G L4 p_1<b())

\G/H%

idet k er afbildningen g — Hyg.

3.9. Vis, at Sezetning 3.7 kan generaliseres pa folgende made: Lad (E,p) veere en
overlejring af B og antag, at p(eg) = bg. Lad X vaere lokalt kurvesammenhzngende
og enkeltsammenhaengende og antag, at f : X — B er en kontinuert afbildning
med f(xg) = byg. Vis, at f kan lgftes pa en og kun en made til en kontinuert
afbildning f: X — F sé f(a;o) = ep.

Vink. (a) Entydigheden: For to loft fi, fo er {zx € X | fi(z) = fa(z)} bade
aben og afsluttet.

(b) Eksistensen: Til z € X veaelges en sti a i X fra xg til z. Loft stien foa til en
sti med begyndelsespunkt ey og endepunkt e og vis, at f(a;) = e er et veldefineret
lpft af f.

3.10. Lad (FE,p) veere en enkeltsammenheangende overlejring af B, som antages
lokalt kurvesammenhaengende.

(i) Vis, at E er lokalt kurvesammenhaengende.

(ii) Lad (E’,p’) vaere en kurvesammenheengende overlejring af B. Vis, at der

findes en overlejring g : E — E' sa p=1p' oq.

Vink. Opg. 3.9. Vi har altsa: En enkeltsammenhaengende overlejring af B
overlejrer enhver kurvesammenhaengende overlejring, og kaldes derfor en universel
overlejring.

(iii) Antag, at (E,p) og (E’,p") er enkeltsammenhaengende overlejringer af B.

Sa findes en homeomorfi h : E — E’ sa p’ o h = p. (Dette viser, at en
universel overlejring er entydig pa nser homeomorfi).
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s4. Nogle fundamentalgrupper.

Vi bestemmer fgrst fundamentalgruppen for cirklen S'. Derefter vil vi antyde
forskellige fundamentalgrupper uden grundige beviser, da det vil vaere for tidskrae-
vende.

Szetning 4.1. Fundamentalgruppen for S er isomorf med (Z,+).

Bevis. Vi betragter afbildningen p : R — S! givet ved p(t) = (cos 27t, sin 27t).
Da t — 27t er en homeomorfi af R, er (R, p) en overlejring, jfr. Seetning 3.3. Vi
setter by = (1,0), eg = 0, og vil vise, at afbildningen ¢ : 71 (S, bg) — p~1(bg) = Z
fra Seetning 3.12, er en isomorfi. Vi ved allerede, at den er bijektiv, og for at vise
homomorfiegenskaben betragtes to lgkker a, 3 i S ! baseret i by. Vi antager, at

o([a]) = a(l) = n, ¢([8]) = B(1) = m, og definerer
| a2s) for s€][0,1],
e —{n—l—g(Zs—l) for 56[%,1].

Det er klart, at v er en sti i R fra 0 til n + m. Den projiceres ved p i folgende
lgkke i ST baseret i by:

{ p(@(2s)) = a(2s) for s€]0,3]
p(n+B(2s —1)) = p(B(2s — 1)) = B(2s — 1) for s €[3,1],

idet vi har brugt, at p er periodisk med alle hele tal som periode, og at a og B
lgfter o og B henholdsvis. Vi har altsa p oy = ax (3, hvoraf

p([a] % [8]) = p([ax B]) =7(1) = n+m=o([a]) + ¢([6]) . O

p(v(s)) =

Eksempel 4.2. En ringflade D, jfr. eks. 3.5, kan opfattes som produkt af 2 cirkler,
og er altsd homeomorf med S! x S*. Ved hjzlp af opg. 2.6 ses, at 71 (D) er isomorf
med (Z2,+).

Eksempel 4.3. Vi vil vise nedenfor, at n-sfeeren

n+1
Sn = {(.’171,...,.’13n+1) € Rn+1 } Z.’,E,LQ = 1}
=1

har samme fundamentalgruppe som R"*1\ {0}. Man kan vise, at R™*!\ {0} er
enkeltsammenhaengende for n > 2, jfr. opg. 2.4 for n = 2, og det dér skitserede
bevis, geelder ogsa for n > 2. Dermed har man

. . [ (Z,4) for n=1
7 (S™) = m (R™* \{0})_{{1} for n>2.
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Saetning 4.4. Inklusionsafbildningen
j: 8" =R\ {0}

inducerer isomorfier jy ¢ : w1 (S™, &) — m (R {0},€) for € € S™.

Bewvis. Lad r : R"*1\ {0} — S™ vaere givet ved r(z) = x/||z||. Daroj = Ign
fas af Seetning 2.7, at 74 o j, = (Ign ), hvilket viser, at j, er injektiv. At j, er
surjektiv fglger af, at en vilkarlig lgkke o i R™*1\ {0} baseret i £ er sti-homotop
med lgkken § = joroa, for sa er [a] = [3] = j«([r 0 a]). En sti-homotopi F fra
a til B kan defineres ved

= 706(8) —1)a(s
Floyt) = tr s+ (1= als)

idet F'(s,0) = a(s), F(s,1) = a(s)/[|a(s)| = B(s), F(0,t) = F(L,) = € Det
bemeerkes, at F'(s,t) # 0 for alle s,t € I, idet F(s,t) ligger pa halvlinien {\a(s) |
A > 0} mellem a(s) og enhedsvektoren ﬁ( ). O

Eksempel 4.5. Den frie gruppe med 2 frembringere. Lad G veere en gruppe med
neutralt element e og to frembringere a,b. Gruppen G bestar altsa af alle udtryk

af formen
aml bnlam2 an . amp bnp ,

hvor m;,n; € Z, idet det er underforstaet, at hvis m; = 0, sa startes med en potens
af b, og hvis n, = 0, sa sluttes med en potens af a. Vi teenker os, at udtrykkene er
reduceret mest muligt, sa a og b optraeder skiftevis i potenser # 0. Det neutrale
element e svarer til, at alle m; = n; = 0. Hvis frembringerne a og b er sadan, at
der ikke er nogen relationer mellem a og b, dvs. ovenstaende udtryk er kun det
neutrale element, nar alle m; = n; = 0, sa siger vi, at G er en fri gruppe med 2
frembringere.

Vi skal nu antyde et rum, der har denne gruppe som fundamentalgruppe. Lad
X veere et ottetalsrum, dvs. X er en kurve i planen af form som tallet 8. Via en
homeomorfi kan vi teenke pa X som bestaende af 2 cirkler, der tangerer hinanden
udvendigt i xg. En lgkke i X baseret i x¢ kan fgrst ga m; gange rundt om den
forste cirkel, n; gange rundt om den anden cirkel, my gange rundt om den fgrste
cirkel osv., idet fortegnene for mi, ni,... fastleegger omlgbsretningerne. Det er
narliggende, at fundamentalgruppen for X er den frie gruppe med 2 frembringere,
men det vil fgre for vidt at bevise dette.
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Eksempel 4.6. Den projektive plan P2. Den projektive plan kan defineres som
kvotientrummet af 2-sfeeren S? ved at identificere antipodale punkter ¢, —¢ pa
sfeeren. Vi har altsd P2 = S?/ ~, hvor £ ~ 7 < n = ££. Den kanoniske afbildning
k1 S? — P? er altsa k() = {€, —€}, og P? er forsynet med finaltopologien, s
U C P? er aben, hvis og kun hvis s~ 1(U) er aben i S2.
1°. k: 5% — P2 er en tofoldig overlejring, (i.e. hver fiber bestar af 2 punkter).
For hvert punkt & € S? saettes

N ={nes®|&n>0},

som er “den nordlige halvkugle med nordpol £”. Maengden k(N (£)) er aben i P?,
idet
K (E(N(€))) = N(§) U N(=¢)

og det ses, at k(N (£)) er jeevnt overlejret ved k.

2°. P2 er et kompakt kurvesammenhaengende Hausdorff rum.

De to forste egenskaber arves fra S2, da x er kontinuert og surjektiv. At P2 er
Hausdorff, ses ogsa let.

3°. Pundamentalgruppen w1 (P?) er en gruppe med 2 elementer, og dermed isom-
orf med restklassegruppen (Za,+).

Dette folger af Szetning 3.12, da k : S? — P? er en enkeltsammenhzengende
overlejring, og fiberen har 2 elementer.
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OPCGAVER TIL §4

4.1. Et delrum A af X kaldes en sterk deformationsretrakt af X, hvis der findes
en kontinuert afbildning H : X x I — X sa

H(z,0) =z for x€ X, H(z,1)€ A for x € X
H(a,t) =a for ac A, tel.

Sagt med andre ord skal identiteten Ix pa X vaere homotop relativt til A med en
kontinuert udvidelse r = H(-,1) : X — A af identiteten pa A.

Vis, at under disse betingelser vil inklusionsafbildningen j : A — X inducere en
isomorfi j. 4 : m1(A,a) — m (X, a) for alle a € A. (Sammenligning med Saetning
4.4).

4.2. Vis, at hvis A er en steerk deformationsretrakt af X, og B er en steerk
deformationsretrakt af A, sa er B en steerk deformationsretrakt af X.

4.3. Vis, at et 8-tals rum er en steerk deformationsretrakt af den dobbelt punkte-
rede plan R? \ {a,b}, hvor a # b € R2. Brug dette til at vise, at 71 (R \ {a, b}) er
en fri gruppe med 2 frembringere.

4.4. Lad L betegne z-aksen i R3 og sset X = R3\ L. Vis, at (R? \ {(0,0)}) x {0}
er en staerk deformationsretrakt af X og slut, at m1(X) = (Z,+).

4.5. Find fundamentalgruppen for fglgende rum:

(i) En massiv cylinder.
(ii) En cylinderflade.
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