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0 Elementaere definitioner og det
fundamentale resultat

Begrebet konveksitet fremgar forhabentligt af nedenstaende tegninger:

C  konveks D Ej konveks

ECO,C1J§ f [d-o‘qu:l#i)

Det ses at en delmaengde af planen (R?) er konveks hvis forbindelseslinien mellem 2
vilkarlige punkter fra C' er indeholdt i C'. For at kunne generalisere dette til delmaengder
af R™ skal vi fgrst ggre os klart hvad vi skal forsta ved et liniestykke mellem to punkter
ag, aq fra R™.

Ay

Q, = a°+£Co_1~a0)

° /ecq-o’ a7)

Tegningen ovenover er forhabentlig kendt i forbindelse med den sakaldte parameter-
fremstiling af en linie i planen gennem punktet ay og med retningsvektoren a; — ag.



Tegningen kunne naturligvis lige sa gerne illustrere 2 punkter i R"™.

Definition 0.1. Lad ag, a; veere punkter i R™, da defineres linien ¢(ag, a;) gennem disse
punkter ved
E(ao, al) = {CLO + t(a1 - a0)|t S R} .

Liniestykket mellem ag og a; betegnes [ag, a;] og det er givet ved
[CLQ, al] = {CL(] + t(a1 — ao)‘t € [O, 1]} .
Vi kan nu formulere definitionen konveksitet af delmaengder af R™ eksakt.

Definition 0.2. Lad C vare en delmaengde af R™, da siges C' at vaere konveks safremt
der geelder
Vao,al eC: [ao,al] - C.

Vigtig bemeaerkning

Udtrykket ag + t(a; — ag) kan omskrives til (1 — t)ag + ta.

Denne tilsyneladende uskyldige manipulation er faktisk en fundamental bestanddel af
de folgende sider. Det forste udtryk kalder pa en geometrisk forstaelse, medens det andet
forstas bedre algebraisk.

Ved det fgrste udtryk er det meningen at man skal forestille sig tegningen herunder,
og at man far fremstillet linien ¢(ag, a;) ved forst at ga fra origo til ag for derefter at
addere alle multipla af retningsvektoren a; — ag.

0 - Om‘go

Det andet udtryk kan algebraisk skrives som
l(ag, ar) = {aag + far|a, fER a+ F=1}.

Nar vi beskriver linien pa denne made er geometrien ikke synlig og vi vil senere lzere at
sige, at £(ag,a1) er et affint underrum af R™ udspeendt af punkterne ag, a;.

Vi skal nu leere begrebet “reel konveks funktion”. Det baserer sig umiddelbart pa
begrebet konveks maengde, idet der til en reel funktion defineret pa en delmeengde af R™
naturligt knytter sig en delmeengde af R"™! kaldet overgrafen for f.



Definition 0.3. Lad D vere en konveks delmeengde af R" og f : D — R en funktion.
Ved overgrafen eller epigrafen, epi(f), forstas punktmaengden

epi(f) ={(z,t) e R"" xRz e D, t e R, f(zx) <t}.

Funktionen f siges at vere konveks hvis epi(f) er konveks.
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Vigtig opgave. Simpleste version af Jensens Ulighed

Lad D veere en konveks delmaengde af R" og f : D — R en funktion. Lad dy og d;
veere punkter i D.

1. Beskriv bade geometrisk og algebraisk liniestykket i R"*! givet som

[(do, f(do)), (da, f(dr))]-

2. Vis, at f er konveks hvis og kun hvis der gaelder

Vdo,dy € DVt € [0,1] : f((1 —t)dy + tdi) < (1 — ) f(do) + Lf(dy) .

Denne sidste ulighed kaldes ofte for Jensens Ulighed, men er egentlig et specialtilfaelde
af denne, som vi mgder i Seetning 5.11.

Nar vi tegner grafen for en konveks funktion ser den typisk ud som et af billederne
herunder: Konvekse funktioner er kontinuerte men ikke ngdvendigvis differentiable pa
det indre af deres definitionsomrader. En konveks funktion kan dog veere diskontinuert
pa randen af sit definitionsomrade.
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De naeste tegninger tjener til at illustrere, at hvis en funktion har et stationsert punkt
som ikke er mindsteveerdipunkt, sa er funktionen ikke konveks.
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Mere positivt kan det formuleres, at hvis en konveks funktion har et stationsert punkt
har den ogsa en mindsteveerdi. Det er en meget vigtig pointe i dette kursus at dette
resultat kan bevises eksakt og uden differentiabilitetsforudseetninger. Her studser du
maske lidt, thi hvordan kan man tale om at gradienten er 0 hvis funktionen ikke er
differentiabel 7. Dette problem klares senere, men allerede nu kan vi imidlertid vise det

fundamentale resultat for differentiable funktioner definerede pa abne delmaengder af
R".

Saetning 0.4. Lad D C R"™ vere en konveks og aben mengde og lad f : D — R vere en
differentiabel og konveks funktion. Hvis det for dy € D gelder at gradf(dy) = 0 sa har
f en mindsteveerdi og denne er f(dy).

Bevis. Beviset fgres indirekte og er baseret pa den fra Matematik 1 kendte regel for
differentiation af en sammensat funktion kaldet kaedereglen. O

Lad os nu antage at der findes et par af punkter do,d; € D sa gradf(dy) = 0 og
f(dy) < f(dp). Lad os nu betragte linien ¢(dy,d;). Da D er aben og konveks, ma der
findes @ < 0 og 8 > 1 saledes, at Vt €]a, B[: (1—t)do+td; € D. Da f er differentiabel er
den sammensatte funktion g(t) := f((1 — t)do + td;) differentiabel i 0, og da gradienten



gradf(dy) = 0 fas ved keedereglen, at ¢’(0) = gradf(dy) e (d; — do) = 0. Fra Jensens
Ulighed fas da:

vt €]0, 1]:

f((1—=t)do + tdy) < (1 —1)f(do) +tf(dy)

sa g9(t) < (1-1)g(0) +1tg(1)

da t>0 W90 0y o) = Fay) — Fdy) <0,

t

Heraf ses at ¢’(0) < 0, sa antagelsen f(d;) < f(dp) er ikke sand, og f(dog) ma veere en
mindsteveerdi for f.



1 Repetition af Mat 1-stof.
Afstandsmalet i R" og lineaere
afbildninger

Formalet med dette afsnit er at skabe en basis for forstaelsen af bgrebet affin afbildning,
som er et meget vaesentligt emne her i kurset. Det primeere resultat vi skal bruge er
at linesere afbildninger fra R™ ind i R™ er kontinuerte og givne ved m X n—matricer.
Kontinuiteten fglger fra Cauchy—Schwarz’ Ulighed, og sammenhaengen mellem matricer
og lineaere afbildninger er et meget vigtigt resultatet fra Mat 1 GA. De ting der naevnes
her er sa fundamentale, og bruges sa tit, at disse emner ikke blot er noget man skal have
hgrt om, men snarere ting man kan anvende umiddelbart, nar de dukker op.

Det efterfglgende er ikke er et komplet repetitionskursus, sa vil tillade os at forudseette
nedenstaende begreber bekendt:

Injektiv, Surjektiv, Bijektiv, Underrum, Span, Lineser Uafhesengighed, Basis, Matrix,
Lineser Afbildning, Determinant, Egenveerdi, Egenvektor, Kontinuitet, Norm (:= ||z|| =
(& 4+ 2p)'?).

1.1 Definitioner, konventioner og kommentarer

0) :=, Dynamisk lighedstegn, dvs. A := B mener A defineres = B.
1) Lad n € N, R := {(21,...,2,)]z; € R, 1 <i<n}.
2) L(R",R™) := meengden af linezre afbildninger fra
R"™ ind i R™.
Bemeerk en afbildning F': R” — R™ er lineger hvis der gaelder

LiVz,y e R": F(z+y) = F(z) + F(y)
L2Va e RVx € R": F(ax) = aF(x).
Bemeerk endvidere, at L(R"™, R™) er et vektorrum idet det for F,G € L(R™ R™)
og o € R defineres
Ve e R": (F 4 G)(x) := F(x) + G(x)
VeeR": (a-F)(z) =a-F(z) (= aF(x)).
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(I det sidste udtryk aF'(z) kan man egentlig ikke se hvad der menes, men det er
altsa ogsa ligegyldigt).

M(m,n) := mengden af m x n matricer med reelle elementer.

Bemaerk at M(m,n) er, som bekendt, ogsa et vektorrum. For A € M(m,n) og
B € M(n, k) defineres AB € M(m, k) ved matrixproduktet

(AB)Z] = Z aitbtj .
t=1

Standardbasen for R™ betegnes ey, ..., e,, dvs.
e; =(1,0,...,0),...,¢;=(0...0,1,0...0),...,e, = (0,...,0,1).
For z,y € R™ betegnes det indre produkt med bade z -y og (z,y), dvs.

() =2y =x1y1 + TaYo + - - - + TpYn
)l o= (23 + -+ 22)? = (x- 2)"? = ((z,2))"/.

M(n,1) := M(1,n) := R".

Pas pa; naturligvis er rummet af sgjlematricer med n reekker ikke det samme som
rummet af reekkematricer med n sgjler, men vi er alle klar over at forskellene mellem
nedenstaaende 3 udtryk primeert bestar i opskrivningsmaden, og ikke i indholdet.
Endvidere vil z + y og ax have analoge betydninger uanset skriveformen. For
x € R™ bruges derfor fplgende 3 skrivemader: x € R", x = (xy,...,2,)

r e€R", = (T1,...,Tn)
T
r € M(n, 1), r =
Tn
reM(l,n), z=(r1...2,).

Hvis det skal understreges at x skal opfattes som henholdsvis en sgjle eller en
reekke, skrives

= | —x= (... xy).

For A € M(m,n) skrives altsa uden videre Az selvom der naturligvis menes Az.
Analogt for y € R™ skrives yA i betydningen _yA.

Bemeerk endeligt, at med denne notation kan det indre produkt z -y for z,y € R”
skrives

T-oy=_xy .



1.2 Hovedsaetning

7) Lad A € M(m,n),i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Den i'te raekke i A betegnes ;A
og den j'te sgjle A;. I henhold til konventionerne fra 6) fas sa

A= (an ap @)= (a,a,,...,0,) ER
ayj

Aj=1 1 | =(aj,02,. . am;) €R™.
amj

8) Lad A € M(m,n), da defineres ||A|| som den ville veere hvis vi opfattede A som
element af R™", dvs.

4l = (fj Z) -

i=1 j=1

Med konventionerne fra 7) fas sa

TAIP =D AP =D 14507
i=1 j=1

Det naeste resultat, som kaldes en hovedsatning, bgr man have som paratviden i ens
matematiske univers!

1.2 Hovedsatning

Lad m,n € N.
Der defineres en bijektiv afbildning ¢,, ,, af M(m,n) pa L(R", R™) ved:

VA € M(m,n) VYxeR":

@11 - Aip T
Pmn(A)(7) = Az =

Qm1 = Qmnp T,

1.3 Kommentarer og udvidelser til hovedsatningen

0 Hvis F € L(R",R™), findes A := ¢, (F) ved A; := F(e;) “j’te sgjle er
billedet af e;”.

2) Ifplge 1.12) + 1.1 3) er L(R™, R™) og M(m, n) vektorrum. Med hensyn til disse vek-
torrumsstrukturer er ¢,, , en linezer og bijektiv afbildning af M(m, n) pa L(R"™, R™).

Opgave: Vis dette! Husk at pa, betyder surjektiv, men ¢ er altsa ogsa injektiv!

11
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3) For afbildninger F': R" — R™ G : R¥ — R" defineres F oG som den sammensatte

afbildning, dvs. for z € R¥ er F o G(z) := F(G(z)). For matricer A € M(m,n),
B € M(n, k) betyder AB blot matrixproduktet. Med disse notationer gaelder der:

Pmk(AB) = @mn(A) o oni(B).
Opgave: Vis dette!
1 1=
0 i#j
Der gaelder ¢, ,,(1) = idgm, hvor dette udtryk betegner den identitetsafbildnigen:

For m = n defineres I € M(m,m) ved I;; = 6;; = {

idgm (x) = z for alle z € R™.

Opgave: Vis dette!

Endelig far 3) en speciel paen form nar m = m. Idet vi sa kan slutte, at ¢,
er en lineser bijektiv afbildning af M(m,m) pa L(R™ R™) som tillige opfylder
Pmm(AB) = ©mm(A) © Pmm(B).

Bemaerk, at for A € M(m,n) og x € R" er

aip v Qin 1 1171+ A1pTy
Som,n<A)x = = :
Qm1 = Qmp Tn Am1T1 + -+ QGpp Ty
a1 Q1n
Am1 Qmn

= xlAl + - ann
= Z ZL’]'A]' .
j=1
Dvs. billedrummet ¢,,,(A)(R"™) er givet ved
©mn(A)(R™) = span {Ay,..., A,}.

“Billedrummet er det linesere span af sgjlerne”.

Vi kigger nu pa specialtilfeeldet m = 1.

Via identifikationen R™ = M(1,n) giver hovedsetningen en linezer bijektiv afbild-
ning ¢y, af R” pa L(R™,R). Det ses at for en vektor y € R" bliver ¢;,(y) €
L(R™, R) givet ved

xl n
Vr €R™: ora()@) = (i oya) | 2 | = v = (g.).
=1

Tn



1.3 Kommentarer og udvidelser til hovedsactningen

Heraf fas altsa at til enhver lineser afbildning f : R™ — R findes netop et y € R"
sa f er givet ved:

Ve e R": f(z) = (y,x).
Ovenstaende identitet kan skrives f = (y, -).

Omvendt vil vi, nar y € R" er givet, lade f, betegne den linezere afbildning af R"
ind i R givet ved f,(z) :=<y,z >.

Generelt for et vektorrum F kalder man vektorrummet L(E, R) af linesere afbildninger
fra F ind i R for E’s duale rum, og dette betegnes E*. Ovenstaende viser, at (R")* kan
identificeres med R" via

R" >y« f, € (R")".

Ovenstaende kommentarer 1, 3, 6 leder maske tanken hen pa Cauchy—Schwarz’ Ulig-
hed. Hvis ikke, sa fortvivl ikke, uligheden kommer nu.

Satning 1.1 (Cauchy—Schwarz’ Ulighed).

1) Lad z,y € R"
sa geelder |(z,y)| < ||=[| |[y]-

2) Hvis |(z,y)| = ||z]| ||y|| og v # 0 sa findes t € R sa y = tx.
Bevis. 1) VseR: |y —sx[[> >0
ly — sl|* = [|l=[*s* — 2z, y)s + y[|* = 0.
Diskriminantuligheden (D < 0) giver |{z, y)| < ||z|| ||y]|-

2) Antag (x,y) = ||=| |ly||, thi hvis (z,y) = —||z| ||ly|]| kan = erstattes af —z i de
folgende regninger.

Antag endvidere, at x # 0 sa fas

ly — szl|> = |[]|%s” = 2(z, y)s + ly]® = (sll=]| — [lyl)>

For s = % fas da ||y — sx|| = 0, dvs. y er et multiplum af x.

O

44 77
Cauchy—Schwarz’ Ulighed er VIGTIG — den bruges igen og igen i savel
teori som i anvendelser. Vores fgrste anvendelse bliver pa kontinuitet af linesere afbild-
ninger F' € L(R", R™).

Satning 1.2. Lad F € L(R",R™) med tilhorende matric A € M(m,n), da gelder
1) Ve e R™:[F ()| < [[A]l [|]
2) v,y € R F(z) = F(y)ll < Al [l = vl

13



1 Repetition af Mat 1-stof. Afstandsmalet i R" og linezre atbildninger

3) F er Lipschitz kontinuert med konstant < || A]|.

Bevis. Antages 1) bevist, folger 2) af F'(x)—F(y) = F(x—y), og 3) folger af definitionen
pa Lipschitz kontinuitet og 2). Nu til beviset for udsagnet 1).
Fra Hovedsatningen fas for x € R”

m

" 2
| F(2)|)? = ||Az|]* = Z (Z aij:pj) v.h.a. Cauchy-Schwarz
j=1

i=1

A1)

e (fj (Z )) eSS e

i=1 i=1 j=1

= [[AI* [l=]*-

O

Bemaerkning. I videregaende matematik defineres ||Al| - operatornormen - som det
mindste ikke negative reelle tal k& som opfylder ||Az|| < ||k||z|| for alle x i R™. Den norm,
jeg her har defineret pa A, kaldes sa for Hilbert—Schmidt normen, og vi kan altsa se, at
Hilbert—Schmidt normen dominerer operatornormen.

Vi slutter med et par observationer mere i tilknytning til Hovedssetningen og oven-
staende saetning. Som bekendt er en afbildning F' af R™ ind i R™ en homeomorfi netop
hvis F' er bijektiv, og bade F' og F'~! er kontinuerte afbildninger.

Saetning 1.3. Lad m € N og F' € L(R™,R™) veere en lineer afbildning med tilhorende
matriz A € M(m,m). Da gelder

1) F er bijektiv <= det A # 0.
2) Huvis F er bijektiv er F~1 ogsa lineer, og matricen hgrende til F~1 er A7
3) Huvis F' er bijektiv er F' en homeomorfi af R™ pa R™.

4) F er bijektiv <= F er injektiv <= F er surjektiv.

14



2 Affine rum og affine afbildninger

I almindelig daglig tale betegnes en funktion f : R — R givet ved f(x) = az + [ som
en linezer funktion. Hvis 3 # 0, sa er L1 og L2 pa side 9 ikke opfyldte, sa f er altsa ikke
linezer med derimod — som vi skal se — affin. Af hensyn til anvendeligheden af begrebet
affin afbildning fra R™ ind i R™ vil vi godt have en abstrakt definition, men det kan godt
allerede nu afslgres at man far noget meget konkret ud af anstrengelserne, idet det her,
i Seetning 2.10 vises at de affine afbildninger fra R™ ind i R™ er dem der kan skrives pa
formen

F(z)=Axz+b; Ae M(m,n), be R™, z € R",

hvor vi altsa ser analogien fra m = n = 1 klart.
For at fa inspiration til forstaelsen af de affine underrum af R™ kigger vi nu pa linien
¢ i R? givet ved

XZW\
XZ:OCX1+B P ‘"M‘Mnéswl'dm

\ (o/B) i), oy ghe

Y (0, B),
(—O(I 1) NOPMQLUQL:‘(Zw: (-O(' 7)

2
(1) X,
= Span 1(1,o)3

Denne linie ¢ er ikke et underrum d. v. s. et lineert underrum, i betydnigen kendt fra
Mat 1GA, af R? med mindre 3 = 0. Det ses imidlertid at nar vi lader i := span {(1, )}
veere det linesere underrum udspaendt af retningsvektoren (1, a) for ¢, sa er

t=(0,8)+U,
Dette generaliseres nedenstaende til affine underrum L af R™, idet vi i denne generelle

ramme forst vil give en abstrakt definition af begrebet affint underrum for sa dernaest
at vise at disse netop er de delmaengder som har formen

15



2 Affine rum og affine afbildninger

L=x,+U,

hvor zy € R™ og U er et linesert underrum i R™.

Af hensyn til anvendeligheden og af hensyn til at vi godt vil tillade (), den tomme
meengde, som et affint underrum, er det hensigtsmaessigt at definere de affine underrum
abstrakt for sa derefter at vise at de ikke-tomme affine underrum af R™ far ovenneevnte
form.

Udgangspunktet for den abstrakte definition tages i den beskrivelse af linien ¢(ag, a1)
som blev praesenteret i afsnit 0,

lag,a1) = {a = aay + Bar|a+ [ =1}.

Definition 2.1. Lad ayg, ..., a; veere punkter i R"™ og Mg, ..., Ax € R. Hvis A\g + A\ +
-+ + X\, = 1 kaldes linearkombinationen Agag + Aja; + - - - + A\rai en affin kombination
af ag, ..., ag.

Definition 2.2. En delmaengde A af R"™ siges at veere et affint underrum, hvis det for
enhver affin kombination A\gag+- - -+ A\ray af elementer fra A geelder at Agag+- - -+ Apax €

A.

Den neeste satning er “typisk”, og dens bevis indeholder en standardteknik, som det
er vaerd at laere. Seetningen siger, at det er nok at A indeholder alle affine kombinationer
af 2 elementer fra A, for at A skal veere et affint underrum. I henhold til beskrivelsen
af linien ¢(ag, a;) er det altsa tilstraekkeligt at A indeholder alle linier mellem 2 af sine
punkter for at A er et affint underrum. Nar jeg fremhaever dette, er det fordi dette kan
lpfte lidt af slgret for hvorfor det er ngdvendigt at studere de affine underrum abstrakt.
Det kan nemt ske, at andre omrader af matematikken producerer en maengde A C R”
som har egenskaben

Vag, a1 € A : l(ag,a;) C A.

Vore anstrengelser her viser sa, at A = xg + U med mindre A = (). (Overvej at () er et
affint underrum).

Saetning 2.3. Lad A C R"™. Fylgende betingelser er ensbetydende:
1) A er et affint underrum.
2) Yag,a1 € AVt € R: (1 —t)ag + tay € A.

3) Yag, a1, ag # ay : l(ag,a1) C A.

16



Beuvis. 1 henhold til afsnit 0, Definition 0.1 er 2) og 3) ensbetydende.

For t € Rer (1 —t)ag + ta; specielt en affin kombination af ag og a1, sa 1) = 2). Det
eneste vanskelige er sa at vise 2) = 1). Antag nu 2) er opfyldt, og lad Agag + - - - + A\xag
veere en affin kombination af ag,...,a, € A. Vi skal sa vise, at A\gag + -+ - + Apap € A.
Dette ggres ved induktion efter k — antallet af elementer i den affine kombination minus
1. Vi betragter udsagnene Uy, k € N

U, :=Enhver affin kombination Agag + - - -+ A\pax
af k + 1 elementer fra Aeri A.

For k = 1 er U, netop udsagnet 2), som er forudseetningen i implikationen 2) = 1).

Lad nu k > 1 og antag Uy er sand, vi vil sa indse at Uy, er sand, og deraf ved
induktion slutte at 1) er opfyldt.

Lad x = Agag + - -+ + Agr1axs1 veere en affin kombination af k + 2 elementer fra A.
Dak >1lerk+2>3,safor0 <1 <k+1kan ikke alle \;, kan veere lig 1. Uden
tab af generalitet kan vi derfor antage, at A\gy 1 # 1. Da A\g+ -+ -+ A\ + A1 = 1 fas
A4+ M =1— X gy1 # 0, sa vi far en affin kombination af k£ 4 1 punkter fra A ved

Ao Ak

b= ——— " a..
1 _/\k+1a0+ + 1 —)\k+1ak

Antagelsen U, sikrer at b € A, og antagelsen 2) sikrer (1 — A\;y1)b + Apy1ak41 € A, men
(1 = Xeg1)b 4 Npg1aig1 = AoGo + -+ -+ Ay + N1 Qg1 O

Som oplaeg til den geometriske karakterisering af affine underrum som delmaengder af
R"™ pa formen xy 4+ U, starter vi med en definition af linearkombinationer af maengder.

Definition 2.4. Lad A, B veere delmaengder af R" og «, § € R. Ved udtrykket A+ 5B
forstas meengden
aA+ BB :={aa+ Bbla € A, b e B}.

O

Bemeerk, at hvis bare en af meengderne er tom er oA + B = (). Begrundelsen er at
hvis f.eks. A = (), sa giver a € A aldrig et punkt i R", dvs. der er ingen elementer af
formen aa + (b.

Lemma 2.5. Lad U og V vere lineere underrum af R™, u € U og o € R. Der geelder
a) u+U=U.
(b) sl +U =U.
c) U+ er et lineert underrum.

For vi starter pa beviset for Lemma 2.5 er det maske hensigtsmaessigt formelt at repe-
tere, at en delmaengde U C R" er et lineert underrum, hvis nedenstaende 3 betingelser
er opfyldte.
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2 Affine rum og affine afbildninger

U0: 0eU.
Ul: Yui,us EU: up +us € U.
U2: Vo e RYueld: au e lU.

Bemeerk specielt, at () ikke er et linegert underrum, (men derimod et affint underrum).

Undertiden bruges udtrykket underrum i opgaver og i tekst uden specifikation af arten
af underrummet. Nar dette sker betyder det at der er tale om et lineert underrum, i
overensstemmelse med den fra Mat 1GA kendte sprogbrug.

Bevis. Lemma 2.5.

a) FraUl fasu+U CU. Nuerd = u+(—u+U), saigen fra Ul fasUd = u+(—u+U) C
u+U.

b) Fra U2 fas ald C U, og dermed fra Ul : ald +U C U. Pa den anden side er 0 € ald,
saald+UD0+U=U.

c) Oplagt: Vis det selv!

Opgave: Vis generelt, at for v € R"” og B C R" geaelder
r+ (—z+B)=8.

Vis, at hvis A og B er delmaengder af R", saledes at A har mindst 2 elementer og
B = {0}, sa geelder der ikke lighedstegn, men:

A+GA+&26.

Saetning 2.6. Lad A vere en ikke tom delmengde af R™. Fplgende betingelser er ens-
betydende:

a) Der findes ag € R™ og et lineert underrum U C R™ sa A =ag+U.
b) Forallea € A er A—a et lineert underrum af R™.
c) A er et affint underrum.

Huvis A er et affint underrum er det lineere underrum A — a uafhengigt of valget af a.
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Beuvis. Der vises a) = b) = ¢) = a), og til sidst at Va;,as € A geelder a) = (A —ay =
A - CLQ).

Antag a), og lad @ € A = ag + U, dvs. der findes u € U sa a = ag + u. Dermed er
A—a=(ay+U)— (ap+u) =U —u=1U, ifplge Lemma 2.5 a); og b) folger.

Antag b), og lad ag, a1 € A samt o € R, da fas, idet U := A — a et linesert underrum,
at der findes ug,u; € U, sa a9 = a + ug, a1 = a + uy. Heraf ses (1 — a)ag + aa; =
(1 —a)a+ aa+ (1 —@)ug + auy) € a+U = A. Ifplge Seetning 2.3 er A et affint
underrum af R, og ¢) folger.

Antag ¢), og veelg ap € A samt definer Y = A — ag. Sa er A = ag + U, og vi skal blot
vise at U er et underrum.

Ul: aqpe Asa0e A—ayp=U.
U2: Lad uy = a1 —ag € A —ag, us = as —ag € U = A — ay, sa fas
Uy +us =a; —ag+as —ag = (—ap + a3 + az) —ao .
Da A er et affint underrum er (—ag + a1 + as) € A, og dermed uy + us € U.
U3: Lad u; = a; —ag €U og o € R, sa er

au; = afa; —ag) = (1 —a@)ag+aay) —ag e A—ap=U
au, € Uo.

Dvs. A — ag er et linegert underrum og a) folger.
]

Beviset for at det linesere underrum A — a er uafhaengigt af valget af a, nar A er et
affint underrum kan aflaeses af beviset a) = b), idet det heraf folger, at nar A = ag +U,
saer U = A —a for alle a € A.

Eksempel 2.7. Lad A € M(m,n), b € R™, x € R™ og definer
L={xeR" Az =b}.

Fra teorien for linesere ligningssystemer ved vi, at enten er £ = () (altsa ingen lgsninger)
eller ogsa, hvis der er en lgsning x, sa er

L =xy+ker A =1x¢+ {z € R"|Az = 0}.

Heraf ses at £ er et affint underrum, da ker A er et (velkendt) linesert underrum i R™.
Selv om vi nu ikke kendte til teorien for linesere ligningssystem kunne vi godt v.h.a.
Seetning 2.3 bevise, at L er et affint underrum af R™. Lad nemlig zo, 21 € £ og a € R, sa
fas A((1 —a)xo+axy) = (1 —a)Azg+aAr; = (1—a)b+ab=b,sa (1 —a)zeg+az; € L.
Fortsaetter vi nu med at antage at vort kendskab til lineser algebra er borte, giver Seetning
2.6, at hvis £ # 0 og xy € L, sa er L — ¢ et linesert underrum, og det er ret let at se,
at dette linesere underrum netop ma veere ker A.
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2 Affine rum og affine afbildninger

Det bgr endvidere bemeerkes, at ethvert affint underrum £ kan beskrives som

L={xeR" Az =b}.

For at indse dette skrives £ = zq + U, hvor U er et linesert underrum. Lad U+ betegne
det ortogonale komplement til ¢/ i R" og lad m betegne dimensionen af dette underrum.
Veelg s en ortonormalbasis ay, ..., a,, for U+. Eftersom det ortogonale komplement til
Ut netop er

U={zeR"a;-2=0,...,a, =0}
ses det, at hvis vi lader A betegne den m x n matrix hvis reekker netop bestar af vekto-
rererne {ay,...,a,} sa er
U={zeR"Az =0}.

og vi far ved at definere b := Ax, at

L=xy+{xeR"Ax =0} = {x € R"|Ax = b}
Vi vender os nu til de affine afbildninger mellem affine underrum af talrum.

Definition 2.8. Lad A C R"™ og B C R™ vere affine underrum og F : A — B en
afbildning. Hvis det for en vilkarlig affin kombination agag + - - - + agay af elementer fra
A gelder at

F(agag + -+ -+ agag) = aF(ag) + - -+ + o F(ayg)

siges I' at veere en affin afbildning.

Vort naeste resultat er analogt til Seetning 2.3, og dets bevis ogsa. Det udsiger at
kombinationer med k = 1 - dvs affine kombinationer af 2 elementerer - er nok til at teste
affinitet af en afbildning.

Saetning 2.9. Lad A C R", B C R™ vere affine underrum og F : A — B en afbildning,
da geelder det at F' er affin hvis og kun hvis det for alle par ag,a, € A og a € R gelder,
at F((1 — a)ag + aar) = (1 — a)F(ap) + aF(ay).

Bevis. Det er klart at hvis F' er affin sa vil F/((1 —a)ag+ aay) = (1 —a)F(ag) + aF(aq)
veere opfyldt. Antag nu at ovenstaende ligning geelder for vilkarlige ag,a; € A, a € R,
vi skal sa indse at F' er affin. Dette ggres v.h.a. induktion hvor induktionsudsagnet Uy,
er givet ved (k € N)

U, Nag,...,a € AVag,...,0, €ER, ag+---+a, =1:
F(agag + -+ 4+ agag) = agF(ag) + - - - + o Fay) .
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U, er antaget gyldig fra starten af beviset. Lad nu k > 1 og antag U gyldig. Vi skal da
vise at Uyyq er gyldig. Lad derfor agag + - - - + agii1axy; veere en affin kombination af
k + 2 elementer fra A. Vi vender tilbage til beviset fra Seetning 2.3, 2) = 1). Som der
antages det at ap,1 # 1 og vi far

« «
F(apap+ -+ agprak1) = F((1 — agy1) (70610 +--+ 7]9%) + Q1 Ght1)
1 —oyq I — agyq
(antagelsen U )
(7)) .
=(1- Fl—— e — F
( Qpt1) <1 S 1ao + + = ak+1ak) + api1F(agsq)

(antagelsen) Uy
= aoF(ag) + -+ + apF(ag) + ap1 F(ags1) -

Vi kan nu karakterisere de affine afbildninger fra R™ ind i R™.

Saetning 2.10. (a) Lad A € M(m,n) og b € R™.
Der defineres en affin afbildning F' : R™ — R™ ved

reR", F(z):= Az +0b.

(b) Enhver affin afbildning F : R™ — R™ har denne form, og der gelder
b=F(0) Vje{l,...,n}:A;=F(e;) — F(0).

Beuvis. (a): Lad xp, 21 € R” og a € R, da fas

F((1 = a)rg+axry) = A((1 — a)zg+ az) + b
(1 —)Azg + aAzy + b
(1 —a)(Axo +b) + a(Axy +b)
(1 —a)F(xo) + aF(xy).

(b): Lad F veere affin: R” — R™ og definer b := F(0) samt en matrix A € M(m,n)
ved for j € {1,...,n} at definere den j’te sgjle A; = F(e;) — b.

Tricket er, at x € R™ kan skrives som

T =T161 + Tog + -+ x,€, 84

r=1—-z1—23— - —x,) 0+ x16] + X060 + - - - + Tp€,,
altsa er x en affin konbination af 0,e;,...,e,, sa da F er en affin afbildning er
Fla)y=1—-—x1—-—x,)F(0) +x1F(e1) + - - + 2, F(en)

= F(0) + z1(F(e1) = F(0)) + - + 2n(F(en) — F(0)).
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2 Affine rum og affine afbildninger

Defineres da b = F'(0), og en m x n matrix A ved A; := F(e;) — F(0), fas da ved 1.3 5),
at

F(z)=Ax+0b.
U

I den linesere algebra spiller begreber som “span” og “linezer uafheengighed” og basis
en stor rolle. Begreberne har deres modstykker i teorien for affine strukturer. Vi skal
ikke dyrke disse ting i mange detaljer, og en del af resultaterne vil ikke blive bevist
her, men overladt til gvelserne. Forst defineres det analoge begreb til span kaldet “aff”.
Definitionen er baseret pa folgende lemma:

Lemma 2.11. Lad (A;)icr vere en familie af affine underrum af R™, da er A := () A;
iel
et affint underrum.

Bevis. Hvis ag,a; € A og a € Rer ag,a; € A; for allei € I sa (1 —a)ag + aa; € A;
for alle i € I, og dermed (1 — a)ag + aa; € A, sa ifplge Seetning 2.3, er A et affint
underrum. O

Vi kan sa definere

Definition 2.12. Lad M vaere en delmeengde af R”. Ved det affine hylster — aff(M) —
af M forstas det mindste affine underrum som indeholder M.

Bemeerk R™ O M, sa der findes affine underrum der indeholder M. Lemma 2.11 viser
at feellesmaengden af alle affine underrum som indeholder M igen er et affint underrum
som indeholder M, men da dette efter sin konstruktion er indeholdt i ethvert andet affint
underrum som indeholder M, ma det vaere det mindste sadanne.

Saetning 2.13. Lad M CR™, M # () og mg € M.
a) aff(M) =mgy+ span (M — my).
b) aff(M) = {agno + - +agnglk e N, g +-- - +axp =1, n, € M}

c) aff(M) = {alle affine kombinationer af elementer fra M}.

Bevis.  a) mo + span (M — myg) er et affint underrum som indeholder M sa mg +
span (M — mg) 2 aff(M). Omvendt vides det, at aff(M) = mgy + U for et linesert
underrum U, sa M = mg + (M — mgy) C mo + U giver M — my C U, og dermed
span (M —mg) CU, sa mg+ span (M —myg) C mo +U = aff(M).
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b) Lad B = {a0n0+-.-+aknk|k € N,Oéo+"‘+0(k — 177%, c M} For b =
aong + -+ apny € B fas, idet ag + -+ -+ ag = 1,

b=mgy+ ag(ng —mg) + - -+ + ax(ng — mg) € mo + span (M — myg),

dvs. ifplge a) fas B C aff(M). Fra lineser algebra vides det at span (M — my)
bestar af samtlige mulige linearkombinationer af elementer fra (M — my). Lad da
uw € span (M —mg), u = A\(my —mg) + -+ -+ X(m,, —mg) for et n € N, \; € R.
For a = my + u € aff(M) fas da
a=1-X\—--=X)mog+Imqg+---+\,m, €B
sa aff(M) C B og b) folger.
U

Forhabentlig kan man nu se strukturen af et affint underrum for sig, men som il-
lustration bringes et par tegniger som stgtte for ens indre billede af dette abstrakte

begreb. Linien gennem 2 forskellige punkter i R™: Linien er bestemt ved ¢(ag,a;) =
ap + span(a; — agp).
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2 Affine rum og affine afbildninger

Planen II er bestemt ved:

IT =ay+ span {(a; — ag), (az — ap)} = aff({ap, a1, as})
= ag + {s(a1 — ap) + t(az — ap)|s,t € R}

Det affine underrum II er en 2-dimensional stgrrelse, men der skal 3 punkter til at
udspeende planen: ag et punkt i planen II og 2 retningsvektorer for II, a; — ag, as — ay.

Vort sidste begreb er den formelle definition som lgser problemet med hvorledes vi
skal lave en formel generalisation af udtrykket “de 3 punkter ma ikke ligge pa linie” nar
vi har mere end 3 punkter at tage hensyn til.

Definition 2.14. Lad ay, ..., a, veere punkter i R™. Disse siges at veere affint afhengige
hvis der findes et talszet (g, ..., ) € R¥1\(0,...,0), sd agag + -+ - + apap = 0, og
o+ - -+ag = 0. Hvis saettet ikke er affint athaengigt siges det at veere affint uathasengigt.

Definitionen er lidt uhandterlig, men hvis man teenker pa Seetning 2.13 giver neden-
staende saetning en forklaring pa betydningen af denne definition.

Saetning 2.15. Lad k € N og ay,...,ar vere punkter + R™. Disse punkter er affint

uafhaengige hvis og kun hvis punkterne (ay — ag), (as — ag),...,(ax — ap) er lineert
uafhaengige.

Bewvis. Det er nemmest at vise det kontraponerede udsagn, dvs. at aq,...,a; er affint
afhaengige netop nar (a; — ag), . .., (ar — ag) er lineeert afhaengige. Metoden er snart set

et par gange!

Antag agag + -+ + agar, = 0 og ag + --- + ap = 0, og ikke alle a; = 0. Da fas
g = —aq — -+ - — ay, sa ikke alle aq, ..., a; er nul, og

0=apag+ -+ arap = a1(a; — ag) + -+ - + ag(ar — aop) .

Dvs.ag, . .., a; affin atheengig — (a; — ag), . .., (ax — ap) linezxet athengig.

Antag nu Aj(a; — ag) + -+ + M(ar — ag) = 0 og ikke alle \; = 0, sa fas for Ay :=
S U

O:)\1<CL1—a0)+"‘+>\k(ak—a0) :)\Oa0+)\1a1+~-~+>\kak

Ao+ A1+ -+ A =0, og ikke alle \; = 0, dvs.

(ay — agp), - .., (ar — ap) linesert atheengig = ag, aq, ..., apaffint afthengig.
Sammenfattende kan vi nu ud fra Saetning 2.13 og Seetning 2.15 slutte, at hvis ag, aq, . . ., ag
er et affint uafthaengigt seet af vektorer, sa er aff(aq, . .., ar) = ap+ span ((a1—ayp), . . ., (ar—
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ap)), og til hvert punkt a € aff(ao, ..., ax) findes derfor netop et seet af parametre for
“retningsvektorerne” (a; — ap), .. ., (ax — ag), sa

a=ag+ M(a1 —ag) + -+ Ap(ap — ag)

:(1—)\1—-~-—)\k)a0+)\1a1+~-~+>\kak.
Altsa ethvert punkt a i aff(ao, . .., ax) kan pa netop én made fremstilles som en affin kom-
bination af (ay, ..., ax). Man siger sa, at (ao, ..., ax) er en affin basis for aff(ay, . .., ar).

De kendte seetninger for baser i underrum overfgres nu let til affine underrum, blot skal
man altid have et punkt mere, da affine underrum ikke gar gennem 0 — ngdvendigvis. Vi
slutter med en oplagt definition. O

Definition 2.16. Lad A veere et affint underrum af R”. Hvis A = () defineres dim(A) =
—1. Hvis A = ag + U hvor U er et linesert underrum af R, defineres dim(A) := dim Y.
O

Bemeerk at et punkt zp € R™ har formen zy = zo + {0}, sa et punkt er et affint
underrum af dimension 0.

Vi slutter med et par bemaerkninger om topologiske egenskaber for affine afbildninger
og affin underrum. Det er let at se at en translation i rummet dvs. en afbildning af
formen R" 5 — x4+ a € R” er en isometri og dermed kontinuert. Dens inverse bestar
af translation med vektoren —a, sa en translation er ogsa en homeomorfi. Eftersom vi
har set at linezre afbildninger er kontinuerte ses det at en affin afbildning ma veere
kontinuert da den har form som en lineser afbildning efterfulgt af en translation. Med
baggrund i disse observationer samt Eksempel 2.7 kan vi nu vise folgende saetning.

Saetning 2.17. Et affint underrum L + R™ er afsluttet.

Bevis. Fra ovenstaende overvejelser samt Szetning 2.6 fglger det at det er nok at vise
at ethvert linesert underrum U af R™ er afsluttet. Fra Eksempel 2.7 ved vi at ethevert
linecert underrum er kerne for en linezer afbildning og eftersom sadanne afbildninger er
kontinuerte er deres kerner afsluttetde. O
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3 Den rette linie i planen

Emnet i dette afsnit er ikke liniens ligning, men derimod 8 forskellige sammenhange
hvori en linie i planen optreeder. Der er sikkert flere mulige synspunkter pa en linie,
men de 8 jeg naevner her er alle relevante for dette kursus, og kan tillige generaliseres til
(n — 1)—dimensionale affine underrum af R"; de sakaldte hyperplaner i R". Dette sidste
vil veere emnet for kapitel 4.

De 8 opfattelser er:

1) Et matematisk objekt.

2) Et affint underrum af R? af dimension 2 — 1 = 1.

3) Det affine hylster af 2 affint uafhaengige punkter i R2.

5) Niveaumaengde for en affin funktion F': R? — R.

6

)
)
)
4) Graf for en affin funktion ¢ : R — R.
)
) Randen af en halvplan.

)

7

Graf for den affine approksimerende funktion til en differentiabel funktion f, gen-
nem et punkt (zq, f(zo))-

8) Tangent til grafen for en differentiabel reel funktion f af en variabel gennem et
punkt (o, f(70)).

1): Planen identificeres med R?. Ifglge Euklids aksiomer for plangeometrien gar der
gennem 2 vilkarlige forskellige punkter i planen netop én linie. Dette er den klassiske
geometris opfattelse. Dette er i virkeligheden meget abstrakt, og vi skal ikke ga ind pa
disse ting her, men blot sige, at som model for Euklids geometri kan man bruge analytisk
geometri. Det betyder, at nar vi taler om planen teenker vi pa R?, og nar vi teenker pa
linier i planen, teenker vi pa punktmaengder af formen

(= {(:1:1,:62) c R2|a1x1 + oy = b} (CLl,CIQ) 7é (0,0) .

Bemeerk, at hvis a; = ay = b =0, sa er £ = R?, og hvis a; = a, = 0, b # 0, sa er £ = ().
Derfor kreeves det (a1, az) # (0,0) for at £ bliver en linie.

2): Et affint underrum af dimension 2 — 1 = 1.
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Lad ¢ = {(z1, 22) € R?|a1m1 + asxs = b} hvor (ay,as) # (0,0). Daer £ # (), idet

ba1 bCLQ )
To = , el,
’ (w%@aw (a1, as)[|*

og for U := (ay,as)t = {(z1,72) € R2|ayzy + apwy = 0} geelder, at U er et linezert
underrum af R? som opfylder

£:x0+u.

Altsa ¢ er et affint underrum af R? af dimension 1. Grunden til at vi skriver dimensionen
som 2 — 1 er, at U := (a1,a2)" = Ker f(q; 4y), DVOr f(4) 4y) Som bekendt betegner den
linezere afbildning: R? — R givet ved f(,,a0) (%1, 2) = @121+ aszs. Da (a1, as) # (0,0) er
denne afbildning surjektiv, sa ifglge dimensionsseetningen er dimensionen af ker f(4, a,) =

2-1=1
X

\ X - XE)+ (Qnaz_)l

(2, 4a,)
e (Sl azb)
Xs Xo= lle, 0 )0 5 o, 00"
2

N

u b (Q'110”1)-L

L5

3): Det affine hylster af 2 forskellige punkter 2y og x; pa /.

A= ju-ty, rix, | teRj.

.

I det konkrete tilfeelde fra 2) kan man bruge z¢ = ( a1b agb ) og T1 = Ty +

l[(a1,a2)[I* 7 [[(a1,a2)|]?

(ag, —ay), idet (ag, —aq) er retningsvektor for linien.
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3 Den rette linie i planen

4): Graf for en affin funktion ¢ : R — R. OBS: Her forudsaettes ag # 0.
Nar as # 0 kan ligningen a2 + asxrs = b omskrives til x5 = —Z—;xl + % Lader vi da
¢ : R — R veere givet ved

b
Ve € R:p(x) = —ﬂxl + —
a9 a9

ses det at grafen for ¢, kaldet G(y), er givet ved

G(p) = {(v1,72) |72 = (1)} = £

5): Niveaumangden for en affin funktion F': R? — R.
Lad F : R? — R veere givet ved

F(x1,29) := a1z + asxs .

Da er ¢ = {(x1,13)|F(x1,22) = b} = F~1(b), altsa niveaumaengden for F i niveau b.
Bemeerk, at F' ikke er entydigt bestemt ud fra problemstillingen — vi kunne lige sa gerne
have brugt en vilkarlig af funktionerne F,, ¢ € R

F.(xq1,29) := ayx1 + agzs + .

Bemaerk endelig, at alle disse niveaumaengder F~!(a), a € R udger et bundt linier

i planen som alle er parallelle med U = (ay, as)™*.

X,
N
AN

o0

Y

N

(k, D)

IR v

x""XJ_:Q, x'f"xz:h 1

6): Randen af en halvplan.
Ved en halvplan forstas et omrade J af planen defineret v.h.a. en “affin” ulighed:

J((a1,a2),b) :={(x1, x2)|a1z1 + agzs < b}
14 :{(271,372)‘&11’1 + Aoy = b}

Linien ¢ vil senere fa betegnelsen H((ay, az),b). Pa tegningen herunder er av = b.
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Sadanne halvrum, eller halvplaner optraeder ofte i praktiske og teoretiske modeller idet
de udtrykker en begraensning som skal overholdes. Teenker man pa b som budgetbegraens-
ningen og ens univers af varer man kan kgbe bestar af bare to goder med stykpriser pa
hhv. a; og as, er forbruget (z1,x2) af de to goder begraenset af

a1x1 + asxs S b.

Bemaerk, at halvrummet ogsa kan udtrykkes som (] — 0o, b]) for den affine funktion
F(z1,x9) = ayx1 + agxwy. Det ses umiddelbart af tegningen at det indre af halvrummet
er {(z1,2)|a171 + asrs < b} = F71(] — 00, b[), og at randen er /.

7): Graf for den affine approksimerende funktion til en differentiabel funktion gennem (¢, f(xo)).
Lad I C R vere et abent interval, f : I — R en differentiabel funktion og xo € I. At f
er differentiabel i 2y betyder ifglge sin definition, at for f’s Taylorpolynomium af grad 1
i punktet x
pi(x) = flzo) + f'(z0)(z — z0) (%)

geelder det at

MﬁOfOtf%xo,xﬁxo.
|z — ¢
Det vil altsa sige, at nar f er differentiabel og © — ¢, © # xo, sa vil p;(x) approksimere
f(z) bedre og bedre jo teettere x kommer pa xo. Denne sidste setning er meget kvalitativ
i sit udsagn, sa hvis man gnsker hele emnet behandlet korrekt, bgr man konsultere sin
Mat. 1-leerebog. Vi kalder derfor p; for den approksimerende affine funktion til f i
punktet z,. Ved en omskrivning ses det at p;(z) ogsa kan udtrykkes ved:

pi(x) = f'(zo)x + (f(w0) — f'(20)20) - ()

Grafen for p;(x) bliver ifglge 4) en ret linie, og det er velkendt at denne linie er tangenten
til grafen for f i punktet (zg, f(xo)). Se tegning. Erfaringsmeessigt er det nemmest at
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3 Den rette linie i planen

huske udtrykket (x) snarere end (), som formel for den approksimerende affine funktion
gennem (xg, f(zo)). Grunden til dette er at (*) umiddelbart viser at p;(x¢) = f(xo) og

Py (zo) = f'(x0), og vi far:

0= {(21,22) € R®*|za = f(0) + f'(w0) (1 — 20)} .

eller
0= {(z1,2) € R*[zy = p1(21)} .

8): Tangent til grafen for f i punktet (¢, f(x¢)).

Emnet er naesten feerdighehandlet under 7), men der er 2 pointer som man bgr erindre
sig. 1 Normalvektor til tangenten for grafen for f i (zo, f(xq)) er (—f'(xq), 1) eller ogsa
(f'(z0), —1). Vi bruger den sidste tiest, da det er dette udtryk der vil blive generaliseret
til funktioner af flere variable.

2 Bemaerk, at f er en funktion af 1 variabel, men dens graf er en delmeengde af R2.
Tangenten forlgber i R?, men den er graf for en affin funktion af en variabel, nemlig den
approksimerende affine funktion gennem (zg, f(zo)) med heeldning f’(x¢).

Xl AN .
\ = (1, $))

(X, {1x5))
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4 Hyperplaner i R", n > 2

Generaliseringen af foregaende afsnit til R” med n > 3 benytter et sprog der er baseret
pa tilfeeldet n = 3. Under leesningen kan det veere hensigtsmaessigt at teenke pa spe-
cialtilfeeldet n = 3, idet de universelle argumenter som teksten benytter sig af sa kan
understottes af almindelig rumgeometri samt skitser af rummet.

Vi starter med at rekapitulere lidt om planer i rummet R3. Det der kan naevnes her-
under kan ord til andet generaliseres til de sakaldte hyperplaner i R", som er definerede
ved

Definition 4.1. Lad y = (y1,...,y,) € R"\{(0,...,0)} og a € R. Hyperplanen H (y, «)
er defineret ved
H(y,a) = {x e R"|(y,z) = o}
={zeR"y-z=a}.
Analogien til planer i rummet er at en plan i rummet er karakteriseret ved sin nor-

malretning (lodret), lad os sige ¥ = (y1,92,y3) # (0,0,0) og et enkelt punkt i planen

Lo = (SC?, 'rgv l’g)

,[L\A = (.'“j“%;»
X &
o X~ X

Ys )

1

pYe 1

5 = =2

Km‘

Tegningen skal illustrere at nar man kender en normalvektor y = (y1, y2, y3) til planen
IT og et punkt z( i planen II, sa gaelder

Ve eR? iz €1l <= (z—x0)Lly
<— (r—x9)-y=0
= T Yy=7ToY
< rx € H(y,z0y).
Udtrykket x € Il <= (z-y = xo - y) kan ogsa omformes til at
MN={z Rz -y=u1-y}
= {z € R®|y11 + yos + Y33 = 0 - y} -
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4 Hyperplaner i R", n > 2

Derfor kaldes udtrykket yi21 + yoxs + yszs = 2 - y for planen II's ligning.

Vender vi nu tilbage til n € N, n > 2, ser vi at for y € R" \ {0} og a € R geelder
VeeR":x € H(y,a) <= y121 + Yoo + -+ + Yy =

sa det sidste udtryk kaldes ogsa ligningen for hyperplanen H(y, «). Endvidere ses det at
hvis xy € H(y, ), sa er y - o = a og vi far regninger analoge til dem pa forrige side,
men nu for vilkarligt n € N, n > 2
VeeR":x € H(y,a) <= z € H(y,zo-y)

= r-yY=2x0-Y

— y-(xr—129)=0

— yl(x— ).
Dvs. H(y,a) = 29+ y*, og hyperplanen H(y, ) er altsi bestemt blot man kender dens

normalretning og et punkt z i hyperplanen.

For vi vender os til generaliseringen er det hensigtsmaessigt at introducere begrebet,
et halvrum.

Definition 4.2. Lad y € R* \ {0} og o € R. Meengden J(y, «) givet ved
J(y,0) ={r eR"y-z < a}

kaldes et halvrum.

y ) (\J’/ (jl/ jl)

De 8 aspekter som vi vil betragte hyperplaner under vil blive delt i 2 grupper. Den
forste gruppe 1) —---— 5) nedenfor, handler om hyperplaner i R". Det sidste af disse
aspekter, dvs. nr 5), handler om niveaumangden for en affin funktion af n—variable, og
vi har sa taget fgrste skridt i undersggelsen af sammenhaenge mellem funktioner af n
variable og hyperplaner i R™*!. Vi bliver ngdt til at skifte til R"*!, da grafen for en reel
funktion af n variable er en delmeengde af R"*!. Nummerordenen er ikke helt den samme
som i afsnit 3.

Aspekterne: 1-5 H(y,a),y # 0,y € R™
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1) Et matematisk objekt.

2) Et affint underrum af R” af dimension n — 1.

3) Det affine hylster af n affint uatheengige punkter i R™.
4) Randen af et halvrum.

5) Niveaumaengde for en ikke konstant affin funktion F': R™ — R.
Aspekterne: 6—8 H(y,a), y e Ry, #0, a € R.

6) Graf for en affin funktion F': R" — R.

7) Graf for den approksimerende affine funktion til en differentiabel funktion gennem

(zo, f(70)).

8) Tangentplan for grafen for en differentiabel funktion af n-variable i et punkt pa
grafen.

1) Et matematisk objekt: Er diskuteret ovenfor.
2)Et affint underrum af dimension n — 1:
Som i tilfeeldet n = 2 ses det, at for

a
o= ——=Y
Iyl

geelder xy € H(y, ), sa af udregningerne fra for fas
H(y,a) =20 +y".

Da yt er et linesert underrum af dimension (n — 1), ses det at H(y,«) er et affint
underrum af dimension (n — 1).

Opgave:

a) Vis, at y* er et underrum.

b) Vis, at dimensionen af y* er (n— 1) ved hjeelp af dimensionssaetningen anvendt pa
den linegere afbildning R* 3 = — f,(x) € R.

c¢) Find et andet argument for at dim(y*) =n — 1.
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4 Hyperplaner i R", n > 2

Opgave:
Vis, at et affint underrum af R™ af dimension (n — 1) er en hyperplan. Vink. Teenk pa
R3, og hvordan y sa skal findes! Teenk dernsest pa at finde a.
3) Det affine hylster af n affint uafhaengige punkter:

Lad H(y,a) = ¢+ y* som vist under 2). Da er y= et linezert underrum af dimension
(n — 1), og y* har derfor en basis (fi,..., fo_1). Punkterne definerede ved:

Lo, T1 Z:xo—i-fl,...,.’lfi ::xo—l—fi,...,xn,l Z:xo—i—fn,l

udger netop n affint uatheengige punkter i H(y, ) ifolge seetning 2.15 At disse n punkter
har H(y,a) som affint hylster folger af

H(y,«a) 2 aff(xg,...,z,—1) 2 2o+ span {x1 — xg, ..., Tn_1 — To}
= Zo + span {fla"'afn—l} = H(y,O[)

Lad omvendt {zg,z1,...,2,_1} veere n affint uatheengige punkter, da fas fra ssetning
2.15 at x; — xg,...,T,_1 — xo er et linesert uathengigt set af (n — 1) vektorer, og
aff(zg, ..., x,_1)
=z +span (r1 — Xg, ..., Ty_1 — Tg). Dvs.
dim(aff(xg, ..., x,-1)) = dim(span (x; — xg, ..., Ty_1 — Xg))
=n-—1,

sa ifplge 2) er aff(zo,...,x,_1) en hyperplan.

4) Randen af halvrummet J(y,a) = {z e R"|y - = < a}:

Nar vi skal illustrere dette begreb gores det som regel pa baggrund af situationen
n=2

N
) -

Vi ved at afbildningen R" > x v, fy(z) € R er kontinuert (afsnit 1), og intervallet
| — 00, af er abent, sa for V, delmaengden af R™ givet ved

Vi={zeR"|y-z<a}=f"(]—o00,0a
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fas V aben og, analogt, J(y,a) = f; (] — 00, a]) er afsluttet. Det er endvidere klart at
H(y,a) = J(y,a)\V = f1({a}) er afsluttet, sa for at vise at H(y, a) netop er randen
af J(y, «) skal vi blot overbevise os om, at H(y, a) ingen indre punkter har.

Lad da = € H(y,«) og € > 0, da geelder for

z::x—i—zH Hy ZGK(I €)ng y=x- y+_”y|’>a

Dvs. z ¢ J(y,a) sa x ¢ J(y,a)°, og
Jy,a) =V ={zcR"|y-z<a}ogdJ(y,a))=H(y,a).

5) Niveaumaengden for en ikke konstant affin funktion:

Nar y € R™ \ {0} er givet, er den linezere funktion f, : R* — R ikke konstant da
Fyw) = g2 # 0, og vi ser, at H(y,a) = /:(a).

Lad nu F' : R® — R vere en ikke konstant affin funktion. Ifglge Seetning 2.10 findes
A€ M(1,n), p € Rsa F(z) = Ax + 3. Da F ikke er konstant, ma A # 0, A =
(Y1, yn) € R\ ({0}). Folgelig er F~'(a) givet ved

FHa) = {z](yr, - yn) - (21, s 20) + B = a} = H(y,a — ).
OBS: Under omtalen af aspekterne 6, 7 og 8 er y € R™! hvor tillige y,+1 # 0

6) Graf for en affin afbildbning F': R™ — R:

[ 5) sa vi at en affin funktion F' : R” — R har formen F(x) = a-x + [ for et a € R™.
Vi udelukker ikke konstante afbildninger mere, sa a = (0,...,0) € R™ er tilladt.
Grafen for F',betegnes G(F') og er som bekendt givet ved

G(F)={(z,t) e R" |z € R" og t = F(x)}
={(z,t) eR"MMx eR" ogt =a-x+ 3}
={(z,t) eR" a2 —t=—p}
={(z,t) e R" Y(ay,...,an, 1) (21,...,2,,t) = —3}
= H(y,—B) hvor y e R"*", y = (a1,...,an,—1) 0g Y41 =—-1#0.

7) Graf for den approksimerende affine funktion i punktet (xg, f (o))

Lad D C R" veere en aben meengde xg € D og f : D — R en differentiabel funktion.
Fra Mat 1 vides det, at den approksimerende affine funktion p;(z) for f(z) i punktet
(o, f(x0)) er givet ved

pi(x) = f(xo) + 7 f(20) - (x — o).
Differentiabiliteten af f(x) i punktet xy betyder netop at der geelder:

i @) =m@l _
=50 |z — o
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4 Hyperplaner i R", n > 2

Dette betyder at overgangen mellem grafen for f og grafen for p; bliver glat i omegnen
af punktet (xo, f(x9)). I den matematiske disciplin Differentialgeometri leerer man at
grafen for p; netop bliver tangentplanen for f’s graf i punktet (z¢, f(zo)), men her kan
vi kun se det gennem ovenstaende greensevaerdi.

Ifglge 6) er grafen for p; en hyperplan i R™™ og ved at gentage regningerne fra 6) i
denne sammenhaeng fas

pi(e) = flzo) + (g‘—f<> . f—xfil(m) (e — a0)

(ﬁ@o), N ﬁ(xw) o = pu(2) = v f(x0) - 20 — Flao)

81‘1 ’ afL‘n
o 0
(8—;1(%), - a—i(%)’ _1) (. p(x)) =V f(2o) - w0 — f(20)
og Vi ser

Graf (p;) = H <(§—i(m0), o %(xo), —1) N f(wo) - o — f(mo))

8) Tangentplan for en graf for en differentiabel reel funktion af n reelle variable:

Lad situationen veere som i 7), da defineres tangentplanen for G(f) i punktet (z¢, f(xo))
som grafen for den approksimerende affine funktion gennem (xg, f(xg)).

Af 7) afleeses, at normalvektoren til tangentplanen i (zg, f(x¢)) er

0 0
(8—£(l‘0), ey a—i(l‘o), —1) s

og da tangentplanen gar gennem punktet (zg, f(zo)) ses det igen, at denne plan ma veere
nedenstaende meaengde

{(z,t) € R™((2, 1) = (20, f(20)) L (Vf(20), =1)}
= H((Vf(x0), =1), V(o) - 20 — f(0))
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RTa, Tengbplan bl gafen @ 0, fi)
T” Noemal vebdor 3: (%7(*0) i‘;()<a),'7)

o5
%(x ) = 7(Q(o) + V{(xo) (X =X,)
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5 Lidt om konvekse mangder og
konvekse funktioner

I kapitel 0 defineredes konveksitet ved at alle forbindelseslinier mellem punkter i en
meengde C er helt indeholdt i C. I kapitel 2 defineredes et affint underrum af R™ ved
at det er en delmaengde af R™ som er stabil overfor affine kombinationer af elementer
fra meengden (Definition 2.2). Siden vistes det sa i Seetning 2.3, at en delmaengde af R
er et affint underrum, netop hvis det med 2 punkter a¢ og a; fra meengden, indeholder
meengden hele linien ¢(ag, a;). Altsa definitionen er abstrakt, men seetningen viser at
begrebet er konkret geometrisk. Vi vil fglge samme rute her, og fgrst definere konveksitet
abstrakt, for sa umiddelbart derefter i Seetning 5.3 at vise, at konveksitet netop er det
konkrete begreb vi mgdte i kapitel 0, og som er naevnt ovenfor.

Definition 5.1. Lad k£ € Ny; zg, ...,z € R™ Xo,..., Ay € R. Hvis alle \; > 0 og
Ao + -+ Ar = 1, kaldes linearkombinationen

)\01’0+"‘+>\k$k

en konveks kombination af zq, - - - , xj.

Bemeaerk, at en konveks kombination ogsa er en affin kombination, og at de kon-
vekse kombinationer netop er de affine kombinationer, hvor alle koefficienterne er ikke—
negative.

Definition 5.2. En delmaengde C af R siges at veere konveks hvis det for enhver konveks
kombination A\gcg + - - - + Agci af elementer fra C geelder, at Agco + - - - + A\rcp € C.

Som bemeerket under emnet affine underrum, betyder en sadan definition at (), den
tomme maengde, er konveks. Der er nemlig ingen konvekse kombinationer af elementer
fra (0, sa udsagnet geelder for alle konvekse kombinationer af elementer fra (). I analogi
med Saetning 2.3 geelder der fglgende szetning

Saetning 5.3. Lad C vere en delmengde af R™, da er C konveks hvis og kun huvis

VC0701€CV)\€ [0,1]2(1—)\)C0—|—)\01€C.
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Bevis. Hvis C er konveks er det klart at (1—\)co+ Ac; € C, da udtrykket (1 — X)eg+ Ay
er en konveks kombination af 2 elementer fra C. Antager vi nu at (1 — X)co + A € C
nar co,c; € C og 0 < X < 1, sa kan man ved induktion vise, at alle udsagnene i) som
defineres nedenfor geelder.

For k£ € N defineres udsagnet U, ved

U, : Enhver konveks kombination Agco + - -+ + Agcp
af  k+ 1 elementer fra Cer indeholdt i C.

Da U, er antaget sand lige ovenfor er induktionsstarten er klar. Induktionstrinnet U, —-
U1 for k > 1 folger ord til andet som i beviset for Seetning 2.3. Prgv selv at gentage
argumenterne, og setningen er vist. U

Den naeste saetning viser hvorledes konveksitet harmonerer med forskellige operationer
pa delmeengder af R™.
Saetning 5.4.

1) Lad C og D vere konvekse delmengder af R", o, 5 € R, sa er aC + 3D en konveks
delmengde af R™.

2) Lad C CR", D CR™ og C x D C R*+™
CXD:{(Ch...,Cn,dl,...,dm)KCl,...,Cn) EC,(dl,...7dm) ED}
Der geelder, hvis C # 0 og D # 0

(C og D konvekse ) <= C x D er konveks.

3) Lad (C;)icr veere en familie af konvekse delmangder af R™, da er

c::ﬂci

iel
en konveks delmangde af R™.

4) Lad C vere en konveks delmaengde af R™ og F' : R™ — R™ en affin afbildning, da
er F(C) en konveks delmangde af R™.

5) Lad D C R™ vere konveks og F : R® — R™ en affin afbildning, da er F~(D) en
konveks delmengde af R™.

6) Lad C C R™ vaere konveks, sa er afslutningen C ogsd konveks.

7) Lad C C R™ vere konveks, sa er det indre C ogsa konveks.
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5 Lidt om konvekse maengder og konvekse funktioner

Beuwviser:

Ad 1) Lad 29 = aco + Bdy € aC + 5D, x1 = acy + fdy € aC + D og X € [0,1], sa er

(1 — )\)270 + )\.Tl 1-— )\)(OéCO + Bdo) + )\(acl + Bdl)

= (
= a((1 = Neo + M) + B((1 = N)do + Ady)

Da C og D er konvekse fas (1—A)cog+Ac; € Cog (1—N)do+Ady € D,sa (1—N)zg+Azy €
aC + BD, og ifglge Seetning 5.3 er aC + BD konveks.

Ad 2) Antag at C og D er konvekse og ikke-tomme, og lad zq = (,...,c%, d?, ..., d°)
samt 71 = (cf,...,cl.di,... d}.) veere elementer fra C x D. For 0 < \ < 1 fas, idet ¢ :=

(d,....,%ecC, c=(q,....,c)eC, d:=(d...,d°) € D,d" = (di,...,d.) € D.

Med denne notation fas zo = (c°,d°) og z; = (c',d') i C x D og ved koordinatvise
regninger ses det at

(1= Nzo+Arp = (1 =N + Aty oo, (T =N + Ae),
(1—=Nd2+ M}, ... (1= Nd° + \d)
=((1=XNE+ X (1= Nd"+)\d)eCxD,

sa C x D er konveks.

Antages omvendt C x D konveks, kan vi indse at C er konveks forst, og dernzest ved
symmetri — der er ingen forskel pa C og D’s roller — slutte, at ogsa D er konveks.
Lad da c¢g,c; € C, A € [0,1] og d € D da D # 0, sa er xq := (co,d) € C X D og
x1:= (¢1,d) € C x D, sa da C x D er konveks, fas (1 — N)xg+ Az; € C x D. Nu er

(1= XNazo+ Az = (1 = N)cg + Ay, (1 = N)d + Ad)
= ((1 — /\)Co+)\01,d) eCx D,

sa (1 — X)co+ ey € C, og C er konveks.

Ad 3) Antag cg,c; € [ C og A € [0, 1], sa geelder det for alle i € T at (1 —N)co+ ey € G,
el
da ¢g,c1 € C; og C; er konveks. Altsa (1 — X)eg + Aey € ) C; og () C; er konveks
iel el
Ad 4) Lad C C R™ konveks, F' : R" — R™ affin cg,c; € C og dy = F(co), di = F(cy),
0< XA<1. Dafas

(1 — /\)do + )\dl = (]_ — /\)F(CQ) + )\F(Cl) = F((l — )\)CO + )\Cl) .

Da C er konveks er (1 — A)cg + Aey € C, sa (1 — N)do + Ady € F(C), og da ¢y, ¢, var
tilfeeldigt valgte, ses det at F'(C) er en konveks delmaengde af R™.

Ad 5) Lad cy,c; € F7Y(D), hvor F : R® — R™ er affin og D C R™ er konveks, sa geelder
for dy := F(cg) og dy := F(cy) at dg,d; € D. For et X € [0,1] fas F((1 — N)cg + Acy) =
(1—X)do+ Ad; € D, da F er affin og D er konveks. Folgelig er (1 —\)co+ Ae; € F~1(D)
og F71(D) er konveks.
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Ad 6) Lad dy,d; € C, A € [0,1] hvor C C R" er en konveks mengde. Da findes fglger
(D) nen, (€h)nen sa @ og ¢} ligger i C for alle n i N, og

A —dy, ¢ —d for n—oco.
Da C er konveks er x,, := (1 — X\)2 + Acl € C, men
Ty = (1= 4+ Acp — (1 — N)do + Md, for n — oo,
s& (1 — N)do + \d; € C og C er konveks.

Ad 7) Hvis E’ =), sa er E’ konveks. Vi kan derfor antage at C C R" er konveks med ikke

tomt indre for derefter at vise, at C er konveks. Lad ¢o,c; € C og A € [0,1]. Da ¢y og
¢; er indre punkter findes §y > 0, ; > 0, sa K(cp,d) € C og K(cy,01) C C. Lad da
0 := min{dy, b }, sa er K(co,d) C C og K(c1,0) C C, og vi har en situation som nedenfor.

C‘\=(f")s)x°+ }‘X‘?/ é: X"'C_\J X=X*=U‘>‘)Xo+>‘x1

Lad nu z € K(cy,0), vi skal sa indse at = € C og vil dermed have vist, at K(cy,d) C C,
sa ¢y er et indre punkt i C. Til den ende defineres y := z — ¢, sa ||y|| < § og z¢ := o+,
x1 := ¢1 +y. Heraf fas 29 € K(co,9) CC, x1 € K(¢1,0) CC,sa (1 — AN)xg+ Ary € C,
men (1 — N)xg+ Ax; = (1 — N)eg + Aep +y = 2 sa x € C som gnsket. O

Eksempel 5.5. Dette eksempel har til formal at ggre opmeerksom pa en teknik som kan
anvendes 1 adskillige sammenhgnge. Teknikken er baseret pa resultaterne 5.4 2) og 5.4 4)
og bestar i at repraesentere mange konvekse maengder som én ved hjelp af 5.4 2), og vise
egenskaber om dem alle ved at anvende en affin afbildning pa denne produktmeengde.
For at veere konkret vises resultatet i Seetning 5.4 1) ved hjelp af en sadan teknik.
Som bekendt siger 5.4 1), at aC + D er konveks nar C og D er konvekse. Lad os nu
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5 Lidt om konvekse maengder og konvekse funktioner

antage at C og D er ikke-tomme konvekse mengder indeholdt i R™, sa er ifglge 5.4 2)
C x D ={(c,d) € R*|c € C,d € D} en konveks delmaengde af R?". Skrives vektorerne i
R?" som (z,y) med x € R" og y € R", defineres der en linezer afbildning F : R** — R"
ved

F(z,y) :==ax+ Py.

Det er forhabentligt let at indse, at F'(C x D) = aC + D, sa fra 5.4 4) fas, at oC + D
er konveks.

Vort neeste begreb er det konvekse hylster af en maengde M € R™. Hvis M C R? er

en begreenset delmaengde af planen kan man forstille sig, at man slar en snor stramt om
alle punkterne; det der ligger indenfor det omrade som snoren omslutter er det konvekse
hylster.
Begrundelsen for eksistensen af begrebet det konvekse hylster er baseret pa 2 ting. For
det fgrste er R™ en konveks maengde, og for det andet, er vilkarlige feellesmaengder af
konvekse mengder en konveks maengde ifglge 5.4 2). Lader vi derfor M C R", sa findes
der konvekse delmeengder C af R™ sa C O M, og feellesmaengden af alle sadanne kon-
vekse maengder er igen en konveks mangde som indeholder M. Da denne faellesmaengde
er indeholdt i enhver anden konveks mengde som indeholder M, ma dette veere den
mindste konvekse delmeengde af R™ som indeholder M, og vi kan derfor definere denne
meengde som det konvekse hylster af M.

Definition 5.6. Lad M C R". Ved det konvekse hylster — conv(M) — af M forstas
den mindste konvekse delmaengde af R™, som indeholder M.

[ argumenterne umiddelbart over definitionen er der argumenteret for at conv(M) er
feellesmeengden af alle konvekse delmaengder af R™ som indeholder M, men denne karak-
terisation er ligesom definitionen ikke anvendelig, nar man skal afggre om et givet punkt
x € R™ ligger i conv(M) eller ej. For at klare dette problem skaffer vi os matematiske
hjaeelpeveerktgjer analoge til Seetning 2.13.

Vi starter med et lemma — en hjselpessetning — som ikke er dyb, ej heller sveer at
vise, men som ikke desto mindre er ganske nyttig at have i sin handbagage.

Lemma 5.7. Lad M CR", x = agzg + - - - + oz, 09 Yy = Boyo + - - - + BnYm konvekse
kombinationer af elementer xg, ..., Tk, Yo, - - -, Ym fra M. For X\ € [0,1] gelder (1—X\)z+
Ay er en konveks kombination af elementer fra M.

Bevis. Lad z = (1= XNz + Ay = (1 =N agzo+- - -+ (1= Nz, + AGoyo+ - - - + ABimYm, sa
er z en linearkombination af elementer fra M hvor alle koefficienterne er ikke-negative.
Pa den anden side er summen af koefficienterne 1, sa z er en konveks kombination af
elementer fra M. O

Vi kan sa vise, at conv(M) netop bestar af alle konvekse kombinationer af elementer
fra M, eller i formelsprog:
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Saetning 5.8. Lad M C R", da gelder

k
conv (M) = {Z Aim;
i=0

Bevis. Da M C conv (M) og conv (M) er konveks, ma alle konvekse kombinationer af
elementer fra M ligge i conv (M) ifglge Definition 5.2, sa

k
conv (M) D {Z Aim;
=0

kGNo,)\iZO,)\0+"‘+)\]€:1,TTL¢€M} .

k’GNo,)\i20,)\0+"‘+/\k:1,miEM} .

Pa den anden side ses det at hgjresiden ovenfor indeholder M (for k£ = 0), og fra Lemma
5.7 folger det at hgjresiden er konveks, sa hgjresiden ma indeholde conv (M), da denne
sidste er indeholdt i enhver konveks maengde som indeholder M. O

Med denne karakterisering af conv (M) kunne man tro at man fik brug for meget lange
konvekse kombinationer, eller mere preecist, at der ikke ville vaere nogen overgraense
for leengden “k + 17 af de konvekse kombinationer der skal anvendes for at fremstille
conv (M). Det viser sig imidlertid at k& < n reekker, dvs. vi behgver hgjst konvekse
kombinationer af (n + 1) elementer.

Saetning 5.9 (Carathéodory). Lad M C R™ og z € conv (M), da findes k < n,
mo,....,mp €M, ag,....,0p, €ER, o; >0, ag+---+ap =1, sax=agmy+---+ apmy.

Argumentet i beviset er baseret pa at et seet af punkter zg, ..., z; med mere end n+ 1
elementer er affint atheengigt.

Inden beviset bliver praesenteret, er det maske veerd at kigge pa et eksempel i 2
dimensioner.

Eksempel 5.10. Betragt 3 punkter a, b, c i R? som ikke ligger pa linie.
C C

I3

o

§ .Lr Q (,-
H=ta, b, c3 Cono (A

a

og lad x vere et indre punkt i trekanten med hjgrnerne a, b, c; da kan x skrives som
en konveks kombination af punkterne a,b og c. For at indse dette bemeerkes det at
punktet d er en konveks kombination af ¢ og b, eftersom d € [c,b]. Da d er valgt som
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5 Lidt om konvekse maengder og konvekse funktioner

skeeringspunktet mellem linierne ¢(a, z) og ¢(c,b) ligger = pa stykket [a, d], og er derfor
en konveks kombination af a og d. I henhold til det “trivielle” Lemma 5.7, er x sa en
konveks kombination af a, b og c.

Tager man nu en endelig meengde M

M . o comr(f()

ses det ved induktion, at ethvert punkt i conv (M) ligger i en trekant, hvis hjgrner ligger
i M. Med baggrund i ovenstaende argument for trekanten som det konvekse hylster af
sine hjgrner, ses det da at ethvert punkt i conv (M) er en konveks kombination af hgjst
3 punkter fra M.

Vi tillader os endnu en digression inden beviset for Seetning 5.9, idet jeg godt vil ggre
opmaerksom pa, at det principale argument i nedenstaende bevis bruges i mange andre
sammenhange, herunder specielt i forbindelse med beviset for at hvis et linesert program
har en sakaldt tilladt lgsning sa har det ogsa en tilladt basislgsning.

Bewis for Setning 5.9 Lad x € conv (M), da kan x skrives som en konveks kombination
af © = agmo+ - - - + agmy.. Blandt de mulige sadanne fremstillinger ma der veere en (eller
eventuelt flere) som benytter feerrest mulige elementer i summen. Lad nu (k + 1) veere
det mindst mulige antal summander i en konveks kombination x = agmg + - - - + apmy,
sa ma alle o; > 0. Antag nu, at kK + 1 > n + 2, sa ma punkterne my, ..., my veere affint
athaengige, og der ma findes A, ..., A\; som ikke alle er nul, sa

)\om0+-«-+>\kmk20 og >\0++)\k20

Da ikke alle \; = 0 og A\g + -+ + A\, = 0, ma der veere bade positive A; (A; > 0) og
negative A\; (A; < 0). Dette vil vi udnytte til at konstruere en konveks kombination af
mo, . .., my som fremstiller x men ikke benytter alle my, ..., ms. Til den ende betragter
vi for s > 0 den affine kombination

(g + sho)mo + -+ - + (g + sAg)mp = agmo + - -+ agmy + 0 = x
(g +8sXo)+- -+ (g +s\)=14+0=1.

Hvis \; > 0, sa er a; + s\; > a; > 0 for alle s > 0. Hvis \; < 0 er «; + sA\; > 0 nar
0<s<—%.

1

aig £5
as
Aig

Dvs. for § = min{ A < 0} fas alle o; + $\; > 0, men for ig med § =

—q;
7

A

(079 + §)‘20 = 0,
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sa,
(o + 8Xo)mo + -+ - + (o + SA\p)mp = @

er en konveks kombination af elementer fra M der fremstiller = og hgjst benytter k
elementer. Altsa er antagelsen “k+1 > n+2" forkert og vi kan slutte, at alle z € conv (M)
kan skrives som en konveks kombination af hgjst n + 1 elementer fra M. O

Ligesom vi i afsnit 0 kort benyttede konveksitietsteorien til at udlede simple resultater
om konvekse funktioner, vil vi her prgve at samle lidt teori om disse funktioner op, ud
fra de fundne resultater.

Som direkte anvendelse af Seetning 5.3 fas

Saetning 5.11 (Jensens Ulighed, Generelt). Lad D C R" vere en konveks mangde
og f: D — R en reel funktion. Funktionen er konveks hvis og kun hvis der gelder

Vk € NVag,...,a, € R, a; >0, a0+ -+ ap =1
\V/do,...,dkEDZ
flaody + -+ + agdy) < agf(do) + -+ - + . f(dy) -

Bevis. Hvis f er konveks er epi(f) konveks, og da punkterne (dy, f(dp)), ..., (dx, f(dg))
alle ligger i epi(f) fas

(codo + -+ - 4 agpdy, ao f(do) + - - 4 g f(dy) € epi(f),
eller med andre ord
flaodo + -+ -+ audy) < apf(do) + -+ -+ auf(di) -

Antager vi pa den anden side at Jensens generelle ulighed geelder for f, sa skal vi
ifplge Seetning 5.3 kun vise, at for alle par af punkter (xg,ty) og (z1,t1) fra epi(f) er

[(z0,0), (x1,t1)] C epi(f).

X5 t1)

[N
,} o) ol
/

/
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5 Lidt om konvekse maengder og konvekse funktioner

Tegningen viser argumentet som i bogstaver forlgber saledes:
Lad 0 S A S 1 0og (I’)\, t)\) = (1—A)(I0,t0)+/\($1, tl) = ((1—)\)$Q+)\l‘1, (1—A)t0+/\t1)
Vi skal da indse, at ¢\ > f(x,). Fra antagelsen om Jensens uligheds gyldighed fas

flan) = f((1 = Nao + Az) < (1= A)f(@o) + Af(21)

O

Det neeste resultat er en anvendelse af Seetning 5.4 3) pa supremumdannelse af kon-
vekse funktioner. Det viser sig at et sadant supremum er en konveks funktion igen.

Saetning 5.12. Lad D C R™ vere en konveks mangde og (f;)icr en familie af konvekse

funktioner f; : D — R. Huvis det for alle d i D gelder at sup f;(d) < 0o, defineres der en
iel

konveks funktion f: D — R ved f(d) = sup f;(d).

el

Bevis. Man kan indse at epi(f) er konveks ved at vise at epi(f) = () epi(f;), og dernzest
iel
udnytte konveksiteten af alle meengderne epi( f;) samt Seetning 5.4 3).
Betingelsen sup f;(d) < oo betyder, at f er veldefineret som en reel funktion pa D ved

f(d) = sup fi(d). Lad da (d,t) € epi(f), sa fas

el
t > f(d) > fi(d) forallei € I = (d,t) € (")epi(f;)
i€l
og epi(f) C ) epi(f;). Antages omvendt (d,t) € () epi(f;) fas
i€l icl

Viel:t> fi(d) = t>sup fi(d) = f(d),
sa (d,t) € epi(f) og () epi(f;) C epi(f). Altsa er epi(f) = ) epi(f;) og dermed konveks,
i€l i€l
sa f = sup f; er en konveks funktion. O
i€l

Den sidste seetning i dette afsnit er en af de lettere at vise, men ikke desto mindre
meget god at huske, da den er anvendelig i mange sammenhaenge.
Saetning 5.13.

1) En affin funktion F : R" — R er konveks.

2) Hvis Fy,...,F, : R" — R er affine, sa er G: R" — R

G(z) := max F(z)

1<i<k

konveks.
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3) Hvis F : R™ — R™ er affin og f : R™ — R er konveks, sa er f o F konveks.

Beuwis.

Ad 1) En affin funktion F' : R™ — R opfylder Jensens Ulighed, med lighedstegn endda.
Ad 2) Betingelsen i Seetning 5.12 — sup fi(z) < oo — er klart opfyldt, da der kun er
endligt mange affine funktioner Fi, .. .l,e }’ i 1 familien.

Ad 3) Jensens Ulighed ses klart at veere opfyldt, idet affiniteten af F' giver lighedstegnet
herunder og konveksiteten af f det efterfogende ulighedstegn.

S = Nzo + Azy)) = f((1 = A)F (o) + AF(21))
< (L =N f(Flxo)) + Af(F(z1))

sa f o F er konveks. O
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6 Konvekse kegler og recessionskeglen

Emnet for dette afsnit kan man forestille sig som et uendeligt, men massivt, kreemmerhus.

En massis 1’(12(&

1N
afsat med spidsen i origo, 0.

Billedet af kreemmerhuset antyder at overfladen er glat og krummet. Dette er imid-
lertid ikke tilfzeldet saledes som det naeste eksempel antyder

En IQ,QSLL (Vu.d 3 kQ.nt(’_/{‘

Her er antydet en konveks kegle som er faellesmaengden af 3 halvrum.

Strukturen af den teoretiske gennemgang af emnet konvekse kegler, ligner dem der
blev anvendt ved behandlingen af affine underrum (Kapitel 2) og konvekse maengder
(Kapitel 5), sa vi starter med definitionen af den type af linearkombinationer som er
karakteriserende for konvekse kegler.

Definition 6.1. Lad £ € N, xy,...,2, € R”, A\,.... A\x € R. Hvis det for alle ¢+ €
{1,...,k} geelder, at A\; > 0 kaldes linearkombinationen A\jx; + -+ + A\gx) en positiv
linearkombination.

Definition 6.2. Lad K vere en delmaengde af R™. Hvis O-origo ligger i K og det for
enhver positiv linearkombination A\jxy + - - - + Agxy af elementer fra IC gaelder at denne
er et element i K, kaldes IC en konveks kegle.

Denne definition er lidt abstrakt i forhold til det geometriske billede der indledte
dette afsnit, sa lad os prgve at etablere forbindelsen uformelt fgr vi introducerer endnu
et abstrakt resultat. For det forste er konvekse kegler ikke tomme da origo altid er med.
Derneest ses det at origo i sig selv er en konveks kegle som slet ikke er af form som dem
der er tegnet tidligere, men det er til gengaeld den eneste begreensede konvekse kegle i
R™. Hvis vi i definitionen holder os til £ = 1 og 2 ser vi for £ = 1, at hvis K er en
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konveks kegle, sa vil for alle z € L meengden {Ax|\ > 0} veere indeholdt i K. For k = 2,
x1, T3 € L og0 < X< 1fas (1 — Nz + Argy € K, sa en konveks kegle er konveks og
indeholder alle positive multipla af enhver af sine vektorer.

Vi er nu godt pa vej til nedenstaende karakterisering af konvekse kegler. Bemeaerk i
gvrigt de neere forbindelser til aksiomerne for linesere underrum.

Saetning 6.3. Lad K vere en delmaengde af R", da er KC en konveks kegle hvis og kun
hvis nedenstaende 3 betingelser alle er opfyldte.

KK1 0ek.
KK2 \V/.Tl,xQ 6/CZZE1+I‘2 e K.
KK3 VA>0Vz e K: Az e K.

Bevis. Det fglger umiddelbart af Definition 6.2 at betingelserne alle er ngdvendige, dvs.
at enhver konveks kegle opfylder betingelserne KK1, KK2 og KK3. Vi skal sa blot indse,
at betingelserne er tilstrackkelige. Lad K vaere en delmaengde af R™ der opfylder de
nzevnte betingelser, og lad os nu indse, at K sa er en konveks kegle. Vi har umiddelbart
fra KK1 at 0 € K. Lad nu Ajz1 + - - - + A\, veere en positiv kombination af elementer
fra KC. I lighed med beviserne for Saetningerne 2.3 og 5.3 kan man ved induktion efter k
vise, at sadanne positive kombinationer af elementer fra K er i K. Jeg skriver ikke alle
detaljer, men ggr blot opmerksom pa, at induktionsstarten er lidt anderledes her. Pa
den anden side fglger induktionsstarten direkte fra betingelsen KK3. Induktionstrinnet
kommer fra KK3 og KK2, som antydet herunder.

KK3 = M1z €K

A1xy + - -+ Az € K (induktionsantagelsen), og A\gy17x11 € K giver ved anvendelse af
KK2 at \jxy + -+ + M\exp + Ap1zp1 € K. ]

Eksempel 6.4. Lad K = {(z1,22) € R2|%x1 <z <214}
X, A
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6 Konvekse kegler og recessionskeglen

Det ses at I er feellesmeengden af 2 halvrum hvis rande er linesere underrum

K — J((%, Z1),0)1 J((=2,1),0).

Betingelserne KK1 og KK3 ses umiddelbart at veere gyldige. Betingelsen KK2 ses geo-
metrisk lettest at veere gyldig fra nedenstaende tegning:

1

Z

\\X\ N

xo = (29, 29) wilkarlig i IC
o+ K CK = KK2 gyldig

Konvekse kegler har nogle fundamentale egenskaber som omtales i fglgende seetning:

Saetning 6.5.

1) Lad K C R™, H C R"™ veere konvekse kegler og o, f € R, da er oK+ H en konveks
kegle i R™.

2) Lad K CR" og H C R™ wvere konvekse kegler, da er K x H C R" xR™ en konveks
kegle.

3) Lad (KC;)ier veere en familie af konvekse kegler i R™, sa er (| KC; en konveks kegle.
el

4) Lad K C R™ vere en konveks kegle og F' : R — R™ en linezer afbildning, sa er
F(K) en konveks kegle i R™.

5) Lad H C R™ wvere en konveks kegle og F': R" — R™ en linezr afbildning, sa er
F~Y(H) en konveks kegle i R™.

6) Lad K C R"™ vere en konveks kegle, sd er afslutningen K ogsd en konveks kegle.
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Beuvis. De fleste argumenter i beviserne for pastandene 1) — 6) er meget neert beslaegtede
med dem der blev givet i forbindelse med beviset for Seetning 5.4, sa gennemgangen her
bliver lidt kortfattet, dog med undtagelse af 1), som kan hjelpe laeseren lidt i gang.

Ad 1) Det ses, at 0 = a-0+ -0,s4 0 € ak + OH, sa KK1, OK. For z; = ak; + fhy
0g Ty = aky + Bhy 1 aK + OH fas x1 + x9 = alky + ko) + B(h1 + ha) € aK + fH,
da KK2 geelder for K og H. Heraf ses sa at KK2 gaelder for a/C + fH. For A > 0 og
r = ak+ fh € ok + fH fas Az = a(A\k) + B(Ah). Nuer A\k € K og Ah € H da K og H
opfylder KK3, og det ses at a/C + H ogsa opfylder KK3. O

Ad 2) Vi identificerer R"*™ med R™ x R™ ved at nummerere koordinaterne i R"*™ som
anfgrt herunder

(Z1y oy Znaem) = (T4, o T, Y1y - o5 Um)

dvs. z; = x;, 1 g < n, Zpy; = Y5, 1 < j < m. Med denne notation kan vi f.eks.
bevise KK2. Lad z' € /C X H og 22 € K x H med 2! = (ki,h),2* = (kg, ho), 2! =
(ki,....kL hi, . . hLY, 22 = (K3, ... k2 hi ... h2), saer

A=k R,k kR R RS R+ h2)
:(k:1+k2,h1+h2)€lC><H.

Ad 3) Overlades helt til leeseren som gvelse.

Ad 4) Her er det vigtigt at afbildningen F er lineeer og ikke blot affin, da kravet KK1;
0 € F(K) ellers ikke kan opfyldes uden videre. Da en lineger afbildning opfylder F'(0) = 0
og F(x+vy) = F(z) + F(y) samt F(Ax) = AF(z), er det forhabentligt klart at F'(C)
opfylder KK—kravene nar IC gor det.

Ad 5) Dette er en anelse mere subtilt end 4) men ikke meget. Abtag f.eks. at hy, hy € H
og 11 € F7Y(hy), w3 € F~Y(hy), sé er F(zy + x3) = hy + hy € H, og dermed x; + x5 €
F~Y(hy + hy) C F7'(H), og F~'(H) opfylder KK2.

Af 6) Det er klart at 0 € K, da 0 € K C K. Lad nu 1, 25 € K, sa findes folger (k2)men
0g (k2)meny med ki, k2 1 K, og kL — xy, k2, — x5 for m — oo. Da K opfylder KK2
ligger k! + k2 1 K; men k! + k2 — x; + x5 for m — 00, sd x; + 15 € K, og K opfylder
KK2. Med hensyn til KK3 veelges til z € K en fglge (k‘m)meN med k,, € K, k,, — x for
m — oo. For A > 0 fas, da K opfylder KK3, at \k,, € K, men A\k,, — Az for m — oo,
sé Ax € K, og K er en konveks kegle.

Bemaerkning 6.6. Der er ingen udsagn om det indre af en konveks kegle, og grunden
er, at denne maengde sjaeldent er en konveks kegle. Eksempel 6.4 illustrerer situationen
godt. Her har keglen et ikke-tomt indre, men 0 er ikke et indre punkt. Hvis 0 er et indre
punkt i en kegle i R? siger intuitionen (forhabentligt), at denne kegle ma veere hele R2.
Dette geelder ogsa i R™. Vis dette; dvs. vis, at for en konveks kegle IC C R™ som har 0
som indre punkt, ma der galde, at K = R"™.
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6 Konvekse kegler og recessionskeglen

I analogi med introduktionen af begreberne aff(M) og conv (M) giver Satning 6.5
3) anledning til at der eksisterer en mindste konvekse kegle som indeholder en given
meengde M. Som i de tidligere tilfaelde startes argumentet med at sige, at R™ er en
konveks kegle, sa for en vilkarlig mengde M C R"™ findes der konvekse kegler som
indeholder M. Feallesmaengden af alle disse er en konveks kegle som indeholder M, og
som er indeholdt i enhver konveks kegler der indeholder M. Altsa er denne faellesmaengde
den mindste konvekse kegle i R™ som indeholder M, og vi kan definere.

Definition 6.7. Lad M C R". Ved den indhyldende konvekse kegle for M — cone (M)
— forstas den mindste konvekse kegle i R som indeholder M.

I analogi med Seetning 2.13 og Seetning 5.8 kommer der nu i Saetning 6.8 en anden
karakterisering af cone (M), som i konkrete situationer kan bruges til at afggre om et
element x i R™ ligger i cone (M).

Saetning 6.8. Lad M C R", da gelder

k
cone (M) = {0} U {Z)\imi}kGN, Ai >0, my GM} :

i=1
Bewvis. “V C cone (M)”
k
Lad V := {O}U{E Amilk € N, A >0, m; € M} Det folger af KK1 at 0 € cone (M),
i=1
k
sa for at vise at V C cone (M) er det nok at vise, at »_ \;m; € cone (M), nar \; > 0,
i=1
k
m; € M. Men m; € M C cone (M), sa udtrykket > \;m; er en positiv linear kom-
i=1
bination af elementer fra den konvekse kegle cone (M), og summen ligger derfor ifglge
Definition 6.1 i cone (M).

“cone (M) C V”

For k =1 og A\ = 1 ses det at M C V), sa vi mangler blot at vise, at V) er en konveks
kegle for at indse, at cone (M) C V. Efter sin definition indeholder V, 0; sa V opfylder
KK1. Lad z1, 29 € V,

ZL‘1:Z>\Z’I’I’L2 )\izO,miEMoget heN
i=1

xQZZ,ujnj p; >0, n; € Moget keN,

sa er rp + Ty = Z Am; + Z w;n; € V, da dette er en positiv kombination af h +
k elementer fra /\/l Heraf f@lger at V tilfredsstiller KK2. At ogsa KK3 gelder, ses
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umiddelbart af identiteten herunder

k

A (Z Ajmj) => (M\y)m; eV,

j=1

Folgelig er V en konveks kegle som indeholder M og dermed ogsa cone (M). Setningen
folger. O

Inden vi fortseetter med det analoge resultat til Carathéodorys Seetning, er det maske
rimeligt at regne et eksempel.

Eksempel 6.9. Lad M := {(zy, 79, 73) € R¥|z3 =1, 22 + 23 = 1}

;
N XS
X,
@)
T
A
><1

En cirkel i planen x3 = 1 med radius 1 og centrum i (0,0, 1).
Keglen der frembringes af denne maengde ses pa tegningen lige herunder. Den naeeste
tegning viser snittet mellem keglen og z;z3-planen,

X3
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6 Konvekse kegler og recessionskeglen

og nar den roteres om zz—aksen fremkommer cone (M). Algebraisk kan keglen beskrives
ved

cone (M) = {(zy1, 7y, 73) € R3|z3 > \/2? + 23}

For enhver vinkel 6 € [0, 27[ tegnes halvlinien m ud fra 0 i x;x9—planen, som danner
vinklen 6 med den positive del af x;—aksen

S
%

m = {(tcosf,tsinh,0)|t > 0}.

Lodret over m har keglen cone (M) en randlinie ¢ som vist pa tegningen herunder

%

Det ses at der er en tangentplan til keglen som indeholder ¢. Normalvektoren til denne
tangentplan ligger i planen udspeendt af ¢ og xrz—aksen, sa tegningen ggr det muligt at
bestemme en sadan normalvektor af leengde 1, kaldet n som

_(ﬂ V2 \/§>

7@080,75in9, 5

o4



n ini)=1

/
V2 V2 2
- - = ) |lt>
l {t( 5 cos b, 5 sin 0, 5 ‘t_O

Hvis dette er for meget geometri kan man i stedet taenke pa den konvekse kegles rand som
grafen for funktionen F' : R? — R givet ved F(z1,22) = y/2% + x2. Denne funktion er
kontinuert pa hele R? og differentiabel i R?\{(0,0)}. I punktet (cos d, sin 6, F'(cos 6, sin 0)) =
(cos @, sin 6, 1) har grafen normalvektoren, eller rettere tangentplanen til grafen, gennem
punktet (cos,sinf, 1) har normalvektoren

(g_F(cos 0,sin6), g_F(cos 0,sin6), —1) = (cosf,sinf, —1),

X1 )

som er ensrettet med vektoren n. Vi ser, at for alle 6 € [0, 27| er cone (M) indeholdt i

halvrummet J((cos#,sinf,—1),0) og cone (M) = (] J((cosf,sinf,—1),0).

0€l0,27(
Satning 6.10. Lad M vere en ikke—tom delmaengde af R" og x € cone (M), da findes

ke{l,2,...,n}, my,...,my elementer i M og \y > 0,..., 0, >0, sax=A\ymy+---+
)\kmk.

Bevis. Fra Szetning 6.8 vides det, at x kan fremstilles som en positiv kombination af
aymq + - -+ apmy af elementer fra M. Lad k& veere det mindste antal summander der
fremkommer i en sadan fremstilling af x og antag, at £ > n + 1. Da k er mindst mulig
ma alle a; > 0 for 1 <7<k, ogdak >n+1, er settet myq,...,my linesert afhengigt.
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6 Konvekse kegler og recessionskeglen

Der findes derfor \q,..., A\ € R som ikke alle er nul saledes at
A1m1—|—~--+>\kmk20.

Hvis alle \; > 0, erstattes \; med —\; (alle), og vi kan derfor tillade os at antage, at
mindst et A\; < 0. I analogi med beviset for Seetning 5.9 betragtes nu s > 0,

r = (ay 4+ sh)my + - -+ (ap + sA)my,

og a; + s\; > a; >0 hvis \; > 0. Hvis \; < 0 fas a; + s\; > 0 for 0 < s < —i—z Saettes
A <o} fas

da sy = min {—%
= (oq + soh1)my + -+ -+ (ou + SoAp) My,

en positiv kombination som benytter (k — 1) eller feerre elementer fra M. Antagelsen om
at k > n + 1 er derfor forkert og saetningen fglger. O

Denne gennemgang af konvekse kegler afsluttes med en introduktion af nogle flere
begreber, som vil dukke op i andre sammenhange senere i kurset. Det fgrste begreb er
“Det storste linezere underrum” indeholdt i en konveks kegle K. Eksistensen af et sadant
sikres af Seetning 6.11.

Saetning 6.11. Lad K C R" vere en konveks kegle, sa er KN(—K) et lineert underrum
af K, og for ethvert andet lineert underrum L af R™, som opfylder L C I gelder
LCKN(=K).

Beuis. Ifglge Seetning 6.5 (1)-3)) er KN (—K) en konveks kegle sa underrumsaksiomerne
for linesere underrum er opfyldte: 0 € £ N (=K); 21,20 € KN (-K) = x1+ 23 €
KN(-K)ogze KN(-K),A\>0 = A e KN(—K).Laddaxz € LN (—K) og A <0,
vi skal sa blot vise at Ax € KL N (—=K) for at indse, at K N (—K) er et linegert underrum.
Daz e LN (—K)er —x € Log —A >0, sa \x = (—\)(—z) € K. Pa den anden side er
r e, sa r=—((—Nz) e —K,sa Az € KN (—K) for A < 0 ogsa, og KN (—K) er et
linesert underrum. Det er forhabentligt ikke sveert at indse, at for et vilkarligt linesert
underrum L af R” geelder det at —L£ = L. Heraf ses, at hvis L er et linesert underrum og
LCK,safas —L=LCKog LC —K, dvs. L KN (=K), og seetningen folger. O

Eksempel 6.12. Lad K C R? veere givet ved

K=J((1,0,-1),0)NnJ((—1,0,—1),0)
= {(x17x27x3) € R3|5L‘1 —x3 < 0 0g — X1 — I3 < 0}

Altsa en feellesmeengde af 2 halvrum som har 0 som randpunkt. Her kan x5 variere frit
og begreensningerne i x1, x3 er forsggt antydet nedenfor
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kant, med denne placeret over

o

ar pa sin ene

o

en uendelig lang og massiv bjeelke der st

ro—aksen.

o
-
T
3
Pe
N\
N O
/V.\.
N P
AN\
l/
\
N
N
\
NN
|
AV
\ %' \
\ A\ /
VXN N
\ \ 7N \\X/ \
// \\xn /vn\ \, \. /l
N\ \\.A \, AN \V_A/ WA
.VA\ /v Ve A/ \VA "\ X/ /
/ N A/ /V.A\\ AN \X/ AN /
4 APZa AN G N \
= e -
N T NS X o
\ )Ye / \\x/ V.\ \\
-~ /v XX AN e
p "
N \\\\\\ A/v \\VA/ p \\\
~) - XN
\ \ S
../vA , \ , s
”
N yd

0. Keglen fortseetter med samme snit for alle faste veerdier

Keglen skaret op ved x5

af 9.

Det ses, at

|s € R},

Kn—-K =1{0,s,0)
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6 Konvekse kegler og recessionskeglen

samt at
K=(Kn-K)+Kn(KnN-K)* =

= 19 —aksen + {(x1,0,x3)|z3 > 21 0g 3 > —x1}.

Dette sidste er et generelt feenomen som vi vil vende tilbage til i afsnittet om ube-
greensede konvekse maengder. Fgrst introduceres begrebet “recessionskeglen for en kon-
veks maengde”. Dette begreb er af stor betydning ved studiet af ubegraensede konvekse
meengder.

Definition 6.13. Lad C vaere en konveks delmaengde af R™. Ved recessionskeglen —
recc(C) — forstas delmaengden af R™ givet ved

recc(C):={yeR"WVexeC:z+yelCt={yecR"ly+C CC}.

Bemaerk, at recc(f)) = R™ og hvis 0 € C sa geelder der recc(C) C C. Et lille argument,
som du selv kan lave, viser at recc(C) bliver afsluttet hvis C selv er afsluttet.

Eksempel 6.14.
a) Lad C = {(z1, z2) € R?|zo > 2%}

)(2, IF

Oﬁif
her er recc(C) = {(x1,22)|z1 = 0,25 > 0}, dvs den ikke negative del af xo—aksen.

Det ses let at recc(C) indeholder alle (0, s), s > 0. Pa den anden side ses det nemt, at for
y = (y1,y2) med y; # 0 eller yo, < 0 vil y ¢ recc(C). Se f.eks. pa ovenstaende tegninger
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b) Lad nu D = {(z1,72) € R?|z; > 0 og 179 > 1}

% N

A

mu-(oD)/
,4/// S

NN
"

Vi ser at recc(D) = {(x1,x2)|x1 > 0 og x2 > 0}.

Saetning 6.15. Lad C vare en konveks mengde i R", da er recc(C) en konveks kegle i
R™.

Bevis. Det er klart at 0 € recc(C) sa KK1 er opfyldt. Lad yq,y2 € recc(C), sa er for et
vilkarligt x 1 C = + (y1 + y2) = (x + y1) + y2. Her er z 4+ y; € C da y; € recc(C), og
dernaest (x + y1) + y2 € C da ys € recc(C), sa y1 + ya € recc(C) og KK2 fglger. Lad nu
y € recc(C) og A > 0. Hvis A = 0 er Ay = 0 € recc(C). Antag derfor at A > 0, og lad
m € N veere valgt sa m > . Da KK2 er vist gyldig for recc(C) ses det, at my € recc(C).
Lad nu =z € C. For at vise, at x + Ay € C, bemaerkes det, at © + my € C, sa da C er
konveks fas for 0 < a <1, at

(1—a)z+ a(z+my) €C,

men for o = 2 fas da z + Ay € C, og KK3 holder for recc(C) som derfor er en konveks
kegle. O

Opgave. Lad K C R" veere en konveks kegle.

Vis, at K — K er et linesert underrum.

Vis, at K — K = aff(K).

Vis, at K — K er det mindste linesere underrum som indeholder K; altsa K — K =
span(K).
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7 Ubegraensede konvekse mangder

Som bekendt kaldes en delmeengde B C R™ begreenset hvis der findes et R > 0 sa
B C K(0, R). Hvis meengden ikke er begreenset kaldes den ubegraenset. En ofte anvendt
egenskab ved en ubegraenset delmaengde C af R™ er, at for alle k¥ € N findes x5 €
CN(R™\ K(0,k)), dvs. der findes en folge (x)ken, zx € C 0og ||zg] > k.

Vi starter dette kapitel med dets hovedresultatet som er Seetning. 7.1

Saetning 7.1. Lad C C R™ vere en ikke—tom afsluttet konveks meangde, da er C ube-
grenset hvis og kun hvis recc(C) # {0}.

Bevis. Hvis recc(C) # 0 findes y # 0 med y € recc(C). Da recc(C) er en kegle fas for
rx€CogkeN, at ky € recc(C) og = + ky € C. Folgen z;, = = + ky opfylder da x} € C,
og [lzkll = llz+ Kyl = [[kyll = =]l = kllyll = [lz]| — +o0 for k — oo sa C er ubegranset.

Antag nu at C er ubegraenset; da har den som sagt en folge (zx)ren, zx € C sa ||zx| > k.
Heraf kan dannes en fglge af enhedsvektorer y; := m;ck Denne fglge har en konvergent
delfplge da sfeeren S := {x € R™ | ||z|| = 1} er kompakt. Lad (y, )ien véere en sadan
konvergent delfglge med graensepunkt y € S. Da skal vi se at y € recc(C). Tages nemlig

x € C fas

. . 1
r+y=lim(z +y;) = lim <:p + —xkl)
oo 2

) )
Ty, | + ——T
ol .l

. 1
= lim <((1— ):p+
i—o0 [z,
1 1
= lim <(1— )a;+ xk) - da HLH—>O.
toe kaz kaz kaz

Da C er konveks er ¢, = (1 — Hxi.ll) T+ ok €Cosar+y=limey, eriC, daCer

afsluttet. Heraf folger at y € recc(C), |ly|| = 1, og recc(C) # {0}.

O

I resten af dette afsnit bliver det vist hvorledes en ubegraenset afsluttet konveks
meengde kan beskrives som en sum af et linesert underrum, samt en konveks meengde
der ikke indeholder linier.

Lemma 7.2. Lad C vere en afsluttet konveks delmengde af R™ og lad b € R™ \ {0}.
Af nedenstaende 6 betingelser er 1), 2) samt 3) indbyrdes ensbetydende og 4), 5) samt
6) er indbyrdes ensbetydende.
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1) b € recc(C).

2) Ve e CYAERAN>0: c+AbeC.
3) dcg €CYAERA>0: ¢+ NbeC.
4) b€ recc(C) N (—recc(C)).
5)YeeCVAER: c+MbeC.

6) 3o eCVAIER: o+ NbeC.

Bevis. 1) = 2): Da b € recc(C) er \b € recc(C) for A > 0, sa ¢+ Ab € C nar A > 0, og
2) folger.

2) = 3): For ¢y € C, er 3) et specialtilfeelde af 2).

3) = 1): Lad k € N, sa fas, idet C er konveks at nedenstaende ¢, er element i C.

E—1 1
= 2 C"—E(Co—'—kb),

CL -
Ved en simpel omskrivning ses det at:
1
Ck:C—i‘b—i‘E(CQ—C),

sa ¢, — ¢+ b for k — o0, og da C er afsluttet ses det at ¢+ b € C, sa b € recc(C).
Eftersom (—1)(—1) = 1 ses det umiddelbart at sckvivalenserne 1), 2) og 3) medfgrer
at nedenstaende 3 udsagn 7), 8), og 9) er ensbetydende:

7) b€ —recc(C).
8) Vee CYAERALO0: c+MeC.
9) Jop eCYAERA<S0: ¢+ NeC.

Det ses at der gaelder
)AT) < 4); 2) A8) & 5); 3) AN9) < 6);
og det er vist at betingelserne 4), 5) og 6) er enbetydende.
U

Hovedindholdet af ovenstaende lemma er altsa, at en afsluttet konveks meengde C
indeholder en linie med retningsvektor b # 0 hvis og kun hvis b € recc(C) N (—recc(C)).

Fra lineser algebra vides det, at et linesert underrum £ C R™ har et ortogonalt kom-
plement £+ som ogsa er et linesert underrum. Det defineres ved

Lr={zeR"|WecLl:( 2=0}

= ﬂ ¢+ = en fellesmaengde af linesere underrum.
teL

Som bekendt kan enhver vektor x € R™ pa netop én made skrives som en sum x = ¢+ u,
hvor ¢ € £ og u € L+, og der geelder ||z]|? = ||€||*> + ||u||?>. Endvidere er (L) = L.
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7 Ubegreensede konvekse maengder

Saetning 7.3. Lad C vere en lukket konveks meaengde, da gelder
1) L :=recc(C) N (—recc(C)) er et lineert underrum.
2) CNLE er en lukket konveks mengde som ikke indeholder linier.
8) C=L+CNLE.

Bevis. Ad 1): Ifglge Seetning 6.15 er recc(C) en konveks kegle, og dermed folger 1) fra
Seetning 6.11.
Ad 2): C er afsluttet og L+ = () H({,0). En hyperplan H(¢,0) er afsluttet som

LeL\{0}
originalmaengden til 0 ved den kontinuerte afbildning x — =z - /. Feellesmaengder af

afsluttede meengder er afsluttede, sa £ er afsluttet og C N L+ er afsluttet; endvidere
er £+ et linesert underrum, og dermed en konveks meengde, s C N L+ er konveks og
afsluttet. Antag nu, at C N £+ indeholder en linie m := {cy + Ab|A € R}, hvor b # 0,
co € C, da giver Lemma 7.2 at b € £; pa den anden side giver antagelsen m C C N L™,
at co €CNLY ogcg+beCNLE dvs., da L er et linesert underrum at

b:(Co‘Fb)—CoELLongE,

sa ||b]|*> = b-b = 0 i modstrid med antagelsen om, at b # 0, eller at m er en egentlig linie.

Ad 3): Da £ C recc(C) folger det at C + £ C C; pa den anden side gaelder 0 € L, sa
CCCH+ L, o0g C=C+ L. Enhver vektor ¢ € C kan dekomponeres som ¢ = ¢. + n., hvor
l. € L og n. € L pa entydig made. Dan, =c— ¢, € C + L ses det, at n. € CN L, og
c=l+n.€LALNC, altsa C C L+ CN L*. Pa den anden side er CN L+ C C, sa
L+CNLCLHC=C,ogL+CNLE=C. O

Bemeerk at ifglge beviset for 3) er C N L+ faktisk lig den ortogonale projektion af C
pa L+

Vi fortsaetter studiet af ubegraensede konvekse meengder i afsnit 12.

Eksempel 7.4. Bemeerk kravet om at C skal veere afsluttet og ubegraenset for at recc(C) #
0.

Nedenstaende eksempel viser hvorfor der kreeves afsluttethed.
Lad C = {(x1,75) e R?* |0 <z <1} U{(0,0)}
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(0,t) | t € R}

recc(C)
C 0} da (0,0) + (0,t) €eC <= t=0.

{
{

recc(C)

L= 304,%) | 0<% <13ui0,0

XV

NN

— —

Generelt geelder der i hht. opgave 31 at recc(C) C recc(C).
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8 Separationssaetningen, elementeaert

Indholdet af separationssaetningen illustreres nemmest med en tegning.

\\\\\\k\\

:\ a Gy, —o{)\»\

A

O0Rs:

J(-y, -«
= I X (-y) £ -3
=3l Xy 2«3

d
\\303,01)\\\ HU{V‘)

Tegningen forestiller 2 disjunkte konvekse delmaengder C og D af R™. Som antydet pa

tegningen findes der da en hyperplan H(y,a), sa C C J(y,a) og D C J(—y, —«).

Vi nar ikke frem til at vise et helt sa generelt resultat i forste omgang, idet vi her
ngjes med at betragte det tilfeelde, hvor der er en positiv afstand mellem C og D, dvs.

inf{|jc — d|| | c € C,d € D} > 0.

For at kunne tale om separation definerer vi 3 grader af separation som en hyperplan
kan inducere mellem 2 konvekse meengder C og D. Forst anskueliggores begreberne
med tegninger i planen; men allerforst introduceres det svageste separationsbegreb helt

abstrakt.
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Definition 8.1. Lad C,D vere delmeengder af R”, y € R"\ {0} og a € R, da siges
hyperplanen H (y, ) at separere C og D hvis C C J(y,«) og D C J(—y, —«).

Eksempel 8.2. Lad C = {(s5,0) |0 < s <1}, D ={(¢,0) | 2 <t < 3} Disse delmaengder
af X —aksen er tegnet pa den gverste tegning og man kan se at de separeres at fgrsteaksen
selv, men separationen er ikke hvad vi vil kalde egentlig. Pa den naeste tegning er det
relative indre af det nye D disjunkt med fgrsteaksen, sa her vil vi kalde separationen
egentlig men ikke staerk. Den sidste tegning illustrerer steerk separation.

XZ
£ 3 .
H((O,’),Q) X1
XI.
< [9 .
Hoon o & ° X

XZ
p //’I’/ /,: l//(fo) /‘2;/
C3tco ), | gt
re Ny \ 4
€ | & ,
7 2 3
BT
| l
Lad y = (0,1), a =0, sa er H(y,a) = X;—aksen
CCH(y,a)CJ(y,a) = {(z1,72) € R’y <0},
DgH( )g‘]( —a)—{($1,$2)ER2|—I’2§0},

= {(xl,l’g) € R2‘.§L’2 Z 0} .

Altsa H((0,1),0) separerer, men vi synes nok det er lidt udartet og ville have foretrukket
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8 Separationssaetningen, elementzeert
separation ved f.eks. H((1,0), %) = {(z1,20) | 21 = %}

Vi vil nu preecisere disse separationsbegreber.
Definition 8.3. Lad C og D vaere delmaengder af R” og y € R™ \ {0}, a € R.

(i) Hyperplanen H (y,«) siges at separere C og D egentligt, hvis C C J(y,«a), D C
J(=y,—a) og CUD € H(y, ).

(ii) Hyperplanen H (y, «) siges at separere C og D sterkt, safremt der findes v < « og
B>asaCC J(y,v) ogDC J(—y,—B).

Bemeaerk. I eksemplerne fra fgr hvor C og D begge er delmaengder af r—aksen, separerer
denne C og D, men ikke egentligt. Derimod separerer z—aksen det nzeste par egentligt,
men ikke staerkt. Det gor derimod H((1,0),2), idet C C J((1,0),1) og D C J((1,0), —2)

Definition 8.4. Lad C og D veere konvekse delmaengder af R™, da defineres afstanden
dist (C, D) mellem C og D ved

(i) dist (C,D) = oo hvis en af maengderne er tom
(ii) dist (C,D) = inf{||c —d| | c € C,d € D} ellers.

Saetning 8.5. Lad C og D vere konvekse delmangder af R™. Huvis 0 < dist (C,D) < oo
kan C og D separeres sterkt.

Bewvis. Betragt den konvekse meengde F := D—C = {d—c|c € C,d € D} (Seetning 5.4.1).
Da hverken C eller D er tomme, er F en ikke-tom konveks maengde, og der geelder for ¢
givet som ¢ = dist (C,D), at 6 > 0 og for alle f i F er || f| > 0.

Da § = inf{||d —¢|| | ¢ € C,d € D} findes for m € N, f,, = dp, — ¢y 1 F, sa
6 < | fmll < 4/6%+ 25 < &+ 1. Specielt er folgen (f,,)men begreenset sa der findes en

konvergent delfglge (fi,,)ien. Lad y € R™ betegne greenseveaerdien for denne delfplge, sa
ma der geelde ||y|| = J.

Neeste punkt er sa at vise, at for alle f € F geelder det at f -y > 6. Hertil bemaerkes
det forst at for alle f € F geelder || f|| > 6; dvs. F C {z € R™ | ||z|| > §}. Denne sidste
mengde er originalmeengden til det lukkede interval [0, oo[ ved den kontinuerte funktion
x — ||z, og er dermed selv lukket. Fglgelig er afslutningen F C {z € R™ | |jz| > d}.
Efter sin definition (y = ilirglo fim,) er y element i F, og efter Seetning 5.4.6 er F konveks,

sa for et vilkarligt ¢ € F og a € [0, 1] gaelder
(1—a)y+ag € Fsamt ||(1 - a)y + ag|* > 6% = [ly[*.
Udregning af ||(1 — a)y + agl|? giver da

(1= a)*lyll* + &?llgll* + 2a(1 — a)y - g > |lyl*
(o = 2a)[lyll* + a®[lg|* + 2a(1 — a)y - g > 0.
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Betragtes nu kun « > 0, kan uligheden ovenfor multipliceres med i og vi far
Vo €]0,1] : (o = 2)[lylI* + allgl* + (2 — 2a)y - g > 0.
Lader vi sa o ga mod 0, fas
=2|lyll* +2y-g>0ellery-g> 6.
Denne ulighed gaelder for alle g € F, altsa specielt ogsa for g = d — ¢, sa vi far

VeeCVdeD: y-(d—c) >
eller
Vee CVdeD: y'dZy-c%—(SQ.

Da C og D ikke er tomme findes ¢y, dy i henholdsvis C og D, og vi far
VdeD: y-d>y-co+ 2.

Talmeengden {y - d|d € D} er derfor nedadtil begraenset, og vi kan definere

f:=inf{y-d|de D} eR (1)
B>y-co+6°.
Analogt fas for d
VeeC: y~d0—522y-c.

Talmeengden {y - c|c € C} er derfor opadtil begraenset, og vi kan definere

v:=sup{y-clceC} €R (2)
v <y-dy— 02,

Da endvidere ¢y og dj er tilfeeldige i henholdsvis C og D, kan vi f.eks. lade d variere over
D og uligheden geelder som for dy;

v <y-dy— 6
giver
v < inf{y - do|dy € D} — 6% = 3 — §°. (3)

Samler vi sammen fas fra (3): >y da éd > 0, og fra (1) D C J(—y,—f3), og fra (2)
C C J(y,7v). Day # 0 ses det, at med o = %(ﬁ + ) vil H(y, a) separere C og D steerkt.
Seetningen er dermed bevist. O

Opgave: Vis at hvis C og D er ikke tomme afsluttede disjunkte delmaengder af R™ og
mindst en af dem er kompakt sa vil 0 < dist(C, D) < oo. Fra opgaven ses det sa at ikke

tomme disjunkte afsluttede konvekse maengder kan separeres steerkt safremt en af dem er
kompakt. Eksempel 8.11 illustrerer bade ovenstaende opgave samt separationsresultatet.
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8 Separationssaetningen, elementzeert

Bemaerkning. Den fundamentale bestanddel i ovenstaende bevis er egentlig geometrisk,
og man bgr derfor ogsa prgve at forsta beviset geometrisk. Situationen er altsa at vi har
en afsluttet konveks maengde F i R", og et punkt y € F af minimal norm.

yeEF, lyl=0>0,9g€F gl >4

Man skal nu overbevise sig om, at g-y >
ly||2. Da det for g, = (1 —a)y +ag, 0 < a < 1 gelder at g, € F er ||ga|l > 6 = ||y]|.
Betragter man nu den tegnede trekant ses det, at vinkel y ma veere stump. Var den
nemlig spids ville fodpunktet for hgjden fra 0 give et punkt g, i F som la taettere pa 0

9%

J

”j&. <yt s
Vinhal (‘j = spids
end y.
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Nar vinkel y er ret eller stump ser man fra den fgrste tegning, at g -y > y -y idet
9y =yl llgll cos(< gOy) = [lyll Al = [ly*.

Som en umiddelbar konsekvens af Seetning 8.5 har vi seetningerne 8.6 og 8.8.
Saetning 8.6. Lad C vere en ikke—tom afsluttet og konveks delmengde af R™, da gelder
(1) Hvis x € R"\ C, sa kan {x} og C separeres starkt.

(ii) C er fellesmangden af alle de afsluttede halvrum som indeholder C;

C = ﬂ J(y,a) .

J(y,a)2C

Bewvis. (i): Antag x ¢ C. Da C er afsluttet findes r > 0 sa K(z,7) NC = (), dvs. der er
positiv afstand mellem {z} og C, sa Seetning 8.5 kan anvendes.
(ii): Lad D betegne feellesmaengden af alle de afsluttede halvrum som indeholder C

D = ﬂ J(y, ).

J(y,a)2C

Det folger af D’s definition, at D indeholder C. Pa den anden side fplger det fra (i), at
R™\ C C R™\ D, altsa et punkt = ¢ C ligger heller ikke i D, men R"\ C C R" \ D er
ensbetydende med D C C, sa D =C. O

Da feellesmaengden af en familie af afsluttede maengder er afsluttet og R™ er en afsluttet
maengde ses det, at det giver god mening at definere det afsluttede konvekse hylster —
cleconv (M) — af en maengde M C R” som feellesmaengden af alle afsluttede konvekse
delmaengder af R" som indeholder M. Denne afsluttede konvekse maengde indeholder
M, og er klart den mindste sadanne, da den er indeholdt i enhver afsluttet konveks
delmeengde af R”, som indeholder M.

Definition 8.7. Lad M C R". Ved cl conv (M) forstas den mindste afsluttede konvekse
delmeengde af R", som indeholder M.

Spergsmalet er naturligvis om ¢l conv (M) = conv (M), samt om der er andre mader
clconv (M) kan karakteriseres pa.

Satning 8.8. Lad M C R", da er clconv (M) fellesmaengden af alle de afsluttede
halvrum som indeholder M

clconv (M) = ﬂ J(y, ).

J(y,a) 2 M

Endvidere geelder der clconv (M) = conv (M).
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8 Separationssaetningen, elementzeert

Bevis. Lad D= () J(y,«). Det er klart at D er afsluttet og konveks og indeholder
J(y,a)2M

M, da hvert J(y, ) har disse egenskaber, dvs. D D clconv (M). Af Seetning8.6 (i) folger

det, at hvis = ¢ clconv (M) findes J(y, «), sa z ¢ J(y, ), men J(y, ) 2 clconv (M) D

M, dvs. © ¢ D, sa D C clconv (M), og det er vist at D = clconv (M).

Med hensyn til den sidste pastand “cl conv (M) = conv (M)” ses det fra Saetning 5.4.6,
at conv (M) er konveks, afsluttet og indeholder M sa conv (M) 2 clconv (M). Pa den
anden side er cl conv (M) konveks, sa clconv (M) D conv (M), men clconv (M) er ogsa
afsluttet, sa clconv (M) D conv (M), og seetningen folger. O

Kapitlet sluttes med et specialtilfeelde af Seetning 8.6 (i), idet der nemlig er en ekstra
finesse nar C er en konveks kegle i stedet for blot en konveks maengde.

Definition 8.9. Lad L C R"™ veere en konveks kegle. Ved normalkeglen til K, normc (K)
forstas meengden af vektorer som har ikke—positivt skalarprodukt med alle vektorer fra

K.

normc (K) ={y e R" |Vke L: k-y <0}
= mkEICJ(kvo) :

Saetning 8.10. Lad K C R" vere en konveks kegle, sa er norme (K) en afsluttet konveks
kegle, og normc (norme (K)) er afslutningen af K.

Bevis. Da normc (K) = () J(k,0), og alle J(k,0) er afsluttede konvekse kegler (over-
kek
vejl), sa er norme (K) en afsluttet konveks kegle (Seetning 6.6.3). Efter Definition 8.9 fol-

ger det, at K C normc (normc (K)), som er afsluttet og dermed K € normc (normc (K)).
Antag nu, at z ¢ K, da kan z og K separeres staerkt, si der ma findes H(y,a) som
separerer x og K steerkt, dvs. der findes v < a < [ sa

KCJy.y) ogy-o>0>a>7.

Eftersom 0 € K fas y - 0 < v, dvs. v > 0. Vort forste mal er at vise, at y € normc (K),
dvs. £ C J(y,0). Antag derfor, at y ¢ normc (K), sa findes k € K say-k > 0. Pa
den anden side fas Vm € N: mk € K, sa& mk € K og mk € J(y,7), dvs. y - (mk) < 7,
ogy-k < %fy for alle m € N. Altsa fas y - £ < 0 i modstrid med at y - k er antaget
positiv. Altsa er y € norme (K), ogda >~ >0o0gy-z > (>0 fas z ¢ normc (K), sa
R™\ K C R" \ normc (norme (K)), dvs.

norme (norme (K)) € K og K = norme (norme (K)).
0

Ovenstaende s@tning er det forste eksempel pa dualitetsteori, dvs. vi betragter en
delmeengde IC af R", derefter betragter vi de linearformer (dvs. linesere afbildninger af R™
ind i R) som har en saerlig egenskab pa K. I dette tilfaelde altsa norme (K). Da de linesere
afbildninger af R” ind i R kan identificeres med R" via y € R" « f, = (y,-) € L(R™,R),
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kan vi gentage processen og nu opfatte linearformerne som punkter i R", og punkterne i
R™ som linearformer pa linearformerne. Hvis dette er volapyk skal du ikke fortvivle; men
koncentrere dig om det konkrete indhold norme (norme (K)) = K for konvekse kegler.

Eksempel 8.11. I beviset for Seetning 8.5 findes den vektor y som giver separationen
lidt indirekte og ikke sa klart gennemskueligt. I virkeligheden drejer det sig om at finde
to punkter, et i C, og et i D, sa afstanden mellem disse er mindst mulig. Vektoren y er da
forbindelsesvektoren mellem disse punkter. Denne procedure er ikke altid praktisabel,
men hvis den ene af maengderne er kompakt og den anden er afsluttet (og begge stadig
konvekse, naturligvis) kan det lade sig gore. Jeg vil illustrere dette med et eksempel.

Lad

C={(x1,15) €ER? | my > 2%},
D = {(z1,72) € R?*| (z1 — 18) + 23 < 68}

2,

Tegningen antyder at de to punkter der er naermest hinanden har koordinatssettene
(2,4) og (10,2). Man kan overbevise sig om rigtigheden af dette ved at at vise, at forbin-
delseslinien er vinkelret pa tangenterne til henholdsvis parablen og cirklen i de respektive
punkter:

(2,4) € randen af C ses ved indseetning
(10,2) € randen af D ses ved indsetning
y = (10,2) — (2,4) = (8,-2).
(1

Tangenten til C i (2,4) har retningsvektor (1,2-2) 4). Tangenten til D i (10,2) har
(

retningsvektoren ((18,0) — (10,2))* = (8, —2)* = (2,
og for y = (10,2) — (2,4) = (8, —2) fas
VeeC: c-
Vd e D: d-

g).
(2,4)(8,-2) =8

y <
y > (10,2) - (8,—2) = 76
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8 Separationssaetningen, elementzeert

dvs.

C C J((8,-2),8)
D C J((—8,2),—76).

Bemaerk, at hyperplanerne H((8,—2),8) og H((—8,2), —76) lige netop rerer henholdsvis
C og D. Man siger da, at hyperplanerne er stgtte—hyperplaner, men mere om det senere.
(CC J(y,a) og CNH(y,a) #0 < H(y, ) er stotte-hyperplan for C.)
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9 Farkas alternativ og dualitet

I Kapitel 8 sa vi pa begrebet normalkegle til en konveks kegle I, og definerede normal-
keglen til IC som norme (K) = {y € R" | Vz € K : y -z < 0}. Her er der tale om at vi
betragter y € R™ som den linesere afbildning af R ind i R som er givet ved x — y - x.
Herved bliver normc (K) en meengde af linesere afbildninger fra R™ ind i R, som kun
antager ikke-positive veerdier pa K. Denne leg udvides i emnet lineser programmering
til nogle praktisk anvendelige metoder, men her vil vi kun lege med matematikken og de
begreber der ligger naermest for. Det forste begreb vi stéder pa er polaren til en meaengde.

Definition 9.1. Lad M C R"™. Ved polaren polar (M) til M forstas R™ hvis M = () og
ellers meengden givet ved

polar( M) ={y e R" |Ve e M :y-x < 1}.
Bemaerk at polar (0) = R"™ og polar (R™) = 0.
Saetning 9.2. Huvis IC er en konveks kegle, er normalkeglen til IC lig polaren til IC, dvs.
{yeR"|VzeK:y-2<0}={yeR"|VzeK:y -z <1}.

Bevis. Day-r <0 = y-x <1 fas at venstresiden er en delmaengde af hgjresiden,
altsa at normalkeglen er en delmaengde af polaren til K. Lad da y ligge i polaren til IC
ogladz € K, dafasforalle Ne Nat Nr € Lsay-(Nz)<1l,ogy -z < % Heraf ses,
at y-x <0, og y er element i normalkeglen. O

Vi starter med den sakaldte bipolarsatning.
Saetning 9.3. Lad M C R" vere ikke—tom, da er polar (polar (M)) = clconv (M UO0).

Bevis. Da polar (M) ={y e R" | Vm € M : m -y < 1} ses det, at for y € polar (M) er
y-m <1 (me M)sa M C polar (polar (M)). Ligeledes er det klart at 0 ligger i po-
laren til alle maengder, sa 0 € polar (polar (M)). Endelig ses det at polar (polar (M)) =
N J(y,1), sa polar (polar (M)) 0 er fellesmaengden af en familie af afslut-
yepolar (m)
tede halvrum, og polar (polar (M)) er dermed bade afsluttet og konveks. Alt i alt er
polar (polar (M)) en afsluttet konveks delmeengde af R™ som omfatter M U {0}, og der-
for geelder polar (polar (M)) D clconv (M U {0}). For at vise den modsatte inklusion
veelges © ¢ cleconv (M U {0}), og det vises, at x ¢ polar (polar (M)). Til den ende
bemaerkes det forst, at nar = ¢ clconv (M U {0}), sa kan {z} og clconv (M U {0})
separeres steerkt (Seetning 8.6). Der findes derfor y € R™ \ {0} og reelle tal v < a < 3,
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9 Farkas alternativ og dualitet

sa clconv( M U{0}) C J(y,y) ogy-x > [.Da0 e J(y,v) fas 0 < v < a < 3, sa ved
at erstattet y med gy givet ved y = éy fas J(y,v) = J(éy, éy) =J(y,2) € J(y,1), da
1>12

Heraf ses at M C J(y,1),sa Vm € M :m -y < 1, og dermed 3 € polar (M). Pa den
anden side giver « < S at §-x >+ -3 >1sa x ¢ polar (polar (M)), da x ¢ polar ({§})
og polar ({g}) D polar (polar (M)), eftersom ¢ € polar (M). Seetningen folger. O

Herefter fglger et specialtilfzelde af bipolarssetningen kaldet Farkas Lemma. I den form
det praesenteres her handler seetningen om en karakterisering af cone ({a1, ..., a,}), altsa
keglen frembragt af endeligt mange vektorer fra R™. Om lidt skal vi se at resultatet ogsa
kan laeses anderledes.

Satning 9.4 (Farkas Lemma). Lad m € N og a4, ...,a,, € R". For a € R" gelder
der
a € cone ({ay,...,an})

hvis og kun hvis
VeeR":a1-2<0,...,0p 2<0 = a-2<0.

Bevis. Beviset er baseret pa at cone ({a,...,a,}) er lukket. Dette resultat kan godt
vises (Opgave 1.39) uden serlige hjelpemidler, men kommer forholdsvis let, nar vi ken-
der strukturen af polyedre noget bedre. Vi starter altsa med at basere beviset pa at
cone ({aq,...,an}) er afsluttet konveks og indeholder 0. Lad A = {\;a;|1 <i <m, \; >
0}, altsa alle ikkenegative multipla af vektorene a;, 1 < ¢ < m. Daer 0 € A og
conv (A) = cone ({ay,...,an}), sa cone ({ai,...,a,}) = polar (polar (A)) = {a € R™ |
Vo € polar (A) : a-x < 0}. Da polar(A) = {z € R"|a; - < 0,1 < i = m} folger
seetningen. U

I kapiteloverskriften star der “Farkas Alternativ’ og i Seetning 9.4 “Farkas Lemma”,
det virker maske forvirrende, men arsagen er at man ved brug af “matrix-sprog” kan
omforme indholdet af 9.4 sa indholdet tilsyneladende er et andet. Denne anden version
praesenteres umiddelbart herunder i 9.5

Saetning 9.5 (Farkas Alternativ). Lad A vere en m x n matriz og ¢ € R™, da er
netop et af nedenstaende 2 udsagn sandt.

1) Der findes y € R™ med y; >0, 1 <i<m sa Aly = c.
2) Der findes x € R" sa (Az); > 0,1 <i<mogc-z<0.

Beuvis. Indholdet af ssetningen kan kort formuleres som: 1) <= non 2). Defineres
vektorer a; € R" for 1 < ¢ < m ved a; = ;A, sa er udsagnet 1) endbetydende med
¢ € cone({a,...,a,}). Vi underspger nu hvad udsagnet non 2) siger ved direkte
negering af udsagnet 2).
non 2) <= Vz € R" med egenskaben (Az); > 0 for alle i € {1,...,m}
gaelder c-z > 0.
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En simpel overvejelse, baseret pa en erstatning af r med —x, viser sa at ovenstaende
udsagn er ensbetydende med:

non 2) <= Vz € R" med egenskaben (Az); <0 for allei € {1,...,m}
gaelder c-x < 0.

Idet (Az); = ;A -z = a; -z fas
non?2) <= VzeR":a;-2<0,...,a4p, - 2<0 = c-2<0).

I folge Seetning 9.4 fas da non 2) <= 1), og seetningen er vist. O

0.6 Lidt om dualitetsteori

Som bekendt er enhver linezer afbildning f : R™ — R givet ved en vektor y € R”, sa
f(z) =y -z, (xr € R"). En lineeer afbildning f : R” — R kaldes ogsa en linearform, sa
vi kan altsa identificere et y € R” med en linearform f, : R” — R ved f,(z) =y - x.
Rummet af linearformer L(R™, R) normeres ved hjelp af normen pa R", og den sakaldte
afbildningsnorm ved

Vf € L(R" R) defineres || f|| := sup{|f(z)|| [|z]| <1, x € R"}.
Idet f = f, for et y fas
£yl = sup{ly - 2| [ [|=]] <1} <[ly]| p.g.a. Cauchy-Schwarz .

Hvis y = 0 fas f, = 0 og || f,|| = 0. Hvis y # 0 er for = 7y, [lz] = 1 og f,(z) = [yl
sa || £yl = llyll, og dermed ||f,|| = |lyl. AND SO WHAT? Vi har blot fundet at
afbildningen R" 5 y — f, € L(R™,R) er en surjektiv isometri, men dette far skam
betydning senere i livet. Det er ikke altid det gar sadan. Havde man f.eks. udstyret R"
med p—normen for 1 < p < 0o, (p # 2) som defineres nedenfor, ville man fa noget helt
andet. Lad € R". For p = 00 : ||#[|o := max{|z;| | 1 < i < n}, ogfor 1 <p < oo:
|||, :== (Jz1|P + - - - + |z, |P)/P. Inden vi vender os til hvad man far bemzerkes det forst

at nar ||| ||| er en vilkarlig norm pa R"™, defineres den “duale” norm ||| - |||* pa L(R™, R)
ved for f € L(R",R) at definere

LA = sup{[f (@) | {[|2]]] < 15

Udregningerne ovenfor viser nu, at || |3 = || |l nar L(R", R) identificeres med R",
eller helt formelt, for f, geelder || f,||5 = ||yl
Helt generelt kan man vise, at der geelder for tal p, ¢ € [1, oo] med %Jr% =1, (£ =0),

o
at

1folly = llyllq-
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9 Farkas alternativ og dualitet

Et eksempel pa dette faenomen kan udtrykkes lidt anderledes ved hjelp af polarer. Lad
yeR"
[yl <1 = Ve eR™, lzfl, <1:|y-2 <1
= Vo eR ol <1y <t (| —al,= [al,)
<= y e polar({r e R" | ||z]|, <1}).

Nar dette knyttes sammen med || f,[|> = [|y||, fas altsa:
For p,q € [1, c0] med i + % = 1 geelder

polar ({z € R™ [ |z][, <1}) = {y € R" [ [lylly < 1} .

Se opgaverne 3.2, 4 fgrste skridt.

I trad med opgave 3.2 lader vi nu n = 2, og prover af regne konkret pa | z|/,. Som
antydet ovenfor kan det veere rimeligt at studere enhedskuglerne B, for de forskellige
normer || ||,

B, :={z € R*| |z, < 1}
For p = 1 og p = oo fas By = {(x1,22) | |z1| + |22] < 1} 0og B = {(x1,22) |
max{|z], 72|} <1}

A
)(Z

N

(1,1)

NN
NN
\\\\\ %
1-1) |

R

Disse “kugler har flade sider. Kun den “rigtige” kugle for p = 2 er “kuglerund”, de
andre ligger ind imellem, og kuglerne vokser med p
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Nar p bevaeger sig fra 1 til oo deformeres med B, gradvist fra det ene kvadrat til det
andet. Dette er udnyttet af Piet Hein ved konstruktionen af den sakaldte superellipse. Her
er akserne dog normalt ikke lige lange. Jeg vil tro at superellipsens p ligger i intervallet

[%, 3], men jeg ved det ikke.
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10 Dimension og relativ topologi

Lad os forestille os en konveks maengde som er et liniestykke, da siger vor intuition os
at den eneste rimelige definition af dimensionen af denne maengde ma veere 1, uanset at
liniestykket ligger i R". Analogt ma dimensionen af det konvekse hylster af 3 punkter i
R™ der ikke ligger pa linie veere 2, og man kunne fortssette med 4 punkter der ikke ligger i
en plan, dvs 4 affint uatheengige punkter udspsender en konveks maengde af dimension 3.
I alle tilfzeldene ses det at den naturlige definition af dimensionen af en konveks maengde
er at den ma veere den samme som dimensionen af det affine hylster af den givne konvekse
maengde. Dette afspejles i den generelle definition herunder.

Definition 10.1. Lad C C R" veere konveks. Dimensionen af C - dim(C) - defineres ved
dim(C) := dim(aff(C)).

Antag C # 0 og lad k = dim(aff(C)), da ses det fra Seetning 2.15 samt Definition
2.16, at C ma indeholde et saet (co,. .., ) af k+ 1 punkter som er affint uathengige og
udspeender aff(C), dvs.

aﬁ(c):{(X000+-.-+Ozk0k|a0+...+ak:1}’

Heraf kan man se, at dimensionen af C ogsa kan males lokalt, dvs. indenfor C selv, som
det tal der er bestemt som: “det maksimale antal affint uatheengige punkter der kan
udtages fra C minus 1”7. Dette kan formuleres lidt mere formelt som

Saetning 10.2. Lad C C R™ vere konveks og ikke—tom. Dimensionen k = dim(C) er
karakteriseret ved at der findes en delmangde {co, . ..,cx} af C bestaende af k+1 punkter
som er affint uafhengige, men enhver delmaengde fra C som indeholder k + 2 elementer
eller flere er affint afhengig.

Konvekse delmaengder i R" som ikke har fuld dimension (n), kan ikke have indre
punkter, da en hyperplan H(y, «), dvs. et affint underrum af dimension (n — 1) ikke har
indre punkter. (Se Kapitel 4 aspekt 4).

Vi starter derfor den topologiske undersggelse af konvekse maengder med en undersg-
gelse af konvekse delmaengder af dimension n.

Saetning 10.3. Lad C C R™ vere konveks og dim(C) = n, da er det indre C # 0.

Beuvis. Eftersom dim(C) = n findes der et st (cg,...,c,) bestaende af n + 1 affint
uafheengige punkter fra C. Vi kan derfor definere en affin isomorfi, dvs. en bijektiv affin
afbildning F': R — R" ved

F0)=co, Flej) =¢;, 1<j<n.
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I fplge Seetning 2.10 findes der en reguleer n x n matrix A € M(n,n), sa F(z) = Az + ¢
for z € R™. Den inverse afbildning F'~! : R® — R” er ogsa affin, idet den er givet
ved F1(y) = A7ty — A7 1¢qy. Ifglge Seetning 1.5 er F~! kontinuert, hvilket medfgrer at
originalmaengden til en dben maengde V for F'~! er aben. Skrevet i symboler giver dette:
(F~H7YV) er aben og dermed for enhver aben meengde ¥V C R™ er F(V) = (F~1)7}(V)
en aben maengde. Dette kan udnyttes til at vise, at C har indre punkter. Lad nemlig
Y C R" veere givet ved

V={zeR"z;>0,...,2, >0, 21+ -+, <1}.

Sa er V aben da V er feellesmeengden af (n + 1) abne halvrum. Yderligere er V # (), da

En simpel udregning nedenfor viser at F'(V) C C, sa C D F(V) #0:
For

r=(x1,...,xp) ER"erx=(1—a;— - —2,)0 + 2161 + -+ Tpey,
en affin kombination af (0,eq,...,e,), sa
Flz)=(1—21 —xg,...,—xy)co + x101 + -+ - + TpCp -

Nar = € V bliver F(x) derfor en konveks kombination af (cg,cy,...,¢c,), sa F(V) C C,
og det indre af C er ikke-tomt idet C indeholder den abne maengde F'(V). O

Det neaeste resultat er en af klassikerne indenfor konveksitetsteori. Det udtaler “geo-
metrisk”, at nar det indre af en konveks meengde C ikke er tomt, sa er randen af C en
skal, som antydet pa tegningen

L
om

Z Y

Betydningen af disse vage udsagn fremgar af Seetning 10.6.

Som eksempel pa meengder der ikke har sadanne paene egenskaber, kan man betragte

QCR. Herer Q =R, 0og Q =0, sa 9(Q) =R.

Lemma 10.4. Lad C C R" vere konveks med ikke—tomt indre. For xo € C 0g r1 € &
geelder |xg, x1] C C.
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10 Dimension og relativ topologi

Bevis. Antag forst, at o € C og § > 0 er valgt, sa K(z1,0) CC. For 0 < A < 1 lad
xy = (1= Nxzo + Axy = 20 + M1 — 20), 0g det ses, at ||xy — xo|| = A||z1 — x0||. Betragt
nu tegningen

Det ses ved ligedannethed i forholdet A : 1, at K(z,Ad) C C, sa x) € C. Safremt
man fgler sig utryg ved dette argument, kan argumentet danne basis for et algebraisk
argument, som man kan skrive ned i alle detaljer. Lad da y € K (z, A\J), da skal jeg vise
at y € C. Tegningen viser at jeg skal finde z som

1
z:xﬁrx(y—m)-

Heraf ses, at [lz1 —z|| = ]|y —za|| < $(A6) = d sd z € K(x1,0), og dermed z € C. Tager
jeg nu den konvekse kombination (1 — A)zg + Az fas et element i C, men

(1—>\)$0—|—)\Z:(1—>\)$0+)\$C1+(y—37)\):$A+<y—$)\):y.

Hermed er pastanden i lemmaet bevist nar zy € C. Antag nu 2y € C \ C som antydet pa
tegningen herunder, og lad igen 0 < A < 1, xy = (1 — N)zg + Az1 = 29 + M(x1 — 20).
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Da zy € C findes zy € K(x9,\0) NC, og for zy = (1 — )z + Az; giver resultatet

ovenfor, at K (z),Ad) C C. Da ||z) — 25| = [|(1 — A\) (20 — x0)|| < ||z0 — @o|| < A0, far vi
xy € K(z),A0) C C, men ogsa z, € C, da K(z),Ad) er en aben maengde indeholdt i C,
og dermed indeholdt i C. O

Szetning 10.5. Lad C C R"™ vere konveks med ikke-tomt indre, da geelder C = (03 0g
c=c.

Bewvis. Da & CCer E’ CC.LadnuzeC,yc &, og definer z, := (1 — %)x + %y. Ifplge

o o o —
Lemma 10.4 er 2z, € C, men z, — x forn — oo, saxz € C og C =C.

DaCQZerE’Q@. Lad nu z € C og § > 0 veere valgt sa K(z,6) C C og valg y

tilfeeldigt i C. Betragt da liniestykket [y, x] = {(1—t)y+tz | 0 <t < 1} og lad z; betegne
punkterne herpa, z; ;= (1 — t)y + tx, 20 = y og z1 = .
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10 Dimension og relativ topologi

Da K (x,6) C C kan liniestykket fortseettes ud over x (t > 1), saledes at z, € K(z,9) C C,
nar t ikke er alt for meget stgrre end 1. Igen giver tegningen fundamentet for en eksakt
udregning

lze —zll = |(L =)y + (¢ = Dl = |t = 1 [lz — [,
sa 2z € K(z,0) nar |t — 1] < m, dvs. for t = m er z; € C,og da x € [y, z], er
x € C ifplge Lemma 10.4.

Bemaerkning: En lidt mere “moden” made at praesentere det foregaende argument — efter
tegningen — ville veere at sige: Lad z betegne et punkt pa forleengelsen af liniestykket
[y, z] ud over z. Salenge ||z — z|| < J ligger z i C, og dermed fas fra Lemma 10.4, idet

r €y, z[at z €C. O

Der kan drages endnu nogle konklusioner af Lemma 10.4, men denne gang vedrgrende
snit mellem konvekse meengder og linier i R™.

Saetning 10.6. Lad C C R™ veere en afsluttet konveks maengde, og lad { betegne en linie
med retningsvektor b # 0 gennem et punkt ¢ fra C — € = {c+ tb|t € R} Der gelder da:

(i) I:={t € Rlc+tb e C} er et afsluttet interval i R" og 0 € I.
(ii) I er opadtil begraenset hvis og kun hvis b ¢ recc(C).

(iii) I er nedadtil begraenset hvis og kun hvis —b ¢ reccC.

(iv) Hvis I er et begrenset interval [a, 3] og ¢ € C geelder

c+th¢C for —co<t<aeller f<t<oo
c+thed(C) fort =aeller t =0

c+tb€& fora<t<pg.
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Beuwis.

Ad (i): Lad F' : R — R" veere givet ved F\(t) = ¢ + tb, da er F' affin og kontinuert
og I = F7YC), som derfor er afsluttet og konveks. Ifglge en opgave er de konvekse
delmeengder af R netop intervallerne. Da F(0) =c € C, er 0 € I, og (i) folger.

Ad (ii): Hvis b € recc(C), er tb € recc(C) for t > 0, da recc(C) er en konveks kegle,
men sa er ¢+ th € C for t >0 og I D [0, 0.

Hvis I ikke er opadtil begreenset indehholder I intervallet [0, co[og fra Lemma 7.2 fas
da at b € recc(C), og (ii) er vist.

Ad (iii): Helt analogt bevis som beviset for (ii). Prov selv!

Ad (iv): Dette er en direkte konsekvens af Lemma 10.4. O

Vi skal nu undersgge tilfeeldet hvor dim(C) < n, sa er det indre af C tomt, og vi har
et problem med at diskutere C’s topologiske egenskaber. Problemet er imidlertid ikke sa
stort, da C er indeholdt i aff(C), og i forhold til dette lavere-dimensionale rum, giver det
god mening at tale om (relativt) indre punkter.

Eksempel 10.7. Lad C = {(z1,22) € R*0 < 2y, 0 < 19, 11 + 29 = 1}

X, X,
z @z’ “g(?)
B %
Y
re (7)
X

Det indre af C med hensyn til affC.

Dette kaldes det relative indre af C og betegnes ri(C) og er her givet som {(z1,x2) €
R2|xy > 0, 29 > 0, z;+x5 = 1}. Vi kigger nu pa et tilsvarende eksempel i 3 dimensioner.

Lad C = {(z1, 79, 73) ER?|2y >0, 25 >0, 23>0, 2y + 29 + 23 = 1}.
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10 Dimension og relativ topologi

| off(@) = Ht1),1)

aff(C) = H((1,1,1),1) = {(z1, xo, x3) |21 + 2 + 23 = 1}.
Relativt til aff(C) ser situationen saledes ud:

adf(€) = K, 1)

Forhabentligt har disse eksempler givet dig en intuition med hensyn til hvorledes
man skal forsta eller opfatte begrebet, relativt indre. Det bliver defineret helt praecist i
Definition 10.8. Her vil jeg blot ende den intuitive gennemgang med at argumentere for,
at enhver ikke-tom konveks meengde har et ikke-tomt relativt indre. Hvis dim(C) = k, er
aff(C) = xo + U, hvor U er et k—dimensionalt linesert underrrum af R". For D := C — x
fas da, at D C U, dimD = dimU = k, men U har en ortonormalbasis, fi,..., fi og
kan dermed via afbildningen R¥ > (21,...,2) — 211 + -+ + 21.fr € U opfattes som
veerende RE,

Betragtes D som konveks delmaengde af R¥, viser Seetning 10.3 at D # ), dvs. at som
delmaengde af R™, er det relative indre af D ikke—tomt, og dermed er det relative indre
af C ikke-tomt.

Definition 10.8. Lad C C R” vere en ikke-tom konveks meengde. Ved det relative
indre af C — ri(C) — forstas det indre af C opfattet som delmeengde af det metriske
rum (aff(C), d), hvor d(a,b) = ||a — b||. Hvis C = () er det relative indre af C den tomme
maengde.

Saetning 10.9. Lad C C R™ vere konveks og ikke—tom, da er i (C) ikke—tom.
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Bevis. Lad k = dim(C). Hvis k = 0 er C = {c} et enkelt punkt, sa aff(C) = {c} = C, og

ri (C) = aff(C) som delmeengde af aff(C), dvs. ri(C) = aff(C) = {c} # 0. Hvis k > 1, er
aff(C) = zo + U, hvor U er et linesert underrum af R™ af dimension k£ > 1. Derfor har U
en ortonormalbasis (fi,. .., fr). Vi kan derfor definere en isometri F' af R* pa aff(C) ved

F(xy,...,op) =20+ 21 fi + -+ o fi

Det er klart at F' er surjektiv, og isometriegenskaben folger af, at for x = (x1,...,x),
y=(y1,...,yx) € R¥er

§ 1/2
= (Z(w —%)2) =z =yl

i=1

IF(@) - F)ll = | Z@c ~ v

Heraf folger at de metriske rum (R*, d) og (aff(C), d) har egenskaben
VM C aff(C) : M er aben i (aff(C),d) & F~*(M)er aben i R¥.

Specielt for C fas da ri(C) = F(F~'(C)). Da F er affin, folger det fra Seetning 5.4.4
at F~1(C) er konveks, og vi skal sa blot overbevise os om, at dim(F~(C)) = k for
at kunne anvende Seetning 10.3 til at indse, at ri(C) # (. Til den ende betragter
vi et affint uatheengigt seet (co,c1,...,c,) bestaende af k + 1 elementer fra C. Seettet
dy = F7Y(co),...,di = F7 (¢;), di, = F~'(cy) ligger i D := F~(C), og ma veere affint
uafhaengigt, da F er en affin isomorfi af R¥ pa aff(C). Eftersom D = F~1(C) er en del-
meengde af R* og indeholder et affint uafhaegigt seet bestaende af k& + 1 vektorer ma D

have dimension k i R¥ ifglge Saetning 10.3. Heraf ses sa at i (C) = F(Zo)) # (. O

Det kan synes lidt tungt at ga hele vejen rundt om F : R*¥ — aff(C) C R” for at
etablere dette resultat. Grunden til at jeg har valgt denne fremstilling er, at jeg har
erfaring for, at nogle studerende foler sig utrygge ved de intuitive argumenter der blev
praesenteret for Seetning 10.9. Nar denne utryghed har forladt dig efter at du har arbejdet
med dette bevis, vil jeg anbefale dig at teenke geometrisk saledes som indledningen til
emnet — Eksempel 10.7 — laegger op til. Uden beviser vil jeg derfor tillade mig at naevne
fglgende resultater:

Lemma 10.10 (Lemma 10.4 generaliseret). Lad C C R" vere konveks.
For xyg € C og x1 € 1i(C) :]xg, z1] C i (C).

Saetning 10.11 (Saetning 10.5 generaliseret). Lad C C R" vere konveks, da gelder

ri(C) =1i(C), 1i(C)=C.

Satning 10.12 (Konsekvens af Ssetning 10.6). Lad C C R"™ vere konveks. Lad
xo € 1i(C) og x1 € C. Huis x1 — x ¢ recc(C) findes > 1, sd xo + Mx1 — 29) € 11(C)
for 0 < A< B, og xo+ Nxy — xg) ¢ C for A > B samt xyg + B(x1 — x9) € C.
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11 En vanskeligere separationssaetning

Dette afsnit indeholder kun ét resultat.

Saetning 11.1. Lad C og D vere disjunkte konvekse ikke—tomme delmengder af R™, da
kan C og D separeres ved en hyperplan.

Dette er ikke den bedst mulige separationsseetning man kan fa, men den bedst mulige
kreever meget mere teori og abstrakt teenkning, sa vi ngjes med det naestbedste, som da
ogsa er godt nok i mange tilfselde. Star man nu en dag og mangler den bedste vare er
det sa heldigt, at man gerne ma benytte den, selv om man ikke har set beviset, og sa er
skaden jo til at overse. Den bedste seetning er

Saetning 11.2. Lad C og D vere konvekse ikke—tomme delmaengder af R™, da kan C og
D separeres egentligt ved en hyperplan hvis og kun hvis ri (C) Nri (D) = 0.

Bevis. (Seetning 11.1) Som i beviset for Seetning 8.5 — den forste separationsseetning
— betragter vi F ;=D —C ={d —c| c € C, d € D}. Forudsaetningen siger, at 0 ¢ F.
Hvis 0 ¢ F er dist(C,D) > 0, og Szetning 8.5 kan anvendes til at opna, endog, staerk
separation. Vi kan derfor antage, at 0 € F (og 0 ¢ F). Lad fo € 1i (F) ( Seetning 10.9)
og definer fort e R,0 <t <1, 2z, =(1—1)-0+tfo=tfo. Daerz; eri(F)for0<t <1
(Seetning 10.12). Endvidere ses det at for t =0 er zp =0 ¢ i (F), da ri (F) C F.

Som konsekvens af Lemma 10.10 eller Seetning 10.12 fas da, at for ¢t < 0 er z, & F og
Seetning 8.5 medferer sa at for m € N, at Z1 kan separeres steerkt fra F.

Lad y,, € R" og a,, veere fundne, sa H (Y, ) separerer z_ 1 og F staerkt. Et gjebliks
overvejelse viser, at for s € Ry (dvs.s > 0) er

J($Ym, sam) = {x € R"[s(ym - ) < sam} = J(Ym, ) -

86



Det vil saledes ikke skade at antage at [|y,,|| = 1, thi hvis ||y,.|| # 1, kan vi i stedet for
Ym benytte m%ﬂ og i stedet for a,,, ”yl—m”ozm.

Folgen (Ym)men er indeholdt i enhedssfeeren S = {y € R" | ||y|| = 1}. Meengden S
er klart begraenset og lukket sa S er kompakt, og (¥, )men har en konvergent delfglge
(Ym; )ieNs Ym, — y for i — oo.

Eftersom H (ypm,, um,) separerer z_ 1 og F steerkt, og 0 € F, fas for f € F

1
——Jo Ym; = 21 Ymy < Uy < Yy - S
m; m;
Venstresiden vurderes ved
1 1
| = —fo Ym| < —lfoll llym. |l
m; my;

sa 1
mill = 1), <Om; < Ym; o J -
(1ymqll = 1), =l foll < Qm; < Y, - f

For f =0 fas a,,, < 0.
Fglgelig fas au,, — 0 for ¢ — o0, og y - f = lim y,,,, - f > lim oy, = 0.
Idet ¥ =D —C, fas for d € D og c € C, y-zdozoy-c. Veelges nu ¢y € C og dy € D ses
det, at {y - c|c € C} er opadtil begreenset af y - dy, og {y - d|d € D} er nedadtil begraenset
af y - cy. Det giver derfor mening at definere v = sup{y-c|c € C} og § = inf{y-d|d € D},
og vi har v <  samt C C J(y,v) og D C J(—y,—[3), og dermed separerer H(y,)
maengderne C og D. O

Bemeerkning 11.3.

Vi kan komme lidt teettere pa det optimale resultat, idet vi far det gratis hvis dim (D —
C) = n. I dette tilfeelde kan D og C ikke begge veere indeholdt i en hyperplan H(y, o),
da D —C sa ville veere indeholdt i det linezere underrum {y}+ i modstrid med antagelsen
om, at dim(D — C) = n. Altsa fas egentlig separation.

Som konsekvens af Szetning 11.2 kan man se, at hvis # € C \1i (C), s& kan de konvekse
mangder {z} og ri(C) separeres egentligt, dvs. der findes H(y,«a) sa x -y < «, og for
c €1i(C) geelder ¢ -y > a, og der findes ¢y € 11 (C) med ¢y -y > a. Danu z € C = (1iC)
erx-y>asax € H(y,a)ogC C J(—y,—a), men C € H(y,«a). Der findes altsa en
stgttehyperplan H(y, ) gennem hvert punkt z € C \ 1i (C), saledes at C € H(y, ).
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12 Ekstremalpunkter, ekstremale
retninger og polyedre

Nar man betragter en konveks polygon i planen er det nok klart, at den er det konvekse
hylster af sine hjgrner. Ligeledes er det klart, at “hvis ordet ekstremalpunkt” skal tolkes
efter palydende, sa ma det veere hjornerne der ér ekstremalpunkterne for den konvekse
polygon.

Herunder vil vi give en definition pa begrebet ekstremalpunkt, for sa umiddelbart efter,
at vise, at en vilkarlig kompakt konveks maengde er det afsluttede konvekse hylster af
sine ekstremalpunkter.

Der geelder en lignende saetning for konvekse kegler, men bortset fra 0 — origo, har en

1 1 (3

konveks kegle ingen ekstremalpunkter (a = (1a) 4+ 1(2a)). Tegningen herunder

9

illustrerer derimod, at en afsluttet konveks kegle har “ekstremale retninger” i det viste
tilfeelde er der 3 ekstremale retninger, og det er klart, at keglen netop er den konvekse
kegle frembragt af 3 vektorer, én for hver af kanterne. Dette resultat vil blive generaliseret
neermest ordret i Seetning 12.6.

Ovenstaende 2 resultater kombineres til et generelt resultat om lukkede konvekse
maengder. Nu er de ubegreensede konvekse maengder ikke alle konvekse kegler, f.eks.
er {(z1,22) € R?|xy > 22} ubegraenset og konveks, men langt fra at veere en kegle.
Det er alligevel muligt at fa information om de ubegraensede lukkede konvekse meaeng-
der. Lad C veere en sadan, da dekomponeres C forst ved hjeelp af Seetning 7.3. Lad
L = recc(C) N (—recc(C)) — det storste linegere underrum indeholdt i C, sa er

1.C=L+L'NC; D:=LNC.

2. (Seetning 12.7). En afsluttet konveks meengde D uden linier opfylder
D = conv (ext(D)) + recc(D).
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3. (Seetning 12.8). En afsluttet konveks meengde D uden linier, er det konvekse hylster
af summen af sine ekstremalpunkter og sine ekstremale retninger.

Kapitlet afsluttes med at anvende Saetning 12.8 pa polyedre, for derefter konkret at
beskrive en metode til at finde de ekstremale retninger og ekstremalpunkterne for et
polyeder uden linier.

Definition 12.1. Lad C C R" veere en konveks maengde. Et punkt ¢ € C siges at veere
et ekstremalpunkt hvis C \ {c} er konveks.
Mengden af samtlige ekstremalpunkter i C betegnes ext(C).

Bemaerkning 12.2. Ifglge opgave 1.15 er ¢ € C et ekstremalpunkt i den konvekse
meengde C hvis og kun hvis der gaelder

Veg,e1 € C i c €ley, 1] = g =1 = c.
Definition 12.3. Lad C C R" vere en konveks maengde.

e En halvlinie A ud fra 0 med retningsvektor b # 0, h = {Ab|]A > 0}, kaldes en
retning for C hvis C + h C C, eller @kvivalent hvis h C recc(C).

e En retning h = {Ab|\ > 0} for en konveks maengde C kaldes ekstremal hvis der
geaelder:
Vd,e e recc(C) :d+ech=dechogec€h.

e Mangden af ekstremale retninger for C betegnes exray(C).

Bemaerkninger 12.4. Eftersom en halvlinie ud fra 0 er en retning for C hvis og kun
hvis retningsvektoren tilhgrer recc(C) ses det at exray(C) = exray(recc(C)).

Bemaerk igvrigt at hvis C indeholder en linie £ = {Ab|]A € R} sa kan ¢, := {\b|A > 0}
ikke veere en ekstremal retning da b = 2b + (—b).

I den resterende del af kapitlet vil vi kun diskutere ekstremale retninger for konvekse
maengder uden linier.
Saetning 12.5. Lad C C R"™ vere konveks og kompakt, sa er C det konvekse hylster af
sine ekstremalpunkter.
Bevis. Seetningens pastand holder klart for C = (). Beviset fores som et induktionsbevis
med induktionsudsagn U for k > 0, (dim(0) := —1).

U,: Enhver konveks kompakt meengde C af dimension hgjst & indeholdt i et talrum R*
er det konvekse hylster af sine ekstremalpunkter.
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12 Ekstremalpunkter, ekstremale retninger og polyedre

Induktionen starter i & = 0. En konveks maengde af dimension 0 er et punkt zg;
(aff(C) = {zo} = C ={x0}), ext({zo}) = {0} sa Uy er sand.

Betragt nu en konveks og kompakt delmaengde C af R™ af dimension (k + 1), og
antag, at Uy, er sand (k > 0). Det vises forst at C har ekstremalpunkter. Da k+ 1 > 1,
findes der mindst 2 punkter xg,z; € C, 9 # x1. Lad y := x1 — z¢, sa er y # 0, og

fy(C) = {y - x|z € C} er et kompakt interval i R; [, 5], § = maxy -, o = mi(rzly - T,
[AS re

da f, er kontinuert, og C er kompakt og konveks. Eftersom y - z1 — y - 29 = |ly]|* > 0
er < f3,sa D = fy_l(ﬁ) N C er en konveks og kompakt delmeengde af C (Seetning
5.4.5), og D # C. Nu kan D ikke have dimension k + 1, thi f, vil, da den er en affin
funktion, veere konstant pa aff(D) med veaerdi 3, men f, er ikke konstant pa C C aff(C),
sa aff(D) g aff(C). Altsa er dim(aff(D)) < k og dim(D) < k. Da udsagnet U}, er antaget

at veere sandt har D ekstramalpunkter, og D = conv (ext(D)).

Lad d veere ekstremalpunkt i D, sa viser de neeste linier, at d ogsa er ekstremalpunkt
i C, og dermed, at ext(C) ikke er tom. Antag cg, ¢; € C og d €]cg, c1], d = (1 —N)co + Acy,
saery-cog<y-d=p,ogy-c;<y-d=p,0g(l—=Ny-co+Ay-c; =y-d=[.Da
O< A<l may-co=y-c1 =pf,sacyc €D, ogdaderekstremal i D, er ¢y = c; =d.
Heraf folger, at C \ {d} er konveks, sa d er et ekstremalpunkt i C. Da ext(C) # ), kan vi
nu definere en ikke-tom konveks delmeengde € af C ved £ := conv (ext(C)). Antag nu at
co € C\E. Dacy ¢ &, kan ¢y og € separeres egentligt ved hjeelp af en hyperplan H (y, o),
dvs. £ C J(y,a), co-y > a. Lad som for 3 = max{f,(c)|c € C} og D =CN f,; (). Som
tidligere i beviset ses det at denne maengde D har ekstremalpunkter og at disse ogsa er
ekstremalpunkter i C sa induktionsantagelsen giver at D C £. Vi kan yderligere slutte
at § = a, men sa ma ¢y -y = 3 og dermed ¢y € D C &, og antagelsen har fort til en
modstrid. O

Vi fortseetter umiddelbart med det analoge resultat for afsluttede konvekse kegler. Det
er imidlertid abenbart at resultatet ikke kan veere sandt for f.eks. K = R?, sa vi skal
betragte konvekse kegler uden linier.

Satning 12.6. Lad K C R"™ vere en afsluttet konveks kegle som ikke er {0}. Hvis K
ikke indeholder linier, er IKC den konvekse kegle frembragt af sine ekstremale retninger.

Bevis. Beviset er et induktionsbevis efter dimensionen k af IC. Tilfeeldet & = 0 er ikke
aktuelt da det er forudsat at L # {0}. Induktionen starter derfor med k£ = 1 som
behandles for sig, og induktionstrinnet tager sa sit udgangspunkt i at nedenstaende
udsagn U, er sandt for k = 1.

U: Enhver afsluttet konveks kegle K som ikke er {0}-keglen, som er uden linier og
af dimension mindre eller lig k£ indeholdt i et talrum R, er den konvekse kegle
frembragt af sine ekstremale retninger.

For k =1 er K = {Ab|A > 0} og da K ikke indeholder linier er K i sig selv lig den
eneste ekstremale retning som denne kegle indeholder. Lad nu £ > 1, £ € N og antag
Uy, er sand. Lad da I C R" vaere en afsluttet konveks kegle uden linier og af dimension
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k+1.Lad a € K\ {0}. Da dim(K) > k+ 1 > 2 findes b € K \ {0}, sa a ¢ {tb|t > 0}.
For en kegle K gaelder abenbart IC C recc(K), da K + K C K. Pa den anden side fas af
recessionskeglens egenskaber at K = K 4 recc(K) D recc(K) da 0 € I, sa recc(K) = K.
Specielt er b € recc(K)\{0}. Vi kan ikke have —b € recc(K), da b € recc(K)N(—recc(K)),
og b # 0 ville betyde, at linien {tb|t € R} er en delmaengde af K. Da K ingen linier har,
er —b ¢ recc(K), sa Seetning 10.6 giver

{t eRla+1tbe K} = |a,00] foreta < 0.

Bemaerk specielt at a + ab ¢ 1i(K), idet a + ab ma veere et randpunkt for for K relativt
til aff(IC) Defineres dy := a + ab sa er dy € K \ ri (K) og i henhold til Seetning 11.2 kan
dy og 1i (K) separeres egentligt. Der findes derfor en en hyperplan H(y, «) sa

Vi eri(K) : y-k<aogy-dy>a«
ey €11(K) : Y- co < .

Eftersom K =ri (K) og dy € K fas y - dy = a. Nu er K en kegle sa for n € N er ndy € K
og na = n(dy - y) = ndy - y < «, hvoraf vi kan slutte at @ < 0. Pa den anden side er
0esal-y<aoga=0.Idet a =0 fandt vi ovenfor et ¢ € K\ H(y,0) dvs. y-cy < 0.
Heraf kan vi slutte at LN H(y,0) er en ikke-tom afsluttet konveks kegle uden linier af
dimension mindst 1 da dy # 0, og af dimension hgjst k, da span (XN H(y,0)) ikke kan
indeholde ¢y, eftersom ¢y ¢ H(y,0). Induktionsforudssetningen giver da, at K N H(y,0)
er den konvekse kegle frembragt af sine ekstremale retninger. Lad h := {Ad|A > 0} veere
en ikke—triviel ekstremal retning i K N H(y,0), da bliver h ogsa en ekstremal retning
i K. Antages nemlig d = ¢; + ¢ med ¢1,c0 € K, sa fas y-c; < 0, y-co < 0, og
O=y-d=y-c1+y-co,say-cy=00gy-co=0,dvs. ¢1,¢c0 € KN H(y,0), og dermed,
da h er ekstremal i K N H(y,0), at ¢; € h og ca € h. Heraf ses at I har ekstremale
retninger.

Defineres nu nu H := cone (exray(C)) sa kan et indirekte argument vise os at H = K.
Det antages derfor at der findes a € K\ H, altsa specielt a # 0. De allerede gennemfgrte
argumenter viser at H # 0 sa ifplge ovenstaende, findes b € H \ {0}. Processen fra for
med a og b gentages nu, men med disse nye elementer a og b. Der findes folgelig et
interval [, 0o] med a < 0, om hvilket det geelder:

a+ XN e for A\>a og a+Xb¢ K for A< a.

Lad igen dy = a+ab. Vi ser, at dy ¢ 11 (K) og dj kan skilles egentligt fra ri (K), og som for
fas at dy € cone (exray(C)). Nuer a = dy—ab,ogdaa <0, er —ab € H = cone (exray(C))
og det ses at a € cone (exray(C)) i modstrid med antagelsen. Seetningen folger. O

Vi er nu gennem de fleste anvendelser af separationsssetningen, men vi mangler en
enkelt, hvis bevis dog har mange lighedspunkter med beviset for Seetning 12.6.

Saetning 12.7. Lad C vere en afsluttet konveks maengde « R™. Huvis C ikke indeholder
linier er C = conv (ext(C)) + recc(C).
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Beuis. Igen et induktionsbevis efter dimensionen af C. Dimensionerne —1 og {0} svarende
til henholdsvis C = () og C = {et punkt} er vel problemfrie? Ligeledes giver Seetning 12.6
sammen med Sezetning 7.1 resultatet, nar C er begraenset. Vi kan derfor antage at C er
ubegreenset, og dermed recc(C) # 0 i det folgende. Induktionsudsagnet U er som folger
(k>1).

Uy; Enhver ubegraenset, afsluttet, konveks delmaengde C uden linier og af dimension
mindre eller lig k i et talrum R’ tilfredsstiller identiteten C = conv (ext(C)) +
recc(C).

Forst et bevis for U;: En konveks delmeengde af R™ af dimension 1 er en konveks del-
mengde af en linie £ = {a + tb|t € R}. Da C er afsluttet, konveks, og uden linier, ma C
veere givet ved t € [or, o[ eller t €] —o0, ]. Lad os antage det forste, sa er ext(C) = a+ab
og recc(C) = {Ab|A > 0}, sa U, folger.

Lad nu k > 1, og lad C veere en ubegraenset, afsluttet, konveks delmaengde af R™ af
dimension k + 1 som ikke indeholder linier, og lad ¢y € C veere tilfeeldigt valgt. Det skal
nu vises at ¢y € conv (ext(C))+recc(C). Da C er ubegraenset er recc(C) # 0, sa der findes
b € recc(C) \ {0}. Da C ikke indeholder linier, er —b & recc(C), og ifplge Seetning 10.6
findes v < 0, sa {\ € R|cg + Ab € C} = [a,00[. Lad dy = ¢o + ab, sa er dy ¢ ri(C), og
dy og 11 (C) kan separeres egentligt ved hjeelp af Seetning 11.2. Lad da y € R™ \ {0} og
a € R vaere fundne sa H (y, a) separerer egentligt, dvs.

Veeri(C):y-c<a og y-dy> a.

DaC=ri(C)ery-c<aforalleceCsay-dy= a, og da separationen er egentlig, ma
der findes ¢y € C sa y-co < a, og dermed for D = {c € C|y-c = a} geelder D g C,D#0.

Da det for alle d € D geelder at y - d = a, fas Va € affD : y-a = «, sa aff D # aff(C),
da der findes ¢ € C med y - ¢ < «, dvs. dim(D) < k. Induktionsantagelsen giver nu at
D = conv (ext(D))+recc(D). Som i beviset for Seetning 12.5, ses det, at ext(D) C ext(C).
Det folger endvidere fra Seetning 10.6 (ii) at recc(D) C recc(C). Lad nemlig e € recc(D),
da geelder for dy at {dy + Ae|]A > 0} €D C C. Men dj € C. og derfor fas e € recc(C) fra
10.6 (ii). Da dy € D geelder altsa
dy € D = conv (ext(D)) + recc(D)
C conv (ext(C)) + recc(C) .
Imidlertid er ¢g = dy — ab og a < 0 og b € recc(C), sa ¢y € conv (ext(C)) + recc(C) +
recc(C), og da recc(C) + recc(C) = recc(C) eftersom recc(C) er en konveks kegle, fas
o € conv (ext(C)) + recc(C) og seetningen folger, da ¢y var tilfeeldigt valgt i C. O

Festens clou er nu sammenstykningen af disse resultater til fglgende:

Saetning 12.8. Lad C vere en afsluttet konveks mangde indeholdt © R™. Hvis C ikke
indeholder linier er

C = conv (ext(C)) + cone (exray(C))
= conv (ext(C) + exray(C)) .
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Bevis. Vi bemaerker forst at for to delmeengder A og B i R™ geelder conv (A + B) =
conv (A) + conv (B). Beviset for dette overlades til leeseren ligsom det ogsa overlades
til samme person at vise at for en konveks meengde C er exray(C) = exray(recc(C))
og conv (exray(recc(C))) = cone (exray(recc(C))). Det bemaerkes at vi igvrigt tidligere
har overvejet at recc(C) er afsluttet nar C er det. Vi vil herefter gennemfore beviset for
setningen ved at argumenterer for en raekke identiteter:

conv (ext(C) + exray(C)) = conv (ext(C)) + conv (exray(C)) iht. forste pastand ovenfor
= conv (ext(C)) 4 conv (exray((recc(C)))  iht. anden pastand
= conv (ext(C)) 4 cone (exray((recc(C)))  iht. tredie pastand

= conv (ext(C)) +recc(C) iht. Seetning 12.6
= C iht. Seetning 12.7

Den sidste opgave vi star overfor bliver at beskrive konvekse polyedre.

Definition 12.9. En konveks polytop i R™ er det konvekse hylster af endeligt mange
punkter i R™.

Et konvekst polyeder i R™ er feellesmeengden af endeligt mange afsluttede halvrum i
R™.

Eksempel 12.10. Lad ¢ € R", A € M(m,n) og b € R™ & € R™. Et linesert program-

meringsproblem bestar i at bestemme sup ¢ -z under bibetingelserne
zeR™

1/1'$ S;bl;2f1‘17fgb27---”nf1'175;bm
z1>0,...,2, >0.

Man kan teenke pa ulighederne ;A - z < b; som nogle begreensninger af gkonomisk eller
teknisk art, som problemet leegger pa valget af de mulige x—vektorer. Betingelserne z; > 0
vil ofte veere naturlige fra problemstillingen, hvis f.eks. x; betegner forbruget af en vare
eller et gode. Vender man sig til en mere formel matematisk opfattelse af problemet ses
det, at maengden af “mulige x—er” M som kriteriefunktionen x — c - = skal maksimeres
over udggr et polyeder, idet M er feellesmaengden af (n + m) halvrum

M = (ﬂ J(GA, bi)> N (ﬂ J<—ej,0)> .

Vi anvender nu den leerte teori pa M. Forst bemeaerkes det at M muligvis er tom, i
hvilket tilfaelde der gaelder sup{c-z | z € M} = —oo. Vi vil fremover antage at M ikke
er tom og sa starte med at bestemmes recc(M) samt det stgrste underrum £ C recc(M).
I dette tilfeelde er £ = 0 eftersom alle koordinater er ikke negative. Vi har sa at M er
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12 Ekstremalpunkter, ekstremale retninger og polyedre

et polyeder der er en feellesmeengde af n + m afsluttede halvrum, og det fglger at M er
en afsluttet konveks meengde uden linier.
[folge Seetning 12.8 er

M = conv (ext(M)) + cone (exray(M)).

Da M # () er sup{c- m|m € M} enten endelig eller uendelig. Det viser sig at det
der afggr hvilket tilfeelde der forekommer er om objektfunktionens koefficient-vektor ¢
tilhgrere normalkeglen norme (recc(M)) eller ej.

1) Antag ¢ ¢ normc (recc(M)). I dette tilfzelde vil der findes en vektor b € recc(M)
med c-b > 0, og form € M, n € Ner m,, := m+nb € M og det ses at c-m,, — +0o0
for n — oo. Altsa

¢ ¢ normc (recc(M))) = sup{c-m|m € M} = +co.

2) Vi antager nu at ¢ € normc (recc(M)). Da M = conv (ext(M)) +recc(M) ses det,
at for m = x+b med = € conv (ext(M)) ogb € recc(M), er c-m = c-x+c-b < c-z,
sa da 0 € recc(M) fas sup{c-m|m € M} = sup{c- x|z € conv (ext(M))} =
sup{c- x|z € ext(M)}, da funktionen x — ¢ - x er lineeer.

Det vil sige, det er nok at gore folgende for at lgse problemet.

1) Afggr om M = ().
2) Hvis M # () skal det afggres om ¢ € norme (recc(M)).

3) Hvis M # 0 og ¢ € normc (recc(M)) bestemmes ext(M), og veerdimeengden
{c-z|x € ext(M)}.

Det fremgar af nedenstaende mere detaljerede undersggelse af polyedre, at hvis et
sadant er feellesmeengde af k£ halvrum i R”, sa har det hgjst (Z) ekstremalpunkter. Mak-
simeringsopgaven i ovenstaende linezere program er derfor endelig og pricipielt lgsbar ved
at bestemme objektfunktionens veerdi i alle ekstremalpunkterne. Det naeste afsnit viser
hvorledes man konkret finder ekstremalpunkterne ud fra de givne hyperplaner. Disse
overvejelser giver ikke en hensigtsmaessig algoritme til lgsning af praktiske problemer. I
praksis kan man ved hjelp af den sakaldte simplexalgoritme succesivt bestemme ekstre-
malpunkter saledes at objektfunktionens veerdi vokser (svagt) ved hver itteration. Vi skal
ikke ga neermere ind pa disse anvendelser af teorien her, men vil dog ggre opmaerksom
pa et vigtigt teoretisk resultat som vi allerede nu kan indse: Der er kun 3 muligheder for
losninger til et lineaert programmeringsproblem:

(1) M=0 og sup{c-z|z € M} =—00
(2) M#D og sup{c-z|z € M} =0
(3) M#D og sup{c-z|z € M} =max{c- z|z € ext(M)}.
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12.1 Detaljer om polyedre

Lad y1,...,ym € R"\ {0} og a1,...,a,, € R 0g

m

P o= ()i ).

i=1

I det fglgende antages, at P er et ikke er tomt polyeder. Pa de naeste sider gives en op-
skrift pa hvorledes recc(P), L := recc(P) N (—recc(P)), ekstremalpunkter og ekstremale
retninger, bestemmes (safremt disse maengder ikke er tomme eller udartede).

DS

1) recc(P) = () J(v;,0).

1

7

Bevis. “recc(P) C 6 J(y:,0)".
) o

Lad b € recc(P pEPdaerp+)\b673for)\>0saforze{l ,m}
yi - (p+ Ab) < . Lad)\—>+oo, da fas y; - b < L(a; —yi - p), sd v - bSO, og

A

i=1
Bevis. “( J(y;,0) C recc(P)”.
i=1

Lad pePogbe J(y;,0) for 1 <i<m,saer

(p+b)-yi<a;+0=q; dvs. p+beP sa berecc(P).

H(y;,0) = ({y1, - aym}>L-

s

2) L = recc(P) N (—recc(P)) =

=1

Bevis. Fglger fra Seetning 7.3 og 1).

Analysen burde nu fortseette med P N L1 i £1, men for at forenkle argumenterne
antages det i stedet at P er et polyeder for hvilket £ = 0, altsa et polyeder uden linier.
Problemet kunne ogsa klares ved at vaelge en ortonormalbasis (zy, ..., z4) for £, og sa
tilfgje halvrummene J(z;,0), J(—z;,0) til listen over hvilke der dannes faellesmaengde.
Herved opnas at vi far beskrevet P N £+ som et polyeder. Notationsmaessigt er det
imidlertid nemmest at forudsaette, at P ikke har linier i de naeste beregninger.

P antages ikke at indeholde linier. Fra 2) ses dette at veere ensbetydende med, at
{y1, - s Ym )t = {0}, men det giver sa, at

R" = (({y1, -, ym}) )" =span ({1, ym}) -

Altsa saettet {y1,. .., ym} udspender R"”, og ma derfor indeholde mindst et seet

(Yiy» Yigs - - - ¥i,,) bestaende af n linesert uatheengige vektorer. Et sadant seet kaldes et
basisset fra {yi,...,ym}. Meengden af samtlige basisseet betegnes B. Nu kan ext(P)
bestemmes:
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3) z€ext(P) < (x €P og I(Wiy,---,¥i,) EB:x-yiy, = iyy oo, Ty, = ).

Bevis. Beviset fgres ved at vise, at hgjresiden medfgrer venstresiden, og at vise, at negatio-
nen af hgjresiden medfgrer negationen af venstresiden. Bemeerk, at Seetning 12.7 viser, at
nar P # () som antaget, er ext(P) # 0. Antag nu, at z € P, og der findes (y;,,...,v;,) € B
sax-y; =, 1 <j<n Ladu,z€P,0< )< 1ogantag, at v = (1 — ANu+ Az
Hvis dette medferer at z = u = z, er x ekstremal i P. Da u,z € P, er u-y;, < a;; og
2y, <o, 1< j<n. Menay, =2y, = (L= Nu-ys, +Az-y;;, <oy, sdu-y;, = ),
0g 2-Yi; = yy, eftersom 0 < A <1 for 1 < j < n. Det er forudsat at szettet (yi,,. .., ¥i,)
er et basissaet, altsa linesert uafheengigt, derfor vil identiteterne w - y;, = 2z - y;;, = v - y;,
for 1 < 7 < n medfgre at v = z = z. (Hvis du tvivler kan du se, at (z — u) og (x — 2)
begge tilhgrer {v;,, ..., v, }= = (span (yi,, ..., ¥s, )" = (R")+ = 0). Heraf ses sa, at x er
et ekstremalpunkt i P. Lad nux € Pog I ={i € {1,...,m}|y; - v = oy}

Det skal nu vises at hvis meengden {y;|i € I} ikke indeholder et basisset, sa er x
ikke et ekstremalpunkt. Vi antager derfor, at {y;|i € I'} ikke indeholder et basisseet, dvs.
span ({y;|i € I}) # R™. Lad da z € R™\ {0} veere en vektor i ({y;|i € I})*, dvs.

z-y; =0hvise e I.

Da span{yi,...,ym} = R™, kan [ ikke veere hele maengden {1,...,m}, sa der findes
ie{l,...,m}\I. Lad nu A € R, og definer uy = x + Az, da ses

Viel iy -uy=vy-(x+X2) =y, = q
Vie{l,...om}\T:o;—yi-ur= (i —yi-v) = ANy - 2).

Da det for alle ¢ € {1,...,m} \ I geelder at (o; —y; - ) > 0 ses det, at for alle sadanne i
findes et interval [—d;,d;] for et §; > 0,sa A € [—0;,0;)] = (i —yi-x) — Ay - 2) > 0.
Seet § = min{dy,...,d,,} >0, da fas

Vie{l,...o m\I:yi-z+6yi-z2<a;og8y-v—0y -z < ay,

dvs. us =x+dz€ Pogu_s=x—0dz€P, ogx:%u(;—i-%u,g. Daz#0o0gd > 0,er
us # T og u_gs # x, og det fglger, at x ikke er et ekstremalpunkt i P. Hermed er beviset
for 3) fuldfert.

4) Lad b € R™\ {0} og r = {\b|A > 0} veere retningen i R” med retningsvektor b.

Retningen r er ekstremal for P <= Vi € {1,...,m} : b-y; <0, og der findes
(n — 1) linesert uathaengige vektorer {vy;,,..., v} C{y|l <i<m},sab-y; =
b'yig = ... :b'yin—l = 0.

Bevis. Beviset er analogt til beviset for 3), idet det fgrst vises, at betingelsen til hgjre er
tilstreekkelig til at sikre, at r er ekstremal. Dernsest vises det, at betingelsen er ngdvendig
ved at vise, at enhver retning r som ikke opfylder betingelsen, heller ikke er ekstremal.
Antag nu, at betingelsen er opfyldt for » = {\b|A > 0}, dvs. b-y; < 0,08 b -y, =--- =
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b-y;,_, =0 for et linesert uatheengigt set {y;,,..., v, _, - Antag endvidere at b = c+ d
med ¢, d € recc(P), jeg skal sa vise, at der findes ikke—negative skalarer « og 3, sa ¢ = ab
ogd=(b.Dac,d € recc(P) fasfra 1), at for 1 <i<merc-y; <0ogd-y; <0, men for
je{1,2,...,n—1}ery; - (c+d)=y;;-b=0,5ay;-c=y;;-d=0for 1 <j<n-—1
Da saettet {yi,,...,v;,_,} bestar af (n — 1) linesert uafheengige vektorer, og b # 0 er
ortogonal pa alle (n — 1), ma ¢,d € span (b) = ({yi,, ..., %i,_,})", altsd ¢ = ab og d = Bb
for et par a, 3 € R. Da P ikke indeholder linier, kan recc(P) ikke indeholde linier, sa
a > 0og [ >0 dafeks. a <0 ville medfgre, at {\b|A € R} C recc(P), idet recc(P) er
en konveks kegle. Det er altsa vist, at retningen r = {\b|\ > 0} er en ekstremal retning.
Lad nu b € recc(P) \ {0} og antag, at

dim(span ({y;]1 <i<m,y;-b=0})) < (n—1).

Vi deler som fgr indeksmaengden {1,...,m} op m.h.t. om y; - b = 0 eller y; - b < 0, sa
lad I :={i e {1,...,m}y;- b= 0}. Da dim(span( {y;|i € I})) < n — 2, findes z # 0 sa
z-b=0o0g z-y; =0 for i € I. Vi kan sa genbruge argumenterne fra beviset under 3)
ved at definere uy = b+ Az, A € R. Vi har

Viel:y,-ux=vy-b+Ay;-2=0
Vie{l,....om}\I:y;-ux=vy;-b+Ay;-z<0nar \y; - 2 < —y; - b.

Idet det for i € {1,...,m} \ [ : —y; - b > 0, findes for hvert sadant i et §; > 0, sa
Yyi-b+ Ay, -z <0 for A € [—0;,0;]. Lad 06 = min{d;|i € {1,...,m} \ I}, sa gelder
Vie{l,....om}, y; -us <0, 0g y; -u_s <0, dvs. us € recc(C) og u_s € recc(C), og
b= %u(; + %u,g. Da us og b ikke er proportionale, er b ikke en ekstremal retning.

Eksempel 12.11. Lad P = {(xy,79,73) € R3|zy > 0,29 > 0,23 > 0, 23 — 15 <
1,2z — 21 > —1}. P er altsa et polyeder P = ﬂ?zl J(yi, a;), hvor
yl:(_17070)7 051 :O7 y2:(07_170)7 06220; Ys = (0707_1)7 06320;
y4:(0,—1,1>,044:]_; 95:(17—27())7045:1-

recc(P) ={beR? |y, - b<0,9,-b<0,y3-b<0

Day; b= —by, yo- b= —bo, y3 - b = —bs ses, at for b € recc(P) er by > 0, by > 0,
bs > 0, sa recc(P) har ingen linier, og dermed har P heller ingen linier.

Vi kan derfor ga til 3) og 4) for at bestemme ekstremalpunkter og ekstremale retninger.

3) Proceduren her er arbejdskraevende, men pa den anden side let at lgse v.h.a. com-
puterpower. I princippet skal vi sgge alle linesert uafhsengige st af 3 vektorer
blandt meengden {yi,...,ys5}. Det er nemmere at udtage alle sset pa 3 vektorer
{¥ir» Yis» Yis } 0g sa prove at lgse ligningssystemet y;, - v = oy, 1 < j < 3. Safremt
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settet ikke er linesert uatheengigt er der enten ingen lgsning eller uendeligt mange
lgsninger. Der er (g) = 10 st bestaende af 3 y;’er, sa der er hgjst 10 ekstremal-
punkter. Jeg tager de forskellige kombinationer ved at betegne dem med de indices
der indgar, altsa {1,2,3} betyder, at jeg prover at lgse y; - & = o, y2 - T = Qg,
ys - = as, {1,2,3}: lgsning (0,0,0) og y4-0=0<ag0gys-0=0<1= qs.

heraf fglger at 0 = (0,0,0) er et ekstremalpunkt. Processen gentages med de an-
dre kombinationer af indices og bliver samlet i nedenstaende skema. Nar vi finder et
ekstremalpunkt bliver det markeret med .

&{1,2,3}: Lgsning (0,0,0)er et ekstremalpunkt.
{{1,2,4} : Losning (0,0,1), y5-(0,0,1) = —1 < 0 = a3
y5-(0,0,1) =0 < 1= ay dvs. (0,0,1) er et ekstremalpunkt.
+{1,2,5} : Losning findes ikke. Saettet {y1,ys,ys} er linesert afhengigt.
+{1,3,4} : Lgsning (0,—1,0), men (0,—1,0) ¢ P da yy-(0,—1,0) = 1.

10):

1 1 1
+{1,3,5} : Losning (O,—a,O), men (O,—5,0)¢P da yg-((),—§, 5 >0
- {1,4,5} : Losning (0, —=, ~) men (0,—= ) ¢ P da gs-(0,—=,0) = = >0
. ) Ly . @SDIHg ) 272 men 9 27 9 a Y2 ) 27 - 9

+{2,3,4} : Losning findes ikke. Saettet {yo,ys,y4} er linesert afheengigt.
{{2,3,5} : Lgsning (1,0,0), v - (1,0,0) = -1 < 0 = o
ys-(1,0,0) =0 < 1=qy. vs. (1,0,0) er et ekstremalpunkt.
a {{2,4,5} : Losning (1,0,1); 5, - (1,0,1) = -1 < 0 = oy
ys-(1,0,1) = =1 < 0 = ag. dvs. (1,0,1) er et ekstremalpunkt.
+{3,4,5}: Lgsning (—1,—1,0) men y;-(—-1,-1,0)=1>0=
sa (—1,-1,0) ¢ P.

Der er altsa 4 ekstremalpunkter

ext(P) = {(0,0,0), (0,0,1), (1,0,0), (1,0,1)}.

4) Fastleeggelse af de ekstremale retninger er lige sa omfattende et projekt, idet vi
skal undersgge alle par {y;, y,;} med y; # y;, finde en normalretning n til disse 2, og
sa underspge, om denne ligger i recc(P). Jeg gar frem som for. Et par af tal {7, 5}
betyder, at jeg finder en feelles normalvektor til y; og v;, og dernsest undersgger,
om denne eller dens modsatte ligger i recc(P).
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12.1 Detaljer om polyedre

+{1,2} :n=1(0,0,1) n-y3=—-1ok. n-y,=1>0 sa
hverken n eller —n tilhgrer recc(P).
{1, 3} n= (0,1,0) n-yg=—-2,n-yp=—1,n-y; =—2
* { . (0,1,0) er retningsvektor for en ekstremalretning
{L4}:n=(0,1,1) n-yp=-lin-yz=-1,n ys =2
* { dvs. (0,1,1) er retningsvektor for en ekstremalretning
+~{1,5}:n=(0,0,1). Denne er fundet under {1, 2}
+{2,3}:n=(1,0,0).Da n-y; =—1 og n-y; =1kan
hverken n € recc(P) eller —n € recc(P) veere muligt
+{2,4} : n=(1,0,0) Denne er fundet under {2, 3}
+{2,5} : n=(0,0,1). Denne er fundet under {1,2}
+{3,4} :n=(1,0,0) .Denne er fundet under {2,3}
{3,5} :n=(2,1,0) n-y1=-2<0 n-yo=-1<0
L] n- y =—1<0 dvs. n€recc(P) og
(2, ) er retningsvektor for en ekstremal retning .
{4,5} ' n=(2,1,1) n-y1=-2<0,n-ya=—-1<0,n-y3=—-1<0
{ s. (2, 1 1) er retningsvektor for en ekstremal retning .

Der er altsa 4 ekstremale retninger
{(0,1,0),(0,1,1),(2,1,0),(2,1,1)}

0g

P = conv ((0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1))
+ cone ((0,1,0),(0,1,1),(2,1,0), (2,1,1)) .

Man kan ogsa prove at tegne sig ud af problemerne, men det er dog lettere at tegne, nar

regningerne er gjorte.
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12 Ekstremalpunkter, ekstremale retninger og polyedre
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13 Konvekse funktioner af én variabel

Vi betragter i det folgende reelle funktioner defineret pa et interval I C R, og vil opstille
kriterier for konveksitet af sadanne. Det vigtigste resultat er Seetning 13.4, som forteeller,
at en 2 gange kontinuert differentiabel reel funktion pa et interval er konveks hvis og kun
hvis den dobbelt afledede funktion er ikke—negativ. Kapitlet indeholder ogsa et vigtigt
resultat om konvekse funktioners egenskaber, nemlig Saetning 13.6 som viser, at for en

konveks funktion f : I — R og et indre punkt zy € I, findes a € R, sa for alle x € [ er
f(z) > f(xo) + a(z — xp). Resultatet er illustreret i nedenstaende tegninger.

le

o

/N
XZ

2p((
epi(f) i

X WV
O><

T

Tegningerne viser, at hvis f er differentiabel i 2o ma o = f’(xg), men hvis f ikke er
differentiabel i z(, er der mange muligheder for valget af a. Bemeerk, at hvis vi lader
affmin(f) betyde maengden af affine minoranter til f pa intervallet I;

affmin(f) ={p: I = R |peraffinog Yo € I:p(x) < f(x)}
, sa defineres der en konveks funktion g : I — R ved
Ve el g(z):=sup{p(z)|p € affmin(f)} og
Veel:g(x) < f(zr) og Vxe I g(x) = f(x).

Lemma 13.1. Lad I C R wvere et interval, og f : I — R en konveks funktion. For
vilkarlige 3 punkter s <t < wu fra I gelder

1) = fs) o f(w) = fs) _ flw) = F())

t—s - uU—S u—t
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13 Konvekse funktioner af én variabel

Bewvis. Resultatet folger af konveksiteten af epi(f) som illustreret herunder

ept (§)

De 3 sekanthaeldninger benaevnes a, 3, 7, og det ses, at da (¢, f(t)) ligger under sekanten
[(s, f(s)), (u, f(w))], ma o < B <. O

Ud fra lemmaet ses det, at enhver sekanthaeldning til hgjre ud fra ¢ er stgrre eller lig
@, dvs. det giver mening at definere f’ (¢), eller den hgjreafledede af f it som infimum
over sekanthaeldningerne til hgjre. Analogt er enhver sekantheeldning for en sekant ud
fra (¢, f(t)) som peger til venstre opadtil begreenset af 7, sa vi kan definere f’ (¢), den
venstreafledede af f it som supremum af de venstre sekantheeldninger ud fra ¢.

Definition 13.2. Lad I C R vaere et interval og f : I — R en konveks funktion. For
ethvert indre punkt ¢ € I defineres

f;(t):inf{W’uel,u>t}

f(t) = f(s)
t—s

f/_(t)zsup{ ‘sel,s<t}.

Saetning 13.3. Lad I C R vere et interval og f : I — R en konveks funktion, da gelder
i) VeeI: fl(t) < fi(t).
i) It — fL(t) er en voksende funktion.

iii) 1>t — fL(t) er en voksende funktion.
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i) Vt € I:ae L), fl(t)] <= Ve el: f(x)> f(t)+alzr—t).
Beuwis.

Ad i) Kig pa t, heraf ses, at enhver venstre heeldning («) er mindre eller lig enhver
hgjreheeldning (), sa f.(t) < fL(t).

Ad ii) Kig f.eks. pa t, u pa tegningen fra for. Heraf aflaeses, at f’ (t) < f1.(¢t) <~y < f'(u),
og det ses, at f’ (t) er en voksende funktion.

Ad iii) Kig her pa s og t, og aflees f (s) < a < f.(t) < f.(1).

Ad iv) Antag a € [f’(t), f1(t)], da geelder for x > ¢, at a < fl (t) < f(x;:{(t), sa for x >t
fas (da z —¢ > 0)

f@) = f(t) zalz—t) og f(x) = f(t)+alz—1).

Lad nu x < t, da er

Dax<tert—z>0,sa

f) = f(z) <alt—x) og flx) 2 f(t)+alz—1).

Lad endelig z = t, sa er f(z) = f(t) + a(z —t), og ved sammenstykning fas, at for alle
xeler f(x) > f(t)+alz —1).
For at vise den anden implikation antages nu, at o € R opfylder

Veel: f(x)> f(t)+a(z—1t).
Beviset deles igen mht. om = > ¢ eller # < t. For = > t fas, idet (z — ) > 0, at

Fa) — f0)

x—t -

Ve >t Q.

Da f (t) er infimum over alle hgjre sekanthaeldninger, er v < f% (¢). Helt analogt fas for

T <t
f(t) = f(z)

— T

Vo <t: <a sa a>f(t).
U

Med udgangspunkt i Seetning 13.3 har vi en god del af karakteriseringen af de diffe-
rentiable konvekse funktioner.

Saetning 13.4. Lad I C R vere et abent interval, og f : I — R en differentiabel reel
funktion, da gelder

i) f er konveks <= f' er voksende.
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13 Konvekse funktioner af én variabel

i) Hvis f € C*(I,R) gelder

f erkonveks <= f">0.

Beuwis.

Ad i) At veere differentiabel betyder, at f(t) = f"(t) = f'(t). Sa hvis f er konveks, er
f'(t) voksende ifplge Seetning 13.3.

Antag nu, at f'(t) er voksende og at f ikke er konveks, da findes punkter s < ¢t < u i
I, sa punktet (¢, f(t)) ligger over sekanten mellem (s, f(s)) og (u, f(u))

Idet o = %, v o= w, ses det, at antagelsen om at (¢, f(t)) ligger over
sekanten mellem (s, f(s)) og (u, f(u)) betyder, at o > ~. Fra middelveerdissetningen ved
vi imidlertid, at der findes x €]s,t[ sa f'(x) = «a og y €]t,ul sa f'(y) = ~, og da f’
er voksende ma vy > «, hvilket er i modstrid med « > 7. Antagelsen om at f ikke er
konveks ma da veere forkert, og f er konveks nar f’ er voksende.

Ad i) Nar f € C*(I,R) er f’ voksende ensbetydende med, at for alle x € I er f”(x) > 0,
eller kort, f” > 0. O

Seetning 13.3 iv) er meget veesentlig. Dette resultat ggr det rimeligt allerede nu at
introducere begrebet subdifferentialet.

Definition 13.5. Lad D C R" veere konveks, og f : D — R en konveks funktion. For
xo € D defineres subdifferentialet — 0 f(z¢) — ved

Of (ro) ={y e R" Ve € D: f(x) = f(xo) +y - (x — o)}

Med dette begreb til radighed kan Seetning 13.3 iv) omformuleres til

Saetning 13.6. Lad I C R wvere et interval og f : I — R en konveks funktion. For
ethvert indre punkt xo € I° er 0f (zo) = [f (x0), f' (x0)]-
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14 Konvekse funktioner af flere

variable

I analogi med kapitel 13 er der her 2 resultater, som er meget vigtige. Det fgrste bestar
i at karakterisere konveksitet af en C>-funktion ved hjeelp af funktionens partielle af-
ledede af 2. orden. Dette aspekt behandles i Matematisk Analyse II af Knut Sydseeter
m.fl. i Kapitel 4. Derimod behandler denne bog ikke konvekse funktioner som ikke er
differentiable (mindst C?), og det er en skam, da mange optimeringsproblemer vedrgrer
funktioner som ikke er differentiable, men dog konvekse eller konkave.

Som eksempel kan man i 2 variable kigge pa funktionen f(z1, x9) = max{|x|,x; —x2}

Ty 120 og 9 >0

T1— T2 1 2>0 og 22 <0
f<x17x2>:

- 1 <0 og x9 > 214

Ty — T2 XTq 0

0g rp < 21

( ) = ( x1>0,290>0

( )=(1,—-1) 21 > 0,29 <0
Vf(x1,x9) = (=1,0) 27 < 0,29 > 221

( )=(1,—-1) 21 < 0,29 < 227.

Sadanne funktioner optraeder i forbindelse med praktiske problemer, sa det er langt fra
patologisk at interessere sig for ikke—differentiable konvekse funktioner.
Nedenstaende skitse viser de 3 omrader, hvor <7 f(x1, 22) er defineret og <7 f(xy, z2) er

anfart.

N

V{ex, x1 = (1,0

R A 9)

i
|
i
I
I

7 0.%) = (,71)

X=L%, !
%40 '

N

De 3 halvlinier udggr de punkter hvor f ikke er differentiabel.
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Standard optimeringsopgaven for en konveks funktion, er at minimere denne. At lgse

denne opgave vil i praksis sige at beregne subdifferentialer (13.5), idet der geelder fglgende
VIGTIGE satning.

Saetning 14.1. Lad D C R" vere konveks, f: D — R en konveks funktion, og xog € D.
Da er f(xy) en mindsteverdi for f hvis og kun hvis 0 € Of (zo).

Bevis. Selv om satningen er vigtig er beviset nemt, idet seetningens indhold blot er en let
modifikation af et aspekt af definitionen pa begrebet subdifferential. Antag f(z() er en
mindsteveerdi, da er f(x) > f(zo) for alle x € D, og vi har med y =0 = (0,...,0) € R”
VeeD: f(x) > flxo) +y-(x—x0),say=(0,...,0) € df(x0).

Antag nu, at y = (0,...,0) € 9f(xg), dafas Vx € D : f(x) > f(zo) +y - (x — xg) =
f(zo), og f(xg) er en mindsteveerdi. O

Det vesentlige indhold i setningen er at der her gives en tilstrekkelig betingelse for
at et punkt er et mindsteverdipunkt. Dette er naturliguis iser vigtigt nar man behandler
teoretiske modeller hvor de indgaende stgrrelser ikke er tal men parametre hvis indbyrdes
afhaengighed man prover at udtale sig om.

Det reelle problem i forbindelse med opgaven at minimere en konveks funktion af flere
variable, bestar derfor i at bestemme Of(x) for = i f’s definitionsmeaengde. Det vises
forst, at hvis x er et indre punkt i definitionsmaengden, sa er df(x) ikke tomt.

Saetning 14.2. Lad D C R" vere en konveks mengde, f : D — R en konveks funktion,
ogx €D.
Hwvis x er et indre punkt i D, er subdifferentialet Of (x) ikke tomt.

Bevis. Antag zq € ZO), og betragt (zo, f(xo)) € epi(f). Eftersom det for alle a <
f(xo) geelder at (xg, ) ¢ epi(f) ses det, at (xo, f(xo)) ikke kan veere et indre punkt
i epi(f). Dernest vises, at epi(f)° # 0 for at kunne anvende Seetning 11.1 til at separere
(w0, f(20)) fra epi(f)°. Antag nu epi(f)° =0, sa er dim(epi(f)) < n < n+ 1 ifplge Seet-
ning 10.3 . Heraf folger, at aff(epi(f)) # R"™'. Lad aff(epi(f)) = zo + £, hvor L er et
linezert underrum af dimension lavere end (n+ 1), dvs. der findes en vektor y € £\ {0},
Y= (y1,--.,Yns1). Efter sin konstruktion geelder for a € aff(epi(f)), at y-a = y - 2o, dvs.

VeeDVt> f(z): y-(x1,...,20,t) =y~ 20.

Da t kan variere frit i [f(x), oo for fastholdt x, ma v, = 0. Da xy € D findes r > 0,
sa xg + K(0,r) C D, altsa fas, Yu € R" med |lu|| < r at der geelder zy + u € D, sa
Y-z = (yla---ayn) ' (I‘0+U) - (yla"'ayn) * Lo, 08 (y17'~'7yn) ~u = 0 for ||U|| <,
sa (y1,---,Yn) = 0 og y = 0, hvilket er i modstrid med antagelsen y # 0. Dermed ma

dim(epi(f)) = n + 1 og epi(f)® # 0.
Lad da y = (y1,.--,Yns1) € R\ {0} og o € R veere valgt sa H(y,a) separe-

rer (zo, f(zo)) og epi(f)°, saledes at epi(f) C J(—y, —«a) og (xg, f(z0)) € J(y,a). Af
Seetning 10.5 fas epi(f) C J(—y, —«), og dermed specielt, at (zq, f(z0)) € J(y,a) N
J(—y, —a) = H(y,a). Dette betyder, at der geelder

Ve e DVt > f(x):y- (xo, f(x0)) <y~ (x,t). (1)
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14 Konvekse funktioner af flere variable

Som fgr ses det, at hvis y,,1 = 0, sa geelder der, da xy € D°, at der findes r > 0 sa
Vu € K(0,7) : 2o +u € D, og dermed for t > f(xo+ u)

(yla"'uyn70)' (Io,f(xo)) S (ylv"'7yn70)'(x0+u7t)
(yl,...,yn)~£€oS(y1,...,yn)'$0+(y1,...,yn)'u,

men dette er umuligt nar y # 0, da u = —ﬁy € K(0,7) og y-u < 0. Vi ser altsa at
Ynt1 # 0, og da (1) geelder for alle t > f(x), ma y,1 > 0. Lad nu a € R" vaere defineret

ved a; = ;¥ herved kan (1) omformes (ved division med y,41 > 0) til (2)
Ve e DV > f(x): (an... ) (20, f@0)) < (1. an D) (0.8).  (2)

For t = f(x) fas sa

VeeD:a-xo+ f(xg) <a-x+ f(x) (3)
Ve €D: f(x) = f(xo) + (—a) - (x — o). (4)
Heraf ses —a € 0f(xg) og Of(xg) # 0, nar o er et indre punkt. O

Hvis f er differentiabel og konveks geelder fglgende:

Saetning 14.3. Lad D C R" vere aben og konveks, og f : D — R en konveks funktion.
Hvis f € CY(D,R), sa gelder Vx € D : 0f(x) = 7 f(z).

Bevis. Lad zy € D og definer g(x) := f(z) — (f(xo) + v f(xo) - (x — z0)), da er g(x)
konveks som sum af en konveks funktion og en affin funktion. (Jensens ulighed er klart
opfyldt for g hvis den er det for f). Gradienten 7g(xo) = 0, sa ifplge Szetning 0.4 er
g(z) > g(zo) = 0 for alle x € D, og dermed

Ve € D: f(z) = f(zo) + V f(xo) - (z — 20) -

Heraf ses 57 f(x0) € Of (o).
Antag nu a € 0f(zy), sa geelder

Ve € D: f(x) > f(xo) +a- (v —x),

og for g(z) := f(z)— (f(xo)+a-(x—xp)), er g(z) en differentiabel funktion som opfylder
g(x) > 0= g(zg). Der er mindsteveerdi i 2, og dermed 0 = 7g(x¢) = v f(z9) —a. O

Uden bevis naevnes en nyttig setning.

Saetning 14.4. Lad D C R" vere konveks, f, g : D — R konvekse funktioner, a, 3 € RT
0g ¥y € D°. Subdifferentialet O(af + Bg)(zo) er adf(xo) + BOg(xo).

Et andet nyttigt resultat er

Saetning 14.5. Lad D C R" vere konveks, og f : D — R konveks. For x € D er 0f(x)
afsluttet og konvekst.
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Bevis. Hvis 0f (x) = ) eller et punkt, er sagen klar.
Antag nu, at a,b € df(xg) og 0 < A< 1,saforxz €D er

F(@) = (Flao) + (1= Na +Ab) - (x — o))
— (1= N(f(2) = (flao) +a- (& = 20)) + A(F(2) = (flao) +b- (x — x0)) > 0.

og (1 = XNa+ b € 0f(xg), sa df(xo) er konveks. Hvis (a,)nen opfylder a, — a for
n — 00 og a, € 0f(xy), fas for x € D

f(@) = (f(zo) +a- (x = w0)) = lim (f(z) — (f(w0) + an - (z — 20))) 20,

da a, € 0f(xy). Heraf ses a € 0f(xq), og Of(zo) er afsluttet. O

Kapitlet slutter med en opskrift pa beregning af subdifferentialer for funktioner der er
supremum af affine funktioner.

Saetning 14.6. Lad y1,...,ym € R", aq,...,a,, € R og definer f : R" — R ved
Ve e R"  f(z) :=max{y; - = + ;|1 <i < m}.
Funktionen f(x) er konveks, og
Of (z0) = conv{y;|L <j<m og f(x9)=y; zo+a,}.

Bevis. Givet zp € R" er der altid mindst et j € {1,...,m} sa f(zo) =y, - vo + oy, sa vi
kan definere en delmeengde J(z¢) (ikke-tom) af indeksmaengden ved

J(wo) ={j € {L,....m} | f(zo) = y; - w0 + aj} .

Det skal forst vises at for j € J(xg) er y; € 0f(xo), idet dette resultat sammen med
Seetning 14.5 viser at conv ({y;|j € J(z0)}) € Of(xo). Hold da j € J(x() fast. Efter
definitionen af f som det punktvise maksimum af de affine funktioner, fas

Ve e R": f(z) >y v +a; =y -xo+a; +y; - (x — x0)
da j € J(xo) = [(wo) +y; - (& — o),
altsa j € J(zg) = y; € 0f(xo), som gnsket og conv ({y;|7 € J(zo)}) C If (o).
For at vise den anden inklusion conv ({y;|j € J(zo)}) 2 Of(zo) betragtes et z ¢
conv ({y;l7 € J(z0)}), (= € R™) og det vises at z ¢ Of (zo). Med henblik pa at vise dette

bemaerkes det at da det konvekse hylster af endeligt mange punkter er afsluttet, kan z
og conv ({y;|7 € J(xo)}) separeres steerkt. Der findes derfor v < 5 og u € R™\ {0}, sa

conv ({y;]7 € J(x0)}) € J(u,7) og u-z>0.

Specielt fas for
Vjie J(xg) u-y; <v og u-z>0>r. (1)

Dette kan udnyttes til at vise z ¢ 0f(zo), men vejen hertil er lidt sngrklet.
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14 Konvekse funktioner af flere variable

Forst bemaerkes, at f(xo) = y; - o + a; for j € J(xg), og f(xo) > y; - ko + «; for alle
jgeA{l,...,m}\ J(xp). Da de affine funktioner p;(x) := y; - © + o alle er kontinuerte,
er funktionen f(z) = sup{y;(z)|1 <j < m} ogsa kontinuert, og feellesmaengden

V= [ {r e RI(f— )7 (000D}

J¢J(zo)
1<j<m

er en aben mangde som indeholder zy. Der findes da r > 0 sa K(xg,r) C V), eller med
andre ord

Ve e R": ||z —xo|| <r = V,; & J(zo) er f(z) > ¢j(z).

Da f(z) = sup ¢;(z) far man derfor af ovenstaende udsagn, at der ma geelde
1<j<m

Ve e R": ||z — x| <r = f(x) = max ¢;(zo). (2)
_]GJ(Z())

(Dette kan gives en geometrisk fortolkning, men den udelades). Veaelges nu x; = xo—l—”Tr”u,
sa geelder ifplge ovenstaende (1) og (2)

T r
r1) = max (y;, -xr1 +a;) = To+o;)+ max ( —u-vy; | < f(zg) + —
o) = o (- ) = (g )+ (e ) < flan) 4
Det er som bekendt malet med disse argumenter at vise at z ¢ Jf(z¢). For at vise
dette er det blot ngdvendigt at vise at den affine funktion ¢, som er defineret ved
Y(z) == f(xo) + 2 - (x — x0), ikke er en affin minorant for f. Men de netop gennemforte
regninger viser

r g-r yr
—Z > f(x — > f(x1).
ful Tl 60 g = )
sa 1 er ikke en affin minorant, z ¢ 0(fx() og conv ({y;|j € J(xo)}) = 0f (zo). Seetnigen
folger. O

(1) = flxo) + u > f(xo) +

Eksempler 14.7. Vi regner et eksempel med n = 1 forst for at fa lidt intuition for
anvendelsen af Seetning 14.6.

Lad

1 9 3
(z) = max{al. 1x+4, -3
3
= max{z, — 4x+, +§}

= max{y1(x), p2(x), p3(x), pa(z)} .

1
2
9
4
Her kan opgaven lgses grafisk, sa lad os ggre det fgrst
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4= TX+Y
3:'&_)(1--—237
= (1’0) (><
f(x) vi(T) Interval J(x) | Of(x)
- - —o<r<—=3| 2 -1
3 -, — l’+% -3 273 [ 1a_i]
—iz+9 —ix+% —3<z<1 3 —1
1 2 . —ixfg §3x+g 1 3,4 [—il,g]
5.’17—"5 15.’17 35 l<zx<3 4 15
T x 3<x <00 1 1

Det ses, at J(z) bestar af et enkelt tal for alle = bortset fra nogle fa — endeligt mange
— punkter. Idet ¢i(x) # 0 for alle i og alle x, ses det at muligheden for at 0 € 9f(x)

kun kan veere til stede i knaekpunkterne. Da 0 € [—%, %] = 0f(1) er mindsteveerdien
1) =2.
Man kan ogsa teenke pa epi(f) som et polyeder, der er bestemt ved:
. 9 1 9 1
epi(f) ={(zy) eRfy=w,y=>—w,y=>—o+ . y= §fv+ )
1 9 3

For sa at bruge teorien til at bestemme hjgrnerne med, og blandt disse velge hjgrnet
med minimal y veerdi. Pas dog pa, man skal ogsa igennem overvejelserne om epi( f)
indeholder linier eller ej.

Lad os prove et eksempel med funktioner af 2 variable

f(z1,22) = max{x; —3z2+2, 1 + 22— 2, =321 + 22 — 2} = max{p1(z), p2(z), p3(x)} .
o= {xl@a(r) = ps(2)} = { (21, 22) |21 = 0} @2(2) > @3(x) <= 21 >0
Uy == {zfp1(z) = 3(2)} = { (21, 22) |11 — 22 = —1}1(2) > @3(7) = 11— 22> —1
Uy = {z|p1(z) = (@)} = {(21, 22) |12 = 1} P1(2) > pa(x) = 72 <1

111



14 Konvekse funktioner af flere variable

X?. A )
X
41, % (I
] £
Xz::1 ?1()() (b, 1) f_'U( )
adaca® dhoy uladoclas X
X,
D0 | T ol
x, =1 %%, (PJ(X ) /®)

Skitsen nedenfor viser omraderne hvor f(z) = ¢1(z), @a(x) eller p3(x). Graenserne mel-
lem disse omrader er de 3 halvlinier p, ¢, ud fra punktet (0, 1)

Xz'k."—'f

Seetning 14.6 giver nu, at

(1,-3) rxel
(1,1) xell
(—3,1) x e Il

Of(xz) = {1(1,-3), (=3, 1)]  2ep\{(0,1)}
[(1,=3),(1,1)] z€q\{(0,1)}
[(1,1),(=3,1)] zer\{(0,1)}
conv ({(1,1),(-3,1),(1,-3)}) = =(0,1)
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Det ses, at

(0,0) = %(1, 1)+ i(—s, 1)+ 2(1, _3)

€ conv ({(1,1),(=3,1),(1,-3)}),

sa f har mindsteveerdi i (0,1), og veerdien er —1. Safremt man kun er interesseret i
mindsteveerdien, sgger man i analogi med metoden til at finde hjornerne i et polyeder,
efter mulige punkter som fastleegges af at J(z) indeholder n+1 indices. I dette tilfaelde er
der kun en mulighed; ¢1(z) = @2(x) = @3(x). I det generelle tilfeelde underspges herefter
om f(x) = @i, (¢) = ¢;,,, (x). Dette behgver ikke altid at vaere tilfeeldet, som tegningen
til det forste eksempel viser i punkterne x = —1, z =0, z = %. Blandt de punkter hvor
wi;(r) = f(z) for 1 < j < n+1 findes sa dem med mindst veerdi, og det undersgges
om 0 € df(x) for et af disse punkter.

Dette check er ngdvendigt som nedenstaende skitse viser. Lad f(z) = max{z + 1, 2z}

X N

2

Her er inf f(z) = —oo, men der er et knaekpunkt i punktet (1,2) og subdifferentialet i
punktet 1 er df(1) = [1,2].

Ovenstaende er ikke en gennemgang i alle detaljer, idet f. eks. tilfzeldene hvor polye-
deret epi(f) har linier ikke er behandlet.
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1. Konvekse Mangder

OPGAVE 1. Vis, at der for vilkarlige linezere underrum L; og Ly i R™ og vilkarlige
vektorer z; og zo i R™ gaelder

21+ L1 =204+ Lo = L1 = Ls.

OPGAVE 2. Lad L vaere et vilkarligt linesert underrum i R”, og lad 21 og z2 veere
vilkarlige vektorer i R™. Vis, at fglgende betingelser er ensbetydende:

(a) 217+ L =23+ L.

(b) z2 — 21 € L.

(c) z2 € 21+ L.

(d) (1 +L)N(22+ L) #O.

(Ekvivalensen af (a) og (c) er postuleret i noterne side 2.237%.)

OPGAVE 3. Lad Ay = 21 + L1,...,Ar = zi + Ly veere affine underrum i R™. Vis,
at det affine underrum

enten er O eller har formen

k
i=1

OPGAVE 4. I R* betragtes meengden
A = {($1,$2,x3,$4) | Tr1 — T2 + 3.’1:3 + Ty = 3}

1° Begrund, at A er et affint underrum og bestem dim A.
2° Angiv en affin basis for A, og fremstil punktet (1,—1,0,1) som affin kom-

bination af punkterne i den valgte basis.

OPGAVE 5. Vis, at en afbildning f : R™ — R™ er affin, hvis og kun hvis der findes
en m X n matrix A og en m x 1 matrix B, saledes at

f(X) =B+ AX.

(Punkterne i R™ opfattes her som n x 1 sgjlematricen X. Billedpunkterne f(X) i
R™ opfattes som m x 1 sgjlematricer.)

OPGAVE 6. I R? betragtes punkterne
Ty = (05070)’ T2 = (17050)7 T3 = (07 150)7 Ty = (0,0, 1)7
v =(1,2,0), y2=(3,-1,-1), y3=(2,4,1), ys=1(0,1,0).

Ggr rede for, at der findes en og kun én affin afbildning f : R3 — R3 med f(x;) =
yi , = 1,2,3,4. Angiv f pa matrixform som i Saetning 2.10. Undersgg, om f er
bijektiv, altsa en affin isomorfi.



OPGAVE 7. Nar C er en delmaengde af R™, og A er et reelt tal, ssetter man
AC :={ x|z eC}.

I stedet for (—1)C skriver man —C. Man siger, at C' er symmetrisk, nar C = —C.
Vis, at nar C' er konveks, sa er ogsa \C konveks for alle A € R.

OPGAVE 8. Nar 4 og (s er delmaengder af R™, ssetter man
Ci+Cs = {1‘1 + x9 | 1 € C,xo € C}

Nar C er en étpunkts maengde {z}, skriver man ogsa x + C4 i stedet for {z} + Cs.

1° Vis, at nar C; og Cy er konvekse, sa er ogsa C7 + Cy konveks.
2° Generalisér til et vilkarligt (endeligt) antal k af konvekse meengder C1, . . ., Cy.

OPGAVE 9. Bevis, at afsluttede liniestykker [z, 1], halvabne liniestykker [zq, z1]
og abne liniestykker |z, z1[ i R™ er konvekse maengder.

OPGAVE 10. Lad C vere trekanten i R? med hjgrner (2,2), (4,2), og (2,4), og lad
D veere den afsluttede cirkelskive med centrum i (0,0) og radius 1.

1° Tegn Ca Da %Ca 7203 7D7 (L 1)+Cv (17 1)+D7 3((13 1)+C)7 3((17 1)+D)a C+
D og C —
2° Er C symmetrisk? Er D? Er (1,1) 4+ D?

OPGAVE 11. For z € R™ og r € R betegner K (x,r) som ssedvanlig den abne kugle
med centrum i x og radius r.

1° Vis, at K(z,r) er en konveks maengde.
2° Vis, at K(0,7) =rK(0,1).

3° Vis, at K(z,r) =z + K(0,r).
4° Vis, at K(0,r) + K(0,s) = (r + s)K(0,1).

OPGAVE 12. Seet M = {($1,$2) € R2 | 19 = 1,21 > 0,20 > 0}

1° Bestem conv M.
2° Bestem conv(M; U M), hvor M; = {(0,0)}.
3° Bestem conv(Ms U M), hvor M = {(0,0),(0,1)}.
4° Bestem conv(Ms U M), hvor M3 er xo-aksen.
OPGAVE 13. Lad Cj og Cy veere konvekse meengder i R™. Vis, at conv(Cy U Cy)

“seedvanligvis” bestar af alle liniestykker [z1, 23], hvor 21 € Cy og x5 € C5. Forklar,
hvad der menes med “szedvanligvis”.

OPGAVE 14. Lad M vere en maengde bestaende af en linie og et punkt uden for
linien. Bestem conv M. Er M afsluttet? Er conv M afsluttet?

OPGAVE 15. Lad C vere en afsluttet konveks maengde i R”. Et punkt z € C siges
at vaere et ekstremt punkt, dersom C'\ {z} er konveks. Meangden af C’s ekstreme



punkter betegnes ext C'.

1° Gor rede for, at x € C' er et ekstremt punkt, hvis og kun hvis der ikke findes
to forskellige punkter y og z i C, saledes at x ligger pa det abne liniestykke

ly, z[:={(1 = Ny + Az | A €]0, 1]}

2° Bestem de ekstreme punkter i fglgende maengder:

OPGAVE 16. I R3 betragtes meengderne

Cl L= {(zlv‘er‘rg) | :C% + (l’Q - 1)2 S 1’ T3 = 0}7
02 L= {(Il,SCQ,:Cg) | L1 =22 = 07 -1 S x3 S 1}

1° Tegn og beskriv C := conv(Cy U Cy).
2° Angiv ext C.
3° Undersgg, om ext C' er afsluttet.

OPGAVE 17. Lad C vere en afsluttet konveks meengde, og lad M veere en delmaengde
af C' med C = conv M. Vis, at ext C' C M.

OPGAVE 18. I R? betragtes punkterne z1 = (1,5), 22 = (—4,—3), 3 = (4,—5),
x4 = (0,0) og x5 = (—%, 1).
1° Vis, at x4 og x5 er konvekse kombinationer af x1,zs og x3. Angiv sadanne
konvekse kombinationer.

2° Beskriv det konvekse hylster af {x1, za, 23, 24, T5}.

OPGAVE 19. I R3 betragtes punkterne z; = (2,1,—1), 2o = (7,3,-9), 23 =
(—8,7,—7) og x4 = (0,4,6). Beskriv det konvekse hylster af {z1, 22,23, 24}.

OoPGAVE 20. I R?® betragtes punkterne z; = (2,1,—1), 22 = (7,3,-9), 23 =
(8,7,—7) og x4 = (0,4,6). Beskriv det konvekse hylster af {1, 2,23, 24}.
OPGAVE 21. Lad y = (y1,...,Yn) veere en vektor i R™ med y; > 0,...,y, > 0.

Bevis, at for alle a € R er Ri N J(y,a) et begraenset konvekst polyeder. Angiv
hjgrnerne i EZ NJ(y,1).

OPGAVE 22. Lad K veere en konveks kegle. Vis, at span K = K — K.

OPGAVE 23. Lad K veere en konveks kegle. Vis, at (—K) N K er det “storste”
linesere underrum indeholdt i K.
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OPGAVE 24. Lad K vaere en konveks kegle. Ved K’s normalkegle forstas meengden
K°:={yeR"|Vze K:z-y <0}

Vis, at K° er en afsluttet konveks kegle.

OPGAVE 25. Angiv en ikke-afsluttet konveks kegle i R™. Findes der abne konvekse
kegler i R™?

OPGAVE 26. Ved det afsluttede konvekse hylster clconv M af en maegnde M i R
forstas feellesmeengden af alle afsluttede konvekse maengder, som indeholder M.

Ggr rede for, at clconv M er den “mindste” afsluttede konvekse meengde, som
indeholder M. Bevis, at clconv M = cl(conv M).

OPGAVE 27. Gor rede for, at der for vilkarlige maengder M; og Ms 1 R™ gaelder

M, C My = M; C M.
Undersgg, om der for konvekse meengder Cy og Csy gaelder

2
Cl Q Cg :'>ri01 g I’ng.

OPGAVE 28. Lad P = conv{zy,..., 2} veere en konveks polytop i R". Bevis, at et
punkt x € R™ ligger i ri P, hvis og kun hvis = har en fremstilling

k
T = E iz,
i=1

hvori alle \; er > 0.

OPGAVE 29. Lad f : R® — R™ vere en affin afbildning. Vis, at der for enhver
konveks maengde C' i R™ geelder ri f(C) = f(riC).

OPGAVE 29. Lad f : R® — R™ vere en affin afbildning. Vis, at der for enhver
konveks maengde C 1 R™ geelder ri f(C) = f(xriC).

OPGAVE 30. Vis, at hvis C er en afsluttet konveks maengde sa er recc(C) afsluttet.

OPGAVE 31. Vis, at for enhver konveks meengde C galder recc(C) C recc(C).

OPGAVE 32. Lad C vare en ikke-tom afsluttet konveks meengde i R™. Ved en side
i C forstas en konveks delmeengde F' af C' med egenskaben, at hvis y og z er to
forskellige punkter i C, saledes at |y, z[NF # O, sa ligger bade y og z 1 F. En side
F siges at veere egentlig, dersom F' # () og F' # C.
1° Vis, at et punkt = € C er et ekstremt punkt, jf. Opgave 15, hvis og kun
hvis {z} er en side.

2° Angiv alle sider i en terning, i en afsluttet kugle i R3, i et afsluttet halvrum
i R™ og i et n-simpleks.



3° Gor rede for, at hvis H er en stottehyperplan for C med C ¢ H, sa er HNC
en egentlig side i C'. -En side af denne art kaldes en eksponeret side. Et
punkt x i C kaldes et eksponeret punkt, dersom {x} er en eksponeret side.

4° Giv et eksempel pa en afsluttet konveks meengde C i R?, som har ikke-
eksponerede sider.

5° Bevis, at enhver side i C' er afsluttet.

6° Lad F vere en side i C, og lad G veere en delmaengde af F'. Vis, at G er en
side i F', hvis (og kun hvis) G er en side 1 C.

7° Ggr rede for, at der for enhver delmaengde M af C' findes en “mindste” side
F i C, som indeholder M.

8° Lad F veere en side i C' og lad x veere et punkt i F'. Vis, at F' er den mindste
side i C', som indeholder x, hvis og kun hvis x € ri F'.

9° En facet i C er en side F' med dim F = dim C — 1. Vis, at enhver ikke tom
facet er en eksponeret side.

OPGAVE 33. Lad B og C vare de konvekse maengder i R:
B={(zy)|2"+y* <1}, C={(w.y) | 2] <1, |y| <1}.

Hvilke delmeengder S af randen for B kan man fjerne sa resten B\ S stadig er
konveks ?
Det tilsvarende spgrgsmal stilles for C.

OPGAVE 34. Lad C vare konveks og «, 5 € R. Vis, at for « >0, 8 > 0, sa er
(a+B)C =aC+pC.

Gealder en tilsvarende formel for vilkarlige a, 3 € R?

OPGAVE 35. Lad B veere en m X n matrix og b € R™. For vektorer b,c € R"
defineres b < ¢ hvis det for alle indices i € {1,...,n} geelder b; < ¢;. Antag, at
mangden

C={zeR"| Bz <b}
er et affint underrum. Vis at sa findes der en vektor ¢ € R™, sa at
C={zeR"|Bz=c}

(med samme matrix B).

OPGAVE 36. Lad A vaere en m x n matrix. Lad xg € R™ og b = Axy.
Lad C betegne den affine maengde

C={zeR"| Az =10}.

Find det parallelle underrum til C' og angiv dimensionen af C' (udtrykt ved hjeelp
af m,n og rangen for A).
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OPGAVE 37. Lad C veere en konveks maengde i R", og lad x € R™ med egenskaben
x ¢ aff(C).

Lad S = conv(C' U {z}).

Vis, at dimS =1+ dim C.
OPGAVE 38. Lad S C R™ vaere kompakt. Sa er conv(S) kompakt.
OPGAVE 39. Lad a1,---,a,, € R". Lad

K:{)\lal—i—---—i—)\mam | N >0, i:l,...7m}.

Sa er K konveks og lukket.

OPGAVE 40. Vis at nar C, D er konvekse maengder i R", sa er C' x D en konveks
maengde i R?" og
ri(C x D) =ri(C) x ri(D) .

Tlustrer i tilfseldet n = 1.

OPGAVE 41. Lad C veere en konveks maengde i R™ og lad K vaere defineret ved
K={X|ceC, A>0}.

Nlustrer for n = 2, — bade i tilfeeldet, hvor 0 ¢ C og hvor 0 € C.

1. Vis, at K er en konveks maengde. (K kaldes den konvekse kegle frembragt
af C).

2. Vis, at dim K enten er lig med: dim C eller med: 1+ dim C.

3. Antag, at 0 ¢ C og at C' er kompakt. Vis, at

riK ={A>0, ceri(C))}.

Vis, at K er lukket.

4. Er udsagnene i spgrgsmal 4 korrekte, hvis vi dropper én af betingelserne
0 ¢ C eller er C kompakt, — gaelder det f.eks. at hvis 0 ¢ C og C' er lukket,
sa er K lukket?

OPGAVE 42. Lad C veare en kompakt og konveks maengde i R™. Lad
D={X|0<A<1,ceC}.
Vis, at D er kompakt og konveks. Ilustrer.

OPGAVE 43. Gealder fglgende: Hvis C, D er lukkede, konvekse mzengder i R", sa
er C' + D lukket?

OPGAVE 44. Lad K, P C R" vaere kompakte konvekse maengder i R™.
Vis, at K x P er kompakt og konveks i R?" og at K + P er kompakt og konveks
iR™

OPGAVE 45. Lad C vere en lukket konveks maengde i R™, sa at 0 € int (C).
Lad for ethvert x € R™:

y(z|C)=inf{\>0]|z e \C}.



8

Vis, at v(:|C) er konveks, positiv homogen og lukket.
Vis, at dom(-|C') = R™, at

C={z[y(z|C) <1}

og
intC = {z | y(z|C) < 1}.

(v(:|C) kaldes gauge-funktionen for C').
Bestem «(:|K) hvor K C R" er den lukkede kugle K(0,1).

OPGAVE 46. Find Gauge-funktionerne for C' og D givet ved
C={(z1," - ,zn) ER" | |z5] <1,i=1,--- ,n}
D ={(z1,-,xn) €R" [|za] 4+ + |2n| <1}
OPGAVE 47. Lad C vere en ikke-tom konveks maengde, sa at
{Ae|XA>0,ceC}=R".

Vis, at 0 € int (C).



2. Konvekse funktioner

OPGAVE 1. Betragt folgende udvidede reelle funktioner pa R:
(1) fi(z) =¢€", z €eR.
e, x <0,
@ a0 ={ 130
e’ z <0,
400 , z>0.
ev, x <0,
, z=0
400, x>0.

400, x>0.
er, x<0,
1, z > 0.
e, =<0,
2, r>0.
er, z <0,
x+2, x>0.
e, z <0,
r+1, x>0.

{
ev, x <0,
(5) fs(x) = { 3 r=0,
{
{
{
{

e, =<0,
10 T) = B
1) s ={ T TZ0
Hvilke af funktionerne er konvekse?

OPGAVE 2. Lad f, 3: R — R veere givet ved

e, x <0,
ar + [, x>0.

(o) = {

Bestem de (o, 3) € R? for hvilke f, g er konveks.

OPGAVE 3. Lad f veere en konveks funktion pa intervallet [0,1]. Vis ved et eksem-
pel, at f ikke ngdvendigvis er kontinuert pa hele intervallet.

OPGAVE 4. Vis, at x — log(1 + €*) er konveks pa R.

OPGAVE 5. Lad f : [a,b] — R vaere en kontinuert funktion, der er konveks pa ]a, b].
Vis, at f er konveks pa [a, b].

OPGAVE 6. Lad
flx)=—v1—-2a%, |z|<1.

Vis, at f er konveks pa [—1, 1] og tegn grafen for f.
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OPGAVE 7. Lad 0 < a < b < d. Vis, at f er defineret ved
1— 67)\d
f()\) = IOg (m) y A>0

er konveks pa ]0, +-o00[:

(Denne opgave er maske lidt drilagtig, — men den er et specialtilfzelde af en
funktion der er forekommet i praksis, — nemlig i Esben Hgg’s speciale i statistik,
sommeren 1982).

OPGAVE 8. Lad I vere et interval pa den reelle akse og f : I — R en konveks
funktion.
Vis, at
Fuzy + -+ Xgzg) < Af(@n) + -0+ A f (o)
nar xy, -+ ,xp € I, Adi,-- , A € [0,1] og Ay + -+ X = 1.
Denne ulighed kaldes Jensen’s ulighed efter en dansker J.L.W.V. Jensen, som
viste en rackke klassiske uligheder som specialtilfeelde af ovenstaende. Resultatet er

beskrevet i afhandlingerne:
J.L.W.V. Jensen:

Om konvekse funktioner og uligheder mellem middelveerdier.
Nyt Tidsskrift Math. B 16 (1905), p. 49-68.

J.L.W.V. Jensen:

Sur les fonctions convexe et les inegalités entre les valeurs moyennes,
Acta Math. 30 (1906), p. 175-193.

OPGAVE 9. Lad f : R — R veere en kontinuert afbildning. Galder fglgende:

1. L CR, L begraenset = f(L) begraenset ?
2. L CR, L lukket = f(L) lukket?
3. L CR, L lukket og begraenset = f(L) lukket og begraenset ?

OPGAVE 10. Lad A : R™ — R™ vare en lineser afbildning. Geelder fglgende:

1. L CR"™, L begreenset = A(L) begraenset ?
2. L CR", L lukket = A(L) lukket ?
3. L CR", L kompakt = A(L) kompakt ?

OPGAVE 11. Lad A, B veere ikke-tomme delmaengder af | — 0o, 00]. Vis, at

sup(A+ B) =sup A +sup B
sup A = —inf(—A).

(Husk pa, at sup A er karakteriseret ved

1. a<supA, Va € A,
2. a<k,Va€e A= supA<k).

Lad f: R — R, g: R — R veere begraensede funktioner. Vis, at

(x)  sup{f(x) +g(x) |z € R} <sup{f(z) |z € R} +sup{g(z) |z € R}.

Giv et eksempel, der viser, at man kan have < i ().
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OPGAVE 12. Vis, at f,g: R™ — R er konvekse, hvor

[y, wn) = max{|zs], - - [enl}

g(‘Tla"' ,SCn): |.Z'1|++|In|

OPGAVE 13. Lad C C R™ vare konveks og f : C — R vare en konveks funktion.
Antag, at der findes z¢ € riC, sa at

f(wo) = sup f(z).

zeC
Vis, at f er konstant pa C.

OPGAVE 14. Lad f: R" —] — 00, 00] veere givet ved

—(1:1~z2...:cn)1/", hvis z; > 0,Vi

@) = o) = {

00 ellers.

)

Vis, at f er konveks ved at vise fglgende:

1. Hvis a1, a9, -+ ,a, € R, sé er

(14 +an)” <nlaj+---+a).

2 n
2. Hvis A = (a;;)7 = ((ha—é)ij)lv s er

(Ay,y>=%($)' i‘”—ﬂ _”i(%f

nar r; >0, x2 >0,...,2, > 0.
3. f er konveks.

OPGAVE 15. Vis, at fglgende funktioner er konvekse:

1.
log(e® +e¥), 2?+y?<1
f(l',y) = 2 2
00, vty >1.
2. L R
— +e*7% z>0,y>0,z¢€
9(z,y,2) :{ o ’
0, ellers.
OPGAVE 16.

Hvis f er en konveks funktion defineret pa en konveks meengde C og xg er et
lokalt minimumspunkt for f, sa er o et globalt minimumspunkt for f, dvs. hvis
der findes en omegn U om xg, sa at

flxo) < f(z), VeelU
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sS4 er
flzo) < f(z), VzeR".

OPGAVE 17. (Eksamen, Sommeren 1980, Opgave 5).
Med f : R? — R betegnes den ved

f(@) = |z — 22|, Vz = (21,22) € R?

definerede funktion.

1. Vis, at f er konveks.
2. Bestem subdifferentialet df(a) i ethvert punkt a = (a1, az2) € R

OPGAVE 18. Find subdifferentialet for f i ethvert punkt for fglgende funktioner:

1. f(z) = (Az,x), * € R™, — hvor A er en positiv semidefinit, symmetrisk
n X n matrix.

2. f(xvy) = \/‘r2+y2a (l‘,y) € R

OPGAVE 19. (Eksamen, Sommeren 1982, Opgave 3).
Med f : R? — R betegnes den ved

f(x) =|z1 + 222, == (x1,22) € R?

definerede funktion.

1. Vis, at f er konveks.
2. Bestem subdifferentialet 0f(a) for ethvert a = (a1, az2) € R2.

OPGAVE 20. (Eksamen, Vinteren 80/81, Opgave 3).
Med a og b betegnes to indbyrdes forskellige punkter af R™, og med f: R®” — R
den ved

flx)=lr—al+|x—b], VreR"

definerede funktion.

1. Gor rede for, at f er konveks.

2. Find subdifferentialet df(a).

3. Ggr rede for, at f har en mindste veerdi v og bestem v samt minimums-
maengden {z € R” | f(z) = v} (man kan f.eks. benytte, at for ethvert
2 € R™ har f(z) en simpel geometrisk betydning)?

OPGAVE 21. (Eksamen, Sommeren 1981, Opgave 4).
Med f : R® — R betegnes den ved

f(x) =|z1 + 22|, Va=(x1,29,23) € R3

definerede funktion.

1. Vis, at f er konveks.
2. Bestem subdifferentialet df(a) af f i ethvert punkt a = (ay, as,a3) € R3.
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OPGAVE 22. (Eksamen, Sommeren 1978, Opgave 4).
Gor rede for, at den ved

flx)=|z|+ (z,z), VYxeR"

definerede funktion f : R™ — R er konveks, og bestem subdifferentialerne df(0) og
df(a), hvor a = (1,1,--- ,1).

OPGAVE 23. (Eksamen, Vinteren 83/84, Nr. 1)

1. Lad f : R? — [0, 0o[ veere konveks. Vis, at funktionen h givet ved

h(z,y) = f(z,y) + f(z,y)?, V(z,y) € R?

er konveks.
2. Lad g veere den konvekse funktion pa R2:

g(x,y) = lal + [yl + (2| +y))*, V(z,y) € R?.
Find subdifferentialet 9g(0,0) af g i punktet (0,0).

OPGAVE 24. (Eksamen, Sommeren 1979, Nr. 1).
Med f: R —] — 0o, oo[ betegnes en konveks funktion. Undersgg, om der geelder:
Hvis
fA) =0 for A— o0

da er
fA) >0, VIeR.

OPGAVE 25. Definer funksjonen F for alle x > 0 ved
f(z) = / et dt
0

(a) Finn uttrykk for F'(x) og F"(x).
(b) Pavis at F' er strengt konveks over (0, co).

OPGAVE 26.
(a) Hvis f(x1,---,2,) er konkav, for hvilke verdier av konstanterne a og b er
af(xy, -+ ,x,) + b konkav?
(b) Hvis f(x1,---,x,) er konkav og bare antar positive verdier, afgjor om
funksjonerne

h(zla"' ,In):hlf(llil,"' 7:Cn) og g(zla"' 7xn):€f(mh...1zn)
er konkave/kvasikonkave.

OPGAVE 27. Lad f veere en konveks funktion defineret pa en konveks delmaengde
C C R” som har ikke tomt indre og lad x( veere et indre punkt i C. Vi skal angive
et bevis for at f er kontinuert i x¢. Lad € > 0:

1. Vis ved at separere (xo, f(zo) — §) fra epi f at der findes en affin funktion
amed a < f, sa at a(xg) > f(ro) — €.
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Slut heraf, at der findes en omegn U af xg, sa at

yeUs= fly) > fzo) —¢

2. Gor rede for, at der for i = 1,--- ,n findes §; > 0, sa at
fzo + Aei) < f(mg) +&, nar —6; <A <6;.

(e; betegner den i’te naturlige basisvektor).
Gor rede for, at

0 er et indre punkt af (conv{+dies, - ,+dpen})
og slut heraf, at der findes en omegn om z : V, sa at

yeV=f(y) < flwo) +e

3. Vis, at f er kontinuert i punktet x.

OPGAVE 28.
Lad f: R™ — R vaere en konveks funktion.
Vis, at f er (det punktvise) supremum af sine affine minoranter.
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3. Dualitet og separation

OPGAVE 1. For en vilkarlig maengde M i R™ satter vi

polar(M) :={y e R" |Vz e M :x -y < 1}.

Mengden polar(M) kaldes M’s polare maengde.

10
90
30
4°
5o
6°
70
]°
9o

10°

11°

Vis,
Vis,
Vis,
Vis
Vis,

Vis
Vis,
Vis,
Vis,
Vis,
Vis

at polar(M) = (N cp J(2,1)

at y € polar(M) & M C J(y,1).

at polar(M) er en afsluttet konveks maengde.

at polar(({0} U cl(conv M))) = polar(M).

at My C My = polar(M;y) D polar(Ms).

at polar(K(0,7)) = W,%)

at hvis M er begreenset, sa er 0 et indre punkt i polar(M).

at hvis 0 er et indre punkt i M, sa er polar(M) begraenset.

at hvis P er en konveks polytop, sa er polar(P) et konvekst polyeder.
at polar(L) = L* nar L er et linesert underrum.

at polar(K) er K’s normalkegle nar K er en konveks kegle.

OPGAVE 2. Tegn den polare meaengde (jf. Opgave 1) til folgende meaengder i R:

My ={(1,1),(-1,1),(-1,-1),(1,-1)}.

M5 = conv M.
Ms ={(1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1)}.
M, = conv Ms.

My = {(x1,22) | 21 > 0,22 > 0}.

Mg = {(z1,z2) | 22 > 0}.

M7 = {(x1,22) | 221 + 22 = 0}.

Mg = {(1,1)}.

My = [(0,0), (1,1)].

Mg ={(z1,22) | 21 — 22 < 2,21 > 2,29 > —1}.

OPGAVE 3. I Opgave 1 definerede vi M’s polare maengde polar(M) ved

polar(M) :={y e R" |Vz e M : -y < 1}.

Ved M’s bipolare maengde forstas meengden polar(polar(M)).
1° Vis, at polar(polar(M)) = ({J(y,1) | M C J(y,1)}.

2° Vis, at polar(polar(M)) = clconv({0} U M). -Dette resultat kaldes Bipo-
larsetningen.
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OPGAVE 4. Lad z* = (z%,--- ,z}%) € R" og lad
RY ={(z1, -~ ,2n) €R" |2, 20, i=1,--- ,n}.
Antag, at afbildningen ¢t — (z*,t) er nedad begreenset pa R .
Vis, at z* € RY.

OPGAVE 5. Lad

By ={(z,y) eR*|0<z,0<y, 1<uzy}

By ={(z,y) ER*|0<z, 0 <y}
Lad z* = (27, 23) € R?. Angiv sup (c,z*) og cienlgi(c,m*> fori=1,2.

ceB;
(Det kan veere ngdvendigt at graduere svaret efter egenskaber ved x*).

OPGAVE 6. Lad H veere en hyperplan i R” og K en ikke-tom konveks meengde, sa
at
KNnH=0.

Vis, at K er indeholdt i et af de ved H bestemte dbne halvrum.

OPGAVE 7. Lad b,d € R" veere forskellige fra nul. Lad 8,7 € R. Lad H og M
betegne hyperplanerne

H={xzeR"| (z,b) =5}
M={zeR"|(z,d) =~}.
Vis H = M hvis og kun hvis der findes a € R, sa at b = ad og 3 = an.

(Vink til den vanskelige implikation: Hvis U er det parallelle underrum til H, sa
er U+ = span (b), — og analogt for M.)

OPGAVE 8. Lad som ssedvanlig B betegne den lukkede enhedskugle i R?. Lad
(r,y) € R?. Find den minimale afstand fra (z,y) til punkter i folgende meengder:
B
a+eB, (a€R?, £>0)
{(s,t) eR? | ]s| <1, [t < 1}
og angiv det punkt, hvori den minimale afstand realiseres.

OPGAVE 9. Hvis hyperplanen H separerer maengderne S og T' i R™, sa separerer H
ogsa conv(S) og conv(T).

OPGAVE 10.

1. Hvis B som szdvanlig betegner den lukkede enhedskugle i R™ og D en
delmaengde af R™, sa geelder for alle b € R™, & > 0:

sup{(z,b) | z € D+ B} = sup{(y,b) | y € D} +£|[b| .

2. Hvis C og Cs er konvekse maengder i R™, hvorom der geelder, at der findes
et € > 0, sd at C; +eB og Cs 4+ &B kan separeres, sa kan C7 og Cy separeres
staerkt.

3. Hvis (7 og C5 er konvekse meengder 1 R", sa at C; og C5 kan separeres
steerkt, sa findes € > 0, sa at Cy 4+ €B og C2 + €B kan separeres.
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OPGAVE 11. Lad S C R™ vere en begraenset maengde. Lad z* € R”. Vis, at
sup{(a*,s) | s € S} = sup{(a”,s) | 5 € cl($)}

/{(z*,s} | s € S} =inf{(z*,s) | s € cl(5)}.

OPGAVE 12. Lad C og D vare konvekse maengder i R™. Er fglgende pastande
korrekte:

1. Hvis C og D kan separeres egentligt, sa kan C og D separeres egentligt ?
2. Hvis C og D kan separeres staerkt, sa kan C' og D separeres steerkt ?

OPGAVE 13. Lad C; og C5 veere ikke-tomme konvekse meengder i R™. Antag, at
0¢(Cy —Cy).
Vis, at sa findes der en hyperplan, der separerer C7 og Cy steerkt.

OPGAVE 14. Lad K C R" veere en kegle, dvs.

A>0, ke K= XMeK.
Lad b € R™ og antag, at der findes a € R, sa at

(k,b) <, foralleke K.
Sa gaelder, at

(k,b) <0 foralleke K.

OPGAVE 15. (Farkas lemma).
Lad ag, a1, - ,amn € R™. Sa er folgende udsagn sckvivalente:

1. Der findes A1, -, A\, € R, alle ikke-negative sa at ag = A\ja1+ -+ A am.-
2. Uligheden (ag,z) < 0 er en konsekvens af ulighederne (a;,z) < 0, i =
1,---,m, dvs.

(,a;) <0, i=1,---,m= (x,a0) <0.

(Vink: Den ene vej kan f.eks. vises ved at bruge opgave 14 ovenfor og
separere ag fra meengden

{A1a1+...+)\mam|)\i207 @:177m}

der er lukket og konveks ifglge opgave K39.

OPGAVE 16. Lad A veere en reel m x n matrix. Vis, at hvis billedmzengden A(R™)
og den “positive orthant”

{(x1, - ,2m) ER™ |2 >0,i=1,--- ,m}

er disjunkte, sa findes der en vektor p € R™ \ {0}, sa at alle p’s koordinater er
ikke-negative, og s& at Ap = 0 (hvor A? er den transponerede matrix til A).
Vis derefter, at preecis ét af fglgende udsagn er sandt:
1. Der findes y € R", sa at samtlige koordinater i Ay er positive.
2. Der findes en vektor € R™ \ {0}, sa at x har ikke-negative koordinater,
og s at Atz = 0.
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OPGAVE 17. Lad L veere et underrum af R™. Vis, at enten indeholder L en vektor
med lutter positive ( dvs > 0 her ) koordinater, eller ogsa indeholder L+ en vektor,

som er forskellig fra nul og som har lutter ikke-negative koordinater.
Tolk resultatet i R? og R3.

OPGAVE 18. Lad A vaere en m x n matrix og b € R™. Vis, at precis et af folgende

udsagn er sandt:

1. Der findes z € R™ med x > 0, sa at Ax = b.
2. Der findes y € R™ med Aty >0, (b,y) <0,

(hvor A! betegner den transponerede matrix til A, — og z > 0 betyder, at alle z’s

koordinater er ikke-negative).

OPGAVE 19. Lad A vaere en reel m x n matrix og b € R™.

1. Fglgende udsagn er sekvivalente:
i)z >0: Az <b
(i) 3z >0, Ju>0: Az +u = {A,I}(?) =b.
2. Der indtraffer ét og kun ét af tilfzeldene:
(i)Jz>0: Az <D
(i) 32 > 0: A2 > 0, (b, 2) < 0.

(Vink: Brug ovenstaende opgave 18 pa {A, I} : m x (m + n)—matrix).

OPGAVE 20. (Dualitetsssetningen i lineser programmering).
Lad A vaere en m x n matrix, b € R™ og ¢ € R". Betragt problemerne:
(P) Maksimer (c,z) under bibetingelserne Az <b, 0 < x.
(P*) Minimer (b,y) under bibetingelserne Ay > ¢, 0 < y.

Vi skal nu vise, at max(P) = min(P*) under forudsaetning af, at der findes zy € R”

og Yo € R™, sa at

OS.’L‘o, ACL‘QSb
OSyOa CSAtyO'

1. Vis, at sup(P) < inf(P*).

2. Ggr rede for fglgende: For at vise resten er det nok at vise, at der findes

x>0,y >0med Az < b, Aty > c og (c,z) = (b,y).

3. Lad
A 0 b
B=¢{ 0 -—A' d=1¢ —c
—c b 0

Vis ved hjeelp af opgave DS19, at hvis der ikke findes x og y som opfylder

kravene i 2., s& findes 2 > 0, sd at Btz > 0, (d, z) < 0.
4. Lad z som i 3.: z = (21,22,0), 0 € R. Vis, at > 0 — brug sa %
at fuldende argumentet.
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4. Optimering under Bibetingelser

OPGAVE 1. Betragt funktionerne fy: R® — R og fi : R® — R givet ved

10

20
30

40

fo(zayvz) =r+y+z
fi(z,y, 2) = 2 +y* 4+ 2% — 25.

Undersgg, om fo har en stgrsteveerdi og/eller mindsteveaerdi under bibeting-
elsen f; = 0.

Opstil og lgs Lagrange ligningerne.

Anvend (om muligt) Lagranges setning til at finde de eventuelle globale
maksimumsspunkter /minimumsspunkter under bibetingelsen f; = 0.
Overvej, om opgaven kunne vaere lgst uden anvendelse af Lagranges saetning.

OPGAVE 2. Udfgr samme program som i Opgave 1 pa hvert af nedenstaende seet
af funktioner. I 6° — 8° drejer det sig om maksimering og minimering af fo under
bibetingelserne f; = 0, fo = 0.

f2 €r,Y,z )71’ +y —4.
fo(x1, 22,23, 24) = T1222324,

1° folx,y,2) = 22 + y? + 22,
filz,y,2) =x+y+ 2z —25.
2° fo(w,y,z) = 2% + 9% + 22,
filz,y,2) =2 —y+2-—1.
3° fo(z,y) = y? — 4wy + 422,
(z,y) = 2> +¢y* — L.
4° fo(z,y) =222 + 2y — y? +y,
(x,y) =2z +3y— 1.
5° fo(z,y,2) =+ 2y — 3z,
fl(‘rvya )_437 +y - <.
6° fo(z,y,2) =22 +y? + 22,
fi(z,y, )*:L'— 71
f2(x,y, )_y _Z _1
7° fo(%y, ) 2 y2a
fl(‘rvya )_‘r+y+z_1
(
(
(

OpPGAVE 3. Der skal fremstilles et lukket kasse, som skal rumme 2 m-~.

fi(x1, o, 23, 24) = 21 — 23 — 2,
f2($1a1’2,$3,$4) = m% + x4 — 4.

3. Prisen

pr. kvadratmeter af de materialer, som kassen skal laves af, er 1 kr. for siderne, 2
kr. for bunden og 1,5 kr. for toppen. Hvilke dimensioner af kassen vil ggre prisen
mindst mulig?

OPGAVE 4. Diskutér fortolkningen af Lagrange multiplikatorerne for eksemplerne
i Opgave 3.

OPGAVE 5. Lad C vaere en ikke-tom aben konveks delmeengde af R"™, og lad f
veere en C? funktion pd C. Man kan bevise, at f er en konveks funktion, hvis og
kun hvis den symmetriske matrix

0% f
(axiazj (x))i,j_l n

.....
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er positivt semidefinit for alle z € C, dvs. den tilhgrende kvadratiske form er > 0.

Det burde veere bevist i Matematik 1, at en symmetrisk matrix er positivt
semidefinit, hvis og kun hvis alle dens egenveerdier er > 0. Benyt dette til at
undersgge, om fglgende funktioner er konvekse:

1O flx1,22) = ™72 4+ e¥27%1 (11, 35) € R?.
f(z1,m2,23) = 25E1 + a5 — 29[?12102 —ay — w2+ a3, (21,22,23) € R
flx1,22) = :1:1 + a3, (w1,22) € R?.
—2
flay,m) =23 + 23, (21,72) € R.
OPGAVE 6. Fglgende eksempel er hentet fra en amerikansk lserebog. Diskutér eks-
emplet!

Consider the problem
minimize x1Ts + T2T3 + T3T1

subject to x1 + x5 + x3 = 3.

The necessary conditions become

To+x3+A=0
€1 +23+A=0
T1 + X2 +>\:0.

The three equations together with the one constraint equation give four equations
that can be solved for the four unknowns i, s, 3, A. Solution yields 1 = x5 =
Tr3 = 1, A= -2,

OPGAVE 7. En funktion f : A — R, hvor A C R", siges at veaere inf-kompakt,
dersom der findes et a € R, saledes at meengden

{reAlf(z) <a}

er ikke-tom og kompakt. Bevis, at hvis f : A — R er kontinuert og inf-kompakt,
sa har f en mindsteveerdi pa A.

OPGAVE 8. Definer funksjonen f for alle z,y ved
f(z,y) = 3sin2x + 3y — 3y? + 8
(a) Vis at f er konkav over rektanglet R = {(z,y): 0 <z < 7/2, 9 <y < 1}.
(b) Finn maksimum av f over R.
(c) Vis at f har minst ett lokalt maksimumspunkt utenfor R.
OPGAVE 9. Minimér funktionen

fo(@1,m2) = 1772 4 €271 (31,29) € R?,

under bibetingelserne
fi(z,z0) =af — 22 +1 <0,

f2(1'1,1'2) = 27132 S 0
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OPGAVE 10. Minimér funktionen
2 2
fo(z1, 29, 23) = 223 + 25 — 23129 — 21 — T2 + T3, (T1,72,73) € R,
under bibetingelserne

0<a, 0<ap<1, af+a;<az+l

OPGAVE 11. Minimér funktionen
2 2
fo(x1,m2,23) = 2] + 23 — ;122 + 73, (21,72, 73) € R?,
under bibetingelserne

0<zi, 1<z, af+axs—13<2

OPGAVE 12. La f veere definert for alle (z,y) ved

2

(1) flay)=2- (-1 ¢

(a) Beregn Hesse-matrisen til f og pavis at f er konkav.
(b) Finn den stgrste verdien f antar.
(c¢) Betrakt det ikke-linesere programmeringsproblemet

(2) max f(z,y) nar 2 +y* < a (a positiv konstant)

Still opp Kuhn-Tucker-betingelserne for lgsning av dette problemet.
(d) Finn lgsningen av problemet (2).

OPGAVE 13. La D veere mengden av punkter (z,y) i zy-planet som er slik at
-l<z<log-1l<y<l, ogla

1
f@y) = -9 = @=-y* = (= +y)"
(a) Undersgk om f er konveks eller konkav i D.
(b) Finn maksimum av f i D.

OPGAVE 14. Betrakt problemet

: @)yt <d

(%) maksimer (2z + y) nar {x2+(y+1)2§4 x>0,y>0

(a) La S veere mengden av alle (z, y) som tilfredsstiller alle de fire bibetingelsene.
Skraver S i xy-planet, og tegn inn noen nivalinjer for f(z,y) = 2z + y.

(b) Lgs problemet (%) ved & bruke et geometrisk resonnement.

(c) Vis, at (x) er et konkavt maksimeringsproblem. Still opp Kuhn-Tucker-
betingelsene. Verifiser at det punktet (zo,yo) du fant i (b) tilfredstiller
Kuhn-Tucker-betingelsene.

(d) Anta at betingelsen 22 + (y+1)? < 41 (x) erstattes med 22+ (y+1)? < 4.1.
Ansla endringen i den maksimale verdien av 2x + y.
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OPGAVE 15. Betrakt problemet

(1) %ZL'l + %:CQ + %1'3 + %564 < 3
maksimer (21 + 22 + 23 + x4) nar < (2) z1x0w324 < 144

(3) @1, x2, 23, x4 alle >0

(a) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for at (z9,z9,29,29) skal lgse dette
problemet, idet du lar A og p veere multiplikatorer tilordnet henholdsvis (1)
og (2). (Bruk Setning 4.25. Fgringsbetingelsen trenger du ikke undersgke.)

(b) Forutsett at problemet har lgsning og finn denne. (Vink: Se pa de to
tilfellene (I): (2) er inaktiv, (II): (2) er aktiv.)

(¢) Anta at hgyresiden i bibetingelse (1) endres fra 3 til 3.1. Hva blir tilnsermet
den tilhgrende endringen i den maksimale verdien av 1 +x2+x3+x4 7 Hva
blir den tilsvarende virkningen av en liten endring i hgyresiden i bibetingelse

(2)7
OPGAVE 16. Betrakt problemet

maksimer z%ye *7Y nar x> 1, y>1, z+y>4.

(a) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for problemet. (En trenger ikke se pa
foringsbetingelsen.)

(b) Finn alle lgsningene av disse betingelsene.

(¢) (Kan slgyfes). Har du i (b) funnet maksimum i problemet ?

OPGAVE 17. Lgs folgende problem med hjelp av Kuhn-Tucker betingelser:
minimer f(z,y) =" 4+ e¥ +2x4+y nar x> -1, y> -1, 2 +y>0.

OPGAVE 18.

(a) La A veere en symmetrisk n x n matrise med |A| # 0, la B vaere en 1 X n-
matrise, og la X veaere en n x 1-matrise. Betrakt uttstykket

1 ' 1 1
(%) (X + 5A—lB’) A (X + 5A—lB’) - ZBA—lB'
Multipliser ut uttrykket, og forenkle det mest mulig.
(b) Anta at A er symmetrisk og positiv definitt (dvs. at Y’ AY > 0 for alle nx 1-
matriser Y # 0). Finn med hjelp av (x) den matrisen X som minimerer

uttrykket X’AX + BX.

OPGAVE 19. Betrakt problemet

1
maks 1n(m2+2y)—§x2—y nar y >2/x, x>1,y>1.

(a) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for problemet. Se bort fra forings-
betingelsen.
(b) Lgs problemet.
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OPGAVE 20. Betragt problemet

2 2 2 o z S xy
maks (4z —z° —y z)nar{z2+y2+22 <3
(a) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for lgsning av pro-blemet. Se bort fra
feringsbetingelsene.
(b) Begrunn at maksimeringsproblemet har en lgsning, og finn lgsningen.
(c) Hvilken endring far en tilnsermet av maksimumsverdien av 4z — 22 —y% — 2
hvis den fgrste bibetingelsen endres til z < 2y 4+ 0.17

2

OPGAVE 21. La f vere en funksjon av to variable, gitt ved
f(z,y) = —z* — ca® + 6zy — 69>

der c er en konstant.
(a) For hvilke verdier av ¢ vil f vaere konkav i hele planet ?

I resten av denne oppgaven skal vi studere problemet
(¥)  maks (—2* —y* — 42 4 62y — 6y° + ax + by) nar z+y> <logy > —1.

Her er a og b konstanter.

(b) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for et punkt (x,y) skal lgse (x).
(c¢) Finn ngdvendige og tilstrekkelige betingelser pa a og b for at maksimum-
spunktet i (x) skal veere (x,y) = (0, —1).

OPGAVE 22. La f og g veere funksjoner av to variable, gitt ved
f(a,y) = az + by — 62° = 5zy — 5y, g(w,y) =3 — (2 +¢*)?

der a og b er konstanter.
(a) Vis at bade f og g er konkave i hele planet.

I resten av denne oppgaven skal vi studere problemet
(%) maks (f(2,y) + g(z,y)) nar = >1logy <V

(b) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for at et punkt (z,y) skal lgse (x).

(¢) Finn ngdvendige og tilstrekkelige betingelser pa a og b for at maksimum-
spunktet i (x) skal veere (z,y) = (1,0).

(d) La a = 300. For hvilken verdi av b vil (x) ha lgsningen (z,y) = (4,2)?

OPGAVE 23. Bekrakt problemet
maksimer aln(z +1) —z — 2z —y

narx >0, y >0, zZOongSm—i-y

(%)

der a er en positiv konstant.
(a) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for lgsning av (x).
(b) Finn lgsningene av Kuhn-Tucker-betingelsene. Se pa tilfellene a > 1 og
a < 1 hver for seg.
(c) Begrunn hvorfor det eller de punktene du fant i (b) virkelig gir maksimum
i problemet (x).
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OPGAVE 24. Betragt problemet
(%) maksimer y —e™® nar e +eY <6, r—y <0

(a) Still opp Kuhn-Tucker-betingelsene for lgsning av (x).
(b) Finn lgsningen av problemet.

OPGAVE 25. Betrakt problemet

maksimer zz 4+ yz nar 22 +y24+22<1

(a) Still opp de ngdvendige Kuhn-Tucker-betingelsene for lgsning av problemet.
(b) Finn lgsningen av problemet.

OPGAVE 26. Lad h : R? — R betegne den konvekse funktion
h(z,y) = max{z + 2y, z — 2y}, (2,y) €R®.

1. Find oh((z,y)), V(z,y) € R?
2. Hvad er i]l%f h?

OPGAVE 27. (Eksamen, Vinteren 83/84, Opgave 2).
Lad
fla,y,2) =2 +y* +2° + a2 +yz +ay

for alle (z,y,z) € R3.

1. Vis, at f er konveks pa R3.
2. Lad A betegne den konvekse maengde

A={(z,y,2) eR* |0< ;9 < 0;1 <22 4y + 42} .

Find minimum for f over maengden A og angiv samtlige punkter i A, hvori
f antager sit minimum over A.

OPGAVE 28. Lad g(z,y,2) = 2% + 2y* + 322 og lad
C={(zy.2) | 2* +y* + 2" <4}
Find den optimale veerdi og samtlige optimale lgsninger til programmet
(P) Minimer g(z)

under betingelserne
zel, |z[+y—-z<-1
hvor z = (z,y, 2).
OPGAVE 29. Lad (P) veere et standard minimeringsproblem givet ved C, X € R"™,
B e R™ og A € M(m,n) som

min C*X under bibetingelserne AX > B, X > 0.
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Lad X vaere en mulig lgsning til (P), og lad Y veere en mulig lgsning til det duale
problem (P*). Vis, at fglgende to betingelser er ensbetydende:

(1) X er en optimal lgsning til (P), og Y er en optimal lgsning til (P*).
(2) Der gaelder

m
xj>O:>Zaijyi:cj, ij=1...,n,
i=1

og

n
y¢>0¢2aijzj:bi, i1=1,...,m.
Jj=1

(Udsagnet (1) < (2) kaldes seetningen om ”complementary slackness”. Slackness
~ spillerum.)

OPGAVE 30. Lad (P) veere et standard minimeringsproblem ( se opgave 29 for for-
muleringen), og lad X veere en mulig lgsning til (P). Vis, at fglgende to betingelser
er ensbetydende:

(1) X er en optimal lgsning til (P).

(2) Der findes Y, saledes at

(a) g >0, i=1,...,m,
m
(b) Zaijyiﬁq, ji=1,...,n,
i=1
m
(© 5> 0= Y agyi=c j=1..m,
i=1
n
(d) Zaijzj>bi:>yi:0, 1=1,...,m.
j=1

Gor endvidere rede for, at hvis Y opfylder (a)-(d) i (2), sa er Y en optimal lgsning
til (P*).

OPGAVE 31. Lad (P) veere et standard minimeringsproblem med

Ct=(-18 7 —-12 -5 0 -8),
-2 6 -2 -7 -3 -8
3 1 —4 3 -1 =2

A=|-8 3 -5 2 0 -2
-4 0 -8 -7 1 -3
-5 -2 3 -6 2 1

Bt=(-1 2 —4 —1 -5).
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Ned fra himlen er dalet X, hvor
Xf=(2 4 0 0 7 0).

Vis, at X er en optimal lgsning til (P).

Vink: Man kan bruge Opgave 31. Betingelserne (c¢) og (d) giver tilsammen et
linegert ligningssystem med ubekendte y1, ..., ym. Dette ligningssystem har forha-
bentlig netop én lgsning. (Hvorfor forhabentlig?) Brug lgsningen!

OPGAVE 32. Lad (P) veere et standard minimeringsproblem med

C'=(-8 9 —12 —4 11),

—2 3 —4 -1 -3
A=|-1 -7 =3 2 -1/,
-5 —4 6 -2 =5

B'=(-1 -1 -22).
Lad videre X veere givet ved
X{=0 2 0 7 0).
Underspg, om X, er en optimal lgsning til (P).

OpPGAVE 33. (Fglsomhedsanalyse.) Vi betragter et standard minimeringsproblem
(P). Vi antager, at (P) har en optimal lgsning X,. Det duale problem (P*) har da
ogsé en optimal lgsning Y. (Hvorfor?) Sammen med (P) betragter vi ogsa familien
af ”perturberede” problemer

(Pr) Minimér C*X ub. AX > B+ T og X >0,
hvor T = (ty - - - t,,). Vi vil interessere os for sendringer i den optimale veerdi C'* X
nar (P) erstattes med (Pr). Vi antager fglgende er opfyldt:

(#) Der findes € > 0, saledes at Yy er optimal lgsning til alle (P}) med |t;| < €
fori=1,...,m.

Bevis, at sendringen i den optimale veerdi er T nar |t;| <e fori=1,...,m.

OPGAVE 34. Minimér
721‘1 + 3932 + 121’3 + 15135

under bibetingelserne

— 221 + 22 + 323 + x4 + 1025 > 2,
— 1 +x9 + 4wz — 224 — 675 > 1,

1,T2, %3, 4,25 > 0.
Lgs derefter den tilsvarende maksimeringsopave.
OPGAVE 35. Minimér hver af funktionerne
r1 + X2, T1— T2, —T1+2x2, 221— 22
under bibetingelserne

221+ w2 22, —11— 222 < -2, 2x1—w22>-1, x1,22 2>0.
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Opskriv dernzest de duale programmer. Lav for hver af de fire objektfunktioner en
skitse af M*. Sammenhold med teorien.

OPGAVE 36. Betragt et kanonisk minimeringsproblem
(P) Minimér C*X ub. AX = B og X > 0.

1° Find samtlige basislgsninger til (P) med

Lgs derefter (P).
2° Som 1° men nu med

3° Som 1° men nu med )
B ( )
2

OPGAVE 37. Minimér x1 + z2 + x3 + x4 under bibetingelserne

T + Ty —2x3+x4 =3,
T2 —x3+ x4 <2,
— X1 +3£L’2 *2933 Z 74,

T1,T2,T3,T4 Z 0.
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5 Kontrolteori og Variationsregning

OPGAVE 1. Betrakt variasjonsproblemet
1
maks/ (4ot — &*)dt, x(0)=2, =z(1)=2/3.
0

Finn Euler-likningen tilordnet problemet, og finn den eneste lgsningen av den som
tilfredsstiller begge randbetingelsene.

OPGAVE 2. Betrakt variasjonsproblemet
T
minimer / e "g(z) + c(t)x]dt, x(0)=0, x(T) =B
0

der g og c er gitte funksjoner, T, r og B er gitte positive tall, mens z = z(t) er den
ukjente funksjonen.
(a) Still opp Euler-likningen for dette problemet.
(b) Finn lgsningen av problemet nar r > 0, g(i) = 42, c(t) = 2.
(c) Problemet ovenfor kan gis fglgende tolkning: Man skal skaffe til veje B
enheter av et produkt ved tidspunktet 7'. Produksjonen per tidsenhet er
z, g(&) angir produksjonskostnadene per tidsenhet, ¢(t) angir lagringskost-
nadene per tidsenhet og r er rentefoden. Denne tolkningen fungerer godt
bare hvis lgsningen av problemet har egenskapen @(¢t) > 01 [0,7]. Finn i
tilfellet i (b) betingelser pa parametrene som er ngdvendige og tilskrekkelige
for at @(¢t) > 01 [0,T].

OPGAVE 3. Betrakt variasjonsproblemet

min /OT[pas2 +q (%(z - ao:))Q]dt, 2(0) = 2o, 2(T) = o7

der p, q, a, b, T, x¢ og xp er ikke-negative konstanter, b # 0, q # 0.
(a) Still opp Euler-likningen for problemet.
(b) Finn den generelle lgsningen av Euler-likningen.
(c) Velgp=0,g=1,a=1,b=1,T =1, 29 =0, zr = 1. Finn lgsningen av
problemet i dette tilfellet.

OPGAVE 4. I teorien for gkonomisk vekst forekommer variasjonsregningsproblemet
T
maks / —e"7qt nar (0) = C, x(T) = D.
0
Her er T', a, C og D gitte konstanter, 7' > 0 og a > 0.
” (a)” Still opp Euler-likningen for dette problemet.
” (b)” Finn lgsningen med de gitte verdier av z(0) og z(T).

5. Betrakt variasjonsproblemet
1
maks / (2ze™" — 224 — 2%)dt, x(0)=0, z(1)=1.
0

(a) Still opp Euler-likningen for problemet.
(b) Finn den lgsningen av Euler-likningen som tilfredsstiller z(0) = 0, (1) = 1.
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OPGAVE 6.

(a) Betrakt variasjonsproblemet
1
maks / (—2& — 22)e 0dt, 2(0)=1, z(1)=0.
0

Finn Euler-likningen og vis at dens allmenne lgsning kan skrives pa formen
z(t) = Aet/1° —t + B. Lgs sa problemet (1).

(b) Et oljereservoar inneholder ved tidspunktet ¢ = 0 Z enheter olje. Vi gnsker &
tappe ut all oljen i et gitt tidsrom [0, T]. Er 2(t) antall olje som er igjen ved
tidspunktet ¢, sa er —&(t) upptappingshastigheten (som er positiv nar x(t)
avtar). Vi antar at verdensmarkedetes pris per liter olje er gitt og lik ae®*.
Kostnadene per tidsenhet ved uttvinningen forutsetter vi er lik (&(t))2et.
Profitten per tidsenhet er da

= —i(t)ae®t — (&(t))2e .

Her er a, a og § konstanter, a > 0.
Gi en gkonomisk tolkning av variasjonsproblemet

maks /0 i (t)ae™ — (i(1)2e™e~"dt 2(0) =7, 2(T) = 0,

der r er en positiv konstant.
(c) Still opp Euler-likningen til variasjonsproblemet, og vis at i optimum vil

or
= ce" for en konstant c.

Fri

OPGAVE 7.

(a) Finn Euler-likningen til folgende variasjonsproblem:
t1
min/ (b(t)x + a(t)z®)dt, z(to) = z0, z(t1) = 21 .
to

He er to, t1, 29 0og =1 konstanter, mens a(t) og b(t) er gitte positive, deriver-
bare funksjoner.
(b) Vis at den generelle lgsningen til Euler-likningen kan skrives pa formen

z(t)/<%+%(t)/b(t)dt) dt+ D,

der C og D er vilkarlige konstanter.
(c) Finn z(t) nar a(t) =t, b(t) =t2,tg =1, t; =3, 2(1) = 0, 2(3) = 2.

OPGAVE 8. Betrakt variasjonsproblemet
1

(%) maks / [In(az — &le dt, z(0)=1, z(1)=1,
0

der a og b er positive konstanter.

(a) Still opp Euler-likningen tilordnet problemet.
(b) Finn den eneste mulige lgsningen av problemet ().



30

OPGAVE 9. Betrakt variasjonsproblemet
1
min/ (2% + 2xti 4+ 2%)dt, x(0)=1, z(1)=1.
0

(a) Finn Euler-likningen for problemet.
(b) Finn den eneste mulige lgsningen pa problemet.
(c) Vis at

/ [(x(t)? + 2x(t) -t - &(t) + (£(¢))*]dt = 1 +/ (&(t))2dt
0 0

for alle tillatte funksjoner x(t) i problemet.
(Hint: %(tzQ) =22 + 2tzi.)
(d) Kan vi av (c) slutte at lgsningen i (b) faktisk gir minimum i problemet ?

OPGAVE 10. Betrakt variasjonsproblemet
T —
maksimer / Ub—ze™)dt, x(0)=mxq, 2(T)=0,
0

der 2 = x(t) er den ukjente funksjonen T, ¢, r og x( er positive konstanter og U er
en gitt deriverbar funksjon.

(a) Still opp Euler-likningen tilordnet dette problemet.
(b) Sett U(c) = —2-c'=?, der v er en konstant mellem 0 og 1. Lgs Euler-

1—v

likningen i dette tilfellet.

OPGAVE 11. Betrakt variasjonsproblemet
T .. . 1
(%) maks/ In(2K — K)le~1'dt, K(0)= Ky, K(T)= Kr

(a) Still opp Euler-likningen tilordnet problemet, og pavis at den kan skrives
pa formen aK + bK + cK = 0, der a, b og c er konstanter.
(b) Finn den eneste mulige lgsningen av problemet (k).

OPGAVE 12. Betrakt problemet

T
maksuner/o (z(t) — (u(t))*)dt

gitt at £(t) = z(t) + u(T), z(0) = 0, u(t) € (—o00,00), z(T) fri. Finn en optimal
kontroll w*(t), med tilhgrende bane z*(t).

OPGAVE 13. Betrakt kontrollproblemet (fra gkonomisk vekstteori)
10
maks / (VK —uVK)dt, K =u/K, K(0)=1, K(10) fri, 0 <u < 1.
0

(a) Still opp maksimumsprinsippets betingelser for at (K*(t),u*(t)) skal lgse
problemet.

(b) Finn den eneste mulige lgsningen av problemet og den tilhgrende adjungerte
funksjonen p(t). (Vink: Vis at p(t) er avtakende.)
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OPGAVE 14. Lgs kontrollproblemet

2
maks/ (u* —z)dt nar £ =u, 0<u <1, 2(0)=0, x(2) er fri.
0

OPGAVE 15.
(a) Los kontrollproblemet

5
maks / —3u?e "Bt i =wu, 2(0) =0, z(5) = 1500, u > 0.
0

(b) En kommune gnsker & nydyrke et omrade i lgpet av 5 ar. La x(t) veere
antall mal som er nydyrket ved tidspunktet ¢ og la u(t) veere nydyrkning-
shastigheden slik at

z(t) = u(t).

La kostnadene per tidsenhet ved nydyrkning veere gitt ved funksjonen C(u, t).
Den totale neddiskonterte kostnaden ved nydyrkningen i perioden fra t = 0
til t = 5 nar renten er r, er da f05 C(u,t)e~"dt. Betrakt problemet

5
min/ C(u,t)e”"dt, &=wu, x(0)=0, (5) > 1500, u>0.
0

skriv ned de betingelsene maksimumsprinsippet gir.
(c) Lgs problemet nar r = 0 og C(u,t) = g(u), med ¢g(0) = 0, g(u) > 0 og
9" (u) > 0.

OPGAVE 16. Betrakt kontrollproblemet

(1) maks /0 (x* —x)dt (T gitt positiv konstant)
(2) t=wu, x(0)=0, z(T){r
(3) u=u(t) €0,1]

(a) Still opp de betingelsene maksimumsprinsippet gir.

(b) Klargjer hvilke muligeforlgp den adjungerte funksjonen p(t) kan ha, og finn
de tilhgrende forslag til optimale lgsninger som maksimumsprinsippet gir.
(Vink: p(t) er konkav.) En kan vise (det skal ikke gjores) at det finns en
optimal lgsning. Finn denne.

OPGAVE 17. Betrakt kontrollproblemet

T
(1) maks / (22272 —uet)dt (T gitt positiv konstant)
0



(2) t=wue', x(0)=1, =xT)fri

(3) u=u(t) €[0,1]

(a) Finn den eneste mulige lgsningen av problemet.
(b) Vis at om (z*(t),u*(t)) er lgsningsparet i (a) og

V(T) :/O (2(2* ()%™ —w*(t)e")dt, H(T) = H(T,2*(T),u*(T),p(T))

(der H er Hamiltonfunksjonen, da er V'(T) = H*(T).

OPGAVE 18. La T veere en gitt positiv konstant og betrakt kontrollproblemet
T
maksimer/ e P udt nar @(t) = ax(t) — u(t), u(t) >0, 2(0) =1, =(T) =0,
0

der « og 0 er positive konstanter.

(a) Still opp de betingelsene sommaksimumsprinsippet gir, og lgs problemet.
(Du kan ga ut fra at det finnes en optimal lgsning.)

(b) Under hvilke betingelser vil den optimale kontrollfunksjonen u* veere kon-
stant ?

(¢) Hva skjer hvis terminalbetingelsen X (T') = 0 endres til z(T) > 07

OPGAVE 19. Betrakt variasjonsproblemet

T
1
maks/ (—t:z: — :1':2) e /04t £(0) =0, &(T) =S
, \100

Finn Euler-likningen tilordnet problemet og finn dens allmene lgsning.
Sett T'= 10 og S = 20 og finn lgsningen av problemet i dette tilfellet. Pavis
at du virkelig har funet den optimale lgsningen.

Hvis lgsningen du fant i (b) kalles z*(t), vis at £*(¢) > 1 for alle ¢ € [0, 10].
(d) Betrakt kontrollproblemet

71
maks/ —tx —u? ) e /104t
0 100

Still opp maksimumsprinsippets betingelser for lgsning av problemet.

(e) Hva blir den eneste mulige lgsningen dersom vi forutsetter at den optimale
kontrollen u*(t) > 1 for alle ¢ € [0,T]? Pavis at dette bekrefter lgsningen
du fant i (b).

(f) Kan det tenkes at den optimale kontrollen i problemet i (d) kan anta verdien
11i et interval ?

A /_\,_\
o T o
~ =

OPGAVE 20. Betrakt kontrollproblemet

max/ (0T (ax —bu)dt, &=z +u, 2(0) =x0, =(T) fri, u € [0,12]
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der alle konstanterne er positive.

(a) Lgs problemet. (Vink: Du vil matte skille mellom tilfellene b < a(e? — 1)
og b >alel —1).)

(b) La J(xo,T) betegne den optimale verdifunksjonen. Vis at 0.J(xo,T)/0x¢ =
p(0), der p(t) er den adjungerte funksjonen, og at 0J(xo,T)/0T = H*(T),
nar vi lar H*(t) betegne Hamiltonfunksjonen utregnet “langs” den optimale
banen.

opgave 21. Betrakt kontrollproblemet

1
maksimer / (22 — 2%)dt
0
nar t=u, «(0)=0, z(1)=0, wel-1,1]

(a) Still opp maksimumsprinsippets betingelser for lgsning av problemet.

(b) Forklar hvorfor et tillatt par (x(t), u(t)) som tilfredsstiller betingelsene i (a)
ma vaere en optimal lgsning.

(c¢) Finn en optimal lgsning. (Vink: Vis at p(t) ma veere strengt avtagende.)

OPGAVE 22. Betrakt kontrollproblemet
T
maksimer / (24x — ux)dt nar & =wua®, u€[0,1], x(0) =1, (T fri.
0

(a) Still opp de ngdvendige betingelsene som maksimumsprinsippet gor for at
Jx*(t),u*(t)) skal veere en lgsning av problemet.

(b) Finn den eneste mulige lgsningen av problemet nar 7' = 1/3. (Vink: Vis at
p(t)((z*(t))? ma vaere strengt avtagende.)

(¢) Underspk problemet nar 7' = 1.

OPGAVE 23. Betrakt kontrollproblemet

i = uzx, ue[l/2,3/4],

T
(K) maksimer/0 x(2 —u)e'dt nar { 2(0) =1, x(T) fri

der T er et gitt tall > 1.

(a) Vis at hvis (z(t), u(t)) er et tallatt par i problemet (K), sa har vi z(t) > e'/?
for alle t € [0, T].

(b) Still opp de ngdvendige betingelsene som maksimumsprinsippet gir for en
lgsning av (K).

(c) Lgs problemet (K). (Vink: p(t) — e” — ¢ blir en strengt avtakende funksjon
av t.)

(d) Sett na T = oo og foresla en lpsning av (K) i dette tilfellet. Er tilstrekkelige
betingelser oppfylt? (Vink: For & fa et forslag til lgsning med tilhgrende
adjungert funksjon, la T'— oo i resultaterne du fant i (c).)

OPGAVE 24. Betrakt kontrollproblemet

max/o (z(t))?dt, & =1— (u(t)?, z(0) =4, u(t) € [-1,2]
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(a) Skriv opp betingelsene maksimumsprinsippet gir for problemet.
(b) Finn den eneste mulige lgsningen av problemet.

OPGAVE 25.
(a) Lgs kontrollproblemet

1
1
maks{/ (x —u)dt + §x(1)}, t=wu, z(0)=1/2, z(1) fri, u € [0,1]
0
(b) Erstatt kriteriefunksjonen med

1 1 ,
/o (x —u)dt — Z(x(l) —2)

Lgs problemet i (a) med denne kriteriefunksjon.



