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1. Om differentialligninger.

(1.1) Vi minder om .... Teorien for differensligninger kan med fordel belyses af teorien
for differentialligninger, idet lysmeangden dog afhanger af fortroligheden med den sidste
teori. Her, i dette indledende kapitel, minder vi om en raekke begreber og resultater knyttet
til differentialligninger.

En saedvanlig differentialligning er en ligning, hvori der indgar en ubekendt funktion og
dens differentialkvotienter (af hgjere orden). Den almindelige differentialligning af orden n
har formen,

F(t,x,x, x", ..., x® D ) =0, (1.1.2)

hvor F = F(t, yo, ..., y,) er en funktion af n 4+ 2 variable. 1 ligningen (1.1.1.) tenker vi
p& x@ som den i’te afledede af en funktion x = x(r), og det er af og til hensigstmassigt at
lade differentieringsoperatoren D, bestemt ved Dx(t) = x’(¢), indga i notationen. Herved
kan ligningen (1.1.1) alternativt skrives:

F(t,x, Dx, D%x, ..., D" 1x, D"x) = 0. (1.1.2)

Ved en lgsning til differentialligningen forstas en n gange differentialbel funktion x = x(z),
altid defineret pa et reelt interval 1, som for alle ¢ € I opfylder ligningen,

Ft,x@®),x'®),...,x" () =0. (1.1.3)

Det er naturligvis underforstaet, at (n + 2)-sattet (¢, x(z), ..., x ™ (r)) tilhgrer definitions-
maengden for F foraller € I.

Som naevnt betragtes kun funktioner x () definerede for reelle veerdier af ¢, og tallet ¢
(forstekoordinaten) antages altid reel. Derimod kan det ogsa i praksis veere bekvemt at
betragte funktioner x(¢) med komplekse veerdier. Der er sledes essentielt to tilfalde: |
det reelle tilfzelde er F en reel funktion defineret p& en dben delmangde af R x R™*1: her
skal lgsningerne naturligvis veere reelle funktioner x: I — R. | det komplekse tilfeelde er
F en kompleks funktion defineret p& en &ben delmangde af R x C"*1; her er lgsningerne
komplekse funktioner x: I — C, og blandt dem kan vi specielt betragte eventuelle reelle
funktioner.

Differentialligningen siges at veere pa normalform, hvis den er lgst (eller helt oplagt kan
lzses) med hensyn til x ™, dvs hvis den kan omformes til en ligning af formen,

x® = f(t,x,x/,...,x(”_l)). (1.1.4)

Nulteordens differentialligningen (1.1.1) har formen F(¢,x) = 0. Den bestemmer x
implicit som funktion af . Bemark ogsa, at farsteordens og andenordens ligningerne pa
normalform er fglgende:

x' = f(t, x), x" = f(t,x,x/).



Eksistens- og entydighedssatning. For et givet ry og n givne verdier xq, ..., x,—1 har
ligningen (1.1.4), med en paen funktion f, en og kun én lasning x (1), defineret i et interval
omkring to, som opfylder, at x (1) = x; fori < n.

Det er naturligvis underforstaet, at punktet (¢o, xo, . . ., x,_1) ligger i definitionsmangden
for f. Entydigheden betyder, at hvis to funktioner opfylder kravene i s&tningen, sa er de ens
i det feelles interval omkring 7o, hvor de begge er defineret.

Setningen har kun indhold for den der ved, hvad en pan funktion er. Lad os understrege,
at kontinuitet er nok til at sikre eksistens af lgsninger, men ikke entydighed. Kontinuerte
funktioner er altsa ikke ,,paene” nok. Det er et nyttigt resultat, at kontinuert differentiable
funktioner er paene.

(1.2) Lineere ligninger. Differentialligningen (1.1.1) kaldes linezr, hvis funktionen F, som
funktion af de sidste n + 1 variable (og for en fast veerdi af ¢) er af formen: en linezr funktion
plus en konstant. Akvivalent betyder det, at differentialligningen har formen

anx™ + -+ ar()x” + a1 (t)x’ + ag(t)x = h(1), (1.2.1)

hvor ag, . .., a, 0g h er funktioner definerede pa et interval /7. Ligningen er normeret, dvs pa
normalform, hvis a, () = 1 for alle 7, og den kan normeres, hvis a, (¢) # 0 for alle 7.

Bemark, at ligningens venstreside, med givne kontinuerte funktioner a; (), kan opfattes
som en afbildning x + L(x), der til funktionen x knytter funktionen L(x) givet ved ven-
stresiden, fx som afbildning L: C" (1) — C(I) eller L: C*°(I) — C°°(I) (hvis funktionerne
a; (t) er C*°-funktioner). Det er klart, at afbildningen L er linezr.

| det fglgende antager vi, at ligningen er normeret. Med denne antagelse kan man bevise,
at alle lgsninger til differentialligningen er definerede pa hele intervallet 7. Det fglger, at
lzsningsmaengden til differentialligningen er originalmangden L ~1 () til den givne funktion
h. Specielt er lgsningsmengden til den homogene ligning, dvs ligningen med 4 = 0, altsa
netop kernen for L. Elementere resultater om linegre afbildninger giver nu strukturen af
lgsningsmangden: Lasningerne til den homogene ligning udger et underrum H af funkti-
onsrummet C"(I). Lgsningerne til den inhomogene ligning, med en given hgjreside &, fas ved
til én lgsning (en partikuler lgsning) at leegge samtlige lgsninger til den homogene ligning.

Betragt et fast 7o € 1. Afbildningen x — (x(f0), x'(t0), ..., x" D (10)), der til en funk-
tion x € C"(I) knytter n-settet af veerdier i ¢y af de farste n afledede, er en liner afbildning
fra funktionsrummet til talrummet. Af Eksistens- og entydighedsseetningen falger, at hvis
vi indskraenker til at betragte funktioner x, der lgser ligningen, sa er afbildningen bijektiv.
Specielt falger det, at afbildningen er en isomorfi fra vektorrummet 7 (af lasninger til den
homogene ligning) til talrummet. Alle lgsninger til den homogene ligning kan altsa beskrives
ved n lineeert uafhaengige lgsninger p1, ..., p,. For den inhomogene ligning kreeves yderli-
gere en partikuler lgsning . Herefter har den inhomogene ligning den fuldstendige (eller
generelle) lgsning:

x =Y @)+ kipr(t) + -+ knpa (1),

hvor k1, . .., k, er arbitraere (dvs vilkarlige) konstanter.
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Den lineeaere farsteordens ligning. Betragt den lineare differentialligning af farste orden,
af formen,
x' +b(t)x = h(1), (1.2.2)

hvor b(t) og h(t) er kontinuerte funktioner pa et interval I. Den generelle lasning fds da som
falger: lad B(t) veere en stamfunktion til b(t), dvs B’ (t) = b(t). Da er

x(1) = e B® f eBOn@ydt + ke B0,

hvor k er en vilkarlig konstant.

Bevis. Integralet, der indgar i lgsningsformlen, er det ubestemte integral, der betegner ,.en
eller anden stamfunktion® til integranden.

Vi bemeerker forst, at med B = B(¢) defineret ovenfor er det umiddelbart at efterprave, at
den homogene ligning x” + bx = 0 har p(t) = e~ 5@ som lgsning.

Dernaest bemaerkes, at p(r) er overalt forskellig fra 0. Enhver funktion x(¢) kan altsa
skrives pa formen x(¢) = p(¢)y(¢); med en sadan fremstilling er x(¢) en lgsning til (1.2.2),
hvis og kun hvis y(¢) opfylder falgende ligning:

(py) + b(py) = h. (1.2.4)

Under brug af o’ + bp = 0 kan venstresiden i (1.2.4) reduceres til py’; altsa geelder (1.2.4),
hvis og kun hvis py” = h, dvs hvis og kun hvis y’ = h/p. Den sidste ligning kan integreres:
y = [h(t)/p(t)dt + k, og heraf fas den sggte formel, da x = py. a

(1.3) Den linezere homogene andenordens ligning. Pa normalform er det ligningen,
x"+bt)x" + c(t)x =0, (1.3.1)

hvor b(t) og c(t) er kontinuerte funktioner definerede pa et givet interval 7. Som navnt
udger lgsningerne til den homogene ligning et 2-dimensionsionalt underrum af funktioner
pa I, men det skal understreges, at ligningen ikke, i almindelighed, kan integreres, dvs der
findes ingen metode, der reducerer problemet med at bestemme lgsninger til et problem om
stamfunktioner. Specielt findes ingen explicit formel, der angiver lgsninger.

Hvis ligningen har konstante koefficienter, dvs hvis funktionerne » og ¢ (men ikke ngd-
vendigvis i (t)) er konstante, kan lgsningerne til den homogene ligning direkte angives: Til
ligningens venstreside knyttes falgende karakteristiske polynomium (af grad 2):

22 +bz+ec.

Det har to rgdder, A1 0g A2, kaldet de karakteristiske rgdder for differentialligningen. De er
bestemt ved formlen,
_ —b+ VD

2

A
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hvor D = b? — 4c er polynomiets diskriminant. Hvis koefficienterne 5 og c er reelle, vil
lgsningernes udseende afhaenge af fortegnet for D. Hvis D > 0, er de karakteristiske rgdder
reelle, og de to funktioner,

eklt, ekgt’ (l)
er en basis for lgsningerne til den homogene ligning. Hvis D = 0, er de to redder ens,
A := A1 = A2, 0g her er det de to funktioner,

€M : te)»t : (2)

der er en basis.

Antag endelig, at D < 0. | dette tilfelde er de karakteristiske redder imaginere, dvs ikke
reelle, og kvadratroden +/D skal tages i den komplekse betydning. De to funktioner i (1) er nu
ikke reelle, og de er en C-basis for rummet af komplekse lgsninger til den homogene ligning.
Reelle lgsninger fas ved at separere i real- og imaginardel: Skriv de to karakteristiske redder
pa formen

ptiow,

hvor alts8 p er den felles realdel (= —b/2), og +w er imaginardelen (bestemt ved w? = —D).
Da er de to funktioner

e coswt, e’ sinwt, (3)

en basis for lgsningerne til den homogene ligning. Bemerk, at linearkombinationerne af
disse to funktioner netop er funktionerne af formen

ke”' cos(wt + 1),

hvor k og [ er konstanter.

(1.4) De arbitreere konstanters variationsmetode. Lgsningen af ligningenx’+b(t)x = h(t)
i (1.2) foregik efter fglgende metode: Idet B(z) er en stamfunktiontil b(¢), er det bare at prgve
efter, at p(r) = e~ B® eren lgsning til den homogene ligning x” + b(r)x = 0. Den generelle
lgsning til den homogene ligning er altsa funktionerne ko (¢), hvor k er en arbitraer konstant.
For at finde lgsninger til den inhomogene ligning praver vi her at ,,variere* konstanten k, dvs
vi erstatter konstanten k£ med en funktion af . Med andre ord: Vi prgver om funktioner af
formen x(t) = y(¢t)p(¢) l@ser den inhomogene ligning. Det giver typisk en differentialligning
for funktionen y. Metoden virker, hvis denne differentialligning kan lgses, — eller hvis den
blot er simplere end den oprindelig ligning. Det var tilfeeldet i (1.2).
Vi prgver med den inhomogene ligning svarende til (1.3.1),

X"+ b(t)x + c(t)x = h(), (1.4.1)

hvor altsa hgjresiden i (1.3.1) er erstattet med en kontinuert funktion A (z).
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Seaetning. Den inhomogene ligning (1.4.1) kan lases fuldstandigt, hvis man kender en (ikke-
triviel) lasning til den homogene ligning (1.3.1).

Bevis. Antag, at p(z) er en ikke-triviel lgsning til den homogene ligning. For en funktion af
formen x = yp, hvor y = y(¢), finder vi,

x=yp, x'=yp+yo, x"=y'p+2y'p" +yo",
og altsa:
/! / _ /! / VA 2 /N / _ /! /2 /
XT+bx +ex =y +bp +co)+ (Y p+2yp +byp)=y p+y(2p +bp).

Idet vi snyder lidt med eventuelle nulpunkter for p(¢), falger det, at x = yp loser (1.4.1),
hvis og kun hvis funktionen y = y(z) lgser falgende ligning:

Y+ (229 + b))y = h()/p(1). (1.4.2)

Denne ligning er en farsteordens ligning med funktionen y” som ubekendt. Derfor kan y’
bestemmes som i (1.2), og herefter bestemmes y som stamfunktion til y’. Endelig fas x som

X = yp. I
Metoden kan naturligvis specielt anvendes pa den homogene ligning: Hvis man kender
én lgsning, giver metoden en yderligere (linezrt uafhaengig) lasning.
Bemark ogsa, at metoden specielt kan anvendes, nar ligningen (1.4.1) har konstante ko-
efficienter, idet lgsningerne til den homogene ligning i dette tilfeelde kan bestemmes.

(1.5) Eksempel. Betragt differentialligningen,

x"+x=t. (1.5.1)
@jensynlig lgser p = sint den homogene ligning, sa ligningen (1.4.2) er falgende:
2Cost t
sint sint
Funktionen B := 2Insinz er stamfunktion til 2cosz/sinz, og e? = sin?s. Af (1.2) fas
derfor, at

1

y'+

/

y:

y =sin"?¢ / rsintdr +ksin=21.
Herer [sintdt = —rcost + sint, og dermed er

, sint —trcost k

= - + — .
Y sin®¢ sin®¢
Integration giver
t kcost
Y= —=———= +1.
sint sint

Endelig med x = y sin¢ far vi den fuldsteendige lgsning til (1.5.1),
x =t—kcost+1sint.

Nyd, hvordan vi undervejs ikke bekymrede os om nulpunkter for sinz eller for fortegnet
for sinz (som burde bekymre i logsin¢). Hvorfor var det berettiget, at vi bare regnede 1gs?






2. Om differensligninger.

(2.1) Differensligninger. Betragt reelle eller komplekse funktioner x = x(r), defineret for
heltalsveerdierne + = 0, 1, 2, .... Pa sadanne funktioner virker differensoperatoren A, defi-
neret ved Ax(t) = x(¢t +1) — x(¢). Funktionerne er blot talfalger x (0), x (1), x(2), x(3), ...
(og vi kalder dem fglger). Differensligninger er ligninger,

G(,x,Ax,...,A"x) =0,

hvori der indgdr en ubekendt falge x = x(r) og dens ,hgjere” differenser Ax, A%x, ..., A’x.
Differensoperatoren A kan udtrykkes ved translationsoperatoren z, defineret ved tx(z) =
x(t 4+ 1), idet vi gjensynlig har de to formler,

A=1t—-1 1=A+1;

her er I identitetsoperatoren. Bemeerk, at potensen t” er bestemt ved t”"x () = x (¢ +n). Ved
hjeelp af de to formler (og Binomialformlen), kan potenserne A" udtrykkes ved potenserne
I,7,...,t", 0gomvendt. Detfalger, at differensligninger ngje svarer til rekursive ligninger,
dvs ligninger af fglgende form:

F(t,x,tx,7%x,...,7"x) = 0. (2.1.1)

Vi vil fglge almindelig praksis og omtale ligningen (2.1.1) som en differensligning. Ved en
lgsning til differensligningen forstas en falge x = x(z), defineretforr = 0, 1, 2, ..., som for
alle + opfylder ligningen,

F(t,x(t),x(t+1),x(t+2),...,x(t+n)) =0. (2.1.2)

Det er naturligvis underforstaet, at (n + 2)-settet (¢, x(¢), ..., x(¢t + n)) tilhgrer definitions-
mangden for F for alle 7.

Differensligningen er pa normalform, hvis den er lgst (eller helt oplagt kan lgses) med
hensyn til 7" x, dvs hvis den kan omformes til en ligning af formen,

"x = f(t, x,tx, ..., "1y, (2.1.3)
altsa
x(t+n)=ft,x@),x(t+1),...,x(t+n-1)) fort=0,1,2,.... (2.1.4)

Naturligvis kan man i forbindelse med differensligninger ogsa bruge den mere sadvanlige
notation xo, x1, x2, . .. for en talfglge. Med denne notation far differensligningerne falgende
form:

F(t9 Xty Xt+41, Xt425 oo oy xt—l—n) = 0’

xt+n = f(t’ xl" xl‘—{-l’ e ey xt+n—1)-



Eksistens- og entydighedssatning. For n givne vardier xo, . . ., x,—1 har ligningen (2.1.3)
en og kun en lasning x(t), som opfylder, at x (i) = x; fori < n.

Denne s&tning er naturligvis aldeles triviel (og den er ikke helt sand): Begyndelses-

verdierne bestemmer verdien x(¢) forr = 0,...,n — 1, dernast bestemmes verdierne
x(n),x(n+1),x(n+2), ... vedsuccessivtatsatter := 0, 1, 2, ... i(2.1.4). Det skal natur-
ligvis undersgges inden hver skridt, at (¢, x(¢), ..., x(t +n — 1)) tilhgrer definitionsmangden

for f. Er denne betingelse ikke opfyldt, har ligningen ingen lgsninger.

Det skal i gvrigt tilfgjes, at det slet ikke er oplagt, hvad der menes med at ,,lgse” differens-
ligningen. Betragt fx de to simpleste differensligninger [med begyndelsesbetingelse],

x =x +a(t) [xo=0], x =a(t)x [xo=1],

altsa udfarligt:
x(t+1) =x@) +a@®), x@+1)=a@)x@);

her er a(t) en given falge. Hvis a(t) = a er konstant, har den farste ligning gjensynlig
lgsningen x(z) = ta og den anden lgsningen x(z) = a’. Hvis a(r) ikke er konstant, er
lasningerne mere komplicerede:

xt)=aQ)+---+a(—-1), og x(t)=a@)---a(t—1).

Vi opfatter disse to udtryk som eksplicitte formler til bestemmelse af lgsningen, men det skal
understreges, at der i begge udtrykkene optrader ,,- - -, og at selve differensligningerne (for
en formalist) faktisk er den egentlige definition af udtrykkene.

(2.2) Linezre ligninger. Den linezre differensligning af orden » har formen
an(OT"X + ap_1 ()T I + -+ a1 ()X + ag(t)x = h(t), (2.2.1)

hvor koefficienterne a; () og hgjresiden i (t) er givne falger. Den er homogen, hvis h(t) = 0
for alle z. Vi antager i det fglgende, at ligningen er normeret, dvs at fglgen a,, (¢) er konstant
lig med 1.

Venstresiden, som funktion x — L(x) af fglgen x, er en linegr afbildning fra vektor-
rummet F (af alle felger) ind i sig selv. Heraf faglger en reekke elementare resultater om
lasningernes struktur: Lgsningsmangden 7 til den homogene ligning er kernen for L, og
specielt er det et underrum af F. Af Eksistens- og entydighedssztningen falger, at afbildnin-
gen,

x> x0),xD),...,x(n —1)),
der til en lgsning x € H knytter seettet af folgens n forste veerdier, er en bijektiv afbildning
fra H til det n-dimensionale talrum. Det er gjensynlig en linear afbildning, og dermed en
isomorfi. Lgsningsmeangden til den homogene ligning er altsa et vektorrum af dimension
n. Ud fra n linezrt uafhaengige falger p1, ..., pn, SOM lgser den homogene ligning, og en
partikular lgsning x = v til (2.2.1), far vi den generelle lgsning til (2.2.1) som

x(t) =y @) +kipa@®) + -+ kyon(t), t=0,1,2,...,

hvor k1, ..., k, er arbitreere konstanter.
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(2.3) Den linezere fgrsteordens ligning. Betragt den linezere differensligning af forste orden,
af formen,
x +b(@)x = h(t), eller x(t +1)+b{)x(t) = h(1), (2.3.1)

hvor b(t) og h(t) er givne folger. Med en given begyndelsesverdi xqg er lasningen bestemt
ved formlen,

t—1
x(t) = (=1'b(t = 1) bD)bO)xo + Y (—1' bt — 1)+ b(s + Dh(s): (2.3.2)
s=0

leddet i summen svarende til s hart — s — 1 faktorer b(j). Specielt er leddet svarende til
s=t—1ligmedh(t —1).
Huvis falgen b(t) er en konstant b, reduceres udtrykket til
-1
x(t) = (=D'b'xo + Y (=D h(s) (2.3.3)
s=0
og hvis ogsé falgen h(t) er konstant, reduceres det yderligere.

(2.4) Den linezre andenordens ligning med konstante koefficienter. Til differenslignin-
gen, af formen 72x + btx + cx = h(t), altsé
x(t+2)+bx(t+1)+cx(t) = h(t), (2.4.1)
hvor b og ¢ er konstanter, hgrer det karakteristiske polynomium af grad 2,
P(z) =22+ bz +c,

der har diskriminanten D = b —4c. De to karakteristiske radder er bestemt ved udtrykkene,

—b++D
5 .

Antag, at rgdderne er forskellige fra 0, lad 1 veere den ene rod, fx bestemt ved fortegnet + i
formlen, og lad . vaere den anden. Det er let at se, at fglgen A’ er lgsning til den homogene
ligning. Nar A # w er det let at se, at falgerne A’ og ! er lineart uafhaengige lgsninger til
den homogene ligning. De udger altsa en basis for lgsningerne til den homogene ligning.
Nar . = A, er det let at se, at ogsa A’ er en lgsning til den homogene ligning, og at denne
felge sammen med A er en basis.

Indszettes falgen x(z) = v’ i venstresiden af (2.4.1) fas udtrykket,

VIt L py 4ot = (v2 +bv+en,

altsd P(v)v’. Hvis v ikke er en af de karakteristiske rgdder A, u, dvs hvis P(v) # 0, s viser
udregningen, at falgen P (v)~v’ lgser den inhomogene ligning (2.4.1) med h(r) = v’.
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Betragt det reelle tilfelde (dvs b, ¢ € R). Hvis diskriminanten D er positiv, giver de
fundne falger en fuldstendig beskrivelse af de reelle lgsninger til differensligningen. Hvis
D < 0, kan de fundne lgsninger til den homogene ligning separeres i real- og imaginzrdel
saledes: De to rgdder er konjugerede, og har specielt samme modulus, » = |A| = ||, og da
reddernes produkt er c, er r = /c. Viharaltsd A = re'® (og u = re=?). Det falger, at real-
og imaginerdel af A’, altsa de to falger,

r'cos@t,  r'sinft, (2.4.9)

er en basis for vektorrummet af reelle lgsninger til den homogene ligning.

(2.5) Eksempel. Lad os prave at lgse ligningen (2.4.1) med ,,de arbitraere konstanters variati-
onsmetode®. Viantager i det falgende, at ¢ # 0, altsa at begge radder A, 1 i det karakteristiske
polynomium P(z) er forskellige fra 0. Enhver falge x(¢) har da formen x(z) = A" y(z) med
en fglge y(r). Indset x(r) = A’ y(z) i venstresiden af (2.4.1). DaA +u = —bog Ap = c far
vi:

MOZy(+2)+ byt + D +cy®)) = MA@ +2) =y +1) —p(GE+1) — y(©)).
Heraf ses, at falgen x(z) = A’ y(¢) lgser ligningen (2.4.1), hvis og kun hvis
vyt +1) —y@) =:z(t) (2.5.1)

lgser falgende farsteordens ligning:

rz(t + 1) — pz@) = h(r) /AL (2.5.2)
Vi gennemfarer regningerne i tilfeldet, hvor falgen 4 (z) i (2.4.1) har formen A (t) = dv’ med
konstanter d og v, hvor v ikke er karakteristisk rod. Idet (2.5.2) normeres ved division med
A, bliver hgjresiden (d/A%)(v/1)!, og l@sningen fés af (2.3) med b := —u/A. Vi far

t—1

d . .
2 = (/M2 + 5 ;W/x)f—’—l(vm)’.

Seettes faktoren (1 /)"~ uden for parentes i summen, kan vi summere den geometrisk raekke:

dp' =t (v/wy)' -1 d V!

t) = 2! . = Mk c—_
20 = W0 20+ Tz = e = W ko +

Dernast lgses (2.5.1) med denne falge z(¢): Af lgsningsformlen (2.3.3), med b = —1, fas

_ (u/M' =1 d (/W -1_ : d(v/pm)’
y(#) = yo + ko =1 +)»(V—M) i1 = ky + k(i /A)" + = o=
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Endelig, idet x () = y(r)A’ fas den generelle lgsning til (2.4.1), med A (t) = dv’:

dv?
v—w—=2

x(t) = kid + ko' +

Lesningen af (2.5.1) forudsatte, at A # w. Hvis A = u, bidrager leddet (x/A)" i z(z) kun
med 1, og de to farste led i y(¢) far formen yg + koz. Den generelle lgsning x (¢) bliver:

dv?
CEIDIUEDI

x(t) = kA" + kot A' +

Bemark, at det karakteristiske polynomium kan faktoriseres, P(z) = (z — A)(z — ), sa
produktet (v — p)(v — 1), der indgar i formlerne, er vaerdien P (v).
Naturligvis genfindes med metoden resultaterne fra (2.4).

(2.6) Definition. | differensligningen af orden n, pa normalformen (2.1.3), er hgjresiden givet
ved en funktion af n 4 1 variable, lad os sige f (¢, v1, ..., v,). De sidste variable v; kan vaere
reelle eller komplekse, den farste variabel kan antage vardierne r = 0, 1, 2, .. .. Ofte opstar
afhengigheden af ¢ pa falgende made: Der er givet en funktion g(u1, ..., ug, v1, ..., v,) af
k + n reelle (eller komplekse) variable, og funktionen f fas ved at indsette k givne falger
u;(t) for de farste k variable u; i g. Differensligningen far altsd formen,

t"x = g(u(t), ..., ur(t), x, Tx, ..., " 1y). (2.6.1)

De variable u1, . .., u; kaldes de eksogene variable.
Det er ikke udelukket, at k = 0, altsa at differensligningen har formen

"x = f(x,tx,..., r”_lx).

En sadan differensligning kaldes ogsa autonom. Et eksempel er den linezre differensligning
med konstante koefficienter og en konstant hgjreside.

Bemark, at formen (2.6.1) er overordentlig generel. Fx fas den almindelige normerede
linezere differensligning (2.2.1) ud fra funktionen (i 1 + n + n variable):

g, u1, ..., Uy, V1, ..., Vy) = U — ULV — *++ — UpVp,

ved at indsaette (u, u1, ..., u,) = (h(t), aog(t), ..., a,_1(1)).
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3. Systemer af differensligninger.

(3.1) Differensligningssystemer. | den almindelige differensligning behandlet i paragraf 2
er den ubekendte en fglge x(z) af (reelle eller komplekse) tal. Mere generelt mgder man
ofte differensligninger, hvor den ubekendte er en fglge af vektorer i talrummet V. Her —
og overalt i det falgende — betegner V enten det reelle vektorrum R” (det reelle tilfeelde)
eller det komplekse vektorrum C” (det komplekse tilfelde). En vektor er altsa et n-sat x af
tal x;. Vektoren opfattes altid som en sgjle(matrix), men kan naturligvis angives som den

transponerede af en reekke:
X1
X = ( ) =(x1,...,xn)tr.
Xn

Indices vil typisk blive brugt til at nummerere vektorers koordinater. | overensstemmelse
hermed vil en falge af vektorer altid blive skrevet pa formen x(0), x(1), .. ., eller som x(z),
hvor det her og i det fglgende er underforstaet, at ¢ kan have veerdierne 0, 1, 2, .... Falgen
x(0), x(1), ... af vektorer kan opfattes som et set af » talfalger x; (0), x; (1), ... (koordinat-
felgerne). Translationsoperatoren 7 for vektorfalger defineres som for talfelger: tx er falgen
af vektorer bestemt ved tx(¢) = X(t + 1), altsa falgen x(1), X(2), .. ..

Pa normalform har differensligningen af orden p for vektorfalger formen,

Px =f(t, X, X, ..., P 1y, (3.1.1)
altsa
X(t 4+ p) =F@t, x(0),x@t +1),...,X(t + p—1)); (3.1.2)

det er underforstaet, at den sidste ligning skal gelde foraller =0, 1, 2, .... Afbildningen f
er defineret pa en delmangde af {0, 1,2, ...} x V?, med verdieri V.
Specielt har en fgrsteordens vektordifferensligning formen,

X =f(t,x), altsd x(r +1) =1z, x()). (3.1.3)
Den kaldes linezr, hvis den har formen,
X = AM)X+h(), altsd x(z +1) = A@)x() + h(@), (3.1.4)

hvor A(0), A(1), A(2), ... eren fglge af n x n-matricer og h(0), h(1), h(2), ... eren falge
af vektorer (sgjler).

En vektorfglge x(z) svarer til settet af n koordinatfalger x;(¢), og funktionen f har n
koordinatfunktioner f;. Differensligningen (3.1.3) svarer herved til et differensligningssystem

af n (koblede) ligninger for n talfglger x1, . .., x,,
X1 = fi(t, x1, ..., Xn),
TXp = fu(t, X1, ..., Xn).

Differensligninger for vektorfglger vil vi kort kalde vektorligninger. 1 modsetning hertil
kan ligningerne i paragraf 2, for talfglger, ogsa kaldes skalarligninger. Gyldigheden af
Eksistens- og entydighedssatning for vektorfelger indses ganske som for skalarfglger.

13
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(3.2) Observation. Den normerede skalarligning af orden n,
"x = f(t,x,..., 1),
er &kvivalent med en vektorligning af orden 1:
TX] = X2, TX2 =X3, ..., TXp—1=2Xp, TX,= f(t,X1,...,%Xp),

i falgende forstand: lasningerne til vektorligningen er netop vektorfalgerne af formen x =

(x,tx, ..., 7" 1x), hvor talfalgen x er en lasning til skalarligningen.
Resultatet er blot en simpel observation: For en vektorfglge x udsiger de n — 1 farste
ligninger i systemet, at x» = tx1, at x3 = Tx2 = t2x1, ..., 0g at x, = t" Lx1. Den n’te og

sidste ligning i systemet er herefter opfyldt, hvis og kun hvis skalarligningen er opfyldt for
X = X1.

Bemark, at en begyndelsesbetingelse for skalarligningen, x(i) = x; fori =0,...,n —1
med givne tal xq, . . ., x,_1, svarer til begyndelsesbetingelsen for vektorligningen, x(0) = Xg
med Xo = (x0, . .., Xp—1)".

For den generelle linezre (normerede) skalarligning af orden #,
"y + a1 (DT I 4+ ar(D)Tx +ag(t)x = h(t), (3.2.1)

hvor koefficienterne og hgjresiden er givne falger, a;(¢) og h(t), bliver den tilsvarende vek-
torligning af orden 1 lineeer, af formen i (3.1.4) med

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
0 0 0o ... 0 0
A(t) = : : : : . ho=| - |. 622
0 0 0o ... 1 0
—ap(t) —ai(t) —ax@) ... —ap-1(1) h(t)

Den generelle normerede vektorligning af hgjere orden (somi (3.1.1) af orden p i n koor-
dinater) kan tilsvarende ,,reduceres* til en fgrsteordens ligning, denne gang i pn koordinater.
Som fglge af denne observation vil vi udelukkende betragte vektorligninger af fagrste orden.

(3.3) Den linezre differensligning. Den lineare vektorligning med begyndelsesbetingelse:
X(t+1) = A@)X() + h(@), x(0) = Xo, (3.3.1)

har gjensynlig den entydigt bestemte lgsning,

X(t) =A@t —1)---AOXo+ Y Al —1)---A(s + Dh(s). (3.3.2)

0<s<t

Leddet svarende til index s i summen har r — s — 1 faktorer A(j); specielt, fors =¢ — 1, er
leddet lig med h(z — 1).
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(3.4) Seetning. Lasningsmangden, L, til den homomogene linezre ligning tx = A(t)X er et
underrum af vektorrummet bestaende af alle falger i V, og afbildningen x — x(0), der til en
folge x i L lader svare vektoren x(0), er en isomorfi L — V. Specielt har L dimensionenn,
0g et szt af n lasninger X1(t), ..., X, (t) er en basis for L, hvis og kun hvis n x n-matricen,

er invertibel fort = 0.

Bevis. Deter klart, at £ er et underrum i vektorrummet af alle fglger i V. Deter klart, at afbild-
ningen X — X(0) er lineaer. Af (3.3), som jo specielt er en eksistens- og entydighedssatning,
falger, at afbildningen er bijektiv. Altsa er den en isomorfi.

Den sidste pastand er en konsekvens, idet n vektorer i V, dvs n sgjler, er en basis for det
n-dimensionale talrum V, hvis og kun hvis matricen med de » sgjler er invertibel. a

Matricen (3.4.1) svarende til et seet af lgsninger, som udger en basis for £, kaldes settets
fundamentalmatrix. Af lgsningsformlen (3.3.2) ses, at lgsningerne til den homogene ligning
er fglgerne af formen,

X(t) =A@t —1)--- A1) A)Xo,

hvor xg er en vektor i V. Vi far altsa n lineaert uafhaengige lgsninger ved som begyndelsesvek-
torer at tage n lineaert uafhaengige vektorer Xo1, . . ., Xo,. Den tilhgrende fundamentalmatrix
bliver da matrixproduktet,

At —1)--- ADAO)(Xo1, - - - Xon)-
Specielt kan vi som de n begyndelsesvektorer x;o tage den kanoniske basis for talrummet
V. Matricen (Xo1, . . ., Xo,) bliver sa enhedsmatricen, og den tilhgrende fundamentalmatrix
bliver produktet,
&) :=Art—1)---A1)AQ). (3.4.2)
Omvendt, hvis @ (¢) er defineret ved (3.4.2), kan lgsningen til den homogene ligning med
begyndelsesbetingelse angives eksplicit:

X(t) = ®(1)Xo. (3.4.3)

Bemark, at ®(z) er invertibel, hvis og kun hvis matricerne A(j) for alle j < ¢ er invertible.
Er alle matricerne A(j) invertible, kan Igsningen til den inhomogene ligning angives ved
udtrykket,

X(t) = DX + ®(1) Y @(s+1)th(s). (3.4.4)

0<s <t

(3.5) Konstante koefficienter. | det fglgende betragtes den linezre differensligning med
en fast (konstant) n x n-matrix A. Det karakteristiske polynomium for A kan faktoriseres
(Algebraens Fundamentalsztning),

pa(z) =detzl — A) = [ [z — M) (3.5.1)
k=1

tallene A er altsd de komplekse (forskellige) egenveerdier for matricen A, og eksponenterne
ny er deres multiplicitet.
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Fundamentalmatricen i (3.4.2) er ®(t) = A’. Af udregningerne i (3.4) far vi derfor
felgende:

Seetning. Den homogene ligning tx = AX, altsd x(t + 1) = Ax(t), med begyndelsesbetin-
gelse x(0) = xq har den entydigt bestemte lgsning,

X(t) = A'Xo. (3.5.2)

Den inhomogene ligning tx = AX + h(¢), altsa x(t + 1) = AX(t) + h(t), med begyndelses-
betingelse x(0) = Xq har den entydigt bestemte lasning,

X(1) = A'xg + Z’:) Ah(t — 5 — 1), (3.5.3)

Specielt, hvis hgjresiden i ligningen er en konstant vektor h, sa har den inhomogene ligning

den partikulere lgsning,
_ t—1 S)
X(t) = (Zs=o A%)h. (3.5.4)
Multipliceres summen i (3.5.4) med matricen A — I fas matricen A" — I. Hvis A — I er
invertibel, dvs hvis A = 1 ikke er egenverdi for A, sa fglger det, at summen er lig med
(A'=D(A-D"1,
Hvis sgjlen Xo er egenvektor for A svarende til egenverdien A, dvs AXy = AXp, sa far
lasningen (3.5.2) formen
X(t) = A'Xo.

Heraf ses, at hvis A er diagonaliserbar, og talrummet V altsa har en basis (v1,...,V,)
bestéende af egenvektorer for A (med egenveerdier 1;), s far vi en fundamentalmatrix, hvis
j’te sgjle er )\j’vj:

AT(V1, .o V) = (M V1, ooy ApVp) = (V1, ..., V) diag(A, ..., A)).
Bemark, at i almindelighed forteeller det elegante udtryk (3.5.2) ikke ret meget om lgsnin-
gens i’te koordinat x; (z). | det falgende gennemgas to metoder, der giver en mere eksplicit
beskrivelse af A’.

(3.6) Metode I. Den vasentlige ingrediens i den ene metode er resultatet i leerebogen [A&B,
2.4, side 117-118]: Med bogens notation findes en invertibel matrix 7 (med komplekse
koefficienter) sdledes, at 7~ AT er blokmatricen [A&B, formel (16), side 118],

M+ Np 0 0
0 AMI+ Ny .. 0

TLAT = : (3.6.1)

0 0 coo AL+ Ny
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hvor de enkelte (kvadratiske) blokke ned langs diagonalen er af formen A7 + N med en
nilpotent matrix N. Faktisk er den k’te blok en n; x n;-matrix og Nk”" = 0. Bemeark, at
ogsa 0’erne i matricen er blokke, nemlig nul-matricer af varierende starrelse.

Er T-1AT = B, og er potensen B’ bestemt, sd bestemmes A’ ved at transformere tilbage:
A! = TB'T~1. Det er derfor nok at behandle tilfeldet, hvor matricen A har blokformen
pa hgjresiden af (3.6.1). For denne matrix pa blokformen fas den z’te potens ved at oplgfte
hver blok i diagonalen til z’te potens. Vi betragter derfor forst tilfeeldet, hvor matricen B har
formen AI + N, hvor N er nilpotent, med N" = 0. Matricen A1 kommuterer med enhver
matrix (idet (\/)N = N(AI) = AN). Af binomialformlen far vi derfor udtrykket,

t
GL+N) =Y (Z))J—l N (3.6.2)
=0

For A = 0 har vi naturligvis trivielt, at
M+ N)Y =N'fort=0,...,n—1, og (A + N)' =0fort > n. (3.6.3)

Antag dernast, at A # 0. | summationen i (3.6.2) er binomialkoefficienten lig med O for
[ > t, sa vi kan erstatte den gvre summationsgraeense med / = oo. Men vi kan ngjes med at
summeretil/ =n — 1, da N" = 0. Altsa fas, foraller =0, 1, ..., udtrykket,

n—1

(A + N)' = Z

=0

t¢—1---t—-1+1

TH. AN (3.6.4)

Broken er et polynomiumi ¢, af grad /, og dermed af grad hgjst n — 1. Heraf ses specielt, at pa
hver plads i matricen (\I +N)' staren linearkombination af falgernet'A*, forl =0, ..., n—1.

For den generelle matrix A anvendes udtrykkene (3.6.3) og (3.6.4) pa de enkelte blokke
i den transformerede matrix. Herefter far man ved at transformere tilbage med T et udtryk
for A”. Den k’te blok i (3.6.1) er en nj x ni-matrix, og A, = 0 forekommer som egenveerdi,
hvis og kun hvis det A = 0. Vi far derfor falgende resultat:

Resultat. Metode I giver et eksplicit udtryk for falgerne pa de enkelte pladser i matricen A’ .
Specielt ses, nar det A # 0, at der pa hver plads star en linearkombination af de n falger,

t'al, fork=1,....r, 1=0,...,n—1. (3.6.5)

En forfining af Metode | fremkommer ved at bruge, at en nilpotent matrix N er similer
med en blokmatrix, hvor de enkelte kvadratiske blokke ned langs diagonalen er matricer med
1 pa pladserne lige over diagonalen, og O pa alle andre pladser. Dette resultat er Setnin-
gen om Jordan’s normalform, se Appendix A, men for anvendelsen af Metode | er det ofte
tilstreekkeligt at bruge normalformen (3.6.1).
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(3.7) Polynomial approksimation. Den anden metode bygger pa ,,polynomial approksima-
tion“, dvs pa resultaterne i [A&B, Lemma 5 og Sats 4, side 96-97]: Lad p(z) = pa(z) vere
polynomiet af grad n med faktoriseringen i (3.5.1). Nar f(z) er en hel funktion, findes et
polynomium ¢ (z) af grad hgjst » — 1 og en ligning,

f(@) =g@p)+q(),

med en hel funktion g(z). Polynomiet ¢(z) er det eneste polynomium af grad hgjst n — 1,
dvs af formen,
9@ =qo+qz+-+qu1z"L, (3.7.1)

som opfylder de n ligninger,

d! d
TGS 60 fork=1.....r. 1=0.....mp—1. (3.7.2)
dz! dz!

Ligningernei (3.7.2) er et linezert ligningssystem med tallene qo, . . . , g,—1 Som de ubekendte.

Bemeerk, at koefficienterne pa ligningssystemets venstreside kun afhaenger af redderne A, og
deres multipliciteter; det er kun i hgjresiden, at funktionen f(z) indgar. Ligningerne forteeller
I gvrigt om de to funktioner ¢(z) og f(z), at i deres Taylorreekke omkring z = Ay er de farste
ni led ens.

Polynomial approksimation anvendes til at bestemme matricen f(A): Ifelge Cayley—
Hamilton’s sa&tning er matricen A rod i sit karakteristiske polynomium, p4(A) = 0, og
indseettelse i ligningen ovenfor giver derfor, at f(A) = ¢(A). For gvrigt kan man ved
approksimationen erstatte det karakteristiske polynomium p 4 (z) med et vilkarligt normeret
polynomium p(z), som opfylder, at p(A) = 0.

(3.8) Metode Il. Den anden metode til bestemmelse af A’ anvender polynomial approksi-
mation af funktionen f(z) = z’. Hgjresiderne i ligningssystemet (3.7.2), for A, # 0, har
altsa formen,

(-1 G-1+1

te =1t —1+Dr" = l &
)“k

specielt er hver af hgjresiderne en linearkombination af fglgerne i (3.6.5). Det falger derfor af
Cramer’s formler, at ogsa lgsningerne, g; = g; (1), til ligningssystemet er linearkombinationer
af fglgerne i (3.6.5). Med andre ord har vi bevist det fglgende resultat, hvor vi igen antager,
at & = 0 ikke forekommer blandt egenvardierne for A.

Resultat. Metode 11 giver, nar det A # 0, en eksplicit fremstilling,
A" = g0 + (DA + -+ + gu_1(HA" L, (3.8.1)

hvor hver af talfalgerne q;(t) er en linearkombination af de n falger ! A fork=1,...r,
[=0,...,n;—1.
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Resultatet indeholder specielt resultatet fra Metode I. Bemark, at begge metoder kan
anvendes til at bestemme summen Zi;%) AS, som indgar i lgsningen (3.5.4) til den inhomo-
gene ligning, ogsa nar A — I ikke er invertibel. Med polynomial approksimation betragtes
funktionen,

f@O=14z+ -+ =" -1/ -D.

De afledede (d! f/dz')()) for » # 1 bestemmes ved at differentiere braken pa hgjresiden.
For A = 1 kan det betale sig at bruge omskrivningen,

f(Z+l):((Z+1)t—1)/Z=l+(;>z—|—(;>zz+...;

heraf kan ligningen (d! f/dz')(1) = t(t — 1) --- (t — 1)/ + 1) umiddelbart aflaeses.

(3.9) Tricks. (1) Hvis det karakteristiske polynomium p 4 (z) har n forskellige rgdder, dvs
hvis r = n og n; = 1 for alle k, kan polynomiet ¢(z) i (3.7.1) bestemmes som falger: Lad
pj(2),for j =1,...,n, veere polynomiet ps(z)/(z — 1), altsa det polynomium, der fas af
pa(z) = [1(z — Ax) ved at fjerne den j’te faktor. @jensynliger p;(Ax) = 0 for k # j, og
veerdien p;(4;) = []; (A — &) er forskellig fra 0. Heraf ses umiddelbart, at polynomiet,

f(1) S (An)
p1(A1) P+ * DPn(An)

qz) = Pn(2),

vil tilfredsstille de n ligninger (3.7.2). Specielt, med f(z) = z’ kan fremstillingen (3.8.1) af
A" umiddelbart opskrives:

AT = ijl pi) M pi(A). (3.9.1)

(2) Hvisenrod 1 i det karakteristiske polynomium har hgj multiplicitet, kan det ofte betale
sig at skrive polynomiet ¢ (z) som et polynomium i z — A, altsa pa formen,

9@ =Go+qGE -2+ +gi—1z— 0"
Herefter er (d'q/dz))(V)/ 1! = g;.

Antag specielt, at A er den eneste rod i pa(z), altsd at ps(z) = (z — A)". Her kan
koefficienterne g; ovenfor direkte afleeses af de » ligninger i (3.7.2):

g = (d f/dzhHo /1.

Med f(z) = z' fasd! f/dz' = t(t—1)--- (t =1+ 1)z'~, og dermed g; = (;)A'~". Udtrykket
(3.8.1) har altsa formen,

n—1
A=y (’))J—l (A —2D). (3.9.2)

=0 !
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(3.10) Bemarkning. Deter sveert at sige, hvilken af de to metoder | og 11, der er ,,den bedste™.
Betragt fx tilfeeldet, hvor det karakteristiske polynomium p 4(z) har n forskellige ragdder. 1
Metode | udnyttes, at A specielt er diagonaliserbar: Bestem, fork =1, ..., n, en egenvektor
Vv svarende til egenveerdien 1. Da er

A(Vl’ cet Vl’l) = ()\‘lvl’ ] Anvn) = (Vl’ L] Vl’l)D’

hvor D = diag(r1, ..., A,) er diagonalmatricen. For matricen T = (v1, ..., V,), med sgj-
lerne v, eraltsd AT = T D,ogdermed A = T DT L. @jensynliger D' = diag(A,, ..., A).
Herefter bestemmes A’ af A’ = TD'T~1. Bestemmelsen af egenvektorerne v, og udreg-
ningen af 7D!T~1, modsvares af formlen (3.9.1) fra Metode 11; bemzrk, at i (3.9.1) skal
matrixprodukterne p;(A) = [[;;(A — A1) udregnes.

Den anden yderlighed er tilfeeldet, hvor det karakteristiske polynomium kun har én rod:
pa(z) = (z—A)". Herer (A —A1I)" = 0 (Cayley-Hamilton’s Setning), sd A = Al + N, hvor
N := A — Al er nilpotent. Metode | er bare binomialformlen anvendt pd A’ = (A1 + N)',
jfr (3.6.4). Det er den samme formel, der fas ved Metode I, jfr (3.9.2).

(3.11) Skalarligningen med konstante koefficienter. Betragt den linezre differensligning
af orden n med konstante koefficienter, altsa ligningen for en skalarfglge x = x(¢):

"X 4 ap_17" " Ix + -+ a17x + agx = h(t). (3.11.1)

Til differensligningen knyttes falgende karakteristiske polynomium, af grad n:

"L taiztag =@ — A" (@ = A" (311.2)

p(2)=7"+a,_1z
tallene A 1 faktoriseringen er de komplekse (forskellige) redder i p(z). Skalarligningen af
orden n er &kvivalent med en farsteordens linegr vektorligning tx = Ax + h(¢) med en
konstant n x n-matrix A, jfr (3.2.2).
Det karakteristiske polynomium for skalarligningen er lig med det karakteristiske polyno-
mium for matricen A, altsa lig med determinanten,

z =1 0 ... 0

0 z -1. 0

0 0 z 0
det(zl — A) = .

0O 0 O -1

a a1 ax ... z4+a,_1

Bevis. Ligningen p(z) = det(zI — A) vises ved induktion efter n; den er triviel forn = 1
(ikke 0gsa?). For n > 1 har matricen zI — A tallene z og ag i ferste sgjle, og udvikling af
determinanten efter denne sgjle giver en ligning,

det(zI — A) = zdet F + (—1)""lag det G. *)
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Matricen F (komplementet til z pa plads (1, 1) i matricen) er en (n — 1) x (n — 1)-matrix af
samme form som z/ — A, men med tallene ay, ..., a,_1 i nederste reekke. Induktivt er altsa

det F =z"14+a, 12" 2+ +axpz+a1.

Matricen G er en nedre trekantsmatrix med tallet —1 overalt i diagonalen. Altsa er det G =
(—1)"~1. Af (*) og de fundne udtryk for det F og det G f&s let ligningen det(z/ — A) = p(z),
som gnsket. a

Skalarligningen kan lgses ved at lgse den &kvivalente fgrsteordens vektorligning med
konstante koefficienter. Den homogene skalarligning (dvs ligningen med A(x) = 0) kan
direkte behandles saledes:

Seetning. Antag i den homogene ligning (3.11.1), at ag # 0, altsa at A = 0 ikke er rod
i det karakteristiske polynomium. Da udger de n talfalger t' M, fork=1,...,rogl =
0,...,n; — 1, en basis for rummet af komplekse lasninger til den homogene ligning.

Bevis. Lasningsmangden, H, til den homogene ligning er et underrum i vektorrummet af alle
talfglger. Lad ¢/ veere underrummet, i vektorrummet af alle fglger, bestaende af de falger,
der udspeendes af (dvs kan skrives som linearkombinationer af) de givne fglger. Talfglgerne
I H er netop farstekoordinaterne af de vektorfglger, som lgser den tilsvarende fagrsteordens
vektorligning. Af resultatet i (3.6) eller (3.8) fremgar derfor, at vi har fglgende inklusion:

HCU.

Venstresiden H har dimension n; det fglger af (2.2) eller (alternativt) af isomorfien mellem H
og lgsningsrummet til den homogene vektorligning. Hajresiden ¢/ er frembragt af de n givne
folger. Af velkendte resultater fra linezer algebra falger derfor, at der ma geelde ligheden
H = U, og at de n givne faglger er en basis for H. a

Det fremgar af Satningen, at hver af de n falger tlkz leser den homogene ligning, men
beviset er jo ganske indirekte. Et direkte bevis er fglgende:
Venstresiden i (3.11.1) fas ved at anvende operatoren,
a4t art taol = (T =MD" (T = A D™, (3.11.3)
pafalgen x(r). Lasningsmaengden til den homogene ligning er altsa kernen for denne operator.
For en falge af formen x = ¢/ i’ med p £ 0 fér vi:

(t—ADx =+ D'w ™t =y = (n + D' — 2y u' (3.11.4)

Hgjresiden har formen Q(r)u’ med et polynomium Q(r). Hvis u # A, har Q(¢) graden /.
Antag, at © = A. Daer Q(r) = AA(¢}) af grad [ — 1. Ved addition ses, at hvis x = P (t))!
med et polynomium P () af grad hgjst [, sd er (t — AI)x = AAP(t)A"; ved gentagelse fas,
at (t — Al)ix = A AP (t)A!. Specielt, hvisi > [, s er (t —Al)ix = 0.
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Afdenne overvejelse ses, at hver af de n anfarte fglger giver nul ved indsattelse i operatoren
(3.11.3). De anfarte fglger lgser altsa den homogene ligning.

Af udregningerne fremgar ogsa, hvordan man eksplicit kan lgse den inhomogene ligning
(3.11.1) for visse hgjresider h(r). Betragt for eksempel falgen x(z) = u’. Af (3.11.4) med
[ = 0 fremgar, at (t — AI)x = (u — A)x. Heraf ses, at indsattelse af folgen x(r) = ' i
operatoren (3.11.3) giver falgen p(u)u’.

Med hgjresiden i (z) = ' i(3.11.1), hvor w ikke er rod i det karakteristiske polynomium
p(2), Tér vi altsé den partikulare lgsning p(u) ~u!. Hvis u er en karakteristisk rod, i = Ay,
er det ikke sveert ved hjelp af udregningerne at bestemme en konstant ¢ saledes, at falgen
ct™ u' er en partikulaer lgsning til (3.11.1), stadig med hgjresiden w.”.

(3.12) Reelle lgsninger. Antag i (3.11.1), at koefficienterne a; er reelle. | dette tilfeelde er
man naturligvis oftest interesseret i rummet af reelle lgsninger til ligningen. Hvis redderne A ;
i det karakteristiske polynomium p(z) alle er reelle, bliver falgerne ¢/ A, reelle, og de udger
en reel basis. Hvisen rod X er imaginzr, dvs ikke reel, sa er ogsa det komplekst konjugerede
tal %; en rod, med samme multiplicitet n;.. De 2n;, falger, /'A% og 1'%, fori =0, ..., n; —1,
kan derfor erstattes med deres real- og imagineardele:

' Re(A), t'Im(\t), forl=0,...,np — 1. (3.12.1)

Herved fremkommer en basis for rummet af reelle lgsninger. Hvis Ay = pre'%, hvor p; > 0
og 6 er reelle tal, far fglgerne i (3.12.1) udseendet:

t' ol cosOrr, t plsingyr.

Bemeerk, at for den lineare farsteordens vektorligning tx = Ax udger sgjlerne i matricen
A’ en basis for lgsningsrummet. Antag, at matricen A er reel. Da bestar denne basis automa-
tisk af reelle fglger, og de udger en basis for de reelle lgsninger. Begge metoder | og Il farer
altsa til reelle fglger, pa trods af at der kan indga imagineere egenvardier A;. For Metode Il er
det i gvrigt klart, at falgerne ¢;(¢) i fremstillingen (3.8.1) ma veere reelle talfglger: for hver
ligning, der indgar i systemet (3.7.2) med imaginere koefficienter og en imaginzar hgjreside,
indgar ogsa den konjugerede ligning i systemet.

(3.13) Eksempel. Betragt den homogene andenordens skalarligning:
2x +x = 0.

Det karakteristiske polynomium er p(z) = z? + 1, med rgdderne 4i. Matricen for den
tilherende vektorligning er A = (_01(1)), jfr (3.2.2). Ligningerne (3.7.2), med f(z) = z' er
qo + q1i = i' 0g qo + g1(—i) = (—i)’, med lgsningerne go = costm/2 09 g1 = sintm/2.
Altsa er

A" = (costm/2)] + (sint7r/2) A = ( costmw/2  sin m/z).

—sintm/2 costm/2
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Farstekoordinaterne i matricens sgjler, altsa falgerne costm/2 og sintm/2, er en basis for
lgsningerne til den homogene skalarligning. Bemark, at de to falger, pa trods af det , trigo-
nometriske™ udseende, er ret simple, med periode 4:

costwr/2: 1,0,-1,0,1,0,-1,0,...
sintwr/2: 0,1,0,-1,0,1,0,-1,....

(3.14) Bemerkning. 1(3.2) ,,reduceredes” den linezre skalarligning af orden r til en lineger
vektorligning af orden 1. Omvendt kan en lineaer farsteordens vektorligning reduceres til en
skalarligning. Betragt for simpelheds skyld en vektorligning med konstante koefficienter i
tilfeldet n = 2, altsa en vektorligning af formen,

©x =ax + by + h(t), Ty =cx +dy + k(1). (3.14.1)

Vi kan antage, at b # 0. Isoler sa by i den farste ligning, og anvend 7. Det giver ligningerne,

2

by =tx —ax — h(t), bty =1t°x —atx — th(t).

Nu kan y elimineres: Multiplicer den anden ligning i (3.14.1) med b, og indset de fundne
udtryk for by og bry. Resultatet er en andenordens skalarligning i x.
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4. Stabilitet af differensligninger.

(4.1) Stabilitet af linezere ligninger. Den linezere vektordifferensligning i » dimensioner,
X = A()X + h(r), (4.1.1)

hvor A(t) er en n x n-matrix og h(z) er en sgjle i det n-dimensionale talrum V, kaldes
(globalt) asymptotisk stabil, hvis der for vilkarlige to lgsninger x1(z) og x2(z) til ligningen
geelder, at differensen Xy (t) — X2(t) gar mod 0 for r — oo. Sagt lidt lgst sikrer stabiliteten,
at alle lgsninger opfarer sig ens for + — oo. Specielt, hvis én lgsning har en graenseveerdi
(for t — o0), sa er alle lgsninger konvergente med samme granseveardi. Da forskellige
lgsninger til ligningen svarer til de forskellige valg af begyndelsesbetingelse x(0) = Xo, kan
betingelsen (lidt lgst) udtrykkes sadan: Opfarslen af lgsningen x(¢) for t — oo afhanger
ikke af begyndelsesbetingelsen x(0) = Xg.

Differenser x1 () — x2(¢) mellem lgsninger til den inhomogene ligning (4.1.1) er netop
lgsningerne til den homogene ligning Tx = A(z)x. Den inhomogene ligning (4.1.1) er altsa
asymptotisk stabil, hvis og kun hvis der for enhver lgsning x(¢) til den homogene ligning
X = A(t)X gaelder, at x(r) — 0 for t — oo.

(4.2) Szetning. For en konstant n x n-matrix A er falgende fire betingelser er &kvivalente:

(i) Differensligningen tx = AX + h(t) er asymptotisk stabil.

(ii) For alle lgsninger x(¢t) til den homogene ligning gelder, at x(t) — 0 fort — oo.
(iii) Fort — oo geelder A’ — 0.
(iv) For alle egenverdier Ay for A er |Ax| < 1.

Betingelserne er opfyldt, hvis der for allei =1, ..., n galder uligheden Zj la;j| < 1.

Bevis. /kvivalensen (i) < (ii) blev bemarket i (4.1). Videre er sgjlerne i matricen A’
lasninger til den homogene ligning; derfor geelder (ii) = (iii). Da sgjlerne endda er en basis
for rummet af lgsninger til den homogene ligning, geelder det omvendte: (iii) = (ii).

Implikationen (iv) = (iii) felger af de eksplicite udtryk, fra (3.6) eller (3.8), for A’: hvis
M| < 1, vil /A" — 0 forr — oo. (Tilfeldet, hvor A = O er egenveerdi kraver en triviel
serbehandling.)

For endelig at vise den manglende implikation (iii) = (iv) betragtes en egenveerdi A for
A. Velg en tilhgrende egenvektor v # 0. Af Av = Av fas A’v = A’v. Af antagelsen (iii)
folger, for t — oo, at A’v — 0, og altsa at A'v — 0. Da v # 0, falger det, at |A| < 1.

Hermed er &kvivalensen af de fire betingelser bevist.

Antag nu, at Zj la;j| < 1 foralle i. Lad A veere en egenveerdi for A, og v # 0 en
tilsvarende egenvektor. Valg m sdledes, at |v,,| = max; |v;|. For alle i er

hl = Iyl = 3 gy < D taguyl <ol Y, lagl < ol

hvor den sidste ulighed er skarp, fordi |v,,| # 0. Med i := m aflaeses specielt, at |A| < 1. 0O

@jensynlig galder, at A’ — 0, hvis og kun hvis (A")" — 0. Den tilstraekkelige betingelse
i Seetningen kan derfor erstattes med en tilsvarende betingelse pa sgjlerne: For alle j geelder
uligheden ), |a;;| < 1.
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(4.3) Bemaerkning. Antag, at A opfylder betingelserne i Setningen, og betragt den inhomo-
gene ligning med en konstant hgjreside:

X = AX+ h. (4.3.1)
Ligningen har én konstant Igsning, nemlig den konstante falge
x* 1= (I — A)"th. (4.3.2)

En konstant falge x(¢) = x* lgser nemlig differensligningen, hvis og kun hvis x* = Ax* +h,

dvs hvis og kun hvis (I — A)x* = h. Af antagelsen om A fglger specielt, at A = 1 ikke er

egenverdi. Derfor er matricen I — A invertibel. Og sa falger (4.3.2) af (I — A)x* = h.
Vektoren x* bestemt i (4.3.2) kaldes ligeveegtsvektoren eller den stabile tilstand. Af (4.2)

felger: Enhver lgsning x(¢) til (4.3.1) konvergerer, for r — oo, mod ligevaegtsvektoren x*.
Denne pastand fglger ogsa direkte af lgsningsformlen i (3.5.3):

t—1
X(t) = A'xo + ZASh = A'xg + (I — AH(I — A)~h.
s=0

Da A’ — 0, folger det af formlen, at x(r) — (I — A)~h, som pastaet.

(4.4) Definition. Den generelle linezere skalarligning (2.2.1) af orden n kaldes tilsvarende
(globalt) asymptotisk stabil, hvis der for enhver lgsning x (¢) til den homogene ligning geelder,
atx(r) — 0. djensynlig gelder x(r) — 0, hvisog kun hvis tx () — 0. Heraf falger, at skal-
arligningen er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis den tilhgrende fgrsteordens vektorligning,
af formen tx = A(t)X + h(z), er asymptotisk stabil.

Hvis skalarligningen har konstante koefficienter, bliver den tilhgrende matrix A konstant,
0g asymptotisk stabilitet afgeres af Seetning (4.2): Det indtraeffer, hvis og kun hvis alle rgdder
i det karakteristiske polynomium har numerisk vaerdi mindre end 1.

Det har saledes betydning (for polynomier af en given grad ») at kende betingelser pa
koefficienterne, som sikrer at alle regdderne har numerisk veerdi mindre end 1. Her vil vi
betragte tilfeeldene n = 1 og n = 2, for reelle ligninger.

Tilfeldet n = 1 er naturligvis trivielt: Skalarligningen af forste orden, tx + bx = h(t), er
asymptotisk stabil, hvis og kun hvis |b| < 1. Er betingelsen opfyldt, og er hgjresiden A (t) =
h* en konstant falge, sa er ligeveegtsfalgen x* den konstante fglge bestemt af x* + bx* = h*,
altsd ved x* = h* /(1 + b).

For n = 2 geelder: Skalarligningen af orden 2, med b, ¢ € R,
2x + btx + cx = h(t), (4.4.1)
er asymptotisk stabil, hvis og kun hvis falgende uligheder er opfyldt:

1) c<1, (2) |b] <c+1.
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Er betingelsen opfyldt, og er hgjresiden i (4.4.1) en konstant falge h(t) = h*, sa er ligeveegts-
folgen den konstante folge x* = (1 + b + ¢)~1h*.

Bevis. Det tilhgrende karakteristiske polynomium z2 + bz + ¢ har redderne (—b 4 /D) /2,
hvor D = b? — 4c er diskriminanten. Bemark nu farst, at uligheden (2), efter multiplikation
med 4 og addition af b2 til begge sider, kan omformes til den akvivalente ulighed:

(2) D < (2~ b2

Bemerk dernest, at den starste af de numeriske verdier af rgdderne er starre end |b|/2. Er
begge de numeriske veerdier mindre end 1, folger det, at |b|/2 < 1. Af (1) og (2) falger
ligeledes, at |b|/2 < 1. | resten af beviset kan det derfor antages, at |b| < 2.

Antag nu farst, at D < 0. Det falger af omformningen, at (2) altid er opfyldt. Yderligere
gelder, da D < 0, at de to rgdder har samme numeriske veerdi, nemlig /c. Begge de to
numeriske veerdier er altsd mindre end 1, hvis og kun hvis (1) er opfyldt.

Antag dernast, at D > 0. Daer 4c < b?, og da vi 0ogsd har antaget, at || < 2, folger det,
at ¢ < 1. Altsa er (1) altid opfyldt. Den starste af de to numeriske vardier af radderne er
(|b| + ~/D)/2. Vardien er mindre end 1, hvis og kun hvis /D < 2 — |b|, dvs hvis og kun
hvis (2) er opfyldt.

Pastanden om ligevaegtsfalgen er triviel, idet 1 + b + ¢ > 0 ifalge (2). a

(4.5) Definition. For visse ikke-lineare differensligninger kan man habe pa sakaldt lokal
asymptotisk stabilitet. Vi betragter den autonome vektordifferensligning i » dimensioner,

X = f(X).

Ved en ligevaegtslgsning forstas en konstant falge x(r) = x*, som lgser ligningen, altsa en
vektor x* saledes, at x* = f(x*).

Ligevaegtslgsningen x* kaldes lokalt asymptotisk stabil, hvis enhver lgsning x(z) med
begyndelsesveerdi x(0) tilstreekkelig teet ved x* konvergerer mod x* fort — oo. Mere pracist
er kravet, at der findes et § > 0 saledes, at der for enhver lgsning x(¢) med |x(0) — x*| < §
galder, at x(r) — x* fort — oc.

(4.6) Seetning. Betragt en autonom differensligning tx = f(x), og en ligevegtslasning x*,
hvor altsa x* = f(x*). Antag, at f er differentiabel i x*, og at alle egenveerdier for Jacobi-
matricen Df (x*) er numerisk mindre end 1. Da er lasningen x* lokalt asymptotisk stabil.

Bevis. Ved at erstatte afbildningen f med f (x+x*) —x* reduceres let til tilfeeldet, hvor x* = 0.
Antag altsa, at f(0) = 0 og at f er differentiabel i 0 med funktionalmatricen A := Df(0),
altsa at der findes en fremstilling,

f(x) = AX+e(X)|x|, hvore(x) — 0forx — O,

og at alle egenveerdier for A er numerisk mindre end 1. Det skal vises for lgsninger x(z), at
hvis |x(0)| er tilstraekkelig lille, s vil x(r) — 0 for t — oc.
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Falgende ulighed er opfyldt (for alle x), hvis koefficienterne i A er tilstraekkeligt sma:
|AX| < FIX]. (4.6.1)

Antag nemlig, at alle rekker i A har euklidisk norm mindre end %/ﬁ. | sgjlen Ax star pa
den i’te plads produktet af den i’te reekke i A og sgjlen x; antagelsen (og Cauchy—-Schwartz)
giver, at |(AX);| < %|x|/ﬁ, og sa falger den pastaede ulighed.

Betragt farst tilfeeldet, hvor (4.6.1) er opfyldt. Velg en konstant K med % <K <1 Vi
har K — § > 0, og hertil svarer et § siledes, at [e(u)| < K — 3, nar |u| < 8. For u| < & far
vi altsa

If(W] < AU + )] u] < 3lul + (K — $)lu| = Ku].

Da K < 1falgerspecielt, at |f(u)| < 8. Foren lgsning med |x(0)| < § udledes ved induktion
efter 7, at [x(¢)| < K'|x(0)[; specielt konvergerer x(¢) mod 0.

Betragt det almindelige tilfelde. Af (4.2) falger, at A’ — 0. Specielt folger det, at der
findes en eksponent m saledes, at vurderingen (4.6.1) geelder for matricen A™. @jensynlig
geelder for hver Igsning x(¢) til ligningen Tx = f(x) og hvert j, at delfalgen x(j + tm), altsa
X(J), X(j +m), X(j 4+ 2m), X(j + 3m), ..., er en lgsning til differensligningen,

X = " (X), (4.6.2)

hvor f er afbildningen f sammensat m gange med sig selv. Den sammensatte afbildning
har funktionalmatricen A™. Altsa geelder pastanden for ligningen (4.6.2). Det er derfor nok
at bemarke, at hvis |xg| vaelges tilstreekkeligt lille, sa vil de farste m verdier xo = x(0),
X1 = X(1), ..., Xp_1 := X(m — 1) veere sma. Altsa gelder, for j = 0,...,m — 1, at
X(j + mt) — 0. Derfor konvergerer x(z) — 0. a

(4.7) Anvendelse pa skalarligningen. For den autonome skalarligning af orden n,

"x = f(x,tx, ..., 7" 1x), (4.7.1)
bestemt ved en funktion f (vo, ..., v,—1) af n variable, er den tilhgrende vektorligning tx =
f(x) beskrevet i (3.2). Den tilsvarende Jacobi-matrix, i et givet punkt (vo, ..., v,—1), €r

o 1 o0 ... O
o o 1 ... 0
o 0 o0 ... O
Df = : : : :
o o0 o0 ... 1
af  3f  If af
dvg dvy dvz " dup—

Det karakteristiske polynomium er, i falge udregningen i (3.11),

n_ _0f

n—1
— = = 4.7.2
an_lz dvg ( )
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En ligevaegtsveerdi for skalarligningen, dvs en konstant fglge x(r) = x* som lgser lig-
ningen, svarer til en ligeveegtslgsning til vektorligningen, ngdvendigvis af formen x* =
(x*, ..., x*). Af Setning (4.6) falger, at en ligevaegtsveerdi x* for skalarligningen (4.7.1)
er lokalt asymptotisk stabil, hvis polynomiet (4.7.2), hvor de partielle afledede er taget i
punktet (x*, ..., x*), opfylder, at alle redder er numerisk mindre end 1.

For en fagrsteordens skalarligning tx = f(x) er en ligevaegtsveerdi x* (dvs x* = f(x*))
altsd lokalt asymptotisk stabil, hvis |f/(x*)| < 1. For en andenordens ligning t2x =
f(x, Tx), bestemt ved en differentiabel funktion f(x, y), er en ligevegtsveerdi x* (dvs
x* = f(x*, x*)) asymptotisk stabil, hvis fglgende to uligheder er opfyldt i punktet (x*, x*):

(1) —af/ox <1, (2) |af/dy| <1—af/ox.
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A. Appendix: Jordan’s normalform.

(A.1) Jordan’s Seetning. Lad T:V — V vere en linear afbildning af et n-dimensionalt
komplekst vektorrum V ind i sig selv. Da findes en basis for V, hvori T beskrives ved en
blokmatrix,

Ay, 0 ... O
0 A ... O
S s (A.1.1)
0 0 ... A
hvor blokkene A; ned langs diagonalen er kvadratiske matricer af formen,
- » 10 A i .
(A), , o xr 1], ..., , (A.1.2)

0 A .1

0 0 A N

dvs med et fast tal A i diagonalen, med 1 i skrélinien lige over diagonalen, og med 0 pa
alle andre pladser. De pvrige blokke i (A.1.1) er (rektangulare) nul-matricer af varierende
starrelse.

(A.2) Bemarkning. Matricer af den beskrevne form, dvs af formen (A.1.1) med matricer
A; af formen i (A.1.2), siges at vaere pa Jordan’s normalform.

En linear afbildning 7: V — V, af et vektorrum ind i sig selv, kaldes ogsa en endomorfi.
Det kan specielt veere endomorfien C* — C” givet ved Xx — Ax med en (kompleks) n x n-
matrix A. Matricerne, der beskriver denne endomorfi, er matricerne af formen S~ A, med en
invertibel matrix S, altsa de matricer, der er simileere med A. Det fremgar altsa af Satningen,
at enhver kvadratisk matrix er simileer med en matrix af Jordan’s normalform.

Tallene X, der forekommer i matricerne A;, ma vaere de komplekse egenverdier for T,
altsd de komplekse rgdder i det karakteristiske polynomium p7(z). Mere preacist kan det
karakteristiske polynomium p7(z) bestemmes som det karakteristiske polynomium p 4 (z) =
det(zI — A) for en vilkarlig matrix A, der beskriver T mht en eller anden basis for V. Vi kan
specielt som A bruge matricen i (A.1.1), og heraf ses, at

pr(2) = pa,(2) -+ pa,(2).

Nar A; er en m; x m;-matrix af formen i (A.1.2), er det umiddelbart at bestemme det karak-
teristiske polynomium:

pa, (@) = @—1".

Det karakteristiske polynomium kan altsa direkte aflaeses af Jordan’s normalform.

Det skal understreges, at en bestemt matrix af formen i (A.1.2) godt kan forekomme flere
gange blandt blokkene A;. Man kan vise, at Jordan’s normalform er entydig i den forstand,
at antallet af gange en bestemt matrix forekommer blandt blokkene A; er uafhangigt af valg
af basis.
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(A.3) Observation. Envasentlig del af beviset for Seetningen er simpelthen at forsta indholdet
i udsagnet. Maske vi farst bar minde om, at den linezre afbildning T i (eller mht) en given
basis (eq, ..., e,) for V beskrives ved en n x n-matrix A: den j’te sgjle i A er koordinatsettet
for T (e;) med hensyn til den givne basis.

Efter denne pamindelse sperger vi farst, hvad det betyder om en basis, at den tilhgrende
matrix A har blokformen i (A.1.1). Betragt den /’te blok A;, lad os sige med sgjlenumre j,
hvor j* < j < j”. At matricen A; befinder sig langs diagonalen, betyder, at ogsa reekkerne
i A; har numre i med j° < i < j”. Dette gaelder altsa for matricen A, hvis og kun hvis
den j’te sgjlei A, for j/ < j < j” har koordinat O pa nar pa pladser med numre i med
j/ < i < j”. Med andre ord er kravet til basen: nar T'(e;), for j’ < j < j”, skrives
som linearkombination af basisvektorerne e;, sa er der kun koefficienter forskellige fra 0 pa
vektorernee; for j* < i < j”; @kvivalenter kravet, at vektoren T (e;) er en linearkombination
af vektorerne g; for ;' <i < j”.

Lad W vere underrummet af V frembragt af basisvektorerne e; for ;' <i < j”. Kravet
erda, for j/ < j < j”, at T(ej) € W. Det er gjensynlig opfyldt, hvis og kun hvis der for
hver vektor w € W galder T (w) € W, altsa hvis og kun hvis fglgende er opfyldt:

weW — T(w)eW.

Et underrum W C V med denne egenskab kaldes (som bekendt) et 7'-invariant underrum.

Det fremgar heraf, at matricen for T, med hensyn til en given basis (e1, ..., €,), har
blokformen (A.1.1), medm; x m;-matricer A;, hvis og kun hvis basisvektorerne kan grupperes
i s grupper, med de farste my vektorer i den farste gruppe, de naeste my vektorer i den anden
gruppe, og sa videre, og saledes, at underrummet V, frembragt af vektorerne i den [ ’te gruppe
er et T -invariant underrum.

(A.4) Observation. Antag, at der er givet en basis (e1,...,e,) for V, og naturlige tal
mi,...,mg med n = m1 + --- + m,. Betragt som i (A.3) den tilsvarende gruppering af
basisvektorerne, med de forste m1 vektorer i den farste gruppe, de naste m, vektorer i den
anden gruppe, osv. Lad V; vaere underrummet frembragt af basisvektorerne i den /’te gruppe.

Da er V den direkte sum,
V=Vi® @V, (A.4.1)

hvilket vil sige at fglgende betingelse er opfyldt: (*) Hver vektor v € V har en entydig
fremstilling,
V=Vi+--+Vy, med v; € V. (A.4.2)

Vektorerne i V; er nemlig linearkombinationerne af basisvektorerne i den /’te gruppe. Frem-
stillinger i (A.4.2) svarer altsa til fremstillinger af v som linearkombinationer af alle basisvek-
torerne, hvor leddene i summen er grupperet (med parenteser) svarende til de enkelte grupper
af basisvektorer.

Antag omvendt, at der i V er givet underrum V1, ..., V; saledes, at V er den direkte sum,
V=Vi&---& Vi, dvs at betingelsen (*) ovenfor er opfyldt. VVaelg en basis for V1, en basis
for V5, osv. Det falger da, nasten tilsvarende, at foreningsmangden af de valgte vektorer er
en basis for V.
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(A.5) Observation. Heraf ses, at det at bestemme en basis for V, hvori T beskrives ved en
blokmatrix af formen i (A.1.1) er &kvivalent med at bestemme en fremstilling af V som en
direkte sum af T-invariante underrum,

V=Vi& - -&V.

Nar en sadan dekomposition af V er givet, er T helt bestemt ved sin opfarsel i hvert af de
T-invariante underrum V;; studiet af V er reduceret” til studiet af restriktionerne af 7 til
de enkelte underrum V;. Det er ikke udelukket, at s = 1; sd er V = Vq, og der er ikke
tale om en egentlig reduktion. Den ultimative reduktion er tilfeeldet, hvor underrummene
V; er 1-dimensionale, og hvor altsd s = n. Et 1-dimensionalt underrum W, lad os sige
W = Span(w), er T-invariant, hvis og kun hvis w er en egenvektor for 7. Den ultimative
reduktion kan altsa opnas, hvis og kun hvis V har en basis bestaende af egenvektorer for T;
dette svarer til at matricen (A.1.1) er en diagonalmatrix.

(A.6) Observation. Af de foregaende observationer ses, at Jordan’s Saetning kan formuleres
sadan:

Der findes en dekomposition af V som en direkte sum, V. = V1 & - - - @ Vg, af T -invariante
underrum V; saledes, at T i underrummet V,, efter passende valg af basis for V;, beskrives
ved en matrix af den simple form i (A.1.2).

(A.7) Definition. Som vi skal se i det felgende, indgar nilpotente matricer og endomorfier
naturligt i forbindelse med Jordan’s normalform. Endomorfien T kaldes nilpotent, hvis den
linesere afbildning 7™, opnaet ved at sammensatte 7 med sig selv m gange, er nulafbild-
ningen, nar eksponenten m er passende (stor). Tilsvarende kaldes den kvadratiske matrix A
nilpotent, hvis A™ = 0, nar m er tilstreekkelig stor.

Lemma. Enn x n-matrix A er nilpotent, hvis og kun hvis p 5(z) = z".

Bevis. Ifglge Cayley—Hamilton’s satning er A rod i sit karakteristiske polynomium p 4 (z).
Af pa(z) = 7" felger derfor, at A" = 0O; specielt er A nilpotent. Antag omvendt, at A er
nilpotent: A™ = 0. Hvis A er en egenvardi: Av = Av med v # 0, s& far vi A%v = A2y,
A3v = 23y, osv. Specielt fas 0 = A™v. Dav # 0, falger det, at A = 0. Med andre ord
er A = 0 den eneste egenvaerdi for A. Derfor er A = 0 den eneste rod i pa(z). Altsa er
pa(z) =7". 0

(A.8) Farste reduktion. For at bevise Jordan’s Setning betragtes farst dekompositionen i
[A&B, side 117]: Svarende til faktoriseringen af det karakteristiske polynomium p7(z) for
Tl

pr(@) = (@—A)" (2 —A)",

hvor tallene A; er egenvaerdierne for T og eksponenterne n; er deres multipliciteter som
redder i pr(z), har vi

V=Wi&---®W,  hvor Wy :=Ker((T —iI)"™).
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Underrummet W er T-invariant. Hvis T} betegner restriktionen af T' til Wy (og I betegner
identiteten pa Wy), sa falger det af definitionen af W, som en kerne, at (T, — A ;)™ = 0.
Med N := Ty — A Iy har vi altsa:

Ti = Ml + N, N*=0. (A.8.1)

For at opna Jordan’s normalform for T er det nok at indse, at den kan opnas for hver
af endomorfierne T;, for sig, ved videredekomposition af underrummet W;. Derfor kan det
antages, i beviset for Seetningen, at 7 eren sum, T = AI + N, hvor N er nilpotent.

(A.9) Anden reduktion. Antag, at 7 = Al + N, hvor N er nilpotent. Antag, at Jordan’s
normalform er opnaet for N. Da N er nilpotent, er O den eneste egenveerdi for N. Det faglger
af Bemarkning (A.2), at alle blokkene i normalformen for N har 0 i diagonalen. Heraf ses,
at normalformen opnas for T = A + N blot ved at lzegge A til overalt i diagonalen. Derfor
er det nok at bevise Seatningen for en nilpotent endomorfi T'; i dette tilfeelde har alle blokkene
i (A.1.2) ngdvendigvis A = 0 i diagonalen.

(A.10) Tredie reduktion. Antag, at 7 er nilpotent. Den sidste reduktion inden det egentlige
bevis bestar blot i at observere, hvad det betyder, at matricen for 7', mht en basis (e1, ..., &,)
for et T-invariant underrum W, har formen i (A.1.2) med A = 0. Det betyder, at basisvekto-
rerne ved T afbildes sadan:

0 <481 <4 €2 < --- <1 1 <1 €. (A.10.2)

Specielt skal altsa e; tilhgre kernen for T.
Det er altsa nok at vise fglgende pastand:

(A.11) Jordan’s normalform for en nilpotent endomorfi. Antag, at T er nilpotent. Da
findes en basis for V sadledes, at ndr basen grupperes med de farste ny vektorer i forste
gruppe, de naste n, vektorer i den anden gruppe, osv, sa vil betingelsen svarende til (A.10.1)
veere opfyldt for hver af grupperne.

Bevis. | beviset udnytter vi fglgende ,,opskrift“, der gaelder for en vilkarlig linezer afbildning
F:V — U: Antag, at der er giveten basis uy, ..., u, for billedrummet F V. Velg vektorer
Vi,...,V, € V sdledes, at u; <+ v;, dvs u; = Fv;. Suppler med en basis wy, ..., w, for
kernen Ker F. Da udger vektorerne,

V1,...,Vp,W1,...,Wq,

en basis for V.
For at afslutte beviset for Jordan’s Saetning skal vi nu vise, for den nilpotente endomorfi
T ivektorrummet V, at der findes en basis for V, hvis vektorer kan grupperes:
(e1,€2,...€n, T, .. Fp01,...,04,...),
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saledes, at betingelsen (A.10.1) er opfyldt for hver af grupperne, dvs at basisvektorerne ved
T afbildes sadan:

0 <4 €1 <1 68y <+ -+ <1 €1 <1 €,
O frafy. ... —fp, (A.11.2)
0«4 01«4 -+ <14 gg—1 <t Uy,

Pastanden vises ved fuldsteendig induktion efter dimensionen af V. Den er triviel (og ind-
holdslgs), hvis dimV = 0. Derfor antages, at dimV > 0, og at pastanden gelder for
nilpotente endomorfier i vektorrum af dimension mindre end dim V..

Betragt specielt billedrummet 7V. Da T er nilpotent (og V # 0), kan T specielt ikke
veere surjektiv. Altsd er dimTV < dim V. @jensynliger U = TV et T-invariant underrum
og restriktionen af T til U er nilpotent. Induktivt kan vi derfor antage, at pastanden galder
for TV. Lad den grupperede basis for 7V besta af vektorerne i (A.11.1).

Nu anvendes opskriften. Vi skal farst veelge vektorer i V, som ved T afbildes pa den givne
basis for TV. | hver gruppe er der et oplagt valg pa ner for gruppens sidste vektor: Vi har
e, <+ €41, fj <+ 11, osv. For den sidste vektor i hver gruppe veelger vi en ny vektor:
&n < emq1, T, <1 T,41, 0sv. Valget er muligt, fordi det var antaget, at vektorerne i (A.11.1)
ligger i billedrummet 7V

Derneest skal vi vaelge en basis for Ker T'. | kernen har vi allerede de linezrt uafhangige
vektorer e, f1, g1, ..., bestdende af den farste vektor fra hver gruppe i basen for TV. Dem
supplerer vi —om ngdvendigt — med vektorer h1, ki, ... til en basis for kernen. Det folger af
opskriften, at vi nu har en basis for V. Den bestar af grupper, nemlig dels grupper bestaende af
hver af de oprindelige grupper i (A.11.1) suppleret med yderligere én vektor, dels af grupper
bestaende af én vektor for de vektorer, vi supplerede med i kernen. Det er Klart, at hver af
grupperne opfylder betingelsen i (A.10.1). Altsa har vi opnaet den gnskede basis for V. 1
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O. Opgaver.

1. Lgs differensligningen tx = x +¢.
2. Lgs differensligningen (1 + x)tx = x.

3. | forbindelse med differentialligninger er det naturligt at betragte monomierne ¢/, eller
t! /11, for reelle veerdier af r. Begrund, at det i forbindelse med differensligninger er mere
naturligt at betragte binomialkoefficienterne og/eller de nedstigende faktorialer,

(;) og t=t¢—-1)---(—-1+1).
4. Angiv en differensligning tx = f(x), der har falgerne x; = (+ + K)~2 som lgsninger.

5. Fibonacci’s talfalge x; er falgen 1,1, 2, 3,5, 8, 13, .... Hvad har den at ggre med diffe-
rensligninger? Bestem graenseveerdien lim;_ oo x;41/x;.

6. Los differensligningen tx = x + r + 2.
7. Ls differensligningen t2x = x.

8. ,Nah, det er jo bare differensligningen Ax = rx — b*, sagde jeg til min bankradgiver.
Hvad snakkede vi om? Og hvad fandt vi frem til?

9. Diskuter den logistiske differensligning Ax = rx(1 — x/K), eller udfarligt skrevet:
Xi41 —x = rx (1 —x;/K), for t — oo. [Vink: det er en sveer opgave; det er ngdvendigt at
skelne mellem veerdier af r afgrensetaf r =1,r =209 r = 3.]

10. Vis, at falgerne x; = (1,2,22,23,24,2% ...), X = (0,2,2:22,3.23,4.24 525, .. ),
og x3 = (—1, —1,0,1.22,2:23,3.2% . ..), er linewert afhangige folger.

11. (2DMI-eksamen, opgave 2, vinteren 1997/98) Differensfalgen for en kompleks talfelge
X = (xp,x1,Xx2,...) er falgen AX, hvis n’te element er (AX), = x,4+1 — x, forn =
0,1,2,...,altsa

AX = (x1 — xQ, X2 — X1, X3 — X2,...).

(a) Vis for fglger x og y, at Ax =y, hvis og kun hvis der findes en konstant o s&
n—1
Xo=a, 00 x, =o¢—|—Zy,~, for n=1,2,3,....
i=0
(b) Ger rede for, at det n’te element af A(AX) er givet ved
(A(AX))y = Xp42 — 2Xp11 +x,. for n=0,1,2,...,
og find dernast den fuldsteendige lgsning til den homogene differensligning

Xpt2 — 2Xp41+x, =0, for n=0,1,2,....
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(c) Vis,forn =1,2,3, ..., formlerne
L oam -1 i -1 n—1@mn—2)

(d) Bestem den fuldsteendige lgsning til den inhomogene differensligning
Xpt2 — 2Xp11+x, =n, for n=0,1,2,....

12. Find den fuldstaendige lgsning til differensligningen r2x — 2tx 4+ x = 2/(r — 1).

13. Bestem den fuldstendige lgsning til den homogene differensligning t”*x = x. [Vink:
Hvad ville du kalde falger, der tilfredsstiller ligningen?]

2

0].

1

2

14. Betragt fglgende 3 x 3-matricer:
6 2 2 :
@) (—2 2 O>, (b) 0
0 0 2 0
(a) Bestem den vektorfalge x(z), som opfylder den homogene differensligning tx = Ax og
x(0) = (1, 1, 0)'", hvor A er matricen fra (a).

(b) Bestem den vektorfalge x(r), som opfylder differensligningen tx = Ax+ (¢, 2, t%)' (som
er inhomogen) og x(0) = (1, 1, 0)'", hvor A er matricen fra (b).

(c) Hvilke af ligningerne i (a) og (b) er asymptotisk stabile?

15. Angiv en talfglge, som ikke for noget n kan vare lgsning til en n’te-ordens homogen
differensligning med konstante koefficienter.

16. Hvordan lgser man en vektordifferensligning tx = AXx, nar matricen A er en gvre
trekantsmatrix?

NIk N

17. Lad der vere givet et n-dimensionalt underrum L af vektorrummet af alle talfelger.
Antag, at L er t-invariant, altsa at der for alle falger x € L geelder, at ogsd tx € L. Vis, at
L er lgsningsrummet for en passende r’te-ordens differensligning.

18. Betragt en farsteordens differentialligning x” = f (¢, x) med begyndelsesbetingelse
x(0) = xp; Vi antager, at f(z, x) er defineret for alle (¢, x). Numeriske lgsningsmetoder
erstatter typisk differentialligningen med en differensligning. Hvilken differensligning svarer
til Euler’s metode [A&B, side 70 ff] med en given skridtleengde 4.

19. Vis, at resultaterne i afsnittene (3.6), (3.8) og (3.11) kan udstraekkes til ogsa at daekke
tilfeeldet, hvor A = 0 er rod i det karakteristiske polynomium (med multiplicitet ng). | det
generelle resultat indgar naturligt falgerne §; (for/ = 0, ..., ng — 1) bestemt ved §;(1) = 1
0g &;(t) =0forr #1.

20. Betragt den inhomogene ligning (3.11.1) med k(z) = A, hvor Ay er rod i det karakte-
ristiske polynomium (3.11.2). Bestem konstanten ¢ séledes, at falgen c¢"« 1} er en partikulaer
lgsning.
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21. Betragt differensligningen utx = x — h(t), hvor u er en konstant med |u| < 1 0og h(z) er
en given begranset falge. Vis, at differensligningen har praecis én begraenset lgsning. [Vink:
Den begraensede lgsning har x(0) = 3~ h(t)u’. Atder kun er én begraenset lgsning, indses
ved at lgse den homogene ligning.]

22. Bestem fundamentalmatricen A’, nar A er en af falgende matricer,

1 1 -2 0 -8 4
a) (2 0 —2>, b) <o 2 o).
22 1 2 3 -2

[Vink: matricerne er betragtet i [A&B, side 98-100].]
23. Betragt differensligningssystemet; og matricen,

Te=grbgy. (1 -1
1,3, %99=11 1)
Ty = 35X +35Y;

a) Gar rede for, at koefficientmatricen A for systemet er diagonaliserbar.

b) Vis, at med Q defineret ovenforer A = QDQ~1, hvor D er en diagonalmatrix.
c) Les ligningen tz = Dz, og find dernast lgsningen til det farst givne system.

d) Gar rede for, at det farst givne system er asymptotisk stabilt.

24. (2DMI-eksamen, opgave 2, sommeren 1997) Betragt det linezere homogene differenslig-
ningssystem med konstante koefficienter

X1 010 X1
t(xz):<0 0 1) (xz). (*)
X3 100 X3

(@) Vis, at for enhver lgsning til (*) er sumfaglgen: s(z) := x1(t)+x2(¢)+x3(¢), lgsning til
differensligningen tx = x.

(b) Vis, at hver af koordinatfglgerne x;(r) (j = 1,2, 3) i en lgsning til (*) er lgsning til
differensligningen (af 3. orden): t3x — x = 0.

(c) Angiv den fuldstendige lgsning til (*), og bestem specielt mangden af reelle lgsninger.

(d) Gar rede for, at der til givne «, B, ¥ € R findes netop én lgsning til (*), hvis koordinater
opfylder x1(0) = a, x1(1) = B og x1(2) = y.

25. Differentialligningen x” = —x har som bekendt nogle vigtige lgsninger. Hvad med
differensligningen A%x = —x?

26. Operatornormen, |A|, af en n x n-matrix A, defineres som bekendt fra den euklidiske norm
IX| p& talrummet af sgjler som maxx—1 |Ax|. Vis, at hvis |A| < 1, sa er differensligningen
X = AX asymptotisk stabil. Vis, at ,kun hvis* er galt.

27. Den homogene linezre vektordifferensligning tx = Ax kaldes (globalt) stabil, hvis
enhver lgsning x(¢) er begraenset. Fglgende pastand er kun naesten rigtig: ligningen er stabil,
hvis og kun hvis alle egenveerdier for A har numerisk vaerdi hgjst lig med 1. Hvad mangler
for at gare pastanden helt rigtig?
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28. Lgs differensligningen t2x + tx +x = 0. Vis, at alle lgsninger har periode 3, og angiv
de reelle lgsninger. Samme spargsmél for ligningen t2x — 7x + x = 0.

29. Lags differensligningen x;41 = 1/(x; + 1), xo = 0. Hvad sker der med Igsningen for
t — 00? Og hvorfor sker det?

30. Lags differensligningen xn2 = Xp+1Xn—1. [VINK: prev med x;,, = e’n.]
31. Las differensligningen,
Xn (xn—l>a
Xn—1 Xn—2 ’

hvor « er en reel konstant. Du huskede vel muligheden o = 1?




P. Et projekt.

MAE305 Handout #2 February 14, 1994
Difference Equations

We study the difference equation:

Ynt1 = a(yp — y;%) (1)

It is easy to see that this equation has two contant solutions (fixpoints). Namely, y =0
and y = “T—l A linear stability result shows that y = 0 is stable for 0 < « < 1 and

y =21 isstable for 1 < o < 3.
We now look for periodic solutions of period 2, i.e., solutions such that y,, .2 = y,. The
value y, must therefore satisfy

Yo = Ynt2 = At — Vory) = a(@(yn — ¥2) — a?(yu — ¥D?). 2)

We can write this equation in y,, as

ayn()’n_a;1)<)’,%_a:1)7n+a+1>:0- 3

o?

This equation has as solutions the two fixpoints y, = 0 and y,, = O‘T‘l It also has two
more solutions corresponding to a periodic solution of period 2.
Homework Problem:

(@) Show that (2) is equivalent to (3).

(b) Find expressions for the solutions to (3). Show that if y, is a solution then y, 1
computed from (1) is also a solution.

(c) Show that for « = 3 three solutions are identical.

Note that at « = 1, where there is an exchange of stability, the to fixpoints are identical.
Moreover, at@ = 3, the next exchange of stability, we get from (c) that the period 2 solution
degenerates to a fixpoint. If « > 3 (but not much greater) it is the periodic solution which
Is stable.

Do the same analysis for the difference equation
Yn+l = y,f +c (4)

for different values of the parameter c. In particular explain the pictures on the next pages.
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X:=x"2 + C
# unmarked points 15
# marked points 50

-2.000 < x < 2.000
-2.000 < ¢ < 0.100

X x

X <- x"2 - 0.500

-1.098 < x < 1.098
-1.098 <y < 1.098

§P



Projekt

X <— x72

-1.854 <
-1.854 <

X <— x72

-2.235 <
-2.235 <

X <— x72

-2.580 <
-2.580 <

- 1.000

X < 1.854
y < 1.854

- 1.300

X < 2.235
y < 2.235

- 1.600

X < 2.580
Yy < 2.580
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